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Avant-propos

ET OUVRAGE, destiné aux étudiants de troisiéme année de licence de mathéma-
tiques, présente toutes les notions de géométrie dont on peut avoir besoin & ce

niveau. .
Mais il sera également trés utile aux candidats aux concours de ’enseignement (CAPES
et Agrégation de mathématiques) pour qui la géométrie est indispensable.
La particularité de cet ouvrage est qu’il essaie de ne pas trop faire de raccourci, les
raisonnements étant en général parfaitement détaillés. Il est ainsi un outil idéal pour
un étudiant isolé qui voudrait acquérir, comprendre et dominer par lui-méme toutes
les notions abordées.
Nous avons aussi fait le choix de nous placer systématiquement dans le cadre d’un
corps de base réel. Nous avons en effet estimé qu’il était plus facile de commencer par
bien « voir » les propriétés dans le cadre le plus concret, c’est-a-dire le cadre réel. I
est néanmoins possible, pour la plupart des propriétés, de changer le corps de base
sans aucune modification, en prenant par exemple C ou un corps fini. Le lecteur qui
en éprouverait le besoin peut ainsi, dans un deuxiéme temps, reprendre sa lecture en
se placant dans un corps quelconque.

Ce manuel est constitué de six chapitres de cours trés détaillés, rédigés dans un style
clair et accessible :

1. un chapitre qui traite de la structure d’espace affine et présente rigoureusement
le cadre affine dans lequel se placent la plupart des problémes de géométrie;

2. un chapitre sur les applications affines et leurs propriétés, qui se termine sur
la présentation des grands théorémes classiques de la géométrie : Thales, Céva,
Ménélaiis, etc. ;

3. un chapitre qui introduit ’espace universel, justifie toutes les notations qui
semblent abusives au début, et permet une présentation trés simple du calcul
barycentrique;

4. un chapitre qui donne les rudiments de la géométrie projective, illustre I’intérét
de I’espace universel, et s’achéve sur la démonstration de deux grands théorémes
de la géométrie affine : ceux de Pappus et Desargues;

5. un chapitre important sur la géométrie euclidienne dans lequel, aprés une révision
rapide des propriétés d’un espace vectoriel euclidien, on étudie la structure affine
euclidienne et en particulier les isométries affines;



X AVANT-PROPOS

6. un dernier chapitre qui présente les coniques, étudiées dans les différents cadres
possibles (affine, projectif ou euclidien). Quelques propriétés en sont données,
sans pour autant prétendre étre exhaustif tant ce sujet est large.

A la fin de chaque chapitre, est proposée une liste d’exercices dont la difficulté est trés
progressive.

Tous les exercices sont corrigés. Leurs solutions sont regroupées dans un chapitre
distinct, situé en fin d’ouvrage. Le lecteur est ainsi incité a essayer de résoudre seul
les exercices proposés, sans se précipiter sur les solutions, qui sont toujours tres
développées et dont la rédaction se veut pouvoir servir de modele.

C’est & partir d’un cours par correspondance, qui a fait la preuve de son efficacité avec
des générations d’étudiants, que ce livre a été réalisé.

Nous souhaitons une bonne réussite a tous nos lecteurs.

Je tiens & remercier tout particuliérement Anne-Marie Aebischer, dont le cours de
géométrie m’a servi d’inspiration en particulier pour la rédaction du sixiéme chapitre.



CHAPITRE 1

Espaces affines

_E) désigne un espace vectoriel sur un corps K commutatif de caractéristique différente
de 2 (dans la plupart des cas K = R) et de dimension finie n.

1.1 Espace affine
1.1.1 Définition

Définition 1.1 Soit E un ensemble non vide.

On dit que F est un espace affine sur F lorsqu’il existe une loi de composition externe
(notée +) de E x E vers E qui vérifie

() VA€ E, A+ 0 = A;

(i) VAeE,vﬂ,veﬁ, ona(A+ )+ 7 =A+(d+7);

(iii) VA € E, application & — A+ u est une bijection de F sur E.

Les éléments de F sont en général appelés des points, les éléments de ? sont des

vecteurs.
On dit que _b? est 1’espace vectoriel associé & F, ou encore la direction de E.

Remarque : Attention, le symbole + n’a pas la méme signification selon qu'il est
entre un point et un vecteur, ou entre deux vecteurs. Dans ce dernier cas, il s’agit de la
classique addition des vecteurs, celle qui fait que (E,+) est un groupe abélien. Entre
un point et un vecteur, il s’agit de la loi de composition externe dont on a besoin pour

définir un espace affine.

En particulier, dans (i7), notez bien que les deux sortes de + cohabitent : il y a trois
+ qui sont des lois de composition externes, et un + qui est celui de ’addition entre
vecteurs (au fait, lequel 7) !

1 Les trois premiers + sont des lois de composition externe, le dernier, entre @ et 7 est bien sir le +
de ’addition des vecteurs.
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Un espace affine n’est donc pas seulement un ensemble : c’est une structure, c’est-a-dire
ici la donnée de ’ensemble, de ’espace vectoriel et de la loi de composition externe
+ (ou de 'action de groupe). En fait, en pratique, on confond souvent 1’espace affine

(E, ﬁ, +) avec 'ensemble sous-jacent E, et il n’y a pas d’inconvénient & le faire.
Pour préciser de fagon concise la direction d’un espace affine, nous noterons (E, ?)
P’espace affine F dont la direction est E.

Remarque : En utilisant le vocabulaire des groupes opérant sur un ensemble (ou
« action de groupe »), cette définition peut étre traduite savamment par :

Le groupe additif (E,+) opére librement et transitivement sur B (il s’agit d’une
opération & droite).

Notation

Lorsque U est l’unique vecteur tel que B = A + , on notera U = A_B) =B - A.

1.1.2 Propriétés « immédiates »

e Pour tout A, B,C € E, on a (relation de Chasles) AB + BC = AC.
On peut écrire cette relation sous la forme « triviale » : (B— A)+(C — B) = C — A.
En appliquant (ii) puis la définition de )ﬁ ,ona
A+(ﬁ+ﬁ)=(A+A )+B?=B+@=C=A+E.
On peut conclure grace au fait que ’application Z— A+ T est injective, que
AB + BC = 4C.
e Pour tout X € E, onaX'—X)=—O-)=X—X.
C’est une conséquence immédiate de X + ? = X et de la définition de ﬁ .
e Pour tous X,Y € E, on a XY = VX (« trivialement » : Y — X = —(X —Y).)
11 suffit d’appliquer la relation de Chasles : T = ﬁ = 5(7 + Y_X>
e Pour tous X,Y,Z € E, ona XY -XZ = 7Y (« trivialement » : (Y —X)—(Z—-X) =
Y-2Z)
conséquence immédiate de la relation de Chasles ﬁ + Z_Yz = )_5/) .
On peut retenir que toutes les simplifications « triviales » dans les soustractions de
points sont légitimes. C’est d’ailleurs ce qui justifie a posteriori qu’il n’est pas génant
d’utiliser ces notations + et —. Nous verrons une autre légitimation plus loin, avec
le plongement de I’espace affine et de son espace vectoriel associé dans un « espace
vectoriel universel ».

1.1.3 Translations

Proposition 1.2 (et définition) Pour tout ¥ € ﬁ, Papplication A —» A+ U est
une bijection de E dans lui-méme appelée translation de vecteur 7. On la note to.
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Preuve Pour tout B € E, on peut considérer le point 4= B + (—);

en utilisant (i3) puis (i) ona A+ = (B+(-¥))+¥ =B+(-¢+%) = B+T = B,
donc t3; est surjective.

Sit(A) =tz (A") = Byona A+% = A+, donc (A+ W) +(- ) = (A'+2)+(-)
ctonendéduit A=A+ 0 =A+ (D -W)=A'—(Z-W)=A+0 =A et tz
est injective. O

Proposition 1.3 L’ensemble des translations de E, muni de la composition des
applications est un groupe commutatif isomorphe au groupe additif (E, +). On le
notera T (E). Son élément neutre est idg = tg- L’application réciproque de t3 est

tz)t=t_a.

Preuve On montre que 7(E) est un sous-groupe du groupe des bijections de E;
la propriété (i¢) montre que t oty = tz, 3, donc o est interne dans 7T (E); (3)
montre que t3 = idg et on a déja vu que B = t3(4) < A =1t_3(B), donc
(t#)"! =t_3 € T(E). L'isomorphisme entre (7 (E),o) et (E,+) est une conséquence
immédiate de (i) et de (i43). O

Point de vue équivalent

On pourrait (nous ne le ferons pas) de maniére équivalente définir un espace affine
o . ExE— B

comme un ensemble F pour lequel il existe une application 8 :

(A,B)— 6(A, B)

telle que
(¢) VA,B,C € E, on a 6(A,B) + 6(B,C) = 6(4,C).
(#') VA € E, lapplication 04 : M — 64(M) = 6(A, M) est une bijection de F sur

Exemple : La structure affine d’un espace vectoriel

C’est un exemple standard qu’on utilise trés souvent.

Soit V un espace vectoriel. On prend E =V = E, et on définit la loi externe + comme
étant la loi interne + de V. Il est clair que tous les axiomes (%), (i¢) et (¢i%) sont vérifiés,
et V est bien un espace affine sur V.

En particulier, si z,y sont deux éléments de V, le vecteur ﬂ est exactement égal 3
y — z (on utilise ici le — de 1’espace vectoriel V'). En effet, y — = est bien 1'unique
vecteurude vtelquey=z+u=1z+ (y — z).

Les premiers exemples « standards » d’espaces affines sont donc R,R%,R3, ..., R™.

1.1.4 Dimension

Définition 1.4 Soit E un espace affine sur 1’espace vectoriel E) On dit que F est de
dimension finie lorsque F est un espace vectoriel de dimension finie. La dimension de
P’espace affine F est égale a la dimension de son espace vectoriel associé E.
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Par exemple, R, R2,R3, ..., R™ sont en tant qu’espaces affines, également de dimensions
finies respectivement égales & 1,2,3,...,n.

Dans tout ce qui suit, on ne considérera plus que des espaces affines de dimension
finie.

Définition 1.5 Un repére cartésien de ’espace affine E est un couple Z = (O, %)

ot O est un point de F et £ une base de E. Si & = (el, e_%, ,e_>n), on notera aussi
= (O,e—1>96—2>>"~ )e_)'n)

Les coordonnées d’un point M dans le repére Z = (O, %) sont exactement les

coordonnées du vecteur o_zv} = M — O dans la base %.

Par exemple, si V est un espace vectoriel dont & = (ej, es, ..., €e,) est une base, si zo
est un élément de V, un repére de V considéré comme espace affine sur lui-méme est
R = (x9, B), et si (A1, A2, ..., An) sont les coordonnées dans la base & d’un vecteur z
de V, les coordonnées de z considéré comme point de P’espace affine V' dans le repére
Z sont (A — A%, Ay — AY, .. —2%) si (A9, 7Y,...,A%) sont les coordonnées de zo
(considéré comme vecteur) dans la base %.

Remarquons aussi que les coordonnées de 1’origine d’un repére dans ce repére sont le
n-uple nul.

Proposition 1.6 Si E est un espace affine de dimension n, d’espace vectoriel associé

, alors la donnée d’un repére Z = (O, #) de E définit une bijection entre E et R™ :
a tout n-uple (A1, A2, ..., \,) de scalaires correspond un unique point M de E dont
les coordonnées dans le repére Z sont égales a (A1, A2, ..., An)-

Preuve Il suffit de considérer ’'unique vecteur « de coordonnées (A A2y 05 A0)
dans la base B et le point A=0+ 4

Nous verrons plus loin que cette bijection est un isomorphisme affine

1.1.5 Vectorialisé d'un espace affine

Dans la définition, la propriété (iiz) montre que le choix d’un point A d’un espace
affine définit aussit6t une bijection entre ’espace affine F et son espace vectoriel
associé.

I_J)n espace vectoriel est un ensemble dans lequel un élément joue un role particulier :
0.

Dans un espace affine au contraire, a priori, aucun point n’est privilégié. Mais si on
particularise un point, puisqu’on met ainsi I’espace affine en bijection avec son espace
vectoriel associé, on peut identifier 'espace affine dont un point est particularisé avec
I’espace vectoriel associé. Un point M est identifié au vecteur M — A= A
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Définition 1.7 Soit (E, E')) un espace affine.
A étant un point fixé de E, on notera E4 ’espace vectoriel dont I’ensemble sous-jacent
est E, et dont les lois 4, et 5 sont définies & partir de celles de E par la bijection

'ﬂ — A+ 7
Si M, N sont deux points de F, on définit leur somme dans E4 par

M4y N = A+ (M~ A)+ (N — A) = A+ AM + AN.

De méme le produit externe dans E4 d’un point M par un scalaire A est le point
Aa M=A+NM—A)=A+\AM.

E4 est le vectorialisé de E (par le point A)

11 faut bien comprendre que E4 est forcément un espace vectoriel (si vous n’en &tes
pas convaincu, essayez de le démontrer) : nous sommes en présence d’un transfert
de structure par bijection. Pour additionner deux points, on considére leurs vecteurs
images par la bijection w4 : M — M — A, on additionne ces images, et on prend
I’image réciproque par cette bijection de la somme de ces deux images. C’est ce point
qui est la somme des deux points. C’est la méme démarche qui est utilisée pour la

multiplication externe. La structure d’espace vectoriel de E est ainsi transférée & E.
Remarquons que @4 est trivialement un isomorphisme (c’est-a-dire une application

linéaire bijective) entre les espaces vectoriels E4 et E.

1.2 Sous-espaces affines

1.2.1 Définition

Définition 1.8 Soit F un espace affine d’espace vectoriel associé E) Une partie non
vide F de E est un variété affine de E (ou sous-espace affine) s’il existe un sous-espace

vectoriel ? de ﬁ et s’il existe A € E, tel que F = A+

Remarque : F = A+? signifie que F = {M € E |37 € ? tel que M = A+ U}.
Mais pour tout M € E, on sait qu'il existe un unique vecteur % tel que M = A+ 4 :
Cest le vecteur @ = AM = M — A. On peut donc écrire que
F=A+F={McE|M-AcF}={McE|AM e F}.

Proposition 1.9 Avec les notations précédentes, si F' = A + ? est une variété affine
deE,alorsBEF = B+ F=F

Preuve SiBe€e F,onaB-Ac€ _I? On peut en déduire que pour tout M € E, on
aMcA+F « M-AcF < (M—A)-(B-A)ecF «— M-Be
?<=)M€B+T~").OnabienmontréqueF=A+ =B+ F.

Réciproquement, siF=B+T7'), alorsB=B+_O_>€B+?=FdoncB€F. ]
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On constate ainsi que ? ne dépend pas du choix du point A de F. Cela permet
d’introduire la définition suivante :

Définition 1.10 Si F est un sous-espace affine de 1’espace affine E, d’espace vectoriel
associé F, sa direction (ou son sous-espace directeur) est le sous-espace vectoriel
deﬁtelqueVAeF, onaF=A+F.

Pour préciser de fagon concise la direction d'un sous-espace affine de ’espace affine
(E, E), nous noterons (F, F'), un sous-espace affine F' de direction

Puisque pour tous points A, B d’une variété affine (F, ?), onaB-Ae€ ?, on a par
restriction, de fagon évidente

Proposition 1.11 Si (F, ?) est un sous-espace affine de Pespace affine (E, Ez), alors
F' est un espace affine sur F'.

Les variétés affines sont donc des exemples d’espaces affines.
On peut donc parler de dimension d’une variété affine : c’est la dimension de sa
direction.

Définition 1.12 Une variété affine de dimension 1 est une droite affine. Une variété
affine de dimension 2 est un plan affine. Une variété affine de dimension n — 1 dans
un espace affine de dimension n est appelé un hyperplan affine. Une variété affine de
dimension 0, contenant un point A est réduite a ce point.

Deuxiéme exemple fondamental d’espace affine

Soit V' un espace vectoriel et H un hyperplan (vectoriel) de V. Soit u un élément de V

n’appartenant pas & H. Considérons I’ensemble £ = u+ H. C’est un sous-espace affine

de V (considéré comme espace affine), dirigé par E = H, donc c’est un hyperplan

affine. Ce n’est pas un sous-espace vectoriel de V' (car Oy ¢ E).

Cet exemple est fondamental, & cause des trois faits suivants :

e il est plongé dans un espace vectoriel, ce qui permet d’utiliser la « machinerie »
algebre linéaire; en particulier dans la somme A + Z,A€E, 7€ ?, le signe +
a le sens habituel de ’addition de vecteurs dans V', de méme que le signe — dans

= B — A désigne une soustraction usuelle;

e ce n’est pas un espace vectoriel, ce qui permet de bien distinguer les notions affines :
par exemple la somme A + B de deux points A, B de E, si elle a un sens dans V, ce
n’est pas un point de E, ni un « vecteur » de ﬁ En particulier, aucun point n’a un
statut particulier dans FE (alors que dans le premier exemple fondamental d’espace
affine, V' considéré comme espace affine sur lui-méme, le vecteur nul Oy jouait un
role particulier) ;

e nous verrons plus loin gue cet exemple est « général » : tout espace affine peut étre
considéré comme hyperplan affine d’un espace vectoriel dit « universel ».
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1.2.2 Intersection et inclusion de variétés affines

Proposition 1.13 Soit (F;, ?i)ie 1 une famille de sous-espaces affines de E. Alors si
ﬂ F; # @, c’est une variété affine, dont la direction est ?§)= n ?i (mais il est tout
iel iel
a fait possible que ﬂ F, = 2).

i€l
En particulier, si (F, ?) et (G, 3) sont deux variétés affines, alors

[FCG¢:[FOG¢za?C8L

et de la méme maniere,

A+?CA+—C-3 = ?ca

Preuve Soit A un point commun & tous les F;, dont l’existence est assurée par
Phypothése. On a donc pour tout i € I, F; = A+ F;.
Vérifions que ﬂ F,=A+ n I_?z =A+ ?, ce qui terminera la démonstration puisque
iel i€l
7 = ﬂ ?z est un sous-espace vectoriel.
iel
e Si M € F; pour tout %, c’est que M — A € ?i, ceci pour tout %, donc M — A €
ﬂﬁ=?etMeA+?.
iel
e Réciproquement, si M € A + ?, cest que M — A € ?, donc M — A€ H—, ceci
pour tout i, donc M € A+ F; = F; pour tout i, ce qui signifie exactement que
Me()F.
i€l
Pour la derniére partie de la proposition :
SiFCG,soitAeFCG;onadoncF=A+? etG=A+a. Pourtout?e?,
puisque A+ ¥ € F,ona A+ €G=A+8 donc ¥ € 8

Réciproquement, si ? C 23 et FNG # @, soit A € F NG, de sorte qu’ici aussi

F=A+FetG=A+G,
PourM=A+7€F,onaﬂe?doncﬂeaetM=A+7€A+a=G. O

1.2.3 Parallélisme

Définition 1.14 Soient (F, ?) et (G, 8) deux variétés affines de l’espace affine
(E, B).

On dit que F et G sont paralléles lorsque ? = 8 (Notation F/G)

On dit que F est faiblement paralléle & G lorsque ? C
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Proposition 1.15 Soient (F, ?) et (G, 3) deux variétés affines de 1’espace affine

(B, B).

(a) Si F//G, alors F=Gou FNG =@.

(b) Si F est faiblement paralléle & G, alors F C Gou FNG = @.

(c) F est faiblement paralléle & G si et seulement si F' est paralléle 4 un sous-espace
affine de G.

Preuve %a) Supposons que F'N G # @ et soit A € F NG. Par hypothése F= 8
F=A+F =A+ 8 =G.
(b) C’est exactement le méme raisonnement.

(c) Soit A€ Fet BEG.Si F C E’, B+ F est un sous-espace affine de G = B + 8,
et = A+ F est paralléle & ce sous-espace affine de G.

Réciproquement, si FF = A + ? est paralléle & un sous-espace affine de G c’est que G
admet un sous-espace affine de la forme C + ? On a donc C € G donc G =C +
et de C + ? cC+ 8 on déduit ? C 8 donc F est faiblement paralléle 3 G. O

Remarque : La relation de parallélisme (fort) est clairement une relation d’équivalence
entre sous-espaces affines de méme dimension p. Les classes d’équivalences sont trés

naturellement identifiables aux sous-espaces vectoriels de dimension p de E.

1.2.4 Variété affine engendrée

Le fait que toute intersection de sous-espaces affines est un sous-espace affine permet
de définir la notion trés importante de variété affine engendrée.

Définition 1.16 Soit Z une partie non vide de ’espace affine (E, E)) On appelle
variété affine engendrée par & (ou sous-espace vectoriel engendré par Z ) la plus
petite variété affine de E contenant £, c’est-a-dire l'intersection des s.e.a. de E
contenant £ . On note aff ()X la variété affine engendrée par 2.

(C’est bien une variété affine d’aprés la proposition précédente.)

Proposition 1.17 Soient (F, ?) et (G, 8) deux sous-espaces affines de F, de di-
mensions respectives p et ¢. Soit H = aff (FFU G) le sous-espace affine engendré par
FuG.
e SiFNG=@:

alors dim H = dim(? + 8) +1l=p+q— dim(? n 8) +1.
e SiFNG#3:

alors H a pour direction F + G et dimH = dim(? + 8) =p+q-— dim(fZ N 8)
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Preuve
Lorsque FNG # &, soit A € FNG. Alors H = A+ ? + 8 est un sous-espace

affine qui contient clairement F et G donc F UG C H'. D’autre part, si (K, K) est
un sous-espace affine qui contient F'U G, il contient A, donc K = A + K. Puisque
A+ F C A+ K, d’apres la proposition précédente,on a F' C K. Deméme G C K, et
par définition? de F' + G, on en déduit que ? +G C I—{) et donc A+ ? + 8 CA+
c'est-d-dire H' C K. H' est donc bien le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-espace
affine contenant FUG, en d’autres termes, H' = aff (FUG) = H, H' est le sous-espace
affine H engendré par F' UG, et cette variété affine H est bien dirigée par ? +Gla
dimension de H est celle de sa direction F' + G et la dimension de cette somme de
sous-espaces vectoriels est connue classiquement

dimH = dim H = dim(F+G) = dim F +dim G —dim(FNG) = p+¢—dim(FNG).

Si FNG = @, soit A € F et B € G, de sorte queF=A+?etG=B+a.
On est sﬁrqueﬁ =B-A ¢?+8. En effet, si on avait B € A+?+8, il
existerait 7 + 7 € ?+8 (z € ?, y € 8) tel que B= A+ 7 + ¥ et on aurait
B-9y=A+Ze€FnG.
< AB > désigne la droite vectorielle engendrée par le vecteur non nul ZB)

%
Soit H' = 7 + 8+ < AB >= (? + 8)69 < AB >. (On peut écrire une somme
directe puisque (? + 8)0 <AB >= {6)})
? est un sous-espace vectoriel de dimension dimI? = dim(?Z + 8) +1let H =
A+ ? =B+ F}) est le sous-espace affine engendré par F'U G; en effet, c’est un
sous-espace affine, il contient clairement F' et G, et tout sous-espace affine K qui
contient F'U G doit contenir A, donc si sa direction est K, on a K = A+
Comme précédemment, on a A + F' C K donc C K. Ensuite, on a B € K
donc?e etdonc<A_B)>C?.EnﬁnK=B+§eﬁG=B+a‘)CK
donc C K. T() est donc un sous-espace vectoriel (de E) qui contient les trois
sous-espaces vectoriels ?,8,< Zﬁ >, il contient donc leur somme H’ et on a
H =A+H Cc A+ T{) = K, donc H' est bien le plus petit sous-espace affine qui
contient F' U G, il est égal & H, le sous-espace affine engendré par F' U G. Donc
H=A+H et dmH=dimH =dim(F + @) +1=p+¢—dm(FnG)+1 O

Un cas particulier intéressant apparait lorsqu’un des deux sous-espaces affines est
réduit & un point.

Si ? et ?;’ sont deux sous-espaces vectoriels de E, ? + 3 est non seulement ’ensemble des 7 + 7,
avec @ € F et 7§ € G, mais c’est aussi le sous-espace vectoriel de B engendré par F et 8 : Clest
le plus petit sous-espace vectoriel de FE qui contient F' et G, il est inclus dans tout sous-espace
vectoriel H qui contient & la fois F' et
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Proposition 1.18 (et définition)
(a) Si A est un point n’appartenant pas au sous-espace affine F', alors

dim(aff (FU {4})) =dim F + 1.

(b) Le sous-espace affine F' engendré par p+1 points Ag, A1, ..., Ap est de dimension

au plus p et sa direction ? est engendrée par les vecteurs AgAys, ..., AoAp.
Lorsque dim F' = p, on dit que les p+ 1 points Ay, A1, ..., Ay sont affinement libres.
(c) Les p+ 1 points Ag, Ai,...,Ap sont affinement libres si et seulement si les p

vecteurs (ApAy,...,AgAp) forment un systéme libre.

(d) Si E est de dimension n, si Ag,A;,..., A, sont n + 1 points affinement libres,
on dit que (Ao, A1,...,A,) est un repére affine de E. Tout espace vectoriel de
dimension n admet des repéres affines.

(e) ﬁ;Al, ..., Ay) est un repére affine de 1’espace affine (E, ﬁ) si et seulement si
(AoAi,...,ApAp) est une base de F.

(f) Si (0, e, e_Z) est un repére cartésien de F, alors en posant Ag = O, puis pour
tout 4, A4; = O+ €, ona (Ao, As,...,Ay,) qui est un repére affine de E.

Preuve (a) : Soit F est la direction de F; {ﬁ} est la direction de {A}; on a bien
slir dim(? N {7}) = dim{ﬁ)} = 0. Par hypothése, on a F'N {A} = @, de sorte que la
formule de la proposition qu’on vient de voir donne

dim(aff (FU{A})) =dimF +0—-0+1.

On peut obtenir la premiére partie de (b) par une récurrence immédiate, mais c’est
aussi une conséquence de la deuxiéme partie, & savoir que F' =< AgAy,...,Agdp >.
Démontrons ce résultat : on doit montrer que F' est un sous-espace vectoriel (évident)
qui contient les p vecteurs AgAys,...,AgA, et qui est inclus dans tout sous-espace
vectoriel contenant ces p vecteurs.

Tout d’abord, puisque Ag € F, on a donc F = Ay + ? et puisque les A; € F' (pour
1 < i < n), c’est que tous les vecteurs Ap4; € F'.

Soit maintenant G un sous-espace vectoriel qui contient tous les vecteurs AO_A: pour
1 < 4 < p. Le sous-espace affine G = Ag + G est un sous-espace affine qui contient
Ag et qui contient tous les A; = Ag + 14.0_A:, et puisque F = aff (Ao, A1,...,4p) est la
plus petite variété affine contenant ces points,ona FFC G et F' C

(c) est évident puisque dim F' = dim 7.

(d) Une récurrence sur la dimension de F permet d’établir aisément le résultat sur
l’existence de repeéres affines : c’est évident & ’ordre 0, et si c’est vrai & 'ordre n — 1,
on considére un hyperplan H de F, un repére affine (Ay,...,A,—1) de cet hyperplan,
et un point A, de E'\ H.

(e) et (f) sont & peu prés évidents. O



1.3 POINT DE VUE ANALYTIQUE 11

Nous reviendrons sur cette notion de repére affine au chapitre III. En particulier nous
verrons que 1'on peut aussi parler de coordonnées d’un point dans un repére affine (il
s’agira de « coordonnées barycentriques »). Pour I'instant, c’est uniquement dans un
repére cartésien que I'on parle de coordonnées d’un point.

Retenons qu’un repére affine est constitué (en dimension n) de n + 1 points, alors
qu’un repére cartésien est constitué d’un seul point et de n vecteurs. (Il y a toujours
n + 1 éléments dans un repére en dimension n, pour ’instant c’est le seul point
commun).

1.3 Point de vue analytique

Un point de vue analytique utilise les coordonnées. Bien entendu, il s’agira ici de
coordonnées de points dans des repéres cartésiens. Dans cette section, on caractérisera
analytiquement les sous-espaces affines, par représentations paramétriques et par
équations cartésiennes.

1.3.1 Représentation paramétrique d'une variété affine

Proposition 1.19 éet définition) Soit ? un sous-espace vectoriel de ﬁ de dimen-
sion p et = A+ F une variété affine de 1’espace affine (E, E).

E est rapporté & un repére cartésien (O, E'l), ceey EZ) dans lequel les coordonnées d’un
point X sont notées (z1,...,Zn) et celles de A (aq, ..., an).

n
Soit QT{,...E; une base de _I? On pose Vk = 1,...,p, u = Zuika (en d’autres

i=1

Uik
termes, les vecteurs j, ont pour coordonnées respectives S
Unk
Alors on a X € F si et seulement si il existe des scalaires Aq,..., )\, tels que
P
(1.1) Vi=1,...,n mi=ai+2)\kuik

k=1

(1.1) est une représentation paramétrique de F'. Les paramétres sont les p scalaires \.
En pratique on écrit le systéme d’équations paramétriques sous la forme

Ty =a; +up A+ +u1p/\p
(1.2) (Ay..0,2p) €RP

Tn = aﬂn,'l'unl)\]_ + . +unp/\p



12 CHAPITRE 1. ESPACES AFFINES

On lit facilement dans les colonnes d’un tel systéme d’équations paramétriques les
coordonnées d’un point de F' (1ére colonne) et les coordonnées des vecteurs de la base
de F qu’on a utilisée (colonnes suivantes).

En supprimant les termes a;, on retrouve une représentation paramétrique de ?
Sont surtout utilisées les représentations paramétriques des droites, dans le plan et
dans D’espace, et plus rarement, les représentations paramétriques des plans dans
I’espace.

1.3.2 Changement de repére cartésien

7

Rappel : Si Z = (el,...,e,) et B = (Z, ...,€h) sont deux bases d’'un méme espace

vectoriel, la matrice de passage P = (p;j)1<ign €st une matrice inversible formée
1<j<n
colonne par colonne par les coordonnées dans ’ancienne base () des vecteurs de la

nouvelle base %’ : cela signifie que :

._7

n
Vi=1,...,n, € =pije; + -+ pnjén = Zp‘ij?z')-
=1

En particulier, si un vecteur Z a pour coordonnées dans la base & le vecteur colonne

Z1
X = | | et &'l admet pour coordonnées dans la nouvelle base &’ le vecteur
Tn
i
colonne X’ = | : | alors la relation entre les coordonnées dans l’ancienne base et les
Tn
coordonnées dans la nouvelle base est :

X=PX'

Nous allons établir une formule analogue pour lien entre les coordonnées d’un point
dans un « ancien » repére et ses coordonnées dans un nouveau repere.

Théoréme 1.20 Soit Z = (0,B) = (0, e1,...,e) un repére cartésien (nous dirons
que c’est '« ancien » repére) et Z' = (O, #') = (0',¢€},...,e,) un autre repére

cartésien (le « nouveau » repére) dans un espace affine (E, E') de dimension n.
Soit P = (pij)1<ign la matrice de passage de la base & ad la base B’

1Sjsn
Soit M un point quelconque de E. On suppose que les coordonnées de M dans le repére
T
cartésien # sont égales au vecteur colonne X = | : | et que ses coordonnées dans le

Tn
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repére cartésien %' sont égales au vecteur colonne X' =
Th
Alors les formules de changement de repére entre le repére Z et le repére Z' liant X
d X' sont
z1 = To1 +puTy + - + P1aZ,
X=Xo+PX =
Tn = TO'm + Pr1%p + *+* + Prny

To"
(avec Xor = : qui sont les coordonnées de O’ dans l’ancien repére %)

TO'n

Remarquons que comme pour les formules de changement de base, qui donnent les
« anciennes » coordonnées d’un vecteur en fonction de ses « nouvelles », de méme ces
formules expriment pour un point M, ses coordonnées dans 1'ancien repeére cartésien
en fonction de ses coordonnées dans le nouveau repére.

Preuve

On a d’une part OM =z el + .+ a:nen et d’autre part 0’ M = zl

Mais ces deux vecteurs sont liés par la relation OH OO’ + O’
On connait les coordonnées de O’ dans I’ancien repére Z. On a donc

ﬁ

e +-- +:1:7

—
00" = zoner + -+ Tomen.

ﬁ

—
De méme, dans I’expression de O’ M, nous allons remplacer chaque e; par son expression
en fonction des e; :

2 - 7
/ _ /7 VA /
O'M=z1ey 4+ +1z€, —szeJ
=1
n n n n
/ — / -
j=1 i=1 =1 \j=1

(I n’y a aucun probléme pour échanger l’ordre des sommations, puisqu’il s’agit de
sommes finies.)
Récapitulons :

n
D’une part on a OM = Zmia), et d’autre part, on a :
i=1

n n n n n
W = 07} + 0’—1\)/1 = Zwo'z@z + Z Zpijmg e = z Toi + Zpija:; a.
i=1 i=1 \j=1 j=1

i=1
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Comme & = (e_l), e ,e_,Z) est une base, il y a unicité des coordonnées dans cette base,
donc pour tout ¢ =1,...,n, on a, par identification

n
/
z; =20+ Zpijmj.
=1
On peut écrire ces n égalités 'une au dessous de 'autre, et on obtient
/
T1 = Ton + P+ - + PinZy

Tp =Ton + Pr1Zhp + ++ + Pnny,.

Matriciellement, ce systéme s’écrit bien X = Xo + P X', O

1.3.3 Equations cartésiennes d'une variété affine de R®

Théoréme 1.21 Soit E un espace affine sur l’espace vectoriel B, de dimension n, et

F une variété affine de E de dimension p et de direction F', F= A+ F.
Soit Z = (0,e3,...,e5) = (O, B) un repére cartésien de E.

Alors, il existe des scalaires u;; et b;, (i=1,...,n—petj=1,...,n)

(on notera U la matrice (uij)1<ign—p €t b le vecteur colonne b = (b;)1<ign—p)

1<jsn
tels que l'appartenance d’un point M (de coordonnées (z;)i=1,..n dans le repére

cartésien Z) & F est caractérisée par le systéme d’égquations :
(1.3)
n unZr+- o+ UnZn =b
Vie{l,...,n—p}, Zuija:j =b =

Jj=1
Un—p,1%1 +*** + Un—pnTn =bn_p

ce systéme étant de rang de rang n — p (ainsi d’ailleurs que la matrice U). On a ainsi
un systéme d’équations cartésiennes de F'. Tout systéme équivalent d (X) est aussi un
systéme d’équations cartésiennes de F.

Le systéme « sans second membre »

n u11r1 +---+ U1nZTn =0
(14) Vie{l,...,n—p} Y uyz; =0 <

Jj=1
Up—p,1Z1 +* + Un—pnZn = 0

z1
caractérise les vecteurs U de coordonnées : | dans la base B qui appartiennent d

F.

Tn
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Réciproquement, s’il n’est pas vide, l’ensemble des points M de E dont les coordonnées
I

X = | : | danslerepére Z de E sont solutions d’un systéme linéaire du type VX = b,
Tn

avec V = (v;5)1<igq €t b = (bi)1gigq (dont les inconnues sont les coordonnées) est

1<jsn
une variété affine de E dont la dimension est égale n — r (avec r qui est le rang du

systéme), et dont la direction est caractérisée par le systéme homogéne obtenu en
remplacant les constantes b; par 0.

Preuve Démontrons d’abord la réciproque.

Supposons que V est donc une matrice & g lignes et n colonnes. C’est pour le choix
de la base & de F, la matrice d’une application linéaire ¢ de E vers RP, ce dernier
espace vectoriel étant muni de sa base canonique. '

b étant un élément de RP, si on suppose que ’ensemble H des points M dont les

T
coordonnées X = | : | dans le repére Z = (O, %) sont solutions de VX = b est non
Tn
Zo,1
vide, soit My un des points de cet ensemble H. Si Xo = : sont les coordonnées
Zo,n

de My dans le repére cartésien £, c’est que V Xo = b, donc dans le calcul suivant nous
pourrons sans probléme remplacer b par V Xy. On a :

MeH << VX=b<+—= VX=VX; &= VX -Xg) < ¢(M0A_4))=0mq.

(On a utilisé que le vecteur ]\m a pour coordonnées X — X, dans la base %).
Mais I’ensemble ﬁ des vecteurs ¥ tels que <p(7) = Oge est le noyau ﬁ = kerp de
Papplication linéaire ¢, c’est un sous-espace vectoriel.

Nous avons donc M € H < W €kerp < M € M, +ﬁ.

Nous avons prouvé que H = My + H est un sous-espace affine et sa dimension est
égale & dimker ¢, or, d’aprés le théoréme du rang, on a dimker p + rgyp = dim E = n.
Comme rg p = rgV, et comme le rang de la matrice V est par définition égal au rang
r du systéme VX = b, on a bien dim H = n — r. De plus la direction H de H est
telle que H = ker ¢, donc une caractérisation de H est go(?) = Og=, ce qui s’écrit
analytiquement dans la base & : VX = 0, c’est-a-dire que ﬁ est bien caractérisé
analytiquement par le méme systéme que celui qui caractérise H, sauf qu’on a remplacé
les constantes b; par des 0 : c’est un systéme homogéne.

Démonstration du sens direct
Soit F = A+ F une variété affine de dimension p. On suppose que (e, ..., €p) est

une base de ?, et que (e}, .-,€y,) sont n — p vecteurs qui complétent le systéme
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libre (€1, ...,€,) en une base B’ = (e}, ...,€p,€p41,---,€,) de E. Soit P la matrice
de passage de la base £ 4 la base #'.
Z' = (A, #')=(A,el,...,e,) est un repére cartésien de E.

/

1
Soient X’ = | : | les coordonnées dans ce repére %’ d’un point M quelconque, qui
T,
1
a aussi comme coordonnées X = | : | dans le repére Z.
Tn

On a vu la formule de changement de repére : X = X4 +P X’. On en déduit la formule
exprimant les coordonnées dans le nouveau repére en fonction des coordonnées dans
I’ancien repére : X’ = P~1(X — X,4) =P~1X - P~ 1X,.

Or, un point M appartient & F si et seulement si le vecteur m appartient au sous-
espace vectoriel F', et comme ce sous-espace vectoriel est engendré par les p premiers
vecteurs (e, .. .,e,) de la base &', pour que ce vecteur AM soit dans F, il faut et
il suffit que ses n — p derniéres coordonnées dans la base %' soient nulles. Or, les
coordonnées de m dans la nouvelle base %4’ sont les mémes que celles du point M
dans le nouveau repére Z’. Donc M € F <= z,=0pour p+1<i<n.

Si on pose P71 = (péj)ii‘ii"’ la formule X’ = P71 X — P~1X 4 s’écrit, pour chaque i,

EYAW

n n n
/ / / .
z = Zpija:j - Zpijxj,,q, et donc en posant ¢; = Zpijzj,A pourp+1<ig<mn,la
condition caractérisant M € F' s’écrit donc

n
Zpgj:cj =¢pourp+1l<ig<n.
i=1

Pour retrouver les notations du théoréme, il suffit de poser u;; = p;, +i,j €6 bi = Cpyi
pour tout t =1,...,n —p.

On a bien trouvé un systéme de n — p équations qui caractérise F'.

Ces équations peuvent s’écrire matriciellement UX = b. Les n — p lignes de la matrice
U sont exactement les n — p derniéres lignes de la matrice P~!, donc elles sont
indépendantes, et on est siir que le rang de la matrice U est n — p.

D’autre part, ’appartenance d’un vecteur ?, de coordonnées X dans la base & et de
coordonnées X' dans la base %' est caractérisée par le systéme homogéne

/ —
Tpy1 =0

z;, =0.

Compte tenu du fait que les formules de changement de base s’écrivent X = P X/,
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n
ou encore X' = P~1X, ces n — p équations s’écrivent aussi E pgja:j = 0 pour

=1
n

p+1 < i < n, ou avec le changement d’indice Zuija:j =0pourl i< n—p,doncle

Jj=1
systéme homogeéne obtenu en remplacant les constantes par des zéros dans le systéme
caractérisant F' est bien un systéme qui caractérise F'. O

1.4 Relecture de quelques notions de géométrie élémentaire

Dans ce paragraphe, nous « révisons » des notions vues au lycée, a la lumiére de ce
que nous avons vu dans ce cours.

1.4.1 Propriétés d'incidence

Proposition 1.22 Soient (F, ?) et (G, 8) deux variétés affines de 1’espace affine

(E, E).

Si ?+8=§, alors FNG # 2.

Si _1? ® 8 = 3, Pintersection des variétés affines F' et G est toujours réduite & un
point.

Preuve Soit A € F et B € G. Décomposons le vecteur E selon ? + 8 : il existe

7et7telsque?€?,768,Z_§=?+?, ouencoreB=A+?+?.
Soit C=A+ 7. On peut dire que C € F, etC’=B—7doncC€G:onvient de
trouver un point de F N G.

FNG@G est donc une variété affine de direction ?n é, et si _}? et 3 sont supplémentaires
dans B , C’est que leur intersection est réduite & { 0 }, donc FNG = C+ {8} ={C}.O

En dimension 2, la conséquence « visible » de cet énoncé est que I’'intersection de deux
droites non paralléles est toujours un point ; en dimension 3, ’intersection de deux
plans non paralléles n’est jamais vide, alors que deux droites peuvent ne pas se couper.
L’intersection d’un plan et d’une droite qui ne lui est pas faiblement paralléle est
toujours un point (voir exercices).

1.4.2 Milieu d'un segment

Nous allons définir le milieu d’un segment. On parle aussi du milieu d’un bipoint, ou
d’une paire de points. . .

Définition 1.23 Soient A, B deux points d’un espace affine (E, ﬁ)
Alors le milieu I du segment [AB] est le point qui vérifie ] = A+ 1 AB.
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Cette définition est trés désagréable parce qu’a priori, le milieu de [AB] n’est pas le
méme que le milieu de [BA] (A est privilégié). Nous y remédions immédiatement :

Proposition 1.24 Si I est le milieu de [AB] alors I est aussi le milieu de [BA], et
plus généralement, quel que soit le point O, on a Of = %O + %O .

Preuve 1l suffit d’établir le dernier point, parce qu’alors, en Pappliquant avec le
point O en B, on obtient exactement Bl = %B , ce qui s’écrit aussi ] = B + %B et
ce qui signifie exactement que I est le milieu de [BA].

Soit O un point quelconque; en supposant que I est le milieu de [AB], donc que

A7=%xﬁ,ona:

(ﬁ:(ﬂ+ﬂ=(%(ﬁ+%ﬁ)+%ﬁ=%ﬁ+%(ﬁ+ﬁ)=%ﬁ+%5§.
0

Voyons maintenant une version générale du « Théoréme des milieux ».

Théoréme 1.25 Soit F et F' deux variétés affines strictement paralléles, de méme
direction F'.

Soient A et C deus points de F' et B et D deux points de F”.

Soit I le milieu de [AB].

Soit F" =T + Fla variété affine paralléle & F et & F' qui passe par I. Alors F"
rencontre la droite (CD) en un point unique J qui est le milieu de [CD).

Preuve Considérons la variété affine (H, 7{)) engendrée par F et F'. Comme
F N F' = g, en application de la proposition 1.17 p. 8, et surtout de la démonstration

de cette propriété,ona H = F' + F+ < AB >= F® < AB >.

Les points C et D sont des points respectivement dans F et dans F”, donc ils appar-
tiennent & H et (CD) C K. Comme CD ¢ F (sinon on aurait F' = C’+? =D+ F =
F’), on a aussi ,ﬁ = F'é&® < CD >, de sorte qu’en application de la proposition 1.22
p. 17 & lespace affine H, on est stir que (CD) N F” est réduite & un point J.
Comme J € (CD), il existe A € R tel que CTJ) = A@.

Mais on a CJ = CT‘i + Z} + I_J) = (C—_/i + I_}) + %E d’une part et d’autre part

CD = CA + 4B + BD donc \CD = (\CA + ABD) + AB.

Comme CT/E, ﬁ et ﬁ sont des vecteurs de ?, on vient de trouver deux décompositions
du vecteur CTJ) selon la somme directe = F'® < AB >, on sait qu'une telle
décomposition est unique, donc on a d’une part (CT/I + IJ )= ()\C_’A) + /\B_D)) (nous
n'utiliserons pas ce résultat) et d’autre part (c’est ceci qui nous intéresse) : %A = MAB,
donc A = 1 et on a donc CJ = LCD, on a bien montré que J est le milieu de (CD].0
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En exercice, on montrera la réciproque de ce théoréme : si F' et F” sont deux variétés
affines strictement paralléles de direction ?, si A,C € F,si BD € F',si I est le
milieu de [AB], si J est le milieu de [CD], alors la droite (IJ) (si elle existe) est
faiblement paralléle & F et & F”.

1.4.3 Parallélogrammes

Définition 1.26 Soient A, B,C, D quatre points d’un espace affine (E, E))
On dit que ABCD est un parallélogramme lorsque A_& =AB+ AD.

Encore une fois, nous allons « symétriser » cette définition :

Proposition 1.27 Lorsque ABCD est un parallélogramme, on a les propriétés sui-

vantes

(a) AB = 58;

(b) AD = BC;

(c) BCDA, CDAB, DABC, ADCB, DCBA, CBAD et BADC sont aussi des pa-
rallélogrammes;

(d) (AB)//(CD) et (AD)//(BC);

(e) [AC] et [BD] ont le méme milieu.

Preuve Les points (a) et (b) sont une conséquence des relations de Chasles :

AC = 4B + BC = 4D + DC.

Le fait que les sept autres quadrilatéres soient des parallélogrammes se déduisent de
ces relations vectorielles, il suffit de 1’écrire.

Le point (d) est une conséquence immédiate de (a) et (b).

Montrons le point (e).

Soit I le milieu de [AC]. On va montrer que c’est aussi le milieu de [BD)] en calculant
BI, grace a la propriété « universelle » du milieu d’un segment appliquée au point B.
Bl = %B__A>+ i1BC = %EZ+%E = %ﬁ (puisque B =B)

Donc I est aussi le milieu de [BD]. O

On caractérise aussi un parallélogramme avec les points (a) & (e) de la proposition
précédente.

Théoréme 1.28 Soient A, B,C, D quatre points d’un espace affine (E, ﬁ)

Sion a (a) : AB = Iﬁ ou (b) : BC = 4D ou (e) : [AC] et [BD] ont méme milieu,
Alors ABCD est un parallélogramme.

Si on suppose que A, B,C, D ne sont pas quatre points alignés, et si on a la propriété
(d) : (AB)//(CD) et (BC)//(AD), alors on peut aussi conclure que ABCD est un
parallélogramme.

Démonstration en exercices.
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1.4.4 Mesure algébrique

Définition 1.29 Soit A = O+ R une droite affine, dont 2 = (O, &) est un repére
cartésien.
Soient M, N deux points de A, dont 1’abscisse (I’'unique coordonnée) dans le repére %
est respectivement xps et xn.
Alors la mesure algébrique du bipoint (M, N) (calculée dans le repére Z) est

MN =zy — zum.

Proposition 1.30 La mesure algébrique vérifie la relation de Chasles et ses consé-
quences :

pour tous points A, B, C de la droite A (rapportée au repére %), on a

e AB=AC+CB

e AB=-BA

o AA=0.

La mesure algébrique ne dépend pas de ’origine du repére :

Pour tous points A4, B, on a AB = A\ < AB = \4.

Enfin, un quotient de mesures algébriques ne dépend plus du tout du repére :

Pour tous points A, B,C, D, tels que C # D (CD # 0), on a

AB _ s AR =)CD.
CD

Preuve La relation de Chasles et ses conséquences sont immédiates.
Si A et B ont pour abscisses respectives £ et zp dans le repére £, alors A = O+z A
et B=0+zpW.
Alors on a
AB=)" < B=A+)d < O+zpd =0+zsad + )4

— (1:3-—:17,4)?=)\7 — A—B=)\
Enfin, si Z' = (O’ ,_17
formule de changement de repére s’écrit X = Xo/ + P X/, mais ici, si v’ = aﬁ, la
matrice P de changement de base admet une seule ligne et une seule colonne, et donc
on peut écrire cette formule sous la forme zp = zor + oz,

) est un autre repére cartésien de la droite A, on ¢ sait que la

Calculons alors le rapport oD dans le repére £ tout d’abord :

‘Aﬁ _ , A , / !

AB _zp—2za _ (To+ a:c/B) (zor + azf) = 2B %4 ¢ on trouve la méme
CD zp-zc (zo+ozh)—(zor +azl) zp—ag
valeur qu’en calculant ce quotient de mesures algébriques dans le repére %Z’.

Pour finir, dans le repére £ = (C, EB) (on a supposé C # D) puisque @ = 1@,
il est clair que CD =1 et alors on a

XJ—B)=/\C_D)<=>E=/\<=>S_—§=A. 0
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Remarque : Cette derniére relation permet de définir un quotient de mesures algé-
briques non seulement pour des points alignés mais aussi pour des couples de points
situés sur des droites paralléles : si les droites A et A’ sont paralléles, si A, B sont

deux points de A et C, D deux points distincts de A’ , on définit le quotient g_g par
AB
=) = E = /\C-—.D)
CD

1.4.5 Thalés

FIGURE 1.1. Théoréme de Thales.

Théoréme 1.31 (de Thalés) Soient H,, Hy, Hj3 et Hy quatre hyperplans paralléles

d’un espace affine E, tels que H3 et Hy sont distincts, et soient D et A deuz droites
de E qui ne sont pas faiblement paralléles 4 Hy (les directions D et A ne sont pas
incluses dans la direction commune des quatre hyperplans H; ).
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Alors les points A; et B; tels que {A;} = DN H;, {B;} = AN H;, sont tels que
A4, BB
434, BsB;
Réciproquement, si deuz droites D et A coupent 8 hyperplans paralléles Hy, Hs et Hy
(avec H3 # H,) respectivement en A; et B;, si A; est un point de D et By un point

de A tels que A4, = B1Bs alors la droite (A1 B;) est faiblement paralléle auz
AsA, B3B,

hyperplans H; (sauf si Ay = By).

Preuve Soit A = j;jz et p= % .

(Remarquons que comme Hj et Hy sont distincts et paralléles, ils sont sans point
commun donc Az # A4 et B3 # By.)
Comme B ¢ H, on est siir que E B (&) ﬁ

— —
Ona A4z = AA3A4 et de méme, 3132 = pBgB4 ,
Or, Ble BlAl + A1A2 + Asz = /\A3A4 + (BlAl + Ang)
Mre pa,rt_ox)1 2 > > > —> > —
BB, = pu(B3Bs) = p(B3A3 + A3 Aq + A4Bg)_““)#A3A4 + (uB3A3 + A4 By)
Or, on a BlAl,Asz, B3A3,A4B4 c H,et A3A4 €
En écrivant B; By = AA3A; + (BlAl + Asz) et Ble = ,LLA3A4 + (uB A3 +pA4B4),
on écrit deux décompositions de B, Bj selon la somme dlrecte ﬁ @ H, on sait
/\A3A4 = /J.A3A4
BlAl + Asz #33A3 + #A4B4
La deuxiéme égalité est sans importance, mais la premiére égalité prouve (puisque
A3z # Ay) que A = p.

Nous laissons la réciproque en exercice. O

qu’une telle décomposition est unique donc on a {

1.5 Exercices

Exercice 1.1.
(Démonstration de la propriété suggérée dans le § « Point de vue équivalent » de la

p. 3).
1° Soit E un ensemble. On suppose qu'il existe une application :
ExE—
(A,B) — 6(A, B)
(¢)VA,B,C € E,on a 6§(A,B) +6(B,C) =6(A,C).
(i1") VA € E, l'application 04 : M — 04(M) = 6(A, M) est une bijection de E sur

telle que :

On veut montrer que E est un espace affine.
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1° a) On définit, pour A € E et A= E, AF¥ par
AFY = (04)"4(R).

Montrer que cette définition a un sens, et que F est une loi de composition externe
sur E.

1° b) Montrer que (E, E), F) est un espace affine.

2° Soit (E, Ez, +) un espace affine. Montrer qu’on peut définir une application 6 de
(E x E) vers E qui vérifie les propriétés (i) et (iz’).

Exercice 1.2.

1° Montrer que dans la définition d’un espace affine, on peut affaiblir la troisiéme
assertion (i4¢) en remplacant V par 3, c’est-a-dire qu’on pourrait utiliser

(#3") 3A € FE tel que l'application @ — A+ U est une bijection de B sur E.

2° Montrer que dans le « point de vue équivalent » (voir p. 3 du cours, et I’exercice
précédent 1.1) on peut aussi remplacer un V par un 3 : on peut remplacer (4i’) par
(#") 3A € E, application 64 : M — 64(M) = 0(A, M) est une bijection de E sur

Exercice 1.3.

Soit E un espace affine, E') son espace vectoriel associé.

Montrer que pour tous A,B,C,D € E, on a zﬁ = lﬁ <~ ZB = B? Comment
s’écrit « trivialement » cette propriété en utilisant le symbole —7

Dans cette situation, on dit que ABCD est un parallélogramme.

Exercice 1.4.
Soit V' un espace vectoriel muni de sa structure affine et soit a dans V. Comparer V

et les vectorialisés V,, Vo, (Oy est ici le vecteur nul de V).

Exercice 1.5.

Soit E un espace affine sur I’espace vectoriel 3 On pose X; = O+¢ pouri=1,...,n.
Montrer que (O, ... ,e_)n) est un repére cartésien de F équivaut & (Xq,...,X,) est

une base du vectorialisé Fj.

Exercice 1.6.
Dans un espace affine de dimension 3, faire la liste de toutes les sortes de variétés
affines, selon leurs dimensions.
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Exercice 1.7.
1° Montrer que par deux points distincts passe une droite et une seule.

2° Montrer que par trois points non alignés, passe un plan et un seul.

Exercice 1.8.

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie muni de sa structure affine canonique.
Soit f une forme linéaire sur V (f € V*). Montrer que pour tout scalaire a, f~!(a)
est en général un hyperplan affine de V. Dans quel cas y a-t-il exception ?

Exercice 1.9.

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie, f € L(E, F), b € F, montrer
que si S, = f~1({b}) # @, alors S, est une variété affine de E (muni de sa structure
affine canonique) dont on précisera le sous-espace directeur.

Exercice 1.10.
Montrer qu’une variété affine d’un espace vectoriel muni de sa structure affine canonique
est un sous-espace vectoriel si et seulement si il contient le vecteur nul.

Exercice 1.11.
Démontrer les « conséquences visibles » de la proposition 1.22 p. 17, c’est-a-dire :

1° Dans un espace affine (E, E)) de dimension 2, si (F, ?) et (G, 8) sont deux droites
affines non paralléles, alors F'N G est un singleton.

2° Dans un espace affine (E, E)) de dimension 3, si (F, ?) et (G, Ev')) sont deux plans
affines non paralléles, alors F' N G est une droite affine.

3° Dans un espace affine (E, E)) de dimension 3, si (F, ?) est un plan affine et (G, 8)
une droite affine non faiblement paralléle & F, alors F'N G est un singleton.

Les trois exercices qui suivent ont pour but de rappeler et de faire redémontrer (a la
lumiére des notions abordées dans ce cours) quelques propriétés classiques et incon-
tournables des sous-espaces affines des espaces affines de dimension 2 et 3.
Exercice 1.12. [Droites d’un plan affine]

Dans cet exercice, on se place dans un plan affine (P,?), rapporté & un repeére
R =(0,%,7) = (0,B).

1° Représentations paramétriques d’une droite.
Soit A un point de coordonnées (z4,y4) (dans R) et ¥ un vecteur non nul de

coordonnées (Z) (dans B).
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1° a) Justifier qu’une représentation paramétrique de la droite D = A+ < U > est

T=Tg+ A
, AEK.
y=ya+AB
1° b) Soient a, b, ¢, d quatre scalaires. Soit A I’ensemble des points M du plan dont
les coordonnées (z,y) dans R sont telles qu’il existe ¢ € K tels que = a:cll):
y=c

A quelle condition A est-elle une droite? Dans ce cas, quel point et quel vecteur
connait-on facilement ? Si A est une droite, & quelle condition passe-t-elle par 1’origine
O du repére?

1° ¢) Donner une représentation paramétrique de la droite (AB) lorsque A(z4,y4) €t
B(:BB ) yB)

1° d) A quelle condition (nécessaire et suffisante) la droite D de représentation

= bt
paramétrique :1: ai— it t € K et la droite A de représentation paramétrique
y=c
= A
z=ath A € K sont-elles paralléles 7 confondues ? sécantes ?
y=7+06A

1°e) Etudier Pintersection des droites D et D’ donnéese par leurs représentations
=143t z=-2-1

teRet D : teR.
y=-3+t

paramétriques : D :
y=-3-1

1° f) Méme question avec les droites

p.lE=1+0=V2)t | oA =Vt teR.
y=t y=-1+(V2+1)

2° Equations cartésiennes de droites.

2° a) Justifier qu’une équation cartésienne d’une droite A dans le repére R est de la
forme

uz + vy +w = 0. Quelle condition doit-on imposer & «, 8,~ pour que ez + By +v=0
soit I’équation cartésienne d’une droite A ?

2° b) Montrer que la droite A : az + by + ¢ = 0 admet le vecteur U de coordonnées

comme vecteur directeur. A quelle condition passe-t-elle par 1'origine O du

repére 7

2° ¢) Soit o Z un vecteur dont les deux coordonnées sont non nulles. Montrer que

la droite D dirigée par U et passant par A(z4,y4) admet comme équation cartésienne
T-Ta _Y—Ya
a b
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2° d) A quelle condition deux droites D : az+by+c=0et D' : a'z+by+c =0
sont-elles paralléles ? confondues ? sécantes ?

2° e) Soit D une droite ne passant pas par l’origine, et non paralléle aux axes de

coordonnées. z v
Montrer qu’elle admet une équation cartésienne de la forme > + ; = 1. Quelle

interprétation graphique peut-on faire des nombres a et 87

2° f) Montrer qu’une équation cartésienne de la droite D passant par A(z4,y4) et

admettant @ (<) comme vecteur directeur est |~ ~ 74 % |=o.
B -ya B
2° g) Montrer qu'une équation cartésienne de la droite passant par A(za4,y4) et
TA TB T
B(zp,yp) est| ya yp y [=0.
1 1 1

Quelle condition nécessaire et suffisante d’alignement de 3 points peut-on écrire sous
forme de la nullité d’un déterminant 3 x 37

2° h) Comment trouver une représentation paramétrique d’une droite dont on connait
une équation cartésienne ? Et comment trouver une équation cartésienne d’une droite
dont on connait une représentation paramétrique ?

3° Faisceaux de droites.

Soient D; : wyz+v1y+w; =0et Dy : uax + voy + we = 0 deux droites distinctes.
On appelle @; (pour i = 1 ou 2) 'application de P dans K qui associe & un point M
de coordonnées (z,y) dans R le scalaire ¢; (M) = w;z + vy + w;.

On appelle faisceau (linéaire) de droites de base (D1, D7) ’ensemble F(D;, D;) des
droites D du plan dont une équation cartésienne est de la forme ¢(M) = 0 avec
& = Md1 + A2 et (A1, A2) # (0,0).

3° a) Montrer que si D; / Dy, alors F(D1, D;) est ’ensemble des droites paralléles &
D, (et donc aussi & D).

3° b) Montrer que si D; et Dy sont sécantes en §, alors F(D;, Ds) est ’ensemble des
droites qui passent par §2.

3° ¢) Montrer que si D : uz + vy +w = 0, alors
u= )\1U1 + /\z'u,z
D € F(D1,D3) <= 3(A1,A2) # (0,0) tel que { v = Ajv; + A2
w= )\1'U)1 + )\211)2

3° d) Montrer que trois droites A; : a;z + b;y +¢; = 0 (¢ = 1,2, 3) sont concourantes
ay a2 ag

ou paralléles si et seulement si| by by b3 [=0.
Ci C2 C3
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3° e) (Application.) Soit A le point d’intersection des droites D; : z+y—4=0et
D3 : z—2y+5=0. Déterminer une équation cartésienne de la droite D qui passe
par le point A et qui est paralléle a la droite A : 3z +y = 0.

Exercice 1.13. [Plans d’un espace affine de dimension 3]

Dans cet exercice, on se place dans un espace affine (E, E) de dimension 3, rapporté
4 un repére R = (0,7, 7, k) = (O, B).

1° Représentations paramétriques d’un plan

Soit A un point de coordonnées (z4,y4,24) (dans R) et & et ¥ deux vecteurs
/

a !
linéairement indépendants de coordonnées respectives | B | et | 8’ | (dans B).
v ot

1° a) Justifier qu’une représentation paramétrique du plan P = A+ < U, 7 > est
T =14+ A+ pao’
y=ya+A8+pf , ApekK
z=za+ M+ py
1° b) Soient a,b,¢,d, e, f, g, h,i neuf scalaires. Soit I ’ensemble des points M du
plan dont les coordonnées (z,y,2) dans R sont telles qu'il existe t,u € K tels que
z=a+bt+cu
y=d+et+ fu . A quelle condition II est-il un plan? Dans ce cas, quel point du
z=g+ht+iu
plan II et quels vecteurs de la direction ﬁ connait-on facilement ? Si IT est un plan, &
quelle condition passe-t-il par ’origine O du repére?

1° ¢) Donner une représentation paramétrique du plan (ABC) lorsque A(z4,y4,24),
B(xBayB)zB) et C(zCsyCa'a ZC)'

d) A quelle condition (nécessaire et suffisante) le plan P de représentation paramé-

z=a+bt+cu
trique  y =d +et + fu t,u € K et le plan II de représentation paramétrique
z=g+ht+iu
T=0a+pfrA+yu
y=o +pA++u A, 1 € K sont-ils paralléles ? confondus ? sécants ?

z=o +B'A+9"u

1°e) Etudier V'intersection des plans P et P’ donnés par leurs représentations paramé-
triques :
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z=1+3t—u r=-2-1

P:Jy=-3-1 ttucRetP:{y=-3—-t—2u t,u€eR.
z2=1 z=t+u

2° Equations cartésiennes des plans

2° a) Justifier qu’une équation cartésienne d’un plan II dans le repére R est de la’
forme

uz+vy+wz = h. Quelle condition doit-on imposer a a, 3,7, § pour que az+By+yz =6
soit ’équation cartésienne d’un plan P ?

2° b) Montrer que le plan II az + by + cz = d est dirigé par < 7,? > avec

—b —c
% | a | et @ | 0 |.Donner deux autres vecteurs non alignés avec W ni avec U
0 a

du plan vectoriel ﬁ) qui dirige IL

2° ¢) A quelle condition deux plans P : az +by+cz=det P' : dz+by+cz=d
sont-ils paralléles ? confondus 7 sécants ?

2° d) Soit P un plan ne passant pas par ’origine. Montrer qu’il admet une équation

cartésienne de la forme g + % + % = 1. Quelle interprétation graphique peut-on faire

des nombres a, B et v?

2° ) Montrer qu’une équation cartésienne du plan passant par A(za,y4,24) et dirigé
/

a o T—T4 a o
par <W, ¥ >avecd |B| et T [B |est|y—ya B B |=0.
v ' z—za v

2° f) Montrer qu’une équation cartésienne du plan passant par A(z4,y4,24),
LA TB Tc T
YA YB Yc Y
ZA 2B 2c %
1 1 1 1
Quelle condition nécessaire et suffisante de coplanarité de quatre points peut-on écrire
sous forme de la nullité d’un déterminant 4 x 47

B(z,yB,28) et C(zc,yc, zc) est

2° g) Comment trouver une représentation paramétrique d’un plan dont on connait
une équation cartésienne ? Et comment trouver une équation cartésienne d’un plan
dont on connait une représentation paramétrique ?

3° Faisceaux de plans

Soient P, : w1z + vy +wiz+hy =0et Py : usT + voy + wez + hy = 0 deux plans
distincts. On appelle ¢; (pour i = 1 ou 2) l'application de E dans K qui associe & un
point M de coordonnées (z,y, z) dans R le scalaire ¢;(M) = u;z + v;y + w;z + h;.
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On appelle faisceau (linéaire) de plans de base (P;, P;) 'ensemble F(P;, P;) des plans
P du plan dont une équation cartésienne est de la forme ¢(M) = 0 avec ¢ = A1 1+ 22

et (A1, A2) # (0,0).

3° a) Montrer que si P; / Py, alors F(P,, P;) est 'ensemble des plans paralléles & P,
(et donc aussi & P3).

3° b) Montrer que si P; et P, sont sécants en une droite A, alors F(Py, P;) est
I’ensemble des plans qui contiennent A.

3° ¢) Montrer que si P : uz + vy + wz + h =0, alors

u = AUy + Aaus
v = )\1’01 + )\2’1)2
w = \wy + daws
h = A1hy + A2hg

P e F(P,P2) < 3(A1,X2) # (0,0) tel que

3° d) Montrer que trois plans II; : a;z + b;y + ¢;z + d; =0 (3 = 1,2, 3) sont sécants

ay a2 asg
en un point unique si et seulement si| b; bz b3 |F#0
i C2 C3

3° e) Soient quatre plans II; : a;z + by + c;iz+d; = 0 (i = 1,2,3,4) de l'espace.
Montrer que
ax bl C1 d1
a2 b2 C2 dg
as b3 C3 d3
a4 b4 C4 d4

si et seulement si ces quatre plans ont au moins un point commun ou s’il existe une
droite qui est faiblement paralléle & ces quatre plans.

Exercice 1.14. [Droites d’un espace affine de dimension 3.]

Dans cet exercice, on se place dans un espace affine (FE, Ez) de dimension 3, rapporté
a un repére R = (0,7, 7'k) = (O, B).

1° Représentations paramétriques d’une droite de 1’espace

1° a) Soit A un point de coordonnées (z4,y4,24) (dans R) et ¥ un vecteur non nul
a
de coordonnées | B | (dans B). Justifier qu’une représentation paramétrique de la

v
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droite D = A+ < & > est

=24+ A
y=ya+A8 , AeK
z2=2za4+ XAy
1° b) Soient a, b, c,d, e, f six scalaires. Soit A ’ensemble des points M du plan dont
z=a+0bt
les coordonnées (z,y, z) dans R sont telles qu'’il existe t € K tels que { y = c + dt
z=e+ ft

A quelle condition A est-elle une droite ? Dans ce cas, quel point et quel vecteur
directeur en connait-on facilement ? Si A est une droite, & quelle condition passe-t-elle
par Dorigine O du repére ?

1° ¢) Donner une représentation paramétrique de la droite (AB) lorsque A(z4,ya4,24)
et B(zB,yB; 2B)-

1° d) A quelle condition (nécessaire et suffisante) la droite D de représentation

z=a+bt
paramétrique { y = c + dt t € K et la droite A de représentation paramétrique
z=e+ ft
z=a+ 6
y=ao +p'A A € K sont-elles paralléles ? confondues ? sécantes 7
z= all + ,B”)\
1° e) Etudier I'intersection des droites D et D’ données par leurs représentations
z=143t z=-2-1
paramétriques : D : (y = -3 — ¢ teRet D' :{y=-3+1 teR.
z=2t z=t

2° Equations cartésiennes de droites

1° a) Justifier qu’un systéme d’équations cartésiennes d’une droite A dans le re-
uz+vy+wz=nh
vz +vy+wz=~n
az+Py+yz=14
de+By++2=4

pére R est de la forme . Quelle condition doit-on imposer &

a,B,v,6,a',8,v',8' pour que { soit un systéme d’équations
cartésiennes d’une droite D ?

az+by+cz=d

dz+by+cz=d est dirigée par < ¥ > avec

1° b) Montrer que la droite A : {



e
1.5 EXERCICES 31

S
o~

a v

az+by+cz=d

et
dz+by+cdz=d

1° ¢) A quelle condition deux droites D : {
=4
: {aiv -:_ﬁﬁ:li +:z , 5 sont-elles paralléles 7 confondues ? sécantes ?
oz y+9z=
a

1° d) Soit D la droite passant par A(za,y4,24) et dirigée par le vecteur | B| dont

¢
les trois coordonnées sont non nulles. Montrer qu’un systéme d’équations cartésiennes

de la droite D est = %A _ Y~ YA _Z7 24
a B v

1° ) Comment trouver une représentation paramétrique d’une droite dont on connait
un systéme d’équations cartésiennes ? Et comment trouver un systéme d’équations
cartésiennes d’une droite dont on connait une représentation paramétrique ?

3° Déterminer 1’équation du plan qui contient la droite D : { et qui
passe par le point A(3,—1,1).

Exercice 1.15.

Démontrer la réciproque du théoréme des milieux (théoréme 1.25 p. 18) : si F' et
F' sont deux variétés affines strictement paralléles de direction ?, si A,C € F,si
B,D € F', si I est le milieu de [AB], si J est le milieu de [CD], alors la droite
(IJ) (si elle existe) est faiblement paralléle & F' et 'a F’. Dans quel cas la droite (IJ)
n’existe-t-elle pas ?

Exercice 1.16.

Démontrer la réciproque du théoréme de Thalés (théoréme 1.31 p. 21) : si deux droites

D et A coupent 3 hyperplans paralléles Ho, Hj et Hy (avec Hz # Hy) respectivement

en A; et B;, si A; est un point de D et B; un point de A tels que ﬂ = @
A3Ay  B3By

alors la droite (A;B,) (si elle existe) est faiblement paralléle aux hyperplans H; . Est-il

possible que (A; B;) n’existe pas?







CHAPITRE 2

Applications affines

2.1 Introduction et définition

%
Nous considérerons deux espaces affines (E, E)) et (E',E').
On cherche & étudier les morphismes de structure affine entre E et E’. Soit f une
application de E vers E’. On va étudier des conditions nécessaires pour que f « conserve
la structure affine », c’est-a-dire soit un morphisme.
Fixons arbitrairement un point A de E, et soit A’ = f(A). On sait qu’a tout vecteur
o de E), on peut associer 'unique point B = A + 7. f fait ensuite correspondre & ce
point B un point B’ = f(B) de E’, et grace au point A’, on associe maintenant un
vecteur v’ = B' — A'.
En résumé, la donnée d’une application f de E vers E’ et d’un point A de E définit
toujours une application w4 de E vers E’. On dit que 4 est 1'application vectorielle
associée & f par le point A.
On a, pour tout & € B, pa(®?) = f(A+ ) - A = f(A+ ) — f(A).
La conservation de la structure affine qu’on veut obtenir suggére qu’il serait logique
que 'application 4 ainsi définie conserve la structure d’espace vectoriel, donc soit un
morphisme d’espace vectoriel, donc soit une application linéaire de ﬁ vers E'.
Considérons maintenant les conséquences de cette hypothése : 4 € E(ﬁ, E').
Soit B = A+ 7 un autre point de E. Il permet de définir une autre application g,
(l'application vectorielle associée & f par B), qui est définie par :
pour tout ¥ € ﬁ, op(?)=f(B+d) - B = f(B+ ) - f(B).

On peut alors faire le calcul suivant :
op(d) = f(A+ 7+ ) - f(A+7)
= (vf(A +7+ 7) — f(A)) - (f(A + ?3) - f(A)) (relation de Chasles)
=pa(@+ W) - QOA(?) = <pA(7) (linéarité de p4)

et donc pp = 4.
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On a donc obtenu, sous la seule hypothése de la linéarité de w4 que toutes les
applications pp sont linéaires et sont égales a 4.

On définit alors I’application linéaire ¢ = @4, qui ne dépend plus de A.

De plus, pour tout M € E, on peut déterminer f(M) grice & ’application ¢ et
a f(A) : Puisque (M — A) = f(A+ (M — A)) — f(4) = f(M) - f(A), on a
f(M) = f(A) + p(AM).

Récapitulons :

_)
Définition 2.1 Une application f entre deux espaces affines (F, Ez) et (E',E') est
une application affine (on dit aussi un morphisme affine) _s)1 et seulement si il existe un

_) 4
— f(A+) - f(A)
Dans ce cas, pour tout B € E, pour tout M € E, on a f(M) = f(B)+ ¢(M — B), ce

qui peut aussi se noter qp(BM) = f(B)f(M).
 est Vapplication linéaire associée & I'application f; on dit aussi que @ est la partie

linéaire de f. On note ¢ = L(f) = Ly ou aussi p = f.

point A € E tel que I'application ¢ : 2 est linéaire.

Remarque : En interprétant différemment la définition, on s’apercoit qu’une applica-
tion f est affine de E vers E’ 'il existe un point A tel que f soit linéaire entre les
vectorialisés E4 et E’f( 4)- (Voir exercice 2.1 p. 56).

Une propriété trés importante est la suivante :

Proposition 2.2 Soient (E, Ez) et (F, ?) deux espaces affines.

Soit ¢ une application linéaire de E vers F'. Soit A € E et B € F. 1l existe une
application affine f de F vers F telle que f(A) = B et dont la partie linéaire est ¢, et
elle est unique en ce sens que si g est une autre application affine de FE vers F telle
que g(A) = B et dont ¢ est aussi la partie linéaire, alors f = g.

En d’autres termes, une application affine est entiérement déterminée par sa partie
linéaire et par la donnée de ’image d’un point :

Si f et g deux applications affines entre les espaces affines (E, ﬁ) et (F, ?) Si fet
g ont la méme partie linéaire ¢ et s’il existe un point A tel que f(A) = g(A), alors

f=g

Preuve Soit f I'application de E vers F' définie par f(M) = B + (M — A). 1l
est clair que f(A) = B. Montrons que f est affine (et ce faisant, nous verrons que
sa partie linéaire est ). Soit ¢4 l'application vectorielle associée & f par le point A.
Nous allons prouver que @4 = (.

Soit 7 € B, ona pa(Z) = f(A+ ) — f(A) = B+ p(A+ ) — A) — B = o(2).
On a donc trouvé une application affine ayant les propriétés recherchées.
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Soit g une autre application affine de partie linéaire ¢, et telle que g(A) = B. Soit M
un point de E. On a g(M) = B+ (M — A) = f(M), ceci pour tout M, donc g = f.00

2.2 Exemples de référence

_)
Dans tous ces exemples, (E, B) et (E', E') sont des espaces affines de dimension finie.
Nous allons étudier des applications classiques et montrer dans chaque cas que ce sont
des applications affines.

2.2.1 Applications constantes

Proposition 2.3 Les applications constantes sont les applications affines dont la
partie linéaire est ’application nulle.

Preuve Soit A’ fixé dans E’. Considérons ’application constante f : M — A’.
Montrons que f est affine.

Soit O € E : considérons ’application vectorielle associée & f par O

po: U+ FO+U)—fO)=A" - A = T. Clest Papplication constante nulle, on
sait que c’est une application linéaire, donc f est affine et L(f) = 0 (application nulle).
Réciproquement, il est aisé de vérifier que toute application affine dont la partie linéaire
est I’application nulle est une application constante. (Voir exercice 2.2 p. 56.) O

2.2.2 Translations

Une translation est une application entre ’espace affine E et lui-méme (E' = E).
(Nous avons défini les translations au chapitre précédent, § 1.1.3 p. 2)

Proposition 2.4 Les translations sont les applications affines dont la partie linéaire
est I'identité.

Preuve Montrons que la translation ¢ (oit U est un vecteur fixé de ?) est une
application affine.
Soit A € E. On étudie ’application vectorielle ¢ associée & t par A :

Ona.V':?e_ﬁ,

o(T)=tz3(A+2)—tz2(A) = (A+Z)+2) - (A+ )
=A+(Z+0)-A+D)=(A+ )+ 7)) - (A+ )
=(A'+2)—-A  (enposant A' = A+ U =tz(A))
=7

L’application ¢ est donc 'application identité de ﬁ, qui est linéaire, et donc toute
translation ¢ est donc une application affine dont la partie linéaire est id3.
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Réciproquement : soit f une application affine de F dans lui-méme telle que L(f) =
idg.
Soit A € E et soit A’ = f(A). Posons @ = A’ — A. On a, pour tout M € E,

FM)= A+ L) AM) = A' + AM = A+ T+ M- A= M+ = tz(M)

donc f =t3. O

Nous avons vu qu’on note 7(F) l’ensemble des translations de E, et que c’est un
groupe.

2.2.3 Homothéties

Rappel : on appelle homothétie vectorielle d’un espace vectoriel E‘f, de rapport k # 1
P’application linéaire kid—.

Nous allons définir les homothéties (affines) de I’espace affine E' et nous montrerons
que ce sont les applications affines de E dans lui-méme admettant comme partie
linéaire une homothétie (vectorielle) de E, de rapport £k # 1. (Lescask=1et k=0
ont déja été étudiés : ’homothétie vectorielle de rapport 0 est ’application nulle, voir
le § 2.2.1 p. 35; ’homothétie vectorielle de rapport 1 est ’identité de F, voir le §
précédent 2.2.2 p. 35.)

Définition 2.5 Soit k € K* \ {1}, et A € F fixé.
On appelle homothétie de rapport k, de centre I, 'application h = hy j, définie par :

VM € E,h(M) =1+ k(M —I) = I + kIM.

Proposition 2.6

Les homothéties de rapport k ¢ {0,1} sont les applications affines dont la partie
linéaire est kidg.

Le centre I d’une homothétie est son unique point fixe

Preuve Soit h = hrj une homothétie. On remarque que h(I) = I + kI =1 ,
donc son centre est un point fixe de h. L’application vectorielle associée & f par I
est ¢ : & — h(I + @) — h(I) =I+k7—I=kﬂ=kid—§(7) donc ¢ = kidy est
I’homothétie vectorielle de rapport k, c’est bien une application linéaire et h est bien
affine avec L(h) = kid3.

Réciproquement, si f est une application affine dont la partie linéaire est L(f) = kid3,
soit A un point quelconque de E, et A’ = f(A).

Pour tout point M de E, on a f(M) = f(A) + kidg(M — A) = A" + k(M — A).
Cherchons si f admet des points fixes.

Un tel point I est tel que f(I) = I, ce qui équivaut & I = A’ + k(I — A) (€) et « bru-
talement »(en résolvant cette équation comme s’il s’agissait d'une équation numérique,



2.2 EXEMPLES DE REFERENCE 37

: . ‘12 . 1 k
en oubliant qu’on est en train de considérer des points) I = -I——kA’ —1 kA. Que
signifie tout ceci? Est-ce correct ? Lorsqu’on aura révisé le calcul barycentrique, et
lorsqu’on aura compris ’existence de 1’espace vectoriel universel associé a (E, E), on
pourra se contenter de ce calcul formel, qui prouve l’existence et 'unicité d’un point

fixe I. Mais en attendant, il est plus prudent de procéder ainsi :
(&) <= I-A=A-A+k(I-A) < (1-k)(I-A)=4-4

ﬁ(A’—A) e T=A+ (44

— I-A= T %

ou encore . 1 —
Al = AA" + kAL et AT = A

L’un ou 'autre de ces calculs (qui consistent en des raisonnements par équivalences)
prouve l’existence d’un unique point fixe I de f.
Pour tout point M de E, on a alors

F(M) = f(I) + kidg(M —~I) = I + k(M ~ I) = hr (M)

donc
f=nhrk

et f est bien une homothétie. O

On a montré au passage 1'unicité du point fixe d’une homothétie.

Notation : Nous noterons #(F) I’ensemble formé des homothéties affines de E (de
rapport non nul, et différent de 1) et de l'identité de E, et H4(F) 1'ensemble formé
des homothéties de E admettant A comme centre et de I'identité de E.

Remarque : Il est classique de considérer que idg = hr,; pour tout point I de
E, c’est-a-dire que l’identité est une homothétie de rapport 1, dont le centre est
quelconque. Cette convention a & la fois des avantages et des inconvénients. On trouve
des avantages dans le fait que certaines propriétés ont des énoncés plus « légers » (par
exemple, « I’ensemble des homothéties de centre I est un groupe » n’est vrai que
si on considére que l'identité est une homothétie, sinon il faut écrire : « ’ensemble
formé des homothéties de centre I et de 'identité est un groupe »). Cette convention
serait aussi cohérente avec la définition d’une homothétie, grace au fait que hyr (M) =
I+1(M —-1I)= M = idg(M). Mais la particularité de I'identité d’avoir plus qu'un
seul point fixe peut étre trés génante. C’est pourquoi, dans cet ouvrage, nous avons
choisi de ne pas la compter au nombre des homothéties; le fait de devoir la compter &
part, la nommer & chaque fois obligera le lecteur & réfléchir a son statut particulier.
H(E) et Ha(E) sont donc, pour nous, des ensembles qui ne contiennent que des
homothéties de rapport # 1, et qui ne contiennent pas idg.
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2.2.4 Projections

On suppose, dans tout ce §, qu’on a une décomposition E = ? ® 8 de ff comme
somme directe de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires ? et G.

Rappel sur les projections vectorielles.

La projection vectorielle sur ? dans la direction de 8 est Papplication 7 = 73 & de

23 dans lui-méme ainsi définie : pour tout vecteur Z de ﬁ, dont la décomposition

selon la somme directe E) = ? &) 8 est 7 = ?\ +7 (7 € ?, Z€ 8), alors 7 a
pour image par  le vecteur m(Z) = /.

Une projection vectorielle 7 = 73 & est une application linéaire (un endomorphisme
de E) et elle vérifie

o kerm =G,
o Imm=F,
o @ =n(F) < TeF,
e TOW=T.

Un projecteur est une application g telle que g o g = g. Les projections vectorielles
sont donc des projecteurs linéaires. Réciproquement, tout projecteur linéaire g est une
projection vectorielle sur Im g dans la direction de ker g.

La démonstration de ces rappels fait ’objet de l’exercice 2.5 p. 57.

Soient F' et G deux variétés affines respectivement dirigées par ? et 5’; on sait que
les sous-espaces affines F' et G sont sécants (voir proposition 1.22 p. 17) et que leur
intersection est réduite & un point : FNG = {A}.

De méme, VM € E, M + 8 est une variété affine et (M + 8) N F est réduite & un
point.

Définition 2.7 On appelle projection sur F' parallélement ¢ G (ou projection sur F
dans la direction de G ou projection sur F' de direction E‘)) 'application p = p. & de

E dans lui-méme définie par : M — p(M) = M’ avec (M + 8) NF={M'}

Remarquons que dans cette définition, seule compte la direction 8 de G.
D’autre part, attention aux parentheéses :

M = (M+8) NF#M+ (80 ?) =M  (en fait G N F est un ensemble vide N

Proposition 2.8
(1) Une projection est une application affine, sa partie linéaire est une projection

vectorielle de E. Plus précisément, la partie linéaire de la projection affine sur F' dans
la direction de G est la projection vectorielle sur F' de direction G.
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(2) Une projection affine p vérifie pop = p et p(E) = F. En particulier si F # E, p
n’est pas bijective.
(3) Si p=ppg, F est 'ensemble des points fixes de p. (p(M) =M <= M€ F).

(4) Une application affine qui admet un point fixe et dont la partie linéaire est une
projection vectorielle est une projection affine.

(5) Toute application affine f qui vérifie f o f = f est une projection.

Preuve Notons p=ppa.

(3) Soit A € F. Tout d’abord, puisque A € A + GetAc F, (A+ 8) NF={A} et
p(A) = A.

Réciproquement, si p(A) = A, c'est que A=p(A) e FN(A+ 8), donc en particulier
AcPF. '

(1) Considérons I'application vectorielle 7 associée éméw par A. Puisque par hypothése

et G sont supplémentaires, tout vecteur D= peut s’écrire de facon unique

7=7+ﬁavec7€?etﬁ€8.
‘Alors m(%) =p(A+®) —p(A) =p(A+ W) —A=p(A+ 7 + T) - A.
Or,A+T €A+ F=Fet A+ 7 =(A+ )+ (-B) € (A+ ) + G, donc

(A+ D)+ G)NF={A+7)}

et
p(A+d)=A+T7,

d’ou

T(d)=A+7 -A="7.
7 est donc I'application qui associe a tout vecteur U=7+d ¢ ? + 8 le vecteur
T : c'est la projection vectorielle sur ? de direction 8, c’est bien une application
linéaire, donc p est bien une application affine.
(2) Pour tout M € E, on a M’ = p(M) GFO(M-I-B) CFdoup(M)eF :ona
montré que p(E) C F. D’autre part, on a vu que si A € F alors A = p(A) € p(F)
donc F C p(E), et on a établi I'égalité p(E) = F.
Si p est bijective, elle est en particulier surjective, et on a E = p(E) = F, donc p n’est’
pas bijective si F' # E.
Enfin, pour tout M € E, on a pop(M) = p(M') = M' = p(M) (car M’ € F) donc
pop=p.
(4) et (5) : voir 'exercice 2.8 p. 58. O

Remarque : il est faux qu’une application affine admettant comme partie linéaire
une projection vectorielle est une projection affine.
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2.2.5 Symétries

On suppose ici aussi qu’on a une décomposition ? ? ® 8 de E comme somme
directe de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires ? et

Rappel sur les symétries vectorielles

La symétrie vectorielle par rapport & ? dans la direction de 8 est ’application
o=033 de E dans lui-méme ainsi définie : pour tout vecteur Z de , dont la
décomposition selon la somme directe ﬁ ? @3 est 7 = 7+7 7 € _1? 7 € 8),
alors 7 a pour image par o le vecteur o(Z) = Y —

Une symétrie vectorielle o = 0@ g est une apphcatlon linéaire (un endomorphisme de

E) et elle vérifie

e ker(o —idg) = ?, (ou ce qui revient au méme, @ = o(7) < 7 € ?),
o ker(o +idg) =

e 000 = 1d}—5¢

® =TT avecT =g g et 7’ =7mg B

Une involution est une application g d’un ensemble F dans lui-méme telle que go g =
idg. Les symétries vectorielles sont donc des involutions linéaires. Réciproquement,
toute involution linéaire g est une symétrie vectorielle par rapport & ker(g —id3) dans
la direction de ker(g +id3).

La démonstration de ces rappels fait ’objet de ’exzercice 2.9 p. 58.

Comme pour les projections, nous supposerons aussi que F' = A+ 7 est un sous-espace
affine dirigé par F' et G est un sous-espace affine de direction

Définition 2.9 On appelle symétrie par rapport & F, parallelement & G (ou de
direction 3) (ou dans la direction de G') ’application s = s Fa définie par :

VM € E, s(M) = M + 2Mp(M)

ol p = p, & désigne la projection affine sur F' parallélement & G : p(M) est donc le
projeté de M sur F' dans la direction de G.

Proposition 2.10 (1) La symétrie s par rapport & F' parallélement & G est une
application affine.

(2) Elle est caractérisée par : s(M) est 'unique point M’ de E qui est tel que le milieu
I de [MM'] est I = p(M).

(3) Son application linéaire associée o est une symétrie vectorielle de Ez; o est la
symétrie vectorielle par rapport & ? de direction '
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(4) Une symétrie s est involutive (elle vérifie s o s = idg).
(5) F est 'ensemble des points fixes de s.

(6) Toute application affine admettant un point fixe et dont la partie linéaire est
involutive est une symétrie.

(7) Toute application affine involutive est une symétrie.

La démonstration de cette propriété sera 1’objet de 1’exercice 2.10 p. 58.

2.2.6 Applications affines entre espaces vectoriels

Soient V et V' deux espaces vectoriels munis de leurs structures affines canoniques.
Une application f de V dans V' est affine lorsqu’il existe un élément a € V tel
que application ¢ définie par ¢(z) = f(a + z) — f(a) est linéaire, et alors on a
o(z) = f(u+ z) — f(u) pour tout u € V.

En particulier, si u = Oy, on a ¢(z) = f(z) — f(Oy) qui est linéaire, donc pour tout
zeV,ona f(z) = p(z) + f(Oy). Posons b = f(Oy),ona f=¢p+b.

On a montré que toute application affine est la somme d’une application linéaire et
d’une application constante.

Réciproquement, s’il existe une application linéaire ¢ de V vers V'’ et un élément
b de V' tels que f = ¢ + b, on a clairement b = f(0y) et donc pour tout z € V,
f(z) = f(Oy) + ¢(z — Oy), ce qui montre que f est une application affine.

Nous avons démontré le résultat suivant :

Proposition 2.11 Les applications affines entre deux espaces vectoriels sont les
applications obtenues comme somme d’une application linéaire et d’une constante.

Remarquons qu’une application affine f entre deux espaces vectoriels est linéaire si et
seulement si f(Oy) = Oy-.

Cas particulier : une forme affine est la somme d’une forme linéaire et d’une constante,
c’est la raison pour laquelle cette notion a peu d’intérét pratique.

2.3 Etude des applications affines

Nous noterons A(E, E') ’ensemble des applications affines de E dans E’ (espaces

affines d’espaces vectoriels associés respectivement BetE ). De méme A(E) désigne
I’ensemble des applications affines de E dans E' (les endomorphismes affines).

2.3.1 Caractérisation des applications affines bijectives

Proposition 2.12
Soit f € A(E, E’) et ¢ sa partie linéaire.
f est injective (resp. surjective) si et seulement si ¢ est injective (resp. surjective).
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En particulier, f bijective équivaut & ¢ bijective. On parle dans ce cas d’isomorphisme
affine. Les isomorphismes affines d’un espace affine (E, E') dans lui-méme sont appelés
des transformations affines de E.

Preuve Soit A un point fixé de E, et A’ = f(A). Pour tout M’ € E’, résoudre
Péquation f(M) = M’ équivaut & résoudre A’ + <p(m ) =A"+ A_’]\? ou encore
w(m ) = A’M’. Dire que cette équation d’inconnue M admet pour tout point M’ au
plus une [resp. au moins une] [resp. exactement une] solution équivaut donc & affirmer

que Péquation ¢(¥) = v’ d’inconnue ¥, admet pour tout «/ € E’ au plus une [resp.
au moins une] [resp. exactement une] solution. Ces trois cas correspondent exactement
a la notion respectivement d’injection, surjection et bijection. O

2.3.2 Image directe et réciproque d'une variété affine

Proposition 2.13 Soit f € A(FE, E’) et ¢ sa partie linéaire. Soient F' une variété
affine de E de direction ?, et soit G’ une variété affine de E’, de direction c? .

Alors
(i) f(F) est une variété affine de E’ de direction <p(?),

et
(ii) f~Y(G") est soit vide, soit c’est une variété affine de E, de direction w'l(a ).

En particulier,
Si f est surjective, f~1(G’) n’est jamais vide.
Si f est injective, on a dim f(F) = dim F.

Si f est bijective (ce qui implique dim E = dim E’), alors dim f(F) = dim F et
dim(f~1(G")) = dim G’ (cet ensemble est dans ce cas toujours non vide).

Remarque : En particulier, I'image d’une droite par une application affine est
une droite ou un point et ’image d’une droite par une application affine bijective
(translation, homothétie,. . .) est une droite.

Preuve Les derniéres assertions sont des conséquences évidentes de cet énoncé et
des propriétés des applications linéaires injectives et bijectives.

(i) Soit A € F. Soit F' = f(A) + go(?); d’aprés les propriétés d’une application
linéaire, go(?) est un sous-espace vectoriel de E' donc F' est un variété affine de E'.
On va montrer que f(F) = F’, ce qui établira que f(F') est un sous-espace affine.
Soit M’ € f(F).

Hexiste M= A+ 7 € A+ F = F tel que M’ = f(M) = f(A) + o(M — A).
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Or, o(M — A) € <p(?) puisque M — A € ?, donc M' € F' = f(A) + w(?). On a
montré la premiére inclusion f(F) C F'.

2 : ! ! ? A ) ! -? -—; ?
Réciproquement, si M’ € F' = f(x_‘1>)+¢p( ), on écrit M’ = f(A)+ v’ avec u' € p(F'),
donc il existe ¥ € F tel que v/ = o(d); on a donc M’ = f(A) + (&). Soit
M=A+T;MecA+F =Fetona f(M) = f(A) + p(AM) = f(A) +o(T) = M,
donc on a bien M’ € f(F), et on a établi que F' C f(F).

(i) Si on suppose que G = f~!(G’) est non vide, soit A € f~}(G’). On a donc
f(A) € G’ et G' = f(A) + G'. On sait que G = ¢~ 1(G") est toujours un sous-espace
vectoriel de E Montrons que G=A+ G.

Soit M € G.
On a f(M) € G’ donc f(M) = f(A) + ? avec 7 € 5’, ce qui prouve que w(m) =

?e ’doncme ¢ }Y(G")=G etonadonc M = A+ AM € A+ G : on a prouvé
la premiére inclusion G C A+ G.

Soit M € A+ 6

OnaAM e G = <p‘1(6?’) donc go(m) ed.

D’od f(M) = f(A) + w(m ) € f(A) + G' = G', ce qui signifie trés précisément que
M € G : on a établi la deuxiéme inclusion A + G C G.

On a donc montré que G = A+ G, donc G = f~1(G') est bien une variété affine. O

2.3.3 Ensemble des points fixes d'une application affine

Proposition 2.14 L’ensemble des points fixes d’une application affine f € A(FE) de
partie linéaire ¢ est soit vide, soit c’est une variété affine de direction ker(p — id3).

f a un unique point fixe équivaut a ker (¢ —id3) = {0}, ce qui se traduit par le fait
que 1 n’est pas valeur propre de ¢.

Preuve Supposons que f admet un point fixe A.

Soit F' I’ensemble des points fixes de f. Soit M un point quelconque de E. M est un
point fixe (invariant par f) (ou encore M € F') si et seulement si : f(M) =M <~
fA)+p(M—-A) =M < A+¢p(M—A) = A+ (M — A) c’est-a-dire si et seulement
si AM est un vecteur invariant par . Or, ’ensemble des vecteurs invariants de @ est
son sous-eE?ace propre pour la valeur propre 1 (ou { 0} si 1 n’est pas valeur propre de
p), c’est E; = ker(p — id3). Finalement on a prouvé que M € F <= M € A+ E;,

ce qui prouve que F' est un sous-espace affine dirigé par El.

Supposons maintenant que 1 n’est pas_valeur propre de . Il reste & établir qu’il existe
toujours un unique point fixe :

Soit O un point quelconque de E, et soit O’ = f(O). L’application linéaire ¢ — idg
est bijective (puisque 1 n’est pas valeur propre de ¢), donc il existe un unique e
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tel que (W) -« =0 — 0, et le point M =0 + & = O + (&) = f(M) est bien
invariant par f; de plus, c’est le seul, puisque

fM)=M <= 0'+9p(@)=0+" <= o(d)-d=0-0

2.3.4 Composition d'applications affines

Proposition 2.15

Soient f € A(E,E') et g € A(E', E") de parties linéaires respectivement 7 et g.
Alors go f € A(E,E") et L(go f)=T¢ o ? (ce qu’on peut noter m =7gof)
Si de plus f est une bijection entre E et E’, alors f~! € A(E', E) et

L() = (B(f)™ = 7 (ce awon peut noter 71 = (7))

Preuve Soit A un point quelconque de E, et soit B = f(A). On sait que pour tout
point M € E on a f(M) = f(A) + ?(M —A)=M.

D’autre part on a g(M') = g(B) + ¢ (M’ — B).

On a donc

(90£)(M) = g(M") = g(f(A)+ T (F(A)+ f (M—A)~B) = go f(4)+ 7o F (M~ 4)
et puisque la composée de deux ‘applications linéaires est linéaire, ceci permet d’affirmer
que g o f est affine, de partie linéaire L(g o f) = 7o ?

Si de plus f est bijective. Pour tout M’ € E’, soit M = f~1(M’) son unique antécédent
par f. On a donc M’ = f(M) = B+ 7(M —A),dou M' - B = ?(M — A). Mais
on avuque f est également bijective, (et on sait que l'application réciproque d’une

application linéaire est linéaire). On peut donc écrire M — A = f~1(M’' — B) et
Y (M) = f71(B) + ?‘I(M’ — B). Ceci prouve que f~! est affine et que sa partie
linéaire est L(f~1) = f 1. ]

Nous noterons GA(F) I’ensemble des applications affines bijectives de E dans lui-méme.
Rappelons que GL( E') désigne le groupe linéaire de 3, c’est-a-dire ’ensemble des
isomorphismes de E (applications linéaires bijectives de ﬁ dans lui-méme). On note
naturellement L ’application qui & une bijection affine associe sa partie linéaire.

De la proposition précédente on déduit immédiatement :

Proposition 2.16 (et définition) (GA(E),o) est un groupe qu’on appelle groupe
affine de E et 'application L de GA(F) vers GL(E') qui associe & un isomorphisme
affine de E sa partie linéaire est un morphisme de groupe de GA(FE) vers GL(E).

Ce groupe est bien siir non commutatif. Il posséde un sous-groupe remarquable.
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2.3.5 Dilatations

Proposition 2.17 (E, E)) étant un espace affine de dimension finie, ’ensemble formé
des translations et des homothéties est un sous-groupe distingué de GA(E). On le
note D(E) = T(E) UH(E); il est appelé groupe des dilatations de E (ou groupe des
homothéties-translations).

T (E) est un sous-groupe commutatif de 7(E) U H(E), distingué dans le groupe des
dilatations et dans le groupe affine de F.

Preuve Si H (3) = R*idyp = {kidy | £ € R*} est ’ensemble des homothéties
vectorielles, il est clair que H(E) est un sous-groupe distingué de GL(?) (c’est le
centre de ce groupe, c’est-a-dire I’ensemble des éléments de GL(E) qui commutent
avec tous les autres éléments du groupe). Puisque L est un morphisme de groupe
entre GA(E) et GL(E)), on sait que L~1(H (E)) est un sous-groupe distingué du
groupe GA(E). Mais on a vu que la partie linéaire d’une application affine f de F
dans E est Ly = kidg (k € R*) si et seulement si f est une translation (k = 1) ou
une homothétie (k # 1). Donc H(E)UT(E) = L~*(H (E)) est bien un sous-groupe
distingué de GA(E).

Pour la fin de la démonstration, il suffit de remarquer que 7 (E) = ker L. 0

2.3.6 Décomposition de GA(E)

Soit © un point de E, nous noterons GAq(FE) I’ensemble des applications affines
bijectives qui laissent 2 invariant.

Proposition 2.18 (GAq(F),o) est un sous-groupe de GA(E), et la restriction Lg
de Papplication L & GAq(FE) est un isomorphisme de groupe de GAq(FE) sur GL(@).

Preuve GAq(FE) est le stabilisateur de Q2 dans GA(F) (’ensemble des éléments f
de GA(FE) qui sont tels que f(2) = Q), et & ce titre c’est un sous-groupe de GA(E)
(résultat classique trés facile & démontrer).

Lgq est la restriction & un sous-groupe de GA(E) d’un morphisme de groupes défini
sur ce groupe, Lo est donc bien un morphisme de groupe.

‘Une application affine étant entiérement déterminée par I'image d’un point et sa
partie linéaire (proposition 2.2 p. 34), pour toute application linéaire ¢ € GL(E),
il existe une unique application affine f dans GAq telle que L(f) = La(f) = ¢ :
c’est I’application f définie par f(M) = Q + (M — ). Cela montre bien que Lq est
bijective, et donc que c’est un isomorphisme. O

Rappel : Un groupe G est produit semi-direct d’un sous groupe H par un sous groupe
K lorsque H est distingué et de plus (e étant le neutre de G) G = HK, et HNK = {e}.
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Ces deux derniéres conditions traduisent le fait que tout élément x de G peut s’écrire
de fagon unique z =yz, y € H et z € K.
(Si K est aussi un sous-groupe distingué, alors on a un produit direct de sous-groupes).

Proposition 2.19 Quel que soit le point Q de E, GA(FE) est produit semi-direct de
T(FE) par GAq(E).

Preuve On a vu (proposition 2.17 p. 45) que 7T (E) est un sous-groupe distingué
de GA(E). De plus, pour toute bijection affine f, posons Q' = f(2). On a pour tout
MeE,

fM) = f(Q) + L(f)(M - Q) = Q+ L(f)(M — Q) + (@ - Q) = to5 o fa(M)

avec fo = (La) "' (L(f)) € GAq(E) et t5 € T(E).

On a montré que GA(E) = T(E) - GAq(E).

De plus une translation qui admet © comme point fixe est bien siir égale a I'identité,
donc on a bien T(E) N GAq(E) = {idg}. O

2.4 Détermination d’une application affine

Une application linéaire est entiérement déterminée par la donnée de ’image des
vecteurs d’une base. Nous allons établir une propriété analogue pour les applications
affines. Auparavant, nous allons préciser la correspondance entre un point et ses
coordonnés dans un repére cartésien que nous avons déja étudiée avec la proposition
1.6 p. 4.

2.4.1 Isomorphisme avec R”

Proposition 2.20 Soit F un espace affine sur un espace vectoriel ﬁ, de dimension
n. Soit R = (O, B) un repére cartésien de E.
Alors 'application qui associe 4 un point M ses coordonnées dans le repére R est un

isomorphisme affine entre E et R™, dont la partie linéaire est I'isomorphisme entre
et R™ que définit le choix de la base B (qui associe & un vecteur Z ses coordonnées
dans la base B).

Preuve Il suffit d’appliquer les définitions. O

2.4.2 Formules analytiques d'un morphisme affine

_)
Proposition 2.21 Soit f une application entre deux espaces affines (E, ﬁ) et (E', E').
On suppose donnés un repére cartésien R = (0, B) = (0, ej, ..., e_}) de E et un repére

cartésien R = (2, B)) = (2, &,..., &) de E'.
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T
Soient X = | : | les coordonnées dans le repére R d’un point M € E quelconque; si
zp -
2]
M' = f(M), soient X" = | : | les coordonnées de M’ dans R’.

.'D/

n
Alors f est une application affine si et seulement si on peut exprimer les coordonnées
X' de M’ = f(M) en fonction des coordonnées X de M par des formules du type

P
Vi=1,...,n IL'.IL-= E ’U,ijl'j-f-b«,;
Jj=1

bi,...,bn et (uij)1<ign étant des constantes réelles.
1<5<p

Preuve Supposons d’abord que f est affine, et soit ¢ sa partie linéaire.
Soit A = (@ij)1<ign la matrice de ¢ pour les bases B et B'. Soit O’ = f(O) et soient

1<isp
11201
X5 =| i | les coordonnées de O’ dans le repére R'.
To:,
z1
On considére un point M, de coordonnées X = | : |, les coordonnées de son image
Tp

1

M' = f(M) étant X' =

wl

n
Les cqordonnées du vecteur _0_1\—4) dans la base B sont aussi X et les coordonnées de
©(OM) dans la base B’ sont AX, grice aux propriétés de la matrice d’une application
linéaire.
De la relation M’ = f(O) +¢(<W ), en utilisant les hypothéses qu’on vient de formuler,
en passant aux coordonnées, on obtient X’ = X, + A X, ce qui permet d’écrire les
formules analytiques de f :

P
Ti=xz0+ ) ayz; Vi=1,...,n
J=1

Ces formules analytiques sont bien du type annoncé.
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Réciproquement
Z1
Si 'image d’un point M de coordonnées | : | dans le repére R par une application
Zp
5]
f entre E et E’ est le point f(M) = M’ dont les coordonnées | : | dans le repére
x/

R’ sont données par les formules

n
Vi=1,...,n :L‘é= E Ui T; + bj
Jj=1

alors f est une application affine dont la partie linéaire est I’application linéaire de
matrice U = (ui;)1<icp dans les bases B et B', et qui est telle que f(O) = O’ de
1<jsn
b1

coordonnées

br
Pour s’en convaincre, il suffit de chercher les formules analytiques de ’application affine
g ayant ces caractéristiques, de constater que ce sont les mémes que celles définissant
f, et de conclure que puisque f = g, f est bien affine. O

Les formules analytiques d’une application affine dépendent bien évidemment des
repéres cartésiens considérés. Pour un endomorphisme affine, on prendra presque
toujours (sauf pour un changement de repére, au § suivant) le méme repére « au
départ » et « & l'arrivée ».

Remarquons que si on omet les b; = zo; dans écriture des formules analytiques de
f, on retrouve les formules analytiques de ¢ = L(f) dans les bases B et B'. Dans ce
cas ces formules analytiques « homogenes » sont aussi celles de 1’application affine
admettant ¢ comme partie linéaire et qui transforme O en (.

Si E = E’, c’est-a-dire lorsque f est un endomorphisme affine, en prenant R’ = R,
alors les formules « homogenes » associées aux formules analytiques de f sont celles
de application affine qui admet ¢ comme partie linéaire et qui fize O, alors que les
formules analytiques de la translation ¢ de vecteur OO’ sont z = zo; +i. On retrouve
ici une illustration de la décomposition f = to fo obtenue lors de la démonstration de
la proposition 2.19 p. 46.
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2.4.3 Retour sur les changements de repéres cartésiens

Soient R = (0, B) et R’ = (0’, B') deux repéres cartésiens d’'un méme espace affine

I
E, de dimension n. Pour tout point M de E, on note X = | : | ses coordonnées
In
)
(les anciennes coordonnées) dans le repére R (l'ancien repére) et X' = | : | ses
a:l

n
‘coordonnées (nouvelles) dans le repére R’ (nouveau). Alors I’application identité de E

est une application affine. On peut écrire ses formules analytiques, en considérant que
E est au départ muni du nouveau repére R’ et & Parrivée E est muni de ’ancien repére
R. La matrice de Papplication linéaire identité idg, pour la base B' au départ et B &
Parrivée n’est rien d’autre que la matrice P de passage de la base B vers la base B';
I'image par idg de O’ est lui-méme, mais ses coordonnées dans le repére « d’arrivée »
est Xor, matrice colonne des coordonnées de O’ dans I’ancien repére. On obtient, en
application de ce que nous avons vu au paragraphe précédent, X = Xo + PX’. Nous
avons ainsi retrouvé d’une autre maniére les formules de changement de repére de R
vers R’ que nous avons vues au § 1.3.2 (p. 12).

Nous verrons au chapitre suivant qu’une application affine est aussi naturellement
déterminée par la connaissance des images des points formant un repére affine.

2.5 Quelques théorémes de géométrie affine

2.5.1 Caractérisation des dilatations

Lemme 2.22

Une application affine de (F, E) est une dilatation (i.e. une homothétie ou une
translation) si et seulement si elle transforme toute droite de E en une droite paralléle.

Preuve Soit f une dilatation. Sa partie linéaire ¢ est une homothétie vectorielle
kidg, k € R*. En application de la proposition 2.13 p. 42, 'image d’une droite
A = A+ < & > (passant par A, dirigée par ) est la variété affine
FA)=fA)+o(<d >)=fA)+k< ¥ >= f(A+< T >,

qui est une droite ayant la méme direction que A.

Réciproquement, si f est une application affine de (F, E) dans lui-méme, de partie
linéaire ¢, et qui transforme toute droite de E en une droite paralléle. Soit 7 #

un vecteur quelconque de E. On va montrer que @ est un vecteur propre de .

Soit A € E, et soit B= A+ Z. Soit A = A+ < @ >. Posons A’ = f(A) et B' = f(B).
On a o(7) = 4B Mais comme A € A et B € A, on a A',B' € f(A); mais
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= f(A) est une droite paralléle & A, donc qu1 admet la méme direction. Donc

A A+ < @ > et comme B’ € A/, on a A’B’ €< @ >, Cest-a-dire I\ € R tel
que w(?) = \7Z. Remarquons que A ne peut étre nul, sinon I'image de tout point
M=A+ k_a? de A qui est a priori le point M’ = A’ + ktp(?) serait dans tous les cas
égal 3 A' + T =4 et Iimage de la droite A serait non pas une droite mais un point.
Nous avons ainsi prouvé que tous les vecteurs de E sont des vecteurs propres attachés
4 une valeur propre non nulle. Or, un résultat classique sur les applications linéaires
est que seules les homothéties vectorielles admettent tous les vecteurs de £ comme
vecteurs propres (voir exercice 2.4). On a donc prouvé que ¢ est une homothétie
vectorielle, de la forme ¢ = Aid#, donc f est une dilatation. O

2.5.2 Le théoréme de Ménélaiis

Théoréme 2.23 Soient A, B,C trois points non alignés, et soient A’ € (BC), B' €
(AC) et C' € (AB). On suppose que A',B',C' ¢ {A,B,C}.

AB B'C C4 _

AC BA OB

Alors A', B',C" sont alignés si et seulement si

A'B
Preuve On considére I’homothétie h; de centre A’ et de rapport T
C sur B.
/

B'C
De méme, ’homothétie hy de centre B’ et de rapport y:71 envoie A sur C.

. Elle envoie

!
—— envoie B sur A.1

Enfin ’homothétie hg, de centre C’ et de rapport

Soit f = hj o hy o hg. f est une dilatation qui envoie B sur B, donc de centre B, et de
AB B C C’ A

Si on suppose que ce rapport vaut 1, c’est que f est 'identité, donc h3 = hy o hg, et
le centre C’ de h3 est forcément ahgne avec celui de h; et celui de hy (voir ’exercice
2.11), donc C’, A’, B sont alignés.

Réciproquement, si A’, B’,C’ sont alignés : on considére I’homothétie h = h; o hy.
D’aprés le résultat de 1'exercice 2.11, son centre C” est aligné avec A’ et B’. D’autre
part, hy o he(A) = B, donc C”, A et B sont aussi alignés, donc C” est le point
d’intersection de (AB) avec (A’'B’), et donc forcément C” = C’. Donc f = ho hg
est la composée de deux homothéties de méme centre C’, donc on peut affirmer que
f(C") = C'. Mais on a aussi f(B) = B, donc f est une dilatation qui admet deux

———
Remarquons qu’aucun de ces trois rapports n’est égal & 1, sinon, par exemple si on avait ;1—’=C =1,

on aurait B— A’ =C — A’ donc B=C...
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points fixes distincts, f est I'identité. f est donc une dilatation de rapport 1, mais on
ue son rapport est AB BC ¢4 d’ou le résultat a
avu _— = — u T .
d PP AC DA CB'
Une autre démonstration de ce théoréme (basée sur le théoréme de Thalés) est proposée
en exercice (exercice

2.5.3 Le théoréme de Ceva

Théoréme 2.24 Soient A, B,C trois points non alignés, et soient A’ € (BC), B’ €
(AC) et C' € (AB). On suppose que A',B',C' ¢ {A, B,C}.

Alors (AA"),(BB'),(CC") sont concourantes ou paralléles si et seulement si

AB BC CA _

e 4 —— b —

AC BA CB

Preuve Supposons que les droites (AA’), (BB’), (CC’) sont concourantes en D. Soit
A; la paralléle & (AA’) qui passe par B et A, la paralléle & (AA’) qui passe par C.
Soit E le point d’intersection de (CC’) avec A, F' le point d’intersection de (BB’)
avec Az et soit G le point d’intersection de (FA’) avec A;. Le théoréme de Thalés

FIGURE 2.1. Théoréme de Ceva, cas des droites paralléles.
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ermet d’affirmer que CF _ _aﬁ = FB = __Fa-
P CD CA FD TFA
Soit k la valeur commune de ces rapports. Soit A I’homothétie de centre C et de
rapport k et h’ ’homothétie de centre F' et de rapport k. On a, par construction

W(D) = E et h(A") = B donc EB = kDA'". De méme, on a k(D) = B et K'(4') = G
donc ﬁ = kﬂ = ﬁ, et donc §=g = -1

Considérons maintenant les homothéties hy, h2, h3 qu’on avait introduites dans la

A'B
démonstration du théoréme de Ménélaiis (h; de centre A’, de rapport e qui envoie

F>17al
C en B, hy de centre B’, de rapport % qui envoie A en C et hz de centre C’, de

A
qui envoie B en A). On a vu que f = h; o hp o hz est une homothétie

C'B
7 / i’
de centre B, de rapport j:g . —%i : —g% .

rapport

Yol)) C'A
Or, grace au théoréme de Thales, on a g/—g = %
. BF BC
De méme, on a 5 = B donc hy(D) =
7 AR
Enfin, on a aussi AG A'B donc hy(F) =

AF AC

On a donc f(E) = hy o hy o h3(E) = hy o ha(D) = hi(F) = G, et comme B est le
/ ! ’

centre de ’homothétie f = h; o hs o hs, et que A'B B ¢ . A est son rapport,

_ AC BA (B
BG _A'B B'C (A
BE AC BA OB

. BG s . .
Mais on a vu que BE - —1, d’ou le résultat dans le sens direct lorsque les trois

on a

droites sont concourantes.

Si les droites (AA’), (BB'), (CC") sont paralléles, c’est beaucoup plus simple, car il
suffit d’appliquer le théoréme de Thalés et la relation de Chasles pour les mesures
algébriques pour exprimer les trois rapports de mesures algébriques en fonction d’un
seul d’entre eux.

A'B
Soit A = =
of T
BIC ¥>Yal Al _
grace au théoréme de Thalés, on a %’ = g_z =—B X-’%A =1—%=¥,
o eyl oyl _AC _1
et de méme, A = gfl_ =__CA_= _A'B_ _ A _ 1

CB CB OA+4B _2AC .1 1-%1 1-X
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FIGURE 2.2. Théoréme de Ceva, cas des droites paralléles.

En faisant la synthése de ces trois égalités, on trouve bien

AB BC TA _, A-1 1

= —1.

AC BA OB =~ X 1-1x

Pour la réciproque, il suffit, comme souvent, d’utiliser & bon escient la propriété dans
le sens direct :
Siona

4B BC T4 _
AC BA OB

_]_’

on considére deux cas :
e si (BB') et (CC') sont sécantes en un point D, on considére le point A” intersection 2
de (AD) avec (BC). On est dans la situation du sens direct, donc on a

7B BC TA _

: : =-1.
A"C B'A C(C'B
ATE B
En comparant avec ’hypothése, en en déduit j—”g- = j_/g. donc si k est la valeur

— s
commune de ces rapports, on a A”B = kA"z' et AB=k R

2 Notons qu'’il est impossible que la droite (AD) soit paralléle & (BC) : si c’était le cas, ’homothétie
h2 o h3 enverrait non seulement B en C (via A) mais aussi C, via D, en B. Ce serait donc forcément

. B'C C'A
une involution, donc une homothétie de rapport —1 = ﬁ . =5 donc ’hypothése imposerait
45 _ 1 iesti ibl
T , ce qui est impossible.
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On introduit le point B dans tous ces vecteurs, et on obtient :
— — —
—BA" = k(A"B + B?), donc BA" = %@ Avec exactement le méme calcul
— —

pour A’, on obtient BA’ = %ﬁé = BA", donc A’ = A" et (AA’) passe aussi
par D donc les trois droites sont concourantes en D.

e si (BB')//(CC"), on considere la droite A paralléle & ces deux droites qui passe par
A. Elle coupe (BC) en A”. On est encore dans la situation du sens direct et on peut
affirmer de la méme facon que

b}

A"B A'B
donc que =—— = —— et on conclut de la méme fagcon que A’ = A”, donc que la

droite (AA’) = (AA”) = A est aussi paralléle aux deux droites (BB’) et (CC").
O

Nous allons voir maintenant les formes particuliéres (les « cas paralléles ») de deux
théorémes classiques : le théoréme de Pappus et le théoréme de Desargues. Nous
verrons la forme générale de ces deux théorémes lors du chapitre suivant et en exercice.

2.5.4 Un théoréme de Pappus

Proposition 2.25 (un aspect du théoréme de Pappus) Soient D et D' deux-
droites distinctes d’un plan affine, X, Y, Z trois points distincts de D et X', Y’,
Z' trois points distincts de D', ces 6 points étant distincts de D N D'.

Si (XY (X'Y) et (YZ')/(Y'Z) alors (X Z') /(X' Z).

Preuve Si DN D' = {Q}, on considére les deux homothéties de centre 2 :

SE

hy qui transforme X en 'Y et hy qui transforme Y en Z. Le rapport de h est k; =

et celui de hg est kg = g=f,

11 est évident que hg o h1(X) = Z. D’autre part hy transforme la droite (Y Z’) en une
droite qui lui est paralléle et qui passe par ha(Y) = Z : c’est la droite (ZY”). Comme
I'image de Z’ est un point de la droite D’, on est siir que h2(Z’) est a l'intersection de
D’ et de (ZY"), donc ha(Z') = Y'. Raisonnant de la méme fagon, on peut déterminer
I'image de Y’ par h; : c’est un point de D', qui est aussi sur 'image de la droite (XY”)
par hy, c’est-a-dire une droite paralléle & (XY”) et passant par h;(X) =Y, donc qui
sur (YX’). On a donc h;(Y’) = X', de sorte que hy o he(Z') = X'.

Mais h; et hy sont des homothéties de méme centre, donc elles commutent (voir
Pexercice 2.11), et on a h = hy o hy = hg o hy. Donc h(X) = Z et h(Z') = X', de sorte
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FIGURE 2.3. Théoréme de Pappus, premiére version.

que I'image de la droite (X Z’) par h est la droite (ZX') qui lui est paralléle : on a
bien (X Z')/(X'Z). O

Si D//D’, on fait le méme raisonnement avec des translations (voir 'exercice 2.13).00

2.5.5 Un théoréme de Desargues

Proposition 2.26 (un aspect du théoréme de Desargues)

Soient ABC et A'B’C’ deux triangles d’un espace affine, sans sommet commun et
aux cotés respectifs paralléles ((AB)/(A'B’), (AC)/(A'C") et (BC)//(B'C")) Alors
les trois droites (AA’), (BB’) et (CC") sont paralléles ou concourantes.

En d’autres termes, deux triangles & c6tés paralléles sont homothétiques ou translatés.

Preuve Si(AA’) et (BB’) sont sécantes en un point 2, on considére I’homothétie h de

centre {2, qui transforme A en A’ et donc B en B’ grice au parallélisme (AB)//(A'B)
QA QB! . A PR

(h a pour rapport k = o = o5 Ces rapports sont égaux grace au théoréme de

Thalés).

h transforme la droite (AC) en une droite qui lui est paralléle et qui passe par A,
donc en la droite (A'C"), et h transforme la droite (BC) en une droite paralléle et
qui passe par B’, donc en la droite (B’C"), de sorte que C, intersection de (AC) avec
(BC), est transformé par cette dilatation en le point d’intersection de (A'C’) avec
(B'C"), c’est-a-dire en C’. La droite (CC’) passe donc par le centre de ’homothétie
donc les droites (AA’), (BB’) et (CC") sont concourantes.

Si (AA’) et (BB’) sont paralléles, on raisonne de fagon tout & fait analogue en utilisant
une translation (voir l'exercice 2.14). (W
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FIGURE 2.4. Théoréme de Desargues, premiére version.

2.6 Exercices

Exercice 2.1.

Démontrer la remarque qui suit la définition des applications a.fﬁnes_gdéﬁnition 2.1
p- 34) : Une application f entre deux espaces affines (E, ﬁ) et (E', E') est affine si
et seulement si il existe un point A € E, d'image A’ = f(A) par f, tel que f est une
application linéaire entre les vectorialisés E4 et EY,.

Exercice 2.2.
Montrer que toute application affine dont la partie linéaire est la fonction nulle, est
une application constante (voir p. 35).

Exercice 2.3.
Montrer que H4(E) U {idg} est un groupe commutatif isomorphe & R*.

Exercice 2.4.
Le but de cet exercice est de déterminer le centre3 Z du groupe GL(E‘)) des automor-
phismes d’'un R-espace vectoriel E de dimension finie n

1° Montrer que si un automorphisme ¢ de E) est tel que tout vecteur non nul de E
est vecteur propre pour ¢, alors il existe A € R tel que = E, ona <p(?) =\Z.
(Bn distinguant deuxz cas selon que le systéme (?, 7) est libre ou lié, on montrera
que si o(T) = A @ et () = Ay Y, alors on a Ay = ).

3 Rappelons que le centre d’un groupe G est le sous-ensemble Z de ce groupe formé des éléments qui
commutent avec tous les éléments du groupe; c’est un sous-groupe distingué et commutatif du groupe
G.
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2° Soit ¢ un automorphisme de E qui commute avec tous les autres automorphismes
de GL(E). On veut montrer que tous les vecteurs @ de E sont des vecteurs propres

pour .
2° a) Soit Z un vecteur non nul de E) Montrer qu’on peut trouver un automorphisme

9 de ﬁ qui soit tel que Z est une base du sous-espace propre de ﬁ associé a la valeur
propre 1. (On pourra définir ¢ par sa matrice dans une base dont Z est le premier

élément).
2° b) En utilisant que ¢ commute avec ¥ montrer que Z est un vecteur propre de .

3° Conclure.

Exercice 2.5.
Démontrer les rappels sur les projections vectorielles du § 2.2.4 p. 38, & savoir :

1° Soient ? et 8 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de 1’espace vectoriel
de dimension n finie E. (E =Fo 8) Soit m = 73 a-.

1° a) Montrer que 7 est linéaire.

1° b) Montrer que kerm = G.

1° ¢) Montrer que Im7 = 7.

1° d) Montrer que 7 = (7)) < 7 € 7.

1° €) Montrer que 7o = .

2° Soit g un projecteur linéaire de 1’espace vectoriel _ﬁ (g est un endomorphisme de
tel que go g = g).

Montrer que g est la projection vectorielle sur ? = Im g dans la direction de 8 =kerg.

Exercice 2.6.
1° Soit p une projection vectorielle de I’espace vectoriel ? On considére ’endomor-

phisme ¢ de E défini par ¢ = idz —p. Montrer que g est une projection vectorielle dont
on déterminera les éléments en fonction de ceux de p. Montrer que pog=qop= 0z.

2° Soient p et p’ deux projections vectorielles de I’espace vectoriel _ﬁ Montrer que
p+ p est une projection vectorielle si et seulement si pop’ =p' op = 0. Déterminer,
dans ce cas, les éléments de p + p’ en fonction de ceux de p et ceux de p'.

3° Montrer qu’un endomorphisme ¢ de I’espace vectoriel de dimension finie ﬁ est un
projecteur si et seulement si ¢ est diagonalisable et son spectre est inclus dans {0, 1}.
En déduire que E = kerp @ ker(idy — ¢) si et seulement si ¢ est une projection
vectorielle.
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Exercice 2.7.
1° Démontrer que I’'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est
1

-1 3 _1
2 2 2
A=]-1 3 -—1| estune projection vectorielle dont on déterminera les éléments
3 9 _3
2. . 2
caractéristiques.

2° Dans R3, déterminer la matrice de la projection vectorielle sur la droite vectorielle
1

B dirigée par @ = | 0 | dans la direction du plan vectoriel ? caractérisé par
-1

z+y=0.

Exercice 2.8.
Démontrer les points (4) et (5) de la Proposition 2.8 p. 38 :

1° Une application affine qui admet un point fixe et dont la partie linéaire est une
projection vectorielle est une projection affine.

2° Toute application affine f qui vérifie f o f = f est une projection.

Exercice 2.9.
Démontrer les rappels sur les symétries vectorielles du § 2.2.5 p. 40, & savoir :

1° Soient ? et 8 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de I’espace vectoriel
de dimension n finie E. (E = F ® G). Soit 0 =03 2.

1° a) Soient 7 =73 & et 7’ = 7z . Montrer que o = 7 — 7. En déduire que o est
linéaire.

1° b) Montrer que ker(o —idg) = F= Im(o +idg).

1° ¢) Montrer que ker(o +idg) = G = Im(o —idg).
1° d) Montrer que 0 0 0 = id3.

2° Soit g une involution linéaire de ’espace vectoriel E) (g est un endomorphisme de

tel que go g = id3).
Montrer que g est la symétrie vectorielle par rapport & ker(g — idEz) dans la direction
de ker(g +idg).

Exercice 2.10.
Démonstration de la proposition 2.10 p. 40.

1° Soient (F, ?) et (G,a) deux sous-espaces affines de ’espace affine (E, 3) On
suppose que E = F & G (F et 8 sont supplémentaires). Soit s = s ra la symétrie
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par rapport & F' dans la direction de G, et soit p =p rd la prbjection sur F dans la
direction 8

1° a) Montrer que s est une application affine. Identifier son application linéaire associée
g.

1° b) Montrer que s est caractérisée par : s(M) est 'unique point M’ de E qui est tel
que le milieu I de [MM'] est I = p(M).

1° ¢) Montrer que s est involutive.

2° Soit f une application affine de ’espace affine (E, E), dont la partie linéaire
est une symétrie vectorielle 0 = op & (F et G sont deux sous-espaces vectoriels

supplémentaires de E) On suppose que f admet un point fixe A. Montrer que f est
la symétrie affine par rapport & F' = A+ F' dans la direction G.

3° Soit g une application affine involutive. Montrer que g est une symétrie affine.

Exercice 2.11.

1° Soit h = hrj une homothétie (k ¢ {0,1}) et t = t3 une translation (7 # H)
Montrer que A’ = hot et h” =t o h sont des homothéties dont on précisera le rapport.
Montrer que leurs centres respectifs I’ et I’ sont sur la droite D passant par I dirigée
par @ (D = I+ < U >). Est-il possible que A’ = h"?

2° Soient h = hy et b’ = hy 5 deux homothéties (k, k' & {0,1}). Montrer que selon
que I =I'oul # I, et selon que kk' = 1 ou kk’' # 1, f = h’ oh est soit une homothétie
de centre I, soit une homothétie de centre J € (II'), soit une translation de vecteur
vecteur directeur de la droite (II'), soit 'identité. Est-il possible que ho h’ = h'oh?

Exercice 2.12. Montrer que le groupe des dilatations est produit semi-direct de
T(E) par Ha(E) U {idg}, ceci pour tout point A.

Exercice 2.13.
Terminer la démonstration du théoréme de Pappus 2.25 p. 54.

Exercice 2.14.
Terminer la démonstration du théoréme de Desargues 2.26 p. 55.

Exercice 2.15.

On considére deux droites sécantes D et D’ d’un dessin dont le point d’intersection Q
est situé hors de la feuille. Soit A un point de la feuille n’appartenant & aucune des
deux droites. Construire la droite joignant A au point d’intersection des deux droites.
(On n’a pas le droit d’écrire sur la table!) On suppose qu’on sait tracer des droites
paralléles.
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Exercice 2.16.

, E) . . ‘s \ ;. — -
Dans 'espace affine (E, E ) de dimension 3 rapporté & un repére cartésien (0, 7, 7, k ),
z+2y+2=1

on considére la droite D :
z+y—2z2=2.

1° Déterminer par ses formules analytiques la projection sur le plan P = O+ < 7, ? >
dans la direction de D.

2° Déterminer par ses formules analytiques la symétrie par rapport & D dans la
direction ? =< 7, k >.

3° Déterminer une équation de la projection de la droite D sur le plan P dans la
direction de k.



CHAPITRE 3

Espace universel et barycentres

3.1 Plongement d’un espace affine comme hyperplan d’'un espace
vectoriel

3.1.1 Un espace universel

Nous considérons toujours F un espace affine, et Ez son espace vectoriel associé;
nous allons montrer que le « deuxiéme exemple fondamental » (voir § 1.2.1 p. 6) est
« universel », c’est-a-dire que nous allons établir la proposition suivante :

Théoréme 3.1 Pour tout espace affine E de dimension finie, d’espace vectoriel associé
, il existe un espace vectoriel E dit « espace vectoriel universel » tel que

(i) dimE = dim E + 1

(i) ﬁ est canoniquement isomorphe d un hyperplan vectoriel H de E.

(#i) E est canoniquement isomorphe comme espace affine d un hyperplan affine H de

E, de direction H.

(iv) Il existe une forme linéaire @ sur E telle que H=kerp et H = e 1({1}).

Les deuz isomorphismes sont canoniques, ce qui permet d’identifier E et H d’une part,
et H d’autre part.

En pratique on considérera que E et Eisont inclus dans E, et sont donc des hyperplans
respectivement affine et vectoriel de F.

Nous voudrions en fait construire un espace vectoriel E dont E serait un hyperplan
affine de direction B (de fagon & ce que la structure affine de F soit la méme que celle
induite par la structure affine canonique de E)

Nous devons avoir un souci permanent, celui de ne privilégier aucun point de E, de
facon & ne pas se retrouver avec un vectorialisé, méme implicite, et pour que les
isomorphismes soient canoniques.
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C’est pour cela que 1’on essaiera de montrer que E est isomorphe au noyau d’une forme
linéaire ¢ et que E est isomorphe & ¢~!({1}). Il nous faudra donc aussi construire
une forme linéaire .

Si nous supposons le probléme résolu, nous voyons que tout élément z de E qui n’est
pas dans E (donc qui est tel que ¢(z) # 0) s’écrit de maniére unique z = k A avec
k= ¢(z) €R* et A= 1z € E puisque p(A) = 1¢(2) = 1. E est donc naturellement

en bijection avec EU U[(]R \ {0,1}) x E] ou avec BU [(R \ {0}) x E]
Nous pourrions donc essayer de partir de E=Eu EU [(R \ {0,1}) x E] mais il

faudrait définir les opérations et vérifier que E hérite bien ainsi d’une structure
d’espace vectoriel, ce qui est forcément fastidieux (huit axiomes & vérifier, avec des
lois forcément définies « selon les cas »).

Il est beaucoup plus simple de réaliser cela & travers un isomorphisme avec un sous-
espace vectoriel d’un espace vectoriel « de référence ».

Rappelons que I’ensemble des applications d’un ensemble X' quelconque vers un espace
vectoriel E est lui-méme un espace vectoriel qu’on note F(X, E'). En particulier,
F(E, ﬁ) est un espace vectoriel.

Preuve Nous noterons :
eC={f:E~E|30 e B, VMcE, f(M)=1)}cCF(E,E)
U caractérise f. Un élément f de C se notera donc f.
C est le sous-espace vectoriel de F(F, E') formé des applications constantes. Il est
clairement et canoniquement isomorphe & F.
o C'={g:E— E|%keR*, JAc E, YM € E, g(M) = k MA} c F(E, E)
A et k caractérisent g. Un élément de C’ se notera donc g4 .

C' est un sous-ensemble de F(FE, ﬁ), mais ce n’est a priori pas un sous-espace
vectoriel.

Remarquons que C NC’ = &. Les éléments de C et de C’ sont des applications de F
vers F ; il est d’'usage d’appeler de telles applications des champs. C est ’ensemble
des champs constants, tandis que C’ est un ensemble de champs centrauz.

Vérifions que I’ensemble £ = CUC’ est un espace vectoriel, comme sous-espace vectoriel
de F(E, E).

C’est un sous-ensemble non vide de cet espace vectoriel.

Il est stable par la multiplication externe, car il est clair que A\fg = fo et Agax =
gaxk pour A # 0, tandis que 0ga x = I3

Il est également stable par addition; s’il est trivial que f3 + fo = fa49 € E, clest
un peu plus compliqué pour les autres sommes.
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Pour la somme d’un élément de C et d’un élément de C’ :
(9, + f2)(M) =kMA+ U =k(A-M+ %7)) = k(B — M) = gp,x(M) en posant
B=A+ L4, donc il existe B tel que gax + f = gpx € E.

Quant & la somme de deux éléments de C’, on doit étudier deux cas, selon que k + k'
est nul ou non nul.

Sik+k #0
k K
(gAk+gB,k/)(M>=km+k'm9’=<k+k/> A+ —_7B).
' k+K k+K
Considérons le point C' = A+ xﬁ (en anticipant, C est le barycentre de (A4, k)

et (B,k')). On a

_ /
(94 + 95.40)(M) = (b + ) (Hk:_*“k o

k+H(_Z+ }ﬁ)
=(k+k’)(( T k,ﬁ) )

=(k+ k’)m = go,k+k (M)

_/1+A_B)))

donc il existe C tel que gax + 9B,k = 9C,k+k' € E.

Sik=—k

—

On a
(94 + 95,-k) (M) = kMA — kMB = kBA = f,53(M)

donc R
94k + 98,k = f,51 € E.

Ces calculs nous ont permis non seulement de montrer que E est un espace vectoriel,
mais il permet aussi, par la méme occasion, de montrer que ’application ¢ : E — R
définie par o(fz) = 0 et v(ga k) = k pour tous &, A, k est une forme linéaire.

On constate aisément que par définition ker ¢ = C, donc ker ¢ est canoniquement
isomorphe & F. E est donc bien de dimension n + 1 puisque ker ¢ est un hyperplan.
Quant & ’hyperplan affine H = ¢~1({1}), il est formé des applications g4 : M —>

e(f2 + f9) = o(f249) =0=0+0=op(f3) + o(f9), o(fz +9ak) = plgpk) =k =0+k=
©(f2) +p(9ak), P94k +9B.k) = @(dcksr) = k+K = p(gak) + ¢(9B k) Pour k +k #0et
©(ga,x + 9B, k/) = *"(fk_/i) =0=k+ (—k) = p(94,x) + ¥(gB, k/), donc, dans tous les cas, pour
%,y € E, on a p(z +y) = ¢(z) + () ; et d’autre part, p(Afz) = p(frz) = 0= A0 = rp(f3), et
©(Aga,k) = p(ga,rk) = Mk = Ap(ga,k), donc dans tous les cas, ¥(), z) € R x E, p(Az) = Ap(z).
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m et sa direction est kerp = C. Il est canoniquement en bijection avec E par
h: A +— ga,1. Il ne reste plus qu’a vérifier que h est affine.

Soit 74 ’application vectorielle associée & h par le point A. Pour tout e ﬁ on a
na(d) =hA+ ) - h(4) = ga+@,1 —9A1 = gar2,1 t+94,-1 = fy grice au calcul
fait plus haut. On constate donc que 74 est ’isomorphisme canonique entre —E') et C,
donc c’est une application linéaire et h est bien affine. 0

Remarque :

La seule chose a retenir de cette démonstration, c’est l’ezistence de 1’espace vectoriel
universel E. Il est unique & un isomorphisme prés, comme on s’en apergoit grace
a la canonicité des isomorphismes de la proposition. Il n’y a donc pas & retenir
la forme particuliére des éléments de E utilisée dans cette démonstration, mais

seulement admettre l'existence de £ qui contient? E et Ez comme hyperplans paralléles
respectivement affine et vectoriel, ainsi que l’existence de ¢ € (E)* telle que £ = ker ¢
et E = ¢~1({1}). Voici une figure dans le cas d’un plan affine (E, E'), qui est donc
plongé (ainsi que sa direction) dans un espace vectoriel E de dimension 3.

PPN

X

FIGURE 3.1. Visualisation de I’espace universel.

Sur cette figure, on peut comprendre la fonction ¢ comme donnant la cote (la troisiéme
coordonnée) d’un élément de FE, ou encore son « altitude ». On voit qu’un vecteur

En toute rigueur, E ne contient pas exactement E et E, mais E contient des sous-ensembles ker g et
©~1(1) isomorphes & ces deux espaces et qu’on peut donc identifier :

on considérera, dans la suite, que E = kerp C EetE= e ) ={z¢€ E | o(z) =1} C E.
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(comme ﬁ ou 7) peut étre compris comme un élément au niveau 0, au « rez-de-
chaussée », alors qu'on trouve les points (comme A) au niveau 1, au « premier étage ».
Tous les autres niveaux correspondent & des éléments « imaginaires » de E (comme
z, pour lequel on peut estimer qu’on a environ ¢(z) ~ —0, 8), sans interprétation en
géométrie classique.

3.1.2 Justification des notations abusives

Nous pouvons maintenant justifier les notations abusives que nous avions prises et

celles que nous utiliserons par la suite :

e AcEetW e , A+ % a un sens dans P’espace vectoriel universel et comme
p(A+ W) =p(A) +p(d)=14+0=1,A+ U € E.

e (A,B) € E?, B — A a un sens dans I’espace vectoriel universel et comme

@(B—A)=¢p(B)—p(A)=1-1=0, B—Ac E.

e D’une fagon générale, toute combinaison linéaire d’éléments de E a bien siir un
sens dans F, donc en particulier toute combinaison linéaire de points et de vecteurs

P

S = E kix;, z; € EU E a un sens dans I’espace vectoriel universel, mais n’a pas
i=1

forcément un sens dans les espaces « clas31ques » E ou ﬁ Pre01sement si on écrit

(en séparant les z; selon leur nature) S = Z kiz; = ZO‘JA + Z Briat, (les A;
i=1 j=1 k=1

sont dans E et les #f sont dans E) ona:

q q
SEE < Zaj=1etSeE) = Y a; =0,

=1 =1

q T q
; — —
puisque ¢(S) = Y a;jp(A;) + Y Brp(@h) = Y aj car p(4;) =1 et p(uf) =
j=1 k=1 j=1
o Dans tous les autres cas, la combinaison linéaire désigne un élément de I’espace
vectoriel universel qui n’appartient ni & F ni & E, qui n’est donc ni un point, ni un
vecteur, mais dont l’existence est aussi légitime que celle des nombres complexes
qu’on qualifie aussi d’« imaginaires ».

3.2 Interprétation des notions affines dans I'espace universel

Dans tout ce qui suit, F est un espace affine, d’espace vectoriel associé AE, et ils
sont tous deux plongés dans un espace vectoriel F, dont ils sont des hyperplans
respectivement affine et vectoriel.
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3.2.1 |Interprétation des variétés affines dans I'espace universel

Proposition 3.2 Il existe une bijection canonique entre les variétés affines de E et
les intersections avec E des sous-espaces vectoriels de E non inclus dans E.

Cette bijection est une application qui fait correspondre & un sous-espace affine F'
de E, de direction F', un unique sous-espace vectoriel F de E tel que F = FNE
et F =Fn E; F est la variété affine de B engendrée par F et {6)} C’est aussi le
sous-espace vectoriel de_ E engendré par F.

Dans ce cas, on a dim F' = dim F + 1 et F peut étre considéré comme étant 1’espace
vectoriel universel contenant ’espace affine F' et son espace vectoriel associé F'. (ﬁ
est isomorphe & F).

o]

=X

/
A"

FIGURE 3.2. Sous-espace affine dans I’espace universel.

Preuve Soit F' un s_?us-espace‘afﬁne de E. Considérons le sous-espace affine de E
engendré par F' et {0}, et appelons-le F. C’est un sous-espace affine d’un espace
vectoriel qui contient 0, c’est un sous-espace vectoriel de E, et c’est le sous-espace
vectoriel de E engendré par F'. D’aprés la proposition 1.18 p. 10, dim F' = dim F' + 1.
Comme O ¢ E, on a bien dim(ENF) < dimF + 1, et comme F C ENF, on a
dim(E N F) > dim F, donc forcément dim(E N F) = dim F et puisqu’une des deux
inclusions est vraie3, on a F = EN F.

Il est bien connu que lorsque deux sous-espaces vectoriels sont de méme dimension, dés que I’'un est
inclus dans l'autre, ces deux sous-espaces vectoriels sont égaux. Cette propriété est aussi vraie pour
des sous-espaces affines, il suffit de considérer leurs directions et d’utiliser la deuxiéme partie de la
propriété 1.13 p. 7.



3.2 INTERPRETATION DES NOTIONS AFFINES DANS L’ESPACE UNIVERSEL 67

D’autre part, tout élément o de ? peut s ‘écrire @ = B— A avec A,B€ F, et F
étant un sous-espace vectoriel, on a F C F,donc F C Fn —ﬁ et dim F < dlm(BﬁF).
Mais F a E) puisque cet ensemble contient des points de F', donc dlm(E n F) <
dim F = dim F + 1 = dim F + 1. On peut donc affirmer que dlm(E) N F) dim ?,
donc dim(E N F) = dim F' et on peut conclure N F puisqu’une des deux
inclusions est établie.

Réciproquement, étant donné un sous-espace vectoriel F de E non inclus dans ﬁ
F + E est un sous-espace vectoriel de E qui contient strictement I’ hyperplan , Cest

donc E tout entier, et deux sous-espaces affines de directions respectives Fet E ont
donc une intersection non vide, d’apres la proposition 1.22, p. 17. On peut donc affirmer
que F = ENF est un sous-espace affine de E, inclus dans F, de direction F' = ENF.

Sa dimension vérifie dim F' = dim ? = dim E +dimF — dim E=dimF-1.
La variété affine engendrée par F' et 0 est incluse dans F' et a la méme dimension,
donc c’est F. 0O

Remarque : Une des conséquences intéressantes de ce théoréme est a la base de
linterprétation pratique de la géométrie projective dans une carte affine : a toute
droite vectorielle de E, non incluse dans E' correspond un unique point (variété affine
de dimension 0) de E et réciproquement.

3.2.2 Interprétation des applications affines dans I'espace vectoriel universel

Proposition 3.3 Soient F et E’ deux espaces affines d’espaces vectoriels associés ﬁ
et E’ et qui sont inclus dans les espaces vectoriels universels E et E’.

Alors pour toute application affine f € A(FE, E'), il existe une unique application
linéaire R N

fe L(B, ") telle que fi, = f et fiz = 7.

Réciproquement, une application linéaire g € E(E, E ) est le prolongement d’une
application affine g € A(FE, E’) si et seulement si ﬁ(ﬁ) C FE' et il existe un point
A € E tel que g(A) € E', ou encore si et seulement si g(E) C E'.

Preuve Partant d’une appllcatlon aﬁine f e AEFE ) de partie linéaire ? on
construit une apphca.tlon f définie sur E a valeurs dans E’ qui prolonge & la fois f
et f. Les éléments de E sont par construction, de deux types : il y a d’une part les
éléments de C, qui aprés identification de cet ensemble avec E sont des vecteurs U de
, et d’autre part les éléments de C’ du type g4k, qui apres 'identification des ga,1
avec les points A, et parce que kga,1 = ga,x peuvent s’écrire sous la forme kA, avec
keR*et A€ E.
On veut que fsoit linéaire, donc on doit nécessairement poser, pour z = kA, f(m) =

kf(A). On voit ainsi I'unicité d’un éventuelle prolongement linéaire de f et de
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Reste & montrer que cette application fest linéaire (elle est bien & valeurs dans E ).

I est tout & fait clair par construction que pour tout = € E pour tout A € R, on a
fOz) = Af F(z) (on le vérifie successivement pour z = ¥ puis pour z = kA).

Il faut ensuite vérifier que f (:1: +y) = (:1:) +f (y) dans les différents cas possibles,

selon la forme de z et y.
e Si z et y sont tous deux des vecteurs U et ¥ de E c’est une conséquence immédiate

de la linéarité de ? puisque f(¥ + ¥) = ?(7 + 7).
e Si z est un vecteur 7 et y un élément du type kA : on sait que ¥ +kA = k(A+% L.
Donc

Fle+y)=Flk(A+ i) = kf(A + 1'17) or, f est affine, donc
Fe+y) =k(fA) + FER)) = +17(@)) (linéarité de f)
= kf(4) + F (@) = ﬁ) + f(kA)
= f@) + Fw)
e Siz=kAety=k'B,aveck+k'#0. Onsait quez+y=kA+k'B=(k+k')C
avec C = A+ ﬁlk,zﬁ donc

~

fla+y)=FfkA+KB) = f((k + k’)C)
=(kk+K)f(C)=(+K)f(A+ kf_k,ﬁ or, f est affine, donc
Fw+y)=+¥) (£(4) + 7 (£ 4B))
= (k+K) (F(A) + g5 T (AB)) = (k+¥) (£(4) + 25 F(A)F(B))
=kf(A)+ K f(B) (par définition de ’addition dans E')
= f(kA) + (k') = f(z) + f(u).
o Siz=kAet y=—kB, on sait que z+y=kA+ (—k)B=k(A—- B) = kﬁ, donc
f+y) = kA~ kB) = f(kBA) = 7 kBA) = k1 (BA)
= Icm = kf(A) + (—k)f(B) (par définition de I'addition dans E')
= f(kA) + F(~kB) = f(=) + f(w).
Finalement, fest bien linéaire.

Réciproquement, si g est une application linéaire de £(E, E ) telle qu’il existe un point

A € E tel que g(A) € E’ et telle que 5(2) C E.
Considérons ’application affine g € A(FE, E’) définie par g(A) = A’ et dont la partie

linéaire est g = Elﬁ € E(E,E’) Pour tout B € E,on a g(B) =g(A+ (B-A)) =
A'+g(B-A)=5G(A)+3(B—-A)=G(A+ (B — A)) =G(B) donc on a bien g = G
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De méme si § est une application linéaire de £(E, E') telle que §(E) C E, tout vecteur
7€ E peut s’écrire ¥ = B — A avec A, B € E. On a donc §(¥) = §(B) — §(A) € ﬁ
puisque g(B) et g(A) sont des points de E’. On a établi que G(E) C ? , et puisque
G(E) C E’, on peut se ramener & la premiére partie de la réciproque. O

3.3 Coordonnées augmentées

La section 3.1 nous a permis d’établir que tout espace affine (E, E)) de dimension n
peut étre considéré comme plongé dans son espace universel de dimension n + 1. Il est
donc logique qu’a ce titre, on puisse considérer que les coordonnées d’un élément de E
ou de é sont au nombre de n + 1. En pratique, il y a deux situations classiques de
telles coordonnées :

3.3.1 Coordonnées cartésiennes augmentées

Soit R = (0, B) = (O, e, e_,f) un repére cartésien d'un espace affine (E, E) Dans
I’espace universel E, il est clair que R est une base (O n’appartient pas & I’hyperplan
vectoriel engendré par B, donc le sous-espace vectoriel de EAengendré par O et B
contient strictement celui engendré par B, ce ne peut étre que F). Un repére cartésien
de E est donc une base de E dont le premier élément est dans E et tous les autres
dans F. R

Lorsqu’on se place dans ’espace F, tout élément de F a pour coordonnées dans R
non pas n mais n + 1 nombres, avec une premiére coordonnée toujours égale & 1. M a
pour coordonnées (1, A1, ..., A,) signifie d’ailleurs que M = 10 + Aet+-o+ Anén,
ce qui est treés logique. De méme, un vecteur a un n + l-uplet de coordonnées dont le
premier terme est nul.

Remarque : Dans ce cadre, la forme linéaire ¢ liée & 1’espace universel (qui permet
de caractériser E et F dans E) est O*, premier élément de la base duale R* =
(0*,6_1)*,...,6_“)*) de R, c’est-a-dire ’application de E dans R qui associe & tout

~

.élément z de E sa premiére coordonnée dans R.

En effet, pour tout point M, on a ¢(M) = O*(M) = 1 et pour tout vecteur , on a
¢(€) = O*(W) = 0, donc pour tout élément z de E, on a ¢(x) = O*(z), puisque les
éléments de F sont soit des vecteurs, soit de la forme A\M avec M € E.

Il est intéressant de voir ce que deviennent les équations cartésiennes d’une variété
affine dans ce cadre. Par exemple une équation cartésienne d’une droite d’un plan
affine P qu’on écrit uz +vy+h = 0 (dans un repére R = (0,7, 7)) peut se comprendre
comme D’intersection dans l’espace & trois dimensions P du plan uz + vy + ht = 0 avec
le plan P qui a comme équation ¢ = 1 (il suffit d’écrire les coordonnées d’un point
dans 'ordre (¢,z,y)).
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De méme, un endomorphlsme afﬁne f d’un plan affine P correspond & la restriction

d’un endomorphisme linéaire f de E qui laisse ? stable et tel que I'image d’un point
(O par exemple) est un point. Il est donc caractérisé par le fait que sa matrice est

1 0 O
de la forme [ ag a1 ag | avec (Zl Z;) qui est la matrice dans la base (7, ) de la
bo b1 bo 1

partie linéaire ?, c’est & dire de la restriction de fé. 73) L’application affine f était
' = ap + a1z + azy

y’ = by + byz + bay.

L’image de O était f(O) = O’ de coordonnées (ag, bp) dans le repére cartésien R.

ici caractérisée par les formules analytiques suivantes

3.3.2 Coordonnées barycentriques

Relisons tout d’abord la définition 1.18 p. 10 vue en fin de chapitre I :

Définition 3.4 Une famille (A4;,...,Ax) de E est affinement libre lorsque le sous-
espace affine engendré par ces k points est de dimension & — 1.

Soit F' le sous-espace affine engendré par les A;. D’aprés ce qui précéde, c’est 'intersec-
tion d’un sous-espace vectoriel F' (de dimension dim F + 1) de E avec E. D’autre part,
soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par les A;. Puisque F est un sous-espace
vectoriel qui contient aussi les A;, on a F C F.Doncsi F' = FnE ona FNEC FNE
c’est-a-dire F' C F. Mais F’ est un sous-espace affine de E qui contient les A;, donc
FCF etF=F e F=F (& cause de la bijection entre les sous-espaces affines de
E et les sous-espaces vectoriels de E non inclus dans ).

Par conséquent, dim(aff (A1,...,4x)) = k-1 <= dim(< A4y,...,4Ax >) =
C'est-3-dire si et seulement (A, ..., Ay) forme une famille libre de E.

Des points forment donc une famille affinement libre (de E) si et seulement si ils
forment une famille libre (de E) : en quelque sorte, « affinement » est de trop.

Remarque : On peut démontrer que (A, Ag,...,Ax) est affinement libre si et
seulement si la famille de k& — 1 vecteurs de E (A14z,..., A1 Ay) est libre (exercice
3.7 p. 83).

Définition 3.5 Un repére affine de (E, 3) est une famille affinement libre de n + 1
points.

On a évidemment 1’équivalence :
Proposition 3.6 De méme que (O, Ef, . ,e—,)l) est un repére cartésien de ’espace af-

fine (E, ﬁ) si et seulement si c’est une base de E, un ntl-uple de points (Ao, A1, - .., Ap)
est un repére affine de F si et seulement si c’est une base de E.
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Preuve vérification évidente & la lumiére des remarques précédentes. O

Nous pouvons maintenant introduire les coordonnées barycentriques, qui sont les
coordonnées dans un repere affine.

Définition 3.7 Soit R = (Ao, A1, ..., A) un repére affine de ’espace affine E. Les
coordonnées barycentriques d’un point M dans ce repére sont les coordonnées de M
considéré comme élément de E dans la base (Ao, 41,...,4,) de E.

Proposition 3.8 Si un élément z de Ea pour coordonnées (Mg, A1, .., \,) dans la
base (Ao, Ai,...,A,) de E (qui est aussi un repére affine de E), alors

[a:eE = iAi:l] et [zeﬁ = i/\i=0 .
=0 =0

Preuve En utilisant la forme linéaire ¢ qui est associée & E, on calcule

n n n
o(z) = Z)‘iAi = Z)\igo(Ai) = ZA,— (puisque les A; sont des points, on a

i=0 =0 =0
©(4A;) = 1), d’ot le résultat annoncé. O
Corollaire 3.9 Les coordonnées barycentriques (Mg, A1, - - -, An) d’un point M dans
n
un repére affine (Ag, 41,...,Ap) vérifient Z/\,; =1.
=0

On peut déterminer les équations cartésiennes d’une variété affine F' dans un repére
affine R : ce sont les équations cartésiennes (voir la proposition 1.21 p. 14) dans la
base R du sous-espace vectoriel FdeE (muni de sa structure affine canonique) qui
est tel que F' = FNE.

Ces équations sont sous la forme d’un systéme homogéne (puisque F passe par _(f)
MA =0 (si F est de dimension n — q et E de dimension n, M est une matrice g lignes
et n+1 colonnes de rang ¢q et A (« lambda » majuscule) est le vecteur colonne de
n+1 lignes formé des )\;) et elles sont complétées (souvent de maniére implicite), par

n

I’équation de E qui est Z =1
i=0

Remarque : La forme linéaire ¢ qui permet de caractériser les hyperplans E et E
n

de E s'exprime donc dans la base duale (A3, AT,...,A}) de R par ¢ = ZA:‘

=0
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Une apphcatlon affine peut aussi étre caractérisée grice aux coordonnées barycen-
triques :

Proposition 3.10 Si R = (Ao, 41,...,A,) est un repére affine d’un espace affine

(E, ﬁ), alors pour tous By, By, ..., B, points d'un espace affine (E’, E'), il existe une

unique application affine f € A(E, E’) telle que f(4;) = B;.

Cette application affine f est la restriction a& E de I’application linéaire fe E(E, E )

définie par f(Ai) = B;

Elle associe & un point M € E dont les coordonnées barycentriques dans ce repére
n

sont (o;)ogign le point M’ = ZaiBi €FE.
i=0

Preuve S'il existe une application affine f vérifiant f(A;) = B; pour tout 1, d’aprés
la proposition 3.3 p. 67 elle peut &tre prolongée en une application linéaire f de E
vers F, qui vérifiera f (A ) = Bi.

L’existence et 'unicité de f est une conséquence des propriétés des applications
linéaires. Il reste juste a vérifier que sa restriction a E est une application affine, ce qui
sera assuré si on arrive a établir f(E) C E' (d’aprés la proposition 3.3 p. 67). Soient ¢
et ¢’ les formes lmealres associées aux espaces universels Eet E’ liés respectivement

a (E, E)) et & (F, E’)
n n
Pour tout M = Z%‘Ai € FE,on a p(M) = Zai =1,et f(M) = ZaiBi, donc
i=0 i=0 i=0

-~

@' (F(M)) =Y 0up'(Bi) = 0 =1 donc f(M) € E". 0

=0 =0
3.4 Barycentres
3.4.1 Définition

Pour commencer un peu de vocabulaire :

Définition 3.11 Soit I = {1,...,p} et (A;)icr une famille finie de points de E,
(@i)ier une suite de scalaires de R. On dit que (4;,®;);er est une famille (ou un
systéme) de points pondérés de E. o; est le « poids » ou la « masse » du point A;.
m= Z a; est la masse totale du systéme de points pondérés.

i€l
L’espace vectoriel universel va permettre de retrouver trés facilement les définitions et
propriétés classiques des barycentres.
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Proposition 3.12 (et définition)
Soit ¥ = (A;, @;)ier un systéme de p points pondérés :

P
L’application i de E dans B qui associe a tout point M le vecteur E aim est la
fonction vectorielle de Leibnitz associée au systéme de points pondé;_éé 3.
Si la masse totale du systéme est nulle, alors le vecteur (M) = alAl_M) +-- -+apm
ne dépend pas du point M : la fonction v est constante.
Si la masse to_t_?le m du systéme est non nulle, il existe un unique point G de E tel
que: P(G)= 0.
G vérifie alors : VM € E, (M) = mGM

1< —
En particulier, ona Vi=1,...,p Aia = — ZakAiAk
m k=1
k#i
G est le barycentre du systéme de points pondérés 3 = (A;, @;)ier-

P P
Preuve En se plagant dans F, on a (M) = (Z ai) M- (Z aiA,-) =mM — @,
i=1

=1

P
avec G = (Z aiAi) est un élément de I’espace vectoriel universel.
=1

P P
Si ¢ est la forme linéaire associée & F, on a ¢(G) = Z aip(A;) = Z a; = m (puisque
i=1 i=1

les A; sont des points, on a ¢(4;) =1).

Donc si m =0,

G est tel que p(G) =0 donc G € B et

pour tout point M, ¥(M) =0M — G = —G est un vecteur fixe de B

Et sim #0,

Soit G = #@ On a ¢(G) =1 donc G € FE et G = m@G, donc pour tout M, on a
$(M) = m{M - G).

Donc (M) =0 <= M =G O

Remarque : Avec les notations d’espace vectoriel universel, le barycentre G du
systéme de points pondérés ¥ = (A;, o;):cr peut s’écrire

p P
_ o _ 1 _ a1A1+-~+apAp
G—;EAi—E;aiAi—

m

Il ne faut pas oublier de diviser par m : par exemple le milieu I du segment [AB], iso-

barycentre de ces deux points est I = , mais A+ B est un élément « imaginaire »

de Pespace vectoriel universel.
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Exemples : Soient A, B, C trois points d’un plan affine (E, E)) ; on considére le point
G, barycentre de ((4,1), (B,1),(C,1)); on dit que G est 1'isobarycentre de ces trois
points. En appliquant la proposition 3.12, on peut affirmer que G = (A + B + C),
—

mais aussi, par exemple, que m = %(E + E) = 3(244") = %AA’ (si A’ est le
milieu de [BC]). Lorsque (A, B, C) sont affinement libres, on dit que G est le centre
de gravité du triangle ABC.

D’une fagon générale, I'isobarycentre d’un n-uple de points est le barycentre de ces
points affectés de la méme masse 1.

On peut montrer assez facilement avec des propriétés élémentaires que trois point
A, B,C d’un espace affine sont alignés si et seulement I’un d’entre eux est barycentre

des deux autres : Si C est le barycentre de {(4, a), (B, B)}, alors on a ,ﬁ = aLj-,BE’

donc A, B,C sont alignés, et si A, B,C sont alignés, si par exemple A et B sont
distincts, alors il existe A € R tel que E = MAB, donc C est le barycentre de
{(A, 1- ’\)a (Ba )‘)}

Les propriétés classiques des barycentres deviennent des « trivialités » avec ce vocabu-
laire :

Proposition 3.13 (symétrie du barycentre)
Le barycentre d’un systéme de points pondérés ne dépend pas de I’ordre des points
pondérés.

Preuve Il suffit d’utiliser la commutativité de 1’addition des scalair%s et de ’addition

dans I’espace vectoriel universel E pour changer ’ordre dans G = E %Ai. O
m
i=1

Proposition 3.14 (homogénéité du barycentre) Soit ¥ = (A;,@;)icr un sys-
téme de points pondérés dont la masse totale m est non nulle.

Soit £ un scalaire non nul. ,

Alors les systémes de points pondérés {(A;, a;)icr} et {(Ai, ka;)ier} ont méme bary-
centre.

koa1A1+ -+ ka,,Ap _ arAy + -+ apA,,
km - m '

O

Preuve Il suffit d’écrire

Proposition 3.15 (associativité du barycentre) Soit ¥ = (A;, &;);er un systéme
de points pondérés dont la masse totale m est non nulle.
On suppose que I = I; U I U --- L Iy, (les (Ik)1<kgq forment une partition de I), et

Le symbole U signifie « réunion disjointe » : on affirme donc ici que I’intersection de deux quelconques
des I est vide.
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que pour tout k =1,...,q, my = Zai #0.
i€}
On peut alors définir pour chaque k le barycentre Gy du « sous-systéme » de points

;. . o
pondérés Xy = (As, 04)icr, qui est G = Z —A,;.
i€l e

Alors le barycentre G du systéme de points pondérés X est le barycentre du systéme
de points pondérés (G, mk)1<k<q-

Preuve Lécriture de la démonstration dans E est ici & peine plus subtile :
q
Tout d’abord, il est clair que m = ka et on a
k=1

q

1 & 1 1 ¢ ; 1g
G=azaiAi=EZZaiAi=H,;me% i=;};mka.

i=1 k=1i€l} i€}

3.4.2 Barycentres et coordonnées barycentriques

On a défini les coordonnées barycentriques indépendamment de la notion de barycentre,
mais ces notions sont, bien siir, -étroitement liées.

Proposition 3.16 Soit (Ao, A41,...,Ay) un repére affine de I’espace affine (E, E) et
n

soit (@, @1, ..., 0p) un (n+1)-uple de scalaires tel que m = Z a; = 1. Alors un point
i=0

M a pour coordonnées barycentriques (ag, a1, . .., ay) dans ce repére si et seulement

si M est le barycentre du systéme de points pondérés (A, o;)i=o,1,...,n-

Preuve C’est une banalité en comparant les écritures dans E. (]

La notion de barycentre permet aussi de caractériser des points affinement libres.

Proposition 3.17 Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) La famille (4y,...,Ap) est affinement\libre.
(2) Aucun point n’est barycentre des autres.

(3) Vi€ {1,...,p}, (Ai4;);xi est une famille libre dans B
(4) La famille (Ay,..., Ap) est libre dans E.
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Preuve On a vu (juste aprés la définition 3.4 p. 70) que les points (1) et (4) sont
équivalents. R

Lorsqu’un point est barycentre des autres, on peut, dans E I’écrire comme combinaison
linéaire des autres, et la famille (A;,...,A,) est liée : ceci montre (non2) => (non4)
donc (4) = (2).

Réciproquement, on sait qu’une famille de vecteurs est liée si et seulement I'un d’entre
eux est combinaison linéaire des autres. Donc si (Ay,...,Ap) est une famille liée de E,
un de ces points est dans E combinaison linéaire des autres; on peut supposer, sans

P

nuire 4 la généralité que c’est A; (quitte & renuméroter), donc qu'on a A; = Z AiA;.
=2

P

Mais puisque A; est un point, on a 1 = @(A;) = ¢(A;) pour tout %, et donc Z Ai=1
=2

et donc A; est barycentre du systéme de points pondérés (A;, \;)2<i<p, ce qui établit
(2) = (4) et termine 1’équivalence de (2) et (4).
Reste & montrer (3) <= (4), ce qui s’écrit, dans E, dansle cas o1 i = 1 (ce qui bien
sfir ne nuit pas & la généralité) :
(A1,...,Ap) est libre <= (Az — Ai,..., A, — Ay) est libre.
En fait, il est classique que rg(4y,...,4,) = rg(A1, A2 — Ay,...,Ap — A;) (on ne
change pas le rang d’un systéme de vecteurs en additionnant & un des vecteurs une
combinaison linéaire des autres).
Et puisque A; ¢ E) et que < Ay — Ay,..., A, — A >C ﬁ, on est siir que

I‘g(Al,Az —Al,...,Ap —Al) =1 +rg(A2 —Al,...,Ap—-Al).
Pour finir, on a les équivalences suivantes :
(A1,...,Ap) est libre <= rg(As,...,4p)=p
< rg(A1, A2 —Ay,...,Ap— A1) =p

= rg(A2—A1,...,Ap—A)=p-1
& (A2 —Ay,...,Ap — A;) est libre.

O

Remarque : Au passage, on a démontré I’équivalence :

(Ao, A1, ..., Ay) est un repére affine de E si et seulement si (Ao, A_OA_I yeen ,Ao—Az) est
un repére cartésien de E. On a ainsi redémontré la remarque qui suit la définition 3.4
p- 70; voir aussi I’exercice 3.7 p. 83.

Voici maintenant une proposition qui est souvent bien utile en pratique

Proposition 3.18 Si (Ay,...,Ay) est un repére affine de E, alors pour tout point
M, ses coordonnées barycentriques dans ce repére affine sont (¢;)ogign si et seulement
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si ses coordonnées cartésiennes dans le repére cartésien (Ao, Ao4i,...,AoAn) sont
(ti)1gign

Preuve Il suffit encore une fois d’écrire les relations vectorielles définissant les

coordonnées d’un point ou d’un vecteur dans E et de les comparer. Rappel : on a
n

E t; = 1 pour pouvoir avoir affaire 4 des coordonnées barycentriques : on en déduit
=0

n
donc que tg =1 — Zti‘ O

=1

Par exemple, un point M d’un plan affine (P, 73)), dont les coordonnées barycen-
triques dans un repére affine (A, B, C) sont (e, 8,7), admet, dans le repére cartésien
(A, AB ,AC), comme coordonnées tout simplement (5, ). (Mais ses coordonnées carté-
siennes augmentées, dans la base (4, AB, AC) de I’espace universel P, sont 1,5,7).)

3.4.3 Caractérisation barycentrique des applications affines

Proposition 3.19 Une application f de F dans E’ est affine si et seulement si elle
conserve le barycentre

Preuve Si f est affine, en passant par 'espace universel et son prolongement linéaire,
et en interprétant dans F la notion de barycentre, il est clair que f conserve les
barycentres, c’est-a-dire que si G est le barycentre d’un systéme ¥ = (A4;, ;)icr de
points pondérés, alors f(G) est le barycentre du systéme f(X) = (f(A:i), @ )ier-

Réciproquement, si f conserve les barycentres, soit (Ag, Ay, ..., An) un repére affine de
E. On considére 'application affine g € A(E, E’) qui est définie par g(A4;) = f(A;) pour
tout ¢ =0,1,...,n (Uexistence et 'unicité de g sont assurées par la proposition 3.10
p. 72). Pour tout point M € E, si (a;)ogign sont ses coordonnées barycentriques dans
ce repére affine, on sait que M est le barycentre de ¥ = (A;, &;)ogign. Par conservation
du barycentre f(M) est donc le barycentre du systéme f(X) = (f(4s), &i)ogign, C€

n

qui s’écrit f(M) = Zai f(A;) (n’oublions pas que la masse totale vaut 1). D’autre

=0

n n
part, on sait calculer g(M) : c’est g(M) = Zaig(Ai) = Z o f(4;) = f(M). On a
donc f = g et f est bien une application aﬂ;me. ' 0O

Remarque : En utilisant ’associativité du barycentre, il est facile de montrer qu’une
application qui conserve le barycentre de deux points est affine.
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3.4.4 Caractérisation barycentrique des variétés affines

De la méme facon, les barycentres permettent de caractériser les sous-espaces affines.

Proposition 3.20 Soit F' un sous-ensemble non vide d’un espace affine E. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(1) F est une variété affine.

(2) Le barycentre de toute famille finie de points de F est dans F' (stabilité par
barycentre).

(3) Toute droite contenant deux points distincts de F' est incluse dans F.

Preuve Remarquons qu’en fait, (3) peut se traduire par le fait que F' est stable
pour le barycentre de deux points. En effet, si A et B sont deux points distincts, ils
forment un repére affine de la droite aff (A, B) = (AB), et (AB) est donc I’ensemble
des barycentres de A et de B. Il est donc trivial que (2)=>(3).

Soit F' un sous ensemble non vide de E vérifiant (3).

Posons pour A dans F, F = {m | M € F}.

Montrons que F est un sous-espace vectoriel de E.

Soit k un scalaire et @ = AM € F(MeF).Soit N=A+ kAM. N est barycentre

de {(A,1—k); (M, k)} donc N est dans F' donc AN = kAM = k@ € F. F est stable
pour la multiplication externe.

De méme, soient o = ;4_B) et ¥ = E deux éléments de F. Ona B€ F et C € F,
donc le milieu I = B+C € F. Le barycentre M de {(I,2), (A, —1)} est aussi dans F,

etdonc AM € F.Or, M =2—A=B+C—A=A+(B-A)+(C—A) = A+ T +7,
donc m =" + ¥ € F. F est aussi stable pour ’addition des vecteurs.

Par construction, F = A+ F, donc F est une variété affine de direction F.On a établi
que (3)=(1).

Pour terminer, en considérant un sous-espace affine F' comme un espace affine, il est
clair que (1)=(2). O

Un corollaire spectaculaire de cette propriété est le suivant :

Proposition 3.21 La variété affine engendrée par une partie X non vide d’un espace
affine F est 'ensemble des barycentres d’un nombre fini de points de X.

Preuve Il est assez évident, par associativité du barycentre, que cet ensemble de
barycentres est stable par barycentre, donc est une variété affine, et elle est évidemment
incluse dans toute variété affine contenant X. a
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3.4.5 Convexité

Alors que tout ce que nous avons fait dans ce chapitre (et dans les chapitres précédents)
restait valable quel que soit le corps de base (avec quelques précautions pour les calculs
barycentriques dans le cas des corps finis), cette notion de convezité n’a de sens que
lorsque le corps de base est R.

« Rappel » : Si A et B sont deux points distincts d’un espace affine F, le segment [AB]
est 1’ensemble des points M tels qu'il existe k € [0,1] avec M = A+ k(B — A) (ou
plus classiquement, mais c’est la méme chose : AM = kAB). [AB] est donc I’ensemble
des barycentres des points A et B affectés de poids positifs ou nuls.

Définition 3.22 Une partie C' d’un espace affine F est convexe lorsque
VM,NeC, [MN]cC

11 est assez évident que la notion de convexité est stable par intersection, (une intersec-
tion quelconque de parties convexes est convexe)(méme si elle est vide, car les éléments
de I’ensemble vide ayant toutes les propriétés, il est clair que & est convexe). Cela
permet de définir la notion de partie conveze engendrée, (on préfere dire enveloppe
conveze) d’une partie X de E :

Définition 3.23 Soit X’ une partie non vide de ’espace affine (FE, E)) L’enveloppe
convexe de X est I’ensemble

conv (X) = n C.

C convexe
xccC
conv (X) est la plus petite partie convexe (au sens de 'inclusion) qui contient X.

Définissons aussi la notion de combinaison conveze :

Définition 3.24 Un point M est une combinaison convexe des p points A; lorsqu’il

existe une famille de p scalaires (a;)1<igp telle que M est barycentre du systéme
- P

Y = {(Asi, ) | 1 < i < n}, ou ce qui revient au méme lorsque M = Z%’Ai avec
i=1

Vie{l,...,p}, a5 2 0.

Un segment [AB] est donc I’ensemble des combinaisons convexes de ses extrémités.

On a la propriété suivante :
Proposition 3.25

Soit F une partie d’un espace affine E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) F est convexe.
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(2) Toute combinaison convexe de points de F' est dans F' (stabilité par barycentre &
poids positifs).
(3) Toute segment limité par deux points distincts de F' est inclus dans F.

Preuve C’est I’associativité du barycentre qui permet d’obtenir aisément ce résultat,
par exemple par récurrence. 0

Signalons aussi le résultat suivant, facile & établir en copiant la démonstration de la
proposition 3.21 (p. 78) :

Proposition 3.26 L’enveloppe convexe d’une partie X est ’ensemble des combinai-
sons convexes d’un nombre fini de points de X.

Une « amélioration »de ce résultat est le théoréme de Carathéodory, dont nous laissons
la preuve en exercice (3.12, p. 84) :

Théoréme 3.27 (de Carathéodory) Dans un espace affine® (E, E) de dimension
n, Uenveloppe convere d’une partie X de E est l’ensemble des combinaisons convezes
d’au plus n + 1 points de X.

En analyse, la notion de convexité est largement développée et enrichie.

3.5 Exercices

Exercice 3.1.
Soient A, B deux points d’un espace affine (E, B), et soit ¥ € E)

1° En utilisant les notations et définitions du § 3.1.1 p. 61 utilisées pour la démons-
tration de la proposition 3.1 et en revenant aux définitions, déterminer le point C et
le scalaire A tel que ga,2 +3gp 1 = go,a-

2° Toujours en revenant a ces mémes notations et définitions, quelle est la nature de
I’élément ga 3 + 3gp,—1 de E?

3° Méme question avec g2 — 3f3.

4° Comment s’écrivent ces résultats une fois qu’'on a admis que E' U ﬁ cE?

Ce théoréme est aussi valable dans un espace vectoriel, puisqu’on a vu que tout espace vectoriel est
aussi un espace affine sur lui-méme.
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Exercice 3.2.
Soient A, B, C des points non alignés du plan affine (E, E)) et ¥, V, W des vecteurs

de E. Pour les éléments suivants, préciser s’il s’agit de points, de vecteurs ou d’autres
éléments de E. On cherchera, pour ceux des éléments de E qui ne sont ni des vecteurs
ni des points, & les écrire sous la forme AM avec M € E et A € R. On exprimera les
vecteurs sous forme classique avec des fléches, et on écrira les points en fonction des
points A, B,C et des vecteurs U, ¥, W avec une écriture permettant de les construire

géométriquement.
a=A+B+C; b=A+B-2C+W; c=A+27-2(B-7); d=5A-3B-C+3%.

Exercice 3.3.

Soit (P, ?) un plan affine, rapporté & un repére cartésien (0,7, 7). On considére que

P et P sont les hyperplans respectivement affine et vectoriel d’un espace vectoriel
= P, de dimension 3, dont (O, 7,7) est une base.

1° (Dans le plan affine) Soient A, B, C les points de P dont les coordonnées dans le

repére cartésien (0,7, ) sont respectivement (1,2), (3,—1) et (—1,—1). Déterminer

une équation cartésienne de la droite affine D = (AB), et de la droite D’ qui est

paralléle & D et qui passe par C.

2° (Dans le plan vectoriel) Déterminer par ses coordonnées dans la base (7,7), un

vecteur directeur de la direction B de la droite D ainsi qu’une équation cartésienne

de B Que peut-on dire de la direction D’ de la droite D' ?

3° (Dans Vespace universel) Les coordonnées dans la base (0,7, 7) d’un élément X de
seront notées (¢, z,y).

3° a) Déterminer dans cette base, une équation cartésienne du sous-espace vectoriel D

de B qui est engendré par A et B (D =< A,B >).

3° b) Comment caractériser la droite affine D = (AB) dans l’espace vectoriel universel
g

3° ¢) Caractériser dans B la droite vectorielle D.

3° d) Déterminer une équation cartésienne du plan vectoriel D' de E) qui correspond

4 D' par la bijection annoncée dans la proposition 3.2 p. 66.

3° ) Déterminer un systéme d’équations cartésiennes caractérisant la droite affine D’
de l’espace E.

Exercice 3.4.

Soit (P, ?) un plan affine rapporté & un repére (0,7, ) et soient D et D’ les droites
d’équation z +y=2et 3z —y = 3.

s est la symétrie par rapport & D parallélement a D’.
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1° Déterminer les équations des sous espaces D et D' associés & D et D' dans I’espace
P dans la base (0,7, ) de P.

2° Déterminer par sa matrice dans la base (O, 7, 7) ’endomorphisme s de P associé a s.
, P

1 0 0
3° Que peut-on dire de ’endomorphisme de matrice | 2 —3 0 | dans la base
4 0 -3

0,597

Exercice 3.5.

Soit (A, B,C) un repére affine du plan affine. Soit M de coordonnées barycentriques
(@, B,7) dans ce repére.

Soit A; le milieu de [BC). Soit N le symétrique de M par rapport & A; (c-3-d. le
point tel que A; est le milieu de M N).

Déterminer les coordonnées barycentriques de N dans (4, B, C).

Exercice 3.6.

Soit (E, Ez) et (F ?) deux espaces affines de dimensions respectives 2 et 3. On
considére un repere cartésien R = (0,7, j) = (0,B) de E et un repére cartésien
R = (Q,el,e,e}) = (Q,B') de F. E et F sont les espaces universels contenant
respectivement EU E et F'U
1° Soit f ’application affine qui associe au point M de coordonnées (z,y) dans R, le
) =242z -3y
point M’ € F, de coordonnées (z},z5,z53) telles que ¢ zh = -1 —z — 2y
x5 = 2y.
1° a) Déterminer (en précisant les bases utilisées) la matrice de la partie linéaire de f.
f est-elle injective ? surjective ?

1° b) Quelle est la matrice de ’application linéaire fe E(E, ﬁ) dont f est la restriction ?
(On précisera bien les bases).

1° ¢) Quelle est I'image par f de la droite D = A+ < ¥ > de E,si A(1,1) et & (_23> ?
1° d) Quelle est 'image réciproque par f du plan II de F caractérisé par I’équation
cartésienne £1 + 3 —x3 =17

2° Soit ¥ =7 7.

2° a) Montrer que R; = (A, @, ) est un repére cartésien de E.

2° b) Déterminer les formules analytiques de changement de repére entre R et ce
nouveau repére R, (on pourra utiliser ’espace universel).
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2° ¢) Déterminer les formules analytiques de f pour le repére R, de E et le repere R
de F, ainsi que la matrice de f pour ces repéres considérés comme des bases de Eet
F.

3° Soit ?, 7, 7() trois vecteurs de ? définis par ? =g —e3, 7 = 6—2)—6_3), ? =& +e.

3° a) Montrer que (?, 7, X’)) est une base de F. On pose R} = (92, 7, ?, ?) Justifier
que R} est un repére cartésien de F'. Préciser la matrice de passage entre les bases R
et R} de F.

3° b) Déterminer, par ses formules analytiques dans les « anciens repéres » R et R’
l’a,pphcatlon affine g de F dans F deﬁm §ar sa partle hnealre ? et 'image du point

A:g(A)=0+7 2K, () = 7)) =

Exercice 3.7.
Démontrer la remarque qui suit la définition 3.4 p. 70, & savoir qu’un systéme de k
points (A, Az .. Ak) de F est affinement libre si et seulement si le systéme de k — 1

vecteurs (A; Ay, . AlAk) de E) est libre. (On raisonnera dans l’espace universel E
qui contient F et E;

Exercice 3.8.
Smt (E, —}_7‘}) un espace affine de dimension 3, rapporté & un repére cartésien

= (0, e},e3,€3). On considere les 4 points (4, B,C, D) de E, dont les coordonnées
sont les suivantes, dans R : A(2,1,1); B(1,0,-3); C(0,3,1); D(-1,—-1,-3).

1° Montrer que (A, B, C, D) est un repére affine de E. Déterminer la matrice de passage

P de R vers (A, B,C, D), considérés 'un et I’autre comme des bases de E, P’espace
universel contenant E et E. Calculer P71,

2° Justifier I’existence et 'unicité d’une application affine f vérifiant f(A) = A,
f(B) =B, f(C)=C", f(D) = D', pour les points A’, B’,C’, D’ dont les coordonnées
dans R sont les suivantes : A’(1,0,0); B'(2,1,-2); C'(-1,2,0); D'(1,1,-1).

3° Déterminer les coordonnées barycentriques de A’, B’,C’, D’ dans le repére affine
(A, B,C, D). Déterminer les images de A/, B',C’, D’ par f. Que peut-on en déduire
pour la nature de f?

4° Soit f I’application linéaire de E dans lui-méme dont [ est la restriction & E.
Déterminer la matrice M de f , lorsqu’ on choisit (A, B,C, D) comme base de E

ensemble de départ et R comme base de E ensemble d’arrivée.

5° Déterminer la matrice M; de fdans la base (4, B,C, D) et la matrice My de f
dans la base R. Quelle relation existe-t-il entre les trois matrices M, Mg, M; ?

6° Préciser la nature et les éléments de f.
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Exercice 3.9.
A, B, C, D étant quatre points du plan affine distincts deux & deux, on note I le milieu
de [AB], J celui de [BC], K celui de [CD], L celui de [DA]. Montrer que IJKL est

un parallélogramme.

Exercice 3.10.

Soient A, B et C trois points non alignés et soit G barycentre de {(4, @), (B, 8), (C,7)}
(ce qui suppose que a + 8+ # 0)

1° Montrer que (AB) et (CG) sont sécantes si et seulement si & + 8 # 0. Que se
passe-t-il lorsque a + =07

2° Montrer que lorsque (AB) et (CG) sont sécantes, leur point d’intersection est le
point H barycentre de {(4, a);(B,8)}.

3° On suppose maintenant qu’on a a # 0, 8 # 0, v # 0 et aussi que —a+ 8+ #0,
a—pB+v#0et a+ B —~ # 0, ce qui permet de considérer les points Gy, G2
et Gs, barycentres respectifs de {(—A4, a), (B, 8), (C,7)}, {(4, ), (B,—B8),(C,7)} et
{(Aa a)a (Ba ﬂ)a (Ca —7)}

3° a) Montrer que G est distinct de chacun des points Gy, Ga, Gs.

3° b) Montrer que (AG1), (BGz) et (CG3) sont concourantes en G.

3° ¢) Montrer que (G2G3), (G3G1) et (G1G2) passent respectivement par A, B et C.

Exercice 3.11.

Cet exercice propose une nouvelle démonstration (barycentrique) des théorémes de
Ceva et de Ménélaiis.

Soit (A, B, C) un repére affine d’un plan affine (E, Ez) On considére les points A’ €
(BC), B’ € (AC) et C' € (AB). On suppose qu'aucun de ces points A’, B',C’ n’est
confondu avec un des sommets du triangle ABC.

1° Comment traduire les hypothéses au niveau des coordonnées barycentriques des
points A’, B, C' dans le repére affine (A4, B,C)? (On notera (a1, az,as) les coordon-
nées barycentriques de A’ (81, B2, B3) celles de B’ et (y1,72,73) celles de C”).

R ) A'BB'CC'A .
2° Exprimer le nombre p = TCBA0E en fonction des s, B;, V-
3° Déterminer une équation barycentrique de chacune des trois droites (AA’), (BB') et
(CC"). Retrouver le théoréme de Ceva qui affirme que ces trois droites sont concourantes
ou paralléles si et seulement si p = —1.

4° Montrer que les trois points A’, B’, C’ sont alignés si et seulement si p = 1 (Théoréme
de Ménélaiis).

Exercice 3.12. Démontrer le théoréme de Carathéodory 3.27 (p. 80).



CHAPITRE 4

Rudiments de géométrie projective

4.1 Introduction

Comme nous ’avons annoncé, ’espace universel est un cadre permettant de comprendre
plus facilement la géométrie projective. '

Définition 4.1 Soit V' un espace vectoriel de dimension n + 1. On appelle espace
projectif issu de V' (on le note P(V)) ’ensemble des droites vectorielles de V.

La dimension de P(V) est alors (par définition) : n =dimV — 1.

L’espace projectif P(U) issu d’un sous-espace vectoriel U de V est un sous-espace
projectif de P(V).

Un espace ou un sous-espace projectif de dimension 1 (issu d’un plan vectoriel) est
une droite projective.

Un espace ou un sous-espace projectif de dimension 2 (issu d’un espace vectoriel de
dimension 3) est un plan projectif.

Un sous-espace projectif de dimension n — 1 d’un espace projectif P(V) de dimension
n est un hyperplan projectif (il est issu d’un hyperplan vectoriel de V).

Les éléments d’un espace projectif sont des points (projectifs), les singletons de P(V)
sont les sous-espaces projectifs de dimension 0.

Un espace projectif est donc a priori quelque chose d’assez compliqué puisque c’est un
ensemble de droites vectorielles. Mais en fait, nous allons simplifier le point de vue :
en appelant points les éléments d’un espace projectif, nous allons voir qu’on peut les
assimiler aux points d’un espace affine, et que finalement, un espace projectif n’est
qu’une sorte d’espace affine complété par des points « & I'infini ».

4.2 Carte affine de I'espace projectif

4.2.1 VUtilisation de I'espace universel

Supposons d’abord que V = E est Pespace vectoriel universel de dimension n + 1
associé & un espace affine (E, 3) Il existe alors une bijection entre E et P(E) \ P(E).
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C’est la correspondance entre les droites vectorielles non incluses dans E (notons bien
que les droites vectorielles de E incluses dans E sont exactement les éléments de ]P’(B))
et leur point d’intersection avec E qu’on a annoncée dans la remarque qui précéde
la proposition 3.3, p. 67. Tout point de E correspond donc & un unique élément de
espace projectif P(E), et presque tous les éléments de I’espace projectif P(E) peuvent
étre représentés par un point de E. On dit que E est une carte affine de P(E). Les
éléments de lP(E) qui ne peuvent pas étre représentés dans cette carte affine E sont
les points d linfini de la carte affine E de E, ce sont les droites vectorielles de E),
donc les directions des droites affines de E ; ce sont aussi les éléments de ’hyperplan
projectif P(E) On peut donc considérer gue chaque droite affine A de E posséde son
point & l'infini coa, qui est S8 direction A. Notons que A =~Z NE, A étant I’espace
universel qui contient A et A, et que tous les éléments de P(A) sont représentés, dans
cette carte affine par les points de A, & ’exception de A = coa, qui bien qu’étant une
droite vectorielle du plan vectoriel Z, ne peut étre représentée, dans E.

ol
>y

FIGURE 4.1. Carte affine.

On a ainsi mis en évidence dans ce cas une bijection entre P(E) et E U ]P(E), pour
cet hyperplan particulier E de E. Nous allons voir que cette démarche peut étre faite
avec n’importe quel hyperplan affine ne contenant pas le vecteur nul 0y d’un espace
vectoriel V.

4.2.2 Carte affine dans le cas général

Si V est un espace vectoriel de dimension n + 1, et si (H, ﬁ) est un hyperplan affine
(de dimension n) tel que Oy ¢ H, alors un élément de P(V') (une droite vectorielle de

V) rencontre H en un unique point sauf lorsqu’elle est incluse dans H, c’est-a-dire
lorsqu’elle appartient & P(H). Il y a donc bijection entre P(V') et H U P(ﬁ), et H est
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une carte affine de P(V'), dont les points d l’infini sont les droites vectorielles incluses
dans H, c’est-a-dire les éléments de P(H).

En pratique, on est amené & identifier les points de H avec les éléments de P(V)
n’appartenant pas a ]P’(H)). On se représente donc ’espace projectif de dimension n
comme la réunion disjointe d’un espace affine de dimension n et de ’ensemble de ses
directions de droites, qui sont les points & ’infini de cet espace affine. Pour qu’un
espace affine E de dimension n puisse &tre considéré, identifié & un espace projectif, il
suffit de lui ajouter ’ensemble des droites vectorielles de E, c’est-a-dire ’ensemble des
directions des droites affines de E, qui sont les points & I'infini de cette carte affine de
I’espace projectif.

Remarque : Il n’y a pas qu’une représentation de P(V') par une carte affine, il y en
a autant que d’hyperplans affines de V' ne contenant pas Oy. La notion de point &
I’infini n’est donc pas intrinséque, elle est liée au choix d’un hyperplan affine H de
V. Concrétement, on peut toujours s’arranger pour choisir une carte affine de fagon
qu'un point donné M de l'espace projectif P(V) soit ou ne soit pas un point & Pinfini :
il suffit de choisir la direction H de I’hyperplan H de facon & ce que M soit ou ne soit
pas une droite vectorielle incluse dans H. (Notons que M est forcément une droite
vectorielle, méme si 'usage est d’utiliser une notation de point pour un élément de
’espace projectif.)

4.3 Relations d’incidences projectives en dimension 2

On peut obtenir des résultats spectaculaires en dimension 2, qui s’étendraient facilement
en dimension quelconque, mais seraient plus difficiles & énoncer.

Proposition 4.2 Soit IT = P(V') un plan projectif (dim V = 3).
Par deux points projectifs distincts passe toujours une unique droite projective.
Et deux droites (projectives) distinctes de IT ont toujours un unique point d’intersection.

(En d’autres termes, dans un plan projectif, il n’y a pas de droites paralléles, toutes
les droites distinctes se coupent.)

Preuve Si A et A’ sont deux éléments distincts de II, c’est que ce sont des droites
vectorielles distinctes de V' et il existe un unique plan vectoriel D = A+ A’ contenant
ces deux droites. L’espace projectif D = ]P’(D) est une droite projective de II qui
contient A et A’ et c’est clairement le seul qui convient.

Si D et D' sont deux droites projectives distinctes de II, c’est qu’il e)gs)te deux
plans vectoriels P et P’ distincts je V tels que D = ]P’(?) et D' = P(P’"). Donc
DnD' = ]P(?) n ]P’(P’ ) —1;!’)(1_3) N P’). (en effet, une droite vectorielle de Vestala

fois une droite de 79) et de P’ si et seulement si c’est une droite de 1_3) N P’ ). Or deux
plans vectoriels distincts d’un espace vectoriel de dimension 3 ont toujours comme
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intersection une droite vectorielle A doncona DND = ]P’(}—D) N P’ ) =1( A) {A}
DN D’ est bien un singleton.

Interprétons ce dernier résultat dans une carte affine. Nous noterons D la droite
projective qui correspond & une droite affine D. On peut considérer que D est la
réunion de D et de son point & 1’infini. Le point & I'infini d’une droite affine D de F est sa

direction : on a cop = D, de sorte qu’on note abusivement D = DU{cop} = DU{D}.

Proposition 4.3 Soit E un plan affine de direction E 11 est plongé dans un espace
universel E et on peut considérer que ]P’(E) = EU A, avec Ay = P(FE) est la droite
projective & l'infini de E. Alors deux droites affines distinctes de E sont paralléles si
et seulement si le point d’intersection des droites projectives qu’elles représentent est
4 linfini :

D1//D2 <~ .510132CA°° = 51052={Bl}={32}

D’autre part, toute droite projective D représentée par une droite affine D de E
rencontre la droite & 1'infini A, de E en cop = D. On a

D A = {oop} = {B}.

Preuve 1l suffit d’appliquer les définitions et la proposition précédente. O

Nous allons maintenant étudier une technique extrémement utile en géométrie : ’envoi
a linfini d’une droite par un changement de carte affine.

Proposition 4.4 Soit E' un plan affine, plongé dans son espace vectoriel universel E,
et qui est donc une carte affine de ]P(E) Alors pour toute droite A de E qui represente
une droite projective A de P(E), il existe une carte affine E’ de P(E) dans laquelle A
est représentée par la droite & ’infini.

De plus, a tout couple de droites de £ dont 'intersection était un point de A correspond
deux droites projectives de E qui sont représentées par des droites paralléles dans la
carte E'.

Preuve On sait que A engendre un plan vectoriel Ade E (et d’ailleurs A= lP’(A)).
11 suffit de choisir pour E’ n’importe quel plan affine de direction A ne passant pas
par 0. Pour cette carte, la droite & I’infini est formée des droites vectorielles de la
direction de E’ : c’est A.

La derniére partie est évidente, il suffit de choisir une carte affine dans laquelle la
droite & P'infini passe par le point d’intersection des deux droites (tout en évitant de
choisir une de ces deux droites comme droite & l’infini). O
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4.4 Exemple d’application : le théoréme de Pappus

Nous avons vu en fin du chapitre II une version du théoréme de Pappus, facile &
démontrer avec les homothéties ou les translations. La géométrie projective permet de
montrer le théoréme de Pappus dans toute sa généralité, en se ramenant & la situation
particuliére dans laquelle on a obtenu le résultat, grace & un changement de carte

affine.

Théoréme 4.5 (Pappus) Soient D et D' deuz droites distinctes du plan affine E.
Soient X,Y, Z trois points distincts de D et X',Y',Z' trois points distincts de D’'.
Alors,
(i) st (XY (X'Y) et (XZ")/(X'Z), alors (YZ') I (Y'Z);
(i) si (XY")N(X'Y) = {P} et (X2")//(X'Z), alors
(YZ'YN(Y'Z) = {R} et (PR)/(XZ"/(X'Z);
(i)’ si (XZ')N(X'Z) = {Q} et (XY")/(X'Y), alors
(YZ')n(Y'Z) = {R} et (QR)/(XY")/(X'Y);
(iii) st (XY')N(X'Y)={P} et (XZ')N(X'Z) = {Q}, alors
soit (YZ')I(Y'2)/(PQ),
soit YZ'YN(Y'Z) = {R} et P,Q, R sont alignés.

En d’autres termes, si on observe les trois couples de droites ((XY’), (X'Y)),
(X2),(X'2)), (YZ'),(Y'Z)) ils sont soit tous formés de droites paralléles, soit deux
d’entre eux sont formés de droites sécantes, et le troisiéme est formé de deux droites
paralléles a la droite joignant ces deux points d’intersection, soit encore, ils sont tous
les trois formés de droites sécantes, et dans ce cas, les trois points d’intersection sont
alignés.

Avant de donner la démonstration de ce théoréme, nous allons en donner la version
projective, beaucoup plus facile & énoncer.

Théoréme 4.6 (Pappus en projective) Soient D et D' deuz droites projectives
distinctes du plan projectif 11 = ]P(E) Soient X,Y, Z trois points distincts de D\ D’
et X'\ Y', Z' trois points distincts de D'\ D.

Soient {P} = (XY') N (X'Y), {Q} = (XZ') N (X'2), {R} = (YZ')n (Y'Z).

Alors P,Q, R sont alignés.

Preuve 1l est important de comprendre tout d’abord que les différents cas du
théoréme de Pappus en affine sont tous compris dans I’énoncé projectif : (i) correspond
a des points P, @, R tous trois 4 I'infini, (ii) correspond & @ 4 Dinfini, (ii)’ correspond
a P & D'infini, et (iii) correspond & aucun point & I’infini, ou seulement R & 'infini.
Admettant la conclusion dans le cas projectif, par exemple dans le cas (ii), dire que
Q est & linfini et que P, @, R sont alignés impose que Q soit le point & I’infini de la
droite (PR).
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11 suffit donc de démontrer Pappus en projective. Mais pour cela, on choisit une carte
affine dans laquelle la droite & l'infini est la droite (PQ). Dans ce cas, forcément
les représentants dans cette carte affine des droites (XY’) et (X'Y) sont paralléles,
puisque leur intersection est le représentant de P qui est & I'infini. De méme (X Z’) et
(X'Z) sont également paralléles. Mais alors on peut appliquer le théoréme de Pappus
vu en fin de chapitre 2 : on peut affirmer que les représentants de (Y Z’) et (Y’Z) sont
paralléles, c’est-a-dire que leur point d’intersection R est lui aussi 4 I'infini. Mais ceci
prouve que P,Q, R sont des points alignés (sur la droite & 1’infini dans cette carte
affine, mais simplement alignés, en tant que points projectifs, et avec des représentants
alignés sur une vraie droite si on choisit une carte affine dans laquelle aucun de ces
trois points n’est & 'infini). O

En exercices, en application de cette technique, nous vous proposons d’énoncer et
de démontrer un théoréme de Desargues général, ainsi que sa réciproque (voir la
proposition 2.26, p. 55 et 'exercice 4.6 p. 102).

4.5 Repéres projectifs, coordonnées homogeénes

4.5.1 Problémes posés par le repérage dans un espace projectif

Soit P(V) espace projectif issu d’un espace vectoriel V' de dimension n + 1. Un point
de P(V) étant en réalité une droite vectorielle de V, caractérisée par la donnée d’un
vecteur directeur non nul u € V. Notons p(u) la droite vectorielle engendrée par u (ou
le point projectif associé & u). Deux vecteurs u et u’ de V' définissent le méme élément
de P(V') (ce qu’on peut noter p(u) = p(u’)) lorsqu’ils sont proportionnels, c’est-a-dire
lorsqu’il existe k € R tel que v’ = ku.

Si on fixe une base & = (e, €1,. . ., en) de V, tout (n+1)-uple (zo, 21, - . ., Tn) de réels
non tous nuls définit un élément v non nul de V, donc un point projectif p(u) € P(V).
Si M est un point projectif de P(V), si M = p(u), on peut trouver des coordonnées
qui caractérisent M : ce sont les coordonnées dans la base # de u. Ces coordonnées
sont définies & une constante multiplicative prés, puisque tout autre vecteur non nul
proportionnel & u est aussi un vecteur directeur de A. Ces coordonnées définies & une
constante multiplicative prés sont les coordonnées homogénes du point projectif A
dans la base %.

Le probléme, dans cette définition, c’est que la base 9 n’est pas un élément de 1’espace
projectif P(V) que 'on veut « repérer ». Certes, on peut associer & chaque élément e;
de la base la droite vectorielle qu’il engendre A; = p(e;). Mais & un (n + 1)-uple de
P(V) ne correspond pas une unique base de V. Nous allons donc voir qu’il suffit de
fixer un point projectif de plus pour pouvoir définir un repére projectif et parler des
coordonnées homogenes d’un point sans étre obligé de passer par ’espace vectoriel
dont est issu 1’espace projectif.
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4.5.2 Repéres projectifs

Définition 4.7 Soit P(V) un espace projectif de dimension n. Un repére projectif
de P(V) est un (n + 2)-uple de points projectifs (Ao, A1,...,An, Ant1) vérifiant la
propriété suivante :

pour toute famille extraite de n 4+ 1 points (4;)ogi<n+1, P(V) est le plus petit sous-

i#j
espace projectif qui contient ces n + 1 points.

(On peut décrire cette propriété ainsi : « aucune sous-famille de n + 1 points n’est
cohyperplanaire »).

Proposition 4.8

Soit 8 = (eo,€1,---,€n) est une base de V et soit ep41 = €9+ €1+ -+ e,. Si on
pose pour tout ¢ =0,1,...,n,n+1: A; = p(e;), alors (Ao, A1, ..., An, Ant1) est un
repére projectif de P(V).

Réciproquement, si (Ao, A1,...,An, Ant1) est un repére projectif de P(V),

alors il existe une base & = (eg,e1,...,e,) de V telle que pour tout i =0,1,...,n,
onap(e)=A;etpleo+er+---+ep) = Ant1. De plus £ est unique & un coeflicient
multiplicatif prés, ce qui signifie que si &' = (ep, €, - -, €},) est une autre base de V

telle que pour tout 2 =0,1,...,n, on a p(e}) = A; et peg + €} + - +e) = Any1,
alors il existe A € R* tel que e} = Ae; pour tout 3. On dit qu’une telle base & est une
base associée au repére projectif Z.

Preuve Avec les notations de la proposition, on doit montrer que les n + 1 points
projectifs parmi (Ao, A1,...,An, Apy1) ne sont jamais cohyperplanaires. Il est tout &
fait clair que A, A1, ..., An (qui sont les droites vectorielles p(eo), p(e1), . .., p(en)) ne
sont pas dans un méme hyperplan projectif P(H) de P(V) sinon H serait un hyperplan
vectoriel de V' qui contiendrait tous les e;, c’est contradictoire avec le fait que la base
% engendre V.

De méme, si tous les points Ag, Ai,...,Apn, Ant1 sauf A; avec 0 < j < n étaient
dans le méme hyperplan projectif P(H) de P(V), c’est que I’hyperplan vectoriel H
contiendrait tous les vecteurs eg,ey,...,en,ent1 sauf le vecteur €j. Or, si on pose

fi = eny1 et fi = e; pour OSK’.‘H, on obtient un (n + 1)-uple vecteurs (f;)ogign+1
J + ’L#] A

qui devraient tous appartenir & I’hyperplan H. Et si on calcule le déterminant dans
la base & de ce systéme de vecteurs,; on est amené & calculer le déterminant de la
matrice obtenue en changeant la j-éme colonne de la matrice identité par une colonne
ne contenant que des 1, et il est évident que le déterminant de cette matrice vaut 1,
est donc non nul, ce qui prouve que la famille (f;)ogign+1 forme une base de V, et
n’est donc pas incluse dans un hyperplan.

Montrons maintenant la réciproque :

Soit Z = (Ag, A1, ..., An, Ant1) un repére projectif de P(V).

Soient ug, u1, . . . ,Un, Un+1 des vecteurs non nuls tels que A4; = p(u;) pour tout . Le
systéme de n + 1 vecteurs (up,us,...,U,) est générateur, sinon il engendrerait un
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sous-espace vectoriel inclus dans un hyperplan H, et clairement les n + 1 premiers
points du £ appartiendraient tous & P(H). C’est donc une base de V, et il existe n+1
n

scalaires Ag, A1, - - -, Ap tels que up4q = Z Aiu;. Posons, pour tout i € [0,7n], e; = Aju;

i=0
et ep+1 = Up41. Par construction, on a e,+1 =€p +e1 + -+ + ey,. il reste & montrer
que le systéme de n + 1 vecteurs & = (e, €1, . ..,€en) est une base. Le déterminant de
ce systéme dans la base (ug, us,. .., un) est égal & AgA;1 + - - A, Il suffit donc de prouver

qu’aucun \; n’est nul.

Si un des A; était nul, par exemple si on avait A; = 0 : alors I'égalité u,41 = Z Ait;
i=0

deviendrait une relation de dépendance linéaire entre les n + 1 vecteurs u; (avec

{°<‘<”+1) Cela signifierait que ces n+1 vecteurs sont liés, et donc qu’ils ne forment pas

une base, et que le sous-espace vectoriel qu'’ils engendrent n’est pas de dimension n+1,
donc est strictement inclus dans V. Il existerait donc un hyperplan vectoriel H de V, qui
contiendrait ces n+1 vecteurs, et les n+1 droites vectorielles que ces vecteurs engendrent

(qui sont les points projectifs A; avec {°<’<“+1) appartiendraient tous & I’hyperplan
projectif P(H), ce qui est exclu par hypothése. Donc les A; sont tous non nuls, et &
est bien une base, et on a bien réussi & construire une base & = (eg, €1,...,€,) de V
telle que A; = p(e;) pour 0 < i< net Apy1 =pleo+e1+---+en).

Supposons que &' = (eg, €}, .. ., €el,) soit une autre base de V telle que A; = p(e}) pour
0<i<net Ayy1 =pleg+e€y +---+el). Alors clairement, pour 0 < ¢ < n, puisque
e; et e; sont deux vecteurs non nuls de la droite vectorielle A;, c’est qu’il existe A; tel
que € = A\;e;. On pose aussi epp1 =€g+e1+---+eqete, =ey+e;+---+ep,, et
ces deux vecteurs non nuls engendrent la méme droite vectorielle A, 1, donc il existe
aussi un scalaire A,4; tel que e;+1 = An+1€n+1. Mais cette égalité s’écrit aussi

egter+-+e,=Ayi(eot+er+ - +ep)
<> A€o+ A1e1 + -+ Anen = Anp1€0 + Ang1€1 + -+ Apjaen

Cette derniére égalité de deux combinaisons linéaires des vecteurs de la base % n’est
possible que si tous les coefficients qui se correspondent sont égaux (unicité des

Ao = /\n+1
, , A= )‘n+1
coordonnées d’un vecteur dans une base), donc on a L.
)\n = )\n+1.
On a prouvé que e} = A\,41€; pour tout ¢ = 0,1,...,n+ 1, les deux bases trouvées

sont bien proportionnelles. a
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4.5.3 Coordonnées homogénes

Cette propriété permet de définir les coordonnées homogeénes d’un point dans un
repére projectif ; on dit que ces coordonnées sont homogenes, car elles sont toujours
définies & une constante multiplicative non nulle preés.

Définition 4.9 Soit #Z = (Ao, A1,...,An, Any1) un repére projectif d’un espace
projectif P(V') de dimension n.

Alors les coordonnées homogenes d’un point projectif M € P(V') sont les coordonnées
de ce point dans toute base 9 associée & ce repére projectif. Ce sont les coordonnées
dans & (définies & un coefficient multiplicatif non nul prés) de tout vecteur directeur
u de M (u est tel que p(u) = M.)

Remarque : En application de ce qui précéde, il est immédiat de vérifier que le point
Ap admet comme coordonnées homogénes dans le repére £ le (n+ 1)-uple (1,0, ...,0),
et de méme A; (pour 0 < ¢ < n) admet comme coordonnées homogénes un (n + 1)-uple
formé de n zéros avec un 1 (ou tout autre scalaire non nul) & la place i + 1, tandis que
les coordonnées homogénes de A, 41 sont le (n + 1)-uple formé de termes tous égaux &
1 (ou & tout autre scalaire non nul).

Une autre remarque intéressante est le fait que les coordonnées homogéne d’un point
projectif sont, en fait, non pas un (n + 1)-uple de réels, mais une classe d’équivalence
pour la proportionnalité, et donc ces coordonnées homogénes ne sont rien d’autre
qu'un élément de P(R™*!), I’espace projectif issu de R*+1,

4.6 Repérage sur une droite projective, birapport

4.6.1 Repérage sur une droite projective

Soit A une droite projective (qui est soit un espace projectif « isolé », soit un sous-espace
projectif d’un espace projectif plus grand).

Un repére projectif de cette droite est un triplet de points (Ag, A1, A2) tous distincts
(cette seule condition suffit). Pour tout point M de Z, ses coordonnées homogénes
dans ce repére projectif sont un couple (z,y) défini & un coefficient multiplicatif
prés. L'élément Ay admet pour coordonnées homogénes le couple (1,0); A; a pour
coordonnées homogenes le couple (0, 1) et A, a pour coordonnées homogeénes le couple
1,1).

4.6.2 Birapport

A P’exception du point Ao, tous les points M de D admettent comme coordonnées
homogenes un unique couple (p, 1) dont le deuxiéme terme est égal & 1. Ce nombre p
est, par définition, le birapport des quatre points projectifs Ag, Ay, Az, M.
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Définition 4.10 Soit A une droite projective, et soient 4, B,C, D quatre points de
A tels que A, B, C sont distincts. Alors si D # A, le birapport de ces quatre points
est le nombre p = [A, B; C, D] tel que (p, 1) soit un couple de coordonnées homogénes
de D dans le repére pI‘OJeCtlf (A,B,C), et si D= A, on pose [A, B; C, A] = c0. p est
alors un scalaire ou oo. Lorsque les quatre points sont distincts, p est un réel différent
de 0 et de 1.

Bien siir, cette définition n’est pas trés maniable. Il existe de nombreuses facons de
caractériser cette notion de birapport, essentiellement quand les quatre points sont
distincts.

Théoréme 4.11 Soit A = P(V) est une droite projective, et soient A, B,C,D quatre
points distincts de A. Soient a,b, c,d des vecteurs directeurs respectifs de ces quatre
droites vectorielles. Alors on a

det(a,c) /det(b,c)

det(a,d)/ det(d,d)

Une remarque initiale : les déterminants apparaissant dans cette formule sont des
déterminants calculés dans n’importe quelle base fixée du plan vectoriel V. Il serait
plus rigoureux de préciser dans quelle base on fait le calcul, mais c’est sans importance,
car si on change de base de V, on sait que le déterminant est simplement multiplié
par une constante, et cette constante se simplifie.

De méme, si on change n’importe quel vecteur directeur d’une des quatre droites,
on le multiplie par une constante scalaire, qui elle aussi disparaitra, car chaque
vecteur apparait deux fois dans cette formule, une fois au numérateur et une fois au
dénominateur.

=[A,B;C,D] =

Preuve On sait, d’aprés ce qui précéde, que (A, B,C) est un repére projectif de
A, donc qu'il existe trois vecteurs directeurs ag, by, co respectivement de A, B, C qui
sont tels que (ap,bp) est une base de V et ¢g = ag + bp. Un couple de coordonnées
homogenes de D dans ce repére projectif est (p, 1), donc si on pose dy = pag + bo, on
a dy € D. Les quatre vecteurs a, b, ¢, d sont tels qu’il existe quatre scalaires ¢, u, v, w
tels que a = tag, b = ubg, ¢ = vcy et d = wdp.

Puisque le calcul des déterminants peut se faire dans n’importe quelle base, nous
travaillerons dans la base (ag, bp). Dans cette base, on a

t v 0 wp ‘
det(a,c) det(b,c) |0 v Tu w _ (tv)(~uwp) 0
det(a,d) / det(b,d) ‘ t wp ' 0 v| = (tw)(~wv)
0 w u v

4.6.3 Expression du birapport avec les mesures algébriques

Théoréme 4.12 Soit A = P(V) une droite projective, et sotent A,B,C,D quatre

points distincts de A. Soit A une carte affine de A. Alors le birapport p = [A B;C, D]
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peut se calculer ainsi dans la carte affine A, (selon la présence ou non de points d
Pinfing) :
(i) s¢ aucun des quatre représentants A, B,C, D n’est d l’infini,

~~~~ AC |/ BC
p=1[A,B;C,D] = A—_g—/% ;
(ii) i A est ¢ Uinfini, alors p = [A, B;C, D] = g—:g—;
(iii) si B est d Vinfini, alors p = [4, B;C, D] = %;
(iv) si C est d Vinfini, alors p = [Z, B:C, D)= —%;
(v) si D est d Vinfini, alors p = [4, B;C, D] = —;;g

Preuve
(i) On peut considérer que V' est I’espace universel de I’espace affine (4, A), et, lorsque
A, B,C, D ne sont pas a l'infini, que les quatre points A, B, C, D sont des vecteurs
de V, et d’ailleurs C — A, D — A, C — B, D — B également, étant d’ailleurs aussi
dans A, et donc tous colinéaires). D’aprés la propriété précédente, on a (en utilisant
aussi une propriété classique des déterminants : det(z,y) = det(z,y + ax))
_ det(A,C) /det(B,C)  det(A,C — A)det(B,D — B)
" det(A,D)/ det(B,D) det(A,D — A)det(B,C — B)’
Or, une des propriétés élémentaires des mesures algébriques est que le quotient

%_g— est le scalaire A tel que E — \AD (voir proposition 1.30 p. 20). De méme,

onai:,uavecB?=uﬁ.
BD
Donc -
_ det(A,\(D - 4))det(B,D-B) A _ 4C /BC
" det(A,D— A)det(B,u(D-B))  pn AD/ BD '
(ii) & (v) La démonstration des quatre cas ol ’'un des points est & I'infini fait I’objet
de l’exercice 4.8.

O

4.6.4 Propriétés du birapport

Proposition 4.13 Lorsque A, B,C, D sont quatre points distincts, si on permute
'ordre de ces quatre points dans un calcul de birapport, le birapport obtenu ne prend
que six valeurs maximum. Plus précisément, si p = [A, B; C, D], alors on a :

(i) [AaB,CaD] = [DaC;BaA] = [B’AaD)C] = [CaDaA)B] =p

(ii) [B, 4;C, D] = [A, B; D,C] = |D,C; A, B] = [C,D; B, A] = -
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(iii) [4, C; B, D] = [D, B; C, A] = [C, A; D, B] = [B, D; A,C] = 1 — p;

(iV) [C’A;B’D] = [D,B;A,C] = [A,C,D,B] = [B D;C, A] = _l—p;

(v) [C,B;A,D]=[D,A;B,C]=[B,C;D,A] [ADCB] o — 1;
(Vi) [BaC;A’D]‘:[D’A;C’B]=[CaB;DaA]=[A1D;BaC] r- 1'

La démonstration de cette proposition fait 1'objet de ’exercice 4.9.

Lorsque seulement trois des quatre points sont distincts, le quatriéme étant confondu
avec un des trois autres, on a vu qu’on peut prolonger la définition du birapport ainsi :
[A,B;C,A] =00; [A,B;C,B]=0; [4,B;C,C]=1.

Ensuite on applique une des permutations vues plus haut pour déterminer le birapport
dans les autres cas ou les quatre points ne sont en fait que trois.

Remarquons que ces valeurs sont compatibles avec n’importe laquelle des trois régles

de calcul de birapport, & condition d’utiliser les conventions usuelles 0= o0 et po 0.

Une propriété remarquable du birapport est la suivante :

Proposition 4.14 So_1)t A= ]P(?) une droite projective. Soit (4, B,C) un _;'epere
projectif de A et (A, A) une carte affine de A dans laquelle A est 3 Iinfini (A = A)

(B, C) est un repére affine de la droite affine A et (B, B? est un repére cartésien de
cette méme droite.

Si M est un point quelconque de A, alors son abscisse dans le repére (B, ﬁ) vaut
p si et seulement si ses coordonnées barycentriques dans le repére affine (B, C) sont
(1= p, p) et si et seulement si p est aussi la valeur du birapport [4, B; C, M] = p, et
BM

ol
En conséquence, on conviendra que ’abscisse dans le repére (B, B?) du point A, qui
est le point & 'infini de la droite affine (BC), est co.

on a dans ce cas p =

Preuve 35) peut étre considéré comme 1’espace universel A de la droite affine A,
et A, B,C ont comme coordonnées augmentées, dans la base (A, B), respectivement
(1,0), (0,1), (1,1).

Un point M de A a pour abscisse p dans le repére cartésien (B, B?) signifie que

BM = pB? (c’est-a-dire p = BM

ou M — B = p(C — B), puis M = (1— p)B+ pC :les coordonnées barycentriques de M
dans le repére affine (B, C) sont (1— p, p), et enfin M = (1—p)B+p(A+ B) = B+ pA.
Or, M = B+pA signifie exactement que M admet (1, p) comme coordonnées homogénes
dans le repére projectif (A, B, C), c’est-a-dire que le birapport [A, B; C, M] vaut p. O

——) ce qui équivaut successivement 4 BM 7 pEé
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4.7 Homographies

4.7.1 Présentation

Les homographies sont les morphismes de la structure d’espace projectif. Comme les
espaces projectifs sont issus des espaces vectoriels, il est logique que les morphismes
des espaces projectifs soient liés aux morphismes des espaces vectoriels, qui sont les
applications linéaires. Les éléments des espaces projectifs sont des droites vectorielles,
et les applications linéaires transforment des sous-espaces vectoriels en sous-espaces
vectoriels. Cependant, la dimension d’un sous-espace vectoriel n’est conservée a coup
sfir que par les isomorphismes. C’est pourquoi seules les applications linéaires bijectives
nous intéresseront pour donner naissance & des homographies, et nous ne considérerons
que des homographies entre espaces projectifs de méme dimension, (et en particulier
des « endomorphismes projectifs », homographies d’un espace projectif dans lui-méme).

Théoréme 4.15 (et Définition) Soient V et W deuz espaces vectoriels de méme
dimension n + 1. Soient E = P(V) et F = P(W) les espaces projectifs qui en sont
188US.

Alors toute application linéaire f bijective de V' sur W envoie les droites vectorielles
de V' sur les droites vectorielles de W, et définit une bijection ¢ = p(f) entre P(V) et
P(W). ¢ est I’homographie entre E et F issue de l’isomorphisme f.

Preuve

Le fait que 'image d’une droite vectorielle par une application linéaire bijective soit
une droite vectorielle est un résultat bien connu. Il reste & vérifier que ¢ est bijective;
son caractére surjectif est une conséquence immédiate du fait que f est surjective.
Montrons que ¢ est injective. Soit A et B deux points projectifs de E = P(V'). On
suppose qu’on a p(A) = ¢(B). Cela signifie que la droite vectorielle A =< a > et la
droite vectorielle B =< b > (ce sont des droites vectorielles de V') sont envoyées par f
sur la méme droite vectorielle C =< ¢ > de W. En particulier, la restriction de f &
< @ > étant bijective, il existe k € R* tel que f(ka) = ¢, et de méme, il existe k' € R*
tel que f(k'b) = c. Mais f est injective donc ka = k’b, et a et b sont colinéaires, donc
A=<a>=<b>=B. O

4.7.2 Propriétés des homographies

Proposition 4.16 Toute application composée d’homographies est une homographie,
'inverse d’une homographie est une homographie. L’ensemble des homographies d’un
espace projectif E = P(V) dans lui-méme est un groupe noté GP(E) (groupe projectif
de E). L’application p de GL(V) dans GP(E) est un morphisme de groupes surjectif
dont le noyau est I’ensemble des homothéties vectorielles.

D’une fagon générale, si f et g sont deux isomorphismes de V sur W, alors

p(f) =p(g) <= INER, f=MAg
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Preuve Le début de la proposition est assez évident. En fait, le seul point un peu
délicat est la détermination du noyau du morphisme p, et il suffit d’établir le dernier
point qui en est une généralisation.

Si f et g sont deux applications linéaires bijectives de V' sur W telles que les homo-
graphies associées ¢ = p(f) et ¥ = p(g) coincident, on peut considérer ’application
linéaire de V dans lui-méme h = g~! o f. L’action de h sur les éléments de E (qui
sont les droites vectorielles de V') est Iidentité puisque ¥ = @, ce qui se traduit par le
fait que pour tout vecteur non nul a de V, on a h(a) €< a > puisque h(a) dirige la
méme droite vectorielle que a, puisque p(h)(< a >) =< a >. Tous les vecteurs de V'
sont donc des vecteurs propres pour 1’endomorphisme h, et on a vu (voir exercice 2.4
p. 56) que ceci n’est possible que si h est une homothétie vectorielle, c’est-a-dire si il
existe A € R tel que A = Aidy. On a donc g~! o f = Aidy, donc f = Ag. O

4.7.3 Lien avec les repéres projectifs

Un résultat fondamental sur les homographies est celui qui les lie aux repeéres projectifs.

Proposition 4.17 Soient E = P(V) et F = P(W) deux espaces projectifs de méme
dimension n. Soient (Ag, A1, ..., An, An+1) €t (Bo, Bi, ..., Bn, Bnt1) des repéres pro-
jectifs respectivement de F et de F'. Alors il existe une unique homographie ¢ de E
sur F telle que ¢(A;) = B; pour tout i € [0,n + 1].

Preuve On sait qu'il existe une base (eg, €1,...,€n) de V et une base (fo, f1,- .-, fn)
de W telles que Vi € [0,n] on ait A; =< e; > et B; =< f; > et de plus en posant
eny1 =€ t+e1+- - t+eset fupn=fo+fit -+ foonait Ay =< en41 > et
Biy1 =< fa41>.

Considérons P’application linéaire u de F vers F' définie par u(e;) = f;. Il est clair
que ¢ = p(u) est une homographie telle que p(A;) = B; pour tout %, y compris pour
i =n+ 1, grice 4 la linéarité de u.

Soit maintenant 1 = p(v) une autre homographie vérifiant ¢(A4;) = B; pour tout 1.
Alors 9! o ¢ est une homographie  de E dans lui-méme, qui vérifie 6(A4;) = A; pour
tout < € [0,n + 1].

Si w =v7! 0w, il est clair que § = p(w). D’autre part, tous les vecteurs e; sont des
vecteurs propres pour w puisque e; € A; et w(e;) € A;. Soit \; la valeur propre de w
associée a e;.

On a d’une par w(en+1) = Anti1€nt+1 = An+t1€0 + Anti1€1 + -+ + Anyi1€n, et d’autre
part

w(ent1) =wleg+e1+ -+ +e,) =w(eg) +wler) + -+ wley)
= Xo€p + A1€1 + -+ + Anen.

En comparant ces deux décompositions du vecteur w(en+1) sur la base (eq, €1, ... ,en)
de V, on en déduit que Ag = Apt1, A1 = Ant1y- - sAn = An+t1, €t donc en posant
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A=X = A1 = ... = M = Apy1, il est clair que w(e;) = Ae;, ceci pour tous les
vecteurs d’une base de V, donc w = Aidy. Il en résulte que 6 = p(w) = idg, et donc
@ =1. O

4.7.4 Lien avec les applications affines

Nous pouvons maintenant étudier quelques homographies, et repérer une propriété
caractéristique.

Proposition 4.18 Soit £ = P(V) un espace projectif, et soit (E, E')) une carte
affine de E (E est un hyperplan vectoriel de V', E est un hyperplan affine de V' ne
contenant pas Oy ). Alors les isomorphismes affines de E peuvent &tre prolongés en
des homographies de E. Plus précisément, si f une application affine bijective de E
dans lui-méme, alors il existe une unique homographie f de E dans lui-méme, vérifiant

f'E=f-

Preuve Ce résultat est évident en considérant un repére projectif de E‘, formé de
n + 2 droites vectorielles dont les points les représentant dans la carte affine ne sont
pas & linfini. Toute partie formée de n + 1 points forme alors un repére affine de F, et
ces points sont envoyés en n + 1 points affinement libres par I'isomorphisme affine f
(puisqu’un isomorphisme affine conserve la dimension, n+ 1 points images quelconques
ne peuvent pas étre cohyperplanaires). Remarquons que ces points images ne sont
évidemment pas & l’infini puisqu ils sont images de points par une application affine.
Donc les n + 2 points du repére projectif sont envoyés en n + 2 points (non & l’mﬁm)
qui forment aussi un repére projectif, et il existe donc une unique homographie f de E
qui envoie le repére projectif antécédent sur le repére projectif image, et qui prolonge
donc f. O

4.7.5 Homographies d'une droite projective

Parmi les homographies, les homographies d’une droite projective sont trés inté-
ressantes, entre autres parce qu’elles permettent de comprendre le lien entre ces
homographies et les applications homographiques de R dans R.

Pl‘opOSltlon 4.19 Son: A= lP’(?) une droite projective. Soit (4, B,C) un repere
projectif de A et (A, A) une carte affine de A dans laquelle A est & 'infini (A A)
(B,C) est un repére affine de la droite affine A et (B, B_(-}) est un repeére cartésien de
cette méme droite.

Soit ¢ une homographie de A dans elle-méme, issue d’une application linéaire bijective
f de P dans lui-méme.
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On suppose que la matrice de f dans une base (e7, ez) associée au repere projectif
(A,B,C) (on rappelle qu'on a A =< & >, B =< e} > et C =< & + € >) est
a
Y
Soit M un point quelconque de A, dont 1’abscisse dans le repére (B, E&) vaut p (avec
éventuellement p = oo si M = A) (on a donc aussi p = [A, B; C, M] et les coordonnées
barycentriques de M dans le repére affine (B, C) sont donc (1 — p, p) si M # A).
Alors son image par f est le point M’ dont Pabscisse dans le repére (B, B?) vaut

= [A, B;C, M'], avec p' qui se déduit de p par la formule p' = :Z I?

6) (e, B,7, 6 sont des constantes réelles telles que ad — Sy # 0)

et ses

prolongements : pour 7 # 0, I'image du point d’abscisse —% est le point A (d’abscisse
infinie) et I'image du point A est le point d’abscisse % ; pour v = 0, 'image de A est
A. Les constantes a, 3,4, § sont définies & un facteur multiplicatif prés, tout comme
les vecteurs de la base (€7, e}) et I'application linéaire f.

Rappel : Les applications homographiques, ou homographies, de R dans R (ou de C

+b
dans C) sont les applications du type z — $+ 7 avec ad — bc #0 et ¢ # 0. Ce ne

sont pas des bijections de R dans R, mais le point de vue projectif permet de prolonger
une telle application en une bijection de R U {oo} dans lui-méme. Remarquons que
dans ce point de vue projectif, il n’est pas nécessaire de supposer ¢ # 0, de sorte
qu’une application affine de R dans lui-méme est une homographie comme les autres.

Preuve Il suffit de chercher I'image par f d’un vecteur directeur de la droite
vectorielle M. Si M # A cette droite vectorielle est engendrée par le vecteur @ de

coordonnées (p, 1) dans la base (ef,e3). L’image u’ de o par f a pour coordonnées
=ap+p

Y =79p+46

étant engendrée par le vecteur & de coordonnées (1,0), son image par f est le vecteur

f(1) de coordonnées (a,~) donc @(A) est la droite vectorielle < f(e]) >.

On étudie & présent les deux cas possibles :

Si y # 0, le représentant dans la carte affine A de I'image < f (e1) > de A par ¢
" est le point d’abscisse £ (pu1sque le vecteur de coordonnees ( , 1) engendre aussi

©(A)) ; pour le point partlcuher My d’abscisse pg = —; de coordonnées homogénes

(6, —), son image est le point de coordonnées homogeénes (ad — B, 0), c’est le point
a linfini A; pour tout autre point M, les coordonnées homogénes de son image

sont (ap + B,vp + 8), ou encore ( ’Z +? ) ce qui fait que c’est bien le point

ap+f
0

(z',y') vérifiant (on utilise la matrice de f). La droite vectorielle A

d’abscisse
+46

Si v =0, il est nécessaire que ad # 0 puisque ad — By #0; f (Ef) a pour coordonnées
(e, 0), et engendre encore A, ce qui fait que p(A) = A, et comme & # 0, 'image de
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tout point M non & 'infini est le point de coordonnées homogenes (ap + 3, 4), qui
ap+

]

p comme abscisse dans le repére (b, B?)
O

n’est pas a l'infini, et qui admet

4.8 Exercices

Exercice 4.1.
Soit V un espace vectoriel et P(V') ’espace projectif qui en est issu.

1° Soient ? et 8 deux sous-espaces vectoriels de V. Justifier rigoureusement 1’égalité
utilisée dans la démonstration de la proposition 4.2 p. 87 : ]P’(?) NP(G) = IP(? nG).

2° Démontrer qu’une intersection quelconque de sous-espaces projectifs est vide ou est
un sous-espace projectif.

3° Soit X une partie non vide de I’espace projectif P(V'). Quelle signification donner &
la notion de sous-espace projectif engendré par X (notée proj (X)).

4° Soient ? et 8 deux sous-espaces vectoriels de V.
Démontrer que ]P’(? + 8) = proj (]P’(?) U 11»(8)).

Exercice 4.2.

Soit 7 un espace vectoriel de dimension 4, et £ = ]P’(v) Pespace projectif qui en est
issu.

1° Démontrer que ’intersection de deux plans projectifs distincts de £ est toujours
une droite projective.

2° Soit IT un plan projectif de £ et A une droite projective de £ non incluse dans II.
Etudier l'intersection II N A.

3° Soient A; et A, deux droites projectives distinctes de £. Que peut-on dire de
AiNAy?

4° Soit (E, 3) une carte affine de £. Comment interpréter les résultats de 1°, 2%t 3°
dans cette carte affine ?

Exercice 4.3.

Une droite d coupe les c6tés (AB), (BC) et (AC) d’un triangle en A’, B, C’ respec-
tivement. Les droites (AB’) et (BC’) sont sécantes en L, les droites (BC’) et (CA’)
sont sécantes en M, les droites (CA’) et (AB’) sont sécantes en N. On veut montrer
que les droites (AM), (BN) et (CL) sont concourantes ou paralléles.

1° Faire la figure en choisissant la droite d comme droite & l'infini.

2° Démontrer le résultat.
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Exercice 4.4.

Dans un plan affine (P, 3) muni d’un repére (0,7, ), on considére les points A(0, 3),
B(0,-1), C(-1,0) et D(-3,0).

1° Faire une figure soignée. ABCD est-il un parallélogramme ?

2° On veut transformer cette figure pour que ABCD devienne un parallélogramme.
Pour cela, on considére que (P, P) est plongé dans un espace universel £ = P, et que
P est une carte affine du plan projectif P = P(P) = P(E). '

2° a) De quelle base de E dispose-t-on déja, sans introduire de nouveaux éléments ?

2° b) Soient Z, §, 5, D les éléments de P représentés dans la carte affine P par les
points A, B,C, D. Déterminer les coordonnées d’un vecteur directeur de chacune de
ces quatre droites vectorielles. Que représentent les droites (AB), (BC),(CD),(DA)
de la carte affine par rapport & 1’espace projectif P 7

2° ¢) Quels sont les points de la figure qu’on doit envoyer & l'infini pour que ABCD
devienne un parallélogramme ?

2° d) Déterminer un plan affine (P’ P’ ) de E) qui puisse servir de nouvelle carte
affine dans lequel les points projectifs A B C’ D seront représentés respectivement par
des points A, B’,C’, D' sommets d’un parallélogramme. On précisera une équation
cartésienne dans la base choisie en a) de P’ et on donnera les coordonnées des
quatre points A’, B’,C’,D’, puis on vérifiera que ce sont bien les sommets d’un
parallélogramme.

3° Est-il possible de trouver une carte affine (E”, ﬁ ) dans laquelle A, B,C, D seraient
représentés par des points A”, B"”,C",D" tels que A”B"D"C" soit un parallélo-
gramme 7

Exercice 4.5.

Soit ABC un vrai triangle d’un plan affine considéré comme carte affine d’un plan
projectif. Soit D un point n’appartenant & aucun des c6tés de ce triangle.

Soit C’ le point d’intersection de la droite (C'D) avec la droite (AB). Soit B’ le point
d’intersection de la droite (BD) avec la droite (AC).

Soit T un point de la droite (AD), distinct de A et distinct de B. La droite (T'C")
coupe (AC) en C”, et la droite (T'B’) coupe (AB) en B”.

Les droites (B'C") et (B"”C") se coupent en E. Montrer que B, C et E sont alignés.
(On pourra introduire une carte affine dans laquelle la droite (BC) est d linfini).

Exercice 4.6.
1° Traduire 1’énoncé du théoréme de Desargues (théoréme 2.26 p. 55) dans le cadre
projectif.

2° Enoncer une réciproque de cet énoncé dans le cadre projectif.
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3° Démontrer ce théoréme de Desargues ainsi que sa réciproque, dans le cadre projectif.

4° Retraduire ’énoncé du théoréme de Desargues dans le cadre affine avec toutes ses
variantes, puis faire de méme avec sa réciproque.

Exercice 4.7.

E est un espace vectoriel de dimension 2. Soit (7,7) une base fixée de B. Soit
D la droite affine d’équation y = 1. On choisit (D, D) comme carte affine de ]P(E),
On considére les vecteurs U (5,3), ¥ (2,4), @(1,—5) et 7 (4,7) (coordonnées dans la
base (7, ?)) On considére les points de P’espace projectif : A = p(W), B = p(7),
C=p(W) et G= p(_t)) (Notations du cours)

1°Représenter les points A, B, C et G dans la carte affine D.

2° Montrer que (A, B,C) constitue un repére projectif de ]P’(E)) et déterminer un
triplet (eo, ei, ez) correspondant associé & ce repére projectif.

3°Déterminer de deux maniéres différentes au moins [A, B; C, G].

Exercice 4.8. Terminer la démonstration de la propriété 4.12 (p. 94).

11 faut donc démontrer que si A, B, C, D sont quatre points distincts d’une droite A
carte affine d’une droite prOJectlve A= P(V), si ces quatre pomts sont les représentants
de quatre points projectifs A B C D de A sip= [A B C D], alors

BD
ii ‘A t\l,'ﬁ',l CD —
(ii) si A est & l'infini, alors p = [A4, ] BT
(iii) si B est & linfini, alors p = [Z, B;C, 5] = %;
(iv) si C est a Vinfini, alors p = [;f, B;C, 5] = %;
(v) si D est a linfini, alors p = [Z,E; C, ]5] = —g_%

Exercice 4.9. Démontrer la proposition 4.13 (p. 95), qui affirme que :

si A, B,C, D sont quatre points distincts d’une droite projective A, si p = [A, B;C, D],
alorson a :

(1) [A»B)CaD] = [D,C,B,A] = [B,A,D,C] = [C D; A, B]

(i) [B, 4;C, D) = (4, B; D,C] = D, C; A, B] = [C, D; B, A] = %

(iii) [A,C; B, D] = [D, B;C, A] = [C, A; D, B] = [B,D; A,C] =1 — p
(1v) [C, 4; B, D] = [D, B; A,C] = [A,C; D, B] = [B, D; C, 4] = J7
(V) [C’B,A)D] = [DaA;B’C] = [B,C;D’A] = [AsD;C;B] = __1

(mw£AM=WAQM=M&QM=MQRQ=%?
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Exercice 4.10.

La représentation ci-dessus a lieu dans un plan projectif et définit les points a, b, c,d, e
& partir des points A, B, C, D.

1° Enoncer clairement toutes les hypothéses implicites contenues dans cette figure.
Justifier que (4, B, C, D) est un repére projectif.

2° Déterminer les coordonnées homogenes des points de la figure dans le repére projectif
(4,B,C, D).

3° Montrer que [B,C,a,d] = —1. Former sept autres birapports de ces quatre mémes
points pris dans des ordres différents dont la valeur est encore —1. (On dit que {B,C}
et {a,d} sont en division harmonique.)

4° Trouver dans la figure deux autres sous-ensembles de quatre points qu’on peut
ranger dans un ordre tel que leur birapport a aussi —1 comme valeur. (On peut traduire
cette question en disant qu’on doit trouver dans la figure d’autres paires de points en
division harmonique).

Exercice 4.11.
1° Montrer qu’une homographie d’un plan projectif transforme des points alignés
distincts en des points alignés distincts.

2° Montrer qu’une homographie conserve le birapport.

Exercice 4.12.

1° Préliminaire )
Montrer qu’une application f bijective d’une droite projective d vers une droite
projective d’ est une homographie si et seulement si elle conserve le birapport de
quatre points.
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2° Soient d et d’ deux droites projectives distinctes d’un plan projectif IT et soit S
un point n’appartenant ni & d, ni & d’. On considére I’application w de d sur d’ qui
au point M associe le point M’ intersection entre d et (SM) (cette application est
appelée la projection de sommet S de d sur d'). Montrer que 7 est une homographie.

3° Soient d et d’ deux droites projectives distinctes d’un plan projectif II. Montrer
qu’une homographie de d sur d’ une projection si et seulement si elle admet un point
invariant.






CHAPITRE 5

Géométrie euclidienne

5.1 Introduction

La géométrie euclidienne se pratique dans un espace affine euclidien qui n’est autre
qu’un espace affine dont ’espace vectoriel associé est euclidien.

Cette notion d’espace vectoriel euclidien a normalement déja été étudiée lors des
deux premiéres années de licence, on se contentera de rappeler les résultats les plus
importants et d’essayer quand c’est possible de les interpréter en termes de géométrie
affine.

5.1.1 « Rappels » sur les espaces vectoriels euclidiens

Dans tout le chapitre, (E, E) est un espace affine euclidien.

E est donc un espace vectoriel euclidien, c’est-a-dire un espace vectoriel de dimension
finie n, qui est muni d’un produit scalaire.

Rappelons qu'un produit scalaire est une forme bilinéaire définie positive.

Remarque : En pratique, pour démontrer que quelque chose est un produit scalaire,
il est en général assez trivial de montrer que c’est une forme bilinéaire symétrique,
que sa forme quadratique est positive pose également rarement de probléme, le plus
difficile étant la plupart du temps de montrer que cette forme quadratique est définie,
c’est-a-dire que si le « carré » d’un vecteur est nul, alors ce vecteur est nul.

Notations : Nous noterons le plus souvent le produit scalaire de deux vecteurs Z et
7 ainsi: @ - ?

Le carré scalaire d’un vecteur est Z° = 7 - Z.

La norme (euclidienne) d’un vecteur est || Z|| = V z°

L'application z — || || est une norme : elle vérifie entre autres les inégalités triangu-
laires.

Lorsqu’on veut montrer la premiére inégalité triangulaire (|2 + || < |2 || + | 7)),
on a besoin de I'inégalité de Cauchy-Schwarz : |Z - | < || Z|| || 7]l ; la démonstration
de ces résultats fait 1'objet de ’exercice 5.1 (p. 132).
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5.1.2 Interprétation de ces notions en affine
Le produit scalaire de deux vecteurs construits a partir de points de E est noté :
AB-AC.
2
Le carré scalaire du vecteur Z§ se note : E ou tout simplement AB2.
La norme du vecteur xﬁ s’appelle aussi la longueur du segment [AB] ou distance de
A 4 B. Elle se note | AB|| = AB = d(4, B).
L’inégalité de Cauchy-Schwarz peut se traduire par IA_B) . El < AB x AC.

Les inégalités triangulaires peuvent s’écrire : |AB — BC| < AC < AB + BC. Classi-
quement, ces inégalités peuvent s’interpréter ainsi : dans un triangle, la longueur d’un
cOté est comprise entre la somme et la différence des longueurs des deux autres cotés.

5.1.3 Quelques autres formules classiques et leurs interprétations en affine

Le développement du carré scalaire d’une différence de deux vecteurs :
| — 72 = |Z|> + | /||> — 2% - ¥ sinterpréte avec la formule de « Pythagore

généralisée » : BC? = AB? + AC? — 24B - AC.
1212+ 1712 - 1% - |
2

L’identité de polarisation @ - ¥ = peut se traduire par

2 2 _ 2
E-E=AB +A;§’ BC '

5.1.4 Orthogonalité

L’orthogonalité de deux vecteurs se caractérise par le fait que leur produit scalaire est
nul, d’ott par exemple le théoréme de Pythagore (et sa réciproque) :

AB 1 AC <> AB®+ AC? = BC?,
On utilisera la notion d’orthogonal d’un sous-ensemble X de E: c’est le sous-espace

vectoriel
Xt={7eE|vZeX,7 7 =0}

On a les résultats classiques, dus au fait qu’un produit scalaire est une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée et qu’on est en dimension finie :

F oF=F; FroF, (?+3)¢=?l03l; (?n@’)l=?l+3l.

La premiére des relations ci-dessus (? et ?"- sont supplémentaires) permet de définir
les projections et les symétries orthogonales (vectorielles et affines).



5.1 INTRODUCTION 109

5.1.5 Projections et symétries orthogonales

La projection orthogonale sur ? (notée 71'?) est la projection sur ? dans la direction
de?l ronamp =TgR Ry-
De méme, la symétrie orthogonale par rapport a ? (notée a?) est la symétrie par

rapport a 7 dans la direction de FL. onaocp=0ppL-

On définit les projections et symétries affines orthogonales de la méme fagon. Dans
’espace affine euclidien F, si (F, F') est un sous-espace affine de E, la projection pg
est la projection orthogonale sur F, c’est-a-dire la projection sur F' dans la direction
de F'+ : on a donc pr =PpRu-

La symétrie s est la symétrie orthogonale par rapport & F', c’est-a-dire la symétrie
par rapport & F' dans la direction de L :onadoncsp=s FRL

5.1.6 Familles orthogonales, bases orthonormées

Une famille finie de vecteurs (Ef)lgisk est orthogonale lorsque pour 7 # j on a
@ E} = 0. Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre. Si on impose de
plus que [|al|| = 1, la famille est alors orthonormale, et une famille orthonormale de n

vecteurs est une base orthonormée.

Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt permet de construire des
familles orthogonales et des bases orthonormées.

_)
Sia= (E,?)lggk est une famille libre, alors on considére la famille b = (b; )1<i<k
construite & partir de a par le procédé suivant :

.—)
o by =ai;
i-1 3 77
. o T , ~ a; - b; =
e pour 2 < i < k, on définit b; par récurrence : b; = @, — 1_)2"’ b; .
j=1 b

Alors la famille b est orthogonale, de plus on a pour tout j tel que 1 < j <1,

- 5 - 2
<al,...,a} >=<by,...,b; > etal - b; = b; >0.

En particulier, si on part d’une base a = (Ei))lg,;gn de B, on obtient par ce procédé
une base orthogonale b = (b;)1<i<n de E. Pour obtenir une base orthonormée, il

.. - 1 = .
suffit de diviser chaque vecteur b; par sa norme : en posant ¢; = ——b; pour tout %,
i

on obtient une base orthonormée ¢ = (a)lgign de E

La démonstration de ces résultats est I’objet de 1’ exercice 5.3 p. 133.
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Un des intéréts des bases orthonormées est que 1’expression du produit scalaire dans
une telle base b = (b; )1<ign est particuliérement simple :
si X est la matrice colonne des coordonnées d’un vecteur Z dans la base b,
si Y est la matrice colonne des coordonnées d’un vecteur 7 dans la base b,
n n
alorsona @ - =X Y = (zr -+ xa) | : =iny,—.
Yn =
En particulier, dans cette base b, les coordonnées d’un vecteur Z sont faciles &

n
-
exprimer : on a z = Z(? - b; ) b;, et la matrice colonne X des coordonnées de 7

i=1 5

7 b

dans cette base est donc X = :
_)
? * bn

s s e .
En généralisant, si (b;)1<ick (pour 1 < k < n) est une famille orthonormale de k
vecteurs de F/, c’est donc la base orthonormée du sous-espace vectoriel

=< by,...,br > de E et on peut compléter cette famille orthonormale en une base

orthonormée de E qui pourra s’écrire b = (b; )igign = (b1, T TR n) (i1
existe un « théoréme de la base orthonormée incompléte » qu’on déduit facﬂement
d’une combinaison du théoréme de la base incompléte avec le procédé de Schmidt).

Alors, si w3 est la projection orthogonale (vectorielle) sur ? il est aisé de voir que
pour tout Z € E) on a

k
(5.1) m2(@) = Y (3 - b)b.
i=1

k n
= = ==

On vérifie aisément qu’on a aussi W?L(?) =7 - Z(? - b;)b; = Z (2 - b;)b;.

i= i=k+1
Ces formules sont particuliérement simples si ? =<d >:si ﬁ est ’hyperplan
orthogonal & (qu'on note, par abus de langage toléré H= UL et si mp désigne la
projection orthogonale sur < 4 >, ona, pour tout Ze

7 7
m2(2) = Tﬂ et ﬂﬁ(?) —Tﬂ

(On n’a pas supposé que U était normé, mais lorsque c’est le cas, la formule est encore
plus simple, il n’y a plus de dénominateur.)

En utilisant que o = m» — 7, il est facile d’écrire une formule analogue pour les
symétries orthogonales (vectorielles).
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5.1.7 Applications orthogonales

Une application orthogonale est une application qui conserve le produit scalaire, c’est-
a-dire une application u entre deux espaces vectoriels euclidiens F et E’ (le plus
souvent confondus, en pratique : on parle alors de transformation orthogonale) telle

que V?,? € 3, ona
W) w(Y)=27.

Une application orthogonale est linéaire : on le démontre aisément en développant
— 2
(dans espace euclidien E’, bien siir), par exemple (u()\_:t? +7) - u(Z) - u(?)) .

Une application orthogonale est forcément injective : il suffit d’étudier son noyau. (Voir
P’exercice 5.5 p. 134 pour une démonstration de tous ces résultats).

Une transformation orthogonale est donc bijective et ’ensemble de toutes les transfor-
mations orthogonales d’un espace vectoriel euclidien E est un sous-groupe du groupe
linéaire de B appelé groupe orthogonal de —E) et noté 0(3).

On a la caractérisation suivante :

Théoréme 5.1 Un endomorphisme u de ﬁ est une transformation orthogonale si et
seulement si une des assertions suivantes est vérifiée :

() VT, 7 e 3, onau(@) -u(y) =7 -7 (u conserve le produit scalaire).

(i) Ve € B , on a|u(2)| = || Z|| (u conserve la norme : on dit que u est une isométrie
vectorielle)

(iii) Il existe une base orthonormée e = (e;) de E telle que la famille & = (2) =
(u(e?)) soit une base orthonormée.

(iv) Pour toute base orthonormée e = (&) de E), la famille ' = (?i) = (u(e})) est
une base orthonormée.

(v) La matrice M de u dans une base orthonormée e vérifie MM =1, (On dit que M
est une matrice orthogonale.)

(vi) La matrice M de u dans toute base orthonormée e vérifie MM = I,,.

Preuve

(i) : c’est la définition.

Pour (ii), il suffit d’utiliser une identité de polarisation.

Pour (iii) et (iv) il suffit d’utiliser la décomposition d’un vecteur dans une base
orthonormée.

Pour (v) et (vi), il suffit de se rageler que les colonnes C; de la matrice M sont les

coordonnées dans la base e des €', et que le fait que €’ soit orthonormé se traduit

3
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par

Vi, j, ;-')-e?-=6;fi ou encore'C; Cj = § <= MM =1,.

O

Les matrices orthogonales sont les matrices qui sont telles que leur inverse est aussi
leur transposée. Pour une matrice orthogonale M, de la relation ‘MM = I,,, on tire
det(M)? = 1, donc le déterminant de tout endomorphisme orthogonal est soit 1, soit
—-1.

On note O"'(I_E)) I’ensemble des transformations orthogonales dont le déterminant
vaut 1 (qu’on appelle isométries vectorielles positives) et O‘(E) P’ensemble des
transformations orthogonales dont le déterminant vaut —1 (les isométries vectorielles
négatives). 1l est clair que ces deux ensembles forment une partition de O(E) et que
0"’(?) est un sous-groupe d’indice 2 de O(Ez). Pour le vérifier il suffit de prouver
qu'’il existe des isométries vectorielles négatives : or, toute symétrie orthogonale par
rapport & un hyperplan ﬁ est une transformation orthogonale de déterminant —1,
puisque la matrice de o dans une base orthonormée adaptée & la décomposition en

somme directe B = H ® HL est

1 0 0
0 1 :

: 1 0
0 --- 0 -1

L’interprétation affine des transformations orthogonales améne 1’étude des isométries
affines. On fera cette étude au § suivant et trés naturellement cela nous donnera
Poccasion de réviser et de préciser certaines propriétés des isométries vectorielles.

Remarque : De fagon un peu surprenante, s’il est clair que les symétries orthogonales
sont des transformations orthogonales, en revanche les projections orthogonales, comme
leur nom ne l'indique pas, ne sont pas des transformations orthogonales : en effet, elles

ne sont (en général) pas bijectives puisque le noyau de w3 est L

Il reste une notion d’intérét pratique important & rappeler.

1 §7 est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si i = j et 0 si i # j.
1 .
La matrice identité I, a pour terme général 6 (pour 1 < i< net1<j<n).
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5.1.8 Endomorphismes symétriques

Un endomorphisme symétrique (pour le produit scalaire) d’un espace vectoriel euclidien
est un endomorphisme u tel que pour tout couple (?, 7) d’éléments de B, on ait :

u(@) 7 =7 u¥)

En traduisant matriciellement dans une base orthonormée cette relation (M étant la
matrice de u dans une base orthonormée)

W) Y = MX)Y =X tMY et 7 -u(7) =X MY donc !X MY =tX MY pour
tous X,Y, on peut affirmer qu'un endomorphisme u est symétrique si et seulement
si sa matrice M dans une base orthonormée quelconque est égale & sa transposée, ce
qui signifie que c’est une matrice symétrique (c’est dii & la définition et & la propriété
caractéristique de la matrice d’une forme bilinéaire, appliquées a la forme bilinéaire

Exemple : La matrice d’une projection orthogonale w3 dans une base orthonor-
mée adaptée & la décomposition en somme directe E) F ® FL est (par blocs)

Ik Ok,n—k donc est symétrique et une projection orthogonale est donc une
On—kk On—kn—k
transformatlon symétrique. Sa matrice dans toute base orthonormée est donc également

symétrique.
Il en est de méme pour une symétrie orthogonale : en effet, la matrice de la symétrie
orthogonale o3 dans une base orthonormée adaptée & la décomposition en somme

directe E = ? @ ?J- est (par blocs) ( Ik Ok,n—k)‘

On—k,k —In—k

5.2 Isométries d’un espace affine euclidien

5.2.1 Définition

Définition 5.2 On appelle isométrie une application f entre deux espaces F et
E’ munis de distances (notées respectivement d et d’), qui conserve les distances,
c’est-a-dire telle que VA, B € F, on ait d'(f(A4)f(B)) =d(4, B)

_)
Proposition 5.3 Soient (E, E) et (E’',E') deux espaces affines euclidiens et soit
f : E — E’ une application. Alors f est une isométrie si et seulement si f est affine

et sa partie linéaire ¢ = Ly est une application orthogonale de E vers E'.

Preuve Notons pour tout point X € E, X' = f(X). Soit A un point fixé quelconque
de E. On doit montrer que I’application vectorielle ¢ associée par A & f est linéaire et

que ¢ est orthogonale.
Or, ¢ est déterminée par ¢(¥) = f(A + @) — f(A).
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Montrons que ¢ conserve le produit scalaire : soient U et ¥ deux vecteurs quelconques
.Onpose B=A+UetC=A+7.0na

le(@)Il = If(A+ ) - F(A)ll = I£(B) ~ f(Al = IB' ~ A'|| = A'B' = AB = | ¢|
De méme, [lo(7)|| = | 7]

Donc ¢ conserve la norme, mais ceci ne suffit pas encore & prouver que ¢ est linéaire.
Mais on a aussi

() — (D)l = If(A+ &) - F(4) - fF(A+ )+ f(A)]| = |B' - C'|
=C'B' =CB=|d - 7|

Donc on peut utiliser 1'identité de polarisation :

o(@) - o(@) = oD + (D) = lo(2) = (D)
= SRR+ PP -2 - P =2 7.

¢ conserve donc le produit scalaire : c’est donc une application linéaire, et une
application orthogonale.
La réciproque est « presque » évidente. (]

Voici une proposition-définition importante, de démonstration évidente.

Proposition 5.4 (et définition)

L’ensemble des isométries de ’espace affine (E, E)) est un sous-groupe du groupe affine
GA(E), noté Z(E).

Un déplacement (ou isométrie affine positive) est une isométrie dont la partie linéaire
est une isométrie vectorielle positive.

L’ensemble des déplacements de F est un sous-groupe d’indice 2 (donc distingué) de
Z(E) noté Z*(E).

Les éléments de Z~(E) = Z(E) \ Z*(E) sont appelés anti-déplacements (ou isométries
affines négatives) de E.

Exemples : Les translations sont des déplacements.

Une symétrie affine s G est une isométrie si et seulement si sa partie linéaire est une
symétrie vectorielle orthogonale, c’est 3 dire si et seulement si elle est une symétrie
affine orthogonale (? ). 11 s’agit donc d’un déplacement si et seulement si la
codimension? de I’ensemble des points invariants est paire (le déterminant de la

La codimension d’un sous-espace vectoriel est la dimension d’un quelconque de ses sous-espaces
vectoriels supplémentaires. En dimension finie n, pour tout sous-espace vectoriel ?, on a dim F' +
codim F' =n.
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matrice de sa partie linéaire dans une base adaptée & la somme directe ? = ? ) ?}
Ik Ok,n—k — (_l)n—k)

t .
es On—k,k _In—k

Définition 5.5 Une symétrie orthogonale par rapport & une variété affine de codimen-
sion 1 est appelée réflexion (affine) ou symétrie hyperplane; c’est un antidéplacement.
Une symétrie orthogonale par rapport & une variété affine de codimension 2 est appelée
retournement ; ¢’est un déplacement.

Voyons maintenant une caractérisation importante des isométries :

Proposition 5.6 Soit R = (Ao, A1,...,A,) un repére affine de I'espace euclidien E.
Soit f une application affine de E vers un autre espace affine euclidien E’.
Soit A; = f(A;) pour i =0,...,n.
Alors f est une isométrie si et seulement si V(4, j) € {0,...,n}> on a

d'(4;, A;) = d(As, 4j).
Dans ce cas, (Ap,...,A}) est un repére affine de 1'espace affine f(E) qui est de
dimension n.

En d’autres termes, pour qu’une application affine soit une isométrie, il suffit qu’elle
conserve les distances entre les points d’un repére affine.

Preuve Il est évident qu’un seul sens est & démontrer : on suppose que I'image du

repére R par f est un « simplexe isométrique » (ensemble de n + 1 points ayant des

cotés de méme longuer que R). (Remarquons que f est entiérement définie en tant

qu’application affine connaissant les images des points d’un repére affine.)

On doit démontrer que la partie linéaire ¢ de f est une application orthogonale. On
. — 5 .

sait que B = (Ao A1, ..., AoAn) = (U1, ..., Uy) est une base de E. Il est assez évident

que si on arrive & montrer que ¢ conserve les produits scalaires des éléments de B,

¢ conservera tous les produits scalaires (il suffit de développer les vecteurs selon les

vecteurs de base).

Or, on a pour 4,5 € {1,...,n},

o(T3) - o) = 3 (eI + (I ~ () ~ o))
= SUAGAL + LA — ALAT®) = 2 (Ao AT + AoA] — A;AY)
= SR+ 150 = I = T = 2 2

¢ est donc une application orthogonale et f est une isométrie affine, donc une bijection
affine entre F et f(E), qui sont donc de méme dimension, et (Ay, ..., A,) est bien un
repére de f(E). O

Un corollaire non trivial de ce résultat est le suivant.
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Proposition 5.7

Soit (Aj,...,A,) un systéme de n points affinement libres d’un espace euclidien E.
Soient (A/é’ ..+,Ay) n points de E tels que A;A; = A;A; pour tout couple (3,5) €
{1,...,n}%

Alors il existe exactement deux isométries de E, 1’'une positive, I’autre négative qui
transforment chaque A; en Aj.

Preuve Remarquons tout d’abord que le systéme (Aj, ..., A,) n’est pas un repére
affine de F (il manque un point). En revanche, il engendre un hyperplan affine
H. D’aprés la propriété précédente, il existe une unique isométrie affine g entre
H et un hyperplan H' = g(H) qui est telle que pour tout ¢, on a g(4;) = A} et
H' =g(H) =aff (A},...,A).
Soit 7-} la direction de H et I-? la direction de H’. La partie linéaire 7 de g est une
application linéaire orthogonale de ﬁ sur H'.

L et H'L sont des droites vectorielles. Soient U et 7 des vecteurs normés dirigeant
respectivement HL ot HL.
On peut définir une application linéaire ¢ de E) dans lui-méme par :

i Z =7 + AU est la décomposition de Z selon la somme directe orthogonale

si
_)

E= ﬁd; <d>(Je ﬁ), on pose o(Z) = g(7) + A,

11 est assez clair qu’en procédant ainsi on construit une application linéaire de ﬁ dans

E.

D’autre part, ¢ conserve la norme : en effet, on a

le(@)I2 = lg(@I? + X2l |2 = [ 712 + 22
= I7IP + DZI? = 1211

(On a utilisé deux fois le théoréme de Pythagore puisque o L Het 7 1 g(ﬁ) = f_ﬁ )
Donc ¢ est une application orthogonale, et 'application affine f qui transforme A; en
Al et qui admet ¢ com&gartie linéaire _ﬂme isométrie, dont la restriction 3 H est
9 (f(A) = f(A1) + (A1) = A} + T (A1 Ai) = g(A:) = A)).

D’autre part I’application f’ = sy o f est une autre isométrie affine, distincte de f,
de signe opposé, qui transforme aussi les A; en les A;. On a trouvé deux isométries
distinctes ayant cette propriété.

Soit maintenant h une ig))métrie affine telle que h(A4;) = A pour tout i. Néc_e)ssa.irement,
_)

on a th = g et donc h|7-7 = . Alors nécessairement, on a (W) € H'L et donc
o,
R(T)=td. .

- -
11 est clair_q)ue si K(W) = o, c’est que B = o
- ; - 3 —
R(d)=—u  alors o0 0 h(d) =1 et o ° h|§=

donc h = f, tandi_s) que si
Iﬁ:?doncag;o h=pet

1

et
_)
h
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sgoh = f de sorte que h = sy o f. Il n’y a donc que deux isométries transformant
les A; en les Aj. O

5.2.2 Réflexions

Proposition 5.8 (et définition)

Soient A et B deux points distincts de 1’espace affine euclidien E. Alors I’ensemble
des points M de E qui sont & égale distance de A et de B est un hyperplan appelé
hyperplan médiateur de {A, B} (ou de [AB]) (ou de (4, B)). C’est ’hyperplan passant

par le milieu I de {4, B} et dont la direction est < AB >*.
De plus, il existe une unique réflexion sy qui échange A et B : c’est la réflexion par
rapport & I’hyperplan médiateur.

Preuve On doit montrer que ’ensemble des points a égale distance de A et de B
est I+ < AB >, Or,on a :

d(M, A) = d(M, B) <= MA? = MB? < (MA+MB) - (MA—-MB)=0
e 2MI-BA=0 « Ml 1LAB « Mle< 4B >+

e Mecl+<AB>t

Si I'hyperplan H est tel que sy (A) = B, alors o (E) —BA=-24B donc on a
T = oﬁ(ﬁ) +AB = (og +id—E§)(E), donc AB € ker(oz +1id) et ABec H: par
définition de I'orthogonalité d’une symétrie, et on a donc ﬁ =< A_B) >+, De plus le

milieu I de [AB] est clairement un point de H donc H = I+ < AB >L. Pour finir, il
est clair que la réflexion par rapport au plan médiateur de [AB] échange A et B. O

Une application importante de la notion d’hyperplan médiateur est le théoréme
suivant :

Théoréme 5.9
Toute isométrie f de E peut s’écrire comme composée de m réflexions avec m < n+ 1.

Preuve Soit R = (Ao,...,A,) un repére affine de E et A; = f(A;).

Posons f = fo. On considére I’ensemble & = {z € {0, coo,n}| AL # Ai} et le nombre
Ny = card &.

Si No = 0, c’est que f = idg, donc f est la composée de 0 réflexions et c’est terminé.

Si Ny > 0, c’est que & # @; on choisit k € &. On a donc A}, # Ag. Soit Hy
'hyperplan médiateur de [AxA}]. On pose f1 = sm, o fo et on considére maintenant

'ensemble & = {z €{0,...,n}| f1(4:) # Ai} et le nombre N = card £;. Montrons
que N < Np. Soit j un indice tel qu’on avait A; = A;. Puisque f est une isométrie,
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ona A} A} = Aj A donc A; A} = AjAg, de sorte que A; appartient au plan médiateur
H; de [AxA}]. On a donc f1(A4;) = su,(f(A;)) = su,(A;) = Aj, de sorte que parmi
les points A;, il y a au moins autant de points invariants par f; qu’il n’y en avait par
fo=1F.

Mais le point Ay est par construction de f; un nouveau point invariant par f; :
fl(Ak) = sHl(f(Ak)) =SH, (A;c) = Ag. Donc k € & et N7 < Np.

Siona Ny =0, c’est que f; =idg donc f = su, : f est la composée d’une réflexion.
Sinon, on itére le procédé, en considérant ko € £1(# &) et pour Ha plan médiateur de
[Ak, f1(Ak,;)], on prend fz = sm, o fi, qui par le méme raisonnement laisse strictement
plus de points A; invariants que f;.

On construit ainsi une suite d’isométries f, = sp, o f,—1 et une suite correspondante
d’entiers Np, nombre de points A; qui ne sont pas invariants par f,. La suite (N,)
d’entiers naturels est strictement décroissante, ce qui fait qu’on obtient forcément au
bout de m itérations du procédé, avec m < n+ 1 (nombre de points 4;) N, =0 et

fm =idg.
Comme par construction, on a f,, = Sg,, 0+ 0 8H, © sy, o f = idg, c’est que
f=sH, 08,0 038K, . O

Remarque : Une démonstration basée sur le méme principe permet de montrer
que toute isométrie vectorielle peut se décomposer comme produit de m réflexions
vectorielles avec m < n.

5.2.3 Isométries avec point fixe

Les isométries étant des applications affines, on démontre sans difficulté, et comme
pour les applications affines, les résultats suivants :

Proposition 5.10 L’ensemble des isométries de E admettant le point {2 comme point
invariant est un sous-groupe de Z(E) (noté Zq(E)), isomorphe & O(E).
Z(E) est le produit semi-direct de T (E) par Zq(E).

Les isométries avec au moins un point fixe sont donc simples & connaitre : il suffit de
connaitre les isométries vectorielles correspondantes.

Comme les autres applications, affines, une isométrie admet & coup siir un point fixe
unique si et seulement si sa partie linéaire n’admet pas 1 comme valeur propre.

Mais cette situation (1 n’est pas valeur propre de f) qui est assez banale pour les
applications affines générales est beaucoup plus rare parmi les isométries. En effet,
la partie linéaire d’une isométrie affine est une transformation orthogonale, dont on
démontre aisément qu’elle n’admet que des valeurs propres de module 1. Donc il
est trés fréquent qu’une isométrie admette 1 comme valeur propre, et dans ce cas,
I’ensemble des points fixes est trés souvent vide. Le théoréme qui suit permet de donner
une description précise de ce qui se passe dans ce cas.
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Théoréme 5.11 (Factorisation d’une isométrie) Soit f une isométrie de les-
pace affine euclidien E. Alors il existe un unique couple (f t) ou f est une isométrie
admettant au moins un point ﬁze et t une translation qui vérifie f = f ot=to f

L’ensemble V des points ﬁzes de f est dirigé par le sous-espace propre E1 associé a la

=2
valeur propre 1 de 7 =f (E'1 = ker(? —idg)
Le-vecteur U de la translation t = t3 est un élément de E')l.

Pour démontrer ce théoréme, on établit d’abord un lemme :

Lemme 5.12 Si 7 est une transformation orthogonale de B, alors

E =ker(f —idz) & Im(F — id).

Preuve du lemme Pour alléger les notations, soit ¢ = ? idg. Considérons
l’adjoint de ¢, qui est ’application ¢* telle que pour tout (? ? € 32 on a
z- <p(7) = (7) Y. Gréce au fait que f est une transformation orthogonale3,
onap*= f*—idg = f ' —idp et donc ker p = ker ¢*, puisque ?(?) =7 <=
7=713).

Or, il est classique que ker ¢* C (Im @)+, puisque si Z € ker p*, Vif = ¢(7Z) € Im ¢,
oma? - P=7 pZ)=p"(T)- Z=0-7=0.

Donc kerp C (Imp)t. Mais dim(ker ) = n — 1g(y) = dim ((Im)*), de sorte que

ker o = (Im )" et on a bien E= ker ¢ eJé Imyp = ker(? —idg) é Im(? —idy). O

Preuve du théoréme Etablissons tout d’abord des conditions nécessaires déduites
de Pexistence éventuelle d’une décomposition f =to f = f ot. Nous verrons qu’ainsi
nous établirons ’'unicité d’une telle décomposition.

Soit 2 un pomt fixe de f Montrons que I’ensemble des points fixes de f est alors

V=Q+E = -0+ ker(f —idz).

Soit A € Q+ E1 Ona A=Q+ W avec @ € E1 donc ?(ﬁ W, et on peut écrire
F(4) = Q) + 7(?) Q+d=A (n’oublions pas que f a la méme partie linéaire

que f). A est bien un point fixe de f , donc A € V; on a prouvé pour l'instant que

Q+FE,CV.

Soit maintenant A € V un point fixe de f Posons & = Sﬁ = A — Q, de sorte que

A=Q+4W.0na ?('13) = f(A) - ~(Q) = A—Q = (puisque A et Q sont des points

fixes de f) On a ainsi prouvé que (ﬁ) =, donc W € E)l et A=Q+d € Q+El

on a prouvé l'inclusion inverse V C Q +

% On le démontre ainsi : f~1(z)- ¥ = F(F-UZ)- F(P =2 -F(@)=F*@)- 7
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Smt U le vecteur de la translation t = t. Si Q' = f(2), on a, puisque (o) =
=f(Q)=to f(Q) = t(Q) Q0+ U ; mais on a aussi :
=f(Q) = Fot(Q) = f(¢(Q)) = F(Q) de sorte que @ = @+ @ est aussi un point
ﬁxe de f Onav u qu "alors, necessalrement ue

On a aussi ¥ = QO = f(Q) —
Soit maintenant A un point quelconque de E, et A’ = f(A). Calculons, en utilisant le

point  une expression de AA’.

A — A —A=fA) - A= fQ)+ F (@A) -0 - 04
= () - 2+ (F —id2)(@4) = T + (F - 1dp)(@A).

Puisque ¥ € B = ker(? idg) et (? 1d§)(5ﬁ) € Im(? id3), on a obtenu
que le vecteur U d’une translation ¢ qui serait telle que f = f ot=to f , avec f
admettant un point fixe, est, quel que soit le point A, la premiére composante de

L
I'unique décomposition selon la somme directe B= ker(? —idg) ® Im(? —idg) du

vecteur AA' On a ainsi démontré 1'unicité d’une translation ¢ qui serait telle qu’on
peut écrire f = f ot=to f , avec f admettant un point fixe. Mais I'unicité de la
translation ¢ implique évidemment ’unicité de 1’isométrie avec point fixe f fot™1.

Montrons maintenant 1’ existence.
Soit A un point de E et A’ = f(A). D’aprés le lemme, le vecteur AA’ peut se decomposer

de fagon unique selon la somme directe ﬁ = keryp GB Imyp = ker(? —idg) EB
Im(f idg).

Il ex1ste donc deux vecteurs ¥ et ¥ uniques tels que
=@+ avec ¥ € ker(f —idp) et 7 7@) - em(¥ —idy).

On peut donc écrire A’ = A+ + f (@) —
Posons alors t = t3 et f =t_5 o f (pour que f =tz of)
Montrons que f admet un point fixe et qu’elle commute avec ¢ (par construction, on a
déja f=to f)
Notons d’abord que f a la méme partie linéaire ? que f. Ensuite, on a

FA) =fA)-T=A-T=A+T+7)-T =4+ F (@) - T don
f(A -¥) = f(A) - 7(@‘) = A— . On a trouvé un point fixe de f : c’est le point
Q=A-79
Pour montrer maintenant que fet t commutent, en utilisant3 que fot et to font
méme partie linéaire, il suffit de vérifier pour un point 1’égalité des images par ces
deux applications.
Nous utiliserons @ = A — &, point fixe de f on a, en utilisant aussi que ?(7) 0

puisque ¥ € ker(? —idy):
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1o fQ=FQ+T=0+T =FQ)+ 7 (@)= f@+ ) = Ft()) = fotm),cé

qui achéve la démonstration.

5.3 Etude des isométries en dimension 2

5.3.1 En dimension 1

Si dim(F) = 1, il est trés simple de se rendre compte que les seules isométries positives
sont les translations (sans point fixe, & part I'identité) et que les isométries négatives
sont les symétries centrales dont la partie linéaire est —idg. En effet, idy et —idg
sont les deux seules isométries vectorielles en dimension 1.

5.3.2 Isométries d'un plan vectoriel

Soit E un plan vectoriel euclidien. Si B = (7,7) est une base orthonormée directe, une
transformation orthogonale de E admet dans cette base une matrice du type (Z Z)

avec a® +c2 = b? +d? = 1 et ab+ cd = 0 d’ou (calculs classiques), les isométries

cosf —sin 0)
sinf cosf
et les isométries vectorielles négatives qui sont des symétries orthogonales sp d’axe
B =< U > avec U = cos ¥ 2 T+sin g 5 7 lorsque la matrice est (c9s0 sin.0 )

sinf —cosf

Pour s’en persuader, on applique les formules (voir ’exercice 5.4) donnant ’image
d’un vecteur par la symétrie orthogonale o par rapport & < ¥ > :

o L 2cos? § — _ (cosb
o) =20 ) ¥ - = (2c0s9 %) Bl (sin@)

2 sin

. . 2sin % cos g sin @
0(i)=2(9-ﬁ)ﬁ—3=(25m2%_ )=(_cosa)
on a ainsi calculé les deux colonnes de la matrice de o dans la base B.)
(Remarquons que la matrice (orthogonale) d’une réflexion vectorielle est symétrique,
ce qui est normal, puisque c’est une symétrie orthogonale.)
On montre trés facilement, par exemple par un calcul matriciel que (’)"’(E) est ici
commutatif (c’est vrai uniquement en dimension 2).
De plus, un calcul matriciel élémentaire montre que

cosf@ —sinf\ (cosf sinf.\ (1 0\ _ [cosf® sinf cosO sin0
sinf cosf ) \sin@ —cosf)\0 -1/ \sinf —cosf) \sin0 —cosO

ce qui permet de retrouver que toute rotation vectorielle est produit de deux réflexions
vectorielles.

vectorielles positives qui sont les rotations d’angle 6, de matrice <
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Orientation du plan vectoriel

Deux bases orthonormées de E‘) ont méme orientation lorsque I'unique isométrie vecto-
rielle qui transforme ’une en l'autre est une rotation. Cette relation est évidemment
une relation d’équivalence entre bases orthonormées, qui a deux classes. Orienter le
plan vectoriel consiste & choisir (arbitrairement) une de ces deux classes (par un de
ses représentants) comme étant I’ensemble des bases orthonormées directes (b.o.n.d.);
les autres b.o.n. sont indirectes.

Le fait que Ot (E)) soit commutatif a pour conséquence que la matrice d’une rotation
vectorielle est indépendante de la base orthonormée directe dans laquelle on la calcule.
En effet, soit R =Ry = <c9s0 —sind

sinf cos6
une certaine base orthonormée directe B et soit R’ sa matrice dans une autre base
orthonormée directe B’. On sait que si P est la matrice de passage de B & B/, on
a R’ = P~!RP. Mais P est une matrice de rotation, puisque c’est la matrice de
I’'unique isométrie vectorielle qui transforme B en B’ et que ces deux bases ont méme
orientation par hypothése. Comme (9"’(?) est commutatif, on a RP = PR, donc
R' =P 'RP=P'PR=I,R=R.

Mais si on considére une nouvelle base orthonormée indirecte B”, la matrice R” de
p dans B’ est la transposée de R. En effet, on a R” = P'~!R P/, avec P’ matrice de
passage entre B et B”, et comme ces deux bases n’ont pas la méme orientation, on est
sfir que P’ est la matrice d’une réflexion vectorielle, involutive. Donc R” = PR P. Mais
il est clair que § = R P est une la matrice d’une isométrie vectorielle négative, donc §
est aussi la matrice d’une réflexion vectorielle, involutive. Donc §2 = I, c’est-a-dire
RPRP = I, et par conséquent PRP = R™! = 'R : on a R” = R. On aurait pu
obtenir ce résultat par un calcul matriciel compliqué, mais c’est plus court avec ce
raisonnement.

.0 _1n _ [cos@ —sind y_ [ cos@ sinf\
DOHCS]R_Re_(sinG cosG)’alorSR _(—sin0 cosH>_R"9’

On a montré que changer 'orientation de la base change en son opposé I’angle d’une
rotation. (Un autre argument était qu’il fallait conserver la trace qui vaut 2 cos 6, donc
on n’avait pas d’autre choix que de changer 6 en —6).

la matrice d’une rotation vectorielle p dans

Notons qu’en revanche, la matrice d’une symétrie orthogonale par rapport & une
droite vectorielle (toujours de trace nulle) dépend de la base orthonormée plus que de
Porientation de cette base.

5.3.3 Angles

Angle d’une rotation

Le plan f} étant orienté, une mesure de ’angle d’une rotation p est le nombre 6
P

(défini modulo 27) de la matrice c930 —sind de p dans une b.o.n.d.. (’)*(7&2)
sind cosf



5.3 ETUDE DES ISOMETRIES EN DIMENSION 2 123

étant commutatif, ce nombre ne dépend pas de la b.o.n.d. choisie, mais il dépend de
P’orientation : si on change I'orientation (il n’y a qu’une fagon de le faire), 'angle de p
devient —@ (comme on vient de le vérifier).

Une orientation étant fixée, une rotation vectorielle ne dépend plus que de la valeur
de son angle, ce qui fait que I’on notera py la rotation (vectorielle) d’angle 6.

Angle d’un couple de vecteurs

Soient 7 et 7 deux vecteurs non nuls de E De fagon unique, on peut construire

m et 7 = ”%ﬂ La mesure de ’angle (ﬂ) du

coll_;)le de vecteurs (7, V) est la mesure de I’angle de I'unique rotation p telle que

p(u)="7".

L’angle (ﬂ) d’un couple de vecteurs unitaire est la classe d’équivalence de ce couple
pour une certaine relation d’équivalence entre couples de vecteurs unitaires : deux
couples (7, 7) et (u', v") sont relation, c’est-a-dire ont le méme angle lorsqu’il existe
une rotation vectorielle qui transforme 1’un en ’autre. Pour des couples de vecteurs
non nuls, on commence par les normer. C’est assez compliqué, et nous n’insisterons
sur cette notion. En pratique, comme on le fait maintenant dans les classes de lycée,
nous confondrons un angle et sa mesure en radian (modulo 27 ou modulo 7 selon le
cas, comme nous le verrons plus loin).

—
les deux vecteurs unitaires u =

Angle d’un couple de droites vectorielles

Pour toute droite vectorielle, il existe exactement deux vecteurs directeurs qui soient
unitaires. Par conséquent, en définissant 1’angle d’un couple de droites comme étant
l’angle d’un couple de leurs vecteurs unitaires, un angle de droites n’est défini que

modulo 7. (En effet, on a (ﬁ,/—\'ﬂ) = 7r[2m] puisque la rotation d’angle 7 est en fait
—idg).

On a le résultat intéressant suivant :

- = =
Proposition 5.13 Soient deux droites D et D telles que (B,D’ ) = a[r]. Alors
851 088 = P2a
Démonstration :
Plagons nous dans une base orthonormée directe dont le premier vecteur de base
est un vecteur U (unitaire) directeur de B Soit u' un vecteur directeur unitaire de
I — tes B et D' qui s
D'. Par définition de I’angle des deux droites D et D', qui est aussi ('), si on a

o3 -
o= (7, u')[m] (on pourrait avoir a = (ﬁ) + 7), on peut supposer que u’ a pour

. [cosa oA . [cos(a+m cos
coordonnées | _. (ce pourrait étre aussi | _. ( ) = - . ).
sina sin(a + ) sina
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D’aprés ce qu’on a vu de la matrice des symétries orthogonales, la matrice de sy dans

1 0 cos2a  sin2a
cette base est (0 _1> et celle de S5 est <sin % — cos 20

on était dans 'autre cas, on aurait des cos(2(c + 7)) et des sin(2(a + 7)), ce qui ne
changerait rien). Donc on peut affirmer que la matrice de 85y 083 est

cos2a  sin2a 1 0) _ (cos2a —sin2a
sin2a —cos2a/ \0 —1)  \sin2a cos2a

On reconnait la matrice de pso dans toute base orthonormée directe.

(remarquons que si

Propriétés des angles

Quels que soient les objets avec lesquels on calcule des angles (vecteurs, demi-droites ou
droites), les calculs avec les angles obéissent toujours & la relation de Chasles et a ses

conséquences : par exemple, on a (D/,E) = —(ﬁ,\D)[ﬂ 15 (ﬁ) - (?,\7) = (ﬁ)
si ¥ et W sont deux vecteurs unitaires, et si (ﬂ) = (ﬁ)[%r], alors 7 = ...

De plus, les rotations conservent les angles alors qu’une réflexion vectorielle change un
angle en son opposé.

Angles droits

L’angle de deux vecteurs est droit lorsqu’ils sont orthogonaux. La mesure d’un angle
droit vaut +% (modulo 27) (ou modulo 7 si on parle d’angle de droites).

cosy —sinZ) _ (0 —-1)
sinf cosZ /\1 0)
ce qui signifie que I'image du premier vecteur de la base orthonormée dans laquelle
on travaille est le deuxiéme vecteur de cette base. Comme ces deux vecteurs sont

orthogonaux, leur angle est bien 7-

En effet, la rotation d’angle 7 a pour matrice Rz =

5.3.4 Déplacements d'un plan affine euclidien orienté

Un plan affine euclidien (P, ?) est orienté lorsque sa direction P est orientée.

Il est facile de voir que les matrices des rotations n’ont en général pas de valeurs
propres réelles (le polyndme caractéristique d’une rotation py est :

XM =| 17080 0 32 cosa 1

Ce trindme a un discriminant qui vaut cos?8 — 1 = —sin% 0 < 0 sauf si § = 0[x], ce
qui correspond & I'identité ou la symétrie centrale.

En particulier, 1 n’est pas valeur propre d’une rotation vectorielle d’angle non nul.
Donc & part l'identité pour qui tous les points sont fixes, les translations qui n’ont pas
de point fixe, tous les autres déplacements ont un point fixe unique. Si Q est 'unique
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point fixe d’un déplacement dont la partie linéaire est pg, on dit que ce déplacement
est la rotation (affine) de centre 2, d’angle € et on la note rq g.

La théorie générale des isométries affines nous a permis d’affirmer qu’un déplacement
peut se décomposer en produit de m réflexions avec m < 2 + 1. Mais le produit de
3 réflexions est un antidéplacement, donc tout déplacement distinct de ’identité est
forcément le produit de deux réflexions. On verra dans 1’exercice 5.8 (p. 135) comment
réaliser cette décomposition dans le cas des translations. Pour une rotation, on a le
résultat suivant :

Proposition 5.14 Soit r =.7q . Alors pour toute droite D passant par €2, il existe
une unique droite D’ et une unique droite D" telles que 7 = sp o sp = sp» o sp. D’

est la droite passant par 2 telle que (ﬁ) = —Z[n] et D" est la droite passant par
Q telle que (D, D) = §[n].

Réciproquement, la composée spr o sp de deux réflexions sp et sps est une translation
si D//D’ et la rotation d’angle 2(D, D’) et de centre DN D’ si ces droites sont sécantes.

La démonstration de ce résultat est I’objet de I’exercice 5.12 (p. 135).

5.3.5 Antidéplacements d'un plan affine euclidien

Un antidéplacement f du plan affine euclidien F admet comme partie linéaire une
réflexion vectorielle s3. S’il admet un point fixe £, c’est une réflexion sp avec

D=0+D.

Mais toutes les réflexions vectorielles admettent 1 comme valeur propre, de sorte
qu’un antidéplacement peut &tre (et est souvent) sans point fixe. Le théoréme de
factorisation nous dit que pour un tel antidéplacement f, dont la partie linéaire est
s3, il existe un unique vecteur U € D et une unique réflexion (affine) sp telle que
f=tgosp=spoty

On dit que f est une réflexion glissée. D est son axe et o est son vecteur de glissement.
Une réflexion glissée ne peut se décomposer en un produit de moins de trois réflexions,
et sa factorisation f = t5 osp = sp ot (ainsi que la décomposition d’une translation)
permet de trouver des solutions.

Une maniére efficace (pour toutes les symétries glissées, d’ailleurs) pour trouver le
vecteur de glissement o de tw dans la décomposition f =t osp = sp oty d’un
antidéplacement d’un plan affine euclidien consiste & étudier f2 = fo f. En effet, on a
fP=fof=(tgosp)o(spoty) =ty o(sposp)oty =tyz.

Une fois qu’on a déterminé ainsi o, il suffit de déterminer ¢_- o f pour obtenir sp.
On appliquera cette technique dans 1’exercice 5.13 (p. 136).
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5.4 Isométries dans lI'espace affine de dimension 3

5.4.1 Point de vue vectoriel
E est ici un espace vectoriel euclidien de dimension 3.

Il ressort de I’étude des transformations orthogonales générales (vue en deuxiéme
année) qu’en dimension n, il existe toujours une base orthonormée dans laquelle la
matrice d’une transformation orthogonale est de la forme diagonale par blocs :

1

Ry,

Les Ry, étant des blocs carrés 2 x 2 égaux a la matrice de la rotation py, :
on a Ry, = (cos 0; —sind;

sinf; cosf;
La démonstration se fait par récurrence sur la dimension n de ﬁ, aprés avoir établi
deuz lemmes :
o tout endomorphisme d’un espace vectoriel sur R admet des sous-espaces de dimension

1 ou 2 qui sont stables.

o lorthogonal d’un sous-espace stable par un endomorphisme orthogonal est stable.
Transcrivant ce résultat en dimension 3, on découvre exactement 6 sortes de transfor-
mations orthogonales dans E', dont la matrice dans une base orthonormée B = (4, 7, W)
particuliére est de la forme

), et les angles 6; ne sont ni nuls ni plats (# 0[n]).

100 10 0 1 0 O
M;=]|0 1 0] ; Ma=|0 1 0} ; Mg={0 -1 0 | ;
0 01 00 -1 0 0 -1
-1 0 0 1 0 0 -1 0 0
Mg=| 0 -1 0| ;Ms={0 cos@ —sinf| ;Mg=| 0 <cosf —sinb
0 0 -1 0 sinf cosf 0 sinfé cosé

La matrice M; = I3 est la matrice de I'identité dans n’importe quelle base.
La matrice My = —I3 est la matrice de —idp dans n’importe quelle base.

La matrice M; est la matrice de la réflexion par rapport a 7’) =< i,7 >.
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La matrice M3 est la matrice du retournement (ou demi-tour) d’axe < @ >.

La matrice M5 est la matrice de la rotation d’angle 8 et d’axe dirigé et orienté par .
La matrice Mg est la matrice de ’antirotation (on dit aussi « symétrie tournée »)
d’angle 0 et d’axe dirigé et orienté par .

Remarque : Pour justifier la terminologie d’antirotation et de symétrie tournée on
vérifie que Mg = Ms(—M3) = (—M3)Mj5 : une antirotation est la composée commutative
d’une rotation et d’une réflexion ((—Ms3;) est la matrice de la réflexion par rapport &
< v, >. .
Partant d’une transformation orthogonale f quelconque, dont on connait en général la
matrice M (qui vérifie ™M M = I3) dans une base orthonormée fixe, il est intéressant
de savoir & quel type on a affaire, et quels sont ses éléments.

On ne peut pas hésiter si on rencontre les matrices M; ou My, car ces matrices sont
invariantes par changement de base.

On voit assez facilement quand on a affaire a4 une symétrie puisque dans ce cas la
matrice M est symétrique. On a alors, soit une réflexion, soit un demi-tour, selon la
valeur de det M. L’élément de la symétrie est dans les deux cas le sous-espace propre
associé a la valeur propre 1. Le déterminant, mais surtout la trace, bien plus facile
4 calculer de M permettent ’'un ou ’autre de savoir si on a affaire 4 une réflexion
(négative, et de trace +1) ou & un demi-tour (positif, de trace —1).

Les deux derniers types sont les cas généraux. On saura qu’on a affaire & 1’'un des
deux types selon le signe de I'isométrie f : si det M = 1, c’est qu’on a une rotation,
alors qu’une antirotation a —1 comme déterminant. Mais comme un déterminant est
compliqué & calculer on verra plus loin, juste aprés la proposition 5.17, p. 128, une
méthode plus efficace pour déterminer le signe d’une transformation orthogonale en
dimension 3.

Pour pouvoir déterminer précisément l’angle et ’axe d’une rotation ou d’une anti-
rotation, on dispose de deux méthodes. L’une « naive » consiste 4 déterminer ’axe
comme sous-espace propre, le cosinus de 'angle grice a la trace et le signe de ’angle
grace au signe d’un déterminant. Nous présentons ci-aprés une méthode beaucoup
plus efficace, mais qui nécessite quelques résultats concernant le produit vectoriel et

les endomorphismes antisymétriques de E'.

Produit vectoriel

Nous « rappelons » ici une définition algébrique du produit vectoriel, & partir du
produit mixte, qui est tres efficace.

Proposition 5.15 Si E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, alors
la valeur du déterminant de trois vecteurs ne dépend pas de la base orthonormée
directe dans laquelle on calcule ce déterminant. On note det(?, ¥, W) = [¢, ¥, W]
et on appelle produit mizte des trois vecteurs W, 7, W le déterminant de ces trois
vecteurs calculé dans n’importe quelle base orthonormée directe.
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Preuve En effet, le déterminant, quand on change de base est multiplié par le
déterminant de la matrice de changement de base. Mais une matrice de changement
de base entre deux bases orthonormée directe est une matrice orthogonale positive, de
déterminant +1. 0

Le produit mixte de trois vecteurs est une forme trilinéaire alternée. Grace a 1'identifi-
cation canonique d’un espace vectoriel euclidien avec son dual, on en déduit :

Définition 5.16 Le produit vectoriel de deux vecteurs U et U est P’unique vecteur
W = U AV qui représente la forme linéaire 7 — [¥, 7, 2] au sens que pour tout

ZeB ona® -Z=(TAD)-Z=[2,7, 7]

A partir de cette définition, on retrouve facilement toutes les propriétés du produit
vectoriel, bien siir la bilinéarité et 'antisymétrie, mais aussi :

Proposition 5.17
o We< 7,2 >L.
e UNT =0 < (7,7) est liée;

o D’expression du produit scalaire dans une base orthonormée directe : si les vecteurs
/

T T
o et U ont respectivement comme coordonnées |y | et | ¥/ |, alors B="UAY
z Z
! 7
vy vy
z 2 z 7
. z z 2
a pour coordonnées | — , B E
z z T T
z 2 z 7
/ /
vy vy

e si (U, ", W) est une base orthonormée directe, alors AV =@, T AW = -,
TAY = 7;
e en revanche, si (7, ?, H?) est une base orthonormée indirecte, alors o A 7 =-1.

Les deux derniers points de cette proposition fournissent une méthode efficace pour dé-
terminer si une matrice orthogonale est « positive » (de déterminant +1) ou « négative »
(de déterminant —1).

En effet, on sait que si une matrice M = [C}, C2, C3] est orthogonale, les vecteurs-
colonnes C1, Csy, C3 de la matrice M sont les coordonnées dans la base canonique de
vecteurs formant une base orthonormale. Il suffit donc de commencer & calculer le
produit vectoriel C; A Cs pour pouvoir conclure. Si le terme que 1’on calcule est du
méme signe que le terme correspondant de Cjs, la matrice est positive, sinon elle est
négative.
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a b ¢
Précisons les choses. Supposons qu’on a montré que la matrice M= [d e f ] est
g h 1

orthogonale. Pour déterminer son « signe », si g # 0, on calcule simplement .z Z

(premiére composante de C1 ACy). Le résultat est forcément +c; si c’est +c, la matrice
est positive, si c’est —c, elle est négative. Si g = 0, il suffit de calculer une autre
composante de C; A Cs.

Endomorphismes antisymétriques

Un endomorphisme u de ’espace vectoriel euclidien E est antisymétrique (pour le
produit scalaire de E) lorsqu’on a :

V2,7 €E, w@) 7T =-7 u7)

La matrice d’un endomorphisme antisymétrique d’un espace vectoriel euclidien est
antisymétrique dans toute base orthonormée. On établit alors facilement en dimension
3, par identification le résultat suivant :

Proposition 5.18 Les seuls endomorphismes antisymétriques de E sont ceux de la
forme ag : Z— JdAT.

a
Si W a pour coordonnées | B | dans une certaine base orthonormée, alors ag a pour
Y
0 — B
matrice dans cette méme base | v 0 —o
-8 o 0

Expression d’une rotation et d’une antirotation

Proposition 5.19 Si p est une rotation d’axe dirigé et orienté par le vecteur normé
W et d’angle 0 (ni nul ni plat), (ce qui signifie que la matrice de p dans toute base
orthonormée directe dont le premier vecteur est & est la matrice M; définie plus

haut), alors pour tout vecteur 7€ , Ol &
p(Z)=cos0 T + (1 —cosb)(-Z) W +sinf & AT,

De la méme fagon, on a :

Si & est une antirotation d’axe dirigé et orienté par & et d’angle 6 (ni nul ni plat), (ce
qui signifie que la matrice de a dans toute base orthonormée directe dont le premier
vecteur est w est la matrice Mg définie plus haut), alors pour tout vecteur Ze ,
on a

o(7)=cos07 — (1+cos)(J - Z) & +sinf T AZ.
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Preuve On se place dans une base « bien choisie », c’est-a-dire, ici, orthonormée
directe admettant & comme premier vecteur de base. Il suffit alors de vérifier les
formules ci-dessus pour les trois vecteurs de base, ce qui est immédiat. (]

Pour retrouver ces formules, on peut faire un petit dessin, en introduisant les vecteurs
q(@) = (J - )W et p(F) = T — ¢(2) projetés orthogonaux de 7 respectivement
sur<3>etsur<3>

Eléments d’une rotation et d’une antirotation

Un grand intérét des formules précédentes est de permettre de déterminer avec trés
peu de calcul P’axe et le sinus de ’angle d’une rotation ou d’une antirotation. En effet,
dans les formules précédentes, on constate facilement que les deux premiers éléments
de la formule correspondent & des endomorphismes symétriques, comme combinaisons
linéaires de l'identité et de la projection orthogonale sur < @ > :

Z+—scos§Z + (1—cosb)(d-7) W
Z — cos0Z — (1+cosb)(o - 7) W,

alors que le dernier élément

Zr—sinfTATZ

est clairement antisymétrique. Or I’espace vectoriel des endomorphismes de E) est la
somme directe du sous-espace vectoriel des endomorphismes symétriques et du sous-
espace vectoriel des endomorphismes antisymétriques. Donc la partie antisymétrique
de p [respectivement de a] est ce dernier élément. Mais si M est la matrice d’un
endomorphisme orthogonal f, la partie antisymétrique de f a pour matrice la partie

antisymétrique de la matrice M, qui est A = E(M —™M). Or, A est la matrice d’une

application .az, et le vecteur ¥ peut s'écrire de deux fagons sous la forme © =)\
avec W vecteur normé. Ayant choisi un des deux sens, on obtient nécessairement que
A = sin @ (au passage, on a nécessairement || || < 1). Pour connaitre complétement 6,
il suffit de déterminer son cosinus grace a la trace de la matrice M (qui est la trace de
I’endomorphisme f, indépendante de la base dans laquelle on se place) et donc égale &
1+ 2cos@ si on est en présence d’une rotation (matrice Ms), et & —1 + 2cos @ si on
est en présence d’une antirotation (matrice Mg).

Remarque : Ce raisonnement prouve qu’on peut en fait toujours choisir ’angle ¢
« positif » (admettant une mesure entre 0 et ) : il suffit de diriger I’axe par le vecteur
4 que l’on a trouvé. Dans ce cas, on ne s’intéresse pas & sin 6, seulement & cos 6 obtenu
grace a la trace.

Remarque : Notant pg o la rotation d’axe dirigé et orienté par w, d’angle 6, on a
clairement pg; o = p_g,_g (changer I'orientation de 'axe change le signe de I’angle).
De méme, en notant a3 o 'antirotation d’axe dirigé et orienté par w, d’angle 6, on a
clairement ag ¢ = a_g _g.
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5.4.2 Classification des isométries affines en dimension 3

En récapitulant et en faisant la synthése des propriétés vues plus haut, on peut classer
les isométries affines d’apres leur partie linéaire. Reprenant la classification M; vue
plus haut, on peut lister toutes les formes d’isométries affines. Soit f une isométrie
affine de forme linéaire f qui admet une matrice du type M; dans une certaine base.

e Si f =idg, (M), alors f est I'identité (tous les points sont fixes) ou une translation
sans point fixe. _

e Si f est une réflexion vectorielle (Mz), alors f est soit une réflexion affine (si elle
admet au moins un point fixe, elle admet alors un plan de points fixes), soit une
réflexion glissée si elle n’admet pas de point fixe. Il existe alors un unique plan affine
P de direction P et un unique vecteur A= 73) tel que f = sp oty =tg osp.

e Si ? est un demi-tour vectoriel (M3), alors f est soit un demi-tour affine (si elle
admet au moins un point fixe, elle admet alors une droite de points fixes), soit un
demi-tour glissé si elle n’admet pas de point fixe. Il existe alors une unique droite
affine D de direction D et un unique vecteur @ € B tel que f = spoty =tz 08p.

e Si ? = —idy (Ma), alors f est forcément une symétrie centrale par rapport au
point fixe qui est forcément unique (—1 est I'unique valeur propre, donc 1 n’est pas
valeur propre).

e Si f = pgy e (Ms) est une rotation d’axe dirigé et orienté par w, d’angle 6 alors f
sera une rotation affine si elle admet au moins un point fixe; elle admet alors une
droite D de points fixes qui est son axe tel que D =< W >, et W orientant D, son
angle est 6; si {2 est un point fixe de f, on pourra noter f = rq ¢ o; 'axe est alors
Q+ < >

Si f n’admet pas de point fixe, alors f est une rotation glissée (on dit plutét un
vissage). Il existe une unique droite affine D (dirigée par W, qu'on décrétera orientée
par ce vecteur) et un unique vecteur U colinéaire & & puisqu’il appartient & B, tel
que f=roge 0ty =tz 0T

e Si f =agy g, alors il est facile de voir que Mg n’admet que —1 comme valeur propre
réelle (les valeurs propres complexes d’un bloc Ry sont i et e7%¢), donc f admet
forcément un point fixe unique, et on dit que f est une antirotation affine (notée,
par exemple aq ¢ o) si  est le point fixe.

Il est classique de considérer les demi-tours comme des rotations d’angle 7, ¢ca n’a

pas d’inconvénient ; remarquons simplement que changer 1’orientation de ’axe d’un

demi-tour ne change rien & sa nature : c’est normal puisque —7 = 7[27]. De méme,

une rotation d’angle nul est I'identité, elle admet toute droite (et toute orientation)

comme axe.

Dans le méme ordre d’idée, une antirotation de centre 2, d’angle 7 est la symétrie

centrale de centre (2, ceci quel que soit ’axe, tandis qu’une antirotation d’angle nul,

d’axe D est (quelle que soit I’orientation de cette droite) la réflexion par rapport &

Q+ DL,
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5.4.3 Détermination des éléments d'une isométrie affine en dimension 3

D’une facon générale, on a vu qu’on devait déja déterminer la nature (et si possible

les éléments) de la partie linéaire ? de l'isométrie affine f qu’on étudie. Ensuite,

o si on est dans une catégorie ou le point fixe est unique, pas de probléme : on a soit
une symeétrie centrale (par rapport au centre qui est I’unique point fixe), soit une
antirotation affine, dont les éléments sont le point fixe et les éléments de la partie
linéaire) ;

e si la partie linéaire est une symétrie (forcément orthogonale), le plus simple est de
déterminer f f qui donnera 'identité si f est une symétrie (orthogonale) affine
par rapport & ’ensemble des points fixes qu’on détermine & ce moment, ou ty3 si f
est une symétrie glissée par le vecteur o (voir le raisonnement fait en dimension
2, au § 5.3.5 p. 125) ; ensuite s = t_5 o f donne la symétrie orthogonale telle que
f=sot=tos, avec t = ty ; on détermine les éléments de s : il faut chercher
I’ensemble de ses points fixes;

e si la partie linéaire est une rotation, la détermination de f o f n’a pas d’intérét; on
a déterminé l’axe E); de la rotation vectorielle f ; on détermine alors 'image A’ par
f d’un point quelconque A; en général, le plus simple est de déterminer O’ = f(0O),
pour O qui est 'origine du repére dans lequel on travaille ; on cherche alors le projeté
orthogonal & de AA’ (ou le plus souvent de OO’) : en application dlﬂéoréme 5.11
(. 119) et surtout de sa démonstration, c’est ce vecteur o = Pg (AA") qui est le
vecteur de glissement ; ensuite, il n’y a plus qu’a déterminer un pomt ﬁxe Q dela
rotation r =t_- o f qui est telle que f =tor =rot:1’axe de r est Q+E1

5.5 Exercices

Exercice 5.1.

1° Démontrer que la norme euclidienne ||.|| associée & un produit scalaire est une norme.
On établira I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour montrer ’inégalité triangulaire.

2° Démontrer la « 2éme 1negahte triangulaire » dans un espace vectoriel euclidien 2'3,

& savoir, pour tous @, 7 cE , 0N a l 121 - 17l I 17+ 7|

Exercice 5.2.
Soit x = (171) yeeey m_k)) une famille de vecteurs non nuls d’un espace vectoriel euclidien

. On suppose que les vecteurs Z, sont deux & deux orthogonaux, c’est-a-dire que si
i#j,avec 1 i< ketl<j<k, alors 5:3-17])-=0 (on dit que la famille x est une
famille orthogonale de vecteurs non nuls). Montrer que la famille x est libre.
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Exercice 5.3.
Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Soit E un espace vectoriel euclidien, et soit (5'1) yees ,cT)k) une famille libre de k vecteurs
de E. N

-1
- - bj —)
On pose by El)etpour2 i<k, onposeb =a - AT "; 5
j

“M

1° Montrer par récurrence sur k

o que la famille b = (3))1<1<;c est orthogonale,
e que < aj,.. ,ak> <bi,...,bp>

° etqueE;t b, = bk > 0.

1 =
2° Soit ¢ = (cz )1<i<k la famille de vecteurs construite & partir de b ainsi : = = —=—b;.

Il

Montrer que c est une famille orthonormale.

_)
3° Soit d = (d;)1<igk une famille de k vecteurs qui vérifie :
e d est une famille orthonormale,

o Vjtel que 1 < kona<a1_) ,a]> <d1, ,dj>;
oVJtelque1<g<k onaa;-d; >0.

Montrer que d = c.

Exercice 5.4.
1° Démontrer la formule 5.1 p. 110, qui donne Pexpression de 'image d’un vecteur

__+
par une projection orthogonale : w? Z(? b ou (bl, ., bi) est une base

orthonormée de ?

2° Justifier les formules qui suivent, dans le cours :

np () =2 - Z BE = Y (@B,

i=k+1

3° Démontrer le résultat qui suit (application de ces formules & une droite vectorielle) :

m2(2) = %27 et ﬂﬁ(?) =7 - %227

(avec 7y = Tz et H= 7).

4° Reprendre les trois premiéres questions en remplacant les projections orthogonales
par des symétries orthogonales 7 Que deviennent les formules ?
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Exercice 5.5.
Démontrer qu’une application orthogonale est linéaire et injective (voir cours p. 111).

Exercice 5.6.

Soit w un endomorphisme d’un espace vectoriel euclidien E On suppose que deux des
trois affirmations suivantes sont vraies :

e u est involutive (uou =idg);

e wu est orthogonale;

e u est symétrique.

Montrer que la troisiéme affirmation est également vraie et que u est une symétrie
orthogonale.

(On pourra utiliser la matrice A de u dans une base orthogonale B fixée de E)

Exercice 5.7.

Le but de cet exercice est de montrer que toute isométrie vectorielle d’un espace vectoriel
euclidien de dimension n se décompose en un produit de m réflexions vectorielles avec
m < n (résultat annoncé dans la remarque qui suit le théoréme 5.9 p. 117).

1° Soient & et ¥ deux vecteurs normés (unitaires) de I’espace vectoriel euclidien E
de dimension n. On suppose que ¥ # ¥ . Montrer qu'il existe une unique réflexion
vectorielle o (une réflexion vectorielle est une symétrie orthogonale par rapport & un
hyperplan) telle que o(¥) = .

2° Soit ¢ une transformation orthogonale d'un espace vectoriel euclidien de dimension
p g

n. Soit B = (ei,... ,&,) une base orthonormée de E. Pour tout i € [1,7], on pose
o = o(a
€ = ‘P(ez)'

Que peut-on dire de la famille (z, e ,e—’)n) ?
3° Soit & = {i € {1,...,n} | 2 # EZ} et soit Ny = card &.
3° a) Que peut-on dire de ¢ si No =07

3° b) On suppose Ny # 0; que peut-on dire de & ? Soit k € &£. Déterminer une
transformation orthogonale ¢; et une réflexion vectorielle o1 telle que ¢; =010 @ et
telle que ¢ laisse invariant strictement plus de vecteurs de la base B que ¢. (En suivant
le plan de la démonstration du théoréme 5.9 p. 117, on posera & = {i € {1,...,n} |
<p1(?¢)) #* E,?}, N; = card &, et si Ny # 0, on prendra k; € &;; on montrera que
k & &1, que & & &, que N1 < Ny et que lorsque k; est défini, que k1 # ko. Que se
passe-t-il si N; =07)

4° Terminer la démonstration du résultat demandé.
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Exercice 5.8.

: =
Soit t = t3 (avec ¥ # 0 ) une translation d’un espace affine euclidien (E, E) de
dimension n. Démontrer qu’on peut trouver deux hyperplans affines H; et H; tels que
t = SH, o SH,. Quelles conditions vérifient les hyperplans H; et Hy ? Y a-t-il unicité ?

Exercice 5.9.
Le but de cet exercice est de démontrer la proposition 5.10 p. 118 :

1° L’ensemble Zq (E) des isométries de FE admettant le point 2 comme point invariant
est un sous-groupe de Z(E).

2° Zo(F) est un groupe isomorphe & C)(EZ).

3° Z(E) est le produit semi-direct de T(E) par Zo(E).

Exercice 5.10.

Soit ¢ une transformation orthogonale d’un espace vectoriel euclidien E et soit A une
valeur propre de . Montrer que || = 1.

Exercice 5.11.
On se place dans un plan vectoriel euclidien orienté 3

1° Démontrer P'affirmation banale suivante, concernant les angles droits p. 124 :
Si deux vecteurs ¥ et ¥ non nuls sont orthogonaux, alors leur angle est

(T, 7) = £Z[2n].
2° Démontrer la réciproque : si deux vecteurs non nuls U et 7 sont tels que
(ﬂ) = +7%27], alors o et ¥ sont orthogonaux.

Exercice 5.12.
Démonstration de la proposition 5.14 p. 125 ; dans tout cet exercice, on se place dans

un plan affine euclidien orienté (E, E).

1° Soit r = rq,¢. Soit D une droite passant par 2.

1° a) Soit D’ la droite passant par 2 telle que (D/,B ) = —£[x]. Montrer que r =
Sp °Spr.

1° b) Soit A une droite telle que r = sp o sa. Montrer que A = D’.

1° ¢) Montrer qu'il existe une unique droite D” telle que r = sp~ o sp. Quelle est cette
droite D" ?

2° Soient D et D’ deux droites sécantes de E. Montrer que spr o sp est une rotation
r. On précisera le centre et ’angle de r.
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Exercice 5.13.

1° Dans le plan affine euclidien orienté (P, ?), muni du repére cartésien orthonormé

R = (0,7,)), on considére Papplication f de E dans lui-méme, définie par ses formules

o= 2x-ty+1

Yy =—tz- %y
Déterminer la nature et les éléments de f.

analytiques :

o =Lz ly42

2° Méme question avec g définie par
¥ =3(V3y+z+1).

Exercice 5.14.
Soit s = sa une réflexion et ¢t = t5 une translation du plan affine euclidien orienté

(E,B).

_)
1° On suppose dans cette question que @ L A. Montrer que f = sot et g = to s sont
des réflexions. (On utilisera le résultat de 1’exercice 5.8).

2° Lorsque U est quelconque, donner une condition nécessaire et suffisante pour que
f = sot soit, une réflexion. (On utilisera la décomposition de u selon la somme directe
E=2Zeo Xl).

3° Méme question avec g =tos.

Exercice 5.15.

Dans le plan affine euclidien orienté (F, E) muni du repére orthonormé R = (0,7, j),
on considere les trois droites D; : 2 +2y—1=0,Dy:z+y—2=0et D3:3z—y =0.
1° Déterminer les formules analytiques des trois réflexions sp,, sp,, Sps-

2° Déterminer la nature et les éléments de f = sp, o0 sp, © sp,.

3° Généralisation : soient trois droites D;, Do, D3 deux & deux sécantes et non concou-
rantes.

3° a) Quelle est la nature de sp, o sp,.

3° b) Soit D] la droite paralléle & D; passant par le point 2 d’intersection de Dy N Ds.
Montrer que f' = s D} © 8D, © Sp, est une réflexion sa ; on précisera quelle est la droite

—
A en donnant (D}, A).
3° ¢) En déduire la nature de f = sp, o sp, © sp,. En particulier on montrera que f
ne peut pas étre une réflexion mais est forcément une réflexion glissée, avec un vecteur
de glissement non nul (on pourra utiliser le résultat de I’exercice précédent 5.14).

4° On propose maintenant une autre méthode, plus élégante pour démontrer le méme
résultat : la composée de trois réflexions par rapport & des droites formant les cotés
d’un vrai triangle est toujours une réflexion glissée.
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4° a) Soit r = rq ¢ une rotation d’angle 6 # 0[2x]. Soit f une isométrie quelconque.
Montrer que g = for o f~! est une rotation de centre Q' = f(92).

4° b) D1, Dy, D3 étant trois droites deux & deux sécantes, soit 7 = sp, o sp,. Soit Q le
point d’intersection de Dy et D3. Montrer que sp, or o sp, est une rotation de centre

SD, (Q) .
4° ¢) En déduire que sp, 0 sp, 0 Sp, est une réflexion si et seulement si les trois droites
sont concourantes.

Exercice 5.16.

1° Soit ¢ ’endomorphisme de 1’espace vectoriel euclidien B, de dimension 3, dont la

-1 _4
9

matrice, dans une base orthonormée directe B = (1, e}, 3) est A =

Ol
00 ©|

Ol Ol ©joo
O O

Montrer que ¢ est un endomorphisme orthogonal, et déterminer sa nature et ses
éléments.

8 1 4
9 9 9
2° Méme questionavec A= [ 5 -3 £
4 4 7
9 9 9
8 _4 _1
9 9 9
° Mé i = -4 _7 _4
3° Méme question avec A = 5 5 5
1 _4 8
9 9 9
01 0
4° Méme question avec A= |0 0 -1
1 0 O

Exercice 5.17.
1° Dans P’espace affine euclidien orienté (FE, E)), muni du repére cartésien orthonormé
R = (0,%,7,k), on considére 'application f de F dans lui-méme, définie par ses
formules analytiques :
z = %m—%y— 1z+1
Yy = %w +3y+32
! — D SPP I
Z = #BY - H*t 1.
Déterminer la nature et les éléments de f.
o=3tr+3y+3%2-1
2° Méme question avec f définie par ¢ ¢/ = 2z + 3y — 2z +1

/2, _2 1 1,
Z2=3z—-3y+3z2+3
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(2 =1z 2y—22+4
3° Méme question avec f définie par < 3/ = —%z - %y + %z +2
(7 =-3z+2y—1z+2.

(0 _ 1 8 4
x —§z+§y—§z—1

Sz+3y+52—2

/
/

4° Méme question avec f définie par < y
&

sz—3y—%z+3.

Exercice 5.18.
Soit I' = ABCDA'B'C'D' un cube de l'espace affine euclidien (F, E). On choi-
sira un repére orthonormal (O, 7, 7, k) dans lequel les coordonnées des huit sommets

sont A(1,—-1,-1), B(1,1,-1), C(~1,1,-1), D(-1,-1,-1), A’(1,-1,1), B'(1,1,1),
C'(-1,1,1), D'(—1,-1,1). Il est conseillé de faire une figure.

1° Justifier qu’il existe une unique application affine f qui est telle que f(O) = O,
f(A)=B, f(B)=B'et f(B)=C"

2° Montrer que f est une isométrie.

3° Déterminer la matrice de la partie linéaire ¢ de f dans la base (7, 7, E) (on cherchera
d’abord f(C’)). En déduire 'image par f de tous les sommets du cube I'.

4° Déterminer la nature et les éléments de f.

5° Soient I, J, K, L, M, N les milieux respectifs de [AB], [BB'], [B'C"], [C'D’], [D’D),
[DA]. Montrer, en utilisant f, que ces six points sont les sommets d’un hexagone
régulier.

6° Soit sp la symétrie centrale par rapport & O, l'origine du repére. Que peut-on dire
despofet fosp?



CHAPITRE 6

Coniques

6.1 Introduction

En deuxiéme année de licence, suite & 1’étude des formes quadratiques, on étudie en
général la réduction affine, puis la réduction euclidienne des coniques. Rappelons
qu’une conique est en général définie comme ’ensemble C des points M du plan dont
les coordonnées (z,y) dans un certain repére cartésien R = (O,7,7) vérifient une
équation polyndémiale du second degré, du type

az? 4 2bzy + cy® + 2dz + 2ey + f =0 avec (a,b,¢) # (0,0,0).

Nous allons réviser rapidement cette réduction affine, puis nous essaierons de com-
prendre en quoi ’espace universel et la géométrie projective peuvent nous aider a
réduire plus efficacement les coniques. Enfin nous reverrons et nous approfondirons
I’étude des coniques dans un plan euclidien, qui est le cadre dans lequel on obtient le
plus de propriétés remarquables.

6.2 Coniques dans un plan affine

6.2.1 Réduction affine d'une conique

L’idée est, en identifiant un point M avec ses coordonnées dans un repére, d’écrire
Lexpression o(M) = ¢(z,y) = az? + 2bzy + cy? + 2dz + 2ey + f sous la forme

o(z,y) = q(z,y) + £(z,y) + C.

avec ¢ qui est une forme quadratique sur I’espace vectoriel R? : g(z,y) = az®+2bzy+cy?,
£ qui est une forme linéaire : £(z,y) = 2dz + 2ey, et C une constante (ici C = f).

Ensuite on réduit la forme quadratique, en déterminant en particulier sa signature.
Rappelons que la signature d’une forme quadratique est un couple (s,t) attaché a ¢
tel que s+t = r, r étant le rang de la forme quadratique g (qui est aussi le rang de sa
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matrice Z g . En dimension quelconque, lorsque le corps de base est R, une forme

quadratique quelconque peut toujours se décomposer sous la forme
q(u) = (W) + - + Lo (u)? — Loy1(w)? — -+ — Loye(u)?,

les £ étant des formes linéaires. Le choix des £ n’est pas unique, mais en revanche,
on a toujours le méme nombre s de carrés de formes linéaires précédés du signe + et
toujours le méme nombre ¢t de carrés de formes linéaires précédés du signe —. s est
aussi la dimension maximale d’un sous espace vectoriel tel que la restriction de g & cet
espace soit définie positive, alors que ¢ est la dimension maximale d’un sous-espace
vectoriel tel que la restriction de g & cet espace soit définie négative.

Revenons & notre contexte, ¢ est une forme quadratique sur un espace vectoriel de
dimension 2. Nécessairement s + ¢t < 2, et en remarquant que VA € R, si ¢ = Ap,
@(z,y) = 0 est aussi une équation qui caractérise la conique C, comme —q est une
forme quadratique de signature (¢, s) si ¢ est de signature (s,t), on peut, sans nuire &
la généralité supposer que s > t (si ce n’est pas le cas, on change ¢ en —p).

Les valeurs de signatures possibles sont donc : (2,0); (1,1); (1,0) et c’est tout. En
effet, la signature (0, 0) signifierait que (a,b,c) = (0,0,0), ce qui est exclu (¢ serait de
degré 1).

6.2.2 Si la signature de g est (2,0) ou (1,1)

Il existe deux formes linéaires indépendantes £; et £y telles que ¢ = £2 £+ 2. On
détermine ¢; et ¢ par la méthode de Gauss par exemple, et on peut poser X = ¢1(z,y)
et Y = £3(z,y). On obtient en fait des formules de changement de base du type
X =az+ By
Y =~z + dy.
z et y en fonction de X et Y.
On écrit alors 1’équation de la conique C dans la nouvelle base (en conservant pro-
visoirement la méme origine du repére), donc dans un repere R; = (0, I, J), on
obtiendra toujours quelque chose sous la forme :

Il faudra éventuellement savoir inverser ce systéme pour exprimer

X2+Y?+2dX +2'Y + f=0.
A priori, la constante n’a pas été modifiée par ces changements.

6.2.3 Détermination du centre

On a obtenu une équation de la conique sous une forme g(X,Y) + Z(X Y)Y+ f=0;
I’étape suivante consiste & déterminer le centre et éliminer ainsi la partie linéaire.

En posant X’ = X +d' et Y/ =Y £ ¢/, c’est-ad-dire en se plagant dans le repére
Ro=(Q, I, 7) (avec Q de coordonnées (—d’, Fe’) dans le repére R;), on obtient une
équation de C sous la forme X2 £ Y"2 = f/. ) est le centre de la conique; c’est de
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facon évidente un centre de symétrie). Si on veut les coordonnées de (2 dans le repére
initial R, on peut utiliser les formules de changement de bases « inversées » vues plus

haut.
Une autre méthode pour déterminer le centre d’une conique consiste 4 résoudre dés le

Op

départ le systéme (6.1) By
—(w y) =0.

On vérifie aisément que la matrlce principale du systéme linéaire qu’on vient d’écrire
, donc dans le cas qu’on est en train d’étudier (g non dégénérée, ac—b? # 0

est 2 (b

pour que la signature soit (2,0) ou (1,1)), ce systéme posséde un unique couple de
solution, qui est exactement (zq,yq), coordonnées dans le repére initial R du centre
Q de la conique. Pour s’en convaincre, il suffit d’utiliser la parité en h et en k de la
fonction (h, k) — @(zq + h,yq + k) dans le calcul des dérivées partielles.

6.2.4 Réduction finale pour g de rang 2
Si la signature de g est (2,0) et f' >0

On est donc dans le cas ot on a obtenu une équation de C sous la forme X'2+Y"2 = f/.
On divise cette équation par f’ > 0, et on obtient une équation du type X"24+Y"2 =1
C est une ellipse.

Si la signature de g est (2,0) et f' <0

La conique est vide, puisqu’une somme de deux carrés ne peut pas étre strictement
négative.

Si la signature de g est (2,0) et f' =0

 est le seul point du plan qui vérifie ’équation de C : on est en présence d’une conique
dégénérée, dans le cas d’une conique-point.

Si la signature de g est (1,1) et f'#0

On a obtenu une équation du type X 2_y”?= f’ il suffit de d1v1ser par f', et en
osant X" = et Y'=Y_sif'>0 X" = et Y'=—S—si f'<0,o0n
p \/f_ \/— I f f

obtient une équation du type X”?2 —Y”2 =1 : C est une hyperbole.

3

Si la signature de g est (1,1) et f/' =0

L’équation qu’on a obtenue pour C est X2 — Y2 = 0; elle équivaut & X’ = Y’ ou
X' = —Y’ : on est aussi en présence d’une conique dégénérée, dans le cas de la réunion
de deuzx droites sécantes.



142 CHAPITRE 6. CONIQUES

6.2.5 Sila signature de g est (1,0)

C’est que ac — b% = 0, et donc g(z,y) est le carré d’une forme linéaire ¢ (z,y), donc
on peut écrire ¢(z,y) = (¢1(z, y))2 +£(z,y) + C.
Il y a maintenant deux possibilités.

Si ¢ et 4, sont proportionnelles

Dans ce cas, on pose 4;(z,y) = X, on prend une autre forme linéaire pour définir
Y et avoir un changement de variable tel que (X,Y) sont les coordonnées de M
dans un repére R; = (O, I, J). Dans ce nouveau repeére, ’équation de C s’écrit
X? + AX + f = 0. Dans tous les cas la conique est dégénérée. Si cette équation du
second degré en X, admet deux racines distinctes, alors C est la réunion de deux
droites paralléles. Si cette équation admet une racine double, C est une conique formée
d’une seule droite (« double »). Si cette équation n’a pas de racine, C est vide.

Si £ et £, sont des formes linéaires indépendantes

On pose X = fi(z,y) et Y = —4(z,y) — C, on définit ainsi un changement de

coordonnées correspondant & un nouveau repére Ry = (2, I', J); dans ce repére,
’équation de C est X2 =Y, C est une parabole, qui.n’est pas une conique dégénérée.

6.2.6 Récapitulation

Cette méthode d’étude d’une conique affine est assez chaotique : pour savoir si la
conique est ou non dégénérée, on doit aller trés loin dans 1’étude. La signature de la
forme quadratique g ne suffit pas du tout & caractériser la conique. En particulier, il
est difficile, en restant dans ce cadre, de répondre aux questions suivantes :

Quelle que soit la signature de ¢, on peut avoir une conique dégénérée ou pas, et
parfois méme une conique vide : pourquoi ? D’autre part, qu’est-ce qu’une conique
dégénérée? Y en a-t-il de plusieurs sortes ? Pourquoi est-ce qu’une parabole n’est
pas considérée comme une conique dégénérée, alors que g est dégénérée ? Pourquoi
est-ce que la réunion de deux droites sécantes doit étre considérée comme une conique
dégénérée ? Et il y a trois sortes de coniques vides, sont-elles de méme nature ? Difficile
de répondre en restant au niveau d’une étude dans le plan affine. Il faudrait « prendre
de la hauteur », c’est-a-dire, peut-étre, se placer dans 1’espace universel.

Bref, ce n’est pas dans le cadre affine qu’on comprend le mieux I’étude des coniques.
Nous allons voir que 'utilisation de 1’espace universel et un point de vue projectif per-
mettent de beaucoup mieux comprendre les coniques et de déterminer trés efficacement
la nature de chaque conique sans faire tous ces calculs.
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6.3 Etude des coniques dans I'espace universel et en projective

6.3.1 Homogénéisation de I'équation

L’apport fondamental de ’espace universel est la possibilité d’homogénéiser 1’équation
d’une conique.

On considére une conique C, du plan affine (F, ﬁ) muni d’un repére affine R = (0,7, ),
plongé dans son espace universel E, dont R est une base. On notera (t,z,y) les
coordonnées dans R d’un élément de E.

L’équation de C dans le repére R est de la forme

ax® + 2bxy + cy? + 2dz 4+ 2ey + f =0 avec (a,b,c) # (0,0,0).
Mais le plan affine E est caractérisé, dans 1’espace universel E, par I’équation t = 1.
Donc un point M appartient & la conique C si et seulement si ses coordonnées
augmentées (t,z,y) vérifient les deux équations :

{a:z:2 + 2bzy + cy? + 2dzt + 2eyt + ft2 =0
t=1

Sous cette forme, on voit que I’équation principale qui caractérise C est sous la forme
a b d
Q(z,y,t) = 0, Q étant une forme quadratique sur R3, de matrice M= |b ¢ e
d e f
La forme quadratique g, étudiée dans le cadre affine, est la restriction & R? x {0} de

Q; la matrice M = a b de g est la sous-matrice de M formé du bloc 2 x 2 en haut
b ¢
a gauche.

Remarque : Il y a donc deux formes quadratiques @) et ¢ associées & une méme

conique C :

e g définie sur R? par q(z,y) = az?+2bzy+cy?; g est la forme quadratique secondaire
attachée a C;

e @ définie sur R® par Q(z,y,t) = az? + 2bzy + cy? + 2dzt + 2eyt + ft2; Q est la
forme quadratique principale attachée a C.

6.3.2 Le cone isotrope de Q

Dans ce cadre aussi, nous commencerons par étudier la forme quadratique Q. L’en-
semble des triplets (z,y,t) de R3 qui vérifient Q(z,y,t) = 0 caractérise le cone isotrope
de Q. Rappelons qu’un vecteur u est isotrope pour une forme quadratique @ lorsque
Q(u) = 0. L’ensemble des~vecteurs isotropes pour une forme quadratique est un céne
C, en ce sens que si u € C, alors, quel que soit A € R, on a aussi \u € C. 1l est clair
que le cone isotrope de @ est aussi le cone isotrope de u@, quel que soit u € R.
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6.3.3 La signature de @

Puisque @ est une forme quadratique sur R3, la signature de Q est un couple (s,t)
avec s +t < 3. D’aprés la remarque faite au § précédent, on peut toujours supposer
que s > t, quitte, si ce n’est pas le cas, & remplacer Q) par —@Q), ce qui ne change pas le
coOne isotrope.

Donc les valeurs possibles pour @ sont : (3,0); (2,1) (qui correspondent & @ de rang
3, donc non dégénérée) ; (2,0), (1,1); (1,0) (lorsque Q est dégénérée).

Lorsque la signature de @ est (3,0), c’est que @ est définie positive, et dans ce cas,
son cdne isotrope est réduit a {(0,0,0)}, et ce cone isotrope n’a pas d’intersection avec
E (aucun point M (1,z,y) ne vérifie Q(z,y,1) = 0), C est alors une conique vide (mais
non dégénérée, c’est un peu paradoxal), donc I’étude de ce cas est sans grand intérét.

Lorsque la signature de @ est (2,1), c’est qu’on peut écrire
Q(m, Y, t) = el(xx Y, t)2 + 32(931 Y, t)2 - Z3("1:: Y, t)za

(41, £2,23) étant un triplet de formes linéaires indépendantes.

On pose alors X = ¢;(z,y,t), Y = la(z,y,t) et Z = €3(z,y,t), et on définit ainsi
de nouvelles coordonnées dans E, correspondant & un nouvelle base R;. Dans cette
base, le cone isotrope C de Q est caractérisé par I’équation X2 + Y2 — Z2 = 0, (on
retrouve ’équation réduite classique d’un coéne). C’est le cas intéressant, des coniques
non dégénérées. La conique C est I'intersection de ce cone C avec le plan affine E. Nous
étudierons les différents cas possibles un peu plus loin.

Lorsque @ est dégénérée (lorsque la signature de @ vaut (2,0) ou (1,1) ou (1,0)), la
conique C est dégénérée dans tous les cas, et parfois vide et dégénérée.

En résumé : Les coniques intéressantes sont celles qui correspondent & une forme
quadratique @ de signature (2,1).

Les autres coniques sont soit vides, soit représentables avec des droites, ce qui n’est
pas trés nouveau. L’outil « espace universel » permet aussi d’interpréter et d’étudier
les coniques vides ou dégénérées, mais nous ne développerons pas cet aspect.

6.3.4 Coniques non dégénérées

Lorsque @ est de signature (2, 1), la restriction ¢ de @ & R x R x {0} (identifié¢ & R?)
peut avoir trois signatures :

g peut étre non dégénérée, et donc de signature (2,0) ou (1, 1), cas qui correspondent,
comme on I’a vu plus haut respectivement aux ellipses et aux hyperboles, ou g peut
(paradoxalement) &tre dégénérée, et dans ce cas forcément de signature (1,0), et C est
dans ce cas une parabole.

6.3.5 Coniques en projective

En projective, il n’y a en fait qu’une sorte de conique non dégénérée. Soit P = P(V)
un plan projectif. En considérant que 1’espace vectoriel V' de dimension 3 dont est
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issu P est ’espace universel E ci-dessus, une conique projective est formée des droites
vectorielles (en projective, les points sont des droites vectorielles) incluses dans le cone
isotrope d’une forme quadratique @ de signature (2, 1). Dans toute carte affine de P,
la conique projective est évidemment représentée par une conique affine, qui sera selon
les cas une ellipse, une hyperbole ou une parabole, mais dans un point de vue projectif,
il n’y a pas de différence entre ces trois sortes de coniques. Plus précisément, on peut
toujours trouver des changements de carte affine qui transforment une conique d’un
de ces trois types en une conique d’un autre type.

En revanche, de méme qu’un bipoint n’a pas de milieu en géométrie projective, une
conique en projective n’a ni centre ni foyer : c’est uniquement dans une carte affine
qu’on lui trouvera (éventuellement) un centre, mais qui ne restera pas le méme en cas
de changement de carte.

\

Complément : polarité par rapport 4 une conique

La forme quadratique @ étant non dégénérée, on peut définir une notion d’orthogonalité
liée & Q. Plus précisément, si A = p(u) et B = p(v) sont deux points projectifs
(rappelons les notations que nous avons utilisées au chapitre 4 : A = p(u) signifie que A
est la droite vectorielle engendrée par le vecteur u de V), A et B sont Q-orthogonaux
lorsque ¢(u,v) = 0, ¢ étant la forme bilinéaire symétrique dont est issue @, c’est-a-dire
la forme polaire de Q.

On définit alors la droite polaire d’un point A = p(u) (par rapport & une conique)
comme étant la droite projective A = P(F), telle que F est le plan vectoriel orthogonal
(au sens de @) de u, c’est-a-dire que F' = {v € V' | ¢(u,v) = 0}. De méme, si A = P(F)
est une droite projective, son point polaire est la droite vectorielle A = {u € V | Vv €
F,¢(u,v) = 0}.

Bien siir, en géométrie affine (dans un plan affine (E, E))), on peut définir également
la polarité, en passant par ’espace projectif ]P’(E) dont le plan affine est la carte.
Cette notion de polarité permet de nombreux prolongements. Par exemple, la tangente
4 une conique en un point M appartenant & cette conique n’est rien d’autre que la
polaire de ce point M par rapport & cette conique. En effet, si M = p(u), il est clair
que le fait d’appartenir & la conique C signifie exactement que Q(u) = 0, donc que
#(u,u) = 0, donc que u est polaire & lui-méme.

La polaire d’un point M = p(u) qui appartient & C ne contient pas d’autre point de C.
En effet, si un point N = p(v) était un point de C qui appartenait & la polaire de M,
on aurait : Q(u) = Q(v) = ¢(u,v) =0, donc la droite projective (M N) serait incluse
dans C. C’est impossible, cela signifierait que la restriction de @ au plan vectoriel
< u,v > serait nulle, et la matrice de @ dans une base complétée (u,v,w) aurait un
bloc 2 x 2 de zéros en haut & gauche, son déterminant serait nul, ce qui est impossible
puisque @ n’est pas dégénérée.

On sait qu'il existe des bases orthogonales pour une forme quadratique non dégénérée.
Si (u, v, w) est une telle base, alors les trois points A = p(u), B = p(v) et C = p(w)
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forment ce qu’on appelle un triangle autopolaire, en ce sens que chaque coté de ce
triangle est la droite polaire du troisieme sommet.

6.4 Coniques dans un plan euclidien

Lorsqu’on réduit une conique dans un plan euclidien, tout ce qu’on a fait auparavant
reste valable, en particulier quant & la nature des coniques rencontrées (dégénérées ou
non, ellipse, hyperbole ou parabole). Mais ce qui change, c’est qu’on ne s’autorise plus
que des changements de repéres orthonormés. Voyons la démarche usuelle.

6.4.1 Conique propre dans le cadre euclidien
Soit (0,7, ) un repére orthonormal et C la conique d’équation cartésienne
az? 4 2bzy + cy® + 2dz +2ey + f =0 (a,b,c) # (0,0,0)

Nous supposons que la conique définie par cette équation est une conique propre (ou
non dégénérée), c’est & dire une ellipse, une hyperbole ou une parabole (nous écartons
les cas particuliers ol la courbe est réduite & une droite, un point, deux droites ...).
En d’autres termes, nous avons pu vérifier que la signature de la forme quadratique @

a b d
de matrice M= [ b ¢ e | était (2,1) (ou (1,2), d’ailleurs, ce n’est pas génant). Une
d e f

facon de faire cette vérification tout & fait dans ’esprit d’un espace euclidien, est de
vérifier que cette matrice symétrique réelle, qui a donc toujours trois valeurs propres
réelles, u1 < p2 < ps n’a aucune valeur propre nulle, et n’a pas des valeurs propres
toutes du méme signe : il est nécessaire qu’on ait deux valeurs propres négatives et
une positive : g1 < pg < 0 < pg (signature (1,2)) ou deux valeurs propres positives et
une négative : g3 < 0 < pg < ps3 (signature (2,1))

Nous ne pourrons pas réduire autant ’équation que dans le cas affine.

6.4.2 Réduction de I'équation cartésienne dans un repére orthonormal

Voici la démarche utilisée pour cette réduction euclidienne.

Soit g la forme quadratique associée & la conique qui a pour matrice dans la base (7, 7) :
M= (2 b

b ¢’
Cette matrice est symétrique, et admet deux valeurs propres réelles A; < Mg. Si

A1 # A2, les sous-espaces propres associés sont orthogonaux, et il existe donc une base

orthonormée (7, 6_2)), dans laquelle la matrice de g est M/ = ('})1 /82) (M1, A2) # (0,0)

puisque par hypothése (a, b, c) # (0,0, 0), donc g est non nulle.
La matrice de passage P de la base (7, 7) & la base de vecteurs propres est orthogonale
(matrice de passage entre deux bases orthonormales). Elle vérifie donc P = P~1.
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On en déduit que M’ = P"IMP = PMP. L’équation de la conique dans le repére
(o, e, 6_2)) est donc de la forme

Mz? + Xy? +2d's’ + 26y + F=0 (A1, )2) # (0,0)

L’expression de la forme quadratique associée a ’équation de la conique est, dans la

base de vecteurs propres A\;z'2 + Aoy'2.

e Si \1A2 > 0 (valeurs propres de méme signe) (pour la matrice M, c’est facile &
vérifier : il faut et il suffit que son déterminant soit strictement positif, puisque
det(M) = det(M’) = A\; A2 = ac — b?), alors C est une ellipse;

e si A\; Ay < 0 (valeurs propres de signes opposés) (A1 A2 = ac — b% < 0), alors C est
une hyperbole;

e si \;\2 = 0 (l'une des valeurs propres est nulle) (A; A2 = ac — b? = 0), alors C est
une parabole.

On effectue un dernier changement d’origine (comme c’était le cas en géométrie affine)
pour éliminer les termes 2d'z et 2¢’y (on n’obtient pas une conique vide ni dégénérée,
puisqu’on a supposé qu’on avait une conique propre).

Remarque : Il était possible de déterminer le centre et de faire un changement de
repére par translation des le début, & condition qu’on soit en présence d’une conique &
centre (ellipse ou hyperbole) (ac — b% # 0), en résolvant le systéme (6.1), qu’on a vu
au § 6.2.3, (p. 141).

On divise a présent par le terme constant non nul, pour une conique a centre, on fait
un dernier changement de variable par translation pour éliminer le terme constant si
on a une parabole, et on obtient ’équation réduite (en géométrie euclidienne) donnée
par la proposition suivante :

Proposition 6.1 Soit C une conique propre.

o Si C est une ellipse, il existe un repére orthonormal dans lequel C a une équation
2 2

réduite de la forme — + 5= 1 (A>0,B>0).Si A= B, C est un cercle.

o Si C est une hyperbole, il existe un repére orthonormal dans lequel C a une équation
2 2

réduite de la forme yrl T 1(A>0,B>0).

¢ Si C est une parabole, il existe un repére orthonormal dans lequel C a une équation
réduite de la forme Y2 = 2pX p #0.

La seule différence avec le cas affine est qu’on pouvait ramener les coefficients de z et
y & 1 par un dernier changement de repére qui changeait I'unité. Cette transformation
n’est plus possible puisqu’on cherche & rester dans un repére orthonormal.

Notons aussi que lorsque les valeurs propres sont égales, I’équation de la courbe peut

se mettre dans n’importe quel repére sous la forme z2 + y% + 26z +2ey + k =0, la
courbe rentre dans la catégorie des ellipses, mais c’est plus précisément un cercle.
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On remarque que l'origine du repére est unique, en revanche, le repére ne I’est pas. On
peut échanger les vecteurs de base par I’homothétie de rapport —1 ou par symétrie
orthogonale par rapport & la droite y = z.

Détaillons les calculs sur un exemple.

Exemple : C est la conique d’équation %:ﬁ +V3zy + %yz + 2z — 2v/3y — 1 =0 dans
le repére orthonormal (O, 7, 7).

Un calcul élémentaire montre que la forme quadratique principale @ de cette conique
a une matrice M de déterminant —15 et de trace 3. M a donc deux valeurs propres
positives et une négative et C n’est pas dégénérée.

5 3
Considérons la forme quadratique secondaire g de matrice M = é 2 | dansla
2 2

base (7, 7). Les valeurs propres de M sont 1 et 3, une base orthonormale de vecteurs
propres associés respectivement & ces valeurs est (e_l), 6_2)), la matrice de passage étant
1 V3
2 2 oA (10
z . Ainsi M’ = <0 3
2

1
2

P= ) =P MP est la matrice de g dans la nouvelle

base.
Notons (z’,3') les nouvelles coordonnées d’un point M dans le repére (O, &1, €3).

_ 1,04 V3.1
z=3z + 32£y
y=-%a' + 1y

L’expression de la forme quadratique associée a la conique est directement dans la
nouvelle base z'2 + 3y’ (cela évite de retravailler sur les carrés), I’équation de la
conique dans le nouveau repére est alors :

z'% +3y? + 2(%:0’ + ?y’) - 2\/5(-?

Les relations entre nouvelles et anciennes coordonnées s’écrivent

1
x'+§y')—1=0

soit en réduisant z'? + 3y’2 + 4z’ — 1 =0.
Nous allons maintenant procéder & un changement d’origine pour éliminer les termes
du premier degré en écrivant ’équation : (z' + 2)% + 3y2 — 5= 0.

X=2+2
Posons ,
Y=4¢.
Le nouveau repére est alors (4, 1, €3), A étant le point de coordonnées 2/ = —2, ¢ =0

dans le repére précédent.
L’équation de la conique dans ce repére est réduite :

! - X Y
5 (V5)?

&)

Cette réduction est « efficace » mais un peu artificielle, nous allons donc aborder &
présent le probléme sous forme géométrique.

X2+§Y2=1
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6.5 Définition des coniques par foyer et directrice

Nous sommes toujours dans le cadre d’un plan affine euclidien (F, ﬁ)
Dans tout ce paragraphe, D est une droite du plan et F' est un point n’appartenant

pas & D. e est un nombre réel strictement positif. Nous allons étudier I’ensemble I" des
points M vérifiant = e, ou d(M, D) représente la distance du point M & la

droite D.
La droite D s’appelle directrice de I' et e est I’ezcentricité de I

MF
d(M, D)

On appelle intérieur (vesp. extérieur) de I' ’ensemble des points M vérifiant

MF —ed(M,D) <0 (resp. MF — ed(M, D) > 0).

6.5.1 Propriétés générales

Proposition 6.2 La perpendiculaire & D passant par F' (appelée aze focal) est un
axe de symétrie de I.

Si e < 1, T et son intérieur sont contenus dans le demi-plan de frontiére D contenant
F.

Preuve Soit M un point du plan, H son projeté orthogonal sur D. Soit A la droite

orthogonale & D passant par F' et s la symétrie orthogonale par rapport a A. Soit M’

Iimage de M par s et soit H' le projeté orthogonal de M sur D.

H' est I'image de H par s (propriétés élémentaires du rectangle et théoréme des

milieux), la symétrie conserve les distances donc MH = M'H' et MF = M'F.
MF__ _MF dou M el M el

d(M,D)_d(M’,D) ou € — cl.

I" est donc invariante par la symétrie orthogonale d’axe A.

On en déduit que

Soit M un point du demi-plan limité par D ne contenant pas F'. Notons H le projeté
orthogonal de M sur D et M; 'intersection du segment [MF)] avec D (M et F sont
de part et d’autre de D).
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MF
MH < MM; (propriété du projeté orthogonal) et MM; < MF, dont —— > 1. La
courbe I" obtenue pour e < 1 ne contient donc aucun point du demi-plan délimité par
D et ne contenant pas le point F'. Elle est donc située dans le demi-plan délimité par
D et contenant le point F'. O

Dans la suite du paragraphe, nous appellerons A ’axe focal et K le point d’intersection
de I’axe focal et de D.

Proposition 6.3 (Sommets) Si e =1, I rencontre I’axe focal en un unique point
qui est le milieu de [KF].
Si e # 1, ’axe focal rencontre I' en deux points.

Preuve Un point d’intersection de I' et de 1'axe focal A est un point de A qui
vérifie MF = e MK (en effet, K est alors le projeté orthogonal de M sur D et
MK =d(M,D).)

MF =eMK s MF?— MK? =0 < (MF —eMR)- (MF + eME) = 0.

Si e # 1, nous pouvons introduire le barycentre A de (F,1), (K, e) ainsi que le point
A’, barycentre de (F, 1), (K, —e).

L’égalité précédente équivaut a (1 — ez)m . W =0 m . W =0.

Les points M AA’ sont alignés, donc MA. m = 0 si et seulement si M = A ou
M = A’. Lorsque e # 1, il existe donc exactement deux points d’intersection entre T'
et A, définis de fagon barycentriques.

Si e = 1, le point A’ n’existe pas et ]\ﬁ — m = ﬁ, le point A est le milieu de
[FK]

Mel 2ﬁ . m = 0. Les points étant alignés, c’est équivalent & M = A.
Lorsque e = 1, I'unique point d’intersection entre I' et A est donc le milieu de [K F].00

Les points d’intersection de I et de ’axe focal sont appelés sommets de I'. Remarquons
qu’il existe toujours un sommet de I" dans le segment [K F).
6.5.2 Etudeducase#1

Il y a donc deux sommets, A et A’'.
Le cercle de diamétre [AA’] avec les notations précédentes est appelé cercle principal
deT.

Proposition 6.4 Dans le cas oll e # 1, soit A le sommet de I" appartenant au segment
[KF) (ﬁ = —eAR )- Soit O le milieu des deux sommets de I" :

oF - #0R; oF =~ P, oi-loF

2
e2—1
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Preuve Ces relations s’obtiennent de fagon trés simple en exploitant les définitions
barycentriques des sommets de I" vues lors de la proposition précédente.
Transcrivons les relations barycentriques en écriture dans ’espace universel.

1 e
A= F+ —K
T7e Tige
1 e
A = — K
1—e 1—e
et ) )
_ = A
0—2A+2A.

On en déduit que O = } (o F + 1K) +} (£ F - %K),

Soit O = 17 F — IT‘*;—K. O est donc le barycentre de (F,1), (K, —e?).

Cela justifie la premiére égalité, et aussi la deuxiéme en écrivant la propriété universelle
des barycentres & partir de F'.

Pour retrouver la troisiéme égalité, on peut faire le calcul suivant, dans ’espace
universel, qui permet d’éliminer K dans les expressions liant A et A’ & F et K :

A=EreK (l1+e)A=F+eK
A = Fl—_eK (1—e)A’=F—eK
= (l+e)A+(1—e)A' =2F < 20 +e(A—- A')=2F

— —
—s e A'A =20F > %A’A:%O_ﬁ,

ce qui est le résultat souhaité puisque, O étant le milieu de [AA’], on a (ﬁ = %A’ AO

On pose traditionnellement OA = a, OF = c et b = /|c% — a?|.

Proposition 6.5

2 2 _ 2 2
) c c a c“—a b

Avec ces notations, e = -, OK = == KF = I—I- = —
a e c c c

Preuve 1l suffit de traduire en termes de longueurs les relations vectorielles obtenues
& la proposition précédente :

s c
¢ la troisiéme donne a = — donc e = —;
e

€

a
o 2 c a\2 a
® la premiére donne ¢ = e“OK donc OK = — =¢ (—) =—;
e? )

e2 -1

o la deuxiéme donne ¢ =
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Avec les notations précédentes, O est toujours le milieu des sommets de I, et soit

o
= 7 un vecteur unitaire dirigeant ’axe focal, considérons un repére orthonormal

lOA]
0,%,3).
Dans ce repére, F' a pour coordonnées (c,0), K a pour coordonnées (“—:, 0).
Un point M(z,y) appartient & I si et seulement si MF? — e2MH? = 0.

H étant le projeté orthogonal de M sur D, H a donc pour coordonnées (%, y)

2
La condition MF? — e2M H? = 0 se traduit par (z — c)? + y? — €2 (z - “—:) =0.

2 2 4
Mel a:2—2cz+cz—c—2(w2-—2a—a:+a—2)
a c c

2 2
= (1—-:—2>+y2+c2—a2 — (az—c2)2—2+y2_—_a2_c2

2 2
z v
Mel a—2+m—1.

Casoue<l1

Proposition 6.6 Si e < 1, I est une ellipse et I" n’est pas un cercle.

D
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Preuve e<1l,doncc<a,b=+va?2—-c?2etb<a.

2 2 2 2
z Yy z
M(:z:,y)el"<=) '—a2+gz_-_cz=1 > ;-l—

Y
ik
C’est ’équation d’une conique. La forme quadratique est réduite et elle est somme de
deux carrés, la conique est donc une ellipse.

Comme ¢ #0 <> a # b, ce n’est pas ’équation d’un cercle. O

Remarque : Attention, sur la figure, pour respecter le texte ci-dessus, le repére doit
étre tourné « a ’envers » par rapport a ce qu’on fait d’habitude : le vecteur 7' (non
représenté) est tourné vers la gauche.

On peut prouver une réciproque :

Proposition 6.7 Soit £ une ellipse qui n’est pas un cercle. Alors il existe un réel e,
0 < e < 1, un point F' et une droite D ne passant pas par F tel que & soit 1’ensemble

. L MF
des points M vérifiant d1,D) ~ e.

P;‘euvcze On se place dans un repére orthonormal (0,7,7) ou £ a pour équation
% + %2- =1 (a >0, b>0). £ n'est pas un cercle, donc a # b et, quitte & changer de
repére, on peut supposer b < a.

On pose alors ¢ = va? — b?, on introduit le point F(c,0) et la droite D d’équation
z= % On pose également e = <.
Soit K le point d’intersection de D et de 1’axe des abscisses. K a pour coordonnées
(“—:,0). Le barycentre de (F,1) et de (K,e) est le point A = 3 F + 5K ; son
ordonnée est nulle, car F' et K sont sur I’axe des abscisses. Son abscisse vaut :

_ e @ _ala+c)
" c+a cta at+c

TA
De méme, si A’ est le barycentre de (F,1) et de (K, —e), un calcul en tout point
analogue montre que A’(—a,0), donc le milieu de [AA’] est le point O, origine du

s . : oA . X
repere. Comme a > 0, il est clair que 04~ 7, le premier vecteur du repére.
On reprend alors les calculs et les raisonnements faits dans le sens direct :

MF
L’ensemble des points vérifiant d(TD_) = e admet, dans le repére orthonormé (0,7, 7),
2 )
’équation cartésienne ol + e 1, donc cet ensemble coincide avec £. O
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Remarque : Pour identifier 'axe focal, il est primordial que a > b. Sinon il faut
inverser les abscisses et les ordonnées dans les conclusions.

L’axe (O, 7) est axe non focal de 'ellipse, c’est aussi un axe de symétrie. Le centre
du repére (milieux des sommets) est centre de symétrie de V’ellipse.

Le réel a détermine le grand aze 2a de Pellipse (le plus grand des « diamétre »), le réel
b déterminer le petit aze 2b de lellipse (le plus petit des « diameétres »). Le « grand
axe » n’est pas un axe mais un réel, dans I’équation réduite, il indique la variable (ici
z) qui varie sur ’axe focal de Dellipse.

(Dans certains ouvrages, le grand axe est le réel a, le petit axe est le réel b; pour nous,
a et b sont respectivement le demi-grand axe et le demi-petit axe.)

2 2
z
Exemple : Ainsi, l’ellipse qui admet comme équation réduite — + v _ 1 admet
comme demi-grand axe a = 3 et comme demi-petit axe b = 2. L’axe focal est donc
Paxe des y et pour mettre I’équation sous la forme réduite présentée plus haut, il faut
encore faire une symétrie pour échanger les coordonnées (X = y,Y = z), ’équation
X2 Y?

devient —9—+ e =1.

2 2

T
On remarque donc que toute courbe d’équation o + ok 1 est une ellipse.

Si a = b, Dellipse est un cercle.
Si a # b, lellipse posséde une excentricité e, un foyer F', un axe focal, une directrice,
un grand axe et un petit axe et peut étre considérée comme 1’ensemble des points M

vérifiant e.

MF
d(M,D) ~
Casoue>1

On énonce en une seule fois la propriété et sa réciproque :

Proposition 6.8 Sie > 1, I" est une hyperbole.

Réciproquement, pour toute hyperbole il existe un réel e > 1, une droite D et un point

F n’appartenant pas & D telle que ’hyperbole soit ’ensemble des points M vérifiant
MF

d@1,D)~ ©

2 2
Preuve M €Tl <— m_2+2y_
a a

—c2=1

2,2
T
Comme e > 1, ¢ > a, on a donc b = v/c2 — a? et ’équation de I' s’écrit poin i 1.

C’est ’équation d’une conique, la forme quadratique est réduite dans le repere, elle
est différence de deux carrés. L’équation est donc celle d’une hyperbole.
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,,,,,,,,

Réciproquement, soit H une hyperbole, il existe un repére orthonormal (O, 7,7) dans
2 2

lequel H est caractérisé par I’équation réduite : ol Z—z =1

On pose alors ¢ = Va2 + b2 et e = £.

D’aprés I’étude précédente, si F est le point de coordonnées (c, 0), D la droite d’équation

MF
T = a?’ I’étude précédente montre que I’ensemble des points tels que m =e
est I’hyperbole H (on doit vérifier que les points A(a,0) et A’(—a,0) sont bien les
barycentres de (F,1) et respectivement de (K, e) ou de (K, —e)). O

Le réel 2a est appelé aze transverse de I’hyperbole. Le cercle de centre O et de rayon
a est le cercle principal de la conique & centre ; on I’appelle aussi cercle transverse de
Uhyperbole.

Remarque : Dans le cas e # 1, on remarque qu’on restreint le choix des repéres
avec la nouvelle forme réduite des équations des ellipses qui ne sont pas des cercles
et des hyperboles. Les axes des z et des y sont déterminés de fagon unique. On peut
simplement remplacer les vecteurs de base par leurs opposés.

Asymptotes d’une hyperbole

A partir de ’équation réduite %:— — %; = 1 d’une hyperbole, on peut exprimer y en
fonctionde z : y = :I:%\/cn2 — a2. Une hyperbole est donc la réunion de deux courbes
de fonctions, admettant (étude élémentaire) des asymptotes lorsque z — +o0o. Les
asymptotes sont les droites d’équation y = :l:-gm. On peut retenir que pour trouver
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les équations des deux asymptotes, il suffit de remplacer le 1 par 0 dans I’équation
2 2
réduite : la réunion des deux asymptotes est caractérisée par Z — & = 0.

6.5.3 Casolie=1

Proposition 6.9 Si e = 1, la courbe I' est une parabole. Réciproquement, si P est
une parabole, il existe un point F' et une droite D tel que P soit I’ensemble des points
équidistants de F' et de D.

(0
Preuve Considérons le point O milieu de [KF)] et posons 7’ = 0 ” Soit alors

(0,7,7) un repére orthonormal.

Posons p = R de sorte que dans ce repére F'(%,0), et que la droite D a pour

équation z = —Z.

Un point M est sur T si et seulement si (z — £)2 + ¢? = (z + £)? <= 3 = 2pz.
On a obtenu une équation réduite de conique, dont la forme quadratique est dégénérée,
T est bien une parabole.

Réciproquement, soit P une parabole. Il existe un repére orthonormal ol son équation
est réduite, et on peut ramener cette équation & la forme y? = kz.

On peut supposer k > 0, et poser k = 2p; d’aprés I’étude précédente, en choisissant le
point F'(£,0) et D la droite d’équation z = —&, I'ensemble des points équidistants de
F et D est bien la parabole P. O

Le réel p s’appelle le paramétre de la parabole. Il représente la distance KF', mais
aussi la distance entre F' et les points de la parabole qui ont la méme abscisse que F.




6.6 DEFINITION BIFOCALE DES ELLIPSES ET DES HYPERBOLES 157

6.6 Définition bifocale des ellipses et des hyperboles

Nous sommes toujours dans un cadre euclidien.
Nous avons montré pour chaque conique propre ’existence d'un couple (F, D) de foyer
et directrice. Nous allons réfléchir maintenant & ’unicité éventuelle d’un tel couple.

Le couple (F, D) est unique pour une parabole. En effet il existe un unique repére
orthonormal ol une parabole donnée admet une équation cartésienne de la forme
y* = 2pz. L’axe focal est l’axe des abscisses. Sur cet axe, le foyer et le pied de la
directrice sont symétriques par rapport au sommet & une distance FK = p. F et K
sont donc parfaitement déterminés.

Si la conique est une ellipse ou une hyperbole, il existe un unique couple (A, A’) de

droites orthogonales tel que dans un repére lié & ces droites (A= axe des z, A'=
2

axe des y) 1’équation cartésienne soit de la forme % + ei—z =1 (a,b>0, e = =1,
a > b dans le cas d’une ellipse). Le repére n’est pas unique : si (0,7, 7) est un repére
conduisant & cette équation, les autres repéres possibles sont (0,7, —7), (0, —17,7) et
(0, -7, —}). En revanche, le couple (a,b) donc ¢ est indépendant du choix du repére.
Les différents choix de repére conduisent & deux couples (F, D) et (F’, D) seulement
(symétriques par rapport & ’origine du repére).

Il existe donc deux déterminations possibles seulement pour une ellipse ou une hyper-
bole du couple foyer—directrice.

Proposition 6.10 Soient F' et F’ deux points distincts tels que FF' = 2c.

(1) Soit a un réel vérifiant @ > ¢ > 0. L’ellipse de foyer F' et F’ et de grand axe 2a est
P’ensemble des points M tels que MF + MF' = 2a.

(2) Soit a un réel vérifiant ¢ > a > 0, 'hyperbole de foyer F et F’ et d’axe transverse
2a est I’ensemble des points M du plan vérifiant |M F — MF'| = 2a.

OF

Preuve (1) Soit a un réel tel que a > ¢ > 0. Soit O le milieu de (F, F'), 7=

(1) (F,F') o7l
et 7 un vecteur unitaire tel que (0,7, 7) soit un repére orthonormal. Dans ce repére,
F(c,0) et F'(—c,0).
Considérons le point K (“—:, 0) et posons e = £.
Soit £ Pensemble des points vérifiant M F + M F' = 2a. Montrons que £ est une ellipse
d’excentricité e déterminée par le couple (F, D), D étant la droite orthogonale & (F'F”)

passant par K. Notons I' cette ellipse et montrons donc que £ =T

Soit M un point de I', m son projeté orthogonal sur D et m’ son projeté orthogonal
sur D’ (on considére les symétriques K’ et D' de K et D par rapport a O).

On a par définition de ', MF = eMm et MF' = e Mm/.

On sait que Dellipse est & la fois dans le demi-plan délimité par D contenant F et dans
le demi-plan délimité par D’ et contenant F’ (" peut étre associée au couple (F, D)
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ou au couple (F’,D’). T est donc & 'intérieur de la bande paralléle délimitée par D et

DI
A K _|A o \ K

On a donc MF + MF' = e(Mm + Mm').
Comme M € [mm'], Mm + Mm' = KK' = 2“—:, donc
2 2
MF+MF =2% =222 9,
c ac
et
Meé.

Si M est un point intérieur & I, on a de méme MF < eMm et MF' < e Mm/', donc
MF+ MF' <eKK', soit MF + MF' < 2a.

Si M est extérieur AT : MF >eMm et MF' > e Mm/, on a donc toujours
MF + MF' > eKK'.

Deux situations sont possibles.

e Si M est dans la bande paralléle limitée par D et D', alors on a, par le méme
raisonnement que précédemment, MF + MF' > 2a.

e Si M est extérieur & la bande, alors Mm + Mm’ > mm’ = KK’, on retrouve a
nouveau MF + MF' > 2a.

On a raisonné par disjonction de cas, on a donc bien établi I’égalité souhaitée. (En

effet, on a montré, en travaillant sur ces inégalités strictes, que si M ¢ T', alors M ¢ £,

ce qui est la forme contraposée de I'implication & montrer pour établir la seconde

inclusion £ C T'.)

0
2) Soit a un réel tel que ¢ > a > 0. Soit O le milieu de (F, F'), 7= et 7un
() (F,F') o7l
vecteur unitaire tel que (O, 7, 7) soit un repére orthonormal. Dans ce repére, F(c,0) et
F'(—¢,0). Considérons le point K (%, 0) et posons e = £.
Soit H 1’ensemble des points vérifiant |MF — MF’| = 2a. Montrons que # est une
hyperbole d’excentricité e déterminée par le couple (F, D), D étant la droite orthogonale
4 (FF') passant par K. Notons I' cette hyperbole et montrons donc que H =T..
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Soit M un point de I', m son projeté orthogonal sur D et m’ son projeté orthogonal
sur D’ (on considére les symétriques K’ et D’ de K et D par rapport & O).

On a, par définition de I', M F = e M'm et par symétrie MF' = e Mm’'.

L’axe des ordonnées (Oy) est la médiatrice de [FF’], donc (Oy) délimite deux demi-
plans, chacun étant I’ensemble des points du plan plus prés de F' ou plus prés de
F'.

Si M est un point de I' du demi-plan délimité par (Oy) contenant F', alors MF < M F’
et |[MF - MF'|=MF' — MF =e(Mm' — Mm) =emm’ =eKK' car m € [Mm/].

De méme, si M est un point de I' du demi-plan délimité par (Oy) et contenant F”,
alors MF' < MF.

et [MF — MF'|= MF — MF' =e(Mm — Mm') =emm’ = e KK' car m' € [Mm)].

Or, le méme calcul que dans le cas de l’ellipse montre que e KK’ = 2a.

On a donc prouvé que M € I' = |MF — MF'| = 2a.

Si P est un point de l'intérieur de I' (par exemple & V'intérieur de la branche du c6té
de F'), on considére le point P; intersection du segment [PF’] et de la branche située
autour de P : PF' = PP, + P, F'. Par inégalité triangulaire, on a PF < PP, + P, F
et —PF > —PP; — P,F. On a donc

|PF — PF'| = PF' — PF > (PP, + P,F') — (PP, + P,F) = P\F' — P,F; or,
P, F' — P,F = 2a d’aprés ce qui précéde, puisque P, € T, d’ou |[PF — PF'| > 2a

Si P était & I'intérieur de ’autre branche, le raisonnement serait identique en échangeant
F et F', donc |PF' — PF| > 2a, lorsque P est & 'intérieur de T'.

Si N est un point de ’extérieur de I", on suppose sans nuire & la généralité que N est
dans le demi-plan limité par (Oy) qui contient F': NF' > NF.

Soit N; le point d’intersection entre I et le segment [NF] : NF = NN; + N; F donc
et par inégalité triangulaire NF' < NN; + N, F’ .

INF — NF'|= NF' = NF < (NN, + NyF') — (NN, + N;F) = NyF' — NyF = 2a

car N €T, et donc [NF — NF'| < 2a lorsque N est & l'extérieur de T'.
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On a donc vérifié par disjonction de cas que # est exactement ’ensemble des points
N vérifiant [NF — NF'| = 2a. O

6.7 Exercices

Exercice 6.1.

1° Soit C la conique d’équation z2 + y? — 2zy — 6z — 10y + 9 = 0 dans un repére
orthonormal (0,7, 7). Déterminer son équation réduite dans un repére orthonormal.
En déduire la nature de la conique, son excentricité. Préciser un foyer et une directrice.

2° Méme question dans les cas suivants :
a)z? —2zy+yi+z+y+1=0; b)zl+2zy+’+z+y+1=0;
)22 +zy+y?+z+y+1=0

Exercice 6.2.
1° Montrer qu’une ellipse est parfaitement déterminée par la donnée de ses deux foyers
F et F' et d’un de ses sommets A. On note £ cette ellipse.

2° Soit C un point du cercle principal de l’ellipse £ qui se projette orthogonalement
en F sur (FF'). Montrer que le pied K de la directrice associée a F est le point
d’intersection entre la tangente au cercle principal en C et la droite (FF').

3° Montrer qu’une ellipse est 'image de son cercle principal par une application affine
simple que l’on précisera.

4° En déduire une construction point par point de l’ellipse a la régle et au compas,
ainsi que la tangente en chacun de ces points.

Exercice 6.3.
1° Montrer qu’une hyperbole est complétement déterminée par la donnée de ses deux
foyers F' et F’ et d’un de ses sommets A.

2° Soit C' le point d’intersection entre le cercle transversal de I’hyperbole (de diamétre
[AA'], A’ étant Pautre sommet) et ’'une des tangentes & ce cercle issue de F'. Montrer
que la directrice D associée & F est la perpendiculaire & (FF') passant par C.

3° Montrer que les asymptotes & une hyperbole passent par les points de contact des
tangentes au cercle transversal issues des foyers et par ’origine.

Exercice 6.4. )
1° Montrer qu’une parabole est entiérement déterminée par la donnée de son foyer F'
et de son sommet A.

2° En déduire une construction point par point de la parabole connaissant A et F' (&
la régle et au compas).
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Exercice 6.5.
1° Montrer qu’une droite rencontre une conique en au plus deux points.
z2 y?
2° Soit C une conique & centre d’équation réduite = + €E = 1 (¢ = £1) dans un
repére orthonormal.

ZTo
Montrer que I’équation de la tangente au point Mo(zo,yo) est —- + eybyzo =1, (on

dit que cette équation s’obtient par dédoublement des termes).

3° Soit P une parabole d’équation réduite y?> = 2pz dans un repére orthonormal.
Montrer que la tangente & P au point My(zo,yo) a pour équation yyo = p(z + Zo)-

Exercice 6.6. Soit M un point d’une coniqu/egopre. La tangente en M coupe la
directrice en T'. On veut montrer que ’angle M F'T est droit.

On considére un autre point M’ de la conique (de la méme branche que M si c’est
une hyperbole). La droite (M M') coupe la directrice en Q. La droite (QF) coupe le

cercle C de centre M passant par F' en un deuxiéme point appelé R. On considére
!

I’homothétie h de centre M et de rapport ?Q_A]\{I K et K’ sont les projetés orthogonaux
sur la directrice de M et M’.

1° Montrer que h(M) = M’, h(K) = K’

2°( Iv;ontrer que l'image de C par h est le cercle de centre M’ qui passe par F' puis que
h(R) =

3° Conclure en envisageant la situation limite ol le point M’ devient le point M.

Exercice 6.7. Soit C une conique & centre (une ellipse ou une hyperbole). (F,A) et
(F',A) sont les deux couples foyers—directrices associés & la conique C. Soit M un
point de C, la tangente & C au point M coupe A en un point T et A’ en un point 7”.
h est ’homothétie de centre T' qui transforme M en @ (milieu de [T'T”]). T est le cercle
de centre M et de rayon M F. Les droites (F'T') et (F'T") se coupent en un point R.

1° Montrer que 'image de I par h est un cercle I de centre @ et de rayon e - d(Q, A).
En déduire que ce cercle est tangent aux droites (FT) et (F'T").

2° Montrer que le triangle RT'T” est isocéle en R.
3° En déduire que la droite (MT') est bissectrice du triangle M FF"'.
Exercice 6.8. Montrer que la tangente en un point M d’une parabole de foyer F' et

de directrice D est la bissectrice intérieure issue de M du triangle M F'm, m étant le
projeté orthogonal de M sur D.






Solutions des exercices

CHAPITRE 1

1. Solutions des exercices sur les espaces affines

Exercice 1.1.

1° a) On doit vérifier que la définition de AT a un sens quels que soient A € E et
e E Or ’hypothése (ii') précise que l’application 64 est bijective quel que soit A,
donc 0;1 est bien définie comme application de ﬁ vers E (puisque 6 va de E vers
0;1(7) est donc bien un élément de F parfaitement défini quels que soient A et
On peut donc affirmer que la définition proposée a bien un sens.

Montrons maintenant que F est une loi de composition externe. En fait, on I'a déja
vérifié, puisqu’on a prouvé que pour tous A € F et o e ﬁ, AF 7 était un élément
bien précis de E, F est bien une loi de composition externe qui associe & un couple
(4, 7) de E x E un élément de E.

1° b) On doit montrer que + vérifie les trois propriétés (i), (1) et (iii) de la définition
1.1p. 1.

— Pour (%), on doit montrer que A-’F_O) = A pour tout A € E. Or, A-T—B) = 0;1(6)) est,

par définition d’une application réciproque, et d’aprés ’hypothése (i7’), un élément
B de E tel que O = 84(B) = 6(4, B). Or, on a aussi (4, A) + 6(4, A) = (4, A)
(en appliquant (i') avec A = B = C), donc 8(A, A) = 0. Mais (4, A) = 64(A). On
a donc trouvé deux points, A et B, tels que T = 04(A) = 04(B). Comme 04 est
bijective d’aprés (i4’), on peut conclure que A = B et AT 0 = A.

— Pour (ii) : Soient A € E et & et ¥ deux vecteurs de E. Posons B = ATH,
C = B¥¥ et D = AT(d + ). Nous devons montrer que (AT 7)F ¢ = AF (Y + ),
soit, en d’autres termes, que C = D.

Or, D = 6,1 (d + ), donc 04(D) =6(A,D) = + 7.
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D’autre part B = 0;1(7), donc ¥ = 04(B) = 6(A,B) et C = 051(7) donc
¥ =05(C) = 0(B,C), donc & + ¥ = (A4, B) + 8(B,C) = 6(A,C) (en appliquant
I’hypotheése (¢')).

Onadonc ¥+ = 0(A,C) = 0(A, D), et donc 04(C) = 04(D), et puisque 4 est
bijective d’aprés (i#’), C = D.

— Pour (i4%), il n’y a presque rien & faire, puisque, pour tout A € F, on a, quel que
soit @ € E, AFW = 0;1(7), donc l'application ¥ — AF W n’est rien d’autre que
Papplication 0;1, qui est bien siir bijective, comme réciproque d’une bijection.

En conclusion, + est une loi de composition externe sur E qui vérifie les axiomes (i),
(#%) et (¢4%) de la définition d’un espace affine, donc (E, ﬁ, F) est un espace affine sur

2° Soit (E, ﬁ, +) un espace affine sur E.On pose pour tout couple (A, B) d’éléments
de E, (A, B) = AB.

0 est bien une application de E x E vers E), et elle vérifie ’axiome (¢’) grice a la
relation de Chasles, puisque AB +B? — AC écrit aussi 0(A,B)+6(B,C) =0(A,C).
Pour (%), soit A un point de E, alors l'application 64 définie par 04(B) = 0(A, B) =
Aﬁ va de E vers B, et elle est surjective, puisque pour tout vecteur & de E), il existe
B=A+7 tel que @ = AB = 6(A, B) = 04(B).

04 est injective, car 4(B) = 04(C) = AB=4C = A+Z§ = A+E = B=C.

Exercice 1.2. 1° Soit E un ensemble muni d’une loi de composition externe +, 3
opérateurs dans E qui vérifie les axiomes (i), (i1) et (#4i"), c’est-a-dire tel que
()VAECE, A+ 0 =A4;

(@) VA€ BV, 7 € B,ona (A+2)+ 7 = A+ (T +7);

(#44") 3A € E, application @4 : ¥ — A+ U est une bijection de E sur E.

On doit montrer qu’on a aussi (44), c’est-a-dire que pour tout B € E, 1’application
¢p: U+ B+ est bijective.

Soit B € F et soit ¢pg ’application de E vers E définie par pp(@) = B+. Montrons
que pp est bijective.

Soit C € E. On doit trouver dans E) un antécédent par g de C. Or, on sait, d’apres
(#4i"), qu’il existe un antécédent ¥ de C par g4, c’est-a-dire un vecteur v de
tel que (V) = C, ou encore C = A + ¥. D’autre part, toujours d’apres (i5"), B
posséde aussi un antécédent par @4, qui est un vecteur W tel que B= A+ @. Or, on
peut affirmer que B + (—w) = A : en effet,ona A= A+ T=A+ (@ + (-0)) =
(A+ B) + (&) = B+ (- W) (on a utilisé (¢) puis (i3)).

On peut conclure que @ = ¥ — @ = — & + ¥ est tel que pp(?) = C,

puisque B+ 4 = B+ (-6 + 7) = (B+(—ﬁ)) 4+ 7 =A+ 7Y =C (on a encore
utilisé (47)).
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On a prouvé que pp est surjective.

Soient maintenant ¥ et ¥ deux vecteurs de E tels que pp(d) = pp(7). On a donc
B+ =B+ 7. Or, on a vu qu'on peut écrire B = A+, doncona (A+ W)+ =
(A+D)+ 77 et toujours en utilisant (i), on a donc A+ (W +°) = A+ (¥ + )
ou encore w4(W + ¥) = pa(W + V) et puisque d’aprés ’hypothése (m” ), pa est
injective, on en déduit B+U=U+7 puis ¥ =¥. On a ainsi prouvé que pp est
injective.

En conclusion, ¢p est bijective, ceci pour tout B, donc la propriété (ii:) est établie.

2° Soit E' un ensemble. On suppose qu’il existe une application 6 : { aTBl;} : };A, B)

telle que

(i') VA,B,C € E,on a §(A,B) + 6(B,C) = 6(A,C).

(") 3A € E tel que I'application 04 : M — 04(M) = 6(A, M) est une bijection de
E sur

Il faut montrer que E est un espace affine, et tenant compte du résultat de I’exercice
1.1, il suffit de vérifier (i%’).

Soit donc un point B quelconque de E. Montrons que I’application g : M — 6(B, M)
est bijective de E vers

Soit ¥ € E. Posons @ = (A, B) + . Puisque 04 est surjective, il existe M € E tel
que 84(M) = W, donc on a 8(A, M) = §(A, B) + ¢. Ajoutant le vecteur (B, A) aux
deux membres de cette égalité, on trouve, en utilisant (¢'), §(B, M) = 6(B,B)+ . Or,
l’axiome (i') appliqué & A = B = C implique que (B, B) + 6(B, B) 6(B, B), donc
6(B,B) = 3), et on a trouvé un point M tel que (M) = 6(B, M) = T+7="1.
On a prouvé que 0p est surjective.

Soient C et D deux points de E tels que 85(C) = (D). On a donc 6(B,C) =
0(B, D) et en ajoutant §(A, B) aux deux membres, et en appliquant (i'), on obtient
6(A,C) = 0(A, D), soit encore §4(C) = 04(D) et puisque 04 est injective d’aprés
(#¢"), on peut en déduire C = D. On a prouvé que g est injective.

0p est donc bijective quel que soit le point B, et E est donc un espace affine.

Exercice 1.3.
Soient quatre points A, B, C, D quelconques de I’espace affine E. La relation de Chasles

permet d’écrire d’une part AC = 1-4—B) + BC et d’autre part m = E + 1_)8 On a
donc : ZB) + Eé =AD + 1:? et donc si on a des points qui sont tels que ;4—3) Iﬁ,
alors BC = AD et réciproquement.

Exercice 1.4. Précisons quelles sont les lois 4; et -, dans le vectorialisé V, (c’est le
vectorialisé de I’espace V' considéré comme espace affine sur lui-méme).
Pour tous z,y € V,onazy=a+(z—a)+(y—a)=z+y—a.
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De méme, pour tousz € Vet A\eK,onal,z=a+ Az —a)=(1—-Na+ Az
Les lois de V, ne sont donc pas les mémes que celles de V, saufsi a =0y : Vp, = V.
Remarquons que si a # b, on a aussi V, #V,, (car 1 y # 2+ y).

Exercice 1.5.

Supposons que (O, e,... , 6{) est un repére cartésien de E. Cela signifie que (El’, ceey e—n))
est une base de F et donc d’une part que E et donc E sont de dimension n. Un
argument décisif permettant de conclure est que (X3, ...,X,) est 'image réciproque
de la base (e, .. .,e_)n) par application po : M — M — O qui sert & transférer
la structure vectorielle de E sur E, et par ce transfert de structure, une base est
forcément transformée en une base.

Nous donnons ci-aprés un autre argument plus élémentaire que nous espérons plus
facile & comprendre.

Montrons que (Xi,...,X,) est une famille libre de Ep, qui est aussi de dimension n
(on a vu que @o est un isomorphisme).

Soient Aj,..., A, des scalaires tels que A1 o X1 4o An 0 Xn = O (il est évident
que O est le vecteur nul de Ep).

Onak;oX;=0+X(X;—0)=0+\el.

Dot A1 0 X1t A2 0 Xa =0+ (A 0 X1 —O0) + (A2 0 X2 —0) =0+ ((O + M\i&]) -
0) + ((O + Aze3) — 0) = O + \&i + \oes.

Par une récurrence facile (mais qui serait lourde & écrire), on en déduit que
MoXit - dodoXn=0+Meg+ -+ Antr (cette égalité est indépendante du
fait que les E}) forment une base). Le fait que A1 o X14o 4o An .0 Xn = O se traduit
donc par O + Met 4+ A = O, d’ou )\1’6_1) + A = 6), et tous les \; sont

nuls puisque (e_l), R e_n)) est une base de E, donc les X; forment une famille libre de
Eo.

Réciproquement, supposons que (X3, ..., X,) est une base de Ep. Cela signifie déja que
Eop, donc E, donc E sont de dimensions n. Il suffit alors de montrer que (Ei), ey e_n))
est une famille libre de ﬁ

Soient Ay, ..., A\, des scalaires tels que Mer+ -+ Mney = 6)

On en déduit que O + MeEl + -+ Anér = O, et en utilisant Pégalité

Mo X14o 4o An o Xn = O+ A&} + -+ - + An&,, vue plus haut, on a donc

Ao Xito -t doAn 0o X = O et tous les \; sont nuls puisqu’on a supposé que
(X1,...,Xn) est une base de Eop, et ainsi on a prouvé que (e_l), ... ,EZ) est une famille
libre de E.

Exercice 1.6. La direction ? d’une variété affine F' = A + ? d’un espace affine B

de dimension 3 est un sous-espace vectoriel de E et a donc comme dimension 0,1,2

ou 3.

o SidimF =dimF = 0, c’est que F= {ﬁ)}, donc F = A+ {.(—)-)} = {A}. F est alors
un singleton.
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o Si dim?z =dimF =1, ? est une droite vectorielle, engendrée par un vecteur non
nul ﬂ, et donc F = A+ < ¥ > est la droite affine passant par A, dirigée par .
Les sous-espaces affines de dimension 1 sont des droites.

e SidimF = dimF = 2, est un plan vectoriel engendré par deux vecteurs
indépendants (et donc non nuls) U et ¥, donc F = A+ < U, >. F est un plan
affine. F passe par A, et aussi par B = A+ U et par C = A+ . Ce sont trois
points non alignés de E.

e Si dim? =3, c’est que ? = E'), donc F=A+ ﬁ = E. Le seul sous-espace affine
de dimension 3 d’un espace affine E de dimension 3 est l’espace E tout entier.

Exercice 1.7. 1° Soient A, B deux points distincts d’un espace affine. A # B
implique que = A_B) # 6), donc le sous-espace vectoriel engendré par U est une
droite vectorielle B =<7 > DoncD=A+ B est une droite affine. Elle passe par A
(proposition 1.9 p. 5) et aussi par B puisque B = A+A_B) =A+d €A+ <U >=D.
On a ainsi trouvé une droite D qui passe par les deux points distincts A et B. Reste &
prouver que c’eit) la seule. IR

Soit A = C + A une droite affine passant par A et par B; A est donc une droite
vectorielle engendrée par n’importe lequel de ses vecteurs non nuls. Toujours d’aprés
la proposit_i)on 1.9 p. 5, on peut affirmer que _A; €A== A=A+ A.Mais B € A donc
B € A+ A et par conséquent zﬁ =7 € A. ¥ est un vecteur non nul de la droite
vectorielle X, donc A =< ¥ >= B et A=A+ Z) =A+ B = D. On a montré que
D est la seule droite affine qui passe par A et B.

2° On raisonne de la méme fagon : les points A, B, C ne sont pas alignés, donc ils sont
tous distincts, et C n’appartient pas a la droite D = A+ < AB > passant par A et
B, donc AC ¢< AB > et par conséquent les vecteurs AC et AB sont indépendants.
Ils engendrent donc un plan vectoriel P =< A ,E >. Il est clair que P = A+
passe par A, B et C.

Soit maintenant un plan IT= M + ﬁ) un autre plan qui passerait par A, B,C; ﬁ est
un plan vectoriel dont une base est formée par deux quelconques de ses vecteurs pour
peu que ceux-ci sont indépendants. Toujours d’apres la propriété 1.9 p. 5, on peut
affirmer, puisque A € I, que Il = A + II. Mais B € Il donc AB € Il et de méme
C €Il donc AC € ﬁ (A_B), 718) est un couple de vecteurs indépendants de ﬁ), donc
c’en est une base et ﬁ=< A—B),E >= 1_3), doncH=A+ﬁ) =A+? =P,iln’y a
donc qu’un seul plan qui passe par A, B,C.

Exercice 1.8.

Une forme linéaire f est une application linéaire de V' vers le corps K des scalaires.
Puisque Im f est un sous-espace vectoriel de K, sa dimension ne peut étre que O ou 1 :
c’est 0 si f est I’application nulle et Im f = {0}, et c’est 1 dans tous les autres cas, f
est alors surjective.
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Si f est 'application nulle, et si a # 0, alors f ~!(a) = @ n’est pas un hyperplan affine de
V. Et toujours si f est 'application nulle, si a = 0, alors f~(a) = f~1(0) = ker f = V,
qui n’est pas non plus un hyperplan affine de V. Nous venons de traiter les deux
exceptions.

Si f n’est pas I’application nulle, alors f est surjective et f~!(a) n’est jamais vide. Soit
u € f~1(a). Nous allons montrer que f~!(a) = u +ker f et cela suffira pour achever la
démonstration : en effet, d’aprés le théoréme du rang, comme rg f = dim(Im f) =1,
on est stir que dim(ker f) =n — 1, si n est la dimension de V. On aura alors prouvé
que f~1(a) est un hyperplan affine de V.

Soit v € f~1(a), on a f(v) = a = f(u), donc grice & la linéarité de f, f(v —u) =
f)—-f(u) =a—a=0et v—u € ker f. Puisque v = u+(v—u), on a donc v € u+ker f.
On a établi l'inclusion f~1(a) C u + ker f.

Soit w € u+ker f. Ona w = u+z avec = € ker f, donc f(w) = f(u)+ f(z) = a+0 = q,
donc w € f~1(a) et on a établi la deuxiéme inclusion u + ker f C f~(a).

Exercice 1.9.

Supposons que Sp # . Alors il existe a € F tel que f(a) = b. Pour tout z € S, on
a aussi f(z) = b, donc par linéarité de f, on peut écrire f(z — a) = f(z) — f(a) =
b—b=0p, donc z —a € ker f. Or, z = a+ (z — a), donc z € a + ker f. On a montré
que Sy C a + ker f. Or, a + ker f est un sous-espace affine de E, de direction ker f,
donc si on arrive & montrer 'inclusion inverse, on aura terminé. Soit y € a + ker f. On
ay—ac€kerf,donc f(y) = f(a+ (y—a)) = f(a) + f(y —a) = b+ 0p =b, donc
y € Sp et on a montré a + ker f C Sp.

Exercice 1.10.

Soit V' un espace vectoriel, qui est aussi un espace affine. Soit G = a + W une variété
affine de V’espace affine V. W est donc un sous-espace vectoriel de V. Si Oy € G, alors
d’apres la proposition 1.9 p. 5, on peut dire que G = Oy + W = W donc G est un
sous-espace vectoriel de V. Réciproquement, si G est un sous-espace vectoriel, comme
tous les sous-espaces vectoriels, il contient Oy . O

Exercice 1.11.

1° Par hypothese ? #* 3 ; comme ces sous-espaces vectoriels sont des droites vecto-
rielles, ona FN G = {6)} donc F' et G sont en somme directe, et par conséquent
dim(? @ ?3) =14+1=2=dim ﬁ, de sorte que E=F ® G. On peut appliquer la
deuxiéme partie de la proposition 1.22 p. 17, et conclure que F' N G est réduite & un
point.

2° Par hypothése ? # 5’; comme ces sous-espaces vectoriels sont des plans vectoriels,
et qu'ils ne sont pas confondus, leur intersection F' N G est de dimension strictement
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inférieure & 2. Mais d’autre part, on a
dm(F +G)=dmF +dim G — dim(F N G) = 4 — dim(F N G).

Comme 7 + 8 C E), on a dim(? + Ef) < 3 et donc 4 — dim(? N 8) < 3, d’ou
dim(? N 8) > 1. Comme on a aussi dim(F N G) < 1, on est siir que F' N G est une

droite vectorielle B, et donc dim(? + 8) =4—-1=3, donc ? + 8 = E, et on peut
appliquer la premiére partie de la proposition 1.22 p. 17, qui permet d’affirmer que
F NG # 2. En appliquant alors la proposition 1.13 p. 7, on peut affirmer que FNG
est une variété affine dirigée par F' N G = D, qui est, on I’a vu, une droite vectorielle,
donc F'N G est une droite affine.

3° Puisque la droite (G, 8) n’est pas faiblement paralléle au plan (F, ?), c’est que
¢ F, et par conséquent F' + G est un sous-espace vectoriel qui est strictement plus

grand que F', sa dimension est donc au moins 3, et ne peut étre que exactement 3, et

sz . . . ~ g

donc F + G = E. Par ’équation aux dimensions, on est sir que F NG = {0} (cet

espace vectoriel est strictement inclus dans la droite vectorielle 3), donc la somme de
et de 8 est directe et E‘) = ? (&) Z:’, donc F NG est un singleton, toujours grace a

la proposition 1.22 p. 17.

Exercice 1.12.

1° a) On applique la proposition 1.19 p. 11; ici on cherche une représentation gara-

métrique de D = A+ D avec B =< ¥ > de dimension 1. ¥ est une base de D, on
a p = 1, et la dimension de ’espace est 2, donc il y a deux équations avec un seul
paramétre. On obtient bien, en application de cette proposition, la représentation

T=2Z4+ A

paramétrique
{y =ya+AB

1° b) Si b et d ne sont pas tous les deux nuls, il existe un point B(a,c) et un vecteur

non nul ¥ (Z) tels que si D = B+ < o >, la représentation paramétrique de la

= bt
droite D est exactement le systéme :1: a-ll-dt t € R qui caractérise I’ensemble A,
y=c

donc D = A et A est bien une droite.

Si b=d =0, le systéme qui caractérise A s’écrit, : f‘: quel que soit t € R, donc
A est réduit au singleton formé du seul point B(a, c).

Nous avons prouvé que A est une droite si et seulement si (b,d) # (0,0). Dans ce cas,

A passe par B(a,c) et est dirigée par 7 (Z)
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Lorsque c’est une droite, A passe par 'origine du repere si et seulement si il existe

0=a+bt
une valeur ¢y du parameétre ¢ telle que + bt
O0=c+ dto.
On peut interpréter cette condition par le fait qu'’il existe ¢y € R tel que (1,%p) est
by=0
solution du systéme homogéne oz + 0y
cz+dy=0.
Ce systéme qui admet aussi la solution triviale (0,0) n’est donc pas un systéme de
Kramer, donc son déterminant est nul : on a ad — bc = a Z ‘= 0.

Réciproquement, supposons que l’on a ad — bc = Z Z ‘ = 0. Cherchons s’il existe
O0=a+ bto
to € R tel que
0 TV 0 = ¢ + dto.

Considérons encore le systéme homogéne de deux équations & deux inconnues :

cx+dy=0.
est nul, c’est un systéme homogeéne de rang 1, et I’ensemble S des couples (z,y) de
R? qui vérifient ce systéme est une droite vectorielle. Soit (u,v) une des solutions non
nulles. On a donc S =< (u,v) >. Il est impossible qu’on ait © = 0 sinon on aurait
v # 0 et bv = dv = 0, ce qui impliquerait (b,d) = (0,0). Donc 1(u,v) = (1,%o) (en
posant to = %) appartient aussi & S, et on a a + bty = 0 = ¢+ dto, ce qui prouve bien
que A passe par O.

{aa:+by =0 Comme (b,d) # (0,0) et comme le déterminant de ce systéme

Nous avons montré que A est une droite qui passe par O si et seulement si (b, d) # 0 et
a b
c d

o (Z) comme vecteur directeur, une autre représentation paramétrique de A est

— k!
{w—bt t' eR.

= 0. Remarquons que dans ce cas, puisque A passe par O et admet le vecteur

y =dt’

1° ¢) La droite (AB) passe par A(z4,y4) et admet le vecteur AB (;B A

vecteur directeur, donc une représentation paramétrique de (AB) est

) comme

z=z4+ (xB—TA)A AER.
y=ya+(ys —ya)A

On peut aussi écrire ce systéme sous la forme

{:1; =(1-MNza+ Az

AeR.
y=(1-ANya+ys
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(Vous savez peut-étre et nous verrons au chapitre 3 qu’on peut interpréter ce dernier
systéme comme affirmation que M est barycentre de (4,1 — A) et (B, A)).
(La réponse ci-dessus n’est pas la seule possible : voir la question suivante!)

1° d) La droite D et la droite A sont paralléles si et seulement si leurs vecteurs
b B
d ¢
(b,d) # (0,0) et (8,6) # (0,0) pour que ce soient bien des droites).

Ces droites sont confondues lorsqu’elles sont paralléles, et qu’en plus on peut trouver
un point de 'une qui appartient & 'autre. Puisque A(a,c) € D, on peut donc affirmer

b B
d §

directeurs sont colinéaires, ce qui se traduit par le fait que = 0 (avec bien siir

que D et A sont confondues si et seulement si =0 et il existe A\g € R tel que

{a=a+ﬂ/\0

c=v+ 5/\0

O=a—a+ X
0= Y—=c + 6)\0,
donc en reprenant le raisonnement que nous avons fait pour caractériser qu'une droite

a—a B

passe par 'origine, elle équivaut au fait que y—c &

Cette derniére condition est équivalente & ’existence de Ag tel que

En conclusion, D et A sont des droites confondues si et seulement si (b, d) # (0,0) et
G2 00«|) §|-0a|372 70
Remarquons que dans ce cas D passe par B(c,v), donc en reprenant le méme rai-

N 118 . .Ja—a b
sonnement & 1’envers, on peut établir facilement qu’on a aussi c—y d ‘: 0. Donc

on peut caractériser le fait que les droites sont confondues par la nullité des trois

déterminants, ce qui se traduit par le fait que la matrice <Z :: Z ? est de rang

1 (toujours avec la condition (b,d) # (0,0) et (8,4) # (0,0)).
Les deux droites sont sécantes lorsqu’elles ne sont pas paralléles, c’est-a-dire lorsque

leurs vecteurs directeurs sont indépendants, donc lorsque } Z ’g # 0.

1° e) Tout d’abord il serait suicidaire d’utiliser la méme lettre (méme si c’est une
« variable muette ») comme paramétre dans les deux représentations paramétriques. Il

z=1+3t
faut considérer que les deux droites sont caractérisées ainsi : D : ;-+ : teR
y=-
, z=-2-t - C s ; .
et D' gy t’ € R. En application de ce qui précede, le déterminant
y=-—o-—
3 -1 . . .
1 117 —2 est non nul, donc ces deux droites sont sécantes. Les coordonnées du

point d’intersection peuvent se déterminer en résolvant le systéme de 4 équations & 4
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inconnues obtenu en réunissant les deux représentations paramétrique ; bien sir, les
valeurs de z et y permettent & elles seules de répondre au probléeme. Comme on est
slir de I’existence et de 'unicité du point d’intersection, il n’est pas obligatoire de
raisonner par équivalences, un raisonnement déductif permettant de trouver les seules
valeurs z et y possibles serait aussi valable.

z=14+3¢ =143t

=143t r=-1
y=-3+¢ y=-3+t H
, = , = (yY=-3-t <= (y=-3
z=-2-t 1+3t=-2—-t I s
y=-3-t -3+t=-3-t 2 2
Le point d’intersection de D et D’ a donc pour coordonnées (z,y) = (—%,—3).
=14+ (1-+vV2)t
1° f) Méme démarche : les droites sont caractérisées par D : {a: +(1-v2) teR

y=t
z=+v2-1t
et A: teR.
{y=—-1+(\/§+1)t’
En référence 4 d),onaicia=1,b=1-+2,c=0,d=1,a=+v2,8=-1,y=—1,

§=v2+1.
Le premier déterminant & calculer est :

‘b s —‘l—ﬁ : ‘=(1—\/§)(1+\/§)+1=0

d 6| | -1 V2+1
donc les deux droites sont paralléles.
. a-a B|_|v2-1 -1 |_, 5 L
Ensuite on a e & 1.0 \/§+1‘_(\/§ 1)(\/§+1) 1 =0, donc les

deux droites sont confondues. D = A = DN A = (AB) avec A(1,0) et B(v/?2,—1).

2° a) On applique la proposition 1.21 p. 14. Ici la dimension de ’espace est n = 2, celle
de la variété affine dont on cherche une équation cartésienne est p = 1, la droite D est
caractérisée par n — p = 1 équation cartésienne, de la forme uy1z + u12y = b;. Pour
que le systéme formé de cette seule équation soit de rang n — p = 1, il est nécessaire
et suffisant que (u11,u12) # (0,0). En posant uj; = u, uj2 = v et by = —w, cette
équation est bien équivalente & uz + vy + w = 0 (avec (u,v) # (0,0)).

On va utiliser la partie « réciproque » de cette méme proposition 1.21 p. 14 : si
(a, B) # (0,0), le systéme (formé d’une seule équation) az + By + v = 0 est de rang 1,
et il admet clairement toujours des solutions (il est toujours possible d’exprimer y en
fonction de z si B # 0 ou z en fonction de y si @ # 0 et on a toujours a ou 8 non nul).
Cette proposition nous permet alors d’affirmer que I’ensemble des points M(z,y) qui
vérifient ce systéme (d’une seule équation) est une variété affine de P, de dimension
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2 — 1 =1, donc c’est bien une droite. (a, B) # (0,0) est donc bien la seule condition &
imposer pour que az + By + v = 0 soit ’équation cartésienne d’une droite A.

2° b) C’est encore une autre partie de la proposition 1.21 p. 14 que nous allons utiliser.
Cette proposition nous permet d’affirmer que la droite A : az + by + ¢ = 0 admet
comme direction le sous-espace vectoriel A de E), caractérisé par ’équation « sans

second membre » az + by = 0. Et le vecteur <_ab> a des coordonnées qui vérifient
—)
cette équation donc U € A, et comme A est une droite, A est une droite vectorielle
e . .
et A =< U >, U est bien un vecteur directeur de A.

La droite A passe par l'origine O du repére lorsque les coordonnées (zo, yo) = (0,0)
de ce point vérifient ’équation azx + by + ¢ = 0 de A, c’est-a-dire lorsque ¢ = 0.

T—ZA =:l/-yA

2° ¢) Par hypothése, on a donc a # 0 et b #.0. L'équation cartésienne

a b
a donc un sens, et elle est équivalente & bz — ay + (ay4 — bz 4) = 0. C’est ’équation
cartésienne d'une droite qui passe par A (ses coordonnées vérifient cette équation) et
dont un vecteur directeur est (en appliquant la question précédente) ¥ de coordonnées

<—(;a)) = (Z), donc ¥ = U et cette équation caractérise la droite passant par A
et dirigée par U, c’est bien une équation de D.

2° d) Les deux droites D et D’ sont paralléles si le systéme formé de leurs deux vecteurs
directeurs est lié. D est dirigée par u _ab) et D’ est dirigée par o (_al,)l>

-b -V a a
/
Donc D//D’ > ‘ e d b v

Comme (a,b) et (a’,’) sont tous deux non nuls, et comme ces deux vecteurs de R?
sont liés, on peut affirmer qu’il existe k € R* tel que a’ = ka et b/ = kb.

=0 < =0.

Les deux droites sont confondues si et seulement si leurs équations sont équivalentes,
donc s’il existe A € R* tel que @’ = Aa, b’ = \b et ¢ = Ac. En utilisant encore la
proposition 1.21 p. 14, on peut exprimer cette condition en disant que le systéme

ax+by+c=0

24 By + 0 est de rang 1 et posséde des solutions, ce qui se traduit par le
dz+by+c=

fait que la matrice (:, :, cc/) est de rang 1.
/
Deux droites sont sécantes lorsqu’elles ne sont pas paralléles, donc lorsque Z Z, #0.

2° e) La droite D admettant une équation cartésienne du type az + by + ¢ = 0. Comme
elle n’est pas paralléle & un des axes, on a nécessairement a # 0 et b # 0. Et d’aprés la
fin de la question 2°b), puisqu’elle ne passe pas par l'origine O du repére, c’est que
¢ # 0. On obtiendra donc une autre équation de D en multipliant celle-ci par % #0,
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et on obtient 2z + %y+ 1 =0 ou encore —2x — %y =1.En posant —£ = et —f =f3
(c’est possible car a # 0 et b # 0), on obtient une équation sous la forme £ + % = 1.
Le point A(c,0) et le point B(0,3) ont des coordonnées qui vérifient cette équation,
donc ce sont les points d’intersection de la droite D avec respectivement ’axe des
abscisses (y = 0) et ’axe des ordonnées (z = 0). S est donc 'ordonnée du point
d’intersection de D avec I’axe des ordonnées (on dit que 3 est ’ordonnée a 'origine
de D) et a est I’abscisse du point d’intersection de D avec 1’axe des abscisses (on
devrait pouvoir appeler a: '« abscisse & ’origine », mais cette terminologie est trés
peu utilisée).

2° f) 1l suffit de traduire le fait que M € D :
MecA+<U>e> M-Ae<® >+ NeR|AM =27

= (AM, D) estli¢ = |Z %4 %|=o.
y—ya B

2° g) 1l suffit de calculer ce déterminant 3 X 3 en soustrayant la premiére colonne aux
deux autres, puis en le développant par rapport & la derniére ligne :

A TB T TA IB—TA T —TA
ya Y8 Y |=0<= |ya yB—ya Y—ya|=0
1 1 1 1 0 0

IB—Ta T—TA|_
YB—YAa Y—YA
-—
< AB et AM sont colinéaires <= M € (AB).

Le méme calcul montre que trois points A, B,C sont alignés si et seulement si
TA TB ZTcC
ya yB Yc [=0. (Nous retrouverons un autre argument que le calcul pour justifier
1 1 1

cette condition d’alignement aprés I’étude du chapitre 3).

2° h) Si on connait une équation cartésienne az + By + v = 0 d’une droite D, on
en connait un vecteur directeur % _aﬂ . Il suffit de trouver un point de la droite.

Par exemple, si @ # 0, on peut exprimer z en fonction de y, et pour y = 0, on
trouve le point A(—2,0) (si @ = 0, on est slir que § # 0 et la droite passe par
le point B(0,—2)). Une fois qu’on dispose d’un point et d’un vecteur directeur,
écrire une représentation paramétrique devient trés simple : si & # 0, on a par
r=-1—pt

; teR. Pour 3#0,0nala
y=a

exemple la représentation paramétrique {

=0\

AeR.
y=-%+ai

représentation paramétrique {
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Si on connait une représentation paramétrique de D : {:c =a+bt t € R, on pourra
y=c+dt

trouver une équation cartésienne de plusieurs maniéres : puisqu’on connait un point et

un vecteur directeur, on peut utiliser ¢) ou f) ; mais le plus élégant consiste & éliminer ¢

entre les deux équations, en multipliant la premiére par d, la deuxiéme par b puis en les

soustrayant : on trouve alors trés facilement 1’équation cartésienne dz — by = ad — bc

qui caractérise bien D.

3° a) Commengons par interpréter I’hypothése que D; et D, sont paralléles. Cela se
U 0 '

V2
D’autre part, ces deux droites ne sont pas confondues, donc on est siir que wy # kw;.
On doit montrer une égalité entre deux ensembles, donc le raisonnement qu’on fera
consistera 4 démontrer deux inclusions : toute droite du faisceau est une droite paralléle
& D,, puis toute droite paralléle & D; est dans le faisceau.

traduit par = 0, donc il existe k € R* tel que uz = kuy et vg = kv;.

Soit D une droite du faisceau F(D;, D;) d’équation cartésienne ¢(M) = 0. Il existe
A1, A2 non tous deux nuls tels que ¢ = A;¢; + Az¢p2. Une équation cartésienne de D est
donc (A1u1 +Aau2)z+ (A1v1 +A2v2)y+ (A\1wi + A2wz) = 0. Notons que affirmation que
D est une droite sous-entend que les coefficients de z et de y ne sont pas simultanément
nuls.

Utilisons maintenant la relation entre les u; et les v; rappelée en préliminaire : on peut
écrire I’équation de D sous la forme (A1 +kX2)uiz+ (A1 +kA2)v1y+ (Aw; + A2wz) = 0.
()\1 + kX2)ug (/\1 + k)\z)’vl

= 0 pour
U1 (1 P

Il suffit maintenant de calculer le déterminant \
constater que la droite D est paralléle & D;.

Si maintenant D est une droite parallele & D, si az + by + ¢ = 0 est une équation
cartésienne de D, on est siir qu’il existe une constante A € R* telle que a = Au; et
b= )\’Ul.
L’équation de D peut donc s’écrire Au3z + Av1y + Aw; + (¢ — dw;) = 0 soit ¢(M) =0
avec (M) = Ap1 (M) + (c — dwy).
D’autre part, de la méme fagon, on a ¢o(M) = k¢ (M) + (we —kwy). 1l suffit d’éliminer
les constantes entre ces deux équations pour obtenir une relation entre ¢, ¢; et ¢s.
Pour cela, on multiplie la premiére par (wy — kw;) et la deuxiéme par (¢ — A\w;) puis
on les soustrait, et on obtient : '
(W — kw: )$(M) — (c — Awy)po (M) = (/\(wz — kwy) — k(c — )\wl))qﬁl(M). On peut
tout diviser par wy — kw; qui est/\non nul puisque D; # D,. On obtient
Awg — ke c— dwy

M)=—""—¢ (M) + ————¢2(M), donc D D,, Ds).
$(M) p— kw1¢1( )+ - kw1¢2( ), donc D € F(D1, Ds)
3° b) Ici aussi on utilisera un raisonnement par double inclusion.
Tout d’abord, dire que D; et Dy sont sécantes en {2 peut se traduire par le fait que
$1(R) = ¢2(Q2) = 0 (N appartient aux deux droites) et ’ Z; z; {76 0 (les deux droites

sont sécantes).
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Soit D € F(D1,Dz). Alors D admet ¢(M) = 0 comme équation cartésienne, avec
(M) = A1¢1(M) + Aag2(M). en particulier, $(2) = A191(R2) + A2p2(R2) = 0, donc D
passe par §2.

Réciproquement, si D d’équation az + by + ¢ = ¢(M) = 0 est une droite qui passe par
Q, on a ¢(2) = 0. On peut donc écrire ¢(M) = ¢(M) — () = a(z — za) + b(y — ya).
De la méme facon, pour i = 1,2, on peut écrire

¢i(M) = ¢i(M) — $:(RQ) = wi(z — z) +vi(y — ya)-

Or, 'hypothése que D; et D sont sécantes se traduit par le fait que (u1,v;) et (ug,vs)
forme une base de R?; donc le couple (a,b) peut s’exprimer comme combinaison
linéaire de ces deux couples : il existe A\; et Ao tels que (a,d) = A1 (u1,v1) + A2(uz, v2)
et donc a = A\ju; + Aqusg et b= Ay + Aqvs.

On adonc ¢(M) = (A1u1+A2u2)(z—2za)+ (AMv1+A202)(Y—ya) = A1d1(M)—Aag2 (M),
donc D € F(D,, D).

3° ¢) Cette question n’est pas aussi triviale qu’il y parait, & cause de l’existence de
plusieurs équations cartésiennes pour la droite D.

Si D € F(D;,D,), une des équations cartésiennes de D s’écrit sous la forme

A @1(M) + Ny (M) =0, soit (Nju1 + Aquz)z + (Ajv1 + Aqv2)y + (ANjwr + Ayws) = 0.
Puisque uz + vy + w = 0 est une autre équation cartésienne de D, il existe une
constante k telle que u = k(M u1 + Myuz), v = k(Ajv1 + Ajv2) et w = k(ANjwy + Ajws),
d’oti le résultat souhaité avec \; = kA] et Ay = k).

Réciproquement, c’est évident.

3° d) Si deux de ces trois droites sont confondues, le résultat est évident, car & la fois
les trois droites sont forcément paralléles ou concourantes (il n’y en a plus que deux
ou méme une) et le déterminant posséde deux colonnes proportionnelles, donc est nul.

Nous supposerons donc dans la suite que les trois droites sont distinctes. Dire que
les trois droites sont concourantes ou paralléles signifie alors que D3 € F(Dy, Ds)
(d’apres 3°a) et b)) et il ne reste plus qu’a montrer que cette derniére affirmation est
équivalente a la nullité du déterminant.

as ay a2
D’apres 3°c), si D3 € F(D1, D5), cela implique que | b3 | = Ay [ b1 | + A2 | b2 | donc
C3 C1 C2
a az asg
le déterminant de ces trois vecteurs colonnes est nul, c’est-a-dire | by by b3 |=0.
' €1 C2 C3
ay a2 ag
Réciproquement, si| by by b3 |= 0, cela signifie que le systéme formé par les trois
i €2 C3
a;

vecteurs colonnes | b; | est lié, et comme les deux premiers ne sont pas colinéaires
Ci
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(sinon D; = D,), c’est que le troisiéme est dans le plan vectoriel engendré par

az\ ay a3
les deux premiers, donc il existe A\j, Az tels que | bs | = A | b1 ] + A2 | b2 | et
c3 C1 C2

D3 € F(Dy,D,), d’aprés c).

3° e) Il n’est pas besoin de déterminer les coordonnées de A : il suffit de chercher la
droite D dans le faisceau F(D;, D). L’équation de D est donc de la forme
Mz+y—4)+pz—-2y+5)=0 <= A+p)z+A—2p)y—42+5u=0.

Cette droite est paralléle & la droite d’équation 3z + y = 0 si et seulement si

A+p A=2p

3 1

pas unicité de la solution, car si on est slir qu'il existe une seule droite passant par A
paralléle & une droite donnée, en revanche cette droite posséde une infinité d’équations,
toutes proportionnelles. On peut prendre, pour éviter d’avoir & manipuler des fractions,
A =Tet u =2, et on trouve 'équation (7 +2)z + (7T—4)y—28+10 = 0 <=
3z+y—6=0.

=0 < A+p—-3(A—2u)=0 < 7u =2\ 1lny a évidemment

Exercice 1.13.

1° a) C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.19 p. 11 : on est en dimension

3, il y a donc trois équations, et P est de dimension 2, donc il y a deux parameétres.
!

a o
Les vecteurs de base de ? sont U et 7, leurs coordonnées sont | B | et | B’ | dou
¥ v

T=za+ A+ po
la représentation paramétrique : ¢ y =ya + A8+l AMp€ER.
z2=2z4+ Ay +py

1° b) Soit A le point de coordonnées (a, d, g), et soient ¥ le vecteur de coordonnées
b c
e | et W le vecteur de coordonnées [ |- Si ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires,
h i)
P=A+< 7 W > est un plan dont une représentation paramétrique est exactement
la méme que celle de II, donc IT = P est bien un plan.
Siv=9=0 , il est clair que IT = {A} et n’est donc pas un plan.
Si ¥ et W sont colinéaires et non tous deux nuls, par exemple si 7 est non nul, alors
il existe k € R tel que W =k, donc ¢ = kb, f = ke et i = kh, et le systéme qui
z =a+b(t+ ku)
caractérise II peut s’écrire { y =d +e(t + ku) , (A =1+ ku € R) et caractérise la
z =g+ h(t+ ku)
droite A+ < ¥ >, donc II n’est pas un plan.
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En résumé, II est un plan si et seulement si les triplets (b, e, k) et (c, f,i) ne sont pas

colinéaires. Dans ce cas, II passe par le point A(a, d, g) et sa direction est Il =< ?, T
b c

avec v |e| et W | f
h i

- Ce plan passe par O(0,0,0) si et seulement si il existe deux scalaires ¢,u tels que
0=a+bt+cu
0=d+et+fu . On peut interpréter ce systéme en disant que si Z est le vecteur
0=g+ht+iu
a
de coordonnées | d |, ona Z = —t¥ — uW, donc on peut en déduire que le systéme
g
a b
(2,7, d) est li¢, donc le déterminant | d e = 0. Réciproquement, si ce déter-
h
mir.xant est nul, les trois vecteurs 7, ¥, % forment un systéme lié, et comme ¥, %@
sont indépendants, nécessairement 7 est combinaison linéaire de ces deux vecteurs,
ce qui permet d’affirmer qu’il existe ', v’ tels que @ = t'¥ + «/W et donc, en posant

S0

O=a+bt+cu
t=—-t'etu=—-v,ona{0=d+et+ fu ,doncII passe par O.
0=g+ht+iu

a b ¢
Finalement,ona O €Il < |d e f|=0.
g h 1

1° ¢) La méthode la plus simple consiste & se ramener & la question 1°a) en écrivant
(ABC) = A+ < A_B),A >, donc une représentation paramétrique du plan (ABC)
z=24+Nzp —z4) +u(zc —z4)
est \y=ya+Ays—ya)+ulyc—ya) ApeER
z2=24+ M2z — 24) + p(zc — 24)

1° d) Les plans P et II sont paralléles si et seulement si 7—’) = ﬁ, ce qui peut se traduire

c
en utilisant les vecteurs directeurs de chacun de ces plans : soit 7 |e , o fl
h i

B 2
7 B ] et ? Y |;Pet ﬁ sont paralléles si et seulement si rg(7, W, 7, _17) =2
ﬂl/ ,yll
Pour vérifier cette condition facilement, sachant que par exemple 7, W sont indé-
pendants (puisqu’on suppose que P est un plan), il faut et il suffit que les deux
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b ¢ pB b ¢ «
déterminants [ e f B’ |et|e f 4 |soient nuls. Une autre facon de voir les
hoi p" B i
(b ¢ B 7«
chose : il suffit que la matrice [e f B ' | soit de rang 2.
h 'l ‘BII ,y//

Les plans P et II sont confondus lorsqu’ils sont paralléles et qu’en plus, ils ont un point
commun, donc si A(a,d, g) et B(a, &, a”), les plans étant paralléles, ils sont confondus
b ¢ a-a
si et seulement si B € P < (¥, ﬁ,ﬁ) estlié < |e f o' —d|[=0.
h i a"—g
b ¢c B v a-—-a
En termes de rang de matrice, P=1Il < 1gle f B 4 o —-d| =2
h i B" ,yll o' — g

En résumé :

b ¢ B b ¢ «u b ¢ B ~«
Pl < |e f B l=|le f v |=0<=1g8|le f B +|=2
h 7’ ,6” h 7 ’)’” h 'L ﬂll ’)’”
b ¢ B b ¢ «u a—a b c
P=Ml<<|e f B |=|le f 4 |=|d—-d e f|[=0
h i g h i +" o"—g h i
b ¢ B v a-a
—1gle f B o o-d|=2
h i B 4" o — g
b ¢ B b ¢ «
et bien siir (P et IT sont sécants) <= | e f B |#0oule f + [#0
h i B" R i 4"
b c B «
— gle f B 4| =3
h 'l/ ﬂll ,YII

1° ) Il y a un petit piége dans cette question, c’est que les paramétres utilisés pour
les deux plans sont les mémes. Il serait catastrophique d’essayer de résoudre tel
quel le systéme de six équations qu’on obtient en juxtaposant les deux représen-
tations paramétriques. Ce n’est possible qu’en changeant les noms des parameétres
d’une des deux représentations, par exemple en écrivant que P’ est caractérisé par

z=-2—-t

y=-3-t -2 t,veR.

z=t'+u
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On peut alors résoudre le systéme de 6 équations & 7 inconnues z,y, 2,t,u,t’,u’

(z=1+3t—u
y=-3—-1
(S) < = oy mais cette méthode est « lourde ». Voyons quand méme ce
z=-2-
y=-3-t —2u
(z=t'+

que cela donne.

(z=14+3t—u (z: 3t—u+1
y=-3-t¢ y=—1 -3
(S)(=)4z=u s )%= u
1+43t-—u=-2-1t gt—u+t =-3
-3—-t=-3—-t —2u -t +t'+2u'= 0
(u=1t+u { u—t'— u'= 0
(£ = gt—u+1
y=-—1 -3
}z= U
= t —t'—-2u"= 0 (L4« —Ls)
—u+4t' +6u' = -3 (Ls « Ls+3Ls5)
| u—t'— u= 0
(2= 3t—u+1
y=-—1 -3
=
t —t-2u= 0
—u+4t' +6u =-3
L 3t' +5u' = -3 (Lg < L+ Ls)
(t'=—3u/ -1
u=4(-3u' -1)+6u +3=—3u -1
t=(-5u-1)+2u =3u -1 ,
= w=3(§u’——1)—(—%u’a—l)+1=—1+§u' (W ER)
y=—(3v -1)-3=-2-3u
(z2=-1- 24

Les valeurs de t,u,t n’ont pas d’importance, et on considére u’ comme un paramétre,
on a donc obtenu, avec les trois derniéres équations, une représentation paramétrique de
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z=-1+ 3

I’intersection de P et P’, quiest ¢ y = —2 — %u’ ; en posant A = %u’ , pour simplifier,
z=-1-2
z=-14+5A
on obtient { y = —2—X et on a montré que P N P’ est la droite A = A+ < U >
z="—1-2)\

. . 5

avec A(—1,-2,-1) et (-1

-2
D’autres méthodes sont plus efficaces, en particulier, déterminer une équation carté-
sienne de chaque plan, ou d’un des deux, comme nous le verrons en 2°.
Le résultat ne devrait pas dépendre de la méthode, mais on ne tombera pas toujours
ni sur le méme point A, ni sur le méme vecteur U : tout vecteur colinéaire & U est
valable, et tout point A’ tel que AA’ est colinéaire & ﬁ convient aussi; par exemple
on pourrait tomber sur A — U = B(—6,—1,1) et A+ ﬁ = C(4,—3,-3) qui sont les
points de coordonnées entiéres les plus proches de A.

2° a) On applique la proposition 1.21 p. 14, et donc ici un plan de dimension p = 2 dans
un espace affine de dimension n = 3 est caractérisé par un « systéme » d’une (3—2) seule
équation linéaire, a trois (dimension de FE) inconnues, de la forme uz + vy + wz = h.
D’apres la réciproque de cette méme proposition, pour qu’une équation de ce type
caractérise un plan il suffit que le systéme qu’elle forme & elle seule soit de rang
n —p = 1, donc que les trois coefficients u, v, w ne soient pas simultanément nuls.

2° b) La direction ﬁ duplanII : ax+by+cz = d est caractérisée par ax+by+cz =0
(toujours d’aprés la proposition 1.21 p. 14) et les coordonnées des vecteurs ¥ et v
vérifient visiblement cette équation, donc ce sont des vecteurs de ce plan. En revanche,
il n’est pas certain que =< 7,7 > car il n’est pas certain que les vecteurs
7, ¥ soient indépendants ni méme non nuls. Etudions le caractére libre ou non du
systéme (TZ, 7) X et u sont deux scalaires tels que A7 + p 7 = 0 si et seulement si

—Ab—puc=0
Aa=0
pa = 0.

Si a # 0, alors on est siir que le systéme est libre. En revanche, si a = 0, le systéme
(7, 7) est clairement lié. Donc les deux vecteurs proposés engendrent }—9) si et seulement
sia#0.

0
Il est facile de fabriquer d’autres vecteurs de ﬁ : par exemple le vecteur @ | —c

b
est clairement un vecteur de ce plan vectoriel, et si b # 0, alors (U, W) est libre, et
si ¢ # 0, alors c’est le systéme (7, ’13) qui est libre. Comme au moins un des trois
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nombres a, b, c est non nul, on dispose ainsi d’une base de ﬁ) qui est selon les cas
(@, ), (7 %) ou (7, ﬁ) D’ailleurs, on peut affirmer que dans tous les cas, on a
m=< >.

L’énoncé demandait de trouver encore un autre vecteur dans IT non colinéaires aux
—-b—c

précédents. On peut choisir le vecteur Z+v+d=|a-c , par exemple est un
a+b

vecteur qui convient, am31 d’ailleurs que tout vecteur s’écrivant comme combinaison

linéaire de 7

2°c) Lesplans P : ax+by+cz=det P’ : dz+by+cz=d sont pa.ralleles

si et seulement si leurs directions respectives 1_3) : ar+by+cz=0cet P’
a'z +b'y+ 'z = 0 sont des plans vectoriels confondus, ce qui nécessite que le systéme
az+by+cz=0

dr+by+cdz=0
rang 1, donc qu'il existe k € R* (k est forcément non nul pour que P et P’ soient bien
des plans) tel que o’ = ka, b’ = kb et ¢’ = kc. En terme de déterminants, on peut
a b a c b c
a v a v oo |~ 0.

Les plans P et P’ sont confondus si étant paralléles, ils ont, en plus, un point commun.
Mais s’ils sont paralléles, I’équation de P’ s’écrit k(az + by + cz) = d’, et puisque
A(za,ya,24) EP,ona P=P <= A€ P <= k(azga+bya+cza)=d <=

kd = d’ puisque az4 + bya + cya =d (A € P).

Finalement, on peut donc conclure que P = P’ <= Jk € R tel que o' = ka, b’ = kb,
¢ =kcetd =kd.

Les plans P et P’ sont sécants si et seulement si ils ne sont pas paralléles, donc si et

b a c b c‘
est non

. . A . a b c .
ou, ce qui revient au méme, sa matrice d ¥ < soit de

caractériser cette condition par

)

. . < s . a
seulement si un au moins des trois déterminants d o Y o

nul.

2° d) Puisque le plan P : az + by + cz = d ne passe pas par ’origine, alors d # 0;
d’autre part le vecteur 7 n’appartient pas P (pour que '’axe Oz ne soit pas faiblement
parallele & P), donc a # 0 (les coordonnées (1,0,0) de 7 ne doivent pas vérifier

I’équation homogeéne az + by + cz = 0 de P); de méme b # O et ¢#0. On a donc :

az+bytcz=d <= adr+by+cz=1aveca =5, = E ¢ = §. Comme a,b,c
soient tous trois non nuls, en posant % =a= g, % =f= % et % =q= ‘cl, on trouve
Yy oz
1.

bien qu’une équation cartésienne de P est P + 5+ ’_y =

B
z
Si le plan P admet une équation cartésienne du type 5 + ¥ +— =1, alors a
peut s’interpréter comme 1’abscisse du point d’intersection A de P avec 1'axe Oz
(caractérisé par z = y = 0), puisque A(a, 0,0) € P, de méme, B est I'ordonnée du point
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B d’intersection de P avec ’axe Oy (caractérisé par z = z = 0) puisque B(0, 3,0) € P
et v est la cote (la troisiéme coordonnée) du point C d’intersection de P avec l'axe
Oz (caractérisé par z = y = 0) puisque C(0,0,v) € P.

2° €) L’hypothese sous-entend que < @, ¥ > est un plan vectoriel, donc que (7, )

est libre. Un point M(z,y, z) appartient &4 P = A+ < U, ¥ > si et seulement si il

existe des scalaires A, u tels que AM = AT+ p ¥ ce qui est équivalent (c’est 1a qu’on

utilise le fait que (&, ¥) est libre) au fait que le systéme de trois vecteurs (m 4, )

est lié, ce qu’on peut caractériser par la nullité du déterminant de leurs coordonnées,
r—z4 a o

c'est-d-dire par| y —y4a B B’ |=0. En développant ce déterminant par rapport &
z—za v 7

la premiére colonne, on trouve 1’équation cartésienne

B B o o
v BB
2° f) On peut calculer le déterminant 4 x 4 de cette question en soustrayant la premiére
colonne de chacune des trois autres, puis en le développant par rapport & la derniére
ligne :
A T Tc T TA IB—TA TCc—TA T—TA
Ya YB Yo Y |_g o |¥4 YB~YA Yo —UA Y—VA|_,
z
1

(z—z4) - (v —ya) + (2 —24) =0.

a o
7 9

ZA 2B ZC - ZA ZB—ZA ZC—2ZA Z—2ZA
1 1 1 1 0 0 0
TR—T4 TC—TA T—7Ta
< —|YB—YAa Yc—Yya Y—ya|=0.
ZB—2A 2Cc—2A Z—2A

Or, la question précédente a montré que cette derniére équation caractérise le plan
passant par A et dirigé par le plan < E, E >, qui n’est autre que le plan passant
par A, B,C. (L’hypothése supposait implicitement que ces points A, B, C ne sont pas
alignés, donc que les vecteurs AB, AC' sont indépendants).

Si les trois points A, B,C ne sont pas alignés, les quatre points A, B,C,D sont
coplanaires si et seulement si D appartient au plan défini par les trois points A, B, C,
A TB Tc ZIp
donc d’aprés ce qu’on vient de voir, si et seulement si Ya ¥s Yo Yp|_,
ZA 2B Zc 2D
1 1 1 1

Si les trois points A, B, C sont alignés alors les quatre points A, B, C, D sont forcément
TA TB ZTCc ZTD
YA YB Yc YD
2B 2c 2D

1 1 1 1

coplanaires, et il reste & prouver que le déterminant est forcément
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nul dans ce cas. Or, on peut encore calculer ce déterminant en soustrayant la premiére
colonne a la deuxiéme et & la troisiéme, et on trouve

A TB TCc ZTD TA ITB—TA TCc—TA ZTD

Ua U Yo Up|_|UA UB~—UA YOUA UD| \paig AR et AC sont des
ZA 2B 2c Z2p ZA 2ZB—2A Zc—2A %D |

1 1 1 1 1 0 0 1

vecteurs colinéaires (puisque A4, B, C' sont supposés alignés), et les coordonnées de
ces deux vecteurs (qu’on retrouve dans les colonnes 2 et 3 de ce déterminant) sont
proportionnelles. Donc ce déterminant a deux colonnes proportionnelles et il est donc
nul.

En résumé, on a bien prouvé que

TAa TB Zc Zp

YA YB Yc YD

ZA ZB 2C 2D
1 1 1 1

A, B,C, D sont coplanaires <=

2° g) Si on connait ’équation cartésienne d’un plan, on a vu comment trouver deux
vecteurs formant une base de sa direction en b), et on peut facilement trouver un
point en fixant des valeurs arbitraires pour deux des coordonnées et en calculant la
troisiéme.
Par exemple, si a # 0, une représentation paramétrique du plan P : az +by+cz=d
=—9_p)\—

T=—-5-bA-cu
est ¢y = a\ (M e €eR)

z= ap
On a vu, réciproquement, en e), comment écrire une équation cartésienne d’un

plan dont on connait un point et une base de la direction, ce qu’on lit directe-
ment dans une représentation paramétrique : une équation cartésienne du plan

x=a+bt+cu
II:qy=d+et+ fu (t,u€R)est
z=g+ht+iu
r—a b ¢
e b ¢ b ¢
y—d e f|=0 < h {(w—a)—'h i(y_d)+|e f(z—g)=0-

z—g h 1
3° a) Si P; et P, sont deux plans paralléles, d’aprés 2° ¢), il existe k € R tel que
up = kuy, v2 = kv et wy = kw;, mais hy # kh; puisque ces deux plans sont supposés
distincts. Un plan P du faisceau F(P;, P;) posséde une équation cartésienne du type
Ao1(M) + Aeg2(M) = 0, qui s’écrit

M(wz + vy + w1z + hy) + Ao(uez + voy + wez + h2) = 0 <
()\1 + k)\g)ulz + (/\1 + k/\2)1)1y + (/\1 + k)\g)wlz + Ah1 + Ahe =0.
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Cette équation est celle d’un plan paralléle & P; d’apres 2°).

Réciproquement, si I est un plan paralléle & Py, il posséde une équation du type
d(M) = uz +vy+wz+h =0 avec u = au, v = av; et w = aw; (a € R).
Montrons qu’on peut trouver A;, Ay € R tels que u = A\ju; + Aquz, v = A1 + A,
w = A\w1 + Awz et h = A1hy + A2hg, ce qui prouvera que Il € F(P, P»).

En utilisant toutes les hypothéses, ces quatre équations peuvent s’écrire

auy = (/\1 + k/\z)’l.tl

au; = (/\1 + k/\z)’vl Mtk =«

ow = (/\1 + k/\g)wl hidi +hoda=h

h = A1hy + A2ho
(au moins un des trois nombres u;,v;,w; est non nul pour que P; soit un plan).
Ce systéme de deux équations & deux inconnues (A1, A2) posséde une unique solution

k

hi h2
couple solution (A1, A2) de ce systéme (qu'il est inutile de déterminer)! est tel que
¢ = A1¢1 + Aade, donc II € F(Py, P2).

car son déterminant est = hy — kh; # 0 comme on I’a vu plus haut. L’unique

Uy n

. s . . s . U w
3°b) Si P, et P sont sécants, au moins un des trois déterminants v v 1 1
2 U2

| ug w2

d

zl 31 est non nul. Soit A = A+ < 7 > la droite d’intersection de P; et P,. Soient
2 W2

o'

B | les coordonnées de 7, et (z4,y4,24) celles de A. Par définition, les points M

Y
de A sont dans P; et dans P2 donc sont tels que ¢1(M) = ¢2(M) = 0. Donc quels que

soient A1, A2 € R on a (A1¢1 + Ae¢2)(M) = 0, ce qui prouve que A est incluse dans
tous les plans du faisceau F(Py, Py).

Réciproquement, soit II : ¢(M) = uz+vy+wz+h = 0 un plan contenant la droite A.
Le vecteur directeur ? de A est donc dans ﬁ), donc on a ua + vB + wy = 0. Comme
ce vecteur appartient aussi par définition 4 P; et & Ps, ses coordonnées sont un triplet
ua+vf+wy=0
non nul solution du systéme ¢ uja+ v18 + w1y =0
uga + V28 + wey = 0.
Ce systéme est donc de rang strictement inférieur & 3, et comme (uj,v1,w;) et
(ug,va, w2) sont des triplets indépendants (puisque les plans sont sécants), on est sfir
que (u,v,w) est combinaison linéaire de ces deux triplets, donc il existe A1, A2 € R tels

! Avec la méthode de Kramer, on trouve quand méme aisément ces valeurs : \; = z—:i;—,'::‘ et

= k—ah; |
A2 ha—Fkh1
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que u = AU+ A2ug, ¥ = A\1v1 + v et w = Ajwy + Awe. L’équation cartésienne de IT
dont on est parti peut donc s’écrire A1 (U1 +v1y +w12) + Ao(uez + vy +wez) +h =0,

Or,on a aussi A € II, donc on a A\ (u1Z4+v1ya+w124)+A2(u2za+veysa+weza)+h =
0.

Mais A € P, et A€ P, donc pour i = 1,2 on a u;Z4 + v;y4 + w;z2a = —h; et on a
donc —A1hy — Agho +h = 0, ce qui prouve que ¢ = X141 + A2 et donc IT € F(Py, P).

On a prouvé que F(P;, P;) est ensemble des plans contenant la droite A.

3° ¢) Il ne faut pas croire qu'’il n’y a rien 4 démontrer dans cette question. En effet, la
définition du faisceau de plan donne qu’un plan est dans ce faisceau lorsqu’une de ses
équations est de la forme ¢(M) = (A1¢1 + A2gp2)(M) = 0. Ici, on part d’une équation
quelconque ¢(M) = uz + vy + wz + h = 0 du plan P, ce n’est pas forcément, a priori,
celle qui convient.

U = AUy + Aous

v = A1 + Aov2

w = Aw; + Aaws

h = A1hy + Azha,

Il est clair que s'il existe A1, A2 € R non nuls tels que

alors P € F(Py, Py).

Réciproquement, si P € F(Py, P;), soit ¢'(M) = v'z+v'y+w'z+h' = 0 une équation
u' = Mug + Ajug

v = AN + Aque

w' = Mw; + Aws

h = /\'1h1 + )\,2h2
Puisque ¢(M) = 0 et ¢/(M) = 0 sont deux équations cartésiennes du méme plan, il
existe k € R* tel que ¢ = k¢’, c’est-a-dire u = ku', v = kv, w = kw’ et h = kh’. Onen
u = kNui + kXyug
v = kA1 + k\jvg
w = kNjw; + kAjws
h = kX h1 + kXyho
u= /\1’u1 + )\211,2

v = A1 + vz

w = AW + dawy

h = A1hs + Aghs.

3° d) Pour déterminer 'intersection P; N P, N Ps, il suffit de résoudre le systéme
oz +biy+cz=—-d;

de 3 équations & 3 inconnues { apz + boy + c22 = —dz  car chaque solution de ce
a3z + b3y + c3z = —d3

cartésienne de P pour laquelle il existe (A}, A5) # (0, 0) tel que
132

déduit que donc il existe bien (A1, A2) = (kA}, kA3) # (0,0)

tel que
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systéme est le triplet des coordonnées d’un point qui appartient aux trois plans. Donc
l’intersection de ces trois plans est réduite & un point si et seulement si ce systéme
posséde une solution unique et un systéme linéaire de 3 équations & 3 inconnues
posseéde une solution unique si et seulement il est de rang 3 donc si et seulement si son

ay a2 ag
déterminant est non nul, ce qui s’écrit ici | by by b3 |#O0.
Ci C2 C3

3° e) Supposons que 'intersection des quatre plans est non vide.
Soit A(z4,y4,24) € PLNP,N P3NPy, alors on est stir que (z4,y4,24) est une solution
az+biy+ciz+d; =0
a2 +boy+cez+dy =0
a3z + b3y +c3z+d3=0
a4 +bgy +cgz+dy =0,
donc (z4,y4, 24, 1) est un quadruplet non nul solution du systéme homogeéne de quatre
az+bhy+cz+dit=0
a2T + by +coz+dat=0
a3 + b3y + c3z +dst =0
a4 + byy + caz + dgt = 0.
ap by a d
az bz Co dz

Ce systéme est donc de rang strictement inférieur & 4, et on a =0.
ag b3 C3 d3

a4 b4 C4 d4
(Si son déterminant était non nul, ce systéme admettrait une solution unique, or, il en
admet au moins deux : le quadruplet (z4,ya4,24,1) et la solution triviale (0,0, 0,0)).

du systéme de quatre équations & trois inconnues

équations & quatre inconnues z,y, 2,1 :

Supposons maintenant qu’il existe une droite A, dirigée par un vecteur non nul ¥ de
oY
coordonnées | B | qui est faiblement paralléle aux quatre plans. Alors ce vecteur 4

0
appartient & chaque direction ﬁ)i, qui admet comme équation a;z + b;y + ¢;z = 0.

Le triplet (a,3,7) est donc solution non triviale du systéme de quatre équations
aiz+bhiy+cz=0
a2 + boy + c22 =0
a3z +bzy+c3z2=0
s + by +caz=0
nul solution du systéme homogeéne de quatre équations & quatre inconnues z,y, 2,t :

& trois inconnues , donc (e, B,4,0) est un quadruplet non
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iz +by+cz+dit=0
a2 + by +coz+dot =0
as3T + b3y +c3z+dst =0

asT + bay + c4z + dyt = 0.
Pour la méme raison que dans le cas de plans sécants, ce systéme a donc son déterminant
ag by a d
az by ¢z dp

qui est nul et on a bien, dans ce cas aussi =0.
a3 b3 c3 d3

ag by cg dy
ap by a d;
az by c2 d
az b3 c3 d3
ag by c4 dy
az+biy+ciz+dit=0
a2z + by + coz+dat =0
asx + b3y +csz+dst =0
a4z + b4y +caz+dgt=0
une solution non triviale (a, 3,7, 6) 2. Tout quadruplet du type (Aa, AB, Xy, A8) est
aussi une solution de ce systéme.

Si § # 0, alors, en choisissant A = %, on trouve une solution de la forme (¢/, 8',v/,1),
donc le point A(¢/,8’,7') a des coordonnées solution du systéme de quatre équations

az+bhy+ciz+d; =0
a2z + by +coz+dy =0
a3z +bsy+c3z+d3 =0
4T+ bgy +caz+dy =0
quatre plans II;, et l'intersection de ces quatre plans est non vide.

Si § = 0, alors le triplet (e, 8,) (qui est forcément non nul) est solution du systéme
az+biy+cz=0
a2z + boy +c2z2=0
a3z + b3y +c3z=0
04T +bay +csz2=0

Réciproquement, supposons que le déterminant est nul. Alors le

systéme de quatre équations & quatre inconnues admet

a trois inconnues c’est donc un point appartenant aux

homogeéne de quatre équations & trois inconnues donc le

L’ensemble solution de ce systéme est un sous-espace vectoriel de R*, noyau de 'endomorphisme dont
a1 b a di
az b2 c2 d2
a3 bz c3 d3
ag by c4 ds
puisque son déterminant est nul, il n’est donc pas injectif, et son noyau n’est pas réduit & (0,0,0,0).

la matrice pour la base canonique est ; cet endomorphisme n’est pas bijectif,



1. SOLUTIONS DES EXERCICES SUR LES ESPACES AFFINES 189

a
vecteur non nul ¥ | A appartient aux quatre directions de plans ﬁi, et toute droite

N Y
A dirigée par U est faiblement paralléle aux quatre plans II;.

(La technique utilisée dans cet exercice, consistant & utiliser des quadruplets au lieu
des triplets de coordonnées, est a rapprocher de ce qu’on fait au chapitre 3, dans
I’espace universel, avec des coordonnées augmentées.

Avec un point de vue de géométrie projective (dont nous étudierons quelques rudiments
au chapitre 4.1), lorsqu’une droite est faiblement paralléle aux quatre plans, on peut
aussi considérer que le point & I'infini de la droite projective qu’elle représente (dans la
carte affine qu’est I’espace E) est & Dintersection des quatre plans projectifs représentés
par les plans affines. De ce point de vue, le déterminant 4 x 4 qu’on a étudié dans
cette question est nul si et seulement si les quatre plans ont un point commun, qui est
éventuellement un point 4 linfini. )

Exercice 1.14.

1° a) On applique la proposition 1.19 p. 11; ici on cherche une représentation para-
métrique de D = A+ D avec D =< ¥ > de dimension 1. ¥ est une base de g, on
a p = 1, et la dimension de I’espace est 3, donc il y a trois équations avec un seul
parametre. On obtient bien, en application de cette proposition, la représentation

z=z4+
paramétrique S y=y4 + A8 A €ER.
z=za+ Xy
b
1° b) Si b, d, f ne sont pas tous les trois nuls, on considére le vecteur non nul o |d
‘ f
et le point A(a,c,€). La représentation paramétrique de la droite D = A+ < ¥ >
x=a+bt
est exactement le systéme ¢ y =c+dt ¢t € R qui caractérise I’ensemble A, donc
z=e+ ft

A = D est bien une droite. Si b =d = f =0, il est clair que A = {A} est un singleton.
Donc A est une droite si et seulement si (b, d, f) # (0,0,0). Dans ce cas, un point
b

de A est A(a,c,e) et un vecteur directeur de A est @ | d |, comme on vient de le

voir. Cette droite passe par O lorsqu’il existe t € R tel que O = A + t ¢, c’est-a-dire
lorsque les vecteurs AO et U sont colinéaires, ce qui équivaut au fait que les triplets
(a,c,e) et (b,d, f) sont proportionnels, ou encore au fait que les trois déterminants

a ¢ a e cC e
b dPl{b fl|d f

sont nuls.
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1° ¢) 1l suffit d’écrire qu’un vecteur directeur de la droite (AB) est AB et qu’elle passe
z=z4+ Nz —1T4)

par A, on obtient la représentation paramétrique { y =ya + AMyp —ya) AER.
z2=2z4+ Mz — 24)

1° d) Les droites D et A sont paralléles lorsque leurs vecteurs directeurs (respectivement

b B

2| d] et ? B’ |) sont colinéaires, ce qui se traduit par le fait que les trois

f ,BI/

diterr;inants p
B BB ’é’:,, ’ ﬂf;, sont nuls.

Les droites D est A sont confondues lorsqu’elles sont paralléles et ont un point commun.
Soit A(a, ¢, e) et soit B(a, a’,a’). Les droites D et A sont confondues si et seulement

si elles sont paralléles et qu’'on a B € D c’est-a-dire A_B) colinéaire 3 @ (et donc aussi
2 X).

Finalement, on peut conclure que D et A sont confondues si et seulement si les trois
triplets (a — a,o’ — c,a” ~e), (b,d, f) et (8,5, 8") sont proportionnels ce qui peut

a—-a b B
aussi se traduire par le fait que la matrice | @’ —¢ d B’ | est de rang 1.
o' —e f B

Ces deux droites sont sécantes lorsqu’elles ne sont pas paralléles et qu’elles ont au
moins un point commun, ce qui peut se traduire par le fait que le systéme suivant, de
six équations & cing inconnues (z,y, 2,t, A), posséde une solution unique.

(2 =a+bt (2 =a+ bt
y=c+dt y=c+dt

z=e+ ft z=e+ ft
s=a+Br \a+bt=a+pA
y=ao +p'\ c+dt=ao + B\
lz=0a"+ "\ le+ ft=a"+ "M

Il est clair que si on trouve une solution unique pour le « sous-systéme » formé par
les trois derniéres équations, alors le systéme complet admettra lui aussi une solution
unique. Etudions ce sous-systéme :

a+bt=a+ A t—BA=a —a
c+dt=a + '\ — dt—p'A=ad —c
e+ ft=a"+p6"A\ ft=pB"A=ad" —e.

Si ce systéme (de trois équations & deux inconnues) admet une solution (g, Ag), c’est
que le triplet (Zg, Ao, 1) est une solution non nulle du systéme de trois équations & trois
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t—BA—(a —a)u=0
inconnues (¢, A\, u) : (X){dt— ' A—(¢/ —c)ju=0  donc que le rang de ce systéme
ft=B8"A—(a" —e)u=0.

b B a-a
ui est le rang de la matrice A= |d B o —c |) est strictement inférieur & 3.
q
f B o' —-f

Or, le fait que les droites ne sont pas paralleles implique que les deux premiéres
colonnes de cette matrice sont indépendantes, donc que le rang de cette matrice est 2.

b B a-—-a
Réciproquement, si le rang de la matrice A = |[d B o —c | est 2, les deux
f B! o —f

premiéres colonnes de A étant indépendantes, alors la troisiéme colonne est combinaison

linéaire (de fagon unique, d’ailleurs!) des deux premiéres, donc il existe u,v € R tels
a—a=pb+vp

que { o' —c=pud+vB'  ce qui montre que le systéme (X) posséde une unique
o' —e =uf+uﬂ”

solution qui est (¢,A) = (4, —v).

Finalement, on a montré que les deux droites D et A sont sécantes si et seulement si

b B a-a

rg|d B o —c | =2, les deux premiéres colonnes de cette matrice étant indé-
f ﬁ” o' — f

pendantes.

1° e) Le plus simple est de former la matrice A de la question précédente et d’étudier
b B a-a 3 -1 -3
sonrang;icionaA=|d B o —c]=|-1 1 0 |.Lesdeux premiéres
f ,B” all _ f 2 1 0
colonnes de cette matrice sont clairement indépendantes, donc on peut déja affirmer
que les droites ne sont pas paralléles (ni a fortiori confondues) et comme le déterminant
de cette matrice est det A = 9 # 0, on est slir que ces droites ne-sont pas sécantes
(ce sont deux droites de I’espace non paralléles qui ne se rencontrent pas : c’est la
situation la plus banale).

On aurait aussi pu essayer de résoudre le systéme de six équations & cing inconnues
qu’on obtiendrait en réunissant les deux représentations paramétriques, & condition
de penser & changer le nom d’un des deux parameétres (il ne doit pas n’y avoir que
quatre inconnues z, ¥, z, t, mais bien cinq, par exemple z,y, z,%,t'). On aurait obtenu
un systéme incompatible, donc sans solution, ce qui aurait aussi prouvé (de fagon un
peu plus fastidieuse) que les droites D et D’ ne sont pas sécantes.

2° a) On applique la proposition 1.21 p. 14. Ici la dimension de I'espace est n = 3,
celle de la variété affine dont on cherche une équation cartésienne est p = 1, la droite
D est caractérisée par n — p = 2 équations cartésiennes indépendantes qui sont bien
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sous la forme recherchée {ulx + vg{ twz ,= h

vz +v'y+wz="h.
Réciproquement, toujours grace a la proposition 1.21 p. 14, s’il n’est pas incompatible, le
ar+Py+yz=96
dz+py+yz="¢
p=n—rg(X) =3 —rg(%).

systéme (X) caractérise une variété affine de E, de dimension

Remarquons que rg(X) = rg (z, ’g, 3,) Il est nécessaire que cette matrice soit

de rang 2 pour que ce systéme caractérise une droite (pour que p = 1). Si le rang
de cette matrice est 2, alors les triplets («, 8,7), (¢/,8',7') sont indépendants, et les
plans P : az+fy+yz=08et P' : o’z + f'y+ vz =0 ne sont pas paralléles, donc
d’aprés une des conséquences visibles de la proposition 1.22 p. 17, ces deux plans ne
peuvent pas étre d’intersection vide, et le systéme (X) caractérise bien une droite.

Donc finalement, on a montré que le systéme (X) caractérise une droite de E si et seule-

ment si rg a, ﬁ, ’Y, = 2 ou encore si et seulement si les triplets (o, 8,7), (¢/, 8,7’
o B~

ne sont pas proportionnels.

2° b) La proposition 1.21 p. 14 nous permet d’affirmer que la droite caractérisée par
ax+by+cz=d . . az+by+cz=0
est dirigée par la droite vectorielle B
de+by+cdz=d geep dz+by+cz=0.
11 suffit donc de montrer que les coordonnées du vecteur proposé (qui ne sont pas
toutes trois nulles puisque le rang du systéme est 2) vérifient bien les deux équations
du systéme caractérisant D. Or, on a

b ¢ c a a b
oy c"+b~c' a"-l_c a b
a b c
b b
=ab,c,—b‘,,+c,b,‘=abc=0
a b
et
b ¢ c a a b
a Yo +b d o +c a v
! b/ C,
b a c a b a
=d Vo i ad +¢ d V| ;1, ;’, CC, =0

(On a simplement reconnu le développement par rapport & la premiére ligne des deux
déterminants 3 x 3, qui ont des lignes identiques, donc sont nuls.)
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2° ¢) Les deux droites D et A sont paralléles lorsque leurs directions sont confon-
dues, ou ce qui revient au méme, lorsque leurs vecteurs directeurs sont colinéaires.
D’aprés la question précédente, on peut donc dire que ces droites sont paralléles
si et seulement si les deux triplets de déterminants suivants sont proportionnels :
b c||lc al|la b B v Y a a pB

(l o ¢ ad ad b ) et B o ¥ o o o D

Pour étudier si ces droites sont confondues, on peut prolonger ce qu’on vient de faire
en ajoutant & la condition de parallélisme le fait d’avoir un point commun, mais c’est
assez difficile et peu « visible ». La notion de faisceau de plan nous apporte un angle
d’attaque beaucoup plus pratique.

La droite A est.l’intersection des deux plans (non paralléles) Il : az+By+yz—6=0
et II' : o'z + B'y+v'2— 38 = 0. La droite D est l'intersection des deux plans
P:ax+by+cz—d=0et P’ : dz+by+c2—d =0. D est la droite commune
de tous les plans du faisceau F(P, P') de plans engendré par P et P’. Donc D = A si
et seulement si IT et IT' sont deux plans du faisceau F(P, P’). Ce qui se traduit par

u d d U

o a a
/
’existence de quatre constantes A, u, X, i’ telles que 5 =A lc) +u lc),
-4 —d —d
o a a
/ /
et ﬁ/ = A, b + ,UI b/
0% c c
-5 ~d —d')
On peut caractériser brievement cette condition grice a la notion de rang :
a a o o
/ /
D et A sont confondues <= rg b b, BB , 1 =2
c d v v
d d & ¢

(Remarquons que le fait de changer le signe de la derniére ligne n’a aucune incidence
sur le rang de la matrice.)

Lorsque les deux droites D et A sont sécantes, le systéme (X) obtenu en réunissant les
deux systémes caractérisant chaque droite posséde une solution unique (zo, ¥o, 20) :

ax+by+cz=d
dr+by+cdz=d
az+Py+yz=246
dz+pBy+4z=14".

(%)

ar+by+cz—dt=0
dz+by+cdz—dt=0
az+Py+yz—-0t=0
dz+By++42-8t=0

Le systéme (X') posséde donc un quadruplet solution
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non nul qui est (zo, Yo, 20, 1) et le rang de ce systéme n’est donc pas 4.

a d a «

R A . b b B B

Or, le rang de ce systéme est le méme que le rang de la matrice A = c d 4 A
d d § ¢

Comme D et A sont des droites, on est siir que le rang de A est au moins 2 (les
équations caractérisant D ne sont pas proportionnelles, donc c’est aussi le cas pour
les deux premiéres colonnes de A). Si le rang de A était 2, les deux droites seraient
confondues, donc on peut conclure que :

a d a o
/ /
D et A sont sécantes = rg b b, BB , 1 =3
c cd v v
d d & ¢
Réciproquement :
a d a o
. . b v B p , R
Si le rang de la matrice c d v o vaut 3, c’est que le systéme
d d 6 &

az+by+cz—dt=0
dz+by+cdz—dt=0
ar+Py+yz—-46t=0
de+Py++4z2-6t=0
nul ((:170, Yo, zO,tO) # (07 0,0, 0))
D’aprés la définition du rang, et le théoréme du rang, on est méme slir que ’en-
semble solution du systéme est une droite vectorielle, donc ‘c’est ’ensemble des
A(Zo, Yo, 20, to) = (Ao, AYo, A2, Atg), A € R.

(=) posséde un quadruplet solution (o, Yo, 20, o) non

Deux cas sont possibles :

Sitg #0,
1
alors il existe un unique A = o tel que Mty = 1, et le systéme admet une solution

particuliére unique (z1,y1, 21, tlt)) admettant une quatriéme composante égale a ¢t; = 1.
ar+by+cz=d
de+by+cdz=d
oz + Py +yz=20
dz+fy+yz=4¢
ce qui signifie exactement que les deux droites D et A sont sécantes.

Le systéme (X) admet donc une unique solution (1, y1,%1),
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Sitg =0,
alors toutes les solutions (z,y, 2,t) du systéme (X’) sont telles que ¢ = 0, puisque il
ax+by+cz=d
dr+by+cdz=d
ar+By+yz=24
adz+py+yz=4¢
n’admet donc pas de solution, puisqu’une solution (z1,y1, 21) de (X) correspondrait &
une solution (1,1, 21,1) de (X’). Dans ce cas les droites D et A’ ne sont pas sécantes.
Cependant on peut affirmer néanmoins quelque chose d’intéressant : les droites D et A
admettent toutes deux comme vecteur directeur le vecteur @ dont les coordonnées dans
B sont (zg, Y0, 20) (avec (zo, Yo, 20,0) solution non nulle de (¥’)) : D et A sont donc
paralléles dans ce cas. Vérifions cette affirmation : comme (zo, ¥o, 20, 0) est solution
ax+by+cz—dt=0
dz+by+cdz-dt=0
ax+Pfy+yz—-90t=0
dz+By+42-6t=0

azo + Byo + 720 =0

a'zo + f'yo +7'20 = 0.
Le premier de ces deux systémes signifie que ¥ appartient & la direction de D, et le
deuxiéme signifie que o appartient & la direction de A (rappelons-nous que la direction
d’un sous-espace affine est caractérisé par un systéme analogue a celui qui caractérise
ce sous-espace affine, mais dans lequel toutes les constantes ont été remplacées par 0).

existe A € R tel que t = My = A X 0 = 0. Le systéme (X)

azo+byo+czp=0

et
a'zy + b/yo +cd2=0

de (X) on a en particulier {

Pour compléter notre raisonnement, il reste a vérifier que lorsque les droites D et A
! !
a d a «

/ /
sont strictement paralléles, la matrice z Z, ’5 5 , | est de rang 3. Or, si les droites
d d § ¢

sont strictement paralléles, c’est qu’elles admettent un vecteur directeur commun, un
vecteur ¥ non nul, dont les coordonnées (zo, Yo, 20) dans la base B sont solutions des

azo+byo +cz =0 ot azo + Byo +720 =0
a'zg+byo+cz=0 o'z + B'yo +7'20 = 0.
ar+by+cz—dt=0
dz+by+cdz—dt=0
ar+ By +yz—-0t=0
dz+py+42-8t=0
druplet solution, et ce quadruplet est non nul. Le rang du systéme n’est donc pas 4.
D’autre part il est supérieur ou égal & 2, puisque A et D sont des droites, et il n’est

pas égal & 2, sinon on a vu que ces droites seraient confondues et on a supposé qu’elles
étaient strictement paralléles. Il ne reste donc plus qu’une possibilité, c’est que le rang

deux systémes {

Le systéme (X') admet donc (zo, Yo, 20,0) comme qua-
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du systéme soit exactement égal & 3, et le rang du systéme est égal au rang de la

a d a o

/ /

matrice b b, BB ,
c c 77

d d & ¢

En conclusion : D et A sont sécantes ou strictement paralléles si et seulement si
a a a o
b vV B B

gl o v 7| = 3.
d d 6§ ¢

2° d) Tout d’abord, il faut bien comprendre que le systéme proposé, malgré sa forme
« originale », est bien un systéme linéaire de deux éqtgtions. Il peut s’écrire :
ToTa_Y-—Ya_z-2a _, )Pr-oy =Bz —aya
o B ¥ vy — Bz =vya — Bza
Sous cette forme, il est évident (puisqu’on a supposé que afy # 0) que ces deux
équations ne sont pas proportionnelles et caractérisent bien une droite. Il reste a
vérifier que c’est la bonne!
Il est tout & fait clair que cette droite passe par A, et sa direction est caractérisée par
Bz — oy =0
vy —Bz=0
ces deux équations, donc 7 est un vecteur directeur de cette droite. On a bien établi
T—TA _Y—Ya 22— 24

B 0

2° e) Si D est une droite caractérisée par un systéme de deux équations cartésiennes,
pour pouvoir en écrire une représentation paramétrique, il suffit de déterminer un
point A de D et un vecteur directeur @ € D. On a vu, en 2°b) comment trouver les
coordonnées d’un vecteur directeur. Il est moins évident de trouver un point. Une
méthode qui marche toujours est de fixer une des coordonnées (nulle par exemple) et
de résoudre le systéme de deux équations en les deux autres coordonnées inconnues. Il
vaut mieux choisir la coordonnée qu’on fixe correspondant & une coordonnée non nulle
de @ pour étre siir que le systéme qu’on veut résoudre est de Kramer.

Un exemple :

donc il est non moins clair que les coordonnées de ¥ vérifient

que D est caractérisée par

-2 -3
-4 -3
z—-2y—32=2 -3 1 -6
La droite D admet le vecteur ¥ } ’ =|-3
2z —4y—32=1 -3 2 0
1 -2
2 4

comme vecteur directeur, donc un vecteur directeur de D est aussi ¥ = —%7, c’est-
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2
a-dire 7 | 1 |. Pour trouver un point, il ne faudrait pas fixer une valeur de z, car
0
le déterminant du systéme qu’on obtiendrait (qui est aussi la troisiéme coordonnée
de 7) est nul. En revanche, on peut par exemple fixer z = 0, on obtient le systéme

—2y—32=2 s . . .
{ y—oz , dont le déterminant est la premiére coordonnée de 7, et dont on

—4y—-3z2=1
2 -3
) : 1 -3 1
peut trouver les solutions par exemple avec les formules de Kramer, y = ——% —3
-2 2
—4 1 1
et 2= —— - —1. Donc D passe par A(0, 5,—1).
z =2t
Une représentation paramétrique de A est donc ¢ y = % +t teR.
z=-1

Pour déterminer un systéme d’équations cartésiennes d’une droite A caractérisée
par une représentation paramétrique, puisqu’on connait un point A et un vecteur
directeur ¥ de A, on peut se contenter d’écrire les équations cartésiennes de deux
plans contenant A, par exemple A+ < U, U > et A+ < U, W > en choisissant les
vecteurs (si possibles simples) 7 et W de fagon que (¥, ¥, W) soit libre.

On peut aussi se contenter d’éliminer le parameétre entre les deux premiéres équations
de la représentation paramétrique, puis entre les deux derniéres (ou entre la premiére
et la derniére)

On peut enfin (et c’est peut-étre le plus rapide), utiliser le résultat de la question 2°d).

rz=1-A\
Etudions encore un exemple : soit A : { y = —2\ (A ER).
z=3+A
-1
Premiére méthode : A passe par A(1,0,3) et est dirigée par 2 | =2 | ; on cherche
1

une équation cartésienne de P, = A+ < ¥, 7 >etde B, = A+ < d, 7 >.
_)
(R = (0, 7,7, k) est le repére de E dans lequel on travaille).

z—1 -1 1

P, admet comme équation cartésienne | y -2 0(=0 << y+2z=6.
z—3 1 0

z—1 -1 0 _

P, admet comme équation cartésienne Y -2 1|=0<«<= z+2=4.

z—3 1 0
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Donc un systéme d’équations cartésiennes caractérisant A est {z ::: zz _46
Deuxiéme méthode : Pour éliminer A\ entre les deux premiéres équations de la
représentation paramétrique de A, on multiplie la premiére par 2 et la deuxiéme par
—1 avant de les additionner, on obtient 2z —y = 2.

Pour éliminer )\ entre les deux derniéres équations, on multiplie la troisieme par 2,
avant d’additionner ces deux lignes, on obtient y 4+ 2z = 6.

. 'l . .. Y 2z —y=2
Donc un systéme d’équations cartésiennes caractérisant A est 42 6
z=06.
-1
Troisiéme méthode : Puisque A passe par A(1,0,3) et est dirigée par @ | -2 |,
1
) N : o N 92 . s rz—1 Y
d’apres la question 2°d), un systéme d’équations cartésiennes de A est 4 =3
z—3 20 —y=2
1 y+2z2=6.

Notons qu’on retrouve avec ces trois méthodes pourtant issues de démarches radicale-
ment différentes, & peu prés toujours les mémes équations.

3° La théorie des faisceaux de plans donne un outil performant pour traiter ce genre
de problémes.

Un plan II contient la droite D si et seulement si il est dans le faisceau F(P;, P2) avec
P :z—1=0et P, : y+2z—2=0. Le plan cherché a donc une équation du type
A1(z — 1) + A2(y + 2 — 2) = 0. On veut qu'il passe par A(3,—1,1), donc A;, A2 sont
tels que A\1(3— 1)+ A2(-14+1-2) =0 <= A1 = A2. On peut choisir par exemple
A1 = A2 = 1, et le plan II contenant la droite D et passant par A est donc le plan
d’équation : (z — 1) + (y + z — 2) = 0 qui s’écrit plus simplement : z +y + 2z = 3.

Exercice 1.15.

On applique le théoréme des milieux dans le sens direct (théoréme 1.25 p. 18) : soit
F" =T+ F; on sait que F"” coupe la droite (CD) en un point J’ qui est le milieu
de [CD]. Mais le milieu de [CD] est par hypothése le point J. donc F” coupe (CD)
en J. Deux cas se présentent : soit I # J et dans ce cas la droite (IJ) existe, c’est
une droite de ’hyperplan F”’ (puisque I et J sont deux points de F"’) qui est paralléle
a F et F’, donc la droite (IJ) est bien faiblement paralléle & F et & F’. L’autre cas
possible est que I = J. Dans ce cas, la droite (IJ) n’existe pas. Ce cas est possible;
il survient lorsque [AB] et [CD] ont méme milieu, c’est-& dire lorsque ACBD est un
parallélogramme.

Exercice 1.16.
On applique le théoréme de Thalés dans le sens direct. On considére I’hyperplan

H, = A+ H, étant la direction commune des hyperplans H,, H3, Hy. Cet
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._)
hyperplan coupe la droite A (puisque A & ﬁ = E) par hypotheése : la droite A coupe

. . A Az B1 B
H. oint B}, qui est tel que ===
2) en un point Bj, e S5 = S
. . AjA BB, B{B; B, B, .
En appliquant ’hypothése = ,on adonc ——= = ; soit A la
PP P A:4;  BaBa B;B; BB

valeur commune de ces deux quotients de mesure algébriques.

?phcatlon du dernler point de la propriété 1.30 (p- 20), on a donc :
BiBy = AB3B, = Ble, donc BgBl BzBl et par conséquent B = B;.
On a prouvé que B; € H;.
Ici encore deux cas sont possibles : si B; # Aj, la droite (A4;B;) existe, c’est un
sous-espace affine de ’hyperplan H; qui est paralléle aux hyperplans Hy, H3, Hy, donc
(A1B1) est bien faiblement paralléle aux hyperplans Hy, Hs, Hy.
Si B; = Aj, ce cas est tout & fait possible, alors la droite (A; B;) n’existe pas. Ce cas
survient lorsque les droites D et A sont sécantes, et qu’en plus leur point d’intersection
est justement le point A;.

CHAPITRE 2
2. Solutions des exercices sur les applications affines

Exercice 2.1.
Supposons que f est une application affine entre (E, ﬁ) et (F, E’ ). Soit A € E
et soit A’ = f(A). L'application vectorielle associée & f par A est linéaire. C’est

= . =
Papplication ¢ = L(f) = f, qui associe & tout vecteur U e E le vecteur u’' de E’ tel

que v = f(A+ 7) — A'. Soient +, et -, les lois du vectorialisé E4, 4/ et - les
lois du vectorialisé E’;,. Montrons la linéarité de f entre les vectorialisés :
Soient B, C deux points de E.

F(B#C) = f(A+ (B —A) + (C— A)) = A' + ¢((B—- A) + (C - 4))
= A" +¢(B - A) +p(C — A).

D’autre part,

f(B)w f(C) = A+ (f(B) — A') + (f(C) - 4)
=4+ (A +9(B - 4) - &) + (4 +p(C- 4) - &)
= A"+ p(B — A) + p(C — A).

On a donc bien f(B+, C) = f(B)+a f(C).
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Soit maintenant B € E et A € R.
fOAaB)=f(A+ANB - A))=A"+o(ANB—A)) =A"+ p(B - A),
D’autre part,
A f(B)y=A"+ ANf(B)—A) = A + A\(A" + (B —A)) — A') = A" + \p(B — A).
On a donc bien f(A-4 B) = A -4 f(B) et f est bien une application linéaire entre les

deux espaces vectoriels F4 et Eyr.

Supposons maintenant que f est une application linéaire entre les deux espaces
vectoriels E4 et E 4.
Considérons l'application vectorielle p4 associée & f par le point A. Elle associe &

tout vecteur ¥ de ?, le vecteur ? de E', défini par v’ = pa(U) = f(A+d) — A'.
Montrons que ¢4 est linéaire. Soient U et VU deux vecteurs de ﬁ Nous poserons
B=A+U,C=A+7etD=A+ 7+ Remarquons tout d’abord que par
définition de 4, , on a D = B+, C. D’ou :
oa(@+ V) =fA+d+V)-A =f(D)-A' = f(BC) - A’
= (f(B)4a f(C)) = A" = (A" + (f(B) — A) + (f(C) - A)) - A
= (f(B) - A") + (f(C) - 4)).

Or, justement, on a :

0a(T) +pa(¥) = (F(A+ ) - A) + (F(A+ V) - 4
= (f(B) - A) + (f(C) - 4)).

Donc on a bien (% + 7) = pa(T) + pa(7).

Soit maintenant ¥ € E et A € R. Nous posons maintenant B = A+detC= A+)\7,
de sorte qu’on peut remarquer que C = A -, B. D’ou :

0aA8) = fA+A8) - A' = f(C) - A'=f(AaB) - A' = (A -x f(B)) - A’
= (A" +X(f(B) - A")) - A" = \(f(B) - A).
Or, justement on a :

dpa(W) = Af(A+ ) — A') = MNf(B) — A").

On a bien A (A%) = Apa(T) et @4 est linéaire, donc f est une application affine.
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Exercice 2.2. Soit f une application affine de (E, ﬁ) vers (E/, B ) dont la partie
linéaire ? est la fonction nulle. On a donc, pour tout ¥ € E, (7) = B)E’

Soit A € F et soit A’ = f(A). Pour tout point B € E, on a :

f(B)=f(A+ A_B)) = f(A) + ?(;43) =A+ 5)? = A’, donc f est bien ’application
constante, qui associe & tout point de E le point A’ de E'.

Exercice 2.3. Soit G = H4(E) U {idg}. Pour k # 1, appelons h; I’homothétie de
centre A et de rapport k, et posons pour simplifier h; = idg.

Il y a une bijection naturelle ¢ entre R* et G, qui associe & tout scalaire k ’élément
hi = ¢(k) de G.

Montrons la relation (1) : hg 0 gy = hyp.

Soit M € E.On a:

hi 0 hyr (M) = hi(A+ k' (M — A)). = A+ k((A+ K (M - A) — A)
= A+ kk'(M — A) = hyp (M).

La loi o est donc interne dans G.

Par construction, idg = h; appartient & G.

Pour tout hy € G, la relation (1) implique que h;/j 0 hx = h; = idg, donc

(he)™ = hy/x € G

@ est bien un sous-groupe du groupe des bijections de E muni de la composition des
applications. De plus, la commutativité de la multiplication dans R, combinée avec la
relation (1) permet de montrer que o est commutative dans G (o n’est en général pas
une loi commutative, ici, c’est exceptionnel) : hg 0 hg = hgg = hgrg = by 0 hg.
L’application ¢ définie plus haut est, toujours grace a la relation (1), un morphisme
de groupe entre (R*,-) et (G, o), et elle est bijective, donc G est bien isomorphe au
groupe multiplicatif R*.

Exercice 2.4.

1° Soient 7 et 7 deux vecteurs non nuls de E D’aprés I’hypotheése, ce sont des
vecteurs propres pour ¢, donc il existe A, € R tel que w(?) =M 7 et il existe Ay €ER
tel que p(Y) = A, Y-

Si (%, ) est un systéme lié, alors 7 est colinéaire 3 7, donc il existe o € R tel
que ¥ =a?.

On a donc /\y7 = o(Y) = p(a@) = ap(Z) = a(AZ) = A\s(a@) = A\, Y. Par
hypothése, 7 est non nul, donc A; = Ay dans ce cas.

Si (?, 7) est un systéme libre, soit 7 = Z + ¥ ; 7 est aussi un vecteur propre
de ¢, donc il existe A, € R tel que ¢(Z) = A\, 7. Mais on a aussi :

AT AT =NZ =0(Z)=0(Z+7) =0(@) + (V) = X7 + 7, doi

(A — /\m)? + (A — )\z)? = -5), et grice au fait que (?, 7) est un systéme libre, on
peut affirmer que A\, — Ay = A, — Ay =0donc A, = Ay = Ay,
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Tous les vecteurs de E sont donc propres pour une seule et méme valeur propre ), et
donc V¥ € E, on a (&) = AU, c’est-a-dire que p = Aid3.

2° a) Soit Z un vecteur non nul de E D’aprés le théoréme de la base incompléte, il
existe une base (e_l), e,... ,e_n)) de ﬁ telle que el = 7. Soit 1 ’endomorphisme de
dont la matrice est diagonale et dont les termes de la diagonale sont (1,2,2,...,2).

11 est clair3® que ¢ est un automorphisme de E. Le sous-espace propre attaché 3 la
valeur propre 1 de 9 est de dimension 1, et c’est < g >=< 7T >. :

2° b) ¢ commute avec tous les automorphismes, donc en particulier avec 1. On a donc
entre autres ¢ o Y(Z) = v o (7).

Or, po(T) = p(¥(T)) = ¢(1.2) = p(T). On a donc Y(p(T)) = ¢(F). On peut
donc affirmer que ¢('Z) est un vecteur propre pour ¥ attaché a la valeur propre 1,
donc p(Z) €< @ >, c’est-a-dire qu'il existe Az € R tel que p(Z) = A, Z. On a ainsi
montré que Z est un vecteur propre de .

3° On a ainsi prouvé que tout vecteur Z non nul de ﬁ est un vecteur propre de
¢, donc en utilisant le résultat de 1°, on peut en déduire que ¢ = Aidyp pour un

certain A € R. Nous avons ainsi prouvé que tous les éléments du centre Z de GL(B)
sont des homothéties vectorielles. Réciproquement, il est assez évident que toutes
les homothéties vectorielles (de la forme kidz commutent avec tout endomorphisme,

donc a fortiori avec tous les automorphismes de E, on peut donc conclure que
Z = {)\idiz | A € R*}.

Exercice 2.5.

1° a) Soient E{ , 53 deux vecteurs de ﬁ et A1, A2 deux scalaires de K.

Dans la somme directe E) = ? ® G, 71 et 75 se décomposent ainsi : 7, = yi + z
e ? etz € 8 (2 =1,2). On peut donc écrire

MZL + XaTh = M (T + 2) + Mo (@ + 23) = (Tt + Xei3) + Mz + A273).

)

Or, F' et G étant des sous-espaces vectoriels, on est slir que Y = /\1371) + )\2372) € ?
et 7 = /\1?1) + /\253 € —G-), de sorte que Y + Z est la décomposition de T+ )\252)
dans la somme directe £ = F' @ G, et finalement

7r()\1:171) + /\2:6_5) = ? = MUt + B3 = an(@) + Agw(w_g)), donc 7 est bien linéaire.

Ce raisonnement, valable dans R, ne serait pas valable si on travaillait dans un corps K de caractéris-
tique 2. Si on était dans le cadre d’un corps K de caractéristique 2, on pourrait remplacer 2 par tout
élément non nul et distinct de 1 sauf si K = Z / 27,; dans ce cas, on pourrait s’en sortir en utilisant la
matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale, des 1 juste au-dessus de la diagonale et
des 0 partout ailleurs. Cet exemple marche d’ailleurs dans tous les cas.
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1° b) Soit?=7+7€?=?€58 (76?,?68). On a les équivalences

suivantes :

Z ekerm < 7!'(?)=-3 = 7=6> — =7 < 7ecd.

Donc ker 7 = 8

1° ¢) Avec les mémes notations qu’en b) concernant 7, supposons que Z € ? Alors
Z =7 =n(Z),donc 37 € F tel que Z = n(Z) : on adonc Z € Im, et on a
ainsi montré une premieére inclusion, F' C Im .

Soit maintenant un vecteur @ € Imx. 37 = ¥ +7 € E= ?@8 tel que 7(2) = .
Maism(Z)=7 € F.Donc @ = 7 e T et on a établi la seconde inclusion, Im 7 C

1° d) On a établi au début du c) que si @ € ?, alors @ = n(@). Etablissons la
réciproque.

Soit 7 =9 +7 € E = ? & Ef tel que @ = 7(7). Puisque de toutes fagons, on a
w(?) =7 e ?, on peut affirmer que @ = 9 €

1° ) Soit 7 € E. On vient de voir (en ¢)) que ¥ = (@) € ?, donc en utilisant
le résultat du d), 7o n(@) = 7(¥) = & = n(Z). Comme ceci est valable pour
quelconque, on peut conclure que 7o 7 = T.

2° Soit g un endomorphisme de E) tel que go g = g. Soit ? =Imget 8 = ker g. Pour
pouvoir parler de projection sur ? dans la direction de Z:’, la premieére chose a faire

est de montrer que F' et G' sont supplémentaires.
Le théoréme du rang affirme que

n=dimE = dim(ker g) + dim(Im g) = dim F + dim G.

Il suffit donc de démontrer que ? et 3 sont en somme directe pour pouvoir conclure
qu’ils sont supplémentaires, et pour cela, on va étudier leur intersection et montrer
qu’elle est réduite & { 0 }.

Soit @ € ?ﬂg =Imgnkerg.

Puisque Z € Img, 37 € E‘) tel que 7 = g(?). Mais d’autre part, Z € kerg, donc
9(7) = 6), donc on a

T =9(2) = 9(9(¥) =gog(¥) = g(¥) = 2.
On a prouvé que Fnd= {6’}

On est maintenant siir qu'’il existe une projection 7 = 73 . Il reste & montrer que
g = . Mais pour tout @ € ﬁ, ona @ =g(?)+ (7 :)g(?)) avec g(7) € Img = F
et 9(Z —9()) = 9(F) - 9(9(2)) = 9(F) - 9(F) = T, donc 7 — g(F) € kerg = G
L’unique décomposition selon la somme directe E =F @& G de 7 est donc :

Z=9Y+7avecy =g(Z) et 7 =7 —g(7). Donc n(Z) = ¥ = g(Z), et comme

ceci est vrai pour tout ?, onag=m.
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Exercice 2.6.

1° Pour préciser les choses, nous supposerons que p est la projection vectorielle sur
= Imp dans la direction de = kerp. Calculons, en utilisant les propriétés

d’algebre de E(E')) :

gogq = (idg —p)o(idg —p) =idg —p—p+pop = idg —p = g puisque pop = p; donc

q est bien un projecteur, donc une projection vectorielle sur Im ¢q dans la direction

de kerg. Or, il est clair que kerq = {7 € B | 7 =p(Z)} =Imp = F d’apres les

rappels sur les projections vectorielles p. 38.

D’autre part,

Zelmg <+ T =¢(@)=7 —p(T) < p(Z)=0 <= 7 ckerp= G,

donc ¢ est la projection sur 8 dans la, direction de ?

Toujours en utilisant les propriétés d’algébre de L(?) et le fait que pop = p, on vérifie
que

pog=po(idg—p)=p—pop=p—p=03
etgop=pop—p=p-—p=03

(03 désigne 'endomorphisme nul de ﬁ)

2° Soient p et p’ deux projections vectorielles dans B
Supposons que pop’ =p' op = 0z. Alorson a :

(p+p)o(p+p)=pop+pop +p'op+pop’=p+7,

et donc p + p’ est un projecteur.

Réciproquement, si on suppose que p+ p’ est un projecteur, on obtient en développant
p+p =@+p)o(p+p)=pop+pop’ +pop+pop =p+p' +pop' +pop,
donc pop' +p op = 0z- On a donc p’ op = —p o p’. Mais alors, si on calcule
pop=popop=po(—pop)=—(p'op)op’ = (pop)op’ =popop’=pop’. On
a ala fois p’ op =pop’ = —pop’ donc toutes ces applications sont nulles.

Dans le cas ol p + p’ est une projection (donc lorsque pop’ =p' op = 03), montrons
que Im(p+p') =Imp+ Imp’ et ker(p + p’) = kerpNkerp'. Pour cela, il faut établir
quatre inclusions, dont deux sont assez évidentes : Im(p + p’) C Imp + Imp’ (puisque
(p+p)(z) = 6.I;(ﬂv) +7/(z)) et kerpNkery’ C ker(p +7/) (p(z) = p'(z) = 0 =
(p+p)(=)=0.)

Montrons les inclusions inverses.

Soit = € ker(p+p'). On a (p+ p')(z) = Tf, donc p(z) = —p'(z). .

En composant par p, on obtient p(z) = pop(z) = —pop/'(z) = 0 donc z € kerp et
p(z)=p op'(z) = —p' op(z) = 0 donc z € kerp’ et z € kerpNkerp’ : on a montré
ker(p +p’) C kerpNkerp’.
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Soit z € Imp + Imp’. On peut écrire z = p(y) + p’(z). Calculons :
(p+p)(z) = (p+p)op(y) +(P+p)op'(z) = pop(y) + P’ op(y) +pop'(z) +p'op'(2) =
p(y) +9'(2) =z donc z € Im(p + p’) : on a montré Imp + Imp’ C Im(p + p').

Finalement, on a montré que si p + p’ est une projection, c’est la projection sur
Imp + Imp’ dans la direction de kerp Nkerp'.

3° Si p est une projection vectorielle sur ? dans la direction de 8, alors la matrice de

p dans une base adaptée a la décomposition £ = F' @ G est une matrice diagonale,
de la forme diag(1,...,1,0,...,0), le nombre de 1 correspond & la dimension de F' et
le nombre de 0 sur la diagonale est dim G = n — dim F', donc p est diagonalisable et

les valeurs propres de p sont 1 et 0 (sauf si 7 et 8 sont des sous-espaces triviaux,
auquel cas une seule des deux valeurs 1 et 0 est une valeur propre).
Réciproquement, si p est diagonalisable, avec un spectre inclus dans {0, 1}, soient
= ker(idg —p) et G = kerp les sous-espaces propres respectivement associés 4 1 et
4 0. Comme un espace vectoriel est toujours somme directe des sous-espaces propres
d’un endomorphisme lorsque celui-ci est diagonalisable (et dans ce cas seulement),
il est clair que £ = F & G, et dans une base adaptée & cette somme directe, la
matrice de p est diag(1,...,1,0,...,0), égale & la matrice de la projection sur F' dans
la direction de G, donc p est égale & cette projection, p est bien une projection.
La deuxiéme partie de I'affirmation & démontrer résulte directement de la caractérisa-
tion de la diagonalisabilité d’un endomorphisme par la possibilité de décomposer
en somme directe de ses sous-espaces propres.

Exercice 2.7.
1° On calcule

N

|
PN NI

1©© QoI
|

DGO b=t D=
I
|

D00 =t D=

A? = = A, donc A est la matrice d’une projec-

IO CO NI
NI = N

2 2
tion vectorielle.

L’endomorphisme p de matrice A est donc une projection vectorielle, et Imp est
engendré par les vecteurs colonnes de A, qui sont tous proportionnels : Imp =< u >

1
—2
avec u =p(e;) = | —1 |. kerp = Im(id — p) est engendré par les vecteurs colonnes de
3
2
3 _3 1 3 _3
2 2 2 2 2
I3—A=|1 -2 1],donckerp=<v,w>avecv=|1]etw=|-2].kerp
3 5 3 9
2 T2 2 2 2

.—)
est aussi caractérisé par p(z) = 0 <= AX =0 < —z; + 3z2 — 23 = 0 (les trois

4 Rappelons que le spectre d’un endomorphisme est ’ensemble de ses valeurs propres.
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lignes de la matrice A donnent la méme relation, c’est normal, le rang de la matrice A
vaut 1.)

2° L’image X’ d’un triplet X de R3 par cette projection p appartient & B =<u>

et d’autre part vérifie p(X) — X € kerp = P, donc X’ — X € P. Traduisons ces

deux conditions au niveau des composantes (z,¥, 2) et (z’,3, 2’) respectives de X
z'=A

et X':INERtelsque X' = A& < {y =0 et les coordonnées de X' — X
2=-A

vérifient I’équation de 1_3), donc (z' —z)+ (¥’ —y) = 0. En combinant ces deux relations,

on trouve A —z —y = 0 donc A = z + y et les formules analytiques de p s’écrivent
/

T = z+y

y= 0
d=—-z-y
1 1 0
La matrice de p pour la base canonique ess doncA=| 0 0 0
-1 -1 0

Exercice 2.8.
1° Si f est une application affine admettant un point fixe A et dont la partie linéaire

est une projection vectorielle 7, soit = A+ Im et 8 = ker w. Gréce aux rappels

sur les projections vectorielles, 7 est la projection sur F' = Im 7 dans la direction de
=kerw. F' et G sont supplémentaires ; montrons que f = Ppd-

Soit M = A+ @ € E,avec? =7 + 7, (¥, 7 eF xG.

Ona f(M) = f(A) +n(M — A) = A+ w(?) +7.

O, M =A+J cA+F=Fet M' = A+? Z=M+(- 7)€M+adonc

M eFn(M+ 8) et donc f(M) = M’ est le projeté de M sur F, dans la direction
. On a donc f(M) = Ppa (M), ceci pour tout M, donc on a prouvé f = Ppg-

2° Si f est une application afﬁne telle que f o f = f, pour tout point B € E, on a en

posant f(B) = A, f(A) = fo f(B) = f(B) = A donc f admet au moins un point fixe.
Drailleurs tout point M’ = f (M ) est par le méme raisonnement aussi un point fixe de
f.

Soit ¢ ’application linéaire associée & f.
Pour tout vecteur u, soit M = A+ U et M’ = f(M); on a:

— (M) = f(A+T) = A+ (@) = f o f(M) = F((M))
= f(M) = f(A+ AM') = A+ p(AM") = A+ p(p())

donc ¢ = .0 p et p est une projection vectorielle, f est une projection d’aprés ce qui
précede.
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Exercice 2.9.

1° a) Pour tout Z € E dont la décomposition selon E = ? @ 8 est ¥ =Y+ 7
(7 € ?, Z e 8), onao(@)=9Y -7, n(T) =9 et ©(¥) = 7, donc on a
o(Z) = n(@) — /() = (r — 7')(T), et comme ceci est valable pour tout 7, on a
établi que o =7 — 7'.

Comme 7 et 7’ sont des endomorphismes de B, leur différence en est aussi un, donc
o est bien linéaire.

1° b) et c) En fait, puisque o = 7 — 7’ et que idy = 7+ 7' (vérification immédiate), on
peut écrire m = (0 + idg)etn’' = —2(o— id%). Or, un endomorphisme g a toujours
le méme noyau et la méme image que Ag pour tout scalaire non nul ), donc

= kerm = ker(2m) = ker(o +idg) = Im 7’ = Im(-27") = Im(o — idg) (résultat
du c)) et F=Imnr= Im(27) = Im(0 +idg) = ker 7’ = ker(—27') = ker(c — id3)
(résultat du b)).
(On aurait aussi pu faire une démonstration de ces égalités d’ensemble par doubles
inclusions, mais cela aurait été beaucoup plus fastidieux.)

1° d) Pour tout @ € _E), dont la décomposition selon la somme directe E= ? @ 8
est 7 =7 +7Z,omaco0(@)=0(y -2Z)=Y+2 =7 = idg(?) et donc
ooo =idy.®

2° Soit g une involution linéaire de E) C’est un endomorphisme de E, ainsi que g+id
et g—idy, de sorte que F= ker(g—idy) et 8 = ker(g +id) sont deux sous-espaces
vectoriels. On doit montrer de fagon préliminaire, que ? et 8 sont supplémentaires,
c’est-a-dire que leur intersection est réduite & {0} et que leur somme est E.

Soit 7 € FNG.Ona (g—idg)(?) = (g+idp)(Z) = T, donc g(F) = 7 = —g()
et @ = 0. Ceci prouve que F' N G = {0}.

Soit Z € E. On peut écrire 7@ = (7 + g(7)) + 1(2 - 9(7)).

Or, ¥ = (2 +9(2)) € F puisaue g(¥) = }(6(F) +9°9(2)) = (¢(@)+2) = 7,
donc (g — idg)(?) = 0, et de la méme fagon, 7 = %(? —g9(Z)) e @ car

9(2) = }(9(2) - g0 (@) = }(9(F) - @) = — 7 donc (9+idp)(Z) = T. Ona
donc réussi & trouver une décomposition de Z sous la forme Z = 7 +7Z avec 7 € _}?
et?ea, donc?€?+a et on a prouvé que £ = F +

On a prouvé que F' et G sont supplémentaires, et, accessoirement, on a trouvé une
décomposition, pour tout Z e , selon la somme directe £ = F' @

5 Une autre méthode possible consistait & utiliser le résultat de a), ¢ = # — «/ pour obtenir cette
égalité : on a besoin du « lemme » ron' =n' o = 03 (application nulle), qu’on a démontré dans
Pexercice 2.6.
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Z=9Y+7avecy = LT +9(7)) € Fet?= W@ -g(?)) e G. Comme on sait

qu’une telle décomposition est unique, on « tient » la décomposition de tout .

On peut considérer la symétrie vectorielle o par rapport & F' dans la direction de
. Il ne reste plus qu’a montrer que g = o. Or, ’image par ¢ d’un vecteur Z de

Ez, dont la décomposition selon la somme directe E} = ? ®Gest T = 7 + 7, est

o(@)="¢-72. . '

Mais nous venons de voir que ’expression de 7 est 7 =

est 7 = 1(2 — g(2)). Donc o(7) = (3(Z +9(T))) — (

pour tout 2, donc o = g.

(Z 4 g(7)) et celle de 7
(7 — 9(@)) = 9(), ceci

NI |

Exercice 2.10.

1° a) Soit A un point de F, de sorte que F = A+ 7.
Soit ¢ ’application vectorielle associée & s par le point A.
Montrons que ¢ = g = op @ ce qui prouvera que ¢ est linéaire et donc que s est

affine.
Soit Z un vecteur de E), dont la décomposition selon la somme directe Ez = ? @ 8

est 7 =Y +7 (7 € Fet? € 8) Déterminons ¢(7). Soit M = A+ Z. On
a (@) = s(A+ ) — s(A) = s(M) — s(A). D’aprés la définition d’une symétrie,
(définition 2.9 p. 40, c’est le seul énoncé qu’on peut utiliser, avec les propriétés des
projections), pour déterminer I'image d’un point X par une symétrie s = s p@rona
besoin de connaitre son projeté p(X) sur F dans la direction de G.

Déterminons s(A) : puisque A € F, on a p(A) = A, donc

s(A) = A+2(Ap(A)) = A+2AA = A+ T = A.

Déterminons s(M) : on peut écrire M = A+ 27 = A+ Y + Z = P+ Z en posant
P= A+7,7 = M —7. Sous cette forme, il est clair que P € A+? =FetPc M+a,
donc {P} =FnN(M + 8) et P =p(M). Donc :

s(M)=M+2Mp(M) =M +2P-M)=(A+7+2)+2(-2)=A+7 - Z.
On a donc p(Z) = (A+ Y —2)— A= — 7 = o(T), ceci pour tout Z, donc
p=o0.

1° b) Pour démontrer cette propriété, on doit établir deux choses : d’une part que si
s est la symétrie par rapport & F' dans la direction 3, alors p(M) est le milieu de
[Ms(M)], et d’autre part, que si on définit I’application r en disant qu’elle associe &
un point M 'unique point M’ tel que I = p(M) est le milieu de [M M’], alors r est
bien définie et on a r = S.

Soit M un point quelconque de E. Si M’ = s(M) et si I = ?(M ), alors puisque
s(M) =M + 2Mp(M;, c’est que M' = M + 2]\7[), donc MM' = 2m, ou encore
Ml = 1MM' : I est bien le milieu de [MM/].

Réciproquement, soit M un point de E, et I = p(M). Montrons qu'’il existe un unique
point M’ tel que I soit le milieu de [M M’]. Un tel point doit étre tel que Mi= %M M,
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ou encore W = 21\71’ . Mais cette relation équivaut & M’ = M + 2Mp(M ;, et on
.sait qu’il existe un unique point M’ vérifiant cette relation; de plus, on sait aussi,
par définition, que s(M) = M + 2Mp(M ;, donc M’ = s(M). On a prouvé ainsi : que
lapplication r est bien définie, et que (M) = s(M) pour tout M, donc r = s.

1° ¢) Soit M un point de E et P son projeté sur F dans la direction de G. Soit
M’ = s(M). On doit montrer que so s(M) = M, c’est-a-dire que s(M') = M. Pour
déterminer s(M’), on va utiliser le résultat de la question précédente : M’ étant
’'unique point tel que P = p(M) soit le milieu de [M M’], il suffit de prouver qu’on
a aussi P = p(M') pour pouvoir conclure. En effet, M sera alors le point tel que
P = p(M’) soit le milieu de [M’'M], donc on aura bien s(M’) = M.

Déterminons p(M’) : c’est le point d’intersection entre F' et M’ + G.p= p(M) est le
point d’intersection de F' et de M + 8, donc P - M € 8

Or, M = M+2P-M)=M+((P-M)+(P—-M) =P+ (P—- M), donc
P=M+(M—-P)avec M —Pe€ 8, ce qui prouve que P € M’ + 8; on savait déja
que P € F, on peut donc conclure que {P} = FN(M' + Zf) et que P = p(M'), ce
qui acheve la démonstration.

2° Soit s = s Poxe; la symétrie par rapport & F'= A + ? dans la direction 8 Puisque
A € F,on a s(A) = A = f(A), et s a la méme partie linéaire que f, & savoir la
symétrie vectorielle el D’apres le dernier point de la proposition 2.2 p. 34, on peut
affirmer que f = s.

3° Soit f une involution affine de P’espace affine (E, 3), c’est-a-dire une application
affine de F dans F vérifiant f o f = idg. Soit ¢ la partie linéaire de f. Soit M un
point quelconque de E et soit M’ = f(M). .
Puisque f est involutive, on a f(M’) = fo f(M) = M. Soit A= M + MM'. On
va montrer que A est un point fixe de f. Soit A’ = f(A) (a priori, A’ et A ne sont
pas confondus, mais on va essayer de montrer qu’effectivement on a bien A’ = A).
Remarquons tout d’abord qu’on peut écrire A = M + W — %W =M - %M M,
de sorte qu’on peut calculer de deux fagons I'image de A : S,
D’une part, A’ = f(M) + (A — M) =M+ (A MM') = M’ + p(MM').
— —

D’autre part, A’ = f(M') + p(A— M') = M + o(—3MM') = M — Jp(MM’).

— — =y
On a donc M’ + Jp(MM') = M — 1p(MM’") et en ajoutant 2p(MM’) & chaque
membre, on obtient M = M’ + (M M"), puis go(W) =M-M = 1\7]\7[) = —W.
Donc en reportant ce résultat dans Ele_c)les deux exprtiior)ls de A’, par exemple la
deuxiéme, on obtient A’ = M — Jp(MM") =M — L(-MM') =M + 1MM" = A.
A est bien un point fixe de f.
Montrons que la partie linéaire de f est une involution. C’est une conséquence immé-
diate de la proposition 2.15 p. 44, mais on peut également le redémontrer facilement
si on n’en est pas encore la dans I’étude du cours :
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Soit Z € E') Posons M = A+ @, (A est le point fixe qu’on vient de mettre en
évidence) et M’ = f(M) (et donc f(M’) = M). On peut & présent facilement calculer

o @(T) = @(f(M) — f(4)) = (M’ — A) = f(A+ AM") - f(A)
=f(M)-A=M-A=7.

Comme ceci est valable pour tout ?, on a bien ¢ o ¢ = idy, de sorte que ¢ est une
involution linéaire, donc une symétrie vectorielle et on peut conclure grace & 2° puisque
f admet un point fixe et que sa partie linéaire est une symétrie vectorielle, que f est
une symétrie affine.

Exercice 2.11.

1° La partie linéaire de h’ est L(h') = L(hot) = L(h) o L(t) = (kidg)(idg) = kid,
donc h' est une homothétie de rapport k. Ce raisonnement montre presque sans
changement que h” est aussi une homothétie de rapport k. Soient I’ et I” leurs centres
respectifs. On a

I'=RI')=hot(I'")=h(I'+ ) =h(I') + kidg(ﬂ) =I+k(I' -I)+kd, donc
I'-I=k(I'-I)+kW et (1-k)(I'-I)=kd douI'-I =2 d et I'=I+5.7 :
rel+<>.

De méme,

I" = K'(I") = to h(I") = t(I + k(I" — I)) = (I + k(I" — I)) + & donc
I"—I=k(I"-I)+d et (1—k)I"-1I) = de sorte que I” = I + e et
I"el+<d >.

Les homothéties h' et h” ne peuvent &tre égales que si elles ont méme centre et méme
rapport. Elles ont bien le méme rapport, mais il es_t) impossible que I’ = I", car cela
signifierait que I + ﬁﬁ =1+ l—igﬂ, donc ¥ =0 (puisque k # 1), ce qui est exclu
par hypothése 6.

2° Dans tous les cas, la partie linéaire de f = h' o h est kk'id3. Si kk’ # 1, alors f est
une homothétie et si kk' =1, f est une translation.
e Si I =1I') quels que soient k et k', I est un point fixe de f puisque
fI)=hoh(I)=WI)=hK{I")=TI=1.
— Si kk' =1, f est une translation qui admet un point fixe, c’est donc I’identité (le
vecteur de translation est IfTS = 6)) 7.

Remarquons tout de méme que si on n’avait pas exclu la possibilité & = T)), dans ce cas, on aurait
trivialement h=h' =h" et I =I' = I".

Un autre argument pourrait étre d’utiliser la propriété 2.14 p. 43 qui permet d’affirmer que 1’ensemble
des points fixes de f est dans ce cas le sous-espace affine de E qui passe par I et qui est dirigé par
ker(? - idg) =ker0gz = B, c’est-a-dire ’ensemble E tout entier et f fixe tous les points et est
donc I'identité de E.
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— Si kk' # 1, f est ’homothétie de centre I = I’, de rapport kk'.
e Sil#1T,

- Sikk' =1, f est une translation de vecteur =M f(M ; quel que soit le point
M. En particulier, si on utilise le point I, si I” = f(I) = K’ oh(I),ona u = ﬁ
Mais I” =W oh(I)=h'(I) =T+ k'(I - I'), donc_)
U=I"-T=I-I+K({I-T)=1-k)II" e< II' > et ¥ est bien un vecteur
directeur de la droite (I1').

~ Si kk' # 1, f est une homothétie de rapport kk’. Soit J le centre de ’homothétie
f. Déterminons ce centre. On a

@) J=fJ)=Koh(J)=KIT+k(J-1)=I+kKI+k(J—-1I)-TI)

Comment résoudre cette équation d’inconnue le point J 7 Une méthode naive
consisterait & « oublier » qu’il s’agit de points, et & résoudre algébriquement cette
équation comme si on avait affaire & des nombres ou des vecteurs :

T kKT =T +KI— kKT — KT <« (1—kk)J = (1— k)T + k(1 — k)T
1K, k1—K)
S I=1ww! T

Mais pour l'instant ce type de calcul n’a aucune légitimité. Nous verrons apres
P’étude du chapitre 3 que ce calcul a un sens et permet de trouver précisément
le point J. Comme on ne peut pas anticiper ainsi, nous reprendrons le calcul &
partir de (2) en essayant d’obtenir une égalité entre vecteurs. Nous allons essayer

H
d’exprimer le vecteur I:.-]) =J —1Ien fonctionde II' =1 — I.

@) < J-I=I-I+K{I-T)+kk'(J-1I)
= (1-kk)(J-D)=Q1-K)I'-1)

1-k . 1-kK =
l—kk’(I -1 J_I+1—kk’H‘

I.

— J-I=

On a ainsi prouvé que J € (1I').
On a obtenu, dans les quatre cas possibles, les quatre type d’applications affines
prévus par ’énoncé. Il ne reste plus qu’a étudier s’il est possible que ho b’ = h' o h.
Remarquons tout d’abord qu’il n’est pas utile de recommencer & raisonner pour
déterminer f/ = h o h'/. En effet, tout ce qu’on a obtenu concernant f = h' o h est
utilisable sans changement pour déterminer f’, il suffit d’échanger les roles de h et h’,
donc aussi les roles de I et I’ et ceux de k et k'

Done, si I = I, on voit que pour kk/ =1, on a aussi f' =idg = f, et pour kk' # 1,

f' est aussi ’homothétie de centre I = I et de rapport kk’, donc on a aussi f' = f.
— —

En revanche, si I # I' et kk’ = 1, f’ est la translation de vecteur u' = (1—k)I’[. Est-il

possible que ¥ = 7? On aurait (l—k’)I_ﬁ = (l—k)ITI), donc ((1—k’)+(1—k))ﬁ =7
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et k = 2—k’. Mais on sait que k¥’ = %, donc k* = 2k—1 et (k—1) = 0, c’est impossible
puis qu’on a supposé k # 1. donc on a toujours f’ # f dans ce cas.

De méme, si I # I et kk' # 1, f' est ’homothétie de rapport kk’, de centre

-k =
J=I+ Tk I'I. Est-il possible que J = J'? On aurait J' — J = 6), c’est-a-dire
—_ — —k — —
(=1 128 77 22K 77 _ G et comme I # I' done IT" £ T,

1—kk! 1— kk’/
0=1 1-k 1-k _1-kk-1+k-1+kK _ (k-1)(K-1)

T 1-kk 1-—kk 1— kK - 1-kk
C’est impossible puisque k et k’ sont différents de 1 et on a donc toujours f’ # f dans
ce cas aussi.
En résumé, hoh/ = h'oh <= I = I'. Deux homothéties de méme centre commutent,
deux homothéties de centres différents ne commutent jamais, et une homothétie ne
commute jamais avec une translation de vecteur non nul (distincte de I'identit¢) 8.

Exercice 2.12.

On a vu (A la proposition 2.17 p. 45) que H = T (E) est un sous-groupe distingué
du groupe G = D(E) des dilatations. D’autre part, on a étudié la composée de deux
homothéties de méme centre lors de ’exercice précédent 2.11 et les résultats qu’on a
obtenu prouvent clairement que K = H4(E)U{idg} est un sous-groupe de GA(E) mais
aussi de G = D(FE). 1l reste & montrer que HK = G et que H N K = idg. Ce dernier
point est une évidence, car la seule translation qui soit aussi dans K = H4(E)U {idg}
est I'identité. Soit maintenant f un élément quelconque de G. Si c’est une translation
f =1t, elle s’écrit t = toidg, avec t € H et idg € K. Si c’est une homothétie
f =h = hrx (avec k non nul, et différent de 1), alors on sait que si b’ = h AL on
a vu & I’exercice précédent que h o b’ est une translation ¢, donc on a hoh/ =t¢. En
composant cette égalité & droite par h'~! = ha i = h”, on obtient f = h = to A",
te H, k" € K, donc on a bien G = HK, ce qui achéve la démonstration.

8 Dans cet énoncé final, on parle bien siir de « vraies » homothéties, distinctes de I’identité, avec un
seul point fixe.
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Exercice 2.13.

Nous supposons que nous sommes dans la situation de la figure, c’est-a-dire D/ D’. Nous
avons ’hypothése (XY')/(X'Y) et (YZ')//(Y'Z), et on doit montrer la conclusion
(X2 (X'Z).

Soit t; la translation de vecteur 71 = )ﬁ} et o la translation de vecteur ¥s = ﬁ
11 est clair que ¢ o t1(X) = Z. Etudions l'effet de ces translations sur les points de la
droite D’.

La translation ¢, transforme la droite (Y Z’) en la droite qui lui est paralléle et qui
passe par Z (puisque t2(Y) = Z), donc t2((Y 2')) = (ZY’).

Mais Y Z est un vecteur directeur de la droite D, donc aussi de la droite D’ et par
conséquent t2(Z2') = Z' + Uy € Z'+ < Uy >=D'. Or, ta(D’) est une droite paralléle
a D' et qui passe par t2(Z’), mais c’est justement D’ qui est cette droite paralléle
a elle-méme passant par t2(Z’), donc to(D’) = D’. Puisque Z’' € (YZ')N D', on a
t2(2") € t2(YZ')ND') =t2((YZ')) Nt2(D') = (ZY’') N D’'. Donc t5(Z') = Y'.

De facon tout & fait analogue, 'image de la droite D’ par t; est aussi la droite D’
car Uy = XY dirige D', et I'image de la droite (XY”) par ¢; est la droite (X'Y)
puisqu’elle est paralléle et qu’elle passe par Y, de sorte que I'image de l'intersection Y’
de D' avec (XY"’) par t; est I'intersection de D’ avec (X'Y), c’est-a-dire le point X’.
On a donc t30t1(X) = Z et ty0t9(Z') = X'. Mais t = t; oty = ty0t; est la translation
de vecteur ¥ = Uy + Uy = )TZ), donc on a t(X) = Z et t(Z') = X', de sorte que
l'image par la translation ¢ de la droite (X Z’) est la droite (X’Z) qui lui est paralléle.
On a prouvé que (XZ')/(X'Z).

Exercice 2.14.
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ABC et A’B'C’ sont deux triangles & cOtés respectifs paralléles, c’est-a-dire tels que
(AB)//(A'B"), (AC)/(A'C") et (BC)//(B'C").

On doit montrer que si on est dans la situation de la figure, c’est-a-dire lorsque
(AA")//(BB'), alors on a aussi (CC")//(AA")//(BB’).

—
Soit @ = AA’ et soit t = t la translation de vecteur . Par construction, il est clair
que t(A) = A’, et cette translation envoie la droite (AB) sur une droite qui lui est
paralléle et qui passe par t(A4) = A’, donc t((AB)) = (4'B’).

Mais puisque (BB')//(AA’), on est siir que (BB') = B+ < @ > (W, qui dirige
(AA’) dirige aussi (BB')), de sorte que 'image de la droite (BB’) par t est elle-
méme. Donc t((BB’)) = (BB'). Le point B, & l'intersection de (AB) et de (BB')
est donc transformé, par t, en le point d’intersection de t((AB)) = (A’B’) avec
t((BB')) = (BB'), c'est-a-dire en B'. On a t(B) = B'.

Déterminons maintenant I’image de C par ¢t : la droite (AC) est transformée en une
droite qui lui est paralléle et qui passe par t(A) = A’, donc en la droite (A’C").

De méme, la droite (BC) est transformée en une droite qui lui est paralléle et qui
passe par t(B) = B’, donc en la droite (B'C").

t((AB)) = (A'B")
1((BC)) = (B'C')
CC'" = AA’ = BB’ et on a bien le parallélisme annoncé, et le fait que le triangle
A'B'C’ est le translaté par t du triangle ABC.

On a donc { = #(C) = C' et donc C’' = C + U, ou encore

Exercice 2.15.

11 suffit de se ramener & la situation du théoréme de Desargues, en tragant un premier
triangle ABC dont A est un sommet et B € D, C € D' (on a le choix pour les points
B et C. On construit ensuite un triangle A’B’C’ aux cbtés respectifs paralléles, avec
toujours B’ € D et C' € D'. D’aprés le théoréme de Desargues, les droites (BB’) et
(CC') étant sécantes (en ), la droite (AA’) passe aussi par .

En pratique, on peut choisir le point B’ ot1 I'on veut, mais ensuite, on trace la paralléle
a (BC) qui passe par B’, elle coupe D’ en C’, puis on trace la droite A; paralléle &
(AB) qui passe par B’ et la droite A, paralléle & (AC) qui passe par C’'. A; N A2
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donne le point A’ et la droite (AA’) est la droite cherchée.

Exercice 2.16.

1° Soit p = p, 3 cette projection. On veut déterminer les coordonnées («',y',2') du

point M’ = p(M) lorsque M a pour coordonnées (z,y, 2). Le plan P est caractérisé
par 1’équation cartésienne z = 0. La droite D admet pour vecteur directeur (voir

2 1
1 -2
1 -2 -5
exercice 1.14, question 2°b) le vecteur o = ‘ 3 1 ‘ =| 7 |. Le point M’ est
1
31
2 1
tel que 2z’ = 0 puisqu’il appartient & P et d’autre part il est tel que M’ = M + A
' =z —5)\
— I =
pour un certain A € R puisque MM’ € B On a donc le systeme y, Y I :7\/\
2=z

Z =0
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On trouve la valeur de A en combinant les deux derniéres équations : A = —z donc les
=z + 52

formules analytiques de p sont ¢ ' = y—"Tz
Z = 0

2° On raisonne de la méme fagon. Soit s = s, . On cherche les coordonnées (z',y/, 2’)
du point M’ = s(M) lorsque M a pour coordonnées (z,y, z). Soit I(zr,yr, z1) le milieu
de [MM'). I est aussi le projeté de M sur D dans la direction ?, etona:

=2z -2z
—
MM =2MI < M'=21-M < yY=2yr—y
Z =2z — 2.

Il n’y a plus qu’a déterminer les coordonnées de I. Pour cela on dispose des deux
conditions caractéristiques : I € D et MI € F'.
On pourrait travailler avec le systéme d’équations cartésiennes dont on dispose pour D,
et la caractérisation paramétrique évidente de F' qui peut s'écrire I = M + a7 + ,B?
et qu’il faudrait traduire en termes de coordonnées, ce qui nous ameénerait & écrire un
systéeme de 5 équations lourd & manier.
Il est beaucoup plus simple de raisonner avec une représentation paramétrique de
D et une équation cartésienne de F'. En posant z = 0 et en résolvant le systéme
3z+2y=1
z+y=2,
tion de D avec le plan P de la premiére question ; on pourrait naturellement utiliser
n’importe quel autre point de la droite D). Une représentation paramétrique de la

on trouve le point A(—3,5,0) de la droite D (c’est le point d’intersec-

Ty = —-3-5A
droite D est donc (appliquée au point I qui appartient & D) : ¢ yr = 547\
2r = A

D’autre part un vecteur appartient a —}? lorsque sa premiére coordonnée est nulle,

ce qui s’écrit ici, pour le vecteur M/, par £y = z, donc on tire la valeur de A
de cette condition et de la premiére des équations de la représentation paramé-

triquede D : A = —z-
yr=5-I(z+3)=-Iz+%

3 . . .
. En reportant dans les deux autres équations, on en tire

1 3
ZI=—§$—"5'

Finalement, on obtient les coordonnées de M’, et donc en méme temps les formules
analytiques de s :
¥=2r—z=2 Tz = T

y=-Yr+¥-y <= y=—Yz—y +%

/= 25, 8 _ I — _ 2 —z—8
Z=—Fr—5—% z=— £z z—3
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=5
3° On peut écrire D = A+ < >, avec A(—3,5,0) et ¥ | 7
1

Sig= Pp > est la projection sur P dans la direction de k, ce qu’on cherche est
une caractérisation de la droite ¢(D) = gq(A+ < 04 >) =q(A)+ < 7(7) >.
=z
Or, q et ? sont caractérisées par les mémes formules analytiques ¢ v’ =y
Z =0,
-5
de sorte que g(A) = A(=3,5,0) et ¢(Z) | 7
0
z=-3-5t
Une représentation paramétrique de g(D) est donc { y =5+ 7t (t €R) et un
z2=0
systéme d’équations cartésiennes est Zm—+05y =4 (on a éliminé ¢ entre les deux

premieéres équations, en multipliant la premiére par 7 et la deuxiéme par 5 avant de
les additionner). ‘

CHAPITRE 3
3. Solutions des exercices sur I'espace universel

Exercice 3.1.
1° ga,2 est l'application de E dans B définie par gq2(M) = 2MA. De méme, gp 1

est I’application entre les mémes ensembles définie par gg %(M )= %M E) On a donc,

pour tout M € E, (ga2 + 393,%)(M) =2MA + %m On cherche donc un point C
et un scalaire A\ tels que pour tout M, on a

3) oMA + gm = AMC

Si cette relation (3) est vraie pour tout M, elle doit entre autres &tre vraie pour le
point A, et pour le point B, Clest-a-dire qu’on doit avoir —g—A_B) = /\E, ainsi que
2BA = ABC.

Pour pouvoir déterminer A en combinant ces deux relations, introduisons, par relation
de Chasles, le point A dans la deuxiéme relation. On doit donc avoir 2ﬁ = ABA+)\A
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et en reportant la valeur de )\E qu’on a obtenue pour le point A, on trouve la relation :
2B-—/i=/\a+%xﬁ, donc (2+%—)\);ﬁ=ﬁ.

Si A # B, cela implique A = Z, et donc A0 = %A_B)

Si A = B, alors (3) s’écrit )\m = %__/i pour tout M, et donc pour M = A, on doit
avoir AAC = 6); A = 0 est impossible car il y a des points M non confondus avec 4,
donc C = A, et on doit avoir A = %

Finalement, dans tous les cas, nous avons montré que le point C = A + %AB’) et
le scalaire A\ = % sont les seuls possibles, et nous devons maintenant vérifier qu’ils
conviennent.

Pour tout point M, on a, pour ce A = I et ce point C = A + %ﬂa’,
AT = LA+ 70) - Ltk + T 378
= (2+g)m+gﬁ=2m+g(m+ﬁ)
— oMA+ gm—%

On a montré que g2 + 39,1 = gc,3 pour C=A+ %E
Notons qu’on aurait pu appliquer la formule de la démonstration de la proposition 3.1
3
2 3 ﬁ et A=2+ % : on obtient bien siir
2+3
le méme résultat, mais ici, nous avons montré en plus que ce point C et ce scalaire A
sont les seuls qui conviennent.

p- 61 qui correspond a ce cas: C = A+

2° Raisonnons de la méme fagon : h = ga,3 + 3gp,—1 est 'application de E vers E) qui
associe a un point M le vecteur

h(M) = (g3 + 3g5,-1)(M) = 3MA + 3(~1)MB = 3(BM + MA) = 3B4,
donc h est I'application constante ga,3 + 398,-1 = fy53-

3° Pour tout point M, (g2 — 3fz)(M) = 9MB — 3. On cherche s'il existe A et C
tels que ZW —3U =AM pour tout M. En particulier pour M = B, on doit avoir
-3u = )\ﬁ et pour M = C, on doit avoir 2CB — iﬂ = ﬁ) Donc nécessairement
§8 = —%7 et -3 = A(—%ﬂ), d’ot A = 2 (si W = 0, nécessairement et clairement,
98,2 — 3f2 = 9B,2)-

Reste & vérifier qu’on a bien, dans tous les cas, gp2 — 3f3 = gc,2 pour C = B — %7
Or, pour tout M € E, on a

902(M) = 2MC = 2MB + 2BC = gp 2(M) + 2(-2) W = g »(M) — 37
= (98,2 — 3f2)(M).
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4° En ayant admis les inclusions E C E et E C E, on peut écrire gao2 = 2A,

24+ 3B
9,1 = 1B de sorte que ga2 + 3gp1 =24+ $B= ; <——z—2—) = gC’ avec C qui
2

est le point C = %A + %B.

De méme, g3 +3g5,—1 = 3A — 3B = 3(A — B) = 3BA.

Etonagps—3fz =2B -3¢ =2(B — -3-7) = 2C avec C=B—%7.

Ces résultats sont bien siir exactement les mémes que ceux qu’on a obtenus plus

laborieusement aux questions 1°, 2° et 3°. C’était la derniére fois, dans cet ouvrage,
qu’on utilisera la « définition » des éléments de F.

Exercice 3.2. R
Soit ¢ la forme linéaire associée & I’espace universel E.

On a p(a) = p(A) + ¢(B) + ¢(C) =1+ 1+ 1 =3, donc a n’est ni un point, ni un
vecteur. On peut écrire a = p(a) (@(A +B+ C)) =3 A-i-g;c = 3G avec

G=A+;;+C=A+%ﬂ§+%ﬁ

(G est un point, c’est le centre de gravité du triangle ABC).

De la méme facon, @(b) = p(A) + ¢(B) — 20(C) + ¢(W) =1+4+1—-2+0=0 donc b
est un vecteur : b € E. On peut écrire b= (A — C) + (B — C) + W, donc sans abus de
langage, b= o — ;18 - B%’

On a ¢(c) = p(A) + 20(d) — 2¢(B) +20(V) =1—0—2+40 = —1 donc ¢ n’est ni un
point ni un vecteur.

En revanche M = —cest un point : M = 2B—A—2% —27 = B+(B-A)+2(-¥-7),
donc ¢ = —M avec M est le point tel que BM = 4B +2(~% — ¥) (on peut aussi
écrire M = B + AB +2(-d - 7).

d est un point (on vérifie facilement que ¢(d) = 1), et on peut I’écrire
d=A+3(A-B)+(A-C)+3d, donc d est le point tel que Ad =37 —34B - AC
(oud=A+3% — 34B — AC).

En fait on peut aussi « rattacher » d & n’importe quel point, par exemple 4 B en
écrivant d = B+ 4(A— B)+ (A—-C) + 3¢ =B+4ﬁ+C + 37, ou méme & un
point O quelconque, en écrivant
d=0+5(4—-0)—3(B—0)—(C—0)+3¢ =0+504—30B - OC +3%.

Exercice 3.3.
1° La droite D = (AB) admet comme équation cartésienne TTTA TBTIAN_ g
Y—Ya YB—YA
|z 2
donc ici

y—; _3|=0 = -3(z-1)-2y-2)=0 < 3z+2y=T.
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La droite D’ paralléle & D admet une équation du type 3z + 2y = h et comme elle
passe par C(—1,—1),on a h = 3(—1) +2(—1) = —5,donc D’ : 3z +2y+5=0.

2° Une équation cartésienne de _D) s'obtient en supprimant la constante dans I’équation
de D, donc B : 3z + 2y = 0. Un vecteur directeur de B est @ = —2U+ 37 La
(E;‘ection de D' est la méme que celle de D puisque ces deux droites sont paralléles :
D=7

3° a) Les coordonnées de A considéré comme élément de B sont, dans la base
(0,7,7) : A(1,1,2). De méme, B a pour coordonnées, dans E, B(1,3,—-1). Un élément
X(t,z,y) de E appartient au plan D=< A, B > si et seulement si le déterminant des
coordonnées de A, B, X est nul, donc une équation cartésienne de D est? :

1 1 ¢
13:c=0<=>13t—11

2 -1 2 -1
2 -1 y

z +

11
1 3~y‘0
< 3z+2y—T7t=0.

3° ) Le cours nous précise que D est D'intersection de D avec P. Or, P est caractérisé,
dans E par t = 1. Un systéme d’équation cartésienne qui caractérise D est donc

3z+2y—-Tt=0
=1.
En reportant la valeur ¢ = 1 de la deuxiéme & la premiére équation, on trouve que ce
2y—7=0
systéme est équivalent & ?m_t 4

On retrouve bien, ainsi, ’équation de D dans P. L’équation de D:3z+ 2y —Tt=0
est ’homogénéisée de 1’équation 3z + 2y — 7 = 0 de D, en ce sens qu’on a multiplié la
constante —7 de cette équation par la nouvelle troisiéme variable ¢, ce qui a rendu
cette équation homogeéne de degré 1.

3° ¢) La droite B est engendrée par le vecteur ¥, dont les coordonnées dans E sont
t=0
(0,—2,3). On peut donc donner une représentation paramétrique de B QT =-2\
y =3\
(A € R) et en éliminant ) entre les deux derniéres équations, on obtient le systéme
3z+2y=0

t—0 ; on retrouve bien I’équation de B dans ?

d’équations cartésiennes

9 On calcule le déterminant d’ordre 3 en le développant par rapport 4 sa troisitme colonne.
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3° d) et e) Puisqu’une équation de D’ dans P est 3z+2y+5 = O un systéme d’équation
3z + 2y + 5t =
t=1

du plan vectoriel D : 3z+ 2y + 5t = 0 avec le plan affine ¢t = 1.

cartésienne caractérisant D’ dans ? est { ; D' est I'intersection

Exercice 3.4.

1° Les équations cartésiennes des sous-espaces D et D' associés & D et D’ dans P’espace
P dans la base (0,%,7) de P s'obtiennent tout simplement en homogénéisant les
équations cartésiennes de D et D’. 1l suffit de multiplier les constantes des équations
cartésiennes des droites affines par ¢, puisque 1’équation du plan affine P dans I’espace
vectoriel universel P est justement ¢ = 1. Une équation cartésienne dans le repere
(0,%,3) de D étant z +y — 2 = 0, on trouve une équation cartésienne de D est donc
tout simplement z +y — 2t = 0 (en notant (¢, z,y) les coordonnées d’un élément de
I’espace universel P dans la base (0,7,7)-

De méme, une équation de D’ étant 3z — y — 3 = 0, une équation de D' est donc
3r—y—-3t=

Remarquons que pour trouver 1’équation des directions B et D’ , il suffit de faire t =0
(équation de P) dans les équations obtenues.

2° Déterminons les formules analytiques de la symétrie s.

On sait que D’ est dirigée par le vecteur u’(1,3).

Soit M(z,y) (toutes les coordonnées considérées sont rapportées au repére cartésien
(0,%,7) ou & la base (7,)).

Son image par s est le point M’(2/,y’) qui vérifie I = 2(M +M’) € D et MM’ = /\u_;,
c'est-a-dire M’ = M + )\7 (AeR)

Traduisant ces conditions en termes de coordonnées, on a d’une part zy + y;y = 2 et

—
MM =\ (;) c’est-a-dire

z+z y+vy =z+A

4 +Z—=2et

@ 2 2 Yy =y+3\

On détermine A en reportant ces valeurs de z’ et 9’ dans la premiére équation :

(z+@+AN)+ @+ @+3))=4doncdr=4—-2z-2yet A=1—1z— 1y

En reportant cette derniére valeur dans le systéme (4), on trouve directement les

formules cherchées :
=z+1-jz-1y
¥ =y+3(1—32-39)

o= lr—ly+1
(5) R M
y=—§.’13—§y+3

donc
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)

On peut maintenant facilement déterminer la matrice du prolongement s de s et de 3
a P : on sait grice & ce qui précéde que 'image de O est le point de coordonnées carté-
siennes (1, 3) dans le repére cartésien (O, 7, 7), donc I'image de O a pour coordonnées

NI D=
D= D=

Ces formules montrent que la matrice de la partie linéaire T desest M = (

1
augmentées | 1 | dans la base (0,7, 7).
3
De méme I'image par § du vecteur 7 est le vecteur de coordonnées (3,-2) (premiére
0
colonne de M), donc les coordonnées augmentées de I'image par § de 7 sont %
3
2
Le méme raisonnement pour I'image du troisiéme vecteur de la base (O,7,7) montre
0
que la troisieme colonne de la matrice M de 5 est —%
1
-2
1 0 O
Finalement, la matrice de Sest M = | 1 % —%
g -3 _1
2 2
t'=t .
Du coup les formules analytiques de s sont ¢ '’ = ¢+ %z - %y ce qu’on pouvait

! 3 1
prévoir directement en homogénéisant les formules analytiques de s (5).

1 0 0
3° L’endomorphisme f de matrice A= [ 2 -3 0 | dans la base (0,%,7) admet
4 0 -3
=1t
comme formules analytiques { 2’ = 2t — 3z
y =4t —3y

Lorsqu’on considére ’image d’un point, la premiére coordonnée est ¢ = 1, donc son
image a aussi comme premiére coordonnée t' = 1, c’est bien un point, tandis que pour
une raison analogue, I'image d’un vecteur est aussi un vecteur. Cela prouve que f est

le prolongement d’une application affine f et de sa partie linéaire f . On détermine les
formules analytiques de ces deux restrictions en fixant ¢ = 1 (pour f) et t = 0 (pour

.
e . -3 0 "
On voit ainsi que la matrice de 7 est { o _3) donc f est une homothétie de

rapport —3, et le centre de f est son point fixe, dont les coordonnées sont solutions de
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{$ - i B ga: : f est ’homothétie de centre Q( %, 1), de rapport —3.
y=4-3y

La réponse précise & la question posée est la suivante : ’endomorphisme f de E qui
P q

1 0 0
admet A=| 2 -3 0 | pour matrice dans la base (0,7,7) est le prolongement
4 0 -3

4 P de I’homothétie f de P et de sa partie linéaire, f ayant —3 comme rapport et
Q(3,1) comme centre.

Exercice 3.5.

Soient (o, B,7) les coordonnées barycentriques de N dans (4, B, C) que l'on cherche.
On sait que A, est le milieu de [MN], donc on a A; = (M + N) et N =24, — M.
Comme on a A; = 3(B+ C), et que M = A+ B + 7C, on obtient en reportant :

N=(B+C)—(cA+pB+~C)=—-aA+(1—-B)B+(1—+)C, donc les coordonnées
barycentriques de N sont (&/,5,7') = (—a,1— 8,1 —7)

Vérification conseillée : on a bien o’ + '+ =2 — a — f — v =1 puisque (e, 5,7)
sont des coordonnées barycentriques.

Exercice 3.6.
1° a) La partie linéaire de f est caractérisée par les mémes formules analytiques que f,

= 2z-3y
sans les termes constants, c’est-a-dire ¢ 25, = — z — 2y
x5 = 2y.

Ces formules correspondent & des coordonnées exprimées respectivement dans les bases
B=(i,7)de E et B' = (1,3, €3) de ?, de sorte que la matrice de f pour ce choix de

2 -3
basesest M= | —1 —2]. Le rang de cette matrice est clairement 2, puisque les deux
0 2

premiéres lignes ne sont pas proportionnelles, donc rg(?) = 2, et donc dim(Im ?) =2
de sorte que f n’est pas surjective (c’était évident, puisque dim E < dim F'), mais
d’aprés le théoréme du rang, dimker f + rg(?) = dim E= 2, donc ker ? = {3)} et
est injective. f est donc, comme f, injective et non surjective.
1° b) L’application linéaire fqui prolonge f et ? a E est caractérisée par les coor-
données des images des trois vecteurs de la base R = (0,7,7) :
Le point f(O) = f(O) a pour coordonnées (2,—1,0) dans le repére de F qu’est
R = (Q,e_l),ég,e—g,)), donc ses coordonnées dans la base R’ de F sont (notées en
1

colonne) :
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Le vecteur f(7) = ?(i) a, dans la base B/ = (e], €3, €3) de —I?, pour coordonnées 10

0
2
—1 |, donc dans la base R’ de F, ses coordonnées sont 1
0
0
0
Le vecteur f( (= 7(5) a, de méme, pour coordonnées dans la base R’ de F: :g
2

Donc la matrice de fest, pour la base R de Eet pour la base R’ de ﬁ, obtenue en
juxtaposant les trois vecteurs colonnes qu’on vient d’obtenir :

1 0 0
~ 2 2 -3
M=1_1 1 -
0 0 2

1° ¢) On sait que f(D) est une droite affine de F' (c’est un sous-espace affine et la
dimension est conservée car f est injective). Elle passe par f(A) et est dirigée par

?(U) Les coordonnées de f(A) s’obtiennent en remplagant (z,y) par (1,1) dans les
formules analytiques définissant f, donc c’est le triplet (1, —4,2). Les coordonnées de

(W) pourraient s’obtenir de la méme maniére (en utilisant les formules analytiques
de f, sans termes constants), mais peuvent aussi s’obtenir par le calcul matriciel MU

avec U = (_2 ) ; on obtient donc

3
2 -3 13
-1 -2 <_23> =4
0 2 —6
23 =1+413A
D’oll une représentation paramétrique de f(D) : { £ = —4 + 4\ (A €eR).
I3 = 2 — 6

1° d) Les points M dont I'image f(M) = M’ (de coordonnées (z},z5,z5)) appartient
a II sont tels que z} + 25 — z5 = 1, donc compte tenu des formules analytiques de f, les
coordonnées de M vérifient (2+2z —3y)+(-1—z—-2y)— (2y) =1 < z-Ty=0.

101¢ fait que 7('3) et f(O) ont le méme triplet de coordonnées n’est rien d’autre qu’une coincidence,

d’ailleurs, ce ne sont pas des triplets de coordonnées dans le méme espace, ni par rapport au méme

repérage, puisque le point f(O) a ses coordonnées calculées dans le repére cartésien R’ de ’espace

affine F, alors que les coordonnées du vecteur ?(i’) se calculent dans la base B’ de ’espace vectoriel

. Dans I’espace universel, et par rapport & la méme base R’, les coordonnées différent (les premiers

termes sont distincts, évidemment, puisque la premiére coordonnée d’un point est toujours 1 et la
premiére coordonnée d’un vecteur est nulle.). ’
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L’ensemble cherché est donc la droite A d’équation cartésienne z — 7y = 0. Remarquons
que cette droite passe par O, ce qu’on pouvait prévoir puisque les coordonnées de
f(0), (2,—-1,0) vérifient I’équation de IT : 2+ (—1) -0 =1.

2° a) La matrice du systéme de vecteurs (7, 7) dans la base (,7) est P = (_23 _11)

Cette matrice est inversible (son déterminant vaut 1), donc B; = (@, ¥') est une base
de E (et P est la matrice de passage de B & By).

On en déduit que R; = (4,B:) = (4, ¥, 7) est un repére cartésien de F. Notons
que c’est donc aussi une base de E, et que la matrice de passage de la base R & la

1 0 O
base Riest P=(1 2 1 | (dans la premiére colonne, on met les coordonnées
1 -3 -1

augmentées de A, dans les deux autres colonnes, on met les coordonnées augmentées
de U et ¥, toutes ces coordonnées étant exprimées dans '« ancienne base » R).

2° b) Grace a la matrice de passage « augmentée » P entre les bases R et Ry, on
sait que si X est le vecteur colonne des coordonnées dans R d’un élément 7 de E
et si X1 est le vecteur colonne des coordonnées de ce méme élément dans R;, la
formule exprimant les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles est X = PXj;.

1
En appliquant ceci & un point M de E, de coordonnées (augmentées) | z | dans
Y
1 1 1 0 0 1
Ret | z; | dans Ry, onobtient {2z | = [1 2 1 z1 |, soit (en n’écrivant
() Y 1 -3 -1/ \»n
r=142z4+n

pas la premiére équation triviale 1 = 1) qui sont les formules

y= 1—3z; —
analytiques de changement de repére demandées.
(On aurait pu aussi utiliser, pour le méme résultat, la formule vue au § 1.3.2 p. 12).

2° ¢) Le fait que la matrice de f, pour les bases R et R’ soit M exprime le fait que
pour tout élément T de E dont les coordonnées dans R sont le vecteur colonne X ,
l’1mage y=f (a:) a ses coordonnées ¥ dans la base R’ de F° qui s’expriment en fonction
de X par :

(6) Y = MX.
Pour obtenir la matrice M1 de f pour les bases R; et R/, il suffit d’obtenir une relation

du méme type entre les coordonnées X1 de Z dans R; et Y Or, on vient de voir que
X =PX), donc en reportant dans (6), on obtient ¥ = MX = MPX;, donc la matrice
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I\7[1vaut
1 0 0 1 0 0
1 0 0
S ox 2 2 -3 1 13 5
Mi=MP=1_, 1 - (i _23 _11)‘ -4 4 1
0 0 2 2 -6 -2

En appliquant la formule Y= lel aux coordonnées (1,z1,y;) d’un point M de E
et aux coordonnées (1, z1, x5, z4) de son image M’ = f(M), on obtient :

1 10 0\
| _[1 13 5

| T|-4 4 1 (ml) '
) 2 -6 —2/ W

D’ol les formules analytiques de f pour le repére R; de F et le repére R’ de F' (en
n’écrivant pas la premiére ligne triviale 1 =1) :

=1+4+13z; + 5p1
—4+4z; + 0
T3 =2 — 61 — 21;.

3° a) La matrice du systéme de vecteurs (7, 7, I_(>) dans la base (e_l), e3,e3) est :

1 0 1
Q=]|-1 1 0]. Son déterminant est non nul (c’est det Q = 2), donc elle est
0 -1 1
inversible, et B} = (?, 7, .7()) est donc une base, et Q est la matrice de passage de B’
a B’
= (Q,B)) = (, 7 ? f()) est donc bien un repére cartésien.
La matrice de passage de R’ & R} (considérées comme des bases de F) est

1 0 0 O
= 0 1 0 1
Q= 0 -1 1 0
0 0 -11

3°b) Les hypotheses sur g peuvent se traduire ainsi : la matrice N; de l’apphcatlon

linéaire g, entre Eet F qui prolonge g, calculée dans les bases R; = (4, , 7) de E
1
O ey =a+7 -2B),
-2

et R} = (Q, ?, 7, .7()) de F, a pour premiére colonne
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0 0
elle a pour deuxiéme colonne i (9(d) = 7 + 7) et pour troisiéme colonne (1)
0 1
1 00
(9(¥) = 7 + I_(>) Donc N; = (1) } (1)
-2 01

Un élément T de E, de coordonnées X; dans R, et de coordonnées X dans R, ayant
pour image par g 1’élément 3 de F, de coordonnées Y; dans R} et Y dans R’, on a les
relations suivantes : R

Y1 = N1 X; et Y = NX, N étant la matrice de g pour les bases R de E et R' de F.
Or, le fait que Q est la matrice de passage de R’ & R} implique que Y = QY1 et on a
vu plus haut que X = PXI, donc on a QY1 NPX1

On en déduit Y; = N1 X; = Q INPX 1, et comme cette derniére égalité est valable

pour tout vecteur colonne X, on est stir que N; = Q 1NP ou encore N = QNlP -1,
-1

_ 1 0 0 1 0 O
Un calcul pas trés difficile donneP~1= |1 2 1 =12 -1 -1},
1 -3 -1 -5 3 2
1 0 0 O 1 00 1 0 0 1 00
done N = 0 1 0 1 0 10 9 -1 —1|= -5 2 1
T o 11 of o af LSS )T 4082
0 0 -11 -2 01 -5 1 1
1
En appliquant la formule Y = NX aux coordonnées X = | z | d’un point M de E,
Y

1
/
ayant le point M’ = g(M) de coordonnées i} comme image par g, on obtient les
2
/
3

formules analytiques de g pour le repére R de E et le repére R’ de F :

1 10 0y , ) =-54+2c+y
-5 21 = {yy=—4+3c+2
zh| |4 3 2 = Ty
) \-5 1 1) ¥ #=-5+z+y.
Exercice 3.7.
Etudions, dans 1'espace universel, le rang du systéme de vecteurs (A, As, ..., Ax).

Une propriété classique du rang est que le rang d’un systéme de vecteurs est inchangé
si on soustrait un des vecteurs du systéme aux autres, donc on a
rg(Aq, Ag, ..., Ax) =1g(A1, A2 — A1,...,Ax — A1). Or, A ¢ E) alors que pour tout
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jonaA;j—A € E), donc A; €< Ap — Aj,...,Ar — A; > et par conséquent
I‘g(Al,A2 —Al,...,Ak —Al) =rg(A2—A1,...,Ak —Al)‘l‘l.
On a donc rg(A4;, Az, ..., Ax) =rg(As — A1, ..., Ax — A1) + 1.
Or, (A1, Aa,. .., Ag) est affinement libre <= (A1, Ag,. .., Ax) est libre dans E
— l‘g(Al,Az,...,Ak)=k — I‘g(Az—Al,...,Ak—Al) =k-1
— (m, .. ,Z;A_k)) est libre.

Exercice 3.8.

1° 11 suffit de montrer que (A, B, C, D) forme un systéme libre de 1’espace universel
E. Pour cela, on forme la matrice des coordonnées des vecteurs de ce systeme dans
la base R de E (ce sera la matrice de passage P sous réserve qu’on a montré que
c’est bien une base), et on montre qu’elle est inversible en calculant son déterminant.
Cette matrice contient dans ses 4 colonnes les coordonnées augmentées des « vecteurs »

1 1 1 1
=~ 2 1 0 -1
A B,C,Dde E:P= 1 0 3 -1
1 -3 1 -3
Son déterminant est
1 1 1 1 1 0 O 0 -1 -2 -3 1 2 3
2 1 0 -1 2 -1 -2 -3
= =[-1 2 -2|=4|-1 2 -2
1 0 3 -1 1 -1 2 =2 4 0 -4 1 0 1
1 -3 1 -3 1 -4 0 -4
1 2 2
=4|-1 2 -1 =4}§ _21}=—247é0.
1 0 O

Ce calcul prouve que (4, B,C, D) est un systéme libre de E, donc une base de cet
espace vectoriel de dimension 4, et un repére affine de E.

Le calcul de P~! (comme d’ailleurs ce calcul de déterminant) est un exercice de niveau
premiére année, que les calculatrices ou les programmes de calcul formel peuvent nous
épargner. Voici néanmoins ce calcul (en petits caractéres) :
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1 1 1 1|10 0 0 1 1 1 1|1 000
2 1 0 -1|0 1 0 0 0 -1 -2 -3|-2 1 0 0
1 0 3 —-1/0 0 1 0 0 -1 2 -2|-1 01 0
1 -3 1 -3(0 0 0 1 0 -4 0 -4|-1 0 0 1
1 11 1|1 0 0 0 111 1|1 0 0 0
01 2 3|2 -1 0 0 01 2 3[2 -1 0 0
1o o0 4 1)1 -1 10 0 0 4 1|1 -1 1 0
0 0 8 8|7 —4 0 1 000 6|5 -2 -2 1
1 1 1 1
1 11 1|1 0 0 0 1110 1 1 1
01 2 3[2 -1 0 0 0120|-3 0 1 -3
~ - ~ 1 2 4 1
AEHHEES SN R R
6 3 3 6 0 0 0 1 6 -3 -3 8
1 1 1 17 1 1 7
1100 Lt L1 o -% 1000 4%& 1 -1 o
7 1 1 5 7 1 1 5
1 1 1 1 1 1 1
00103 -5 3 ~u 0010} 5 - 35 ~24
5 1 1 1 5 1 1 1
000 1| § -3 -3 3§ 000 1] § -3 -3 3§
17 1 1 7
24 6 3 24
-7 1 1 _5
-1 _ 12 3 3 12
Ce calcul montre que P~ = i1 1
24 6 3 24
5 1 _1 1
6 3 3 6

2° Puisque (4, B,C, D) est un repére affine, une application affine dont 1’ensemble
de départ est F est entierement déterminée par la donnée de I'image de ces quatre
points. Il existe donc bien une et une seule application affine de E dans E qui associe
a A, B,C, D respectivement les points A’, B',C’, D’, et ceci quelles que soient les
coordonnées de ces derniers.

3° La matrice de passage P permet, pour un élément Z de F, d’exprimer ses coordonnées

t a
X = dans ’ancienne base R en fonction de ses coordonnées A = 5 dans
z 6

la nouvelle base (4, B,C, D), suivant la formule X = PA. On trouvera donc les
coordonnées barycentriques A d’un point Y de E en fonction de ses coordonnées
(augmentées) X dans I’ancienne base en inversant cette formule : A = P~1X.

Les coordonnées barycentriques de A’ sont donc

17 71 1
1 24 6 3 24 1 z
1 7 1 1 _35 1 1
p-! _ iZ 3 3 12 - 3
0 i _1 1 _ 1 0 _1p
24 6 3 24 8
0 5 _1 _1 1 0 1
6 3 3.6 2
de sorte qu’on peut écrire A’ = %A -iB-1C+1iD
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De méme les coordonnées barycentriques dans le repére affine (A, B, C, D) de B’ sont :

71 1 o1 !
1 24 6 3 2 1 3
9 o1 r s )|, 8
p-1 _ Z 3 3 12 =1 %],
1 3 5 3 “a |1 A
-2 5 1 1 1 -2 -1
§ "3 3 & 2

de sorte qu'ona B' = 1A+ 3B+ 3C - 1D.

De méme les coordonnées barycentriques de C’ dans ce repére sont :

1 24 8 3 24 1 -1
~1 kN S A T O _t
p-1 _ iZ 3 3 12 = 1
2 i 11 _1 9 7 |
24 6 3 24 8
0 5 _1 1 1 0 1
6 3 3 6 2
) r— 141 7 1
de sorte qu'on a ' = —gA— 3B+ gC + 3D.
Enfin, pour D', les coordonnées barycentriques sont :
17 1 1 7
1 24 6 3 24 1 3
1 o1 ¢ s 1 1
p-1 _ iz 3 3 12 2
1 1l _1 1 _ 1 1 I K
24 6 3 24 4
-1 5  _1 _1 1 -1 0
6 3 3 6

_1 1 1
de sorte qu'on a D' = A+ 3B + 4C.

On vérifie facilement que la somme des coordonnées barycentriques de A’, B’,C’, D’

est toujours 1.

Déterminons maintenant f(A4’), f(B’), f(C'), f(D').

) =f(7A—ZBS—C+4D) _ 7f(A)—2f(B)8—f(C')+4f(D)

_TA' —2B' —C' +4D

8
_TTA—2B-C+4D 2A+10B+C—4D
8 8 8 8
1—A—2B+7C+4D 42A+4B+2C
8 8 T3
49-2+148 —14—-20+2+16. —T7T—2-7+8 . 28+8—4
= e AT 64 B+ 64 C+

_ 56A—16B-8C+32D TA-2B-C+4D _

!
64 8 A




3. SOLUTIONS DES EXERCICES SUR L’ESPACE UNIVERSEL 231

- ’ / r_ /
f(B,)=f(A+10B;-C 417) _A'+10B ;c 4D

=6—14(7A—2B—C+4D)+é—g(A+IOB+C—4D)
+6i4(-A-23+7c+4D)—6L‘j4-(2A+4B+2C)
8A+80B+8C—32D A+10B+C—4D
—A—2B+TC+4D\ —A'—2B' +7C' + 4D’
N _
e =5 (F2E ) !

1 2
= —5;(TA=2B ~C+4D) - =(A+10B +C - 4D)

+ o (~A~2B+7C+4D)+ ~(24+4B+20)

_ —8A-16B+56C+32D —A—2B+7C+4D _
- 64 - 8 -
A+2B+C A + 2B +C'
AN —
ﬂD)—f( ; )— :
_ (TA—2B—C+4D)+2(A+10B+C —4D) + (—A— 2B + 7C + 4D)
- 32

C/

_8A+16B+8C _

=— =
On peut en déduire que f o f(A) = A’ = f(A), fo f(B) =B = f(B), fo f(C) =
C' = f(C), fo f(D) = D' = f(D), donc f et f o f sont des applications affines qui
coincident pour les quatre éléments d’un repére affine, donc ces applications affines
sont égales. On a donc f o f = f donc f est une projection affine.

Dl

4° Les colonnes de la matrice M sont formées des coordonnées dans R (base de 1’espace
vectoriel d’arrivée) des images par f des éléments A, B,C, D de la base de 1’espace

1 1 1 1
. . 1 2 11
vectoriel de départ, donc M = 001 2 1
0 -2 0 -1
5° On a déterminé en 3° les coordonnées dans la base (4, B,C,D) de A',B’',C’', D’
7 1
AR
-1 5 _1 1
donc M; = ‘11 ‘11 74 f
8 8 8 1
1 11
3 "3 3 0

Soit Z un élément de E, dont les coordonnées dans R et dans (4, B,C, D) sont
respectivement :
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o
X = et A= A
5

z} é

Soit § = f(i), et dont les coordonnées dans R et dans (A4, B, C, D) sont respectivement :

tl\ al
/ /
Y = Z, et B= f:,
z’} &

Les propriétés caractéristiques des matrices d’applications linéaires et des changements
de bases permettent d’affirmer qu'on a Y = MoX, B = M;A, Y = MA, et d’autre
part X = PA et Y = PB. En combinant tout ceci, on peut écrire Y = MoP.A donc
M = MyP et My = MP~!. D’autre part, on a PB = MA, donc B = P7IMA et
M; = P~!M. Enfin, il est classique que M; = P"1M,P.

Pour trouver facilement My, on calcule donc

17 1 1 7

AR AV T

1 2 -1 1 —35 3 3 73

Mo — MP—l — 112 31 ? 112

0 1 2 1 24 6 3 24

0 -2 0 -1 5 1 _1 1

6 3 3 6
1 0 0 0
12 _1 _1
13 3 3 3
-y _1 2 _1
3 3 3 3
1 _1 _1 2
3 3 3 3

6° On sait déja que f est une projection. Sa partie linéaire ? admet, dans la base
2 1

3 3

(e_{, e_z), 6—3)) comme matrice —% % —% . ? est une projection vectorielle dans
1 2
-3 73 3
1
2r—y—2=0
la direction 3 = ker ?, caractérisé par Y , donc dirigé par ¥ | 1],
—z+2y—2z=0
y—2= 1

et sur ? =1Im ? = ker(? —idg) caractérisé par z +y + 2z =0.

Et f est la projection sur F, dans la direction 8, F étant une variété affine dirigée
par F', qui passe par un des points invariants qui sont les points images. On dispose
de A',B’,C’',D’' et aussi de O’ = f(O) qui a (3, %, %) comme coordonnées dans R.
F est un plan d’équation = + y + z = k, et comme il passe par O’, son équation est
z+ 1y + z = 1. On peut d’ailleurs vérifier que A’, B’,C’, D’ sont des points de ce plan.
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Exercice 3.9.

On peut facilement montrer cette propriété avec des propriétés du collége, mais I’espace
universel donne ce resultat encore plus rapldement

Par hypothése, ona I = 3(A+B), J=3(B+C),K=3(C+D), L= §(D+ A);
considérons maintenant le milieu M de [I K] et le milieu N de [JL].

On a

M1(1+K)=1(1(A+B)+%(C+D)) = {4+ B+C+D)
( (B+C)+5 (D+A)) _—(J+L)=

Donc [IK] et [JL] ont le méme milieu, ce qui prouve que IJKL est bien un parallélo-
gramme (voir le théoréme 1.28 p. 19).

Exercice 3.10.

Une bonne fagon de raisonner dans ce type d’exercice consiste & utiliser le repére
affine (4, B, C) (puisque A, B, C ne sont pas alignés, ces trois points sont affinement
libres) et & procéder analytiquement en utilisant les coordonnées barycentriques. On
considérera que A, B, C sont trois points d’un plan affine (E, E') plongé dans un espace
vectoriel universel E.

1° Déterminons une équation barycentrique des droites (AB) et (CG), qui sont
Pintersection des plans vectoriels < A,B > et < C,G > de E avec E :

M(z,y,2) €< A)B > < 2z = 0 (c’est & peu prés évident, < A, B > est le plan
vectoriel engendré par les deux premiers vecteurs de base).

Pour déterminer ’équation de (CQG), remarquons tout d’abord que les coordonnées
barycentriques de G ne sont pas (a, 8,7) car on n’a pas supposé que e+ S+ =1;
on a juste supposé de facon implicite que a+ 8 + v # 0 en disant que G est barycentre
des pomts ponderes considérés. Les coordonnées barycentriques de G sont donc
(755 = _Hﬂg T %+ ), mais 'élément G de E dont les coordonnées dans la base

(A, B,C) sont (a, 8,7) est colinéaire 3 G et donc < C,G >=< C,G > (cela évitera
d’alourdir 1’écriture avec les dénominateurs).

z 0 «

M(z,y,2) €< C,G> <= det(M,C,G) =0 < |y 0 B|=0
z 1 «
0

— —
Y

Les droites (AB) et (CG) sont donc caractérisées par les équations barycentriques
respectives z = 0 et ay = Bz (auxquelles, rappelons-le, il faut toujours ajouter, au
moins implicitement, la condition z + y + z = 1).
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Ces deux droites seront paralléles si et seulement si les deux plans vectoriels < A, B >
et < C,G > ont comme intersection une droite vectorielle qui ne rencontre pas le plan

z+y+z=1
E (incluse dans E), ce qui se traduit par le fait que le systéeme < z =0
ay = Bz
n’a pas de solution, ou ce qui revient au méme, par le fait que le systéme homogene
z+ y+2z=0
2z=0 admet des solutions non triviales. Ce fait est caractérisé par la
Bz — ay =0
nullité du déterminant de ce systéme :
1 1 1 11
0 0 1(=0< - \=O<=>a+,3=0.
B —a 0 B —a

On a établi que (AB) et (CG) sont paralléles si et seulement si o + 8 = 0 donc (AB)
et (CQ) sont sécantes si et seulement si o+ 8 # 0. Remarquons que (AB) et (CQ), si
elles ne sont pas sécantes, sont strictement paralléles car C ¢ (AB).

(11 était bien siir possible de faire des raisonnements moins calculatoires).

2° Lorsque (AB) et (CG) sont sécantes, leur point d’intersection H a ses coordonnées

z+ y+z=1
barycentriques solution de z=0
Bz — ay =0.

On a vu que le déterminant de ce systéme est o+ S, et ses solutions sont (méthode de
Kramer) :

1 1 1 1 o 1 1 11 B
T = 0 0 1|= , y= 0 0 1]|= , et
a+pf 0 —a 0 a+pf a+p B 0 0 a+p
1 1 1 1
Zz = 0 0 0 =O.

Donc les coordonnées barycentriques de H sont (QLH,, ﬁﬁ, 0), ce qui prouve que H
est le barycentre de ((4, @), (B, B)).

3° a) Le point G; de coordonnées barycentriques (—a,3,7) est distinct du point
G de coordonnées barycentriques (a, 3,7), puisque o # 0 (unicité des coordonnées
barycentriques). De méme G, # G puisque 8 # 0 et G3 # G puisque v # 0.

3° b) Nous présenterons trois méthodes de démonstrations, toutes aussi valables :

Premiére méthode, calculatoire : on utilise les coordonnées barycentriques pour
montrer que A, G et G sont alignés.
Les coordonnées barycentriques de ces trois points dans le repére affine (A4, B, C) sont

i B = B
respectivement (1,0,0), (35575, a1y a7515) & (SoFdm —arpry —avpy)-
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Ces trois points sont alignés si et seulement si le déterminant de leurs coordonnées
barycentriques est nul, on calcule donc
1] & ——a
atf+y —atfty
0 B B — 1 (1) g ﬁa — B B -0
athty —otBty (@+B+N(=a+B+7)| ¢ 5 & o )
0 —Y  —
atfty  —atBty

et G appartient bien 4 la droite (AG1). On montre de la méme maniére que G appartient
aux deux autres droites (BG3) et (CG3) (permutation circulaire des sommets).

Deuxiéme méthode, avec 1’associativité du barycentre.

1l est clair que A est le barycentre du systéme {(A4, 2a), (A, —a)}. Donc le barycentre de
{(A) 20), (A1 —a)a (B, ﬂ)’ (C, 7)} est aussi le barycentre de {(A, 2a"a)a (Ba ﬂ)’ (C3 7)}a
donc c’est le point G.

Mais puisque G est le barycentre de {(4, —a), (B, B), (C,v)}, on peut dire que G est
aussi barycentre de {(4,2), (G1,—a+8+7)}.

On peut donc conclure, grace a la remarque qui suit la définition du barycentre, p. 73,
que A, G; et G sont alignés, donc que G appartient & la droite (AG), et on termine
par permutation circulaire des sommets.

Troisiéme méthode : on traduit dans I’espace universel le raisonnement d’associati-
vité qu’on vient de faire.

a B Y
= A B+ c
at+B+y T athrr Tax Bt
20 —Q B 2
= A A B
atB+7 TatBEr TatBrr a+Biq
2a —a+pB+y - B % )
= A A B C
atB+y * a+pB+y (—a+ﬁ+’y +—a+ﬂ+'y +—a+ﬂ+’y

_ 2a —a+ B+
a+ B+ a+f+y

1

Cette derniére égalité établit clairement que G € (AG:), et on termine encore en
permutant les sommets du triangle.

3° ¢) Montrer que (G2Gs), (G3G1) et (G1G2) passent respectivement par A, B et C.
Encore une fois, il suffit d’établir par exemple que A € (G2G3), et les autres égalités
s’en déduiront facilement.

Exercice 3.11.

1° Le fait que A’ € (BC) se traduit au niveau de ses coordonnées barycentriques par
le fait que a; = 0. Le fait que A’ ne soit ni en B, ni en C se traduit par le fait que
ag # 0 et ag # 0. Comme on a de fagon implicite a; + a2 + a3 = 1, on en déduit que
les coordonnées barycentriques de A’ sont de la forme (0,t,1 — ¢t) avec t & {0,1}.
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De la méme facon, on établit facilement que les coordonnées barycentriques de B’ sont
de la forme (1 — u,0,u), avec u & {0, 1} et que les coordonnées barycentriques de C’
sont de la forme (v,1 — v,0) avec v ¢ {0,1}.
— —
2° A’ est le barycentre de ((B, a2), (C,as)), donc on a aa BA" + a3CA’ = T et donc
— az 732 A'B az t-—1
AB=-=AC,dot=—=-—"=-_"—",
Qs »aou AC (s %) t
Exactement de la méme fagon, on montre que
BC _ p_u-1 CA_ 7 _v-1

= = = et — =—
B’A Bs U C'B M v
Finalement :

_ABBCCA _ a3frye_ (t-1Du-1)(-1)
P=TCBACB  oabsm tuv '

3° On raisonne comme dans l’exercice précédent 3.10 : Un point M dont les coordonnées
barycentriques dans (A, B, C) sont (z,y, z) appartient & la droite (AA’) si et seulement
si, dans E, les vecteurs (M, A, A’) forment un systéme lié, ce qui se traduit par la
nullité du déterminant de leurs coordonnées barycentriques, soit

z 1 0
y 0 ao =0 & Y =0+ agy—az=0 < (1-t)y—tz=0.
zZ O3
z 0 (6%}
De la méme facon, une équation barycentrique de (BB’) est
z 0 ﬂl z ,B
y 1 0 (=0« =0 < Bz —P1z2=0 < uz— (1 —-u)z=0.
z Ps
z 0 B3
Enfin, une équation barycentrique de (C'C") s’obtient ainsi
z 00m z
y 0 7 =0<=>—y n =0 <= nr-—my=0 << (1-v)z—vy=0.
z 1 0

Si ces trois droites sont concourantes, alors les trois plans vectoriels de E qui leur
correspondent se coupent selon une droite vectorielle, ce qui se traduit par le fait que
le systéme obtenu en réunissant les trois équations de ces droites (qui sont aussi les
équations des plans vectoriels dans E) admet des solutions non triviales, ce qui est
caractérisé par la nullité de son déterminant.

Réciproquement, si ce systéme homogene de trois équations a trois inconnues obtenu en
réunissant les équations des trois plans vectoriels < A4, A’ >, < B,B’' > et < C,C" >
de E a son déterminant qui est nul, c’est que ces plans vectoriels sont sécants selon
une droite vectorielle (d’aprés les hypothéses, il est impossible qu’ils soient confondus,
sinon A, B, C seraient alignés dans F). Mais cette droite vectorielle peut étre incluse
dans F, et dans ce cas, ces plans n’ont aucune intersection dans FE, méme pris deux
par deux : les droites (AA’), (BB’) et (CC") sont dans ce cas paralléles.
Finalement, on a montré que (AA’), (BB’),(CC") sont concourantes ou paralléles si
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1-t)y-— tz=0
et seulement si le déterminant du systéme Uz —(1-u)z=0 est
(1-v)z— vy =0

nul, c’est-a-dire pour

0 1—-t -t
u 0 u-1|=0<< (t-1)(u-1)(v-1)+tuv=0
1-v —v 0

t—-1(u—-1)(v-1)

— =—-1 << p=-1
tuv p

Donc (AA’),(BB'),(CC’) sont concourantes ou paralléles si et seulement si p = —1.
Remarquons que d’un point de vue projectif, cela revient au méme que ces trois
droites soient concourantes ou paralléles. Les droites projectives dont elles sont les
représentantes dans la carte affine F sont dans les deux cas concourantes dans le plan
projectif, éventuellement a l'infini dans le cas du parallélisme.

4° Les trois points A’, B', C' sont alignés si et seulement si, considérés comme vecteurs
de E, ils forment un systéme lié, ce qui se traduit par le fait que le déterminant de
leurs coordonnées barycentriques est nul, c’est-a-dire
0 1—u v
t 0 1-v|=0<= (1-t)1-u)(l-v)+tuwwv=0 < p=1.
1-t U 0

Exercice 3.12.

Soit C' = conv (X) et soit I' 'ensemble des combinaisons convexes d’au plus n + 1
points de X.

11 est évident que I' C C, puisque C est ’ensemble de toutes les combinaisons convexes
de points de X.

Montrons 'inclusion inverse. Soit M € C. Il existe p points (A;)igigp de X et p

P
scalaires positifs ou nuls (o;)1<igp tels que M = ZaiAi. Comme M est un point,

=1

P
de plus on a Zai =1.

i=1
Si p < m+ 1, c’est terminé. On suppose que p > n + 1, et on va montrer que

nécessairement, on peut écrire M comme combinaison convexe de p — 1 points. Cette
récurrence décroissante permet de conclure, en effet, si p — 1 < n+ 1, ce sera fini, et
sinon, il suffira d’itérer le raisonnement avec p — 1, et on ne s’arrétera que lorsqu’on
aura réussi & écrire M comme combinaison convexe de 7 + 1 points. Remarquons tout
d’abord qu’on peut supposer que tous les ; sont strictement positifs, sinon il suffit de
« supprimer » les points affectés de coeflicients nuls.

Premiére tentative : Puisque les points A; sont au nombre de p > n+1, et comme n
est la dimension de I’espace, ces p points ne peuvent pas étre affinement libres, donc un
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de ces points est combinaison linéaire des autres. Sans nuire & la généralité, supposons
P
que c’est A;. On a donc : A; = Z AiA;. Mais rien ne permet d’affirmer que les \;

i=2
sont positifs. On peut alors remplacer A; par son expression dans la combinaison
convexe qui vaut M. On obtient :

P p P P
M=aA; + ZaiA,- = Z AiA; + ZaiA,- = Z(al)\i + a;) A;,
=2 =2 =2 =2 L
mais on ne peut pas affirmer qu’on a écrit M une combinaison convexe de p — 1 points
car rien ne prouve que les nombres o \; + «; soient positifs.

Deuxiéme tentative, on utilise ’espace universel. Le fait que les p points A; ne
peuvent pas étre affinement libres peut se traduire par le fait que les vecteurs A;
forment un systéme lié, donc qu’il existe une combinaison linéaire non triviale nulle de

P
ces vecteurs : il existe p scalaires p; non tous nuls tels que E widi= 0.

=1
Sous réserve que p soit non nul, on peut donc exprimer n’importe quel point Ay en
fonction des autres : ‘
pour uy # 0,ona A = — Z ﬁAi, et en substituant cette valeur dans la combinaison
itk
convexe de M, on obtient :

(7 M= akAk+Za,A——akZ A+ZazA Z(-—ak——)Ai.

i#k 1.;&k i#£k i#k

a .
Posons \; = o; — —kHi ; on a obtenu M = Z)‘iAi'
Bk iZk
Nous allons voir qu'’il est possible de choisir k pour que tous les \; soient positifs (ou
nuls), et donc que nous ayons obtenu M comme combinaison convexe de p — 1 points
de X.

P
Tout d’abord, puisque Z wiA; = ﬁ), en utilisant la forme linéaire ¢ liée & ’espace
—t
~ pt _.)
universel F, on a ¢ Z uiAi) = ¢(0) =0, donc puisque les A; sont des points tels
i=1

p
que @(4;) =1, on a donc Z u; = 0. Puisque ces nombres ne sont pas tous nuls, il
=1
y a forcément des nombres strictement positifs et des nombres strictement négatifs
parmi ces p nombres.
Considérons ’ensemble I; des i tels que u; > 0, et ’ensemble I, des i tels que p; < 0.
On a bien sir {1,...,p} = L U L. '
. a; | . . .
Soit maintenant T = #—’ 1€ Il}. T est un ensemble fini de nombres strictement
i
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positifs, qui admet un plus petit élément. Soit k un indice tel que % = min(T). On a
k
a a;
donc, pour tout i € I, —* < j
k i
On choisit ce k qui est bien tel que px # 0 pour faire le calcul de ’expression (7).

Onlis
Montrons que pour ce choix de k, tous les \; = a; — :_,u,, sont positifs (ou nuls).
k

Soit 7 € {1,...,p}; on a soit i € I; et pu; > 0, soit ¢ € I et p; < 0.
a .
ulas > 0 et \; > 0 comme somme d’'un nombre

Sii € I, onap; <0, donc —

k
strictement positif et d’un nombre positif ou nul.
. Q; «a Q; a o
Siiel;,ona — €T donc —= < —, donc —— > ——* et donc
Hi o Bk Hi Mk Hi

Ok
Xi=o— —pi 20— —p =0
Bk i
Tous les \; sont > 0et ona M = Z AiA;, donc M est une combinaison convexe de
i#k
p — 1 points, c’est ce qu’on voulait démontrer.

CHAPITRE 4

4. Solutions des exercices sur la géométrie projective

Exercice 4.1.
1° Soit M € ]P(?ﬂa). Par définition, M est une droite vectorielle de 1’espace vectoriel

= F N G. Donc M est entre autres une droite vectorielle de Fet M € P(F'). De
méme, M est une droite vectorielle incluse dans 8, donc M € P(G), et on peut affirmer
que M € lP’(?) ﬂP(a) : on a montré la premiére inclusion P(F' N 8) C P(?) NP(G).

Réciproquement, si M € ]P(?) n ]P’(a), M est une droite vectorielle & la fois incluse
dans F (car M € P(F')) et incluse dans G (car M € 11»(8)), donc M est une droite
vectorielle incluse dans F' N G, c’est-a-dire M € P(F N G), et on a ainsi établi la
deuxiéme inclusion ]P’(?) N ]P’(a) C ]P’(? N 8)

2° Soient (P;);er une famille de sous-espaces projectifs de P(V'). Pour chaque ¢ € I,

il existe donc un sous-espace vectoriel F; de V tel que P; = ]P(I_?z) Soit M € ﬂ P;.

On suppose que cette intersection n’est pas vide. Soit M une droite vectorielig Iqui

est incluse dans chacun des F; : M est donc incluse dans l'intersection de tous les F;,

qui est un sous-espace vectoriel F' = n I?z Donc M € ]P(?). Réciproquement, il est
iel

clair qu’une droite vectorielle incluse dans ? appartient & chacun des FE, donc en
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tant qu’élément, tout M € P(?) appartient & chaque P; = ]P’(?i), donc & ﬂ P;. On
i€l
a prouvé qu’une intersection non vide de sous-espaces projectifs ﬂ P; était égale &
iel

P’espace projectif P(?).

Notons que la difficulté principale de ce type de raisonnement est de faire la différence

entre les symboles € (« appartient & ») et C (« est inclus dans »). Un élément M

de Uespace projectif P(V'), en tant qu’élément, appartient ¢ P(V) : M € P(V). Mais

en tant que droite vectorielle (tous les éléments d’un espace projectif sont des droites

vectorielles), c’est un sous-ensemble de V, et la droite vectorielle M est incluse dans

V:McCV.

D’autre part, il y a une possibilité non exclue dans ce raisonnement, c’est que ? soit
._)

réduit ¢ { 0 }. Dans ce cas il n’existe aucune droite vectorielle incluse dans tous les F;,

et Vintersection des P; est vide; en fait, dans ce cas, comme & = P({ T D), le résultat

de cette question reste vrai si l'intersection est vide.

3° Comme pour toute notion de sous-structure engendrée, le sous-espace projectif
engendré par X est le plus petit sous-espace projectif de P(V') qui contient X. C’est
forcément 'intersection de tous les sous-espaces projectifs de P(V') qui contiennent X.
On peut donc le définir ainsi :

Soit £ ’ensemble de tous les sous-espaces projectifs de V. Alors on a proj (X) = n P.

Pe&
XCP
En effet, si on pose @ = n P, Q est un sous-espace projectif de P(V'), comme
Peg
XCP

intersection de sous-espaces projectifs (notons que cette intersection n’est pas vide,
puisque P(V) est un sous-espace projectif de lui-méme (méme s’il est trivial) qui
contient bien stir X, donc P(V') est un des P dont on prend l’'intersection pour obtenir
Q). D’autre part, il contient X puisque chacun des P dont on prend 'intersection pour
obtenir @ est un sous-espace projectif qui contient X. Enfin, si R est un sous-espace
projectif qui contient X, alors R € £ et X C R, donc R est un des sous-espaces
projectifs P dont on prend ’intersection pour obtenir @, et donc @ C R. @ est donc le
plus petit (au sens de l'inclusion) des sous-espaces projectifs de P(V') qui contiennent
X, on a bien @ = proj (X).

4° On doit montrer que ]P’(?+a) est le sous-espace projectif engendré par P(?)U]P(a),

donc que c’est un sous-espace projectif, qu’il contient P(F')UP(G), et enfin que c’est le
plus petit (au sens de l'inclusion), des sous-espaces projectifs de P(V) qui contiennent

P(F) UP(G).

11 est trivial que c’est un sous-espace projectif.

Soit M € ]P’(?) U ]P’(a), M est une droite vectorielle qui est incluse dans F ou dans
,donc M C FUG C F + G, donc M est une droite vectorielle de ? + 8, on a

bien M € IP(? + 8), et on a montré que P(?) U P(B) C ]F"(fZ + Er'))
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Soit maintenant ¢ un sous-espace projectif de P(V') qui contient ]P’(?) u ]P(a). Pour
établir que P(F' + G) est le plus petit (au sens de l'inclusion), des sous-espaces
projectifs de P(V') qui contiennent P(F') U P(a)), on doit montrer ]P(? + 8) C Q.

Soit M € P(F + G).

M est une droite vectorielle < ¥ > de ? + 8, donc il existe @ € ? et ¥ € 8 tels
que U=+ 7

A=< 7 > est une droite vectorielle de ?, donc A € ]P’(?)

De méme B =< 3 >€ ]P(a)

Q@ est donc un sous-espace projectif IF’(I_:}) de P(V) qui contient A et B, puisque
par hypothése @ contient P(F') UP(G). Cela signifie que A et B sont des droites
vectorielles incluses dans le sous-espace vectoriel H de V, donc Z e ﬁ etg € ﬁ, et
par stabilité de ’addition dans un sous-espace vectoriel, ¥ = Z + 9y € H. < ¥ >
est donc une droite vectorielle incluse dans H, donc

M € Q.

On a montré IP(? + 8) C @, donc ]P’(? + E:’) est bien le plus petit sous-espace
projectif qui contient P(F') UP(G), ce qui achéve la démonstration.

Exercice 4.2.

1° Soient IT; = ]P’(E)l) et I, = ]P’(ﬁz) deux plans projectifs distincts de £. E*l et Bz
sont deux sous-espaces vectoriels de dimension 3 de V', c’est-a-dire deux hyperplans
de V. II; NI = ]P’(El) NP(E3) = ]P’(El n Ez) d’aprés ce qu’on a vu dans ’exercice
précédent 4.1. Or, dim(E1N E3) = dim E)l +dim E)g —dim(%l +Eg). Mais Ezl # Eg,
donc il existe un élément 71 de E; qui n’est pas dans Eo (il est impossible que
1C E')z, puisque, ces sous-espaces vectoriels ont méme dimension, si I’'un est inclus
dans lautre, alors ils sont égaux).
Donc Bl + E)z est un sous-espace vectoriel qui contient strictement Ez (puisqu’il
contient 71 .Onad=dmV > dim(E)l + E)z) > dim Ez = 3 et donc forcément
dim(B, + E) =4 (et By + Bg = V).
D’ou dim(Bl NE;)=3+3-4=2,¢t dim(]P(El N ﬁz)) = 1 ce qui prouve que
IT; NI, est une droite projective de £.
On a prouvé que dans un espace projectif de dimension 3, I'intersection de deux plans
projectifs distincts est toujours une droite projective. Il n’y a donc pas, en dimension
3, de plans paralléles en géométrie projective.

2° Il existe un hyperplan vectoriel E) de V et un plan vectoriel B tels que IT = P(B)
et A = ]P(?) Comme A ¢ II, on est siir que P ¢ _E), donc il existe Z € P qui
n’appartient pas & E. —E) + P est donc un sous-espace vectoriel de V' qui contient
strictement ’hyperplan E, donc cest V/ et on a dim(l_i') + 73)) =4.
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Or, INA =P(E)NP(B) = PB(BN B) et dim(ENB) = dim E +dim B — dim(E +
)=34+2—-4=1. EN P est donc une droite vectorielle, et le sous-espace projectif
qui en est issu est un singleton, un sous-espace projectif de dimension 0 de £. On a
prouvé que dans un espace projectif de dimension 3, I'intersection d’un plan projectif
et d’une droite projective non incluse dans ce plan est toujours réduite & un point. Il
n’y a donc pas, en dimension 3, de droite projective faiblement paralléle & un plan
projectif en géométrie projective.
3° On peut raisonner comme aux deux questions précédentes : il existe deux plans
vectoriels ?1 et P distincts tels que A; N Ay = P(?l N Py).
Mais ici, en dimension 4, I'intersection de deux plans vectoriels de dimension 2 peut
étre de dimension 0 ou 1, selon que la somme P; + P4 est ou n’est pas directe, ce qui
correspond au fait que la dimension de 1+ P2 est 4 ou 3; dans ce dernier cas,
A1 et Ay sont toutes les deux incluses dans le plan projectif P(?
En conséquence, l'intersection des deux droites projectives A; et A de ’espace
projectif £ de dimension 3 est soit vide, soit c’est un singleton, selon que ces deux
droites ne sont pas ou sont coplanaires.

4° Si (E, —E)) est une carte affine de £, E est un hyperplan affine (de dimension 3) de
7 ne contenant pas ﬁ et E est sa direction, c’est un hyperplan vectoriel (également
de dimension 3) de

Dans l’espace affine de dimension 3 qu’est E, tout plan affine représente un plan
projectif de €. Les points (projectifs) de £ qui ne peuvent pas étre représentés dans la
carte affine F sont les droites vectorielles incluses dans E/, leur réunion forme le plan
a l'infini cop = ﬁ de la carte affine E. Tout plan affine P de E représente un plan
projectif P qui est distinct du plan projectif cog, donc 'intersection de P avec cop
est une droite projective (d’aprés 1°), qui est la droite projective & I’infini de P; on
peut la noter cop, mais c’est aussi tout simplement

Deux plans affines distincts P et P, de E représentent des plans prOJectlfs distincts
P, et P, de &, qui se coupent selon une droite projective A.

— Si cette droite projective est & I'infini (incluse dans cog), P; et P ne se rencontrent
pas dans F, (ils sont paralléles), mais on peut considérer qu’ils se coupent & I'infini (ou
plus précisément que les plans projectifs qu'ils représentent se coupent & l'infini), leur
intersection étant leur droite & l'infini commune, c’est-a-dire leur direction commune.
— Si A n’est pas incluse dans le plan projectif cog, elle coupe ce plan & I'infini en un
unique point (d’aprés 2°), et & ’exception de ce point, tous les éléments de P, N P,
peuvent &tre représentés dans la carte affine E, par une droite A.

En conclusion : deux plans distincts de E sont sécants selon une droite A ou sont
paralléles. Ce n’est pas vraiment une surprise.

Soit P un plan de E et D une droite de E non incluse dans P. P représente un plan
projectif P de £ et D représente une droite projective D de £, non incluse dans P.
D’apres 2°, D rencontre P en un unique point A.
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— Si ce point est & linfini (;f € oop), il n’est pas représentable dans E, donc D
ne rencontre pas P dans E'; en revanche, les sous-espaces projectifs que D et P
représentent se coupent en un point & l'infini, et on dit souvent, par abus de langage
que ¢ ‘est D et P qui se coupent & l'infini. Dans ce cas, Aest le e point 4 linfini de

. D donc c’est cop = D, et il appartient & la droite & l'infini de P qui est formé des
droites vectorielles incluses dans P. On peut donc dire que D est une droite vectorielle
incluse dans P, et cela se traduit par le fait que D est faiblement parallele & P.

— Si A n’est pas & linfini, il est représenté dans la carte F par un point A, qui est
I'unique point d’intersection de D et de P.

En conclusion, dans un espace affine de dimension 3, un plan et une droite non incluse
dans ce plan se coupent en un point unique ou sont paralléles (faiblement).

Quant & deux droites distinctes de ’espace affine FE, si les droites projectives qu’elles
représentent sont d’intersection vide, les droites affines ne se coupent pas, alors que si
les droites projectives correspondantes se coupent, les droites affines sont sécantes sauf
si le point d’intersection des droites projectives est & I'infini, ce qui signifie alors qu’elles
ont méme point & I'infini, c’est-a-dire méme direction, elles sont donc paralléles.
Deux droites affines distinctes d’un espace affine de dimension 3 ne se coupent pas
si elles ne sont pas coplanaires, et se coupent en un point unique ou sont paralléles
lorsqu’elles sont coplanaires.

Exercice 4.3.
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1° Lorsque la droite d est la droite & 1’infini, les points A’, B’ et C’ sont des points
3 l'infini. Comme A’ est un point de la droite (AB), nécessairement c’est le point 3
’infini de cette droite, et toute droite passant par A’ est donc une droite paralléle 3
(AB). Dans une carte ou la droite d est & 'infini, la droite (CA’) est donc représentée
par la paralléle & (AB) qui passe par C. De méme, dans cette carte, la droite (AB’)
est la parallele & (BC) qui passe par A et la droite (BC') est la parallele a (CA) qui
passe par B.

On a donc la figure suivante :

2° 11 est complétement évident, en utilisant par exemple les parallélogrammes ACBL
et ABCN, que A est le milieu de [LN], donc que (AM) est la médiane issue de M du
triangle LM N. De méme (BN) et (CL) sont aussi des médianes de ce méme triangle, et
on sait que les trois médianes d’un triangle sont concourantes, donc les représentantes,
dans cette carte ou d est a I'infini, des droites (AM), (BN) et (CL) sont concourantes,
les droites projectives (AM), (BN) et (CL) sont donc bien concourantes, et dans toute
carte affine, ces droites projectives sont représentées par des droites soit concourantes
(si le point de concours n’est pas & 'infini) soit toutes les trois paralléles (si le point
de concours est représenté par un point & I'infini).
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Voici, sur la figure qui suit, une situation o ’on voit que ces trois droites (AM), (BN)
et (CL) peuvent étre paralléles.

Exercice 4.4.

10

ABCD n’est évidemment pas un parallélogramme puisque les cdtés opposés ne sont
pas paralléles; il faudrait avoir (AB)//(CD) et (AD)//(BC), or (AB) coupe (CD) en
O et (AD) rencontre (BC) en E(-2,1).

2° a) Le repére R = (0,7, 7) de P est une base de P = B.

2° b) A est la droite vectorielle < A > de E, donc un vecteur directeur de A est
A, dont les coordonnées dans R (considéré comme une base de E) sont (1,0,3). De
méme, B =< B > avec B(1,0,-1); C =< C > avec Cc(1,-1,0); D =< D > avec
D(1,-3,0).

Les droites de la carte affine P représentent des droites projectives de P, qui sont des
ensembles de droites vectorielles de plans vectoriels de E. (AB) représente la droite
projective (;fﬁ) formée des droites vectorielles du plan vectoriel engendré par Aet B,
c’est-a-dire P(< A, B >).
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Ce plan vectoriel < A, B > est caractérisé par

t 1 1
Y€<A,B><=> (Y,A,B) estunsystémelié < [z 0 0 |=0 < z=0.
y 3 -1

(Notons qu’on retombe sur une équation qui caractérise (AB) dans P).
De méme, (BC) représente la droite projective P(< B,C >) et le plan vectoriel

t 1 1
< B,C > est caractérisé par ’équation |z 0 —-1|(=0 < =z+y+t=0.
y -1 0

(Remarquons que pour ¢ = 1, on retrouve 1’équation de la droite (BC) dans P).
(CD) représente la droite projective P(< C,D >), le plan vectoriel < C,D > est
caractérisé par y = 0.

(DA) représente la droite projective P(< D, A >), le plan vectoriel < D, A > est

t 1 1
caractérisé par |z -3 0| << —-%—-32+3y=0 < z—y+ 3t =0. (Pour
y 0 3

t = 1, on retrouve 1'équation y = z + 3 de (DA) dans P.)

2° ¢) Pour que la figure devienne un parallélogramme, il faudrait s’arranger pour que les
ctés opposés (AB) et (CD) d’une part, (BC) et (DA) d’autre part soient paralléles,
donc que leurs points d’intersection, respectivement O et E(—2,1) soient envoyés 3
’infini. Il faut donc choisir une carte affine P’ dans laquelle la droite projective A
représentée dans la carte P par la droite (OF) soit la droite & l'infini. Il fa,ut donc

choisir pour P’ un hyperplan affine de ? de direction P’ telle que A= ]P(P’ )-

2° d) Avec les notations définies en c), (OF) représente P(< O, E >), donc on choisira

t 1 1

.—)

P' =< O, E >. Le plan vectoriel < O, E > est caractérisé par|z 0 -2 (=0 <
y 0 1

z + 2y = 0. On peut donc choisir _comme nouvelle carte affine P’ tous les plans
affines dirigés par ce plan vectoriel P’ : z + 2y = 0. Ces plans affines ont tous une
équation cartésienne du type z+2y = h avec h # 0. Choisissons une valeur particuliére
pour h, par exemple h = 1. Nous utiliserons comme nouvelle carte affine le plan
P :z+2y=1.

Dans cette carte affine, chaque point projectif (c’est-a-dire, rappelons-le, chaque droite
vectorielle de FE') est représenté par son intersection avec P’, si toutefois il rencontre
P’ si cette intersection est vide c’est que le point projectif est & l'infini (donc qu’il est
inclus dans le plan vectoriel P’ : z + 2y = 0).

Le point projectif A =< A >= {AA | A € R} rencontre P’ en A’ dont les coordonnées
(t,z,y) dans R sont de la forme (),0,3)) et vérifient z + 2y = 1, donc 6\ = 1, donc
A’ a pour coordonnées (},0, 3).
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Le point projectif B =< B > est représenté par B’ qui appartient & < B > et & P’
donc ses coordonnées sont de la forme (¢, z,y) = (A,0,—\) et vérifient z + 2y = 1 donc
—2x=1et B'(-1,0,1).

De méme, les coordonnées de C’ sont de la forme (¢,z,y) = (A, —),0) et vérifient
z+2y=1,donc —A =1et C'(-1,1,0).

Enfin, les coordonnées de D’ sont de la forme (¢,z,y) = (A, —3),0) et vérifient
z+2y=1,donc -3\ =1et D'(—3,1,0).

Remarquons que si on cherchait l’intersection de 0 =<0 > avec P’ , 0N mne trouverait
pas de solution ((t,z,y) = (A, 0,0) et z + 2y = 1 impliquerait 0 = 1). De méme, un
éventuel point d’intersection entre E =< E > et P' aurait des coordonnées solutions
de (t,z,y) = (A, =2\, ) et z+ 2y =1 ce qui impliquerait aussi 1 = —2) + 2\ = 0.

Reste & vérifier (en fait, ce n’est pas vraiment nécessaire, car nous avons fait tout ce
qu'il fallait pour que ce soit bien le cas) que les quatre points (ou vecteurs, selon le point
de vue) A, B’,C’,D’' de E sont bien les sommets d’un parallélogramme A’B'C'D’ :
la caractérisation la plus simple & manipuler est de vérifier que les diagonales ont
méme milieu, donc de comparer les coordonnées de (A’ + c’ ) / 2 et (B'+D’')/2. Or, les
coordonnées de A’ 4+ C’ sont (3,0,3) + ( 1,1,0) = (—2,1,1) et les coordonnées de
B'+D'sont (—3,0,3)+(-3,1,0) = (3,1, 1), A’ B'C'D’ est bien un parallélogramme.

3° Oui, bien siir! Il suffit d’envoyer a 'infini les points d’intersection des c6tés opposés
du quadrilatére ABDC'; ces paires de cdtés opposés sont formées de (AB) et (DC)
(qui se coupent encore et toujours en O) et de (BD) et (CA). Le point d’intersection
de ces deux derniéres droites est le point F' dont les coordonnées (z,y) dans le repére

cartésien R de P sont solution du systéme {y =3 +3 , donc les coordonnées de
= -z —
F dans la base R de E sont (1,-% 3) Le plan vectorlel 17 =< O, F > qui doit

diriger la nouvelle carte affine a donc comme équation y = 23: et on choisira comme
carte affine un plan P” dont I’équation est du type y = 2:1: + k. Dans une telle carte
affine, on est siir (il n'était pas demandé de le vérifier) que ABDC est représenté par
un parallélogramme A”B" D" C".

Dans cet exercice, nous avons illustré que la notion de parallélogramme n’a aucun sens
en géométrie projective.
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Exercice 4.5.

Voici une figure de la situation :

Si on envoie la droite (BC) & 'infini, les points B et C' deviennent des points & l'infini;
les droites (AB) et (DB) doivent donc étre représentées par des droites paralléles, et
de méme pour les droites (AC) et (DC). Le reste de la figure se fait sans changement,
sauf qu’a la fin, pour démontrer que le point E appartient & la droite (BC), il faudra
démontrer qu’il est & I'infini, c’est-a-dire, puisqu’il est défini comme intersection des
droites (B’'C") et (B”C"), il faudra démontrer que ces deux droites sont paralléles
dans une carte affine oit B et C sont & l'infini.

Voici une figure ot toutes ces conditions sont réalisées.
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On part d’un parallélogramme AB’DC’, on choisit un point T' arbitraire sur la droite
(AD), on trace la droite (T'C"), qui coupe (AB’) en C” et la droite (T'B’) qui coupe
(AC") en B". On doit démontrer que (B'C")//(B"C") ‘

On voit assez facilement qu’il suffit de considérer I’homothétie h de centre T qui
transforme D en A : cette homothétie envoie la droite (DB’) en une droite paralléle
qui passe par h(D) = A, donc elle envoie (DB’) en (AB"), et comme 'image de B’
doit étre a la fois sur la droite (T'B’) et sur (AB”), c’est que h(B’) = B”. On montre
de méme que h(C') = C”, car (DC") est transformée en (AC"”). L’image de la droite
(B'C") par ’homothétie h est donc la droite (B”C"), et on a donc (B'C")//(B"C").

Dans cette carte affine, le point F est donc bien & l'infini, c’est-a-dire qu’il appartient
4 la droite (BC). Donc le point projectif F appartient & la droite projective (BC), et
dans toute carte affine représentant le plan projectif, on a donc bien E € (BC).

Remarque : Le point T aurait le droit d’appartenir lui aussi & la droite (BC). Dans
ce cas, dans une carte affine ol (BC) est la droite & l'infini, le point T" serait aussi &
Pinfini, ce qui se traduirait par le fait que pour trouver le point C”, il faudrait non
pas tracer la droite (T'C"), mais tracer la droite paralléle & (AD) passant par C’ et
prendre son intersection avec (AB’). De méme B” se trouverait dans cette situation a
lintersection de la paralléle & (AD) passant par B’ avec la droite (AC").

Dans cette situation, on pourrait raisonner presque de la méme fagon, en considérant
non pas I’homothétie de centre T, mais la translation qui envoie D sur A, et avec les
mémes arguments de parallélisme on pourrait conclure ; on pourrait d’ailleurs raisonner
encore plus simplement avec les parallélogrammes de la figure ADB’B” et ADC'C"”

qui prouvent que B'B"” = C'C", donc B'C' =c'C”
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Exercice 4.6.

1° On doit partir de deux triangles ABC et A'B'C’ du plan affine (E, ﬁ) considéré
comme une carte affine de ’espace projectif P = P(E), avec E espace vectoriel de
dimension 3. L’hypothése que les cotés correspondants sont paralléles dans la carte
affine s’interpréte en affirmant que ces c6tés correspondants sont sécants sur la droite
a l'infini : (AB) N (A’B’) = {P}, (BC)N(B'C’') = {Q} et (AC)N (A’C’) = {R} avec
P, Q, R alignés sur la droite & ’infini. Mais dans un plan projectif, le choix d’une carte
affine (et de la droite a I'infini qui lui est associée) est arbitraire, toutes les droites ont
en fait la méme importance : les hypothéses du théoréme de Desargues concernant les
deux triangles ABC et A’B’C’ dans le cadre projectif peuvent donc se traduire ainsi :
Dans un plan projectif P, on considére deuz triplets de points non alignés (A, B,C) et
(A", B',C"), sans points communs. Soient P,Q, R les points d’intersection respectifs
des droites (AB) et (A'B’), de (BC) et (B'C'"), et de (AC) et (A'C’) (on suppose
donc que ces trois couples de droites ne sont pas formés de droites confondues).

On rajoute ’hypotheése spécifique suivante :

On suppose que P,Q, R sont alignés.

Intéressons-nous maintenant & la conclusion : dans le cadre affine, le théoréme
de Desargues affirme que lorsque ses hypothéses sont vérifiées, alors les droites
(AA"),(BB’),(CC") sont paralléles ou concourantes. En considérant ce plan affine
comme carte affine d’un plan projectif, la conclusion est plus simple, car des droites
paralléles ont méme direction, donc méme point & I'infini, donc se coupent 3 'infini.
La conclusion dans le cadre projectif sera donc

Alors les droites (AA"), (BB'), (CC'") sont concourantes.

2° Enoncer une réciproque du théoréme de Desargues dans le cadre projectif consiste
tout simplement, avec les mémes hypothéses concernant les triangles et les points
d’intersection des cotés, & prétendre pouvoir échanger ’hypothése spécifique et la
conclusion :

Dans un plan projectif P, on considére deuz vrais triangles de points non alignés
(A,B,C) et (A',B',C"), sans points communs et sans cotés communs. Soient P,Q, R
les points d’intersection respectifs des droites (AB) et (A'B’), de (BC) et (B'C’), et
de (AC) et (A'C").

Si les droites (AA’), (BB'), (CC’) sont concourantes,

Alors les points P,Q, R sont alignés.

On pourrait d’ailleurs (et c’est ce qui est fait en général) énoncer en une seule fois les
deux affirmations ainsi :

Dans un plan projectif P, on considére deuz triplets de points non alignés (A, B,C) et
(A", B',C"), sans points communs. Soient P,Q, R les points d’intersection respectifs
des droites (AB) et (A'B’), de (BC) et (B'C"), et de (AC) et (A'C’).

Alors les points P,Q, R sont alignés si et seulement si les droites (AA’),(BB'), (CC")
sont comcourantes.
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3° On se place dans le cadre du théoréme de Desargues en projective, qu’on a décrit
plus haut. On suppose dans un premier temps que P, @, R sont alignés sur une droite A.
On sait qu'on peut choisir une carte affine (E, E') du plan affine qui est telle que A est
la droite & l'infini. Les représentants dans le plan affine E des points A, B,C, A’, B',C’
étant notés respectivement a, b, c,a’, V', ¢, les droites projectives (AB) et (A’B’) sont
représentées par les droites affines (ab) et (a’t’), et comme (AB) et (A’'B’) se coupent
en P qui est sur la droite A qui est la droite & I'infini, alors les droites (ab) et (a’d’)
sont paralléles. Avec exactement les mémes arguments, on montre que (bc)//(b'c’)
et (ac)/(a’c’), donc on est dans les hypothéses du théoréme de Desargues qu’on a
démontré dans le cours (proposition II.24 p.30). On peut donc conclure, dans la carte
affine E, que les droites affines (aa’), (bb'), (cc’) sont concourantes (en w) ou paralléles.
Mais ces droites affines représentent les droites projectives (AA”), (BB'), (CC") qui
sont donc dans les deux cas concourantes : elles se coupent en 2 qui est le point
représenté par w s'il existe, ou sinon 2 est sur la droite & 'infini, Q est la direction
commune aux droites (aa’), (bb’), (cc’) si celles-ci sont paralléles.

Réciproque :

Toujours dans le cadre du théoréme de Desargues en projective, on suppose maintenant
que les droites projectives (AA’), (BB’), (CC’) sont concourantes en un point 2.
Considérons une carte affine (E, E)) qui est telle que la droite & l'infini soit la droite
(PQ). Les représentants dans la carte affine E des points projectifs A, B,C, A’, B',C’
sont les points a, b, c,a’,b’,c’. Comme P et @Q sont & l'infini, c’est qu’on a (dans F)
(ab)// (a’b’) et (bc)//(¥'c'). Nous devons montrer que les troisiémes cotés des deux
triangles abc et a’b/c’ sont aussi paralléles.

Il y a deux cas & étudier selon que € est représenté dans la carte affine par un point w
ou que 2 est un point & l'infini.

e Si les droites (aa’), (bb'), (cc’) se coupent en w, on considére I’homothétie h de centre

wb’
w qui envoie b sur b’ (elle a comme rapport k = —). L’image de a par h est un

point a” qui appartient & la droite (wa) ; d’autre part, la droite (ab) est transformée,
par h, en une droite qui lui est paralléle et qui passe par b, donc h(ab) = (a’d’).
Donc a” € (a'V’) et a” € (wa) : on a donc a” = d'.

En raisonnant de la méme facon, on montre que h(c) = ¢’. L’image de la droite
(ac) par h est donc la droite (a’c’) qui lui est donc paralléle, et on peut conclure
que (ac)/(a’c’), donc les droites projectives qu’elles représentent, les droites (AC)
et (A'C") se coupent & 'infini, donc R appartient & la droite & P'infini qui contient
aussi P et @ par hypothése, donc P, @, R sont alignés dans ce cas.

e Si les droites (aa’), (bb'), (cc’) sont paralléles (2 est & l'infini), on considére la
translation ¢ de vecteur bb’. Comme bb'a’a est un parallélogramme ((aa’)/ (bb') et
(ab)// (a't'), on est stir que a_a} = l:l?, donc t(a) = a’.

De la méme facon, en considérant le parallélogramme bb’c’c, on montre que t(c) = ¢'.
La droite (ac) est donc transformée par t en la droite (a’c’) qui lui est parallele,
donc (ac)// (a’c’), et en revenant dans le plan projectif, les droites projectives qu’elles



252 SOLUTIONS DES EXERCICES

représentent, (AC) et (A’C’) se coupent & I'infini, donc R € (PQ) et P,Q, R sont
aussi alignés dans ce cas.
Nous avons fini la démonstration de la « réciproque de Desargues » dans le cadre
projectif.

4° Le cadre du théoréme de Desargues et de sa réciproque en affine et en toute
généralité est le suivant :

Dans un plan affine (E, —E)), on considére deuz vrais triangles (A, B,C) et (A',B’,C"),
sans points communs ni cotés communs. Soient P,Q, R les points d’intersection
respectifs, s’ils existent, des droites (AB) et (A'B’), de (BC) et (B'C"), et de (AC)
et (A'C").

Notons que méme si on a supposé que les cotés des triangles sont distincts, comme on
est dans un cadre affine, les points d’intersection P, @, R n’existent pas forcément : il
peut y avoir des droites paralléles.

Les hypothéses du théoréme dans le sens direct sont plus compliquées, car il y a
plusieurs cas & considérer, selon le nombre de points (projectifs) P, @, R qui sont &
Pinfini :
(i) Si les points P,Q, R sont alignés,

(AB)//(A'B’)
(i) ou si { (BC)//(B'C")

(Ac)f e,
(iii) ou si (AB)//(A'B")//(QR),
(iv) ou si (BC)//(B'C")//(PR),
(v) ou si (AC)/(A'C)/(PQ) ;
ces cing cas correspondent & toutes les possibilités d’étre ou non & 'infini pour les
points P, @, R sachant qu’on suppose dans tous les cas qu'’ils sont alignés dans le plan
projectif. Dans I'ordre : (i) aucun des trois points & l'infini; (ii) les trois points sont a
linfini; (iii) P est & l'infini et pas @ ni R; (iv) @ seul & l'infini; (v) R seul & linfini.
(Remarquons que si deux des points P, @, R sont & I'infini, puisqu’on suppose qu’ils
sont alignés, le troisiéme est forcément aussi & I'infini).

La conclusion est plus facile a rédiger, dans le cas général, il n’y a que deux possibilités
déja envisagées dans la version de Desargues qu’on a étudiée en cours :

Alors les droites (AA"), (BB'),(CC'") sont concourantes ou paralléles.

Pour énoncer un théoréme de Desargues général en affine intégrant sa réciproque, on
peut rédiger ainsi :

Théoréme de Desargues général : Dans un plan affine (E, E), on considére deuzs
vrais triangles (ABC) et A'B'C’, sans points communs ni cotés communs. Soient
P,Q, R les points d’intersection respectifs, s’ils ezistent, des droites (AB) et (A'B’),
de (BC) et (B'C'), et de (AC) et (A'C").
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Alors les droites (AA’), (BB'), (CC") sont concourantes ou paralléles si et seulement
st

(AB)/(A'B)

les points P,Q, R sont alignés ou { (BC)//(B'C") ou (AB)//(A'B")//(QR) ou
(AC)/(A'C")

(BC)/(B'C")//(PR) ou (AC)/(A'C")/(PQ).

Exercice 4.7. N
1° Rien n’interdit de dessiner la base (7, j ) orthonormée. On a donc la situation
suivante :

Les points projectifs A, B, C, G sont les droites vectorielles engendrées respectivement
par ¥, 7, W et t. Leurs représentants dans la carte affine D (qu’on note aussi
A, B,C,G) sont des points qui ont tous 1 comme ordonnée (puisqu’ils sont sur la

droite D), et en tant que vecteurs de £ = D considéré comme espace universel de

(D, D), ils sont colinéaires respectivement & , 7,4, 7 Les représentants dans la
carte affine D de 4, B,C, G sont donc A(3,1), B(—1,1), C(-5,1) et G(%,1).

2° (A, B, C) constitue un repére projectif de P(ﬁ) simplement parce que deux quel-
conques d’entre ces trois points projectifs ne sont pas confondus, car leurs vecteurs
directeurs respectifs ﬂ, ?, 0 ne sont pas colinéaires. En effet, ici, en dimension 1, un
hyperplan est de dimension 0, donc est réduit 4 un point. Le fait que deux (2 =3 — 1)
points parmi les trois points A, B, C ne sont pas cohyperplanaires se traduit simplement
par le fait qu’ils ne sont pas confondus.

Pour trouver un triplet (e_o>, e_f, E'z)) associé a ce repeére projectif, on peut partir de
n’importe quelle base de E formé d’un vecteur de A et d’un vecteur de B. On peut
donc prendre par exemple (7, 7). On décompose un vecteur directeur de C' dans cette
base : on cherchera les coordonnées de W@ dans la base (7, 7), on va donc trouver
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deux nombres (), 1) tels que W =AY + p, et il suffit de prendre alors e = A ¥ et
e = pv, on aalors e = W =g+ e_{, ce qui est exactement ce que 1’on cherche.

On cherche donc (), u) tels que

( 5 —2
-1 4
A=t 118
5 —2 26
5)—2u= 5 3 4
5,—1) = A(5,3 -2,4) =
(5,=1) = A(5,3)+pu( ) {3/\+4u=—1 9 5 5
|3 -1 20
“Ts 2| 2
{ 3 4

bt t W = 2 10
s e

7.1 sufﬁt de prendre &} = ﬂ donc eo(13, 35), et
) et eg = w = e; + ez, donc 62(5 —1)

3° On a au moins trois fagons de déterminer ce birapport.

Tout d’abord, on peut utiliser le birapport des déterminants des vecteurs (théoréme
4.11 p. 94).
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On a donc
(@, ) / e, D) _ ‘3 -?' \_i _ﬂ
14,86, = det(@, 7€)/ det(¥, ) }g ﬂ / ‘—Z 4‘
—20 —30 _ 100 !
T 23 18 69

On peut aussi utiliser le birapport des mesures algébriques des segments fabriqués
avec les représentants des quatre points dans la carte affine (théoréme 4.12 p. 94)

On a donc i e
A, B; —_—
[ C,G] = AG / BG

Or, il est simple de calculer ces mesures algébriques, en prenant (O’, ?) comme repére
cartésien de D, avec O’ le point de coordonnées (0,1). Dans ce repére carteSIen de D,
I’abscisse d’un point est tout simplement son abscisse dans la base (O, 7, ) On a
donc (en utilisant les calculs faits en fin de question 1°)

. _ (@c—za) [(@c—=zB) _(=5-3) (3+3) _ =1 _ 100
[A4,B;C,G] = =—713 1 =23 -9
(.’L'G_$A) (ZJG—(L'B) 773 (—5+§) 21 o 69
Et on a trouvé le méme résultat.

La troisitme méthode consiste, en utilisant la définition 4.10 p. 94, & déterminer les
coordonnées homogenes de t dans le repére projectif (A, B, C) en utilisant la base
associée (eo, el) qu’on a choisie plus haut, puis de choisir le couple de coordonnées
homogeénes de ¢ dont la deuxiéme composante est 1.

On va donc déterminer les coordonnees de t dans la base (eo, el), c’est-a-dire de
déterminer les réels (z,y) qui vérifient 7= :zreo +yep

4
On doit donc résoudre le systéme { 2 + y .
%z — Sy =
En simplifiant par 2 les fractions et en multlphant les deux équations par 13, on obtient

le systéme

45z + 20y = 52
27z — 40y =91
Ce systéme se résout avec la méthode de Kramer et on trouve :
52 20 13 % 20 X 4 1
91 —40 |7 —2| 5
45 20 5 1] 3
27 —a0| 9X%X|3 —2‘
45 52 5 4
o _‘27 91‘ 9"13"’3 7‘_ 23
TIE 0], ol 1] B
27 —40 3 -2
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Les coordonnees homogenes de 7 sont donc ( g) mais en multipliant ce couple
par —— pour que la deuxiéme composante soit 1 on obtient aussi le couple (— &5 1605?, 1),
ce qui nous donne une nouvelle fois la valeur du birapport :

100

[4,B;C,C) = ——5

Exercice 4.8. On raisonne avec les déterminants, comme dans le début de la preuve
de la proposition 4.12 (p. 94). On L peut ¢ considérer que A, B,C, D sont des vecteurs
directeurs des droites vectorielles A B C D.

On utilise une base dans lequel la droite A a pour équation y = 1. Le point & l’infini
(qui sera successivement un des quatre points considérés) a pour coordonnées (1,0),
tandis que un point Z, situé sur la droite A a pour coordonnées (zz,1).

(i) Si c’est A qui est & I'infini, on calcule

1 z¢ B ZIcC
_ det(4,C) /det(B,C) _ [0 1 1 1| _1 zp-3zp_ BD
"~ det(A,D)/ det(B,D) |1 zp B Ip 1 zp—xz¢c BC
0 1 1 1
(if) Si c’est B qui est & infini :
A Xc

o
—

_ det(A,C) /det(B,C) 1 1 _za-zc 1_ AC

~ det(A,D)/ det(B,D)  |za zp /

1 zp| <a—zp 1 AD
1 1 0 1
(iii) Si c’est C qui est & I'infini :
T4 1 zg 1
_J1 0 1 00 -1 zg—zp BD
p= T4 ITp tg ©p| za—zp -1 AD
1 1 1 1
(iv) Si c’est D qui est & Vinfini :
Ta Zc Tp Ic L
1o 1 1| z4-2¢ -1 _ 4AC
P= TA 1 B 1 - -1 :EB—:L'C_B_C
1 0 1 0
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Exercice 4.9. Remarquons tout d’abord que méme s’il semble y avoir beaucoup de
formules & démontrer, en s’y prenant bien, on peut nettement diminuer le nombre de
calculs.

Si on réussit & démontrer les trois formules de (i) (ce qui ne sera pas trés difficile), il
suffira alors de démontrer une des égalités des 5 autres formules pour que les autres
s’en déduisent : en effet, (i) signifie qu’on ne change pas un birapport si on échange
simultanément deux paires de points. Si par exemple on arrive & montrer la premiére

formule de (ii) : [B, 4;C, D] = ;, en échangeant les deux premiers points et les deux

derniers simultanément, on trouvera la deuxiéme formule de (ii) : [A, B; D,C] = >
puis en échangeant le premier et le troisiéme en méme temps que le deuxiéme et

le quatriéme, on tombera sur : [D,C;A,B] = - (tr0151eme égalité) et en faisant le

dernier échange double possible (premier et dernier en méme temps que deuxiéme et
troisiéme) on tombe sur la derniére égalité de la ligne.

11 faut donc montrer (i) puis une égalité par ligne.

On peut utiliser n’importe quelle forme pour faire ces démonstration, mais une méthode
intéressante est d’utiliser la forme avec les mesures algébriques. On suppose que les
points A, B, C, D sont représentés dans une carte affine par quatre points d’une droite
affine A qu’on nomme de la méme maniére, et qu’aucun de ces quatre points n’est &
Pinfini.

On a donc [4, B;C, D] = /—- *).
Remarquons qu’en poursuivant le calcul, on a [4, B;C, D] = p. = %ﬁ%
Appliquons cette formule (*) en échangeant A et B en méme temps que C et D :
AD  ACBD
B A D C _— = P.
[ )= BC’ ac ~ apBc '
Idem en échangeant dans (*) A et C en méme temps que B et D :
BD /| AD ACBD
D;A, B — = —=——=—— =p.
< I= %5 / Ac _4apBC '
Maintenant on echange dans (*) A et D en méme temps que B et C :
B AC BD
[D,C; B, A] = Cb _4CBD _

DA CA ADBC
(i) est maintenant complétement établi.
Appliquons maintenant la formule (*) en échangeant juste A et B :
(B, A;c,p)= BS /AC _ BCAD _1

BD/ AD BD AC »p

On a établi la premiére égalité de (ii), donc on peut considérer que (ii) est établie.
Pour établir (iii), on va montrer un petit lemme :
a=ABCD + AD BC + AC DB = 0 (**), pour tous points alignés A, B,C, D : en
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effet
=ABCD+AD BC + AC DB
— AB(CA + AD) + AD(BA + AC) + AC(DA + AB)

=ABCA+ABAD+AD BA+ADAC+AC DA+ AC AB =

Appliquons maintenant la formule (*) en échangeant B et C :
AB /OB _ 4B

n
C
AD/ CD ~ 4ADCB

[A,C;B,D] =

En appliquant le lemme (**) au numérateur de cette derniére formule, on obtient :
—-AD BC - AC DB AC BD

A, C;B,D =1- =1-—p.

[ l=——5cs 4D BC P

On a établi la premiére formule de (iii), donc on peut considérer que (iii) est entiérement
établie.

Pour établir la premiére égalité de (iv), on remarque que pour passer de [A,C; B, D]
a [C, A; B, D), on a juste échangé les deux premiers points, et en (ii) on a vu que
cette transformation inversait le birapport : puisque [4,C; B,D] =1 — p, on a donc

[C,A;B,D] = —

La premiére formule de (iv) est établie donc (iv) est entiérement établie.
Pour établir (v), on remarque que pour passer de [C, A; B, D] & [C, B; A, D), il suffit de
changer le deuxiéme et le troisiéme point ; or, on a vu avec (iii) que cette transformation

1
transformait le birapport p en 1 — p. Puisque p' = [C, A; B, D] = =5 on a donc
1 1-p-1 p
C,B;A,D]=1—p =1- = = .
[C,B; A, D] P =, P
La premiére formule de (v) est établie donc (v) est entiérement établie.
Enfin la premiére formule de (vi) s’obtient & partir de (v) en échangeant les deux
premiers points, transformation qui, grace a (ii), inverse le birapport.

Puisque [C, B; A, D] = —;Ll, on a donc [B,C;A,D] = ——

On a établi la premiére formule de (vi), donc on a terminé!

Exercice 4.10.

1° Cette figure présente quatre points A, B,C, D tels que trois d’entre eux ne sont
jamais alignés : c’est exactement la caractérisation d’un repére projectif en dimension
2, donc (A, B, C, D) est bien un repére projectif.

La suite des hypothéses implicites contenues dans cette figure est la définition des cingq
points a, b, ¢, d, e :

a est le point d’intersection des droites distinctes (AD) et (BC);

b est le point d’intersection des droites distinctes (BD) et (AC);

c est le point d’intersection des droites distinctes (CD) et (AB);
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d est le point d’intersection des droites distinctes (BC) et (bc);
e est le point d’intersection des droites distinctes (AD) et (bc).

2° Comme pour tous les repéres projectifs, les coordonnées homogénes des trois premiers
points sont :

pour A : (1,0,0);

pour B : (0,1,0);

pour C : (0,0,1).

Ensuite le quatriéme point du repére a pour coordonnées homogenes (1,1,1).
Associons une base (e_0>, e, e_z)) a ce repere projectif, de sorte que A = p(Eg), B =p(&}),
C =p(e}), D =p(e§ + & + €3).

Le point projectif a est la droite vectorielle intersection du plan vectoriel B + C et
du plan vectoriel A 4+ D. Donc un vecteur directeur de a est d’une part combinaison
linéaire d’un représentant de B et d’un représentant de C, d’autre part combinaison
linéaire d’un représentant de A et d’un représentant de D. Ses coordonnées homogeénes
(z,y, ) vérifient donc d’une part

(z,y,2) = 2(0,1,0) + 5(0,0,1) et d’autre part (z,y,2) = A(1,0,0) + u(1,1,1).

On a donc (0,a,8) = (A + p, 4, 1), donc @ = = p et A = —p, donc un triplet de
coordonnées homogenes de a est (0,1,1).

On procéde de méme pour les autres points. Pour les coordonnées (z, y, z) de b, sachant
que ce point est & I'intersection des droites (BD) et (AC), on doit avoir

(z,9,2) = 2(0,1,0) + A(1,1,1) et (z,y,2) = A(1,0,0) + x(0,0,1),

donc (z,y,2) = (B,a+ B,8) = (A, 0,4). On a donc @ = —p, et y = 0, donc un triplet
de coordonnées homogenes de b est (1,0, 1).

Pour les coordonnées (z,y,2) de ¢, sachant que ce point est & l'intersection des
droites (CD) et (AB), on doit avoir (z,y,2) = «(0,0,1) + A(1,1,1) et (z,y,2) =
A(1,0,0) + u(0,1,0), donc (z,y,2) = (8,8,a+ B) = (A, 1,0). On a donc @ = —f, et
z = 0, donc un triplet de coordonnées homogenes de ¢ est (1,1,0).

Pour les coordonnées (z,y, 2) de d, sachant que ce point est & I'intersection des droites
(BC) et (bc), on doit avoir

(z,v,2) = 2(0,1,0) + 5(0,0,1) et (z,y,2) = A(1,0,1) + u(1,1,0),

donc (z,y,2) = (0,a,8) = (A+ p, 4, A). On a donc A = —p, et z =0, donc un triplet
de coordonnées homogenes de d est (0,1,—1). .

(Bien entendu, on pourrait aussi pendre (0, —1,1), ou (0,32, —32)...)

Pour les coordonnées (z,y, 2) de e, sachant que ce point est & 'intersection des droites
(AD) et (bc), on doit avoir

(z,9,2) = 2(1,0,0) + B(1,1,1) et (z,y,2) = A(1,0,1) + pu(1,1,0),

donc (:z:,y,z) = (a+ﬂ,ﬂ’ﬂ) = ()‘+.ua/1's/\)' OnadoncA=f=p=a,etz =2y =2z,
donc un triplet de coordonnées homogénes de e est (2,1, 1).

3° D’apreés la question précédente, puisque a(0, 1,1) et d(0, —1, 1), sachant que B(0, 1,0)
et C(0,0,1), on peut affirmer qu’un vecteur directeur de a est &1 + e, tandis qu'un
vecteur directeur de d est —&j + €3.
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(B, C,a) est donc un repére projectif de la droite projective (BC), pour lequel (3, &)
est une base associée, et dans ce repére projectif, les coordonnées homogénes de d sont
(—1,1). En application de la définition du birapport (4.10 p. 94), on trouve directement
que le birapport [B, C;a,d] vaut :

[B,C';a,d] =-1

Une autre méthode aurait consisté, aprés avoir déterminé un vecteur directeur de chacune des droites
vectorielles B,C,a,d, d exprimer ces vecteurs dans une base du plan vectoriel B + C (dont est issue
la droite projective (BC)), et & utiliser l’ezpression du birapport d 'aide des déterminants (théoréme
4.11 p. 94), mais ce serait moins efficace.

Puisque [B, C;a,d] = —1, en application des formules (i) et (ii) de la proposition 4.13
(p. 95),0ona:

[B)C;a'»d] = [C! B;d, a] = [CL, daBaC] = [daa; C, B] =—let

[C, B;a,d) = [B,C;d,a] = [d,a;C, B] = [a,d; B,C] = —il = —1.

4° Deux paires de points en division harmonique sont forcément formées de quatre
points alignés.

On n’a pas beaucoup de choix pour trouver d’autres ensembles de quatre points alignés
sur la figure : il n’y a guére que {4, e, D,a} et {c,e,b,d}.

Commencons par {4, e, D,a}; les coordonnées homogeénes de ces points projectifs
sont :

A(1,0,0), e(2,1,1), D(1,1,1) et a(0,1,1).

Si on pose e=el+e+ 6_2), il est clair que A est engendré par e, D est engendré
par 6_3), tandis que e_o) + Eg est un vecteur directeur de e.

(A, D, ) est donc un repére projectif de la droite (AD), et (€3, €3) est une base associée.
Comme —é_o) + €3 est clairement un vecteur directeur de a, les coordonnées homogénes
de e dans ce repére projectif sont (—1,1), ce qui se traduit exactement par

[4, D;e,a] = —1. On peut bien siir, en raisonnant comme dans la question 3°, trouver
sept autres birapports avec ces quatre points dans des ordres différents qui sont égaux
a —1.

Pour {c,e,b,d} : les coordonnées homogenes de ces quatre points sont

¢(1,1,0), e(2,1,1), b(1,0,1) et d(0,—1,1)

On peut écrire (avec un abus de langage qui consiste & identifier un point projectif qui
est une droite vectorielle 4 un de ses vecteurs directeurs, ce qui n’est pas trés génant si
on est capable de comprendre ce qu’on fait) (on pourrait aussi introduire des vecteurs
directeurs &; et Eg respectivement de c et de b)

e=c+betd= —c+b, ce qui fait que (c,b,e) est un repére projectif de la droite
projective (bc) dans lequel d a pour coordonnées homogeénes (—1,1), ce qui prouve
exactement que

[c,b;e,d] = —1 (ainsi que sept autres birapports formés & partir de ces quatre points).
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Exercice 4.11.

1° Une homographie f du plan projectif IT = P(E) est issue d’un endomorphisme
bijectif ¢ de B Soient A, B, C trois points deux & deux distincts et alignés sur une
droite A du plan projectif II. A, B, et C sont trois droites vectorielles coplanaires de
il existe un plan vectoriel P qui contlent ces trois droites vectorielles, et d’ailleurs on a
exactement A = P(P). Soient @, T et C des vecteurs directeurs respectifs de A, B, C.
L’image par ’endomorphisme ¢ du plan vectoriel 1_3) est un plan vectoriel P’ (pulsque
¢ est bijectif, il y a conservation de la dimension). Donc on a ¢(@) € P, o T ) € P’ et
(@) e F’ Or, les images A’, B, C’ par f des points projectifs A, B, C’ sont les droites
vectorielles p(A), p(B), ¢(C), respectivement dirigées par (,0(7) go( s ), (), et ces
trois droites vectorielles sont donc incluses dans le plan vectoriel P’ ce qui signifie
exactemglt que les points projectifs A’, B/, C’ appartiennent 3 la dr01te projective
=P(E’).
On a bien prouvé qu’une homographie conserve ’alignement.
2° Soient A, B,C, D quatre points deux & deux distincts et alignés sur une droite
A = P(P) d’un plan projectif IT = ]P’(Ez). On garde les notations de la question
précédente.
(A, B,C) est un repére projectif de la droite A. On supposera que (@, —b)) est une
base de P associée & ce choix de repére, c’est-a-dire que @ = @ + b dirige C; Soit
un vecteur directeur de la droite vectorielle D dont la deuxiéme composante dans
la base (d, b) vaut 1. On a donc d —p7+ b, avec p = [A, B; C, D).
Or, les vecteurs directeurs des dr01tes vectonelles A = (A) B' = f(B,C" = f(C) et
= f(D) sont respectlvement a —f b = ¢( b) _} =p(2)et d = <p(_a));
on a, par linéarité de ¢ : c = a +b donc (A/, B',C") est un repére projectif de
la droite projective A’ = f(A) auquel (a , b’) est une base adaptée. Dans cette base
de 17 = <p(7-’)), les coordonnées de 7 sont (p,1) (puisque ga(?) = o(pd + b) =
po(@) + o b) = p? + ?), ce qui signifie exactement que [A’,B’;C',D'| =p:le
birapport a bien été conservé par I’homographie f.

Exercice 4.12.

1° Préliminaire

Soient d =P(P) et d' = ]P’(P’ ) deux droites projectives. On suppose que f est une
homographie de d vers d’, elle est donc issue d’un isomorphisme ¢ de P sur }33 .
Soient A, B, C, D quatre points distincts de la droite d. On suppose que p = [4, B; C, D).
On sait qu’il existe une base (EE)), e_f) de 1_3), qul est associée au repere projectif (A, B, C)
de d, et qui est telle que A = p(ef), B = p(e}), C = p(e{ + €]) et D = p(ped + 7).
Les images par f de ces quatre points sont les points A’, B/,C’, D’ de d', définis
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par &' = f(4) = p(p(@)) = p(}), B' = f(B) = pl() = p(&]), C' = f(C) =
p(p(eo + €1)) = p(e + €1) et enfin D' = (D) = p(p(peo + &) = _z;(peo +€1).

Il est alors immédiat que (A’, B’,C") est un repére projectif de P’, et que (z,z)
est sa base associée, et (p,1) étant un couple de coordonnées homogenes de D dans
ce repére projectif, on a [A’, B’;C’, D'] = p, ce qui prouve bien que f conserve le
birapport de quatre points distincts.

Si seulement trois des points A, B, C, D sont distincts, on peut, quitte & permuter les
points, s’arranger pour que A, B, C soient distincts, et dans ce cas on a soit D = 4
(p = 00), soit D = B (p =0), soit D = C (p = 1). Dans ces trois cas, il est évident,
en raisonnant comme précédemment qu’on a respectivement soit soit D' = A’ (et
donc [A',B’;C",D'] = [A',B’;C",A'] = 00 = p), soit D' = B’ ([A",B';C",D'] =
[A’,B';C",B'] =0 = p), soit D =C ([A",B';C",D') = [A,B;C',C'| =1=p) et
dans tous les cas on a bien conservation du birapport.

Réciproquement : soit f une bijection de d sur d’ qui conserve le birapport de tout
quadruplet de points dont au moins trois sont distincts.

Soit (A, B,C) un repére projectif de d, et soient A’ = f(A), B’ = f(B) et C' = f(C_)) ;
comme f est bijective, (A’, B’, C") sont distincts donc forment un repére projectif de P’.
Soit g ’lhomographie de d sur d’ qui est définie par g(A) = A’, g(B) = B’ et g(C) = C’
(Pexistence et 1'unicité de g sont assurées par la proposition 4.17 p. 98). Nous allons
montrer que f = g, ce qui assurera bien que f est une homographie. Soit M un point
quelconque de d; soit M’ son image par f et M" son image par g. Soit p = [4, B; C, M].
Comme par hypothése f conserve le birapport, on a [A, B;C, M| = [A', B’;C',M'| = p
et comme une homographie g conserve le birapport (d’apreés le sens direct de cette dé-
monstration), on a aussi [4, B; C, M| = [g(A),9(B); 9(C),g(M)] = [A’, B";C',M"] =
p, de sorte que [A', B';C', M'] = [A', B';C',M"] = p. Mais [A’, B'; C', M'] = psignifie,
par définition, que M’ admet, dans le repére projectif (A’, B',C") de d, le couple (p, 1)
de coordonnées homogenes, tandis que [A’, B’; C’', M"] = p signifie de méme que M”
admet aussi (p,1) comme couple de coordonnées homogeénes, donc M’ et M" ont les
mémes coordonnées homogenes, et donc M’ = M", c’est-a-dire f(M) = g(M) pour
tout M € d, donc f =g.

2° Soient A, B, C, D quatre points de d tels que A, B, C sont distincts.

Soient A’, B',C’, D' leurs images respectives par la projection . Il suffit de vérifier
que [4, B;C,D] = [A’, B’;C', D'] pour pouvoir conclure en appliquant 1°.

Mais nous allons calculer ces birapports en utilisant des représentants de ces points
dans une carte affine ou la droite & I'infini est la droite (Sw), le point w étant le point
d’intersection des droites d et d’; comme w est & l'infini, on a d//d’, et comme S est &
Vinfini, on a (AA")/(BB")//(CC")//(DD'), de sorte que AA'C'C, AA'D'D, BB'C'C,
BB'D'D sont des parallélogrammes, donc, quelle que soit 1’orientation commune
choisie pour les droites d et d’, on aura AC = A’C’, AD = A’D’, BC = B'C,
BD =B'D’ et
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AC | BC A'C" | B'C"

A,B;C, D= — | — = — /| —— = [4,B;C',D'].

14, 5;C, D] AD / BD A'D’ / B'D’ [ ]

« conserve donc le birapport, et donc 7 est bien une homographie entre d et d'.

3° Soit f une homographie de la droite projective d sur la droite projective d’. Si f est
une projection de sommet S, le point w d’intersection!! de d et d’ est évidemment un

point invariant par f, (puisque (Sw) coupe d’ en w, on a bien f(w) = w).

Réciproquement, on suppose que f admet un point invariant w. Comme f:d — d,
ce point invariant vérifiant f(w) = w appartient & d en tant qu’ antécédent, et & d’ en
tant qu’image, donc le seul point qui peut étre invariant est le point d’intersection de
d et d'. Donc s'il existe un point invariant w, c’est que w est le point d’intersection de
detd.

Considérons & présent deux points A et B de d, distincts, et distincts de w. Soient
A’ = f(A) et B’ = f(B). Comme A et B sont distincts de w, on a A’ # A et B’ # B,
de sorte qu’on peut considérer les droites (AA’) et (BB'). Ces droites sont distinctes,
sinon, puisque B # A, on aurait (AB) € (AA’), donc (AA’) =d et A’ € d, ce qui est
impossible. Donc (AA’) et (BB’) se coupent en un point S.

Considérons la projection 7, de sommet S, de d sur d’. On va montrer que f =, ce
qui prouvera bien que f est une projection. Tout d’abord, w est invariant par © comme
on I’a vu plus haut ; (SA) rencontre d’ en A’, donc 7(A) = A’ et de méme, n(B) = B’.
D’autre part, (w, A, B) est formé de trois points distincts de d, donc c’est un repére
projectif de d.

f et w sont deux homographies de d sur d’, qui vérifient f(A) = (4) = A, f(B) =
m(B) = B’ et f(w) = m(w) = w; d’aprés le théoréme 4.17 98 une homographie est
caractérisée par son action sur les points d’un repére projectif : comme ici f et 7 ont
la méme action sur les points w, A, B, c’est que f = . a

CHAPITRE 5
5. Solutions des exercices sur la géométrie euclidienne

Exercice 5.1.

1° Une norme N sur un espace vectoriel ﬁ est une application de ﬁ dans R qui vérifie
les trois axiomes suivants :

(i) N(Z) > 0 pour tout 2 € F et N@Z)=0=7 = 7.

(ii) N(AZ) = |A\|N(Z) pour tout X € R et tout 2 € B.

U1 Rappelons qu’en géométrie projective, deux droites distinctes d’un plan sont toujours sécantes en un
point unique.
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(iii) N(Z + ¥) < N(Z) + N(¥) pour tous @, € E.

Soit E un espace vectoriel euclidien (muni d’un produit scalaire - 7). Sa norme

euclidienne est I’application | - || de E vers R+ qui associe & un vecteur Z sa norme
euclidienne | 7 || = VZ - 7 = VZ2. Puisque - est un produit scalaire, on est sir que
pour tout @, on a 72 > 0 donc || - || est bien définie, et on a

|Z)|=0=22=0= 7 =0 : (i) est vérifié.

Ensuite, pour tout A € R et pour tout Z € ﬁ, ona [AZ|2= (A7) - (A7) = 272,
donc en prenant la racine carrée des deux membres de cette égalité, on obtient

NZ] = VRVE = A |12

Enfin, pour montrer (iii) (I’inégalité triangulaire), on a besoin de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

Pour tous @,7 € B,ona (C.8) : |Z- 7| <IZI 7]l

Pour montrer ce résultat classique, une méthode classique (& connaitre absolument)
consiste & étudier la guantité P\ = ()\? + 7)2, pour Z et 9 fixés. Remarquons
d’abord que si @ = 0, alors (C.S.) s’écrit 0 < 0 et est trivialement vraie : on peut
donc supposer dans la suite que Z # 0.

P(\) = A272 4+ 2)7 - ¥ + U2 est un trinéme en A qu’on pourrait écrire

PA) =a)X+bl+caveca=22=|Z|2£0,b=27 -F et c=7%= 7|2
Mais d’autre part, P()) est le carré scalaire du vecteur A2 + 3/ donc P()) est un
trindme qui est toujours positif (ou & la rigueur nul). Un trinéme qui a un discriminant
strictement positif posseéde deux racines, et n’a pas le méme signe entre ses racines et
a4 Pextérieur de ses racines, donc n'est pas toujours positif ou nul. Puisque P()\) > 0
pour tout A € R, on peut donc affirmer que le discriminant A = b2 — 4ac du trindme
P()\) est négatif ou nul. Etudions cette affirmation :

A<0 < B <dac < 47 -7)2 <4Z|2|7|? et en divisant par 4 et en
prenant la racine carrée, on obtient ce qu’on voulait démontrer, I'inégalité
€.s8):1Z-FI<IZII7I.

Revenons & l'inégalité triangulaire :

Pour tous @,7 € E, de (C.S.), on déduit @ - ¢ < [Z - 7| < ||Z] |||, donc
successivement :

27 - Y <212 V15

22422 - Y + P2 < 22422 7N + V2

2422 - Y+ PE<NZIP +2A 2N YN+ 1PN

(Z + )2 < (|Z|| + | 7]))?; et enfin, en prenant la racine carrée des deux membres :
17 + 7| < 2|+ || 7]l : on a démontré que (iii) est vérifié, donc || - || est bien une
norme.

: (ii) est vérifié.

2° Pour tous @, € E‘), on a, en utilisant (iii), c’est-a-dire la « premiére inégalité
triangulaire »,

IZI1=I1Z + )+ DI <IZ+ TN+ 1 =TI =17+ F + 7], donc
ERPANESEIIG!
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Ensuite, en échangeant les roles de @ et ¥/, on obtient de la méme facon

17N =121 < ¥ + 2|, donc [T - 2] < I + TN ().

En combinant (*) et (**), on obtient :

max (|| 7| — || || ||7|| - ||?||) < |2 + /|| et on peut conclure en ce rappelant que
pour tout nombre réel a, on a |a| = max(a, —a).

Exercice 5.2.

Soit @ = /\1:171) +.- 4+ /\k:F) une combinaison linéaire des vecteurs de la famille x. On
doit montrer que si Z=0 , alors tous les coefficients \; sont nuls.

Pour cela, on peut soit calculer U2, soit calculer, pour tout %, U -7} : les deux méthodes
permettent d’obtenir le résultat.

Premiére méthode
On calcule, pour tout 7, T

k k
| -z = Tt T
Z)\jmj T = Z)\sz z;.
=1 =1

Or, par hypothése, pour j # i, on a m_; .z = 0, donc dans cette somme, il ne reste

plus qu’un terme non nul, celui correspondant aj=1:
-7z 1:1:1 z )\

Donc si on suppose que o= O , on a, pour tout i,

MZi2 =0 et donc A; = 0 (pour tout %) puisque tous les Z sont supposés non nuls
(et puisque le carré scalaire d’un vecteur non nul est non nul, définition d’un produit
scalaire).

Deuxiéme méthode
On calcule %2 :

k k

N (ZW’) _ @

= = sel, k
iel, k

Dans cette double somme, presque tous les termes sont nuls puisque :F]) T, =0 pour

i # j, donc il ne reste plus que les k termes o ¢ = j :

k k
§ : = - § : 272
= )\1;:31; . )\ia:i = ’\1, ;.

Or, cette somme est une somme de nombres positifs ou nuls. Si ° = ?, on obtient
une somme nulle de nombres positifs ou nuls, donc tous les termes de la somme sont
nuls, et on a pour tout %, A?z;2 = 0, donc A? = 0 (puisque les Z} son non nuls) et
donc A; = 0.
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Exercice 5.3.
1° On raisonne par récurrence. 5

A Dordre k = 1, le résultat & démontrer est complétement trivial, puisque b; = aj.

Supposons que la propriété est vraie i ’ordre k — 1, c’est-a-dire qu’on a :

o la famille (b )igi<h— 16 est or%onale,

o<a,1,  yQf— 1> <b1, ybk—1 >

® ap_3 by =b_12>0.

On doit alors montrer ces trois propriétés a I’ordre k.

D’aprés I’hypothése de récurrence, la famille (b; )1<ick—1 est orthogonale, donc il suffit
de montrer que by est orthogonal & tous les b; pour ¢ < k. Or, on a

k-1 T k— 1_>
= = el B - b —
bebi= (@ —-> 05 | b =ak- b - 5 57 by,
i= 165112 i= 155112

_) .
Puisque la famille (b;)1<igck—1 est orthogonale, presque tous les termes de cette
derniére somme sont nuls sauf celui qui correspond au terme j = i, et on a donc

- — — - a—k)'?—) - — - ak b
b b =al- b - S b b =a) b~ 2 ||B|F =0
Il 6 | [BE
— —
Montrons maintenant que < ch),...,(T;z >=< by,..., b >.

Notons au passage que ce résultat prouvera aussi que by ne peut pas étre nul, sinon
les dimensions de ces deux sous-espaces vectoriels engendrés ne coincideraient pas : les
(aj) forment une famille libre, donc le sous-espace qu'’ils engendrent est de dimension
k, ce qui est impossible pour la famille engendrée par les b; si by est nul.

A cause de 'hypothése de récurrence qui affirme que cette relation est vraie & ordre
k-1, ilsufﬁtdevériﬁerqueak €< b_l), , b, > et que Fk) e<c71>,...,ch) >.

k— 1—) -
Onabk—ak—zach b b donc b—k>+ b’bj,etonabien
= llb 2 llb: 12

_)
(Tk) €< bl,...,bk >.
Ensuite, ’hypothése de récurrence permet d’affirmer que

— —
<Ay, 8k >=<81,...,803 >+ < ap >=<b1,...,bp_1 > + < ax >,

— — —
et il est clair que by €< by,...,bk—1 > + < ai >, d’apres la relation qui définit ce
vecteur. D’ou le résultat.

= = .,
Montrons & présent que a - by = br2 > 0. Comme on a vu que b # 0, seule I’égalité
est & démontrer.
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e T
On vient de voir que aj = by, + kT;bJ, donc
=1 6]l
k-1 T k-1 — 77
SR 8 AT B S AT
af * O = — 0 k= 0" + — . 050k =07,

= —
puisque by, est orthogonal aux b;.

2° ¢ est évidemment orthogonale puisque chaque E} est colinéaire & b;. Et les vecteurs
c—,) sont normés par construction, donc la famille c est orthonormale

Remarquons qu’on a aussi, naturellement pulsque les ¢} sont colinéaires aux b,,

< C]_,--.,Cj >=< by,..., b >=< a.l,...,aj >, et ceci pour tout j tel que 1 < j < k.
Remarquons aussi que pour tout j tel que 1 < j < k, on a
1 —) 1 — 1 =
= = _ = —
a,~-c,~=a,~< )=——r—aj'bj= = b’ = 15512 = 113511
1351 1151l 1155 Ilb |

3° On doit ici encore raisonner par récurrence sur k:
a l'ordre 1 : puisque < d1 >=< a1 >, c’est que d1 = /\al i S si dl est normé, on doit

1
avoir |\| = ==, donc d1 = :I:—;—al, et en supposant que d1 -@} > 0, on impose que

llaill llai
1

le signe soit +, donc on a d1 +WEI) m%l—lb_l) = c_1)
1
Supposons qu'on a (ds...., dk—1) = (&, .., G 1)

: - — g - =
Puisque di vérifie < dy,...,dy >=< ai,. ,ak >= <£} b >=<c¢i,...,c >
d’aprés ’hypothése de récurrence, on a < a,. ,ck_l) e >=<7C1,...,e6_1,CL >.
Soit Vi ce sous-espace vectoriel commu ui est de dimension k, et dont ¢ est une
base orthonormée. Soit Vi_1 =< c1, ,ck 1 >. Vi1 est un hyperplan de Vj, et c’est
Porthogonal, dans V4, de cg.

Mais dj, est par hypothése orthogonal & tous les dJ pour 1 £ j < k—1, et par hypothése

de récurrence, ces vecteurs sont égaux aux c_; correspondants Donc on peut _d)lre que
dk € Vk 1. Or, dk € Vi, et Vk 1 NV =< ck >. On peut donc affirmer que d = PV 4
pour un certam réel ), et comme dj, et ck sont tous deux normés, on a LT;: = :I:ck.
Puisque af -dy, > 0 par hypothése, on a donc +at- ¢, > 0 et puisque @ - ¢ = ”c_k)ll >0,
c’est forcément que le signe est + et non pas —, donc dy = c_k)

Exercice 5.4.

1° Puisque (b )1<igk est une base orthonormee de ? on jeut compléter cette base en
une base orthonormée de (b )igisn = (bl, oy DKy bk+11 ybn). Il est tout &
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fait clair que les vecteurs m ey I-)Z sont dans ?-’-, et donc forment une base de ce
sous-espace vectoriel (3 cause de sa dimension n — k). Soit @ € E'), on a vu dans le
(78
cours que les coordonnées de 2 dans la base b sont X = : , donc
z b

Z=3(F0) 8= (Z-01) D1+ +(T %) b s+(T brrt)bori +- -+ (T 5) b,

k n
?=7+7avec?:Z(?-E))_l?ie—}?et?= Z (?-Z)?ie?l.
=1

i=k+1
k
On a donc 7r;:(7) =7 = Z(? . Z)?z
i=1

2° De la décomposition qu’on a obtenue pour Z, on déduit immédiatement que

n k
(@) =F= Y (Z-W0:i=2-T=2-Y (2 h)h.
i=1

i=k+1

3° En appliquant les résultats des questions 1° et 2° & une droite vectorielle ? =<>

— 1
dont une base orthonormée est b; = ?7, on obtient :

_ S = G | 1 , 2.4, 7.7
(@) =m2(@) = (@ 808 = (2 ) T = T = S

et, d’autre part

(@) =712, (@) =2 - np(T)=7 - %23 .

4° Le plus simple est de remarquer que o = 7 — T3, , d’ol les formules :

.

k
o3(2) = (@) -2, () =D () 8- Y (F )
i=1 i

n
i=k+1

k k &
YR CS YRR yER LA

=1 =1
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k
o3 () = -op(¥) = F -2 (7 b)) b

0<7>(?) = 27’<7>(?) 7 = 2“7§—ﬁ — 7
0 (®) = —0cas(D) = ~res(B)+ 7 =7 2L

Exercice 5.5.

Pour démontrer qu'une application orthogonale u, d’un espace vectoriel euclidien ﬁ
vers un espace vectoriel euclidien E’ est linéaire, nous utiliserons la suggestion du
cours p. 111 : nous allons développer, Z et 7 étant des éléments quelconques de

2
et A un réel quelconque, la quantité réelle A = (u()\? +7) - 2u(?) - u(?)) .

A= (T +7) - () - (D))
= @OZ + 7))+ 22 (@)’ + WD)’
— 22T + ) Mu(Z) - 00T + 7)) - uw(¥) + 22u(7F) - uw(Y)

= @OZ+ 7))’ + 2 w@)’ + (D))’
—22u(\Z + 7)) w(T) - 2uAZ + 7)) - w(¥) + 22u(Z) - u(Y)

Or, u est une transformation orthogonale, donc u(7) - u(@) = ¥ - & pour tous 7, &,
et en particulier si W = 7, on a (u(?))2 = V2, donc

=T +Y)2+N2+ P2 -220T+Y) - T -207+7)-T+227 -7
=XNZ2+ P24+ 22T - Y + NPT+ Y2
—oN2Z2 T Y -7 Y -2+ 207 - Y
=(1+1-2NZ2+(1+1-2)Y%*+(2-2-2+2)7 -7
A=0.

A est le carré scalaire du vecteur (u( 0T +7) - 2(Z) - u(?) )), donc ce vecteur est

nul et on a, pour tous ?, —17 € Ez et pour tout A € R,
u( AT + ) = €u(Z) + u(?), ce qui prouve que u est bien linéaire.

Pour montrer que u est injective, puisque u est linéaire, il suffit de montrer que son
noyau ker u ne contient pas d’autre élément que

Soit @ € keru. On a u(@) = T, donc (u(?))2 =0, et donc 72 = 0 (par conservation
du produit scalaire par u), et donc Z = 6)
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Exercice 5.6.

Soit A la matrice de u dans une base orthonormée B fixée. Les trois affirmations

concernant u se traduisent au niveau de A ainsi :

u est involutive <= A2 =1, <= A~l1=A;

u est orthogonale <= A A =1, < A7l ="A;

u est symétrique <= A = A.

Sous cette forme, il devient évident que deux de ces affirmations impliquent la troisiéme :

e Si |u est involutive et orthogona.le] ,alorson a [A‘l =AetA™l= tA] donc A =*A
et u est symétrique.

e Si |u est involutive et symétriqueJ, alors on a [A‘l =AetA= ‘A] donc A~! =*tA
et u est orthogonale.

o Si |u est orthogonale et symétrique], alors [A‘l =tAet A= tA] donc A1 = A et
u est involutive.

Dans ce cas (u vérifie les trois affirmations, u est involutive, symétrique et orthogonale),

u étant involutive, c’est une symétrie, par rapport & F' = E'1 = ker(u —idy), dans la

direction de 8 = 3_1 = ker(u+idg). Pour établir que u est une symétrie orthogonale,

il suffit de vérifier que ? 1 8

Soit 7 € ? = El et ¥ € 8 = E)_l. On a, puisque u est orthogonale,

7Y =u@)u¥) =7 (-¥)=-7-7.

Un nombre réel ne peut étre égal & son opposé que s'il est nul, donc Z - ¥ =0 et on
a bien F' L G : u est bien une symétrie orthogonale.

Exercice 5.7.

1°Soit ¥ = 7 — W # 0. Considérons la réflexion o = o = Ocy>t- H est

’hyperplan orthogonal de .

Montrons que o est une réflexion qui échange & et ¥'. On peut utiliser (au moins)

deux méthodes :

e la premiére, toute simple, consiste & écrire ¥ = %(7 +7)+ %(7 - N=Z+7
et & constater que c’est la décomposition de ¥ dans la somme directe orthogonale
E-Ho<@> enefet 7=l e<B>et ?- B =T+ 7)(V-70)=
1?2 -d?)=1(1-1)=0donc @ € W+ - H.

Onadonco(d)=7 -9 = L@+ 7) - %(7 — ) = 7. (Il nest pas utile de
vérifier que o(7) = & car on sait que o est une involution.)

¢ la deuxieme méthode, plus « savante », consiste a utiliser le résultat de 1’exercice
5.4, qui donne directement 1'expression de o'(7) = 03(7) =051 (@), en utilisant
ensuite que W =¥ — U et en n'oubliant pas que o et ¥ sont tous deux normés :

’
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B o - m‘ 7 (7 7)
. _ 272
=tV )

ﬁ 4

= - 2—ﬁ(7 N=d+(7-d)="7.

Nous avons ainsi prouvé I'existence d’une réflexion vectorielle o qui échange ¥ et V.
Soit maintenant une autre réflexion vectorielle o/ = = o qui échange o et 7. Elle

vérifie o' (W) = o' (7 — 7) =o' (¥)—d' (W)= - 7 —, donc W € H’J' et on

adonc H' = Wt = H et 0/ = 0 : o est la seule réflexion vectorielle qui échange o et

2° L’image d’une base orthonormée par une transformation orthogonale est une base
orthonormée, donc (ef,...,el,) est une base orthonormée de

3° a) Si Np = 0, c’est que & est vide, donc pour tout ¢ € [1,n], on a f (EZ) = ¢!, donc
 est l'identité de

3° b) Puisqu’on suppose Ny # 0, c’est que & n’est pas vide, et il est donc légitime de
prendre un élément k € &.

On considére la réflexion vectorielle o; qui échange les vecteurs er et z (ce sont
des vecteurs distincts, puisque k € &). D’aprés 1°, o; est la réflexion vectorielle
o avec ﬁ = W, en posant W = e, — er. On pose 1 = 071 0 . p; est une
transformation orthogonale (comme composee de deux transformations orthogonales).
Soit & = {ze{l ,n}|ei(e )#ez}et N; = card &,

Montrons que ¢ laisse invariants strictement plus de vecteurs de la base B que ¢.
Tout d’abord, il est clair que gol(e_k)) = JI(Z) = ¢}, donc k & &.

On va montrer que pour tous les e; qui étaient déja invariants par ¢ sont encore
invariants par ;. Remarquons que puisque er n’était pas invariant par p,onaj#k
lorsque e_} est invariant par _y

En effet, la famille (Z, ...,e") et la famille (€1, ...,&,) étant des bases orthonormées,
ce sont des familles orthogonales, donc &, est orthogonal 4 la fois & €} et & &£, donc il
est orthogonal & W = Z —&i,donc e} € Wt = ﬁ, et 01(e]) = €.

e_} est invariant par o;, et comme il 1’était par ¢, il le reste par ¢; = 01 0.

On peut donc affirmer que & & & (par contraposition), donc N; < Np.

Si N; =0, c’est que & est vide, donc tous les e! sont invariants par p1, et o1 =idg,
donc 01 0 p = idy et ¢ = 01 (on a composé & gauche par o7 ! = 4). Dans ce cas, on
a prouvé que ¢ est la composée d’une seule réflexion vectorielle (c’est une réflexion
vectorielle).
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Si N; # 0, c’est que &; est non vide, donc on choisit un élément k; = max¢&, et
comme on avait kg = k =¢ €1, on est slir que k; # ko.

4° Lorsque N; # 0 (avec les notations du 3°), on recommence le raisonnement en
Pappliquant & 7, on construit ¢, = o3 0 ; qui laisse invariants strictement plus de
points que 1, on définit de facon analogue &£, N3 et si N3 # 0 on choisit k2 dans
&5. Ny est tel que Ny < Ni. On construit ainsi une suite strictement décroissantes
d’entiers positifs donc forcément au bout de m étapes, avec m < n (puisque Np < n),
on obtient N, = 0. Cela signifie que I’ensemble &,, est vide, donc que ¢, = idg et
puisque @; = 0; o @;_1, de proche en proche on obtient idg = pm =omo---001 09,
donc p=010:--00p,.

Exercice 5.8. Une premiére condition nécessaire évidente pour que ¢ = sy, o sy,
est que H,//H,. En effet la partie linéaire de t doit vérifier

idg = L(t) = L(sn, © sn,) = L(sn,) o L(sh,) = op oo

Puisque les réflexions sont involutives, on a donc nécessairement o =0 donc
= =

H, = Hs.

Soient H; et Hy deux hyperplans paralléles, de méme direction ﬁ Cherchons des
conditions nécessaires pour que f = sy, o sy, soit égale & t. Tout d’abord, on est
certain, en considérant sa partie linéaire, que f est une translation. Soit A un point de
Hy; A est invariant par sg,, donc on a f(A) = s, (A) = A’ = t3(A) = A+ «. Mais
U =A-A=sy(A)-sp,(4)=0x(A—A) = —o5(),donc ¥ =A'- A€ H:
donc une condition nécessaire est que H; et Hy soient orthogonaux a 2. Mais si H,

passe par A, et si on a sy, (A) = A’, alors nécessairement, H; est le plan médiateur

de [AA')], et H; passe par le milieu I de [AA'). Or I = A+ 144" = A+ 17
Finalement, on a obtenu les conditions nécessaires suivantes :

e Hy=A+ Wt

o« Hi=A+17 +ut

Sont-elles suffisantes ?

Soient H; et Hy deux hyperplans paralléles, de méme direction ﬁ =U1, et tels que
si A est un point de Ho, alors H; passe par [ = A+ %7. Montrons que f = sg, © SH,
est la translation de vecteur ¥ :

f est une translation de vecteur 7, comme on ’a vu plus haut, et I'image de A par f
est A+ ¥ = A’ = sy, (A) donc Hj est le plan médiateur de [AA’] et H; passe par le

milieu J de [AA’]. Mais AA = € ﬁl, donc 7 est colinéaire & .
OnaJ=A+%7, et I et J sont deux points de Hy, donc J — I € ﬁ Or,J-1I=
l@-a)e HL etla sous-espaces vectoriels H et H- sont supplémentaires, donc
J—-I= _6) et J =1, donc ¥ = U, et f est bien la translation de vecteur .

Récapitulons : La translation ¢ = t5 se décompose sous la forme ¢t = sy, o sy, ol
Hj est un hyperplan de direction UL et ont Hy est I’hyperplan paralléle & Hy passant

-,
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par le point I = A + %7 ou A est un point quelconque de Hs. Il n’y a donc pas
unicité, puisqu’on peut prendre n’importe quel hyperplan Hs (sous réserve qu’il soit
bien orthogonal & 'J) Mais une fois Hj fixé, H; est alors complétement déterminé
par le choix de Hs.

Remarquons qu’on pourrait aussi commencer par prendre n’importe quel hyperplan
H,; orthogonal a 7, il suffit ensuite de choisir un point B de Hy, le point A = B — %7,
et ’hyperplan Hs paralléle & H; et passant par A, car si on reprend le raisonnement
précédent, le point [ = A + %'77 n’est rien d’autre que le point B, et c’est bien H; qui
est tel que t = sy, o sH,.

Exercice 5.9.

1° Zq(F) est un sous-groupe de Z(E) :

Le produit de deux isométries laissant €2 fixe est une isométrie qui laisse Q2 fixe, idg
laisse évidemment 2 fixe, et si f est une isométrie telle que f(2) = Q, f~! est aussi
une isométrie et on a bien sir f~}(Q) = Q, donc f~! € Io(E).

2° Ce groupe est isomorphe & O(E) :
Soit £ Papplication qui associe & une isométrie f € Zg(F) sa partie linéaire £(f) = ¢

(£ est la restriction & Zo(F) de Papplication L : f+—— L(f) = f qui associe & une
application affine sa partie linéaire).

— £ est un morphisme de groupe (on a vu que L(g o f) = L(g) o L(f)) de Zn(F) vers
o(B).

— £ est injective, car si f € ker4, c’est que la partie linéaire de f est id, donc f est
une translation, mais f(Q2) = Q (puisque f € In(E)) et une translation qui admet un
point fixe est I’identité : on a montré que le noyau de £ est réduit a idg.

— £ est surjective, car pour toute isométrie vectorielle ¢ € O(E), il existe une unique
application affine f de E dans E qui admet ¢ comme partie linéaire, et qui est telle que
f(Q) =Q, et f est une isométrie affine, puisque ¢ est une transformation orthogonale.
Donc f € Io(FE) et £(f) = ¢.

On a prouvé que £ est un isomorphisme de groupe entre Zo(E) et O(E))

3° Z(E) est le produit semi-direct de Zq(F) par 7 (F) :

On a vu que T(E) est un sous-groupe distingué de Z(E).

Si f € T(E)NIq(E), f est une translation qui fixe un point (£2), donc f est I'identité.
Enfin, soit f une isométrie quelconque de E. Soit Q' = f() et soit o =Q.

On pose g =t_5 o f, de sorte que f =t og.

t est bien une translation, et g est une isométrie (composée de deux isométries) telle
que g(Q) = t_z(f(Q)) = ¥ — & =Q, donc Z(E) = T(E)Ia(E).

Exercice 5.10. Si A est une valeur propre de la transformation orthogonale ¢, il
existe un vecteur non nul T € ]_:7) tel que w(?) = A\Z. Mais ¢ est une isométrie
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vectorielle, done [|(Z)|| = | Z||. On a donc | Z|| = [IAZ|| = [A| [ Z||. Comme T est
non nul, on peut en déduire que |\ = 1.

Exercice 5.11.
1° Soient U et ¥ deux vecteurs non nuls orthogonaux d’un plan vectoriel euclidien

= =
orienté E Soient 4’ = et v = . On doit trouver ’angle d’une rotation
? 7 g

[EINE]

(forcément unique) qui envoie u’ sur v'.
Puisque ¥ et ¥ sont orthogonaux, on peut affirmer que (?, 7) est une base ortho-
normée_) de_? . Deux cas sont possibles :
e Si (u',v") est une base orthonormée directe, alors la rotation pz, de matrice

((1) _01> est telle que pg (7) = ?’ donc (ﬂ) = 52l

%
o Si (7,?) est une base orthonormée indirecte, alors (e1,e3) = (u/, ——7) est di-

recte, et la rotation p_z, de matrice (_01 (1)) est telle que p_z (e1) = —e3, donc

p_%(?) = —(—?) = ?, et donc (ﬂ) = —Z[27].

2° Soient ¥ et ¥ deux vecteurs du plan vectoriel orienté B tel que (ﬂ) = £Z[27].

1 - - P
Soient v’ = 7 et v = ?— u' est un vecteur normé, il existe donc un vecteur

N

W qui compléte u/ en une base orthonormée (?, W), et quitte & changer W en son
opposé, on peut toujours supposer que B = (u/, ﬁ) est une base orthonormée directe.
Supposons d’abord que (ﬂ) = Z[2n].

Cela signifie que la rotation pz est telle que pz (;')) =

v

. Mais la matrice de pz dans
- _
la base orthonormée directe B = (u’, W) est ((1) 01), ce qui signifie (en utilisant la

.—)
premiére colonne de cette matrice) que pz (u') = W, donc on a 7 =4, et comme W
%
est orthogonal & u’, on a v’ - v/ = 0 et de méme, 7-v=0.

Supposons maintenant que (ﬁ) = —Z[27].

On fait le méme raisonnement, en utilisant p_z, dont la matrice dans la base ortho-
-_)

_01 (1)>, donc on a p_z(u') = ? = —, et on peut aussi

normée directe B3 est (
conclure de la méme maniére que U et o sont orthogonaux.

Exercice 5.12.
1° a) Soit @ un vecteur directeur unitaire de D.

OnadoncB.=<7>etD=Q+<7>.
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= o3
Soit v’ = p_%(ﬂ). On a donc (7, v') = [27r] de sorte que D' = Q+ < u > est la
droite passant par 2 telle que (ﬁ) = —2[n].

Soient p, 03,0 les parties linéaires respectlves de r,sp, spr. Il est clair que 2 est
un point fixe commun de 7,s8p, spr, donc aussi de sp o sp/, donc pour établir que
r = 8p o Spr, il suffit de travailler sur les parties linéaires et de montrer qu’on a
=opooy
Son‘. 7 un vecteur unitaire qui compléte U en une base orthonormée directe B = (7, 7)
de ? 11 suffit de comparer dans cette base la matrice de p et celle de 03 0 0—;
Puisque 7 est une rotation affine d’angle 8, p est une rotation vectorielle d’angle 8,
cosf —sinf

sinf cosf
Puisque o dirige D, c’est un vecteur invariant par 0B donc la matrice de cette

donc dans une base orthonormée directe, la matrice de p est Ry =

réflexion vectorielle est S; = <(1) _?1) (sa premiére colonne est ((1)> et on compléte

en tenant compte de la forme générale des matrices des réﬂexions vectorielles). D’autre

part, puisque le vecteur directeur v’ de D’ fait un angle —— avec le premier vecteur
2 de la base B, la matrice de op est donc, dans cette base

3 cos(—0) sin(—60) \ _ [ cos@ —sind
27~ \sin(—0) —cos(—0)) ~ \—sinf —cosé
(on utilise la description qu’on a faite p. 121).
Donc o3 o o5 @ pour matrice

S S, = 1 0 cosf —sinf\ (cos@ —sinf -R
192710 —1)\-sind —cosf) ~ \sind cosd ) %
etonadoncbienp=33035) et r=sposp.

1° b) Si A est une droite telle que 7 = sp o sa, on a en composant & gauche par sp
(qui est involutive comme toutes les symétries) : sp o7 = sa.

Mais on peut faire le méme calcul & partir de r = sp osps : on a aussi spr =spor.
Donc sp = spr, et ’ensemble des points invariants de cette symétrie est le méme :
A=D.

1° ¢) On peut raisonner de la méme fagon :
Soit o’ = ps (%) ; c’est un vecteur unitaire tel que ﬁ = %[2n], et la droite

"= Q4+ < 17 > passe par 2 et est telle que (D,D”) = g[ ].
Montrons, en comparant leurs parties linéaires, qu’on a r = sp~ o sp.
On utilise toujours la méme base orthonormée directe B = (7, 7), et il est clair que

cosf  sinf ) On calcule

la matrice de la partie linéaire o5 5 de spr est Sz = (sin 9 —cosh



276 SOLUTIONS DES EXERCICES

alors S3S; = (zi);z _Sg(l,:o) (1 _01) = (g?jz _czlsnoe) = Ry, donc on a bien

057005 = p et comme 2 est point fixe de ces trois isométries, on en déduit sposp = r.
On a montré P'existence de D”.
Pour montrer 'unicité, on considére une droite A telle que sa o sp = r. On compose &
droite par sp et on obtient s = 70 sp, et on fait de méme pour obtenir sp» = rosp,
donc sp = spr» et A = D",

2° Comme sp et spr sont deux antidéplacements, r = sps o sp est un déplacement
qui ne peut étre une translation puisque D }f D', donc c’est une rotation.

Puisque D et D’ sont sécantes, soit 2 leur point d’intersection. Il est clair que  est
invariant par r = spr o sp, on peut affirmer que (2 est le centre de la rotation r. Soit

¥ un vecteur unitaire directeur de D, et soit u' un vecteur unitaire directeur de D’.

/:
Soit o = (¥, u’). Soit ' la rotation de centre 2, d’angle § = 2a[2n]. En utilisant
1°, pour la droite fixée D, I'unique droite D; telle que 7’ = s D} © Sp passe par Q, et

2) = ¢ "4

_)
est dirigée par un vecteur unitaire 17; tel que (o 5 = ofn], donc u; = ', et
D) = D', et enfinr = sp: 0 sp = sp; o sp = r', donc r est la rotation de centre Q,

d’angle 2a = 2(5,3)[211’].

Exercice 5.13.

1°f : ' = 5‘” - y +1
Fiy - s g3

¥y =-%z—3y.
f est une application affine, car ses formules analytiques sont de la forme X’ = AX + X,

avec X = (7 ) coordonnées dans R d’un point M, X = (é) coordonnées dans R

/ 3 _4
de O' = f(0), X' = (Z,) coordonnées dans R de M’ = f(M), et A = (_é §)
5

matrice de la partie linéaire ¢ de f, dans la base B = (7, 7).

A est une matrice orthogonale (ses colonnes sont normées : (§)% + (§)® = 1 et
orthogonales) et symétrique, donc A est la matrice d’une réflexion orthogonale. f est
donc soit une réflexion, soit une réflexion glissée, selon qu’elle posséde ou non des

points fixes.

, . , 12 , P Ny E?
Déterminons d’abord les éléments de ¢ : c’est une réflexion par rapport & A = F,
3 4
fx—ty==2x
5 5

4

3 <~ z+2y=0,
5T 5Y=Y

ensemble des vecteurs fixes de , caractérisé par {

5 _ - 1
donc A =< ¥ > avec U ( 12> (un vecteur directeur normé de A est u' = il o,

_2
de coordonnées ( 1‘/5 )
V5
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Revenons maintenant & f ; on est siir qu’il existe une unique réflexion sa (avec A dirigée
par A) et une unique translation ¢ (avec 7 € A) tels que f =saoty =ty osa. f
est une réflexion lorsque 7 =0, une réflexion glissée sinon.

Pour déterminer rapidement la nature et les éléments de f, on étudie fo f : en
effet, on a forcément f o f =t osa 0sa oty = ty3. 1l suffit donc de déterminer
I'image par f o f d’un point pour étre éclairé sur la valeur de 7. Le point le plus
simple est ici, comme souvent, le point O. On connait O’ = f(O), déterminons

0" = f(0') = f o f(O) = ty4(0) = O + 27 : il suffit de remplacer (z,y) par (1,0)
8 4

dans les formules analytiques de f, on obtient O” (-gé ) # O donc ¥ <_§g ) et f est
5 5

donc une réflexion glissée. Remarquons que ¥ est bien colinéaire 3 ¥, ona ¥ € A.

Reste & déterminer la droite A ; pour cela, on sait que sp =t_- o f, donc on obtient
les formules analytiques de sa en ajoutant & chaque ligne les coordonnées de —7; ce

_ 3. 4 4 _ 3. 4,1
sont{x/_ sT-sytl-3 —s {"Bl_ 52— 35Y+ts

y=-gz-8y+i Y =-§2-5y+3.

A est I’ensemble des points fixes de sa, donc est caractérisée par

{x: 5”’_ y+5 — {§z+§y=

1 8 = 2z+4y=1.
y=-gz -3y +§ 5T+ Y=

G =

Donc A : 2z + 4y = 1 passe par A(%,O) et B(0, }) et est dirigée par .

> N0 =£(0)

t2(0)

Conclusion :

(S0

f est la réflexion glissée sp ot = t= 0 sa avec U (_ 2 ) et
5
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A = A+ < ¥ >= A+ < ¥ > d’équation 2z + 4y = 1 et qui passe par A(%,O).
pg o =Lz 1ly42 - { =Bz _1ly42
=3(V3y+z+1). y’=§w+32£y+%

g est une application affine caractérisée par des formules du type X' = AX + X,
(mémes conventions que pour f).

52@ -3 cosg —sing
La matrice de la partie linéaire g de g est A = sl =g .

1 sing cosg

2 2
donc ¢ est la rotation vectorielle pz, et g est une rotation d’angle . Le centre de g

est son unique point fixe qu’on détermine en résolvant le systéme
X =AX+Xo < (f ~ N~ jy=-2
0 lp4 (8 _1)y=-1
2% 2 2
Le déterminant de ce systéme, forcément non nul vaut

A=(cos%——1)2+sin2%=2—2cos%=2—\/§.

La solution de ce systéme est (méthode de Kramer) le couple (z,7) = (5= = A =¥) avec

-9 __1_
Ay - —V3+2- —\/§,et
-1 _
A= 3@—1 2| | L-3 —2 _§_£
U 1R R Lt
Donc le centre de g est le point Q(zq, ya) avec
s i=V3_G=V3CHV3) 1 V3
T /B 4-3 2 4
oot %_G —%mﬁ):gﬂ/g
2-+/3 4-3 4 '

Exercice 5.14.

1° Puisqu’on suppose dans cette question que ¥ L Z, A est un hyperplan orthogonal
a U et donc, d’aprés le résultat de D'exercice 5.8, il existe un hyperplan (donc, ici une
dr01te) A, parallele & A tel que t = sar 0 sa, et il existe un hyperplan A”, paralléle
a Atel quet = sposan. (si A€ A, A passe par I = A + 17 et A" passe par
J=A-1%).

Onadonc f =so0t=35p0(sa0sar)=3ar et g=tos=(sar08a)08a=5as qui
sont bien des réflexions.

2° Son'. =7+ 7 la. décomposition de ¥ selon la somme directe E) A (&) A‘L
?e Aetd € AJ' Alorsonat =ty =tz oty =ty otyp.
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On adonc f = sot = sapoty = (saoty)oty. D'aprés la question précédente,

puisque 3§ L A, il existe une droite A; paralléle & A telle que sa o ty =sa,-Ona
- 7 . . 7 )

donc f = sa, otz, et comme Z € A, f est une réflexion glissée d’axe Ay, de vecteur

de glissement 7 (et on a f = sa, otz =tz 054, ). Donc f ne peut &tre une réflexion

que lorsque Z est nul, c’est-a-dire lorsque ®e Al

3° Avec les mémes notations que dans la question précédente,
g=tos=(tzoty)osa=tzo(tyosa)

%
et puisque 7 L1 A, il existe une droite Ay de direction A telle que ty o0 sa = sa,,
donc g = t3 o sa, est une symétrie glissée d’axe Ag, de vecteur de glissement ZeA
et est telle que g =tz 0 sa, = sa, otz. Donc g est une réflexion si et seulement si le
vecteur de glissement Z est nul, c’est-a-dire si et seulement si ¥ L A.

Exercice 5.15.

1° Formules analytiques de sp, : Soit M(z,y), d’image M'(z',y’) par sp,. Le
/ /
milieu I de [M M’] appartient & D;, donc on a e + 2m —-1=0.
2 2
—
D’autre par MM’ est orthogonal & D;, donc colinéaire au vecteur 7 G) qui est

=z+A
Y =y+ 2\
En combinant ces deux conditions, on obtient (z +z + A) +2(y +y +2)) —2 =0,

donc5)\=2—2:v—4yet/\=w+—2

z/=m+i‘5‘1yﬂ $'=%m—§y+—§-
— —2x—4y+2 — 4 3 4
y’—y+2—’°5—ﬂ—— y,——§$—3y+g

Vérification facultative, mais bien utile : on peut facilement sortir de ces formules la
3

matrice de la partie linéaire de sp,, qui est 54
5

normal & D : il existe A € R tel que

. En reportant dans le systéme on obtient

et il est facile de vérifier que

arw el
N—

c’est la matrice d’une réflezion vectorielle (de la forme (Z _ba) avec a? +b% =1).

Formules analytiques de sp,

/ / / — A
Méme démarche et méme notations, on a Ttz + vty _ 2=0et {w T+

2 2 yY=y+A
=—-y+2

donc2a:+)\+2y+)\=4et)\=2—z—y,d’oi1{ ,
yY=—z+2

La matrice de la partie linéaire de sp, est <_01 —01)
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Formules analytiques de sp,
/ ! I_= 3)\
T+ y+y —0et :cl T+
2 2 yY=y—
g’ =g + 3=+ o =—%z+3y
= 575
y/=y ﬂm y':%z+%y

).

2° On peut déterminer les formules analytiques de f en combinant celles des sp,. Le
plus sage, pour ne pas se tromper est de noter comme ceci :

M(a:,y) ’ﬂ M’(.’l:/,yl) "9& M”(a:",y”) & M*(:E*,y*).

,donc 6z+9A—2y+A =0

On a simultanément 3

-3
et A= a:T-i-y donc en reportant, {

SIS
[N [N

Maitrice de la partie linéaire : ( 3
5

onad¥ =tz {mff=—yf+z {=y+

/1 _ 3 4
y=352+3y
d’ou, en combinant,

y'=%z-3y+2 4
——
Les formules analytiques de f sont donc { v 9
y=y-2

La partie linéaire 7 de f admet comme matrice < 0 (1)), c’est bien une réflexion

vectorielle, (résultat prévisible, car f est un antidéplacement, comme composée de
trois antidéplacements).

? est la réflexion vectorielle o avec A =< 7> (c’est & peu prés évident car 7 est

visiblement un vecteur invariant de ?) Donc f est une réflexion ou une réflexion
glissée, de toute fagon de la forme f = sa oty =1t osa avec sa une réflexion d’axe

A dirigé par A et d e A (f est une réflexion lorsque ¥ = ﬁ)

Ona fof=(tg0sa)o(saoty) =1tz
Or,ona fof(0) = f(O') = 0" = t,3(0) = 0+271 avec O'(0,—2) et 0"(0, —4), donc

' =—z

7 a pour coordonnées ( 02). Comme t_3; o f = s est caractérisée par ¢
- Y=y

A est la droite x = 0, donc c’est ’axe des ordonnées.
%nalement, f est la symétrie glissée sp oty =tz osa avec A = O+ < 7> et
=27

3° a) Comme les droites D, et D3 sont sécantes, r = sp, 0 Sp, est une rotation dont le
centre est le point d’intersection 2 de D, et de D3, et dont I’angle est 2(Ds, Dy)[27].
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3°b) On a f' = sp; 0sp, 0 sp, = sp; or. Or, 7 est une rotation de centre 2 et D]
passe par (2, donc, d’aprés la proposition 5.14 p. 125 (voir aussi exercice 5.12), il
existe une unique droite A telle que r = s p; © sa. Cest la droite qui est telle que

(&, D}) = (Ds, Dy)[r], donc on a (D}, A) = ~(Ds, D)l
On a donc f' = sp; or = sp; o (sp; 05a) = sa, donc f’ est bien une réflexion.

3°c)Ona f =sp, 08p,08p, = 8p, 08p; 08p; 98D, 98Dy = (8p, 08p;) o f' =ty 0sa,
avec ¥ un vecteur non nul orthogonal & D, puisque les deux droites D; et D] sont
strictement paralléles.

f est donc la composée d’une translation t- et d’une réflexion sa. D’aprés le résultat
de Dexercice 5.14, f est donc une réflexion glissée, sauf si le vecteur 7 est orthogonal
a A,

Mais le vecteur ¥ est orthogonal a Dy, donc s’il était aussi orthogona.l a A, Clest Yest qu ‘on
aurait D1/ A et (A Dj}) = 0[], mais c’est impossible puisque (A D)) = (Ds, D2)[7r]
et parce que D, et D3 sont sécantes par hypothése.

Donc la composée de trois réflexions par rapport & des droites formant les c6tés d’un
vrai triangle est toujours une réflexion glissée.

4° a) La partie linéaire de g est 7 ? 7o ? ; comme f et r sont des isométries,
leurs parties linéaires sont des transformations orthogonales, donc 7 aussi, et g est
donc une isométrie. Mais on a

4et(9) = det(F) det() det(7 ") = det(7) det(?) (et 7) = det(?) =1,
donc g est un déplacement, et en dimension 2, g est une rotation. Comme 7 ala
méme trace que 7, g a le méme angle que 7, éventuellement au signe prés, mais en
tout cas non nul modulo 27. g admet donc un unique point fixe.

Mais on a g(f(R)) = (foro f~1)(f() = f(r(€)) = () puisque 7(£2) = Q. Donc
f(f2) est 'unique point fixe de g, c’est bien son centre.

4° b) On a vu que 7 = sp, 0 Sp, est une rotation de centre Q; on applique le résultat
de la question précédente avec f = f~! = sp, (une réflexion est involutive), donc

8p, oT o sp, est une rotation de centre sp, () (et d’angle —2(Ds, D;), puisque f est
un antidéplacement, donc inverse les angles.)

4° ¢) Si Dy, Dy, D3 sont concourantes, §2 est un point de D;, donc 2 est un point
invariant par sp, o sp, o Sp,, et cet antidéplacement qui admet au moins un point
fixe est une réflexion.

Réciproquement, si sp, © sp, o sp, est une réflexion sa, alors on a, en composant a
droite par sp,, on obtient : sp, 0 Sp, 0 Sp, © Sp, = Sa © Sp,. D’aprés ce qui précéde,
le membre de gauche est une rotation de centre Q' = sp, () ; mais en observant le
membre de droite, ' doit aussi &tre le point d’intersection de A et D;. Donc on doit
avoir ' € Dy, et donc sp, (?') = Q' € D;. Mais sp, () = sp, (sp,(2)) =Q:ona
prouvé que 2 € D, donc les trois droites sont concourantes.
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Exercice 5.16.

12+42+82 81 42 4424 72
1° Les colonnes de A sont normées (car —+9+ =31 1= —-'-; Elles
—-8+16-—38 —32+28+4
sont deux & deux orthogonales : C;C = —+81_— =0,C1C5 = ——isi—L =0
4428 —32
et CoC3 = % =0, donc la matrice A est orthogonale, et il en est de méme
de o.
A n’est pas symétrique, donc ce n’est pas la matrice d’une symétrie.
4 4
On commence le calcul de C; A C; : sa premiére composante est f 93 qui est
9 9

visiblement négatif. Mais la premiére composante de C3 est —% qui est aussi négative,
donc on aura C; A C3 = +C3 et et A est donc la matrice d’une rotation.
Déterminons les éléments de la rotation . L’angle 6 de ¢ est tel que 2cosf + 1 =
tr (A) = 42, donc § = *arccos(75).

Pour déterminer I’axe de ¢, nous utilisons la technique proposée dans le cours :

0 -5 -5
La partie antisymétrique de A est %(A —tA) = T1§ 5 0 15 ], elle est de la forme
5 =15 0
0 — B
v 0 -—al,aveca=-3%=—% ety= 1}, donc un vecteur directeur de
-8 a O
-3
- -
I’axe El = A de ¢ est 4 —1% . En orientant A avec ce vecteur, 1’angle de la
5
18

rotation est positif, et c’est donc 6 = +arccos(%)
On peut simplifier la définition de A en multipliant son vecteur directeur par 1?8 >0,

-3
donc A est dirigé et orienté par 7 | —1 |. Si on veut un vecteur normé, on divise 7
1
3
Vi1

. - 1
par sa norme /11, et on trouve comme vecteur directeur unitaire de ’axe @ —7a
1

Vil
2° A est obtenue a partir de la matrice précédente en échangeant les deux derniéres
lignes et en multipliant par —1 la premiére ligne, et ces transformations ne changent
évidemment pas le caractére orthogonal de la matrice, donc A est orthogonale.

A est symétrique, donc ¢ est une symétrie orthogonale; comme tr(A) = —1, ¢ est
un demi-tour oz (une symétrie orthogonale par rapport & la droite vectorielle A).

_)
A = Ezl est I’ensemble des vecteurs invariants de ¢ (remarquons que la partie
antisymétrique de A est nulle puisque A est symétrique, donc la méthode utilisée
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en 1° n’est pas applicable ici), mais il est un peu plus simple de déterminer E-l, le
sous-espace propre associé & la valeur propre —1, car c’est un plan vectoriel, et le
systéme ¢ +id3(X) = 0 sera de rang 1 :

z

Le systéme caractérisant Ez_l est (en posant X = |y |)
z
1 1 4
9 9 9 x 0
A+L)X=0<+< |5 3 3 y| =10] < z+y+42=0. Clest bien un
4 4 16 z 0
9 9 9
1 —
plan vectoriel, orthogonal au vecteur 7|1 qui est donc un vecteur directeur de A.
4

_)
Conclusion : ¢ est le demi-tour autour de A =< 4 > avec U = e +es+ 46_3).

3° A est aussi orthogonale comme les matrices précédentes; A est symétrique, et sa
trace vaut +1, donc A est la matrice d’une réflexion vectorielle, par rapport au plan

vectoriel Il = F; formé des vecteurs invariants par ¢, et caractérisé par
1 4 1
~9 9 "9 T 0
A-IX=0<+= |-3 -2 -4|(y]|=|0] & z+4y+2=0
-1 _4 _1 z 0
9 9 9

 est donc la réflexion vectorielle par rapport au plan ﬁ) tx+4y+2=0.

4° Les colonnes de A sont clairement normées et deux & deux orthogonales. Le
déterminant de A est —1 (calcul immédiat avec la régle de Sarrus). Donc A est la
matrice d’une isométrie vectorielle négative. Comme A n’est pas symétrique, A est la
matrice d’une antirotation a. La trace de A est nulle, donc 1’angle 6 de a est tel que
2cosf —1 =0, donc cosf = % et 0 = +%. Pour déterminer l'axe de a, on peut utiliser
la méthode de la partie antisymétrique :

1 1
0 3 —3 0 —c b
1(A-tA)=| -3 0 —}|.Cestdelaforme [ ¢ 0 =-a],aveca=1b=-1
1 1 b a O
2 2 .
IR 2
et c = —%, donc un vecteur directeur de ’axe Ez_l =Adegpest W —% En
1
2

orientant A avec ce vecteur, ’angle de la rotation est positif, et c’est donc § = +%
3

_)
Conclusion : A est la matrice de l'antirotation @, d’axe A dirigé et orienté par
1
27 = | -1, d’angle 3. Clest la composée o = poo = g op de la rotation p de méme
-1
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- —
axe A, de méme angle 7 et de la réflexion o par rapport au plan vectoriel H = AL
(d’équation z —y — 2z = 0).

Exercice 5.17.

o= r—gy—gz+l
1° f est définie par { 3’ = % z+iy+iz
! — —_—
2z = %y \/2-25 +1
Ces formules sont les formules analytiques d’une application affine de F dans lui-méme.
: 1
Y2 2 T2
La partie linéaire 7 de f a pour matrice : A = % % % . Cette matrice
1 _ 1
0 % %

est-elle orthogonale ? (il vaudrait mieux, sinon, on ne saurait pas faire grand chose).
Si on appelle Cy, Cs, C3 ses colonnes, on s’apercgoit facilement que ces colonnes sont

normées (C? = (%)2 + (%)2 =1let 02 Ci=i+1i+ (\/-)2 =1) et deux a

deux orthogonales (C; - Cy = C1 - C3 = > \/— =0et Cs- 03 =1 + = — =0), donc A
est bien une matrice orthogonale et 7 est une isométrie vectorielle.
1 1
La premiére composante de C; AC est ‘65 f = % Comme la premiére composante
V2

de Cj3 est —— c’est que C; ACy = —Cj3, donc A est une matrice orthogonale « négative ».
Le détermmant de A vaut donc —1.

Donc f est une isométrie vectorielle négative. Comme la matrice A de 7 n’est pas
symétrique, f n’est pas une symétrie orthogonale, donc est une antirotation.

Son angle 6 est tel que tr (A) = 3 =2cosf — 1, donc cos = 3 et § = +arccos 3.
L’axe de 7 se détermine fac1lement avec la technique de la partie antisymétrique :
0 _ﬁ‘lC -1
1(A-1tA) = &4@ 0 1=v2
1 _
3 =0
0 —v B8
Cestdelaforme | v 0 —a| aveca= 3/_— ,B= - et y= L"— Un vecteur
-8 a O
2-1
N 7!
directeur de 'axe A =< U > de ? est U = % , donc en orientant ’axe A de
V2+1

1
7 avec le vecteur o, l'angle est positif, et on a 6 = + arccos %.

Puisque ? est une antirotation, f est aussi une antirotation et admet un point fixe
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T = % —sy—3zz+1
unique. Déterminons ce point fixe en résolvant le systéme < y = % %y +3 1z
z= ﬁy - 752 +1

En additionnant les deux premiéres équations, on trouve y = (v/2 — 1)z + 1.

En additionnant la premiére équation multipliée par 2, et la troisiéme équation
multipliée par /2, on trouve 2z 4+ v/2z = 2z — 2z + 2 + /2, soit (\/§ +2)z =
(V2 - 2)z + (\/i +2), et en divisant par /2 + 2, c’est-a-dire aussi en multipliant par
3912, on trouve z = —-%(\/f —-2)2z+1=(2v2-3)z+1.

En reportant ces deux valeurs dans la premiére équation multipliée par 2, on obtient

2z = 2z — 2z +z—1—2v22 43z — 1+ 2, (2/2 — 2)z = 0 donc z = 0, puis
y=z=1
L’unique point fixe de f est donc 2(0,1,1), et f est I’antirotation de centre ©(0,1,1)
- v2-1
daxe A=Q+ A =Q+ < U >avecdd = 2 qui dirige et oriente A, d’angle
V2+1

0= arccos% Elle est formée avec la rotation r de méme axe A = Q + A, orienté de

méme par 4%, de meme angle 6 = arccos 2, composée avec la réflexion s par rapport

au plan P = Q+AJ' (P a pour équation (v2 — 1)z +2y+ (vV2+ 1)z =3+ 2) :
f=ros=sor.

o=%tz+2y+22-1

2° f est définie par { y' = §z+ %y_ %z+1

I — 2, _ 2 1 1
Z=3c—3Yy+3z+3

Ces formules sont les formules analytiques d’une application affine de FE dans lui-méme.
2

3

-2 1
3 3

Il est aisé de vérifier que A est une matrice orthogonale (les colonnes sont normées car
12 + 22 + 2% = 32 et visiblement deux & deux orthogonales).
A est symétrique, et sa trace vaut +1, donc A est donc la matrice d’une réflexion
vectorielle.
est la réflexion vectorielle par rapport a un plan vectoriel ﬁ) ensemble des points fixes
de f.On détermine une équation cartésienne de Il en cherchant les points fixes de
c=3z+32y+2z

win

La partie linéaire ? de f a pour matrice : A =

1IN Wit ol
= WIN
»

donc en résolvant le systéme (homogéne!) ¢y = 2z + -lgy - %z <= z-y—-2=0

z= 3:r — y + z
(les trois équations sont équivalentes, c’était prévisible ')
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1
ﬁ) est le plan vectoriel orthogonal a N -1
-1
f est donc soit une réflexion, soit une réflexion glissée, selon que f admet ou n’admet
pas de point fixe. Pour le savoir, on résout
_1 2 2
r=32+3y+3z-1 2 — 2y — 22 = -3
y=§w+%y—%z+1 = {2z+2y+22=3
Bien que les deux premiéres équations sont équivalentes, la troisiéme est incompatible,
donc ce systéeme n’a pas de solution, donc f n’est pas une réflexion, c’est une réflexion
glissée.
On sait qu’il existe une unique réflexion s = si et une unique translation ¢t = ¢,
telles que II est dirigé par II, = ﬁ et surtout telles que f = sot =t o s. Pour
déterminer ¢ (la connaissance de t permet de déduire celle de s puisque f =t o s), on
dispose de deux méthodes. La premiére consiste a appliquer la démarche constructive
de la démonstration du théoréme 5.11 p. 119; la deuxiéme méthode, plus facile &
comprendre mais pas plus rapide, ne fonctionne que pour les symétries glissées, et
utilise le caractére involutif d’une symétrie. Ensuite, la fin du raisonnement est la
méme.

Premiére méthode :
On a vu que si M est un point quelconque de E, avec M’ = f(M), U est la

premiére composante de MM’ dans la décomposition de M M’ selon la somme directe
1
E= ker(? —idg) @ Im(? —idg). Ici on sait que ker(? —idg) = = ﬁl, et U

est donc I'image par la projection orthogonale sur ﬁ) de W . Au lieu de prendre
n’importe quel point, on dispose toujours, dans ce genre de situation, du point O, dont
l'image O’ = f(O) est particuliérement simple & déterminer : ses coordonnées sont les
constantes des formules analytiques de f (ce que donnent ces formules quand on les
applique au triplet (0, 0, 0)).

-1

—
Donc O’ = (-1,1, %) et OO’ | 1 |. On calcule facilement le projeté orthogonal de ce
1

3
vecteur sur ﬁ = ﬁ"' en appliquant la formule de la page p. 110 du cours (démontrée
dans l'exercice 5.4) :

00’ -
=

-1 1
—
Onaﬁ2=12+12+12=3et00’~ﬁ=

1
1
1 -1

donc les coordonnées de ¥ sont
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7
-1\ 4 (1 -1 ’ —2%
1 —|-1]=|1])+|-5]=1| 2
1 * 9 -1 1 ? %
3 3 -9 )
7
9
—
(Remarquons que le projeté de OO’ sur < ﬁ >= ﬁ-‘- est Vv —g et qu’il est pertinent
7
—5

2 2 _ 2 4r_1m_ 19
de vérifier que W2 + V2 = O’ (Pythagore) : on a bien 23§ + 3T = =

D’autre part, il est sage de vérifier que les coordonnées de % vérifient bzen X equatwn
2

z—y—2=0de cestbzenlecaspuzsque———-+9—0.)

Deuxiéme méthode :

Ona f=sot=tos,donc fof=(tos)o(sot) =to(sos)ot. Or, s est une symétrie,
donc s est involutive, et on a so s =idg, donc fo f =tot =1tyy.

I suffit donc de déterminer I'image M" par f o f d’un point quelconque M pour
trouver 2@ = MM". Ici aussi, au lieu de prendre n’importe quel point, il suffit de
prendre le point O. On connait O’ = f(0)(-1,1, %) Déterminons, a ’aide des formules
analytiques de f, les coordonnées (z’,y/,2') de O” = f(O') = f o f(O).

N,
Il

g=1(-1+21+21-1 g = =34642-9 _ 2
Onad{y =2(-1)+ 11——3+1 donc y’=_'1'——63§—2+9=§
2
3

(-
(-1)-2%21+%141 =6=6+143 _ _8

4
9
W g =27 donc o %

8

9

ol

On en déduit que

Ol

On a retrouvé le méme résultat.

Détermination de s :

On connait maintenant 7, donc t = t. Reste & déterminer II, donc la réflexion s. Or,

on sait que f =tos,donc s =t"1o f =t_4 o f. On peut donc obtenir facilement

les formules analytiques de s, en composant celles de f avec celles trés simples de la
o =z+2

translation t_ : { ¢/ =y — % , et on obtient, comme formules analytiques de s :

Z=z+%
/1 2 2 2 /1 2 2 7
T=zzx+5y+52—-1+3 r=zx+3y+3zz—3
r_ 2 1, _ 2 2 _2 1, _2,,7
y=3e+3y—32+l-§5 <= (y=32+35y—352+3
f 2, 2,401,414 ' 2, 2,4 1,47
Z=3x—-3y+3z2+t3+3 Z=3c—3y+3zz+g

(Remarquons que les consttﬂte)s de cette formule sont exactement les coordonnées de
U, projeté orthogonal de 00" sur < N >. C’est normal, car O' = s(0) + U, et
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— —
donc OO0' = Os(O; + W, on retrouve la décomposition de OO' selon la somme directe

E=1 éL9< N > done Os(O; =7.)

Cette fois, ce sont les formules analytiques d’une réflexion, et on est sfir que s admet
un ensemble de points fixes qui est le plan de la réflexion. Il suffit maintenant de
déterminer cet ensemble de points fixes : on résout

z=3z+32y+2z-1 2z —2y—2z=—%
y=§x+%y—§z+% = {2z+2y+22= % <=>2:c—2y—2z=—§
z=2c-2y+32+1% —2+2y+22= %

Cette fois les trois équations obtenues sont équivalentes ! II est donc le plan d’équation
r—y—z= —%, il est bien dirigé par II.

Conclusion : f est la réflexion glissée formé de la réflexion par rapport au plan

I :z-y—2z= —g composée (dans n’importe quel ordre) avec la translation de
_2
9
vecteur 7 | 2 | € ﬁ
%
-9
1
Le plan II passe par le point B(—%, 0,0), et est orthogonal a N) -1
-1
o=-tz-2y—2:44
3° f est définie par § ¢/ = 2z — Ly + 22+ 2
Z=-2z+2y—3z+2
Ces formules sont les formules analytiques d’une application affine de F dans lui-méme.
1 2 2
-3 T3 73
La partie linéaire ? de f a pour matrice : B = —% —% % . On remarque
-2 2 _1
3 3 3
que B = —A, A étant la matrice de la question 2°. A est une matrice orthogonale, donc
B = —A aussi. B est symétrique, tr(B) = —1, donc f est une symétrie orthogonale

par rapport a une droite vectorielle, un « demi-tour ». L’axe de 7 est l’ensemble

1 des vecteurs fixes de f, mais il est sans doute plus simple de déterminer son
orthogonal, qui est ’ensemble E _; des vecteurs transformés en leur opposé (c’est un
plan vectoriel). Pour déterminer cet ensemble, on résout

—z=-30-3y- 32
—y=—§x—%y+§z = -22+4+2Y+22=0<4<= z—-y—2=0
—z=-2z4+2%y— 3z

On retrouve I’équation du méme plan vectoriel ﬁ de la question précédente, et ? est la

symétrie vectorielle orthogonale par rapport & la droite vectorielle A =< N >= ﬁl,
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1

dirigée par ﬁ -1

-1
f est donc soit un demi-tour, soit un demi-tour glissé. Pour déterminer si on est dans
un cas ou dans l'autre, on peut chercher I’ensemble des points fixes de f, mais ce n’est
pas vraiment la peine : en s’inspirant de la deuxiéme méthode de la question précédente,
on va simplement déterminer O” = f o f(O) : si on trouve O” = O, c’est que f est
involutive (car alors, quel que soit M, fo f(M) =0+ f o ?(O—M>) =0+ OM = M,
puisque f est involutive) et donc f est une symétrie. Si on trouve O” # O, on connaitra

par la méme occasion le vecteur o = 300" de la translation ¢ de « glissement » (telle
que L = sot=tos, s étant une symétrie axiale, avec comme axe une droite A dirigée
par A).
Ici, on a f(O) = O'(4,2,2), donc les coordonnées (z',y’, 2') de O” = f(O’) se trouvent
grace aux formules analytiques de f; elles valent :

e LRt LR LRV Bl

y=-24-124+2242==8=246 -

Z=-2%24422-1242==8+246

%
Donc O” = O et f est une symétrie axiale, d’axe A, de direction A =< ﬁ >, avec

-1
Pour déterminer complétement cet axe, il suffit de trouver un point invariant (c’est
plus simple que de chercher analytiquement 1’ensemble des points invariants). Or,
on est siir que le milieu I de (O, 0’) est transformé par f en le milieu de (O’,0"),
donc en lui-méme, puisque O” = O. Les coordonnées de I sont (2,1,1), donc A =

=2+
—
I+A=1+< N >. Une représentation paramétriquede Aest y=1-X (A €R).
z=1-A

(On pourrait bien siir appuyer A sur tout autre point invariant par f, par exemple
I' = I+ de coordonnées (3,0,0)...)

=1 8y _4,_
r=gr+gy—gz—1

4° f est définie par { ¢/ = §m+ %y+ dz-2

Z=%z-5y—I2+3
Ces formules sont les formules analytiques d’une application affine de E dans lui-méme.

©|= ©joo

La partie linéaire ? de f a pour matrice : A =

Ol ©[00 O

Cette matrice est orthogonale, car les colonnes sont normées (12+8%2+4% = 1+64+16 =
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81 =92 et 42 + 42 + 72 = 16 + 16 + 49 = 81 = 9%) et deux & deux orthogonales :

C1C; = 3;(8+8—16) =0, C1C3 = & (—4+32-28) =0, C,C3 = g;(—32+4+28) = 0.
E 4
4 _4
9 9
C3 vaut —§ et est aussi négative : c’est que C; A C = Cj3, donc que A est une matrice

orthogonale « positive ». ? est donc une isométrie vectorielle positive, et comme A
n’est pas symétrique, f est une rotation vectorielle.

La premiére composante de C; A C5 est < 0, et la premiére composante de

Déterminons les éléments de ?
Soit @ 1’angle de la rotation vectorielle ? Comme tr(A) = 3= = —3 = 2cosf + 1,
on a cosf = —F, donc 6 = + arccos(—7).

Déterminons la partie antisymétrique de A pour trouver ’axe de 7 :
4

5(A—*A)=10 0 § |.Cestdelaforme [y 0 -aaveca=p=-%
4 4 —
s —5 O fra 0
_4
- 9
et v = 0. L’axe A de la rotation vectorielle ? est donc dirigé par o’ —g . En
0
1
choisissant pour simplifier le vecteur ¥ = —% " de coordonnées [ 1|, on change
0
Porientation de A, donc ’angle est alor_s) négatif :
En résumé, est la rotation d’axe A dirigé et orienté par ¥ = 7+ j, d’angle

f = —arccos(—%).

f est donc soit une rotation, soit un vissage, sous la forme f =tor =rot, avec r
rotation de méme partie linéaire f que f, et t = t translation de vecteur v € A.
La décomposition f =tor =17 ot est valable dans les deux cas, (avec t = idg dans
le cas d’une rotation), donc on cherche 7. On applique la démarche constructive de

la démonstration du théoréme 5.11 p. 119 (c’est seule méthode possible lorsque
n’est pas involutive), 7 est Pimage du vecteu_r) 00’ (avec O’ = f(0), de coordonnées
(—1,—-2,3)) par la projection orthogonale sur A =< @ >. On a donc, en apﬂq}uant la

, .
formule de la page p. 110 du cours (démontrée dans ’exercice 5.4) : v = %2_7_7

3
2
—
Or, ©2=2et00" - U =—-1— 2, donc v = —gﬂ a pour coordonnées —%

Comme ¥ # 0, f n’est pas une rotation mais un vissage. Déterminons maintenant
l’axe de la rotation r telle que f =tor = rot (on sait que cet axe est dirigé et orienté
par ¥ et on connait son angle § = — arccos(—%)).
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On a donc r =t~ o f, donc on peut, en utilisant les formules analytiques trés simples
de t7! = t_= et en les composant avec celles de f, connaitre les formules analytiques
de r.

=z+3

= 2

Les formules analytiques de ¢t~! sont { 3/ =y + 3, donc celles de r sont
Z =z

o =3z+3y—§2-1+32 o =}z+8y—$2+3

y=§z+§y+§z-—2+% = (y=8%z+iy+52-3

z'—‘;:z:-—‘ly 7z+3 Z=%fz—5y—%z+3

11 suffit ma,lntena.nt de trouver un point I invariant par r pour déterminer son axe
A=T+ A I+ < W >. Pour cela on cherche un triplet (z,y, z) solution de
z=3z+8y—52+3 16z — 16y + 8z =9
v=fetdurde-t > J-100+10y -89

z=§x—§y—%z+3 4z — 4y — 162 = 27

27

T—y—4z= "T
n soustrayant ces deux équations, on trouve 5z = <, donc z = 32 et en reportan
E trayant ces d ti t 22=11 4 13 et portant
dans la premiére équation, on trouve z — y = TQE - % = —%. Un point invariant

est donc par exemple le point I(0, i, 183) 1l est sage de le vérifier, en calculant les

coordonnées (z/,y',2') de f(I) : on a

o=10+81 340414499

r— 8 11,413 1 _ 1426-18 __ 9 _ 1
Y=50+5:+5%5 5= "3 —3—1
/r _409_41_713 — —8-91+216 _ 117 __ 13
Z=50-53-53% +3= 72 =72 T8

Conclusion : f est donc le vissage formé par la rotation r d’axe A passant par I(0, 1, 183),

dirigé et orienté par °=7+7 d’angle — arccos(——) composée dans n’importe quel
ordre avec la translation ¢t = t avec ¥ = -3

Exercice 5.18.
1° Puisqu’une application affine est entiérement déterminée par la donnée des images
des points d’un repére affine, il suffit de vérifier que (O, A, B, B’) est un repére affine,

ce qui est équivalent au fait que (O, Ei, Oj, OB’) est un repére cartésien; or, les
vecteurs ((ﬁ,(ﬁ;’, OB') forment une base car le déterminant de leurs coordonnées est

1 1 1 |1 0 o
-1 1 1f=|-1 -2 —2|=4#0.
-1 -1 1 [-1 0o -2

Donc (0, A, B, B’) est bien un repére affine.
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2° 11 suffit de vérifier que f conserve les distances entre les points du repére affine.

On vérifie a.isément que :
f(0)f(A) = OB =3 =0A4; f(0)f(B) = OB' = /3= 0B;
f(O)f(B") = OC’ V3= OB' f(A)f(B)=BB' =2 = AB;
f(B)f(B')=B'C' =2= BB’ et f(A)f(B')= BC' =22 = AB.
f est bien une isométrie.
3° Grace au fait que 4B = 27, ﬁ = 2k et B'C' = —27, on a déja pas mal de
renseignement sur les images par ¢ ﬁ)s vecteurs de la base.
Puisque <p(zﬁ) = f(B) — f(A) = BB, on a ¢(2j) = 2k, donc ¢(7) = k.
_.) ——) - -
De méme, comme ¢(BB’) = f(B')— f(B) = B'C’, on a ¢(2k) = —27, donc (k) =

On peut facilement déterminer l’1mage_d)e C’ par f, en remarquant quei) ! _0_) ,
donc 50(5?) = —<p(0__/i) — OB = OD’; on a donc f(C') = D' et p(B'C") =C'D’,
¢(—27) = —27 donc ¢(7) = J; et on connait maintenant complétement la matrice M de
¢ dans la base (%, 7,k) :

0 0 -1
M=[1 0 O

01 0

On calcule maintenant facilement les images des points de I, soit avec M, soit &
l'aide de considérations géométriques. On trouve f(D') = D; f(D) = A; f(A') =C;
f(C)=

U_n;-:-xemple de méthode_d)e calcul : N
OD' = —OB, donc p(OD') = —(OB) = ~OB' = OD, donc f(D') = D
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—

0D = —5&, donc <p(0?) ¢(OB') = ——58 ﬂ donc f(D) = A.
Les coordonnées de A’ sont (1,—1,1), donc ga((-):? ) a pour coordonnées :

00 -1 1 -1

10 0|[-1]=(1], doncy(0A) =00 et f(4)=C

01 0 1 -1

— — —

0C = —0A’, donc w(O?) =—p(04") = _0C = OA’, donc f(C) = A'.
Finalement, on a montré que f est une isométrie qui conserve globalement le cube I'.

4° Déterminer la nature et les éléments de f.

On sait que f est une isométrie qui admet le point fixe O. Il suffit d’étudier sa partie
linéaire ¢, dont on connait la matrice M. Comme M n’est pas symétrique, et comme
clairement det(M) = —1, ¢ est une antirotation. La trace de M est nulle, donc son
angle 0 est tel que 2cosf — 1 = 0, donc cosf = - et donc 6 = £%; on a vu que

(OA’ )= —OA’ donc 'axe de ¢ est dirigé par OA’ 1l reste & orienter cet axe. La
méthode de la partie antisymétrique permet d’éviter les calculs, et de choisir toujours

1
0 -3 —3
un angle positif. Comme (M —™) = |1 0 -1, on peut diriger et orienter
11
2 3 O
1
21 . e e s A
Paxe de ¢ par o —3 |- On voit que U est colindaire & OA’ (c’est normal) et dans
1
2

le méme sens. On peut conclure que f est I’antirotation de centre O, d’axe A = (OA’)

orienté par OA’, et d’angle § = 7. C’est la composée commutative de la rotation r de
méme angle et de méme axe (avec la méme orientation) avec la réflexion sy, le plan II

—
étant le plan orthogonal & OA’ passant par O.

5° Tout d’abord, on peut déterminer 'image par f de ces six points. Il est tout a fait
clair, grace a la conservation des milieux par une application affine, que f(I) =
f(J)=K, f(K) =1L, f(L) =M, f(M) = N et f(N) = I. (Par exemple, I est le
milieu de [AB], donc f(I) est le milieu de [f(A)f(B)] = [BB’], donc f(I)=J...)
Mais ces six points appartiennent au plan II de la réflexion sy intervenant dans
la décomposition f = spyor = ros. Il y a deux fagons de s’en convaincre : la
premiére, c’est de faire le calcul de 1’équation cartésienne de II; comme ce plan est
perpendiculaire & OA’, les composantes de ce vecteur donnent les coefficients de son
équation cartésienne : une équation cartésienne de II est donc z — y+ z = 0 (puisque II
passe par O). Ensuite, on peut déterminer les coordonnées des six points et constater
que ces coordonnées vérifient 1’équation de II.

L’autre méthode plus générale est d’utiliser la propriété suivante : si f = sgqpor =rosp
est la décomposition d’une antirotation, alors, pour tout point M, si f(M) = M/,
alors le milieu I de [M M’] appartient & II. Démontrons cette propriété.
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On se place dans un repére dont ’origine est le centre de I’antirotation f, et le troisieme
vecteur dirige et oriente I’axe de 1’antirotation. Le plan II a pour équation Z = 0 dans
cos§ —sinf O
un tel repére. Or la matrice de f dans ce repére est | sind cos§ 0 |]. Ainsi, si
0 0 -1
M(X,Y,Z), alors M'(X',Y’,Z") avec X' =cos@ X —sinfY,Y’ =sinf X +cosfY et
surtout Z’ = —Z. Le milieu I de [M M'] a pour troisi¢me coordonnée Z; = 2(Z+2') =
31(Z-2) =0, donc on a bien I € IL.
Comme les points I, J, K, L, M, N sont chacun d’entre eux le le milieu d’un segment
joignant un point et son image par f (par exemple, I est le milieu de [Af(4)]...), ces
six points sont bien des points de II.
Comme f = r o s, la restriction de f a II coincide avec la restriction de r & II et
comme II est orthogonal & 1’axe de la rotation r, yn est une rotation plane, de centre

O (O €11, donc O est invariant par f, par 7 et par 'rln), et d’angle 6 = 7.

Les points I, J, K, L, M, N, coplanaires et images les uns des autres par une rotation
plane d’angle 3 sont donc bien les sommets d’un hexagone régulier.

6° so est une isométrie qui conserve globalement les sommets du cube, donc f; = sgo f
et fo = f oso sont aussi des isométries qui conservent globalement les sommets du
cube. La partie linéaire de sp est —idg, qui commute avec toute application linéaire,
donc les parties linéaires de ces deux isométries sont égales; comme O est clairement
un point invariant pour f; et pour f2, ces deux applications affines ont méme partie
linéaire, et méme image pour un point, elles sont donc égales. Nous n’étudierons donc
que fi.

Comme f et sp sont deux isométries négatives, f; est une isométrie positive, et elle
admet un point fixe O, donc c’est une rotation (ce ne peut pas étre I'identité, sinon
f = so, ce qui n’est pas le cas).

A’ est aussi un point invariant de f; puisque f1(A’) = so(f(A4’)) = so(C) = A’, donc
la droite (OA’) est une droite invariante, c’est ’axe de la rotation f;.

Pour finir de déterminer f1, il suffit de voir I’aspect de f; pour un point. Nous choisirons
un point du plan IT qui est orthogonal & 1’axe, car la restriction de f; & II est une
rotation plane de méme angle que f;.

fiI)=s00 f(I) = so(J) = M.

Comme (O ,0_1\/} ) = %” (pour D’orientation qui faisait que ys avait un angle de 3,
donc pour (OA’) orientée de O vers A’), donc f; est la rotation d’axe la droite (OA’),
orientée par OA’, d’angle ¢ (ou —2F[2n]).
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CHAPITRE 6

6. Solutions des exercices sur les coniques

Exercice 6.1.

1° Soit C la conique d’équation z2 + y? — 2zy — 6z — 10y + 9 = 0.

Déterminons un repére orthonormal dans lequel 1’équation est réduite.

La matrice de la forme quadratique principale @ associée & C est dans la base (7, 7, O)

1 -1 -3
de€est:M=[—-1 1 —5].On ne va pas essayer de diagonaliser cette matrice, ni
-3 -5 9

chercher ses valeurs propres p; < po < p3; mais on peut repérer que son déterminant
vaut —16 = pjpsps, donc ses trois valeurs propres réelles sont soit toutes trois
négatives, soit il y en a une négative et deux positives; mais comme sa trace est
11 = py + p2 + us > 0, donc les trois valeurs propres ne peuvent étre toutes négatives,
et donc la signature de @ est (2,1) : on est siir que la conique C est non dégénérée.

La matrice de la forme quadratique secondaire g associée & C dans la base (7,7) de
1 -1
est M = 11
Les valeurs propres de cette matrice sont 0 et —2 et on peut affirmer que C est une
parabole.

Un vecteur propre unitaire associé & la valeur propre 0 est @ = (%, %) et un vecteur
propre unitaire associé & la valeur propre 2 est 7 = (—\}—5, —%).

—

La matrice de passage de la base initiale & la base (#,¥) est P = <

la matrice de la forme quadratique dans la nouvelle base est A’ =

(z',y') les coordonnées d’un point M dans le repére (O, @, ¥).
Les formules de changement de repére (de (0,7, 7) vers (O, @, ¥)) sont :

— 1 0y 1

(8) 1,0 1.4
y=% ~ Y

Si on avait besoin de les inverser, ce serait particuliérement facile dans la mesure ou

l'inverse d’une matrice orthogonale est sa transposée (et ici, en plus la matrice de

passage est symétrique).

L’équation de la conique s’écrit dans ce nouveau repére est :

2y - 6(J52’ + 5y') — 10(J5a' — 559/) +9=0.

Cette équation se réduit & 2 — 4v/2z’ + v/2y' + 3 = 0; pour finir de simplifier, on

compacte le terme v/2y’ avec le 42 en posant Y = ¢’ + —\}—5, donc Y2 =y"% + \/f v+ %,
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puis on fait rentrer ce qu1 reste de constante (- — - = 4) dans la variable X en posant
en posant X =z’ — 7 =z — ﬁ Nous utlllsons donc en fait les formules
o) =X+ \/5
9

y=Y-
Ce sont des formules de changement de repére par translation, de (O, @, ¥) vers (2, @, ¥),
avec 2 qui a pour coordonnées (dans (O, @, 7)) : o = % et yo = —%-

Q est le sommet de la parabole; il est intéressant de connaitre ses coordonnées dans
le repére initial (O,7, j) : il suffit d’appliquer les formules de changement de repére
(8) vues plus haut qu ’on n’a toujours pas besoin d’inverser; elles nous donnent :

\/-\/-"'\/-( f) 0etyq = —'I——T(—T)—l
Fmalement ’équation de C dans le repére (R, ,7) est : Y2 = 41/2X
C’est 1’équation réduite dans le repére (£, @, ¥) d’une parabole de paramétre p = 2v/2.
En combinant les deux formules de changement de repére (8) et (8), on obtient les
formules de changement de variable du repére initial (O, 7,7) vers le repére dans lequel
P’équation de la conique est réduite (92,4, 7) :

1 ; 1 } 1 1
soit (10

) m—\/-X+\/—Y
1 1 1 1 1 1

x
o]

Le foyer F' de la parabole est le point de coordonnée (£,0) = (v/2,0) dans le nouveau
repére et la droite D a pour équation X = —& soit X = —+/2 dans le nouveau repére.
Dans le repére initial, F' a pour coordonnées (zr,yr) = (1,2) (on applique (10));
pour trouver 1’équation de D dans le repére initial, on pourrait inverser (10), mais
ici, ce n’est pas nécessaire : comme X est fixe et que Y décrit R, les formules (10)
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z=-1+2Y
y=-1-2Y+1,
trouve une équation cartésienne en additionnant. D : z +y = —1.

nous donnent une représentation paramétrique de D : { , et on

2°a) C: 22 —2zy+y%®+2+y+1 = 0 La matrice de la forme quadratique principale Q
1 -1

associée & cette équation est M= | _1 . Ici aussi, le calcul du déterminant

=Nl N

1
1 1
5 \2 2
(det(M) = —1) et de la trace (tr (M) = 3) suffisent pour conclure que la conique est
non dégénérée.
La matrice de la forme quadratique secondaire g de cette conique est M = (_11 _11)
Cette matrice est de rang 1. Les valeurs propres associées sont 0 et 2, donc C est
encore une parabole. Deux vecteurs propres unitaires sont respectivement ﬂ‘(%, —lﬁ)
et v(=,—-L%).

V2! V2
On raisonne comme précédemment (c’est le méme premier changement de variable
(8)) Dans le repére (0 i, ¥), 'équation devient 2y + /22’ + 1 = 0, ce qui peut
s’écrire y'? \/-( z' ﬁ)

/I — X — 1
On poseradonc Y =y’ et X = —z' — \}5, ou encore (11) {z _y V2
Cela revient & faire le changement de repére de (O, i, ¥) vers (2, —i, ¥), avec Q(— —=,0)

(coordonnées dans le repére (O, i, ¥)). Toujours grace a (8), Q a pour coordonnees
(—3%,—1) dans le repére initial.
L’équation de la courbe dans le repére (£, %, 7) est Y2 = %X . La courbe est donc
une parabole de parameétre p = \1/- Ceci détermine le foyer F' : (Xp,Yr) = (ﬁ, 0)
et la droite D d’équation X = _F
En combinant (8) et (11), on obtient les formules de changement de repére du repére
initial vers le repére (2, —, ) :

1 1 1

t=5(-X-5)+5Y z=-dX+ %Y -}
vz Vel va soit (12) { ‘/- 2

y= G- X~ 1)~ Y, y= X ¥ -

Gréce a ces formules, on peut écrire dans le repére initial les éléments de C :

1_ 1., _
Tp=—%— 3, yp=—§ — 3, donc F(-3,-3),
: A o JT=t Y -3
et la droite D a comme représentation paramétrique 14y 1
=57 i
d’oll, en additionnant ces deux équations pour éliminer Y, on trouve I’équation

cartésienne X +Y = _%.
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-n

2°b) C: 22 + 22y + % + £ + y + 1 = 0. La matrice de la forme quadratique principale
1 1

Q associée & cette équationest M= [ 1 1 . Ses deux premiéres lignes sont
1 1

1

=t DI

2 2
confondues, donc son rang est 2. Cette conique est donc dégénérée.
Nous allons le vérifier en étudiant classiquement cette conique :

La matrice de la forme quadratique secondaire g de cette conique est M = G i)

Cette matrice est de rang 1. Les valeurs propres associées sont 2 et 0. Deux vecteurs
propres unitaires sont respectivement '&'(—\}—5, \/Li) et v(%, —%) On écrit facilement

1 .7 1.0

T= 2z + >
les formules de changement de repére ‘{5 , ‘{Ey/
V=T -~ Y

L’équation devient dans le repére (O, #,%) : 222+ /22’ +1=0

Le discriminant du trindme est négatif, la conique est non seulement dégénérée, mais
en plus elle est vide.

En fait, avec un tout petit peu de sens de I'observation, on pouvait s’en apercevoir des
le début, en écrivant I’équation initiale ainsi : (z + y)? + (z + ) + 1 = 0. En posant
Z =z +y, il est clair qu’il n’y a pas de réel Z tel que Z2 + Z + 1 = 0, c’était de loin
la méthode la plus efficace.

2°¢c) C: z? + 2y +y? +z +y = 0. La matrice de la forme quadratique principale Q
1

associée & cette équation est M = . Ici aussi, le calcul du déterminant

= N =
= = Nl
O NI= =
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(det(M) = —1) et de la trace (tr (M) = 2) suffisent pour conclure que la conique est
non dégénérée.

1
La matrice de la forme quadratique secondaire q de cette conique est M = (} %)
2

Les valeurs propres associées sont % et % : elles sont toutes deux positives, donc on
sait déja que C est une ellipse. Les vecteurs propres unitaires correspondants sont
respectivement 4 = (-—\}—5, —%) etv= (\/Li’ \/Li) (Ce n’est pas un hasard si on prend
toujours 4 peu prés les mémes vecteurs : c’est parce que les formes quadratiques
secondaires g associées aux coniques de cet exercice sont symétriques en z et y).

1 . 1.
T= 5T+ 5y
Les formules de changement de repére sont : (13) ‘{5 ) ? ,
Y= —7§$ + 7§y .
Dans le repére (O, 4, ¥), 'équation devient %x’z + %y'2 + V2% = 0. On réduit cette
équation :
12 4 3(y2 4+ 242y) =0 < o243y +2)2=32=1.

i

=X
y =Y - L2
On se place donc dans le repére (2, @, ¥) avec © qui a pour coordonnées dans (O, i, 7) :
zo=0,y5 = —ﬁg-
Nous déterminerons les coordonnées de 2 dans le repére initial & ’aide d’une autre
méthode.
L’équation de C s’écrit donc : X2+ 2Y2 = 1, il ne reste plus qu’a diviser par } pour
obtenir la forme réduite : )

(9"

3

8X249y2=1 <
2 2 (%) 2

Cette équation est bien réduite sous la forme %:— + )—,:2- =1, avec a = 3\% et b= 3?
Notons qu’on a bien a > b et que 1’axe focal est bien I’axe des X. Remarquons au
passage l'intérét de prendre comme premier vecteur de la nouvelle base le vecteur
propre de la plus petite des deux valeurs propres lorsque les deux valeurs propres sont
positives. Cela évite d’avoir & faire un dernier changement de repére pour échanger les
deux vecteurs de base.

Ici, ¢ = Va2 - b2 = % L’excentricité de 1'ellipse est e = £ = %, un foyer est le
point F(Xr,Yr) = (c,0) = (%,0) et la directrice associée est la droite D d’équation

2

On fait un dernier changement de variable par translation : (14)

2+

2

X = a’? = % =1.

Combinons (13) et (14) pour avoir les coordonnées de F' et I’équation de D dans le repére
T = LX+_1.(Y_Q) r= LX+-Lly-1

initial. Cela donne ‘f \f é soit (15) ‘f ‘f f
y=—7§X+%(Y—3), y=—7§X+EY—§.

Ces formules nous donnent déja les coordonnées de €2 dans le repére initial : c’est



300 SOLUTIONS DES EXERCICES

(za,¥a) = (—3,—3), & cause de la forme générale de formules de changement de
repeére.
En les appliquant & F, on trouve ses coordonnées dans le repére initial :

(@r,yr) = (2 — 1, —¥2 — 1) ~ (0,138, -0,805).

Une représentation paramétrique de la droite D est, dans le repére initial :
(Ll _1, 1
1 _ 1, 1
#oit iy .
On en obtient une équation cartésienne en éliminant Y, en soustrayant ces deux
équations : T —y = —/2.

Exercice 6.2.
1° Le centre O de D'ellipse est le milieu de [FF”].

On peut toujours supposer que A et F sont du méme cdté de O sur la droite (F'F”)
(sinon, on remplace F' par F' dans le raisonnement qui suit).

c
On note ¢ = OF et a = OA. L’excentricité de ’ellipse est nécessairement e = = La
directrice associée au foyer F est la droite perpendiculaire & la droite (F'F’) passant
a
par le point K vérifiant OK = " et K est situé du méme c6té de O que F' et A.

L’ellipse est donc entiérement déterminée.
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20

Tragons une tangente au cercle principal de I’ellipse issue de K et appelons C' le point

de contact. Montrons que le projeté orthogonal H de C sur la droite (F'F”) est le point

F.

Le triangle KCO est rectangle en C. D’apreés les relations dans le triangle rectangle :
2

OC? =0H -OK.Or OC =a, OK = a?‘ On en déduit que OH = ¢, les points H et
F sont donc confondus.

3° Montrons que l'ellipse est ’image du cercle principal par Paffinité orthogonale
de base (F'F') et de rapport %, c’est-a-dire ’application affine f dont les formules
=z
Y=y

, cette relation

0]
analytiques sont, (dans un repére orthonormé (O, 7, 7) tel que 7= B II) :{

En effet, tout point M(z,y) du cercle principal vérifie 22 + y? = a?

caractérise le cercle principal C.
Si M'(z',y') est 'image de M par f, on a

2
y/2 132 ( b 1 ')
b2 1 a? ab2

/2

M’es<=>z—2+ =1
a

= 22+’ =a’> <= MecC

Donc on a bien f(C) = €.

4° Connaissant les deux foyers F' et F’, nous pouvons placer le milieu O de [FF'],
puis connaissant un des sommets A de l'ellipse, nous pouvons tracer le cercle principal
I" de Dellipse (de centre O et de rayon OA). Soit B; un des deux points du cercle I'
situé sur ’axe non principal de ’ellipse, c’est-a-dire la perpendiculaire & ’axe focal
passant par le centre O.

Soit C 'un des deux points du cercle principal (on prendra celui sur le méme demi-
cercle que B) qui se projette orthogonalement en F' sur la droite (F'F”). La distance
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CF vérifie d’aprés le théoréme de Pythagore : CF? = OA% — OH? = a2 — ¢% = b
Nous pouvons donc placer (en construisant un rectangle OFCB) le point B, un des
points d’intersection de l’ellipse avec ’axe non principal.

o8

OB,
cercle en l'ellipse.

Soit D un point quelconque du cercle principal, on trace la droite (B;D) = A, qui
coupe ’axe focal en J. L’image de cette droite A par P’application affine f est une
droite A’, qui passe par B. Le point J, étant élément de I’axe focal, est invariant par
f. Donc A’ = (BJ). On trouve donc I'image G de D & l'intersection de (BJ) avec la
perpendiculaire & I’axe focal qui passe par D. G est un point de Dellipse €.

b
= Ces points sont donc placés dans le rapport de 1’affinité qui transforme le

On peut construire ainsi autant de points de £ que l'on veut.

Si on veut la tangente au point G par exemple, on construit la tangente T" au point D,
qui est la perpendiculaire & (OD) passant par D ; soit K le point d’intersection de
cette tangente avec l'axe focal. L’image de (K D) par f sera la tangente a 'ellipse en
f(D), c’est-a-dire en G (par conservation du contact).

Exercice 6.3.

1° Comme dans I’exercice précédent, on peut déterminer le centre O de ’hyperbole

qui est le milieu de [FF']. Nous supposerons que A est le sommet de ’hyperbole qui

est plus prés de F' que de F'.

Avec les notations du cours, la forme réduite de ’équation de I’hyperbole dans un
2 2

repére orthonormal est unique et s'écrit & — % = 1, ot @ = OA, ¢ = OF et

b = v/c2 — a?. Tous les termes de 1’équation sont déterminés, I’hyperbole est donc

entiérement déterminée.
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F

2° Comme précédemment, nous allons considérer pour une hyperbole # donnée, définie
par son excentricité, et un couple (F, D), un point C de contact d’une tangente au
cercle transverse issue de F'. Appelons H le projeté orthogonal de C sur la droite
(FF").

Le triangle OCF est rectangle, on en déduit comme dans 1’exercice précédent (relation
dans un triangle rectangle) que OC? = OH.OF donc OH = % H est donc confondu
avec K, le point H est le « pied » de la directrice D.

2
3° Les asymptotes & ’hyperbole d’équation 212' — % =1 sont les droites d’équation
Y= ga:ety=—%w.
Le point C déterminé & la question précédente a pour abscisse z = %; comme il

2 at

, son ordonnée est y = 1/a% — & = %". Ses
coordonnées vérifient donc 1’équation y = gx

est sur le cercle d’équation z2 + y% = a

Exercice 6.4.

1° L’axe focal de la parabole est la droite (AF'). Le pied de la directrice est le symétrique
K de F par rapport & A. La directrice est alors la droite D orthogonale & la droite (AF)
en K. L’excentricité est 1 puisque c’est une parabole. La parabole qui est ’ensemble
des points équidistants de F' et de D est donc entiérement déterminée.

2° On commence par construire K et la directrice D comme décrit ci-dessus. On fait
varier un point H sur la droite D. Le point de la parabole dont il est le projeté est un
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point de la perpendiculaire A en H & D. De plus, comme ce point est équidistant de
H et de F, il est sur la médiatrice A’ de [HF].

Lorsque H parcourt D, la parabole est le lieu décrit par le point d’intersection des
droites A et A'.

Exercice 6.5.
1° Nous avons vu une solution géométrique, dans 1’espace projectif, & ce probléme, au
§ 6.3.5, (p. 145). Mais voici une solution algébrique trés convaincante elle aussi.

Lorsqu’on cherche analytiquement l'intersection entre une droite et une conique,
on écrit le systéme formé par 1’équation cartésienne de la conique et une équation
cartésienne de la droite. On peut toujours exprimer une des variables en fonction de
Pautre dans I’équation linéaire caractérisant la droite. En reportant cette valeur dans
I’équation de la conique, on est amené & résoudre une équation du second degré en z
ou en y.

Cette équation & zéro, une ou deux solutions. L’intersection peut donc étre vide,
réduite & un point ou étre un ensemble de deux points distincts.

2 2

2° Soit C une conique d’équation réduite s + eb—2 = 1 dans un repére orthonormal.

11 est classique, en calcul différentiel, que la tangente en un point My(zg,yo) & une
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courbe d’équation ¢(z,y) = 0 admet pour équation cartésienne

o 15
(z— 9«‘0)5%(330,2/0) +(y - yo)a—z(wo,yo) =0

2 2

On applique cette régle avec ¢(z,y) = E:— + e%— —1.
On a %ﬁ(w,y) = 2x ( Y) = 622 ; la tangente en (2o, yo) admet donc comme
équatio;f : @
TTo  YYo _ T4 U
(z— wo)—+(y y)e —0<=>a—+b2 =Ry
car My € C.

3° Soit P une parabole d’équation réduite y> = 2pz dans un repére orthonormal.
Montrer que la tangente & P au point My a pour équation yyo = p(z + o).

Appliquons la méme méthode avec ¢(z,y) = y* — 2pz. On a %(w, y) = —2p et

8_(5(:’;’ y) = 2y. La tangente en un point My(zo,yo) de P admet donc comme équation :

(z — 20)(—2p) + (¥ — %0)(2%0) =0 < —2pz + 2pzo + 2yyo — 2y3 =0
<= —2pz + 2pxo + 2yyo = 2y§ =dpry < yyo = p(z + zo).

Exercice 6.6.
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AT
1° Le point @ étant extérieur & la conique, le rapport o est positif et donc

M’ M’ —
k= g—M = —2=M, donc QM' = km , ce qui signifie exactement que h(M) = M’.

L’image de K par ’homothétie est un point de la droite (QK). Cette image appartient
a la parallele & (M K) passant par M’. L’homothétie h transforme donc K en K’

M’ M'K'
On en déduit donc M_g = UK = k (on pouvait aussi tout simplement utiliser le
théoréme de Thalés).
. . , . MF M'F Lo
2° Les points M et M’ sont sur la conique, donc e = VE- WK on en déduit que

M'F  M'K' M'Q

MF MK MQ

L’image par h du cercle C est le cercle de centre h(M) = M’ et de rayon
M'F

L’image de C est donc le cercle C’ de centre M’ qui passe par F.
Comme C passe par R et F, 'image des points R et F' par h est donc des points
du cercle C’. Mais ce sont aussi des points de la droite (QF), qui est globalement
invariante par h, puisqu’elle passe par le centre Q de I’homothétie h. Donc h(R) et
h(F) sont les deux points d’intersection du cercle C’ avec (QF); or un de ces points
d’intersection est F', et il est impossible que h(F’) soit égal & F, car k # 1 (on a supposé
M # M'. Donc c’est qu’on a h(R) = F' (et h(F') est 'autre point d’intersection).

3° Lorsqu’on fait tendre le point M’ vers le point M, la droite (QM) rencontre la
conique en un point double, donc c’est la tangente en M. Le point @ tend donc vers
le point T'. Le rapport de I’homothétie devient 1 et le point R tend vers le point F'.
La droite (T'F') rencontre alors le cercle C en un point double, elle est tangente au

cercle en F'. On en déduit que I’angle MTF est droit.

’

QM'MF=
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Exercice 6.7.
1° Commencons par une figure.

Le cercle T de centre M et passant par F est transformé par h en un cercle IV de

T
centre @) et de rayon M F - % 0 o
Lo _TQ , " _TQ _ QK
Soit k = M le rapport de ’homothétie. On a k = — = i en notant K<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>