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Avant-propos

ET OUVRAGE, destiné aux étudiants de troisième année de licence de mathéma—
tiques, présente toutes les notions de géométrie dont on peut avoir besoin à ce

niveau. -

Mais il sera également très utile aux candidats aux concours de l’enseignement (CAPES
et Agrégation de mathématiques) pour qui la géométrie est indispensable.
La particularité de cet ouvrage est qu’il essaie de ne pas trop faire de raccourci, les
raisonnements étant en général parfaitement détaillés. Il est ainsi un outil idéal pour
un étudiant isolé qui voudrait acquérir, comprendre et dominer par lui-même toutes
les notions abordées.
Nous avons aussi fait le choix de nous placer systématiquement dans le cadre d’un
corps de base réel. Nous avons en effet estimé qu’il était plus facile de commencer par
bien « voir » les propriétés dans le cadre le plus concret, c’est-à—dire le cadre réel. Il
est néanmoins possible, pour la plupart des propriétés, de changer le corps de base
sans aucune modification, en prenant par exemple (C ou un corps fini. Le lecteur qui
en éprouverait le besoin peut ainsi, dans un deuxième temps, reprendre sa lecture en
se plaçant dans un corps quelconque.

Ce manuel est constitué de six chapitres de cours très détaillés, rédigés dans un style
clair et accessible :

1. un chapitre qui traite de la structure d’espace affine et présente rigoureusement
le cadre affine dans lequel se placent la plupart des problèmes de géométrie;

2. un chapitre sur les applications affines et leurs propriétés, qui se termine sur
la présentation des grands théorèmes classiques de la géométrie : Thalès, Céva,
Ménélaüs, etc. ;

3. un chapitre qui introduit l’espace universel, justifie toutes les notations qui
semblent abusives au début, et permet une présentation très simple du calcul
barycentrique ;

4. un chapitre qui donne les rudiments de la géométrie projective, illustre l’intérêt
de l’espace universel, et s’achève sur la démonstration de deux grands théorèmes
de la géométrie affine : ceux de Pappus et Desargues;

5. un chapitre important sur la géométrie euclidienne dans lequel, après une révision
rapide des propriétés d’un espace vectoriel euclidien, on étudie la structure affine
euclidienne et en particulier les isométries affines;
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6. un dernier chapitre qui présente les coniques, étudiées dans les différents cadres
possibles (affine, projectif ou euclidien). Quelques propriétés en sont données,
sans pour autant prétendre être exhaustif tant ce sujet est large.

À la fin de chaque chapitre, est proposée une liste d’exercices dont la difficulté est très
progressive.
Tous les exercices sont corrigés. Leurs solutions sont regroupées dans un chapitre
distinct, situé en fin d’ouvrage. Le lecteur est ainsi incité à. essayer de résoudre seul
les exercices proposés, sans se précipiter sur les solutions, qui sont toujours très
développées et dont la rédaction se veut pouvoir servir de modèle.
C’est à partir d’un cours par correspondance, qui a fait la preuve de son efiîcacité avec
des générations d’étudiants, que ce livre a été réalisé.
Nous souhaitons une bonne réussite à tous nos lecteurs.
Je tiens à remercier tout particulièrement Aune-Marie Aebischer, dont le cours de
géométrie m’a servi d’inspiration en particulier pour la rédaction du sixième chapitre.



CHAPITRE 1

Espaces affines

Ê désigne un espace vectoriel sur un corps K commutatif de caractéristique différente
de 2 (dans la plupart des cas K = R) et de dimension finie n.

1.1 Espace affine

1.1.1 Définition

Définition 1.1 Soit E un ensemble n n vide.
On dit que E est un espace afiine sur lorsqu’il existe une loi de composition externe
(notée +) de E x vers E qui vérifie
(i) VAeE,A+6’=A;
(ii)VAEE,VÜ,ÜEË,ona (A+_7Î)+Ü=A+(—7Î+7);
(iii) VA G E, l’application Ü I—> A + Ü est une bijection de Ê sur E.
Les éléments de E sont en général appelés des points, les éléments de Ê sont des
vecteurs.
On dit que Ë est l’espace vectoriel associé à E, ou encore la direction de E.

Remarque : Attention, le symbole + n’a pas la même signification selon qu’il est
entre un point et un vecteur, ou entre deux vecteurs. Dans ce dernier cas, il s’agit de la
classique addition des vecteurs, celle qui fait que ( ,+) est un groupe abélien. Entre
un point et un vecteur, il s’agit de la loi de composition externe dont on a besoin pour
définir un espace affine.
En particulier, dans (ii), notez bien que les deux sortes de + cohabitent : il y a trois
+ qui sont des lois de composition externes, et un + qui est celui de l’addition entre
vecteurs (au fait, lequel?) 1.

1 Les trois premiers + sont des lois de composition externe, le dernier, entre Ü et Ü est bien sûr le +
de l’addition des vecteurs.
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Un espace affine n’est donc pas seulement un ensemble : c’est une structure, c’est-à—dire
ici la donnée de l’ensemble, de l’espace vectoriel et de la loi de composition externe
+ (ou de l’action de groupe). En fait, en pratique, on confond souvent l’espace affine
(E, ,+) avec l’ensemble sous-jacent E, et il n’y a pas d’inconvénient à le faire.
Pour préciser de façon concise la direction d’un espace affine, nous noterons (E, Ê)
l’espace affine E dont la direction est .

Remarque : En utilisant le vocabulaire des groupes opérant sur un ensemble (ou
« action de groupe »), cette définition peut être traduite savamment par :
Le groupe additif ( ,+) opère librement et transitivement sur Ê (il s’agit d’une
opération à droite).

Notation

Lorsque Ê est l’unique vecteur tel que B = A + Ü, on notera Ü = Ë = B — A.

1.1.2 Propriétés « immédiates »

o Pour tout A, B, C E E, on a (relation de Chasles) Æ + Ë = Ë.
On peut écrire cette relation sous la forme « triviale » : (B — A) + (C — B) = C — A.
En appliquant (iz') puis la définition defi, on a
A+(A +B)=(A+Ü)+BÎ=B+1Î=C=A+Ë.
On peut conclure grâce au fait que l’application Ê i—> A + Ê est injective, que
Æ?) + B = A .

o PourtoutXEE,onañ=—Ô>=X—X.
C’est une conséquence immédiate de X + Ü = X et de la définition de Ü.

o Pour tous X,Y E E, on a JÎŸ) = —Ÿ—X (« trivialement » : Y — X = ——(X — Y).)
Il suffit d’appliquer la relation de Chasles : Î) = JÎX = X—Ÿ + Y—X>.

o Pour tous X,Y, Z E E, on afi—JÛ = Z—Y) (« trivialement » : (Y—X)—(Z—X) =
Y — Z.)
conséquence immédiate de la relation de Chasles Ü + Z_Ÿ = X—Y).

On peut retenir que toutes les simplifications « triviales » dans les soustractions de
points sont légitimes. C’est d’ailleurs ce qui justifie a posteriori qu’il n’est pas gênant
d’utiliser ces notations + et —. Nous verrons une autre légitimation plus loin, avec
le plongement de l’espace affine et de son espace vectoriel associé dans un « espace
vectoriel universel ».

1.1.3 Translations

Proposition 1.2 (et définition) Pour tout Ü e Ë), l’application A i—> A + Ü est
une bijection de E dans lui-même appelée translation de vecteur Ü. On la note tÿ.
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Preuve Pour tout B E E, on peut considérer le point A = B + (—Î) ;
en utilisant (iz’) puis (2') on a A+Ü = (B+(—Ü)) +Ü = B+(—Ü+Ü) =
donc tÿ est surjective.
Si tÜ(A) = 2572(A’) = B, on a A+Ü = A’+Ü, donc (A+Ü)+(—Ü) = (A’+Ü)+(—Ü)
etonendéduitA=A+Î>=A+(Ü—Ü)=A’—(Ü—Ü)=A’+Ü=A’ett—,7
est injective. Ü

B+Ü=B,

Proposition 1.3 L’ensemble des translations de E, muni de la composition des
applications est un groupe commutatif isomorphe au groupe additif ( ,+). On le
notera ’T(E). Son élément neutre est idE = t—0).'L’application réciproque de t? est
(en—1 = La.
Preuve On montre que T(E) est un sous-groupe du groupe des bijections de E;
la propriété (iz') montre que t7 o tÿ = tîî+ÿ, donc o est interne dans T(E); (z')
montre que t5» = idE et on a déjà vu que B = tî2(A) c) A = t_Ü(B), donc
fig)—1 = LÜ E T(E). L’isomorphisme entre (T(E), o)? et (E, +) est une conséquence
immédiate de (z'z') et de (iiz'). D

Point de vue équivalent

On pourrait (nous ne le ferons pas) de manière équivalente définir un espace affine

. . . . E x E —> Ë
comme un ensemble E pour lequel 11 eXlSte une application 0 :

(A, B) I—> 9(A,B)
telle que
(i’) VA,B,C’ E E, on a 9(A, B) + 0(B, C) = 0(A, C).
(z'i’) VA E E, l’application 9A : M I——> 9,4(M) = 0(A, M) est une bijection de E sur

Exemple : La structure afiîne d’un espace vectoriel
C’est un exemple standard qu’on utilise très souvent.
Soit V un espace vectoriel. On prend E = V = , et on définit la loi externe + comme
étant la loi interne + de V. Il est clair que tous les axiomes (i), (iz') et (iz'z') sont vérifiés,
et V est bien un espace affine sur V.
En particulier, si 22,31 sont deux éléments de V, le vecteur Ë est exactement égal à
y — a: (on utilise ici le — de l’espace vectoriel V). En effet, y — a: est bien l’unique
vecteurudev tel quey=œ+u=œ+(y—a:).
Les premiers exemples « standards » d’espaces affines sont donc R, R2, R3, . . . ,R".

1.1.4 Dimension

Définition 1.4 Soit E un espace affine sur l’espace vectoriel Ë). On dit que E est de
dimension finie lorsque est un espace vectoriel de dimension finie. La dimension de
l’espace affine E est égale à la dimension de son espace vectoriel associé .
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Par exemple, R, R2, R3, . . . ,R” sont en tant qu’espaces affines, également de dimensions
finies respectivement égales à 1, 2, 3, . . . ,n.
Dans tout ce qui suit, on ne considérera plus que des espaces affines de dimension
finie.

Définition 1.5 Un repère cartésien de l’espace affine E est un couple Æ = (O,Æ)
où O est un point de E et Æ une base de . Si Æ = (6—1), 8—2), . . . ,e—n’), on notera aussi
æ=(o,e—1’,e—2>,...,e7,>).
Les coordonnées d’un point M dans le repère Æ = (O,Æ) sont exactement les
coordonnées du vecteur 0M = M — O dans la base Æ.

Par exemple, si V est un espace vectoriel dont Æ = (61, 62, . . . ,en) est une base, si :L'o
est un élément de V, un repère de V considéré comme espace afiîne sur lui—même est
Æ = (:20, Æ), et si (A1, /\2, . . . , An) sont les coordonnées dans la base Æ d’un vecteur æ
de V, les coordonnées de a: considéré comme point de l’espace affine V dans le repère
Æ sont (Al — Àcl’, /\2 — Àg, . . . , An — A9,) si (A9, Àg, . . . , Àg) sont les coordonnées de :00
(considéré comme vecteur) dans la base Æ.

Remarquons aussi que les coordonnées de l’origine d’un repère dans ce repère sont le
n—uple nul.

Proposition 1.6 Si E est un espace afiîne de dimension n, d’espace vectoriel associé
, alors la donnée d’un repère Æ = (O, Æ) de E définit une bijection entre E et R" :

à tout n—uple (A1, A2, . . . ,Àn) de scalaires correspond un unique point M de E dont
les coordonnées dans le repère Æ sont égales à (À1,À2, . . . ,Àn).

Preuve Il suffit de considérer l’unique vecteur Ü de coordonnées (A1, A2, . . . , An)
dans la base Æ et le point A = O + Ü. Ü

Nous verrons plus loin que cette bijection est un isomorphisme affine

1.1.5 Vectorialisé d'un espace affine

Dans la définition, la propriété (iii) montre que le choix d’un point A d’un espace
affine définit aussitôt une bijection entre l’espace affine E et son espace vectoriel Ê
associé.
I_J>n espace vectoriel est un ensemble dans lequel un élément joue un rôle particulier :
0 .

Dans un espace affine au contraire, a priori, aucun point n’est privilégié. Mais si on
particularise un point, puisqu’on met ainsi l’espace affine en bijection avec son espace
vectoriel associé, on peut identifier l’espace affine dont un point est particularisé avec
l’espace vectoriel associé. Un point M est identifié au vecteur M — A = A .
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Définition 1.7 Soit (E, Ë) un espace afline.
A étant un point fixé de E, on notera EA l’espace vectoriel dont l’ensemble sous-jacent
est E, et dont les lois +4 et A sont définies à partir de celles de par la bijection
Ü I—> A + Ü.
Si M, N sont deux points de E, on définit leur somme dans EA par
M+,.N=A+(M—A)+(N—A) =A+W+ÀÎÏ
De même le produit externe dans EA d’un point M par un scalaire /\ est le point
A-A M=A+/\(M—A) =A+AFÆ
EA est le vectorialz'sé de E (par le point A)

Il faut bien comprendre que EA est forcément un espace vectoriel (si vous n’en êtes
pas convaincu, essayez de le démontrer) : nous sommes en présence d’un transfert
de structure par bijection. Pour additionner deux points, on considère leurs vecteurs
images par la bijection cpA : M I—> M — A, on additionne ces images, et on prend
l’image réciproque par cette bijection de la somme de ces deux images. C’est ce point
qui est la somme des deux points. C’est la même démarche qui est utilisée pour la
multiplication externe. La structure d’espace vectoriel de Ë est ainsi transférée à E.
Remarquons que (pA est trivialement un isomorphisme (c’est-à—dire une application
linéaire bijective) entre les espaces vectoriels EA et .

1.2 Sous-espaces affines

1.2.1 Définition

Définition 1.8 Soit E un espace afiine d’espace vectoriel associé Ê. Une partie non
vide F de E est un variété aflîne de E (ou sous-espace aflîne) s’il existe un sous-espace
vectoriel 1—7) de Ë et s’il existe A E E, tel que F = A +

Remarque: F= A+î signifie que F: {M E E | EIÎÎ e î tel que M = A+Ü}.
Mais pour tout M e E, on sait qu’il existe un unique vecteur ïÎ tel que M = A + Ü :
c’est le vecteur Ü = AM = M — A. On peut donc écrire que_ î— î _ —> îF_A+ —{MeE|M—Ae }—{MeE|AMe }.

Proposition 1.9 Avec les notations précédentes, si F = A + î est une variété affine
deE,alorsB€F 4:» B+î=F

Preuve SiB EF, onaB—AE î. On peut en déduire que pour tout M EE, on
aMeA+î <=> M—Aeî <=> (M—A)—(B—A)eî 4:» M—Be

4:)MEB+î.OnabienmontréqueF=A+ =B+ .
Réciproquement,siF=B+î,alorsB=B+Ü€B+î=FdoncB€E Ü
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On constate ainsi que F ne dépend pas du choix du point A de F. Cela permet
d’introduire la définition suivante :

Définition 1.10 Si F est un sous-espace affine de l’espace affine E, d’espace vectoriel
associé , sa direction (ou son sous-espace directeur) est le sous-espace vectoriel
deËtelqueVAEF,onaF=A+ .
Pour préciser de façon concise la direction d’un sous—espace affine de l’espace affine
(E, ), nous noterons (F, ), un sous-espace affine F de direction

Puisque pour tous points A, B d’une variété affine (F, F), on a B — A E F, on a par
restriction, de façon évidente

Proposition 1.11 Si (F, F) est un sous—espace affine de l’espace affine (E, Ë), alors
F est un espace affine sur ..

Les variétés affines sont donc des exemples d’espaces affines.
O'n peut donc parler de dimension d’une variété affine : c’est la dimension de sa
direction.

Définition 1.12 Une variété afiîne de dimension 1 est une droite afiîne. Une variété
affine de dimension 2 est un plan aflîne. Une variété affine de dimension n — 1 dans
un espace afiine de dimension n est appelé un hyperplan aflïne. Une variété affine de
dimension O, contenant un point A est réduite à ce point.

Deuxième exemple fondamental d’espace affine

Soit V un espace vectoriel et H un hyperplan (vectoriel) de V. Soit u un élément de V
n’appartenant pas à H. Considérons l’ensemble E = u + H. C’est un sous—espace afiine
de V (considéré comme espace affine), dirigé par = H, donc c’est un hyperplan
affine. Ce n’est pas un sous-espace vectoriel de V (car 0V Æ E).
Cet exemple est fondamental, à cause des trois faits suivants :
o il est plongé dans un espace vectoriel, ce qui permet d’utiliser la « machinerie »

algèbre linéaire; en particulier dans la somme A + Ê, A E E, Ÿ E Ê, le signe +
a le sens habituel de l’addition de vecteurs dans V, de même que le signe — dans
Ë = B — A désigne une soustraction usuelle;

o ce n’est pas un espace vectoriel, ce qui permet de bien distinguer les notions affines :
par exemple la somme A + B de deux points A B de E, si elle a un sens dans V, ce
n’est pas un point de E, ni un « vecteur » de Ê. En particulier, aucun point n’a un
statut particulier dans E (alors que dans le premier exemple fondamental d’espace
affine, V considéré comme espace affine sur lui—même, le vecteur nul 0V jouait un
rôle particulier) ;

o nous verrons plus loin que cet exemple est « général » : tout espace affine peut être
considéré comme hyperplan affine d’un espace vectoriel dit « universel ».



1.2 SOUS-ESPACES AFFINES 7

1.2.2 Intersection et inclusion de variétés affines

Proposition 1.13 Soit (Fi, FQŒI une famille de sous-es aces affines de E. Alors si
n F,- 9é Z, c’est une variété affine, dont la direction est ä): n F, (mais il est tout
iEI iEI
à fait possible que n F,- = z).

ieI
En particulier, si (F, F) et (G, G) sont deux variétés affines, alors

[FCG <=> [FflGaéûetîCG],

et de la même manière,

A+îcA+3<:flîc8
Preuve Soit A un point commun à. tous les Fi, dont l’existence est assurée par
l’hypothèse. On a donc pour tout z' E I, F,- = A + 1;.
Vérifions que n F,- = A + n Ê = A + F, ce qui terminera la démonstration puisque

le] z'eI
F = n Ë est un sous-espace vectoriel.

z'eI
o Si M e F, pour tout 2', c’est que M — A E Ê, ceci pour tout z‘, donc M — A E
flÈ»=FetMEA+1—7).
z'eI

o Réciproquement, si M e A + F, c’est que M — A G F, donc M — A e È, ceci
pour tout z', donc M e A + ,- = F,- pour tout i, ce qui signifie exactement que
M É n Fi.

ieI
Pour la dernière partie de la proposition :

SiFCG,soitA€FCG;onadoncF=A+FetG=A+G. PourtoutÜEF,
puisqueA+Ü€F, onaA+Ü EG=A+G doncÜGG.

Réciproquement, si F C G et F n G aâ û, soit A e F fl G, de sorte qu’ici aussi
F=A+îaG=A+Ê.
PourM=A+Ü€F,onaÜeFdoncÜ€GetM=A+îZEA+G=G EI

1.2.3 Parallélisme

Définition 1.14 Soient (F, F) et (G, G) deux variétés affines de l’espace affine
(RÉ)
On dit que F et G sont parallèles lorsque F = G (Notation F//G)
On dit que F est faiblement parallèle à G lorsque C
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Proposition 1.15 Soient (F, F) et (G, G) deux variétés affines de l’espace affine
(E, Ê).
(a) Si F//G, alors F = G ou FflG = Z.
(b) Si F est faiblement parallèle à G, alors F C G ou F fl G = Z.
(c) F est faiblement parallèle à G si et seulement si F est parallèle à un sous-espace

affine de G.

Preuve (a) Supposons que F n G 5E Z et soit ÂGF fl G. Par hypothèse F = G.

(b) C’est exactement le même raisonnement.

(c) Soit A E F et B E G. Si F C G, B + F est un sous-espace afline de G = B + G,
et F = A + est parallèle à ce sous-espace affine de G.

Réciproquement, si F = A + F est parallèle à un sous-espace affine de G c’est que G
admet un sous-espace affine de la forme G + F. On a donc G E G donc G = C’ +
et de G + F C G + G on déduit F C G donc F est faiblement parallèle à. G. Ü

Remarque : La relation de parallélisme (fort) est clairement une relation d’équivalence
entre sous-espaces afiines de même dimension p. Les classes d’équivalences sont très
naturellement identifiables aux sous-espaces vectoriels de dimension p de .

1.2.4 Variété affine engendrée

Le fait que toute intersection de sous-espaces affines est un sous-espace affine permet
de définir la notion très importante de variété affine engendrée.

Définition 1.16 Soit 3?,” une partie non vide de l’espace affine (E, Ê). On appelle
variété afiîne engendrée par 33’ (ou sous-espace vectoriel engendré par Æ”) la plus
petite variété affine de E contenant Æ”, c’est-à—dire l’intersection des s.e.a. de E
contenant .96” . On note aff ()X la variété affine engendrée par .9,” .

(C’est bien une variété affine d’après la proposition précédente.)

Proposition 1.17 Soient (F, î) et (G, G) deux sous—espaces affines de E, de di-
mensions respectives p et q. Soit H = aff (F U G) le sous—espace affine engendré par
F U G.
0 Si F fl G = Q :

alors dimI-I = dim(F + G) + 1 =p+q — dim(F) fl G) + 1.
o Si F n G 7É Z :

alors H a pour direction F + G et dimH = dim(F + G) = p + q — dim(F) fl G).
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Preuve
Lorsque F n G 7E Z, soit A E F n G. Alors H’ = A + F + G est un sous-espace
affine qui contient clairement F et G donc F U G C H’. D’autre part, si K, K) est
un sous-espace affine qui contient F U G, il contient A, donc K = A + . Puisque
A+ C A+ , d’après la proposition précédente on a F C . De même C , et
par définition 2 de + , on en déduit que F + C K et donc A + F + G C A +
c’est-à—dire H’ C K. H’ est donc bien le plus petit (au sens de l’inclusion) sous—espace
afline contenant FUG, en d’autres termes, H’ = aff (F U G) = H, H’ est le sous-es ace
affine H engendré par F U G, et cette variété affine H est bien dirigée par F + ; la
dimension de H est celle de sa direction + et la dimension de cette somme de
sous-espaces vectoriels est connue classiquement

dimH = dim ÿ = dim(F+G) = dim F+dim G—dim(FflG) = p+q—dim(FflG).
SiFflG= Z,soitA E Fet B G G, desorte queF = A+FetG= B+G).
On est sûr queA = B—A ç! F+G). En effet, si on avait B E A+F+G), il
existerait Î+Ü E F+G (a: E F, y E G) tel que B = A+Î+Î et on aurait
B— =A+ÊaG
< A > désigne la droite vectorielle engendrée par le vecteur non nul ÂB.—>
Soit H’ = F + 3+ < A—B) >= (F + G)€B < ÀB >. (On peut écrire une somme
directe puisque (F + G)fl < E >= {Ü}).
ÿ est un

sous-(Épace
vectoriel de dimension dim H’ = dim(F + G) + 1 et H’ =

A + H’ = B + H’ est le sous-espace affine engendré par F U G; en effet, c’est un
sous-espace affine, il contient clairement F et G, et tout sous-espace affine K qui
contient F U G doit contenir A, donc si sa direction est , on a K = A +
Comme précédemment, on a A + C K donc F C . Ensuite, on a B E K

doncêîe etdonc<Aî>CK.EnfinK=B+ëetG=B+G)CKdonc C . K est donc un sous-espace vectoriel (de ) qui contient les trois
sous—espaces vectoriels F, G, < ÂB >, il contient donc leur somme H’ et on a
H’ = A + H’ C A + K = K, donc H’ est bien le plus petit sous-espace affine qui
contient F U G, il est égal à H, le sous-espace affine engendré par F U G. Donc
H=A+ÎÎ’ et dimH=dimH’ =dim(î+ä’)+1 =p+q—dim(în—G’)+1. r3
Un cas particulier intéressant apparaît lorsqu’un des deux sous-espaces affines est
réduit à un point.

Si F et G) sont deux sous-espaces vectoriels de Ë, F) + G est non seulement l’ensemble des Ê + î,
avec Î E F et 7 e G), mais c’est aussi le sous-espace vectoriel de engendré par et G : c’est
le plus petit sous-espace vectoriel de qui contient et , il est inclus dans tout sous-espace
vectoriel qui contient à la fois et
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Proposition 1.18 (et définition)
(a) Si A est un point n’appartenant pas au sous-espace affine F, alors

dim(aff (F U {A})) = dimF + 1.

(b) Le sous-espace affine F engendré par p+1 points A0, A1, . . . ,A,D est de dimension
au plus p et sa direction F est engendrée par les vecteurs AoAl, . . . ,AoAp.
Lorsque dim F = p, on dit que les p + 1 points A0, A1, . . . ,Ap sont affinement libres.

(c) Les p + 1 points A0,A1, . . . ,Ap sont affinement libres si et seulement si les p
vecteurs (A0A1,. . . , AoAp) forment un système libre.

(d) Si E est de dimension n, si A0, A1, . . . , An sont n + 1 points affinement libres,
on dit que (A0,A1, . . . ,An) est un repère affine de E. Tout espace vectoriel de
dimension n admet des repères afiines.

A0 A1, . . . ,An) est un repère affine de l’espace affine (E, Ê) si et seulement si(e) ( g(A0A1,.. . ,AoAn) est une base de .
(f) Si (0,51), . . . ,EÂ) est un repère cartésien de E, alors en posant A0 = O, puis pour

tout i, A,- = O + a), on a (A0,A1, . . . ,An) qui est un repère affine de E.

Preuve (a) : Soit F est la direction de F; {Ü} est la direction de {A} ; on a bien
sûr dim(F fl {Ü}) = dim{Î>} = O. Par hypothèse, on a F n {A} = z, de sorte que la
formule de la proposition qu’on vient de voir donne

dim(aff (F U {A})) = dimF + O — O + 1.

On peut obtenir la première partie de (b) par une récurrence immédiate, mais c’est
aussi une conséquence de la deuxième partie, à savoir que =< A0A1,. . . , AOAp >.
Démontrons ce résultat : on doit montrer que F est un sous-espace vectoriel (évident)
qui contient les p vecteurs m, . . . ,AoAp et qui est inclus dans tout sous-espace
vectoriel contenant ces p vecteurs.
Tout d’abord, puisque A0 E F, on a donc F = A0 + F et puisque les A7; e F (pour
1 S z' S n), c’est que tous les vecteurs AoAz- G .
Soit maintenant Ê un sous—espace vectoriel ui contient tous les vecteurs Ao—AZ pour
1 S z' S p. Le sous—espace affine G = A0 + est un sous-espace affine qui contient
A0 et qui contient tous les A,- = A0 + Ào—AZ, et puisque F = aff (A0, A1, . . . ,Ap) est la
plus petite variété affine contenant ces points, on a F C G et C

(c) est évident puisque dim F = dim F.
(d) Une récurrence sur la dimension de E permet d’établir aisément le résultat sur
l’existence de repères affines : c’est évident à l’ordre O, et si c’est vrai à l’ordre n — 1,
on considère un hyperplan H de E, un repère affine (A0, . . . ,An_1) de cet hyperplan,
et un point An de E \ H.
(e) et (f) sont à peu près évidents. Ü
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Nous reviendrons sur cette notion de repère affine au chapitre III. En particulier nous
verrons que l’on peut aussi parler de coordonnées d’un point dans un repère affine (il
s’agira de « coordonnées barycentriques »). Pour l’instant, c’est uniquement dans un
repère cartésien que l’on parle de coordonnées d’un point.

Retenons qu’un repère affine est constitué (en dimension n) de n + 1 points, alors
qu’un repère cartésien est constitué d’un seul point et de n vecteurs. (Il y a toujours
n + 1 éléments dans un repère en dimension n, pour l’instant c’est le seul point
commun).

1.3 Point de vue analytique

Un point de vue analytique utilise les coordonnées. Bien entendu, il s’agira ici de
coordonnées de points dans des repères cartésiens. Dans cette section, on caractérisera
analytiquement les sous-espaces affines, par représentations paramétriques et par
équations cartésiennes.

1.3.1 Représentation paramétrique d’une variété affine

Proposition 1.19 (et définition) Soit î un sous-espace vectoriel de Ë de dimen-
sion p et F = A + une variété affine de l’espace affine (E, ).
E est rapporté à un repère cartésien (0,51), . . . ,êZ) dans lequel les coordonnées d’un
point X sont notées (:131,...,:1:n) et celles de A (a1, ...,an).

n

Soit zTÏ,...ïZ; une base de î. On pose Vk = 1,...,p, 'LTk’ = Zuikïi’ (en d’autres
11:1

Ulk

termes, les vecteurs 27k} ont pour coordonnées respectives f ) ;

unie
Alors on a X G F si et seulement si il existe des scalaires Al, . . . ,Àp tels que

p
(1.1) Vi=1,...,n æi=ai+ZÀkuik

k=1

(1.1) est une représentation paramétrique de F. Les paramètres sont les p scalaires Àk.
En pratique on écrit le système d’équations paramétriques sous la forme

:171 = a1 +U11À1 + ' ' ' +U1p/\p

(1.2) (À1,...,Àp) G Rp

xn = an +un1À1 +°--+unp)\p
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On lit facilement dans les colonnes d’un tel système d’équations paramétriques les
coordonnées d’un point de F (1ère colonne) et les coordonnées des vecteurs de la base
de î qu’on a utilisée (colonnes suivantes).
En supprimant les termes ai, on retrouve une représentation paramétrique de î.
Sont surtout utilisées les représentations paramétriques des droites, dans le plan et
dans l’espace, et plus rarement, les représentations paramétriques des plans dans
l’espace.

1.3.2 Changement de repère cartésien

Rappel : Si Æ = (ëÏ, . . . ,e—À) et Æ’ = (z, . . . ,92) sont deux bases d’un même espace
vectoriel, la matrice de passage P = (mg-hggn est une matrice inversible formée

1<j<n
colonne par colonne par les coordonnées dans l’ancienne base (Æ) des vecteurs de la
nouvelle base Æ’ : cela signifie que :

n

Vj = l""an, gî=I?1g'tî—1)+'°'+10nj6—n)=Z:202'jïi-
i=1

En particulier, si un vecteur Ê a pour coordonnées dans la base Æ le vecteur colonne
371

X = 5 et s’il admet pour coordonnées dans la nouvelle base Æ’ le vecteur

Œn

Œî
colonne X’ = g alors la relation entre les coordonnées dans l’ancienne base et les

w;
coordonnées dans la nouvelle base est :

X=PX’

Nous allons établir une formule analogue pour lien entre les coordonnées d’un point
dans un « ancien » repère et ses coordonnées dans un nouveau repère.

Théorème 1.20 Soit Æ = (QÆ) = (0,6—1),... ,e—n’) un repère cartésien (nous dirons
que c’est l’« ancien » repère) et æ’ = (O’,Æ’) = (O’,e1,...,en) un autre repère
cartésien (le « nouveau » repère) dans un espace afl‘lne (E, ) de dimension n.
Soit P = (gaz-”19€,, la matrice de passage de la base Æ à la base Æ’

1<j<n
Soit M un point quelconque de E. On suppose que les coordonnées de M dans le repère

€51

cartésien Æ sont égales au vecteur colonne X = 5 et que ses coordonnées dans le

Œn
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repère cartésien Æ’ sont égales au vecteur colonne X’ = .
I

Œn

Alors les formules de changement de repère entre le repère Æ et le repère Æ’ liant X
a X’ sont

1B1 = 370'1 +p11Œ’1 + ° ' ° +291n5131z
X = X0: + P X’ 4:)

Œn = æO’n +pn1œ'In, + ' ' ° +pnnæç7,

Œo’l
(avec X0: = g qui sont les coordonnées de O’ dans l’ancien repère Æ)

ŒO’n

Remarquons que comme pour les formules de changement de base, qui donnent les
« anciennes » coordonnées d’un vecteur en fonction de ses « nouvelles », de même ces
formules expriment pour un point M, ses coordonnées dans l’ancien repère cartésien
en fonction de ses coordonnées dans le nouveau repère.

Preuve
——>

On a d’une part 0M) = 93151’ + - ' . + aine—n> et d’autre parttO’M= œ’ä—Iu +:cnen.
o o l o fi lMals ces deux vecteurs sont hes par la relation 0M = 00+ O’M.

On connaît les coordonnées de O’ dans l’ancien repère Æ. Ona donc
—>
00’ = moue—1’ + ° ' ° + mornêîî-

——>
De meme, dans l’expressmn de O’M, nous allons remplacer chaque e?- par son expressmn
en fonction des ez- :

_> n

O'M=w’12+°n+œÇIe—Çî= Erg-Z

n n

50j E :pijei = E E :pijæj 82'
. . j=1

(Il n’y a aucun problème pour échanger l’ordre des sommations, puisqu’il s’agit de
sommes finies.)
Récapitulons :

n——>
D’une part on a 0M = zŒiïl, et d’autre part, on a :

n n n n n

(ÎZÏ=O—Û’+ÛI—AZÏ= ZŒO’i—ëi'l'z ZPÙ'Œ; a) = Z ŒOIt+ZPijŒ3 52:)-
i=1 i=1 j=1 i=1
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Comme Æ = (51’, . . . ,e—Â) est une base, il y a unicité des coordonnées dans cette base,
donc pour tout i = 1, . . . ,n, on a, par identification

n

lŒi = Œo'z' + E :pijœj-
:i=1

On peut écrire ces n égalités l’une au dessous de l’autre, et on obtient
I931 = 930'1 +P11Œ’1 + ' ° ' +P1næn

Œn = ŒO’n +Pn1ŒÂ + ' ' ' +pnnœçz'

Matriciellement, ce système s’écrit bien X = X0’ + P X’. Ü

1.3.3 Équations cartésiennes d’une variété affine de R"

Théorème 1.21 Soit E un espace affine sur l’espace vectoriel Ë), de dimension n, et
F une variété aflîne de E de dimension p et de direction , F = A + .
Soit æ = (0,51), . . . , e—n’) = (O, Æ) un repère cartésien de E.
Alors, il existe des scalaires uij et b,, (i = 1,. . . ,n —p etj = 1,. . . ,n)
(on notera U la matrice (uij)1<i<n_p et b le vecteur colonne b = (bi)1<i<n_p)

ISa
tels que l’appartenance d’un point M (de coordonnées (mi)i=1,,,,,n dans le repère
cartésien Æ) à F est caractérisée par le système d’équations :
(1.3)

n U11Œ1 + ' ° ‘ + UlnŒn = b1
V’l E {1,...,n—p}, Zuijæj = bi <=>

j=1
un—pJæl + ' ° ° + un—pmœn = bn—p

ce système étant de rang de rang n — p (ainsi d’ailleurs que la matrice U). On a ainsi
un système d’équations cartésiennes de F. Tout système équivalent a (Z) est aussi un
système d’équations cartésiennes de F.
Le système « sans second membre »

n U11œ1+---+ u1næn=0
(1.4) Vi€{1,...,n—p}, ZUijŒj=0 4:) '

j=1 “In—12,153] + ' ' ' + un—pmœn = 0

€131

caractérise les vecteurs Ü de coordonnées 5 dans la base 98 qui appartiennent à

î.
Œn
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Réciproquement, s’il n’est pas uide, l’ensemble des points M de E dont les coordonnées
Œ1

X = f dans le repère æ de E sont solutions d’un système linéaire du type V X = b,

(Un
avec V = (mg-hggq et b = (bi)1<i<q (dont les inconnues sont les coordonnées) est

1\J\n
une variété aflîne de E dont la dimension est égale n — r (avec r qui est le rang du
système), et dont la direction est caractérisée par le système homogène obtenu en
remplaçant les constantes b,- par O.

Preuve Démontrons d’abord la réciproque.
Supposons que V est donc une matrice à q lignes et n colonnes. C’est pour le choix
de la base Æ de , la matrice d’une application linéaire (p de vers R1”, ce dernier
espace vectoriel étant muni de sa base canonique. _
b étant un élément de 1R1”, si on suppose que l’ensemble H des points M dont les

i171
coordonnées X = 5 dans le repère Æ = (O, Æ) sont solutions de VX = b est non

œn
Œ0,1

vide, soit M0 un des points de cet ensemble H. Si X0 = 5 sont les coordonnées

370m
de M0 dans le repère cartésien Æ, c’est que V X0 = b, donc dans le calcul suivant nous
pourrons sans problème remplacer b par VXo. On a :

MeH 4:» VX=b 4:» VX=VX0 4:» V(X—Xo) 4:» <p(W)=oRq.
(On a utilisé que le vecteur m a pour coordonnées X — X0 dans la base Æ).
Mais l’ensemble H des vecteurs Ü tels que <p(Ü) = 0R4 est le noyau H = kercp de
l’application linéaire go, c’est un sous-espace vectoriel.
Nous avons donc M E H 4:) MOM E kercp 4:) M E M0 + H.
Nous avons prouvé que H = M0 + est un sous-espace affine et sa dimension est
égale à dim ker (p, or, d’après le théorème du rang, on a dim ker (p + rg (p = dim = n.
Comme rg (p = rg V, et comme le rang de la matrice V est par définition é al au rang
r du système VX = b, on a bien dimH = n — r. De plus la direction de H est
telle que = ker (p, donc une caractérisation de H est (p0?) = ORn, ce qui s’écrit
analytiquement dans la base Æ : VX = 0, c’est—à—dire que H est bien caractérisé
analytiquement par le même système que celui qui caractérise H, sauf qu’on a remplacé
les constantes b,- par des O : c’est un système homogène.

Démonstratio du sens direct
Soit F = A + une variété affine de dimension p. On suppose que (e’1,. . . ,eê) est
une base de î, et que (e;+1, . . . ,eg) sont n — p vecteurs qui complètent le système
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libre (e’1,... ,62) en une base 93’ = (e’1,...,e;,,e;o+1,... ,eg) de Ê. Soit P la matrice
de passage de la base Æ à la base Æ” .
Æ’ = (A, Æ’) = (A, e’l, . . . ,eg) est un repère cartésien de E.

I
5131

Soient X’ = 5 les coordonnées dans ce repère Æ’ d’un point M quelconque, qui
Œlz

1131
a aussi comme coordonnées X = 5 dans le repère Æ.

Œn
On a vu la formule de changement de repère : X = XA +P X’. On en déduit la formule
exprimant les coordonnées dans le nouveau repère en fonction des coordonnées dans
l’ancien repère : X’ = P‘1(X — XA) = P“1X — P—IXA.

. . —>Or, un pomt M a partient à F si et seulement Sl le vecteur AM appartient au sous-
espace vectoriel , et comme ce sous-espace vectoriel est en endré par les p premiers
vecteurs (e’1,.. . ,eê) de la base Æ’, pour que ce vecteur A soit dans î, il faut et
il suffit que ses n —— p dernières coordonnées dans la base Æ’ soient nulles. Or, les
coordonnées de AM dans la nouvelle base Æ’ sont les mêmes que celles du point M
dans le nouveau repère fl’. Donc M e F 4:) 117; = O pour p + 1 S z' S n.
Si on pose P"1 =

(pgj)îÿîn,
la formule X’ = P_1X — P‘lXA s’écrit, pour chaque z',

\J\n
n 'n n

æf, = E pâjæj — E pâjmjfi, et donc en posant c,- = pijæj’A pour p + 1 S 2' S n, la

condition caractérisant M e F s’écrit donc
n

ZpÏÙ-xj = c, pourp+1 S z’ S n.
j=1

Pour retrouver les notations du théorème, il suffit de poser ’qj = p;,+,,.,j et b,- = cp+i
pour touti= 1,...,n—p.
On a bien trouvé un système de n — p équations qui caractérise F.
Ces équations peuvent s’écrire matriciellement UX = b. Les n — p lignes de la matrice
U sont exactement les n — p dernières lignes de la matrice P'l, donc elles sont
indépendantes, et on est sûr que le rang de la matrice U est n — p.
D’autre part, l’appartenance d’un vecteur Ü, de coordonnées X dans la base Æ et de
coordonnées X’ dans la base Æ’ est caractérisée par le système homogène

I _Œp+1—0

Compte tenu du fait que les formules de changement de base s’écrivent X = PX’,
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n

ou encore X’ = P_1X, ces n — p équations s’écrivent aussi E pâjæj = O pour
j=1

n

p+ 1 S z' S n, ou avec le changement d’indice ZUijŒj = 0 pour 1 S z' S n— p, donc le
j=1

système homogène obtenu en remplaçant les constantes par des zéros dans le système
caractérisant F est bien un système qui caractérise . Ü

1.4 Relecture de quelques notions de géométrie élémentaire

Dans ce paragraphe, nous « révisons » des notions vues au lycée, à la lumière de ce
que nous avons vu dans ce cours.

1.4.1 Propriétés d'incidence

Proposition 1.22 Soient (F, F) et (G, Ê) deux variétés affines de l’espace affine
(E, ).
Si F+Ê=Ë, alorsFflGaéZ.
Si F 69 Û = Ë, l’intersection des variétés affines F et G est toujours réduite à un
point.

Preuve Soit A E F et B E G’. Décomposons le vecteur A—B) selon F + 5’ : il existe
ÊetîtelsqueÊEF,ÜEÊ,ÂÊ=ÎÊ+Ü,ouencoreB=A+Î+Ü.
SoitC=A+Î. Onpeut direqueC’GF,etC=B-—ÎjdoncC’eG:onvient de
trouver un point de F fl G.

FflG est donc une variété affine de direction F flÊ), et si F et Z?) sont
supplémentairesdans Ë , c’est que leur intersection est réduite à { 0 }, donc FflG = C+{ 0 } = {C}.El

En dimension 2, la conséquence « visible » de cet énoncé est que l’intersection de deux
droites non parallèles est toujours un point; en dimension 3, l’intersection de deux
plans non parallèles n’est jamais vide, alors que deux droites peuvent ne pas se couper.
L’intersection d’un plan et d’une droite qui ne lui est pas faiblement parallèle est
toujours un point (voir exercices).

1.4.2 Milieu d'un segment
Nous allons définir le milieu d’un segment. On parle aussi du milieu d’un bipoint, ou
d’une paire de points. . .

Définition 1.23 Soient A, B deux points d’un espace affine (E, Ê).
Alors le milieu I du segment [AB] est le point qui vérifie I = A + ËA .
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Cette définition est très désagréable parce qu’a priori, le milieu de [AB] n’est pas le
même que le milieu de [BA] (A est privilégié). Nous y remédions immédiatement :

Proposition 1.24 Si I est le milieu de [AB] alors I est aussi le milieu de [BA], et
plus généralement, quel que soit le point O, on a O = ËO + äO .

Preuve Il suffit d’établir le dernier oint, parce qu’alors, en l’appliquant avec le
point O en B, on obtient exactement B = ËB , ce qui s’écrit aussi I = B + äB et
ce qui signifie exactement que I est le milieu de [BA].
Soit O un point quelconque; en supposant que I est le milieu de [AB], donc que

,ona:A =lA
Œ=ËÏÏ+ÂÎ=(àCÎî+àŒî)+àÆ=àôË+à(<Ï4’+Ë)=ËÔÎÂfiÜÈ’.

CI

Voyons maintenant une version générale du « Théorème des milieux ».

Théorème 1.25 Soit F et F’ deua: variétés aflînes strictement parallèles, de même
direction F.
Soient A et C deux points de F et B et D deux points de FÏ.
Soit I le milieu de [AB].
Soit F” = I + F la variété afl‘lne parallèle à F et à F’ qui passe par I. Alors F”
rencontre la droite (CD) en un point unique J qui est le milieu de [CD].

Preuve Considérons la variété affine (H, ÿ) engendrée par F et F’. Comme
F n F’ = Z, en application de la pro osition 1.17 p. 8, et surtout de la démonstration
de cette propriété, on a = + + < A >= EB < A >.
Les points C et D sont des points respectivement dans F et dans F’, donc ils ap ar-
tiennent à H et (CD) C K. Comme (713 Q' F (sinon on aurait F = C+ = D+ =
F’), on a aussi ÿ = EB < C >, de sorte qu’en application de la proposition 1.22
p. 17 à l’espace affine H, on est sûr que (CD) n F” est réduite à un point J.
Comme J E (CD), il existe À E R tel que CTJ = ÀC—D),
Mais on a C—’J = Cî‘l> + Ü + I—J = (CT/l + I—J) + âA—B) d’une part et d’autre part
C3=Cî+ÿ+lîdonc ÀCË=(ÀC——À+ÀË)+ÀÆ.
Comme CTÂ, I—J et Æ sont des vecteurs de F, on vient de trouver deux décompositions
du vecteur CJ selon la somme directe = EB < A >, on sait qu’une telle
décomposition est unique, donc on a d’une part (CT/l + I—J) = (AC—’74) + Àlîà) (nous
n’utiliserons pas ce résultat) et d’autre part (c’est ceci qui nous intéresse) : â—A = ÀA ,
donc /\ = à et on a donc C—J = äC'—D), on a bien montré que J est le milieu de [CD].L__I
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En exercice, on montrera la réciproque de ce théorème : si F et F’ sont deux variétés
affines strictement parallèles de direction , si A, C 6 F, si B,D E F’, si I est le
milieu de [AB], si J est le milieu de [0D], alors la droite (IJ) (si elle existe) est
faiblement parallèle à F et à F’.

1.4.3 Parallélogrammes

Définition 1.26 Soient A, B, C', D quatre points d’un espace affine (E, Ê).
On dit que ABCD est un parallélogramme lorsque Ë = A + A .

Encore une fois, nous allons « symétriser » cette définition :

Proposition 1.27 Lorsque ABCD est un parallélogramme, on a les propriétés sui-
vantes
(a) ÂB = DÜ;
(b) Ë = B—â,
(c) BCDA, CDAB, DABC’, ADCB, DCBA, C’BAD et BADC’ sont aussi des pa-

rallélogrammes ;
(d) (AB)//(CD) et (AD)//(BC);
(e) [AC] et [BD] ont le même milieu.

Preuve Les points (a) et (b) sont une conséquence des relations de Chasles :
713 = ZÈ’ + Ëô = E + D—ô.
Le fait que les sept autres quadrilatères soient des parallélogrammes se déduisent de
ces relations vectorielles, il sufiit de l’écrire.
Le point (d) est une conséquence immédiate de (a) et (b).
Montrons le point (e).
Soit I le milieu de [AC]. On va montrer que c’est aussi le milieu de [BD] en calculant
B , grâce à la pro riété « universelle » du milieu d’un segment appliquée au point B.
B—I)= àBÎl+âB = àBÏl+ËE= âBî (puisqueB =A)
Donc I est aussi le milieu de [BD]. D

On caractérise aussi un parallélogramme avec les points (a) à (e) de la proposition
précédente.

Théorème 1.28 Soient A, B, C, D quatre points d’un espace afi‘ine (E, Ê).
Si on a (a) : Æ = Ë ou (b) : B = Ë ou (e) : [AC] et [BD] ont même milieu,
Alors ABC’D est un parallélogramme.
Si on suppose que A, B, C, D ne sont pas quatre points alignés, et si on a la propriété
(d) : (AB)//(CD) et (BC)//(AD), alors on peut aussi conclure que ABCD est un
parallélogramme.

Démonstration en exercices.
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1.4.4 Mesure algébrique

Définition 1.29 Soit A = O + RÜ une droite affine, dont æ = (O,—1Î) est un repère
cartésien.
Soient M, N deux points de A, dont l’abscisse (l’unique coordonnée) dans le repère 9?
est respectivement a:M et æN.
Alors la mesure algébrique du bipoint (M, N) (calculée dans le repère Æ) est

W = {BN — :1}M.

Proposition 1.30 La mesure algébrique vérifie la relation de Chasles et ses consé-
quences :
pour tous points A, B, C de la droite A (rapportée au repère Æ), on a
o ÂË = 24—O- + Cî
o E = ——B_A
o Æ = 0.
La mesure algébrique ne dépend pas de l’origine du repère :
Pour tous points A,B, on a Æ = /\ <=> A = ÀÜ.
Enfin, un quotient de mesures algébriques ne dépend plus du tout du repère :
Pour tous points A, B, C, D, tels que C 7E D (C—D sé O), on a

f—Ë—=/\ 4:) ÎË=ACÏÎ
C'D

Preuve La relation de Chasles et ses conséquences sont immédiates.
Si A et B ont pour abscisses respectives 33A et a:B dans le repère Æ, alors A = 0+1:A72
et B = O + ŒBÜ.
Al rs on a
A =AÜ <=> B=A+AÜ 4:» O+xB7Ê=O+æAÜ+ÀÊ

4:) (ŒB—ŒA)Ü=ÀÜ 4=> E=À
_+

Enfin, si Æ’ = (0’, u’ ) est un autre repère cartésien de la droite A,
on_>sait

que la
formule de changement de repère s’écrit X = X01 + PX’, mais ici, si u’ = aÜ, la
matrice P de changement de base admet une seule ligne et une seule colonne, et donc
on peut écrire cette formule sous la forme æM = 1:0: + aæjw.‘

Calculons alors le rapport â—Ê dans le repère fi tout d’abord :
'À—Ë _ I l _ , I l _ l
= _ 3:5 {L'A = (CEO

+aŒ/B)
(:130

+052?) = M et on trouve la même
CD :L‘D — 3:0 (3:0: + aarD) — (mol + axa) :L'D — Œc

valeur qu’en calculant ce quotient de mesures algébriques dans le repère Æ’ .
Pour finir, dans_le_repère Æ” = (C, Ô—Ë) (on a supposé C’ 7É D) puisque CÎ = ICË,
il est clair que C’D = 1 et alors on a

_ :4?ÂÊ=ÀCÎË<=>AB=A<=>Ë=X CI
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Remarque : Cette dernière relation permet de définir un quotient de mesures algé-briques non seulementpour des points alignés mais aussi pour des couples de pointssitués sur des droites parallèles : si les droites A et A’ sont parallèles, si Ai sont
ABdeux points de A et C, D deux points distincts de A’, on définit le quotient
C’_D

par

A=Ê=A 4:) ÎÊ=ACË.

1.4.5 Thalès

FIGURE 1.1. Théorème de Thalès.

Théorème 1.31 (de Thalès) Soient H1, H2, H3 et H4 quatre hyperplans parallèlesd’un espace afiïne E, tels que H3 et H4 sont distincts, et soient D et A deux droites
__>de E qui ne sont pas faiblement parallèles à H1 (les directions B et A ne sont pasincluses dans la direction commune des quatre hyperplans Hi).
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Alors les points A,- et B, tels que {Ai} = D n Hi, {Bz} = A n Hi, sont tels que
A1142 _ 3132
M

_
m

Réciproquement, si deux droites D et A coupent 3 hyperplans parallèles H2, H3 et H4
(avec H3 5è H4) respectivement en A,- et Bi, si A1 est un point de D et B1 un point

de A tels que A1A2 = B1B2 alors la droite (A1B1) est faiblement parallèle aux
A3A4 B3B4

hyperplans H,- (sauf si A1 = B1).

Preuve Soit À = A1A2 et p. = Ë .
A3A4 B3B4

(Remarquons que comme H3 et H4 sont distincts et parallèles, ils sont sans point
commun donc A3 aÉ A4 et B3 aé B4.)
Comme—B> çZ LE)est sûr que Ê =_l—9:€Bÿ__)
On a

A1142
=

ÀAËA4
et

d>e même,>B1Bg
=

[1B3B4__> ___>
OI‘, B1B2 = B1141 + A1142 + A2B2 = /\143A4 + (B1A1 + A2B2).

Mare
part, on a

> > ë, __) _} __)
B1B2 = #(Bsÿ4) = (4531453 + A3544 + A4Bî)_=>/ÆA3A4 + (#33143 + #14434)
Or, on a BIAÎ,A235,%,A.Æ_5 ,_et_>A3A4îË. __) __> _>
En écrivant B1B2 = ÀA3144 -I- (B1141 -I- 14n) et B1B2 = [1.143144 + (,uB A3 + ,LlA4B4),

on écrit deux décompositions de B1B2 selon la somme directe = Ï; 69 , on sait——> —>
qu’une telle décomposition est unique donc on a [Æh zLAî’A‘I ——+ —>

31141 + A232 = #33143 + #14434
La deuxième égalité est sans importance, mais la première égalité prouve (puisque
A3 aé A4) que /\ = #-
Nous laissons la réciproque en exercice. D

1.5 Exercices

Exercice 1.1.
(Démonstration de la propriété suggérée dans le â « Point de vue équivalent » de la
p. 3).
1° Soit E un ensemble. On suppose qu’il existe une application :

9:{EXE—)Ë) telleque:
(A, B) n———> 6(A, B)

(i’) VA, B, C E E, on a 0(A, B) + 0(B, C) = «9(A, C).
(ii’) VA E E, l’application 0A : M I—> «9,4(M) = 0(A, M) est une bijection de E sur

On veut montrer que E est un espace affine.
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1° a) On définit, pour A E E et Ü E Ë, A-ÎÜ par

AÏFÜ = (9,04m).

Montrer que cette définition a un sens, et que + est une loi de composition externe
sur E.

1° b) Montrer que (E, Ë, 4:) est un espace affine.

2° Soit (E, Ê, +) un espace afiine. Montrer qu’on peut définir une application 0 de
(E x E) vers qui vérifie les propriétés (i’) et (z'i’).

Exercice 1.2.
1° Montrer que dans la définition d’un espace affine, on peut affaiblir la troisième
assertion (iz'i) en remplaçant \'/ par 5|, c’est-à—dire qu’on pourrait utiliser
(iii”) EIA G E tel que l’application Ü I——> A + Ü est une bijection de Ê sur E.

2° Montrer que dans le « point de vue équivalent » (voir p. 3 du cours, et l’exercice
précédent 1.1) on peut aussi remplacer un V par un El : on peut remplacer (z'i’) par
(ii”) 3A E E, l’application 9A : M I—> 9A(M) = 0(A, M) est une bijection de E sur

Exercice 1.3.

Soit E un espace afiine, Ë son espace vectoriel associé.
Montrer que pour tous A, B, C, D E E, on a Æ = D—Ü 4:) :43 = BÎ. Comment
s’écrit « trivialement » cette propriété en utilisant le symbole — ?
Dans cette situation, on dit que ABC'D est un parallélogramme.

Exercice 1.4.
Soit V un espace vectoriel muni de sa structure affine et soit a. dans V. Comparer V
et les vectorialisés Va, Vov (0V est ici le vecteur nul de V).

Exercice 1.5.

Soit E un espace affine sur l’espace vectoriel Ë). On pose X,- = 0+5> pour z' = 1,. . . ,n.
Montrer que (0,51), . . . , e—n’) est un repère cartésien de E équivaut à. (X1, . . . ,Xn) est
une base du vectorialisé E0.

Exercice 1.6.
Dans un espace affine de dimension 3, faire la liste de toutes les sortes de variétés
affines, selon leurs dimensions.
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Exercice 1.7.

1° Montrer que par deux points distincts passe une droite et une seule.

2° Montrer que par trois points non alignés, passe un plan et un seul.

Exercice 1.8.
Soit V un espace vectoriel de dimension finie muni de sa structure affine canonique.
Soit f une forme linéaire sur V (f E V*). Montrer que pour tout scalaire a, f_1(a)
est en général un hyperplan affine de V. Dans quel cas y a—t—il exception ?

Exercice 1.9.
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, f E Æ(E, F), b e F, montrer
que si Sb = f“1({b}) 5è Z, alors Sb est une variété affine de E (muni de sa structure
affine canonique) dont on précisera le sous-espace directeur.

Exercice 1.10.
Montrer qu’une variété afline d’un espace vectoriel muni de sa structure affine canonique
est un sous-espace vectoriel si et seulement si il contient le vecteur nul.

Exercice 1.11.
Démontrer les « conséquences visibles » de la proposition 1.22 p. 17, c’est-à-dire :

1° Dans un espace afiîne (E, Ë) de dimension 2, si (F, F) et (G, G) sont deux droites
aflines non parallèles, alors F fl G est un singleton.

2° Dans un espace affine (E, Ë) de dimension 3, si (F, F) et (G, G) sont deux plans
affines non parallèles, alors F fl G est une droite affine.

3° Dans un espace afline (E, Ë) de dimension 3, si (F, F) est un plan affine et (G, G)
une droite affine non faiblement parallèle à F, alors F fl G est un singleton.

Les trois exercices qui suivent ont pour but de rappeler et de faire redémontrer (à la
lumière des notions abordées dans ce cours) quelques propriétés classiques et incon-
tournables des sous-espaces aflînes des espaces affines de dimension 2 et 3.

Exercice 1.12. [Droites d’un plan affine]
Dans cet exercice, on se place dans un plan affine (P, î), rapporté à un repère
R=wmo=wfiy
1° Représentations paramétriques d’une droite.
Soit A un point de coordonnées (æA,yA) (dans R) et Ü un vecteur non nul de

coordonnées (g) (dans B).
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1° a) Justifier qu’une représentation paramétrique de la droite D = A+ < 7L? > est
= Aæ ŒA + a , /\ e 1K.

y = yA + Àfl
1° b) Soient a, b, c, d quatre scalaires. Soit A l’ensemble des points M du plan dont

= btles coordonnées (æ,y) dans R sont telles qu’il existe t e K tels que æ (Li—dt
y = C

À quelle condition A est-elle une droite? Dans ce cas, quel point et quel vecteur
connaît-on facilement ? Si A est une droite, à quelle condition passe-t—elle par l’origine
O du repère ?

1° c) Donner une représentation paramétrique de la droite (AB) lorsque A(:z:A, yA) et
B(ŒB’ yB)‘

1° d) À quelle condition (nécessaire et suffisante) la droite D de représentation
= a bt

paramétrique
æ

:dt t e K et la droite A de représentation paramétrique
y = C

= /\Œ a + fi A E K sont-elles parallèles ? confondues ? sécantes ?
y = 7 + 6A

1° e) Étudier l’intersection des droites D et D’ donnéese par leurs représentations
æ +3t teRetD’: æ t teR.
y=—3+t

paramétriques : D :
y = —3 — t

1° f) Même question avec les droites

D:{æ=1+(1—fl)t tERetA:{
y=t

æ=\/2—t

y=—1+(\/ê+1)t
2° Equations cartésiennes de droites.

2° a) Justifier qu’une équation cartésienne d’une droite A dans le repère R est de la
forme
un: + vy + w = O. Quelle condition doit-on imposer à a, ,8, ’y pour que au: + fly + ’y = 0
soit l’équation cartésienne d’une droite A ?

2° b) Montrer que 1a droite A : aœ + by + c = O admet le vecteur Î de coordonnées

comme vecteur directeur. À quelle condition passe—t-elle par l’origine O du

repère ?

2° c) Soit Ê l: un vecteur dont les deux coordonnées sont non nulles. Montrer que

la droite D dirigée par Ü et passant par A(:L‘A, yA) admet comme équation cartésienne
m = Hé

a b '
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2° d) À quelle condition deux droites D : aa: + by + c = O et D’ : a’æ + b’y + c’ = 0
sont-elles parallèles ? confondues ? sécantes ?

2° e) Soit D une droite ne passant pas par l’origine, et non parallèle aux axes de
coordonnées. a: yMontrer qu’elle admet une équation cartésienne de la forme a + — = 1. Quellefi
interprétation graphique peut-on faire des nombres a et 6 ?

2° f) Montrer qu’une équation cartésienne de la droite D passant par A(œA, yA) et

admettant Ü (a) comme vecteur directeur est Œ _ ŒA a = O.5 - yA fl
2° g) Montrer qu’une équation cartésienne de la droite passant par A(:1:A, yA) et

:1:A :17B :17

B(ŒB,yB) eSt yA yB y :0-
1 1 1

Quelle condition nécessaire et sufiisante d’alignement de 3 points peut-on écrire sous
forme de la nullité d’un déterminant 3 x 3 ?

2° h) Comment trouver une représentation paramétrique d’une droite dont on connaît
une équation cartésienne ? Et comment trouver une équation cartésienne d’une droite
dont on connaît une représentation paramétrique ?

3° Faisceaux de droites.
Soient D1 : ulœ + vly + wl = 0 et D2 : U233 + ’U2y + w2 = 0 deux droites distinctes.
On appelle çbi (pour i = 1 ou 2) l’application de P dans K qui associe à un point M
de coordonnées (æ, y) dans R le scalaire çbi (M) = uz-a: + viy + wi.
On appelle faisceau (linéaire) de droites de base (D1, D2) l’ensemble .F(D1, D2) des
droites D du plan dont une équation cartésienne est de la forme q5(M) = O avec
ÇÙ = À1<I51 + À2<I52 et (À1,À2) aé (0,0).
3° a) Montrer que si D1//D2, alors f(D1, D2) est l’ensemble des droites parallèles à
D1 (et donc aussi à D2).

3° b) Montrer que si D1 et D2 sont sécantes en Q, alors .7-"(D1, D2) est l’ensemble des
droites qui passent par Q.

3° c) Montrer que si D : uæ + vy + w = O, alors
’U. = À1U1 + /\2’U.2

D É .F(D1,D2) 4:) 3(À1,À2) 75 (0,0) tel que ’U = Àl’Ul + Àz’Uz

w = /\1w1 + Àn

3° d) Montrer que trois droites Az- : aiæ + biy + ci = 0 (i = 1, 2, 3) sont concourantes
a1 02 a3

ou parallèles si et seulement si b1 b2 b3 = 0.
Cl 62 C3
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3° e) (Application) Soit A le point d’intersection des droites D1 z æ + y — 4 = 0 et
D2 : a: — 2y + 5 = O. Déterminer une équation cartésienne de la droite D qui passe
par le point A et qui est parallèle à la droite A : 3a: + y = O.

Exercice 1.13. [Plans d’un espace affine de dimension 3]
Dans cet exercice, on se place dans un espace affine (E, Ë) de dimension 3, rapporté
'à un repère 7?. = (O, 5,5; k) = (0,8).

1° Représentations paramétriques d’un plan

Soit A un point de coordonnées (œA,yA,zA) (dans R) et Ü et î? deux vecteurs
Ia a

linéairement indépendants de coordonnées respectives B et fl’ (dans B).
7 ’7’

1° a) Justifier qu’une représentation paramétrique du plan P = A+ < Ü, Ü > est
a: = 33A + Àa + ua’

y=yA+Àfl+ufl’ , MÆK-
z = zA + À’y + u’y’

1° b) Soient a, b, c, d, e, f,g,h,z' neuf scalaires. Soit H l’ensemble des points M du
plan dont les coordonnées (æ,y, z) dans R sont telles qu’il existe t, u e K tels que

:1: = a + bt + cu
y = d + et + fu . À quelle condition H est-il un plan ? Dans ce cas, quel point du
z = g + ht + in

plan H et quels vecteurs de la direction H connaît-on facilement ? Si H est un plan, à
quelle condition passe-t-il par l’origine O du repère ?

1° c) Donner une représentation paramétrique du plan (ABC’) lorsque A(a:A, yA, zA),
B(ŒB) yB) ZB) et C(ŒC) yC> ZC).

d) À quelle condition (nécessaire et suffisante) le plan P de représentation paramé—
Œ=a+w+w

trique y = d + et + fu t, 'u. E 1K et le plan H de représentation paramétrique
z = g + ht + iu

:1: = a + BÀ + 7p
y = oz’ + fl’À + 7’11 /\, u e K sont-ils parallèles ? confondus ? sécants ?
z = a”+fl”)\+’y”p

1° e) Étudier l’intersection des plans P et P’ donnés par leurs représentations paramé-
triques :
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x=1+3t—u æ=—2—t
P: y=—3—t t,’u,ERetP’: y=—3—t—2u t,ù€R.

z=u z=t+u

2° Equations cartésiennes des plans

2° a) Justifier qu’une équation cartésienne d’un plan H dans le repère R est de la'
forme
uæ+vy+wz = h. Quelle condition doit-on imposer à a, fi, 7, ô pour que aæ+fly+7z = ô
soit l’équation cartésienne d’un plan P ?

2° b) Montrer que le plan H : aœ + by + cz = d est dirigé par < Ü,Ü > avec
—b —c

ÎÎ a et 7 0 . Donner deux autres vecteurs non alignés avec Ü ni avec Î?
0 a

du plan vectoriel Î qui dirige H.

2° c) À quelle condition deux plans P : aa: + by + cz = d et P’ : a’æ + b’y + c’z = d’
sont-ils parallèles ? confondus ? sécants ?

2° d) Soit P un plan ne passant pas par l’origine. Montrer qu’il admet une équation
:1:

cartésienne de la forme
a

+ Ë + g = 1. Quelle interprétation graphique peut-on faire
[3

des nombres a, fi et 7 ?

2° e) Montrer qu’une équation cartésienne du plan passant par A(:L'A, yA, zA) et dirigé
a oz’ x — 32A a a’ '

par<îÎ,Ü>avecÜ B et? fi’ est y—yA fl fl’ :0.
"7 7’ z - zA ’7 ’7’

2° f) Montrer qu’une équation cartésienne du plan passant par A(æA, yA, zA),
il:A a:B :L'C SL'

est 31A yB yc' y = 0_zA zB zc z
1 1 1 1

Quelle condition nécessaire et suffisante de ceplanarité de quatre points peut-on écrire
sous forme de la nullité d’un déterminant 4 x 4 ?

B(ŒB)yB)zB) et C(ŒC,yC,ZC)

2° g) Comment trouver une représentation paramétrique d’un plan dont on connaît
une équation cartésienne ? Et comment trouver une équation cartésienne d’un plan
dont on connaît une représentation paramétrique ?

3° Faisceaux de plans

Soient P1 : ula: + vly + ’wlz +.h1 = 0 et P2 : 112:1: + ’Uzy + wzz + hg = 0 deux plans
distincts. On appelle çbz- (pour z' = 1 ou 2) l’application de E dans K qui associe à un
point M de coordonnées (212,31, z) dans 7?, le scalaire (154M) = uz-œ + viy + wiz + hi.
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On appelle faisceau (linéaire) de plans de base (P1, P2) l’ensemble .7-"(P1, P2) des plans
P du plan dont une équation cartésienne est de la forme çb(M) = O avec çb = Al (151 +À2çb2
et (À1,/\2) 7è (0,0)

3° a) Montrer que si P1//P2, alors .7-"(P1, P2) est l’ensemble des plans parallèles à P1
(et donc aussi à P2).

3° b) Montrer que si P1 et P2 sont sécants en une droite A, alors .7:(P1, P2) est
l’ensemble des plans qui contiennent A.

3° c) Montrer que si P : un: + vy + wz + h = O, alors

U = /\1U1 + À2’u2
'U = Àl’U1 + À2’02

P É .F(P1,P2) 4:) 3(À1,/\2) ÿé (0,0) tel que
w = Àlwl + Àz’wz

h = Àlhl + /\2h2

3° d) Montrer que trois plans H,- : az-æ + biy + ciz + d,- = O (i = 1, 2, 3) sont sécants
al 02 as

en un point unique si et seulement si b1 b2 b3 7è 0
01 62 63

3° e) Soient quatre plans IL; : aiæ + biy + ciz + d, = O (2' = 1, 2,3,4) de l’espace.
Montrer que

a1 b1 C1 d1
02 b2 C2 d2
as b3 03 d3
a4 b4 C4 d4

=0

si et seulement si ces quatre plans ont au moins un point commun ou s’il existe une
droite qui est faiblement parallèle à ces quatre plans.

Exercice 1.14. [Droites d’un espace affine de dimension 3.]
Dans cet exercice, on se place dans un espace affine (E, Ê) de dimension 3, rapporté
à un repère R = (O, ï,j’,k) = (O, B).

1° Représentations paramétriques d’une droite de l’espace

1° a) Soit A un point de coordonnées (93A, yA, zA) (dans R) et Ü un vecteur non nul
a

de coordonnées fi (dans B). Justifier qu’une représentation paramétrique de la
’Y
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droite D = A+ < Ü > est
a: = ŒA + Àoz

y=yA+ÀB , A61K.
z = zA + A7

1° b) Soient a, b, c, d, e, f six scalaires. Soit A l’ensemble des points M du plan dont
œ=a+ü

les coordonnées (æ, y, z) dans R sont telles qu’il existe t G K tels que y = c + dt
z = e + ft

À quelle condition A est—elle une droite? Dans ce cas, quel point et quel vecteur
directeur en connaît-on facilement ? Si A est une droite, à quelle condition passe-t-elle
par l’origine O du repère?

1° c) Donner une représentation paramétrique de la droite (AB) lorsque A(a:A, yA, zA)
et BÇBBiizB)’

1° d) À quelle condition (nécessaire et suffisante) la droite D de représentation
œ=a+ü

paramétrique y = c + dt t 6 K et la droite A de représentation paramétrique
z=e+fl

a: = a + BÀ
y = oz’ + fl’À /\ e K sont-elles parallèles ? confondues ? sécantes ?
z = a” + flIIÀ

1° e) Étudier l’intersection des droites D et D’ données par leurs représentations
æ = 1 + 3t a: = —2 — t

paramétriqueszD: y=—3—t tERetD’: y=—3+t tER.
z = 2t z = t

2° Equations cartésiennes de droites

1° a) Justifier qu’un système d’équations cartésiennes d’une droite A dans le re—
ua: + vy + wz = h
u’œ + v’y + w’z = h’

aœ + fly + ’yz = ô
a’Œ-l-B’y-I-7’Z = 6l

père 7?, est de la forme . Quelle condition doit-on imposer à

a, ,B,’y, ô, a’, fl’,’y’, 6’ pour que soit un système d’équations

cartésiennes d’une droite D ?

aœ+by+cz=d
a’œ + b’y + c’z = d’

est dlrigee par < Û > avec1° b) Montrer que la droite A : {
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n”)
1° c) À quelle condition deux droites D : {aœ+by+cz=d

et
a’a: + b’y + c’z = d’

sont-elles parallèles ? confondues ? sécantes ?. aœ+fly+7z=6
°

OIIŒ+IBIy+7IZ=CSI

a
1° d) Soit D la droite passant par A(xA, yA, zA) et dirigée par le vecteur Ü fl dont

fy

les trois coordonnées sont non nulles. Montrer qu’un système d’équations cartésiennes
deladroiteDest

œ—ŒA =y—yA =Î——zA.
a 5 7

1° e) Comment trouver une représentation paramétrique d’une droite dont on connaît
un sys’tème d’équations cartésiennes ? Et comment trouver un système d’équations
cartésiennes d’une droite dont on connaît une représentation paramétrique ?

3° Déterminer l’équation du plan qui contient la droite D : { et qui

passe par le point A(3, —1, 1).

Exercice 1.15.
Démontrer la réciproque du théorème des milieux (théorème 1.25 p. 18) : si F et
F’ sont deux variétés affines strictement parallèles de direction F, si A, C E F, si
B,D E F’, si I est le milieu de [AB], si J est le milieu de [CD], alors la droite
(IJ) (si elle existe) est faiblement parallèle à F et ‘à F’. Dans quel cas la droite (IJ)
n’existe-t-elle pas ?

Exercice 1.16.
Démontrer la réciproque du théorème de Thalès (théorème 1.31 p. 21) : si deux droites
D et. A coupent 3 hyperplans parallèles H2, H3 et H4 (avec H3 9€ H4) respectivement

A1 A2 _ B1 B2

A3144 B334
alors la droite (A1B1) (si elle existe) est faiblement parallèle aux hyperplans Hz- . Est-il
possible que (A1B1) n’existe pas ?

en Ai et Bi, si A1 est un point de D et B1 un point de A tels que





CHAPITRE 2

Applications affines

2.1 Introduction et définition
_)

Nous considérerons deux espaces affines (E, Ë) et (E’ , E’).
On cherche à étudier les morphismes de structure affine entre E et E’. Soit f une
application de E vers E’. On va étudier des conditions nécessaires pour que f « conserve
la structure affine », c’est-à—dire soit un morphisme.
Fixons arbitrairement un point A de E, et soit A’ = f(A) On sait qu’à tout vecteur
Ü de Ê, on peut associer l’unique point B = A + ‘77. f fait ensuite correspondre à ce
point B un point B’ = f(B) de E’, et grâce au point A’, on associe maintenant un
vecteur u’ = B’ — A’.
En résumé, la donnée d’une application de E vers E’ et d’un point A de E définit
toujours une application goA de Ê vers E’. On dit que 90A est l’application vectorielle
associée à f par le point A.
On a, pour tout Ü E Ë, (”1(7) = f(A + Ü) — A’ = f(A+ Ü) — f(A).
La conservation de la structure affine qu’on veut obtenir suggère qu’il serait logique
que l’application 90A ainsi définie conserve la structure d’espace vectoriel, donc soit un
morphisme d’espace vectoriel, donc soit une application linéaire de vers E’.
Considérons maintenant les conséquences de cette hypothèse : cpA E Æ(Ê, E’).
Soit B = A + Ê un autre point de E. Il permet de définir une autre application (p3,
(l’application vectorielle associée à f par B), qui estdéfinie par :
pour tout Ü E Ë, LpBGÎ) = f(B + Ü) — B’ = f(B + Ü) — f(B).
On peut alors faire le calcul suivant :

m7)) = f(A + Ê + ü) — f(A + ï?)
= (f(A + ä + ïî) — f(A)) — (f(A + î) — f(A)) (relation de Chasles)
= 949M? + Ü) - <PA(Ÿ) = (PA(Ü) (linéarité de 90A)

et donc c = 90A-
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On a donc obtenu, sous la seule hypothèse de la linéarité de 50A que toutes les
applications (p3 sont linéaires et sont égales à (pA.
On définit alors l’application linéaire (p = (pA, qui ne dépend plus de A.
De plus, pour tout M G E, on peut déterminer f(M) grâce à l’application (,0 et
à f(A) : Puisque go_()M

— A) = f(A + (M — A)) — f(A) = f(M) — f(A), on a
f(M) = f(A) + <P(AM)-
Récapitulons :

_)

Définition 2.1 Une application f entre deux espaces affines (E, Ê) et (E’, E’) est
une application affine (on dit aussi un morphisme aflîne)

_s)1
et seulement si il existe un

—> E’
.—> f(A + a) — f(A)

Dans ce cas, pour tout B E E, pour tout M E E, on a f(M) = f(B) + <p(M — B), ce
qui peut aussi se noter <p(BlÜ)) = f(B)f(M .
(p est l’application linéaire associée à l’application f ; on dit aussi que (p est la partie
linéaire de f. On note (p = L(f) = Lf ou aussi (p = .

point A E E tel que l’application (p :
Ü

est linéaire.

Remarque : En interprétant différemment la définition, on s’aperçoit qu’une applica-
tion f est affine de E vers E’ s’il existe un point A tel que f soit linéaire entre les
vectorialisés EA et E}(A). (Voir exercice 2.1 p. 56).

Une propriété très importante est la suivante :

Proposition 2.2 Soient (E, Ê) et (F, F) deux espaces affines.
Soit (,0 une application linéaire de Ê vers F. Soit A E E et B e F. Il existe une
application affine f de E vers F telle que f(A) = B et dont la partie linéaire est (,0, et
elle est unique en ce sens que si g est une autre application affine de E vers F telle
que g(A) = B et dont (p est aussi la partie linéaire, alors f = g.
En d’autres termes, une application affine est entièrement déterminée par sa partie
linéaire et par la donnée de l’image d’un point :
Si f et g deux applications afiines entre les espaces aflines (E, Ë) et (F, F). Si f et
g ont la même partie linéaire (p et s’il existe un point A tel que f(A) = g(A), alors
f=g-

Preuve Soit f l’application de E vers F définie par f(M) = B + 90(M — A). Il
est clair que f(A) = B. Montrons que f est affine (et ce faisant, nous verrons que
sa partie linéaire est (p). Soit 90,4 l’application vectorielle associée à f par le point A.
Nous allons prouver que cpA = go.
Soit a? e Ê, on a (m?) = f(A+ a?) — f(A) = B+<p((A+ î) — A) — B = 905?).
On a donc trouvé une application affine ayant les propriétés recherchées.
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Soit g une autre application affine de partie linéaire (p, et telle que g(A) = B. Soit M
un point de E. On a g(M) = B+cp(M—A) = f(M), ceci pour tout M, donc g = fi]

2.2 Exemples de référence
__>

Dans tous ces exemples, (E, Ê) et (E’, E’) sont des espaces affines de dimension finie.
Nous allons étudier des applications classiques et montrer dans chaque cas que ce sont
des applications affines.

2.2.1 Applications constantes

Proposition 2.3 Les applications constantes sont les applications affines dont la
partie linéaire est l’application nulle.

Preuve Soit A’ fixé dans E’. Considérons l’application constante f : M I———> A’.
Montrons que f est aflîne.
Soit O E E : considérons l’application vectorielle associée à f par O
300 : Ü I—> f(O + Ü) — f(O) = A’ -— A’ = Ü). C’est l’application constante nulle, on
sait que c’est une application linéaire, donc f est affine et L(f) = O (application nulle).
Réciproquement, il est aisé de vérifier que toute application affine dont la partie linéaire
est l’application nulle est une application constante. (Voir exercice 2.2 p. 56.) Ü

2.2.2 Translations

Une translation est une application entre l’espace affine E et lui-même (E’ = E).
(Nous avons défini les translations au chapitre précédent, â 1.1.3 p. 2)

Proposition 2.4 Les translations sont les applications affines dont la partie linéaire
est l’identité.

Preuve Montrons que la translation t-ä (où Ü est un vecteur fixé de Ë) est une
application affine.
Soit A E E. On étudie l’application vectorielle (,0 associée à tÿ par A :
OnaVŸEË,

m?) =tÜ(A+ï’)—tï(A) = ((A+Ê)+îZ)—(A+Ü)
=(A+(Ê+Ü))—(A+Ü)=((A+Ü)+î)—(A+Ü)
= (A’+Ê) —A’ (en posant A’ =A+Î =ÉÜ(A))
=î

L’application (p est donc l’application identité de Ë), qui est linéaire, et donc toute
translation tÿ est donc une application affine dont la partie linéaire est idÊ.
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Réciproquement : soit f une application affine de E dans lui-même telle que L(f) =
idË.
Soit A e E et soit A’ = f(A). Posons Ü = A’ — A. On a, pour tout M G E,

f(M)=f(A)+L(f)(À_Ü)=A’+m=A+Ü+M—A=M+'7Î=tîz(M)
donc f = tî. D

Nous avons vu qu’on note T(E) l’ensemble des translations de Ë, et que c’est un
groupe.

2.2.3 Homothéties

Rappel : on appelle homothétie vectorielle d’un espace vectoriel Ë, de rapport k aé 1
l’application linéaire kid .
Nous allons définir les homothéties (affines) de l’espace affine E et nous montrerons
que ce sont les applications affines de E dans lui-même admettant comme partie
linéaire une homothétie (vectorielle) de Ê, de rapport k 7€ 1. (Les cas k = 1 et k = 0
ont déjà été étudiés : l’homothétie vectorielle de rapport 0 est l’application nulle, voir
le â 2.2.1 p. 35; l’homothétie vectorielle de rapport 1 est l’identité de , voir le â
précédent 2.2.2 p. 35.)

Définition 2.5 Soit k e K* \ {1}, et A e E fixé.
On appelle homothétie de rapport k, de centre I, l’application h = h[Je définie par :

VMEE,h(M)=I+k(M—I)=I+kÏ171.
Proposition 2.6
Les homothéties de rapport k Q {0,1} sont les applications affines dont la partie
linéaire est k idÊ.
Le centre I d’une homothétie est son unique point fixe

Preuve Soit h = t une homothétie. On remarque que h(I) = I + kI—Ï = I,
donc son centre est un point fixe de h. L’application vectorielle associée à f par I
est (,0 : Ü H h(I+Ü) — h(I) = I+kÜ—I = kî = kid-ÊŒ) donc (p = kidË est
l’homothétie vectorielle de rapport k, c’est bien une application linéaire et h est bien
affine avec L(h) = kidÊ.

Réciproquement, si f est une application affine dont la partie linéaire est L(f) = k idË,
soit A un point quelconque de E, et A’ = f(A)
Pour tout point M de E, on a f(M) = f(A) + kidÊ(M — A) = A’ + k(M — A).
Cherchons si f admet des points fixes.
Un tel point I est tel que f(I) = I, ce qui équivaut à I = A’ + k(I — A) (5) et « bru-
talement » (en résolvant cette équation comme s’il s’agissait d’une équation numérique,
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. . . , , 1 k
en oubliant qu’on est en tram de conSIderer des pomts) I =

Î—k-A’
—
flA'

Que

signifie tout ceci? Est-ce correct ? Lorsqu’on aura révisé le calcul barycentrique, et
lorsqu’on aura compris l’existence de l’espace vectoriel universel associé à (E, ), on
pourra se contenter de ce calcul formel, qui prouve l’existence et l’unicité d’un point
fixe I. Mais en attendant, il est plus prudent de procéder ainsi :

æ)càI—A=Æ—A+kU—Æ<:>ü—MU—AfimÆ—A

011 encore

Ë=fi+kÿetfi=fiÿ.

L’un ou l’autre de ces calculs (qui consistent en des raisonnements par équivalences)
prouve l’existence d’un unique point fixe I de f.
Pour tout point M de E, on a alors

lf(M) = f(I) + kidÊ(M — I) = I + k(M — I) = hI,k(M)

donc
f = hI,k.

et f est bien une “homothétie. E]

On a montré au passage l’unicité du point fixe d’une homothétie.

Notation z Nous noterons ’H(E) l’ensemble formé des homothéties affines de E (de
rapport non nul, et différent de 1) et de l’identité de E, et ’HA (E) l’ensemble formé
des homothéties de E admettant A comme centre et de l’identité de E.

Remarque : Il est classique de considérer que idE = hI.1 pour tout point I de
E, c’est-à—dire que l’identité est une homothétie de rapport 1, dont le centre est
quelconque. Cette convention a à la fois des avantages et des inconvénients. On trouve
des avantages dans le fait que certaines propriétés ont des énoncés plus « légers » (par
exemple, « l’ensemble des homothéties de centre I est un groupe » n’est vrai que
si on considère que l’identité est une homothétie, sinon il faut écrire : « l’ensemble
formé des homothéties de centre I et de l’identité est un groupe »). Cette convention
serait aussi cohérente avec la définition d’une homothétie, grâce au fait que h1,1(M) =
I + 1(M — I) = M = idE(M). Mais la particularité de l’identité d’avoir plus qu’un
seul point fixe peut être très gênante. C’est pourquoi, dans cet ouvrage, nous avons
choisi de ne pas la compter au nombre des homothéties; le fait de devoir la compter à
part, la nommer à chaque fois obligera le lecteur à réfléchir à. son statut particulier.
H(E) et ’HA(E) sont donc, pour nous, des ensembles qui ne contiennent que des
homothéties de rapport 7É 1, et qui ne contiennent pas idE.
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2.2.4 Projections

On suppose, dans tout ce fi, qu’on a une décomposition Ê = F EB G de Ê comme
somme directe de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires F et .

Rappel sur les projections vectorielles.

La projection vectorielle sur F dans la direction de G) est l’application 7r = n? a de

Ê dans lui-même ainsi définie : pour tout vecteur ËÊ de Ê, dont la décomposition
selon la somme directe Ê = F 69 G est Ê = Î + Ÿ (Î E F), 7 E G), alors Ê a
pour image par 7r le vecteur 7K?) = .
Une projection vectorielle 71' = n? a est une application linéaire (un endomorphisme

de Ê) et elle vérifie
oker1r= ,
oIm7r= ,
. 33:74?) 4:» Ÿeî,
o 7ro7r=7r.
Un projecteur est une application g telle que g o g = g. Les projections vectorielles
sont donc des projecteurs linéaires. Réciproquement, tout projecteur linéaire g est une
projection vectorielle sur Im g dans la direction de ker g.
La démonstration de ces rappels fait l’objet de l’exercice 2.5 p. 57.

Soient F et G deux variétés affines respectivement dirigées par F et G; on sait que
les sous-espaces affines F et G sont sécants (voir proposition 1.22 p. 17) et que leur
intersection est réduite à un point : F fl G = {A}.
De même, VM E E, M + G est une variété affine et (M + G) n F est réduite à un
point.

Définition 2.7 On appelle projection sur F parallèlement à G (ou projection sur F
dans la direction de G ou projection sur F de direction G) l’application p = pFa de

E dans lui-même définie par : M I—> p(M) = M’ avec (M + G) fl F = {M’}

Remarquons que dans cette définition, seule compte la direction G de G.
D’autre part, attention aux parenthèses :

M’ = (M+G)) flF 7E M+ (GÛF) = M (en fait GflF est un ensemble vide!)

Proposition 2.8
(1) Une projection est une application affine, sa partie linéaire est une projection
vectorielle de . Plus précisément, la partie linéaire de la projection affine sur F dans
la direction de G est la projection vectorielle sur de direction .
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(2) Une projection affine p vérifie p o p = p et p(E) = F. En particulier si F 7.4 E, p
n’est pas bijective.

(3) Si p = pFa, F est l’ensemble des points fixes de p. (p(M) = M 4:) M E F).

(4) Une application affine qui admet un point fixe et dont la partie linéaire est une
projection vectorielle est une projection affine.
(5) Toute application affine f qui vérifie f o f = f est une projection.

Preuve Notons p = pF3.
(3) Soit A e F. Tout d’abord, puisque A E A + E3 et A E F, (A + Û) n F = {A} et
p(A) = A.
Réciproquement, si p(A) ,= A, c’est que A = p(A) G F fl (A + Ê), donc en particulier
A E F. '

(1) Considérons l’application vectorielle 7r associée à par A. Puisque par hypothèse
et sont supplémentaires, tout vecteur Ü e peut s’écrire de façon unique

Ü=Ü+Êavecîî€îetîîl€ä.
‘Alorsflm=p(A+î)—p(A)=p(A+a‘)—A=p(A+7+ïï)—A.
Or,A+7€A+î=FetA+î=(A+Ü)+(—ü’)e(A+Ü)+Ê, donc

'((A+î)+ä’)nF={A+î}
et

p(A+_1Ï)=A+îÎ,
d’où

7r(Ü)=A+Ü—A=?.
1r est donc l’application qui associe à tout vecteur Ü = Ü + Ê E F) + Ê le vecteur
Ü : c’est la projection vectorielle sur F de direction Ê, c’est bien une application
linéaire, donc p est bien une application affine.

(2) Pour tout M E E, ona M’ =p(M) e Ffl(M+ä)) C F d’oùp(M) E F : ona
montré que p(E) C F. D’autre part, on a vu que si A E F alors A = p(A) G p(E)
donc F C p(E), et on a établi l’égalité p(E) = F.
Si p est bijective, elle est en particulier surjective, et on a E = p(E) = F, donc p n’est
pas bijective si F aé E.
Enfin, pour tout M E E, on a pop(M) = p(M’) = M’ = p(M) (car M’ E F) donc
p o p = p-
(4) et (5) : voir l’exercice 2.8 p. 58. Ü

Remarque: il est faux qu’une application affine admettant comme partie linéaire
une projection vectorielle est une projection affine.
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2.2.5 Symétries

On suppose ici aussi qu’on a une décomposition Ê = F EB G de Ë comme somme
directe de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires F et .

Rappel sur les symétries vectorielles

La symétrie vectorielle par rapport à. F dans la direction de G est l’a plication
a = a? Ü de dans lui-même ainsi définie : pour tout vecteur Î de , dont la

décomposition selon la somme directe Ë = F EB G est Ê = Ü +7 (ÿ E F, 7 E G),
alors Ë a pour image par a le vecteur 0(Y) = Î — 7.
Une symétrie vectorielle a = oî a est une application linéaire (un endomorphisme de

Ê) et elle vérifie
o ker(a — idË) = F, (ou ce qui revient au même, Ê = 0(Î) <=> Î E F) ;
o ker(a + idË) = G;
o a o a = id ;
o a=7r—7r avec7r=7rîä> et 7r’=7r3î.
Une involution est une application g d’un ensemble E dans lui-même telle que g o g =
idE. Les symétries vectorielles sont donc des involutions linéaires. Réciproquement,
toute involution linéaire g est une symétrie vectorielle par rapport à ker(g — idÊ) dans
la direction de ker(g + idÊ).
La démonstration de ces rappels fait l’objet de l ’eæercz’ce 2.9 p. 58.

Comme pour les projections, nous supposerons aussi que F = A+ F est un sous-espace
affine dirigé par et G est un sous-espace affine de direction .

Définition 2.9 On appelle symétrie
äar

rapport à F, parallèlement à G (ou de
direction G) (ou dans la direction de ) l’application s = SFÜ définie par :

VM E E, s(M) = M+ 2Mp(M

où p = pF3 désigne la projection affine sur F parallèlement à G : p(M) est donc le
projeté de M sur F dans la direction de G.

Proposition 2.10 (1) La symétrie s par rapport à F parallèlement à G est une
application affine.
(2) Elle est caractérisée par : s(M) est l’unique point M’ de E qui est tel que le milieu
I de [MM’] est I =p(M).
(3) Son application linéaire associée a est une symétrie vectorielle de Ê; a est la
symétrie vectorielle par rapport à F de direction G.

I
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(4) Une symétrie s est involutive (elle vérifie s o s = idE)
(5) F est l’ensemble des points fixes de s.
(6) Toute application affine admettant un point fixe et dont la partie linéaire est
involutive est une symétrie.

(7) Toute application affine involutive est une symétrie.

La démonstration de cette propriété sera l’objet de l’exercice 2.10 p. 58.

2.2.6 Applications affines entre espaces vectoriels

Soient V et V’ deux espaces vectoriels munis de leurs structures affines canoniques.
Une application f de V dans V’ est affine lorsqu’il existe un élément a E V tel
que l’applicatiOn (p définie par <p(:z:) = f(a + :13) — f(a) est linéaire, et alors on a
(,0(æ) = f(u + 1:) — f('u,) pour tout 'u, G V.
En particulier, si u = 0V, on a <p(a:) = f (:13) — f(0V) qui est linéaire, donc pour tout
a: E V, on a f(a:) = <p(a:) + f(0v). Posons b = f(OV), on a f = go + b.
On a montré que toute application affine est la somme d’une application linéaire et
d’une application constante.
Réciproquement, s’il existe une application linéaire (p de V vers V’ et un élément
b de V’ tels que f = (p + b, on a clairement b = f(0V) et donc pour tout a: G V,
f(æ) = f(Ov) + (,0(a: — 0V), ce qui montre que f est une application affine.
Nous avons démontré le résultat suivant :

Proposition 2.11 Les applications affines entre deux espaces vectoriels sont les
applications obtenues comme somme d’une application linéaire et d’une constante.

Remarquons qu’une application afiine f entre deux espaces vectoriels est linéaire si et
seulement si f(0V) = OVI.
Cas particulier : une forme affine est la somme d’une forme linéaire et d’une constante,
c’est la raison pour laquelle cette notion a peu d’intérêt pratique.

2.3 Étude des applications affines
Nous noterons A(E, E’) l’ensemble des applications affines de E dans E’ (espaces

_)

affines d’espaces vectoriels associés respectivement Ë et E’). De même A(E) désigne
l’ensemble des applications affines de E dans E (les endomorphismes affines).

2.3.1 Caractérisation des applications affines bijectives

Proposition 2.12
Soit f E A(E, E’) et go sa partie linéaire.
f est injective (resp. surjective) si et seulement si (p est injective (resp. surjective).
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En particulier, f bijective équivaut à (p bijective. On parle dans ce cas d’isomorphz'sme
aflîne. Les isomorphismes affines d’un espace afline (E, ) dans lui-même sont appelés
des transformations afi‘ines de E.

Preuve Soit A un point fixé de E, et A’ = f(A) Pour tout M’ E E’, résoudre
l’équation f(M) = M’ équivaut à résoudre A’ + (Nm) = A’ + A’M’ ou encore
(MA—1%)) = A’M’ . Dire que cette équation d’inconnue M admet pour tout point M’ au
plus une [resp. au moins une] [resp. exactement une] solution équivaut donc à affirmer
que l’équation (MU) = u’ d’inconnue Ü, admet pour tout u’ E E’ au plus une [resp.
au moins une] [resp. exactement une] solution. Ces trois cas correspondent exactement
à la notion respectivement d’injection, surjection et bijection. CI

2.3.2 Image directe et réciproque d'une variété affine

Proposition 2.13 Soit f E A(E, E’) et (p sa partie linéaire. Soient F une variété
affine de E de direction F, et soit G’ une variété affine de E’, de direction Ë’.

Alors
(i) f(F) est une variété affine de E’ de direction 90(F),

et
(ii) f“1(G’) est soit vide, soit c’est une variété aflîne de E, de direction <p‘1(ä?’ ).

En particulier,

Si f est surjective, f“1(G’) n’est jamais vide.

Si f est injective, on a dim f(F) = dim F.

Si f est bijective (ce qui implique dim E = dim E’), alors dim f(F) = dim F et
dim(f“1(G’)) = dim G" (cet ensemble est dans ce cas toujours non vide).

Remarque : En particulier, l’image d’une droite par une application affine est
une droite ou un point et l’image d’une droite par une application affine bijective
(translation, homothétie,. . .) est une droite.

Preuve Les dernières assertions sont des conséquences évidentes de cet énoncé et
des propriétés des applications linéaires injectives et bijectives.

(i) Soit A E F. Soit F’ = f(A) + (,0(F); d’après les propriétés d’une application
linéaire, <p( ) est un sous-espace vectoriel de F’ donc F’ est un variété affine de E’.
On va montrer que f(F) = F’, ce qui établira que f(F) est un sous-espace affine.
Soit M’ E f(F).
Il existe M=A+Ü 614+? =Ftel que M’ =f(M) =f(A)+g0(M—A).
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Or, (,0(M — A) E <p(—F’) puisque M — A G F, donc M’ E F’ = f(A) + 90(F). On a
montré la première inclusion f(F) C F’.

—+ —>
Réciproquement, si M’ e F’ = f(A)+<p(F), on écrit M’ = f(A)+u’ avec u’ 6 90(F),
donc il existe Ü E F tel que 'u. = <p(Ü); on a donc M’ = f(A) + 90(Ü). Soit
M=A+Ü; M e A+Ï’ =Fetonaf(M) =f(A)+<p(m) =f(A)+<p(Ü) =M’,
donc on a bien M’ E f(F), et on a établi que F’ C f(F)

(ii) Si on suppose que G = f—1(G’) est non vide, soit A E f—1(G’). On a donc
f(A) E G’ et G’ = f(A) + ’. On sait que G = go'1( ’) est toujours un sous—espace
vectoriel de Ë. Montrons que G = A + .

Soit M e G.
On a f(M) E G’ donc f(M))

= f(A) + 5’ avec 5’ E G’, ce qui prouve que (MM) =
l7 E ’ donc m E <p‘1(G’) = et on adonc M = A+A E A+ : on aprouvé
la première inclusion G C A + .
Soit M E A + G.
On a m e G = cp—1(EÏ’) donc (Mm) G 3.
D’où f(M) = f(A) + (Mm) E f(A) + ’ = G’, ce qui signifie très précisément que
M E G : on a établi la deuxième i clusion A + C G.
On a donc montré que G = A + , donc G = f‘1(G’) est bien une variété affine. CI

2.3.3 Ensemble des points fixes d'une application affine

Proposition 2.14 L’ensemble des points fixes d’une application affine f G A(E) de
partie linéaire cp est soit vide, soit c’est une variété affine de direction ker(<p — idË).

f a un unique point fixe équivaut à. ker (<p — idÊ) = {0}, ce qui se traduit par le fait
que 1 n’est pas valeur propre de (p.

Preuve Supposons que f admet un point fixe A.
Soit F l’ensemble des points fixes de f. Soit M un point quelconque de E. M est un
point fixe (invariant par f) (ou encore M e F) si et seulement si : f(M) = M 4:)
f(A) +<p(M — A) = M 4:) A+<p(M — A) = A+ (M — A) c’est-à—dire si et seulement
si A est un vecteur invariant par (p. Or, l’ensemble des vecteurs invariants de (p est
son

sous-Épaœ
propre pour la valeur propre 1 (ou { 0 } si 1 n’est pas valeur propre de

(p), c’est E1 = ker((,o — idË). Finalement on a prouvé que M e F 4:) M E A + 1,
ce qui prouve que F est un sous-espace affine dirigé par 1.
Supposons maintenant que 1 n’est pasvaleur propre de (p. Il reste à établir qu’il existe
toujours un unique point fixe :
Soit O un point quelconque de E, et soit O’ = f(0) L’application linéaire (,0 —

idâest bijective (puisque 1 n’est pas valeur propre de (p), donc il existe un unique Ü E
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tel que 90(717) — Ü = O — 0’, et le point M = O +Î = 0’ +<p(Ü) = f(M) est bien
invariant par f ; de plus, c’est le seul, puisque

f(M)=M <=> O’+<p(îÎ)=O+—IÎ <=> 90(zî)—ÿ=o—o'

2.3.4 Composition d'applications affines

Proposition 2.15
Soient f E A(E, E’) et g E A(E’, E”) de parties linéaires respectivement î et .
Alors g o f E A(E,E”) et L(g o f) = î o î (ce qu’on peut noter 97])” = î o .)
Si de plus f est une bijection entre E et E’, alors f“1 E A(E’, E) et
L(f—l) = (L(f))_1 = î—l (ce qu’on peut noter F = (?)_1.)

Preuve Soit A un point quelconque de E, et soit B = f(A) On sait que pour tout
point M E E on a f(M) = f(A) + î(M —A) = M’.
D’autre part on a g(M’) = g(B) + Ë(M’ — B).
On a donc

(gomM) = g(M') = g(f(A>>+î(f(A>+7<M—A)—B) = gof<A>+îoî<M—A)
et puisque la composée de deux 'applications linéaires est linéaire, ceci permet d’affirmer
que g o f est affine, de partie linéaire L(g o f) = —g’ o 7.
Si de plus f est bijective. Pour tout M’ E E’, soit M = f“1(M’) son unique antécédent
par f. On a donc M’ = f(M) = B + (M —A), d’où M’ — B = (M — A). Mais
on a vu que est également bijective, (et on sait que l’application réciproque d’une
application linéaire est linéaire). On peut donc écrire M — A = “1(M’ — B) et
f—1(M’) = f'1(B) + î'1(M’ — B). Ceci prouve que f"1 est affine et que sa partie
linéaire est L(f—l) = —1. Ü

Nous noterons GA(E) l’ensemble des applications affines bijectives de E dans lui-même.
Rappelons que GL ) désigne le groupe linéaire de , c’est-à—dire l’ensemble des
isomorphismes de (applications linéaires bijectives de Ë dans lui-même). On note
naturellement L l’application qui à une bijection affine associe sa partie linéaire.

De la proposition précédente on déduit immédiatement :

Proposition 2.16 (et définition) (GA(E), o) est un groupe qu’on appelle groupe
affine de E et l’application L de GA(E) vers GL( ) qui associe à un isomorphisme
affine de E sa partie linéaire est un morphisme de groupe de GA(E) vers GL(Ê).

Ce groupe est bien sûr non commutatif. Il possède un sous-groupe remarquable.
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2.3.5 Dilatations

Proposition 2.17 (E, Ë) étant un espace affine de dimension finie, l’ensemble formé
des translations et des homothéties est un sous—groupe distingué de GA(E). On le
note D(E) = T(E) U 7-l(E) ; il est appelé groupe des dilatations de E (ou groupe des
homothéties—translations).
T(E) est un sous-groupe commutatif de T(E) U ’H(E), distingué dans le groupe des
dilatations et dans le groupe affine de E.

Preuve Si H(Ë) = R* idÊ = {kidË | k E R*} est l’ensemble des homothéties
vectorielles, il est clair que H( ) est un sous-groupe distingué de GL(Ë) (c’est le
centre de ce groupe, c’est—à—dire l’ensemble des éléments de GL( ) qui commutent
avec tous les autres éléments du groupe). Puisque L est un morphisme de groupe
entre GA(E) et GL(Ë), on sait que L‘1(H(Ë)) est un sous-groupe distingué du
groupe GA(E). .Mais on a vu que la partie linéaire d’une application affine f de E
dans E est Lf = kidÊ (k E R*) si et seulement si f est une translation (k = 1) ou
une homothétie (k 76 1). Donc H(E) U T(E) = L“1(H(Ê)) est bien un sous-groupe
distingué de GA(E).
Pour la fin de la démonstration, il suffit de remarquer que T(E) = ker L. Ü

2.3.6 Décomposition de GA(E)

Soit Q un point de E, nous noterons GAQ (E) l’ensemble des applications affines
bijnectives qui laissent Q invariant.

Proposition 2.18 (GAQ(E), o) est un sous-groupe de GA(E), et la restriction L9
de l’application L à GAg (E) est un isomorphisme de groupe de GAQ(E) sur GL(Ê).

Preuve GAQ (E) est le stabilisateur de Q dans GA(E) (l’ensemble des éléments f
de GA(E) qui sont tels que f(Q) = Q), et à ce titre c’est un sous-groupe de GA(E)
(résultat classique très facile à démontrer).

L9 est la restriction à un sous-groupe de GA(E) d’un morphisme de groupes défini
sur ce groupe, L9 est donc bien un morphisme de groupe.

'Une application affine étant entièrement déterminée par l’image d’un point et sa
partie linéaire (proposition 2.2 p. 34), pour toute application linéaire go E GL( ),
il existe une unique application affine f dans GAQ telle que L(f) = Lg(f) = (p :
c’est l’application f définie par f(M) = Q + go(M — Q). Cela montre bien que Lg est
bijective, et donc que c’est un isomorphisme. EI

Rappel : Un groupe G est produit semi-direct d’un sous groupe H par un sous groupe
K lorsque H est distingué et de plus (e étant le neutre de G) G = HK, et H0K = {e}.



46 CHAPITRE 2. APPLICATIONS AFFINES

Ces deux dernières conditions traduisent le fait que tout élément a: de G peut s’écrire
de façon unique :1: = yz, y E H et z E K.
(Si K est aussi un sous—groupe distingué, alors on a un produit direct de sous-groupes).

Proposition 2.19 Quel que soit le point Q de E, GA(E) est produit semi-direct de
T(E) par GAQ(E).

Preuve On a vu (proposition 2.17 p. 45) que T(E) est un sous-groupe distingué
de GA(E). De plus, pour toute bijection affine f, posons {2’ = f(Q) On a pour tout
M e E,

f(M) = f(9) + L(f)(M - Q) = 9 + L(f)(M - Q) + (9’ - Q) = tm 0 fn(M)
avec f9 = (LQ)—1(L(f)) E GAQ(E) et tfîlÿ E T(E).
On a montré que GA(E) = T(E) - GAg(E).
De plus une translation qui admet f2 comme point fixe est bien sûr égale à l’identité,
donc on a bien 7'(E) fl GAQ(E) = {idE}. Ü

2.4 Détermination d'une application affine

Une application linéaire est entièrement déterminée par la donnée de l’image des
vecteurs d’une base. Nous allons établir une propriété analogue pour les applications
affines. Auparavant, nous allons préciser la correspondance entre un point et ses
coordonnés dans un repère cartésien que nous avons déjà étudiée avec la proposition
1.6 p. 4.

2.4.1 Isomorphisme avec R"

Proposition 2.20 Soit E un espace affine sur un espace vectoriel Ë), de dimension
n. Soit R = (O, B) un repère cartésien de E.
Alors l’application qui associe à un point M ses coordonnées dans le repère R est un
isomorphisme affine entre E et R”, dont la partie linéaire est l’isomorphisme entre
et R" que définit le choix de la base B (qui associe à un vecteur î} ses coordonnées
dans la base B).

Preuve Il suffit d’appliquer les définitions. Ü

2.4.2 Formules analytiques d'un morphisme affine
_>

Proposition 2.21 Soit f une application entre deux espaces affines (E, Ê) et (E’ , E’).
On suppose donnés un repère cartésien ’R. = (O, B) = (O, 6—1), . . . , e?) de E et un repère
cartésien 72’ = (0,8’) = (Q, ä, . . . ,en) de E’.
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331

Soient X = 5 les coordonnées dans le repère R d’un point M E E quelconque; si
æp —

Œ’I
M’ = f(M), soient X’ = 3 les coordonnées de M’ dans ’R’.

æ!n

Alors f est une application affine si et seulement si 011 peut exprimer les coordonnées
X’ de M’ = f(M) en fonction des coordonnées X de M par des formules du type

p

Vi=1,...,n :172: E uijœj+bi
j=1

b1, . . . ,bn et (nia-hggn étant des constantes réelles.
ISjSP

Preuve Supposons d’abord que f est affine, et soit (p sa partie linéaire.
Soit A = (aij)1g,;<n la matrice de (p pour les bases B et B’. Soit 0’ = f(O) et soient

1<j<p
ŒOî

X’O, = E les coordonnées de O’ dans le repère 72’.
:130;

:131

On considère un point M, de coordonnées X = 5 , les coordonnées de son image

9319
Œ’I

M’ = f(M) étant X’ =
æ!n

Les c ordonnées du vecteur 5M dans la base B sont aussi X et les coordonnées de
<p(O ) dans la base B’ sont AX, grâce aux propriétés de la matrice d’une application
linéaire.
De la relation M’ = f(O) +<p(O—1VÎ), en utilisant les hypothèses qu’on vient de formuler,
en passant aux coordonnées, on obtient X’ = Xô, + AX, ce qui permet d’écrire les
formules analytiques de f :

P

Œ2=ŒOÊ+E aijœj Vi=1,...,n
.’Î=1

Ces formules analytiques sont bien du type annoncé.
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Réciproquement

ŒI
Si l’image d’un point M de coordonnées f dans le repère ’R, par une application

ŒP
Œ’I

f entre E et E’ est le point f(M) = M’ dont les coordonnées 5 dans le repère
xi

R’ sont données par les formules

n

Vi=1,...,n Œ2=E uijæj+bj
j=1

alors f est une application affine dont la partie linéaire est l’application linéaire de
matrice U = (nia-figgp dans les bases B et B”, et qui est telle que f(O) = 0’ de

ISa
b1

coordonnées
bn

Pour s’en convaincre, il suffit de chercher les formules analytiques de l’application affine
g ayant ces caractéristiques, de constater que ce sont les mêmes que celles définissant
f, et de conclure que puisque f = g, f est bien affine. Ü

Les formules analytiques d’une application affine dépendent bien évidemment des
repères cartésiens considérés. Pour un endomorphisme affine, on prendra presque
toujours (sauf pour un changement de repère, au â suivant) le même repère « au
départ » et « à l’arrivée ».

Remarquons que si on omet les b—-—Œo' dans l’écriture des formules analytiques de
f, on retrouve les formules analytiques de (p: L(f) dans les bases B et B’. Dans ce
cas ces formules analytiques « homogènes » sont aussi celles de l’application affine
admettant (p comme partie linéaire et qui transforme O en Q.

Si E = E’, c’est-à—dire lorsque f est un endomorphisme affine, en prenant R’ = R,
alors les formules « homogènes » associées aux formules analytiques de f sont celles
de l’application affine qui admet 4p comme partieËéaire et qui fixe O, alors que les
formules analytiques de la translation t de vecteur OO’ sont æ’- ——æor_ +:L',. On retrouve
ici une illustration de la décomposition f-— t o f0 obtenue lors de la démonstration de
la proposition 2.19 p. 46.
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2.4.3 Retour sur les changements de repères cartésiens

Soient ’R = (O, B) et 72’ = (0’, B’) deux repères cartésiens d’un même espace affine
331

E, de dimension n. Pour tout point M de E, on note X = 5 ses coordonnées

Œn
Œ’l

(les anciennes coordonnées) dans le repère R (l’ancien repère) et X’ = g ses
x!n

coordonnées (nouvelles) dans le repère R’ (nouveau). Alors l’application identité de E
est une application affine. On peut écrire ses formules analytiques, en considérant que
E est au départ muni du nouveau repère R’ et à l’arrivée E est muni de l’ancien repère
R. La matrice de l’application linéaire identité idÈ, pour la base B’ au départ et B à
l’arrivée n’est rien d’autre que la matrice P de passage de la base B vers la base B’ ;
l’image par idE de 0’ est lui-même, mais ses coordonnées dans le repère « d’arrivée »
est X01, matrice colonne des coordonnées de O’ dans l’ancien repère. On obtient, en
application de ce que nous avons vu au paragraphe précédent, X = X0: + PX’. Nous
avons ainsi retrouvé d’une autre manière les formules de changement de repère de 72
vers R’ que nous avons vues au S 1.3.2 (p. 12).
Nous verrons au chapitre suivant qu’une application afline est aussi naturellement
déterminée par la connaissance des images des points formant un repère affine.

2.5 Quelques théorèmes de géométrie affine

2.5.1 Caractérisation des dilatations

Lemme 2.22

Une application affine de (E, Ê) est une dilatation (i.e. une homothétie ou une
translation) si et seulement si elle transforme toute droite de E en une droite parallèle.

Preuve Soit f une dilatation. Sa partie linéaire (p est une homothétie vectorielle
kidË, k E R". En application de la proposition 2.13 p. 42, l’image d’une droite
A = A+ < Ü > (passant par A, dirigée par Ü) est la variété afline
f(A) = f(A) + <p(< î >) = f(A) + k < î >= f(A)+ < îî >,
qui est une droite ayant la même direction que A.

Réciproquement, si f est une application affine de (E, Ê) dans lui-même, de
partielinéaire (p, et qui transforme toute droite de E en une droite parallèle. Soit Ê 7E O

un vecteur quelconque de .On va montrer que Ê est un vecteur propre de (p.
Soit A E E, et soit B= A+Ê. Soit A: A+ < î? >. Posons A’= f(A) et B’= f(B).
On a <p(Î)—— A’B’. Mais comme A E A et B 6 A, on a A’, B’ E f(A); mais
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A’ = f(A) est une droite parallèle à A, donc qui admet la même direction. Donc—+
A’= A’++< Ê > et comme B’ E A’, on a A’B’e€< Ê >, c ’est—à—dire 3A E R tel
que—<p(ËÊ)—— ÀÎ. Remarquons que /\ ne peut être nul, sinon l’image de tout point
M: A + k? de A qui est a priori le point M’-A’ + 1694?) serait dans tous les cas
égala A’ + 0—- A’ et l’image de la droite A serait non pas une droite mais un point.
Nous avons ainsi prouvé que tous les vecteurs de sont des vecteurs propres attachés
à une valeur propre non nulle. Or, un résultat classique sur les applications linéaires
est que seules les homothéties vectorielles admettent tous les vecteurs de comme
vecteurs propres (voir exercice 2.4). On a donc prouvé que (,0 est une homothétie
vectorielle, de la forme (p = AidÊ, donc f est une dilatation. Ü

2.5.2 Le théorème de Ménélaüs

Théorème 2.23 Soient A, B, C’ trois points non alignés, et soient A’ E (BC’), B’ E
(AC) et C’ E (AB). On suppose que A’,B’,C’çË€{_A, B, C_}_.

A_’B B’C'.C'_’A_
A’C’ B’A C—’B

_Alors A’, B’, C" sont alignés si et seulement si

A’B
Preuve On considère l’homothétie hl de centre A’ et de rapport

AC
C sur B.

IB CDe même, l’homothétie hg de centre B’ et de rapport
—B’A—,'

— envoie B sur A. 1

.Elle envoie

envoie A sur C.

Enfin l’homothétie h3, de centre C” et de rapport
Soit f = h1 o hg o h3. f es_t_ïne dilatation qui envoie B sur B, donc de centre B, et de

A’B B’C' C"A
W ' 3T4 ' o—B '

Si on suppose
que1

ce rapport vaut 1, c’est que f est l’identité, donc h31—-h1 o hg, et
le centre C” de h31 est forcément aligné avec celui de hl et celui de hg (voir l’exercice
2.11), donc C", A’, B’ sont alignés.

rapport

Réciproquement, si A’, B’, C’ sont alignés : on considère l’homothétie h = hl o hg.
D’après le résultat de l’exercice 2.11, son centre C” est aligné avec A’ et B’. D’autre
part, h1 o hg(A) = B, donc C'”, A et B sont aussi alignés, donc C” est le point
d’intersection de (AB) avec (A’B’ ), et donc forcément C” = C". Donc f = h o h3
est la composée de deux homothéties de même centre C” , donc on peut affirmer que
f(C’) = C’. Mais on a aussi f(B) = B, donc f est une dilatation qui admet deux

I

Remarquons qu’aucun de ces trois rapports n’est égal à 1, sinon, par exemple si on avait = 1,
A’C’

onaurait B—A’=C’—A’ donc B=C...
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points fixes distincts, f est l’identité. f est donc une dilatation de rapport 1, mais on
AIB BIC 0A d’o‘ le ésultat Ü_ . _ - _ u r .
A’C' B’A C”B ’

Une autre démonstration de ce théorème (basée sur le théorème de Thalès) est proposée
en exercice (exercice

a vu que son rapport est

2.5.3 Le théorème de Ceva

Théorème 2.24 Soient A,B, C’ trois points non alignés, et soient A’ e (BC’), B’ G
(AC) et C” e (AB). On suppose que A’,B’,C’ Æ {A,B,C’}.
Alors (AA’), (BB’), (CC’) sont concourantes ou parallèles si et seulement si
:473“ E75 m ____ . _ . _ __1_
A’C’ B’A C’B

Preuve Supposons que les droites (AA’), (BB’), (CC’) sont concourantes en D. Soit
A1 la parallèle à (AA’) qui passe par B et A2 la parallèle à (AA’) qui passe par C.
Soit E le point d’intersection de (CC’) avec A1, F le point d’intersection de (BB’)
avec A2 et soit G' le point d’intersection de (FA’) avec A1. Le théorème de Thalès

FIGURE 2.1. Théorème de Ceva, cas des droites parallèles.
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C C’B FB FG
permet d’affirmer que _ = _ = _ = _.

C’D CA’ FD FA’
Soit k la valeur commune de ces rapports. Soit h l’homothétie de centre C et de
rapport k et h’ l’homothétie de

centIÏa_F)’
et de rapport k. On a, par construction

h(D) = E et h(A’) = B donc EÎB’ =_kDA’. De même, on a h’(D) = B et h’(A’) = G
—>

donc Ëä = kDA’ = ËÊ, et donc Ê=Ê = —1.

Considérons maintenant les homothéties h1, hg, h3 qu’on avait introduites dans la
IA Bdémonstration du théorème de Ménélaüs (hl de centre A’, de rapport

T0
qui envoie

_/—

C en B, h2 de centre B’, de rapport îî qui envoie A en C et h3 de centre C", de
—,'

qui envoie B en A). On a vu que f = hl o hg o h3 est une homothétie

A’B B’C’ ÛÂ
Ë B’A C’B

'

rapport
C’B

de centre B, de rapport

—/— —T—
Or, grâce au théorème de Thalès, on a C D = C_A donc h3 (E) = D.

C’E C’B
—,— T

De même, on aï = B C donc h2(D) = F.
B’D B’A

. ÎCÏ’ 747?Enfin, on a auSSI
A’F

=
A’C'

donc h1(F) = G.

On a donc f(E) = hl o hg o h3(E) = hl o h2(D) = h1(F) = G, et comme B est le
A’B_B’C m
A—’Ô FÂ C’—B est son rapport,centre de l’homothétie f = hl o h2 o h3, et que

B—CÏ E B—’C—- m
0113-:—BE‘W'B—m'cy—B‘

BG
Mais on a vu que

É
= —1, d’où le résultat dans le sens direct lorsque les trois

droites sont concourantes.
Si les droites (AA’), (BB’), (CC’) sont parallèles, c’est beaucoup plus simple, car il
suffit d’appliquer le théorème de Thalès et la relation de Chasles pour les mesures
algébriques pour exprimer les trois rapports de mesures algébriques en fonction d’un
seul d’entre eux.

'T'

Soit /\ = A—B- ;
A’C

—;"
— _/ I _

grâce au théorème de Thalès, on a Ë—IÏ-= gît, = —%—C— = 1 — à = æ,

‘7— —/ —, — A’C _l
et de même, 0A — CA — CA A'B — À =_1_C’B — ÜË _Ü—AŸ+Ë=_A’_G+1—1—% 1—/\
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FIGURE 2.2. Théorème de Ceva, cas des droites parallèles.

En faisant la synthèse de ces trois égalités, on trouve bien

A’—B_FÛ_C—’Â_ A—l 1
2m m Ü—B— A 1-x = —1.

Pour la réciproque, il suffit, comme souvent, d’utiliser à bon escient la propriété dans
le sens direct :
Si on a

A’B _ B’C _ C’A _
A’C’ B’A C’B

_ _]_,

on considère deux cas :
o si (BB’) et (CC’) sont sécantes en un point D, on considère le point A’’ intersection 2

de (AD) avec (BC). On est dans la situation du sens direct, donc on a

—A”B m m __
_A”C m —C”B

_

Â”_B _ A’B
A”C__) A’C

commune de ces rapports, on a A”B = kA”lÎ‘ et A’B = kR.

En comparant avec l’hypothèse, en en déduit donc si k est la valeur

2 Notons qu’il est impossible que la droite (AD) soit parallèle à (BC) : si c’était le cas, l’homothétie
h2 0 h3 enverrait non seulement B en C‘ (via A) mais aussi C, via D, en B. Ce serait donc forcément

. B’C C"Aune involution, donc une homothétie de rapport —1 =
m

-
C’B

, donc l’hypothèse imposerait

A’B _ . . .
Flic

— 1, ce qui est imposable.
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On introduit le point B dans tous ces vecteurs, et on obtient :
fi ——> fi

—BA ’ = h(A”B + BÎ), donc BA ’ = k—ÎÎË. Avec exactement le même calcul
—> k —7pour A’, on obtient BA’ = h—ÎËÛ = BA ', donc A’ = A” et (AA’) passe aussi

par D donc les trois droites sont concourantes en D.
o si (BB’)//(C’C’), on considère la droite A parallèle à ces deux droites qui passe par

A. Elle coupe (BC’) en A” . On est encore dans la situation du sens direct et on peut
affirmer de la même façon que

A”B B’C C’A ___1,
A”C’ B’A C’B

A”B ÉTÉ
donc que N = —’——
droite (AA’) = (AA”) = A est aussi parallèle aux deux droites (BB’) et (CC’).

E]

et on conclut de la même façon que A’ = A” , donc que la

Nous allons voir maintenant les formes particulières (les « cas parallèles ») de deux
théorèmes classiques : le théorème de Pappus et le théorème de Desargues. Nous
verrons la forme générale de ces deux théorèmes lors du chapitre suivant et en exercice.

2.5.4 Un théorème de Pappus

Proposition 2.25 (un aspect du théorème de Pappus) Soient D et D’ deux-
droites distinctes d’un plan afiine, X, Y, Z trois points distincts de D et X’, Y’,
Z’ trois points distincts de D’, ces 6 points étant distincts de D fl D’.
Si (XY’)//(X’Y) et (YZ’)//(Y’Z) alors (XZ’)//(X’Z).

Preuve Si D n D’ = {Q}, on considère les deux homothéties de centre Q :
ÔY

hl qui transforme X en Y et hg qui transforme Y en Z. Le rapport de hl est k1 =
-Q—_X—

et celui de hg est kg = %_Z—

Il est évident que hg o hl (X) = Z. D’autre part hg transforme la droite (YZ’) en une
droite qui lui est parallèle et qui passe par hg(Y) = Z : c’est la droite (ZY’) Comme
l’image de Z’ est un point de la droite D’, on est sûr que hg(Z’) est à l’intersection de
D’ et de (ZY’), donc hg(Z’) = Y’. Raisonnant de la même façon, on peut déterminer
l’image de Y’ par hl : c’est un point de D’, qui est aussi sur l’image de la droite (XY’)
par hl, c’est-à—dire une droite parallèle à (XY’) et passant par hl (X) = Y, donc qui
sur (YX’). On a donc h1(Y’) = X’, de sorte que hl o hg(Z’) = X’.
Mais hl et hg sont des homothéties de même centre, donc elles commutent (voir
l’exercice 2.11), et on a h = h1 o hg = hg o hl. Donc h(X) = Z et h(Z’) = X’, de sorte
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FIGURE 2.3. Théorème de Pappus, première version.

que l’image de la droite (XZ’ ) par h est la droite (ZX’) qui lui est parallèle : on a
bien (XZ’)//(X’Z). E!
Si D//D’ , on fait le même raisonnement avec des translations (voir l’exercice 2.13).l:|

2.5.5 Un théorème de Desargues

Proposition 2.26 (un aspect du théorème de Desargues)
Soient ABC et A’B’O" deux triangles d’un espace affine, sans sommet commun et
aux côtés respectifs parallèles ((AB)// (A’B’), (AC)//(A’C’) et (BC')//(B’C’)) Alors
les trois droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont parallèles ou concourantes.
En d’autres termes, deux triangles à. côtés parallèles sont homothétiques ou translatés.

Preuve Si (AA’) et (BB’) sont sécantes en un point Q, on considère l’homothétie h de
centre Q, qui transformeien A’itdonc B en B’ grâce au parallélisme (AB)// (A’B’ )

(h a our ra ort k — QA, — 9B,p pp “ m ‘ n79“
Thalès).
h transforme la droite (AC) en une droite qui lui est parallèle et qui passe par A’,
donc en la droite (A’C’), et h transforme la droite (BC) en une droite parallèle et
qui passe par B’, donc en la droite (B’C’), de sorte que C, intersection de (AC) avec
(BC'), est transformé par cette dilatation en le point d’intersection de (A’C’) avec
(B’C’), c’est-à—dire en C” . La droite (CC’) passe donc par le centre de l’homothétie
donc les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont concourantes.
Si (AA’) et (BB’) sont parallèles, on raisonne de façon tout à fait analogue en utilisant
une translation (voir l’exercice 2.14). D

. Ces rapports sont égaux grâce au théorème de
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FIGURE 2.4. Théorème de Desargues, première version.

2.6 Exercices

Exercice 2.1.
Démontrer la remarque qui suit la définition des applications

affines—Sdéfinition
2.1

p. 34) : Une application f entre deux espaces affines (E, Ë) et (E’, E’) est affine si
et seulement si il existe un point A E E, d’image A’ = f(A) par f, tel que f est une
application linéaire entre les vectorialisés EA et E}.

Exercice 2.2.
Montrer que toute application afiîne dont la partie linéaire est la fonction nulle, est
une application constante (voir p. 35).

Exercice 2.3.
Montrer que HA(E) U {idE} est un groupe commutatif isomorphe à R*.

Exercice 2.4.
Le but de cet exercice est de déterminer le centre3 Z du groupe GL(Ê) des automor-
phismes d’un IR-espace vectoriel Ë de dimension finie n

1° Montrer que si un automorphisme (p de Ê est tel que tout vecteur non nul de Ë
est vecteur propre pour go, alors il existe À e R tel que V? E Ë, on a (A?) = ÀÊ.
(En distinguant deua: cas selon que le système (Ê, ÿ) est libre ou lié, on montrera
que si (A?) = A3,? et (A?) = Àyî, alors on a Àæ = Ày).

3 Rappelons que le centre d’un groupe G est le sous-ensemble Z de ce groupe formé des éléments qui
commutent avec tous les éléments du groupe; c’est un sous-groupe distingué et commutatif du groupe
G.
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2° Soit (,0 un automorphisme de Ë qui commute avec tous les autres automorphismes
de GL(Ê). On veut montrer que tous les vecteurs Ê de Ë sont des vecteurs propres
pour 4p.

2° a) Soit ÎÊ un vecteur non nul de Ë. Montrer qu’on peut trouver un automorphisme
2p de Ê qui soit tel que Ê est une base du sous-espace propre de Ë) associé à la valeur
,propre 1. (On pourra définir 1/1 par sa matrice dans une base dont ÎL’ est le premier
élément).

2° b) En utilisant que (p commute avec 1,0 montrer que Î est un vecteur propre de (p.

3° Conclure.

Exercice 2.5.
Démontrer les rappels sur les projections vectorielles du â 2.2.4 p. 38, à savoir :

1° Soient 1—7) et ä) deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de l’espace vectoriel
de dimension n finie Ë. ( = EB ). Soit 71' = a? a.
1° a) Montrer que 7r est linéaire.

1° b) Montrer que ker7r = Û.

1° c) Montrer que Im7r = î.

1° d) Montrer que Ê = 7d?) 4:) î’ E Ï’.

1° e) Montrer que 7r o 1r = 7r.

2° Soit g un projecteur linéaire de l’espace vectoriel Ë (g est un endomorphisme de
tel que g og = g).

Montrer que g est la projection vectorielle sur î = Im g dans la direction de Ü = ker g.

Exercice 2.6.
1° Soit p une rojection vectorielle de l’espace vectoriel Ë. On considère l’endomor—
phisme q de défini par q = idË — p. Montrer que q est une projection vectorielle dont
on déterminera les éléments en fonction de ceux de p. Montrer que p o q = q o p = OË'

2° Soient p et p’ deux projections vectorielles de l’espace vectoriel Ê. Montrer que
p + p’ est une projection vectorielle si et seulement si p op’ = p’ o p = OË' Déterminer,
dans ce cas, les éléments de p + p’ en fonction de ceux de p et ceux de p’.

3° Montrer qu’un endomorphisme (p de l’espace vectoriel de dimension finie Ë est un
projecteur si et seulement si (p est diagonalisable et son spectre est inclus dans {0, 1}.
En déduire que = kercp EB ker(idÊ — (p) si et seulement si (,0 est une projection
vectorielle.
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Exercice 2.7.
1° Démontrer que l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est

3 1
î

A = —1 3 —1 est une projection vectorielle dont on déterminera les éléments
__ 2 _â
I o o

2 2

caracterIstIques.

2° Dans R3, déterminer la matrice de la projection vectorielle sur la droite vectorielle
1

1—7) dirigée par Ü = 0 dans la direction du plan vectoriel î caractérisé par
—1

æ+y=0

Exercice 2.8.
Démontrer les points (4) et (5) de la Proposition 2.8 p. 38 :

1° Une application affine qui admet un point fixe et dont la partie linéaire est une
projection vectorielle est une projection affine.

2° Toute application affine f qui vérifie f o f = f est une projection.

Exercice 2.9.
Démontrer les rappels sur les symétries vectorielles du â 2.2.5 p. 40, à savoir :

1° Soient î et Û deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de l’espace vectoriel
de dimension n finie . (Ê = 69 ). Soit a = a? a.
1° a) Soient 7T = n? 3 et 7r’ = 7T3 Ï" Montrer que a = 7r — 7r’. En déduire que a est
linéaire.

1° b) Montrer que ker(a — idÊ) = î = Im(a + idÊ).

1° c) Montrer que ker(a + idË) = Û = Im(a — id—Ê).

1° d) Montrer que a o a = idË.

2° Soit g une involution linéaire de l’espace vectoriel Ê (g est un endomorphisme de
tel que g o g = idË).

Montrer que g est la symétrie vectorielle par rapport à. ker(g — idË) dans la direction
de ker(g + idË).

Exercice 2.10.
Démonstration de la proposition 2.10 p. 40.

1° Soient (F, î) et (ŒÊ) deux sous—espaces affines de l’espace affine (E, Ë) On
suppose que = EB ( et ä sont supplémentaires). Soit s = sFa la symétrie
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par rapport à F dans la direction de G, et soit p = pF a la projection sur F dans la

direction Ê.

1° a) Montrer que s est une application aflîne. Identifier son application linéaire associée
a.

1° b) Montrer que s est caractérisée par : 3(M) est l’unique point M’ de E qui est tel
que le milieu I de [MM’] est I = p(M).

1° c) Montrer que s est involutive.

2° Soit f une application affine de l’espace affine (E, Ê), dont la partie linéaire
est une symétrie vectorielle a = a? 3 ( et sont deux sous-espaces vectoriels

supplémentaires de Ë). On suppose que f admet un point fixe A. Montrer que f est
la symétrie affine par rapport à F = A + dans la direction .

3° Soit g une application afiîne involutive. Montrer que g est une symétrie affine.

Exercice 2.11.
1° Soit h = h”c une homothétie (k ë {0, 1}) et t = tÿ une translation (Ü aé Ü).
Montrer que h’ = h ot et h” = t o h sont des homothéties dont on précisera le rapport.
Montrer que leurs centres respectifs I’ et I” sont sur la droite D passant par I dirigée
par Ü (D = I+ < Ü >). Est-il possible que h’ = h” ?

2° Soient h = t et h’ = hpycr deux homothéties (k, k’ Q {O,1}). Montrer que selon
que I = I’ ou I 7E I’, et selon que kk’ = 1 ou kk’ 7€ 1, f = h’ oh est soit une homothétie
de centre I, soit une homothétie de centre J e (II’), soit une translation de vecteur Ü
vecteur directeur de la droite (II’ ), soit l’identité. Est-il possible que h o h’ = h’ o h ?

Exercice 2.12. Montrer que le groupe des dilatations est produit semi-direct de
T(E) par "HA(E) U {idE}, ceci pour tout point A.

Exercice 2.13.
Terminer la démonstration du théorème de Pappus 2.25 p. 54.

Exercice 2.14.
Terminer la démonstration du théorème de Desargues 2.26 p. 55.

Exercice 2.15.
On considère deux droites sécantes D et D’ d’un dessin dont le point d’intersection Q
est situé hors de la feuille. Soit A un point de la feuille n’appartenant à aucune des
deux droites. Construire la droite joignant A au point d’intersection des deux droites.
(On n’a pas le droit d’écrire sur la table!) On suppose qu’on sait tracer des droites
parallèles.
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Exercice 2.16.
_>

Dans l’espace affine (E, Ê) de dimension 3 rapporté à un repère cartésien (O, Î), "Î, k ),
2 = 1

on considère la droite D :
31: + y + z
a: + y — 2z = 2.

1° Déterminer par ses formules analytiques la projection sur le plan P = 0+ < Î), 7 >
dans la direction de D.

2° Déterminer par
s_e)s

formules analytiques la symétrie par rapport à D dans la
direction î =< 7, k >.

3° Déterminer une équation de la projection de la droite D sur le plan P dans la
direction de k.



CHAPITRE 3

Espace universel et barycentres

3.1 Plongement d’un espace affine comme hyperplan d'un espace
vectoriel

3.1.1 Un espace universel

Nous considérons toujours E un espace affine, et Ë son espace vectoriel associé;
nous allons montrer que le « deuxième exemple fondamental » (voir â 1.2.1 p. 6) est
« universel », c’est-à—dire que nous allons établir la proposition suivante z

Théorème 3.1 Pour tout espace afiîne E de dimension finie, d’espace vectoriel associé
, il existe un espace vectoriel Ê dit « espace vectoriel universel » tel que

(i) dimÊ = dimE+ 1
(ii) Ë est canoniquement isomorphe à un hyperplan vectoriel H de Ê.
(iii) E est canoniquement isomorphe comme espace afl‘ine à un hyperplan aflïne ’H de
Ê, de direction H.
(iv) Il existe une forme linéaire (p sur Ê telle que H = kergo et H = <p‘1({1}).
Les deua: isomorphismes sont canoniques, ce qui permet d’identifier E et ’H d’une part,

et H d’autre part.

En pratique on considérera que E et Ësont inclus dans Ê, et sont donc des hyperplans
respectivement affine et vectoriel de E.

Nous voudrions en fait construire un espace vectoriel Ê dont E serait un hyperplan
affine de direction (de façon à ce que la structure affine de E soit la même que celle
induite par la structure affine canonique de Ê).
Nous devons avoir un souci permanent, celui de ne privilégier aucun point de E, de
façon à ne pas se retrouver avec un vectorialisé, même implicite, et pour que les
isomorphismes soient canoniques.
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C’est pour cela que l’on essaiera de montrer que Ë est isomorphe au noyau d’une forme
linéaire (p et que E est isomorphe à (p_1({1}). Il nous faudra donc aussi construire
une forme linéaire (p.

Si nous supposons le problème résolu, nous voyons que tout élément z de Ê qui n’est
pas dans (donc qui est tel que <p(z) aÉ O) s’écrit de manière unique z = k A avec
k = <p(z) E R* et A = àz E E puisque <p(A) = àgo(z) = 1. E est donc naturellement
en bijection avec E U ÊU [(R\ {0, 1}) x E] ou avec ÊU [(R \ {0}) x E]

Nous pourrions donc essayer de partir de Ê = E U ËU [(R \ {0,1}) x E] mais il

faudrait définir les opérations et vérifier que Ê hérite bien ainsi d’une structure
d’espace vectoriel, ce qui est forcément fastidieux (huit axiomes à vérifier, avec des
lois forcément définies « selon les cas »).
Il est beaucoup plus simple de réaliser cela à travers un isomorphisme avec un sous-
espace vectoriel d’un espace vectoriel « de référence ».

Rappelons que l’ensemble des applications d’un ensemble X quelconque vers un espace
vectoriel est lui—même un espace vectoriel qu’on note .7:(X, ). En particulier,
.7:(E, Ê) est un espace vectoriel.

Preuve Nous noterons :
. C={f:E—>Ë|3ÜEË, VMeE, f(M)=‘zÎ}C.F(E,—Ë)

Ü caractérise f. Un élément f de C se notera donc fÿ.
C est le sous-espace vectoriel de .7:(E, ) formé des applications constantes. Il est
clairement et canoniquement isomorphe à .

. c’={g:E—>Ë|3keR*, SAGE, VMeE, g(M)=k1Wl}cf(E,Ë)
A et k caractérisent g. Un élément de C’ se notera donc gAyc.
C’ est un sous-ensemble de .7:(E, Ë), mais ce n’est a priori pas un sous-espace
vectoriel.

Remarquons que C fl C’ = Q. Les éléments de C et de C’ sont des applications de E
vers ; il est d’usage d’appeler de telles applications des champs. C est l’ensemble
des champs constants, tandis que C’ est un ensemble de champs centraux.

Vérifions ue l’ensemble Ê = C UC’ est un espace vectoriel, comme sous-espace vectoriel
de .7:(E, ).
C’est un sous-ensemble non vide de cet espace vectoriel.
Il est stable par la multiplication externe, car il est clair que /\f—,7 = fÀÜ et À g,”c =
gANc pour À 7€ O, tandis que 09A”c = f3.
Il est également stable par addition; s’il est trivial que f? + f? = fÿ+7 G Ê, c’est
un peu plus compliqué pour les autres sommes.



3.1 PLONGEMENT D’UN ESPACE AFFINE COMME HYPERPLAN D’UN ESPACE VECTORIEL 63

Pour la somme d’un él’ment de C et d’un élément de C’.'

(9A,k +f7)(M)= kM + Ü: k(A- M+ 1Ü»: k(B— M): gB,k(M) en posant
B: A+ 17, doncilexisteBtelquegAk+fÜ=gBkEÊ.

Quant à la somme de deux éléments de C’, on doit étudier deux cas, selon que k + k’
est" nul ou non nul.

Si k+k’ 7e o
(gA,k +gB,k’)(M) = km+ k’m = (k+k’) (k

I

m+_4m)k + k’ k + k’

Considérons le point C' = A + Æ (en anticipant, C est le barycentre de (A, k)
et (B, 1'». On a k+k’

(gA,k+gB,kl)(M)= ()k+k' (k+11 +k+7k,(m+m)
k=+k’))M(+ Æ)

=(k+k’)((A fk++k’:@)) M)
= (k + MAÎÔ = 90,k+k’(M)

donc il existe C tel que gA’k + 95,19: = gc,k+kl E Ê.
_Sik’=—k

H

On a

(9,41, + gB,-k)(M) = km — 1,175? = käî = 11mm
donc A

gA,k. + 9B,—k = fkfl É E-
Ces calculs nous ont permis non seulement de montrer que Ê est un espace vectoriel,
mais il permet aussi, par la même occasion, de montrer que l’application go : E —> R
définie par 90(fÿ) = O et <p(gA,k) = k pour tous Ü, A, k est une forme linéairel.
On constate aisément que par définition kerap = C, donc kercp est canoniquement
isomorphe à Ë. Ê est donc bien de dimension n + 1 puisque ker (p est un hyperplan.
Quant à l’hyperplan afline 7-! = 901({,1}) il est formé des applications gA,1 M 1—)

30(fï +f?)=‘10(fî+îî)= 0—_ 0+0—_ <p(fïz)+<P(f?): <p(fïz +9A,k)—— «9(93,k)——- k— 0+k——
‘P(f'ü) + <p(gA,k), 90(9A, k + 93,k’)—— <p(9c,k+lc’)_— k + k’-— ‘P(9A,k) + ‘P(9B,k’) pour k + k’ 7€ 0 et
‘P(9A,k + 9B,k’)— <p(fkB—A)—— 0—— k +(-k)— ‘P(9A,k) + 4493,14), donc, dans tous les cas, pour
MI E E, on a <p(w + y) = <p(a=) + <p(y); et d’autre part, <p(/\fz)) = <p(fm) = Q = À-O = Np<fïz), et
‘P(’\9A.k) = ‘P(9A,>,k) = Àk = À<p(gA,k), donc dans tous les cas, V()1,a:) E R x E, go(Àœ) = /\<p(œ).
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m, et sa direction est kercp = C. Il est canoniquement en bijection avec E par
h : A I—) gA,1. Il ne reste plus qu’à vérifier que h est affine.
Soit 77A l’application vectorielle associée à h par le point A. Pour tout TÎ G Ë, on a
MW) = h(A + îÎ) - MA) = 9.14.11 - 9A,1 = 9A+Ü,1 + 9A,—1 = f7; grâce au calcul
fait plus haut. On constate donc que 77A est l’isomorphisme canonique entre Ê et C,
donc c’est une application linéaire et h est bien aflîne. Ü

Remarque :
La seule clrose à retenir de cette démonstration, c’est l’existence de l’espace vectoriel
universel E. Il est unique à un isomorphisme près, comme on s’en aperçoit grâce
à. la canonicité des isomorphismes de la proposition. Il n’y a donc pas à retenir
la forme particulière des éléments de E utilisée dans cette démonstration, mais
seulement admettre l’existence de Ê qui coniient2 E et comme hyperplans arallèles
respectivement affine et vectoriel, ainsi que l’eæistence de (,0 E (E)* telle que = ker (p
et E = (,o'l({1}). Voici une figure dans le cas d’un plan affine (E, ), qui est donc
plongé (ainsi que sa direction) dans un espace vectoriel Ê de dimension 3.

---‘|»::-

l'ai

FIGURE 3.1. Visualisation de l’espace universel.

Sur cette figure, on peut comprendre la fonction (,0 comme donnant la cote (la troisième
coordonnée) d’un élément de E, ou encore son « altitude ». On voit qu’un vecteur

En toute rigueur, Ê ne contient pas exactement E et Ê, mais Ê contient des sous-ensembles kergo et
(,o—1(1) isomorphes à ces deux espaces et qu’on peut donc identifier :
on considérera, dans la suite, que Ê = kertp C Ê et E = <p_1(1) = {:z: E Ë | <p(æ) = 1} C Ê.
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(comme Ü ou Ü) peut être compris comme un élément au niveau O, au « rez—de—
chaussée », alors qu’on trouve les points (comme A) au niveau 1, au « premier étage ».
Tous les autres niveaux correspondent à des éléments « imaginaires » de Ê (comme
:12, pour lequel on peut estimer qu’on a environ 30(13) 2 —O, 8), sans interprétation en
géométrie classique.

3.1.2 Justification des notations abusives

Nous pouvons maintenant justifier les notations abusives que nous avions prises et
celles que nous utiliserons par la suite :
o A E E et Ü E , A + Ü a un sens dans l’espace vectoriel universel et comme

<p(A+Ü) =<p(A)+<p(Ü) = 1+0: 1, A+Ü e E.
o (A, B) E E2, B — A a un sens dans l’espace vectoriel universel et comme

go(B——A)=<p(B)—<p(A)=1—1=O,B—AEÊ.
o D’une façon générale, toute combinaison linéaire d’éléments de E a bien Sûr un

sens dans E, donc en particulier toute combinaison linéaire de points et de vecteurs
p

S = E kiwi, æ, E E U Ë a un sens dans l’espace vectoriel universel, mais n’a pas
i=1

forcément un sens dans les espaces « classiques » E ou qË) Précisément, Si on écrit

(en séparant les æ,- Selon leur nature) S = z loin: ZajAj + z ,Bkuk, (les AJ-
i=1 j:—1

sont dans E et les 27k) sont dans Ë) on a :

q q

SeE 4:) Zaj=1etSeË 4:) Zaj=0,
j=1 j=1

q r q
puisque 90(5) = zajSÛ(Aj) + Zflwüîk’) = Zaj car <p(Aj) = 1 et (pûTk’) = 0.

j=1 - '-
o Dans tous les autres cas, la combinaison linéaire désigne un élément de l’espace

vectoriel universel qui n’appartient ni à E ni à , qui n’est donc ni un point, ni un
vecteur, mais dont l’existence est aussi légitime que celle des nombres complexes
qu’on qualifie aussi d’« imaginaires ».

3.2 Interprétation des notions affines dans l’espace universel

Dans tout ce qui suit, E est un espace affine, d’espace vectoriel associé Ë), et ils
sont tous deux plongés dans un espace vectoriel E, dont ils sont des hyperplans
respectivement affine et vectoriel.
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3.2.1 Interprétation-des variétés affines dans l'espace universel

Proposition 3.2 Il existe une bijection canonique entre les variétés affines de E et
les intersections avec E des sous-espaces vectoriels de E non inclus dans
Cette bijection est une application qui fait correspondre à un sous-espace affine F
de E, de direction ,un unique sous—espace vectoriel F de Ê tel

que
F= F fl E

——F fl Ê; F est la variété affine de Ê engendrée par F et { 0}. C’est aussi le
sous-espace vectoriel de Ê engendré par F.
Dans ce cas, on a dim F: dimF + 1 et F peut être considéré comme étant l’espace
vectoriel universel contenant l’espace aflîne F et son espace vectoriel associé . (F
est isomorphe à F).

"4'11

'î'u 0l

/
./ /

FIGURE 3.2. Sous-espace affine dans l’espace universel.

Preuve Soit F un s us-espace 'afiîne deNE. Considérons le sous-espace affine de Ê
engendré par F et { 0 , et appelons-le F. C’est un sous-espace affine d’un espace
vectoriel quicontient 0, c’est un sous—espace vectoriel de Ê, et c’est le sous-espace
vectoriel d; Ê engendré par F. D’après la proposition 1.18 p. 10, dim F: dim F + 1.
Comme 0 2' E, on a bien dim(EflF) < dimF+ 1, et comme F C EflF, on a
dim(E n F) > dim F, donc forcément dim(E fl F) = dimF et puisqu’une des deux
inclusions est vraie3, on a F = E fl F.

Il est bien connu que lorsque deux sous—espaces vectoriels sont de même dimension, dès que l’un est
inclus dans l’autre, ces deux sous-espaces vectoriels sont égaux. Cette propriété est aussi vraie pour
des sous-espaces affines, il suffit de considérer leurs directions et d’utiliser la deuxième partie de la
propriété 1.13 p. 7.
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D’autre part, tout élément Ê de F peut s’écrire Ê: —A avec A, B GF et F
étant un sous—espace vectoriel, on a F) C F, donc F C FflBË et dim F < dim(È flF).
Mais F ÇZ Ë puisque cet ensemble contient des points de F, donc dim( fl F) <
dimF: dimF + 1—— dim F) + 1. On peut donc affirmer que dim(Ê fl F)< dim F),
donc dim( n F)-— dim et on peut conclure fl F puisqu’une des deux
inclusions est établie.

Réciproquement, étant donné un sous—espace vectoriel F de Ê, non inclus dans Ë.
F + est un sous-espace vectoriel de Ê qui contient strictement l’hyperplan , c’est
donc Ê tout entier, et deux sous-espaces affines de directions respectives F et ont
donc une intersection non vide, d’après la proposition 1.22, p. 17. On peut donc affirmer
que F = E flF est un sous-espace affine de E, inclus dans E, de direction = fl F.
Sa dimension vérifie dim F = dim F = dim Ë) + dim F — dim Ê = dim F — 1.
La variété affine engendrée par F et 0 est incluse dans F et a la même dimension,
donc c’est F. Cl

Remarque : Une des conséquences intéressantes de ce théorème est à. la base de
l’interprétation pratique de la géométrie projective dans une carte affine : à toute
droite vectorielle de Ê, non incluse dans correspond un unique point (variété affine
de dimension O) de E et réciproquement.

3.2. 2 Interprétation des applications affines dans l'espace vectoriel universel

Proposition
3.3 Soient E et E’ deux espaces affines d’espaces vectoriels associés Ê

et E’ et qui sont inclus dans les espaces vectoriels universels Ê et Ê’.
Alors pour toute application affine f E A(E, E’), il existe une unique application
linéaireA A A A
f E [,(E, E’) telle que flE

= f et flÊ
= 7.

Réciproquement, une application linéaire ÿ E 5(Ê, Ê’) est le prolongement d’une
application affine g E A(E, E’) Si et seulement si ÿ( ) C E’ et il existe un point
A E E tel que ÿ(A) E E’, ou encore si et seulement Si ÿ(E) C E’.

Preuve Partant d’une application affine f E A(E, E’), de partie linéaire î, on
construit une application f définie sur Ê, à valeurs dans Ê’, qui prolongea la fois f
et .Les éléments de Ê, sont par construction, de deux types: il y a d’une part les
éléments de C, qui après identification de cet ensemble avec Ê sont des vecteurs Ü de

, et d’autre part les éléments de C’ du type gAJc, qui après l’identification des gA,1
avec les points A, et parce que kg,“ = g,“c peuvent s’écrire sous la forme kA, avec
k G R* et A GAE. A
On veut que f soit linéaire, donc on doit nécessairement poser, pour :1: = kA, f (a2) =
kf(A) On voit ainsi l’unicité d’un éventuelle prolongement linéaire de f et de
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Restea montrer que cette application Îest linéaire (elle est biena valeurs dans Ê’).
Il est tout à fait clair par construction que pour tout :1: E Ê, pour tout A E R, on a
f(Àœ) /\f (x) (on le vérifie successivement pour æ—— Ü puis pour az-— kA).
Il faut ensuite vérifier que f(a: + y): f(a:) + f(y) dans les différents cas possibles,
selon la forme de æ et y.
o Si a: et y sont tous deux des vecteurs Ü et Ü de Ê, c’est une conséquence immédiate

de la linéarité de Î, puisque f(îÎ+ 7): Ÿ(Ü + Ü).
o Si æ est un vecteur ËÎ et y un élément du type kA: on sait que Ü+kA= k(A+—1—Ü).

Donc

fla? + y) =

Î((k(A

+ 1Ü))-—

kf(A+f1Î)

or, f est affine, donc

fla: + y): f(A) + ŸGÇ—TÎ»: +1—?(Ü)) (linéarité de Î)
——kf(A) + 7m= flî) + faut)
= f(w) + f(y)

o Siœ=kA ety=k’B, aveck+k’7é0. On sait queœ+y=kA+k’B= (k+k’)C’
avec C = A + ÈË donc

Af(:c + y) = Î(kA + k’B) = ï((k + me)
-—(k + k’)f(C)= (k + k’))f(A+ FÉMË) or, f est affine, donc

f(:v+ y)= (k + k’))(f(A) + 7’ (hi—31E)»
= (k+k’)(ff(A) + “39—7?(L35) (”+14)f((A)+ k’°—’+k,f((A)f(B3)
= kf(A) + k'f(B) (par définition de l’addition dans Ê’)
= flkA) + ÎUc’B) = flæ) + fez).

o Si tu: kA et y = —kB, on sait que :L’ + y = kA + (—k)B = k(A — B) = klîél), donc

flac + y>= ï<kA— kB)—=ïu®î> = 7’(kï—ï4’> = kîuïî)
= kïB_)f——) = kf(A) + (—k)f(B) (par définition de l’addition dans Ê')
= ÎŒA) + ÎFËB) = ÎÛB) + RE!)-

Finalement, Îest bien linéaire.

Réciproquement, si ÿ est une application linéaire de L(Ê, Ê’) telle qu’il existe un point
A E E tel que ÿ(A) e E’ et telle que ÿ(Ë) C E’.
Considérons l’application affine g 6 A(E, E’) définie par g(A)= A’ et dont la partie
linéaire est î——

glË E 16(Ë),—>E’.) Pour tout B E E, on a g(B)—— g(A + (B— A))——
A’ + Ë(B— A): g(A) + ÿ(B— A): ”‘(A + (B— A))= g(B) donc on a bien g: gIE .
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De même si ÿ est une application linéaire de .C(Ê, Ê’) telle que ÿ(E) C E’, tout vecteur
îÎ E Ê peut s’écrire Ü = B — A avec A, B 6 E. On a donc ÿ(Ü) = ÿ(B) — ÿ(A) E ÿ
puisque ÿ(B) et ÿ(A) sont des points de E’. On a établi que ÿ( ) C Ë’, et puisque
ÿ(E) C E’, on peut se ramener à la première partie de la réciproque. D

3.3 Coordonnées augmentées

La section 3.1 nous a permis d’établir que tout espace affine (E, Ë) de dimension n
peut être considéré comme plongé dans son espace universel de dimension n + 1. Il est
donc lo ique qu’à ce titre, on puisse considérer que les coordonnées d’un élément de E
ou de Ê sont au nombre de n + 1. En pratique, il y a deux situations classiques de
telles coordonnées :

3.3.1 Coordonnées cartésiennes augmentées

Soit R = (O, B) = (0,8—1),. . . ,e—À) un repère cartésien d’un espace affine (E, Ë). Dans
l’espace universel Ê, il est clair que R est une base (O n’appartient pas à l’hyperplan
vectoriel engendré par B, donc le sous—espace vectoriel de ÊAengendré par O et B
contient strictement celui engendré par B, ce ne peut être que E). Un repère cartésien
de E est donc une base de Ê dont le premier élément est dans E et tous les autres
dans . A
Lorsqu’on se place dans l’espace E, tout élément de E a pour coordonnées dans R
non pas n mais n + 1 nombres, avec une première coordonnée toujours égale à 1. M a
pour coordonnées (1, /\1, . . . , An) signifie d’ailleurs que M = 10 + Ale—1’ + - - _ + Âne—n),
ce qui est très logique. De même, un vecteur a un n + 1-uplet de coordonnées dont le
premier terme est nul.

Remarque : Dans ce cadre, la forme linéaire 4p liée à l’espace universel (qui permet
de caractériser Ë et E dans Ê) est 0*, premier élément de la base duale R* =
(0*,6—1>*, . . . ,5?) de R, c’est-à—dire l’application de Ê dans 1R qui associe à tout
.élément a: de Ê sa première coordonnée dans R.
En effet, pour tout point M, on a <p(M) = 0*(M) = 1 et pour tout vecteur Ü, on a
90(Ü) = 0*(Ü) = O, donc pour tout élément a: de Ê, on a <p(:L') = 0*(æ), puisque les
éléments de Ê sont soit des vecteurs, soit de la forme ÀM avec M E E.

Il est intéressant de voir ce que deviennent les équations cartésiennes d’une variété
afiîne dans ce cadre. Par exemple une équation cartésienne d’une droite d’un plan
affine P qu’on écrit uœ +_’Uy + h = O (dans un repère R = (O, ï, j)) peut se comprendre
comme l’intersection dans l’espace à trois dimensions R du plan ua: + vy + ht = 0 avec
le plan P qui a comme équation t = 1 (il suffit d’écrire les coordonnées d’un point
dans l’ordre (t, x, y)).
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De même, un endomorphisme affine f d’un plan affine P correspond à. la restriction
d’un endomorphisme linéaire Îde E qui laisse î stable et tel que l’image d’un point
(O par exemple) est un point. Il est donc caractérisé par le fait que sa matrice est

1 0 O
de la forme a0 a1 a2 avec (2h (1:2) qui est la matrice dans la base (77', j) de la

b0 b1 b2 1 2
partie linéaire Î, c’est à dire de la restriction de Îà F). L’application affine f était

æ’ = a0 + alac + azy
y’ = b0 + 51:17 + b2y-

L’image de O était f (O) = O’ de coordonnées (a0, b0) dans le repère cartésien R.

ici caractérisée par les formules analytiques suivantes

3.3.2 Coordonnées barycentriques

Relisons tout d’abord la définition 1.18 p. 10 vue en fin de chapitre I :

Définition 3.4 Une famille (A1, . . . ,Ak) de E est afiînement libre lorsque le sous-
espace affine engendré par ces k points est de dimension k — 1.

Soit F le sous-espace affine engendré par les Ai. D’après ce qui précède, c’est l’intersec-
tion d’un sous-espace vectoriel F (de dimension dim F + 1) de E avec E. D’autre part,
soit F le sous-espace vectoriel de Ê engendré par les Ai. Puisque F est un sous-espace
vectoriel qui contient aussi les Ai, on a F C F. Donc si F’ = FflE, on a FflE C FflE
c’est—à—dire F’ C F. MNais li" est un sous—espace affine de E qui contient les Ai, donc
F C F’ et F = F’ et F = F (à cause de la bijection entre les sous-espaces affines de
E et les sous-espaces vectoriels de Ê non inclus dans ).
Par conséquent, dim(aff (A1, . . . , Ak)) = k — 1 4:) dim(< A1, . . . ,Ak >) = k,
c’est-à—dire si et seulement (A1, . . . ,Ak) forme une famille libre de Ê.
Des points forment donc une famille afiinement libre (de E) si et seulement si ils
forment une famille libre (de Ê) : en quelque sorte, « affinement » est de trop.

Remarque : On peut démontrer que (A1,A2, . . . ,Ak) est affinement libre si et
seulement si la famille de k — 1 vecteurs de Ê (A1A2, . . .,A1Ak) est libre (exercice
3.7 p. 83).

Définition 3.5 Un repère aflîne de (E, Ë) est une famille affinement libre de n + 1
points.

On a évidemment l’équivalence :

Proposition 3.6 De même que (O, 51’, . . . ,52) est un repère cartésien de l’espace af-
fine (E, Ê) si et seulement si c’est une base de Ê, un n—I—l-uple de points (A0, A1, . . . , An)
est un repère affine de E si et seulement si c’est une base de E.
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Preuve vérification évidente à la lumière des remarques précédentes. Ü

Nous pouvons maintenant introduire les coordonnées barycentriques, qui sont les
coordonnées dans un repère affine.

Définition 3.7 Soit R = (A0, A1, . . . ,An) un repère affine de l’espace affine E. Les
coordonnées barycentriques d”un point M dans ce repère sont les[coordonnées de M
considéré comme élément de E dans la base (A0, A1, . . . ,An) de E.

Proposition 3.8 Si un élément a: de Ê a pour coordonnées (Ào, /\1, . . . , An) dans la
base (A0, A1, . . . ,An) de E (qui est aussi un repère aflîne de E), alors

[326E (=> ËÀ1=1] et [œEË (à) îÀi=O.
72:0 12:0

Preuve En utilisant la forme linéaire (p qui est associée à E, on calcule
n 'n n

<p(:r) = (p ZAiAz- = ZÀWÇ‘L‘) = 2&- (puisque les Az- sont des points, on a
i=0 12:0 z'=0

<p(Ai) = 1), d’où le résultat annoncé. Ü

Corollaire 3.9 Les coordonnées barycentriques (À0,À1,...,Àn) d’un point M dans
n

un repère affine (A0,A1, . . . ,An) vérifient z À.- = 1.
71:0

On peut déterminer les équations cartésiennes d’une variété affine F dans un repère
affine R : ce sont les équations cartésiennes (voir la proposition 1.21 p. 14) dans la
base R du sous-espace vectoriel F de Ê (muni de sa structure affine canonique) qui
est tel que F = Ffl E.
Ces équations sont sous la forme d’un système homogène (puisque F passe par Ü)
MA = 0 (si F est de dimension n — q et E de dimension n, M est une matrice q lignes
et n+1 colonnes de rang q et A (« lambda » majuscule) est le vecteur colonne de
n+1 lignes formé des Ai) et elles sont complétées (souvent de manière implicite), par

n

l’équation de E qui est Z À.- = 1.
11:0

Remarque : La forme linéaire go qui permet de caractériser les hyperplans E et Ë
n

de Ê s’exprime donc dans la base duale (A3, ï, . . . ,A;) de R par go = zA; .
11:0
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Une application affine
peut

aussi être caractérisée grâce aux coordonnées barycen-
triques:

Proposition 3.10 Si R = (A0,A1, . . . ,An) est un repère affine d’un espace affine
(E, Ê), alors pour tous B0, B1, . . . , Bn points d’un espace affine (E’, E’), il existe une
unique application affine f E .A(E, E’) telle que f(Az) = Bi.
Cette application affine f est la restriction à E de l’application linéaire Îe .C(Ê, Ê’)
définie par Î(Az) = B
Elle associe à un point .M E E dont les coordonnées barycentriques dans ce repère

n

sont (ai)0<ign le point M’ = ZaiBz- E E’.
1:0

Preuve S’il existe une application affine f vérifiant f(A)— Bz- pour tout z', d’après
la proposition 3. 3 p. 67 elle peut êt1e prolongée en une application linéaire f de Ê
vers Ê’, qui vérifiera f(A)= Bi.
L’existence et l’unicité de f est une conséquence des propriétés des applications
linéaires. Il reste juste à vérifier que sa restriction à E est une application affine, ce qui
sera assuré si on arrive à établi1 f(E) C E’ (d’après la proposition 33 p. 67). Soient go
et cp’ les formes linéaires associées aux espaces universels Ê et Ê’, liés respectivement
à (E, Ê) et à (E’,nE’).

n n

Pour tout M—— Zen-Az- E E, on a (,0(M) = Zai = 1, et f(M) = Zen-B23 donc
1:0 11:0 1:0

A

go(f(M)—Zaz<p(B)—2az—1don (M)€E’. CI
z'=O

3.4 Barycentres

3.4.1 Définition

Pour commencer un peu de vocabulaire :

Définition 3.11 Soit I = {1, . . . ,p} et (Âme; une famille finie de points de E,
(orme; une suite de scalaires de R. On dit que (Ai,az-)z-EI est une famille (ou un
système) de points pondérés de E. az- est le « poids » ou la « masse » du point Ai.
m = z az- est la masse totale du système de points pondérés.

z'eI
L’espace vectoriel universel va permettre de retrouver très facilement les définitions et
propriétés classiques des barycentres.
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Proposition 3.12 (et définition)
Soit 2 = (Ai, 0501€I un système de p points pondérés :

p
L’application 1,0 de E dans Ë qui associe à tout point M le vecteur z aiAz-M est la

11:1
fonction vectorielle de Leibnitz associée au système de points pondérés E.—>
Si la masse totale du système est nulle, alors le vecteur 1,0(M)-— a1A1M +°° -p+apAM)
ne dépend pas du point M: la fonction 1,0 est constante
Si la masse to

31e
m du système est non nulle, il existe un unique point G de E tel

que: 2/;(G)=
G vérifie alors. VM E E, 'l/J(M)= mGM

En particulier, on a Vz' = 1,. ., p Ê: àîakAAk

kÿîi
G est le barycentre du système de points pondérés Z = (Ai, 001€I.

p
Preuve En se plaçant dans Ê, on a 1MM) (,2: ai) M — (z erg-Ai) = mM — G,

A
p

=

avec G = (zaiAi) est un élément de l’espace vectoriel universel.

Si (p est la forme linéaire associée à. Ê, on a Lp(G)=
ë

azgo(A )=zai-— m (puisque
z'=1

les A- sont des points, on a <p(A.,;) = 1).
Donc si m: 0,
G est tel que <p(G)-— O donc G E Ë et
pour tout point M, 1,0(M)-— OM— G—— —G est un vecteur fixe de Ë).
Et si m 7è 0,
Soit G = àG. On a g0(G) = 1 donc G E E et G = mG, donc pour tout M, on a
1,b(M) = m(M

:)G).Doncrb(M)=O <=>M=G Ü

Remarque : Avec les notations d’espace vectoriel universel, le barycentre G du
système de points pondérés E = (Ai, 0102-61 peut s’écrire

G:
za—iAi: àza

”A
=a1A1+°- 'p+apA

m
mi=1

Il ne faut pas oublier de diviser par m : par exemple le milieu I du segment [AB], iso-
A Bbarycentre de ces deux points est I = —-’2_—, mais A+ B est un élément « imaginaire »

de l’espace vectoriel universel.
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Exemples : Soient A, B, G trois points d’un plan affine (E, Ë) ; on considère le point
G, barycentre de ((A, 1), (B, 1), (0,1)) ; on dit que G est l’isoba'rycentre de ces trois
points. En appliquant la proposition 3.12, on peut affirmer que G = l(A + B + G),

—>
mais aussi, par exemple, que Ë = ËÇË + Ë) = 315(2AA’) = ËAA’ (si A’ est le
milieu de [BG]). Lorsque (A, B, G) sont affinement libres, on dit que G est le centre
de gravité du triangle ABC.
D’une façon générale, l’isobarycentre d’un n—uple de points est le barycentre de ces
points affectés de la même masse 1.
On peut montrer assez facilement avec des propriétés élémentaires que trois point
A, B, G d’un espace affine sont alignés si et seulement l’un d’entre eux est barycentre

des deux autres : Si G est le barycentre de {(A, a), (B, fl)}, alors on a Ë = aL—Î-BË’
donc A, B, G sont alignés, et si A, B, C sont alignés, si par exemple A et B sont
distincts, alors il existe A E R tel que A = ÀA , donc G est le barycentre de
{(A, 1

—
A), (B) À)}

Les propriétés classiques des barycentres deviennent des « trivialités » avec ce vocabu-
laire :

Proposition 3.13 (symétrie du barycentre)
Le barycentre d’un système de points pondérés ne dépend pas de l’ordre des points
pondérés.

Preuve Il suffit d’utiliser la commutativité de l’addition des
scalairgs

et de l’addition

dans l’espace vectoriel universel Ê pour changer l’ordre dans G = z äA,-. Dm
i=1

Proposition 3.14 (homogénéité du barycentre) Soit E = (A,,a,),—el un sys-
tème de points pondérés dont la masse totale m est non nulle.
Soit k un scalaire non nul. _
Alors les systèmes de points pondérés {(A,, 010,61} et {(A,, kamg} ont même bary-
centre.

koq + '--+kapAp _ a1A1 + ---+osp
km

—
m ' DPreuve Il suffit d’écrire

Proposition 3.15 (associativité du barycentre) Soit Z) = (Ai, 050,561 un système
de points pondérés dont la masse totale m est non nulle.
On suppose que I = I1 LI I2 LJ ' . » L_I Iq, (les (Ik)1<k<q forment une partition" de I), et

Le symbole LI signifie « réunion disjointe » : on affirme donc ici que l’intersection de deux quelconques
des Ik est vide.
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que pour tout k: 1,...,q, mk = Za, 7&0.
’IÂEI,c

On peut alors définir pour chaque k le barycentre Gk du « sous-système » de points
I l . a

ponderes 2k = (Ai, 01mg 1k qu1 est G1, = z —zA,-.
ieIk mk

Alors le barycentre G du système de points pondérés Z) est le barycentre du système
de points pondérés (Gk, mk)1<kgq.

Preuve L’écriture de la démonstration dans Ê est ici à peine plus subtile :
q

Tout d’abord, il est clair que m = zmk et on a
k=1

q1 p 1 1 q . 1 q

G=—zaiAi=ÆzzaiAi=R;mÂ—L i=äëmki=1 Ic=1iEIk iEIk

3.4.2 Barycentres et coordonnées barycentriques

On a défini les coordonnées barycentriques indépendamment de la notion de barycentre,
mais ces notions sont, bien sûr, étroitement liées.

Proposition 3.16 Soit (A0, A1, . . . ,An) un repère affine de l’espace affine (E, Ê) et
n

soit (010,011, . . . ,an) un (n+ 1)-uple de scalaires tel que m = z a,- = 1. Alors un point
71:0

M a pour coordonnées barycentriques (a0, a1, . . . , an) dans ce repère si et seulement
si M est le barycentre du système de points pondérés (Ai, ai)i=o,1,,__,n.

Preuve C’est une banalité en comparant les écritures dans E. Ü

La notion de barycentre permet aussi de caractériser des points affinement libres.

Proposition 3.17 Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) La famille (A1, . . . , Ap) est affinemenfilibre.
(2) Aucun point n’est barycentre des autres.
(3) Vz' E {1, . . . , p}, (AiAj)j75,; est une famille libre dans Ê.
(4) La famille (A1, . . . , Ap) est libre dans Ê.
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Preuve On a vu (juste après la définition 3.4 p. 70) que les points (1) et (4) sont
équivalents. A
Lorsqu’un point est barycentre des autres, on peut, dans E l’écrire comme combinaison
linéaire des autres, et la famille (A1, . . . ,Ap) est liée : ceci montre (non2) => (non4)
donc (4) => (2).
Réciproquement, on sait qu’une famille de vecteurs est liée si et seulement l’un d’entre
eux est combinaison linéaire des autres. Donc si (A1, . . . ,Ap) est une famille liée de E,
un de ces points est dans E combinaison linéaire des autres; on peut supposer, sans

p
nuire à. la généralité que c’est A1 (quitte à renuméroter), donc qu’on a A1 = E ÀiAi.

i=2
p

Mais puisque A1 est un point, on a 1 = <p(A1) = <p(A,-) pour tout 2', et donc z À,- = 1
z'=2

et donc A1 est barycentre du système de points pondérés (Ai, Ai)2<’i<P’ ce qui établit
(2) => (4) et termine l’équivalence de (2) et (4).

Reste à montrer (3) 4:) (4), ce qui s’écrit, dans Ê, dans le cas où z' = 1 (ce qui bien
sûr ne nuit pas à la généralité) :
(A1, . . . ,Ap) est libre 4:) (A2 — A1, . . .,Ap — A1) est libre.
En fait, il est classique que rg(A1, . . . ,Ap) = rg(A1,A2 — A1, . . .,Ap — A1) (on ne
change pas le rang d’un système de vecteurs en additionnant à un des vecteurs une
combinaison linéaire des autres).
Et puisque A1 Q Ë et que < A2 — A1, . . . ,Ap — A1 >C Ë, on est sûr que

I‘g(A1,A2 —A1,.. .,Ap —A1)= 1 +rg(A2 —A1,...,Ap —A1).

Pour finir, on a les équivalences suivantes :

(A1,...,Ap) est libre <=> rg(A1,...,Ap) =p
<=> I‘g(A1,A2 —A1,...,Ap —A1)=p

4:} I‘g(A2—A1,...,Ap—A1)=p—1.

<=> (A2 — A1, . . . ,Ap — A1) est libre.

Ü

Remarque : Au passage, on a démontré l’équivalence :
(A0, A1, . . . ,An) est un repère afiîne de E si et seulement si (140,14—0Âîp . . ,Ào—AZ) est
un repère cartésien de E. On a ainsi redémontré la remarque qui suit la définition 3.4
p. 70; voir aussi l’exercice 3.7 p. 83.

Voici maintenant une proposition qui est souvent bien utile en pratique

Proposition 3.18 Si (A0, . . . ,An) est un repère affine de E, alors pour tout point
M, ses coordonnées barycentriques dans ce repère affine sont (ti)0<,-<n si et seulement
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I I l \ l I —+ fi

si ses coordonnees carteSIennes dans le repere carteSIen (A0,A0A1, . . . ,AoAn) sont
(ti)1<i<n

Preuve Il suffit encore une fois d’écrire les relations vectorielles définissant les
coordonnées d’un point ou d’un vecteur dans E et de les comparer. Rappel : on a
n

E t,- = 1 pour pouvoir avoir affaire à des coordonnées barycentriques : on en déduit
11:0

n

donc que t0 = 1 —— En. Ü
71:1

Par exemple, un point M d’un plan affine (P, 13)), dont les coordonnées barycen—
triques dans un repère affine (A, B, C) sont (a, 6, ’y), admet, dans le repère cartésien
(A, A ,A ), comme coordonnées tout simplement (fi, ’y). (Mais ses coordonnées carté-
siennes augmentées, dans la base (A, Ë, A ) de l’espace universel P, sont (1, fi, 7).)

3.4.3 Caractérisation barycentrique des applications affines

Proposition 3.19 Une application f de E dans E’ est affine si et seulement si elle
conserve le barycentre

Preuve Si f est affine, en passant par l’espace universel et son prolongement linéaire,
et en interprétant dans E la notion de barycentre, il est clair que f conserve les
barycentres, c’est-à-dire que si G est le barycentre d’un système 2 = (Ai, (10,6I de
points pondérés, alors f (G) est le barycentre du système f(E) = (f(Ai), 0101:6 I.
Réciproquement, si f conserve les barycentres, soit (A0, A1, . . . ,An) un repère affine de
E. On considère l’application affine g 6 A(E, E’) qui est définie par g(Ai) = f(A,) pour
tout z' = 0,1, . . . ,n (l’existence et l’unicité de g sont assurées par la proposition 3.10
p. 72). Pour tout point M E E, si (anogign sont ses coordonnées barycentriques dans
ce repère affine, on sait que M est le barycentre de Z = (Ai, ai)o<i<n. Par conservation
du barycentre f(M) est donc le barycentre du système f(E) = (f(Ai), ai)o<i<n, ce

'n

qui s’écrit f (M) = z a,-f (A1) (n’oublions pas que la masse totale vaut 1). D’autre
i=0

part, on sait calculer g(M) : c’est g(M) = Zaig(A,-) = ZaiflAi) = f(M). On a
i=1 71:1

donc f = g et f est bien une application affine. Ü

Remarque : En utilisant l’associativité du barycentre, il est facile de montrer qu’une
application qui conserve le barycentre de deux points est aflîne.
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3.4.4 Caractérisation barycentrique des variétés affines

De la même façon, les barycentres permettent de caractériser les sous-espaces affines.

Proposition 3.20 Soit F un sous-ensemble non vide d’un espace affine E. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :
(1) F est une variété affine.
(2) Le barycentre de toute famille finie de points de F est dans'F (stabilité par
barycentre) .
(3) Toute droite contenant deux points distincts de F est incluse dans F.

Preuve Remarquons qu’en fait, (3) peut se traduire par le fait que F est stable
pour le barycentre de deux points. En effet, si A et B sont deux points distincts, ils
forment un repère affine de la droite aff (A, B) = (AB), et (AB) est donc l’ensemble
des barycentres de A et de B. Il est donc trivial que (2)=>(3).
Soit F un sous ensemble non vide de E vérifiant (3).
Posons pour A dans F, F = {m I M E F}.
Montrons que F est un sous-espace vectoriel de E.
Soit k un scalaire et Ü = m E F (M 6 F). Soit N = A + km. N est barycentre
de {(A, 1 — k); (M, k)} donc N est dans F donc .Ïv’ = km = kÜ E F. F est stable
pour la multiplication externe.
De même, soient Ü = 1—473) et Ü = Ë deux éléments de F. On a B E F et C’ E F,

B
È

C
e F. Le barycentre M de {(I, 2) (A1)} est aussi dans F

et donc m e F Or, M—— 21— A: B+C’— A: A+(B— A)+(C’— A): A+Ü+Ü,
donc AM= Ü + Ü E F. F est aussi stable pour l’addition des vecteurs.
Par construction, F—— A + F, donc F est une variété affine de direction F.On a établi
que (3)=>(1).
Pour terminer, en considérant un sous-espace affine F comme un espace affine, il est
clair que (1)=>(2). Ü

donc le milieu I =

Un corollaire spectaculaire de cette propriété est le suivant :

Proposition 3.21 La variété aflîne engendrée par une partie X non vide d’un espace
affine E est l’ensemble des barycentres d’un nombre fini de points de X.

Preuve Il est assez évident, par associativité du barycentre, que cet ensemble de
barycentres est stable par barycentre, donc est une variété affine, et elle est évidemment
incluse dans toute variété affine contenant X. E]
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3.4.5 Convexité

Alors que tout ce que nous avons fait dans ce chapitre (et dans les chapitres précédents)
restait valable quel que soit le corps de base (avec quelques précautions pour les calculs
barycentriques dans le cas des corps finis), cette notion de convexité n’a de sens que
lorsque le corps de base est R.
« Rappel » : Si A et B sont deux points distincts d’un espace affine E, le segment [AB]
est l’ensemble des points M tels qu’il existe k G [0, 1] avec M = A + k(B — A) (ou
plus classiquement, mais c’est la même chose z A = kA ). [AB] est donc l’ensemble
des barycentres des points A et B affectés de poids positifs ou nuls.

Définition 3.22 Une partie C d’un espace affine E est convexe lorsque

VM,N E C', [MN] C C

Il est assez évident que la notion de convexité est stable par intersection, (une intersec-
tion quelconque de parties convexes est convexe)(même si elle est vide, car les éléments
de l’ensemble vide ayant toutes les propriétés, il est clair que 0 est convexe). Cela
permet de définir la notion de partie convexe engendrée, (on préfère dire enveloppe
convexe) d’une partie X de E :

Définition 3.23 Soit X une partie non vide de l’espace affine (E, Ê). L’enveloppe
convexe de X est l’ensemble

conv (X) = n C’.
C convexe

XCC

conv (X) est la plus petite partie convexe (au sens de l’inclusion) qui contient X.

Définissons aussi la notion de combinaison convexe :

Définition 3.24 Un point M est une combinaison convexe des p points A,- lorsqu’il
existe une famille de p scalaires (ou-hggp telle que M est barycentre du système' p
2 = {(A,,a,) | 1 S i S n}, ou ce qui revient au même lorsque M = ZaiAi avec

i=1
Vie {1,...,p}, a,- 20.

Un segment [AB] est donc l’ensemble des combinaisons convexes de ses extrémités.

On a la propriété suivante :

Proposition 3.25
Soit F une partie d’un espace affine E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) F est convexe.
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(2) Toute combinaison convexe de points de F est dans F (stabilité par barycentre à
poids positifs).
(3) Toute segment limité par deux points distincts de F est inclus dans F.

Preuve C’est l’associativité du barycentre qui permet d’obtenir aisément ce résultat,
par exemple par récurrence. Ü

Signalons aussi le résultat suivant, facile à établir en copiant la démonstration de la
proposition 3.21 (p. 78) :

Proposition 3.26 L’enveloppe convexe d’une partie X est l’ensemble des combinai-
sons convexes d’un nombre fini de points de X.

Une « amélioration »de ce résultat est le théorème de Carathéodory, dont nous laissons
la preuve en exercice (3.12, p. 84) :

Théorème 3.27 (de Carathéodory) Dans un espace aflîne5 (E, Ê) de dimension
n, l ’en'ueloppe conveæe d’une partie X de E est l’ensemble des combinaisons convexes
d’au plus n + 1 points de X.

En analyse, la notion de Convexité est largement développée et enrichie.

3.5 Exercices

Exercice 3.1.
Soient A, B deux points d’un espace aflîne (E, Ê), et soit Ü E Ë).

1° En utilisant les notations et définitions du â 3.1.1 p. 61 utilisées pour la démons-
tration de la proposition 3.1 et en revenant aux définitions, déterminer le point C' et
le scalaire A tel que 9A2 + 393% = 90,).-
2° Toujours en revenant à ces mêmes notations et définitions, quelle est la nature de
l’élément gA,3 + 393,4 de E?

3° Même question avec 93,2 — 3fî.

4° Comment s’écrivent ces résultats une fois qu’on a admis que E U Ë C Ê ?

Ce théorème est aussi valable dans un espace vectoriel, puisqu’on a vu que tout espace vectoriel est
aussi un espace affine sur lui-même.
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Exercice 3.2.

Soient A, B, C’ des points non alignés du plan affine (E, Ê) et Ü, Ü, Ê des vecteurs
de . Pour les éléments suivants, préciser s’il s’agit de points, de vecteurs ou d’autres
éléments de E. On cherchera, pour ceux des éléments de E qui ne sont ni des vecteurs
ni des points, à les écrire sous la forme ÀM avec M E E et À e R. On exprimera les
vecteurs sous forme classique avec des flèches, et on écrira les points en fonction des
points A, B, C et des vecteurs Ü, Ü, Ê avec une écriture permettant de les construire
géométriquement.
a = A+B+C; b = A+B—2C+ïi; c = Ana—203:1?) ; d = 5A—3B—C+3Ü.

Exercice 3.3.
Soit (P, P) un plan affine, rapporté à un repère cartésien (O, ï, j). On considère que
P et sont les hyperplans respectivement affine et vectoriel d’un espace vectoriel

= P, de dimension 3, dont (O, ï, j) est une base.

1° (Dans le plan aflîne) Soient A, B, C’ les points de P dont les coordonnées dans le
repère cartésien (O,î', j) sont respectivement (1,2), (3, —1) et (—1,—1). Déterminer
une équation cartésienne de la droite affine D = (AB), et de la droite D’ qui est
parallèle à D et qui passe par C.

2° (Dans le plan vectoriel) Déterminer par ses coordonnées dans la base (ï, j), un
vecteur directeur de la direction D de la droite D ainsi qu’une équation cartésienne
de D. Que peut-on dire de la direction D’ de la droite D’ ?

3° (Dans l’espace universel) Les coordonnées dans la base (O, î', j) d’un élément X de
seront notées (t, a3,y).

3° a) Déterminer dans cette base, une équation cartésienne du sous-espace vectoriel D
de Ê qui est engendré par A et B (D =< A, B >).

3° b) Comment caractériser la droite afline D = (AB) dans l’espace vectoriel universel
?

.

3° c) Caractériser dans Ê la droite vectorielle D.

3° d) Déterminer une équation cartésienne du plan vectoriel D7 de Ë qui correspond
à D’ par la bijection annoncée dans la proposition 3.2 p. 66.

3° e) Déterminer un système d’équations cartésiennes caractérisant la droite affine D’
de l’espace .

Exercice 3.4.
Soit (P, P) un plan affine rapporté à un repère (O, î', j) et soient D et D’ les droites
d’équation a: + y = 2 et 3:1: — y = 3.
s est la symétrie par rapport à D parallèlement à D’.
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1° Déterminer les équationsdes sous espaces D et D’ associés à D et D’ dans l’espace
P dans la base (O, z,j)de P.

2° Déterminer par sa matrice dans la base (O, ï, j) l’endomorphisme Ë de P associé à s.

1 0 0
3° Que peut-on dire de l’endomorphisme de matrice 2 —3 O dans la base

4 O —3
(0,17)?
Exercice 3.5.
Soit (A, B, O) un repère afiine du plan affine. Soit M de coordonnées barycentriques
(a, ,B,7) dans ce repère.
Soit A1 le milieu de [BO]. Soit N le symétrique de M par rapport à A1 (c—à—d. le
point tel que A1 est le milieu de MN)
Déterminer les coordonnées barycentriques de N dans (A, B, C).

Exercice 3.6.

Soit (E, Ë) et (F, F) deux espaces affines de dimensions respectives 2 et 3. On
considère un repère cartésien R—-— (O, zhi): (O, B) de E et un repère cartésien

=(fl,el, 62, 63)—— (Q, B’)de F. Ê et F sont les espaces universels contenant
respectivement E U et F U

1° Soit f l’application affine qui associe au point M de coordonnées (93,31) dans R, le
æ’l = 2 + 21: — 3y

point M’ E F, de coordonnées (æ’l, æ’z, mg) telles que œ’2 = —1 — a: — 2g
:zzâ = 23/.

1° a) Déterminer (en précisant les bases utilisées) la matrice de la partie linéaire de f.
f est-elle injective ? surjective ?

b) Quelle est la matrice de l’application linéaire Î E .C(Ê, F) dont f est la restriction ?
(On précisera bien les bases).

1° c) Quelle est l’image par f de la droite D = A+ < ËÎ > de E, si A(1, 1) et Ü (33) ?

1 d) Quelle est l’image réciproque par f du plan II de F caractérisé par l’équation
cartésienne :61 + 9:2 — œ3 = 1 ?

2° Soit î = ï— jî
a) Montrer que R1 = (A, Ü, Ü) est un repère cartésien de E.

2° b) Déterminer les formules analytiques de changement de repère entre R et ce
nouveau repère 721 (on pourra utiliser l’espace universel).
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2° c) Déterminer les formules analytiques de f pour le repère R1 de E et le repère R’
de F, ainsi que la matrice de f pour ces repères considérés comme des bases de Ê et
F.

3° Soit î, 7, Î? trois vecteurs de F définis par î = e—1’—e—2’,7 = e—z’—e_3’, Ï? = e—1’+e—3’.

3° a)Montrer que((7, 7, Ë) est une base de F. On pose R’= (,9 7, 7, Ë). Justifier
que R’ est un repère cartésien de F. Préciser la matrice de passage entre les bases R
et R’l de F.

3° b) Déterminer par ses formules analytiques dans les « anciens repères » R et R’

l’applicationQ
affine g de E dans F définie

î+eÿar
sa

partie?
linéaire î et l’image du point

A. g(A)—— +7— 2?. m): î<7)=
Exercice 3.7.
Démontrer la remarque qui suit la définition 3.4 p. 70, à savoir qu’un système de k
points (A1, A2.. .,Ak) de E est affinement libre si et seulement si le système de k — 1
vecteurs (A1A2,.. A1A1,) de Ë est libre. (On raisonnera dans l’espace universel Ë
qui contient E et.)

Exercice 3.8.
Soit (E, Ê))un espace afiine de dimension 3, rapporté à un repère cartésien
R: (O,—’61,ÉÈ,—’63). On considère les 4 points (A, B, C, D) de E, dont les coordonnées
sont les suivantes, dans R : A(2, 1,1); B(1,0, —3); C(O,3,1); D(—1,—1,—3).

1° Montrer que (A, B, C, D) est un repère affine de E. Déterminer la matrice de passage
P de R vers (A, B, C', D), considérés l’un et l’autre comme des bases de E, l’espace
universel contenant E et . Calculer P'l.

2° Justifier l’existence et l’unicité d’une application affine f vérifiant f(A) = A’,
f(B) = B’, f(C) = O’, f(D) = D’, pour les points A’, B’, C’, D’ dont les coordonnées
dans R sont les suivantes : A’(1,0,0); B’(2, 1, —2); C"(—1,2,0); D’(1, 1, —1).

3° Déterminer les coordonnées barycentriques de A’, B’, C”, D’ dans le repère affine
(A, B, C’, D). Déterminer les images de A’, B’, C’, D’ par f. Que peut-on en déduire
pour la nature de f ?

4° Soit Î l’application linéaireNde Ê dans lui-même dont f est la restriction à E.
A

Déterminer la matrice M de f, lorsqu’on choisit (A,B,C’, D) comme base de E
ensemble de départ et R comme base de E ensemble d’arrivée.

5° Déterminer la matrice M1 de Î dans la base (A, B, C', D) et la matrice M0 de Î
dans la base R. Quelle relation existe—t—il entre les trois matrices M, M0, M1 ?

6° Préciser la nature et les éléments de f.
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Exercice 3.9.
A, B, G, D étant quatre points du plan afiîne distincts deux à. deux, on note I le milieu
de [AB], J celui de [BG], K celui de [GD], L celui de [DA]. Montrer que IJKL est
un parallélogramme.

Exercice 3.10.
Soient A, B et G trois points non alignés et soit G barycentre de { (A, a), (B, B), (G, 7)}
(ce qui suppose que a + ,B + ”y 7€ 0)
1° Montrer que (AB) et (CG) sont sécantes si et seulement si a + B 7É O. Que se
passe-t-il lorsque a + fl = O ?
2° Montrer que lorsque (AB) et (CG) sont sécantes, leur point d’intersection est le
point H barycentre de { (A, a); (B, fl)}.
3° On suppose maintenant qu’on a a aé 0, ,8 aé O, ’y 3è 0 et aussi que —a + ,8 + "y 5€ O,
a — fi + ’y aé 0 et a + fi — ’7 5è O, ce qui permet de considérer les points G1, G2
et G3, barycentres respectifs de {(—A,a), (B,fl), (G,’y)}, {(A,a), (B, —fl), (0,7)} et
{(A, a): (8’18), (O, —7)}

3° a) Montrer que G est distinct de chacun des points G1, G2, G3.

3° b) Montrer que (AG1), (BG2) et (GG3) sont concourantes en G.
3° c) Montrer que (G2G3), (G3G1) et (G1G2) passent respectivement par A, B et G.

Exercice 3.11.
Cet exercice propose une nouvelle démonstration (barycentrique) des théorèmes de
Ceva et de Ménélaüs.

Soit (A, B, G) un repère affine d’un plan affine (E, Ê). On considère les points A’ E
(BG), B’ e (AC) et C" e (AB). On suppose qu’aucun de ces points A’ ,B’ ,G’ n’est
confondu avec un des sommets du triangle ABC.
1° Comment traduire les hypothèses au niveau des coordonnées barycentriques des
points A’, B’, G’ dans le repère affine (A, B, G) ? (On notera (a1, 042,013) les coordon-
nées barycentriques de A’, (B1, ,52, B3) celles de B’ et (71,712,713) celles de G’).

A’B B’C’ G’A
A’G B’A G’B

3° Déterminer une équation barycentrique de chacune des trois droites (AA’), (BB’) et
(GG’). Retrouver le théorème de Ceva qui affirme que ces trois droites sont concourantes
ou parallèles si et seulement si p = —1.

2° Exprimer le nombre p = en fonction des ai, flj, 7k.

4° Montrer que les trois points A’, B’, G’ sont alignés si et seulement si p = 1 (Théorème
de Ménélaüs).

'

Exercice 3.12. Démontrer le théorème de Carathéodory 3.27 (p. 80).



CHAPITRE 4

Rudiments de géométrie projective

4.1 Introduction

Comme nous l’avons annoncé, l’espace universel est un cadre permettant de comprendre
plus facilement la géométrie projective.

'

Définition 4.1 Soit V un espace vectoriel de dimension n + 1. On appelle espace
projectif issu de V (on le note lP’(V)) l’ensemble des droites vectorielles de V.
La dimension de lP’(V) est alors (par définition) : n = dim V — 1.
L’espace projectif lP’(U) issu d’un sous-espace vectoriel U de V est un sous-espace
projectif de lP’(V).
Un espace ou un sous-espace projectif de dimension 1 (issu d’un plan vectoriel) est
une droite projective.
Un espace ou un sous-espace projectif de dimension 2 (issu d’un espace vectoriel de
dimension 3) est un plan projectif.
Un sous-espace projectif de dimension n — 1 d’un espace projectif lP’(V) de dimension
n est un hyperplan projectif (il est issu d’un hyperplan vectoriel de V).
Les éléments d’un espace projectif sont des points (projectifs), les singletons ide IP(V)
sont les sous-espaces projectifs de dimension O.

Un espace projectif est donc a priori quelque chose d’assez compliqué puisque c’est un
ensemble de droites vectorielles. Mais en fait, nous allons simplifier le point de vue :
en appelant points les éléments d’un espace projectif, nous allons voir qu’on peut les
assimiler aux points d’un espace affine, et que finalement, un espace projectif n’est
qu’une sorte d’espace affine complété par des points « à l’infini ».

4.2 Carte affine de l’espace projectif

4.2.1 Utilisation de l'espace universel

Supposons d’abord que V = Ê est l’espace vectoriel universel de dimension n + 1
associé à un espace affine (E, ). Il existe alors une bijection entre E et IP(E) \IP’(Ë)).
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C’est la correspondance entre les droites vectorielles non incluses dans Ê (notons bien
que les droites vectorielles de Ê incluses dans Ë sont exactement les éléments de IP(Ê))
et leur point d’intersection avec E qu’on a annoncée dans la remarque qui précède
la proposition 3.3, p. 67. Tout point de E correspond donca un unique élément de
l’espace projectif lP’(E), et presque tous les éléments de l’espace projectif IP’(Ê) peuvent
être représentés par un point de E. On dit que E est une carte affine de lP’(Ê). Les
éléments de IP’(Ê) qui ne peuvent pas être représentés dans cette carte affine E sont
les points à l’infini de la carte afiîne E de Ê, ce sont les droites vectorielles de Ê,
donc les directions des droites afi’lnes de E; ce sont aussi les éléments de l’hyperplan
projectif MÊ). On peut donc cons1derer

que
chaque droite affine A de E possède son

point à l’infini 00A, qui est sa direction A. Notons que A: A fl E, A étant l’espace
universel qui contient A et A, et que tous les éléments de IP’(A) sont représentés, dans
cette carte affine par les points de A, à l’exception de A = 00A, qui bien qu’étant une
droite vectorielle du plan vectoriel Â, ne peut être représentée, dans E.

01.

FIGURE 4.1. Carte affine.

On a ainsi mis en évidence dans ce cas une bijection entre IP(Ê) et E U P(Ë), pour
cet hyperplan particulier E de Ê. Nous allons voir que cette démarche peut être faite
avec n’importe quel hyperplan affine ne contenant pas le vecteur nul 0V d’un espace
vectoriel V.

4.2.2 Carte affine dans le cas général

Si V est un espace vectoriel de dimension n + 1, et si (H, H) est un hyperplan affine
(de dimension n) tel que 0V Q H, alors un élément de lP’(V) (une droite vectorielle de
V) rencontre H en un uni ue point sauf lorsqu’elle est incluse dans , c’est-à—dire
lorsqu’elle appartient à IP( ). Il y a donc bijection entre lP’(V) et H U IP(H), et H est
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une carte affine de IP’(V), dont les points à l’infini sont les droites vectorielles incluses
dans , c’est—à—dire les éléments de lP’( ).

En pratique, on est amené à identifier les points de H avec les éléments de IP(V)
n’appartenant pas à lP’(H). On se représente donc l’espace projectif de dimension n
comme la réunion disjointe d’un espace affine de dimension n et de l’ensemble de ses
directions de droites, qui sont les points à l’infini de cet espace affine. Pour qu’un
espace affine E de dimension n puisse être considéré, identifié à un espace projectif, il
suffit de lui ajouter l’ensemble des droites vectorielles de , c’est-à—dire l’ensemble des
directions des droites affines de E, qui sont les points à l’infini de cette carte affine de
l’espace projectif.
Remarque : Il n’y a pas qu’une représentation de IP’(V) par une carte affine, il y en
a autant que d’hyperplans affines de V ne contenant pas 0V. La notion de point à
l’infini n’est donc pas intrinsèque, elle est liée au choix d’un hyperplan affine H de
V. Concrètement, on peut toujours s’arranger pour choisir une carte affine de façon
qu’un point donné M de l’espace projectif lP’(V) soit ou ne soit pas un point à. l’infini :
il suffit de choisir la direction de l’hyperplan H de façon à ce que M soit ou ne soit
pas une droite vectorielle incluse dans . (Notons que M est forcément une droite
vectorielle, même si l’usage est d’utiliser une notation de point pour un élément de
l’espace projectif.)

4.3 Relations d’incidences projectives en dimension 2

On peut obtenir des résultats spectaculaires en dimension 2, qui s’étendraient facilement
en dimension quelconque, mais seraient plus diflîciles à. énoncer.

Proposition 4.2 Soit H = lP’(V) un plan projectif (dim V = 3).
Par deux points projectifs distincts passe toujours une unique droite projective.
Et deux droites (projectives) distinctes de II ont toujours un unique point d’intersection.

(En d’autres termes, dans un plan projectif, il n’y a pas de droites parallèles, toutes
les droites distinctes se coupent.)
Preuve Si A et A’ sont deux éléments distincts de II, c’est que ce sont des droites
vectorielles distinctes de V et il existe un unique plan vect01iel D: A + A’ contenant
ces deux droites. L’espace projectif D= lP’(D) est une droite projective de H qui
contient A et A’ et c’est clairement le seul qui convient.

Si D et D’ sont deux droites projectives distinctes de II, c’est qu’il eiîste deux
plans vectoriels P et P’

distincts_>
de V tels que D—— lP’(P) et D’—- IP’(P’). Donc

D fl D’ = P03) fl lP’(P’)—- IP(P n P’). (en effet, une droite vectorielle de V est à la
fois une droite de P) et de P’ si et seulement si c ’est une droite de P fl P’). Or deux
plans vectoriels distincts d’un espace vectoriel de dimension 3 ont toujours comme
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—> —> ——> —>
intersection une droite vectorielle A, donc on a D n D’ = P03 fl P’) = lP’(A) = {A}.
D n D’ est bien un singleton. Ü

Interprétons ce dernier résultat dans une carte affine. Nous noterons D la droite
projective qui correspond à une droite affine D. On peut considérer que D est la
réunion de D et de son point à l’infini. Le point à l’infini d’une droite affine D de E est sa
direction : on a ooD = , de sorte qu’on note abusivement D = DU {ooD} = DU{ }.

Proposition 4.3 Soit E un plan affine de direction Ë). Il est plongé dans un espace
universel Ê et on peut considérer que ]P’(Ê) = E U A00, avec A00 = IP’( ) est la droite
projective à l’infini de E. Alors deux droites aflines distinctes de E sont parallèles si
et seulement si le point d’intersection des droites projectives qu’elles représentent est
à l’infini :

Dl//D2 <=> 51015c00 4:) Ëlnñg={31}={l—D)2}

D’autre part, toute droite projective D représentée par une droite affine D de E
rencontre la droite à l’infini A00 de E en ooD = . On a

ñ n A00 = {ooD} = {B}.

Preuve Il suffit d’appliquer les définitions et la proposition précédente. Ü

Nous allons maintenant étudier une technique extrêmement utile en géométrie : l’envoi
à l’infini d’une droite par un changement de carte affine.

Proposition 4.4 Soit E un plan affine, plongé dans son espace vectoriel universel Ê,
et qui est donc une carte affine de lP’(Ê). Alors pour toute droite A de E qui représente
une droite projective A de lP’(Ê), il existe une carte affine E’ de lP’(Ê) dans laquelle A
est représentée par la droitea l’infini.
De plus, à tout couple de droites de E dont l’intersection était un point de A correspond
deux droites projectives de E qui sont représentées par des droites parallèles dans la
carte E’.

Preuve On sait que A engendre un plan vectoriel Â de Ê (et d’ailleurs Â = lP’(Â)).
Il suffit de choisir pour E’ n’importe quel plan affine de direction Â ne passant pas
par 0 . Pour cette carte, la droite à l’infini est formée des droites vectorielles de la
direction de E’ : c’est Â.
La dernière partie est évidente, il suffit de choisir une carte affine dans laquelle la
droite à l’infini passe par le point d’intersection des deux droites (tout en évitant de
choisir une de ces deux droites comme droite à l’infini). CI
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4.4 Exemple d’application : le théorème de Pappus

Nous avons vu en fin du chapitre II une version du théorème de Pappus, facile à
démontrer avec les homothéties ou les translations. La géométrie projective permet de
montrer le théorème de Pappus dans toute sa généralité, en se ramenant à la situation
particulière dans laquelle on a obtenu le résultat, grâce à un changement de carte
afiîne.

Théorème 4.5 (Pappus) Soient D et D’ deaa: droites distinctes du plan affine E.
Soient X, Y, Z trois points distincts de D et X’, Y’, Z’ trois points distincts de D’.
Alors,
(i) si (XY’)//(X’Y) et (XZ’)//(X’Z), alors (YZ’)//(Y’Z) ,-
(ii) si (XY’) n (X’Y) = {P} et (XZ’)//(X’Z), alors

(YZ’) n (Y’Z) = {R} et (PR)//(XZ’)//(X’Z) ,-
(ii)’ si (XZ’) n (X’Z) = {Q} et (XY’)//(X’Y), alors

(YZ’) n (Y’Z) = {R} et (QR)//(XY’)//(X’Y) ,o
(iii) si (XY’) n (X’Y) = {P} et (XZ’) fl (X’Z) = {Q}, alors

soit (YZ’)//(Y’Z)//(PQ),
soit (YZ’) fl (Y’Z) = {R} et P, Q, R sont alignés.

En d’autres termes, si on observe les trois couples de droites ((XY’), (X’Y)),
((XZ’ ), (X’Z)), ((YZ’), (Y’Z)) ils sont soit tous formés de droites parallèles, soit deux
d’entre eux sont formés de droites sécantes, et le troisième est formé de deux droites
parallèles à la droite joignant ces deux points d’intersection, soit encore, ils sont tous
les trois formés de droites sécantes, et dans ce cas, les trois points d’intersection sont
alignés.

Avant de donner la démonstration de ce théorème, nous allons en donner la version
projective, beaucoup plus facile à énoncer.

Théorème 4.6 (Pappus en projective) Soient D et D’ deux droites projectives
distinctes du plan projectif H = lP’(Ê). Soient X, Y, Z trois points distincts de D \ D’
et X’, Y’, Z’ trois points distincts de D’ \ D.
Soient {P} = (XY’) n (X’Y), {Q} = (XZ’) fl (X’Z), {R} = (YZ’) fl (Y’Z).
Alors P, Q, R sont alignés.

Preuve Il est important de comprendre tout d’abord que les différents cas du
théorème de Pappus en affine sont tous compris dans l’énoncé projectif : (i) correspond
à des points P, Q, R tous trois à. l’infini, (ii) correspond à Q à l’infini, (ii)’ correspond
à P à l’infini, et (iii) correspond à aucun point à l’infini, ou seulement R à l’infini.
Admettant la conclusion dans le cas projectif, par exemple dans le cas (ii), dire que
Q est à. l’infini et que P, Q, R sont alignés impose que Q soit le point à l’infini de la
droite (PR).
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Il sufiît donc de démontrer Pappus en projective. Mais pour cela, on choisit une carte
affine dans laquelle la droite à l’infini est la droite (PQ). Dans ce cas, forcément
les représentants dans cette carte affine des droites (XY’ ) et (X’Y) sont parallèles,
puisque leur intersection est le représentant de P qui est à l’infini. De même (XZ’) et
(X’Z) sont également parallèles. Mais alors on peut appliquer le théorème de Pappus
vu en fin de chapitre 2 : on peut affirmer que les représentants de (YZ’) et (Y’Z) sont
parallèles, c’est—à—dire que leur point d’intersection R est lui aussi à l’infini. Mais ceci
prouve que P, Q, R sont des points alignés (sur la droite à l’infini dans cette carte
affine, mais simplement alignés, en tant que points projectifs, et avec des représentants
alignés sur une vraie droite si on choisit une carte affine dans laquelle aucun de ces
trois points n’est à l’infini). Ü

En exercices, en application de cette technique, nous vous proposons d’énoncer et
de démontrer un théorème de Desargues général, ainsi que sa réciproque (voir la
proposition 2.26, p. 55 et l’exercice 4.6 p. 102).

4.5 Repères projectifs, coordonnées homogènes

4.5.1 Problèmes posés par le repérage dans un espace projectif

Soit lP’(V) l’espace projectif issu d’un espace vectoriel V de dimension n + 1. Un point
de IP(V) étant en réalité une droite vectorielle de V, caractérisée par la donnée d’un
vecteur directeur non nul u E V. Notons p(u) la droite vectorielle engendrée par u (ou
le point projectif associé à u). Deux vecteurs u et u’ de V définissent le même élément
de lP’(V) (ce qu’on peut noter p(u) = p(u’)) lorsqu’ils sont proportionnels, c’est-à—dire
lorsqu’il existe k E R tel que u’ = ku.
Si on fixe une base Æ = (eo, 61, . . . , en) de V, tout (n+1)—uple (æo, 3:1, . . . ,xn) de réels
non tous nuls définit un élément u non nul de V, donc un point projectif p(u) E lP’(V).
Si M est un point projectif de lP’(V), si M = p(u), on peut trouver des coordonnées
qui caractérisent M : ce sont les coordonnées dans la base Æ de u. Ces coordonnées
sont définies à une constante multiplicative près, puisque tout autre vecteur non nul
proportionnel à u est aussi un vecteur directeur de A. “Ces coordonnées définies à. une
constante multiplicative près sont les coordonnées homogènes du point projectif A
dans la base .93.
Le problème, dans cette définition, c’est que la base Æ n’est pas un élément de l’espace
projectif lP’(V) que l’on veut « repérer ». Certes, on peut associer à chaque élément e,-
de la base la droite vectorielle qu’il engendre A,- = p(e,-). Mais à un (n + 1)-uple de
lP’(V) ne correspond pas une unique base de V. Nous allons donc voir qu’il suffit de
fixer un point projectif de plus pour pouvoir définir un repère projectif et parler des
coordonnées homogènes d’un point sans être obligé de passer par l’espace vectoriel
dont est issu l’espace projectif.
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4.5.2 Repères projectifs

Définition 4.7 Soit IP(V) un espace projectif de dimension n. Un repère projectif
de lP’(V) est un (n + 2)-uple de points projectifs (A0,A1, . . . ,An,An+1) vérifiant la
propriété suivante :
pour toute famille extraite de n + 1 points (Ai)o<z<n+1, IP(V) est le plus petit sous-

#3
espace projectif qui contient ces n + 1 points.
(On peut décrire cette propriété ainsi : « aucune sous—famille de n + 1 points n’est
cohyperplanaire »).

Proposition 4.8
Soit Æ = (60,61, . . . ,en) est une base de V et soit en+1 = eo + 61 + - - . + en. Si on
pose pour tout z' = O, 1, . . . ,n,n + 1 : A, = p(ei), alors (A0,A1, . . . ,An,An+1) est un
repère projectif de lP’(V).
Réciproquement, si (A0, A1, . . . ,An,An+1) est un repère projectif de IP’(V),
alors il existe une base Æ = (eo, 61, . . . ,en) de V telle que pour tout z' = 0,1, . . . ,n,
on a p(e,°) = A,- et p(eo + 61 + ' - ' + en) = An”. De plus Æ est unique à un coefiicient
multiplicatif près, ce qui signifie que si Æ’ = (eô, e’l, . . . ,eg) est une autre base de V
telle que pour tout 7l = 0,1,.. . ,n, on a p(e,’,-) = A, et p(eô + e’1+'"+ 64,) = An+1,
alors il existe /\ E R* tel que e; = Àei pour tout i. On dit qu’une telle base Æ est une
base associée au repère projectif Æ.

Preuve Avec les notations de la proposition, on doit montrer que les n + 1 points
projectifs parmi (A0, A1, . . . , An,An+1) ne sont jamais cohyperplanaires. Il est tout à
fait clair que A0, A1, . . . ,An (qui sont les droites vectorielles p(eo), p(el), . . . , p(en)) ne
sont pas dans un même hyperplan projectif lP’(H) de lP’(V) sinon H serait un hyperplan
vectoriel de V qui contiendrait tous les ei, c’est contradictoire avec le fait que la base
Æ engendre V.
De même, si tous les points A0,A1, . . . ,An,An+1 sauf Aj avec O S j S n étaient
dans le même hyperplan projectif lP’(H) de IP’(V), c’est que l’hyperplan vectoriel H
contiendrait tous les vecteurs 60,61, . . . ,en,en+1 sauf le vecteur ej. Or, si on pose
fj = 6n+1 et f,- = e,- pour {OSÊËZHÏ on obtient un (n + 1)-uple vecteurs (fi)0<i<n+1
qui devraient tous appartenir à l’hyperplan H. Et si on calcule le déterminant dans
la base Æ de ce système de vecteurs, on est amené à calculer le déterminant de la
matrice obtenue en changeant la j—ème colonne de la matrice identité par une colonne
ne contenant que des 1, et il est évident que le déterminant de cette matrice vaut 1,
est donc non nul, ce qui prouve que la famille (fi)o<z<n+1 forme une base de V, et
n’est donc pas incluse dans un hyperplan.

Montrons maintenant la réciproque :
Soit Æ = (A0, A1, . . . ,An,An+1) un repère projectif de IP(V).
Soient u0,u1, . . . ,un, un+1 des vecteurs non nuls tels que A,- = p(u,-) pour tout z'. Le
Système de n + 1 vecteurs (uo,u1, . . . ,un) est générateur, sinon il engendrerait un
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sous-espace vectoriel inclus dans un hyperplan H, et clairement les n + 1 premiers
points du Æ appartiendraient tous à lP’(H). C’est donc une base de V, et il existe n +1

n

scalaires ÀO,À1,. . . , An tels que un+1 = zÀiui. Posons, pour tout z' E [0, n], 6,; = Àz-uz-
i=0

et en+1 = un“. Par construction, on a en+1 = eo + 81 + ' ° - + en. il reste à montrer
que le système de n + 1 vecteurs Æ = (eo, el, . . . ,en) est une base. Le déterminant de
ce système dans la base (u0,u1, . . . ,un) est égal à. ÀoÀl - . - An. Il suffit donc de prouver
qu’aucun À,- n’est nul.

n

_Si un des A, était nul, par exemple si on avait Àj = 0 : alors l’égalité un+1 = z Àiuz-
i=0

deviendrait une relation de dépendance linéaire entre les n + 1 vecteurs u,- (avec
{OSÊÉ’ËH ). Cela signifierait que ces n+ 1 vecteurs sont liés, et donc qu’ils ne forment pas
une base, et que le sous—espace vectoriel qu’ils engendrent n’est pas de dimension n + 1,
donc est strictement inclus dans V. Il existerait donc un hyperplan vectoriel H de V, qui
contiendrait ces n+1 vecteurs, et les n+1 droites vectorielles que ces vecteurs engendrent
(qui sont les points projectifs A,- avec {OSÊÏJŸH appartiendraient tous à l’hyperplan
projectif lP’(H), ce qui est exclu par hypothèse. Donc les À,- sont tous non nuls, et Æ
est bien une base, et on a bien réussi à construire une base Æ = (60,61, . . . ,en) de V
telle que A,- = p(ei) pour O S 2' S n et An+1 = p(eo + 61 + ' ' ' + en).

Supposons que Æ’ = (66, e’l, . . . ,e,’,,) soit une autre base de V telle que A,- = p(e;) pour
0 S z' S n et An+1 = p(ef) + e’l + . - - + eg). Alors clairement, pour O S 7l S n, puisque
e, et e; sont deux vecteurs non nuls de la droite vectorielle Ai, c’est qu’il existe À,- tel
que e,’,- = Aiei. On pose aussi en+1 =eo+el+m+en et 6;,+1 =eô+e’1+-'-+eç,, et
ces deux vecteurs non nuls engendrent la même droite vectorielle An“, donc il existe
aussi un scalaire Àn+1 tel que 6;,+1 = Àn+1en+1. Mais cette égalité s’écrit aussi

e3+e’1+-°-+eÇ,=An+1(eo+e1+-o-+en)
4:) À060+À161 +'°'+Àn6n =Àn+1€o+Àn+1€1 +°"+’\n+len

Cette dernière égalité de deux combinaisons linéaires des vecteurs de la base ÿ n’est
possible que si tous les coefficients qui se correspondent sont égaux (unicité des

A0 = Àn+1

I , /\1 = Àn+1
coordonnees d un vecteur dans une base), donc on a

An = Àn+lo

On a prouvé que e; = Àn+1ei pour tout i = 0,1, . . . ,n + 1, les deux bases trouvées
sont bien proportionnelles. Ü
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4.5.3 Coordonnées homogènes

Cette propriété permet de définir les coordonnées homogènes d’un point dans un
repère projectif ; on dit que ces coordonnées sont homogènes, car elles sont toujours
définies à une constante multiplicative non nulle près.

Définition 4.9 Soit æ = (A0,A1, . . . ,An,An+1) un repère projectif d’un espace
projectif IP’(V) de dimension n.
Alors les coordonnées homogènes d’un point projectif M E lP’(V) sont les coordonnées
de ce point dans toute base Æ associée à ce repère projectif. Ce sont les coordonnées
dans Æ (définies à un coefiîcient multiplicatif non nul près) de tout vecteur directeur
u de M (u est tel que p(u) = M.)

Remarque : En application de ce qui précède, il est immédiat de vérifier que le point
A0 admet comme coordonnées homogènes dans le repère .9? le (n + 1)—uple (1,0, . . . ,0),
et de même A,- (pour O S z' S n) admet comme coordonnées homogènes un (72+ 1)-uple
formé de n zéros avec un 1 (ou tout autre scalaire non nul) à la place z'+ 1, tandis que
les coordonnées homogènes de An+1 sont le (n + 1)-uple formé de termes tous égaux à
1 (ou à tout autre scalaire non nul).

Une autre remarque intéressante est le fait que les coordonnées homogène d’un point
projectif sont, en fait, non pas un (n + 1)-uple de réels, mais une classe d’équivalence
pour la proportionnalité, et donc ces coordonnées homogènes ne sont rien d’autre
qu’un élément de IP’(R"+1), l’espace projectif issu de Rn'H.

4.6 Repérage sur une droite projective, birapport

4.6.1 Repérage sur une droite projective

Soit Â une droite projective (qui est soit un espace projectif « isolé », soit un sous-espace
projectif d’un espace projectif plus grand).
Un repère projectif de cette droite est un triplet de points (A0, A1, A2) tous distincts
(cette seule condition suffit). Pour tout point M de Â, ses coordonnées homogènes
dans ce repère projectif sont un couple (x,y) défini à. un coefficient multiplicatif
près. L’élément A0 admet pour coordonnées homogènes le couple (1,0) ; A1 a pour
coordonnées homogènes le couple (O, 1) et A2 a pour coordonnées homogènes le couple
(1,1).

4.6.2 Birapport

À l’exception du point A0, tous les points M de D admettent comme coordonnées
homogènes un unique couple (p, 1) dont le deuxième terme est égal à 1. Ce nombre p
est, par définition, le birapport des quatre points projectifs A0, A1, A2, M.
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Définition 4.10 Soit Â une droite projective, et soient A, B, C, D quatre points de
A tels que A, B, C’ sont distincts. Alors si D 7è A, le birapport de ces quatre points
est le nombre p = [A, B; C’, D] tel que (p, 1) soit un couple de coordonnées homogènes
de D dans le repère projectif (A,B, C), et si D = A, on pose [A, B; C, A] = oo. p est
alors un scalaire ou oo. Lorsque les quatre points sont distincts, p est un réel différent
de 0 et de 1.

Bien sûr, cette définition n’est pas très maniable. Il existe de nombreuses façons de
caractériser cette notion de birapport, essentiellement quand les quatre points sont
distincts.

Théorème 4.11 Soit Â = P(V) est une droite projecti'ue, et soient A, B, C’, D quatre
points distincts de A. Soient a, b, c,d des vecteurs directeurs respectifs de ces quatre
droites vectorielles. Alors on a

det(a, c) det(b, c)
det(a, d) det(b, d)

Une remarque initiale : les déterminants apparaissant dans cette formule sont des
déterminants calculés dans n’importe quelle base fixée du plan vectoriel V. Il serait,
plus rigoureux de préciser dans quelle base on fait le calcul, mais c’est sans importance,
car si on change de base de V, on sait que le déterminant est simplement multiplié
par une constante, et cette constante se simplifie.
De même, si on change n’importe quel vecteur directeur d’une des quatre droites,
on le multiplie par une constante scalaire, qui elle aussi disparaîtra, car chaque
vecteur apparaît deux fois dans cette formule, une fois au numérateur et une fois au
dénominateur.

p=[A,B;C,D]=

Preuve On sait, d’après ce qui précède, que (A, B, C) est un repère projectif de
A, donc qu’il existe trois vecteurs directeurs a0, b0, c0 respectivement de A, B, C qui
sont tels que (a0, b0) est une base de V et c0 = a0 + b0. Un couple de coordonnées
homogènes de D dans ce repère projectif est (p, 1), donc si on pose do = pao + b0, on
a do E D. Les quatre vecteurs a, b, c, d sont tels qu’il existe quatre scalaires t, u, u, w
tels que a = tao, b = ubo, c = uco et d = wdo.
Puisque le calcul des déterminants peut se faire dans n’importe quelle base, nous
travaillerons dans la base (a0, b0). Dans cette base, on a

t u . 0 wp
det(a,c) det(b,c) _ ÿ ÿ 0 u , u u), ÿ _ (tu)(—uwp) _ CI
det(a,d) det(b,d)

_
t wp _ 0 u

—
(tw)(—uu)

—

0 u) u u

4.6.3 Expression du birapport avec les mesures algébriques

Théorème 4.12 Soit Â: P(V) une droite projectiue, et soient A, B, N,D quotre
points distincts de A. Soit A une carte affine de A. Alors le birapport p= [A, B, C, D]
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peut se calculer ainsi dans la carte aflîne A, (selon la présence ou non de points a
l’infini) :
(i) si aucun des quatre représentants A, B, C, D n’est a l’infini,

p= [man = %/%,
(ii) si A est à l’infini, alors p = [Â,B, Ô, D] = 2—:1091

(iii) si B est a l’infini, alors p = [Â B, 5,15] = g;

(iv) si C est a l’infini, alors p = [Â B; 5,15] = g;

(v) si D est a l’infini, alors p = [Â,B;Ü, D] = lâçg—

Preuve _>
(i) On peut considérer que V est l’espace universel de l’espace affine (A, A), et, lorsque

A, B, C, D ne sont pas à l’infini, que les quatre points A, B, C, D sont des vecteurs
de V, et d’ailleurs C’ — A, D — A, C’ — B, D — B également, étant d’ailleurs aussi
dans A, et donc tous colinéaires). D’après la propriété précédente, on a (en utilisant
aussi une propriété classique des déterminants : det(æ, y) = det(œ, y + aœ))

_ det(A, C) det(B, C) _ det(A, C -— A) det(B, D — Bp — det(A, D) det(B,D) — det(A,D — A) det(B,C — B)’
Ci.une des propriétés élémentaires des mesures algébriques est que le quotient

ÊICÎ est le scalaire /\ tel que Ë = ÀË (voir proposition 1.30 p. 20). De même,

ona B_O =uavecBÛ=ulË.
D

BD
onc ___ _
_ det(A,/\(D — A))det(B,D — B) __ à _ AC BC’p — det(A,D — A) det(B, ”(D — 3)) _ ,u “ E Ê '

(ii) à (v) La démonstration des quatre cas où l’un des points est à l’infini fait l’objet
de l’exercice 4.8.

D

4.6.4 Propriétés du birapport

Proposition 4.13 Lorsque A,B, C',D sont quatre points distincts, si on permute
l’ordre de ces quatre points dans un calcul de birapport, le birapport obtenu ne prend
que six valeurs maximum. Plus précisément, si p = [A, B; C, D], alors on a :

(ii) [B,A; C, D] = [A,B;D,C’] = [D,C; A,B] = [C,D;B,A] =
P;
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(iii) [A,C;B,D] = [D,B;C,A] = [C,A;D,B] = [B,D;A,C] = 1 —,0;

(iv) IO,A;B,DJ = [D.B;A,CJ = [A,C;D,B] = [B,D;C, A] = —1—;l-p
(v) [C',B;A, D] = [D,A;B,C] = [3,0; D,A] = [A, D; C, B] = Î—pÎ’

p—1(vi) [B, C; A, D] = [D,A; C, B] = [C,B;D, A] = [A,D;B,C] =
—p—.

La démonstration de cette proposition fait l’objet de l’exercice 4.9.
Lorsque seulement trois des quatre points sont distincts, le quatrième étant confondu
avec un des trois autres, on a vu qu’on peut prolonger la définition du birapport ainsi :
[A,B;C',A] = oo; [A,B;C,B] = 0; [A,B;C’,C’] = 1.
Ensuite on applique une des permutations vues plus haut pour déterminer le birapport
dans les autres cas où les quatre points ne sont en fait que trois.
Remarquons que ces valeurs sont compatibles avec n’importe laquelle des trois règles

de calcul de birapport, à. condition d’utiliser les conventions usuelles
6

= oo et
æ

= O.

Une propriété remarquable du birapport est la suivante :

Proposition 4.14
Sait

Â = ]P’(B) une droite projective. Soit (A,B,C’) un repère
projectif de A et (A, A) une carte affine de A dans laquelle A est à l’infini (A = A)
(B, C') est un repère affine de la droite aflîne A et (B, BÎ) est un repère cartésien de
cette même droite.
Si M est un point quelconque de A, alors son abscisse dans le repère (B, BÎ) vaut
p si et seulement si ses coordonnées barycentriques dans le repère affine (B, C’) sont
(1 — p, p) et si et seulement si p est aussi la valeur du birapport [A, B; C, M] = p, et

W
B—Ô

.

En conséquence, on conviendra que l’abscisse dans le repère (B, Ë) du point A, qui
est le point à l’infini de la droite affine (BC), est oo.

on a dans ce cas p =

Preuve B peut être considéré comme l’espace universel A de la droite affine A,
et A, B, C ont comme coordonnées augmentées, dans la base (A, B), respectivement
(1,0), (0,1), (1,1).
Un point M de A a pour abscisse p dans le repère cartésien (RÉ) signifie que

B711?! = pÿ (c’est-à-dire p =

ou M — B = p(C -— B), puis M = (1 — p)B + pC’ :les coordonnées barycentriques de M
dans le repère afiine (B, C) sont (1 — p, p), et enfin M = (1 —p)B+p(A+B) = B+pA.
Or, M = B+pA signifie exactement que M admet (1, p) comme coordonnées homogènes
dans le repère projectif (A, B, C’), c’est-à—dire que le birapport [A, B; C, M] vaut p. Ü

bu2| —>
) ce qui équivaut successivement à BIVI = pBôU"lC3
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4.7 Homographies

4.7.1 Présentation

Les homographies sont les morphismes de la structure d’espace projectif. Comme les
espaces projectifs sont issus des espaces vectoriels, il est logique que les morphismes
des espaces projectifs soient liés aux morphismes des espaces vectoriels, qui sont les
applications linéaires. Les éléments des espaces projectifs sont des droites vectorielles,
et les applications linéaires transforment des sous—espaces vectoriels en sous—espaces
vectoriels. Cependant, la dimension d’un sous-espace vectoriel n’est conservée à coup
sûr que par les isomorphismes. C’est pourquoi seules les applications linéaires bijectives
nous intéresseront pour donner naissance à des homographies, et nous ne considérerons
que des homographies entre espaces projectifs de même dimension, (et en particulier
des « endomorphismes projectifs », homographies d’un espace projectif dans lui-même).

Théorème 4.15 (et Définition) Soient V et W deux espaces vectoriels de même
dimension n + 1. Soient E = lP’(V) et F = ]P’(W) les espaces projectifs qui en sont
issus.
Alors toute application linéaire f bijective de V sur W envoie les droites vectorielles
de V sur les droites vectorielles de W, et définit une bijection (p = p(f) entre IP’(V) et
lP’(W). (p est l’homographie entre E et F issue de l ’isomorphisme f.

Preuve
Le fait que l’image d’une droite vectorielle par une application linéaire bijective soit
une droite vectorielle est un résultat bien connu. Il reste à. vérifier que cp est bijective;
son caractère surjectif est une conséquence immédiate du fait que f est surjective.
Montrons que (,0 est injective. Soit A et B deux points projectifs de E = IP’(V). On
suppose qu’on a (,0(A) = (,0(B). Cela signifie que la droite vectorielle A =< a > et la
droite vectorielle B =< b > (ce sont des droites vectorielles de V) sont envoyées par f
sur la même droite vectorielle C =< c > de W. En particulier, la restriction de f à
< a > étant bijective, il existe k G R* tel que f(ka) = c, et de même, il existe k’ E R*
tel que f(k’b) = c. Mais f est injective donc ka = k’b, et a et b sont colinéaires, donc
A=<a>=<b>=B. EI

4.7.2 Propriétés des homographies

Proposition 4.16 Toute application composée d’homographies est une homographie,
l’inverse d’une homographie est une homographie. L’ensemble des homographies d’un
espace projectif E = lP’(V) dans lui-même est un groupe noté GP(E) (groupe projectif
de E). L’application p de GL(V) dans GP(E) est un morphisme de groupes surjectif
dont le noyau est l’ensemble des homothéties vectorielles.
D’une façon générale, si f et g sont deux isomorphismes de V sur W, alors
P(f) = 29(9) <=> 3A 6 R, f = Ag-
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Preuve Le début de la proposition est assez évident. En fait, le seul point un peu
délicat est la détermination du noyau du morphisme p, et il sufiit d’établir le dernier
point qui en est une généralisation.
Si f et g sont deux applications linéaires bijectives de V sur W telles que les homo-
graphies associées (p = p(f) et 1,0 = p(g) coïncident, on peut considérer l’application
linéaire de V dans lui-même h = g—1 o f. L’action de h sur les éléments de E (qui
sont les droites vectorielles de V) est l’identité puisque 1,0 = (,0, ce qui se traduit par le
fait que pour tout vecteur non nul a de V, on a h(a) €< a > puisque h(a) dirige la
même droite vectorielle que a, puisque p(h)(< a >) =< a >. Tous les vecteurs de V
sont donc des vecteurs propres pour l’endomorphisme h, et on a vu (voir exercice 2.4
p. 56) que ceci n’est possible que si h est une homothétie vectorielle, c’est—à-dire si il
existe /\ G R tel que h = Àidv. On a donc g“1 o f = Àidv, donc f = Àg. Ü

4.7.3 Lien avec les repères projectifs

Un résultat fondamental sur les homographies est celui qui les lie aux repères projectifs.

Proposition 4.17 Soient E = lP’(V) et F = IP(W) deux espaces projectifs de même
dimension n. Soient (A0, A1, . . . ,An, An“) et (B0, B1, . . . , Bn,Bn+1) des repères pro—
jectifs respectivement de E et de F. Alors il existe une unique homographie (p de E
sur F telle que (,0(A,;) = B,- pour tout z' 6 [0,n + 1].

Preuve On sait qu’il existe une base (eo, 61, . . . ,en) de V et une base (f0, f1, . . . , fn)
de W telles que Vz' E [0,77.] on ait A, =< e,- > et B,- =< f,- > et de plus en posant
6n+1 = 60+61 +"'+6n et fn+1 = f0+f1 +"°+fn 0H ait Ai+1 =< en+1 > et
Bi+1 =< fn+1 >-
Considérons l’application linéaire u de E vers F définie par u(e,-) = fi. Il est clair
que (p = p(u) est une homographie telle que (,0(A,-) = B,- pour tout i, y compris pour
i = n + 1, grâce à la linéarité de u.
Soit maintenant 1,0 = p('v) une autre homographie vérifiant 2,0(Ai) = B, pour tout z'.
Alors 1,0" o go est une homographie 0 de E dans lui-même, qui vérifie 0(Ai) = A,- pour
tout z' e [0,n + 1].
Si w = '0'1 o u, il est clair que 0 = p(w). D’autre part, tous les vecteurs e,- sont des
vecteurs propres pour w puisque e, E A, et w(e,;) e Ai. Soit A, la valeur propre de w
associée à ei.
On a d’une par w(en+1) = Àn+1en+1 = Àn+1eo + Àn+1el + - - ' + Àn+1em et d’autre
part

w(en+1) = w(eo + 61 + . - . + en) = 'w(eo) + w(el) + - ' - + w(e.,,)
= Àoeo + /\1€1 + ' - ° + Ânen-

En comparant ces deux décompositions du vecteur w(en+1) sur la base (80,61, . . . ,en)
de V, on en déduit que Ào = An“, Àl = Àn+1,. . .,/\n = An“, et donc en posant
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,\ = /\0 = Al = = An = An“, il est clair que w(ei) = Àei, ceci pour tous les
vecteurs d’une base de V, donc w = Àidv. Il en résulte que 9 = p(w) = idE, et donc
(p = .p, 1:1

4.7.4 Lien avec les applications affines

Nous pouvons maintenant étudier quelques homographies, et repérer une propriété
caractéristique.

Proposition 4.18 Soit Ë = IP’(V) un espace projectif, et soit (E, Ê) une carte
affine de Ë (Ê est un hyperplan vectoriel de V, E est un hyperplan affine de V ne
contenant pas 0V). Alors les isomorphismes affines de E peuvent être prolongés en
des homographies de Ë. Plus précisément, si f une application affine bijective de E
dans lui-même, alors il existe une unique homographie f de E dans lui-même, vérifiant

Î|E=f.

Preuve Ce résultat est évident en considérant un repère projectif de Ë, formé de
n + 2 droites vectorielles dont les points les représentant dans la carte affine ne sont
pas à l’infini. Toute partie formée de n + 1 points forme alors un repère afiine de E, et
ces points sont envoyés en n + 1 points affinement libres par l’isomorphisme affine f
(puisqu’un isomorphisme afiine conserve la dimension, n + 1 points images quelconques
ne peuvent pas être cohyperplanaires). Remarquons que ces points images ne sont
évidemment pas à l’infini puisqu’ils sont images de points par une application affine.
Donc les n + 2 points du repère projectif sont envoyés en n + 2 points (nona l’infini)
qui forment aussi un repère projectif, et il existe donc une unique homographie f de Ë
qui envoie le repère projectif antécédent sur le repère projectifimage, et qui prolonge
donc f. EI

4.7.5 Homographies d'une droite projective

Parmi les homographies, les homographies d’une droite projective sont très inté-
ressantes, entre autres parce qu’elles permettent de comprendre le lien entre ces
homographies et les applications homographiques de R dans R.

Proposition 4.19
Sait

A: M?) une droite projective. Soit (A, B,C’) un repère
projectif de A et (A, A) une carte affine de A dans laquelle A est à l’infini (A: A)
(B, C) est un repère affine de la droite affine A et (B, 1—33) est un repère cartésien de
cette même droite. N
Soit go une homographie de A dans elle-même, issue d’une application linéaire bijective
f de dans lui-même.
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On suppose que la matrice de f dans une base (51’, EÈ) associée au repère projectif
(A,B,C’) (on rappelle qu’on a A =< êî >, B =< ëÊ > et C' =< 6—1> + 6—2> >) est

3 ç) (a, fi, ’y, 6 sont des constantes réelles telles que a5 — B’y 7è O)

Soit M un point quelconque de Â, dont l’abscisse dans le repère (B, B?) vaut p (avec
éventuellement p = oo si M = A) (on a donc aussi p = [A, B; C, M] et les coordonnées
barycentriques de M dans le repère afiîne (B, C) sont donc (1 — p, p) si M 7E A).
Alors son image par f est le point M’ dont l’abscisse dans le repère (B, Ë) vaut
p’ = [A,B;C, M’], avec p’ qui se déduit de p par la formule p’ = (”l/72:? et ses

prolongements : pour ’y aé 0, l’image du point d’abscisse —% est le point A (d’abscisse
infinie) et l’image du point A est le point d’abscisse g ; pour 7 = 0, l’image de A est
A. Les constantes a, En, ô sont définies à un facteur multiplicatif près, tout comme
les vecteurs de la base (6—1),e—2>) et l’application linéaire f.

Rappel : Les applications homographiques, ou homographies, de R dans R (ou de (C
b

dans (C) sont les applications du type a: I—> 2;:
d

avec ad — bc 7€ O et c 7è 0. Ce ne
sont pas des bijections de R dans R, mais le point de vue projectif permet de prolonger
une telle application en une bijection de R U {oo} dans lui-même. Remarquons que
dans ce point de vue projectif, il n’est pas nécessaire de supposer c 7è 0, de sorte
qu’une application affine de R dans lui-même est une homographie comme les autres.

Preuve Il suffit de chercher l’image par f d’un vecteur directeur de la droite
vectorielle M. Si M 7è A cette droite vectorielle est engendrée par le vecteur Ü de
coordonnées (p, 1) dans la base («e—1’, 6—15). L’image u’ de Ü par f a pour coordonnées

x’ = ap + fi
y’ = 7p + 5

étant engendrée par le vecteur e—l> de coordonnées (1,0), son image par f est le vecteur
f(51’) de coordonnées (01,7) donc <p(A) est la droite vectorielle < f(ËÏ) >.
On étudie à présent les deux cas possibles :
Si ’y 7è 0, le représentant dans la carte affine A de l’image < f (6—1)) > de A par (p

est le point d’abscisse g (puisque le vecteur de coordonnées (g, 1) engendre aussi
(p(A)); pour le point particulier M0 d’abscisse p0 = —%, de coordonnées homogènes
(5, —-’y), son image est le point de coordonnées homogènes (a5 — fl'y, O), c’est le point
à l’infini A; pour tout autre point M, les coordonnées homogènes de son image

(æ’ , y’ ) vérifiant (on utilise la matrice de f). La droite vectorielle A

sont (ap + fifyp + ô), ou encore (È’Z—l—Ê, 1), ce qui fait que c’est bien le point

d’abscisse M
+ 5

Si ’y = O, il est nécessaire que a6 7É 0 puisque a6 — [37 7è 0; f (6—1)) a pour coordonnées
(a, 0), et engendre encore A, ce qui fait que <p(A) = A, et comme 6 9€ 0, l’image de
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tout point M non à l’infini est le point de coordonnées homogènes (ap + fi, ô), qui
ap+fl

5
comme abscisse dans le repère (b, ËÛ).

E]
n’est pas à l’infini, et qui admet

4.8 Exercices

Exercice 4.1.
Soit V un espace vectoriel et P(V) l’espace projectif qui en est issu.

1° Soient Î’ et Ü deux sous-espaces vectoriels de V. Justifier rigoureusement l’égalité
utilisée dans la démonstration de la proposition 4.2 p. 87 : IP’( ) fl IP’( ) = lP’( (“I ).

2° Démontrer qu’une intersection quelconque de sous—espaces projectifs est vide ou est
un sous-espace projectif.

3° Soit X une partie non vide de l’espace projectif IP’(V). Quelle signification donner à
la notion de sous-espace projectif engendré par X (notée proj (X))

4° Soient î et Ü deux sous-espaces vectoriels de V.
Démontrer que M? + Û) = proj (M?) U IP’(Ü)).

Exercice 4.2.
Soit î? un espace vectoriel de dimension 4, et 8 = M?) l’espace projectif qui en est
issu.

1° Démontrer que l’intersection de deux plans projectifs distincts de 8 est toujours
une droite projective.

2° Soit H un plan projectif de 8 et A une droite projective de 5 non incluse dans II.
Etudier l’intersection H fl A.
3° Soient A1 et A2 deux droites projectives distinctes de 8. Que peut-on dire de
A1 n A2 ?

4° Soit (E, Ê) une carte affine de 8. Comment interpréter les résultats de 1°, 2°et 3°
dans cette carte affine ?

Exercice 4.3.
Une droite d coupe les côtés (AB), (BC’) et (AC) d’un triangle en A’, B’, C’ respec-
tivement. Les droites (AB’) et (BC’) sont sécantes en L, les droites (BC’) et (CA’)
sont sécantes en M, les droites (CA’) et (AB’) sont sécantes en N. On veut montrer
que les droites (AM), (BN) et (CL) sont concourantes ou parallèles.
1° Faire la figure en choisissant la droite d comme droite à l’infini.
2° Démontrer le résultat.
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Exercice 4.4.

Dans un plan affine (P, B) muni d’un repère (O, i’, j), on considère les points A(0, 3),
B(O, —1), C'(—1,0) et D(—3,0).

1° Faire une figure soignée. ABCD est—il un parallélogramme ?

2° On veut transformer cette fi ure pour que ABCD devienne un parallélogramme.
Pour cela, on considère que (P, ) est plongé dans un espace universel = P, et que
P est une carte affine du plan projectif P = IP(P) = IP’( ).

'

2° a) De quelle base de Ë dispose-t-on déjà, sans introduire de nouveaux éléments ?

2° b) Soient Â, B, Ô, D les éléments de 73 représentés dans la carte affine P par les
points A, B, C, D. Déterminer les coordonnées d’un vecteur directeur de chacune de
ces quatre droites vectorielles. Que représentent les droites (AB), (BC’), (0D), (DA)
de la carte afline par rapport à l’espace projectif ’P ?

2° c) Quels sont les points de la figure qu’on doit envoyer à. l’infini pour que ABC’D
devienne un parallélogramme ?

2° d) Déterminer un plan affine (P’,B’) de Ê qui puisse servir de nouvelle carte
affine dans lequel les points projectifs Â, B, Ô, D seront représentés respectivement par
des points A’, B’, C’, D’ sommets d’un parallélogramme. On précisera une équation
cartésienne dans la base choisie en a) de P’ et on donnera l‘es coordonnées des
quatre points A’ ,B’ ,C’ ,D’ , puis on vérifiera que ce sont bien les sommets d’un
parallélogramme.

3° Est-il possible de trouver une carte afiine (E” , ÿ) dans laquelle Â, B, Ü, D seraient
représentés par des points A”,B” ,C'” ,D” tels que A”B”D”C” soit un parallélo-
gramme ?

Exercice 4.5.
Soit ABC’ un vrai triangle d’un plan affine considéré comme carte affine d’un plan
projectif. Soit D un point n’appartenant à aucun des côtés de ce triangle.
Soit C" le point d’intersection dela droite (CD) avec la droite (AB). Soit B’ le point
d’intersection de la droite (BD) avec la droite (AC).
Soit T un point de la droite (AD), distinct de A et distinct de B. La droite (TC’)
coupe (AC) en C”, et la droite (TB’) coupe (AB) en B”.
Les droites (B’C’) et (B”O’”) se coupent en E. Montrer que B, C et E sont alignés.
(On pourra introduire une carte aflîne dans laquelle la droite (BC) est à l’infini).

Exercice 4.6.
1° Traduire l’énoncé du théorème de Desargues (théorème 2.26 p. 55) dans le cadre
projectif.

2° Enoncer une réciproque de cet énoncé dans le cadre projectif.
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3° Démontrer ce théorème de Desargues ainsi que sa réciproque, dans le cadre projectif.

4° Retraduire l’énoncé du théorème de Desargues dans le cadre afline avec toutes ses
variantes, puis faire de même avec sa réciproque.

Exercice 4.7.
E est un espace vectoriel de dimension 2. Soit (7, 7) une base fixée de Ê. Soit
D la droite affine d’équation y = 1. On choisit (D, ) comme carte affine de P(Ë),
On considère les vecteurs Ü(5,3), 7(2, 4), Ê(1,5— 5) et t(4, 7) (coordonnées dans la
base (7, 7)). On considère les points de l’espace projectif. A—— p(îÎ), B—— 12(7),
C = p(ïl) et G = p(?). (Notations du cours)

1°Représenter les points A, B, C’ et G dans la carte affine D.

2° Montrer que (A, B 0,) constitue un repère projectif de P(Ê) et déterminer un
triplet (eo, 51’, 6—2’) correspondant associé à ce repère projectif.

3°Déterminer de deux manières différentes au moins [A, B; C, G].

Exercice 4.8. Terminer la démonstration de la propriété 4.12 (p. 94).
Il faut donc démontrer que si A, B, C, D sont quatre points distincts d’une droite A
carte affine d’une droite projective A: P(V), si ces quatre points sont les représentants
de quatre points projectifs A, B, C’, D de A, si p= [A, B; C, D], alors

(ii) si A est à l’infini, 3,10m, p = [A, Ë ä 5]_ ï;
BQ.

(iii) si B est à l’infini, alors p = [Â, B; 5,15] = 21:16;;

. . . . . N N N N Ë(1v) Sl C’ est a l’1nfin1, alors p = [A, B; C, D] =
î;

(v) si D est à l’infini, alors p= [Â B,Ô, Ë] = ä.

Exercice 4.9. Démontrer la proposition 4.13 (p. 95), qui affirme que z
si A, B, C, D sont quatre points distincts d’une droite projective A, si p = [A, B; C’, D],
alors on a :
(i) [A, B;C', D] = [D,C;B,A] = [B,A;D,C’] = [0, D;A,B]:
11) [BACD] [A, B'D C]=[DC"A B] [C,D;B,=A]

p;
( _1_.
(iii)[A,C’;B,=D] [D,B=CA] [C,;,=ADB] [B,;,=DAC’]/l—p

(
(
i") [C A B Dl:[D’BäA’Cl = [A,Û;D,B] = [B,D;O.Al = à
V) [0,15401 = [D,A;B,O] = [B.C;D.A] = [A,D;C,B] = —1
(V1)[B,C;A,D]=[D,A;C,B]=[C,B;D,A]=[A,D;B,C]-_— P;

1
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Exercice 4. 10.

Â l\ \
La représentation ci-dessus a lieu dans un plan projectif et définit les points a, b, c, d, e
à partir des points A, B, C, D.

1° Énoncer clairement toutes les hypothèses implicites contenues dans cette figure.
Justifier que (A, B, C, D) est un repère projectif.

2° Déterminer les coordonnées homogènes des points de la figure dans le repère projectif
(A, B, C, D).

3° Montrer que [B , C', a, d] = —1. Former sept autres birapports de ces quatre mêmes
points pris dans des ordres différents dont la valeur est encore —1. (On dit que {B, C}
et {a, d} sont en division harmonique.)

4° Trouver dans la figure deux autres sous-ensembles de quatre points qu’on peut
ranger dans un ordre tel que leur birapport a aussi —1 comme valeur. (On peut traduire
cette question en disant qu’on doit trouver dans la figure d’autres paires de points en
division harmonique).

Exercice 4.11.
1° Montrer qu’une homographie d’un plan projectif transforme des points alignés
distincts en des points alignés distincts.

2° Montrer qu’une homographie conserve le birapport.

Exercice 4.12.
1° Préliminaire .
Montrer qu’une application f bijective d’une droite projective d vers une droite
projective d’ est une homographie si et seulement si elle conserve le birapport de
quatre points.
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2° Soient d et d’ deux droites projectives distinctes d’un plan projectif H et soit S
un point n’appartenant ni à d, ni à d’. On considère l’application 7T de d sur d’ qui
au point M associe le point M’ intersection entre d et (SM) (cette application est
appelée la projection de sommet S de d sur d’). Montrer que 7T est une homographie.

3° Soient d et d’ deux droites projectives distinctes d’un plan projectif H. Montrer
qu’une homographie de d sur d’ une projection si et seulement si elle admet un point
invariant.





CHAPITRE 5

Géométrie euclidienne

5.1 Introduction

La géométrie euclidienne se pratique dans un espace affine euclidien qui n’est autre
qu’un espace affine dont l’espace vectoriel associé est euclidien.
Cette notion d’espace vectoriel euclidien a normalement déjà été étudiée lors des
deux premières années de licence, on se contentera de rappeler les résultats les plus
importants et d’essayer quand c’est possible de les interpréter en termes de géométrie
affine.

5.1.1 « Rappels » sur les espaces vectoriels euclidiens

Dans tout le chapitre, (E, Ë) est un espace affine euclidien.
E est donc un espace vectoriel euclidien, c’est-à—dire un espace vectoriel de dimension
finie n, qui est muni d’un produit scalaire.
Rappelons qu’un produit scalaire est une forme bilinéaire définie positive.

Remarque : En pratique, pour démontrer que quelque chose est un produit scalaire,
il est en général assez trivial de montrer que c’est une forme bilinéaire symétrique,
que sa forme quadratique est positive pose également rarement de problème, le plus
difficile étant la plupart du temps de montrer que cette forme quadratique est définie,
c’est-à—dire que si le « carré » d’un vecteur est nul, alors ce vecteur est nul.

Notations : Nous noterons le plus souvent le produit scalaire de deux vecteurs 'Ê et
Î ainsi : Ê . î.
Le carré scalaire d’un vecteur est ÎL’Z = Ê - Ê.
La norme (euclidienne) d’un vecteur est Il?" = V Î2.
L’application :1: I—> Il?" est une norme : elle vérifie entre autres les inégalités triangu-
laires.
Lorsqu’on veut montrer la première inégalité triangulaire (Il—1è + ÿ" S Il?" + IIÜII),
on a besoin de l’inégalité de Cauchy—Schwarz : IÎL’ - ÎI S Il?“ Il?" ; la démonstration
de ces résultats fait l’objet de l’exercice 5.1 (p. 132).
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5.1.2 Interprétation de ces notions en affine

Le produit scalaire de deux vecteurs construits à partir de points de E est noté :
Æ . Ë.
Le carré scalaire du vecteur A? se note : E2 ou tout simplement AB2.

La norme du vecteur Æ s’appelle aussi la longueur du segment [AB] ou distance de
A à B. Elle se note "Æ" = AB = d(A,B).
L’inégalité de Cauchy—Schwarz peut se traduire par IÆ . ËI S AB x AC.

Les inégalités triangulaires peuvent s’écrire : .IAB — BC’I < AC S AB + BC’. Classi-
quement, ces inégalités peuvent s’interpréter ainsi : dans un triangle, la longueur d’un
côté est comprise entre la somme et la différence des longueurs des deux autres côtés.

5.1.3 Quelques autres formules classiques et leurs interprétations en affine

Le développement du carré scalaire d’une différence de deux vecteurs :
"Ü — Ü"2 = IIÜII2 + Il?"2 — 2U . 7 s’inter rète avec la formule de « Pythagore
généralisée » : B02 = A32 + A02 — 2E . A .

IIÎÎII2 + "7H2 *- "Ü - 7||2
2L’identité de polarisation Ü - 7 = peut se traduire par

2 2_ 2
ÂÊ-Ë=AB +Ag’

BC’_

5.1.4 Orthogonalité

L’orthogonalité de deux vecteurs se caractérise par le fait que leur produit scalaire est
nul, d’où par exemple le théorème de Pythagore (et sa réciproque) :

Âïa’lA—ô <=> AB2+A02 :302.
On utilisera la notion d’orthogonal d’un sous-ensemble X de Ë) : c’est le sous—espace
vectoriel

Xi={ÿeÊ|vîeX,ä.ÿ=0}.
On a les résultats classiques, dus au fait qu’un produit scalaire est une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée et qu’on est en dimension finie :

îleaî=Ë; î“:î; (î+ä’)l=îlnä’l; (înÛ)l=îl+Ül.
La première des relations ci—dessus (î et Ï”- sont supplémentaires) permet de définir
les projections et les symétries orthogonales (vectorielles et affines).
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5.1.5 Projections et symétries orthogonales

La projection orthogonale sur F (notée n?) est la projection sur F dans la direction
deFl:ona7rÎz =7rîîi'
De même, la symétrie orthogonale par rapport à F (notée a?) est la symétrie par
rapport à F dans la direction de FJ' : on a a? = a? Ï“.
On définit les projections et symétries afiînes orthogonales de la même façon. Dans
l’espace affine euclidien E, si (F, ) est un sous-espace affine de E, la projection pF
est la projection orthogonale sur F, c’est-à—dire la projection sur F dans la direction
de J- : on a donc pF =pF,FJ-'
La symétrie sF est la symétrie orthogonale par rapport à. F, c’est-à—dire la symétrie
par rapport à F dans la direction de J- : on a donc sF =

sFÎj.

5.1.6 Familles orthogonales, bases orthonormées

Une famille finie de vecteurs (äîhgigk est orthogonale lorsque pour z' 7è j on a
ä; ' ä; = 0. Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre. Si on impose de
plus que IIEËII = 1, la famille est alors orthonormale, et une famille orthonormale de n
vecteurs est une base orthonormée.

Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt permet de construire des
familles orthogonales et des bases orthonormées.

_>

Si a = (50194}: est une famille libre, alors on considère la famille b = (bi)1<z<k
construite à partir de a par le procédé suivant :

.—>

°b1=671>;
—+__, z EË-bj—è
bi—ai—

_)2
bj.

1 bj

elque1<j<i,

n I I ä Io pour 2 g z S k, on defimt b,- par récurrence :

CF

j
Alors la famille b est orthogonale, de plus on a pour tout j

_>2
b7; > 0.

—> —> —><cî1’,...,äÿ>=< b1,...,b,- > etä- b,- =

En particulier, si on part d’une base a = (äîhgign de Ë), on obtient par ce procédé
une base orthogonale b = (bihgign de . Pour obtenir une base orthonormée, il

I Q à 1 —) .suffit de d1v1ser chaque vecteur bz- par sa norme : en posant a? = î b.- pour tout z,
1:

on obtient une base orthonormée c = (Êhgign de Ë).

La démonstration de ces résultats est l’objet de l’ exercice 5.3 p. 133.
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Un des intérêts des bases orthonormées est que l’expression du produit scalaire dans
une telle base b = (b,- )1ggn est particulièrement simple :
si X est la matrice colonne des coordonnées d’un vecteur Ê dans la base b,
si Y est la matrice colonne des coordonnées d’un vecteur ÿ dans la base b,

3/1 n
alorsonaY-ÿ=tXY= (:121 æn) 5 =Zasiy,;.

yn i=1
En particulier, dans cette base b, les coordonnées d’un vecteur ÎL’ sont faciles à

n ——> —+exprimer : on a a: = EX? - bi)b,-, et la matrice colonne X des coordonnées de Ê
71:1

a - Ë
dans cette base est donc X = 5

_>

î? . bn
._)

En généralisant, si (bfilgigk (pour 1 S k < n) est une famille orthonormale de k
vecteurs de , c’est donc la base orthonormée du sous-espace vectoriel

=< b1, . . . , bk > de Ë et on peut compléter cette famille orthonormale en une base
I 0 I I à + Iorthonormée de qu1 pourra s’ecrlre b = (bihgign = (b1, . . . ,bk,bk+1, . . . , bn) (11

existe un « théorème de la base orthonormée incomplète » qu’on déduit facilement
d’une combinaison du théorème de la base incomplète avec le procédé de Schmidt).

Alors, si w? est la projection orthogonale (vectorielle) sur î, il est aisé de voir que
pour tout Ê E Ë, on a

k

(5.1) m?) = 2113512.
z=1

k
On vérifie aisément qu’on a aussi "îr (—9?) = Ê — 2(Ê - E53: = z (Ë . E55;

2::1 i=k+1
Ces formules sont particulièrement simples si î =< Ü > : si ÿ est l’hyperplan
orthogonal à Ü (qu’on note, par abus de langage toléré ÿ = Ül) et si ”Ü désigne la
projection orthogonale sur < Ü >, on a, pour tout Ê E ,

WÜ (Î) = ÎÊÎZËÜ

(On n’a pas supposé que Ü était normé, mais lorsque c’est le cas, la formule est encore
plus simple, il n’y a plus de dénominateur.)

et nÿ(ï)=î—%2î .

En utilisant que a? = n? — 7T?“ il est facile d’écrire une formule analogue pour les
symétries orthogonales (vectorielles).
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5.1.7 Applications orthogonales

Une application orthogonale est une application qui conserve le produit scalaire, c’est-
à—dire une application u entre deux espaces vectoriels euclidiens et E’ (le plus
souvent confondus, en pratique : on parle alors de transformation orthogonale) telle
que VË,? E Ê, on a

M?) '14?) = Î ' î-
Une application orthogonale est linéaire : on le démontre aisément en développant

___> 2
(dans l’espace euclidien E’, bien sûr), par exemple (MA—Î + Ü) — /\u(Ê) — u(—g,7)) .

Une application orthogonale est forcément injective : il suffit d’étudier son noyau. (Voir
l’exercice 5.5 p. 134 pour une démonstration de tous ces résultats).
Une transformation orthogonale est donc bijective et l’ensemble de toutes les transfor—
mations orthogonales d’un espace vectoriel euclidien est un sous—groupe du groupe
linéaire de appelé groupe orthogonal de Ê et noté C’)( ).
On a la caractérisation suivante :

Théorème 5.1 Un endomorphisme u de Ë est une transformation orthogonale si et
seulement si une des assertions suivantes est vérifiée :
(i) VÎ, Î e Ë, on a u(?) -u(—37) = Ê - î (u conserve le produit scalaire).
(ii) V7 G Ë, on a ||u(?)|| = "Ê" (u conserve la norme : on dit que u est une isométrie
vectorielle)
(iii) Il eæiste une base orthonormée e = (EÏ) de Ê telle que la famille e’ = (eÎ) =
(u(EÏ)) soit une base orthonormée.
(iv) Pour toute base orthonormée e = (Ê) de Ë, la famille e’ = (eÎ) = (u(Ëi’)) est
une base orthonormée.
(v) La matrice M de u dans une base orthonormée e vérifie "MM = In (On dit que M
est une matrice orthogonale.)
(vi) La matrice M de u dans toute base orthonormée e vérifie tMM = In.

Preuve
(i) : c’est la définition.
Pour (ii), il suffit d’utiliser une identité de polarisation.
Pour (iii) et (iv) il suffit d’utiliser la décomposition d’un vecteur dans une base
orthonormée.
Pour (v) et (vi), il suffit de se rappeler que les colonnes C'j de la matrice M sont les
coordonnées dans la base e des ej, et que le fait que e’ soit orthonormé se traduit
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par
Vi,j, Z—Z=6l ou encoretCiC'j =ôf 4:) tMM=I,,.

Ü

Les matrices orthogonales sont les matrices qui sont telles que leur inverse est aussi
leur transposée. Pour une matrice orthogonale M, de la relation tM M = In, on tire
det(M)2 = 1, donc le déterminant de tout endomorphisme orthogonal est soit 1, soit
—1.
On note 0+(Ê) l’ensemble des transformations orthogonales dont le déterminant
vaut 1 (qu’on appelle isométries vectorielles positives) et (9— (Ê) l’ensemble des
transformations orthogonales dont le déterminant vaut -—1 (les isométries vectorielles
négatives). Il est clair que ces deux ensembles forment une partition de 0(Ë) et que
O+( ) est un sous-groupe d’indice 2 de (9(Ë). Pour le vérifier il suffit de prouver
qu’il existe des isométries vectorielles négatives : or, toute symétrie orthogonale par
rapport à un hyperplan il est une transformation orthogonale de déterminant —1,
puisque la matrice de oÿ dans une base orthonormée adaptée à la décomposition en
somme directe Ë = ÿ 69 ÿl est

(1
0 O\

0 1

E 1 0
\0 ... 0 —1

L’interprétation afiîne des transformations orthogonales amène l’étude des isométries
affines. On fera cette étude au ä suivant et très naturellement cela nous donnera
l’occasion de réviser et de préciser certaines propriétés des isométries vectorielles.

Remarque : De façon un peu surprenante, s’il est clair que les symétries orthogonales
sont des transformations orthogonales, en revanche les projections orthogonales, comme
leur nom ne l’indique pas, ne sont pas des transformations orthogonales : en effet, elles
ne sont (en général) pas bijectives puisque le noyau de v? est Î’J'.

Il reste une notion d’intérêt pratique important à. rappeler.

6g est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si i = j et 0 si i 7É j.
La matrice identité In a pour terme général 5-1? (pour 1 S i S n et 1 S j S n).
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5.1.8 Endomorphismes symétriques

Un endomorphisme symétrique (pour le produit scalaire) d’un espace vectoriel euclidien
est un endomorphisme u tel que pour tout couple (Î, î) d’éléments de Ë, on ait :

u(î)7=Ê-u(î)
En traduisant matriciellement dans une base orthonormée cette relation (M étant la
matrice de u dans une base orthonormée)
14?)? = t(MX)Y = "’X tMY et 314?): tXMY donc tXMY = tX tMY pour
tous X, Y, on peut aflîrmer qu’un endomorphisme u est symétrique si et seulement
si sa matrice M dans une base orthonormée quelconque est égale à sa transposée, ce
qui signifie que c’est une matrice symétrique (c’est dû à la définition et à la propriété
caractéristique de la matrice d’une forme bilinéaire, appliquées à la forme bilinéaire
(î’, 7) '—> UŒ’) - 7)-
Exemple : La matrice d’une projection orthogonale 7T? dans une base orthonor-

méeadaptée à la décomposition en somme directe Ë = î 69 îl est (par blocs)
Il“ Ohm—k ) donc est symétrique et une projection orthogonale est donc uneOn—k,k On—k,n—k

transformation symétrique. Sa matrice dans toute base orthonormée est donc également
symétrique.
Il en est de même pour une symétrie orthogonale : en effet, la matrice de la symétrie
orthogonale a? dans une base orthonormée adaptée à la décomposition en somme

directe Ë = î EB Ï’J- est (par blocs) ( Il“ (”m—k).
011—c —In—k

5.2 lsométries d’un espace affine euclidien

5.2.1 Définition

Définition 5.2 .On appelle isométrie une application f entre deux espaces E et
E’ munis de distances (notées respectivement d et d’), qui conserve les distances,
c’est—à—dire telle que VA, B E E, on ait d’ (f(A)f(B)) = d(A, B)

Prop031tlon 5.3 Sment (E, ) et (E’,E’) deux espaces affines euchdlens et SOIt
f : E —> E’ une application. Alors f est une isométrie si et seulement s_i>f est affine
et sa partie linéaire (p = Lf est une application orthogonale de Ê vers E’.

Preuve Notons pour tout point X E E, X’ = f(X) Soit A un point fixé quelconque
de E. On doit montrer que l’application vectorielle (p associée par A à f est linéaire et
que go est orthogonale.
Or, (p est déterminée par 90(Ê) = f(A + Ü) — f(A)'
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Montrons que go conserve le produit scalaire : soient Ü et 7 deux vecteurs quelconques
de . OnposeB=A+Ü et C=A+Ü. Ona

MW)" = ||f(A + î) — f(A)II = "1(3) — f(A)|| = IIB’ — A’n = A’B’ = AB = nîu
De même, MW)" = "î".
Donc (p conserve la norme, mais ceci ne suflit pas encore à prouver que (p est linéaire.
Mais on a aussi

llcpŒ) - 90W)" = ||f(A + Ü) — f(A) - f(A + î) + f(A)l| = IIB’ - C’ll
= C’B’ = CB = "Ü — î".

Donc on peut utiliser l’identité de polarisation :

M) . W) = gammuz + ||<p(7)||2 — MW) — 90mn?)
= äulîuz + W12 — "î — vu?) = î - î.

(p conserve donc le produit scalaire : c’est donc une application linéaire, et une
application orthogonale.
La réciproque est « presque » évidente. Ü

Voici une proposition-définition importante, de démonstration évidente.

Proposition 5.4 (et définition)
L’ensemble des isométries de l’espace affine (E, Ë) est un sous-groupe du groupe affine
GA(E), noté I(E).
Un déplacement (ou isométrie affine positive) est une isométrie dont la partie linéaire
est une isométrie vectorielle positive.
L’ensemble des déplacements de E est un sous-groupe d’indice 2 (donc distingué) de
I(E) noté I+(E).
Les éléments de 1* (E) = I(E) \.’Z+(E) sont appelés ami-déplacements (ou isométries
affines négatives) de E.

Exemples: Les translations sont des déplacements.
Une symétrie aflîne sFG est une isométrie si et seulement si sa pa1t1e linéaire est une
symétrie vectorielle orthogonale, c’est à dire si et seulement si elle est une symétrie
affine orthogonale (î J. ). Il s’agit donc d’un déplacement si et seulement si la
codimension2 de l’ensemble des points invariants est paire (le déterminant de la

La codimension d’un sous-espace vectoriel est la dimension d’un quelconque de ses sous-espaces
vectoriels supplémentaires. En dimension finie n, pour tout sous—espace vectoriel , on a dim +
codim = n.
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matrice de sa partie linéaire dans une base adaptée à la somme directe Ë = Î?) EB Ê
Ik Ok,n—k = (_1)n—k)st :e On—c —In—k

Définition 5.5 Une symétrie orthogonale par rapport à une variété affine de codimen-
sion 1 est appelée réflexion (affine) ou symétrie hyperplane; c’est un antidéplacement.
Une symétrie orthogonale par rapport à une variété affine de codimension 2 est appelée
retournement; c’est un déplacement.

Voyons maintenant une caractérisation importante des isométries :

Proposition 5.6 Soit R = (A0, A1, . . . ,An) un repère affine de l’espace euclidien E.
Soit f une application affine de E vers un autre espace affine euclidien E’.
Soit A; = f(Ai) pour z' = 0,. . . ,n.
Alors f est une isométrie si et seulement si V(z', j) G {0, . . . ,n}2 on a

d'(A;,A;.) = d(A,-,A,).
Dans ce cas, (A6, . . . ,Ag) est un repère affine de l’espace affine f(E) qui est de
dimension n.

En d’autres termes, pour qu’une application affine soit une isométrie, il suffit qu’elle
conserve les distances entre les points d’un repère aflîne.

Preuve Il est évident qu’un seul sens est à. démontrer : on suppose que l’image du
repère R par f est un « simplexe isométrique » (ensemble de n + 1 points ayant des
côtés de même longuer que R). (Remarquons que f est entièrement définie en tant
qu’application affine connaissant les images des points d’un repère affine.)
On doit démontrer que la partie linéaire (p de f est une application orthogonale. On

. ——> —> .salt que B = (AoAl, . . . ,AoAn) = (îl, . . . ,Ün) est une base de . Il est assez év1dent
que si on arrive à. montrer que (p conserve les produits scalaires des éléments de B,
(,0 conservera tous les produits scalaires (il suffit de développer les vecteurs selon les
vecteurs de base).
Or, on a pour i,j E {1,...,n},

son.) - W.) = èalwmuz + "somme — Il<p(7z-) — <p(î7j)||2)
= %(A3A,’,2 + A3143? — 144.432) = %(A0AË + AoAÿ — A,Aÿ)
= gala"? + un"? — w, — 17.1?) = 7.- - m.

90 est donc une application orthogonale et f est une isométrie aflîne, donc une bijection
affine entre E et f(E), qui sont donc de même dimension, et (A6, . . . ,Ag) est bien un
repère de f(E) Ü
Un corollaire non trivial de ce résultat est le suivant.
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Proposition 5.7
Soit (A1, . . . ,An) un système de n points affinement libres d’un espace euclidien E.
Soient (A’1,.. .,AÇ,) n points de E tels que AQA; = AiAj pour tout couple (i, j) E
{1, . . . ,n}2.
Alors il existe exactement deux isométries de E, l’une positive, l’autre négative qui
transforment chaque A, en A2.

Preuve Remarquons tout d’abord que le système (A1, . . . ,An) n’est pas un repère
affine de E (il manque un point). En revanche, il engendre un hyperplan affine
H. D’après la propriété précédente, il existe une unique isométrie affine g entre
H et un

hyperplan].
H’ -

—Ag(H)
qui est telle que pour tout z', on a g(A,—) = A5,- et

H’- 9(H)— aff (’ A‘h')_>
Soit H la direction de H et H’ la direction de H’. La partie linéaire î de g est une
application linéaire orthogonale de H sur H’.

J-et H’ J- sont des droites vectorielles. Soient Ü et î des vecteurs normés dirigeant
respectivement HL et H’ J-
On peut définir une application linéaire (p de Ë) dans lui-même par:
si 7: î + Aï est la décomposition de î’ selon la somme directe orthogonale
Ë: Hä; <Ü> ()ÎEH, onpose<p(_:Ê)= g(Î)+/\u’.
Il est assez clair qu’en procédant ainsi on construit une application linéaire de Ê dans
Ë’.
D’autre part, (,0 conserve la norme : en effet, on a

"W>12= "9mm AZIIÜII2=m2+A2
= "î"? + W"? = "in?

—> —>
(On a utilisé deux fois le théorème de Pythagore puisque Ü J. H et u’ _L g(H) = H’)
Donc (p est une application orthogonale, et l’application affine f qui transforme A1 en
A’ et qui admet (p comme

partie
linéaire est une isométrie, dont la restriction à H est

”((1421)_— f(A1)+SO(A1A' ) =Ai +Ü(A1Ai'—)- 9A(z‘)=AÊ)-
D’autre part l’application f’—— 3H o f est une autre isométrie affine, distincte de f,
de signe opposé, qui transforme aussi les Ai en les A2. On a trouvé deux isométries
distinctes ayant cette propriété.

Soit maintenant h une isométrie affine telle que h(A)= A’- pour tout z'. Necessa1rement,
_)

on a
ti

——g et donc h|ÿ= ÿ). Alors nécessairement, on a h (ÎÏ)€ H’let donc

h(î’)=
Il est clairîëue si h((Ü);
_, U’, C’Eÿ donc h = f, tandis que si
h (7): —u’, alors 0—) o h (Ü): u’ et a? o

—) .
stqueh=<pe

_)ÿ=îdoncaÿoh=cpet
t

—> —+
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3H o h = f de sorte que h = sH o f. Il n’y a donc que deux isométries transformant
les A,- en les A2. Ü

5.2.2 Réflexions

Proposition 5.8 (et définition)
Soient A et B deux points distincts de l’espace affine euclidien E. Alors l’ensemble
des points M de E qui sont à égale distance de A et de B est un hyperplan appelé
hyperplan médiateur de {A, B} (ou de [AB]) (ou de (A, B)). C’est l’hyperplan passant
par le milieu I de {A, B} et dont la direction est < A >l.
De plus, il existe une unique réflexion 3H qui échange A et B : c’est la réflexion par
rapport à l’hyperplan médiateur.

Preuve On doit montrer que l’ensemble des points à égale distance de A et de B
est I+ < Ë >i. Or, on a:

d(M,A)=d(M,B) 4:» MA2=MB2 4:» (m+M—Ê).(m—AË)=0
4:) ZW-BÂ=O <=> AÎÎLË 4:) AÎE<JÎ3>>l
4:) MEI+<Æ>l

Si l’hyperplan H est tel que sH(A) = B, alors 0H) (Ë) = B—Â = —Æ donc on a
Î) = JÊÇÎB) +Ë = (oÿ +id-Ëz)(Ë), donc Æ E ker(oÿ +idË) et Æ e Hi par
définition de l’orthogonalité d’une symétrie, et on a donc H =< ÂB >l. De plus le
milieu I de [AB] est clairement un point de H donc H = I+ < A—B) >J-. Pour finir, il
est clair que la réflexion par rapport au plan médiateur de [AB] échange A et B. Ü

Une application importante de la notion d’hyperplan médiateur est le théorème
suivant :

Théorème 5.9
Toute isométrie f de E peut s’écrire comme composée de m réflexions avec m < n + 1.

Preuve Soit R = (A0, . . . ,An) un repère affine de E et A; = f(A2)
Posons f = f0. On considère l’ensemble 80 = {i E {0, . . . ,n} | A; 7è Ai} et le nombre
N0 = card 80.
Si No = 0, c’est que f = idE, donc f est la composée de _0 réflexions et c’est terminé.
Si No > O, c’est que 50 5A Z; on choisit k E 50. On a donc A; 7E Ak. Soit H1
l’hyperplan médiateur de [AkAfc]. On pose f1 = 3H1 o f0 et on considère maintenant
l’ensemble 81 = {i E {0, . . . ,n} | f1(A,-) 7€ Ai} et le nombre N1 = card 81. Montrons
que N1 < N0. Soit j un indice tel qu’on avait A;- = Aj. Puisque f est une isométrie,
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on a A;A; =' AJ-A;c donc AjA; = AjAk, de sorte que Aj appartient au plan médiateur
H1 de [AkAfc]. On a donc f1(AJ-) = 3H,(f(Aj)) = 3H1(Aj) = Aj, de sorte que parmi
les points Ai, il y a au moins autant de points invariants par f1 qu’il n’y en avait par
f0 = f-
Mais le point Ak est par construction de f1 un nouveau point invariant par f1 :
f1(Ak) = SH1(f(Ak)) = 8H1 (142:) = Ak. Donc k Ë 81 et N1 < N0.

Si on a N1 = O, c’est que f1 = idE donc f = 3H, : f est la composée d’une réflexion.
Sinon, on itère le procédé, en considérant k2 E 51(7É Z) et pour H2 plan médiateur de
[A]:c2 f1(Ak2)], on prend f2 = 3H2 o f1, qui par le même raisonnement laisse strictement
plus de points A,- invariants que f1.
On construit ainsi une suite d’isométries fp = sHp o fp_1 et une suite correspondante
d’entiers Np, nombre de points A,- qui ne sont pas invariants par fp. La suite (Np)
d’entiers naturels est strictement décroissante, ce qui fait qu’on obtient forcément au
bout de m itérations du procédé, avec m S n + 1 (nombre de points Ai) Nm = 0 et
fm = idE.
Comme par construction, on a fm = sHm o o 3H2 o 3H, o f = idE, c’est que
f=sHlosH20°nosHm. Ü

Remarque : Une démonstration basée sur le même principe permet de montrer
que toute isométrie vectorielle peut se décomposer comme produit de m réflexions
vectorielles avec m S n.

5.2.3 lsométries avec point fixe

Les isométries étant des applications affines, on démontre sans difficulté, et comme
pour les applications affines, les résultats suivants :

Proposition 5.10 L’ensemble des isométries de E admettant le point Q comme point
invariant est un sous-groupe de Z(E) (noté In (E)), isomorphe à C’)( ).
I(E) est le produit semi-direct de T(E) par IQ(E).

Les isométries avec au moins un point fixe sont donc simples à connaître : il suffit de
connaître les isométries vectorielles correspondantes.

Comme les autres applications, affines, une isométrie admet à coup sûr un point fixe
unique si et seulement si sa partie linéaire n’admet pas 1 comme valeur propre.
Mais cette situation (1 n’est pas valeur propre de ) qui est assez banale pour les
applications affines générales est beaucoup plus rare parmi les isométries. En effet,
la partie linéaire d’une isométrie affine est une transformation orthogonale, dont on
démontre aisément qu’elle n’admet que des valeurs propres de module 1. Donc il
est très fréquent qu’une isométrie admette 1 comme valeur propre, et dans ce cas,
l’ensemble des points fixes est très souvent vide. Le théorème qui suit permet de donner
une description précise de ce qui se passe dans ce cas.
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Théorème 5.11 (Factorisation d’une isométrie) Soit f une isométrie de l’es-
pace afiîne euclidien E. Alors il existe un unique couple (Î, t) ou Î est une isométrie
admettant au moins un point fixeNet t une translation qui vérifie f = JE; t = t o Î.
L’ensemble V des points fixes de f est dirigé par le sous-espace propre E1 associé à la

à —>
valeur propre 1 de î = f (E1 = ker(? — idÊ)
Le-uecteur Ü de la translation t = tÿ est un élément de Ë1.

Pour démontrer ce théorème, on établit d’abord un lemme :

Lemme 5.12 Si î est une transformation orthogonale de Ê, alors

Ë = ker(? — idÊ) 6l) Im(7 — idË).

Preuve du lemme Pour alléger les notations, soit cp-— Î— idË. Considérons
l’adjoint de (p, qui est l’application go" telle que pour tout (Ê, 7) E Ëz’ on a
ÎË- <p(î)= (p*(Ê) 7. Grace au fait que est une transformation orthogonale3 ,
on a 90" — i—dÊ—- “1 — idÊ et donc kergo = ker <p*, puisque ŸCË) = Ê <=>
î=?-(
Or, il est classique que ker <p* C (Im (p)-'-, uisque si Ê e ker <p*, V7 = <p(_z") E Im (p,
onaÊ-î=Î-go(7)=go*(Ê)-Ÿ= 0 -7=0.
Donc kergo C (Im cp)’. Mais dim(ker (,0) = n — rg(<p) = dim ((Im (,0)-'-), de sorte que

J. J.
kercp = (Im (p)l et on a bien Ê = kercp EB Imcp = ker(? — idÊ) 69 Im(î — idÊ). D

Preuve du théorème Établissons tout d’abord deconditions nécessaires déduites
de l’existence éventuelle d’une décomposition f—- t o f = f o t. Nous verrons qu’ainsi
nous établirons l’unicité d’une telle décomposition.
Soit Q un

point
fixe de f. Montrons que l’ensemble des points fixes de f est alors

V= Q+E1=Q+ker( i—dÊ).
Soit A E Q + E1. On a A: Q + Ê avec Ê G E1 donc 7(ïl =Ë, et on peut écrire
f(A) f(fl) + ŸŒÎ) :0 + Ê: A (n’oublions pas que f a)la même partie linéaire
que )=f. A est bien un point fixe de f, donc A E V; on a prouvé pour l’instant que
Q + 1 C V.
Soit maintenant A E V un point fixe de Î. Posons Ê = fî‘l = A — Q, de sorte que
A = 52+ Ê. On a îÜ—Ê) = f(A) — N(Q) = A — Q = Ë (puisque A et Q sont des points
fixes de Î). On a ainsi prouvé que (Ê) = Ê, donc Ê G Ê1 et A = Q+Ê E Q+Ë1
on a prouvé l’inclusion inverse V C Q +

3 On le démontre ainsi : 7“1(œ) - ÿ = ?(?—1(Î)) - —Î(î) = Ï ‘ ŸŒŸ) = 3M?) ' ÿ
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Soit îÎ le vecteur de la translation t = tî. Si Q’ = f(Q), on a, puisque 17(9) =
= f(fl) = toflfl) = t(Q) = 0+ Ü; mais on a aussi:
f(Q) Îo 15(0): Î(t(fl))= f(fl’ ) de sorte que 9’ = Q + Ü est aussi un point

fixe de f. On av
VJU

’alors, nécessairement Ü E
On a aussi Ü: 00’: f(Q)
Soit maintenant A un point quelconque de E, et A’ = f(A) Calculons, en utilisant le
point Q une expression de AA’.

ZË=Æ—A=fmtqun+ŸŒÈ—o—ñä
= f(n) — s2 + (7 — idËXSÎ/Ï) = î + (î — idËxn—A’).

Puisque Ü E Ë1=ker(7—idË)et (7— idÊ)”(in)E Im(î— idË), on a obtenu
que le vecteur Ê d’une translation t qui serait telle que f: f ot—— t o f, avec f
admettant un point fixe, est, quel que soit le point A, la première composante de

1
l’unique décomposition selon la somme directe Ê—— ker(7 — idÊ) EB Im(? — idË) du

vecteur AA’. On a ainsi démontré l’unicité d’une translation t qui serait telle qu’on
peut écrire f: f ot—— t o f, avec f admettant un point fixe. Mais l’unicité de la
translation t implique évidemment l’unicité de l’isométrie avec point fixe f: f o 13'1 .
Montrons maintenant l’existence. _>
Soit A un point de E et A’ = f(A) D’après le lemme, le vecteur AA’ peut se décomposer

1 1
de façon unique selon la somme directe Ê = kercp EB Imcp = ker(? — idÊ) 69

Im(?— idÊ).

IlA
existe donc deux vecteurs Ü et 7 uniques tels que

=Ü + 7 avec Ü e ker(?—

id?)

e)tÜ: ?(Ë)— Ê E Im(?— idÊ).

(On peut donc’ecrire A’ = A + Ü + Ë)— Ê.
Posons alors t = t7; et Î: LE» o f (pour que f = t7; o Î).
Montrons que Îadmet un point fixe et qu’elle commute avec t (par construction, on a
déjà f—— t o f).
Notons d’abord que f a la même partie linéaire î que f. Ensuite, on a
ïmy.f(A)'â=Æ— î=m+î+î)—ïflwuimm— Êdœ
f(A — Ü) = f(A) — Ÿ(Ê) = A — Ê. On a trouvé un point fixe de Î: c’est le point
Q=A—Ê.
Pour montrer maintenant que Îet t commutent, en utilisant3 que Îot et t o font
même partie linéaire, il suffit de vérifier pour un point l’égalité des images par ces
deux applications.
Nous utiliserons Q: A— il, point fixe de f, on a, en utilisant aussi que 7(7): 717
puisque Ü E ker(?— idÊ).
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toîm) = fla) + îî = 0+ ü = fla) +î<î) = ï<n+ î?) = fltm» = îotm), ce
qui achève la démonstration. Ü

5.3 Étude des isométries en dimension 2

5.3.1 En dimension 1

Si dim(E) = 1, il est très simple de se rendre compte que les seules isométries positives
sont les translations (sans point fixe, à part l’identité) et que les isométries négatives
sont les symétries centrales dont la partie linéaire est —idÊ. En effet, idÊ et ——idÊ
sont les deux seules isométries vectorielles en dimension 1.

5.3.2 Isométries d'un plan vectoriel

SOÎt Ë un plan vectoriel euclidien. Si B = (ï, j) est une base orthonormée directe, une
transformation orthogonale de Ë) admet dans cette base une matrice du type (Ï Z)

avec a,2 + c2 = b2 + d2 = 1 et ab + cd = O d’où (calculs classiques), les isométries
cos 0 — sin

0)sin 9 cos 9
et les isométries vectorielles négatives qui sont des symétries orthogonales 33 d’axe

cos 6 sin 0
sin 0 — cos 9) °

Pour s’en persuader, on applique les formules (voir l’exercice 5.4) donnant l’image
d’un vecteur par la symétrie orthogonale a par rapport à < > :

2 2Q_
0(Ü=2(ï.Ü)Ü—ï=( 60892 a) =

(:iorîg)2 cos 5 sm 5

_. _. 2sinQ cosQ inâa<i>=2(J-î>ïî—a=( 223- )= (108,)

vectorielles positives qui sont les rotations d’angle 6’, de matrice (

B =< Î > avec Ü = cosg ’Z'+ sing j’ lorsque la matrice est (

2 sin
on a ainsi calculé les deux colonnes de la matrice de a dans la base B.)
(Remarquons que la matrice (orthogonale) d’une réflexion vectorielle est symétrique,
ce qui est normal, puisque c’est une symétrie orthogonale.)
On montre très facilement, par exemple par un calcul matriciel que (9+(Ê) est ici
commutatif (c’est vrai uniquement en dimension 2).
De plus, un calcul matriciel élémentaire montre que

cosÜ —sin9 __ cosâ sin9. 1 0 _ cos9 sin6’ cosO sinO
sinÜ c030

—
sin9 —cos€ 0 —1

_
sinâ ——cos€ sinO —cos0

ce qui permet de retrouver que toute rotation vectorielle estproduit de deux réflexions
vectorielles.
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Orientation du plan vectoriel

Deux bases orthonormées de Ê ont même orientation lorsque l’unique isométrie vecto—
rielle qui transforme l’une en l’autre est une rotation. Cette relation est évidemment
une relation d’équivalence entre bases orthonormées, qui a deux classes. Orienter le
plan vectoriel consiste à choisir (arbitrairement) une de ces deux classes (par un de
ses représentants) comme étant l’ensemble des bases orthonormées directes (b.o.n.d.) ;
les autres b.o.n. sont indirectes.

Le fait que 0+(Ê) soit commutatif a pour conséquence que la matrice d’une rotation
vectorielle est indépendante de la base orthonormée directe dans laquelle on la calcule.

En effet, soit R = R9 = (0939
— sm 9

sm 0 cos 0
une certaine base orthonormée directe B et soit R’ sa matrice dans une autre base
orthonormée directe B’. On sait que si P est la matrice de passage de B à B’, on
a R’ = P—IR P. Mais P est une matrice de rotation, puisque c’est la matrice de
l’unique isométrie vectorielle qui transforme B en B’ et que ces deux bases ont même
orientation par hypothèse. Comme O+( ) est commutatif, on a RP = PR, donc
R’ = P“1RP = P'IPR =12R = R.

Mais si on considère une nouvelle base orthonormée indirecte B”, la matrice R” de
p dans B” est la transposée de R. En effet, on a R” = P’“1R P’ , avec P’ matrice de
passage entre B et B’’ , et comme ces deux bases n’ont pas la même orientation, on est
sûr que P’ est la matrice d’une réflexion vectorielle, involutive. Donc R” = P R P. Mais
il est clair que ê = RP est une la matrice d’une isométrie vectorielle négative, donc ê
est aussi la matrice d’une réflexion vectorielle, invblutive. Donc 52 = 12, c’est—à—dire
RPRP = 12, et par conséquent PRP = R—1 = ’R : on a R” = ’R. On aurait pu
obtenir ce résultat par un calcul matriciel compliqué, mais c’est plus court avec ce
raisonnement.

. _ _ cosÜ —sin0 ,,_ cosô’ sinû _Donc SIR—R"’—(sin9 €080),alorsR —(—sin0 cosâ)_R_9'
On a montré que changer l’orientation de la base change en son opposé l’angle d’une
rotation. (Un autre argument était qu’il fallait conserver la trace qui vaut 2 cos 9, donc
on n’avait pas d’autre choix que de changer 0 en —0).

) la matrice d’une rotation vectorielle p dans

Notons qu’en revanche, la matrice d’une symétrie orthogonale par rapport à une
droite vectorielle (toujours de trace nulle) dépend de la base orthonormée plus que de
l’orientation de cette base.

5.3.3 Angles

Angle d’une rotation

Le plan Ë étant orienté, une mesure de l’angle d’une rotation p est le nombre 0

(défini modulo 27T) de la matrice 0986 —sm6 de p dans une b.o.n.d.. 0+(Ë)smâ 0050
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étant commutatif, ce nombre ne dépend pas de la b.o.n.d. choisie, mais il dépend de
l’orientation : si on change l’orientation (il n’y a qu’une façon de le faire), l’angle de p
devient —0 (comme on vient de le vérifier).
Une orientation étant fixée, une rotation vectorielle ne dépend plus que de la valeur
de son angle, ce qui fait que l’on notera p9 la rotation (vectorielle) d’angle 9.

Angle d’un couple de vecteurs

Soient 72 et Ü deux vecteurs non nuls de Ê. De façon unique, on peut construire-> A;les deux vecteurs unitaires u’ = et v = . La mesure de l’angle (fi) du|| || Il ||
cou le de vecteurs (Ê, 7) est la mesure de l’angle de l’unique rotation p telle que

p(U’) = v -
L’angle (fi) d’un couple de vecteurs unitaire est la classe d’équivalence de ce couple
pour une certaine relation d’équivalence entre couples de vecteurs unitaires : deux
couples (Ü, 7) et (u’ , u ) sont relation, c’est-à—dire ont le même angle lorsqu’il existe
une rotation vectorielle qui transforme l’un en l’autre. Pour des couples de vecteurs
non nuls, on commence par les normer. C’est assez compliqué, et nous n’insisterons
sur cette notion. En pratique, comme on le fait maintenant dans les classes de lycée,
nous confondrons un angle et sa mesure en radian (modulo 27r ou modulo 7T selon le
cas, comme nous le verrons plus loin).

Angle d’un couple de droites vectorielles

Pour toute droite vectorielle, il existe exactement deux vecteurs directeurs qui soient
unitaires. Par conséquent, en définissant l’angle d’un couple de droites comme étant
l’angle d’un couple de leurs vecteurs unitaires, un angle de droites n’est défini que
modulo 7r. (En effet, on a (û) = 7r[27r] puisque la rotation d’angle 7T est en fait
—idÊ).

On a le résultat intéressant suivant :

Proposition 5.13 Soient deux droites B et Ü telles que (ñ) = a[7r]. Alors
313i O 33 = ,ÛZa

Démonstration :
Plaçons nous dans une base orthonormée directe dont 1e premier vecteur de base
est un vecteur ÎÎ (unitaire) directeur de B. Soit u’ un vecteur directeur unitaire de
‘i , . . . B —; . . î .D . Par defimtion de l’angle des deux dr01tes et D , qu1 est aUSSI (Ü, u ), 31 on a

/:; /\_; —>
a = (Ü, u’)[7r] (on pourrait avoir a = (Ü, u’) + 7T), on peut supposer que u’ a pour

, cosa . A . cos a + 7r cos acoordonnees . (ce pourra1t etre aUSSI . ( ) = — . ).sm a sm(a + 7r) sm a
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D’après ce qu’on a vu de la matrice des symétries orthogonales, la matrice de 33 dans

tt b t
1 0 cos2a sin2a

ce e 33€ es 0 _1 sin2a —cos2a
on était dans l’autre cas, on aurait des cos(2(a + 7r)) et des sin(2(a + 7r)), ce qui ne
changerait rien). Donc on peut affirmer que la matrice de 35; o 33 est

cos 2a sin 2a 1 O _ cosZoz —sin 2a
sin2a —cos2a O —1 — sin2a cos2a

On reconnaît la matrice de pza dans toute base orthonormée directe.

> et celle de 35’ est (remarquons que si

Propriétés des angles

Quels que soient les objets avec lesquels on calcule des angles (vecteurs, demi-droites ou
droites), les calculs avec les angles obéissent toujours à la relation de Chasles et à ses

conséquences : par exemple, on a (D,D’) = —(D’, D)[7r]; (fi) — (1L?) = (Ü, u’)
si 7 et Ê sont deux vecteurs unitaires, et si (fi) = (flflæfl, alors Î? = Ê. ..
De plus, les rotations conservent les angles alors qu’une réflexion vectorielle change un
angle en son opposé.

Angles droits

L’angle de deux vecteurs est droit lorsqu’ils sont orthogonaux. La mesure d’un angle
droit vaut :lzg (modulo 27r) (ou modulo 7r si on parle d’angle de droites).

cosg —sin% _ O —1
sin g cos g

—
1 0

ce qui signifie que l’image du premier vecteur de la base orthonormée dans laquelle
on travaille est le deuxième vecteur de cette base. Comme ces deux vecteurs sont
orthogonaux, leur angle est bien g

En effet, la rotation d’angle 12'- a pour matrice Rg = ,

5.3.4 Déplacements d'un plan affine euclidien orienté

Un plan affine euclidien (P, î) est orienté lorsque sa direction î est orientée.

Il est facile de voir que les matrices des rotations n’ont en général pas de valeurs
propres réelles (le polynôme caractéristique d’une rotation p9 est :

xpa) = À_ sîrîsââ /\ Îlréîsû = A2 — ZoosâÀ + 1

Ce trinôme a un discriminant qui vaut cos2 0 — 1 = — sin2 6l < 0 sauf si 0 = 0[7r], ce
qui correspond à l’identité ou la symétrie centrale.
En particulier, 1 n’est pas valeur propre d"une rotation vectorielle d’angle non nul.
Donc à part l’identité pour qui tous les points sont fixes, les translations qui n’ont pas
de point fixe, tous les autres déplacements ont un point fixe unique. Si Q est l’unique
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point fixe d’un déplacement dont la partie linéaire est p9, on dit que ce déplacement
est la rotation (affine) de centre Q, d’angle 9 et on la note 7‘049-

La théorie générale des isométries affines nous a permis d’affirmer qu’un déplacement
peut se décomposer en produit de m réflexions avec m S 2 + 1. Mais le produit de
3 réflexions est un antidéplacement, donc tout déplacement distinct de l’identité est
forcément le produit de deux réflexions. On verra dans l’exercice 5.8 (p. 135) comment
réaliser cette décomposition dans le cas des translations. Pour une rotation, on a le
résultat suivant :

Proposition 5.14 Soit r =.’Ï'g,9. Alors pour toute droite D passant par Q, il existe
une unique droite D’ et une unique droite D” telles que r = sD o 3D’ = 3D,, o sD. D’
est la droite passant par Q telle que (17,3) = —g[7r] et D” est la droite passant par
Q telle que (D,D”) = g[7r].

Réciproquement, la composée 3D, o 3D de deux réflexions sD et 3D: est une translation
si D//D’ et la rotation d’angle 2(D, D’) et de centre D n D’ si ces droites sont sécantes.

La démonstration de ce résultat est l’objet de l’exercice 5.12 (p. 135).

5.3.5 Antidéplacements d'un plan affine euclidien

Un antidéplacement f du plan aflîne euclidien E admet comme partie linéaire une
réflexion vectorielle 33. S’il admet un point fixe Q, c’est une réflexion 3D avec
D=Q+D.
Mais toutes les réflexions vectorielles admettent 1 comme valeur propre, de sorte
qu’un antidéplacement peut être (et est souvent) sans point fixe. Le théorème de
factorisation nous dit que pour un tel antidéplacement f, dont la partie linéaire est

33, il existe un unique vecteur Ü G et une unique réflexion (affine) sD telle que
f=tîzosD =8D0tÿ
On dit que f est une réflexion glissée. D est son axe et Ü est son vecteur de glissement.
Une réflexion glissée ne peut se décomposer en un produit de moins de trois réflexions,
et sa factorisation f = tÿ o sD = 3D otî (ainsi que la décomposition d’une translation)
permet de trouver des solutions.
Une manière efficace (pour toutes les symétries glissées, d’ailleurs) pour trouver le
vecteur de glissement Ü de t? dans la décomposition f = t3 o 3D = sD o tÜ d’un
antidéplacement d’un plan affine euclidien consiste à étudier f2 = f o f. En effet, on a

f2 =f°f= (ÉÜOSD)°(SD°tu) =tîî°(3D°3D)°tÜ :2521
Une fois qu’on a déterminé ainsi ÎÏ, il suffit de déterminer L?) o f pour obtenir sD.
On appliquera cette technique dans l’exercice 5.13 (p. 136).
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5.4 Isométries dans l’espace affine de dimension 3

5.4.1 Point de vue vectoriel

Ë est ici un espace vectoriel euclidien de dimension 3.

Il ressort de l’étude des transformations orthogonales générales (vue en deuxième
année) qu’en dimension n, il existe toujours une base orthonormée dans laquelle la“
matrice d’une transformation orthogonale est de la forme diagonale par blocs :

(1 \

k Rat)
Les R93. étant des blocs carrés 2 >< 2 égaux à la matrice de la rotation pgj :

on a Roj =
(cos

0j — sm 0j
sin 6’3- cos 6l,-

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension n de Ê, après avoir établi
deux lemmes :
o tout endomorphisme d’un espace vectoriel sur R admet des sous-espaces de dimension

1 ou 2 qui sont stables.
o l ’orthogonal d’un sous-espace stable par un endomorphisme orthogonal est stable.
Transcrivant ce résultat en dimension 3, on découvre exactement 6 sortes de transfor-
mations orthogonales dans , dont la matrice dans une base orthonormée B = (ü’, 17,15)
particulière est de la forme

), et les angles 9j ne sont ni nuls ni plats (7É 0[7r]).

1 O 0 1 0 0 1 0 O
M1 = 0 1 0 , M2 — 0 1 O , M3 = 0 —1 0 ,

O 0 1 0 0 —1 O O —1

—1 O O 1 0 0 —1 O O
M4 = O —1 0 ; M5 = 0 0059 —sin0 ; M6 = O cos9 —sin9

O O —1 0 sinÜ cos6l 0 sinÜ c059

La matrice M1 = I3 est la matrice de l’identité dans n’importe quelle base.
La matrice M4 = —I3 est la matrice de —idË dans n’importe quelle base.
La matrice M2 est la matrice de la réflexion par rapport à î =< i136 >.
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La matrice M3 est la matrice du retournement (ou demi-tour) d’axe < ’ü' >.
La matrice M5 est la matrice de la rotation d’angle 9 et d’axe dirigé et orienté par ü’.
La matrice M6 est la matrice de l’antirotation (on dit aussi « symétrie tournée »)
d’angle 0 et d’axe dirigé et orienté par ü.

Remarque : Pour justifier la terminologie d’antirotation et de symétrie tournée on
vérifie que M6 = M5 (—M3) = (—M3)M5 : une antirotation est la composée commutative
d’une rotation et d’une réflexion ((—M3) est la matrice de la réflexion par rapport à
<üü>. .
Partant d’une transformation orthogonale f quelconque, dont on connaît en général la
matrice M (qui vérifie ’M M = I3) dans une base orthonormée fixe, il est intéressant
de savoir à quel type on a affaire, et quels sont ses éléments.
On ne peut pas hésiter si on rencontre les matrices M1 ou M4, car ces matrices sont
invariantes par changement de base.
On voit assez facilement quand on a affaire à une symétrie puisque dans ce cas la
matrice M est symétrique. On a alors, soit une réflexion, soit un demi-tour, selon la
valeur de det M. L’élément de la symétrie est dans les deux cas le sous-espace propre
associé à la valeur propre 1. Le déterminant, mais surtout la. trace, bien plus facile
à calculer de M permettent l’un ou l’autre de savoir si on a afl'aire à. une réflexion
(négative, et de trace +1) ou à un demi-tour (positif, de trace —1).
Les deux derniers types sont les cas généraux. On saura qu’on a affaire à. l’un des
deux types selon le signe de l’isométrie f z si det M = 1, c’est qu’on a une rotation,
alors qu’une antirotation a —1 comme déterminant. Mais comme un déterminant est
compliqué à calculer on verra plus loin, juste aprés la proposition 5.17, p. 128, une
méthode plus efl'icace pour déterminer le signe d’une transformation orthogonale en
dimension 3.
Pour pouvoir déterminer précisément l’angle et l’axe d’une rotation ou d’une anti-
rotation, on dispose de deux méthodes. L’une « naïve » consiste à déterminer l’axe
comme sous-espace propre, le cosinus de l’angle grâce à. la trace et le signe de l’angle
grâce au signe d’un déterminant. Nous présentons ci—après une méthode beaucoup
plus efficace, mais qui nécessite quelques résultats concernant le produit vectoriel et
les endomorphismes antisymétriques de .

Produit vectoriel

Nous « rappelons » ici une définition algébrique du produit vectoriel, à. partir du
produit mixte, qui est très efficace.

Proposition 5.15 Si Ë est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, alors
la valeur du déterminant de trois vecteurs ne dépend pas de la base orthonormée
directe dans laquelle on calcule ce déterminant. On note det(7Ê, Ü, Ê) = [Ü, Ü, Ê]
et on appelle produit miæte des trois vecteurs Ü, 7, Ê le déterminant de ces trois
vecteurs calculé dans n’importe quelle base orthonormée directe.
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Preuve En effet, le déterminant, quand on change de base est multiplié par le
déterminant de la matrice de changement de base. Mais une matrice de changement
de base entre deux bases orthonormée directe est une matrice orthogonale positive, de
déterminant +1. D

Le produit mixte de trois vecteurs est une forme trilinéaire alternée. Grâce à l’identifi-
cation canonique d’un espace vectoriel euclidien avec son dual, on en déduit :

Définition 5.16 Le produit vectoriel de deux vecteurs Ü et Ü est l’unique vecteur
Ê = Ü /\ Ü qui représente la forme linéaire ÉË I———> [Ü, Ü, Ê] au sens que pour tout
ÎEË,onaÊ-—Ê=(ÎÎA7Ü)'Ê=[Ü,Ü,ÉÊ].
À partir de cette définition, on retrouve facilement toutes les propriétés du produit
vectoriel, bien sûr la bilinéarité et l’antisymétrie, mais aussi :

Proposition 5.17
o Ê e< Ü, 7 >l;
o 'ÛAÜ—— O 4:) (ÜJÎ) est liée;
o l’expression du produit scalaire dans une base orthonormée directe : si les vecteurs

æ æ’
Ü et 7 ont respectivement comme coordonnées y et y’ , alors '13 = Ü /\ Ü

I

y y’ \ / y y’ \
z z

( z z’ z z’

a pour coordonnées -— æ
m: = z

z: ,z z a: æ
a: æ’ a: œ’

\ y y’ j K y y’ J
o si (Ü, 7, Ê) est une base orthonormée directe, alors Ü /\ Ü: Ë, Ü /\ Ë: m7
î /\ TE: Ü;

o en revanche, si (Ü, Ü, Ë) est une base orthonormée indirecte, alors 7L? /\ Ü = —îf.

Les deux derniers points de cette proposition fournissent une méthode efficace pour dé-
terminer si une matrice orthogonale est « positive » (de déterminant +1) ou « négative»
(de déterminant —1).
En effet, on sait que si une matrice M = [C1, C2, C3] est orthogonale, les vecteurs-
colonnes C1, C2, C3 de la matrice M sont les coordonnées dans la base canonique de
vecteurs formant une base orthonormale. Il suffit donc de commencer à calculer le
produit vectoriel C1 A C2 pour pouvoir conclure. Si le terme que l’on calcule est du
même signe que le terme correspondant de C3, la matrice est positive, sinon elle est
négative.
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a b c
Précisons les choses. Supposons qu’on a montré que la matrice M = d e f est

g h z'

orthogonale. Pour déterminer son « signe », si g 7E O, on calcule simplement â

(première composante de Cl A Cg). Le résultat est forcément :lzc; si c’est +c, la matrice
est positive, si c’est —c, elle est négative. Si g = O, il suffit de calculer une autre
composante de (71 /\ 02.

Endomorphismes antisymétriques

Un endomorphisme u de l’espace vectoriel euclidien Ë) est antisymétrique (pour le
produit scalaire de ) lorsqu’on a :

va? e E, m) . ÿ = -7 . nm.
La matrice d’un endomorphisme antisymétrique d’un espace vectoriel euclidien est
antisymétrique dans toute base orthonormée. On établit alors facilement en dimension
3, par identification le résultat suivant :

Proposition 5.18 Les seuls endomorphismes antisymétriques de Ê sont ceux de la
forme a3 : Îl—è-ÊAÊ.

a
Si Ü a pour coordonnées ,8 dans une certaine base orthonormée, alors aü a pour

’Y
0 -7 fi

matrice dans cette même base 7 0 —a
—fl a 0

Expression d’une rotation et d’une antirotation

Proposition 5.19 Si p est une rotation d’axe dirigé et orienté par le vecteur norme’
Ü et d’angle 6’ (ni nul ni plat), (ce qui signifie que la matrice de p dans toute base
orthonormée directe dont le premier vecteur est Ü est la matrice M5 définie plus
haut), alors pour tout vecteur Î E , on a

p(Ê) = c030? + (1 — cosâ)(Ü ' Ê) Ü + sin9 Ü /\ Î.

De la même façon, on a :
Si a est une antirotation d’axe dirigé et orienté par Ü et d’angle 0 (ni nul ni plat), (ce
qui signifie que la matrice de a dans toute base orthonormée directe dont le premier
vecteur est w est la matrice M6 définie plus haut), alors pour tout vecteur Ê E ,
on a

01(Î) = c030? — (1 +cos€)(Ü - Ê) Ü +sin0 ÜAÎ.
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Preuve On se place dans une base « bien choisie », c’est-à—dire, ici, orthonormée
directe admettant Û comme premier vecteur de base. Il suffit alors de vérifier les
formules ci-dessus pour les trois vecteurs de base, ce qui est immédiat. Ü

Pour retrouver ces formules, on peut faire un petit dessin, en introduisant les vecteurs
q(Î) = (Ü - Ê)Ü et p(ÎÊ) = Ê — q(Ê) projetés orthogonaux de Ê respectivement
sur<Ü>etsur<Ü>l.

Éléments d’une rotation et d’une antirotation

Un grand intérêt des formules précédentes est de permettre de déterminer avec très
peu de calcul l’axe et le sinus de l’angle d’une rotation ou d’une antirotation. En effet,
dans les formules précédentes, on constate facilement que les deux premiers éléments
de la formule correspondent à des endomorphismes symétriques, comme combinaisons
linéaires de l’identité et de la projection orthogonale sur < Ü > :

Ê I——> cosÜÎ+ (1 — cosâ)(Ü - ËIÎ) Ü
Ê I—> c059? — (1+cos€)(Ü - Ê) Ü,

alors que le dernier élément
Ên—minoÜAî

est clairement antisymétrique. Or l’espace vectoriel des endomorphismes de Ë est la
somme directe du sous-espace vectoriel des endomorphismes symétriques et du sous-
espace vectoriel des endomorphismes antisymétriques. Donc la partie antisymétrique
de p [respectivement de a] est ce dernier élément. Mais si M est la matrice d’un
endomorphisme orthogonal f, la partie antisymétrique de f a pour matrice la partie

antisymétrique de la matrice M, qui est A =
5(M

— ’M). Or, A est la matrice d’une
application .aî, et le vecteur Ü peut s’écrire de deux façons sous la forme Ü = ÀÜ
avec Ü vecteur normé. Ayant choisi un des deux sens, on obtient nécessairement que
A = sin 0 (au passage, on a nécessairement IIÜII < 1). Pour connaître complètement 0,
il suflit de déterminer son cosinus grâce à la trace de la matrice M (qui est la trace de
l’endomorphisme f, indépendante de la base dans laquelle on se place) et donc égale à
1 + 2 0050 si on est en présence d’une rotation (matrice M5), et à —1 + 2 cosô’ si on
est en présence d’une antirotation (matrice M6).

Remarque : Ce raisonnement prouve qu’on peut en fait toujours choisir l’angle 9
« positif » (admettant une mesure entre 0 et 7T) : il suffit de diriger l’axe par le vecteur
Ü que l’on a trouvé. Dans ce cas, on ne s’intéresse pas à sin 0, seulement à cos 0 obtenu
grâce à la trace.

Remarque : Notant pwfl la rotation d’axe dirigé et orienté par w, d’angle 6, on a
clairement pü’g = p_3,_9 (changer l’orientation de l’axe change le signe de l’angle).
De même, en notant 053,9 l’antirotation d’axe dirigé et orienté par w, d’angle 6?, on a
clairement 013,9 = a_3,_9.
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5.4.2 Classification des isométries affines en dimension 3

En récapitulant et en faisant la synthèse des propriétés vues plus haut, on peut classer
les isométries affines d’après leur partie linéaire. Reprenant la classification Mi vue
plus haut, on peut lister toutes les formes d’isométries affines. Soit f une isométrie
affine de forme linéaire qui admet une matrice du type M,- dans une certaine base.
o Si = idÊ, (M1), alors f est l’identité (tous les points sont fixes) ou une translation

sans point fixe. '
o Si est une réflexion vectorielle (M2), alors f est soit une réflexion affine (si elle

admet au moins un point fixe, elle admet alors un plan de points fixes), soit une
réflexion glissée si elle n’admet pas de point fixe. Il existe alors un unique plan affine
P de direction et un unique vecteur Ü E tel que f = sp o t? = tî o 8p.

o Si î est un demi—tour vectoriel (M3), alors f est soit un demi-tour affine (si elle
admet au moins un point fixe, elle admet alors une droite de points fixes), soit un
demi-tour glissé si elle n’admet pas de point fixe. Il existe alors une unique droite
affine D de direction et un unique vecteur 7L? e tel que f = sD o tÜ = tÜ o 3D.

o Si 7’ = —idÊ (M4), alors f est forcément une symétrie centrale par rapport au
point fixe qui est forcément unique (—1 est l’unique valeur propre, donc 1 n’est pas
valeur propre).

o Si = pü’g (M5) est une rotation d’axe dirigé et orienté par w, d’angle 9 alors f
sera une rotation aflîne si elle admet au moins un point fixe; elle admet alors une
droite D de points fixes qui est son axe tel que =< Ü >, et Ü orientant D, son
angle est 0; si Q est un point fixe de f, on pourra noter f = TQ,Ü,0 ; l’axe est alors
{2+ < Ü >.
Si f n’admet pas de point fixe, alors f est une rotation glissée (on dit plutôt un
vissage). Il existe une unique droite afiine D (dirigée par Ü, qu’on décrétera orientée
par ce vecteur) et un unique vecteur Ü colinéaire à Ü puisqu’il appartient à D, tel
que f = Toma ° in = ta ° Tana-

o Si = 013,9, alors il est facile de voir que M6 n’admet que —1 comme valeur propre
réelle (les valeurs propres complexes d’un bloc R9 sont eia et 6—”), donc f admet
forcément un point fixe unique, et on dit que f est une antirotation affine (notée,
par exemple agjfi) si Q est le point fixe.

Il est classique de considérer les demi-tours comme des rotations d’angle 7T, ça n’a
pas d’inconvénient; remarquons simplement que changer l’orientation de l’axe d’un
demi-tour ne change rien à sa nature : c’est normal puisque —7r = 7r[27r]. De même,
une rotation d’angle nul est l’identité, elle admet toute droite (et toute orientation)
comme axe.
Dans le même ordre d’idée, une antirotation de centre Q, d’angle 7T est la symétrie
centrale de centre Q, ceci quel que soit l’axe, tandis qu’une antirotation d’angle nul,
d’axe D est (quelle que soit l’orientation de cette droite) la réflexion par rapport à
Q+Êä
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5.4.3 Détermination des éléments d'une isométrie affine en dimension 3

D’une façon générale, on a vu qu’on devait déjà déterminer la nature (et si possible
les éléments) de la partie linéaire 7 de l’isométrie affine f qu’on étudie. Ensuite,
o si on est dans une catégorie où le point fixe est unique, pas de problème : on a soit

une symétrie centrale (par rapport au centre qui est l’unique point fixe), soit une
antirotation affine, dont les éléments sont le point fixe et les éléments de la partie
linéaire) ;

o si la partie linéaire est une symétrie (forcément orthogonale), le plus simple est de
déterminer f o f qui donnera l’identité si f est une symétrie (orthogonale) affine
par rapport à. l’ensemble des points fixes qu’on détermine à ce moment, ou tzÿ si f
est une symétrie glissée par le vecteur îÎ (voir le raisonnement fait en dimension
2, au ê 5.3.5 p. 125) ; ensuite s = t_ÿ o f donne la symétrie orthogonale telle que
f = s o t = to s, avec t = t7; ; on détermine les éléments de s : il faut chercher
l’ensemble de ses points fixes;

o si la partie linéaire est une rotation, la détermination de f o f n’a pas d’intérêt; on
a déterminé l’axe E1 de la rotation vectorielle ; on détermine alors l’image A’ par
f d’un point quelconque A; en général, le plus simple est de déterminer O’ = f(O),
pour O qui est l’origine du repère dans lequel on travaille; on cherche alors le projeté
orthogonal Ü de AA’ (ou le plus souvent de OO’) : en application

dulh>éorème
5.11

(p. 119) et surtout de sa démonstration, c’est ce vecteur Ü = pË; (AA’) qui est le
vecteur de glissement; ensuite, il n’y a plus qu’à déterminer un point fixe Q de la
rotation 7‘ = L?) o f qui est telle que f = t o r = r o t : l’axe de r est Q + E1.

5.5 Exercices

Exercice 5. 1.

1° Démontrer que la norme euclidienne || . || associée à un produit scalaire est une norme.
On établira l’inégalité de Cauchy—Schwarz pour montrer l’inégalité triangulaire.

2° Démontrer la « 2ème inégalité triangulaire » dans un espace vectoriel euclidien Ê,
à savoir, pour tous Ê,Î E Ë, on a l Il?" — IIÜIII < Il? + Î".

Exercice 5.2.
Soit x = (371), . . . ,SÎÀ) une famille de vecteurs non nuls d’un espace vectoriel euclidien

. On suppose que les vecteurs 5,) sont deux à deux orthogonaux, c’est-à—dire que si
z'aéj, avec 1 Sigket 1 {j Sic, alorsïïË-CÎË=O (ondit que lafamillexest une
famille orthogonale de vecteurs non nuls). Montrer que la famille x est libre.
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Exercice 5.3.
Procédé d’orthogonalisation de Gram—Schmidt
Soit Ë un espace vectoriel euclidien, et soit (d'1), . . . ,äZ) une famille libre de k vecteurs
de

2—1—+ —+_1 , —> a b —>
Onposeb1=cÎ1)etpour2Ss,onpose b,;=EË— sbj.

1:1 llbj Il2
1° Montrer par récurrence sur k

_>

o que la famille b = (b1
)1;<;,-<k esî>

orthogonale,
o que <cî1’,...,cîk’ >=< b1,...,b;c >

—) ‘Ÿ 2o etqueak-bk=b,c >0.

' .9 1 -+
2° Smt c—— (ci)1<,-<k la famille de vecteurs construite à pa1t11 de b ainsi: c,=

fi
b,.

b1,
Montrer que c est une famille orthonormale.

_)

3° Soit d = (di)141g, une famille de k vecteurs qui vérifie :
o d est une famille

Jorthonormale;
_)

itelquelS Sk,ona<a1,. .,aj>=<d1,.. .,dj>;
_ —>itelquelS Sk,onaaj d_,->0.

Montrer que d-— c.

Exercice 5.4.
1° Démontrer la formule 5.1 p. 110, qui donne l’expression de l’image d’un vecteur

,.b__)par une projection o1thogonale: 7T?((:3?) 2(Êb:)boù (b1,. .. b) est une base
i=1

orthonormée de Î“).

2° Justifier les formules qui suivent, dans le cours :
k n

en?) = î — ZŒ - Œb‘.’ = z (ä . ÊM—È.
i=k+1

3° Démontrer le résultat qui suit (application de ces formules à une droite vectorielle) :

flî(î)= ÊTÊÜ et flÿ(Ë) = Ê — ÿîî

(avec 7r—L) = 7T<ÿ> et ÿ = 7l).

4° Reprendre les trois premières questions en remplaçant les projections orthogonales
par des symétries orthogonales ? Que deviennent les formules ?
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Exercice 5.5.
Démontrer qu’une application orthogonale est linéaire et injective (voir cours p. 111).

Exercice 5.6.

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel euclidien Ê. On suppose que deux des
trois aflirmations suivantes sont vraies :
o u est involutive (u o u = idÊ);
o u est orthogonale;
o u est symétrique.
Montrer que la troisième affirmation est également vraie et que u est une symétrie
orthogonale.
(On pourra utiliser la matrice A de u dans une base orthogonale B fixée de Ë).

Exercice 5.7.
Le but de cet exercice est de montrer que toute isométrie vectorielle d’un espace vectoriel
euclidien de dimension n se décompose en un produit de m réflexions vectorielles avec
m S n (résultat annoncé dans la remarque qui suit le théorème 5.9 p. 117).

1° Soient Ü et Ü deux vecteurs normés (unitaires) de l’espace vectoriel euclidien Ê
de dimension n. On suppose que Ü 7E Ü. Montrer qu’il existe une unique réflexion
vectorielle a (une réflexion vectorielle est une symétrie orthogonale par rapport à un
hyperplan) telle que 0(Ü) = î.

2° Soit (,0 une transformation orthogonale d’un espace vectoriel euclidien de dimension
n. Soit B = (6—1),... ,e—n’) une base orthonormée de . Pour tout z' E [1,n], on pose
Ÿ _ —.>ez’ — 90031.)-
Que peut-on dire de la famille (z, . . . ,gî) ?

3° Soit 50 = {2' G {1,...,n} | z 7E Ë} et soit No = cardâo.

3° a) Que peut-on dire de (p si No = 0 ?

3° b) On suppose No 7É O; que peut—on dire de 80 ? Soit k E 80. Déterminer une
transformation orthogonale <p1 et une réflexion vectorielle 01 telle que (,01 = 01 o (p et
telle que (p1 laisse invariant strictement plus de vecteurs de la base B que go. (En suivant
le plan de la démonstration du théorème 5.9 p. 117, on posera 81 = {2' E {1, . . . ,n} |
(pl(Ë,-’) 7E 55’}, N1 = card 81, et si N1 7E O, on prendra k1 E 81; on montrera que
k Æ 81, que 81 Ç; 80, que N1 < No et que lorsque k1 est défini, que k1 7E k0. Que se
passe-t-il si N1 = 0 ?)

4° Terminer la démonstration du résultat demandé.
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Exercice 5.8.' —>Soit t = t3 (avec Ü 7E 0) une translation d’un espace affine euclidien (E, Ê) de
dimension n. Démontrer qu’on peut trouver deux hyperplans affines H1 et H2 tels que
t = 3H1 o 3H2. Quelles conditions vérifient les hyperplans H1 et H2 ? Y a—t-il unicité ?

Exercice 5.9.
Le but de cet exercice est de démontrer la proposition 5.10 p. 118 :

1° L’ensemble I9 (E) des isométries de E admettant le point Q comme point invariant
est un sous-groupe de Z(E)

2° IQ(E) est un groupe isomorphe à 0(Ë).

3° I(E) est le produit semi—direct de T(E) par In (E).

Exercice 5.10.
Soit go une transformation orthogonale d’un espace vectoriel euclidien Ê et soit À une
valeur propre de (p. Montrer que |/\| = 1.

Exercice 5.11.
On se place dans un plan vectoriel euclidien orienté Ë).

1° Démontrer l’afiirmation banale suivante, concernant les angles droits p. 124 :
Si deux vecteurs Ü et Ü non nuls sont orthogonaux, alors leur angle est
(î?) = :l:%[21r].
2° Démontrer la réciproque z si deux vecteurs non nuls Ü et 7 sont tels que
(fi) = :l:%[27r], alors Ü et Ü sont orthogonaux.

Exercice 5.12.
Démonstration de la proposition 5.14 p. 125; dans tout cet exercice, on se place dans
un plan affine euclidien orienté (E, ).

1° Soit r = m’a. Soit D une droite passant par Q.

1° a) Soit D’ la droite passant par Q telle que (5,3) = —-â—[7r]. Montrer que 7‘ =
sD o 3D,.

1° b) Soit A une droite telle que 7‘ = sD o 3A. Montrer que A = D’.

1° c) Montrer qu’il existe une unique droite D” telle que 'r' = sD” o sD. Quelle est cette
droite D” ?

2° Soient D et D’ deux droites sécantes de E. Montrer que sD’ o sD est une rotation
r. On précisera le centre et l’angle de r.
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Exercice 5.13.
1° Dans le plan affine euclidien orienté (P, î), muni du repère cartésien orthonormé
R = (O, ï, j), on considère l’application f de E dans lui-même, définie par ses formules

æ’ = —æ — + 1
analytiques : { I î Êy

y = ‘53? — 53/
Déterminer la nature est les éléments de f.

œ’ = ça; — ây + 2
2° Même question avec g définie par 1I = 5(x/äy+œ+1).

Exercice 5.14.
Soit s = 3A une réflexion et t = t7; une translation du plan affine euclidien orienté
(RÉ)

_>

1° On suppose dans cette question que Ü _|_ A. Montrer que f = s ot et g = to s sont
des réflexions. (On utilisera le résultat de l’exercice 5.8).
2° Lorsque Ü est quelconque, donne1 une condition nécessaire et suffisante pour que
f—— s ot soit une réflexion. (On utilisera la décomposition de Ü selon la somme directe
Ê: AeAH.
3° Même question avec g = t o s.

Exercice 5.15.
Dans le plan affine euclidien orienté (E, Ë) muni du repère orthonormé ’R = (O, ï, j),
on considère les trois droites D1:æ+ 23/ — 1 = O, D2 : œ+y — 2 = 0 et D3 : 3:1: —y = O.

1° Déterminer les formules analytiques des trois réflexions 801,3D2,803-

2° Déterminer la nature et les éléments de f = sD1 o 3132 o 303—
3° Généralisation : soient trois droites D1, D2, D3 deux à deux sécantes et non concou-
rantes.

a) Quelle est la nature de 302 o 3D3»

3° b) Soit D’1 la droite parallèle à D1 passant par le point Q d’intersection de D2 fl D3.
Montrer que f’-

D/\Is
o 302 o sD3 est une réflexion 3A ; on précisera quelle est la droite

A en donnant (D’, A.)
3°C) En déduire la nature de f = sD1 o 3132 o 803- En particulier on montrera que f
ne peut pas être une réflexion mais est forcément une réflexion glissée, avec un vecteur
de glissement non nul (on pourra utiliser le résultat de l’exercice précédent 5.14).

4° On propose maintenant une autre méthode, plus élégante pour démontrer le même
résultat : la composée de trois réflexions par rapport à des droites formant les côtés
d’un vrai triangle est toujours une réflexion glissée.
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4° a) Soit r = m’a une rotation d’angle 0 56 0[27r]. Soit f une isométrie quelconque.
Montrer que g = f o 7° o f“1 est une rotation de centre Q’ = f(Q).
4° b) D1, D2, D3 étant trois droites deux à deux sécantes, soit r = sD2 o 3193. Soit Q le
point d’intersection de D2 et D3. Montrer que sD1 o r o sD1 est une rotation de centre
5D1 (Q) '

4° c) En déduire que sD1 o sD2 o 3133 est une réflexion si et seulement si les trois droites
sont concourantes.

Exercice 5.16.
1° Soit go l’endomorphisme de l’espace vectoriel euclidien Ê, de dimension 3, dont la

.3.9 9 9
matrice, dans une base orthonormée directe B = (6—1),EÈ,EÈ) est A = â â- g

l _ê é9 9 9
Montrer que (p est un endomorphisme orthogonal, et déterminer sa nature et ses
éléments.

_ê l .4.9 9 9
° A ' — l _ ë é2 Meme question avec A — 9 9 9

é é Z9 9 9
ä -3 _l9 9 9

o A - _ __é _Z _é3 Meme question avec A — 9 9 9
_l _i ë9 9 9
0 1 0

4° Même question avec A = O 0 —1
1 O 0

Exercice 5.17.
1° Dans l’espace affine euclidien orienté (E, Ë), muni du repère cartésien orthonormé
’R, = (0,5; jÇk), on considère l’application f de E dans lui-même, définie par ses
formules analytiques :

œ’= ÿ—Eœ—äy— àz+1

y’ = fia: + ây + àz
’ — L _ Lz —

fly flz + 1.
Déterminer la nature et les éléments de f.

a: = âæ+äy+äz—1

2° Même question avec f définie par y’ = gaz + ây — êz + 1
__ -2 1 l.z —3æ 3y+3z+3
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læ’=—%œ—äy—äz+4
3° Même question avec f définie par < y’ = —%a: — ây + äz + 2

tZ’=-%Œ+äy-%Z+2-
ra:’=%a:+%y—âz—1

4° Même question avec f définie par J y’ = gaz + ày + âz — 2

kz’=â:I:—ây—gz+3.

Exercice 5.18.
Soit P = ABC’DA’B’C”D’ un cube de l’espace afline euclidien (E, Ë) On choi-
sira un repère orthonormal (O, ï, j; Ë) dans lequel les coordonnées des huit sommets
sont A(1,—1,—1), B(1,1,—1), C'(—1,1,—1), D(—1,—1,—1), A’(1,—1,1), B’(1,1,1),
C”(—1,1,1), D’(—1,—1,1). Il est conseillé de faire une figure.

1° Justifier qu’il existe une unique application affine f qui est telle que f(O) = O,
f(A) = B, f(B) = B’ et f(B’) = 0'.
2° Montrer que f est une isométrie.

3° Déterminer la matrice de la partie linéaire 4p de f dans la base (ï, j', Ë) (on cherchera
d’abord f(C’)) En déduire l’image par f de tous les sommets du cube l".
4° Déterminer la nature et les éléments de f.

5° Soient I, J, K, L, M, N les milieux respectifs de [AB], [BB’], [B’C’], [C’D’], [D’D],
[DA]. Montrer, en utilisant f, que ces six points sont les sommets d’un hexagone
régulier.

6° Soit so la symétrie centrale par rapport à O, l’origine du repère. Que peut-on dire
de soof et foso?
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Coniques

6.1 Introduction

En deuxième année de licence, suite à l’étude des formes quadratiques, on étudie en
général la réduction affine, puis la réduction euclidienne des coniques. Rappelons
qu’une conique est en général définie comme l’ensemble C des points M du plan dont
les coordonnées (æ,y) dans un certain repère cartésien R = (O,i', j) vérifient une
équation polynômiale du second degré, du type

aœz + 2bccy + c312 + Zdæ + 2ey + f = 0 avec (a, b, c) 7E (0, 0,0).

Nous allons réviser rapidement cette réduction aflïne, puis nous essaierons de com-
prendre en quoi l’espace universel et la géométrie projective peuvent nous aider à
réduire plus efficacement les coniques. Enfin nous reverrons et nous approfondirons
l’étude des coniques dans un plan euclidien, qui est le cadre dans lequel on obtient le
plus de propriétés remarquables.

6.2 Coniques dans un plan affine

6.2.1 Réduction affine d'une conique

L’idée est, en identifiant un point M avec ses coordonnées dans un repère, d’écrire
l’expression <p(M) = (,0(a:, y) = air2 + 2bæy + cy2 + 2dæ + 2ey + f sous la forme

9001:, y) = q(:v, y) + €013,31) + C.
avec q qui est une forme quadratique sur l’espace vectoriel R2 : q(:c, y) = aæ2+2bœy+cy2,
e qui est une forme linéaire : €(æ, y) = 2da: + 2ey, et C’ une constante (ici C = f).
Ensuite on réduit la forme quadratique, en déterminant en particulier sa signature.
Rappelons que la signature d’une forme quadratique est un couple (s, t) attaché à q
tel que s +t = r, 7‘ étant le rang de la forme quadratique q (qui est aussi le rang de sa
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matrice a b . En dimension quelconque, lorsque le corps de base est R, une formeb c
quadratique quelconque peut toujours se décomposer sous la forme

Q(U) = f1 (102 + ' - - + 134102 - €s+1(U)2 - ' °' - 133+,(u)2,
les ëk étant des formes linéaires. Le choix des Ë}, n’est pas unique, mais en revanche,
on a toujours le même nombre s de carrés de formes linéaires précédés du signe + et
toujours le même nombre t de carrés de formes linéaires précédés du signe —. s est
aussi la dimension maximale d’un sous espace vectoriel tel que la restriction de q à. cet
espace soit définie positive, alors que t est la dimension maximale d’un sous—espace
vectoriel tel que la restriction de q à cet espace soit définie négative.
Revenons à notre contexte, q est une forme quadratique sur un espace vectoriel de
dimension 2. Nécessairement s +t S 2, et en remarquant que VA E R, si Ço' = Àcp,
Ço’(æ,y) = O est aussi une équation qui caractérise la conique C, comme —q est une
forme quadratique de signature (t, s) si q est de signature (s, t), on peut, sans nuire à.
la généralité supposer que s 2 t (si ce n’est pas le cas, on change go en —<p).
Les valeurs de signatures possibles sont donc : (2, O) ; (1,1) ; (1,0) et c’est tout. En
effet, la signature (0,0) signifierait que (a, b, c) = (0,0, O), ce qui est exclu (<p serait de
degré 1).

6.2.2 Si la signature de q est (2,0) ou (1,1)
Il existe deux formes linéaires indépendantes 21 et 22 telles que q = ËÎ :l: Kg. On
détermine Ël et 22 par la méthode de Gauss par exemple, et on peut poser X = 21 (:12, y)
et Y = 82 (33,31). On obtient en fait des formules de changement de base du type

X = ozæ + fly
Y = ’ya: + ôy.

a: et y en fonction de X et Y.
On écrit alors l’équation de la conique C dans la nouvelle base (en conservant pro-
visoirement la même origine du repère), donc dans un repère R1 = (O, , ), on
obtiendra toujours quelque chose sous la forme :

Il faudra éventuellement savoir inverser ce système pour exprimer

X2:I:Y2+2d’X+2e’Y+f=0.

A priori, la constante n’a pas été modifiée par ces changements.

6.2.3 Détermination du centre

On a obtenu une équation de la conique sous une forme q(X, Y) + Ï(X, Y) + f = 0;
l’étape suivante consiste à déterminer le centre et éliminer ainsi la partie linéaire.
En posant X’ = X + d’ et Y’ = Y :l: e’, c’est—à—dire en se plaçant dans le repère
R2 = (Q, , ) (avec Q de coordonnées (—d’, ZFe’) dans le repère R1), on obtient une
équation de C sous la forme X’2 :l: Y’2 = f’. Q est le centre de la conique; c’est de
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façon évidente un centre de symétrie). Si on veut les coordonnées de Q dans le repère
initial R, on peut utiliser les formules de changement de bases « inversées » vues plus
haut.
Une autre méthode pour déterminer le centre d’une conique consiste à résoudre dès le

ôgo _
départ le système (6.1) f;

On vérifie aisément que la matrice principale du système linéaire qu’on vient d’écrire

est 2 (a î , donc dans le cas qu’on est en train d’étudier (q non dégénérée, ac— b2 ÿé 0b
pour que la signature soit (2, 0) ou (1,1)), ce système possède un unique couple de
solution, qui est exactement (332,319), coordonnées dans le repère initial R du centre
{2 de la conique. Pour s’en convaincre, il suffit d’utiliser la parité en h et en k de la
fonction (h, k) I—> <p(xg + h, yn + k) dans le calcul des dérivées partielles.

6.2.4 Réduction finale pour q de rang 2

Si la signature de q est (2,0) et f’ > 0

On est donc dans le cas où on a obtenu une équation de C sous la forme X’2 + Y’2 = f’.
On divise cette équation par f’ > O, et on obtient une équation du type X’’2 +Y”2 = 1 :
C est une ellipse.

Si la signature de q est (2,0) et f’ < 0

La conique est vide, puisqu’une somme de deux carrés ne peut pas être strictement
négative.

Si la signature de q est (2,0) et f’ = 0

Q est le seul point du plan qui vérifie l’équation de C : on est en présence d’une conique
dégénérée, dans le cas d’une conique-point.

Si la signature de q est (1,1) et f’ 7É O

On a obtenu une équation du [type X’2 — Y’2 = f’ ; il suffit de diviser par f’, et en
posantX”=—X—etY”=Lsif’>O,X”= Y

etY”=\/L—fsif’<0,on«F «F +7 — ,
obtient une équation du type X”2 — Y”2 = 1 : C est une hyperbole.

Si la signature de q est (1,1) et f’ = O

L’équation qu’on a obtenue pour C est X’2 — Y’2 = O; elle équivaut à X’ = Y’ ou
X’ = —Y’ : on est aussi en présence d’une conique dégénérée, dans le cas de la réunion
de deux droites sécantes.
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6.2.5 Si la signature de q est (1,0)

C’est que ac — b2 = O, et donc q(:L',y) est le carré d’une forme linéaire €1(œ, y), donc
on peut écrire go(:z:,y) = (€1(:c,y))2 + €(œ,y) + C’.
Il y a maintenant deux possibilités.

Si Z et €1 sont proportionnelles

Dans ce cas, on pose €103,31) = X, on prend une autre forme linéaire pour définir
Y et avoir un changement de variable tel que (X, Y) sont les coordonnées de M
dans un repère R1 = (O, , ). Dans ce nouveau repère, l’équation de C s’écrit
X2 + ÀX + f = O. Dans tous les cas la conique est dégénérée. Si cette équation du
second degré en X, admet deux racines distinctes, alors C est la réunion de deux
droites parallèles. Si cette équation admet une racine double, C est une conique formée
d’une seule droite (« double »). Si cette équation n’a pas de racine, C est vide.

Si Ë et 21 sont des formes linéaires indépendantes

On pose X = €1(æ,y) et Y = —€(a:,y) — C, on définit ainsi un changement de
coordonnées correspondant à un nouveau repère R1 = (Q, ,7); dans ce repère,
l’équation de C est X2 = Y, C est une parabole, quin’est pas une conique dégénérée.

6.2.6 Récapitulation

Cette méthode d’étude d’une conique affine est assez chaotique : pour savoir si la
conique est ou non dégénérée, on doit aller très loin dans l’étude. La signature de la
forme quadratique q ne suffit pas du tout à. caractériser la conique. En particulier, il
est difficile, en restant dans ce cadre, de répondre aux questions suivantes :
Quelle que soit la signature de q, on peut avoir une conique dégénérée ou pas, et
parfois même une conique vide : pourquoi? D’autre part, qu’est—ce qu’une conique
dégénérée? Y en a-t-il de plusieurs sortes? Pourquoi est-ce qu’une parabole n’est
pas considérée comme une conique dégénérée, alors que q est dégénérée ? Pourquoi
est-ce que la réunion de deux droites sécantes doit être considérée comme une conique
dégénérée ? Et il y a trois sortes de coniques vides, sont-elles de même nature ? Difficile
de répondre en restant au niveau d’une étude dans le plan affine. Il faudrait « prendre
de la hauteur », c’est-à—dire, peut-être, se placer dans l’espace universel.
Bref, ce n’est pas dans le cadre affine qu’on comprend le mieux l’étude des coniques.
Nous allons voir que l’utilisation de l’espace universel et un point de vue projectif per-
mettent de beaucoup mieux comprendre les coniques et de déterminer très efficacement
la nature de chaque conique sans faire tous ces calculs.
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6.3 Étude des coniques dans l’espace universel et en projective

6.3.1 Homogénéisation de l'équation

L’apport fondamental de l’espace universel est la possibilité d’homogénéiser l’équation
d’une conique.
On considère une conique C, du plan affine (E, Ë) muni d’un repère affine R = (O, i', j),
plongé dans son espace universel Ê, dont R est une base. On notera (t,:c,y) les
coordonnées dans R d’un élément de Ê.
L’équation de C dans le repère R est de la forme

aa:2 + 2bæy + cy2 + 2dæ + Zey + f = 0 avec (a, b, c) 7è (O, 0, 0).

Mais le plan affine E est caractérisé, dans l’espace universel Ê, par l’équation t = 1.
Donc un point M appartient à la conique C si et seulement si ses coordonnées
augmentées (t, æ, y) vérifient les deux équations :

{air2

+ 2bœy + cy2 + 2dæt + 2eyt + fi2 = O
t = 1

Sous cette forme, on voit que l’équation principale qui caractérise C est sous la forme
a b d

Q(:1:, y, t) = 0, Q étant une forme quadratique sur R3, de matrice M = b c e
d e f

La forme quadratique q, étudiée dans le cadre affine, est la restriction à R2 x {0} de

Q; la matrice M = a b de q est la sous-matrice de fil formé du bloc 2 x 2 en hautb c
à. gauche.

Remarque : Il y a donc deux formes quadratiques Q et q associées à une même
conique C :
o q définie sur R2 par q(a:, y) = aa:2 + 2bazçy+cy2 ; q est la forme quadratique secondaire

attachée à C ;
o Q définie sur R3 par Q(æ, y, t) = aæz + 2bæy + cy2 + 2dæt + 2eyt + ft2 ; Q est la

forme quadratique principale attachée à C.

6.3.2 Le cône isotrope de Q

Dans ce cadre aussi, nous commencerons par étudier la forme quadratique Q. L’en-
semble des triplets (æ, y, t) de R3 qui vérifient Q(æ, y, t) = O caractérise le cône isotrope
de Q. Rappelons qu’un vecteur u est isotrope pour une forme quadratique Q lorsque
Q(u) = 0. L’ensemble des vecteurs isotropes pour une forme quadratique est un cône
C, en ce sens que si u E C, alors, quel que soit À E R, on a aussi Au E C. Il est clair
que le cône isotrope de Q est aussi le cône isotrope de ,uQ, quel que soit ,u, E R.
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6.3.3 La signature de Q

Puisque Q est une forme quadratique sur R3, la signature de Q est un couple (s, t)
avec s + t S 3. D’après la remarque faite au â précédent, on peut toujours supposer
que s > t, quitte, si ce n’est pas le cas, à. remplacer Q par —Q, ce qui ne change pas le
cône isotrope.
Donc les valeurs possibles pour Q sont : (3,0) ; (2, 1) (qui correspondent à Q de rang
3, donc- non dégénérée) ; (2,0), (1, 1); (1,0) (lorsque Q est dégénérée).
Lorsque la signature de Q est (3,0), c’est que Q est définie positive, et dans ce cas,
son cône isotrope est réduit à {(0, 0, 0)}, et ce cône isotrope n’a pas d’intersection avec
E (aucun point M(1, :1;, y) ne vérifie Q(a:, y, 1) = 0), C est alors une conique vide (mais
non dégénérée, c’est un peu paradoxal), donc l’étude de ce cas est sans grand intérêt.
Lorsque la signature de Q est (2,1), c’est qu’on peut écrire

Q(Œ)y)t) = €1(œ)y) t)2 + (2(Œ’y’t)2
—

€3(æ!y)t)2)

(€1,€2,€3) étant un triplet de formes linéaires indépendantes.
On pose alors X = €1(œ,y, t), Y = €2(:1:, y, t) et Z = €3(œ,y, t), et on définit ainsi
de nouvelles coordonnées dans Ê, correspondant à un nouvelle base R1. Dans cette
base, le cône isotrope C de Q est caractérisé par l’équation X2 + Y2 — Z2 = 0, (on
retrouve l’équation réduite classique d’un cône). C’est le cas intéressant, des coniques
non dégénérées. La conique C est l’intersection de ce cône C avec le plan afline E. Nous
étudierons les différents cas possibles un peu plus loin.
Lorsque Q est dégénérée (lorsque la signature de Q vaut (2,0) ou (1, 1) ou (1,0)), la
conique C est dégénérée dans tous les cas, et parfois vide et dégénérée.
En résumé : Les coniques intéressantes sont celles qui correspondent à une forme
quadratique Q de signature (2,1).
Les autres coniques sont soit vides, soit représentables avec des droites, ce qui n’est
pas très nouveau. L’outil « espace universel » permet aussi d’interpréter et d’étudier
les coniques vides ou dégénérées, mais nous ne développerons pas cet aspect.

6.3.4 Coniques non dégénérées

Lorsque Q est de signature (2, 1), la restriction q de Q à R x R x {0} (identifié à R2)
peut avoir trois signatures :
q peut être non dégénérée, et donc de signature (2,0) ou (1, 1), cas qui correspondent,
comme on l’a vu plus haut respectivement aux ellipses et aux hyperboles, ou q peut
(paradoxalement) être dégénérée, et dans ce cas forcément de signature (1,0), et C est
dans ce cas une parabole.

6.3.5 Coniques en projective

En projective, il n’y a en fait qu’une sorte de conique non dégénérée. Soit P = lP’(V)
un plan projectif. En considérant que l’espace vectoriel V de dimension 3 dont est
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issu P est l’espace universel Ê ci—dessus, une conique projective est formée des droites
vectorielles (en projective, les points sont des droites vectorielles) incluses dans le cône
isotrope d’une forme quadratique Q de signature (2, 1). Dans toute carte affine de P,
la conique projective est évidemment représentée par une conique affine, qui sera selon
les cas une ellipse, une hyperbole ou une parabole, mais dans un point de vue projectif,
il n’y a pas de différence entre ces trois sortes de coniques. Plus précisément, on peut
toujours trouver des changements de carte affine qui transforment une conique d’un
de ces trois types en une conique d’un autre type.
En revanche, de même qu’un bipoint n’a pas de milieu en géométrie projective, une
conique en projective n’a ni centre ni foyer : c’est uniquement dans une carte affine
qu’on lui trouvera (éventuellement) un centre, mais qui ne restera pas le même en cas
de changement de carte.

\

Complément : polarité par rapport à une conique

La forme quadratique Q étant non dégénérée, on peut définir une notion d’orthogonalité
liée à Q. Plus précisément, si A = p(u) et B = p(v) sont deux points projectifs
(rappelons les notations que nous avons utilisées au chapitre 4 : A = p(u) signifie que A
est la droite vectorielle engendrée par le vecteur u de V), A et B sont Q-orthogonaux
lorsque Mu, ’U) = O, (p étant la forme bilinéaire symétrique dont est issue Q, c’est-à—dire
la forme polaire de Q.
On définit alors la droite polaire d’un point A = p(u) (par rapport à une conique)
comme étant la droite projective A = lP’(F), telle que F est le plan vectoriel orthogonal
(au sens de Q) de u, c’est-à—dire que F = {v e V | çb(u, v) = O}. De même, si A = IP’(F)
est une droite projective, son point polaire est la droite vectorielle A = {u E V | V’U E
F, (Mu, v) = 0}» '
Bien sûr, en géométrie affine (dans un plan affine (E, Ê», on peut définir également
la polarité, en passant par l’espace projectif IP(Ê) dont le plan affine est la carte.
Cette notion de polarité permet de nombreux prolongements. Par exemple, la tangente
à une conique en un point M appartenant à. cette conique n’est rien d’autre que la
polaire de ce point M par rapport à. cette conique. En effet, si M = p(u), il est clair
que le fait d’appartenir à. la conique C signifie exactement que Q(u) = 0, donc que
(Mu, u) = 0, donc que u est polaire à lui-même.
La polaire d’un point M = p(u) qui appartient à C ne contient pas d’autre point de C.
En effet, si un point N = p(v) était un point de C qui appartenait à. la polaire de M,
on aurait : Q(u) = Q(’U) = çb(u, 'u) = 0, donc la droite projective (MN) serait incluse
dans C. C’est impossible, cela signifierait que la restriction de Q au plan vectoriel
< u, v > serait nulle, et la matrice de Q dans une base complétée (u, v, w) aurait un
bloc 2 x 2 de zéros en haut à. gauche, son déterminant serait nul, ce qui est impossible
puisque Q n’est pas dégénérée.
On sait qu’il existe des bases orthogonales pour une forme quadratique non dégénérée.
Si (u,v,'w) est une telle base, alors les trois points A = p(u), B = p(v) et C = p(w)
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forment ce qu’on appelle un triangle autopolaz're, en ce sens que chaque côté de ce
triangle est la droite polaire du troisième sommet.

6.4 Coniques dans un plan euclidien

Lorsqu’on réduit une conique dans un plan euclidien, tout ce qu’on a fait auparavant
reste valable, en particulier quant à la nature des coniques rencontrées (dégénérées ou
non, ellipse, hyperbole ou parabole). Mais ce qui change, c’est qu’on ne s’autorise plus
que des changements de repères orthonormée. Voyons la démarche usuelle.

6.4.1 Conique propre dans le cadre euclidien

Soit (O, ï, j) un repère orthonormal et C la conique d’équation cartésienne

aar2 + 2bœy + cy2 + 2da: + 2ey + f = 0 (a, b, c) 7E (0,0, 0)

Nous supposons que la conique définie par cette équation est une conique propre (ou
non dégénérée), c’est à dire une ellipse, une hyperbole ou une parabole (nous écartons
les cas particuliers où la courbe est réduite à une droite, un point, deux droites . . ..)
En d’autres termes, nous avons pu vérifier que la signature de la forme quadratique Q

a b d
de matrice M = b c e était (2, 1) (ou (1,2), d’ailleurs, ce n’est pas gênant). Une

d e f
façon de faire cette vérification tout à. fait dans l’esprit d’un espace euclidien, est de
vérifier que cette matrice symétrique réelle, qui a donc toujours trois valeurs propres
réelles, m S ,LL2 S #3 n’a aucune valeur propre nulle, et n’a pas des valeurs propres
toutes du même signe : il est nécessaire qu’on ait deux valeurs propres négatives et
une positive : ,u1 S ,u2 < 0 < ,u3 (signature (1,2)) ou deux valeurs propres positives et
une négative : ,ul < 0 < /.L2 S ,u3 (signature (2,1))
Nous ne pourrons pas réduire autant l’équation que dans le cas affine.

6.4.2 Réduction de l'équation cartésienne dans un repère orthonormal

Voici la démarche utilisée pour cette réduction euclidienne.
Soit q la forme quadratique associée à. la conique qui a pour matrice dans la base (ï, j) :

a. bM —
b c .

.
Cette matrice est symétrique, et admet deux valeurs propres réelles A1 S Àg. Si
A1 7€ Àg, les sous-espaces propres associés sont orthogonaux, et il existe donc une base

orthonormée (e—l’, 52’), dans laquelle la matrice de q est M’ = (Ë f ). (A1, /\2) 7è (0,0)2
puisque par hypothèse (a, b, c) 7É (0,0, 0), donc q est non nulle.
La matrice de passage P de la base (ï, j) à la base de vecteurs propres est orthogonale
(matrice de passage entre deux bases orthonormales). Elle vérifie donc ‘P = P“1.
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On en déduit que M’ = P_1MP = ’PM P. L’équation de la conique dans le repère
(0,1571), 52)) est donc de la forme

Àlæm + Àgy’z + 2d’æ’ + 2e’y’ + f = 0 (A1, Àg) 7è (0,0)

L’expression de la forme quadratique associée à. l’équation de la conique est, dans la
base de vecteurs propres Àlœ’2 + Àzy’z.
o Si À1/\2 > 0 (valeurs propres de même signe) (pour la matrice M, c’est facile à.

vérifier : il faut et il sufl'lt que son déterminant soit strictement positif, puisque
det(M) = det(M’) = AM2 = ac — b2), alors C est une ellipse;

o si À1/\2 < O (valeurs propres de signes opposés) (À1/\2 = ac — b2 < 0), alors C est
une hyperbole;

o si /\1)\2 = 0 (l’une des valeurs propres est nulle) (À1/\2 = ac — b2 = O), alors C est
une parabole.

On effectue un dernier changement d’origine (comme c’était le cas en géométrie affine)
pour éliminer les termes 2d’a: et 26’y (on n’obtient pas une conique vide ni dégénérée,
puisqu’on a supposé qu’on avait une conique propre).

Remarque : Il était possible de déterminer le centre et de faire un changement de
repère par translation'dès le début, à condition qu’on soit en présence d’une conique à
centre (ellipse ou hyperbole) (ac —— b2 9€ O), en résolvant le système (6.1), qu’on a vu
au â 6.2.3, (p. 141).

On divise à. présent par le terme constant non nul, pour une conique à centre, on fait
un dernier changement de variable par translation pour éliminer le terme constant si
on a une parabole, et on obtient l’équation réduite (en géométrie euclidienne) donnée
par la proposition suivante :

Proposition 6.1 Soit C une conique propre.
o Si C est une ellipse, il existe un repère orthonormal dans lequel C a une équation

2 2
réduite de la forme —2 + ÿ

= 1 (A > O, B > 0). Si A = B, C est un cercle.
0 Si C est une hyperbole, il existe un repère orthonormal dans lequel C a une équation

2
2

0 Si C est une parabole, il existe un repère orthonormal dans lequel C a une équation
réduite de la forme Y2 = 2pX p gré O.

réduite de la forme A—
—
ÿ

= 1 (A > O,B > 0).

La seule différence avec le cas affine est qu’on pouvait ramener les coefficients de a: et
y à 1 par un dernier changement de repère qui changeait l’unité. Cette transformation
n’est plus possible puisqu’on cherche à rester dans un repère orthonormal.
Notons aussi que lorsque les valeurs propres sont égales, l’équation de la courbe peut
se mettre dans n’importe quel repère sous la forme :132 + y2 + 25x + 26g + n = O, la
courbe rentre dans la catégorie des ellipses, mais c’est plus précisément un cercle.
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On remarque que l’origine du repère est unique, en revanche, le repère ne l’est pas. On
peut échanger les vecteurs de base par l’homothétie de rapport —1 ou par symétrie
orthogonale par rapport à la droite y = az.
Détaillons les calculs sur un exemple.

Exemple : C est la conique d’équation gaz + x/äœy + âyz + 2a: — 2x/Ëy — 1 = 0 dans
le repère orthonormal (O, ï, j).
Un calcul élémentaire montre que la forme quadratique principale Q de cette conique
a une matrice M de déterminant —15 et de trace 3. M a donc deux valeurs propres
positives et une négative et C n’est pas dégénérée.

ë Æ
Considérons la forme quadratique secondaire q de matrice M = à; 2 dans la

2 ë
base (z, j). Les valeurs propres de M sont 1 et 3, une base orthonormale de vecteurs
propres associés respectivement à ces valeurs est (61, e2), la matrice de passage étant

lfi 10_ '2'P“ _fi O 3
2

. Ainsi M’ = < ) = ‘P MP est la matrice de q dans la nouvelle
ton-I

M

base.
Notons (œ’ , y’) les nouvelles coordonnées d’un point M dans le repère (O,_)61 2).

æ =
âæ’s

+ 325y’
Les relations entre nouvelles et anciennes coordonnées s’écrivent

y = — æ,+ 23/
L’expression de la forme quadratique associée à la conique est directement dans la
nouvelle base æ’2 i+ 3y’2 (cela évite de retravailler sur les carrés), l’équation de la
conique dans le nouveau repère est alors :

Œl2+3yl2+2(21/Œ+\/—yl)_2\/—(_ixl +äyl)_1=0

soit en réduisant :v’2 + 3y’2 + 4:73’ — 1 = O.
Nous allons maintenant procéder à un changement d’origine pour éliminer les termes
du premier degré en écrivant l’équation z (93’ + 2)2 + 33/2 — 5 = 0.

X = æ’ + 2
Posons

Y = y’ .
Le nouveau repère est alors (A, 6—1), E3), A étant le point de coordonnées œ’ = —2, y’ = O
dans le repère précédent.
L’équation de la conique dans ce repère est réduite :

1 3 X2 Y2—X2+—Y2=1 4:) —+——5 5 W (ifx/ä

Cette réduction est « efficace » mais un peu artificielle, nous allons donc aborder à
présent le problème sous forme géométrique.
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6.5 Définition des coniques par foyer et directrice

Nous sommes toujours dans le cadre d’un plan affine euclidien (E, Ë).
Dans tout ce paragraphe, D est une droite du plan et F est un point n’appartenant
pas à D. e est un nombre réel strictement positif. Nous allons étudier l’ensemble F des

= e, où d(M, D) représente la distance du point M à la. , . MFpomts M verIfiant d(M, D)
droite D.

La droite D s’appelle directrice de I‘ et e est l’eæcentricite’ de l".

On appelle intérieur (resp. extérieur) de l" l’ensemble des points M vérifiant

MF — e d(M, D) < 0 (resp. MF — e d(M, D) > 0).

6.5.1 Propriétés générales

Proposition 6.2 La perpendiculaire à D passant par F (appelée axe focal) est un
axe de symétrie de I‘.
Si e S 1, I‘ et son intérieur sont contenus dans le demi-plan de frontière D contenant
F.

Preuve Soit M un point du plan, H son projeté orthogonal sur D. Soit A la droite
orthogonale à D passant par F et s la symétrie orthogonale par rapport à. A. Soit M’
l’image de M par s et soit H’ le projeté orthogonal de M sur D.
H’ est l’image de H par s (propriétés élémentaires du rectangle et théorème des
milieux), la symétrie conserve les distances donc MH = M’H’ et MF = M’F.

Æ——M,F d"M I‘ M’El."d(M, D) _ d(M’, D) ou E ‘E’ '
I‘ est donc invariante par la symétrie orthogonale d’axe A.

Soit M un point du demi-plan limité par D ne contenant pas F. Notons H le projeté
orthogonal de M sur D et M1 l’intersection du segment [MF] avec D (M et F sont
de part et d’autre de D).

On en déduit que
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MFMH S MM1 (propriété du projeté orthogonal) et MM1 < MF, dont M—H— > 1. La
courbe l" obtenue pour e < 1 ne contient donc aucun point du demi-plan délimité par
D et ne contenant pas le point F. Elle est donc située dans le demi-plan délimité par
D et contenant le point F. Ü

Dans la suite du paragraphe, nous appellerons A l’axe focal et K le point d’intersection
de l’axe focal et de D.

Proposition 6.3 (Sommets) Si e = 1, l" rencontre l’axe focal en un unique point
qui est le milieu de [KF]
Si e 5è 1, l’axe focal rencontre P en deux points.

Preuve Un point d’intersection de I‘ et de l’axe focal A est un point de A qui
vérifie MF = eMK (en effet, K est alors le projeté orthogonal de M sur D et
MK = d(M, D).)

MF=eMK <=> MFz—eZMK2=O 4:» (W—eATK’)-(W+efi)=o.
Si e 7E 1, nous pouvons introduire le barycentre A de (F, 1), (K, e) ainsi que le point
A’, barycentre de (F, 1), (K, —e).
L’égalité précédente équivaut à (1 — &AÜ . MZ’ = O 4:) Mîél . M? = 0.
Les points MAA’ sont alignés, donc m . W = 0 si et seulement si M = A ou
M = A’. Lorsque e aâ 1, il existe donc exactement deux points d’intersection entre I‘
et A, définis de façon barycentriques.
Si e = 1, le point A’ n’existe pas et W — W = Ü, le point A est le milieu de
[FKl
M E l" <=> ZË . m = 0. Les points étant alignés, c’est équivalent à M = A.
Lorsque e = 1, l’unique point d’intersection entre I‘ et A est donc le milieu de [KF].Ü

Les points d’intersection de I‘ et de l’axe focal sont appelés sommets de I‘. Remarquons
qu’il existe toujours un sommet de I‘ dans le segment [KF].

6.5.2 Étude du cas e 7E 1

Il y a donc deux sommets, A et A’.
Le cercle de diamètre [AA’] avec les notations précédentes est appelé cercle principal
de I‘.

Proposition 6.4 Dans le cas où e 76 1, soit A le sommet de l" appartenant au segment
[KF] (Ë = —eA—I\È). Soit O le milieu des deux sommets de I‘ :

072.225€; (î: 621m; o—Àzgaÿ62'—
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Preuve Ces relations s’obtiennent de façon très simple en exploitant les définitions
barycentriques des sommets de I‘ vues lors de la proposition précédente.
Transcrivons les relations barycentriques en écriture dans l’espace universel.

e
A= F —K1+e +1+e ’

1 e
A’ = F— K

l—e l—e

et
1 1= —A —A’.O
2

+
2

On en déduit que 0 = à (ÈF + l—LK)+-21-(1—ïe-F — 1%K).
Soit O = ÉgF — l—îze'gK. O est donc le barycentre de (F, 1), (K, —ez).
Cela justifie la première égalité, et aussi la deuxième en écrivant la propriété universelle
des barycentres à partir de F.
Pour retrouver la troisième égalité, on peut faire le calcul suivant, dans l’espace
universel, qui permet d’éliminer K dans les expressions liant A et A’ à F et K :

A=F+4ÎË (1+e)A=F+eK
AI =

Fl—ÎeK
(1 — e)A’ = F — 6K

=>(1+e)A+(1—e)A’=2F 4:) 20+e(A—A’ =2F
—> —>:eA’A=20—Ë <=> äA'A=ë(îu’,

—>
ce qui est le résultat souhaité puisque, O étant le milieu de [AA’], on a Œl = ËA’AD

On pose traditionnellement 0A = a, OF = c et b = |c2 — a2].

Proposition 6.5
c

Avec ces notations, e =
5’

OK = — = —, KF = —— = _.

Preuve Il suffit de traduire en termes de longueurs les relations vectorielles obtenues
à la proposition précédente :

o l\ c0 la trOISIeme donne a = — donc e = ,e
c
a

0 la première donne c = e2OK donc OK = 6% = c (

62 c(KF donc KF =
62—1

0 la deuxième donne c =
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Avec les notations précédentes, O est toujours le milieu des sommets de I‘, et soit
Œî

î= un vecteur unitaire dirigeant l’axe focal, considérons un repère orthonormal
IIOËII

(0, €23")-
Dans ce repère, F a pour coordonnées (c, O), K a pour coordonnées (“—62, 0).
Un point M(:L', y) appartient à I‘ si et seulement si MF2 — 62MH2 = 0.

2
H étant le projeté orthogonal de M sur D, H a donc pour coordonnées (“Î y).

2
La condition MF2—62MH2=Ose traduit par (a:—c)2+;t/2—e2 (27—52—2) :0.

2 2 4
MEI‘<=>œ2—2cœ+c2—c—2(œ2—2î—æ+a—2)

a c c

1 ‘32 2 2 2 2 2 ‘32 2_ 2 24:) —a—2 +y +c —a :)(a —c)aî+y —a —c

2 2
:17 yMEP <=>
F+W=L

Casoùe<1

Proposition 6.6 Si e < 1, I‘ est une ellipse et 1" n’est pas un cercle.

D
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Preuve e<1,doncc<a,b=\/a2—c2 etb<a.

2 2 {E2
y233 3/M(æ,y)eI‘ 4:) aï+a2——c2=1 4:) É+Ïaï=1

C’est l’équation d’une conique. La forme quadratique est réduite et elle est somme de
deux carrés, la conique est donc une ellipse.
Comme c 7€ 0 4:) a aé b, ce n’est pas l’équation d’un cercle. D

Remarque : Attention, sur la figure, pour respecter le texte ci—dessus, le repère doit
être tourné « à l’envers » par rapport à ce qu’on fait d’habitude : le vecteur ï (non
représenté) est tourné vers la gauche.

On peut prouver une réciproque :

Proposition 6.7 Soit 5 une ellipse qui n’est pas un cercle. Alors il existe un réel e,
0 < e < 1, un point F et une droite D ne passant pas par F tel que 5 soit l’ensemble

des points M vérifiant
m

= e.

Preuve On se place dans un repère orthonormal (0,5, j) où 6' a pour équation
x2 3/2
E + 52'
repère, on peut supposer b < a.
On pose alors c = Vaz — b2, on introduit le point F(c, O) et la droite D d’équation
a: = “—02. On pose également e = â.
Soit K le point d’intersection de D et de l’axe des abscisses. K a pour coordonnées

2
(“7,0). Le barycentre de (F, 1) et de (K, e) est le point A = ÎJlr—CF + îî—eK; son
ordonnée est nulle, car F et K sont sur l’axe des abscisses. Son abscisse vaut :

= 1 (a > 0, b > O). E n’est pas un cercle, donc a aé b et, quitte à changer de

ac a a(a + c)
=c+a c+a_ a+c

517A

De même, si A’ est le barycentre de (F, 1) et de (K, —e), un calcul en tout point
analogue montre que A’ (—a, 0), donc le milieu de [AA’] est le point O, origine du

. . . 0 _. . ,repere. Comme a > 0, Il est claIr que
O—A

= z, 1e premIer vecteur du repere.
On reprend alors les calculs et les raisonnements faits dans le sens direct :

MFL’ensemble des points vérifiant
m

= e admet, dans le repère orthonormé (O, ï, j),
,

2
l’équation cartésienne

Ë
+

b_2
= 1, donc cet ensemble coïncide avec 8. Ü
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Remarque : Pour identifier l’axe focal, il est primordial que a > b. Sinon il faut
inverser les abscisses et les ordonnées dans les conclusions.
L’axe (O, Î) est l’axe non focal de l’ellipse, c’est aussi un axe de symétrie. Le centre
du repère (milieux des sommets) est centre de symétrie de l’ellipse.
Le réel a détermine le grand axe 2a de l’ellipse (le plus grand des « diamètre »), le réel
b déterminer le petit axe 2b de l’ellipse (le plus petit des « diamètres »). Le « grand
axe » n’est pas un axe mais un réel, dans l’équation réduite, il indique la variable (ici
æ) qui varie sur l’axe focal de l’ellipse.
(Dans certains ouvrages, le grand axe est le réel a, le petit axe est le réel b; pour nous,
a et b sont respectivement le demi-grand axe et le demi-petit axe.)

2 2a:
Exemple : Ainsi, l’ellipse qui admet comme équation réduite — + y_ = 1 admet
comme demi-grand axe a = 3 et comme demi-petit axe b = 2. L’axe focal est donc
l’axe des y et pour mettre l’équation sous la forme réduite présentée plus haut, il faut
encore faire une symétrie pour échanger les coordonnées (X = y, Y = æ), l’équation

X2 Y2
de 'ent — — = 1.v1

9
+ 4

51:2 2
On remarque donc que toute courbe d’équation

55
+

b_2
= 1 est une ellipse.

Si a = b, l’ellipse est un cercle.
Si a 7è b, l’ellipse possède une excentricité e, un foyer F, un axe focal, une directrice,
un grand axe et un petit axe et peut être considérée comme l’ensemble des points M

vérifiant —— = e.d(M, D)

Casoùe>1

On énonce en une seule fois la propriété et sa réciproque :

Proposition 6.8 Si e > 1, l." est une hyperbole.
Réciproquement, pour toute hyperbole il existe un réel e > 1, une droite D et un point
F n’appartenant pas à D telle que l’hyperbole soit l’ensemble des points M vérifiant

MF
d(M, D) e

2,2 y2
Preuve MEP<=>—2+fi=1

a a — c
3:2 y2Comme e > 1, c > a, on a donc b = x/c2 — a2 et l’équation de I‘ s’écrit î — —2 = 1.

C’est l’équation d’une conique, la forme quadratique est réduite dans le repère, elle
est différence de deux carrés. L’équation est donc celle d’une hyperbole.
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110

Réciproquement, soit ’H une hyperbole, il existe un repère orthonormal (O, ï, j) dans
2 2

, . , . 37lequel "H est caractérisé par l’equatlon reduIte : — — L = .
a2 b2

On pose alors c = x/az + b2 et e = â.
D’après l’étude précédente, si F est le point de coordonnées (c, 0), D la droite d’équation

MF
a: = a—, l’étude précédente montre que l’ensemble des points tels que ——— = ec d(M, D)
est l’hyperbole H (on doit vérifier que les points A(a,0) et A’ (—a, 0) sont bien les
barycentres de (F, 1) et respectivement de (K, e) ou de (K, —e)). Ü

Le réel 2a est appelé aire transverse de l’hyperbole. Le cercle de centre O et de rayon
a est le cercle principal de la conique à centre; on l’appelle aussi cercle transverse de
l ’hyperbole.

Remarque : Dans le cas e 5è 1, on remarque qu’on restreint le choix des repères
avec la nouvelle forme réduite des équations des ellipses qui ne sont pas des cercles
et des hyperboles. Les axes des æ et des y sont déterminés de façon unique. On peut
simplement remplacer les vecteurs de base par leurs opposés.

Asymptotes d’une hyperbole

À partir de l’équation réduite Ë—Ë — il; = 1 d’une hyperbole, on peut exprimer y en
fonction de x : y = igx/a? — a2. Une hyperbole est donc la réunion de deux courbes
de fonctions, admettant (étude élémentaire) des asymptotes lorsque a: —+ :l:oo. Les
asymptotes sont les droites d’équation y = igœ. On peut retenir que pour trouver



156 CHAPITRE 6. CONIQUES

les équations des deux asymptotes, il suffit de remplacer le 1 par O dans l’équation
2 2

réduite : la réunion des deux asymptotes est caractérisée par f5 — 4%; = O.

6.5.3 Cas où e = 1

Proposition 6.9 Si e = 1, la courbe I‘ est une parabole. Réciproquement, si 73 est
une parabole, il existe un point F et une droite D tel que 73 soit l’ensemble des points
équidistants de F et de D.

O
Preuve Considérons le point O milieu de [KF] et posons ï =

î
Soit alors

||0 ||
(O, ï, j) un repère orthonormal.

Î’ de sorte que dans ce repère F(123,0), et que la droite D a pour
équation cc = —123.
Un point M est sur I‘ si et seulement si (a: — ’23)2 + 3/2 = (cc + 1202 <=> y2 = 2pœ.
On a obtenu une équation réduite de conique, dont la forme quadratique est dégénérée,
I‘ est bien une parabole.
Réciproquement, soit 77 une parabole. Il existe un repère orthonormal où son équation
est réduite, et on peut ramener cette équation à la forme y2 = kæ.
On peut supposer k > 0, et poser k = 2p; d’après l’étude précédente, en choisissant le
point F023, O) et D la droite d’équation a: = 4’23, l’ensemble des points équidistants de
F et D est bien la parabole 73. E]

Le réel p s’appelle le paramètre de la parabole. Il représente la distance KF, mais
aussi la distance entre F et les points de la parabole qui ont la même abscisse que F.

Posons p =
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6.6 Définition bifocale des ellipses et des hyperboles

Nous sommes toujours dans un cadre euclidien.
Nous avons montré pour chaque conique propre l’existence d’un couple (F, D) de foyer
et directrice. Nous allons réfléchir maintenant à l’unicité éventuelle d’un tel couple.

Le couple (F, D) est unique pour une parabole. En effet il existe un unique repère
orthonormal où une parabole donnée admet une équation cartésienne de la forme
3/2 = 2pæ. L’axe focal est l’axe des abscisses. Sur cet axe, le foyer et le pied de la
directrice sont symétriques par rapport au sommet à une distance FK = p. F et K
sont donc parfaitement déterminés.

Si la conique est une ellipse ou une hyperbole, il existe un unique couple (A, A’) de
droites orthogonales tel que dans un repère lié à ces droites (A: axe des æ, A’=

2 2
axe des y) l’équation cartésienne soit de la forme Ë +

6b—2
= 1 (a,b > 0, 8 = :l:1,

a > b dans le cas d’une ellipse). Le repère n’est pas unique : si (O, 'î', j) est un repère
conduisant à. cette équation, les autres repères possibles sont (O, î', —j), (O, —î', j) et
(O, —ï', —j). En revanche, le couple (a, b) donc c est indépendant du choix du repère.
Les différents choix de repère conduisent à deux couples (F, D) et (F’ , D’) seulement
(symétriques par rapport à l’origine du repère).
Il existe donc deux déterminations possibles seulement pour une ellipse ou une hyper-
bole du couple foyer—directrice.

Proposition 6.10 Soient F et F’ deux points distincts tels que FF’ = 2c.
(1) Soit a un réel vérifiant a > c > 0. L’ellipse de foyer F et F’ et de grand axe 2a est
l’ensemble des points M tels que MF + MF’ = 2a.
(2) Soit a un réel vérifiant c > a > 0, l’hyperbole de foyer F et F’ et d’axe transverse
2a est l’ensemble des points M du plan vérifiant |MF — MF’ | = 2a.

(fiPreuve (1) Soit a un réel tel que a > c > 0. Soit O le milieu de (F, F’), ï:
îIIÛ ||

et j’ un vecteur unitaire tel que (O, ï, j) soit un repère orthonormal. Dans ce repère,
F(c,0) et F’(—c,O).
Considérons le point K(0—62, O) et posons e = â.
Soit 8 l’ensemble des points vérifiant MF + MF’ = 2a. Montrons que 8 est une ellipse
d’excentricité e déterminée par le couple (F, D), D étant la droite orthogonale à (FF’)
passant par K. Notons I‘ cette ellipse et montrons donc que 6' = I‘.
Soit M un point de 1", m son projeté orthogonal sur D et m’ son projeté orthogonal
sur D’ (on considère les symétriques K’ et D’ de K et D par rapport à O).
On a par définition de I‘, MF = eMm et MF’ = eMm’.
On sait que l’ellipse est à la fois dans le demi-plan délimité par D contenant F et dans
le demi-plan délimité par D’ et contenant F’ (I‘ peut être associée au couple (F, D)
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ou au couple (F’ , D’). I‘ est donc à l’intérieur de la bande parallèle délimitée par D et
Dl

A K A _o } K'

On a donc MF+MF’ = e(Mm+Mm’).
Comme M G [mm’], Mm+Mm’ = KK’ = 2%, donc

2 2
MF+MF’=2e“—=2Î“—=2a,c a c

et
M65.

Si M est un point intérieur à I‘, on a de même MF < eMm et MF’ < eMm’ , donc
MF+MF’ < eKK’, soit MF+MF’ < 2a.
Si M est extérieur à I‘ : MF > eMm et MF’ > eMm’, on a donc toujours

MF+MF'>6KK'.

Deux situations sont possibles.
o Si M est dans la bande parallèle limitée par D et D’, alors on a, par le même

raisonnement que précédemment, MF + MF’ > 2a.
o Si M est extérieur à la bande, alors Mm + Mm’ > mm’ = KK’ , on retrouve à

nouveau MF + MF’ > 2a.
On a raisonné par disjonction de cas, on a donc bien établi l’égalité souhaitée. (En
effet, on a montré, en travaillant sur ces inégalités strictes, que si M î I‘, alors M ï 8,
ce qui est la forme contraposée de l’implication à montrer pour établir la seconde
inclusion 5 C I‘.)

O
2 Soit a un réel tel que c > a > 0. Soit O le milieu de F, F’ , ï = et “'un( ) ( )

Il 0 Il
J

vecteur unitaire tel que (O, 77, j) soit un repère orthonormal. Dans ce repère, F(c, O) et
F’ (—c, O). Considérons le point K(ë, 0) et posons e = Ê.
Soit H l’ensemble des points vérifiant IMF — MF’ | = 2a. Montrons que H est une
hyperbole d’excentricité e déterminée par le couple (F, D), D étant la droite orthogonale
à (FF’) passant par K. Notons l" cette hyperbole et montrons donc que H = I‘.
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Soit M un point de P, m son projeté orthogonal sur D et m’ son projeté orthogonal
sur D’ (on considère les symétriques K’ et D’ de K et D par rapport à O).

On a, par définition de I‘, MF = e Mm et par symétrie MF’ = e Mm’.
L’axe des ordonnées (Oy) est la médiatrice de [FF’], donc (Oy) délimite deux demi-
plans, chacun étant l’ensemble des points du plan plus près de F ou plus près de
F’.
Si M est un point de l" du demi-plan délimité par (Oy) contenant F, alors MF < MF’
et |MF — MF’I = MF’ — MF = e(Mm’ — Mm) = emm’ = eKK’ car m e [Mm’].
De même, si M est un point de I‘ du demi-plan délimité par (0g) et contenant F’,
alors MF’ < MF.
et |MF —— MF’I = MF — MF’ = e(Mm — Mm’) = emm’ = eKK’ car m’ E [Mm].
Or, le même calcul que dans le cas de l’ellipse montre que e KK’ = 2a.
On a donc prouvé que M E I‘ => |MF — MF’| = 2a.
Si P est un point de l’intérieur de l" (par exemple à l’intérieur de la branche du côté
de F), on considère le point P1 intersection du segment [PF’] et de la branche située
autour de P : PF’ = PP1 + P1 F’. Par inégalité triangulaire, on a PF < PP1 + PIF
et —PF > —PP1 — P1F. On a donc
IPF — PF’I = PF’ — PF > (PP1 + P1F’)—(PP1 + P117): PlF’ — PlF; OI‘,
P1F’ — P1F = 2a d’après ce qui précède, puisque P1 e l", d’où PF — PF’ | > 2a
Si P était à l’intérieur de l’autre branche, le raisonnement serait identique en échangeant
F et F’, donc IPF’ — PF| > 2a, lorsque P est à l’intérieur de I‘.
Si N est un point de l’extérieur de I‘, on suppose sans nuire à la généralité que N est
dans le demi-plan limité par (Oy) qui contient F : NF’ 2 NF.
Soit N1 le point d’intersection entre I‘ et le segment [NF] : NF = NN1 + N1F donc
et par inégalité triangulaire NF’ < NN1 + N1 F’ .

INF — NF’I = NF’ — NF < (NN1 + N1F’)—(NN1 + N1F) = N1F’ — N1F = 2a
car N E l", et donc INF — NF’ | < 2a lorsque N est à l’extérieur de I‘.
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On a donc vérifié par disjonction de cas que H est exactement l’ensemble des points
N vérifiant INF — NF’I = 2a. Ü

6.7 Exercices

Exercice 6.1.
1° Soit C la conique d’équation 51:2 + yz — 2æy — 6:1: — 10y + 9 = O dans un repère
orthonormal (O, ï, j). Déterminer son équation réduite dans un repère orthonormal.
En déduire la nature de la conique, son excentricité. Préciser un foyer et une directrice.

2° Même question dans les cas suivants :
a) æ2—2œy+y2+æ+y+â=0; b) æ2+2œy+y2+æ+y+1=0;
c) æ2+œy+y2+œ+y+1=0

Exercice 6.2.
1° Montrer qu’une ellipse est parfaitement déterminée par la donnée de ses deux foyers
F et F’ et d’un de ses sommets A. On note 8 cette ellipse.

2° Soit C’ un point du cercle principal de l’ellipse 8 qui se projette orthogonalement
en F sur (FF’). Montrer que le pied K de la directrice associée à F est le point
d’intersection entre la tangente au cercle principal en C’ et la droite (FF’).

3° Montrer qu’une ellipse est l’image de son cercle principal par une application affine
simple que l’on précisera.

4° En déduire une construction point par point de l’ellipse à la règle et au compas,
ainsi que la tangente en chacun de ces points.

Exercice 6.3.
1° Montrer qu’une hyperbole est complètement déterminée par la donnée de ses deux
foyers F et F’ et d’un de ses sommets A.

2° Soit C le point d’intersection entre le cercle transversal de l’hyperbole (de diamètre
[AA’], A’ étant l’autre sommet) et l’une des tangentes à ce cercle issue de F. Montrer
que la directrice D associée à F est la perpendiculaire à (FF’) passant par C’.

3° Montrer que les asymptotes à une hyperbole passent par les points de contact des
tangentes au cercle transversal issues des foyers et par l’origine.

Exercice 6.4. _
1° Montrer qu’une parabole est entièrement déterminée par la donnée de son foyer F
et de son sommet A.

2° En déduire une construction point par point de la parabole connaissant A et F (à
la règle et au compas).
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Exercice 6.5.
1° Montrer qu’une droite rencontre une conique en au plus deux points.

2 2
2° Soit C une conique à centre d’équation réduite ä + sî—z = 1 (5 = :l:1) dans un
repère orthonormal.

moæ
Montrer que l’équation de la tangente au point M0 (:120, yo) est —2+ 53’522 = 1, (on
dit que cette équation s’obtient par dédoublement des termes).a

3° Soit 73 une parabole d’équation réduite 3/2 = 2px dans un repère orthonormal.
Montrer que la tangente à 73 au point M0 (11:0, yo) a pour équation yyo = p(a: + 51:0).

Exercice 6.6. Soit M un point d’une conique propre. La tangente en M coupe la
directrice en T. On veut montrer que l’angle M’F\T est droit.
On considère un autre point M’ de la conique (de la même branche que M si c’est
une hyperbole). La droite (MM’) coupe la directrice en Q. La droite (QF) coupe le
cercle C de centre M passant par F en un deuxième point appelé R. On considère

I

QM . K et K’ sont les projetés orthogonauxl’homothétie h de centre M et de rapport

sur la directrice de M et M’.

1° Montrer que h(M) = M’, h(K) = K’

2°( lVäontrer
que l’image de C par h est le cercle de centre M’ qui passe par F puis que

h R =

3° Conclure en envisageant la situation limite où le point M’ devient le point M.

Exercice 6.7. Soit C une conique à. centre (une ellipse ou une hyperbole). (F, A) et
(F’, A’) sont les deux couples foyers—directrices associés à la conique C. Soit M un
point de C, la tangente à C au point M coupe A en un point T et A’ en un point T’.
h est l’homothétie de centre T qui transforme M en Q (milieu de [TT’]). I‘ est le cercle
de centre M et de rayon MF. Les droites (FT) et (F’T’ ) se coupent en un point R.

1° Montrer que l’image de I‘ par h est un cercle P’ de centre Q et de rayon e - d(Q, A).
En déduire que ce cercle est tangent aux droites (FT) et (F’T’)

2° Montrer que le triangle RTT’ est isocèle en R.

3° En déduire que la droite (MT) est bissectrice du triangle MFF’ .

Exercice 6.8. Montrer que la tangente en un point M d’une parabole de foyer F et
de directrice D est la bissectrice intérieure issue de M du triangle MFm, m étant le
projeté orthogonal de M sur D.





Solutions des exercices

CHAPITRE 1

l. Solutions des exercices sur les espaces affines

Exercice 1.1.

1° a) On doit vérifier que la définition de A—Î—Ü a un sens quels que soient A E E et
Ê E Ê. Or l’hypothèse (z'i’) précise que l’application 0A est bijective quel que soit A,
donc 6:11 est bien définie comme application de vers E (puisque 9 va de E vers
021(7) est donc bien un élément de E parfaitement défini quels que soient A et
On peut donc affirmer que la définition proposée a bien un sens.

Montrons maintenant que Î— est une loi de composition externe. En fait, on l’a déjà
vérifié, puisqu’on a prouvé que pour tous A E E et ÎÎ E Ë), A-T—Ü était un élément
bien précis de E, + est bien une loi de composition externe qui associe à un couple
(A, î) de E x Ê un élément de E.
1° b) On doit montrer que Î— vérifie les trois propriétés (i), (z'z') et (iz'i) de la définition
1.1 p. 1;

— Pour (2'), on doit montrer que A—Îï—Ô> = A pour tout A E E. Or, A—Î—Î> = 921(Ü) est,
par définition d’une application réciproque, et d’après l’hypothèse (722"), un élément
B de E tel que 6’ = 9,4(3) = 0(A, B). Or, on a aussi 0(A, A) + 0(A, A) = (9(A, A)
(en appliquant (i’) avec A = B = C), donc 0(A, A) = Ü. Mais 0(A, A) = 0A(A). On
a donc trouvé deux points, A et B, tels que O = 9A(A) = 9A(B). Comme 0A est
bijective d’après (ii’), on peut conclure que A = B et A-T— 0 = A.

_ Pour (z'z') : Soient A E E et Ü et 7 deux vecteurs de Ë. Posons B = A-Î—Ü,
C’ = B-Î—Ü et D = A—Î—(Ü+Ü). Nous devons montrer que (A-T—Ü)-T-Ü = A-T—(Ü+Î),
soit, en d’autres termes, que C = D.
Or, D = 021(îÎ + Ü), donc 9,4(D) = 0(A, D) = Ü + 7.
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D’autre part B = 021(Ü), donc Ü = 9A(B) = 0(A, B) et C = 05%?) donc
Ü = 03(0) = 0(B, C), donc Ü + 7 = 0(A, B) + 0(B,C) = 0(A, C) (en appliquant
l’hypothèse (i’)).
On a donc Î + 7 = 0(A,C) = 9(A, D), et donc 0,4(0’) = 9,4(D), et puisque 9A est
bijective d’après (z'i’), C = D.

—— Pour (7172i), il n’y a presque rien à faire, puisque, pour tout A E E, on a, quel que

soit Ü e Ê, A-T—Ü = 921(7), donc l’application Ü I—> A-T-Ü n’est rien d’autre que
l’application 6’21, qui est bien sûr bijective, comme réciproque d’une bijection.

En conclusion, -T— est une loi de composition externe sur E qui vérifie les axiomes (i),
(iz’) et (z'z'z') de la définition d’un espace affine, donc (E, Ê, ÏF) est un espace affine sur

2° Soit (E, Ê, +) un espace afline sur Ë. On pose pour tout couple (A, B) d’éléments
de E, 9(A, B) = Ë.
0 est bien une application de E x E vers Ë), et elle vérifie l’axiome (i’) grâce à la
relation de Chasles, puisque ÂB +Ë = 171—3 s’écrit aussi 0(A, B) +0(B, C) = 9(A, C).
Pour (z'i’), soit A un point de E, alors l’application 0A définie par 9,4(B) = 9(A, B) =
AB va de E vers Ë), et elle est surjective, puisque pour tout vecteur Ü de Ë, il existe
B = A+Ü tel que Ü = ÀB = 0(A,B) =0A(B).
0A est injective, car 0A(B) = 9,4(0) => A = Ë => A+ÂB = A+Ë => B = C.

Exercice 1.2. 1° Soit E un ensemble muni d’une loi de composition externe +, à
opérateurs dans qui vérifie les axiomes (z'), (z'z') et (iiz’”), c’est-à—dire tel que

(z‘)VAeE, A+Ü=A;
(a) VAe E, v—zm e Ê, ona (A+Ü)+7=A+(Ü+Ü);
(z'z'z'”) EIA E E, l’application cpA : Ü I—> A + Ü est une bijection de Ë sur E.
On doit montrer qu’on a aussi (iz'z'), c’est-à-dire que pour tout B G E, l’application
(p3 : Ü I——> B + Ü est bijective.
Soit B E E et soit (pB l’application de Ê vers E définie par 905(Ü) = B+Ü. Montrons
que (pB est bijective.
Soit C’ E E. On doit trouver dans Ë un antécédent par (p5 de C. Or, on sait, d’après
(z'z'z'”), qu’il existe un antécédent Ü de C par 90,4, c’est-à—dire un vecteur Ü de
tel que cpA (Ü) = O, ou encore C = A + Ü. D’autre part, toujours d’après (z'z'z'”), B
possède aussi un antécédent par cpA, qui est un vecteur Ê tel que B = A + Ê. Or, on
peut affirmer que B + (—Ë) = A : en effet, on a A = A + Ü = A + (Ê + (—ÎIÎ)) =
(A + Ë) + (—Ë) = B + (—Ê) (on a utilisé (2') puis (iz')).
On peut conclure que Ü = Ü — = —ï3 + Ü est tel que 903(Ü) = C',
puisqueB+Ü =B+(—Ê+7) = (B+(—Ü)) +7=A+7 =C (onaencore
utilisé (ii)).
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On a prouvé que (pB est surjective.

Soient maintenant Ü et 7 deux vecteurs de Ë) tels que <pB(Ü) = 903(7). On a donc
B+îÎ = B+Ü. Or, on a vu qu’on peut écrire B = A+Ë, donc on a (A+Ê)+Ü =
(A + Ê) + î et toujours en utilisant (ii), on a donc A + (Ê + Ü) = A + (Ê + Ü)
ou encore <pA(Ü + Ü) = (pA (Ê + 7) et puisque d’après l’hypothèse (iii”), cpA est
injective, on en déduit 7L3 + Ü = Ë + 7 puis Ü = Ü. On a ainsi prouvé que (,0B est
injective.
En conclusion, (,05 est bijective, ceci pour tout B, donc la propriété (iii) est établie.

ExE—>Ê
2° Soit E un ensemble. On su ose u’il existe une a lication 9 :pp q pp {(A, B) F—> 0(A, B)
telle que
(i’) VA, B, C’ e E, on a 9(A, B) + 0(B, C') = 9(A, C).
(ii”) 3A e E tel que l’application 0A : M I———> 9A (M) = 9(A, M) est une bijection de
E sur .
Il faut montrer que E est un espace affine, et tenant compte du résultat de l’exercice
1.1, il sufiit de vérifier (ii’).
Soit donc un point B quelconque de E. Montrons que l’application 93 : M +—> 9(B, M)
est bijective de E vers .

Soit Ü E Ê. Posons Ê = 0(A, B) + Ü. Puisque 0A est surjective, il existe M E E tel
que «9,4(M) = Ê, donc on a 9(A, M) = 0(A, B) + Ü. Ajoutant le vecteur 9(B, A aux
deux membres de cette égalité, on trouve, en utilisant (i’), 9(B, M) = 0(B, B) + . Or,
l’axiome (i’) appliqué à A = B = C implique que 0(B, B) + 0(B, B) = 0(B, B), donc
6(B,B) = Î), et on a trouvé un point M tel que 05(M) = 6(B,M) = Ü + Ü = Ü.
On a prouvé que 63 est surjective.

Soient C’ et D deux points de E tels que 63(0) = 93(D). On a donc 0(B,C) =
0(B, D) et en ajoutant 0(A, B) aux deux membres, et en appliquant (i’), on obtient
0(A,C') = 0(A, D), soit encore 9,4(0) = 0A(D) et puisque 0A est injective d’après
(ii”), on peut en déduire C’ = D. On a prouvé que 65 est injective.
03 est donc bijective quel que soit le point B, et E est donc un espace affine.

Exercice 1.3.
Soient quatre points A, B, C, D quelconques de l’espace affine E. La relation de Chasles
permet d’écrire d’une art A = A + B et d’autre part A = Ë + DO. On a
donc : A + B—ô = A + Ë, et donc si on a des points qui sont tels que XB) = D ,
alors B = A et réciproquement.

Exercice 1.4. Précisons quelles sont les lois +5, et -,, dans le vectorialisé Va (c’est le
vectorialisé de l’espace V considéré comme espace affine sur lui-même).
Pour tous 33,31€ V, ona-Iay=a+(œ—a)+(y—a) =:1:+y—a.
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De même, pour tous æ E V et /\ 6K, onaÀ'aa:=a+/\(:L'—a) = (1 —À)a+/\œ.
Les lois de Va ne sont donc pas les mêmes que celles de V, sauf si a = 0V : Vov = V.
Remarquons que si a 7è b, on a aussi Va 5è Vb (car æ-I; y 7É Œ'l'g y).

Exercice 1.5.
Supposons que (O, 6—1), . . . , e—n’) est un repère cartésien de E. Cela signifie que (51’, . . . ,e—n’)
est une base de Ê et donc d’une part que et donc E sont de dimension n. Un
argument décisif permettant de conclure est que (X1, . . . ,Xn) est l’image réciproque
de la base (EÏ, . . .,e_n’) par l’application (,00 : M r—> M — O qui sert à transférer
la structure vectorielle de Ë sur E, et par ce transfert de structure, une base est
forcément transformée en une base.

Nous donnons ci—après un autre argument plus élémentaire que nous espérons plus
facile à comprendre.
Montrons que (X1, . . . ,Xn) est une famille libre de E0, qui est aussi de dimension n
(on a vu que (p0 est un isomorphisme).
Soient Al, . . . ,Àn des scalaires tels que /\1 .0 X1-lb ' . ' +0 An .0 Xn = O (il est évident
que O est le vecteur nul de E0).
Ona Ài 'oXi =O+/\i(X,;—O) =O+Àzëî.
D’où /\1°0X1-Ib/\2°OX2 =O+(/\1-OX1 —0)+(/\2 -OX2 —0) = 0+((0+A1e—1’)—
0) + ((0 + Age—z’) — 0) = o + Ale—1’ +A2e—2’.
Par une récurrence facile (mais qui serait lourde à écrire), on en déduit que
A1 .0 X142) . - - —Iz, An .0 Xn = O + Ale—1’ + » . . + Âne—À (cette égalité est indépendante du
fait que les ÎeÎ forment une base). Le fait que A1 -o XHz) - - - —lz, An b Xn = O se traduit
donc par O + Ale—1> + - - - + Âne—n> = O, d’où Ale—1’ + - ° - + Âne—n) = Ü, et tous les À.- sont
nuls puisque (e—l’, . . . ,e—n’) est une base de , donc les X2- forment une famille libre de
E0.

Réciproquement, supposons que (X1, . . . ,Xn) est une base de E0. Cela signifie déjà que
E0, donc , donc E sont de dimensions n. Il suffit alors de montrer que (6—1), . . . ,ëZ)
est une famille libre de Ë.
Soient /\1, . . . ,Àn des scalaires tels que Ale—1> + - . ' + Âne—n) = Î).
On en déduit que O + Ale—1> + . ' - + Ana: = O, et en utilisant l’égalité
/\1 'oXl—Iz, cu-IbÀn °0Xn = O+Àle_1’+n-+)\ne—n> vue plus haut, on adonc
A1 -OX1—|z, ---—Iz,)\n -o Xn = O et tous les Az- sont nuls puisqu’on a supposé que
(X1, . . . ,Xn) est une base de E0, et ainsi on a prouvé que (6—1),” . ,eÎz’) est une famille
libre de .

Exercice 1.6. La direction î d’une variété affine F = A + î d’un espace affine E
de dimension 3 est un sous-espace vectoriel de Ë et a donc comme dimension O, 1, 2
ou 3.
o Si dim—Ë’ = dimF = 0, c’est que î = {Ü}, donc F = A + {Ü} = {A}. F est alors

un singleton.
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o Si dim F = dim F = 1, F est une droite vectorielle, engendrée par un vecteur non
nul Ü, et donc F = A+ < Ü > est la droite affine passant par A, dirigée par Ü
Les sous-espaces affines de dimension 1 sont des droites.

o Si dim = dimF = 2, est un plan vectoriel engendré par deux vecteurs
indépendants (et donc non nuls) Ü et Ü, donc F = A+ < Ü, Ü >. F est un plan
affine. F passe par A, et aussi par-B = A + Ü et par C’ = A + 7. Ce sont trois
points non alignés de E.

o Si dim = 3, c’est que F = Ë, donc F = A + Ë) = E. Le seul sous-espace affine
de dimension 3 d’un espace afline E de dimension 3 est l’espace E tout entier.

Exercice 1.7. 1° Soient A,B deux points distincts d’un espace affine. A 75 B
implique que Ü = A 7E Î), donc le sous-espace vectoriel engendré par '77 est une
droite vectorielle D =< Ü >. Donc D = A + D est une droite affine. Elle passe par A
(proposition 1.9 p. 5) et aussi par B puisque B = A +ÀB = A + Ü E A+ < Ü >= D.
On a ainsi trouvé une droite D qui passe par les deux points distincts A et B. Reste à
prouver que

c’est
la seule.

_)
Soit A = C + A une droite affine passant par A et par B; A est donc une droite
vectorielle engendrée par n’importe lequel de ses vecteurs non nuls. Toujours d’après
la proposition 1.9 p. 5, on peut affirmer queil E A => A = A + A. Mais B E A donc
B e A + A et par conséquent ÀB = Ü E A. Ü est un vecteur non nul de la droite
vectorielle A, donc A =< Ü >= D et A = A + X = A + D = D. On a montré que
D est la seule droite affine qui passe par A et B.

2° On raisonne de la même façon : les points A, B, C’ ne sont pas alignés, donc ils sont
tous distincts, et C’ n’appartient pas à la droite D = A+ < A > passant par A et
B, donc A €< A > et par conséquent les vecteurs A et A sont indépendants.
Ils engendrent donc un plan vectoriel B =< Ë,Ë >. Il est clair que P = A +
passe par A, B et C.
Soit maintenant un plan H = M + H un autre plan qui passerait par A, B, C; H est
un plan vectoriel dont une base est formée par deux quelconques de ses vecteurs pour
peu que ceux-ci sont indépendants. Toujours d’après la propriété 1.9 p. 5, on peut
affirmer, puisque A e H, que H = A + . Mais B e H donc A G et de même
C E H donc A E . (A ,A ) est un couple de vecteurs indépendants de H, donc
c’en est une base et H =< ÂB,Ë>= B), donc H=A+H =A+Î3> =P, il n’ya
donc qu’un seul plan qui passe par A, B, C.

Exercice 1.8.

Une forme linéaire f est une application linéaire de V vers le corps K des scalaires.
Puisque Im f est un sous-espace vectoriel de K, sa dimension ne peut être que 0 ou 1 :
c’est O si f est l’application nulle et Im f = {O}, et c’est 1 dans tous les autres cas, f
est alors surjective.
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Si f est l’application nulle, et si a 7E O, alors f“1(0.) = z n’est pas un hyperplan afline de
V. Et toujours si f est l’application nulle, si a = O, alors f“1(a) = f_1(O) = ker f = V,
qui n’est pas non plus un hyperplan affine de V. Nous venons de traiter les deux
exceptions.

Si f n’est pas l’application nulle, alors f est surjective et f“1(a) n’est jamais vide. Soit
u G f_1(a). Nous allons montrer que f_1(a) = ’u. + ker f et cela suffira pour achever la
démonstration : en effet, d’après le théorème du rang, comme rg f = dim(Im f) = 1,
on est sûr que dim(ker f) = n — 1, si n est la dimension de V. On aura alors prouvé
que f_1(a) est un hyperplan affine de V.
Soit v E f"1(a), on a f(v) = a = f(u), donc grâce à la linéarité de f, f(v — u) =
f(v)—f(u) = a—a = O et v—u e kerf. Puisque v = u+(’u—u), on adonc v E u+kerf.
On a établi l’inclusion f—1(a) C u + ker f.
Soit w G u+kerf. On aw = u+az avec a: G kerf, donc f(w) = f('u.)+f(a:) = a+0 = a,
donc w G f—1(a) et on a établi la deuxième inclusion u + ker f C f—1(a).

Exercice 1.9.

Supposons que Sb aé Z. Alors il existe a. E E tel que f(a) = b. Pour tout a: E Sb, on
a aussi f (æ) = b, donc par linéarité de f, on peut écrire f (a: — a) = f(:L') — f (a) =
b—b=OF, doncœ—aekerf. Or, œ=a+(œ—a.), donc æ e a+kerf. On amontré
que Sb C a + ker f. Or, a. + ker f est un sous-espace afline de E, de direction ker f,
donc si on arrive à. montrer l’inclusion inverse, on aura terminé. Soit y E a + ker f. On
ay—a E kerf, donc f(y) = f(a+(y—a)) = f(a)+f(y—a) = b+0F ='b, donc
y e Sb et on a montré a+kerf C Sb.

Exercice 1.10.

Soit V un espace vectoriel, qui est aussi un espace affine. Soit G = a + W une variété
affine de l’espace affine V. W est donc un sous-espace vectoriel de V. Si 0V G G, alors
d’après la proposition 1.9 p. 5, on peut dire que G = Ov + W = W donc G est un
sous-espace vectoriel de V. Réciproquement, si G est un sous-espace vectoriel, comme
tous les sous-espaces vectoriels, il contient 0V. D

Exercice 1. 11.

1° Par hypothèse î 7è G ; comme ces sous-espaces vectoriels sont des droites vecto-
rielles, on a fl = {Ü} donc et sont en somme directe, et par conséquent
dim(î 69 G) = 1 + 1 = 2 = dimÊ, de sorte que Ë) = î 69 G. On peut appliquer la
deuxième partie de la proposition 1.22 p. 17, et conclure que F fl G est réduite à un
point.

2° Par hypothèse î 7E G; comme ces sous-espaces vectoriels sont des plans vectoriels,
et qu’ils ne sont pas confondus, leur intersection Î’ fl est de dimension strictement
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inférieure à 2. Mais d’autre part, on a

dim(? + Ê) = dim î + dim 3 — dim(? n Ê) = 4 — dim(? n Ê).
Comme î + G C Ë, on a dim(? + G) S 3 et donc 4 — dim(F fl G) S 3, d’où
dim(? n ) 2 1. Comme on a aussi dim( fl ) é 1, on est Sûr que n est une
droite vectorielle D, et donc dim(î + G) = 4 — 1 = 3, donc F + G = Ê, et on peut
appliquer la première partie de la proposition 1.22 p. 17, qui permet d’affirmer que
F fl G 7€ z. En appliquant alors la proposition 1.13 p. 7, on peut afiirmer que F n G
est une variété affine dirigée par n = , qui est, on l’a vu, une droite vectorielle,
donc F fl G est une droite affine.

3° Puisque la droite (G, G) n’est pas faiblement parallèle au plan (F, F), c’est que
z , et par conséquent + est un sous-espace vectoriel qui est strictement plus

grand ue , sa dimension est donc au moins 3, et ne peut être que exactement 3, et
donc + = . Par l’équation aux dimensions, on est sûr que fl = {Ü} (cet
espace vectoriel est strictement inclus dans la droite vectorielle G), donc la somme de

et de G est directe et Ë = F EB G, donc F fl G est un Singleton, toujours grâce à
la proposition 1.22 p. 17.

Exercice 1.12.

1° a) On applique la proposition 1.19 p. 11 ; ici on cherche une représentation
gara—métrique de D = A + avec =< Î > de dimension 1. 7:7 est une base de , on

a p = 1, et la dimension de l’espace est 2, donc il y a deux équations avec un seul
paramètre. On obtient bien, en application de cette proposition, la représentation

Œ=ŒA+Àa

y=yA+À5
1° b) Si b et d ne sont pas tous les deux nuls, il existe un point B (a, c) et un vecteur

non nul 7 (2

paramétrique

) tels que Si D = B+ < Ü >, la représentation paramétrique de la

œ=a+ü
y=c+ü

donc D = A et A est bien une droite.

droite D est exactement le système t E R qui caractérise l’ensemble A,

. \ . , . , . 117 = a .SI b = d = O, le systeme qu1 caracterlse A s’ecrit, quel que SCIt t E R, donc

A est réduit au Singleton formé du seul point B (a, c).

Nous avons prouvé que A est une droite Si et seulement Si (b, d) 7€ (0,0). Dans ce cas,

A passe par B(a, c) et est dirigée par Ü (2).
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Lorsque c’est une droite, A passe par l’origine du repère si et seulement si il existe
O=a a

une valeur t0 du paramètre t telle que + 0
O = C + dto.

On peut interpréter cette condition par le fait qu’il existe t0 E 1R tel que (1, t0) est
b = O

solution du système homogène
au; + y
cas + dy = O.

Ce système qui admet aussi la solution triviale (O, O) n’est donc pas un système de

Kramer, donc son déterminant est nul : on a ad — bc = (cl 2 = 0.

, . , a b ,. .Rec1proquement, supposons que lon a ad — bc =
d l = O. Cherchons s 11 ex1ste

0=a a
t0 E R tel que + 0

Û = C + dto.

Considérons encore le système homogène de deux équations à deux inconnues :
au: b = 0+ y Comme (b, d) 7É (0,0) et comme le déterminant de ce système
ca: + dy = O.

est nul, c’est un système homogène de rang 1, et l’ensemble S des couples (:12, y) de
R2 qui vérifient ce système est une droite vectorielle. Soit (u, v) une des solutions non
nulles. On a donc S =< (u, v) >. Il est impossible qu’on ait u = 0 sinon on aurait
'u 7E 0 et bv = d'0 = 0, ce qui impliquerait (b, d) = (0,0). Donc à(u,v) = (1,750) (en
posant t0 = ä) appartient aussi à S, et on a a + bto = 0 = c + dto, ce qui prouve bien
que A passe par O.

Nous avons montré que A est une droite qui passe par O si et seulement si (b, d) 7è O et
a b
c d

b a I 0 I IÜ (d) comme vecteur directeur, une autre representation parametrlque de A est

_ 'I

{æ—bt t’eR.

= 0. Remarquons que dans ce cas, puisque A passe par O et admet le vecteur

y=dt’

ŒB — a:A

yB - 31A
vecteur directeur, donc une représentation paramétrique de (AB) est

1° c) La droite (AB) passe par A(æA, yA) et admet le vecteur Æ ( ) comme

Œ=ŒA+(ŒB—ŒA)À
AGIR.

y=yA+(yB—yA))‘
On peut aussi écrire ce système sous la forme

{a3

= (1 — À)ŒA + ÀŒB
ÀER.

y=(1—À)yA+À3/B
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(Vous savez peut—être et nous verrons au chapitre 3 qu’on peut interpréter ce dernier
système comme l’affirmation que M est barycentre de (A, 1 — A) et (B, À)).
(La réponse ci—dessus n’est pas la seule possible : voir la question suivante!)

1° d) La droite D et la droite A sont parallèles si et seulement si leurs vecteurs

directeurs sont colinéaires, ce qui se traduit par le fait que 2 Ê ‘= O (avec bien Sûr

(b, d) 7É (0,0) et (fi, 6) 7è (0,0) pour que ce soient bien des droites).
Ces droites sont confondues lorsqu’elles sont parallèles, et qu’en plus on peut trouver
un point de l’une qui appartient à l’autre. Puisque A(a, c) E D, on peut donc affirmer

[3Z 5
= 0 et il existe Ào e R tel queque D et A sont confondues si et seulement si

a=a+flÀo

=7+6À0.0
.

O = 01 — a + ,BÀO

0 = "y — C + ôÀo,

donc en reprenant le raisonnement que nous avons fait pour caractériser qu’une droite

passe par l’origine, elle équivaut au fait que î : Z ç

Cette dernière condition est équivalente à. l’existence de /\0 tel que {

En conclusion, D et A sont des droites confondues Si et seulement si (b, d) 7è (0,0) et

(fl,6)aé(0,d0>etb f =0 et a_Ë|=0
Remarquons que dans ce cas D passe par B(a, ’y), donc en reprenant le même rai-

\ I n . . a: _ G: bsonnement a l’envers, on peut etabhr fac11ement qu’on a aussr
7 d

= 0. Donc

on peut caractériser le fait que les droites sont confondues par la nullité des trois

déterminants, ce qui se traduit par le fait que la matrice (Z :3 2 Ê) est de rang

1 (toujours avec la condition (b, d) 7E (0,0) et (fi, 6) 7É (0,0)).
Les deux droites sont sécantes lorsqu’elles ne sont pas parallèles, c’est-à—dire lorsque

leurs vecteurs directeurs sont indépendants, donc lorsque i 3 ’g 7è 0.

1° e) Tout d’abord il serait suicidaire d’utiliser la même lettre (même si c’est une
« variable muette ») comme paramètre dans les deux représentations paramétriques. Il

:1; = 1 3tfaut considérer que les deux droites sont caractérisées ainsi : D : { ;—+
t

t G R
y = —

I Œ = —2 —
t, I . . . l \ l -et D :

3 t’
t e R. En apphcation de ce qui precede, le determlnant

3/ = — ‘—

3 —1 I l I

1 _1
= -—2 est non nul, donc ces deux dr01tes sont secantes. Les coordonnees du

point d’intersection peuvent se déterminer en résolvant le système de 4 équations à 4



172 SOLUTIONs _DES EXERCICES

inconnues obtenu en réunissant les deux représentations paramétrique; bien sûr, les
valeurs de a: et y permettent à elles seules de répondre au problème. Comme on est
sûr de l’existence et de l’unicité du point d’intersection, il n’est pas obligatoire de
raisonner par équivalences, un raisonnement déductif permettant de trouver les seules
valeurs a: et y possibles serait aussi valable.

”3 + æ + ' œ=1+3t x——g
l Ë ’ l Ë ’ y: —3—t Ë ’ y— _îa:=—2—t 1+3t=-2-t / 3 I- 3/ I t = —t = —ë t t = —îy=-—3—t —3+t=—3—t

Le point d’intersection de D et D’ a donc pour coordonnées (:13, y) = (—-;—, —Ë2’—).

= 1 1 — 2 t1° f) Même démarche : les droites sont caractérisées par D : {æ + ( f) t E Ry=t
œ=\/Ï—t’tA: tER.e {y=—1+(\/Ï+1)t’

Enréférenceàd), onaicia=1,b=1—\/Ï, c=0,d=1,oz=\/Ï,fl=—1,’y=—1,
5 = fi + 1.
Le premier déterminant à calculer est :

1:; 5:11:55 .lww
donc les deux droites sont parallèles.

a — a fi fi — 1 —1 _ _ _ _
—c 5 _1_0

fl'l'lI—(fl 1)(\/Ï+1) 1—0,doncles

deux droites sont confondues. D = A = D n A = (AB) avec A(1, 0) et B(\/Ë, —1).

2° a) On applique la proposition 1.21 p. 14. Ici la dimension de l’espace est n = 2, celle
de la variété affine dont on cherche une équation cartésienne est p = 1, la droite D est
caractérisée par n — p = 1 équation cartésienne, de la forme U113: + u12y = b1. Pour
que le système formé de cette seule équation soit de rang n — p = 1, il est nécessaire
et suffisant que (album) 7E (0,0). En posant un = u, U12 = ’u et b1 = —w, cette
équation est bien équivalente à un: + vy + w = 0 (avec (u, v) 7E (0,0)).
On va utiliser la partie « réciproque » de cette même proposition 1.21 p. 14 : si
(01,5) 7É (0, 0), le système (formé d’une seule équation) aœ + fly + 'y = 0 est de rang 1,
et il admet clairement toujours des solutions (il est toujours possible d’exprimer y en
fonction de a: si [3 7è 0 ou æ en fonction de y si a 7€ 0 et on a toujours a ou fi non nul).
Cette proposition nous permet alors d’affirmer que l’ensemble des points M(as, y) qui
vérifient ce système (d’une seule équation) est une variété affine de P, de dimension

Ensuite on a
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2 — 1 = 1, donc c’est bien une droite. (a, ,8) 7è (0,0) est donc bien la seule condition à
imposer pour que aæ + fly + ’7 = O soit l’équation cartésienne d’une droite A.

2° b) C’est encore une autre partie de la proposition 1.21 p. 14 que nous allons utiliser.
Cette proposition nous permet d’affirmer

_q)ue
la droite A : au: + by + c = 0 admet

comme direction le sous-espace vectoriel A de Ê, caractérisé par l’équation « sans
. —b 1 o l osecond membre » CLŒ + by = 0. Et le vecteur Ü ( a a des coordonnees qui verifient

._>

cette équation donc Ü E A, et comme A est une droite, A est une droite vectorielle
et A =< Ü >, Ü est bien un vecteur directeur de A.

La droite A passe par l’origine O du repère lorsque les coordonnées (:120, yo) = (0,0)
de ce point vérifient l’équation aœ + by + c = 0 de A, c’est-à—dire lorsque c = O.

Œ-ŒA =3J—yA2° c) Par hypothèse, on a donc a 7è O et b 75.0. L’équation cartésienne
a

a donc un sens, et elle est équivalente à ba: — ay + (ayA — bœA) = 0. C’est l’équation
cartésienne d’une droite qui passe par A (ses coordonnées vérifient cette équation) et
dont un vecteur directeur est (en appliquant la question précédente) Ü de coordonnées

(—(;a)) = (g), donc Î = Ü et cette équation caractérise la droite passant par A

et dirigée par Ü, c’est bien une équation de D.

2° d) Les deux droites D et D’ sont parallèles si le système formé de leurs deux vecteurs
_ _ I

directeurs est lié. D est dirigée par Ü ab) et D’ est dirigée par Ü ( a”) ).

—b —b’
al

a a’
b b’

Comme (a, b) et (a’, b’) sont tous deux non nuls, et comme ces deux vecteurs de R2
sont liés, on peut afiirmer qu’il existe k E R* tel que a’ = ka et b’ = kb.

Donc D//D’ 4:» = 0 4:» = 0.

Les deux droites sont confondues si et seulement si leurs équations sont équivalentes,
donc s’il existe A E R* tel que a’ = Àa, b’ ’= Àb et c’ = Àc. En utilisant encore la
proposition 1.21 p. 14, on peut exprimer cette condition en disant que le système

au: b c = O
I

+ yl+ est de rang 1 et possède des solutions, ce qui se traduit par le
aœ+by+c=0

fait que la matrice (Ï, à), 66,) est de rang 1.

a a’
b b’ I710Deux droites sont sécantes lorsqu’elles ne sont pas parallèles, donc lorsque

2° e) La droite D admettant une équation cartésienne du type an: + by + c = O. Comme
elle n’est pas parallèle à un des axes, on a nécessairement a 7E 0 et b 7É 0. Et d’après la
fin de la question 2°b), puisqu’elle ne passe pas par l’origine O du repère, c’est que
C 3€ O. On obtiendra donc une autre équation de D en multipliant celle-ci par à 7é O,
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et on obtient 322+ ây+ 1 = 0 ou encore —%a; — î-y = 1. En posan -—â = a et —% = [3
(c’est possible car a aé 0 et b aé 0), on obtient une équation sous la forme Ë + Ë = 1.
Le point A(a, 0) et le point B(O, fi) ont des coordonnées qui vérifient cette équation,
donc ce sont les points d’intersection de la droite D avec respectivement l’axe des
abscisses (y = O) et l’axe des ordonnées (a: = 0). B est donc l’ordonnée du point
d’intersection de D avec l’axe des ordonnées (on dit que fi est l’ordonnée à l’origine
de D) et a est l’abscisse du point d’intersection de D avec l’axe des abscisses (on
devrait pouvoir appeler a l’« abscisse à l’origine », mais cette terminologie est très
peu utilisée).

2° f) Il suffit de traduire le fait que M e D:
MeA+<îî><=> M—Ae<îî><=> EIAGR|W=AÜ

(:>(m,îî)estlié<=> 55—“ a =O.y—yA 5
2° g) Il suffit de calculer ce déterminant 3 x 3 en soustrayant la première colonne aux
deux autres, puis en le développant par rapport à la dernière ligne :

ŒA œB a: .‘L'A CL’B—ŒA æ—‘æA

yA yB y ==0 s=à yA yB-yA y-yA ==0
1 1 1 1 0 0

4:)
ŒB—ŒA Œ-ŒA

:0
yB-yA y—yA

4:) Æ et ATV! sont colinéaires 4:) M e (AB).

Le même calcul montre que trois points A, B, C sont alignés si et seulement si
117A ŒB 5170
yA yB yc = 0. (Nous retrouverons un autre argument que le calcul pour justifier

1 1 1
cette condition d’alignement après l’étude du chapitre 3).

2° h) Si on connaît une équation cartésienne aa: + fly + 7 = 0 d’une droite D, on

en connaît un vecteur directeur Ü Lfl . Il suffit de trouver un point de la droite.

Par exemple, si a 7è O, on peut exprimer a: en fonction de y, et pour y = 0, on
trouve le point A(—g,0) (si a = 0, on est sûr que B 7E 0 et la droite passe par
le point B(0, —ï)). Une fois qu’on dispose d’un point et d’un vecteur directeur,
écrire une representation paramétrique devient très simple : si a 7è 0, on a par

=_1_t
exemple la représentation paramétrique

æ
ta

fi t E R. Pour B 7è 0, on a la
y=a

a: = —— Àreprésentation paramétrique fi À E R.
y = —% + aÀ
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o A I n I . æ = a + bt

Sl on connalt une representatlon parametrlque de D :
+ dt

t e R, on pourra
3/ = C

trouver une équation cartésienne de plusieurs manières : puisqu’on connaît un point et
un vecteur directeur, on peut utiliser c) ou f) ; mais le plus élégant consiste à éliminer t
entre les deux équations, en multipliant la première par d, la deuxième par b puis en les
soustrayant : on trouve alors très facilement l’équation cartésienne da: — by = ad — bc
qui caractérise bien D.

3° a) Commençons par interpréter l’hypothèse que D1 et D2 sont parallèles. Cela se
1’01traduit par Z l: O, donc il existe k G R" tel que U2 = kul et v2 = kvl.
2

D’autre part, ces deux droites ne sont pas confondues, donc on est sûr que 1.02 7è k'wl.
On doit montrer une égalité entre deux ensembles, donc le raisonnement qu’on fera
consistera à démontrer deux inclusions : toute droite du faisceau est une droite parallèle
à D1, puis toute droite parallèle à D1 est dans le faisceau.

Soit D une droite du faisceau .7-"(D1, D2) d’équation cartésienne MM) = O. Il existe
A1, A2 non tous deux nuls tels que à = A1 qäl + Àgqbg. Une équation cartésienne de D est
donc (Alul +/\2u2)œ+ (A1121 +/\27)2)y+(/\1w1 +À2w2) = 0. Notons que l’affirmation que
D est une droite sous—entend que les coefiîcients de a: et de y ne sont pas Simultanément
nuls.
Utilisons maintenant la relation entre les u, et les v,- rappelée en préliminaire : on peut
écrire l’équation de D sous la forme (/\1 + kÀ2)u1œ + (Àl + kÀ2)v1y+(À1w1 + Àgwg) = 0.

(Àl -I- kÀ2)U1 (Àl + kÀg)’Ul = O pour
U1 711

Il suffit maintenant de calculer le déterminant

constater que la droite D est parallèle à D1.

Si maintenant D est une droite parallèle à D1, si arc + by + c = O est une équation
cartésienne de D, on est sûr qu’il existe une constante A e R" telle que a = Àul et
b = À’Ul.

L’équation de D peut donc s’écrire Aulæ + Avly + Àwl + (c — Àwl) = 0 soit MM) = 0
avec MM) = Àçb1(M) + (c — Àwl).
D’autre part, de la même façon, on a (152(M) = kçbl (M) + (wg — kwl). Il suffit d’éliminer
les constantes entre ces deux équations pour obtenir une relation entre d, q51 et (/52.
Pour cela, on multiplie la première par (7.02 — kwl) et la deuxième par (c — Àwl) puis
on les soustrait, et on obtient :

'

(w2 — kw1)MM) —— (c — Aw1)çb2(M) .—. (s — kwl) — k(c — Àw1))çb1(M). On peut
tout diviser par 7.02 — kwl qui est non nul puisque D1 aé D2. On obtient

wg — kc cMM) :2) qb1(M) + —__/\,:U—z;1q52(M), donc D E .7-"(D1,D2).
2 - kwl w2

3° b) Ici aussi on utilisera un raisonnement par double inclusion.
Tout d’abord, dire que D1 et D2 sont sécantes en Q peut se traduire par le fait que

(151(0) = C262) = O (Q appartient aux deux droites) et l 2:1 il ’7Ê 0 (les deux droites
2 2

sont Sécantes).
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Soit D E .7-"(D1, D2). Alors D admet çb(M) = 0 comme équation cartésienne, avec
45(M) = /\1çb1 (M) + À2q52(M). en particulier, (MS!) = Alélm) + /\2ÇÔ2(Q) = 0, donc D
passe par Q.
Réciproquement, si D d’équation aæ + by + c = çb(M) = 0 est une droite qui passe par
Q, on a (15(9) = 0. On peut donc écrire </5(M) = (MM) — dm) = a(:z: — mg) + b(y — yg).
De la même façon, pour z' = 1, 2, on peut écrire
Ôz‘UV-Ï) = çb,(M) - 42(9) = Uz'(-’L‘ - Œo) + mû! — 3/52)-
Or, l’hypothèse que D1 et D2 sont sécantes se traduit par le fait que (ubvl) et (712,712)
forme une base de R2; donc le couple (a, b) peut s’exprimer comme combinaison
linéaire de ces deux couples : il existe Al et /\2 tels que (a, b) = À1(u1, '01) + À2(U2, ’02)
et donc a = /\1’LL1 + /\2’U.2 et b = /\1’Ul + /\2’l)2.
On a donc çÔ(M) = (À1U1+À2U2)(Œ--ŒQ)+(À101+/\2'1)2)(y—yg) = À1ÇI51(M)—À2@2(M),
donc D G .7-"(D1,D2).

3° c) Cette question n’est pas aussi triviale qu’il y paraît, à. cause de l’existence de
plusieurs équations cartésiennes pour la droite D.
Si D E .7-"(D1, D2), une des équations cartésiennes de D s’écrit sous la forme
À’1q51(M)+ À’zoflM) = 0, soit ( ’1u1 + À’2u2)œ +( ’101 + Àgv2)y +( ’1w1 + À’zwz) = O.
Puisque un: + vy + w = O est une autre équation cartésienne de D, il existe une
constante k telle que u = k(/\’1u1 + À’zug), v = k(/\’1v1 + À’Z’Ug) et w = k(À’1w1 + À’zwg),
d’où le résultat souhaité avec Al = k/Vl et /\2 = kÀ’z.
Réciproquement, c’est évident.

3° d) Si deux de ces trois droites sont confondues, le résultat est évident, car à. la fois
les trois droites sont forcément parallèles ou concourantes (il n’y en a plus que deux
ou même une) et le déterminant possède deux colonnes proportionnelles, donc est nul.

Nous supposerons donc dans la suite que les trois droites sont distinctes. Dire que
les trois droites sont concourantes ou parallèles signifie alors que D3 E .7-"(D1, D2)
(d’après 3°a) et b)) et il ne reste plus qu’à montrer que cette dernière afiirmation est
équivalente à la nullité du déterminant.

a3 ai 02
D’après 3°C), si D3 E .7-"(D1, D2), cela implique que b3 = /\1 b1 +À2 b2 donc

C3 C1 62
a1 a2 a3

le déterminant de ces trois vecteurs colonnes est nul, c’est-à—dire b1 b2 b3 = O.
'

C1 62 C3

0.1 0.2 a3
Réciproquement, si b1 b2 b3 = 0, cela signifie que le système formé par les trois

c1 C2 C3
a,

vecteurs colonnes b,- est lié, et comme les deux premiers ne sont pas colinéaires
Cz'
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(sinon D1 = D2), c’est que le troisième est dans le plan vectoriel engendré par
a3

l
al a2

les deux premiers, donc il existe /\1, /\2 tels que b3 = Al b1 + A2 b2 et
C3 Cl 62

D3 E .7-"(D1, D2), d’après c).

3° e) Il n’est pas besoin de déterminer les coordonnées de A : il suffit de chercher la
droite D dans le faisceau .7:(D1, D2). L’équation de D est donc de la forme
/\(:I:+y—4)+,u(œ—2y+5)=0 <=> (À+u)œ+(À—2,u)y—4À+5u=0.

Cette droite est parallèle à la droite d’équation 3:6 + y = O si et seulement si

l
À + ,u /\ — 2p

3 1
pas unicité de la solution, car si on est Sûr qu’il existe une seule droite passant par A
parallèle à une droite donnée, en revanche cette droite possède une infinité d’équations,
toutes proportionnelles. On peut prendre, pour éviter d’avoir à manipuler des fractions,
À = 7 et p. = 2, et on trouve l’équation (7 + 2)œ + (7 — 4)y — 28 + 10 = 0 (E)
3:1: + y — 6 = O.

=0 <=> /\+/L—3(À—2p)=0 <=> 7p.=2/\. Il n’yaévidemment

Exercice 1.13.

1° a) C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.19 p. 11 : on est en dimension
3, il y a donc trois équations, et P est de dimension 2, donc il y a deux paramètres.

a oz’
Les vecteurs de base de î sont Ü et 7, leurs coordonnées sont B et fl’ d’où

’r ’7’
a: = œA + Àa + ua’

la représentation paramétrique : y = yA + Àfl + nfl’ À, p 6 1R.
z = zA + M + W’

1° b) Soit A le point de coordonnées (a, d, g), et soient Ü le vecteur de coordonnées
b c
e et Ê le vecteur de coordonnées f . Si ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires,
h i .

P= A+ < 7, Ü > est un plan dont une représentation paramétrique est exactement
la même que celle de H, donc H= P est bien un plan.
Si Ü: El—— 0, il est clair que H= {A} et n’est donc pas un plan.
Si Ü et ïÛ sont colinéaires et non tous deux nuls, par exemple si Ü est non nul, alors
il existe k E 1R tel que Ê = k7, donc c = kb, f = ke et z' = kh, et le système qui

w = a + b(t + ku)
caractérise H peut s’écrire y = d + e(t + ku) , (A = t+ ku E R) et caractérise la

z = g + h(t + ku)
droite A+ < 7 >, donc H n’est pas un plan.
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En résumé, H est un plan si et seulement si les triplets (b, e, h) et (c, f, z') ne sont pas
colinéaires. Dans ce cas, H passe par le point A(a, d, g) et sa direction est =< Ü, Ê >

b c
avec 7 e et ÎIÎ f

h z'

' Ce plan passe par 0(0, 0,0) si et seulement si il existe deux scalaires t,u tels que
O=a+bt+cu
0=d+et+fu . On peut interpréter ce système en disant que si Ê est le vecteur
O=g+ht+z°u

a
de coordonnées d , on a Ê = —tÎÎ — uÊ, donc on peut en déduire que le système

9
a b

(Ê, Ü, Ê) est lié, donc le déterminant d e
o g h

minant est nul, les trois vecteurs Î, Ü, Ê forment un système lié, et comme Ü, Ê
sont indépendants, nécessairement ÎÊ est combinaison linéaire de ces deux vecteurs,
ce qui permet d’affirmer qu’il existe t’, u’ tels que Ê = t’Ü + u’Ë et donc, en posant

= O. Réciproquement, si ce déter-
s.k.,(5

0=a+bt+cu
t=—t’etu=—u’,ona O=d+et+fu ,doncIIpasseparO.

0=g+ht+iu
a b c

Finalement, onaOEH 4:) d e f =0.
g h z'

1° c) La méthode la plus simple consiste à se ramener à la question 1°a) en écrivant
(ABC’) = A+ < Æ, Ë >, donc une représentation paramétrique du plan (ABC')

w = :BA + /\(-'L'B — 33A) + Mme — ŒA)
est y = yA + /\(yB — 31A) + #(yc — 31A) ML E R.

z = zA + À(zB — zA) + u(zc — zA)

1° d) Les plans P et Il sont parallèles si et seulement si P = ñ, ce qui peut se traduire
b c

en utilisant les vecteurs directeurs de chacun de ces plans : soit TI’ e , Ê f ,
h z’

fi 7
î 5’ et Ÿ ’7’ ; P et ñ) sont parallèles si et seulement si rg(Ÿ, Ê, î, Ÿ) = 2.

flll ,7”

Pour vérifier cette condition facilement, sachant que par exemple Ü, îÊ sont indé-
pendants (puisqu’on suppose que P est un plan), il faut et il suffit que les deux
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b c [3 b c ’y
déterminants e f [3’ et e f 'y’ soient nuls. Une autre façon de voir les

hifi" hi'y”

_ b c fi ’y
chose : il suffit que la matrice e f B’ ’y’ soit de rang 2.

h z’ ,8” ,YII

Les plans P et H sont confondus lorsqu’ils sont parallèles et qu’en plus, ils ont un point
commun, donc Si A(a, d, g) et B(a, a’, a”), les plans étant parallèles, ils sont confondus

b c a — a
Si et seulement si B e P <=> (7, TÂË) est lié 4:) e f oz’ —- d = 0.

h z' a” —— g
b c fi ’y a — a

En termes de rang de matrice, P = II <=> rg e f fl’ ’7’ a’ — d = 2.
h 7; ,5” 7” a” _ g

En résumé :

b c fi b c 7 b C Ü ”Y
P//l'l<=> e f [3’ = e f 7' =O<=>rg e f B’ ’y’ :2,

h 7, fi” h Z ,7” h z‘ fi” ,YII

b c fi b c 7 a — a b c
P=H4=> e f ,8’ = e f ’7’ = a’—d e f =O

h i [3” h z ’y” a” — g h z
b c fi ’y a — a

4:) rg e f fl’ 7’ oz’ — d = 2
h ’i ,5" ,YII a” _ g

b c ,6 b c ’y
et bien sûr (P et H sont sécants) <=> e f fl’ 7E 0 ou e f ’y’ 7É O

h z' ,8” h z ’y”

b c fl 7
4:) rg e f fl’ ’7’ = 3

h i fil] 7”

1° e) Il y a un petit piège dans cette question, c’est que les paramètres utilisés pour
les deux plans sont les mêmes. Il serait catastrophique d’essayer de résoudre tel
quel le système de six équations qu’on obtient en juxtaposant les deux représen-
tations paramétriques. Ce n’est possible qu’en changeant les noms des paramètres
d’une des deux représentations, par exemple en écrivant que P’ est caractérisé par

a: = —2 — t’
'

y: —3—t’—2u’ t’,u’ E R.
z=t’+u’
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On peut alors résoudre le système de 6 équations à 7 inconnues æ,y, z, t, u, t’ ,u’ :
iæ=1+3t—u
y=—3—t
z=uS

()Jœ=—2—t’
y=—3—t’—2u’
,z=t’+u’

que cela donne.

æ=1+3t—u
y=—3—t

(S)<=>
z=u
1+3t—u=—2—t’
—3—t=—3—t’—2u’

,u=t'+u’

’a:= 3t—u+1
y=—t —3

<z=
u(E)

t — t’—2u’= O
—u+4t’_+6u’=—3

k u— t’— u’= O
:12: 3t—u+1
y=—t —3

4:) z: u
t — t’—2u’= 0
—u+4t’+6u’=—3

x 3t’+5u’=——3
{t’=—%u’—1

<=>

y=-(%U’-1))-3=
__ __g Ikz— 1 3U

—1)+1=—1+gu’
—2—%u’

mais cette méthode est « lourde ». Voyons quand même ce

æ: &—u+1

u=4(—%u’—1)+6u’+3= —äu’—1

J
t=(—gu’—1)+2u’=31-u’—1
:1: = 3(àu’ —— 1) — (—âu’

y=——t —3
Z: U

(E)
3t—u+t’ =—3

—t +t’+2u’= O
u—t’— u’= 0

(L4(——L5)

(L5(—L4+3L5)

(Lôé—L6+L5)

(u’eR)

Les valeurs de t, u, t’ n’ont pas d’importance, et on considère u’ comme un paramètre,
on a donc obtenu, avec les trois dernières équations, une représentation paramétrique de
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a: = —1 + âu’
l’intersection de P et P’, qui est y = —2 — âu’ ; en posant /\ = èu’ , pour simplifier,

z = —1 — äu’
a: = —1 + 5A

on obtient y = —2 — À et on a montré que P fl P’ est la droite A = A+ < Ü >
z = '—1 — 2/\

. , 5
avec A(—1,—2,—1) et Ü —1

——2
D’autres méthodes sont plus efficaces, en particulier, déterminer une équation carté-
sienne de_ chaque plan, ou d’un des deux, comme nous le verrons en 2°.
Le résultat ne devrait pas dépendre de la méthode, mais on ne tombera pas toujours
ni sur le même point A, ni sur le même vecteur : tout vecteur colinéaire à est
valable, et tout point A’ tel que AA’ est colinéaire à Ü convient aussi; par exemple
on pourrait tomber sur A — Ü = B(—6, -—1, 1) et A + Ü = 0(4, —3, —3) qui sont les
points de coordonnées entières les plus proches de A.

2° a) On applique la proposition 1.21 p. 14, et donc ici un plan‘ de dimension p = 2 dans
un espace affine de dimension n = 3 est caractérisé par un « système » d’une (3—2) seule
équation linéaire, à trois (dimension de E) inconnues, de la forme uæ + vy + wz = h.
D’après la réciproque de cette même proposition, pour qu’une équation de ce type
caractérise un plan il suflît que le système qu’elle forme à elle seule soit de rang
n — p = 1, donc que les trois coefficients u, 12,11) ne soient pas simultanément nuls.

2° b) La direction Î du plan H z aa: +by+cz = d est caractérisée par aæ+by+ cz = 0
(toujours d’après la proposition 1.21 p. 14) et les coordonnées des vecteurs Ü et Ü
vérifient visiblement cette équation, donc ce sont des vecteurs de ce plan. En revanche,
il n’est pas certain que =< Ü, 7 > car il n’est pas certain que les vecteurs
Ü, 7 soient indépendants ni même non nuls. Étudions le caractère libre ou non du
système (TÏ, 7). /\ et ,u sont deux scalaires tels que ÀÜ + ,uÜ = Î) si et seulement si

—Àb—,uc=0
Àa=0
ua=0.

Si a ÿé 0, alors on est sûr que le système est libre. En revanche, si a = O, le système
(—11?) est clairement lié. Donc les deux vecteurs proposés engendrent si et seulement
äa%0

0
Il est facile de fabriquer d’autres vecteurs de Î : par exemple le vecteur Ë —c

b
est clairement un vecteur de ce plan vectoriel, et si b 7E O, alors (Ü, Ê) est libre, et
si c 7E O, alors c’est le système (7,13) qui est libre. Comme au moins un des trois
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nombres a, b,c est non nul, on dispose ainsi d’une base de Îl) qui est selon les cas
(7:7, Ÿ), (Ü,

g)
ou (Ü, Ê). D’ailleurs, on peut aflîrmer que dans tous les cas, on a

H =< , , >.

L’énoncé demandait de trouver encore un autre vecteur dans Il non colinéaires aux
—b—c

précédents. On peut choisir le vecteur ÎÎ + Ü + Ë = a — c , par exemple est un
a + b

vecteur qui convient, ainsi d’ailleurs que tout vecteur s ’écrivant comme combinaison
linéaire de Ü,

2° c) Les plans P : aa: + by + cz = d et P’ : a’a: + b’y + c’z—- d’ sont
parallèles

si et seulement si leurs directions respectives P : arc + by + cz —-—0 et P’
a’a: + b’y + c’z = 0 sont des plans vectoriels confondus, ce qui nécessite que le système

a2: + by + cz = O , _ A . a b c .
, , , ou, ce qu1 rev1ent au meme, sa matrlce , b" , so1t de

aœ+by+cz=0 a c
rang 1, donc qu’il existe k E R" (k est forcément non nul pour que P et P’ soient bien
des plans) tel que a’ = ka, b’ = kb et c’ = kc. En terme de déterminants, on peut

b a c b c _ 0, . . . acaracterlser cette cond1t10n par a’ b’ b’ cr

Les plans P et P’ sont confondus si étant parallèles, ils ont, en plus, un point commun.
Mais s’ils sont parallèles, l’éequation de P’ s’écrit k(aæ + by + cz)—— d’, et puisque
A(æA,yA,zA) É P, on a P= P’ 4:) A E P’ 4:) k(aa:A + byA + czA)-— d’<=)
kd = d’ puisque aæA + byA + cyA = d (A e P).
Finalement, on peut donc conclure que P = P’ <=> 3k E R tel que a’ = ka, b’ = kb,
c’ = kc et d’ = kd.

Les plans P et P’ sont sécants si et seulement si ils ne sont pas parallèles, donc si et
b a c ba c

est nona’ b’ b’ c’seulement si un au moins des trois déterminants ,
nul.

2° d) Puisque le plan P : au: + by + cz = d ne passe pas par l’origine, alors d 76 O;
d’autre part le vecteur ï n’appartient pas (pour que l’axe Orc ne soit pas faiblement
parallèle à P), donc a 74 0 (les coordonnées (1, O, 0) de '2' ne doivent pas vérifier
l’équation homogène a3: + by + cz = O de ) ; de même b 7è 0 et c

7&3
0. On a donc :

aœ+by+cz=d (=> a’œ+b’y+c’z=1aveca’=— b,’
%,c1’-

— C—.ommea,b, c
soient tous trois non nuls, en posant à = a = g, à =dfl = g dlt6—, -—-’y-— —, on trouve

a:
bien qu’une équation cartésienne de P est

a
+ Ë +

ç
= 1.

'
æ zSi le plan P admet une équation cartésienne du type
a

+ E + — = 1, alors a
’Y

peut s’interpréter comme l’abscisse du point d’intersection A de P avec l’axe 0:1:
(caractérisé par a: = y = O), puisque A(a, 0, O) e P, de même, B est l’ordonnée du point



1. SOLUTIONS DES EXERCICES SUR LES ESPACES AFFINES 183

B d’intersection de P avec l’axe Oy (caractérisé par :1: = z = 0) puisque B(0, ,8, 0) G P
et ’y est la cote (la troisième coordonnée) du point C d’intersection de P avec l’axe
Oz (caractérisé par æ = y = O) puisque 0(0, 0, ’y) E P.

2° e) L’hypothèse sous-entend que < Ü, 7 > est un plan vectoriel, donc que (Ü, 7)
est libre. Un point M(æ, y, z) appartient à P = A+ < Ü, Ÿ > si et seulement si il
existe des scalaires /\, ,u. tels que A = ÀÜ + ,uÜ ce qui est équivalent (c’est là qu’on
utilise le fait que (Ü, Ü) est libre) au fait que le système de trois vecteurs (m, Ü, 7)
est lié, ce qu’on peut caractériser par la nullité du déterminant de leurs coordonnées,

a: — 22A a a’
c’est-à—dire par y — yA fi fl’ = O. En développant ce déterminant par rapport à

z - ZA ’Y ’7’
la première colonne, on trouve l’équation cartésienne

,8 ,8, a! O! a!
I

6 [8/

a
’7 ’7’ "7 7

2° f) On peut calculer le déterminant 4 x 4 de cette question en soustrayant la première
colonne de chacune des trois autres, puis en le développant par rapport à la dernière

(œ—œA)- (y-yA)+ (z—zA)=O.

ligne:
ŒA :173 Œc :1: ŒA ŒB —:17A SEC.- ŒA Œ—fL‘A

31A yB 3/0 3/ =O<n=r yA ’yB-yA yC-yA y—yA :0
ZA ZB ZC z zA zB — ZA zc — zA z — zA
1 1 1 1 1 O 0 O

ŒB—ŒA æC—æA {li—112,4

ä—yB—yA yC-yA y—yA :0.
zB—zA zC—zA z—zA

Or, la question précédente a montré que cette dernière équation caractérise le plan
passant par A et dirigé par le plan < Ë,Ë >, qui n’est autre que le plan passant
par A, B, C’. (L’hypothèse supposait implicitement que ces points A, B, C’ ne sont pas
alignés, donc que les vecteurs E, A sont indépendants).

Si les trois points A,B,C’ ne sont pas alignés, les quatre points A,B,C,D sont
coplanaires si et seulement si D appartient au plan défini par les trois points A, B, C,

ŒA 117B ŒC’ ŒD
'yA yB 3/0 yD
z zB ZC ZD

1 1 1 1

donc d’après ce qu’on vient de voir, si et seulement Si

Si les trois points A, B, C sont alignés alors les quatre points A, B, C’, D sont forcément
517A ŒB «’L'C' 33D
31A ZIB yC yD
z zB zc zD

1 1 1 1

coplanaires, et il reste à prouver que le déterminant est forcément
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nul dans ce cas. Or, on peut encore calculer ce déterminant en soustrayant la première
colonne à la deuxième et à la troisième, et on trouve

ŒA ŒB {L'a {BD ŒA IBB —.’17A flic—(13A ŒD

31A 3/3 3/0 31D = 31A yB - yA yc - 31A yD Mais Æ et Ë sont des
ZA ZB ZC ZD ZA zB — ZA zc - ZA ZD

'

1 1 1 1 1 O O 1
vecteurs colinéaires (puisque A, B, C sont supposés alignés), et les coordonnées de
ces deux vecteurs (qu’on retrouve dans les colonnes 2 et 3 de ce déterminant) sont
proportionnelles. Donc ce déterminant a deux colonnes proportionnelles et il est donc
nul.

En résumé, on a bien prouvé que
33A ŒB ŒC ŒD
31A yB ZIG 31D
ZA ZB ZC' ZD
1 1 1 1

A, B, C’, D sont coplanaires 4:)

2° g) Si on connaît l’équation cartésienne d’un plan, on a vu comment trouver deux
vecteurs formant une base de sa direction en b), et on peut facilement trouver un
point en fixant des valeurs arbitraires pour deux des coordonnées et en calculant la
troisième.

Par exemple, si a 74 O, une représentation paramétrique du plan P : arc + by + cz = d
_ _i _ _a: — a bÀ c,u.

est y = a/\ (À,,u e R)
z = au

On a vu, réciproquement, en e), comment écrire une équation cartésienne d’un
plan dont on connaît un point et une base de la direction, ce qu’on lit directe-
ment dans une représentation paramétrique : une équation cartésienne du plan

æ=a+w+w
H: y=d+et+fu (t,uER)est

z=g+ht+iu
æ—a b c e b c b cy—d e f =0<=> h f(æ—a)—lh il(y_d)+’e

f(z—g)=0.z — g h i

3° a) Si P1 et P2 sont deux plans parallèles, d’après 2° c), il existe k E 1R tel que
U2 = kul, ’02 = kvl et w2 = k'wl, mais hg 75 khl puisque ces deux plans sont supposés
distincts. Un plan P du faisceau .F(P1, P2) possède une équation cartésienne du type
À1Ô1(M) + Àzçbz (M) = O, qui S’éCI‘Ît

Album: + 'uly + wlz + h1)+ À2(uzæ + vgy + wzz + ’12): O 4:)
(Àl + kÀ2)U1Œ + (Àl + k/\2)v1y + (Àl + kÀ2)w1z + Àlhl + À2h2 = Û.
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Cette équation est celle d’un plan parallèle à P1 d’après 2°C).

Réciproquement, si II est un plan parallèle à P1, il possède une équation du type
çb(M) = uœ+vy+wz+h = O avec u = au1,v = avl et w = aw1(a e R).
Montrons qu’on peut trouver A1, /\2 E R tels que u = Alul + À2U2, v = A1121 + /\2’1)2,
w = A1101 + Àgwg et h = /\1h1 + Àghg, ce qui prouvera que H E Ï(P1,P2).

En utilisant toutes les hypothèses, ces quatre équations peuvent s’écrire

aul = (A1 + kÀ2)u1
01121 = (/\1 + kÀ2)vl À1 + k Àg = a
awl = (À1 + kÀ2)w1 h1À1 + h2À2 = h

h = /\1h1 + Àzhg
(au moins un des trois nombres 114,121, wl est non nul pour que P1 soit un plan).
Ce système de deux équations à deux inconnues (À1,À2) possède une unique solution

1 k
h1 h2

couple solution (A1, A2) de ce système (qu’il est inutile de déterminer) 1 est tel que
à = À1ÇÔ1 + /\2(]52, donc H E .7:(P1,P2).

car son déterminant est = hz — khl 7è O comme on l’a vu plus haut. L’unique

U1 101
U2 ’wg

U1 ’01

U2 712
3° b) Si P1 et P2 sont sécants, au moins un des trois déterminants , ,

:1 wl est non nul. Soit A = A+ < l7 > la droite d’intersection de P1 et P2. Soient
2
a
fi les coordonnées de Ÿ, et (33A, yA, zA) celles de A. Par définition, les points M
’Y

de A sont dans P1 et dans P2 donc sont tels que çbl (M) = d2(M) = O. Donc quels que
soient À1,/\2 E R on a (Àlçb1 + À2çb2)(M) = O, ce qui prouve que A est incluse dans
tous les plans du faisceau .F(P1, P2).

Réciproquement, soit H : qS(M) = uæ+vy+wz + h = O un plan contenant la droite A.
Le vecteur directeur 7 de A est donc dans ñ), donc on a uoz + ’Ufl + w’y = 0. Comme
ce vecteur appartient aussi par définition à P1 et à P2, ses coordonnées sont un triplet

ua + vfl + w’y = 0
non nul solution du système ulo: + v1 B + wlfy = O

azoz + vzfl + w2’7 = 0-
Ce système est donc de rang strictement inférieur à 3, et _comme (U1, 121,101) et
(U2, v2, wg) sont des triplets indépendants (puisque les plans sont sécants), on est Sûr
que (u, 12,10) est combinaison linéaire de ces deux triplets, donc il existe /\1, /\2 G R tels

Avec la méthode de Kramer, on trouve quand même aisément ces valeurs : Al = Èh+m et
À _ k—ah; _2 — hg—khl
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que u = Alul +/\2uz, v = Alvl +À2222 et w = Àlwl +À2w2. L’équation cartésienne de lI
dont on est parti peut donc s’écrire Al (U151: + vly + 'wl z) + /\2 (U227 + vzy + wzz) + h = 0.

Or, on a aussi A E H, donc on a Al(ulœA+v1yA+w1zA)+/\2(U21:A+vzyA+w2zA)+h =
0.
Mais A E P1 et A E P2, donc pour z' = 1,2 on a uiæA + ’Uz'yA + wizA = —h,- et on a
donc —/\1h1 — Àghz +h = 0, ce qui prouve que qä = Àlqh +À2çb2 et donc Il E .7-'(P1, P2).

On a prouvé que .7:(P1, P2) est l’ensemble des plans contenant la droite A.

3° c) Il ne faut pas croire qu’il n’y a rien à. démontrer dans cette question. En effet, la
définition du faisceau de plan donne qu’un plan est dans ce faisceau lorsqu’une de ses
équations est de la forme (15(M) = (Àlçbl + Àgçb2)(M) = O. Ici, on part d’une équation
quelconque MM) = uœ + vy + wz + h = O du plan P, ce n’est pas forcément, a priori,
celle qui convient.

u = /\1U1 + /\2’LL2

v = A v À
Il est clair que s’il existe /\1, Àg E R non nuls tels que 1 1 + 2112

w = Àl’UJ1 + Àg’wg

h = À1h1 + /\2h2,
alors P E .7-"(P1,P2).

Réciproquement, si P 6 .7:(P1, P2), soit d’ (M) = u’œ + v’y+w’z + h’ = 0 une équation
u’ = ’1’u1 + À’2u2
’U’ = ’1v1 + X2112
w’ = À’lwl + X2102
h’ = À’lhl + À’2h2.

Puisque çb(M) = 0 et çb’ (M) = 0 sont deux équations cartésiennes du même plan, il
existe k E R* tel que 45 = kçb’, c’est-à-dire u = ku’, v = kv’, w = kw’ et h = kh’. On en

u = k/Vlul + ICÀ’Z’UQ

'v = kÀ’lvl + kÀ’2v2
w = kÀ’lwl + k/V2w2
h = kÀ’l hl + kÀ’2h2

u = Àlul + Àgüg

cartésienne de P pour laquelle il existe ( ’1, ’2) 7è (0, 0) tel que

déduit que donc il existe bien (À1,À2) = (kÀ’1,k/\’2) 7€ (0,0)

’U = /\1’U1 + Àg‘vz
tel que

w = /\1w1 + Àn
h = /\1h1 + Àghg.

3° d) Pour déterminer l’intersection P1 fl P2 fl P3, il suffit de résoudre le système
G13: + b1y + Ciz = —d1

de 3 équations à 3 inconnues 02:17 + bzy + n = —d2 car chaque solution de ce

G393 + b3y + n = -d3
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système est le triplet des coordonnées d’un point qui appartient aux trois plans. Donc
l’intersection de ces trois plans est réduite à un point Si et seulement si ce système
possède une solution unique et un système linéaire de 3 équations à 3 inconnues
possède une solution unique Si et seulement il est de rang 3 donc si et seulement si son

01 02 03
déterminant est non nul, ce qui s’écrit ici : b1 b2 b3 çé 0.

Cl 62 C3

3° e) Supposons que l’intersection des quatre plans est non vide.
Soit A(æA, yA, zA) E P1 flPgflP3flP4, alors on est sûr que (æA, yA, zA) est une solution

a1œ+b1y+c1z+d1 =0
a2æ+b2y+c2z+d2 =0
a3æ+b3y+c3z+d3 =0

(1.4112 + b4y + C4z + (l4 = Û,

donc (a:A, yA, zA, 1) est un quadruplet non nul solution du système homogène de quatre
(1.133 + bly + clz + d1t= 0

azœ + bgy + n + dgt = O
C31: + b3y + n + d3t = 0
C41: + b4y + C4z + d4t = 0.

a1 b1 Cl dl

Ce système est donc de rang strictement inférieur à 4, et on a a2 b2 c2 dz = 0.a3 b3 63 d3
a4 b4 C4 d4

(Si son déterminant était non nul, ce système admettrait une solution unique, or, il en
admet au moins deux : le quadruplet (asA, yA, 2A, 1) et la solution triviale (0,0, O, 0)).

du système de quatre équations à trois inconnues

équations à quatre inconnues a1, y, z,t :

Supposons maintenant qu’il existe une droite A, dirigée par un vecteur non nul ÎÎ de
a

coordonnées fi qui est faiblement parallèle aux quatre plans. Alors ce vecteur Ü
’Y

appartient à chaque direction Hi, qui admet comme équation aia: + biy + ciz = O.

Le triplet (a, 5,7) est donc solution non triviale du système de quatre équations
0,1111 + b1y + 612 = 0

œæ+®y+œz=0
C33: + b3y + c3z = O
0,41: + b4y + C425 = 0

nul solution du système homogène de quatre équations à quatre inconnues :13, y, z,t :

à trois inconnues , donc (a, Byy, O) est un quadruplet non
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alu: + bly + C1z + dlt = O
0.21} + b2y + 622 + d2t = 0

a3a: + bgy + C32: + d3t = O
(14:11 + b4y + C42! + d4t = O.

Pour la même raison que dans le cas de plans sécants, ce système a donc son déterminant
a1 b1 Cl dl

0,2 b2 Cg dz

as b3 03 d3
a4 b4 C4 d4

qui est nul et on a bien, dans ce cas aussi = O.

a1 b1 Cl dl

a2 b2 62 dg

03 b3 C3 d3
a4 b4 C4 d4

alœ + bly + clz + dlt = 0
agœ + bgy + n + dzt = O
0,33: + b3y + C3z + d3t = 0
(14:1: + b4y + C4z + d4t = 0

une solution non triviale (à, flyy, ô) 2. Tout quadruplet du type (Àa, Àfl, A7, Àô) est
aussi une solution de ce système.
Si ô 7E O, alors, en choisissant /\ = à, on trouve une solution de la forme (a’, fl’, ’y’, 1),
donc le point A(a’ , ,B’ ,7’) a des coordonnées solution du système de quatre équations

a1m+b1y+c1z+d1=0
a2æ+b2y+02z+d2=0
a3æ+b3y+C3z+d3=0
a4æ+b4y+C4z+d4 :0

quatre plans Hi, et l’intersection de ces quatre plans est non vide.
Si 6 = O, alors le triplet (a, fi, 7) (qui est forcément non nul) est solution du système

0158 + b1y+ clz = 0
(L251: + bgy + n = O
a3œ + b3y + C3z = O

04-73 + b4y + C4z = O

Réciproquement, supposons que le déterminant est nul. Alors le

système de quatre équations à quatre inconnues admet

à trois inconnues c’est donc un point appartenant aux

homogène de quatre équations à trois inconnues donc le

L’ensemble solution de ce système est un sous-espace vectoriel de 1R4, noyau de l’endomorphisme dont
al b1 61 d1
a2 b2 C2 d2
a3 b3 63 d3
a4 b4 C4 d4

puisque son déterminant est nul, il n’est donc pas injectif, et son noyau n’est pas réduit à (O, O, O, 0).

la matrice pour la base canonique est ; cet endomorphisme n’est pas bijectif,
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a
vecteur non nul Ü fi appartient aux quatre directions de plans Îi, et toute droite

A dirigée par Î est faiblement parallèle aux quatre plans Hi.

(La technique utilisée dans cet exercice, consistant à utiliser des quadruplets au lieu
des triplets de coordonnées, est à. rapprocher de ce qu’on fait au chapitre 3, dans
l’espace universel, avec des coordonnées augmentées.
Avec un point de vue de géométrie projective (dont nous étudierons quelques rudiments
au chapitre 4.1), lorsqu’une droite est faiblement parallèle aux quatre plans, on peut
aussi considérer que le point à l’infini de la droite projective qu’elle représente (dans la
carte affine qu’est l’espace E) est à l’intersection des quatre plans projectifs représentés
par les plans affines. De ce point de vue, 1e déterminant 4 x 4 qu’on a étudié dans
cette question est nul si et seulement si les quatre plans ont un point commun, qui est
éventuellement un point à. l’infini. )

Exercice 1.14.

1° a) On applique la proposition 1.19 p. 11 ; ici on cherche une représentation ara-
métrique de D = A + avec =< Ü > de dimension 1. Ü est une base de ä, on
a p = 1, et la dimension de l’espace est 3, donc il y a trois équations avec un seul
paramètre. On obtient bien, en application de cette proposition, la représentation

:1: = azA + Àa
paramétrique y = yA + Àfl /\ E R.

z = zA + À'y

b
1° b) ,Si b, d, f ne sont pas tous les trois nuls, on considère le vecteur non nul Ü d‘ f
et le point A(a, c, e). La représentation paramétrique de la droite D = A+ < Ü >

æ=a+w
est exactement le système y = c + dt t E 1R qui caractérise l’ensemble A, donc

z = e + ft
A = D est bien une droite. Si b = d = f = 0, il est clair que A = {A} est un singleton.
Donc A est une droite si et seulement si (b, d, f) 7É (0, 0, 0). Dans ce cas, un point

b
de A est A(a, c, e) et un vecteur directeur de A est Ü d , comme on vient de le

f
voir. Cette droite passe par O lorsqu’il existe t E R tel que O = A + tÜ, c’est-à—dire
lorsque les vecteurs Ë et Ü sont colinéaires, ce qui équivaut au fait que les triplets
(a, c, e) et (b, d, f) sont proportionnels, ou encore au fait que les trois déterminants
(1.60.6 c

esontnlsbd’bf’df u'



190 SOLUTIONS DES EXERCICES

1° c) Il suffit d’écrire qu’un vecteur directeur de la droite (AB) est Ë et qu’elle passe
a: = ŒA + /\(:L'B — 33A)

par A, on obtient la représentation paramétrique y = yA + /\(yB — yA) A E R.
z = zA + À(zB — zA)

1° d) Les droites D et A sont parallèles lorsque leurs vecteurs directeurs (respectivement
b fi

ïÎ d et î fl’ ) sont colinéaires, ce qui se traduit par le fait que les trois
f ,8”

dîterräiinants d'
fi ,B’

,
fi

,5]; , B’
Â, sont nuls.

Les droites D est A sont confondues lorsqu’elles sont parallèles et ont un point commun.
Soit A(a, c, e) et soit B(a, a’, a”). Les droites D et A sont confondues si et seulement
si elles sont parallèles et qu’on a B e D c’est-à—dire Ë colinéaire à Ü (et donc aussi
à î).
Finalement, on peut conclure que D et A sont confondues si et seulement si les trois
triplets (a — a, a’ — c, a” — e), (b, d, f) et (,8, fl’, fi”) sont proportionnels ce qui peut

a — a b fi
aussi se traduire par le fait que la matrice a’ — c d B’ est de rang 1.

au _ e f ,8”
Ces deux droites sont sécantes lorsqu’elles ne sont pas parallèles et qu’elles ont au
moins un point commun, ce qui peut se traduire par le fait que le système suivant, de
six équations à cinq inconnues (æ, y, z, t, /\), possède une solution unique.

%=a+w œ=a+ü
y=c+ü y=c+ü
Iz=e+ft 4:)

z=e+ft
æ=a+B/\ a+bt=oz+flÀ
y=a’+fl’/\ c+dt=a’+fl’)\
kz=a”+fl”)\ e+ft=a”+,8”)\.

Il est clair que si on trouve une solution unique pour le « sous-système » formé par
les trois dernières équations, alors le système complet admettra lui aussi une solution
unique. Etudions ce sous-système :

a+bt=a+fl/\ bt—flÀ=oz —a
c+dt=a’+B’/\ 4:) dt—fl’À=a’—c
e+ft=a”+B”À ft—fl”À=a”—e.

Si ce système (de trois équations à deux inconnues) admet une solution (t0, A0), c’est
que le triplet (t0, Ào, 1) est une solution non nulle du système de trois équations à trois
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bt—fl À—(a —a)u=0
inconnues (t, A, u) : (E) dt — fl’ À — (a’ — c)u = 0 donc que le rang de ce système

ft — fl”/\ — (a” — e)u = O.
b fi a — a

(qui est le rang de la matrice A = d fl’ a’ — c ) est strictement inférieur à 3.
f Bu a” _ f

Or, le fait que les droites ne sont pas parallèles implique que les deux premières
colonnes de cette matrice sont indépendantes, donc que le rang de cette matrice est 2.

b fl a — a
Réciproquement, si le rang de la matrice A = d [3’ oz’ — c est 2, les deux

f ,6” a” _ f
premières colonnes de A étant indépendantes, alors la troisième colonne est combinaison
linéaire (de façon unique, d’ailleurs!) des deux premières, donc il existe [1,1/ E R tels

a — a = ub + Vfl
que oz’ — c = ,ud + Vfl’ ce qui montre que le système (E) possède une unique

au _e =flf+VIBII
solution qui est (t, A) = (,u., —1/).
Finalement, on a montré que les deux droites D et A sont sécantes si et seulement si

b B a — a
rg d fl’ oz’ — c = 2, les deux premières colonnes de cette matrice étant indé-

f ,6” a” _ f
pendantes.

1° e) Le plus simple est de former la matrice A de la question précédente et d’étudier
b B a — a 3 —1 —3

son rang; ici, on a A = d fl’ oz’ — c = —1 1 0 . Les deux premières
f ,8” O!” _

f 2 1 O

colonnes de cette matrice sont clairement indépendantes, donc on peut déjà affirmer
que les droites ne sont pas parallèles (ni a fortiori confondues) et comme le déterminant
de cette matrice est detA = 9 7€ O, on est sûr qUe ces droites ne-sont pas sécantes
(ce sont deux droites de l’espace non parallèles qui ne se rencontrent pas : c’est la
situation la plus banale).

On aurait aussi pu essayer de résoudre le système de six équations à cinq inconnues
qu’on obtiendrait en réunissant les deux représentations paramétriques, à condition
de penser à changer le nom d’un des deux paramètres (il ne doit pas n’y avoir que
quatre inconnues æ, y, z, t, mais bien cinq, par exemple æ, y, z, t, t’). On aurait obtenu
un système incompatible, donc sans solution, ce qui aurait aussi prouvé (de façon un
peu plus fastidieuse) que les droites D et D’ ne sont pas sécantes.

2° a) On applique la proposition 1.21 p. 14. Ici la dimension de l’espace est n = 3,
celle de la variété affine dont on cherche une équation cartésienne est p = 1, la droite
D est caractérisée par n — p = 2 équations cartésiennes indépendantes qui sont bien
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sous la forme recherchée {ait + tu”, + wzlz
h

uæ+vy+wz=hC

Réciproquement, toujours grâce à la proposition 1.21 p. 14, s’il n’est pas incompatible, le
aa: + fly + 7z = ô
oz’œ+fl’y+’y’z = 5/

p = n - rgŒ) = 3 - r€(2)-

système (E) caractérise une variété affine de E, de dimension

Remarquons que rg(2) = rg (5:, Ê, 3,).11 est nécessaire que cette matrice soit

de rang 2 pour que ce système caractérise une droite (pour que p = 1). Si le rang
de cette matrice est 2, alors les triplets (a, ,8, 7), (a’, 6’ ,7’) sont indépendants, et les
plans P : cm: + fly + ’yz = ô et P’ : a’x + ,B’y + ’y’z = 5’ ne sont pas parallèles, donc
d’après une des conséquences visibles de la proposition 1.22 p. 17, ces deux plans ne
peuvent pas être d’intersection vide, et le système (E) caractérise bien une droite.

Donc finalement, on a montré que le système (E) caractérise une droite de E si et seule-

ment si rg (g, g, 3,) = 2 ou encore si et seulement si les triplets (a, [3, 7), (a’ , fl’, 7’)
ne sont pas proportionnels.

2° b) La proposition 1.21 p. 14 nous permet d’affirmer que la droite caractérisée par
aæ+by+cz=d aæ+by+cz=0
a’a:+b’y+_c’z=d’ a’œ+b’y+c’z=0.

Il suffit donc de montrer que les coordonnées du vecteur proposé (qui ne sont pas
toutes trois nulles puisque le rang du système est 2) vérifient bien les deux équations
du système caractérisant . Or, on a

est dirigée par la droite vectorielle l—D) {

b c c a a ba b’ c’l+b c’ a’ +6 a’ b’

a b cb a c a b
:a, —b +C = a b C :0b’ c’ a.’ c’ a’ b’ a’ b’ c’

et

b c a a b
a, b, cl +b, I al +6, al b,

a’ b’ c’b a c a b__ I _/ l = =—a b/ cl b‘al cl +6 a! b/ (lib/cl O
a b c

(On a simplement reconnu le développement par rapport à la première ligne des deux
déterminants 3 x 3, qui ont des lignes identiques, donc sont nuls.)
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2° C) Les deux droites D et A sont parallèles lorsque leurs directions sont confon-
dues, ou ce qui revient au même, lorsque leurs vecteurs directeurs sont colinéaires.
D’après la question précédente, on peut donc dire que ces droites sont parallèles
si et seulement si les deux triplets de déterminants suivants sont proportionnels :

dbccaab)etfl7’yaafl)b/c/ [8/7,
°

cl al al b/ 7/ al al ,Y/

Pour étudier si ces droites sont confondues, on peut prolonger ce qu’on vient de faire
en ajoutant à la condition de parallélisme le fait d’avoir un point commun, mais c’est
assez difficile et peu « visible ». La notion de faisceau de plan nous apporte un angle
d’attaque beaucoup plus pratique.
La droite A estl’intersection des deux plans (non parallèles) H : aœ + fly +72: — 5 = 0
et H’ : a’a: + ,B’y + ’y’z — 5’ = 0. La droite D est l’intersection des deux plans
P: aæ+by+cz — d = O et P’ : a’x+b’y+c’z — d’ = 0. D est la droite commune
de tous les plans du faisceau f(P, P’ ) de plans engendré par P et P’. Donc D = A si
et seulement Si II et II’ sont deux plans du faisceau f(P, P’) Ce qui se traduit par

î , 3 ,

a a a
I

l’existence de quatre constantes /\, u, X , u’ telles que î = À le) + ,u Z,
—ô —d —d’

a’ a a’
[3' _ I b l b’

et
7/

— /\
C

+ [‘1’
cl

—ô’ —d —d’
On peut caractériser brièvement cette condition grâce à la notion de rang :

aa’aa’
l I

D et A sont confondues 4:) rg b b, fi ’B, = 2.c c ’7 ’7
d d’ 6 5’

(Remarquons que le fait de changer le Signe de la dernière ligne n’a aucune incidence
sur le rang de la matrice.)

Lorsque les deux droites D et A sont sécantes, le système (2) obtenu en réunissant les
deux systèmes caractérisant chaque droite possède une solution unique (500,310, zo) :

aæ+by+cz=d
a’æ+b’y+c’z=d’
aæ+fly+7z=ô
a’œ+fl’y+’y’z=ô’.

(È)

aœ+by+cz—dt=0
a’œ+b’y+c’z—d’t=0
aæ+fly+7z—6t=0
a’æ+,8’y+7’z—6’t=0

Le système (2’) possède donc un quadruplet solution
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non nul qui est (3:0, yo, zo, 1) et le rang de ce système n’est donc pas 4.

Ia a a a
, A . b b’ fi 5’Or, le rang de ce systeme est le meme que le rang de la matr1ce A =

c c’ 7 7,
d d’ 6 5’

Comme D et A sont des droites, on est sûr que le rang de A est au moins 2 (les
équations caractérisant D ne sont pas proportionnelles, donc c’est aussi le cas pour
les d'eux premières colonnes de A). Si le rang de A était 2, les deux droites seraient
confondues, donc on peut conclure que :

I la a a a
l I

D et A sont sécantes => rg b b, fi fi, = 3
C C ’Y ’Y
d d’ 6 6’

Réciproquement :
a a’ a oz’

. . b b’ fi ,B’ , \Si le rang de la matrice c c’ 7 7,
vaut 3, c est que le systeme

d d’ ô 6’
aw+by+cz—dt=0
a’æ +b’y+c’z — d’t = O
aæ+fly+7z—ôt=0
a’æ +[3’y +7’z — ô’t = 0

mll ((Œ0)y0)z0)t0) 7è (0’0’0’0))
D’après la définition du rang, et le théorème du rang, on est même sûr que l’en-
semble solution du système est une' droite vectorielle, donc “c’est l’ensemble des
/\(Œo,yo,zo,to) = (ÀŒOMyoMZo, Àto), À 6 R-

(2’) possède un quadruplet solution (x0, yo, zo, t0) non

Deux cas sont possibles :

Si t0 7É 0,
1

alors il existe un unique A =
Î

tel que Àto = 1, et le système admet une solution

particulière unique (æ1,y1,z1,t1()) admettant une quatrième composante égale à t1 = 1.
aœ + by + cz = d
a’x + b’y + c’z = d’
oza: + fly + 72: = 5
alœ+flly+7lz = 5’

ce qui signifie exactement que les deux droites D et A sont sécantes.

Le système (E) admet donc une unique solution (321,311, t1),
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Si t0 = 0,
alors toutes les solutions (as, y, z, t) du système (2’) sont telles que t = 0, puisque il

au: + by + cz = d
a’a: + b’y + c’z = d’
arc + By + ’yz = ô
a’æ + fl’y + '7’z = 5’

n’admet donc pas de solution, puisqu’une solution (æ1,y1, z1) de (E) correspondrait à
une solution (331,311, 2:1, 1) de (2’). Dans ce cas les droites D et A’ ne sont pas sécantes.
Cependant on peut affirmer néanmoins quelque chose d’intéressant : les droites D et A
admettent toutes deux comme vecteur directeur le vecteur Ü dont les coordonnées dans
B sont (xo,yo, zo) (avec (9:0,y0, zo, O) solution non nulle de (23’)) : D et A sont donc
parallèles dans ce cas. Vérifions cette affirmation : comme (:60, yo, zo, O) est solution

aæ+by+cz—dt=0
a’æ+b’y+c’z—d’t=0
aœ+fly+7z—ôt=0
a’œ+fl’y+7’z—ô’t=0

{aæo+flyo+7zo
=0

existe À E R tel que t = Àto = À x 0 = O. Le système (E)

aœo + byo + czo = 0
et

a’œo + b’yo + c’zo = 0
de (2’) on a en particulier {

05'370 + fl'yo + ’Y'Zo = 0-
Le premier de ces deux systèmessignifie que Ü appartient à la direction de D, et le
deuxième signifie que Ü appartient à la direction de A (rappelons-nous que la direction
d’un sous-espace affine est caractérisé par un système analogue à celui qui caractérise
ce sous-espace affine, mais dans lequel toutes les constantes ont été remplacées par 0).

Pour compléter notre raisonnement, il reste à vérifier que lorsque les droites D et A
aa’aa’

I l

sont strictement parallèles, la matrice c î, î î, est de rang 3. Or, si les droites

d d’ 6 5’
sont strictement parallèles, c’est qu’elles admettent un vecteur directeur commun, un
vecteur Ü non nul, dont les coordonnées (æo, yo, zo) dans la base B sont solutions des

aœo+byo+czo=0
et

aæo+flyo+7zo=0
a’æo+b’yo+c’zo=0 a’xo+,8’yo+’y’zo=0.

aœ+by+cz—dt=0
a’æ+b’y+c’z —— d’t = O
aœ+fly+7z—ôt=0
a’a: +fl’y+’y’z — ô’t = 0

druplet solution, et ce quadruplet est non nul. Le rang du système n’est donc pas 4.
D’autre part il est supérieur ou égal à 2, puisque A et D sont des droites, et il n’est
pas égal à 2, Sinon on a vu que ces droites seraient confondues et on a supposé qu’elles
étaient strictement parallèles. Il ne reste donc plus qu’une possibilité, c’est que le rang

deux systèmes {

Le système (2’) admet donc (wo,yo, 150,0) comme qua-
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du système soit exactement égal à 3, et le rang du système est égal au rang de la
aa’aa’

I l

matrice b b, fi fi,
C C ’Y ’Y
d d’ ô 6’

En conclusion : D et A sont sécantes ou strictement parallèles si et seulement si
aa’aa’
b b’ fi fl’

rg C cl ,7 ’7’
— 3'

d d’ ô 5’

2° d) Tout d’abord, il faut bien comprendre que le système proposé, malgré sa forme
« originale », est bien un système linéaire de deux

éqIËtions.

Il peut s’écrire :

IB-ŒA ’y—yA Z-ZA 535—01?! = ŒA—ayA—— = = <=>a fi 7 ’yy—flz=’7yA—flzA
Sous cette forme, il est évident (puisqu’on a supposé que afl’y 7E O) que ces deux
équations ne sont pas proportionnelles et caractérisent bien une droite. Il reste à
vérifier que c’est la bonne!
Il est tout à. fait clair que cette droite passe par A, et sa direction est caractérisée par

w - flz = 0
ces deux équations, donc Ü est un vecteur directeur de cette droite. On a bien établi

œ—ŒA _ y-yA = z-zA
B ’7

2° e) Si D est une droite caractérisée par un système de deux équations cartésiennes,
pour pouvoir en écrire une représentation paramétrique, il suffit de déterminer un
point A de D et un vecteur directeur Ü e . On a vu, en 2°b) comment trouver les
coordonnées d’un vecteur directeur. Il est moins évident de trouver un point. Une
méthode qui marche toujours est de fixer une des coordonnées (nulle par exemple) et
de résoudre le système de deux équations en les deux autres coordonnées inconnues. Il
vaut mieux choisir la coordonnée qu’on fixe correspondant à une coordonnée non nulle
de Ê pour être sûr que le système qu’on veut résoudre est de Kramer.
Un exemple :

—2 —3r | -. -3 a \

æ—a =O
{fi y donc il est non moins clair que les coordonnées de Ü vérifient

que D est caractérisée par

_ —6
La droite D

æ 2y — 3z — 2
admet le vecteur Ü l

_3 1
l = —3

2:1: — 4y — 3z = 1 —3 2 0

Klä’fl)
comme vecteur directeur, donc un vecteur directeur de D est aussi Ü = —%Ü, c’est-
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2
à—dire î 1 . Pour trouver un point, il ne faudrait pas fixer une valeur de z, car

0
le déterminant du système qu’on obtiendrait (qui est aussi la troisième coordonnée
de î?) est nul. En revanche, on peut par exemple fixer a: = O, on obtient le système

—2 — 3z = 2
{ y

, dont le déterminant est la première coordonnée de Ü, et dont on
—4y — 3z = 1

2 —3
_ ' —3 1

peut trouver les solutlons par exemple avec les formules de Kramer, y =
—6—

=
ë

—2 2
—4 1 1et z =

—_6—
= —1. Donc D passe par A(0, -2—, —1).

a: = 2t
Une représentation paramétrique de A est donc y = à + t t E R.

z = —1

Pour déterminer un système d’équations cartésiennes d’une droite A caractérisée
par une représentation paramétrique, puisqu’on connaît un point A et un vecteur
directeur Ü de A, on peut se contenter d’écrire les équations cartésiennes de deux
plans contenant A, par exemple A+ < Ü, Ü > et A+ < Ü, Ê > en choisissant les
vecteurs (si possibles simples) Ü et Ê de façon que (Ü, 7, Ë) soit libre.
On peut aussi se contenter d’éliminer le paramètre entre les deux premières équations
de la représentation paramétrique, puis entre les deux dernières (ou entre la première
et la dernière)
On peut enfin (et c’est peut-être le plus rapide), utiliser le résultat de la question 2°d).

x=1—À
Étudions encore un exemple : soit A : y = —2À (À E R).

z=3+À
—1

Première méthode : A passe par A(1, 0, 3) et est dirigée par Ü —2 ; on cherche
1

une équation cartésienne de P1 = A+ < Ü, Î) > et de P2 = A+ < Ü, Î) >.
_>

(R = (O, 7, 7, k ) est le repère de E dans lequel on travaille).
:1: — 1 —1 1

P1 admet comme équation cartésienne y —2 O = O 4:) y + 2z = 6.
z — 3 1 O

a: — 1 —1 0 .
P2 admet comme équation cartésienne y —2 1 = O (=> a: + z = 4.

z—310



198 SOLUTIONS DES EXERCICES

y+2z=6
Donc un système d’équations cartésiennes caractérisant A est {

+ 4æ z = .

Deuxième méthode : Pour éliminer /\ entre les deux premières équations de la
représentation paramétrique de A, on multiplie la première par 2 et la deuxième par
—1 avant de les additionner, on obtient 2a; — y = 2.
Pour éliminer À entre les deux dernières équations, on multiplie la troisième par 2,
avant d’additionner ces deux lignes, on obtient y + 2z = 6.

. ,, . , . , . 2a: — y = 2Donc un systeme d equations carteSIennes caracterlsant A est
+ 2 6z = .

—1
Troisième méthode : Puisque A passe par A(1,0, 3) et est dirigée par Ü —2 ,

1
) \ ' o \ ,1 o 1 . æ — 1 y

d apres la question 2 d), un systeme d equatlons carteSIennes de A est
1

=
—2

=

z — 3 2:1: — y = 2
1 y + 2z = 6.

Notons qu’on retrouve avec ces trois méthodes pourtant issues de démarches radicale-
ment différentes, à peu près toujours les mêmes équations.

3° La théorie des faisceaux de plans donne un outil performant pour traiter ce genre
de problèmes.
Un plan H contient la droite D si et seulement si il est dans le faisceau .F(P1, P2) avec
P1 : æ — 1 = 0 et P2 : y + z — 2 = O. Le plan cherché a donc une équation du type
À1(a: — 1) + À2(y + z — 2) = O. On veut qu’il passe par A(3,—1,1), donc À1,)\2 sont
tels que /\1(3 — 1) + /\2(—1 + 1 —— 2) = 0 4:) Al = Àg. On peut choisir par exemple
Al = Àg = 1, et le plan H contenant la droite D et passant par A est donc le plan
d’équation : (a: — 1) + (y + z — 2) = 0 qui s’écrit plus simplement : a: + y + z = 3.

Exercice 1.15.
On applique le théorème des milieux dans le sens direct (théorème 1.25 p. 18) : soit
F” = I + ; on sait que F” coupe la droite (CD) en un point J’ qui est le milieu
de [CD]. Mais le milieu de [CD] est par hypothèse le point J. donc F” coupe (CD)
en J. Deux cas se présentent : soit I 7E J et dans ce cas la droite (IJ) existe, c’est
une droite de l’hyperplan F” (puisque I et J sont deux points de F”) qui est parallèle
à F et F’, donc la droite (IJ) est bien faiblement parallèle à F et à F’. L’autre cas
possible est que I = J. Dans ce cas, la droite (IJ) n’existe pas. Ce cas est possible;
il survient lorsque [AB] et [CD] ont même milieu, c’est-à dire lorsque AC'BD est un
parallélogramme.

Exercice 1.16.
On applique le théorème de Thalès dans le sens direct. On considère l’hyperplan
H1 = A1 + , étant la direction commune des hyperplans H2, H3, H4. Cet
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.__>

hyperplan coupe la droite A (puisque A 69 Ï-Î = Ë par hypothèse : la droite A coupe
, , A1A2 B’ B2H en un omt B’ , uI est tel ue = —1_———-2) P 1 q q

A3A4 B3B4
A A B B’ B

En appliquant l’hypothèse 1 2 = 1B2
, on a donc 1—2= B1B2 ; soit A la

A3144 B354 3354 5334
valeur commune de ces deux quotients de mesure algébriques.
En a plication du dernier point de la propriété 1.30 (p. 20), on a donc :
——l ———> ———> —>
BîBg = /\B3B4 = B1B2, donc B2B1 = B2B1 et par conséquent Bî = B1.
On a prouvé que B1 E H1.
Ici encore deux cas sont possibles : si B1 7è A1, la droite (A1B1) existe, c’est un
sous—espace affine de l’hyperplan H1 qui est parallèle aux hyperplans H2, H3, H4, donc
(A1B1) est bien faiblement parallèle aux hyperplans H2, H3, H4.
Si B1 =. A1, ce cas est tout à fait possible, alors la droite (A181) n’existe pas. Ce cas
survient lorsque les droites D et A sont sécantes, et qu’en plus leur point d’intersection
est justement le point A1.

CHAPITRE 2

2. Solutions des exercices sur les applications affines

Exercice 2.1.
Supposons que f est une application afiine entre (E, Ê) et (E’, E’). Soit A E E
et soit A’= f(A) L’application vectorielle associée à f par A est linéaire. C’est

_)l’application (p = L(f)— , qui associe à tout vecteur Ü E Ê le vecteur u’ de E’ tel
que u’ = f(A + Ü) — A’. Soient 4;. et .A les lois du vectorialisé EA, 474/ et w les
lois du vectorialisé E14“ Montrons la linéarité de f entre les vectorialisés :
Soient B, C' deux points de E.

f(B+AC)=f(A+(B—A)+(C—A))=A’+cp((B—A)+(C—A))
=A’+90(B-A)+<p(C-A)-

D’autre part,

f(B)+AIf( +((B —A’) + (f(C) — A’)
_—A’++((A’ +)<p(B— A))— A’) + ((A’ + <p(C — A)) — A’)
-—A’+ 90+(B-A) + <P(C— A)

On a donc bien f(B-I7. C) = f(B)—I;4: f(C).
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Soit maintenant B E E et A E R.

f(/\ -A B) = f(A + /\(B - A)) = A’ + <p(/\(B - A)) = A’ + /\<p(B - A),

D’autre part,

/\ W f(B) = A’ + À(f(B) — A’) = A’ + A((A’ + <p(B — A)) — A’) = A’ + /\<p(B — A).

On a donc bien f(À .A B) = À w f(B) et f est bien une application linéaire entre les
deux espaces vectoriels EA et EAI.

Supposons maintenant que f est une application linéaire entre les deux espaces
vectoriels EA et EAI.
Considérons l’application vectorielle (pA associée à f ar le point A. Elle associe à

_>

tout vecteur Ê de Ë, le vecteur u’ de E’, défini par u’ = (pA(Ü) = f(A + Ü) — A’.
Montrons que (pA est linéaire. Soient Ü et Ü deux vecteurs de Ë). Nous poserons
B = A + Ü, C' = A + Ü et D = A + Î + Ü. Remarquons tout d’abord que par
définition de 47,, on a D = B—I;l C. D’où :

«pA(î+7) =f(A+Ü+îÎ)—A’=f(D) —A’ =f(B-I;,C) —A’
= (f(B)+,u f(O)) — A’ = (A’ + (f(B) — A’) + (f(O) — A’)) - A’
= (f(B) - A’) + (f(O) - A’).

Or, justement, on a :

MU) + m7) = (f(A + 7) — A’) + (f(A + Ü) — A’)
= (f(B) - A’) + (f(C) - A’)-

Donc on a bien 90,407 + Ü) = 90A(_1Î)+ 90,4(7).

Soit maintenant Ü E Ë et À E R. Nous posons maintenant B = A+Ü et C = A+/\Ü,
de sorte qu’on peut remarquer que C = /\ -A B. D’où :

me?) = f(A + W) — A’ = f(O) — A’ = f(A -A B) — A’ = (A f(B)) — A’
= (A’ + /\(f(B) - A’)) - A’ = À(f(B) - A’)-

Or, justement on a :

mm) = A<f<A + î) — A’) = A(f(B) — A’).
On a bien 90,4(ÀÜ) = Àcpflî) et cpA est linéaire, donc f est une application affine.
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Exercice 2.2. Soit f une application affine de (E, Ê) vers (E’, Ë’) dont la partie
linéaire î est la fonction nulle. On a donc, pour tout Ü E Ë, (Ü) = Üÿ.
Soit A E E et soit A’ = f(A) Pour tout point B E E, on a :
f(B) = f(A + A ) = f(A) + ?(Àî) = A’ + Î)? = A’, donc f est bien l’application
constante, qui associe à. tout point de E le point A’ de E’.

Exercice 2.3. 'Soit G = HA(E) U {idE}. Pour k 5è 1, appelons hk l’homothétie de
centre A et de rapport k, et posons pour simplifier hl = idE.
Il y a une bijection naturelle (p entre R* et G, qui associe à. tout scalaire k l’élément
hk = <p(k) de G.
Montrons la relation (1) : hk o hk/ = hkkz.
SoitMGE. Ona:

h. o hkz(M) = hk(A + _k’(M — A))' = A + k((A + k’(M — A)) — A)
= A + kk’(M — A) = hkk’ (M).

La loi o est donc interne dans G.
Par construction, idE = hl appartient à G.
Pour tout hk E G, la relation (1) implique que hl/k o hk = hl = idE, donc
(hk)_1 = hl/k G G.
G est bien un sous-groupe du groupe des bijections de E muni de la composition des
applications. De plus, la commutativité de la multiplication dans R, combinée avec la
relation (1) permet de montrer que o est commutative dans G (o n’est en général pas
une loi commutative, ici, c’est exceptionnel) : hk o hkz = hkk: = hk/k = hkz o hk.
L’application (,0 définie plus haut est, toujours grâce à. la relation (1), un morphisme
de groupe entre (R*, ) et (G, 0), et elle est bijective, donc G est bien isomorphe au
groupe multiplicatif R*.

Exercice 2.4.
1° Soient Ê et Î deux vecteurs non nuls de Ê. D’après l’hypothèse, ce sont des
vecteurs propres pour (p, donc il existe Àæ E R tel que (A?) = Àœ'Î et il existe Ày G R
tel que (P07) = Àyî
Si (Î, î) est un système lié, alors î est colinéaire à Ê, donc il existe a E R tel
que = a .
On a donc Àyî = (M?) = (Ma?) = a<p(Ê) = 0403,?) = Àæ(aî) = Àmÿ. Par
hypothèse, î est non nul, donc ÀŒ = Ày dans ce cas.

Si (Ê, Î) est un système libre, soit 7 = Ê + î; Ÿ est aussi un vecteur propre
de (p, donc il existe Àz E R tel que 90(7) = Àzî. Mais on a aussi :
Àz? + Àzî = Àzî’ = 90(7) = M? + î) = (A?) + 90W) = Ans? + Ayî. d’où
(Àz — A3,)? + (Àz — M)? = Î), et grâce au fait que (Ê, ÿ) est un système libre, on
peut affirmer que Àz — Àæ = Àz — Ày = 0 donc Àz = Àæ = Ày.



202 SOLUTIONS DES EXERCICES

Tous les vecteurs de Ë sont donc propres pour une seule et même valeur propre /\, et
donc VÜ G Ë, on a (0(Ü) = ÀÎÎ, c’est-à—dire que (,0 = ÀidÊ.

2° a) Soit Î un vecteur non nul de Ë. D’après le théorème de la base incomplète, il
existe une base (6—1), 6—2), . . . ,e—À) de Ë telle que 6—1> = Ê. Soit (,0 l’endomorphisme de
dont la matrice est diagonale et dont les termes de la diagonale sont ( 1, 2, 2, . . . ,2).
Il est clair3 que (p est un automorphisme de . Le sous-espace propre attaché à la
valeur propre 1 de (p est de dimension 1, et c’est < 8—1) >=< >. '

2° b) (,0 commute avec tous les automorphismes, donc en particulier avec 2p. On a donc
entre autres (,0 o (M?) = (p o (0(Ë).
Or, <0 0 1M?) = MW?» = <p(1-7) = <P(Ï)- On a donc MM?» = (M?)- On peut
donc aflîrmer que (p( ) est un vecteur prOpre pour (,0 attaché à la valeur propre 1,
donc (M?) €< Y >, c’est-à—dire qu’il existe ÀŒ G R tel que (A?) = ÀŒÊ. On a ainsi
montré que Ê est un vecteur propre de (,0.

3° On a ainsi prouvé que tout vecteur Î non nul de Ë) est un vecteur propre de
(,0, donc en utilisant le résultat de 1°, on peut en déduire que (0 = ÀidË pour un
certain /\ E R. Nous avons ainsi prouvé que tous les éléments du centre Z de GL(Ê)
sont des homothéties vectorielles. Réciproquement, il est assez évident que toutes
les homothéties vectorielles (de la forme kidË commutent avec tout endomorphisme,
donc a fortiori avec tous les automorphismes de Ë), on peut donc conclure que
Z = {ÀidÊ | À E R*}.

Exercice 2.5.
1° a) Soient :ÎÏ, .755 deux vecteurs de Ë et /\1, Àg deux scalaires de K.
Dans la somme directe Ë = Ï’ EB Ü, :171> et 52) se décomposent ainsi : 25,? = ÿ: + îi’,
Ë E î et î.) E Ê (i = 1, 2). On peut donc écrire
MIE) + À21172> = À1(?Î1> + 51)) + À2(172> + 52)) =(À1Î/i + À2ÿ2)) + 0‘151) + Àzîél
Or, et étant des sous-espaces vectoriels, on est sûr que = Àly—Ï + Àgy—È E î
et = Àl—zÎ + /\2z_2> E ä’, de sorte que Ÿ + est la décomposition de Àlzïl) + A2975
dans la somme directe = 69 , et finalement
7r(/\1:171> + Àgiîà) = Ÿ = Àlÿl’ + ÀgÿÈ = AIME—1)) + À21r(:ï2)), donc 7T est bien linéaire.

Ce raisonnement, valable dans R, ne serait pas valable si on travaillait dans un corps 1K de caractéris—
tique 2. Si on était dans le cadre d’un corps K de caractéristique 2, on pourrait remplacer 2 par tout
élément non nul et distinct de 1 sauf si 1K = Z/gz; dans ce cas, on pourrait s’en sortir en utilisant la
matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale, des 1 juste au—dessus de la diagonale et
des 0 partout ailleurs. Cet exemple marche d’ailleurs dans tous les cas.
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1° b) Soit Î = Î+7 6 Ë = îflää (Î G î, 7 e Ê). On a les équivalences
suivantes:

2261m 4:» «55:3 <=> en 4:» î=7 4:» îeÛ.
Donc ker7r = Ë).
1° c) Avec les mêmes notations u’en b) concernant Ê, supposons que Î G î. Alors
Ê = ÿ = 7r(Ê), donc EIÊ E tel que î? = 7d?) : on a donc Ê E Im7r, et on a
ainsi montré une première inclusion, C Im7r.
Soit maintenant un vecteur Ü G Im 7T. 3—51? = Ü+7 E Ê = îæä) tel que 7d?) = Ü.
Mais 7r(_aÎ) = î E î. Donc Ü = ÿ E î et on a établi la seconde inclusion, Im7r C

1° d) On a établi au début du c) que si Î G î, alors Ê = 74?). Établissons la
réciproque.
Soit Ê = Ü + Ÿ E Ë = î EB Ê tel que ÎIÎ = 7I(Î). Puisque de toutes façons, on a
7d?) = î E î, on peut affirmer que Î = î G

1° e) Soit Î E Ë). On vient de voir (en c)) que Ü = 7d?) E î, donc en utilisant
le résultat du d), 7T o 7d?) = 7r(Ü) = Ü = 7T(Î). Comme ceci est valable pour Ÿ
quelconque, on peut conclure que 7r o 7T = 7T.

2° Soit g un endomorphisme de Ë tel que g o g = g. Soit î = Im g et Ê = ker g. Pour
pouvoir parler de projection sur dans la direction de Û, la première chose à faire
est de montrer que et sont supplémentaires.
Le théorème du rang affirme que

n = dim Ë = dim(ker g) + dim(Im g) = dim î + dim Û.

Il suffit donc de démontrer que î et Ê sont en somme directe pour pouvoir conclure
qu’ils sont supplémentaires, et pour cela, on va étudier leur intersection et montrer
qu’elle est réduite à { 0 }.
Soit Ê E fla = Imgflkerg.
Puisque—5,: e Img, 3—17 e Ë tel que Î = 9(7). Mais d’autre part, Y G kerg, donc
9(Ê) = 0 , donc on a

_> = gŒ) = 9(g(7)) = g o 9(7) = 9(7) = ï’.
On a prouvé que î fl Û = {Ü}.
On est maintenant Sûr qu’il existe une projection 1r = 7l? a. Il reste à montrer que

g = 7T. Mais pour tout Y E Ë, on a Ê = 9(Î) + (Î 39(7)) avec 9(Î) e Img = î
et go? —g(ï>>) = gŒ’) —g(g<ï’)> = 9m —g(ï’> = o , donc î —g<î> e kerg = Z?
L’unique décomposition selon la somme directe = €19 de Ê est donc :
Ê = Ü + 7 avec Î = 9(Ê) et 7 = Y — 9(Î). Donc 7r(—JÏ) = Ü = 9(Ê), et comme
ceci est vrai pour tout Î, on a g = 7r.



204 SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 2.6.

1° Pour préciser les choses, nous supposerons que p est la projection vectorielle sur
= Im p dans la direction de = ker p. Calculons, en utilisant les propriétés

d’algèbre de .C(Ë) :
qoq = (idÊ —p)o(idÊ —p) = idÊ —p—p+pop = idÊ —p = q puisque pop = p; donc
q est bien un projecteur, donc une projection vectorielle sur Irn_q dans la direction
de ker q. Or, il est clair que kerq = {Î e Ê | Ê = p(î’)} = Imp = î d’après les
rappels sur les projections vectorielles p. 38.
D’autre part,

ÊEImq <=> Ê=q(î’)=ÎÊ—p(Ë) 4:) p(Ê)=Ü> 4:) Êekerp=—G’,

donc q est la projection sur Ü dans la direction de î.

Toujours en utilisant les propriétés d’algèbre de MÊ) et le fait que pop = p, on vérifie
que

p°q=p°(idE-P)=P-P°P=P—P=0E’
etq°p=p°p-p=p-p=0-Ë

(OË désigne l’endomorphisme nul de Ê).

2° Soient p et p’ deux projections vectorielles dans Ê.
Supposons que p o p’ = p’ o p = OÊ. Alors on a :

(p+p’)°(p+p') =p0p+p°p’+p’°p+p’°p’ =p+p’,
et donc p + p’ est un projecteur.
Réciproquement, si on suppose que p + p’ est un projecteur, on obtient en développant
p+p’ = (p+p’) ° (p+p’) = p°p+p°p’ +p’ °p+p’ 0p’ =p+p’ +p0p’ +p’ 0p,
donc p 0 p’ + p’ 0 p = 0 . On a donc p’ o p = —p op’. Mais alors, si on calcule
10’010 = p’ op’ 0p = p’ 0 (—p0p’) = -(p’op) op’ = (pop’) op’ = pep’ op’ = pop’. On
a à la fois p’ o p = p o p’ = —p op’ donc toutes ces applications sont nulles.
Dans le cas où p + p’ est une projection (donc lorsque p o p’ = p’ o p = OÊ), montrons
que Im(p + p’) = Imp + Im p’ et ker(p + p’) = kerp n ker p’. Pour cela, il faut établir
quatre inclusions, dont deux sont assez évidentes : Im(p + p’) C Imp + Im p’ (puisque
(p +p’)(w) =3(Œ) +p’(:v)) et kerp fl kerp’ C ker(p + p’) (10(91) = p’(w) = 0 ==>
(p + p’)(w) = 0 .)
Montrons les inclusions inverses.

. —+SOIt a: E ker(p+p’). On a (p+p’)(æ) = 0, donc p(:L') = —p’(a:). —+En composant par p, on obtient p(a:) = p o p(x) = —p o p’ (æ) = O donc a: E ker p et
p’(æ) = p’ 0p’(a:) = —p’ op(:c) = 0 donc a: E kerp’ et x E kerp fl kerp’ : on a montré
ker(p + p’) C kerp fl kerp’.
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Soit æ E Im p + Im p’. On peut écrire :1: = p(y) + p’ (z) Calculons :
(p+p’)(w) = (p+p’)°p(y)+(p+p’)°p’(z) = popty)+p’°p(y)+pop’(z)+p’°p’(z) =
p(y) +p’(z) = x donc a: E Im(p +p’) : on a montré Imp + Imp’ C Im(p+p’).
Finalement, on a montré que si p + p’ est une projection, c’est la projection sur
Imp + Im p’ dans la direction de kerp fl ker p’.

3° Si p est une projection vectorielle sur î dans la direction de Û, alors la matrice de
p dans une base adaptée à la décomposition = EB est une matrice diagonale,
de la forme diag(1, . . . , 1,0, . . . ,0), le nombre de 1 correspond à la dimension de et
le nombre de O sur la diagonale est dim = n — dim , donc p est diagonalisable et
les valeurs propres de p sont 1 et O (sauf si î et Î?) sont des sCus—espaces triviaux,
auquel cas une seule des deux valeurs 1 et 0 est une valeur propre).
Réciproquement, si p est diagonalisable, avec un Spectre4 inclus dans {0, 1}, soient

= ker(idË> — p) et = kerp les sous-espaces propres respectivement associés à 1 et
à O. Comme un espace vectoriel est toujours somme directe des sous—espaces propres
d’un endomorphisme lorsque celui-ci est diagonalisable (et dans ce cas seulement),
il est clair que Ê = €19 , et dans une base adaptée à cette somme directe, la
matrice de p est diag(1, . . . , 1,0, . . . ,0), égale à la matrice de la projection sur dans
la direction de Ü), donc p est égale à. cette projection, p est bien une projection.
La deuxième partie de l’afiîrmation à démontrer résulte directement de la caractérisa-
tion de la diagonalisabilité d’un endomorphisme par la possibilité de décomposer
en somme directe de ses sous-espaces propres.

Exercice 2.7.
1° On calcule

A2: —Î
3

l9

= A, donc A est la matrice d’une projec-
ICD

COMICS) |

Nlœ

l—MxDII—l I

tolœ

l—ltOII—l

NICD

ODNIOD I

lolw

I—lto

I—I

2 2
tion vectorielle.
L’endomorphisme p de matrice A est donc une projection vectorielle, et Imp est
engendré par les vecteurs colonnes de A, qui sont tous proportionnels : Imp =< u >

1
2

avec u = p(el) = —1 . ker p = Im(id — p) est engendré par les vecteurs colonnes de
3

_ë
ë __ l ë _â2 2 2 2

I3—A= 1 —2 1 ,donc kerp=< v,w>avecv= 1 etw= —2 .kerp
3 5 3 9
î

__
î î —î

l 0 I à oest aussi caracterIse par p(æ) = 0 4:) AX = O 4:) —:1:1 + 33:2 —— :173 = 0 (les troIs

4 Rappelons que le spectre d’un endomorphisme est l’ensemble de ses valeurs propres.
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lignes de la matrice A donnent la même relation, c’est normal, le rang de la matrice A
vaut 1.)

2° L’image X’ d’un triplet X de R3 par cette rojection p appartient à B =< Ü >
et d’autre part vérifie p(X) — X E ker p = , donc X’ — X E . Traduisons ces
deux conditions au niveau des composantes (œ,y, z) et (æ’,y’, z’) respectives de X

az’ = A
et X’ : EIÀ E R tels que X’ = Aï 4:) y’ = O et les coordonnées de X’ — X

z’ = —/\
vérifient l’équation de B, donc (œ’ — cc) + (y’ — y) = O. En combinant ces deux relations,
on trouve À — a: — y = O donc À = a: + y et les formules analytiques de p s’écrivent

Iæ: œ+y

y’ = 0
z’ = —a: — y

1 1 O
La matrice de p pour la base canonique est donc A = 0 0 0

—1 —1 0

Exercice 2.8.
1° Si f est une application affine admettant un point fixe A et dont la partie linéaire
est une projection vectorielle 7T, soit F = A + Imvr et = ker7r. Grâce aux rappels
sur les projections vectorielles, 7T est la projection sur = Im7r dans la direction de

= kervr. et sont supplémentaires; montrons que f = pF’a.
SoitM=A+ÊEE, avec?=7+7, (î,7) GÏ’XÛ.
Onaf(M) =f(A)+7r(M—A) =A+7r(_aÎ) =A+ÿ.
Or, M’=A+ÜEA+î=Fet M’=A+Ê—Ÿ=M+(—7)EM+ädonc
M’ E F n (M + Û) et donc f(M) = M’ est le projeté de M sur F, dans la direction

. On a donc f(M) = pF’a (M), ceci pour tout M, donc on a prouvé f = pF’ä.
2° Si f est une application affine telle que f o f = f, pour tout point B e E, on a en
posant f(B) = A, f(A) = f o f(B) = f(B) = A donc f admet au moins un point fixe.
D’ailleurs tout point M’ = f(M) est par le même raisonnement aussi un point fixe de
f.
Soit (,0 l’application linéaire associée à f.
Pour tout vecteur Ü, soit M = A+ Ü et M’ = f(M); on a:

M’ = f(M) .—. f(A + a) = A + (M) = f o f(M) = f(f(M))
= f(M’) = f(A + Æ?) = A + «(A—M5 = A + mm»

donc (,0 = (,0.o (,0 et (,0 est une projection vectorielle, f est une projection d’après ce qui
précède.
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Exercice 2.9.
1° a) Pour tout Ê E E dont la décomposition selon Ë = î EB Ê est Î = ÿ + 7
(ÿ E î, 7 E Ü), on a 0(Ê) = î—Ÿ, M???) = î et 7r’(Ê) = 7, donc on a
0(Ê) = 7d?) — 7r’(ÉÊ) = (7T — 7r’)(?), et comme ceci est valable pour tout ÉÊ, on a
établi que a = 7T — 7r’.
Comme 7r et 1r’ sont des endomorphismes de Ë), leur différence en est aussi un, donc
a est bien linéaire.

1o b) et c) En fait, puisque a = 7T — 7r’ et que idÊ = 7r + 7r’ (vérification immédiate), on
peut écrire 7T = %(0 + idË) et 7r’ = —%(a — idË). Or, un endomorphisme g a toujours
le même noyau et la même image que /\g pour tout scalaire non nul A, donc

= ker7r = ker(27r) = ker(a + idÊ) = Im 7r’ = Im(—27r’) = Im(a — idÊ) (résultat
du 0)) et î = Im7r = Im(27r) = Im(o + id—Ë) = ker 7r’ = ker(—27r’) = ker(a — idÊ)
(résultat du b)).
(On aurait aussi pu faire une démonstration de ces égalités d’ensemble par doubles
inclusions, mais cela aurait été beaucoup plus fastidieux.)

1° d) Pour tout Ê E Ê, dont la décomposition selon la somme directe Ë) = î EB C)
est Ê = ÿ+î, onaaoa(Ê) = 0(Î—7) = ÿ+7 = Y = idË(Î) et donc
aoa'=idË.5

2° Soit g une involution linéaire de Ë. C’est un endomorphisme de Ë, ainsi que g+idÊ
et g — idÊ, de sorte que î = ker(g — idË) et C) = ker(g+idÊ) sont deux sous-espaces
vectoriels. On doit montrer de façon préliminaire, que î et C) sont supplémentaires,
c’est-à—dire que leur intersection est réduite à {0} et que leur somme est .
Soit Ê e îflä. On a

(g—idäXÊ)
= (g+idÊ)(î’) = Ü, donc 9(Ê) = Î = —g(—:Ê)

et Î = Ü. Ceci prouve que n Û = {0}.
Soit Î E Ë). On peut écrire Ê = a? +g(—aÎ)) + ä? —— g(Ê)).
Or, 7 = à<î+g(ï))g î puisque 9(7) = ème?) +gog(ï>)> = au?) +î) = 17,
donc (g — idÊ)(—ÿ) = 0 , et de la même façon, 7 = ä? — g(Î)) E Ê car

. —->9(7) = â(g(î’) - g 0 9(î’)) = %(9(?) - Ÿ) = -7 donc (g + 1dË)(7) = 0- On a
donc réussi à trouver une décomposition de Ê sous la forme Ê = Î + 7 avec Î e î
et 7€C,doncî€î+äet onaprouvéqueE= +
On a prouvé que et sont supplémentaires, et, accessoirement, on a trouvé une
décomposition, pour tout Î e , selon la somme directe Ê = EB

5 Une autre méthode possible consistait à utiliser le résultat de a), a = 7T — 1r’ pour obtenir cette
égalité : on a besoin du « lemme » 7r o 7r’ = 1r’ o 1r = OÊ (application nulle), qu’on a démontré dans
l’exercice 2.6.
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Ê = Î+7 avec ‘37 = %(—Î+g(Ê)) E F et 7 = â-(Ê —g(Ê)) E Ü. Comme on sait
qu’une telle décomposition est unique, on « tient » la décomposition de tout .
On peut considérer la symétrie vectorielle a par rapport à dans la direction de

. Il ne reste plus qu’à montrer que g = a. Or, l’image par a d’un vecteur Î de
, dont la décomposition selon la somme directe = EB est Î = Ü + 7, est

0(ÎÊ) = ÿ —- 7. . _
'

Mais nous venons de voir que l’expression de Ü est ÿ = 1%(ËË + g(Ê)) et celle de 7
est 7 = W — 9m). Donc a?) = sa? + 9m» — <5 î — gŒ)» = 9m,
pour tout ËË, donc a = g.

Exercice 2.10.

1° a) Soit A un point de F, de sorte que F = A + F.
Soit (p l’application vectorielle associée à s par le point A.
Montrons que (p = a = a? a, ce qui prouvera que (,0 est linéaire et donc que s est
affine.
Soit Ê un vecteur de Ë, dont la décomposition selon la somme directe Ë) = F 69 Û
est Î = î + 7 (î E F et 7 e ä). Déterminons p(Ê). Soit M = A + Ê. On
a (p(ÎIŸ) = 3(A + Ê) — 3(A) = 3(M) — 3(A). D’après la définition d’une symétrie,
(définition 2.9 p. 40, c’est le seul énoncé qu’on peut utiliser, avec les propriétés des
projections), pour déterminer l’image d’un point X par une symétrie s =

SEÜ’ on a
besoin de connaître son projeté p(X) sur F dans la direction de G.
Déterminons 3(A) : puisque A E F, on a p(A) = A, donc

_)3(A) =A+2(Ap(A)) =A+2ÂÂ=A+ o =A.
Déterminons 3(M) : on peut écrire M = A + Ê = A + ÿ + 7 = P + 7 en posant
P = A+î = M—Ÿ. Sous cette forme, il est clair que P G A+F = F et P E M+ä,
donc {P} = Ffl (M + Ü) et P =p(M). Donc:
3(M) =M+2(Mp(M ) =M+2(P—M) = (A+7+7)+2(—7) =A+ÿ—?.
On a donc p(Y) = (A + ÿ — 7) — A = Ü — Ÿ = 0(Ê), ceci pour tout 'Ê, donc
(p = a.

1° b) Pour démontrer cette propriété, on doit établir deux choses : d’une part que si
s est la symétrie par rapport à F dans la direction Û, alors p(M) est le milieu de
[M3(M)], et d’autre part, que si on définit l’application 7° en disant qu’elle associe à
un point M l’unique point M’ tel que I = p(M) est le milieu de [MM’], alors 7‘ est
bien définie et on a r = S.

Soit M un point quelconque de E. Si M’ = 3(M) et si I = (M), alors puisque
3(M) = M + 2Mp(M), c’est que JW = M+ 2m, donc MM’ = 2m, ou encore
M? = ËMM’ : I est bien le milieu de [MM’].
Réciproquement, soit M un point de E, et I = p(M). Montrons qu’il existe un unique
point Il/I’ tel que I soit le milieu de [MM’] Un tel point doit être tel que M7 = àMM',
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ou encore W = 2m. Mais cette relation équivaut à M’ = M + 2Mp(M l, et on
.Sait qu’il existe un unique point M’ vérifiant cette relation; de plus, on sait aussi,
par définition, que S(M) = M + 2Mp(M , donc M’ = S(M). On a prouvé ainsi : que
l’application 7° est bien définie, et que r(M) = S(M) pour tout M, donc 7' = s.

1° c) Soit M un point de E et P son projeté sur F dans la direction de G. Soit
M’ = S(M). On doit montrer que s o S(M) = M, c’est-à—dire que S(M’) = M. Pour
déterminer S(M’), on va utiliser le résultat de la question précédente : M’ étant
l’unique point tel que P = p(M) soit le milieu de [MM’], il suflît de prouver qu’on
a aussi P = p(M’) pour pouvoir conclure. En effet, M sera alors le point tel que
P = p(M’) soit le milieu de [M’M], donc on aura bien S(M’) = M
Déterminons p(M’) : c’est le point d’intersection entre F et M’ + Û. P = p(M) est le
point d’intersection de F et de M + ä, donc P— M E
Or,M’=M+2(P—M)= M+(P— M)+(P— M): P+(P— M), donc
P = M’ + (M — P) avec M— P E Ü), ce qui prouve que P E M’ + Ê; on savait déjà
que P E F, on peut donc conclure que {P}: F fl (M’ +3) et que P= p(M’), ce
qui achève la démonstration.

2° Soit S—— SFÜ la symétrie par rapport à F= A + F dans la direction Ü). Puisque
A E F, on a S(A)-— A= f(A) et S a la même partie linéaire que f, à savoir la
symétrie vectorielle a? 3. D’après le dernier point de la proposition 2. 2 p. 34, on peut
affirmer que f = S.

3° Soit f une involution afiîne de l’espace affine (E, Ê), c’est-à—dire une application
affine de E dans E vérifiant f o f = idE. Soit (p la partie linéaire de f. Soit M un
point quelconque de E et soit M’ = f(M)
Puisque f est involutive, on a f(M’) = fof(M) = M. Soit A = M+ ËMM’. On
va montrer que A est un point fixe de f. Soit A’= f(A) (a priori, A’ et A ne sont
pas confondus, mais on va essayer de montrer qu

’effïtIIÇement
on a bien A’= A .

Remarquons tout d’abord qu’on peut écrire A—— M + MM’ 1MM’= M’ — ËMM’ ,
de sorte qu’on peut calculer de deux façons l’image de A : .
D’une part, A’ = f(M) + (p(A — M) = M’ + p(äMM’) = M’ + âmMM”).

—> ———>
D’autre part, A’ = f(M’) + (p(A — M’) = M + (p(—%MM’) = M — àgo(MM’).
On a donc M’ + ägo(MM’) = M — l(p(MM’) et en ajoutant âgo(MM’) à chaque

_ _ ——> ———> —>
membre, on otent M = M’+(,0(MM’), puIs (p(MIl/I’) = M—M’ = M’M = —MM’.
Donc en reportant ce résultat dans une des deux expressions de A’, par exemple la
deuxième, on obtient A’ = M -— âgo(MM’) = M — ä(—MM’) = M+ ËMM’ = A.
A est bien un point fixe de f.
Montrons que la partie linéaire de f est une involution. C’est une conséquence immé-
diate de la proposition 2.15 p. 44, mais on peut également le redémontrer facilement
Si on n’en est pas encore là dans l’étude du cours :
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Soit Ê E Ë. Posons M = A + Ê, (A est le point fixe qu’on vient de mettre en
évidence) et M’ = f(M) (et donc f(M’) = M). On peut à présent facilement calculer

90 o W) = <p(f(M) - f(A)) = <p<M’ — A) = f(A + M) — f(A)
=f(M’)—A=M—A=Ê.

Comme ceci est valable pour tout Î, on a bien go o go = idË, de sorte que (p est une
involution linéaire, donc une symétrie vectorielle et on peut conclure grâce à 2° puisque
f admet un point fixe et que sa partie linéaire est une symétrie vectorielle, que f est
une symétrie affine.

Exercice 2.11.

1° La partie linéaire de h’ est L(h’) = L(h o t) = L(h) o L(t) = (kidËXidÊ) = kidÊ,
donc h’ est une homothétie de rapport k. Ce raisonnement montre presque sans
changement que h” est aussi une homothétie de rapport k. Soient I’ et I” leurs centres
respectifs. On a
I’ = h’(I’) = hot(I’) = h(I’ + Ü) = h(I’) + kidË(Ü) = I+ h(I’ — I) + kÜ, donc
I’—I = k(I’—I)+kî et (1—Ic)(I’—I) = k'zî d’où I’—'I =fiî et I’ = I+1—ÎÎÜ:
I’ e I+ < Ü >.
De même,
I” = h”(I”) = t o h(I”) = t(I + h(I” — I)) = (I + k(I” — 1)) + Ü donc
I” — I = k(I” - I) + ÿ et (1 — k)(I” — I) = Ü de sorte que I” = I + fiïî et
I” e I+ < Ü >.
Les homothéties h’ et h” ne peuvent être égales que si elles ont même centre et même
rapport. Elles ont bien le même rapport, mais il es_t> impossible que I’ = I” , car cela
signifierait que I _+fiî = I + l—lÆÜ, donc Ü = 0 (puisque k 7è 1), ce qui est exclu
par hypothèse 6.
2° Dans tous les cas, la partie linéaire de f = h’ o h est kk’idË. Si kk’ aé 1, alors f est
une homothétie et si kk’ = 1, f est une translation.
o Si I = I’, quels que soient k et k’, I est un point fixe de f puisque

f(I) = h’ oh(I) = h’(I) = h’(I’) = I’ = I.
— Si kk" = 1, f est une translation qui admet un point fixe, c’est donc l’identité (le

vecteur de translation est Ifî; = Ü) 7.

Remarquons tout de même que si on n’avait pas exclu la possibilité Ê = Î), dans ce cas, on aurait
trivialement h = h’ = h” et I = I’ = I”.
Un autre argument pourrait être d’utiliser la propriété 2.14 p. 43 qui permet d’affirmer que l’ensemble
des points fixes de f est dans ce cas le sous—espace affine de E qui passe par I et qui est dirigé par
ker( — idÊ) = ker OÊ = Ê, c’est-à—dire l’ensemble E tout entier et f fixe tous les points et est
donc l’identité de E.
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— Si kk’ aé 1, f est l’homothétie de centre I = I’, de rapport hk’.
o Si I ÿé I’,

— Si kk’ = 1, f est une translation de vecteur Ü = Mf(M l quel que soit le point
M. En particulier, si on utilise le point I, si I” = f(I) = h’ o h(I), on a Ü = W.
Mais I” = h’ o h(I) = h’(I) = I’ + k’(I — I’),

donc—>Ü = I” — I = I’ — I+ k’(I — I’) = (1 — k’)II’ e< II’ > et Ü est bien un vecteur
directeur de la droite (II’)

— Si kk’ aé 1, f est une homothétie de rapport kk’. Soit J le centre de l’homothétie
f. Déterminons ce centre. On a

(2) J = f(J) = h’ o h(J) = h’(I + k(J — 1)) = .r' + k’(I + k(J — I) — I’)
Comment résoudre cette équation d’inconnue le point J? Une méthode naïve
consisterait à « oublier » qu’il s’agit de points, et à. résoudre algébriquement cette
équation comme si on avait affaire à des nombres ou des vecteurs :

J—klc’J=I’+k’I—kk’I—k’I 4:» (1—kk’)J=(1—k’)I’+k(1—k’)I
l—k’, h(I—k’)
1—kk’I+ l—kk’

Mais pour l’instant ce type de calcul n’a aucune légitimité. Nous verrons après
l’étude du chapitre 3 que ce calcul a un sens et permet de trouver précisément
le point J. Comme on ne peut pas anticiper ainsi, nous reprendrons le calcul à
partir de (2) en essayant d’obtenir une égalité entre vecteurs. Nous allons essayer

_)

d’exprimer le vecteur Û = J — I en fonction de II’ = I’ — I.

(2) 4:» J—I=I’—I+k’(I—I’)+kk’(J—I)
4:» (1 — kk’)(J — I) = (1 -— k’)(I’ — I)

l—k’ , _ 1—k’—;
1__kk,(I —I) 4:» J_I+1_kk,n.

I.<=>J=

4:) J—I=

On a ainsi prouvé que J E (II’)
On a obtenu, dans les quatre cas possibles, les quatre type d’applications affines
prévus par l’énoncé. Il ne reste plus qu’à étudier s’il est possible que h o h’ = h’ o h.
Remarquons tout d’abord qu’il n’est pas utile de recommencer à raisonner pour
déterminer f’ = h o h’. En effet, tout ce qu’on a obtenu concernant f = h’ o h est
utilisable sans changement pour déterminer f’ , il suffit d’échanger les rôles de h et h’,
donc aussi les rôles de I et I’ et ceux de k et k’.
Donc, si I = I’, on voit que pour kk’ = 1, on a aussi f’ = idE = f, et pour kk’ 7E 1,
f’ est aussi l’homothétie de centre I _= I’ et de rapport kk’, donc on a aussi f’ = f.

—->.+

En revanche, si I aé I’ et kk’ = 1, f’ est la translation de vecteur u’ = (1 —
k)I’i>Est-il—> —> —>

possible que Ü = 'u.’ ? On aurait (1—k’)II’ = (1—k)I’I, donc ((1—k’)+(1—k))II’ = Ol
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et k = 2—k’. Mais on sait que k’ = à, donc k2 = 2k— 1 et (k— 1)2 = O, c’est impossible
puis qu’on a supposé k aé 1. donc on a toujours f’ aé f dans ce cas.

De même, si I 7E I’ et kk’ 7è 1, f’ est l’homothétie de rapport kk’, de centre
_)

J’ = I’ + 1 _ kk’IlL Est-il possible que J = J’? On aurait J’ — J = Ü, c’est-à—dire
l—k —> 1—k'—> _) _> _>’_ _ ’_ l: Il I(I I) l—kk’H l—kk’II OetcommeIaé doncII7É0,

0_1_
l—k _ l—k’ _1—kk'—1+k—1+k’__(k—1)(k’—1)

l—kk’ l—kk’ l—kk’ l—kk’
C’est impossible puisque k: et k’ sont différents de 1 et on a donc toujours f’ 7è f dans
ce cas aussi.
En résumé, hoh’ = h’ oh 4:) I = I’. Deux homothéties de même centre commutent,
deux homothéties de centres différents ne commutent jamais, et une homothétie ne
commute jamais avec une translation de vecteur non nul (distincte de l’identité) 8.

Exercice 2.12.

On a vu (à. la proposition 2.17 p. 45) que H = T(E) est un sous-groupe distingué
du groupe G = D(E) des dilatations. D’autre part, on a étudié la composée de deux
homothéties de même centre lors de l’exercice précédent 2.11 et les résultats qu’on a
obtenu prouvent clairement que K = 7-1A (E)U{idE} est un sous-groupe de GA(E) mais
aussi de G = D(E). Il reste à montrer que HK = G et que H fl K = idE. Ce dernier
point est une évidence, car la seule translation qui soit aussi dans K = ’HA (E) U {idE}
est l’identité. Soit maintenant f un élément quelconque de G. Si c’est une translation
f = t, elle s’écrit t = to idE, avec t 6 H et idE E K. Si c’est une homothétie
f = h = h”, (avec k non nul, et différent de 1), alors on sait que si h’ = hAà’ on
a vu à l’exercice précédent que h o h’ est une translation t, donc on a h o h’ = t. En
composant cette égalité à droite par h’“1 = hAJc = h”, on obtient f = h = t o h”,
t E H, h” E K, donc on a bien G = HK, ce qui achève la démonstration.

8 Dans cet énoncé final, on parle bien sûr de « vraies » homothéties, distinctes de l’identité, avec un
seul point fixe.
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Exercice 2.13.

Nous supposons que nous sommes dans la situation de la figure, c’est-à—dire D//D’ . Nous
avons l’hypothèse (XY’)// (X’Y) et (YZ’)// (Y’Z), et on doit montrer la conclusion
(XZ’)//(X’Z).
Soit t1 la translation de vecteur Ül =fi et t2 la translation de vecteur Üz = fi.
Il est clair que t2 o t1(X) = Z. Etudions l’effet de ces translations sur les points de la
droite D’.
La translation t2 transforme la droite (YZ’) en la droite qui lui est parallèle et qui
passe par Z (puisque t2(Y) = Z), donc t2((YZ’)) = (ZY’).
Mais Y est un vecteur directeur de la droite D, donc aussi de la droite D’ et par
conséquent t2(Z’) = Z’ + 372 E Z’+ < Üg >= D’. Or, t2(D’) est une droite parallèle
à D’ et qui passe par t2(Z’), mais c’est justement D’ qui est cette droite parallèle
à elle-même passant par t2(Z’), donc t2(D’) = D’. Puisque Z’ e (YZ’) n D’, on a
t2(Z’) E t2((YZ’) n D’) = t2 ((YZ’» n t2(D’) = (ZY’) n D’. Donc t2(Z’) = Y’.

De façon tout à fait analogue, l’image de la droite D’ par t1 est aussi la droite D’
car Ül = XŸ dirige D’, et l’image de la droite (XY’) par t1 est la droite (X’Y)
puisqu’elle est parallèle et qu’elle passe par Y, de sorte que l’image de l’intersection Y’
de D’ avec (XY’) par t1 est l’intersection de D’ avec (X’Y), c’est-à—dire le point X’.
On a donc t20t1(X) = Z et t1 ot2(Z’) = X’. Mais t = t1 Ot2 = t2 ot1 est la translation
de vecteur Ü = Ül + Üg = X—Z), donc on a t(X) = Z et t(Z’) = X’, de sorte que
l’image par la translation t de la droite (XZ’) est la droite (X’Z) qui lui est parallèle.
On a prouvé que (XZ’)//(X’Z).

Exercice 2.14.
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ABC’ et A’B’C’ sont deux triangles à côtés respectifs parallèles, c’est-à—dire tels que
(AB)//(A’B’), (AC)//(A’C") et (BC)//(B’O’).

On doit montrer que si on est dans la situation de la figure, c’est-à—dire lorsque
(AA’)//(BB’), alors on a aussi (CC’)//(AA’)//(BB’).

—>
Soit Ü = AA’ et soit t = t-J la translation de vecteur Ê. Par construction, il est clair
que t(A) = A’, et cette translation envoie la droite (AB) sur une droite qui lui est
parallèle et qui passe par t(A) = A’, donc t((AB)) = (A’B’)

Mais puisque (BB’)//(AA’), on est sûr que (BB’) = B+ < Ü > (Ü, qui dirige
(AA’) dirige aussi (BB’)), de sorte que l’image de la droite (BB’) par t est elle-
même. Donc t((BB’)) = (BB’). Le point B, à l’intersection de (AB) et de (BB’)
est donc transformé, par t, en le point d’intersection de t((AB)) = (A’B’ ) avec
t((BB’)) = (BB’), c’est-à—dire en B’. On a t(B) = B’.

Déterminons maintenant l’image de C' par t : la droite (AC) est transformée en une
droite qui lui est parallèle et qui passe par t(A) = A’, donc en la droite (A’C")

De même, la droite (BC') est transformée en une droite qui lui est parallèle et qui
passe par t(B) = B’, donc en la droite (B’C’).

t((AB)) = (A’B’)
t((BC)) = (B’C’)——>

OC? = AA’ = BB’ et on a bien le parallélisme annoncé, et le fait que le triangle
A’B’C” est le translaté par t du triangle ABC’.

On a donc { => t(C') = C’ et donc C” = C + Ü, ou encore

Exercice 2.15.

Il suflît de se ramener à la situation du théorème de Desargues, en traçant un premier
triangle ABC’ dont A est un sommet et B E D, C e D’ (on a le choix pour les points
B et C. On construit ensuite un triangle A’B’C’ aux côtés respectifs parallèles, avec
toujours B’ E D et C” E D’. D’après le théorème de Desargues, les droites (BB’) et
(CC’) étant sécantes (en Q), la droite (AA’) passe aussi par Q.

En pratique, on peut choisir le point B’ où l’on veut, mais ensuite, on trace la parallèle
à (BC’) qui passe par B’, elle coupe D’ en C’ , puis on trace la droite A1 parallèle à
(AB) qui passe par B’ et la droite A2 parallèle à (AC) qui passe par C”. A1 fl A2
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donne le point A’ et la droite (AA’) est la droite cherchée.

Exercice 2.16.

1° Soit p = p13,3 cette projection. On veut déterminer les coordonnées (æ’, y’, z’) du
point M’ = p(M) lorsque M a pour coordonnées (:L', y, z). Le plan P est caractérisé
par l’équation cartésienne z = O. La droite D admet pour vecteur directeur (voir

’IÎ Ï2ll
exercice 1.14, question 2°b) le vecteur Ü = l à —12 l

llâ il)
tel que z’ = 0 puisqu’il appartient à P et d’autre part il est tel que M’ = M + ÀÜ

—5
= 7 . Le point M’ est

1

æ’ = æ — 5A
_> ’ = 7Apour un certain À E R puisque MM’ E B. On a donc le système y, y :l: Az = z

z’=0
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On trouve la valeur de /\ en combinant les deux dernières équations : A = —z donc les
œ’ = ac + 5z

formules analytiques de p sont y’ = y — 7z
z’ = 0

2° On raisonne de la même façon. Soit s = 3D î' On cherche les coordonnées (w’ , y’ , z’)
du point M’ = 3(M) lorsque M a pour coordonnées (æ, y, z). Soit I(a:1,y1,z1) le milieu
de [MM’] I est aussi le projeté de M sur D dans la direction , et on a :

œ’=2æI—æ——>
MM’=2m (=> M'=2I—M 4:) y’=2yI—y

z’=2zI—z.

Il n’y a plus qu’à déterminer les coordonnées de I. Pour cela on dispose des deux
conditions caractéristiques : I e D et M 6 .
On pourrait travailler avec le système d’équations cartésiennes dont on dispose pour D,
et la caractérisation paramétrique évidente de qui peut s’écrire I = M + a7 + [3?
et qu’il faudrait traduire en termes de coordonnées, ce qui nous amènerait à écrire un
système de 5 équations lourd à manier.
Il est beaucoup plus simple de raisonner avec une représentation paramétrique de
D et une équation cartésienne de . En posant z = 0 et en résolvant le système

39: + 2g = 1
x+y=z

tion de D avec le plan P de la première question; on pourrait naturellement utiliser
n’importe quel autre point de la droite D). Une représentation paramétrique de la

on trouve le point A(—3, 5, O) de la droite D (c’est le point d’intersec-

il:I = —3 — 5A

droite D est donc (appliquée au point I qui appartient à D) : y] = 5 + 7A
zI = À.

D’autre part un vecteur appartient à Ï’ lorsque sa première coordonnée est nulle,
ce qui s’écrit ici, pour le vecteur M , par æ; = æ, donc on tire la valeur de /\
de cette condition et de la première des équations de la représentation paramé-

trique de D : A = —a;— 3 , . .. En reportant dans les deux autres équations, on en tire

y1=5—%(æ+3)=—%œ+â
_ 1 3ZI——Ë'Œ—5

Finalement, on obtient les coordonnées de M’, et donc en même temps les formules
analytiques de s :

œ’ = 23: — a: = a: a: = :1:

CHU)

U‘Iœ



3. SOLUTIONS DES EXERCICES SUR L’ESPACE UNIVERSEL 217

—5
3° On peut écrire D = A+ < Ü >, avec A(—3, 5,0) et Ü 7

1
Si q = pP <Tc’> est la projection sur P dans la direction de k , ce qu’on cherche est
une caractérisation de la droite q(D) = q(A+ < Ü >) = q(A)+ < 7(7) >.

æ’ = a:
Or, q et Î sont caractérisées par les mêmes formules analytiques y’ = y

z’ = 0,
—5

de sorte que q(A) = A(—3, 5, O) et 7(Ü) 7
0

a: = —3 — 5t
Une représentation paramétrique de q(D) est donc y = 5 + 7t (t G R) et un

z = 0

7 5 = 4système d’équations cartésiennes est æ +0 y (on a éliminé t entre les deux
z =

premières équations, en multipliant la première par 7 et la deuxième par 5 avant de
les additionner). '

CHAPITRE 3

3. Solutions des exercices sur l'espace universel

Exercice 3.1.
1° 9A,2 est l’application de E dans Ë définie par gA,2(M) = 2m. De même, gBè
est l’application entre les mêmes ensembles définie par gB, à (M) = ËMË). On a donc,
pour tout M e E, (914,2 + 393%)(M) = 2m + äm. On cherche donc un point C
et un scalaire À tels que pour tout M, on a

(3) 2547i + ÊAË = AATC’
Si cette relation (3) est vraie pour tout M, elle doit entre autres être vraie pour le
point A, et pour le point B, c’est-à—dire qu’on doit avoir ËË = ÀA , ainsi que
2Êi = AË—Ô.
Pour pouvoir déterminer A en combinant ces deux relations, introduisons, par relation
de Chasles, le point A dans la deuxième relation. On doit donc avoir ZÊl = /\B +ÀA
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et en reportant la valeur de ÀË qu’on a obtenue pour le point A, on trouve la relation :
2Ël=ÀBÂ+%Æ, donc (2+ g —À)Æ= Î).

Si A 7É B, cela implique À = g, et donc Ë = ËÆ.

Si A = B, alors (3) s’écrit Àm = äm pour tout M, et donc pour M = A, on doit
avoir ÀAC = Ü ; À = 0 est impossible car il y a des points M non confondus avec A,
donc C = A, et on doit avoir À = â.

Finalement, dans tous les cas, nous avons montré que le point C = A + ÊAB) et
le scalaire /\ = g sont les seuls possibles, et nous devons maintenant vérifier qu’ils
conviennent.
Pour tout point M, on a, pour ce A = g et ce point C = A + âÂË,

AM3: g(m+Ë) = gm+gêü
= (2+ ÈMÎÀH ÈË=2W+Ë(W+ÀË)
=2W+ÊATË

On a montré que 9A,2 + 393% = 962% pour C’ = A + ËË.
Notons qu’on aurait pu appliquer la formule de la démonstration de la proposition 3.1

â
p. 61 qui correspond à ce cas : C' = A + 2—_|2_—3Ë et À = 2 + Ë : on obtient bien sûr

2
le même resultat, mais ici, nous avons montré en plus que ce point C et ce scalaire À
sont les seuls qui conviennent.

2° Raisonnons de la même façon z h = gA,3 + 3gB,_1 est l’application de E vers Ê qui
associe à un point M le vecteur

h(M) = (gA,3 + 3gB,_1)(M) = 3m + 3(—1)1\Ë = 3(1î’4 + m) = 3Êl,
donc h est l’application constante gA,3 + 3gB,_1 = f3fl.

3° Pour tout point M, (93,2 — 3fÜ)(M) = 2m — 3Ü. On cherche s’il existe /\ et C
tels que 2m — BÜ = /\M pour tout M. En particulier

po_u)r
M = B, on doit avoir

—3Î = A]? et pour M = C', on doit avoir 2ÜB -— i7 = 0 . Donc nécessairement
B6 = —%Ü et —3Ü = À(—%Ü), d’où A = 2 (si Ü = 0 , nécessairement et clairement,
93,2 — 3fî = 98,2).
Reste à vérifier qu’on a bien, dans tous les cas, 93,2 — 3fÜ = 90,2 pour C = B — ËÎÎ.
Or, pour tout M E E, on a

90,2(M) = 2m = 211713) + 2B_Ü = 93,2(M) + 2(—g)î = 93,2(M) — sî
= (95,2 - 3f27)(M)-
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4° En ayant admis les inclusions E C Ê et Ë C Ê, on peut écrire 914,2 = 2A,
1 3 7 2A + gB 7 _

93è = 53 de sorte que 9A,2 + 3933 = 2A + 55’ = - ——7-— =
ëC

avec C qu12 ë
est le point C,= âA + 3B.

De même, gA,3 + 3913,.1 = 3A — 3B = 3(A — B) = 3154i.
Et onagB,2—3fÿ =2B—3Ü=2(B—%—1Î)=2CavecC=B—%Ü.
Ces résultats sont bien Sûr exactement les mêmes que ceux qu’on a obtenus plus
laborieusement aux questions 1°, 2° et 3°. C’était la dernière fois, dans cet ouvrage,
qu’on utilisera la « définition » des éléments de E.

Exercice 3.2.
Soit (p la forme linéaire associée à l’espace universel E.
On a 90(a) = <p(A) + <p(B) + <p(C) = 1 + 1 + 1 = 3, donc a n’est ni un point, ni un

1 A Bvecteur. On peut écrire a_ = <p(a) (W(A + B + 0)) = 3 +—3+Ç—= 3G avec

(G est un point, c’est le centre de gravité du triangle ABC’).
De la même façon, (,0(b) = <p(A) + 90(B) — 2<p(C) + <p(ïl) = 1 + 1 — 2 + 0 = 0 donc b
est un vecteur z b E .

Oäeut
écrire b = (A — C’) + (B — C) + Ë, donc sans abus de

langage, b=Ê—ÂÜ—B.
On a 90(c) = (,0(A) + 290(Ü) — 24,0(B) + 290(7) = 1 — 0 — 2 + 0 = —1 donc c n’est ni un
point ni un vecteur.
En revanche M = —c est un point : M = 2Bi—2ÎÎ—27Ü = B+(B—A)+2(—Ü——1Ÿ),
donc c = —M avec M est le point tel que BM = Æ + 2(—îÎ — Ü) (on peut aussi
écrire M = B + E3) + 2(—7 — 7))-
d est un point (on vérifie facilement que <p(d) = 1), et on peut l’écrire

, —)d= A+3(A—B)+(A—C’)+3Ü, donc dest le point tel que Ad= 37—3Æ—Ë
(oud=A+3Ü—3Ë—À—ô).
En fait on peut aussi « rattacher » d à n’importe quel point, par exemple à B en
écrivant d=B+4(A—B)+(A——C)+3Ü =B+4Êl+CTÂ+3ïÀ ou mêmeàun
point O quelconque, en écrivant
d=o+5(A—0)—3(B—0)—(0—0)+3ï2=0+50_A’—3ÔË—0—ô+3î.
Exercice 3.3.

1° La droite D = (AB) admet comme équation cartésienne x _ ŒA ŒB — ŒA = 0
3/ — yA ZIB — 31A

— 1 2doncici _2 _3l=04=>—3(œ—1)—2(y—2)=0(=>3x+2y=7.
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La droite D’ parallèle à D admet une équation du type 3:1: + 2y = h et comme elle
passe par C(—1,—1), on a h = 3(—1)+ 2(—1)= —5, donc D’ : 3a: + 2y + 5 = 0.

2° Une équation cartésienne de D s’obtient en supprimant la constante dans l’équation
de D, donc D : 3x + 2y = 0. Un vecteur directeur de D est Ü = —2ï+ 3jî La

(Érection
de D’ est la même que celle de D puisque ces deux droites sont parallèles :

D’ = B
3° a) Les coordonnées de A considéré comme élément de Ê sont, dans la base
(0,525) : A(1, 1, 2). De même, B a pour coordonnées, dans Ë), B(1, 3, —1). Un élément
X(t, :12, y) de appartient au plan D =< A, B > si et seulement si le déterminant des
coordonnées de A, B, X est nul, donc une équation cartésienne de D est 9 :

1 1 t 1 3 1 1 1 11 3 Œ_O(=”2 _1’t—|2 _1œ+’13ly—0
2 —1 y

(=> 3œ+2y——7t=0.

3° ) Le cours nous précise que D est l’intersection de D avec P. Or, P est caractérisé,
dans par t = 1. Un système d’équation cartésienne qui caractérise D est donc

3x + 2g — 7t = 0
t = 1.

En reportant la valeur t = 1 de la deuxième à la première équation, on trouve que ce
3 2 — 7 = O

système est équivalent à. tæ +1 y

On retrouve bien, ainsi, l’équation de D dans P. L’équation de D : 3x + 2g — 7t = O
est l’homogénéisée de l’équation 3:1; + 2y — 7 = 0 de D, en ce sens qu’on a multiplié la
constante —7 de cette équation par la nouvelle troisième variable t, ce qui a rendu
cette équation homogène de degré 1.

3° c) La droite D est engendrée par le vecteur Ü, dont les coordonnées dans Ë sont
t = 0

(0, —2, 3). On peut donc donner une représentation paramétrique de D : a: = —2À
y = 3/\

(À E R) et en éliminant /\ entre les deux dernières équations, on obtient le système
3x + 2y = 0
t O

; on retrouve bien l’équation de D dans P.d’équations cartésiennes

9 On calcule le déterminant d’ordre 3 en le développant par rapport à sa troisième colonne.
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3° d) et e) Puisqu’une équation de D’ dans P est 3œ+2y+5 = O, un système d’équation
3a: + 2g + 5t = O
t = 1

du plan vectoriel D” : 3:0 + 2y + 5t = 0 avec le plan affine t = 1.

cartésienne caractérisant D’ dans Ê est { ; D’ est l’intersection

Exercice 3.4.

1° Les équations cartésiennes des sous—espaces D et D’ associés à D et D’ dans l’espace
P dans la base (O,z,j) de P s’obtiennent tout simplement en homogénéisant les
équations cartésiennes de D et D’. Il suffit de multiplier les constantes des équations
cartésiennes des droites affines par t, puisque l’équation du plan affine P dans l’espace
vectoriel universel P est justement t = 1. Une équation cartésienne dans le repère
(O, ï, j) de D étant :1: + y — 2 = O, on trouve une équation cartésienne de D est donc
tout simplement :1: + y — 2t = O (en notant (t, :12, y) les coordonnées d’un élément de
l’espace universel P dans la base (O, ï, j)).
De même, une équation de D’ étant 39: — y — 3 = O, une équation de Ü est donc
3a: — y— 3t—— 0.
Remarquons que pour trouver l’équation des directions D et D’, il suffit de faire t-— O
(équation de ) dans les équations obtenues.
2° Déterminons les formules analytiques de la symétrie s.
On sait que D’ est dirigée par le vecteur u’ (1, 3).
Soit M(æ, y) (toutes les coordonnées considérées sont rapportées au repère cartésien
(O,ï,j) ou à la base (525)).

.
h

. / / / - , - 1 l _) —/>Son 1mage par s est le p01ntM(æ,y) qu1 ver1fie I = 5(M+M) E D et MM = Au,
_>

c’est-à—dire M’ = M + Àu’ (À E R)
Traduisant ces conditions en termes de coordonnées, on a d’une part x1 + y] = 2 et
——> 1 . .MM’ = À (3) c’est-a—d1re

(4) 213+21:’+y+;y’=2et
{æ’=:c+)\2 2 y’ = y + 3A.

On détermine /\ en reportant ces valeurs de æ’ et y’ dans la première
équation

:
(æ+(œ+/\))+(y+(y+'3x\)) =4donc 4À=4—2æ—2y et /\= 1— —:c— —y.
En reportant cette dernière valeur dans le système (4), on trouve directement les
formules cherchées :

œ’=æ+1—âx—äy doncy’=y+3(1--äw-ây)

(5) {Œ’=
âw-äyH

y’=—%x—ây+3
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).
01Lpeut maintenant facilement déterminer la matrice du prolongement ’5 de s et de Î
à P : on sait grâce à ce qui précède que l’image de O est le point de coordonnées carté-
siennes (1,3) dans le repère cartésien (O, ï, j), donc l’image de O a pour coordonnées

NIOD

[oh—n

NIH

NID-lCes formules montrent que la matrice de la partie linéaire Ÿ de s est M = <

1
augmentées 1 dans la base (O, ï, j).

3
De même l’image par Ÿ du vecteur 'î,’ est le vecteur de coordonnées (à, —%) (première

0
colonne de M), donc les coordonnées augmentées de l’image par 3’ de ï sont à

3
_2

Le même raisonnement pour l’image du troisième vecteur de la base (O, ï, j) montre
O

que la troisième colonne de la matrice ÿ de 'sv est —â
1

—'2'
1 0 O

Finalement, la matrice de 3' est Ü = 1 à —â
3 _ â _l2 2

t’ = t .
Du coup les formules analytiques de 3' sont as’ = t + äæ — ây ce qu’on pouvait

y’ = 3t — gæ — ây
prévoir directement en homogénéisant les formules analytiques de s (5).

1 0 0
3° L’endomorphisme Îde matrice Â = 2 —3 0 dans la base (O, ï, j) admet

4 0 —3
t’ = t

comme formules analytiques æ’ = 2t — 33:
y’ = 4t — 3y

Lorsqu’on considère l’image d’un point, la première coordonnée est t = 1, donc son
image a aussi comme première coordonnée t’ = 1, c’est bien un point, tandis que pour
une raison analogue, l’image d’un vecteur est aussi un vecteur. Cela prouve que f est
le prolongement d’une application affine f et de sa partie linéaire . On détermine les
formules analytiques de ces deux restrictions en fixant t = 1 (pour f) et t = 0 (pour

7).
. . . . —3 O , .On v01t a1n51 que la matrlce de î est 0 _3 , donc f est une homothetie de

rapport —3, et le centre de f est son point fixe, dont les coordonnées sont solutions de



3. SOLUTIONS DES EXERCICES SUR L’ESPACE .UNIVERSEL 223

{æ
=
î

_
:æ : f est l’homothétie de centre Q(%,1), de rapport —3.

y = — y
La réponse précise à la question posée est la suivante : l’endomorphisme f de E qui

1 0 0
admet Â = 2 —3 0 pour matrice dans la base (O, î, j) est le prolongement

4 0 —3
à 13 de l’homothétie f de P et de sa partie linéaire, f ayant —3 comme rapport et
9%,1) comme centre.

Exercice 3.5.

Soient (a’ , [3’ , ’y’) les coordonnées barycentriques de N dans (A, B, C) que l’on cherche.
On sait que A1 est le milieu de [MN], donc on a A1 = %(M + N) et N = 2A1 — M.
Comme on a A1 = %(B + C), et que M = aA + BB + ’70, on obtient en reportant :
N = (B + C) — (aA + fiB + ’yC') = —aA + (1 — fl)B + (1 — ’y)C, donc les coordonnées
barycentriques de N sont (a’, fl’,7’) = (—a, 1 — fi, 1 — ’y)
Vérification conseillée : on a bien a’ + 5’ + 7’ = 2 — a — fi — "y = 1 puisque (a, B, ’7)
sont des coordonnées barycentriques.

Exercice 3.6.
1° a) La partie linéaire de f est caractérisée par les mêmes formules analytiques que f,

æ’l = 2:1: — 3y
sans les termes constants, c’est-à—dire x’2 = — x — 2y

æ’3 = 2g.
Ces formules correspondent à des coordonnées exprimées respectivement dans les bases
B = (ï, j) de Ê et B' = (6—1),6—2>, 53’) de î, de sorte que la matrice de 7 pour ce choix de

2 —3
bases est M = —1 —2 . Le rang de cette matrice est clairement 2, puisque les deux

0 2
premières lignes ne sont pas proportionnelles, donc rg(7) = 2, et donc dim(Im Î) = 2
de sorte que n’est pas surjective (c’était évident, puisque dim < dim ), mais
d’après le théorème du rang, dim ker + rg(î) = dim Ê = 2, donc ker î = {Ü} et

est injective. f est donc, comme , injective et non surjective.

1° b) L’application linéaire Îqui prolonge f et 7 à Ê est caractérisée par les coor—
données des images des trois vecteurs de la base R = (O, ï, j) :
Le point Î(O) = f(O) a pour coordonnées (2, —1,0) dans le repère de F qu’est
R’ = (9,5),52’, 6—3’), donc ses coordonnées dans la base R’ de Î sont (notées en

1

colonne) :
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Le vecteur f(ï) îfi) a, dans la base B’—- (61,6—2’, 6—3’) de , pour coordonnées 1°

'LNOI—LIL

2
-—1 , donc dans la base ’R/ de F, ses coordonnées sont
0

0

Le vecteur f(j) = îÿ) a, de même, pour coordonnées dans la base R’ de F : :3

2
Donc la matrice de Îest, pour la base R de Ê et pour la base R’ de F, obtenue en
juxtaposant les trois vecteurs colonnes qu’on vient d’obtenir :

1 O 0
N 2 2 —3M —

—1 —1 —2
0 0 2

1° c) On sait que f(D) est une droite affine de F (c’est un sous-espace affine et la
dimension est conservée car f est injective). Elle passe par f(A) et est dirigée par
?(Ü). Les coordonnées de f(A) s’obtiennent en remplaçant (:c,y) par (1,1) dans les
formules analytiques définissant f, donc c’est le triplet (1, —4, 2). Les coordonnées de
?(Ü) pourraient s’obtenir de la même manière (en utilisant les formules analytiques
de , sans termes constants), mais peuvent aussi s’obtenir par le calcul matriciel MU

avec U = _23 ; on obtient donc

2 — 1-1 -3 (33) = Î
0 2 —6

3:1 = 1 + 13/\
D’où une représentation paramétrique de f(D) : 3:2 = —4 + 4A (À E R).

{1:3 = 2 — ÔÀ

1° d) Les points M dont l’image f(M) = M’ (de coordonnées (æ’1,œ’2,xâ)) appartient
à H sont tels que œ’l + 12’2— mg = 1, donc compte tenu des formules analytiques de f, les
coordonnées de M vérifient (2 + 2a: — 3y) + (—1 — a: —— 2y) — (23/) = 1 <=> a: — 7y = 0.

10Le fait que 7G) et f(O) ont le même triplet de coordonnées n’est rien d’autre qu’une coïncidence,
d’ailleurs, ce ne sont pas des triplets de coordonnées dans le même espace, ni par rapport au même
repérage, puisque le point f(O) a ses coordonnées calculées dans le repère cartésien ’R,’ de l’espace
affine F, alors que les coordonnées du vecteur îfi) se calculent dans la base B’ de l’espace vectoriel
F. Dans l’espace universel, et par rapport à la même base 72’, les coordonnées diffèrent (les premiers
termes sont distincts, évidemment, puisque la première

coordonnée d’un point est toujours 1 et la
première coordonnée d’un vecteur est nulle. ).
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L’ensemble cherché est donc la droite A d’équation cartésienne œ— 7y= O. Remarquons
que cette droite passe par O, ce qu’on pouvait prévoir puisque les coordonnées de
f(O), (2, —1,0) véIifient l’équation de 11:2 +(—1)—0 = 1.

2° a) La matrice du système de vecteurs (Ü, Î?) dans la base (z, j) est P-— (33 —11)'

Cette matrice est inversible (son déterminant vaut 1), donc B1: (Ü, Ü) est une base
deÊ (et P est la matrice de passage de Ba B1).
On en déduit que R1= (A, B1)-— (A, Ü, 7) est un repère cartésien de E. Notons
que c’est donc aussi une base de Ê, et que la matrice de passage de la base R à la

1 0 0
base R1 est P = 1 2 1 (dans la première colonne, on met les coordonnées

1 —3 —1
augmentées de A, dans les deux autres colonnes, on met les coordonnées augmentées
de Ü et 7, toutes ces coordonnées étant exprimées dans l’« ancienne base » R).

2° b) Grâce à la matrice de passage « augmentée » 15 entre les bases R et R1, on
sait que si X est le vecteur colonne des coordonnées dans R d’un élément EE de Ê
et si X1 est le vecteur colonne des coordonnées de ce même élément dans R1, la
formule exprimant les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles est X: PX1.

1
En appliquant ceci à un point M de E, de coordonnées (augmentées) æ dans

y
1 1 1 O 0 1

R et 3:1 dans R1, on obtient :1: = 1 2 1 2:1 , soit (en n’écrivant
yI y 1 —3 “—1 yl

pas la première équation triviale 1 = 1)
ä

=
Ï + 92:1 + yl qui sont les formules= _ 1 _

analytiques de changement de repère demandées.
(On aurait pu aussi utiliser, pour le même résultat, la formule vue au â 1.3.2 p. 12).

2°C) Le fait que la matrice de f, pour les bases R et R’ soit M exprime le fait que
pour tout élémenta: de Ê, dont les coordonnées dans R sont le vecteur colonne X,
l’imagey: f(:1:)a ses c001donnees Y dans la base R’ de F qui s’expriment en fonction
de X par:

Œ) Ÿ=Mx

Pour obtenir la matrice M1 de Îpour les bases R1 et R’, il suffit d’obtenir une relation
du même type entre les coordonnées X1 dea: dans R1 et Y. Or, on vient de voir que
X: PX1, donc en reportant dans (6), on obtient Y= MX= MPX1, donc la matrice
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Mlvaut

1 0 0 1 0 01 0 0N M 2 2 —3 1 13 5Ml—MP— —1 —1 —2 î _23 _11 — —4 4 1
0 0 2 2 —6 —2

En appliquant la formule Ÿ = 11711551 aux coordonnées (1,531,111) d’un point M de E
et aux coordonnées (1,æ’1,æ’2,æg) de son image M’ = f(M), on obtient :

1 1 0 0 1œ’l _ 1 13 5 æ:c’2 — —4 4 1 1
mg 2 —6 —2 3/1

D’où les formules analytiques de f pour le repère R1 de E et le repère R’ de F (en
n’écrivant pas la première ligne triviale 1 = 1) :

=1 +1331 +5311

—4+4Œ1 +311
= 2 -6€B1 —2'y1.

3° a) La matrice du système de vecteurs (î, î, Ê) dans la base (6—1),6—2),6—3)) est :
1 0 1

Q = —1 1 0 . Son déterminant est non nul (c’est det Q = 2), donc elle est
0 —1 1

inversible, et Bî = (î, 7, Ë) est donc une base, et Q est la matrice de passage de B’
à B’l.
R’l = (Q, Bî) = (Q, 7, 7, Ë) est donc bien un repère cartésien.
La matrice de passage de R’ à R’l (considérées comme des bases de Î) est

1 O 0 O
N 0 1 O 1
Q_ O —1 1 O

0 0 —1 1

3° b) Les hypothèses sur g peuvent se traduire ainsi: la matrice N1 de l’application
linéaireg, entre Ê et F, qui prolonge g, calculée dans les bases R1: (A, Ü,7) de Ê

1

(1’(()=g(A—o + 7— 2?),
—2

et R’l = (Q, î, î, Ë) de Î’, a pour première colonne



3. SOLUTIONS DES EXERCICES SUR L’ESPACE UNIVERSEL 227

0 O

elle a pour deuxième colonne î (g(Ü) = Î) + î) et pour troisième colonne (1)

O 1
1 O 0

(9(7) = î + I—è). Donc N1 = (1) Ï (1)

—201
Un élément î" de Ê, de coordonnées X1 dans R1, et de coordonnées X dans R, ayant
pour image par ÿ l’élément ÿ de F, de coordonnées Y1 dans 73/1 et Y dans 72’ , on a les
relations suivantes :
Y1= N1X1 et Y= NX, N étant la matrice de ÿ pour les bases ’R, de Ê et R’ de Ê
Or, le fait que Q est la matrice de passage de R’ à 72’ implique que Y= QY1 et on a
vu plus haut que X: PX1, donc on a QY1= NPX1.
On en déduit Y1= N1X1= Q1NPX1, et comme cette dernière égalité est valable
pour tout vecteur colonne X1, on est sûr que N1: Q1NP, ou encore N: QN1P"1.

1
N 1 O O

—
1 0 O

Un calcul pas très difiîcile donne P‘1 = 1 2 1 = 2 —1 —1 ,
1 —3 —1 —5 3 2

1 0 0 0 1 0 O 1 O 0 1 O O

dN_01010102_1_1_—521onc‘0—110 111 _53 2 “—432
O O —1 1 —2 0 1 —5 1 1

1
En appliquant la formule Y = NX aux coordonnées X = a: d’un point M de E,

y
1
I

ayant le point M’ = g(M) de coordonnées ,1 comme image par g, on obtient les
ä

formules analytiques de g pour le repère R de E et le repère R’ de F :
1’ 1 0 O 1 æ’1=—5+2æ+y

æl —5 2 :1: 4:) ’——4+3æ+2œ’2 —4 3 2 yl — y
mg —5 1 1 y zî=-5+Œ+y-

Exercice 3.7.

Étudions, dans l’espace universel, le rang du système de vecteurs (A1, A2, . . . ,Ak).
Une propriété Classique du rang est que le rang d’un système de vecteurs est inchangé
si on soustrait un des vecteurs du système aux autres, donc on a
rg(A1, A2, . . . ,Ak)-— rg(A1, A2 — A1,.. .,Ak — A1). Or, A1 Q Ê alors que pour tout
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j on a Aj — A1 E Ë), donc A1 €< A2 — A1,...,Ak — A1 > et par conséquent
rg(A1,A2—A1,...,Ak—A1)=rg(A2—A1,...,Ak—A1)+1.
Onadonc rg(A1,A2,...,Ak) =rg(A2—A1,...,Ak—A1)+1.

Or, (A1,A2, . . .,Ak) est affinement libre <=> (A1,A2, . . . ,Ak) est libre dans Ê
(E) rg(A1,A2,...,Ak)=k (E) rg(A2—A1,...,Ak—A1)=k—1

4:) (A1A2, . . .,A1Ak) est libre.

Exercice 3.8.

1° Il sufi'it de montrer que (A, B, C, D) forme un système libre de l’espace universel
Ê. Pour cela, on forme la matrice des coordonnées des vecteurs de ce système dans
la base R de E (ce sera la matrice de passage P sous réserve qu’on a montré que
c’est bien une base), et on montre qu’elle est inversible en calculant son déterminant.
Cette matrice contient dans ses 4 colonnes les coordonnées augmentées des « vecteurs »

1 1 1 1
A 2 1 0 —1A,B,C,DdeE.P_ 1 0 3 _1

1 —3 1 —3
Son déterminant est

11111000_1_2_3 123210—1 2—1—2—3= =—12—2=4—12—2
103—11—12—2_40_4 1011—31—3 1—40—4

122
=4 —1 2—1=4'â_21'=—247é0.

100
Ce calcul prouve que (A, B, C', D) est un système libre de Ê, donc une base de cet
espace vectoriel de dimension 4, et un repère affine de E.
Le calcul de P‘1 (comme d’ailleurs ce calcul de déterminant) est un exercice de niveau
première année, que les calculatrices ou les programmes de calcul formel peuvent nous
épargner. Voici néanmoins ce calcul (en petits caractères) :



3. SOLUTIONS DES EXERCICES SUR L’ESPACE UNIVERSEL 229

1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 o o
2 1 o —1 o 1 0 0 o —1 —2 —3 —2 1 0 o
1 0 3 —1 o 0 1 0 o —1 2 —2 —1 o 1 o
1 —3 1 —3 0 o 0 1 o —4 o —4 —1 0 0 1

1 1 1 1 1 0 0 o 1 1 1 1 1 o 0 o
0 1 2 3 2 —1 o 0 o 1 2 3 2 —1 0 o
0 0 4 1 1 —1 1 o 0 0 4 1 1 —1 1 o
0 o 8 3 7 —4 o 1 o o 0 6 5 —2 -2 1

1 1 1 11 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 6 ä ä “6
o 1 2 3 2 —1 0 0 0 1 2 o à o 1 —%N _ N 1 2 4 1
3 3 â 1 Ê— —î —11 î

O 0 4 0
Ë —Î 51 :66 3 3 6 0 0 O 1 ë —5 —ä ë

1 1 1 17 1 1 71 1 o o
57 Î

0 —5 1 0 o 0 2—4 ë —â ü
1 5 7 1 1 5

N o 1 o o —1—2- ä 5 —ñ N o 1 o 0 —ñ ä ä —ñ
1 1 1 1 1 1 1 1o 0 1 0 ï; —ë 5 —fl o o 1 0 fi —ë â —ü
5 1 1 1 5 1 1 10 0 0 1 6 _ä —ä 6 0 0 0 1 6 —3 “ä 6

1_7 1 _l l
24 6 3 24
_l .1. .1. __5_

—1_ 12 3 3 12Ce calcul montre que P —
l _ 1 .1. _ _1_
24 6 3 24
ä _l _1 l
6 3 3 6

2° Puisque (A, B, C, D) est un repère affine, une application affine dont l’ensemble
de départ est E est entièrement déterminée par la donnée de l’image de ces quatre
points. I1 existe donc bien une et une seule application affine de E dans E qui associe
à A,B,C,D respectivement leS points A’ ,B’ ,C” ,D’ , et ceci quelles que soient les
coordonnées de ces derniers.

3° La matrice de passage P permet, pour un élément EE de E, d’exprimer ses coordonnées
t a

X = ä dans l’ancienne base R en fonction de ses coordonnées A = î dans

z 5
la nouvelle base (A,B,C', D), suivant la formule X = PA. On trouvera donc les
coordonnées barycentriques A d’un point Y de E en fonction de ses coordonnées
(augmentées) X dans l’ancienne base en inversant cette formule : A = P'lX.
Les coordonnées barycentriques de A’ sont donc

17
1 24 6 3 24 1 ä
1 _l 1 1 -1 1 _1P—1 ___ 12 3 3 12 = 4110 _1_ _1 1 _1 0 __ 1

24 6 3 24 8
0 1 _1 _1 1 0 16 3 3 6 2

de sorte qu’on peut écrlre A’ = gA — ËB — ËC + ËD
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De même les coordonnées barycentriques dans le repère affine (A, B, C, D) de B’ sont :

24 6 3 242 _1 1 1 -2 2 ÊP—1 ___ 12 3 3 12 = Î1 L __1_ .1. _i 1 — ’
24 6 3 24 81

—2 ë _l _l l —2 ——
6 3 3 6 2

de sorte qu’on a B’ = ËA + ËB + à—C’ — ä-D.

De même les coordonnées barycentriques de C” dans ce repère sont :
1_7 1 1 .1 11 24 6 3 24 1 _-

_1 _l .1. l _Â _1 _î
P—1 = 12 3 3 12 = 4

2 l _l l L 2 Z ’
24 6 3 24 Ê0 .5. _l _l l 0 —
6 3 3 6 2

de sorte qu’on a C’ = —àA — ËB + g0+ %D_

Enfin, pour D’, les coordonnées barycentrlques sont :
17 1 1 7

1 24 6 3 24 1 l
1 -1 1 1 __5_ 1 î

P-l _ 12 3 3 12 = Î1 L _l l _l 1 _ ’
24 6 3 24 4

—1 ä _l _l l —1 06 3 3 6
de sorte qu’on a D’ = ËA + ÊB + 211-0.
On vérifie facilement que la somme des coordonnées barycentriques de A’, B’, C" , D’
est toujours 1.

Déterminons maintenant f(A’), f(B’ ), f(C’), f(D’)

f(A,) =f (7A—2B8—O+4D) = 7f(A)—2f(B)8—f(C)+4f(D)
_ 7A’ — 23' — C” + 4D’

8
_z7A—2B—C+4D_2A+1OB+C—4D
_8 8 8 8

_1—A—2B+7C+4D+42A+4B+2C8 8 8 849—2+1+8 —14—20+2+16 —7—2—7+8 28+8—4= ___—D64 A+ 64 B+ 64 0+ 64
_ 56A—16B—8C+32D _ 7A—2B—C+4D _ I

64 8
A.
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_ l I /_ /

f(B,)=f(A+10B+C’ 4D)
=A +105 +0 4D

8 8
1 10—_- Œ(7A—2B—C+4D)+6—4(A+10B+C—4D)

+ 6i4(—A— 2B+7C+4D) — â(2A+4B+20)
8A+80B+8C—32D A+10B+C—4D ,

—A—2B+7C+4D —A’—2B’+7C’+4D’f(O’)=f( 8 )= 8
1 2

_—-éz(7A—2B—O+4D)—ä(A+10B+O—4D)
+ 614(—A—2B+7C’+4D)+ â(2A+4B+2C)

_ —8A—16B+560+32D _ —A—2B+7C+4D __
64

_
8

"'

A+2B+O A’+2B’+C’
I — ————-—- =f(D)—f( 4 ) 4

_ (7A—2B—C+4D)+2(A+10B+C—4D)+(—A—2B+7C+4D)"
32

O!

_ 8A + 16B + 80'_ 32
On peut en déduire que f0f(A) = A’ = f(A), fof(B) = B’ = f(B), f0 f(C’) =
C" = f(C), f o f(D) = D’ = f(D), donc f et f o f sont des applications affines qui
coïncident pour les quatre éléments d’un repère affine, donc ces applications affines
sont égales. On a donc f o f = f donc f est une projection affine.

=D’

4° Les colonnes de la matrice M sont formées des coordonnées dans R (base de l’espace
vectoriel d’arrivée) des images par f des éléments A, B, C, D de la base de l’espace

1 1 1 1
o I _ 1 2 —]. 1

vectorlel de départ, donc M —
0 1 2 1
0 —2 0 —1

5° On a déterminé en 3° les coordonnées dans la base (A, B, C, D) de A’, B’, C", D’
7 1 1 1
Ë ä —Ë Z

__1. ë
_â à_ 4 4donc M1 —

_ l .1. Z l8 8 8 4
1 1 15 —î ë 0

Soit 5 un élément de Ê, dont les coordonnées dans R et dans (A, B, C’, D) sont
respectivement :
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t a

X = æ et A = fi
y ’Y
z 6

Soit ÿ = ÎŒ), et dont les coordonnées dans R et dans (A, B, C, D) sont respectivement :
t’ a’

I I

Y = ÿ, et B = î,

z’ 6’
Les propriétés caractéristiques des matrices d’applications linéaires et des changements
de bases permettent d’affirmer qu’on a Y = MOX, B = M1A, Y = MA, et d’autre
part X = PA et Y = PB. En combinant tout ceci, on peut écrire Y = MOPA donc
M = MOP et M0 = MP‘I. D’autre part, on a PB = MA, donc B = P—IMA et
M1 = P’IM. Enfin, il est classique que M1 = P—IMOP.

Pour trouver facilement M0, on calcule donc

17 1 1 71 1 1 1 2: i :1 2:,1 2 —1 1 —— — — ——
M0 = MP—l = 112 31 Î 1120 1 2 1 24 6 3 ü

0 —2 0 —1 ë -1 -1 l
6 3 3 6

1 0 O O
l 2 _l _l

__ 3 3 3 3_ l _l 2 _l
3 3 3 3
l _l _l 2
3 3 3 3

6° On sait déjà que f est une projection. Sa partie linéaire î admet, dans la base
g 11' 3 ‘ä ‘—

(e—1’,e—2’,EÈ) comme matrice
—%

ä —% . î est une projection vectorielle dans
1 2

_ä _ä ä
12a: — — z = 0

la direction Ê = ker î, caractérisé par y
_ , donc dirigé par Ü 1 ,—æ + 2y — z — O 1

et sur î = Im Î = ker(Î — idË) caractérisé par :1: + y + z = O.

Et f est la projection sur F, dans la direction Ê, F étant une variété affine dirigée
par , qui passe par un des points invariants qui sont les points images. On dispose
de A’, B’, C”, D’ et aussi de O’ = f(O) qui a (à, à, à) comme coordonnées dans R.
F est un plan d’équation a: + y + z = k, et comme il passe par O’ , son équation est
a; + y + z = 1. On peut d’ailleurs vérifier que A’, B’, C”, D’ sont des points de ce plan.
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Exercice 3.9.

On peut facilement montrer cette propriété avec des propriétés du collège, mais l’espace
universel donne ce résultat encore plus rapidement:
Par hypothèse, on a I-— 5(A + B), J= 5(B + C), K = 5(C + D), L = 5(D + A);
considérons maintenant le milieu M de [IK] et le milieu N de [JL].
On a

Mä(I+K)=—1-(l(A+B)+â(C+D)) =È(A+B+C+D)
1 1 1=2(2(B+C)+—1(D+A)) =ë(J+L)=

Donc [IK] et [JL] ont le même milieu, ce qui prouve que IJKL est bien un parallélo-
gramme (voir le théorème 1.28 p. 19).

Exercice 3.10.

Une bonne façon de raisonner dans ce type d’exercice consiste à utiliser le repère
affine (A, B, C) (puisque A, B, C ne sont pas alignés, ces trois points sont affinement
libres) et à procéder analytiquement en utilisant les coordonnées barycentriques. On
considérera que A, B, C sont trois points d’un plan affine (E, ) plongé dans un espace
vectoriel universel E.

1° Déterminons une équation barycentrique des droites (AB) et (CG), qui sont
l’intersection des plans vectoriels < A, B > et < C, G > de E avec E :
M(a:,y,z) E< A,B > (E) z = O (c’est à peu près évident, < A,B > est le plan
vectoriel engendré par les deux premiers vecteurs de base).
Pour déterminer l’équation de (CG), remarquons tout d’abord que les coordonnées
barycentriques de G ne sont pas (a, B, 7) car on n’a pas supposé que a + B + ’y = 1 ;
on a juste supposé de façon implicite que a + ,8 + "y 7€ 0 en disant que G est barycentre
des points pondérés considérés. Les coordonnées barycentriques de G sont donc
( 0+2”, afin”, a+g+7), mais l’élément G de E dont les coordonnées dans la base
(A,B,C) sont (a, 5,7) est colinéaire à G et donc < C,G >=< C, G > (cela évitera
d’alourdir l’écriture avec les dénominateurs).

Les droites (AB) et (CG) sont donc caractérisées par les équations barycentriques
respectives z = O et ay = fla: (auxquelles, rappelons-le, il faut toujours ajouter, au
moins implicitement, la condition a: + y + z = 1).
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Ces deux droites seront parallèles si et seulement si les deux plans vectoriels < A, B >
et < C, G > ont comme intersection une droite vectorielle qui ne rencontre pas le plan

œ+y+z=1
E (incluse dans Ê), ce qui se traduit par le fait que le système z = O

ay = fla:
n’a pas de solution, ou ce qui revient au même, par le fait que le système homogène

æ + y + z = O
z = 0 admet des solutions non triviales. Ce fait est caractérisé par la

fla: — ay = 0
nullité du déterminant de ce système :

1 1 1 1 1O 0 1 =0<=>— I=O(=>a+fl=0.
fi —a 0 fi —a

On a établi que (AB) et (CG) sont parallèles si et seulement si oz + fi = O donc (AB)
et (CG) sont sécantes si et seulement si a + fi 94 O. Remarquons que (AB) et (CG), si
elles ne sont pas sécantes, sont strictement parallèles car C Q (AB).
(Il était bien sûr possible de faire des raisonnements moins calculatoires).

2° Lorsque (AB) et (CG) sont sécantes, leur point d’intersection H a ses coordonnées
a: + y + z = 1

barycentriques solution de z = O
[3:13 — ay = 0.

On a vu que le déterminant de ce système est a + ,B, et ses solutions sont (méthode de
Kramer) :

1 1 1 1 a 1 1 1 1
,811:: 0 0 1 = , y: 0 0 1 - ,etoz+fl 0 —a 0 a+fl a+fl 6 0 O oz+fl

1 1 1 1
z= 0 O O :0.

Donc les coordonnées barycentriques de H sont (à, a—î?’ 0), ce qui prouve que H
est le barycentre de ((A, a), (B, 3)).

3° a) Le point G1 de coordonnées barycentriques (—a,fl,’y) est distinct du point
G de coordonnées barycentriques (a, fin), puisque a 7E 0 (unicité des coordonnées
barycentriques). De même G2 aé G puisque ,6 7è 0 et G3 5è G puisque ’y 7€ 0.

3° b) Nous présenterons trois méthodes de démonstrations, toutes aussi valables :

Première méthode, calculatoire : on utilise les coordonnées barycentriques pour
montrer que A, G et G1 sont alignés.
Les coordonnées barycentriques de ces trois points dans le repère affine (A, B, C) sont. fi — jrespectivement (1,0, 0), (a+g+7, a+fl+7, 04%”) et (—a+g+7’ _a+fl+7, _afl+7).
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Ces trois points sont alignés si et seulement si le déterminant de leurs coordonnées
barycentriques est nul, on calcule donc

1
a —a

a+B+7 —a+fl+7 1 a —a1
0 a+Ë+ —a-|-Bfl+ = O fi 5

fi fi
:0,7 7 (a+fl+flkü+fl+7)0

7 1 7 70 a+fl+7 —a+fl+7
et G appartient bien à la droite (AG1). On montre de la même manière que G appartient
aux deux autres droites (BGz) et (C'G3) (permutation circulaire des sommets).

Deuxième méthode, avec l’associativité du barycentre.
Il est clair que A est le barycentre du système {(A, 2a), (A, —a)}. Donc le barycentre de
{(A, 205), (A: —Ol), (B316)? (0,7)} eSt aUSSi le barycentre de {(A, 201—0), (B) :8), (Ci 7)},
donc c’est le point G.
Mais puisque G1 est le barycentre de {(A, —a), (B, fi), (G, 7)}, on peut dire que G est
aussi barycentre de {(A, 2a), (G1, —a + fi + 7)}.
On peut donc conclure, grâce à la remarque qui suit la définition du barycentre, p. 73,
que A, G1 et G sont alignés, donc que G appartient à la droite (AG1), et on termine
par permutation circulaire des sommets.

Troisième méthode : on traduit dans l’espace universel le raisonnement d’associati-
vité qu’on vient de faire.

a fi 7=—————A+—————B+—————a+fl+7 a+fl+7 a+fl+7
2a —a fl 7=—————A —————A —————B+—————

a+fl+7 +a+fl+7 +a+fl+7 a+fl+7
2a

—a+fl+7<
—a B 7

>
=—————A A ——————B+——————Ca+fl+7 a+fl+7 —o+fl+7 +—a+fl+7 —a+fl+7
= 2a A —a+,5+’)'G1a+fl+7 a+fl+7

Cette dernière égalité établit clairement que G E (AG1), et on termine encore en
permutant les sommets du triangle.

3° c) Montrer que (G2G3), (G3G1) et (G1G2) passent respectivement par A, B et G.
Encore une fois, il suffit d’établir par exemple que A G (G2G3), et les autres égalités
s’en déduiront facilement.

Exercice 3.11.

1° Le fait que A’ G (BG) se traduit au niveau de ses coordonnées barycentriques par
le fait que a1 = 0. Le fait que A’ ne soit ni en B, ni en G se traduit par le fait que
a2 76 O et a3 7è 0. Comme on a de façon implicite a1 + (12 + a3 = 1, on en déduit que
les coordonnées barycentriques de A’ sont de la forme (0, t, 1 — t) avec t Q’ {0, 1}.
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De la même façon, on établit facilement que les coordonnées barycentriques de B’ sont
de la forme (1 — u, 0, u), avec u Q {0, 1} et que les coordonnées barycentriques de C"
sont de la forme (v, 1 — 12,0) avec 'u Q {0, 1}.

—> —>
2° A’ est le barycentre de ((B, a2), (O, a3)), donc on a azBA’ + a3CA’ = Î) et donc
—> -—+ ’B t — 1A’B = —ËA’C, d’où _ = —Ë = —.

a2 C 0:2 t
Exactement de la même façon, on montre que
B’C‘_ fl1'_u—1 et C’A _ 72 __v—1
B’A__Ë;— u C’B— 71 v

sa;

Finalement :
_ A’B B’C C’A _ _a3fl172 _ (t —1)(u — 1)(v — 1)

p —
A’C’ B’A C’B

_
agflg’yl

—
t’a/v

°

3° On raisonne comme dans l’exercice précédent 3.10 : Un point M dont les coordonnées
barycentriques dans (A, B, C) sont (œ, y, z) appartient à la droite (AA’) si et seulement
si, dans Ê, les vecteurs (M, A, A’) forment un système lié, ce qui se traduit par la
nullité du déterminant de leurs coordonnées barycentriques, soit

:1: 1 O
y 0 a2 =0<=>—y a2 =O<=>a3y—a2z=0<=>(1—t)y—tz=0.

z 053
Z 0 a3

De la même façon, une équation barycentrique de (BB’) est
æ 0 :51

æ ,8y 1 O =O<=> 1 =0:ÿflgx—fllz=0<=>uæ—(1—u)z=0.
Z 53Z 0 53

Enfin, une équation barycentrique de (CC’) s’obtient ainsi
Œ 0 ’71 a:y O 72 =0<=>— 71 =0<=>72æ—71y=04=>(1—v)æ—vy=0.
Z 1 0 y 72

Si ces trois droites sont concourantes, alors les trois plans vectoriels de Ê qui leur
correspondent se coupent selon une droite vectorielle, ce qui se traduit par le fait que
le système obtenu en réunissant les trois équations de ces droites (qui sont aussi les
équations des plans vectoriels dans Ê) admet des solutions non triviales, ce qui est
caractérisé par la nullité de son déterminant.
Réciproquement, si ce système homogène de trois équations à trois inconnues obtenu en
réunissant les équations des trois plans vectoriels < A, A’ >, < B, B’ > et < C, C" >
de E a son déterminant qui est nul, c’est que ces plans vectoriels sont sécants selon
une droite vectorielle (d’après les hypothèses, il est impossible qu’ils soient confondus,
sinon A, B, C’ seraient alignés dans E). Mais cette droite vectorielle peut être incluse
dans Ë, et dans ce cas, ces plans n’ont aucune intersection dans E, même pris deux
par deux : les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont dans ce cas parallèles.
Finalement, on a montré que (AA’), (BB’), (CC’) sont concourantes ou parallèles si
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(1 — t)y — tz = 0
et seulement si le déterminant du système un: — (1 — u)z = 0 est

(1 — 1))1: — vy =
nul, c’est-à—dire pour

0 1 — t —t
u 0 u—l =O<=>(t—1)(u—1)('u—1)+t'wv=0

1 — v -—v 0
(t — 1)(u — 1)(v — 1)

(=> =—1 4:) =—1
t’wv p

Donc (AA’), (BB’), (CC’) sont concourantes ou parallèles si et seulement si p = —1.
Remarquons que d’un point de vue projectif, cela revient au même que ces trois
droites soient concourantes ou parallèles. Les droites projectives dont elles sont les
représentantes dans la carte affine E sont dans les deux cas concourantes dans le plan
projectif, éventuellement à l’infini dans le cas du parallélisme.

4° Les trois points A’, B’, C" sont alignés Si et seulement si, considérés comme vecteurs
de E, ils forment un système lié, ce qui se traduit par le fait que le déterminant de
leurs coordonnées barycentriques est nul, c’est-à—dire

0 1 — u v
t 0 1—‘0 =04=>(1—t)(1—u)(1—v)+tuv=0(=>p=1.

1 — t u 0

Exercice 3.12.
Soit C = conv (X) et soit I‘ l’ensemble des combinaisons convexes d’au plus n + 1
points de X.
Il est évident que I’ C C', puisque C' est l’ensemble de toutes les combinaisons convexes
de points de X.
Montrons l’inclusion inverse. Soit M E C. Il existe p points (Ai)1<,-<p de X et p

p
scalaires positifs ou nuls (057;)1Sigp tels que M = zaiAi. Comme M est un point,

11:1
p

de plus on a Zaz- = 1.
z'=1

Si p S n + 1, c’est terminé. On suppose que p > n + 1, et on va montrer que
nécessairement, on peut écrire M comme combinaison convexe de p — 1 points. Cette
récurrence décroissante permet de conclure, en effet, si p — 1 S n + 1, ce sera fini, et
sinon, il suffira d’itérer le raisonnement avec p — 1, et on ne s’arrêtera que lorsqu’on
aura réussi à écrire M comme combinaison convexe de n + 1 points. Remarquons tout
d’abord qu’on peut supposer que tous les a,- Sont strictement positifs, sinon il suffit de
« supprimer » les points affectés de coefficients nuls.
Première tentative : Puisque les points A,- Sont au nombre de p > n+ 1, et comme n
est la dimension de l’espace, ces p points ne peuvent pas être affinement libres, donc un
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de ces points est combinaison linéaire des autres. Sans nuire à la généralité, supposons

que c’est A1. On a donc : A1 = Z ÀiAi. Mais rien ne permet d’affirmer que les À,-
11:2

sont positifs. On peut alors remplacer A1 par son expression dans la combinaison
convexe qui vaut M. On obtient:

—-oz1A1 + ZaiA- —-a1 ZÀi-,A + ZaiAi=ê(a1/\ + a,)A,—,
i=2 72:2 z'=2

mais on ne peut pas affirmer qu’on a écrit M une combinaison convexe de p — 1 points
car rien ne prouve que les nombres a1/\,- + a, soient positifs.
Deuxième tentative, on utilise l’espace universel. Le fait que les p points A1; ne
peuvent pas être affinement libres peut se traduire par le fait que les vecteurs A,-
forment un système lié, donc qu’il existe une combinaison linéaire non triviale nulle de

p
C 0 O àces vecteurs : 11 ex13te p scalaires ni non tous nuls tels que E ,uz-Az- = 0 .

i=1
Sous réserve que ,uk soit non nul, on peut donc exprimer n’importe quel point Ak en
fonction des autres : _
pour me 7€ 0, on a Ak = — z ÆAi, et en substituant cette valeur dans la combinaison

1275!:
convexe de M, on obtient :

(7) M=akAk+ZaiAi =—akZË-’:Ai +ZazAi= 2(01, —akËî—) Ai.
127516 iaék’u iaék iÿék

Posons À,- = a, — 01kg,- ; on a obtenu M = zÀiAi.
flic #k

Nous allons voir qu’il est possible de choisir k pour que tous les À,- soient positifs (ou
nuls), et donc que nous ayons obtenu M comme combinaison convexe de p — 1 points
de X. p
Tout d’abord, puisque z ,uiA, = Ü, en utilisant la forme linéaire (p liée à l’espace

.=1
A pz __>

universel E, on a (p (zpiAi) = cp( 0 ) = O, donc puisque les A,- sont des points tels
i=1

p
que 90(Ai) = 1, on a donc z p,- = 0. Puisque ces nombres ne sont pas tous nuls, il

y a forcément des nombresz strictement positifs et des nombres strictement négatifs
parmi ces p nombres.
Considérons l’ensemble 11 des z' tels que n,- > O, et l’ensemble I2 des i tels que m \<0.
On a bien sûr {1, -=,P} Il I_l I2.

Soit maintenant T = {Ï
#z‘

z' E I1}. T est un ensemble fini de nombres strictement
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apositifs, qui admet un plus petit élément. Soit k un indice tel que
f

= min(T). On a
k.a a-donc, pour tout 2' E Il, —k g —’-

flk #1:
On ChOÎSÎt ce k (Pli est bien tel que [J'k aÉ 0 pour faire 1e calcul de l’expression (7).

ais/liMontrons que pour ce choix de k, tous les Az- = ai — sont positifs (ou nuls).
k

Soitie {1,...,p}; onasoitz’EIl 613/1"; >O, soitz‘GIg et Ni <0.
a

.k'uz à 0 et Az- > 0 comme somme d’un nombreSiiEIg,ona,ui <0,donc—

strictement positif et d’un nombre positif ou nul.
, a- a a. a a-SizEIhona—z €Tdonc —k S —z,donc ——k >——z etdonc

a u. a me m me m-
k

Àz—az_—,ui>az__z/J'z=
k flz'

Tous les Ai sont à O et on a M = zÀiAi, donc M est une combinaison convexe de
i751:

p — 1 points, c’est ce qu’on voulait démontrer.

CHAPITRE 4

4. Solutions des exercices sur la géométrie projective

Exercice 4.1.
1° Soit M e lP’(î flÛ). Par définition, M est une droite vectorielle de l’espace vectoriel

= . Donc M est ent1e autres une droite vectorielle de et M E IP’( ). De
même, M est une droite vectorielle incluse dans Û, donc M GIP’

)äet

on

ClPpeut

affirmer
que M E 1P(î)fl IP’:(Ê) on a montré la première inclusion IP’( )fl IP’( ).

Réciproquement, si M E M?) n Na)), M est une droite vectoriellea la fois incluse
dans î (car M E P(î)) et incluse dans (car M e P(Ê)), donc M est une droite
vectorielle incluse dans n , c’est-à—dire M E lP’( fl ), et on a ainsi établi la
deuxième inclusion M?) fl MÛ) C lP’(î fl Û).

2° Soient (PÔŒI une famille de sous—espaces projectifs de lP’(V). Pour chaque z' E I,
il existe donc un sous-espace vectoriel z- de V tel que Pi = MÊ). Soit M E n Pi.

On suppose que cette intersection n’est pas vide. Soit M une droite vectoriellequi
est incluse dans chacun des :M est donc incluse dans l’intersection de tous les i,
qui est un sous-espace vectorielH=î n È. Donc M E lP(Î’). Réciproquement, il est

zEI

clair qu’une droite vectorielle incluse dans î appartient à chacun des Ê, donc en
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tant qu’élément, tout M E M?) appartient à. chaque P,- = MÊ), donc à. n Pi. On
ieI

a prouvé qu’une intersection non vide de sous-espaces projectifs n P,- était égale à
ieI

l’espace projectif IP(Ï’).
Notons que la difficulté principale de ce type de raisonnement est de faire la différence
entre les symboles G (« appartient à ») et C (« est inclus dans »). Un élément M
de l’espace projectif IP(V), en tant qu’élément, appartient à lP’(V) : M E lP’(V). Mais
en tant que droite vectorielle (tous les éléments d’un espace projectif sont des droites
vectorielles), c’est un sous-ensemble de V, et la droite vectorielle M est incluse dans
V. M C V.
D’autre part, il y a une possibilité non exclue dans ce raisonnement, c’est que î soit

._)

réduit a { 0 }. Dans ce cas il n’eæiste aucune droite vectorielle incluse dans tous les ,n,
et l’intersection des Pz est vide; en fait, dans ce cas, comme Q: IP’({ O}), le résultat
de cette question reste vrai si l’intersection est vide.

3° Comme pour toute notion de sous-structure engendrée, le sous-espace projectif
engendré par X est le plus petit sous-espace projectif de IP’(V) qui contient X. C’est
forcément l’intersection de tous les sous—espaces projectifs de IP’(V) qui contiennent X.
On peut donc le définir ainsi:
Soit 8 l’ensemble de tous les sous-espaces plojectifs de V. Alors on a proj (X): n P.

PeeXCP
En effet, si on pose Q = n P, Q est un sous-espace projectif de IP’(V), comme

P68
XCP

intersection de sous-espaces projectifs (notons que cette intersection n’est pas vide,
puisque lP(V) est un sous-espace projectif de lui-même (même s’il est trivial) qui
contient bien sûr X, donc lP’(V) est un des P dont on prend l’intersection pour obtenir
Q). D’autre part, il contient X puisque chacun des P dont on prend l’intersection pour
obtenir Q est un sous-espace projectif qui contient X. Enfin, si R est un sous-espace
projectif qui contient X, alors R E 8 et X C R, donc R est un des sous-espaces
projectifs P dont on prend l’intersection pour obtenir Q, et donc Q C R. Q est donc le
plus petit (au sens de l’inclusion) des sous-espaces projectifs de lP’(V) qui contiennent
X, on a bien Q = proj (X).

4° On doit montrer que P(î+3) est le sous-espace projectif engendré par IP(î)UlP(_G_)),
donc que c’est un sous-espace projectif, qu’il contient IP( )U]P’( ), et enfin que c’est le
plus petit (au sens de l’inclusion), des sous-espaces projectifs de IP(V) qui contiennent
m?) u 11(8).
Il est t1ivial que c ’est un sous-espace projectif.

Soit M E IN?) U IP’(Ê), M est une droite vectorielle qui est incluse dans P) ou dans
,donc M C 1—7) U + , donc M est une droite vectorielle de î + Ê, on a

bien M E PUT") + Û),Cet on a montré que 1M?) U 11(3) C IPÜÈ + 3)
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Soit maintenant Q un sous-espace projectif de IP’(V) qui contient IN?) U 11113). Pour
établir que P( + ) est le plus petit (au sens de l’inclusion), des sous-espaces
projectifs de lP’(V) qui contiennent M?) U 11313)), on doit montrer M? + ) C Q.

Soit M E M? + Ê).
M est une droite vectorielle < Ü > de î + ä, donc il existe Ê E î et Ü E ë) tels
que Ü = Ê + Î.
A =< Î > est une droite vectorielle de î, donc A E lP’(Î’).
De même B =< Î >E MÜ).
Q est donc un sous-espace projectif MÊ) de IP’(V) qui contient A et B, puisque
par hypothèse Q contient lP’( ) U lP’( ). Cela si nifie que A et B sont des droites
vectorielles incluses dans le sous-espace vectoriel de V, donc Ê E ÿ et E ÿ, et
par stabilité de l’addition dans un sous—espace vectoriel, Ü = Ê + 7 e . < Ü >
est donc une droite vectorielle incluse dans , donc
M e Q.
On a montré IN? + Ê) C Q, donc M? + Z5) est bien le plus petit sous-espace
projectif qui contient lP’( ) U lP’( ), ce qui achève la démonstration.

Exercice 4.2.

1° Soient H1 = P(Ë1) et H2 = P(Ë2) deux plans projectifs distincts de 8. Êl et Ê2
sont deux sous-espaces vectoriels de dimension 3 de , c’est-à—dire deux hyperplans
de V. H1 fl H2 = P(Ë1) n P(Ë2) = P(Ë1 fl Ê2) d’après ce u’on a vu dans l’exercice
précédent 4.1. Or, dim( lfl 2) = dim 1+dim 2—dim(%1+Ê2). Mais Êl 76 Ê2,
donc il existe un élément Êl de 1 qui n’est pas dans 2 (il est impossible que

1 C 2, puisque, ces sous-espaces vectoriels ont même dimension, si l’un est inclus
dans l’autre, alors ils sont égaux).
Donc Êl + Ë2 est un sous-es ace vectoriel qui contient strictement Ë2 (puisqu’il
contient Îl . On a 4 = dim à dim( 1 + 2) > dim 2 = 3 et donc forcément
dim(Ël + 2) = 4 (et Êl + Êz = v).

D’où dim(Êl n Ë2) = 3 + 3 — 4 = 2, et dim(IP(Ë1 n Ê2)) = 1 ce qui prouve que
H1 fl H2 est une droite projective de 8.
On a prouvé que dans un espace projectif de dimension 3, l’intersection de deux plans
projectifs distincts est toujours une droite projective. Il n’y a donc pas, en dimension
3, de plans parallèles en géométrie projective.

2° Il existe un hyperplan vectoriel Ë de 7 et un plan vectoriel î tels que H = MÊ)
et A = IN?) Comme A çZ H, on est sûr que Ï’) Z Ë, donc il existe Î E Î?) qui
n’appartient pas à . + est donc un sous-espace vectoriel de qui contient
strictement l’hyperplan Ë, donc c’est Ü et on a dim(Ê + î) = 4.
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Or, IInA = P(Ë) nm?) = PŒ n î) et dim(Ên î) = dimÊ +dimî3 — dimŒ +
) = 3 + 2 — 4 = 1. fl est donc une droite vectorielle, et le sous-espace projectif

qui en est issu est un singleton, un sous—espace projectif de dimension O de 8. On a
prouvé que dans un espace projectif de dimension 3, l’intersection d’un plan projectif
et d’une droite projective non incluse dans ce plan est toujours réduite à un point. Il
n’y a donc pas, en dimension 3, de droite projective faiblement parallèle à un plan
projectif en géométrie projective.

3° On peut raisonner comme aux deux questions précédentes : il existe deux plans
vectoriels P1 et 2 distincts tels que A1 n A2 = IP’( 1 n P2).
Mais ici, en dimension 4, l’intersection de deux plans vectoriels de dimension 2 peut
être de dimension 0 ou 1, selon que la somme 1 + 2 est ou n’est pas directe, ce qui
correspond au fait que la dimension de = 1 + 2 est 4 ou 3 dans ce dernier cas,
A1 et A2 sont toutes les deux incluses dans le plan projectif IP(Ê).
En conséquence, l’intersection des deux droites projectives A1 et A2 de l’espace
projectif 8 de dimension 3 est soit vide, soit c’est un singleton, selon que ces deux
droites ne sont pas ou sont coplanaires.

4° Si (E, Ê) est une carte affine de 6, E est un hyperplan affine (de dimension 3) de
ne contenant pas 0 et Ë est sa direction, c’est un hyperplan vectoriel (également

de dimension 3) de
Dans l’espace affine de dimension 3 qu’est E, tout plan affine représente un plan
projectif de 6'. Les points (projectifs) de 8 qui ne peuvent pas être représentés dans la
carte affine E sont les droites vectorielles incluses dans ,leur réunion forme le plan
à l’infini ooE— de la carte affine E. Tout plan affine P de E représente un plan
projectif P qui est distinct du plan projectif ooE, donc l’intersection de P avec oop
est une droite projective (d’après 1°), qui est la droite projective à l’infini de P; on
peut la noter oop, mais c’est aussi tout simplement

Deux plans affines distincts P1 et P2 de E représentent des plans
projectifs distincts

P1 et P2 de 8, qui se coupent selon une droite projective A.
— Si cette droite projective est à l’infini (incluse dans 00E), P1 et P2 ne se rencontrent
pas dans E, (ils sont parallèles), mais on peut considérer qu’ils se coupent à l’infini (ou
plus précisément que les plans projectifs qu’ils représentent se coupent à l’infini), leur
intersection étant leur droite à l’infini commune, c’est-à—dire leur direction commune.

— Si A n’est pas incluse dans le plan projectif ooE, elle coupe ce plan à l’infinien un
unique point (d’après 2°), et à l’exception de ce point, tous les éléments de P1 n P2
peuvent être représentés dans la carte aflîne E, par une droite A.
En conclusion : deux plans distincts de E sont sécants selon une droite A ou sont
parallèles. Ce n’est pas vraiment une surprise.

Soit P unÆlan de E et D une droite de E non incluse dans P. P représente un plan
projectif P de 8 et D représente une droite projective D de E, non incluse dans P.
D’après 2°, D rencontre P en un unique point A.
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— Si ce point est à l’infini (Â E 00E), il n’est pas représentable dans E, donc D
ne rencontre pas P dans E; en revanche, les sous-espaces projectifs que D et P
représentent se coupent en un point à l’infini, et on dit souvent, par abus de langage
que c’est D et P qui se coupent à l’infini. Dans ce cas, A est le point à l’infini de

_D, donc c’est ooD = , et il appartient à la droite à l’infini de P qui est formé des
droites vectorielles incluses dans . On peut donc dire que D est une droite vectorielle
incluse dans , et cela se traduit par le fait que D est faiblement parallèle à P.

— Si A n’est pas à l’infini, il est représenté dans la carte E par un point A, qui est
l’unique point d’intersection de D et de P.
En conclusion, dans un espace affine de dimension 3, un plan et une droite non incluse
dans ce plan se coupent en un point unique ou sont parallèles (faiblement).

Quant à deux droites distinctes de l’espace affine E, si les droites projectives qu’elles
représentent sont d’intersection vide, les droites affines ne se coupent pas, alors que si
les droites projectives correspondantes se coupent, les droites affines sont sécantes sauf
si le point d’intersection des droites projectives est à l’infini, ce qui signifie alors qu’elles
ont même point à l’infini, c’est-à-dire même direction, elles sont donc parallèles.
Deux droites aflines distinctes d’un espace affine de dimension 3 ne se coupent pas
si elles ne sont pas coplanaires, et se coupent en un point unique ou sont parallèles
lorsqu’elles sont coplanaires.

Exercice 4.3.

l d
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1° Lorsque la droite d est la droite à l’infini, les points A’, B’ et C’ sont des points
à l’infini. Comme A’ est un point de la droite (AB), nécessairement c’est le point à
l’infini de cette droite, et toute droite passant par A’ est donc une droite parallèle à
(AB). Dans une carte où la droite d est à l’infini, la droite (CA’) est donc représentée
par la parallèle à (AB) qui passe par C. De même, dans cette carte, la droite (AB’)
est la parallèle à (BC) qui passe par A et la droite (BC’) est la parallèle à (CA) qui
passe par B.

On a donc la figure suivante :

/°' è,
,

\
\
\
\
\

3:

2° Il est complètement évident, en utilisant par exemple les parallélogrammes ACBL
et ABCN, que A est le milieu de [LN], donc que (AM) est la médiane issue de M du
triangle LMN. De même (BN) et (CL) sont aussi des médianes de ce même triangle, et
on sait que les trois médianes d’un triangle sont concourantes, donc les représentantes,
dans cette carte où d est à l’infini, des droites (AM), (BN) et (CL) sont concourantes,
les droites projectives (AM), (BN) et (CL) sont donc bien concourantes, et dans toute
carte affine, ces droites projectives sont représentées par des droites soit concourantes
(si le point de concours n’est pas à l’infini) soit toutes les trois parallèles (si le point
de concours est représenté par un point à l’infini).
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Voici, sur la figure qui suit, une situation où l’on voit que ces trois droites (AM), (BN)
et (CL) peuvent être parallèles.

—

03

Exercice 4.4.

10

B

ABCD n’est évidemment pas un parallélogramme pui que les côtés opposés ne sont
pas parallèles; il faudrait avoir (AB)//(C’D) et (AD)//( C), or (AB) coupe (C’D) en
O et (AD) rencontre (BO) en E(—2, 1).

2° a) Le repère R = (0,535) de P est une base de Ê = Ë.

2° b) Â est la droite vectorielle < A > de Ê, donc un vecteur directeur de Â est
A, dont les coordonnées dans ’R, (considéré comme une base de Ë) sont (1, 0, 3). De
même, B =< B > avec B(1,0,—1);C' =< C' > avec C(1,—1,0); D =< D > avec
D(1, —3, O).
Les droites de la carte affine P représentent des droites projectives de 73, qui sont des
ensembles de droites vectorielles de plans vectoriels de . (AB) représente la droite
projective (ÂË) formée des droites vectorielles du plan vectoriel engendré par A et Ë,
c’est-à—dire lP’(< A, B >).
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Ce plan vectoriel < A, B > est caractérisé par
t 1 1

ÿ€< A,B>4=> (Î,A,B) est unsystème lié <=> a: 0 0 =0 <==> 27:0.
y 3 —1

(Notons qu’on retombe sur une équation qui caractérise (AB) dans P).
De même, (BC’) représente la droite projective lP’(< B, C >) et le plan vectoriel

t 1 1
< B,C’ > est caractérisé par l’équation :1: O -—1 = O (=> m + y +t = 0.

y —1 O
(Remarquons que pour t—- 1, on retrouve l’equation de la droite (BC’) dans P).
(CD) représente la droite projective lP’(< C,D >), le plan vectoriel < C',D > est
caractérisé par y = 0.
(DA) représente la droite projective lP’(< D,A >), le plan vectoriel < D,A > est

t 1 1
caractérisé par a: —3 0 4:) —9t — 3:1: + 3g = 0 <=> a: — y + 3t = 0. (Pour

y O 3
t = 1, on retrouve l’équation y = a: + 3 de (DA) dans P.)

2° c) Pour que la figure devienne un parallélogramme, il faudrait s’arranger pour que les
côtés opposés (AB) et (CD) d’une part, (BC) et (DA) d’autre part soient parallèles,
donc que leurs points d’intersection, respectivement O et E(—2, 1) soient envoyés à
l’.infini Il faut donc choisir une carte affine P’ dans laquelle la droite projective Â
représentée dans la carte P par la droite (0E) soit la droite à l’infini. Il faut donc
choisir pour P’ un hyperplan affine de Ê de direction P’ telle que A: lP’(P’).

2° d) Avec les notations définies en c), (0E) représente lP’(< O, E >), donc on choisira
t 1 1._>

P’ =< O, E >. Le plan vectoriel < O, E > est caractérisé par a: 0 —2 = 0 4:)
y 0 1

a: + 2y = O. On peut donc choisir comme nouvelle carte affine P’ tous les plans
affines dirigés par ce plan vectoriel P’ : a: + 2g = 0. Ces plans affines ont tous une
équation cartésienne du type a: + 2y = h avec h 7€ 0. Choisissons une valeur particulière
pour h, par exemple h = 1. Nous utiliserons comme nouvelle carte affine le plan
P’ : :1: + 2y = 1.
Dans cette carte affine, chaque point projectif (c’est—à—dire, rappelons-le, chaque droite
vectorielle de ) est représenté par son intersection avec P’, si toutefois il rencontre
P’ ; si cette intersection est vide c’est que le point projectif est à l’infini (donc qu’il est
inclus dans le plan vectoriel P’ : a: + 2y = O).
Le point projectif Â =< A >= {ÀA | /\ E 1R} rencontre P’ en A’ dont les coordonnées
(t,a:,y) dans R sont de la forme (/\, 0, 3A) et vérifient :1: + 2g = 1, donc 6/\ = 1, donc
A’ a pour coordonnées (%,0, à).
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Le point projectif Ë =< B > est représenté par B’ qui appartient à < B > et à P’
donc ses coordonnées sont de la forme (t, æ, y) = (À, O, —/\) et vérifient æ + 2y = 1 donc
—2,\ = 1 et B’(—ä,0, à).
De même, les coordonnées de C" sont de la forme (t,a:,y) = (/\, —À,O) et vérifient
æ + 2g = 1, donc —)\ = 1 et C"(—1, 1,0).
Enfin, les coordonnées de D’ sont de la forme (t,:v,y) = (À, —3/\,0) et vérifient
x + 2y = 1, donc —3À = 1 et D’(—%, 1,0).
Remarquons que si on cherchait l’intersection de Ô =< O > avec P’, on ne trouverait
pas de solution ((t, œ,y) = (A, O, O) et a: + 2g = 1 impliquerait O = 1). De même, un
éventuel point d’intersection entre Ê =< E > et P’ aurait des coordonnées solutions
de (t, œ,y) = (A, —2/\, À) et a: + 2y = 1 ce qui impliquerait aussi 1 = —2À + 2A = O.
Reste à vérifier (en fait, ce n’est pas vraiment nécessaire, car nous avons fait tout ce
qu’il fallait pour que ce soit bien le cas) que les quatre points (ou vecteurs, selon le point
de vue) A’, B’, C”, D’ de sont bien les sommets d’un parallélogramme A’B’C”D’ :
la caractérisation la plus simple à manipuler est de vérifier que les diagonales ont
même milieu, donc de comparer les coordonnées de (A’ + C" ) /2 et (B’ + D’ ) /2. Or, les
coordonnées

de1
A’ + C" sont (6,0 , 2) + (—

11,
1,0): (—%, 1, à) et les coordonnées de

B’+D’ sont(—12, O,-2-)+(—% ,1 ,=0) (——, 1, g), A’B’C’D’ est bien un parallélogramme.
3° Oui, bien sûr! Il suflit d’envoyera l’infini les points d’intersection des côtés opposés
du quadrilatère ABDC’; ces paires de côtés opposés sont formées de (AB) et (DO)
(qui se coupent encore et toujours en O) et de (BD) et (CA). Le point d’intersection
de ces deux dernières droites est le point F dont les coordonnées (æ, y) dans le repère

= 3
cartésien ’R, de P sont solution du système y æ1+

3
, donc les coordonnées de

y = ‘53? —

F dans la base R de Ê sont (1,— —3). Le plan
vectoriel1

I7 =< O, F > qui doit
diriger la nouvelle carte affine a donc comme équation y-— 233, et on choisira comme
carte afiine un plan P” dont l’équation est du type y—- 2a: + k. Dans une telle carte
affine, on est sûr (il n’était pas demandé de le vérifier) que ABDC’ est représenté par
un parallélog1amme A’’B’’D’’C"’

Dans cet exercice, nous avons illustré que la notion de parallélogramme n’a aucun sens
en géométrie projective.
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Exercice 4.5.

Voici une figure de la situation :

Si on envoie la droite (BC') à l’infini, les points B et C deviennent des points à l’infini;
les droites (AB) et (DB) doivent donc être représentées par des droites parallèles, et
de même pour les droites (AC) et (DO). Le reste de la figure se fait sans changement,
sauf qu’à la fin, pour démontrer que le point E appartient à la droite (BC’), il faudra
démontrer qu’il est à l’infini, c’est-à—dire, puisqu’il est défini comme intersection des
droites (B’C’) et (B”C’”), il faudra démontrer que ces deux droites sont parallèles
dans une carte affine où B et C' sont à l’infini.
Voici une figure où toutes ces conditions sont réalisées.
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/ /
/ /

/ / B
/ /

On part d’un parallélogramme AB’DC’ , on choisit un point T arbitraire sur la droite
(AD), on trace la droite (TO’), qui coupe (AB’) en C” et la droite (TB’) qui coupe
(AC’) en B” . On doit démontrer que (B’C’)//(B”C”) _
On voit assez facilement qu’il suffit de considérer l’homothétie h de centre T qui
transforme D en A z cette homothétie envoie la droite (DB’) en une droite parallèle
qui passe par h(D) = A, donc elle envoie (DB’) en (AB”), et comme l’image de B’
doit être à la fois sur la droite (TB’) et sur (AB”), c’est que h(B’) = B”. On montre
de même que h(C") = C”, car (DC’) est transformée en (AC”). L’image de la droite
(B’C’) par l’homothétie h est donc la droite (B”C’”), et on a donc (B’C’)//(B”C”).
Dans cette carte aflîne, le point E est donc bien à l’infini, c’est-à—dire qu’il appartient
à la droite (BC). Donc 1e point projectif E appartient à la droite projective (BC’), et
dans toute carte affine représentant le plan projectif, on a donc bien E E (BC’).

Remarque : Le point T aurait le droit d’appartenir lui aussi à la droite (BC’). Dans
ce cas, dans une carte affine où (BC’) est la droite à l’infini, le point T serait aussi à
l’infini, ce qui se traduirait par le fait que pour trouver le point C” , il faudrait non
pas tracer la droite (TC’), mais tracer la droite parallèle à (AD) passant par C” et
prendre son intersection avec (AB’). De même B” se trouverait dans cette situation à
l’intersection de la parallèle à (AD) passant par B’ avec la droite (AC’).
Dans cette situation, on pourrait raisonner presque de la même façon, en considérant
non pas l’homothétie de centre T, mais la translation qui envoie D sur A, et avec les
mêmes arguments de parallélisme on pourrait conclure; on pourrait d’ailleurs raisonner
encore plus simplement avec les parallélogrammes de la figure ADB’B” et ADC’C”
qui prouvent que B’B ’ = C’C ’, donc B’ ’ = C’C’ ’
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Exercice 4.6.
1° On doit partir de deux triangles ABC et A’B’C’ du plan affine (E, Ë) considéré
comme une carte affine de l’espace projectif P = lP’(Ê), avec Ê espace vectoriel de
dimension 3. L’hypothèse que les côtés correspondants sont parallèles dans la carte
affine s’interprète en affirmant que ces côtés correspondants sont sécants sur la droite
à l’infini : (AB) n (A’B’) = {P}, (BC) fl (B’C’) = {Q} et (AC) fl (A’C’) = {R} avec
P, Q, R alignés sur la droite à. l’infini. Mais dans un plan projectif, le choix d’une carte
affine (et de la droite à. l’infini qui lui est associée) est arbitraire, toutes les droites ont
en fait la même importance : les hypothèses du théorème de Desargues concernant les
deux triangles ABC et A’B’C’ dans le cadre projectif peuvent donc se traduire ainsi :
Dans un plan projectif ’P, on considère deua: triplets de points non alignés (A, B, C) et
(A’, B’, C’), sans points communs. Soient P, Q, R les points d’intersection respectifs
des droites (AB) et (A’B’), de (BC) et (B’C’), et de (AC) et (A’C’) (on suppose
donc que ces trois couples de droites ne sont pas formés de droites confondues).
On rajoute l’hypothèse spécifique suivante :
On suppose que P, Q, R sont alignés.

Intéressons—nous maintenant à. la conclusion : dans le cadre affine, le théorème
de Desargues affirme que lorsque ses hypothèses sont vérifiées, alors les droites
(AA’), (BB’), (CC’) sont parallèles ou concourantes. En considérant ce plan affine
comme carte afiine d’un plan projectif, la conclusion est plus simple, car des droites
parallèles ont même direction, donc même point à l’infini, donc se coupent à. l’infini.
La conclusion dans le cadre projectif sera donc

Alors les droites (AA’), (BB’), (CC’) sont concourantes.
2° Énoncer une réciproque du théorème de Desargues dans le cadre projectif consiste
tout simplement, avec les mêmes hypothèses concernant les triangles et les points
d’intersection des côtés, à prétendre pouvoir échanger l’hypothèse spécifique et la
conclusion :

Dans un plan projectif ’P, on considère deua: vrais triangles de points non alignés
(A, B, C) et (A’, B’, C’), sans points communs et sans côtés communs. Soient P, Q,R
les points d’intersection respectifs des droites (AB) et (A’B’ ), de (BC) et (B’C’), et
de (AC) et (A’C’).
Si les droites (AA’), (BB’), (CC’) sont concourantes,
Alors les points P, Q, R sont alignés.

On pourrait d’ailleurs (et c’est ce qui est fait en général) énoncer en une seule fois les
deux affirmations ainsi :

Dans un plan projectif ’P, on considère deux triplets de points non alignés (A, B, C) et
(A’, B’, C’), sans points communs. Soient P, Q, R les points d’intersection respectifs
des droites (AB) et (A’B’), de (BC) et (B’C’), et de (AC) et (A’C’).
Alors les points P, Q, R sont alignés si et seulement si les droites (AA’), (BB’), (CC’)
sont concourantes.
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3° On se place dans le cadre du théorème de Desargues en projective, qu’on a décrit
plus haut. On suppose dans un premier temps que P, Q, R sont alignés sur une droite A.
On sait qu’on peut choisir une carte afiîne (E, ) du plan affine qui est telle que A est
la droite à l’infini. Les représentants dans le plan affine E des points A, B, C’, A’, B’, C’
étant notés respectivement a, b, c, a’, b’, c’, les droites projectives (AB) et (A’B’) sont
représentées par les droites aflines (ab) et (a’b’ ), et comme (AB) et (A’B’ ) se coupent
en P qui est sur la droite A qui est la droite à l’infini, alors les droites (ab) et (a’b’ )
sont parallèles. Avec exactement les mêmes arguments, on montre que (bc)//(b’c’)
et (ac)//(a’c’), donc on est dans les hypothèses du théorème de Desargues qu’on a
démontré dans le cours (proposition II.24 p.30). On peut donc conclure, dans la carte
affine E, que les droites affines (aa’), (bb’), (cc’) sont concourantes (en w) ou parallèles.
Mais ces droites affines représentent les droites projectives (AA’), (BB’), (CC’) qui
sont donc dans les deux cas concourantes : elles se coupent en Q qui est le point
représenté par w s’il existe, ou sinon Q est sur la droite à l’infini, S2 est la direction
commune aux droites (aa’), (bb’), (cc’) si celles—ci sont parallèles.

Réciproque :
Toujours dans le cadre du théorème de Desargues en projective, on suppose maintenant
que les droites projectives (AA’), (BB’), (CC’) sont concourantes en un point Q.
Considérons une carte afline (E, Ë) qui est telle que la droite à l’infini soit la droite
(PQ). Les représentants dans la carte affine E des points projectifs A, B, C, A’, B’, C’
sont les points a, b, c, a’ , b’ ,c’ . Comme P et Q sont à l’infini, c’est qu’on a (dans E)
(ab)// (a’b’ ) et (bc)//(b’c’). Nous devons montrer que les troisièmes côtés des deux
triangles abc et a’b’c’ sont aussi parallèles.
Il y a deux cas à étudier selon que Q est représenté dans la carte affine par un point w
ou que Q est un point à l’infini.
o Si les droites (aa’), (bb’), (cc’) se coupent en w, on considère l’homothétie h de centre

wb’w qui envoie b sur b’ (elle a comme rapport k = =—). L’image de a par h est un
point a” qui appartient à la droite (wa) ; d’autre part, la droite (ab) est transformée,
par h, en une droite qui lui est parallèle et qui passe par b, donc h(ab) = (a’b’)
Donc a” E (a’b’) et a” E (wa) : on a donc a” = a’.
En raisonnant de la même façon, on montre que h(c) = c’. L’image de la droite
(ac) par h est donc la droite (a’c’) qui lui est donc parallèle, et on peut conclure
que (ac) // (a’c’ ), donc les droites projectives qu’elles représentent, les droites (AC)
et (A’C’) se coupent à l’infini, donc R appartient à. la droite à l’infini qui contient
aussi P et Q par hypothèse, donc P, Q, R sont alignés dans ce cas.

0 Si les droites (aa’), (bb’), (cc’) sont parallèles (Q est à l’infini), on considère la
translation t de vecteur bb’ . Comme bb’a’a est un parallélogramme ((aa’)//(bb’) et
(ab)//(a’b’), on est sûr que (Ü = Æ’, donc t(a) = a’.
De la même façon, en considérant le parallélogramme bb’c’c, on montre que t(c) = c’.
La droite (ac) est donc transformée par t en la droite (a’c’) qui lui est parallèle,
donc (ac)// (a’c’), et en revenant dans le plan projectif, les droites projectives qu’elles
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représentent, (AC) et (A’C’) se coupent à. l’infini, donc R E (PQ) et P, Q, R sont
aussi alignés dans ce cas.

Nous avons fini la démonstration de la « réciproque de Desargues » dans le cadre
projectif.

4° Le cadre du théorème de Desargues et de sa réciproque en affine et en toute
généralité est le suivant :

Dans un plan afiîne (E, Ë), on considère deux urais triangles (A, B, C) et (A’, B’, C’),
sans points communs ni côte’s communs. Soient P, Q,R les points d’intersection
respectifs, s’ils existent, des droites (AB) et (A’B’), de (BC’) et (B’C’), et de (AC)
et (A’C’).
Notons que même si on a supposé que les côtés des triangles sont distincts, comme on
est dans un cadre affine, les points d’intersection P, Q, R n’existent pas forcément : il
peut y avoir des droites parallèles.

Les hypothèses du théorème dans le sens direct sont plus compliquées, car il y a
plusieurs cas à considérer, selon le nombre de points (projectifs) P, Q, R qui sont à
l’infini :

(i) Si les points P, Q, R sont alignés,
(AB)//(A’B’)

(a) ou si (BC)//(B’C’)
(AC)//(A’C’),

(iii) ou si (AB)//(A’B’)//(QR),
(iv) ou si (BC’)//(B’C’)//(PR),
(u) ou si (AC)//(A’C’)//(PQ) ,-
ces cinq cas correspondent à toutes les possibilités d’être ou non à. l’infini pour les
points P, Q, R sachant qu’on suppose dans tous les cas qu’ils sont alignés dans le plan
projectif. Dans l’ordre : (i) aucun des trois points à. l’infini; (ii) les trois points sont à
l’infini; (iii) P est à l’infini et pas Q ni R; (iv) Q seul à. l’infini; (v) R seul à l’infini.
(Remarquons que si deux des points P, Q, R sont à l’infini, puisqu’on suppose qu’ils
sont alignés, le troisième est forcément aussi à. l’infini).

La conclusion est plus facile à. rédiger, dans le cas général, il n’y a que deux possibilités
déjà. envisagées dans la version de Desargues qu’on a étudiée en cours :

Alors les droites (AA’), (BB’), (CC’) sont concourantes ou parallèles.

Pour énoncer un théorème de Desargues général en affine intégrant sa réciproque, on
peut rédiger ainsi :

Théorème de Desargues général : Dans un plan afline (E, Ê), on considère deux
urais triangles (ABC’) et A’B’C’ , sans points communs ni côte’s communs. Soient
P, Q, R les points d’intersection respectifs, s’ils existent, des droites (AB) et (A’B’),
de (BC) et (B’C’), et de (AC) et (A’C’).
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Alors les droites (AA’), (BB’), (CC’) sont concourantes ou parallèles si et seulement
si

(AB)//(A’B’)
les points P, Q, R sont alignés ou (BC')//(B’C’) ou (AB)// (A’B’)// (QR) ou

(AC)//(A’O’)
(BC)//(B’C’)//(PR) ou (AC)//(A’C’)//(PQ).

Exercice 4.7.
. —.> —.> , . .1° Rien n’interdit de dessmer la base ( i , j ) orthonormee. On a donc la Sltuatlon

suivante :

Les points projectifs A, B, C, G sont les droites vectorielles engendrées respectivement
par Ü, Ü, Ê et t . Leurs représentants dans la carte affine D (qu’on note aussi
A,B, C, G) sont des points qui ont tous 1 comme ordonnée (puisqu’ils sont sur la
droite D), et en tant que vecteurs de = D considéré comme espace universel de
(D, ), ils sont colinéaires respectivement à Ü, Ü, Ü, Î). Les représentants dans la
carte affine D de A,B,C,G' sont donc AŒ, 1), B(—%, 1), C(—5, 1) et G(%, 1).

2° (A, B, C’) constitue un repère projectif de MÊ) simplement parce que deux quel—
conques d’entre ces trois points projectifs ne sont pas confondus, car leurs vecteurs
directeurs respectifs Ü, Ü, Ê ne sont pas colinéaires. En effet, ici, en dimension 1, un
hyperplan est de dimension O, donc est réduit à un point. Le fait que deux (2 = 3 — 1)
points parmi les trois points A, B, C ne sont pas cohyperplanaires se traduit simplement
par le fait qu’ils ne sont pas confondus.
Pour trouver un triplet (e—o’, e—1’,52’) associé à ce repère projectif, on peut partir de
n’importe quelle base de formé d’un vecteur de A et d’un vecteur de B. On peut
donc prendre par exemple (Ü, Ü). On décompose un vecteur directeur de C dans cette
base : on cherchera les coordonnées de ÎJÎ dans la base (Ü, 7), on va donc trouver
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deux nombres (À, ,u.) tels que ÎÈ = ÀÜ + ”Ü, et il suffit de prendre alors '50) = ÀÜ et
EÎ = p47, on a alors 62 = Ê = 6—5 + 31, ce qui est exactement ce que l’on cherche.

On cherche donc (À, ,u) tels que

l 5 —2
A = _—1_4_ = Ë

l
5 —2

fi
26

5/\— 2 = 5 3 4(5,—1)= À(5,3)+p,(—2,4) c) {3À+4Z=
_1

4:) fi
5 5
3 —1 20u= 5 —2 = —%

k 3 4

gn obtïârë
Ê =

Ë 20— T90.
IlIsuffit de prendre—)eo = -%Ü, donc 60(‘11—g, Î—g, et

61 = -—-1-â , donc 61(1—, _fi)’ et 62: :61 +82, donc 62(5,—1).

3° On a au moins trois façons de déterminer ce birapport.

Tout d’abord, on peut utiliser le birapport des déterminants des vecteurs (théorème
4.11 p. 94).
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Onadonc

5 5 —2 5
det(Ü,Ê) det(î/‘ Ê) 3 —1

/
4 —1

A,B;C,G =
“—fi—

,
= _—[ l det(7,t) det(Ü,—tŸ) 5 4 -2 4

3 7 4 7

_ :22 -_30 _ _Œ—
23 —18_ 69

On peut aussi utiliser le birapport des mesures algébriques des segments fabriqués
avec les représentants des quatre points dans la carte affine (théorème 4.12 p. 94)
On a donc _
[A, B; C, G]: AC_/_lî_C’_

A—G BG'
Or, il est simple de calculer ces mesures algébriques, en prenant (O’ , 7) comme repère
cartésien de D, avec O’ le point de coordonnées (0,1). Dans ce repère cartésien de D,
l’abscisse d’un point est tout simplement son abscisse dans la base (O, z' ,Jà). On a
donc (en utilisant les calculs faits en fin de question 1°)

(330-3714) (330-563) _(—5—Ë) (Ê'I'È) _ l—ËOË __ 100
[A,,BC’,=G] _ _ " 4 5 1—_—_23 —9———(”3G 3’14) (ŒG “’B) (7 — ä) (—5 + ë) 2—1î 69
Et on a trouvé le même résultat.
La troisième méthode consiste, en utilisant la définition 4.10 p. 94, à déterminer les
coordonnées homogènes de t dans le repère projectif (A, B,C) en utilisant la base
associée (eo, 61) qu’on a choisie plus haut, puis de choisir le couple de coordonnées
homogènes de t dont la deuxième

composante
est 1.

On va donc déterminer les coordonnées de t dans la base (eo, e1), c ’e-stà—dire de
déterminer les réels (x, y) qui vérifient t——

—oæeo
+ 3/61

— — _ 4On doit donc résoudre le système {ÈëæŒ+ 26'?!—80
En simplifiant par 2 les fractions et en multipliant les deux équations par 13, on obtient
le système

{453:
+ 20g = 52

27cc — 40y = 91
Ce système se résout avec la méthode de Kramer et on trouve :

52 20 4 1
_I91 —40 _13X20x7 —2|_5_ 45 20 _ f

5 1 _ ä
'27 —40l 9X20X 3 —2l

45 52 5 4
'27 91) 9X”"3 7| 23

et y = ——————' = = ——.

45 20
27 —40 l 9x20><
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Les
coordonnées

homogènes de tsont donc (g, —-2—â), mais en multipliant ce couple
par —— pour que la deuxième composante soit31, on obtient aussi le couple (— 1—6090, 1),
ce qui2nous donne une nouvelle fois la valeur du birapport:

Exercice 4.8. On raisonne avec les déterminants, comme dans le début de la preuve
de la proposition 4.12 (p. 94). On peut considérer que A, B, C, D sont des vecteurs
directeurs des droites vectorielles A, B, C', D.
On utilise une base dans lequel la droite A a pour équation y = 1. Le point à l’infini
(qui sera successivement un des quatre points considérés) a pour coordonnées (1,0),
tandis que un point Z, situé sur la droite A a pour coordonnées (a:Z, 1).
(i) Si c’est A qui est à l’infini, on calcule

1 :130 :173 æc _
_ det(A,C') det(B,C) __ 0 1 ÿ 1 1 ÿ :1 œB—œD__ BD ._

det(A,D) det(B,D)
_

1 :L'D æB SUD 1 æB—Œc —B—C’
0 1 1 1

(ii) Si c’est B qui est à l’infini :

ŒA ŒC 1 (L'a
_

_ det(A,C') det(B,C') _ ÿ 1 1 ÿ 0 1 _æA—œc 1_ C’—
det(A,D) det(B,D)

—
ŒA ŒD 1 :L'D —IL‘A—(L'D .1: E

1 1 0 1

(iii) Si c’est C qui est à l’infini :

ŒA 1 x3 1
_ 1 0 1 0 _ —1 :L'B -.’IID _ Ë

p— 33A :L'D (L'B :L'D _ŒA-ŒD —1
_

ÎË
1 1 1 1

(iv) Si c’est D qui est à l’infini :

ŒA :120 ŒB ŒC

_ 1 1 1 1 _ ŒA —æc —1 _ A_Cp_ 33A 1 æB 1 _ —1 æB—œc—B—C
1 0 1 O
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Exercice 4.9. Remarquons tout d’abord que même s’il semble y avoir beaucoup de
formules à démontrer, en s’y prenant bien, on peut nettement diminuer le nombre de
calculs.
Si on réussit à démontrer les trois formules de (i) (ce qui ne sera pas très difficile), il
suffira alors de démontrer une des égalités des 5 autres formules pour que les autres
s’en déduisent : en effet, (i) signifie qu’on ne change pas un birapport si on échange
simultanément deux paires de points. Si par exemple on arrive à montrer la première

formule de (ii) : [B , A; C’, D] =
z,

en échangeant les deux premiers points et les deux

derniers simultanément, on trouvera la deuxième formule de (ii) : [A, B; D, C’] = —,
p

puis en échangeant le premier et le troisième
1en

même temps que le deuxième et

le quatrième, on tombera sur: [D, C'; A,=B] —1,(troisième égalité) et en faisant le
dernier échange double possible (premier et dernier en même temps que deuxième et
troisième) on tombe sur la dernière égalité de la ligne.
Il faut donc montrer (i) puis une égalité par ligne.
On peut utiliser n’importe quelle forme pour faire ces démonstration, mais une méthode
intéressante est d’utiliser la forme avec les mesures algébriques. On suppose que les
points A, B, C’, D sont représentés dans une carte aflîne par quatre points d’une droite
affine A qu’on nomme de la même manière, et qu’aucun de ces quatre points n’est à
l’infini.

On a donc [A,B;C', D] âÊ/è (*).

ÈÉ
EË

Appliquons cette formule (*) en échangeant A et B en même temps que C’ et D :
BD E ÀÎËB, A; D, C _ = __ = .l 1:30 / AC AD BC p

Idem en échangeant dans (*) A et C’ en même temps que B et D :
B—D E Ici—Ô Ë[’ ’]= BC AC .MDBC p

Maintenant on échange dans (*) A et D en même temps que B et C :
DB Ë ÈBD

D, C; B, A = = =——_— = .[ J: DA CA .MDBC p
(i) est maintenant complètement établi.
Appliquons maintenant la formule (*) en échangeant juste A et B :

B_C
_/

A—c _ B_C E _ 1
BD È ËÀÜ

_
p°

On a établi la première égalité de (ii), donc on peut considérer que (ii) est établie.
Pour établir (iii), on va montrer un petit lemme :
a = ÎB _C'_D + EB—C + ÂÜ Ë = 0 (**), pour tous points alignés A, B, C, D : en

Remarquons qu’en poursuivant le calcul, on a [A, B; C, D] = p. =

wom
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effet

+ EËÛ + A—C' 'lîä
B(C’A + A—D) + A_D(BA + AC) + A—C(D—A + Æ)
BOA+A—BA—D+A—DBA+ADA_0+A—0D_A+ 0Ë=0

Q n
llääëlä

Appliquons maintenant la formule (*) en échangeant B et 0 :
A—B C_B _ XË O—Ü[A, 0; B D,]= _ ._ __A—D 0D AD 0B

En appliquant le lemme (**) au numérateur de cette dernière formule, on obtient:
B_D

[A,0;B,D]=
A—DB—0—_A—0DB=1_ A0

—1—p.ADDOB AD B0
On a établi la première formule de (iii), donc on peut considérer que (iii) est entièrement
établie.
Pour établir la première égalité de (iv), on remarque que pour passer de [A, 0; B, D]
à [0, A; B, D], on a juste échangé les deux premiers points, et en (ii) on a vu que
cette

transformatlion
inversait le birapport : puisque [A, 0; B, D] = 1 — p, on a donc

[0, A; B, D] = —

La première formule de (iv) est établie donc (iv) est entièrement établie.
Pour établir (v), on remarque que pour passer de [0, A; B,D]à [0, B; A,,D] il suffit de
changer le deuxième et le troisième point; or, on a vu avec (iii) que cette transformation

transformait le birapport p en 1 — p. Puisque p’ = [0, A; B, D] = , on a donc
1 1 — —— 1[GRADFJ-p=1r——= p = ”o1 — p 1 — p p — 1

La première formule de (v) est établie donc (v) est entièrement établie.
Enfin la première formule de (vi) s’obtient à. partir de (v) en échangeant les deux
premiers points, transformation qui, grâce à (ii), inverse le birapport.

— 1
Puisque [0,B;A, D] 510—1, on a donc [B, 0; A, D] = ET-

On a établi la première formule de (vi), donc on a terminé!

Exercice 4. 10.

1° Cette figure présente quatre points A, B, 0, D tels que trois d’entre eux ne sont
jamais alignés : c’est exactement la caractérisation d’un repère projectif en dimension
2, donc (A,'B, 0, D) est bien un repère projectif.
La suite des hypothèses implicites contenues dans cette figure est la définition des cinq
points a, b, c, d, e :
a est le point d’intersection des droites distinctes (AD) et (B0) ;
b est le point d’intersection des droites distinctes (BD) et (A0) ;
c est le point d’intersection des droites distinctes (0D) et (AB) ;
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d est le point d’intersection des droites distinctes (BC') et (bc) ;
e est le point d’intersection des droites distinctes (AD) et (bc).

2° Comme pour tous les repères projectifs, les coordonnées homogènes des trois premiers
points sont :
pour A: (1,0, 0);
pour B: (0,1,0);
pour C’ : (0,0,1).
Ensuite le quatrième point du repère a pour coordonnées homogènes ( 1, 1, 1).
Associons une base (ä),e_1>,e—2’) à ce repère projectif, de sorte que A = p(ëâ), B = p(e—1>),
C=p(e—2’),D=p(e—5+ëï+e—2’). _
Le point projectif a est la droite vectorielle intersection du plan vectoriel B + C et
du plan vectoriel A + D. Donc un vecteur directeur de a est d’une part combinaison
linéaire d’un représentant de B et d’un représentant de C, d’autre part combinaison
linéaire d’un représentant de A et d’un représentant de D. Ses coordonnées homogènes
(æ, y, z) vérifient donc d’une part
(æ, y, z) = a(0, 1,0) + [3(0,0, 1) et d’autre part (:L',y, z) = À(1,0,0) + ,u(1,1,1).
On a donc (0,oz,fl) = (À + u,,u,,u), donc a = B = u et /\ = —,u, donc un triplet de
coordonnées homogènes de a est (O, 1, 1).
On procède de même pour les autres points. Pour les coordonnées (æ, y, z) de b, sachant
que ce“ point est à l’intersection des droites (BD) et (AC), on doit avoir
(9:,y, z) = a(0, 1, 0) + [3(1, 1,1) et (as,y,z) = À(1,0,0) + p,(0,0,1),
donc (æ,y, z) = (5,0 + flfi) = (À,0,u). On a donc a = —fl, et y = 0, donc un triplet
de coordonnées homogènes de b est (1,0,1).
Pour les coordonnées (x,y,z) de c, sachant que ce point est à l’intersection des
droites (CD) et (AB), on doit avoir (as,y,z) = a(0,0, 1) + ,B(1,1, 1) et (æ,y,z) =
À(1,0)0) + p(0,1,0),donc (m’y,z)=(IB’fl’a + :8) = (Ai/“l"o) on 3. donc Ol = —IB, et
z = 0, donc un triplet de coordonnées homogènes de c est (1, 1, 0).
Pour les coordonnées (:13, y, z) de d, sachant que ce point est à l’intersection des droites
(BC) et (bc), on doit avoir
(œ,y, z) = a(0,1,0) + ,B(0,0, 1) et (a2,y, z) = À(1,0, 1) + ,u(1,1,0),
donc (æ,y, z) = (0, a,,8) = (À + ,u,pL, A). On a donc À = —,u, et :1: = 0, donc un triplet
de coordonnées homogènes de d est (0, 1, —1). .
(Bien entendu, on pourrait aussi pendre (0, ——1, 1), ou (0,32, —32). . .)
Pour les coordonnées (æ, y, z) de e, sachant que ce point est à l’intersection des droites
(AD) et (bc), on doit avoir
(œ,y, z) = a(1,0,0) + ,B(1, 1, 1) et (33,31, z) = À(1,0, 1) + ,u(1,1,0),
donc (æ,y,z) = (a+fl,fl,fl) = (À+,u.,u,)\). On a donc À = fi = p = a, et a: = 2y = 2z,
donc un triplet de coordonnées homogènes de e est (2, 1, 1).

3° D’après la question précédente, puisque a(0, 1, 1) et d(0, —1,1), sachant que B(0, 1, 0)
et 0(0, 0, 1), on peut affirmer qu’un vecteur directeur de a est 6—1) + 62, tandis qu’un
vecteur directeur de d est —e—1> + 6—2).
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(B, C, a) est donc un repère projectif de la droite projective (BC), pour lequel (51’, 'e—2’)
est une base associée, et dans ce repère projectif, les coordonnées homogènes de d sont
(—1, 1). En application de la définition du birapport (4.10 p. 94), on trouve directement
que le birapport [B, C; a, d] vaut :
[B,C’;a,d] = —1.
Une autre méthode aurait consisté, après avoir déterminé un vecteur directeur de chacune des droites
vectorielles B, C’, a, d, à exprimer ces vecteurs dans une base du plan vectoriel B + C’ (dont est issue

la droite projective (BC')), et à. utiliser l’expression du birapport à l’aide des déterminants (théorème
4.11 p. 94), mais ce serait moins efl‘lcace.

Puisque [B, C; a, d] = —1, en application des formules (i) et (ii) de la proposition 4.13
(p. 95), on a :
[B,C; a, dl = [0, B;d, a] = la, d;B,Cl = M’a; Û. B] = -1et
[C',B;a, d] = [B,O; d, a] = [4, a; c, B] = [a,d;B,C'] = _i1 = —1.
4° Deux paires de points en division harmonique sont forcément formées de quatre
points alignés.
On n’a pas beaucoup de choix pour trouver d’autres ensembles de quatre points alignés
sur la figure : il n’y a guère que {A, e,D,a} et {c, e, b, d}.

Commençons par {A, e, D, a}; les coordonnées homogènes de ces points projectifs
sont :
A(1,0,0), e(2, 1,1), D(1,1,1) et a(0,1,1).
Si on pose 6—3> = 6—0> + 8—1> + 6—2), il est clair que A est engendré par 6—0), D est engendré
par 6—3), tandis que e—o> + 53) est un vecteur directeur de e.
(A, D, e) est donc un repère projectif de la droite (AD), et (ëÊ, êÊ) est une base associée.
Comme —ëÎ)) + 6—3> est clairement un vecteur directeur de a, les coordonnées homogènes
de e dans ce repère projectif sont (—1, 1), ce qui se traduit exactement par
{A, D; e, a] = —1. On peut bien sûr, en raisonnant comme dans la question 3°, trouver
sept autres birapports avec ces quatre points dans des ordres différents qui sont égaux
à —1.
Pour {c, e, b, d} : les coordonnées homogènes de ces quatre points sont
c(1, 1,0), e(2, 1, 1), b(1,0, 1) et d(0,—1, 1)
On peut écrire (avec un abus de langage qui consiste à. identifier un point projectif qui
est une droite vectorielle à un de ses vecteurs directeurs, ce qui n’est pas très gênant si
on est capable de comprendre ce qu’on fait) (on pourrait aussi introduire des vecteurs
directeurs 6—4) et EÈ respectivement de c et de b)
e = c + b et d = —c + b, ce qui fait que (c, b, e) est un repère projectif de la droite
projective (bc) dans lequel d a pour coordonnées homogènes (—1,1), ce qui prouve
exactement que
{c, b; e, d] = —1 (ainsi que sept autres birapports formés à partir de ces quatre points).
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Exercice 4.11.

1° Une homographie f du plan projectif H = IP’(Ë)) est issue d’un endomorphisme
bijectif (p de Ë). Soient A, B, C' trois points deux à deux distincts et alignés sur une
droite A du plan projectif H. A, B, et C’ sont trois droites vectorielles coplanaires de
il existe un plan vectoriel qui contient ces trois droites vectorielles, et d’ailleurs on a
exactement A = lP’( ). Soient Ê, b) et Ü des vecteurs directeurs respectifs de A, B, C.
L’image par l’endomorphisme (p du plan vectoriel P est un plan vectoriel P’ (puisque
go est bijectif, il y a conservation de la dimension). Donc on a <p(Ê) E P’, go(—b>) G P’ et
(M?) E P’. Or, les images A’, B’, C" par f des points projectifs A, B, C’ sont les droites
vectorielles <p(A), <p(B), <p(C’), respectivement dirigées par 90(Ê), <p(—b>), <p(Ë), et ces
trois droites vectorielles sont donc incluses dans le plan vectoriel P’, ce qui signifie

exactemgnt que les points projectifs A’, B’, C’ appartiennent à la droite projective
A’ = lP’(E’).
On a bien prouvé qu’une homographie conserve l’alignement.

2° Soient A, B, C, D quatre points deux à deux distincts et alignés sur une droite
A = lP’( ) d’un plan projectif H = P(Ê). On garde les notations de la question
précédente.
(A, B, C) est un repère projectif de la droite A. On supposera que (Ê, Î) est une
base de P associée à ce choix de repère, c’est-à—dire que Ë = Ê + b) dirige C’ ; Soit

un vecteur directeur de la droite vectorielle D, dont la deuxième composante dans
la base (Ê, î) vaut 1. On a donc Ê = pÎI.’ + b), avec p = [A,B; C, D].
Or, les vecteurs directeurs des droites vectorielles A’ = f(A) B’ = f(B, C" = f(C) et
D’ = f(D) sont respectivement 5’

=_«f(Ê),
ÿ = <p(—b>), É} = (A?) et d = (Aï);

on a, par linéarité de (p : c = a + b , donc (A’, B’, C’) est un repère projectif de
la droite'projective A’ = f(A) auquel (a , b ) est une base adaptée. Dans cette base
de P’ = <p(P)), les coordonnées de 3’ sont (p, 1) (puisque 30(Ê) = 90(p—a’ + —b)) =
p<p(Ê) + 90(î) = pd’ + b ), ce qui signifie exactement que [A’,B’;C”,D’] = p : le
birapport a bien été conservé par l’homographie f.

Exercice 4.12.

1° Préliminaire __>
Soient d = IP’( ) et d’ = IP(P’) deux droites projectives. On suppose que f est une
homographie de d vers d’, elle est donc issue d’un isomorphisme go de sur P’ .
Soient A, B, C, D quatre points distincts de la droite d. On suppose que p = [A, B; C, D].
On sait qu’il existe une base (êÊ, e—l’) de P, qui est associée au repère

projectifÂA,
B, C)

de d, et qui est telle' que A = p(e_o’), B = p(e—1’), C’ = p(e—o> + e—l’) et D = p(peo + e—l’).
Les images par f de ces quatre points sont les points A’ ,B’ ,C’ ,D’ de d’, définis



262 SOLUTIONS DES EXERCICES

par A' = f(A) = p(<p(ëâ)) = Æ). B' = f(B) = P(<P(6—i)) = 20(2), 0' = f(C) =
P(<P(€o + el )> = p<êä + Eî) et enfin D' = f(D) = P(<P(P€o + ä» = p<peo + el).
Il est alors immédiat que (A’ , B’ ,C" ) est un repère projectif de B’, et que (éä, z)
est sa base associée, et (p, 1) étant un couple de coordonnées homogènes de D dans
ce repère projectif, on a [A’ ,B’ ; C" , D’] = p, ce qui prouve bien que f conserve le
birapport de quatre points distincts.
Si seulement trois des points A, B, C', D sont distincts, on peut, quitte à permuter les
points, s’arranger pour que A, B, C soient distincts, et dans ce cas on a soit D = A
(p = oo), soit D = B (p = O), soit D = C’ (p = 1). Dans ces trois cas, il est évident,
en raisonnant comme précédemment qu’on a respectivement soit soit D’ = A’ (et
donc [A’,B’;C’,D’] = [A’,B’;C’,A’] = oo = p), soit D’ = B’ ([A’,B’;C’,D’] =
[A’,B’;C’,B’] = 0 = p), soit D = C’ ([A’,B’;C”,D’] = [A’,B’;C’,C”] = 1 = p) et
dans tous les cas on a bien conservation du birapport.

Réciproquement : soit f une bijection de d sur d’ qui conserve le birapport de tout
quadruplet de points dont au moins trois sont distincts.
Soit (A,B,C') un repère projectif de d, et soient A’ = f(A), B’ = f(B) et C’ = f(C’);
comme f est bijective, (A’, B’, C") sont distincts donc forment un repère projectif de 1—3’.
Soit g l’homographie de d sur d’ qui est définie par g(A) = A’, g(B) = B’ et g(C) = C’
(l’existence et l’unicité de g sont assurées par la proposition 4.17 p. 98). Nous allons
montrer que f = g, ce qui assurera bien que f est une homographie. Soit M un point
quelconque de d; soit M’ son image par f et M” son image par g. Soit p = [A, B; C, M].
Comme par hypothèse f conserve le birapport, on a [A, B; C, M] = [A’ , B’ ; C” , M’] = p
et comme une homographie g conserve le birapport (d’après le sens direct de cette dé-
monstration), on a aussi [A,B; C', M] = [g(A),g(B);g(C),g(M)] = [A’,B’; C”, M”] =
p, de sorte que [A’,B’;C”,M’] = [A’,B’;C”,M”] = p. Mais [A’,B’;C",M’] = psignifie,
par définition, que M’ admet, dans le repère projectif (A’ , B’ , C” ) de d’ , le couple (p, 1)
de coordonnées homogènes, tandis que [A’ , B’ ; C” , M”] = p signifie de même que M”
admet aussi (p, 1) comme couple de coordonnées homogènes, donc M’ et M” ont les
mêmes coordonnées homogènes, et donc M’ = M”, c’est-à—dire f(M) = g(M) pour
tout M E d, donc f = g.

2° Soient A, B, O, D quatre points de d tels que A, B, C’ sont distincts.
Soient A’, B’, C” , D’ leurs images respectives par la projection 7r. Il suffit de vérifier
que [A, B; C, D] = [A’ , B’ ; C" , D’] pour pouvoir conclure en appliquant 1°.
Mais nous allons calculer ces birapports en utilisant des représentants de ces points
dans une carte affine où la droite à. l’infini est la droite (Sw), le point w étant le point
d’intersection des droites d et d’ ; comme w est à l’infini, on a d//d’ , et comme S est à.
l’infini, on a (AA’)//(BB’)//(CC’)//(DD’), de sorte que AA’C’C, AA’D’D, BB’C’C’,
BB’D’D sont des parallélogrammes, donc, quelle que soit l’orientation commune
choisie pour les droites d et d’, on aura Ë = A’C’, E = A’D’, Ë = B777,
BD = B’Î et
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A BC A’ ’ B’ ’

AD BD A’D’ B’D’
7r conserve donc le birapport, et donc 7r est bien une homographie entre d et d’.

= [A’,B’;C",D’].

3° Soit f une homographie de la droite projective d sur la droite projective d’. Si f est
une projection de sommet S, le point w d’intersection 11 de d et d’ est évidemment un
point invariant par f, (puisque (Sw) coupe d’ en w, on a bien f(w) = w).

Réciproquement, on suppose que f admet un point invariant w. Comme f : d —> d’,
ce point invariant vérifiant f(w) = w appartient à d en tant qu’ antécédent, et à. d’ en
tant qu’image, donc le seul point qui peut être invariant est le point d’intersection de
d et d’. Donc s’il existe un point invariant w, c’est que w est le point d’intersection de
d et d’.
Considérons à présent deux points A et B de d, distincts, et distincts de w. Soient
A’ = f(A) et B’ = f(B). Comme A et B sont distincts de w, on a A’ 7E A et B’ ÿé B,
de sorte qu’on peut considérer les droites (AA’) et (BB’). Ces droites sont distinctes,
sinon, puisque B aé A, on aurait (AB) E (AA’), donc (AA’) = d et A’ E d, ce qui est
impossible. Donc (AA’) et (BB’) se coupent en un point S.
Considérons la projection 7T, de sommet S, de d sur d’. On va montrer que f = 7r, ce
qui prouvera bien que f est une projection. Tout d’abord, w est invariant par 7r comme
on l’a vu plus haut; (SA) rencontre d’ en A’, donc 7r(A) = A’ et de même, 7r(B) = B’.
D’autre part, (w, A, B) est formé de trois points distincts de d, donc c’est un repère
projectif de d.
f et 7r sont deux homographies de d sur d’, qui vérifient f(A) = 7r(A) = A’, f(B) =
7r(B) = B’ et f (w) = 7r(w) = w; d’après le théorème 4.17 98 une homographie est
caractérisée par son action sur les points d’un repère projectif : comme ici f et 7r ont
la même action sur les points w, A, B, c’est que f = 7r. EI

CHAPITRE 5

5. Solutions des exercices sur la géométrie euclidienne

Exercice 5.1.

1o Une norme N sur un espace vectoriel Ê est une application de Ë dans R qui vérifie
les trois axiomes suivants z _

(i) N(Ê) >0 pour tout Î E Ê et N(Ê) =O=> Î = Î).
(ii) NO?) = IÀINCÏ) pour tout /\ e R et tout Î E Ë).

11Rappelons qu’en géométrie projective, deux droites distinctes d’un plan sont toujours sécantes en un
point unique.
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(iii) N(Î + Ü) S N(ÎL’) + N(î) pour tous Ê, ÿ G Ê.
Soit un espace vectoriel euclidien (muni d’un produit scalaire î? . 7). Sa norme
euclidienne est l’application || - || de vers R+ qui associe à un vecteur Ê sa norme

euclidienneäl?"
= V Ë - Ë = V Ëz. Puisque ' est un produit scalaire, on est sûr que

pour tout , on a Îz à 0 donc | ' || est bien définie, et on a
Il?" = 0 => îz = 0 => Î = 0 : (1) est vérifié.
Ensuite, pour tout /\ E R et pour tout î’ E Ë, on a "A?"2 = (A?) . (A?) = A272,
donc en prenant la racine carrée des deux membres de cette égalité, on obtient
un" = Nfi’ = |,\| "En : (ii) est vérifié.
Enfin, pour montrer (iii) (l’inégalité triangulaire), on a besoin de l’inégalité de Cauchy—
Schwarz :
Pour tous î? e Ê, on a (0.5.) : Iî'îl g "En "ÿ".
Pour montrer ce résultat classique, une méthode classique (à connaître absolument)
consiste à étudier la

quantité
P(À) = (A? + ÎŸ, pour Ê et î fixés. Remarquons

d’abord que si ÎL’ = O , alors (0.5.) s’écrit 0 S 0 et est trivialement vraie : on peut
donc supposer dans la suite que Ê 7è 0 .
P(/\) = ÀZÊZ + 2A? . Ü + ÿz est un trinôme en /\ qu’on pourrait écrire
P(À) = aÀ2+bÀ+cavec a = Yz = Il?"2 7è O, b= 2 Ê? et c= Ü2 = "Î"?
Mais d’autre part, P(À) est le carré scalaire du vecteur A? + î donc P()\) est un
trinôme qui est toujours positif (ou à la rigueur nul). Un trinôme qui a un discriminant
strictement positif possède deux racines, et n’a pas le même signe entre ses racines et
à. l’extérieur de ses racines, donc n’est pas toujours positif ou nul. Puisque P(À) à O
pour tout A E R, on peut donc affirmer que le discriminant A = b2 — 4ac du trinôme
P(À) est négatif ou nul. Étudions cette affirmation :
A S O (à b2 S 4ac 4:) 4(Ê - Î)2 S 4||Ê||2||Î||2 et en divisant par 4 et en
prenant la racine carrée, on obtient ce qu’on voulait démontrer, l’inégalité
(05-) = I? - 7| S Il?" IIÜII-
Revenons à l’inégalité triangulaire :
Pour tous Ê,Î G Ë, de (0.5.), on déduit Ê ' Ü S IÊ - ÿl S Il?“ "—37", donc
successivement :
2? - îÎ S 2H?" Ilîll;
îz +2? - ÿ+î2 S Ê? +2IIYII Il?" +ÿ2;
Î’ + 2? - î + î’ S Il?"2 + 2H?" Il?" + IIÜIIZ;
(Ê + Î? S (Il—a?" + IIÎII)2 ; et enfin, en prenant la racine carrée des deux membres :
"Ê + Î" S Il?" + Il?" : on a démontré que (iii) est vérifié, donc || » || est bien une
norme.

2° Pour tous Î, ÿ E Ë), on a, en utilisant (iii), c’est-à—dire la « première inégalité
triangulaire »,
IIÎII = "(Î + 7) + (-ÿ)" S Il? + 7H + Il - ÿll = Il? + ÜII + IIÎII, donc
llî’ll - Il?" S Il? + 7H (*).
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Ensuite, en échangeant les rôles de Y et Ü, on obtient de la même façon
Il?" - Il?" S Il? + Î", donc IIÜII - Il?" S Il? + î" (**).
En combinant *) et (**), on obtient :
max(||Ê|| — || Il, Il?" — IIÎL’II) S Il? + Î" et on peut conclure en ce rappelant que
pour tout nombre réel a, on a |a| = max(a, —a).

Exercice 5.2.
Soit Ü = Alcïî + - . ' + Àkzï’ une combinaison linéaire des vecteurs de la famille x. On
doit montrer que si Ü = O , alors tous les coefficients A, sont nuls.
Pour cela, on peut soit calculer Üz, soit calculer, pour tout z', Ü . Ê : les deux méthodes
permettent d’obtenir le résultat.

Première méthode
On calcule, pour tout z', Ü - ÎË :

k:Üjî: 2&5; a=zÀjfïga
j=1j=1

Or, par hypothèse, pour j 7è 2', on a :17," ' 3—2,) = 0, donc dans cette somme, il ne reste
plus qu’un terme non nul, celui correspondant à j = i :

ïî'ï.’=x5î°îî=x\.rî.”.
. —> .Donc Sl on suppose que Ü = 0 , on a, pour tout z,

ME? = O et donc /\,; = 0 (pour tout 71) puisque tous les Ë sont supposés non nuls
(et puisque le carré scalaire d’un vecteur non nul est non nul, définition d’un produit
scalaire) .
Deuxième méthode
On calcule Üz :

k k

E2: ZAÆ (ZAÏË)= Z Mana—:5.
j=1 i=1 jel,k

z'el,k

Dans cette double somme, presque tous les termes sont nuls puisque :ÎJ’ - Ê = 0 pour
z' ÿé j, donc il ne reste plus que les k termes où z' = j :

k k:
Ü? = ZÀÆÈ . A5,? = ZAEEP.

z'=1 i=1

Or, cette somme est une somme de nombres positifs ou nuls. Si Ü = Ü, on obtient
une somme nulle de nombres positifs ou nuls, donc tous les termes de la somme sont
nuls, et on a pour tout i, ÀËÏP = 0, donc ÀË = O (puisque les Ê son non nuls) et
donc À,- = O.
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Exercice 5.3.
1° On raisonne par récurrence.

._>

À l’ordre k = 1, 1e résultat à démontrer est complètement trivial, puisque b1 = 51’.

Supposons que la propriété est vraie à l’ordre k — 1, c’est-à—dire qu’on a :
o la famille (b

)1<,-<;c_1__>
est

orthogonale;—> ——+.<a11°' ,ak1><b1, bk1>_, —°—>
0 0.16-1 ° bk_1 = bk_12 > 0.
On doit alors montrer ces trois propriétés à l’ordre k.
D’après l’hypothèse de récurrence, la famille (b,- )1<i<19-1 est orthogonale, donc il suffit
de montrer que bk est orthogonal à tous les b,- pour z' < k. Or, on a

_ -—> _ -)—>—> _, klak-jbe —> _,—+ klcîk’obje
bk'bi= ak— Tbj ' i=ak'bq;—

T2bjbz-j=—1llbll j=1llbjll
_> .

Puisque la famille (bi)1<,-<k_1 est orthogonale, presque tous les termes de cette
dernière somme sont nuls sauf celui qui correspond au terme j = z', et on a donc

__>

—>—>_,—>cÎ,Ë-b,-—>—>_>—>c’-b 2_bk°b°=ak'bz'-—;—2— i'i=ak'bi_ 2|lbill=
"bill llbll

——> —+
Montrons maintenant que<cÎl>,...,cÎ,1c> >=< b1,...,bk >.
Notons au passage que ce résultat prouvera aussi que bk ne peut pas être nul, sinon
les dimensions de ces deux sous-espaces vectoriels engendrés ne coïncideraient pas : les
(aj) forment une famille libre, donc le sous-espace qu’ils engendrent est de dimension
k, ce qui est impossible pour la famille engendrée par les bj si bk est nul.
À cause de l’hypothèse de récurrence qui aflirme que cette relation est vraie à l’ordre

_)

k — 1, il sufiît de vérifier que ak E< b1,” .,bk > et que bk €< (11,. .,ak >.
—> kIË-Ëe —> k15’-

Onabk=c>—2#bj donc ak=bk+zg’%—bjbj,etonabien

_+ 121112112 lib—Î—uz
cîk’e<b1,...,bk>.
Ensuite, l’hypothèse de récurrence permet d’affirmer que

_) —>

<cî1’,...,cîk’ >=< cîl’,...,a'k_1’ > +<a,c >=< b1,...,bk_1 > + <ak >,
. —> —> —> \ . . , .et il est cla1r que bk €< b1, . . . ,bk_1 > + < äz >, d’apres la relatlon qu1 defin1t ce

vecteur. D’où le résultat.
, —> —> , . ,Montrons à present que 0—4: - bk = bk2 > O. Comme on a vu que bk 7É 0, seule l’egallte

est à démontrer.
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—> k—la b?—>On vient de voir queecÎ>= bk + kj'â—bj,donc
j=1ll

k—l —> 13—1 —>—> —> CÊ-b-——> —> —> cîk’ b —> —> —>_’b b ’b- b—b2 ’bb—bzakk k'l' j—zg k—k+ n'k—k,j=l ll'll j=1 ll'll

—+ —>
puisque bk est orthogonal aux bj.

_>

2° c est évidemment orthogonale puisque chaque c—j’ est colinéaire à bj. Et les vecteurs
c7) sont normés par construction, donc la famille c est orthonormale.
Remarquons qu’on a aussi, naturellement, puisque les—’c,- sont colinéaires aux b,;,
< C1,...,Cj >=< b1,...,bj >=< a1,...,aj >, et ce01 pour toutj tel que 1 \j S k.
Remarquons aussi que pour tout j tel que 1 S j < k, on a

_)

=——1r Il bjll2= llbjllo(î) ___, _,
(71-—>)

1 _, Î— 1 —>2__J" J' = ' '
Il llbIl llb Il

=aj :— ŒJ '

ll'll bjll

3° On doit ici encore
rais_o>nner

par récurrence sur k:
à l’ordre 1: puisque < d1 >=< a1 >, c’est que d1--— Aa1, si d1 est normé, on doit

1
avoir |/\| =

î’
donc d1 =

:lz—Îlrah
et en supposant que d1 °a1 > O, on impose que

1 1le signe soit +, donc on a d1--— :fiäî——
flbl:

:51’.
0.1 b1—> —>

Supposons qu’on a (d1, . . . ,dk_1) = (0—1),... ,ck_
+1). _>Puisque dk vérifie < (11,...,d,c >=< äî,” .,a‘Z >=<b)1,...,bk >=< c—1’,...,c—k’ >

d’après l’hypothèse de récurrence, on a < c1, . . . ,ck_1’ , dk >=< c—1’,. . . ,ck_1’ , c—k> >.
Soit V1, ce sous-espace vectoriel commun, qui est de dimension k, et dont c est une
base orthonormée. Soit Vk_ 1 =< c_1>, . . . ,ck_1’ >. Vk_1 est un hyperplan de Vk, et c’est
l’ortho onal, dans Vk, de ck.
Mais dk est par hypothèse orthogonala tous les dj pour 1< <k— 1, et par hypothèse
de récurrence, ces vecteurs sont égaux aux Cj correspondants. Donc on peut dire que

_>

dk E Vk_1. Or, dk E Vk, et Vk_1 h Vk =<
_)ck

>. On peut donc aflirmei que dk—— Àck
pour un certain réel A, et comme dk et ck sont tous deux normés, on a dk = :lzck.

- —> —> . —> —> . —> —> —>Puisque a1, odk > 0 par hypothese, on a donc :l:a;c . ck >
2)et pulsque ak - ck = "c;c || > O,

c’est forcément que le signe est + et non pas —, donc dk = c—k’.

Exercice 5.4.

1° Puisque ( b,-)1<,<k est une base orthonormée de Î“), on
3eut

compléter cette base en
une base orthonormée de Ê: b= (b-)1<,-<n = (b1,.. .,bk, bk+1,.. . ,bn). Il est tout à
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fait clair que les vecteurs (E1.. . ,13: sont dans î-L, et donc forment une base de ce
sous-espace vectoriel (à cause de sa dimension n— .k). Soit Ê E ,on a vu dans le

î b1
cours que les coordonnées de ÎÊ dans la base b sont X = 5 , donc

s . bîî

î=î(î-b—Ë)—b’s=(î-Êfiîfi-"+(î.b_k’)îk+(î.bï+—Ï)IÎH)+---+(î-b—,Ï)în.
i=1

7: masses: Ë? en? Eîet7= zœ b-) beîl
i=k+1

k
On a donc 7rÎz(Î) = Ü = 2(Ê î

—>

12:1

2° De la décomposition qu’on a obtenue pour Ê, on déduit immédiatement que

mm—:7: ZŒ’ b‘àflfiäÿ: î— 2re?
z=k+1

3° En appliquant les résultats des questions 1° et 2° à une droite vectorielle î =< Ü >
, —> 1 ,dont une base orthonormee est b1 = îî, on obtient :u ||

—>—> 1 1 -ss(s>)_sî(s>)_(s.bl)bl_(aime) me-" "2m 2
et, d’autre part

nm?) = 7mm?) = î — s35?) = î — î?

4° Le plus simple est de remarquer que a? = 1T? — «in, d’où les formules :

asrz’) = «em — nm?) = Î}? . m — Z (ï - Wi-H .
k k

=

k
= ZŒ - E53); — (Ê — ZŒ . 357i) = 22g . 3153:. _ y;
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k

au?) = mu?) = ï’ — 2)]? ' bî- È;
i=1

0<Ê>(Ê) = 27"<î>(î) — î = zÿî — Ê;

î - Ü0;}(Î) = —a<î>(î) = —2«<Ü>(î) + î = î — 232—7-

Exercice 5.5.

Pour démontrer qu’une application orthogonale u, d’un espace vectoriel euclidien Ë
vers un espace vectoriel euclidien E’ est linéaire, nous utiliserons la suggestion du
cours p. 111 : nous allons développer, Ê et Î étant des éléments quelconques de2
et À un réel quelconque, la quantité réelle A = (MA? + Ü) — ÀuŒÏ) —— u(ÿ)) .

A = (MA? + ‘37) — m?) — 1102))2
= (au? + î))2 + A2(u(î))2 + («W2— 214A? + î) - AM7) - MM? + î) '14?) + NM?) 'UŒ)
= (un? + 7))2 + A2(u(î))2 + (1417))2

— 2Au(Aï? + î) M?) - MA? + 7) 447) + 2,\u(ï) '14?)
Or, u est une transformation orthogonale, donc 11(7) u(ï3)= Ü ' il pour tous 7, ïÊ,
et en particulier si Ê = Ü, on a (1473))2 = Ü2, donc

A=(Aï+î)2+A2Ê2+ÿ2—2A(Aî+î)-î—2(Aî’+ÿ)-ï7+2/\î.î
=A2î2+ÿ2+2mî+fiî2+72

—2/\2î2—2A?.ÿ—2AÊ.ÿ—2ÿ2+2AÊ-ÿ
=(1+1—2)/\2î2+(1+1—2)ÿ2+(2—2—2+2)î-ÿ

A=O.

A est le carré scalaire du vecteur (MA? + 7) — A14?) — u(î)), donc ce vecteur est
nul et on a, pour tous Ê, î G Ê et pour tout À E R,
u(/\Î + Ü) = Aura?) + 14?), ce qui prouve que u est bien linéaire.

Pour montrer que u est injective, puisque u est linéaire, il suflît de montrer que son
noyau ker u ne contient pas d’autre élément que 0 .
Soit Ê e ker u. On a M?) = Î), donc (u(ÎÊ))2 = O, et donc 72 = 0 (par conservation
du produit scalaire par u), et donc Î = Ü).
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Exercice 5.6.

Soit A la matrice de u dans une base orthonormée B fixée. Les trois affirmations
concernant u se traduisent au niveau de A ainsi :
u est involutive 4:) A2 = In 4:) A“1 = A;
u est orthogonale 4:) tA A = In <=> A‘1 = tA;
u est symétrique 4:) tA = A.
Sous cette forme, il devient évident que deux de ces affirmations impliquent la troisième :
o Si lu est involutive et orthogonale], alors on a [A'l = A et A—1 = tA] donc A = tA

et u est symétrique.
o Si u est involutive et symétrique], alors on a [A—l = A et A = tA] donc A—1 = tA

et u est orthogonale.
o Si u est orthogonale et symétrique], alors [A'l = ÎA et A = tA] donc A“1 = A et

u est involutive.
Dans ce cas (u vérifie les trois affirmations, u est involutive,

—symétrique
et orthogonale),

u étant involutive, c’est une symétrie, par rapport à 1 ——uker( i—dË),dans la
direction de Û: Ê_1—— ker(u+idË). Pour établir que u est une symétrie orthogonale,
il suffit de vérifier que î J.
Soit Î E î: Êl et î E Ü: Ë)_1. On a, puisque u est orthogonale,

E7=u<E-u<v>=E-<-î>DE?
Un nombre réel ne peut être égal à son opposé que s’il est nul, donc Ê - Ü = 0 et on
a bien J. : u est bien une symétrie orthogonale.

Exercice 5.7.

1° Soit 7L3 = Ü — Ü 7E Î). Considérons la réflexion a = 0;} = 0<Ê>JU ÿ est
l’hyperplan orthogonal de Ê.
Montrons que a est une réflexion qui échange Ü et 7. On peut utiliser (au moins)
deux méthodes :
o la première, toute simple, consiste à écrire Ü: 2—(Ü + Ü)+ ä—(Ü 7): 7 + Ü

et a constater que c’est la décomposition de Ü dans la somme directe orthogonale
=°Êea<ïl> enefietî=——Ë€<Ê>etî Ê: 2(î+îî)(î— ü):

1(72— Ü2)= 1(1 —
731):

0 donc Î E Ë'L:
On a donc 0(7LÎ)= —=ÿ 12(ÎÎ + Ü)— äî— Ü): Ü. (Il n’est pas utile de
vérifier que 0(7): ïÎ car on szait que a est une involution. )

o la deuxième méthode, plus « savante », consiste à utiliser le résultat de l’exercice
5.4, qui donne directement l’expression de 0(Ü)-— 03(Ü)-— 01—31 (Ê), en utilisant
ensuite que Ê: 7— Ü et en n’oubliant pas que Ü et 7 sont tous deux normés:

I



5. SOLUTIONS DES EXERCICES SUR LA GÉOMÉTRIE EUCLIDIENNE 271

_ ïî ä __1î (î— ÿ)

=v—2ÿÿîmm<E—m
. —1

:Ü—2m(Ü—Ü)=

Nous avons ainsi prouvé l’existence d’une réflexion vectorielle a qui échange Ü et Ü.
Soit maintenant une autre réflexion vectorielle 0’ ——a—> qui échange Ü et Ü. Elle
vérifiea’(ï3)=a’(_Ü— Ü)=a’(î)— 0’(Ü)= Ü— Ü: mÊdoncËEH’l, eton
a donc H’-ÊJ- =H et 0’ ——:a a est la seule réflexion vectorielle qui échange Ü et

mwwpv

2° L’image d’une base orthonormée par une transformation orthogonale est une base
orthonormée, donc (61, . . . , en) est une base orthonormée de

° a) Si No = O, c’est que 80 est vide, donc pour tout z' E [1,71], on a fia") = Ëi’, dOnc
(p est l’identité de

3° b) Puisqu’on suppose No 7è 0, c’est que 80 n’est pas vide, et il est donc légitime de
prendre un élément k E 50.
On considère la réflexion vectorielle 01 qui échange les vecteurs êîc’ et 67k (ce sont
des vecteurs distincts, puisque k E 80). D’après 1°, 01 est la réflexion vectorielle

0;} avec ÿ: ï”, en posant Ë: ek — 6—1,). On pose (,01 = 01 o (p. (p1 est une
t1ansformat10n orthogonale

(comme
composée de deux transformations orthogonales).

Soit 81: {i E {1,.. .,n} | <p1(e)7Éci} et N1-— card81,
Montrons que (,01 laisse invariants strictement plus de vecteurs de la base B que (p.
Tout d’abord, il est clair que gode—’6’) = 010976) = e—k’, donc k Q’ 81.
On va montrer que pour tous les ej qui étaient déjà invariants par (p sont encore
invariants par (,01. Remarquons que puisque e—k’ n’était pas invariant par (p, on a j 7€ k
lorsque e—J’ est invariant par cp.
En effet, la famille (z, . . . ,e—Çî) et la famille (6—1), . . . ,e—n’) étant des bases orthonormées,
ce sont des familles orthogonales, donc 6—} est orthogonal à la fois à ek et à e—k’, donc il
estortho onalàÊ=ä—ë;î,donce—’EÊJ-=ÿ,et01 e—l =e—’.g k J J .7
e—J’ est invariant par 01, et comme il l’était par (p, il le reste par (p1 = 01 o go.
On peut donc affirmer que 51 Ç; 80 (par contraposition), donc N1 < N0.
Si N1 = O, c’est que 51 est vide, donc tous les a? sont invariants par (p1, et <p1 = idË,
donc 01 o (p = idË et (p = 01 (on a composé à gauche par 01—1 = 01). Dans ce cas, on
a prouvé que (p est la composée d’une seule réflexion vectorielle (c’est une réflexion
vectorielle) .
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Si N1 7è 0, c’est que 81 est non vide, donc on choisit un élément k1 = max 81, et
comme on avait k0 = k =€ 81, on est sûr que k1 74 k0.

4° Lorsque N1 7S O (avec les notations du 3°), on recommence le raisonnement en
l’appliquant à (,01, on construit (p2 = a2 o (p1 qui laisse invariants strictement plus de
points que (p1, on définit de façon analogue 82, N2 et si N2 aé 0 on choisit k2 dans
82. N2 est tel que N2 < N1. On construit ainsi une suite strictement décroissantes
d’entiers positifs donc forcément au bout de m étapes, avec m S n (puisque N0 S n),
on obtient Nm = O. Cela signifie que l’ensemble 8m est vide, donc que 90m = idÊ et
puisque cpj = 0j o gag--1, de proche en proche on obtient idË = cpm = 0m o - - - o 01 o go,
donccp=alo---oam.

Exercice 5.8. Une première condition nécessaire évidente pour que t = 3H1 o 3H2
est que H1 //H2. En effet la partie linéaire de t doit vérifier

idË) = L(t) = L(sH1 o 3H2) = L(sH,) o L(sH2) = 0171) o U'ËÈ'
Puisque les réflexions sont involutives, on a donc nécessairement 0171)

=
0,72), donc

—> —>
H1 = H2.

Soient H1 et H2 deux hyperplans parallèles, de même direction H. Cherchons des
conditions nécessaires pour que f = 3H, o 3H2 soit égale à t. Tout d’abord, on est
certain, en considérant sa partie linéaire, que f est une translation. Soit A un point de
H2; A est invariant par 3H2, donc on a f(A) = 3H, (A) = A’ = tÿ (A) = A + Ü. Mais
Û = A’ — A = 3H,(A) — 3H1(A’) = aÿ(A — A’) = —aÿ(Ü), donc Ü = A’ — A e HL
donc une condition nécessaire est que H1 et H2 soient orthogonaux à Ü. Mais si H2
passe par A, et si on a 3H, (A) = A’, alors nécessairement, H1 est le plan médiateur
de [AA’], et H1 passe par le milieu I de [AA’]. Or I = A + àAA’ = A + ËÜ.
Finalement, on a obtenu les conditions nécessaires suivantes :
0 H2 = A + ÜJ' ;

. H1 =A+à7+îä
Sont-elles suffisantes ?
Soient H1 et H2 deux hyperplans parallèles, de même direction H = Ül, et tels que
si A est un point de H2, alors H1 passe par I = A + ËÜ. Montrons que f = 3H, o 3H2
est la translation de vecteur Ü :
f est une translation de vecteur 7, comme on l’a vu plus haut, et l’image de A par f
est A + Ü = A’ = 3H, (A) donc H1 est le plan médiateur de [AA’] et H1 passe par le
milieu J de [AA’]. Mais A—A’ = Ü e Hi, donc Ü est colinéaire à Ü.
Ona J=A+ ËÜ, et Iet Jsont deux points de H1, donc J—IE H. Or, J—I=
ä? — Ü) E HL, et la sous-espaces vectoriels H et HL sont supplémentaires, donc
J — I = Î) et J = I, donc Ü = Ü, et f est bien la translation de vecteur Ü.

Récapitulons : La translation t = 15—,7 se décompose sous la forme t = 3H1 o 3H2 où
H2 est un hyperplan de direction ÜJ- et où H1 est l’hyperplan parallèle à H2 passant

’-
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par le point I = A + ËÜ où A est un point quelconque de H2. Il n’y a donc pas
unicité, puisqu’on peut prendre n’importe quel hyperplan H2 (sous réserve qu’il soit
bien orthogonal à Ü). Mais une fois H2 fixé, H1 est alors complètement déterminé
par le choix de H2.

Remarquons qu’on pourrait aussi commencer par prendre n’importe quel hyperplan
H1 orthogonal à Ü, il suffit ensuite de choisir un point B de H1, le point A = B — ËÜ,
et l’hyperplan H2 parallèle à H1 et passant par A, car si on reprend le raisonnement
précédent, le point I = A + âî n’est rien d’autre que le point B, et c’est bien H1 qui
est tel que t = 3H1 o 3H2.

Exercice 5.9.

1° IQ(E) est un sous-groupe de I(E) :
Le produit de deux isométries laissant Q fixe est une isométrie qui laisse Q fixe, idE
laisse évidemment Q fixe, et si f est une isométrie telle que f(Q) = Q, f"1 est aussi
une isométrie et on a bien sûr f_1(Q) = Q, donc f‘1 E Ig(E).

2° Ce groupe est isomorphe à 0(Ê) :
Soit Z l’application qui associe à une isométrie f e In (E) sa partie linéaire €(f) = (p
(Z est la restriction à Ig(E) de l’application L z f I—> L(f) = qui associe à une
application affine sa partie linéaire).

— K est un morphisme de groupe (on a vu que L(g o f) = L(g) o L(f)) de IQ(E) vers
OŒ’).

— Ë est injective, car si f E ker Z, c’est que la partie linéaire de f est idÊ, donc f est
une translation, mais f(Q) = Q (puisque f e In (E)) et une translation qui admet un
point fixe est l’identité : on a montré que le noyau de Ë est réduit à idE.

— Ë est surjective, car pour toute isométrie vectorielle go e C’)( ), il existe une unique
application affine f de E dans E qui admet (p comme partie linéaire, et qui est telle que
f(Q) = Q, et f est une isométrie affine, puisque (p est une transformation orthogonale.
Donc f E IQ(E) et €(f) = (,0.
On a prouvé que Z est un isomorphisme de groupe entre In (E) et 0(Ê).

3° I(E) est le produit semi—direct de IQ(E) par T(E) :
On a vu que T(E) est un sous-groupe distingué de Z(E)
Si f e T(E) flZg(E), f est une translation qui fixe un point (Q), donc f est l’identité.
Enfin, soit f une isométrie quelconque de E. Soit (2’ = f(Q) et soit Ü = (25’.
On pose g = t—Ü o f, de sorte que f = tÜ og.
t3 est bien une translation, et g est une isométrie (composée de deux isométries) telle
que 9(5)) = t_î(f(fl)) = (2’ — Ü = Q, donc I(E) = T(E)IQ(E).

Exercice 5.10. Si À est une valeur propre de la transformation orthogonale (p, il
existe un vecteur non nul Ê E tel que (0(5?) = Aï. Mais (p est une isométrie
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vectorielle, donc ||(,0(Ê)|| = IIÊII. On a donc Il?" = "A?" = |/\| "Ê". Comme Î est
non nul, on peut en déduire que |/\| = 1.

Exercice 5.11.

1° Soient Ü et 7 deux vecteurs non nuls orthogonaux d’un plan vectoriel euclidien-> 7*orienté Ë). Soient u’ =
î

et v =
î.

On doit trouver l’an le d’une rotatiog nIl Il g _;|I Il
(forcément unique) qui envoie u’ sur v .
Puisque Ü et Ü sont orthogonaux, on peut afl'irmer que (Ü), Î) est une base ortho-

normée—>de_;
. Deux cas sont possibles :

o Si (u’ , v ) est une base orthonormée directe, alors la rotation pg, de matrice

((1) 31) est telle que p5?) = Ü, donc (fi) = %[27r].
__>

o Si (u’ , 'u ) est une base orthonormée indirecte, alors (ä,â) = (u’ , —_’) est di-

recte, et la rotation p_%, de matrice (_01 (1)) est telle que p_%(e—1’)

mg?) = 4—?) = 5’, et donc (î?) = 422m].
= —e—2>, donc

2° Soient Ü et Ü deux vecteurs du plan vectoriel orienté Ë) tel que (fi) = :I:%[27r].
——,> î ._)

u =
II II

et 'u =
î.

u’ est un vecteur normé, il existe donc un vecteur

Ü qui complète u en une base orthonormée (Ü), Ê), et quitte à changer Ü en son
opposé, on peut toujours supposer que B = (u’ , Ê) est une base orthonormée directe.

Supposons d’abord que (fi) = %[27r].
Cela signifie que la rotation pg est telle que pg (Ü) =

0 —1
1 0

._)

première colonne de cette matrice) que pg (u’ ) = Ê, donc on a 5’ = Ê, et comme Ê

Soient

4

î . Mais la matrice de pg dans
_)

la base orthonormée directe B = (u’ , Ê) est ( ), ce qui signifie (en utilisant la

_)

est orthogonal à u’, on a v - u’ = 0 et de même, Ü - 7 = 0.
Supposons maintenant que (fi) = —%[21r].
On fait le même raisonnement, en utilisant p_%, dont la matrice dans la base ortho-

_.)

normée directe B est _01 (1)), donc on a p_%(u’) = 5’ = —EI, et on peut aussi

conclure de la même manière que Ü et Ü sont orthogonaux.

Exercice 5.12.
1° a) Soit Ü un vecteur directeur unitaire de D.
OnadoncB_=<Ü>etD;fl+<Ê>.
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—> /\—ï —>
Soit u’ = p_g(Ü). On a donc (Ü, u’) = —g[27r], de sorte que D’ = (2+ < u’ > est la
droite passant par Q telle que (D/E)-— —Q2.[7r]
Soient p, 0B, 0—) les parties linéaires respectives de r, sD, sD’ Il est clair que Q est
un

—point
fixe commun de 1331), sDr, donc aussi de 3D o sD’ donc pour établir que

7° - 3D o sD’ il suffit de travailler sur les parties linéaires et de montrer qu’on a
_—0B o 0D,.

Soit Ü un vecteur unitaire qui complète Ü en une base orthonormée directe B= (Ü, 7L?)
de î. Il suffit de comparer dans cette base la matrice de p et celle de 0B o 0—;
Puisque 7' est une rotation affine d’angle 0, p est une rotation vectorielle d’angle 9,

cos 0 — sin 6?
sin 0 cos 0 >

Puisque Ü dirige D, c’est un vecteur invariant par 03, donc la matrice de cette

donc dans une base orthonormée directe, la matrice de p est R9 = (

réflexion vectorielle est 51 = (à _01) (sa première colonne est (à) et on complète

en tenant compte de la forme générale des matrices des réflexions vectorielles). D’autre
part, puisque le vecteur directeur u’ de D’ fait un angle ——gavec le premier vecteur
Ü de la base B, la matrice de 05; est donc, dans cette base,

S cos(—9) sin(—0) c059 — sin0
2: sin(—0) — cos(——6’) — sin 0 — cos 9

(on utilise la description qu’on a faite p. 121).
Donc 0B o 01—5; a pour matrice

S S _ 1 O cos9 —sin9 _ cosô’ —sin9 —R1 2_ 0 —1 —sin0 —cos€
—

sinü cosâ
— 0’

etonadoncbienp=sBosÜ etr=sDosDz.

1° b) Si A est une droite telle que 7° = 3D o 3A, on a en composant à gauche par sD
(qui est involutive comme toutes les symétries) : 3D o r = 3A.
Mais on peut faire le même calcul à partir de r = 3D o sD: : on a aussi sD’ = sD o r.
Donc 3A = sDr, et l’ensemble des points invariants de cette symétrie est le même z
A = D’.

1° c) On peut raisonner de la même façon :

Soit 17 = pg (Ü); c’est un vecteur unitaire tel que (fi) = %[27r], et la droite

l
î

D” = 9+ < {17 > passe par Q et est telle que (D,D”) = g 7r].
Montrons, en comparant leurs parties linéaires, qu’on a r = sD” o 3D.
On utilise toujours la même base orthonormée directe B = (Ü, 7), et il est clair que

de sDn est 83 = (€080 s1n0 ). On calculela matrice de la partie linéaire 0—) .smâ —— c030DII
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alors S381 = (:iorîg —Shré:6) (à B1) = (23:3 ZËÏIÜÛ) = R9, donc on a bien

017; 003 = p et comme Q est point fixe de ces trois isométries, on en déduit 3D" osD = r.
On a montré l’existence de D”.
Pour montrer l’unicité, on considère une droite A telle que 3A o 3D = 7°. On compose à
droite par sD et on obtient 3A = 7‘ o 3D, et on fait de même pour obtenir 3D” = r o sD,
donc 3A = sDn et A = D”.

2° Comme sD et 3D: sont deux antidéplacements, 7' = sD’ o sD est un déplacement
qui ne peut être une translation puisque D H D’, donc c’est une rotation.
Puisque D et D’ sont sécantes, soit Q leur point d’intersection. Il est clair que Q est
invariant par r = 3D: o sD, on peut affirmer que Q est le centre de la rotation 'r. Soit
Ü un vecteur unitaire directeur de D, et soit u’ un vecteur unitaire directeur de D’.

ñ

Soit a = (Ü, u’ ). Soit r’ la rotation de centre Q, d’angle 0 = 2a[27r]. En utilisant
1°, pour la droite fixée D, l’unique droite Dî telle que r’ = 5D; o sD passe par Q, et

_’)est dirigée par un vecteur unitaire 1:1) tel que (fi—— — — a—[7r],donc 171—- u’ ,et
D’—- D’, et enfin 'r-— 8D, o sD= 317i o sD-— r’, donc 7‘ est la rotation de centre Q,

d’angle 2a = 2(D, D’)[27r].

Exercice 5.13.

æ’= —:v— +1
1°f:{ 5 Êy

f est une application affine, car ses formules analytiques sont de la forme X’ = AX+X0,

avec X = (ä) coordonnées dans R d’un point M, X0 = (1) coordonnées dans R0
/ 3 _éde 0’ = f(O), X’ = (23,) coordonnées dans ’R, de M’= f,(M) et A= (__5é _3)

5 5
matrice de 1a partie linéaire (,0 de f, dans la base B = (ï, j).
A est une matrice orthogonale (ses colonnes sont normées : (Ê)2 + (Ë)2 = 1 et
orthogonales) et symétrique, donc A est la matrice d’une réflexion orthogonale. f est
donc soit une réflexion, soit une réflexion glissée, selon qu’elle possède ou non des
points fixes.

__>

Déterminons d’abord les éléments de (,0 : c’est une réflexion par rapport à A = Ël,
3 4—:z: — —y = æ

ensemble des vecteurs fixes de (p, caractérisé par {5 4
5

3 4:) :1: + 2y = 0,
"1' — “3/ = y5 5

_, _ —> 1donc A =< ÎÎ > avec Ü ( 12) (un vecteur directeur normé de A est u’ =
Il Il

Ü,
_l

de coordonnées < X5).
7—5
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Revenons maintenant à f; on est sûr qu’il existe une unique réflexion 3A (avec A dirigée

pa1 A) et une unique translation t7 (avec Î? E A) tels que f—— 3A 015?: t7 o 3A. f
est une réflexion lorsque Ü-— O , une réflexion glissée sinon.
Pour déterminer rapidement la nature et les éléments de f, on étudie f0 f:
effet, on a forcément f0 f: t7 o 3A o 3A o t-Ü—- t2—,—,». Il suffit donc de déterminer
l’image par fo f d’un point pour être éclairé sur la valeur de Ü. Le point le plus
simple est ici, comme souvent, le point O. On connaît O’= f(O) déterminons
O” = f(O’) = f o f(O) = t2? (O): O + 27: il suffit de remplacer (cc, y) par (1,0)

dans les formules analytiques de f, on obtient O” (:2) 7è O donc Î? _5g et f est
5 5

donc une réflexion glissée. Remarquons que Ü est bien colinéaire à Ü, on à ÎÏ E A.
Reste à déterminer la droite A; pour cela, on sait que 3A = t_7 o f, donc on obtient
les formules analytiques de 3A en ajoutant à chaque ligne les coordonnées de —Ü_; ce

ml: Êx——y+1—— æ]: ëæ_.é +1

y=—5Œ—5y+5- y=—Ëx—5y+5'
A est l’ensemble des points fixes de 3A, donc est caractérisée par

3 4 1 2 4cc: —:L'——y+- --’B+- =

{

5 5 5 Ë â
{5

sy <=> 2œ+4y=1.
y=-%œ-%y+%. Êw+ây= O‘IN

Cflh—I

Donc A : 2x + 4y = 1 passe par A(%, 0) et B(O, à) et est dirigée par Ü.

l
1 __

J-

\_-
3A(Û)

A
B -- Ü

J. : : : O, = 10(0);
O A

t7(0)
Conclusion :

â
f est la réflexion glissée 3A o t? = t7 o 3A avec Ü (fz) et

5
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A =A+ < Ü >= A+ < Ü > d’équation 2œ+4y= 1 et qui passe par A(%,O).

209. æ'=sœ—ày+2 fléau—5+2
y’=%(x/Ëy+w+1)- y’=àw+lêy+â

g est une application affine caractérisée par des formules du type X’ = AX + X0
(mêmes conventions que pour f).

_ _ _ ,_ “75 —l cosä —sin%
La matnce de la partle hnea1re î de g est A = — _ n ï

à s1n—6 cos—6
donc î est la iotation vectorielle p1, et g est une rotation 2d’angle—1.Le centre de g
est son unique point fixe qu’on détermine en résolvant le système

là»

(ë—m—àF—zX=AX+XO <=>{
âæ+(lg—1)y=—â-

Le déterminant de ce système, forcément non nul vaut

A=(cos%—1)2+sin2%=2—2cosä =2—\/ä.

La solution de ce système est (méthode de Kramer) le couple (æ, y) = (AAŒ, AA‘L) avec

A - —2
—% -—\/Ë+2—l-Z—\/ä etæ- a 123-1 ‘ 4—4 ’

A-—‘ï‘ "4 —’ç‘3'4 _Ê_Z:y—
à _1— 0 -1 _2 4

Donc leetrntrede gest le point (201:9 ,Qy)avec:
Œ_%—\/Ë_Z— x/ä)(2+\/ä) _1_fiet
“’2-«5 4—3 2 4

y9=%-?_ ë-AÊXHW) _g+fl
2—\/ä 4—3 4

Exercice 5.14.

1° Puisqu’on suppose dans cette question que Ü J. Ë, A est un hyperplan orthogonal
à Ü et donc, d’après le résultat de l’exercice 5.8, il existe un hyperplan (donc, ici une
droite) A’ , parallèlea A tel que t—- 3A: o 3A, et il existe un hyperplan A” , parallèle
à A tel que t—- 3A o 3A". (si A E A, A’ passe par I—— A + IÜ et A” passe par
J: A—ëî).
Onadonc f=sot=sAo(sAosAn) =sAn et g=tos= (3A: 03A)03A = 3A: qui
sont bien des réflexions.

2° Soit Ü: Ê + Üla décomposition de Ü selon la somme directe Ë: A 69 Al :
ËE A etîe Al. Alorsonat=tÿ =tî0tÿ =tÿOt-Ê.
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On a donc f = s ot = 3A o tï = (3A o t?) o ÉÊ. D’après la question précédente,
puisque ÿ J. A, il existe une droite A1 parallèle à A telle que 3A o t? = 3A1. On a

_)

donc f = 3A1 o t3}, et comme Î E A, f est une réflexion glissée d’axe A1, de vecteur
de glissement Î (et on a f = 3A1 o t3; = t? o 3A1 . Donc f ne peut être une réflexion
que lorsque Î est nul, c’est-à—dire lorsque Ê E A-L.

3° Avec les mêmes notations que dans la question précédente,

g=tos= (tîotÿ)osA =tgo(tÿosA)
_)

et puisque ÿ J. A, il existe une droite A2 de direction A telle que t? o 5A = 3A2,
donc g = t? o 3A2 est une symétrie glissée d’axe A2, de vecteur de glissement Î E A
et est telle que g = t? o 3A2 = 3A2 o t3. Donc g est une réflexion si et seulement si le
vecteur de glissement Ê est nul, c’est-à—dire si et seulement si Ü J. A.

Exercice 5. 15.

1° Formules analytiques de l : Soit M(513,31), d’image M’ (æ’ ,y’) par l. Le
œ+f y+y

2— — 1 = O.
2 + 2

) I \ . z o 1 .D autre par MM est orthogonal a D1, donc cohnealre au vecteur Ê 2 qu1 est

milieu I de [MM’] appartient à D1, donc on a

u=Œ+À
y’ = y + 2A.

En combinant ces deux conditions, on obtient (x + cc + À) + 2(y + y + 2A) — 2 = 0,
—2 — 4 2

donc 5/\=2—2œ—4yet)\= æ_5yj-_

x’ = a: +
—L—2:—544+22 4:; :12’ = gaz — Êy +-Ê-

y’=y+2ï%1’i- y’=—%æ—Ëy+â
Vérification facultative, mais bien utile : on peut facilement sortir de ces formules la

3 4
5 _

normal à D1 : i1 existe /\ E 1R tel que

. En reportant dans le système on obtient

matrice de la partie linéaire de sD1, qui est —â et il est facile de vérifier que
_ËU‘Irh

c’est la matrice d’une réflection vectorielle (de la forme (g fa) avec a2 + b2 = 1).

Formules analytiques de 3132

Même démarche et même notations, on a + ,v=v+À
l I /_

33—53: y-äy —2=0et{Œ—Œ+À
I____ 2donc2a:+/\+2y+/\=4etÀ=2—:L‘—y,d’où{ŒI y+

y =—:c+2.

La matrice de la partie linéaire de sD2 est (—01
‘01).
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Formules analytiques de 303
I l l:

3A
æ+a:_y+y =0et{œ

32+ ,donc6w+9À—2y+/\=0On a simultanément 3
2 2 y’—_ y _

:3Œ_+u r _ 4 3
et À = M donc en reportant, {55:

—œ
+Î35 4:) {ml

—
3 533-25315 M=y- -%ü y=äœ+fll

_é ë
Matrice de la partie linéaire : ( 35 î).

5 5
2° On peut déterminer les formules analytiques de f en combinant celles des 3D,. Le
plus sage, pour ne pas se tromper est de noter comme ceci :

M(a:,y)
la

M’(Œl,yl)
Æ

M”(Œ”,y”)
l3

M*(æ*,y*).

ona{æ’=-%w+%y œ"=—y'+2 w*=%w”-%y”+%3 43/, = '53? + 33/
d’où, en combinant,

{œ”=—%æ—Êy+2€t {æ*=Ê(—Ê

—Êy+2)—Ë(Êx—Ëy+2)+ä=—œ

y”=%w—Êy+2

=y—2

La partie linéaire î de f’ admet comme matrice < 0 1 , c’est bien une réflexion

vectorielle, (résultat prévisible, car f est un antidéplacement, comme composée de
trois antidéplacements).

I C I % —l j \ \ I O —I7 est la reflex1on vectorielle dz avec A =< J > (c est a peu prés ev1dent car j est
visiblement un vecteur invariant de î). Donc f est une réflexion ou une réflexion
glissée, de tou_t>e façon de la forme f—— 3A o tg-— t3 o 3A avec 3A une réflexion d’axe
A dirigé par A et Ü E A (f est une réflexion lorsque Ü—— 0).
On a f0 f-— (t7; 0 3A)° (3A otv) = tw-
Or, on a fof(0) = f(O’) = O” = t2Ü(O) = O+2Ü avec O’(0, —2) et O”(0, —4), donc

l æ, = —æ
Ü a pour coordonnées ( 02). Comme t—Ü o f = 3A est caractérisée par /—

y = y,
A est la droite a: = 0, donc c’est l’axe des ordonnées.
Finalement, f est la symétrie glissée 3A o t-Û = tÿ o 3A avec A = 0+ < j’ > et
Ü=—n

a) Comme les droites D2 et D3 sont sécantes, r = 302 o 3193 est une rotation dont le
centre est le point d’intersection Q de D2 et de D3, et dont l’angle est 2(D3, D2)[27r].
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3° b) On a f’ = SDî o 3172 o 3133 = 30:1 o r. Or, 7' est une rotation de centre Q et D’1
passe par Q, donc, d’après la proposition 5.14 p. 125 (voir aussi l’exercice 5.12), il
existe une unique droite A telle que r = SDî o 3A. C’est la droite qui est telle que

(Œ) = (17.9.3551. donc on a (ÎÎA) = —<D’.o..îz)[7r1.
On a donc f’ = 3D; o r = 3D; o (sDî o 3A) = 3A, donc f’ est bien une réflexion.

3° C) On a f = 301 0302 0303 = 801 030308010n 0803 =(3D1 03D;)°f’ = t? 03A,
avec 7l? un vecteur non nul orthogonal à D1, puisque les deux droites D1 et Dî sont
strictement parallèles.
f est donc la composée d’une translation t? et d’une réflexion 3A. D’après le résultat
de l’exercice 5.14, f est donc une réflexion glissée, sauf si le vecteur Ü est orthogonal
à A.
Mais le vecteur ÜË’Œrthogonal à. D1, donc s’il était aussi orthoggialà A, cËlŒu’on
aurait D1//A et (A, Dî) = O[7r], mais c’est impossible puisque (A, D’l) = (D3, D2)[7r]
et parce que Dz et D3 sont sécantes par hypothèse.
Donc la composée de trois réflexions par rapport à des droites formant les côtés d’un
vrai triangle est toujours une réflexion glissée.

—1
4° a) La partie linéaire de g est î = 7 o 7 o î ; comme f et r sont des isométries,
leurs parties linéaires sont des transformations orthogonales, donc Ü aussi, et g est
donc une isométrie. Mais on a

1 1det('ÿ’) = dm?) det(7) det(î ) = det(?) det(7’) (det î) = det(7) = 1,
donc g est un déplacement, et en dimension 2, g est une rotation. Comme Î a la
même trace que 7, g a le même angle que r, éventuellement au signe près, mais en
tout cas non nul modulo 27r. g admet donc un unique point fixe.
Mais on a g(f(Q)) = (f o 7' o f'1)(f(fl)) = f(r(Q)) = f(Q) puisque 7°(Q) = Q. Donc
f(Q) est l’unique point fixe de g, c’est bien son centre.

4° b) On a vu que 7' = 3192 o 3D3 est une rotation de centre Q; on applique le résultat
de la question précédente avec f = f“1 = 3D1 (une réflexion est involutive), donc
sD1 o r o sD1 est une rotation de centre 3131((2) (et d’angle —2(D3, D2), puisque f est
un antidéplacement, donc inverse les angles.)

4° c) Si D1, D2,D3 sont concourantes, Q est un point de D1, donc Q est un point
invariant par l o 5132 o 3133, et cet antidéplacement qui admet au moins un point
fixe est une réflexion.
Réciproquement, si 3D1 o 3p2 o sD3 est une réflexion sA, alors on a, en composant à
droite par 3D,, on obtient : sD1 o sD2 o sD3 o 3D1 = 3A o sD1- D’après ce qui précède,
le membre de gauche est une rotation de centre Q’ = 3131(9) ; mais en observant le
membre de droite, Q’ doit aussi être le point d’intersection de A et D1. Donc on doit
avoir Q’ E D1, et donc 301((2’) = Q’ e D1. Mais 301(9’) = 801 (319162)) = Q : on a
prouvé que Q E D1, donc les trois droites sont concourantes.
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Exercice 5.16.

12 42 82 81 42 42 721° Les colonnes de A sont normées (car —+—92+—— = —— = 1 = —+—;. Elles
—8 16 — 8 —32 28 4

sont deux à deux orthogonales : 0'102 = —+8—1—— = 0, 0'103 = ——i8î—+— = 0
4 28 — 32

et 0203 = +—81——= O, donc la matrice A est orthogonale, et il en est de même
de (p.
A n’est pas symétrique, donc ce n’est pas la matrice d’une symétrie.

é é
On commence le calcul de C'1 /\ Cg : sa première composante est ’1’ 98 qui est

5 —5
visiblement négatif. Mais la première composante de C3 est —â— qui est aussi négative,
donc on aura Cl /\ 02 = +03 et et A est donc la matrice d’une rotation.
Déterminons les éléments de la rotation (p. L’angle 0 de (,0 est tel que 2cos€ + 1 =
tr (A) = 1796, donc 9 = :lzarccos(1—78).
Pour déterminer l’axe de (p, nous utilisons la technique proposée dans le cours :

0 —5 —5
La partie antisymétrique de A est %(A — l’A) = îlâ 5 0 15 , elle est de la forme

5 —15 0
0 -7 B
’y O —a , avec a = —%, [3 = —% et "y = 1—55, donc un vecteur directeur de

—fl a O
lcn

._>

l’axe Êl = A de (,0 est Ü —1
5
Îä

rotation est positif, et c’est donc 9 = + arccos(1—78-)
On peut simplifier la définition de A en multipliant son vecteur directeur par ä > 0,

[caca
_>

. En orientant A avec ce vecteur, l’angle de laoo

—> . . , . , ‘3 . , . .donc A est d1r1ge et or1ente par 7 —1 . S1 on veut un vecteur norme, on d1v1se Ü
1

_L
\/11

. . . , Ü 1par sa norme x/ 11, et on trouve comme vecteur d1recteur unltaire de l axe _\/î
L
\/11

2° A est obtenue à partir de la matrice précédente en échangeant les deux dernières
lignes et en multipliant par —1 la première ligne, et ces transformations ne changent
évidemment pas le caractère orthogonal de la matrice, donc A est orthogonale.
A est symétrique,.donc (,0 est une symétrie orthogonale; comme tr(A) = —1, (p est
un demi-tour 0-8 (une symétrie orthogonale par rapport à la droite vectorielle A).
Â) = Êl est l’ensemble des vecteurs invariants de (p (remarquons que la partie
antisymétrique de A est nulle puisque A est symétrique, donc la méthode utilisée
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en 1° n’est pas applicable ici), mais il est un peu plus simple de déterminer Ë)_1, le
sous-espace propre associé à la valeur propre —1, car c’est un plan vectoriel, et le
système (p + idË (X) = O sera de rang 1 :

æ
Le système caractérisant Ê_1 est (en posant X = y )

z

(A+13)X=0 <=> <=>œ+y+4z=O.C’estbienun

{Club

COIH

con—n

(Ohh

colt-I

colt-I

(OIS

cola:-

colph

N
(2
H

O

O

C3

p—L _>

plan vectoriel, orthogonal au vecteur Ê 1 qui est donc un vecteur directeur de A.
ph
__)

Conclusion : cp est le demi-tour autour de A =< îÎ > avec Ü = 6—1) + 8—2) + Ale—3’.

3° A est aussi orthogonale comme les matrices précédentes; A est symétrique, et sa
trace vaut +1, donc A est la matrice d’une réflexion vectorielle, par rapport au plan
vectoriel = 1 formé des vecteurs invariants par (p, et caractérisé par

1 4 1
_5 5 —5 a: 0

(A—I3)X=O<=> —3 —l_99 —â y = O <=)œ+4y+z=0
1 -3 -1 z 09 9 9

(p est donc la réflexion vectorielle par rapport au plan 1:1) : :c + 4y + z = 0.

4° Les colonnes de A sont clairement normées et deux à deux orthogonales. Le
déterminant de A est —1 (calcul immédiat avec la règle de Sarrus). Donc A est la
matrice d’une isométrie vectorielle négative. Comme A n’est pas symétrique, A est la
matrice d’une antirotation a. La trace de A est nulle, donc l’angle 0 de a est tel que
2 c039 — 1 = O, donc cosâ = à et 0 = ig. Pour déterminer l’axe de a, on peut utiliser
la méthode de la partie antisymétrique :

1 10 ë “ä 0 —c b
à(A—tA) = —% 0 —ä .C’est de laforme c 0 —a ,aveca= %,b= —%

1 1 O —b a 02 2
l

_) 2
et c = —ä, donc un vecteur directeur de l’axe Ê_1 = A de (p est Ê —-ä— . En

1
—î

orientant A avec ce vecteur, l’angle de -la rotation est positif, et c’est donc 9 = +%
_>

Conclusion : A est la matrice de l’antirotation a, d’axe A dirigé et orienté par
1

2Ü = —1 , d’angle ä. C’est la composée a = po a = a o p de la rotation p de même
—1
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—> —>
axe A, de même angle ä et de la réflexion a par rapport au plan vectoriel ñ) = AJ-
(d’équation a: — y — z = 0).

Exercice 5.17.

œ’ = Èœ —%y — —z + 1
1° f est définie par y’ = -\}——a:33+ ây+2—z

I — .— _ ——z — fly fz + 1
Ces formules sont les formules analytiques d’une application affine de E dans lui-même.

1 1
ñ _î _ï

La partie linéaire Î de f a pour matrice : A = à à à . Cette matrice
1 10 ñ ‘ñ

est—elle orthogonale ? (il vaudrait mieux, sinon, on ne saurait pas faire grand chose).
Si on appelle 01,02, Cg ses colonnes, on s’aperçoit facilement que ces colonnes sont2 2 2
normées (012 = (à) + (à) = 1 et C’Ë = Cg = Ë+ l +

(ÿ)
= 1) et deux à

deux orthogonales (01 Oz—— 01° C3: 4+1 -—0 et 02 C3—— 21+ Z — - —-,O) donc A
est bien une matrice orthogonale et îe eisométrie vectorielle.2&1;sut

l
La première composante de 01 A02 est ‘6— = à. Comme la première composante1-

1—:

älw'
de C3 est —— c’est que 01 A02 = —C'3, donc A est une matrice orthogonale « négative».
Le déterminant de A vaut donc —1.
Donc est une isométrie vectorielle négative. Comme la matrice A de Î n’est pas
symétrique, n’est pas une symétrie orthogonale, donc est une antirotation.
Son angle 0 est tel que tr (A) = à = 2cos€ — 1, donc cosâ = Ë et 9 = :l:arccos Ê.
L’axe de 7 se détermine facilement avec la technique de la partie antisymétrique :

0 _ 1+ 2 l
4 2-%(A-’A)= ++ë o f

à a o
0 -’7 fi

C’est de la forme 'y O ——a avec a—— lf— ,,8= —et ’y = 3%11. Un vecteur
—fl a O

2—1
_> 4

directeur de l’axe A =< Ü > de î est Ü = à , donc en orientant l’axe A de
f+1

7 avec le vecteur Ü, l’angle est positif, et on a 04: + arccos î.

Puisque 7 est une antirotation, f est aussi une antirotation et admet un point fixe
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Œ=Èœ—äy—äz+1
Ëœ+äy+âzunique. Déterminons ce point fixe en résolvant le système y =

z Ëy — Ëz + 1
En additionnant les deux premières équations, on trouve y = (x/Ï — 1):L' + 1.
En additionnant la première équation multipliée par 2, et la troisième équation
multipliée par f2, on trouve 2a: + x/2z = J22: — 2z + 2 + x/2, soit (x/2 + 2)z =
(x/2 — 2)Œ + (x/2 + 2), et en divisant par x/2 + 2, c’est-à—dire aussi en multipliant par
“/25”, on trouve z = —-ä—(\/2 — 2)2œ + 1 = (2x/2 — 3):L' + 1.
En reportant ces deux valeurs dans la première équation multipliée par 2, on obtient
2m = x/2x—x/2m+œ—1—2\/2œ+3w—1+2, (2x/2—2)a: = Odoncæ = O, puis
y=z=L
L’unique point fixe de f est donc Q(O, 1,1), et f est l’antirotation de centre 52(0, 1, 1)

—> ‘Æ
_ 1

d’axe A = {2+ A = (2+ < Ü > avec 4Ü = 2 qui dirige et oriente A, d’angle
x/Î+1

6’ = arccos Ê. Elle est formée avec la rotation r de même axe A = Q + A, orienté de
même par 4Ü, de même angle 9 = arccos Ë, composée avec la réflexion s par rapport

__.)

au planP=Q+ Al (Papour équation (x/2—1)a:+2y+(\/2+1)z=3+\/2):
f=ros=sor.

:B’: âæ+äy+%z—1
2° f est définie par y’ = äœ + ày — äz + 1

z’= äæ— äy+àz+â
Ces formules sont les formules analytiques d’une application affine de E dans lui-même.

2_ ä

-133
Il est aisé de vérifier que A est une matrice orthogonale (les colonnes sont normées car
12 + 22 + 22 = 32, et visiblement deux à deux orthogonales).
A est symétrique, et sa trace vaut +1, donc A est donc la matrice d’une réflexion
vectorielle.

est la réflexion vectorielle par rapport à un plan vectoriel Ë ensemble des points fixes
de . On détermine une équation cartésienne de en cherchant les points fixes de ,

x = äœ + äy + äz

colts)La partie linéaire 7 de f a pour matrice : A =

COIN

colle

DDIH

œh—t

on
N)

[O

donc en résolvant le système (homogène!) y = ä-æ + ây — äz 4:) a: — y — z = O
_ 2 2 1z — äæ — äy + äz

(les trois équations sont équivalentes, c’était prévisible!)
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1
ñ) est le plan vectoriel orthogonal à fi —1

—1
f est donc soit une réflexion, soit une réflexion glissée, selon que f admet ou n’admet
pas de point fixe. Pour le savoir, on résout

x=âæ+äy+äz—1 2:12—2y—2z=—3
=âæ+Ëy—Ëz+1 <=> —2œ+2y+2z=3

Z=ÊŒ-%y+àz+à -2Œ+2y+2z—1=0
Bien que les deux premières équations sont équivalentes, la troisième est incompatible,
donc ce système n’a pas de solution, donc f n’est pas une réflexion, c’est une réflexion
glissée.
On sait qu’il existe une uni ue réflexion s = su et une unique translation t = tg,
telles que H est dirigé par , Ü E Ê et surtout telles que f = s ot = t o s. Pour
déterminer t (la connaissance de t permet de déduire celle de s puisque f = to s), on
dispose de deux méthodes. La première consiste à appliquer la démarche constructive
de la démonstration du théorème 5.11 p. 119; la deuxième méthode, plus facile à
comprendre mais pas plus rapide, ne fonctionne que pour les symétries glissées, et
utilise le caractère involutif d’une symétrie. Ensuite, la fin du raisonnement est la
meme.

Première méthode :
On a vu que si M est un oint quelconque de E, avec M’ = f(M), 72 est la
première composante de MM’ dans la décomposition de MM’ selon 1a somme directe

1
Ë = ker(? — idË) €19 Im(? — idË). Ici on sait que ker(î — idÊ) = Îl = I—V)J-, et ÊÎ

est donc l’image par la projection orthogonale sur ñ) de W. Au lieu de prendre
n’importe quel point, on dispose toujours, dans ce genre de situation, du point O, dont
l’image 0’ = f(O) est particulièrement simple à déterminer : ses coordonnées sont les
constantes des formules analytiques de f (ce que donnent ces formules quand on les
applique au triplet (0,0, 0)).

—1—>
Donc O’ = (—1, 1, à et 00’ 1 . On calcule facilement le projeté orthogonal de ce

1
3

vecteur sur î = I—Vn' en appliquant la formule de la page p. 110 du cours (démontrée
dans l’exercice 5.4) :

—i
î=—’ 00

èfiîv’.0 ’—T
OnaÎÎ2=12+12+12=3et5CŸW=

donc les coordonnées de Ü sont
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7—1 7 1 —1 5 -ä
l

+
9 -1 l

+
3 94

3 3 —'9' —ÿ

Z9—>
(Remarquons que le projeté deOOO’usur< Ë >= Îl-L est Ü —% et qu’il est pertinent

7

4—5de vérifier que îz + 72: 00’2 (Pythagore): on a bien— +18—47-— 1—8711 = 199.
D’autre part, il est sage de vérifier que les coordonnées de %+vérilfient bien l’équation
æ—y—z=0de :’cestbienlecaspuisque———ä +9=0.)

Deuxième méthode :
On a f = sot: tos, donc fof = (tos)o(sot) = to(sos)ot. Or, s est une symétrie,
donc s est involutive, et on a s o s = idE, donc f o f = to t = tzî-
Il suffit donc de déterminer l’image M” par f o f d’un point quelconque M pour
trouver 2Ü = W. Ici aussi, au lieu de prendre n’importe quel point, il suffit de
prendre le point O. On connaît O’ = f(O)(—1, 1, à). Déterminons, à l’aide des formules
analytiques de f, les coordonnées (a:’,y’,z’) de O” = f(0’ ) = f o f(O)

ŒI__(_1)+ä1+___1 æ/=—3+69+2—9=_â

Onay’=%(—1)+l1—_ä+1 donc y’=-_6-39;2fl=â

zr_=%(1)_21+33+à z=iôil_+ë_ _g
_â _2

9 9
0—0Z â =2Üdoncîl â

8
9

On en déduit que

CDN;

On a retrouvé le même résultat.

Détermination de s :
On connaît maintenant Ü, donc t = tÿ. Reste à déterminer II, donc la réflexion s. Or,
on sait que f = to s, donc s = t“1 o f = t—Ü o f. On peut donc obtenir facilement
les formules analytiques de s, en composant celles de f avec celles très simples de la

æ’ = a: + ä
translation t_ÿ : y’ = y — ä , et on obtient, comme formules analytiques de s :

z’=z+â
œ’=%æ+%y+äz—1+ä m’=-äæ+äy+äz—g
y’=ä:c+ây—gz+1—2 4:) y’=âw+%y—âz+%
z’= 2:I:——y-l--z—+—3+9 Z’=gŒ—äy+lz+%

(Remarquons que l3es constantes de cette formule sont exactement les coordonnées de
Ü, projeté orthogonal de 00’ sur < fi >. C”est normal, car O’ = 3(0) + Ü, et
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——> —>
donc 00’ = 03(05 + Ê, on retrouve la décomposition de OO’ selon la somme directe
Ë = 1—1) Elä< fi > donc 03(Ol = Ü.)
Cette fois, ce sont les formules analytiques d’une réflexion, et on est sûr que s admet
un ensemble de points fixes qui est le plan de la réflexion. Il suffit maintenant de
déterminer cet ensemble de points fixes : on résout

œ=âœ+äy+äz—g 2œ—2y—2z=—%

y=äœ+%y—ä-z+g 4:) —2æ+2y+2z= g (=>2æ—2y—2z=—%

z=äæ—-ä-y+%z+ä —2œ+2y+2z= g
Cette fois les trois équations obtenues sont équivalentes! H est donc le plan d’équation
a: — y — z = —%, il est bien dirigé par .

Conclusion : f est la réflexion glissée formé de la réflexion par rapport au plan
H : a: — y — z = —% composée (dans n’importe quel ordre) avec la translation de

5
vecteur Ü 2 E I—I).

94
_5

1
Le plan H passe par le point B(—%, 0, O), et est orthogonal à 7V) —1

—1

æ’=—âæ—äy—âz+4
3° fest définie par y’: —%x— ày+äz+2

Z'=—-Ëæ+%y—àz+2
Ces formules sont les formules analytiques d’une application affine de E dans lui-même.

_ 2
3

1 2
ä 5 . On remarque

g 1
3 3

que B = —A, A étant la matrice de la question 2°. A est une matrice orthogonale, donc
B = —A aussi. B est symétrique, tr(B) = —1, donc 7 est une symétrie orthogonale
par rapport à une droite vectorielle, un « demi-tour ». L’axe de est l’ensemble

1 des vecteurs fixes de , mais il est sans doute plus simple de déterminer son
orthogonal, qui est l’ensemble -1 des vecteurs transformés en leur opposé (c’est un
plan vectoriel). Pour déterminer cet ensemble, on résout

|
oo

La partie linéaire î de f a pour matrice : B =

COIN

ODIIO

DOIH

-w=-%Œ- äy-äz
—y=—äæ—-äy+äz (=>—2æ+2y+2z=0<=>œ—y—z=0

—z= —äœ+äy— âz

On retrouve l’équation du même plan vectoriel ñ) de la question précédente, et 7 est la
symétrie vectorielle orthogonale par rapport à. la droite vectorielle A =< >= fil,
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1
dirigée par Ë —1

—1
f est donc soit un demi-tour, soit un demi-tour glissé. Pour déterminer si on est dans
un cas ou dans l’autre, on peut chercher l’ensemble des points fixes de f, mais ce n’est
pas vraiment la peine : en s’inspirant de la deuxième méthode de la question précédente,
on va simplement déterminer O” = f o f(O) : si on trouve O” = O, c’est que f est
involutive (car alors, quel que soit M, f o f(M) = O + 0 ?(O—Il>/I) = O + 51—17! = M,
puisque Î est involutive) et donc f est une symétrie. Si on trouve O” 7€ O, on connaîtra
par la même occasion le vecteur Ü = ËOO ’ de la translation t de « glissement » (telle
que

i):
s ot = t o s, s étant une symétrie axiale, avec comme axe une droite A dirigée

par A).
Ici, on a f(O) = O’ (4, 2, 2), donc les coordonnées (œ’, y’, z’) de O” = f(O’ ) se trouvent
grâce aux formules analytiques de f ; elles valent :

_ 1 2 2 _ —4—4—4+12_x’——54—52—52+4——3——0
_ 2 1 2 _—8—2 4+6_

_ 2 2 1 _—8+4—2+6_

Donc O” = O et f est une symétrie axiale, d’axe A, de direction A =< fi >, avec
1

N —1
—1

Pour déterminer complètement cet axe, il suffit de trouver un point invariant (c’est
plus simple que de chercher analytiquement l’ensemble des points invariants). Or,
on est sûr que le milieu I de (O, 0’) est transformé par f en le milieu de (0’, O”),
donc en lui-même, puisque O” = O. Les coordonnées de I sont (2,1,1), donc A =

æ=2+À
_.>

I+ A = I+ < fi >. Une représentation paramétrique de A est y = 1 — A (À G 1R).
z = 1 — À

(On pourrait bien sûr appuyer A sur tout autre point invariant par f, par exemple
I’ = I + Ê de coordonnées (3,0,0). . .)

cc =âœ+ây—âz—1

4° f est définie par y’= 333+ ây+âz—2
1-2 _2 _zz—gœ 93/ 9z+3

Ces formules sont les formules analytiques d’une application affine de E dans lui-même.
9

(OlnhLa partie linéaire Î de f a pour matrice : A =

cola;

coloo

(oh—n

(Oh-4

coloo

.1;__ _Z9 9
Cette matrice est orthogonale, car les colonnes sont normées (12 +82 +42 = 1+64+ 16 =
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81 = 92 et 42 + 42 + 72 = 13.6 + 16 + 49 = 81 = 92) et deux à deux orthogonales :
0102 = 8l1(8+8—16)= 0, 0103 = 8l,(—4+32—28) = 0, 0203 = â(—32+4+28) = 0.

ë l
La première composante de Cl A 02 est î 94 < O, et la première composante de

5 —ë
C’3 vaut —-â— et est aussi négative : c’est que Cl /\ 02 = C3, donc que A est une matrice
orthogonale « positive ». 7 est donc une isométrie vectorielle positive, et comme A
n’est pas symétrique, est une rotation vectorielle.
Déterminons les éléments de 7.
Soit 0 l’angle de la rotation vectorielle 7. Comme tr (A) = “Là—7 = —g = 2cos€ + 1,
on a c050 = —g, donc 0 = :I:arccos(—%).
Déterminons la partie antisymétrique de A pour trouver l’axe de Î :

40 0 ‘ë 0 -’7 [3
%(A—tA)= O 0 Ê . C’est de la forme ’y O —a aveca=fl=—â

4 4 _a _ë 0 fi a 0
-2

_> 9

et ’y = 0. L’axe A de la rotation vectorielle î est donc dirigé par Ü’ —â En
O

1
choisissant pour simplifier le vecteur Ü = —% ’ de coordonnées 1 , on change

0
l’orientation de A, donc l’angle est alors négatif :
En résumé, Î est la rotation d’axe A dirigé et orienté par Ü = î’ + j', d’angle
0 = — arccos(—%).
f est donc soit une rotation, soit un vissage, sous la forme f = t o r = r o t, avec r
rotation de même partie linéaire que f, et t = t7 translation de vecteur Ü G A.
La décomposition f = t o 7' = r o t est valable dans les deux cas, (avec t = idE dans
le cas d’une rotation), donc on cherche 7. On applique la démarche constructive de
la démonstration du théorème 5.11 p. 119 (c’est seule méthode possible lorsque 7
n’est pas involutive), Ü est l’image du

vecteu_r>
OO’ (avec 0’ = f(O), de coordonnées

(—1, —2, 3)) par la projection orthogonale sur A =< Ê >. On a donc, en
apÆuant

la
I n

formule de la page p. 110 du cours (démontrée dans l’exercice 5.4) : Ü = %2—Ü—Ü.
3
î—>

Or, Ü2 = 2 et OO’ ° Ü = —1 — 2, donc î = —%Ü a pour coordonnées —%

—> . . , . .Comme 7 aé O , f n’est pas une rotation mals un Vissage. Determlnons maintenant
l’axe de la rotation r telle que f = to 7' = 'r' ot (on sait que cet axe est dirigé et orienté
par Ü et on connaît son angle 0 = — arccos(—5 ).
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On a donc 7' = t“1 o f, donc on peut, en utilisant les formules analytiques très simples
de t“1 = L? et en les composant avec celles de f, connaître les formules analytiques
de 7'.

fl=æ+g
Les formules analytiques de t—l sont y’ = y + g , donc celles de r sont

z’=z
œ’=àœ+gy—âz—1+% æ’=àæ+ây—âz+ä
y’=gæ+ây+âz—2+Ë (=> y’=gœ+ây+âz——â—

z’=â—æ—ây— 7z+3 z’=âæ—4y— zz+3
Il suffit maintenant de trouver un point I invariant par r pour déterminer son axe
A: I + A——— I+ < Ü >. Pour cela on cherche un triplet (11:, y,zz) solution de

Œ=5Œ+3y—Êz+ë 16x—16y+8z=9
y= âx+ây+âz-% ‘E’ ‘16Œ+16y‘8z= ‘9

4 4œ—4y—16z=—27z=5x—ây—gz+3

æ — y —- 4z = —Î
En soustrayant ces deux équations, on trouve gz = kg, donc

2:1—83
et en reportant

dans la première équation, on trouve a: — y—- îgë — ä = .Un point invariant
est donc par exemple le point I(0, à, ä . Il est sageeed le vérifier, en calculant les
coordonnées (æ’,y’,z’) de f(I) : on a

’_l ël_éä l—_+__4-139_æ —90+94 9 8 +2— 18 —0
/_ë 11 3.1_3._l_1+26—18_i_ly ‘90+94+9 8 2— 36 _36—4
’_é _él_1ä —_i__-8-91216_11_Z—1_z—90 94 98+3— 72 _72—8

Conclusion : f est donc le vissage formé par la rotation r d’axe A passant par I(O, ,11, 183—,
dirigé et orienté par Ü—- z"+ J, d’angle — arccos(——) composée dans n’importe quel
ordre avec la translation t—— t7; avec Ü: —5

Exercice 5.18. .
1° Puisqu’une application affine est entièrement déterminée par la donnée des images
des points d’un repère affine, il suffit de vérifier que (O, A, B, B’) est un repère affine,
ce qui est équivalent au fait que (O, (il, Oî, OB’) est un repère cartésien; or, les
vecteurs (Œî, O ,OB’) forment une base car le déterminant de leurs coordonnées est

1 1 1 1 0 0
—1 1 1=—1 —2 —2=4;é0.
—1 —1 1 —1 o —2

Donc (O, A, B, B’) est bien un repère aflîne.
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2° Il suffit de vérifier que f conserve les distances entre les points du repère affine.

On vérifie aisément que :
f(0)f(A) = 0B = x/ä = 0A; f(O)f(B) = OB’ = «ä = 0B;
f(0)f(B’) = OC’ =fi = OB’; f(A)f(B) = BB’ = 2 = AB;
f(B)f(B’) = B’C’ = 2 = BB’ et f(A)f(B’) = BC” = 2\/5 = AB’.
f est bien une isométrie.

—> .. ——>
3° Grâce au fait que Æ = 25', BB’ = 2k et B’C” = —2ï’, on a déjà pas mal de
renseignement sur les images par (p des vecteurs de la base.
Puisque (MË) = f(B) — f(A) = BB’, on a <p(2j) = 2E, donc <p(j) = Ë.

—> ——> .. _.
De même, comme <p(BB’) = f(B’) — f(B) = B’C’, on a <p(2k) = —2ï’, donc <p(k) = —î'.
On peut facilement déterminer l’image—de C’ par f, en remarquant qutal)’

=
——_O_>,

donc 4,453) = —(,0(OÎ) = —Oî = OD’; on a donc f(C’) = D’ et <p(B’C") = C’D’,
go(—2'Z) = —2j' donc 90(5) = j', et on connaît maintenant complètement la matrice M de
(,0 dans la base (ï’, j; Ë) :

0 0 —1
M = 1 0 O

0 1 O
On calcule maintenant facilement les images des points de 1", soit avec M, soit à
l’aide de considérations géométriques. On trouve f(D’) = D; f(D) = A; f(A’) = C ;

,f (C) = A’.

U_n;axemple
de

méthode_>
e calcul :

_>OD’ = —Oî, donc <p(OD’) = —<p(Oî) = —OB’ = Oî, donc f(D’) = D;
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———>
Æ = —OB’, donc 90(0î) = — OB’) = —O—C?= Œl, donc f(D) A=.

——>
Les coordonnées de A’ sont ( 1, —1(, 1), donc 90(OA’) a pour coordonnées :

0 O —1 1 —1 —>
1 0 0 —1 = 1 ,donc <p(OA’)=Ô—ôet f(A’)=C’
0 1 O 1 —1

O? = ——Œ’, donc (MG?) = —<p(O_A’) = —OÎ = 5171”, donc f(C) = A’.
Finalement, on a montré que f est une isométrie qui conserve globalement le cube I‘.

4° Déterminer la nature et les éléments de f.
On sait que f est une isométrie qui admet le point fixe O. Il suffit d’étudier sa partie
linéaire (p, dont on connaît la matrice M. Comme M n’est pas symétrique, et comme
clairement det(M)=—1,<p est une antirotation.

Lla
trace de M est

gnulle,
donc son

angle 0 est tel que 20089 — 1—— O, donc cosâ——
5 et donc 9—- ; on a vu que

——+
<p(OA’) = —OA’, donc l’axe de (p est dirigé par OA’. Il reste à orienter cet axe. La
méthode de la partie antisymétrique permet d’éviter les calculs, et de choisir toujours

1 10 —ë —î
un angle positif. Comme—â—(M tM)= à O —â , on peut diriger et orienter

1 1î î 0
[Oh—I ———>

l’axe de (p par Ü —ä .On voit que Ü est colinéaireà OA’ (c’est normal) et dans
NID—l

le même sens. On peut conclure que f est l’antirotation de centre O, d’axe A = (OA’)
orienté par OA’ , et d’angle 9 = g. C’est la composée commutative de la rotation r de
même angle et de même axe (avec la même orientation) avec la réflexion 3H, le plan H—>
étant le plan orthogonal à OA’ passant par O.

5° Tout d’abord, on peut déterminer l’image par f de ces six points. Il est tout à fait
clair, grâce à la conservation des milieux par une application affine, que f(I) =
f(J) = K, f(K) = L, f(L) = M, f(M) = N et f(N) = I. (Par exemple, I est le
milieu de [AB], donc f(I) est le milieu de [f(A)f(B)] = [BB’], donc f(I) = J...)
Mais ces six points appartiennent au plan H de la réflexion 31-1 intervenant dans
la décomposition f = sn o 'r = r o sn. Il y a deux façons de s’en convaincre : la
première, c’est de faire le calcul de l’équation cartésienne de H; comme ce plan est
perpendiculaire à OA’ , les composantes de ce vecteur donnent les coefficients de son
équation cartésienne : une équation cartésienne de H est donc :1: — y + z = 0 (puisque H
passe par O). Ensuite, on peut déterminer les coordonnées des six points et constater
que ces coordonnées vérifient l’équation de H.
L’autre méthode plus générale est d’utiliser la propriété suivante : si f = sn or = rosn
est la décomposition d’une antirotation, alors, pour tout point M, si f(M) = M’,
alors le milieu I de [MM’] appartient à H. Démontrons cette propriété.
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On se place dans un repère dont l’origine est le centre de l’antirotation f, et le troisième
vecteur dirige et oriente l’axe de l’antirotation. Le plan H a pour équation Z = 0 dans

cos 0 — sin 9 0
un tel repère. Or la matrice de f dans ce repère est sinâ cosâ 0 . Ainsi, si

0 0 —1
M(X, Y, Z), alors.M’(X’,Y’, Z’) avec X’ = cosÜX—sinäY, Y’ = sin0X+cos0Y et
surtout Z’ = —Z. 'Le milieu I de [MM’] a pour troisième coordonnée ZI = %(Z+Z’) =
%(Z — Z) = 0, donc on a bien I E H.
Comme les points I, J, K, L, M, N sont chacun d’entre eux le le milieu d’un segment
joignant un point et son image par f (par exemple, I est le milieu de [Af(A)] . .), ces
six points sont bien des points de H.
Comme f = r o 3.11, la restriction de f à II coïncide avec la restriction de r à II et
comme Il est orthogonal à l’axe de la rotation r, ru est une rotation plane, de centre
O (O E II, donc O est invariant par f, par r et par TIH)’ et d’angle 9 = ë.
Les points I, J, K, L, M, N, coplanaires et images les uns des autres par une rotation
plane d’angle ä sont donc bien les sommets d’un hexagone régulier.

6° so est une isométrie qui conserve globalement les sommets du cube, donc f1 = so o f
et f2 = f o 30 sont aussi des isométries qui conservent globalement les sommets du
cube. La partie linéaire de so est —idË, qui commute avec toute application linéaire,
donc les parties linéaires de ces deux isométries sont égales; comme O est clairement
un point invariant pour f1 et pour f2, ces deux applications affines ont même partie
linéaire, et même image pour un point, elles sont donc égales. Nous n’étudierons donc
que f1-
Comme f et so sont deux isométries négatives, f1 est une isométrie positive, et elle
admet un point fixe O, donc c’est une rotation (ce ne peut pas être l’identité, sinon
f = so, ce qui n’est pas le cas).
A’ est aussi un point invariant de f1 puisque f1(A’) = so (f(A’)) = 30(0) = A’, donc
la droite (OA’) est une droite invariante, c’est l’axe de la rotation f1.
Pour finir de déterminer f1, il sufiît de voir l’aspect de f1 pour un point. Nous choisirons
un point du plan H qui est orthogonal à l’axe, car la restriction de f1 à II est une
rotation plane de même angle que f1.
f1(I) = soo/fg) = 30(J) = M.

Comme (07, (W) = 4?" (pour l’orientation qui faisait que TITI avait un angle de ä,
donc pour (OA’ orientée de O vers A’), donc f1 est la rotation d’axe la droite (OA’),
orientée par OA’, d’angle 4% (ou —2Î"[27r]).
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CHAPITRE 6

6. Solutions des exercices sur les coniques

Exercice 6.1.
1° Soit C la conique d’équation 2:2 + y2 — 2a:y — 6:1: — 10y + 9 = 0.
Déterminons un repère orthonormal dans lequel l’équation est réduite.
La matrice de la forme quadratique principale Q associée à C est dans la base (î, j', O)

1 —1 —3
de ’êest : M = —1 1 —5 . On ne va pas essayer de diagonaliser cette matrice, ni

—3 —5 9
chercher ses valeurs propres 111 S 112 S [13 ; mais on peut repérer que son déterminant
vaut —16 = 111112113, donc ses trois valeurs propres réelles sont soit toutes trois
négatives, soit il y en a une négative et deux positives; mais comme sa trace est
11 = [.11 + #2 + M3 > O, don'c les trois valeurs propres ne peuvent être toutes négatives,
et donc la signature de Q est (2, 1) : on est sûr que la conique C est non dégénérée.
La matrice de la forme quadratique secondaire q associée à C dans la base (ï, j) de

1 —1est M — (_1 1 >.

Les valeurs propres de cette matrice sont 0 et —2 et on peut affirmer que C est une
parabole.

Un vecteur propre unitaire associé à la valeur propre 0 est ü’ = ( Jë’ à) et un vecteur
propre unitaire associé à la valeur propre 2 est ’û’ = (—\}——, — fi).

[0

L L
La matrice de passage de la base initiale à la base (21,27) est P = (’15 “Î > et

Ë —Ë
la matrice de la forme quadratique dans la nouvelle base est A’ = 8 (2)). Notons

—o
C_(:c’ , y’) les coordonnées d’un point M dans le repère (0,11, v)

Les formules de changement de repère (de (O, î, j) vers (O, ü’, 17)) sont :
a: = Èœ’ + Ëy’

(8) 1 I 1 Iy = 75‘” — ñ!!-
Si on avait besoin de les inverser, ce serait particulièrement facile dans la mesure où
l’inverse d’une matrice orthogonale est sa transposée (et ici, en plus la matrice de
passage est symétrique).
L’équation de la conique s’écrit dans ce nouveau repère est :
23/2 -— 6(Ëœ’ + Ëy’) — 10(71_2-a:’ — Ëy’) + 9 = 0.
Cette équation se réduit à y’2 — 4\/Ï:v’ + x/Ëy’ + g = 0; pour finir de simplifier, on
compacte le terme x/Ïy’ avec le 3/2 en posant Y = y’ + à, donc Y2 = 3/2 + ‘Æ. y’ + à,
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puis on fait rentre1 ce qui reste
de1

constante — — — —-4) dans la variable X en posant
4 —- _ _en posant X-— æ’ —

F— œ’ «5' Nous utilisons donc en fait les formules

U Œ=X+ñ9
y’ = Y - :172-

Ce sont des formules de changement de repère par translation, de (O,ü’u,'u'17) vers (Q, ü’, 17),
avec Q qui a pour coordonnées (dans (O,ü’,17)) : 50;)—— \/— et y9= ——1\/—ë--
Q est le sommet de la parabole; il est intéressant de connaître ses coordonnées dans
le repère initial (0,5,

j)
: il suffit d’appliquer les formules de changement de repère

(8) vues plus haut qu’on n’a toujours pas besoin d’inverser; elles nous donnent :
— L _1_ _ _1_ff+f(f)OŒW—flfl fl< 1/5):1

Finalement l’équation de C dans le repère (9,11317) est : Y2 = 4x/ÏX
C’est l’équation réduite dans le repère (Q, ü, 17') d’une parabole de paramètre p = 2x/Ï.
En combinant les deux formules de changement de repère (8) et (8), on obtient les
formules de changement de variable du repère initial (O, ï, j) vers le repère dans lequel
l’équation de la conique est réduite ((2,213 27) :
x=L(X+L)+L(Y_L) =fi ’Æ fi ’Æ soit (10):

X+ Y1 1
1/— +\/_

1 1 1 1 1 1- 30‘ + ñ) ‘ 30 — Œ)’ {X «9++1

Le foyer F de la parabole est le point de coordonnée (123,0) = (x/Ï, O) dans le nouveau
repère et la droite D a pour équation X = —ä soit X = —\/Ï dans le nouveau repère.
Dans le repère initial, F a pour coordonnées (æF,yF) = (1,2) (on applique (10));
pour trouver l’équation de D dans le repère initial, on pourrait inverser (10), mais
ici, ce n’est pas nécessaire : comme X est fixe et que Y décrit R, les formules (10)
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. . . . a: = —1 + ÿYnous donnent une representatlon parametr1que de D : 12 , et on
y = —1 — ŒY + 1,

trouve une équation cartésienne en additionnant. D z a: + y = —1.

2° a) C : 3:2 — 23:31 + ”(J2 + a: + y + 1 = O La matrice de la forme quadratique principale Q
1 —1

associée à cette équation est M = _1 . Ici aussi, le calcul du déterminant
l—‘MIH

NIH

1
l l

N N 2 2
(det(M) = —1) et de la trace (tr (M) = 3) suffisent pour conclure que la conique est
non dégénérée.

La matrice de la forme quadratique secondaire q de cette conique est M = (—11 11).

Cette matrice est de rang 1. Les valeurs propres associées sont 0 et 2, donc C est
encore une parabole. Deux vecteurs propres unitaires sont respectivement 11(7)? 7(5)
et ’U(Ë,——\}-Ë).

On raisonne comme précédemment (c’est le même premier changement de variable

(8)).
Dans le repère (0,11', 'Ü'), l’équation devient 23/2 + x/Ïæ’ + 1 = O, ce qui peut

1s’écrirey’2 =fl(—œ’ _Ë)'
’ — _ _ La; — X «ë

y’ = Y
Cela revient à faire le changement de repère de (O, ü’, 13') vers (Q, —ü',17), avec Q(— fi, 0)
(coordonnées dans le repère (0,11u, 73)). Toujours grâce à (8), Q a pour coordonnées
(—%, —l) dans le repère initial.
L’équation de la courbe dans le

rlepère
(9,11") est Y2—— ÿX. La courbe est donc

une parabole de paramètre p——
7122.

Ceci détermine le foyer F. (XF, YF)= ( 4+5, 0)

On posera donc Y = y’ et X = —:1:’ — à, ou encore (11) {

et la droite D d’équation X—— —m.
En combinant (8) et (11), on obtient les formules de changement de repère du repère
initial vers le repère (Q, —ü',1'2’) :

_1_ __1_ 1æ—wfl X «ëHfly -
——-\}-5X+}Y-:1 1 1 soit(12) _ 1Y_y=ñ(-X—ñ)"fi» y K

[0l\/— _\/—

Grâce à ces formules, on peut écrire dans le repère initial les éléments de C :
ŒF = —â — à 1 yF = _â—%1d0nc F(_g)_g)1

. , . ,.
{w=â+:}-5Y-â

et la dr01te D a comme representatlon parametr1que _ 1 1 Y 1— 8 fi 2
d’où, en additionnant ces deux équations pour éliminer Y, on trouve l’équation
cartésienne X + Y = —Ê.
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k

'TI

2° b) C : 3:2 + Zœy + y2 + æ + y + 1 = O. La matrice de la forme quadratique principale
1 1 l

Q associée à cette équation est M = 1 1 â . Ses deux premières lignes sont
l l 122

confondues, donc son rang est 2. Cette conique est donc degenérée.
Nous allons le vérifier en étudiant classiquement cette conique :

La matrice de la forme quadratique secondaire q de cette conique est M = Ï Ï).

Cette matrice est de rang 1. Les valeurs propres associées sont 2 et O. Deux vecteurs
propres unitaires sont respectivement {Xi—5, à) et 14%, —Ë). On écrit facilement

= iæ’ + ly’

les formules de changement de repère { {5 , {5 I

L’équation devient dans le repère (0,217?) : 2:13’2 + x/Ïx’ + 1 = 0
Le discriminant du trinôme est négatif, la conique est non seulement dégénérée, mais
en plus elle est vide.
En fait, avec un tout petit peude sens de l’observation, on pouvait s’en apercevoir dès
le début, en écrivant l’équation initiale ainsi : (x + y)2 + (a: + y) + 1 = 0. En posant
Z = a: + y, il est clair qu’il n’y a pas de réel Z tel que Z2 + Z + 1 = 0, c’était de loin
la méthode la plus efficace.

2° c) C : 3:2 + :L'y + y2 + :1: + y = 0. La matrice de la forme quadratique principale Q
1 1

N 1 2 2
associée à cette équation est M = à 1 à . Ici aussi, le calcul du déterminant

1 .1.
2 2 0
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(det(M) = —ä et de la trace (tr (M) = 2) suffisent pour conclure que la conique est
non dégénérée.

l
La matrice de la forme quadratique secondaire q de cette conique est M = (Ï Î).

2
Les valeurs propres associées sont à et g : elles sont toutes deux positives, donc on
sait déjà que C est une ellipse. Les vecteurs propres unitaires correspondants sont

' " _ _l. _L = L L ’ -
respectlvement

u — (fi, ,z/ä)
et v (fi, fi). (Ce n est pas un hasard s1 on prend

toujours a peu pres les memes vecteurs : c’est parce que les formes quadratiques
secondaires q associées aux coniques de cet exercice sont symétriques en x et y).

a: = ÿœ’ + ÿy’
Les formules de changement de repère sont : (13) 12

12
y =

—Tæ’,

+
Ty,

Dans le repère (0,11', 77), l’équation devient 2:8’2 +-3 3/2 + \/—’2—y— 0. On réduit cette
équation:

lœ’2+3(y’2+-2-\/—y’)= OääŒ/2+%(yl+x_/Ë)2=gä_= 03h—-

æl ___ X
On fait un de1nier changement de variable par translation: (14){:_ fi3
On se place donc dans le repère (S2, ü, ’Ü') avec Q qui a pour coordonnées dans (0,"11, 'Ü') :
gag, = 0, 31;, = J?-
Nous déterminerons les coordonnées de Q dans le repère initial à. l’aide d’une autre
méthode.
L’équation de C seécrit donc : à—Xz + n = à ; il ne reste plus qu’à diviser par à pour
obtenir la forme réduite : 2 y2
gX2+gY2 =1 4:» (a + (ez ’

\/ä 3
Cette équation est bien réduite sous la forme ä; + ä;- = 1, avec a = Ë et b = ç
Notons qu’on a bien a > b et que l’axe focal est bien l’axe des X. Remarquons au
passage l’intérêt de prendre comme premier vecteur de la nouvelle base le vecteur
propre de la plus petite des deux valeurs propres lorsque les deux valeurs propres sont
positives. Cela évite d’avoir à faire un dernier changement de repère pour échanger les
deux vecteurs de base.
Ici, c = x/a2 — b2 = ä. L’excentricité de l’ellipse est e = â = %, un foyer est le
point F(XF, YF) = (c, O) = (ä, O) et la directrice associée est la droite D d’équation

X=%=%= 1.
ä

Combinons (13)et(14) pour avoir les coordonnées de F et l’équation de D dans le repère
cc: —X+—(Y——) x: —X+—Y——

initial. Cela donne Ÿ Ÿ 55 soit (15) Ÿ Ÿ Î

Ces formules nous donnent déjà les coordonnées de Q dans le repère initial : c’est
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(139,319) = (—%, —%), à cause de la forme générale de formules de changement de
repère.
En les appliquant à F, on trouve ses coordonnées dans le repère initial :

(m) = (“ë — à, Jîë — à) a: (0,138, —0,805).
Une représentation paramétrique de la droite D est, dans le repère initial :

_ 1 1 1

{æ

— [Ë —
ä + TÏY

1 1 1ñ'ä+ŒY .
On en obtient une équation cartésienne en éliminant Y, en soustrayant ces deux
équations : a: — y = —\/Ï.

Exercice 6.2.
1° Le centre O de l’ellipse est le milieu de [FF’].
On peut toujours supposer que A et F sont du même côté de O sur la droite (FF’)
(sinon, on remplace F par F’ dans le raisonnement qui suit).

c
On note c = OF et a = 0A. L’excentricité de l’ellipse est nécessairement e = —. Laa
directrice associée au foyer F est la droite perpendiculaire à la droite (FF’) passant

a
par le point K vérifiant 0K = — et K est situé du même côté de O que F et A.c
L’ellipse est donc entièrement déterminée.
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Traçons une tangente au cercle principal de l’ellipse issue de K et appelons C' le point
de contact. Montrons que le projeté orthogonal H de C' sur la droite (FF’) est le point
F.
Le triangle KC'O est rectangle en C'. D’après les relations dans le triangle rectangle :

a
002 = 0H ° 0K. Or OC = a, 0K =

——c—.
On en déduit que OH = c, les points H et

F sont donc confondus.

3° Montrons que l’ellipse est l’image du cercle principal par l’affinité orthogonale
de base (FF’) et de rapport g, c’est-à—dire l’application affine f dont les formules

œ’ = :L'
M=äy

En effet, tout point M(33,31) du cercle principal vérifie (1:2 + y2 = a2, cette relation
caractérise le cercle principal C.
Si M’ (œ’ ,y’ ) est l’image de M par f, on a

l2 12 2 b 2
I Œ y _ :12 (—y)M 65 4:) Î+b_2_1 4:) ä+—ib2——

4:) 332+y2=a2 4:) Mec

Oanalytiques sont, (dans un repère orthonormé (O, î’, j) tel que î=
||O Il

) :{

=1

Donc on a bien f(C) = 8.

4° Connaissant les deux foyers F et F’, nous pouvons placer le milieu O de [FF’],
puis connaissant un des sommets A de l’ellipse, nous pouvons tracer le cercle principal
1" de l’ellipse (de centre O et de rayon 0A). Soit B1 un des deux points du cercle I‘
situé sur l’axe non principal de l’ellipse, c’est-à—dire la perpendiculaire à l’axe focal
passant par le centre O.
Soit C’ l’un des deux points du cercle principal (on prendra celui sur le même demi-
cercle que B) qui se projette orthogonalement en F sur la droite (FF’). La distance
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GF vérifie d’après le théorème de Pythagore : C’F2 = 0A2 — OH2 = a2 — c2 = b2.
Nous pouvons donc placer (en construisant un rectangle OFGB) le point B, un des
points d’intersection de l’ellipse avec l’axe non principal.

00—;— = â. Ces points sont donc placés dans le rapport de l’affinité qui transforme le

cerclle en l’ellipse.
Soit D un point quelconque du cercle principal, on trace la droite (B1D) = A, qui
coupe l’axe focal en J. L’image de cette droite A par l’application affine f est une
droite A’, qui passe par B. Le point J, étant élément de l’axe focal, est invariant par
f. Donc A’ = (BJ). On trouve donc l’image G de D à l’intersection de (BJ) avec la
perpendiculaire à l’axe focal qui passe par D. G est un point de l’ellipse 8.

On peut construire ainsi autant de points de 8 que l’on veut.
Si on veut la tangente au point G par exemple, on construit la tangente T au point D,
qui est la perpendiculaire à. (0D) passant par D; soit K le point d’intersection de
cette tangente avec l’axe focal. L’image de (KD) par f sera la tangente à l’ellipse en
f(D), c’est—à—dire en G (par conservation du contact).

Exercice 6.3.
1° Comme dans l’exercice précédent, on peut déterminer le centre O de l’hyperbole
qui est le milieu de [FF’]. Nous supposerons que A est le sommet de l’hyperbole qui
est plus près de F que de F’.
Avec les notations du cours, la forme réduite de l’équation de l’hyperbole dans un
repère orthonormal est unique et s’écrit î; — là; = 1, où a = 0A, c = OF et
b = \/ c2 — a2. Tous les termes de l’équation sont déterminés, l’hyperbole est donc
entièrement déterminée.
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FI

2° Comme précédemment, nous allons considérer pour une hyperbole H donnée, définie
par son excentricité, et un couple (F, D), un point C de contact d’une tangente au
cercle transverse issue de F. Appelons H le projeté orthogonal de C sur la droite
(FF’).
Le triangle OCF est rectangle, on en déduit comme dans l’exercice précédent (relation
dans un triangle rectangle) que 002 = OH.OF donc OH = “—62. H est donc confondu
avec K, le point H est le « pied » de la directrice D.

2
3° Les asymptotes à. l’hyperbole d’équation 272 — ïî = 1 sont les droites d’équation
y=äæety=—âæ.
Le point C déterminé à 1a question précédente a pour abscisse a: = “—62 ; comme il

2 a4
, son ordonnée est y = a2 — g = “7b. Ses

coordonnées vérifient donc l’équation y = 3:0.
est sur le cercle d’équation 3:2 + yz = a

Exercice 6.4.
1° L’axe focal de la parabole est la droite (AF) Le pied de la directrice est le symétrique
K de F par rapport à A. La directrice est alors la droite D orthogonale à la droite (AF)
en K. L’excentricité est 1 puisque c’est une parabole. La parabole qui est l’ensemble
des points équidistants de F et de D est donc entièrement déterminée.

2° On commence par construire K et la directrice D comme décrit ci—dessus. On fait
varier un point H sur la droite D. Le point de la parabole dont il est le projeté est un
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point de la perpendiculaire A en H à D. De plus, comme ce point est équidistant de
H et de F, il est sur la médiatrice A’ de [HF].
Lorsque H parcourt D, la parabole est le lieu décrit par le point d’intersection des
droites A et A’.

Exercice 6.5.
1o Nous avons vu une solution géométrique, dans l’espace projectif, à. ce problème, au
â 6.3.5, (p. 145). Mais voici une solution algébrique très convaincante elle aussi.
Lorsqu’on cherche analytiquement l’intersection entre une droite et une conique,
on écrit le système formé par l’équation cartésienne de la conique et une équation
cartésienne de la droite. On peut toujours exprimer une des variables en fonction de
l’autre dans l’équation linéaire caractérisant la droite. En reportant cette valeur dans
l’équation de la conique, on est amené à résoudre une équation du second degré en a:
ou en y.
Cette équation à zéro, une ou deux solutions. L’intersection peut donc être vide,
réduite à un point ou être un ensemble de deux points distincts.

2 2a:
2° Soit C une conique d’équation réduite

Ê
+ eî—z = 1 dans un repère orthonormal.

Il est classique, en calcul différentiel, que la tangente en un point M0 (azo, yo) à une
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courbe d’équation <p(x, y) = O admet pour équation cartésienne

(53 — 51:0);—:(Œo,yo) + (Zl- yo)—y(flîo,yo)—- 0-

m2 2
On applique cette règle avec <p(a:, y) = —2+ eä— — 1.

ô 2 ô 2yaOn a 5500,31) = a—Ë et 5—;(1:æ,y)—— 5—b2 ; la tangente en (120,310) admet donc comme
équation :

saxo yyo 333 31(2)(æ— Œo)—O+('y— yo)€2b—y20=0<=>F+î2=ä+€bî=1

car M0 E C.

3° Soit ’P une parabole d’équation réduite y2 = 2px dans un repère orthonormal.
Montrer que la tangente à ’P au point M0 a pour équation yyo = p(a: + :00).

ôAppliquons la même méthode avec cp(:v,y) = y2 — 2px. On a ô—ï(œ’ y) = —2p et
âô—(pcv, y) = 2y. La tangente en un point M0 (1:0, yo) de 73 admet donc comme équation :

(a: — wo)(-2p) + (y - yo)(2yo) = 0 <=> -2pæ + 229920 + 2yyo — 2.713 = 0
<=>—2PŒ + 217-730 + 2yyo= 22/0- 429170 4:) yyo—— 19(11? + €50).

Exercice 6.6.
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W
1° Le point Q étant extérieur à. la conique, le rapport est positif et donc

M’ W _>
k = gM

= âÎ/Î , donc QM’ = kQÎ/I, ce qui signifie exactement que h(M) = M’.

L’image de K par l’homothétie est un point de la droite (QK). Cette image appartient
à. la parallèle à (MK) passant par M’. L’homothétie h transforme donc K en K’.

M’Q _ M’K’
MQ

—
MK

théorème de Thalès).

= k (on pouvait aussi tout simplement utiliser leOn en déduit donc

MF M’F
MI?

=
M’_K” on en déduit que2° Les points M et M’ sont sur la conique, donc e =

M’F M’K’ M’Q
Îfï — MK _ MQ'

. QM’L’image par h du cercle C est le cercle de centre h(M) = M’ et de rayon
QM

MIF
MF - M’FMF ' — '

L’image de C est donc le cercle C’ de centre M’ qui passe par F.
Comme C passe par R et F, l’image des points R et F par h est donc des points
du cercle C’. Mais ce sont aussi des points de la droite (QF), qui est globalement
invariante par h, puisqu’elle passe par le centre Q de l’homothétie h. Donc h(R) et
h(F) sont les deux points d’intersection du cercle C’ avec (QF) ; or un de ces points
d’intersection est F, et il est impossible que h(F) soit égal à. F, car k 7è 1 (on a supposé
M 7€ M’. Donc c’est qu’on a h(R) = F (et h(F) est l’autre point d’intersection).
3° Lorsqu’on fait tendre le point M’ vers le point M, la droite (QM) rencontre la
conique en un point double, donc c’est la tangente en M. Le point Q tend donc vers
le point T. Le rapport de l’homothétie devient 1 et le point R tend vers le point F.
La droite (TF) rencontre alors le cercle C en un point double, elle est tangente au
cercle en F. On en déduit que l’angle A7T\F est droit.

-MF=
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Exercice 6.7.
1° Commençons par une figure.

Le cercle I‘ de centre M et passant par F est transformé par h en un cercle F’ de

î M

projetés orthogonaux respectifs de Q et M sur A. On en déduit que le rayon du cercle

image est ä ' KQ’ = e.d(Q, A).
Comme (voir l’exercice précédent), le cercle I‘ est tangent à la droite (FT) en F, le
cercle image I" est tangent à la droite image de (FT). Comme (FT) est invariante
par l’homothétie, le cercle I" est tangent à la droite (FT). '

On peut reprendre le même raisonnement avec F’ et A’ pour montrer que le cercle
précédent est aussi tangent à (F’T’) (on considère l’image du cercle de centre M et
de rayon MF’ par l’homothétie de centre T’ qui envoie M en Q. Son image sera bien
le cercle F’ puisque il aura même centre et même rayon, le point Q étant équidistant
des droites A et A’).
2° Le cercle I" est tangent aux droites (RT) et (RT’), donc le point Q est équidistant
des droites (RT) et (RT’). Ainsi, la droite (RQ) est bissectrice du triangle RTT’. De
plus Q est le milieu de [TT’] par construction, donc la droite (RQ) est aussi médiane.
La médiane et la bissectrice issues de R étant confondues, le triangle RTT’ est isocèle
en R.
3° Comparons les deux triangles rectangles MFT et MF’T’ . Le triangle RTT’ est
isocèle, ses angles de base en T et T’ sont égaux. On en déduit que les angles MTF
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et m’ sont égaux. On en déduit que, comme complémentaires d’angles’egaux, les
angles FMT et TMF’ sont égaux. La droite (MT) est donc bissectrice des droites
(MF) et (MF’)

Exercice 6.8. C est une parabole de foyer F et de directrice D. Considérons un point
M de C et son projeté orthogonal H sur D. La tangente en M rencontre la directrice
en un point T.
Les triangles KMT et MFT sont rectangles, l’un en M et l’autre en T, d’après
l’exercice 1.6.
De plus, la conique est une parabole, donc MH = MF. Ces deux triangles rectangles
ont l’hypoténuse en commun, et deux côtés de même longueur, tous leurs côtés sont
donc égaux. Ces triangles sont symétriques par rapport à. la droite (MT) qui est donc
la bissectrice en M du triangle KMF.
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