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Préface 

L'accueil d 'étudiants étrangers à l 'INSA de Lyon dès la première année du cycle 
de formation d'ingénieur est un enrichissement pour tous . De manière originale, 
ce cours en est une parfaite illustration. 

Ce livre est le fruit d 'une longue réflexion et d 'innombrables échanges d 'idées 
entre enseignants. Il reflète également une large expérience de pratique péda
gogique avec les étudiants. 

Dans le cadre de la filière ASINSA qui accueille pour moitié des étudiants 
asiatiques (Chine, Vietnam, Inde, Malaisie, Thaïlande, Corée du Sud) et pour 
moitié des étudiants français, les équipes pédagogiques doivent sans cesse adap
ter leurs méthodes en restant dans le cadre des programmes institutionnels . 
Ces adaptations sont réalisées en concertation avec les différentes disciplines et 
ont pour objectif d 'intégrer une pédagogie différentiée pour mieux répondre à 
l 'étudiant français ou étranger . Ce cours est une parfaite illustration de cette 
démarche et s 'adapte donc également à tout étudiant de Premier Cycle Uni
versitaire . 

Confrontés à d'autres cultures , y compris d'autres cultures scientifiques, 
Stéphane Balac et Frédéric Sturm ont réalisé un ouvrage adapté au plus grand 
nombre d'étudiants sans rien céder sur la rigueur du raisonnement. Nous avons 
tous à y gagner. 

Denis FRIBOULET 
Directeur de la filière ASINSA de 2003 à 2007 
INSA de Lyon 

Didier VRAY 
Directeur Adjoint du Premier Cycle 
chargé des filières internationales 
INSA de Lyon 





Avant-propos 

Ce Cours de mathématiques de première année est issu de l 'enseignement dis
pensé par les auteurs en première année du cycle préparatoire de l 'INSA de 
Lyon dans la filière internationale ASINSA. Le présent ouvrage est une réédi
tion , revue et augmentée, de l 'ouvrage paru en 2003 . 
La filière ASINSA est l 'une des trois filières internationales du premier cycle de 
l'INSA de Lyon. Elle regroupe étudiants français et étudiants originaires de dif
férents pays d'Asie (Chine, Corée du Sud, Inde , Malaisie, Thaïlande, Vietnam) . 
Compte tenu de la grande diversité du niveau de maîtrise de la langue française 
et de la variété des acquis mathématiques des étudiants arrivant en première 
année, la nécessité de disposer d 'un support de cours écrit pour l 'enseignement 
des mathématiques nous est apparue plus qu 'ailleurs indispensable. Ce docu
ment a vu le jour dans un premier temps sous forme de polycopiés . Encouragés 
par le Professeur Bernard Balland, nous avons souhaité le rendre accessible au 
plus grand nombre. 
Ce Cours de mathématiques dépasse par certains développements le cadre strict 
du programme habituellement couvert en première année de premier cycle de 
l 'enseignement supérieur. Nous avons souhaité en effet en faire un document 
de référence que l 'élève ingénieur pourra utiliser dans la suite de ses études 
pour approfondir ou revoir les notions d 'algèbre ou d'analyse utilisées dans les 
enseignements de mathématiques appliquées pour l 'ingénieur . 
Nous nous sommes attachés dans cet ouvrage à donner des définitions précises 
et à présenter des raisonnements rigoureux sans toutefois chercher l 'exhaus
tivité. Ainsi , les démonstrations « techniques » sont omises au profit de dé
monstrations pouvant améliorer la compréhension du résultat énoncé, illustrant 
l 'utilisation de notions déjà introduites ou mettant en avant des idées ou mé
thodes susceptibles d 'être réutilisées par la suite . Celles-ci sont soigneusement 
détaillées et commentées et une attention toute particulière a été apportée à 
leur rédaction . Nous ne saurions que trop insister sur l 'importance d 'une bonne 
compréhension de ces démonstrations<1J, élément fondamental pour l 'assimila
tion des notions mathématiques introduites . Par ailleurs , nous avons dans la 
mesure du possible cherché à motiver les notions introduites et à les illustrer 
par des exemples , des remarques et des mises en garde afin de rendre l 'ap
prentissage plus dynamique. Nous avons également cherché à illustrer certaines 
notions mathématiques introduites dans cet ouvrage en ayant recours au logi
ciel de calcul formel MAPLE <2J. Chaque chapitre contient de courts exercices 

(t) Ce qui nécessite une appropriation de la démonstration passant le plus souvent par une 
reformulation de celle-ci. On peut considérer qu 'il s 'agit du meilleur moyen de s'assurer 
de l 'assimilation des éléments antérieurs du cours. 

(2) MAPLE est un produit de Maplesoft , www .rnaplesoft. corn. 



viii 

visant à tester la bonne compréhension des notions abordées . Il se termine par 
des exercices de synthèse qui font appel à la fois aux résultats présentés dans 
le chapitre concerné et aux notions acquises dans les chapitres antérieurs . Ces 
exercices , souvent issus de devoirs et d 'interrogations écrites , doivent permettre 
d'assimiler des méthodes de raisonnement et des techniques de calcul. Tous les 
exercices sont intégralement corrigés en fin de chaque chapitre . Nous avons tenu 
à apporter le plus grand soin à la rédaction de ces corrigés en y incluant tous 
les détails utiles à une bonne assimilation . Enfin, nous avons essayé de fournir 
quelques éléments biographiques sur les mathématiciens cités dans cet ouvrage 
à travers formules et théorèmes afin de mieux situer les résultats présentés dans 
leur contexte historique. 

L 'enseignement des mathématiques durant les deux années du cycle prépara
toire formant un tout cohérent , ce Cours de mathématiques de première année 
pourra être utilement complété par le Cours de mathématiques de deuxième 
année publié dans la même collection aux Presses Polytechniques et Universi
taires Romandes <3>. 
La première édition de ce livre a fait l 'objet d 'une relecture attentive et a 
bénéficié des commentaires de Pascale STÉPHAN et d 'Aimé LACHAL, Profes
seurs Agrégés à l 'INSA de Lyon, d'Éric RANNOU ,  Maître de Conférences au 
Département de Mathématiques de l 'Université de Bretagne Occidentale et de 
Jean-Marie BARBAROUX, Maître de Conférences au Département de Mathé
matiques de l 'Université de Toulon et du Var . Nous tenons à leur exprimer 
toute notre gratitude pour cet important travail. Il nous est également parti
culièrement agréable de remercier Didier VRAY, Directeur Adjoint du Premier 
Cycle chargé des filières internationales et Denis FRIBOULET, Directeur de la 
filière ASINSA de 2003 à 2007, pour leur soutien et leurs encouragements à la 
rédaction de cet ouvrage. Pour l 'accueil compréhensif et la confiance qui nous 
a été accordée, nous souhaitons enfin remercier Bernard BALLAND, Directeur 
de la Collection des Sciences Appliquées de l 'INSA de Lyon, et Olivier BABEL,  
Directeur des Presses Polytechniques et Universitaires Romandes . 

Les auteurs recueilleront avec intérêt toute remarque ou suggestion concernant 
cet ouvrage. 

Stéphane BALAC 

ENSSAT 
Université de Rennes 1 
F-22305 Lannion 

à Caroline, Pierre et Alexandre 

Frédéric STURM 

Pôle de Mathématiques 
INSA de Lyon 
F-6962 1  Villeurbanne 

<3> Analyse et algèbre, cours de mathématiques de deuxième année, S. BALAC, L. CttuPJN. 
Collection INSA de Lyon , Presses Polytechniques et Universitaires Romandes, 2008. 



Table des matières 

Préface 

Avant-propos 

Table des matières 

PRÉLIMINAIRES 

1 Introduction à la logique mathématique 

1 . 1  Assertion et prédicat . . 

1 . 2  Les connecteurs logiques 

1 .2 . 1  Négation , conjonction , disjonction 

1 . 2 . 2  

1 .2 .3  

Implication, équivalence 

Propriétés . . . . . . . . 

1 . 3  Les quantificateurs mathématiques 

1 . 3 . 1  Quantificateurs simples . 

1 .3 .2  Quantificateurs multiples 

1 .4  Les différents modes de démonstration en mathématique 

1 .4 . 1  Raisonnement par hypothèse auxiliaire . 

1 .4 .2  Raisonnement par contraposée 

1 .4 .3 Raisonnement par l 'absurde . . 

1 .4 .4 Raisonnement par contre-exemple 

1 .4 .5  Raisonnement par récurrence 

2 Structures fondamentales 

2 . 1  Ensemble e t  sous-ensemble 

2 . 1 . 1  Généralités sur les ensembles 

2 . 1 . 2  

2 . 1 .3 

2 . 1 .4 

2 . 1 . 5  

Partie, sous-ensemble . . . . 

Ensemble des parties d 'un ensemble 

Opérations sur les ensembles 

Produit cartésien . . . . . .  . 

V 

v ii 

ix 

1 

3 

3 

4 

5 

6 

7 

12 

12  

15  

16 

16 

16 

17 

19 

19 

23 

23 

23 

24 

25 

27 

31  



X Cours de mathématiques de première année 

2 . 2  Relation , fonction , application . 33 

2 . 2 . 1  Relation . 33 

2 .2 .2  Fonction . 34 

2 .2 .3  Application 36 

2 .2 .4  Injection , surjection, bijection . 42 

2 .2 . 5  Puissance du dénombrable , puissance du continu 52 

2 .2 .6  Restriction et prolongement d 'une application . 54 

2 .2 .7 Relation d 'équivalence sur un ensemble 57 

2 .3  Structures algébriques élémentaires . . . . . . . . . . . . . . . .  58 

2 .3 . 1 Loi de composition interne 58 

2 .3 .2  Structure de groupe 63 

2 .3 .3  Structure d'anneau . 65 

2 .3 .4  Structure de corps 79 

2 .4 Exercices de synthèse . 82 

2 . 5  Solution des exercices 83 

ENSEMBLES NUMÉRIQUES FONDAMENTAUX 91 

3 Le corps des réels 93 

3 . 1  Généralités . .  . . . . . . . . . 93 

3 . 1 . 1  Le  corps des rationnels . 93 

3 . 1 . 2  Relation d 'ordre sur un  ensemble 94 

3 . 1 .3 Bornes supérieure et inférieure 95 

3 . 1 .4 Les insuffisances du corps des rationnels 97 

3 . 1 . 5  Le corps des réels . . . . 99 

3 .2  Propriétés des nombres réels . . 102 

3 . 2 . 1  Propriétés calculatoires 102 

3 .2 .2  La valeur absolue . . . . 107 

3 .2 .3  Partie entière et racine n-ième 1 1 0  

3 .2 .4  Propriétés fondamentales 1 13  

3 .3 Topologie de la droite réelle . . . 1 1 5  

3 .3 . 1 Intervalles . . . . . . . . . 1 16 

3 .3 .2  Ensemble ouvert et ensemble fermé . 1 16 

3 .3 .3 Intérieur et adhérence d 'un ensemble . 1 18 

3 .3 .4 La droite numérique achevée 120 

3 .4 Exercices de synthèse . 121  

3 .5  Solution des exercices 122 



Table des matières xi 

4 Le corps des complexes 129 

129 

129 

131 

132 

133 

4 .1  Structure de corps commutatif sur IR2 

4. 1 . 1  Première approche 

4 . 1 . 2  Seconde approche 

4 . 1 . 3  Structure de corps commutatif sur IR x {O} 

4.2 Le corps des nombres complexes . . . . . . . . . . 

4.2.1 Définition de l 'ensemble des nombres complexes . 133 

4.2 .2  Conjugaison d 'un nombre complexe 137 

4 .3 Module et argument . . . . . . . . . . 137 

4 .3 . 1 Module d 'un nombre complexe 137 

4.3.2 Argument d 'un nombre complexe . 139 

4 .3 .3 Notation exponentielle complexe et forme polaire 141 

4 .3 .4 Représentation géométrique 144 

4.4 Racines d 'un nombre complexe . . 145 

145 

148 

150 

157 

157 

160 

162 

164 

4.4 . 1 Racines deuxièmes d 'un nombre complexe 

4.4 .2  Calcul algébrique des racines d 'un trinôme . 

4.4 .3 Racines n-ièmes d 'un nombre complexe 

4 .5  Application à la trigonométrie . . . . . . . .  . 

4 .5.1 Rappels des formules de trigonométrie 

4 .5 .2  Développement de cos(nB) et sin(nB) 

4.5 .3 Linéarisation de cosn (e) et sinn (e) 

4.6 Solution des exercices 

5 Suites numériques 

5 . 1  Définitions e t  généralités . 

5 .2  

5 . 1 . 1  

5 . 1 . 2  

Convergence d 'une suite numérique . 

Suites bornées 

Propriétés . . . . . . . 

171 

171 

172 

178 

180 

5 . 2 . 1  Propriétés algébriques pour les suites numériques 180 

5.2.2 Autres propriétés algébriques pour les suites réelles . 182 

5 . 2.3 Propriétés d'ordre pour les suites réelles 184 

5 .3  Monotonie . . . . . . . . . . . . 

5 .3 . 1  Suites réelles monotones 

5 .3 .2  Suites adjacentes 

5 .4 Suites extraites . 

5 .5  Suites de Cauchy 

187 

187 

191  

194 

198 



xii Cours de mathématiques de première année 

5.6 Suites usuelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

5 . 6 . 1  Suites arithmétiques et  suites géométriques 

5 .6 .2  Suites récurrentes . 

5 .  7 Exercices de synthèse . 

5 .8 Solution des exercices 

201 

201 

204 

204 

206 

POLYNÔMES ET FRACTIONS RATIONNELLES 219 

6 L 'anneau des polynômes 

6 . 1  Définition de  l 'ensemble des polynômes . 

6 .2  

6 . 1 . 1  Polynôme formel . . . . . . . .  . 

6 . 1 . 2  Valuation et degré d 'un polynôme 

Structures algébriques sur les polynômes . 

6 . 2 . 1  Addition de polynômes . . . . .  . 

6 . 2 . 2  Multiplication d 'un polynôme par un élément de lK . 

6 .2 .3  Multiplication de polynômes 

6 .2 .4  Notion d'indéterminée 

6 .2 . 5  Fonction polynomiale 

6 .3  Arithmétique dans JK[X] . .  

6 . 3 . 1  Division euclidienne 

6 .3 .2  Divisibilité dans JK[X] 

6 .3 .3 Division selon les puissances croissantes 

6 .4 Dérivation des polynômes . . . . . . . . 

6 .4 . 1  Définition d 'un polynôme dérivé 

6 .4 .2  Dérivées successives - formule de Taylor 

6 .5  Racines d 'un polynôme . . . . .  

6 . 5 . 1  Définition d 'une racine . 

6 . 5 . 2  Multiplicité d 'une racine . 

6 .5 .3  Multiplicité d 'une racine et polynômes dérivés . 

221  

221  

221  

222 

222 

222 

224 

224 

226 

227 

228 

228 

232 

233 

236 

236 

238 

241 

241 

244 

246 

6 .5 .4  Relations entre coefficients et racines d 'un polynôme 248 

6 .6  Étude des polynômes de <C[X] et de IR[X] 250 

6 .6 . 1 Polynômes de <C[X] . 251 

6 .6 .2  Polynômes de IR[X] . 252 

6 .  7 Exercices de synthèse . 256 

6 .8 Solution des exercices 258 



Table des matières 

7 Le corps des fractions rationnelles 

7. 1 Les fractions rationnelles . . . . .  . 

7 . 1 . 1  Définition d 'une fraction rationnelle 

7. 1 . 2  Racines e t  pôles d 'une fraction rationnelle 

7.2 Décomposition d 'une fraction rationnelle . . . .  

7 .2 . 1 Partie entière d 'une fraction rationnelle 

7.2 .2  

7 .2 .3 

Décomposition en éléments simples sur IK 

Décomposition sur <C . 

7.2 .4 Décomposition sur lR . 

7.3 Techniques de décomposition 

7.3 . 1 Cas d 'un pôle simple . 

7 .3 .2 Cas d 'un pôle multiple . 

7.4 

7.5 

7 .3 .3 Cas d 'un facteur irréductible du second degré 

7.3 .4 Techniques de réduction du nombre des coefficients . 

Exercices de synthèse . 

Solution des exercices 

ALGÈBRE LINÉAIRE 

8 Les espaces vectoriels 

8 .1  Structure d'espace vectoriel . . . . . .  

8. 1 . 1  Définition d 'un espace vectoriel 

8. 1 . 2  Principaux exemples d'espaces vectoriels . 

8 . 1 . 3  Propriétés élémentaires 

8. 1 .4 Combinaison linéaire . . 

8 .2 Structure de sous-espace vectoriel . 

8 .2 . 1  Définition d 'un sous-espace vectoriel 

8.2 .2  Intersection d 'une famille de sous-espaces vectoriels . 

8.2 .3 Sous-espace engendré par une famille finie 

8.2 .4 Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

8 .2 .5  Sous-espace engendré par une famille infinie . 

8.3 Indépendance linéaire . . . . . . .  

8.3 . 1  Famille liée e t  famille libre . 

8.3 .2 Base algébrique d 'un espace vectoriel . 

8.4 Espace vectoriel de dimension finie . . . . . . 

xiii 

273 

273 

273 

277 

278 

278 

279 

284 

286 

287 

288 

289 

292 

296 

300 

301 

307 

309 

309 

309 

310 

314 

315 

317 

317 

321 

322 

324 

327 

328 

328 

335 

339 



xiv 

8.4.1 

8.4.2 

8.4.3 

8.4.4 

Cours de mathématiques de première année 

Définition d'un espace vectoriel de dimension finie 

Dimension d 'un espace vectoriel . . .  

Rang d 'une famille finie de vecteurs 

La méthode des zéros échelonnés 

8.5 Somme de sous-espaces vectoriels . . . . 

8 .6 

8.5 . 1  Somme de deux sous-espaces vectoriels . 

8.5.2 Cas de sous-espaces de dimensions finies 

Exercices de synthèse . 

8. 7 Solution des exercices 

9 Les applications linéaires 

9 . 1  Application linéaire . . . . . . . . . . . . .  . 

9.1.1 Définition d 'une application linéaire 

9 . 1.2 Propriétés . . . . . . . . . .  . 

9.1.3 Endomorphismes particuliers 

9 .2  Image et noyau . . . . . . . . . . . . 

9.2.1 Image d 'une application linéaire 

9.3 

9 .4  

9.2.2 Noyau d 'une application linéaire 

Image d 'une famille de vecteurs par une application linéaire 

9 .3.1 Image d 'une famille génératrice . . . . . . . . . . .  . 

9.3.2 Image d 'une famille libre 

9.3.3 Image d 'une base . . . .  

Rang d 'une application linéaire 

9 .4.1  Rang d 'une application linéaire 

9 .4.2 Théorème du rang . . . . . .  . 

9.4.3 Conséquences du théorème du rang . 

9 .5  Exercices de synthèse . 

9.6 Solution des exercices 

10 Les matrices 

10.1 Calcul matriciel . 

10 . 1 . 1  Définition d 'une matrice 

10.1 . 2  Opérations sur les matrices 

10 . 1 .3 Transposition de matrices . 

10 . 1 .4 Cas particulier des matrices carrées . 

10.2 Matrices et applications linéaires . . . . .  . 

339 

341 

344 

345 

350 

351 

355 

358 

359 

369 

369 

369 

375 

376 

381 

381 

382 

387 

387 

389 

391 

394 

394 

395 

397 

400 

401  

415 
415 

415 

418 

422 

425 

428 



Table des matières xv 

10 .2 .  l Matrice associée à une application linéaire . 428 

10 .2 .2  Écriture matricielle d 'une égalité vectorielle 432 

10.2 .3  Application canoniquement associée à une matrice 436 

10 .2 .4 Propriétés . . . . . . . . . 438 

10 .3 Rang d 'une matrice rectangulaire 443 

10 .3 . 1  Définition du rang d 'une matrice 443 

10 .3 .2  Lien entre le rang d 'une matrice et celui de l 'application 
linéaire associée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 445 

10 .3 .3 Lien entre le rang d 'une matrice et celui de sa transposée 447 

10 .4 Matrices carrées inversibles . . . . . . . . 448 

10 .4 . l  Définition d 'une matrice inversible 448 

10 .4 .2 Propriétés . . . 452 

10.5 Changement de bases 457 

10 . 5 . 1  Définition d 'une matrice de passage 457 

10 .5 .2  Propriétés des matrices de passage . 459 

10 .5 .3  Changement de bases pour un vecteur 461 

10.5 .4 Changement de bases pour une application linéaire 464 

10 .5 .5  Matrices équivalentes , matrices semblables . 469 

10 .6 Exercices de synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . 473 

10 .7 Solution des exercices 474 

1 1  Systèmes d 'équations linéaires 487 

1 1. 1  Un outil pratique : le déterminant 487 

1 1. 1. 1  Tel Monsieur Jourdain . 487 

1 1. 1 .2 Déterminant d'ordre 2 493 

1 1. 1.3 Déterminant d 'ordre 3 495 

1 1. 1 .4 Déterminant d 'ordre n 500 

11. 1 .5 Développement d 'un déterminant . 509 

11 . 1 .6 Propriétés des déterminants . . . . 5 1 1  

1 1 . 2  Généralités sur les systèmes d 'équations linéaires 515 

11 . 2 . 1  Définition . . . . . . . . . 515  

11. 2 .2  Interprétation matricielle 516 

11.2 .3 Interprétation vectorielle . 517 

11 .3 Résolution d 'un système de Cramer . 521 

11.3 . 1  Définition . . . . . . . . 521 

11.3 .2 Les formules de Cramer 522 



xvi Cours de mathématiques de première année 

1 1 .4 Résolution d 'un système linéaire . . . . . .  525 

1 1 .4 . l  Compatibilité d 'un système linéaire . 525 

1 1 .4 .2  Le théorème de Rouché-Fontené 526 

1 1 .4 .3  Méthode d 'élimination de Gauss 527 

1 1 .4 .4 Illustration avec des exemples . 530 

1 1 .5 Exercices de synthèse . 534 

1 1 .6 Solution des exercices 535 

12 Réduction des endomorphismes 543 

12 . 1  Éléments propres d 'un endomorphisme . 543 

1 2 . 1 . 1  Valeurs propres et vecteurs propres . 543 

1 2 . 1 . 2  Caractérisation des valeurs propres 545 

12 . 2  Sous-espaces propres 546 

12 .2 . 1 Définition . . 546 

12 .2 . 2  Somme de sous-espaces propres 547 

12 .3  Cas d 'un espace de dimension finie . . 550 

12 .3 . 1 Écriture sous forme matricielle 550 

12 .3 .2  Calcul des valeurs propres . 551  

12 .3 .3  Calcul des vecteurs propres 556 

12 .3 .4  Illustration avec un exemple . 559 

12.4 Diagonalisation et trigonalisation . . 561 

12 .4 . 1 Diagonalisation d 'un endomorphisme . 561 

12 .4 .2 Caractérisation de la diagonalisation en dimension finie 563 

12 .4 .3 Trigonalisation d'un endomorphisme 

12 .4.4 Illustration avec un exemple . . . .  

12 .4 .5  Complément : réduction de Jordan 

569 

572 

575 

' 12 .5  Exercices de synthèse . 577 

12 .6  Solution des exercices 578 

CALCUL DIFFÉRENTIEL 585 

13 Continuité des fonctions réelles d 'une variable réelle 587 

13 . 1 L'ensemble des applications de D dans IR 587 

13 . 1 . 1  Propriétés algébriques . . . . . . . 587 

13 . 1 . 2  Monotonicité, parité et périodicité 590 

13 . 1 .3 Applications bornées . . . . . . . . 593 



13 .2  Limites 

1 3 . 2 . 1  Définitions 

13 .2 . 2  Propriétés . 

Table des matières xvii 

597 

597 

603 

13 .2 .3  Opérations algébriques sur les limites 608 

13 .2 .4 Limites usuelles . 614 

13 .3 Continuité . . . . . . . . 616 

1 3 .3 .1 Définitions et premières propriétés 616 

13 .3 .2  Opérations algébriques sur les applications continues 622 

13 .3 .3 Continuité sur un intervalle 623 

1 3 .3 .4 Continuité uniforme 627 

13 .4 Étude des suites récurrentes 630 

13 .5 La dichotomie ou l 'art de couper en deux 636 

13 .6 Exercices de synthèse . . . . . . . . . . . . 640 

13 .  7 Solution des exercices 641 

14 Fonctions usuelles 657 

1 4. 1  Application réciproque 657 

14.2 Fonctions logarithmes 663 

14 . 2 . 1  La fonction logarithme népérien 663 

14 .2 .2  La fonction logarithme de base a 666 

14 .3 Fonctions exponentielles . . . . . 667 

14 .3 . 1  La fonction exponentielle 667 

14 .3 .2 La fonction exponentielle de base a . 671 

1 4 .4 Fonctions puissances 

14 .5 Comparaison locale . 

1 4 .6  Fonctions hyperboliques 

1 4 .7  Fonctions circulaires réciproques 

14. 7 . 1  La fonction arc-sinus . .  

14 .7 .2 La fonction arc-cosinus . 

14 .  7.3 La fonction arc-tangente . 

14 .8 Fonctions hyperboliques réciproques 

14 .8 . 1 La fonction argument sinus hyperbolique 

14 .8 .2 La fonction argument cosinus hyperbolique 

14 .8 .3 La fonction argument tangente hyperbolique 

1 4 .9 Exercices de synthèse . 

14 .lOSolution des exercices 

672 

674 

676 

682 

682 

685 

687 

690 

690 

693 

694 

696 

698 



xviii Cours de mathématiques de première année 

15 Comparaison locale de fonctions 717 

15 .1 Prépondérance et Domination . 71 7 

15 . 2  Équivalence . . . . . . . . . . . 722 

15 . 2 . 1  Définition et propriétés 722 

15 .2 . 2  Opérations sur les équivalents . 725 

15 .2 .3  Composition de fonctions équivalentes 729 

15 . 2 .4 Équivalents aux fonctions usuelles 731 

15 . 2 . 5  Changement de variable . . . . . 733 

15 .2 .6  Application au calcul de limites . 734 

15 . 2 .  7 Suites équivalentes 735 

15 . 3  Exercices de synthèse . 737 

15 .4  Solution des exercices 738 

16 Dérivabilité des fonctions réelles d'une variable réelle 7 4 7 

16 .1 Dérivée d'une fonction réelle . 747 

16 . 1 . 1  Définitions . . . . . . 747 

16 .1 . 2 Dérivées des fonctions usuelles 752 

16 . 1 .3 Propriétés algébriques de la dérivée . 753 

16 .1 .4 Différentielle . . . . 758 

16 . 1 . 5  Dérivées successives 760 

1 6 .2  Le théorème des accroissements finis 766 

16 .2 . 1 Le théorème de Rolle . . . . . 766 

16 .2 . 2  Le théorème des accroissements finis 769 

1 6 .3 Applications du théorème des accroissements finis . 771 

16 .3 .1 Étude de la monotonie d'une fonction dérivable 771 

1 6 .3 .2 Application à la recherche d'extremum . 773 

16 .3 .3 Étude de la convexité 775 

16 .3 .4 La règle de L'Hôpital 779 

1 6 .3 .5 Interpolation de Lagrange 781 

1 6 .4 La formule de Taylor-Lagrange . 789 

1 6 .5  Applications de la formule de Taylor-Lagrange 793 

1 6 . 5 . 1  Approximation polynomiale . . . . . . . 793 

16 .5 . 2  Position d'une courbe par rapport à sa tangente 794 

1 6 .6 Exercices de synthèse . 797 

1 6 . 7 Solution des exercices 799 



Table des matières xix 

17 Développements limités 815  

17 . 1 Définition e t  généralités 815 

17 .2 Le théorème de Taylor-Young 821 

17 .3 Opérations sur les développements limités 826 

17 .3 . 1 Opérations algébriques . . . . . . . 827 

17 .3 .2 Dérivation et primitivation d'un développement limité 832 

17.4 Extensions de la notion de développement limité . . 837 

17.4 . 1 Développements limités à gauche ou à droite 837 

17 .4 .2 Développement limité au voisinage d'un réel non nul 838 

17.4 .3 Développement limité au voisinage de l 'infini . . 840 

17 .4.4 Développement limité d'une fonction non bornée 842 

17 .5 Utilisations des développements limités . . . . . . 844 

17 .5 .  l Utilisation pour la recherche d'équivalents 844 

17 .5 .2 Utilisation pour le calcul de limites . 846 

17 .5 .3 Étude des branches infinies 847 

17 .5 .4 Étude des propriétés locales 854 

17.6 Quelques notions sur les développements asymptotiques 855 

17.6 . 1  Échelle de comparaison . . . 855 

17 .6 .2 Développement asymptotique 856 

17 .7 Plan d'étude d'une fonction 857 

17.8 Exercices de synthèse . 861 

17 .9 Solution des exercices 862 

CALCULINTtGRAL 885 

18 L'intégrale de Riemann 887 

18. 1 Intégrale d'une fonction en escalier 887 

18 . 1 . 1  Fonction en escalier . . . . 887 

18 . 1 . 2  Intégrale d'une fonction en escalier 889 

18 .2 Intégrale de Riemann . 891 

18 .2 . 1 Définition . . . 892 

18 .2 .2 Principaux exemples de fonctions Riemann-intégrables 897 

18 .2 .3 Propriétés de l 'intégrale de Riemann 899 

18 .3 Intégrales indéfinies et primitives 

18 .3 . 1 Intégrales indéfinies 

902 

902 



XX Cours de mathématiques de première année 

18 .3 .2  Primitives . . . . . . . . . . 907 

18 .3 .3 Liste des primitives usuelles 910 

18 .3 .4 Formule de primitivation par parties 913 

18 .3 .5  Formules de changement de variable pour une primitive 914 

18 .4 Résultats généraux sur l'intégrale de Riemann . 919 

18 .4 . 1 Intégration par parties . . . . . . . . . . 919 

18 .4 .2  Formule du changement de variable pour une intégrale . 921 

18 .4 .3 Sommes de Riemann . . 927 

18.4.4 Formules de la moyenne 934 

18 .4 .5 Formule de Taylor à reste intégral 935 

18 .5  Méthodes de calcul de primitives . . . . . 937 

18 . 5 . 1  Intégration d'une fonction rationnelle 937 

18 .5 . 2  Intégration d'une fonction rationnelle en sinus et cosinus 
hyperboliques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 942 

18 .5 .3  Intégration d'une fonction rationnelle en sinus et cosinus 943 

18 .5 .4  Intégration d'une fonction rationnelle à radical 

18 .6  Exercices de synthèse . 

944 

946 

18 .  7 Solution des exercices 948 

19 L'intégrale généralisée 965 

19 . 1 Nature d'une intégrale généralisée . 965 

19 .2  Calcul des intégrales généralisées . 970 

19 .2 . 1 Formule de changement de variable . 970 

19 .2 . 2  Intégration par parties . 973 

19 .2 .3  Exemples de référence 976 

19 .3 Critères de convergence . . . 978 

19 .3 . 1 Remarques préliminaires . 978 

19 .3 .2  Critère de Cauchy . . . . 979 

19 .3 .3  Critères de convergence pour les fonctions positives . 982 

19.4 Convergence absolue 988 

19 . 5  Semi-convergence . . 990 

19 .6  Exercices de synthèse . 994 

19 .7  Solution des exercices 996 



Table des matières 

20 Équations différentielles linéaires 

20 . 1  Définitions et terminologie . . . .  

20 . 2  Équations différentielles linéaires du premier ordre 

20 .2 .l Normalisation d'une équation différentielle . 

20 .2 .2 Équations différentielles homogènes . . .  

20 .2 .3 Équations différentielles non homogènes 

20 .2 .4 Étude détaillée d'un exemple . . . . .  . 

20 . 2 . 5  Équations différentielles à coefficients complexes 

20.3 Systèmes différentiels linéaires du premier ordre . 

20.3 . 1 Généralités . . . . . . . . . . .  . 

20 .3 .2 Systèmes différentiels homogènes 

20.3 .3 Systèmes différentiels non homogènes . 

xxi 

1009 

1009 

1012 

1012 

1014 

1017 

1026 

1031 

1033 

1 034 

1036 

1044 

20.3 .4 Équations différentielles d'ordre n à coefficients constants 1051 

20.4 Équations différentielles du second ordre à coefficients constants 1053 

20.4 . 1  Équations différentielles homogènes . . .  

20 .4 .2 Équations différentielles non homogènes 

20 .5  Exercices de synthèse . 

20.6 Solution des exercices 

Bibliographie 

Index 

1054 

1057 

1069 

1070 

1083 

1085 





PREMIÈRE PARTIE 

PRÉLIMINAIRES 





CHAPITRE 1 

Introduction à la logique 

mathématique 

Au départ de toute théorie mathématique se trouve un petit nombre d'énon
cés que l'on pose comme vrais a priori (on les appelle des axiomes) , à partir 
desquels se déduisent d'autres résultats mathématiques , ce qui permet d'enri
chir les énoncés considérés comme vrais de la théorie en question . Un résultat 
mathématique qui mérite d'être retenu est en général qualifié de proposition. 
D 'ailleurs , suivant son importance dans le cadre d'une théorie donnée, il pourra 
aussi être qualifié de 

- lemme : résultat d'une importance mineure, apparaissant en général en pré
ambule de résultats plus importants, 

- théorème : résultat d'une importance majeure. 

Notons qu'un résultat est qualifié de corollaire à un autre résultat si sa démons
tration découle directement du résultat mathématique dont il est le corollaire. 
Un énoncé qui définit un nouvel objet mathématique s 'appelle une définition. 
Un résultat mathématique est donc un enoncé vrai que l 'on peut déduire 
d'axiomes ou d'autres résultats mathématiques en s 'appuyant sur des règles 
strictes de logique. 

Le but de ce premier chapitre est de préciser certaines règles de logique sur 
lesquelles nous nous appuierons pour justifier les raisonnements utilisés dans 
nos démonstrations. 

1.1 Assertion et prédicat 

DÉFINITION 1 . 1  Une assertion est un énoncé auquel on peut attribuer la 
valeur de vérité vrai (V) ou faux (F) , mais jamais les deux à la fois. C'est le 
principe du tiers-exclu .  

I l  est d'usage de noter une assertion en  utilisant une lettre majuscule (par 
exemple P, Q, R). 



4 Les connecteurs logiques 

Exemples 

1 .  « Paris est la capitale de la France » est une assertion vraie . 
2 .  L'assertion « 24 est un multiple de 2 » est vraie et « 19 est un multiple de 2 » 
est une assertion fausse. 
3. « Alice Cooper pratique le golf» est une assertion vraie . (lJ 
Les énoncés que nous rencontrons le plus souvent sont d'une nature plus gé
nérale. Par exemple, considérons un entier naturel n. On ne peut pas dire si 
l 'énoncé « n est un multiple de 2 » est vrai ou faux puisque sa valeur de vérité 
dépend de l 'entier n. Par conséquent , l 'énoncé « n est un multiple de 2 » n'est 
pas une assertion . On dit que c 'est un prédicat . 

DÉFINITION 1.2 Soit E un ensemble. On appelle prédicat sur E un énoncé 
contenant des lettres appelées variables tel que quand on remplace chacune de 
ces variables par un élément de E, on obtienne une assertion. 

Un prédicat contenant la variable x sera noté P(x) pour marquer la dépen
dance de sa valeur de vérité par rapport à la variable x considérée . Il est clair 
qu 'une assertion peut s 'interprèter comme un prédicat sans variable, c 'est-à
dire comme un prédicat toujours vrai ou toujours faux, ce qui nous autorise à 
ne faire référence par la suite qu'à la notion de prédicat , englobant ainsi celle 
d'assertion. 

Exemples 

1. Comme nous l 'avons mentionné, l 'énoncé P(n) défini par « n est un multiple 
de 2 » est un prédicat sur N. Il devient une assertion quand on donne une 
valeur entière à n.  Par exemple, 
- l 'assertion P(lO)  définie par « 10 est un multiple de 2 » obtenue en rempla

çant n par 10 est vraie ; 
- l 'assertion P(l l )  définie par « 1 1  est un multiple de 2 » obtenue en rempla-

çant n par 1 1  est fausse. 
2 .  L'énoncé P(x, A) défini par « x E A »  est un prédicat à deux variables . On 
obtient par exemple les assertions P(l ,  N) et P(l/2 ,  Z) à partir du prédicat 
P(x, A) .  Il est clair que P(l , N) est une assertion vraie et que P(l/2 ,  Z) est une 
assertion fausse. 

1.2 Les connecteurs logiques 

Les connecteurs logiques permettent à partir de prédicats P, Q, R, . . . de 
créer de nouveaux prédicats dits prédicats composés dont on peut déterminer 
la valeur de vérité à partir des valeurs de vérité de P, Q, R, . . . Les cinq 
connecteurs logiques usuels sont « non », « et », « ou », « ==? » et « {::=:::} ». 

(l) Plus connu pour ses frasques scéniques, son maquillage ou son boa, Alice Cooper est aussi 
un joueur de Golf, de niveau tout à fait respectable. Surprenant , non ? 
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1.2.1 Négation, conjonction, disjonction 

DÉFINITION 1 . 3  La négation du prédicat P est le prédicat noté non(P) (ou 
parfois --,p) qui est vrai lorsque P est faux, et est faux lorsque P est vrai. 

Il est d'usage de présenter les valeurs de vérité de non(P) en fonction des valeurs 
de vérité de P dans un tableau appelé table de vérité. Pour le connecteur logique 
« non », on obtient la table de vérité suivante : 

non(P) 

1�1 F 
V 

Exemples 

1. Considérons le prédicat P défini par « 24 est un multiple de 2 ». Il s'agit 
d'une assertion vraie. Sa négation est« 24 n'est pas un multiple de 2 ».Il s'agit 
donc d'une assertion fausse. 
2. À partir du prédicat « x E A », on définit le prédicat « non (x E A) » qui 
s'écrit « x � A » . Par exemple, l'assertion« 1/2 tf. Z » est vraie car l'assertion 
« 1/2 E Z » est fausse. 
3. De même, à partir du prédicat P(E) défini par 

« E est un ensemble ayant un nombre infini d'éléments », 

on définit le prédicat non ( P( E)) . Il est donné par 

« E est un ensemble ayant un nombre fini d'éléments ». 

DÉFINITION 1 .4 Soient P et Q deux prédicats . 

)( Le prédicat « P et Q », appelé conjonction de P et Q, est un prédicat qui 
est vrai lorsque P et Q sont vrais simultanément, et faux dans tous les autres 
cas. On le note aussi «P A Q ». 

)( Le prédicat «P ou Q », appelé disjonction de P et Q, est un prédicat qui est 
vrai lorsque l 'un au moins des deux prédicats P et Q est vrai, et faux lorsque 
les deux sont faux. On le note aussi « P V Q ». 

Les tables de vérité des deux connecteurs logiques « et » et « ou » ainsi définis 
sont donc: 

1P 1 Q 1 P et Q 1 1p1Q1pouQ1 
V V V V V V 
V F F V F V 
F V F F V V 
F F F F F F 
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Il est à noter que le « ou » du langage courant a un sens exclusif<2> traduisant 
l'alternative entre P et Q : ou bien P est vraie (et Q est fausse), ou bien Q 
est vraie (et P fausse), mais P et Q ne peuvent être vrais simultanément. En 
revanche, le « ou » logique n'est pas exclusif. 

Exemples 

1. Le prédicat P défini par « 10 est divisible par 2 » (c'est une assertion) est 
vrai. Le prédicat Q défini par« 10 est divisible par 3 » (c'est aussi une assertion) 
est faux. Ainsi, « P et Q » (c'est encore une assertion) est faux. En revanche, 
« P ou Q » est vrai. 
2. On considère le prédicat P(x) défini par « x � 1 » et le prédicat Q(x) défini 
par« x � 2 » où x désigne un nombre réel. Alors, le prédicat« P(x) ou Q(x) » 
est défini par« x � 1 ou x � 2 ».Il est vrai si x E] - oo, 1] U [2, +oo[ et faux si 
x E ]1, 2[. En revanche, le prédicat« P(x) et Q(x) » défini par« x � 1 et x � 2 » 
est faux pour tout x E JR. 

1.2.2 Implication, équivalence 

DÉFINITION 1 . 5  Soient P et Q deux prédicats. 

X Le prédicat « P ===? Q », appelé implication de P vers Q et on lit « P 
implique Q » ou encore « P entraîne Q », est un prédicat qui est faux lorsque 
P est vrai et Q faux, et vrai dans tous les autres cas. 

X Le prédicat « P {::::::::} Q », appelé équivalence de P et de Q et on lit « P 
équivaut à Q », est un prédicat qui est vrai lorsque P et Q sont simultanément 
vrais ou faux, et faux dans tous les autres cas. 

Les tables de vérités des deux connecteurs logiques « ===? » et « {::::::::} » ainsi 
définis sont donc : 

P I Q I P {::::::::}Q I 
V V V V V V 
V F F V F F 
F V V F V F 
F F V F F V 

La définition de ces deux connecteurs appellent quelques commentaires. 
Observons que l'implication de P vers Q, telle qu'elle est définie ci-dessus, 
englobe la notion d'implication du langage courant : « Si P alors Q ». En effet, 
si P ===? Q est vrai, et si P vrai, alors Q est vrai (ce qui correspond à la 
première ligne de la table de vérité de P ===? Q). 

<2> Par exemple, la mention « fromage ou dessert » à la fin des menus dans les restaurants 
signifie que l 'on a le choix entre prendre un fromage ou prendre un dessert , mais pas les 
deux à la fois ! 
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Remarquons qu'au sens du langage courant, une implication exprime une rela
tion de cause à effet. Ici, la cause est P et l'effet est Q. Elle signifie que pour 
avoir l'effet, il suffit d'avoir la cause, et en ce sens, on dit parfois que P est 
une condition suffisante pour Q. Elle signifie aussi que la situation où il y a la 
cause mais pas l'effet est impossible (ce qui correspond à la deuxième ligne de 
la table de vérité de P ==? Q). Bien entendu, s'il n'y a pas la cause, il peut 
tout de même y avoir l'effet (on retrouve ici la troisième ligne de la table de 
vérité de P ==? Q). Enfin, il se peut qu'il n'y ait ni la cause, ni l'effet (ce qui 
correspond cette fois-ci à la quatrième ligne de la table de vérité de P ==? Q). 
Observons aussi que l'équivalence de P et de Q, telle qu'elle est définie ci-dessus, 
correspond à la notion d'équivalence du langage courant. 

Remarques 

1 .  En pratique, si P, Q et R désignent trois prédicats, alors le prédicat composé 
((P ==? Q) et (Q ==? R)) se note: 

p ==? Q ==? R. 

De même, le prédicat composé ((P � Q) et (Q � R)) se note: 

P�Q�R. 

2. L'implication Q ==? P s'appelle l 'implication réciproque de P ==? Q. 

1.2.3 Propriétés 

DÉFINITION 1 .6 Soient R1 et R2 deux prédicats (composés ou non) . 

)< Si R1 est vrai lorsque R2 est vrai et si R1 est faux lorsque R2 est faux alors 
on dit que R1 et R2 ont la même table de vérité ou qu 'ils sont logiquement 
équivalents, et on note R1 = R2. 
)< Dans le cas contraire, on note R1 =/:. R2. 

Exemples 

1 .  Soit P un prédicat. Alors le prédicat P et le prédicat non (non( P)) sont 
logiquement équivalents. En effet, grâce à la table de vérité 

1 P 1 non (P) 1 non(non (P)) 1 

1�1 � 1 � 1 
et en comparant la première colonne à la dernière colonne, on se rend compte 
que ces deux colonnes sont effectivement identiques. Ceci peut se résumer en 
disant que la double négation annule la négation. On note alors : 

non (non(P)) =P. 
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Bien évidemment , non(P) -=/'- P. 

2. Soit P un prédicat . On a : (P et P) = P. De même, (P ou P) = P. 

3 .  Soient P et Q deux prédicats. On vérifie les deux équivalences logiques : 

(P et Q) = (Q et P) ,  (P ou Q) = (Q ou P) . 

Elles expriment que les deux connecteurs logiques « et » et « ou » sont com
mutatifs . 

4. Soient P, Q ,  R trois prédicats. On vérifie : 

( (P et Q) et R) = (P et (Q et R)) ,  ( (P ou Q) ou R) = (P ou (Q ou R)) .  

Ces deux équivalences logiques expriment que les deux connecteurs logiques 
« et » et « ou » sont associatifs .  

5 .  Soient P, Q deux prédicats . On a l 'équivalence logique : 

( P et ( P ou Q) ) = P 

que l 'on peut vérifier en comparant la première colonne et la dernière colonne 
de la table de vérité suivante : 

1 P 1 Q 1 P ou Q 1 P et (P ou Q) 1 
V V V V 
V F V V 
F V V F 
F F F F 

6 .  Soient P et Q deux prédicats . On a l 'équivalence logique : 

(P Ç=::} Q) = (Q Ç=::} P) . 

7. Soient P et Q deux prédicats . On a alors l'équivalence logique : 

[ (non(P) ===? Q) et (non(P) ===? non(Q) ) J = P. 

Vérifions cette équivalence logique. Par commodité , désignons par R le prédicat 
composé « (non(P) ===? Q) et (non(P) ===? non(Q) ) ». On doit donc vérifier 
que « P = R ». C 'est immédiat en écrivant la table de vérité : 

1 P 1 Q 1 non(P) 1 non(Q) 1 non(P) ===? Q 1 non(P) ===? non(Q) 1 R 1 
V V F F V V V 
V F F V V V V 
F V V F V F F 
F F V V F V F 

Il suffit alors de comparer la première colonne (celle de P) et la dernière co
lonne (celle de R) entre elles . Elles sont identiques , ce qui signifie que P et R 
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sont logiquement équivalents .  C 'est sur cette équivalence logique que nous nous 
appuierons pour justifier un raisonnement par l 'absurde (voir page 17) . 

DÉFINITION 1 .  7 Un prédicat composé R qui est vrai quelles que soient les 
valeurs de vérité des prédicats qui le composent, est appelé une tautologie. 

Exemples 

1 .  Le prédicat composé « P ou non (P) » ,  construit par disjonction d 'un prédi
cat P et de sa négation , est vrai quelle que soit la valeur de vérité du prédicat P. 
C 'est donc une tautologie . Cela se vérifie en écrivant sa table de vérité : 

non (P) P ou non (P) 

1�1 F V 
V V 

et en ne constatant que la présence de la valeur de vérité V dans la colonne de 
« P ou non (P) ». 

2. Soient P, Q ,  R trois prédicats. Vérifions que le prédicat composé 

( (P ===? Q) et (Q ===? R)) ===? (P ===? R) 

est vrai quelles que soient les valeurs de vérité de P, Q et R. Par commodité, 
désignons par A le prédicat « P ===? Q » ,  par B le prédicat « Q ===? R » et 
par C le prédicat « P ===? R ». On doit donc montrer que « (A et B) ===? C » 
est toujours vrai . Écrivons la table de vérité : 

1 P 1 Q 1 R 1 A 1 B 1 A et B 1 C 1 (A et B) ===? C 1 
V V V V V V V V 
V F V F V F V V 
F V V V V V V V 
F F V V V V V V 
V V F V F F F V 
V F F F V F F V 
F V F V F F V V 
F F F V V V V V 

Puisque la dernière colonne ne comporte que la valeur de vérité V, le prédicat 
( (P ===? Q) et (Q ===? R)) ===? (P ===? R) est donc une tautologie. Elle exprime 
que l 'implication est transitive . 

3 .  Si P, Q et R désignent trois prédicats, on montre de la même manière que 
le prédicat composé 

( (P � Q) et (Q � R)) ===? (P � R) 

est vrai quelles que soient les valeurs de vérité des prédicats P, Q et R. On dit 
alors que l 'équivalence est transitive . 
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4. Soient P et Q deux prédicats . Alors on peut vérifier (le faire) que le prédicat 
composé (P et (P ===? Q) ) ===? Q est vrai quelles que soient les valeurs de 
vérité de P et Q .  

DÉFINITION 1 .8  Deux prédicats composés sont dits incompatibles si leur 
conjonction est fausse quelles que soient les valeurs de vérité des prédicats 
qui les composent. 

Exemples 

1. Le prédicat P et le prédicat non(P) sont incompatibles car 

non (P) P et non(P) 

1�1 F F 
V F 

Ce résultat est bien connu . Il exprime qu 'on ne peut avoir à la fois quelque 
chose et son contraire . 

2. Les deux prédicats « x � 1 » et « x )! 2 » sont incompatibles . 

PROPOSITION 1 . 1  Soient P, Q, R trois prédicats. 

)< On a alors les équivalences logiques suivantes, appelées lois de Morgan pour 
les prédicats : 

non (P ou Q) = (non(P) et non(Q) ) , 

non (P et Q) = (non(P) ou non(Q) ) . 

)< On a aussi les équivalences logiques suivantes : 

(P ou (Q et R)) = ( (P ou Q) et (P ou R)) ,  
(P et (Q  ou R)) = ( (P et Q) ou  (P et R)) .  

Elles expriment l a  distributivité du « ou » (respectivement du « et ») par 
rapport au « et » (resp. au «ou » ) . 

Démonstration La démonstration pour chacune des quatre équivalences lo
giques consiste en la comparaison des tables de vérité des prédicats à gauche 
et à droite du symbole d 'équivalence logique. Montrons à titre d'exemple la 
première loi de Morgan . On a : 

1 P 1 Q 1 P ou Q 1 non (P ou Q) 1 non (P) 1 non (Q) 1 non (P) et non (Q) 1 
V V V F F F F 
V F V F F V F 
F V V F V F F 
F F F V V V V 

En comparant la quatrième colonne et la dernière colonne, on se rend compte 
qu 'elles sont identiques , d 'où non(P ou Q) = (non(P) et non(Q) ) . D 
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PROPOSITION 1 . 2  Soient P e t  Q deux prédicats. O n  a alors les équivalences 
logiques suivantes : 

)< (P ===> Q) = (non(P) ou Q) ; 

)< non (P ====? Q) = (P et non(Q)) ; 

)< (P ====? Q) = (non(Q) ====? non(P)) ; 

)< ( P � Q) = ( ( P ===> Q) et ( Q ===> P)) . 

Démonstration Montrons les quatre équivalences logique. 

ç::: Commençons par montrer que « P ====? Q » et « non(P) ou Q » sont 
logiquement équivalents .  Écrivons la table de vérité de « non (P) ou Q » : 

1 P 1 Q 1 non (P) 1 non (P) ou Q 1 
V V F V 
V F F F 
F V V V 
F F V V 

L'équivalence logique s 'en déduit en comparant la dernière colonne de la table 
de vérité donnée ci-dessus avec la dernière colonnne de la table de vérité de 
« P ====? Q » donnée en page 6 .  

ç::: Utilisons la propriété démontrée ci-dessus : 

non (P ====? Q) = non (non(P) ou Q) . 

Or, non (non(P) ou Q) = (non(non(P) ) et non(Q)) d'après la première loi de 
Morgan . On a donc : 

non (P ====? Q) = (non(non(P)) et non(Q)) = (P et non (Q)) 
car non(non(P) ) = P. 

ç::: Utilisant à nouveau la première propriété, on a : 

(non(Q) ====? non(P)) = (non(non(Q)) ou non(P)) . 

Or, non(non(Q)) = Q .  Utilisant la commutativité du « ou » ,  on obtient : 

(non(Q) ====? non(P)) = (non (P) ou Q) . 

D 'où, en remarquant que (non (P) ou Q) = (P ====? Q) , 

(non(Q) ====? non(P)) = (P ===> Q) . 
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� Écrivons la table de vérité de « (P ==? Q) et (Q ==? P) » . On a :  

p ==? Q j Q ==? p i (P ==? Q) et (Q ==? P) i 

1 � 1 � 1  
V V V 
F V F 
V F F 
V V V 

La dernière colonne de la table de vérité donnée ci-dessus est identique à la 
dernière colonnne de la table de vérité de « P � Q » donnée en page 6 ,  ce 
qui établit la quatrième propriété. D 

Exemples 

1 .  Soient A et B deux ensembles finis . On a : 

(A c  B ==? card (A) � card (B) ) = (card (A) > card (B) ==? A <t B) . 

2 .  Soit n E N. On a :  (n2 pair ==? n pair) = (n impair ==? n2 impair) . 
Soient P et Q deux prédicats. L 'implication « non(Q) ==? non(P) » s 'appelle 
la contraposée de l 'implication « P ==? Q » .  On dit aussi que l 'implication 
« non(Q) ==? non(P) » s 'obtient par contraposition de « P ==? Q » .  

Si on interprète l 'implication de P vers Q comme une relation de cause (ici P) 
à effet (ici Q) , alors sa contraposée traduit le fait que de l 'absence de l 'effet on 
peut déduire l 'absence de la cause. En ce sens, on dit parfois que Q est une 
condition nécessaire pour P. D 'après la proposition 1 . 2 ,  une implication et sa 
contraposée sont logiquement équivalentes . En revanche, il est clair, en compa
rant la troisième colonne et la quatrième colonne dans la table de vérité donnée 
à la fin de la démonstration de la proposition 1 . 2 ,  que les deux implications 
« P ==? Q » et « Q ==? P » ne sont pas logiquement équivalentes . On écrit 
alors : 

P =? Q -=/=- Q =? P. 

L 'équivalence de P et Q s 'appelle double-implication. Elle se lit aussi « Pour 
que P, il faut et il suffit que Q » et on dit que P (respectivement Q) est une 
condition nécessaire et suffisante pour Q (resp . pour P) . 

Remarque Il est immédiat , d'après la proposition 1 . 2 ,  que les deux prédicats 
composés « P ==? P » et « P � P » sont vrais quelle que soit la valeur de 
vérité de P. Ce sont donc deux tautologies. 

1.3 Les quantificateurs mathématiques 

1.3.1 Quantificateurs simples 

À partir d 'un prédicat P(x) défini sur un ensemble E, on peut construire de 
nouvelles assertions dites assertions quantifiées en utilisant les quantificateurs 
« il existe » et « quel que soit » .  
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DÉFINITION 1 .9  Soit P(x) un prédicat défini sur un ensemble E. 

X Le quantificateur « quel que soit » (appelé aussi « pour tout ») noté \:/, 
permet de définir l 'assertion quantifiée « \:/x E E P(x) » qui est vraie lorsque 
tous les éléments x de E vérifient P(x) . 

X Le quantificateur « il existe », noté :J, permet de définir l 'assertion quantifiée 
« :l x E E P(x) » qui est vraie lorsqu 'on peut trouver (au moins) un élément 
x appartenant à E vérifiant l 'énoncé P(x) . 

Le quantificateur « quel que soit » est qualifié d' universel et le quantificateur 
« il existe » d'existentiel. 

Exemples 

1 .  L'énoncé « x2 + 2x - 3 ( 0 » est un prédicat . Il peut être vrai ou faux selon 
la valeur de x. L'énoncé « \:/x E [-3 ,  1 ] x2 + 2x - 3 ( 0 » est une assertion 
(quantifiée) . Elle est vraie puisque la quantité x2 + 2x - 3 est négative ou nulle 
pour tout x appartenant à l 'intervalle fermé [-3 ,  1 ] où -3 et 1 sont précisément 
les deux solutions de l 'équation x2 + 2x - 3 = O . 
2. L'assertion quantifiée « \:/n E N (n - 3)n > 0 » est fausse puisque qu 'il existe 
un élément n de N (prendre n = 0, n = 1 ,  n = 2 ou n = 3) pour lequel l 'énoncé 
« (n - 3)n > 0 » est faux. 
3 .  L'énoncé « Si le carré d 'un entier naturel est pair alors cet entier est pair » 
s 'écrit : « \:/n E N  (n2 pair ===? n pair) ». Il est vrai . Nous le montrerons au 
paragraphe 1 .4 .2 .  

4 .  L'assertion quantifiée « :J x E � x2 = 4 » est vraie car i l  existe (au moins) 
un élément de � qui vérifie x2 = 4. C 'est le cas des deux réels -2 et 2 .  

Observons que dans une assertion quantifiée, par exemple dans « \:/x E E P(x) » ,  
l a  lettre x pourrait être remplacée par n 'importe quelle autre lettre ; cela ne 
changerait ni le sens , ni la valeur de vérité de l 'assertion quantifiée. En ce 
sens, on dit que x est une variable muette. On pourrait par exemple écrire 
« \:/x E E P(x) » sous l 'une des formes suivantes : 

\:/y E E P(y) , \:/a E E P(a) , W E E P(f) , 

Remarques 

1 .  Suivant l'expression « Qui peut le plus , peut le moins » ,  il est clair que l 'as
sertion quantifiée « :J x E E P( x) » est automatiquement vérifiée dès lors que 
l 'assertion quantifiée « \:/x E E P(x) » l 'est . Par exemple, l 'assertion quanti
fiée « :l x  E [-3, 1] x2 + 2x - 3 ( 0 » est vraie puisque l 'assertion quantifiée 
« \:/x E [-3, 1] x2 + 2x - 3 ( 0 » est vraie. 

2. Lorsqu'il existe un élément de E vérifiant P(x) , cela n'exclut en aucun cas 
la possibilité qu 'il en existe plusieurs . S 'il en existe un et un seul , on pourra 
écrire : 

:J ! x E E  P(x) 

et on dira qu 'il existe un unique élément x de E vérifiant P(x) . 
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Règles de négation d'une assertion quantifiée 

La négation de « pour tout élément x de E l 'énoncé P(x) est vrai » est « il 
existe un élément x de E pour lequel l 'énoncé P(x) est faux » et la négation 
de « il existe un élément x de E pour lequel l 'énoncé P(x) est vrai » est « pour 
tout élément x de E l 'énoncé P(x) est faux ». Autrement dit , 

non (\ix E E P(x) ) = 3 x  E E non (P(x) ) , 

non (3 x  E E P(x) ) = \ix E E non (P(x) ) . 

Par exemple, si P(x) et Q (x) désignent deux prédicats définis sur E alors 

non [vx E E (P(x) ===? Q(x)) ]  3 x  E E non [P(x) ===? Q(x)] 
3 x  E E (P(x) et non (Q(x) ) ) 

car « non (P(x) ===? Q(x) ) » est équivalent logiquement à «  P(x) et non ( Q(x) ) » 
(voir la proposition 1 . 2 ,  page 1 1 ) .  On en déduit : 

non [vx E E (P(x) {::::=:} Q(x) ) ) 
= 3 x  E E [ (P(x) et non (Q(x) ) ) ou ( non (P(x) ) et Q(x)) ) . 

Remarque En pratique, il arrive parfois de manipuler des assertions quanti
fiées dont le sens est correct mais dont l 'écriture ne l 'est pas . Considérons par 
exemple l 'énoncé « tout nombre réel x positif ou nul et inférieur ou égal à 1 
vérifie l 'inégalité x2 ::( x ». Son écriture à l 'aide des quantificateurs est : 

\i X E { U E IR+ j U ::( 1 }  x2 ::( x .  

On rencontre parfois cet énoncé écrit de manière abusive sous la forme : 

\ix E IR+ x ::( 1 x2 ::( x .  

( 1 )  

(2) 

Cette dernière écriture est incorrecte car elle gène la compréhension de l 'énoncé 
mathématique. Pour bien se rendre compte que l 'assertion (2) est ambiguë du 
point de vue de la logique, il suffit d'essayer d 'en écrire la négation. Il est 
clair que la négation de « \ix E IR+ » s 'écrit « 3x E IR+ ».  Par contre, on ne 
sait pas quoi prendre pour la négation de « x ::( 1 x2 ::( x ». Faut-il prendre 
« x > 1 et x2 > x » ou bien « x > 1 ou x2 > x » ? Pour répondre à cette 
question, établissons la négation de l 'assertion ( 1 )  écrite en respectant les règles 
de logique. On a : 

non ( \ix E { u E IR+ 1 u ::( 1 }  x2 ::( x) = 3x E { u E IR+ 1 u ::( 1 }  x2 > x .  

On se rend compte que la négation ne correspond à aucune des deux formes pro
posées puisqu 'en écrivant la négation de l 'assertion ( 1 )  sous une forme analogue 
à l 'assertion (2) , on a :  

3x E IR+ x ::( 1 x2 > x. 
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1 .3 .2  Quantificateurs multiples 

Considérons maintenant un prédicat P(x, y) à deux variables où x et y re
présentent respectivement un élément d 'un ensemble E et un élément d 'un 
l 'ensemble F. L'énoncé « 'Vy E F P(x, y) » est encore un prédicat puisque sa 
valeur de vérité dépend de la variable x appartenant à E. En revanche, l 'énoncé 
« 'Vx E E 'Vy E F P(x, y) » est une assertion. Elle est définie comme suit . 

DÉFINITION 1 . 10  Soit P(x, y) un prédicat défini sur les ensembles E et F.  
)< L 'assertion quantifiée « 'Vx E E 'Vy E F P ( x ,  y) » est vraie lorsque tous les 
éléments x de E et tous les éléments y de F vérifient P(x, y) . 

)< L 'assertion quantifiée « 3 x E E 3 y E F P ( x, y) » est vraie lorsqu 'il existe 
(au moins) un élément x appartenant à E et lorsqu 'il existe (au moins) un 
élément y appartenant à F vérifiant P(x, y) . 

Exemples 

1 .  L'assertion quantifiée « 'Vx E IR+ 'Vn E .N ( 1  + x)n � 1 » est vraie . 
2. L'assertion quantifiée « 3 x E IR 3 y E IR x + y  = 5 » est vraie . Il suffit de 
considérer par exemple x = 2 et y = 3 (ou encore x = - 2 et y = 7) . 

3 .  On se convainc facilement de l 'équivalence logique suivante : 

où l 'assertion Ri est définie par « 3x E E P(x) » et où R2 est définie par : 

'Vx E E  'Vx' E E  ( ( P(x) et P(x' ) ) ===? x = x') . 

L'assertion Ri traduit l 'existence d 'un élément x vérifiant P(x) et l 'assertion R2 
traduit l 'unicité de cet élément . 

Règles d'utilisation des quantificateurs multiples 

La plupart des énoncés mathématiques demandent , pour être correctement for
malisés , l 'usage successif de quantificateurs différents .  On peut ainsi construire 
de nouvelles assertions quantifiées en combinant à souhait les deux quantifica
teurs V et 3 définis précédemment . Par exemple, l 'assertion « tout nombre réel 
positif ou nul possède une racine carrée positive ou nulle » s 'écrit : 

'Vx E IR+ 3 u E IR+ u2 = x. 

L'utilisation de quantificateurs multiples doit cependant s 'effectuer dans le res
pect de certaines règles . 
- RÈGLE 1 : on peut permuter deux quantificateurs identiques . 

(vx E E 'Vy E F P(x, y)) = (vy E F 'Vx E E P(x, y)) , 

(=i x  E E 3 y  E F P(x, y)) =: (::i y E F 3 x  E E P(x , y)) . 
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- RÈGLE 2 : on ne peut pas permuter deux quantificateurs différents .  

(:i y  E F 't:/x E E P(x, y)) oj. (vx E E :J y E F P(x, y)) . 

Par exemple, « 't:/x E JR :J y E JR x :::;; y » est une assertion vraie puisque si x 
désigne un réel quelconque, alors , en prenant y = x + 1 on a : x :::;; y. En 
revanche l 'assertion « :J y E JR 't:/x E JR x :::;; y » est fausse puisque l 'ensemble 
des nombres réels n 'est pas borné. 

1.4 Les différents modes de démonstration en mathématique 

1 .4 .1  Raisonnement par hypothèse auxiliaire 

Un raisonnement par hypothèse auxiliaire s 'appuie sur la tautologie suivante : 

(P et (P ===;. Q) ) ===;. Q.  

Ainsi , s i  l 'énoncé P est vrai e t  s i  l 'implication P ====? Q est vraie alors l 'énoncé Q 
est nécessairement vrai . C 'est la méthode de démonstration la plus courante. 

Exemple Soient A =  {2, -3} et B = {x E JR 1 x2 + x - 6 = O}. Pour montrer 
que A = B on utilise l 'implication 

(A c B et card(A) = card(B)) ====? A =  B.  (3) 

Elle sera démontrée au chapitre suivant (voir le corollaire 2 . 1 ,  page 30) . Ici , P 
est « A C B et card(A) = card(B) » et Q est « A = B ». Commençons par 
montrer que l 'énoncé P est vrai . D 'une part, A c B car 2 et -3 sont des 
solutions de l 'équation x2 + x - 6 = 0, et d'autre part , card(A) = card(B) car 
le trinôme x2 + x - 6, de discriminant strictement positif, possède deux racines 
réelles distinctes . Puisque l ' implication (3) est vraie, on obtient finalement que 
l 'énoncé Q est vrai , autrement dit que l 'égalité ensembliste A = B est vraie. 

1 .4.2 Raisonnement par contraposée 

Il sert à démontrer qu 'une implication « P ====? Q » est vraie . Il s 'appuie sur 
l 'équivalence logique suivante (voir la proposition 1 . 2) : 

( P ====? Q ) = ( non(Q) ====? non(P) ) . 

Au lieu de montrer que l 'implication « P ====? Q » est vraie , le raisonnement 
par contraposée consiste à montrer que l 'implication « non(Q) ====? non(P) » 
est vraie. On fait donc l 'hypothèse que l 'énoncé non( Q) est vrai et on montre 
que ceci implique que l 'énoncé non(P) est vrai . 
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Exemples 

1 .  Montrons en utilisant un raisonnement par contraposée l 'assertion suivante : 
« Vn E N ( n2 pair ==} n pair) ». Pour cela, montrons que 

Vn E N  (non(n pair) ==} non(n2 pair) ) , 

autrement dit que 

Vn E N  (n impair ==} n2 impair) . 

Soit n un entier naturel . Supposons n impair. Cela signifie qu 'il existe p appar
tenant à N tel que n = 2p + 1 .  On a alors : 

n2 = (2p + 1 ) 2 = 2(2p2 + 2p) + 1 .  

On  a ainsi écrit n2 sous l a  forme n2 = 2q  + 1 avec q = 2p2 + 2p dans N. Le 
nombre n2 est donc impair et le résultat est démontré. 

2. Montrons que « Vx E lR ( (Ve > 0 l x l  < e) ==} x = ü) » . Utilisons pour cela 
un raisonnement par contraposée . On doit donc montrer que 

Vx E lR (non(x = 0) ==} non (Ve > 0 l x l  < e) ) , 

autrement dit que 

puisque 

Vx E lR ( x -=1- 0 ==} (:le > 0 l x l  ?: e) ) 

Soit x E R Supposons x -=1- 0 et montrons qu 'il existe e > 0 tel que lx l  ?: e .  C 'est 
immédiat . Il suffit en effet de prendre e = l x l /2 puisque lx l /2 est strictement 
positif et lx l  ?: l x l /2 .  D 'une manière plus générale, e = l x l /o: avec a ?: 1 
convient aussi puisque, pour tout réel a ?:  1 ,  l x l /o: > 0 et l x l  ?: l x l /o:. 

Pour montrer qu'une assertion quantifiée de la forme « Vx E E P(x) » est 
vraie (avec E un ensemble infini) , vérifier que l 'énoncé P(x) est vrai pour 
un élément particulier de E ne constitue en aucun cas une démonstration . Il 
faut le vérifier pour tous les éléments de E. La bonne démarche consiste à se 
donner un élément quelconque x appartenant à l 'ensemble E et à démontrer 
que l 'énoncé P(x) est vrai pour cet élément x .  

1 .4.3 Raisonnement par l'absurde 

Pour montrer qu 'un énoncé P est vrai , un raisonnement par l 'absurde consiste à 
montrer que sa négation, l 'énoncé non(P) , entraîne un énoncé Q et son contraire 
non(Q) . Il s 'appuie sur l 'équivalence logique : 

( (non(P) ==} Q) et (non(P) ==} non(Q) ) ) = P. 
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En pratique , on suppose l 'énoncé non(P) comme étant vrai et on cherche alors 
un énoncé (noté Q ci-dessus) qui ,  sous cette hypothèse, serait à la fois vrai 
et faux. On dit que l 'on a obtenu une contradiction ou que l 'hypothèse est 
contradictoire . 

Exemple Montrons en utilisant un raisonnement par l 'absurde que J2 est 
irrationnel , c'est-à-dire que J2 <f_ Ql. Rappelons que J2 est , par définition, le 
nombre réel positif dont le carré vaut 2. Supposons que J2 soit un nombre 
rationnel . Il existe un couple (p, q) E N x N* avec p et q premiers entre eux 
(c'est-à-dire sans diviseur commun autre que 1) tel que J2 = p/q. Élevons au 
carré l 'égalité J2 = p/q. On obtient : 

ou encore 2q2 = p2 , d 'où p2 est pair. D 'après l 'exemple précédent , on en déduit 
que p est pair. Il existe donc m appartenant à N tel que p = 2m. En remplaçant 
alors p par 2m dans p2 = 2q2 , on obtient : 

(2m)2 = 2q2 

ou encore 2m2 = q2 , ce qui signifie que q2 est pair. On en déduit alors que q 
est pair (voir l 'exemple précédent) , ce qui signifie qu 'il existe m' appartenant 
à N tel que q = 2m' . On a donc fait apparaître un diviseur commun à p et q (à 
savoir le nombre 2) , ce qui est contraire à notre hypothèse « p et q sont premiers 
entre eux ». La démonstration par l 'absurde de « J2 <f_ Ql » est terminée. 

Remarque Ce mode de raisonnement est souvent utilisé pour montrer qu'une 
implication « A ==>  B » est vraie. Rappelons l'équivalence logique suivante : 

non (A ==> B) = (A et non(B) ) . 

Pour montrer par l 'absurde que l 'implication « A  ==> B » est vraie, on suppose 
l 'énoncé A et l 'énoncé non (B) comme étant vrais et on montre que cela conduit 
à une contradiction. 

Exemple Soient x et y deux nombres rationnels . Montrons l 'équivalence : 

X + y.j2 = 1 {===? (X = 1 et y = Ü) . 

Montrons dans un premier temps que « x + y.J2 = 1 ==> ( x = 1 et y = 0 ) » 
en utilisant un raisonnement par l 'absurde. Supposons d 'une part que 

x + yJ2 = 1, (4) 

et d 'autre part que x =1- 1 ou y =1- O. Supposons d'abord y =1- O. Alors , de (4) il 
vient : 

J2 = ( 1  - x)/y . (5) 
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Puisque x et y appartiennent à Q, i l  est clair que ( 1  - x)/y appartient aussi 
à Q. L'égalité (5) signifie ainsi que v'2 est égal à un nombre rationnel , ce qui 
est absurde puisqu'il a été démontré plus haut que v'2 (j. Q. L'hypothèse y -:/- 0 
est donc fausse, ce qui signifie que y est nul .  Supposer x -1- 1 (avec y = 0) est 
bien évidemment en contradiction avec (4) , ce qui termine la démonstration de 
l 'implication « X + yJ2 = 1 ===:} (x = 1 et y =  o) ». Sa réciproque, l 'implica
tion « (x = 1 et y =  ü) ===:} x + yJ2 = 1 » est immédiate. L 'équivalence est 
donc démontrée. 

1 .4.4 Raisonnement par contre-exemple 

Un raisonnement par contre-exemple sert à démontrer qu'une assertion quan
tifiée de la forme « 't/x E E P(x) » est fausse. Pour cela, on démontre que sa 
négation est vraie . On a vu que 

non ('t:/x E E P(x)) = (:i x  E E non (P(x) ) ) .  
Ainsi , pour montrer que « 't/x E E P(x) » est une assertion fausse, la méthode 
consiste à exhiber un élément x de E ne vérifiant pas P(x) . 

Exemples 

1 .  « toute application de lR dans lR est soit paire soit impaire » est une assertion 
fausse puisqu 'on peut trouver une application de lR dans lR qui n 'est ni paire , 
ni impaire . C 'est par exemple le cas de l 'application x 1---' exp(x) . 

2 .  Considérons l 'assertion quantifiée « 't/x E lR 'Ve > 0 ( l x l  < e ===:} x = ü) ». 
Il s 'agit d 'une assertion fausse puisqu 'on peut trouver un réel x et un réel e > 0 
pour lesquels l 'implication « ! x i  < e ===:} x = 0 » est fausse, autrement dit 
vérifiant « l x l  < e et x -1- 0 ». Il suffit par exemple de prendre x = 1 et e = 2 .  

I l  ne faut pas confondre l 'assertion quantifiée 

't/x E 1R 'Ve > 0 ( l x l  < e ===:} x = ü) (6) 

avec l 'assertion quantifiée 

't/x E 1R ( ('Ve > 0 l x l  < e) ===:} x = 0) . (7) 

Les différences entre ces deux assertions apparaissent seulement au niveau 
des parenthèses . L'assertion (6) est fausse (nous venons d 'en exhiber un 
contre-exemple) tandis que l 'assertion (7) est vraie (nous l 'avons démontrée 
en utilisant un raisonnement par contraposée, voir § 1 .4 .2 ) . D 'où l 'impor
tance des parenthèses dans les écritures ! 

1 .4.5 Raisonnement par récurrence 

De nombreux résultats s 'expriment sous la forme « 't/n E N P(n) ». Une dé
monstration par récurrence permet de montrer qu 'une telle assertion quantifiée 
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est vraie . Son principe exprime le fait que si la propriété P(O) est vraie et 
si l 'implication « P(n) ====? P(n + 1) » est vraie (on dit alors que P(n) est 
une propriété héréditaire) , alors la propriété P(n) est vraie pour tout entier 
naturel n. 
La méthodologie consiste à : 
- vérifier que la propriété P(O) est vraie ; 
- puis démontrer que si la propriété P(n) est vraie alors P(n + 1 )  est vraie. 

La propriété P(n) supposée vraie est appelée hypothèse de récurrence. 
Comme l ' illustre l 'exemple suivant , un raisonnement par récurrence peut être 
utilisé si la propriété P(n) n 'est vraie qu'à partir d'un certain rang no où n0 
désigne un entier naturel non nécessairement égal à O .  Dans ce cas précis , la 
première étape consistera à montrer que la propriété P(no ) est vraie. 

Exemple Montrons par récurrence que 

'Vn E N* ( 1 + 2 +  . . .  + n)2 = 13 + 23 + . . .  + n3 . 

Soit P(n) la propriété : ( 1 + 2  + . . .  + n)2 = 13 + 23 + . . .  + n3 • La propriété 
P(l )  est vraie car 12 = 1 3 •  Soit n un entier naturel non nul . Montrons que 
l 'implication « P(n) ====? P(n + 1 ) » est vraie . Supposons la propriété vraie au 
rang n (c'est l 'hypothèse de récurrence) et montrons qu 'elle est vraie au rang 
n + 1 ,  c'est-à-dire montrons que 

Partons du terme de gauche pour arriver au terme de droite (c 'est ici plus 
simple) . Posons S = 1 + 2  + . . .  + n. On a :  

( 1 + 2  + . . .  + n + 1 ) 2 = (S + (n + 1 ) ) 2 = 82 + 2 (n + l )S  + (n + 1 ) 2 . 

Or, S, qui est la somme des n premiers entiers , vaut aussi n(n + 1 )/2 et , par 
ailleurs , d'après l 'hypothèse de récurrence, 82 = 13 + 23 + . . .  + n3 . On a donc : 

( 1 + 2 + . . .  + n + 1 ) 2 13 + 23 + . . .  + n3 + n(n + 1 )2 + (n + 1 )2 

13 + 23 + . . .  + n3 + (n + 1 )3 .  

Nous avons ainsi montré que pour tout entier naturel n non nul , l 'implication 
« P(n) ====? P(n + 1 ) » était vraie . Le principe de récurrence permet alors 
d 'affirmer que l 'égalité (1 + 2 + . . .  + n)2 = 13 + 23 + . . .  + n3 est vraie pour 
tout entier naturel n non nul . 

Récurrence multiple 

Soient q un entier naturel non nul et P(n) une propriété définie pour tout entier 
naturel n � no . Si les propriétés P(no ) , P(no + l ) , . . .  , P(n0 + q - l ) sont vraies 
et si l 'implication (P(n) et P(n + 1 ) et . . .  et P(n + q - l ) ) ====? P(n + q) 
est vraie, alors la propriété P(n) est vraie pour tout n � n0 . On parle alors de 
récurrence multiple. En particulier , on parle de récurrence double si q = 2 et 
de récurrence triple si q = 3 . 
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Exemple Soit (un )nEN la suite réelle telle que u0 = 2 ,  u1 = 3 et vérifiant la 
relation de récurrence : 

(8) 

Cherchons l'expression de Un en fonction de n. Pour cela, commençons par 
calculer les premières valeurs prises par Un . Nous les avons regroupées pour n 
variant de 0 à 7 dans le tableau suivant : 

7 
129 

On se rend compte que Un = 2n + 1 pour n E {O ,  1 ,  . . .  , 7 } .  Montrons que ce 
résultat est en fait vrai pour tout n E N, c'est-à-dire que 

\:/n E N Un = 2n + 1 .  

Utilisons un raisonnement par récurrence (ici une récurrence double s 'impose) . 
Soit P(n) la propriété : Un = 2n + 1 .  Les propriétés P(O) et P(l ) sont vraies 
car u0 = 2 = 2° + 1 et u1 = 3 = 2 1 + 1 .  Soit n un entier naturel . Montrons 
que l 'implication « (P(n) et P(n + 1 ) )  ==? P(n + 2) » est vraie . Supposons 
la propriété vraie aux rangs n et n + 1 (c 'est notre hypothèse de récurrence) , 
c 'est-à-dire supposons que Un = 2n + 1 et Un+i = 2n+l + 1 ,  et montrons qu 'elle 
est vraie au rang n + 2, c'est-à-dire montrons que 

En remplaçant Un par 2n + 1 et Un+i par 2n+ l + 1 dans la relation de récur
rence (8) , on obtient : 

3 (2n+ l + 1 ) - 2 (2n + 1 ) 
2 X 2n+ l + 1 = 2n+2 + 1 .  

Nous avons montré que l 'implication « (P(n) et P(n + 1 ) )  ==? P(n + 2) » 
était vraie pour tout entier naturel n. Le principe de récurrence multiple permet 
alors d'affirmer que la propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n, 
autrement dit que Un = 2n + 1 pour tout n E N. 





CHAPITRE 2 

Structures fondamentales 

2.1 Ensemble et sous-ensemble 

2 .1 . 1  Généralités sur les ensembles 

On peut définir de manière intuitive un ensemble comme la réunion dans une 
même entité de certains objets bien déterminés . On appelle ces objets les élé
ments de l'ensemble. Ce ne sont pas nécessairement des nombres . 

Il est d 'usage de noter un ensemble en utilisant une lettre majuscule et un 
élément en utilisant une lettre minuscule. Ainsi , pour signifier que x est un 
élément de l 'ensemble E on écrit x E E et on lit « x appartient à E ». Si x 
n 'est pas un élément de E on écrit x rf:. E et on dit que « x n'appartient pas 
à E ». Si x et y sont deux éléments de E, on notera x = y  si ces éléments sont 
égaux et x -1- y s 'ils sont différents .  

Exemples usuels d'ensembles de  nombres : 

N ensemble des nombres entiers naturels, 
Z ensemble des nombres entiers relatifs ,  

Ql ensemble des nombres rationnels, 
lR ensemble des nombres réels, 
C ensemble des nombres complexes . 

Signalons que nous devons la notation Z au mathématicien allemand Richard 
Dedekind (du mot allemand zahl qui signifie « nombre » ) et les notations N 
et Ql au mathématicien italien Giuseppe Peano (des mots italiens naturale et 
quoziente qui signifient respectivement « naturel » et « quotient » ) .  Le terme 
« réel » ( real en allemand et en anglais) pour désigner un nombre rationnel ou 
irrationnel , fut utilisé par Georg Cantor . 

Un ensemble peut se définir de deux manières : 

soit en extension : on dresse la liste de tous les éléments. L'ordre, ainsi 
qu 'une éventuelle répétition des éléments sont sans influence. Ainsi , 

{a , b, c, d} = {b, c, a , d} = {a , b, a , c, d, d} .  
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- soit en compréhension : on énonce une propriété caractéristique des éléments 
de l 'ensemble. 

On peut représenter graphiquement un ensemble à l 'aide d 'un diagramme de 
Venn. Considérons par exemple l 'ensemble A défini en extension par 
A = {O ,  1 ,  2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} . Il peut aussi être défini en compréhension par 
A =  {x E N /  0 :::;; x :::;; 9 } .  Le diagramme de Venn de l 'ensemble A est donné à 
la figure 1 .  

8 

1 
7 

2 0 

3 

5 

4 

6 

A 

9 

Fig. 1 Représentation à l 'aide d'un diagramme de Venn de l 'en
semble A =  {x E N  1 0 ::;;; x ::;;; 9} .  

DÉFINITION 2.1 X Un ensemble E est  dit fini lorsque le  nombre d 'éléments 
qui le composent est un entier naturel. Dans ce cas, le nombre d 'éléments est 
appelé le cardinal de l 'ensemble . On le note card (E) . 

X Un ensemble qui n'est pas fini est dit infini. 

Exemple A =  { x E N / 0 :::;; x :::;; 9}  est fini de cardinal card (A) = 10 .  

DÉFINITION 2 .2  X Un ensemble est  dit vide lorsqu 'il ne contient aucun élé
ment. On le note © .  Par convention, card (0) = O . 

X On appelle singleton un ensemble qui ne contient qu 'un seul élément. Son 
cardinal est l .  

2.1.2 Partie, sous-ensemble 

DÉFINITION 2 .3  Soient A et B deux ensembles . On dit que A est inclus dans 
B {ou que « A  est contenu dans B » ou que « B contient A » ) , et on note 
A C B, si tout élément de A est un élément de B . L 'ensemble A est alors 
qualifié de partie ou de sous-ensemble de B . 

En d'autres termes , A et B désignant deux parties d 'un ensemble E, A est 
inclus dans B si 

'v'x E E (x E A  ===? x E B) . 
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Par exemple, N C Z C Q C IR C C. En utilisant les règles de négation d 'une 
assertion quantifiée, on vérifie les équivalences logiques suivantes : 

non (A c B) 
non (Vx E E (x E A ===? x E B)) 
3 X E E non (X E A ====} X E B) 
:l x  E E (x E A et non(x E B)) 
3 x E E ( x E A et x tf- B) . 

Ainsi , A n 'est pas inclus dans B s 'il existe (au moins) un élément de A qui 
n 'est pas un élément de B .  Par exemple, Q <t Z car 2/3 E Q et 2/3 tf- Z, et 
N </:. IR* car 0 E N et 0 tf_ IR*. 

Remarques 

1 .  Par convention , l 'ensemble 0 est inclus dans tout ensemble . 

2 .  L 'inclusion est à prendre au sens large puisqu 'un ensemble peut être inclus 
dans lui-même. 

3 .  Si A et B sont deux ensembles finis et si A c  B alors card (A) � card (B) . 
4. Soient A, B, C trois sous-ensembles d 'un ensemble E. Si A c B et B c C 
alors A c  C. 

DÉFINITION 2 .4 On dit que deux ensembles E et F sont égaux (ou iden
tiques), et on note E = F, si tout élément de E est élément de F et si tout 
élément de F est élément de E. Autrement dit, 

E = F  ( E c F et F c E) . 

Dans le cas contraire, on dit qu 'ils sont distincts et on note E -:/- F.  

Lorsque E est inclus dans F et  que E -:/- F, on dit que E est strictement inclus 
dans F et on note E Ç F. 

Exemple On considère les trois sous-ensembles finis de IR suivants : { A =  {x E IR J x2 - 3x + 2 = O} (défini en compréhension) 
B = { 1 ,  2} (défini en extension) 

C = { 1 ,  2, J2} (défini en extension) 

On a A =  B et B c C avec B -:/- C, ce que l 'on note : B Ç C. 

2.1 .3  Ensemble des parties d'un ensemble 

DÉFINITION 2 .5  Soit E un ensemble. Les sous-ensembles de E forment un 
ensemble appelé ensemble des parties de E et noté P(E) . Autrement dit, 
A E P(E) signifie que A c  E.  
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Remarquons que les éléments de P(E) sont des sous-ensembles de E et non 
pas des éléments de E. De plus, contrairement à l 'ensemble E qui peut être 
vide, l 'ensemble P(E) n 'est , lui , jamais vide puisqu'il contient au moins les 
ensembles 0 et E. Par exemple, si E = {a, b, c} alors 

P(E) = {0 , {a} , { b} , {c} , {a, b} , {a, c} , {b, c} , {a, b, c} } · 
En comptant les éléments de  P(E) , on  remarque que card (P(E) ) = 23 = 8 .  
Ce résultat se généralise. 

PROPOSITION 2 . 1  Si E est un ensemble fini de cardinal n alors l 'ensemble 
P(E) est fini et card (P(E) ) = 2n . 

Démonstration Soit n un entier naturel non nul . Il suffit de dénombrer , 
pour p variant de 0 à n, le nombre de manières de choisir (sans ordre, ni 
remise d'après la définition d 'un ensemble, voir page 23) p éléments parmi les n 
éléments de l 'ensemble E. Rappelons que le nombre de combinaisons de p élé
ments pris dans un ensemble à n éléments est donné par le coefficient binomial , 
noté (;) , défini par 

(;) - p! X (:' - p) !  
pour tout p E { 0 ,  1 ,  . . .  , n } .  Il est à noter que le coefficient binomial est parfois 
noté C� . Cette notation fait apparaître explicitement la lettre « c » (en écriture 
calligraphiée) rappelant la première lettre du mot « combinaison ». Ainsi , on 
dénombre (�) = 1 ensemble à 0  élément (c'est l 'ensemble 0) , (7) = n ensembles 
à 1 élément (ce sont les singletons) , (�) ensembles à 2 éléments, (�) ensembles 
à 3 éléments, . . .  , (n:: 1 ) = n ensembles à n - 1 éléments et enfin (�) = 1 
ensemble à n éléments. On en déduit : 

card (P(E) ) = t (n) .  
p=O p 

Il reste à vérifier que E;=O (;) = 2n . Utilisons pour cela la formule du binôme 
de Newton : pour tout réel a, pour tout réel b et pour tout entier naturel n, 

Cette formule est donnée et démontrée dans le cas général en page 77. En 
prenant a =  b = 1 ,  on obtient : 

t (n) = 2n , 
p=O p 

ce qui termine la démonstration. D 
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2 .1 .4 Opérations sur les ensembles 
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DÉFINITION 2.6 Soient E un ensemble et A, B deux sous-ensembles de E. 
L 'union des deux ensembles A et B, notée AU B, est  l 'ensemble constitué par 
les éléments de E appartenant à A ou B. Autrement dit, 

A u B dfl {X E E 1 X E A ou X E B} . 

À l 'évidence, A et B sont des sous-ensembles de A U  B, c'est-à-dire : 

A c (A U B) et B c (A U B) .  

De  plus , il est clair que si A c B alors A U B = B.  Montrons que A U B = B 
implique A c B.  Supposons A U  B = B et montrons que tout élément de A 
est dans B. Soit x E A. Puisque A c A U  B, x appartient aussi à A U  B. 
Or, A U  B = B. L'élément x appartient donc aussi à B, ce qui termine la 
démonstration . On a donc l 'équivalence : 

A U B = B  {==? A c  B.  

On vérifie aussi que 

A u 0 = A, A u A = A et A u E = E 

puisque A c  E. L'union possède les propriétés de commutativité (c'est-à-dire : 
A U  B = B U A pour tous sous-ensembles A, B d 'un ensemble E) et d'associa
tivité (c'est-à-dire : A U  (B U C) = (A U B) U C pour tous sous-ensembles A, 
B, C d'un ensemble E) . 

DÉFINITION 2 .7  Soient E un ensemble et A, B deux sous-ensembles de E. 
L 'intersection des deux ensembles A et B, notée AnB, est l 'ensemble constitué 
par les éléments de E appartenant à A et B. Autrement dit, 

A n B dfj. { x E E 1 x E A et x E B } .  

Si A n B = 0 alors les deux ensembles A e t  B sont dits disjoints. 

L'intersection de A et B est à la fois un sous-ensemble de A et un sous-ensemble 
de B, c 'est-à-dire : 

(A n B) c A et (A n B) c B. 

De plus , si A c B alors A n  B = A. C 'est immédiat . La réciproque est vraie 
aussi . Vérifions-la. Supposons A n  B = A  et montrons que tout élément de A 
est dans B. Soit X E A. Puisque A =  A n  B, X appartient à A n  B.  L'élément X 
appartient ainsi à la fois à A et B.  On a ainsi vérifié que x est dans B, ce qui 
termine la démonstration. On a donc l 'équivalence : 

A n  B = A {==? A c B .  
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A E A E 

A U E  A n E  

Fig. 2 Représentation, en grisé, de l 'ensemble A U E  (à gauche) 
et de l 'ensemble A n  B (à droite) . 

On vérifie également que 

A n  0 = 0 , A n  A = A et A n  E = A 

puisque A c E. Comme l 'union , l 'intersection possède aussi les propriétés de 
commutativité (c 'est-à-dire : A n E = E n A pour tous sous-ensembles A, E 
d'un ensemble E) et d'associativité (c'est-à-dire : A n  (E n C) = (A n E) n C 
pour tous sous-ensembles A, E, C d 'un ensemble E) . 

Soient A, E et C trois parties d 'un ensemble E. Si A n  E = 0 et C c  E alors 
A n C =  0 .  
A l ' instar des connecteurs logiques « et » ,  « ou » ,  l 'intersection et l 'union vérifie 
les deux propriétés suivantes : 

A n  (E u C) = (A n  E) u (A n C) et A u  (E n C) = (A u  E) n (A u C) , 

ce que l 'on visualise aisément en représentant les diagrammes de Venn. On dit 
que l 'intersection (respectivement l 'union) est distributive par rapport à l 'union 
(respectivement l 'intersection) .  D 'où l 'importance des parenthèses . 

DÉFINITION 2 .8  Soient E un ensemble et A, E deux sous-ensembles de E. 
La différence des ensembles A et E, notée A \  E, est l 'ensemble constitué par 
les éléments de A qui n'appartiennent pas à E. Autrement dit, 

A \ E dfj. { x E E 1 x E A et x tf_ E } .  

L'ensemble A \ E est donc, par définition , un sous-ensemble de A .  L'ensemble 
E \ A  est , quant à lui , un sous-ensemble de E (voir fig. 3) . 

De plus , si A c E alors A \ E = 0 .  En effet , l 'ensemble A \ E est composé 
des éléments de E qui appartiennent à A et qui n'appartiennent pas à E. 
Or, par hypothèse, A c E. Cela signifie que tout élément de A appartient 
nécessairement à E. L'ensemble A \E est par conséquent vide . Réciproquement , 
supposons A \  E = 0 .  Cela signifie qu 'il n'y a pas d 'élément de E qui appartient 
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A B A B 

0 
A \ B  B \ A  CE (A) 

Fig. 3 Représentation , en grisé , des ensembles A \B (à gauche) ,  
B \ A  (au centre) et CE (A) (à droite) . 
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E 

à A et qui n'appartient pas à B, autrement dit que tout élément de A est 
nécessairement dans B, soit A c  B. On a ainsi vérifié l 'équivalence : 

On a également : 

puisque A c E. 

A \  B = 0 {=} A c  B.  

A \ 0 = A, A \ A = 0 et A \ E = 0 

DÉFINITION 2 .9  Soit A une partie d 'un ensemble E. On appelle complémen
taire de A dans E le sous-ensemble de E, noté CE (A) , constitué des éléments 
de E qui n'appartiennent pas à A.  Autrement dit, 

CE (A) dff. {X  E E 1 X tf. A} = E \ A. 

Lorsqu 'il n'y a pas d'ambiguïté sur E, le complémentaire de A dans E est 
noté Ac . On trouve parfois dans certains ouvrages la notation A. Nous préfé
rons réserver cette notation pour désigner l 'adhérence d 'un ensemble A (voir la 
définition 3 . 13 ,  page 1 19) . 
Il est évident que CE (0) = E et CE (E) = 0 .  De plus , pour tout A c E, 

CE (CE (A) ) = A, A n  CE (A) = 0 et A u  CE (A) = E. 

Étant données A et B deux parties d 'un ensemble E, on a : 

A c B ===} CE (B) c CE (A) . 

Remarquons que l 'on a aussi : A \  B = A n CE (B) . 

Exemple Soit A =  {x E N 1 0 � X  � 9 } .  On a :  cl\l (A) = {x E N  1 X >  9} .  
L'ensemble A est aussi un  sous-ensemble de  Z. On a : 

Cz (A) = {x E z 1 X > 9  ou X <  O} f:. cl\l (A) . 
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Rappelons que lorsque deux ensembles finis A et B sont disjoints (c'est-à-dire 
lorsque A n B = 0) , compter les éléments de l 'union revient à compter les 
éléments de A, à compter ceux de B et à en faire la somme, ce qu'on écrit 

card (A U B) = card (A) + card (B) si A n  B = 0 .  

Lorsque A n B -f. 0 , cette manière de procéder conduit à compter deux fois 
les éléments appartenant à l 'intersection de ces deux ensembles . Ainsi , pour 
connaître le cardinal de l 'union , il ne faut pas oublier de retrancher à la somme 
des cardinaux le cardinal de l 'intersection . On a donc le résultat suivant : 

PROPOSITION 2 .2  Soient A, B deux parties finies d 'un ensemble E. On a :  

card (A U B) = card (A) + card (B) - card (A n B) . 

On en déduit le résultat suivant . 

COROLLAIRE 2 . 1  Soient A et B deux parties finies d 'un ensemble E. Si 
A c  B et card (A) = _card (B) alors A = B .  

Démonstration D 'après l a  proposition 2 . 2 ,  A et B \A  constituant deux par
ties finies de E, on a l 'égalité : 

card (A U (B \ A)) = card (A) + card (B \ A) - card (A n (B \ A)) . ( 1 )  

Or ,  A n  (B \ A) = 0. Donc card (A n (B \ A) )  = O . De plus , par hypothèse, 
A c  B.  On a donc : B \ A = Cs (A) , d'où A u  (B \ A) = A U Cs (A) = B. Ainsi , 
la relation ( 1 )  se réécrit : 

card (B) = card (A) + card (B \ A) .  

Or, par hypothèse, card (A) = card (B) . On a donc : card (B \ A) = 0 ,  c'est
à-dire : B \ A = 0 , ce qui signifie que B c A. Or, A c B par hypothèse . La 
double inclusion permet alors d 'écrire que A = B.  D 

Si E est un ensemble fini alors , pour toute partie A de E, 

card (CE (A) ) = card (E) - card (A) . 

On se convainc des résultats suivants à l 'aide des diagrammes de Venn. 

PROPOSITION 2.3 (Lois de Morgan pour les ensembles) 
Soient A et B deux sous-ensembles d 'un ensemble E. On a les relations sui
vantes appelées lois de Morgan : 

CE (A u B) = CE (A) n CE (B) , CE (A n B) = CE (A) u CE (B) . 
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EXERCICE 1 Soient A, B , C trois parties d 'un ensemble E. Donner une 
écriture simplifiée des sous-ensembles suivants : 
1 .  [A u (A n B)]  n B. 
2 .  (A n B) u (A n CE (B) ) . 
3 . CE (A u B) n (C u CE (A) ) . 
4. [ (A U B) n (B n C)] u (A U C) .  
5 .  (A u B) n [(B n C) u (A u C)] . 

2.1 .5  Produit cartésien 

DÉFINITION 2 . 10  Soient n E N* et E1 , E2 , . . .  , En des ensembles non vides . 

)( On appelle produit cartésien des ensembles E1 , Ez , . . .  , En l 'ensemble noté 
E1 x Ez x . . .  x En , constitué des n-uplets ( X1 , Xz , . . .  , Xn ) avec Xi E Ei pour 
tout i E { 1 ,  2 ,  . . .  , n} . En d 'autres termes, 

En particulier, un 2-uplet est appelé un couple et un 3-uplet un triplet .  
)( Deux n-uplets (x1 , . . . , xn ) et (xi , . . .  , x�) sont égaux (ou identiques) si 
Xi = x� pour tout i E { 1 , 2 ,  . . .  , n} . On écrit alors (x1 , . . .  , Xn) = (xi , . . .  , x� ) . 

Soit n E N* . On convient de la notation suivante : 

n 
II Ei n�t. E1 X Ez X . . .  X En . 
i= l  

En particulier , pour tout n E N* , on note : 

En not. E E E = X X . . .  X . 

n fois 

Par exemple, pour tout n E N* , !Rn = { (x 1 , . . . , Xn ) 1 X1 E IR, . . . , Xn E IR} .  
Il ne faut pas confondre un n-uplet (x1 , x2 , . . .  , Xn ) ,  qui est une liste (ordonnée) 
d'éléments non nécessairement distincts, avec l 'ensemble { x1 , x2 , . . .  , xn } ·  Ce 
sont deux objets mathématiques de natures différentes puisque (x1 , x2 , . . .  , xn) 
appartient au produit cartésien E1 x E2 x . . .  x En et { x1 , x2 , . . .  , Xn } appartient 
à l 'ensemble des parties de E1 U Ez U . . .  U En : 

n 
(x1 , xz , . . . , xn ) E II Ei 

i= l  
et 

n 
{x1 , X2 , . . . , xn } E P (LJ Ei) · 

i= l  
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Les notations utilisées aident d'ailleurs à différencier un n-uplet (x1 , x2 , . . .  , Xn ) 
de {x1 , x2 , . . . , xn } · En effet , on remarquera qu'un n-uplet se note avec des 
parenthèses et un ensemble avec des accolades . Par exemple, si x désigne un 
élément d 'un ensemble E et y un élément d 'un ensemble F, alors ( x, y) E E x F 
et {x, y} E P(E U F) .  Il est important de noter que lorsqu 'on écrit (x, y) , 
l 'ordre des éléments est pris en compte, alors que l 'ordre n'a aucune importance 
pour l 'ensemble {x , y} . Par exemple, {x , y} = {y , x } .  En revanche, les deux 
couples (x, y) et (y,  x) ne sont en général pas égaux. D 'ailleurs , si E -j. F, 
ils n 'appartiennent pas au même ensemble produit puisque (x, y) E E x F et 
(y, x) E F x E. Enfin, dans un couple, deux éléments peuvent être égaux si les 
deux ensembles E et F ont des éléments en commun. Ainsi , si z E E n  F alors 
on peut considérer le couple (z , z) E E x  F. Par contre, {z , z }  = {z} .  

F 
4 - - - - - -? - - - - - � - - - - - -? - - - -

' ' 
3 - - - - - -& - - - - - �- - - - - - & - - - -' ' ' ' ' ' 
2 - - - - - - & - - - - � - - - - - - & - - - -' ' ' 
1 - - - - - - & - - �- - - - - -& - - - -

a c E 

Fig. 4 Diagramme cartésien représentant l 'ensemble produit 
E x  F pour E = {a, b, c} et F = { 1 , 2 , 3 , 4} .  Les éléments de 
E x F sont représentés par des disques « o » .  

Exemple Si E = {a , b, c} et F = { 1 , 2 , 3 ,  4} alors 

E x  F' = { (a, 1 ) ,  (a, 2) , (a, 3) , (a, 4) , (b, 1 ) ,  (b , 2) , (b, 3) , (b , 4) ,  (c, 1 ) , (c, 2) ,  (c, 3) , (c, 4) } ·  
Le produit cartésien E x F est représenté sur la figure 4 sous une forme appelée 
diagramme cartésien. Il contient 3 x 4 couples , autrement dit card(E x F) = 12 .  
Le diagramme cartésien permet de  compter tous les couples de  E x F selon 
un balayage horizontal ou un balayage vertical . Utiliser un balayage horizontal 
revient à écrire : 

E x  F = (E x  { l } )  U (E x  {2} )  U (E x  {3} )  U (E x  {4}) 

avec E x  {j } = { (a , j ) , (b, j ) , (c, j ) }  et card (E x {j }) = 3 pour tout 
j E { 1 , 2 , 3 , 4 } .  Utiliser un balayage vertical revient à écrire : 

E x  F = ({a} x F) U ({b} x F) U ({c} x F) 
avec {f} x F = { (f, 1 ) , (f , 2) , (f , 3) , (f, 4) }  et card ({f} x F) 
f E {a , b, c} . 

4 pour tout 
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C 'est exactement cette manière de procéder que nous généralisons dans la dé
monstration suivante pour dénombrer les éléments d 'un produit cartésien . 

PROPOSITION 2 .4 Soient E, F deux ensembles finis non vides. On a : 

card (E x F) = card (E) x card (F) . 

Démonstration Soient n le cardinal de E et m celui de F. Partitionnons 
l 'ensemble produit E X  F de la façon suivante : E X  F = ufEF (E X {!} ) avec 
(E x {!} )  n (E x {!' } )  = 0 si f -1= f' et , pour tout f E F, 

card(E x {!}) = card( { (e , !) 1 e E E}) = card(E) = n.  

On dit que l 'on a utilisé un balayage horizontal . En utilisant la proposition 2 .2 ,  

card (E x F) = L card (E x {!} )  = n + n + . . .  + n = m x n.  
fEF m fois 

On a donc obtenu que card (E x F) = card (E) x card (F) car n = card(E) et 
m = card(F) , ce qui termine la démonstration . 0 

La propriété de la proposition 2 .4  se résume ainsi : le cardinal du produit 
est égal au produit des cardinaux. C 'est là l 'origine du mot « produit » dans 
produit cartésien. 

2.2 Relation, fonction, application 

2.2.1 Relation 

DÉFINITION 2 . 1 1  Soient E et F deux ensembles non vides. 

)( On appelle relation (on dit aussi correspondance) R de E vers F tout triplet 
( E' r' F) où r est une partie du produit cartésien E X F. L 'ensemble E s 'ap
pelle l 'ensemble de départ de R, l 'ensemble F s 'appelle l 'ensemble d 'arrivée 
de R et le sous-ensemble r de E X  F s 'appelle le graphe de R. 
)( Si (x, y) E r, on dit que x est en relation avec y par la relation R, ce que 
l 'on note xRy . L 'élément y est alors appelé image de x par R et l 'élément x 
est appelé antécédent de y par R. 

Exemple Considérons les ensembles E = {a , b, c, d} , F = { 1 , 2 , 3 , 4} et r le 
sous-ensemble de E x F défini par 

r = { (a , l ) , (a, 2) , (a , 3) , (b, 3) , (� 1 ) , (� 3) } . 

Le triplet (E, r, F) définit alors une relation R de E vers F et on a : 

aRl , aR2 , aR3 , bR3 , cRl ,  cR3. 
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On peut représenter cette relation (voir fig. 5) soit à l 'aide d 'un diagramme 
sagittal dans lequel une flèche va de x E E vers y E F si xRy, soit à l 'aide d 'un 
diagramme cartésien. 

F 
4 - - � · - + · + · + · · · · · 

' ' ' ' 
3 · · • · · · • · · · • · · · ""' · · · · · · ·  ' ' 1 1 ' 1 1 1 
2 · · • · · · <!i · · + · · <!i · · · · · · ·  ' ' 1 1 1 1 1 ' 
1 · · • · · · <!i · · · • · · · <!i· · · · ·  1 ' 1 1 ' ' 1 1 

a b c d E 

Fig. 5 Diagramme sagittal (dessin de gauche) et diagramme 
cartésien (dessin de droite) représentant la même relation 

R = (E, r , F) avec E = {a, b, c, d}, F = { 1 , 2 , 3 , 4} et r = 

{ (a , 1 ) , (a , 2) , (a , 3) , (b, 3) , (c, 1 ) , (c, 3) } .  Dans le diagramme car
tésien , parmi les éléments de E x F, ceux appartenant au graphe 
r sont représentés par des disques noirs « • ». 

Remarque Comme l ' illustre l 'exemple précèdent, dans une relation, un élé
ment de l 'ensemble de départ peut être en relation 

- soit avec plusieurs éléments de l 'ensemble d'arrivée (par exemple l 'élément 
a est lié à 1 ,  à 2 et à 3) ,  

- soit avec un seul élément de l 'ensemble d'arrivée (par exemple l 'élément b 
n 'est lié qu'à 3) , 

- soit avec aucun élément de l'ensemble d'arrivée (par exemple l 'élément d 
n 'est lié à aucun élément de F) . 

2.2.2 Fonction 

DÉFINITION 2 . 12  Soient E et F deux ensembles non vides. 

X Une relation f d 'ensemble de départ E, d 'ensemble d 'arrivée F et de graphe r 
est appelée une fonction de E vers F si tout élément de E est en relation avec 
au plus un élément de F (c 'est-à-dire avec un élément ou avec aucun élément) . 
On note alors : 

f : E ---; F ou E L F. 

)< Soit (x ,  y) E r . Pour signifier que y est en relation avec x par la fonction f, 
on écrit y =  f(x) . 
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Remarques 

1 .  Pour une fonction , nous abandonnons donc la notation xfy au profit de la 
notation y =  f(x) . 
2 .  Si y est en relation avec x par la fonction f alors y n 'est plus une image de x 
mais l 'image puisque, si elle existe , l ' image est forcément unique. 

E F 

Fig. 6 Diagramme sagittal de la relation f = (E, r , F) avec 

E = {a , b, c, d} ,  F = {a, ,B, 1 , 8, €} et r = { (a, a) , (b, a) , (c, t:) } .  

Exemples 

1 .  La relation f = ({a , b, c, d} , { (a , a) , (b , a) , (c, e) } , {a , ,6, 1 , 0, e} )  (voir la fi
gure 6) est une fonction puisque de tout élément appartenant à l 'ensemble de 
départ E, il ne part au plus qu 'une seule flèche. On peut donc écrire : 

f(a) = Œ = f(b) et f(c) = e .  

Remarquons que d n'a pas d 'image par f, a possède deux antécédents par f, 
e en possède un seul et / n 'en possède aucun . 

2 .  La relation f = (JR., r , JR.) où r = { (x , y) E JR.2 1 y =  l/ (x - 2) }  est une 
fonction que l 'on note f : x E lR. f-----4 1 / ( x - 2) E lR. ou 

f : lR. ---; lR. 
1 

x - 2  

On peut montrer que 0 n'a pas d'antécédent par f et que tout autre élément 
de l'ensemble d'arrivée possède un unique antécédent par f. Remarquons que 
le réel 2 n'a pas d'image par f .  

Remarque Soit f une fonction de E vers F. Si  l ' image d 'un élément x de E 
par f existe, celle-ci est forcément unique. En revanche, si l 'antécédent d 'un 
élément y de F existe, alors il n 'est pas forcément unique. Considérons par 
exemple la fonction f : x E lR. f-----4 x2 E R L'antécédent de - 1  par f n'existe 
pas et l 'antécédent de 4 par f n 'est pas unique puisque f (-2) = f (2) = 4. Les 
réels 2 et - 2 sont deux antécédents de 4 par f .  
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DÉFINITION 2 . 13  Soient E, F deux ensembles non vides et f une fonction 
de E vers F. On appelle ensemble de définition (ou domaine de définition) 
de f, et on note Dt , l 'ensemble des éléments de E ayant une image par f .  

En d'autres termes , 

Dt dfj. { x E E 1 3 y E F y = f ( x) } . 

Le domaine de définition est donc un sous-ensemble de l 'ensemble de départ . 

Exemples 

1 .  Reprenons l 'exemple de la fonction f : {a ,  b, c, d} -----> {a ,  ,6, /, ô, é} définie 
par f(a) = a =  f (b) et f(c) = c (voir fig. 6) . On a :  Dt = {a , b , c} . 

2 . Soient les fonctions f : x E � 1---+ l/ (x - 2) E � et g : x E � 1---+ x2 E R  
On a : Dt = � \ {2}  et Dg = R 

2.2 .3 Application 

DÉFINITION 2 . 14  Soient E et F deux ensembles non vides. Une fonction f 
de E vers F est appelée une application si Dt = E. L 'ensemble des applica
tions de E vers F est noté pE ou A(E, F) . c 1J 

Exemple Considérons les deux applications de la figure 7. 

- La fonction f n'est pas une application car son ensemble de départ est 
strictement inclus dans E. En effet , d n'ayant pas d 'image par f, on a : 
Dt =  {a , b, c} -=f. E. 

- En revanche, la fonction g définit une application puisque tout élément de 
son ensemble de départ possède une image par g (Dg = E) . 

DÉFINITION 2 . 1 5  Soit f une application de E vers F.  
)( Soit A une partie de  l 'ensemble de  départ E. On appelle image (directe) 
de A par f le sous-ensemble de F, noté f(A) , défini par 

f(A) dfj. {f(x) 1 x E A} . 

En particulier, on appelle image de f, et on note f ( E) , l 'image de E par f .  

)( Soit B une partie de l 'ensemble d 'arrivée F.  On appelle image réciproque 
de B par f le sous-ensemble de E, noté 1- 1 (B) ,  défini par 

r1 (B) dfj. {x E E 1 f(x) E B} . 

(l) Dans la notation FE , l 'exposant correspond à l 'ensemble de départ . 
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Fig. 7 Diagrammes sagittaux représentant une fonction 
f : E -----> F (dessin de gauche) et une application g : E -----> F 
(dessin de droite) avec E = {a , b, c, d} et F = {a, ,6, /, o, i:: } .  
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Étant donnés une application f de E vers F et un sous-ensemble A de E, 
on vérifie facilement que l 'image directe de A par f est un sous-ensemble de 
f (E) , qui est lui-même un sous-ensemble de l 'ensemble d'arrivée F. En d'autres 
termes (voir la fig. 8) , si A C E alors f (A) C f(E) C F. 

Fig. 8 Illustration de la propriété : étant donnée une applica
tion f de E vers F, si A C E  alors f(A) C f(E) C F. 

Exemples 

1 .  Considérons à nouveau l 'application g de l 'ensemble E = {a, b , c, d} dans 
l'ensemble F = {a, ,6, /, o, t:} qui à a et b associe a, à c associe ,6 et à d associe t: 

(voir le dessin de droite de la figure 7) . Alors , 

g( {a, b, c} ) = {a, ,6} , g ( {a} ) = {a} , g (E) = {a, ,6, t:} Ç F. 

On vérifie aussi que l 'on a : 

g- 1 ( {a, ,6, o} ) = {a, b , c} , g- 1 ( {a} ) = {a, b} , g- 1 ( {!, o} ) = 0 , 

g- 1 ( {!, e} ) = {d} , g- 1 ( {a, ,6, e} ) = E, g- 1 (F) = E. 
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2 . Soit l 'application 1 : x E JR � x2 E R On a : 

1 ({-2 , 2} ) = {4} , 1 (] - 2 , 2 [) = [0 , 4 [ , l (IR+ ) = l (IR_ ) = l(IR) = IR+ . 

1- 1 ( {- 1 , 4} ) = {-2 , 2} , 1- 1 ({0} ) = {0} , r1 (1R'.'._ ) = 0, r1 (1R+ ) = R  

Propriétés 

Étant donnée une application 1 de E vers F, on a les propriétés suivantes : 

- Pour toutes parties A et A' de E, 
· Si A c  A' alors l(A) c l (A' ) ; 
· 1 (A U A') = 1 (A) U l(A') ; 
. 1 (A n A') c l(A) n 1 (A') ; 

- Pour toutes parties B et B' de F, 
· 1- 1 (B U B' ) = 1- 1 (B) U 1- 1 (B' ) ; 
· 1- 1 (B n B' ) = 1- 1 (B) n r1 (B' ) .  

- Pour toute partie A de  E et toute partie B de F, 

A c  r1 (f(A) )  et 1 (r1 (B) )  c B . 1 La notation 1- 1 (B) ,  où B désigne un sous-ensemble de l 'ensemble d 'arrivée 
de 1, ne suppose pas que l 'application 1 soit bijective (voir page 44 pour la 
définition d 'une application bijective) . 

DÉFINITION 2 .16  Soient 1, g deux applications de E vers F.  On dit que 1 
et g sont égales, et on note 1 = g, si l(x) = g(x) pour tout x E E.  

DÉFINITION 2 .17 Soit E un ensemble non vide. L 'application de  E vers E 
qui à x associe x se note idE et s 'appelle l 'identité de E.  Ainsi, 

idE : X E E --> X  E E. 

Résolution d'une équation : généralités 

On désigne par E et F deux ensembles non vides . On considère l 'équation 

(E) l(x) = b 

où 1 est une application de E vers F, x un élément de l 'ensemble de départ E 
et b un élément de l 'ensemble d'arrivée F. Résoudre (E) , c'est trouver tous 
les éléments x appartenant à E qui vérifient cette équation et on dit que les 
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données du problème sont l 'application f : E ----> F et le second membre 
b E F ;  l 'inconnue du problème est x E E. 

On note S l 'ensemble des solutions de (E) . Cet ensemble est constitué des 
éléments de E qui ont pour image l 'élément b E F par f. Autrement dit , 

S dfj- {x E E / f (x) = b} . 

D'après la définition 2 . 15 ,  on peut donc écrire que S = 1- 1  ( {b} ) .  Etant donnés 
l 'application f et le second membre b, la résolution d 'une telle équation peut 
conduire aux cas suivants . Il peut arriver que (E) n'admette pas de solution . On 
a alors S = 0 et on dit que l 'équation (E) est impossible. Cela arrive lorsque b 
n'appartient pas à l 'image de f .  Autrement dit , 

b � f(E) . 

Dans le cas contraire, c'est-à-dire lorsque b appartient à f (E) , l 'équation (E) 
est dite possible. En effet , b E f (E) signifie qu'il existe au moins un élément x 
de E tel que f (x) = b. Deux cas peuvent alors se produire : 

- il se peut que x soit l 'unique solution. Trouver x ,  c'est alors résoudre com
plètement (E) ; 

- il se peut qu 'il en existe d 'autres . Trouver une solution x ,  c'est résoudre 
partiellement (E) . 

Exemple Soit f l 'application de IR dans IR qui à x associe x2 . On vérifie que 
f (IR) = IR+ . L'image de f est donc le sous-ensemble IR+ . Il est distinct de 
l 'ensemble d'arrivée . 

- Dans IR, l 'équation x2 = -4 n'a pas de solution car -4 n'appartient pas à 
l 'image de f. On a donc : S = 0 .  

- Dans IR, l 'équation x2 = 0 possède (au moins) une solution puisque 0 ap
partient à l 'image de f. On a alors : S =/=- 0. L'unique antécédent de 0 par f 
est O. On a alors : S = {O} .  

- Dans IR, l 'équation x2 = 4 possède (au moins) une solution puisque 4 ap
partient à l ' image de f. On a alors : S =/=- 0. Les antécédents de 4 par f sont 
les deux réels 2 et -2 .  D 'où : S = { -2 ,  2 } .  

Remarque Une mauvaise rédaction due à une erreur de  raisonnement peut 
conduire à écrire des absurdités , comme en témoigne l 'énoncé suivant . Lisez-le 
attentivement. À première vue, le raisonnement suivi semble correct et appa
remment sans faille . Ce n 'est bien sûr qu 'une illusion car , tel un couperet , le 
résultat final « 1 = -2 » est là pour indiquer qu 'une erreur a de toute évidence 
été commise . Sauriez-vous indiquer à quel endroit se trouve l 'erreur dans le 
raisonnement ? (la réponse est donnée en fin d 'énoncé) 
Considérons dans IR l 'équation suivante : 

x2 = X - 1 .  (2) 
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Puisque 0 ne vérifie pas cette équation, divisons par x membre à membre. Après 
réarrangement des termes, nous obtenons : 

1 
- - = x - 1 . 

X 
(3) 

En regroupant les deux égalités (2) et (3), nous en déduisons la troisième éga
lité : 

2 1 
X = - 

X 
(4) 

Finalement, puisque x est non nul, nous multiplions par x l 'égalité (4) pour 
obtenir l 'équation suivante : 

x3 = - 1  (5) 

dont -1 est de toute évidence une solution. Injectons cette solution dans l 'éga
lité (2) . Nous obtenons finalement : 

1 = -2.  

SOLUTION Notons S1 (respectivement S2 , S3 et S4) l 'ensemble des solutions 
de (2) (resp. de (3) , (4) et (5) ) .  Toute solution de (2) est solution de (3) , et 
inversement (il n'y a pas d'erreur dans l 'énoncé à ce niveau-là) . On a ainsi 
l 'équivalence : 

« X E S1 {===} X E S2 » .  

D e  même, toute solution de (4) est solution de (5) , et inversement (il n'y a là 
non plus pas d'erreur dans l 'énoncé) . On a l'équivalence : 

Intéressons-nous maintenant au passage de (3) à (4) . Si x est solution de (3) 
alors x vérifie les équations - 1/x = x - 1 et x2 = x - 1. D 'où x2 = - l/x et 
donc x E S3 . On a l 'implication : 

Par contre, la réciproque est fausse : S3 n 'est pas inclus dans S2 puisqu 'il est 
clair que - 1  E S3 mais - 1  rf_ S2 . Autrement dit , toute solution de (4) n 'est 
pas solution de (3) . L'erreur s 'est donc produite à ce niveau-là de l 'énoncé . 
Elle vient du fait que cette implication a été traitée comme une équivalence. 
Moralité , une rédaction rigoureuse est nécessaire . 

Application composée 

DÉFINITION 2 . 18  Soient E, F, G trois ensembles non vides, f une applica
tion de E vers F et g une application de F vers G . On appelle application 
composée de f et g l 'application de E vers G, notée g o f, définie par 

\:/x E E (g o f) (x) 
dff. g(f(x) ) .  
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Étant données f : E ____, F et g : F ____, G deux applications , on a les inclu
sions : 

(g o f) (E) c g(F) c G. 

Elles sont illustrées sur la fig. 9 .  

E 

Fig. 9 Illustration de la propriété : (g o  f) (E) c g(F) c G. 

Remarques 

1 .  Si f : E ____, F et g : F ____, G sont deux applications alors l 'application 
composée g o f a bien un sens . C 'est une application de E vers G et on note de 
façon symbolique : 

En revanche, l 'application composée f o g n 'est pas définie sauf si g (F) c E. 
On dit que la composition n 'est pas commutative . 

2 .  Soient E, F, G, H des ensembles non vides . On vérifie que pour toutes 
applications f : E ____, F, g : F ____, G et h : G ____, H, on a : 

(h 0 g) 0 f = h 0 (g 0 !) . 

On dit que la composition est associative . 

3. Soit f une application d 'un ensemble E dans lui-même. L'application com
posée f o f  est elle-même une application de E dans E. On la note f2 . Plus 
généralement , l 'application obtenue en composant k fois (k E N* ) l 'applica
tion f avec elle-même est encore une application de E dans lui-même. On la 
note : 

k not. f = f o f o  . . .  o f  
----....-

k fois 

et , par convention, on pose : J0 = idE . 
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2.2.4 Injection, surjection, bijection 

DÉFINITION 2 . 19  Soient E et F deux ensembles. Une application f de E 
vers F est une injection (ou est injective) si tout élément de F admet au plus 
un antécédent par f (c 'est-à-dire un ou aucun) . 

Autrement dit , une application f : E -----+ F est injective si 

\i(x, x' ) E E2 (!(x) = f(x' ) ===} x = x') 
ou, par contraposition, si 

\i(x, x' ) E E2 ( x # x' ===} f(x) # f (x' )) . 

D'après les règles de négation, une application f : E -----+ F n'est pas injective si 

3 (x, x' ) E E2 ( x # x' et f (x) = f(x' )) . 

Autrement dit , une application f de E vers F n'est pas injective s 'il existe deux 
éléments (de E) distincts qui ont même image par f. 

E F 

injective non injective 

Fig. 10 Diagrammes sagittaux représentant une application in
jective f : E -----+ F (dessin de gauche) et une application non 
injective g : E -----+ F (dessin de droite) avec E = {a, b, c} et 
F = {a , ,6, 1, 0} . 

Exemple Considérons les deux applications de la figure 10 .  

F 

'Y 

- L'application f est injective car tout élément de F possède au plus un 
antécédent par f .  

- En revanche, l 'application g n 'est pas injective puisqu'il existe deux éléments 
disctincts de l 'ensemble de départ (à savoir les éléments a et b) qui ont même 
image par g. En effet, g (a) = g (b) = a .  
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DÉFINITION 2 .20  Soient E et F deux ensembles. Une application f de E 
vers F est une smjection (ou est smjective) si tout élément de l 'ensemble 
d 'arrivée F admet au moins un antécédent par f (c 'est-à-dire un ou plu
sieurs) . 

Autrement dit , une application f : E _____, F est surjective si 

\:/y E F  3 x E E  y = f (x) . 

Utilisant les règles de négation, une application f : E _____, F n 'est pas surjec
tive si 

3y E F \:/x E E y -:/:- f (x) . 

En d'autres termes, une application f de E vers F n'est pas surjective s 'il existe 
un élément de l'ensemble d'arrivée qui ne possède pas d'antécédent par f.  
Dire qu'une application f de E vers F est surjective signifie donc que F c f (E) . 
Remarquons que l 'inclusion f (E) C F est toujours vérifiée puisque l 'image de 
d 'une application est un sous-ensemble de l 'ensemble d'arrivée (ici F) . Par 
conséquent , une condition nécessaire et suffisante pour qu 'une application f 
de E dans F soit surjective est que 

f (E) = F. 

Bien sûr , pour montrer qu'une application f de E vers F est surjective , on se 
contentera de montrer que F c f ( E) . 
On en déduit qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu 'une application 
f : E _____, F ne soit pas surjective est que f (E) soit strictement inclus dans F.  

Exemple Considérons les deux applications de la figure 1 1 .  

- L'application f est surjective car f (E) = f ( { a ,  b ,  c ,  d}) = {a ,  ,B ,  1} = F. 

- En revanche, l 'application g n 'est pas surjective puisqu 'il existe un élément 
de l 'ensemble d'arrivée (à savoir 1) qui ne possède pas d'antécédent par g. 
Autrement dit , l 'application g n 'est pas surjective car 

g(E) = g ( {a, b, c, d}) = {a, ,B} -:/:- {a, ,8, 1} = F. 

Remarque Soient E, F, G trois ensembles , f une application de E vers F 
et g une application de F vers G. On a les propriétés suivantes . 

- Si g o f est injective alors f est injective . En effet , considérons x et x' deux 
éléments de E tels que f(x) = f (x' ) .  Appliquons g à cette égalité : 

g(f(x) ) = g (f(x' ) ) . 

On en déduit x = x' puisque g o f est injective . 
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E 

c 
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F E a 
a 

"( b 
c 

d--1--------'� f3 d f3 

surjective non surjective 

Fig. 1 1  Diagrammes sagittaux représentant une application 
surjective f : E ----+ F (dessin de gauche) et une application non 
surjective g : E ----+ F (dessin de droite) avec E = {a,  b, c, d} et 
F = {o:, JJ, 1} . 

F 

"( 

- Si g o  f est surjective alors g est surjective . Montrons-le. Soit z E G. Puisque 
g o  f est surjective, il existe (au moins) un élément x de E tel que 

g(f(x) )  = z .  

I l  existe donc (au moins) un élément y appartenant à F tel que g (y) = z . Il 
suffit de prendre y =  f (x) . 

DÉFINITION 2 .21  Soient E et F deux ensembles. 

)< Une application f de E vers F est une bijection (ou est bijective<2> ) si elle 
est à la fois surjective et injective. 

)< S 'il existe une bijection entre E et F, alors on dit que les deux ensembles 
E et F sont équipotents (ou qu 'ils ont la même puissance) . 

En d'autres termes , une application f : E ----t F est bijective si tout élément 
de F admet un unique antécédent par f, ce qui s 'écrit : 

't/y E F 3 ! x E E y =  f (x) . 

Ainsi, pour qu'une application ne soit pas bijective, il suffit qu'elle ne soit pas 
injective ou qu'elle ne soit pas surjective . 
La propriété de bijectivité d 'une application f de E vers F signifie en particulier 
qu 'à tout élément y de F on peut associer un unique élément x de E. Ceci nous 
amène à la définition suivante. 

DÉFINITION 2 .22  Soient E, F deux ensembles et f une application bijective 
de E vers F. L 'application notée 1-1  de F vers E qui à y appartenant à F 
lui associe l 'unique élément x appartenant à E tel que y = f (x) est appelée 
application réciproque de f (ou bijection réciproque de f) . 

(2) On parle aussi de correspondance biunivoque entre les éléments de E et ceux de F. 
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Autrement dit , l 'application 1- 1 : F ----> E est définie, pour tout y E F, par : 

r1 (y) = X  Si Y =  l(x) .  

E F 

(3 

bijective bijective 

Fig. 12 Diagrammes sagittaux représentant une application bi
jective f : E -----+ F (dessin de gauche) et son application réci
proque (aussi bijective) 1 - 1  : F -----+ E (dessin de droite) avec 
E = {a , b, c, d} et F = {a, ,6, î', ô } .  

Exemples 

F 

1 .  L'application représentée sur le dessin de gauche de la figure 12 est bijective . 
Son application réciproque est représentée sur le dessin de droite de cette même 
figure . C 'est aussi une application bijective . 
2. L'application x E lR+ 1--------> x2 E lR+ est une bijection de lR+ sur lR+ . Sa 
bijection réciproque est l 'application x E lR+ 1--------> /X E lR+ . L'application 
x E lR 1--------> exp(x) E JR+ est une bijection de lR sur JR+ . Sa bijection réciproque 
est l 'application x E JR+ 1--------> ln(x) E R  

Ne pas confondre la notation utilisée ici avec celle utilisée pour désigner 
l 'image réciproque d 'un ensemble. En effet , ici, 1- 1 désigne la réciproque de 
l 'application 1 de E vers F, ce qui suppose que 1 soit bijective . C 'est une 
application de F vers E. Lorsqu 'on écrit « 1- 1 (B) » avec B c F, l 'écriture 
de « 1- 1 » ne peut pas être dissociée de celle de B et ne suppose en aucun 
cas que 1 soit bijective . 

On a les propriétés suivantes . 

PROPOSITION 2 .5  Soit 1 une application de E vers F. 

)< Si 1 est bijective alors son application réciproque 1- 1 (c 'est une application 
de F vers E) est elle-même bijective et vérifie : 

u-1 ) - 1 = 1, 1- 1 0 1 = ide , 1 0 rl = idp . 

)< S 'il existe une application g de F vers E telle que g o  1 = ide et 1 o g = idp 
alors 1 est bijective et 1- 1 = g .  
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Démonstration � La propriété de bijectivité de l 'application 1- 1 et la pro
priété u-1 ) - 1 = I sont immédiates . Montrons que 1- 1 0 I = idE . Soient X un 
élément de E et y son image par I. On a : 

u-1 0 l) (x) = r1 (f (x) ) = r1 (y) = x. 

On a ainsi vérifié que 1- 1 (f(x)) = x pour tout x E E, donc que 1- 1 o I = idE . 
Enfin, montrons que I o  1- 1 = idp . Soient y un élément de F et x son image 
par 1- 1 . On a :  

(f 0 r1 ) (y) = 1u-1 (y) ) = l(x) = y. 

On a ainsi vérifié que l (f- 1 (y) ) = y  pour tout y E F, donc que I o  1- 1 = idp . 

� Supposons qu 'il existe une application g de F vers E telle que g o  I = idE 
et I o  g = idp . Rappelons que l 'application identité est bijective. Elle est donc 
à la fois surjective et injective . 

- De g o  I = idE on déduit que g o  I est injective (car idE est injective) et 
donc que I est injective (voir page 43) . 

- De I o  g = idE on déduit que I o  g est surjective (car idE est surjective) et 
donc que I est surjective (voir page 44) .  

L'application I est donc à la fois injective et surjective . Elle est donc bijective 
et g est nécessairement son application réciproque. D 

Remarque Supposons que l 'on ait déjà montré qu 'une application I : E ------) F 
est bijective . Si on trouve une application g : F ------) E telle que g o I = idE 
(respectivement telle que I o  g = idp) alors g est forcément la réciproque de I. 
Vérifions-le. Supposons I bijective . On a donc 1- 1  o I = idE et I o  1- 1  = idp . 
Supposons de plus que g o  I = idE . En composant à droite l 'égalité g o  I = idE 
par 1- 1 ,  qui existe car I est bijective, on obtient : 

(g o f) o r1 = idE o r1 . 

Or, la composition étant associative, 

car I o  1- 1 
obtient : 

idp . Utilisant alors que g o idp = g et idE o 1- 1 

La démonstration dans le cas où I o g = idp s 'effectue en composant cette 
fois-ci à gauche par 1- 1 .  Elle est laissée en exercice. 
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EXERCICE 2 Pour chacune des fonctions proposées dans la colonne de 
gauche, indiquer dans les colonnes correspondantes le domaine de définition, 
s 'il s 'agit d 'une application, son image si c 'est une application , et, le cas 
échéant , si l 'application est injective, surjective, bijective . 

Fonction f : E -----> F 'Dt Appl . f (E) Inj . ,  surj . ,  bij . 

1 
x E !R f------t -- E IR  

x - 2 
1 

x E lR \ {2}  f------t -- E JR 
x - 2 

1 
x E lR \ {2}  f------t -- E IR* 

x - 2 
lR _____, lR 

{ �/ (x - 2)  
s i  X =  2 

X f------t sinon 

X E  JR f------t x2 E lR 

x E IR+ f------t x2 E lR 

x E IR+ f------t x2 E IR+ 

X E  lR f------t ln(x) E lR 

x E IR� f------t ln(x) E lR 

X E] l ,  +oo[f------t ln(x) E IR� 

lR _____, JR2 

t f------t (cos t , sin t) 

[O , 27r[ _____, JR2 

t f------t (cos t, sin t )  

PROPOSITION 2 .6 Soient E, F, G trois ensembles, f une application de E 
vers F et g une application de F vers G. On a les propriétés suivantes. 

- Si f et g sont injectives alors g o f est injective. 

- Si f et g sont surjectives alors g o f est surjective. 

- Si f et g sont bijectives alors g o f est bijective et (g o J) - 1 = 1- 1 o g- 1 . 

Démonstration � Supposons les deux applications f et g injectives , et mon
trons que l 'application composée g o f de E vers G est , elle-aussi ,  injective. 
Autrement dit , montrons que, pour tout (x , x' ) E E2 , 

(g o f) (x) = (g o J) (x') ====? x = x' . 
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Considérons x et x' deux éléments de E tels que (g o f) (x) = (g o f) (x' ) ,  c'est-à
dire tels que g(f(x) )  = g(f(x' ) ) .  Puisque g est injective , il vient l (x) = f(x' ) .  
De  même, puisque 1 est injective , on  en déduit x = x' . 

� Supposons maintenant les deux applications 1 et g surjectives , et montrons 
que l 'application composée g o  1 est , elle-aussi , surjective . En d'autres termes, 
montrons que 

V z E G :lx E E (g o f) ( x) = z .  

Soit z un élément de  G.  La propriété de  surjectivité de  g nous assure l 'existence 
d ' (au moins) un élément y appartenant à F tel que g (y) = z. De même, la 
propriété de surjectivité de 1 nous assure l'existence d ' (au moins) un élément x 
appartenant à E tel que l (x) = y. Par conséquent , il existe (au moins) un 
élément x de E tel que g(f(x)) = z ,  c'est-à-dire tel que (g o l) (x) = z ,  ce qui 
termine la démonstration. 

� On déduit de ce qui précède que si les deux applications 1 et g sont à la fois 
injectives et surjectives alors l 'application composée g o  1 est , elle-aussi, à la 
fois injective et surjective. On est donc assuré de l 'existence des applications 
1- 1 , g- 1 et (g o f) - 1 . De plus , utilisant dans un premier temps l 'associativité 
de o, puis que g- 1 o g = idp et enfin que 1- 1 o 1  = idE , on a :  

On en déduit directement que (g o f) - 1 = 1-1 o g- 1 et il est inutile de vérifier 
l 'égalité (g 0 !) 0 u-1 0 g- 1 ) = ide (voir la remarque précédant la proposi
tion 2.6) . D 

EXERCICE 3 Soient E, F, G trois ensembles , 1 une application de E 
vers F et g une application de F vers G. 
1 - Montrer que si g o  1 est injective et f est surjective alors g est injective. 
2 - Montrer que si g o  1 est surjective et g est injective alors 1 est surjective . 

Remarque Si E, F sont deux ensembles finis et 1 est une application de E 
vers F, on a alors les implications suivantes : 

- si f est surjective alors card (E) ?: card (F) ; 

- si 1 est injective alors card (E) ::( card (F) ; 

- si 1 est bijective alors card (E) = card (F) . 

Il est à noter que ce n 'est pas tant ces implications qui nous intéressent le plus , 
mais plutôt leurs contraposées . Par exemple, si E et F sont deux ensembles 
finis tels que card (E) < card (F) , alors on peut en déduire , en utilisant la 
contraposée de la première implication, qu 'il n'existe pas d'application de E 
vers F qui soit surjective . 
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Permutation, transposition 

DÉFINITION 2 .23 Soit n un entier naturel non nul. 

)< On appelle permutation de { 1 ,  2 ,  . . .  , n} toute application bijective de l 'en
semble { l ,  2, . . .  , n} dans lui-m€me. On note 6n l 'ensemble des permutations 
de { 1 , 2 ,  . . . , n} .  

)< Soient n � 2 et i ,  j deux éléments de { 1 , 2 ,  . . .  , n} tels que i =F j .  La 
permutation Ti,j définie par { Ti,j (i ) = j, Ti,j (J ) = i ,  

\lk E { 1 ,  2 ,  . . .  , n} \ {i , j }  Ti,j (k) = k 

est appelée transposition . On dit qu 'elle échange i et j et laisse invariants les 
éléments de { 1 , 2 ,  . . .  , n} \ {i , j } . 

Soit n E N* . La permutation de { 1 ,  2, . . .  , n} qui laisse invariant chacun des 
éléments de { 1 ,  2, . . .  , n} est l 'application identité de { 1 ,  2, . . .  , n } .  On l 'appelle 
permutation identique de { 1 ,  2, . . .  , n } .  Par commodité , une permutation a de 
{ 1 , 2 ,  . . . , n} est notée : 

not. [ 1 a = a ( l )  
2 

a(2) 
3 

a (3) 
n - l  

a(n - 1 )  a(n) ] 
où les éléments de l 'ensemble { 1 ,  2, . . .  , n} sont disposés en ligne et où l 'image 
d'un élément de { 1 ,  2, . . .  , n} est placée juste au-dessous de cet élément . Par 
exemple, la permutation a de l 'ensemble { 1 ,  2 ,  3 ,  4} qui à 1 associe 4 ,  à 2 asso
cie 3, à 3 associe 1 et à 4 associe 2, est notée : [ 1 2 a =  4 3 

3 4 ] 
1 2 . 

D 'après la proposition 2 .6 ,  la composition de deux applications bijectives est 
encore une application bijective . La composition de deux permutations de l 'en
semble { 1 ,  2, . . .  , n} est donc encore une permutation de l 'ensemble { 1 ,  2, . . . , n } ,  
résultat qui se généralise bien évidemment à N permutations où N E N*  (par ré
currence sur l 'entier N) . Lorsqu 'une permutation de { 1 ,  2, . . . , n} s 'écrit comme 
la composée (on dit aussi le produit) de N permutations a< l l , a<2 l ,  . . .  , a<N) 
de { 1 ,  2 ,  . . . , n} , on peut aussi la représenter sur N + 1 lignes superposées . Sur 
la première ligne sont disposés les éléments de { 1, 2, . . . , n} , sur la deuxième 
ligne les images par a( l l , sur la troisième ligne les images par a<2l ,  . . .  , sur 
la (N + 1 )-ième ligne les images par a<N) . Par exemple, considérons les deux 
permutations a( l l  et a<2l de { 1 ,  2, 3, 4, 5} suivantes : 

( 1 ) = 
[ 1 2 3 4 5 ] 

a 2 4 1 3 5 et (2 ) = [ 1 2 3 4 5 ] a 2 3 4 5 1  · 

Autrement dit , a( l l  est la permutation de { 1 ,  2 ,  3 ,  4, 5} qui à 1 associe 2 ,  à 2 
associe 4, à 3 associe 1 ,  à 4 associe 3 et à 5 associe 5, et a<2l est la permutation 
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de { 1 ,  2, 3, 4, 5} qui à 1 associe 2, à 2 associe 3, à 3 associe 4, à 4 associe 5 et 
à 5 associe l .  Alors , la permutation Œ de l'ensemble { 1 ,  2, 3, 4, 5 } ,  définie par 
CJ = CJ(2) o CJ( I ) , est notée : 

Cette notation a l 'avantage de faire apparaître explicitement les deux per
mutations qui composent CJ. La permutation Œ est ainsi la permutation de { 1 ,  2, 3, 4, 5} qui à 1 associe 3, à 2 associe 5, à 3 associe 2, à 4 associe 4 et à 5 
associe l .  On peut bien sûr supprimer dans la notation précédente les lignes 
intermédiaires (ici uniquement la deuxième) et noter CJ comme suit : 

[ 1 2 3 4 5 ] 
(J = 3 5 2 4 1 . 

Soient i ,  j appartenant à { 1 ,  2 , . . .  , n} tels que i -:j:. j et n ;?: 2 . Alors , 

\:/k E { 1 ,  . . .  , n} (Ti ,j (k) = Tj, i (k) et 

c'est-à-dire Ti ,J = TJ ,i , ce qui signifie qu 'échanger i et j revient à échanger j 
et i ,  et Ti�/ = Ti ,j , ce qui signifie qu 'échanger deux fois revient à ne rien faire. 

Écrivons par exemple toutes les permutations de l 'ensemble { 1 ,  2}  : 

et 

Il y en a deux. Ainsi, 62 = { Œ1 , Œ2 } .  On remarque que Œ1 est la permutation 
identique de { 1 ,  2} et Œ2 est la transposition qui échange 1 et 2. Écrivons à 
présent toutes les permutations de l 'ensemble { 1 ,  2 , 3}  : 

CJ1 = id{ l , 2 ,3 } = [ 
CJ3 = T2 3 = [ l , 1 

CJ5 = T2 ,3 o TI ,3 = [ � 

1 1 2 ; ] , 2 
2 � ] , 3 2 n 2 3 

CT2 = TI ,2 = [ 1 2 ; ] , 2 1 
[ 1 2 î ] , CJ4 = TI ,3 = 3 2 

[ l 2 n Œ6 = T2,3 o T1 ,2 = 1 1 
Il y en a six. Ainsi, 63 = { cr1 ,  cr2 , cr3 , cr 4 , ers , crG } .  Remarquons que cr1 est la 
permutation identique de { 1 ,  2 , 3 } .  Toute autre permutation de { 1 ,  2, 3}  s'écrit 
comme une transposition (c'est le cas de cr2 , cr3 et cr4 )  ou la composée de deux 
transpositions (c 'est le cas de cr5 et cr6 ) . 
Plus généralement, il y a n! permutations de l 'ensemble { 1 ,  2 , . . .  , n } .  Autre
ment dit , 

'in E N* card (6n ) = n ! .  
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Montrons ce résultat . Effectuons une récurrence sur n. Clairement , i l  y a 1 = 1 ! 
manière de permuter 1 élément . Soit n E N* . Supposons qu 'il y a (n - 1 ) !  
manières de permuter n - 1 éléments (c 'est notre hypothèse de récurrence) 
et déduisons-en qu 'il y a n! manières de permuter n éléments. Choisissons un 
élément parmi les n éléments de { 1 ,  2, . . .  , n} , ce qui donne n possibilités et il 
reste n - 1 éléments à ordonner , soit ( n - l) ! possibilités d'après notre hypothèse 
de récurrence . Au total , il y a donc n x (n - 1 ) ! ,  c'est-à-dire n! possibilités 
d'ordonner les n éléments de { 1 ,  2, . . .  , n} , ce qui termine la démonstration. 

De plus, si n ;? 2 ,  on peut montrer que toute permutation de { 1, 2, . . .  , n} peut 
s'écrire comme la composée de transpositions. Ce dernier point fait l 'objet de 
l 'exercice 8 donné en fin de chapitre . Par convention , la permutation identique 
de { 1 ,  2, . . .  , n} est considérée comme la composée de 0 transposition . Une per
mutation de { 1 ,  2, . . .  , n} est dite paire (respectivement impaire) si elle s 'écrit 
comme la composée d 'un nombre pair (resp. impair) de transpositions . Par 
exemple, toute transposition de { 1 ,  2, . . .  , n} est impaire . 

La signature d'une permutation O' de { 1 ,  2 ,  . . . , n} , notée c (Œ) , vaut 1 (respec
tivement - 1) si O' est paire (resp. impaire) . Par exemple, la signature d'une 
transposition de { 1 ,  2, . . .  , n} est égale à - 1 .  Par convention , la permutation 
identique de { 1 ,  2, . . .  , n} est paire . Sa signature vaut donc 1 .  

Résolution d'une équation : compléments 

Reprenons la discussion sur la résolution d 'une équation abordée au para
graphe 2 .2 .3 .  Étant donnés deux ensembles non vides E et F, on désire résoudre 
l 'équation suivante : 

(E) f (x) = b 
où l 'application f de E vers F et l 'élément b de F sont les données du problème. 
Que se passe-t-il si l 'application f est injective , surjective ou bijective ? 
- Si l 'application f est surjective alors tout élément b de F appartient à f (E) . 

L'équation (E) admet alors (au moins) une solution pour n'importe quel 
élément b appartenant à F. Autrement dit , S -:/- 0 pour tout b E F. Cette 
solution n 'est d'ailleurs peut-être pas unique. 

- Si f est injective alors l 'équation (E) admet une solution unique à la condi
tion que b appartienne à f (E) , c'est-à-dire : card(S) = 1 si b E f(E) . 

- Si maintenant f est bijective alors l 'équation (E) admet une solution pour 
n 'importe quel b appartenant à F (puisque f et surjective) et cette solution 
est unique (puisque f est injective) , autrement dit , 

\:/b E F 3 ! x E E f (x) = b, 

ou encore, card(S) = 1 pour tout b E F. 
En résumé, 
- la propriété de surjectivité de f nous assure l 'existence d 'une solution mais 

pas son unicité ; 

- la propriété d'injectivité de f nous assure que si une solution existe alors 
elle est unique ; 
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- enfin, la propriété de bijectivité de f nous assure à la fois l 'existence d 'une 
solution et son unicité. 

2.2 .5 Puissance du dénombrable, puissance du continu 

Revenons un instant sur la définition de cardinal d 'un ensemble. D 'après la 
définition 2 . 1 ,  un ensemble E est fini lorsque le nombre d 'éléments qui le com
posent est un entier naturel . <3> Dans ce cas , ce nombre est appelé cardinal de 
l 'ensemble, et il est noté card(E) . Sa détermination suppose que l 'on sache 
compter les éléments de E. L 'opération de comptage des éléments d 'un en
semble fini est assez intuitive. En pratique, elle revient à établir une corres
pondance biunivoque(4> entre tous les éléments de E et ceux d 'un ensemble fini 
d 'entiers naturels . Autrement dit , elle revient à exhiber un entier n non nul et 
une bijection de { 1 ,  2, . . .  , n} vers E, et à conclure que card(E) = n. Il est alors 
clair que tout ensemble F équipotent à E est fini et de même cardinal que E : 
ils ont le même nombre d 'éléments. Dans le langage courant, on dit que E et F 
sont de « même taille » .  On peut alors reformuler la définition d 'un ensemble 
infini . C 'est un ensemble qui ne peut pas être mis en bijection avec un ensemble 
fini d'entiers naturels. 

La notion de bijection est un outil rigoureux pour l 'étude des ensembles infinis . 

DÉFINITION 2 . 24 On dit qu 'un ensemble infini E est dénombrable (ou qu 'il 
possède la puissance du dénombrable) lorsqu 'il existe une bijection entre N et 
E (ou entre E et N). 

Exemples 

1. L'ensemble Z des nombres entiers relatifs est dénombrable puisqu'on peut 
expliciter (au moins) une bijection entre N et Z. C 'est l 'application de N dans Z 
définie par 

n E N f------t 
{ n/2 

- (n + 1 )/2 
si n est pair 
si n est impair 

On a par exemple les correspondances suivantes : 

0 f------t 0 5 f------t -3 
1 f------t - 1  6 f------t 3 
2 f------t 1 7 f------t -4 
3 f------t -2 8 f------t 4 
4 f------t 2 

<3l Rappelons qu'un ensemble qui n 'est pas fini est dit infini .  
<•l ce qui  permet de ne pas confondre deux éléments distincts et  de n 'en oublier aucun lors 

du comptage. 
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2 . Le produit cartésien N x N est dénombrable. En effet , il suffit de considérer 
l 'application de N x N dans N définie par 

( )  l>.T l>.T (p + q) x (p + q + l ) 1>.T p, q E 1" X 1" r----; 2 + q E 1'l . 

C 'est une bijection entre N x N et N. Par exemple, on a les correspondances : 

(0 ,  0) 1------> 0 (3 , 0) 1------> 6 
( 1 ,  0) 1------> 1 (2 , 1 ) 1------> 7 
(0 ,  1 ) 1------> 2 ( 1 ,  2 ) 1------> 8 
(2 , 0) 1------> 3 (0 , 3) 1------> 9 
( 1 ,  1 ) 1------> 4 ( 4 ,  0) 1------> 10  
(0 , 2 ) 1------> 5 

On peut montrer que toute partie infinie d 'un ensemble dénombrable est dé
nombrable , que l 'union de deux ensembles dénombrables est dénombrable et 
que le produit cartésien d 'un nombre fini d 'ensembles dénombrables est dénom
brable. Une conséquence de ces propriétés est que l 'ensemble Q des nombres 
rationnels est lui-aussi dénombrable . Les trois ensembles fondamentaux N, Z 
et Q sont donc des ensembles infinis de « même taille ».  

Vers l'infini et au-delà !<5> La notion de bijection permet de distinguer d'autres 
types d'infinis , dont le plus classique est la puissance du continu. 

DÉFINITION 2 .25 On dit qu 'un ensemble infini E possède la puissance du 
continu lorsqu 'il existe une bijection entre � et E (ou entre E et �) . 

On peut montrer que � est équipotent à l 'ensemble P(N) des parties de N. On 
peut aussi montrer qu'un ensemble ne peut pas être équipotent à l 'ensemble de 
ses parties (théorème fondamental de Cantor) . Ces deux résultats sont admis . 
Cela met en évidence une hiérarchie des infinis , et en ce sens , on dit que la 
puissance du continu est strictement supérieure à celle du dénombrable , ce que 
l 'on résume en écrivant : 

No < N 1 

où le symbole �o désigne la puissance du dénombrable et N1 celle du continu . <e> 
En utilisant le langage courant , on peut dire que l 'ensemble infini � est « de 
taille strictement supérieure » à celle des ensembles infinis N, Z et Q. 

<5> N 'est-ce pas Buzz l 'éclair ? 
(G)

Le symbole � (on dit aleph) est la première lettre de l 'alphabet hébreu . Rappelons que 
pour tout ensemble fini E ayant n éléments, le cardinal de P (E) est égal à 2n . Par 
analogie avec le cas fini , le symbole �1 désignant la puissance du continu est parfois noté 
2No puisque IR. est équipotent à P(N) . 
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CANTOR, Georg Ferdinand (1845, Saint-Pétersbourg - 1918 ,  Halle, Allemagne) . 

Exemples 

Professeur de mathématiques à l 'Université de Halle, il fut un 

des principaux fondateurs de la théorie des ensembles . C'est 

en constatant (avec son ami mathématicien Richard Dedekind) 

qu 'il existait une hiérarchie dans les ensembles infinis , que Can

tor fut amené à introduire de nouveaux nombres , les ordinaux 

transfinis, et à définir une arithmétique sur ces nombres . Ses ré

sultats, révolutionnaires pour l 'époque, bouleversèrent les fonde

ments des mathématiques, jusqu'à s 'attirer les inimitiés d'autres 

grands savants comme le mathématicien allemand Leopold Kro

necker qui l 'empêcha de publier. Souffrant de dépression et de 

schizophrénie , il se désintéressa progressivement des mathéma

tiques pour se consacrer, sur la fin de sa vie, à l 'histoire et à la 

littérature anglaise. 

1 .  Tout intervalle de IR, non réduit à un élément et non vide, est équipotent 
à IR. C 'est le cas , par exemple, de l 'intervalle ] - 1 ,  7 [ puisque l 'application 

définit une bijection entre ] - 1, 7[ et 1R. 
2 .  L'ensemble lR \ Q des nombres irrationnels n 'est pas dénombrable. Utili
sons un raisonnement par l 'absurde. Supposons que l 'ensemble infini lR \ Q soit 
dénombrable. Alors , l 'union de deux ensembles dénombrables étant dénom
brable, l 'ensemble (IR \ Q) U Q  = lR serait aussi dénombrable, ce qui est absurde 
puisque lR possède la puissance du continu. 

3. On peut montrer que le produit cartésien de deux ensembles équipotents à lR 
possède la puissance du continu . Ainsi , l 'ensemble <C des nombres complexes 
possède la puissance du continu . Les deux ensembles infinis lR et <C sont donc 
« de même taille » .  

Remarque I l  existe une bijection entre l 'ensemble des entiers naturels N et 
le sous-ensemble constitué des entiers naturels pairs . De même, il existe une 
bijection entre l 'ensemble des réels lR et l 'intervalle ]a ,  b[ avec a E IR, b E lR 
et a < b. Plus généralement, on peut montrer qu 'une condition nécessaire et 
suffisante pour qu'un ensemble E soit infini est qu 'il existe une bijection entre E 
et une de ses parties, non vide et distincte de E. 

2.2.6 Restriction et prolongement d'une application 

Rappelons qu 'une application est un triplet constitué d 'un ensemble de départ , 
d 'un ensemble d'arrivée, et d 'un graphe, ce dernier nous indiquant le mode opé-
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ratoire de l 'application. Changer l 'ensemble de départ et/ou l 'ensemble d 'arri
vée revient à définir une nouvelle application . Intéressons-nous dans un premier 
temps à l 'espace de départ. 

DÉFINITION 2 .26 Soit f une application de E vers F.  
)< Soit A un sous-ensemble de  l 'ensemble de  départ E. On appelle restriction 
de f à A, et on note f /A , l 'application de A vers F définie par 

\lx E A f / A (x) 
dff. f(x) . 

)< Soit E' un ensemble tel que E c E' . On appelle prolongement de f à E' 
toute application g de E' vers F telle que 

( ) 
déf. 

( ) \lx E E g X = f X . 

Ainsi , l 'application g : E' � F est un prolongement à E' de l 'application 
f : E � F si la restriction de g à E est f, c'est-à-dire si g / E = f.  

Remarque Étant donnés f une application de E vers F et E' un ensemble 
tel que E C E' , on n'a pas en général l 'unicité du prolongement de f à E' . Par 
exemple, l 'application 

f 
llll * 

sin x lTll 
: X E rn.. f----7 -- E m.. 

X 
admet une infinité de prolongements à IR (ici , E = IR* et E' = IR) .  Ce sont les 
applications 9cx de IR dans IR, avec a E IR, telles que { 9cx (O) = et  

sm x 
\lx E IR* 9cx (x) = --;-

En particulier , le prolongement correspondant à la valeur a = 1 est qualifié 
de prolongement par continuité en 0 de f car limx_,o f(x) = 1 (voir la défini
tion 13 .6 donnée en page 622) . On le note parfois abusivement encore f .  

Intéressons-nous à présent à l 'espace d'arrivée . 

DÉFINITION 2 .27 Soit f une application de E vers F.  Soit B un sous
ensemble de l 'ensemble d 'arrivée F tel que f(E) c B. On appelle application 
à valeurs dans B induite par f, et on note f /8 ,  l 'application de E vers B 
définie par 

\lx E E f /8 (x) 
dff. f(x) . 

Exemple L'application f : x E IR f----7 exp(x) E IR est injective mais elle 
n 'est pas surjective puisque son image, l 'ensemble f(IR) = IR� , est strictement 
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incluse dans l 'ensemble d'arrivée R Elle n 'est donc pas bijective . En revanche , 
l 'application à valeurs dans IR:f- induite par f : 

f l lR:j_ : x E IR f----t exp(x) E IR� 

est bijective . Son application réciproque est ln : IR:f- ____, R 

Remarque Soit f une application de E vers F a priori ni injective, ni surjec
tive . Intéressons-nous en particulier à l 'application f l f (E) . C 'est une application 
de E vers f (E) . Nous l 'avons appelée « application à valeurs dans f (E) induite 
par f » .  

- Par construction, f l f (E) est surjective . Cela signifie qu'il est toujours pos
sible , à partir d 'une application f quelconque, de construire une application 
surjective . Il suffit de restreindre l 'ensemble d'arrivée à l ' image de f .  

- S i  de  plus f est injective alors f l f (E) est bijective . 

Exemple Considérons les applications f, g ,  h et </; suivantes : 

x E IR L sin x E IR, x E [-n/2, n/2] J!___, sin x E IR, 

x E IR � sin x E [- 1 ,  1 ] , x E [-n/2, n/2] :P-+ sin x E [- 1 ,  1 ] . 

Ces quatre applications sont différentes (bien que leur mode opératoire soit 
le même) puisque leurs ensembles de départ et/ou d'arrivée sont différents .  
Remarquons que l 'application f n 'est ni injective , ni surjective . On peut dire 
que g est la restriction de f à [-n /2 ,  n /2] ou que f est un prolongement de g 
à R On peut donc écrire : 

L 'application g est injective mais non surjective. Puisque f (IR) c [- 1 ,  1 ] ,  on 
peut dire que h est l 'application à valeurs dans [- 1 ,  1] induite par f, ce qu 'on 
écrit : 

h = f 1 1- 1 , 1 1 . 
Il est à noter que l 'application h est surjective. Elle n 'est en revanche pas 
injective . Enfin, on peut écrire : 

1 I [  1 1 ] 1 [ - l , l ]  
</; = h [-7r/2 ,7r;21 , </; = g - ' e t  </; = f [-7r/2 ,7r;2r 

Remarquons que l 'application </; est à la fois injective et surjective . Elle est donc 
bijective . 
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2.2.  7 Relation d'équivalence sur un ensemble 

DÉFINITION 2 .28 Soit R une relation d 'un ensemble E dans lui-m€me. 

)< La relation R est dite réflexive si xRx pour tout x E E. 
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)< La relation R est dite symétrique si, pour tout (x, y) E E2 , xRy ===? yRx . 
)< La relation R est dite transitive si, pour tout ( x, y ,  z ) E E3 , 

( xRy et yRz) ===? xRz . 

)< La relation R est appelée une relation d 'équivalence sur E si elle est à la 
fois réflexive, symétrique et transitive. 

Autrement dit , le fait qu 'une relation R soit une relation d 'équivalence sur E, 
signifie que : 

- tout élément x de E est en relation avec lui-même par R ;  

- pour tous x, y appartenant à E, si x est en relation avec y par R alors y 
est en relation avec x par R ;  

- pour tous x,  y, z appartenant à E, si x est en relation avec y par R et si y 
est en relation avec z par R alors x est en relation avec z par R. 

DÉFINITION 2 .29 Soit R une relation d 'équivalence sur un ensemble E. 
)< Pour tout x E E, on appelle classe d 'équivalence de x modulo R l 'ensemble 
noté Cn(x) défini par 

Cn (x) d!J. {y E E 1 xRy } .  

L 'élément x est appelé représentant de l 'ensemble Cn (x) . 
)< On appelle ensemble quotient de E par R, et on note E /R, l 'ensemble des 
classes d 'équivalence modulo R. Autrement dit, 

E/R 
d!J. {Cn (x) 1 x E E} .  

Un  ensemble quotient est donc u n  ensemble d 'ensembles . On  a :  E/R c P(E) . 

Remarque Soit R une relation d 'équivalence sur E. En utilisant les propriétés 
de réflexivité , de symétrie et de transitivité de R, on montre que, pour tous x,  
y appartenant à E, on a l 'équivalence : 

xRy <===? Cn (x) = Cn (y) . 

Ainsi , tout élément de Cn (x) peut être pris comme représentant de Cn (x) . 
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Exemples 

1 .  Dans l 'ensemble E des droites d 'un plan affine, la relation de parallélisme est 
une relation d 'équivalence . Pour toute droite V de E, la classe d 'équivalence 
modulo la relation de parallélisme est appelée la direction de V. 
2 .  Soient n un entier non nul et p, q deux éléments de Z. On dit que p est congru 
à q modulo n, et on note p = q [n] , si n divise q - p, c'est-à-dire si 

:Jk E Z q -- p = k X n. 

Par exemple, 22 est congru à 1 modulo 7,  ce que l 'on note 22 = 1 [7] , car 
22 - 1  = 2 1  est divisible par 7 (ou encore car le reste dans la division euclidienne 
de 22 par 7 vaut 1 ) .  L'entier 15 est aussi congru à 1 modulo 7 (ce que l 'on 
note : 15 = 1 [7] ) car 15 - 1 = 14 est divisible par 7. De même, -6 = 1 [7] 
car -6 - 1 = -7 est divisible par 7. On vérifie facilement que la relation de 
congruence modulo n est une relation d 'équivalence sur Z. On note p la classe 
d 'équivalence de p E Z. Par exemple, 22 E Î, 15 E Î et -6 E Î. On vérifie que 

p = { . . .  , p - 2n, p - n, p, p + n, p + 2n, . . . } = {p + kn 1 k E Z } . 

L'ensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n, noté Z/nZ, 
est donné par 

Z/nZ = {Ô, Î, 2, . . .  , n-=l_ } .  
C 'est un sous-ensemble fini de P(Z) . Il contient n éléments. 

2.3 Structures algébriques élémentaires 

2.3 .1  Loi de composition interne 

DÉFINITION 2 .30 Soit E un ensemble non vide. 
X On appelle loi de composition interne sur E une application de E x E dans E . 
Si T désigne cette application, alors l 'image du couple ( x , y) E E x E par T 
s 'écrit xTy . 

, ( 7) X On appelle ensemble structure tout couple (E, T) où E est un ensemble 
non vide et T une loi de composition interne sur E.  

Exemples 

1 .  (N, +) et (N, x ) sont des ensembles structurés . 

2 . Soit E un ensemble. (P(E) , U) et (P(E) , n) sont des ensembles structurés . 
3. Soit T la loi de composition interne sur Q définie par 

V(x, y) E Q2 T x + y x y - -- 2 . 

<7l On dit aussi un magma, bien que ce terme soit un peu tombé en désuétude de nos jours ! 
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Le couple (<Ql, T) est un ensemble structuré . En revanche, T ne définit pas une 
loi de composition interne sur N puisque 1 T2 = 3/2 (j_ N. 

4 .  Soit E un ensemble non vide. La composition d'applications o définit une loi 
de composition interne sur A(E, E) puisque la composition de deux applications 
de E dans E est encore une application de E dans E. 

Extension à A(X, E) d'une loi définie sur E 

Soient X un ensemble non vide et (E, T) un ensemble structuré . On peut munir 
l 'ensemble A(X, E) d 'une loi de composition interne notée t. Cette dernière 
associe aux applications f et g de X vers E l 'application de X vers E, notée 
f Tg , définie par 

'Vx E X  
. déf (!Tg) (x) = · f(x)Tg (x) . 

Le couple (A(X, E) , T) est un ensemble structuré . On dit que la loi t ainsi 
définie sur A(X, E) est une extension à A(X, E) de la loi T définie sur E. 1 Il ne faut pas confondre les deux lois T et T. La loi T opère sur les ap

plications de X dans E alors que la loi T opère sur les éléments de E. En 
pratique, on omet souvent d'écrire le point au dessus de la loi T .  

Par exemple, en notant + et x l 'addition et l a  multiplication dans �' à partir 
des applications f : X ---> � et g : X ---> �' on définit les applications 
J+g : X ---> � et f xg : X ---> � de la manière suivante : { (!+

.
· g) (x) = f(x) + g (x) 

'Vx E X  
(f xg) (x) = f(x) x g (x) 

Les couples (A(X, �) , +) et (A(X, �) , x )  sont des ensembles structurés . 

DÉFINITION 2 .31  Soit (E, T) un ensemble structuré. 
)< La loi T est dite associative sur E si (xTy)T z = xT (yT z) pour tous x, y, z 
appartenant à E. 

)< La loi T est  dite commutative sur E si  x Ty = y T x pour tous x ,  y apparte
nant à E. 

Exemples 

1. L'addition et la multiplication sont associatives et commutatives sur N, Z, 
<Ql, �' c. 

2. La loi T définie sur <Ql par xTy = (x + y)/2 n 'est pas associative sur <Ql car 
( (- l )TO) T l  = 1/4 et (- l )T (OTl )  = - 1 /4 . Elle est en revanche commutative 
sur <Ql. 

3 .  Soit E un ensemble non vide. La loi o est associative sur A(E, E) . Par contre, 
elle n 'est pas commutative sur A(E, E) , sauf si E est réduit à un seul élément . 
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4. Soit X un ensemble non vide. Les deux lois + et x définies sur A(X, fi'.) sont 
associatives et commutatives sur A(X, fi'.) car l 'addition et la multiplication le 
sont dans R 

DÉFINITION 2 .32  Soit (E, T) un ensemble structuré. 
J< Un élément e de E est dit neutre pour la loi T si, pour tout x E E, 

e T x = x et x Te = x. 

J< Si (E, T) possède un élément neutre e alors un élément x de E est dit 
symétrisable pour la loi T s 'il existe un élément x' de E tel que 

xTx' = e et x'Tx = e .  

L 'élément x '  est alors appelé élément symétrique de  x pour l a  loi T .  

Exemples 

1. Considérons un ensemble E. 
- L'ensemble structuré (P(E) , U) admet l 'ensemble 0 pour élément neutre 

puisque 0 U A = A U  0 = A  pour tout A E P(E) . 
- L'ensemble structuré (P(E) , n) admet l 'ensemble E pour élément neutre 

puisque E n  A =  A n  E = A  pour tout A E P(E) .  
2 .  Soit E un ensemble non vide. L'ensemble structuré (A(E, E) , o )  admet l 'ap
plication identité pour élément neutre puisque idE o f  = f o idE = f pour tout 
f E A(E, E) . Pour qu'une application f : E ----> E soit symétrisable pour la 
loi o il faut qu 'il existe une application f' : E ----> E vérifiant : 

J' o f = idE et 

et si cette application f' existe, f est alors bijective et f' est l 'application 
réciproque de f. Supposons l 'ensemble E non réduit à un seul élément . Il existe 
au moins une application de E dans E qui n 'est pas bijective, par exemple 
l 'application constante x E E i----> e E E où e est un élément de E. Cette 
application n 'est pas symétrisable pour la loi o .  
3 .  Soit X un ensemble non vide . L 'élément neutre de A(X, fi'.) pour l 'addition 
est l 'application constante x E X i----> 0 E fi'. et celui de A(X, fi'.) pour la 
multiplication est l 'application constante x E X i----> 1 E R Toute application 
f de X dans fi'. possède un symétrique pour l 'addition. C 'est l 'application x E 
X i----> -f ( x) E ra'., notée -f, puisque 

(-f) (x) + f(x) = -f(x) + f(x) = 0 

pour tout x E X. En revanche, une application f de X dans fi'. telle que 
f ( xo ) = 0 pour un certain xo E X ne possède pas de symétrique pour la 
multiplication. 
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PROPOSITION 2 .  7 Soit (E, T)  un ensemble structuré. Si l 'élément neutre de 
E pour la loi T existe, alors il est unique. 

Démonstration La méthode consiste à supposer qu 'il existe deux éléments 
neutres e et e' pour la loi T, et à montrer que ces deux éléments sont nécessai
rement égaux. Puisque e est élément neutre pour T, on a à la fois e T x = x et 
xTe = x pour tout x E E. En particulier , on peut prendre x = e' . On obtient : 

eTe' = e' et e'Te = e' . 

Écrivons maintenant que e' est élément neutre pour T.  Pour tout x E E, 
e'Tx = x et xTe' = x. En prenant cette fois-ci x = e , on obtient : 

e' Te = e et e Te' = e .  

En regroupant les résultats, on  en  déduit , par transitivité, que e = e' . L'unicité 
de l 'élément neutre est démontrée . D 

PROPOSITION 2 .8  Soit (E, T) un ensemble structuré pour lequel la loi T est 
associative et admet un élément neutre. 
)< Si x E E est symétrisable, alors son symétrique est unique. 
)< Si x E E et y E E sont symétrisables alors x T y est symétrisable et son 
symétrique (xTy) ' est donné par 

(xTy) ' = y'Tx' 

où x' désigne le symétrique de x et y' celui de y .  

Démonstration Notons e l 'élément neutre de E pour la  loi T.  

!'.'.: Montrons l 'unicité du  symétrique pour un  élément x symétrisable. Soit 
x E E. Supposons x symétrisable pour la loi T. Supposons que x possède deux 
symétriques x' et x" pour la loi T. On a donc x'Tx = xTx' = e puisque x 
admet x' pour symétrique, et x"T x = x T x" = e puisque x admet aussi x" pour 
symétrique . La loi T étant associative, nous pouvons calculer x"T x T x' de deux 
manières : (x"Tx)Tx' et x"T (xTx' ) (remarquer la position des parenthèses) . 
Utilisant que x"Tx = e , puis que eTx' = x' , on a :  

(x"Tx)Tx' = eTx' = x' , 

De même, utilisant que x T x' = e , puis que x"T e = x" , on obtient : 

x"T(xTx' ) = x"Te = x" . 

L'associativité de la loi T nous assure l 'égalité de (x"Tx)Tx' et x"T (xTx' ) , et 
par conséquent celle des deux éléments x' et x" . L'unicité du symétrique est 
démontrée . 
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!'.'.: Montrons à présent que si x et y, deux éléments de E, sont symétrisables 
pour la loi T, alors l 'élément x T y est aussi symétrisable pour la loi T. Soient 
x' le symétrique de x et y' celui de y pour la loi T . Puisque T est associative, 

(y'Tx' )T (xTy) = y'T (x'Tx)Ty. 

Or, x'Tx = e puisque x' est le symétrique de x pour la loi T .  On a donc : 

(y'Tx' )T (xTy) = y'TeTy = y'Ty 

car e est l 'élément neutre pour la loi T. De même, y'Ty = e puisque y' est le 
symétrique de y pour la loi T. On a donc : (y'Tx' )T (xTy) = e et on vérifie de 
la même manière que (xTy)T (y'Tx' ) = e, ce qui montre que l 'élément xTy est 
symétrisable pour la loi T et que son symétrique est l'élément y'T x' . 0 

DÉFINITION 2 .33 Soient (E, T) et (F, 1_ )  deux ensembles structurés. 
)( On appelle morphisme ou homomorphisme d 'ensembles structurés de (E, T) 
dans ( F, l_) toute application f de E vers F telle que 

\f(x, x' ) E E2 f(xTx' ) = f(x) l_ f(x' ) .  

Si f est bijective alors o n  dit que f est un isomorphisme de (E, T )  dans 
(F, .l_) . 
)( On appelle endomorphisme d 'ensemble structuré (E, T) un morphisme de 
(E, T) dans lui-même. 
)( Un endomorphisme de (E, T) bijectif est qualifié d 'automorphisme de (E, T) .  

Exemples 

1 .  L 'application f : N ---+ N définie par f(n) = 2n pour tout n E N, est un 
morphisme de (N, +) dans (N, x ) car 2n+m = 2n x 2m pour tout ( n, m) E N2 . 
2 .  Pour tout ensemble structuré (E, T) ,  l 'application identité ide : E ---+ E qui 
à tout élément x de E lui associe lui-même est un automorphisme de (E, T) .  

Remarque On peut vérifier que l a  bijection réciproque d 'un isomorphisme f 
de (E, T) dans (F, 1_ )  est un morphisme de (F, 1_)  dans (E, T) .  Considérons par 
exemple l 'application logarithme néperien ln : !R:f- ---+ R C 'est un morphisme 
de (IR:f- ,  x ) dans (!R, +) car 

\f(x, x' )  E IR� x IR� ln(x x x' ) = ln(x) + ln(x' ) .  

D e  plus , ce morphisme est bijectif. C 'est donc un isomorphisme de (JR+ , x ) dans 
(JR, + ). Sa bijection réciproque est l 'application exponentielle exp : lR ---+ iR+ 
qui est un morphisme de (JR, +) dans (iR+ , x ) . On a en effet : 

\f(x, x' ) E lR x lR exp(x + x' ) = exp(x) x exp(x' ) .  
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2.3.2 Structure de groupe 

Les trois structures algébriques que nous présentons maintenant (à savoir les 
structures de groupe, d 'anneau et de corps) sont fondamentales . Commençons 
par la définition d'un groupe. 

DÉFINITION 2.34 Soit (G, T) un ensemble structuré. 
)< On dit que ( G, T) est un groupe si 
- la loi T est associative sur G ; 
- il existe un élément neutre pour la loi T dans G ; 
- tout élément de G est symétrisable pour la loi T .  

On dit aussi que l 'ensemble G possède une structure de groupe pour la loi T .  
)< On dit que le groupe (G, T )  est commutatif (ou abélien) si la loi T est 
commutative sur G. 

Par abus de langage, on dit souvent « l e  groupe G » au lieu de « l e  groupe 
(G, T) » lorsqu 'il n'y a pas d'ambiguïté sur la loi T.  
Dans de nombreux exemples de groupes commutatifs, la  loi est notée additive
ment ( + ) . Nous utilisons aussi souvent la notation multiplicative ( x ) sans pour 
autant la réserver pour des groupes obligatoirement commutatifs .  On particu
larise alors les notations introduites comme suit . 

Notation additive 

Dire que « ( G, + ) est un groupe » signifie que 

- la loi + est associative sur G :  (x+y) +z = x+ (y+z) pour tout (x, y, z ) E G3 ; 
- existence d 'un élément neutre dans G pour la loi + ,  appelé élément zéro et 

noté Oc , vérifiant Oc + x = x + Oc =  x pour tout x E G ;  
- tout élément x de G possède un symétrique dans G pour la loi + ,  appelé 

opposé et noté -x, vérifiant x + (-x) = (-x ) + x = Oc . 
Le groupe (G, + ) est commutatif si x + y  = y + x  pour tout (x, y) E G2 . Lorsque 
la loi est additive, on note souvent x - y au lieu de x + (-y) . 

Notation multiplicative 

Dire que « (G, x ) est un groupe » signifie que 

- la loi x est associative sur G :  (x x y) x z  = x x  (y x z ) pour tout (x, y, z ) E G3 ; 
- existence d 'un élément neutre dans G pour la loi x ,  appelé élément unité 

et noté le ,  vérifiant le x x = x x le = x pour tout x E G ;  
- tout élément x de G possède un symétrique dans G pour la loi x ,  appelé 

inverse et noté x- 1 , vérifiant x x x- 1 = x- 1 x x = le .  

Le groupe ( G, X ) est commutatif s i  X X y = y X X pour tout (x, y) E G2 . Lorsque 
la loi est multiplicative, on note souvent xy au lieu de x x y .  
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Exemples 

1 .  L'ensemble des entiers naturels N muni de l 'addition + n 'est pas un groupe 
car , excepté l 'élément 0, un élément de N ne possède pas d'opposé dans N. 
En revanche, les ensembles Z, Q, IR, C munis de l 'addition usuelle + sont des 
groupes commutatifs .  

2 .  L'ensemble des entiers relatifs Z muni de la multiplication x n 'est pas un 
groupe car 1 et - 1 sont les seuls éléments inversibles de Z. Par contre, les 
ensembles Q* , IR* , C* munis de la multiplication usuelle x sont des groupes . 
Les ensembles Q+ et IR+ munis de la multiplication usuelle x sont aussi des 
groupes . 

3. Soit E un ensemble . Supposons-le non vide. 

- Rappelons que 0 est l 'élément neutre de P(E) pour l 'union. Muni de la 
loi U, P(E) n 'est pas un groupe car si A est une partie non vide de E alors 
il n 'existe pas de partie A' de E telle que A U  A' = 0 .  

- Rappelons que E est l 'élément neutre de P(E) pour l 'intersection . Ainsi , 
P(E) muni de la loi n n'est pas un groupe car si A c E et A -:/:- E alors il 
n 'existe pas de partie A' de E telle que A n  A' = E. 

4.  Nous verrons au chapitre 6 que l 'ensemble OC[X] des polynômes à coefficients 
dans ][( (où ][( désigne un corps commutatif) muni de la loi +, possède une 
structure de groupe commutatif (voir en page 223) . 

5 .  Nous établirons au chapitre 10 que l 'ensemble Mn,p (OC) des matrices rectan
gulaires de type (n, p) à coefficients dans lK (où ][( désigne IR ou q muni de 
l 'addition , possède une structure de groupe commutatif (voir en page 419) . En 
particulier, l 'ensemble Mn (lK) des matrices carrées d 'ordre n à coefficients dans 
][( muni de l 'addition, possède une structure de groupe commutatif. 

6. De même, nous établirons au chapitre 10 que l 'ensemble GLn (OC) des matrices 
carrées inversibles d'ordre n à coefficients dans lK (où lK désigne IR ou C) muni 
de la multiplication , possède une structure de groupe (voir en page 453) . Ce 
groupe n'est pas commutatif lorsque n � 2 .  

7. Soit E un ensemble non vide non réduit à un seul élément . La loi o est 
associative dans A(E , E) et possède pour élément neutre l 'application idE . En 
revanche, une application de E dans E n'est pas nécessairement bijective . On 
n 'est donc pas assuré de l 'existence d 'un symétrique pour la loi o pour toute 
application de E dans E. En conclusion, l 'ensemble structuré (A(E, E) ,  o ) n 'est 
pas un groupe. 

8 .  Soient X un ensemble non vide et (E, T) un groupe. L'ensemble A(X, E) 
muni de la loi interne T définie pour toutes applications f, g : X � E par 

Vx E X  (JTg) (x) = j(x)Tg (x) 

possède une structure de groupe. Cette dernière se déduit de la structure de 
groupe définie sur E. Si, de plus , la loi T est commutative dans E alors le 
groupe (A(X, E), T) est aussi commutatif. Par exemple , (A(X, IR) , +)  est un 
groupe commutatif. En revanche, (A(X, IR) , x ) n 'est pas un groupe car il y a 
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absence d'inverse pour les applications qui s 'annulent en au moins un élément 
de X.  

EXERCICE 4 Soit * la loi définie sur lR par 

V(x , y) E IR2 X * Y  
dff. x X y +  (x2 - 1 ) x (y2 - 1 ) 

où x2 = x x x et y2 = y x y avec + et x les opérations usuelles sur R 
1 - La loi * est-elle associative sur lR ?  Commutative sur lR ?  Vérifier que 
lR possède un élément neutre pour la loi *· Cette loi confère-t-elle à lR une 
structure de groupe ? 
2 - Calculer le (s) symétrique (s) du réel 2 pour la loi * · 
3 - Résoudre les équations suivantes : 2 * x = 2 ,  2 * x = 5 .  

2.3.3 Structure d'anneau 

Il est possible de munir un groupe (E, T) d'une seconde loi de composition 
interne. Si cette seconde loi possède de « bonnes » propriétés calculatoires , on 
obtient une structure algébrique appelée anneau . Notons * cette seconde loi de 
composition interne. Le triplet ( E, T, * ) est encore appelé ensemble structuré . 

DÉFINITION 2 .35 Soit (E, T ,  * ) un ensemble structuré. 
X On dit que la loi * est distributive à gauche par rapport à la loi T si 

V(x, y, z) E E3 x * (yT z) = (x * y)T (x * z) . 

X On dit que la loi * est distributive à droite par rapport à la loi T si 

V(x, y ,  z) E E3 (yT z) * x = (y *  x)T (z * x) . 

X La loi * est dite distributive par rapport à T si elle est distributive à la fois 
à gauche et à droite par rapport à T .  

Exemples 

1 .  Dans N, Z, Q, IR, C la multiplication x est distributive par rapport à l 'ad
dition + .  

2 .  Soit E un  ensemble. Dans P(E) chacune des lois U et n est distributive par 
rapport à l 'autre . 

3. Soit X un ensemble non vide. Munissons l 'ensemble A(X, IR) des deux lois + 
et x définies au paragraphe 2 .3 . 1 ,  page 59 .  La loi x est distributive par rapport 
à la loi + puisque, pour toutes applications f, g , h : X -----+ IR ,  

Vx E X  
{ f (x) x (g (x) + h(x) ) = (f (x) x g (x) ) + (f (x) x h(x) ) 

(g (x) + h(x) ) x f (x) = (g (x) x f (x) ) + (h(x) x f (x) ) 
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On est maintenant en mesure d 'énoncer la définition d 'un anneau . 

DÉFINITION 2 .36 Soit (A, T,  * )  un ensemble structuré. 
)< On dit que (A,  T,  * )  est un anneau si 
- l 'ensemble structuré (A, T) est un groupe commutatif; 
- la loi * est associative sur A ; 
- la loi * est distributive par rapport à la loi T ; 
- l 'ensemble A admet un élément neutre pour la loi * ·  

On dit aussi que A possède une structure d 'anneau pour les lois T e t  * ·  
)< Si, de plus, la loi * est commutative sur A alors o n  dit que l 'anneau (A,  T,  * )  
est commutatif. 

Il est à noter que dans certains manuels de mathématiques , l 'existence d 'un 
élément neutre pour la seconde loi * n 'est pas imposée dans la définition , un 
anneau possédant un élément neutre pour * étant alors qualifié d ' unifère. 

Notation additive et notation multiplicative 

Par souci de simplification , nous laissons de côté (provisoirement) les nota
tions T et * des deux lois internes définies sur A au profit des notations additive 
( +) et multiplicative ( x ) . On particularise alors les notations . Ainsi , dire que 
« (A, + , x ) est un anneau » signifie que 
- l 'ensemble structuré (A, +)  est un groupe commutatif (voir page 63) ; 
- la loi x est associative sur A : (x x y) x z = x x  (y x z) pour tout (x, y, z ) E A3 ; 
- la loi x est distributive par rapport à la loi + : 

x x (y + z ) = (x x y) + (x x z) et (y + z ) x x = (y x x) + (z x x) 

pour tout (x, y, z ) E A3 ; 
- existence d 'un élément neutre dans A pour la loi x ,  appelé élément unité 

et noté lA , vérifiant lA x x = x x lA = x pour tout x E A. 
L'anneau (A, + ,  x ) est commutatif si x x y =  y x x pour tout (x ,  y) E A2 . 
Un anneau (A, + ,  x ) ,  qu'il soit commutatif ou non, possède ainsi deux éléments 
neutres . 
- Le premier , noté OA , correspond à la loi +. On l 'appelle zéro de l 'anneau. 
- Le second , noté lA ,  correspond à la loi x .  On l 'appelle unité de l 'anneau. 

Exemples 

1. L 'ensemble des entiers relatifs Z muni des lois + et x possède une structure 
d 'anneau commutatif. De même, les ensembles <Ql, IR et <C munis des lois + et x 
sont des anneaux commutatifs .  

2 .  Soit E un ensemble non vide . (P(E) , U ,  n) n 'est pas un anneau . · 
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3. Soit X un ensemble non vide. L 'ensemble A(X, JR) muni des deux lois + 
et x définies au paragraphe 2 .3 . 1 ,  page 59, possède une structure d'anneau 
commutatif. L'élément zéro (respectivement l 'élément unité) de A(X, JR) est 
l 'application x E X  f------+ 0 E lR (resp . l 'application x E X  f------+ 1 E JR) . 
4. Nous verrons au chapitre 6 que l 'ensemble JK[X] des polynômes à coefficients 
dans lK (où lK désigne un corps commutatif) muni des lois + et x ,  possède une 
structure d'anneau commutatif (voir en page 226) . 
5 .  Nous verrons au chapitre 10 que l 'ensemble Mn (lK) des matrices carrées 
d 'ordre n à coefficients dans lK (où lK désigne lR ou q muni de l 'addition et 
de la multiplication , possède une structure d'anneau, non commutatif lorsque 
n ;;:: 2 (voir en page 425) . 
6. Soit n un entier naturel non nul . Considérons l 'ensemble quotient de Z par 
la relation de congruence modulo n (voir en page 58) : 

Z/nZ = {Ô, Î, 2, . . .  , n=l } .  
On note + et x l 'addition et la multiplication usuelles sur z .  O n  vérifie facile
ment que, pour tous p, p1 , q, q1 appartenant à Z, 

p = p' [n] et q = q' [n] ===> 
{ P + q = p' + q' [n] . 

p X q =: p1 X q1 [nj 

Cela signifie que si p E Z et q E Z alors les classes d 'équivalence P+q et pxq ne 
dépendent que des classes d 'équivalence fi et q et non du choix de p dans la classe 
d 'équivalence fi et de q dans la classe d 'équivalence q, ce qu 'on exprime aussi en 
disant que les opérations + et x définies sur Z sont compatibles avec la relation 
de congruence modulo n. Cela nous permet de définir deux lois de composition 
interne, notées + et x et appelées respectivement addition et multiplication 
sur l 'ensemble quotient Z/nZ, en posant pour tous fi, q appartenant à Z/nZ, 

� � � déf. --p + q = p + q  et � � � déf. --p X q = p X q.  
Écrivons par d'exemple les tables d'addition et de multiplication dans les trois 
ensembles quotients Z/2Z, Z/3Z et Z/4Z. 
- Dans Z/2Z = {ô, î} , elles s 'écrivent : 

+ ô 1 
� 

ô 1 X 

ô ô î ô ô ô 
î î ô 1 ô 1 

- Dans Z/3Z = {Ô, Î, 2} , elles s 'écrivent : 

� 
ô î 2 + 

� 
0 1 2 X 

0 0 1 2 ô ô ô ô 
1 1 2 ô î ô î 2 
2 2 ô î 2 ô 2 î 
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- Dans '1!.,/4'1!., = {ô, Î, 2, 3} , elles s 'écrivent : 

+ ô î 2 3 � ô î 2 3 X 

ô ô î 2 3 ô ô ô ô ô 
î 1 2 3 ô î ô î 2 3 
2 2 3 ô 1 2 ô 2 ô 2 
3 3 ô î 2 3 ô 3 2 î 

On peut montrer que, pour tout n E N* , l 'ensemble quotient '1!.,/n'll., muni des 
deux lois Î et x possède une structure d'anneau commutatif. Pour tout n E N* , 
le zéro (respectivement l 'unité) de ('1!.,/n'll., , +,  x )  est la classe d 'équivalence ô 
(resp . la classe d 'équivalence Î) car 

ô î p- = p- et î x p- = p-

pour tout p E '1!.,/n'll., . Remarquons que les classes d 'équivalence Ô et 1 sont 
distinctes dès lors que n ?  2 .  

Règles de calcul dans un anneau 

PROPOSITION 2 . 9  Soit (A, + , x ) un anneau non nécessairement commutatif 
d 'élément zéro ÜA et d 'élément unité lA . 
J<'Vx E A ÜA x x = ÜA et x x ÜA = ÜA . L 'élément OA est alors dit absorbant 
pour la loi x . 
J<'V(x, y) E A2 (-x) X y = - (x X y) = X X (-y) . 
J<'Vx E A (- lA ) x x = -x .  
J<'V(x, y) E A2 (-x) x (-y) = x x y . 
J<'V(x , y , z) E A3 X X (y - z) = X  X y - X X z et (y - z) X X =  y X X - z X X .  

Démonstration Montrons uniquement les deux premières propriétés , les trois 
dernières se déduisant directement des deux premières . 

Ç:: Soit x E A. Montrons que ÜA = ÜA x x. Considérons un élément y de 
A. Puisque ÜA est le zéro de l 'anneau, on peut écrire : y = ÜA + y , d'où 
y X X =  (OA + y) X x. Or, (OA + y) X X =  (OA X x) + (y X x) puisque la loi X 
est distributive à droite par rapport à la loi +.  Ainsi , 

y X X =  (OA X x) + (y X x) . 

Additionnons alors l 'élément - (y x x) (c'est le symétrique de l 'élément y x x 
pour la loi +) à droite et à gauche de l 'égalité : 

(y X x) + (- (y X x) )  = [ (OA X x) + (y X x) ] + (- (y X x) )  
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ou encore, puisque la loi + est associative sur A, 

(y X x) + (- (y X x)) = (OA X x) + [(y X x) + (- (y X x)) ] . 

On obtient alors en utilisant que (y x x) + (- (y x x)) = OA , 

ÜA = (OA X x) + ÜA 
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c'est à-dire : ÜA = ÜA x x car ÜA est le zéro de l 'anneau. On démontrerait de 
la même manière que ÜA = x x OA . 

� Soient x et y deux éléments de A. Montrons que (-x) x y =  - (x x y) . En 
factorisant (à droite) par y, on a : 

(x x y) + ( (-x) x y) = [x + (-x)] x y .  

Or, x + (-x) = ÜA . Ainsi , (x x y) + ( (-x) x y) = OA x y .  Or, ÜA est absorbant 
pour la loi x .  On a donc : OA x y =  OA . D 'où : 

(x X y) + ( (-x) X y) = ÜA . (6) 

L'élément x x y admettant l 'élément - (x x y) pour symétrique dans A par 
rapport à la loi +, on a aussi : 

(x X y) + (- (x X y)) = ÜA .  (7) 

Par unicité du symétrique, on déduit de (6) et (7) que (-x) x y = - (x x y) . 
La démonstration de l 'égalité x x (-y) = - (x x y) s 'effectue suivant le même 
modèle . Sa rédaction est laissée en exercice. 0 

Remarque Soit (A, + ,  x ) un anneau non nécessairement commutatif. Il est 
à noter que si l 'ensemble A n'est pas réduit à ÜA alors les éléments ÜA et 
lA sont nécessairement distincts . Cela se montre facilement en utilisant un 
raisonnement par contraposition . Supposons ÜA et lA égaux et montrons que 
A = {OA } ·  Soit x un élément de A. Puisque lA est l 'élément neutre pour la 
loi x ,  on peut écrire : x = lA x x. Or, par hypothèse, lA = ÜA . Ainsi, 

car ÜA est absorbant pour la loi x (voir la proposition 2.9) . 

Notations et conventions 

Afin d'apprécier pleinement la portée des notations qui suivent , nous repre
nons (provisoirement) les notations T et * · Considérons donc un anneau non 
nécessairement commutatif (A, T, * ) . 
Soient n un entier naturel non nul et x un élément de A. On note nx l 'élément 
de A qui est égal à la composition par la première loi T de n termes égaux à x. 
Autrement dit , pour tous n E N* et x E A, 

not. T T T nx = X X . . . X . � 
n termes 
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En particulier , en prenant n = 1 ,  on a :  lx = x pour tout x E A. Par exemple, 
dans (A, + ,  x ) , 3x = x + x + x. De même, on note xn l 'élément de A qui est 
égal à la composition par la seconde loi * de n termes égaux à x. Autrement 
dit , pour tous n E N* et x E A, 

n not. X = X * X * · · · * X .  '-----v--" 
n termes 

En particulier, en prenant n = 1 ,  on a :  x1 = x pour tout x E A. Par exemple, 
dans (A, + ,  X ) , x4 = X  X X X X X X .  
Et pour n = 0 ?  Désignons par ÜA l 'élément zéro et par lA l 'élément unité de 
(A, T, * ) (cette notation est ici un peu malheureuse car elle rappelle la notation 
additive et la notation multiplicative que nous essayons justement d 'éviter , mais 
bon ! ) .  Alors , par convention , pour tout x E A, 

Ox = ÜA et x0 = lA . 

Et pour n strictement négatif ? Il suffit de remarquer que si n est strictement 
négatif alors son opposé, -n, est strictement positif. Ainsi , puisque tout élément 
d 'un anneau admet un symétrique pour la première loi T, si x E A et si n est 
un entier strictement négatif alors on note nx l 'élément de A qui est égal à 
la composition par T de -n termes égaux au symétrique de x pour la loi T ,  
c'est-à-dire : 

nx n�/· ( -n)x' = x'Tx'T . . .  Tx' '"-....--' 
-n termes 

où x' désigne le symétrique de x pour la loi T. Par exemple, dans (A, + ,  x ) , 
-3x = 3(-x) = (-x) + (-x) + (-x) .  
D 'après l a  définition d 'un anneau, un élément de A n'admet pas nécessairement 
de symétrique pour la seconde loi *· Toutefois ,  si un élément x de A est symé
trisable pour * alors , pour tout entier n négatif, on note xn l 'élément de A qui 
est égal à la composition par * de -n termes égaux au symétrique de x pour 
la loi *, c'est-à-dire : 

xn ngt. ( x" ) -n = x" * x" * . . .  * x" 
-n termes 

où x" désigne le symétrique de x pour la loi *· Par exemple, dans (A, + ,  x ) , 
si x est inversible alors x-4 = (x- 1 )4 = x- 1 x x- 1 x x- 1 x x- 1 . 

Propriétés 

Soit (A, +, x ) un anneau non nécessairement commutatif. Il est aisé de montrer 
les propriétés suivantes : 

- Vx E A V(n, m) E '!!} 

- Vx E A V(n, m) E '!!} 

(n + m)x = nx + mx, 
(nm)x = n(mx) , 

- Vx E A V(n, m) E N2 xn X xm = xn+m , 
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- \lx E A V(n, m) E N2 (xn r = xn x m . 
En particulier , si l 'élément x est symétrisable pour la seconde loi x alors les 
deux dernières propriétés sont vraies pour tout (n,  m) E '//}. 

De même, on montre les propriétés suivantes : 

- \ln E Z \lx E A n(-x) = (-n)x = - (nx) , 
- Vn E Z  V(x , y) E A2 n(x + y) = nx + ny et n(x - y) = nx - ny, 
- \ln E Z V(x , y) E A2 n(x x y) = (nx) x y =  x x (ny) , 
- \ln E z \lx E A nx = (nlA ) X X =  X X (nlA ) · 

Si x et y désignent deux éléments quelconques d 'un anneau (A, + ,  x ) non 
commutatif, alors , a priori, les deux éléments (x x y) 2 et x2 x y2 ne sont 
pas égaux. En effet , 

(x X y) 2 = (x X y) X (x X y) . 

La multiplication n'étant pas commutative, (x x y) x (x x y) n 'est pas 
obligatoirement égal à x2 x y2 , et plus généralement , pour tout entier n � 2 ,  
l 'élément (x  x y)n n'est pas obligatoirement égal à xn x yn . Bien évidemment , 
si x x y =  y x x , alors (x x y)n = xn x yn pour tout n E N. 

Notations L et rr 

Soit (A , + ,  x ) un anneau (non nécessairement commutatif) . Soient p et n deux 
entiers (relatifs) tels que p � n. Considérons les (n - p + 1) éléments Xp , Xp+1 , 
. . .  , Xn de A. Rappelons que les deux lois + et x sont associatives sur A. On 
note alors : 

n n '°' not. L Xk = Xp + Xp+l + . . . + Xn , II not. Xk = Xp X Xp+l X . . .  X Xn · 
k=p k=p 

Par exemple, I:%=3 Xk = X3 + X4 + xs + X5 . Si K E {p, p + 1 ,  . . .  , n} alors 

L�=K Xk = XK = IT�=K Xk · On note aussi : 

P not. L Xk = Xn + Xn- 1 + . . .  + xp , P not. II Xk = Xn X Xn- 1 X . . . X Xp · 
k=n k=n 

Par exemple, rr�=5 Xk = X5 X X4 X X3 X X2 . Dans un anneau, la première loi , 
ici + ,  est commutative sur A. On a alors les propriétés suivantes : 

- Pour tous (xk , x� ) E A2 , k E {p, p + 1 ,  . . . , n } ,  

n n n 
et 

k=n k=p k=p k=p k=p 



72 Structures algébriques élémentaires 

- Pour tous Xkk' E A, k E {p, p + 1 ,  . . .  , n} et k' E {p' , p' + 1 ,  . . .  , n' } , 

t [ t Xkk' ] = t [t Xkk' ] . 
k=p k' =p' k' =p' k=p 

On dit alors que l 'ordre de deux sommes peut être inversé. 
- Pour tous m E N et Xk E A, k E {p, p + 1, . . .  , n} , 

n n 

k=p k=p 
n 

- Pour tout a E A, 2::> = (n - p + l )a. 
k=p 

Dans un anneau, la seconde loi , ici x ,  n 'est pas nécessairement commutative 
sur A. Lorsqu 'elle l 'est , on a les propriétés suivantes : 
- Pour tous (xk , xU E A2 , k E {p, p + 1 ,  . . .  , n} , 

n n n p n II Xk = II Xk et II (xk x x� ) = (II xk) x (II x�) . 
k=n k=p k=p k=p k=p 

- Pour tous Xkk' E A, k E {p, p + 1 ,  . . .  , n} et k' E {p' , p' + 1 ,  . . .  , n' } , 

On dit alors que l 'ordre de deux produits peut être inversé. 
- Pour tous m E N  et Xk E A, k E {p, p + 1, . . .  , n} , 

n n II (mxk ) = mn-p+ l II Xk .  
k=p k=p 

n 
- Pour tout a E A, II a = an-p+ l . 

k=p 

Les indices de sommation et de produit sont muets . Cela signifie que l 'on 
peut les remplacer par n 'importe quelle lettre. Par exemple, 

n n n n n n 
L Xk = L xe = . . . = L Xi et II Xk = II xe = . . . = II xi 
k=p e=p i=p k=p f=p i=p 

pour tous Xk E A,  k E {p, p + 1 ,  . . .  , n} . 

On a aussi les formules de Chasles : si (p, n, f) E Z x Z x N* avec p ::;; n alors 

n+e n n+e L Xk = L: xk + L Xk 
k=p k=p k=n+ l 

et 
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pour tous Xk E A, k E {p, p + 1 ,  . . . , n + f} . 

On a aussi les formules de changement d'indice : si (p, n, K) E Z3 alors 

n n+I< 
L Xk+I< = L Xk' · 
k=p k'=p+I< 
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pour tous Xk E A, k E {p + K, . . .  , n + K} .  On dit alors que l 'on a effectué 
le changement d'indice : k' = k + K. Le changement d'indice implique un 
changement des bornes . Lorsqu'on effectue le changement d'indice k' = k + K,  
la  borne k = p devient k' = p + ]( et la borne k = n devient k' = n + ](, ce 
que l 'on note parfois : 

k = p ----+ k' = p + K, 

k = n ----+ k' = n + K. 

Par exemple, si x1 , x2 , x3 , x4 appartiennent à A alors, en effectuant le chan
gement d'indice k' = k - 6, on obtient : 

4 -2 
L Xk = L XG+k' , 
k=l k'=-5 

ce que l 'on peut vérifier , l 'égalité précédente s 'écrivant : 

X1 + X2 + X3 + X4 = X1 + X2 + X3 + X4 · ..__,..,, ..__,..,, ..__,..,, ..__,..,, ..__,..,, ..__,..,, ..__,..,, ..__,..,, k=l k=2 k=3 k=4 k'=-5 k'=-4 k'=-3 k '=-2 
De même, en effectuant le changement d'indice k' = 5 - k ,  on obtient : 

4 4 
L Xk = L X5-k' , 
k= l k' = l  

ce  que l'on peut vérifier, l 'égalité précédente s 'écrivant : 

X1 + X2 + X3 + X4 = X4 + X3 + X2 + X1 · 
..__,..,, ..__,..,, ..__,..,, ..__,..,, ..__,..,, ..__,..,, ..__,..,, ..__,..,, k= l k=2 k=3 k=4 k'= l  k'=2 k'=3 k'=4 

Diviseur de zéro, élément nilpotent 

DÉFINITION 2 .37 Soient (A, + ,  x ) un anneau non nécessairement commu
tatif et x un élément de A différent de OA le zéro de l 'anneau. 
X On dit que x est un diviseur de zéro à gauche dans A s 'il existe un élément 
y de A, y -1- OA, tel que x x y =  ÜA . 

X On dit que x est un diviseur de zéro à droite dans A s 'il existe un élément 
z de A, z -/- ÜA, tel que z x x = ÜA . 

X On dit que x est un diviseur de zéro dans A s 'il est un diviseur de zéro à 
gauche ou à droite dans A.  

X On dit que l 'anneau (A, + ,  x ) est intègre s i  A -/- {OA } e t  s 'il n'admet aucun 
diviseur de zéro . 
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En d'autres termes , un anneau (A, + ,  x )  est intègre si A -:/- {OA } et si 
\:/(x, y) E A2 (x x y = OA ===? ( x = ÜA ou y = OA ) ) , 

ou encore, par contraposée, si 

Bien entendu, si l 'anneau est commutatif, la notion de diviseur de zéro à gauche 
est confondue avec celle de diviseur de zéro à droite. 

Exemples 

1 .  Dans l 'ensemble des applications de lR vers IR, muni des deux lois + et x 
définies au paragraphe 2 . 3 . 1  (voir en page 59) , les deux applications 

f 
{ Ü Si X �  Ü : X f--t Vx Si X > Ü { X si X �  Ü et g : X f--t Q . Q SI X >  

sont des diviseurs de zéro puisqu 'elles sont non nulles et vérifient f x g = O. En 
effet , (f X g) (x) = 0 X X = 0 si X �  0 et (f X g) (x) = ../X  X 0 = 0 si X >  O . 
2 .  L'ensemble des entiers relatifs Z muni des lois usuelles + et x ne possède 
pas de diviseur de zéro . C 'est donc un anneau commutatif intègre. 

3. Les deux anneaux commutatifs (Z/2Z, .f., x) et (Z/3Z, .f., x) sont intègres . 
Cela se vérifie directement à partir des tables d'addition et de multiplication 
dans Z/2Z et Z/3Z données en page 67. En revanche, (Z/4Z, .f., x )  n 'est pas 
intègre puisque 2 x 2 = Ô et 2 -:/- Ô. La classe d 'équivalence 2 est donc un 
diviseur de zéro dans Z/4Z. 

4 .  Les ensembles Q, lR et C munis des lois usuelles + et x sont des anneaux 
commutatifs intègres . 

5. Nous établirons au chapitre 6 que l 'anneau (OC[X] , +, x )  des polynômes à 
coefficients dans OC (où OC désigne un corps commutatif) est intègre (voir en 
page 226) . 

6. Nous montrerons au chapitre 10 que l 'anneau (Mn (OC) , +, x ) des matrices 
carrées d'ordre n � 2 à coefficients dans OC (où OC désigne lR ou C) n 'est pas 
intègre (voir en page 426) . 

PROPOSITION 2 . 10  Soit (A, + ,  x )  un anneau non nécessairement commu
tatif. Tout diviseur de zéro dans A est nécessairement non inversible . 

Démonstration Cela se montre facilement en raisonnant par l 'absurde. Soit 
x E A. Supposons que x soit à la fois diviseur de zéro et inversible . Effectuons la 
démonstration dans le cas où x est diviseur de zéro à gauche (la démonstration 
dans le cas où x est diviseur de zéro à droite s 'effectue suivant le même principe ; 
elle est laissée en exercice) . Puisque x est diviseur de zéro à gauche, il existe un 
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élément y E A non nul (y =/. OA ) tel que x x y = ÜA . En multipliant à gauche 
cette égalité par x- 1 , qui existe car x est inversible, on obtient : 

(8) 

Or, utilisant , dans l 'ordre , que x est associative, que x- 1 est l 'inverse de x et 
que lA est l 'élément unité de l 'anneau, on a : 

x- 1 X (x X y) = (x- 1 X x ) X y =  lA X y =  y . 

De plus , x- 1 x ÜA = ÜA puisque ÜA est absorbant pour la loi x .  Ainsi , (8) se 
réécrit : y =  ÜA , ce qui est contraire à nos hypothèses. D 

DÉFINITION 2 .38 Soient (A, + ,  x ) un anneau non nécessairement commu
tatif et ÜA le zéro de l 'anneau. Un élément a de A est dit nilpotent si 

Si (A, + ,  x ) est un anneau (non nécessairement commutatif) alors il est clair 
qu 'un élément nilpotent non nul de A est diviseur de zéro . 

Un anneau (A, + ,  x ) possède-t-il toujours un (des) élément (s) nilpotent (s) ? 

La réponse est bien évidemment « oui » puisque le zéro de l 'anneau, ÜA , est 
nilpotent (en effet , 01 = OA ) · 
Y en a-t-il d'autres ? 

Dans Q, � et C, il est inutile d 'essayer d 'en chercher un autre. En effet , Q, 
� et C possèdent une structure plus riche que celle d 'un anneau . Ce sont en 
fait des corps commutatifs pour l 'addition et la multiplication (la structure de 
corps fait l 'objet du paragraphe 2 .3 .4) et nous verrons que la structure de corps 
exclut l 'existence d 'éléments nilpotents, à l 'exception du zéro. 

L'ensemble des entiers relatifs , Z, est intègre. Seul zéro est nilpotent dans Z. 

Nous rencontrerons dans cet ouvrage des exemples d 'ensembles structurés qui 
possèdent des éléments nilpotents . Par exemple, nous verrons au chapitre 10 
que l 'ensemble Mn (OC) des matrices carrées d'ordre n à coefficients dans OC (où 
OC désigne � ou C) muni de l 'addition et de la multiplication , possède des 
éléments nilpotents lorsque n � 2 (voir en page 427) . 

EXERCICE 5 Soit (A, + ,  x ) un anneau non nécessairement commutatif. 
1 - Montrer que, pour tout n E N* , 

n- 1 
't:/x E A  lA - Xn = ( lA - X) L xk . 

k=O 

2 - En déduire que si a est nilpotent alors lA - a est inversible . 
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Formule du Binôme de Newton dans un anneau 

Pour tout n E N et pour tout entier p compris entre 0 et n, on définit l 'entier 
noté (;) , appelé coefficient binomial, de la manière suivante : 

(n) déf. 
_

n! _ 
p - pl X (n - p) ! 

où, par convention, O ! = 1 .  Comme nous l 'avons mentionné en page 26, le 
coefficient binomial est parfois noté c� . 

PROPOSITION 2 . 1 1  Le coefficient binomial vérifie les propriétés suivantes : 

- \ln E N (�) = (�) = 1 .  

- \ln E N* (7) = n .  

- \ln E N  \lp E {0 , 1 ,  . . .  , n} (n�p) = (;) . 
- Formule du triangle de Pascal : 

\ln E N* \lp E { l , 2 ,  . . .  , n} 
(
p -

n 
1
) + 

(n
p
) __ (n 

P
+ 1) . 

Démonstration Les trois premières propriétés sont évidentes d 'après la dé
finition des coefficients binomiaux. Vérifions la quatrième. Soient n E N* et 
p E { 1 , 2 ,  . . .  , n} .  On a :  

n! n ! 
--------- + -----(p - 1 ) ! x (n + 1 - p) ! p! x (n - p) ! 

nl x p  n ! x (n + l - p) 
------ + ---'--------'--
p! x (n + l - p) ! p! x (n + l - p) ! 

nl x p + nl x ( n + 1 - p) 
pl x (n + l - p) l  

Il suffit alors de remarquer que 

(n + 1 ) !  
p! X ( n  + 1 - p) ! 

ce qui termine la démonstration 

(n + 1 ) ! 
pl X (n + 1 - p) !

. 

D 

On range les coefficients binomiaux dans le tableau suivant , appelé triangle de 
Pascal, en plaçant à la n-ième ligne et à la p-ième colonne le coefficient binomial 
(;) . En pratique, on commence par remplir la colonne correspondant à p = 0 
par des 1 et la diagonale par des 1 puisque 

\ln E N 
( �) = 

( �) = 1 .  
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Puis on complète ligne par ligne le tableau en partant de la troisième ligne 
(correspondant à n = 2) en remarquant que, pour tout n E N* , les coefficients 
de la (n+ 1)-ième ligne s 'obtiennent à partir de ceux de la n-ième ligne puisque 

pour tout p E { 1 , 2, . . .  , n } .  On obtient ainsi le triangle de Pascal : 

p = O  p = l  p = 2  p = 3  p = 4  p = 5  p = 6  
n = O  1 
n = l 1 1 
n = 2  1 2 1 
n = 3  1 3 3 1 
n = 4  1 4 6 4 1 
n = 5  1 5 10 10 5 1 
n = 6  1 6 15 20 15 6 1 

Il est à noter , pour chacune des lignes , la symétrie des coefficients due à la 
propriété : 

pour tout p E {O ,  1 ,  . . .  , n} . 
Rappelons que dans un anneau (A,+, x ) , contrairement à la première loi + 
qui est commutative, la deuxième loi x ,  elle , ne l 'est pas nécessairement . Bien 
évidemment, rien ne s 'oppose à ce qu 'il existe des éléments de A qui commutent 
entre eux (par exemple, l 'élément unité lA commute avec n'importe quel élé
ment de l 'anneau) et , dans ce cas , on peut appliquer la formule du binôme de 
Newton donnée dans la proposition suivante. 

P ROPOSITION 2 .12 (Formule du binôme de Newton) 
Soient (A, +, x ) un anneau non nécessairement commutatif, a et b deux élé
ments de A qui commutent pour la loi x, c 'est-à-dire tels que a x b = b x a, 
et n un entier naturel. Alors, 

où, pour tout p E { 0, . . . , n} , (;) désigne le coefficient binomial. 

Démonstration Notons OA et lA , respectivement , le zéro et l 'unité de l 'an
neau (A,+, x ) . 

� Pour montrer la première égalité , nous raisonnons par récurrence sur l 'en
tier n. La propriété est vraie pour n = 0 puisque, par convention, x0 = lA pour 
tout x E A, d'où (a+ b)0 = lA et 

(�) (a0 X b0) = l ( lA X lA) = l ( lA) = lA. 
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Elle est vraie aussi pour n = 1 puisque (a + b) 1 = a + b et 

G)(a0 x b1) + G)(a1 x b0) = l(lA x b) + l(a x lA) = lb + la = a +b. 

Supposons la propriété vraie au rang n et montrons qu 'elle est alors vraie au 
rang n + 1. Remarquons que (a + b)n+l = (a + b) x (a + b)n. Ainsi, d'après 
l 'hypothèse de récurrence, 

(a + b)n+l = (a + b) t (
n
)a

pbn-p. 

p= O 
p 

La loi x étant distributive par rapport à la loi +, on obtient : 

(a + bt+l = t (
n
)a

P+lbn-p + t (
n
)a

pbn+I-p 

p= O 
p 

p= O 
p 

où on a utilisé que a x b = b x a. Effectuons alors le changement d 'indice f, = p + 1 
dans la première somme (l ' indice étant muet , on peut finalement le remplacer 
par p) .  On obtient : 

(a + bt+l = � ( 
: 
1
) a

Pbn+l-p + t (
n
) a

Pbn+l-p . 

p=l 
p 

p= O 
p 

Isolons dans la première somme le terme d'indice p = n + 1 et dans le deuxième 
celui d 'indice p = 0, ce qui permet de regrouper les deux sommes restantes : 

car b0 = a0 = lA et 1 = (�) = (�). Utilisant alors la dernière propriété de la 
proposition 2.11 et remarquant que 1 = (n61) = (�!D, on obtient : 

(a + bt+l = (�: Dan+Ib
O 
+ t (

n
; 

1
)a

pbn+l-p + (
n � 1

)a
obn+1 , 

c 'est-à-dire (en regroupant tout sous la même somme) : 

(a +bt+l = � (
n +l

)a
pbn+l-p , 

p= O 
p 

La propriété est donc vraie au rang n + 1. 

ç:: La deuxième égalité se vérifie grâce au changement d'indice f, = n - p : 

t (;)a
pbn-p = t (

n
: c)a

n-ebe = t (;)a
n-ebe 

p= O f =0 f= O 

où on a utilisé la troisième propriété de la proposition 2.11. L'indice f, étant 
muet , on peut alors le remplacer par n'importe quel indice , par exemple par p, 
ce qui termine la démonstration. 0 
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2.3.4 Structure de corps 

Dans un anneau , un élément ne possède pas nécessairement çle symétrique par 
rapport à la seconde loi (ou d'inverse puisque la seconde loi est souvent notée 
multiplicativement) . Il est à noter que le zéro d'un anneau est absorbant pour 
la seconde loi . Il ne peut donc pas être symétrisable pour la seconde loi. 
Considérons par d'exemple l 'ensemble quotient Z/4Z = {ô, Î, 2, 3} muni des 
lois+. et x. Il est immédiat d'après les tables de multiplication (voir en page 68) 
que les classes d 'équivalence Î et 3 possèdent des inverses et 

î-1 = î et 

où î-1 et 3- 1 désignent les inverses respectifs de Î et 3 pour la loi x. En 
revanche, la classe d 'équivalence 2 ne possède pas d 'inverse puisque 2 x fi -=f. Î 
pour tout fi E Z/4Z. D'ailleurs , d'après la proposition 2 . 10 ,  nous pourrions 
conclure directement à la non inversibilité de 2 car 2 est diviseur de zéro dans 
'IL/ 4'!L . 
Cette remarque motive la définition d 'un corps . 

DÉFINITION 2.39 Soit (K, T, *) un ensemble structuré. 
)(On dit que (K, T, *) est un corps si 
- (K, T, *) est un anneau (non nécessairement commutatif), 
- tout élément de K, distinct de l 'élément zéro, est symétrisable pour la 

seconde loi *. 

)(Si, de plus, la seconde loi * est commutative sur K alors on dit que le corps 
(K, T, *) est commutatif. 

Un corps est donc un anneau dont tous les éléments sont symétrisables pour la 
seconde loi , à l'exception de l'élément zéro .<8> 

Nous devons le concept formel de corps au mathématicien allemand Heinrich 
Weber ( 1842- 1913) . 

Remarques 

1 .  Si x et y désignent deux éléments d 'un corps commutatif (K, +, x ) avec y 
non nul , alors on écrit souvent : 

X 
X X y-l = y-l X X = -. 

y 

2 .  Si (K, +,  x ) est un corps alors l 'ensemble K \ {OK} , que l 'on note aussi K* , 
muni de la loi x possède aussi une structure de groupe. ( K* , x ) est appelé 
groupe multiplicatif du corps. 

(8) Un corps est donc, en ce sens, un Seigneur des anneaux! 
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3. Il est clair que tout corps est un anneau intègre puisque dans un corps tout 
élément (distinct de l 'élément zéro) est symétrisable pour la seconde loi (voir 
la proposition 2 . 1 0 ,  page 74) . La réciproque est bien évidemment fausse. Par 
exemple, l 'ensemble Z, sous-entendu muni des deux lois usuelles + et x, est un 
anneau commutatif intègre mais ce n'est pas un corps. 
4 . Les élements nilpotents d 'un anneau sont à chercher parmi les diviseurs de 
zéro et donc parmi les éléments non symétrisables pour la seconde loi (d'après 
la proposition 2 . 1 0) .  Un corps est un anneau particulier dont tous les éléments 
sont symétrisables pour la seconde loi , à l'exception du zéro . Ainsi, le seul 
élément nilpotent d'un corps est l 'élément zéro . 
Par la suite , nous noterons un corps par la lettre OC, première lettre du mot 
allemand korper qui signifie « corps » (au sens de l 'objet) . Il est à noter que les 
anglo-saxons utilisent le mot anglais field qui signifie « champ » . La notation OC 
sous-entend donc la donnée d'un ensemble K muni des deux lois de composition 
interne + et x .  

Exemples 

1 .  Les ensembles <Q> et IR (sous-entendu l'ensemble des rationnels et des réels 
munis de l 'addition et de la multiplication) sont des corps commutatifs . 
2 .  L'anneau (commutatif et intègre) (OC[X], +,  x ) des polynômes à coefficients 
dans OC (où OC désigne un corps commutatif) n'est pas un corps puisqu 'à l 'excep
tion des polynômes constants et non nuls , tout polynôme de OC[X] ne possède 
pas d 'inverse dans OC[X]. Nous verrons au chapitre 7 que l 'ensemble OC(X) des 
fractions rationnelles à coefficients dans OC, muni des deux lois + et x définies 
en page 276 ,  possède une structure de corps commutatif. 
3. Comme nous le verrons au chapitre 10 ,  l 'ensemble Mn (OC) des matrices carrées 
d 'ordre n � 2 à coefficients dans OC (où OC désigne IR ou q muni des opérations 
d'addition et produit n 'est pas un corps puisqu 'il existe des matrices non nulles 
et non inversibles. 
4 .  Les deux ensembles structurés (Z/2Z, +, x) et (Z/3Z, +:, x) sont deux corps 
commutatifs . On dit qu'ils sont finis car ils contiennent un nombre fini d'élé
ments. Il est à noter que (Z/2Z, +:, x) est le corps fini de référence en informa
tique correspondant à l 'arithmétique binaire. Plus généralement , on peut mon
trer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que l 'anneau (Z/nZ, +:, x) 
soit un corps est que l'entier naturel n soit un nombre premier . Par exemple, 
(Z/ 13Z, +:, x) est un corps et (Z/4Z, +:, x) n'est pas un corps . 
5 . Considérons le sous-ensemble <Q> [ J2] de IR défini par 

<Q> [v'2] d!J. {a +  bv'2 I (a, b) E <0>2 } . 

L'addition et la multiplication entre réels définissent deux lois internes sur 
<Q> [ J2]. En effet , pour tous x = a + bJ2 et x' = a' + b' J2 dans <Q> [ J2], 

x + x' = (a + a' ) +  (b + b' )v'2, x x x' = (aa' + 2bb' ) + (ab' + ba' )h. 
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D'où x + x' et x x x' appartiennent à Q [ V2]. L'ensemble Q [ V2] muni des deux 
lois + et x possède une structure d'anneau commutatif, l 'élément zéro étant le 
nombre 0 et l 'élément unité le nombre 1 .  Est-ce un corps ? Pour répondre à cette 
question, considérons un élément non nul x = a+bJ2 de Q [ V2] et cherchons s 'il 
existe un élément x' = a'+ b' J2 de Q [ J2] vérifiant (a+ bJ2) x (a'+ b' J2) = 1 ,  
c'est-à-dire vérifiant (aa' + 2bb') + (ab' + ba')J2 = 1 ,  ou encore, de manière 
équivalente, vérifiant le système de deux équations à deux inconnues (a' et b') 
suivant : <9> 

(S) 
{ aa' + 2bb' = 1 

ba' + ab'= 0 

On obtient une équation ne portant que sur l 'inconnue a' en multipliant la 
première équation par a, la seconde par -2b et en additionnant le tout . De 
même, on obtient une équation ne portant que sur l 'inconnue b' en multipliant 
la première équation par b, la seconde par -a et en additionnant le tout . Ces 
équations sont : 

(a2 - 2b2)a' =a et (2b2 - a2)b' = b. 

Puisque J2 (j_ Q et x -/=- 0 ,  on a : a2 - 2b2 -/=- 0 et on déduit des deux égalités 
précédentes que le système (S) admet pour solution le couple (a', b') où 

I a 
a = a2 - 2b2 

et -b 
b' = a2 - 2b2. 

Tout élément non nul de Q [ V2] possède un inverse. L'ensemble structuré 
( Q [ J2], +, x) est donc un corps commutatif. 

Morphisme d'anneaux, morphisme de corps 

DÉFINITION 2.40Soient (A,+A, XA) et (A',+A', xA') deux anneaux (non 
nécessairement commutatifs) d 'éléments unités respectifs lA et lA'. 

)< On appelle morphisme d 'anneaux de (A, +A, XA) dans (A', +A', XA') toute 
application f de A vers A' telle que 
- 'V(x, x' ) E A2 f(x +A x' ) = f(x) +A' f(x'), 

- 'V(x, x' ) E A2 f(x XA x' ) = f(x) XA1 f(x'), 

- f(lA) = lA'. 
Si, de plus, f est bijective alors on dit que f est un isomorphisme d 'anneaux 
ou que (A, +A, xA) et (A', +A', xA') sont isomorphes par f. 

)< En particulier, si (A, +A, x A) et (A', +A', x A') sont des corps alors l 'appli
cation f est qualifiée de morphisme de corps. 

(9)
Nous utilisons ici l'équivalence: x+y/2 = 1 Ç=} (x = 1 et y= o) où X et y désignent 
deux nombres rationnels. Nous avons démontré ce résultat au chapitre 1, page 18. 
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Commentons cette définition. 
- La première propriété signifie que f est un morphisme de l 'ensemble struc

turé (A,+ A) dans l 'ensemble structuré (A',+ A') (voir en page 62). Plus pré
cisément , puisque (A,+ A) et (A', + A') sont des groupes (par définition d'un 
anneau) , f est en fait un morphisme de groupes de (A, +A) dans (A', +A') 
et on peut en déduire (ceci fait l 'objet de l 'exercice 7 en fin de chapitre) que 

où ÜA (respectivement ÜA') désigne l'élément neutre de l 'ensemble de départ 
A (resp . de l'ensemble d'arrivée A') pour la première loi +A (resp . +A'). On 
dit alors que f transporte le zéro (de l 'anneau) . On peut aussi en déduire 
que, pour tout élément x de A, 

f(-x) = -f(x) 

et on dit que f transporte le symétrique pour la première loi . On montre 
aussi, par récurrence sur l 'entier naturel n, que 

\:/n E N  \:/x E A f(nx) = nf(x). 

- La deuxième propriété de la définition 2.40 signifie que f est un morphisme 
de l'ensemble structuré (A, XA) dans l'ensemble structuré (A', xA')· Ce 
n'est en revanche pas un morphisme de groupes de (A, XA) dans (A', xA') 
car ,  cette fois-ci , les ensembles structurés , (A, XA) et (A', XA' ) , ne sont pas 
des groupes . Par conséquent , l 'égalité f(lA) = lA' ne se déduit pas de la 
deuxième propriété. Elle figure donc explicitement dans la définition d 'un 
morphisme d'anneaux. En procédant comme dans l 'exercice 7, on déduit 
facilement des deuxième et troisième propriétés que si un élement x de A 
est inversible , d 'inverse x- 1 , alors 

et on dit que f transporte le symétrique pour la deuxième loi . On montre 
aussi, par récurrence sur l 'entier naturel n, que 

2.4 Exercices de synthèse 

EXERCICE 6 Soient A et B deux sous-ensembles d'un ensemble E. La diffé
rence symétrique de A et B est l'ensemble, noté AÂB, défini par 

AÂB 
d!f. (A\ B) U (B \A). 

1 - La différence symétrique de deux ensembles est-elle commutative ? 
2 - Expliciter les ensembles suivants : AÂ0, AÂA et AÂB si Ac B. 
3 - Expliciter l 'ensemble (AÂB) U (AÂCE (B)). 
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EXERCICE 7 

1 - Soient (E, T) un ensemble structuré. Un élément a de E est dit simplifiable 
à gauche pour la loi T si 

\i(x, x') E E2 aTx = aTx' ===? x = x'. 

Un élément a E E est dit simplifiable à droite pour la loi T si 

\i(x, x') E E2 xTa = x'Ta ===? x = x'. 

Montrer que si (G, T) est un groupe alors tout élément de G est simplifiable à 
gauche et à droite pour la loi T. 
2 - Soient (G1 , T) et (G2 , ..l) deux groupes et f un morphisme de (G1 , T) 
dans (G2 , ..l). On note e1 l 'élément neutre de (G1 , T) et e2 l 'élément neutre 
de (G2, ..l). 

a) Montrer que f(e1) ..l f(x) = f(x) ..l f(ei) = f(x) pour tout x E G1 . 
b} Déduire des questions précédentes que f(ei) = e2 (on dit que f transporte 

l 'élément neutre) . 
c) On note x' le symétrique de x E G1 pour la loi T et y' le symétrique de 

f(x) E G2 pour la loi ..l. Montrer que f(x') = y' (on dit que f transporte le 
symétrique) . 

EXERCICE 8 Soit n un entier naturel tel que n � 2. Montrer, en utilisant 
·un raisonnement par récurrence sur n, que toute permutation a de { 1 ,  2, . .. , n} 
peut s 'écrire, d 'au moins une manière, comme la composée de transpositions. 
Indication : considérer les deux cas : 

a(n+l)=n+l et a( n + 1) = j avec j ( n. 

2 . 5  Solution des exercices 

Solution de l'exercice 1 

1 - De An B c A il vient : AU(An B) =A. D'où : (Au(An B))n B =An B. 

2 - En factorisant par A, on a : 

(An B) u (An CE( B)) =An ( Bu CE( B)). 

Or, Bu CE( B) = E et An E =A. Ainsi, (An B) u (An CE( B)) =A. 

3 - En distribuant , on a : 

CE(A u B) n (Cu CE(A)) = [CE(A u B) n C) u [CE(A u B) n CE(A)]. 

De A c AU B il vient : CE(A U B) c CE(A). D'où : 

CE(A u B) n CE(A) = CE(A u B). 
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On a donc : 
CE(A u B) n (eu CE(A)) = (CE(A u B) ne) u (CE(A u B)). 

Remarquons que CE(A U B) ne est un sous-ensemble de CE(A U B). On peut 
donc écrire : 

(CE(A U B) ne) U (CE(A U B)) = CE(A U B). 

Finalement , 
CE(A u B) n ( (eu CE(A)) = CE(A u B). 

4 - On remarque que B nec B c AU B. D'où (Au B) n ( B  ne)= B ne. 
On a donc : 

[(Au B) n ( B  ne)] u (Aue)= ( B  ne) u (Aue). 

De même, on remarque que Bne c e c Aue. D'où ( B  n e)u(A u e) = Aue. 
Finalement , 

[(Au B) n ( B  ne)] u (Aue)= Aue. 

5 - On remarque que B nec e c AU e. D'où ( B  ne) U (AU e) =AU e. 
Ainsi, 

(Au B) n [( B ne) u (Aue)] = (Au B) n (Aue). 
Finalement , en factorisant par A, on obtient : 

(Au B) n [( B ne) u (Aue)] =Au ( B  ne). 

Solution de l'exercice 2 

Fonction f : E � F V1 Appl. f(E) I . , S . ,  B. 
1 

R \ {2} xERi----+--ER non 
x-2 

1 
X ER\ {2} 1----+ 

X -2 
E R R \ {2} oui R* t F Inj . 

1 
R \ {2} x E R \ {2} 1----+ -- E R* 

x-2 
oui R* =F Bij . 

R � R 

{ �/(x -2) 
si X= 2 R oui R=F Bij . X 1----+ sinon 

x E R 1----+ x2 E R R oui R+ t F non 

x E R+ 1----+ x2 E R R+ oui R+ f F Inj . 

x E R+ 1----+ x2 E R+ R+ oui R+ =F Bij . 

x ER 1----+ ln(x) ER R* + non 

x ER: 1----+ ln(x) ER R* + oui R=F Bij . 

X E]l , +00[1----+ ln(x) ER: ]1,+oo[ oui R� =F Bij . 



Structures fondamentales 

Fonction f : E f-----+ F V1 Appl . 

lR -----7 JR2 
lR t (cost, sint) oui 

f-----+ 

[O, 21f[ -----7 JR2 
[O, 27r [  oui t f-----+ (cos t, sin t) 

Nota Bene: C(O, 1) = {(x, y) E IR2 1 x2 + y2 = 1} . 

Solution de l 'exercice 3 
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f(E) I . ,  S . ,  B. 

C(O, l )#F non 

C(O, l )#F Inj . 

1 - Supposons l 'application composée go f de E vers G injective et l 'applica
tion f de E vers F surjective, et déduisons-en que l 'application g de F vers G 
est injective , c'est-à-dire que, pour tout (y, y') E F2, g(y) = g(y') ==? y =  y'. 
Considérons y et y' deux éléments de F tels que g(y) = g(y'). Or, par hypo
thèse , f étant surjective , il existe x E E tel que y =  f(x) d 'une part , et il existe 
x' E E tel que y' = f(x') d'autre part . L 'égalité g(y) = g(y') se réécrit ainsi : 

g(f(x)) = g(f(x')) 

dont on déduit (puisque, par hypothèse, g o f est injective) que x = x'. En 
composant par f dans cette dernière égalité, on obtient : f(x) = f(x'), c'est-à
dire : y = y' puisque f ( x) = y et f ( x') = y', ce qui termine la démonstration. 
2 - Supposons maintenant l 'application composée go f de E vers G surjective 
et l 'application g de F vers G injective et déduisons-en que l 'application f de 
E vers F est surjective, c'est-à-dire que : 

't/y E F 3x E E f(x) =y. 

Soit y un élément de F. Son image par g appartient à G, c'est-à-dire g(y) E G. 
Or, par hypothèse, gof étant surjective, g(y) possède (au moins) un antécédent 
par go f. Autrement dit , il existe (au moins) un élément x E E tel que 

g(f(x)) = g(y). 

On en déduit alors f(x) = y  car g est injective (par hypothèse) , ce qui termine 
la démonstration . 

Solution de l'exercice 4 

Remarquons tout d'abord que * définit bien une loi de composition interne 
sur lR car les deux opérations usuelles + et x sont elles-mêmes des lois de 
composition interne sur R 
1 - La loi * est non associative sur lR car 2*(3*4) = 52533 # (2*3)*4 = 13605 . 
Elle est en revanche commutative sur R Vérifions-le. Soient x et y deux réels. 
La multiplication étant commutative sur IR, on a : 

X* y= X X y+ (x2 - 1 )  X (y2 -1) =y X X +  (y2 - 1 )  X (x2 - 1 )  = y* x. 
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La propriété de commutativité de la loi *se déduit de celle des deux lois usuelles 
+ et x. On remarque que '1 * x = x = x * 1 pour tout réel x. L'élément neutre 
est donc le réel 1 .  Bien sûr , IR ne possède pas une structure de groupe pour la 
loi *puisque la loi n'est pas associative sur R 
2 - Si s est un symétrique de l 'élément 2 pour la loi * dans IR, il vérifie alors : 
s*2 = 1 = 2*s. Calculer le réel s revient à chercher les solutions de l 'équation : 
3 s2 + 2 s  - 4 = O . Le réel 2 possède deux symétriques pour la loi *· Ce sont les 
deux réels : (-1 + M)/3 et (-1- M)/3. 
3 - L'équation 2 * x = 2 (d 'inconnue x) admet pour solutions 1 et -5/3 ; 
l'équation 2 * x = 5 (d'inconnue x) admet pour solutions 4/3 et -2 .  

Solution de  l'exercice 5 

1 - C 'est immédiat en développant le terme de droite (un simple calcul algé
brique) . Faisons-le. Soient n E N* et x E A. Puisque la loi x est distributive 
par rapport à la loi +, on a : 

n-1 n-1 n-1 
(lA - x) 'z:.>k = 2..:>k - L.>k+I . 

k=O k=O k=O 
Effectuons le changement d'indice f, = k + 1 dans la dernière somme : 

n-1 n L xk+ 1 = LXP. 
k=O f=l 

L'indice de sommation étant muet , on peut alors le remplacer par n'importe 
quel autre indice, donc par k. On a donc : 

n-1 n-1 n n-1 n-1 
(lA - x) L xk = L xk - L xk = lA + L xk - (L xk + xn) = lA - xn. 

k=O k=O k=l k=l k=l 
Remarquer que nous n'avons pas eu besoin de supposer l 'anneau commutatif 
pour établir ce résultat . De la même manière, on montre aussi : 

2 - Montrons à présent que si l 'élément a de A est nilpotent alors lA - a 
est inversible . Soit a E A. Supposons a nilpotent . Cela signifie qu 'il existe un 
entier naturel N non nul tel que aN = ÜA. Écrivons les égalités démontrées à 
la question précédente pour n = N et pour x = a : 

N-1 
(lA - a) L ak = lA et 

k=O 
Ces égalités montrent que l 'élément lA - a est inversible et que son inverse, 
noté (lA - a)-1, s 'écrit : (lA - a)-1 = l:�=-;1 ak . 
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Solution de l'exercice 6 

1 - Elle est commutative car U l 'est . 
2 - Soient A, B deux parties de E. Utilisant que A\ B = An CE(B), on a : 
A�B =(An CE (B)) u (B n CE (A)). Ainsi , pour toute partie A de E, 

A�0 = (An CE (0)) u (0 n CE (A)) =(An E) u 0 =Au 0 =A, 

A�A = (An CE (A)) u (An CE (A))= 0 u 0 = 0. 
Supposons à présent Ac B. On a alors : An CE (B) = 0. D 'où : 

A�B =(An CE (B)) u (B n CE (A)) = 0 u (B n CE (A)) = B \A. 

Remarquons que l 'on a aussi : A�B = (AU B) \ (An B). 
3 - Soient A, B deux parties d'un ensemble E. Afin d'alléger les écritures , 
posons M = (A�B) U (A�CE (B)). On a :  

M = [(An CE (B)) u (B n CE (A)) J u [(An B) u (CE (B) n CE (A)) J. 

L'union étant associative et commutative, on peut réarranger l 'ordre des termes : 

lvl= [(AnCE(B)) u(AnB)] u [(BnCE(A)) u (CE(B)nCE(A))]. 
=An (CE (B) u B) =(Bu CE (B)) n CE (A) 

Or, CE (B) U B = E. Ainsi, 

lvl= [AnE] u [EnCE(A)] =AUCE(A)=E. 

Finalement , (A�B) U (A�CE (B)) = E. 

Solution de l 'exercice 7 

1 - Soient (G, T) un groupe (non nécessairement commutatif) et a un élément 
de G. Montrons que a est un élément simplifiable à gauche et à droite , c 'est-à
dire montrons que l 'on a, pour tous x, x' E G, d'une part l 'implication aTx = 
aTx' ===} x = x', et d'autre part l 'implication xTa = x'Ta ===} x = x'. 
Désignons par a' le symétrique de a pour la loi T (a' E G) et par e l 'élément 
neutre de G pour cette même loi (e E G) . Soient x et x' deux éléments de G. 
- Supposons que l'on ait : aTx = aTx'. En composant à gauche chaque 

membre de cette égalité par a', on obtient : a'T(aTx) = a'T(aTx'), c'est
à-dire (puisque la loi T est associative sur G) : 

(a 'Ta)Tx = (a 'Ta)Tx'. 

Or, a'T a = e puisque a' est le symétrique de a pour la loi T. On a donc : 
e T x = e T x', c'est-à-dire x = x' car e est l 'élément neutre pour la loi T. 
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- De même, supposons que xTa = x'Ta. En composant cette fois-ci non pas 
à gauche mais à droite par a' , on obtient : (xTa)Ta' = (x'Ta)Ta' , c'est-à
dire : 

xT(aTa') = x'T(aTa') 
par associativité de T. Or, a Ta' = e puisque a' est le symétrique de a pour 
la loi T. On a donc : xTe = x'Te, c'est-à-dire x = x' puisque e est l 'élément 
neutre pour T. 

2 - a) Puisque ei est l 'élément neutre de (G1 , T) ,  ei Tx = x et xTe1 = x pour 
tout x E G1 . 
- Composons par f dans ei Tx = x. On obtient : f(e1 Tx) = f (x) . Or, f étant 

un morphisme de (G1 , T) dans (G2, _i), f(ei Tx) = f (e1 ) l_ f(x) . Ainsi, 

f(e1 )  l_ f(x) = f(x) . 

- De même, en composant par f dans xTe1 = x, on obtient : f(xTei) = f (x) 
et on a :  f(xTei) = f(x) l_ f(ei) puisque f est un morphisme de (G1 , T) 
dans (G2, _i) . Ainsi, 

f(x) l_ f (e1 )  = f(x) . 
b) En prenant x = ei dans une des deux égalités établies à la question 

précédente, on obtient : f (e1 ) = f(e1) l_ f(e1) . Or, puisque ez est l 'élément 
neutre de (G2, _i) , on a aussi : f(e1 )  = f(e1) l_ ez . On a donc : 

D 'où, en simplifiant à gauche par f(e1) (ce qu'on a le droit de faire puisque 
dans un groupe, tout élément est simplifiable) , f (e1 )  = ez . 

c) L'élément x' de G 1 désignant le symétrique de x pour la loi T, x' T x = e 1 . 
En composa.nt par f ,  on obtient : f(x'Tx) = f(e1 ) ou encore 

f (x') l_ f(x) = ez 

car f est un morphisme de (G1 , T) dans (G2 , _i) et f(e1 )  = ez (cf. question 
précédente) . Or, l 'élément y' de G2 désignant le symétrique de f(x) pour la loi 
l_, on a aussi : y' l_ f(x) = ez . Ainsi, 

y
' 

l_ f(x) = f(x' ) l_ f(x) 

Ainsi , en simplifiant à droite par f(x) ,  on en déduit : y' = f(x' ) ,  ce qui termine 
la démonstration . 

Solution de l 'exercice 8 

Soit n ? 2. Montrons que toute permutation de { 1, 2, . .. , n} peut s 'écrire 
comme la composée de transpositions. La démonstration s 'effectue par récur
rence sur l'entier n. Le cas n = 2 est immédiat (voir page 50) . Soit <J une 
permutation de {1, 2, .. . , n, n  + 1}. Si <J est l 'application identité alors , par 
convention , elle s 'écrit comme la composée de 0 transposition. Sinon , on pro
cède en deux temps . 
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- On considère dans un premier temps le cas où a laisse n + 1 invariant , 
c'est-à-dire le cas où a(n + 1) = n + 1. La restriction de a à {1, 2, . .  . ,  n}, 
que l 'on note al{l ,2 , . . .,n}, est alors une permutation de {1, 2, . . .  , n } .  En 
utilisant l 'hypothèse de récurrence , elle s 'écrit comme la composée de !vl 
t 't' (l ) (M) d l '  bl {1 2 } ' ransposi 10ns T , ... , T e ensem e , , . . .  , n . 

1 _ (i) (M) a {1 ,2 , . . .,n} - T o . . .  o T . (9) 
L 1. t' (l ) (M) . t d  fi '  {1 2 } ' ' t d t es app ica 10ns r , ... , r , qm son e mes sur , , . . .  , n , s e en en 
' {1 2 + 1} ( t -(i) -(M) 1 l' t' 1 ' ) a , , . . .  ,n,n on no e r , ... , r es app ica ions pro ongees en 
posant , pour tout m E {1, . . .  , M}, 

{ :r<ml (n + l) = n + l  
Vk E {l,2, . .  . ,n} T(m)(k) = r(m) (k) 

L 1. t' -( 1 ) -(M) t d  t 't' d {1 2 +1} es app ica ions r , ... , r son es ransposi ions e , , . . .  , n, n . 
Calculons (rCll o . . .  o :r<Ml)(k) pour tout k E {1,2, . .  . ,n,n + 1}. Si k 
appartient à { 1, 2, . . .  , n} alors 

(r(l ) o .. . o T(M))(k) = (r(l) o . . .  o T(M))(k) 

t t E {1 M} -(m) - (m) {1 2 } A' ' t'l' car , pour ou m , . . .  , , T - T sur , , . . .  , n . msi , u i i-
sant (9) , on a :  

(r(l ) o . . .  o :rCM)) (k) = al{l ,2 , .. .,n} (k) = a(k) 

car al{l ,2 , .. .,n} = a  sur {1, 2, . . .  , n}. De plus, 

(:r<1l o . . .  o :r<Ml) (n + 1) = n + 1 

car :r<ml(n + 1) = n + 1 pour tout m E {1, . .. , M} . On a ainsi vérifié que 
:rCll o . . .  o :rUvl) = a, ce qui montre que la permutation a s 'écrit comme la 
composée de transpositions de l'ensemble {1, 2, . . .  , n, n + 1 }. 

- On considère maintenant le cas où a ne laisse pas n+ 1 invariant , c 'est-à-dire 
où a(n+ l) = j avecj � n. Soit Tj,n+l la transposition de {1,2, . . .  ,n,n+l} 
échangeant j et n + 1. On a alors : 

(rj,n+l oa)(n + 1) = n +  1. 

Ainsi, T;,n+l oa laisse n +  1 invariant . On est alors ramené au cas précédent , 
ce qui permet d'écrire Tj,n+l o a comme la composée de !vl transpositions 
de l'ensemble {1, 2, . . .  , n, n + 1} : 

T-. O a = T-(l ) O O T-(M) J,n+l · · · 

' -(l ) -(M) t d t 't' d {1 2 + 1} E ou r , .. . , T son es ransposi ions e , , . . .  , n, n . n compo-
sant à gauche par T;,n+ 1 , on obtient : 

- - _ - -( 1 ) -(M) Tj,n+l O Tj,n+l O a - Tj,n+l O T O • . .  O T 

et donc 
a = Tj,n+l o :r<ll o . . .  o :rCM) 

puisque Tj,n+l = rj�;+l , ce qui termine la démonstration. 





DEUXIÈME PARTIE 

ENSEMBLES NUMÉRIQUES 
FONDAMENTAUX 





CHAPITRE 3 

Le corps des réels 

3 . 1  Généralités 

On suppose connues les propriétés de l 'ensemble N des entiers naturels et de 
l'ensemble Z des entiers relatifs . On désigne par + et x l 'addition et la multi
plication entre entiers . 

3.1 . 1  Le corps des rationnels 

La relation 'RIQ définie sur l 'ensemble Z x Z* par 

'V(m, n) E Z x Z* 'V(m' ,  n' ) E Z x Z* 

( (m, n)R<Q(m' , n') {::::::::} m x n' = n x m') 

est une relation d'équivalence<' l . L'ensemble quotient de Z x Z* par 'R<Q est 
noté <Ql et est appelé ensemble des nombres rationnels. Remarquons que l 'on 
peut identifier Z à un sous-ensemble de <Ql via l 'injection m E Zr--+ (m, 1) E <Ql. 
On note � ou m/n la classe d 'équivalence d'un élément (m, n) de <Ql et plus 
simplement m la classe d 'équivalence de (m, 1 ) .  Si m/n E <Ql, les éléments de la 
classe d 'équivalence de m/n pour la relation 'R<Q (c'est-à-dire les éléments (a, b) 
de Z x Z* tels que a/b = m/n) sont appelés les fractions qui représentent m/n. 
L'entier relatif a est appelé le numérateur et b le dénominateur de la fraction . 
On désigne aussi la fraction a/b comme le quotient de a par b. Il résulte de la 
définition de la relation d'équivalence n<Q que 

d x a a 
d X b b" 

Il est de coutume de prendre pour représentant d 'une classe d 'équivalence la 
fraction ( E: m) / n où E: E { - 1 ,  1 }  et m et n sont deux entiers naturels premiers 
entre eux (c'est-à-dire sans diviseur commun autre que 1 ) .  

(I) Voir la définition 2.28, p. 57.  
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On munit l 'ensemble Q des 2 lois notées +Q et Xç définies par 
m m' m x n' +m' x n 
- + -
n 

Q 
n' n x n' 

m pour tout - E Q 
n 

m' et I E Q; n 

m m' - XQ-
n n' 

m xm' 
n x n' 

m pour tout - E Q 
n 

m' et -1 E Q. 
n 

·r<2) ' , d. On vérifie que Q muni des lois +Q et xQ est un corps commutat1 , c est-a- Ire 
que l 'on a les propriétés suivantes . 
- La loi +Q est associative : V(x, y , z) E Q3 (x +Qy) +Qz = x +Q(Y +Qz) .  
- La loi +Q est commutative : V(x, y) E Q2 x +Q y =  y +Q x. 
- La loi +Q possède pour élément neutre l 'élément<3l (0 , 1 )  noté ÜQ. Cet élé-

ment vérifie : Vx E Q x +Q ÜQ = x .  
- Tout élément x = ( m, n) de Q possède un symétrique dans Q pour la loi +Q . 

Il s 'agit de l 'élément <3l ( -m, n ) ,  noté -x, qui vérifie : x +Q - x = ÜQ. 
Ces premières propriétés indiquent que (Q, +Q) est un groupe commutatif. 

- La loi xQ est associative : V(x, y, z) E Q3 (x xQ y) xQ z = x xQ (y xQ z ) .  
- La loi xQ est commutative : V(x, y) E Q2 x xQ y =  y xQ x. 
- La loi xQ possède pour élément neutre l 'élémentc3J (1 , 1 )  noté lQ. Cet élé-

ment vérifie : Vx E Q x xQ lQ = x. 
- Tout élément x = ( m, n) de Q différent de ÜQ possède un symétrique dans Q 

pour la loi xQ. Il s 'agit de l 'élémentc3J (n, m) qui est noté x- 1 et qui vérifie : 
X XQX- I = lQ. 

- la loi xQ est distributive sur +Q : 

V(x, y , z) E Q3 (x +Qy) xQz = (x xQz) +Q (y xQz) .  

On note Q+ l 'ensemble {: E Q 1 m E N, n E N* } et  Q+ = Q+ \ {OQ}· 

3.1 .2  Relation d'ordre sur un ensemble 

DÉFINITION 3.1 (Relation d'ordre) 

Soit E un ensemble non vide. Une relation c 4 l R de E dans E est appelée une 
relation d 'ordre sur E si elle est : 
- réflexive : \lx E E x'Rx ; 
- anti-symétrique: V(x, y) E E2 (xRy et yRx) ==? x = y ; 
- transitive: V(x, y , z) E E3 (xRy et yRz) ===> x'Rz . 

(2) Voir la définition 2.39 p. 79. 
(3)Lire «dont un représentant de la classe d'équivalence est», voir page 57. 
<4 l Voir la définition 2 . 1 1  p. 33. 
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Exemples 

1. On vérifie que sur Q la relation ( définie par 

est une relation d'ordre . On écrit également y )! x au lieu de x ( y. 
2. Sur Q la relation < définie par 

V(x, y) E Q (x < y{=';> y - x E Q�) 
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n'est pas une relation d 'ordre (elle n 'est ni réflexive, ni anti-symétrique) .  On 
écrit également y > x au lieu de x < y . 
3.  Étant donné un ensemble A, la relation d'inclusion c est une relation d'ordre 
sur P(A). 

DÉFINITION 3.2 Soit R une relation d 'ordre sur un ensemble E. Cette re
lation d 'ordre est qualifiée de relation d 'ordre total sur E si 

V(x , y) E E2 (xRy ou yRx) . 

On vérifie aisément en revenant à la définition que la relation d'ordre ( sur Q 
est une relation d'ordre totale . Plus précisément , on a la proposition suivante. 

PROPOSITION 3.1 La relation d 'ordre ( sur Q a les propriétés suivantes : 

)< il s 'agit d 'une relation d 'ordre total : 

V(x , y) E Q2 (x ( y) ou (y ( x); 

)< elle est compatible avec les lois +Q et xQ : 

V(x , y, z) E Q3 (x ( y  ====> x +Qz ( y +Qz) 
et ( (x ( y  et O ( z) ====> x xQz ( y xQz) . 

On dit que le corps (Q, +Q, xQ) muni de la relation d 'ordre ( est un corps 
totalement ordonné. 

3.1.3 Bornes supérieure et inférieure 

DÉFINITION 3.3 Soient E un ensemble muni d 'une relation d 'ordre total 
notée ( et A un sous-ensemble non vide de E. On dit qu 'un élément S de E 
est un majorant de A si 

'<lx E A x ( S. 

Si l 'ensemble des majorants est non vide, on dit que l 'ensemble A est majoré. 
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Si un élément J..;f de A est un majorant de A, alors il est unique et est appelé 
élément maximal de A. On note M = maxEA. 

DÉFINITION 3.4 Soient E un ensemble muni d 'une relation d 'ordre total 
notée � et A un sous- ensemble non vide de E. On dit qu 'un élément s de E 
est un minorant de A si 

'Vx E A s � x . 
Si l 'ensemble des minorants est non vide, on dit que l 'ensemble A est minoré. 

Si un élément m de A est un minorant de A, alors il est unique et est appelé 
élément minimal de A. On note m = minEA. 
Un ensemble A qui est à la fois minoré et majoré est dit borné. 

DÉFINITION 3.5 Soient E un ensemble muni d 'une relation d 'ordre total 
notée � et A un sous-ensemble non vide de E. 
)(Si A est majoré, on appelle supremum ou borne supérieure de A l e  plus 
petit élément, s 'il existe, de l 'ensemble des majorants . On le note supEA.  
)(Si A est minoré, on  appelle infimum ou borne inférieure de  A l e  plus grand 
élément, s 'il existe, de l 'ensemble des minorants. On le note infEA . 

Exemples 

1. Soient E = <Q et A = { x E <Q 1 0 � x et x � 2} . 
L'ensemble des majorants { x E <Q 1 x ) 2} possède pour plus petit élément 2 ;  
cet élément appartient à A. La borne supérieure de A est donc son élément 
maximal. 
2 .  Soient E = <Q et A = { x E <Q 1 0 � x et x < 2} . 
L'ensemble des majorants { x E <Q 1 x ) 2} possède pour plus petit élément 2 ; 
cet élément n'appartient pas à A. L'ensemble A possède donc une borne supé
rieure mais pas d'élément maximal . 

Remarque On prendra garde que l 'élément maximal (resp . l 'élément minimal) 
ou la borne supérieure (resp . la borne inférieure) d 'un ensemble A dépend de 
l 'ensemble E dont A est un sous-ensemble . Ainsi si A = { x E E 1 3x < 5} on a 

et sup2A = 1. 

Dans <Q, la borne supérieure de A qui vaut 5/3 n'est pas élément maximal de A. 
Dans Z, la borne supérieure de A qui vaut 1 est également l 'élément maximal 
de A. Par ailleurs, un ensemble majoré n'admet pas nécessairement de borne 
supérieure . L'ensemble A = { x E <Q 1 x > 0 et x2 < 2} est majoré (3 est un 
majorant) mais ne possède pas de borne supérieure dans <Q (nous l 'établirons 
à la section suivante) .  
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3.1 .4 Les insuffisances du corps des rationnels 

Une première insuffisance 
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Il est aisé de vérifier que si r désigne un nombre rationnel , il n'existe pas néces
sairement de nombre rationnel x tel que x xQ x = r. Autrement dit l 'équation 
x2 = r n'a pas forcément de solution dans Q. C'est le cas par exemple de 
l'équation x2 = 2. Si cette équation avait une solution x dans Q+, alors il 
existerait (m, n) E N  x N* avec m et n sans diviseur commun autre que 1 tels 
que x = m/n autrement dit tels que m2 = 2n2 . Ceci impliquerait que m2 est 
pair et par conséquent que m est pair<5J . Ainsi il existerait un entier naturel k 
non nul tel que m = 2k . On aurait alors 2n2 = m2 = 4k2 ce qui impliquerait 
que n2 = 2k2 et donc n serait pair . Ceci contredirait notre hypothèse que m 
et n sont sans diviseur commun autre que 1. Par ailleurs si l 'équation avait une 
solution x dans Q \ Q+ alors le rationnel -x qui appartiendrait à Q+ serait 
aussi solution (car (-x)2 = x2 ) . On vient de voir que c'est impossible. Ce rai
sonnement par l 'absurde permet de conclure que<6J l 'équation x2 = 2 n'a pas 
de solution dans Q. 

Une seconde insuffisance 

On peut par ailleurs démontrer que l 'ensemble A = { x E Q'f_ 1 x2 < 2} 
ne possède ni élément maximal ni borne supérieure dans Q. Pour le vérifier , 
raisonnons par l'absurde. 

Soit f l 'application de Q'f_ dans Q'f_ définie par f(x) = x(x: + 5). On montre 3x + 2 
aisément que 

f(x) 2 - 2 

et f(x) - x  = 

(x2 - 2)3 
(3x2 + 2) 2 
2x (2 - x2 ) 
3x2 + 2 · 

(1) 

(2) 

1> Supposons que A possède un élément maximal a. On a a2 < 2 car a E A. 
D 'après la relation ( 1 ) ,  b = f(a) est élément de A (car f(a) 2 - 2  < 0 )  et d'après 
la relation (2) , b >a (car f(a) - a> 0) . On a une contradiction car b E A est 
strictement supérieur à l 'élément maximal a. L'ensemble A ne possède donc 
pas d'élément maximal . 
1> Supposons maintenant que A possède une borne supérieure a. L'ensemble 
des majorants de A est M = { x E Q'f_ 1 x2 ;;::: 2 }. On a donc a2 ;;::: 2. D 'après 
la relation ( 1 ) ,  b = f (a) est élément de M (car f(a)2 - 2 ;;::: 0) et d'après 
la relation (2) , b � a (car f (a) - a � 0) . D'après la définition de la borne 
supérieure cela implique que b = a. On déduit de la relation (2) que 2 - a2 = O. 
C'est impossible car nous avons montré que 2 n'est le carré d'aucun rationnel . 
L'ensemble A ne possède donc pas de borne supérieure. 

<5 l Cette propriété a été démontrée p. 17 .  
(GJ Ce raisonnement établit que J2 est un nombre irrationnel. 
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Ainsi , dans Ql, un ensemble borné ne possède pas nécessairement de borne su
périeure (ou de borne inférieure) . On peut montrer que le fait que l 'équation 
x2 = r où r E Ql n'admet pas nécessairement de solution dans Ql est lié à 
cette même insuffisance . Il est donc souhaitable de construire une extension de 
l 'ensemble Ql qui ,  en plus d'être un corps commutatif totalement ordonné, pos
séderait la propriété suivante : « tout sous-ensemble borné possède une borne 
supérieure et une borne inférieure ». L'ensemble des nombres réels répond à 
ce besoin . Comme nous l 'avons fait pour les nombres rationnels , il convient de 
construire avec rigueur l 'ensemble des nombres réels et d'en étudier les proprié
tés . 

Extension du corps des rationnels 

La façon la plus simple de définir les nombres réels serait de dire qu 'il s 'agit de 
développements décimaux<7> illimités de la forme xo , x1x2 . . . comme 0, 33333 . . .  
ou 7f = 3, 14159. . . . Autrement dit , un nombre réel serait définit comme une 
suite (xn )n d'entiers naturels. Cela provoque un certain nombre de difficultés 
comme par exemple de connaître toutes les décimales de 7f ou encore d'expliquer 
pourquoi les développements 1, OO . . . et 0, 99 . . . désignent le même nombre 1. 
D'autre part il serait délicat d'étendre à cet ensemble les lois somme et pro
duit définies sur Ql. Si l 'on essaie de généraliser aux développements décimaux 
illimités les règles d'addition et de multiplication des nombres décimaux, on se 
heurte au fait qu 'il n'y a pas de « dernier chiffre à droite ». 
Une méthode mathématiquement satisfaisante pour définir les nombres réels 
a été publiée en 1872 par Richard Dedekind<s > . Elle marque le début de « la 
modernité en mathématique, laquelle consiste à construire à l 'aide de la logique 
et de la théorie des ensembles tous les objets mathématiques et à établir à 
partir de là leurs propriétés » <9 > . Cette méthode relativement simple mais 
peu intuitive revient à définir un réel comme une partie de l'ensemble Ql. Plus 
précisément , elle consiste à considérer dans Ql des sous-ensembles particuliers X 
appelés coupures et satisfaisant aux conditions suivantes : 
- Vx E X Vy E Ql \X y < x ;  
- X n'a pas de plus petit élément. 
On définit alors un nombre réel comme étant une coupure . Intuitivement une 
coupure est l 'ensemble de tous les nombres rationnels qui sont strictement su
pé .ieurs à un nombre réel donné et il n'y a aucune différence de nature entre un 
no nbre réel et l 'ensemble de tous les nombres rationnels qui lui sont supérieurs . 
Il existe d'autres méthodes pour construire l 'ensemble des nombres réels , par 
exémple en utilisant les suites de Cauchycio) dans Ql. D'ailleurs , au cours de 

<7> On appelle nombre décimal un nombre rationnel qui est le quotient d'un entier relatif 
par une puissance de 10 .  Par exemple 2/100 ou 3/50 sont des nombres décimaux, mais 
pas 1/3 .  

(s) DEDEKIND, Richard ( 183 1 ,  Braunschweig (Allemagne) - 1916 ,  Braunschweig) . 
<9> R . Godement, Analyse mathématique, tome 1 ,  Springer-Verlag, 2001. 

(to) 
Voir le chapitre 5, page 198, pour la définition d'une suite de Cauchy. 
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l 'année 1872, paraissent trois autres constructions du corps des nombres réels 
. l' d W . C M ' <11> qm sont œuvre e e1erstrass, antor et eray . 

Pour une construction détaillée du corps des nombres réels et une présentation 
des différentes méthodes de construction, nous renvoyons le lecteur intéressé à 
l 'ouvrage La planète IR, voyage au pays des nombres réels par R. Brouzet et 
H. Boualem (Dunod, 2002) . 

3.1 .5  L e  corps des réels 

Nous admettons l'existence d 'un ensemble IR, contenant Q, muni de deux lois 
de composition interne + et x et d 'une relation d'ordre total qui prolongent 
celles définies sur Q et qui possède les propriétés suivantes . 

Propriétés de la somme 

- La loi + est associative : \f (x, y, z) E JR3 (x + y) +  z = x + (y + z); 
- la loi + est commutative : \f (x , y) E IR2 x + y = y + x; 
- l'ensemble lR possède un élément neutre pour + qui est l 'entier 0 : 

\fx E JR X + 0 = X ; 
- tout élément x de lR possède un symétrique dans lR pour la loi + appelé 

«opposé de x » et noté -x : \fx E lR 3 (-x) E lR x + (-x) = O . 

Pour x et y réels , on note x-y la somme de x avec l 'opposé de y. On définit ainsi 
une loi de composition interne appelée soustraction qui n'est ni associative, ni 
commutative. 
La commutativité et l 'associativité de la loi + ont pour conséquence la possi
bilité de considérer des sommes de réels de la forme x1 + x2 + . . .  + Xn sans se 

n 

préoccuper de l 'ordre des termes . On note une telle somme L Xk· 
k=l 

Propriétés du produit 

- la loi x est associative : \f (x, y, z) E JR3 (x x y) x z = x x (y x z); 
- la loi x est commutative : \f (x , y) E IR2 x x y= y x x; 
- l 'ensemble lR possède un élément neutre pour x qui est l 'entier 1 : 

\fx E JR X X 1 = X; 

- tout élément x de lR différent de 0 possède un symétrique dans lR pour la 
loi x appelé « inverse de x » et noté x- 1 : 

\fx E lR =ix- 1 E lR X X x- 1 = 1; 

(11) • • WEIERSTRASS, Karl ( 1815, Ostenfelde (Westphalie) - 1897, Berhn). 
CANTOR, Georg ( 1845, Saint-Petersbourg - 1918 ,  Halle (Allemagne)). 
MÉRAY, Charles ( 1 835, Chalon-sur-Saône - 1 9 1 1 ,  Dijon). 
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- la loi x est distributive sur + : 

\:/(x , y , z) E JR3 (x + y) x z = (x x z) + (y x z) . 

On note souvent le produit de deux réels x et y par juxtaposition x y plutôt 
que x x y. 
Pour x et y réels , y -:f:. 0 ,  on note x/y le produit de x avec l 'inverse de y . 
On définit ainsi une loi de composition interne appelée division qui n 'est ni 
associative, ni commutative. 
La commutativité et l 'associativité de la loi x ont pour conséquence la possi
bilité de considérer des produits de réels de la forme x1 x x2 x ... x Xn sans se 

n 
préoccuper de l 'ordre des termes . On note un tel produit IJ Xk· 

k=l 

Pour tout réel x, on définit la puissance n-ième de x (ou n désigne un entier 
naturel) par la relation de récurrence : x0 = 1 et pour tout n E N* , xn = 
X X xn-l. Pour tout n E N  on a 1n = 1 et pour tout n E N* on a on = o. Si X 

est un réel non nul, on note x-n l 'inverse du réel xn . 

Propriétés de la relation d'ordre 

La relation ::;:; est une relation d 'ordre sur lR : 

- elle est réflexive : \:/x E lR x :( x ;  
- elle est anti-symétrique : \:/(x, y) E JR2 (x::;:; y et y::;:; x) ===? x = y ; 
- elle est transitive : \:/(x, y, x) E JR3 ( x :( y et y :( z) ===? x ::;:; z . 

Cette relation d 'ordre est compatible avec les lois + et x, 

\:/(x , y , z) E 1R3 (x:s;y ===? x + z:(y + z) 

et ( (X ::;:; y et 0 ::;:; z) ===} X X z ::;:; y X z) . 
On écrit aussi x � y pour y ::;:; x. On définit la relation < sur lR par : 

\:/(x, y) E 1R2 X < y si (X ::;:; y et X -:f:. y) . 

Il ne s'agit pas d 'une relation d 'ordre sur lR (elle n'est ni réflexive, ni symé
trique) . On note aussi y> x pour x < y. 
On note par ailleurs 

JR+ { x E lR 1 0 :( x} l 'ensemble des réels positifs ; 

JR- { x E lR 1 x :( 0} l 'ensemble des réels négatifs ; 

lR:f- { x E lR 1 x > 0} l 'ensemble des réels strictement positifs ; 

JR'."_ { x E lR 1 x < 0} l 'ensemble des réels strictement négatifs ; 

JR* { x E lR 1 x < 0 ou x > 0} l 'ensemble des réels non nuls . 
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Propriétés de la  borne supérieure 

PROPOSITION 3.2 X Tout sous-ensemble A non vide et majoré de fi; admet 
une borne supérieure b qui vérifie 

X Tout sous-ensemble A non vide et minoré de fi; admet une borne inférieure a 
qui vérifie 

Dans la caractérisation de la borne supérieure donnée à la proposition 3.2, la 
condition « 't/x E A x ( b » exprime le fait que b est un majorant de A. La 
condition « ::3xe E A b - E < Xe » exprime qu'il s 'agit du plus petit : dès 
que l 'on veut retrancher une quantité E aussi petite soit-elle à b, on trouve des 
éléments de A qui sont plus grand que b - E, voir la figure 1. Le réel b - E n'est 
donc pas un majorant de A. Dans la caractérisation de la borne inférieure, la 
condition « 't/x E A x � a » exprime le fait que a est un minorant de A. La 
condition « ::3xe E A a + E > Xe » exprime qu 'il s 'agit du plus grand : dès 
que l 'on veut ajouter une quantité E aussi petite soit-elle à a, on trouve des 
éléments de A qui sont plus petits que a+ E, voir la figure 1. Le réel a+ E n'est 
donc pas un minorant de A. 

A 

E 

a A 

Fig. 1 Illustration de la situation décrite à la proposition 3.2. 

Exemple Considérons l 'ensemble E = { 1/ ( 1 + x2 ) 1 x E fi;�, x ( 1}. Sous 
l'hypothèse x E ffi;'f_ , on a les équivalences suivantes : 

O < x ( l  0 < x2 ( 1 Ç:::=? 
1 1 
2 ( 1 + x2 < 1 .  

1 < 1  + x2 ( 2 
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On en déduit que l'ensemble E est un sous-ensemble borné de IR. Il admet pour 
borne supérieure 1 mais n'admet pas d'élément maximal . Il admet pour borne 
inférieure � qui est également son élément minimal . 

THÉORÈME 3.1 (Propriété d'Archimède) 

ni=;> X. 

Démonstration Soient i=: et x deux réels strictement positifs fixés . L'ensemble 
E = { n E N 1 ni=: � x} est un sous-ensemble non vide (0 E E) et majoré 
(par x/i=:) de IR. Il admet donc une borne supérieure b dans lR (qui par définition 
est le plus petit des majorants de E) . Puisque b - 1 n'est pas un majorant de E, 
i l  existe n E E tel que n > b - 1 .  On en déduit que n + 1 > b et par conséquent 
que l 'entier non nul no = n + 1 n'appartient pas à E. On a donc n0i=: > x. La 
propriété d 'Archimède est démontrée : il existe un entier naturel non nul no tel 
qœ�i=:>x D 

Remarque On appelle nombre irrationnel un élément de lR \ Q et on appelle 
nombre algébrique un réel qui est solution d 'une équation algébrique à coeffi
cients rationnels (c'est-à-dire de la forme anxn + an_ 1xn- l + . . .  + a0 = 0, ·avec 
ak E Q, k E {O ,  . . . , n} ) . L'ensemble des nombres algébriques contient Q et est 
un ensemble dénombrable <12)

. Les autres réels sont qualifiés de transcendants. 
Par exemple J2 est un nombre irrationnel et un nombre algébrique (il est solu
tion de l 'équation algébrique x2 - 2 = 0) alors que n est un nombre irrationnel 
et un nombre transcendant . 

3.2 Propriétés des nombres réels 

3.2.1 Propriétés calculatoires 

L'objet de cette partie est de rappeler les principales propriétés et formules 
calculatoires concernant les nombres réels. 

1 .  '\/ (x , y ,  u ,  v) E JR4 ( (x �y) 

( (x �y) 

( (x �y) 

( (x �y) 

<12) 
Voir la définition 2 .24 p. 52. 

et (u � v)) ===? x + u �y + v 

et (u < v)) ===?x + u < y + v 

et (u;;? 0)) ===? x x u�y x u  

et (u � 0)) ===? x x u;;?y x u  



2. 

3 .  

4 . 
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'i(x, y) E IR* x IR* Ü < X ,,ç y <===? 

X ,,ç y < Ü <===} 

x < O < y<===? 

'in E N* 'i(x , y) E JR+ X JR+ 

'ix E JR+ V(m, n) E N2 (x ,,ç 1 

(x � 1 

1 1 0 < - ,,ç-y X 
1 1 - ,,ç- < O  y X 
1 1 - < 0 < -X y 

(X ,,ç Y <===? Xn ,,ç yn) 

et n ,,ç m ===} xn � xm) 

et n ,,ç m ===} xn ,,ç xm) 
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La proposition suivante est un simple corollaire de la proposition 2 . 12 , page 77, 
démontrée dans le cas général d 'un anneau. 

• A (13) PROPOSITION 3.3 (Formule du bmome de Newton ) 
Soient x et y deux réels et n un entier naturel non nul. On a 

(x + Yr = t (!:) xk Yn-k où (n) n! 
k = 

k!(n-k) !' k=O 

Remarques 

1 .  On note aussi couramment C� au lieu de (/:), le ( k + 1 ) e coefficient de la 
formule du binôme de Newton . 
2. La commutativité de la somme dans lR implique que l 'on a également 

n 
(x + y)n = L (!:) Xn-k Yk 

k=O 
et il peut être plus avantageux selon les situations d 'utiliser l 'une ou l 'autre des 
deux expressions de la formule du binôme de Newton . 

PROPOSITION 3.4 Pour tous réels x et y et pour tout n E N* , on a 

n-1 
(x _y) L xn- 1 -kyk 

k=O 
(x - y) (xn- 1 + xn-2y + . . .  + xyn-2 + yn- 1 ) .  

(l3J L'Histoire ne nous a pas transmis le nom du collaborateur de Newton qui a établi cette 
formule. C'est la raison pour laquelle on a coutume d'appeler cette formule « la formule 
du binome de Newton». 
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Démonstration La formule se démontre par le calcul suivant : 

n- 1 
(x _y) L xn- 1 -kyk 

k=O 

n- 1 n- 1 
L xn-kyk _ L Xn- 1 -kyk+l 
k=O k=O 
n- 1 n 
L xn-kyk _ L xn-eye 
k=O l= l 

(on a effectué le changement de variable e = k + 1 dans la 2e somme) 
xn - yn , 

les termes des deux sommes s'annulant deux à deux à l 'exception des termes 
extrêmes correspondant à k = 0 dans la première somme et à e = n dans la 
seconde. 0 

PROPOSITION 3.5 Pour tout entier naturel n non nul on a<1•> 

n n(n + 1 )  2:k 2 k=l 
n n(n + 1 ) (2n + 1 ) 2:k2 6 k=l 
n 

(�k)
' n2 (n + 1 )2 2:k3 

4 k=l 

Démonstratiorl15> Soient u0 , r deux réels et n un entier naturel non nul .  On 
considère pour tout entier k tel que 1 � k � n + 1 les réels uk définis <16> par la 
relation Uk = Uk- 1 + r . Pour tout m E N* , on désigne par Sm la quantité 

<14> Un professeur de Gauss aurait donné l'exercice suivant à une classe un peu trop indisci
plinée : « Messieurs, vous faites trop de bruit. Calculez-moi 1 + 2 + 3 + ... + 99 + 100. Je 
ne veux entendre aucun bruit. » 
Gauss le résolut immédiatement, en remarquant qu'en notant S cette somme, on a: 

s 1 + 2 + 3 + ... + 100 

s 100 + 99 + ... + 1 
et donc 2S = 101  + 101  + ... + 101  = 100 x 101  = 10100 .  La somme valait donc 5050. 

(ls) Chacune de ces relations peut se démontrer en ayant recours à un raisonnement par ré
currence, voir l'exercice 1 p. 106. Nous démontrons ici ces formules par une méthode 
« constructive » permettant d'établir l'expression de la somme L:�=I km pour tout 
m EN*. 

(16) Autrement dit on considère une progression arithmétique de premier terme uo et de 
raison r, voir la définition 5.9 p. 201. 
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D'après la formule du binôme de Newton , on a pour tout k E {O ,  . .. , n } ,  

m m 
(uk + r)m 

= L (i) ri u'!:-i = uk' + L (i) ri u'!:-i· 
i=O i=l 

On en déduit en sommant ces relations pour k variant de 0 à n que 

Or, uk + r = uk+1 , de sorte que l 'on a aussi 

n n n+l 
L(uk + rr = L uk+l = L uk' = Sm - uif + u�+I· 
k=O k=O k= l 

En combinant ces deux relations , on obtient 

m m � (m) i S Un+l = Uo + L..,, i r m-i· 
i=l 
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(3) 

Prenons uo = 0 et r = 1; on a pour tout k E N, uk = k et la relation (3) s 'écrit 
dans ce cas particulier 

m 
(n + l )m 

= L (i) Sm-i· 
i=l 

Prenons m = 2, on obtient 

(n + 1)2 = 2S 1 + So . 

(4) 

Compte tenu du fait que S
0 
= (n + 1), on trouve que la somme des n premiers 

entiers naturels vaut 

Si = t k = t k = 
n(n

2

+1)
_ 

k=O k= l 

En prenant m = 3 dans la relation (4) ,  on obtient 

d'où on déduit que la somme des carrés des n premiers entiers naturels vaut 

S2 = 
� k2 = n(n + 1)(2n + 1) L..,, 6 . 
k=l 
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En prenant m = 4 dans la relation (4) , on obtient 

(n + 1 )4 = 483 + 682 + 481 + 80 

d'où on déduit que la somme des cubes des n premiers entiers naturels vaut 

S3 � t,k3 
� 

n' (n 
4
+ 1)' 

� (t, k ) ' 

On peut poursuivre selon le même principe pour obtenir l 'expression de la 
somme des puissances m-ième des n premiers entiers . On obtient ainsi 

84 = � k4 = n(n + 1 ) (2n + 1 ) (3n2 + 3n - 1)
. L....., 30 k=l 

EXERCICE 1 Redémontrer les relations données dans la proposition 3 .5 
en utilisant un raisonnement par récurrence. 

PROPOSITION 3.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz < 17l ) 
Étant donné n E N* , pour tous (x1 ,  . . .  , Xn ) E !Rn et (y1, . . . , Yn ) E !Rn , on a 

Démonstration Considérons l 'application T : À E lR r-+ L:�=l (Àxi + Yi ) 2 . 
Pour tout réel À, T(À) est positif car il s'agit d'une somme de carrés . De plus , 

n n n n 

T(À) = L (À2x; + 2ÀXiYi + yi ) = À2 I: x; +2À L XiYi + L Yf 
i=l 

= aÀ 2 + 2bÀ + c. 

i=l � 
= a 

i=l 
� 

= c  

Si a -:/- 0 ,  alors la fonction polynomiale du second degré T étant positive sur IR, 
l 'équation aÀ2 + 2bÀ + c = 0 ne peut avoir qu'une racine double ou deux racines 
complexes (mais il ne peut y avoir deux racines réelles distinctes , sans quoi T 
serait négative sur un intervalle de longueur non nulle) . On a par conséquent un 
discriminant négatif pour le trinôme T, i .e. � = 4b2 - 4ac � O. Cette propriété 
se traduit par 

b2 - ac = (t xi Yi) 2 
- (t x;) x (t Yt) �O. 

i= l i=l i=l 

<1 7> CAUCH Y, Augustin ( 1 789, Paris - 1857, Sceaux) .  
SCHWARZ, Hermann ( 1843, Hermsdorf - 1921 , Berlin) . 

D 
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Si a = 0 alors pour tout i E { 1 ,  . . .  , n} on a Xi = 0 et l 'inégalité de Cauchy
Schwarz qui s 'écrit 0 = 0 est vraie .  D 

EXERCICE 2 En utilisant l 'inégalité de Cauchy-Schwarz, démontrer l'in
égalité de Minkowski( is) : pour tous (x1 , . . .  , Xn ) E !Rn et (y1 , . . .  , Yn) E !Rn , 

Remarque Si on désigne par J! le vecteur de !Rn de composantes (x1 , . . .  , Xn ) ,  
par y le vecteur de !Rn de composantes (y1 , . . . , Yn) et par I l I l la norme 
euclidienne de !Rn , alors l 'inégalité de Cauchy-Schwarz exprime le fait que 
IJ! · -Y I ::( l lJ! l l  x 1 1 1/ 1 1  et l 'inégalité de Minkowski correspond à l 'inégalité : 
l l J! + 1/ 11 ::( l lJ! l l  + 1 1 1/ 1 1 , voir la figure 2. 

----; ----; x · y  

1 1 --Y l l 

l l J! + --Y l l  

----; y 

Fig. 2 Illustration de l ' inégalité de Cauchy-Schwarz et de l 'in
égalité de Minkowski. 

3.2.2 La valeur absolue 

DÉFINITION 3.6 On appelle valeur absolue du réel x le réel positif noté l x l 
défini par 

si X ? Ü 
Si X < Ü 

Les principales propriétés de la valeur absolue sont données dans la proposition 
suivante. 

( Is) MINKOWSKI ,  Hermann ( 1864, Kaunas (Lituanie) - 1909, Gottingen (Allemagne) ) .  
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PROPOSITION 3. 7 On a les propriétés suivantes : 
1 . Vx E lR. l x l = max{x, -x} et 1 - x i = lx l ; 
2. Vx E lR. ( lx ! = 0 � x = 0) ; 
3. V(x , y) E JR.2 lx x Y I = lx l x IY I ; 
4 .  't/x E lR. 'tin E .N l xn l = lx ln ; 
5. V(x , y) E JR.2 lx + y l � lx l + IY I 
6. V(x, y) E JR.2 l lx l - ly l j � lx - y l 

(l'e inégalité triangulaire) ; 

(2e inégalité triangulaire) . 

Démonstration � Les deux premières assertions sont des conséquences im
médiates de la définition de la valeur absolue. 

� La troisième assertion se démontre par disjonction des cas selon le signe de x 
et de y . 
i) Si x �  0 et y �  0 alors d 'une part x x y � 0 et par conséquent l x x y j  = x x y 

et d'autre part ! x i  = x , IY I = y. La relation l x x Y I = !x i  x ! Y I est donc établie 
dans ce cas . 

ii) Si x � 0 et y � 0 alors d 'une part x x y � 0 et par conséquent l x x y j  = -x x y 
et d'autre part ! x i  = x ,  IY I = -y . La relation l x x Y I = !x i x ! Y I est donc 
établie dans ce cas . 

iii) Si x � 0 et y � 0 alors d 'une part x x y � 0 et par conséquent l x x y j  = -x x y 
et d'autre part ! x i  = -x, IY I = y . La relation l x x y j  = lx l x !Y I est donc 
établie dans ce cas . 

iv) Si x � 0 et y� 0 alors d 'une part x x y � 0 et par conséquent l x x Y I = x x y 
et d'autre part ! x i = -x, IY I = -y. La relation lx x yj = lx l x ! Y I est donc 
établie dans ce cas . 

On a démontré que dans les 4 cas envisageables selon les signes de x et de y ,  
la relation était vraie . Elle est donc toujours vraie . 

� La quatrième assertion se démontre aisément par récurrence en utilisant le 
résultat qui vient d 'être établi . 

� Pour démontrer la première inégalité triangulaire nous procédons à nouveau 
d. . . d R l ' . (19) par lSJonct10n es cas . emarquons que on peut toujours supposer que 

X� y. 
i) Ou bien 0 � x � y et dans ce cas l x + Y I = x + y =  !x i + j y j .  La relation est 

vraie . 
i i ) Ou bien x �y� 0 et dans ce cas lx + y l = - (x + y) = -x + (-y) = !x i + !Y I · 

La relation est vraie. 

<19> Il est toujours possible, étant donnés deux réels de nommer x le plus petit des deux et y 
le plus grand (ou inversement ! ) .  
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iii) Ou bien x � 0 �y avec -x � y et 

l x + Y I = - (x + y) = (-x) - y =  lx l - IY I � lx l + IY I· 

La relation est vraie dans ce cas . 
iv) Ou bien x � 0 �y avec -x �y et 

l x + Y I = x + Y = - (-x) + Y = - lx l + IY I � lx l + IY I · 

La relation est vraie dans ce cas aussi. 
Nous avons montré que dans les 4 cas envisageables , compte tenu de la com
mutativité de la somme, la relation était vraie. Elle est donc toujours vraie. 

['.'. Pour démontrer la seconde inégalité triangulaire , considérons deux réels x 
( 19) et y tels que l x l � IY I· On a alors, 

/ l x l - IY I /  = lx l - IY I = lx - y + Y I - IY I· 

En utilisant la première inégalité triangulaire, on obtient 

[ l x l - ly l / � lx - y l + IY I - IY I = lx - y l . 

La seconde inégalité triangulaire est démontrée. D 

EXERCICE 3 Montrer , en utilisant une disjonction de cas , que pour tout 
(x , y) E IR2 on a 

max { x, y} = H x + y + 1 x - y 1 ) et min { x, y} = H x + y - 1 x - y 1 ) .  

L'une des utilisations de la valeur absolue consiste à mesurer la distance entre 
deux points sur la droite réelle. 

DÉFINITION 3. 7 On appelle distance usuelle sur IR l 'application 

d : IR X IR -----7 IR+ 

(x , y) r----t l x - Y I 

Étant donnés deux réels x et y, le réel d(x, y) est appelé distance de x à y .  

PROPOSITION 3.8 La  distance usuelle sur IR possède les propriétés suivantes : 
1 . \l(x, y) E IR2 (d(x, y) = 0 {==} x = y) , 
2. \l(x, y) E IR2 d(x , y) = d(y, x) , 
3. \l(x, y, z ) E IR3 d(x, z ) � d(x, y) + d(y , z ) . 
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Démonstration Les deux premières assertions résultent des propriétés de la 
valeur absolue. Pour (x, y, z) E �3 , on obtient en utilisant la première inégalité 
triangulaire, 

d(x, z) lx - z l = l x +  (-y + y) - z l = l (x - y) + (y - z) I 
� lx - Y I + IY - z l = d(x, y) + d(y, z) .  

La  3e assertion est démontrée. D 

Remarque Plus généralement , on appelle distance sur un ensemble E toute 
application d vérifiant les 3 assertions de la proposition 3 .8 . L'ensemble E muni 
de cette application est alors qualifié d'espace métrique. La notion d'espace 
métrique est abordée dans le chapitre 7 du Cours de deuxième année. Par 
exemple sur C l 'application qui aux complexes z1 et z2 associe le module de 
z1 - z2 définit une distance . 

3.2 .3  Partie entière et racine n-ième 

PROPOSITION 3.9 (Partie entière) 
Pour tout x E �' il existe un unique a E Z tel que a � x < a + 1 .  L 'entier 
relatif a est appelé partie entière du réel x et est noté E(x) ou [x] . 

Démonstration On procède par disjonction de cas selon le signe de x. 
12'. Soit x un réel positif et A = { n E Z 1 n � x} .  L'ensemble A est non vide 
( 0 E A) et il est majoré dans Z car d'après la propriété d 'Archimède c2oi , il 
existe N E N tel que N > x donc 

\:/n E A n � x < N. 

L'ensemble A étant un sous-ensemble de Z non vide et majoré, il admet un plus 
grand élément (ou élément maximal) a. L'entier a appartient à A, donc a �  x, 
et puisqu'il s 'agit de l'élément maximal de A on a a +  1 tj. A donc a + 1  > x . 
12'. Considérons à présent un réel x strictement négatif et notons B l 'ensemble 
{ n E Z 1 n > x} . Cet ensemble est non vide ( 0 E B) et il est minoré car d'après 
la propriété d 'Archimède <2 1 >

, il existe un entier N tel que N > -x,  autrement 
dit tel que x > -N. L'ensemble B est donc un sous-ensemble de Z, non vide 
et minoré ; il admet un unique élément minimal (3 E Z. Cet élément minimal 
vérifie d 'une part (3 E B donc (3 > x et d'autre part (3 - 1 tj. B donc (3 - 1 � x. 
On en déduit que l 'entier relatif a = (3 - 1 vérifie a � x < a +  1 .  D 

Exemple On a E(7r) = 3, E(-1f) = -4, E(3) = 3 ,  E(-4) = -4. 

On appelle fonction partie entière l 'application E :  x E � f-+ E(x) .  

<20> voir le théorème 3.1 p .  102. 
<2 1 ) 

Voir le théorème 3. 1 p. 102 ; on prend ê = - 1  et on considère le réel strictement positif -x . 
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2 E---{ 

1 E---{ 

-2 - 1  0 

- 1  

E---{ -2 

1 2 3 

Fig. 3 Représentation graphique de la fonction partie entière . 

La fonction partie entière possède les propriétés suivantes que l 'on obtient di
rectement à partir de la proposition 3 .9 .  

PROPOSITION 3.1 0 Soit x un nombre réel. On a 
1 . E(x) � x < E(x) + 1 et x - 1 < E(x) � x .  
2. E(x) = x {===} x E Z. 
3. \:ln E Z E(x + n) = E(x) + n. 

PROPOSITION 3.11 (Racine n-ième d'un réel positif) 
Pour a E JR+ et n E N* donnés, il existe un unique réel positif b tel que bn = a .  
C , l t t ' n r::: .!. t t l ' · · ' (22) d e ree es no e v a  ou a n  e es appe e racme n-ieme e a .  

Démonstration Nous verrons par la suite que ce résultat découle de manière 
évidente du fait que l 'application X E JR+ 1--t Xn est bijective de JR+ dans JR+ . 
Nous allons cependant en donner une démonstration directe qui utilise la notion 
de borne supérieure d 'un ensemble. Remarquons que le résultat est évident pour 
a = 0, a =  1 et pour n = 1 .  

['.'.'. Montrons tout d'abord que si le réel b existe , il est nécessairement unique. 
Pour cela supposons qu 'il existe deux réels positifs b1 et b2 tels que bf = a et 
b2 = a. On a alors bf = b2 et , d'après la proposition 3 .4, 

n- l 
bf - b2 = (b1 - b2 ) 2: b�- l -kb� = o . 

k=O 

<22> 
On parle de racine carrée lorsque n = 2 et de racine cubique lorsque n = 3. 
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C d . 1 . 1 . (23) b b 0 . e pro mt est nu SI et seu ement SI on a 1 - 2 = ou SI pour tout 
k E {O , . . . , n - 1 }  on a b�-I-kb� = O. Dans le premier cas cela implique que 
b1 = b2 . Dans le deuxième cas cela implique que b1 = b2 = 0 (relation obtenue 
en considérant les valeurs k = 0 et k = n - 1) .  On en déduit que s 'il existe, le 
réel b vérifiant bn = a est unique. 
� Établissons à présent l'existence du réel b dans le cas où a E [ 1 ,  +oo [. Consi
dérons l 'ensemble A = {x E �� 1 xn ( a} ;  cet ensemble est non vide (car par 
exemple 1 E A) et il est majoré par a (si x ); 1 alors x ( xn ( a et si 0 < x < 1 

' • {24) alors x ( a car a ?: 1 ) .  Il admet donc une borne supeneure b qui vérifie 

et 
'<lx E A x ( b, 

VE E �+ :lx, E A b - E < x, . 
Notons que d'après (5) on a nécessairement b > O . 

(5) 
(6) 

Trois cas sont envisageables : ou bien bn < a, ou bien bn > a,  ou bien enfin 
bn = a. Nous allons montrer que les deux premiers cas ne peuvent avoir lieu. 
Le seul cas possible sera alors le cas où bn = a. Nous aurons ainsi démontré 
l 'existence d'une racine n-ième de a. Pour montrer que les deux premiers cas 
ne peuvent avoir lieu , raisonnons par l 'absurde. 
- Supposons que bn < a et considérons un réel a E JO ,  l [ . D'après la formule 

du binôme, nous avons 

t (h�) bkan-k 
_ bn 

k=O 
n- l 

( a L (k) bk (car a E J O ,  1 [  =? '<li E N* ai ( a) 
k=O 

< a t ( k) bk a ( 1 + br . 
k=O 

a - bn On en déduit que si l 'on choisit a E J O ,  1 [  tel que a <  alors ( 1 + b)n 
(b + a)n - bn < a - bn 

et par conséquent (b + ar < a. C 'est impossible car on aurait alors b + a 
qui serait un élément de A et qui serait strictement plus grand que la borne 
supérieure de cet ensemble . C 'est en contradiction avec la condition (5) .  Le 
cas où bn < a est donc impossible. 

- Supposons que bn > a. D'après la proposition 3 .4 ,  pour tout élément x de A 
on a 

n- l 
bn - a ( bn - xn = (b - x) 2= bkxn- l-k _ 

k=O 

<23> En effet, puisque b1 ? 0 et b2 ? 0 la somme est une somme de termes positifs ; elle est 
nulle si et seulement si chacun des termes de cette somme est nul . 

<24> Voir la proposition 3 .2  p .  10 1 .  
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Par ailleurs , 0 < xn � a < bn donc (x/bt < 1 et par conséquent on a 
0 < x/b < 1 .  Cela implique que l 'on a aussi 0 < x < b et donc 0 < xk 

< bk 
pour tout k E N* . On obtient en utilisant ces résultats la relation suivante 

n- 1 n- 1 
bn - a � (b - x) L bkbn- l -k = (b - x) L bn- l � (b - x) n bn- l . 

k=O k=O 

bn - a bn - a Autrement dit , pour tout x E A on a : b - x � -b--1 . Posons € = -b--1 ; n n- n n-
on peut affirmer d'après ce qui précède que 

3€ E IR+ \lx E A b - x � € .  

Notons que cette assertion est la négation de l 'assertion (6) . On a donc 
établit une contradiction . Le cas où bn > a est donc lui aussi impossible . Le 
seul cas possible est le cas où bn = a et nous en déduisons l'existence d'une 
racine n-ième de a pour tout a E [ 1 , +oo[. 

(2: Pour terminer la démonstration, il faut considérer le cas où a E J O ,  1 [ . Posons 
a = 1/a ; on a a E ] 1 , +oo[ et d'après la partie précédente de la démonstration , 
on peut affirmer qu'il existe un unique réel f3 E IR+ tel que {Jn = a. Or 

1 
- = a  {::::=} {Jn 

On en déduit donc qu 'il existe un unique réel b E IR+ tel que bn = a, ce réel 
M� l�. D 

EXERCICE 4 En utilisant la formule du binôme de Newton , montrer que 
pour tout n E N* on a 1 � \fil, < 1 + /2fri,. 

1 
S nfl 1 

EXERCICE 5 oient a E IR+ et n E N* ; montrer que V ;: = y'a .  

3.2 .4 Propriétés fondamentales 

La proposition suivante sera utilisée à de nombreuses reprises dans la suite du 
cours. Elle indique que pour montrer qu 'un réel est nul , il suffit de montrer 
qu'on peut le rendre, en valeur absolue , plus petit que n'importe quel réel 
strictement positif. 

P ROP OSITION 3.12 Soit x un réel. 
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. R . l '  b d <25 > S Démonstrat10n a.isonnons par a sur e . upposons l'assertion fausse, 
c'est-à-dire supposons que (26) 

(Ve E �+ l x l � e) et x � O .  

Puisque x est non nul , le réel 7) = � lx l est strictement positif et vérifie l x l > 77. 
Cela contredit l 'hypothèse (Ve E �+ l x l � e) . On en déduit que l 'assertion 
énoncée dans la proposition est vraie. D 

DÉFINITION 3.8 On dit qu 'un sous-ensemble A de � est dense dans � si 

V(x , y) E �2 ( x < y =? ::la E A x < a < y) . 

Remarques 

1 . Dire que A est dense dans � signifie qu 'entre 2 réels distincts il y a toujours 
(au moins) un élément de A. 
2 .  En utilisant les règles de négation d'une assertion quantifiée <26> , on établit 
qu 'un sous-ensemble A de � n'est pas dense dans � si 

::l(x, y) E �2 (x < y) et (V a E A ( x ;:?: a ou y � a) ) . 

Exemple L'ensemble des entiers relatifs Z n'est pas dense dans � : pour x = 7r 
et y = � ' on a pour tout m E Z :  m � 7r ou m ;:?:  � -

La proposition suivante indique que Q est dense dans R Cela signifie qu'entre 
deux nombres réels quelconques , il existe toujours un nombre rationnel . Il 
en existe même une infinité (dénombrable) comme on l'établira à la propo
sition 3 . 14 .  

PROPOSITION 3.1 3  L 'ensemble Q des nombres rationnels est  dense dans 
l 'ensemble � des réels . 

Démonstration Soit (x, y) E �2 tel que x < y . On utilise la propriété d 'Ar-
• ' (27) • chunede en prenant e =  y - x (on a bien e > 0) : 

na (Y - x) > l\'. .  

En choisissant de prendre a =  1 , on établit l 'existence d'un entier ni E N* tel 
1 . ni x  + 1 que ni (y - x) > 1 .  On a donc y - x > - c'est-à-dire y> . n1 ni 

<25 > Cette proposition peut également être démontrée en utilisant un raisonnement par contra
posée, voir p. 16 .  

<26> Voir p. 14 pour les règles de négation d 'une assertion définie à l 'aide de quantificateurs. 

<27> Voir le théorème 3 . 1  p. 102 .  
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P E(nix) + 1 · 1 t 1 · ffll E · 1 · 1 . , ' d osons a = ; i es c air que a E �· n ut1 isant es propnetes e n1 
la partie entière , voir la proposition 3 . 10 ,  on obtient 

On a ainsi montré que pour tout couple (x ,  y) E JR.2 tel que x < y ,  il existe 
un rationnel a vérifiant x < a < y ce qui permet de conclure que Q est dense 
�m lR. D 

Remarque On peut montrer que l'ensemble lR \ Q des irrationnels est lui aussi 
dense dans R 

PROPOSITION 3.14 Soient (x, y) E JR.2 avec x < y et A un sous-ensemble 
de R Si A est dense dans lR alors il existe une suite (an)nEN d 'éléments de A, 

(28) strictement monotone , telle que 

\:/n E N  X <  an < y. 

Démonstration On raisonne par récurrence . Puisque A est dense dans IR, 
d'après la définition 3.8, il existe a0 E A tel que x < a0 < y .  Supposons, c'est 
notre hypothèse de récurrence, que pour un entier k fixé, il existe ak E A tel 
que x < ak < y. Comme A est dense dans lR et que y et ak sont deux réels , 
il existe ak+l E A tel que ak < ak+l < y. On a ainsi prouvé l 'existence d'une 
suite (an)nEN d'éléments de A, strictement croissante telle que pour tout n E N, 
x < an < y. Sur le même principe , il est aisé de construire une suite strictement 
décroissante en privilégiant cette fois-ci x et ak . D 

PROPOSITION 3.1 5 Si A est un sous-ensemble de lR dense dans lR alors pour 
tout réel x, il existe une suite (an )nEN d 'éléments de A qui converge vers x .  

Démonstration Supposons que A est dense dans lR : pour tous réels x, y avec 
x < y, il existe un élément a de A tel que x < a < y. Par conséquent , pour 
tout n E N* , on peut trouver un élément an de A vérifiant x < an < x + l /n. 
D'après le théorème d 'encadrement (29l , on en conclut que la suite ( an )nEN ainsi 
construite converge vers x . D 

3.3 Topologie de la droite réelle 

Nous présentons dans cette partie quelques notions de topologie de la droite 
réelle utiles par la suite . Il s 'agit également d'une introduction élémentaire aux 
notions de topologie qui seront abordées de manière plus détaillées dans le cadre 
des espaces métriques au chapitre 7 du Cours de deuxième année . 

(28) Voir la définition 5 .5 ,  p. 187 .  
(29) Théorème 5 . 1  p. 185 .  
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3 .3 .1  Intervalles 

DÉFINITION 3.9 On appelle intervalle de ffi. tout sous-ensemble I de ffi. tel 
que 

Autrement dit , un intervalle est défini comme un ensemble où tout réel compris 
entre deux réels de l'ensemble appartient à l 'ensemble. 
Soit (a, b) E ffi.2 , a < b. On définit les intervalles d'extrémités a et b suivants, 

[a, b] {x E R l a :::;; x et X ::::;; b} , appelé intervalle fermé [a, b] , 
]a, b [ {x E ffi. j a < x  et X < b} ,  appelé intervalle ouvert ] a ,  b [ ,  

et 

[a, b [ {x E ffi. 1 a ::::;; x et X < b} , 
]a , b] {x E ffi. 1 a <  x et X ::::;; b} . 

On appelle centre de chacun de ces intervalles le réel x = � (a + b) . 
On définit aussi les intervalles non bornés suivants, 

[a, +oo[ 

] - oo, b [ 

{x E ffi. j a :::;; x} , ]a , +oo[  

{x E R  I x < b} , ] - oo, b] 

3.3 .2  Ensemble ouvert et  ensemble fermé 

DÉFINITION 3.1 0 (Voisinage) 

{x E R l a < x} ,  

{x E R l x :::;; b} . 

On dit que le sous-ensemble V de ffi. est un voisinage du réel xo si V contient . (30) . . un intervalle ouvert de centre x0 , autrement dit, si 

3(a , b) E ffi.2 (a <  b et Xo = � (a + b) et ja , b [C v) . 

Exemples 

1 .  Les intervalles ] - 1 , 1] et [- 1 ,  �] sont des voisinages de O. La condition de la 
définition 3 . 1 0  est en particulier satisfaite avec a =  � et b = -a. 
2 .  Les intervalles J O , 1 ] , [O , 1 ] et [2 , 3] ne sont pas des voisinages de O . Très 
clairement , il n 'existe pas d 'intervalle ouvert de centre 0 qui soit inclus dans 
ces ensembles . 

<3o) On peut également définir un voisinage de xo de la manière suivante : le sous-ensemble 
V de IR. est un voisinage du réel xo si V contient un intervalle ouvert contenant xo . 
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a b V 

Xo 

Fig. 4 Illustration de la situation décrite à la définition 3 . 10 .  

3 .  L'ensemble { l }U] 2 ,  3 [ n'est pas un voisinage de 1 mais c'est un voisinage 
de � (la condition de la définition 3 . 1 0  est en particulier satisfaite avec a = 2 
et b = 3 . ) .  

Remarque On dit que le sous-ensemble V de  IR est un  voisinage à gauche 
du réel x0 si V contient un intervalle de la forme ]a ,  xo] autrement dit si 
3a E IR ]a ,  xo] c V. De même, on dit que le sous-ensemble V de IR est un 
voisinage à droite du réel xo si V contient un intervalle de la forme [xo , b [  
autrement dit s i  3b E IR [xo , b[c V. 

DÉFINITION 3.11 (Ensemble ouvert , ensemble fermé) 

)< Un sous-ensemble 0 non vide de IR est qualifié d 'ensemble ouvert si pour 
tout élément x de 0 il existe un intervalle ouvert de centre x inclus dans 0, 
autrement dit, un sous- ensemble 0 est ouvert s 'il est voisinage de chacun de 
ses points. 
)< Un sous-ensemble :F de IR est appelé ensemble fermé si son complémentaire 
dans IR est ouvert. 

Exemples 

1 .  Tout intervalle ouvert ] a ,  b [ avec a < b est un ensemble ouvert de R En effet , 
soit x E]a , b[ et d = min { � (x - a) , � (b - x) } .  L'intervalle ouvert ] x  - d, x + d[ 
est inclus dans ] a , b [  et admet x pour centre. 
2 .  L'ensemble Q des nombres rationnels n 'est ni ouvert , ni fermé dans R En 
effet , considérons un rationnel x ; si Q était un ensemble ouvert , il existerait un 
intervalle ouvert ]a ,  b [ (où a < b) de centre x inclus dans Q. Comme l'ensemble 
des nombres irrationnels IR \ Q est dense dans IR, il existe au moins un nombre 
irrationnel entre a et b, ce qui revient à dire que l ' intervalle ] a ,  b[ n'est pas inclus 
dans Q. On a donc une contradiction . Par ailleurs , montrer que Q est fermé 
revient à montrer que son complémentaire IR \  Q est ouvert . Un raisonnement 
analogue au précédent utilisant le fait que Q est dense dans IR permet d'établir 
que ce n'est pas le cas . 
3. Pour tout réel a, l 'intervalle ] a ,  +oo[  est un ouvert de IR car quel que soit 
x E]a, +oo[, l'intervalle ]x - ô, x + J[ où ô = � (x - a) est un intervalle ouvert de 
centre x inclus dans ]a ,  +oo[. Son complémentaire ] - oo, a] est donc un fermé 
de R De même, on montre que l 'intervalle ] - oo, a [ est un ouvert . 
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4. L'ensemble R est un ouvert . En effet quel que soit le réel x l 'intervalle 
]x - 1 ,  x + 1 [  est un intervalle ouvert de centre x inclus dans R 

Remarques 

1 .  Par convention, l 'ensemble vide est un ouvert de R Son complémentaire qui 
est R est donc un fermé. Nous avons vu que R est un ensemble ouvert ; son 
complémentaire qui est l 'ensemble vide est donc un fermé. On retiendra que 
l 'ensemble vide et R sont à la fois des ouverts et des fermés. Ce sont les seuls 
à posséder cette propriété. 
2 .  Un ensemble peut n'être ni ouvert ni fermé (c'est le cas par exemple de 
l 'intervalle ] - 3, 3] ou de Q) . Contrairement à son sens dans le langage courant , 
fermé n'est pas le contraire d'ouvert . 
3 . Un sous-ensemble de R qui est fermé et borné est qualifié d'ensemble com
pact . 

PROPOSITION 3.1 6 (Union et intersection d'ouverts ou de fermés) 
. (31) 

)< L 'unzon d 'un nombre quelconque d 'ensembles ouverts est un ensemble ou-
vert. L 'intersection d 'un nombre fini d 'ensembles ouverts est un ensemble 
ouvert. 
)< L 'intersection d 'un nombre quelconque d 'ensembles fermés est un ensemble 
fermé. L 'union d 'un nombre fini d 'ensembles fermés est un ensemble fermé. 

Démonstration Ce résultat est admis. Ces propriétés sont démontrées dans 
le cas plus général d 'un espace métrique dans le Cours de deuxième année 
page 375 . La seconde partie de la proposition concernant les ensembles fermés 
s 'obtient à partir de la première partie de la proposition en utilisant les lois de 
Morgan, voir la proposition 2 .3 ,  page 30. D 

Exemples 

1 .  Le complémentaire dans R de l 'intervalle [a, b] est un ensemble ouvert puis
qu'il est la réunion des intervalles ouverts ] - oo, a [ et ] b ,  +oo[ . On en déduit 
qu'un intervalle fermé de R est fermé dans R ce qui explique la terminologie 
employée . 
2 .  Les ensembles N et Z sont des fermés de R car leur complémentaire dans R 
est une réunion d'intervalles ouverts : C N = LJ ]n , n+ 1 [  et C Z = LJ ] n , n+ l [ . 

nEN 

3.3 .3  Intérieur et  adhérence d'un ensemble 

nEZ 

DÉFINITION 3.12 Soit A un sous-ensemble non vide de R et x0 un réel. On 
dit que xo est un point intérieur à A si A est un voisinage de x0 . L 'ensemble 

0 

des points intérieurs à A est noté A et est appelé intérieur de A. 

<3 1)  
On signifie par là, fini , dénombrable (voir l a  définition 2 .24 p .  52) ou  infini non dénom
brable. 
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Exemples 

1 .  Le réel 0 est intérieur à ]  - 1 ,  1 ] mais n'est pas intérieur à ]O ,  1] ni à [O, 1 ] . 
2 .  L'intérieur de Q est l 'ensemble vide. En effet , si un réel x0 était intérieur 
à Q alors Q serait voisinage de x0 . D 'après la définition 3 . 10 ,  il existerait deux 
réels a et b avec a <  b et � (a + b) = x0 tels que ]a ,  b [ C Q. Cela est impossible 
car � \ Q étant dense dans �' il existe au moins un nombre irrationnel entre a 
et b ce qui implique que ] a ,  b [ 1- Q. 

Remarques 

1 .  L'intérieur d 'un sous-ense!11ble non vide A de � est le plus grand ouvert 
contenu dans A. On a donc A c A. 
2 .  L'intérieur d 'un intervalle d'extrémités a et b est l 'intervalle ouvert ]a ,  b [ .  

DÉFINITION 3.1 3 (Adhérence) 
Soit A un sous-ensemble non vide de � et x0 un réel. 
)< On dit que x0 est un point adhérent à A si tout intervalle ouvert de centre x0 
contient au moins un élément de A .  L 'ensemble des points adhérents à A est 
noté A et est appelé adhérence de A .  
)< On dit que xo est un point d 'accumulation d e  A s i  tout intervalle ouvert de 
centre xo contient au moins un élément de A autre que x0 . 

De manière équivalente, x0 est un point adhérent à A si tout voisinage de x0 
contient au moins un élément de A et x0 est un point d'accumulation de A si 
tout voisinage de x0 contient au moins un élément de A autre que x0 . 

Exemples 

1 .  Soit A =] 1 , 2] U {3 } .  Le réel 1 est un point d'accumulation de A et un 
point adhérent de A. Le réel 1 n'appartient pas à A. Le réel 2 est un point 
d'accumulation de A et un point adhérent de A. Le réel 2 appartient à A. 
Le réel 3 est un point adhérent mais n 'est pas un point d'accumulation . Le 
réel 3 appartient à A. Le réel 3/2 est un point d'accumulation de A et un point 
adhérent de A. Il appartient à A. 
2 .  Puisque Q est dense dans �' tout réel est un point d'accumulation et un 
point d'adhérence de Q. L'adhérence de Q est donc l'ensemble R 

Remarques 

1 .  Un point d'accumulation de A est un point adhérent de A mais la réciproque 
est fausse. 
2 . Un point adhérent à l 'ensemble A qui n 'est pas un point d'accumulation est 
appelé un point isolé. 

3. L'adhérence de A est le plus petit ensemble fermé contenant A. On a donc 
A c  A. 
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4 . Si A est un ensemble borné dans R, M = supR (A) et m = infR (A) sont deux 
points d'adhérence de A. 
5 .  L'adhérence d'un intervalle d 'extrémités a et b est l 'intervalle fermé [a, b] . 

3.3 .4 La droite numérique achevée 

L'ensemble R n'a ni plus grand, ni plus petit élément . On lui adjoint 2 élé
ments notés c32J +oo et -oo de façon à construire l'ensemble noté lR. On a donc 
lR = R U  {+oo, -oo} . 
On prolonge à lR la relation d'ordre total définie sur R en posant 

Vx E R - oo < x < +oo. 

On prolonge partiellement à lR la structure algébrique de R en posant 

X +  (+oo) 
x + (-oo) 
X X (+oo) 
X X (-oo) 

+oo 
- OO  
+oo 
- OO  

Vx E R U  {+oo} 
Vx E R  U { -oo} 
Vx E R+ U {+oo} 
Vx E R+ U {+oo} 

mais i l  n'est pas possible de définir c33J 

(+oo) + (-oo) , Ü X (+oo) , 

d . ' ' ïii) d . (34 ) e mamere a ce que m. ev1enne un anneau . 

DÉFINITION 3 . 14 (Voisinage de l 'infini) 

O x (-oo) , 

On appelle voisinage de +oo (resp . -oo) tout sous-ensemble de lR contenant 
un intervalle de lR de la forme ]a ,  +oo] (resp. [-oo, a [) où 

]a, +oo] = ]a ,  +oo[ U { +oo} et [-oo, a [  = ]  - oo, a [ U {-oo} .  

S i  A est un  sous-ensemble de lR ,  on  dit que xo  E lR est adhérent à A dans lR si 
tout voisinage de xo contient au moins un point de A. 

(32) Le symbole oo aurait été créé par l e  mathématicien anglais John Wallis ( 16 16 ,  Ashford -
1703, Oxford) en s' inspirant d 'une écriture cursive du m utilisée, à partir du VIIe siècle, 
pour écrire 1 000 en chiffres romain (donc ce que l 'on pouvait considérer comme un très 
grand nombre) . 

C33l On notera que l 'on retrouve là les difficultés intervenant dans le calcul des limites. 
C34 l Voir la définition 2.36 p. 66. 
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3.4 Exercices de synthèse 

EXERCICE 6 Soient (a, b) E IR'.+ X IR'.+ tel que a :::;; b et 

1 - Montrer que A possède un plus grand élément et que A est minoré. 

2 - Montrer, en utilisant la propriété d 'Archimède, que A admet 0 pour borne 
inférieure. 

3 - Montrer que 'r/k E N* les réels k
1a et �b sont des points d 'accumulation de A. 

EXERCICE 7 On appelle nombre dyadique tout nombre rationnel de  l a  forme 
m/2n où m E Z et n E N. Montrer en utilisant la propriété d 'Archimède que 
l 'ensemble des nombres dyadiques 

est dense dans R On pourra également montrer que l 'ensemble des nombres 
décimaux est dense dans R 

EXERCICE 8 Soit f une application définie sur 1R'. telle que f( l )  = 1 et 

i) 'r/x -1- 0 (/ (x) -1- 0 et f ( 1 /x) = 1/ f (x) ) ,  
ii) 'r/(x, y) E IR'.2 f(x + y) = f (x) + f(y) . 

1 - Montrer que f(O) = 0 puis que f est impaire. 

2 - Montrer que pour tout n E N on a f(n) = n. En déduire que pour tout 
x E Q, on a f(x) = x .  
3 - Vérifier que pour tout réel x, f(x2 ) = f(x) 2 (on pourra calculer f( x( II_x) ) 
de deux manières différentes) . En déduire que f est croissante. 

4 - En utilisant la densité de Q dans IR'., prouver finalement que l 'application f 
est l 'application identité. 

Cet exercice illustre bien comment certaines relations sur les réels (ici la pro
priété f(x) = x pour tout x E IR'.) peuvent être démontrées en ayant recours 
à la densité de Q dans R On commence par établir que la propriété est vraie 
pour les entiers naturels ce qui peut être fait, par exemple, par récurrence. On 
l 'étend ensuite aux entiers relatifs en ayant recours à une propriété de parité. 
Le fait que tout nombre rationnel s 'écrit comme quotient de deux entiers rela
tifs est ensuite utilisé pour établir la relation pour tous les rationnels. Enfin, la 
densité de Q dans lR'. est exploitée pour établir la propriété dans le cas de tous 
les réels. 
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3.5  Solution des exercices 

Solution de l 'exercice 1 

Vérifions par récurrence que l 'on a bien 

t k2 = 
n(n + 1

�
(2n + 1)

. 

k= I  

. . n(n + 1)(2n + 1) 
2 Pour n = 1 la relat10n est vraie : 

6 
= 1 = 1 . 

Supposons maintenant que la relation soit vraie pour un entier n donné, autre
ment dit supposons que 

tk2 =
n(n +1

�
(2n + 1) 

k= I  

et montrons que la  relation est vraie pour l'entier suivant , autrement dit mon-
trons que 

On a 

� k2 = 
(n + l)(n � 2)(2n + 3) . 

k= l 

�k2 = (n +1)2 + t k2 = (n +1)2 +
n(n +1

�
(2n +  1) 

k= l k= l 
6(n + 1)2 + n(n + 1)(2n + 1) 

6 

(n + l)(n + 2)(2n + 3) 
6 

Les autres raisonnements par récurrence sont à rédiger sur le même modèle , 
comme cela a été fait en page 20 . 

Solution de l 'exercice 2 

Soient (x 1 , . . .  , xn) E !R
n et (y1 , . . .  , yn ) E !Rn . Démontrer l 'inégalité de Min

kowski revient à démontrer que 

On a 

n 

L(xi + Yi)2 � 
i= l 

n n n n 

L:(xi + Yi)2 = L:xr + L YI + 2 L:xi Yi ·  

i= l i= l i= l i= l 
et d'après l 'inégalité de Cauchy-Schwarz, 
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Par conséquent , 

n 

�)xi + Yi)2 

i=l 

L'inégalité de Minkowski est. démontrée . 

Solution de l'exercice 3 

Soient x et y deux réels . Deux cas sont possibles : ou bien x � y  ou bien x > y .  
- Si x � y  alors d'une part max{ x, y} = y  et d'autre part l x - y l = y - x donc 
�(x +Y + lx - Y I ) = Y· 

- Si x >  y alors d'une part max{x, y} = x et d'autre part lx - y l = x - y donc 
�(x +y + lx - y l ) = x . 

Dans les deux cas , on a 

max{x , y} = �(x +Y + lx - Y I ). 

Cette égalité est donc vraie pour tous réels x, y. On procède selon le même 
principe pour établir la seconde relation . 

Solution de l'exercice 4 

En utilisant la formule du binôme (voir la proposition 3 .3 ,  p .  103) , on obtient 
pour tout n E N* , 

> 

On en déduit que y'n < 1 + � - Par ailleurs, 

On a donc démontré que pour tout n E N* on a 1 � y'n < 1 + � 

On peut illustrer avec MAPLE la propriété démontrée. 
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> N : =40 : E1 : = [ [n ,  n- ( 1 /n) ] $n= 1 . .  N] : 
> E2 : =  [ [  n ,  1+sqrt ( 2/n) ] $n= 1 . .  N] : 
> plot ( [E 1 , E2] , style=po int , symbol= [cross , diamond] ) ; 

2,4 " 

2,2 

1 ,8 
c; 

1 ,6 

,. +  .. 1 ,4 •• 

1 ,2 

1 + 

••• 
• +  . .. ... .......... 

1 0  20 

Solution de l 'exercice 5 

•• •+ • + •+++ .. • + + • 

30 40 

Soit a E JR'.f_ . Le réel l/a est strictement positif, donc d'après la proposition 3 . 1 1 ,  
il existe un  unique f3 E JR'.f_ tel que f3n = l/a et par définition f3 = 'f\./lTG,. On  a 
( 1 / (3) n = a et par conséquent 1 / f3 est la racine n-ième de a (celle-ci est unique) . 
Finalement , on a f3 = if et � = y'a et par conséquent if = Va. 
Solution de l 'exercice 6 

1 - Notons amn = �a + ,;b un élément de A. Il est clair que 

1 1 0 < amn � -;;: + b '  
L'ensemble A est donc minoré par 0 et admet pour plus grand élément a1 1 . 
2 - Tout élément de A est strictement positif. Pour montrer que 0 est borne 
• C' • d A (35) m1eneure e montrons que 

î/E; E lR� ::la E A a - € < 0 . 

D'après la propriété d 'Archimède<36> 

\:IE; E JR� \:/x E JR� ::ln E N* n€ > X. 

<35> Voir la proposition 3 .2 ,  p. 1 0 1 .  
<36) Voir l e  théorème 3 . 1 ,  p .  102 .  

(7) 



Le corps des réels 1 25 

Pour e E JR+ fixé prenons x = � + f, ;  on obtient l 'existence d 'un entier naturel 
non nul n tel que 

1 1 - + - < n e  a b ' 
autrement dit, tel que 

1 1 - + - - e  < o . na nb 
Comme ann = ;a + 

n
\ est élément de A, on en conclut que 0 est bien la borne 

inférieure de A. 
3 - Soient e et d deux réels tels que ak = k

1a appartienne à l 'intervalle J e, d[ . On 
veut montrer que cet intervalle contient un point de A. Soit e le réel strictement 
positif défini par 

e = min { 2_ - e, d - 2_ } . ka ka 

e d 

Fig. 5 Illustration de la situation considérée . 

D'après la propriété d'Archimède (on prend x = f, dans la relation 7) ,  il existe 
n E N* tel que f, < ne. On a donc 

0 < 2_ < e = min { 2_ - e, d - 2_ } nb ka ka 

et on en déduit , voir la figure 5 ,  que 

et que 

1 1 1 0 < - + - < - + e < d  ka nb ka 

1 1 1 1 1 - + - > - - - > - - e > e. ka nb ka nb ka 
Ainsi akn appartient à J e, d[ et à A. Le réel k

1a est donc bien un point d'ac
cumulation de A. Sur le même principe on vérifie que �b est aussi un point 
d'accumulation de A. 

Solution de l'exercice 7 

Soient x et y deux réels tels que x < y. Pour montrer que lDJ est dense dans IR, 
montrons que l 'on peut trouver un nombre dyadique d tel que x < d < y. 
Posons e = y - x.  D'après la propriété d'Archimède(37> 

:ln E N* n e > 1 . 

(37> Voir le théorème 3 . 1 ,  p. 102 ; on prend ici le réel 1 comme premier paramètre quantifié. 
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Par ailleurs, on vérifie facilement par récurrence que pour tout entier k on a 
2k > k. On en déduit que 

1 1 0 < - < - < E: .  2n n 
Posons m = E(2nx) + 1 et considérons le nombre dyadique d = ;;, . Vérifions 
que l 'on a bien x < d < y. D'après les propriétés de la partie entière c3aJ , on a 
d 'une part 

et d'autre part 

d = m = E(2nx) + 1 < 2
nx + 1 1 --- = X +  - < X +  E: = y. 2n 2n 2n 2n 

L'ensemble des nombres dyadiques est donc dense dans R 
Un raisonnement en tout point identique où l 'entier 2 est remplacé par 10 
permet d'établir que l'ensemble des nombres décimaux est dense dans ffi;. 

Solution de l'exercice 8 

1 - Pour tout réel x, on a d'après la relation ii , 

f(x + 0 ) = f(x) + f(O) . 
On en déduit que f(O) = f(x + 0) - f(x) = O . On a aussi, 

J (O) = J(-x + x) = f(-x) + f (x) . 
On en déduit que f(-x) = -f(x) , autrement dit que la fonction f est impaire. 
2 - L 'assertion « pour tout n E N f(n) = n » se vérifie par récurrence. On 
vient d'établir que f (0 ) = 0 ;  elle est donc vraie pour n = O. Supposons-la vraie 
pour un entier n fixé. On a alors , en utilisant la relation ii et l 'hypothèse de 
récurrence, 

f(n + 1 ) = f(n) + J( l )  = J(n) + 1 = n + 1 . 
D'après la relation i , ceci implique que pour tout p E N* , 

1 1 
J ( l /p) = f(p) = p "  

Tout rationnel strictement positif x s 'écrit sous la forme x = n/p avec n E N* 
et p E N* . L'assertion « pour tout (n , p) E N* x N* J (n/p) = n/p » se vérifie 
par récurrence sur n. Pour n = 1 la relation vient d 'être démontrée . Si l 'on 
suppose la relation vraie pour un entier n fixé alors la relation est également 
vraie pour l 'entier n + 1 puisque 

J( (n + l )/p) = f(n/p + l/p) = f(n/p) + f( l /p) 
n + l  = nf( l/p) + f( l/p) = - . p 

C38l
Voir la proposition 3 . 10  p. 1 1 1 .  
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Par ailleurs , puisque la fonction f est impaire, si x est un rationnel négatif, 
on a 

f(x) = f(- Jx J ) = -f( Jx J ) = - Jx l = x . 
La relation f(x) = x est donc vraie pour tout rationnel x. 
3 - En exploitant les propriétés de la fonction f, on obtient d 'une part , 

1
( 

1 
)

- 1 - 1 
x( l  - x) - f(x( l - x) ) 

-
f(x) - f(x2 ) 

et d'autre part, 

f (x( l � x) ) = f  (� + l � x ) = ! (�) + f  C � x ) 

= f (�
) + 

1 . 

= 
_1_ 

+ 
1 

x f ( l - x) f(x) f ( l - x) 
1 

f (x) ( l  - f(x) )  · 

De ces deux relations, on déduit que 

1 1 
f (x) - f(x2 ) f (x) ( l  - f(x)) 

autrement dit que f(x2 ) = f(x)2 . 
Soient x et y deux réels tels que y ;;;?; x. Il existe un réel TJ tel que y = x + ry2 . 
On a 

f(y) = f(x + TJ2) = f (x) + f (TJ2 ) = f(x) + f(TJ)2 ?: f(x) . 

La fonction f est donc croissante. 
4 - Raisonnons par l 'absurde et supposons que f ne soit pas l ' identité. Il existe 
alors un réel x0 tel que f (x0 ) of- x0 . Supposons pour préciser les choses que 
f(xo ) < xa (un raisonnement analogue s 'applique si l 'on suppose f(xo ) > xa ) .  
Puisque Q est dense dans � ,  i l  existe un rationnel r dans l 'intervalle ] f ( xo ) ,  xo [ . 
Puisque f est croissante, on a 

f(f(xo ) )  � f(r) � f(xa ) .  

Or f(r) = r puisque r est un rationnel , donc r � f(xa ) .  Ceci contredit le fait 
que r E ] f (xo ) ,  xa [ . On en déduit que l 'application f est l 'application identité . 





CHAPITRE 4 

Le corps des complexes 

Dans ce chapitre, fi?. désigne le corps des réels, muni des opérations usuelles, 
l 'addition +" et la multiplication x,_ , que nous noterons plus simplement + 
et x. On note 0 et 1 les éléments neutres de fi?. pour l 'addition et pour la 
multiplication . 

4 . 1  Structure de corps commutatif sur rn?.2 

Considérons l'ensemble produit ffi?.2 = { (a, b) J a E fi?., b E fi?.} .  Nous cherchons 
à munir cet ensemble de deux lois de composition interne afin de lui conférer 
une structure de corps commutatif. 

4.1 .1  Première approche 

Munissons l'ensemble rn?.2 des deux lois EB et 8 définies par 

(a, b) EB (a' , b' ) dff. (a + a' , b + b' ) ,  

(a, b) 8 (a' , b') dff. ( a  x a' , b  x b' ) 

pour tous (a, b) , (a' , b' ) E rn?.2 . Ces deux lois définissent des lois de composition 
interne sur ffi?.2 puisque les lois + et x sont elles-mêmes des lois de composi
tion interne sur R Les définitions de EB et 8 semblent assez naturelles (les 
opérations s 'effectuent termes à termes) . Confèrent-elles à ffi?.2 une structure de 
corps commutatif ? Pour répondre à cette question, examinons dans un premier 
temps les propriétés de la loi EB . 

Propriétés de la loi EB 
On vérifie aisément que la première loi EB possède sur ffi?.2 les propriétés suivantes 
(qui se déduisent des propriétés de l 'addition sur fi?.) . 
- La loi EB est associative sur ffi?.2 : pour tous (a, b) , (a' , b' ) ,  (a" , b" ) E rn?.2 , 

( (a, b) EB (a' , b' )) EB (a" , b" )  = (a, b) EB ( (a' , b' ) EB (a" , b" )) . 
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- La loi EB est commutative sur JR2 : (a, b) EB (a' , b' ) = (a' , b' ) EB (a, b) pour 
tous (a, b) , (a' , b' ) E JR2 . 

- L'ensemble JR2 possède un élément neutre pour la loi EB .  C'est l 'élément 
(0, 0) puisque (a, b) EB (0, 0) = (a +  0, b + 0) = (a, b) pour tout (a, b) E JR2 . 

- Tout élément (a, b) de JR2 possède un symétrique pour la loi EB qui est 
l 'élément (-a , -b) car (a, b) EB (-a , -b) = (0, 0 ) .  

L'ensemble produit JR2 muni de la loi EB possède ainsi une structure de groupe 
commutatif. Examinons à présent les propriétés de la seconde loi 8 . 

Propriétés de la loi 8 
Les propriétés suivantes se déduisent des propriétés des deux lois + et x définies 
sur R 
- La loi 8 est associative sur JR2 car pour tous (a, b) , (a' , b' ) ,  (a" , b" ) E JR2 , 

( (a, b) 8 (a' , b' )) 8 (a" , b" ) = (a, b) 8 ( (a' , b' ) 8 (a" , b" )) . 

- La loi 8 est commutative sur JR2 puisque (a, b) 8 (a' , b' ) = (a' , b' ) 8 (a, b) 
pour tous (a, b) , (a' , b' ) E JR2 . 

- L'ensemble JR2 possède pour élément neutre pour la loi 8 l 'élément ( 1 ,  1 ) 
puisque 

\l(a, b) E JR2 (a, b) 8 ( 1 , 1 ) = (a x 1 , b x 1 ) = (a, b) . 
- La loi 8 est distributive par rapport à la loi EB .  En effet , pour tous (a, b) , 

(a' , b' ) ,  (a" , b" ) appartenant à JR2 , 

(a, b) 8 ( (a' , b' ) EB (a" , b" )) = ( (a, b) 8 (a' , b' )) EB ( (a, b) 8 (a" , b" )) , 

((a' , b' ) EB (a" , b" )) 8 (a, b) = ( (a' , b' ) 8 (a, b)) EB ( (a" , b" ) 8 (a, b)) . 

Ainsi , l 'ensemble structuré (JR2 , EB ,  8 )  est un anneau commutatif. Pour que 
les deux lois EB et 8 confèrent à JR2 une structure de corps , il reste à s 'assurer 
de l 'existence d'un symétrique pour la loi 8 pour tout élément non nul de JR2 . 

Existence de symétrique pour la loi 8 
Un élément (a, b) appartenant à JR2 , différent de (0, 0) , est symétrisable pour 
la loi 8 s 'il existe un élément (x , y) appartenant à JR2 vérifiant 

(a, b) 8 (x , y) = ( 1 ,  1 ) 
ou, de manière équivalente (en utilisant la définition de la loi 8 ) , vérifiant 

{ a x x = l  
b x y = l 

Il est maintenant évident qu 'un élément de JR2 de la forme (a, 0) ou de la forme 
(0 , b) ne possède pas de symétrique pour la loi 8 .  Par conséquent , muni des 
deux opérations EB et 8 ,  l 'ensemble JR2 ne possède pas une structure de corps 
commutatif. Cette première approche se solde donc par un échec. 
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4.1 .2 Seconde approche 

D'après ce qui précède , la loi EB confère à IR2 une structure de groupe com
mutatif. Conservons-la et cherchons une nouvelle loi produit . Considérons sur 
l'ensemble IR2 la loi Q9 définie par 

(a, b) Q9 (a' , b' ) dff. (aa' - bb' ,  ab' + a'b) 

pour tous (a, b) , (a' , b' ) E IR2 . Cette nouvelle loi définit une loi de composition 
interne sur IR2 (puisque + et x sont elles-mêmes des lois de composition interne 
sur IR) . Remarquons que sa définition apparaît de façon bien moins naturelle 
que celle de la loi 8 . Examinons ses propriétés . 

Propriétés de la loi Q9 
Les propriétés suivantes se déduisent des propriétés des lois + et x définies 
sur 1R. 
- La loi Q9 est associative sur JR2 : pour tous (a, b) , (a' , b' ) ,  (a" , b" ) E JR2 , 

( (a, b) @ (a' , b')) @ (a" , b" ) = (a, b) Q9 ( (a' , b') Q9 (a" , b" )) . 

- La loi Q9 est commutative sur IR2 car (a, b) Q9 (a' , b' ) = (a' , b' ) Q9 (a, b) poùr 
tous (a, b) , (a' , b' ) E JR2 . 

- L'ensemble IR2 possède un élément neutre pour la loi Q9 .  C'est l 'élément 
( 1 , 0) puisque (a, b) Q9 ( 1 , 0) = (a x l -b x O , a x O+bx 1 ) = (a x 1 , b x  1 ) = (a, b) 
pour tout (a, b) E JR2 . 

- La loi Q9 est distributive par rapport à la loi EB puisque 

(a, b) @ ( (a' , b' ) EB (a" , b" )) = ( (a , b) @ (a' , b')) EB ( (a, b) @ (a" , b")) , 

((a' , b' ) EB (a" , b" )) @ (a, b) = ( (a' , b' ) @ (a, b)) EB ( (a" , b") @ (a, b)) 
pour tous (a, b) , (a' , b' ) ,  (a" , b" ) appartenant à IR2 • 

Par conséquent , l 'ensemble structuré (IR2 , EB , @ ) est un anneau commutatif. 
Est-ce un corps ? 

Existence de symétrique pour la loi @ 
Un élément (a, b) appartenant à IR2 , différent de (0 , 0) , est symétrisable pour 
la loi @ s 'il existe un élément (x , y) appartenant à JR2 vérifiant 

(a, b) @ (x ,  y) = ( 1 , 0) 

ou, de manière équivalente d'après la définition de la loi @ , vérifiant le système 

(S) 
{ ax - by =  1 

bx + ay = 0 · 
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On obtient une équation ne portant que sur l 'inconnue x en multipliant la 
première équation par a, la seconde par b et en additionnant le tout . De même, 
on obtient une équation ne portant que sur l 'inconnue y en multipliant la 
première équation par -b, la seconde par a et en additionnant le tout . Ces 
équations sont 

(a2 + b2 )x = a  et (a2 + b2 )y = -b . 

Puisque (a , b) -j. (0, 0) , on a a2 + b2 -j. 0 et on déduit des deux égalités précé
dentes que (S) possède pour unique solution le couple (x, y) de IR2 où 

- a x = ---a2 + b2 et 

Par conséquent , tout élément non nul (a , b) de IR2 possède un unique symétrique 
pour la loi 0 qui est l 'élément 

( a -b ) 
a2 + b2 ' a2 + b2 . 

On a ainsi vérifié que l 'ensemble structuré (IR2 , EB , 0 ) était un corps commu
tatif. Cette seconde approche se solde donc par un succès . 

4.1 .3  Structure de corps commutatif sur lR x {O} 
Considérons le sous-ensemble lR x {O} = { (a, O) / a  E IR} de IR2 . Si (a, O) et 
(a' , O) sont deux éléments de lR x {O} alors (a , O) EB (a' , O) et (a , O) 0 (a' , O) 
appartiennent aussi à lR x { 0} puisque 

(a , O) EB (a' , O) = (a + a' , 0 + 0) = (a + a' , O) ,  
(a , 0 )  0 (a' , 0 )  = (a x a' - 0 x 0 ,  a x 0 + 0 x a' ) = (a x a' , 0) . 

Par conséquent , restreintes à lR x {O} , les deux lois EB et 0 définissent des lois 
de composition interne sur lR x {O } ,  que nous notons ffi et ® .  On les appelle 
les lois induites sur lR x {O} par EB et 0 .  On vérifie aisément les propriétés 
suivantes . 
- La loi induite ffi est associative et commutative sur lR x {O} (puisque EB 

l 'est sur IR2) .  
- La  loi induite ® est distributive par rapport à l a  loi induite ffi (puisque 0 

l 'est par rapport à EB )  et associative sur lR x {O} (puisque 0 l 'est) . 
- Les éléments neutres (0, 0) et ( 1 ,  0) de IR2 pour les lois EB et 0 appartiennent 

au sous-ensemble lR x {O} .  Ce sont donc aussi les éléments neutres de lR x {O} 
pour les lois induites ffi et ® .  

- Soit (a , 0) un élément de lR x {O} .  Ses symétriques pour les lois EB et 0 
sont (-a , 0) et ( 1/a, 0) car 

(a, O) EB (-a , O) = (a - a, O) = (0, 0 ) ,  
(a, 0) 0 ( 1/a, 0) = (a X lja - 0  X 0 , a X 0 + 0  X lja) = ( 1 , 0 ) .  
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Ils appartiennent au sous-ensemble IR x { 0 } .  Ce sont donc aussi ses éléments 
symétriques pour les deux lois induites œ et ® . 

Ainsi, l 'ensemble IR x {O} muni des deux lois induites EB et ® possède aussi 
une structure de corps commutatif. Cette structure est induite par celle définie 
sur IR2 • En ce sens , on dit que IR x { 0} hérite de la structure de corps définie 
sur IR2 ' ou encore que (IR X { 0} ' œ ' ® ) est un sous-corps de (IR2 ' EB ' ® ) . 

Afin d'alléger les écritures , nous notons par le même symbole EB la loi sur IR2 
et la loi qu 'elle induit sur IR x {O} . Même commentaire pour ® .  

Injection canonique de IR dans IR 2 

Il existe une injection naturelle de IR dans IR2 . Considérons l 'application <I> de IR 
dans IR2 définie par <I>(a) = (a, 0) pour tout a E R  Il est clair que 

<I>(IR) = IR  X {O} . 

De plus , <I> est injective . En effet , considérons deux nombres réels a et a' . Si 
<I>(a) = <I> (a' ) alors , par définition de <I>, (a, O) = (a' , O) ,  et par conséquent 
a = a' . L'injection <I> de IR dans IR2 définit ainsi une bijection de IR sur IR x { 0 } .  

De plus , l 'application <I> transporte dans IR x {O} les opérations définies sur R 
En effet , il est équivalent d 'identifier à un couple de IR x {O} le résultat d 'une 
opération effectuée d'abord dans IR entre a E IR et a' E IR, ou d'identifier 
d'abord a et a' aux couples (a, 0) et (a' , 0) puis d'effectuer l'opération dans 
IR x {O} , puisque 

<I>(a + a' ) = (a + a' , 0) = (a, 0) EB (a' , 0) = <I>(a) EB <I>(a' ) ,  
<I>(a x a') = (a x a' , 0 )  = (a, 0 )  ® (a' , 0 )  = <I>(a) ® <I> (a' ) .  

L'application <I> transporte aussi l 'élément unité puisque <I>( l )  = ( 1 ,  0) . 

En résumé, le corps (IR, + , x )  est isomorphe par <I> au sous-corps (IR x {O} , EB ,  ®) 
de (IR2 , EB , ®) . 

4.2 Le corps des nombres complexes 

4.2.1 Définition de l'ensemble des nombres complexes 

La structure de corps commutatif de (IR2 , EB ,  ®) donne un sens à la définition 
suivante (nous la devons au mathématicien William Hamilton) : 
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DÉFINITION 4.1 L 'ensemble IR.2 muni des opérations EB et Q9 définies pour 
tous (a, b) , (a' , b' ) appartenant à IR.2 par 

(a, b) EB (a' , b' ) dff. (a + a' , b + b') 

(a, b) ® (a' , b' ) dff. (aa' - bb' , ab' + a'b) 

possède une structure de corps commutatif. On le note C et on l 'appelle le 
corps des nombres complexes . 

Nous abandonnons les deux notations EB et Q9 au profit des deux notations + 
et x (plus conventionnelles) ou, lorsque le contexte l 'exige, +c et X e . Nous 
notons Oc l 'élément zéro (0, 0) de C, et le l 'élément unité ( 1 , 0) de C.  

HAMILTON ,  William ( 1805 , Dublin - 1865 , Dublin) . 

Astronome doté d'un esprit brillant (alors âgé de 16 ans, 
il décela une erreur dans le traité de mécanique céleste de 
Laplace) , il devint en 1832 membre de l 'Académie Royale 
Irlandaise. On lui doit d'importants travaux en mécanique 
et en optique. Hamilton inventa les quaternions (adaptation 
des nombres complexes à un espace tridimensionnel) appelés 
aussi nombres hypercomplexes . Ses travaux constituent l'un 
des fondements de l 'algèbre moderne. Nous lui devons le 
terme vecteur (du Latin vector : qui transporte) . 

Notations et conventions 

On note i l 'élément (0, 1 ) E IR.2 dit unité imaginaire
( ' )

. On vérifie que 

i2 = (0, 1 ) x c (O, l )  = (- 1 , 0) = - le .  

On convient , conformément à l a  discussion menée au paragraphe 4 . 1 .3 ,  d 'iden
tifier l 'élément (a, 0) de lR.2 à l 'élément a de R On écrira donc a au lieu de 
(a, 0) . En particulier , 

0 ng_t. Oc = (0, 0 ) ,  1 ng_t. le = ( 1 , 0) et i2 ng_t. - 1 .  

Il est important de noter que l ' identification de (a, 0 )  avec a n'a de sens que 
parce qu 'il existe une injection naturelle de lR. dans lR. 2 . C'est l 'application <I> 
définie au paragraphe 4 . 1 .3 .  Ainsi, lorsque l 'on écrit « a = (a, 0) » ,  l 'injection <I> 

( i )  Nous devons cette notation au mathématicien suisse Leonhard Euler ( 1 707- 1 783) , consi
déré comme un des plus grands mathématiciens de tous les temps. 
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est sous-entendue, l 'écriture correcte étant <I>(a) = (a, 0) . On dit aussi souvent 
de manière abusive que lR est une partie de <C et on note lR c <C. Là encore , 
l ' injection <I> est sous-entendue. Nous devrions écrire <I>(JR) c C et dire que l 'on 
identifie lR à une partie de C via l 'injection canonique <I>. 
Soit z = (a, b )  E JR2 . Compte tenu des conventions précédentes , nous avons 

z dfj. (a, b) = (a, O) +c (O, b) = (a, O) +c (0, 1 )  xc (b, O) ngt. a +c i X r: b. 

Nous adoptons la notation z = a +c i  X e b appelée forme cartésienne, plutôt 
que la notation z = (a, b) et nous parlerons du nombre complexe z (ou du 
complexe z) plutôt que du couple z .  
- Le réel a est appelé partie réelle du complexe z et  i l  est noté Re(z) . 
- Le réel b est appelé partie imaginaire du complexe z et il est noté Im(z) . 

On peut donc écrire tout nombre complexe z sous la forme 

z = Re(z) +t: i  X c im(z) 

et cette écriture est unique. Deux nombres complexes sont égaux s 'ils ont même 
partie réelle et même partie imaginaire. Autrement dit , pour tous a, b, a' , b' 
appartenant à JR, 

a +c i Xe b = a' +e i Xe b1 (a = a' et b = b') . 

DÉFINITION 4.2 Un nombre complexe z est dit imaginaire pur si sa partie 
réelle est nulle, c 'est-à-dire si z = ib avec b E JR, et on note z E ilR . 

Afin d'alléger les écritures , nous abandonnons définitivement les deux notations 
indicielles +e et X e et nous convenons de noter z + z' (respectivement z x z 
ou zz') l 'addition (resp. la multiplication) des deux nombres complexes z et z' . 
On note ainsi de la même manière les opérations dans C et dans lR. Cette simi
litude dans les notations n'est en aucun cas gênante dans la pratique puisque 
les règles pour le calcul algébrique sont les mêmes dans lR ou dans C (ce sont 
deux corps commutatifs) . On peut manipuler les éléments de C comme l 'on 
manipule ceux de R On peut donc factoriser et/ou développer des expressions 
dans C comme on en a pris l 'habitude dans JR, en prenant soin néanmoins de 
remplacer i2 par - 1 à chacune de ses apparitions dans une expression . Seule la 
nature des éléments que l 'on manipule est différente. Par exemple, 

z2 + 3iz - 5 + 4i ngt. (a, b) X e (a, b) +c (3 , 0) Xe (0, 1 ) Xe (a, b) +c (-5 ,  4) . 

La manipulation de l'expression de gauche est moins lourde que celle de droite . 
Elles représentent pourtant le même nombre complexe. Seule l'écriture diffère . 
Remarquons que les opérations sur les nombres complexes , lorsqu 'elles sont 
appliquées aux complexes particuliers que sont les nombres réels , redonnent 
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les résultats connus dans lR. En ce sens , on dit que les opérations algébriques 
définies sur C prolongent celles définies sur 1R. 
On vérifie facilement la propriété suivante. 

PROPOSITION 4.1 Pour tous z , z' appartenant à C, 

Re (z + z') = Re (z) + Re (z' ) et Im (z + z') = Im (z) + Im (z') . 

Remarque En général , Re (z X z') =1- ne (z) X Re (z' ) et Im (z X z' ) =1-
Im (z) xim (z') .  Prenons par exemple z = l+i et z' = 2+ i. On a :  z x z' = 1 + 3i ,  

ne (z X z') =1- ne (z) X Re (z') et 
� ...._,..._, � 

= 1 = 1 = 2 
Im (z x z') =1- Im (z) x Im (z') . 
� ........,,__., "-...--' 

= 3 = 1 = 1 

Conformément aux notations définies en page 70 , on note , pour tout entier n 
non nul et pour tout z E C, 

n not. z = z x z x  . . .  x z . � 
n fois 

En particulier en prenant n = 1 ,  on a z1 = z pour tout z E C et on convient 
que z0 = 1 pour tout z E C. Puisque i2 = - 1 ,  on vérifie que 

i4n = l , i4n+ l = i, i4n+2 = - 1 , i4n+3 = -i 

pour tout n E N. 

PROPOSITION 4.2 On a les formules suivantes : 

)<\:/n E N  \:/(z , z') E C2 (z + z'f = t (�) zk (z't-k . 
k=O 

)<\:/n E N* \:/z E C 
n- l { 1 - Zn 
L zk = � 
k=O n 

si z =1- 1 
si z = 1 

Démonstration La première formule est celle du binôme de Newton dans C. 
Elle a été démontrée dans le cas général d 'un anneau pour deux éléments z et z' 
tels que z x z' = z' x z (voir la proposition 2. 12 ,  page 77) .  Elle est donc vraie 
pour n'importe quel couple d 'éléments d 'un corps commutatif, par exemple C. 
Montrons la deuxième formule. Soient n E N* et z E C. On a : 

( 1 - z) X ( 1 + z + z2 + . . .  + zn- l ) = 1 - zn . ( 1 ) 

Cette égalité a été établie au chapitre 2 dans le cas général d 'un anneau non 
nécessairement commutatif (voir l 'exercice 5 ,  page 75) .  Si z =1- 1 alors le nombre 
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complexe 1 - z est inversible (car il est non nul) . Multiplions alors l 'égalité ( 1 )  
par ( 1  - z) - 1 . On obtient : 

2 n- 1 1 - Zn 
l + z + z + . . .  + z = -- . 1 - z  

Si maintenant z = 1 ,  on obtient directement 1 + z + z2 + . . .  + zn- l = n. D 

4.2.2 Conjugaison d'un nombre complexe 

DÉFINITION 4.3 On appelle conjugué du nombre complexe z = a +  ib avec 
a et b deux réels, le nombre complexe, noté z, de partie réelle a et de partie 
imaginaire -b .  

Autrement dit , s i  z = a +  ib avec a et b dans R alors 

z = a  - ib. 

Par exemple, 1 + 2i = 1 - 2i, I = -i ,  4 = 4. 

PROPOSITION 4.3 On a les propriétés suivantes. 
X Vz E C z x z = (Re(z)) 2 + (Im(z)) 2 . 
X Vz E C Re (z) = (z + z)/2 et Im (z) = (z - z)/2i . 
X \fz E C z =  z .  
X Vz E C (z E R  <===} z = z) . 
X \fz E C (z E iffi. <===} z = -z) . 
X V(z, z') E C2 z + z' = z + z' ,  z - z' = z - z' , z X z' = z X z' .  
X V(z , z' ) E C x C*  ( z  /z') = z/z' . 

Démonstration La démonstration de chacune des propriétés s 'effectue en re
venant aux définitions . La rédaction est laissée en exercice. D 

EXERCICE 1 Soit j le nombre complexe défini par j d!J. - 1/2 + iJ3/2. 
- 1 2 1 - Montrer que j = -:- = j . 

J 
2 - En déduire que j3 = 1 et 1 + j + j2 = O .  

4.3 Module et argument 

4.3.1 Module d'un nombre complexe 

Le produit d'un nombre complexe z et de son conjugué z est un nombre réel 
positif ou nul puisque 

z x z = (Re(z)) 2 + (Im(z)) 2 � 0 
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pour tout z E <C, ce qui nous autorise à prendre la racine carrée de z x z. La 
définition suivante a alors un sens. 

D ÉFINITION 4.4 Soit z E <C. On appelle module de z et on note l z l , le 
nombre réel positif ou nul défini par 

def � v 2 2 l z l = v z x z = (Re(z) ) + (Im(z) ) . 

La notation est cohérente avec celle utilisée pour désigner la valeur absolue 
d 'un nombre réel puisque si un nombre complexe z est réel , c'est-à-dire si z = a  
avec a E IR, alors son module est donné par 

l z l = � 

et il est égal à la valeur absolue de a. On dit que le module est un prolongement 
à <C de la valeur absolue définie sur IR. D'ailleurs, certaines des propriétés (elles 
sont données ci-après) du module d 'un nombre complexe sont des extensions 
des propriétés de la valeur absolue d'un nombre réel . 

PROPOSITION 4.4 On a les propriétés suivantes : 
X \:/z E <C ( l z l = 0 {=} z = o ) .  
X \:/z E <C lzl = l z l . 
X \:/z E <C IRe(z) I � l z l et IIm(z) I � / z l . 
X \:/(z, z' ) E <C2 / z  x z' / = / z /  x l z' / . 
X \:/(z, z' ) E <C x <C* /z/ z' /  = / z / / / z' / .  
X \:/(z, z') E <C2 /z  + z' /  � / z /  + / z' / .  (première inégalité triangulaire) 
X \:/(z, z' )  E <C2 l / z /  - / z' / I � / z  - z' / .  (deuxième inégalité triangulaire) 

Démonstration Les démonstrations des trois premières propriétés sont immé
diates . Leur rédaction est laissée en exercice. Montrons la quatrième propriété. 
Pour montrer que les deux nombres réels positifs /z x z' /  et / z /  x / z ' /  sont égaux, 
il suffit de montrer que leurs carrés le sont . On a : 

/ z  x z' / 2 = (z x z') (z x z' ) = (z x :Z) x (z' x z' ) = / z / 2 x / z' / 2 . 

On procède de la même manière pour montrer la cinquième propriété. Démon
trons la première inégalité triangulaire. Soient z et z' dans <C. On a : 

/ z  + z' / 2 = (z + z' ) (z + z' ) = (z + z') (z + z') = zz + zz' + z'z + z' z' . 

Remarquons que z'z est le conjugué de z' z. D 'où, en utilisant la deuxième 
propriété de la proposition 4 .3 ,  zz' + z'z = 2Re(z x z' ) .  On obtient ainsi : 

/ z  + z' / 2 = /z l 2 + 2Re(z x z' ) + / z' / 2 . (2) 
<' 
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Or, en utilisant successivement la troisième, la quatrième et la deuxième pro
priété de la proposition 4 .4 ,  

Re(z x z') � l z x z' I = l z l x l z' I = l z l x l z' I · (3) 
En regroupant (2) et (3) , on obtient finalement l 'inégalité : 

l z + z' l 2 � l z l 2 + 2 l z l l z' I + l z' l 2 = ( l z l + l z' l ) 2 , 

d'où 
l z + z' I � l z l + l z' I , 

ce qui termine la démonstration de la première inégalité triangulaire . 
Montrons à présent la deuxième inégalité triangulaire en raisonnant par dis
jonction de cas . Soient z et z' deux nombres complexes . Supposons dans un 
premier temps l z l � l z' I · Alors , l l z l - l z' l I = l z l - l z' I et on a : 

l z l - l z' I = l z - z' + z' l - l z' I � l z - z' I + l z' I - l z' I = l z - z' I 
où on a utilisé la première inégalité triangulaire. Supposons maintenant 
l z l < l z' I · Alors , J l z l - l z' I J = - l z l + l z' I et on a :  

- lz l + l z' I = - lz l + l z' - z + z l � - l z l + l z' - z l + l z l = l z' - z l ""'  l z - z' I 
où on a encore utilisé la première inégalité triangulaire . D 

Remarque Il est à noter que l 'application (z , z') E C x C r---+ l z - z' I E IR+ 

définit une distance sur C. La notion de distance sur un ensemble est définie à 
la page 109 .  
4.3.2 Argument d'un nombre complexe 

Soit z = x + iy un nombre complexe non nul , avec x et y réels . On a alors : 
l z l 2 = x2 + y2 -=/- 0 et 

z = J x2 + y2 ( X + i y ) 
J x2 + y2 J x2 + y2 

ou encore, z = l z l (a + i(J) avec a2 + (32 = 1 .  Cela conduit naturellement à la 
définition suivante. 

DÉFINITION 4.5 Soit z = x + iy un nombre complexe non nul avec x et y 
réels. On appelle argument de z et on note Arg(z) , tout nombre réel vérifiant : 

cos (Arg(z)) = x 
et sin (Arg(z)) = 

y . 
J x2 + y2 J x2 + y2 

Parmi ces réels {il y en a une infinité),  un seul appartient à l 'intervalle ] -7r , 7r] . 
On l 'appelle argument principal. Si on le note <p, alors tout argument de z 
vérifie : 

Arg(z) = <p + 2k7r avec k E Z, 

ce que l 'on note : Arg(z) = <p [27r] , et on dit que Arg(z) est équivalent (ou 
' (2) congru) a <p modulo 27r .  
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Contrairement au module qui est défini pour n'importe quel nombre complexe 
(nul ou non nul) , l 'argument du nombre complexe nul n 'est pas défini . On 
retiendra les arguments suivants : 

Arg (l ) = 0 [2n] , 

Arg ( -1 )  = n [27r] , 

Arg (i) = � [2n] , 

Arg (-i) = - �  [27r] . 2 
On peut alors écrire tout nombre complexe z non nul sous la forme suivante 
appelée écriture trigonométrique ou forme trigonométrique : 

<3> 

z = J z J [cos (Arg(z) ) + i sin (Arg(z)) J . 
On vérifie qu'une condition nécessaire et suffisante pour que deux nombres com
plexes non nuls soient égaux est qu 'ils aient même module et même argument 
(modulo 27r) . Autrement dit , pour tous z , z' appartenant à C \ {O} ,  

1 { J z' J = J z J z = z {:::::::::} 
Arg(z') = Arg(z) + 2k7r avec k E Z 

Il est immédiat de vérifier les deux caractérisations suivantes . 
- Un nombre complexe non nul z est réel si et seulement si, 

Arg(z) = 0 [27r] ou Arg(z) = 7r [27r] . 

- Un nombre complexe non nul z est imaginaire pur si et seulement si, 

1r Arg(z) = "2 [27r] 7r ou Arg(z) = - 2  [27r] . 

PROPOSITION 4.5 On a les propriétés suivantes. 
)< \iz E C* Arg(z) = -Arg(z) [27r] . 
)< \i(z, z' ) E C* x C* 
)< \i(z, z' ) E C* x C* 
)< \in E Z \iz E C* 

Arg(z x z') = Arg(z) + Arg(z' ) [27r] . 
Arg(z/z') = Arg(z) - Arg(z') [27r] . 

Arg(zn) = n X Arg(z) [27r] . 

<2> L'argument d 'un nombre complexe est en fait une classe d 'équivalence (c'est un élément 
de IR/27rZ) . Comme c 'est souvent le cas lorsque l 'on manipule des classes d'équivalence , 
on confond (abusivement) la classe avec un de ses représentants (on les note alors de la 
même manière) et on dit qu'un argument d'un nombre complexe est défini modulo 271". 

<3l Il est à noter que, dans certains cas, le passage de l 'écriture cartésienne à l 'écriture 
trigonométrique d'un nombre complexe peut s'avérer difficile. En effet , si le calcul de son 
module ne pose aucune difficulté, en revanche, son argument ne s'obtient pas toujours de 
manière explicite. 
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Démonstration Chacune des démonstrations s 'effectue en revenant à la dé
finition de l 'argument d 'un nombre complexe. Vérifions la deuxième propriété . 
Soient z et z' deux nombres complexes non nuls . Soient z = r(  cos e + i sin e) 
avec r = lz l et e = Arg (z ) [27r] et z' = r' (cos e' + i sin 8' ) avec r' = lz' I et 
e' = Arg (z' ) [27r] .  On a : 

Z X z1 rr' (cos e + i sin e) (cos e' + i sin e') 
rr' [ (cos e cos e' - sin e sin e' ) + i (sin e cos e' + cos e sin e' ) ] . 

Par ailleurs , on a (voir le formulaire de trigonométrie , page 157) 

cos e cos e' - sin e sin e' = cos (e + e' ) , sin e cos e' + cos e sin e' = sin (e + e' ) . 

On obtient ainsi : 

Z X z1 = rr' [cos (8 + 8' ) + i sin(8 + 8' )] . 

D 'où Arg(z X z' ) = e + e' [27r] puisque rr' > 0 ,  et , par transitivité de la relation 
d'équivalence, Arg (z x z' ) = Arg(z ) +Arg (z' ) [27r] .  La démonstration des autres 
propriétés est laissée en exercice . D 

4.3.3 Notation exponentielle complexe et forme polaire 

Il est pratique d'utiliser pour tout 8 E lR. la notation exponentielle complexe 

i8 not. e . .  e e = COS + I SIIl . 

Tout nombre complexe z non nul peut alors s 'écrire sous la forme suivante 
appelée écriture polaire ou encore forme polaire : 

z = lz l eiArg(z) 

avec lz l E JR.� et Arg (z) E R  

PROPOSITION 4.6 On a les propriétés suivantes. 

X W E JR.  

X W E JR.  

eiO + e- iO eiO _ e- iO 
cos e = 2 et sin e = 2i (formules d 'Euler) . 

ieïe l = 1 ,  Arg (eïe ) = e [27rj , eie = e- iO = e�e . 
i8 

et !___ - i (0-81 ) · 0 1 - e eI 

Démonstration Pour chacune des propriétés , la démonstration utilise les for
mules de trigonométrie données plus loin (laissée en exercice) . D 
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La notation exponentielle complexe est cohérente avec la notation de l 'expo
nentielle définie sur lR puisque la propriété è1 x eill' = ei (ll+ll ' ) est une extension 
à i!R de la propriété ex X ex' = ex+x' définie sur R En particulier, en pre
nant () = B' , l 'égalité ei11 x eill' = ei (ll+O' ) s 'écrit sous la forme trigonométrique 
suivante : 

(cos () + i sin B) 2 = cos(2B) + i sin(2B) . 

Plus généralement , on a la formule suivante, dite de Moivre, du nom du ma
thématicien anglais Abraham de Moivre ( 1667- 1754) : <4> 

COROLLAIRE 4.1 (Formule de Moivre) 

Vn E Z 't/() E lR (cos () + i sin Bt = cos( nB) + i sin( nB) . 

Démonstration En utilisant la notation exponentielle, on doit donc montrer , 
pour tout n E Z et pour tout () E IR, (ei11r = einll . Supposons d'abord n E N. 
La démonstration s 'effectue par récurrence sur n. La propriété est immédiate 
au rang 0 puisque nous avons , d 'une part, ( ei11 )  0 = 1 (par convention) pour 
tout () E IR, et , d'autre part , eiOll = eio = 1 pour tout () E R Soit n E N. 
Supposons que l 'on ait ( ei11r = einll pour tout () E lR (c'est notre hypothèse de 
récurrence) et montrons que 

pour tout () E R Soit () E R Écrivons ( ei11 )  n+ l 

l 'hypothèse de récurrence, on obtient : 

( ill) n+l inll ill e = e e . 

Or, d'après la troisième propriété de la proposition 4 .6 ,  einllei11 = ei (nll+ll ) . On 
a donc : 

ce qui termine la démonstration pour n E N. Supposons à présent n E Z \ N. 
Soit () E R Le nombre complexe ei11 est non nul puisqu 'il est de module égal 
à l . Ainsi , 

( · o ) n 1 1 inll e' - --- - -- - e 
( eill ) -n - e- inll -

où on a utilisé l 'égalité ( ei11) -n = e- inll puisque -n est strictement positif, et le 
fait que 1/e- inll = einll d'après la deuxième propriété de la proposition 4 .6 .  0 

<4> En fait ,  Abraham de Moivre était français d 'origine (né à Vitry-le-François à 1 70 km à 
l 'est de Paris) mais il fut contraint de se réfugier en Angleterre, en 1685, à la suite de la 
révocation de ! 'Édit de Nantes . 
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Remarque Soit e un réel. Il est important de savoir retrouver l'égalité 

Elle s'obtient en utilisant la factorisation 1 = ei8/2e-i8/2 • En effet , 
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(4) 

car cos(B/2) = (ei8/2 + e-ilJ/2 )/2 (première formule d'Euler) . En procédant de 
la même manière , on a : 

car sin(B/2) = (ei8/2 - e-i1J/2 ) / (2i) (deuxième formule d'Euler) . Puisque 
i = ei7r /2 , on obtient finalement l 'égalité 

Soient e et <p deux réels . En utilisant les deux décompostions suivantes : 

on obtient : 

e _
_ 

e + c.p + e - c.p  e + c.p  e - c.p  
2 2 et <p = -2- - -2- ' 

(5) 

(6) 

Lorsque l 'on écrit un nombre complexe z sous la forme r ei8 avec r E �* 
et e E �' la forme obtenue n'est pas nécessairement la forme polaire de z. 
C 'est le cas si r est positif. En revanche, si r est négatif, alors - r  E �+ et 

car ei7f = - 1 .  L'écriture polaire de z est alors ( - r  )ei (IJ+7r) . 

Par exemple, l 'écriture polaire du nombre complexe z = ei8 + 1 se déduit de 
l'égalité ( 4) en discutant sur le signe du terme cos( e /2) : 

- Si cos(B/2) > 0, c'est-à-dire si e E] - n + 4k7r, n  + 4kn [ avec k E Z, alors 
l z l = 2 cos(B/2) et Arg z = B/2 [2n] . 

- Si cos(B/2) < 0, c'est-à-dire si e E]n + 4kn, 3n + 4k7r [  avec k E Z, alors 
l z l = -2 cos(B/2) et Arg z = B/2 + 7r [2n] . 

Une discussion analogue s' impose si l 'on désire obtenir les formes polaires des 
nombres complexes donnés par (5) et (6) . 
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4.3.4 Représentation géométrique 

-----; -----> 
En rapportant le plan euclidien P au repère orthonormé direct R = (O; OI , OJ) ,  
on associe au nombre complexe z = x + iy , avec x et y réels, l e  point NI du 
plan P, d'abscisse x et d'ordonnée y par rapport au repère R. Le plan P est 
alors appelé plan complexe ou diagramme d 'Argand du nom du mathématicien 
français (mais suisse d'origine) Jean-Robert Argand (né en 1768 à Genève, dé
cédé en 1822 à Paris) .  A chaque nombre complexe correspond un point et un 
seul du plan complexe et, réciproquement , à chaque point du plan complexe 
correspond un nombre complexe et un seul. 

Im(z) 

J 

M(z) 
- - - - - - - - - - - · 

1 z 1 , ,/ i , ' , ' � ' 
,/ '�rg�z) 

, , ' 
0 I Re(z) 

Fig. 1 Représentation du nombre complexe z, de module J z J  et 
d'argument Arg(z) , dans le plan complexe. 

Soit NI le point du plan P associé au nombre complexe z E <C. Le complexe z 
est appelé l 'affixe du point NI. De plus, l z l  représente la longueur du vecteur 
-------> --ON! et Arg(z) représente la mesure en radians de l 'angle orienté JONI,  c'est-à-

______, 
dire de l'angle que fait le vecteur OM avec l'axe des abscisses . Réciproquement , 
le point M est appelé l 'image du complexe z , ce que l 'on note : NI(z) . L'axe 
des abscisses représente l 'ensemble IR des nombres réels . On l'appelle l 'axe réel. 
L'image du nombre complexe 1 est le point I de coordonnées ( 1 ,  0) dans le 
repère R. L'axe des ordonnées représente l 'ensemble i!R des imaginaires purs. 
On l'appelle l 'axe imaginaire. L'image de l 'unité imaginaire i est le point J de 
coordonnées (0, 1 ) dans le repère R. 
Soient M et M' deux points du plan P d'affixes respectives z "1- 0 et z' "1- O .  
On a les propriétés suivantes (voir la figure 2) . 
- Les points NI et M' sont symétriques par rapport au point 0 si et seulement 

si, z' = -z ou, de manière équivalente, l z' I  = l z l  et Arg(z') = Arg(z) + 
7r [2n] .  

- Les points M et M' sont symétriques par rapport à l 'axe réel si et seulement 
si , z' = z ou , de manière équivalente, lz ' I  = l z l  et Arg(z' ) = -Arg(z) [2n] .  
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/e + -n:- - -
· ·

· M 
\ (/, 

·
· M 

-
- - -· <� \ 

M' 

' : 
· . 

' () ' 
- · - r / 

:: M' 

Fig. 2 Points symétriques par rapport à l 'origine (dessin de 
gauche) , par rapport à l 'axe réel (dessin du centre) , par rapport 
à l 'axe imaginaire (dessin de droite) . 
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- Les points M et M' sont symétriques par rapport à l'axe imaginaire si et 
seulement si, z' = -z ou, de manière équivalente, si lz ' I  = l z l  et 
Arg(z') = 7r - Arg(z) [27r] . 

4.4 Racines d'un nombre complexe 

4.4.1 Racines deuxièmes d'un nombre complexe 

DÉFINITION 4 .6  Soient a et b deux réels. On appelle racine deuxième du 
nombre complexe a + ib tout nombre complexe z vérifiant : 

z2 = a + ib. 

Cherchons les racines deuxièmes du nombre complexe Z = a + ib. 
Supposons Z = O. Rappelons que C ne possède pas de diviseur de zéro (puisque 
c'est un corps) . Ainsi , l 'unique racine deuxième de 0 est O. 
Supposons désormais Z -:/:- O. Considérons dans un premier temps le cas où 
b = 0, c'est-à-dire le cas où Z = a avec a E �* (le cas où Z = 0 a déjà été 
traité) . Considérons les deux cas : a > 0 et a < O .  
- si a > 0 alors les racines deuxièmes z1 et z2 du nombre réel positif a sont la 

racine carrée de a, z1 = y'o.,, et son opposé, z2 = -y'o.,. On a donc : z1 = -z2 
et Z1 -:/:- Z2 . 

- si a < 0 alors z1 = iJ=(i et z2 = -iJ={i sont les deux racines deuxièmes 
de Z. En effet, 

(iJ={i) X (iJ=li) 

(-iJ={i) X (-iJ={i) 

i2 x (Fa) 2 = - (-a) =  a, 
(- i) 2 x (Fa) 2 = - (-a) = a. 



146 Racines d 'un nombre complexe 

On a encore : z1 = -z2 et z1 =f. zz . 
Considérons maintenant le cas où b =f. 0, c'est-à-dire le cas où Z E C \ lR et 
recherchons les racines deuxièmes de Z sous la forme z = x + iy où x et y 
désignent deux réels . On a les équivalences suivantes : 

z2 = Z {=:=> (x + iy)2 = a + ib {=:=> x2 - y2 + 2ixy = a + ib. 
En considérant le module, on peut aussi écrire : l z2 1 = l z l 2 = I Z I , c 'est-à-dire : 

x2 + Y2 = J a2 + b2 
car l z l 2 = x2 + y2 et I Z I = Ja2 + b2 . On obtient alors le système de trois 
équations suivant : 

2xy = b . 
{ x2 - y2 = a  

x2 + y2 = v'�a�2 -+-b�2 
On déduit facilement de la première égalité et de la troisième égalité : 

x2 = � (a + J a2 + b2) et y2 = � (-a + J a2 + b2) . 

Posons alors : a = �  (a + Ja2 + b2) et f3 = � (-a + Ja2 + b2 ) . Les deux réels 
a et f3 ainsi définis sont positifs puisque x2 = a  et y2 = (3. On en déduit : 

X = ±va et y =  ±-.fg. 
Il y a donc quatre solutions envisageables qui sont les quatre couples sui
vants : (va, VfJ), (-va, VfJ), (va, -VfJ) et (-va, -VfJ) .  Il reste à satisfaire 
la deuxième égalité (2xy = b) .  On vérifie que l'on a : 

2va-.{g = 2/� (a + Ja2 + b2) V� (-a + J a2 + b2) = Jb2 = l b l . 

Considérons les cas : b > 0 et b < 0 (le cas où b = 0 a déjà été traité) . 
- Si b > 0 (c 'est-à-dire si l b l = b) alors 2foVfJ = b. Par conséquent , seuls les 

deux couples ( fo, VfJ) et (-fo, -VfJ) vérifient la deuxième équation du 
système. Les racines deuxièmes de Z sont donc : 

Z1 = va + i-.fg et Z2 = -va - i-.fg . 

- Si b < 0 (c'est-à-dire si l b l = -b) alors 2foVfJ = -b. Ce sont cette fois-ci les 
deux couples ( fo, -VfJ) et (-fo, VfJ) qui vérifient la deuxième équation 
du système. Les racines deuxièmes de Z sont donc : 

Z1 = va - i-.fg et 

Dans les deux cas , z1 = -z2 et z1 =f. z2 . On a démontré la proposition suivante. 

PROPOSITION 4. 7 Tout nombre complexe non nul possède exactement deux 
racines deuxièmes distinctes et opposées l 'une de l 'autre. 
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Remarques 

1 . Nous verrons au paragraphe 4 .4 .3 (voir la remarque page 154) une méthode 
rapide permettant de trouver les formes polaires des deux racines deuxièmes 
d'un nombre complexe lorsque ce dernier sera lui-même écrit sous forme polaire . 
2 . Les racines deuxièmes d'un nombre complexe sont aussi appelées racines 
carrées de ce nombre complexe. Pour signifier que z1 et z2 sont les racines 
carrées d'un nombre complexe Z, nous n'utiliserons pas le symbole V mais 
nous écrirons plutôt que z1 et z2 vérifient les égalités : 

(z1 ) 2 = Z et (z2 )2 = Z. 

En effet , conformément à la proposition 3 . 1 1  (donnée en page 1 1 1 ) ,  nous ré
servons l 'usage du symbole V à la représentation de l 'unique racine carrée 
positive (ou nulle) d'un nombre réel positif (ou nul) . Nous l 'utiliserons donc 
dans le cas où le complexe Z est un nombre réel positif pour représenter, parmi 
les deux racines deuxièmes , celle qui est positive , l 'autre s 'écrivant comme son 
opposé. 

Exemples 

1. La méthode générale permettant de calculer les racines deuxièmes d'un 
nombre complexe est celle qui est présentée en préambule à la proposition 4. 7. 
Nous l'appliquons pour calculer les racines deuxièmes de -3 - 4i. Nous les re
cherchons sous la forme cartésienne x + iy avec (x ,  y) E IR2 . En identifiant les 
parties réelles et les parties imaginaires dans l 'égalité 

(x + iy)2 = -3 - 4i , 

et en considérant les modules , on obtient le système de trois équations suivant : 
{ x2 - y2 = -3 

2xy = -4 
x2 + y2 = J,..,...( --3-,-).,,....2 -+_,.(-_ ___,4 )-=2 = 5 

dont on déduit x2 = 1 et y2 = 4, d 'où x = ±JI = ±1  et y = ±J4 = ±2 . 
Parmi les quatre couples ( 1 , 2 ) , ( - 1 ,  2 ) , ( 1 ,  -2 ) et (-1 ,  -2 ) , seuls les couples 
(- 1 , 2 ) et ( 1 ,  -2 ) vérifient l 'égalité 2xy = -4 . Les racines deuxièmes de -3 - 4i 
sont donc les deux nombres complexes z1 = - 1 + 2i et z2 = 1 - 2i . Elles sont 
opposées l'une de l 'autre . 
2. L'obtention des racines deuxièmes de - 16 est immédiate car - 16 est un 
nombre réel négatif. Ses racines deuxièmes sont les deux nombres imaginaires 
purs z1 = iJ- (- 16) = 4i et z2 = -iJ- (- 16) = -4i . On a :  z2 = -z1 . 
3. De même, l 'obtention des racines deuxièmes du nombre réel positif 4 est 
immédiate. Ses racines deuxièmes sont les deux nombres réels z1 = J4 = 2 et 
z2 = -J4 = -2 . On a encore : z2 = -z1 . 

Remarque Comme cela a été illustré dans les deux derniers exemples , le 
calcul des racines deuxièmes d'un nombre réel (qu'il soit positif ou négatif) est 



148 

1 - 2i 
�!f-- ------.· , 

, 1 , ,  

Racines d'un nombre complexe 

' '.\ -16  

- - ....... 
- 1 + 2i 

-3 - 4i 

-2 2 4 

Fig. 3 Représentation dans le plan complexe des points d'affixe 
z (par des disques noirs « • » ) et des points d'affixe Z (par des 
disques blancs « o » ) où z2 

= Z avec Z = -3 - 4i (dessin de 
gauche) , Z = - 16 (dessin du centre) , Z = 4 (dessin de droite) . 

immédiat puisqu 'il ne nécessite pas la résolution d'un système de trois équations 
comme dans le premier exemple. Toutefois , un calcul analogue à celui mené dans 
le premier exemple, bien que lourd et inutile dans le cas présent , nous conduit 
au même résultat . Par exemple, pour calculer les deux racines deuxièmes de 
- 16 ,  on peut résoudre le système de trois équations suivant : 

{ x2 - y2 = - 16 
2xy = 0 
x2 + yz = ../(- 16)2 = 16 

dont on déduit x2 = 0 et y2 = 16 ,  d'où x = 0 et y = ±VI6 = ±4 . I l n 'y a 
cette fois-ci que deux couples (0 , 4) et (0 , -4) . Ils vérifient tous les deux l 'égalité 
2xy = O. On retrouve donc bien que les racines deuxièmes de - 16 sont z1 = 4i 
et Zz = -4i . 

4.4.2 Calcul algébrique des racines d'un trinôme 

On s 'intéresse à présent à la résolution de l 'équation du second degré 

az2 + bz + c = 0 (7) 
d'inconnue z E <C et où a, b et c sont des complexes fixés , avec a -=!- O. Toute 
solution sera qualifiée de racine du trinôme az2 + bz + c. On commence par 
écrire le trinôme sous sa forme canonique : 

2 [ ( b ) 2 b2 - 4acl az + bz + c = a z + 2a - 4a2 . 

On note D.. = b2 - 4ac. On l'appelle le discriminant du trinôme (c'est un nombre 
complexe) . En posant Z = z + b/ (2a) , (7) s 'écrit : 

a [z2 - �] = o 4a2 
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ou encore, puisque a "1- 0, 
z2 = � 4a2 · 

Le problème de la résolution dans <C de (7) se ramène ainsi au calcul des deux ra
cines deuxièmes du nombre complexe 6.,  c'est-à-dire au calcul des deux nombres 
complexes 6 et 61 vérifiant : 62 = (6' ) 2 = 6.. Bien sûr , 6 = 6' = 0 si 6. = O .  
D'après la proposition 4 .7 ,  le calcul d'une seule racine deuxième 6 de 6. est 
suffisant car l 'autre racine deuxième, 61 , est l 'opposé de 6. Les solutions de 
l'équation Z2 = 6./4a2 d'inconnue Z E <C sont : 

6 Z1 = -2a et 6 Z2 = - - . 2a 
On en déduit alors les deux solutions de (7) .  Ce sont les deux complexes 

-b + 6 Z1 = --- et 2a 
- b - 6  Z2 = --- . 2a 

Ces deux solutions sont distinctes si 6. 
part : 

"1- 0 et égales si 6. = O .  

D'autre part , on a : 

-b + 6 -b - 6 b Z1 + z2 = --- + --- = - - .  2a 2a a 

-
(

-b  + 6
) ( -b  - 6

) - b2 - 62 - b2 - 6. Z1 X Z2 - --- --- - --- - --- . 2a 2a 4a2 4a2 
Or, 6. = b2 - 4ac. Ainsi , c Z1 X Z2 = - .  a 

On a d 'une 

Les relations z1 + z2 = -b/a et z1 x z2 = c/a sont connues sous le nom 
de formules de Viète . En notant s = z1 + z2 et p = z1 x z2 , on obtient la 
factorisation suivante : 

az2 + bz + c = a (  z2 - sz + p) .  

PROPOSITION 4 .8 Toute équation d 'inconnue z E <C de la forme 

az2 + bz + c = 0 

avec a, b et c appartenant à <C, a "/- 0, possède pour solution les nombres 
complexes z1 et z2 définis par 

-b + 6 Z1 = ---2a et 
-b - 6  Z2 = ---2a 

où 6 est une racine deuxième du nombre complexe 6. = b2 - 4ac (appelé le 
discriminant du trinôme az2 + bz + c) . Si 6. "/- 0 alors z1 "/- z2 (les racines sont 
distinctes) et si 6. = 0 alors z1 = z2 (on dit que les racines sont confondues) . 
De plus, 

b z1 + z2 = - a et 
c Z1 X Z2 = - .  a 
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Lorsque les deux racines du trinôme az2 + bz + c sont confondues , on dit que 
le trinôme possède une racine double. On dira aussi que la racine est de multi
plicité 2 . 
Remarquons que s 'il a été établi que les deux racines deuxièmes d 'un nombre 
complexe non nul étaient opposées , il n'y a en revanche aucune raison pour 
qu'en général les racines d 'un trinôme az2 + bz + c le soient , comme l 'illustrent 
les exemples suivants . 

Exemples 

1. Le discriminant de l 'équation z2 - 3z + 3 + i = 0 est le nombre complexe 

6. = ( -3)2 - 4 (3 + i) = -3 - 4i. 

Comme nous l'avons vu précédemment , une de ses deux racines deuxièmes est 
le nombre complexe r5 = - 1  + 2i car (- 1  + 2i) 2 = -3 - 4i. Les deux solutions 
de l 'équation z2 - 3z + 3 + i = 0 s 'écrivent ainsi : 

3 + (- 1 + 2i) . Z1 = = 1 + 1 
2 et 3 - (- 1 + 2i) . Z2 = 

2 
= 2 - L  

2 . Soit l 'équation du second degré à coefficients réels z2 + 2z + 5 = O. Une 
des deux racines deuxièmes du discriminant 6. = -16 est le nombre complexe 
imaginaire pur r5 = 4i car ( 4i) 2 = - 16 . Les solutions de z2 + 2z + 5 = 0 
s 'écrivent : 

-2 + 4i 1 2 · Z1 = = - + 1 2 et -2 - 4i Z2 = 
2 

= - 1  - 2i . 

On remarque que z2 = z1 . Nous verrons au chapitre 6 que cela vient du fait que 
l 'équation considérée est à coefficients réels (voir la proposition 6 .9 , page 252) .  

EXERCICE 2 
1 - Résoudre dans C l 'équation (3 + i)z2 - (8 + 6i)z + 25 + 5i = O. 
2 - On considère dans C l 'équation 

(E) z3 - (5 + 3i)z2 + (5 + 8i)z - 1 - 5i = O. 

Trouver une racine évidente a de (E) . En déduire a, b, c tels que 

z3 - (5 + 3i)z2 + (5 + 8i) z - 1 - 5i = (z - a) (az2 + bz + c) . 

Résoudre complètement (E) . 

4.4.3 Racines n-ièmes d'un nombre complexe 

D ÉFINITION 4. 7 Soient a et b deux réels. Pour tout n E N* , on appelle racine 
n-ième du nombre complexe a + ib tout nombre complexe z vérifiant : 

Zn = a + ib. 



Le corps des complexes 1 5 1  

On retrouve pour n = 2 la définition d 'une racine deuxième ou racine carrée. 
Une racine troisième est aussi appelée racine cubique. En particulier , on appelle 
racine n-ième de l 'unité tout nombre complexe z vérifiant : 

De toute évidence, le nombre 1 est racine n-ième de l 'unité pour tout n E N* . 
En particulier , si n est pair alors - 1 est aussi racine n-ième de l 'unité puisque 
si n = 2p avec p E N* alors 

(- l )
n = ( - 1 ) 2P = ( ( - 1 ) 2 ) P = F = l . 

Soit n E N* . Calculons les racines n-ièmes du nombre complexe Z = a + ib 
avec a et b réels. Si Z est nul alors l 'unique racine n-ième est O. Supposons Z 
non nul , c'est-à-dire (a,  b) -1- (0 , 0) . Nous commençons par écrire Z sous forme 
polaire : Z = peie avec p E JR'.f_ et e E R Notons z une racine n-ième de Z et 
considérons sa forme polaire : z = réP avec r E JR'.f_ et <p E R Chercher z E C 
tel que zn = Z équivaut à chercher le couple (r, cp) E JR'.f_ x lR tel que 

Suivant la formule de Moivre, (réP)n = rn
ein<p .  On a les équivalences suivantes : 

rnein<p = pei(} � (rn = p 

� (r = \/P 
et 

et 

n<p = B + 2k7r avec k E Z) 
e 2k7r ) <p = - + - avec k E Z . n n 

D 'après la proposition 3 . 1 1  (voir page 1 1 1 ) le nombre réel strictement positif r 

est déterminé de manière unique puisque p est un nombre réel strictement 
positif. Les racines n-ièmes du nombre complexe non nul Z = pe ie s 'écrivent : 

[ ( e  2k7r) . . ( e 2k7r ) ] Zk = ylp cos -;;: + --;-- + 1 sm -;;: + --;-- avec k E Z. 
Leur module est ylp. Il est indépendant de l 'indice k. De plus , si k appartient 
à {O , . . .  , n - 1 } alors , pour tout Ji, E Z, 

\/P [cos ( � + 2 (k: en )7r ) + i sin ( � + _2(_k_+_n e_
n_)_1r) ] 

ylp [cos ( � + 2:7r + 2h) + i sin 
( � + 2:7r + 2h) ] 

ylp [cos ( � + 2:7r) + i sin ( � + 2:7r) ] . 

On a ainsi vérifié que, pour tout k E { 0, . . .  , n - 1 } ,  
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ce qui montre que les racines n-ièmes de Z = peiB sont en nombre fini : il y a 
en effet n racines distinctes les unes des autres . Ce sont les complexes z0 , . . .  , 
Zn- 1 définis par 

[ ( B 2k7r ) ( B 2k7r) ]  Zk = efP cos ; + -:;;: + i sin ; + -:;;: avec k E {O , . . .  , n - 1 } .  

Calculons maintenant l a  somme de ces n racines n-ièmes . On  a :  
n- 1 n- 1 n- l 
L Zk = L f/Pei (B/n+2k1f/n) = f/PeiB/n L (ei2,,-/n)

k 
k=O k=O k=O 

Or, si n ?': 2 alors ei2,,-/n -j. 1. Ainsi , en appliquant la deuxième formule de la 
proposition 4 .2 ,  on obtient : 

n- 1 k l _ (ei2,,-/n) n '°" (e i 2,,-/ n) = --------'"---_--,-'---_ 

� 1 _ ei2,,-/n k=O 
1 - ei2,,

---� = 0 1 _ ei2,,-/n 

car ei2,,- = cos(2n) + i sin(2n) 1 .  On en déduit que, pour n ?': 2 ,  la somme 
des n racines n-ièmes d 'un nombre complexe non nul est nulle. 

PROPOSITION 4 .9 Tout nombre complexe Z non nul possède exactement n 
racines n-ièmes. Elles sont distinctes deux à deux et s 'écrivent : 

[ ( B  2k7r) . .  ( B  2k7r) ]  Zk = efP cos ; + -:;;: + i sm ; + -:;;: 

avec k E { 0 ,  . . .  , n - 1 } ,  où p E IR+ et B E IR désignent respectivement le 
module et l 'argument de Z .  Si n ?':  2 alors 

Exemples 

1 .  Recherchons les racines troisièmes de Z = ( v'2 + h/2) /2 sous forme polaire. 
Commençons par écrire Z sous forme polaire : 

Z v'2 . v'2 7r . . 7r i1r/4 = - + i- = cos - + 1 sm - = e . 2 2 4 4 

Soit z = réP avec r E IR+ et cp E R  On a les équivalences suivantes : 

z3 = v'2 
+ i v'2 2 2 {=} 

{=} 

{=} 

r3e i3cp = ei,,-/4 

(r3 = 1 7r et 3cp = 4 + 2k7r 

(r = 1 7r 2k7r et cp = 1 2  + 3 

avec k E z) 
avec k E z) . 
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Les racines troisièmes de Z = ( J2 + iv'2)/2 sont donc les complexes 

( 7r 2k7r) ( 7r 2k7r) Zk = cos 1 2  + 3 + i sin 12 + 3 avec k E {O ,  1 ,  2 } ,  
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c'est-à-dire : zo = ei?T/ 12 , z1 = ei9?T/ 12 et z2 = ei l71T/ 12 = e-i7?T/ 12 . Leurs images 
sont représentées sur la figure 4 (dessin de gauche) . 

2 .  Calculons les racines quatrièmes (recherchées sous forme polaire) du nombre 
complexe Z = - 16 = 16ei1T car - 1 = ei?T . Soit z = réP avec r E �+ et <p E R 
On en déduit les équivalences suivantes : 

z4 = - 16 {===} r4ei4cp = 16ei1T 

{===} (r4 = 16 et 4<.p = 7r + 2k7r avec k E Il) 
( 4r;-;; 7r k7r ) {===} r = v 16 = 2 et <p = 4 + 2 avec k E Il . 

Les racines quatrièmes de Z = - 16 sont donc les nombres complexes : 

2 [ (7r k7r) . . (7r k7r) ]  Zk = cos 4" + 2 + 1 sm 4 + 2 avec k E {O ,  1 ,  2, 3 } ,  

c'est-à-dire les complexes z0 = 2ei1T/4 , z1 = 2ei31T/4 , z2 = 2ei5?T/4 = 2e-i31T/4 et 
z3 = 2ei71T/4 = 2e-i?T/4 . Les images sont représentées sur la figure 4 (dessin de 
droite) . 

Fig. 4 Représentation dans le plan complexe des images des ra
cines cubiques de ( v'2 + i v'2) /2 (dessin de gauche) et des racines 
quatrièmes de - 16 (dessin de droite) .  
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EXERCICE 3 Résoudre dans C les équations suivantes : 
1 - z4 + 2 = 0 ,  

2 1 + i 2 - z = -1-. , 
- 1  

3 - z6 - ( 1  - i)z3 - i = 0, 
4 - z7 = z, 
5 _  ( z - i ) 3 + ( z - i ) 2 + z - i + l = O . z + i  z + i z + i 

Remarque Les deux racines deuxièmes du nombre complexe Z = peie (avec 
p E IR+ et (} E IR) s 'écrivent : 

1r. ( (} . . (} ) zo = v ,.,  cos '2 + 1 sm '2 

Elles sont distinctes l 'une de l 'autre et vérifient : 

= -zo .  

Nous retrouvons le résultat d e  l a  proposition 4 .7 ,  à savoir que tout nombre 
complexe non nul possède exactement deux racines deuxièmes distinctes l 'une 
de l 'autre et opposées l 'une de l 'autre. Par exemple, les deux racines carrées de 
- 16 (qui s 'écrit sous la forme polaire 16ei'') sont 

4 ( 7r . . 7r ) 4 · z0 = cos 2 + 1 sm 2 = 1 et 4 ( 37r . . 37r) 4· z1 = cos 2 + 1 sm 2 = - 1 .  

Le résultat suivant est une conséquence directe de la proposition 4 .9 . 

COROLLAIRE 4 .2  Pour tout entier naturel n non nul, i l  y a exactement n 
racines n-ièmes de l 'unité. Elles sont distinctes deux à deux et s 'écrivent : 

2k7r . . 2k7r k {O l } Zk = cos -- + 1 sm -- avec E , . . .  , n - . n n 

De plus, les racines n-ièmes de l 'unité non réelles sont deux à deux conjuguées. 

Démonstration Soit n un entier naturel non nul. Remarquons que le com
plexe 1 admet pour module 1 et pour argument principal O. D'après la pro-
position 4 .9 (prendre p = 1 et (} = 0) , les n racines n-ièmes z0 , . . .  , Zn- l du 
nombre 1 s 'écrivent : Zk = cos (2k7r /n) + i sin(2k7r /n) avec k E {O ,  . . .  , n - 1 } .  
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Ainsi, z0 = 1 (on retrouve que 1 est une racine n-ième de l 'unité) . En particu
lier , si n ;::::: 1 est un entier naturel pair, c'est-à-dire si n = 2p avec p E N* , alors 
la racine n-ième de l 'unité correspondant à l 'indice p est - 1  puisque 

2p7r . . 2p7r . .  Zp = cos 2p + i sm 2p = cos 7r + i sm 7r = - 1 .  

On a aussi zo = Zn et , pour tout k E {O ,  . . . , n - 1 } ,  

2 (n - k)7r . . 2 (n - k)7r 2k7r . . 2k7r _ Zn-k = COS + l Slll = COS -- - l Slll -- = Zk · n n n n 

Ainsi , pour tout k appartenant à {O ,  . . .  , n - 1 } ,  le nombre complexe Zn-k est 
le conjugué de Zk . En particulier, 1 est son propre conjugué et si n = 2p avec 
p E N* (c'est-à-dire si n est pair) alors - 1  est aussi son propre conjugué. D 

Exemples 

1 .  Les racines cubiques de l 'unité sont les complexes 

2k7r . . 2k7r Zk = cos -3- + i sm 3 avec k E {O , 1 ,  2 } ,  

c'est-à-dire zo = 1 ,  z1 = ei21l"/3 = j et z2 = ei41l"/3 = e-i21l"/3 = I = j2 . La racine 
z0 = 1 est son propre conjugué. Les deux racines z1 et z2 sont conjuguées l 'une 
de l 'autre . Leurs images sont représentées sur la figure 5 (dessin de gauche) . 
2. Les racines quatrièmes de l 'unité sont les complexes 

k7r . k7r Zk = cos 2 + i sin 2 avec k E {O ,  1 , 2, 3 } ,  

c'est-à-dire zo = 1 ,  z1 = ei'll"/2 = i , z2 = ei'll" = - 1  e t  z3 = ei311"/2 = e- i'll" = -i .  
La racine z0 = 1 est son propre conjugué. De même, la racine z2 = -1 est son 
propre conjugué. Les deux racines restantes sont conjuguées l 'une de l 'autre : 
z3 = -i = 1 = z1 . Leurs images sont représentées sur la figure 5 (dessin du 
milieu) . 
3. Les racines cinquièmes de l 'unité sont données par 

Zk = cos 2:7r + i sin 2:7r avec k E {0 , 1 , 2 , 3 , 4 } ,  

c'est-à-dire zo = 1 ,  z1 = ei2'11" /5 ,  z2 = ei4'11"/5 ,  

À l 'exception de l a  racine zo = 1 qui est son propre conjugué, les autres racines 
sont conjuguées deux à deux : 

et Z _ e- i4'11"/5 _ ei4'11"/5 _ -z 3 - - - 2 · 

Leurs images sont représentées sur la figure 5 (dessin de droite) . 
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Fig. 5 Représentation dans le plan complexe des images des 
racines cubiques de l 'unité (dessin de gauche) , des racines qua
trièmes de l 'unité (dessin du centre) et des racines cinquièmes 
de l 'unité (dessin de droite) . 

EXERCICE 4 Soit n un entier naturel non nul . 

1 

1 - Résoudre dans C l 'équation u2n = 1 .  Possède-t-elle des solutions réelles ? 
2 - En déduire les solutions de l 'équation (E) suivante : 

(E) (z + 1 ) 2n - ( 1  - z)2n = O . 

Vérifier que toutes les solutions sont des nombres complexes imaginaires 
purs . 
3 - En effectuant des changements d'indice, montrer que 

2n- l  ( ) n- l [ ( ) ] 

kl t 
tan �: = g - tan �: , n- l ( k  ) n- l ( k ) g cos2 2: = g sin2 

2: . 

4 - Montrer que le produit des solutions non nulles de (E) vaut 1 .  

Racine n-ième primitive de l'unité 

Soient z0 , . . .  , Zn- I les racines n-ièmes de l 'unité. D 'après la formule de Moivre, 
on peut écrire, pour tout k E {O , . . .  , n - 1 } ,  

2k7r . . 2k1r Zk = cos -- + 1 sm -- = n n 

( 211' . . 211') k cos � + 1 sm � = (wn )k 

où le nombre complexe non nul Wn est défini par 

déf. 211' . . 211' Wn = cos - + 1 sm - . n n 
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Il est qualifié de racine n-ième primitive de l 'unité. Ainsi , pour tout entier 
naturel non nul n, chacune des racines n-ièmes de l 'unité s 'écrit comme une 
puissance de la racine primitive Wn · En particulier , une racine cubique primitive 
de l 'unité est le nombre complexe j défini par j = - 1/2+i./3/2 (voir l 'exercice 1 )  
et une racine quatrième primitive de l 'unité est l 'unité imaginaire i . 
Notons 1Un l 'ensemble constitué des racines n-ièmes de l 'unité . D 'après ce qui 
précède, 

Par exemple, 
- 1U1 = { 1 } , 
- 1U2 = { -1 , 1 } , 
- 1U3 = { 1 , j , j 2 } , 
- 1U4 = { 1 , i , - 1 ,  -i } , 
_ 105 = { 1 ,  ei27r /5 , ei47r /5 , e- i47r /5 , e- i27r /5 } .  

Soient lvlo , lvli , . . .  , lvln- l les points du plan complexe d'affixes respectives zo , 
z1 , . . .  , Zn- l · Il est clair que ces points sont disposés sur le cercle unité du plan 
complexe (c'est-à-dire sur le cercle de rayon 1 et d 'origine 0) et que les angles 
orientés (CJ"M6, �) , (�, �) , . . .  , (0Mn_ 1 , CJ"M6) ont tous 27r/n pour 
mesure . Cela signifie que, pour tout k E { 1 ,  2, . . .  , n - 1 } ,  le point Mk s'obtient 
à partir du point fvh_1 en effectuant une rotation de centre 0 et d'angle 27r/n, 
le point Mo étant le point d'affixe 1 .  
Par conséquent , les points lv/0 ,  M1 , . . .  , Mn- l sont les n sommets d 'un polygône 
régulier de n cotés inscrit dans le cercle unité et dont l 'un des sommets est le 
point d'affixe 1 .  Nous en donnons des illlustrations pour n = 3, n = 4 et n = 5 
sur la figure 5 .  

EXERCICE 5 Soit n un entier naturel non nul. On note zo , z1 , . . .  , Zn- l 
les racines n-ièmes de l 'unité . 

n- l 
1 - Calculer Sq = L ( zk ) q pour tout entier naturel q.  

k=O 
n- 1 

2 - Montrer que L ( z + ei2k7r/n) n = n(zn + 1 )  pour tout z E C. 
k=O 

4.5 Application à la trigonométrie 

4.5.1 Rappels des formules de trigonométrie 

Commençons par donner , lorsque cela est possible, les valeurs de 

cos(a) , sin(a) , sin( a) tan(a) = -(-) , cos a 
cos( a) cotan(a) = -.-(-) sm a 
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en quelques valeurs particulières de a : 

0 7r /6 7r/4 7r/3 7r/2 

cos 1 ,/3/2 ../2/2 1/2 0 

sin 0 1/2 ../2/2 V3;2 1 

tan 0 ,/3/3 1 V3 IND 

cotan IND V3 1 h/3 0 

où « IND » signifie « indéfinie » .  

Relations entre les fonctions cos, sin, tan 

Soit a E R Rappelons la relation fondamentale de la trigonométrie : 
1 cos2 (a) + sin2 (a) = i .  I 

On en déduit les deux relations suivantes : 

2 1 1 + tan (a) = �( ) cos a 

avec a -:/- (2k + lH ,  k E Z, et 

avec a -:/- k7r, k E z. La première relation (respectivement la deuxième relation) 
donnée ci-dessus se déduit de relation cos2 (a) + sin2 (a) = 1 en divisant , sous 
réserve que cela ait un sens , par cos2 (a) (resp . par sin2 (a) ) .  

Addition des arcs 

Soit (a, b) E �2 . On a alors les quatre relations suivantes : 

cos ( a +  b) 
cos(a - b) 
sin( a +  b) 
sin(a - b) 

cos (  a) cos (b) - sin( a) sin(b) , 
cos( a) cos(b) + sin( a) sin(b) , 
sin( a) cos(b) + cos( a) sin(b) , 
sin( a) cos (b) - cos( a) sin(b) . 

Remarquons que la deuxième (respectivement la quatrième) de ces quatre éga
lités se déduit de la première (resp . de la troisième) en remplaçant b par -b. 
On en déduit que si a +  b -:/- (2k + lH avec k E Z, alors 

tan( a +  b) = sin( a +  b) = sin( a) cos(b) + cos( a) sin(b) . cos( a +  b) cos( a) cos(b) - sin( a) sin(b) 
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En divisant numérateur et dénominateur par cos( a) cos (b) , ce qui suppose a, b =f. 
(2k + 1 )  � avec k E Z, on obtient : 

( b) tan( a) + tan(b) tan a +  = ------

1 - tan( a) tan(b) 

avec a, b, a + b =/. (2k + 1) � ,  k E Z. En remplaçant b par -b, on obtient : 

tan(a _ b) = tan( a) - tan(b) 
1 + tan( a) tan(b) 

avec a, b, a - b =f. (2k + 1) � ,  k E Z. 

Doublement des arcs 

En prenant b égal à a dans les égalités précédentes , on obtient les formules 
suivantes (valables pour tout a E JR) : 

1 cos(2a) = cos2 (a) - sin2 (a) et sin(2a) = 2 cos(a) sin(a) . j 
De plus , si a =f. (2k + lH et a =f. (2k + lH ,  k E Z, alors 

Remarques 

2 tan(a) tan(2a) = 2 ( ) "  1 - tan a 

1 .  En utilisant que cos2 (a)+sin2 (a) = 1 ,  on déduit de cos(2a) = cos2 (a) -sin2 (a) 
les deux relations suivantes (valables pour tout a E IR) : 

1 + cos(2a) 2 ( ) 2 = cos a et 1 - cos(2a) . 2 ( )  2 
= sm a .  

2 .  En utilisant la relation 1 + tan2 (a) = 1/ cos2 (a) , qui est valable pour tout 
a =/.  (2k + lH ,  k E Z, on a les égalités : 

2 . 2 2 2 1 - tan 2 (a) cos(2a) = cos (a) - sm (a) = 2 cos (a) - 1 = 2 ( ) 
- 1  = 2 ( ) 

, 
1 + tan a 1 + tan a 

. . 2 sin( a) 2 tan(a) sm(2a) = 2 cos( a) sm(a) = 2 cos (a) x -

(
-

) 
= 2 ( ) • cos a 1 + tan a 

En résumé, pour tout a =f. (2k + 1 ) � ,  k E Z, 

(2 ) 1 - tan2 (a) cos a = --�l + tan2 (a) 
et . 2 tan( a) sm(2a) = 2 ( ) 

. 
1 + tan a 
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Transformations trigonométriques 

Soit (a, b) E JR.2 .  Les formules suivantes se déduisent immédiatement des quatre 
formules fondamentales données plus haut (voir addition des arcs) : 

2 cos( a) cos(b) = cos( a +  b) + cos( a - b) , 
2 sin( a) sin(b) = cos( a - b) - cos( a +  b) , 
2 sin( a) cos(b) = sin( a +  b) + sin( a - b) . 

En posant A =  a +  b et B = a - b, c'est-à-dire : 

on trouve : 

A + B  a = --2 et A - B b = --2 ' 

(A + B ) (A - B ) sin( A) + sin(B) = 2 sin -2- cos -2- , 

. . (A - B ) (A + B ) sin(A) - sm(B) = 2 sm -2- cos -2- , 

(A + B ) (A - B ) cos( A) + cos(B) = 2 cos -2- cos -2- , 

cos( A) - cos(B) = -2 sin ( A ; B ) sin ( A ; B ) . 

4.5.2 Développement de cos(nB) et sin(nB) 

Pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel e ,  on peut écrire cos( ne) et 
sin(nB) comme des sommes de puissances de cos(B) et/ou de sin(B) . La méthode 
consiste à utiliser la formule de Moivre et la formule du binôme de Newton : 

cos( ne) + i sin(nB) = (cos(B) + i sin(e)) n = t (�) cosk (e) (i sin(e)r-k . 
k=O 

On a ainsi l 'égalité : 

cos(nB) + i sin(nB) = t (�) in-k cosk (B) sinn-k (e) . (8) 
k=O 

Pour obtenir l 'expression de cos(nB) (respectivement de sin(nB)) comme une 
somme de puissances de cos(B) et sin(B) , on identifie les parties réelles (resp . 
les parties imaginaires) dans l'égalité (8) . 

Exemple En utilisant la méthode proposée , développons cos(38) (respective
ment sin(38)) comme une somme de puissances de cos(B) (resp . de sin(B) ) .  Soit 
e E R  On a :  

cos(38) + i sin(38) = ( cos(B) + i sin(B)) 3 = t (!) cosk (e) (i sin(B) ) 3-k , 
k=O 
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c'est-à-dire : 
cos(3B) + i sin(3B) 

= i3 sin3 (B) + 3i2 cos(B) sin2 (B) + 3i cos2 (B) sin(B) + cos3 (B) 

= -i sin3 (B) - 3 cos( B) sin2 (B) + 3i cos2 (B) sin( B) + cos3 ( B) 

= -3 cos(B) sin2 ( B) + cos3 ( B) + i [3 cos2 ( B) sin ( B) - sin3 ( B) J .  

Identifions à présent les parties réelles et les parties imaginaires : 

cos (3B) = -3 cos(B) sin2 (B) + cos3 (B) , 

sin(3B) = 3 cos2 ( B) sin( B) - sin3 ( B ) .  
En utilisant la relation cos2 (B) + sin2 (B) = 1 ,  on obtient : 

cos(3B) = 4 cos3 (B) - 3 cos(B) et sin(3B) = -4 sin3 (B) + 3 sin(B) . 
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EXERCICE 6 En utilisant la méthode proposée , vérifier que pour tout 
(;l E IR 

cos(SB) = 16 cos5 (B) - 20 cos3 (B) + 5 cos(B ) ,  

sin(5B) = 16 sin5 (B) - 20 sin3 (B) + 5 sin(B) . 

Remarque Pour obtenir l 'expression de tan(nB) en fonction de puissances de 
tan(B) , on écrit (sous réserve que cela ait un sens) : 

( n ) sin(nB) / cosn (B) tan nu = --�----'--'-cos( nB) / cosn ((;l) 

et on utilise les développements de cos(nB) et sin(nB) comme des sommes de 
puissances , respectivement , de cos( B) et de sin( B) ,  et la relation 

2 1 1 + tan (B) = cos2 (B) . 

Par exemple, développons tan(3B) comme une somme de puissances de tan(B) . 
Soit (;l E IR tel que (;l =/. (2k + 1 )  i ,  k E Z. On a : 

sin(3B) -4 sin3 (B) + 3 sin(B) 

tan(3B) = cos3 ( B) cos3 ( B) 
cos(3B) 4 cos3 (B) - 3 cos(B) 
cos3 (B) cos3 ((;l) 

3 tan( B) -4 tan (B) + 3� 
3 4 - -cos2 (B) 

En utilisant la relation 1 + tan2 (B) = cos! (B) , on obtient finalement : 

tan(3B) = 
- tan3 ( B) + 3 tan( B) 

1 - 3 tan2 (B) 

avec (} =/.  (2k + 1 ) �  et (} =/.  (2k + lH avec k E Z. 
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4.5 .3 Linéarisation de cosn (O) et sinn (O) 

Pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel 0 ,  on peut écrire cosn (O) 
(respectivement sinn (O)) comme des sommes de termes de la forme cos(mO) 
(respectivement de la forme sin(mO)) avec m un entier naturel tel que m :::::; n. 
La méthode consiste à utiliser la formule d'Euler et celle du binôme de Newton. 
Par exemple, 

On a ainsi l 'égalité : 

cosn (O) = ;n
t (�) ei (n-2k) ll . 
k=O 

(9) 

On regroupe alors dans l'égalité (9) les termes en partant des extrêmes pour 
faire apparaître des éléments de la forme eimll + e- imll avec m E N et m :::::; n. 
Utilisant à nouveau la formule d'Euler, on a : 

eimll + e- imll = 2 cos(mO) . 

On procède suivant une méthode analogue pour sinn (O) . 

Exemple Commençons par linéariser cos4 ( 0) en utilisant la méthode proposée. 
Soit 0 E R  On a :  

ill - ill 4 1 4 (4) 1 4 (4) cos4 (0) = c � 
e ) = 

16 
� 

k 
ei(4-k) lle- ikll = 

16 
� 

k ei (4-2k)ll , 

c'est-à-dire : 

1
1
6 (e

i411 + 4e;211 + 6 + 4e- i211 + e- i411 ) 
� ( ( ei411 + e-i411 ) +4 ( e;211 + e-;211 ) +6) 16 � � 

= 2 cos( 40) = 2 cos(W) 

où on a regroupé les termes en partant des extrêmes . Finalement , 

1 
cos4 (0) = B (cos(40) + 4 cos(20) + 3] . 

On aurait pu procéder directement comme suit (car le degré, ici 4, est petit) : 

[ cos(2B) + 1 ] 2 1 [ 2 J 2 = 4 cos (20) + 2 cos(W) + 1 
1 [ cos(40) + 1  

J 
1 4 2 + 2 cos(2B) + l = 8 [cos(40) + 4 cos(2B) + 3] . 
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Plus généralement , linéarisons cos2P ( B) avec p E N* . Soit B E R On a : 

( 
ill + - ill

) 
2p 1 cos2P (B) = e 

2
e =

22P (eill + e-i11) 2p . 

Utilisons à présent la formule du binôme de Newton . On obtient : 

cos2P (B) = 
2p 

( ) 
2p 

_1_ '°' 2p ei (2p-k)ll e- ikO = _1_ '°' (
2p) ei (2p-2

k)ll 
2� �  k 2� �  k k=O k=O 
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[p- 1 
( ) 

2p 

l 2!P L 

2
: ei (2p-2k) ll + (

2p
) + L (

2
:) ei (2p-2

k)O . 
k=O p k=p+l 

Effectuons le changement d'indice k' = 2p - k dans la dernière somme : 
2p 

( ) 
p- 1 

( ) 
p- 1 

L 

2
: ei (2p-2k)ll = L 2P

2
! k' 

ei (2k' -2p)ll = L (�) ei (2k' -2p)ll 
k=p+ 1 k' =0 k' =0 

car (2:!k' ) = (��) . L'indice k' étant muet , nous pouvons le remplacer par 
n'importe quel autre indice . On peut donc lè remplacer par k . On obtient : 

D'où , en regroupant les deux sommes : 

cos2P (B) = 2
!P [� (2:) (ei (2p-2

k)ll + e- i (2p-2k)ll ) + (;) ] · 
Or, ei (2p-2k)ll + e- i (2P-2k)O = 2 cos ( (2p - 2k )B) . Ainsi, 

1 [p- l 
(
2 

) 
1 
(
2 

) 
l cos2P (B) = 22p- l {; : cos ( (2p - 2k)B) + 2 : . 

EXERCICE 7 Soit B un réel . 
1 - Linéariser cos5 (B) et sin5 (B) .  
2 - Montrer que, pour tout p E N, 

1 p 
(
2p + 1) cos2P+ l (B) = 

22P L k 
cos ( (2p + 1 - 2k)B) . 

k=O 

3 - De même, montrer que, pour tout p E N, 
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4.6 Solution des exercices 

Solution de l'exercice 1 
1 - On vérifie que jj j 2 = j x J = 1 ,  d 'où J = 1/j .  On a aussi : 

j2 = (- 1/2 + iVJ/2)2 = - 1/2 - iVJ/2 = J. 

2 - De l'égalité j 2 = 1/j on déduit j 3 = 1 .  Utilisant l'égalité j 2 = J, on obtient : 

1 + j + j2 = 1 + j + J = 1 + 2 Re(j ) = 1 + 2 x ( - 1/2) = O. 

Solution de l 'exercice 2 

1 - Le discriminant b. du trinôme (3 + i)z2 - (8 + 6i)z + 25 + 5i vaut -252 - 64i. 
Ses deux racines deuxièmes s 'obtiennent en résolvant le système suivant : 

{ x2 - y2 = -252 
2xy = -64 
x2 + y2 = /�(--2-5-2�)2-+�( --6-4=)2 = 260 

dont on déduit x2 = 4 et y2 = 256 , d 'où x = ±2 et y =  ± 16 . Seuls les couples 
(2 , - 16) et (-2 ,  16) vérifient l 'égalité 2xy = -64 .  Par conséquent , une racine 
deuxième de b. est 2 - 16i et les racines du trinôme (3 + i)z2 - (8 + 6i)z + 25 + 5i 
sont les nombres complexes 

5 - 5i 3 + l l i . Zt = 3 + i = 1 - 2i et Z2 - --- - 2 + 31 - 3 . - . + 1  

2 - Une racine évidente est 1 .  On peut alors factoriser par (z - 1 ) .  Il existe 
(a, b, c) E <C3 tel que 

z3 - (5 + 3i)z2 + (5 + 8i)z - 1 - 5i = (z - l ) (az2 + bz + c) . 

En développant l 'expression de droite, puis en identifiant les monômes de même 
degré, on obtient : a =  1 ,  b = -4 - 3i et c = 1 + 5i , d 'où 

z3 - (5 + 3i)z2 + (5 + 8i)z - 1 - 5i = (z - l ) (z2 - (4 + 3i)z + 1 + 5i) . 

Le discriminant b. du trinôme z2 - ( 4 + 3i)z + 1 + 5i vaut 3 + 4i et une de 
ses racines deuxièmes est 2 + i car (2 + i)2 = 3 + 4i. Les racines du trinôme 
z2 - ( 4 + 3i)z + 1 + 5i sont donc z1 = 3 + 2i et z2 = 1 + i . L'ensemble S constitué 
des racines du polynôme de degré 3 est S = { 1 ,  3 + 2i, 1 + i } .  

Solution de l'exercice 3 

1 - Les solutions de l'équation z4 + 2 = 0 sont les complexes 

4� [ ( 7f k1f ) . . ( 7f k1f ) ] 
Zk = Y �  cos 4 + 2 + 1 sm 4 + 2 avec k E {0 , 1 , 2 , 3} ,  
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et 

l + i  l + i l + i  . -- = -- X -- = l. 1 - i  1 - i  l + i  
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Ainsi , les solutions de l 'équation z2 = ( 1  + i )/ ( 1  - i) sont les racines deuxièmes 
de l 'unité imaginaire, c'est-à-dire les deux complexes opposés z0 = ei7r/4 et 
z1 = ei(7r/4+1f) = -ei1f/4 .  
3 - En posant u = z3 , résoudre z6 - ( 1  - i)z3 - i = 0 revient à trouver u tel que 
u2 - (1 - i)u - i = O. Le discriminant � du trinôme u2 - (1 - i)u - i vaut 2i 
et une de ses racines deuxièmes est 1 + i car (1 + i) 2 = 2i. Les deux solutions 
du trinôme u2 - (1 - i)u - i sont u = 1 et u' = -i .  Il convient à présent de 
résoudre les équations z3 = 1 et z3 = -i .  
- Les racines cubiques de l 'unité sont 1 ,  j ,  }. 
- Les racines cubiques de -i sont e- i1f/6 ,  ei7r/2 = i, ei71f/6 = e- i57r/6 .  
On en déduit l 'ensemble S des racines du  polynôme de degré 6 : 

S = { 1 , j , }, e- i1f/6 , i , e- i57r/6 } · 

4 - Il est clair que 0 est une racine évidente de l 'équation z7 = z. Cherchons à 
présent z sous la forme polaire pè1 avec p E JR+ et e E lR. On a z = pe- i() et , 
d'après la formule de Moivre, z 7 = p7 ei70 . On a alors les équivalences suivantes : 

z7 = z {::::::::;> p7ei70 = pe- iO {::::::::;> ( p = l et B = br/4 avec k E Z ) .  

L'ensemble des solutions s 'écrit S = { 0 }  U { eik1r/4 1 k E {O , 1 ,  . . .  , 7} } . 
5 - En posant u = (z-i)/(z+i) , on se ramène à la résolution de u3+u2+u+ l = 0 
qui s 'écrit aussi (u + l ) (u2 + 1 )  = 0 et dont les racines sont - 1 ,  i et -i .  De 
u = (z - i)/ (z + i) , on obtient : 

. 1 + u  
Z = l-- . l - u 

On déduit z = 0 de u = - 1 ,  z = - 1 de u = i et z = 1 de u = -i .  L'ensemble 
S des solutions s 'écrit ainsi : S = { 0, -1 ,  1 } .  

Solution de l 'exercice 4 

1 - Les solutions complexes de u2n = 1 sont les racines 2n-ièmes de l 'unité . Il y 
en a 2n. Elles s'écrivent : Uk = eik1r/n , k E {O , 1 ,  . . .  , 2n - 1 } . Cherchons parmi 
ces solutions , celle(s) qui est (sont) réelle (s) . Soit k un entier compris entre 0 
et 2n - 1 .  Clairement , Uk E lR si et seulement si , sin(k7r/n) = O . On a de plus 
l 'équivalence suivante : 

sin ( k:) = 0 {::::::::;> (k = Rn avec f E Z) . 
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Ainsi , une condition nécessaire et suffisante pour que Uk appartienne à ffi. 
est que k soit un multiple (dans Z) de n. Or, k appartient à l 'ensemble fini 
{O ,  1 ,  . . .  , 2n - 1 } .  Par conséquent , les seules solutions réelles sont celles corres
pondant aux indices k = 0 et k = n. On a : uo = eiO = 1 et Un = ei7r = - 1 .  
2 - Puisque l e  nombre 1 ne vérifie pas l 'équation (E) (c 'est immédiat) , résoudre 
(E) revient à résoudre l 'équation (E' ) suivante : 

(E' ) 
(�) 2n 

= 1 .  1 - z 

La résolution de cette dernière équation s'effectue facilement par changement 
d'inconnue. Posons u = ( 1  + z)/ ( 1 - z ) .  On doit alors résoudre : u2n = 1 ,  c 'est
à-dire calculer les racines 2n-ièmes de l 'unité . D 'après la question précédente, 
Uk = eikrr/n , k E {O, 1, . . .  , 2n - 1 } .  De u = (1 + z)/ ( 1  - z ) (avec z -:/:- 1 ) ,  on 
obtient z = ( u - 1) / ( u + 1) (avec u -:/:- -1 ) .  Les solutions de (E) sont donc 

Uk - 1 Zk = uk + l ' k E {0 , 1 , . . .  , 2n - 1 } \ {n} 

où la valeur n de l 'indice a été exclue puisque Un = - 1 .  En utilisant les formules 
d'Euler , on vérifie alors facilement que, pour tout k E {O ,  1 ,  . . .  , 2n - 1 }  \ {n} , 

/ eikrr /2n (eikrr /2n - e- ikrr /2n) eikrr n - 1 Zk = eikrr/n + 1 = ( ) eikrr/2n eikrr/2n + e- ikrr/2n 
sin krr br = i _-11!_ = i tan -
cos krr 2n ' 2n 

établissant ainsi que les solutions de (E) sont des nombres complexes imagi
naires purs. 
3 - Le changement d 'indice k' = 2n - k permet d'écrire : 

2n- 1 ( k ) 1 ( (2 k' ) ) n- l ( k' ) II tan 2: = II tan n ;n 
7r = II tan 7r - 2: . 

k=n+l k' =n- l k'= l  

Puisque tan( 7r - k' 7r /2n) = - tan( k' 7r /2n) et remplaçant k' par k (l'indice est 
muet) , on obtient l'égalité demandée : 

2n- 1 ( k ) n- l [ ( k ) ]  II tan 2: = II - tan 2: . 
k=n+l k=l 

Effectuons le changement d'indice k' = n - k : 
n- l ( k ) 1 ( ( k' ) ) II cos2 2: = II cos2 n �

n 
7r 

k=l k' =n- l 

n- l ( / ) II cos2 � - k 7r 
. 2 2n k'= l  

Finalement , puisque cos ( � - �;:) = sin ( �;:) et l 'indice k' étant muet , 

n- l ( ) n- l ( ) 
II cos2 �: = II sin2 �: . 
k=l k=l 
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4 - Les solutions de (E) ont été trouvées à la deuxième question . Ce sont les 
complexes Zk , k E { 0, 1 ,  . . .  , 2n - 1 } \ { n} .  Noter que la solution nulle correspond 
à l'indice O. Le produit des solutions non nulles de (E) s 'écrit ainsi : 

2n- 1 [n- 1 l [ 2n- 1 l II Zk = II Zk II Zk . 
k= l ,  k#n k=l k=n+l 

En utilisant alors les résultats des questions précédantes, on a : 

2n- 1 
II Zk 

k=l ,  k#n 

Par conséquent , 

2n- l 

[n- 1 ( k ) ] 
[ 2n- l ( k ) ] J] i tan 2: J�L i tan 2: 

[ll, (i tan �:)] [ll, (-i tan �:) ] 
n- 1 

[ ( k ) ( k 
) ]  

n- l ( br ) J] i tan 2: -i tan 2: = J] tan2 
2n . 

sm - sm -
2n II Zk 

nII- 1 
. 2 ( br ) 

2n k=l 

nII- 1 
. 2 ( br) 

= �=� 
(

k ) = 1 .  
k= l ,  k#n II sin2 

2: k=l 

Solution de l'exercice 5 

1 - Soient n E N* et q E N. Rappelons que les racines n-ièmes de l 'unité sont 
les nombres complexes Zk = ei2k7r /n , 0 � k � n - 1 .  On a : 

n- 1 n- 1 n- 1 k 
Sq = L 

( ei27rk/n) q = L 
ei21rkq/n = L 

( ei27rq/n) 
k=O k=O k=O 

Considérons les deux cas suivants . 
- Si q est multiple de n, c'est-à-dire si q = fn avec f E N, alors ei27rq/n 

ei27re = 1 et donc : Sq = 1 + 1 + . . .  + 1 = n . 
.._____.... 

n fois 
- Si q n'est pas multiple de n alors ei27rq/n -:/- 1 et donc, d 'après la proposi

tion 4 . 2  (voir page 136) : 

n- 1 k l _ (ei27rq/n ) n 
Sq = � (ei27rq/n) = = 0 � 1 _ ei27rq/n 

k=O 
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E , , S "'n- l ( ) q { n si q est multiple de n n resume, q = uk=O Zk = 0 sinon 
2 - Soient z E C et n E N* . Grâce à la formule du binôme de Newton , on a : 

On peut alors, dans un premier temps, intervertir les deux sommes , puis , dans 
un second temps faire sortir de la deuxième somme les termes qui ne dépendent 
pas de son indice de sommation : 

Y: [t (n) zn-q ( ei2k7r /n) ql 
k=O q=O q 

t [Y: (n) zn-q ( ei2k7r /n) ql 
q=O k=O q 

� [ (;) zn-q � (ei2kn/n r] . 
Or "'n- 1 (ei2kn/n) q 

= S Ainsi ' uk=O q · ' 

Y: (z + ei2kn/nf = t (n) zn-qsq . 
k=O q=O q 

D'après la question précédente, So = Sn = n car 0 et n sont des multiples de 
n, et S1 = . . .  = Sn- l = O . Finalement , 

Solution de l'exercice 6 

D'après la formule de Moivre et celle du binôme de Newton , on a :  

cos(5B) + i sin(58) (cos(B) + i sin(B)) 5 

i sin5 (8) + 5 cos(B) sin4 (B) - 10i cos2 (B) sin3 (B) 
- 10 cos3 ( B) sin2 ( B) + 5i cos4 ( B) sin( 8) + cos5 ( B) 
cos5 (B) - 10 cos3 (8) sin2 (8) + 5 cos(B) sin4 (8) 
+i [sin5 (8) - 10 cos2 (8) sin3 (8) + 5 cos4 (8) sin (B)] . 

En identifiant les parties réelles et les parties imaginaires , on obtient : 

cos(5B) = cos5 (B) - 10 cos3 (B) sin2 (8) + 5 cos(B) sin4 (8) , 

sin(58) = sin5 (8) - 10 cos2 (8) sin3 (8) + 5 cos4 (8) sin(B) . 
En utilisant la relation cos2 ( B) + sin2 ( B) = 1 ,  on obtient : 

cos(58) = 16 cos5 (8) - 20 cos3 (8) + 5 cos(B) , 

sin(58) = 16 sin5 (B) - 20 sin3 (B) + 5 sin(B) . 
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Solution de l 'exercice 7 

1 - D'après les formules d'Euler et en développant grâce à celle du binôme de 
Newton, on obtient : 

( ei!i + e- i!i ) 5 1 [ 
J cos5 (8) = 2 = 

16 
cos (58) + 5 cos(38) + lü cos(B) , 

( ei!i _ e- ie ) 5 1 sin5 (8) = 2i = 16 
[sin(58) - 5 sin(38) + lü sin(e)J . 

2 - Soit p E N. D'après les formules d 'Euler , on a : 

( '(i ' (i ) 2p+l 
cos2P+ l (B) = 

e1 � e-1 

D 'où, en utilisant la formule du binôme de Newton, 

cos2p+ l (8) = _1_ ""'"" 2p + 1 ei (2p+ l -2k)!i 
2p+ l ( ) 

2�+1 � k . 
k=O 

Décomposons alors la somme en deux sommes comme suit : 

cos2p+1 (8) = 
22
�+i [t (2p: l) ei (2p+ l-2k)!i + 

2f1 (2p: l) ei (2p+ l-2k)!il 
k=O k=p+ l 

Effectuons le changement d 'indice k' = 2p + 1 - k dans la dernière somme : 

2p+l ( ) I: 2p: 1 ei (2p+ l -2k)!i 
k=p+l 

� ( 2p + 1 ) 
ei (2k' - (2p+ l ) )!i 

� 2p + l - k' k'=O 

car (2P2.C�·k' ) = (2�;- 1 ) . L'indice est muet . On peut alors le remplacer par k. 
Ainsi , en regroupant les deux sommes : 

cos2p+1 (8) = 
22
�+1

t (2p: 1) (ei (2p+ l-2k)!i + e- i (2p+l -2k)!i
)
. 

k=O 

Or, ei (2P+ l-2k)!i + e- i (2p+ i-2k)!i = 2 cos ( (2p + 1 - 2k)B) . On a donc : 

1 p (2p + 1) 
cos2P+l (B) = 22P 

� 
k 

cos ( (2p + 1 - 2k)8) . 

3 - D 'après les formules d'Euler , 
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Ainsi, en utilisant la formule du binôme de Newton, on obtient : 

Effectuons le changement d'indice k' = 2p + 1 - k dans la dernière somme : 

= � ( 2p + 1 ) (- l )2p+l-k' e- i (2p+1-2k' )11 
� 2p + l - k' k'=O 

= t (2pk-+; 1) (- l ) k'+ 1e- i(2p+l-2k' )ll 
k'=O 

Car ( 2P+1 ) = (2P+1) et (- 1 )2P+l-k' = (- l )k' + 1 L'indice k' étant muet on 2p+ 1-k' k' . ' le remplace par k. On en déduit : 

sin2p+1 (B) = 1 � (2p + 1) (- l) k (é2p+1-2k)ll _ e-i (2p+ l -2k)ll) . 
(2i)2P+ l � k k=O 

Or, ei (2p+ l -2k)ll - e-i(2p+ 1-2k)ll = 2i sin ( (2p + 1 - 2k)B) . Ainsi , 

car 
2i 1 1 1 1 (- l )P 

(2i) 2P+ l (2i)2p 22Pi2P 22P (i2 )P 22P (- l )P � · 



CHAPITRE 5 

Suites numériques 

5 . 1  Définitions et généralités 

Dans ce chapitre lK désigne le corps lR ou C .  Les éléments de lK sont appelés des 
scalaires . Si lK = lR le symbole 1 1  désigne la valeur absolue d'un réel . Si lK = C 
le symbole 1 1 désigne le module d 'un complexe. Une suite numérique est une 
application d'un sous-ensemble infini N1 de N dans !K. Au lieu de la noter 

-----> ][( 
n 1---+ u(n) 

on la note u = (un)nENi où Un = u(n) . Si lK = lR on parle de suite réelle et si 
][( = C on parle de suite complexe. Pour k E N 1 , le terme uk est appelé terme 
de rang k de la suite numérique (un )n · On dit encore que (un)n est la suite de 
terme général Un . 
On appelle suite stationnaire une suite dont les termes sont constants à partir 
d'un certain rang. On dit qu 'une suite réelle (un )n est à termes positifs (resp. 
négatifs) si pour tout n E N1 on a Un � 0 (resp . Un � 0) . 
Soit A un sous ensemble non vide de !K. On dit que la suite numérique (un)n 
est une suite d 'éléments de A si pour tout entier n E N1 on a Un E A. 
Une suite n 'est pas nécessairement définie pour tout entier naturel n. Toutefois 
afin de simplifier l'exposé, nous ne considérerons que des suites définies sur N. 
li sera aisé d'adapter les énoncés aux cas de suites définies sur un sous-ensemble 
infini N1 de N. 

Exemples 

1 .  La suite de terme général 1/n est une suite réelle définie sur N* . 
2 . La suite ( ( - 1 r )nEN est une suite réelle définie sur N dont les termes de rang 
pair valent 1 et ceux de rang impair - 1 .  
3 .  La suite de terme général Un = cos (ni )  + i sin (ni )  est une suite complexe 
définie sur N. 
4. La suite de terme général Un = ( i/nt est une suite complexe définie sur N* . 
5. La suite de terme général Jn - 4 est une suite réelle définie sur l 'ensemble 
N1 = {n E N  1 n � 4} .  
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On dit que les suites (un )n et (vn)n sont égales si pour tout n E N  on a Un = Vn · 
Par exemple les suites ( (- l )n )nElll et (cos(mr))nElll sont égales . 
Une suite peut être définie par la donnée du terme de rang 0 et d 'une relation 
de récurrence liant des termes consécutifs .  On parle alors de suite récurrente 
ou de suite définie par récurrence . Par exemple la suite (un )n définie par les 
relations : uo = 2 et Un+I = 1 + !un est une suite récurrente. 

5 .1 . 1  Convergence d'une suite numérique 

D ÉFINITION 5.1 )< On dit que la suite numérique (un)n converge vers le sca
laire f, (ou qu 'elle tend vers f, E JK) si 

Le scalaire f, est appelé limite de fa suite. 
)< On dit que la suite numérique ( un)n converge dans lK s 'il existe f, E lK tel 
que la suite (un )n converge vers f. Autrement dit, la suite (un)n converge 
dans lK si 

)< On dit que la suite numérique (un )n diverge si elle ne converge pas. Autre
ment dit, la suite (Un )n diverge si 

Remarques 

1. L'assertion 'r:IE; E IR+ 3N E N 'tin E N (n ) N ===} lun - f i � c) défi
nissant la convergence de la suite (un )n vers f, s 'interprète ainsi : une fois un 
réel c strictement positif fixé, on peut trouver un entier N à partir duquel tous 
les termes de rang supérieur à N sont à une « distance » de f, inférieure à c ,  
voir la figure 1 .  On peut donc trouver un rang à partir duquel les valeurs de la 
suite sont arbitrairement proches de R. 
2. On ne modifie pas la nature d 'une suite (le fait qu'elle converge ou diverge) 
ni la valeur de sa limite si on modifie ses termes jusqu'à un rang donné. 
3. Si la suite réelle ( un )n converge vers f, alors le réel f est un point d'adhé
rence< ' > de l 'ensemble U = {un 1 n E N} puisque pour tout intervalle centré 
en f, de la forme ]R - c, f, + c [ avec c E IR+ contient tous les termes de la suite à 
partir du rang N. 
La figure 1 représente graphiquement les 100 premiers termes de la suite (un )n 
de terme général Un = n�l sin(n) qui converge vers O. Quelle que soit la valeur 
strictement positive de t:, à partir d'un certain rang N, tous les termes de la 

( l ) Voir la définition 3 . 13  p. 1 19 .  
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. - . -. N 

Fig. 1 Illustration graphique de la définition de la convergence. 
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suite (un)n sont compris dans une bande de largeur 2e autour de la valeur € de 
la limite. 

EXERCICE 1 Soit A un sous-ensemble non vide de R Montrer que le 
réel a est un point adhérent à A si et seulement si il existe une suite réelle 
(xn )n d'éléments de A qui converge vers a . <2 ) 

PROPOSITION 5.1 Si la suite numérique (un )n converge, la limite de la suite 
est unique . On la note lim Un . n->+oo 

Démonstration Raisonnons par l 'absurde et supposons que la suite (un)n 
converge et qu'elle a deux limites €1 et €2 distinctes . Posons E = k lt'2 - €1 1 -
0n a E E IR� et d'après la définition 5 . 1 ,  

3N1 E N  Vn E N  (n � N1 ===? lun - t'1 l � e) 
et 3N2 E N  \ln E N  (n � N2 ===? l un - t'2 I � e) .  

Notons N = max{N1 , N2 } .  En utilisant la première inégalité triangulaire<3J , on 
obtient 

(2) Indication : on rappelle que le réel a est un point adhérent à A si tout i ntervalle ouvert 
de centre a contient au moins un élément de A, autrement dit si 

'if1) E IR+ 3x E A x E ]a - 17, a +  îJ[ .  

( J )  Voir la proposition 3 .7  p .  108 .  
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ce qui est absurde puisque 1 > � · On en conclut que si la suite numérique (un )n 
converge alors la limite de la suite est unique. D 

PROPOSITION 5 . 2  Si une suite réelle à termes positifs converge, sa limite 
est un réel positif. 

Démonstration Considérons une suite (un)n à termes positifs qui converge 
vers un réel R, c'est-à-dire, voir la définition 5 . 1 ,  supposons que 

Ve E JR� 3N E N  "in E N  (n � N � l un - R I � e) . ( 1 )  

Pour montrer que l e  réel R est nécessairement positif, raisonnons par l 'absurde. 
Si on suppose que R est strictement négatif alors on établit en prenant r:: = � IR I 
dans la relation ( 1 )  (on a bien é E JR+) l 'existence d'un entier naturel N tel 
que pour tout entier n supérieur à N, 

On en déduit que pour tout n E N avec n � N,  

e e 
2 � Un - f, � - 2 · 

Ceci implique que - �f, � Un � �f, < 0 ce qui est impossible puisque la suite 
(un)n est à termes positifs . On en conclut que le réel R est nécessairement 
positif. D 

Remarque On démontrerait de même que si une suite réelle à termes négatifs 
converge, sa limite est un réel négatif. Par contre, on prendra garde que si une 
suite réelle à termes strictement positifs converge, sa limite n'est pas nécessai
rement un réel strictement positif. Par exemple la suite de terme général 1 /n 
est une suite à termes strictement positifs qui converge vers 0 (qui n 'est pas un 
réel strictement positif) . 
Les résultats énoncés à la proposition 5 . 2  et dans la remarque précédente s 'ins
crivent dans un contexte plus général précisé dans la proposition suivante. 
Rappelons que la notion d'ensemble fermé dans lR a été introduite à la défini
tion 3 . 1 1  page 1 17. 

PROPOSITION 5.3 Soit A un sous-ensemble de lR. L 'ensemble A est fermé 
si et seulement si toutes les suites d 'éléments de A qui convergent ont pour 
limite un élément de A.  

Démonstration Ç:: Supposons que A est fermé et  considérons une suite (un)n 
d'éléments de A qui converge vers un réel R. Montrons que R E A. Nous 
avons vu que la limite R de la suite (un )n est un point adhérent à l'ensemble 
U = {un 1 n E N} (i .e . R E  U) . Comme la suite (un )n est une suite d 'éléments 
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de A, on a U c A et par conséquent U C A. Or, l 'ensemble A étant fermé, on a 
A = A, donc u c A. On en conclut que e E A. 

ç:: Supposons maintenant que toutes les suites d'éléments de A qui convergent 
ont pour limite un élément de A et montrons que A est fermé, autrement dit 
que A = A. Comme on a toujours A C A, il suffit de montrer que A C  A. Soit x 
un élément de A ;  cet élément est un point adhérent de A et par conséquent 
dans tout intervalle ouvert de centre x il existe (au moins) un élément de A. 
En particulier , pour tout n E N* i l existe un élément Un appartenant à A dans 
l'intervalle ]x - * ,  x + * [. La suite ( un)n converge c4J vers x. Comme la suite 
(un )n est une suite d'éléments de A, d'après l 'hypothèse sa limite x est un 
élément de A. On a donc x E A ce qui permet de conclure que A est fermé. 0 

Remarque La situation considérée dans la proposition 5 . 2  correspond à l 'en
semble A = JR+ . L'ensemble A est fermé dans lR car son complémentaire 
CA = ]  - oo, O[ est un ensemble ouvert cs J : pour tout x E CA, l 'intervalle 
]x - o, x + o [ où o = � lx l  est un intervalle ouvert centré en x et inclus dans CA. 
D'après la proposition 5 .3 ,  toutes les suites d'éléments de JR+ qui convergent 
ont pour limite un élément de JR+ , autrement dit un réel positif. 

Exemple Les termes de la suite (un)n de terme général Un = sin(enn! )  appar
tiennent à l 'intervalle fermé [- 1 , 1 ] .  La proposition 5 .3  indique que si la suite 
(un)n converge alors sa limite appartient nécessairement à l'intervalle [- 1 , l ] . 
On montre, voir l 'exercice 1 . 16 ,  page 54 du Cours de deuxième année , que cette 
suite converge vers O . 

En complément à la proposition 5 .2 ,  l 'exercice suivant permet d'établir une 
propriété qui constitue en quelque sorte une réciproque de la propriété énoncée 
à la proposition 5 .2  (noter cependant la présence de « à partir d 'un certain 
rang » ) .  

EXERCICE 2 Montrer que si une suite réelle converge vers un réel stricte
ment positif alors tous les termes de la suite sont strictement positifs à partir 
d'un certain rang. (Indication : on pourra s 'inspirer de la démonstration de 
la proposition 5 .2 . )  

Exemples 

1 .  Montrons que la suite (un)n de terme général Un = l/n converge vers O. 
Pour c E JR'.f_ fixé, considérons l'entier N = E(l/c) + 1 .  D'après les propriétés 

(4) En effet , pour tout c: E IR'.'f_ , en prenant N = E( � ) + 1, on a pour tout entier n ?  N 
Jun - x i ::;; � ::;; c:. La définition 5 . 1  permet donc de conclure à la convergence de la suite 
(un )n vers x .  Signalons que Je théorème d 'encadrement , que nous énoncerons ultérieure
ment , permet également d 'établir ce résultat . 

(s)
Voir la définition 3 . 1 1  p. 1 17 .  
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de la partie entièrec6J , on a N > c. On en déduit que pour tout entier n avec 
n ;;::: N, on a 

1 1 l un - O I = ; ::;; N ::;; é . 

D'après la définition 5 . 1 ,  on en conclut que la suite (un )n converge vers O. 
2 .  Considérons la suite de terme général ( - l )n . L'ensemble U = {Un 1 n E N} 
a deux points d'adhérence 1 et - 1 .  Si la suite converge, elle ne peut donc avoir 
pour limite que 1 ou - 1 .  La suite ne converge pas vers - 1 .  En effet , si on prend 
c = � alors 

VN E N  l 'entier n = 2N vérifie (n ;;::: N et lun - RI = 2 > c) . 

Elle ne converge pas non plus vers 1 car si on prend c = � alors 

VN E N  l 'entier n = 2N + 1 vérifie (n ;;::: N et l un - RI = 2 > c) . 

Puisqu'aucun des points d'adhérence de l'ensemble U n'est limite de la suite 
( un)n , on en déduit que la suite diverge, voir la remarque faite en page 172 .  
3 .  Considérons la suite de terme général Un = n. Remarquons que d'après la 
proposition 5 . 2 ,  si cette suite converge, sa limite est nécessairement un réel 
positif. Montrons que la suite ( un)n ne converge vers aucun réel positif, c'est
à-dire montrons que 

Soit R E R+ et c =  1 .  Pour tout N E  N considérons l 'entier n = N + E(R) + 2 .  
On a n ;;::: N et 

l un - R I = ln - R I = IN +  E(R) + 2 - RI > IN + l i ? 1 = é .  

On peut donc conclure que la suite (un)n diverge. 

1 EXERCICE 3 En utilisant la définition 5 . 1 ,  déterminer la nature des 
suites dont le terme général est )n,  (i)n , n2 • 

PROPOSITION 5 .4  Si la suite numérique (un)n converge vers le scalaire R 
alors la suite réelle de terme général l un 1 converge vers le réel positif I R I . 

Démonstration Supposons que la suite numérique (un )n converge vers le 
scalaire R, c'est-à-dire d'après la définition 5 . 1 ,  supposons que 

(G) Voir la proposition 3 . 1 0  p. 1 1 1 .  
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D 'après la deuxième inégalité triangulairec7 J , on a j lun l - l t'l j ::;; l un - l'i. On en 
déduit que 

c'est-à-dire que la suite numérique de terme général lun l  converge vers l t'I . D 

En général , on ne peut rien conclure sur la nature de la suite de terme 
général Un à partir de la nature de la suite de terme général lun 1- Considérons 
la suite de terme général Un = ( - 1  r. La suite de terme général lun 1 converge 
vers 1 mais la suite (un)n diverge. Dans le cas où la suite converge vers 0 
on a toutefois le résultat suivant . 

PROPOSITION 5 .5  La suite numérique (un)n converge vers 0 si  et  seulement 
si la suite réelle de terme général /un /  converge vers O .  

Démonstration Les équivalences suivantes résultent de l a  définition 5 . 1  et 
des propriétés de la valeur absolue C?J , 

lim Un = 0 n--++CXJ 
VE E IR+ 3N E N Vn E N 
VE E IR+ 3N E N Vn E N 
VE E IR+ 3N E N Vn E N 

lim /un / =  0 n ->+= 

et permettent de démontrer la proposition . 

(n? N ===? /un - OI ::;; E) 
(n? N ===? lun /  ::;; E ) 
(n? N ===? l lun / - 0 /  ::;; E) 

D 

EXERCICE 4 Vérifier que la suite complexe (un)n converge vers {:'si et 
seulement si la suite réelle de terme général (Re(un) )n converge vers Re(f:') 
et la suite réelle de terme général (Im(un ) )n converge vers Im(t') .  

DÉFINITION 5 . 2  .X On dit que la suite réelle (un)n tend vers +oo si 

et on note lim Un = +oo. n->+= 
.X On dit que la suite réelle ( un)n tend vers -oo si 

V K E IR':_ 3N E N Vn E N ( n ;? N ===? un ::;; K) 

et on note lim Un = -oo. n->+= 

(?)
Voir la proposition 3. 7 p. 108. 
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Remarque Il résulte de manière immédiate de la définition 5.2 que la suite 
(un)n tend vers +oo si et seulement si la suite (-un)n tend vers -oo. 

Exemple Montrons que la suite ( un)n de terme général Un = n tend vers +oo. 
Soient K un réel strictement positif et N = E (K) + 1 ;  on a N ;:::: K et pour tout 
n E N avec n ;:::: N on a Un = n ;:::: N ;:::: K. Il en résulte que 

\/K E �� 3N E N  \ln E N  (n;:::: N =?Un;:::: K) , 

ce qui d'après la définition 5.2 établit que la suite (un)n tend vers +oo. 

EXERCICE 5 Montrer que la suite de terme général n2 tend vers +oo. 
Montrer que la suite de terme général fo, tend vers +oo. 

Remarque La nature d'une suite réelle est de l 'un des trois types suivants : 
- convergente vers une limite RE � (comme la suite de terme général �); 
- divergente en tendant vers +oo ou -oo (comme la suite de terme général n) ; 
- divergente sans tendre vers +oo ou -oo (comme la suite de terme géné-

ral (- l )n) .  
Par abus de langage, on dit qu 'une suite a pour limite +oo (resp . -oo) pour 
signifier qu'elle tend vers +oo (resp . -oo) . On s 'interdira toutefois de dire 
qu 'une suite converge vers +oo ou vers -oo. On dit aussi qu 'une suite admet 
une limite dans îR pour signifier qu 'elle converge vers un réel ou diverge vers +oo 
ou vers -oo. 

5 .1 .2  Suites bornées 

DÉFINITION 5 .3  Une suite numérique (un)n est dite bornée s 'il existe un 
réel positif M tel que pour tout n E N on ait lun 1 � M. 

Exemples 
1 .  La suite (un)n de terme général Un = sin (n) est bornée car pour tout n E N 
on a lun l  � 1 .  
2. La suite (un)n de terme général Un = en n 'est pas bornée carcsJ quel que soit 
le réel positif M, pour le terme de rang n = E (ln (n + 1)) + 1 on a lun l > M. 

(B) Traduisons sous forme d'assertion quantifiée la définition 5.3. La suite (un)n est bornée si 

3M E IR+ '<ln EN Junl � M. 

En appliquant les règles de négation des assertions quantifiées, voir p. 14 ,  on établit 
qu 'une suite (un)n n'est pas bornée si 

VM E IR+ 3n EN Junl >M. 
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DÉFINITION 5.4 X Une suite réelle ( un )n est dite majorées 'il existe un réel A 
tel que pour tout n E N on ait Un :::;:; A .  Ce réel A est appelé un majorant de 
la suite ( Un )n . 
X Une suite réelle ( un)n est dite minorée s 'il existe un réel B tel que pour tout 
n E N  on ait Un � B . Ce réel B est appelé un minorant de la suite (un)n· 

Remarques 
1. On rappelle que lR est un corps totalement ordonné mais que ce n 'est pas le 
cas de <C. La notion de suite minorée ou majorée n'a donc de sens que pour les 
suites réelles . 
2. Dire que la suite (un)n est majorée (resp. minorée) revient à dire , voir la 
définition 3 .3 ,  page 95, que l 'ensemble U = {Un 1 n E N} des valeurs prises par 
la suite est un ensemble majoré (resp . minoré) . 

PROPOSITION 5.6 Toute suite numérique convergente est bornée . 

Démonstration Supposons que la suite (un)n converge vers C. La défini
tion 5.1, où l'assertion quantifiée est considérée avec c = 1 ,  indique que 

Pour n � Ni on a 
lun 1 = lun - C + C l :::;:; lun - C l + IC I :::;:; 1 + I C I · 

La suite est donc majorée par 111 = max(uo , ui , . . .  , UN1 - i , 1 + IC I ) .  0 

PROPOSITION 5. 7 X Une suite réelle est bornée si et seulement si elle est à 
la fois majorée et minorée. 

X Toute suite réelle tendant vers +oo est minorée . Toute suite réelle tendant 
vers -oo est majorée. 

Démonstration � La première assertion se démontre aisément en utilisant les 
propriétés de la valeur absolue. Si la suite réelle (un)n est bornée par M E  JR+ 
alors M est un majorant et -lvl est un minorant de la suite. Réciproquement , 
si la suite réelle ( un)n est majorée par le réel A et minorée par le réel B alors 
elle est bornée par M = max( IA I , IB I ) .  
� Montrons que toute suite réelle tendant vers +oo est minorée. Supposons 
que la suite (un)n tend vers +oo. On a(9J 

3Ni E N  Vn E N  (n � Ni===? Un � 1). 

La suite est donc minorée par lvl = min(uo , ui , . . .  , UN1 - i , 1 ) .  Sur le même 
principe ,  on vérifie que toute suite réelle tendant vers -oo est majorée. 0 

(9) Voir la définition 5.2 p. 177 ; on prend K = 1 .  
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Remarques 
1. Une suite bornée n 'est pas nécessairement convergente . C 'est le cas de la 
suite de terme général ( - 1  )n qui est bornée par 1 mais qui diverge . 
2. Une suite réelle tendant vers +oo n'est pas majorée mais une suite qui n 'est 
pas majorée ne tend pas nécessairement vers +oo. C 'est le cas de la suite de 
terme général ( - 1  r n qui n 'est pas majorée et qui ne tend pas vers +oo. 

5.2 Propriétés 

5 .2 .1  Propriétés algébriques pour les suites numériques 

On munit l 'ensemble 8 des suites numériques de deux lois de composition 
interne +s et X 5  définies de la manière suivante. Si u = (un)n et v = (vn )n 
sont deux éléments de 8, on définit u+5v comme étant la suite de terme général 
Un + Vn et u X 5  v comme étant la suite de terme général Un x Vn . 
On vérifie aisément les propriétés suivantes en utilisant les propriétés (loJ de la 
somme et du produit dans R 

1. La loi + 5 est associative : 'v'( u, v ,  w) E 83 ( u + s v) + s w = u + s ( v + s w ) .  
2. La loi +s  est commutative : \f(u, v )  E 82 u +s  v = v +su . 
3 .  L'ensemble 8 possède un élément neutre pour +s, noté (O)n qui est la suite 

dont tous les termes sont nuls (cette suite est appelée la suite nulle) . On a 
\lu E 8 U +s  (O)n = U. 

4 .  Tout élément u = (un )n de 8 possède un symétrique pour la loi +s noté 
-u qui est la suite de terme général -un . On a u  +s (-u) = O. 

5. La loi x 5 est associative : 

\f(u, v , w) E 83 (u X 5  v) X 5  w = u X s  (v X 5  w) . 

6 .  La loi X s  est commutative : \f(u, v) E 82 u X 5  v = v X 5  u . 
7. La loi x 5  est distributive par rapport à +s  : 

\f(u, v, w) E 83 u X 5  (v +s w) = (u X s  v) + (u X 5  w) . 

8 .  L'ensemble 8 possède un élément neutre pour x 5, noté ( l )n qui est la suite 
de terme général 1 .  On a \lu E 8 u X 5  ( l )n = u. 

Si u est une suite dont tous les termes sont non nuls , on note 1/u le symétrique 
de u pour la loi X 5• Le terme général de la suite 1/u est 1/un . 
On munit l 'ensemble 8 d'une loi de composition externe que l 'on note · et que 
l 'on définit de la manière suivante : si u = (un)n E 8 et,\ E R, la suite,\· u est 
la suite de terme général ,\ x Un . On a les propriétés suivantes. 

(lo) 
Voir p. 99.  
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9. 'V(u, v) E S2 \;/).. E lK À· (u +s  v) = À· u +s À· v. 

10 . 'Vu E S  'V(À, µ) E JK2 (À + µ) . u = À . u + s µ . u . 
11. 'Vu E S  'V(>.., µ) E JK2 À· (µ · u) = (À X µ) · U. 

12. 'Vu E S  1 · u =  u. 

PROPOSITION 5.8 L 'ensemble S des suites numerzques muni des lois de 
composition interne +s et X5 est un anneau commutati/11> . 

Démonstration Cela traduit les propriétés 1 à 7 ci dessus, voir la défini
tion 2 .36 , page 66. 0 

Nous verrons dans la suite de ce cours que les propriétés 1 à 4 et 9 à 12 confèrent 
à l 'ensemble S des suites numériques une structure d'espace vectoriel . 
Nous noterons aussi plus simplement + et x les lois +s et x5• Les propositions 
qui suivent sont d 'un grand intérêt pratique puisqu 'elles permettent de déter
miner la nature des suites u + v ou u x v en fonction de la nature des suites u 
et V .  

PROPOSITION 5.9 Soient u et v deux suites numériques de terme général 
Un et Vn et soit À un scalaire . 

X Si les suites u et v convergent respectivement vers f et f' alors la suite 
u + v converge vers f + f' . 

X Si les suites u et v convergent respectivement vers f et f' alors la suite 
u x v converge vers f x f' . 

X Si la suite u converge vers f alors la suite À· u converge vers À x f. 
X Si les suites u et v convergent respectivement vers f et f' et si f' =/:- 0 alors 

la suite u / v converge vers f / f' . 

Démonstration Cette proposition est admise. Les assertions énoncées se dé
montrent en utilisant la définition de la convergence d'une suite , voir la dé
finition 5 .1 . On pourra consulter la démonstration de la proposition 13 . 1 2 ,  
page 608 , qui est très similaire. 0 

Remarque Si la suite u converge et la suite v diverge alors la suite u + v 
diverge. Mais si les deux suites u et v divergent alors on ne peut rien conclure 
quant à la nature de la suite u + v ; elle peut diverger ou converger. Considérons 
par exemple les suites de terme général Un = ( -1 )n et Vn = ( - 1  r+1 . Ces deux 
suites divergent mais la suite de terme général Un + Vn est la suite nulle et 
converge. 

(li) ' 
Voir la définition 2 .36 p. 66. 
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5 .2 .2  Autres propriétés algébriques pour les suites réelles 

Dans le cas où les deux suites u et v ne convergent pas toutes les deux dans �' 
la nature des suites u + v et u x v ne peut être établie que sous certaines 
hypothèses supplémentaires sur les suites u et v. Les cas où il est possible de 
statuer sur la nature des suites u + v et u x v sont indiqués dans les trois 
propositions suivantes . Tous les autres cas correspondent à des situations où 
il n 'est pas possible de conclure sur la nature de la suite sans une étude plus 
approfondie (on parle de forme indéterminée). 

PROPOSITION 5.10 Soient u et v deux suites réelles . 
)< Si la suite u tend vers +oo et si la suite v est minorée (en particulier si 

la suite v a pour limite f E � U { +oo}) alors la suite u + v tend vers +oo. 
)< Si la suite u tend vers -oo et s i  la suite v est majorée (en particulier s i  la 

suite v a pour limite f E � U { -oo}) alors la suite u + v tend vers -oo.  

PROPOSITION 5.11 Soient u e t  v deux suites réelles . 
)< Si la suite u tend vers +oo et si la suite v a pour limite f E �+ U { +oo} 

alors la suite u x v tend vers +oo. 
)< Si la  suite u tend vers +oo et s i  la  suite v a pour limite f E �'.'._ U { -oo} 

alors la  suite u x v tend vers -oo. 
)< Si la  suite u tend vers -oo e t  s i  la  suite v a pour limite f E �'.'._ U {-oo} 

alors l a  suite u x v tend vers +oo.  
)< Si la suite u tend vers -oo e t  s i  l a  suite v a pour limite f E �+ U { +oo} 

alors la suite u x v tend vers -oo.  

PROPOSITION 5.12 Soit u une suite réelle . 
)< Si la suite u à termes tous non nuls tend vers +oo ou vers -oo alors la 

suite I/u converge vers O .  
)< Si la  suite à termes strictement positifs (resp. négatifs) u converge vers 0 

alors la suite I/u tend vers +oo (resp . -oo). 
)< Si la suite u tend vers +oo {resp. -oo) et si À est un réel strictement 

positif alors la suite À· u tend vers +oo (resp. -oo). 
)< Si la  suite u tend vers +oo (resp . -oo) et s i  µ est un réel strictement 

négatif alors la suiteµ· u tend vers -oo (resp. +oo}. 

On peut résumer les propriétés qui ont été énoncées dans les propositions pré
cédentes sous forme de tableaux. Le tableau suivant indique la limite éventuelle 
de la suite u + v en fonction de la limite des suites u et v. On écrit IND pour 
forme indéterminée lorsque les hypothèses ne sont pas suffisantes pour conclure. 
On écrit PL pour signifier qu 'il n'y a pas de limite dans ÏR. 
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€' +oo -()() PL 

€ € + €' +oo - ()() PL 

+oo +oo +oo IND IND 

- ()() -()() IND - ()() IND 

PL PL IND IND IND 

Le tableau suivant indique la limite éventuelle de la suite u x v en fonction de 
la limite des suites u et v .  

+oo -()() PL 

€ > 0  €€' 0 €€' +oo - ()() PL 

€ = 0  0 0 0 IND IND IND 

€<0 €€' 0 €€' - ()() +oo PL 

+oo +oo IND - ()() +oo -()() IND 

- ()() - ()() IND +oo - ()() +oo IND 

PL PL IND PL IND IND IND 

On dispose à présent de la possibilité de déterminer la nature d 'une suite numé
rique beaucoup plus simplement qu'en utilisant la définition 5. 1 .  La méthode 
consiste à scinder le terme général de la suite à étudier en faisant apparaître le 
terme général de suites dont on connaît la nature (ou dont la nature est facile à 
déterminer) et on conclut en utilisant les résultats des propositions 5.9 à 5 . 12 .  

Exemples 
1 .  Nous avons montré que la suite de terme général n tendait vers +oo. On en 
déduit que la suite de terme général n2 (qui est le produit de cette suite par 
elle-même) tend également vers +oo. On peut alors affirmer que la suite (vn)n 
de terme général Vn = 3n2 et la suite (wn )n de terme général Wn = 5n tendent 
toutes les deux vers +oo. Finalement , on peut conclure que la suite (un)n de 
terme général Un = 3n2 + 5n tend vers +oo car elle est la somme de la suite 
(vn)n et de la suite (wn )n . 
2. Considérons la suite (un)n de terme général Un = 3n2 -5n. Elle est la 
somme de la suite (vn )n de terme général Vn = 3n2 et de la suite (wn )n de 
terme général Wn = -5n . La suite (vn )n  tend vers +oo alors que la suite (wn )n 
tend vers -oo. Nous sommes dans un cas d 'indétermination quant à la nature 
de la suite (un)n · Pour lever cette indétermination , remarquons que 

Un = n2 ( 3 - �) . 
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La suite de terme général n tend vers +oo donc d'après la proposition 5.10 
la suite de terme général l/n tend vers 0 et par conséquent la suite de terme 
général 5/n tend également vers O. On en déduit que la suite de terme général 
3 -5/n admet pour limite 3 qui est un réel strictement positif. On en conclut 
d'après la proposition 5 . 10 que la suite (un )n tend vers +oo. 
3 .  Considérons la suite ( Un)n de terme général Un = yf2n -1 - v2n + 1. La 
suite de terme général yf2n - 1 tend vers +oo alors que la suite de terme général 
-yf2n + 1 tend vers -oo (nous le justifierons de manière précise dans la suite 
du chapitre) . Nous sommes là encore dans un cas d'indétermination quant à la 
nature de la suite (un)n · Pour lever cette indétermination , remarquons que<12) 

( y'2n=1 - V2r1+1) ( y'2n=1 + V2r1+1) 2 
� = = -

yf2n - 1 + yf2n + 1 yf2n -1 + yf2n + 1 · 

La suite de terme général yf2n -1 + yf2n + 1 tend vers +oo. On en déduit 
d'après la proposition 5 . 10 que la suite (un)n admet pour limite O. 

5.2 .3 Propriétés d'ordre pour les suites réelles 

La proposition suivante indique que si tous les termes d'une suite réelle conver
gente appartiennent à partir d 'un certain rang à un intervalle fermé donné, alors 
la limite de la suite appartient nécessairement à ce même intervalle. Il s 'agit 
d 'un corollaire <13) de la proposition 5.3 correspondant successivement aux choix 
suivants de l 'ensemble A : [a, +oo[ ,  ] -oo, b] et [a, b] . 

PROPOSITION 5.13 (Passage à la limite dans les inégalités) 
Soient (un)n une suite réelle convergeant vers le réel f, et (a, b) E IR2 . 
J( Si tous les termes de la suite ( un )n sont minorés par le réel a à partir d 'un 

certain rang alors f, � a. Autrement dit, 

J( Si tous les termes de la suite (un)n sont majorés par le réel b à partir d 'un 
certain rang alors f, � b. Autrement dit, 

(3N E N  \ln E N  (n � N =*Un � b)) =* f, � b . 

J( Si tous les termes de la suite (un)n à partir d 'un certain rang appartiennent 
à l 'intervalle [a, b] alors f, E [a, b] . Autrement dit, 

(3N E N  \ln E N  (n � N =*a � un � b)) =* a �  f, � b . 

< 1 2 ) On multiplie et on divise simultanément l 'expression de u n  par la quantité conjuguée de 
J2n - 1 - J2n + 1 qui est J2n - 1+J2n+ 1 puis on utilise la relation (a+ b) (a - b) = 
a2 - b2 valable pour tous réels a et b. 

(l3) Une autre façon d 'établir la proposition consiste à util iser la proposition 5.2 avec les 
suites qui ont pour terme général un - a et b - un. On notera que la troisième assertion 
de la proposition est la conjonction des deux premières . 
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Remarque L'assertion (3N E N '\ln E N (n )! N =? Un > a)) 
ne permet pas de conclure que R > a. On peut seulement conclure que la 
limite vérifie R )! a. Par exemple la suite de terme général Un = 1 /n vérifie 
Un > 0 pour tout n E N* mais limn_,+00 Un = O. 
La proposition suivante indique que si la limite d'une suite réelle appartient à 
un intervalle ouvert donné alors à partir d 'un certain rang, tous les termes de 
la suite appartiennent à ce même intervalle. 

PROPOSITION 5.14 Soient (un)n une suite réelle convergeant vers le réel R 
et (a, b) E ffi.2 . Si a < R < b alors il existe un entier N tel que 

'\ln E N ( n )! N =? a < Un < b) . 

Démonstration Considérons le réel € = � min (b - R, R - a) . On a E > 0, 
R - E > a et R + E < b . Puisque la suite (un)n converge vers R , d'après la 
définition 5.1 ,  

3N E N  '\ln E N  (n )! N =? lun - RI ( €) . 

Autrement dit , pour n )! N on a R - E ( Un ( R + €. Comme R - c > a et 
R + € < b, on en conclut que a< Un < b pour tout entier n supérieur à N. D 

THÉORÈME 5.1 (Théorème d'encadrement) 
Soient ( un )n ,  ( Vn )n et ( Wn)n trois suites réelles vérifiant 

3N E N  '\ln E N  (n )! N =?Un ( Vn ( Wn ) · 

X Si les suites (un)n ,  (vn)n et (wn )n convergent respectivement vers R1 , R2 et 
f3 alors R1 ( R2 ( h 
X Si les suites (un)n et (wn )n convergent vers une même limite RE IR alors la 
suite (vn )n converge vers R . 

Démonstration Ç'.': Considérons trois suites (un )n ,  (vn)n et (wn )n convergeant 
respectivement vers R1 , R2 et f3 . Utilisons un raisonnement par l 'absurde pour 
montrer que si pour tout n E N avec n )! N on a Un ( Vn alors R1 ( R2 . 

(14) Supposons par conséquent que Un ( Vn pour tout n E N avec n )! N et que 
R1 > R2 . On a dans ce cas R1 > �(R1 + R2 ) et la proposition 5. 14 indique que 

3N1 E N  '\ln E N  (n )! N1 =? �(R1 + R2 ) < un) . 

On a aussi R2 < �(R1 + R2 ) ,  donc d'après la proposition 5 . 14 ,  

3N2 E N  '\ln E N  (n )! Nz =? Vn < �(R1 + R2 )). 

(l4) On rappelle, voir p. 18, que la négation de l 'implication « P ==> Q » (si P alors Q) est 
« P et non (Q) ». 
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On en déduit que pour tout entier n supérieur à max(N1 , N2 ) on a 

Vn < � (R1 + Rz) <Un . 

Ceci contredit l 'hypothèse selon laquelle Un � Vn pour tout n )! N et achève 
le raisonnement par l 'absurde. On procède de la même manière pour montrer 
que R2 � R3 ce qui permet d 'en déduire que l 'on a R1 � Rz � R3 . La première 
partie du théorème est démontrée . 
�Soit E: un réel strictement positif fixé. Par hypothèse les suites (un )n et (wn )n 
convergeant vers R, on a d'après la définition 5 . 1  

?JN1 EN \ln E N  (n )! N1 ==? lun - R I � c) , 
?JN2 E N  \ln E N  (n )! Nz ==? lwn - R I � c) . 

Par ailleurs, l 'hypothèse 

\ln E N (n )! N ==? Un � Vn � Wn) 

implique que 

\ln E N ( n )! N ==? Un - R � Vn - R � Wn - R) . 
Soit N3 = max(N, N1 , Nz) .  Pour n )! N3 on a d'après (2) et (3) ,  

(2) 

(3) 

Ainsi pour tout entier n supérieur à N3 on a lvn - R I � E: .  D 'après la défini
tion 5. 1 ,  on en conclut que la suite (vn)n converge vers R. La seconde partie du 
théorème est démontrée . D 

Exemple Considérons la suite (un)n de terme général Un = � sin(n) . Compte 
tenu du fait que la fonction sinus est majorée par 1 et minorée par - 1 ,  pour 
tout n E N* on a 

1 sin(n) 1 - - � -- � - .  n n n 
Nous avons montré que la suite de terme général 1/n tendait vers O. Il en est de 
même d'après la proposition 5.9 de la suite de terme général - 1/n. Le théorème 
d 'encadrement permet de conclure que la suite (un)n converge vers O .  

La proposition suivante joue un rôle analogue au théorème d'encadrement dans 
le cas des suites qui tendent vers +oo ou vers -oo. 

PROPOSITION 5.15 Soient (un)n e t  (vn )n deux suites réelles vérifiant 

?JN E N  \ln E N  (n )! N ==? Un � Vn ) · 

)< Si la suite ( un )n tend vers +oo alors la suite ( vn )n tend vers +oo. 

)< Si la suite ( vn )n tend vers - oo alors la suite ( un)n tend vers -oo.  
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Démonstration � Supposons que la suite (un)n tend vers +oo, c'est-à-dire 
d'après la définition 5.2, supposons que 

Par hypothèse 

3N E N  '<ln E N  (n? N ===> Un � vn ) · 

On en déduit que pour tout entier n supérieur à N2 = max( Ni, N) on a 
Vn ? Un ? K,. Ainsi 

et d'après la définition 5.2 , on en conclut que la suite (vn)n tend vers +oo. 

[:'.:: Supposons que la suite (vn )n tend vers -oo. La suite (wn)n de terme général 
Wn = -vn tend vers +oo et d'après l 'hypothèse de la proposition 

3N E N '<ln E N (n ? N ===> Wn � -un) · 

De la première partie de la démonstration , on en déduit que la suite de terme 
général -un tend vers +oo. Cela implique que la suite (un)n tend vers -oo. D 

5.3 Monotonie 

5.3.1 Suites réelles monotones 

DÉFINITION 5.5 

)< On dit que la suite réelle (un)n est croissante si  : '<ln E N  Un +l ? Un . 
)< On dit que la suite réelle ( un)n est strictement croissante si : 
'<ln E N Un +i > Un · 
)< On dit que la suite réelle (un )n est décroissante si : '<ln E N  Un +1 � Un · 
)< On dit que la suite réelle (Un )n est strictement décroissante si : 
'<ln E N  Un +l < Un · 
)< On dit qu 'une suite réelle est monotone si elle est croissante ou décroissante. 
On dit qu 'une suite réelle est strictement monotone si elle est strictement 
croissante ou strictement décroissante. 

Remarques 
1 . Une suite peut n 'être ni croissante, ni décroissante. C 'est le cas de la suite 
de terme général ( -1 r .  La négation de l 'assertion « la suite est croissante » 
n'est donc pas « la suite est décroissante» mais « il existe un entier naturel n 
pour lequel Un +i < Un ». 
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2. Pour montrer qu 'une suite réelle (un)n est croissante, on peut montrer que 
pour tout n E N on a Un+l - Un ;;::: O. Pour montrer qu'une suite réelle (un)n 
est décroissante, on peut montrer que pour tout n E N  on a Un+ l - Un � O. 
3 .  Si tous les termes de la suite ( un)n sont strictement positifs, alors pour 
montrer que la suite est croissante on peut montrer que pour tout n E N on a 
Un+ ifun ;;::: 1 Pour montrer qu 'elle est décroissante, on peut montrer que pour 
tout n E N  on a Un+ i/Un � 1 .  
4 .  S i  tous les termes de la suite (un)n sont strictement négatifs, alors pour 
montrer que la suite est croissante on peut montrer que pour tout n E N on a 
Un+if un � 1 Pour montrer qu 'elle est décroissante, on peut montrer que pour 
tout n E N on a Un+if un ;;::: 1 .  
5 .  Il résulte de manière directe de la définition que si la suite ( un)n est crois
sante (resp. décroissante) alors la suite de terme général -un est une suite 
décroissante (resp . croissante) . 
6. Rappelons que le corps <C n'étant pas muni de relation d 'ordre, la notion de 
suite monotone ne peut pas avoir de sens pour une suite complexe. 

Exemples 
1. La suite (un)n de terme général Un = l::�= l k1v où p E N* est strictement 
croissante puisque pour tout n E N, 

1 Un+ l  - Un = -( ----..,)- > O .  
n+ 1 P 

2 .  Montrons que la suite ( un)n de terme général Un = e2n+ -k est strictement 
croissante. Il s 'agit d 'une suite à termes strictement positifs .  Pour tout n E N*, 
on a Un+l = e2- n(n\ 1) 

Un 
Comme 0 < n(n1+ 1 ) < 1 pour tout n E N*, on a 1 < 2 - n(n

l+ l ) < 2. La fonction 
exponentielle étant croissante, on obtient un+i > e1 > 1 , i.e. Un+i > Un· Un 
3. Considérons la suite (un)n de terme général Un = l::�= l Î;- ln (n ) . Pour tout 
n E N*, on a 

u + i - u = -1
- - ln (__!!:_____) . n n 

n+l n+l 

Pour déterminer le signe de Un+ 1 - Un , considérons la fonction f définie sur JR+ 
par 

f(x) = -1 - ln (-x ) . 
x+l x+l 

L'application f est dérivable sur JR+ et f' : x E JR+ 1--+ x(x�l ) 2 • Cette dérivée 
étant à valeurs strictement positives , l 'application f est strictement croissante 
sur JR+. De plus , puisque limx_,+00 f(x) = 0, f est nécessairement à valeurs 
strictement négatives sur JR+. On en déduit que pour tout n E N*, 

Un+ l  - Un = f(n) < O .  



Suites numériques 189 

La suite (un)n est donc strictement décroissante. 

PROPOSITION 5.16 

X Si les suites réelles u et v sont croissantes (resp .  décroissantes) alors la suite 
u + v est croissante (resp . décroissante). 

X Si les suites réelles u et v sont à termes positifs et croissantes (resp. dé
croissantes) alors la suite u x v est croissante (resp. décroissante). 

X Si la suite u est croissante (resp . décroissante) alors pour tout réel À positif 
la suite À · u est croissante (resp. décroissante) et pour tout réelµ négatif la 
suiteµ· u est décroissante (resp . croissante). 

Démonstration La vérification est aisée en utilisant la définition 5.5 et les 
propriétés de la relation d'ordre sur R D 

THÉORÈME 5.2 

X Toute suite croissante et majorée est convergente. 

X Toute suite décroissante et minorée est convergente . 

Démonstration � Soit (un )n une suite croissante et majorée par un réel NI. 
L'ensemble U = {Un 1 n E N} est une partie non vide et majorée (par M) de JR, 

( 15) ( 16) donc il admet une borne supérieure C et on a 

\:/n E N  Un � C 

Par ailleurs , comme la suite (un)n est croissante, pour tout n E N  avec n ;;:: NE 
on a Un ;;:: UN, . On en déduit que pour tout n E N avec n ;;:: NE 

autrement dit que 0 � C - Un < i::. Ainsi , pour tout réel strictement positif c il 
existe un entier NE tel que pour tout entier n supérieur à NE on ait lun - C l � c. 
D'après la définition 5. 1 ,  cela signifie que la suite (un)n converge vers C. 

� La deuxième assertion se déduit de la première en appliquant le résultat qui 
vient d 'être établi à la suite (vn )n de terme général Vn = -un .  Si la suite (un)n 
est décroissante et minorée alors la suite (vn)n est croissante et majorée . D 

Exemple Nous avons établi page 188 que la suite (un)n de terme général 
Un = I:Z=l i; - ln(n) est décroissante. Montrons qu'elle est minorée. Pour tout 

(lo) 
Voir la caractérisation de la borne supérieure d'un ensemble donnée à la proposition 3.2 
p .  101. 
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k E N*, la fonction x 1---+ 1 / x est majorée sur l 'intervalle [ k, k + 1 J par 1 / k et est 
minorée par 0, i.e : Vx E [k, k + 1] 0 � l/x � l/k .  On en déduit que 

Or, 

1k+l 1 1k+l 1 Vk E N* 0 � - dx � -k dx . 
k X k 

1k+l 1 - dx = ln(k + 1 )  - ln(k) et 
k X 

On a donc pour tout n E N*, 
n n l 

O � L ( ln(k + 1 )  - ln(k) ) � L k. 
k=l k=l 

La première somme vaut I.:�=l ( ln(k+ l )- ln(k) ) = ln(n+ l )- ln ( l )  = ln(n+ l ) .  
On  en  conclut que pour tout n E N*, 

n 1 n 1 Un =  L k - ln(n) � L k - ln(n + 1 )  �O. 
k=l k=l 

D'après le théorème 5.2 , la suite (un )n étant décroissante et minorée, elle 
converge. Sa limite est un réel appelé constante d 'Euler<11> et est notée 'Y· 

Remarque En prenant la contraposée< 1s) des implications du théorème 5.2 , 
on obtient la caractérisation suivante d'une suite qui ne converge pas : ou bien 
elle n 'est pas bornée, ou bien elle n 'est pas monotone. 

PROPOSITION 5 . 1 7  

)< Toute suite réelle croissante e t  non majorée tend vers +oo.  
)< Toute suite réelle décroissante e t  non minorée tend vers -oo. 

Démonstration l> Soit (un )n une suite réelle non majorée , c 'est-à-dire< 19> 
telle que 

VM E lR 3N E N  UN >  M. 

(l?)
La constante d 'Euler, appelée aussi constante de Mascheroni du nom du géomètre italien 
Lorenzo Mascheroni ( 1750-1800) , bien que très étudiée n 'est qu'imparfaitement connue 
au niveau de ses propriétés . On ignore par exemple toujours si la constante d 'Euler est un 
nombre rationnel ou non. Godfrey Hardy, un des grands mathématiciens du xx• siècle, 
était si perplexe devant les propriétés de la constante d 'Euler qu'il déclara qu'il donnerait 
sa chaire à Oxford à qui prouverait son irrationalité. Sa valeur approchée est/� 0, 57721. 

(IB) 
Voir p. 12 la signification de ce terme. 

< 1 9> Voir la définition 5.4 p. 179. On en considère ici la négation : 

non (:JM E IR '<IN EN UN � M) := VM E IR :JN EN UN >M. 
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Si on suppose que la suite (un )n est croissante alors pour tout n E N avec 
n � N on a Un� UN. On en conclut que 

V M E IR �N E N \ln E N ( n � N =? Un � M) 

c'est-à-dire<20> que la suite (un)n tend vers + oo. 
12'. La deuxième assertion se déduit de la première en appliquant le résultat 
qui vient d'être établi à la suite (vn )n de terme général Vn = -un . Si la suite 
(un)n est décroissante et non minorée alors la suite (vn )n est croissante et non 
majorée . 0 

Exemple Soit r E ] 1 , + oo[. Montrons que la suite de terme général Un = rn 
tend vers + oo. Il s 'agit d'une suite dont les termes sont strictement positifs et 
qui est strictement croissante puisque pour tout n E N, 

Un+l = r > 1 .  Un 
Cette suite n'est pas bornée : pour tout réel strictement positif K, le terme de 
rang n = 1 + E (ln(K)/ ln(r) ) est supérieur strictement à K puisque 

n ln (r ) > ln(K) ln( K) 
n> ln(r)' 

les deux dernières équivalences résultant du fait que la fonction logarithme est 
strictement croissante et strictement positive sur ] 1 , + oo[. D'après la proposi
tion 5 . 17 ,  on en déduit que si r E ] 1 ,  + oo[ , la suite de terme général Un = rn 
tend vers + oo. 
5.3.2 Suites adjacentes 

DÉFINITION 5 .6  Deux suites réelles (un )n et (vn )n sont dites adjacentes si 
les deux conditions suivantes sont satisfaites : 
1. l 'une des deux suites est croissante et l 'autre est décroissante; 
2. lim (un - Vn ) = O . n->+oo 

Exemple La suite ( un)n de terme général Un = L�=O -b est croissante puisque 
pour tout n E N, 

1 Un+l - Un = ( )2 > O . 
n + l 

La suite (vn )n de terme général Vn = Un + �  est décroissante puisque pour tout 
nE N, 

1 1 1 1 ( 1 1 ) Vn+l - Vn = 
(n + 1 )2 + n + 1 - ;;: = n + 1 n + 1 - ;;: <O. 

<20> voir la définition 5.2 p. 177. 
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Par ailleurs , limn_,+00 (vn - Un) = limn-->+oo 1/n = O. Les suites (un)n et (vn )n 
sont donc adjacentes . Illustrons graphiquement cet exemple avec MAPLE. 

> u : =n -> s urn ( l /k-2 , k= l  . .  n) :  

> v : =n -> u (n) + l /n :  

> N : =20 : plot ( [ [ [n , u (n) ]  $n= 1 . .  N] , [ [n , v (n) ]  $n=1 . .  N] ]  , style=po int ) ; 

2 0 

1,8 
0 

1,6 

1,4 

0 
1,2 

1 0 

0 0<>000000000000000 

OO 0 0 
0 

4 

0 0 <> 0 0 0 0 <> 0 
0000 

8 12 16 20 

THÉORÈME 5 .3  Si deux suites réelles (un)n et (vn )n sont adjacentes alors 
elles convergent et ont même limite. 

Démonstration Soient (un)n et (vn )n deux suites adjacentes telles que(2') la 
suite ( un )n est croissante et la suite ( vn)n est décroissante. Considérons la suite 
de terme général Wn = Vn - Un· En utilisant le fait que les suites ( un )n et ( Vn )n 
sont monotones , on obtient pour tout n E N  

Wn+i - Wn = (vn+ l - Vn) - (un+l - Un) �O .  
'-----v--" � 

�o ?O 

La suite (wn)n est donc décroissante . Par ailleurs , puisque les suites (un)n et 
(vn)n sont adjacentes on a limn_,+00 (un - Vn) = 0 et la suite (wn)n converge 
vers O. Les termes de la suite (wn)n sont donc nécessairement positifs .  On en 
déduit que pour tout n E N on a Un � Vn · En utilisant par ailleurs la monotonie 
des suites (un)n et (vn)n , on obtient 

(21)Étant données deux suites adjacentes, on peut toujours décider de nommer (un)n celle 
des deux qui est croissante et (vn)n l 'autre suite. Cette hypothèse n 'est donc aucunement 
limitative. 
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Puisque la suite (un )n est croissante et majorée (par exemple par v0) , d'après le 
théorème 5.2 elle converge vers un réel J!i. Puisque la suite ( vn)n est décroissante 
et minorée (par exemple par u0) , d'après le théorème 5.2 elle converge vers un 
réel f2 . Des égalités 

0 = lim Wn = lim (un - Vn ) = f1 - f2 , n-->+oo n-->+oo 
on conclut que f1 = f2 , ce qui achève la démonstration. D 

Remarque Soient (un )n et (vn )n deux suites adjacentes . Elles convergent vers 
une même limite f. Si l'on suppose que la suite (un)n est croissante et que la 
suite (vn)n est décroissante alors la démonstration du théorème 5.3 indique que 
l 'on a l 'encadrement suivant : 

't:/n E N  

Cela signifie qu'on peut obtenir une valeur approchée de la limite commune /1, 
des deux suites adjacentes en calculant ln = �(un + vn )  pour n assez grand. 
L'erreur commise est inférieure à �lvn - uni · 
Exemple Nous avons établi page 189 que la suite (un)n de terme général 
Un = l::�=l f<- ln(n) est convergente et que sa limite est la constante d'Euler/· 
Nous avons établi page 188 que la suite (un )n est décroissante . Considérons la 
suite (vn )n de terme général Vn = l::�= l f<-ln(n+ 1 ) .  Par une méthode analogue 
à celle utilisée page 188 pour montrer que (un)n est décroissante, on montre 
que la suite (vn )n est croissante . Comme par ailleurs 

lim (un - Vn) = lim ln( l  + .!. ) = 0, n-++oo n-++oo n 
les suites ( un)n et ( vn )n sont adjacentes. Elles convergent toutes les deux vers 
la même limite /· On dispose ainsi d 'une méthode pour calculer une valeur 
approchée de la constante d'Euler/. On a 

1 n 1 1 / � 2(un + Vn ) = L k - 2 ln (n(n + 1 ) )  
k= l 

pour une valeur de n choisie assez grande. Supposons que l 'on veuille une valeur 
approchée de / avec une erreur inférieure à c. Compte tenu de la remarque 
précédente, il faut choisir n tel 

1 soit n '? -2-- · e"'- 1 

> eps i lon : = 10� (-3) :  n : =ceil ( 1 / ( exp ( 2*eps ilon) - 1 ) ) ; 
Il : =  500 

> evalf ( sum ( 1 /k , k= 1  . .  n) - ( 1 /2 ) *log (n* (n+1 ) ) ) ; 
0 . 5772 16330 

Une valeur approchée de la constante d'Euler est donc 0 . 577. 
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EXERCICE 6 Soient a, b deux réels tels que 0 < a < b. On considère les 
suites (un)n et (vn)n définies par 

u0 = a, et Vo = b, Un + vn Vn+ l = --2--

1 - Montrer que les suites ( un)n et ( vn)n sont à valeurs positives et que 
Un� Vn pour tout n E N. 
2 - En déduire que la suite (un)n est croissante et majorée et que la suite 
(vn)n est décroissante et minorée . 
3 - Montrer que les suites ( un)n et ( vn)n sont adjacentes . 
La limite commune des deux suites (un)n et (vn)n est appelée moyenne 
arithmético-géométrique des réels a et b. 

5.4 Suites extraites 

DÉFINITION 5 .7  (Suite extraite) 
La suite numérique (vn)n est une suite extraite ou une sous-suite de la suite 
(un )n s 'il existe une application h de N dans N strictement croissante, appelée 
extractrice, telle que 

Vn E N Vn = Uh(n) · 

Exemples 
1 .  L'application h : n E Ni--; 2n est strictement croissante à valeurs dans N. La 
suite de terme général Vn = u2n est appelée suite des termes pairs extraite de 
la suite ( un)n· 
2 .  L'application h: n E N  i--; 2n+ 1 est strictement croissante à valeurs dans N. 
La suite de terme général Vn = U2n+1 est appelée suite des termes impairs 
extraite de la sui te (Un) n .  
3 .  La  suite d e  terme général Vn = u1n2_9nl n'est pas une suite extraite de la 
suite (un)n car l 'application ni--; Jn2 - 9nJ n 'est pas strictement croissante . 
4. L'application h : n E Ni--; n3 est strictement croissante à valeurs dans N. La 
suite de terme général Vn = Un3 est une suite extraite de la suite (un)n· 
Remarques 
1 .  On vérifie par récurrence que si h est une extractrice alors pour tout n E N 
on a h(n) ;;:: n. 
2 .  Toute sous-suite d'une sous-suite de la suite (un)n est une sous-suite de 
la suite ( un)n puisque la composée de deux applications croissantes est une 
application croissante (et par conséquent la composée de deux extractrices est 
une extractrice) . 
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PROPOSITION 5 . 18 Si la suite numérique (un)n converge vers R E lK alors 
toute sous-suite de la suite (un )n converge également vers R .  

Démonstration Supposons que la suite (un )n converge vers RE lK;  d'après 
la définition 5 . 1 ,  pour tout réel e strictement positif fixé, 

3N E N  \ln E N  (n � N ==} lun - RI � e) . 

Considérons une extractrice h et montrons que la suite (uh(n) )nEN converge 
vers R. Comme h est une extractrice , h est croissante et h(N) � N. Donc, si 
n � N on a h(n) � h(N) � N et par conséquent lu1i(n) - RI � E:. On a donc 
établi l 'assertion suivante : 

Ve E �� 3N E N  \ln E N  (n � N ==} luh(n) - RI � e) , 

qui d'après la définition 5 . 1  indique que la suite (uh(n) )nEN converge vers R. 0 

Remarques 
1 .  On montrerait de même que si une suite réelle tend vers +oo (resp . -oo) 
alors toute sous-suite de cette suite tend également vers +oo (resp. -oo) . 
2. En prenant la contraposée de l 'assertion énoncée dans la proposition 5 . 1 8 ,  
on obtient une condition suffisante pour qu 'une suite n'admette pas de  limite 
dans lK : il suffit que deux suites extraites aient deux limites distinctes . Ainsi , 
la suite de terme général ( - 1  )n diverge car la suite des termes pairs converge 
vers 1 et la suite des termes impairs converge vers - 1 .  
3. On  appelle valeur d'adhérence d 'une suite numérique tout scalaire qui est 
limite d 'une sous-suite de cette suite . D'après la proposition 5 . 18 ,  une suite nu
mérique convergente n'a qu 'une seule valeur d'adhérence. D 'après la remarque 
précédente, une suite qui a plusieurs valeurs d'adhérence diverge . On peut mon
trer qu'une suite converge si et seulement si elle n'admet qu'une seule valeur 
d'adhérence. 

Exemples 
1 .  La suite de terme général 1/n3 converge vers 0 car il s 'agit d 'une suite extraite 
de la suite de terme général 1/n dont on a montré la convergence vers O . 
2. La suite de terme général V2n + 1 tend vers +oo car il s 'agit d 'une suite 
extraite de la suite de terme général vn qui tend vers +oo. 
3. Montrons que la suite (un)n de terme général Un = sin(n) diverge . Raison
nons par l 'absurde et supposons que la suite (un)n converge vers un réel R. Dans 
ce cas , les deux suites (vn )n et (wn)n dont le terme général est 

Vn = Un- 1 = sin(n - 1) et Wn = Un+l = sin(n + 1) 

convergent elles aussi vers R. Pour tout n E N*, on a 

sin(n + 1) - sin(n - 1) = 2 sin( l) cos(n) 
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d 'où 
sin(n) ( sin(n + 1) - sin(n - 1 ) )  = sin ( l )  sin(2n ) .  (4) 

La suite de terme général sin(2n) est la suite extraite de la suite ( un )n cor
respondant aux termes d'indices pairs. Elle converge donc également vers R. 
En considérant la limite quand n tend vers +oo de chaque membre de la re
lation (4) , on obtient 0 = sin ( l )  R, puis comme sin ( l )  f= 0 on en déduit que 
R = O . On a donc établi que si la suite (un )n converge alors sa limite ne peut 
être que R = o. La limite de la suite (xn )n de terme général Xn = cos(n) est 
dans ce cas égale à 1 ou - 1  compte tenu de la relation cos2 (n) = 1 - sin2 (n) .  
Pour conclure, i l  suffit d e  considérer l a  relation 

cos(n + 1 )  = cos(n) cos ( l )  - sin(n) sin ( l )  

qui quand n tend vers +oo impose, compte tenu de la  limite des suites ( un )n 
et (xn )n ,  que cos ( l )  = 1 .  Cette égalité qui est bien entendu fausse constitue 
la contradiction recherchée. On en conclut que la suite (un )n de terme général 
Un = sin(n) diverge. 
L'assertion énoncée à la proposition 5 . 18  admet une réciproque. On peut mon
trer que si toutes les sous-suites d 'une suite convergent vers une même limite 
alors la suite dont sont extraites les sous-suites converge elle-même vers cette li
mite . Bien entendu cette propriété n 'est pas utilisable en pratique pour montrer 
qu'une suite converge (il est impossible d'étudier toutes les sous-suites d 'une 
suite donnée, il en existe une infinité) . Toutefois, il est possible en étudiant 
certaines sous-suites bien choisies de pouvoir conclure à la convergence de la 
suite comme le montre la proposition 5 . 19 .  

PROPOSITION 5 .19 Une condition nécessaire et suffisante pour que la  suite 
numérique (un )n converge est que la sous-suite des termes d 'indice pair et la 
sous-suite des termes d 'indice impair admettent la même limite. Dans ce cas, 
cette limite commune est la limite de la suite ( un )n .  

Démonstration � D'après la proposition 5 . 18 ,  si la suite (un )n converge 
vers R alors la sous-suite des termes d'indice pair et la sous-suite des termes 
d 'indice impair convergent toutes les deux vers R. 

� Réciproquement, supposons que la sous-suite des termes d 'indice pair et 
la sous-suite des termes d'indice impair convergent vers une même limite R. 
D 'après la définition 5 . 1 ,  pour tout réel t: strictement positif, 

3N1 E N  'in E N  (n?:: N1 ===> lu2n - RI ::( t:) , 
et 3N2 E N 'in E N  (n?:: N2 ===> lu2n+1 - RI ::( t:) . 

Soient N = max(2N1 , 2N2 + 1 )  et p E N  tel que p?:: N. 
1 .  Si p est pair, il existe un entier k tel que p = 2k et k ;;::: N1 . 
2 .  Si p est impair , il existe un entier k tel que p = 2k + 1 et k ;;::: N2 . 

(5) 
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D'après (5) , dans les deux cas on a jup -RI � e. Ainsi , pour tout réel e stricte
ment positif, il existe un entier N tel que lup-RI � e pour tout entier p supérieur 
à N. D'après la définition 5 . 1 ,  cela signifie que la suite (un)n converge vers e. 0 

EXERCICE 7 Soit (un)n une suite numérique dont les sous-suites (u2n)n, 
(u2n+1)n et (un2)n convergent. Montrer que la suite (un)n converge. 

WEIERSTRASS, Karl ( 18 15 ,  Osterfeld - 1897, Berlin) . 
Weierstrass enseigna les mathématiques à l'université de Berlin. 
On le considère généralement comme un des plus grands ma
thématiciens du XIXe siècle. Il introduit en mathématiques une 
rigueur jusqu'ici ignorée, mettant fin à des conclusions hardies 
de convergence, de continuité ou de dérivabilité comme le firent 
imprudemment par exemple Fourier et Cauchy. On lui doit la 
première définition précise de la notion de limite d'une suite et 
d'une fonction ainsi que la définition formelle de la continuité 
d'une fonction. 

THÉORÈME 5 .4  (Théorème de Bolzano-Weierstrass <22) ) 
De toute suite numérique bornée on peut extraire une sous-suite convergente 
dans !K. 

Démonstration Ce théorème est admis . Une méthode pour le démontrer 
consiste à construire par récurrence, pour une suite (un)n donnée, deux suites 
adjacentes (an)n et (bn)n et une extractrice h telles que pour tout n E N, 
uh(n) E [an, bn]· On aura alors { an� bn 

[a�, bn] C [an+� bn+iJ 

hm an - bn - O . n-->+oo 

Vn E N, 
\:/n E N, 

Les suites (an)n et (bn)n étant adjacentes , elles convergent vers une même 
limite e qui vérifie (cette propriété est appelée « propriété des segments emboî
tés » ) 

OO 
{e} = n [an, bnl· 

n=O 

<22) 
Ce théorème a été énoncé par Bernhard Bolzano vers 1830 et a été démontré par Karl 
Weierstrass au début des années 1860. 
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Ainsi pour tout n E N  on aura fuh(n) - f[ � bn - an et on pourra conclure que 
lim ( Uh(n) - f) = 0, n->+oo 

autrement dit qu'il existe une suite extraite de la suite (un )n qui converge 
(vers f) . 0 

Exemple La suite (sin(n) )nEJ\I est bornée (par exemple 1 est un majorant 
et - 1  est un minorant) et on a montré page 196 qu 'elle diverge. D 'après le 
théorème de Bolzano-Weierstrass on sait qu'on peut toutefois extraire de cette 
suite une sous-suite qui converge. Le théorème de Bolzano-Weierstrass ne nous 
indique malheureusement pas comment obtenir une telle sous-suite . 

5.5 Suites de Cauchy 

CAUCHY, Augustin-Louis ( 1789, Paris - 1857, Sceaux) . 
Augustin-Louis Cauchy commence sa carrière comme ingénieur 
militaire. En 1816, il obtient un poste de professeur à la Faculté 
des Sciences de Paris et à !'École Polytechnique et entre à !' Aca
démie des Sciences. L'œuvre de Cauchy est considérable, sur
tout en analyse où il a su donner le cadre rigoureux nécessaire à 
son développement. Il introduit une notion précise de continuité 
et élabore une définition rigoureuse de l'intégrale. Son travail 
concerne tous les domaines des mathématiques, en particulier 
les équations différentielles, la théorie des groupes et l'algèbre 
linéaire. 

DÉFINITION 5 .8 (Suite de Cauchy) 
La suite numérique (un)n est appelée suite de Cauchy dans OC si elle vérifie 
la condition : 

\le E �+ 3N E N  \ln E N  \lm E N  
( (n � N et m � N) ===?fun - um[ � e) . 

En d'autres termes , une suite (un)n est une suite de Cauchy si en se fixant un 
« seuil » E" on peut trouver un rang N tel que la distance entre deux termes 
quelconques de la suite choisis au delà du rang N reste toujours plus petite 
que la valeur seuil fixée . Intuitivement, on a l 'impression qu 'une telle suite doit 
converger . C 'est ce que nous établirons précisément au théorème 5 . 5 .  

Exemple Montrons que la  suite (un)n de terme général Un = 1/n2 est une 
suite de Cauchy. Pour (m, n) E N2 avec n � m, on a 

1 _ [ - 12- - � 1 - 1 n2-m2 1 _ (n + m) (n - m) Un Um - - -n2 m2 n2m2 n2m2 . 
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Comme 0 � n - m � n et 0 � n + m � 2n, on a [un - um[ � 2/m2 . 
Soit t: un réel strictement positif et N = E(  �) + 1 .  Quels que soient les 
entiers m et n vérifiant n ?  m ?  N on a 2/m2 � t: et par conséquent 

[un - Um[ � t:. 

D'après la définition 5 .8 , la suite de terme général 1 /n2 est une suite de Cauchy. 

THÉORÈME 5 .5  Une condition nécessaire et suffisante pour qu 'une suite nu
mérique soit une suite de Cauchy est qu 'elle converge. 

Démonstration � Supposons que la suite (un)n converge vers f E ][(et mon
trons qu'il s 'agit d 'une suite de Cauchy. Remarquons tout d'abord que pour 
( m, n) E N2 , on obtient en utilisant la première inégalité triangulaire <23l 

(6) 

Soit t: un réel strictement positif. Puisque la suite ( un)n converge vers f E OC, 

d'après la définition 5 . 1  on a<24 l 

(7) 
D'après la relation (7) , pour tous entiers m, n vérifiant m > N et n > N, on a 

[un - f[ � �t: et [um - f[ � �t:. 

On déduit de la relation (6) que 

Ainsi, 
[un - Um[ � �t: + �t: = t:. 

Vt: E lR'.f- 3N E N Vn E N Vm E N 
((n ? N et m ?  N) ===?[un - um[ � t:) . 

La suite (un)n est donc une suite de Cauchy. 
[:'.". La démonstration de la réciproque fait l 'objet de l 'exercice 8 . D 

Exemple Montrons que la suite (un)n de terme général Un = I:;�=l Î diverge 
en montrant que cette suite n'est pas une suite de Cauchy. Il s 'agit pour cela 
d'établir l 'assertion <25l : 

3t: E lR'.f- V N E N 3n E N 3m E N 
( (n ? N  et m ? N) et [un - um[ > t:) . 

(8) 

(23) Voir la proposition 3. 7 p. 108. 
(2•) L'assertion donnée à la définition 5.1 est valable pour tout réel strictement positif t:; elle 

est donc vraie pour le réel �é considéré ici . 
(25) Cette assertion est la négation de l 'assertion « la suite (un)n est une suite de Cauchy», 

voir la définition 5.8. 
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Étant donné NE N, considérons les entiers n = 2N et m = 2N+1; on a 

Um -Un= 
1 
2 

car dans la somme, il y a 2N+l - 2N termes positifs tous supérieurs à l/2N+1. 
On a donc montré l 'assertion (8) avec c = � - La suite (un)n n'est donc pas une 
suite de Cauchy et d'après le théorème 5.5 elle ne converge pas<26> . Il est par 
ailleurs aisé de vérifier que la suite (un)n est strictement croissante ; comme 
elle ne converge pas , la suite (un)n tend donc vers +oo, voir le théorème 5.2 et 
la proposition 5 .17. 

Remarques 

l .  L 'intérêt du théorème 5.5 est qu 'il fournit un moyen de montrer qu 'une suite 
converge sans qu 'il soit besoin , comme lorsqu 'on utilise la définition 5.1, de 
connaître la valeur de la limite de la suite. 
2. On prendra garde que la condition limn->+oo lun+l - uni = 0 n 'est pas 
suffisante pour conclure que la suite (un)n est une suite de Cauchy. On pourra 
s 'en convaincre en considérant la suite de terme général Un = I:;=l j; pour 
laquelle 

1 
Un+l -Un = 

n + l 
tend vers 0 quand n tend vers +oo sans que cette suite soit une suite de Cauchy, 
voir l 'exemple précédent . 

EXERCICE 8 Le but de cet exercice est de montrer que toute suite nu
mérique de Cauchy converge . 
1- Montrer en utilisant la définition 5 .8  que toute suite de Cauchy est bornée 
(on pourra s 'inspirer de la démonstration de la proposition 5.6, page 179) . 
2 - Montrer qu'une suite de Cauchy qui possède une suite extraite conver
gente est une suite convergente. 
3 - En utilisant le théorème de Bolzano-Weierstrass , en déduire que toute 
suite numérique de Cauchy converge. 

Remarque Toute suite de Cauchy dans lR (resp . dans C) converge vers 
un unique réel (resp. complexe) . On dit que lR (resp . C) est un espace mé

trique
<21> complet pour la distance usuelle. Cette notion sera étudiée en détail 

au chap . 7 du Cours de deuxième année .  Cette propriété n 'est pas vérifiée 
par Q : une suite de nombres rationnels peut être une suite de Cauchy et 

(26) On peut également conclure à la divergence de la suite (un)n en remarquant que la re
lation u2N - u2N+1 > 1/2 implique que les deux sous-suites (u2N )NEN et (u2N+1)NEN 
extraites de la suite (un)n ne peuvent converger vers une même limite, voir la proposi
tion 5.18. 
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ne pas converger dans Q (i .e. ne pas avoir pour limite un nombre rationnel) .  
Bien entendu puisque Q c JR ,  cela implique que l a  suite converge alors vers un 
nombre irrationnel dans lR. Un tel exemple de suite est fourni par la suite de 
terme général Xn où Xn désigne l 'approximation décimale de V2 avec n chiffres 
significatifs 

Xa = 1 ,  X1 = 1 .4 ,  X2 = 1 .4 1 ,  X3 = 1 .414 ,  

La suite est une suite de Cauchy car pour tous entiers m, n vérifia.nt n > m 
on a lxn - Xml � 10-m . Bien entendu la suite converge vers V2 qui n 'est pas 
un rationnel . 

5.6 Suites usuelles 

5.6.1 Suites arithmétiques et suites géométriques 

DÉFINITION 5 .9  (Suite arithmétique) 
On appelle suite arithmétique de raison r E lK toute suite numérique ( un)n 
vérifiant 

\:/n E N  Un+l =Un+ r. 

PROPOSITION 5 .20 Soit (un)n une suite arithmétique de raison r E lK. Pour 
tout n E N, on a 

Un= ua +r n 

et la somme des n premiers termes de la suite arithmétique (un)n est 

n-1 
Sn= L Uk=� (ua+un-1). 

k=a 

Démonstration � La première propriété se vérifie aisément en utilisant un 
raisonnement par récurrence. 

Ç:: Pour tout n E N*, on a 

n-1 n-1 n-1 
( ) � � � n n-l 

Sn=� Uk = �(ua + r k) =nua+ r � k =nua+ r 
2 k=a k=a k=a 

n n n 
= 2 (2ua + r(n - 1 ) ) = 2 (2ua + (un-1 - ua)) = 2 (ua + Un-1). 

La seconde propriété est établie . D 
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Exemple La suite (un )n de terme général Un = 2n est une suite arithmétique 
de raison r = 2 car 

Un+i = 2 (n + 1) = 2n + 2 = Un + r. 

D'après la proposition 5.20, pour tout n E N  on a E�:� 2k = n(n - 1 ) ,  autre
ment dit , la somme des n premiers nombres pairs vaut n(n + 1 ) .  

Remarque Une suite arithmétique d e  raison 0 est une suite constante . Si 
lK = �, une suite arithmétique de raison r est strictement croissante (et tend 
vers +oo) si r > 0 ; elle est strictement décroissante (et tend vers -oo) si r < O . 

DÉFINITION 5 . 10 (Suite géométrique) 
On appelle suite géométrique de raison r E lK toute suite numérique (un)n 
non nulle vérifiant 

'Vn E N  Un+l = r Un . 

PROPOSITION 5 . 21  Soit (un)n une suite géométrique de raison r . Pour tout 
n E N, on a 

Si r -:/:- 1 ,  la somme des n premiers termes de la suite géométrique (un )n est 

n- 1 
l - rn 

Sn = � Uk = Uo L...t l - r k=O 

Démonstration � La première assertion se vérifie facilement en utilisant un 
raisonnement par récurrence. 

� Pour tout n E N* , on a Sn = E�:� Uk = uo E�:� rk . En multipliant cette 
relation par 1 - r, on obtient 

n- 1 (n- 1 n- 1 ) 
( l - r)Sn = uo ( l - r) L rk = uo L rk - L: rk+ l = uo ( l - rn ) , 

k=O k=O k=O 

les termes des deux sommes s 'annulant deux à deux. On en déduit la relation 
cherchée. 0 

PROPOSITION 5 .22  Une suite géométrique de raison r converge si et seule
ment si l r l  < 1 ou r = 1 .  

Démonstration � Commençons par établir le résultat suivant : 
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une suite géométrique qui converge admet nécessairement pour limite 0, sauf 
si elle est de raison 1 auquel cas il s 'agit d 'une suite constante. 

Supposons que la suite géométrique (un)n de raison r converge vers le scalaire e. 
Il est évident que la suite (vn)n de terme général Vn = Un-l converge aussi 
vers e. Par ailleurs pour tout n E N* , on a 

La suite de terme général r Vn converge vers r e alors que la suite ( un)n converge 
vers e. Puisque ces 2 suites sont égales , par unicité de la limite, on en déduit 
que nécessairement 

R =  r e. 

Cela implique ou bien e = 0 ou bien r = 1 .  

� Considérons une suite géométrique d e  raison r ;  pour tout n E N, on a 

Un = uo rn avec Uo =/= O . 

Pour étudier la nature de la suite (un)n, procédons par disjonction des cas selon 
les valeurs de la raison. Trois cas sont envisageables : ou bien f r [  < 1, ou bien 
f r [  > 1 ou bien f r [  = 1 .  
- Remarquons que si f r /  > 1 alors l a  suite de terme général [ r /n tend vers 

+oo car il s 'agit d 'une suite strictement croissante et non majorée , voir 
la proposition 5. 17. On en déduit que la suite ( /un / )nEN, dont le terme 
général est /un /= /uo / / r /n, diverge. Nous avons vu<28l que si la suite (un)n 
convergeait alors nécessairement la suite ( /un / )nEN convergeait aussi . On en 
déduit , par contraposition , que si / r /  > 1 alors la suite (un)n diverge. 

- Montrons que si / r /  < 1 alors la suite (un)n converge vers O. Soit € un réel 
strictement positif fixé ; on a 

de sorte que fun - O f est plus petit que E dès que n � N = 1 + E  (ln E/ ln f r / ) .  - Lorsque / ri = 1 deux cas sont envisageables : 
· ou bien r = 1 et la suite (un)n est une suite constante qui converge ; 
· ou bien r =!= 1 et dans ce cas si la suite converge c 'est nécessairement 
vers 0 d'après la première partie de la démonstration. Ce n 'est pas pos
sible car la suite ( /un / )nEN convergerait également vers 0 alors que pour 
tout n E N, on a /un /  = /uo / / r /n = /uo / =!= 0 

On peut donc conclure que la suite géométrique de raison r converge vers 0 si 
et seulement si / r /  < 1 et est une suite constante si et seulement si r = 1 .  Elle 
diverge dans les autres cas . D 

<28) 
Voir la proposition 5.4 p. 176. 
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5.6 .2 Suites récurrentes 

Soient E un sous-ensemble de JR; et f une application de E dans E. On peut 
définir une sui te (Un) n par 
1 .  la donnée de son terme initial u0 = a où a est un élément de E ; 
2 .  la donnée d 'une relation de récurrence : \ln E N  Un+l = f(un) ·  

On dit alors que l a  suite (un)n est définie par récurrence. 
On remarquera que pour assurer l 'existence de la suite (un)n, il faut que 
f (E) c E et que a E E. 
Les propriétés générales d 'une suite définie par récurrence sont étroitement 
liées aux propriétés de la fonction f et seront étudiées au chapitre 13 .  Elles 
font intervenir de manière essentielle la notion de continuité . 

EXERCICE 9 Soit (un)n la suite définie par u0 = 1 et la relation de 
récurrence Un+l = � (un + 3) .  
1 - Soit (vn)n la suite de terme général Vn = Un+l -Un· Montrer que la 
suite (vn)n est une suite géométrique. 
2 - Soit (Sn)n la suite de terme général Sn = L�=O Vk · Déterminer la limite 
de la suite (Sn)n· En déduire que la suite ( un)n est convergente et déterminer 
sa limite. 

5.7 Exercices de synthèse 

EXERCICE 10 

Étant donnée une suite numérique (un)n, on considère la  suite (vn)n de terme 
général 

U1 + Uz + . . .  +Un 
Vn= -------

n 
correspondant à la moyenne arithmétique, ou moyenne de Cesàro cw> , des n 
premiers termes de la suite (un)n· 
1 - On suppose que la suite ( un)n converge vers le scalaire f .  

a} Montrer que pour tout n E N  on a lvn - RI :::::; � L�=I luk - RI . 
b} En déduire que pour tout é E JR;+ , il existe N E N tel que pour tout n E N 

avec n � N on a lvn - RI :::::; � N MN + �é où MN= max luk - fi . k=l ,  . . .  ,N-l 
c} En déduire que la suite (vn)n converge vers f .  

On a donc établi que si une suite (un)n converge vers f alors 

1 . U1 + Uz + . . .  + Un Il Jill = {,. n_,+oo n 

Lorsque Vn = � ( u1 + u2 + . . .  + un) a une limite quand n tend vers +oo, on dit 
que la suite (un)n converge au sens de Cesàro. 
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2 - Montrer qu 'une suite numérique (un)n peut converger au sens de Cesàro 
sans converger au sens usuel de la définition 5. 1. 
3 - Démontrer que si une suite réelle (un)n est monotone et bornée alors 

lim Vn = R <==? lim Un = R, n�+oo n�+oo 

autrement dit que toute suite réelle monotone et bornée qui converge au sens 
de Cesàro, converge au sens usuel et réciproquement. 

EXERCICE 1 1  Le bu t  de cet exercice est d 'établir l a  formule de Stirling 

permettant d 'obtenir une expression approchée de factoriel n lorsque n est très 
grand. 

1 - a} Soit </> la fonction définie par 

<f>(x) = - ln -- - x. 1 ( l + x ) 
2 1 - X 

Montrer que </> est positive sur l 'intervalle [O, 1 [ . 
3 

b} Soit 'ljJ la fonction définie par 'l/;(x) = <f>(x) - ( 
x 

2 ) . Montrer que 'ljJ 3 1 - x  
est négative sur l 'intervalle [ü, l [ . En déduire que pour tout x E [O , 1 [, 

1 ( 1 + X ) X3 
O � 2 ln 1 - x - x � 

3 ( 1  - x2 ) · 

c} En considérant la suite (xn)n de terme général Xn = 1/ (2n + 1 ) ,  déduire 
de ce qui précède que pour tout n E N* , 

0 � 2n + 1 ln ( n + 1 ) _ 1 � � (� _ _ 1 _) . 
2 n 1 2  n n + 1 

2 - a} On considère les suites ( an )n et (bn )n définies par 

an = ----n! et 

Montrer que les suites (an)n et (bn )n sont adjacentes. On désigne par R leur 
limite commune. Justifier que R > O . 

<29> CESÀRO,  Ernesto ( 1859, Naples - 1906, Naples ) .  Mathématicien italien , connu surtout 
pour ses contributions à la géométrie différentielle et à la théorie des séries infinies . On 
lui doit aussi le résultat suivant sur les nombres premiers : étant donnés deux entiers 
naturels p et q choisis au hasard, la probabilité que ces deux entiers soient premiers entre 
eux vau t  6f'rr2 .  
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b} Justifier que pour les grandes valeurs de n, � nn+ ! e-n peut €tre consi
déré comme une expression approchée de n! . 

On s'intéresse maintenant au calcul de f. On donne la formule suivante, connue • (30) sous le nom de formule de Wallis , 

3 - Montrer en utilisant la formule de Wallis que 

. (n! )2 22n 
hm = -Jif. n--.+oo (2n) !y'7î 

En déduire que f = 1 /V'iir. (On pourra considérer la sous-suite des termes 
d 'indices pairs extraite de la suite (an )n .J 

5.8 Solution des exercices 

Solution de l'exercice 1 
1 - Supposons que le réel a est un point adhérent à A, autrement dit que 

Vî] E JR'.f_ 3x E A x E]a - 7], a + 7J [ .  (9) 

On veut montrer qu'il existe une suite (xn)n d'éléments de A qui converge 
vers a, c'est-à-dire montrer qu'il existe une suite (xn)n telle que 
1 .  Vn E N Xn E A ; 
2 .  Vi:: E lR'.f- 3N E N  Vn E N  (n ): N ===? l xn - a l � i:: ) .  

D 'après l 'assertion (9) considérée avec des réels 7J d e  l a  forme l/n , n E N* 
on établit que pour tout n E N* il existe un élément Xn dans A vérifiant 
l xn - a l < 1/n. La suite (xn )n ainsi obtenue est une suite d'éléments de A 
dont il reste à établir qu 'elle converge vers a. Soit é un réel strictement positif 
quelconque. Puisque l xn - al < 1/n, on a l xn - a l � é pour tout entier n tel 
que 1 /n � i:: , autrement dit pour tout entier n supérieur à N = E(l/i:: ) + 1 . On 
a donc montré la condition 2 .  

2 - Réciproquement , supposons qu'il existe une suite (xn)n d'éléments de A qui 
converge vers a c 'est-à-dire, supposons qu 'il existe suite (xn )n telle que 
1 .  Vn E N Xn E A ; 

<3o) Cette relation est démontrée dans l 'exercice 10 p. 947. 



Suites numériques 

2. 'v'e E IR:f_ 3N E N  \in E N  (n ;?; N ===? lxn - a l ( e) ; 
et montrons que le réel a est un point adhérent à A, autrement dit que 

\7'77 E IR:f_ 3x E A x E]a - 77, a +  77 [ . 

207 

Soit 77 un réel strictement positif quelconque. D'après la relation 2 utilisée avec 
e = 77/2, il existe un entier N tel que lxN - a l ( 77/2 et d'après la relation 1 , 
XN E A. On a donc établit l 'existence d'un réel XN E A tel que XN E]a-77, a+77 [  
puisque [ a  - 77/2, a +  77/2] c]a  - 77, a +  77[ .  

Solution de l'exercice 2 

Considérons une suite (un )n qui converge vers un réel e strictement positif. 
D 'après la définition 5 . 1  p. 172 

autrement dit , pour tout réel e strictement positif, il existe un entier N tel que 
pour tout entier n supérieur à N on ait 

( 10) 

Prenons e = €/2 .  Puisque f, > 0 ,  on a e E IR:f_ . D 'après la relation ( 10) , il existe 
N E N tel que pour tout entier n supérieur à N on ait 

On en déduit que la suite (un )n est à valeurs strictement positives au moins 
à partir du rang N (il n'est pas exclu que pour des entiers inférieurs à N, des 
valeurs Un soient également strictement positives) . 

Solution de l 'exercice 3 

1 - Montrons que la suite ( un )n de terme général est 1/  fo, converge vers O. Soit e 
un réel strictement positif et N = E(l/e2 ) + 1 .  Puisque E(l/e2 ) + 1 > 1 /e2 , 
pour tout n E N  avec n ;?;  N, on a 

1 1 1 1 
lun - O I = - ( -- = ( --- = € .  

Vn VN JE(l/e2 ) + 1 fi/€2 

D'après la définition 5 . 1  p .  172 , on peut conclure que la suite (un )n converge 
vers O . 
2 - Pour tout n E N, on a 

{ - 1  
Un =  . - 1  

1 

s 'il existe k E N tel que n = 4k + 1 
s 'il existe k E N tel que n = 4k + 2 
s 'il existe k E N tel que n = 4k + 3 
s 'il existe k E N tel que n = 4k + 4 
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L'ensemble U = {un 1 n E N} a donc 4 points d 'adhérence 1 ,  i, -i et - 1 .  Si la 
suite converge, elle ne peut donc avoir pour limite que l 'une de ces 4 valeurs . 
La suite ne converge pas vers i. En effet prenons é = 1 ,  

'VN E N  n = 4N + 3 vérifie (n ? N et lun - i l = 1 - i - i l = 2 > é) . 

La suite ne converge pas vers -i .  En effet prenons é = 1 ,  

'VN E N  n = 4N + 1 vérifie (n ? N et lun - (-i) I = l i + i l = 2 > é) . 

La suite ne converge pas vers 1 .  En effet prenons é = 1/2 (pour changer) , 

'VN E N  n = 4N + 2 vérifie (n ? N et lun - l i = 1 - 1 - l i =  2 > é) . 

La suite ne converge pas non plus vers - 1 .  En effet prenons é = 1 ,  

VN E N  n = 4N + 4 vérifie (n ? N  et lun - (- l ) l = l l + l l = 2 > E) .  

On  en conclut que la suite de terme général ( -i)n diverge. 
3 - Remarquons que d'après la proposition 5 . 2 ,  si la suite de terme général n2 
converge, sa limite est nécessairement un réel positif. Montrons que la suite 
(n2 )nE!ll ne converge vers aucun réel positif, c 'est-à-dire montrons que<3 1 > 

W E JR+ :lé E IR� 'VN E N  :ln E N  (n ? N et lun - f i > é) . 

Soit f E JR+ et é = 1/2 .  Pour tout N E N considérons l 'entier n = N + E(f) + 2. 
On a n =  N + 1 + E(f) + 1 > N + 1 + f. On en déduit que n ?  N et que 

lun - f i = ln2 - fi = (n + f) ln - fi ? (N + l ) (N + E(f) + 2 - f) 
1 ? (N + 1 )2 > "2 = é . 

On peut donc conclure que la suite (n2 )nE!ll diverge . 

Solution de l'exercice 4 

Pour n E N désignons par an la partie réelle de Un et par bn sa partie imagi
naire : Un = an + i bn . Désignons par fi la partie réelle de f et par f2 sa partie 
imaginaire : f = f1 + i f2 . On a lun - f i = J (an - fi ) 2 + (bn - f2 )2 . 

� Supposons que la suite (an)n converge vers f1 et que la suite (bn)n converge 
vers f2 et montrons que la suite (un)n converge vers f1 + i f2 . D 'après la défi
nition 5 . 1  p. 1 72 ,  les hypothèses se traduisent par 

et 

<3 1 > Voir la définition 5. 1 p. 172. 
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et il s 'agit de montrer que 

Vé E IR� 3N E N  'in E N  (n ;?: N ==? l un - Cl ::::; é) ( 13) 

Pour é E IR"f- fixé considérons les assertions ( 1 1 )  et ( 12) avec Œ = �é. On obtient 
pour n ;?:  N = max(171 , 172 ) 

lun - C l = J(an - C1 )2 + (bn - C2 ) 2 ::::; Ji_é2 + i_é2 = fi é ::::; é .  

L'assertion ( 13) est donc démontrée. 

12: Réciproquement , supposons que la suite (un )n converge vers C et montrons 
que la suite (an)n converge vers C1 et que la suite (bn)n converge vers C2 . Pour 
tout é E IR"f- , on a 

lun - Cl ::::; é {===} J(an - C1 ) 2 + (bn - C2 ) 2 ::::; é 
{===} (an - C1 ) 2 + (bn - C2 )2 ::::; é2 . 

Cela implique que 

autrement dit que 

Par hypothèse , la suite (un)n convergeant vers C, on a 

D'après la relation ( 14) , on en déduit d 'une part que 

et d'autre part que 

( 14) 

D'après la définition 5 . 1  p .  1 72 ,  cela signifie que la suite (an)n converge vers C1 
et que la suite (bn)n converge vers C2 . 

Solution de l'exercice 5 

1 - Nous avons déjà montré à l 'exercice 3 que la suite de terme général n2 
divergeait. De manière plus précise, montrons que cette suite tend vers +oo. 
D'après la définition 5 . 2 ,  il s 'agit de montrer que 

\:/K, E IR� 3N E N 'in E N (n ;?: N ==? Un ;?: 4 

Soient /'i, E IR"f- et N = E(/'i,) + 1 ;  pour tout n E N  avec n ;?:  N on a 

Un = n2 ;?: N2 = (E(/'i,) + 1 ) 2 = E(/'i,)2 + 2E(/'i,) + 1 ;?:  E(/'i,) + 1 ;?:  /'i,. 
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L'assertion est démontrée et on en conclut que la suite de terme général n2 

tend vers +oo. 
2 - Montrons que la suite de terme général ..fii, tend vers +oo. Soient /'\, E JR+ 
et N = (E(/'\,) + 1)2 ; pour tout n E N  avec n ? N on a 

Donc, 

Un = Vn ? VN = y'(E(/'\,) + 1)2 = E(/'\,) + 1 ? /'\,. 

V/'\, E IR� ?JN E N Vn E N ( n ? N ===> un ? /'\,) 
et d'après la définition 5.2, la suite de terme général ..fii, tend vers +oo. 

Solution de l'exercice 6 

1 - Montrons par récurrence que les suites (un)n et (vn)n sont à valeurs posi
tives . La propriété est vraie au rang 0 puisque 0 < a < b. Supposons la propriété 
vraie pour un entier n donné et montrons que la propriété est alors vraie pour 
l 'entier suivant . Si Un ? 0 et si Vn ? 0 alors UnVn ? 0 et Un + Vn ? 0 et par 
conséquent 

et 

Par ailleurs , pour tout n E N* , 

Un- 1  + Vn- 1  
2 - Jun- 1 Vn- 1  

Hun- 1 - 2Jun- l Vn- 1  + vn- 1 )  = HJun-1  - Jvn- 1 ) 2 • 

Puisque Vn - Un ? 0, on en déduit que Vn ? Un . 
2 - Pour montrer que la suite (un)n est croissante, montrons que pour tout 
n E N  la quantité Un+I - Un est positive. D'après ce qui précède, on a 

Pour montrer que la suite (vn)n est décroissante montrons que pour tout n E N  
la quantité Vn+l - Vn est négative. On a 

Un + Vn Un - Vn 
Vn+l - Vn = 2 - Vn = --2--

Or Vn ? Un pour tout n E N  donc Vn+I - Vn � 0 et la suite (vn)n est décrois
sante. 
Puisque la suite (un)n est croissante et que la suite (vn )n est décroissante on a 
pour tout n E N  

D'après la première question, on en déduit que pour tout n E N  
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ce qui permet de conclure que la suite (un)n est majorée par v0 et que la suite 
(vn)n est minorée par uo . D 'après le théorème 5 .2 ,  les suites (un )n et (vn )n 
convergent . 
3 - Pour montrer que les suites ( un)n et ( vn )n sont adjacentes , il reste à vérifier 
que limn_,+00 (un - vn) = O . Notons f1 la limite de la suite (un )n et f2 celle de 
la suite (vn)n · La limite de la suite (wn)n de terme général Wn = � (un + vn) est 
alors � (f1 + f2 ) .  Par ailleurs la suite (tn )n de terme général tn = Vn+ i converge 
vers f2 . Par ailleurs , puisque pour tout n E N* , on a 

Un + vn Vn+ l = --2--

on en déduit que les suites (tn )n et (wn)n sont égales . Cela implique, par unicité 
de la limite , que leur limite est identique. On a donc 

On en déduit que f2 = f1 et par conséquent que les suites (un )n et (vn )n 
convergent vers une même limite. Cela implique que 

lim (un - Vn) = lim Un - lim Vn = f1 - f2 = O . n-++oo n--++oo n--++oo 

Solution de l 'exercice 7 

Montrons que si les suites ( U2n)n , ( U2n+ i )n et ( Un2 )n extraites de la suite ( un )n 
conver'gent alors nécessairement la sous-suite des termes d'indice pair (u2n)n 
et la sous-suite des termes d 'indice impair (u2n+ i )n convergent vers une même 
limite. On pourra alors conclure à la convergence de la suite (un)n d'après la 
proposition 5 . 19 .  
Signalons que l 'énoncé indique que les sous-suites (u2n)n et (u2n+ i )n convergent 
mais il n'est pas possible de conclure directement à la convergence de la suite 
(un)n en invoquant directement la proposition 5 . 19 car on ne suppose pas dans 
l'énoncé que ces deux suites convergent vers une même limite . C 'est ce que nous 
allons établir. 
Supposons que la suite (u2n)n converge vers f1 E OC et que la suite (u2n+ i )n 
converge vers f2 E OC. Considérons la suite (vn)n de terme général Vn = Un2 . 
Les termes de la sous-suite des termes d 'indice pairs (v2n)n extraite de la suite 
(vn)n ont pour expression 

On peut en déduire que cette suite est une suite extraite de la sous-suite des 
termes d'indice pair (u2n)n qui est extraite de la suite (un)n · Par conséquent 
elle converge vers f1 .  Les termes de la sous-suite des termes d'indice impair 
(v2n+ i )n extraite de la suite (vn )n ont pour expression 
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On peut en déduire que cette suite est une suite extraite de la sous-suite des 
termes d 'indice impairs (u2n+i)n qui est extraite de la suite (un)n· Par consé
quent elle converge vers f2 . 
Par hypothèse la suite ( vn)n converge. Elle admet deux sous-suites qui convergent 
vers fi et f2 . Cela ne peut avoir lieu d'après la proposition 5 . 1 8  que si fi = f2 . 

Solution de l 'exercice 8 

1 - Soit (un)n une suite numérique de Cauchy. D 'après la définition 5 .8 (on 
prend e = 1 ) ,  

3N E N  'in E N  Vm E N  ( (n ?: N e t  m ?:  N)  ===? lun - um l � 1 ) . 

On en déduit que pour tout entier n supérieur à N, 

Par ailleurs les termes u0 , . . .  , UN- i sont bornés par le module ou la valeur 
absolue (selon que OC = R ou <C) du plus grand d'entre eux. Finalement les 
termes de la suite (un)n sont tous bornés par 

2 - Soit (un)n une suite numérique de Cauchy. D'après la définition 5 .8 ,  

Vei E R+ 3Ni E N 'in E N Vm E N 
( (n ?: Ni et m ?:  Ni) ===? lun -Um l � éi) . 

( 1 5) 

Par hypothèse, la suite (un)n possède une sous-suite ( uh(n) )n qui converge. Soit 
f, E R la limite de cette sous-suite. D'après la définition 5 . 1  p . 1 72 ,  

Soit e un réel strictement positif fixé. Prenons ei = �é dans la  relation (15 )  et 
é2 = �é dans la relation ( 16) et notons N = max{ Ni , N2} .  Pour tout entier 
n supérieur à N on a h(n) ;;:: n ;;:: N car h est une extractrice, voir p. 194 . 
Par ailleurs , en utilisant la première inégalité triangulaire et les relations ( 15) 
et ( 16) , on obtient : 

On a donc montré que 

Ve E R� 3N E N  Vn E N  (n ?: N ==? lun - fl� e) 

autrement dit que la suite (un)n convergeait vers f. 



Suites numériques 213 

3 - Considérons une suite de Cauchy. D 'après la première question, on peut affir
mer qu 'il s 'agit d 'une suite bornée. D'après le théorème de Bolzano-Weierstrass , 
on en déduit qu 'on peut extraire de cette suite une sous-suite convergente. On 
dispose donc d'une suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente. On 
peut affirmer, d'après la deuxième question , que cette suite converge. On a 
donc montré que toute suite de Cauchy était nécessairement convergente . 

Solution de l'exercice 9 

1 - Pour tout n E N, on a 

Un + 3 Un- 1 + 3  Vn = Un+l - Un = --2- - 2 
Un - Un- 1 Vn- 1 

2 2 

On en déduit que la suite (vn)n est une suite géométrique de raison � - D 'après 
la proposition 5 . 2 1  p. 202, pour tout n E N on a donc Vn = Vo Gr = 2� .  

2 - Pour tout n E N, on a 

n- 1 1 - ...!... 1 Sn = L Vk = vo ----1f- = 2 - 2n- l . 
k=O l - 2 

La suite (Sn)n converge donc vers 2 .  Par ailleurs , pour tout n E N on a 

n-1 n- 1 n- 1 
Sn = L (Uk+ l - Uk ) = L Uk+l - L Uk = Un - Uo . 

k=O k=O k=O 

On en déduit que pour tout n E N on a Un = 1 + Sn ce qui permet de conclure 
que la suite (un)n converge vers 3. 

Solution de l'exercice 10 

1 - a) Pour tout n E N, on a 

lvn - R I = 1 U1 + U2 : . . .  + Un - e j = 
1 U1 + U2 + . �- + Un - nt' 1 

= 1 (u1 - R) + (u2 - � + . . . + (un - R) 1 � � luk 
n
- RI . 

( 17) 

b) Puisque par hypothèse la suite (un)n admet pour limite R, d'après c32) la 
définition 5 . 1 ,  

Ve E IR�  �N E N \:/n E N  (n ;;;:: N ==? l un - R I � � c) . (18) 
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On déduit des relations ( 17) et (18) que pour tout n E N avec n � N on a 

lvn - RI � � luk - R I 
+ � luk - RI � _!_ � luk - RI + � � 

L,, n L,, n n L,, L,, 2n k= l k=N k=l k=N 

1 N- 1 é 
= :,:;: L luk - R I + (z:.�) 2n k= l 'n 

1 
N- l é N 1 é N é 

,,;:_ - '°' MN + - = --- MN + - ,,;:_ - MN + � n L,, 2 n 2 "" n 2' k= l 

où MN = max luk - RI . k=l , .  . . ,N- 1 

) P · l ' NMN 0 d '  ' cs2> l d ' fi  't · 5 1  c msque rm -- = , apres a e m 10n . , 
n-->+oo n 

3N E N \in E N ( n � N ====? 1 N�IN 1 � �é) . 

( 19) 

(20) 

En combinant ( 19) et (20) on obtient , pour tout entier n avec n � max(N, N) ,  
lvn - R I � �é + �é = é . 

Finalement on a établi que pour tout réel strictement positif é on pouvait 
trouver un entier N (par exemple N = max (N, N))  tel que 

\in E N  (n � N ====? lvn - RI � é) . 

D'après la définition 5 . 1 ,  cela signifie que la suite (vn )n converge vers R. 
2 - Considérons la suite de terme général Un = ( -1 r. Cette suite diverge . La 
suite des moyennes de Cesàro est la suite de terme général Vn où Vn = 0 si n 
est pair et Vn = - � si n est impair. Cette suite converge vers O. On a donc 
établi qu 'une suite pouvait converger au sens de Cesàro sans converger au sens 
usuel . 
3 - D 'après le théorème 5 .2  p .  189, toute suite réelle (un )n monotone et bor
née converge, donc d'après la première question elle converge aussi au sens de 
Cesàro. Comme de plus, la limite au sens usuel coïncide avec la limite au sens 
de Cesàro, on a bien 

lim Vn = R ====? lim Un = R, n-->+oo n--> +oo 

La réciproque correspond à la question 1 .  Le résultat est démontré. 

C32> La définition 5. 1 indique que la suite (un )n converge vers e si 

\If, E JR+ 3N E N \ln E N (n � N ===> l un - fi � Ç ) .  

Cette assertion étant vraie pour tout réel strictement positif f, ,  étant donné e E JR+ elle 
est vraie avec f, = � e ,  ce qui correspond à la forme utilisée ici . 
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Solution de l'exercice 11  

1 - a) L'application <P est définie sur ] - 1 , 1 [ . Elle est dérivable sur cet intervalle 
et admet pour dérivée l 'application 

x2 
</J' : X E j - 1 ,  1 [ f---t --2 . 1 - x  

Puisque <P' est positive sur ] - 1 ,  1 [ , l 'application <P est croissante sur ] - 1 ,  1 [ . 
On a <P(O) = 0 donc <P est positive sur [ü , 1 [ .  

b) L'application 1/; est définie sur ] - 1 , 1 [ . Elle est dérivable sur cet intervalle 
de dérivée 

2x4 1/J' : X E  j - 1 ,  1 [  f---t - 3( 1  - x2 )2 
Puisque 'I/;' est négative sur ] - 1 , 1 [ , l 'application 1/; est décroissante sur ] - 1 , 1 [ . 
On a 'l/;(O) = 0 donc 1/; est négative sur [O, 1 [ . On a donc pour tout x E [ü , 1 [ , 

x3 
<P(x) :::;; 3 ( 1  - x2 ) • 

On en déduit que pour tout x E [O, 1 [ , 

1 ( 1 + X) X3 0 :::;; <P(x) = - ln -- - x :::;; ( 2 ) • 2 1 - x 3 1 - x  

c) La suite (xn )n de terme général Xn = 1/ (2n + 1 )  est à valeurs dans JO ,  1 [  
et pour tout n E N*, 

( ) _ 2n + 1 1 ( n + 1 ) <P Xn - -- n -- - 1 .  
2 n 

D'après la question précédente, on en déduit que 

0 :::;; 2n + 1 ln (n +  1 ) - l :::;; 2_ (� _ _  1 _) . 
2 n 12 n n + 1 

2 - a) Considérons les suites (an)n et (bn )n définies par 

an = ----n !  
et 

Pour tout n E N*, on a 

an+ l n !  (n + 1r+3/2 e- (n+l ) 
an (n + 1) ! nn+l/2 e-n 

= 
n
: 

1 
e- 1 exp ( (n + 3/2) ln(n + 1 )  -(n + 1/2) ln(n)) 

= 
n
: 

1 eln (n+ l) exp ( (n + 1/2 ) ln ( n : 1 ) -1) 
= exp ( 2n: 1 ln ( n : 1 ) _ 1) . 
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Puisque la fonction exponentielle est strictement croissante sur �, on déduit 
du résultat de la question précédente que 

an+ i '- 0 - 1 :::::: e - . an 
La suite (an)n est donc croissante. Montrons à présent que la suite (bn)n est 
décroissante. Pour tout n E N* , on a 

bn+i = an+ i exp (__!__ (_!_ _ _  1 _) )  
bn an 1 2  n n + 1 

= exp ( 2n: 1 ln ( n : 1 ) - 1) exp (i12 ( � - n : 1 ) ) 
= exp ( 2n + 1 ln (�) - 1 - __!__ (_!_ _ _ l ) )  . 2 n 1 2 n n + 1 

D 'après la question précédente, 
2n + 1 ln (n + 1 ) _ 1 _ __!__ (_!_ _ _ 1 _) ( O. 2 n 1 2 n n + 1 

Puisque la fonction exponentielle est strictement croissante sur �, on en déduit 
que 

bn+ l ::::'. 0 - 1 bn "' e - · 

La suite (bn)n est donc décroissante. 
Pour montrer que les suites ( an )n et (bn)n sont adjacentes , il reste à vérifier 
que limn->+= (bn - an) = O. On a 

La suite (an)n est croissante, la suite (bn )n est décroissante et pour tout n E N* 
on a an ( bn puisque e iin > 1 .  On en déduit que la suite (an)n est majorée 
par bo . D 'après le théorème 5 . 2 , p. 189, puisque la suite (an)n est croissante 
et majorée , elle converge. Par ailleurs , il est clair que lim ( e 1in - 1 )  = O .  n->+= 
Cela permet de conclure que lim (bn - an) = 0, autrement dit que les suites n---t+oo 
(an)n et (bn )n sont adjacentes . Comme ai = 1/e > 0 et que C )! ai , on peut en 
déduire que C est strictement positif. 

b) Les suites ( an )n et (bn )n étant adjacentes , elles convergent vers une 
même limite C et pour tout n E N* on a (voir p. 193) an ( C ( bn autrement 
dit 

nn+ � e-n nn+ � e-n 
n! ( C ( n! 

On en déduit que pour tout n E N* , 

1 e i2n . 

1 + 1 1 o ( n! - e n n 2 e -n ( e 1 2,. - i .  

Lorsque n est très grand, l 'expression i nn+ � e-n peut être considéré comme 
une expression approchée de n! car e ,J,. est alors très proche de 1 et par consé-

1 quent e 1 2,. - 1 est très proche de O. Nous verrons ultérieurement avec les déve-
loppements limités que e ,J,. - 1 � l�n . 
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3 - D 'après l 'inégalité de Wallis , 
. 1 22 · 42 · · · (2n)2 hm - = 1r. n->+oo n 12 · 32 · · · (2n - 1 ) 2 

2 17 

1 2 · 4 · · · (2n) On en déduit que la suite de terme général Un = r,;:; ( ) converge y n  1 · 3 · · · 2n - 1  
vers Vif. Or 

1 2nn! 2n n! 2n n! Un = - = -- ---------fa 1 · 3 · · · (2n - 1 )  fa 2n n! ( 1 · 3 · · · (2n - 1 ) )  
2n n! 2n n !  (n! ) 2 22n ----
Vn (2n) ! (2n) !fa . 

. (n!) 2 22n 
On a donc hm ( ) ' r,;:; = '1ff. n->+oo 2n . y n 
La suite (an)n converge vers f, donc la sous suite des termes d'indices pairs 
extraite de la suite (an)n converge aussi vers f. Or 

2n2n+ � e-2n _ (n ! ) 222n ( nn+ � e-n ) 2 a2n = ( ) 1 - J2 X ( ) 1 r,;:; X 1 · 2n . 2n . y n  n . 
..__,,_.. ______.. 

= Un = an 

La suite ( un )n converge vers Vif et la suite ( an )n converge vers f. En considérant 
la limite de chacun des termes des la relation a2n = J2 Un a;, , on obtient 
f = J2 Vif f2 . La limite f étant non nulle , on en déduit que f = 1 / v'2n. 
On visualiser avec MAPLE l 'approximation de n! par la formule de Stirling en 
fonction de n. Compte tenu des grandes valeurs prises par n! lorsque n est grand, 
on représente en ordonnée le logarithme décimal de n! (on a donc n! = lQY où y 
est la valeur en ordonnée) . 
> u : =  n- > sqrt ( 2*P i ) *n� (n+ 1 /2 ) /exp (n) :  

> N : =50 : plot ( [ [ [n , log l O (f actorial (n) ) ]  $n= 1 . .  N] , 

[ [n , log l O (u (n) ) ]  $n= 1 . .  N] ] ) ; 

1 0  20 30 o n! 
40 50 

formule de Stirling 
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CHAPITRE 6 

L 'anneau des polynômes 

Dans ce chapitre , OC désigne un corps commutatif muni des opérations usuelles 
(c'est-à-dire muni de l 'addition +K et de la multiplication x [{ que nous note
rons aussi plus simplement + et x ) qui peut être 
- soit le corps Ql des nombres rationnels , 
- soit le corps lR des nombres réels , 
- soit le corps <C des nombres complexes. 

On note 0 et 1 les éléments neutres pour l 'addition et pour la multiplication. 
Il nous arrivera parfois de les noter Ooc et loc pour marquer leur appartenance 
au corps OC. 

6.1 Définition de l'ensemble des polynômes 

6.1 .1  Polynôme formel 

DÉFINITION 6 . 1  On appelle polynôme formel à coefficients dans OC (ou plus 
simplement polynôme sur OC} une suite (an )nE!ll sur OC dont tous les termes à 
partir d 'un certain rang sont égaux à O .  On note OC[X] l 'ensemble des poly
nômes à coefficients dans OC. 

En d'autres termes , P = (an )nE!ll E OC[X] signifie qu'il existe N E  N tel que 

'in E N  (n > N ===? an = 0) . 

Le polynôme P s 'écrit ainsi : P = (a0 , a1 , a2 , . . .  , aN , O, O , . . .  ) et les termes 
ao , a1 , a2 , . . . , aN se nomment les coefficients du polynôme P. On appelle 
polynôme nul le polynôme noté Ooc[x] dont tous les coefficients sont nuls : 
Ooc[XJ = (0 , 0, . . .  , 0 , . . . ) . On le note plus simplement 0 s 'il n'y a pas d'ambiguïté 
avec l 'élément nul du corps K On appelle polynôme constant un polynôme de 
OC[X] de la forme P = (ao , 0 , 0 , . . . , 0, 0 , . . . ) . 

DÉFINITION 6 .2  On dit que deux polynômes P = (an )nE!ll et Q = (bn)nE!ll 
de OC[X] sont égaux, et on note P = Q, si an = bn pour tout n E N. 



222 Structures algébriques sur les polynômes 

6 .1 .2  Valuation et  degré d'un polynôme 

DÉFINITION 6 .3  Soit P = (an )nEN un polynôme non nul de OC[X] . 
J( On appelle degré de P, et on note deg (P) , le plus grand entier naturel n 
tel que an -=f. O .  Autrement dit, deg (P) = max{n E N  1 an -=f. O} . 
J( Le coefficient adeg(P) se nomme coefficient de plus haut degré de P et le 
polynôme P est dit normalisé (ou unitaire) si adeg(P) = 1 .  
J( On appelle valuation de P, et on note val (P) ,  le plus petit entier naturel n 
tel que an -=f. O .  Autrement dit, val (P) = min{n E N  1 an -=f. O} .  

Exemples 

1. Soit P = ( 1 ,  0, 0, 5 + i, 0, . . .  ) E <C [X] . On a :  val (P) = 0 et deg (P) = 3 . 
2 .  Soit P = (0 , 0 ,  1 2i , 20, 1 ,  0 ,  . . .  ) E <C [X] . On a : val (P) = 2 et deg (P) = 4. Ce 
polynôme est normalisé. 

Remarques 

1 .  Par convention , on pose deg (Onqx1 )  = -oo et val (011qx1 ) = +oo. 
2 .  Pour tout polynôme P E OC[X] non nul ,  val (P) � deg (P) . 

DÉFINITION 6 .4  Un polynôme P appartenant à OC[X] est appelé monôme si 
val (P) = deg (P) . 

Par exemple, le polynôme P = (0 , 0, 5 , 0, . . .  ) est un monôme car val (P) = 
deg (P) = 2 .  

Remarque Si deux polynômes P et Q de OC[X] sont égaux alors val (P) = 

val (Q) et deg (P) = deg (Q) La réciproque est fausse car , par exemple , les 
polynômes P = (0 , 1 ,  1 ,  2 ,  0, . . .  ) et Q = (0 , 3, 0 ,  12 ,  0 ,  . . .  ) sont différents .  Ils ont 
pourtant même valuation (val (P) = val (Q) = 1 )  et même degré (deg (P) = 
deg (Q) = 3) . 

6.2 Structures algébriques sur les polynômes 

6.2 .1  Addition de polynômes 

DÉFINITION 6 .5  Soient P = (an )nEJ\1 et Q = (bn )nEJ\1 deux polynômes de 
OC[X] . On appelle somme des polynômes P et Q (ou addition de P et Q) le 
polynôme de OC[X] , noté P + Q et défini par 

On a ainsi défini une première loi (de composition) interne sur OC[X] notée + . 
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Exemple Si P = ( 1 ,  1, 1, 0 ,  . . . ) et Q = (0 , 2 ,  3 ,  - 1 ,  0 , . . . ) alors 

p + Q = ( 1 ,  1 ,  1 ,  0, 0, . . .  ) + (0 , 2, 3, - 1 ,  0, 0, . . .  ) = ( 1 ,  3, 4, - 1 ,  0, 0, . . .  ) . 

PROPOSITION 6 . 1  Soient P et Q deux polynômes non nuls de IK[X] . On a :  
X deg (P + Q) � max{deg (P) , deg (Q) } , 
X val (P + Q) � min { val (P) , val (Q) } . 

Démonstration Commençons par montrer la première propriété. Considérons 
deux polynômes P = (an )nEN et Q = (bn )nEN de IK[X] tels que deg(P) = p et 
deg(Q) = q. Les coefficients ap et bq sont nécessairement non nuls . Supposons 
(sans perte de généralité) que p � q et considérons les cas p > q et p = q. 
- Si p > q alors P + Q  = (ao + bo ,  . . .  , aq + bq , aq+ l , · · · , ap , 0 , 0 , . . . ) . Par 

hypothèse, ap -1- O. On en déduit alors que deg(P + Q) = p, c 'est-à-dire que 
deg(P + Q) = deg(P) = max{ deg (P) , deg (Q) } . 

- Si p = q alors P + Q = (ao + bo , . . .  , ap + bp , 0, 0, . . .  ) .  Ainsi , deg(P + Q) = p 
à la condition que ap + bp -1- 0 ,  sinon deg(P + Q) < deg(P) . 

Utilisant un raisonnement analogue, on montre la deuxième propriété . La ré
daction est laissée en exercice . D 

Remarque La démonstration de la première propriété de la proposition pré
cédente fait apparaître que si deg (P) -1- deg (Q) alors 

deg (P + Q) = max{ deg (P) , deg (Q) } . 
De même, on vérifie (à partir de la démonstration de la deuxième propriété) 
que si val ( P) -1- val ( Q) alors 

val (P + Q) = min{ val (P) , val (Q) } .  

Structure de groupe commutatif sur IK[X] 

L'ensemble IK[X] muni de la loi + possède une structure de groupe commutatif. 
En effet , l 'addition définie sur l 'ensemble des polynômes de IK[X] est une loi 
de composition interne sur IK[X] puisque l 'addition +[{ définie sur le corps IK 
est elle-même une loi de composition interne sur K De plus, l 'addition des 
polynômes possède les propriétés suivantes (qui se déduisent des propriétés de 
l'addition sur IK) . 
- Elle est associative : pour tous P, Q ,  RE IK[X] , on a : 

(P + Q) + R = P + (Q + R) .  

- Elle admet un élément neutre dans IK[X] . C'est le polynôme Ooc[x) car 

'VP E IK[X] p + Ooc[X) = Ooc[X) + p = P. 
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- Tout polynôme P = (an)nEN E JK[X] admet un symétrique dans JK[X] qui 
est le polynôme -P = (-an )nEN ·  En effet , 

\f P E JK[XJ P + (-P) = (-P) + P = Onqx] ·  

- Elle est commutative : P + Q = Q + P pour tous P ,  Q dans JK[X] . 

6.2 .2 Multiplication d'un polynôme par un élément de lK 

DÉFINITION 6 .6  Étant donnés P = (an )nEN un polynôme de JK[X] et et un 
scalaire de JK, on définit le polynôme noté et · P (ou plus simplement aP) de 
JK[X] par 

déf. 
( ) Œ . p = Œ XK an nEN . 

La multiplication d'un polynôme de JK[X] par un élément de lK ne définit pas 
une loi (de composition) interne sur JK [X] mais une loi (de composition) externe 
sur JK[X] . On l 'appelle loi produit externe. Si P appartient à JK[X] alors ,  pour 
tout et non nul de JK, 

deg (a · P) = deg (P) et val (et · P) = val (P) . 

Cette loi possède les propriétés suivantes . 

PROPOSITION 6 .2  La multiplication d 'un polynôme de JK[X] par un élément 
de lK vérifie : 
X \fa E lK \f(P, Q) E JK[X] x JK [X] a · (P + Q) = a · P + a · Q, 
X \f(a, ,B) E lK2 \fP E lK[X] (et +oc ,B) · P = et · P + ,B · P, 
X \f(a, ,B) E JK2 \f P E JK[X] a · (,B · P) = (a x rr.. .B) · P, 
X \f P E JK [X] ln c P = P. 

Démonstration Il suffit de revenir à la définition de la loi produit externe. 
La rédaction est laissée en exercice . D 

6.2 .3 Multiplication de polynômes 

DÉFINITION 6 .7  Soient P = (an )nEN et Q = (bn )nEN deux polynômes de 
JK[X] . On appelle produit de P et Q le polynôme de JK[X] , noté P x Q (ou 
plus simplement PQ), défini par P x  Q = (cn)nEN avec 
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Exemple Soient P = ( 1 ,  2i , 2 ,  0 ,  0 ,  . . .  ) et Q = ( 1 ,  2 ,  0 ,  0 ,  . . .  ) deux polynômes 
de <C [X] . Les coefficients du polynôme P x  Q = (cn )nEN E <C[X] vérifient : 

co aobo = 1 
c1 aob1 + a1 bo = 2 + 2i 
c2 aob2 +a1b1 + a2bo = 2 + 4i 

� = Ü 
c3 aob3 + a1 b2 +a2b1 + a3bo = 4 

� �  � =0 =Ü =0 
c4 aob4 + a1b3 + a2b2 + a3b1 + a4bo = 0 

� � � � �  =Ü = 0 = 0 = Ü =0 

Cn 0 pour tout n ;;::: 4 

On a ainsi obtenu : P x Q = ( 1 ,  2 + 2i, 2 + 4i, 4, 0, 0 ,  . . . ) .  

PROPOSITION 6 . 3  Soient P e t  Q deux polynômes non nuls de IK[X] . On a : 
X deg (P x Q) = deg (P) + deg (Q) ,  
X val (P x Q) = val (P) + val (Q) . 

Démonstration Démontrons la première propriété (la deuxième propriété se 
démontre sur le même modèle ; elle est laissée en exercice) . Soient P = (an)nEN 
et Q = (bn)nEI\I deux polynômes non nuls de IK[X] tels que deg(P) = p et 
deg(Q) = q. On a donc an = 0 pour tout entier n > p, et bn = 0 pour tout 
entier n > q.  Soit P x  Q = (cn )nEN E IK[X] . Pour montrer que deg(P x Q) = 
deg(P) + deg(Q) ,  on doit vérifier d 'une part que cp+q -1- 0 ,  et d'autre part que 
Cp+qH = 0 pour tout e ;;::: 1 .  Commençons par calculer Cp+q · On vérifie : 

De même, on vérifie : 

k=O 

+ apbq + ap+l bq- 1 + . . .  + ap+q bo = apbq -1- O . 
� �  � 

#0 =0 =0 

+ap bq+ l  + ap+l bq + . . .  + ap+q+l bo = O . 
� � '--...--" =0 = 0 =Ü 

Plus généralement , on peut vérifier que Cp+qH = 0 pour tout e ;;::: 1 .  D 
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Structure d'anneau commutatif et intègre sur OC[X] 

L'ensemble OC[X] muni des lois + et x possède une structure d'anneau com
mutatif. Nous avons déjà vérifié que l 'ensemble OC[X] muni de la loi + possède 
une structure de groupe commutatif (voir page 223) et il est facile de vérifier , 
d 'après le proposition 6.3 ,  que la multiplication de deux polynômes de OC[X] 
est une loi (de composition) interne sur OC[X] . Il reste alors à établir que la 
multiplication des polynômes possède les propriétés suivantes . ( l ) 

- Elle est associative : pour tous P, Q, R E OC[X] , 

(P X  Q) X R = p X (Q X R) . 

- Elle est distributive par rapport à l'addition : pour tous P, Q, R dans OC[X] , 

P x  (Q + R) = (P x Q) + (P x  R) et (Q + R) x P = (Q x P) + (R x P) . 

- Elle admet un élément neutre dans OC[X] pour la multiplication. C 'est le 
polynôme loc[x] = ( 1 ,  0, 0, . . .  , 0, . . .  ) que l'on note plus simplement 1 si 
aucune confusion n 'est à craindre avec l'élément unité du corps OC. En effet , 

't/P E OC[X] p X loc[X] = loc[X] X p = P. 

- Elle est commutative : P x  Q = Q x P pour tous P, Q dans OC[X] . 

Il est à noter que si P = (an)nEN et Q = (bn )nEN sont deux polynômes non nuls 
de OC[X] de degrés respectifs p et q, alors le polynôme P x  Q = (cn )nEN est non 
nul . En effet , son (p+q)-ième coefficient cp+q est non nul puisque Cp+q = ap x bq 
avec ap =f. 0 et bq =/- O. On a ainsi établi que, pour tous P, Q de OC[X] , 

( P =/- Ooc[x] et Q =/- Ooc[x]) ===} P x Q =/- Ooc[x] , 

autrement dit que l 'anneau (OC[X] , + , x )  est intègre. Remarquons qu'à l 'excep
tion des polynômes constants et non nuls, les éléments de OC[X] ne possèdent 
pas de symétrique pour la loi x .  L'anneau (OC[X] , +, x )  n 'est donc pas un corps . 

6.2 .4 Notion d'indéterminée 

DÉFINITION 6.8 On appelle indéterminée le polynôme de OC[X] défini par 

On vérifie alors que 

dé/. ( ) X = 0, 1 ,  0, 0 ,  0 , . .  . . 

x2 = x x x = (o, o, 1 ,  o, o, o, o, . . .  ) , 
X3 = x2 x x = (o , o, o, 1 ,  o, o, o, . . .  ) , 
x4 = X3 x x = (o, o, o, o, 1 ,  o, o, . . .  ) , 

( l ) Elles se déduisent des propriétés de la multiplication sur le corps !K. 



L'anneau des polynômes 

et , par récurrence sur n, que 
(n + 1 )-ième position 

'tin E N* xn = (0, 0, 0, . . .  , 0, I ,  0, 0, . . .  ) 
où le coefficient 1 est placé en (n + 1 )-ième position . On convient que 

X0 = lrrqx] · 
Ainsi ,  le polynôme formel P = ( ao , a1 , . . .  , aN , 0 ,  0 ,  . . .  ) de IK[X] vérifie : 

P (ao , ai ,  . . .  , aN , o , o , . . .  ) 

On a donc : 

(ao , 0, 0, . . .  ) + (0, ai , 0, . . .  ) + . . .  + (0 , . . .  , 0 ,  aN , O , . . .  ) 
ao · ( 1 ,  0, 0, . . .  ) +ai · (0 , 1 ,  0 ,  . . .  ) + . . .  + aN · (0, . . .  , 0, 1 ,  0 ,  . . .  ) . 

.._,,_, .._,,_, 
= X0 = X  = XN 

p = ao · XO + ai · X i + az · X2 + . . .  + aN · XN 
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et on dit que le polynôme indéterminée X est générateur de IK[X] . Puisqu'il a 
été convenu que X0 = loc[X] ,  on peut alors écrire le polynôme formel 

comme suit : 
P =  (ao , ai , . . .  , aN , o , o , . . .  ) 

P = ao loc[XJ + aiX + azX2 + . . .  + aNXN , 
P = aNXN + . . .  + azX2 + aiX + ao loc[XJ 

( 1 )  

(2) 
(3) 

et on dit que l 'on a écrit P dans le sens des puissances croissantes (expres
sion (2) ) ou dans le sens des puissances décroissantes (expression (3) ) .  Nous 
utiliserons désormais l 'une ou l 'autre des deux dernières écritures , délaissant 
ainsi la première écriture ( 1 ) .  On écrit encore : 

N 
P nf!c_t. L akXk . 

k=O 

Remarque Nous convenons de l 'abus d'écriture suivant : pour a E IK, on 
note X - a le polynôme X - a · loc[x] de IK[X] . Ainsi, un polynôme constant 
P = (ao ,  0, 0, . . .  , 0 ,  0, . . .  ) s 'écrit P = ao loc[x] = ao . 

6.2.5 Fonction polynomiale 

DÉFINITION 6 .9 À tout;_polynôme P = (a0 , ai , a2 , . . .  , aN , 0 , 0 , . . .  ) E IK[X] 
on associe l 'application P : IK ----+ IK définie pour tout x E IK par 

Cette application est appelée fonction polynomiale associée à P. <2 J En parti
culier, la fonction polynomiale associée à un monôme est appelée fonction 
monôme. 
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Exemples 

1 .  Si P = ( 1 ,  0, 0, 5 + i , 0 , . . .  ) E C[X] alors Vx E C P(x) = 1 + (5 + i)x3 . 
2 .  Si P = (0, 0 ,  12i ,  20, 1 ,  0 ,  . . .  ) E C[X] alors Vx E C P(x) = 1 2ix2 + 20x3 + x4 • 
3 .  La fonction monôme associée à P = (0 , 0, 5 , 0, . . .  ) est P : x f-----+ 5x2 . 

6.3 Arithmétique dans IK[X] 

6.3 .1 Division euclidienne 

THÉORÈME 6 . 1  (Division euclidienne) 
Étant donnés deux polynômes A et B de IK[X] avec B -1- 0, il existe un unique 
couple (Q, R) de polynômes de IK[X] tels que 

A =  BQ + R et deg (R) < deg (B) . 

Déterminer le couple (Q, R) c 'est effectuer la division euclidienne de A par B.  
Les polynômes A e t  B se nomment respectivement dividende e t  diviseur . Les 
polynômes Q et R se nomment respectivement quotient et reste. 

Démonstration La démonstration se décompose en deux parties : existence 
des polynômes Q, R et unicité du couple (Q, R) . 
!::'.': Commençons par la démonstration de l 'existence. Elle est constructive en 
ce sens qu'elle fournit explicitement l 'algorithme permettant d'effectuer une 
division euclidienne. Soient A = (ak ) kEN et B = (bk ) kEN deux polynômes de 
IK[X] tels que deg(A) = n et deg(B) = m . On a alors an -1- 0 et bm -1- O. 
Considérons les deux cas suivants : deg(A) < deg(B) et deg(A) ? deg(B) .  
Supposons dans un premier temps que deg(A) < deg(B) . L 'existence d'un 
couple (Q,  R) E IK[X] 2 tel que A = BQ + R et deg(R) < deg(B) est alors 
évidente. Il suffit en effet de prendre Q = Ooc[x] et R = A puisque 

A =  Ooc1x1B  + A  et deg(R) = deg (A) < deg(B) . 

Supposons maintenant que deg (A) ? deg(B) , c'est-à-dire que n ? m , et consi
dérons les deux polynômes Q1 et R1 de IK[X] définis par 

et 

où le coefficient a1 est défini comme le quotient des coefficients de plus haut 
degré de A et de B, a1 = an/bm . La définition du monôme Q1 a bien un sens 
puisque, par hypothèse, nous avons bm -1- 0 et n ? m . Le coefficient a1 est non 
nul car an -1- O. Calculons le degré du polynôme R1 . Puisque R1 = A  - Q1B, 
d'après la proposition 6 . 1 ,  

deg(R1 ) :::;; max{deg(A) , deg (Q1B) } . 

<2 l En toute rigueur, on devrait parler d'application polynomiale. 
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D'après la proposition 6 .3 ,  deg(Q1B) = deg(Q1 ) + deg(B) . On obtient donc : 

deg(R1 ) � max{ deg(A) , deg (Q1 ) + deg(B) } . 
Or, deg(Q1 ) + deg(B) = (n - m) + m = n. Donc, deg(R1 ) � max{n, n} = n. 
On vérifie par ailleurs que le coefficient d'indice n du polynôme R1 est 

Par conséquent , le polynôme R1 est de degré strictement inférieur à celui de A, 
soit deg(Ri ) < deg(A) . Avons-nous deg(R1 ) < deg(B) ? Si la réponse est po
sitive alors la démonstration est terminée puisqu'on peut prendre Q = Q1 et 
R = R1 . Sinon, on réitère avec le couple (R1 , B) ce que l 'on vient de faire avec 
le couple (A, B) . Soit k1 = deg(R1 ) .  On définit les deux polynômes Q2 et R2 
de OC[X] comme suit : 

et 

où le coefficient a2 est défini comme le quotient des coefficients de plus haut 
degré de R1 et B. Le scalaire a2 est nécessairement non nul . On peut alors 
vérifier que deg(R2 ) < deg(R1 ) .  Avons-nous deg(R2 ) < deg(B) ? Si la réponse 
est positive alors la démonstration est terminée . En effet , puisque 

il suffit de prendre Q = Q1 + Q2 et R = R2 . Sinon, on réitère avec le couple 
(R2 , B) ce que l 'on vient de faire avec le couple (R1 , B) .  En procédant ainsi, 
on construit une suite d 'entiers (deg(Rk ) ) kEN ,  strictement décroissante, ce qui 
nous assure l 'existence d 'un rang N E N tel que deg(RN) < deg(B) . On peut 
alors arrêter le processus car 

RN RN-1 - QNB 
RN-2 - (QN-1 + QN)B 
RN-3 - (QN-2 + QN-1 + QN)B 

I l  suffit alors de prendre Q = Q1 + Q2 + . . .  + Q N et  R = RN . 

12': Montrons maintenant l 'unicité. Elle s 'effectue en utilisant un mode de rai
sonnement par l 'absurde . On suppose qu 'il existe deux couples distincts de 
solutions . Soit (Q1 , R1 ) E OC[X] x OC[X] tel que 

A =  BQ1 + R1 

avec deg (R1 ) < deg (B) . Soit (Q2 , R2 ) E OC[X] x OC[X] tel que 

A =  BQ2 + R2 

(4) 

(5) 
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avec deg (R2 ) < deg (B) . On suppose que (Q1 , R1 ) -:/:- (Q2 , R2 ) .  Seul le cas où 
Q1 -:/:- Q2 et R1 -:/:- R2 est à considérer , les deux autres cas Q1 = Q2 , R1 -:/:- R2 
et Q1 -:/:- Q2 , R1 = R2 permettant tout de suite de conclure à la contradiction . 
Supposons donc Q1 -:/:- Q2 et R1 -:/:- R2 . Par différence des équations (4) et (5) , 
OO ��� : 

. 

B (Q1 - Q2 ) = R2 - R1 . 
En raisonnant sur les degrés , on en déduit : 

deg (B) + deg (Q1 - Q2) = deg (R2 - R1 ) .  

Or, deg (Q1 - Q2 ) � 0 puisque, par hypothèse , Q1  -:/:- Q2 . On a donc : 

deg (B) � deg (R2 - R1 ) .  

Par ailleurs , deg (R2 - R1 ) � max{ deg (R2 ) ,  deg (R1 ) } ,  d'où, puisque R1 et R2 
ont des degrés inférieurs strictement à celui de B ,  

deg (R2 - R1 ) < deg (B) . 

Cette dernière inégalité (stricte) est en contradiction avec l'inégalité (large) 
deg(B) � deg (R2 - R1 ) ,  ce qui termine la démonstration. D 

Remarques 

1 .  Comme cela a été dit dans la démonstration, si deg(A) < deg(B) alors, dans 
la division euclidienne de A par B, le quotient Q est le polynôme nul et le 
reste R le polynôme A, c 'est-à-dire Q = Ooc[x] et R = A, puisque 

A =  Ooc1x1B + A  et deg(R) = deg(A) < deg(B) . 

2 .  Supposons deg(A) � deg(B) . Puisque 

deg (R) < deg(B) � deg(B) + deg(Q) = deg(BQ) , 

on déduit de l'égalité A = BQ + R et de la remarque faite en page 223 que 
deg(A) = max{ deg (BQ) , deg (R) } = deg(BQ) . On a donc : 

deg(A) = deg(B) + deg(Q) . 

Exemples 

1. Considérons dans C [X] les polynômes A = X2 + i et B = X3 - iX2 + iX + 1 .  
Remarquons que deg(A) = 2 < deg(B) = 3 .  Par conséquent , l e  quotient Q et 
le reste R dans la division euclidienne de A par B sont Q = 0 et R = X2 + i . 
Remarquons qu'aucun calcul n'a été nécessaire pour trouver Q et R. 
2 .  Considérons maintenant les deux polynômes de IR [X] suivants 

A = X4 + 2X3 - X + 6 et B = X3 - 6X2 + X + 4 .  
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Effectuons la division euclidienne de A par B dans JR [X] . Remarquons que 
deg(A) ;:?;: deg(B) . Par conséquent , le calcul des deux polynômes Q et R n 'est 
pas aussi immédiat qu 'il l'a été dans l 'exemple précédent . Pour déterminer Q et 
R, nous procédons en suivant pas à pas chacune des étapes explicitées dans la 
démonstration . En pratique, il est conseillé de disposer les deux polynômes A 
et B comme suit : 

Dividende 
A = X4 + 2X3 - X + 6 

-Q1 x B = - (X4 - 6X3 + x2 + 4X) 
Ri = 8X3 - X2 - 5X + 6 

-Q2 X B = - (8X3 - 48X2 + 8X + 32) 
R2 = 47X2 - 13X - 26 

Reste 

Diviseur 
X3 - 6X2 + X + 4 = B 
X + 8  = Qi  + Q2 ...__.,. '"-....--' 

Quotient = Q 

Nous avons arrété le processus car le degré du reste R2 = 4 7 X2 - 13X - 26 
est strictement inférieur au degré du diviseur B = X3 - 6X2 + X +  4. On a 
ainsi obtenu que A = BQ + R avec Q = X +  8, R = 47X2 - 13X - 26 et 
deg (R) < deg (B) . On a donc l 'égalité : 

X4 + 2X3 - X + 6 = (X3 - 6X2 + X +  4) (X + 8) + 47X2 - 13X - 26 

que l 'on peut justifier indépendamment du calcul précédent en développant le 
terme de droite. 1 Pour effectuer la division euclidienne de A par B lorsque deg(A) ;:?;: deg(B) ,  

i l  a été impératif d 'écrire les deux polynômes A et B dans le sens des puis
sances décroissantes . La division euclidienne est d'ailleurs aussi appelée di
vision suivant les puissances décroissantes. 

EXERCICE 1 Soient n E N tel que n ;:?;: 2 et cjJ E R On considère les 
polynômes An et B de <C [X] définis par 

An = Xn sin cjJ - X sin nifJ + sin(n - l )c/J  et B = X2 - 2X cos ifJ + l . 

On désigne par Qn et Rn respectivement le quotient et le reste dans la 
division euclidienne de An par B .  
1 - En effectuant l a  division euclidienne, vérifier que 

(a) Q2 = sin c/J, (b) Q3 = X  sin c/J + sin 2c/J, 

(c) Q4 = X2 sin ifJ + X sin 2ifJ + sin 3ifJ. 

2 - Sans effectuer de division , montrer que, pour tout n E N tel que n ;:?;: 2, 
n 

Rn = 0 et Qn = L xn-k sin(k - l )c/J. 
k=2 
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6.3.2 Divisibilité dans JK[X] 

DÉFINITION 6 . 10 Soient A et B deux polynômes de JK[X] . On dit que B 
divise A (ou que A est divisible par B) s 'il existe Q E JK[X] tel que 

A = BQ.  

En d 'autres termes, B divise A s i  l e  reste de  l a  division euclidienne de  A par 
B est nul. On dit aussi que A est un multiple de B ou que B est un diviseur 
de A .  

Remarques 

1 .  Si A et B désignent deux polynômes non nuls et si B divise A alors 

deg (B) :::;; deg (A) . 

2 .  Tout polynôme A E JK[X] est divisible par lui-même puisque A =  A x loc[X] · 
3 .  Le polynôme nul est divisible par n 'importe quel polynôme P de JK[X] 
puisque Üoc[x] est absorbant pour la loi x (Ooc[x] = P x Ooc[x) pour tout 
P E JK[X] ) .  
4 .  Soient A ,  B ,  C ,  D dans JK[X] . On  vérifie aisément les points suivants : 
- si A divise B et B divise C alors A divise C, 
- si A divise B alors A divise BC, 
- si A divise B et A divise C alors A divise B + C, 
- si A divise B et C divise D alors AC divise BD. 

5 .  Soient A et B deux polynômes de JK[X] . Si B divise A alors , pour tout 
a E JK* , a · B divise A. En effet , puisque B divise A, il existe un polynôme Q 
de JK[X] tel que A =  BQ. D 'où, pour tout a E lK* , 

1 A =  (a · B) ( - · Q) .  
Œ 

En particulier, puisque A divise A, tout polynôme de la forme a ·  A avec a 
appartenant à JK* divise A. En ce sens , on dit que la divisibilité est définie à 
un facteur multiplicatif près . 

DÉFINITION 6 . 1 1  Soit P un polynôme de JK[X] tel que deg (P) ) 1 . 
)< Le polynôme P est dit irréductible (ou premier) dans JK[X] s 'il n'admet pour 
diviseur que les polynômes a ·  loc[X] et a · P où a E JK* . Autrement dit, le 
polynôme P de JK[X] est irréductible lorsque les seuls polynômes qui le divisent 
sont, à un facteur multiplicatif près, loc[x] et lui-même. 
)< Dans le cas contraire, on dit qu 'il est réductible. 

Par exemple , le polynôme P = X2 + 1  est irréductible dans IR[X] . En revanche, 
il est divisible dans C [X] par les deux polynômes X - i et X +  i. Le polynôme 
P = X2 + 1 est donc réductible dans C [X] . 
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Remarques 

1 . Un polynôme irréductible est toujours non nul . 
2 . Si P = aiX + aa E JK[X] avec ai =/=- 0 alors P est un polynôme irréductible 
dans JK[X] . 

EXERCICE 2 Soient (m, p) E N2 vérifiant m � p et a > O . 
1 - Donner une condition nécessaire et suffisante pour que Am = xm - am 
soit divisible par Bp = XP - aP .  
2 - Expliciter l e  quotient et  l e  reste de la division euclidienne de Am par Bp 
dans le cas où kp � m < (k + l )p avec k E N. 

6.3.3 Division selon les puissances croissantes 

THÉORÈME 6 .2  (Division selon les puissances croissantes) 
Étant donnés un entier k et deux polynômes A et B de JK[X] avec val (B) = 0, 
il existe un unique couple (Qk , Rk ) de polynômes de JK[X] tels que 

A =  BQk + Xk+1 Rk et deg (Qk ) � k .  

Pour k E N donné, trouver Qk et Rk , c 'est effectuer la  division de  A par 
B selon les puissances croissantes à l 'ordre k . Les polynômes A et B se 
nomment respectivement dividende et diviseur . Les polynômes Qk et Xk+1 Rk 
se nomment respectivement quotient et reste à l'ordre k . 

Démonstration Elle se décompose en deux parties : existence (à l 'ordre k) 
des polynômes Qk , Rk et unicité (à l 'ordre k) du couple (Qk , Rk ) · 
!'.'.: Montrons l'existence en effectuant une récurrence sur l 'ordre k. On note 
respectivement (ap )pEN et (bp )pEN les polynômes A et B de JK[X] . Commençons 
par montrer le résultat pour k = O. L'hypothèse val (B) = 0 nous assure que 
ba =/=- O. Soit Qa le polynôme constant de JK[X] défini par Qa = aa/ba .  Il est nul 
si aa = O. Intéressons-nous au polynôme A - BQa . Sa valuation est supérieure 
ou égale à 1 puisque son coefficient de rang 0 est 

aa aa - ba
ba = O . 

On peut par conséquent factoriser le polynôme A - BQ a par X ,  ce qui signifie 
qu'il existe Ra E JK[X] tel que A - BQa = X  Ra . Si aa = 0 alors Qa = Ooc[x] 
et deg (Qa) = - oo . Si aa =/=- 0 alors Qa est un polynôme constant non nul ; 
il vérifie deg (Qa) = O. Dans les deux cas , deg (Qa ) < 1 .  Cela termine la 
démonstration de la propriété pour k = 0 puisqu'on a montré qu 'il existait 
(Qa , Ra ) E JK[X] x JK[X] tel que A =  BQa + X  Ra et deg (Qa) < 1 .  Supposons 
maintenant (c'est notre hypothèse de récurrence) la propriété vraie à l 'ordre k ,  
c'est-à-dire supposons qu 'il existe un couple (Qk , Rk ) E JK[X] x JK[X] tel que 

(6) 
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avec deg (Qk ) ::;; k, et montrons qu'elle est vraie à l 'ordre k + 1 ,  c 'est-à-dire 
montrons qu'il existe un couple (Qk+i ,  Rk+1 )  E OC[X] x OC[X] tel que 

A = BQk+1 + Xk+2 Rk+i 

avec deg (Qk+ l ) ::;; k + 1 .  Appliquons sur le polynôme Rk un raisonnement 
identique à celui que nous avons utilisé pour k = O. Soit Rk = (rp )pEN · On 
définit le polynôme Q = r0/b0 . C'est un polynôme constant qui est nul si 
r0 = O. La valuation de Rk - BQ est alors supérieure ou égale à 1 ,  ce qui montre 
l 'existence d 'un polynôme R E OC[X] tel que Rk - BQ = X R, autrement dit 
tel que 

En injectant cette égalité dans (6) (qui est l 'hypothèse de récurrence) , il vient : 

A = B ( Qk + xk+iQ) + xk+2 R 

et on vérifie facilement la majoration suivante : 

deg (Qk + Xk+1Q) :( max{deg(Qk ) , deg(Xk+l ) + deg(Q) } = k + 1 
,__,_, _____.. ..___.., 

!( k  = k + l = 0 

où on a considéré uniquement le cas où le polynôme constant Q = r0/b0 était 
non nul (ce qui correspond à r0 I= 0) . Si ro = 0 alors on a deg ( Q k + X k+ 1 Q) = 
deg(Qk ) ::;; k < k + 1 .  On a donc, dans les deux cas ,  

deg (Qk + xk+1Q) ::;; k + 1 .  

La démonstration de la propriété à l 'ordre k + 1 est alors terminée en prenant 
k 1 � � 

Qk+1 = Qk + X  + Q et Rk+1 = R. 
!::'.: Pour montrer que le couple (Qk , Rk) est unique, on utilise un raisonnement 
par l 'absurde. On suppose qu'il existe deux couples distincts de solutions, c 'est
à-dire on suppose qu'il existe (Qk, l i  Rk, 1 )  E OC[X] x OC[X] tel que 

A = BQk, 1  + Xk+1 Rk , 1  (7) 

avec deg (Qk, 1 )  :( k, et qu'il existe (Qk,2 , Rk,2 ) E OC[X] x OC[X] tel que 

(8) 

avec deg (Qk ,2 ) :( k, et que (Qk , 1 , Rk, 1 )  I= (Qk ,2 , Rk ,2 ) .  On considère seulement 
le cas où Qk, 1  I= Qk,2 et Rk, l I= Rk,2 · Les deux autres cas Qk , l = Qk,2 , 
Rk, l I= Rk,2 et Qk, l I= Qk,2 , Rk, l = Rk,2 sont immédiats .  On considère donc 
que Qk, l I= Qk,2 et Rk, 1  I= Rk,2 · Par différence de (7) et (8) , on obtient : 

B(Qk, l - Qk,2 ) = Xk+1 (Rk,2 - Rk, 1 )  

et , compte tenu que val (B) = 0 ,  cela implique que 

val (Qk, 1  - Qk,2 ) = k + 1 + val (Rk,2 - Rk, 1 ) . 
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L'hypothèse Rk,2 -1- Rk, I  impose alors que 

val (Qk, l - Qk,2 ) ?  k + 1 .  

Par ailleurs , deg (Qk, 1 ) :::;; k < k + 1 et deg (Qk,2 ) :::;; k < k + 1 .  Par conséquent , 
deg (Qk, I - Qk,2 ) < k + 1 ,  et donc (on utilise ici le fait que la valuation d'un 
polynôme non nul est inférieure, au sens large, à son degré) : 

val (Qk, l - Qk,2 ) < k + 1 .  
Cette inégalité (stricte) est en parfaite contradiction avec l 'inégalité (large) 
val (Qk , I - Qk,2 ) ? k + 1 .  La démonstration est terminée . D 

Exemples 

1. Soient A =  4+X2 et B = l +X +X2 deux polynômes de JR [X] . Effectuons la 
division de A par B selon les puissances croissantes à l 'ordre 2. Nous utilisons 
la disposition suivante : 

Dividende 
� 
A =  4 + X2 

- (4 + 4X + 4X2) 
-4X - 3X 

- (-4X - 4X2 - 4X3) 
X + 4X 

- (X2 + X3 + X4) 
X3R2 = 3X3 - X4 

'-.,--' 
Reste 

Diviseur 
� 
1 + x  + x2 = B 

4 - 4X + X2 = Q2 '--.,,----' 
Quotient à l 'ordre 2 

Nous avons arrêté le processus car la valuation du reste 3X3-X4 est strictement 
supérieure à 2 et le degré du quotient est inférieur ou égal à 2 (rappelons qu'ici , 2 
est l 'ordre de la division) . Ainsi, A = BQ2 + X3 R2 avec Q2 = 4 - 4X + X2 , 
R2 = 3 - X et deg (Q2 ) = 2 .  On a donc l 'égalité : 

4 + X2 = ( 1  + X +  X2) (4 - 4X + X2 ) + 3X3 - X4 

que l 'on peut vérifier en développant le terme de droite (ce qui est d'ailleurs 
recommandé) . 
2. Soient A = X +  X4 et B = 1 + X  deux polynômes de JR[X] . Effectuons la 
division de A par B selon les puissances croissantes aux ordres 1 ,  2 ,  3, 4, 5 .  
- À l 'ordre 0 ,  Q0 = 0 e t  XR0 = X +  X4 . 
- Pour l 'ordre k ?  val(A) , on utilise la disposition suivante : 

x + x4 
- (X + X2) 

-X2 + X4 
- (-X2 - X3 ) 

l + X 
X - X2 + X3 

0 
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On obtient ainsi : 
· à l 'ordre 1 :  Q1 = X  et X2R1 = -X2 + X4 , · à l 'ordre 2 : Q2 = X - X2 et X3 R2 = X3 + X4 , · à l 'ordre 3 : Q3 = X - X2 + X3 et X4 R3 = O. 

On déduit : Qk = X - X2 + X3 et Xk+ 1 Rk = 0 pour tout k ?: 3 .  

Remarque Soient A ,  B deux polynômes de JK[X] . Soient Qk le quotient et 
Xk+ 1 Rk le reste dans la division selon les puissances croissantes à l 'ordre k de A 
par B .  Si k < val( A) alors Qk = Ooc[x] et Xk+ 1 Rk = A. Par exemple , dans 
IR [X] , la division selon les puissances croissantes de X2 + X3 par 1 + X  - 2X2 
donne 
- à l 'ordre 0 : Qo = 0 et X Ra = X2 + X3 : 

(X2 + X3) = ( 1  + x - 2x2) x o + x (x + x2 ) ,  

- à l 'ordre 1 : Q1 = 0 et X2 R1 = X2 + X3 : 

(X2 + X3) = ( 1  + X  - 2X2) x 0 + X2 ( 1  + X) ,  

- à l 'ordre 2 :  Q2 = X2 et X3R2 = 2X4 : 

car 
x2 + x3 

- (X2 + X3 - 2X4) 
2X 

1 + x - 2x2 
X 

1 Comme l 'ont montré les exemples précédents, pour effectuer une division 
suivant les puissances croissantes de A par B à l 'ordre k avec k ;;:: val( A) , il 
est impératif d 'écrire les deux polynômes A et B dans le sens des puissances 
croissantes ! 

6.4 Dérivation des polynômes 

6.4.1 Définition d'un polynôme dérivé 

DÉFINITION 6 . 12  Soit p = ao + a1X + a2X2 + . . .  + anxn un polynôme de 
JK[X] tel que deg (P) = n ;;:: 1 . On appelle polynôme dérivé de P le polynôme 
de JK[X] , noté P' , défini par 

Si le polynôme P est de degré 0 alors le polynôme dérivée P' est Üoc[x] . 
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n 

Autrement dit , si n ? 1 et P = L akXk alors 
k=O 

P' d!f. t kakxk- 1 . 
k= l 
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Ainsi , si deg (P) = n avec n ? 1 alors deg (P' )  
p = 3 + 2X3 + 4X5 alors P' = 6X2 + 20X4 .  

n - 1 .  Par exemple, si 

Lien avec la notion de dérivation en analyse 

Plaçons-nous dans le cas particulier où OC =  R Soient P un polynôme de IR [X] et 
P' son polynôme dérivé . Considérons maintenant les fonctions polynomiales P 
et P' associées , respectivement , à P et à P' . On constate que P' (x) correspond 
à la dérivée de la fonction polynomiale P(x) , autrement dit , pour tout x E IR, 

- dP P' (x) = dx (x) . 

n 

En effet , la dérivée de x f-----+ akxk étant x f-----+ kakxk- 1 , si P(x) = L akxk , 
k=O 

On a les propriétés suivantes . 

PROPOSITION 6 .4 Soient P, Q deux pôlyn{)mes de IK[XJ et À E K On a : 

(P + Q)' = P' + Q' , (.>.. · P)' = .>.. · P' , (PQ) ' = P'Q + PQ' . 

Démonstration Les deux premières propriétés sont aisées à démontrer . La 
démonstration de la troisième propriété s 'effectue en deux temps. Commençons 
par montrer que la propriété est vraie pour les monômes. Soient Xh et Xk avec 
(h, k) E N2 . On a :  XhXk = Xh+k , d 'où (XhXk)' = (h + k)Xh+k- 1 . D'autre 
part , (X" )' = hx1i- 1 et (Xk )' = kxk- 1 , d 'où 

(Xh)' xk + Xh (Xk) ' = (hxh- 1 )Xk + Xh(kxk- 1 ) = (h + k)Xh+k- 1 . 

Ainsi , (Xh ) ' Xk + Xh (Xk ) ' = (Xh Xk) ' . La troisième propriété est donc démon
trée lorsque P et Q sont deux monômes . Considérons à présent P = l::�=O a1iXh 
et Q = l::�n=O bkXk . On a :  

t [a"x1i (f bkxk) J 
h=O k=O 

t [f= ( a1i bk (x"xk) ) J . 
h=O k=O 
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Utilisant alors les deux premières propriétés, on en déduit : 

(PQ)' = f [f (ahbk (xhxk) ' ) J . 
h=O k=O 

n m 
(PQ) ' = L [L: ( ahbk ( (Xh) ' Xk + Xh (Xk) ' ) ) J h=O k=O 

= t [f(ahbk ( (Xh)'Xk) ) ]  + t [f (ahbk (Xh (Xk ) ') ) ] . h=O k=O h=O k=O 
On obtient ainsi : 

(PQ) ' = (� ah (Xh) ') (� bkXk
) + (� ahXh) (� bk (Xk )') , 

------- � � ------= P' = Q = p = Q' 
c'est-à-dire : (PQ) ' = P'Q + PQ' , ce qui termine la démonstration. D 

Les deux premières propriétés de la proposition 6.4 s 'énoncent comme suit : la 
dérivée de la somme de deux polynômes est égale à la somme de leurs dérivées 
et la dérivée du produit d 'un polynôme par un scalaire est égale au produit 
de la dérivée de ce polynôme par ce même scalaire. En ce sens , on dit que 
l 'opération de dérivation sur OC[X] est linéaire ou encore que la dérivation est 
une application linéaire de OC[X] dans OC[X] .  
6.4.2 Dérivées successives - formule de Taylor 

DÉFINITION 6 . 13  Soit P E OC[X] . On définit par récurrence le polynôme 
dérivé d'ordre n du polynôme P, que l 'on note p(nl , comme suit : 

{ p(O) = p 
\fk E { 1 , . . . , n} p(k) = (P(k- 1 ) ) ' . 

On a donc successivement p(o) = P p( I ) = P' p(2) = (P' ) ' p(3) = (P")' ' ' , ' ' ' etc, et on note parfois P(2) = P" et p(3) = P"' . On montre par récurrence sur 
l 'ordre de k (la rédaction est laissée en exercice) que, pour tout k E N, pour 
tous P, Q E OC[XJ et >. E OC, 

(P + Q) (k) = p(k) + Q(k) et (>. .  P) (k) = >. .  p(k) 
et on dit que l 'opération de dérivation à l 'ordre k sur OC[X] est linéaire. 
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Étudions les dérivées successives du monôme Xk . Soit k E N. On vérifie : 

(Xk) ( l l 
(Xk ) (2) 
(Xk ) (3) 

kxk- 1 , 
k(k - l )Xk-2 , 
k (k - l ) (k - 2)Xk-3 , 

k(k - l ) (k - 2) . . .  (k - h + 1 )xk-h si h � k . 
On a donc, lorsque h � k , 

En particulier , en prenant h = k, 
(Xk ) (k) = (k X (k - 1 ) X (k - 2) X . . .  X 2 X 1 ) XO = k ! 

= k ! 
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(9) 

puisque X0 = 111qx] · C'est un polynôme constant . Ses dérivées d 'ordre supérieur 
strictement à k sont donc nulles : (Xk ) (h) = 0 pour tout entier h strictement 
supérieur à k. Considérons maintenant le polynôme P = L�=O akXk de de
gré n et déterminons ses dérivées successives . En dérivant terme à terme et en 
appliquant les résultats concernant les monômes , on obtient , pour h � n : 

n 
p(h) = L ( k(k - l ) (k - 2) . . . (k - h + l )akxk-h) ( 10) 

k=h 
et en particulier , en prenant h = n : 

p(n) = (n X (n - 1 )  X (n - 2) x . . .  x 2 X 1 ) anX0 = n! X an . 
= n! 

C'est un polynôme constant . Ainsi, p(h) = 0 pour tout entier h strictement 
supérieur à n. On en déduit le résultat suivant : 

PROPOSITION 6 .5  (Formule de MacLaurin pour les polynômes) 
Soit P = (ak ) kEN un polynôme de JK[X] .  Alors, pour tout k E {O, 1 ,  . . .  , n} , 

p(k) (0) ak = k ! 
où p(k) désigne la fonction polynomiale associée à p(k) . En d 'autres termes, 
si P est un polynôme de degré n alors 

p = P (O) P' (O) X P" (O) x2 p(n) (O) xn 
+ 1 ! + 2 ! + · · · + n! · 
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Démonstration Soit h � n .  De ( 10) il vient , pour tout x E IK, 
n 

p(h) (x) = L ( k(k - l ) (k - 2) . . .  (k - h + l )akxk-h) . k=h 
Isolons alors dans la somme le terme d'indice k = h : 

n 

p(h) (x) = h! x ah + L ( k(k - l ) (k - 2) . . .  (k - h + l )akxk-h) . k=h+l 
Ainsi, en choisissant x = 0 ,  on obtient : p(h) (O) = h! x ah . On vérifie de plus 
que P(O) = a0 , ce qui termine la démonstration . 0 

Plus généralement , on a la formule de Taylor pour les polynômes (on remarque 
qu'en prenant c = 0, on retrouve la formule de MacLaurin pour les polynômes) . 

THÉORÈME 6 .3  (Formule de Taylor pour les polynômes) 
Soient c E IK et P un polynôme de IK[X] tel que deg(P) = n. Alors, 

� P' (c) P" (c) p(n ) (c) P = P(c) + -1- (X - c) + -1- (X - c) 2 + . . .  + 1 (X - c)n 
1 .  2 .  n .  

où ,  pour tout entier k compris entre 0 et n ,  p(k) désigne la fonction polyno
miale associée au polynôme p(k) . 

Démonstration Comme nous l 'avons fait pour la démonstration de la troi
sième propriété de la proposition 6.4 ,  nous commençons par montrer le résultat 
pour les monômes. Soit xk avec k E N. Soit c E !K. On a : xk = (X - c + c) k .  
Ainsi , en utilisant la formule du binôme de Newton, on obtient : 

k k l k (Xk) (C) ( ) k "'"" · k-C C "'"" c C X = 
� (k _ f) !C ! c (X - c) = 

� f! (X - c) 

car , pour tout f E {O, 1, . . . , k }, on a (voir l 'équation (9) ) : 

----------- k 1 ( k) (C) ( ) _ · k-C X c - ( k _ f) ! c . 

Nous considérons à présent le polynôme P = 2:�=o akXk et nous notons P sa 
fonction polynomiale associée. D 'après ce qui précède, 
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puisque (Xk) (e\c) = 0 pour tout entier R strictement supérieur à k. Or, 

t[ak t (Xk�;e) (c) (X - c) e] = t [t ak (X
k�;e\c) (X - c)e] 

k=O €=0 k=O €=0 -------n n (X k) ( €) ( ) n n -------
= 2= [ L >k R! 

c (X - c)e] = L: [ (L ak (Xk) (e) (c)) � (X - c)e] 
€=0 k=O €=0 k=O 
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où on a, dans un premier temps, fait entrer le coefficient ak dans la somme 
indicée par R, puis interverti les deux sommes , et enfin factorisé par fi (X - c)e 
dans la deuxième somme (celle indicée par k) . De plus , d'après la propriété de 
linéarité de la dérivation d 'ordre R, 

n 
t ak ( Xk) (e) = (t akXk) (e) = p(e) , d'où : Lak (Xk) (e\c) = p(e) (c) . k=O k=O 
Finalement , on obtient : 

= p(e) (c) 
ce qui termine la démonstration. 

k=O 

EXERCICE 3 Trouver un polynôme P appartenant à JR[X] tel que 

P(l ) = 3, P' ( l ) = 4 ,  P" ( l ) = 5 et p(n) ( l ) = 0 Vn ?:  3 . 

6.5 Racines d'un polynôme 

6.5.1 Définition d'une racine 

0 

DÉFINITION 6 . 14 Soit P un polynôme de IK[X] . On dit que le scalaire a: de 
IK est une racine de P si P( a:) = 0 où P désigne la fonction polynomiale 
associée à P. 

I l  est important de noter que les racines d'un polynôme appartiennent , par 
définition , au corps sur lequel le polynôme est défini . Ainsi , les racines d 'un 
polynôme P de IR[X] appartiennent nécessairement toutes à IR. Cependant , 
il arrive fréquemment que l 'équation P(a:) = 0 admette des solutions a: com
plexes . Dans ce cas-là, on dira encore que a: est une racine de P mais en prenant 



242 Racines d'un polynôme 

garde de préciser clairement que cette racine appartient non pas à IR mais à C.  
Par exemple, le polynôme P = X2 + 1 appartient à IR[X] et il n'admet aucune 
racine (sous-entendu dans IR) . On vérifie cependant que 

P(i) = 0 avec i E C \ IR.  

On dit alors que i est une racine de P dans C. Cette situation arrive aussi 
lorsque l 'on manipule des polynômes à coefficients dans Q. Par exemple, le 
polynôme P = X2 - 2 appartient à Q[X] et il n 'admet aucune racine (sous
entendu dans Q) . En revanche, on vérifie que 

P( v'2) = 0 avec v'2 E IR \  Q. 

On dit alors que /2 est une racine de P dans IR pour lever toute ambiguïté .  
On appelle équation algébrique d'inconnue x sur OC une équation de la forme : 

P(x) = o 

où P est la fonction polynomiale associée à un polynôme P de OC [X] . D 'une 
manière générale , résoudre une équation sur OC, c 'est trouver tous les éléments 
de OC qui vérifient cette équation . En particulier, résoudre l 'équation algébrique 
P(x) = 0 sur OC, c 'est trouver (toutes) les racines de P appartenant à K 
La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour qu 'un 
scalaire soit racine d 'un polynôme. 

PROPOSITION 6 .6  Soit P un polynôme de OC[X] . L 'élément a de OC est une 
racine de P si et seulement si, X - a divise P. 

Démonstration En effectuant la division euclidienne de P par X - a, on 
obtient l 'existence et l 'unicité de deux polynômes Q et R de OC[X] tels que 
P = (X - a)Q + R avec deg (R) < 1 .  Le polynôme R est donc un polynôme 
constant ; il est donné par R = P(a) puisque P(a) = R(a) . Cela s 'obtient 
simplement en prenant x = a  dans l 'égalité P(x) = (x - a)Q (x) + R(x) valable 
pour tout x appartenant à OC. Il y a donc équivalence entre le fait que a soit 
une racine de P et le fait que X - a divise P. En effet , 

P(a) = 0 {:=::} R = 0 {:=::} P = (X - a)Q .  

La démonstration est terminée. D 

Exemple Le polynôme P = 5X2 - 25X + 30 de IR [X] admet pour racine les 
deux réels 2 et 3 puisque P(2) = P(3) = O . Il est donc divisible à la fois par 
X - 2 et par X - 3 .  On obtient alors la factorisation suivante : 

P = 5 (X - 2) (X - 3) . 
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1 EXERCICE 4 Pour quelles valeurs de n E N le polynôme (X+ 1 )n -xn- 1  
est-il divisible par X2 + X + 1 ?  

Il n'existe pas de méthode systématique pour déterminer les racines d 'un po
lynôme de degré supérieur à 4. En revanche, il existe des types particuliers de 
polynômes dont on peut déterminer certaines racines (voire toutes) de manière 
algorithmique . C 'est le cas des polynômes à coefficients entiers dont on peut 
déterminer toutes les racines rationnelles . 

Racines rationnelles d'un polynôme à coefficients entiers 

Soient P = 2.::�=o akXk un polynôme à coefficients entiers (ak E Z pour tout 
k E {O , 1 ,  . . . , n}) et p, q deux entiers relatifs non nuls sans diviseur commun 
autre que 1 et - 1 dans Z. Nous allons démontrer le résultat suivant : une 
condition nécessaire (mais non suffisante) pour que le nombre rationnel p/ q 
soit racine de P est que p divise C3 l a0 et que q divise an . 
D'après la définition, p/q est racine de P si P(p/q) = 0, autrement dit si 

p PZ pn- 1 pn ao + a1 - + a2-2 + . . .  + an- 1 --1 + an- = 0 . q q qn- qn 
En multipliant les deux membres de l 'égalité par qn on obtient que si p/q est 
racine de P alors 

c'est-à-dire : 

- Remarquons que q divise le terme de gauche de l 'égalité ; il divise donc 
nécessairement le terme de droite -anpn . Comme p et q sont sans diviseur 
commun, il en va de même de pn et de q . Ainsi , puisque q divise -anpn , il 
divise obligatoirement a11 • On a donc établi que si p/q est racine de P alors 
q divise an dans z. 

- Pour établir la seconde condition , il suffit de remarquer que l 'égalité ( 1 1 )  
peut s'écrire : 

n ( n- 1 + n-3 + + n-2 + n- 1 ) -aoq = p a1q azpq . . . an- lP q anp 
et d'utiliser un raisonnement analogue à celui qui vient d'être fait . Puisque 
p divise le terme de droite de l 'égalité , il divise nécessairement le terme de 
gauche -a0q11 • Comme p et q sont sans diviseur commun, il en va de même 
de p et de qn . Ainsi , puisque p divise -a0qn , il divise obligatoirement a0 . 
On a donc établi que si p/q est racine de P alors p divise ao dans Z. 

(3) , ' d '  1 d 1 d 0  • • " d 
. 1 c est-a- ire que e reste e a 1v1s10n ent1ere e p par ao s01t nu . 
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Voyons maintenant comment utiliser ce résultat pour déterminer les racines 
rationnelles du polynôme 

P = 2X3 - X2 - X - 3 . 

Si P admet une racine p/ q appartenant à Q alors p devra nécessairement diviser 
(dans Z) a0 = -3 et q devra nécessairement diviser (dans Z) a3 = 2. Les 
valeurs possibles pour p sont donc -3 , - 1 , 1 , 3 et les valeurs possibles pour q 
sont -2 ,  - 1 ,  1 ,  2 .  Si P possède des racines dans Q, cela ne peut être que les 
nombres rationnels suivants : 

-3, 

On trouve : 

3 1 1 3 
2 , - 1 ,  -2, 2, 1 ,  2 et 3 .  

P(-3) = -63 , P(-3/2) = -21/2 ,  P (-1 )  = -5 ,  P(- 1/2) = -3 ,  

P(3) = -39, P(3/2) = 0 ,  P(l )  = -3 ,  P(l/2) = -7 /2 .  
On en déduit que le polynôme P = 2X3 - X2 - X - 3 possède une unique 
racine dans Q qui est 3/2. 
On prendra garde qu 'un polynôme à coefficients entiers n'a pas nécessairement 
de racine dans Q (c 'est le cas par exemple de X3 + 2) . 

6.5 .2 Multiplicité d'une racine 

DÉFINITION 6 . 1 5  Soient P un polynôme de IK[X] et a E K 
)< On dit que a est une racine de multiplicité h de P s 'il existe un polynôme 
Q de IK[X] tel que 

P = (X - a)hQ et Q(a) =f- O. 

L 'entier naturel h s 'appelle alors l 'ordre de multiplicité (ou la multiplicité) 
de la racine a . 
)< Dans le cas particulier où h = 1 , la racine est appelée racine simple de P 
et dans le cas où h > 1 , la racine est appelée racine multiple de P. Si h = 2 
alors a est une racine double, si h = 3 alors a est une racine triple . 

Exemple Le polynôme P = X5 - X3 - X2 + 1  de JR.[X] admet - 1  pour racine. 
On a en effet : 

P = (X + l ) (X4 - X3 - X +  1 ) .  
= Q1 

Cette racine est simple car Q1 ( - 1 )  =f- O. Il admet aussi 1 pour racine puisque 

P = (X - l ) (X4 + X3 - X - 1 ) .  
= Q2 
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Cette racine n'est pas simple car Q2 ( 1 )  = O . Elle est en revanche double car 

P = (X - 1 ) 2 (X3 + 2X2 + 2X + 1) avec Q3 ( 1 )  -=1- O .  
= Q3 

PROPOSITION 6 .7  Soit P E IK[X] . Si les scalaires a1 , . . .  , am de IK sont 
des racines distinctes de P, de multiplicités respectives h1 , . . .  , hm , alors il 
existe un polynôme Q de IK[X] tel que 

m 
P = [II (x - ak ) "•· ] Q 

k= l 

avec Q(ai ) -=1- 0 pour tout i E { l , . . .  , m} . 

Démonstration Elle s 'effectue par récurrence sur le nombre m de racines 
distinctes considérées . La propriété est évidente pour m = 1 .  Supposons la 
propriété vraie pour un entier m � 1 et montrons qu 'elle est alors vraie pour 
l 'entier m + 1 .  L'hypothèse de récurrence est la suivante : si P est un polynôme 
admettant pour racines distinctes sur IK les éléments a1 , . . .  , am de multiplicités 
respectives h1 , . . .  , hm , alors il existe un polynôme T E IK[X] tel que 

m 
p = [II (X - ak ) ''k ] r 

k= l 

avec T(ai ) -=1- 0 pour tout i E { l , . . .  , m} . Supposons que ce polynôme P ad
mette aussi pour racine sur IK le scalaire am+l de multiplicité hm+l · Cela 
signifie qu'il existe un polynôme Pm+l de IK[X] tel que 

P = (X - am+1 /'m+ l  Pm+ l 

avec Pm+l (am+i ) -/- O. Ainsi , (X - am+ l )hm+ i divise P. D 'après la facto
risation de P explicitée dans l 'hypothèse de récurrence, on en déduit que 
(X - am+l )h ,,, + 1 divise T puisqu'il ne divise aucun des polynômes (X - ai )"1 , 
. . .  , (X - am)h"' . Par conséquent , il existe un polynôme Q de IK[X] tel que 

T = (X - am+ 1 )h"'+ 1 Q .  

En combinant ce dernier résultat avec l 'hypothèse de  récurrence, on aboutit à 
la nouvelle factorisation de P : 

m+ l 
P = [ II (x - ak ) ''k ] Q.  

k= l 

Il reste maintenant à vérifier que Q(ai )  -=1- 0 pour tout i E { l , . . .  , m + l } .  
Commençons par considérer les scalaires a1 , . . .  , am . Pour tout entier i compris 
entre 1 et m, T(ai ) -=1- 0 (d'après notre hypothèse de récurrence) et 

T(ai ) = (ai - am+1 )h"' + 1 Q(ai ) · 
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On en déduit alors que Q (ai ) -1- 0 pour tout i E { 1 , 2 ,  . . .  , m} puisque les 
scalaires a1 , . . .  , am , Œm+l sont tous distincts . Intéressons-nous maintenant à 
Œm+I · Remarquons que Pm+l se factorise sous la forme 

m 
Pm+l = [II (X - Œk )hk ] Q. 

k=l 

Or, Pm+1 (Œm+1 ) -1- O. On en déduit que Q(am+I )  -1- 0 ,  ce qui termine la 
démonstration. D 

Exemple Reprenons l 'exemple du polynôme P = X5 - X3 - X2 + 1  de IR [X] . 
Ce polynôme admet - 1  pour racine simple et 1 pour racine double. On a : 

P = (X + l ) (X - 1 )2 (X2 + X + l) avec Q(- 1 ) -f- O et Q ( l ) -f- 0 . '-,..--' 
= Q  

m 
Remarque Si P = [II (X - ak )hk J Q alors, en passant aux degrés , 

k= l 

deg (P) = h1 + h2 + . . .  + hm +  deg (Q) . 

Ainsi, la somme des multiplicités des racines distinctes d 'un polynôme est in
férieure ou égale au degré de ce dernier : h1 + h2 + . . .  + hm � deg (P) . Par 
conséquent : 
- tout polynôme P de OC[X] de degré n ?;: 1 possède au plus n racines dis

tinctes ; 
- tout polynôme P de OC[X] de çlegré n possédant n + 1 racines distinctes est 

nécessairement nul .  

6.5 .3 Multiplicité d'une racine et polynômes dérivés 

Commençons par le lemme suivant . 

LEMME 6 . 1  Soit P un polynôme de OC[X] . Si a est une racine de multiplicité 
h > 1 de P alors a est une racine de multiplicité h - 1 de P' . 

Démonstration Par définition , le scalaire a de ][( est une racine de multi
plicité h > 1 du polynôme P s 'il existe un polynôme Q1 de OC[X] tel que 
P = (X - a)hQ1 et Q1 (a) -1- O. En dérivant , on obtient : 

P' = h(X - a)h- 1Q1 + (X - a)hQ� . 

Posons Q2 = hQ1 + (X - a)Q� . On a ainsi : P' = (X - a)h- 1Q2 et on vérifie 
que Q2 (a) = hQ1 (a) -1- 0 car Q1 (a) -1- O. On a ainsi exhibé un polynôme de 
OC[X] , à savoir Q2 , tel que P' = (X - a)h- 1Q2 avec Q2 (a) -1- 0 ,  montrant ainsi 
que a est une racine de P' de multiplicité h - 1 .  D 
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La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour qu 'un 
scalaire soit une racine de multiplicité h d 'un polynôme. 

PROPOSITION 6.8 Soit P un polynôme de OC[X] . Le scalaire a de ][( est une 
racine de multiplicité h de P si et seulement si, 

{ 'v'k E {O , . . .  , h - 1 } p(k) (a.) = 0  

p(h) (a.) -:/:- 0 

Démonstration Elle s 'effectue en deux étapes (implication et réciproque) . 

('.". Commençons par montrer l 'implication . Soit a une racine de P de multipli
cité h. Supposons dans un premier temps h > 1 .  D 'après le lemme 6 . 1 ,  a est 
alors une racine de P' de multiplicité h - 1 .  En réitérant le raisonnement , on 
obtient que a est une racine de P" de multiplicité h - 2, puis que a est une 
racine de p(3) de multiplicité h - 3, et ainsi de suite. On obtient finalement que 
a est une racine simple de p(h- l ) , ce qui signifie qu 'il existe un polynôme Q 
de OC[X] tel que p(h- l ) = (X - a.)Q avec Q(a.) -:j:. O. D 'où, en dérivant , 

p(h) = (X - a.)Q' + Q 

et on a p(h) (a.) = Q(a.) -:/:- O . Supposons à présent h = 1 .  Le scalaire a E OC est 
une racine simple de P. Cela signifie qu'il existe Q E OC[X] tel que P = (X -a.)Q 
et Q(a.) -:/:- O . D 'où, en dérivant , P' = (X - a.)Q' + Q et P' (a.) = Q(a.) -:/:- O . On 
a donc P(a.) = 0 et P' (a.) -:j:. O .  Finalement , on a vérifié que s i  a est une racine 
de multiplicité h � 1 de P alors p(k) (a.) = 0 pour tout k E {O , . . .  , h - 1 }  et 
p(h) (a.) = Q(a.) -:/:- o .  

['.". Pour montrer la réciproque, on utilise la formule de Taylor pour les poly
nômes . Soit P un polynôme de OC [X] de degré n. Soit 1 ::::; h ::::; n. On suppose 
d'une part que a est racine de P, . . .  , p(h- l ) , et d'autre part que p(h) (a.) -:/:- O .  
On a alors : 

P(h) ( ) p(h+ l ) (  ) p(n) ( ) p = a (X - )h a (X - )h+ l a (X - )n h! a +  (h + l ) !  a + . . .  + n! a · 

Factorisons par (X - a.)h . On obtient : 

[ - � - l 

(h) (h+l ) (n) P = (X - )h p (a) p (a.) (X - ) p (a.) (X - )n-h a h' + (h ) 1 a + · · · + 1 a . + 1 . n. 

En notant Q le polynôme entre crochets , on a obtenu que P = (X - a.)hQ avec 
Q(a.) = p(h) (a) /h! , et le scalaire Q (a.) est non nul puisque, par hypothèse , 
P(h) (a.) -:j:. O. On a ainsi montré que a était une racine de multiplicité h de P. D 
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Exemple Considérons le polynôme P = X3 - 3X + 2 E IR [XJ . On a :  

P' = 3X2 - 3 et P" = 6X. 

Ainsi, P admet 1 pour racine double car P(l ) = F' ( l )  = 0 et P" ( l ) = 6 -j. O. 

6.5.4 Relations entre coefficients et racines d'un polynôme 

Considérons un polynôme P de degré 2 à coefficients réels, P = a2X2+aiX +ao 
avec ao , ai , a2 dans IR et a2 non nul . Un résultat fait cas de relations entre la 
somme, le produit des deux racines (si elles existent) o:1 et o:2 de P dans IR, 
avec ses coefficients a2 , ai , a0 . Quelles sont-elles ? Pour les retrouver , il suffit 
de développer le terme de droite dans l'égalité 

Après identification , on obtient les deux formules classiques (dites formules de 
Viète, du nom du mathématicien français François Viète) 

et 

Remarquons que les deux racines o:i et 0:2 ne sont pas nécessairement distinctes . 
Par exemple , le trinôme P = 2X2 - 12X + 18 de IR [X] admet pour unique racine 
le réel 3. Cette racine est double. Les deux racines o:i et o:2 sont confondues 
( o:i = 0:2 = 3) et elles vérifient les deux formules de Viète : 

(- 1 2) 
O:i + 0:2 = 3 + 3 = - -2- et 

VIÈTE, François ( 1540, Fontenay-le-Comte - 1603, Paris) . 

Juriste et conseiller auprès du Parlement de Bretagne (à 
Rennes) puis de Tours, Viète introduit les notations lit
térales utilisant des voyelles pour les inconnues et des 
consonnes pour les quantités connues. On lui doit aussi des 
travaux en trigonométrie, entre autres les expressions de 
cos(nx) et sin (nx) comme fonctions polynomiales de cos(x) 
et sin (x) obtenues par des constructions géométriques. 
Durant la guerre contre l'Espagne, il offrit ses services à 
Henri IV, Roi de France et de Navarre, en décodant les mes
sages (en écriture chiffrée) qui étaient interceptés. 

Il est possible de généraliser les formules de Viète au cas de polynômes appar
tenant à JK[X] avec lK non nécessairement égal à IR, et de degré n ) 1 . Pour 
cela, commençons par la définition d'un polynôme scindé. 
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DÉFINITION 6 . 16  Un polynôme P de JK[X] et de degré n est dit scindé sur 
JK (ou scindable sur JK) s 'il existe un scalaire /3 de JK, /3 non nul, et n scalaires 
a1 , a2 , . . . , Œn non nécessairement distincts deux à deux appartenant à lK 
tels que 

n 

p = /3 II (X - Œk ) . 
k=l 

Il est évident que la notion de polynôme scindé dépend étroitement du corps lK 
considéré, comme on peut le vérifier avec les deux exemples suivants .  Le poly
nôme P = X2 - 2, qui peut être considéré comme un polynôme de Q[X] , IR [X] 
ou C [X] , n 'est pas scindé sur Q. Il l 'est en revanche sur IR et sur (['. car 

P = (X - h) (X + h) . 

Le polynôme P = 2X2 + 2 ,  qui appartient aussi à Q[X] , IR[X] ou C [X] , n'est 
scindé ni sur Q, ni sur R Il est en revanche scindé sur (['. car 

P = 2 (X - i) (X + i) 

avec i2 = - 1  E (['. \ R 
Lorsqu 'un polynôme de degré n est scindé, il existe des relations entre ses coef
ficients et ses n racines distinctes ou confondues . À titre d'exemple, intéressons
nous au cas n = 3. Soient P = a3X3 + a2X2 + a1X + ao un polynôme scindé 
de JK[X] avec a3 -1- O. Notons a1 , a2 , a3 ses racines (distinctes ou confondues) 
dans JK. Alors , en développant le terme de droite dans l 'égalité 

et après identification , on obtient facilement les trois relations suivantes : 

Considérons par exemple le polynôme P = 2X3 - 10X2 + 16X - 8 de IR [X] . Il 
admet pour racines les scalaires 2 (racine double) et 1 (racine simple) puisque 
P(l ) = P(2) = P' (2) = 0, P' ( 1 )  -1- 0 et P" (2) -1- O. Parmi les trois racines a1 , 
Œ2 et a3 , deux sont confondues (a1 = a2 = 2 et a3 = 1 )  et on a :  

(- 10) Œ1 + Œ2 + 0'.3 = 2 + 2 + 1 = - -2- , 
16 Œ1Œ2 + a1Œ3 + a2Œ3 = (2 X 2) + (2 X 1 )  + (2 X 1 )  = 2 '  

(-8) Œ1Œ2Œ3 = 2 X 2 X 1 = - -2- .  
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Plus généralement , considérons maintenant un polynôme P de JK[X] , non nul ,  
de degré n et scindé sur JK, P = ao + a1X + . . .  + anXn avec ao , a1 , . . .  , an 
dans lK et an -1- O. Désignons par 0:1 , 0:2 , . . .  , O:n ses racines (distinctes ou 
confondues) sur JK. Il y a n  formules reliant les coefficients et les racines de P. 
Elles s 'obtiennent en développant? = an (X - 0:1 ) (X - 0:2 ) . . .  (X - o:n ) et en 
identifiant les coefficients de même degré. Elles s 'écrivent : 

'ik E { 1 , 2 ,  . . .  , n} L O:i, O:i2 . . .  O:ik = ( - 1  ) k an-k . 
1 'Çi, <i2 < . .  . <ik :Çn an 

Chacune d'elles fait apparaître une somme à indice multiple correspondant à 
la somme des produits de k racines parmi les n racines de P. Cette somme 
contient donc autant de termes que de parties à k éléments que l 'on peut 
constituer (sans ordre ni remise) à partir d 'un ensemble à n éléments . Elle 
comporte ainsi (�) termes et chacun des termes est constitué d 'un produit de k 
racines . En particulier , la première relation (celle correspondant à k = 1 )  donne 
l 'expression de la somme des racines , et la dernière relation (celle correspondant 
à k = n) donne l 'expression du produit des racines . Elles s 'écrivent : 

n n 'l::: a:i = - an- l et II Ü:i = ( - 1r aa . 
i= l an i= l an 

Considérons par exemple le polynôme P = ao + a1X + a2X2 + a3X3 + a4X4 de 
JK [X] avec a4 -1- O. Supposons P scindé sur lK. Alors , si a:1 , a:2 , a:3 , a:4 désignent 
les racines (distinctes ou confondues) de P sur JK, on a les quatre relations 
suivantes : 

'"' a3 � O:i, = 0:1 + 0:2 + 0:3 + 0:4 = - - , 
l :Çi 1 :Ç4 

a4 

EXERCICE 5 Déterminer le nombre complexe À pour que l 'équation al-
gébrique 

x3 + 2x2 + 3x + À = 0 
ait deux de ses racines dont le produit vaut 2 .  

6.6 Étude des polynômes de <C[X] et de JR.[X] 

Dans la pratique, les calculs s 'effectuent généralement en considérant comme 
corps de référence le corps des nombres complexes ou celui des nombres réels. 
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Nous portons ainsi une attention particulière aux polynômes à coefficients com
plexes dans un premier temps, et aux polynômes à coefficients réels dans un 
second temps . 

6.6.l Polynômes de C [X] 

Le théorème suivant que les anglo-saxons appellent théorème fondamental de 
l'algèbre est aussi appelé théorème de d'Alembert-Gauss , du nom du mathéma
ticien français Jean Le Rond d'Alembert (il fut le premier à l 'avoir énoncé sous 
une forme complète ; il en donna une démonstration peu convaincante) et du 
mathématicien allemand Karl Friedrich Gauss (il le démontra en 1799) . Citons 
aussi l 'ingénieur français Albert Girard ( 1 595- 1632) qui avait déjà énoncé ce 
théorème dès 1629, sans pourtant réussir à le démontrer . 

THÉORÈME 6.4 (de d 'Alembert-Gauss) 
Tout polynôme de C[X] de degré n ;? 1 admet au moins une racine dans <C .  

Démonstration Admise . D 

D 'ALEMBERT, Jean Le Rond ( 1717 ,  Paris - 1783, Paris) .  
Philosophe, ami de Diderot (avec qui il co-dirigea !'Encyclo
pédie) et de Voltaire, d'Alembert fut l'un des mathématiciens 
et physiciens les plus renommés du xvrn• siècle. Il entra à 
24 ans à l'Académie des Sciences comme adjoint astronome, 
puis, 13 ans plus tard, à l'Académie française. Son œuvre est 
considérable. Nous lui devons une théorie mathématique des 
cordes vibrantes. Son existence avait pourtant mal commen
cée puisque, nouveau-né, il avait été recueilli sur les marches 
de la chapelle Saint-Jean-Le-Rond, attenant à la tour nord de 
Notre-Dame, d'où le nom qui lui fut donné. 

Il résulte du théorème de d'Alembert-Gauss que 
- tout polynôme de C[X] de degré n ;? 1 possède n racines (comptées avec 

leurs multiplicités) dans <C. Un polynôme de C[X] de degré n possède ainsi 
n racines distinctes ou confondues dans <C ; 

- les seuls polynômes irréductibles dans C[X] sont les polynômes de degré 1 ;  
- tout polynôme non nul de C[X] est scindé sur <C ; 
On dit que le corps <C des nombres complexes est a.Jgébriquement clos. 

Si on note Œ 1 , . . .  , Œm les m racines distinctes de multiplicités respectives 
h1 ,  . . .  ' hm , du polynôme p = ao + a 1 X + . . .  + anxn avec Un =/=- 0, alors 

m � n et h 1 + . . .  + hm = n. 
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Le polynôme P se factorise alors sous la forme suivante : 
m 

P = an IJ (X - ak )hk . 

k=l 

Il est à noter la présence du coefficient an (nécessairement non nul puisque 
deg(P) = n) dans cette factorisation . On dit que l 'on a effectué la décomposi
tion de P en produit de polynômes irréductibles dans C[X] . 

Exemple Les racines du polynôme unitaire P = X5 - X3 - X2 + 1 de C [X] 
(qui est de degré 5) sont - 1 (racine simple) , j (racine simple) , J (racine simple) 
et 1 (racine double) . Sa factorisation en produit de polynômes irréductibles 
dans C[X] s 'écrit : 

P = (X + l ) (X - 1 )2 (X - j ) (X - J) . 

EXERCICE 6 
1 - Déterminer les racines deuxièmes de 8 + 6i , puis résoudre dans C 

(E1 ) iz2 - ( 1 + i)z + 2i - 1 = O . 

2 - On considère dans C l 'équation 

(E2 ) iz3 + (2i - l )z2 - (i + 4)z + 3(2i - 1 )  = O . 

a) Montrer que si cette équation admet une solution réelle r alors cette 
solution vérifie le système suivant : 

(S) 
{ r2 + 4r + 3 = 0 

r3 + 2r2 - r + 6 = 0 
. 

b) Indiquer si l 'équation (E2 ) admet des solutions réelles . 
c) Combien l 'équation (E2 ) admet-elle de solutions ? Trouver toutes les 

solutions de l 'équation (E2 ) .  

6.6.2 Polynômes de JR([X] 
Puisque JR( est inclus, via l 'injection canonique, dans C (voir page 23) , tout 
polynôme de JR([X] peut s 'interpréter comme un polynôme de C [X] et on peut 
lui appliquer le théorème de d'Alembert-Gauss . Ainsi, tout polynôme de JR([X] 
de degré n possède n racines (distinctes ou confondues) dans C .  

Remarquons que s i  P E JR( [X] et s i  a E C alors P(Ci) = P (a) . On a alors le 
résultat suivant . 

PROPOSITION 6 .9  Soit P un polynôme de JR([X] . Le scalaire a E C est une 
racine de multiplicité h de P dans C si et seulement si, Ci est une racine de 
multiplicité h de P dans C . 
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Démonstration D 'après la propo':'ition 6.8, le scalaire a: est une racine de 
multiplicité h de P dans <C si et seulement si , 

Vk E {O ,  . . . , h - 1 } p(k) (o:) = O  et p(h) (o:) -j- 0. 

En procédant par équivalence, on vérifie que, pour tout k E { 0 ,  . . . , h - 1 } ,  

p(k) (o:) = 0 p(k) (o:) = 0 p(kl (a) = O . 

On a aussi : p(hl (o:) -1- 0 {===} P("l (o:) -1- 0 {===} p(h) (a) -1- 0, ce qui termine 
la démonstration . 0 

Les racines d 'un polynôme de IR[X] ne sont pas toujours toutes réelles . Par 
exemple, le trinôme P = aX2 + bX + c avec a, b, c dans IR et a -1- 0 ,  possède 
des racines réelles seulement dans le cas où b2 - 4ac ? O .  Dans le cas où 
b2 - 4ac < 0, les racines appartiennent à <C \ IR. Contrairement au corps <C, le 
corps IR des nombres réels n'est pas algébriquement clos . Un polynôme P de 
IR[X] de degré n n'est donc pas nécessairement scindé. Il l 'est à la condition 
qu 'il possède n racines réelles comptées avec leurs multiplicités (c'est-à-dire 
n racines distinctes ou confondues) . 

Polynômes de IR[X] de degré impair 

Montrons qu 'un polynôme P de degré 3 à coefficients réels possède au moins 
une racine réelle . 
- Considérons dans un premier temps le cas où P admet trois racines dis

tinctes o:1 , o:2 , o:3 . Supposons que l 'une d'entre elles , disons o:1 , ne soit pas 
réelle (la démonstration est terminée dans le cas où o:1 E IR) . Puisque, par 
hypothèse , P a tous ses coefficients dans IR, on a l 'équivalence suivante : 

P(o:i ) = o {===} P(o:i) = o ,  

ce qui signifie que o:1 est une racine de P. Elle appartient à <C \ IR  car o:1 
appartient à <C \ IR, et elle est distincte de o:1 puisque Im( 0:1 ) -1- O. La 
racine o:1 est nécessairement une des deux autres racines de P. On a donc : 
0:2 = o:1 ou o:3 = o:1 . Sans perte de généralité, on suppose que 0:2 = 0:1 . Il 
reste alors la racine o:3 . Procédons comme pour la racine o:1 . Puisque P est 
à coefficients réels , on a l 'équivalence suivante : 

Ainsi, o:3 est aussi une racine de P. Puisque , par hypothèse , 0:3 est différente 
des deux autres racines, à savoir de o:1 et o:1 , la seule possibilité est que 
0:3 soit égale à o:3 , autrement dit que o:3 soit réelle, ce qui montre que le 
polynôme P possède une racine réelle . 

- Considérons maintenant le cas où P admet dans <C une seule racine de 
multiplicité 3. Notons a: cette racine. Puisque P est à coefficients réels , on 
a l 'équivalence : 

P(o:) = o {===} P(a) = o . 
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Ainsi, a est aussi racine de P. On a alors nécessairement a = a, ce qui 
montre que a appartient à R 

- Considérons enfin le cas où P admet dans C deux racines distinctes , a1 et 
a2 , avec a1 une racine simple et a2 une racine double. Alors , P apparte
nant à IR[X] , a2 est racine de P, de même multiplicité que a2 . On a donc 
nécessairement a2 = a2 , ce qui montre que a2 appartient à R 

Plus généralement , on a le résultat suivant que nous admettrons<4 > . 

PROPOSITION 6 . 10  Tout polynôme de IR[X] de degré impair admet au moins 
une racine réelle. 

Polynômes irréductibles dans IR[X] 

Les polynômes irréductibles dans IR[X] sont : 
- les polynômes de degré 1 ,  c'est-à-dire les polynômes de la forme aX + b avec 

a E IR* et b E IR, 
- les polynômes de degré 2 ne possédant aucune racine réelle, c 'est-à-dire les 

polynômes de la forme aX2+bX +c avec a E IR* , b E IR, c E lR et b2 -4ac < O . 
On montre facilement que tout polynôme de IR[X] de degré supérieur ou égal 
à 3 est nécessairement réductible dans IR[X] . 

Factorisation irréductible dans IR[X] 

Considérons un polynôme P de IR[X] de degré n : 

P = ao + a1X + a2X2 + . . .  + anXn 

avec a0 , a1 , a2 , . . .  , an dans IR, an -:/- O .  D 'après le théorème de d'Alembert
Gauss, P possède n racines (distinctes ou confondues) dans C. Nous ne nous 
intéressons ici qu 'aux racines distinctes . Supposons que certaines de ces racines 
soient réelles. Notons-les a1 , a2 , . . .  , Œm et notons h1 , h2 , . . .  , hm leurs multipli
cités respectives . Les autres racines ont nécessairement des parties imaginaires 
non nulles . Elles appartiennent à C\R D 'après la proposition 6 .9 ,  nous pouvons 
les classer par couples de racines complexes conjuguées (f31 , f31 ) ,  (f32 , f32 ) ,  . . .  , 
(f3m' , f3m' ) ,  de multiplicités respectives s 1 , s2 , . . .  , Sm' . On a nécessairement : 

h1 + h2 + . . .  + hm + 2 (  s1 + S2 + . . .  + Sm' )  = n 

et le polynôme P se factorise sur C de la manière suivante : 
m m' 

p = an [II (X - Œk )hk ] [II (X - f3kr (X - f3kr ] . 
k=l  k=I  

racines dans lR racines dans C \ lR 

<4> Ce résultat sera établi à l 'exercice 12 , page 627. 
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Soit k un entier compris entre 1 et m' . On a : 

(X - f3k ) (X - f3k ) = X2 - (f3k + f3k )X + f3kf3k · 

Or, Re(f3k ) = f3k ; :Bk et lf3k l = � . On en déduit : 

(X - f3k ) (X - f3k ) = X2 - 2 Re(f3k )X + if3k i 2 . 

Ainsi, (X - f3k ) (X - f3k ) E JR[X] puisque Re(f3k ) et if3k l 2 appartiennent à R 
Posons Pk = -2 Re(f3k ) et Qk = l,Bk l 2 . La décomposition de P en produit de 
polynômes irréductibles dans JR[X] s'écrit : 

m m' 
p = an [II (X - Œk )hk ] [II (X2 + PkX + Qkr ] 

k=l k= l 

où, pour tout entier k variant de 1 à m' , le polynôme X2 + PkX + Qk de JR[XJ 
vérifie : p� - 4qk < 0 et admet f3k et 7J k pour racines dans <C. 

Exemple Reprenons le polynôme P = X5 -X3 -X2+ 1 .  C'est un polynôme de 
JR[X] . Ses racines dans lR sont - 1  (racine simple) et 1 (racine double) . Dans <C, 
ses racines sont - 1 ,  j et .J (racines simples) et 1 (racine double) . La factorisation 
de P en produit de polynômes irréductibles dans <C[X] s'écrit : 

P = (X + l ) (X - 1 )2 (X - j ) (X - ]) . 

Développons le produit (X - j ) (X - ]) . On a : 

(X - j ) (X - ]) = X2 - (j + ])X + j .J  = X2 - 2 Re(j )X + U l 2 . 

Rappelons que j = - 1/2 + iv'3/2. On a donc Re(j )  = - 1/2 et U l 2 = 1 .  D 'où 

(X - j ) (X - ]) = X2 + X +  1 .  

La factorisation irréductible de P dans JR[X] s 'écrit ainsi : 

P = (X +  l ) (X - 1 ) 2 (X2 + X +  1 ) .  

Remarque Certains polynômes P de JR[X] ne possèdent aucune racine réelle. 
C 'est le cas par exemple de P = X4 + 1. Les racines sont toutes de partie 
imaginaire non nulle. Elles peuvent toutes être classées par couples de racines 
complexes conjuguées (f31 , f31 ) ,  (f32 , f32 ) ,  . . .  , (f3m' , f3m1 ) .  En notant s 1 , s2 , . . .  , 
Sm' leurs multiplicités respectives et n le degré de P = a0 + . . .  +anXn (an -/=- 0) , 
on a alors : 

2 (s 1  + s2 + . . .  + Sm' ) =  n 

et la factorisation irréductible de P dans JR[X] s 'écrit : 
m' 

P = an II (X2 + PkX + Qk ) 8k 
k= l 

avec Vk E { 1 , . . . ,  m' } p� - 4qk < 0 
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où, pour tout k E { 1 , . . . , m' } ,  le polynôme X2 + PkX + qk de �[X ] admet f3k 
et f3k pour racines dans C. Par exemple, la factorisation irréductible de X4 + 1 
dans C [X ] s 'écrit : 

X4 + 1 = (X _ ei7r/4 ) (X _ ei37r/4 ) (X _ e- i37r/4 ) (X _ e- i7r/4 ) . 

On a les égalités suivantes : 

(X - ei7r/4 ) (X - e- i71'/4 ) = X2 - J2X + 1 , 
(X - ei37r/4 ) (X - e-i37r/4 ) = x2 + J2X + 1 . 

On en déduit la factorisation irréductible de X4 + 1 dans � [X ] : 

X4 + 1 = (X2 - hx + 1 ) (x2 + hx + 1 ) .  

EXERCICE 7 Donner une factorisation irréductible dans �[X ] des poly
nômes 
1 - P = X6 + 1 , 
2 - Q = X8 + X4 + 1 ,  
3 - R'P = X6 - 2X3 cos cp + 1 avec cp E [ ü , ?r [ .  

6.  7 Exercices de synthèse 

EXERCICE 8 Soit n un entier naturel non nul. 

1 - Résoudre z4n - 1 = 0 dans C.  On notera zo ,  z1 , z2 , . . . , Z4n- l  les racines. 
En particulier, préciser les valeurs des quatre racines zo ,  Zn , Z2n et Z3n · 

n- 1 
2 - Vérifier que x4n - 1 = ( X4 - 1 )  L X4k . 

k=O 
3 - En effectuant les changements d 'indices appropriés, montrer que 

4n- l 2n- l II (X _ eik7r/2n ) = II (X _ e- ik71' /2n ) , 
k=2n+l k=l 

2n- l n- 1 II [ (X _ eik71' /2n ) (X _ e- ik71' /2n ) J = II [ (X + e- ik11'/2n ) (X + eik71'/2n ) J .  
k=n+l k=l 

En déduire que 

4n- l n- 1 II (X - eik71'/2n ) = (X4 - 1 ) II (X2 - 2iX sin k1f - l ) (X2 + 2iX sin k1f - 1) . 2n 2n k� �l 
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4 - Déduire des questions précédentes que pour tout z E C, 

n- 1 n- 1 
L z4k = II (z2 - 2iz sin 

k7r 
- l ) (z2 + 2iz sin br - 1 ) .  

2n 2n k=O k=l 
n- 1 

Vn 5 - En déduire que II sin 
2
k7r 

= __!!___1 . n 2nk=l 
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EXERCICE 9 On considère les polynômes (Bn)nEN (appelés polynômes de 
Bernoulli) définis, par récurrence sur n, par Bo = 1 et, pour tout n ;;::: 1 ,  par 

B� = nBn- 1 et fo 1 
Bn (x)dx = 0 

où En désigne la fonction polynomiale associée à En . On admettra que, pour 
tout n E N, En est un polynôme normalisé, de degré n, à coefficients dans Q . 
1 - Calculer B1 , B2 , B3 et B4 . 
2 - Montrer que Bn (O) = Bn ( l ) pour tout entier n ;;::: 2 .  

3 - Pour n ;):  1 e t  x E lR ,  on  pose : Qn (x) = Bn (x + 1 )  - Bn (x) . Montrer par 
récurrence que Qn = nxn- l pour tout n ;;::: 1 .  

4 - Pour n ;): 1 et k ;): 1 ,  on pose Skn) = 1 + 2n + 3n + . . .  + kn . Déduire de la 
question précédente que 

(n) 1 ( - - ) Sk = -- Bn+1 (k + 1 )  - Bn+1 ( l ) . n + l 

5 - Calculer Skl ) , Sk2) et Sk3) pour tout entier k ;;::: 1 .  
6 - Montrer par récurrence que, pour tout n E N, 

Pour tout n E N, on pose bn = Bn (O) . Ces nombres sont appelés nombres de 
Bernoulli . Déduire de ce qui précède que b2p+l = 0 pour tout p ;;::: 1 .  
7 - Soit n E N .  Montrer que pour tous x ,  y dans JR, 

- n - k 
n ( ) 

Bn (x + y) = L k Bn-k (x) y ' . 
k=O 

8 - Soit n E N. Vérifier que, pour tout x E JR, 

n- 1 ( ) 
En déduire que L � bk = 0 pour tout n ;;::: 2 .  

k=O 
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EXERCICE 10 On considère n + 1 points Mj de coordonnées (xj , Yj ) ,  0 ::;; 
j ::;; n , où les Xj sont tous distincts. On cherche à interpoler les points Mo,  
Mi ,  . . .  , Mn par une fonction polynomiale . On va  pour cela chercher une 
fonction polynomiale P, à coefficients réels, dont la courbe représentative passe 
exactement par les n + 1 points Mo, Mi , . . .  , Mn, ce qui revient à écrire : 

'Vj E {O , l ,  . .  . , n} P(xj ) = Yj · 
1 - Montrer que s 'il existe un polynôme P E IR[X] de degré inférieur ou égal 
à n tel que P(xj )  = Yj pour tout j E {O ,  1 ,  . . . , n} , alors il est unique. 
2 - Soit i E {O , 1 ,  . . .  , n} . Déterminer l 'unique polynôme Li de IR[X] , de degré 
inférieur ou égal à n qui vérifie : 

{ Li (Xi ) = 1 ,  

V j E { 0 ,  1 , . . . , n }  (J -=/= i ====? Li ( x j )  = 0) . 

3 - En déduire l 'expression du polynôme P E IR[X] de degré inférieur ou égal 
à n, solution du problème d 'interpolation. Le polynôme P est appelé polynôme 
d'interpolation de Lagrange des n + 1 points Mo , Mi , . . .  , Mn .  
4 - Application : déterminer le polynôme d 'interpolation de Lagrange des quatre 
points Mo(- 1 ,  - 1 ) ,  Mi (O, 0 ) ,  M2 ( 1 , 1 )  et M3(2 ,  0) . 

6.8 Solution des exercices 

Solution de l 'exercice 1 

1 - Soit cjJ E IR. Puisque sin 2c/J = 2 sin c/; cos c/;, on a :  
A2 = X2 sin c/J - X sin 2c/J + sin c/J = (X2 - 2X cos cjJ + 1 )  sin c/J = B sin cjJ. 

D 'où Q2 = sin cjJ et R2 = O. Posons la division euclidienne de A3 par B .  On a :  
A3 = X3 sin cjJ - X sin 3c/; + sin 2c/J X2 - 2X cos cjJ + 1 

- (X3 sin c/; - 2X2 sin c/; cos c/; + X  sin c/J) X sin c/J + sin 2c/J = Q3 
2X2 sin c/; cos cjJ - X (sin 3c/J + sin c/J) + sin 2c/J 
= X2 sin 2c/J - 2X sin 2c/J cos cjJ + sin 2c/; 
- (X2 sin 2c/J - 2X sin 2c/; cos cjJ + sin 2c/;) 

D 'où Q3 = X sin c/J+sin 2c/; et R3 = O. Posons maintenant la division euclidienne 
de A4 par B. On a : 

A4 = X4 sin </> - X sin 4</J + sin 3</J 
- (X4 sin </> - 2X3 sin <P cos <P + X2 sin <P) 
2X3 sin cjJ cos cjJ - X2 sin cjJ - X sin 4c/J + sin 3cjJ = X3 sin 2c/J - X2 sin cjJ - X sin 4</> + sin 3cjJ 
- (X3 sin 2cjJ - 2X2 sin 2c/J cos cjJ + X  sin 2</>) 
X2 (2 sin 24> cos <P - sin <P) - X(sin 24> + sin 44>) + sin 3c/J = X2 sin 34> - 2X sin 3</> cos <P + sin 34> 
- ( X2 sin 34> - 2X sin 34> cos <P + sin 34>) 

X2 - 2X cos cjJ + 1 
X2 sin cjJ + X  sin 2</> 
+ sin 3rjJ = Q4 
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D 'où Q4 = X2 sin ef> + X sin 2ef> + sin 3ef> et R4 = O. 

2 - D 'après la question précédente, la propriété est vraie au rang 2 (nous l 'avons 
même vérifiée aux rangs 3 et 4) . Soit n E N tel que n )! 2. Supposons An = 
BQn (c 'est l 'hypothèse de récurrence) et déduisons-en que An+I = BQn+l · 
Commençons par faire apparaître Qn dans l 'expression de Qn+I ·  Il suffit d 'isoler 
le terme d 'indice k = n + 1 et de factoriser par X dans la somme restante : 

n+l n 
L [xn+i -k sin(k - l )ef>] = X L [xn-k sin(k - l )ef>] + sin nef>. 
k=2 k=2 

On a donc : Qn+I = XQn + sin nef>. Calculons maintenant BQn+I ·  On vérifie : 

BQn+l = B (XQn + sin nef>) = XBQn + B sin nef> = X  An + B sin nef> 

car , par hypothèse, BQn = An . Remplaçons An et B par leurs expressions : 

BQn+1 
= X (Xn sin e/> - X sin nef> + sin(n - l )ef>) + (X2 - 2X cos ef> + 1 )  sin nef> 
= xn+i sin ef> - X (2 cos ef> sin nef> - sin(n - l )ef>) + sin nef>. 

Or, 2 cos ef> sin nef> = sin(n + l )ef>  + sin (n - l )ef>. Ainsi , 

BQn+i = xn+i sin ef> - X sin(n + l)ef> + sin nef> = An+1 ,  
ce qui termine la démonstration. 

Solution de l 'exercice 2 
1 - Puisque a > 0, les racines complexes du polynôme XP - aP sont les nombres 
complexes ae = aei2br/p , 0 � f, � p - 1 .  Elles sont toutes simples . Une condi
tion nécessaire et suffisante pour que XP - aP divise xm - am est donc que 
les complexes ao , a1 , . . .  , Œp- 1 soient aussi racines de xm - am . On a les 
équivalences : 

Ainsi , une condition nécessaire et suffisante pour que xm - am soit divisible 
par XP - aP est que m = kp avec k E N. 
2 - Étape 1 : par hypothèse, on a supposé m )! p. Effectuons la division eucli
dienne de Am par Bp . On obtient : 

- Si m =  p alors le reste R1 est nul .  On retrouve que Ap est divisible par Bp . 
- Supposons maintenant m > p. Si , de plus , m - p < p, c 'est-à-dire si p < 

m < 2p, alors la division est terminée et le reste R1 est non nul (Am n'est 
pas divisible par Bp) · En revanche, si m - p )! p, c'est-à-dire si m )! 2p, 
alors on doit poursuivre la division . 
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Étape 2 : supposons donc m ? 2p et poursuivons la division. On obtient : 

Am = Bp (xm-p + aP xm-2p) + R2 avec R2 = a2P xm-2p - am . 

- Si m =  2p alors R2 = O. On retrouve que A2p est divisible par Bp . 
- On suppose maintenant m > 2p. Si , de plus, m - 2p < p, c'est-à-dire si 

2p < m < 3p, alors la division est terminée et R2 =/= O. En revanche, si 
m - 2p ? p, c'est-à-dire si m ? 3p, alors on doit encore poursuivre la 
division. 

Étape 3 : supposons donc m ;;::: 3p et poursuivons la division. On obtient : 

Am = Bp(xm-p + aP xm-2p + a2P xm-3p) + R3 avec R3 = a3P xm-3p - am . 

- Si m =  3p alors R3 = O. On retrouve que A3p est divisible par Bp . 
- On suppose maintenant m > 3p. Si ,  de plus, m - 3p < p, c'est-à-dire si 

3p < m < 4p, alors la division est terminée et R3 =/= O .  En revanche, si 
m - 3p ? p, c'est-à-dire si m ? 4p, alors on doit encore poursuivre la 
division . 

Par conséquent, à l 'étape k ?  1 ,  c 'est-à-dire lorsque kp ::::; m < (k + l )p, on a :  
Am = BpQk + Rk avec Qk et Rk définis par : 

k 
Qk = l: a(e- l )pxm-ep et Rk = akpxm-kp - am . 

i=l 
Montrons ce résultat . On a : 

k 
(XP - aP) L a(e- l )p xm-ip 

i=l k k 
l: a(e- 1 )pxm- (e- 1 )p _ l: aepxm-ep . 
i=l i=l 

Effectuons le changement d 'indice R' = f + 1 dans la dernière somme : 

k k+l 
(XP - aP)Qk = L a(i- l )p xm- (i- l )p - L a(e' - l )p xm- (i' - l )p _ 

i=l i'=2 
Remplaçons à présent f' par f (l 'indice de sommation est muet) dans la dernière 
somme. Isolons le terme d 'indice f = 1 dans la première somme et celui d 'indice 
f = k + 1 dans la dernière somme. Les deux sommes restantes s 'annulent et on 
obtient : 

On a donc : 

(XP - aP)Qk + Rk = (xm - akp xm-kp) + (akp xm-kp - am) = xm - am, 

ce qui termine la démonstration . 
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Solution de l'exercice 3 

Soit P un polynôme de degré m . Appliquons la formule de Taylor . On a : 

P = P( l )  + P' ( l ) (X - 1 )  + 
P" ( l )  

(X - 1 ) 2 + . . . + 
p(m)/l )  

(X  - l )m . 
2 m . 

Or, P( l )  = 3 ,  P' ( l )  = 4 ,  P" ( l )  = 5 et p(n) ( l )  = 0 pour tout entier n ;:?:  3 .  On 
en déduit alors que 

P = 3 + 4(X - 1) + � (X - 1 ) 2 = �X2 - X + � . 
2 2 2 

Solution de l'exercice 4 

Considérons dans un premier temps le cas où n = 0 ,  puis le cas où n = 1 .  
- Si n =  0 alors (X + 1 ) 0 - x0 - 1 = - 1 .  Son degré est inférieur strictement 

à celui de X2 + X  + 1 ; il n 'est donc pas divisible par X2 + X  + 1 .  
- Si n =  1 alors (X + 1 ) 1 - X1 - 1 = O . Le polynôme nul étant divisible par 

n'importe quel polynôme, il est donc divisible par X2 + X +  1 .  
Supposons à présent n ;:?: 2 .  Les racines du polynôme X 2  + X + 1 sont j et I 
avec j = e2i7r /3 . Que savons-nous sur j ?  On sait (voir l 'exercice 1 du chapitre 4) 
que j2 = I = r1 et 1 + j + j 2  = o .  De plus , j3 = 1 ou, plus généralement , 
pour tout k E N, j3k = 1 ,  j 3k+ l = j et j 3k+2 = j 2  = }. Dire que le polynôme 
P = (X +  l )n - xn - 1 est divisible par X2 + X +  1 équivaut à dire que j est 
racine de P ou que I est racine de P puisque P E IR[X] . Calculons P(j ) .  On a :  

P(j ) = (j + l )n - jn - 1  = (- l )nj 2n - r - 1  

où on a utilisé que j + 1 = -j2 .  Posons n = 3k + r avec k E N  et r E {O ,  1 ,  2 } .  
On a : jn = j3k+r = y ,  j 2n = j6k+2r = j 2r . D 'où 

P(j ) = (- 1 )3k+rj 2r - f - 1 . 

Pour quelle (s) valeur (s) de k et r avons-nous P(j ) = 0 ?  Pour répondre à cette 
question , nous procédons maintenant à une discussion sur r : 
- Le premier cas r = 0 est impossible car P(j ) = ( - 1  ) 3k - 2 -1 O .  Le polynôme 

(X + l )n - xn - 1 n 'est donc pas divisible par X2 + X +  1 lorsque n = 3k 
avec k E N. 

- Le deuxième cas r = 1 conduit à P(j ) = (- 1 ) 3k+ 1j 2 - j  - 1 . Une condition 
nécessaire et suffisante pour que P(j ) soit nul est que (- 1 )3k+ l = - 1 ,  au
trement dit que 3k soit pair , c'est-à-dire : k = 2p avec p E N. On en déduit 
alors que le polynôme (X + l )n - xn - 1  est divisible par X2 + X + 1 lorsque 
n = 3(2p) + 1 = 6p + 1 avec p E N. 

- Le troisième cas r = 2 conduit à P(j ) = (- 1 ) 3k+2j - j2 - 1 . Une condition 
nécessaire et suffisante pour que P(j ) soit nul est que ( - 1  ) 3k+2 = - 1 ,  au
trement dit que 3k soit impair, c'est-à-dire : k = 2p + 1 avec p E N. On en 
déduit alors que le polynôme (X + 1 )n - xn - 1 est divisible par X2 + X +  1 
lorsque n = 3(2p + 1 )  + 2 = 6p + 5 avec p E N. 
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Solution de l'exercice 5 

Soit p = X3 + 2X2 + 3X + À  E C[X] . On note Œ1 ,  Œ2 et Œ3 les trois racines 
complexes (distinctes ou confondues) de P. Commençons par écrire les (trois) 
relations existantes entre les coefficients et les racines du polynôme P. Elles 
sont regroupées dans le système suivant : 

{ 

Œ1 + Œ2 + Œ3 -2 
(S) Œ1Œ2 + Œ1 Œ3 + Œ2Œ3 3 

Œ1Œ2Œ3 -,\ 

Or ,  par hypothèse, l e  produit de  deux des racines de  P (disons, par exemple, 
a1 et a2) vaut 2, c 'est-à-dire : a1a2 = 2 . On obtient donc le système suivant : 

(S' ) a3 (a1 + a2 ) 1 

{ 

Œ1 + Œ2 + Œ3 -2 

-2Œ3 À 

Déterminons a3 (ce qui nous donnera alors directement ,\) . Pour cela, réécrivons 
la première équation de (S' ) sous la forme : a1 + a2 = - (2 + a3) ,  et injectons-la 
dans la deuxième équation de (S' ) .  On obtient : 

Œ� + 2a3 + 1 = 0 ,  

c 'est-à-dire (a3 + 1 )2 = 0 ,  soit a3 = -1 ,  d 'où À =  -2 x (-1 )  = 2 . Bien que 
cela ne soit pas demandé dans l 'énoncé, on peut déterminer assez facilement 
les deux autres racines , a1 et a2 , du polynôme P. En effet , on sait d'une part 
que a1a2 = 2 (par hypothèse) et d'autre part que a1 + a2 = - 1  (cette égalité 
se déduit de la deuxième équation de (S' ) ) .  Ainsi , connaissant leur somme 
(s = - 1 )  et leur produit (p = 2) , les deux nombres a1 et a2 sont aussi les 
racines du polynôme X2 - sX + p = X2 + X + 2 de discriminant égal à -7.  
On obtient alors a1 = (- 1  + iv'7)/2 et a2 = (- 1 - iv'7)/2 . 

Solution de l 'exercice 6 

1 - Les racines deuxièmes de 8 + 6i sont les complexes de la forme a + ib avec 
a et b deux réels tels que 

{ a2 _ b2 
2ab 
a2 + b2 

8 
6 
y�82�+-6�2 = v1î50 = 10 

Ce système admet pour solutions les couples (a, b )  suivants : (3 ,  1 )  e t  (-3 ,  - 1 ) .  
Les deux racines deuxièmes d e  8 + 6 i  sont donc J = 3 + i et J' = -3 - i. Le 
discriminant de l 'équation (E1 ) vaut 8 + 6i. Les solutions de (E1 )  sont donc : 

S 1  = 
( l  + i) + J 

= 1 - 2i et S2 = 
(l + i) + J' 

= 1 . 2i 2i 

2 - a) Supposons que le réel r soit solution de (E2 ) .  On a alors : 

ir3 + (2i - l )r2 - (4 + i)r + 3 (2i - 1 ) = 0 ,  
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c'est-à-dire : 
- (r2 + 4r + 3) + i(r3 + 2r2 - r + 6) = O . 

Rappelons que deux nombres complexes sont égaux si et seulement si , ils ont 
même partie réelle et même partie imaginaire. Ainsi, r est solution de (E2 ) si 
et seulement si , il est solution du système suivant : 

(S) 
{ r2 + 4r + 3 

r3 + 2r2 - r + 6 
0 

0 

b) Une condition nécessaire et suffisante pour que (E2 ) admette une solu
tion réelle est que le système (S) admette une solution (réelle) . Considérons 
la première équation de ce système. Elle admet deux solutions réelles qui sont 
r1 = - 1  et r2 = -3 .  On a :  

ri + 2rÎ - r1 + 6 = 8 f:. 0 et r� + 2r� - r2 + 6 = O .  

On en déduit que le  système (S) , et  par conséquent que l 'équation (E2 ) ,  admet 
une unique solution réelle r2 = -3 .  

c) Les solutions de  l 'équation (E2 ) sont les racines du  polynôme P E <C[X] 
défini par 

P = iX3 + (2i - l )X2 - (i + 4)X + 3(2i - 1 ) .  

Ce polynôme est de degré 3 .  D 'après le théorème d e  D 'Alembert , i l  admet trois 
racines , comptées avec leurs multiplicités , dans <C. Puisque -3 est racine de P 
(d'après la question b) , il existe un unique Q E <C[X] tel que P = (X + 3)Q . 
On obtient l 'expression de Q , par exemple , en effectuant la division euclidienne 
de P par X +  3 (on peut également procéder par identification) .  On obtient : 

Q = iX2 - (i + l )X + (2i - 1 ) .  

D 'après l a  question 1 ,  Q admet pour racines s 1  = 1 - 2 i  et s2 = i .  On  a donc 
la décomposition en produit de facteurs irréductibles suivante pour P E <C[X] 

P = i (X + 3) (X - i) (X - (1 - 2i) ) .  

On peut finalement conclure que les racines de (E2 ) sont - 3 ,  i et 1 - 2i . 

Solution de l'exercice 7 

1 - Les racines dans <C de X6 + 1 sont ak = ei C2k+ l )7l'/5 avec k E {O ,  1 ,  . . .  , 5 } .  
Ce sont donc les nombres complexes a0 = ei11'/6 , a1 = ei11'/2 = i, a2 = ei511'/6 , 
0'.3 = ei7rr/6 = e- i511'/6 , 0'.4 = ei311'/2 = -i  et 0'.5 = ei l171'/6 = e- i11'/6 . Le polynôme 
P se factorise alors dans <C [X] sous la forme irréductible : 

dont on déduit la factorisation irréductible dans JR[X] suivante : 

p = (X2 - xv'3 + l ) (X2 + l ) (X2 + xv'3 + 1 ) .  
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Voici une autre manière de procéder dont l 'idée est de faire apparaître des 
identités remarquables : 

P x6 - X4 + X4 + x2 - x2 + 1 
X2 (X4 - x2 + 1 )  + X4 - x2 + 1 
(X2 + l ) (X4 - X2 + 1 )  
(X2 + l ) (X4 + 2X2 + 1 - 3X2) 
(X2 + 1 )  ( (X2 + 1 ) 2 - 3X2) 
(X2 + l ) (X2 - J3x + l ) (X2 + J3x + 1 ) .  

2 - Effectuons l e  changement d'indéterminée Y = X4 . Le  polynôme 
Q = X8 + X4 + 1 s 'écrit Y2 + y +  1 dont les deux racines (complexes) sont j 
et ]. Il convient alors de calculer les racines quatrièmes de j et celles de ]. Les 
racines quatrièmes de j sont les nombres complexes Œk = ei (7r/6+k7r/2) avec 
k E {O ,  1 ,  2 ,  3 } ,  c'est-à-dire les quatre complexes : 

Leurs images sont représentées sur la figure ci-dessous par des disques noirs . 
Les racines quatrièmes de I sont les 
conjugués des racines quatrièmes de j .  
Autrement dit , les racines quatrièmes de ei7r/6 
I sont les complexes a0 = e- i7r /5 ,  a1 = ], 
a2 = -e-i7r/5 et a3 = -]. Leurs images 
sont représentées sur la figure ci-contre par 
des disques blancs . 

Il suffit alors de factoriser , puis de regrouper 
les complexes conjugés deux à deux. 
On obtient la factorisation irréductible de Q dans JR[X] suivante : 

Q = (X - ei7r/6 ) (X - e- i7r/6 ) (X - j ) (X - ]) (X + ei7r/6 ) (X + e- i7r/6) 
x (X + j ) (X + J) 
(X2 - J3x + l ) (X2 + X +  l ) (X2 + J3x + l ) (X2 - X +  1 ) .  

Voici une autre manière d e  procéder : 

Q X8 + 2X4 + 1 - X4 
(X4 + 1 )2 - X4 
(X4 + x2 + 1 ) (X4 - x2 + 1 )  
(X4 + 2X2 + 1 - X2 ) (X4 + 2X2 + 1 - 3X2) 
((X2 + 1 )2 - X2) ((X2 + 1 ) 2 - 3X2) 
(X2 - X + l ) (X2 + X + l ) (X2 - J3x + l ) (X2 + J3x + 1 ) .  
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3 - Soit cp E [O, 7r [ .  Posons Y = X3 . Le discriminant du polynôme Y2-2Y cos cp+ 
1 est donné par : D. = 4( cos2 cp - 1) = -4 sin2 cp = (2i sin cp ) 2 . Une racine 
carrée de D. est le nombre complexe 2i sin cp. S 'en déduit alors les racines de 
Y2 - 2Y cos cp + 1 : 

2 cos cp + 2i sin cp 
------ = ei'P et 2 

2 cos cp - 2i sin cp 
= e- i<p . 2 

Pour obtenir les racines dans C du polynôme R'P , il suffit alors de résoudre les 
deux équations X3 = ei'P et X3 = e- i<p .  Les solutions de la première équation 
sont les complexes ei'P/3 , ei ('P+27rl /3 et ei (<p+47r) /3 = ei (<p-27rl/3 , Les solutions de 
la seconde équation sont les complexes conjugués des solutions de la première 
équation. Elles s 'écrivent ainsi : e- i<p/3 , e- i ('P+27rl/3 et e- i (<p-27rJ /3 , On en déduit 
alors la factorisation de R'P dans JR.[X] suivante : 

R'P = (X2 - 2X cos � + 1 )  (X2 - 2X cos 'P�27r + 1 )  (X2 - 2X cos 'P327r + 1 ) . 
Cette factorisation est irréductible dans JR.[X] lorsque cp E]O ,  7r[ .  Dans le cas 
particulier où cp = 0, on a : 

R<p=O = (X2 - 2X + l ) (X2 + X + 1 )2 = (X - 1 )2 (X2 + X + 1 ) 2 . 

Cette dernière factorisation est irréductible dans JR.[X] . 

Solution de l'exercice 8 

Dans cet exercice , n est un entier naturel non nul .  
1 - Les racines dans C de l 'équation z4n - 1 = 0 
sont les nombres complexes Zk = eik7r /2n avec k un 
entier variant de 0 à 4n - 1 .  Il y en a 4n. Ce sont 
les racines 4n-ièmes de l 'unité. En particulier , 
- pour k = 0 : zo = 1 ,  
- pour k = n : Zn = ei7r 12 = i ,  
- pour k = 2n : Z2n = ei7r = - 1 ,  
- pour k = 3n : Zsn = ei37r/2 = e- i7r/2 = -i .  

ZQ 

On remarque que z6 = z� = zin = zjn = 1 .  Ainsi , les quatre complexes zo , Zn , 
z2n , Z3n sont les racines quatrièmes de l 'unité. 
2 - Pour vérifier l'égalité X4n - 1  = (X4 - 1 ) I:�:� X4k , il suffit de développer 
le terme de droite (voir par exemple la correction de l 'exercice 5 donnée en 
page 87) . 
3 - En effectuant le changement d'indice k' = 4n - k, on obtient : 

4n- 1 1 2n- 1 Il (X _ eik7r/2n ) = 
Il (X _ ei (4n-k' )7r/2n ) = Il (X _ e- ik'7r/2n ) .  

k.=2n+ l k' =2n- 1 k' = l 
Puisque l 'indice k' est muet , il peut être finalement remplacé par k. On a donc : 

4n- 1 2n- 1 Il (X _ eik7r/2n ) = Il (X _ e-ik7r/2n ) .  
k=2n+ l k= l 

( 1 2) 
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De même, en effectuant le changement d'indice k' = 2n - k, on obtient : 

2n- 1 II [(X _ eik7r/2n ) (X _ e- ik7r/2n )J 
k=n+l 

1 
= II [(X _ ei (2n-k' ),,./2n ) (X _ e- i (2n-k' ),,./2n )J 

k'=n- 1  
n- 1 

= II [(x + e- ik',,./2n ) (X + é',,./2n )J . 
k'= l 

Comme précédemment , on remplace finalement l ' indice k' par k. On a donc : 

2n- 1  n- 1 II [(X - eik7r/2n ) (X - e- ik,,./2n )J = II [ (x + e-ik7r/2n ) (X + eik,,./2n ) J . ( l3) 
k=n+ l k=l 

Procédons en deux étapes . Commençons par isoler dans TI!'.:� 1 (X - eik7r /2n) 
les indices k = 0 et k = 2n (on retrouve alors les deux racines réelles zo = 1 et 
Z2n = eÎ7r = - 1) .  En remarquant que (X - l ) (X + 1 )  = X2 - 1 ,  on a :  

4n- 1 2n- 1 4n- 1 II (X - é,,./2n ) = (X2 - 1 ) II (X - eik,,./2n ) II (X - eik7r/2n ) .  
k=O k=l k=2n+l 

D 'où, en utilisant ( 12) puis en regroupant les deux produits : 

4n- 1 2n- 1 II (X - eik7r/2n ) = (X2 - 1 ) II [ (X - eik7r/2n ) (X - e- ik7r/2n) J . 
k=O k= l 

Isolons à présent dans le dernier produit l 'indice k = n (on retrouve cette fois-ci 
les deux racines imaginaires pures Zn = ei,,./2 = i et z3n = e- i7r/2 = -i) . En 
remarquant que (X - i) (X + i) = X2 + 1 ,  on obtient : 

4n- 1 
II (X _ eik7r/2n ) 
k=O 

n- 1 
(X2 - l ) (X2 + 1 ) II [ (X - eik7r/2n ) (X - e- ik7r/2n )J 

k=l 
2n- 1 

x II [(X - eik7r/2n ) (X - e-ik7r/2n)J . 
k=n+l 

D 'où, en utilisant ( 13) puis en regroupant les deux produits et enfin en réor
donnant les facteurs apparaissant dans le produit : 

4n- 1 II (X _ eik7r/2n ) = 

k=O n- 1 
(X4 _ 1 ) II [(X _ eik7r/2n ) (X + e-ik7r/2n ) (X _ e- ik7r/2n ) (X + eik7r/2n )J , 

k=l 
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ce qui nous donne : 

4n- l n- 1 II (X - eik1r/2n ) = (X4 - 1 )  II (X2 - 2iX sin k7r - l ) (X2 + 2iX sin k7r - 1 ) .  
2n  2n k=D k=l 

4 - Considérons le polynôme P E C[X] défini par P = X4n - 1 .  Ce polynôme 
admet 4n racines distinctes sur <C. Elles ont été calculées à la première question . 
Son terme de plus haut degré ayant pour coefficient 1 ,  la décomposition de P 
en facteurs irréductibles dans <C s 'écrit : 

4n- l  
x4n - 1 = II (X - eik1r/2n ) .  

k=O 
Enfin, utilisant les égalités établies à la première question et à la deuxième 
question , on en déduit : 

n- 1 n- 1 
'"""' X4k = II (X2 - 2iX sin k7r - l ) (X2 + 2iX sin k7r - 1 )  L...,, 2n 2n k=O k=l 

et donc, pour tout z E <C, 
n- 1 n- 1 
L z4k = II (z2 - 2iz sin 

br 
- l ) (z2 + 2iz sin k7r - 1 ) .  

2n  2n k=O k=l 

5 - En choisissant z = 1 dans cette dernière égalité, on obtient : 
n- 1 n- 1 

n = II [(-2i sin 
k?r ) (2i sin 

br )] = 22<n- l ) II sin2 k?r 
2n 2n 2n k=l k=l 

dont on déduit : n
II
- 1  

sin k7r = Vn . 
2n 2n- l 

k= l 

Solution de l 'exercice 9 

En préambule à cet exercice, bien que cela ne soit pas demandé, on vérifie que, 
pour tout n E N, Bn est un polynôme de degré n, à coefficients dans Ql et nor
malisé (son coefficient de plus haut degré vaut 1 ) .  Le cas n = 0 est immédiat car 
Bo = 1 .  Supposons (c'est notre hypothèse de récurrence) que Bn = L�=D bkXk 
avec bo , b1 , . . .  , bn dans Ql et bn = 1 .  Clairement , le polynôme B�+l est de de
gré n puisqu 'il est égal à ( n + 1 )  Bn . Le polynôme Bn+ 1 est donc de degré n + 1 .  
Écrivons-le comme suit : 

On a alors : 

n+l 
Bn+1 = L akXk . 

k=O 

n+l n 
B�+ 1 = L: akkxk-l = L: ae+i (C + l )Xe 

k=l i=O 
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où on a effectué le changement d 'indice f = k - 1 .  L'indice étant muet , on peut 
à présent le remplacer par k. La relation B�+ l = (n + l )Bn s 'écrit ainsi : 

n n 
L ak+ l (k + l )Xk = °L:(n + l )bkXk . 
k=O k=O 

D'où, par identification des coefficients ,  

Vk E {0 , 1 , . . . , n} 

ce qui montre, d 'une part , que les coefficients a1 , a2 , . . .  , an , an+ l  sont dans Q 
puisque, par hypothèse, b0 , b1 , . . .  , bn appartiennent à Q, et, d'autre part , que 
an+l = 1 car , par hypothèse, bn = 1 .  Il reste à vérifier que ao E <Ql. On a : 

1 n+ l 
Or, r Bn+i (x)dx = o. Ainsi, ao = - L 

k 
ak 

1 ' ce qui montre que ao E <Ql. lo k= l 
+ 

1 - On trouve : 
1 B1 = X  - -2 ' B2 = X2 - X  + � 6 ' 

3 3 2 1 B3 = X  - -X + -X 2 2 , B4 = X4 - 2x3 + x2 - _..!.._ . 
30 

2 - Soit n E N  tel que n ;;:: 2 .  De l 'égalité B� = nBn- 1 on déduit <5l 

Bn ( l )  - Bn (O) = 1 1 
B� (x)dx = n 1 1 

Bn-1 (x)dx .  

Or ,  1 1 
Bn- 1 (x)dx = O. Donc, Bn ( l )  = Bn (O) . 

3 - Le cas n = 1 est immédiat car Q 1  = ( (X + 1 )  - 1/2) - (X - 1/2) = 1 .  Soit 
n ;;:: 1 .  Supposons que Qn = nxn- 1 (c'est notre hypothèse de récurrence) et 
déduisons-en que Qn+l = (n + l )Xn . On a :  

Vx E ra; Qn+i (x) = Bn+1 (x + l ) - Bn+ 1 (x) . 

D 'où, par dérivation : 

B�+1 (x + 1 )  - B�+1 (x) 

(n + l )Bn (X + 1) - (n + l )Bn (x) 

(n + l )Qn (x) , 

(s )  Pour toute fonction f dérivable sur [a, b] on a : f(b) - f(a) = lb!' (x )dx .  
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c'est-à-dire : Q�+i = (n + l )Qn . Utilisant alors l 'hypothèse de récurrence, on 
obtient : Q�+l = (n + l )nxn- 1 , ce qui implique : 

Qn+l = (n + l )Xn + /3 

où f3 est une constante que l 'on détermine facilement en évaluant Qn+i en O .  
On a en effet Qn+1 (0) = /3 et Qn+1 (0) = Bn+1 ( l )  - Bn+1 (0) . Or, d'après la 
question précédente, Bn+1 ( l )  = Bn+1 (0) . On obtient ainsi /3 = 0 , ce qui montre 
que Qn+l = (n + l )Xn et termine la récurrence . 

4 - Soient k et n deux entiers naturels tels que k )! 1 et n )! 1 . D'après la 
question précédente, Qn+i (€) = (n + l )t'n pour tout t' E { 1 ,  . . . , k } .  D 'où : 

1 + 2n + . . .  + kn = -1- (éJn+1 ( l )  + Qn+1 (2 ) + · · · + Qn+1 (k)) · n + l 
- s(n) - k 

Or, Qn+i (t') = Bn+1 (t' + 1 )  - Bn+ 1 (t') pour tout e E { 1 ,  . . . , k} .  Ainsi , 

1 [ k+ l - k - l 

n + l f,;Bn+1 (e') - {; Bn+1 (t') .  

où on a effectué le changement d 'indice t'' = e + 1 . L'indice est muet . On peut 
finalement le remplacer par e. On obtient alors : 

(n) - - -1 [k+ l k l 
Sk - n + l � Bn+i (t') - {; Bn+i (t') . 

En isolant le terme d'indice e = k + 1 dans le première somme et celui d'indice 
e = 1 dans la seconde, les deux sommes restantes s 'annulant alors , on obtient : 

(n) 1 (
- -

) Sk = n + l Bn+1 (k + l ) - Bn+1 ( l ) . 

5 - Soit k E N tel que k )! 1 . En utilisant les expressions des polynômes B2 , B3 
et B4 (voir question 1 ) ,  on trouve : 
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6 - Le résultat s 'obtient par récurrence sur n. Le cas n = 0 est immédiat puisque 
Bo = 1 et (- 1 )0 = 1 .  Soit n E N. Supposons que Bn( l  - x) = (- l )nBn (x) 
pour tout x appartenant à IR (c'est notre hypothèse de récurrence) et montrons 
que Bn+ i ( l  - x) = (- l )n+1Bn+1 (x) pour tout x E R  Soit x E R  Dérivons 
l 'application x E IR r---t Bn+i ( l - x) par la formule de dérivation des fonctions 
composées : 

où on a utilisé que B�+l = (n + l )Bn (par définition d 'un polynôme de Ber
noulli) . Utilisons à présent l 'hypothèse de récurrence . On obtient : 

où on a encore utilisé que B�+l = (n + l )Bn .  On en déduit alors , par un simple 
calcul de primitive , que 

où a est une constante que l 'on détermine en intégrant entre 0 et 1 : 

L 'intégrale du membre de droite est nulle (c 'est une des propriétés des po
lynômes de Bernoulli) . Celle du membre de gauche est nulle aussi puisqu'en 
effectuant le changement de variable y =  1 - x, on obtient : 

On peut alors conclure que a = 0 ,  ce qui termine la récurrence. On vient donc 
de démontrer que, pour tout entier naturel n, Bn ( l  - x) = ( - 1r Bn (x) et ce 
pour tout x E R En particulier , en prenant x = 0, on a : 

On a donc Bn ( l )  = Bn (O) si n est pair (c'est-à-dire si n = 2p avec p E N) et 
Bn ( l )  = -Bn (O) si n est impair (c'est-à-dire si n = 2p + 1 avec p E N) . En 
combinant ce résultat avec Bn (O) = Bn ( l )  pour tout n ;;:: 2 (résultat démontré 
à la deuxième question) , on en déduit que b2p+l = 0 pour tout p ;;:: 1 .  Attention, 
b1 = B1 (0) = - 1/2 i- o. 

7 - Soient x ,  y dans R Soit n E N. D 'après la formule de Taylor , on a :  

n B(k) ( ) - """' n X k Bn (x + y) = L., k! Y .  
k=O 
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Il suffit alors de vérifier que B�k) (x) = (n :' k) ! Bn-k (x) , c'est-à-dire : 

w -Bn (x) = n(n - l ) (n - 2) . . .  (n - k + l )Bn-k (x) . 
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Partant de la relation B� = nBn- 1 définissant les polynômes de Bernoulli, on 
obtient , par dérivation successive : 

B� n(n - l )Bn-2 , B�' n(n - l ) (n - 2)Bn-3 , 

B�k) = n(n - l ) (n - 2) . . . (n - k + l )Bn-k , 
ce qui termine la démonstration (il suffit de revenir aux applications polyno
miales associées) . 

8 - La première égalité s 'obtient en prenant x = 0 dans l 'égalité démontrée 
à la question précédente. La deuxième s 'obtient en effectuant un changement 
d'indice dans la sommation . Par ailleurs , 

n - l  ( ) 
Or, Bn( l ) = Bn (O) dès que n � 2 .  Ainsi , L � bk = 0 pour tout n � 2 . 

k=O 
Solution de l 'exercice 10  
1 - Raisonnons par l 'absurde. Considérons dans IR [X] deux polynômes distincts 
P et Q, de degrés inférieurs ou égaux à n, tels que P(xj )  = Yj = Q(xj )  pour tout 
j E {O , . . .  , n} . On en déduit que P(xj )  - Q(xj ) = 0 pour tout j E {O , . . .  , n} 
ou encore, de manière équivalente, que -----

'Vj E {O , . . . , n} (P - Q) (xj )  = 0 , 

ce qui signifie que le polynôme P - Q, qui est non nul (puisque, par hypothèse, 
P =/= Q) et de degré inférieur ou égal à n, possède n + 1 racines , ce qui est 
impossible . L'unicité est démontrée . 

2 - Soit i E {O , 1 ,  . . . , n} .  Le polynôme Li E IR[X] , de degré inférieur ou égal à 
n, est défini par Li (xi ) = 1 et par Li (xj )  = 0 pour tout j =/= i .  Il admet ainsi 
pour racines tous les réels Xj avec j E {O , 1 ,  . . .  , n} \ { i } .  On en dénombre n. 
Le polynôme Li se factorise donc sous la forme suivante : 

n 
j = O #i 
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avec Œi une constante réelle. Déterminons-la. On sait que Li (Xi ) = 1 .  Ainsi , 

n 
Œi II(xi - Xj ) = 1 

j = O #i 

n 
d'où Œi = 1 / II (xi - Xj ) 

j = D #i 
puisque les Xj , 0 � j � n, sont distincts deux à deux. On en déduit : 

n 
'<lx E IR Li (x) = II x - Xj . x ·  - x ·  j = O i J #i 

3 - Le polynôme d 'interpolation de Lagrange des points Mo, . . .  , Mn s 'écrit : 
n 

p = LYiLi . i=O 
C'est en effet un polynôme de IR[X] . De plus, son degré est bien inférieur ou 
égal à n .  Enfin, il interpole bien les n + 1 points Mo,  . . .  , Mn puisqu 'il vérifie 

n 
'v'j E {O , . . .  , n} P(xj )  = L YiLi (Xj ) = Yi · 

4 - On vérifie que 

L _ _ X(X - l ) (X - 2) 
0 - 6 ' 

L _ _ X(X + l ) (X - 2) 
2 - 2 ' 

On en déduit : 

i=O 

L _ (X + l ) (X - l ) (X - 2) 
1 - 2 ' 

L3 = X(X - l ) (X + 1 ) 
6 

. 

p = X(X - l ) (X - 2) _ X(X + l ) (X - 2) = _ X(X2 - 4) . 
6 2 3 



CHAPITRE 7 

Le corps des fractions rationnelles 

Dans ce chapitre, IK désigne un corps commutatif qui peut être lR ou C. Nous 
avons vu que l 'ensemble IK[X] des polynômes à coefficients dans IK possède 
une structure d'anneau commutatif. De plus , si le produit de deux polynômes 
de IK[X] est nul alors l 'un ou l 'autre de ces deux polynômes est nécessairement 
nul (l 'anneau des polynômes est un anneau intègre) . Malheureusement , IK[X] 
ne possède pas une structure de corps car seuls les polynômes constants et non 
nuls sont inversibles (c'est-à-dire symétrisable pour la multiplication) . Nous 
allons définir dans ce chapitre un nouvel ensemble, que nous noterons IK(X) 
(remarquer la présence de parenthèses à la place des crochets) , qui « englobe » 
IK[X] et qui possède, lui , une structure de corps (commutatif) . 
Afin d'alléger les notations, on note par la même lettre un polynôme et sa 
fonction polynomiale associée . 

7.1 Les fractions rationnelles 

7. 1 . 1  Définition d'une fraction rationnelle 

On note IK[X]*  l 'ensemble des polynômes à coefficients dans IK privé du poly
nôme nul . Autrement dit , 

IK[X] * ngt. IK[X] \ {OnqxJ } · 
On considère sur l 'ensemble IK[X] x IK[X] * la relation n définie comme suit : 
deux couples (A1 , B1 ) et (A2 , B2 ) de IK[X] x IK[X] * sont en relation par n, et 
on note (A1 , B1 )R(A2 , B2 ) ,  si 

A1 X B2 = A2 X B1 . 

La relation n vérifie les trois propriétés suivantes . 
- Elle est réflexive : pour tout (A, B) E IK[X] x IK[X] * ,  (A, B)R(A, B) . C'est 

immédiat . 
- De plus , elle est symétrique : pour tous (A1 , B1 ) ,  (A2 , B2 ) appartenant à 

IK[X] x IK[X] * ,  

(A1 , B1 )R(A2 , B2 ) =? (A2 , B2 )R(A1 , B1 ) .  

Cela se déduit de la propriété de symétrie de l 'égalité . 
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- Enfin, elle est transitive . Pour s 'en convaincre, prenons (A1 , B1 ) ,  (A2 , B2 ) ,  
(A3 , B3 ) trois couples de OC[X] x OC[X] * tels que 

et 

c'est-à-dire tels que 
A1 X B2 = A2 X B1 ' 
A2 X B3 = Â3 X B2 . 

( 1 ) 

(2) 
On vérifie les égalités suivantes : 

(A1 X B2) X B3 
(A2 X B3) X B1 
(A3 X B1 ) X B2 . 

On a donc obtenu l 'égalité : 

(A2 x B1 ) x B3 d'après ( 1 ) 
(A3 x B2) x B1 d'après (2 ) 

Puisque B2 -1- Ooc[x] et puisqu'il n'existe pas de diviseur de zéro dans OC[X] ,  
on en déduit : 

c'est-à-dire : 

La relation n définit ainsi une relation d 'équivalence (voir la définition 2 .28, 
page 57) sur OC[X] x OC[X] * .  
Cela donne u n  sens à la définition suivante. 

DÉFINITION 7. 1 X Pour tout (A, B) E OC[X] x OC[X] * ,  on appelle fraction 
rationnelle sur OC, et on note A/ B, la classe d 'équivalence du couple (A, B) 
modulo n. En d 'autres termes, 

� dfj. { (C, D) E OC[X] x OC[X] * 1 A x D = C x B } · 
Le couple (A, B) de OC[X] x OC[X] * est alors un représentant de la fraction 
rationnelle A/ B .  Le polynôme A se nomme le numérateur et B le dénomina
teur . 

X On note OC(X) l 'ensemble quotient de OC[X] x OC[X] * par la relation d 'équi
valence n. En d 'autres termes, 

OC(X) dfj. { � 1 (A, B) E OC[X] x OC[X] * } . 
On déduit des propriétés de réflexivité, de symétrie et de transitivité de n (voir 
la remarque page 57) ,  qu'une condition nécessaire et suffisante pour que deux 
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fractions rationnelles A/ B et C / D soient égales est que l'on ait A x D = C x B. 
Autrement dit , pour tous (A , B) , (C, D) appartenant à OC[X] x OC[X] * , 

A C 
B = 

D {===} A X D = c X B. 

On rappelle que tous les éléments d 'une même classe d 'équivalence sont re
présentants de la classe à laquelle ils appartiennent . Tout couple (C, D) de 
OC[X] x OC[X] * vérifiant A x D = C x B peut donc être considéré comme 
représentant de la fraction rationnelle A/ B. Un représentant de la fraction 
rationnelle A/ B s 'écrit sous la forme 

(P X A, p X B) 

avec P un polynôme de OC[X] . Par exemple, les deux fractions 

X5 - 3X4 - X3 + 3X2 
Fi = -X�3-_-6-X�2 _+_l_l_X ___ 6_ et 

X4 - X2 
F2 = _x_2 ___ 3x_+_2 

sont égales car 

X5 - 3X4 - X3 + 3X2 = (X - 3) (X4 - X2) ,  

X3 - 6X2 + l lX - 6 = (X  - 3) (X2 - 3X + 2) . 

DÉFINITION 7 .2  On appelle représentant irréductible (ou forme irréductible) 
d'une fraction rationnelle non nulle F de OC(X) tout couple (A , B) de 
OC[X] x OC[X] avec A =/:- 0, B =/:- 0 et tel que A et B ne possèdent pas de 
diviseurs communs. 

Toute fraction rationnelle F non nulle possède un représentant irréductible (ce 
résultat est admis) . Si le couple (A , B) désigne ce représentant alors tout couple 
de la forme (,\A, ,\B) avec À E OC* est aussi un représentant irréductible de F. 
On dit que F admet pour forme irréductible la fraction rationnelle A/ B. 

Exemple La fraction rationnelle F = A/ B de JR(X) avec 

A = X4 - X2 et B = X2 - 3X + 2 

admet pour forme irréductible le couple (X2 (X + 1 ) ,  X - 2) car 

X4 - X2 
X2 - 3X + 2  

X2 (X - l ) (X + 1 )  
(X - l ) (X - 2) 

x2 (x + 1 )  
X - 2 

et les polynômes X2 (X + 1 )  et X - 2 ,  tous les deux non nuls, ne possèdent pas 
de diviseurs communs . 
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Opérations Sill OC(X) 

On munit l 'ensemble OC(X) de deux lois de composition interne, l 'addition et 
la multiplication , notées respectivement + et x , et définies pour tous Ai/  B1 , 
A2/ B2 appartenant à OC(X) par : 

et 

Ces deux lois sont légitimes car elles ne dépendent pas des représentants choisis 
pour chacune des fractions . Elles vérifient de plus les propriétés suivantes . 

La loi + est associative et commutative sur OC(X) .  Elle admet pour élément 
neutre l 'élément Onqxi / lnqx] car, pour tout A/ B E OC(X) ,  

A Ooc[XJ A x loc[x] + Ooc[XJ x B A x loc[x] A 
- + -- - - -------'----'-
B loc[x] - B x loc[x] B x loc[x] B 

Tout élément A/ B de OC(X) admet pour opposé la fraction rationnelle 
(-A)/B que l 'on note - (A/B) . 

- La loi x est distributive par rapport à la loi + .  
- La  loi x est associative et commutative sur OC(X) .  La  fraction rationnelle 

loc[XJ / loc[XJ est l 'élément neutre pour la loi x car, pour tout A/ B E OC(X) ,  

A loc[x] A x loc[x] A 
B x loc[x] 

= B x loc[x] B · 

Toute fraction rationnelle A/ B non nulle admet un inverse. C 'est la fraction 
rationnelle B /A. 

Muni de ces deux lois , l 'ensemble OC(X) possède une structure de corps com
mutatif. 

Injection canonique de OC[X] dans OC(X) 

Considérons l 'application <P définie de l 'ensemble OC[X] des polynômes sur OC 
dans l 'ensemble OC(X) des fractions rationnnelles sur OC par 

VP E OC[X] <I> (P) = _!_ , loc[X] 

Cette application est injective puisque, étant donnés deux polynômes P et 
Q de OC[X] ,  si <P(P) = <P(Q) alors, par définition de l 'application <P, on a 
P/loc[x] = Q/loc[x] , ou, de manière équivalente ,  

p X loc[X] = Q X loc[X] ' 
c'est-à-dire : P = Q. On l 'appelle l 'injection canonique de OC[X] dans OC(X) .  
Par l 'intermédiaire de  cette injection , on identifie tout polynôme P de  OC[X] à 
la fraction rationnelle P/loc[x] de OC(X) et on note : 

_!_ ngt. p 
loc[X] 
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où <I> est sous-entendue, l 'écriture correcte étant « P/lnqx] = <I>(P) ». On dit 
que l 'on immerge l 'ensemble des polynômes dans l 'ensemble des fractions ra
tionnelles et on note : 

IK[X] c IK(X) . 

Là encore, nous commettons un abus de notation puisque nous devrions plutôt 
écrire « <I>(IK[X]) C IK(X) ». Ce faisant , on procède d 'une manière analogue à 
celle utilisée lors de la construction du corps commutatif Q à partir de l 'anneau 
commutatif intègre Z. 

7.1.2 Racines et pôles d'une fraction rationnelle 

Commençons par définir les racines d 'une fraction rationnelle. 

DÉFINITION 7.3 Soit F = A/ B E IK(X) une fraction rationnelle irréductible 
et non nulle. 
)( On appelle racine de la fraction F toute racine du polynôme A dans IK[X]. 
)( On appelle ordre de multiplicité de la racine a de F l 'ordre de multiplicité 
de a en tant que racine de A dans IK[X]. 

Définissons maintenant les pôles d 'une fraction rationnelle . 

DÉFINITION 7.4 Soit F = A/ B E IK(X) une fraction rationnelle irréductible 
et non nulle . 
)( Le scalaire {3 de lK est appelé pôle de F s 'il est une racine du polynôme B 
dans IK[X]. 
)( On appelle ordre de multiplicité du pôle {3 de F l 'ordre de multiplicité de {3 
en tant que racine de B dans IK[X] . 

Exemples 

1 . La fraction X2 (X + 1 ) / (X -2) de JR(X) admet pour racine - 1  (racine simple) 
et 0 (racine double) , et pour pôle 2 (pôle simple) . 

2. La fraction (X - 4)3 / (X2 + X +  1 )  de JR(X) admet pour racine 4 (racine 
triple) . Elle n'admet aucun pôle (sous-entendu sur IR) . 

Remarque Comme c'était le cas pour les polynômes , les notions de racine et 
de pôle d 'une fraction rationnelle dépendent du corps lK considéré. Considérons 
par exemple la fraction rationnelle irréductible suivante : 

x2 + 1  
F= ----

X2 + X + 1 

- Cette fraction rationnelle appartient à IR (X) . Elle ne possède aucune racine 
et aucun pôle sur R 
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- Elle peut aussi s 'interpréter comme un élément de <C(X) . Dans ce cas-là, 
elle admet pour racine (sur q les 

'
complexes i et -i (racines simples) et 

pour pôle (sur q les complexes j et I (pôles simples). 

DÉFINITION 7.5 À toute fraction rationnelle F = A/ B de IK(X) on associe 
la fonction F : lK ----> lK définie pour tout x appartenant à lK et distinct des 
pôles de F par 

F(x) = �(x) . 
B(x) 

Cette fonction est appelée fonction rationnelle associée à F. 

Remarque Contrairement à la fonction polynomiale P : lK ----> lK associée à 
un polynôme P de JK[X], qui est définie pour tout x E lK (on pourrait dans ce cas 
parler d'application plutôt que de fonction), la fonction rationnelle F : lK ----> lK 
associée à une fraction rationnelle F de JK(X) n 'est définie que sur l 'ensemble lK 
privé des pôles de F. Si la fraction rationnelle possède au moins un pôle, alors 
son ensemble de définition est strictement inclus dans son ensemble de départ . 

Comme nous l 'avons fait pour les polynômes, et ce afin d'alléger les notations , 
nous convenons de noter par la mêr�e lettre F la fraction rationnelle F de JK[X] 
et sa fonction rationnelle associée F : lK ----> lK. 

7.2 Décomposition d'une fraction rationnelle 

7.2.l Partie entière d'une fraction rationnelle 

Considérons une fraction rationnelle irréductible A/ B de JK(X) . Le degré de 
son numérateur n 'est a priori pas inférieur strictement à celui de son dénomi
nateur. Il est cependant toujours possible de se ramener à une fraction pour 
laquelle le degré du numérateur est inférieur strictement à celui du dénomina
teur . Comment procéder ? La division euclidienne de A par B dans l 'anneau 
des polynômes JK[X] nous assure l 'existence et l 'unicité de deux polynômes Q 
et R de JK[X] tels que 

A= BQ + R et deg (R) < deg (B). 

On obtient alors , dans le corps des fractions rationnelles JK(X) , 

puisque l 'on a : 

A R -= Q + B B 

Q +
R= _Q_ +

R
=_Q

_
x
_

B
_
+
_

R
_
x
_

loc
�
[X
�
J 

B loc[x] B loc[x] x B 
QB + R  A 

B B 
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La fraction rationnelle A/ B étant irréductible, la fraction rationnelle R/ B est 
elle-même irréductible et le degré de son numérateur est maintenant strictement 
inférieur à celui de son dénominateur .  Le polynôme Q se nomme partie entière 

de fa fraction rationnelle A/ B. Il est nul si deg(A) < deg(B). 

Exemple Considérons dans JR(X) la fraction rationnelle : 

A x1 - X6 + X5 - X4 - X3 + x2 + 3X + 1 
B X6 - 2X5 + 3X4 - 4X3 + 3X2 - 2X + 1 . 

Quelle est sa partie entière ? On sait qu 'elle est non nulle car le degré de A est 
supérieur à celui de B. On l 'obtient en effectuant la division euclidienne de A 
par B :  

A =  B X (X+ 1 )  + 4X. 
On en déduit : 

A 4X - =X+ 1 + (3) 
B X6 - 2X5 + 3X4 - 4X3 + 3X2 - 2X + 1 . 

Le polynôme X+ 1 est la partie entière de la fraction rationnelle A/ B. 

7.2.2 Décomposition en éléments simples sur IK 

Commençons par deux résultats préliminaires . 

Le premier résultat , qui fait l 'objet du lemme 7 . 1 , nous permet de décomposer 
une fraction rationnelle irréductible R/ B telle que deg(R) < deg(B), en une 
somme de fractions rationnelles irréductibles de la forme L/ pn avec n E N* et 
deg(L) < deg(Pn). 

LEMME 7. 1 Soit R/ B une fraction rationnelle de IK(X), irréductible, telle 
que deg(R) < deg(B). Si B admet une décomposition en facteurs premiers de 
IK[X] de la forme B = P{'1 x P;2 x ... x P;::,m avec ni, n2, . . .  , nm des entiers 
naturels non nuls, alors il existe m polynômes L1 ,  L2, . . .  , Lm appartenant 
à IK[X] tels que 

R Li L2 Lm 
B = P{'I + p;2 + " · + p:;.m 

avec deg( Lk) < deg ( P,:'k ) pour tout entier k compris entre 1 et m. Cette 
décomposition est unique. 

La démonstration de ce lemme s 'effectue en utilisant une récurrence sur m. Elle 
utilise un résultat puissant d'arithmétique sur JK[X], le théorème de Bézout , 
dont l 'énoncé et la démonstration dépassent le cadre de cet ouvrage. Le résultat 
du lemme 7 . 1  est donc à admettre. Nous l 'illustrons toutefois dans l 'exemple 
suivant . 
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Exemple Considérons dans JR(X) la fraction rationnelle suivante : 

R 4X 
B X6 - 2X5 + 3X4 - 4X3 + 3X2 - 2X + 1

. 

Décomposons B en produit de facteurs premiers de JR[X]. Commençons par 
chercher des racines évidentes de B. On remarque que B est un polynôme 
unitaire à coefficients dans Z. Si o: est une racine rationnelle de B alors o: est 
nécessairement un entier relatif à choisir parmi les diviseurs (dans Z) de 1 , 
soit parmi - 1 et 1  (voir la méthode en page 243). On a :  B(- 1) = 16 -=/- 0 et 
B(l )  = O . Ainsi , - 1  n 'est pas racine de B. En revanche, 1 l 'est . Quelle est sa 
multiplicité ? On a : 

B' = 6X5 - 10X4 + 12X3 - 12X2 + 6X - 2 ,  

d 'où B' ( l )  = 0, et B" = 30X4 - 40X3 + 36X2 - 24X + 6 , d'où B"( l )  = 8 -=/- O. 
Par conséquent , 1 est une racine double et le polynôme B est divisible par 
(X - 1)2 . La division euclidienne de B par (X - 1)2 donne : 

B = (X - 1)2 (X4 + 2X2 + 1). 

Or, X4 + 2X2 + 1 = (X2 + 1)2 . On obtient ainsi la factorisation suivante : 

Cette factorisation est irréductible sur lR car X2 + 1 est irréductible sur lR (ses 
deux racines complexes, i et -i ,  n 'appartiennent pas à JR) . On a ainsi : 

B = Pf X Pi avec P1 = X - 1 et P2 = X2 + 1 .  

Dans l a  fraction R/ B, qui est irréductible , le degré du numérateur est stricte
ment inférieur à celui du dénominateur . Le lemme 7. 1 nous assure l 'existence 
de deux polynômes L1 et L2 de JR[X] vérifiant deg(L1) < deg(Pf) = 2 et 
deg(L2) < deg(Pi) = 4 et tels que 

R L1 L2 
B = p2 + p,2 · 1 2 

Ces deux polynômes s 'écrivent L1 = -X + 2 et L2 = X3 + X  - 2 puisqu'on 
peut vérifier (en réduisant au même dénominateur) que l 'on a :  

-X + 2  X3 + X - 2  4X 
(X - 1)2 

+ 
(X2 + 1)2 

= 
(X - 1)2 (X2 + 1)2 . (4) 

Il est à noter que , volontairement , nous n 'expliquons pas ici par quels moyens 
nous avons obtenu les expressions des deux polynômes L1 et L2 . C 'est inutile. 
En effet , comme nous le verrons , le lemme 7 . 1  n 'est qu 'un résultat intermé
diaire qui va être utilisé pour établir le théorème 7 . 1  qui est , lui , d 'une portée 
plus générale et dont le résultat sera utilisé dans les cas pratiques . Ainsi , nous 
n 'utiliserons plus par la suite le lemme 7. 1 .  Aussi, nous nous contentons dans le 
lemme 7. 1 d'énoncer juste l 'existence des polynômes L1 , L2 , . . .  , Lm et , dans 
l 'exemple que nous traitons ici , de « parachuter » les expressions de L1 et L2 · 
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Le deuxième résultat qui fait l 'objet du lemme 7 .2 ,  va nous permettre de pour
suivre la décomposition . 

LEMME 7.2 Soit L/ pn avec n E N* , une fraction rationnelle irréductible de 
OC(X) telle que deg(L) < deg(Pn) .  Il existe n polynômes S1 , Sz , . . .  , Sn 
appartenant à OC[X] tels que 

L S1 Sz Sn 
pn = p + pz + · · · + pn 

avec deg(Sk )  < deg(P) pour tout entier k compris entre 1 et n. Cette décom
position est unique. 

Démonstration Utilisons une récurrence sur l 'entier naturel n non nul . Le cas 
n = 1 est immédiat (S1 = L) . Supposons le résultat vrai pour un entier n;;::: 1 
(c 'est notre hypothèse de récurrence) et montrons-le pour l 'entier n + 1 . Soit 
L/ pn+I E JK(X) une fraction irréductible telle que deg(L) < deg(Pn+1 ) .  Effec
tuons la division euclidienne de L par P. Il existe un unique couple (Ln , Sn+ I ) 
de JK[X] x JK[X] tel que 

L = PLn + Bn+ 1 et deg(Sn+ 1 )  < deg(P) . 

On en déduit l 'égalité : 
L Ln Sn+I 

pn+I = pn + pn+I · 
Remarquons que deg(L) = deg(P) + deg(Ln )· Cette égalité sur les degrés est 
une conséquence de la division euclidienne de L par P. Par conséquent , puisque 
deg(L) < deg(Pn+I ) ,  on a : deg(P) + deg(Ln) < deg(Pn+l  ) ,  c'est-à-dire : 

deg(P) + deg(Ln ) < deg(Pn) + deg(P) . 

En simplifiant à gauche et à droite de l 'inégalité par deg(P) , on obtient : 

Cela nous autorise à utiliser pour la fraction Ln/ pn notre hypothèse de récur
rence : il existe n polynômes S1 , Sz , . . .  , Sn de JK[X] tels que 

Ln S1 Sz Sn 
pn = p + pz + · · · + pn 

avec deg(Sk ) < deg(P) pour tout entier k compris entre 1 et n, et cette décom
position est unique. On a ainsi obtenu l 'existence de n +  1 polynômes de JK[X], 
qui sont S1 , Sz , . . .  , Sn et Sn+ 1 ,  tels que 

L S1 Sz Sn Sn+I 
pn+I = p + pz + · · · + pn + pn+I 

avec deg(Sk ) < deg(P) pour tout entier k compris entre 1 et n+ 1 . La propriété 
est donc vérifiée pour n + 1 ,  ce qui achève la récurrence. D 
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Exemple Reprenons l 'exemple précédent et appliquons le résultat du lemme 7 .2 
sur chacune des fractions rationnelles présentes dans le terme de gauche de 
l 'égalité (4) . Considérons dans un premier temps la fraction rationnelle : 

Li -X + 2  
P[ 

= (X - 1 )2 . 

D 'après le lemme 7.2, il existe deux polynômes 8i , i et 8i ,2 de JR.[X] tels que 

Li 8i , i 8i ,2 
p2 = Pi 

+ 
p2 i i 

avec deg(8i ,k ) < deg(Pi ) = 1 pour k E { 1 , 2} . Remarquons que le degré des 
deux polynômes 8i , i  et 8 i ,2 est nécessairement nul . Ce sont donc des polynômes 
constants . Effectuant la division euclidienne de -X+ 2 par X - 1 , on obtient : 
-X + 2 =(X - 1) x (- 1 )  + 1 , d'où: 

c'est-à-dire : 

-X+ 2 
(X - 1 )2 

(X-l) x(-1 ) + 1 
(X - 1 ) 2 

-X+ 2 -1 1 
(X - 1 )2 

=
X -1 + (X - 1 )2. 

(5) 

On a ainsi obtenu que 8i , i = -1  et 8i ,2 = 1 . Nous nous intéressons dans un 
second temps à la fraction rationnelle : 

L2 X3 + X - 2 P? (X2+1 )2 . 

D 'après le lemme 7 .2 , il existe deux polynômes 82, i et 82,2 de JR.[X] tels que 

L2 82, i 82,2 
Pi

= 
P2 

+ 
Pi 

avec deg(82,k ) < deg(P2) = 2 pour k E { 1 , 2} . Les deux polynômes 82,i et 
82,2 sont donc des polynômes constants ou de degré 1 . Effectuant la division 
euclidienne de X3+X - 2  par X2+ 1 , on obtient: X3+X - 2  = (X2 + l )X -2, 
d'où : 

c'est-à-dire : 

X3 + X - 2 
(X2 + 1 )2 

(X2+ 1 )X- 2 
(X2 + 1)2 

X3 + X- 2 X -2  
(X2+ 1 ) 2 = x2+1 + (X2 + 1 )2 · 

On a ainsi obtenu que 82, i  =X et 82,2 = -2.  

(6) 

Il est à noter que, contrairement à l 'exemple du lemme 7.1 , nous avons explicité 
ici la méthode qui nous a permis de calculer les quatre polynômes 8i , i , 8i,2 , 
82 , i  et 82,2- En effet , cette méthode pourra être utilisée, et elle le sera, pour 
déterminer la décomposition en éléments simples dans le cas d 'une fraction 
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rationnelle irréductible de la forme L / pn avec deg( L) < deg( pn) et n E N* 
(voir à ce sujet en page 296 ) .  
En regroupant chacune des deux décompositions (5) e t  ( 6 )  dans l 'égalité (4) , 
on obtient : 

4X - 1  1 X -2 
(X - 1) 2 (X2 + 1 ) 2 = X - 1 + (X - 1 )2 + X2 + 1 + (X2 + 1 ) 2 . 

Finalement, en injectant ce résultat dans (3) , on a :  

x7 - x6 + x5 - x4 - X3 + x2 + 3X + 1 
X6 - 2X5 + 3X4 - 4X3 + 3X2 - 2X + 1 

- 1  1 X -2 
= X +  l + X - 1 + (X - 1 )2 

+ X2 + 1 
+ (X2 + 1 )2 . 

D'une manière plus générale, on a le résultat suivant . 

THÉORÈME 7.1 Soit A/ B E OC(X) une fraction rationnelle irréductible. Si 
B admet une décomposition dans OC[X] en produit de polynômes irréductibles 
de la forme : B = P{'' x ... x P;;,m avec n1 , . . . , nm des entiers naturels non 
nuls, alors A/ B se décompose de manière unique sous la forme : 

A 
= Q 

+ 81, 1  + 81 ,2 + + 81 ,n1 + + 8m,l + 8m,2 + . + 8m,nm 
B 

. P1 P[ . . . P{'' . . . p m P;, . . p:;:,m 

somme partielle relative à P1 somme partielle relative à Pm 

où le polynôme Q de OC[X] est la partie entière et, pour tout k variant de 1 à 
m, les polynômes 8k,l, 8k,2 , . . .  , 8k,nk appartiennent à OC[X] et vérifient : 

Vk E { l, . . . , m} 

{ deg (8k,1 ) 
deg (8k,2 ) 

deg (8k,nk ) 

< deg (Pk ) 
< deg (Pk ) 

Lorsque l 'on a déterminé cette somme, on dit que l 'on a effectué la décompo
sition en éléments simples sur OC de la fraction A/ B. 

Démonstration La division euclidienne de A par B permet d 'écrire de ma
nière unique la fraction irréductible A/ B de OC(X) sous la forme : 

A R 
B

= Q+
B 

(7) 

où Q et R sont deux polynômes de OC[X] tels que deg(R) < deg(B) (voir 
page 278) et où la fraction R/ B est irréductible. D 'après le lemme 7. 1 ,  puisque 
B = P{'' x . . . x P;:.m, il existe m polynômes L1 , . . . , Lm de OC[X] tels que 

R L1 Lm 
B 

= P{'' + . . .  + p:;:,m (8) 
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avec deg(Lk) < deg (PI'k) pour tout entier k compris entre 1 et m et cette 
décomposition est unique. En injectant (8) dans (7) , on obtient : 

A L 1 Lm 
B 

= Q + 
P'{'1 

+ ... + 
p;::,= . (9) 

En appliquant alors le lemme 7.2 sur chacune des m fractions rationnelles 
L i /  P'{'1, • • •  , Lm/ P;::,m présentes dans le terme de droite de l 'égalité (9) , on 
obtient , pour tout entier k compris entre 1 et m, l 'existence de nk polynômes 
Sk,1 ,  Sk,2 , . . .  , Sk,nk de IK[X] tels que 

Lk = Sk,1 + Sk,2 + + Sk,nk 
p,:ik pk Pf 

. . . 
PI'k 

( 10) 

avec deg(Sk,P) < deg(Pk )  pour tout f E { 1 ,  2, . . . , nk } ,  et cette décomposition 
est unique. En injectant , pour tout k E { 1 ,  . . .  , m } ,  l 'expression ( 10) dans (9) , 
on obtient : 

A = Q+ ( S1 ,1 + S1 ,2 + + S1,n1) + + ( Sm,l + Sm,2 + + Sm,nm ) 
B P1 P'f 

. . . 
P'{'1 

• • • 
Pm PJi . . . p;::,m . 

Cette dernière décomposition correspond à la décomposition en éléments simples 
de la fraction A/ B sur IK, ce qui termine la démonstration . D 

Remarques 

1 . La somme partielle relative au polynôme irréductible Pk est aussi appelée 
partie relative au polynôme Pk . En particulier , lorsque Pk = X - a, c'est-à-dire 
lorsque a E IK est un pôle , alors la somme partielle est appelée partie polaire 
relative à a ou partie relative au pôle a. 
2. Le polynôme Q correspond à la partie entière de A/ B. Ce polynôme est nul 
si deg (A) < deg (B) . Dans le cas contraire , il s 'obtient en effectuant la division 
euclidienne de A par B. 

7.2.3 Décomposition sur <C 

Le corps des nombres complexes <C étant algébriquement clos , les polynômes 
irréductibles de <C[X] sont les polynômes de degré 1. Ainsi , tout polynôme 

B = bnXn + ... + b2X2 + biX + bo E <C[X], bn -/= 0 ,  

admet une décomposition en produit de polynômes irréductibles dans <C[X] de 
la forme : m 

B = bn II (X - Œk )hk 
k=l 

où a1 , a2 , . . .  , am sont les racines distinctes (dans <C) de B, de multiplicités 
respectives h1 , h2 , . . .  , hm· Par conséquent , tout élément simple de <C (X) est 
du type : 

(X - a)R avec (>., a) E <C2 et f, E N* . 
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La décomposition en éléments simples sur tC d'une fraction rationnelle irréduc
tible A/ B de C(X) s 'écrit : 

A Q + 
À1 , 1  + + 

À1,h1 + + 
Àm,l + + 

Àm,h,,, - = . . . 
(X )' 

. . . 
X 

. . . (X )h B X - Œ1 - Œ1 '1 - Œm - Œm "' 

partie relative au pôle a1 partie relative au pôle Œm 

où, pour tout entier k compris entre 1 et m, les coefficients Àk,I , . . .  , Àk,hk 
appartiennent à tC. Dans la partie relative à chaque pôle, le coefficient corres
pondant à l 'élément simple de plus haut degré est nécessairement non nul . En 
d'autres termes , À1,1i1 -=1- 0 . . .  , Àm,hm -=1- O. 

Exemples 

1. Considérons la fraction rationnelle 3/(X3 - 1). Elle appartient à IR(X). Elle 
appartient donc aussi à C(X). Cherchons sa décomposition en éléments simples 
sur tC. Le degré du numérateur étant strictement inférieur à celui du dénomi
nateur, la partie entière de la décomposition en éléments simples est nulle . La 
factorisation irréductible du dénominateur dans C[X ] s 'écrit : 

x3 - 1 = (X - 1)(x - j)(X - D avec j = ei271" /3 . 

Les pôles 1 ,  j et I étant tous les trois de multiplicité 1 ,  la partie relative à 
chacun des trois pôles ne contient qu'un seul élément simple . La décomposition 
de 3/(X3 - 1) en éléments simples sur tC s 'écrit : 

partie rel . à j 
,_;--._ -

3 1 j j -- = -- + -- + ---· X3 - 1 X - 1 X - j X - j � '-v--" 
partie rel . à 1 partie rel . à J 

Cette égalité se vérifie en réduisant au même dénominateur les trois dernières 
fractions rationnelles . Nous verrons au paragraphe 7.3. 1 comment déterminer 
les éléments simples associés à des pôles simples . 

2. Considérons à présent la fraction (X6 + 2X4 + X2 + 4)/ (X2 + 1)2 . Comme 
dans l'exemple précédent , bien que cette fraction appartienne à IR(X), nous la 
considérons comme une fraction de C:(X) et nous cherchons sa décomposition 
en éléments simples sur tC. Le degré du numérateur est ici supérieur à celui du 
dénominateur. La partie entière de la décomposition en éléments simples n 'est 
donc pas nulle . On a : 

x6 + 2x4 + X2 + 4 x2 (x2 + 1)2 + 4 2 4 
(X2 + 1)2 

= 
(X2 + 1)2 

= X + 
(X2 + 1)2 · 

La décomposition du dénominateur en produit de polynômes irréductibles dans 
C[X] s 'écrit : 

(X2 + 1)2 = (X +  i)2 (X - i)2 . 
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Les pôles i et -i sont tous les deux d 'ordre 2. La partie relative à chacun des 
deux pôles contient donc ( a priori) deux éléments simples . La décomposition 
de la fraction (X6 + 2X4 + X2 + 4)/ (X2 + 1)2 en éléments simples sur C s 'écrit : 

x6 + 2x4 + X2 + 4  2 -i - 1 i - 1  
(X2 + 1)2 = X + X - i + (X - i)2 + X +  i 

+ (X +  i)2 . 

partie relative à i partie relative à -i 

Nous verrons au paragraphe 7 .3 . 2 une méthode permettant de déterminer sé
parément les parties relatives à des pôles multiples. 

7.2.4 Décomposition sur lR 

Contrairement à C, le corps lR n 'est pas algébriquement clos . Les polynômes 
irréductibles de IR[X] sont les polynômes de degré 1 et les polynômes de de
gré 2 ne possédant aucune racine réelle, c'est-à-dire les polynômes de la forme : 
aX2 + bX + c avec (a, b, c) E JR3 , a -1- 0 et b2 - 4ac < O. Dans IR(X) , il y a donc 
deux types d'éléments simples : 

- les éléments simples dits de première espèce qui sont de la forme : 

( 
À 

)f 
avec (>., a) E IR2 et f, E N* ; X - a  

- les éléments simples dits de seconde espèce qui sont de la forme : 

>.X +µ 
avec (>. ,µ) E IR2 , f E N* 

(aX2 + bX + c)f 

et (a , b, c) E JR3 , a -j. 0 et b2 - 4ac < O. 
Ainsi, dans la décomposition en éléments simples sur lR d 'une fraction irréduc
tible A/ B de IR(X) , on pourra trouver deux sortes de sommes partielles . 

- Dans le cas où la fraction A/ B E IR(X) admet pour pôle de multiplicité h 
le réel a, on trouvera une somme partielle de la forme : 

À1 À2 Àh 
X - a + (X - 0:)2 + . . .  + (X - o:)h 

avec À1 , À2 , . . . , Àh appartenant à R 
- Dans le cas où la décomposition de B en produit de polynômes irréductibles 

dans IR[X] fait apparaître le facteur (aX2 + bX + c)n avec aX2 + bX + c un 
polynôme irréductible de IR[X] (c'est-à-dire tel que (a, b, c) E IR3 , a -1- 0 et 
b2 - 4ac < 0), on trouvera une somme partielle de la forme : 

À1X + µi À2X + µ2 ÀnX + µn 
aX2 + bX + c + (aX2 + bX + c)2 + 

· · · 
+ (aX2 + bX + c)n 
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Exemple Reprenons la fraction rationnelle 4X/ ((X - 1) 2 (X2 + 1)2 ) de IR(X) 
qui nous a servi d'exemple pour illustrer les lemmes 7 . 1 et 7.2 . Cette fraction 
est irréductible dans IR(X) et elle n 'admet pour pôle (sous-entendu sur IR) que 
le réel 1. Sa décomposition en éléments simples sur IR s 'écrit : 

4X À µ a X + (3 'Y X + ô 
(X - 1) 2 (X2 + 1) 2 

= 
X - 1 + (X - 1)2 + x2 + 1 + (X2 + 1) 2 

partie relative au pôle 1 partie relative à X2 + 1 
où la partie entière est nulle et où À, µ, a, (3, 'Y et ô appartiennent à IR. Nous 
avons appliqué ici directement le théorème 7 . 1 . Il est en effet inutile d'appliquer 
successivement les deux lemmes 7 . 1 et 7 .2 comme nous l 'avons fait au § 7 .2 . 2  
puisque le  théorème 7 . 1 en est une synthèse . On vérifie que À = -1, µ = 1, 
a = 1, (3 = 0, 'Y = 0 et ô = -2  conviennent . Les calculs permettant de trouver 
ces valeurs sont détaillés dans l 'exemple traité au paragraphe 7 .3 . 2  (voir en 
page 291) . Ainsi, 

4X -1 1 X -2  
(X - 1) 2 (X2 + 1) 2 

= 
X - 1 + (X - 1) 2 + X2 + 1 + (X2 + 1) 2 . 

7.3 Techniques de décomposition 

Étant donnée une fraction rationnelle, irréductible, F de JK(X) avec lK = IR 
ou C, la forme de la décomposition en éléments simples de F est donnée ex
plicitement par le théorème 7 . 1 . Ainsi , lorsque l 'on cherche à déterminer la 
décomposition en éléments simples de F, que ce soit sur IR ou sur C, l 'étape 
préliminaire consiste à écrire , de manière formelle , cette décomposition en ap
pliquant directement le théorème 7 .1 . Il s 'agit alors de calculer chacun des 
coefficients apparaissant dans cette décomposition. Comment s'y prendre ? 

La première idée qui vient naturellement à l 'esprit est de réduire au même dé
nominateur tous les éléments simples (qu 'ils soient de première ou de seconde 
espèce) présents dans la décomposition et d 'identifier les coefficients de même 
degré apparaissant aux numérateurs . Dans la mesure du possible , nous décon
seillons fortement d'utiliser à brûle-pourpoint cette méthode car elle conduit 
inévitablement à la résolution d 'un système d'équations dont le nombre d 'équa
tions est égal au nombre de coefficients à déterminer . Cette résolution peut , très 
rapidement , s 'avérer être longue, difficile à mener et donc source de multiples 
erreurs de calcul ! 
La deuxième idée qui peut aussi venir naturellement à l 'esprit est de rempla
cer X par autant de valeurs autorisées (ce qui exclut évidemment les pôles ! )  
qu'il y a de coefficients à calculer . Cette deuxième manière de procéder conduit , 
encore une fois , à la résolution d 'un système d'équations . Pour les mêmes raisons 
que celles invoquées précédemment , nous déconseillons encore de procéder ainsi. 

Nous présentons dans cette partie plusieurs techniques qui permettent de cal
culer les parties relatives à des pôles simples , à des pôles multiples , à des po
lynômes irréductibles de degré 2 (lorsque lK = IR) ou de réduire le nombre des 
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coefficients à déterminer lorsque la fraction rationnelle est paire , impaire ou 
encore lorsqu 'elle est à coefficients réels . Bien sûr , lorsque, après avoir appli
qué (avec succès) une ou plusieurs des méthodes que nous venons de citer , il 
ne reste plus qu 'un ou deux coefficients à calculer , la méthode qui consiste à 
remplacer X par une ou deux valeurs particulières devient raisonnable et peut 
donc être utilisée. 

7.3.1 Cas d'un pôle simple 

Soit A/ B une fraction rationnelle de IK(X) , irréductible, possédant (au moins) 
un pôle simple Œ E !K. Le dénominateur B se factorise alors sous la forme : 

B = (X - Œ)C avec C(Œ) i- O. 
La partie relative au pôle Œ ne contient qu'un seul élément simple ; elle s 'écrit 
sous la forme À/ (X - Œ) où À E lK et À i- O. Calculons À. La méthode que 
nous exposons maintenant est qualifiée de méthode de multiplication et de 
remplacement. On a la décomposition suivante : 

A À T 
-----,- = ---+ -(X - Œ)C X - Œ c 

où T désigne un polynôme de IK[X] . Multiplions cette égalité par X - Œ : 

:'.!:
- À 

(X - Œ)T 
c - + c . 

En évaluant la fonction rationnelle en Œ, on obtient alors : 

À =  
A(Œ) 
C(Œ) 

car C(Œ) i- O. Illustrons cette méthode. 

Exemple Soit X/( (X - l ) (X - 2) )  E IR?.(X) . Sa décomposition en éléments 
simples sur lR?. s 'écrit : 

X À µ -( X--- 1 -) (,..-X- ----,--2) = -X
-
-
-
1 + -X- --

2 
avec À, µ dans R Calculons À. Multiplions pour cela la décomposition en élé
ments simples par X - 1. On obtient : 

__l!_ = À + µ
(X - 1) . X - 2  X - 2  

Remplaçons alors X par 1. On obtient : À = -1. Calculons à présent µ. Multi
plions cette fois-ci la décomposition en éléments simples par X - 2. On obtient : 

X À(X - 2) 
X - 1  = X - 1  + µ. 

Remplaçons cette fois-ci X par 2 .  On obtient : µ = 2. Finalement , 

X -1 2 
(X - l ) (X - 2) = X - 1 + X - 2 . 
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Formule de dérivation 

Dérivons chacun des termes présents dans l 'égalité B = (X - o:)C. On a : 

B' = C + (X - o:)C' , d 'où B' (o:) = C(o:) 
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avec B' (o:) -=/- 0 car C(o:) -=/- O. Ainsi , en remplaçant C(o:) par B' (o:) dans 
>. = A(o:)/C(o:) on obtient la formule de dérivation : 

>. = 
A(o:) 
B' (o:) . 

Cette formule s 'avère très pratique lorsque le dénominateur B est donné sous 
une forme non factorisée , ce qui est le cas de la fraction X4 / (X4 - 1) de l 'exer
cice 1 donné ci-après , mais n 'est pas le cas de la fraction X/( (X - l ) (X - 2) )  de 
l'exemple précédent . Néanmoins ,  rien n' interdit de l 'appliquer . Alors , faisons
le. Dans l'exemple précédent , A = X et B = (X - l ) (X - 2) . En développant , 
on a : B = X2 - 3X + 2 ,  ce qui donne : B' = 2X - 3 .  Ainsi , 

A(l )  X 1 
= 

A(2) = X 
1 

= 2 À =  B' ( l ) = 2X - 3 X=i 
= - l et µ B'(2) 2X - 3 x =2 

· 

EXERCICE 1 Décomposer la fraction rationnelle X4 j (X4- l )  en éléments 
simples dans C(X) , puis IR(X) . 

7.3.2 Cas d'un pôle multiple 

Nous nous intéressons ici au cas d 'une fraction Ai/ Bi de OC(X) , irréductible, 
possédant (au moins) un pôle o: E OC d 'ordre h � 2 . Le dénominateur Bi se 
factorise alors sous la forme suivante : 

où Ci est un polynôme de OC[X] . Dans la décomposition de Ai/ Bi en éléments 
simples sur OC, la partie relative au pôle o: s 'écrit : 

Ài À2 Àh 
X - o: + (X - o:)2 + . . . + (X - o:)h 

où, parmi les scalaires >.1, >.2 , . . .  , Àh de OC, seul Àh est nécessairement non nul . 
Il est à noter que le coefficient Ài est appelé résidu au pôle o:. 

Calcul du coefficient Àh 
Le calcul du coefficient Àh présent dans l 'élément simple Àh/(X - o:)h peut 
être mené indépendamment de celui des autres coefficients Ài, À2 , . . .  , Àh-i · 
La méthode consiste en une adaptation de la méthode de multiplication et de 
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remplacement présentée dans le cas d'un pôle simple (voir § 7.3.1). Détaillons-la. 
On a la décomposition suivante : 

A1 )q Àh-1 Àh T 
(X - a)hC1 

= 
X - a 

+ ... + 
(X - a)h-l + 

(X - a)h + 
C1 

où T désigne un polynôme de JK[X]. Multiplions par (X - a)h cette égalité : 

A1 h-l (X - a)hT 
01 

= À1(X - a) + ... + Àh-1(X - a)+ Àh + 01 
. 

Évaluons alors la fonction fraction rationnelle en a. On obtient : 

Àh=
A1(a) 
C1(a) 

1 On prendra garde de ne pas appliquer dans le cas d'un pôle multiple la 
formule de dérivation obtenue en page 289. Elle est en effet réservée au cas 
d 'un pôle simple . 

Calcul simultané des coefficients Ài, À2, ... , Àh 

Il est possible de calculer les h coefficients À1, À2, ... , Àh simultanément (il 
est néanmoins fortement recommandé de procéder au préalable au calcul du 
coefficient Àh par la méthode que nous venons d'expliciter) . La méthode se 
décompose en trois étapes . 

• Étape 1 : elle consiste en un changement d'indéterminée : Y = X - a. On 
désigne par A2 (respectivement par C2) le polynôme de JK[Y] obtenu à partir 
du polynôme A1 (resp. du polynôme C1) de JK[X] en effectuant le changement 
d 'indéterminée ci-dessus , c'est-à-dire en remplaçant X par Y+ a. On a :  

• Étape 2 : en effectuant la division selon les puissances croissantes à l'ordre 
h - 1 du polynôme A2 de JK[Y] par le polynôme C2 de JK[Y] (ce qui est possible 
car C2 (0) = C1(a)-:/:- 0), on obtient: 

A2 = C2 (qo + q1Y + q2Y2 + ... + Qh-1yh-1) + yh R2 

où Qo, q1, ... , Qh-1 appartiennent à lK et où R2 désigne un polynôme de JK[Y]. 

• Étape 3 : on déduit de l'égalité précédente : 

C2 (qo + q1Y + q2Y2 + ... + Qh-1yh-1) + YhR2 
YhC2 

Qo + Q1 Y+ q2Y2 + ... + Qh-1yh-l R2 
Yh + 

C2 

qo Q1 Qh-1 R2 
yh + 

yh-1 + · · · + y + 
c2 · 
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On revient finalement à l ' indéterminée X. En notant R1 le polynôme de IK[X] 
obtenu à partir du polynôme R2 de IK[Y] en remplaçant Y par X - a, on 
obtient : 

Qo Q1 Qh-1 R1 
(X - a)h + (X - a)h-l + . . . + x--=--;;- + C1 . 

partie relative au pôle a 

Par conséquent , les scalaires Qo, Q1, . . .  , Qh-l de IK ainsi déterminés lors de la di
vision selon les puissances croissantes s 'avèrent être les coefficients apparaissant 
dans la somme partielle relative au pôle a de la fraction Ai/ B1 E IK(X) . 
On a donc : Àh = Qo, Àh-1 = Q1, . . .  , À1 = Qh-1· 

L'ordre dans lequel apparaissent les coefficients dans la division selon les 
puissances croissantes est inversé par rapport à l 'ordre usuel des coefficients 
>.1, >.2 , . . .  , Àh dans l 'écriture de la partie relative au pôle a. En effet , le 
premier coefficient que l 'on obtient en effectuant la division est le coefficient 
Àh et non pas le coefficient À1, le deuxième est le coefficient Àh-1 et non pas 
le coefficient À2 , etc. 

Exemple Appliquons cette méthode pour déterminer la somme partielle rela
tive au pôle a = 1 de la fraction irréductible suivante : 

4X 
F = (X - 1 )2 (x2 + 1 )2· 

Ici , A1 = 4X et B1 =(X - 1 )2 (X2 + 1 ) 2 . On a donc : 

avec C1 = (X2 + 1 ) 2 

et C1(1 )-/=- O. Effectuons le changement d'indéterminée Y =  X - 1 . Autrement 
dit , remplaçons X par Y + 1 . On obtient : 

A2 = 4 (Y + 1 )  = 4Y + 4, 

C2 =((Y + 1 ) 2 + 1 ) 2 = 4 + 8Y + 8Y2 + 4Y3 + Y4 . 
Procédons à présent au calcul de la division selon les puissances croissantes à 
l'ordre 1 de A2 par C2 . Posons la division : 

A2 = 4 + 4Y 
- (4 + 8Y + 8Y2 + 4Y3 + Y4 ) 
= -4Y - 8Y2 - 4Y3 - Y4 
- (-4Y - 8Y2 - 8Y3 - 4Y4 - y5) 

y2R2 = 4y3 + 3y4 + y5 

4 + 8Y + 8Y2 + 4Y3 + Y4 = C2 
1 - Y 

On peut ainsi écrire : A2 = C2 ( 1  - Y) + Y2 (4Y + 3Y2 + Y3 ) . D'où 

A2 1 1 4Y + 3Y2 + y3 
y2c2 

= 
y2 -

y + C2 
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Revenons enfin à 1 ' indéterminée X. Remplaçons pour cela Y par X - 1 . On 
obtient : 

Al 1 1 X3 + X - 2 
(X - 1 ) 201 (X - 1 )2 - X - 1 + (X2 + 1 )2 

car 4 (X - 1 )  + 3(X - 1 ) 2 + (X - 1 )3 = X3 + X  - 2 . 
Remarquons que la partie relative au polynôme X2 + 1 s 'obtient alors très 
facilement à partir de la dernière fraction rationnelle de l 'égalité ci-dessus . On 
a en effet (c 'est immédiat) : 

On en déduit alors : 

X3 + X - 2  
(X2 + 1 ) 2 

X3 + X - 2 = X(X2 + 1 )  - 2 . 

X(X2 + 1 ) - 2  -2  X 
(X2 + 1 )2 

= 
(X2 + 1 )2 + X2 + 1 · 

On en déduit alors la décomposition de Ai/ B1 en éléments simples sur IR : 

4X 1 1 -2  X 
(X - 1 )2 (X2 + 1 )2 

= (X - 1 )2 - X - 1 + (X2 + 1 ) 2 + x2 + 1 · 

7.3.3 Cas d'un facteur irréductible du second degré 

Considérons une fraction rationnelle F1 = Ai/ B1 de IR(X) , irréductible, pour 
laquelle la décomposition de B1 en produit de polynômes irréductibles sur IR 
fait apparaître le facteur (aX2 + bX + c)n avec aX2 + bX + c un polynôme 
irréductible de IR[X]. 
Notons a et a les deux racines complexes (nécessairement conjuguées) du po
lynôme aX2 + bX + c. Le dénominateur B1 se factorise alors sous la forme : 

B1 = (aX2 + bX + crc 

où C désigne un polynôme de IR[X] vérifiant C(a) =f. 0 et donc, nécessairement, 
C(a) =f. O. On a alors la décomposition suivante : 

F _ À1X + µ1 Àn-lX + µn-1 ÀnX + µn '!_ 1 - aX2 + bX + c + · · · + (aX2 + bX + c)n-l + (aX2 + bX + c)n + C 

partie relative au polynôme irréductible aX2 + bX + c 
( 1 1 )  

où T E IR[X]. Ici , les coefficients À1 , . . .  , Àn- 1 , Àn et  µ1 , . . .  , µn-1 , µn appar
tiennent tous à R Il y en a 2n. Ils s 'obtiennent en n étapes successives et, à 
chaque étape, la méthode utilisée est similaire à la méthode de multiplication 
et de remplacement que nous avons utilisée à plusieurs reprises . 

Détaillons la méthode. 

On commence par calculer (c'est l 'étape 1) les deux coefficients Àn et µn . Pour 
cela, on multiplie ( 1 1 )  par (aX2 + bX + cr, puis on remplace X par Œ : 

Al(a) 
ÀnŒ + µn = 

C(a) . 
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Les coefficients Àn et µn étant réels , ils s 'obtiennent alors en identifiant les 
parties réelles entre elles et les parties imaginaires entre elles . 

La deuxième étape vise à calculer les deux coefficients Àn-1 et µn-1 · Pour cela, 
on commence par faire passer l 'élément simple de seconde espèce 
(>.nX + µn )/ (aX2 + bX + c)n à gauche de l 'égalité dans ( 1 1 ) .  On obtient : 

F -
À1X + µ1 Àn-1X + µn-1 T 

2 - aX2 + bX + c + · · · + (aX2 + bX + c)n-l + C 

où F2 désigne la fraction rationnelle de IR(X) définie par 

F _ A1 
2 - (aX2 + bX + c)nc (aX2 + bX + c)n' 

( 12) 

Simplifions l 'écriture de F2 . En réduisant dans un premier temps au même 
dénominateur, puis en simplifiant par aX2 + bX + c, on obtient : 

(aX2 + bX + c)nC (aX2 + bX + c)n (aX2 + bX + c)n-lC 

où A2 désigne un polynôme de IR[X]. On remarquera, et c'est là tout l 'intérêt 
de la méthode, la présence du facteur (aX2 + bX + c)n-l au dénominateur de 
la nouvelle fraction F2 que l 'on vient d 'obtenir . On dit que l 'on a diminué le 
degré . La décomposition ( 1 2) s 'écrit alors : 

(aX2 + bX + c)n-lC 
À1X + µ1 Àn-1X + µn-1 T ( 

) aX2 + bX + c + . . . + (aX2 + bX + c)n-1 + c· 13 

On multiplie alors (13)  par (aX2 + bX + c)n- 1 , puis on remplace X par Œ : 

et , comme précédemment , les deux coefficients réels Àn-1 et µn- 1 s 'obtiennent 
en identifiant les parties réelles entre elles et les parties imaginaires entre elles . 

Il suffit alors de procéder de la même manière pour calculer successivement 
les coefficients Àn_2 , µn-2 , puis les coefficients Àn-3, µn-3, et ainsi de suite 
jusqu 'aux coefficients À1 , µ1 . 

Si cette méthode possède l 'inconvénient d 'être lourde en calcul et donc . . .  
pénible, elle offre cependant l 'avantage non négligeable d e  pouvoir vérifier , 
à chaque étape, que l 'on ne s 'est pas trompé. En effet , on doit pouvoir 
simplifier par aX2 + bX + c au début de chacune des étapes. Par exemple, 
après simplication , la fraction F2 doit comporter (aX2 + bX + c)n-l au 
dénominateur au lieu de (aX2 + bX + c)n , la fraction F3 doit comporter 
(aX2 + bX + c)n-2 au dénominateur au lieu de (aX2 + bX + c)n- 1 , etc. 

Illustrons cette méthode sur un exemple . 
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Exemple Considérons la fraction F = (X + 1 ) / ( (X2 + 1 ) 2 (X - 1 ) ) .  Nous 
cherchons à déterminer sa décomposition en éléments simples sur R Cette 
fraction possède un seul pôle sur lR. (c 'est le réel 1) car X2 + 1 est irréductible 
sur R Sa décomposition en éléments simples sur lR. s 'écrit formellement : 

X + 1 / À1X + µ1 >.2X + µ2 
(X2 + 1) 2 (X - 1) = Q + X - 1 + x2 + 1 + (X2 + 1 )2 ( l4) 

partie relative à X2 + 1 

où Q E JR.[X] et/, >.1 , >.2 , µ1 et µ2 désignent des réels . La partie entière Q 
est nulle car le degré du numérateur est inférieur strictement à celui du dé
nominateur . Nous laissons volontairement de côté pour l 'instant le calcul de 1 
(calcul qui ne posera d'ailleurs aucune difficulté puisque 1 est un pôle simple) 
pour nous concentrer uniquement sur celui des coefficients >.1 , µ1 , À2 et µ2 . Les 
racines complexes du polynôme X2 + 1 sont i et -i. Ainsi , pour déterminer >.2 
et µ2 , nous multiplions dans un premier temps ( 14) par (X2 + 1 ) 2 , puis nous 
remplaçons X par i : 

. x + 1 1 i + l  . À21 + µ2 = -- = -. - = -1, X - 1  X=i 1 - 1 

d'où, par identification (>.2 et µ2 sont réels) , À2 = - 1  et µ2 = O . Ainsi , 

X + l  / À1X + µ1 -X 
(X2 + 1 )2 (X - 1 ) = X - 1 + X2 + 1 + (X2 + 1 ) 2 . 

Pour déterminer les coefficients >.1 et µ1 , il nous suffit de faire passer à gauche 
de l 'égalité l 'élément simple de seconde espèce que nous venons de déterminer : 

X + 1 X / À1X + µ1 
(X2 + 1 ) 2 (X - 1 )  + (X2 + 1 ) 2 = X - 1 + x2 + 1 . ( l5) 

Or, en réduisant dans un premier temps au même dénominateur, puis en sim
plifiant par X2 + 1 ,  on obtient : 

X +  1 X X2 + 1  1 
(X2 + 1 ) 2 (X - 1 ) + (X2 + 1 ) 2 = (X2 + 1 ) 2 (X - 1 )  (X2 + 1 ) (X - 1) . 

L'égalité (15) s'écrit ainsi : 

1 / À1X + µ1 
(X2 + 1 ) (X - 1 ) = X - 1 + X2 + 1 . (16) 

Les coefficients >.1 et µ1 s 'obtiennent alors facilement en multipliant par X2 +1 ,  
puis en remplaçant X par i : 

1 1 
i - 1 2 2 ' 

d'où ,  par identification (>.1 E lR. et µ1 E JR.) ,  >.1 = -� et µ1 = -�. Enfin, le 
coefficient / s'obtient en multipliant , au choix, ( 14) ou (16) par X - 1 ,  puis en 
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remplaçant X par 1 . Par exemple, en choisissant de multiplier ( 14) par X - 1 , 
on obtient : 

X + l 1 Î = (X2 + 1 )2X=l 

1 -
2 

Finalement , la décomposition de F en éléments simples sur IR s 'écrit : 

X + 1 _l_ _ 
�X +  � X 

(X2 + 1 ) 2 (X - 1 ) X - 1  X2 + 1  (X2 + 1 ) 2 . 

Remarque Une alternative à la méthode que nous venons d'exposer est de 
décomposer la fraction rationnelle non pas sur IR mais sur C, et de regrouper 
deux à deux les éléments simples (de première espèce) correspondant à un 
pôle complexe o: et à son conjugué a, ceci dans le but de reconstituer les 
éléments simples de seconde espèce correspondant au polynôme irréductible du 
second degré de racines complexes o: et a. Considérons , par exemple , la fraction 
F = (X + 1 )/ ( (X2 + 1 ) 2 (X - 1) ) .  Sur C, 

(X2 + 1 ) 2 =(X - i) 2 (X + i) 2 . 
La fraction rationnelle F possède ainsi trois pôles sur C : un pôle simple (le 
réel 1) et deux pôles doubles (les imaginaires purs i et -i) . Sa décomposition 
en éléments simples sur C s 'écrit formellement : 

X + 1 Î Îl Î2 Îi Î� 
(X2 + 1) 2 (X - 1) = X - 1 + X - i 

+ (X - i)2 + X +  i + (X + i) 2 

partie relative à i partie relative à -i 

où Î> Îl, Î2 , Îi et Î� désignent des complexes . En appliquant la technique 
présentée au paragraphe 7.3.2, le coefficient Î2 s 'obtient en multipliant par 
(X - i) 2 , puis en remplaçant X par i : 

X + l  1 
Î2 = (X + i) 2 (X - 1 ) X=i 4 

De même, le coefficient Î� s 'obtient en multipliant par (X + i) 2 , puis en rem
plaçant X par -i : 

' X + l  1 Î2 = (X - i) 2 (X - 1 ) X=-i 4 

En fait ,  comme on le verra au paragraphe 7.3.4 (voir plus particulièrement en 
page 298), il est ici inutile de procéder au calcul de Î� puisqu 'il est égal au 
conjugué de Î2 (cela vient du fait que la fraction F est à coefficients réels) . 

i/4 -i/4 
Rassemblons maintenant les deux éléments simples (X_ i) 2 et (X + i) 2 

i/4 -i/4 1 ( i (X + i)2 - i (X - i) 2 ) -X 
(X - i) 2 + (X + i) 2 = 4 (X2 + 1 ) 2 = (X2 + 1 ) 2 

et on récupère (fort heureusement ! )  un des éléments simples de seconde espèce 
présents dans la partie relative à X2 + 1 lorsque nous avions décomposé en 
éléments simples sur R 
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Cas particulier 

Si une fraction rationnelle F de R(X) , irréductible, est de la forme : 

L 
F = -------(aX2 + bX + c)n 

avec n E N, n;;:: 2 ,  deg (L) < deg( (aX2 + bX + c)n ) et aX2 + bX + c un po
lynôme irréductible sur R (remarquer que l 'on est ici dans les hypothèses du 
lemme 7 .2) alors sa décomposition en éléments simples sur R s 'obtient simple
ment en effectuant une succession de divisions euclidiennes par aX2 + bX + c 
(voir la démonstration du lemme 7 .2) . C'est le cas par exemple de la fraction 

x5 + 2  
F- ------ (X2 + X +  1 )3 . 

Effectuons la division euclidienne de X5 + 2 par X2 + X + 1 . On obtient : 

X5 + 2 = (X2 + X +  l ) (X3 - X2 + 1 )  + (-X + 1 ) .  

On  en déduit : 

X5 + 2 
(X2 + X + 1 )3 

X3 - X2 + l  -X + l  
(X2 + X +  1 ) 2 + (X2 + X + 1 )3 . ( 17) 

Effectuons à présent la division euclidienne de X3 - X2 + 1 par X2 + X + 1 . 
On obtient : 

On en déduit : 

X3 - X2 + 1 = (X2 + X +  l ) (X - 2) + (X +  3 ) .  

x3 - x2 + 1 x - 2 x + 3 -...,....------,- = + -...,....-----(X2 + X +  1 )2 X2 + X +  1 (X2 + X + 1 ) 2 . ( 18) 

Finalement , en regroupant ( 17) et ( 18) , on obtient la décomposition de F en 
éléments simples sur R : 

X5 + 2  X - 2 X + 3  -X + l  
(X2 + X + 1)3 = X2 + X + l + (X2 + X + 1 ) 2 + (X2 + X + 1 )3' 

7.3.4 Techniques de réduction du nombre des coefficients 

Utilisation de la parité 

Soit F une fraction rationnelle irréductible de JK(X) avec lK = R ou C, pos
sédant un pôle a E lK de multiplicité h ;;:: 1 . Dans la décomposition de F en 
éléments simples sur IK, la partie relative au pôle a s 'écrit : 

À1 À2 Àh 
X - a + (X - a)2 + . .  · + 

(X - a)h 
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avec )q, ,\2 , . . .  , Àh dans :OC.. Si , de pl us , la fonction rationnelle associée à F, 
que l 'on note encore F, est paire ou impaire alors -a est également un pôle 
de F, de même multiplicité que a, la partie relative à -a s 'écrivant : 

>-i À� Àh 
X +  a + (X + a)2 + · · · + (X + a)h 

avec >-i, À�, . . .  , Àh dans :OC.. 
- Supposons F paire . En remplaçant alors X par -X dans la partie relative 

au pôle a, on a : 

À1 À2 Àh 
-X - a + (-X - a)2 + . . . + (-X - a)h 

-À1 À2 (- l )hÀh = X + a + (X + a)2 + · · · + (X + a)h 

car 1 / (-l )h = (- l )h . D 'où, puisque F(X) = F(-X) et par unicité de la 
décomposition : 

- En procédant de manière analogue, on vérifie que si F est impaire alors 

'Vk E { 1 , 2 ,  . . . , h} À� =  (- l ) k- I Àk· 

Exemple Considérons la fraction rationnelle F = (2X2 + 5)/ (X2 - 1 )3 de 
JR(X) . La factorisation irréductible sur lR du dénominateur s 'écrit : 

(X2 - 1 )3 = (X - 1 )3 (X + 1 )3 . 

La fraction F possède sur lR deux pôles triples (les réels 1 et -1 ) . Sa décom
position en éléments simples sur lR s 'écrit ainsi (la partie entière est nulle) : 

2x2 + 5 >-1 >-2 À3 >-i >-� >-� 
(X2 - 1 )3 = X - 1 + (X - 1 ) 2 + (X - 1 )3 + X +  1 

+ (X + 1 )2 
+ (X + 1 )3 

avec À1 , À2 , ,\3 , >-i, À�, À� dans lR. La propriété de parité de la fraction impose 
>-i = -À1 , À� =  À2 et À� = -À3 . On a donc : 

2x2 + s >-1 >-2 À3 ->-1 >-2 -À3 
(X2 - 1 ) 3 = X - 1 

+ (X - 1 ) 2 
+ (X - 1 ) 3 

+ X +  1 
+ (X + 1 ) 2 

+ (X + 1 )3 

et il faut calculer seulement trois coefficients (,\1 , ,\2 et À3 ) au lieu des six 
coefficients initiaux. Le coefficient ,\3 s 'obtient en multipliant par (X - 1 )3 puis 
en remplaçant X par 1 : 

À3 = _
2
_
x

_
2
_
+
_

5 , 
(X + 1 ) 3 X=l 

7 
8 
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Pour obtenir les coefficients )q et À2, on peut remplacer X par deux valeurs 
particulières. Par exemple, en prenant X= 0, on obtient assez facilement : 

En prenant X = 2 ,  on obtient (cette fois-ci avec un peu plus de difficulté) : 

On en déduit alors À1 = 13/16 et À2 = -13/16. D'où 

2x2 + 5 13 _ 13 z _ 13 _ 13 _ z 
- (X_2 ___ 1 )�3=X

1� 1 + (X �61)2+(X�1)3 +X�\+ (X � 61)2 + (X +\ )3 · 

Remarquons que pour obtenir les coefficients À1, À2 et À3 simultanément , nous 
aurions pu utiliser la technique basée sur la division selon les puissances crois
sante ici à l 'ordre 2 (voir au paragraphe 7.3.2). Dans le cas présent , effectuer une 
telle division conduirait à des calculs pénibles , longs et donc sources d'erreurs . 

En fait , il n 'est pas nécessaire d'effectuer cette division jusqu 'à l 'ordre 2 . Une 
division à l 'ordre 1 est en effet suffisante pour déterminer, dans l 'ordre d'ap
parition, les coefficients À3 et À2 (ce qui nous permettra de vérifier au passage 
que l 'on ne s 'est pas trompé dans le calcul de À3), le calcul de À1 s 'effectuant 
alors par une autre technique (par exemple, en prenant X = 0 comme nous 
l 'avons fait) . 

Utilisation de la conjugaison 

Supposons qu'une fraction rationnelle irréductible F possède pour pôles les 
complexes conjugués a et a et que cette fraction rationnelle soit à coefficients 
réels . Dans la décomposition de Fen éléments simples sur C, la partie relative 
au pôle a E C \ IR  s 'écrit : 

avec À1 , À2 , ... , Àh dans C, et celle relative au pôle conjugué a s 'écrit : 

f31 f32 f3h 
x - a + (X - a)2 + · · · + (X - a)h 

avec f31, f32, ... , f3h dans C. Puisque Fest à coefficients réels , F = F. Ainsi, 
en conjuguant la partie relative au pôle a et par unicité de la décomposition, 
on obtient : 

'v'k E {1,2, . . .  , h} f3k = Àk. 
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Exemple Considérons la fraction rationnelle suivante : 

F = (X2 + 1)/(X2 + X +  1)2 . 

C 'est une fraction de C(X) .  Cherchons sa décomposition en éléments simples 
sur C. Ses pôles sur C sont les deux complexes conjugués j et I (leur ordre de 
multiplicité est 2) car 

(X2 + X +  1)2 = (X - j ) 2 (X - J)2 . 

Sa décomposition en éléments simples sur C s'écrit ainsi formellement : 

x2 + 1 >11 >-2 /31 /32 
(X2 + X +  1 )2 

=
X - j 

+ 
(X - j ) 2 

+
X - I + 

(X - j ) 2 

où les quatre scalaires À1 , À2 , /31 et /32 appartiennent à C (la partie entière 
est nulle) . En conjuguant les deux membres de cette égalité, en prenant en 
compte que la fraction rationnelle est à coefficients réels , et par unicité de la 
décomposition, on obtient : /31 = À1 et /32 = À2 . Ainsi , 

x2 + 1 >-1 >-2 >-1 3:;-
c x2 + x + 1)2 

= 
x - j 

+ 
ex - j ) 2 

+ 
x _ I 

+ 
ex_ j ) 2 · 

C19) 

Utilisant la technique présentée au paragraphe 7.3.2, le coefficient À2 s 'obtient 
facilement en multipliant par (X - j ) 2 puis en remplaçant X par j : 

x2 + 1  1 
À2 - --=-----

(X - ') 2 . J X=J 

j 2 + 1  ---
( . "'") 2 J - J 

-j 
(i\!'3)2 

j 
3 

où on a utilisé que 1 +j+ j2 = 0 et j -j = 2i x Im(j ) = i \!'3. Calculons à présent le 
coefficient À1 . Réduisons pour cela au même dénominateur les éléments simples 
contenant À2 = j/3 et À2 = ]/3 : 

'/3 "'"/3 J + -J __ 
(X - j) 2 (X - · j ) 2 

j (x2 - 2Ix + I2 ) + Icx2 - 2jX + j2 ) 
3 (X2 + X + 1)2 

X2 + 4X + 1  
3 (X2 + X + 1)2 

où on a utilisé que j x I = 1, j x }2 = ], I x j 2 = j et j + I = 2Re(j )  = -1. 
L'égalité ( 19) s 'écrit alors : 

x2 + 1 x2 + 4X + 1 >-1 >-1 
(X2 + X +  1) 2 

+ 
3(X2 + X +  1) 2 

= 
X - j 

+
X - f 

4/3 
x2 + x + 1  

Noter la diminution du degré au dénominateur . Il suffit alors de multiplier cette 
égalité par X - j ,  puis de remplacer X par j : 

4/3 
j - j 

4/3 
i\!'3 

4\!'3 i 
- --

9 
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D 'où ,\1 = 4J3 i/9. On obtient finalement : 

x2 + 1 -4J3 i/9 j/3 4J3 i/9 I/3 
(X2 + X +  1 ) 2 

= X - j 
+ (X - j)2 

+ 
X - j 

+ 
(X - j)2 

Bien sûr, pour déterminer les coefficients À1 et >.2 , nous aurions pu utiliser la 
méthode utilisant une division selon les puissances croissantes (cette méthode 
a été exposée au paragraphe 7 .3.2) . 

EXERCICE 2 Décomposer en éléments simples sur lR les fractions : 

X 
Fi = (X - 1 )2 (X - 2) 

4 
et F2 = (X2 - 1 ) 2· 

7.4 Exercices de synthèse 

EXERCICE 3 On considère dans IR[X] le polynôme 

p = X5 - 3X4 + 5X3 - 7 X2 + 6X - 2 . 

1 - Vérifier que 1 est une racine multiple de P, donner sa multiplicité et fac
toriser P sous forme d 'un produit de polynômes irréductibles dans IR[X] et 
dans C[X]. 
2 - Décomposer en éléments simples dans IR(X) la fraction rationnelle : 

x2 + 3  
F--------------- X5 - 3X4 + 5X3 - 7 X2 + 6X - 2 . 

EXERCICE 4 

1 - Décomposer en éléments simples sur lR la fraction rationnelle suivante : 

X3 - X2 + 2X - 3 
(X2 + X + 1)2 

2 - Soit P le polynôme de IR[X] défini par 

P = X6 + 4X5 + 8X4 + 10X3 + 8X2 + 4X + 1 . 

Sans utiliser la factorisation de P donnée ci-dessous, vérifier que - 1 est une 
racine double (dans IR) de P et que j et I sont deux racines doubles (dans C) 
de P. En déduire que P =(X + 1 )2 (X2 + X + 1 ) 2. 
3 - On considère la fraction rationnelle de IR(X) suivante : 

X2 - 3X - 2 
F ------------------ X6 + 4X5 + 8X4 + 10X3 + 8X2 + 4X + 1 . 
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Vérifier que F = (X2 - 3X - 2)/ ( (X - a)2C2 ) avec a E lR et C E IR[X]. En 
utilisant une division selon les puissances croissantes, calculer >.1 E IR, >.2 E lR 
et R E IR[X] tels que 

Terminer la décomposition en éléments simples de F sur lR. 

EXERCICE 5 

1 - Soit n un entier non nul. Montrer que 

n 
1 1 1 L k(k + l ) (k + 2) = 4 - 2(n + l ) (n + 2)" k=l 

2 - Soient n et p deux entiers non nuls. Montrer que 

p 1 1 1 L (n + k - l ) (n + k) = ;;;:
-

n + p · 
k=l 

En déduire l 'inégalité : 

p 1 1 1 L (n + k)2 < :;;: - n + p· 
k=l 

7.5 Solution des exercices 

Solution de l 'exercice 1 

Dans X4/(X4 - 1 ) ,  le degré du numérateur est égal à celui du dénominateur . 
Dans la décomposition de X4 / (X4 - 1 )  en éléments simples (sur lR ou sur q, 
la partie entière n 'est donc pas nulle . C 'est le polynôme constant 1 puisque 
X4 = (X4 - 1) x 1 + 1 , d'où 

x4 1 
X4 - 1 = l + X4 - 1 . 

Les racines (complexes) du polynôme X4 - 1 sont les nombres 1 ,  i, - 1  et -i .  
Ce sont des racines simples . Ainsi , X4 - 1 = (X - l ) (X - i) (X + l ) (X + i) . 
D 'où la décompositon (formelle) de X4/ (X4 - 1 )  en éléments simples sur C : 
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avec >.1 , >.2 , >.3 , >.4 dans C. Les résidus aux quatre pôles s 'obtiennent facile 
ment en utilisant la formule de dérivation (à utiliser de préférence lorsque le 
dénominateur est donné sous une forme non factorisée , ce qui est le cas ici) . 
On a :  (X4 - 1 ) '  = 4X3 , d'où 

À1 = 4�3 1 
1 À2 = 4�3 1 . 

1 1 i 
4' 4i3 4i 4i2 4' X=l X=1 

À3 = 4�3 1 
1 À4 = 4�3 'X=-i 4' 4 X=-l 

Finalement , la décompositon de X4 /(X4 - 1 ) en éléments simples sur C s'écrit : 

Remarquons que la fraction 1 /(X4 - 1 )  est paire. Les deux coefficients >.1 et 
>.3 relati fs respectivement au pôle 1 et à son opposé, le pôle - 1 ,  sont donc 
opposés l 'un de l 'autre ( >.3 = - >.1 ) .  Pour la même raison, >.4 = - >.2 . De 
plus, la fraction 1 /(X4 - 1 )  est à coefficients réels . Les deux coefficients >.2 et 
>.4 relati fs respectivement au pôle i et à son conjugué, le pôle -i ,  sont donc 
conjugués l 'un de l 'autre ( >.4 = À2 ) .  Ainsi , on a à la fois >.4 = - >.2 et >.4 = >.2 , 
ce qui donne : >.2 + >.2 = O. Le coefficient À2 est donc imaginaire pur . Il en va 
de même pour >.4 . 
Pour obtenir la décomposition en éléments simples sur IR, il suffit alors de 
regrouper les deux éléments simples i /(X - i) et -i/(X + i) : 

2 
X - i  X + i  x2 + 1 · 

D'où la décomposition de X4 /(X4 - 1 )  en éléments simples sur IR :  

Solution de l'exercice 2 

1 - La fraction rationnelle F1 = X/( (X - 1 ) 2 (X - 2)) possède un pôle simple 
(le réel 2) et un pôle double (le réel 1 ) . Sa décomposition en éléments simples 
sur IR s 'écrit ainsi sous la forme : 

X a b >. 
(X - 1 ) 2 (X - 2) 

= Q + (X - 1 )2 + X - 1 + X - 2 

avec Q = 0 et a, b et À dans R Le coefficient À s 'obtient en multipliant p ar 
X - 2 puis en remplaçant X par 2 .  On obtient : À = 2 .  Le coefficient a s 'obtient 
en multipliant par (X - 1 )2 puis en remplaçant X par 1 .  On obtient : a = -1 .  
On a donc : 

X 1 b 2 
(X - 1 )2 (X - 2) = -

(X - 1 )2 + X - 1  + X - 2 · 
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Enfin, le coefficient b peut être obtenu en donnant une valeur particulière à X 
(en prenant soin , néanmoins, d'éviter les valeurs des deux pôles) . En prenant 
par exemple X = 0, on obtient facilement b = -2 .  Alternativement , pour 
calculer le coefficient restant , b , nous aurions pu multiplier par X et travailler 
sur l 'égalité obtenue par passage à la limite (X ____, +oo) : 

=Ü  = b + 2  

hm - hm - + -- + --. X2 . ( X bX 2X ) 
X->+oo (X - 1 ) 2 (X - 2) - X->+oo (X - 1 )2 X - 1 X - 2 ' 

d'où b = -2 .  Ainsi, 
X 1 2 2 

(X - 1 )2 (X - 2) = -
(X - 1 ) 2 - X - l + X - 2 · 

La fraction rationnelle F2 = 4/(X2 - 1 )2 possède deux pôles doubles (les réels 
1 et - 1 ) .  En utilisant la parité de F2 , sa décomposition en éléments simples 
sur lR s'écrit sous la forme : 

4 a b a -b 
(X2 - 1 ) 2 = Q + (X - 1 ) 2 + X - 1 + (X + 1 )2 + X +  1 

avec Q = 0 et a, b dans lR. Le coefficient a s 'obtient en multipliant par (X - 1 ) 2 
puis en remplaçant X par 1 .  On trouve a =  1 .  On a donc : 

4 1 b 1 -b 
(X2 - 1 ) 2 = (X - 1 ) 2 + X - 1 + (X + 1 ) 2 + X +  1 · 

Le coefficient b s 'obtient alors facilement en remplaçant X par O. On trouve : 
b = - 1 .  Ainsi , 

4 1 1 1 1 
(X2 - 1 ) 2 = (X - 1 )2 - X - 1 + (X + 1 ) 2 + X + l ° 

Solution de l'exercice 3 

1 - On vérifie que P(l )  = P' ( l )  = P"( l )  = 0 et p(3l ( 1 )  -=/:- O . Ainsi , 1 est une 
racine de P de multiplicité 3 et P est divisible par (X - 1 )3 . Effectuons la 
division euclidienne de P par (X - 1 )3 (le reste est nul) . On obtient : 

P = (X - 1 ) 3 (X2 + 2) 

et il n'est alors pas utile de poursuivre car X2 + 2 est irréductible dans IR [X] . 
Remarquons que nous aurions pu faire apparaître le polynôme (X - 1 )3 , soit 
l'expression X3 - 3X2 + 3X - 1 ,  directement dans celle de P en procédant 
comme suit : 

X5 - 3X4 + 5X3 - 7 X2 + 6X - 2 

= X5 - 3X4 + 3X3 + 2X3 - X2 - 6X2 + 6X - 2 

= X2 (X3 - 3X2 + 3X - 1 )  + 2 (x3 - 3X2 + 3X - 1 )  

= (X2 + 2) (X3 - 3X2 + 3X - 1 )  = (X2 + 2) (X - 1 ) 3 . 
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La factorisation irréductible de P sur IR s 'écrit ainsi : P = (X - 1 ) 3 (X2 + 2) . 
S 'en déduit la factorisation irréductible de P sur C : 

P = (X - 1 )3 (X - iJ2) (X + i\!'2) . 

2 - Pour décomposer en éléments simples sur IR la fraction F, on se propose 
de calculer d'abord la somme partielle relative au pôle triple 1 .  Pour cela, on 
pose : Y = X - 1 .  On remplace donc X par Y + 1 .  On a ainsi : 

x2 + 3 
(X - 1 ) 3 (X2 + 2) 

Y2 + 2Y + 4 
Y3 (Y2 + 2Y + 3) . 

On effectue ensuite la division suivant les puissances croissantes à l 'ordre 2 du 
polynôme 4 + 2Y + Y2 par le polynôme 3 + 2Y + Y2 . On obtient : 

Ainsi , 

4 2 1 1 4 + 2Y + y2 = (3 + 2Y + y2 ) ( 3  - 9Y + 27Y2 ) + 27y3 (4 - Y) . 

Y2 + 2Y + 4  � � 2
17 -f.7 (4 - Y) 

Y3 (Y2 + 2Y + 3) = Y3 - Y2 + Y + 3 + 2Y + Y2 . 

On revient alors à l 'indéterminée X en remplaçant Y par X - 1 .  Finalement , 

x2 + 3 
(X - 1 ) 3 (X2 + 2) 

4 3 
(X - 1)3 

Solution de l 'exercice 4 

1 - La division euclidienne de X3 - X2 + 2X - 3 par X2 + X + 1 permet d 'écrire 

X3 - X2 + 2X - 3 = (X2 + X +  l ) (X - 2) + (3X - 1 ) .  

On  en déduit : 
X3 - X2 + 2X - 3 X - 2 3X - 1 ------- = + ------(X2 + X + 1 ) 2 X2 + X + 1 (X2 + X + 1 ) 2 . 

2 - On a :  P(- 1 )  = 0 :  - 1  est donc une racine de P. De plus , P '  = 6X5 + 
20X4 + 32X3 + 30X2 + l6X + 4 et P ' ( - 1 )  = 0 : - 1  est donc une racine de 
multiplicité au moins 2. Enfin, P" = 30X4 + 80X3 + 96X2 + 60X + 16 et on 
vérifie que P" ( - 1 )  =/=- O. Finalement , on peut dire que - 1  est une racine double . 
De même, on vérifie que P(j )  = P '  (j) = 0 et P" (j ) =/=- O. Il est inutile de faire de 
même pour J puisque le polynôme P est à coefficients réels. On remarque que 

(X - j ) 2 (X - J) 2 = (X2 + X +  1 ) 2 . 

Bilan , le polynôme P est factorisable par (X + 1 ) 2 (polynôme de degré 2) et 
par (X2 + X +  1 ) 2 (polynôme de degré 4) . Puisque P est de degré 6 et puisque 
(X + 1 ) 2 et (X2 + X + 1 ) 2 sont premiers entre eux, on obtient : 

P = .-\(X + 1 ) 2 (X2 + X + 1 )2 
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avec À E R Puisque P est unitaire, À = 1 .  Ce résultat se vérifie en développant 
le terme de droite. 
3 - D'après ce qui précède, 

X2 - 3X - 2 
F = (X - a)2C2 avec a = - 1  et C = X2 + X + 1 .  

On effectue le changement d 'indéterminée suivant : Y = X+ 1 .  En remplaçant 
X par Y - 1 ,  le polynôme X2 - 3X - 2 devient 2 - 5Y + Y2 et le polynôme 
(X2 + X +  1 ) 2 devient 1 - 2Y + 3Y2 - 2Y3 + Y4 . En effectuant une division 
selon les puissances croissances à l 'ordre 1 ,  on obtient : 

2 - 5Y + Y2 = ( 1  - 2Y + 3Y2 - 2Y3 + Y4) (2 - Y) - 7Y2 + 7Y3 - 4Y4 + Y5 . 

On en déduit : 

2 - 5Y + Y2 - 1  2 -7 + 7Y - 4Y2 + Y3 
y2 ( 1  - 2Y + 3Y2 - 2Y3 + Y4) = Y + y2 + 1 - 2Y + 3Y2 - 2Y3 + Y4 . 

Revenons à l 'indéterminée X .  En remplaçant Y par X +  1 ,  on obtient : 

X2 - 3X - 2 - 1  2 X3 - X2 + 2X - 3 
(X + 1 )2 (X2 + X + 1 )2 = X + l + (X + 1 )2 + (X2 + X + 1 )2 

En regroupant ce dernier résultat avec celui de la première question , on obtient 
finalement : 

X2 - 3X - 2 - 1  2 X - 2 3X - 1 
(X + 1 )2 (X2 + X + 1 )2 = X + 1 + (X + 1 )2 + X2 + X + 1 + (X2 + X + 1 )2 . 

Solution de l'exercice 5 

1 - La décomposition en éléments simples de 1 /(X (X + l ) (X + 2)) s 'écrit : 

1 1 1 1 
X(X + l ) (X + 2) = 2X - X +  1 + 2(X + 2) " 

Soit n E N* . On en déduit l 'égalité : 

n 1 l n l n 1 l n 1 
2= k(k + 1 ) (k + 2) = 2 2= k - 2= k + 1 +2 2= k + 2 · 
k=l k=l k=l k=l 

'-,,-" '-,,-" 
(*) (**) 

Effectuons les changements d 'indice k '  = k + 1 dans la somme ( *) et k" = k + 2 
dans la somme ( **) : 

n l n+ l l 
2= k + 1 = 2= k ' ' k=l k'=2 

n l n+2 l 
2= k + 2 = 2= k"

. 
k=l k"=3 
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Compte tenu que les indices sont muets, on remplace alors k' et k" par k . On 
obtient ainsi : 

= � (1 + �) - (� + _1_) + � (-1- + _1_ ) . 2 2 2 n + l  2 n + l n + 2  
Finalement , n 1 1 1 L k(k + l ) (k + 2) = 4 - 2(n + l ) (n + 2) " k= l  

2 - On vérifie facilement que l 'on a : 

1 1 1 (X - l)X = -X + X - 1 · 
Soient n et p deux entiers non nuls . On en déduit : 

p 1 L (n + k - l ) (n + k) k=l  
p 1 p 1 - L _n _+_k + L _n_+_k ___ l · k= l  k= l  

En effectuant l e  changement d 'indice k ' = k - 1 dans la  dernière somme, puis 
en remplaçant l 'indice muet k' par k, on obtient 

p 1 p 1 p- l 1 L (n + k - l ) (n + k) = - L n +  k + L n + k k= l  k=l  k=O 
p- l 1 1 1 p- l 1 1 1 = - (L n + k  + n + p) + (� + L n + k ) = � - n + p ·  k= l  k= l  

Soit k un entier compris entre 1 et p . On a : n + k - 1 < n + k et donc (n + k - l ) (n + k) < (n + k)2 car n + k > O. Ainsi , 

p 1 p 1 1 1 {; (n + k)2 < {; (n + k - l ) (n + k) = � - n + p · 
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CHAPITRE 8 

Les espaces vectoriels 

En accord avec la notation utilisée dans les chapitres précédents, OC désigne un 
corps commutati f, muni de l 'addition +;: et de la multiplication x 1{ .  Ce corps 
peut être Q, lR ou <C. On note 0 et 1 les éléments neutres pour l 'addition et pour 
la multiplication. Il nous arrivera parfois de les noter Ooc et loc pour marquer 
leur appartenance au corps OC. 

8.1 Structure d'espace vectoriel 

8.1.1 Définition d'un espace vectoriel 

On considère un ensemble E muni d 'une loi de composition interne + : 

(x , y) E Ex E 1------> x + y  E E, 

et muni d 'une loi de composition externe · (sur le corps OC) : 

(a, x)  E oc X E  1------> a .  X E  E. 

DÉFINITION 8 . 1  On dit que E est un espace vectoriel sur OC si : 
- (E, +) est un groupe commutatif, 
- la loi externe · possède les propriétés suivantes : 

't:/a E OC 't:/(x , y) E E2 
't:/(a, /3) E 0C2 't:/x E E 
't:/(a, /J) E OC2 't:/x E E  

't:/x E E 

a· (x + y) = a · x + a· y ,  
(a +, /3) . X = a . X + f3 . X '  
a· ({3 · x) = (a X ;: /3) · x , 
loc · X = X . 

Les éléments de E sont appelés vecteurs et les éléments de OC sont appelés 
scalaires. 

Un espace vectoriel sur OC est aussi appelé OC-espace vectoriel ou encore OC
< 1 > espace. 

( l )  Lorsqu'il n 'y a aucune ambiguïté sur le corps IK, on utilise l 'expression d'espace vectoriel 
au lieu de IK-espace vectoriel . 
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C'est au mathématicien et logicien italien Giuseppe Peano que nous devons la 
première définition axiomatique d 'un espace vectoriel sur le corps R 

PEANO,  Giuseppe ( 1858, Cuneo - 1932, Turin) . 

Remarques 

Professeur de mathématiques à l 'Université de Turin, il ensei
gna aussi à l 'Académie Militaire . C 'est en relisant les travaux 
abscons de Grassmann qu'il dégagea la notion d'espace vectoriel 
abstrait (sur IR!.) et en donna le premier , en 1888, une définition 
axiomatique (et claire ! ) .  Nous lui devons aussi la définition for
melle d'une application linéaire. Profondément intéressé par la 
linguistique, il voulut imposer, sans succès , une langue artifi
cielle appelée Latina sine fiexione, qui se voulait universelle et 
qui était basée sur le Latin et dont les mots étaient empruntés 
à l' Anglais , l' Allemand, le Français et le Latin. Il alla même 
jusqu'à rédiger la dernière édition de son œuvre Formulario 
M athematico dans cette langue. 

1 .  Afin de faciliter la distinction entre les scalaires et les vecteurs , nous avons 
convenu de noter en gras les vecteurs . Par exemple, les éléments x , y, z, a, b, 
c désignent des vecteurs et a ,  /3, '"'f,  a ,  b, c des scalaires . (2) 

2. On note OE le vecteur nul . (3) C 'est un vecteur de E, c'est-à-dire OE E E. Il 
ne faut pas le confondre avec le zéro du corps OC. 
3. On vérifie que tout C-espace vectoriel est aussi un JR.-espace vectoriel . De 
même, tout JR.-espace vectoriel est aussi un Q-espace vectoriel . 

8.1.2 Principaux exemples d'espaces vectoriels 

L'ensemble ocn des n-uplets 

Soit n un entier non nul . On munit l 'ensemble ocn défini par 

n déj. { (  ) 1 } 0C = X1 , . . .  , Xn X1 E OC, . . . , Xn E OC 

des deux lois + et · définies pour tous ( x 1 , . . .  , Xn ) et (y1 , . . .  , Yn ) appartenant 
à ocn et pour tout a E OC par 

d!J. 

d!J. 
(x1 +{ Y1 , . . .  , Xn +K Yn) , (loi interne} 

( 2 ) Un vecteur se note parfois avec une flèche au dessus, par exemple x, fj, z. 
(3 ) Remarquons qu'un espace vectoriel n 'est jamais vide puisqu 'i l  y a une structure de groupe 

et qu 'un groupe n 'est jamais vide. Un espace vectoriel contient au moins l 'élément neutre 
0 E pour l 'addition. 
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Muni de ces deux lois , l 'ensemble produit ocn possède une structure de OC-espace 
vectoriel . Il est qualifié d 'espace produit. Un vecteur de ocn est un n-uplet et 
on le note x = (x1 , . . .  , Xn ) · L'élément neutre pour l 'addition est le vecteur 
Oocn = (Ooc , . . .  , Ooc) E ocn , que l 'on note plus simplement 0 = (0, . . .  , 0 ) .  En 
particulier (n = 1 ) ,  le corps OC est lui-même un espace vectoriel sur OC. La loi 
interne est l 'addition définie sur OC et la loi externe est la multiplication définie 
sur OC. On ne peut pas , dans ce cas , faire la distinction entre les vecteurs (de 
l'espace OC) et les scalaires (du corps OC) . 

L'ensemble produit E1 X . . . X En 

Considérons les espaces E1 , . . .  , En sur le même corps commutati f OC. Pour 
i E { 1 ,  . . . , n } ,  on note + E; et · E; les deux lois relatives à l 'espace Ei . On peut 
alors enrichir l 'ensemble produit E1 x . .. x En défini par 

d'une structure de OC-espace vectoriel . Il suffit de munir E1 x ... x En des 
deux lois + et · définies pour tous (x 1 ,  . • .  , xn )  et (y 1 , .  • . , yn ) appartenant à 
E1 x . .. x En et pour tout a appartenant à OC par 

(x1 ,  . . . , Xn ) + (Y 1 , · · · , Yn ) d!J. (x1  + E1 Y1 , . . .  , Xn +En Yn) ,  {loi interne) 

a · (x1 ,  . . .  , Xn ) d!J. (a · E, X 1 , . . .  , a · En Xn) · {loi externe) 

Le OC-espace vectoriel ainsi défini est alors qualifié d 'espace produit des OC-espaces 
E1 , . . . , En . En notant OE, l 'élément neutre de Ei pour l 'addition +E, pour 
i E { 1 ,  . . .  , n} ,  l 'élément ÜE, x . . .  x E,. de E1 x .. . x En défini par 

est l 'élément neutre de E1 x . . . x En pour l 'addition + .  

L'ensemble OC[X] des polynômes sur OC 

L'ensemble OC[X] des polynômes à coefficients dans OC est un espace vectoriel 
sur lK. La loi de composition interne sur OC[X] est l 'addition de polynômes et la 
loi de compostion externe est la multiplication d 'un polynôme par un élément 
de lK. Les vecteurs de OC[X] sont les polynômes et les scalaires sont les éléments 
de OC. Le vecteur nul est le polynôme 

dé/. ( ) [ l Ooc[x] = Ooc , Ooc , . . .  , Ooc , . . . E OC X . 

L'ensemble des applications de I vers OC 

Soit I un ensemble non vide. Considérons l 'ensemble des applications de I 
vers OC, que l 'on note A(I, OC) , muni des deux lois + et · . 
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- La première loi + est une loi de composition interne. A partir des appli
cations f : I _____, OC et g : I -----> OC, on définit une nouvelle application 
f + g : I -----> OC de la manière suivante : 

\:/x E I (f + g) (x) dff. f (x) +d(x) . 

- La deuxième loi · est une loi de composition externe sur K A partir d 'une 
application f : I -----> OC et d 'un scalaire a E OC, on définit la nouvelle 
application a · f : I _____, OC comme suit : 

\:/x E I (a · f) (x) dff. a X c-:  f(x) . 

L'ensemble A (I, OC) muni de ces deux lois est un espace vectoriel sur OC (s'en 
convaincre) . Les vecteurs de A(I, OC) sont ici les applications de I vers OC et les 
scalaires sont les éléments du corps K Il ne faut pas confondre une application 
f : I -----> OC (c'est un vecteur de A (I, OC) ) avec sa valeur f(x) en un élément x 
de I, qui est un scalaire. Le vecteur nul est l 'application qui à tout x E I 
associe Ooc . On l 'appelle l 'application nulle. 

Plus généralement , considérons un OC-espace vectoriel E muni des lois + E (loi 
interne) et ' E  (loi externe) . L 'ensemble A (I, E) des applications de I vers E 
muni des deux opérations + et · définies pour tous f, g E A(I, E) et pour tout 
a E OC par 

\:/x E I ( (f + g) (x) dff. f(x) +E g (x) et (a · f) (x) dff. a ' E f(x) ) 
possède une structure d'espace vectoriel sur OC. Le vecteur nul est l 'application 
X E I f----t ÜE E E. 

L'ensemble des suites à valeurs dans OC 

L'ensemble A (N, OC) avec OC = lR ou OC = <C représente l 'ensemble des suites à 
valeurs réelles (si OC = JR) ou à valeurs complexes (si OC =  <C) .  On rappelle que 
l 'addition des suites ( un )nE f\I et ( Vn )nE f\I est la suite ( un )nEf\I + ( vn )nEf\I définie 
par 

(un )nEf\I + (vn )nEf\I dff. (un +ii\ Vn )nEf\I , 

et la multiplication de la suite ( un )nEf\I par le scalaire a E OC est la suite 
Œ · (un )nEf\I définie par 

( ) déf. ( ) Œ · Un nEf\I = Œ X K Un nE f\I . 

Muni de ces deux lois , l 'ensemble A(N, OC) possède une structure de OC-espace 
vectoriel . Un vecteur est ici une suite (un )nEf\I ' On écrit (un )nEf\I E A(N, OC) . 
Le vecteur nul est la suite de terme général nul . 
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Pourquoi parlons-nous d'espaces vectoriels et  de vecteurs ? 

Les vecteurs de l 'espace réel à trois dimensions de la géométrie classique pos
sèdent une structure d 'espace vectoriel sur R On note IR3 cet ensemble. De 
même, l 'ensemble des vecteurs du plan réel de la géométrie classique est un 
espace vectoriel sur R On le note IR2 . Ce sont là les origines de la terminologie 
employée ( « espaces vectoriels » et « vecteurs » ) . Les deux opérations (addition 
de deux vecteurs et multiplication d 'un vecteur par un scalaire) sont familières . 
Elles sont illustrées sur la figure 1 .  

y x + y 

X x 2x -3x 

Fig. 1 Illustration de l 'addition de deux vecteurs de JR2 (dessin 
de gauche) et de la multiplication d'un vecteur de 1R2 par un 
scalaire (dessin de droite) . 

On rappelle que deux vecteurs sont égaux s' ils ont même direction , même sens 
et même longueur. Ainsi deux vecteurs sont égaux si on peut passer de l 'un à 
l'autre par une simple translation. Bien que l'ouvrage se veuille d'une portée 
plus générale , nous utiliserons des illustrations graphiques dans IR2 et dans IR3 • 
Il ne faut pas confondre les points constituant le plan réel (respectivement 
l'espace réel) de la géométrie classique (on parle d'espaces affines et on les note 
respectivement &2 et &3 ) avec les vecteurs constituant l 'espace vectoriel IR2 
(resp . IR3) qui lui est associé. Ce sont deux entités mathématiques distinctes . 
L 'espace affine &2 (resp . [3) est un ensemble de points tandis que l 'espace 
vectoriel IR2 (resp . IR3) est un ensemble de vecteurs. <4 J Il y a en revanche un lien 
étroit entre ces deux notions puisque le choix d 'un repère d 'origine 0 permet 
d'identifier les points aux vecteurs d 'origine O. Par exemple, en rapportant 

-----+ -----+ ------> 
l'espace affine &3 à un repère R = (O ; OI, OJ, OK) , on peut associer à tout -------; 
point M E [3 l 'unique vecteur OM E IR3 défini par : 

-------; -----+ -----+ ------> 
OM = x · OI + y · OJ + z · OK 

où les scalaires x, y et z appartenant à IR sont appelés coordonnées du point A1 
dans le repère n. 

(4) Rappelons que dans les espaces affines E2 et Es , deux points A et B définissent un vecteur ----+ ---> ___, 
AB et que deux vecteurs AB et CD sont égaux si les points A, B, D et C sont les quatre 
sommets consécutifs d 'un parallélogramme. 
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8.1 .3 Propriétés élémentaires 

PROPOSITION 8 . 1  Soit E un OC-espace vectoriel. On a : 

X Vx E E  Ooc · x = OE ; 
X Va E lK a . OE = OE ; 
X Va E lK Vx E E (-a) · x = - (a · x) = a · (-x) ; 
X Va E lK Vx E E ( a ·  X =  ÜE Ç=::} ( a =  Ooc ou x = OE ) ) . 

Démonstration La démonstration est aisée. On s 'attachera à bien comprendre 
le sens des opérations et notations employées . 

['.'.: Soit x E E. Montrons que Ooc · x = OE . Soit >. E JK. On a :  À · x  = (Ooc +K >.) · x .  
Or, (Ooc +K >.) · x = Ooc  · x + >. · x .  Ainsi, 

>. · x = Ooc · x + >. · x .  

En additionnant l e  vecteur - (  >. · x) à droite et à gauche dans cette égalité , on 
obtient OE = Ooc · x car >. · x + ( - ( >.  · x) )  = OE . 

['.'.: Soit a E lK. Montrons que OE = a · OE .  Soit x E E. On a :  a · x  = a · (x + OE) . 
Or, a ·  (x + OE)  = a ·  x + a ·  ÜE . On a donc : 

a · X  = a · x + a ·  ÜE . 

En additionnant - (a ·  x) à droite et à gauche dans cette dernière égalité, on 
obtient ÜE = a ·  ÜE car - (a · x) + a ·  x = OE . 

['.'.: Soient a E lK et x E E. Montrons que (-a) ·  x = - (a ·  x) .  On a :  

a ·  x + (-a) ·  x = (a +x (-a) ) · x = Ooc · x 

car a +K (-a) = Ooc. Or, d'après la première propriété, Ooc · x = ÜE . Ainsi, 
a ·  x + (-a) · x = OE . Puisque le vecteur a · x admet pour symétrique le 
vecteur - (a ·  x) ,  on a aussi a ·  x + (- (a ·  x) )  = OE . On en déduit alors , par 
unicité du symétrique, que (-a) · x = - (a · x) . Montrons maintenant que 
a · (-x) = - (a · x) . On a :  

a ·  x + a ·  (-x) = a ·  (x + (-x) )  = a · OE 

car x + (-x) = OE . Or, d'après la seconde propriété, a ·  OE = ÜE . Ainsi , 

a · x + a · (-x) = OE .  

Par unicité du  symétrique, on en déduit que a · (-x) = - (a ·  x) . 

['.'.: La réciproque découle directement des deux premières propriétés. Montrons 
l ' implication. Supposons que l 'on ait l 'égalité a ·  x = OE et considérons dans 
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un premier temps le cas où a -/=- Ooc . Multiplions chacun des membres de cette 
égalité par a- 1 (qui existe car IK est un corps) . On a : 

a-1 · (a ·  x) = (a- 1 x K  a) · x = loc · x = x et a- 1 · Oe = Oe . 

Ainsi , de la multiplication de a · x = Oe par a- 1 on déduit que x = Oe . 
Supposons maintenant que x -/=- Oe . On a nécessairement a =  Ooc car sinon on 
pourrait (comme ci-dessus) multiplier a ·  x = Oe par a-1 , ce qui impliquerait 
que x = Oe , et serait contraire à notre hypothèse . D 
Afin d'alléger les écritures, nous convenons de l 'abus suivant : pour tout sca
laire a de IK et pour tout vecteur x de E, on note ax le vecteur a ·  x de E. 

8.1.4 Combinaison linéaire 

Commençons par définir la notion de famille de vecteurs d 'un espace vectoriel . 

DÉFINITION 8 .2  Soient I un ensemble et E un OC-espace vectoriel. 
)( On appelle famille de vecteurs indexée par I toute application 

i E I 1------4 Vi E E. 

On la note ( vi) iEI . L 'ensemble de départ I est appelé ensemble des indices de 
la famille. 
)( Lorsque I est un ensemble fini (respectivement infini) on dit que ( vi ) iEI  est 
une famille finie (resp. infinie} . 
)( Soit J un sous-ensemble de I .  La famille (v1 )1E J  est appelée une sous-famille 
de ( vi) iEI . Réciproquement, la famille ( vi ) iE I  est appelée une sur-famille de 
(v1 )1EJ . On note parfois (vj )jE J C (vj )jE I ·  

Remarquons que l 'ensemble des indices d 'une famille est un ensemble quel
conque. Il peut être fini (par exemple, I = { 1 ,  . . .  , n} avec n E N* ) .  Il peut 
aussi être infini (par exemple I = N ou encore I = JR) . En particulier , lorsque 
I = { 1 ,  . . .  , n} on note parfois la famille (vi ) iE J sous la forme (vih:s;i:s;n et on la 
confond avec le n-uplet (v 1 , . . .  , vn )  de l 'espace produit En (voir la définition 
page 3 1 1 ) .  La notion de famille généralise ainsi les notions de n-uplet (cas où 
I = { 1 ,  . . . , n} ) et de suites (cas où I = N) . 
Il ne faut pas confondre une famille de vecteurs de E et un ensemble de vec
teurs de E. Insistons sur les différences fondamentales entre « famille » et 
« ensemble ». Pour une famille , l 'ordre des éléments est pris en compte alors 
qu'il n'a aucune importance pour un ensemble . Par exemple, pour v1 , v2 , v3 
trois vecteurs (distincts deux-à-deux) d 'un espace vectoriel E, 

(v 1 , V2 , v3 ) -/=- (v2 , V3 , v 1 ) et {v 1 , V2 , v3 } = {v2 , v3 , v 1 } .  
De plus , dans une famille , deux éléments peuvent être égaux. Dans un ensemble, 
tous les éléments sont distincts . Par exemple , si v désigne un vecteur quelconque 
d 'un espace E, 

(V , V ,  V) -/=- (V , V) -/=- (V) et {V ,  V ,  V} = {V ,  V} = {V} . 
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Combinaison linéaire d'une famille finie 

DÉFINITION 8 .3  Soient E un OC-espace vectoriel et v1 , v2 , . . .  , Vp des vec
teurs de E.  On dit qu 'un vecteur x de E est combinaison linéaire de la famille 
F = (vi ) i �i�p s 'il existe (a1 , a2 , . . .  , ap )  E OCP tel que 

p 
X = z= aiVi · 

i= l  

Les scalaires a1 , a2 , . . .  , ap se nomment coefficients de la  combinaison li
néaire. 

Exemples 

1. Tout vecteur x = (x1 , x2 , x3 ) de OC3 est combinaison linéaire de la famille 
finie F = (ei ) i �i�3 où e1 = ( 1 ,  0, 0) , e2 = (0 ,  1 ,  0) et e3 = (0 ,  0, 1 ) ,  car 

x (x1 , x2 , x3 ) = (x 1 , 0 , 0) + (O, x2 , 0) + (O , O , x3 )  
x 1 ( l , O , O) + x2 (0 , l , O) + x3 (0 , 0 , l ) = x1 e1 + x2e2 + x3e3 . 

Les coefficients de la combinaison linéaire sont x1 , x2 et X3 . 
2. Soit n E N. Tout polynôme P de OC [X ] qui est de degré inférieur ou égal 
à n est combinaison linéaire de la famille finie Fn = (Xi )o�i�n · En effet , 
P = ( a0 , a1 , a2 , . . .  , an , 0, . . .  ) se décompose sous la forme (voir page 227) : 

P = ao l11qx 1 + a1X + a2X2 + . . .  + anXn . 

Les coefficients de la combinaison linéaire sont ao ,  a1 , a2 , . . .  , an . 

Combinaison linéaire d'une famille infinie 

La définition d 'une combinaison linéaire n'a été donnée que dans le cas parti
culier d 'une famille finie de vecteurs de E. Néanmoins, elle se généralise au cas 
d 'une famille F = (vi ) iEI de vecteurs de E, indexée par un ensemble infini /. 

DÉFINITION 8 .4  Soient E un OC-espace vectoriel et F = (v i ) iEI une famille 
infinie de vecteurs de E. On dit qu 'un vecteur x de E est combinaison linéaire 
de F = ( vi) iE I  s 'il existe un ensemble fini J inclus dans I (autrement dit, 
vérifiant J C l et card( J) < +oo) et ( ai ) iE J E occard(J) tels que 

Les scalaires ai , i E J, se nomment coefficients de la combinaison linéaire. <5> 

<5 > Les coefficients d 'une combinaison linéaire sont en nombre fini car card (J)  < +oo. 
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Exemple Tout polynôme de IK[X] est combinaison linéaire de la famille infinie 

Foo = (XtEN (ici I = N) . En effet , pour tout polynôme P appartenant à IK[X] , 
il existe J c N, card(J) < +oo, et (Œi ) iE J E occard(J) tels que 

Ici , J désigne l'ensemble des entiers j pour lesquels le coefficient de rang j 
du polynôme P est non nul . Bien évidemment , le sous-ensemble fini J et les 
coefficients Œi , i E J, dépendent du polynôme P. À titre d'exemple, prenons 
les deux polynômes réels P = -X + 12X17 et Q = J3 + X3 . Pour P, on peut 
prendre J = { 1 , 17} et Œ1 = - 1 , Œ17 = 1 2 puisque 

P = L Ü'.ixi = Œ1X + Œ11X
17 = -x + 12x11 . 

iE { l , 1 7} 

Pour Q,  on peut prendre J' = {O ,  3} et Œ� = v'3, Œ� = 1 puisque 

Remarques 

Q = L Œ�Xi = O'.� + O'.;x3 = v'3 + x3 . 
iE {0 ,3} 

1 . Qu'une famille soit finie ou infinie , une combinaison linéaire de cette famille 
est , par définition , toujours une somme finie de vecteurs. 

2. Tout vecteur extrait d 'une famille est lui-même combinaison linéaire de cette 
famille. Par exemple, étant donnée la famille finie :F = (vi ) i �i�p avec p E N* , 
pour tout P E { 1 , . . .  , p} ,  le vecteur ve peut s 'écrire comme une combinaison 
linéaire de :F = ( vi ) i �i�p puisque 

P { Œe = 1 
ve = �-=l Œ;Vi avec 

0 'Vi E { l ,  . . .  , p} \ {P} Ü'.i = 0 

3. Remarquons que le vecteur Oe peut s 'écrire comme une combinaison linéaire 
de n'importe quelle famille de vecteurs ( vi) iE I  avec I un ensemble fini ou infini . 
Il suffit de prendre tous les coefficients de la combinaison linéaire égaux à Ooc . 

8 .2  Structure de sous-espace vectoriel 

8.2.1 Définition d'un sous-espace vectoriel 

En pratique, les espaces vectoriels donnés en exemple au paragraphe 8 . 1 .2 sont 
peu utilisés car trop généraux. Par exemple, l 'espace IK[X] des polynômes de 
degré quelconque ou encore l 'espace des suites à valeurs dans C sont des espaces 
bien trop vastes . Dans la pratique , on est amené à effectuer les calculs en ne 
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manipulant que certains vecteurs de l 'espace vectoriel considéré (bien que les 
calculs soient autorisés pour tous les éléments de l 'espace) . 
C 'est le cas lorsqu 'on décide de ne travailler qu 'avec les polynômes de degré au 
plus égal à n, c'est-à-dire avec l 'ensemble 

1Kn [X] dfj. { P E JK[X] j deg (P) :::; n} 
où n E N. Remarquons que l 'ensemble 1Kn [X] ainsi défini contient le polynôme 
nul puisqu 'il a été convenu que deg(Ooc[xJ ) = -oo.  On constate que si P et 
Q sont deux éléments du sous-ensemble 1Kn [X] alors P + Q est un élément de 
ce même sous-ensemble 1Kn [X] et si a E lK alors aP est encore un élément de 
1Kn [X] . De manière plus générale, on constate que toute combinaison linéaire 
d 'éléments de 1Kn [X] est encore un élément de 1Kn [X] . Ainsi, bien que les calculs 
(loi interne et loi externe) soient définis initialement sur l 'espace JK[X] englo
bant le sous-ensemble 1Kn [X] , le résultat d 'un calcul portant sur n 'importe quel 
élément du sous-ensemble 1Kn [X] reste dans 1Kn [X] . En ce sens , on dit que 
1Kn [X] est un sous-espace vectoriel du OC-espace JK[X] . 
C 'est encore le cas lorsque l'on s 'intéresse à l 'ensemble des suites à valeurs 
complexes (un)nEJ\I satisfaisant à la relation de double récurrence (on parle 
alors de suites de Fibonacci généralisées ) : 

'Vn E N Un+2 + PUn+l  + QUn = 0 
où (p, q) E <C x <C. Par exemple, la suite ( un )nEJ\I vérifiant { UQ = 0, U1 = 1 ,  

'Vn E N Un+2 = Un+l  + Un , 

( 1 ) 

qualifiée de suite de Fibonacci <6l , vous est peut-être familière puisqu 'elle a été 
popularisée par le film Da Vinci Code avec Tom Hanks et la ravissante Audrey 
Tautou, film policier adapté du roman éponyme de Dan Brown. Ses premiers 
termes sont les entiers 0, 1 ,  1 ,  2, 3, 5, 8, 13 ,  2 1 ,  34, etc. Ces derniers sont 
d'ailleurs qualifiés de nombres de Fibonacci. Citons aussi les nombres de Lu
cas <7l (les entiers 2, 1 ,  3 ,  4, 7, 1 1 ,  18 , 29, 47, etc) correspondant à la suite 
( un)nEJ\I vérifiant { Uo = 2 ,  

Vn E N 

U1 = 1 ,  

ou encore les nombres de Pell es) (les entiers 0 ,  1 ,  2 ,  5 ,  1 2 ,  29, 70 , etc) corres
pondant à la suite (un)nEJ\I vérifiant { UQ = 0, 

'Vn E N  

U1 = 1 , 

Un+2 = 2un+l + Un · 

( G )  du nom de Leonardo Fibonacci ,  un des plus grands mathématiciens italiens de l 'époque 
médiévale,  connu aussi sous le nom de Léonard de Pise. 

<7l du nom du mathématicien français Édouard Lucas (né en 1842 à Amiens, décédé en 
189 1 ) ,  connu pour ses travaux en théorie des nombres. 

(B) en l 'honneur du mathématicien anglais du XVIl-ième siècle John Pel l .  
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Fixons les deux complexes p et q et désignons par Fp,q l 'ensemble des suites 
complexes vérifiant la relation de double récurrence ( 1 ) .  L'ensemble Fp,q consti
tue un sous-ensemble du C-espace vectoriel A (N, C) . Il est non vide puisqu 'il 

contient (au moins) la suite nulle . c9 J De plus , si deux suites (un)nEJ\I et (vn )nEJ\I 
satisfont à la relation de double récurrence ( 1 ) ,  i l  en est de même pour toute 
suite de la forme ( aun + /3vn )nEJ\I avec a et /3 dans C puisque, pour tout n E N, 

(aun+2 + /3vn+2 ) + p (aun+l + /3vn+1) + q (aun + /3vn ) 

= a(un+2 + PUn+l + qun) + /3(vn+2 + PVn+I + qvn ) = o . 
=0 car (un ) nENE Fp , q  =0 car (vn )nENE Fp , q  

Ainsi, Fp,q -1- 0 et a(un )nEJ\I + /3(vn )nEJ\I E Fp,q pour tous (un)nEJ\1 1  (vn )nEJ\I 
dans Fp,q et a, /3 dans C. Pour ces raisons, on dit que l 'ensemble Fp,q forme un 
sous-espace vectoriel du C-espace A(N, C) . 
La notion de sous-espace vectoriel se généralise au cas d 'un espace vectoriel 
quelconque. 

DÉFINITION 8 .5  Soient E un OC-espace vectoriel et F une partie de E. On 
dit que F est un sous-espace vectoriel'0J de E si F est non vide et si 

V(n:, /3) E OC2 \lx E F \/y E F ax + /3y E F. 

On vérifie facilement les points suivants. 
1 .  Si un ensemble est un sous-espace vectoriel de E alors il contient nécessai

rement le vecteur 0 E .  
2 .  Les deux ensembles { 0 E } et E constituent deux sous-espaces vectoriels de 

E, appelés sous-espaces triviaux. 
3. Si G est un sous-espace de F et F un sous-espace de E alors G est aussi un 

sous-espace de E. 
4. Si F est un sous-espace de E alors le complémentaire de F dans E n 'est pas 

un sous-espace de E. Il suffit de remarquer que ÜE rf- CE (F) . 
Héritage de la structure de OC-espace vectoriel 

Dire que F est un sous-espace vectoriel de E signifie que F est lui-même un 
OC-espace vectoriel . La loi interne sur F est la restriction à F x F de la loi 
interne + et la loi externe est la restriction à OC x F de la loi externe · . On dit 
alors que F hérite de la structure de OC-espace vectoriel de E. 
Ainsi, pour montrer qu 'un ensemble est un OC-espace vectoriel , il est souvent 
plus rapide de vérifier que l 'ensemble en question est un sous-espace vectoriel 
d'un OC-espace l'englobant . 

(9)
L 'ensemble F- 1 , - 1  correspondant à p  = q = - 1 ,  contient aussi les nombres de Fibonacci 
(0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13 ,  21 ,  34, etc) et les nombres de Lucas (2 ,  1, 3, 4, 7, 1 1 ,  18 ,  29, 47, 
etc) . 

c ioJ A 1· d . 1 d" c . 1 . 1 u 1eu e sous-espace vectone , on 1t par101s p us s1mp ement sous-espace. 
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Exemples 

1 .  Soient E un OC-espace différent de { 0 E }  et u un vecteur de E. L'ensemble 

OCu df[ { x E E j :Ja E OC x = au} = {au 1 a E OC} 

est un sous-espace vectoriel de E. Si u = OE alors OCu est le sous-espace tri
vial {OE } ·  Si u -1- OE alors OCu est appelé droite vectorielle engendrée par le 
vecteur u. 

2 .  Soit E = IR. et F =]0 ,  l [ . Il est facile de vérifier que F n 'est pas un sous
espace de E. Par exemple pour les éléments x = 1/2 E F et y = 3/4 E F, on 
a :x + y = 1 /2 + 3/4 = 5/4 (j_ F. Plus généralement , on peut vérifier que les 
seuls sous-espaces du OC-espace vectoriel OC sont {O} et OC. 

3 .  Les trois parties F1 , F2 , F3 définies ci-dessous sont des sous-espaces vecto-
. 1 ( 1 1 ) d ! '  3 ne s e espace OC : 

F1 = {O} X oc X oc = { (O , x2 , x3 ) E OC3 I X2 E OC, x3 E OC} , 

F2 = OC  X {0} X OC =  { (x1 , Ü , x3 ) E OC3 j X1 E OC, x3 E OC} , 

F3 = oc X oc X {O} = { (x1 , X2 , 0) E OC3 I X1 E OC, x2 E OC} . 

Fig. 2 Représentation de trois sous-espaces de R3 - Fi = {O} x 
R x R (à gauche) , F2 = R x {0} x R (au centre) , F3 = R x R x {0} 
(à droite) . 

EXERCICE 1 
1 - Montrer que F = { (x1 ,  X2 , X3 ) E IR.3 1 - X1 - X2 + X3 = o } est un sous-
espace vectoriel de IR.3 . 
2 - Montrer que G = { (x1 ,  x2 , x 1  + x2 , 2x1 + x2 ) E IR.4 1 x 1  E IR., x2 E IR.} est 
un sous-espace vectoriel de IR.4 . 

( l l )  
Ces trois sous-espaces sont appelés plans vectoriels triviaux de OC3 . 



Les espaces vectoriels 

8.2.2 Intersection d'une famille de sous-espaces vectoriels 

321 

On appelle famille de sous-ensembles de E toute application i E I f---> Fi E P(E) .  
Elle se note (Fi )iE I . 

PROPOSITION 8 .2  Soient E un OC-espace vectoriel et (Fi )iE I une famille (fi
nie ou infinie) de sous-espaces vectoriels de E .  L 'ensemble niE 1 Fi est un 
sous-espace vectoriel de E . 

Démonstration Puisque 0 E appartient à chacun des sous-espaces vectoriels 
Fi , i E I, il appartient aussi à leur intersection , ce qui prouve que l 'ensemble 

niEJ Fi est non vide . Si X et y sont deux vecteurs de niEJ Fi alors , pour tout 
i E I, x et y appartiennent à Fi et , pour tous a, f3 E OC, le vecteur ax + f3y 
appartient aussi à Fi (puisque Fi est un sous-espace de E) . Le vecteur ax + f3y 
appartient donc à niEJ Fi . D 

Remarquons que deux sous-espaces vectoriels F et G d'un même OC-espace E 
ne sont jamais disjoints car OE E F n G. 

Exemples 

1. Soient F1 = { 0} x lR x lR et F3 = lR x lR x { 0} deux sous-espaces de JR.3 . Soit 
x = ( x1 , x2 , X3 ) un vecteur de JR.3 . Supposons que x E F1 n F3 . De x E F1 il 
vient x1 = 0 et de x E F3 il vient x3 = 0, d'où x = (0 ,  x2 , 0) .  Ainsi , 

Fi n  F3 = { (O , x2 , 0) E JR.3 I X2 E JR} = {O} X lR X {O} 

ou encore, puisque (0 ,  x2 , 0) = x2 (0 , 1 ,  0) ,  

2. Soient F et G les sous-ensembles du JR-espace vectoriel A (JR, JR) , constitués 
des applications respectivement paires et impaires : 

F = { J E A (lR, lR) 1 Vx E lR f(x) = f(-x) } ,  

G = { J E A (lR, JR) 1 Vx E lR f(-x) = -f(x) } .  

On vérifie facilement que F et G sont deux sous-espaces de A (JR, JR) . Soit 
f E Fn G. D 'une part, puisque f E F, f(x) = f(-x) pour tout x E R  D'autre 
part, puisque f E G, f(x) = -f(-x) pour tout x E R  On en déduit : 

\lx E lR f (x) + f(x) = f(-x) - f(-x) , 

d'où f(x) = 0 pour tout x E lR ;  f est donc l 'application nulle. Ainsi , 

F n G  = {x  E lR f---> 0 E lR} . 
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Contrairement à l 'intersection , l 'union d 'une famille (finie ou infinie) de 
sous-espaces vectoriels· de E n 'est pas nécessairement un sous-espace vec
toriel de E. Par exemple, considérons les deux sous-espaces Fi et F2 de 
l 'espace produit �2 définis par 

F1 � X  {0} = { (x1 , 0) E �2 1 X1 E �} ,  
F2 {0} x � = { (O , x2 )  E �2 1 X2 E �} .  

L'ensemble F1 U F2 n 'est pas un sous-espace de �2 puisque ( 1 , 0 )  E F1 ,  
(0 , 1 )  E F2 et ( 1 , 0) + (0 ,  1 )  = ( 1 , 1 )  � F1 U F2 . 

8.2.3 Sous-espace engendré par une famille finie 

Définissons à présent la notion de sous-espace engendré par une famille de vec
teurs . Limitons-nous dans un premier temps au cas d 'une famille finie ( vi ) l :S;i:S;m 
de vecteurs d 'un OC:-espace E. Remarquons que si x et y, deux vecteurs de E, 
sont combinaison linéaire de (vi ) l :S;i:S;m alors tout vecteur de la forme a:x + (Jy 
avec a: et f3 appartenant à OC:, est aussi combinaison linéaire de (vi ) 1 ,;:: i,;::m · En 
effet , x étant combinaison linéaire de (vi ) l :S;i:S;m ' 

"' "'  

3 (0:1 , . . .  , a:m)  E ll(m X = 0:1V 1  + · · ·  + a:mVm , 

et y étant combinaison linéaire de (vi ) 1 ,;:: i,;::m '  "' "'  
3 (/31 , . . .  , f3m)  E ll(m Y = /31 V 1  + · · · + /3mVm · 

On obtient alors : 

a:x + (Jy 0:(0:1V 1  + . . .  + ŒmVm) + /3(/31V 1  + . . .  + f3mvm) 
(0:0:1 + /3/31 )V1  + · · · + (a:a:m + f3f3m)Vm 

avec a:a:i + f3/3i E OC:, 1 � i � m. Le vecteur a:x + (Jy s 'écrit bien comme une 
combinaison linéaire de la famille (vi ) 1,;:: i,;::m · Rappelons que le vecteur nul est 
combinaison linéaire de n 'importe quell� famille de vecteurs . Ainsi , l 'ensemble 
des combinaisons linéaires de la famille (vi ) 1 ,;:: i,;::m est non vide (il contient le 
vecteur nul) et il possède une structure de soiÎs�space vectoriel de l 'espace E. 
La définition suivante a alors un sens . 

DÉFINITION 8 .6  Soient E un OC:-espace vectoriel et :F = ( vi ) i :S;i:S;m une fa
mille finie de vecteurs de E. On appelle sous-espace engendré par :F et on 
note Vect (F) ou Vect (v 1 , . . .  , vm)  l 'ensemble des combinaisons linéaires des 
vecteurs V1 , . . .  , Vm . Autrement dit, 

Inversement, la famille ( vi) l:S;i:S;m est dite génératrice du sous-espace vectoriel 
Vect (v 1 , . . .  , Vm) de E. 
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Le sous-espace Vect ( v1 , . . .  , vm)  est donc constitué par les vecteurs de E qui 
se décomposent suivant les vecteurs v1 , . . .  , Vm · En d'autres termes , dire que x 
appartient à Vect ( V1 ' . . .  ' Vm)  signifie qu 'il existe ( a1 ' . . .  ' am) E ocm tel que 

tt d ' . 
. ' c ' . ( 1 2 )  

Remarquons que ce e ecompos1tion n est pas iorcement umque et que 
Vect ( V1 , . . .  , vm)  est un sous-espace a priori distinct de l 'espace E. ( l a) 

Exemples 

1 . On a : Vect (OE)  = {OE } ·  

2 . Si u est un  vecteur d 'un OC-espace vectoriel E alors 

Vect (u) = {au 1 a E OC} = OCu. 

On retrouve que Vect (OE )  = {OE }  (cas où u = OE) et si u =/. OE alors Vect (u) 
est la droite vectorielle engendrée par u. Nous en donnons quelques illustrations 
dans l 'espace IR3 sur la figure 3 .  
3 .  Considérons à présent deux vecteurs u, v de l 'espace E. On a : 

Vect (u, v) = {au + /Jv 1 a E OC, /3 E OC} . 

En particulier , si les deux vecteurs u et v sont tels que u =f. "(V et v =f. "fU 
pour tout 'Y E OC alors Vect (u, v) est appelé plan vectoriel (voir la fig. 3 pour 
quelques illustrations dans l 'espace JR3) . 

Remarques 

1. Les vecteurs générateurs d 'un sous-espace sont eux-mêmes des éléments de 
ce sous-espace . Par conséquent , si parmi les vecteurs v1 , .  . .  ,vm , un vecteur est 
non nul alors Vect ( v1 , . . .  , vm )  est nécessairement non réduit au vecteur nul . 
Insistons sur le point suivant . Le corps OC étant IR ou <C, il y a une infinité 
d'éléments dans lK. Par conséquent , tout sous-espace vectoriel d 'un OC-espace 
non réduit au vecteur nul possède une infinité de vecteurs . En particulier , le 
sous-espace Vect ( v1 , . . .  , vm)  ne déroge pas à la règle . Il possède une infinité 
de vecteurs (à la condition , bien sûr, qu 'au moins un des vecteurs v 1 , . . .  , Vm 
soit non nul) , et ce bien que la famille génératrice F = (vi ) i ,,;; i,,;;m ne possède 
qu'un nombre fini de vecteurs . 

2. Soient v1 , . . .  , Vm des vecteurs d 'un OC-espace vectoriel E. On a : 

'Vw E E Vect (v 1 , . . .  , Vm) C Vect (v 1 , . . .  , Vm , w) 

( l2) 
Elle le sera lorsque les vecteurs v1 , . . .  , Vm seront linéairement indépendants . La fa
mille F = (v; ) i ,;; ;,;; m sera alors qualifiée de base du sous-espace Vect ( v1 , . . .  , vm ) ·  Nous 
reviendrons longuement sur ce point au paragraphe 8 .3 .2 .  ( 13)  
Comme nous le verrons par la suite, le cas où la famille F = (v; ) i ,;; ;,;; m est génératrice 
de l 'espace E tout entier est particulièrement intéressant puisque cela autorise l 'écriture 
de tout vecteur de l 'espace E comme une combinaison linéaire des vecteurs v1 , . . .  , vm . 
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. . . . . . . . . . . .': ': . .  ':�' 

V 

V 

Fig. 3 Sur les trois dessins supérieurs sont représentés par des 
droites en gras des sous-espaces Vect (u) de JR3 . Les dessins infé
rieurs représentent (en grisé) des sous-espaces Vect (u, v ) de JR3 . 

puisque Œ1V 1  + . . .  +ŒmVm = Œ1V 1  + . . . +amvm+Ow pour tout (a1 , Œ2 , . . .  , Œm ) 
appartenant à ocm . De plus, pour tout w E E' le sous-espace Vect ( V 1 ' . . . , Vm ) 
constitue lui-même un sous-espace vectoriel de Vect ( v 1 , . . . , Vm , w) . 

3 .  Soient u et V deux vecteurs d 'un OC-espace E. Pour tout (>-, µ) E OC2, 
Vect (.Xu + µv) constitue un sous-espace de Vect (u, v) . En particulier, en pre
nant À = 1 et µ = 0 (respectivement À = 0 et µ = 1 )  le sous-espace Vect (u) 
(resp . le sous-espace Vect (v) )  constitue un sous-espace de Vect (u ,  v) . 

8.2.4 Propriétés 

Les propriétés que nous énonçons dans cette partie seront à l 'origine de la 
méthode des « zéros échelonnés » présentée au paragraphe 8.4 .4 en page 345 . 

PROPOSITION 8 .3  Soient E un OC-espace vectoriel et v1 , . . .  , Vm des vec-
teurs de E.  Pour toute permutation cr de l 'ensemble { l ,  2, . . . , m} , 

Vect (v 1 , . . .  , Vm) = Vect (va( l ) , . . .  , Va(m) ) . 

Autrement dit, le sous-espace engendré par une famille de vecteurs est in
changé lorsqu 'on modifie [ 'ordre des vecteurs de la famille . < 14 l 
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Démonstration Cette propriété se déduit du fait que l 'ordre des termes est 
sans influence dans une combinaison linéaire (l 'addition de vecteurs est asso
ciative et commutative) . D 

Remarque Puisque le sous-espace engendré par une famille ( vi ) i ,::: i,:::m de 
vecteurs est inchangé lorsqu 'on modifie l 'ordre des vecteurs de la fa�ille, on 
dit aussi que les vecteurs v 1 ,  . . .  , Vm (sans nécessairement en préciser l 'ordre) 
sont générateurs de Vect ( V 1 ,  . . .  , vm)  ou encore que la partie { V1 , . . .  , Vm } est 
génératrice de Vect ( V1 , . . .  , vm ) . 

PROPOSITION 8.4 Soient E un OC-espace vectoriel et v 1 ,  . . .  , Vm , Vm+i  des 
vecteurs de E. Si le vecteur Vm+I  est combinaison linéaire des m autres vec
teurs v 1 ,  . . .  , Vm alors 

Autrement dit, l 'espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs est 
inchangé lorsqu 'on augmente cette famille d 'une combinaison linéaire de ses 
vecteurs. 
En particulier, Vect (v1 , . . .  , Vm , OE )  = Vect (v 1 , . . .  , vm) · 

Démonstration Montrons l 'égalité (ensembliste) Vect (v 1 ,  . . .  , Vm , Vm+i )  
Vect (v1 , . . . , vm ) ·  Il est clair que l ' inclusion 

est vérifiée ( cf. la deuxième remarque du paragraphe 8 .2 . 3 ,  page 323) . Inver
sement , considérons x dans Vect (v 1 , . . . , Vm , Vm+i )  et montrons que x appar
tient à Vect (v1 , . . .  , vm ) ·  Supposer x dans Vect (v 1 ,  . . .  , Vm , Vm+1 )  signifie qu 'il 
existe ( a1 , . . .  , am , am+ l ) E JKm+l tel que 

Or, par hypothèse, Vm+i est combinaison linéaire des vecteurs v1 , . . .  , Vm · Il 
existe donc ((31 , . . . , f3m) E ocm tel que Vm+l = f31v1  + . . .  + f3mVm . On en 
déduit que 

avec ai + am+If3i E IK pour tout i E { 1 ,  . . . , m} , ce qui montre l 'existence de 
h1 ,  . . .  , /m) E !Km (prendre /i = ai + am+If3i pour tout i E { 1 ,  . . . , m} ) tel 
que 

( 14) 
Par exemple, Vect ( v1 , v2 , v3 ) = Vect (v3 , v 1 , v2 ) = Vect ( v2 , v 1 , v3 ) . 
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autrement dit que x E Vect (v 1 ,  . . . , vm) ·  On ·a donc montré l 'inclusion 

Vect (v1 , . . . , Vm , Vm+i ) C Vect (v 1 ,  . . .  , Vm) . 

Finalement , on a :  Vect (v1 , . . . , Vm , Vm+1 )  = Vect (v1 , . . . , Vm) ·  
L a  deuxième propriété est un cas particulier de la première . Elle se déduit 
du fait que le vecteur nul peut s 'écrire comme une combinaison linéaire de 
n 'importe quelle famille de vecteurs (voir page 3 17) .  D 
On déduit facilement de la proposition précédente le corollaire suivant (la dé
monstration est aisée. Sa rédaction est laissée en exercice) : 

COROLLAIRE 8 . 1  )( On ne modifie pas l 'espace engendré par une famille de 
vecteurs lorsqu 'on multiplie un des vecteurs par un scalaire non nul. 
)( On ne modifie pas l 'espace engendré par une famille de vecteurs lorsqu 'on 
additionne à un des vecteurs une combinaison linéaire des autres (et unique
ment des autres) vecteurs. 

Exemple Considérons dans JR4 les vecteurs v 1  = ( 1 ,  1 ,  0 ,  - 1 ) ,  v2 = ( 1 ,  2 ,  1 ,  0) 
et v3 = (3 ,  5 ,  2 ,  -1 ) .  On a V3 = v 1  + 2v2 . Le vecteur V3 est ainsi combinaison 
linéaire des deux vecteurs v 1  et v2 . En utilisant la première propriété de la 
proposition 8.4 , on en déduit que 

Vect (v 1 ,  v2 , V3 ) = Vect ( v 1 , v2 ) .  

D e  manière équivalente ,  on écrit : 

Vect(v 1 , v2 , v3 - (v1 + 2v2 ) )  d'après le corollaire 8. 1 

Vect (v 1 , v2 , Ü11t4 ) car v3 = V1 + 2v2 
Vect ( v 1 ,  v2 ) d'après la proposition 8.4 .  

Remarque L 'opération qui consiste à additionner à un vecteur une combinai
son linéaire des autres vecteurs doit être manipulée avec précaution. Considé
rons par exemple deux vecteurs non nuls v1 et v2 d 'un OC-espace vectoriel E et 
supposons v 1  =/:- -yv2 et v2 =/:- -yv1 pour tout 'Y E K On verra plus loin que cela 
revient à supposer les deux vecteurs v 1  et v2 non colinéaires . D 'après le corol
laire 8 . 1 ,  on ne modifie pas l 'espace engendré par ces deux vecteurs lorsqu'on 
retranche le premier vecteur au second (premier cas) ou lorsqu 'on retranche le 
second vecteur au premier (deuxième cas) . Autrement dit , on peut écrire : 

Vect(v1 , v2 ) = Vect (v 1 ,  v2 - v 1 ) ,  (premier cas) 

Vect(v 1 , v2 ) = Vect (v 1 - v2 , v2 ) .  (deuxième cas) 

En revanche, ces deux opérations ne peuvent pas s 'effectuer simultanément . En 
effet , si on retranche simultanément le premier vecteur au second et le second 
au premier , on obtient le sous-espace Vect (v1 - v2 , v2 - v 1 )  et on a :  

Vect (v 1 ,  v2 ) =/:- Vect (v 1 - v2 , V2 - v 1 ) .  
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Pour s 'en convaincre , il suffit de remarquer d 'une part (d'après la proposi
tion 8.4) que Vect (v1 - vz , Vz - v1 ) = JK ( v2 - v1 ) et d'autre part que l 'inclusion 
de JK (v2 - v1 ) dans Vect (v1 , vz ) est stricte puisque ni v1 , ni vz n'appartiennent 
à la droite vectorielle JK (v2 - v1 ) . 
Effectuer plusieurs opérations simultanément n 'est cependant pas interdit , à la 
condition que l 'on ait pris soin de vérifier qu 'elles pouvaient être réalisées les 
unes après les autres . Le meilleur moyen d'éviter d'aboutir à un résultat faux 
est de laisser un vecteur inchangé et de n 'utiliser que celui-ci dans les autres 
combinaisons linéaires . Considérons par exemple trois vecteurs non nuls v 1 , v2 
et v3 d 'un OC-espace vectoriel E. En laissant le premier vecteur v1  inchangé, 
on a pour tous a, f3 E lK : 

On peut alors réitérer l 'opération en laissant cette fois-ci le second vecteur 
v2 + av 1 inchangé. On a, pour tout Î E lK : 

Cette manière de procéder sera reprise de façon systématique dans la méthode 
des zéros échelonnés (voir page 345) . 

8.2.5 Sous-espace engendré par une famille infinie 

Donnons à présent la définition d 'un sous-espace engendré par une famille 
:F = (vi ) iEI de vecteurs de E, indexée par un ensemble infini J. Motivons 
cette définition comme nous l 'avons fait dans le cas d 'une famille finie (voir 
page 322 ) .  Considérons deux vecteurs x et y de E. Supposons que x et y 
soient des combinaisons linéaires de la famille F = (vi ) iEI " Il existe J1 C I ,  
card(J1 ) < +oo tel que 

avec ai E lK pour tout i E J1 . De même, il existe Jz c I, card(Jz ) < +oo, tel 
que 

avec /3i E lK pour tout i E )z .  Définissons l 'ensemble J comme l 'union des deux 
ensembles J1 et J2 (J est fini car les deux ensembles J1 et J2 le sont) et posons 
Cl'.i = 0 pour tout i E J \ J1 et /3i = 0 pour tout i E J \ Jz . Cela permet d'écrire 
les vecteurs x et y comme suit : 

x = L ŒiVi et y = L f3ivi . 
iE J iE J 

On obtient alors , pour tout (a, (3) E JK2 : 

ax + f3y = L(aai + /3/3i )vi 
iE J 



328 Indépendance linéaire 

avec ŒŒi + f3f3i E OC pour tout i E J. Le vecteur ax+ f3y s'écrit donc bien comme 
une combinaison linéaire de la famille ( vi ) iEJ · L'ensemble des combinaisons 
linéaires de la famille ( vi ) iE I (qui est non vide puisqu 'il contient le vecteur nul) 
possède ainsi une structure de sous-espace vectoriel de l 'espace E. Cela donne 
un sens à la définition suivante. 

DÉFINITION 8 .  7 Soient E un OC-espace vectoriel et ( vi ) iEJ une famille in
finie de vecteurs de E. On appelle sous-espace engendré par (vi ) iEI le sous
espace de E constitué des combinaisons linéaires de ( vi ) iEJ . Autrement dit, 

Vect ( (vi ) iEJ) djf {L aivi 1 J C I, card(J) < +oo, Œi E OC, \fi E 1} . 
iE J 

La famille ( vi\E J  est dite génératrice de Vect ( ( vi ) iE I ) . 

Remarque Considérons un ensemble A constitué de vecteurs de E, dépourvu 
a priori de toute structure algébrique. < 1 5 > Il est possible de construire à partir 
de A un sous-espace vectoriel de E contenant A. Il suffit pour cela de considérer 
tous les sous-espaces vectoriels de E contenant le sous-ensemble A. Remarquons 
qu'il en existe au moins un (à savoir l 'espace E lui-même) et que l 'intersec
tion de tous les sous-espaces de E contenant A constitue un sous-espace de E (d'après la proposition 8.2) . Par conséquent , on définit le sous-espace engendré 
par l 'ensemble A et on note Vect (A) , l 'intersection de tous les sous-espaces 
de E contenant A. Le sous-espace Vect (A) est ainsi défini comme le plus petit (au sens de l 'inclusion) des sous-espaces de E contenant A. En particulier , 

Vect (0) = {OE }  et Vect (E) = E. 

On vérifie que, Ai et A2 désignant deux sous-ensembles d 'un OC-espace E, si 
Ai c A2 alors Vect (Ai ) c Vect (A2 ) . Bien sûr, si A est un sous-espace de E 
alors le plus petit sous-espace de E contenant A est le sous-espace A lui-même 
et Vect (A) = A. 

8.3 Indépendance linéaire 

8.3.1 Famille liée et famille libre 

Commençons par donner la définition d'une famille liée et celle d'une famille 
libre dans le cas où la famille est finie. Le cas d 'une famille infinie sera traité 
dans un deuxième temps . 

< 1 5 > En particulier, l 'ensemble A n 'est a priori pas un sous-espace vectoriel de E. 
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DÉFINITION 8.8 Soit :F = (vi ) i �i�p une famille finie de vecteurs d 'un OC
espace vectoriel E. 
X La famille :F est dite liée si l 'on peut trouver des scalaires a1 , Œ2 , . . .  , Œp 

' . ( 1 6 )  
appartenant a OC, dont un au moins est non nul tels que 

On dit également que les vecteurs v 1 , v2 , . . .  , Vp sont linéairement dépendants. 
X Si la famille n'est pas liée, on dit qu 'elle est libre (ou que les vecteurs sont 
linéairement indépendants) . 

En d'autres termes , on dit qu 'une famille finie :F = ( vi ) i �i�p est libre si la 
seule possibilité pour que la combinaison linéaire a1 v1 + . . . + ŒpVp soit nulle, 
est que les coefficients a1 , . . .  , Œp soient tous nuls . 
En pratique, pour montrer que la famille :F = (vi ) i �i�p est libre , on montre 
que la relation (appelée relation de liaison) 

Œ1V1  + Œ2V2 + . . . + ŒpVp = ÛE 

où a1 , Œ2 , . . .  , Œp appartiennent à OC, entraîne que 
Œ1 = Œ2 = . . .  = Œp = Ooc . 

Exemples 

1. Dans <C4 , les vecteurs v1 = ( 1 , 0 , 1 ,  1 ) , v2 = (0 ,  2, 2i, 6) et v3 = ( 1 ,  i , 0, 1 + 3i) 
où i2 = - 1 ,  sont liés puisque 

1 
V1  + 2V2 - V3 = Üc4 . 

2. Dans IR4 , les trois vecteurs v1 = ( 1 , 0 , 0, 0) , v2 = (0 , 2 ,  0, 0) et v3 = (0 ,  0 ,  0, 0) 
sont liés puisque Ov1 + Ov2 + V3 = ÛJR4 . 
3 . Soit n un entier non nul .  Dans OC[X] , la famille Fn = (loc1x1 , X, X2 , . . . , xn) 
est libre puisque la relation 

Œo loc[X] + Œ1X + Œ2X2 + . . . + ŒnXn = Ooc[X] 
où Œo , Œ1 , Œ2 , . . . , Œn appartiennent à OC, entraîne que Œo = Œ1 = Œ2 = . . .  = 
Œn = 0 .  
4. Dans OC4 , la famille :F = (v 1 , v2 , v3 ) où v1 = ( 1 ,  0 ,  0 ,  0) , v2 = (0 ,  1 ,  0 ,  0) et 
V3 = (0 ,  0, 1 ,  0) est libre puisque la relation 

Œ1 ( 1 , 0 , 0, 0) + Œ2 (0 ,  1 ,  0, 0) + Œ3 (0 ,  0, 1 , 0) = (0 ,  0, 0, 0) 
où Œ1 , a2 , a3 appartiennent à OC, s'écrit : 

(Œ1 , Œ2 , Œ3 , 0) = (0 ,  0, 0, 0) , 
d'où (par identification) : Œ1 = Œ2 = Œ3 = O .  

( 16)  
On dit non tous nuls et on écrit (cq , a2 , . . .  , °'P ) f= (0 ,  0 ,  . . .  , 0) . 
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Vecteurs faisant apparaître un système échelonné de zéros 

Considérons les quatre vecteurs a, b, c, d de JK5 que nous plaçons en lignes 
superposées comme suit 

a 
b 
c 
d 

( a1 , a2 , a3 , a4 , a5 )  
( 0 , b2 , b3 , b4 , b5 ) 
( 0, 0, C3 , C4 , C5 ) 
( 0, 0, 0, d4 , d5 )  

avec a1 -f=- 0 
avec b2 -f=- 0 
avec c3 -f=- 0 
avec d4 -f=- 0 

où seuls les scalaires a1 , b2 , c3 et d4 sont supposés non nuls , les autres scalaires 
pouvant être nuls ou non nuls . La relation de liaison (c 'est une égalité dans JK5) 

où c:x1 , c:x2 , c:x3 , c:x4 appartiennent à JK, s 'écrit sous la forme d 'un système de 5 
équations : 1 a a 0 

a �a� + c:x2b2 0 
C:X1 a3 + C:X2b3 + C:X3C3 0 
C:X1a4 + C:X2b4 + C:X3C4 + C:X4d4 0 
C:X1a5 + C:X2b5 + C:X3C5 + C:X4d5 0 

On déduit de la première équation que c:x1 = 0 puisque a1 -f=- 0, puis , fort de ce 
résultat , on déduit de la deuxième équation que c:x2 = 0 puisque b2 -f=- 0, et ainsi 
de suite . Finalement , on obtient (en cascade) que 

• • ( 1 7) La famille F = (a ,  b, c, d) est donc libre . 

Plus généralement , considérons p vecteurs v1 , v2 ,  • . .  , vP de oc
n avec p :::;; n et 

plaçons ces vecteurs en lignes superposées . On obtient ainsi un tableau de p 
lignes et n colonnes . Si cette disposition fait apparaître un système échelonné 
de zéros , c 'est-à-dire un triangle formé 

- de p - 1 zéros dans la première colonne, 

- de p - 2 zéros dans la deuxième colonne, 

- de 1 zéro dans la (p - 1 )-ième colonne , 

et si les éléments appartenant à la diagonale placée directement au-dessus de 
ce triangle de zéros sont tous non nuls alors les vecteurs v 1 , v2 , . . .  , vp forment 
une famille libre dans ocn . On résume cela dans la proposition suivante. 

( l 7) Remarquons que la dernière équation n'a pas été utilisée. 
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PROPOSITION 8.5 Soient V1 ) V2 ,  . . .  ) Vp des vecteurs de ocn tels que 

V1 ( au , a12 , a13 , . . .  , a1 ,p- 1 ,  a1p ,  . . . ' a1n 
V2 ( 0 ,  a22 , a23 ,  . . .  , a2 ,p- 1 ,  a2p , . . .  ' a2n 
V3 ( 0 , 0 ,  a33 , . . .  , a3 ,p- 1 ,  a3p , . . . ' a3n 

Vp- l 0 ,  0 ,  . . . ' 0 ,  ap- l ,p- 1 ,  ap- I ,p ,  · · · , ap- l ,n )  
Vp 0 , 0 ,  . . .  ' 0 ,  0 ,  aPP > . . . ' apn ) 

Si aii -:/:- 0 pour tout i E { 1 ,  2 . . .  , p} alors ces vecteurs f arment 1me famille 
libre dans ocn . 

Les définitions de familles libres et liées données ci-avant pour des familles finies 
se généralisent au cas de familles infinies. 

DÉFINITION 8 .9  )< Une famille infinie est libre si toutes ses sous-familles 
finies sont libres. 
)< Une famille infinie est liée si elle n'est pas libre .  Autrement dit, une famille 
infinie est liée s 'il existe une sous-famille finie qui est liée. 

Exemple Soient n un entier naturel et F OO 
d!f. ( 1 ) X) X2 ) • • •  ) xn ) . . .  ) . On 

se convainc facilement que tout famille finie extraite de F00 est nécessaire
ment libre . La famille infinie F00 est donc libre dans JK[X] . En revanche la 
famille infinie ( 1 , X, 1 - X2 , X2 , . . .  , xn , . . .  ) possède une sous-famille finie et 
liée (prendre par exemple la sous-famille finie ( 1 ,  1 - X2 ) X2) pour laquelle on 
peut écrire la relation : - 1  + (1 - X2) + X2 = 0) . Elle est donc liée . 

La proposition suivante donne une caractérisation d 'une famille liée . 

PROPOSITION 8.6 Une famille est liée si et seulement si, un de ses éléments 
peut s 'écrire comme une combinaison linéaire des autres éléments de la fa
mille . Ainsi, la famille finie ( vi ) i �i�p est liée, si et seulement si, il existe 
e E { 1 ,  2, . . . , p} tel que p 

ve = L flivi 
i= l , i# 

avec (Ji appartenant à lK pour tout i E { 1 ,  2 ,  . . .  , p} \ { l'} . 

Démonstration Effectuons la démonstration pour une famille finie. Le cas 
d'une famille infinie se démontre suivant le même modèle . La rédaction est 
laissée en exercice. S 'il existe un entier l' appartenant à { 1 , 2 ,  . . . , p} tel que 

p 
ve = L flivi 

i= l ,#f 
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alors il est clair que la famille (vi ) i <:;; i<:;;p est liée puisque l 'on peut trouver p 
scalaires a1 , a2 , . . .  , Œp , dont un au moins est non nul , tels que 

p 
l: aiVi = ÜE . 
i= l  

I l  suffit pour cela de prendre ae = 1 et ai = -/3i pour tout i E { 1 ,  2 ,  . . .  , p} tel 
que i -1- f, et parmi les scalaires a1 , a2 , . . .  , ap , il en existe bien un, à savoir 
ae = 1 , qui est non nul . Réciproquement , supposons que la famille (vi ) i <:;; i::o;p 
soit liée. Il existe p scalaires Œ1 , a2 , . . .  , Œp , dont un au moins est non nul 
(notons-le ae avec f E { 1 ,  2, . . . , p} ) tels que 

p 
l: aiVi = ÜE . 
i= l 

Il convient alors d 'isoler le vecteur ve comme suit (ae -1- 0) : 

avec /3i = -aifae pour tout i E { 1 , 2 ,  . . . , p} \ {f} . 0 

Exemple Dans IR4 les trois vecteurs v1 = ( 1 ,  1 , 0 , - 1 ) , v2 = ( 1 , 2 , 1 , 0) et 
v3 = (3 ,  5 ,  2 ,  - 1 )  sont liés puisque l'un des vecteurs (à savoir le vecteur v3) 
s 'exprime comme une combinaison linéaire des deux autres vecteurs. En effet, 

La méthode qui nous a permis de trouver cette relation sera explicitée ultérieu
rement (voir la méthode dite « des zéros échelonnés » ,  page 345) . 

Remarques 

1 . Pour qu'une famille à un seul élément v E E soit liée, il faut et il suffit que 
v = OE . Une famille réduite à un seul élément non nul est librè . 
2 .  Toute famille contenant le vecteur ÜE est liée . 
3 .  Pour tout vecteur v de E, la famille F = (v ,  v) est liée. Il en résulte que les 
vecteurs d 'une famille libre sont nécessairement tous distincts . 
4 .  Le fait qu 'une famille de vecteurs soit libre ou liée est inchangé si l 'on ré
ordonne ses éléments. Autrement dit , si F = ( vi ) i <:;; i<:;;p est une famille libre 
et si a désigne une permutation de { 1 , 2 ,  . . . , p} alors la nouvelle famille F" == 
(v<T(i) ) i <:;; i<:;;p est encore libre. Par exemple, si la famille (v 1 , v2 , v3 ) est libre 
alors (v3 , v 1 , v2 )  est encore libre. Cette remarque donne un sens à la définition 
d 'une partie libre comme étant une famille libre dans E puisque l 'ordre des 
vecteurs , propre à la notion de famille , n'influe pas sur le fait qu 'une famille 
soit libre ou liée . 
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PROPOSITION 8. 7 Soient E un OC-espace vectoriel et :F une famille d 'élé
ments de E. 

X Si :F est libre alors toute sous-famille de  :F est libre. 
X Si :F est liée alors toute sur-famille de :F est liée. 

Démonstration Montrons la deuxième propriété dans le cas d 'une famille 
finie. Soit :F = (vi ) i �i�p une famille liée . Il existe (0:1 , 0:2 ,  . . .  , o:p) E OCP , 
(o:1 ,  0:2 ,  . . . , o:p ) =1- (0, 0, . . . , 0 ) ,  tel que 

(2) 

Étant donné un vecteur Vp+ 1 de E, on considère la famille :F' = (vi ) i �i�p+l · 
C'est une sur-famille de :F. Puisque Ovp+ l = ÜE , on déduit de (2) que 

0:1 v 1 + 0:2v2 + . . .  + o:pvp + Ovp+ l = OE 

avec ( 0:1 ,  0:2 ,  . . .  , o:p , 0) E OCP+l et ( 0:1 ,  0:2 ,  . . .  , o:p , 0) =1- (0, 0, . . .  , 0, 0) puisque 
(o:1 ,  o:2 , . . .  , o:p ) =1- (0 ,  0, . . .  , 0) , ce qui montre que la sur-famille :F' est liée. Le 
cas d'une famille infinie est admis . La première propriété se démontre sur le 
même modèle. D 

EXERCICE 2 Soient C00 (1R.) l 'ensemble des applications de lR. vers lR. indé
finiment dérivables sur lR. et (o:k ) kEN une suite de réels strictement croissante. 
1 - Montrer que la famille infinie :F00 = (fkhEN avec 

est libre dans C00 (1R.) . 
2 - Montrer que .C00 = (x E lR. f----+ sin (o:kx) E IR) est libre dans C00 (1R.) . kEN 

DÉFINITION 8 .10  Lorsque deux vecteurs (respectivement trois vecteurs) non 
nuls d 'un OC-espace vectoriel sont liés, on dit qu 'ils sont colinéaires (resp. 
coplanaires) . 

Lien entre cardinal d'une famille génératrice et indépendance linéaire 

Soient v1 ,  v2 ,  v3 trois vecteurs quelconques appartenant à un OC-espace E et 
x1 , x2 ,  x3 et x4 quatre vecteurs qui s 'écrivent tous comme des combinaisons 
linéaires des trois vecteurs v1 , v2 , v3 . Par exemple, 

X1 3v1 + V2 + V3 
X2 V 1  2v2 + V3 { X3 -V1 2v2 + V3 
X4 V 1  V2  + V3 
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Nous allons vérifier que ces quatre vecteurs forment nécessairement une famille 
liée. Pour obtenir la relation liant les quatre vecteurs x1 , x2 , x3 , x4 , nous 
procédons en trois étapes. 
Étape 1 : on isole le vecteur V3 à partir de la quatrième relation , c 'est-à-dire 
v3 = x4 - v1 + v2 , et on l 'injecte dans les trois autres . On obtient alors les 
trois nouvelles relations suivantes : 

2v1 + 2v2 + X4 
V2 + X4 

-2V1 V2 + X4 

Étape 2 : on isole maintenant le vecteur v2 à partir de la troisième et dernière 
relation, c 'est-à-dire v2 = -2v1 - X3 + X4 , on l 'injecte dans les deux autres et 
on obtient les deux nouvelles relations : 

-2v1 2x3 + 3x4 
2V1 + X3 

Étape 3 : enfin, on isole le vecteur v 1  à partir de la deuxième des deux der
nières relations ,  c'est-à-dire v1 = �x2 - �X3 et on l 'injecte dans la première. 
Finalement , on obtient la relation de liaison recherchée : 

que l 'on peut vérifier directement à partir des relations donnant les vecteurs 
x1 , x2 , X3 , X4 en fonction des vecteurs v1 , v2 , v3 . 
On vient donc de vérifier que les quatre vecteurs x 1 ,  x2 , x3 et x4 , appartenant 
tous au sous-espace Vect (v1 , v 1 , v3 ) , forment une famille liée. Ce résultat se 
généralise au cas de m vecteurs v 1 , v2 , . . .  , Vm et en prenant au moins m + 1 
vecteurs x 1 ,  x2 , . . .  , Xm , Xm+I s 'écrivant tous comme des combinaisons li
néaires des vecteurs v1 , V2 , . . . , Vm · 

PROPOSITION 8 .8  Soient E un espace vectoriel et V1 , v2 , . . .  , Vm des vec
teurs de E .  Toute famille constituée d 'au moins m + 1 vecteurs appartenant 
à Vect (v1 , v2 , . . .  , vm ) est liée. 

Démonstration Comme dans l 'exemple précédent , la démonstration est basée 
sur un procédé d'élimination. Elle s'effectue par récurrence sur l 'entier naturel 
m. On l 'admet . D 

On déduit de la proposition 8.8 le corollaire suivant . 

COROLLAIRE 8 .2  Si un espace vectoriel E est engendré par m vecteurs alors 
toute famille constituée d 'au moins m + 1 vecteurs de E est liée. 
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Commençons par quelques remarques . Soit ( vi ) i ,;;; i,;;;n une famille génératrice 
de l 'espace E. D'après ce qui est mentionné au paragraphe 8 .2 .3 ,  dire que la 
famille (vi ) i ,;;; i,;;;n est génératrice de E signifie que 

Pour tout vecteur de l 'espace E, on est donc assuré de l 'existence d 'une décom
position de ce vecteur par rapport aux vecteurs v1 , v2 , • . .  , Vn , mais , a priori, 
rien ne nous assure l 'unicité d 'une telle décomposition. 

Cherchons à présent à quelle condition l 'unicité est assurée. Supposons qu 'à un 
vecteur x de E correspondent deux ensembles de scalaires , { a1 , a2 , . . . , Œn } et 
{(31 , f32 , . . . , f3n } ,  tels que 

c'est-à-dire tels que 

Si v1 , v2 , . . .  , Vn forment une famille libre dans E alors on en déduit : 

Œ1 - f31 = 0 ,  Œ2 - f32 = 0 ,  . . .  ' Œn - fJn = 0 ,  

c'est-à-dire : a1 = f31 ,  a2 = f32 , . . .  , Œn = f3n · Le fait que la famille (vi ) i ,;;; i,;;;n 
soit libre nous assure ainsi l 'unicité de la décomposition. Réciproquement , de 
l'égalité 

on déduit , par unicité de la décomposition du vecteur nul par rapport aux 
vecteurs v1 , v2 , . . .  ,vn , que 

À1 = À2 = . . . = Àn = O .  

Une famille à la fois génératrice de E et libre est appelée une base algébrique 
de E. 

DÉFINITION 8 . 1 1  Soient E un OC-espace vectoriel et B une famille d 'élé
ments de E. On dit que B est une base algébrique (ou plus simplement une 
base) de E si B est à la fois libre et génératrice de E. 

On a le résultat suivant . 
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PROPOSITION 8 .9  Soit E un OC-espace vectoriel. 
X La famille finie B = ( e1 , . . .  , en ) est une base de E si et seulement si, 

X La famille infinie B = ( ei ) iEI où I est un ensemble infini, est une base de 
E si et seulement si, 

Vx E E 3J c I card(J) < +oo 3 ! (o:i ) iE J c occard (J) X = L O:iei .  
i EJ 

X Les éléments o:1 , . . .  , O:n (cas d 'une base finie) ou (o:i ) iE J (cas d 'une base 
infinie) de JK sont appelés coordonnées de x par rapport à la base B. 

Démonstrat ion Considérons dans un premier temps le cas d'une famille finie 
B = (e1 , . . .  , en ) · D 'une part, l 'existence de (0:1 , . . .  , o:n ) E ocn pour tout vec
teur x de E est équivalente au fait que la famille (e1 , . . . , en ) est génératrice 
de E. D 'autre part , l 'unicité de (0:1 , . . .  , o:n ) E ocn est équivalente au fait que 
la famille ( e 1 , . . . , en ) est libre dans E. Le cas d 'une famille infinie B = ( ei ) ;El 
s 'obtient en suivant un raisonnement analogue (la rédaction est laissée en exer
cice) . 0 

Comme le montrent les exemples suivants ,  une base algébrique peut être finie 
ou infinie. En revanche, les coordonnées d 'un vecteur par rapport à une base 
algébrique sont toujours en nombre fini , même si la base considérée est infinie. 

Exemples 

1. Considérons dans JK2 les vecteurs e1 = ( 1 , 0) et e2 = (0 ,  1 ) . Ces deux vecteurs 
forment une famille génératrice de JK2 puisque tout vecteur ( x1 , x2 ) appartenant 
à JK2 se décompose comme suit : 

De plus , les deux vecteurs e1  et e2 forment un système de zéros échelonnés . Ils 
constituent ainsi une famille libre . La famille B = ( e1 , e2 ) est donc une base 
de JK2 . Plus généralement , tout vecteur (x1 ' X2 , . . .  ' Xn ) de l 'espace produit ocn 
où n E N* , s 'écrit sous la forme : 

x1 ( 1 , 0 , . . .  , 0) + x2 (0 ,  1 , . . . , 0 ) + . . .  + Xn (O, O , . . . , 1 ) 

où on a noté e1  = ( 1 , 0 ,  . . .  , 0 ) , e2 = (0, 1 , . . . , 0 ) , . . .  , en = (0 ,  0 ,  . . .  , 1 ) . Cette 
décomposition étant unique, la famille B = ( e1 , e2 , . . .  , en ) est une base de ocn. 
On l 'appelle base canonique de ocn . Les scalaires x1 , x2 , . . . , Xn E JK sont donc 
les coordonnées du vecteur (x1 , x2 , . . . , xn ) de ocn par rapport à la base cano
nique . 
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2 . Tout polynôme P de OCn [X] où n E N, s 'écrit sous la forme suivante : 

et cette décomposition est unique. Par conséquent , la famille finie 

est une base de OCn [X] . On l 'appelle base canonique de OCn [X] . Les éléments 
ao , a1 , a2 , . . .  , an de OC sont donc les coordonnées de P par rapport à la base 
canonique. Remarquons que tout polynôme P de OCn [X] s 'écrit aussi sous la 

( 18) forme 

� P' (a) P" (a) 2 p(n) (a) 
P = P(a) loc[x] + -1

1- (X - a) + -1 - (X - a) + . . . + 1 (X - a)n 
. 2 . n. 

où, pour tout entier k compris entre 0 et n, p(k) désigne la fonction polynomiale 
associée au polynôme p(k) , et où a désigne un élément quelconque de OC, et cette 
décomposition est unique (pour tout a fixé) . Ainsi , pour tout a E OC, la famille 
finie 

est une base de OCn [X] . Les éléments P(a) , P' (a) / l ! , P" (a) /2 ! , . . .  , p(n) (a)/n! 
de OC sont les coordonnées de P par rapport à B�a) . 

3. La famille infinie 800 = (Xi) iEN est une base de OC[X] . On l 'appelle base 
canonique de OC[X] . 

Il ne faut pas oublier qu 'une base est avant tout une famille. L'ordre des 
éléments y a donc une importance puisque changer l 'ordre des éléments 
d'une base revient à changer de base . Par exemple, si B = (a ,  b, c, d) est 
une base d 'un OC-espace E alors B' = (a ,  b, d, c) et B" = (b, a, c,  d) sont 
aussi des bases de E. Les trois bases B, B' et B" sont distintes deux à deux. 

EXERCICE 3 Dans IR3 muni de sa structure usuelle de IR-espace vectoriel , 
on considère les trois vecteurs u1 = (1 , 1 , 2 ) ,  u2 = ( 1 ,  - 1 ,  0) , u3 = (0, 0, - 1 )  
et le vecteur x = ( 1 ,  1 ,  1 ) . 
1 - Quelles sont les coordonnées de x dans la base canonique de IR3 ? 
2 - Montrer que les vecteurs u1 , u2 et u3 forment une base de IR3 . 
3 - Déterminer les coordonnées du vecteur x dans cette nouvelle base. 

( 18 )  
C'est la formule de Taylor pour les polynômes (voir le théorème 6.3 ,  page 240) .  
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Tout espace non réduit au vecteur nul possède-t-il une base algébrique ? 

Pour répondre à cette question, commençons par énoncer le résultat suivant .  

LEMME 8 .1  Soit E un OC-espace vectoriel. Si Ç} = (vi ) iEI est une famille 
génératrice de E et .C = ( vi ) iE I' est une famille libre dans E avec I' c I 
alors il existe (au moins} I" tel que I' c I" c I et tel que l3 = ( vi ) iE I" est 
une base algébrique de E. 

Un premier corollaire de ce résultat est que tout espace vectoriel non réduit au 
vecteur nul possède (au moins) une base algébrique. En effet , puisque l 'espace E 
n 'est pas réduit à OE ,  il possède un vecteur x autre que le vecteur nul . Il 
suffit alors d'appliquer le lemme 8 .1  en prenant la famille libre .C constituée 
uniquement du vecteur x et la famille génératrice Ç} constituée de tous les 
vecteurs appartenant à E. 

Un commentaire s 'impose . D 'un point de vue théorique, ce résultat est inté
ressant puisqu 'il nous assure l 'existence d' (au moins) une base algébrique pour 
tout espace vectoriel non réduit au vecteur nul . En revanche, sa démonstration 
dans le cas général (J infini) , basée sur une version équivalente de l 'axiome du 
choix (on l'admet) , ne nous donne aucune stratégie de calcul pour trouver les 
vecteurs de cette base. Elle est alors qualifiée de non constructive et , en ce sens, 
le résultat d'existence dans le cas où I est infini est décevant d 'un point de vue 
pratique. 
Dans le cas particulier où l 'ensemble I est fini, la démonstration est constructive 
car basée sur un algorithme itératif fini . Donnons-la. Considérons un ensemble 
fini J, une famille génératrice Ç} = (vi ) iEI et une famille libre .C = (vi ) iEI' avec 
I' c J. Le but est de montrer qu'il existe un ensemble I" tel que I' c I" c I 
et l3 = ( vi ) iE I" base de E. Remarquons que Ç} constitue une sur-famille finie 
de .C. La famille .C est donc elle-même finie. 
Commençons par initialiser l 'algorithme comme suit . Pour cela, introduisons 
la famille .C0 = .C. La famille .Co est libre. Est-elle génératrice de l 'espace E ?  
Si oui alors la base l3 = .Co convient . Intéressons-nous au cas où .Co n'est pas 
génératrice de E et procédons comme suit : 
- Étape 1 : On construit à partir de .Co et d'un vecteur v pris dans Ç} qui n'est 

pas combinaison linéaire des vecteurs de .Co , la sur-famille .C1 = (.Co , v) . 
Trouver ce vecteur v est toujours possible. En effet, supposer que tous les 
vecteurs de Ç} sont combinaison linéaire des vecteurs de .Co signifierait que 
tous les vecteurs de E, qui sont combinaison linéaire des vecteurs de Ç 
(puisque Ç} est génératrice de E) , sont combinaison linéaire des vecteurs de 
.Co et contredit le fait que la famille .Co n'est pas génératrice de E. Que 
pouvons-nous dire de la sur-famille .C1 ? Ainsi construite, elle est nécessaire
ment libre (puisque le vecteur v n'est pas combinaison linéaire des vecteurs 
de .Co) mais est-elle génératrice de l 'espace E ?  Si oui alors la base l3 = C1 
convient . Si non , on poursuit la démonstration. 

- Étape 2 : On construit alors la sur-famille .C2 = (.C1 , v' ) où v' désigne un 
vecteur extrait de Ç} qui n 'est pas combinaison linéaire des vecteurs de C1 -
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À l 'évidence, la sur-famille .C,2 est libre. Si, de plus , elle est génératrice de 
E alors la démonstration est terminée (il suffit de prendre B = .C,2) .  Si elle 
ne l 'est pas alors il convient de réitéter le processus et passer à l 'étape 3 . 

On comprend donc l 'agorithme itératif sur lequel est basée la démonstration : 

à la k-ième étape, on construit une sur-famille Lk à partir de la famille Lk- I 
obtenue à l 'étape k - 1 et d 'un vecteur pris dans Q qui n 'est pas combinaison 
linéaire des vecteurs de Lk- I · L'ensemble I étant fini , cet algorithme s 'effectue 
nécessairement en un nombre fini K d'étapes . Ainsi , à l 'issue de la K-ième 
étape, la sur-famille LK est nécessairement libre et génératrice de l 'espace E. 
I l  suffit alors de prendre B = .C, K. 
Un second corollaire du lemme 8.1 est le théorème suivant , dit de la base incom
plète, dont la justification est immédiate en considérant la famille Q constituée 
de tous les vecteurs de E dans le lemme 8 . 1 .  

THÉORÈME 8 . 1  (Théorème de la base incomplète) 
Si .C, = ( vi) iEI' est une famille libre dans un espace vectoriel E alors il existe 
au moins une base algébrique B = ( vi) iEI" de E telle que I' C I" . 

8.4 Espace vectoriel de dimension finie 

8.4.1 Définition d'un espace vectoriel de dimension finie 

DÉFINITION 8 . 1 2  On dit qu 'un espace vectoriel E est de dimension finie s 'il 
possède une famille finie génératrice de E. Dans le cas contraire, on dit que 
l 'espace est de dimension infinie. 

Exemples 

1. Il est clair que tout espace vectoriel possédant une base finie (à savoir une 
famille finie libre et génératrice de E) est nécessairement de dimension finie . 
Par exemple, ocn avec n E N* et OCn [X] avec n E N sont des IK-espaces de 
dimension finie . 

2. Considérons l 'ensemble OC [X] des polynômes à coefficients dans K Il n 'existe 
pas de famille de OC[X] qui soit à la fois finie et génératrice de OC[X] . En effet , si F 
désigne une famille finie de OC[X] , on pourra toujours exhiber un polynôme P 
de OC[X] qui ne s'écrit pas comme une combinaison linéaire de F (prendre par 
exemple p = xN+l où N désigne le plus haut degré des polynômes appartenant 
à F) . Par conséquent , OC[X] est un OC-espace de dimension infinie . 

3. Soient E un OC-espace vectoriel et v 1 ,  v2 , . . . , Vm des vecteurs de E avec 
m E N* . L'espace E n'est pas nécessairement de dimension finie. En revanche, 
le sous-espace F = Vect (v 1 ,  v2 , . . . , vm ) est , lui , par construction, de dimension 
finie puisque les vecteurs v 1 , v2 , . . .  , Vm , appartenant tous à F, forment une 
famille finie génératrice de F. 
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La proposition suivante exprime que si E est de dimension finie alors de toute 
famille génératrice de E, on peut extraire une sous-famille qui est d 'une part 
libre (dans E) , et d'autre part encore génératrice de E. Elle exprime aussi que 
toutes les bases d'un même OC-espace ont même cardinal . Cela nous sera utile 
par la suite pour définir la dimension d 'un espace vectoriel (voir le § 8 .4 . 2) . 

PROPOSITION 8 . 10  Un OC-espace de dimension finie non réduit au vecteur 
nul possède au moins une base finie. Toutes les bases d 'un même espace de 
dimension finie ont même cardinal. 

Démonstration � Commençons par montrer qu 'un OC-espace E de dimension 
finie, non réduit au vecteur nul , possède au moins une base finie. Supposer E de 
dimension finie signifie qu 'il possède une famille finie génératrice de E. Notons
la 9m = ( v 1 ,  v2 , . . . , vm) . Cette famille n 'est pas nécessairement libre et ne 
définit donc pas obligatoirement une base de E. Il faut par conséquent considé
rer les deux cas suivants .  Si la famille 9m est libre alors le résultat est démontré. 
En revanche, si la famille 9m est liée alors cela signifie qu 'il existe un vecteur 
de 9m qui est combinaison linéaire des autres vecteurs de 9m ·  Supposons (sans 
perte de généralité) que ce vecteur soit Vm · D'après la proposition 8 .4 ,  la sous
famille 9m- l = ( V 1 ,  V2 , . . . , Vm- 1 )  est encore génératrice de E. On répète alors 
le même raisonnement sur la famille 9m-l et ainsi de suite jusqu 'à l 'obtention 
à un rang IVI � m d'une famille ÇM libre et génératrice de E.  

� Montrons maintenant que toutes les bases d 'un même espace E de dimen
sion finie ont même cardinal . Considérons pour cela !3 = ( e 1 ,  e2 , .  . . ,  en ) et 
C = (u1 ,  u2 , . . .  , up ) deux bases distinctes de E où on a noté card(B) = n et 
card(C) = p. 
- On ne peut pas avoir p > n. En effet , si on avait p > n, alors les vecteurs 

u1 ,  u2 , . . .  , up (ceux de C) constitueraient une famille de p vecteurs dans 
un espace engendré par n vecteurs avec n strictement inférieur à p. D'après 
le corollaire 8 .2 ,  ils seraient alors nécessairement liés , ce qui est impossible 
puisque C est libre (c 'est une base de E) . 

- De même, on ne peut pas avoir n > p. Pour s 'en convaincre, il suffit d'utiliser 
le même raisonnement mais en inversant les rôles joués par les bases !3 et 
C. Ainsi , n > p signifie que les vecteurs e1 ,  e2 , . . .  , en (ceux de !3) forment 
une famille de n vecteurs dans un espace engendré par p vecteurs avec p 
strictement inférieur à n. Ils sont alors nécessairement liés (cela toujours 
d'après le corollaire 8 .2) . C 'est bien sûr impossible puisque la famille !3 est 
libre (c 'est une base de E) . 

Par conséquent , la seule possibilité est que l 'on ait n = p, c'est-à-dire : 

card(B) = card(C) .  

La démonstration est terminée. D 
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Puisque toutes les bases d 'un espace vectoriel de dimension finie ont même 
cardinal , la définition suivante a un sens . 

DÉFINITION 8 . 13  Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur ][( non 
réduit au vecteur nul. On appelle dimension de E et on note dimJK (E) , le 
cardinal d 'une base de E, c 'est-à-dire : 

dimJK (E) 
dff. 

card (B) 

où B désigne une base quelconque de E. On convient que dimJK ( {OE } )  dff. O. 

On rappelle que le cardinal d 'une famille finie (vi ) iEI de vecteurs de E, indexée 
par un ensemble (fini) I, est défini comme le cardinal de l 'ensemble I, c 'est-à
dire :  card( (vi ) iE I )  = card(I) . 

Exemples 

1 . Pour tout n E N* , la famille finie (e1 , e2 , . . . , en )  avec e1 = ( 1 , 0 , . . .  , 0) , 
e2 = (0, 1 , . . .  , 0) , . .  . , en = (0 , 0 ,  . . . , 1 ) est une base de ocn . Cette famille est 
constituée de n éléments. Par conséquent , 

En particulier , lorsque n = 1 , dimJK (OC) = 1 . On a donc : dimQ (Ql) = 1 , 
dimJR (IR) = 1 et dime (C) = 1 . 
2. Pour tout z E C, z = Re(z) x 1 + Im(z) x i  avec Re(z) E lR et Im(z) E R  
Cette décomposition est unique. La famille ( 1 ,  i) , constituée de 2 éléments, est 
donc une base du IR-espace vectoriel C et dimJR (C) = card( ( l , i) ) = 2 .  
3 .  Pour tout n E N, la  famille finie ( 1 ,  X, X2 , . . . , xn) ,  constituée de n + 1 
éléments , est une base de OCn [X] . Par conséquent , 

dimJK (OCn [X] ) = card( ( 1 , X, X2 , . . .  , x
n) )  = n + 1 . 

Lien entre cardinal d'une famille génératrice ou libre et celui d'une base 

Dans un espace de dimension finie, le cardinal de toute famille génératrice 
(respectivement libre) est minoré (respectivement majoré) par celui d 'une base. 
Cela se vérifie très simplement de la manière suivante. 

� D'après la proposition 8 . 10 ,  on sait que de toute famille génératrice Ç d'un 
IK-espace E de dimension finie n, on peut extraire une base B de E et on a 
card (Q) ) card (B) . Toujours d'après cette proposition, toutes les bases de E 
ont même cardinal . On a donc n = card (B) et on en déduit : 

card (9) ) n. 
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En particulier, lorsque card (9) = n, la famille Q est elle-même une base de E. 

[:::: Par ailleurs , d 'après le corollaire 8 . 2 , on sait que toute famille constituée d'au 
moins n+ 1 vecteurs dans un OC-espace E de dimension finie n est nécessairement 
liée . Par contraposition, on peut écrire qu 'une famille libre .C d 'un espace E de 
dimension finie n est constituée d'au plus n vecteurs. On a donc : 

card (,C) ( n. 

En particulier , lorsque card (.C) = n, la famille .C est elle-même une base de E. 
En effet , si .C n 'était pas une base de E alors, d 'après le théorème 8 . 1 de la base 
incomplète, on pourrait compléter cette famille en une base dont le cardinal 
serait strictement supérieur à n, ce qui est bien sûr impossible puisque toutes 
les bases ont le même nombre d'éléments, ici n. 
On résume ces résultats dans la proposition suivante. 

PROPOSITION 8 . 1 1  Soit E un OC-espace de dimension finie n . 
X Toute famille Q génératrice de E vérifie card (Q) � n.  En particulier, toute 
famille génératrice constituée de n vecteurs est une base de E. 

X Toute famille .C libre dans E vérifie nécessairement : card (.C) ( n. En 
particulier, toute famille libre constituée de n vecteurs est une base de E.  

Remarque Pour toute famille .C libre et  finie d 'un espace E de dimension 
finie non réduit au vecteur nul ,  il existe une base finie B de E telle que .C c B. 
C 'est le thèorème 8 . 1  de la base incomplète. Dans le cas particulier où E est de 
dimension n, cela signifie que si .C = (u1 ,  u2 , . . .  , up ) est une famille libre avec 
p < n, alors on peut trouver n - p vecteurs v1 ,  v2 , . . .  , Vn-p de E tels que la 
famille B = (u1 , u2 , . . .  , up , v 1 ,  v2 , . . .  Vn-p ) soit une base de E. 

Intéressons-nous maintenant à la dimension d 'un sous-espace vectoriel d 'un 
espace de dimension finie. 

PROPOSITION 8 . 1 2  Tout sous-espace vectoriel F d 'un OC-espace vectoriel E 
de dimension finie est lui-même de dimension finie et 

dimoc (F) ( dimoc (E) . 
En particulier, si dimoc (F) = dimoc (E) alors F = E. 

Démonstration [:::: Soit n = dimoc (E) . Supposons F -j. {OE }  (le cas F = {OE} 
est trivial) . Il est clair que toute famille .C libre dans F est nécessairement libre 
dans E (puisque F est un sous-espace de E) , d 'où card (.C) ( n (d'après la 
proposition 8 . 1 1 ) . Parmi toutes les familles libres de F, choisissons une famille 
ayant le nombre maximal d 'éléments possibles . Notons .Cmax une telle famille 
libre maximale. On a : 

card (.Cmax ) ( n. 
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Soit p = card(.Cmax ) ·  Cela signifie qu 'une famille constituée de plus de p vec
teurs de F est nécessairement liée . Tout vecteur x de F est alors combinaison 
linéaire de la famille .Cmax car s 'il ne l 'était pas , la sur-famille (.Cmax , x) serait 
libre, ce qui contredirait la propriété de maximalité de .Cmax · La famille libre 
Cmax est donc génératrice de F. C 'est une base de F. On a ainsi montré que le 
sous-espace F était de dimension finie et que sa dimension était inférieure ou 
égale à celle de l 'espace E. 

1> Supposons maintenant que dimoc (F) = dimoc (E) . Soit B une base de F. 
La famille B est libre dans F, donc dans E, et elle engendre le sous-espace F. 
C 'est aussi une base de E puisque, par hypothèse, le nombre de vecteurs qu 'elle 
contient est égal à dimoc (E) . Par conséquent , elle engendre aussi l 'espace E, 
autrement dit : Vect (B) = E, ce qui montre que F et E sont égaux puisque on 
a aussi F = Vect (B) . D 

L'égalité des dimensions de deux sous-espaces d 'un même OC-espace vecto
riel ne permet pas de conclure que les deux sous-espaces sont égaux (par 
exemple, dans OC3 , les deux sous-espaces OC( l , O , 1 )  et OC(O, 1 , 0) ne sont pas 
égaux, bien qu'ils soient tous les deux de dimension 1 ) .  En revanche, comme 
le stipule la proposition 8 . 1 2 ,  si l'un des deux sous-espaces est inclus dans 
l 'autre , alors l 'égalité des dimensions implique l 'égalité des sous-espaces . 

Remarque Soient E un OC-espace et F, G deux sous-espaces de E tels que 
F c G. Alors F est aussi un sous-espace du OC-espace G. En particulier , 
- si G est de dimension finie alors tous ses sous-espaces sont aussi de dimension 

finie et dimoc ( F) � dimoc ( G) ; 
- si, de plus , les deux sous-espaces F et G sont de même dimension alors cela 

signifie nécessairement que ces deux sous-espaces sont identiques . 

Droite vectorielle, plan vectoriel et hyperplan vectoriel 

DÉFINITION 8 . 14 Soient E un OC-espace vectoriel (de dimension non néces
sairement finie) et F un sous-espace de E. 

X Le sous-espace F est appelé droite vectorielle si dimoc (F) = 1 .  
X Le sous-espace F est appelé plan vectoriel si dimoc (F) = 2 . 
X En particulier, lorsque E est de dimension n ? 1 ,  le sous-espace F est 
appelé hyperplan vectoriel si dimoc (F) = n - 1 . 

Exemples 

1 . Soit F le sous-espace de JR3 défini pa/19l 

( 19) Voir l 'exercice 1 en page 320 . 
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La représentation de F est dite cartésienne. Soit (x1 , x2 , x3 ) avec x1 E IR, 
x2 E IR, X3 E IR, un vecteur appartenant à F. De -xi - x2 + X3 = 0 ,  il vient 
X3 = X1 + x2 . On en déduit : 

Tout vecteur de F s 'écrit comme une combinaison linéaire des deux vecteurs 
v 1  = ( 1 , 0 , 1 )  et v2 = (0 , 1 , 1 ) ,  c'est-à-dire F = Vect (v1 , v2 ) , et les deux vec
teurs v 1  et v2 forment une famille libre. Ainsi , dimiR (F) = 2 .  Le sous-espace F 
est donc un plan vectoriel de JR3 . C 'est aussi un hyperplan vectoriel de JR3 . 

2. Soit G le sous-espace de JR4 défini par 

G = { (x1 , x2 , X 1 + x2 , 2x1 + x2 ) où X1 E IR, x2 E IR} . 

La représentation de G est dite paramétrique. Soit (x1 , x2 , x1 + x2 , 2x1 + x2 ) 
avec x1 E IR, x2 E IR, un vecteur appartenant à G. On a :  

(x1 ) X2 , X1 + X2 , 2x1 + x2 ) = X1 ( 1 , 0 ,  1 ,  2) + X2 (0, 1 ,  1 ,  1 ) . 
Ainsi G = Vect (u1 , u2 ) avec u1 = ( 1 , 0 , 1 , 2) et u2 = (0 , 1 , 1 , 1 ) ,  et les deux 
vecteurs u1 et u2 forment une famille libre. Ainsi , dim!R ( G) = 2 . Le sous-espace 
G est donc un plan vectoriel de IR4 , mais ce n 'est pas un hyperplan vectoriel 
de IR4 . 

8.4.3 Rang d'une famille finie de vecteurs 

DÉFINITION 8 . 15  Soient E un espace vectoriel sur OC et .F une famille finie 
constituée de p vecteurs v1 , v2 , . . . , Vp de E. On appelle ra.ng de .F, et l 'on 
note rg (.F) ou rg ( v1 , v2 , . . . , vp ) , la dimension du sous-espace de E engendré 
par .F. En d 'autres termes, 

rg (.F) dff. dimJK (Vect (.F) ) . 

La définition du rang d 'une famille n'a de sens que pour une famille finie de 
vecteurs . Comme l 'illustre l 'exemple donné ci-après, déterminer le rang d'une 
famille finie .F revient à extraire de .F la plus grande (au sens de l 'inclusion) 
sous-famille libre dans E. Le rang de .F est alors le cardinal de cette sous-famille 
libre maximale . La famille .F n 'étant elle-même pas nécessairement libre , on a : 

rg (.F) :::;; card (.F) . 
En particulier , si l 'espace E est de dimension finie alors tout sous-espace vecto
riel de E ( a  fortiori le sous-espace engendré par la famille .F) est nécessairement 
de dimension inférieure ou égale à dimJK (E) . Ainsi , 

rg (.F) :::;; min{dimJK (E) , card (.F) } . 

On résume ces résultats dans la proposition suivante. 
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PROPOSITION 8 . 13  Soit E un OC-espace vectoriel. Si v 1 ,  v2 , . . .  , Vp dési
gnent des vecteurs de E alors 

De plus, si E est de dimension finie avec dimoc (E) = n, alors 

Exemple Dans R4 , la famille F = (v 1 , v2 , v3 ) où v 1  = ( 1 ,  1 ,  0 , - 1 ) ,  
v2 = ( 1 ,  2 ,  1 ,  0) et V3 = (3 ,  5 ,  2 ,  -1 )  est liée puisque V3 = v 1 + 2v2 . D 'après la 
proposition 8 .4, on a : 

Il est facile de vérifier que la sous-famille F' = ( v1 , v2 ) est libre. C 'est donc 
une base du sous-espace Vect ( v 1 , v2 , v3 ) . D 'où rg (F) = card (F' ) = 2 .  

8.4.4 La méthode des zéros échelonnés 

La méthode des « zéros échelonnés » est une méthode qui permet de calculer 
le rang d 'une famille de vecteurs d 'un espace de dimension finie, et de fournir 
une base du sous-espace vectoriel engendré par cette famille de vecteurs . 

Commençons par énoncer le résultat suivant qui est une généralisation du ré
sultat de la proposition 8 .5 (sa démonstration est laissée en exercice) . 

PROPOSITION 8 .14  Soient E un OC-espace de dimension n muni d 'une base 
B = (e1 , e2 , . . .  , en ) et u1 ,  u2 , . . .  , Ur des vecteurs de E où r � n, tels que 

U1 = a1 1 e 1 + a12e2 + a13e3 + . . .  + airer + . . .  + a1nen 
U2 = a22e2 + a23e3 + . . .  + a2rer + . . .  + a2nen 
U3 = a33e3 + + ll3rer + . . .  + ll3nen 

Ur = 

Si aii -1 0 pour tout i E { 1 ,  2 ,  3 ,  . . . , r } ,  alors les vecteurs u1 ,  u2 , u3 , . . .  , Ur 
forment une famille libre dans E et rg ( u1 , u2 , u3 , . . .  , Ur ) = r .  

La méthode des « zéros échelonnés » est basée sur le fait que le sous-espace 
engendré par une famille finie F est inchangé, et par voie de conséquence que 
sa dimension est inchangée, si l 'on effectue sur les vecteurs de F les opérations 
suivantes : 

- si l 'on échange l 'ordre des vecteurs , 
- si l 'on multiplie un vecteur par un scalaire non nul , 

- si l 'on ajoute à un des vecteurs une combinaison linéaire des autres vecteurs . 
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La méthode consiste alors à effectuer ces opérations sur les vecteurs de :F de 
telle sorte que l 'on obtienne une nouvelle famille dont les vecteurs non nuls 
possèdent la propriété de la proposition 8. 14 .  Cette nouvelle famille se prête 
ainsi mieux au calcul du rang puisqu'elle fait apparaître un système de zéros 
échelonnés . 

Illustrons la méthode sur l 'exemple suivant . 

Exemple Considérons la famille :F = (v1 , v2 , v3 ) de IR4 avec v1 = ( 1 ,  1 ,  0 , - 1) , 
v2 = ( 1 ,  2, 1 ,  0) et v3 = (3 ,  5 ,  2 ,  - 1 ) .  Commençons par disposer ces vecteurs en 
lignes superposées : { V1 ( 1 , 1 ,  0, - 1 ) 

V2 ( 1 , 2 ,  1 , 0 ) 
V3 ( 3 , 5 , 2 , - 1 )  

Intéressons-nous d'abord à la première colonne, le but étant de faire apparaître 
des zéros au-dessous du premier élément de la première colonne . On définit les 
trois vecteurs vi , v� , v� comme suit : { vi 

v' 
2 

v' 
3 

( 1 , 1 ,  0 , - 1 )  
( 0 , 1 , 1 ,  1 )  
( 0 , 2 ,  2 ,  2 )  

Le sous-espace F engendré par les trois vecteurs v1 , v2 et V3 est aussi engendré 
par les trois vecteurs vi , v� et v� . En effet , 

Intéressons-nous maintenant à la deuxième colonne et faisons apparaître un 
zéro au-dessous du deuxième élément. On obtient { V� 

v" 
2 

v" 
3 

v' 
1 

v' 
2 

V� - 2v� 

( 1 , 1 ,  0 , - 1 ) 
( 0 , 1 ,  1 ,  1 )  
( 0, 0, 0 , 0 ) 

Là encore, le sous-espace engendré par les trois vecteurs v� , v� et v� est iden
tique à celui engendré par les trois vecteurs vi , v� et v� : 

car v� = OJR4 . On a donc : F = Vect ( v� , v�) . Les deux vecteurs v� et v� 
engendrent le sous-espace F et ils forment une famille libre puisqu 'ils possèdent 
la propriété de la proposition 8. 14. Ils constituent donc une base de F. On a : 

rg (F) = dimJR (Vect ( v� , v�) )  = card( ( v� , v�) )  = 2 .  

La famille :F = ( v1 , v2 , v3 ) se  révèle ainsi être une famille liée . De plus , l a  rela
tion de liaison entre les trois vecteurs v1 , v2 , V3 nous est donnée explicitement 
par la méthode. Elle s 'obtient en effectuant à l 'envers les opérations utilisées. 
De v� = ÛJR4 il vient 
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• Il I 2 I 0 I 3 I 0 b • • • puisque v3 = v3 - v2 . r, v3 = V3 - v1 et v2 = v2 - v1 . n o  tient ams1 : 

c'est-à-dire : V3 = v1 + 2v2 . 

Disposition pratique et méthode systématique 

Soit :F = ( v1 , v2 , . . .  , Vp ) une famille constituée de p vecteurs appartenant à 
un OC-espace vectoriel E de dimension n. Décomposons chacun des vecteurs v1 ,  

v2 , . . . , Vp dans une base (quelconque) B = (e 1 , e2 , . . .  , en ) de E : 

an e1 + a1 2  e2 + . . .  + a1n en 
a2 1  e 1  + a22 e2 + . . .  + a2n en 

et disposons les coordonnées de ces p vecteurs v1 , v2 , . . .  , Vp en lignes su
perposées . On obtient ainsi un tableau à p lignes et n colonnes . Notons To ce 
tableau : 

an a12  a13 a14 a1n 
a2 1  a22 a23 a24 a2n 

To = a31 a32 a33 a34 a3n 

ap1 ap2 ap3 ap4 apn 

Par commodité, on convient de noter chacune des trois opérations élémentaires 
que l 'on effectue sur les lignes d 'un même tableau comme suit : 

- lorsque l 'on échange les lignes Lk et Lk' , on note : Lk f-----7 Lk' ; 

- lorsque l 'on multiplie la ligne Lk par le scalaire a -1- 0 , on note : Lk +---- aLk ; 

- lorsque l 'on additionne la ligne f3Lk' avec f3 E JR, à la ligne Lk , on note : 
Lk +---- Lk + f3Lk' . 

Il est clair que l 'écriture du tableau To dépend du choix de la base B et que 
ce choix est arbitraire. En effet , au lieu de B, nous pourrions choisir toute 
autre base obtenue à partir de B par permutation de ses vecteurs. Un tel choix 
aurait pour effet une permutation de colonnes dans le tableau To .  Nous nous 
autorisons ainsi d 'éventuelles permutations de colonnes et pour signifier que 
l'on échange les colonnes ck et ck' , on note : ck f-----7 ck' . 

Lorsque tous les coefficients du tableau To sont nuls , cela signifie que tous les 
vecteurs v1 , v2 , . . .  , vp sont nuls . On en déduit alors que le rang de la famille 
F est nul . Supposons à présent que les coefficients de To ne sont pas tous nuls . 
Supposons en particulier an -1- 0 , ce qui est toujours possible en permutant 
les lignes entre elles et/ ou les colonnes entre elles . La première étape consiste, 
en utilisant les trois opérations élémentaires sur les lignes données ci-dessus, 
à faire apparaître p - 1 zéros dans la première colonne au-dessous de an .  On 
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peut procéder à l 'élimination simultanée des coefficients a21 , a3 1 , . . .  , ap1 en 
effectuant sur les lignes L2 , L3 , . . .  , Lp de Ta les opérations sui vantes : c 2oJ 

W E {2 ,  . . . , p} 

puisque a1 1  -1- 0 , et on dit que l'on a utilisé le coefficient a1 1  comme pivot . À 
l 'issue de cette première étape, on obtient le tableau suivant : 

a1 1  a12 a13 a14 a1n 
0 a�2 a�3 a�4 a�n 

1i = 0 a32 a33 a34 a3n 

0 I ap2 I ap3 I ap4 a�n 

Si tous les coefficients a�j , i E {2 ,  . . . , p } ,  j E {2 ,  . . .  , n } ,  sont nuls alors on peut 
conclure directement que rg(F) = 1 .  Dans le cas contraire, on doit poursuivre. 
Supposons a�2 -1- O. c2 1 l La deuxième étape consiste à éliminer les p - 2 coeffi
cients a32 , . . .  , a�2 situés dans la deuxième colonne au-dessous du coefficient 
a�2 , ce qui s 'obtient en effectuant sur les lignes L3 , L4 , . . .  , Lp du tableau 1i 
les opérations suivantes 

W E {3 ,  . . . , p} 

puisque a�2 -1- O. Cette fois-ci, c 'est le coefficient a�2 qui a été utilisé comme 
pivot . À l ' issue de cette deuxième étape, on obtient le tableau suivant : 

a1 1  a 1 2  a13 a14 a1n 
0 ab a�3 a�4 a�n 

Tz = 0 0 a" 33 a" 34 a" 3n 

0 0 a" p3 a" p4 a" pn 

La discussion porte alors sur les coefficients a�j , i E { 3 ,  . . .  , p} , j E { 3 ,  . . .  , n} . 
S 'ils sont tous nuls, on conclut que rg(:F) = 2 . Sinon, on réitère le processus. 
Et ainsi de suite jusqu'à l 'obtention à l 'issue de l 'étape r d'un tableau 'Tr de la 

c 2o) Effectuer de telles opérations simultanément est légitime puisque toute ligne modifiée 
n 'est pas utilisée pour modifier une autre ligne. 

( 2 1 ) ce qui est bien sûr toujours possible par permutation des lignes entre elles et/ou des 
colonnes entre elles. 
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forme 
a1 1  * * * 
0 a�2 * * 

'Tr = 0 0 (r- 1 ) 
arr * 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

1 ffi . I (r- l ) 1 c 1 • où es coe Cients an , a22 , . . .  , arr sont tous non nu s .  e sont es pivots. 
Les coefficients matérialisés par le symbole * sont quelconques . En procédant 
ainsi , on dit que l 'on a écrit le tableau To sous une forme échelonnée (celle du 
tableau T,.) .  D'après la proposition 8 . 14 ,  on déduit du tableau Tr que rg(:F) = r .  

Exemple Considérons la famille :F = ( P1 , P2 , P3 , P4 ) de IR4 [X] où 

1 - x + x2 + x3 - x4 

2 - 2x + 3X2 + x4 

- 1  + x + x2 + 2x3 + X4 

-3 + 3X + 2x2 + X4 

Pour calculer le rang de cette famille, commençons par disposer les coordonnées 
de chacun des polynômes Pi ,  P2 , P3 et P4 relativement à une base de IR4 [X] 
(la base canonique B = ( 1 ,  X, X2 , X3 , X4) semble tout indiquée ici) dans le 
tableau 4 x 5 suivant : 

To = ( � -1  
-3  

- 1  1 1 
-2 3 0 

1 1 2 
3 2 0 

- � ) 1 . 

1 

En effectuant sur le tableau To les trois opérations élémentaires L2 f-- 12 - 211 , 
L3 f-- 13 + 11 et 14 f-- 14 + 311 , on obtient le tableau Ti.int , et en permutant 
la deuxième et la troisième colonne de Ti.int , on obtient le tableau Ti : 

T,'"' � ( ! - 1 1 1 -q et  T, � ( ! 0 1 -2 
0 2 3 
0 5 3 -2 

1 - 1 
1 0 
2 0 
5 0 

1 
-2 

3 
3 -� ) 0 . 

-2 

Puis en effectuant sur l e  tableau Ti les deux opérations élémentaires 13 f--
La - 212 et 14 f-- 14 - 512 , on obtient le tableau 'Jint , 
l'opération C3 +-------+ C4 sur ?;int , on obtient le tableau � : 

y:int _ 2 - ( ! 1 
1 
0 
0 

-1  1 
0 -2 
0 7 
0 13 

- 1  ) et T, � ( ! 1 
3 1 

-6 0 
- 17 0 

1 
-2 

7 
13 

et en effectuant 

-1 
0 
0 
0 

- 1 ) 3 
6 . 

-17  
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Enfin, en effectuant l 'unique opération élémentaire 14 +--- 14 -
1.( 13 sur 72 ,  

on obtient le tableau Tjnt ,  et en effectuant l 'opération élémentaire C4 <-------7 C5 
sur 13int ,  on obtient le tableau � : 

�·' 
� ( ! 1 1 - 1  -i ) e!T, �  u 1 -2 0 

0 7 0 
0 0 0 41 - 7  

1 1 
1 -2  
0 7 
0 0 

- 1  
3 
2 

41 - 7 -� ) 0 . 
0 

La forme échelonnée du dernier tableau , � ,  permet alors de conclure que 
rg (P1 , P2 , P3 , P4) = 4. 

EXERCICE 4 Dans lRn , n E N* , muni de sa structure usuelle de JR-espace 
vectoriel , quel est le rang des familles suivantes ? 
1 - F1 = ( ( 1 , - 1 , - 1 ) , ( 1 , 0 , - 1 ) , ( 1 , 1 , 0) ) ;  
2 - F2 = (( 1 , 1 , 0) , (3 , 2 , 1 ) , (2 , - 1 , 3) ) ; 
3 - f3 = ( (-2 ,  1 ,  1 ,  0 ,  2) , ( 1 ,  3 ,  -2 ,  4, 4) , ( -3 ,  2 ,  2, 0, 0) ) ;  
4 - :F4 = ( (b, a, a) , (-a, -b,  -a) , (-a, -a, b) ) avec a et b deux réels . 

8.5 Somme de sous-espaces vectoriels 

Dans certaines situations , il arrive que l 'on cherche à décomposer un vecteur x 
d 'un espace vectoriel E non pas par rapport à une base algébrique (c'est-à-dire 
par rapport à un ensemble ad 'hoc de vecteurs de E choisis indépendamment du 
vecteur x considéré) mais plutôt par rapport à certaines catégories de vecteurs . 
Par exemple, considérons l 'ensemble E des applications de lR vers JR, c'est-à
dire E = A(lR, lR) . Il s 'agit d 'un lR-espace vectoriel . Désignons par F l 'ensemble 
des applications paires et par G celui des applications impaires : 

F = {f E A(lR, lR) 1 Vx E lR f(x) = f(-x) } , 

G = {f E A(lR, lR) 1 Vx E lR f(-x) = -f(x) } . 

Il est facile de vérifier que F et G sont tous deux des sous-espaces de E. Il 
est possible d 'écrire toute application f : lR -----> lR comme la somme d 'une 
application paire g : lR -----> lR et d 'une application impaire h : lR -----> R En 
effet, pour tout x E JR, on a : 

f(x) = (f (x) + f (-x)) /2 + (f (x) - f (-x) ) /2 

= g(x) = h(x) 

où g est une application paire (puisque g(x) = g(-x) pour tout x E JR) et h est 
une application impaire (puisque h(-x) = -h(x) pour tout x E JR) . On dit que 
l 'espace E est la somme des deux sous-espaces F et G et on note E = F + G. 
Cela nous amène à définir de façon plus générale la somme de deux sous-espaces 
vectoriels. 
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8.5.1 Somme de deux sous-espaces vectoriels 

DÉFINITION 8 . 16  Soient E un OC-espace et F, G deux sous-espaces de E.  
, . (22 ) X La somme de F et G est le sous-espace de E, noté F + G, defini par 

déf. { 1 } F + G = XF + xe XF E F, xe E G . 

X En particulier, la somme de F et G est dite directe si 

Vx E F + G :3 ! XF E F :3 ! xe E G x = XF + xe . 

Les vecteurs x F et xe sont alors appelés les composants du vecteur x respec
tivement dans F et dans G et le sous-espace F + G se note F EB G. 

X Enfin, on dit que F et G sont supplémentaires dans E si F EB G = E. 

Pour apprécier pleinement la portée de ces nouvelles définitions , quelques com
mentaires s ' imposent . Effectuer la somme de deux sous-espaces F et G, c'est 
construire un nouveau sous-espace (que l 'on a noté F + G) tel que, pour tout 
vecteur x appartenant à F + G, il existe deux vecteurs , XF et xe , le premier 
dans F et le second dans G, tels que 

X =  XF + Xe . 

Bien entendu, les deux vecteurs XF et xe dépendent<
23 l du vecteur x considéré. 

Ainsi , pour n'importe quel vecteur x appartenant à F + G, l 'existence d 'une 
telle décomposition est assurée . En revanche, rien n 'est dit sur son unicité. On 
apprécie maintenant pleinement 
- la définition d 'une somme directe (qui nous assure l 'unicité) ; 
- et celle de deux sous-espaces supplémentaires dans E (qui nous assure l 'exis-

tence et l 'unicité pour n 'importe quel vecteur de l 'espace E tout entier) . 
Les définitions de somme, somme directe et sous-espaces supplémentaires se 
généralisent au cas de plus de deux sous-espaces ( cf. chapitre 1 2) .  

Remarques 

1 .  Les deux sous-espaces F et G de E constituent deux sous-espaces évidents du 
sous-espace F + G. De plus , si F et G sont de dimensions finies (non nécessai
rement égales) alors le sous-espace F + G est lui-même de dimension finie et ce, 
même si l 'espace E est de dimension infinie ! En effet , si F (respectivement G) 

(n) On vérifie sans peine que l 'ensemble F + G est bien un sous-espace vectoriel de E. Cela 
se déduit du fait que F et G sont eux-mêmes des sous-espaces de E. Remarquons que le 
sous-espace F + G n'a aucune raison d 'être l 'espace E tout entier . (23) À ce propos, remarquons que lorsqu 'on décompose un vecteur œ par rapport à une base al-
gébrique de E, disons œ = a1 e1 +a2e2 + . . .  +anen , ce sont les coordonnées a1 , a2 , . . . , Œn 
qui dépendent du vecteur œ et non pas les vecteurs de la base (ceux-ci ayant été choisis 
indépendamment du vecteur œ considéré) . 
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est de dimension finie alors il existe une famille Çp (resp . 9e ) génératrice de F (resp . de G) et finie. La famille 9F+e ,  constituée des vecteurs de Çp et de ceux 
de 9e , est alors génératrice de F + G et elle est finie, ce qui montre que le sous
espace F + G est de dimension finie. Bien sûr, la famille génératrice 9F+e ainsi 
construite n 'est pas nécessairement libre . Ce n 'est donc pas obligatoirement 
une base de F + G. On a ainsi : 

dimJK (F + G) � card (9F+e ) = card (ÇF ) + card (Qe ) . 
En particulier , si Çp et 9e sont des bases respectives de F et G, on obtient : 

dimJK ( F + G) � dimJK ( F) + dimJK ( G) . 
2 .  Tout sous-espace d 'un JK-espace vectoriel E possède au moins un supplémen
taire dans E. Ce dernier résultat est une conséquence directe du théorème 8. 1  
de  la  base incomplète. 
Si l 'espace E est de dimension finie alors on a le résultat suivant . 

PROPOSITION 8 . 15  Soient E un OC-espace de dimension finie et F, G deux 
sous-espaces de E.  Si F et G sont supplémenta.ires dans E alors 

dimJK (E) = dimJK (F) + dimJK (G) . 
Démonstration Puisque E est de dimension finie, ses deux sous-espaces F 
et G le sont aussi .  Notons p = dimJK (F) et q = dimJK (G) . Considérons 
BF = (fi ) i �i�p une base de F et Be = (gi ) i �i�q  une base de G. Les deux 
sous-espaces F et G étant supplémentaires dans E, pour tout x appartenant 
à E, 

:3 ! XF E F :3 ! xe E G x = xp + xe .  

Le vecteur x F appartenant à F, i l  existe ( a1 , . . .  , ap )  E JKP tel que x F = 
ai f1 + . . .  + apf p · De même, xe appartenant à G, il existe ((31 , . . .  , (3q ) E lKq 
tel que xe = (31g1 + . . .  + (3qgq . On a ainsi obtenu , pour tout x E E, l 'existence 
et l 'unicité d 'un (p + q)-uplet ( a1 , . . .  , ap , (31 , . . .  , (3q) de JKP+q tel que 

x = ai f1 + · . . + apf p + f31Y1 + · · · + f3qYq · 
On en déduit , d 'après la proposition 8 .9 ,  que la famille B = (BF , Be ) constitue 
une base de l 'espace E, et donc que 

dimJK (E) = dimJK (F) + dimJK (G) 
puisque card (B) = card (BF ) + card (Be ) . 0 

Lorsque deux sous-espaces F et G sont supplémentaires dans un espace E, 
on ne peut en général pas extraire une base de F et une base de G d 'une 
base quelconque de E. En revanche, la base B = ( B F ,  Be ) considérée dans 
la démonstration de la proposition 8 . 15 a précisément été construite à partir 
d 'une base BF de F et d'une base Be de G. En ce sens , elle est dite a.da.ptée 
à la décomposition E = F EB G. 



Les espaces vectoriels 353 

Remarques 

1. Soit E un OC-espace vectoriel de dimension n � 1 .  Il vient immédiatement de 
la proposition 8 . 1 5 qu'un supplémentaire d 'un hyperplan vectoriel est nécessai
rement une droite vectorielle. 

2 . On vérifie que tout sous-espace vectoriel de E contenant F U G contient 
nécessairement F + G. Ainsi , la somme F + G s'avère être le plus petit sous
espace (au sens de l 'inclusion) contenant F U  G. En d'autres termes : 

Vect (F u  G) = F + G. 

De cette caractérisation , on en déduit que si F c G a.lors F + G = G. De plus , 
l'union de deux ensembles étant commutative, la somme est commutative : 
F + G = G + F. 

Quelle(s) condition(s) deux sous-espaces doivent-ils remplir pour que leur somme 
soit directe ? 

Pour répondre à cette question, considérons deux sous-espaces F et G d 'un 
même OC-espace vectoriel E. Soit x E F + G. Supposons d 'une part qu 'il existe 
(xp ,  xe) E F x G tel que x = xp + xe ,  et supposons d'autre part qu 'il existe 
(x�. , xa) E F X G tel que X =  x'p + Xa . On a ainsi Xp + Xe = x'p + Xa · D 'où 

xp - x'p = x0 - xe .  
'"---..--' '"---..--' 

E F  E G  

Remarquons que le vecteur x F - x'p appartient à F puisque F est un sous
espace de E. De même, le vecteur x0 - xe appartient à G puisque G est un 
sous-espace de E. L'égalité entre les deux éléments Xp - x'p et x0 - xe , le 
premier appartenant à F, le second à G, implique nécessairement que ces deux 
éléments appartiennent à ! 'intersection de F et G : 

xp - x'p E F n  G et Xa - Xe E F n G. 

Il s'en déduit l 'unicité de Ja décomposition (c'est-à-dire Xp = x'p et Xe = Xa) 
lorsque l 'intersection des deux sous-espaces F et G est réduite au vecteur nul . 

La condition F n G = {OE} apparaît ainsi comme une condition suffisante 
assurant l 'unicité. Elle est également nécessaire. Pour le prouver , on utilise un 
raisonnement par contraposée : on suppose que F n G =!= {OE} et on montre 
que la décomposition d 'un vecteur x de F + G n 'est alors pas unique. Soient 
Xp E F et xe E G tels que x = Xp + xe .  Puisque F n G =!= {OE } ,  il existe un 
vecteur non nul , que l 'on note w, appartenant à F n G et on peut écrire : 

x = xp + w + xe - w 
""-..-' ""-..-' 

E F E G 

avec x F + w appartenant à F et xe - w appartenant à G car F et G sont deux 
sous-espaces vectoriels de E, et (xp ,  xe ) =!= (xF + w, xe - w) car w =!= OE , ce 
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qui montre que tout vecteur de F + G peut se décomposer sur F et G de deux 
manières distinctes . 

On a ainsi trouvé une condition nécessaire et suffisante pour que la somme des 
deux sous-espaces F et G soit directe. On peut énoncer la proposition suivante. 

PROPOSITION 8 .16  Soient E un OC-espace et F, G deux sous-espaces de E. 
Une condition nécessaire et suffisante pour que la somme de F et G soit 
directe est que leur intersection soit réduite au vecteur nul, c 'est-à-dire : 

F n G = {OE} · 

On déduit de la proposition 8 . 16  le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 8 .3 Soient E un OC-espace et F, G deux sous-espaces de E. 
Une condition nécessaire et suffisante pour que les deux sous-espaces F et G 
soient supplémentaires dans E est que, d 'une part, la somme de F et G soit 
égale à E et que, d 'autre part, l 'intersection de F et G soit réduite au vecteur 
nul. Autrement dit, on a l 'équivalence suivante : 

E = F œ G {::::::::} ( E = F + G et F n G = { 0 E}  ) . 
Illustrons ces résultats par quelques exemples . 

Exemples 

1 .  La seule application de lR. dans lR. qui soit à la fois paire et impaire est 
l 'application nulle (voir page 321 ) .  En notant F l 'ensemble des applications 
paires et G celui des applications impaires , cela signifie que 

F n G = { x E lR. 1---+ 0 E lR. } .  
D e  plus , il a été établi que toute application de lR. dans lR. pouvait s 'écrire comme 
la somme d 'une application paire et d'une application impaire. D 'après le co
rollaire 8.3 ,  on en déduit que les deux sous-espaces F et G sont supplémentaires 
dans A(JR., JR.) , ce que l 'on note : 

A(JR., JR.) = F œ G. 

2. Considérons dans JR.3 les plans vectoriels F et G définis par 

F = lR. X lR. X {O} = { (x1 , x2 , 0) E JR.3 I X1 E JR., X2 E JR.} , 
G = JR. X {0} X JR. = { (xi ,  0, X3 ) E JR.3 1 X1 E JR., X3 E JR.} . 

Déterminons le sous-espace F + G. Soient (x1 , x2 ,  0) avec x1 E lR. et x2 E lR. un 

vecteur de F et (y1 , 0, y3 ) avec Y1 E lR. et y3 E lR. un vecteur de G. On a : 
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En particulier, lorsque YI = 0 et lorsque XI ,  x2 et y3 parcourent IR, le vecteur 
(X I + YI ,  x2 , y3 ) décrit tout l 'espace IR3 . On a donc : 

F + G = IR3 . 

De plus , on vérifie facilement que F n G = IR(l , 0 ,  0) . Ainsi, la somme de F 
et G n'est pas directe et , a fortiori, les deux sous-espaces F et G ne sont pas 
supplémentaires dans IR3 . 
3. Toujours dans IR3 , considérons les droites vectorielles F = IR( l ,  0 ,  0) et 
G = IR(0 , 1 , 0) . Clairement , F n G = { (0 , 0 , 0) } . La somme de F et G est 
donc directe. On la note alors F EB G au lieu de F + G. Soient (xI ,  0 ,  0) avec 
XI E IR un vecteur de F et (0 ,  Y2 , 0) avec Y2 E IR un vecteur de G. On a : 

Ainsi , lorsque XI et Y2 parcourent IR, le vecteur (xI ,  y2 , 0) décrit tout le plan 
vectoriel IR x IR x {O} , d'où 

F EB G = IR  X IR X {O} . 

Remarquons que le sous-espace F EB G n 'est pas égal à l 'espace IR3 . Les deux 
sous-espaces F et G ne sont donc pas supplémentaires dans IR3 . 

8.5 .2 Cas de sous-espaces de dimensions finies 

THÉORÈME 8 .2  (de Grassmann) 
Soient E un OC-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces de E. Si F et G 
sont de dimensions finies alors 

dimoc(F + G) = dimoc (F) + dimoc (G) - dimoc(F n G) . 

Démonstration Les deux sous-espaces F et G étant de dimensions finies 
(mais non nécessairement égales) ,  F + G et F n G le sont aussi . Afin d'al
léger les écritures , notons H la somme des deux sous-espaces F et G. Soit S 
un supplémentaire de F n G dans G. 

� Montrons que F et S sont supplémentaires dans H. Commençons par montrer 
que H = F + S. Soit x E H. Puisque H = F + G, il existe (xp ,  xe ) E F x G 
tel que x = Xp + xe .  Or, G est la somme (directe) de F n G et S.  Il existe 
donc (xFne ,  xs ) E (F n G) X s tel que Xe = XFne + xs (cette décomposition 
est d'ailleurs unique car la somme de F n G et S est directe) . On a donc : 

x = xp + xFne +xs 
"-,,-' 

E F  

avec, comme indiqué sous l 'accolade, Xp + XFne E F car F n G c F et F 
sous-espace vectoriel de E. Le vecteur x se décompose ainsi comme la somme 
d'un vecteur appartenant à F et d 'un vecteur appartenant à S. Il appartient 
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donc à F + S, montrant ainsi l ' inclusion H C F + S. Réciproquement , de S C  G 
(puisque S est un supplémentaire de F n G dans G) il vient F + S c F + G. 
Or, F + G = H. On a donc l 'inclusion F + S c  H. De la double inclusion on 
déduit F + S = H. Montrons à présent que F n S = {Oe } . On a :  

F n S  F n ( G n S) car S c G 

(F n  G) n s  
car l 'intersection est associative . Or, la somme des deux sous-espaces F n G 
et S est directe puisque S est le supplémentaire de F n G dans G. On a donc 
(F n G) n S = {Oe } ,  d'où 

F n S = {Oe } .  

On  a donc obtenu que F + S = H et F n S = {Oe } ,  c'est-à-dire (d'après le 
corollaire 8.3) que F EB S = H. 

ç:: Passons à présent aux dimensions. Les deux sous-espaces F et S étant sup
plémentaires dans H, on a, d'après la proposition 8 . 1 5  : 

dimoc (H ) = dimoc (F) + dimoc (S) . (3) 

Les deux sous-espaces F n G et S étant supplémentaires dans G, on a aussi , 
d 'après la proposition 8 . 1 5  : 

dimoc ( G) = dimoc ( F n G) + dimoc ( S) . 

On en déduit alors , en combinant (3) et (4) , que 

dimoc (H) = dimoc (F) + dimoc (G) - dimoc (F n G) , 
. t . l d '  . . H not. F G ce qm ermme a emonstrat10n pmsque = + . 

(4) 

D 

Une conséquence immédiate du thèorème de Grassmann est que si F et G 
sont deux sous-espaces de dimensions finies d 'un même OC-espace E tels que 
F n G = { 0 E}  alors : 

dimoc (F EB G) = dimoc (F) + dimoc (G) . 

Exemples 

1 . Dans IR3 , considérons les deux plans vectoriels F = IR x IR x { 0} et 
G = IR x {O} x IR. On a vu que F + G = IR3 et F n G = IR( l ,  0 , 0) . On a : 

dim11t (F + G) = dim11t (F) + dim11t (G) - dim11t (F n G) . 
'----v--' � � � 

= 3  = 2 = 2 = 1  

2 .  Considérons les deux droites vectorielles F = IR(l ,  0 , 0) et G = IR(O , 1 , 0) 
dans IR3 . On a vu que F n G = { (0 , 0 , O) } (la somme est donc directe ; on la 
note alors F EB G) et F EB G = IR x IR x { 0}  et on vérifie que 

dim11t ( F EB G) = dim11t ( F) + dimIR ( G) . 
'----v--' � � 

= 2 = 1  = 1  



Les espaces vectoriels 357 

GRASSMANN, Hermann Günther ( 1809, Stettin en Prusse - 1877, Stettin) . 
Mathématicien autodidacte, c 'est en s'intéressant au phéno
mène des marées qu 'il a développé le calcul vectoriel et défini 
le concept (nouveau pour l 'époque) d'espace vectoriel de di
mension supérieure à 3 . Publiés pour la première fois en 1844 
dans un premier traité intitulé Die lineale Ausdehnungslehre, 
ein neuer Zweig der M athematik, puis dans un second traité en 
1862,  ses travaux eurent en fait peu de succès car trop confus, 
et il faudra attendre Giuseppe Peano pour formaliser plus clai
rement la notion d'espace vectoriel . C 'est à l 'âge de 53 ans, 
déçu par le manque d'intérêt que portait la communauté ma
thématique de son temps à ses idées pourtant novatrices, que 
Grassmann se consacra à l 'étude du Sanskrit . 

Le résultat suivant donne une condition suffisante qui s 'avère très pratique pour 
montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires dans un espace vectoriel 
dans le cas où cet espace est de dimension finie . 

COROLLAIRE 8 .4 Soient E un OC-espace vectoriel de dimension finie et F, 
G deux sous-espaces de E. On a alors l 'implication suivante : 

( dimoc(F) + dimoc (G) = dimoc (E) et F n G = {OE } ) ====} F fJJ G = E. 

Démonstration L'espace E étant de dimension finie , tous ses sous-espaces 
sont aussi de dimensions finies . C 'est en particulier le cas de F, G, F n G et 
F + G. En appliquant le théorème de Grassmann, de la première hypothèse , 
dimoc ( F) + dimoc ( G) = dimoc ( E) , il vient : 

dimoc (F + G) + dimoc (F n G) = dimoc (E) . (5) 

Utilisons à présent la deuxième hypothèse , F n G = {OE } · On en déduit que 
dimoc (FnG) = O. De plus , d 'après la proposition 8 . 16 ,  du fait que FnG = {OE }  
il vient que l a  somme des deux sous-espaces F et G est directe. Le sous-espace 
F + G se note ainsi F œ G. L'égalité (5) s 'écrit alors : 

dimoc (F œ G) = dimoc (E) . 

D 'après la proposition 8 . 1 2 ,  puisque F œ G  est un sous-espace de E, de l 'égalité 
des dimensions on peut déduire l 'égalité ensembliste F œ G = E. D 

Remarque D'après la démonstration donnée ci-dessus, il est clair que l 'on a 
aussi l ' implication suivante : 

( dimoc (F) + dimoc (G) = dimoc (E) et F + G = E ) ====} F œ G = E. 
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Exemple Considérons dans IR'.3 la droite vectorielle IR'.u et le plan vectoriel 
Vect (v , w) .  c24 > On suppose que u rf_ Vect( v ,  w ) .  On vérifie facilement que IR'.u n 
Vect (v , w) = {OJR3 } . De plus , 

dimJR (!R'.u) + dimJR (Vect (v ,  w) )  = dimJR (IR'.3 ) . 
'---v---' '--v---' 

= 1 = 2 = 3 

Utilisant alors le corollaire 8.4 ,  on en déduit que les sous-espaces IR'.u et Vect (v , w) 
sont supplémentaires dans IR'.3 , ce que l 'on note IR'.u EB Vect (v , w)  = IR'.3 . 

EXERCICE 5 Dans IR'.4 muni de sa structure usuelle de IR'.-espace vectoriel , 
on considère les deux sous-espaces vectoriels suivants : 

F = Vect ( ( l , 2 ,  0 ,  1 ) ,  (2 ,  1 ,  3 , 1 ) ,  ( 2 ,  4 , 0, 2 ) ) , 

G = Vect ( ( l , 2 ,  1 ,  0) , (- 1 ,  1 ,  1 ,  1 ) ,  (2 ,  - 1 ,  0 ,  1 ) ) . 
1 - Calculer dimJR (F) .  Trouver une base de F. Donner une représentation 
paramétrique de F. 
2 - Montrer que G constitue un hyperplan de IR'.4 . Expliciter une base de G. 
Donner une représentation paramétrique et une représentation cartésienne 
de G. 
3 - Déterminer une base de F + G et une base de F n G. 

8.6 Exercices de synthèse 

EXERCICE 6 Soient E et F deux OC-espaces vectoriels de dimensions finies 
(non nécessairement égales) munis, respectivement, de la base BE = ( e1 ,  . . . , en ) 
et de la base BF = U1 , .  . .  ' f  m ) · 

1 - Montrer que la famille BExF  définie par 

est une base de l 'espace produit E x F. 

2 - En déduire que dimoc (E x F) = dimoc (E) + dimoc(F) . 

(24 ) Rappelons qu'une droite vectorielle est , par définition, un sous-espace vectoriel de dimen
sion 1 et qu'un plan vectoriel est , par définition , un sous-espace de dimension 2. Ainsi, 
dire que !Ru est une droite vectorielle, c 'est supposer implicitement que le vecteur u est 
non nul . De même, dire que Vect (v, w) est un plan vectoriel , revient à supposer que les 
deux vecteurs v et w forment une famille libre. 
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EXERCICE 7 Soient xo ,  xi , . . .  , Xn des éléments de � deux à deux distincts. 
1 - On considère les polynômes Lo , Li , . . .  , Ln de �n [X] définis par : 

n 
'Vi E {O, l ,  . . . , n} ( 'Vx E � Li (X) = II X - X j ) . x · - x · j = D  i J 

#i 

Ces polynômes s 'appellent polynômes caractéristiques (de Lagrange) associes 
aux nœuds xo ,  xi , . . .  , Xn · Montrer que Lo , Li , . . .  , Ln forment une base 
de �n [X] . Étant donnée une application f : � f-----4 �' on note II1 l 'unique 
polynôme de �n [X] tel que ÎÎ1 (xo ) = f (xo ) , . . .  , ÎÎ1 (xn )  = f (xn ) · Le poly
nôme II f s 'appelle le polynôme d 'interpolation (de Lagrange) de f aux nœuds 
Xo , Xi , · · · , Xn · 
2 - Soit E = A (�, �) l 'ensemble des applications de � vers � muni de sa struc
ture usuelle de �-espace vectoriel. On désigne par F l 'ensemble des applications 
cp : � ---; � telles que 

et par G l 'ensemble des applications polynomiales de � dans � de degré in
férieur ou égal à n. Montrer que F et G sont deux sous-espaces de E, puis 
montrer que E = F EB G. 

8 .  7 Solution des exercices 

Solution de l'exercice 1 

1 - Clairement , F est non vide puisqu'il contient (0 , 0, 0 ) .  Soient x = (xi , x2 , xi ) , 
y = (y1 , Y2 , Yi ) deux vecteurs de F et a, f3 deux réels . Montrons que le vecteur 
cxx+(Jy appartient aussi à F. On a :  ax +(Jy = (zi , z2 , z3 ) avec z1 = ax1 +f3y1 , 
z2 = ax2 + f3y2 et Z3 = ax3 + (3y3 . De plus , 

- (ax1 + (Jyi ) - (ax2 + f3y2 )  + (ax3 + (3y3 ) 

a( -X1 - X2 + X3 ) + (3( -y1 - Y2 + y3 ) = 0 

car -x1 - x2 + X3 = 0 = -y1 - Y2 + y3 (les deux vecteurs x et y appartiennent 
en effet à F) . Le vecteur ax + (Jy appartient donc à F. 

2 - Le sous-ensemble G est non vide puisque (0 , 0, 0, 0) E G. Soient x, y deux 
vecteurs de G et a, (3 deux réels . Puisque x E G, x = (x1 , x2 , x 1 + x2 , 2x1 + x2 )  
avec x1 E � et x2 E R  De même, puisque y E G, y = (y1 , y2 , Y1 + Y2 , 2yi + Y2 )  
avec Yi E � et y2 E R On a : 

cxx + (Jy = a(x1 , x2 , x1 + x2 , 2x1 + x2 )  + f3(y1 , Y2 , Y1 + Y2 , 2yi + Y2 )  

== (axi + f3y1 , ŒX2 + f3y2 , axi + f3y1 + ŒX2 + f3y2 , 2 (ax1 + (Jyi ) + ŒX2 + f3y2 )  

== (z1 , z2 , z1 + z2 , 2z1 + z2 ) 
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avec z1 = ax1 + (Jy1 E lR et z2 = ax2 + f3y2 E IR, ce qui montre que le vecteur 
ax + (Jy appartient à G. 

Solution de l'exercice 2 

Remarquons que, pour tout k E N, les applications x E lR r--; exp (akx) E lR et 
x E lR r--; sin (akx) E lR sont indéfiniment dérivables sur IR. Elles appartiennent 
ainsi bien à C00 (JR) . 

1 - On procède en deux étapes . 
- La première étape consiste à montrer que les sous-familles finies de F00 de 

la forme Fn = (fk )a�k�n avec n E N, sont libres . On procède pour cela 
par récurrence sur n. Le cas n = 0 est immédiat . En effet , de l 'égalité 
À.afa = 0, c'est-à-dire de À.a exp(aax) = 0 où x désigne un réel quelconque, 
on en déduit À.a = O .  Supposons à présent la propriété vraie au rang n et 
montrons qu'elle est alors vraie au rang n + 1 ,  autrement dit , À.1 , À.2 , . . . , 
Àn+ I désignant des réels , montrons l 'implication suivante : 

De 

n+ l  ( \:/x E lR L Àk exp(akx) = 0 ) ==? À.a = . . .  = À.n = Àn+ I = O. 
k=a 

n+ l  
\:/x E lR L Àk exp(akx) = 0, 

k=a 
(6) 

il vient n 
\:/x E lR Àn+ I = - L Àk exp ( (ak - Œn+ 1 )x) . (7) 

k=a 
Or, par hypothèse , (an )nEN est strictement croissante. On a donc Œk < Œn+l 
pour tout k E {O ,  1 ,  . . .  , n} et donc limx->+oo exp ( (ak - Œn+ 1 )x) = 0 pour 
tout k E { 0 ,  1 ,  . . .  , n} . On déduit alors de (7) que À.n+i = 0 par passage à 
la limite. Ainsi , (6) se simplifie comme suit : 

n 
\:/x E lR L Àk exp(akx) = O. 

k=a 

On en déduit alors que À.a = . . .  = À.n = 0 grâce à l 'hypothèse de récurrence. 

- La deuxième étape consiste à montrer que toutes les sous-familles finies de 
F00 sont libres . Il suffit pour cela de remarquer que si F est une sous-famille 
finie de F00 , il existe nécessairement une sur-famille finie de F de la forme 
de Fn . Or, nous venons de montrer que, pour tout n E N, la famille Fn était 
libre . Ainsi , toute famille finie F est sous-famille d 'une famille libre . Toute 
sous-famille d 'une famille libre étant elle-même libre (voir proposition 8.7) , 
on en déduit que F est libre . 

En résumé, nous avons montré que la famille infinie F00 est libre puisque toutes 
ses sous-familles finies sont libres . 
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2 - Comme pour la question précédente, on procède en deux étapes . Seule la 
première étape est présentée . Soient >.0 , . . .  , Àn , Àn+I des réels tels que 

n+ l 
't:/x E IR; L Àk sin(akx) = O . 

k=O 

En dérivant deux fois on obtient : 

n+ l 
't:/x E IR; - L ÀkŒ� sin(akx) = O . 

k=O 

Multiplions l 'égalité (8) par a;+l , puis additionnons avec l 'égalité (9) : 

n 
't:/x E IR; L Àk (a;,+I - a� ) sin(akx) = O . 

k=O 

(8) 

(9) 

Il est à noter qu'en procédant ainsi, on a fait disparaître de la somme le terme 
d'inde n + 1. En utilisant alors l 'hypothèse de récurrence, on en déduit : 

Ào (a;,+l  - a� ) = . . .  = Àn (a;,+l  - a;, ) =  0 ,  

puis Ào = . . .  = Àn = 0 car Œn+ l -:/- Œk pour tout k E {O ,  . . . , n } .  Finalement , 
en injectant ces résultats dans (8) , on obtient que Àn+ I sin(Œn+i X) = 0 pour 
tout x E IR;, d'où Àn+ I = 0 (il suffit de choisir x de telle manière que sin(an+ 1x) 
soit non nul) . 

Solution de l'exercice 3 

1 - Soient e1 = ( 1 ,  0, 0) , e2 = (0, 1 ,  0) et e3 = (0, 0, 1 )  les trois vecteurs de la 
base canonique B = (e1 , e2 , e3 )  de JR;3 . Les coordonnées x1 , x2 , X3 du vecteur 
x = ( 1 ,  1 ,  1) dans la base B sont x1 = 1 ,  x2 = 1 et X3 = 1 car 

( 1 ,  1 ,  1 )  = ( 1 , 0 , 0) + (0 , 1 , 0) + (0 , 0 ,  1 )  = ei + e2 + e3 . 

2 - L'espace vectoriel JR;3 étant de dimension 3, il suffit de vérifier que la famille 
C = (u1 , u2 , u3 ) est libre , autrement dit que la relation de liaison au1 + f3u2 + 
')'U3 = ÜJR3 où a, f3 et ')' désignent trois réels , implique a = f3 = / = O. Soient 
a:, (3 et î' trois réels. La relation de liaison s 'écrit : 

a( l ,  1 ,  2) + (J( l ,  - 1 ,  O) + r (O , o , - 1 )  = (o , o , 0) , 

ou encore (a + (3, a - (3, 2a - r) = (0, 0 ,  0) d'où ,  par identification , 

dont on déduit facilement a =  (3 = ')' = O. 

0 
0 
0 
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3 - Notons xi , x� , x� les coordonnées de x dans la nouvelle base C = (u1 , u2 , u3 ) .  
On a : x = xiu1 + x�u2 + x�u3 . D'après l a  question 1 ,  on  a aussi : 
x = e1 + e2 + e3 .  Exprimons les vecteurs ei ,  e2 , e3 en fonction des vecteurs 
u1 , u2 , u3 . Puisque u1 = ( 1 ,  1 ,  2 ) ,  u2 = ( 1 ,  - 1 , 0) , u3 = (0, 0, - 1 ) ,  on a :  

et 

On en déduit : 
1 el = u3 + 2 (u1 + u2 ) , et 

On obtient ainsi x = el + e2 + e3 = u1 + u3 .  Puisque x = xiu1 + x�u2 + x�u3 , 
par identification , on trouve xi = 1 ,  x� = 0 et x� = 1 .  1 On  se gardera d'écrire que le vecteur x est égal au vecteur ( 1 ,  0 ,  1 ) .  Il n 'en 

est rien . Les scalaires 1 ,  0 et 1 sont simplement les coordonnées de x dans 
la nouvelle base C. D'ailleurs , le vecteur x ne peut pas être égal au vecteur 
( 1 ,  0, 1 )  puisque, tel qu'il a été défini , le vecteur x est le vecteur ( 1 ,  1 ,  1 ) .  

Solution de l'exercice 4 

1 - Soit :F1 = ( ( 1 , - 1 , - 1 ) , ( 1 , 0 , - 1 ) , ( 1 , 1 , 0) ) .  En effectuant successivement à 
partir du tableau To les opérations L2 f-- L2 - Li ,  L3 f-- L3 - Ll (étape 1 ) ,  
puis L3 f-- L3 - 2L2 (étape 2) , on obtient les tableaux Ti et Ti suivants : 

- 1  
0 
1 

On déduit de Ti que rg(:F1 ) = 3 .  

-1 
1 
2 

2 - Soit F2 = ( ( 1 ,  1 ,  0 ) ,  (3 , 2, 1 ) ,  (2 ,  - 1 ,  3) ) .  En effectuant successivement à par
tir du tableau To les opérations L2 f-- L2 - 3L1 , L3 f-- L3 - 2L1 (étape 1 ) ,  
puis L3 f-- L3 - 3L2 (étape 2) , on obtient les tableaux Ti et Ti suivants : 

1 0 ) ( 1 
2 1 , Ti = 0 

- 1  3 0 

1 0 ) ( []  1 0 ) 
- 1  1 , Ti =  o B 1 . 
-3  3 0 0 0 

On déduit de Ti que rg (:F2 ) = 2. Remarquons que la dernière ligne de Ti est 
nulle. Il s 'en déduit la relation liant les trois vecteurs v1 = ( 1 ,  1 ,  0) , v2 = (3 ,  2, 1) 
et V3 = (2, - 1 ,  3) , en effectuant à l 'envers les opérations utilisées pour aboutir 
à ce résultat . En effet , en effectuant à partir de l 'égalité : 

L3 = 0 

l 'opération L3 ---> L3 - 3L2 (opération inverse de celle effectuée à l 'étape 2) , 
on obtient : L3 - 3L2 = 0, puis en effectuant à partir de cette égalité les deux 
opérations L2 ---> L2 - 3L1 et L3 ---> L3 - 2L1 (opérations inverses de celles 
effectuées à l 'étape 1 ) , on obtient : 

(L3 - 2L1 ) - 3 (L2 - 3L1 )  = 0, 
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c'est-à-dire : 13 = -711 + 312 . On obtient ainsi la relation de liaison : 

v3 = -7v1 + 3v2 . 

363 

3 - Soit :F3 = ( (-2 ,  1 ,  1 ,  0 ,  2 ) ,  ( 1 ,  3, -2 ,  4 , 4) , (-3 ,  2, 2 , 0 ,  0) ) . En effectuant suc
cessivement à partir du tableau Ta (où nous avons choisi de permuter directe
ment les deux premiers vecteurs) ( 1 3 

Ta =  -2 1 
-3  2 

-2  4 4 ) 
1 0 2 ' 
2 0 0 

les opérations 12 <---- 12 + 211 ,  13 <---- 13 + 311 (étape 1 ) ,  puis l 'opération 
fo <---- 713 - 1 112 (étape 2) , on obtient les tableaux 

3 -2  
7 -3 

11  -4 
8 10 ' Tz = 0 ŒJ -3 8 
4 4 ) ( m 3 -2 4 

12  12  0 0 []] -4 

On déduit de Tz que rg(:F3 ) = 3 .  

1� ) . 
-26 

4 - Soit F4 = ( (b , a, a) , (-a, -b , -a) , (-a, -a, b) ) avec a E lR et b E R  Il est 
clair que si a = 0 alors rg(:F4 ) = 3 si b -1- 0 et rg(F4 ) = 0 si b = O. Supposons 
à présent a -1- O. Par commodité, commençons par multiplier la deuxième ligne 
et la troisième ligne du tableau nnt par - 1 ,  puis permutons la première ligne 
et la troisième ligne. On obtient le tableau Ta : ( b a 1Qint = -a -b 

-a -a 
-n Ta =  

( 
� � -� ) . 
b a a 

En effectuant successivement à partir de Ta les opérations 12 <---- 12 - 11 , 
13 <---- aL3 - b11 (cette opération est permise puisque l 'on a supposé a non 
nul) ; puis 13 <---- 13 + a12 (étape 2) , on obtient les tableaux suivants : ( a a 

Ti = 0 b - a  
0 a2 - ba 

-b  ) ( a a -b  ) 
a + b , Tz =  0 b - a  a + b . 

a2 + b2 0 0 2a2 + ab + b2 

Le discriminant 6i. du trinôme P(b) b2 + ab + 2a2 est strictement négatif 
puisque 6i. = -7a2 avec a -1- O. On en déduit P(b) -1- 0 pour tout b E R On 
déduit alors du tableau Tz que si a -1- 0 alors rg(F4 ) = 3 si b -1- a, et rg(F4 ) = 2 
si b = a. 

Solution de l 'exercice 5 

1 - On note u1 = ( 1 ,  2 ,  0, 1 ) ,  u2 = (2 ,  1 ,  3 ,  1 )  et u3 = (2 ,  4 , 0, 2 ) .  Remarquons 
que U3 = 2u1 , ce qui montre que les trois vecteurs u1 , u2 , u3 sont liés . On 
a donc F = Vect ( u1 , u2 , u3) = Vect ( u1 , u2) . Clairement , les deux vecteurs 
restants ,  u1 et u2 , forment une famille libre. Une base de F est donc la famille 
B F définie par 

Bp = (u1 , u2)  = ( ( 1 , 2 , 0 , 1 ) , (2 , 1 , 3 , 1 ) ) , 
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d'où dimrn: (F) = 2. Le sous-espace F est donc un plan vectoriel de IR4 . Il 
se peut que l 'on n'ait pas remarqué la relation liant u3 et u1 . Dans ce cas , 
pour connaître le rang des trois vecteurs u1 , u2 , u3 , et donc la dimension 
du sous-espace F, on peut utiliser la méthode des zéros échelonnés. Pour 
cela, on commence par ranger dans un tableau Ta les coordonnées (par rap
port à une base de IR4 ; prenons pour simplifier la base canonique) de u1 , u2 
et u3 . En effectuant alors à partir de Ta les deux opérations L2 +----- L2 - 2L1 ,  
L3 +----- L3 - 2L1 , on obtient le tableau 7i suivant : ( 1 2 0 

Ta =  2 1 3 
2 4 0 

2 0 
-3  3 

0 0 
-D 

On déduit alors du tableau 7i que rg (u1 , u2 , u3 ) 2 ,  ce qui nous indique 
que u1 , u2 , u3 sont liés . De plus, la dernière ligne de 7i étant nulle, on en 
déduit que U3 = 2u1 (il suffit pour cela d 'effectuer l 'opération L3 ------> L3 - 2L1 
correspondant à l 'inverse de celle que l 'on a effectuée) . Le tableau 7i nous offre 
d'ailleurs une nouvelle base B� du sous-espace F : 

B� = (u1 , u2 - 2u1 ) = ( ( 1 ,  2 ,  0, 1 ) , (0 ,  -3 ,  3 ,  - 1 ) ) . 

Soit (x1 , x2 , x3 , x4 ) un vecteur de F. Puisque BF est une base de F, il existe 
un unique couple (a, b) de IR2 tel que 

au1 + bu2 = a ( l ,  2, 0, 1 ) + b(2 ,  1 , 3, 1 ) 

(a + 2b, 2a + b, 3b, a + b) . 

On en déduit une représentation paramétrique de F : 

F = { (a + 2b, 2a + b, 3b, a + b) où a E IR, b E IR} .  

Cette représentation n 'est bien sûr pas unique. En effet , en utilisant cette fois-ci 
que B� est une base de F, on peut aussi écrire qu'il existe un unique couple 
(a' , b' )  de IR2 tel que 

(x1 , X2 , X3 , x4 ) = a' ( l ,  2, 0, 1) + b' (O, -3 ,  3, - 1 )  = (a' ,  2a' - 3b' ,  3b' , a' - b' ) . 

D 'où F = { (a' , 2a' - 3b' , 3b' , a' - b' ) où a' E IR, b' E IR} . 
2 - On note V 1  = ( 1 , 2 , 1 , 0) ,  v2 = (- 1 , 1 , 1 , 1 ) et v3 = (2 , - 1 , 0 , 1 ) . On vérifie 
facilement que les vecteurs v1 , v2 , v3 sont libres . Une base de G est alors 
donnée par la famille 

Ba = (v1 , v2 , v3 ) = ( ( 1 , 2 , 1 , 0) , ( - 1 , 1 , l , 1 ) , (2 , - 1 , 0 , 1 )) , 

d'où dimrn: (G) = 3 ,  ce qui montre que G constitue un hyperplan vectoriel de IR4 . 
Soit (x1 , x2 , X3 , x4 ) un vecteur appartenant à G. Puisque Ba est une base de G, 
il existe un unique triplet ( c, d, e) E IR3 tel que 

c( l ,  2 , 1 ,  0) + d( - 1 ,  1 ,  1 ,  1) + e(2 ,  - 1 ,  0, 1 )  

(c - d + 2e ,  2c + d - e , c + d ,  d + e) . 



Les espaces vectoriels 365 

Une représentation paramétrique de G s 'écrit alors : 

G = { ( c - d + 2e, 2c + d - e , c + d, d + e) où c E IR, d E IR, e E lR} .  

Déterminer la représentation cartésienne de G ,  c 'est trouver quatre réels .\1 , À2 , 
,\3 , À4 (dont un au moins est non nul) tels que À 1x 1  +>.2x2+À3x3+À4X4 = 0 pour 
tout (x1 , x2 , x3 , x4 ) appartenant à G. Pour les obtenir , il suffit de considérer 
en particulier les trois vecteurs v1 , v2 , v3 (ces vecteurs appartiennent à G 
puisqu 'ils engendrent G) . On obtient ainsi le système (S) constitué de trois 
équations à quatre inconnues : 

(S) 
0 
0 
0 

Traitons .\4 comme un paramètre. De (S) il vient .\1 = 0 (il suffit d'additionner 
la première équation et la troisième équation , et de retrancher la deuxième 
équation) ,  puis À2 = À4 et enfin À3 = -2.\4 . D 'où, en prenant À4 = 1 , 

Nous aurions pu obtenir la représentation cartésienne de G directement à partir 
de sa représentation paramétrique en remarquant que 

(2c + d - e) -2 (c + d) + (d + e) = O . '-v-' '-.,,-' '-.,,-' 
= X2 = X3 = X4 

3 - Par définition , u1 , u2 , U3 engendrent F et v 1 ,  v2 , V3 engendrent G. Il 
s'en déduit que u1 , u2 , u3 , v 1 ,  v2 , V3 engendrent F + G, soit F + G = 
Vect (u1 , u2 , u3 , v 1 , v2 , v3 ) . Remarquons que le sous-espace F + G est néces
sairement de dimension inférieure ou égale à 4 car c 'est un sous-espace de IR4 . 
Ainsi , parmi les six vecteurs u1 , u2 , u3 , v 1 , v2 , v3 , au moins deux sont liés aux 
autres . Il convient donc d 'en enlever au moins deux. Mais lesquels ? D 'après ce 
qui précède, on peut enlever directement le vecteur u3 puisqu 'il est colinéaire 
à u1 . Il convient à présent d 'en enlever un autre, disons v3 , choix tout à fait 
arbitraire ici mais heureux car il s 'avère que les vecteurs u1 , u2 , v 1 ,  v2 forment 
une famille libre (cela se vérifie facilement en utilisant la méthode des zéros 
échelonnés) . On en déduit que dimJR (F + G) = 4 . Or, le IR-espace IR4 est lui 
même de dimension 4 . On a donc : F + G = IR4 . Une base de F + G est , par 
exemple , 

BF+G = (u1 , u2 , v 1 , v2 ) = ( ( 1 , 2 , 0 , 1 ) , (2 , 1 , 3 , 1 ) , ( 1 , 2 , 1 , 0 ) , (- 1 , 1 , 1 , 1 ) ) . 
Bien sûr, toute base de IR4 est aussi une base de F+G. C 'est le cas en particulier 
de la base canonique de JR4 . D 'après le théorème de Grassmann, 

dimJR (F + G) = dimJR (F) + dimJR (G) - dimJR (F n G) , 
,___, '-,,.-' '-,,.-' 

= 4 = 2 = 3 
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d'où dimJR (F n G) = 1 .  Le sous-espace F n G est donc une droite vectorielle 
de IR4 . Pour obtenir une représentation paramétrique de F n G, la méthode 
consiste à injecter une représentation paramétrique de F dans la représenta
tion cartésienne de G. Soit (x 1 , x2 , x3 , x4 ) un vecteur appartenant à F n G : 
il appartient ainsi à la fois à F et à G. Puisqu 'il appartient à F, on a : 
(x 1 , x2 , x3 , x4 ) = (a + 2b, 2a + b, 3b, a + b) avec a E IR, b E R De même, 
puisqu 'il appartient à G, il vérifie aussi : x2 - 2x3 + x4 = O . On a ainsi : 

(2a + b) - 2 (3b) + (a +  b) = 0 ,  

c 'est-à-dire : 3a - 4b = 0 ou encore : b = 3a/4 . On en déduit : 

(x1 , x2 , X3 ,  x4 ) = (5a/2, l la/4, 9a/4, 7a/4) . 

La représentation paramétrique de F n G s 'écrit alors : 

F n G = { (5a/2, l la/4 , 9a/4 , 7a/4) où a E IR} 
et une base de F n G est , par exemple, B FnG = ( w) avec w = (10 ,  1 1 ,  9 , 7) que 
l 'on obtient en prenant a = 4 .  On écrit alors : F n G = IRw. 

Solution de l 'exercice 6 

1 - Montrons dans un premier temps que le famille BEx F est libre dans E x  F. 
Soient Ài E OC, 1 � i � n et µi E OC, 1 � i � m. Écrivons la relation de liaison 

n 
i=l 

qui s 'écrit aussi : 

m 

i= l 
n m 

(L >.iei , L µdi) = (OE , OF) · 
i=l i=l 

Par identification, on obtient : 
n 
L Àiei = OE 
i=l 

m 

et L µdi = ÜF .  
i=l 

On déduit de l 'égalité de gauche que >.1 = . . . = Àn = 0 car la famille BE est 
libre dans E (puisque c'est une base de E) . De même, on déduit de l 'égalité de 
droite que µ1 = . . . = µm = 0 car la famille B F est libre dans F (puisque c'est 
une base de F) . Montrons maintenant que la famille BEx F est génératrice du 
OC-espace produit E x F. Soit ( x E , x F ) un élément de E x F. Puisque la famille 
BE est une base de E, elle engendre E. Ainsi , il existe (>.1 ' À2 , . . .  ' Àn ) E ocn 
tel que XE = À 1e 1  + À2e2 + . . .  + Ànen . De même, puisque BF est une base 
de F, elle engendre F. Ainsi , il existe (µ1 , µz , . . .  , µm ) E ocm tel que XF == 
µi f  1 + µzf2 + . . . + µmf m ·  On peut alors écrire : 

n m 

i=l i=l 
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ce qui montre que tout vecteur de E x F est combinaison linéaire des vecteurs 
de !3ExF ; la famille !3ExF  est donc génératrice de E x  F. 

2 - On a card (!3ExF )  = card (/3E)  + card (/3F ) = n + m. Nous avons montré 
à la question précédente que la famille !3Ex F  était une base de E x  F. On a 
donc :  

dimoc (E X F) = card (!3ExF )  = n + m, 

d'où dimoc(E x F) = dimoc (E) + dimoc (F) puisque n 
m = dimoc (F) . 

Solution de l 'exercice 7 

dimoc (E) et 

1 - Rappelons que 1Rn [X] est un espace vectoriel de dimension n + l .  Ainsi , 
pour montrer que les polynômes Lo , L1 , . . .  , Ln forment une base de 1Rn [X] 
il suffit de vérifier qu 'ils forment une famille libre dans 1Rn [X] , autrement dit 
que la relation de liaison ŒoLo + a1 L1 + . . .  + ŒnLn = 0 où Œo ,  Œ1 , . . .  , Œn 
désignent des réels, implique que Œo = a1 = . . . = Œn = O. Considérons donc 
o:0 , a1 , . . .  , Œn dans lR et supposons que 

c'est-à-dire que 

( 10) 

Soit f, E {O, 1, . . . , n }. Considérons en particulier x = xe . On a Li (xe ) = 0 pour 
tout entier i E {0 , 1 ,  . . . , n} \ {R} et Le (xe ) = l . Par conséquent , en prenant 
x = xe dans ( 10) on obtient Œe = O. En répétant ce raisonnement pour tout 
f, E {O ,  1 ,  . . .  , n} , on obtient Œo = . . .  = Œn = O . 
2 - Il est clair que G est un sous-espace de E puisque G = 1Rn [X] . Montrons 
à présent que F est aussi un sous-espace de E. De manière évidente, F est 
non vide puisqu 'il contient l 'application nulle . Considérons <p, 'I/; deux éléments 
de F, a, /3 deux réels et montrons que acp + /31/; appartient à F. Pour tout 
i E  {0, 1 ,  . . . , n} ,  

car cp(xi ) = 0 = 'l/;(xi ) , 0 :::;; i :::;; n (cp E F et 'I/; E F) , ce qui montre bien que F 
est un sous-espace de E. Commençons par montrer que E = F + G. Soit f E E. 
On sait , d 'après la question 1 , qu 'il existe un unique polynôme ÎÎt E 1Rn [X] 
vérifiant ÎÎ1 (xo ) = f(xo ) , . . .  , ÎÎ1 (xn )  = f (xn ) · C 'est le polynôme de Lagrange 
associé aux nœuds x0 ,  x1 , . . .  , Xn . On peut donc écrire : 

et on vérifie que f - II f E F puisque 

(f - ÎÎ1 ) (xo ) = 0, (f - ÎÎ1 ) (xi ) = 0, . . . ' (f - ÎÎt ) (xn )  = O  . 
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Ainsi, f s 'écrit comme la somme d 'un élément (l 'application f - ÎÎ f )  apparte
nant à F et d 'un élément (le polynôme d 'interpolation ÎÎ f )  appartenant à G. 
On a donc E = F +G. Montrons à présent que la somme est directe, c'est-à-dire 
que l 'ensemble F n G est réduit à l 'application nulle. Considérons un élément 
de F n G. Notons P cet élément . Dire que P appartient à F n G signifie que 
P est un polynôme de degré inférieur ou égal à n (puisqu'il appartient à G) et 
qui s 'annule en n + 1 points (puisqu 'il appartient à F) . Or, tout polynôme non 
nul de degré au plus n possède au plus n racines distinctes . Le polynôme P en 
possède n + 1 ;  c'est donc nécessairement le polynôme nul . 



CHAPITRE 9 

Les applications linéaires 

9.1 Application linéaire 

9.1.1 Définition d'une application linéaire 

Dans cette partie , E et F désignent deux espaces vectoriels sur le même corps 
commutatif OC (OC = lR ou <C) . Ces deux espaces ont des dimensions quelconques 
(finies ou infinies) et non nécessairement égales . 
- On note + e la loi interne et · e la loi externe définies sur E. 

- De même, on note + F la loi interne et · F la loi externe définies sur F. 
Lorsqu 'il n'y aura aucune ambiguïté sur les espaces sur lequels ces lois opèrent , 
nous les noterons plus simplement + et · afin d'alléger les écritures . 
Commençons par une définition. 

DÉFINITION 9 . 1  Soient E, F deux OC-espaces vectoriels . On appelle applica
tion linéaire de E vers F toute application f : E ----; F vérifiant 
- Vx E E Vx' E E J(x +E x' ) = J (x) +F f(x' ) , 
- \lx E E Va: E OC f(o: ' E x) =  o: · p f(x) . 
Une application linéaire est encore appelée morphisme d 'espaces vectoriels. 

On note Coc (E, F) l 'ensemble des applications linéaires de E dans F. < l )  On 
appelle forme linéaire une application linéaire d 'un OC-espace E dans K 

Remarque La première relation traduit le fait que f est un morphisme de 
groupe additif de (E, +E ) dans (F, +F ) . < 2> En particulier , 

f(OE )  = Op 

et on dit que f transporte le neutre . Pour tout vecteur x de E, 

J(-x) = -J(x) 

et on dit que f transporte le symétrique (voir à ce propos l 'exercice 7, page 83) . 
La seconde relation traduit la compatibilité de l 'application f avec les deux lois 
externes · E et · F • 

( l )  On note cet ensemble L(E, F) s ' i l  n 'y a aucune ambiguïté sur le corps K Une application 
linéaire est aussi appelée homomorphisme d 'espaces vectoriels . 

(2) Voir à ce sujet la définition 2 .33 d'un morphisme d 'ensembles structurés en page 62.  
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Structure de OC-espace vectoriel sur .Coc (E, F) 
Soient E et F deux OC-espaces vectoriels. L 'ensemble .Coc (E, F) possède une 
structure de OC-espace vectoriel <3 > puisque pour tous f, g E .Coc ( E, F) et pour 
tous a, (3 E OC, af + (3g E .Coc (E, F) . En effet , pour tout (x , x' ) E E2 , 

(af + (3g) (x +E x' ) Œ ' F  f (x +E x' ) +F (3 · F g (x +E x' ) 

Œ · F (f (x) +F f (x' ) ) +F (3 · F (g (x) +F g (x' ) ) 

Œ . F f (x) + F (3 . F g (x) + F Œ . F f (x' ) +F (3 . F g (x' ) 

(af + (3g) (x) +F (af + (3g) (x' ) . 

Pour tout x E E et pour tout 1 E OC, 

(af + f3g) (r · E x) Œ ' p  ! (1 ° E x) +F (3 ' p g (r ' E x) 

Œ ' F  (1 · F f (x) ) +F (3 · F (r · F g (x ) )  

1 · p (a · p f (x) +F (3 · p g (x) ) 

1 · F ( (af + (3g) (x) ) . 

Si E et F sont de dimensions finies alors l 'espace vectoriel .Coc (E, F) est aussi 
de dimension finie et dimoc ( .Coc ( E, F) )  = dimoc ( E) x dimoc ( F) . Nous admettons 
pour l ' instant ce résultat . Il sera démontré au chapitre suivant (voir page 439) . 

Composition d'applications linéaires 

Soient E, F et G trois OC-espaces vectoriels . Pour tout f E .Coc (E, F) et pour 
tout g E .Coc (F, G) ,  g o f E .Coc (E, G) . En effet , pour tout (x , x' ) E E2 , 

(g o f) (x +E x') g (f (x +E x' ) ) 

g (f(x) +F f (x') ) 

g (f (x) ) +a g (f (x' ) ) 

par linéarité de f 
par linéarité de g 

(g o J) (x) +a (g o J) (x' ) . 

Pour tout x E E et pour tout Œ E OC, 

g (f (a ' E x) ) 

g (a · F f (x) ) 

Œ · a g (f(x) ) 

Œ · a (g 0 f) (x) .  

O n  a la caractérisation suivante. 

par linéarité de f 
par linéarité de g 

<3 > Rappelons que l 'ensemble des applications de E vers F est un IK-espace vectoriel (voir 
page 3 12 ) .  L'ensemble des applications linéaires de E vers F en constitue un sous-espace 
vectoriel . Il possède ainsi lui-même une structure de IK-espace vectoriel . 
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PROPOSITION 9 . 1  Soient E, F deux OC-espaces vectoriels et f une appli
cation de E vers F. Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit 
une application linéaire est que, pour tous vecteurs x, x' de E et pour tous 
scalaires a, f3 de IK, 

Démonstration Supposons f linéaire . Soient x, x' deux vecteurs de E et a, f3 
deux scalaires de !K. On a : 

f(a · E x +E f3 · E x' ) = f (a · E x) +F J (/3 · E x' ) = Œ · F f (x) +F /3 · F f (x' ) . 

Réciproquement, en prenant a = f3 = lJK et (x ,  x' ) E E2 et en utilisant que 
x = lJK · E x et x' = lJK · E x' , on obtient : 

f( lJK 0 E X +  1]]{ " E X1 ) 

lJK · F f (x) +F lJK · F f (x') = f(x) +F f (x' ) 

car lJK · F f (x) = f(x) et lJK · F f (x') = f (x' ) . En prenant /3 = ÜJK , on a 

car ÜJK · F f (x') = Op .  Or, puisque ÜJK · E x' = Oe , 

On a ainsi montré que f(a · E x) = a · F f (x) . D 

Exemples 

1. L'application qui à un polynôme P E IK[X] associe son polynôme dérivé 
P' E IK[X] est un morphisme de l 'espace IK[X] dans lui-même puisque pour 
tous P, Q E IK[X] et pour tous a, f3 E IK, 

(a ·  P + /3 · Q) ' = a ·  P' + /3 · Q' . 

2 . Soit a E !K. L'application f : x E IK ,__. ax E IK est une application linéaire<4 l 

car pour tous x, x' E IK et pour tous a, f3 E IK, 

f(ax + f3x') = a(ax + f3x' )  = a(ax) + f3(ax' )  = af(x) + /3f(x' ) . 

En revanche, l 'application f : x E IK ,__. x2 E IK n 'est pas linéaire car 

f(x + x' ) = (x + x' ) 2 = x2 + (x' ) 2 + 2xx' =1- f (x) + f(x') si x =1- 0 et x' =1- O. 

(4 ) On peut d 'ailleurs montrer que toute application linéaire de IK dans IK est nécessairement 
de la forme x >----> ax avec a un élément de !K. 
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DÉFINITION 9 .2  Soient E, F deux OC-espaces vectoriels. 
X Soit f une application linéaire de E dans F. Si f est bijective alors on dit 
que f est un isomorphisme d 'espaces vectoriels et que E et F sont isomorphes 
par f .  
X On appelle endomorphisme de  E une application linéaire d e  l 'espace E dans 
lui-même. On note .Coc(E) l 'ensemble des endomorphismes de E. 

X En particulier, s i  un endomorphisme f est bijectif alors on dit que f est 
un au tomorphisme de l 'espace E.  On note 9.Coc(E) l 'ensemble des automor
phismes de E.  

Exemple L'application Ill qui à un  couple (x ,  y) de  JR2 associe l e  scalaire x + iy 
de C est un morphisme du IR-espace IR2 dans le IR-espace C<5 l puisque d'une 
part , pour tout (x, y) E JR2 et pour tout (x' , y') E JR2 , 

w ((x , y) +a2 (x' , y' ) )  w ( (x + x' , y +  y' ) )  
(x  + x ' )  + i (y  + y') = x + iy  + x '  + iy' 
w ( (x, y)) +c w ( (x' , y' ) ) , 

et d'autre part , pour tout (x, y) E IR2 et pour tout a E IR, 

w ( (ax, ay) ) 
ax + i (ay) = a(x + iy) 

Œ Xe llf ((x, y)) . 

Remarquons que l 'application Ill : IR2 ____, C est injective. En effet , de 

w ((x, y)) = w ((x' , y' ) ) , 

c'est-à-dire de x + iy = x' + iy' , il vient immédiatement x = x' et y = y' , c'est
à-dire (x, y) = (x' , y' ) .  L'application Ill : IR2 ____, C est aussi surjective puisqu'à 
tout z E C on peut associer le couple (Re(z) , Im(z) )  E JR2 tel que 

w ( (Re(z) , Im(z) ) )  = Re(z) + i X Im(z) = z .  

L'application Ill : IR2 ____, C est donc bijective. C 'est un isomorphisme de R2 
dans C. Les deux IR-espaces vectoriels IR2 et C sont donc isomorphes. 

Structure d'anneau sur .Coc (E) 

Soit E un OC-espace vectoriel . Muni de l 'addition , l 'ensemble .Coc (E) possède 
une structure de groupe commutatif. Il possède la loi o comme seconde loi de 
composition interne : g o f E .Coc ( E) pour tous f, g E .Coc ( E) . On vérifie les 
propriétés suivantes : 

<5 l On rappelle que IC, qui est un IC-espace vectoriel , possède aussi une structure de IR
espace vectoriel . Nous avons privilégié ici la structure de ffit-espace vectoriel car, d 'après 
la définition 9 . 1 ,  les espaces de départ et d'arrivée doivent être définis sur le même corps. 
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- la loi o est associative : pour tous 1, g , h E .Coc (E) , 

(! 0 g) 0 h = I 0 (g 0 h) ; 

- la loi o est distributive par rapport à la loi + : pour tous I, g , h E .Coc (E) , 

l o (g + h) = (f o g) + (f o h) et (g + h) o l = (g o l) + (h o l) ; 

- l'application ide appartient à .Coc (E) . C 'est l 'élément neutre de .Coc (E) pour 
la loi o car I o  ide = ide o I = I pour tout I E .Coc (E) . 

En revanche, la loi o n'est en général pas commutative (sauf si dimoc (E) = 1 ) .  
L'ensemble structuré (.Coc (E) , + , o )  est donc un  anneau en général non commu
tatif. Remarquons que la composée de deux endomorphismes peut être nulle 
sans que l 'un des deux endomorphismes le soit . Considérons par exemple un 
espace E de dimension 2 muni d 'une base B = (e1 , e2 )  et I, g deux endomor
phismes de E définis par { l(e1 ) = el et l(e2 )  = Oe 

g (e1 ) = Oe et g (e2 )  = e2 

On a (g o l) (e 1 )  = (g o l) (e2 )  = Oe et on en déduit que (g o f) (x) = Oe pour 
tout x E E. En effet , pour tout x E E, 

(g o f) (x) g (f(x) )  = g (f(x1e 1  + x2e2 ) )  
x1g (f(e1 ) ) + x2g (f(e2 ) )  = Oe . 

Par conséquent , l 'anneau (.Coc (E) , + , o) possède des diviseurs de zéros . Ainsi , 
(.Coc (E) , +, o) est un anneau non commutatif et non intègre pour dimoc (E) � 2 

Isomorphisme réciproque 

PROPOSITION 9 .2  Soient E, F deux OC-espaces vectoriels et I une applica
tion linéaire de E vers F. Si I est bijective alors son application réciproque 
1- 1 est une application linéaire de F vers E, autrement dit, pour tous vecteurs 
y ,  y' de F et pour tous scalaires o:,  f3 de lK 

Démonstration Soit y (respectivement y') un vecteur de F. Il existe un 
unique vecteur x (resp . x' ) de E tel que l(x) = y (resp . l(x' ) = y') ou 
de manière équivalente tel que x = 1- 1 (y) (resp . x' = 1- 1 (y' ) ) . On a 

O'. · p y +F f3 · F Y1 = O'. · p l (x) +F f3 · F l (x' ) 
= l (o: · E x +E f3 · E x' ) car I est linéaire. 

Le vecteur o: · E x + E f3 · E x' de E est donc un antécédent par l 'application I 
du vecteur o: · F y +  F f3 · F y' de F. La propriété de bijectivité de I nous assure 
l'unicité d 'un tel antécédent . Par conséquent , on peut écrire 

1- 1 (0: · p y +F f3 · p y') = o: · E x +E f3 · E x' . 
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On en déduit que 

1- l (O: ° F Y + F (3 ° F  y') = 0: 0 E  1- l (y) +e (3 ° E  r1 (y') 

puisque x = 1- 1 (y) et x' = 1- 1 (y' ) . 0 

Remarque Considérons le cas où F = E. Alors , muni de la loi de composition 
interne o , l 'ensemble Q.Coc (E) possède une structure de groupe (en général non 
commutatif, sauf si dimoc (E) = 1 ) .  L'ensemble structuré (Q.Coc (E) , o ) s 'appelle 
groupe linéaire de E, d 'où les initiales . 

Application linéaire de J[(P dans ocn 

X Soit (a , b) E IK2 . L'application 1 : x = (x1 , x2 )  E IK2 1------4 ax1 +bx2 E lK est une 
application linéaire. En effet , pour tous x = (x1 , x2 ) ,  x' = (xi , x� ) appartenant 
à IK2 et pour tous o:, (3 appartenant à IK, o: · x + (3 · x' = ( o:x1 + f3xi , o:x2 + (3x� ) ,  
d 'où 

l(o: · x + f3 · x' ) a(o:x1 + f3xi ) + b(o:x2 + (3x� ) 

o:(ax1 + bx2 )  + (3(axi + bx� )  = o:l(x) + f31(x' ) . 

X Soit (a , b) E IK2 . L'application 1 : x E lK 1------4 (ax, bx) E IK2 est une application 
linéaire. En effet , pour tout x E lK et pour tout x' E IK, 

1 (x + x' )  = (a(x + x' ) , b(x + x' ) )  = (ax, bx) + (ax' , bx' )  = 1 (x) + 1 (x' ) , 

et pour tous x E IK, o: E IK, 

l (o:x) = (a(o:x) , b(o:x) ) = o: · (ax , bx) = o: · l (x) . 

X Soit (a, b, c, d) E IK4 . Considérons l 'application 

1 :  X = (x1 , x2 )  E IK2 
1------4 (ax1 + bx2 , cx1 + dx2 )  E IK2 . 

C 'est une application linéaire. En effet , d 'une part, pour tous vecteurs 
x = (x1 , x2 ) , x' = (xi , x� ) de IK2 on a x + x' = (x1 + xi , x2 + x� ) , d'où 

l(x + x' ) (a(x1 + xi ) +  b(x2 + x� ) ,  c(x1 + xi ) +  d(x2 + xrn 

(ax1 + bx2 , cx1 + dx2 )  + (axi + bx� , cxi + dx� ) 

l(x) + l(x' ) . 

D'autre part , pour tout x = (x1 , x2 )  E IK2 et pour tout o: E lK on a 
o: · x = (o:x1 , o:x2 ) , d'où 

l(o: · x) (a(o:xi ) + b(o:x2 ) ,  c(o:x1 )  + d(o:x2 ) )  

o: · (ax1 + bx2 , cx1 + dx2 )  = o: · l (x) .  

On vérifie sur le même principe le résultat suivant . 
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PROPOSITION 9 .3 Considérons l 'application f de OCP dans ocn qui au vecteur 
(x1 , x2 , . . .  , Xp ) de OCP associe le vecteur (Y1 , Y2 , . . .  , Yn )  de ocn avec 

{ �� Yn 

a 1 1x 1  + a12X2 + . . .  + a1pXp 
a21 X1 + a22X2 + . . . + a2pXp 

où % E OC pour tout i E { 1 , 2, . . . , n} et pour tout j E { 1 , 2, . . .  , p  } .  Alors, f 
est une application linéaire. On note f E .Coc (OCP , ocn) .  

9.1.2 Propriétés 

PROPOSITION 9.4 Soient E, F deux OC-espaces vectoriels et f une applica
tion linéaire de E dans F. Pour tous vecteurs v1 , v2 , . . .  , V k de E et pour 
tous scalaires 0:1 , 0:2 , . . .  , O:k de OC, 

Démonstration Elle s 'effectue par récurrence sur k . La rédaction est laissée 
en exercice. D 

On en déduit le résultat suivant . 

COROLLAIRE 9 . 1  Soient E, F deux OC-espaces vectoriels et f une application 
linéaire de E dans F. On suppose E de dimension finie et on désigne par 
B = (ei ) i�i�p une base de E. Pour tout vecteur x de E, 

où x1 , x2 , . . .  , Xp appartenant à OC sont les coordonnées de x dans la base B. 

Démonstration Soit x un vecteur de E se décomposant dans la base 
B = (ei ) i �i�p comme suit : x = x1 e1 + x2e2 + . . . + xpep . En appliquant f, on 
obtient 

f (x) f (x1 e1 + x2e2 + . . .  + xpep)  
xi f (ei ) + x2f (e2) + . . .  + Xpf (ep )  

où on a utilisé le  résultat de la proposition 9 .4 

Détermination d'une application linéaire par son action sur une base 

D 

Une conséquence du corollaire 9 . 1  est qu 'une application linéaire est entière
ment déterminée par les images des vecteurs d 'une base. Pour s 'en convaincre , 
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considérons deux OC-espaces vectoriels E, F, avec E de dimension finie c6 J muni 
d'une base B = (ei ) i ,çi,çp , et deux applications linéaires f , g de E dans F telles 
que 

Vi E { 1 ,  . . . , p} f(ei) = g (ei ) · ( 1) 

Montrons que f et g sont alors identiques , c'est-à-dire montrons que f (x) =:: 

g(x) pour tout x E E. Soit x un vecteur de E de coordonnées x1 , x2 , . . . , xP 
dans B. D 'après le corollaire 9 . 1 ,  

f(x) xi f (e1 ) + x2f (e2 ) + . . .  + Xpf (ep ) , 

g (x) x1g (e1 ) + x2g (e2 ) + . . .  + Xpg (ep ) , 

On déduit alors de ( 1 )  que 
f(x) = g (x) . 

Autrement dit , si deux applications linéaires agissent de la même manière sur 
les vecteurs d 'une base alors elles sont nécessairement identiques . Il est clair 
que la réciproque est vraie . On a donc l 'équivalence suivante 

( Vi E { 1 ,  . . . , p} f(ei )  = g (ei ) ) ( Vx E E  f(x) = g(x) ) . 

Ainsi , pour connaître une application linéaire, il est nécessaire et suffisant de 
connaître son action sur une base (quelconque) de l 'ensemble de départ. 

9.1.3 Endomorphismes particuliers 

Étant donné un endomorphisme f de E, on convient de noter , pour tout entier k 
non nul ,  

f k n�t. f o f o . . .  o f . 
,_______, 

k fois 

On convient que J0 = idE où idE désigne l 'application identité de E 

DÉFINITION 9 .3  Soit E un OC-espace vectoriel. Un endomorphisme f de E 
est dit nilpotent s 'il existe un entier naturel non nul k tel que Jk = O . 

Ainsi, un endomorphisme f d 'un OC-espace E est nilpotent s 'il existe k E N* 
tel que Jk (x) = ÜE pour tout x E E. Bien évidemment , si Jk = 0 alors, en 
composant par f , on en déduit Jk+ 1 = 0, et plus généralement , 

Vk' ? k jk' = O .  

L'entier k n 'est donc pas l e  plus grand indice pour lequel Jk = O . I l  n'est 
d'ailleurs pas nécessairement le plus petit . On définit l ' indice de nilpotence 
de f comme suit : 

p dff. min{k E N* 1 fk = O } .  

(6 ) Le cas o ù  E est d e  dimension infinie s e  démontre sur l e  même modèle . 
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Si l 'espace E est de dimension finie alors on peut montrer que l 'indice de nil
potence d 'un endomorphisme de E est nécessairement inférieur ou égal à la 
dimension de l 'espace E. C 'est le but de l 'exercice suivant . 

EXERCICE 1 Soient E un OC-espace vectoriel de dimension n et f un 
endomorphisme nilpotent de E, d' indice de nilpotence p. 
1 - Montrer qu 'il existe x E E, x =1- OE, tel que fP- 1 (x) =1- OE. 
2 - Montrer que la famille :F = (x, f (x) , ... , p- 1 (x) ) est libre dans E. 
3 - En déduire que l ' indice de nilpotence p est inférieur ou égal à n. 

Exemple Considérons l 'endomorphisme f de JR.3 qui au vecteur x = (x1 , x2 , x3 ) 
associe le vecteur y = (2x1 + x2 , -3x1 - x2 + x3 , x 1 - x3 ) .  Pour montrer que f 
possède la propriété de nilpotence, il suffit de trouver un entier k (nécessaire
ment compris entre 1 et 3 d'après l 'exercice 1 ) tel que 

où e1 , e2 et e3 désignent trois vecteurs d 'une base B de JR.3 . En effet, si la 
propriété est vraie pour les trois vecteurs e 1 , e2 et e3 , elle est nécessairement 
vraie pour n'importe quel vecteur x de JR.3 puisque, en notant a1 , a2 , a3 les 
coordonnées du vecteur x dans la base B, 

fk (a1 e1 + a2e2 + a3e3 ) 

ai fk (e1 ) + a2fk (e2 ) + a3fk (e3 ) = (0, 0, 0) 

où on a utilisé que Jk (e 1 )  = Jk (e2 ) = Jk (e3 ) = (0, 0 ,  0) . Comme nous avons le 
choix de la base, prenons la base canonique. On a : 

f(ei ) = (2 , -3,  1 ) ,  f2 (ei ) = ( 1 ,  -2 , 1 ) ,  f3 (ei ) = (0 ,  0 ,  0) , 

f(e2 ) = ( 1 ,  - 1 ,  0) , J2 (e2 ) = ( 1 ,  -2 , 1 ) ,  
f(e3 ) = (0, 1 ,  - 1 ) ,  f2 (e3 ) = ( 1 ,  -2 , 1 ) .  

L'indice de nilpotence de f est 3 . 

Projections et symétries vectorielles 

f3 (e2 ) = (0 , 0, 0) , 
f3 (e3 ) = (0 ,  0, 0) . 

Soient E un][( espace vectoriel et F, G deux sous-espaces de E, supplémentaires 
dans E (c 'est-à-dire : E = F EB G) . Ainsi , pour tout vecteur x de E, il existe 
un unique couple (xF, xc) de F x G tel que x = XF + xc. 
Considérons alors l 'application qui au vecteur x de E associe le vecteur XF 
de F. Notons p cette application . Montrons qu 'elle est linéaire. Considérons 
pour cela deux vecteurs x, x' de E et deux scalaires a, (3 de !K. Le vecteur x 
se décompose de manière unique sous la forme : 

X =  XF +xc (2)  
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xe - XF = s'(x) �, 

""" 
s(x) = XF - xe 

Fig. 1 Illustration des projections et symétries vectorielles. 

où (xF, xe) E F x G. De même, le vecteur x' se décompose de manière unique 
sous la forme : 

x' = x'p + x� (3) 
où (x'p, x�) E F x G. On a donc, par définition de p, p(x) = XF et p(x') = x'p. 
Déterminons à présent l 'image par p du vecteur x" = ax + (Jx'. Utilisant (2) 
et (3) , on a : 

x" = ax + (Jx' = a(xF + xe) + (J(x'p + x�) = x'j;. + x;; 

où les deux vecteurs x'j;. = ax F + (Jx'p et x;; = axe + (Jx� appartiennent 
respectivement à F et à G, précisément car F et G sont deux sous-espaces 
vectoriels de E. Par définition de p, l 'image par p du vecteur x" de E est donc 
le vecteur x'j;. de F, c'est-à-dire : p(ax + (Jx') = Cl'.XF + (Jx'p. D'où, puisque 
XF = p(x) et x'p = p(x'), 

p(ax + (Jx') = ap(x) + (Jp(x), 

ce qui montre que p est linéaire . C 'est donc un endomorphisme de E. On l'ap
pelle projection vectorielle sur F parallèlement à d1l et on a immédiatement 
la propriété suivante : 

pop =  p. 

Montrons-la. Soit x E E. Par définition de p, six = XF + xe avec XF E F et 
xe E G alors p(x) = XF. Quelle est l 'image par p du vecteur p(x)? Il suffit de 
remarquer que p(x) = XF + ÜE avec XF E F et OE E G. Par définition de p, 
l ' image par p du vecteur p(x) est donc le vecteur XF, c'est-à-dire : 

p(p(x)) = XF. 

On a donc : p(p(x)) = p(x) car XF = p(x), ce qui montre que pop = p. 

(?)
On dit aussi projection vectorielle de base F et de direction G. 
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E n procédant de façon analogue, on montre q ue l 'application q ui au vecteur 
x de E associe le vecteur Xe de G constitue aussi un endomorphisme de E. 
Notons-la q .  On l 'appelle projection vectorielle sur G parallèlement à F. Elle 
se déduit de la projection vectorielle p. En effet , par définition de p et q, on a :  

\lx E E x = p(x) + q (x) , c 'est-à-dire : idE = p + q .  

On en déduit : 
q = idE - p. (4) 

On a auss i la propriété suivante : q o q = q, q ui se démontre en mimant la 
démonstration de la propriété p o p = p donnée plus haut . <8l De plus , 

p 0 q = q 0 p =o. 

Pour montrer cette propriété, il suffit de remplacer q par idE - p. Par exemple, 

p o q = p o (idE - p) = p o idE - p o p  = p - p = Ü 

où on a utilisé q ue p o p = p. On dit q ue p et q sont les projections vectorielles 
associées à la décomposition E = F EB G. 

L'application notée s q ui à x de E associe x F - xe constitue aussi un endomor
phisme de E. On l 'appelle symétrie vectorielle par rapport à F parallèlement 
à G.<9l Déterminons s o s . Soit x E E. Puisq ue x = Xp + xe avec Xp E F et 
xc E G, on a, par définition de s ,  s (x) = XF - xc. Décomposons à présent le 
vecteur s(x) sur F et G. D 'après l 'égalité ci-dessus , s (x) = XF + (-xc) avec 
XF E F et -xe E G. Ainsi , par définition de s ,  

s (s (x) )  = Xp - (-xe) = xp + xe .  

Or, XF + Xe =  x .  On a donc : s (s (x) )  = x ,  montrant ainsi q ue : 

S o S = idE .  

La symétrie vectorielle s s e  déduit de l a  projection vectorielle p. Vérifions-le . 
Soit x E E. Utilisant (4) , on a :  

s(x) = XF - xe = p(x) - q (x) = p(x) - (id E  - p) (x) = 2p(x) - idE (x) . 

On a ainsi obtenu : 
s = 2p - idE . 

De même, l 'application notée s' q ui à x de E associe xc - XF cons titue aussi 
un endomorphisme de E. On l 'appelle symétrie vectorielle par rapport à G 
parallèlement à F. Elle vérifie s' o s' = idE et s' = 2q - idE = -s .  

(8) Elle s e  démontre aussi e n  utilisant que q = idE - p. En effet , 

q o q = (idE - p) o ( idE - p) = idE o idE - idE op - p o idE + p Op. 
Or, idE o idE = idE, idE op = p o idE = p et pop = p. Ainsi , q o q = idE - p = q. 

(9) On dit aussi symétrie vectorielle de base F et de direction G. 
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Plus généralement , la définition suivante permet de définir les notions de pro
jections et symétries vectorielles indépendamment de toute décomposition e n 
somme directe comme nous venons de le faire à l 'instant . 

D ÉFINITION 9.4 Soit E un OC-espace vectoriel. 

)< Un endomorphisme p de E est un projecteur de E si p o p  = p, autrement 
dit si p(p( x) )  = p(x) pour tout x E E. 
)< Un endomorphisme s de  E est une involution linéaire de  E si s os = idE, 
autrement dit si  s( s(x) ) = x pour tout x E E. 
)< Soit k E OC* . Un endomorphisme h de E est une homothétie vectorielle de 
rapport k si h = k idE ,  autrement dit si h( x) = k x  pour tout x E E.  

Étant donnés E un  OC-espace vectoriel e t  F,  G deux sous-espaces supplémen
taires dans E, il est clair q ue la projection vectorielle sur F (respectivement 
sur G) parallèlement à G (resp. à F) est un projecteur de E. R éciproq uement, 
nous verrons (ceci fait l 'objet de l 'exercice 2 ,  page 385) q u 'un projecteur p 
de E est une projection vectorielle sur lmp parallèlement à Ker p. Les deux 
sous-espaces Imp et Kerp font l 'objet de la section 9 . 2 .  
De même, i l  est clair q ue la  symétrie vectorielle par rapport à F (respectivement 
à G) parallèlement à G (resp . à F) est une involution linéaire de E et , réci
proq uement , nous verrons à l 'exercice 2 donné en page 385, q u 'une involution 
linéaire s de E est une symétrie vectorielle par rapport à Inv s parallèlement à 
Opp s. Les deux sous-espaces Inv s et Opp s seront définis en page 384. 
De part leurs définitions, une involution linéaire s de E et une homothétie 
vectorielle h (de E dans E) de rapport k E OC* constituent des bijections de E. 
C e  sont des automorphismes de E, ce q ue l 'on note s ,  h E Q.Coc(E) et on a :  

1 - 1 1 . S- = S et h = k I dE .  

Remarque Il est à noter q ue s i  p est un  projecteur de E alors s = 2p - idE 
est une involution linéaire de E. En effet , 

SOS (2p - idE) o (2p - idE) 
2p O 2p - 2p O idE - idE O 2p + idE o idE 
4(p o p) - 2p - 2p + idE = 4p - 4p + idE = idE 

où on a utilisé q ue p o p = p car p est un projecteur de E. R éciproq uement , si s 
est une involution linéaire de E alors les deux endomorphismes 

et q = � (idE - s) 
2 

sont des projecteurs de E. Par exemple, 

p 0 p = � (idE + s) 0 � (idE + s) = � (idE 0 idE + idE 0 s + s 0 idE + s 0 s) . 
2 2 4 



Les applications l inéaires 381 

Or, idE o idE = idE ,  id E os = s o idE = s et s os = id E car s est une involution 
linéaire de E. Ainsi , 

1 1 
p Op =  4 ( id E + S + S + idE ) = 2(s + idE ) =p. 

On vérifie de la même manière q ue q o q = q. 

9.2 Image et noyau 

9.2.l Image d'une application linéaire 

Soient f une application d e  E dans F et A un sous-ensemble de E. On rappelle 
(voir la d éfinition 2 . 1 5 ,  page 36) q ue l 'image (d irecte) par f de A, q ue l 'on note 
J(A), est le sous-ensemble de F défini comme suit : 

f(A) 
dff. {f(x) 1 x E A}. 

Si l'ensemble A ne possèd e  aucune structure algébriq ue particulière et si f est 
une application q uelconq ue alors , a priori, l 'ensemble f (A) ne possède lui non 
plus aucune structure algébriq ue remarq uable . En revanche, la situation est 
diff érente si A possèd e  une structure d e  sous-espace vectoriel et si f est une 
application linéaire . On a le résultat suivant . 

PROPOSITION 9.5 Soient E et F deux OC-espaces vectoriels. Si A est un 
sous-espace vectoriel de E et si f est une application linéaire de E dans F 
alors f (A) est un sous-espace vectoriel de F. 

Démonstration L'ensemble f (A) est non vid e  puisq ue le sous-espace vecto
riel A est non vide (par définition d 'un sous-espace vectoriel) . Soient y1, y2 deux 
vecteurs de f(A) et a, f3 deux scalaires . Montrons q ue le vecteur ay1 + f3y2 
appartient à f(A) . Puisq ue y1 E f(A) , il existe x1 E A tel q ue y1 = f(x1) . De 
mêm e, puisq ue y2 E f (A) ,  il existe X2 E A tel q ue y2 = f (x2) . On a alors : 

car f est linéaire. De plus , le vecteur ax1 + f3x2 appartient à A puisq ue A est 
un sous-espace vectoriel de E. On a ainsi trouvé un vecteur appartenant à A, 
à savoir le vecteur ax1 + f3x2, q ui a pour image le vecteur ay1 + (3y2 par f, ce 
qui m ontre q ue ay1 + (3y2 E J(A) .  D 

On rappelle q ue l'image de f est le sous-ensemble f (E) de F défini par : 

f(E) 
dff. 

{f(x) 1 x E E}. 

Lorsq ue f est linéaire , nous particularisons la notation comme suit : 

lm f nf!f f(E) . 
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En appliq uant la proposition précédente avec A = E, on obtient le résultat 
suivant . 

COROLLAIRE 9. 2 Soient E et F deux OC-espaces vectoriels. Si f est une ap
plication linéaire de E dans F alors lm f est un sous-espace vectoriel de F. 

9.2.2 Noyau d'une application linéaire 

Définissons à présent le noyau d 'une application linéaire . 

D ÉFINITION 9. 5 Soient E, F deux OC-espaces vectoriels et f une application 
linéaire de E dans F. L 'ensemble des vecteurs de E qui ont pour image 0 F 
par f est appelé noyau de f et se note Ker f. En d 'autres termes, 

Ker f 
d!f. {x E E J f(x) = OF}. 

D'après la définition 2 . 1 5  (voir page 36) , le noyau de f est l ' image réciproque 
par f du singleton {Op}, c'est-à-dire : 

ce q ui ,  rappelons-le, ne suppose en aucun cas q ue f soit bijective . 
La propriété de linéarité de l 'application f nous assure q ue l 'ensemble Ker f 
n 'est jamais vide . En effet, Oe E Ker f. 

De la linéarité de f, on déduit également la propriété suivante. 

PROPOSITION 9.6 Soient E et F deux OC-espaces vectoriels. Si f est une 
application linéaire de E dans F alors Ker f est un sous-espace vectoriel de E. 

Démonstration D 'après la remarq ue précédente, le noyau est non vide. Soient 
x1, x2 deux vecteurs de Ker f et o:, f3 deux scalaires . Montrons q ue le vecteur 
o:x1 + f3x2 appartient à Ker f. Utilisant la linéarité de f, on a :  

car f(x1) = f(x2) =Op (les vecteurs x1, x2 appartiennent en effet à Ker/). 
Le vecteur o:x1 + f3x2 a ainsi pour image par f le vecteur nul . Il appartient 
donc à Ker f. D 

Remarques 

1 .  Si le noyau et l 'image d 'une application linéaire f de E dans F ont en 
commun la propriété de posséder une structure de sous-espace vectoriel , ils 
sont contenus en revanche dans des espaces différents : 

- le noyau est contenu dans l 'espace de départ (ici E) , 
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- l 'image est contenu dans l 'espace d'arrivée (ici F) . 
Bien sûr, pour un endormorphisme f de E, noyau et image de f vivent dans le 
même· espace (ici E) . 

2. Étant donnés trois OC-espaces vectoriels E, F, G, une application linéaire f de 
E dans F et une application linéaire g de F dans G, on a l ' inclusion suivante : 

Ker f c Ker(g o !) .  

Montrons ce  résultat . Soit x un vecteur appartenant au noyau de  f. On a donc 
x E E et f(x) = OF, d'où, en appliquant g, g(f(x)) = g(OF ) , c 'est-à-dire : 
(g o f)(x) =Oc car g(OF) =Oc. L'image par g o  f du vecteur x est le vecteur 
nul de G. Cela signifie que le vecteur x appartient au noyau de gof. L'inclusion 
Ker f c Ker(g o !) s 'en trouve démontrée . A toutes fins utiles , rappelons (voir 
page 41) que pour les images, l 'inclusion est renversée : 

Im(g o J) c Img. 

Exemples 

1. Soit f un endomorphisme de E. Si f est nilpotent d' indice p alors 

Ker fP = E et lm f P = { 0 E } .  

2. Soient E un OC-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces supplémentaires 
dans E. Si p désigne la projection vectorielle sur F parallèlement à G alors 

Imp = F  et Kerp = G. 

Vérifions ces résultats . Commençons par montrer que Imp = F. 
- A l 'évidence, Imp c F. En effet , l ' image par p d 'un vecteur de E est son 

composant sur F. C 'est donc un vecteur de F. 
- Réciproquement , tout vecteur XF de F est sa propre image par p (c'est-à

dire : p(xF) = XF) puisque XF = XF + Oe avec Oe E G, ce qui montre que 
XF E Imp. L'inclusion F C Imp s 'en trouve démontrée . On a donc montré, 
par double inclusion, que Imp = F. 

Montrons à présent que Kerp = G. 
- Soit x E Ker p. Le vecteur x, qui appartient aussi à E, se décompose de 

manière unique sous la forme : x = XF +xc avec (xF,xc) E F x G. On 
a donc : p(x) = XF. Or, p(x) = Oe puisque x appartient au noyau de p. 
On a donc : XF = Oe, d'où x = Oe + xc, c'est-à-dire : x = xc, ce qui 
montre que x appartient à G puisqu 'il est égal à un vecteur de G. L 'inclusion 
Ker p C G est donc démontrée . 

- Réciproquement , considérons un vecteur xc dans G. On a alors : 
xc = Oe + xc avec Oe E F, ce qui signifie que p(xc) = Oe, autrement dit 
que xc E Ker p et montre que G est inclus dans Ker p. Par double inclusion , 
on a montré que Kerp = G. 
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De même, si q désigne la projection vectorielle sur G parallèlement à F alors 

lm q = G et Ker q = F. 

Invariants et opposés 

Soient E un OC-espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Alors l 'ensemble 
noté Inv f appelé ensemble des invariants de f et l 'ensemble noté Opp f appelé 
ensemble des opposés de f définis par 

Inv f dff. {x E E 1 f(x) = x} et Opp f dff. {x E E 1 f(x) = -x} 

sont des sous-espaces de E. Pour s 'en convaincre , il suffit de remarquer que 
Inv f = Ker (! - idE) puisque , pour tout x E E, 

f(x) = X  � f(x) - X =  ÜE � (! - idE )  (x) = ÜE .  

En procédant de même, on vérifie que Opp f = Ker (! + idE) · D 'après la pro
position 9 .6 ,  Inv f et Opp f sont bien deux sous-espaces de E. 

Exemple Soient E un OC-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces supplé
mentaires dans E. Si s désigne la symétrie vectorielle par rapport à F parallè
lement à G alors 

Inv s = F et Opp s = G. 
Commençons par vérifier la première égalité (ensembliste) Inv s = F. 
- Soit x E Inv s .  Le vecteur x appartient à E et vérifie s(x) = x .  Puisque 

E = F EB G, x se décompose de manière unique sous la forme x = XF + xa 
avec XF E F et xe E G. Par définition de s ,  on a :  s(x) = XF - xe .  L'égalité 
s(x) = x s 'écrit ainsi : 

XF - Xe = XF + Xe .  

D 'où, après simplification par X F  de part et d'autre de l 'égalité, x e  = OE. 
Ainsi, x = XF + ÜE = XF .  Le vecteur x appartient donc à F puisqu 'il est 
égal à un vecteur de F, ce qui montre l 'inclusion Inv s c F. 

- Réciproquement , soit XF un vecteur de F. On a : XF = XF + ÜE avec 
ÜE E G. Par définition de s ,  on a alors : s (xF) = XF - OE = XF , autrement 
dit : XF E Inv s .  L'inclusion F C Inv s est donc démontrée . On a donc 
montré l'égalité ensembliste Inv s = F. 

Vérifions maintenant la deuxième égalité (ensembliste) Opp s = G. la démons
tration est très proche de la démonstration précédente. 
- Soit x E Opp s .  Ainsi , x E E et s(x) = -x .  Puisque x = XF + xe avec 

XF E F et xe E G, et par définition de s ,  l 'égalité s(x) = -x s 'écrit : 

XF - Xe = - (XF + xe) .  

D 'où, en simplifiant cette fois-ci par -xe à gauche et à droite de l 'égalité, 
XF = OE .  Ainsi , x = ÜE + xe = xe .  Le vecteur x est égal à un vecteur de 
G. Il appartient donc à G. L'inclusion Opp s c G est démontrée . 
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- Soit xe E G. À l 'évidence, xe = OE + xe avec OE E F. Ainsi, 
s(xe ) = OE - xe (par définition de s) .  On a donc : s (xe) = -xe , ce 
qui montre que xe E Opp s, l 'inclusion G C Opp s s 'en trouve démontrée . 

EXERCICE 2 Soit E un OC-espace vectoriel . 
1 - Soit p un projecteur de E. Montrer que 

E = lmp EB Kerp. 

En déduire que p est la projection vectorielle sur lmp parallèlement à Ker p. 
2 - Soit s une involution linéaire de E. Montrer que 

E = lnv s EB Opp s. 

En déduire que s est la symétrie vectorielle par rapport à Inv s parallèlement 
à Opp s .  

Énonçons à présent une première caractérisation d 'une application linéaire in
jective. 

P ROPOSITION 9. 7 Soient E et F deux OC-espaces vectoriels. Pour qu 'une 
application linéaire f de E dans F soit injective, il faut et il suffit que 

Ker f = {OE} .  

Démonstration Supposons f injective et montrons que Ker f = {Oe } .  Soit x 
un vecteur appartenant au noyau de f .  Le vecteur x appartient ainsi à E et 
vérifie f(x) = Op. Remarquons que le vecteur Üp est l'image par f du vec
teur OE. Ainsi , f (x) = f(Oe) et on en déduit que x = Oe car f est injective , 
montrant ainsi que l 'unique élément du noyau est le vecteur nul . Réciproque
ment , supposons Ker f = { 0 E} et déduisons-en que f est injective . Considérons 
deux vecteurs x et y de E tels que f(x) = f(y) et montrons que x = y. On a 
les équivalences : 

f(x) = f(y) f(x - y) = Op x - y  E Ker j. 

Le noyau Ker f étant réduit au vecteur nul ,  on a nécessairement x - y = Oe , 
c'est-à-dire x = y . D 

Remarque Soit f une application quelconque (en particulier non nécessaire
ment linéaire) de E dans F. Alors, f est surjective si et seulement si, lm f = F. 
Cette caractérisation est vraie même si f n 'est pas linéaire . Par contre, i l  n 'y 
a équivalence entre « f est injective » et « Ker f = { 0 E} » que lorsque f est 
linéaire . 
L'exemple suivant illustre les notions de noyau et d'image pour un endomor
phisme de JR3 . 
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Exemple On considère l 'endomorphisme f de JR.3 qui au vecteur x = (x1 , x2 , x3) 
associe le vecteur 

Cherchons le noyau et l 'image de f. Commençons par chercher le noyau . Soit 
x = (x1 , x2 , x3 )  E Ker f .  On a :  

f(x) = (0, 0 , 0) . 

Autrement dit , x1 , x2 , X3 vérifient : { 0 = X1 
0 = 
0 = X1 

Remarquons que la dernière équation est la somme des deux premières . On peut 
ainsi l 'éliminer . On se ramène à un système de deux équations à trois inconnues 
(qui sont x1 , x2 et x3 ) .  Pour résoudre ce système, on doit privilégier deux 
inconnues (disons x1 et x2 ) et exprimer la solution en fonction de la troisième. 
On obtient x1 = x3 et x2 = -x3 . Un vecteur x = (x1 , x2 , x3 )  appartenant à 
Ker f s 'écrit ainsi sous la forme générale : 

X = (x3 , -X3 , X3 )  = X3 ( l , - 1 ,  1 )  

avec x3 E R Le noyau de f est donc la droite vectorielle de JR.3 engendrée par 
le vecteur (non nul) u = ( 1 , - 1 ,  1 ) ,  ce que l 'on note : 

Ker f = JR.u avec u = ( 1 ,  - 1 , 1 ) .  

C'est un sous-espace de dimension 1 .  Déterminons maintenant l 'image de f. 
Soit y = (y1 , y2 , y3 ) avec Y1 , y2 , y3 des réels , un vecteur appartenant à lm f. 
Ses coordonnées vérifient la relation y3 - y1 - Y2 = 0 puisque 

C 'est l 'équation d'un plan vectoriel de JR.3 . On a donc : 

(5) 

ce qui signifie en particulier que l 'image de f est un sous-espace de dimension 
au plus égale à 2. Remarquons que lm f contient les vecteurs c1 = ( 1 ,  0, 1) ,  
c2 = ( 1 , 1 ,  2) e t  c3 = ( 0 ,  1 ,  1 )  qui sont les images des trois vecteurs de la  base 
canonique de JR.3 , c'est-à-dire : 

C1 = f( ( l , 0, 0) ) ,  C2 = f( (O , 1 , 0) )  et C3 = f((O , 0 ,  1 ) ) .  

Les trois vecteurs c1 , c2 , c3 sont liés puisque c2 = c1 + c3 . Les deux vecteurs 
c1 et c3 ne sont pas colinéaires ; ils forment ainsi une famille libre. On a donc : 

(6) 
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L'image de f est un sous-espace de dimension au moins égale à 2. En combi
nant (5) et (6) on en déduit que l 'image de f est un sous-espace de dimension 2 
et 

lm f = { (Y1 , Y2 , y3 ) E lR.3 1 Y3 - Yi - Y2 = 0} = Vect ( C1 , C3) .  

L'application f n'est ni injective puisque Ker f -:/- {OJR3 } ,  ni surjective puisque 
l 'ensemble lm f est strictement inclus dans F. 

EXERCICE 3 On considère l 'ensemble 1R2 [X] muni de sa structure usuelle 
de JR-espace vectoriel . 
1 - Montrer que C = ( 1 ,  X - 1 ,  (X + 1 ) 2 ) est une base de 1R2 [X] . 
2 - Soit f l 'application qui à tout polynôme P de JR.2 [X] lui associe 

f (P) = 2 (X + l )P - (X2 - 2X + l )P' 

où P' désigne le polynôme dérivé de P. Montrer que f est un endomorphisme 
de lR.2 [X] . Déterminer lm f et Ker f .  

9.3 Image d'une famille de vecteurs par une application linéaire 

9.3.1 Image d'une famille génératrice 

Soit f une application linéaire de E dans F. Considérons une famille Ç généra
trice de l 'espace de départ E. Son image par f, la famille f (Ç) , est génératrice 
de Vect (f (Ç) ) qui est un sous-espace de l 'espace d'arrivée F. Cet espace est en 
fait remarquable puisqu 'il est égal à lm f. On a en effet le résultat suivant . 

PROPOSITION 9.8 Soient E et F deux OC-espaces vectoriels et f une applica
tion linéaire de E dans F. Si Ç est une famille génératrice de E alors l 'image 
par f de Ç est génératrice du sous-espace lm f de F. En d 'autres termes, 

E = Vect (Ç) ===> lm f = Vect (f (9)) . 

Démonstration Soit g une famille génératrice de l 'espace E. Supposons cette 
famille finie . La démonstration dans le cas d 'une famille infinie ne pose pas 
de difficulté. Sa rédaction est laissée en exercice . Supposons 9 = (vi ) i�i�m· 
Montrons que tout vecteur de lm f s 'écrit comme une combinaison linéaire de 
la famille f (Ç) = (f (vi ) ) 1 ,,::.i,,::.m . Soit y E lm f. Il existe x E E tel que y = f (x). 
Or, E étant engendré par97 il existe un m-uplet (a1, . .. 'Œm) E ocm tel que 

On en déduit alors , en appliquant f, l 'égalité suivante : 
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Par linéarité de f et puisque y =  f(x) ,  on obtient : 

ce qui montre que y est combinaison linéaire des vecteurs f(v 1 ) ,  . . .  , J (vm) et 
termine donc la démonstration . O 

Exemple Reprenons l 'exemple de l 'endomorphisme f de JR3 qui au vecteur 
(x 1 , x2 , x3 ) associe le vecteur 

En utilisant la proposition 9 .8 ,  il est maintenant facile de trouver une famille 
génératrice de lm f. Il suffit de calculer les images· des vecteurs d'une famille 
génératrice de l 'espace de départ JR3 . Naturellement , la base canonique Be de JR3 
vient à l 'esprit , Be = ( ( 1 ,  0 ,  0) , (0 , 1 ,  0 ) ,  (0, 0, 1 ) ) .  En notant 

on a :  

C1 = f ( ( l , 0 , 0) ) ,  C2 = f ( (O , 1 ,  0) ) et C3 = f ( (O , 0 ,  1 ) ) ,  

lm f Vect (f(Be) )  = Vect (f ( ( l , O, O) ) , f ( (0 , 1 , 0) ) , f ( (0 , 0 , 1 ) ) )  

Vect ( ( l , 0, 1 ) ,  ( 1 ,  1 ,  2) , ( 0 ,  1 ,  1 ) )  = Vect ( ( l , 0 ,  1 ) ,  ( 0 ,  1 ,  1 ) )  
� "'---v--' "'---v--' "'---v--' "'---v--' 

= C1 = C2 = C3 = C1 = C3 

car c2 = c1 + c3 , On en déduit que dimIR (lm f) = 2 car c1 et c3 forment une 
famille libre . 

Cas d'un espace de départ de dimension finie 

Considérons un OC-espace E de dimension finie égale à p, F un OC-espace non 
nécessairement de dimension finie et f une application linéaire de E vers F. 
Soit B = ( e 1 , e2 , , , . , ep) une base de E, La famille B étant génératrice de E 
(puisque c'est une base) , son image par f est génératrice de lm f.  On a donc :  

lm f = Vect (f(e1 ) ,  J (e2 ) ,  . . . , f (ep) ) .  

On en déduit l 'égalité des dimensions : 

dimoc (lm f) = dimoc (Vect (f (e1 ) ,  f (e2 ) , ,,,, f (ep ) ) ), 

Bien évidemment , les p vecteurs f (e 1 ) ,  f(e2 ) ,, . .  , f (ep) de l 'espace d 'arrivée F 
ne constituent pas nécessairement une famille libre dans F. Ainsi , la dimension 
du sous-espace lm f qu 'ils engendrent est inférieure ou égale à p. Autrement 
dit , 

dimoc (lm f) � p = dimoc (E) . 

On a ainsi démontré le corollaire suivant . 
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COROLLAIRE 9. 3 Soient E et F deux OC-espaces vectoriels et f une appli
cation linéaire de E dans F. Si E est de dimension finie alors lm f est de 
dimension finie et 

dimoc (lm f) :::;;; dimoc ( E) . 

Insistons sur le résultat de ce corollaire . Il stipule que si l 'espace de départ E 
est de dimension finie alors le sous-espace lm f de l 'espace d'arrivée F est 
non seulement un sous-espace de dimension finie (et ce indépendamment de la 
dimension de l 'espace d'arrivée F, qui peut être finie ou infinie) , mais de plus , 
sa dimension est inférieure ou égale à celle de l 'espace de départ E. En résumé, 
on dit qu'une application linéaire ne peut pas « augmenter » la dimension . 

9.3.2 Image d'une famille libre 

Cherchons maintenant à répondre à la question suivante : l 'image par une appli
cation linéaire d'une famille libre est-elle encore une famille libre ? Considérons 
pour cela une application linéaire f de E dans F et .C une famille libre de E. 
Par souci de simplification , supposons cette famille finie : .C = (v1 , v2 , . . .  , vq ) · 
La famille f(.C) = (f(v1 ) , f(v2 ) , . . . , f (vq ) )  est-elle libre ? Bien sûr , si deux 
vecteurs de .C ont même image par f alors , clairement , la famille f (.C) n 'est 
pas libre puisqu 'elle contient deux vecteurs identiques. Remarquons que cette 
situation n'arrive pas si f est injective . Revenons au cas général et essayons de 
voir à quelle condition les vecteurs de f (.C) forment une famille libre dans F. 
Partons de la relation de liaison : 

où a1 , Œ2 , . . .  , Œq appartiennent à OC. Remarqua.nt que Op = f(Oe) et utilisant 
la linéarité de f, cette relation de liaison s 'écrit : 

(7) 

Sans aucune hypothèse supplémentaire sur l 'application f, on ne peut rien en 
déduire. Si maintenant on suppose que f est injective alors de (7) il vient 

d'où a1 = a2 = . . .  = Œq = 0 puisque .C est précisément une famille libre 
dans E. On a ainsi démontré (dans le cas d 'une famille finie libre) la proposition 
suivante. 

PROPOSITION 9.9 Soient E, F deux OC-espaces vectoriels et f une applica
tion linéaire injective de E dans F. Si .C est une famille libre dans E alors 
f(.C) est une famille libre dans F.  

Démonstration I l  reste à démontrer ce  résultat dans l e  cas d 'une famille .C 
infinie libre dans E. C'est immédiat en appliquant le raisonnement précédent 
pour chaque famille finie extraite de f (.C) . D 
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Étant donnée une application linéaire J de E dans F, le fait que l 'imag e 
par f d'une famille libre ,C de E soit libre dans F ne permet pas de 
conclure que f est injective . Pour s 'en convaincre, il suffit de considérer 
l 'endomorphisme f de :OC3 qui à (x1, x2, x3) associe (x1, x2, 0) . La famille 
,C = ( ( 1 , 0 ,  1 ) ,  (0 , 1 ,  1 ) )  est libre dans :OC3 (c 'est immédiat) . Son image par f, 
la famille f(,C) = ( ( 1 , 0 , 0) , (0 , 1 , 0) ) , est libre aussi dans :OC3 et pourtant f 
n 'est pas injective car son noyau n'est pas réduit au vecteur nul : 

J((O, 0, 1 ) )  = (0, 0 ,  0) . 

En revanche, si l ' image de toute famille libre de E est libre dans F alors , 
cette fois-ci , on peut en déduire que f est injective. Montrons-le. Soit x un 
vecteur appartenant au noyau de f. On a donc x E E et f ( x) = 0 F .  Consi
dérons alors la famille notée Lœ constituée de l 'unique vecteur x. Autrement 
dit , 

Lœ = (x ) . 

L'image par f de Lœ est la famille 

f(Cœ) = (J (x)) = (OF) 

puisque x E Ker f. Utilisons à présent notre hypothèse, à savoir que l ' imag e 
par f de toute famille libre dans E est libre dans F. Clairement , la famille Cœ 
n e  peut pas être libre dans E car sinon son image par f serait elle-même 
libre dans F, ce qui n'est pas le cas . Si Lœ n 'est pas libre , c 'est qu 'elle est 
liée . Comme elle est constituée d 'un seul vecteur , cela signifie que ce vecteur 
est nécessairement nul . En d'autres termes , x = OE.  Le noyau de f étant 
réduit au vecteur nul , f est donc injective . 

L'image par une application linéaire d'une famille liée est-elle encore liée? 

Pour répondre à cette question, considérons une application linéaire f de E 
dans F,  avec E, F deux :OC -espaces vectoriels, et ,C = (v1, v2, . . .  , vq) une famille 
(finie) liée . D 'après la définition 8 .8 (voir en page 329) , cela signifie qu'il existe q 
scalaires a1, a2, . . .  , Œq appartenant à :OC ,  dont un au moins est non nul , tels 
que Œ1 v1 + Œ2V2 + . . .  + ŒqVq = OE et donc, en appliquant f et en utilisant la 
linéarité de f, tels que 

aif(v1) + Œ2f(v2) + . . .  + Œqf(vq) = OF.  

La famille f(,C) = (J (v1), f(v2), . .. , f(vq)) est donc liée dans F. Par consé
quent , à la question « L'image par une application linéaire d 'une famille liée 
est-elle encore liée ? » on peut répondre par l 'affirmative , et ce sans supposer 
que l 'application f soit injective (il lui suffit d 'être linéaire) . Par contraposition, 
si f (,C) est une famille libre dans F alors la famille ,C est libre dans E. 
En particulier , si en plus d 'être linéaire, l 'application f est injective alors, 
d 'après la proposition 9 .9 ,  si ,C est une famille libre dans E alors f (,C) est 
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une famille libre dans F. Nous venons de montrer que la réciproque était tou
j ours vraie. Ainsi, si f est injective alors ,C est libre dans E si et seulement si , 
f (C) est libre dans F. 

9.3.3 Image d'une base 

Après s 'être intéressé à l ' image d 'une famille génératrice à la proposition 9 .8 ,  
puis à celle d'une famille libre à la proposition 9 .9 ,  il est à présent naturel 
de s 'intéresser à l 'image d 'une famille qui est à la fois libre et génératrice , 
autrement dit à l 'image d 'une base . Se pose alors la question suivante : l 'image 
par une application linéaire f de E dans F d 'une base de E constitue-t-elle une 
base de F ?  

Pour y répondre, considérons une application linéaire f de E dans F, avec E, F 
deux OC-espaces , et B une base de E, et examinons les deux questions suivantes . 
- De quel sous-espace de l 'espace d 'arrivée F la famille f (B) est-elle généra-

trice ? D 'après la proposition 9 .8 ,  on sait que la famille f(B) est génératrice 
du sous-espace lm f puisque B est génératrice de E. 

- La famille f (B) est-elle libre dans F ?  La famille B étant libre dans E, on a 
vu que pour que f (B) soit libre dans F,  il suffit que f soit injective (voir la 
proposition 9.9) . 

Par conséquent , on peut donner un premier élément de réponse : si l 'application 
linéaire f est injective alors l 'image par f d'une base de E est une base, non pas 
de tout l 'espace d'arrivée F, mais seulement de son sous-espace lm f. La propo
sition suivante complète cette réponse. Elle fournit une seconde caractérisation 
d'une application linéaire injective . 

PROPOSITION 9. 1 0  Soient E, F deux OC-espaces vectoriels, f une applica
tion linéaire de E dans F et B une base de E. L 'application f est injective si 
et seulement si, f ( B) est une base de lm f .  

Démonstration Nous avons déjà établi en  préambule que s i  f est injec
tive alors l 'image par f de B est une base du sous-espace lm f. Récipro
q uement , supposons que f (B) est une base de lm f et déduisons-en que le 
noyau de f est réduit au vecteur nul . Intéressons-nous en particulier au cas où 
B = ( e 1 , e2 , . . .  , en ) (la rédaction dans le cas d 'une base infinie est laissée en 
exercice) . Soit x E Ker f. Puisque x appartient à E, nous pouvons le décom
poser dans la base B. Notant x1 , x2 , . . .  , Xn ses coordonnées par rapport à B, 
on a : 

x = X1 e1 + X2e2 + . . .  + Xnen . 
D'où, en appliquant f, en utilisant la linéarité de f et le fait que f(x) = OF 
(puisque x E Ker !) : 

Or, par hypothèse, les vecteurs f(e1 ) ,  f (e2 ) ,  . . .  , f(en) sont libres dans F 
(puisqu 'ils forment une base de F) . On déduit de la relation précédente que 
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x1 = x2 = . . .  = Xn = 0 et donc que x = OE . On a ainsi montré que 
Ker f = {OE} · L'application f est injective . O 

Si en plus d'être injective, l 'application linéaire f de E dans F est surjective 
(c'est-à-dire si lm f = F) alors l 'image de la base B par f est une base de 
l 'espace F tout entier . 

On a donc aussi le résultat suivant qui fournit une caractérisation d 'une appli
cation linéaire bijective . 

COROLLAIRE 9.4 Soient E, F deux OC-espaces vectoriels, B une base de E 
et f une application linéaire de E dans F.  L 'application f est bijective si et 
seulement si, f (B) est une base de F.  

Le  résultat du  corollaire 9 . 4  peut nous aider à trouver l a  dimension d 'un es
pace F, et par la même occasion à en construire une base. La méthode consiste 
à trouver un isomorphisme f de E dans F où E est un espace de notre choix 
dont on connaî t  à la fois la dimension et une base. Si l 'espace de départ E est 
de dimension finie alors l 'espace d'arrivée F est lui aussi de dimension finie. 
De plus, et c'est là tout l 'intérêt de la méthode, on connaî t  la dimension de F 
puisque dimoc (F) = dimoc (E) . Enfin, on sait comment obtenir une base de F. 
Il suffit de calculer l 'image d 'une base (quelconque) de E. Illustrons ces propos 
avec l 'exemple des suites de Fibonacci généralisées . 

Exemple (Suites de Fibonacci généralisées) Soit (p, q) E <C x <C. On sait que 
l 'ensemble Fp,q constitué des suites complexes (un)nEN vérifiant la relation de 
double récurrence suivante : 

\:/n E N Un+2 + PUn+i + qun = 0 (8 ) 

est un sous-espace de l 'espace vectoriel E = A(N, <C) (voir page 318 ) .  On sait 
aussi que l 'espace E est de dimension infinie mais qu 'en est-il du sous-espace 
Fp,q ? Est-il de dimension finie ou infinie ? On remarque que toute suite de 
Fibonacci généralisée est entièrement caractérisée par la donnée de ses deux 
premiers termes . En effet, si (un)nEN et (vn )nEN sont deux suites de Fp,q telles 
que uo = va e t  u1 = v1 alors on vérifie, par récurrence sur n, que Un = Vn 
pour tout n E N. Les deux suites (un)nEN et (vn )nEN sont donc identiques. 
On a ainsi identifié une application de <C2 dans Fp,q, qui au couple (a, !3) E IC2 
associe l 'unique suite (un)nEN de Fp,q caractérisée par ses deux premiers termes 
u0 = a et u1 = {3. Notons <I>p,q cette application . 

Nous allons vérifier que <I>p,q définit bien un isomorphisme de <C2 dans Fp,q· 
- Commençons par vérifier que <I>p,q est linéaire. Soient (a, /3), (a', {3') deux 

couples de <C2 et >., X deux complexes . L'image par <I>p,q du couple (a, !3) 
est la suite (un)nEN E Fp,q caractérisée par u0 = a et u1 = {3. De même, 
l 'image par <I>p,q du couple (a', !3') est la suite ( vn )nEN E Fp,q caractérisée par 
va = a' et v1 = {3'. Ainsi , À<l>p,q((a, {3)) + X<I>p,q((a', {3')) = (wn)nEN E Fp,q 
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où Wn = ÀUn + Xvn pour tout n E N. En particulier , en prenant n = 0 et 
n = 1, on a :  

wo = Àuo + À1vo et w1 = Àu1 + À1v1 . 
Intéressons-nous à présent à l 'image par 1>p,q de À(a, /3) + À1(a', /3') . On a : 

À(a, /3) + X(a', /3') = (Àa + À1a1, À/3 + X/3') . 
Ainsi, l 'image par 1>p,q de À(a, /3) + X(a', /3') est la suite (tn )nEN E Fp,q 
caractérisée par to = Àa + X a' et t1 = À/3 + X /3'. Or, u0 = a et u1 = f3 
d'une part, et vo = a' et v1 = /31 d'autre part . On a donc : 

Les suites (wn )nEN et (tn )nEN, toutes les deux dans Fp,q, coïncident pour 
n = 0 et n = 1 .  Elles sont donc identiques , établissant ainsi que 

1>p,q(À( a, /3) + À1 (a', /31) )  = À1>p,q( (a , /3) )  + À11>p,q( (a', /31) ) . 
L'application 1>p,q est donc linéaire . 

- Elle est surjective puisque toute suite (un )nEN de Fp,q possède au moins un 
antécédent par 1>p,q (il suffit de prendre a =  u0 et f3 = u1 ) . 

- Enfin, elle est injective . Pour s 'en convaincre , prenons un élément (a, /3) 
de Ker 1>p,q· Son image par 1>p,q est la suite nulle . En particulier , ses deux 
premiers termes sont nuls, autrement dit : a = f3 = O. 

Comme nous l 'avions annoncé , l 'application 1>p,q ainsi construite définit bien 
un isomorphisme de <C2 dans Fp,q· L'espace <C2 étant de dimension 2, l 'espace 
d'arrivée , Fp,q, est alors lui-même de dimension 2. On en obtient une base en 
calculant l 'image par 1>p,q d'une base de l 'espace de départ <C2. Choisissons la 
base canonique Be = ( ( 1 ,  0) , (0 , 1 ) ) de <C2. L 'image de ( 1 , 0) par 1>p,q est la suite 
(an)nEN E Fp,q caractérisée par ao = 1 et a1 = O . De (8 ) ,  il vient : az = -q, 
a3 = pq, a4 = -p2q + q2, etc. On a donc : 

(an )nEN = 1>p,q( ( l , 0 ) ) = ( 1 , 0 , -q, pq, -p2q + q2,. . . ) . 
L 'image de (0 , 1 ) par 1>p,q est la suite (bn )nEN E Fp,q caractérisée par b0 = 0 et 
b1 = 1 .  De (8 ) ,  il vient : bz = -p, b3 = p2 - q, b4 = 2pq - p3, etc. On a donc : 

(bn)nEN = 1>p,q( (0 , 1 ) )  = (0 , 1 ,  -p,p2 - q, 2pq - p3 , . . . ) . 
Les deux suites ( an )nEN et (bn )nEN ainsi construites sont en pratique peu uti
lisées car peu maniables . On leur préfèrera d'autres bases . La recherche de ces 
nouvelles bases fait l 'objet de l 'exercice 7 donné en fin de chapitre . 

PROPOSITION 9. 1 1  Soient E et F deux OC-espaces vectoriels de dimensions 
finies. Une condition nécessaire et suffisante pour que E et F soient iso
morphes est que 

dimoc ( E) = dimoc ( F) . 



394 Rang d'une application l inéaire 

Démonstration Supposons E et F isomorphes. Il existe donc un isomor
phisme <I> de E vers F. Soit B une base de E. On a card(B) = dimoc (E ) . 
D 'après le corollaire 9 .4 ,  <I> (B) est une base de F. O n  a donc card(<I> (B) ) :::: 
dimoc (F) . Or, B et <I> (B) sont deux familles de même cardinal . On en déduit 
que dimoc (E) = dimoc (F) . Réciproquement , supposons les deux espaces E et F 
de même dimension p. Soient B = (ei)1.;;i:;;p une base de E et B' = (e�)i,;;i.;;p 
une base de F. Considérons l 'application <I> qui transforme B en B' , définie par : 

\;/i E { 1 ,  2, ... , p} <I> ( ei) = e�. 

On en déduit q ue les deux espaces E et F sont isomorphes puisque l 'appli
cation <I> définit un isomorphisme de E vers F (cela se justifie en utilisant le 
corollaire 9 .4) . O 

Remarque D'après la proposition 9 . 1 1 ,  tout IK-espace vectoriel E de dimen
sion n ? 1 est isomorphe à ocn . L'application <I> de ocn dans l 'espace E muni 
de la base B = (u1, u2, ... , un), définie par 

constitue un isomorhisme entre ocn et E. Elle transforme la base canonique 
de ocn en B. En effet , <I> ( ( l , O , . . . , 0) )  = u1, . . .  , <I> ( (O , O , . . . , 1 ) )  =Un· 

EXERCICE 4 Soient E un JR. -espace vectoriel de dimension 2 muni d'une 
base B = ( u, v) et m un réel . On considère l 'endomorphisme f m de E défini 
par : { fm(u) =mu +(m +l)v 

fm(v) = (m - l)u + (m - 2)v 

1 - Pour quelles valeurs de m l 'endomorphisme f m est-il bijectif ? 
2 - Déterminer Ker f m et lm f m suivant m. 

• • (10) 3 - Rechercher les m van ants de fm· 

9.4 Rang d'une application linéaire 

Dans ce paragraphe, E désigne un IK-espace vectoriel de dimension finie. Tout 
sous-espace vectoriel de E est nécessairement de dimension finie. 

9.4.1 Rang d'une application linéaire 

Comme on l 'a vu au corollaire 9 .3 ,  si E est un IK-espace de dimension finie et 
si f est une application linéaire de E dans F alors lm f est de dimension finie. 
La définition suivante a donc un sens . 

(lO) 
On rappelle (voir en page 384) que l 'ensemble des invariants de fm est l'ensemble noté 
Inv fm constitué des vecteurs œ de E vérifiant fm(œ) = œ. 
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D ÉFINITION 9.6 Soient E un OC-espace vectoriel de dimension finie et F un 
][{-espace vectoriel (non nécessairement de dimension finie) . Le rang d'une 
application linéaire f de E dans F est la dimension de l 'image de f. On le 
note rg f. Autrement dit, 

f déf. d" ( !) rg = 1moc lm . 

Insistons sur le fait que cette définition est indépendante de la dimension de 
l'espace d'arrivée F, ce dernier pouvant être de dimension finie ou infinie . 

Rappelons que si dimoc (E) = p et B = (e 1 , e 2, . . .  , ep ) est une base de E alors 
Imf = Vect (f(e1 ) , f(e 2) , . . .  , f(ep ) ) , d 'où en passant aux dimensions, 

dimoc (lm f) = dimoc (Vect (f (e1 ) , f (e2) , . . .  , f (ep ) ) ) . 

On a donc : 
rg f = rg (f(e1 ) , f(e2) , . . .  , f(ep ) ) . 

D'après le corollaire 9 .3 ,  dimoc (Im f) � dimoc (E) . On a donc : 

rg f � dimoc (E) . (9) 

De plus , si l 'espace d'arrivée F est de dimension finie alors, lm f étant un 
sous- espace vectoriel de F, on a aussi : dimoc (lm f) � dimoc ( F) ,  c 'est-à-dire : 

rg f � dimoc(F) .  ( 10) 

En combinant (9) et ( 10) ,  on obtient rg f � min{ dimoc (E) , dimoc (F) } .  On 
résume ces résultats dans la proposition suivante. 

PROPOSITION 9.12 Soient E, F deux OC-espaces vectoriels avec E de dimen
sion finie et F de dimension quelconque, et f une application linéaire de E 
dans F. Alors rg f � dimoc ( E) . De plus, si F est de dimension finie alors 
rg f � min { dimoc (E) , dimoc (F) } . 

9.4.2 Théorème du rang 

Le théorème suivant est fondamental en algèbre linéaire. Nous l 'utiliserons à 
de multiples reprises. 

THÉORÈME 9.1 (du rang) 
Soient E un OC-espace vectoriel de dimension finie et F un OC-espace vectoriel 
non nécessairement de dimension finie. Pour toute application linéaire f de 
E dans F, on a : 

dimoc ( E) = rg f + dimoc (Ker f) . 
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Démonstration Supposons l 'application f non nulle (la démonstration e st 
immédiate lorsque f est nulle) . Puisque E est de dimension finie , Ker f et lmj 
sont aussi de dimensions finies . Notons q = dimoc (Ker J) et r = dimoc (lm f). 
Soient BKerf = ( W1 , . . .  , Wq ) une base de Ker f et Brmf = (.e1 , . . .  , .er ) une ba se 
de lm f. Notons que BKerf et Brmf sont constitués de vecteurs n'appartenant 
pas au même espace vectoriel : les vecteurs de BKerf sont contenus dans l 'e s
pace de départ et ceux de Brmf dans l 'espace d 'arrivée . Pour tout i E { 1, . . . ,r} 
il existe un vecteur ui appartenant à E tel que f ( ui ) = .ei . La démonstra
tion consiste à montrer que la famille B constituée des q vecteurs w1 , . . . , wq 
augmentés des r vecteurs u1 , . . .  , Ur constitue une b ase de E. 

Ç:: Montrons que les q + r vecteurs w1 , . . .  , Wq , u1 , . . .  , Ur sont libres dans E. 
Considérons la relation de liaison : 

(1 1) 

où Œ1 , . . .  , Œq , f31 , . . .  , f3r appartiennent à K En appliquant f à ( 1 1 ) e t  e n  
utilisant le fait que f est linéaire, on obtient : 

Or f (w1 ) = . . .  = f(wq ) =Op puisque wi E Ker f pour tout i E { 1 ,  .. . , q} et 
f (u1 ) = .e1 , . . .  , J (ur ) = .er . L'égalité précédente s'écrit ainsi : 

On en déduit f31 = . . .  = f3r = 0 puisque Brmf = ( .e i, . . .  , .er ) est une b ase de 
lm f et donc, a fortiori, une famille libre dans F. La relation de liaison (11) 
s 'écrit maintenant : 

Œ1W1 + . . . + ŒqWq = ÜE .  

Il en résulte que a1 = . . .  = Œq = 0 car BKerf = ( w1 , . . .  , Wq ) est une b ase de 
Ker f et donc, a fortiori, une famille libre dans E. 

Ç:: Montrons à présent que les q + r vecteurs w1 , . . .  , Wq ,  u1 , . . .  , u,. sont 
générateurs de l 'espace E. Soit x un vecteur appartenant à E. Son image par f 
appartient à lm f .  Les vecteurs .e1 , . . .  , .er étant générateurs de l 'image de f 
(puisqu 'ils en constituent une base) , il existe un r -uplet ((31 , . . .  , (3,.) E ocr tel 
que 

Par linéarité de f, on en déduit : 

ce qui montre que le vecteur x - ((31 u1 + . . .  + (3,.ur) appartient à Ker f .  Or, les 
vecteurs w1 , . . .  , Wq sont générateurs du noyau de f (puisqu 'ils en constituent 
une base) . Il existe donc un q-uplet (a1 ,  . . .  , aq ) E !Kq tel que 
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On a ainsi montré l 'existence d 'un ( q + r )-uplet ( 0:1 , . . .  , o:q , /31 , . . .  , /3r ) E ocq+r 

tel que 
X = 0:1W1 + ... + O:qWq + /J1U1 + . . . + /JrUr . 

T out vecteur de E peut ainsi s 'écrire comme une combinaison linéaire des vec
teurs w1, . . .  , Wq , u1 , . . .  , Ur . Ces derniers engendrent donc E. 

I> La famille B étant libre dans E et génératrice de E, c 'est une base de E. 
On a donc dimoc(E) = card(B) = q + r , autrement dimoc (E) = dimoc (Ker !) + 
dimoc (lm f) car q = dimoc (Ker f) et r = dimoc (lm f ) .  0 

Exemple Soient E un OC-espace vectoriel de dimension n � 1 et f : E --+ OC 
une forme linéaire. Il est facile de vérifier que si f n 'est pas identiquement nulle 
alors son noyau est un hyperplan vectoriel de E. En effet , rappelons que les 
seuls sous-espaces du OC-espace vectoriel OC sont {O} et !K. L'image de f étant 
non réduite à 0 puisque f n 'est pas identiquement nulle , elle est nécessairement 
égale à OC. On a donc : 

rg f = dimoc(OC) = 1 .  
En appliquant le théorème du rang à l a  forme linéaire f ,  on obtient : 

dimoc (E) = rg f + dimoc (Ker f ) ,  c 'est-à-dire : dimoc (Ker f) = n - 1 .  
..____.. '-v-" 

= n = 1 
Nous avons ainsi vérifié que le noyau de f était de dimension n - 1 .  C'est donc 
un hyperplan vectoriel de E. 

EXERCICE 5 Soient E un OC-espace vectoriel de dimension 3 muni d 'une 
base B = (u,v,w) et p un endomorphisme de E défini par 

p(u) = U + V + W, 1 p(v) = -2(u + v + w), 1 p(w) = 2(u + v + w). 

M ontrer que p est un projecteur de E, puis caractériser lmp et Ker p. 

9.4.3 Conséquences du théorème du rang 

La relation donnée par le théorème 9 . 1  est indépendante de la dimension de 
l'espace d'arrivée F, ce dernier pouvant être de dimension finie ou infinie. Consi
dérons en particulier le cas où l 'espace F est lui aussi de dimension finie. 

PROPOSITION 9. 1 3  Soient E, F deux OC-espaces de dimensions finies (non 
nécessairement identiques) et f une application linéaire de E dans F.  On a 
alors les équivalences suivantes : 

X f est surjective si et seulement si, rg f = dimoc (F) ; 
X f est injective si et seulement si, rg f = dimoc ( E) ; 
X f est bijective si et seulement si, 'rg f = dimoc (E) = dimoc (F) . 
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Démonstration Montrons les trois propriétés . 
- La propriété de surjectivité de f est équivalente à la propriété « lm f = F » 

qui est elle-même équivalente à la propriété « rg f = dimoc (F) ». 

- La propriété d 'injectivité de f est équivalente à la propriété « Ker f = {OE} » 
qui est elle-même équivalente, d 'après le théorème du rang, à la propriété 
« dimoc (E) = rg f ». 

- La troisième propriété est immédiate d'après ce qui précède. 
0 

On vérifie facilement les trois points suivants. 
- Supposons f surjective (c'est-à-dire rg f = dimoc (F) ) .  On a alors grâce au 

théorème du rang, 

dimoc (E) = dimoc(F) + dimoc(Ker f) ;?: dimoc (F) 

puisque dimoc (Ker f) ;?: O. On a ainsi l 'implication suivante : 

f est surjective ==? dimoc (E) ;?: dimoc(F) . (12) 

- Supposons f injective (c'est-à-dire Ker f = {OE} ou encore dimoc (Ker J) = 0). 
Grâce au théorème du rang, 

dimoc (E) = dimoc (lm f) :::;; dimoc ( F) 

puisque lm f est un sous-espace de F. On a ainsi l 'implication suivante : 

f est injective ==? dimoc(E) :::;; dimoc (F) . 

- En combinant les deux résultats précédents, on obtient 

f est bijective ==? dimoc(E) = dimoc (F) . 

(13) 

(14) 

En général , les réciproques des implications (1 2) , (13) et ( 14) sont fausses. 
Par exemple , on ne peut pas déduire de l 'égalité dimoc (E) = dimoc(F) q u 'une 
application f de E dans F est bijective (voir page 386 pour un contre-exemple) . 
On déduit de la proposition 9 . 13 le résultat suivant . 

COROLLAIRE 9. 5 Soient E, F deux OC-espaces vectoriels de dimensions fi
nies et f une application linéaire de E dans F.  Si dimoc (E) = dimoc (F) alors 
il y a équivalence entre les propriétés d 'injectivité, de surjectivité et de bijec
tivité de f : 

f est bijective Ç=} f est injective Ç=} f est surjective. 

Démonstration D 'après la proposition 9 . 13 ,  lorsque les deux espaces E et F 
sont de même dimension, les propriétés de bijectivité , d 'injectivité et de surj ec
tivité de f sont toutes les trois équivalentes à la propriété « rg f = dimK (E) ». 
Elles sont donc toutes les trois équivalentes entre elles . 0 
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Le résultat suivant stipule , entre autres , que l 'on ne change pas le rang d 'une 
application linéaire lorsque l'on compose celle-ci à droite par une application 
linéaire surjective ou à gauche par une application linéaire injective . 

P ROPOSITION 9. 14 Soient E, F, G trois OC-espaces vectoriels de dimensions 
finies, f une application linéaire de E vers F et g une application linéaire de 
F vers G. Alors, 

rg(g o !) ( min{rg f, rgg } . 

En particulier, 

- Si f est surjective alors rg(g o J) = rg g. 
- Si g est injective alors rg(g o !) = rg f .  

Démonstration Rappelons que, par définition, rg(g o ! )  = dimJK (Im(g o !) ) et 
Im(go f) = g(f(E) ) .  Commençons par montrer que rg(g o f) ( min{rg f, rgg} . 
On sait que Ker f c Ker(g o f) (voir en page 383) . Passant aux dimensions, 

dim!K (Ker f) ( dimJK (Ker(g o f) ) . ( 1 5) 

Appliquant le théorème du rang à f et g o  f ,  on obtient : 

dimIK(E) = rg f + dimJK (Ker f) , 

dimJK ( E) = rg(g o f) + dimJK (Ker(g o !) ) . 

L'inégalité ( 15) devient alors : 

dimIK(E) - rg f ( dimIK(E) - rg(g o f) ,  

c'est-à-dire : rg(go J )  ( rg f .  Or, rg(go ! )  ( rg g .  C 'est immédiat en remarquant 
que Im(g o f) =  g(f (E) ) C g(F) = lmg (voir en page 41 ou en page 383) et en 
passant aux dimensions . Finalement , on a obtenu que rg(g o !) était inférieur 
ou égal à la fois à rg f et à rg g, ce qui montre que rg(g o !) ( min{rg f, rg g } .  
Intéressons-nous à présent aux deux cas particuliers suivants . 
Supposons f surjective (et g quelconque) et montrons alors que rg(g o f) = rg g. 
L'application f étant surjective , f (E) = F. Ainsi, 

rg(g o !) = dimIK (g(f (E) ) ) = dimIK (g(F) ) = dimIK(Img) = rgg. 

Supposons g injective (et f quelconque) et déduisons-en que rg(g o f) = rg f .  
L'injectivité de g conduit à l 'égalité ensembliste : 

Ker(g o J) = Ker f. 

Vérifions-le . Soit x un vecteur appartenant au noyau de go  f. On a donc x E E 
et g (f (x)) = Oc . Or, Oc = g(Op ) .  Ainsi , g(f(x)) = g(OF)  et on en déduit que 
f(x) = Op car g est injective. Le vecteur x appartient donc au noyau de f ,  
ce qui montre l 'inclusion Ker(g o !) c Ker f .  L'inclusion Ker f C Ker(g o ! )  
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est toujours vraie (voir en page 383) . De la double inclusion on déduit que 
Ker(g o f) = Ker f .  En passant aux dimensions , Ker(g o f) = Ker f devient : 

dimoc (Ker(g o f)) = dimoc (Ker f) . 

Utilisant alors le théorème du rang pour f et g o  f séparément (comme nous 
l 'avons fait plus haut) , on obtient : 

dimoc (E) - rg f = dimoc(E) - rg(g o !) , 

c'est-à-dire : rg(g o f) = rg f .  0 

Remarque On déduit de la proposition 9 . 14 que si f E .Coc (E, F) , g E .Coc (F, G) 
et h E .Coc(G, H) avec E, F, G et H quatre OC-espaces vectoriels de dimensions 
finies , f surjective et h injective alors 

rg( h o g o f) = rg g .  

9 . 5  Exercices d e  synthèse 

EXERCICE 6 Soient E un OC-espace de dimension 3 et f un endomorphisme 
de E vérifiant 

f2 =/=- 0 et f3 = 0 

où on a noté J2 = f o f et f3 = f o f o f .  
1 - Montrer les deux séries d 'inclusion 

{OE} = lm /3 C lm f2 C lm f c E, 

{OE} c Ker f c Ker J2 c Ker f3 = E. 

2 - Montrer que lm J2 C Ker f et en déduire que rg J2 :::;; dimoc (Ker J2). 
3 - Justifier que 2 :::;; dimoc (Ker /2) :::;; 3 .  Le cas dimoc (Ker /2 ) = 3 est-il pos
sible ? En déduire dimoc (Ker f2 ) puis rg f 2. 
4 - Justifier que 1 :::;; rg f :::;; 3 .  Montrer que lm J2 =/=- lm f .  En déduire que 
rg f =/=- 1 .  Le cas rg f = 3 est-il possible ? En déduire rg f et dimoc (Ker f) . 

EXERCICE 7 (Suites de Fibonacci généralisées) Soit (p, q) E C x C.  On 
désigne par Fp,q l 'ensemble des suites complexes (un )nEN vérifiant 

\:ln E N Un+2 + PUn+i  + qun = O . 

1 - On suppose dans un premier temps p2 - 4q =/=- O . Soient r1 et r2 les deux 
racines de l 'équation caractéristique r2 + pr + q = O .  
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a} Montrer que les deux suites géométriques (rï )nEN et (r2 )nEN appar
tiennent à Fp,q et qu 'elles en forment une base. 

b} En déduire les coordonnées d 'une suite (un)nEN de Fp,q dans cette base. 

c) En déduire l 'expression en fonction de n de la suite (un)nEN vérifiant 
îio = 0, Ut = 1 et Un+2 = Un+l + Un pour tout n E N. 

2 - On suppose à présent p2 - 4q = 0 et q -:/- O . Soit s la racine double de 
l 'équation caractéristique r2 + pr + q = O .  

a} Montrer que les deux suites ( sn )nEN et ( nsn )nEN appartiennent à Fp,q . 
b} Soient (un)nEN E Fp,q et (vn )nEN vérifiant Un = s

n
vn pour tout n E N. 

Montrer que Vn+2 - Vn+ I = Vn+l - Vn pour tout n E N. En déduire que 

c} Les deux suites (sn )nEJ\I et (nsn)nEN forment- elles une base de Fp,q ? Si 
oui, quelles sont les coordonnées de (un )nEN E Fp,q dans cette base ? 

EXERCICE 8 Soient E un OC-espace vectoriel de dimension quelconque et f 
un endomorphisme de E vérifiant 

(E) f2 = -f 

où on a noté j2 = f o f . On rappelle que idE : E -----> E désigne l 'application 
identité de E. 
1 - Montrer que f(x) + x E Ker f pour tout x E E .  
2 - L 'application -idE est- elle solution de (E) ? Si oui, est-elle bijective ? 

3 - En supposant que f -:/- - idE , montrer qu 'il existe Xo E E tel que f(xo) + 
Xo -:/- OE. En déduire que f n'est pas bijective. 

4 - Déduire de la question 1 que E = Ker f + lm f .  Montrer que 

Ker f n lm f = {OE} · 
En déduire que E = Ker f EB lm f .  

9.6 Solution des exercices 

Solution de l'exercice 1 

1 - Cette question est immédiate. En effet, par définition de l ' indice de nilpo
tence p, pour tout entier f inférieur strictement à p, et donc en particulier pour 
f = p - 1 ,  l 'application Je n 'est pas identiquement nulle . On est donc assuré 
de l'existence d'au moins un vecteur x appartenant à E (ce vecteur n 'est pas 
nécessairement unique) tel que f p- l ( x) -:/- 0 E. Le vecteur x est nécessairement 
non nul car sinon , l 'application fP- l étant linéaire (puisque f l 'est) , son image 
par fP- l serait nulle . 
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2 - Considérons à présent la famille F = (x, f (x),. . .  , r-2(x), r-1 (x) ) . Re
marquons que tous les vecteurs de F sont nécessairement non nuls . En effet , 
pour tout f E { l , 2 ,  . . . , p  - l } , jl- l (x) est l 'antécédent de jl(x) par f (on 
rappelle que, par convention, f° = idE ; on a donc f0(x) = x). Ainsi, de 
fP-1(x) =/:- ÜE on déduit successivement que fP-2 (x) =/:- OE , puis fP-3(x) =/:- OE 
et ainsi de suite jusqu'à f(x) =1- OE et enfin x =1- OE , ce dernier résultat ayant 
déjà été établi à la première question. Bien sür, le fait que tous les vecteurs 
de F soient non nuls est une condition nécessaire mais nullement suffisante 
pour que F soit une famille libre dans E. Ainsi , pour montrer que F est libre, 
il convient d'écrire la relation de liaison : 

où ao, a1, . . .  , Œp-2, Œp-1 appartiennent à IK, et d 'en déduire que ao = a1 = 
. . . = Œp-2 = Œp-1 = O. Appliquons dans un premier temps fP- l à l 'éga
lité ( 16) . On obtient : 

fp- l( - ) jP ( - ) j2p-3 ( - ) j2p-2 ( - ) Q ao X + a1 X + . . . + Œp-2 X + Œp-1 X = E · (1 7) 

Or, f étant nilpotente d 'indice p, jl(x) = OE pour tout entier e � p. On a 
donc fP(x) = . . .  = j2P-3(x) = f2P-2(x) = OE , et ( 17) se simplifie sous la 
forme : a0fP-1(x) = ÜE . On en déduit que ao = 0 car x a précisément été 
choisi de telle sorte que r-1(x) =1- OE. Utilisant alors que ao = 0 ,  la relation 
de liaison ( 16) s 'écrit maintenant : 

La méthode consiste alors à réitérer le processus en composant par f p-2 pour 
obtenir a1 = 0, puis en composant par f p-3 pour obtenir a2 = 0, . . . , et enfin 
en composant par f pour obtenir Œp-2 = O . On obtient alors, à l 'issue de la 
dernière étape, que a0 = a1 = . . .  = Œp-2 = O . La relation de liaison ( 16) s'écrit 
alors Œp-ifp- l (X) = 0 E et impose que Œp-1 = 0 puisque r-1 (X) =1- 0 E .  
3 - D 'aprés l a  proposition 8 . 1 1  (voir en page 342) , l a  famille F étant libre , son 
cardinal (l 'entier p) ne peut excéder la dimension de l 'espace E, c'est-à-dire n. 
On a donc nécessairement p ::;; n .  

Solution de l'exercice 2 

1 - Soit p un projecteur de E. Une condition nécessaire et suffisante pour que 
les deux sous-espaces lmp et Kerp soient supplémentaires dans E est que l 'on 
ait, à la fois , E = lmp + Kerp et Kerp n lmp = {OE } · 
- Commençons par vérifier que E = lmp + Ker p. Soit x E E. On a :  

x = p(x) + (x - p(x)) . 

De manière évidente, p(x) appartient à lmp. De plus , x - p(x) appartient 
à Ker p puisque 

p(x - p(x) )  = p(x) - (p o p) (x) = p(x) - p(x) = OE 
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où on a utilisé que p o p  = p puisque p est un projecteur de E. On a ainsi 
vérifié que tout vecteur de E pouvait s 'écrire comme la somme d 'un vecteur 
de Imp et d 'un vecteur de Kerp, montrant ainsi que E = lmp + Ker p. 

- Vérifions à présent que Kerp n lmp = {OE } · Soit y E Kerp n lmp. Puisque 
y E Kerp, p(y) = OE . De même, puisque y E Imp, il existe x E E tel que 
y = p(x) .  On en déduit que 

p(p (x ) )  = ÜE ,  

d'où p(x ) = OE  puisque p o p = p ,  c'est-à-dire y =  OE  car y =  p(x) . 
On a donc montré que E = lmp EB Ker p. 

Soit x un vecteur de E. On a : x = p(x ) + (x - p(x ) )  avec p(x) E Imp et 
x - p( x) E Ker p et cette décomposition est unique. Par définition , l'image de 
x par la projection vectorielle sur lm p parallèlement à Ker p est donc le vecteur 
p( x) , ce qui montre que le projecteur p coïncide avec la projection vectorielle 
sur lmp parallèlement à Ker p. 
2 - Soit s une involution linéaire de E. Procédons comme ci-dessus en deux 
étapes . 
- Commençons par vérifier que E = Inv s + Opp s. Utilisons cette fois-ci un 

mode de raisonnement par analyse-synthèse. Soit x E E. L'étape d' « ana
lyse » consiste à supposer qu'il existe un vecteur x' E Inv s et un vecteur 
x" E Opp s tels que x = x' + x" . Appliquons s à cette égalité. On obtient : 

s(x) = s(x') + s(x") = x' - x" 

car s ( x') = x' (puisque x' E Inv s) et s ( x") = -x" (puisque x" E Opp s) . 
On est donc en présence d 'un système de deux équations à deux inconnues 
(qui sont x' et x") : { x = x' + x" 

s(x) = x' - x" . 

Un tel système impose pour x' et x" les expressions suivantes : 

1 
x' = 2(x + s(x)) 

1 
et x" = 2(x - s(x)) . 

L'étape de « synthèse » (étape indispensable pour que notre raisonnement 
soit complet) consiste maintenant à vérifier que les deux vecteurs x' et x" 

que l 'on vient d 'obtenir conviennent . Utilisant la linéarité de s, on a : 

( 1 ) 1 1 
s 2(x + s(x)) = 2(s(x) + (s o s)(x)) = 2(s(x) + x) 

car s o s = idE puisque s est une involution linéaire de E, ce qui montre que 
s(x') = x' , autrement dit que x' appartient à Inv s. De même, 

( 1  ) 1 1 1 
s -(x - s(x)) = -(s(x) - (s o s)(x)) = -(s(x) - x) = - -(x - s(x)) 

2 2 2 2 
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où on a encore utilisé que s o s  = ide , ce qui montre que s(x") = -x" , 
autrement dit que x" appartient à Opp s .  Enfin, on a : 

1 1 
2 (x + s(x) )  + 2 (x - s(x) )  = x,  

ce  qui montre que x' + x" = x .  En conclusion , on a montré que tout vecteur 
de E pouvait s 'écrire comme la somme d 'un vecteur de Inv s et d 'un vecteur 
de Opp s, montrant ainsi que E = Inv s + Opp s .  

- Vérifions à présent que Inv s n Opp s = {Oe } .  Soit X E Inv s n Opp S .  De 
x E Inv s il vient f(x) = x et de x E Opp s il vient f(x) = -x .  On en 
déduit que 2x = f (x) - f(x) = Oe , c'est-à-dire x = Oe . 

On a donc montré que E = Inv s EB Opp s .  
Soit x un vecteur de E. On a : x = � (x + s (x) )  + � (x - s(x) )  avec � (x + 
s(x) )  E lnv s et � (x - s(x)) E Opp s. Cette décomposition est unique. Par 
définition , l 'image du vecteur x par la symétrie vectorielle par rapport à lnv s 
parallèlement à Opp s est donc le vecteur � (x + s(x))  - � (x - s(x) ) .  Or, 

1 1 
2 (x + s(x))  - 2 (x - s(x) ) = s(x) . 

Ainsi , l 'involution linéaire s est précisément la symétrie vectorielle par rapport 
à lnv s parallèlement à Opp s .  

Solution de l'exercice 3 

Rappelons que �2 [X] , qui est de dimension finie : dimiœ (�2 [X] ) = 3, est un 
sous-espace vectoriel du �-espace �[X] (de dimension infinie) . 
1 - Le fait que C = ( 1 ,  X - 1 , (X + 1 ) 2 ) soit une base de �2 [X] se déduit 
du fait que la famille ( 1 ,  X, X2) est libre dans �2 [X] (c 'est d 'ailleurs sa base 
canonique) . En effet , de la relation de liaison : o: + {J(X - 1 ) + 1(X + 1 ) 2 = OR[XJ 
où o:, {3, / appartiennent à �' qui s 'écrit aussi : (o: - f3 + !) + ({3 + 21)X + /X2 = Ü11t[X] > 

on déduit (puisque les trois polynômes 1 , X et X2 forment une famille libre) 
le système suivant : { o: - f3 + 1 = Ü 

{3 + 2, = 0 1 = 0 
qui admet pour solution o: = {3 = / = O. La famille C ,  qui est de cardinal égal 
à 3, est libre dans l 'espace �2 [X] qui est de dimension 3 . Elle définit donc une 
base de �2 [X] . 
2 - La linéarité de f ne présente aucune difficulté. En effet , pour tous P, Q E 
�2 [X] et pour tous o:, / E OC, f(o:P + {JQ) = 2(X + l) (o:P + {JQ) - (X2 - 2X + l ) (o:P + {JQ)' 

= o: (2 (X + l)P - (X2 - 2X + l)P') + f3 [2(X + l)Q - (X2 - 2X + l )Q'] 
= o:f(P) + {Jf(Q) . 
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Il faut maintenant s 'assurer que f (P) E IR2 [X] pour tout P E IR2 [X] . Soit 
p = aX2 + bX + c avec a, b, c trois réels , un polynôme de IR2 [X] . De manière 
évidente, f (P) E IR[X] . Il reste à vérifier que deg(f (P)) � 2. On a :  

f (P) = 2 (X + l ) (aX2 + bX + c) - (X2 - 2X + 1 ) (2aX + b) . 

En développant , les monômes de degré 3 se simplifient . On obtient : 

f(P) = (6a + b)X2 + (-2a + 4b + 2c)X - b + 2c. (18) 

On a bien deg(f (P)) � 2. Déterminons à présent l ' image de f. Puisque la 
fa.mille C = (1 , X - 1 ,  (X + 1 ) 2 ) est une base de IR2 [X] , lm f = Vect (f (C ) ) .  
Ainsi , 

lm f Vect (f ( 1 ) ,  f (X - 1 ) ,  (! (X +  1 )2 ) ) 
Vect (2 (X + 1 ) ,  (X - l ) (X + 3) , 8X (X + 1 ) ) . 

Pour montrer que la famille f (C) est libre , il faut vérifier que la relation 

a2 (X + 1 ) + (J(X - l ) (X + 3) + 1'8X(X + 1) = ÜJR[XJ 

où a, (3, 1' appartiennent à IR, implique que a = (3 = 1' = O. Cela se vérifie 
sans aucune difficulté et se déduit encore du fait que ( 1 , X, X2) est une famille 
libre dans IR2 [X] . Ainsi, dimJR (lm !) = 3 et la famille f (C) constitue une base 
de lm f. < 1 1 l Déterminons le noyau de f. Soit P E Ker f. D 'après (18) , 

f(P) = ÛJR[X] {===} (6a + b)X2 + (-2a + 4b + 2c)X - b + 2c = ÛJR[X] > 

c 'est-à-dire : { 6a + b 
-2a + 4b 

-b 
+ 2c  
+ 2c  

0 
0 
0 

dont on déduit a = b = c = O. On a donc Ker f = {OJR[XJ } ·  

Solution de l'exercice 4 

1 - L'endomorphisme f m est bijectif si et seulement si , f m (B) est une base de E. 
Cherchons pour quelle (s) valeur(s) de m la famille fm (B) = (fm (u) , fm (v) ) 
est libre (ce sera alors nécessairement une base de E puisque card(fm (B)) = 
dimJR (E) ) . Partons de la relation de liaison afm (u) + f3fm (v) = Oe où a et (3 
désignent deux réels , qui s 'écrit encore : 

a [mu + (m + l )v] + fJ [ (m - l )u + (m - 2 )v] = Oe . 

c i i ) A t · · d" ·r 1 · d d 1 b 
. 1tre m 1cat1 , es images es vecteurs e a ase canomque sont : 

J( l ) = 2(X + 1 ) , J(X) = X2 + 4X - 1 et J(X2 ) = 2X(3X - 1 ) 
et la famille f(B) = (2(X + 1 ) ,  X2 + 4X - 1 , 2X(3X - 1 ) ) est aussi une base de lm f .  
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Réarrangeons cette expression comme suit : 

[mo: + (m - l),6] u + [(m + l )o: + (m - 2),B] v = OE. 

Les vecteurs u et v étant libres entre eux (puisqu 'ils forment une base de E) , 
cette égalité vectorielle est alors équivalente au système suivant : { mo: + 

(m + l )o: + 
(m - 1),6 
(m - 2),6 

0 

0 

En multipliant la première équation par m + 1 ,  la deuxième équation par -m 
et en additionnant le tout , on obtient la relation : 

( - 1 + 2m),6 = O . 

Si m =1- � alors on peut en déduire que (3 = 0 ,  puis, en injectant cette valeur 
dans les deux équations du système, que 0: = o. L'endomorphisme f m est donc 
bijectif pour tout réel m =1- � .  Que pouvons-nous dire pour f ! ? On a : 

1 3 1 3 f i  ( U) = -U + - V  et fi (V ) = - -U - - V . 
2 2 2 2 2 2 

On remarque que f 1 (v) = -f 1 (u) . Les deux vecteurs f 1 (u) et f 1 (v) sont donc 2 2 2 2 
liés . La famille f! (B) n'étant pas libre , l 'endomorphisme f! n 'est pas bijectif. 2 2 

2 - D 'après ce qui précède, si m =1- � alors f m est bijectif. Il est donc à la fois 
surjectif (son image est alors égale à l'ensemble d'arrivée, ici E puisque fm est 
un endomorphisme de E) et injectif (son noyau est réduit au vecteur nul de 
E) . En résumé, si m =1- � alors 

lm f m = E et Ker f m = { 0 E} .  

Supposons à présent m = � - Commençons par déterminer l 'image de  f ! ·  Les 
deux vecteurs u et v engendrent E. D 'où 

car f! ( u) et f! ( v) sont liés . Le vecteur f! ( u) = -21 ( u + 3v) engendre donc 2 2 � lm f 1 .  Il est non nul . Il constitue une base de lm f 1 .  On peut donc écrire que 2 2 lmf! = JR(u + 3v ) .  D 'après le théorème du rang, le noyau est de dimension l . 2 
On a ainsi Ker f 1 = !Rw avec un w vecteur non nul .  Cherchons un vecteur non 

2 
nul appartenant au noyau de f 1 . On a : 2 

f! (u) = -f! (v) {=} f! (u) + f! (v) = OE {=} f! (u + v) = OE. 2 2 2 2 2 

Le vecteur u + v appartient ainsi au noyau de f 1 et il est non nul . On a donc : 
2 

Ker f! = JR(u + v ) .  2 
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3 - Les invariants de fm sont les vecteurs x de E qui vérifient fm (x) = x. 
Soit x un invariant de fm et x1 , x2 ses coordonnées dans la base B. On a :  

fm (x) = [mx1 + (m - l )x2 ] u + [ (m + l)x1 + (m - 2)x2 ] v .  
Ainsi, l 'égalité f m ( x) = x est équivalente au système linéaire suivant : { (m - l)x 1  

(m + l )x1 
+ (m - l )x2 
+ (m - 3)x2 

0 

0 

Si m = 1 alors le système impose x2 = x1 . L'ensemble des invariants est donc 
égal à l 'ensemble des vecteurs de la forme x1 u + x2v = x1 ( u + v) avec x1 E R 
C 'est IR( u + v) .  Si m =1- 1 alors du système il vient x1 = x2 = O. Cette fois-ci , 
seul le vecteur nul est invariant . 

Solution de l'exercice 5 

Pour montrer que (pop) ( x) = p( x) pour tout x E E, il est nécessaire et suffisant 
de montrer que (p o p) (u) = p(u) , (p o p) (v) = p(v) et (p o p) (w) = p(w) .  Par 
exemple, 

(p o p) (u) = p(p(u) ) = p(u + v + w) = p(u) + p(v) + p(w) = p(u) 

car p(v) = - �p(u) et p(w) = �p(u) . L 'image de p est le sous-espace engendré 
par p( u) , p( v) et p( w) ) .  Les deux vecteurs p( v) et p( w) étant colinéaires au 
vecteur p(u) , on a :  

lmp = Vect (p(u) , p(v) , p(w) )  = Vect (p(u) ) 

avec p(u) = u + v + w non nul (puisque u ,  v ,  w sont les trois vecteurs d'une 
base de E) . Ainsi , dimoc (Imp) = 1 .  Comme base de l 'image de p, on peut 
prendre la famille 

B1m p = ( U + V + W) . 

D 'après le théorème du rang, on en déduit que dimoc (Ker p) = 2 .  Il reste à 
identifier une base de Ker p. On sait déjà que son cardinal est égal à 2 .  Soit x 
un vecteur de Ker p. C 'est un vecteur de E d 'image nulle par p. Décomposons-le 
dans la base B = (u , v , w) de E. Il existe un unique triplet (x1 , x2 , x3 ) E ][{3 
tel que x = x1u + x2v + x3w . Utilisant la linéarité de p, l 'égalité p(x) = OE 
s'écrit : 

X 1p(u) + X2p(v) + X3p(w) = ÜE 
ou encore, puisque p(v) = - �p(u) et p(w) = �p(u) , 

Xz X3 (x1 - - + -)p(u) = OE. 
2 2 

Le vecteur p(u) n'étant pas nul , on a nécessairement : x1 = (x2 - x3)/2 .  Ainsi, 
un vecteur x de Kerp s 'écrit : 
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ce qui montre que les deux vecteurs �u + v et - �u + w engendrent Ker p. 
Ils sont nécessairement linéairement indépendants puisque le sous-espace qu 'ils 
engendrent est de dimension 2 .  Une base du noyau de p est donc la famille 

BKer p = (u + 2v, -u + 2w) . 

Solution de l'exercice 6 

Rappelons que l 'espace E étant de dimension finie , tout sous-espace F de E est 
lui-même de dimension finie et sa dimension est nécessairement inférieure ou 
égale à celle de E (voir la proposition 8 . 1 2 ,  page 342) . On a donc dimoc (F) = 0, 
1 ,  2 ou 3 puisque dimoc (E) = 3 .  En préambule à cet exercice, traduisons en 
termes de quantificateurs les deux hypothèses faites sur l 'endomorphisme f : 
- \:/x E E j3 (x) = De (traduction de « f3 = 0 » ) ,  
- :l x  E E j2 (x) =f. D e  (traduction de « J2 =f. 0 » ) .  

1 - Soit k E N* . 
- Commençons par montrer l ' inclusion lm Jk+1 C lm Jk . Considérons pour 

cela un vecteur z de lm Jk+1 . Cela signifie qu 'il existe x E E tel que 

Il existe donc un vecteur y appartenant à E, à savoir f ( x ) ,  tel que z = 
Jk (y) , montrant ainsi que z E lm fk .  L 'inclusion lm fk+1 C lm fk est donc 
vérifiée . Cette inclusion est valable aussi pour k = 0 puisque, par convention, 
J0 = ide (d 'où lm(ide) = E) et lm f C E. 

- Montrons à présent que Ker fk C Ker Jk+ 1 • Soit x un vecteur de Ker Jk . 
On a :  Jk (x) = Oe .  D 'où, en appliquant f ,  

car f(Oe) = Oe , ce qui montre que le vecteur x appartient à Ker Jk+1 . 
L 'inclusion Ker Jk c Ker Jk+1 est donc vérifiée. 

Enfin, puisque tout vecteur de E a pour image par J3 le vecteur nul ,  on a 
Ker f3 = E et lm J3 = {Oe } .  
2 - Montrons l 'inclusion lm j2 c Ker f .  Soit x "  E lm j2 . Il existe x E E tel que 
x" = f2 (x) .  En appliquant f ,  on obtient : f (x" ) = J3 (x) . Or, f3 (x) = Oe .  On 
a donc : f (x" ) = Oe ,  ce qui signifie que x" E Ker f. Passant aux dimensions, 
on déduit de l ' inclusion lm j2 C Ker f l ' inégalité : 

rg f2 � dimoc (Ker f) . 

D 'après la question précédente Ker f c Ker j2 . On a donc aussi : 

dimoc (Ker f) � dimoc(Ker f2 ) .  

On  déduit alors des deux inégalités précédentes que rg f2 � dimoc (Ker f2) . 
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3 - Grâce au théorème du rang, on peut écrire : 

dimoc ( E) = rg 12 + dimoc (Ker 12 ) 

d'où, en tenant compte de rg j2 � dim11t (Ker j2 ) ( cf. question précédente) , 

3 � 2 x dimoc (Ker 12 ) .  

Or Ker j2 étant un sous-espace de E, dimoc (Ker j2 ) = 0, 1 , 2 ou 3. On a donc 
pour dimoc (Ker 12 ) les deux seules possibilités : dimoc (Ker j2 ) = 2 ou 3. Le cas 
dimoc (Ker 12 ) = 3 est impossible . Pour le montrer , raisonnons par l 'absurde. 
Supposons que l 'on ait dimoc(Ker j2 ) = 3 .  Cela signifierait que Ker j2 = E 
ou, de manière équivalente, que j2 = 0 ,  ce qui est contraire à l 'hypothèse 
j2 =1- O . Par conséquent , dimoc (Ker 12 ) = 2, ce qui implique rg j2 = 1 (grâce au 
théorème du rang) . 

4 - De lm j2 C lm l il vient rg j2 � rg l .  Or, d 'après la question précédente, 
rg j2 = 1 . On a donc rg 1 = 1, 2 ou 3 .  Pour montrer que lm j2 =1- lm 1, 
raisonnons par l 'absurde . Supposons que l 'on ait lm j2 = lm 1 .  Cela signifierait 
que lm 1 c Ker 1 (on a en effet établi plus haut que lm j2 c Ker 1) , soit que 
12 (x) = OE pour tout x E E, < 1 2J ce qui serait contraire aux hypothèses. 
- Le cas rg 1 = 1 est par conséquent impossible car il signifierait que l 'on 

ait lm 12 = lm l (puisque lm j2 c lm l et rg j2 = rg l = 1 ) ,  ce qui est 
impossible . 

- Vérifions maintenant que le cas rg 1 = 3 est aussi à exclure. Raisonnons par 
l'absurde. Supposons que l 'on ait rg 1 = 3 .  Cela équivaudrait à 1 bijective 
et impliquerait 13 bijective , ce qui est impossible puisque J3 = O .  

Ainsi , le seul cas possible est rg 1 = 2 ,  ce qui implique dimoc (Ker 1) = 1 (grâce 
au théorème du rang) . 

En résumé, nous avons obtenu successivement les résultats suivants : 
- dimoc (Ker 13 ) = 3 et rg 13 = 0 (première question) ,  
- dimoc (Ker j2 ) = 2 et rg j2 = 1 (troisième question) ,  
- dimoc (Ker f )  = 1 et rg 1 = 2 (quatrième question) .  

Solution de l'exercice 7 

On rappelle que, pour tout (p, q) E IC2 , l 'ensemble Fp,q constitue un sous-espace 
de dimension finie du IC-espace vectoriel des suites à valeurs complexes qui ,  lui, 
est de dimension infinie . On a vu (voir page 393) que dimc (Fp,q ) = 2 pour tout 
(p, q) E IC2 . 

1 - Soit (p, q) E IC2 tel que p2 - 4q =1- O . 

( l 2 )
Pour s'en convaincre , considérons un vecteur œ E E. Son image par f appartient à Im f.  
Or, lm f C Ker f .  Ainsi , l 'image par  f du vecteur f (œ) est donc le vecteur nul ,  autrement 
dit f2 (œ) = Ü E ·  
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a) Les deux racines complexes ri et r2 sont distinctes l 'une de l 'autre car 
p2 - 4q -1- O . De rî + pri + q = 0 et r� + pr2 + q = 0 il vient (en multipliant 
respectivement par rr et r'!J) : 

pour tout n E N, ce qui montre que les deux suites géométriques ( rr )nEN et 
(r'!J )nEN appartiennent à Fp,q · Pour montrer que ces deux suites forment une 
base de Fp,q , il est suffisant de montrer qu'elles sont linéairement indépendantes. 
Écrivons pour cela la relation de liaison : o:(rf )nEN + {3(r'!J )nEN = 0 avec o: et 
{3 dans C, et déduisons-en que o: = {3 = O. La relation de liaison exprime que 
o:rf + {3r'!J = 0 pour tout n E N. En particulier , en prenant n = 0 et n = 1 ,  on 
obtient le système de deux équations à deux inconnues suivant : 

0 (n = 0) 
0 (n = 1 )  

De la  première équation, i l  vient o: = -{3. La deuxième équation s 'écrit alors 
{3(r2 - ri ) =  0 et impose {3 = 0 puisque ri -1- r2 , et donc o: = O. Les deux suites 
(rf )nEN et (r'!J )nEN constituent ainsi une famille libre . Elles forment donc une 
base de Fp,q . 

b) D 'après la question précédente, pour toute suite (un)nEN de Fp,q , il existe 
un unique couple (a, b) de C2 tel que 

Yn E N Un = a rf + b r� . 

Les scalaires a et b, qui appartiennent à C, sont les coordonnées de la suite 
(un)nEN dans la base ( (rf )nEN , (r'fl )nEN) · Déterminons-les . Comme nous l 'avons 
déjà fait plus haut , la méthode Consiste à écrire l 'égalité Un = a rf + b r2 
pour deux valeurs particulières parmi toutes les valeurs autorisées de n (on a 
l 'embarras du choix puisque n E N) . Ainsi, en prenant n = 0 et n = 1 ,  on 
obtient le système suivant : { Uo 

Ui 
a + b (n = 0) 

ari + br2 ( n = 1 )  

On en déduit les expressions de a et b suivantes : 

a = ui - uor2 et b = uori - ui . ri - r2 ri - r2 

Remarquons que a et b dépendent de uo , ui , ri et r2 . 



Les applications l inéaires 4 1 1  

c) Ici , p = q = - 1 . Les racines de  l 'équation caractéristique r2 - r - 1 = 0 
sont cp = ( 1  + ../5)/2 (c'est le nombre d'or, la notation en lettre grecque faisant 
référence au sculpteur grec Phidias qui participa à la décoration du Parthé
non de ! 'Acropole d'Athènes) et cp' = ( 1  - ../5)/2 . La suite (un )nEN vérifiant 
ua = 0, U1 = 1 et Un+2 = Un+ i  + Un pour tout n E N, appartient au sous
espace F-l , - 1 · D'après les questions précédentes , les deux suites géométriques 
(cpn)nEN et (cp'n )nEN forment une base de F- l , - l ; les coordonnées de la suite 
(un)nEN (c 'est la suite de Fibonacci) dans cette base sont a = 1/ (cp - cp' )  et 
b = - 1/ (cp - cp') . Or, cp - cp' = ../5. On en déduit : 

Vn E N u,, � Js [ ( t+/5)" - (' -
2 vs) l 

Cette expression est connue sous le nom de formule de Binet, du nom du ma
thématicien et astronome français Jacques Binet (né à Rennes en 1 786, décédé 
à Paris en 1856) . 
2 - Supposons à présent p2 - 4q = 0 et q =f. O. 

a) La racine double s = -p/2 est non nulle puisque p2 = 4q =f. O . Clai
rement , la suite géométrique (sn )nEN appartient à Fp,q (pour le justifier, il 
suffit de procéder comme à la question précédente ; c'est immédiat) . La suite 
(nsn)nEN appartient aussi à Fp, q ·  En effet , pour tout n E N, 

(n + 2)sn+2 + p(n + l ) sn+ l + qnsn 

= n(sn+2 + psn+l + qsn ) + sn+l (2s + p) = 0 
.___,,_., 

= 0 = Ü 

où, comme indiqué sous les accolades , on a utilisé que sn+2 + psn+l + qsn = 0 
(puisque (sn )nEN E Fp,q )  et 2s + p = 0 (puisque s = -p/2) .  

b) La suite (un)nEN appartenant à Fp,q , Un+2 + pun+l + qun = 0 pour tout 
n E N. Or, (un)nEN = (snvn )nEN · On a donc : sn+2vn+2+psn+lvn+l +qsnvn = 0 
pour tout n E N. D'où , en simplifiant par sn , 

Remplaçons alors s par -p/2 et q par p2 /4 (puisque p2 - 4q = 0) . On obtient 
après simplification par p2 / 4 : 

qui s'écrit aussi : 

\ln E N Vn+2 - 2Vn+ i  + Vn = 0 

\ln E N  Vn+2 - Vn+ l = Vn+ l - Vn · 
Il vient alors que Vn+i  - Vn = Vn - Vn- l = . . . = v1 - va, établissant ainsi que, 
pour tout n E N, Vn+l = Vn + r avec r = v1 - va. La suite (vn )nEN est donc 
une suite arithmétique de raison r = v1 - va. Ainsi , 

\ln E N Vn = va + n ( v1 - va) . ( 19) 
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Revenons maintenant à la suite (un)nEN de terme général Un = snvn . Mul
tiplions pour cela ( 19) par sn et remplaçons vo par uo et v1 par ui f s. On 
obtient : n (U1 ) n \ln E N Un = uos + --; - Uo ns . 

c) Comme précédemment , pour montrer que les deux suites (sn )nEN et 
(nsn)nEN forment une base de Fp,q , il suffit de montrer qu 'elles forment une 
famille libre. La relation de liaison : a(sn )nEN + f3(nsn )nEN = 0 où a et f3 
désignent deux nombres complexes , s 'écrit : asn + f3nsn = 0 pour tout n E N. 
En particulier , en choisissant n = 0 , on obtient a = 0 ; en choisissant n = 1 ,  
on obtient as + (Js = 0 , c'est-à-dire f3 s = 0 puisque a = 0 , et donc f3 = 0 car 
s i:- 0, ce qui montre que (sn )nEN et (nsn )nEN forment une famille libre . Ainsi, 
pour tout suite (un)nEN de Fp,q > il existe un unique couple (a' , b' )  de C2 tel que 

Les scalaires a' et b' sont les coordonnées de la suite (un )nEN dans la base 
( (sn )nEN ,  (nsn)nEN) · Nous les avons obtenus plus haut : 

! ! U1 a = uo et b = - - uo . s 
Remarquons a' et b' dépendent de uo , u1 et s . 

Solution de l'exercice 8 

1 - On vérifie facilement les équivalences suivantes : 

j2 = -f <===} \lx E E J2 (x) = -f(x) 
<===} \lx E E J2 (x) + f(x) = OE 
<===} \lx E E  f (f(x) + x) = OE 
<===} \lx E E  f(x) + x E Ker f. 

2 - On vérifie que (-idE) o (- idE ) = idE = - (-idE) · Ainsi , -idE vérifie 
(E) . L'application -idE est bien évidemmment bijective puisque l 'application 
identité est elle-même bijective. 

3 - Supposons f i:- -idE . Cela signifie qu'il existe xo E E tel que f (xo) -=/
(- idE) (xo ) ,  c'est-à-dire tel que f(xo) i:- -xo .  Autrement dit , 

3xo E E f(xo ) + xo i:- OE . 

D 'après la question 1 ,  tout vecteur de la forme f (x) + x avec x un vecteur 
quelconque de E, appartient au noyau de f. C 'est donc a fortiori vrai pour 
le vecteur xo . Remarquons que l 'existence d 'un vecteur x0 vérifiant f (xo) + 
x0 i:- OE nous assure que le noyau de f n 'est pas réduit au vecteur nul . Par 
conséquent , f n 'est pas injective . Puisque la propriété de bijectivité entraîne 
celle d'injectivité, on en déduit (par contraposition) que f n 'est pas bijective. 
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4 - Soit x un vecteur de E. Pour montrer que E = Ker f + lm f ,  i l  faut montrer 
qu 'il existe u E Ker f et qu'il existe v E lm f tels que x = u + v. D 'après la 
question 1 , c 'est immédiat puisque tout vecteur x de E peut se décomposer 
comme suit : 

x = x + f(x) + (-f (x)) 
'-...----" ..__....... 

= U  = V  

avec u = x +  j (x) E Ker f et v = -f(x) = f(-x) E lm f. Si x E Ker f n lm f, 
on a d 'une part f ( x) = 0 E puisque x E Ker f, et d'autre part il existe un 
vecteur z E E tel que f ( z) = x puisque x E lm f .  Ainsi , 

ÜE = f (x) = f(f(z) )  = -f(z) = -x 

où on a utilisé j2 = -f .  On a donc obtenu que x = ÜE .  Finalement , puisque 
l 'on a à la fois E = Ker f + lm f et Ker f n lm f = {OE } ,  les deux sous-espaces 
Ker f et lm f sont supplémentaires dans E, ce que l 'on note : E = Ker f EB lm f .  





CHAPITRE 10 

Les matrices 

Dans cette partie, tous les espaces vectoriels considérés sont des espaces de 
dimensions finies sur le même corps commutatif lK égal à Q, lR ou CC. ( l )  

10.1 Calcul matriciel 

10.1 .1 Définition d'une matrice 

DÉFINITION 1 0 . 1  Soient n et p deux entiers naturels non nuls. 
X Une matrice A de type ( n, p) sur lK est un tableau à n lignes et p colonnes 
constitué d 'éléments appartenant au corps lK : 

( " "  

A 
dff. a� 1 

anl 

a12 
a22 

an2 

a,, ) 
a2p 

. . 

anp 

On la note aussi A = (aij ) i ,,;i,,;n, 1 ,,:;j,,:;p où aij E lK est l 'élément correspondant 
à la i - ième ligne et à la j -ième colonne du tableau. Cet élément s 'appelle un 
terme (ou un coefficient) de la matrice A.  

X On note Mn,p (lK) l 'ensemble des matrices rectangulaires à n lignes e t  p 
colonnes et à coefficients dans lK. 

X On appelle rangée de A toute ligne ou toute colonne de A.  

Le  mot « matrice » (matrix en anglais) a été introduit par James Sylvester en 
1850 pour désigner des tableaux de nombres . 

Au lieu de « A est une matrice de type (n, p) » ,  on dit parfois « A est une 
matrice n x p ». 

( 1 )  
On note +,� e t  X ;:  l 'addition e t  la multiplication s u r  lK. Nous les noterons aussi + et x 
lorsqu' i l  n 'y aura pas d 'ambiguïté avec d ' autres lois. 
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SYLVESTER, James Joseph ( 1814 , Londres - 1897 , Londres) . 
Avocat et ami intime de Cayley, Sylvester se consacra très vite 
aux mathématiques. Une part importante de ses travaux, en col
laboration avec Cayley, portent sur le calcul matriciel et , en parti
culier, sur son utilisation qu'il juge relativement pratique pour Je 
calcul des déterminants. En 1877 il accepta une chaire à l 'Univer
sité Johns Hopkins (États-Unis d'Amérique) et fonda the Ameri
can Journal of Mathematics, le premier journal de mathématiques 
des États-Unis. Il enseigna aussi les mathématiques à l 'Université 
d'Oxford en Angleterre . 

Lorsqu 'on écrit A =  (aij h,,;i,,;n, i ,,;j,,;p , la notation indicielle a la signification 
suivante : le premier indice (ici i) est l 'indice correspondant aux lignes et le 
second indice (ici j) est celui correspondant aux colonnes . La notation indicielle 
a la même signification pour la notation « Mn,p (lK) ». On a : 

colonne j 
l 

) 
On a les définitions suivantes . 

DÉFINITION 1 0 . 2  Soit A une matrice de type (n, p) sur lK. 
)( Si n = p alors A est dite carrée d'ordre n et on note A E Mn (lK) . On 
appelle diagonale principa.Je d 'une matrice carrée A =  (aij ) i ,,;i ,j,,;n d 'ordre n 
le n-uplet : 

)( Si p = 1 alors A appartient à l\!In, l (JK) et est appelée matrice-colonne. 

)( Si n =  1 alors A appartient à M1 ,p (lK) et est appelée matrice-ligne. 

Une matrice-colonne (respectivement une matrice-ligne) est appelée parfois 
abusivement un vecteur-colonne (resp . un vecteur-ligne) . 

Exemples 

V2 2i 
3 -i  1 .  ( 1 ) E M2,3 (C) . C'est une matrice rectangulaire. 1/2 + 5i 

2. ( 2 3 ) E M2 (JR) . C'est une matrice carrée , d 'ordre 2 et de diagonale 4 - 1  
principale (2 ,  - 1 )  E JR2 . 
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3. ( � )  E M2, 1 (1R) . C 'est une matrice-colonne. 

4. ( -2 1/2 3 ) E M1 ,3 (JR) . C 'est une matrice-ligne. 

4 1 7  

DÉFINITION 1 0 . 3  Soient A = (% h�i�n, l�j�p et B = (bij ) i �i�n, l �j�p 
deux matrices de même type ( n, p) sur JK. Les matrices A et B sont égales, et 
on note A = B, si 

pour tout i E { 1 , . . .  , n} et pour tout j E { 1 , . . .  , p} .  

DÉFINITION 1 0 .4 .X On note On ,p la matrice rectangulaire de type ( n ,  p) dont 
tous les coefficients sont nuls. On l 'appelle matrice nulle de Mn,p (JK) . 
.X On note In la matrice carrée d 'ordre n dont les coefficients diagonaux sont 
égaux à 1 et les autres coefficients égaux à O. On l 'appelle matrice identité 
(ou unité) d 'ordre n. 

Autrement dit , 

u 0 n l r 0 D 0 1 On,p = et In = 

0 0 

Remarquons que, contrairement à la matrice In qui est carrée , la matrice On ,p 
est rectangulaire si n -1- p. Si n = p, on la note plus simplement On . Pour alléger 
les écritures , les matrices On,p et In sont parfois notées respectivement 0 et I. 
On écrit aussi : 

In = ( Oij ) i �i ,j�n 

où Oij est le symbole de Kronecker défini, pour tout i E { 1 , . . . , n} et pour tout 
j E { 1 , . . . , n} , par { 1 si i = j 

o · -
'1 -

0 si i -1- j · 

D ÉFINITION 1 0 . 5  Soit A =  (ai1 ) i �i ,j�n une matrice carrée d 'ordre n à co
efficients dans JK. On dit que A est diagonale si tous ses coefficients situés en 
dehors de la diagonale principale sont nuls, c 'est-à-dire si 

\i(i , j ) E { l ,  . . .  , n} x { l ,  . . .  , n} ( i -j- j ===} % = 0 ) .  

On la note parfois diag (a1 1 , a22 , . . . , ann ) ·  En particulier, on dit que A est 
une matrice-scalaire si A =  diag (,\ , .>. , . . .  , .>.) avec .>. E K 
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D ÉFINITION 10.6 Soit A =  (aijh:{,i ,j:{,n une matrice carrée d 'ordre n à co
efficients dans K 
)( On dit que A est triangulaire supérieure si tous ses coefficients situés au
dessous de la diagonale principale sont nuls, c 'est-à-dire si 

'v'(i , j )  E { 1 ,  . . .  , n} x { 1 ,  . .  . , n} ( i > j ===> % = 0 ) .  

)( On dit que A est triangulaire inférieure si tous ses coefficients situés au
dessus de la diagonale principale sont nuls, c 'est-à-dire si 

'v'(i , j ) E { l ,  . . .  , n} x { l ,  . . .  , n} ( i < j  ===> lliJ = O ) . 

Une matrice triangulaire supérieure Tsup = (aij ) i:{,i ,j:{,n et une matrice trian
gulaire inférieure Tinf = (aij ) i :{,i,j:{,n s 'écrivent : 

0 

et Tinf = 
0 

En particulier, une matrice diagonale D = ( aij ) i  :{, i ,j :{, n est à la fois triangulaire 
supérieure et triangulaire inférieure. Elle s 'écrit : ( au 0 0 

D =  0 a22 

0 
0 0 ann 

10.1.2 Opérations sur les matrices 

) ··· d ( ) = iag an , a22 , . . .  , ann . 

Addition de matrices et multiplication d'une matrice par un scalaire 

D ÉFINITION 10.7 )( Soient A = (llij ) i :{,i:{,n, l:{,j:{,p et B = (bij ) i :{,i:{,n, l:{,j,;;p 
deux matrices de type (n, p) sur !K.. On appelle somme de A et B, et on note 
A + B,  la matrice de type ( n, p) sur lK définie par 

)( Soient A = (aijh:{,i:{,n , I :{,j:{,p une matrice de type (n, p) sur lK et a E K On 
appelle produit de A par a, et on note a ·  A ou aA, la matrice de type (n, p) 
sur lK définie par 
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CAYLEY, Arthur (182 1 ,  Richmond (Angleterre) - 1895 ,  Cambridge) . 
Avocat de formation , il fut Professeur de mathématiques à l 'Uni
versité de Cambridge et membre de la Royal Society of London 
(l 'équivalent anglais de l 'Académie des Sciences) . Il publie en 1858 

un article intitulé Memoir on the Theory of Matrices, jugé comme 
fondateur, sur le calcul matriciel . Dans cet article , sont exposées 
formellement les différentes opérations algébriques définies sur l 'en
semble des matrices, comme la somme et le produit de deux ma
trices , l ' inverse et la puissance d'une matrice. 

On ne somme que des matrices de même type. 

Structure de JK-espace vectoriel sur Mn,p (lK) 

L'ensemble Mn,p (lK) muni de l 'addition possède une structure de groupe com
mutatif. En effet , l 'addition définit une loi de composition interne sur Mn,p (JK) 
(car l 'addition de deux matrices de type (n, p) sur lK est encore une matrice de 
type ( n, p) sur JK) et on peut vérifier que 
- l'addition est associative puisque, pour tous A, B , C E Mn,p (lK) , 

A + (B + C) = (A + B) + C ,  

- l 'élément neutre pour l 'addition est la  matrice On ,p car 

VA E Mn,p (lK) A +  On ,p = On,p + A =  A, 

VA E Mn,p (lK) A + (-A) = (-A) + A =  On,p ·  

De plus A + B = B + A  pour toutes matrices A et  B appartenant à Mn,p (lK) . 
L'addition est donc commutative . La multiplication d'une matrice de type ( n, p) 
par un élément de lK est une loi de composition externe sur JK. On vérifie que 
la loi externe · possède les propriétés suivantes : 

Va E lK VA E Mn,p (lK) VB E Mn,p (JK) a · (A + B) = a · A +  a · B, 

V(a, ,8) E JK2 VA E Mn,p (lK) (a +r:.. ,8) · A =  a · A + ,8 · A,  

V(a, ,8) E lK2 VA E Mn,p (lK) a · (,8 · A) = (a x x ,8) · A , 

VA E Mn,p (lK) loc · A =  A. 

Par conséquent , l 'ensemble Mn,p (lK) muni de l 'addition et de la multiplication 
par un élément de lK possède une structure d 'espace vectoriel sur lK. Remar
quons que toute matrice A =  (aij ) i ::;;i::;;n , i ::;;j::;;p appartenant à Mn,p (lK) peut se 
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décomposer sous la forme : 
n P 

A =  L L UiJE(i ,j ) 
i=l j=l 

où la matrice E(i ,j) ,  qualifiée de matrice élémentaire, désigne la matrice de 
Mn,p (OC) dont tous les termes sont nuls à l 'exception du terme placé à la i-ième 
ligne et à la j-ième colonne, qui vaut 1 .  Par exemple, 

Les matrices E(i ,j ) ,  1 � i � n ,  1 � j � p, engendrent ainsi 1Œn,p (OC) . Forment
elles une famille libre ? De la relation de liaison I:�=l I:;=l O'.ij E(i ,j ) = On,p avec 
aij dans OC pour tous i E { 1 ,  2 ,  . . .  , n} et j E { 1 ,  2, . . . , p } ,  qui s 'écrit aussi : 

Ü'.n2 
il vient , par identification, que O'.ij = 0 pour tous i E { 1 , 2 , . . . , n} et 
j E { 1 ,  2 ,  . . . , p  } .  Les n x p  matrices élémentaires sont libres dans Mn,p (OC) . Elles 
forment donc une base du OC-espace vectoriel Mn,p (OC) . Il y a n x p matrices 
élémentaires . Par conséquent , Mn,p(OC) est un OC-espace vectoriel de dimension 
finie et dimoc (Mn,p(OC) ) = n x p. Pour tous i E { 1 ,  2, . . . , n} et j E { 1 , 2, . . . , p} , 
le coefficient aij est donc la coordonnée de A par rapport à E(i ,j ) .  

Multiplication de matrices 

Définissons à présent le produit de deux matrices . 

D ÉFINITION 10.8 Soient A = (aij ) i (i(n, l (j(p une matrice de type (n, p) 
sur OC et B = (bij ) i (i(p, l (j(q une matrice de type (p, q) sur !K. On appelle 
produit de A et B, et on note A x B ou AB, la matrice de type (n ,  q) sur 1K 
définie par A x B = (ci2 ) 1 ,, .,, 1 ,, .,, où :::.:::: i.:.:::::: n ,  � J � q  

déf. 
p 

Cij = L aikbkj = ai1 b1j + ai2b21 + . . . + aipbpj 
k= l 

pour tous i E { 1 ,  2 ,  . . .  , n} et j E { 1 ,  2 ,  . . . , q} . 

Le produit A x B n 'est défini que si le nombre de colonnes de la première 
matrice (ici A) est égal au nombre de lignes de la deuxième matrice (ici B) .  On 
retiendra le schéma suivant : 

matrice de type ( n, p) x matrice de type (p, q) = matrice de type ( n, q) . 
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Comme l 'illustre l 'exemple suivant , le produit A x B peut exister sans que le 
produit B x A existe : 

En revanche, le produit B x A n'est pas défini car le nombre de colonnes de B 
n 'est pas égal au nombre de lignes de A.  

Disposition pratique 

En pratique, pour effectuer le produit A x B ,  on utilise la disposition suivante : 

j -ième colonne de B 
! 

p 

J;g

n

" l ( b1j l b2j 

bpj 
p colonnes 

a;p ) ( ) i -i'm' lign' d' A �  ( a;, 
p 

ai2 L: aikbkj 
k= l 

qui permet de repérer visuellement les sommes et produits à effectuer pour 
calculer le coefficient Cij . 

PROP OSITION 1 0 . 1  Soient n, p, q, m quatre entiers naturels non nuls. 

)( Pour tout A de Mn,p (JK) et pour tous B, C de Mp,q (lK) , 

A X (B + C) = A X B + A X c .  

)( Pour tous B, C de Mn,p (JK) e t  pour tout A de Mp,q (lK) , 

(B + C) X A = B X A + c X A. 

)( Pour tout A de lVIn,p (lK) , pour tout B de Mp,q (lK) et pour tout C de Mq,m (lK) , 

A X (B X C) = (A X B) X c .  

Démonstration Chacune des démonstrations est longue mais ne présente pas 
de difficulté. Il suffit de revenir à la définition des lois + et x et de travailler sur 
les éléments des matrices . On s 'attachera à bien justifier chacune des sommes 
matricielles et chacun des produits matriciels que l 'on écrit . D 
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On vérifie facilement que le produit de deux matrices diagonales d'ordre n est 
une matrice diagonale d 'ordre n et on a : 

diag (an , . . .  , ann) X diag (bn , . . .  , bnn) = diag (a n X bu , . . .  , ann X bnn ) . 

10.1.3 Transposition de matrices 

D ÉFINITION 1 0 .9 Soit A une matrice de type (n, p) sur K On appelle ma
trice transposée de A et on note AT {ou parfois t A), la matrice de type (p, n) 
sur OC obtenue à partir de A en échangeant les lignes et les colonnes. 

Si A est une une matrice de type ( n, p) alors sa transposée, la matrice AT , est 
une matrice rectangulaire dont le type (p, n) est a priori différent de celui de A, 
sauf si n = p. Par exemple, ( 2 v'2 ) 

A =  1/2 3i 
4 J3 T ( 2 1/2  4 ) et A = v'2 3i J3 . 

La matrice A est de type (3 ,  2) et sa transposée est de type (2 ,  3 ) . En particulier, 
si A est une matrice carrée d'ordre n alors AT est aussi une matrice carrée 
d 'ordre n. Toute matrice diagonale est sa propre matrice transposée. C 'est le 
cas de la matrice identité : I� = In pour tout n E N* . Si A est une matrice-ligne 
alors AT est une matrice-colonne. Réciproquement, si A est une matrice-colonne 
alors AT est une matrice-ligne. Par exemple, 

et 

Remarque Soit A une matrice de type (n, p) . Pour tout entier k compris entre 
1 et p, la matrice-ligne formée de la k-ième ligne extraite de AT est égale à la 
transposée de la matrice-colonne formée de la k-ième colonne extraite de A. 
Schématiquement , 

AT = ( = gf ) . 
- cr 

p 

1 
C2 
1 

De même, pour tout entier f compris entre 1 et n, la matrice-colonne formée de 
la f-ième colonne extraite de AT est égale à la transposée de la matrice-ligne 
formée de f-ième ligne extraite de A. Schématiquement , 

) 
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On a les propriétés suivantes . 

PROPOSITION 1 0 . 2  Soient n, p, q trois entiers naturels non nuls. 

X VA E Mn,p (OC) (AT)T = A. 
X VA, B E Mn,p (OC) (A + B)T = AT + BT. 
X VA E Mn,p (OC) Vn E OC  (a · A)T = a · AT .  
X VA E Mn,q (OC) VB E Mq,p (OC) (A  X Bf = BT  X AT . 

Démonstration Il suffit de revenir à la définition de la transposée d 'une ma
trice. La démonstration pour chacune des trois premières propriétés est aisée 
(la rédaction est laissée en exercice) . Montrons la quatrième propriété. Soient A 
une matrice de type (n, q) et B une matrice de type (q, p) . Le produit A x B 
a un sens puisque le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes 
de B. C'est une matrice de type (n, p) . En notant A = (aikh�i�n, 1 �k,;;; q et 
B = (bk3· ho:: ko:: q 1 0::3· ,::p , on a : A x B = (ci3· ) 1 / ·/  1 / ./ avec ""'= ""'= , """ � ::::::;:; i:::::::: n ,  :::::::::. J ::::::::. P 

q 
Cij = L aikbkj 

k=l 

pour tous i E { 1 ,  . . .  , n} et j E { 1 ,  . . .  , p } .  La matrice (A x B) T est donc de 
type (p, n) et (A x Bf = ( c�3- ) 1 / . _,, 1 _,, . _,, avec ::::::::: i:::::::::. p , ::::::::. J :::::::::. n 

q 
c�j = Cji = L ajkbki 

k= l 
( 1 )  

pour tous i E { 1 ,  . . . , p} e t  j E { 1 ,  . . . , n} .  La matrice BT est de  type (p, q) 
et la matrice AT de type ( q ,  n) . Le nombre de colonnes de BT est égal au 
nombre de lignes de AT . Le produit BT x AT a donc un sens . C 'est une matrice 
de type (p, n) . En notant BT = (b�kh�i�p, l �k�q et AT = (a�j h,;;;k�q , 1 �j�n , 
on a alors : BT x AT = (dij ) 1 _,, . /  1 / . /  avec ,  pour tous i E { 1 ,  . . . , p} et ::::::::: i:::::::;:. p , ::::::::. 1 :::::::::. n 
j E { l , . . . , n} ,  

puisque 

q q 
dij = L b�ka�j = L bkiajk 

k=l k=l 

Vi E { l ,  . . .  , p} Vk E { l ,  . . . , q} 

Vk E { l ,  . . . , q} Vj E { l ,  . . .  , n} 

(2)  

En comparant (1 ) et (2) , on en déduit que dij = c�j pour tous i E { 1 ,  . . . , p} et 
j E { 1 ,  . . . , n} . On a ainsi vérifié l 'égalité matricielle BT x AT = (A x Bf. D 
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D ÉFINITION 1 0 . 1 0  Soit A une matrice carrée(2) sur !K. 
)< On dit que A est une matrice symétrique si AT = A .  
)< On  dit que A est une matrice antisymétrique s i  AT = -A.  

Autrement dit , la  matrice A =  (aij ) i :::; i,j:::;n est symétrique lorsque 

V(i , j )  E { 1 , . . .  , n} x { 1 , . .  . , n} aji = aij · 

De même, la matrice A =  (aij ) i :::; i ,j:::;n est antisymétrique lorsque 

V(i , j )  E { 1 , . . .  , n} x { 1 , . . . ,  n} aji = -aij · 

On se convainc facilement (prendre i = j) que les coefficients diagonaux d'une 
matrice antisymétrique sont nécessairement tous nuls. 

Exemples 

( 2 + 3i 3 �i ) de M, (C) est symêtdque. 1 . La matrice 3 v'2 
-i 1 

2 .  La matdœ ( 0 1 - i  -{a ) de Mo (C) est antisymétdque. - l + i 0 
0 J3 

Sous-espaces supplémentaires dans Mn (IK) 

Toute matrice carrée peut s 'écrire de manière unique comme la somme d'une 
matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique. En effet , pour toute ma
trice M appartenant à Mn (IK) , 

M = � (M + MT) + � (M - MT) 
'-...---' '-...---' 

= 8  = A  

(3) 

Comme indiqué sous les accolades , posons s = � (M + MT) et A = � (M - rvrT) . 
La matrice S est symétrique et A est antisymétrique puisque , utilisant les pro
priétés de la proposition 10 . 2 , on a : 

sr = ( � (M + MT) ) T 
= � (MT + (MT)T) = � (MT + M) = s , 

AT = (HM - MT) ) T 
= HMT - (MT )T) = HMT - M) = -A. 

On a, par exemple, dans M3 (JR) la décomposition suivante 

( j  - 1  
2 
2 � )  ( �  � i ) + ( - 1  � � -1 

-2 
0 1 
2 

- ! ) . 
0 

(2) Il est clair que cela n 'a pas de sens de parler de matrice symétrique (ou de matrice 
antisymétrique) pour des matrices non carrées . 
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Désignons par Sn (OC) (respectivement par An (OC) ) l 'ensemble des matrices sy
métriques (resp . antisymétriques) d'ordre n à coefficients dans K Ces deux 
ensembles constituent deux sous-espaces vectoriels du OC-espace Mn (OC) (c 'est 
immédiat en utilisant les propriétés de la transposition) . On vérifie facilement 
que la seule matrice qui est à la fois symétrique et antisymétrique est la matrice 
nulle d 'ordre n. On a donc : 

(4) 

Les deux propriétés (3) et (4) suffisent à montrer que les deux sous-espaces 
Sn (OC) et An (OC) sont supplémentaires dans Mn (OC) , ce que l'on note : 

10.1.4 Cas particulier des matrices carrées 

Intéressons-nous à présent à l 'ensemble des matrices carrées . 

Structure d'anneau sur Mn (OC) 

Vérifions que Mn (OC) , l 'ensemble des matrices carrées d'ordre n, muni de l 'addi
tion et de la multiplication possède une structure d'anneau. D 'après ce que nous 
avons dit pour Mn,p (OC) (voir la remarque page 419) , Mn (OC) muni de l 'addition 
est un groupe commutatif. Contrairement au cas des matrices rectangulaires 
de type ( n, p) pour lesquelles la multiplication n 'est pas définie si n -1- p, la 
multiplication de deux matrices carrées du même ordre est toujours définie. 
Le produit de deux matrices carrées d'ordre n étant encore une matrice carrée 
d'ordre n, la multiplication définit une seconde loi de composition interne sur 
Mn (OC) . De plus , on vérifie les points suivants. 
- La multiplication est distributive par rapport à l 'addition : pour tous A ,  B, C 

appartenant à Mn (OC) , 

A x (B + C) = A x B + A x C et (B + C) x A = B x A + C x A. 

- La multiplication est associative : pour tous A, B , C appartenant à Mn (OC) ,  

A X ( B  X C )  = (A  X B) X c .  

- La matrice In est l 'élément neutre pour l a  multiplication : 

VA E Mn (OC) In X A =  A X In = A. 

Contrairement à l 'addition, la multiplication de deux matrices carrées n 'est pas 
commutative pour n ;;o: 2. Par exemple, considérons les deux matrices 

A = ( � � ) et B = ( � � ) . 
On vérifie facilement que A x B -1- B x A : 

( � � ) ( 0 0 
1 0 

0 0 
0 1 ) = ( 0 0 

1 0 ) ( 0 1 ) 0 0 . 
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L'ensemble structuré (Mn (lK) , + ,  x ) n'est donc pas un anneau commutatif (sauf 
si n = 1 ) .  On veillera donc à manipuler le produit matriciel avec précaution. 
Bien sûr, le fait que la multiplication dans Mn (lK) ne soit pas commutative 
lorsque n ;;:: 2 n'exclut pas l 'existence de matrices qui permutent entre elles. 
Par exemple, une matrice-scalaire permute avec n' importe quelle matrice carrée 
du même ordre. Autrement dit , 

De plus, lorsque n ;;:: 2 ,  le produit de deux matrices peut être nul sans que l'une 
des deux matrices soit nulle. Par exemple, 

Ainsi , lorsque n ;;:: 2 ,  l 'anneau (Mn (lK) , + ,  x ) possède des diviseurs de zéro. Ce 
n 'est donc pas un anneau intègre . 

Puissance k-ième d'une matrice 

Pour toute matrice A E Mn (lK) , on pose A0 = In et 

k fois 
\:/k E N* k not. A = A x A x  . . .  x A . 

La matrice A k s 'appelle puissance k-ième de A. On vérifie facilement les trois 
propriétés suivantes (il suffit de revenir à la définition de la puissance k-ième 
d'une matrice . La démonstration est laissée en exercice) . 

P ROPOSITION 10 .3  Soit A une matrice carrée à coefficients dans lK. 
X V k E N V k' E N A k x A k' = A k+k' ; 

X \:/k E N  Vk' E N  (Ak ) k' = Akx k' ; 

X Vo: E lK  Vk E N  (o: · A) k = o:k · Ak . 

Il est à noter qu'en général , lorsque la matrice A est d 'ordre n avec n ;;:: 2, il 
n 'y a pas de lien immédiat entre les coefficients de Ak et ceux de A (sauf pour 
k = 1 bien sûr) . Ainsi , les coefficients de Ak ne s 'obtiennent pas en élevant à 
la puissance k les coefficients de A .  C 'est pourtant ce qui se produit pour les 
matrices diagonales . En effet , on vérifie, par récurrence sur l 'entier naturel k ,  
que si A = diag (a u , a22 , . . .  , ann) alors, pour tout k E N, 

Ak d' ( k k k ) = 1ag a1 1 , a22 , . . . , ann . 
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Si A et B désignent deux matrices carrées du même ordre, alors, a priori, 
les matrices (A x B) 2 et A 2 x B2 ne sont pas égales . En effet, 

(A X B)2 = (A X B) X (A X B) .  

La multiplication n'étant pas commutative, (A x B) x (A x B)  n 'est pas 
obligatoirement égal à A2 x B2 . Plus généralement , pour tout entier k � 2 ,  
(A xB)k n'est pas obligatoirement égal à A k x Bk . En revanche, i l  est clair que 
si le produit des deux matrices A et B commute, c'est-à-dire si A x B = B x A, 
alors (A x B)2 = A 2 x B2 , ou, plus généralement , (A x B)k = A k x Bk pour 
tout entier k. 

Matrice nilpotente 

La définition suivante est cohérente avec celle donnée pour une application 
linéaire (voir la définition 9 .3 ,  page 376) . 

D ÉFINITION 1 0 . 1 1  Une matrice carrée A d 'ordre n est nilpotente s 'il existe 
un entier naturel non nul k tel que A k = O. L 'indice de nilpotence de la ma
trice A e.st l 'entier non nul p défini par 

dé/. . { * 1 k } p = mm k E N A = 0 . 

Par exemple, la matrice A définie ci-dessous est nilpotente et son indice de 
nilpotence est 3 car 

1 
-2  

1 

1 
-2  

1 
-D 

Formule du binôme de Newton dans (Mn (IK) , + ,  x )  

et A3 = ( � � � )  0 0 0 

Considérons deux matrices carrées A et B,  toutes les deux d'ordre n. Commen
çons par développer l 'expression (A + B) 2 . On a :  

(A + B) 2 = (A + B)  x (A + B) = A2 + AB + BA + B2 . 

Si on suppose que les matrices A et B commutent alors 

Poursuivons en développant l 'expression (A + B)3 . On a :  

(A + B)3 (A + B)  X (A + B)2 

(A + B)  x (A2 + AB + BA + B2 ) 
A3 + A2B + ABA + AB2 + BA2 + BAB + B2A + B3 . 
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Si on suppose que les matrices A et B commutent alors 

Plus généralement , on a le résultat suivant qui se démontre par récurrence sur 
le même principe (voir la démonstration de la proposition 2 . 1 2 ,  page 77) . 

P ROPOSITION 1 0 .4 (Formule du binôme de Newton) 
Soient A, B deux matrices du même ordre . Si AB = BA alors, pour tout 
m E N, 

(A + Br = f (7) Ak Bm-k 
k=O 

où, pour tout k E { 0, . . . , m} ,  le coefficient binomial est défini par 

(m) déf. m! 
k - (m - k) ! k ! "  

Comme l ' illustre l 'exercice suivant , la formule du binôme de Newton peut s'avé
rer utile pour calculer les puissances d'une matrice A E Mn (OC) dés lors que 
celle-ci s 'écrit sous la forme suivante : 

avec (a, {3) E OC2 , où les puissances de la matrice B s 'obtiennent facilement (par 
exemple, B est nilpotente) , puisque pour tous a, f3 appartenant à OC, 

( Œ · In ) X (f3 · B) = (f3 · B) X ( Œ · In) . 

( al o
1 0

o ) E XERCICE 1 Soient A =  E M3 (<C) et B = A  - 1. 
c b 1 

1 - Calculer B,  B2 , B3 . En déduire l 'expression de An pour tout n E N. 
2 - Montrer que A 3 est combinaison linéaire de A 2 , A et 1 .  
3 - En déduire que An est combinaison linéaire de A n- 1 , A n-2 , A n-3 si 
n )  3 . 

10.2  Matrices et  applications linéaires 

10.2.1 Matrice associée à une application linéaire 

Soient E, F deux OC-espaces vectoriels et cp une application linéaire de E dans F. 
On suppose que dimoc (E) = p et dimoc (F) = n. Munissons l 'espace E d'une 
base BE = (e1 , e2 , . . .  , ep) et l 'espace F d 'une base Bp = (f1 , f2 , .  . .  , fn) · 
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Puisque la base Be (respectivement BF) est constituée de vecteurs appartenant 
à l 'espace de départ E (resp. l 'espace d'arrivée F) , on la qualifie parfois de 
base de départ (resp . base d'arrivée) . Décomposons chacun des vecteurs <p(e1 ) ,  
<p(e2 ) ,  . . .  , <p(ep ) de F dans la base d 'arrivée BF . Pour j variant de 1 à p ,  on 
désigne par a1j , a2i >  . . .  , anj les coordonnées du vecteur <p(ej ) dans la base 
BF , autrement dit : { <p (e 1 ) 

<p ( e2 ) 

<p ( ep ) 

a1 1 f1 + a21 f2 + . . .  + an1 fn 
a12 f1 + a22 f2 + . . .  + an2 f n 

On rappelle qu 'une application linéaire est entièrement déterminée dès que 
l'on connaît les images des vecteurs d 'une base . Il apparaît ainsi judicieux 
de regrouper chacun des vecteurs <p(e1 ) ,  <p(e2 ) ,  . . .  , <p(ep ) (ou plutôt leurs 
coordonnées dans la base BF) dans un même tableau, ce dernier caractérisant 
complètement l 'application linéaire <p. 
Cela nous conduit à la définition suivante. 

DÉFINITION 1 0 . 1 2  Soient E un OC-espace vectoriel de dimension p muni 
d 'une base Be , F un OC-espace vectoriel de dimension n muni d 'une base BF 
et <p une application linéaire de E dans F.  
)< On appelle matrice associée à <p relativement à Be et BF l a  matrice de  
type ( n, p)  sur OC dont l a  j - ième colonne est constituée par les coordonnées de 
l 'image par <p du j -ième vecteur de la base de départ Be par rapport à la base 
d 'arrivée BF . On la note : 

et on dit que la matrice MataE ,BF (<p) représente <p dans les bases Be, BF . 
)< En particulier, lorsque E = F on peut choisir Be = BF ngt. B. Soit <p un 
endomorphisme de E. On appelle matrice associée à <p relativement à B la 
matrice Mata,a (f) . On la note plus simplement 

Mata (<p) ou l\!Iat (<p, B) . 

Avec les notations utilisées , on a de façon symbolique : 

<p(e i) ( au 
a21 

a� 1 

Remarque Pour signifier que la représentation matricielle d 'une application 
linéaire <p de E dans F s 'effectue par rapport aux deux bases Be et BF , nous 
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avons convenu de noter en indice ces deux bases dans « MatsE ,BF (cp) » . Il 
est à remarquer l 'ordre des deux bases dans cette notation. La première base 
désigne toujours la base de départ (ici BE) et la seconde toujours la base d 'ar
rivée (ici B F ) . Il faut toujours respecter cet ordre . On pourra retenir le schéma 
suivant : 

MatsE ,BF (cp) 
(E, BE ) (F, Bp ) .  

En revanche, lorsqu'on note « MatsE ,BF (cp) E Mn,p (OC) » ,  l 'ordre des deux 
indices n et p dans « Mn,p (OC) » est inversé par rapport à l 'ordre des deux 
bases BE et Bp dans « MatsE ,BF (cp) » . Le premier indice (ici n) correspond à 
la dimension de l 'espace d'arrivée (ici F) et le second (ici p) à la dimension de 
l 'espace de départ (ici E) . Cette notation est , certes , malheureuse mais il s 'agit 
de la notation usuelle . 

Exemples 

1 .  Soient E un OC-espace vectoriel de dimension 2 muni de la base BE = ( e 1 , e2) 
et F un OC-espace vectoriel de dimension 3 muni de la base Bp = (f 1 , f 2 , f 3) .  
Soit <p une application linéaire de E dans F définie par son action sur les deux 
vecteurs de la base BE : 

La matrice associée à <p relativement aux bases BE et BF est une matrice 3 x 2 
et on note MatsE ,BF (cp) E M3,2 (0C) . Elle s 'écrit : 

Inversons à présent l 'ordre des vecteurs de la base BE de l 'espace de départ. 
On obtient la nouvelle base CE = (e2 , e 1 ) .  Rappelons que l 'ordre des vecteurs 
a une importance dans la définition d 'une famille. Les deux bases BE et CE, 
bien qu 'appartenant au même espace vectoriel , sont donc distinctes . De même, 
inversons l 'ordre des vecteurs de la base Bp de l 'espace d 'arrivée . On obtient 
la nouvelle base Cp = (!3 , f 2 , f 1 ) .  Écrivons alors la matrice associée à <p rela
tivement à ces deux nouvelles bases . C 'est bien sûr encore une matrice 3 x 2. 
Elle s 'écrit : 

2 .  Dans le OC-espace vectoriel OCn [X] de dimension n + 1 ,  muni de sa base 
canonique Boc,, [X] = ( 1 ,  X, X2 , . . .  ' x

n) ,  on considère l 'endomorphisme <p de 
OCn [X] qui au polynôme P associe son polynôme dérivé P' . La matrice associée 
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à cp relativement à Bocn [X] est une matrice carrée d 'ordre n + 1 et on note 
Mat(cp, Bocn [XJ )  E Mn+ 1 (0C) . On a :  

On en déduit : 

cp( l )  
cp(X) 
cp(X2 ) 

( 1  ) ' 0 , 
(X) '  1 , 
(X2 ) ' 2X, 

(Xn ) ' nxn- 1 . 

ip( l ) ip(X) ip(X2 ) . . .  ip(Xn ) 
0 1 0 0 

0 0 2 

1 

X 
Mat(cp, Bocn [XJ ) = 

0 
0 0 0 n 
0 0 0 0 

Comme l 'illustre l 'exercice 2 ci-après , la représentation matricielle d 'un endo
morphisme dépend non seulement du choix, mais aussi de l 'ordre des deux bases 
de départ et d'arrivée . 

EXERCICE 2 Soit f l 'endomorphisme de JR3 qui au vecteur ( x1 , x2 , x3 ) 
associe le vecteur (Y1 , Y2 , y3 ) où 

avec 
e1 = ( 1 , 0 , 0) , e2 = (0 , 1 , 0) , e3 = (0 , 0 , 1 ) , 

U1 = ( 1 , 0 , - 1 ) , U2 = ( 1 , - 1 , 0) , U3 = ( 1 , 1 , 1 ) . 

Expliciter les matrices Mat13 (f) , Mate (!) ,  Mat13,c (f) et Matc ,B (f ) .  

Remarques 

1 . Soit E un OC-espace vectoriel de dimension n. On vérifie (c 'est immédiat) que 
la matrice associée à l 'application identité relativement à n 'importe quelle base 
de E est la matrice identité d'ordre n. Autrement dit , Mat13 (idE) = In pour 
toute base B de E. 
2. Soient E un OC-espace vectoriel de dimension n muni d 'une base B et cp un 
endomorphisme de E. Si, relativement à B, la matrice représentative de cp est 
triangulaire supérieure , alors , relativement à la base C obtenue à partir de B en 
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inversant l 'ordre des vecteurs, la matrice représentative de <p est triangulaire 
inférieure . Par exemple , avec n = 4, si 

Mata (<p) � ( tn ti2 t 13 li4 ) 0 t22 t23 t24 
0 0 t33 t34 
0 0 0 t44 

avec B = (e1 , e2 , e3 , e4 ) , alors 

Matc (<p) � ( t44 0 0 0 ) t34 t33 0 0 
t24 t23 t22 0 
t 14 t 13 t 12 t 1 1  

avec C = (e4 , e3 , e2 , e 1 ) . 

Matrices associées à des projections et symétries vectorielles 

Soient E un OC-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces supplémentaires 
dans E, c 'est-à-dire : E = F EB G. Supposons l 'espace E de dimension finie 
et notons n = dim!K ( E) . Les deux sous-espaces F et G sont nécessairement 
de dimensions finies . Notons r = dim!K (F) d 'où dim!K (G) = n - r .  Soient 
BF = (u1 , u2 , . . .  , u,. ) une base de F et Ba = (v 1 , v2 , . . .  , Vn-r ) une base de G. 
Il est clair que la famille BE = ( u1 , u2 , . . .  , u,. , v 1 , v2 , . . . , Vn-r ) constitue une 
base de E. Elle est dite adaptée à la décomposition E = F EB G. 

- Désignons par p la projection vectorielle sur F parallèlement à G. La ma
trice P associée à p relativement à la base BE ainsi construite s 'écrit : 

p _ (-I_,. _,__o�,. n-_r ) 
- Ün-r,r Ün�r,n-r . 

On a en effet d 'une part , pour tout k E { 1 ,  2 ,  . . .  , r } ,  p (uk ) = uk puisque 
uk E F = Imp , et d'autre part, pour tout k E { 1 ,  2, . . .  , n - r } ,  p(vk ) = OE 
puisque Vk E G = Kerp (voir au chapitre 9 , page 383) . 

- Si s désigne la symétrie vectorielle par rapport à F parallèlement à G alors 
la matrice S associée à s relativement à BE s'écrit : 

S - ( I,. - Ün-r,r 
Ür,n-r ) . -In-r 

En effet , pour tout k E { 1 ,  2 ,  . . .  , r } ,  s( uk ) = Uk puisque uk E F = Inv s ,  
et d'autre part , pour tout k E { 1 , 2 ,  . . . , n  - r} , s (vk ) = -vk puisque 
vk E G = Opp s (voir au chapitre 9 , page 384) . 

10.2.2 Écriture matricielle d'une égalité vectorielle 

L'intérêt de connaître la matrice associée à une application linéaire <p (relati
vement à deux bases BE et BF) est de pouvoir réécrire une égalité vectorielle 
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de la forme y = cp(x) sous la forme d'une égalité matricielle . C 'est ce que nous 
allons voir dans ce paragraphe. Considérons la matrice A = (aiJ h�i�n. l�j�p 
associée à l 'application linéaire cp relativement aux bases BE = (eJh�J�P et 
!3F = (f i ) i �i�n · Décomposons le vecteur x de E dans BE : 

p 
x = L XJej . 

j= l 
Décomposons à présent son image y par cp (c 'est un vecteur de F) dans BF : 

n 
(5) 

et cherchons à exprimer chacune des coordonnées y1 , y2 , .  . . , Yn du vecteur y en 
fonction des coordonnées x1 , x2 , . . .  , Xp du vecteur x. Pour cela, commençons 
par calculer cp(x) .  Utilisant la linéarité de cp, on a : 

P P p n 
cp(x) = cp (LxJej) = L XJcp (eJ ) = 2..: [xJ (L %fi) ] 

n 
j= l j= l j= l i= l 

puisque cp (eJ ) = L %Îi pour j = 1 , 2 , . . . , p . Or, 
i= l 

P n 
L [L xJaij fi] j= l i= l 
n p n p 
L [LxJ%fi] = 2..: [ (L %xJ) ti] 
i= l j= l i= l j= l 

où on a, dans un premier temps , fait passer le scalaire Xj à l 'intérieur de la 
deuxième somme (puisqu 'il ne dépend pas de l 'indice i) , interverti dans un 
second temps les deux sommes , et enfin fait sortir le vecteur fi de la deuxième 
somme (puisqu 'il ne dépend pas de l 'indice j) . On a donc obtenu : 

n p 
cp(x) = 2..: [ (L %xJ ) ti] · 

De (5) et (6) il vient l 'égalité : 

i= l j= l 

n n p 
L YiÎi = 2..: [ (L %XJ) ii] · 
i= l i=l j= l 

(6) 

Par identification des coordonnées (la décomposition d 'un vecteur dans une 
base étant unique) , on obtient : 

p 
Vi E { l , 2 , . . . , n} Yi = L %XJ , 

j= l 
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c'est-à-dire : 

{ �� Yn 

aux1 + a12X2 + . . . + alpXp 
a21X 1 + a22X2 + . . .  + a2pXp 

Ces relations se nomment équations (ou représentation analytique) de cp relati
vement à BE et BF . Regroupons-les sous une forme matricielle plus compacte. 
Introduisons pour cela les deux matrices-colonnes X et Y. 

- La matrice-colonne X est constituée des coordonnées x1 , x2 , . . .  , Xp du 
vecteur x dans la base BE . On la note ainsi parfois MataE (x) ou Mat(x, BE) .  
La matrice-colonne X appartient à Mp, 1 (OC) . 

- La matrice-colonne Y est constituée des coordonnées Y1 , Y2 , . . .  , Yn du 
vecteur y dans la base BF . On la note aussi MataF (y) ou Mat (y , BF ) .  La 
matrice-colonne Y appartient à Mn, 1 (OC) . 

Le système d 'équations précédent s 'écrit aussi sous la forme matricielle : 

On a donc l 'égalité matricielle : 

MataF (y) = l\fataE ,BF (cp) x MataE (x) . 
.._______.. � .._______.. 

= Y = A = X 

On a établi la proposition suivante. 

P ROPOSITION 1 0 . 5  Soient E un OC-espace de dimension p muni d 'une base 
BE , F un OC-espace de dimension n muni d 'une base BF et cp une application 
linéaire de E dans F. Si A = MataE ,BF (cp) alors l 'égalité vectorielle : 

y =  f(x) 

s 'écrit, relativement aux bases BE et B F ,  sous la forme matricielle : 

Y = A X  

où la matrice-colonne X de Mp, l (OC) est constituée des coordonnées du vec
teur x dans BE , ce que l 'on note X = MataE (x) ou X = Mat(x, BE) ,  et où 
la matrice-colonne Y de Mn, l (OC) est constituée des coordonnées du vecteur Y 
dans BF , ce que l 'on note Y = MataF (y) ou Y = Mat(y , BF) · 
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Remarques 

1 .  Remarquons que lorsqu 'on écrit Y =  A X, l 'égalité matricielle n 'a de sens que 
dans l 'ensemble des matrices de type (n, 1 ) .  En effet , à gauche de l 'égalité, on 
trouve la matrice Y qui est une matrice de type (n, 1 ) .  A droite de l 'égalité, on 
trouve le produit matriciel A X, c 'est-à-dire le produit de la matrice A de type 
(n, p) et de la matrice X de type (p, 1 ) .  Le résultat de ce produit matriciel est 
une matrice de type (n, 1 ) .  C 'est donc une matrice-colonne de type identique à 
celui de Y. 
2.  Si n -=/- p alors les deux matrices-colonnes X et Y ne sont pas du même type 
puisque leurs nombres de lignes diffèrent . 

Exemple Reprenons l 'exemple de l 'application linéaire 'P de E dans F, avec 
E, F deux OC-espaces de dimensions respectives 2 et 3 ,  définie par 

où Be = (e 1 , e2 ) est une base de E et BF = (f 1 , f 2 , f3 ) une base de F. Soient x 
un vecteur de E et y = cp(x ) .  Décomposons x dans la base de départ Be et y 
dans la base d'arrivée BF . On a : 

et 

Puisque cp est linéaire , on a : 

X1tp(e 1 ) + X2tp(e2 ) 
x1 (2f1 + 3f2 - f3 ) + x2 U1 - f2 + 4f3 ) 
(2x1 + x2 )f 1 + (3x1 - x2 )f2 + (-xi +  4x2 )f3 . 

L'égalité vectorielle y = cp( x) se réécrit alors : 

En procédant à l'identification des coordonnées, on en déduit les expressions 
de Y1 , Y2 , y3 en fonction de x1 , x2 : 

Ce sont les équations de cp relativement aux deux bases Be et BF . Ce système 
s'écrit aussi sous la forme matricielle : 
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10.2.3 Application canoniquement associée à une matrice 

Faisons le point . 
- Nous venons de voir que toute application linéaire peut être représentée , 

relativement à deux bases , sous forme matricielle (à condition , bien sûr, que 
les espaces de départ et d'arrivée soient tous deux de dimensions finies ! ) .  

- Inversement , pouvons-nous affirmer qu 'une matrice rectangulaire est tou
jours la représentation d 'une application linéaire ? Le cas échéant , quelle 
est cette application linéaire ? Quels sont les espaces vectoriels mis en jeu ? 
Quelles en sont les bases ? 

La proposition suivante donne une réponse à ces interrogations . 

P ROPOSITION 10 .6  Soit A une matrice de type (n, p) sur K Il existe une 
unique application linéaire de ]l(P dans ocn admettant A pour matrice associée 
relativement aux bases canoniques. On dit qu 'une telle application linéaire est 
canoniquement associée à la matrice A.  

Démonstration Soit A =  (aijh,,;i,,;n, i,,;j,,;p une matrice de  type (n, p) sur K 
Montrons dans un premier temps l 'existence d 'une application linéaire de JKP 
dans ocn admettant A pour matrice associée relativement aux bases canoniques. 
Considérons l 'application 'Pc de ]l(P dans ocn qui au vecteur (x1 ,  Xz , . . .  , Xp) 
associe le vecteur ( Y1 , Yz ,  . . .  , Yn ) où 

{ �� Yn 

anx1 + a12X2 + . . .  + aipXp 
az 1X 1 + a22x2 + . . .  + a2pXp 

avec % appartenant à OC pour 1 � i � n et 1 � j � p. On a déjà vu (voir la 
proposition 9 .3 , page 375) que 'Pc était linéaire . On note alors 'Pc E .Coc (OCP , ocn) .  
Soient BJK.v = ( e i , e2 , .  . . ,  ep ) et BJK.n = (f 1 , f 2 , .  . . ,  f n ) les bases canoniques 
respectives de ]l(P et ocn . Exprimons 'Pc ( e 1 ) ,  . . . ' 'Pc ( ep ) dans BJK.n . On a : 

'Pc ( ( l , 0 , . . .  , 0) )  = (a1 1 , a21 , . . .  , an1 )  
a1 1 ( l , O , . . .  , 0) + a2 1 (0 , 1 , . . . , 0) + . . .  + an1 (0 ,  0 , . . . , 1 ) 

a1 1 f 1 + a2 1 f2 + · · · + lln1 f n >  
'Pc ( (O , 1 ,  . . .  , 0 ) )  = (a1 2 , a22 , . . .  , llnz )  
a12 ( l ,  0 ,  . . .  , 0 )  + a22 (0 , 1 ,  . . .  , 0) + . . .  + llnz (O , 0 ,  . . . , 1 ) 

a12f 1 + a22f2 + · · · + anzf n >  

'Pc ( (O , 0 ,  . . . , 1 ) )  = (a1p , a2p , . . .  , anp) 
a1p ( l , 0 , . . .  , 0) + a2p (O, 1 ,  . . .  , 0) + . . .  + llnp (O , 0 , . . . , 1 ) 

a1pf 1 + a2pf2 + · · · + llnpf n · 
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On en déduit : 

'Pc (e 1 ) ( au 
a2 1 

a:ii 
On retrouve précisément la matrice A, vérifiant ainsi que A =  Mat(cpc , Bb , BJK.n ) .  
Montrons à présent l 'unicité d 'une telle application linéaire . Supposons qu 'il 
existe deux applications linéaires 'Pl et 'P2 de JKP dans ocn admettant A pour 
matrice associée relativement aux bases canoniques . De l 'égalité matricielle : 

il vient immédiatement : 

c 'est-à-dire : <3 l cp1 ( x) = cp2 ( x) pour tout vecteur x de JKP . Les deux applications 
cp1 et cp2 sont donc identiques . L 'unicité est démontrée. D 

Exemple Reprenons l 'exemple de la matrice A, matrice carrée d'ordre n + 1 
à coefficients dans IK, définie par 

A =  

0 1 0 

0 0 2 

0 
0 

0 
0 

0 

0 
0 n 
0 0 

Nous avons vu (voir page 431 ) que A est la matrice associée à l 'endomorphisme 
cp de 1Kn [X] défini par cp(P) = P' pour tout P E IK11 [X] , relativement à la base 
canonique de 1Kn [X] . La matrice A est aussi la matrice associée à l'endomor
phisme 'Pc de ocn+ 1 qui à ( X1 , X2 , . . .  , Xn+ 1 ) associe (y1 , Y2 , . . .  , Yn+ 1 ) avec { Yk = k xk+ 1 pour k E { 1 , 2 , . . . , n} , 

Yn+1 = 0 ,  

e t  ce  relativement à la  base canonique de JK11+ 1 . Les deux applications linéaires 
cp : IKn [X] -----> IK11 [X] et 'Pc : ocn+ 1 -----> JK11+ 1 sont toutes les deux associées à la 
même matrice A. En revanche, seule l 'application 'Pc est qualifiée d'application 
canoniquement associée à A. 

(3) 
Rappelons qu'une application l inéaire est entièrement déterminée par les images des vec-
teurs d'une base de l 'espace de départ . 
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10.2.4 Propriétés 

PROPOSITION 1 0 .  7 Soient E, F deux OC-espaces vectoriels de dimensions 
finies, BE une base de E et BF une base de F.  Si cp1 et cp2 sont deux appli
cations linéaires de E vers F, a E OC et (3 E OC, alors 

En particulier, si E = F et BE = B F ngt. B alors 

Mat13 (acp1 + f3cp2 ) = a · Mat13 (cp1 ) + (3 · Mat13 (cp2 ) .  

Démonstration Il suffit de revenir à l a  définition d 'une matrice associée à 
une application linéaire. Rappelons que l 'ensemble des applications linéaires 
de E dans F possède une structure de OC-espace vectoriel (voir en page 370) .  
Par conséquent , acp1 + f3cp2 E Loc (E, F )  puisque cp1 e t  cp2 appartiennent à 
Loc (E, F) . Soient Be = (e 1 ,  e2 ,  . . .  , ep) une base de E et BF = (f 1 , f 2 , . . .  , f n) 
une base de F. Notons A = (%h�i�n, l �j�p (resp. B = (bijh�i�n , l �j�p) la 
matrice de type (n, p) sur OC représentant cp1 (resp. cp2) dans les bases BE et Bp . 
Ainsi, par définition , on a : 

n 
cp1 (e1 )  = 'L, %ti 

i= l  

n 
et cp2 (e1 )  = L bi) Îi 

i=l 
(7) 

pour tout j E { 1 , 2, . . . , p} . Puisque acp1 + f3cp2 E Loc (E, F) , la matrice repré
sentative de acp1 + f3cp2 dans les bases BE et B F est de type ( n, p) . Notons 
C = ( Cij ) i �i�n, l �j�p cette matrice. Par définition de C, on a : 

n 
(acp1 + f3cp2 ) (e1 )  = L Cij f i (8) 

i= l 
pour tout j E { 1 , 2 , . . .  ,p  } .  Pour déterminer C, calculons (acp1 + (3cp2 ) (e1 )  pour 
j E { 1 , 2 , . . .  , p} . Soit j un entier compris entre 1 et p. On a :  

n n 
(acp1 + f3cp2 ) (e1 )  = acp1 (e1 ) + f3cp2 (e1 )  = a  L llijf i + f3 L bijf i 

i= l 
où nous avons utilisé (7) , c'est-à-dire : 

n 
(acp1 + f3cp2 ) (e1 )  = 'L, (aaij + f3bi1 )fi ·  

i= l 
De (8) et (9) , on déduit l 'égalité 

n n 
L Cij fi = L ( aaij + f3bij ) fi , 
i=l i= l 

i= l 

(9) 

d'où ,  par identification des coordonnées , Cij 
i E { 1 , . . . , n} et j E { 1 , . . . , p} , c'est-à-dire C 
mine la démonstration . 

= aaij + (Jbij pour tous 
a · A + (3 . B , ce qui ter-

0 
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Isomorphisme d'espaces vectoriels entre Coc (E, F) et Mn ,� (OC) 

Si E et F désignent deux OC-espaces vectoriels de dimensions respectives p et n 
alors il existe une bijection entre l 'ensemble des applications linéaires . de E 
dans F et l 'ensemble des matrices rectangulaires de type ( n, p) à coefficients 
dans OC. C'est l 'application MatsE ,BF qui à toute application linéaire de E 
dans F fait correspondre sa matrice représentative relativement à une base 
fixée Be = (e 1 , . . . , ep )  de E et une base fixée BF = (f 1 ,  . . .  , f n ) de F :  

l\!IatsE ,BF : Coc (E, F) ---> Mn ,p (OC) 
<p f---t MatsE ,BF (<p) 

Cette application est en effet injective puisque de l 'égalité matricielle : 

où <p1 et <p2 désignent deux applications linéaires de E dans F, il vient immé
diatement <p1 (ej ) = <p2 (ej ) pour tout j E { 1 ,  . . . , p} ,  et donc <p1 (x) = <p2 (x) 
pour tout vecteur x de E. Il est clair qu 'elle est aussi surjective puisque pour 
tout A E Mn ,p (OC) ,  il existe <p E Coc (E, F) tel que l\!IatsE ,BF (<p) = A. Il suffit 
en effet de considérer l 'application linéaire <p définie par 

n 
'Vj E { 1 , . . . , p} <p(ej ) = L %Îi · 

i=l 
De plus , d 'après la proposition 10 .7 ,  l 'application l\!IatsE ,BF définit un mor
phisme du OC-espace vectoriel Coc (E, F) dans le OC-espace vectoriel Tvin ,p (OC) . 
C'est donc un isomorphisme d 'espaces vectoriels . Cet isomorphisme est subor
donné au choix des deux bases Be et BF . Il n 'est donc pas unique. 
Remarquons que les deux espaces vectoriels Coc (E, F) et Mn,p (OC) étant iso
morphes , ils ont nécessairement la même dimension . Nous avons établi plus haut 
que dimoc (Mn,p(OC) ) = n x p  (voir page 420) . Or, p = dimoc (E) et n = dimoc (F) . 
Par conséquent , lorsque E et F désignent deux OC-espaces de dimensions finies , 

dimoc (Coc (E, F) ) = dimoc (E) x dimoc(F) .  

Nous avions déjà énoncé ce résultat au chapitre 9 ,  page 370 ,  sans le démontrer . 

P ROPOSITION 1 0 . 8  Soient E, F, G trois OC-espaces vectoriels de dimensions 
finies. Soient Be une base de E, BF une base de F et Ba une base de G. Si 
cp est une application linéaire de E vers F et 'ljJ une application linéaire de F 
vers G, alors 

En particulier, si E = F = G et Be = B F = Ba n�t. B alors 

Mats ('ljl o <p) = Mats ('ljl) x IVIats (<p) . 
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Démonstration Comme pour la démonstration de la proposition 10 .  7, il suf
fit encore de revenir à la définition d 'une matrice associée à une application 
linéaire . La composée d'applications linéaires étant elle-même linéaire (voir 
en page 370) , 'If; o <p E Coc (E, G) car <p E Coc (E, F) et 'If; E Coc (F, G) . Soient 
Be = (e 1 ,  e2 , . . . , ep ) une base de E, BF = (f 1 ,  f2 , . . . , f q ) une base de F et 
Be = (y 1 , y2 , . . .  , yn) une base de G. Notons A =  (akj h�k�q , I �j�p la matrice 
représentant <p dans les bases Be et BF (c 'est une matrice de type (q, p) ) .  On 
a alors, par définition de A : 

q 
cp(e1 ) = L ak1 Îk ( 10) 

k= l 
pour tout j E { 1 ,  2 ,  . . . , p} .  Notons B = (bik ) i �i�n, l� k�q la matrice représen
tant 'If; dans les bases BF et Be (la matrice B est de type (n, q) ) .  Par définition 
de la matrice B ,  on a, pour tout k E { 1 ,  2, . . .  , q} : 

n 
w(h) = 'L bikYi · ( 1 1) 

i= l 
Puisque 'If; o <p E Coc ( E, G) , la matrice représentative de 'If; o <p dans les bases BE 
et Be est de type (n , p) . Notons-la C = (cij ) i �i�n, l �j�p · Ainsi , par définition 
de C, on a, pour tout j E { 1 ,  2, . . . , p} : 

n 

'lf;(cp(e1 ) )  = L Ci]Yi · (12) 
i= l 

Pour expliciter C ,  calculons ('If; o cp) (e1 ) pour j E { 1 ,  2 ,  . . . , p} .  Soit j un entier 
compris entre 1 et p. Utilisant successivement ( 10) , la linéarité de 'If; et ( 1 1 ) ,  

q q q n 
'l/J(cp(e1 ) )  = 'If; (L ak1 Îk) = L akjW (h) = L [ akj (L bikYi) ) · 

k= l k= l k= l i= l 
Faisons alors entrer sous la deuxième somme le scalaire akj (puisqu 'il ne dépend 
pas de l 'indice i) , puis intervertissons les deux sommes , et enfin sortons de la 
deuxième somme le vecteur Yi (puisqu 'il ne dépend pas de l 'indice k) . On 
obtient alors : 

q n 
'L ['L bikak}Yi] 
k= l i= l 
n q 
'L ['L bikak}Yi] 
i=l k=l 

Nous obtenons, pour j E { 1 , 2 ,  . . . , p} ,  

n q 
'lf;(cp(e1 ) )  = L [ ('L bikakj )Yi] . i=l k= l 

(13) 
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De ( 1 2) et ( 13) , on déduit l 'égalité : 

n n q 
L Cij9i = 2: [(L bikakj ) 9i] , 
i= l i=l k=l 
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d 'où , par identification des coordonnées, Cij = 2::%= 1 bikakj pour tous 
i E { 1 ,  . . .  , n} et j E { 1 ,  . . .  , p} ,  c'est-à-dire C = B x A, ce qui termine la 
démonstration. D 

Remarque De  manière symbolique, si E L F � G alors E 'l/J� G. 
De la même manière , en munissant chacun des trois espaces d 'une base et 
en remplaçant chacune des deux applications (linéaires) par sa représentation 
matricielle relativement aux bases choisies , si 

alors 

MatsE ,BF (cp) MatsF ,Ba ('l/J) 
(E, Be ) (F, BF)  (G , Be) 

MatsE ,Ba ('l/J o cp) 
(E, Be ) (G, Be ) ' 

Exemple Soient E un OC-espace vectoriel de dimension 4 muni de la base 
BE = ( e 1 ,  e2 , e3 , e4 ) , F un OC-espace de dimension 3 muni de la base 
13 F = (f 1 , f 2 , f 3 ) et G un OC-espace de dimension 2 muni de la base 
Be = (91 , 92 ) .  On considère l 'application linéaire cp de E dans F définie par 

cp(e i )  = 2f 1 - 5f2 + 7f3 , cp(e2 ) = f 1 - 2f2 + 3f3 , 
cp(e3 ) = 2f 1 - 3f2 - 4f3 , cp(e4 ) = 6f 1 - 2f2 - 3f 3 ·  

On considère l 'application linéaire 'ljJ de F dans G définie par 

Le but est ici de déterminer les équations de 'ljJ o cp relativement aux bases Be 
et Be . Soient x un vecteur de E et z son image par l 'application composée 
1/J o cp. Notons x1 , x2 , x3 , x4 les coordonnées de x dans Be et z1 ,  z2 celles de z 
dans Be . Relativement à Be et Be , l 'égalité vectorielle z = ('l/J o cp) (x) s'écrit 
sous la forme matricielle (voir la proposition 10 .5 , page 434) : 

Il convient donc de déterminer la matrice représentative de 'ljJ o cp dans les bases 
Be et Be . D 'après la proposition 10 . 1 2 , 
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On déduit facilement des définitions de cp et 1jJ que 

MatBE ,B, ('I') � ( -� 1 2 

-

� ) . 

l\ifatsF ,Ba ('l/J) = ( ; -2 -3 
3 -4 -3 

et on vérifie que l 'on a : 

( ; 2 i )  ( -: 1 2 

=� ) � ( 1 1 -6 -2 -3 -2 3 -4 23 10 8 

Relativement aux bases BE et Be , z = (7/J o cp) (x) s'écrit ainsi : 

1 
10 

-6 
8 

2 
-2 

5 ) ·  19 

On en déduit alors les équations de 1jJ o cp relativement à BE et Be : 

x1 + x2 - 6x3 + 5x4 
23x1 + l0x2 + 8x3 + 19x4 

Conséquence 

1 ) 1 

Soient E un OC-espace de dimension n muni d 'une base B, cp un endomorphisme 
de E et A E Mn (lK) . On vérifie , par récurrence sur k , que si A est la matrice 
associée à cp relativement à B alors A k avec k E N* est la matrice associée à 
l 'application composée cpk relativement à B où on a noté : 

A k = A x A x . . .  x A et cpk = cp o cp o . . .  o cp . 
� 

k fois k fois 

Rappelons d 'une part que, par convention , 

et d 'autre part que In = Mats (idE ) pour toute base B de E. Par conséquent, 
si A =  Mats (cp) alors , pour tout k E N, 

En particulier , si l 'endomorphisme cp est nilpotent alors la matrice carrée A est 
nilpotente et de même indice de nilpotence que cp. 
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EXERCICE 3 Soit A une matrice carrée d 'ordre n à coefficients dans K 
1 - Montrer que si A E Mn (IK) est nilpotente d'indice p alors p � n. 
2 - Une matrice A =  (aijh,,;; i ,j,,;;n est dite triangulaire supérieure stricte si : 

V(i , j ) E { l ,  . . .  , n} x { l ,  . . .  , n} ( i � j  ==? % = 0 ) .  

Montrer que si A est triangulaire supérieure stricte alors A est nilpotente. 
Indication : utiliser un endomorphisme cp d'un OC-espace vectoriel E dont la 
matrice représentative par rapport à une base B = (e1 , . . .  , en ) de E est A 
et montrer que, pour tout k E { 1 , . . .  , n - 1 } ,  { cpk (ej ) = OE  pour tout j E { 1 , 2 ,  . . .  , k } ,  

cpk (ej ) E Vect (e 1 , e2 , . . .  , ej-k ) pour tout j E {k  + 1 ,  . . .  , n} . 

3 - Soit m E N. Calculer Am avec 

1 2 3 
0 1 2 
0 0 1 ) 

10.3  Rang d'une matrice rectangulaire 

10.3.1 Définition du rang d'une matrice 

La notion de rang a déjà été définie pour une famille finie de vecteurs (voir 
la définition 8 . 1 5 ,  page 344) . Cela nous avait alors permis de définir le rang 
d'une application linéaire cp de E dans F comme la dimension du sous-espace 
Im cp de F, à la condition que E soit de dimension finie (voir la définition 9 .6 ,  
page 395) . 

Nous définissons maintenant le rang d 'une matrice rectangulaire . 

D ÉFINITION 1 0 . 1 3  Soit A une matrice de type (n, p) sur !K. On appelle rang 
de A, et on note rg A, le rang de la famille des p vecteurs correspondant aux 
colonnes de A, dans l 'espace vectoriel ocn . En d 'autres termes, 

A déf. ( ) rg = rg C1 , C2 ' . . .  , Cp 

où, pour j E { 1 ,  2 ,  . . .  , p} ,  Cj désigne le vecteur de !Kn dont les coordonnées 
dans la base canonique sont rangées dans la j -ième colonne de A.  
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Isomorphisme canonique entre ocn et Mn, 1 (OC) 

Rappelons que deux OC-espaces vectoriels de dimensions finies sont isomorphes si 
et seulement si, ils sont de même dimension (voir la proposition 9 . 1 1 ,  page 393) .  
Par conséquent , tout OC-espace vectoriel E de  dimension n est isomorphe à 
Mn, l (OC) puisque Mn, l (OC) est lui-même un OC-espace de dimension n. Il est 
d'ailleurs relativement aisé d 'exhiber un isomorphisme entre E et Mn, l (lK) . 
Il suffit de munir l 'espace E d 'une base BE = (e 1 , . . . , en ) et de considérer 
l 'application notée <I>sE qui au vecteur x de E associe la matrice-colonne X de 
Mn, 1 (0C) dont les coefficients sont les coordonnées de x dans BE , autrement dit 
l 'application : 

Un tel isomorphisme <I>sE n 'est bien évidemment pas unique car il est subor
donné au choix de la base BE · En particulier , ocn est isomorphe à Mn, 1 (0C) et 
l 'application : 

est qualifiée d 'isomorphisme canonique car les scalaires x1 , . . .  , Xn coïncident 
avec les coordonnées de x dans la base canonique de ocn . Nous notons <I>c cet 
isomorphisme. 

Soient A une matrice sur OC comportant n lignes et p colonnes et c1 , . . .  , cP 
les vecteurs de ocn dont les coordonnées dans la base canonique sont rangées 
respectivement dans les colonnes C 1 , . . .  , CP de A. On a alors <I>c (c1 ) = Ci 
pour tout j E { 1 ,  . . . , p} et , puisque <I>c est un isomorphisme, 

Ainsi , le rang de la matrice A est aussi égal au rang de la famille de ses p 
matrices-colonnes C1 , . . .  , Cp considérées comme des vecteurs du OC-espace 
vectoriel Mn, 1 (0C) . Autrement dit , rg A = rg (C1 , · · · ,  Cp) · 

Exemple Considérons la matrice rectangulaire suivante : 

Ce sont deux matrices-colonnes . Elles appartiennent à M3, 1  (IR) .  On a rg A == 2 
car les vecteurs c1 = (2 ,  4, 0) et c2 = ( 2 ,  0, 1 )  de IR3 associés aux deux matrices
colonnes C 1 et C2 forment une famille libre dans IR3 . 
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On a le résultat suivant . 

PROPOSITION 1 0 .9 Si A est une matrice de type (n, p) alors 

rg A !( min{n, p} . 

Démonstration Comme dans la définition 10 . 13 ,  désignons par Cj le vecteur 
de ocn correspondant à la j-ième colonne de A, et ce pour j E { 1 ,  2, . . .  , p} .  De 
l'égalité : 

rg ( c1 , c2 , . . .  , Cp ) = dimoc (Vect ( c1 , c2 , . . .  , Cp) ) , 

il vient d 'une part que rg ( c1 , c2 , . . .  , cp ) !( p puisque les vecteurs c1 , c2 , . . .  , Cp 
ne sont pas nécessairement linéairement indépendants, et d 'autre part que 
rg ( C1 '  Cz , . . .  ' Cp ) !( n puisque Vect ( C1 ' C2 ' . . . , Cp ) est un sous-espace de ocn . 
On a donc rg (c1 , c2 , . . .  , cp) !( min{ n, p } ,  c'est-à-dire rg A !( min{ n, p } . D 

10.3.2 Lien entre le rang d'une matrice et celui d'une application associée 

Considérons une matrice A de type (n, p) à coefficients dans OC. Posons 

Y-a-t-il un lien entre le rang de A et celui d 'une application linéaire qui lui 
est associée ? Pour répondre à cette question , commençons par nous intéres
ser à l 'application linéaire 'Pc canoniquement associée à A. Rappelons (voir en 
page 436) que 'f!c est l 'unique application linéaire de Jl{P dans Jl{n dont la ma
trice associée relativement aux bases canoniques BiK,, = (e 1 , . . .  , ep) de Jl{P et 
BiK .. = (f 1 , . . .  , f n ) de ocn est A. On a donc : 

n 
'Pc (eJ ) = L %fi ( 14) 

i= l 

pour tout j E { 1 ,  . . .  , p} .  Montrons que le rang de l 'application linéaire 'Pc est 
égal au rang de la matrice A. Rappelons que le rang de 'Pc est défini comme 
la dimension du sous-espace lm 'f!c , ce dernier étant engendré par les images 
par 'Pc des vecteurs de BiK,, . Soit j un entier compris entre 1 et p. On vérifie : 

a1j f 1 + azj f2 + · · · + anj f n 
a1j ( l , 0, . . .  , 0) + azj (O , 1 ,  . . .  , 0) + . . .  + anJ (O , 0 ,  . . .  , 1 )  
(alJ , O , . . .  , 0 ) + (O , a2J , . . .  , 0 ) + . . .  + (0 , 0 ,  . . . , anJ ) 
(a1j , a2j , . . .  , anJ ) · 

Or, (a1J , a2J , . . .  , anJ ) est précisément le vecteur de ocn dont les coefficients sont 
rangés dans la j-ième colonne Cj de la matrice A. Nous l 'avons noté CJ · On a 
ainsi montré que Im cpc = Vect (c1 , c2 , . . .  , cµ) ,  d 'où en passant aux dimensions , 

rg cpc = rg A 
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puisque, par définition, rg rpc = dimoc (Im rpc) et rg A = dimoc (Vect (c1 , . . .  , cp)) . 
Considérons à présent deux OC-espaces vectoriels E et F, le premier de dimen
sion p et le second de dimension n, munis respectivement des bases 
BE = (u1 , . . .  , up ) et Bp = (v 1 , . . .  , vn) et rp une application linéaire de E 
dans F dont la matrice associée relativement à BE et Bp est aussi A. Puisque A 
représente rp dans les bases BE et B F ,  on a : 

n 
rp(u1 )  = L %Vi (15) 

i=l 

pour tout j E { 1 ,  . . .  , p} .  Il existe une relation liant rp et 'Pc · Pour l 'établir, nous 
devons considérer l 'isomorphisme 1l1 de JKP dans E qui transforme B1b en BE 
(c'est-à-dire : W (ej ) = Uj pour tout j E { 1 ,  . . .  , p} )  ainsi que l 'isomorphisme <l> 
de ocn dans F qui transforme Bocn en Bp (c'est-à-dire : <P (fi ) = Vi pour tout 
i E { l , . . .  , n} ) . Soit j un entier entre 1 et p. Calculons (<P o rpc o w- 1 ) (u1 ) .  
Utilisant que w- 1 (u1 ) = ej , 

Ainsi , utilisant ( 14) , puis la linéarité de <I> ,  
n n 

(<I> o 'Pc o w- 1 ) (u1 ) = <t> (l: %ti) = l: Uij<I> (fi ) .  
i=l i=l 

Utilisant enfin que <I>(f i ) = V; pour tout i E { 1 ,  . . .  , n }, on obtient : 
n 

(<I> o rpc o w- 1 ) (u1 ) = l: a;1v; , 
i=l 

d'où ,  en comparant avec ( 15) , ( <I>orpc ow- 1 ) (u1 ) = rp(u1 ) . Les deux applications 
linéaires <I> 0 'Pc 0 w- 1 et 'P sont nécessairement identiques puisqu 'elles agissent 
de la même manière sur les vecteurs de la base BE de E. On a donc montré 
l 'égalité 'P = <I> 0 'Pc 0 w- 1 , schématisée par 

'P = <I> 0 'Pc 0 w- 1 

E F 
w-1 l Î <I> 

JKP ocn 
'Pc 

De rp = <I> o 'Pc o w- 1 il vient rg rp = rg (<I> o 'Pc o w- 1 ) .  Rappelons que l 'on ne 
change pas le rang d 'une application linéaire en composant à droite et à gauche 
par deux applications linéaires bijectives (voir la proposition 9 . 14 ,  page 399, et 
la remarque page 400) . Les deux applications <I> et w- 1 étant bijectives puisque 
ce sont des isomorphismes , on a :  rg (<I> o rpc o w- 1 ) = rg rpc et donc rg rp = rg cpc , 
établissant ainsi que 

rg rp = rg A 
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puisqu'il a été établi plus haut que rg 'Pc = rg A. 

On est donc en mesure d'énoncer le résultat suivant . 

P ROPOSITION 1 0 . 1 0  Soit A une matrice rectangulaire. Si r.p est une appli
cation linéaire de E dans F, avec E un OC-espace muni d 'une base Be et F 
un OC-espace muni d 'une base BF , telle que A =  MatBE ,BF (r.p) alors 

rg A = rg cp. 

En d'autres termes , la proposition 10 . 1 0  stipule que le rang d 'une matrice est 
égal au rang de toute application linéaire dont elle est représentative . Récipro
quement , on vérifie que le rang d 'une application linéaire est égal au rang de 
n'importe quelle matrice associée . Cela sous-entend que le rang d 'une applica
tion linéaire r.p de E dans F peut s 'effectuer en calculant le rang de la matrice A 
associée à r.p relativement à deux bases Be et BF et que ce calcul ne dépend 
pas du choix des bases Be et B F définissant A .  

10.3.3 Lien entre le rang d'une matrice et celui de sa transposée 

Soit A une matrice rectangulaire de type ( n, p) . Le rang de la famille des p 
vecteurs-colonnes de A est égal au rang de la famille des n vecteurs-lignes de A 
puisque le rang d'une matrice et celui de sa transposée sont égaux : 

Ce résultat est , pour l 'instant , admis . Il sera démontré plus loin (voir le corol
laire 10 .3 ,  page 472) . 
Ainsi, pour calculer le rang d 'une matrice A de type (n, p) , on peut soit calculer 
le rang de la famille des n vecteurs-lignes Li , . . .  , Ln , soit calculer le rang de 
la famille des p vecteurs-colonnes C i , . . .  , Cp , ce qu 'on écrit : 

rg A = rg (Ci , . . .  , Cp ) = rg (Li , . . .  , Ln ) . 

Par exemple, calculons le rang de la matrice A E l\!l3,4 (1R) définie par 

1 1 2 ) 
2 0 1 . 

- 1  3 4 

Commençons par calculer le rang de la famille des trois vecteurs-lignes Li , 
12 et L3 . En effectuant à partir de A les opérations élémentaires suivantes : 
12 - L2 - Li et L3 f-- L3 - Li (première étape) , puis L3 f-- L3 + 2 L2 
(deuxième étape) , on obtient les matrices Ai et A2 suivantes : 

1 
1 

-2 

1 
- 1  

2 
-n et 

1 

ITJ 
0 

1 
- 1  

0 
-n 
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Les deux premiers vecteurs-lignes L1 et L2 de A2 font apparaître un système 
de zéros échelonnés et le vecteur-ligne L3 de A2 est nul . On en déduit que le 
rang de A2 est égal à 2 ,  d 'où rg(A) = 2 .  
Calculons à présent le rang de la famille des quatre vecteurs-colonnes C1 , C2 , 
C3 et C4 . Appliquons la méthode des zéros échelonnés cette fois-ci non pas sur 
les lignes mais sur les colonnes de A. En effectuant à partir de A les opérations 
élémentaires suivantes : C2 +---- C2 - C1 , C3 +---- C3 - C1 et C4 +---- C4 - 2 C1 
(première étape) , puis C3 +---- C3 + C2 et C4 +---- C4 + C2 (deuxième étape) , 
on obtient les matrices Ai et A; suivantes : 

0 
1 

-2  

0 
- 1  

2 
-n et 

0 0 
ITJ 0 
-2 0 

Les vecteurs-colonnes C3 et C4 de A; sont nuls et les vecteurs-colonnes C1 et 
C2 de A; font apparaître un système de zéros échelonnés . Ainsi rg(A; ) = 2 et 
on retrouve que rg(A) = 2 .  

10.4 Matrices carrées inversibles 

10.4. 1  Définition d'une matrice inversible 

D ÉFINITION 1 0 . 1 4  Soit A une matrice carrée d 'ordre n sur OC. 
)( On dit que A est inversible (on dit aussi régulière) s 'il existe une matrice 
carrée d 'ordre n sur IK, notée A- 1 et appelée matrice inverse de A, telle que 

et A X A- l = In . 

On note GLn (IK) l 'ensemble des matrices inversibles d 'ordre n .  
)( Lorsqu 'une matrice carrée n'est pas inversible, on  dit qu 'elle est singulière. 

Cela n'a pas de sens de parler de matrice inversible pour des matrices non 
carrées . Observons qu'en notant A- 1 la matrice inverse de A ,  cela sous-entend 
son unicité , ce dont on se convainc facilement . En effet , supposons que A soit 
une matrice d'ordre n et qu 'elle admette deux matrices inverses A' et A" .  La 
matrice A admettant A' pour inverse, on a alors : 

A X A' = In . 

Multiplions à gauche cette égalité par A" .  On obtient : 

A" X (A X A' ) = A" , 

ou encore , la multiplication des matrices étant associative , 

(A" X A) X A' = A" , 
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d 'où, en tenant compte de l 'égalité A" x A = In (puisque A admet aussi A" 
pour inverse) , 

A' = A" . 

Ceci démontre l 'unicité de l 'inverse de A et autorise la notation employée . 

Remarque Soit A une matrice d'ordre n sur lK. 
- S 'il existe une matrice B d 'ordre n sur lK telle que B x A = In alors on 

peut en déduire directement que A est inversible (son inverse est alors la 
matrice B) et il n 'est pas nécessaire dans ce cas-là de vérifier l 'autre égalité, 
à savoir que A x B = In . 

- De même, s 'il existe une matrice B d'ordre n sur lK telle que A x B = In 
alors on peut aussi en déduire directement que A est inversible , son inverse 
étant la matrice B, et il n 'est pas nécessaire cette fois-ci de vérifier l 'égalité 
B X A =  In . 

Nous admettons pour l 'instant ces deux résultats. Une démonstration en sera 
donnée plus loin (voir page 455) . 
Revenons un instant sur la définition d'une matrice inversible . Comprenons
nous bien . La propriété d 'inversibilité d 'une matrice carrée A = (aij ) i �i,j�n 
d'ordre n équivaut à l 'existence de n2 scalaires a�J ' 1 � i , j � n (ce sont les 
coefficients de la matrice inverse de A) vérifiant : 

C" al2 
a21 a22 

an1 an2 

a,. ) (  a; ,  
a2n a�l 

a,�n a� l 
a�2 
a�2 

a�2 

a�n 
a�n 

a�n 
ou , de manière équivalente (d'après les règles de calcul sur les matrices) , véri
fiant les n2 équations suivantes : 

n 
V(i, j) E { 1 , . . . , n} x { 1 , . . . , n} L >ika�j = Ôij 

k= l 
où on rappelle que Ôij , désignant le symbole de Kronecker , est défini par 

ô . _ { 1 si i = j 
'1 -

0 si i i- j 

( 16) 

pour tous i ,  j appartenant à { 1 ,  . . .  , n} . Déterminer l ' inverse d 'une matrice 
d'ordre n revient donc à résoudre un système de n2 équations à n2 inconnues , 
ce qui peut vite conduire à des calculs longs et générer de multiples erreurs 
d'étourderie . D 'ailleurs , mis à part la lourdeur des calculs , se lancer directe
ment dans le calcul de l 'inverse d 'une matrice peut s 'avérer être une perte de 
temps . . .  car la matrice en question n 'est peut-être pas inversible ! Nous ver
rons à la proposition 10 . 1 3  une condition nécessaire et suffisante d 'inversibilité 
d'une matrice (et donc de l 'existence des coefficients a�J ' 1 � i , j � n) . Nous 
verrons aussi en page 461 comment ramener le calcul des n2 coefficients de A - 1 
(lorsque celle-ci existe, bien sûr ! ) à la résolution d'un unique système linéaire 
de n équations à n inconnues. 



450 Matrices carrées inversibles 

Cas des matrices diagonales 

Cherchons à quelle condition une matrice diagonale A est inversible, et le cas 
échéant , calculons sa matrice inverse. Posons A = diag (a1 1 , a22 , . . .  , ann ) .  La 
matrice A étant diagonale , aij = 0 si i =1- j .  En tenant compte de ce résultat, 
(16) se simplifie comme suit 

V(i , j )  E { 1 , . . . , n} x { 1 , . . . , n} aii x a�j = Ôij · 
Intéressons-nous en particulier aux relations pour lesquelles i = j .  On a :  

pour tout i E { 1 ,  . . .  , n} ou encore, de manière équivalente, aii =1- 0, a�i =1- 0 et 
a�i = 1/aii pour tout i E { 1 ,  . . . , n} . Intéressons-nous à présent aux relations 
pour lesquelles i =f- j . Soit i E { 1 ,  . . .  , n} . On a :  

pour tout j E { 1 , . . . ,  n} \ { i } .  On a donc a�j = 0 pour tout j E { 1 , . . . ,  n} \ {i} 
puisque aii =1- O. On a ainsi démontré le résultat suivant : une condition néces
saire et suffisante pour qu 'une matrice diagonale soit inversible est que tous ses 
coefficients diagonaux soient non nuls et A - l = diag (a;:-/ ,  a221 , . . .  , a�� ) . Par 
exemple, la matrice diagonale ( V2 

A =  0 
0 

0 
1 + 2i 

0 

est inversible (puisque ses éléments diagonaux sont tous non nuls) et on a : 

0 
1/ ( 1 + 2i) 

0 

Il ne faut cependant pas se laisser griser par ce résultat , ni même se laisser 
abuser par la terminologie employée : à l 'exception des matrices diagonales , les 
coefficients de la matrice inverse de A ne sont pas, en général , les inverses des 
coefficients de la matrice A. Il n'y a pas de lien immédiat entre les coefficients de 
A- 1 et ceux de A. Ainsi, ce n 'est pas parce qu'une matrice possède un ou plu
sieurs coefficients nuls qu 'elle est nécessairement singulière . Réciproquement , 
une matrice dont tous les coefficients sont non nuls n 'est pas nécessairement 
inversible . Les deux exemples donnés ci-dessous illustrent cela. 

Exemples 

( J  1 : )  1 ( 1 1 -n 1 .  A = - 1  est inversible et A - l = 3 1 -2  car 
0 1 1 

( 1/3 1/3 -2/3 ) (  1 1 1 ) ( 1 0 0 ) 1/3 -2/3 1/3 0 - 1  1 0 1 0 
1/3 1/3 1/3 - 1  0 1 0 0 1 
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2. A = ( � � ) n'est pas inversible. Supposons en effet qu 'elle le soit , c 'est

à-dire qu'il existe une matrice ( a} 1 af2 ) telle que a21 a22 

( � 1 ) ( a} 1 1 a21 
ai2 
a�2 

ou, de manière équivalente, telle que { a; , + a\, 
ai 1 + a�1 
ai2 + a�2 
ai2 + a�2 

) ( 1 0 ) , 0 1 

1 
0 
0 
1 

Un tel système est bien sûr impossible (par exemple, retrancher la deuxième 
équation à la première conduit à une absurdité) , ce qui montre que A n 'est pas 
inversible. 

Remarque Soient A une matrice d 'ordre n inversible et A - 1 son inverse. 
Comme nous l 'avons déjà souligné, le calcul des coefficients de A - 1 nécessite, en 
théorie, la résolution d 'un système de n2 équations à n2 inconnues , ce qui peut 
sembler vite insurmontable, même pour des valeurs de n petites , car source 
de multiples erreurs lors des calculs ! Fort heureusement , on remarque (s 'en 
convaincre) que l 'équation matricielle : 

A X A- l = ln 

dont l 'inconnue est la matrice A - 1 , se décompose en n équations matricielles : 

Vj E { l , . . .  , n} A C'· = rUl 
J n 

où Cj désigne la j-ième colonne de A- 1 et l}/l désigne la j-ième colonne de ln . 
Supposons A inversible . Notons A = (aij h,,,;J ,j�n et A- 1 = (a�1 ) i �i,j�n · Le 
calcul de A - 1 peut donc être mené en résolvant successivement, pour j variant 
de 1 à n, 

au a11 a1n 1 a11 
0 

ail aij ain 1 aij 1 f--- j-ième ligne 
0 

anl anj ann 1 anj 
dont les inconnues sont les n scalaires ai1 , . . .  , a�1 (ce sont les coefficients de 
la j-ième matrice-colonne extraite de A - 1 ) .  À titre d 'exemple, considérons la 
matrice inversible suivante : 

A =  ( � - � -� ) . 
0 - 1  -2  
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La détermination des coefficients de la première colonne de A- 1 se ramène à 
la résolution du système : 

qui impose ai 1 = 0, a�1 
colonne de A - 1 vérifient : 

1 
- 1  
- 1  

1 
- 1  
- 1  

1 ,  a31 - 1/2 .  Les coefficients de la deuxième 

On obtient ai2 = 1 ,  a�2 = 0, a32 = O. Enfin , les coefficients de la troisième 
colonne de A - 1 vérifient : 

1 
- 1  
- 1  

On  obtient ai3 = -1 ,  a�3 = 0 ,  ab = - 1/2 .  D 'où 

1 
0 
0 

Il est évident que cette méthode s'avère vite lourde à utiliser dès que n gran
dit . Nous donnerons plus loin (voir en page 461) une alternative, basée sur 
l 'interprétation d'une matrice inversible comme une matrice de passage. Cette 
nouvelle méthode sera plus rapide car elle ne nécessitera la résolution que d'un 
seul système de n équations à n inconnues (contre la résolution de n systèmes 
de n équations à n inconnues pour la méthode exposée ci-dessus) . 

10.4.2 Propriétés 

PROPOSITION 10.11 )< Si une matrice carrée A est inversible alors sa ma
trice inverse est elle-même inversible et (A- 1 ) - 1 = A . 

)< Si A et B sont deux matrices carrées inversibles du même ordre, alors la 
matrice produit A x B est inversible et (A x B)- 1 = B- 1 x A - 1 . 

)< Si une matrice carrée A est inversible alors sa matrice transposée est elle
même inversible etl (AT ) - 1 = (A- 1 ) T . 

<• J  Rappelons que si une matrice est carrée alors sa matrice transposée est une matrice carrée 
du même ordre . 
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Démonstration Soit A une matrice inversible . D 'après la définition 10 . 14 ,  il 
est clair que la matrice inverse de A est elle-même inversible , son inverse étant 
la matrice A. Montrons maintenant la deuxième propriété. Considérons deux 
matrices A et B inversibles et d 'ordre n. On vérifie : 

B- 1 x (A - 1 x A) x B car x est associative 
B- 1 x In x B car A- 1 est l 'inverse de A 
B- 1 x B = In car B- 1 est l 'inverse de B .  

D 'après la  remarque effectuée page 449, on en déduit directement que la  matrice 
A x B est inversible (son inverse est alors la matrice B- 1 x A- 1 ) et il n 'est pas 
nécessaire de vérifier l 'égalité (A x B) x (B- 1 x A- 1 ) = In . Montrons enfin la 
troisième propriété. Soit A une matrice carrée inversible d 'ordre n. En passant à 
la transposition dans l 'égalité A- 1 x A  = In , et en tenant compte que (In )T = In , 
on obtient : 

On en déduit que AT est inversible et que son inverse est (A - 1 {. < 5 l D 

Structure de groupe pour ( GLn (IK) , X ) 
L'ensemble des matrices inversibles d 'ordre n est inclus dans celui des matrices 
carrées d 'ordre n. La loi x (qui est une loi interne sur Mn(IK)) induit sur GLn (IK) 
une loi interne puisque, d'après la proposition 10 . 1 1 ,  le produit de deux matrices 
inversibles est encore une matrice inversible. On vérifie les propriétés suivantes. 

- La loi x est associative sur GLn (IK) puisqu 'elle l 'est sur Mn (IK) . 

- La matrice In , qui est l 'élément neutre de Mn (IK) pour la loi x , est inver-
sible et on a I;- 1 = In . C 'est aussi l 'élément neutre de GLn (IK) pour la loi 
induite x .  

- Toute matrice A de GLn (IK) possède un symétrique pour la loi x .  C'est la 
matrice inverse A- 1 puisque A- 1 appartient à GLn (IK) et vérifie : 

Attention, la multiplication n 'est pas commutative sur GLn (IK) sauf bien sûr 
pour n = 1. Par conséquent , muni de la multiplication , l 'ensemble GLn (IK) 
possède une structure de groupe non commutatif (sauf pour n = 1 ) .  L'ensemble 
structuré ( GLn (IK) , x ) est appelé groupe linéaire d'ordre n sur le corps lK (d 'où 
les initiales) .  

(5) De même, on vérifie aisément que l ' implication réciproque est vraie,  à savoir que si AT 
est inversible alors A est inversible. Un corollaire est que si les vecteurs-colonnes de A 
forment une famille libre alors les vecteurs-lignes de A forment aussi une famille libre, et 
réciproquement , résultat que nous connaissions déj à  puisque rg(A) = rg(A r ) .  
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La matrice associée à une application linéaire bijective est-elle inversible ? 

La réponse est « oui ». Pour s 'en convaincre, considérons une matrice A carrée 
d 'ordre n, deux OC-espaces vectoriels E, F, munis des bases respectives BE et 
BF , et une application linéaire <p de E dans F telle que MatBE ,BF (<p) = A, 
ce qui suppose que E et F soient tous les deux de dimension n (puisque A 
est d 'ordre n) . Supposons l 'application linéaire <p bijective . Il existe alors une 
application <p- 1 (nécessairement linéaire puisque <p l 'est) de F dans E telle que 

<p- l o <p = idE et <p o <p- l = idF . 

Écrivons l 'une de ces deux égalités fonctionnelles (disons la première) sous 
forme matricielle . D 'après la proposition 10 .8 ,  

Ainsi ,  puisque MatBE (idE) = In ,  l 'égalité fonctionnelle <p- 1 o <p = idE s'écrit 
matriciellement comme suit : 

On en déduit que la matrice associée à l 'isomorphisme <p relativement aux bases 
BE et BF est inversible et que son inverse est la matrice associée à l 'isomor
phisme réciproque <p- 1 relativement aux bases BF et BE et 

Il est à noter l 'inversion de l 'ordre des bases . On retiendra ce résultat grâce au 
schéma suivant : 

(E , BE)  

Réciproquement , on vérifie que s i  la  matrice associée à une application linéaire 
<p de E dans F, relativement à des bases quelconques BE de E et BF de F, est 
inversible , alors l 'application <p est bijective . On a alors le résultat suivant . 

P ROP OSITION 1 0 . 1 2  Une application linéaire <p d 'un OC-espace E de dimen
sion finie dans un OC-espace F de m€me dimension est bijective si et seulement 
si, la matrice carrée associée à <p relativement à des bases quelconques BE de 
E et B F de F, est inversible. Si <p est bijective alors 

et, en particulier, lorsque E = F et BE = B F ngt. B, 
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Remarque Soit A une matrice carrée d'ordre n sur OC. Il est maintenant aisé 
de montrer que l'existence d 'une matrice B, carrée d'ordre n sur OC, telle que 
B x A = ln , permet de conclure directement que A est inversible , son inverse 
étant la matrice B, sans devoir vérifier que A x B = ln . Pour cela, considérons 
les endomorphismes 'Pc et 'l/Jc de ocn canoniquement associés , respectivement , 
aux matrices A et B ,  et désignons par BJK:,. la base canonique de ocn . Alors , 
l 'égalité matricielle B x A = ln s 'écrit : 

l\!Iat ( 1/Jc , BJK:n ) X l\!Iat( CfJc , BJK:,. ) = Mat (idocn , BJK:n ) 
._,,_, ._,,_, 

B A ln 

et , passant aux applications linéaires , devient : 

'l/Jc o 'Pc = idocn . 

Rappelons que l 'identité est bijective . Elle est donc en particulier injective . 
L 'application composée 'l/Jc o cpc est injective puisqu 'elle est égale à l 'identité. On 
en déduit que 'Pc est injective (voir la remarque page 43) . Elle est donc bijective 
car pour un endomorphisme d 'un OC-espace vectoriel de dimension finie, les 
propriétés d 'injectivité, de surjectivité et de bijectivité sont équivalentes . De 
1/Jc o 'Pc = idocn il vient (voir la remarque page 46) : 

- 1 " '' 'Pc = 'f/C 

et , revenant aux matrices associées , 

Utilisant alors que Mat (cp;:- 1 , BJK:n ) = [Mat (cpc , B&n )r 1 = A- 1 , on obtient : 

A- 1 = B . 

On démontrerait selon le même modèle que l 'existence d 'une matrice 
B E Mn (OC) telle que A x B = ln permet de conclure directement que A est 
inversible et que A- 1 = B, sans même devoir vérifier que B x A =  ln . 

Isomorphisme de groupes entre (9.Coc (E) , o) et (GLn (OC) , x ) 
Soit E un OC-espace vectoriel de dimension n. Étant donnée une base B fixée 
de E, il est clair que l 'application : 

MatB : 9.Coc (E) -----+ GLn (OC) 
cp f-----> MatB ( cp) 

définit une bijection . De plus , d'après la proposition 10 .8 ,  pour tous cp, 'If; ap
partenant à 9.Coc (E) , 

:rviatB ('l/J o cp) = MatB ('l/J) x MatB (cp) . 
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Ainsi, MatB définit un isomorphisme de l 'ensemble structuré (9.Coc (E) , o) dans 
l 'ensemble structuré ( GLn (JK) , x ) . Puisque ces derniers possèdent des struc
tures de groupes (non commutatifs sauf pour n = 1) , l 'isomorphisme Mat8 est 
qualifié d'isomorphisme de groupes . 

Donnons à présent une caractérisation d 'une matrice inversible. 

P ROPOSITION 10.13 Une condition nécessaire et suffisante pour qu 'une ma
trice soit inversible est que son rang soit égal à son ordre . Autrement dit, pour 
toute matrice A carrée d 'ordre n sur JK, 

A E GLn (lK) rg A = n. 

Démonstration Soit E un OC-espace vectoriel de dimension n muni d'une 
base B. Considérons l 'endomorphisme <p de E dont la matrice associée relati
vement à B est A. D'après la proposition 10 . 1 2 ,  

A E GLn (lK) <p E Q.Coc (E) . (17) 

D 'après la proposition 9 . 13  (voir page 397) , une condition nécessaire et suf
fisante pour que l 'application <p soit bijective est que son rang soit égal à la 
dimension de l 'espace E. Autrement dit , 

<p E Q.Coc(E) rg <p = n. (18) 

En regroupant les deux équivalences ( 17) et ( 18) , et en tenant compte que 
le rang de l 'endomorphisme <p est égal à celui de la matrice A (d'après la 
proposition 10 . 10) , on obtient l 'équivalence suivante : 

rg A = n, 

ce qui termine la démonstration . 

Exemples 

1. La matdce ( 1 
0 

- 1  

1 
-1  

0 
: ) est invccsible cax son rnng "' 3 .  

2 .  La matrice ( � � ) n 'est pas inversible car son rang est 1 .  

D 

La proposition suivante est la version matricielle de la proposition 9 . 14 .  coJ  Elle 
stipule que l 'on ne change pas le rang d 'une matrice lorsque l 'on multiplie à 
gauche et/ou à droite cette matrice par une matrice inversible . 

(G)  voir en page 399 . 
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PROPOSITION 1 0 . 1 4  Soit A une matrice de type (n, p) sur OC. 
X Si B E  GLn (lK) alors rg(B x A) =  rg A .  
X Si C E GLp (lK) alors rg(A x C)  = rg A .  
X Si B E  GLn (lK) e t  C E  GLp (lK) alors rg(B x A x C)  = rg A .  
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Démonstration La démonstration de chacune des deux propriétés est immé
diate. Il suffit de considérer les applications linéaires canoniquement associées 
à chacune des matrices et d 'utiliser les résultats de la proposition 9 . 14 . La ré
daction est laissée en exercice . Il est à noter que la troisième propriété se déduit 
des deux premières . D 

10.5  Changement de bases 

Nous avons vu au paragraphe 10 . 2 . 1  comment représenter sous forme matricielle 
une application linéaire <p de E dans F relativement à deux bases Be et BF ,  
la première base, Be , appartenant à l 'espace de  départ E et l a  seconde , BF ,  à 
l'espace d'arrivée F. <1 ' Le choix de ces deux bases étant arbitraire , l 'utilisation 
de toutes autres bases Ce de E et CF de F est a priori acceptable. <8 l On a alors 
les deux représentations matricielles de cp suivantes : 

- représentation relativement aux bases BE et BF : Mat13E ,BF (cp) , 
- représentation relativement aux bases Ce et CF : MatcE ,cF (cp) . 
Ces deux matrices , bien que différentes, représentent la même application li
néaire, seules les bases de départ et d'arrivée diffèrent . 
Une application linéaire possède ainsi autant de représentations matricielles 
qu 'il est possible de choisir de bases différentes . Se pose alors la question de 
savoir s 'il est possible de passer directement d 'une représentation matricielle à 
une autre ? Autrement dit , pouvons-nous déduire de la matrice Mat13E ,BF (cp) 
l'expression de la matrice MatcE ,cF (cp) sans même connaître l 'application li
néaire cp ?  Le cas échéant , suivant quel mode opératoire ? La réponse à ces 
questions fait l 'objet des paragraphes suivants. 

10.5.1 Définition d'une matrice de passage 

Considérons dans un espace vectoriel E de dimension n deux bases distinctes 
BE = (e1 , e2 , . . .  , en ) et Ce = (u1 , u2 ,  . . . , un ) · Qualifions la base Be d ' «  an
cienne base » et la base Ce de « nouvelle base ». Décomposons chacun des 

(7) Rappelons qu 'une seule base suffit pour représenter matriciellement un endomorphisme 
puisque les espaces de départ et d 'arrivée sont identiques. (8) Elle est même parfois recommandée puisque certains choix conduisent à des représenta-
tions matricielles qui se prêtent mieux au calcul des puissances d 'une matrice, au calcul 
du déterminant (voir le chapitre suivant ) , etc. 
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vecteurs u1 , u2 , . • .  , Un de la nouvelle base CE dans l 'ancienne base BE : 

c'est-à-dire : 

p1 1 e 1 + P21 e2 + · · · + Pn1 en 
P12e 1 + P22e2 + · · · + Pn2en 

n 
Vj E { 1 , 2 , . . .  , n} Uj = LPij ei 

i= l 
où ,  pour j variant de  1 à n ,  les scalaires Plj , P2j , . . .  , Pnj représentent les 
coordonnées du vecteur Uj dans l 'ancienne base BE de E. 

D ÉFINITION 1 0 . 1 5  Soient E un OC-espace vectoriel de dimension n et BE, 
CE deux bases de E.  On appelle matrice de passage de BE à CE la matrice 
carrée d 'ordre n dont la j -ième colonne est formée des coordonnées dans BE 
du j -ième vecteur de la base CE . 

Avec les notations utilisées , la matrice de passage de BE à CE est donc la 
matrice P définie par 

U1 ( P1 1  
P21 

P�1 
C'est une matrice carrée d'ordre n .  

Pn2 

Un 
Pin 
P2n 

Pnn 

Exemple On munit l 'espace JR.3 de la base B�3 = ( e 1 , e2 , e3 ) où e1 = ( 1 ,  0 , 0) , 
e2 = (0 , 1 , 0) et e3 = (0 , 0 , 1 )  (c 'est la base canonique de JR.3) et de la base 
c�3 = (u1 , u2 , u3 ) où U1 = (1 , 0 , - 1 ) , U2 = (1 , - 1 , 0) et U3 = ( 1 , 1 , 1 ) .  Pour 
expliciter la matrice de passage de B�3 à C�3 , il faut d'abord écrire les trois 
vecteurs de C�3 en fonction des trois vecteurs de B�3 . Cette étape préliminaire 
est ici très facile puisque B�3 est la base canonique. On a immédiatement : 

On en déduit alors l 'expression de la matrice P de passage de B�3 à C�3 

P =  

C'est une matrice carrée d'ordre 3 .  

U2 
1 

- 1  
0 
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10.5 . 2  Propriétés des matrices de passage 
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La question suivante se pose naturellement : quelle application linéaire remar
quable est associée à une matrice de passage ? La réponse donnée par la pro
position 10 . 15  nous sera d 'une grande utilité . 

PROPOSITION 1 0 . 1 5  Soit E un OC-espace vectoriel muni des bases BE et CE . 
La matrice de passage P de BE à CE est la matrice représentant l 'application 
identité idE : x E E f----; x E E relativement aux bases CE et BE . En d 'autres 
termes, 

Démonstration Soit n = dimoc (E) . Écrivons la matrice MatcE ,l3E (idE) asso
ciée à l 'application idE relativement à la base de départ CE = ( u1 , u2 , . . .  , un) 
et à la base d'arrivée BE . En appliquant la définition 10 . 1 2  (voir page 429) , 
pour j variant de 1 à n, la j-ième colonne de MatcE ,l3E (idE) est constituée des 
coordonnées du vecteur idE (u1 )  dans la base d 'arrivée BE . Or, idE (u1 )  = Uj 
pour j = l ,  . . . , n . Ainsi, la j-ième colonne de la matrice MatcE ,BE (idE) est 
constituée des coordonnées du vecteur u1 dans la base BE . C'est précisément 
la matrice P (d'après la définition 10 . 1 5) .  D 

Si P est la matrice de passage de BE à CE alors P représente l 'application 
identité avec pour base de départ la nouvelle base CE et pour base d'arrivée 
l'ancienne base BE , et non l 'inverse ! Schématiquement , 

(E, CE) ---------> (E, BE) · 

L'identité de E n'est pas la seule application linéaire que l 'on peut associer à la 
matrice de passage P de BE à CE . Considérons par exemple l 'endomorphisme 
<1> de E qui transforme BE en CE , c 'est-à-dire l 'unique endomorphisme de E qui 
vérifie : cl>(e1 ) = u1 , cl> (e2 ) = u2 , . . .  , cl> (  en) = Un . Alors , on vérifie aisément 
que P est aussi la matrice associée à cl> relativement à la base BE (prise comme 
base de départ et d'arrivée) . Autrement dit , on a aussi : P = Mat13E (cl>) . 

Remarques 

1. Soit E un OC-espace vectoriel de dimension n muni d 'une base BE · La matrice 
de passage de BE à elle-même est la matrice unité In puisque 

2 . Une matrice de passage P est nécessairement inversible puisque c 'est la ma
trice associée à une application bijective (par exemple l 'application identité) . 
Si P est d 'ordre n, on écrit alors P E GLn (OC) . 
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Connaissant la matrice de passage de BE à CE, pouvons-nous en déduire la 
matrice de passage de CE à BE ? 

Appelons Q E GLn (IK) la matrice de passage de CE à BE . En appliquant la 
proposition 10 . 1 5 ,  Q est la matrice associée à l 'application idE relativement 
aux bases BE et CE (remarquer l 'ordre des deux bases) , c 'est-à-dire : 

Soit P E GLn (IK) la matrice de passage de BE à CE . D 'après la proposi
tion 10 . 1 5 ,  P est la matrice associée à l 'application idE relativement cette fois-ci 
aux bases CE et BE , soit : 

Calculons l 'un des deux produits matriciels Q x P et P x Q .  Rappelons que la 
matrice associée à l 'application identité relativement à n 'importe quelle base 
est la matrice unité . On a : 

Q x P  MatBE ,cE (idE) x l'viatcE ,BE (idE) 

MatcE ,cE (idE o idE ) = MatcE (idE) = In .  

On  en déduit directement que p- 1 = Q et on  peut énoncer le résultat suivant. 

P ROPOSITION 1 0 . 1 6  Soit E un OC-espace vectoriel muni des bases BE et CE . 
Si P est la matrice de passage de BE à CE alors p- 1 , la matrice inverse de 
P, est la matrice de passage de CE à BE . 

Exemple Reprenons l 'exemple de l 'espace JR.3 muni de sa base canonique 
But3 = (e1 , e2 , e3 ) et de la base Crrt3 = (u1 , u2 , u3 ) où u1 = e1 - e3 , u2 = e1 - e2 
et u3 = e1 + e2 + e3 . La matrice de passage Q de Crrt3 à Brrt3 s 'écrit 

Q =  

e1 ( 1/3 
1 /3 
1/3 

e2 
1/3 

-2/3 
1 /3 

€3 
-2/3 ) U1 
1/3 U2 
1/3 U3 

On voit que l 'on a effectivement Q = p- l en vérifiant l 'une des deux égalités 
Q x P = 13 ou P x Q = 13 . Par exemple, ( 1/3 

1/3 
1/3 

1/3 
-2/3 
1/3 

�%3 ) ( � 
1 /3 - 1  

1 
- 1  
0 
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Application au calcul de l'inverse d'une matrice 

Nous avons vu plus haut que toute matrice de passage est nécessairement inver
sible. Réciproquement , on se convainc facilement que toute matrice inversible 
définit une matrice de passage. Cette remarque nous fournit une méthode de 
calcul de l 'inverse d 'une matrice, qui ne nécessite l 'inversion que d 'un seul sys
tème. Présentons la méthode sur un exemple. Considérons la matrice inversible : 

A =  ( � - � -� ) . 
0 - 1  -2  

Interprétons A comme la  matrice de  passage d'une base BE ( e 1 , e2 , e3 ) à 
une base CE = (u1 , u2 , u3 ) ,  ce qui revient à écrire le système : 

Son inverse , la matrice A - 1 , peut alors s 'interpréter comme la matrice de pas
sage de CE à BE · Une méthode pour l 'obtenir consiste à exprimer les vecteurs 
de l'ancienne base BE en fonction des vecteurs de la nouvelle base CE . On 
déduit facilement du système précédent le nouveau système : 

Il contient les coefficients de la matrice A - 1 . On obtient finalement : 

1 
0 
0 

- 1 ) 0 . 
1 - 2 

Cette méthode que nous venons de présenter dans le cas d 'une matrice inversible 
d'ordre 3 se généralise au cas des matrices inversibles d 'ordre quelconque. 

10.5.3 Changement de bases pour un vecteur 

Soit E un OC-espace de dimension n muni des deux bases BE = (e 1 , e2 , . . .  , en ) 
et CE = (u1 , u2 , . . .  , un) ·  Un vecteur x appartenant à E peut se décomposer 
dans chacune des deux bases BE et CE . On note x1 , x2 , . . .  , Xn les coordonnées 
du vecteur x dans l 'ancienne base BE et on qualifie ces coordonnées d ' «  an-
ciennes » : 

On désigne par x� , x� , 
nouvelle base CE : 

. . .  ' 

n 
x = L Xiei . 

i= l 
( 19) 

x� les « nouvelles » coordonnées de x dans la 

n 
x = 2.: xju1 . 

j=l 
(20) 
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On cherche les relations liant anciennes et nouvelles coordonnées du vecteur x. 
En partant de (20) , on a : 

n 
puisque Uj = LPijei pour tout j E { 1 ,  . . .  , n} (par définition de P) . Or, 

i= l 

où on a d 'abord fait passer le scalaire xj à l 'intérieur de la deuxième somme 
(puisqu 'il ne dépend pas de l ' indice i) , puis interverti les deux sommes , et enfin 
fait sortir le vecteur ei de la deuxième somme (puisqu 'il ne dépend pas de 
l 'indice j) . On a donc : 

(21) 

En comparant ( 19) et (21) , on en déduit l 'égalité : 

En identifiant les coordonnées, on obtient l 'expression des anciennes coordon
nées du vecteur x en fonction de ses nouvelles coordonnées : 

c 'est-à-dire : 

n 
Vi E { 1 ,  2 ,  . . .  , n} Xi = L Piixj , 

j= l 

P1 1X� + P12X� + · · · + P1nX� 
P21X� + P22X� + · · · + P2nX� 

PnlX� + Pn2X� + · · · + PnnX� 
ou encore, sous une forme matricielle plus compacte, 

P12 
P22 

Pn2 

Pin 
P2n 

Pnn 
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ce qui démontre la proposition suivante .  

PROPOSITION 1 0 . 1 7  Soit E un OC-espace vectoriel muni des bases BE et CE . 
Si X et X' désignent les matrices- colonnes des coordonnées de x dans les bases 
respectives BE et CE et P est la matrice de passage de BE à CE alors 

X = PX' . 

D 'une manière plus concise (par rapport à la justification donnée en préambule 
à la proposition 10 . 17) ,  l 'égalité X = PX' correspond à l 'écriture matricielle , 
relativement à la base de départ CE et à la base d'arrivée BE, de l 'égalité 
vectorielle : 

X =  idE (X) . 

En effet , la matrice-colonne X' E Mn , l (IK) étant constituée des coordonnées du 
vecteur x dans la base de départ CE et la matrice-colonne X étant constituée 
des coordonnées de son image par idE (c'est-à-dire ici du même vecteur x) dans 
la base d'arrivée BE , on a, d 'après la proposition 10 .5 ,  l 'équivalence suivante : 

X =  idE (x) � Mat13E (x) = MatcE ,BE (idE ) x MatcE (x) 
� ,_,____.. .,____,_.. 

= X  = P  = X' 

puisque P désigne la matrice associée à l 'application idE relativement à la base 
de départ CE et à la base d 'arrivée BE. 

L'égalité matricielle X = PX' signifie que les coordonnées de x dans l 'an
cienne base BE s 'écrivent en fonction des coordonnées de x dans la nouvelle 
base CE . La matrice P étant la matrice de passage de BE à CE , on serait 
pourtant tenté d 'écrire l 'inverse (chose qu'il ne faut bien évidemment pas 
faire ! ) .  

Si l'on désire exprimer cette fois-ci les nouvelles coordonnées du  vecteur x en 
fonction de ses anciennes coordonnées, il suffit de multiplier l 'égalité matricielle 
X = PX' par la matrice p-1 (qui existe car P E GLn (IK) ) .  On a en effet : 

X = PX' 

et , puisque p-lp  = In , on obtient : 

X' = p- 1x. 

Exemple Reprenons l 'exemple de IR3 muni de la base BR3 = ( e1 , e2 , e3 ) (c'est 
sa base canonique) et de la base CR3 = (u1 , u2 , u3 ) avec u1 = ( 1 , 0 , - 1 ) ,  
U2 = ( 1 , - 1 , 0) et u3 = ( 1 , 1 , 1 ) .  Considérons l e  vecteur x = (3 , 6 , 9) d e  JR3 . 
Puisque BR3 est la base canonique de JR3 , on a immédiatement : 

(3, 6, 9) = 3 ( 1 ,  0, 0) +6 (0 , 1 ,  0) +9 (0 , 0 ,  1 )  = 3e1 + 6e2 + 9e3 . 
"'-,,-' "'-,,-' "'-,,-' 

= el = e2 = e3 
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On note x� , x� et x� les coordonnées de ce même vecteur x dans la nouvelle 
base CJR3 = (u1 , u2 , u3 ) .  On a :  x = x�u1 + x�u2 + x�u3 .  Calculons x� , x; 
et x� . On a :  ( 1 1 

0 - 1  
- 1  0 D UD ( 0.  

--��_,...��-- � '--v---' 
= P 

ou encore, de manière équivalente ,  
= X' = X  

UD � ( t  -� -n 0 ) � --��-....���- '--v---' 
= X' = p - 1 = X  

Le vecteur X' s 'obtient en effectuant le produit matriciel p - 1 X. On obtient 
x� = -3 ,  x� = 0 et x� = 6, c'est-à-dire : 

Attention, il ne faut surtout pas écrire « x = ( -3 ,  0, 6) ». C'est faux car 
( - 3 , 0, 6) représente le vecteur -3e1 + 6e3 . 

10.5.4 Effet d'un changement de bases pour une application linéaire 

On considère une application linéaire cp de E dans F où l 'espace de départ E 
est de dimension p et l 'espace d'arrivée F de dimension n. On munit l 'espace E 
des bases BE et CE . On note X et X' les matrices-colonnes de Mp, 1 (IK) consti
tuées des coordonnées d 'un vecteur x de E respectivement dans BE et CE . Si 
P E GLp (IK) désigne la matrice de passage de BE à CE alors on a entre X et X' 
la relation matricielle suivante : 

X = PX' . 

On munit l 'espace F des bases BF et Cp . On note Y et Y' les matrices
colonnes (elles appartiennent à Mn, l (IK)) constituées des coordonnées du vec
teur y = cp( x) de F respectivement dans B F et CF . Si Q E GLn (IK) désigne la 
matrice de passage de BF à CF alors on a entre Y et Y' la relation matricielle 
suivante : 

Y = QY' 

ou encore, puisque Q est inversible, 

On désigne par A (respectivement par B) la matrice associée à cp relativement 
aux deux bases BE et BF (resp. CE et CF) ,  c'est-à-dire : 

D 'après la proposition 10 .5 ,  l 'égalité vectorielle y =  cp(x) peut s'écrire 
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- relativement aux bases BE et BF sous la forme matricielle : 

MatBF (y) = MatBE ,BF (cp) x MatBE (x) , c'est-à-dire : Y =  AX. (22) 
'---v-' � '-..-""' 

= Y  = A  = X  

- relativement aux bases CE et CF sous la forme matricielle : 

MatcF (y) = MatcE ,cF (cp) x MatcE (x) ,  c'est-à-dire : Y' = BX' . (23) 
'--v--' '-...-' '---v-' 

= Y' = B  = X' 

On cherche une relation liant les deux matrices A et B.  Partons de (22) . Mul
tiplions (à gauche) l 'égalité (22) par Q- 1 (la matrice Q est inversible ; Q- 1 
existe) . On obtient : 

Q- 1y = Q- 1 AX. 

Or, Q- 1y = Y' et X =  PX' . On obtient ainsi : 

Y' = Q- 1 A(PX') 

ou encore , le produit matriciel étant associatif, 

Y' = (Q- 1 AP)X' . (24) 

En comparant (24) avec (23) , on en déduit , par identification, une relation 
donnant B en fonction de A : 

· 

On a ainsi démontré le théorème suivant . 

THÉORÈME 1 0 . 1  Soient E un espace vectoriel muni des deux bases BE et 
Ce , F un espace vectoriel muni des deux bases BF et CF . Soit cp une appli
cation linéaire de E dans F.  Alors les deux matrices A = MatBE ,BF (cp) et 
B = Mate E ,c F ( cp) , toutes les deux du même type, vérifient l 'égalité matri
cielle : 

où P est la matrice de passage de BE à CE et où Q est la matrice de passage 
de BF à CF . 

Il est à noter que les deux matrices rectangulaires A et B sont du même type 
puisqu'elles représentent la même application linéaire cp. En revanche, les deux 
matrices carrées inversibles P et Q ne sont a priori pas du même ordre, sauf si 
dimoc (E) = dimoc (F) , auquel cas A,  B , P et Q sont quatre matrices carrées du 
même ordre . 
L'égalité B = Q- 1 AP n 'est rien d'autre que l 'écriture matricielle de l'égalité 
fonctionnelle cp = idF o cp o idE que l 'on vérifie aisément puisque 

(idF 0 cp 0 idE ) (x) = idF (cp(idE (x) ) )  = idF (cp(x) )  = cp(x) 
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pour tout x E E, et que l 'on schématise par 

cp = idp o cp o idE 

Il suffit alors de compléter ce schéma en munissant l 'espace E des deux bases 
BE et CE , et l 'espace F des deux bases Bp et Cp , puis en écrivant les matrices 
associées à chacune des applications relativement aux bases des espaces de 
départ et des espaces d'arrivée (le sens des flêches nous indique dans chaque 
cas l 'espace de départ et l 'espace d'arrivée) . On obtient alors le schéma : 

(E, BE) 

P = MatcE ,BE (idE) Î 
(E, CE) 

A = MatBE ,BF (cp) 
----- -+ (F, BF) 

l MatBF ,CF (idp ) = Q-1 

(F, Cp ) 

et on retrouve l 'égalité matricielle : 

En particulier , lorsque cp est un endomorphisme de E, on peut choisir 

B B not. B t C C not. C E =  F = e E =  F = · 

La matrice associée à cp dans la base B se note alors MatB (cp) et la matrice 
associée à cp dans la base C se note Matc (cp) . La matrice Q ,  matrice de passage 
de Bp à Cp , est donc égale à la matrice P ,  matrice de passage de BE à CE, 
puisque Bp = BE et Cp = CE .  On a alors le résultat suivant . 

COROLLAIRE 1 0 . 1  Soient E un espace vectoriel muni des deux bases l3 et C 
et <p un endomorphisme de E. Alors les deux matrices carrées A = Mat6 ( <p) et 
B = Mate ( cp) ,  toutes les deux du même ordre, vérifient l 'égalité matricielle : 

B = P - 1 AP 

où P est la matrice de passage de B à C . <9> 

<9> L 'ordre de la matrice carrée P est identique à celui des matrices carrées A et B. 
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On retrouve cette écriture matricielle à partir de l 'égalité fonctionnelle 
cp = ide o cp o ide en munissant l 'espace E des deux bases B et C , puis en écri
vant les matrices associées à chacune des applications . On obtient le schéma 
suivant : 

A =  MatB (cp) 
(E, B) (E, B) 

P = Matc ,B (ide) Î 
(E, C) 

l Matl3,c (ide) = p- l 

(E, C) 
B = Matc (cp) 

On retrouve l 'égalité matricielle : 

Matc (cp) = Matl3,c (ide) x Matl3 (cp) x Matc ,B (ide) . 
'--v--' � ""-....-' � 

= B = p- 1 = A  = P 

Exemple Reprenons l 'exemple de l 'endomorphisme cp de IR3 qui à (x1 , x2 , x3 )  
associe (2x1 + xz  + x3 , x1 + 2x2 + x3 , x 1 + xz  + 2x3 ) . Soient BJR3 = (e 1 , ez ,  e3) 
la base canonique de JR3 . On a : 

cp(e1 ) = cp ( ( l , 0 , 0) ) = (2 , 1 , 1 ) = 2e1 + ez + e3 , 
cp(e2 ) = cp ( (O , 1 , 0) ) = ( 1 , 2, 1 ) = el + 2e2 + e3 , 
cp(e3) = cp ( (O , 0 , 1 ) ) = ( 1 , 1 , 2) = el + ez + 2e3 . 

On en déduit alors l 'expression de la matrice A représentative de cp dans BJR3 : 

A =  tr 
Soit CJR3 = (u1 , u2 , u3 )  la base de JR3 où u1 
U3 = ( 1 , 1 , 1 ) .  On a :  

( 1 , 0 , - 1) ,  Uz 

cp(u1 ) = cp ( ( l , 0 , - 1 ) ) = ( 1 , 0 , - 1 ) = U1 , 
cp(u2 ) = cp ( ( l , - 1 , 0) ) = ( 1 , - 1 , 0) = u2 , 
cp(u3 ) = cp ( ( l , 1 , 1 ) ) = (4 , 4 , 4) = 4u3 . 

La matrice B ,  matrice représentative de cp dans CJR3 , s 'écrit ainsi : 

B = 

( 1 , - 1 , 0) et 
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Notons P la matrice de passage de BJl!.3 à CJl!.3 . On rappelle que 

( J  1 
P =  - 1  

0 

On vérifie que l 'on a bien : 

u 0 
1 
0 � ) � � ( : 4 3 1 

'-----.,-' 
= B  

: ) 
1 

-2  
1 

= p - 1 

p - ' � � ( : 1 
et -2  3 1 1 

-n o 1 D (  2 
1 

'-----.,-' 
= A  

-2 ) 
1 . 
1 

1 1 
0 - 1  

- 1  0 

= P  

1 ) 
1 
1 

Remarque Effectuer le produit matriciel p - 1 A (au lieu du produit p- l AP) 
revient à calculer la matrice associée à cp relativement à B (base de départ) et 
C (base d'arrivée) . Vérifions-le . Aidons-nous du schéma suivant : 

(E, B) 

In = Mats,s (idE) Î 
(E, B) 

On en déduit l 'égalité : 

A =  Mats (cp) 

Mats,c (cp) 

(E, B) 

l Mats,c (idE) = p- I 

(E, C) 

Mats,c (cp) = Mats,c (idE) x Mats (cp) x Mats,s( idE) ,  
"-..-' '---v----" .._____,____... 

= p - 1 = A  = In 

c'est-à-dire : Mats,c (cp) = p - 1 A. 
De même, effectuer le produit matriciel AP revient à calculer la matrice associée 
à cp relativement , cette fois-ci , à C (base de départ) et B (base d'arrivée) . Comme 
précédemment , aidons-nous d 'un schéma : 

(E, B) 
P = Matc ,s (idE) Î 

(E, C) 

A =  Mats (cp) 

Matc ,s (cp) 

(E, B) 
l Mats,s( idE) = In 

(E, B) 

On déduit de ce schéma l'égalité suivante : 

Matc ,s (cp) = Mats,s(idE) x Mats (cp) x Matc ,s (idE ) ,  
.._____,____... '---v----" "-..-' 

c'est-à-dire : Matc ,s (cp) = AP. 

= ln = A  = P  
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En reprenant l 'exemple précédent , on obtient deux nouvelles représentations 
matricielles de l 'application cp (voir aussi la solution de l 'exercice 2, page 475) : 

� ( ! �2 �2 ) � � ( ; �2 y ) ( : � i ) ' 
---------- � 

= P- 1 = Mat(cp, BJRa ) 

U. �· n U � D U, �· � --------' 
Mat( cp, CIRa , BJR3 ) = Mat( cp, BJR3 ) = P 

EXERCICE 4 Soient f E .CJR (IR3 ) ,  B la base canonique de IR3 et A 
Mata (!) définie par 

A = ( � � � ) · 
b b a 

1 - Déterminer B, matrice associée à f dans la nouvelle base C = (u1 , u2 , u3 ) 
OÙ U1 = ( 1 , 0, - 1 ) ,  U2 = ( 1 ,  - 1 ,  0) et U3 = ( 1 , 1 , 1 ) .  
2 - Calculer Bn pour tout entier n .  
3 - En déduire que , pour tout n E N* , ( - Î 

- 1  

(a + 2b)n + 3 

10.5.5 Matrices équivalentes, matrices semblables 

1 
1 
1 

DÉFINITION 1 0 . 1 6  Soient n et p deux entiers naturels non nuls. 

X Soient A et B deux matrices rectangulaires de type (n, p) sur JK. On dit 
que A est équivalente à B si 

Ainsi, deux matrices rectangulaires et de même type sont équivalentes si elles 
représentent la même application linéaire dans des bases différentes. 

X Soient A et B deux matrices carrées d 'ordre p sur JK. On dit que A est 
semblable à B si 

3 P E GLv (lK) B = P- 1AP . 

Ainsi, deux matrices carrées et de même ordre sont semblables si elles repré
sentent le même endomorphisme dans deux bases différentes. 
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Relation d'équivalence sur Mn,p (OC) 

La notion d 'équivalence entre matrices de type (n, p) définit une relation d'équi
valence sur Mn,p (OC) au sens de la définition 2 . 28 donnée en page 57. On a en 
effet les trois propriétés suivantes. 
- Toute matrice A de Mn,p (OC) est équivalente à elle-même (propriété de ré

flexivité) puisqu 'on peut écrire A = I;:;- 1 A Ip avec Ip E GLp (lK) et 
In E GLn (OC) . 

- Soient A et B deux matrices de Mn,p (JK.) . Si A est équivalente à B alors B est 
équivalente à A (propriété de symétrie) . En effet , A étant équivalente à B,  
il existe P E GLp (OC) et Q E GLn (lK) telles que B = q- 1 AP . En multipliant 
cette égalité à gauche par Q et à droite par p- l , on en déduit la relation 
A = QBP- 1 , c'est-à-dire : 

A =  (Q- 1 ) - 1Bp- 1 

avec p- l E GLp (OC) et q- 1 E GLn (OC) , vérifiant ainsi que la matrice B est 
équivalente à la matrice A. 

- Soient A, B et C trois matrices de Mn,p (OC) . Si A est équivalente à B et si B 
est équivalente à C alors A est équivalente à C (propriété de transitivité) .  
En effet , A étant équivalente à B, 

De même, B étant équivalente à C ,  

3 P2 E GLp (OC) 3 Q2 E GLn (OC) C = Q2 1BP2 . (26) 

En injectant alors (25) dans (26) , on obtient 

C = Q2 1Q1 1 AP1P2 , 

qui s 'écrit aussi , puisque Q2 1Q1 1 = (Q1Q2 ) - 1 , 

C = (Q1 Q2) - 1 A (P1P2)  
avec P1P2 E GLp (OC) et Q1 Q2 E GLn (OC) . On a ainsi vérifié que C était 
équivalente à A. 

En procédant comme ci-dessus , on vérifie facilement que la relation « A est 
semblable à B » définit une relation d 'équivalence sur Mp (OC) au sens de la 
définition 2 .28 .  

PROPOSITION 1 0 . 1 8  Soit A E Mn,p (OC) . Une condition nécessaire et  suffi
sante pour que A soit de rang r est qu 'elle soit équivalente à la matrice Jr 

- . (10) 
definze par 

J _ ( Ir 1 Ür,p-r ) r - Ün-r,r 1 Ün-r,p-r . 

( lO}
La matrice Jr est de type (n, p) puisqu'elle est équivalente à la matrice A .  
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Démonstration Supposons A équivalente à Jr . Cela signifie qu 'il existe une 
matrice inversible P d'ordre p et une matrice inversible Q d 'ordre n telles que 
Jr = q- 1 AP ,  d'où 

rg(Jr ) = rg (Q- 1 AP) . 

Or, rg (Q- 1 AP) = rg (A) puisque les deux matrices q- 1 et P sont inversibles 
(voir la proposition 10 . 14) , et il est clair que le rang de la matrice Jr est r.  Par 
conséquent ,  

r = rg (A) .  

Réciproquement , supposons A de rang r et montrons que A est alors équivalente 
à Jr .  Utilisons pour cela une application linéaire <p de E dans F telle que 
MatBE ,BF (<p) = A  avec BE une base de E et BF une base de F. Le but est ici 
de trouver une base CE de E et une base CF de F de telle sorte que la matrice 
associée à <p relativement à CE et CF soit Jr i ce qui terminera la démonstration 
puisque les deux matrices A et J r représentant la même application linéaire <p 
relativement à des bases différentes , nous aurons ainsi montré qu 'elles sont 
équivalentes . Rappelons que r :::;:: p et r :::;:: n. Nous n 'effectuons la démonstration 
que dans le cas où r < p et r < n. Dans les autres cas , elle s 'effectue selon 
le même modèle . Elle est laissée en exercice . Reprenons les notations de la 
démonstration du théorème 9 . 1  (théorème du rang, voir pape 395) . On désigne 
par BKerip = ( W1 , . . .  , Wp-r )  une base de Ker <p et par Brmip = ( .e 1 , . . .  , fr ) une 
base de lm <p. Les vecteurs w1 , . . .  , Wp-r appartiennent au noyau de <p. Ils 
vérifient ainsi : 

't/i E { 1 , . . .  , p - r} <p(wi ) = OF .  (27) 

Soit CE = (u1 , . . .  , Ur , W1 , . . .  , Wp-r )  où les vecteurs u1 , . . .  , Ur de E vérifient 

't/i E { l , . . .  , r} <p(ui ) = fi · (28) 

D'après la démonstration du théorème 9 . 1 ,  la famille CE constitue bien une 
base de E. La base CF de F s'obtient en complétant Brmip par n - r  vecteurs de 
F. Notons-les V1 , . . .  , Vn-r ·  On a :  CF = (f1 , . . .  , .er , V 1 , . . .  , Vn-r ) · Écrivons à 
présent la matrice associée à <p relativement aux nouvelles bases CE et CF . Elle 
se déduit de (27) et (28) : 

<p(u1 )<p(u2 ) · · · <p(ur)<p(w 1 ) · · · <p(Wp-r )  

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

. . . 

. . . 

. . . 

. . . 

0 

. . . 

. . .  

0 0 . . . 0 

0 
1 0 . . . 0 

0 D 0 0 

C'est la matrice Jr . La démonstration est terminée . 

f 1 

f2 

fr 

V 1 

Vn-r 

D 
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Il vient immédiatement de la proposition 10 . 18 les résultats suivants. 

COROLLAIRE 1 0 . 2  Soient A, B deux matrices rectangulaires de type (n, p) 
sur JK. Une condition nécessaire et suffisante pour que A et B soient équiva
lentes est que 

rg (A) = rg (B) . 

Démonstration Il est clair que si A et B sont équivalentes alors elles ont 
même rang (puisqu'elles représentent la même application linéaire dans des 
bases différentes) .  Réciproquement , si elles ont même rang, alors , d 'après la 
proposition 10 . 18 ,  elles sont toutes les deux équivalentes à la matrice J, . .  Elles 
sont donc équivalentes entre elles par transitivité de la relation d 'équivalence 
entre matrices . D 

COROLLAIRE 10 .3  Le rang d 'une matrice et celui de sa transposée sont 
égaux. Autrement dit, pour tout A E Mn,p (lK) , 

rg (A) = rg (AT) .  

Démonstration Soit A une matrice de type ( n, p) à coefficients dans lK et de 
rang r .  D'après la proposition 10 . 18 ,  il existe deux matrices P et Q ,  P E GLp(][() 
et Q E GLn (lK) , telles que Jr = Q- 1 AP , d 'où, en passant à la transposition, 

J'[ = (Q- lAP) T = pTAT (Q- l f , 

c 'est-à-dire, en tenant compte que (Q- 1 f = (QT) - 1 , 

J'[ = pT AT (QT) - 1 . 

En multipliant à gauche par (PT) - 1 et à droite par QT , on obtient 

et , en passant au rang, 

puisque les deux matrices (PT) - 1 et QT sont inversibles . Il suffit pour conclure 
de remarquer que rg (J;:) = r .  On en déduit alors que rg (AT) = r ,  ce qui ter
mine la démonstration puisque nous avons ainsi vérifié que rg (AT) = rg (A) . D 

Remarque Deux matrices semblables sont nécessairement équivalentes (c'est 
immédiat) . La réciproque est fausse : deux matrices équivalentes peuvent ne 
pas être semblables . Par exemple , les deux matrices 

et 
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sont équivalentes puisque, d 'après la corollaire 10 .2 ,  elles ont le même rang (qui 
vaut 3) . Elles ne sont pourtant pas semblables puisque les traces sont différentes 
(nous utilisons ici la notion de trace d 'une matrice carrée qui fait l 'objet de 
l'exercice 5 ci-après , et en particulier la contraposition de l 'implication « si deux 
matrices sont semblables alors elles ont la même trace » (voir la question 4 du 
même exercice) . 

10.6  Exercices de synthèse 

EXERCICE 5 Soit A E Mn (IK) . On appelle trace de A, et on note Tr(A) , la 
somme des éléments de sa diagonale . Autrement dit, si A =  (aiih�i,j�n alors 

'Il·(A) 
d!f. :t aii · 

i= l 

1 - Montrer que TI· constitue une forme linéaire sur Mn (IK) . 

2 - Soit A E Mn (lR) . Montrer que Tr(AT A) = 0 {===} A =  On .  

3 - Montrer que 'Il· (AB ) = 'Il·(BA) pour tous A E Mn,p (IK) e t  B E  Mp,n (IK) . 

4 - Soient A et B deux matrices de Mn (IK) . Déduire de la question précédente 
que si A et B sont semblables alors 'Il·(A) = 'Il·(B) . 

5 - Avons-nous 'Il·(ABC) = 'Il·(BAC) pour tous A, B ,  C E Mn (IK) ? Indication : 
on pourra considérer les matrices 

A = ( � � ) , B = ( � � ) et C = ( � � ) . 
6 - Les matrices suivantes sont- elles semblables ? ( 1 - 1 4 ) 

A =  2 -2 8 
3 -3 1 2  

-� : ) . 
8 12  

EXERCICE 6 On considère l 'application f qui à tout polynôme P de  JR3 [X] 
associe le reste de la division euclidienne de P par X2 - 1 . On note B la base 
canonique de lR3 [X] . 

1 - Montrer que f est un endomorphisme de JR3 [X] . 

2 - Montrer que C = ( 1 , X - 1 , X2 - 1 , (X2 - l ) (X + 1 ) )  est une base de 
lR3 [X] . Expliciter les deux matrices Mata (f) et Mate (f) . 

3 - Calculer rg f .  Déterminer l 'image et le noyau de f et montrer que 
Ker f EB lm f = E. 
4 - Montrer que f est  un projecteur de JR.3 [X] . 
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EXERCICE 7 Soient E un �-espace de dimension 3 muni d 'une base B === 
(e 1 , e2 , e3 ) et f l 'endomorphisme de E dont la matrice relativement à B est 

M = ( -; - � � ) .  
1 0 - 1  

1 - Déterminer le rang de f . L 'application f est-elle bijective ? En déduire 
dimIR (Ker !) . 
2 - Soit k E N, k ?: 2 . Calculer MatB (Jk ) . Déterminer le rang de Jk et en 
déduire dimIR (Ker Jk ) . 
3 - Soit v � Ker j2 . Montrer que C = (J2 (v) ,  - f (v ) , v ) est une base de E. 
Écrire M' = Mate (!) . 
4 - On désigne par P la matrice de passage de B à C .  Calculer P et p- l lorsque 
v = e3 et vérifier que M' = p- 1MP . 
5 - On pose N = M + 1 .  Calculer Nn en fonction de M pour n E N. En déduire 
l 'expression de Nn . 
6 - Soient (Pn)nEN , (qn)nEN et (rn )nEN trois suites réelles définies par récurrence 
par Po = 0, qo = 1 ,  ra = 0 et, pour n E N* , par 

Trouver les expressions de Pn , qn , rn en fonction de n .  

10.  7 Solution des exercices 

Solution de l 'exercice 1 
1 - Calculons les premières puissances de B : ( 0 0 0 ) B =  a 0 0 , 

c b 0 
B2 = ( � 

ab 

0 0 ) 0 0 ' 0 0 

Ainsi , Bk = 0 pour tout entier k ;::: 3 .  Puisque la matrice unité commute 
avec toute matrice (du même ordre) , on peut utiliser la formule du binôme de 
Newton pour calculer An . Pour tout n E N, 

An = (B + It = t (�) Bk rn-k = I + nB + n(n2- l ) B2 . 
k=O 

On obtient , pour tout n E N, ( 1 
An = na 

+ n(n-l )  b ne 2 a 
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2 - De B = A - 1 il vient B3 = (A - 1) 3 = A3 - 3A2 + 3A - 1 = 0, d'où 
A 3 = 3A2 - 3A + 1. 

3 _ Pour n � 3, en multipliant l 'égalité A 3 = 3A 2 - 3A + 1 par A n-3 , on obtient : 
An = 3A n- l - 3A n-2 + A n-3 pour tout entier n � 3 .  

Solution d e  l 'exercice 2 

La base B est la base canonique de l 'espace vectoriel IR3 . A première vue, 
la deuxième base C semble quelconque. Il n 'en est rien . Les vecteurs qui la 
composent sont ce qu 'on appelle des vecteurs propres . Ils dépendent de l 'en
domorphisme f considéré . Pour les obtenir, nous avons dû procéder à un cal
cul préalable non explicité pour l ' instant . L 'étude et la recherche de vecteurs 
propres pour un endomorphisme feront l 'objet du chapitre 12 .  On a entre les 
vecteurs de B et ceux de C les deux systèmes de relations { u1 = e1 - e3 

(8 1 )  u2 = e1 - e2 
U3 = e1 + e2 + e3 

{ e1 = � (u1 + u2 + u3 ) 
et (82 ) e2 = � (u1 - 2u2 + u3 ) 

e3 = � (-2u1 + u2 + u3) 

Pour calculer la matrice associée à f relativement à la base B, il faut au préa
lable calculer les trois vecteurs f(e1 ) ,  f (e2 ) ,  f(e3 ) et les exprimer par rapport 
aux trois vecteurs e1 , e2 et e3 . On a : { f (e 1 ) = (2 , 1 , 1 ) = 2e1 + e2 + e3 

(83 ) f (e2 ) = ( 1 , 2 ,  1 )  = e1 + 2e2 + e3 
f (e3 ) = ( 1 , 1 , 2) = e1 + e2 + 2e3 

Remarquons que, puisque B est la base canonique, les décompositions de f(e1 ) ,  
/(e2) ,  f(e3 ) par rapport à e1 , e2 , e3 sont immédiates . On  en déduit alors : 

Pour calculer la matrice associée à f relativement à la base C ,  il faut cette 
fois-ci commencer par calculer f(u1 ) ,  f (u2 ) ,  f (u3 ) .  On a :  

Attention, il faut maintenant décomposer ces vecteurs par rapport aux trois 
vecteurs u1 , u2 et u3 . En utilisant le système de relations (82 ) ,  on obtient : 
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On en déduit l 'expression suivante (au chapitre 1 2 ,  nous verrons que ce n 'est 
pas un hasard si cette matrice est diagonale. Les éléments diagonaux s 'appellent 
des valeurs propres) : 

Mate (! ) = 

Pour calculer la matrice associée à f relativement aux bases B et C ,  il faut 
cette fois-ci décomposer les vecteurs f(ei ) ,  f(e2 ) ,  f(e3 ) (nous les avons déjà 
calculés plus haut , voir le système (83 ) )  par rapport aux vecteurs u1 , u2 et u3. 
En injectant les relations du système (82 ) dans celles du système (83 ) ,  i l  vient : { f (e 1 ) = � (u1 + u2 + 4u3 ) 

f (e2 ) = � (u1 - 2u2 + 4u3 ) 
f (e3 ) = � (-2u1 + u2 + 4u3 ) 

On en déduit alors l 'expression suivante : 

f(ei ) 

Mata,c (f) = 3 
1 ( 

4

1
1 

Enfin, pour calculer la matrice associée à f relativement aux bases C et B , il 
faut décomposer les vecteurs f(u1 ) ,  J (u2 ) ,  f (u3 ) par rapport aux vecteurs e 1 ,  
e2 et e3 • C'est précisément ce que contient le système (84 ) .  On  a donc : 

Matc ,a (f) = (T 
Remarquons que ces quatre matrices , bien que différentes, représentent néan
moins le même endomorphisme. 

Solution de l 'exercice 3 

Dans cet exercice, A désigne une matrice carrée d'ordre n sur IK. On suppose 
que A est la matrice associée à un endomorphisme cp de E, où E désigne un 
OC-espace vectoriel de dimension n ,  relativement à une base B de E. Notons 
B = (e 1 , e2 , . . .  , en ) ·  

1 - L'indice de nilpotence de l a  matrice A est égal à celui de l 'endomorphisme 'P· 
De plus , on sait ( cf. exercice 1 , page 377) que si cp est nilpotent d 'indice p alors 
p � n, ce qui termine la démonstration. 
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2 - Supposons A = (aiJ h:(i,J:(n triangulaire supérieure stricte . Pour montrer 
que A est nécessairement nilpotente, nous procédons en n étapes . Nous com
mençons (première étape) par exprimer les images par cp des vecteurs de la 
base B. Les informations recherchées sont contenues dans la matrice A. En 
effet , A étant la matrice représentative de cp dans B, la j-ième colonne de A 
contient les coordonnées dans la base d 'arrivée (ici égale à la base de départ B) 
du vecteur cp(eJ ) · Puisque aij = 0 dès que i ;;::: j ,  on a :  

cp(e 1 ) cp(e2 ) cp(e3) cp( en ) 
0 a12 a13 a1n e1 
0 0 a23 a2n e2 

A= 0 0 0 a3n e3 

0 0 0 an- 1 ,n en- 1 
0 0 0 0 en 

et on en déduit : 

pour j = 1: cp(e1 ) OE, 
pour j = 2 :  cp( e2 ) a12e1 , 
pour j = 3 : cp( e3 ) a13e1 + a23e2, 

pour j = n: cp( en) = a1ne1 + a2ne2 + a3ne3 + . . . + an- 1 ,nen- l · 

En résumé, on a obtenu que cp(e1 ) = OE et cp(eJ ) E Vect (e1, . . .  , eJ- 1 )  pour 
tout j E {2 ,  3, ... , n } .  En particulier , cp(e2 ) E Vect (e 1 ) .  
Nous nous intéressons à présent (c'est la deuxième étape) aux images par cp2 
des vecteurs de B. À l 'évidence, l 'image par cp2 de e1 est le vecteur nul . En 
effet , 

cp2 (e 1 ) = cp(cp(e 1 ) )  = cp(OE) = ÜE 
puisque cp(e1 ) = OE et cp est linéaire . L 'image par cp2 de e2 est aussi le vecteur 
nul . En effet , cp2 (e2 ) = cp(cp(e2 ) ) .  Or, cp(e2 ) E Kercp car cp(e2 ) E Vect (e1 ) et 
cp(e1 ) = OE (résultats établis à la première étape) . Donc, cp2 (e2 ) = DE. Soit 
j E {3, ... , n }. De cp(eJ ) E Vect (e 1, . . .  , eJ- l ) ( cf. étape 1), il vient : 

cp2 (eJ ) E Vect (cp(e1 ), . . .  , cp(eJ_ i ) ) . 

Or, cp(e1 ) = OE, cp(e2 ) E Vect (e 1 ) ,  . . .  , cp(eJ- 1 ) E Vect (e 1 , . . .  , ej-2 ) .  D 'où 

cp2 (eJ ) E Vect (e1, . . .  , ej-2 ) .  
En résumé, on a obtenu d 'une part que cp2 (e1 ) = cp2 (e2 ) = DE et d'autre 
part que cp2 ( ej ) E Vect ( e1, . . .  , ej_2 ) pour tout j E {3, ... , n } .  En particulier , 
'P2(e3) E Vect (e 1 ) .  
Nous nous intéressons dans cette troisième étape aux images par cp3 des vecteurs 
de B. Si j E {1, 2} alors de cp2 (eJ ) = OE ( cf. étape 2) il vient : 

cp3 (ej ) = cp(cp2 (ej ) )  = cp (OE) = ÜE. 
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De plus , <p3 (e3 ) = <p(<p2 (e3 ) ) .  Or , <p2 (e3 ) E Ker <p car <p2 (e3 ) E Vec t(e1 ) (ré
sul ta t  é tabli à l 'é tape 2) e t  <p(e 1 ) = OE . On a donc aussi <p3 (e3 ) = OE. Soit 
j E {4 , ... , n }. De <p2 (ej ) E Vec t (e1 , . . .  ,ej_2 ) ( cf. é tape 2) il vien t 

En résumé , on a ob tenu , à l 'issue de la troisième é tape , que <p3 (ei )  = <p3 (e2) === 
<p3 (e3 ) = OE e t  <p3 (ej ) E Vec t(e1 , . . .  ,ej-3 ) pour tou t  j E {4 , ... , n } avec ,  en 
par ticulier , <p3 (e4 ) E Vec t (e1 ) .  

Plus généralemen t, on  ob tien t, à l ' issue de l a  k-ième é tape , que <pk (ej ) === OE 
pour tou t  j E { 1 ,2 ,  . . .  ,k} e t  <pk (ej ) E Vec t(e1 ,e2 , . . .  ,ej-k ) pour tout 
j E { k+ l ,  . . .  ,n }. 

A l 'issue de la (n - 1 )-ième é tape , on ob tien t que <pn- 1 (ej ) = OE pour tout 
j E { 1 ,2 ,  ... , n - 1 } e t  <pn- 1 (en ) E Vec t(ei ) .  Par conséquen t, pour tout 
j E { 1 ,2 ,  ... , n- l } , 

On a aussi <pn (en) = <p(<pn- 1 (en) )  = OE car <pn- 1 (en) E Ker <p. On a ainsi 
vérifié que l 'image par <pn de chacun de vec teurs de B é tai t le vec teur nul . 
L'applica tion composée <pn es t donc l 'applica tion nulle , ce qui implique An === 0 
e t  mon tre que A es t nilpo ten te . Son indice de nilpo tence es t inférieur ou égal 
à n. 

3 - Décomposons la ma trice A comme la somme de la ma trice iden ti té et d 'une 
ma trice triangulaire supérieure s tric te ,  A = I + B avec 

D 'après la ques tion précéden te ,  B es t nécessairemen t nilpo ten te. On a : ( 0 0 4 ) 
B2 = 0 0 0 , 

0 0 0 

Ainsi , gr âce à la formule du binôme de New ton , on ob tien t : 

Am I B 
m(m - l )

B2 = + m  + = 
2 

2m 
1 
0 

2m2 + m ) 
2m . 
1 
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1 - Commençons par déterminer la matrice de passage P de B à C. Il convient 
pour cela de décomposer chacun des vecteurs de C dans la base B, ce qui est 
immédiat puisque B est la base canonique. En effet, on a : u 1 = e 1  - e3 ,  
u2 = e 1 - e2, U3 = e1 + e 2  + e3. D 'où 

P =  

Pour déterminer p- 1 , matrice de passage de C à B, il faut décomposer chacun 
des vecteurs de B dans la base C. Cela nécessite cette fois-ci quelques calculs . 
On déduit des équations précédentes le système suivant : 

D 'où 

p- 1= 

e 1  ( 1/3 
1/3 
1/3 

e2 
1/3 

-2/3 
1/3 

= � ( i 
3 1 

1 
-2 

1 

-2 ) 
1 . 
1 

La matrice B ,  matrice associée à f relativement à C ,  est alors donnée par la 
relation : B = p- 1 AP, qui fait apparaître un double produit matriciel . On 
obtient : ( a-b 0 0 ) 

B= 0 a-b 0 . 
0 0 a + 2b 

Bien sûr, le produit matriciel étant associatif, l 'expression de B est indépen
dante de l 'ordre dans lequel on calcule p- 1 AP. On peut , au choix, soit calculer 
le produit AP, suivi du produit p- 1(AP) ,  soit calculer dans un premier temps 
le produit p- 1 A, puis le produit (P- 1 A)P .  

2 - La matrice B étant diagonale, i l  vient immédiatement , pour tout n E N : 

0 
(a-br 

0 

0 ) 
0 . 

(a + 2b)n 

3- Multipliant à gauche par P et à droite par p- 1 dans l 'égalité B = p- 1 AP, on 
obtient l 'égalité PBP- 1 = (PP- 1 )A(PP- 1 ) ,  c 'est-à-dire PBP- 1 = A puisque 
pp-l = p- 1 P = 1. Soit n un entier naturel non nul .  On a : 

A X ... X A =  (PBP- 1 ) X ... X (PBP- 1) = P (B X ... X B)P- 1 , � � 
n fois n fois n fois 
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c 'est-à-dire : An = PBnP- 1 . Cette égalité est encore vraie pour n = 0 puisque 
A0 = I et PB0p- l = prp- 1 = pp-1 = 1. Avant d 'aller plus loin, décomposons 
Bn pour tout n E N comme suit : 

avec M et N les deux matrices suivantes : 

On en déduit alors : 

0 0 ) 
1 0 ' 
0 0 H) 
P ( (a - b)nM + (a + 2b)nN) p- l  

(a - b)nPl\!IP- 1 + (a + 2b)nPNP- 1 . 

On vérifie facilement : 

(j 
( 

1 1 
-1 1 

0 1 

1 1 
0 -1 

-1 0 

)0!0(: 
:)(HOU 

1 -n ( 2 
-2  -1 

1 -1 

1 -n ( : -2 
1 

-1 
2 

-1 

1 
1 
1 

On obtient alors, pour tout n E N, l 'expression de An demandée : 

Solution de l 'exercice 5 

-� = � ) + (a + 2b) n ( � -1 2 3 1 

1 
1 
1 

-1 ) 
-1 , 

2 

n 

1 - Soient a, /3 deux scalaires et A = (aij h(i ,j(n, B = (bij ) i (i,j(n deux 
matrices d 'ordre n sur OC. On a :  aA + /3B = (aaij + /3bijh(i ,j(n · L 'application 
trace est linéaire car 

n n n 
Tr (aA + /3B) = 2:)aaii + /3bii ) = a  L aii + /3 L bii = aTr(A) + /3Tr (B) .  

i= l i= l i= l 

Elle est à valeurs dans OC. C 'est donc une forme linéaire sur Ivin (OC) . 
2 - Soit A = (aij h(i ,j(n ·  Cherchons l 'expression de Tr(AT A) .  On a :  AT== 
(a�jh(i,j(n avec a�j = aji pour tous i, j appartenant à {1, ... , n }. D 'où AT A== 
( Cij ) i (i ,j(n avec 

n n 
Cij = L a�kakj = L akiakj 

k=l k=l 
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pour tous i, j dans { 1, ... , n }. On obtient : 
n n n 

Tr (ATA) = Lcii = L[La�i]. 
i=l i=l k=l 

481 

Ainsi, Tr(AT A) = 0 si et seulement si , aki = 0 pour tous k, i appartenant à 
{1, . . . , n } , ce qui montre que Tr(AT A) = 0 si et seulement si , A est nulle . 

3 - Remarquons que si A appartient à Mn,p (JK) et si B appartient à Mp,n (lK) 
alors les deux produits matriciels AB et BA sont bien définis et on a AB E 
Mn(JK) et BA E Mp (lK) avec 

On vérifie que l 'on a : 
n p p n p n 

'Il'(AB) = L[Laikbki] = L[Lbkiaik] = L[Lbikaki] 
i=l k=l k=l i=l i=l k=l 

où on a, dans un premier temps , permuté les deux sommes, puis remplacé en 
même temps i par k et k par i (ce que l 'on a le droit de faire puisque les indices 
sont muets) . On reconnaît dans le terme de droite l 'expression de Tr(BA) .  On 
a ainsi vérifié que Tr(AB) et Tr(BA) étaient égaux. 
4 - Les matrices A et B de Mn (JK) étant semblables , il existe P E GLn (JK ) telle 
que B = p- l AP . D 'après la question préèédente, Tr (  (P-1 A)P) = Tr (P (P - 1 A) ) .  
On en déduit : 

Tr(B) = Tr (P- 1 AP) = Tr(PP-1 A) = 'Il· (InA) = Tr(A) . 

5 - La réponse est non car A x B x C = ( � � ) et B x A x C = ( � � ) . 
6 - Bien que l 'on ait 'Il· (A) = 'Il· (B) , on ne peut pas en déduire que A et B sont 
semblables . L 'égalité des traces est une condition nécessaire (pour que deux 
matrices soient semblables) mais non suffisante. En revanche, rappelons que si 
A et B sont semblables alors rg (A) = rg (B) (puisqu 'elles sont associées à la 
même application linéaire) . Procédons par contraposition. On a : rg (A) = 1 -:f
rg(B) = 3. On peut alors en déduire que A et B ne sont pas semblables . 

Solution de l 'exercice 6 
1- Commençons par vérifier que f est une application de IR-3[X] dans lui-même. 
L'image d 'un polynôme P de JR3 [X] par f est le reste de la division euclidienne 
de P par X2 - 1. C 'est donc un polynôme de degré strictement inférieur au 
de gré de X2 - 1. Ainsi , f(P) E JRi[X]. Or, JRi[X] c JR3[X] . On a donc, a 
fortiori, f(P) E JR3[X] . Vérifions maintenant la propriété de linéarité de f. 
Soient P1 et P2 deux polynômes de lR3[X] . 

3! (Q1 ,R1)ElR[X]xlR[X] P1 = Q1 (X2 - l )+R1 et deg(R1 ) <2,  

3 ! (Q2 , R2) E JR[X] x JR[X] P2 = Q2 (X2 -1) + R2 et deg (R2) < 2 .  
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Ainsi , pour tout a E ffi. et pour tout /3 E ffi., 

et on vérifie : 

deg ( aR1 + /3R2) � max{ deg( aR1 ) ,  deg( /3R2) }  

� max{ deg( R1 ) ,  deg (R2) }  < 2 .  

O n  a donc f (aP1 + /3P2) = aR1 + /3R2 . Or, R1 = f (P1 ) et R2 = f (P2 ) .  Par 
conséquent , f (aP1 + f3P2) = af (P1 ) + /3f(P2 ). 
2 - Rappelons que dimrnt( ffi.3 [X ]) = 4 .  Il est donc suffisant de vérifier que la 
famille C = (1, X - 1 ,  X 2 -1 ,  (X 2 - l) (X + 1 ) ) est libre dans ffi.3[X] . Soit 
(a , /3 , "( , ô) E ffi.4 . De la relation de liaison 

Œ + /3 (X -1) + 'Y(X 2 -1) + J(X 2 - l) (X + 1) = O rnt[XJ 

qui se réécrit : 

(a - /3 - 'Y -ô) + (/3 -ô)X + ( 'Y+ J)X 2 + JX3 = O rnt[X]> 

on déduit , par identification, que a -/3- "( -J = 0, /3- J = 0, 'Y+ J = 0, J = O . 
D 'où a = /3 = 'Y = J = O. Explicitons les deu x matrices Mats ( !) et Mate ( !) . 
Commençons par Mat e ( J) .  Les deu x polyn ômes 1 et X - 1 ont des degrés 
inférieurs strictement à celui de X 2 - l. Le reste dans la division euclidienne de 
1 (respectivement X -1) par X 2 -1 est donc égal à 1 (resp . X -1). On a d onc : 
f ( l ) = 1 et j(X -1) = X  - 1 . Les deu x  polynômes X 2 -1 et (X 2 -l) (X + 1) 
sont divisibles par X2 -1 .  Leur reste dans la division euclidienne par X2 - 1 
est donc le polynôme nul. On a donc : J(X2 -1 ) = 0 et J( (X2 -l) (X + 1)) = O . 
On en déduit : ( 1 0 0 0 ) 

0 1 0 0 Mat e ( J) = 0 0 0 0 . 
0 0 0 0 

Explicitons à présent la matrice Mats( !) .  Suivant un  raisonnement analogue à 
X - 1, on obtient : f(X) = X. On a : X2 = (X 2 -1 )  + 1. Donc, f(X2) = 1. 
De même, X3 = (X2 - l)X + X. Donc, J(X3) = X. On en déduit : ( 1 0 1 0 ) 

0 1 0 1 Mats ( !) =  0 0 0 0 . 
0 0 0 0 

3 - Le rang de f est égal au rang de n'importe quelle matrice qui lui est associée. 
A l 'évidence, rg (M e (J) ) = 2 .  On a donc rg f = 2 .  Ainsi , lm f est un sous-espace 
de ffi.3 [X] de dimension 2. On a : 

lm f Vect (f(l) , J(X - 1 ) ,  J(X 2 -1 ) ,  J( (X 2 -l) (X + 1))) 
Vect ( 1 , X  - 1,0,0) = Vect ( 1 , X -1) . 
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Une base de lm f est donc Brmf = ( 1 ,X - 1 ) . D'après le théorème du rang, 

dimIR (Ker f) = dimIR (JR3[X] ) - dimIR (lm f) = 2. 
'-.,,-"' --...--

= 4 = 2  

Pour déterminer une base de Ker f ,  il suffit de trouver deux polynômes de 
Ker f linéairement indépendants. Les polynômes X2 - 1 et (X2 - l ) (X + 1 ) 
appartiennent à Ker f car f(X2 - 1 ) = f( (X2 - l ) (X + 1 ) )  = 0 et ils forment 
une famille libre (c 'est immédiat) . Ainsi , 

Ker f = Vect (X2 - 1 , (X2 - l ) (X + 1 ) ) 

et une base de Ker f est BKerf = (X2 - 1 ,  (X2 - l ) (X + 1 ) ) .  Nous avons mon
tré que la famille C = ( 1 ,  X - 1 , X2 - 1 ,  (X2 - l ) (X + 1 ) ) constituait une base 
de JR3[X] . Les deux premiers polynômes, 1 et X - 1 , forment une base de Ker f . 
Les deux derniers , X2 - 1  et  (X2 - l ) (X + 1 ) , forment une base de lm f .  Ainsi , 
tout polynôme de lR3 [X] se décompose de manière unique comme la somme 
d'un polynôme appartenant à Ker f et d 'un polynôme appartenant à lm f. Les 
deux esp aces Ker f et lm f sont donc supplémentaires dans JR3 [X] , ce que l 'on 
note : Ker f EB lm f = lR3[X] . 
4 - Il suffit de vérifier que Mate ( !) x Mate ( !) =  Mate ( !) .  C'est immédiat . 

Solution de l'exercice 1 

En préambule, remarquons que J (e1 ) = 2e1 - 3e2 + e3 , f (e2 ) = e1 - e2 , 
f (e3) = e2 - e3 puisque M = MatB (f) . 

1 - Notons C1 , C2 et C3 les trois colonnes de la matrice M. On remarque que 
C3 = -Ci + 2C2 . Les trois colonnes sont liées . En revanche, C2 et C3 sont 
libres , d 'où rg M = 2 (la matrice M est singulière) . On en déduit rg f = 2, f 
n'est donc pas bijective, et , gr âce au théorème du rang appliqué à f , 

dimIR ( E) = rg f + dimIR (Ker f) , d'où : dimIR (Ker f) = 1 .  
,__.._, ._,,,_, 

= 3 = 2 

2 - Puisque M = Mat 8(f) , on a Mk = Mat 8(Jk ) pour tout k EN . On obtient : ( 1 1 1 ) 
M2 = -2 -2 -2 

1 1 1 

( 0 0 0 ) 
et M3 = 0 0 0 , 

0 0 0 
d'où Mk = 0 pour tout k ? 3 ,  ce qui signifie que M, et donc aussi l 'application 
associée f, est nilpotente d 'indice 3. De l 'expression de M2 , il vient rg(M2 ) = 1 
et donc rg (j2) = 1. Appliquant alors le théorème du rang à j2 , 
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Pour tout k � 3, rg Jk = 0 et donc, gr âce au théorème du rang appliqué à Jk, 
dimJR ( E) = rg fk + dimJR (Ker fk) , d'où : dimJR (Ker fk) = 3. 
'--v--" '-v-' 

= 3 = 0  

3 - Soit v (j. Ker J2 . Puisque l 'espace E est de dimension 3, les trois vecteurs 
f2 (v), -f(v) et v forment une base s ' ils constituent une famille libre. Remar
quons que l 'hypothèse v (j. Ker J2 nous assure que le vecteur J2 ( v ) est non nul. 
De plus , puisque l 'on a l 'implication f (v) = OE ===} J2 (v) = OE, on en dé duit 
par contraposition , que le vecteur f ( v) est non nul . Suivant un raisonnemen� 
analogue, on vérifie que le vecteur v est aussi non nul. Écrivons la relation de 
liaison : 

af2 (v) - (3f(v) +"(V = ÜE (29) 
où a, (3 et 'Y désignent trois réels quelconques . En appliquant J2 à l 'égalité (29) ,  
on  obtient : 

af4 (v) - (3f3(v) + "ff2 (v) = ÜE. 
Or, pour tout k � 3, Jk = O. Ainsi f4 (v) = J3 (v) = ÜE. Puisque v (j. Ke rf2, 
J2 ( v) #- 0 E. On en déduit alors que 'Y = 0 et la relation de liaison ( 29) s 'écrit : 

af2 (v) - (3f(v) = OE. 

En appliquant cette fois-ci f à cette égalité, on obtient : 

Puisque J3 ( v) = 0 E et J2 ( v ) #- 0 E, il vient (3 = 0 et la relation de liais on 
devient af2 (v) = OE, dont on déduit a = 0 puisque, encore une fois , f2(v) =f. 
0 E. On a ainsi vérifié que la famille C = (!2 ( v) , -f ( v), v) était libre. Calcul ons 
les images par f des vecteurs de C et décomposons ces images dans C. On a : { J (J2 (v) )  = f3 (v) = ÜE = Of2 (v) + 0(-f(v) )  + Ov , 

f (-f(v) )  = -f2 (v) = (- l )J2 (v ) + 0(-f (v) )  + Ov ,  
f(v) = Oj2 (v) + (- 1 ) (-f(v) )  + Ov . 

La matrice M' associée à f relativement à cette nouvelle b ase C s 'écrit alors : 

M' = 
-f2 (v) 

- 1 
0 
0 

f(v) 
0 ) f2 (v) 
- 1 -f (v) · 
0 V 

4 - Soit P la matrice de passage de B à C = (f2 (e3 ) , -f (e3), e3) .  Not ons 
Ut = f2 (e3 ), u2 = -f(e3) et U3 = e3 . Exprimons les trois vecteurs Ut , u2, U3 
dans la base B. Pour u3, c 'est immédiat ! Les coordonnées de f2 (e3) dans B 
sont rangées dans la troisième colonne de M2 . On a donc : 

f2 (e3) = et - 2e2 + e3 , d'où : Ut = et - 2e2 + e3 . 
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Les coordonnées de f(e3 ) dans B sont rangées dans la troisième colonne de M.  
On a donc : 

f(e3 ) = e2 - e3 , d 'où : u2 = -e2 
+ e3 . 

La matrice P sécrit alors : 

On en déduit : 

1 
-2 
1 

0 0 ) 
- 1  0 . 
1 1 

p
-· � 

( -� -: n 
et on remarque que p- l  = P (on vérifie en effet que P2 = I) . Pour vérifier 
que M' = p- 1 MP, on peut , au choix, soit effectuer le produit matriciel MP 
(respectivement 

p
- 1M) , suivi du produit matriciel p- 1 (MP ) (resp . (P -1M)P ) 

et remarquer que l 'on obtient bien la matrice M' , soit remarquer que M et M' 
rep résentent le même endomorphisme f mais dans des bases différentes , B pour 
M et C pour M' , et que P est précisément la matrice de passage de la base B à la 
base C, ce qui est suffisant pour conclure que M' = p- 1 MP (cf. corollaire 10. 1 ). 
5 - So it n E N. La matrice unité, I, commute avec toutes les matrices . On 
peut alors utiliser la formule du binôme de Newton pour calculer Nn . Puisque 
Mk = 0 pour tout entier k � 3 , on obtient : 

Nn = I + nM + n(n - l)
M2 

2 
. 

Des expressions de I, M et M2 , on déduit celle de Nn : ( 1 + 2n + n(n- 1 ) 
Nn = -3n - n(n _.: 1 ) 

+ n(n- 1) n -2-

6 - P our tout n E N*, on a : 

+ n(n- 1 ) n -2-
l - n -n (n - l) 

n(n- 1 ) 
-2-

n(n- 1 ) ) -2-
n - n (n - 1 ) . 
1 - n + n(n- 1 ) 

2 

(�) ( 3 1 
-3 0 1 qn- 1 , 
1 

0 ) ( Pn- 1 ) 
Ü Ü Tn- 1 

(30) 

qui s'écrit sous la forme suivante : Xn = N Xn- l avec, pour tout n E N, la 
matrice-colonne Xn définie comme suit : 

déf. ( Pn ) 
Xn = qn · 

Tn 
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On établit alors , par récurrence sur l 'entier n, que Xn = Nn X0 pour tout n EN. 
Ainsi, en tenant compte de (30), on obtient , pour tout n E N : 

n (n + 1 ) 
Pn = 

2 
, qn = 1 - n 2, 

n (n - 1 ) rn = 
2 

. 



CHAPITRE 1 1  

Systèmes d'équations linéaires 

11.1 Un outil pratique : le déterminant 

1 1.1.1 Tel Monsieur Jourdain 

En introduction à la théorie des déterminants, nous commençons par quelques 
rappels et commentaires sur les systèmes linéaires réels 2 x 2, puis sur les 
systèmes linéaires réels 3 x 3. Dans les deux cas , la notion de déterminant 
ass ocié à un système linéaire y apparaît de manière naturelle. Ainsi , tel Mon
sieur Jourdain ciJ faisant de la prose sans le savoir , vous manipulez la notion de 
déterminant depuis plusieurs années sans même le savoir. 

Le déterminant d'un système 2 x 2 
On considère dans IR le système linéaire de deux équations à deux inconnues 
(x1 et x2 ) suivant : 

(S2x 2 ) 

où a11 , a12 , b1 , az1 , az2 et b2 désignent des réels donnés . Soit S l 'ensemble des 
solutions du système linéaire (S2 x 2 ) . Il vérifie : 

S = V1 nV2 
où V1 et V2 sont les deux sous-ensembles de IR2 définis par <2l 

dé/. { ( ) 2 1 } V1 = X1 , x2 EIR a1 1 x1 + a12X2 = b1 , 

N ous donnons une interprétation graphique au système linéaire (S2 x 2 ) sur la 
figure 1 où les deux sous-ensembles V1 et V2 sont représentés par des droites . 
P our obtenir une équation ne portant que sur l 'inconnue x1 , on peut multiplier 

(1) 

(2) 
Nous faisons référence ici à la pièce de théâtre classique « Le Bourgeois gentilhomme » 
écrite en 1670 par Molière (1622-1673). 

Remarquons que ces deux sous-ensembles ne possèdent pas, en général , de structure de 
sous-espace vectoriel puisque (0, 0) (/: 'D1 et (0, 0) (/: 'D2, sauf si b1 = b2 = O. Nous 
qualifions 'D1 et 'D2 de sous-espaces affines de dimension 1 ou de droites affines . 
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Fig. 1 Interprétation géométrique d'un système linéaire réel 
2 x 2. Les représentations graphiques des deux équations corres
pondent à des droites. Trois cas sont possibles : il n'y a pas de so
lution (les droites sont strictement parallèles , dessin de gauche) , 
il y a une unique solution (les droites se coupent, dessin cen
tral) , il y a une infinité de solutions (les droites sont confondues, 
dessin de droite) . 

la première équation par a22 , la seconde par -a12 et on additionne le tout . De 
même, pour obtenir une équation ne portant que sur l 'inconnue x2 , on peut 
multiplier la première équation par -a21 , la seconde par a1 1 et on additionne 
le tout . On obtient alors le système suivant : { ( a1 1  a22 - a12a2 1 )  x 1 

(a1 1 a22 - a12a21 )  x2 
bi a22 - a12b2 
a1 1  b2 - b1 a2 1 

La quantité réelle a1 1 a22 - a1 2a21 est présente en facteur dans les deux équa
tions . On l 'appelle le déterminant du système 2 x 2 .  Cette quantité joue un rôle 
capital .  Discutons de sa valeur . 

- Supposons a1 1 a22 - a12a21 '/=- O . Le système linéaire (S2 x 2 ) possède alo rs 
une unique solution (on dit qu'il est déterminé) . Notons-la (x1 , x2 ) où 

XI = et 
a1 1  a22 - a12a2 1 

On a donc : S = { (x1 , x2 ) } .  D'un point de vue géométrique, cela signifie 
que les droites associées aux deux équations se coupent . 

- Supposons maintenant a1 1 a22 - a12a2 1 = O . Alors le système (S� x 2 ) s'éc rit 

{ � b1 a22 - a12b2 
a1 1  b2 - b1 a2 1 

Il est clair que si l 'un (ou les deux à la fois) des deux scalaires bi a22 - ai2b2 
et a 1 1  b2 - b1 a2 1 est non nul alors ce système est absurde et, dans ce cas , il 
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n'y a pa s de solution (S = 0). D 'un point de vue géométrique, le s droite s 
sont parallèle s. En revanche, si l 'on a simultanément b1a22 - a12b2 = 0 et 
an b2 - b1 a2 1 = 0 alor s ce sy stème e st trivial pui sque le s deux équation s 
sont de la forme 0 = O . D 'un point de vue géométrique , cela signifie que le s 
droite s sont confondue s. Il y a donc cette foi s-ci une infinité de solution s. 
Pour le s obtenir , on supprime une de s deux équation s du sy stème linéaire 
initial (S2 x 2 ) ,  di son s la deuxième, et on ré sout par rapport à l 'une de s deux 
inconnue s. On obtient , par exemple, si an =/=- 0 ,  

1 x1 = - (b1 - a12x2 ) . an 
Les  deux inconnue s x1 et x2 sont dépendante s l 'une de l 'autre. Le s solution s 
sont tou s le s couple s ( (b1 - a12x2 ) /an, x2 )  où x2 parcourt IR. On a donc : 

et on dit que le sy stème linéaire (S2 x 2 ) e st indéterminé. 
Pour être cohérent avec le s notation s que nou s allon s utili ser par la suite , 
nou s introdui son s dè s à pré sent le s troi s matrice s-colonne s C1 , C2 et B définie s 
comme suit : 

C1 = ( ��� ) , C2 = ( ��� ) , B = ( �� ) , 
ce qui nou s permet de noter sou s  la forme plu s conci se <let (C 1 , C2 ) le détermi
nant du sy stème linéaire (S2 x 2 ) : 

<let (C1 , C2 ) = a1 1 a22 - a12a21 . 

On remarque alor s que l 'on a : 

Ain si ,  lor sque <let (C 1 , C2 ) e st non nul , le s coordonnée s x1 et x2 de l 'unique 
s olution du sy stème linéaire (S2 x 2 ) s'écrivent : 

et 

N ous  remarquon s, non san s intérêt , que le déterminant d 'un sy stème linéaire 
2 x 2 vérifie le s propriété s suivante s  : pour toute s matrice s-colonne s 

c = ( a11 ) 1 a2 1 ' et 

appartenant à M2, 1 (IR) ,  et pour tou s a, (3 appartenant à IR, 

( aa1 1  + (3a� 1 )a22 - ( aa21 + (3a�1 )a12 
a(a1 1 a22 - a21a 12 ) + (J(a� 1 a22 - a�1 a12 ) 
a <let (C1 , C2 ) + (3 det (C� , C2 ) 
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et on dit que le déterminant est linéaire par rapport à C1 . On vérifie suivant 
le même modèle qu'il est aussi linéaire par rapport à C 2. De plus, on vérifie 
facilement que si les matrices-colonnes C1 et C 2 sont égales alors 

Ces remarques motiveront la définition générale d'une forme bilinéaire alternée 
sur un OC-es pace vectoriel (voir la définition 11.1, page 493). 

Le déterminant d'un système 3 x 3 

Considérons maintenant dans IR le syst ème linéaire de trois équations à tr ois 
inconnues (x1 , x2 et x3) suivant : { anx1 

a21 X1 
a31X1 

+ a12x2 + a13X3 = b1 
+ a22X2 + a23X3 = b2 
+ a�x2 + a�x3 = � 

où an , a12 , a13 , b1 , a21 , a22 , a23 , b2 , a3i , a32 , a33 et b3 désignent des réels 
donnés . Conformément à la notation utilisée plus haut , S désigne l 'ensemble 
des solutions du syst ème (S3 x 3) . Il vérifie : 

s = P1 nP2 nP3 
où P1 , P2 et P3 sont les trois sous-ensembles de IR3 définis par <3> 

déf. { ( ) 3 1 } P2 = x1 , x2 , X3 E IR a21X1 + a22X2 + a23X3 = b2 , 

déf. { ) 3 1 } Pa = (x1 , x2 , xa E IR aa1X1 + aa2x2 + aa3X3 = ba . 
Pour une inter prétation graphique du syst ème linéaire (Saxa) , nous nous réfé
rons à la figure 2 où P1 , P2 et P3 sont représentés par des plans .  En notant 

le système linéaire (S3 x a) s 'écrit aussi sous la forme suivante : 

X1 C1 + X2C2 + X3C3 = B. (1) 

Nous pouvons déduire de l 'équation précédente trois équations , portant chacune 
uniquement sur une des trois inconnues x1 , x2 et x3 . Pour ce faire, nous all ons 
profiter du fait que nous travaillons ici dans l 'es pace IR3 , ce qui nous aut orise 
à utiliser successivement les deux opérations de calcul vectoriel que sont le 
produit scalaire et le produit vectoriel . 

(J) Pour tout i E {1 ,  2, 3}, le sous-ensemble Pi n 'est pas, en général, un sous-espace vectoriel 
de JR3 puisqu 'il ne contient pas le vecteur nul, sauf, bien sür, si b; = O. Nous le qualifions 
de sous-espace affine de dimension 2 ou de plan affine. 
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Fig. 2 Interprétation géométrique d'un système linéaire réel 
3 x 3. Les représentations graphiques des trois équations cor
respondent à des plans (deux plans confondus sont représentés 
par un unique plan ) .  Trois cas sont possibles. Il n'y a pas de 
solution (dessins du haut) . Il y a une unique solution (les plans 
s'intersectent en un point; dessin du milieu) . Il y a une infinité 
de solutions (dessins du bas).  
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- Pour obtenir une équation portant uniquement sur l ' inconnue x1 , on procède 
en deu x étapes . On commence par effectuer le produit vectoriel de ( 1 )  par 
C2 , ce qui permet d 'éliminer x2 puisque C2 /\ C2 = O . On a :  

On effectue ensuite le produit scalair e de cette dernière égalité avec C3. On 
élimine ainsi X3 puisque (C3 /\ C2) · C3 = O. On obtient : 

(2) 

- De même, pour obtenir une équation ne portant que sur x2 , on effectue 
d 'abord le produit vectoriel de ( 1 )  par C1 , puis on effectue le produit scalaire 
avec C3 . On obtient : 

x2 ( (C2 /\ C1) · C3) = (B /\ C1) · C3 . 
On vérifie (revenir à la définition du produit scalaire et à celle du produit 
vectoriel dans JR.3) que 

(C2 /\ C1) · C3 = - ( (C 1  /\ C2) · C3) et  (B /\ C1) · C3 = - (C1 /\ B) · C3 . 
On en déduit : 

(3) 
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- Enfin, en effectuant dans l 'ordre le produit vectoriel de (1) par C1 et le 
produit scalaire avec C2 , on obtient une équation ne portant que sur l 'in 
connue x3 . Elle s 'écrit : 

En revenant au x définitions du produit scalaire et du produit vectoriel dans 
JR3 , on vérifie que 

On en déduit : 
(4) 

On remarque la présence de la quantité réelle (C1  /\ C2 ) · C3 en facteur de x1 
dans (2) , en facteur de x2 dans (3) et en facteur de X3 dans (4). On reconnaît 
en (C1  /\ C2 ) · C3 le produit mi xte de C1 , C2 , C3 . Nous l 'appelons déterminant 
du système 3 x 3 et nous le notons det (C1 , C2 , C3 ) .  On vérifie : 

Il est clair que si sa valeur est non nulle alors le système linéaire (S3 x3 ) possède 
une unique solution (x1 , x2 , x3 ) E JR3 où 

Le système linéaire est alors dit déterminé. D 'un point de vue géométrique, cela 
signifie que les plans associés au x équations du système (S3 x3 ) s 'intersectent 
en un seul point . 

Afin d'alléger l 'e xposé, nous laissons là la discussion et nous renvoyons le lecteur 
aux commentaires de la figure 2 .  Nous pouvons néanmoins déjà remarquer que 
la quantité det (C1 , C2 , C3 ) joue le même rôle (capital) vis-à-vis d 'un système 
linéaire 3 x 3, que la quantité det (C1 , C2 ) vis-à-vis d 'un système linéaire 2 x 2 
et on peut vérifier que le déterminant d 'un système linéaire 3 x 3 possède des 
propriétés analogues à celles du déterminant d 'un système linéaire 2 x 2 . En  
effet, i l  est facile d e  vérifier que l e  déterminant d 'un système linéaire 3 x 3 est 
linéaire par rapport à C1 , par rapport à C2 et par rapport à C3 . De plus , il 
est nul si, parmi les trois matrices-colonnes C1 , C2 , C3 , deu x sont identiques. 
Ces remarques seront à l 'origine de la définition générale d'une forme trilinéai re 
alternée sur un lK-espace vectoriel (voir la définition 11.3, page 495). 

Le but est maintenant de définir le déterminant pour un système linéaire com
portant n équations et n inconnues (avec n un entier naturel non nul quel
conque) et à coefficients dans lK (égal à lR ou <C). Pour y arriver , n ous le 
déduirons, comme cas particulier , de la définition encore plus générale d 'u n 
déterminant d 'une famille de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimen
sion n. Nous nous intéressons dans un premier temps aux cas n = 2 et n == 3. 
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1 1 . 1 . 2  Déterminant d'ordre 2 

Commençons par donner la définition d 'une forme bilinéaire alternée . 

DÉFINITION 1 1 . 1  Soit E un espace vectoriel sur !K. 
X Une application ( c1 , c2) E E x E r--+ cp( c1 , c2) E OC est une forme bilinéaire 

si elle est linéaire en chacune des variables c1 et c2 .  
X Une forme bilinéaire cp : E x E ----> OC est dite alternée s i  cp( c ,  c )  = 0 pour 
tout c E E. 

Autrement dit , une application cp de E x E dans OC est une forme bilinéaire si 

- pour tous c1 , c� , c2 dans E et pour tous a, /3 dans OC, 

- pour tous c1 ,  c2 , c� dans E et pour tous a, /3 dans OC, 

Propriété d'antisymétrie 

Considérons cp : E x E ----> OC une forme bilinéaire alternée . Soient c1 et c2 
deux vecteurs de E. Puisque cp est alternée, 

(5) 

Or, cp étant bilinéaire , on a : 

cp( C1 , C1 + C2) + cp( C2 , C1 + C2) 
cp( C1 ' ci ) + cp( C1 ' c2) + cp( C2 ' C1 ) + cp( C2 , c2) . 

Utilisant à nouveau que cp est alternée, cp(c1 ,  ci ) = cp(c2, c2) = O. Ainsi , l 'égalité 
(5) se réécrit : 

et montre que le signe de cp(c1 , c2) change lorsque l 'on permute les deux vecteurs 
c1 et c2. On dit que cp est antisymétrique. 

Quel intérêt avons-nous à disposer d'une forme bilinéaire alternée ? 

Notre motivation résulte de la constatation suivante . Soit cp : E x  E ----> OC une 
forme bilinéaire alternée . Si c1 et c2 sont deux vecteurs liés alors cp( c1 , c2) = O. 
En effet , si c1 et c2 sont liés alors il existe (a, /3) E OC2 avec (a, /3) f:. (0 , 0) tel 
que ac1 + /3c2 = OE . Supposons (sans perte de généralité) que /3 soit non nul .  
Al ors c2 = - (  a//3)c1 et 

cp(c1 ,  c2) = cp ( c1 ,  -�c1) = -�cp(c1 , c1 ) 
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car cp est bilinéaire. D 'où cp(c1 , c2 ) = 0 car cp(c1 , c1 ) = 0 (cp alternée) . Une 
conséquence est que cp( c1 ,  c2 ) ne change pas lorsqu 'on ajoute à l 'un des vecteur s 
un multiple de l 'autre . Par e xemple , pour tout ( c1 , c2 ) E E2 et pour tout ")' E IK, 

cp(c1 , c2 + ')'ci) = cp(c1 , c2 ) + "Ycp(c1 , c1 ) = cp(c1 , c2 ) 

car cp(c1 , c1 ) = 0 (cp alternée) . 

Cas d'un espace vectoriel de dimension 2 

Vous remarquerez qu 'à ce stade du chapitre, nous ne connaissons toujours pas 
de forme qui soit à la fois bilinéaire et alternée. Pour trouver une telle forme, 
nous nous plaçons dans le cas particulier d 'un espace E de dimension 2. Nou s 
nous donnons une base B = (e1 , e2 ) de E ainsi qu 'une forme bilinéaire alternée 
<p : E x E _____, OC. Calculons cp( c1 , c2 ) où c1 et c2 sont deu x vecteurs de E 
rapportés à la base B : 

et 

où ( a 1 1 , a21 ) E OC2 et ( ai2 , a22 ) E OC2 . Puisque <p est bilinéaire, 

cp(c1 ,  c2 ) = cp(a 1 1e 1  + a21 e2 , ai2e1 + a22e2 ) 
cp(a1 1 e 1 , a12e 1 + a22e2 ) + cp(a21 e2 , a12e 1 + a22e2 ) 
cp(a1 1 e1 , ai2e 1 )  + cp(a 1 1e 1 , a22e2 ) + cp(a21 e2 , ai2e 1 ) + cp(a21 e2 , a22e2 ) 
a 1 1  ai2<p( ei , ei) + a1 1  a22cp( e i , e2 ) + a21 a12<p( e2 , ei) + a21 a22<p( e2 , e2 ), 

d'où, puisque cp(e1 , ei ) = cp(e2 , e2 ) = 0 (cp est alternée) , 

cp(c1 , c2 ) = a 1 1a22cp(e1 , e2 ) + a21 a1 2cp(e2 , ei ) .  

En tenant compte du fait que cp(e2 , e 1 ) = -cp(e 1 , e2 ) ,  on obtient finalement : 

(6) 

ce qui signifie qu 'une forme bilinéaire alternée cp : E x  E _____,OC où E est un IK
espace de dimension 2 ,  est entièrement déterminée par son action sur une base 
de E. Étant donné le choi x d 'une base B, parmi toutes les formes bilinéaire s 
alternées e xistantes , une seule joue un rôle privilégié en algèbre linéaire . C'e st 
celle qui vérifie : cp( e 1 , e2 ) = 1 .  Notons-la <lets : E x E _____, OC. La notation 
indicielle utilisée pour B rappelle que cette forme est définie relativement à la 
base B. Pour obtenir l 'e xpression de det a, il suffit de remplacer cp par det a 
dans (6) : 

det a(c1 , c2 ) = (a1 1 a22 - a21 a12 ) det a(e1 , e2 ) · 
Or, det a(e 1 , e2 ) = 1. Ainsi , 

det a(c1 , c2 ) = a1 1a22 - a21 a12 . 

On peut vérifier que la forme <lets est effectivement bilinéaire et alternée (il 
suffit de le vérifier à partir de son e xpression) . De plus, elle est unique. Ceci se 
déduit de l 'unicité de son écriture. La définition suivante a alors un sens . 
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DÉFINITION 1 1 . 2  Soient E un OC-espace vectoriel de dimension 2 muni d 'une 
base B = (e1 , e2 ) · 
X On appelle déterminant d'ordre 2 dans la base B l 'unique forme bilinéaire 
alternée notée det13 : E x E ------+ OC vérifiant : det13 ( e1 , e2 ) = 1 .  
X Si c1 = a11 ei + a21 e2 et c2 = ai2e1 + a22e2 alors 

On note symboliquement : 

C1 
det13 ( c1 , c2 ) ngt. 1 a1 1  

a21 

Par exemple, étant donné un OC-espace vectoriel E de dimension 2 muni d 'une 
base B = (e1 , e2 ) ,  les deux vecteurs c1 = 2e1 + 3e2 et c2 = l0e1 + 15e2 sont 
liés car : 

10 1 
1 5  = 2 X 15 - 3 X 10 = Ü. 

11 .1.3 Déterminant d'ordre 3 
Commençons par donner la définition d 'une forme trilinéaire alternée . 

DÉFINITION 1 1 .3 Soit E un espace vectoriel sur lK. 
X Une application (c1 , c2 , c2 ) E E3 f----t <p(c1 , c2 , c3 ) E OC est une forme trili
néaire si elle est linéaire en chacune des variables c1 , c2 et c3 . 
X Une forme trilinéaire <p : E3 ------+ OC est dite alternée si <p( c1 , c2 , c3 ) = 0 dès 
que deux des trois vecteurs c1 , c2 et c3 sont égaux. Autrement dit, la forme 
trilinéaire <p : E3 ------+ OC est alternée si 

'v'(c, c' ) E E2 <p(c, c, c' ) = <p(c, c' , c) = <p(c' , c, c) = O . 

En d'autres termes , une application <p de E3 dans OC est une forme trilinéaire 
si 

- pour tous c1 , c� , c2 , c3 dans E et pour tous a, (3 dans OC, 

- pour tous c1 ,  c2 , c� ,  c3 dans E et pour tous a, (3 dans OC, 

- pour tous c1 , c2 , c3 ,  c� dans E et pour tous a, (3 dans OC, 
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Propriétés 

Si l 'on fixe l'un des trois vecteurs alors <p devient une forme bilinéaire alternée 
par rapport aux deux autres . On en déduit les propriétés suivantes . 
- Dès que l 'on permute deux vecteurs parmi les trois , la valeur par <p change 

de signe. Par exemple, pour tous c1 ,  c2 , c3 appartenant à E, 
cp(c1 , c2 , c3 ) = -<p(c3 , c2 , c1 )  = - (-<p(c2 , c3 , c1 ) )  = <p(c2 , c3 , c1 ) .  

- S i  l 'un des trois vecteurs est combinaison linéaire des deux autres alors la 
valeur par <p est nulle . Par exemple, considérons trois vecteurs c1 , c2 , c3 de 
E et supposons qu 'il existe (a , {3) E OC2 tel que C3 = ŒC1 + f3c2. Alors , 

<p(c1 , c2 , c3 ) = <p(c1 , c2 , ac1 + f3c2 ) = acp(c1 , c2 , c1 ) + f3cp(c1 , c2 , c2 ) 
d'où, puisque cp(c1 , c2 , c1 )  = 0 = <p(c1 , c2 , c2 ) (<p est alternée) , 

<p( C1 , C2 , ŒC1 + f3c2) = Ü. 
- Lorsqu'on ajoute à l 'un des trois vecteurs une combinaison linéaire des deux 

autres , la valeur par cp ne change pas . Par exemple, pour tous a, f3 appar
tenant à OC et pour tous c1 ,  c2 , c3 appartenant à E, 

cp(c1 , c2 , c3 + ac1 + f3c2 ) = cp(c1 , c2 , c3 ) + a<p(c1 , c2 , c1 )  + f3<p(c1 , c2 , c2) ,  
d'où, puisque <p(c1 , c2 , c1 ) = 0 = <p(c1 , c2 , c2 ) (<p est alternée) , 

<p(c1 , C2 , C3 + ŒC1 + f3c2 ) = <p(c1 ,  C2 , c3 ). 

Cas d'un espace vectoriel de dimension 3 

Plaçons-nous dans un espace E de dimension 3 muni d 'une base B = ( e 1 , e2 , e3) 
et cherchons à caractériser une forme trilinéaire alternée cp : E3 ---+ OC. Procé
dons comme au paragraphe précédent en calculant <p(c1 , c2 , c3 )  où c1 ,  c2 et c3 
sont trois vecteurs de E rapportés à la base B : 

3 3 3 
c1 = L ai,, 1 ei1 , c2 = L ai,,2ei2 , c3 = L ai3,3ei3. 

i1 =l i2= 1 i3= 1 
En utilisant que <p est une forme trilinéaire , on a : 

3 3 3 
'P(L ai1, 1 ei1 , L ai2,2ei2 , L ai3,3ei3) 

i1 =l i2=1 i3=1 
3 3 3 

L ai1, 1 <p ( eiJ) L ai2,2ei2 , L ai3,3ei3) 
i1= l i2= 1 i3=1 
3 3 3 

L L ai1, i ai2 , 2 <p ( eip ei2 , L ai3 ,3ei3) 
i1= l i2= 1 i3=1 
3 3 3 

L L L ai1, 1 ai2,2ai3,3 cp (ei1 , ei2 , ei3) 
i1=l i2= 1 i3=1 



Systèmes d 'équations linéaires 

Utilisons à présent que cp est alternée : 

cp(c1 , c2 , c3 ) = ana12a13 cp(e1 , e 1 , e i ) +ana12a23 cp(e1 , e1 , e2 ) + . . .  
..___.. ..___.. 

= 0 = 0 
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Nous n'avons explicité que les deux premiers termes de la somme. Il y a en 
fait 33 = 27. Il est inutile de les écrire tous car on sait que cp( ei , , ei2 , ei3) = 0 
dès que deux indices sont égaux. Ainsi , parmi les 27 termes , on ne considère 
que les termes où les indices i1 , i2 et i3 sont tous les trois distincts. Autrement 
dit , on ne considère que les termes pour lesquels { i1 ,  i2 , i3 } = a( { 1 , 2 , 3} ) avec 
a une permutation de l 'ensemble { 1 , 2 , 3} (c'est-à-dire a E 63) .  On sait qu'il 
y a 3! = 6 permutations possibles de l 'ensemble { 1 , 2 , 3} (voir page 49) . Elles 
s'écrivent : 

a1 = id { 1 , 2 ,3 } = [ 1 2 3 ] ) [ 1 2 3 ] ' 1 2 3 a2 = 71 ,2 = 2 1 3 

[ 1 2 3 ] ) [ 1 2 3 ] ) a3 = 72 ,3 = 1 3 2 a4 = 71 ,3 = 3 2 1 

[ 1 2 3 ] ) [ � 2 3 ] ) as = 72 ,3 o 71 ,3 = 2 3 1 a5 = 72 ,3 o 71 ,2 = 1 2 

où 7i ,j désigne la permutation (c 'est en fait une transposition) qui opère uni
quement sur le sous-ensemble {i, j} de l 'ensemble { 1 , 2 , 3 } ,  en échangeant i et 
j, et en laissant invariant l 'élément de { 1 , 2 , 3} \ {i, j} . Ainsi , 

cp(c1 , c2 , c3 ) = L: au(l ) , 1 au(2) , 2au(3) , 3 cp (eu(l ) , eu(2) , eu(3) ) ,  (7) 

c'est-à-dire : 

uE63 

ana22a33 cp(e 1 , e2 , e3 ) + a21 a32a13 cp(e2 , e3 , e1 ) 
+a31 a12a23 cp(e3 ,  e1 , e2 ) + a31 a22a13 cp(e3 , e2 , e1 ) 
+a21 a12a33 cp(e2 , e1 , e3 ) + ana32a23 cp(e 1 , e3 , e2 ) ·  

Montrons que, pour tout a E 63 , le terme cp(eu(l ) , eu(2) , eu(3) ) est égal , à un 
signe multiplicatif près , à cp(e1 , e2 , e3 ) .  Le cas de a1 est immédiat puisque a1 
e st la permutation identique de { 1 , 2 , 3} : 

cp ( eu, ( 1 ) ) eu, (2) ) eu, (3) ) = cp( e1 ) e2 , e3 ) ·  

C onsidérons les cinq autres cas : 

- cas où a2 = 71 ,2 : cp (eu2( l )> eu2(2) , eu2(3) ) = cp(e2 , e 1 ,  e3 ) = -cp(e1 , e2 , e3 ) ,  

- cas où a3 = 72 ,3 : cp (eu3( 1 ) , eu3(2) , eu3(3) ) = cp(e1 , e3 , e2 ) = -cp(e1 , e2 , e3 ) , 
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- cas où 0"5 = Tz ,30T1 ,3 :  cp (ecrs( l )> ecrs(2) > ecrs(3) ) = cp(e2 , e3 , e i ) = cp(e1 , ez , e3) , 

- cas où 0"5 = T2 ,30T1 ,2 : cp (ecra( l )> ecr6(2) , ecr6(3) ) = cp(e3 , e1 , ez ) = cp(e1 , ez , e3) . 

En résumé, nous avons montré que 

VŒ E 63 cp (ecr( 1 ) , ecr(2) , ecr(3) ) = c(Œ)cp(e 1 , e2 , e3 ) . 

Ici , c(Œ) est l a  sign ature de l a  permut ation Œ. Elle vaut -1 (respectivement 1) 
lorsque Œ est une tr ansposition (resp . la composée de deux tr anspositions ou la 
permut ation identique) . On déduit de (7) que 

cp(c1 , Cz , c3 )  = ( L c(Œ)acr(l ) , 1 acr(2) ,2acr(3) ,3 )cp(e 1 , ez , e3 ) ,  (8) 
crE63 

c'est-à-dire : 

( ana22a33 + ana32a13 + a31 a12a23 

-a31 a22a13 - az1 a12a33 - ana32a23 )cp(e1 , ez , e3 ) ,  

ce qui signifie qu'une forme triliné aire alternée cp : E3 ---; OC où  E est un OC
esp ace de dimension 3, est entièrement déterminée p ar son action sur une base 
de E. Là encore , ét ant donné le choix d'une base B, parmi toutes les formes 
triliné aires alternées exist antes , une seule joue un rôle privilégié en algèbre 
liné aire . C'est celle qui vérifie cp(e1 , e2 , e3 )  = 1. On l a  note det13 : E3---+ OC. 
En rempl açant cp p ar det13 d ans (8) , on obtient : 

det13 (c1 , c2 , c3 )  = ( L c(Œ)acr( 1 ) , 1 acr(2) , 2acr(3) , 3 ) det13 (e 1 , ez , e3 ) · 
crE63 

D 'où , puisque det13 (e 1 , ez , e3) = 1, 

det13 (c1 , Cz , c3 )  = L c(Œ)acr(l ) , 1 acr(2) , 2acr(3) ,3· 
crE63 

On peut vérifier qu'elle est effectivement triliné aire et alternée. Une fois de plu s, 
l 'unicité de l 'écriture prouve l 'unicité de l a  forme. Tout cel a nous conduit à la 
définition suivante. 

DÉFINITION 1 1 .4 Soit E un OC-espace vectoriel de dimension 3 muni d 'une 
base B = (e1 , ez , e3 ) ·  
X On appelle déterminant d'ordre 3 dans la base B l 'unique forme trilinéaire 
alternée notée det13 : E3 ---; OC vérifiant : det13 ( e i , ez , e3 ) = 1. 
X Si, pour tout j E { 1, 2 ,  3} ,  les scalaires a11, a21, a31 désignent les coordon
nées du vecteur c1 dans la base B alors 

det13 (c1 , c2 , c3) d!J. 
L c(Œ)acr( 1 ) , 1 acr(2) ,2acr(3) ,3 · 
crE63 
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On a donc :  

detB ( C1 , C2 , c3 ) 

et on note symboliquement : 

detB (c1 ,c2 ,c3 ) ngt. 
C1 
an 
a21 
a31 

C2 C3 
a12 a13 
a22 a23 
a32 a33 
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e1 
e2 
e3 

Exemple Soit E un OC-espace de dimension 3 muni de la base B = (e 1 , e2 , e3 ) . 
Les trois vecteurs c1 = e1 - e3 , c2 = -e2 + 2e3 et c3 = -e1 + e2 forment une 
famille libre car leur déterminant dans la base B est non nul : 

1 0 -1 
0 -1 1 = -1. 

-1 2 0 

Développement selon la règle de Sarrus 

Pour se souvenir de la formule du déterminant d 'ordre 3, on peut utiliser la 
disposition pratique suivante : 

an a12 
'\, 

a21 a22 
/ 

a31 a32 

X 

X 

""f' /" 
a23 a2 1 a22 

'\, 
a33 a31 a32 

a13 

a23 

a33 

Ainsi , dans l 'expression de detB (c1 , c2 , c3 ) , les trois premiers termes (ceux pré
cédés d 'un signe +) se retrouvent gr âce aux trois premières diagonales descen
dantes , et les trois derniers termes (ceux précédés d 'un signe - ) se retrouvent 
grâce aux trois premières diagonales montantes . En procédant ainsi, on dit que 

l'on a developpé le déterminant d'ordre 3 selon la règle de Sarrns.<•l 

Remarques 
1. Les coordonnées par rapport à la base B de chacun des trois vecteurs c1 , c2 
et c3 peuvent être disposées soit en colonne, soit en ligne . Cela n'influe pas sur 
la valeur finale de detB ( c1 , c2 , c3 ) . En effet, on vérifie facilement l 'égalité 

(4) 

an a12 a13 
a2 1 a22 a23 
a31 a32 a33 

an a2 1 a31 
a12 a22 a32 
a13 a23 a33 

SARRUS, Pierre ( 1798 , Saint Affrique (dans l 'Aveyron) - 186 1 ,  Saint Affrique). Mathéma-
ticien français, Professeur à la Faculté des Sciences de Strasbourg. 
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2 . Un déterminant d'ordre 3 peut se décomposer en une combinaison linéaire 
de 3 déterminants d 'ordre 2 . Par exemple, 

al l  a12 a13 
a21 a22 a23 
a31 a32 a33 

On dit que l 'on a développé le déterminant d'ordre 3 par rapport à sa première 
colonne. Nous reviendrons sur cette remarque au § 1 1 . 1 .5 .  

11 .1 .4  Déterminant d'ordre n 

Nous généralisons maintenant les notions de forme bilinéaire alternée et de 
forme trilinéaire alternée en introduisant celle de forme multilinéaire alternée. 

DÉFINITION 1 1 .5 Soient E un OC-espace vectoriel et n E N, n;;::: 2 .  

X Une application ( C1 , c2 , . . .  , Cn) E En 1---+ cp( C1 , c2 , . . .  , Cn) E lK est une 
forme n-linéaire si elle est linéaire en chacune de ses variables. 
X Une forme n-linéaire <p : En -----; lK est dite alternée si cp( c1 , c2 , . . . , en) = 0 
dès que au moins deux des vecteurs c1 , c2 , . .. , Cn sont égaux. 

Commentons cette définition. 
- Dire qu'une application <p de En dans lK est n-linéaire signifie que pour 

tout entier i E { 1 ,  2 ,  . . .  , n} et pour tous vecteurs Cj ,  j E { 1 , 2 ,  . . . , n} \ {i} , 
appartenant à E, l 'application 

est linéaire. 
- Lorsque l 'on permute les vecteurs c1 , . . . , en, la valeur de cp(c1 ,  . . .  , en) est 

inchangée à un signe multiplicatif près . On rappelle que toute permutation 
est décomposable d 'au moins une manière en un produit de transpositions 
(voir l 'exercice 8, page 83). En notant 6n l 'ensemble constitué de toutes les 
permutations de l 'ensemble { 1 , 2 ,  . . .  , n } ,  on a : 

où c (u) désigne la signature de la permutation u et vaut +1 (respective
ment -1) lorsque u peut s 'écrire comme le produit d'un nombre pair (resp. 
impair) de transpositions. On rappelle que ,  par convention, la signature de 
la permutation identique est égal à 1 (voir page 5 1 ) .  
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Cas d'un espace vectoriel de dimension n 

On suppose n � 2. Pou :r trouver une forme n-linéaire alternée cp : En ------> IK, 
nous nous plaçons dans un espace E de dimension n que nous munissons d 'une 
base B = (e1 , e2 ,  . . .  , en ) · L'expression de cp s 'obtient alors en développant 
rp(c1 , c2 , . . .  , en) où chacun des vecteurs c1 , c2 , . . .  , en est décomposé dans la 
base B comme suit 

n 
c1 = L ai,, I ei, , 

i1=l 

n 
c2 = L ai2,2ei2 , 

i2= 1 
. . . ' 

n 
Cn == L ain,nein . 

in=l 

On a donc, puisque cp est une forme n-linéaire ,  

n n n 
'P (L ai,, l ei, , L ai2,2ei2 , . . . , L ai,.,nei,.) 

i1= l i2= 1 in=l 
n n n 
L L · · · L { ai,, l ai2,2 . · · ai,.,n cp (ei, , ei2 , . • •  , ei,.) } · 
i1 =l i2= 1 in= l 

Or, cp est aussi alternée. Ainsi, parmi les termes présents dans la somme (il y en 
a nn) ,  tous sont nuls sauf ceux pour lesquels { i1 , i2 , . . .  , in } = O" ( { 1 ,  2, . . .  , n} ) 
avec O" une permutation de l 'ensemble { 1 ,  2 ,  . . .  , n} (c'est-à-dire O" E 6n) ·  Rap
pelons qu'il y a n ! permutations de l 'ensemble { 1 ,  2 ,  . . .  , n } .  Par conséquent , 

cp(c1) c2 , . . .  'Cn ) = L { aa( l ) , l aa(2) , 2 . . .  aa(n) ,n'P ( ea( l ) ) ea(2) ) . . .  ) ea(n) ) } · 
aE6,. 

Par commodité , nous utilisons la notation indicielle suivante : 

n 
II aa(i) , i = aa( l ) , l X aa(2) ,2 X ... X aa(n) ,n · 
i=l 

De plus , puisque cp(ea( l ) > . . .  , ea(n) ) = c(Œ)cp(e 1 ,  . . .  , en ) pour tout O" E 6n , 

Afin d'alléger les notations, on note parfois cp( c1 , . . .  , en) sous la forme cp(:F) 
où Fest la famille définie par F = (c1 , . . .  , en) · Ainsi, l 'égalité (9) donnée 
ci-dessus s'écrit : 

( 10) 

Une forme n-linéaire alternée cp : En ------> IK où E est un OC-espace de dimension 
n, est par conséquent entièrement déterminée par son action sur une base de E. 
La définition suivante a alors un sens . 
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DÉFINITION 1 1.6 Soit E un OC-espace vectoriel de dimension n � 2 muni 
d 'une base B = (e1 , e2 , . . .  , en ) · 
)<On appelle déterminant d'ordre n dans la base B l 'unique forme n-linéaire 
alternée notée detB : En --->OC vérifiant: detB (e1 , e2 , . . .  , en ) = 1 . 
)<Si, pour tout j E { 1 , 2 ,  . . . , n} ,  les scalaires a11 ,  a2j , . . .  , anj désignent les 
coordonnées du vecteur c1 dans la base B alors 

où 6n désigne l 'ensemble des permutations de { 1 ,  2 ,  . . . , n} . 

On note symboliquement : 

d ( ) not. etB C1 ,C2 , . . . , Cn = 

C1 
a1 1 
a21 

anl 

C2 Cn 
ai2 a1n 
a22 a2n 

an2 ann 

e1 
e2 

en 

Il est évident que la formule donnant l 'expression d 'un déterminant d'ordre n 
généralise celle d 'un déterminant d 'ordre 3 (voir la définition 1 1 .4 ,  page 498). 
On retrouve aussi l 'expression d 'un déterminant d 'ordre 2. Vérifions-le . D'après 
la définition 1 1 . 6, on a : 

2 
detB (c1 , c2 ) = L (€ (cr) IJ aa(i) , i) . 

aE62 i=l 

On a : 62 = {cr1 ,cr2 } aveccr1 = [ � ; ] eto-2 = [ � � ] . Ainsi , 

Or, aa, ( l ) , l = an et aa, (2) , 2 = a22 car 0-1 ( 1 )  = 1 et 0-1 (2) = 2 . On a aussi 
aa2( 1 ) , 1 = a21 et aa2(2) , 2 = a12 car 0-2 ( 1 )  = 2 et 0-2 (2) = 1 . De plus , € (0'1 ) = 1 
et € (0'2 ) = -1 . Finalement , 

On a ainsi retrouvé l 'expression d 'un déterminant d'ordre 2 (voir la défini
tion 1 1 .2 ) . 

En pratique, la formule du déterminant d'ordre n donnée dans la définition 11 .6 
est rarement utilisée . On lui préfère la formule de récurrence (sur l 'ordre) don
née au paragraphe 1 1 . 1 . 5 .  
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Notations 

Soit n ? 2. Pour toute famille F = (c1 , . . .  , en ) de vecteurs de E, on note 
parfois dets (c1 , . . .  , en) sous la forme dets (F) .  En particulier , l 'égalité 

dets (e1 , e2 , . . . , en ) = 1 

s'écrit aussi : dets (B) = 1 . 

Remarques 

1. D'après la définition de la forme <lets En ----> JK, l 'égalité ( 10 )  s 'écrit 
maintenant sous la forme suivante : 

<p(F) = <lets (F) x <p(B) ( 1 1 )  

où F désigne une famille d e  n vecteurs d e  E e t  où  <p : En ----> lK désigne une 
forme n-linéaire alternée (quelconque) .  En particulier , puisque la forme <lets 
est elle-même n-linéaire alternée, elle vérifie aussi l 'égalité ( 1 1 )  et , dans ce cas , 
cette dernière est triviale. (s) On peut aussi considérer comme forme n-linéaire 
alternée, le déterminant dans n' importe quelle autre base C de E. Ainsi , pour 
toute famille F de n vecteurs de E, 

detc (F) = dets (F) x detc (B) ( 1 2) 

ou encore, en inversant les rôles des deux bases B et C ,  

dets (F) = detc (F) x dets (C) . ( 1 3) 

Cette dernière égalité nous sera utile pour démontrer la première propriété de 
la proposition 1 1 .3 . En particulier , en choisissant F égale à C dans ( 12) , ou 
encore F égale à B dans ( 1 3) , on obtient : 

1 = dets (C) x detc (B) 

car detc (C) = 1 = dets (B) . Nous utiliserons ce résultat dans la démonstration 
de la proposition 1 1 . 1 . 
L'intérêt de disposer d 'une forme n-linéaire alternée devient évident au vu de 
la proposition suivante . 

PROPOSITION 1 1 . 1  Soient E un OC-espace vectoriel de dimension n ? 2 
muni d 'une base B et v1 , v2 , . . .  , Vn des vecteurs de E. Une condition né
cessaire et suffisante pour que v1 , v2 , . . .  , Vn forment une base de E est que 
dets (v1 , V2 1  • • • , vn) :faü. 

(5) Elle s 'écrit en effet sous la forme suivante : 

deta (.F) = deta (.F) x deta (B) , 
c'est-à-dire : deta (.F) = deta (.F) puisque deta (B) = 1. 
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Démonstration Notons F = (v1 ,  v2 , ... , vn)· 

� Montrons que si detB(F) -1- 0 alors Fest libre (elle constituera alors une 
base de E puisque card(F) = dimoc (E) ) .  Utilisons un raisonnement par contra
posée. Supposons la famille F liée et montrons que detB(F) = O .  D 'après la 
proposition 8 . 6  (voir page 331 ) ,  puisque Fest liée , un de ses vecteurs s 'écrit 
comme une combinaison linéaire des autres vecteurs . Il existe ainsi un entier i 
appartenant à { 1 ,  2 ,  . . .  , n} tel que 

n 
Vi = L f31v1 

j=l,#i 

où {31 E IK pour tout j E { 1 ,  2, . . . , n} \ { i} . On en déduit : 

n 
detB (F) = detB(v1 , . . . , Vi-1 , L f31v1 , Vi+l , ... , Vn) 

j=l,jf-i 

ou encore, utilisant la linéarité de la forme detB par rapport à sa i-ième variable, 
n 

detB (F) = L f31 detB(v1 , . . . , vi-1 , Vj , Vi+1 , ... , vn)· 
j=l,jf-i 

Il apparaît ainsi n - 1 déterminants dans la somme de droite. Pour chacun 
d 'eux, le vecteur Vj y est répété deux fois . Puisque la forme detB est alternée, 
chacun de ces n - 1 déterminants est nul et on en déduit que detB (F) est nul. 

� Montrons maintenant la réciproque. Supposons la famille F libre et montrons 
que detB(F) -:J- O. Puisque F est libre et puisque son cardinal est égal à la 
dimension de E, c'est donc une base de E. Notons-la désormais C. On peut 
ainsi définir l 'unique forme n-linéaire alternée notée detc : En --> IK vérifiant 
detc (C) = 1 . La relation suivante (nous l 'avons établie plus haut) : 

1 = detB (C) x detc (B) 

permet de conclure directement car il est clair que detB(C) ne peut être nul. D 

Déterminant d'une matrice carrée 

En s 'inspirant de la formule donnée dans la définition 1 1 .6 ,  on peut définir le 
déterminant d 'une matrice carrée indépendamment de tout contexte vectoriel. 

DÉFINITION 1 1 .7  Soit A =  (aijh'(J,j!Çn une matrice carrée d 'ordre n ;;:: 2 
à coefficients dans !K. On appelle déterminant de A et on note det (A) , le 
scalaire 

d 'J n 
det (A) ,;· L (€(a)ITaa(i),i)· 

aE6n i=l 

Par convention, si n =  1 ,  c 'est-à-dire si A =  (a11), alors det(A) dfj- au. 
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La notion de déterminant est dépourvue de sens pour des matrices rectangu
laires et non carrées . Il ne faut pas faire l 'amalgame avec le rang d 'une matrice 
qui , lui, est défini pour n' importe quel type de matrice (qu 'elle soit rectan
gulaire ou carrée) . Le déterminant de la matrice A = ( aij ) i '( i ,j '( n est aussi 
noté 

an a12 a1n 
az1 az2 azn 

Donnons à présent une interprétation vectorielle au déterminant d'une matrice 
A d'ordre n. Considérons un OC-espace vectoriel E de dimension n, muni d 'une 
base B et désignons par c1, . . .  , Cn les vecteurs de E dont les coordonnées par 
rapport à B correspondent aux colonnes C1 , . . .  , Cn de A. Le déterminant de 
A s 'interprète alors comme le déterminant des vecteurs c1 , . . .  , Cn de E par 
rapport à la base B : 

et on écrit parfois 
det (A) = det (C 1 , . . .  , Cn ) · 

C'est l 'écriture que nous avions utilisée au paragraphe 1 1 . 1 . 1 .  

Remarque Il est clair que dets (B) = 1 pour toute base B d 'un OC-espace 
vectoriel E de dimension n ) 2 . On en déduit que 

det (In ) = 1 

pour tout entier n ) 2 . Cette égalité est vraie aussi lorsque n = 1 .  
La caractérisation suivante est très utile en pratique. 

PROPOSITION 1 1 .2 Pour qu 'une matrice carrée soit inversible il faut et il 
suffit que son déterminant soit non nul. En d 'autres termes, pour toute ma
trice carrée A d 'ordre n sur OC, 

A E GLn (OC) det(A) oJ O. 

Démonstration L'inversibilité de la matrice A carrée d 'ordre n équivaut à 
l'indépendance linéaire de ses n vecteurs colonnes, qui équivaut à son tour à 
det (A) oJ o . D 

PROPOSITION 1 1 .3 Pour tous A, B E Mn (OC) , on a : 

det (A x B) = det (A) x det(B) . 

1 En particulier, si A est inversible alors det (A - l ) = 
det (A)

. 
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Démonstration ['.'.'. C'est immédiat lorsque n = 1 . Supposons n )! 2. La dé
monstration s 'effectue en considérant séparément les cas où A est inversible 
et où A n 'est pas inversible. Supposons dans un premier temps A inversible . 
La matrice A s 'interprète alors comme une matrice de passage d 'une base B 
d'un OC-espace vectoriel E de dimension n à une base C du même espace. Cela 
signifie que sa j-ième colonne est formée des coordonnées dans la base B du 
j-ième vecteur de la base C .  On a ainsi : 

det (A) = detB (C) . (14) 

Soient C� ,  C� ,  . . .  , C� les colonnes de la matrice B et C 1 , C2 , . . .  , Cn celles de 
la matrice-produit A x B : 

1 
C' 2 
1 

A x B � ( + 
Désignons par F la famille constituée des vecteurs de E dont les coordonnées 
par rapport à c correspondent à c� , . . .  , c� ,  autrement dit telle que 

det(B) = detc (F) . 

On vérifie sans peine que l 'on a : 

A x B d x  ( + C' 2 
1 

(15) 

On en déduit que C 1 = ACj pour tout j E { 1 ,  . . .  , n} , ce qui montre, puisque 
A est la matrice de passage de B à C ,  que les colonnes de la matrice-produit 
A x B contiennent les coordonnées des vecteurs de la famille F par rapport à 
la base B. On a donc : 

det (A x B) = detB (F) . (16) 

Or, nous avons vu que l 'on pouvait écrire (voir page 503) : 

detB(F) = detc (F) x detB (C) . 

Ainsi , en tenant compte des égalités (14) , ( 15 )  et ( 1 6) , on en déduit : 

det (A x B) = det(B) x det (A) . 

Le cas où A n 'est pas inversible est immédiat . On a det(A) = 0 (d'après la 
proposition 1 1 .2 )  et la matrice-produit A x B est nécessairement non inversible 
car , sinon , il existerait une matrice C telle que (AB)C = In , ou encore, par 
associativité du produit matriciel , telle que A(BC) = In et A serait inversible. 
On a donc det (A x B) = 0 et l 'égalité det (A x B) = det (B) x det (A) est satisfaite. 

['.'.'. Montrons à présent que det (A- 1) = 1/det (A) lorsque A est inversible . Sup
posons donc A inversible . En prenant la matrice B égale à A - 1 (qui existe 
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puisque A est inversible) et en utilisant le fait que det (In ) = 1 pour tout n E N 
tel que n � 2 ,  on obtient : 

1 = det (A) x det (A- 1) .  

On en déduit d 'une part que les deux scalaires det (A) et det (A- 1) sont non 
nuls puisque leur produit est non nul ,  et d 'autre part que 

det (A- 1) = 1 /det(A) , 

ce qui termine la démonstration . D 

Remarques 

1. Puisque le produit est commutatif dans OC, on déduit de la proposition 1 1 .3 
que, pour tous A, B E  Mn (OC) , 

det (A x B) = det (B x A) . 

2 . Soient A et B deux matrices de Mn (OC) avec n � 2 . Si A et B sont semblables 
alors leurs déterminants ont la même valeur. En effet , supposer A et B sem
blables signifie qu'il existe une matrice inversible P, d 'ordre n et à coefficients 
dans OC, telle que B = p- 1 AP et on en déduit 

det(B) = det (P- 1 AP) = det (P- 1) x det (A) x det (P) = det (A) 

car det (P- 1) = 1/det(P ) .  Par conséquent , si E est un OC-espace vectoriel de 
dimension n muni d'une base B et f un endomorphisme de E alors detB(f(B)) 
n e  dépend pas de la base B choisie . (GJ 

PROPOSITION 1 1 .4 Pour tout A E Mn (OC) , det (A) = det (AT) . 

Démonstration C'est immédiat lorsque n = 1 .  Supposons n � 2 . Rappelons 
que si A =  (aij h�i,j�n alors AT = (a�1 ) i �i ,j�n avec a�1 = aji , 1 � i , j � n. 
On doit montrer que det (A) = det (Ar ) ,  c 'est-à-dire : 

( 17) 

(B) Cette remarque donne un sens à la définition du déterminant d'un endomorphisme : étant 
donnés un OC-espace vectoriel E de dimension n et f un endomorphisme de E, on appelle 
déterminant de l 'endomorphisme f le scalaire noté det (f) et défini comme suit : 

det (f) 
dff. detB (f(e1 ) , f(e2 ) , . . . , f(en ) )  

où  B = (e1 , e2 , . . . , en )  désigne une base quelconque de  E.  On a les propriétés suivantes : 

- det (idE ) = 1. 

- Un endomorphisme f de E est bijectif si et seulement si , det (f) =I O. 

- Pour tous endomorphismes f et g de E, det(g o f) = det(g) x det (f) . En particulier, si f 
est bijectif alors det(f- 1 ) = 1/det (f) . 



508 Un outil pratique : le déterminant 

Soit a E 6n. En posant j = a(i) , soit i = a- 1 (j ) , on a :  
n n 
II a,,.(i) , i = II aj,a- ' (j) · 
i= l j= l  

(18) 

Un tel changement d'indice revient en fait à réordonner le produit des scalaires . t 1 . . d " <7l L . d '  a,,.( l ) , l > a,,.(2) , 2 , . . . , a,,.(n) ,n smvan e premier m ice. a signature une per-
mutation a et celle de sa réciproque, la permutation a- 1 ,  sont identiques . En 
multipliant le terme de gauche dans ( 1 8) par e(a) et celui de droite par e(a- 1 ) , 
on obtient : n n 

t:(a) II a,,.(i) , i = t: (a- 1 ) II aj,a- ' (j) · 
i= l j= l  

(19) 

Il revient au même de sommer le terme de gauche dans ( 19)  par rapport à 
a E 6n que de sommer le terme de droite de ( 19 )  par rapport à a- 1 E 6n . 
Ainsi, 

L (da) fr a,,.(i) , i) = L (e (a- 1 ) fr aj,a- ' (j) ) · 
aE6n i=l ,,. - 1 E 6 ,. j= l 

(20) 

On reconnaît à gauche dans l 'égalité (20) , l 'expression du déterminant de A. 
Intéressons-nous à celle de droite . On a : 

L (e (a- 1 ) fr aj,a- ' (j) ) = L (e (a) fr ai ,a(i) ) (21) 
,,. - 1 E 6 n j=l cr E 6 n i=l 

où on a remplacé a-1  par a (puisque l ' indice de sommation est muet) et j par i 
(puisque l ' indice de produit est aussi muet) . On reconnaît cette fois-ci à droite 
dans l 'égalité (2 1 )  l 'expression du déterminant de Ar . En regroupant (20) et 
( 2 1 ) , on obtient finalement ( 1 7) ,  c'est-à-dire det (A) = det (Ar ) . D 

Remarque Soit A E Mn (lK). Rappelons que les colonnes de la matrice AT 
correspondent aux lignes de la matrice A.  Puisque le déterminant de A et 
celui de sa matrice transposée, la matrice AT , sont égaux, le déterminant de A 
s 'obtient aussi en calculant le déterminant de ses lignes L 1 , L2 , . . .  , Ln et on 
écrit : 

det (A) = det (L 1, L2 , . . . , Ln ) · 

<7l Pour s 'en convaincre, plaçons-nous, à titre d 'exemple, dans le cas où n = 4 et considérons 
la permutation 

<Y - [ 1 -
3 

2 
4 

3 
2 

On a a-( 1) = 3, a-(2) = 4, a-(3) = 2 et a-(4) = 1. D 'où 

au ( l ) , 1 X au (2) , 2 X au (3) ,3 X au (4) ,4 

a31 x a42 x a23 x a14 

= a14 x a23 x a31 x a42 où on a réordonné suivant le premier indice 

= a l , u - 1 (1 ) X a2,u - 1 (2) X a3, u - 1 (3) X a4, u - 1 (4 ) 

car u - 1 ( 1) = 4, u - 1 (2) = 3, u-1 (3) = 1 et u - 1 (4) = 2. 
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11 .l .5 Développement d'un déterminant suivant une colonne ou une ligne 

Soient A une matrice carrée d'ordre n ;?: 2 et i, j deux éléments de { 1 ,  2, . . .  , n } .  
On note 6.i,j le déterminant de la matrice carrée d'ordre n - 1 obtenue en 
supprimant dans A la i-ième ligne et la j-ième colonne. Par exemple, si 

0 0 n A = - 1  
0 

alors 
6.1,2 = 1 � � 1 )  6.2,2 = 1 � 1 )  6.3,2 = 1 � � I · 2 3 

Soient A = (aijh�i ,j�n une matrice carrée d 'ordre n ;?:  2 . Son déterminant est 
donné par n 

det (A) = L (% (-l ) i+J6,_ij )  
i= l 

où l'indice j prend une valeur quelconque entre 1 et n. On dit que l 'on a 
développé le déterminant suivant la j-ième colonne. Afin d'alléger l 'exposé, 
nous décidons de ne pas démontrer ce résultat . <8l Pour tous i, j E { 1 ,  2 , . . .  , n} , 
6.ij s 'appelle le mineur de aij dans A et le produit (- l )i+i6,_ij s 'appelle le 
cofacteur de aij dans A. 
Ainsi , un déterminant d'ordre n se décompose en une combinaison linéaire 
de n déterminants d'ordre n - 1 ,  ces derniers se décomposant chacun en une 
combinaison linéaire de n - 1 déterminants d 'ordre n - 2, et ainsi de suite 
jusqu 'à s 'être ramené à l 'ordre 3. À ce niveauclà, on a le choix entre 
- calculer directement chacun des déterminants d'ordre 3 en utilisant la règle 

(9)  de Sarrus, 
- ou développer chacun des déterminants d 'ordre 3 par rapport à une ligne 
ou à une colonne pour faire apparaître une combinaison linéaire de déter
minants d'ordre 2 . 

Nous insistons sur le fait que le calcul d 'un déterminant est indépendant du 
choix de la colonne par rapport à laquelle on effectue le développement . Ainsi, 
on développera de préférence par rapport à la colonne comportant le moins de 
termes non nuls . Par exemple, en utilisant un développement par rapport à la 
première colonne (j = 1 ) ,  

(8) 

(9 ) 

0 0 
- 1  2 

0 1 
= 2

1
-
� � 1 -s l � � 1 +3 1 -� � l = -2 

'-.,-' '-.,,-" '-.,-' 
= 6.1,1 = 6.2,1 = 6.3,1 

Vous en trouverez une démonstration dans l 'ouvrage : Algèbre !, J . -M.  Monier, Collection 
J ' intègre (Dunod, 2000) . 

Rappelons que la règle de Sarrus n 'est valable que pour les déterminants d 'ordre 3 . Elle 
ne peut donc être généralisée pour n � 4. 
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car �1 , 1 = (- 1 )  x 1 
-

0 x 2 = - 1  et �2, 1 = �3, 1 = O. Il est à noter la 
présence symbolique du signe de (

-
l) i+j (où i est l 'indice de la ligne et j celui 

de la colonne correspondant au coefficient considéré) en exposant de chacun des 
termes de la j-ième colonne par rapport à laquelle on choisit de développer. 
Cela aide à ne pas les oublier lorsque l 'on développe ! On peut aussi (ce qui est 
préférable) choisir de développer par rapport à la deuxième colonne (j = 2) : 

2 o <- J  o 
5 - 1 <+ ) 2 
3 o<- l  1 

= - 1  � � 1 = -2 
'-..,--' 

= �2,2 

car �2,2 = 2 x 1 
-

3 x 0 = 2 .  Puisque le déterminant d 'une matrice et celui 
de sa matrice transposée sont égaux (voir la proposition 1 1 .4 ,  page 507) , on 
peut aussi développer le déterminant suivant n 'importe quelle ligne. Le calcul 
est alors indépendant du choix de la ligne. Par exemple, en développant par 
rapport à la deuxième ligne (i = 2) ,  

2 
5 (- ) 
3 

0 
- 1 <+ ) 

0 

0 
2<- ) 
1 

= 
-

5 1 � � 1 - 1  � � l -2 I � � 1 = 
-

2 
'-..,--' '-..,--' '-..,--' 
= �2, 1 = �2,2 = �2 ,3 

car �2, l = �2,3 = 0 et �2,2 = 2 ,  ou encore en développant par rapport à la 
première ligne ( i = 1 ) ,  

car �1 , 1 = - 1 .  

o <- l  
-1 

0 

o<+l 
2 
1 

Déterminant d'une matrice triangulaire 

= 2 1 -� � 1 = 
-

2 
'-----..,----' 

= �1 , 1 

La formule de récurrence d 'un déterminant nous donne immédiatement l'ex
pression du déterminant d 'une matrice triangulaire . 

PROPOSITION 1 1 . 5 Le déterminant d 'une matrice triangulaire (inférieure 
ou supérieure) est égal au produit de ses coefficients diagonaux. 

Démonstration Rappelons que si une matrice est triangulaire supérieure, 
alors sa transposée est une matrice triangulaire inférieure . Le déterminant d'une 
matrice et celui de sa transposée étant égaux, nous n'effectuons la démons
tration que dans le cas d'une matrice triangulaire supérieure. Démontrons la 
propriété en utilisant un raisonnement par récurrence sur l 'ordre n. Il est clair 
que la propriété est vraie pour n = 1 .  Supposons-la vraie à l 'ordre n 

-
1 (c 'est 
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notre hypothèse de récurrence) e t montrons qu 'elle est vraie à l 'ordre n. Soit 
T = (tijh�J ,j�n une matrice triangulaire supérieure d 'ordre n :  

0 

En développant par rapport à la n-ième ligne, on obtient : 

t 1 1  t 12 lin t 1 1  t 12 l i ,n- 1 
0 t22 tzn 0 tz2 tz,n- 1 

= ( - l ) 2ntnn (22) 

0 0 tnn 0 0 tn- 1 ,n- l 

Or, (- 1 ) 2n = ( (- 1 ) 2 )n = 1 .  Utilisons à présent notre hypothèse de récurrence. 
Elle s'écrit : 

t 1 1  t i2 t 1 ,n- l 
0 tz2 tz ,n- 1 n- 1 

= II tii · i= l 
0 0 tn- 1 ,n- l 

En injectant (23) dans (22) , on obtient : 
n- 1 

det(T) = tnn II tii , 
i= l  

n 
c'est-à-dire : det (T) = II tii > ce qui termine la récurrence sur n. 

i= l  

(23) 

D 

On déduit immédiatement des deux propositions 1 1 . 2  et 1 1 .5 la caractérisation 
suivante. 

COROLLAIRE 1 1 . 1  Une condition nécessaire et suffisante pour qu 'une ma
trice triangulaire (supérieure ou inférieure) soit inversible est que ses coeffi
cients diagonaux soient tous non nuls. 

1 1 .1 .6 Propriétés des déterminants 

Chacune des propriétés que nous énonçons dans ce paragraphe se justifie en 
considérant le déterminant comme une forme multilinéaire alternée. Pour bien 
les assimiler , nous conseillons de les vérifier sur un déterminant d 'ordre 2 ou sur 
un déterminant d 'ordre 3. Rappelons que le déterminant d 'une matrice et celui 
de sa matrice transposée sont égaux. Par conséquent , toute propriété énoncée 
par rapport aux colonnes reste valable si elle est énoncée par rapport aux lignes . 
Il nous semble plus approprié d'énoncer chacune des propriétés du déterminant 
par rapport aux rangées , englobant ainsi lignes et colonnes . 
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- PROPRIÉTÉ 1 : si tous les éléments d 'une même rangée sont nuls alors le 
déterminant est nul. 

- PROPRIÉTÉ 2 : si l 'on permute deux rangées du même type (ligne ou co
lonne) alors le déterminant change de signe. 

- PROPRIÉTÉ 3 : si l 'on multiplie par a E IK tous les éléments d 'une même 
rangée alors le déterminant est multiplié par o:. Par exemple, 

12 4 4 3 1 1 1 1 1 
3 1 0 = 4 
3 0 1 

3 1 0 = 4 x 3  
3 0 1 

1 1 0 = 4 x 3 x (- 1 ) . 
1 0 1 

En particulier , si toutes les rangées d 'une matrice d'ordre n sont multi
pliées par le même scalaire a alors son déterminant est multiplié par an . 
Autrement dit , pour tout a E IK et pour tout A E Mn (IK) ,  

det(o:A) = o:ndet(A) . 

Par exemple, 

4 0 4 1 0 1 
4 8 0 = 43 1 2 0 = 43 X 7. 
0 4 12 0 1 3 

- PROPRIÉTÉ 4 : si une rangée s'écrit comme une combinaison linéaire des 
autres rangées du même type alors son déterminant est nul . En particulier , 
si deux rangées parallèles sont égales alors le déterminant est nul . 

- PROPRIÉTÉ 5 : le déterminant ne change pas lorsque l 'on ajoute à une 
rangée une combinaison linéaire des rangées du même type, à l 'exception de 
la rangée considérée. 

Les propriétés du déterminant que nous venons d'énoncer sont très utiles dans 
les calculs. En effet , avant de procéder au développement par rapport à une 
colonne ou à une ligne, on a souvent intérêt à faire apparaître le plus de zéros 
sur la ligne ou la colonne par rapport à laquelle on a choisi de développer . 

Exemples 

1. Calculons le déterminant D1 suivant : 
1 + i 1 - 2i l + i  -- -- --

3 3 3 
D1 = 1 - 2i 1 + i 1 + i -- -- --

3 3 3 
1 + i 1 + i 1 - 2i -- -- --

3 3 3 

où i2 = - 1 .  Toutes les lignes étant multipliées par 1 /3, on en déduit 

1 
D1 = -27 

1 + i 1 - 2i 1 + i 
1 - 2i 1 + i 1 + i 
1 + i 1 + i 1 - 2i 
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En retranchant la colonne 1 aux colonnes 2 et 3, on obtient 

1 Di = -27 
1 + i -3i 0 

1 - 2i 3i 3i 
1 + i 0 -3i 

Puis , en additionnant la ligne 3 à la ligne 2, il vient 

1 D1 = -27 
1 + i -3i 0 
2 - i 3i 0 
1 + i 0 -3i 

Enfin, en développant par rapport à la dernière colonne, on trouve 

l l + i  car 2 _ i  
-3i 1 . 
3i = 91 . 

1 + i 
2 - i 

-3i / -
3i - 1 

2 . Calculons à présent le déterminant D2 suivant : 

1 1 1 
D2 = 1 j j2 

1 j 2 j 
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où j = e2i7r /3 . En additionnant les colonnes 1 et 2 à la troisième colonne, et en 
tenant compte de l 'égalité 1 + j + j 2 = 0, il vient 

1 1 3 
D2 = 1 j 0 

1 j 2 0 

d'où, en développant par rapport à la troisième colonne, 

- l 1 j 1 D2 - 3 l j2 = 3j (j - 1 ) .  

EXERCICE 1 Soit n E N* . Calculer les déterminants d'ordre n suivants : 

1 1 1 1 1 n n n 
1 1 0 0 n 2 n n 

6n = 1 0 1 et Dn = n n 3 

0 n 
1 0 0 1 n n n n 
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Application au calcul du rang d'une matrice rectangulaire 

Nous donnons dans ce paragraphe une méthode de calcul du rang d'une matrice 
rectangulaire, basée sur la théorie des déterminants. 

DÉFINITION 1 1 .8 Soit A E Mn,p (IK) . On appelle déterminant d'ordre k ex
trait de A tout déterminant d 'une matrice carrée d 'ordre k déduite de A par 
suppression de n - k lignes et de p - k colonnes. 

En particulier , une matrice carrée déduite de A par suppression de n - 1 lignes 
et de p - 1 colonnes est d 'ordre 1 . On l 'identifie alors à un scalaire et on rappelle 
que son déterminant est égal au scalaire lui-même. 
Le résultat suivant peut s 'avèrer très utile en pratique. 

PROPOSITION 1 1 .6 Soit A une matrice non nulle de Mn,p (IK) . Le rang de 
A est le plus grand entier p tel qu 'il existe un déterminant non nul d 'ordre p 
extrait de A. 

Démonstration Pour une démonstration , nous renvoyons le lecteur à l 'ou
vrage : Algèbre I, J.-M. Monier , Collection J 'intègre (Dunod, 2000) . D 
Calculons par exemple le rang de la matrice rectangulaire 4 x 3 suivante : 

Son rang est au moins égal à deux puisqu 'il existe (au moins) une matrice 
extraite d 'ordre 2 dont le déterminant est non nul . Par exemple, la matrice 
obtenue à partir de A par suppression des deux dernières lignes et de la dernière 
colonne convient car 

1 � ; 1 = -
4 # o. 

Examinons à présent les déterminants d'ordre 3 extraits de A. Intéressons-nous 
d'abord à la matrice extraite correspondant aux trois premières lignes de A. 
Son déterminant est nul : 

1 2 0 
3 2 2 = o . 
4 4 2 

Il suffit en effet de remarquer que la dernière ligne est égale à la somme des 
deux autres lignes . En revanche, la matrice extraite obtenue en supprimant la 
première ligne a un déterminant non nul : 

3 2 2 
4 4 2 = -8 # o. 
5 6 0 
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On a donc exhibé un déterminant non nul d'ordre 3 extrait de A. I l est clair 
qu'on ne peut pas extraire de déterminant d 'ordre supérieur à 3 (puisque la 
matrice est de type (4, 3 ) ) .  On conclut donc que le rang de A est égal à 3. On 
peut vérifier que la méthode des zéros échelonnés confirme ce résultat . 

11.2 Généralités sur les systèmes d'équations linéaires 

U.2.1 Définition 

Commençons par la définition générale d 'un système linéaire . 

DÉFINITION 1 1 .9 Soient n et p deux entiers naturels non nuls. 

X On appelle système linéaire de n équations à p inconnues et à coefficients 
dans OC (on dit aussi un système linéaire de type (n, p) ou n x p) un système 
d 'équations de la forme : 

(S ) 

{ anx1 + ai2x2 + . . .  + aipXp 
a21X 1  + a22X2 + . . . + a2pXp 

an1X 1  + an2X2 + . . . + anpXp 

où les inconnues sont les scalaires x1 , x2 , . . .  , Xp de OC et où les données sont 
les scalaires % de OC pour 1 � i � n et 1 � j � p (appelés coefficients du 
système linéaire) et les scalaires bi de OC pour 1 � i � n (appelés seconds 
membres du système linéaire) . 

X On appelle solu tion du système linéaire tout p-uplet (x1 ,  x2 , . . .  , xp ) E OCP 
qui vérifie les n équations du système précédent. 
X Un système linéaire est dit homogène si tous les seconds membres sont nuls . 

Un système linéaire peut avoir plus d 'équations que d'inconnues (c'est le cas si 
n > p ;  le système est alors dit surabondant) , moins d 'équations que d'inconnues 
(c'est le cas si n < p ;  le système est alors dit sousabondant) , autant d 'équations 
que d'inconnues (c 'est le cas si n = p) . 
Notons S l 'ensemble de tous les p-uplets (x1 ,  x2 , . . .  , xp ) E OCP vérifiant les n 
équations du système linéaire (S) . Il vérifie : 

n 

où, pour tout i E { 1 ,  2 ,  . . . , n} , Hi est le sous-ensemble de OCP défini par 
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Il est à noter que, pour tout i E { 1 ,  2, . . .  , n}, Hi n'est pas , en général, un 
sous-espace vectoriel de OCP puisqu'il ne contient pas le vecteur nul , sauf si 
b .  - 0 

( 10 )  
i - • 
Comme nous le verrons , un système linéaire de type (n , p) peut, soit ne posséder 
aucune solution , soit en posséder une seule , soit en posséder une infinité, et il • ( I l )  ' • n'y a pas d'autres alternatives. Ce n'est pas parce qu'un systeme lméaire 
possède autant d 'équations que d 'inconnues qu'il possède nécessairement une 
solution . Le « bon » critère porte non pas sur la taille du système linéaire mais 
sur son rang (le rang d'un système linéaire sera défini au § 1 1 .2 .3) . Néanmoins ' remarquons dès à présent qu 'un système linéaire homogène de type ( n , p) admet 
toujours pour solution le vecteur (0, 0 ,  . . .  , 0) E OCP, qualifié de solution banale 
ou solu tion triviale, et ce quelles que soient les valeurs prises par n et p. 

DÉFINITION 1 1 . 10  )( On dit que deux systèmes linéaires sont équivalents 
s 'ils ont le m€me ensemble de solutions. 

)( Un système linéaire est dit déterminé (respectivement indéterminé} lorsqu 'il 
possède une unique solution (resp. une infinité de solutions) . 

11.2.2 Interprétation matricielle 

Il est commode d'écrire un système linéaire de type (n , p) sous la forme d'une 
équation matricielle. Pour cela, considérons la matrice rectangulaire A E Mn,p(OC) 
et les matrices-colonnes X E Mp, I  (OC) et B E Mn, l (OC) définies par 

(
" "  

az1 
A =  . 

an1 

a12 
az2 

an2 

Le système linéaire (S) 
valente au système) : 

a;p ) x �  ( XJ ) ( b1 ) azp X2 bz 
et B =  

anp Xp bn 

s 'écrit sous la forme d 'une équation matricielle (équi-

(EM) AX = B  

où les données sont la matrice rectangulaire A E Mn,p (OC) et la matrice-colonne 
B E  Mn, 1 (0C) , et où l 'inconnue est la matrice-colonne X E  Mp, 1 (0C) . Par consé
quent , il est équivalent de résoudre le système linéaire (S) ou de résoudre l 'équa
tion matricielle (EM) .  Dans ce cas , il s 'agit de déterminer toutes les matrices
colonnes X de Mp, 1 (OC) vérifiant (EM) .  

( l o )  
Les sous-ensembles fi1 , fi2, . . .  , fin sont qualifiés de sous-espace affine de dimension p - l  
(on dit aussi hyperplan affine) . I l  sera établi plus loin , qu'à l ' instar des sous-ensembles 
fi 1 , fi2, . . . , fin, l 'ensemble S des solutions d'un système linéaire ne possède pas de 
structure de sous-espace vectoriel de JKP , sauf dans le cas particulier où tous les seconds 
membres sont nuls. 

( l l )  Lorsque l 'application n 'est pas linéaire, i l  y a d 'autres alternatives. Par exemple, l 'équa
tion x2 = 4 possède deux solutions réelles distinctes , à savoir 2 et -2 .  L'application 
x E IR ,__.. x2 E IR n'est pas linéaire. 
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Remarque En notant C1 , C2 , . . .  , CP les colonnes de la matrice A (ce sont 
des éléments de Mn, i (IK) ) ,  le système linéaire (S) peut aussi s'écrire sous la 
forme : 

(EM' ) x1 C1 + x2C2 + . . . + xpCp = B.  

Nous utiliserons parfois cette écriture . 

DÉFINITION 1 1 . 1 1  Un système d 'équation matricielle AX = B avec A E 
lVIn,p (IK) , X E  fvip, 1 (1K) et B E Mn, 1 (IK) est dit recta.ngulaire . En particulier, 
il est dit 
- échelonné si la matrice A est échelonnée, 
- ca.rré si la matrice A est carrée, 
- triangulaire si la matrice A est triangulaire, 
- dia.gona.1 si la matrice A est diagonale. 

1 1 .2 .3 Interprétation vectorielle 

Pour discuter de l 'existence de solutions à l 'équation matricielle (EM) ,  nous 
allons réécrire cette dernière sous la forme d'une équation vectorielle . 

Équation vectorielle équivalente 

On sait qu 'il existe une unique application linéaire f de ][(P dans ocn admettant 
A E Mn,p (IK) pour matrice associée relativement aux bases canoniques de ][(P 
et de ocn . Nous l 'avons appelée application canoniquement associée à A. Soient 
X = (x1 , X2 , . . . , Xp ) E ][(P et b = (b1 ' b2 , . . .  , bn ) E ocn . Le système linéaire 
(S) et l 'équation matricielle (EM) sont alors équivalents à l 'équation vectorielle 
suivante : 

(EV) f (x) = b 

où l 'application linéaire f E .Coc (IKP , IKn) et le vecteur b E ][(n sont les don
nées du problème, et le vecteur x E ][(P l 'inconnue du problème. Ainsi , il est 
équivalent de résoudre le système linéaire (S) ou de résoudre l 'équation vecto
rielle (EV) . Il s 'agit par conséquent de trouver tous les vecteurs X de ][(P qui 
vérifient (EV) . L'ensemble des solutions s'écrit 

S = {X E JKP 1 f (X ) = b} . 

Remarque En notant e1 , e2 , . . .  , ep les vecteurs de la base canonique de ][(P, 
l'équation vectorielle (EV) s 'écrit : 

(EV' ) X1 C1 + X2C2 + . . .  + XpCp = b 

où c1 = f(e1 ) ,  c2 = f(e2 ) ,  . . .  , cP = f(ep) · Les vecteurs c1 , c2 , . . . , Cp sont les 
vecteurs dont les matrices de coordonnées dans la base canonique de ocn sont 
C1 , C2 , . . . , CP . Ainsi , (EV' ) est la version vectorielle de l 'égalité matricielle 
(EM' ) . Résoudre (EV) ,  ou de manière équivalente résoudre (EV' ) ,  revient donc 
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à chercher si le vecteur b est combinaison linéaire des vecteurs c1 , c2 , . . . c ' P •  et , le cas échéant , à trouver toutes les combinaisons linéaires possibles auquelles 
b est égal . 

Discussion sur l'ensemble des solutions 

Nous allons maintenant chercher à caractériser l 'ensemble S. Est-il vide ? S 'il 
ne l 'est pas , possède-t-il un ou plusieurs éléments ? 
Remarquons sans attendre que si le second membre b est nul (l 'équation (EV) 
est dite homogène) alors 

S = {X E JKP 1 f (X ) = Oocn } = Ker f. 

Le noyau d 'une application linéaire n 'étant jamais vide (il contient toujours le 
vecteur nul de l'ensemble de départ, ici de JKP) ,  une équation linéaire homogène 
n 'est jamais impossible . Elle admet toujours Oocv pour solution . 
Remarquons aussi que lorsque b est nul , l 'ensemble S constitue un sous-espace 
vectoriel de JKP (puisque S est le noyau de f) . En revanche, S ne possède pas de 
structure de sous-espace vectoriel lorsque b est non nul . Pour s 'en convaincre, 
considérons deux vecteurs w1 et w2 de S et vérifions que leur somme n'appar
tient pas à S. Puisque w1 E S  et w2 E S, on a : f (w 1 )  = f(w2 ) = b. D'où, 
utilisant aussi la linéarité de f, 

f(w1 + w2) = f(w 1 )  + f(w2 ) = 2b =/. b 
...._,_.., ...._,_.., 

lorsque b est non nul . 
On a le résultat suivant : 

= b = b 

PROPOSITION 1 1 .  7 Soient f une application linéaire de JKP dans JKn, b un 
vecteur de JKn et S = {x E JKP 1 f (x) = b} . 

- Si b rf_ lm f alors S = 0 ; 
- Si b E lm f alors S = {x + v 1 v E Ker f} où x désigne une solution 

particulière de (EV) , c 'est-à-dire x E JKP tel que f(x) = b. 

Démonstration Il est clair que si b (j. lm f alors S = 0 et (EV) est impossible 
(voir page 39) . Supposons à présent b dans lm f. Cela signifie qu'il existe au 
moins un vecteur appartenant à JKP , notons-le x, tel que f(x) = b. On a alors : 
S =f. 0 (puisque x E S) . (EV) est possible. Montrons maintenant que les deux 
ensembles S et {x + v 1 v E Ker f} sont égaux. Soit x E S. Raisonnons par 
équivalence . On a : 

f (x) = b Ç:::} f(x) = f(x) Ç:::} f(x - x) = Oocn . 

Ainsi , l 'appartenance de x à S est équivalente à l 'existence d 'un vecteur v de 
Ker f tel que x - x = v, c'est-à-dire tel que x x + v ,  ce qui termine la 
démonstration. D 
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Précisons ce résultat . Dans le cas où b appartient à l 'image de f ,  la connaissance 
d'une solution particulière (le vecteur x) de (EV) d 'une part , et du noyau de f 
d'autre part, permet de reconstruire toutes les solutions de (EV) . La dimension 
de Ker f s 'obtient grâce au théorème du rang appliqué à f : 

dimoc (JKP) = rg f + dimoc (Ker f) . 

. not f D 'ou, en notant r = rg , 

dimoc (Ker f) = p - r. 

Supposons qu 'il existe une solution x à (EV) . 
- Si dimoc (Ker f) = 0, autrement dit si le noyau de f est réduit au vecteur nul , 

alors le vecteur x est l 'unique solution de (EV) . En effet , s i Ker f = {Oocp }  
alors , d'après la proposition 1 1 . 7 ,  

s = {X + V 1 V E { Oocp } } = {X + Oocd = {X} . 

Le système linéaire (S) , équivalent à (EV) , est donc déterminé. 
- Si maintenant dimoc (Ker f) ;?: 1 alors (EV) possède une infinité de solutions . 
En effet , si v1 , . . . , Vp-r désignent les vecteurs d 'une base de Ker f ,  alors , 
d'après la proposition 1 1 .  7, pour tout vecteur w de S, il existe un unique 
(p - r )-uplet ( a1 ,  . . . , Œp-r ) de JKP-r tel que 

= v E Ker f 

La forme générale d'une solution dépend donc de p - r scalaire(s) qui sont 
les coordonnées a1 , . . . , Œp-r d'un vecteur v de Ker f dans une base du 
même sous-espace Ker f. Dans ce cas , le système linéaire (S) , équivalent à 
(EV) , est indéterminé. 

En résumé, l 'équation vectorielle f(x) = b peut ne posséder aucune solution 
(c 'est le cas si b � lm f) , posséder une solution unique (c 'est le cas si b E lm f 
et dimoc (Ker f) = 0) , posséder une infinité de solutions (c'est le cas si b E lm f 
et dimoc (Ker f) ;?: 1) et il n 'y a pas d 'autres cas de figure . 

Il est à noter l 'importance dans notre discussion des deux sous-espaces lm f et 
Ker f. En pratique, ce n 'est pas tant ces deux espaces qui nous intéressent mais 
plutôt leurs dimensions. Définissons à présent le rang d'un système linéaire. 

DÉFINITION 1 1 . 1 2  On appelle rang d'un système linéaire le rang de toute 
matrice qui lui est associée (ou de manière équivalente celui de toute applica
tion linéaire associée) . 
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Comment savoir si b E lm f sans expliciter complètement lm f ? 

Considérons la base canonique Be de l 'espace de départ JKP. On rappelle que 
le sous-espace vectoriel lm f est engendré par f (Be ) .  Ainsi, l 'appartenance de 
b à lm f signifie que la sur-famille (!(Be ) ,  b) est liée . En pratique, cela revient 
à vérifier que le rang de la sur-famille (!(Be ) ,  b) est égal à celui de la famille 
f (Be ) ·  Par conséquent , si Be = (e 1 ,  . . .  , ep) alors une condition nécessaire et 
suffisante pour que b appartienne à lm f est que 

Exemple Soit m E R On a équivalence entre le système réel 3 x 3 

{ X1 + X2 m 
X2 + X3 2 

X1 + 2x2 + X3 3 

et l 'équation matricielle 

L 'équation vectorielle associée s 'écrit f(x) = b où x = (x1 , x2 , x3 )  et b = 
(m, 2 , 3) sont deux vecteurs de �3 et où f est l 'application linéaire qui au 
vecteur x = (x1 , x2 , x3 ) de �3 associe le vecteur 

y = (x1 + X2 , X2 + X3 ,  X1 + 2x2 + X3 ) .  

C 'est un endomorphisme de �3 . Nous l 'avons déjà étudié au chapitre 9 (voir 
page 386) . Son image est engendrée par les trois vecteurs c1 = f( ( l , 0, 0)) = 
( 1 ,  0 ,  1 ) ,  c2 = f( (O, 1 ,  0)) = ( 1 ,  1 ,  2) et c3 = f( (O, 0 ,  1 ) )  = (0 , 1 ,  1 ) .  Ces trois 
vecteurs forment une famille liée puisque c2 = c1 + c3 . On vérifie sans peine 
que deux des trois vecteurs , par exemple c1 et c3 , forment une famille libre. 
On a donc rg ( c1 , c2 , c3 ) = 2. De plus , il est aisé de vérifier (en utilisant par 
exemple la méthode des zéros échelonnés) que rg ( c1 , c2 , c3 , b) = 3 si m =1- 1 et 
rg (c1 , c2 , c3 , b) = 2 si m = 1 .  Par conséquent , 
- si m =1- 1 alors rg ( c1 , c2 , C3 , b) =1- rg ( c1 , c2 , c3 ) ,  d 'où b tf. lm f ; 
- si m = 1 alors rg (c1 , c2 , c3 , b) = rg (c1 , c2 , c3 ) ,  d 'où b E lm f . 
Vérifions ces résultats . L'image de f est nécessairement un plan vectoriel puisque 
c 'est un sous-espace de dimension 2 . Nous avons déjà établi (voir page 386) que 

lm f = { (y1 ,  Y2 , y3 ) E �3 1 Y3 - Y1 - Y2 "'.° 0 } . 
Il est alors très facile de savoir si le vecteur b appartient à lm f .  En effet, 
(b1 , b2 , b3 ) E lm f si et seulement si , b3 - b1 - b2 = O. On retrouve alors que 
l 'unique valeur de m pour laquelle (m, 2, 3) appartient à lm f est m = 1. La 
figure 3 résume la situation . À gauche est représenté le cas m =1- 1 et à droite 
le cas m = 1 .  
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mf mf 

Fig. 3 Illustration de « b rfc lm f » (dessin de gauche) et de 
« b E Im f » (dessin de droite). 

11.3 Résolution d'un système de Cramer 

521 

En préambule à l 'étude générale des systèmes linéaires que nous effectuerons 
au paragraphe 1 1 .4 , nous nous intéressons ici à l 'étude de systèmes linéaires 
particuliers, les systèmes de Cramer . Comme nous nous en rendrons compte au 
paragraphe 1 1 .4 .3 ,  l 'étude de tels systèmes linéaires est primordiale puisque, 
dans le cas général , nous essaierons de nous y ramener (ce qui constituera une 
étape essentielle de la méthode d'élimination de Gauss) . 

1 1 .3. 1 Définition 

DÉFINITION 1 1 . 13 Un système linéaire de n équations à p inconnues est 
dit de Cramer s 'il possède autant d 'équations que d 'inconnues (c 'est-à-dire si 
n = p) et si le rang r du système vérifie : r = n = p. Un système de Cramer 
est aussi appelé système régulier. 

Un système de Cramer est donc un système carré dont la matrice associée est 
inversible . Avec les notations utilisées , un système de Cramer s'écrit : 

(S) 

et il vérifie : 

{ a1 1X1 + a12X2 + . . . + a1nXn 
az1 X1 + az2X2 + . . .  + aznXn 

an1 X1 + an2X2 + · · · + annXn 

au a12 a1n 
az1 azz azn 

� o . 

Interprétations vectorielle et matricielle : 
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- D 'un point de vue vectoriel , un système linéaire est de Cramer si et seule
ment si , l 'application f canoniquement associée à ce système est bijective. 
Par conséquent , pour tout vecteur b appartenant à ocn , il existe une unique 
solution à l 'équation vectorielle (EV) . C 'est le vecteur de ocn que nous avons 
noté x dans la proposition 1 1 . 7. La surjectivité de f nous assure l 'existence 
de ce vecteur et l ' injectivité de f nous assure son unicité puisque le noyau 
de f est réduit au vecteur nul de ocn . Le vecteur x de ocn s'obtient en ap
pliquant l 'application (linéaire) réciproque 1- 1 à l 'égalité vectorielle (EV) . 
On a :  

f(x) = b 

- D 'un point de vue matriciel , dire qu'un système linéaire est de Cramer si
gnifie que sa matrice associée est une matrice carrée inversible . L 'équation 
matricielle (EM) possède une unique solution. Nous la notons X. C'est la 
matrice-colonne composée des coordonnées du vecteur x dans la base ca
nonique de ocn . Elle s'obtient en multipliant à gauche les deux membres de 
(EM) par la matrice A- 1 (qui existe puisque A est inversible) . On a :  

AX = B  

On a ainsi démontré de deux manières différentes le résultat d'existence et 
d 'unicité suivant . 

PROPOSITION 1 1 .8 Un système de Cramer possède une solution et une seule. 

11.3.2 Les formules de Cramer 

Il existe des formules donnant chacune des coordonnées de l 'unique solution 
d 'un système de Cramer en fonction des coefficients de ce système. Elles sont 
données ci-dessous . 

PROPOSITION 1 1 .9 (Formules de Cramer) 
Les coordonnées x1 , x2 , : .. : . , Xn de l 'unique solution d 'un système de Cramer 
d 'équation matricielle AX = B, sont données par 

Vj E { 1 , 2 ,  . . .  , n} 
det (C1 , C2 , . . .  , Cj- 1 , B ,  CJ+1 , . . .  , Cn) 

Xj = 
det(A) 

où C1 , C2 , . . .  , Cn représentent les n colonnes de la matrice A et où le 
numérateur est le déterminant de la matrice déduite de A en remplaçant la 
j -ième colonne Cj par la matrice-colonne B .  

Démonstration On  commence par écrire l 'équation matricielle AX = B sous 
la forme matricielle équivalente : 
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où les matrices-colonnes C1 , C2 , . . .  , Cn , appartenant toutes à Mn, 1 (IK) , dési
gnent les n colonnes de la matrice A. Soit j E { 1 ,  2, . . . , n} . On a : 

<let (C1 , C2 , . . .  , Cj- 1 , B , CJ+1 , . . .  , Cn) 
n 

= det (C1 ' C2 ,  . . .  ' cj- 1 , L XkCk , Cj+1 , . . . ' Cn ) · 
k=l 

En utilisant alors la propriété de linéarité du déterminant par rapport à sa 
j-ième colonne, on obtient : 

<let (C1 , C2 , . . . , Cj- 1 , B , Cj+l , . . . , Cn) 
n 

= L Xk det (C1 , C2 , . . .  ' Cj- 1 , ck , Cj+ l , . . .  ' Cn) · (24) 
k= l 

Il apparaît ainsi une somme de n déterminants à droite de l 'égalité. Remarquons 
que dans n - 1 déterminants ,  la matrice-colonne ck , k -/=- j, y est répétée 
deux fois . Le déterminant étant une forme alternée, il ne reste dans la somme 
que le terme Xj det(C1 , C2 , . . . , Cj- 1 , Cj , Cj+1 , . . . , Cn ) correspondant à l 'indice 
k == j, les autres étant nuls . Ainsi , (24) se simplifie comme suit : 

det (C1 , C2 , . . .  , Cj- 1 , B , Cj+ l , . . .  , Cn ) 
= Xj det (C1 , C2 , . . .  , Cj- 1 , Cj , CJ+1 , . . . , Cn ) · (25) 

On remarque que det (C1 , C2 , . . .  , Cj- 1 , Cj , Cj+ 1 , . . .  , Cn) est le déterminant 
de la matrice A. Il est bien évidemment non nul puisque, f étant bijective , la 
matrice A est inversible. On déduit alors de (25) la relation suivante : 

_ det (C1 , C2 , . . . , Cj- 1 , B , Cj+ l , · · · , Cn ) 
Xj = 

det (A) ' 

ce qui termine la démonstration. D 

CRAMER, Gabriel ( 1704, Genève (Suisse) - 1 752 ,  Bagnols-sur-Cèze (France) ) .  
Il a été Professeur de mathématiques et de philosophie à 
Genève. Dans son article Introduction to the analysis of al
gebraic curves publié en 1750,  Cramer a été le premier à 
énoncer une règle générale permettant le calcul des solu

tions d'un système linéaire n x n, règle qui est à l 'origine 

des formules qui portent son nom. S 'il l ' illustre avec soin 

dans plusieurs cas simples (n = 1, n = 2 et n = 3) , il n 'en 

donne en revanche aucune démonstration dans le cas géné

ral .  

Les formules données dans la proposition 1 1 .9 sont connues sous le nom de 
formules de Cramer, du nom du mathématicien suisse Gabriel Cramer. L'uti
lisation de telles formules nécessite le calcul de n + 1 déterminants . Par consé
quent, elles deviennent vite lourdes à manipuler lorsque la taille du système 
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croît . En pratique, les formules de Cramer sont attractives pour un système 
d 'ordre n = 2 ou n = 3 ,  elles le sont un peu moins pour n = 4. Elles sont 
rédhibitoires pour n ?:  5 .  

Une méthode beaucoup plus utilisée que les formules de Cramer pour la réso
lution d 'un système linéaire est la méthode d'élimination de Gauss . Elle sera 
présentée plus loin (voir page 527) . 

Exemples 

1. Considérons dans lR le système 3 x 3 suivant : 

1 
1 
1 

où 
1 0 - 1  
0 - 1  1 

- 1  2 0 
= - 1 .  

C'est u n  système de Cramer . Les coordonnées X'1 , X'2 , x3 de son unique solution 
sont données par 

1 1 0 - 1  1 1 1 - 1  
X1 = - 1 - 1  1 = 5 , X2 = - 0 1 1 = 3 ,  - 1  1 2 0 - 1  - 1  1 0 

1 1 0 1 
X3 = - 0 - 1  1 = 4. - 1  - 1  2 1 

On a donc S = { (5 , 3 , 4) } .  

2 .  Soit j = e2i7r /3 • Considérons dans (['. le système 3 x 3 suivant : 

j 
j où 

1 1 1 
1 j j2 

1 j 2 j 
= 3j (j - 1 ) # 0. 

C 'est aussi un système de Cramer. Son unique solution (x1 , x2 , x3 )  appartient 
à (['.3 . On obtient : 

- 1 X1 = 
3j (j - 1 ) 

1 1 
j j2 

j2 j 
= 

3j (j 
� 1 ) (3j

2 (j - 1 ) ) = j .  

Les valeurs de x2 et x3 s 'obtiennent plus facilement . En effet , 

- 1 X2 = 
3j (j - 1 ) 

1 
1 
1 

1 
j2 

j 

1 
= 0  et X - ---3 - 3j (j - 1 ) 

1 1 
1 j 
1 j 2 

= Ü 

puisque dans l 'expression du déterminant donnant x2 (respectivement donnant 
x3 ) ,  la deuxième colonne (resp . la troisième colonne) est un multiple de la 
première colonne. On a donc S = { (j , 0 , 0) } .  
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Nous reprenons ici l 'étude générale d 'un système linéaire de n équations à p 
inconnues et à coefficients dans OC, d'équation matricielle 

(EM) AX = B . 
Nous insistons sur le fait que les deux entiers n et p ne sont pas nécessairement 
égaux. Ainsi , le système considéré pourra être sousabondant (cas où n < p) ou 
surabondant (cas où n > p) et, pour ces deux cas , la matrice A sera rectangu
laire et les deux matrices-colonnes X, B ne possèderont pas le même nombre de 
lignes . Le système considéré pourra aussi être carré. Dans ce cas , la matrice A 
sera elle-même carrée et les deux matrices-colonnes X, B possèderont le même 
nombre de lignes. Attention, rappelons qu'un système carré n 'est pas nécessai
rement de Cramer. Pour qu'il le soit , il lui reste à vérifier une condition sur son 
rang (voir la définition 1 1 . 1 3 ,  page 521 ) .  

Conformément à ce qui a été fait dans les paragraphes précédents , nous uti
liserons souvent l 'équivalence entre l 'équation matricielle (EM) et l 'équation 
vectorielle 

(EV) f (x) = b. 

11.4.1 Compatibilité d'un système linéaire 

DÉFINITION l l . l4 Soient A E Mn,p (OC) , X E  Mp, 1 (0C) et B E  Mn, 1 (0C) . On 
note C1 , C2 , . . . , Cp les colonnes de la matrice rectangulaire A .  Le système 
linéaire d 'équation matricielle AX = B est dit compatible si 

D'après ce que nous avons déjà vu à la fin du paragraphe 1 1 .2 . 3 ,  l 'interprétation 
vectorielle que l 'on peut donner à un système linéaire compatible est évidente. 
Si on note e1 , e2 , . . .  , ep les vecteurs de la base canonique de l 'espace de départ 
JKP alors , pour j variant de 1 à p, la colonne Cj est constituée des coordonnées 
du vecteur f(ej ) dans la base canonique de l 'espace d'arrivée ocn . Dire que le 
système linéaire d'équation matricielle AX = B est compatible revient donc à 
écrire que 

ou, de manière équivalente ,  que b E lm f . La propriété de compatibilité du 
système d 'équation matricielle AX = B signifie donc que b E lm f , autrement 
dit que (EV) est possible . Elle nous assure ainsi l 'existence d'au moins une 
solution. 
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1 1 .4.2  Le théorème de Rouché-Fontené 

Le point de départ à l 'étude d 'un système linéaire de type (n , p) est le calcul 
de son rang. Notons-le r. Rappelons que r ::::;; n et r ::::;; p. Nous allons considérer 
successivement les trois cas suivants : r = n = p (cas 1 ) ,  r = n < p (cas 2) et 
r < n (cas 3) . Rappelons que, d 'après le théorème du rang, 

dimIK (Ker !) = p - r. 

Procédons à l 'étude des cas . 
- Cas 1 : r = n = p. 

Lorsque r = n = p, le système linéaire est de Cramer. Ce premier cas a 
fait l 'objet du paragraphe 1 1 .3 dans son intégralité. Quel que soit le vecteur 
b de ocn , l 'équation vectorielle admet une unique solution (voir la proposi
tion 1 1 .8) . 

- Cas 2 : r = n < p. 
Nous considérons maintenant le cas où le rang est égal au nombre des équa
tions ( r = n) et où le système est sousabondant ( n < p) . Remarquons que 
le cas où n = p, que nous excluons ici , correspond au cas 1 précédent . Du 
point de vue vectoriel, la condition r = n signifie que 

ou , de manière équivalente ,  que lm f = ocn ou encore que f est surjective. 
Ainsi , quel que soit le vecteur b de ocn , l 'équation vectorielle admet non 
seulement toujours une solution (le système est compatible : S -j. 0) mais, 
en plus , il y en a une infinité puisque 

dimIK (Ker !) = p - n > O. 

Une solution est donc un vecteur de l!{P dépendant de p - n paramètre(s) . 
- Cas 3 :  r < n. 

Considérons à présent le cas où le rang est strictement inférieur au nombre 
des équations (r < n) . Remarquons que pour ce troisième cas , le système 
peut être surabondant, sousabondant ou même carré .  En revenant au point 
de vue vectoriel , la condition r < n signifie que 

ou, de manière équivalente ,  que lm f c ocn avec lm f -1- ocn , ou encore que 
f n 'est pas surjective . On ne peut résoudre l 'équation vectorielle que si b 
appartient à lm f . Il faut par conséquent envisager les deux cas suivants. 

· Si b rf- lm f (c'est-à-dire si le système est incompatible) alors il n'y a pas 
de solution (S = 0). 

· Si b E lm / (c'est-à-dire si le système est compatible) alors il y a au 
moins une solution et elle dépend de p - r paramètre(s) puisque 

dimIK (Ker !) = p - r. 
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Cette solution est peut-être l 'unique solution (c 'est le cas si p = r ,  ce qui 
signifie que f est injective puisque dimoc (Ker f) = 0) . Il y en a peut-être 
une infinité (c 'est le cas si p > r) . Tout dépend donc de la valeur de 
p - r. 

On résume ces trois situations dans le théorème suivant . 

THÉORÈME 1 1 . 1  (de Rouché-Fontené c 1 2J ) 
Considérons un système linéaire (S) de n équations à p inconnues, à coeffi
cients dans li{ et de rang r .  Trois cas sont possibles. 
- Si r = n = p alors (S) est de Cramer. Il admet une unique solution. 
- Si r = n < p alors (S) admet une infinité de solutions et ce quels que 

soient les seconds membres. 
- Si r < n alors (S) admet au moins une solution si et seulement si, le 

système est compatible. Dans le cas où (S) est compatible, il possède une 
unique solution lorsque r = p ;  il en possède une infinité lorsque r < p. 

Il ressort de ce théorème que le point de départ à l 'étude de n 'importe quel 
système linéaire, qu 'il soit sousabondant , surabondant ou carré, est le calcul de 
son rang. Il est à noter que si le théorème de Rouché-Fontené offre l 'avantage de 
donner une vue synthétique pour la résolution d 'un système linéaire , il ne nous 
donne en revanche aucune stratégie pour savoir si un système est compatible 
ou non, et , le cas échéant , aucune technique pour résoudre ce système. La 
méthode d'élimination de Gauss, présentée au paragraphe suivant , va remédier 
à ce manque. 

1 1 .4.3 Méthode d'élimination de Gauss 

La méthode d'élimination de Gauss (appelée aussi méthode du pivot de Gauss) 
est une méthode de résolution systématique d 'un système linéaire de type (n, p) 
de la forme 

(S) 

{ anx1 + ai2x2 + . . .  + aivxv 
anx1 + a22X2 + . . . + a2pXp 

an1X 1  + an2X2 + . . .  + anpXp 

d'inconnues les scalaires x1 , x2 , . . .  , Xp de OC. Elle permet une discussion sur 
l'existence éventuelle d'une solution, suivie, dans le cas où l 'existence est établie, 
d'un calcul de sa forme générale. La méthode se décompose en deux étapes : 
une première étape dite d'élimination , suivie (éventuellement) d 'une seconde 
étape dite de remontée. 

(12) RoucttÉ, Eugène ( 1832 - 1910) : mathématicien français, il fut élu à l 'Académie des 
Sciences en 1896. FoNTENÉ, Georges ( 1848 - 1923) : mathématicien français . 
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GAUSS, Karl Friedrich ( 1777, Brunswick - 1855 ,  Gottingen) . 

Étape d'élimination 

Illustre mathématicien et physicien , il était surnommé par ses 

pairs Prince des mathématiciens. Son œuvre est considérable. 

La paternité de la méthode qui porte son nom, revient ini

tialement au mathématicien chinois Liu Hui (200 ans avant 
notre ère) qui en exposa en quelques phrases les principes 
dans son livre Neuf chapitres sur la science du calcul. Gauss 
s'en inspira lorsqu'il étudia l 'orbite de l 'astéroïde Pallas, la
quelle étude le conduisit à la résolution d'un système de six 
équations à six inconnues. 

Cette première étape vise à écrire le système linéaire (S) , que nous qualifions 
de système initial , sous une forme échelonnée . Pour y arriver , la manière de 
procéder est identique à celle de la méthode des zéros échelonnés , à l 'exception 
du fait que nous opérons cette fois-ci directement sur les équations du système. 
La méthode des zéros échelonnés a été détaillée au chapitre 8. Nous ne la 
rappelons pas . On désigne par E1 , E2 , . . .  , En les équations du système initial, et 
par C1 , C2 , . . .  , Cp les colonnes de la matrice associée à ce système. Le passage 
du système initial au système échelonné s 'effectue en utilisant les opérations 
élémentaires suivantes : 
- multiplication d 'une équation Ek par un scalaire non nul ,  ce que nous notons 

Ek <--- aEk avec a E IK* , 
- addition d 'un multiple d'une équation Ek' à une autre équation Ek , ce que 

nous notons Ek <--- Ek + aEk' avec a E IK, 
- échange des équations Ek et Ek' , ce que nous notons Ek +-----+ Ek' , et/ou des 

colonnes ck et ck' , ce que nous notons ck +-----+ ck' . 
Il est facile de vérifier que le système échelonné est équivalent au système initial. 
Supposons par exemple que le rang r du système initial soit strictement inférieur 
au nombre de lignes et au nombre de colonnes . A l 'issue de l 'étape d 'élimination, 
on aura le système échelonné de type ( n, p) suivant : 

(S' ) 

b' 1 
b� 

0 b;, 
où les scalaires a� 1 , a�2 , . . .  , a;-r sont tous non nuls et où x� , x� , . . .  , x� cor
respondent à une permutation éventuelle des inconnues . Bien sûr, en l 'absence 
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de permutation des colonnes , xi = x1 , x� = x2 , . . .  , x� = Xp · On désigne par 
Ei ,  E� , . . .  , E� les équations du nouveau système. Les équations E�+l ' . . .  , 
E� ne contiennent pas d' inconnue : 0 = b�+ 1 , . . .  , 0 = b� .  Elles traduisent la 
compatibilité ou l ' incompatibilité du système. 
- Si pour au moins l 'une d 'entre elles , disons la R-ième où R E  {r + 1 ,  . . . , n} , 

le scalaire bi est non nul alors l 'égalité 0 = bi est absurde ,  ce qui signifie 
que le système n 'est pas compatible . On vérifie en effet que l 'on a : 

rg (C� , C� , . . .  , C�) = r et rg (C� , C� , . . .  , C� , B') ;;;:: r + l 

où Ci ,  C� ,  . . .  , C� désignent les colonnes de la matrice associée au système 
échelonné et où B' désigne le second membre. Il n'y a donc pas de solution : 
S =  0. 

- Si b� = 0 pour tout i E {r + 1 ,  . . .  , n} alors les équations E�+l • . . . , E� 
sont toutes triviales (de la forme 0 = 0) , ce qui signifie que le système est 
compatible puisque l 'on a, cette fois-ci : 

rg ( C� , C� , . . .  , C�) = r = rg ( C� , C� , . . .  , C� , B') .  

Il possède au moins une solution . On sait que la forme générale d 'une solu
tion est un vecteur de JKP, dépendant de p - r para.mètre(s) . Pour l 'obtenir, 
on commence par résoudre le système (S" ) de type (r, r) donné ci après , 
obtenu à partir de (S') en supprimant les équations triviales E�+l • . . .  , E� 
(qualifiées de non principales ou de secondaires) et en faisant passer aux se-
conds membres dans les équations Ei , E� , . . .  , E� (qualifiées de principales) 
les termes comportant les scalaires x�+l ' . . .  , x� . Le système (S" ) s 'écrit 
alors : 

{ ai 1  xi + ai2x� + . . .  + airx� b" 1 
a�2x� + . . . + a�rx� b" 

(S" ) 
2 

a�rx� b" r 
où les scalaires xi , x� , . . .  , x� sont les inconnues (dites principales) et où 
les seconds membres b� , b� , . . .  , b� sont définis comme suit : 

b� bi - ( ai ,r+l x�+ l + . . .  + aipx�) ,  
b� b� - ( a� ,r+ l X�+l + . . . + a�Px�) , 

Les p - r scalaires x�+l ' . . .  , x� apparaissent uniquement dans les seconds 
membres b� ,  b� ,  . . .  , b� et sont maintenant traités comme des paramètres (ils 
sont qualifiés d'inconnues non principales) .  Le système (S" ) est de Cramer 
car 

ai 1  ai2 air 
0 ab a�r r 

= II a�i 7f a 
i=l 

0 0 a�r 
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car a� 1 of. 0, . . .  , a�r of. O. Il possède donc une unique solution. C 'est un vec
teur de ocr dont chacune des coordonnées va dépendre des p - r paramètres I I Xr+l > . . .  ' XP " 

Étape de remontée 

Le système (S") obtenu à l 'issue de l 'étape d'élimination est un système trian
gulaire supérieur dont la résolution s'effectue en partant de la dernière équa
tion , puis en remontant jusqu 'à la première équation. En effet , de la dernière 
équation a�rx;. = b� ,  il vient immédiatement : 

b" x' = _r_ r a�r 
puisque a�r of. O. On injecte alors ce résultat dans l 'avant-dernière équation 

dont on déduit , puisque a�_ 1 r- l  of. 0 : ' 

a' r- 1 ,r- 1 

En procédant comme cela en remontant jusqu'à la première équation 

on obtient finalement, puisque a� 1 of. 0 : 

A l 'issue de cette étape de remontée , les inconnues x� , . . .  , x� s 'expriment 
en fonction des p - r inconnues x�+l , . . .  , x� que l 'on a traitées comme des 
paramètres . 

11.4.4 Illustration avec des exemples 

Étude d'un système sousabondant 

Considérons dans IR le système linéaire 3 x 5 suivant : 

+ X3 
+ 2x3 
+ X3 

3 
4 
0 

où les inconnues sont les réels xi , x2 ,  x3 , X4 et x5 . Dans cet exemple ,  n == 3 
et p = 5 .  C'est un système sousabondant (il possède plus d'inconnues que 
d 'équations) .  Utilisons la méthode d'élimination de Gauss. Remarquons que 
nous ne nous soucions pas de savoir, a priori, dans quel cas du théorème de 
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Rouché-Fontené nous sommes puisque l 'on sait que cela va nous être donné par 
la méthode d 'élimination de Gauss . Néanmoins , nous pouvons remarquer que 
le système n'étant pas carré , le cas 1 du théorème de Rouché-Fontené est à 
exclure . En revanche, les cas 2 et 3 sont à envisager . 

En effectuant à partir du système linéaire (81 ) les deux opérations élémentaires 
E2 ;-- E2 - El , E3 +---- E3 + E1 , puis l 'opération élémentaire E3 +---- E3 - E2 , 
on obtient le système échelonné : 

3x2 + X3 + 6x4 
Xz + X3 2X4 

X3 

3 
1 
2 

Son rang est égal à 3 (r = 3) . Nous nous situons donc dans le deuxième cas 
du théorème de Rouché-Fontené : le système linéaire (81 ) possède une infinité 
de solutions. La forme générale d'une solution est un vecteur de JR5 , dépendant 
de p - r = 5 - 3 = 2 paramètres . Elle s 'obtient facilement à partir du système 
échelonné (8D en conservant toutes les équations (elles sont toutes principales) , 
en prenant x1 , x2 , X3 comme inconnues principales et en faisant passer aux 
seconds membres les termes comportant les deux inconnues non principales X4 
et x5 ,  autrement dit en résolvant le système linéaire 3 x 3 suivant : 

3 - 6x4 + 6x5 
1 + 2x4 
2 + 3x5 

où les inconnues sont maintenant x1 , x2 et X3 et où x4 et X5 sont traités comme 
des paramètres . C 'est un système de Cramer. Il possède une unique solution . 
De (SI ) on a :  X3 = 2 + 3x5 ,  puis x2 = - 1 + 2x4 - 3x5 et enfin x1 = - 1 - 3x5 .  
Il convient maintenant de revenir à l a  solution d u  système (81 ) initial . C 'est 
un vecteur de JR5 de la forme 

où chacun des deux paramètres x4 et x5 parcourt l 'ensemble R On a : 

Il y a une infinité de solutions . 

Remarque On peut aussi développer l 'expression générale d 'une solution du 
système linéaire (81 ) comme suit : 

(- 1 - 3x5 , - 1  + 2x4 - 3x5 ,  2 + 3x5 ,  x4 ,  x5 ) 
= (-1 ,  - 1 ,  2 ,  0, 0) + X4 (0 ,  2 ,  0 ,  1 ,  0) + X5 (-3, -3 ,  3, 0, 1 ) , 

ce qui permet de réécrire l 'ensemble S sous la forme 

S = { x + v 1 v E Ker ! }  
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avec x ( - 1 , - l , 2 , 0 , 0) et Ker f = Vect ( (0 , 2 , 0 , 1 , 0) , (-3 , -3 , 3 , 0 , 1 ) ). A 
titre de vérification, on s 'assurera que (- 1 ,  - 1 ,  2 ,  0, 0) est bien une solution 
particulière du système linéaire (Si ) et que (0, 2, 0, 1 ,  0) et (-3 ,  -3 ,  3 ,  0, 1 )  sont 
bien deux solutions (linéairement indépendantes) du système linéaire homogène 
associé à (8 1 ) . 

Étude d'un système carré 

Reprenons l 'exemple du système linéaire réel 3 x 3 dont nous avions étudié 
l 'équation vectorielle au paragraphe 1 1 .2 .3 en page 520. Il s 'écrit : 

(82 ) 
m 
2 
3 

où les réels x1 , x2 et X3 sont les inconnues et où m est un paramètre réel. 
Dans cet exemple, n = p = 3. Le système linéaire (82 ) est un système carré (il 
possède autant d 'équations que d'inconnues) , ce qui exclut le cas 2 du théorème 
de Rouché-Fontené. Nous remarquons que son rang r est au moins égal à deux 
puisque l 'on peut extraire une sous-matrice 2 x 2 de déterminant non nul (c'est 
immédiat) et il est facile de vérifier que le rang n 'est pas égal à 3 car 

1 1 0 
0 1 1 = o . 
1 2 1 

La méthode d'élimination de Gauss va nous confirmer ce résultat . Écrivons (82) 
sous une forme échelonnée. En effectuant à partir du système (82 ) l 'opération 
élémentaire E3 +---- E3 - Ei , puis E3 +---- E3 - E2 , on obtient le système 
échelonné : 

(S� ) 
+ X2 

X2 + X3 
0 

m 
2 

1 - m 
Nous retrouvons que le rang est égal à 2 (r = 2) . Nous sommes donc dans le 
troisième cas du théorème de Rouché-Fontené (le rang est strictement inférieur 
au nombre d 'équations) .  Une condition nécessaire et suffisante pour que le 
système linéaire (82 ) admette au moins une solution est qu'il soit compatible. 
La discussion porte alors sur les valeurs du réel m. 
- Si m -j. 1 alors la dernière égalité du système (S� ) est absurde, ce qui traduit 

l 'incompatibilité du système. Il n'y a donc pas de solution : S = 0 .  
- Si m = 1 alors la dernière égalité est triviale (0 = 0) et le système est com

patible. Il admet au moins une solution. La forme générale d 'une solution 
dépendant de p - r = 3 - 2 = 1 paramètre, il en existe en fait une infi
nité. Éliminons la troisième équation de (S� ) et faisons passer aux seconds 
membres les termes comportant l 'unique inconnue non principale X3 dans 
les deux premières équations . On obtient le système linéaire 2 x 2 (c 'est un 
système de Cramer) suivant : 

+ X2 
X2 

1 
2 - X3 
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où x1 et x2 sont les inconnues et où X3 est traité comme un paramètre. 
De (8� ) on a : X2 = 2 - X3 , puis x1 = - 1 + X3 . La solution générale 
du système linéaire (82 ) est le vecteur de IR3 d 'expression ( x1 , x2 , X3 ) = 
( - 1 + X3 , 2 - X3 , X3 )  où X3 parcourt tout R L'ensemble des solutions est 
infini. Il s 'écrit : 

S = { ( - 1  + x3 , 2 - X3 , X3 )  avec x3 E IR} . 

Remarque Lorsque m = 1 ,  l 'ensemble des solutions s 'écrit aussi : 

s = {x  + V  1 V E  Ker f } 

avec x = (- 1 ,  2 ,  0) et Ker f = IR( l ,  - 1 ,  1 ) car 

(- 1 + X3 , 2  - X3 , X3) = (- 1 ,  2 ,  0) + X3 ( l , - 1 ,  1 ) . 

Comme pour l 'étude du système (8 1 ) ,  il est , à ce stade-là, fortement conseillé 
de vérifier que ( - 1 ,  2, 0) est bien une solution particulière du système linéaire 
(82) et que ( 1 ,  - 1 ,  1 ) est bien une solution du système homogène associé à (82 ) . 

Étude d'un système surabondant 

Considérons dans IR le système linéaire 4 x 3 suivant : 

+ X2 5X3 
X2 X3 
2x2 + 4x3 

+ 4x2 2x3 

-7 
4 

1 1  
1 1  

d'inconnues les réels x1 , x2 et x3 . Dans cet exemple , n = 4 et p = 3 .  Le 
système (83 )  est surabondant (il possède plus d 'équations que d 'inconnues) . 
Nous sommes assurément dans le cas 3 du théorème de Rouché-Fontené. Il 
convient donc d 'étudier la compatibilité du système pour savoir s 'il possède 
au moins une solution . C 'est ce que va nous donner , en autres , la méthode 
d'élimination de Gauss. Écrivons donc le système linéaire (83 )  sous une forme 
échelonnée. En effectuant à partir de (83 )  les trois opérations élémentaires 
E2 +-- E2 + 2E1 , E3 +-- E3 + 3E1 et E4 +-- E4 + 3E1 , puis les deux opérations 
Ea +-- E3 - E2 et E4 +-- E4 - 7E2 , et enfin E4 +-------+ E3 , on obtient le système 
échelonné : 

(8� ) 
-7 

- 10 
60 
0 

Son rang est 3 (r = 3) . Le système est compatible (puisque la dernière équation 
est de la forme 0 = 0) . Il existe donc au moins une solution et il ne peut en 
exister d 'autres puisque le rang du système est ici égal au nombre des inconnues. 
Déterminons cette unique solution . On l 'obtient en résolvant les trois premières 
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équations du système (8� ) ,  autrement dit en résolvant le système 3 x 3 de 
Cramer suivant : 

-7 
(8�) - 10  

60 

On obtient facilement (méthode de remontée) X3 = 1, puis x2 = 1 et enfin 
x1 = 3 .  L'ensemble des solutions de (83 )  est donc un singleton . Il s 'écrit S === 
{ (3 ,  1 ,  1 )  } .  A titre de vérification , on s'assurera que (3 ,  1 ,  1 )  est bien solution 
de (83 ) . 

11.5 Exercices de synthèse 

EXERCICE 2 Résoudre les systèmes linéaires suivants : 

{ X 2 { X 3y + z 
-2x + y 1 2x + y z 

X 3y + z 3 X + l ly 5z 

{ 3y 0 { X + y + z 3 X + z 2y 2 2x 0 X + z + y z 3z 4 l ly 5z 0 X + X + 2x 4z 7 + y + 

EXERCICE 3 Soient (a1 , a2 , . . .  , an ) E en et Vn le déterminant de 
monde {d 'ordre n � 2) défini par 

1 1 1 1 

n- 1 n- 1 n- 1 n 1 � � � �-

1 - Vérifier que, pour tout n � 3, 

1 
n a2 

Vn = II (a1 - ai ) 
j=2 n-2 U2 

2 - En déduire que Vn = II (a1 - ai ) · 
l ,,;; i<j,,;;n 

1 
a3 

n-2 a3 

1 

1 
-1  
5 

Vander-
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EXERCICE 4 Soit n E N* . On considère le déterminant d 'ordre n suivant : 

1 + x2 X 0 0 

X 1 + x2 X 
l:..n = 0 0 

X 1 + x2 X 
0 0 X 1 + x2 

J - Montrer que l:..n - l:..n- 1 = x2 (l:i.n- 1 - l:i.n-2 ) pour tout n ?:  3 .  
2 - En déduire que l:..n = l:i.n- 1 + x2n pour tout entier n ?: 2 .  Calculer l:..n pour 
n E N* . 

EXERCICE 5 Discuter suivant les valeurs du paramètre réel m et résoudre les 
systèmes linéaires réels suivants : 

{ X + 2y + 3z 0 
2x y + mz 1 
3x + 2y + z 2 

{ 2x + 5y 8z 8 
4x + 3y 9z 9 
2x + 3y + mz 7 

mx + 8y 7z m 

11.6 Solution des exercices 

Solution de l 'exercice 1 

1 - Soit n E N, n � 2 .  Retranchons à la première colonne la somme de toutes les 
autres colonnes. De cette manière, la première colonne contiendra n - 1 zéros 
en dessous de son premier terme : 

1 1 1 
1 1 0 

l:..n = 1 0 1 

1 0 

1 
0 

0 
0 1 

2 - n  1 1 
0 1 0 

0 

0 

0 1 

0 

1 
0 

0 
0 1 

Le déterminant d 'une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) étant égal 
au produit de ses coefficients diagonaux, on obtient : l:..n = 2 - n. Lorsque 
n === 1 ,  61 = / ( 1 ) /  = 1 .  
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2 - Soit n E N, n � 2. En retranchant la dernière colonne aux n - 1 premières 
colonnes , on obtient : 

1 n n n 1 - n 0 0 n 
n 2 n n 0 2 - n  0 n 

Dn = n n 3 0 0 3 - n  

n n 
n n n n 0 0 0 n 

On en déduit Dn = ( 1 - n) x (2 - n) x · · ·  x (- 1 )  x n pour tout n E N* .  On 
peut montrer que Dn = (- l )n- 1n! . Lorsque n = 1 ,  D1 = 1 ( 1 ) 1 = 1 . 

Solution de l'exercice 2 
1 - La résolution est ici facilitée par la forme triangulaire inférieure du système { -2� + 

X -
y 

3y + z 

2 
1 
3 

Le système est carré et son rang est 3 (puisque son déterminant est non nul) . 
Le système est donc de Cramer (on est dans le cas 1 du théorème de Rouché
Fontené) : il y a existence et unicité d 'une solution . En injectant x = 2 dans la 
deuxième équation, on obtient : y = 5 ;  puis , en injectant x = 2 et y = 5 dans 
la troisième, on obtient : z = 16 .  Ainsi , S = { (2 ,  5 ,  16) } .  
2 - Considérons à présent le système linéaire carré : 

(82 ) { 2� � 
X + 

3y + z 
y z 

l ly 5z 

1 
- 1  

5 

Remarquons que son rang est au moins égal à 2 puisque l 'on peut extraire au 
moins une sous-matrice 2 x 2 de déterminant non nul ,  et il n 'est pas égal à 3 
car 

1 -3  1 
2 1 - 1  = o . 
1 1 1  -5  

Ce n 'est donc pas un  système de  Cramer. Écrivons l e  système linéaire (82 ) sous 
une forme échelonnée . En effectuant à partir de (82 ) les opérations élémentaires 
E2 t-- E2 - 2E1 , E3 t-- E3 - E1 , puis E3 t-- E3 - 2E2 , on obtient le système 
échelonné : 

(S� ) { X 3y + z 
7y 3z 

0 

1 
-3 
10 

Nous retrouvons que le rang est égal à 2 (nous sommes donc dans le troisième 
cas du théorème de Rouché-Fontené) . La dernière égalité est absurde. Elle tra
duit l 'incompatibilité du système. Il n 'y a donc pas de solution : S = 0 . 
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3 - Nous nous intéressons au système linéaire carré et homogène suivant : { 2� � 
X + 

3y + z 
y z 

l ly 5z 

0 
0 
0 
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La matrice de ce système est identique à celle du système (82 ) étudié à la 
question précédente. On est donc encore dans le cas 3 du théorème de Rouché
Fontené. Observons que, cette fois-ci , le système est nécessairement compatible 
puisque tous les seconds membres sont nuls. Nous sommes donc assurés de 
l'existence d 'au moins une solution. Puisque le rang du système vaut 2, la forme 
générale d 'une solution dépend de 3 - 2 = 1 paramètre. L'étape d'élimination 
s 'effectue comme dans l 'exemple précédent et conduit au système échelonné 
(homogène) suivant : 

(8� ) 
{ X 3y + z 

7y 3z 
0 

0 
0 
0 

En éliminant la dernière équation et en faisant passer aux seconds membres 
les termes comportant l 'inconnue non principale z dans les deux premières 
équations, on obtient le système de Cramer : 

(8� ) { x 3y = -z 
7y = 3z 

Il vient y = 3z/7, puis x = 2z/7. Les solutions de (83 )  s 'écrivent sous la 
forme générale (x ,  y, z) = (2z/7, 3z/7, z) où z parcourt tout R L'ensemble des 
solutions de (83 )  est infini . Il s 'écrit : S = { (2z/7, 3z/7, z )  avec z E �} = 
lR (2, 3, 7) . 
4 - Nous considérons maintenant le système surabondant (ce qui exclut de 
prime abord les cas 1 et 2 du théorème de Rouché-Fontené) : 

y + z 
2y z 

+ 3z 
y + 4z 

3 
2 
4 
7 

Écrivons (84 ) sous une forme échelonnée. En effectuant à partir de (84 ) les trois 
opérations élémentaires E2 <--- E2 - E1 , E3 <--- E3 - E1 et E4 <--- E4 - 2E1 , 
puis E3 <--- E3 + E2 et E4 <--- E4 + E2 , on obtient le système échelonné 

(8� ) 
+ y + 

y 
z 

2z 
0 
0 

3 
- 1 
0 
0 

Son rang est égal à 2. Le système est compatible puisque les deux dernières 
équations sont de la forme 0 = O. La forme générale d 'une solution dépend de 
3 - 2 = 1 paramètre . Pour l 'obtenir, il suffit de résoudre le système de Cramer : 

(8� ) { X + y = 
y = 

3 - z  
- 1 + 2z · 
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Il vient y =  - 1 + 2z, puis x = 4 - 3z. Les solutions de (84 ) s 'écrivent sous la 
forme générale (x ,  y, z ) = (4 - 3z, - 1 + 2z, z) où z parcourt tout IR.. L'ensemble 
des solutions de (84 ) s 'écrit ainsi : S = { (4 - 3z, - 1 + 2z, z) avec z E IR.} :::: 
{ (4 ,  - 1 , 0) + z (-3 ,  2 ,  1 ) avec z E IR.} .  Il est infini. 

Solution de l'exercice 3 

1 - Soit n ):  3. Le déterminant de Vandermonde Vn est un déterminant d'ordre 
n. Nous cherchons à faire apparaître des zéros dans la première colonne en 
dessous du premier terme présent sur la diagonale. C'est ce qu'on obtient en 
transformant les lignes L2 , . . .  , Ln de la manière suivante : Li +--- Li - a1Li- I , 
2 � i � n. En effet , en procédant ainsi, on obtient : 

1 
0 
0 

1 1 1 

Développons alors par rapport à la première colonne : 

Vn = 

a2 - a1 
a2 (a2 - ai ) 

n-2 ( ) a2 a2 - a1 

a3 - a1 
a3 (a3 - a1 ) 

n-2 ( ) a3 a3 - a1 

an - a1 
an (an - ai ) 

n-2 ( ) an an - a1 

Enfin, factorisons par a2 - a1 dans la première colonne, par a3 - a1 dans la 
deuxième colonne, . . .  et par an - a1 dans la dernière colonne .  On obtient fina
lement : 

1 1 1 
n a2 a3 an 

Vn = II (aj - ai ) 
j=2 n-2 n-2 n-2 a2 a3 an 

2 - Notons V�1) = Vn . Ainsi , V�1) est le déterminant de Vandermonde d'ordre n 
associé aux n coefficients a1 ,  a2 , a3 , . . .  , an . D 'après la question précédente, 

où v�:\ est le déterminant de Vandermonde d'ordre n - 1 associé aux n - 1 
coefficients a2 , a3 , . . .  , an . Il suffit alors de réitérer le processus pour obtenir : 
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où v;�2 désigne le déterminant de Vandermonde d'ordre n - 2  associé aux n - 2  
coefficients a3 , a4 ,  . . . , an . On obtient aussi : 

où v;�3 désigne le déterminant de Vandermonde d 'ordre n - 3  associé aux n - 3  
coefficients a4 ,  as , . . .  , an , et ainsi de suite, jusqu'à : 

v;(n-2) ( ) (  )V(n- 1 ) 3 = an- 1 - an-2 an - an-2 2 

où V2(
n- l ) désigne le déterminant de Vandermonde d'ordre 2 associé aux deux 

coefficients an- 1 et an . Or, 

V2
{n- 1 ) = 1 

On obtient finalement : 

1 

n- 1 n 
Vn = II ( II (aj - ai )) , 

ce qui s 'écrit encore : 

Solution de l 'exercice 4 

i= l j=i+ l 

Vn = II (aj - ai ) · 
l �i<j�n 

1 - Soit n � 3 .  Développons Lin par rapport à la première colonne : 

X 0 0 0 

X 1 + x2 X 
Lln = ( 1  + x2 )Lln- 1 - X 0 0 

X 1 + x2 X 
0 0 X 1 + x2 

ou encore, en développant le dernier déterminant (qui est d'ordre n - 1 )  par 
rapport à la première ligne, 

Lin = ( 1  + x2 )Lln- 1 - x2 Lln-2 · 

En réarrangeant les termes , on obtient : 

Lin - Lln- 1 = x2 (Lin- 1 - Lln-2 ) . 

2 - Utilisant le résultat obtenu ci-dessus , on obtient , pour tout n � 3 : 

Lln - Lln- 1 = X2 (Lln- 1 - Lln-2 ) = X2 X X2 (Lln-2 - Lln-3 )  
= . . .  = x2 x x2 x . . . X x2 (Li2 - Li1 ) = x2Cn-2) (Li2 - Ll1 ) .  

(n - 2) fois 
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Or, b.2 - b.1 = ( ( 1 + x2 ) 2 - x2 ) - ( 1 + x2) = x4 . D 'où, pour tout n � 2 , 

b.n = b.n- l + x2n . 

On en déduit alors , pour tout n � 2 : 

b.n = b.n- l + x2n = b.n-2 + x2(n- l ) + x2n = b.n-3 + x2(n-2) + x2(n- l ) + x2n 

= . . .  = b.1 + x2 x 2 + x2x 3  + . . .  + x2(n-2) + x2(n- l ) + x2n . 

Or, b.1 = 1 + x2 . Par conséquent, pour tout entier n non nul , 
n 

b.n = l + x2 + x4 + x6 + . . .  + x2(n-2) + x2(n- l ) + x2n = L x2k . 
k=O 

Ainsi , pour tout n non nul , le déterminant b.n s 'exprime comme la somme 
des n + 1 premiers termes d 'une suite géométrique de raison x2 et de premier 
terme 1 .  D 'où : 

'<ln E N* 
1 _ x2n+2 

1 - x2 
n + l  

si x2 f= 1 

sinon 

Solution de l 'exercice 5 

1 - Remarquons que (S1 ) étant carré, cela exclut le cas 2 du théorème de Rouché
Fontené. En effectuant à partir du système (S 1 ) les opérations E2 f-- E2 - 2E1 , 
E3 f-- E3 - 3E1 , puis E3 f-- 5E3 - 4E2 , on obtient le système échelonné : 

(S� ) 
{ X + 2y + 

- 5y + 
3z 

(m - 6)z 
(-4m - 16)z 

dont le rang dépend de la valeur du paramètre réel m. 

0 
1 
6 

- Si m = -4 alors le rang est 2 et la dernière équation est absurde puisqu'elle 
devient 0 = 6. Nous sommes dans le cas 3 du théorème de Rouché-Fontené : 
le rang du système est strictement inférieur au nombre d'équations et le 
système n'est pas compatible . Il n'y a pas de solution . 

- Si m f= -4 alors le rang est 3. Nous sommes maintenant dans le cas 1 du 
théorème de Rouché-Fontené : le rang du système est égal au nombre d'équa
tions et le système est carré . Le système est donc de Cramer. Il possède une 
unique solution (x, fj, Z) E lR.3 . On obtient , par remontée : 

- -3 z = ---
2m + 8 '  

. -m + 2 
pms y =  

2m + 8 
et enfin 

_ 2m + 5 x - ---
- 2m + 8 · 

En résumé, l 'ensemble des solutions s 'écrit : { { ( 2m + 5 -m + 2 -3 
) } S = 2m + 8 '  2m + 8 ' 2m + 8 

0 si m = -4 

si m f= -4 
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2 _ Remarquons que (82 ) étant surabondant , cela exclut les cas 1 et 2 du 

théorème de Rouché-Fontené. En effectuant à partir du système (82 ) les trois 
opérations élémentaires E2 +--- E2 - 2E1 , E3 +--- E3 - E1 et E4 +--- 2E4 - mE1 , 
puis E2 +--- - tE2 , et enfin E3 +--- E3 + 2E2 et E4 +--- E4 - (16  - 5m)E2 , on 
obtient le système suivant : 

8z 
z 

(m + 6)z 
(2 + 3m)z 

8 
1 
1 

-m - 16 

Interrompons l 'étape d'élimination pour discuter de la valeur du pivot m + 6 .  
_ Supposons m = -6.  I l  est facile de voir que le rang du système vaut 3 

(il est strictement inférieur au nombre d 'équations) et le système n 'est pas 
compatible (la troisième équation est absurde) : le système ne possède pas 
de solution. 

- Supposons à présent m -=/=- -6 .  Le pivot m + 6 est alors non nul , ce qui 
nous autorise à poursuivre l 'étape d 'élimination . En effectuant à partir du 
système (S� ) l 'opération élémentaire E4 +--- (m + 6)E4 - (2 + 3m)E3 , on 
obtient le système échelonné : 

(S�) y -
{ 2x + 5y - 8z 

z 
(m + 6 )z 

0 

8 
1 
1 

-m2 - 25m - 98 

De toute évidence, son rang est 3 (il est strictement inférieur au nombre 
d'équations) : nous sommes dans le cas 3 du théorème de Rouché-Fontené . 
Est-il compatible ? Le trinôme m2 + 25m + 98 possède deux racines réelles 
distinctes : 

-25 + J233 
2 

et 
-25 - J233 

2 
qui sont distinctes de -6 .  Par conséquent , si m r/. { m1 , m2 } alors le système 
est incompatible puisque la dernière équation est absurde : il n'y a donc pas 
de solution ; si m E { m1 , m2 } alors la dernière équation est triviale (0 = 0) , 
ce qui traduit , cette fois-ci, la compatibilité du système : il existe ainsi au 
moins une solution et cette dernière est unique (puisque la dimension du 
noyau est nulle) . On l 'obtient en résolvant les trois premières équations du 
système (S� ) .  On obtient , par remontée : 

- 1 Z = --
m + 6 '  

. _ m + 7 
pms y = -

m + 6 
et enfin 

En résumé, l 'ensemble des solutions s 'écrit : { { ( 3(m + 7) m + 7 1 ) } 
S = 2(m + 6) ' m + 6 '  m + 6 

0 si m r/. {m1 , m2 }  

_ 3 (m + 7) X =  . 
2 (m + 6) 





CHAPITRE 1 2  

Réduction des endomorphismes 

12.1 Éléments propres d'un endomorphisme 

12.1 .l Valeurs propres et vecteurs propres 

DÉFINITION 1 2 . 1  Soit f un endomorphisme d 'un OC-espace vectoriel E. On 
appelle valeur propre de f tout scalaire À E OC pour lequel il existe un vecteur 
u non nul de E tel que 

f (u) = Àu. 

Ce vecteur u non nul de E se nomme vecteur propre de f associé à la valeur 
propre À et le couple (>. ,  u) de OC x (E \ {OE})  se nomme élément propre de f .  

Remarques 

1. Dans la définition 12 . 1 ,  la condition qu 'un vecteur vérifiant f(u) = >.u 
soit non nul est impérative , car si on autorisait le vecteur nul, n' importe quel 
scalaire À de OC conviendrait et la définition d 'une valeur propre serait alors 
dépourvue d 'intérêt . 

2. Bien évidemment , les notions de valeur propre et de vecteur propre n'ont 
de sens que pour des endomorphismes puisqu 'un vecteur propre et son image 
appartiennent nécessairement au même espace vectoriel . 

Un vecteur propre associé à une valeur propre est-il unique ? 

La réponse est « non » .  Pour s 'en convaincre, considérons un vecteur propre u 
appartenant à E, associé à la valeur propre À .  Soit x un vecteur non nul ap
partenant à !Ku, c'est-à-dire x = au avec a '/:- 0 (car x '/:- OE) .  Calculons f(x) . 
Puisque f est linéaire , on a : 

f(x) = f (au) = af(u) = aÀu = Àau = Àx. 

Ainsi, tout vecteur non nul colinéaire à u est aussi vecteur propre associé à À. 
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;;: 
f (u) 

/ / 
Fig. 1 Représentation dans IR2 du cas où f (u) -1= Àu (figure de 
gauche, le vecteur u et son image par f ne sont pas colinéaires) 
et du cas où f ( u) = Àu (figure de droite, le vecteur u et son 
image par f sont colinéaires) . 

Exemples 

1 .  Soit E un IR-espace vectoriel de dimension 3 muni d 'une base B = (e1 , e2 , e3 ) .  
On considère l 'endomorphisme f de E défini par 

Le vecteur u1 = e1 + e2 + e3 est un vecteur propre de f associé à la valeur 
propre >.1 = - 1  car 

Comme nous l 'avons remarqué plus haut , tout vecteur non nul colinéaire à u1 
est aussi vecteur propre associé à À1 = - 1 .  Les deux vecteurs u2 = e1 - e3 et 
u3 = e2 - e3 sont deux vecteurs propres de f associés à la valeur propre >.2 = 2 
puisque 

f(u2 ) = f(e1 ) - f (e3) = 2 (e 1  - e3) = 2u2 , 
f (u3 )  = f(e2 ) - f(e3) = 2 (e2 - e3 ) = 2u3 . 

Tout vecteur non nul colinéaire à u2 ou à u3 est aussi vecteur propre associé 
à >.2 = 2. Remarquons que les deux vecteurs u2 et u3 sont linéairement indé
pendants . Toute combinaison linéaire non nulle de u2 et u3 est aussi vecteur 
propre associé à >.2 = 2. Vérifions-le. Soit x = au2 + j3u3 avec (a, /3) i- (0, 0) . 
Le vecteur x ainsi défini est alors nécessairement non nul (puisque u2 et u3 
forment une famille libre) et f ( x) = 2x. En effet , puisque f est linéaire , 

f(x) = f(au2 + j3u3 )  = af(u2 ) + /3f(u3 )  
= a2u2 + j32u3 = 2 (au2 + j3u3 )  = 2x. 

Comme nous le verrons par la suite, ,\1 = -1 et ,\2 = 2 sont les deux seules 
valeurs propres de f . 
2 .  Considérons à présent le IR-espace vectoriel C00 (IR) des applications définies 
sur IR à valeurs dans IR et indéfiniment dérivables sur IR. Cet espace est de 
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dimension infinie. Considérons l 'application linéaire f qui à un élément cp de 
C"° (IR) lui associe son application dérivée : 

J : c00 (JR) ------> c00 (1R) 
cp f----> cp' 

L 'application f est un endomorphisme de C00 (JR) et toute application de la 
forme x f----> e.xx avec À E JR est vecteur propre de f associé à la valeur propre 
À E JR car, pour tout x E IR, 

L'ensemble des valeurs propres de f est donc l 'ensemble R Remarquons que 
cet ensemble est infini. 

12. 1 .2 Caractérisation des valeurs propres 

On note idE : x E E f----> x E E l 'application identité de E. Soient À E OC une 
valeur propre de l 'endomorphisme f de E et u un vecteur propre associé à À .  
On a les équivalences suivantes : 

f(u) = À u  (j - À idE) (u) = ÜE u E Ker (j - À idE) . 

L'existence d 'un vecteur propre u, qui est nécessairement non nul ,  signifie que 
le noyau de l 'endomorphisme f - À idE n 'est pas réduit au vecteur nul ou , de 
manière équivalente, que l 'endomorphisme f - À idE n'est pas injectif. 

On peut par conséquent énoncer la caractérisation suivante. 

PROPOSITION 12.1 Soient E un OC-espace vectoriel et f un endomorphisme 
de E. Une condition nécessaire et suffisante pour que À E OC soit valeur propre 
de f est que l 'endomorphisme f - À idE ne soit pas injectif. 

Une valeur propre peut-elle être nulle ? 

Bien évidemment , la réponse est « oui » .<1l En effet , 0 est valeur propre d 'un 
endomorphisme f de E signifie qu'il existe un vecteur non nul u de E tel que 
f(u) = Ou = OE .  Autrement dit , 0 est valeur propre de f signifie que 

Ker f -1- {OE } ,  

c'est-à-dire que f n 'est pas injectif. Ainsi , une condition nécessaire et suffisante 
pour que 0 soit valeur propre de f est que f ne soit pas injectif. 

( 1 ) En revanche, un vecteur propre n 'est , par définition , jamais égal au vecteur nul . 
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PROPOSITION 12 . 2  Soient E un IK.-espace vectoriel, l un endomorphisme 
de E et (À , u) E lK. x ( E \ { 0 E }) un élément propre de l .  Alors, pour tout 
k E N* , (À k ,  u) est un élément propre de l k où 

k not. l l l l = 0 o . . .  o . 
'--....--' 

k fois 

De plus, si l est bijectif alors À =/:- 0 et ( >. - 1 ,  u) est un élément propre de 1- 1 . 

Démonstration Soit (À ,  u) E lK. x ( E \ { 0 E}) un élément propre de f .  Mon
trons que (À k ,  u) est un élément propre de lk pour tout k E N* . Effectuons une 
récurrence sur l 'entier k. La propriété est immédiate pour k = 1 .  Supposons 
que (>.k- l , u) soit un élément propre de lk- l avec k � 2 (c 'est notre hypothèse 
de récurrence) et déduisons-en que (Àk , u) est un élément propre de lk . Par 
hypothèse, lk- 1 (u) = >.k- 1u. En appliquant I à cette égalité et en utilisant la 
propriété de linéarité de l, on obtient : 

où il a été tenu compte que (>., u) était un élément propre de l .  On a ainsi 
obtenu l 'égalité : lk (u) = Àku, ce qui montre que (>.k , u) est élément propre 
de lk . Supposons à présent l bijectif. Ainsi , l est injectif et À =/:- 0 (nous 
utilisons ici la caractérisation suivante : 0 est valeur propre d 'un endomorphisme 
I si et seulement si, l n'est pas injectif) . Par hypothèse, l ( u) = Àu. Appliquons 
1- 1 (qui existe car l est bijective) à cette égalité .  On obtient : 

Or, 1- 1 (f(u)) = u (par définition de r 1 ) et 1- 1 (>.u) = v-1 (u) puisque r1 

est linéaire. On en déduit l 'égalité : 

1 - 1 Au =  I (u) , 

ce qui montre que (>.- 1 , u) est élément propre de 1- 1 . 

12.2 Sous-espaces propres 

12.2.1 Définition 

D 

Soit l un endomorphisme d 'un IK.-espace vectoriel E. Considérons deux vecteurs 
propres u et v associés à la même valeur propre À de I. On vérifie que tout 
vecteur non nul de la forme au + (Jv avec (a , (3) E IK.2 est aussi vecteur propre 
associé à À. En effet , 

l(au + (Jv) = al(u) + /3l(v) = aÀu + {3Àv = >.(au +  (Jv) .  



Réduction des endomorphismes 547 

Rappelons qu'un vecteur propre est (par définition) non nul .  Aussi , pour que 
l'ensemble formé de tous les vecteurs propres associés à la valeur propre À 
définisse un sous-espace vectoriel , il faut lui adjoindre le vecteur nul . 

DÉFINITION 12 .2  Soient f un endormorphisme d 'un OC-espace vectoriel E 

et À E OC une valeur propre de f .  On appelle sous-espace propre associé à À, 
et on note E;. ,  le sous-espace vectoriel de E constitué des vecteurs propres 
associés à À et du vecteur nul. Autrement dit, 

E;. 
dff. { x E E 1 f ( x) = À x } = Ker (f - À idE) . 

Remarques 

1 . Tous les vecteurs de l 'espace propre E;. sont des vecteurs propres de f (as
sociés à la valeur propre À) , à l 'exception du vecteur nul .  

2 . Si u E E est un vecteur propre associé à À E OC alors OCu c E;. . 

3 . Si 0 est valeur propre de f alors Eo = Ker f. En d'autres termes, si 0 est 
valeur propre de f alors le sous-espace propre de f associé à 0 est le noyau 
de f. 

12.2.2 Somme de sous-espaces propres 

Soient E;., et E;.2 deux sous-espaces propres de f associés aux valeurs propres 
distinctes À1 et À2 . Nous allons montrer que les deux sous-espaces E;., et E;.2 
sont en somme directe dans E. Rappelons qu'une condition nécessaire et suf
fisante pour que deux sous-espaces soient en somme directe est que leur inter
section soit réduite au vecteur nul (voir la proposition 8 . 16 ,  page 354) . Pour le 
cas présent , on doit vérifier que 

C'est immédiat . En effet , si u E E;., n E;.2 , alors f(u) = À1u et f(u) = À2u. 
On obtient : 

et on en déduit u = OE puisque À1 -1- À2 . La somme des deux sous-espaces 
propres E;., et E;.2 se note alors E;.1  EB E;.2 • Bien entendu, un endomorphisme 
peut posséder plus de deux sous-espaces propres . La somme de sous-espaces 
n'ayant été définie au chapitre 8 que dans le cas de deux sous-espaces vectoriels , 
nous allons généraliser les définitions de somme, somme directe et sous-espaces 
supplémentaires au cas de plus de deux sous-espaces . 



548 Sous-espaces propres 

DÉFINITION 12 .3  Soient E un IK-espace vectoriel et F1 , . . .  , Fm des sous
espaces de E.  

X La  somme de  F1 , . . .  , Fm est le sous-espace d e  E,  noté F1 + . . .  + Fm ,  défini 
par 

X En particulier, la somme de F1 , . . .  , Fm est dite directe si pour tout vecteur 
x appartenant au sous-espace F1 + . . .  + Fm 

Les vecteurs XF, , . . .  , X Fm sont appelés les composants du vecteur x respec-
tivement dans F1 , . . .  , Fm . Le sous-espace vectoriel F1 + . . .  + Fm se note 
alors F1 EB . . .  EB Fm . 

X Enfin, les sous-espaces vectoriels F1 , . . .  , Fm sont dits supplémentaires dans 
E si E = F1 EB . . .  EB Fm . 

Exemple Considérons un IK-espace vectoriel E de dimension finie muni d 'une 
base B = ( e i ,  e2 , . . .  , en ) . Les droites vectorielles !Ke i ,  !Ke2 , . . .  , !Ken sont 
supplémentaires dans E. On écrit alors E = !Ke1 EBIKe2 EB . . .  EBIKen . Vérifions-le. 
Soit x un vecteur de E. Puisque B est une base de E, 

Posant alors Xi = aiei pour tout i E { 1 ,  . . .  , n} , 

Les vecteurs x1 , x2 , . . .  , Xn sont les composants du vecteur x respectivement 
dans !Ke1 , !Ke2 , . . .  , !Ken . 

Revenons à présent à l 'étude des sous-espaces propres . 

PROPOSITION 12 .3  Soient E un IK-espace et f une application linéaire de 
E dans F. Si )q , . . .  , Àm sont des valeurs propres de f distinctes deux à 
deux alors la somme des sous-espaces propres correspondants E>.., ,  . . .  , E>.m 
est directe. On la note dans ce cas E>., EB . . .  EB E>."' . 

Démonstration Soit x un vecteur appartenant au sous-espace vectoriel 
E>., + E>.2 + . . .  + E>.m . Par définition de la somme de sous-espaces vectoriels. 
il existe (x1 , X2 , . . .  , Xm ) E E>., X E>.2 X . . .  x E>.m tel que 

X =  X 1 + X2 + . . .  + Xm . ( i : 



Réduction des endomorphismes 549 

Montrons que cette décomposition est unique. Appliquons successivement f , 
j2 , . . .  , fm- l à l 'égalité ( 1 ) . On obtient le système suivant : 

(S) 

X 
f(x) 
f2 (x) 

X1 + X2 + 
À1 X1 + À2X2 + 
ÀÎX1 + À�X2 + 

où il a été tenu compte, pour tout k E { 1 ,  2 ,  . . . , m} , que 

. . . ' 
car Xk E E>.k (voir la proposition 1 2 . 2 ,  page 546) . Le système linéaire (S ) est un 
système carré , d 'inconnue le m-uplet (x 1 , x2 , . . . , Xm) de E>., x E>.2 x . . .  x E>.= . 
Son déterminant est connu . C 'est le déterminant de Vandermonde d'ordre m 
associé aux coefficients À1 , À2 , . . .  , Àm · Il a fait l 'objet d 'un exercice de synthèse 
au chapitre 1 1  (voir page 534) . Il est donné par 

1 1 1 
À1 À2 Àm 

II (Àj - Ài ) ·  

Àm- 1 Àm- 1 .>,m- 1 l (i<j(m 
1 2 m 

Il est non nul puisque les valeurs propres À1 , À2 , . . .  , Àm sont supposées dis
tinctes deux à deux. Le système linéaire (S ) est donc de Cramer : il existe 
un unique m-uplet (x 1 , x2 , . . .  , xm ) de E>., x E>.2 x . . .  x E>.= ' solution du 
système (S ) ; ceci montre l 'unicité de la décomposition ( 1 ) . D 

Conséquence 

Une conséquence immédiate de la proposition 12 . 3  est que m vecteurs propres 
associés à m valeurs propres distinctes deux à deux forment une famille libre 
dans E. Mieux encore , si .C1 , . . .  , .Cm désignent des familles libres constituées de 
vecteurs propres appartenant respectivement à E>., , . . . , E>.= , alors la famille 
l = (.C1 , . . .  , .Cm) , obtenue par la réunion de ces m familles , est aussi une 
famille libre dans E. En effet , si on note .C1 = ( ui1 ) , u�l ) , . . .  , u�1( ) , . . .  , .Cm = 
( uim) , u�m) , . . .  , u�':) ) et .C la famille obtenue par la réunion de ces familles , 

.c _ ( ( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) (m) (m) (m) ) - U1 ' U2 ' . . . ' un, ' . . .  ' U1 ' U2 ' . . .  ' Unrn ' 
E E>.,  

alors, de  la  relation de liaison 

ai1 )ui1 ) + . . .  + a�1(u�1,) + . . . + aim)uim) + . . .  + a�':)ut) = OE,  



550 Cas d 'un espace de dimension finie 

on déduit , puisque la somme des sous-espaces E>., , . . .  , E>,"' est directe , que { ( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) a1 u1 + . . . + ltn 1 Un1 Oe 

a�m)u�m) + . . . + a�:)u�:) Oe 

D 'où, puisque chacune des familles .C1 , . . .  , .Cm est libre , 

On a donc montré que la famille .C = ( .C1 , . . .  , .Cm) était libre . 

Le sous-espace E>,1 EBE>,2 EB . . .  EBE>.rn n'ayant aucune raison d'être l 'espace E tout 
entier, les sous-espaces propres E>,1 , E>,2 , • • •  , E>,"' ne sont pas nécessairement 
supplémentaires dans E. Mais rien ne s 'oppose à ce qu 'ils le soient , et dans ce cas 
particulier , on dira que l 'endomorphisme f est diagonalisable. Nous reviendrons 
plus en détail sur ce point dans la suite du chapitre . 

EXERCICE 1 Soient E un <C-espace et f E .C,c(E) vérifiant f o f o f = ide . 
Soit j = - 1/2 + iv'3/2. Montrer que 

E = Ker (! - ide )  EB Ker (! - j ide) EB Ker (f - j2 ide ) . 

12.3 Cas d'un espace de dimension finie 

On se restreint maintenant au cas où E est un OC-espace vectoriel de dimension 
finie et on note dimoc (E) = n. 

12.3.1 Écriture sous forme matricielle 

On munit l 'espace E d 'une base B = (e 1 , e2 , . • .  , en ) ·  Soient f un endomor
phisme de E, ,\ une valeur propre de f (,\ E IK) et x un vecteur propre de f 
associé à ,\ ( x E E et x -1- 0 e ) .  En notant A = ( aij ) i �J,j ,;; n la matrice (carrée 
d 'ordre n) associée à f relativement à B et X la matrice-colonne formée des 
coordonnées x1 , x2 , . . . , Xn du vecteur propre x dans la même base B, l'égalité 
vectorielle 

f(x) = ÀX 

s 'écrit dans la base B sous la forme matricielle 

A X  = ,\ X, 
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c 'est-à-dire , 

On étend aux matrices carrées <2l les notions définies sur les endomorphismes . 

DÉFINITION 1 2 .4 Soit A une matrice carrée d 'ordre n à coefficients dans OC. 
;< On appelle valeur propre de A tout scalaire À E lK pour lequel il existe une 
matrice-colonne X E Mn, 1 (JK) non nulle telle que 

AX = >.X. 

La matrice-colonne X E Mn, 1 (JK) est appelée vecteur propre de A associé à À 
et le couple (>., X) se nomme élément propre de A. 

;< On appelle espace propre de A associé à À, et on note E>. , l e  sous-espace 
de Mn, 1 (JK) défini par 

E>. 
dff. {X E  Mn, 1 (JK) 1 AX = >.X} · 

)< On appelle spectre de A le sous-ensemble de lK constitué de toutes les valeurs 
propres de A. On le note Sp(A) . 

12.3.2 Calcul des valeurs propres 

Commençons par donner une caractérisation des valeurs propres , plus pratique 
que celle de la proposition 12 . 1 . On note In la matrice unité d'ordre n. On 
rappelle que In est inversible et  que c 'est la matrice associée à l 'application 
identité relativement à n'importe quelle base de E. Puisque A = MatB (f) , la 
matrice associée à l 'endomorphisme f - À idE relativement à B est A - À In ·  
D'après l a  proposition 12 . 1 ,  

À valeur propre d e  f f - À idE non injectif. (2) 

D'après le corollaire 9 .5 (voir page 398) , puisque l 'espace E est de dimension 
finie, on a équivalence entre les propriétés d 'injectivité et de bijectivité de l 'en
domorphisme f - À idE .  Autrement dit , 

f - À idE non injectif f - À idE non bijectif. (3) 

(2) 
Les notions de valeur propre et de vecteur propre sont dépourvues de sens pour des 
matrices rectangulaires et non carrées ! 
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Rappelons qu 'une condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme 
soit bijectif est que sa matrice représentative dans n'importe quelle base soit 
inversible (voir la proposition 10 . 1 2 ,  page 454) . On a ainsi l 'équivalence : 

f - À idE non bijectif <===? A - À In non inversible. ( 4) 

Enfin, la matrice A - À In est non inversible si et seulement si , son déterminant 
est nul. En regroupant ce dernier résultat avec les trois équivalences (2) , (3) 
et (4) , on obtient finalement l 'équivalence suivante : 

>. valeur propre de f <==* 

On a ainsi établi la proposition suivante. 

det (A - À In ) =  O. 

PROPOSITION 12 .4  Soient E un OC-espace vectoriel de dimension n muni 
d 'une base B, f un endomorphisme de E et A sa matrice associée relativement 
à B. Une condition nécessaire et suffisante pour que À E OC soit valeur propre 
de f est que 

det (A - À In ) =  O. 

On en déduit que, pour que 0 soit valeur propre de A, il faut et il suffit que 
<let (A) = 0 ,  c'est-à-dire que A ne soit pas inversible (d'après la proposition 
1 1 .2 ,  page 505) . On a ainsi montré la caractérisation suivante. 

COROLLAIRE 1 2 . 1  Une condition nécessaire et suffisante pour qu 'une ma
trice carrée A soit inversible est que 0 ne soit pas valeur propre de A. En 
d 'autres termes, pour toute matrice A carrée d 'ordre n sur OC, on a l 'équiva
lence : 

A E GLn (OC) 0 (j. Sp(A) . 

Étant donnée la matrice A E Mn (OC) , l 'application À E OC f---' <let (A - À In ) E OC 
est une application polynomiale de degré n . Cela conduit naturellement à la 
définition suivante. 

DÉFINITION 12 . 5  Soit A une matrice carrée d 'ordre n sur K 
)( On appelle polynôme caractéristique de A le polynôme à coefficients dans OC, 
de degré n , noté PA ,  défini par 

( ) 
déf. \f). E OC PA À = <let (A - À In ) . 

)( L 'équation algébrique PA (>.) = 0, d 'inconnue le scalaire À de OC, s 'appelle 
équation caractéristique associée à la matrice A.  

La détermination des valeurs propres de f dans OC équivaut au calcul des zéros 
du polynôme caractéristique PA E OC[X] de degré n . En effet , >. E OC est valeur 
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propre de f équivaut à PA (>..) = 0, c 'est-à-dire à 

an - À a12 a1n 
a21 a22 - À a2n 

= o. 

anl an2 ann - À 

Exemple Soit E un IR-espace vectoriel de dimension 3 muni d 'une base 
l3 = (e 1 , e2 , e3 ) ·  Reprenons l 'exemple de l 'endomorphisme f qui au vecteur x, 
de coordonnées x1 , x2 , x3 dans B, associe le vecteur y, de coordonnées y1 , Y2 , 
y3 dans B telles que 

Relativement à la base B, la matrice associée à f est 

A = ( - � - � = � ) . 
- 1  - 1 1 

Le polynôme caractéristique de A est donné par 

V>.. E lK PA (À) = - (>.. + 1 ) (>.. - 2)2 . 

Détaillons les calculs . Soit À E !K. Commençons par retrancher la troisième 
colonne à la première (C1 +-- C1 - C3 ) : 

1 - À  - 1  
- 1  1 - À  

- 1  - 1  
- 1  - 1  

- 1  - 1  1 - À  

2 - À  
0 

À - 2 

- 1 
1 - À 
- 1  1 - À  

Puis développons par rapport à la première colonne : 

2 - >.. 
0 

À - 2 

- 1  
1 - À  
- 1  

On obtient ainsi : 

- 1 
- 1  

1 - À  

2 - À  
0 

À - 2 

= c2 - >..) l 1-=-/ 1 -=-\ 1 +(>.. - 2) l 1 -=-\ = � I · 

- 1 
1 - À  
- 1 

'-��,-��-' � 
= >.. (>.. - 2) = 2 - À  

- 1 
- 1  = - (>.. + 1 ) (>.. - 2)2 . 

1 - À  

Les valeurs propres de A, et donc de f ,  sont les deux réels - 1 et 2 . On écrit : 
Sp(A) = {- 1 , 2} .  



554 Cas d'un espace de dimension finie 

Remarques 
1 .  Soit A =  (aijh�i ,j�2 une matrice carrée d'ordre 2. Pour tout >. E IK, 

et , comme indiqué sous les accolades, on remarque que les scalaires an + a22 
et aua22 - a12a21 sont respectivement la trace et le déterminant de A. Par 
conséquent , 

V>. E IK PA (>.) = >.2 - Tr(A)>. + det (A) . 
Plus généralement , si A =  (aijh�i,j�n est une matrice carrée d'ordre n alors 

V>. E IK PA (>.) = (- l )n>.n + (- l )n- 1Tr(A)>.n- l  + . . . + det (A) . 

2 .  Si une matrice A = (aij ) i �i ,j�n de Mn (IK) est triangulaire supérieure ou 
inférieure, alors ses valeurs propres sont les éléments de sa diagonale puisque 

n 

i=l 
C'est en particulier aussi le cas lorsque A est diagonale . 
Remarquons que le calcul des valeurs propres de l 'endomorphisme f de E s 'ef
fectue en résolvant l 'équation caractéristique PA (>.) = 0 où le polynôme ca
ractéristique PA est défini à partir de la matrice A, elle-même définie à partir 
d'une base B de E. La question suivante est alors légitime. 

Le calcul des valeurs propres dépend-il de la base choisie ? 

La réponse à cette question est « non ». Pour le vérifier , considérons une 
deuxième base C de l 'espace E et désignons par B la matrice représentative 
de f dans C .  Le polynôme caractéristique de B est défini par : 

V>. E IK PB (>.) = det (B - >.In ) ·  

Les deux matrices A et B sont semblables car elles représentent l e  même endo
morphisme dans des bases différentes . Elles vérifient ainsi : 

B = P-1AP 

où P désigne la matrice de passage de B à C. Vérifions que PB (>.) = PA (>.) 
pour tout >. E !K. Soit >. E !K. En utilisant det (P-1 ) = 1/ det(P) (voir la 
proposition 1 1 .3 ,  page 505) , on vérifie : 

PB (>.) det (P- 1AP - >.P- 1P) 
det (P- 1 (AP - >.P )) = det (P- 1 (A - >.In )P) 

det (P- 1 ) X det (A - >.In) x det (P) 
det (A - >.In) 

PA (,\) . 
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Le polynôme caractéristique PA est par conséquent invariant lorsqu 'on remplace 
A par une matrice semblable ou, de manière équivalente, lorsqu 'on représente f 
dans des bases différentes . On le note ainsi P1 et on dit que P1 est le polynôme 

caractéristique de l'endomorphisme f. On a :  

V>. E 1K P1 (>.) = det (Mats (f) - À  ln ) =  det (Mats(f - >. idE) ) 

pour toute base B de E. Le calcul des valeurs propres étant invariant par 
changement de base, nous pouvons ainsi nous placer dans n 'importe quelle 
base de E pour calculer les valeurs propres d 'un endomorphisme f de E. 

DÉFINITION 12 .6  Soient E un OC-espace vectoriel de dimension finie et f 
un endomorphisme de E. 

X Si À E ][( est une racine de multiplicité h du polynôme caractéristique de f 
alors on dit que À est une valeur propre de multiplicité h (ou d'ordre h) de f .  

X En particulier, s i  h = 1 alors l a  valeur propre est dite simple . Si h > 1 alors 
la valeur propre est dite multiple. Elle est dite dou ble lorsque h = 2 et triple 

lorsque h = 3 . 

Existe-t-il toujours des valeurs propres ? 

La réponse est « oui » à la condition que le corps ][( considéré soit algébri
quement clos . C 'est le cas du corps C. Rappelons que tout polynôme de <C [X] 
de degré n admet n racines (comptées avec leurs multiplicités) dans C (voir le 
théorème de d'Alembert-Gauss , page 251 ) . Le polynôme caractéristique d'un 
endomorphisme f d'un C-espace E se factorise ainsi dans C comme suit : 

m 
\;/).. E ][( P1 (>.) = (- lt II (>. - >.i ) h' 

i=l  
où À1 , À2 , . . .  , Àm désignent les valeurs propres distinctes de f ,  de multiplicités 
respectives h1 , h2 , . . .  , hm et où m � n et h1 + h2 + . . .  + hm = n. Ainsi , 
un endomorphisme d'un C-espace vectoriel E de dimension n, admet toujours 
(au moins) une valeur propre (sous-entendu dans C) et le nombre de valeurs 
propres distinctes est inférieur ou égal à n, ce que l 'on résume par 

VA E Mn (C) ( Sp(A) f= 0 et card (Sp(A) ) � n ) . 

La situation est différente lorsque l 'on travaille sur le corps des nombres réels 
car, contrairement à C, lR n'est pas algébriquement clos . Un endomorphisme 
d'un IR-espace vectoriel peut ne pas avoir de valeur propre . C 'est par exemple 
le cas de la matrice réelle suivante : ( cos () Ao = sin () 

où B E [O, 27r[ .  En effet , 

- sin () ) E M2 (1R) cos () 

\;/).. E IK PA8 (>.) = >.2 - Tr(Ao ) >.  + det (Ao ) = >.2 - 2>. cos () + 1 .  
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Les valeurs propres sur <C sont ,\1 = eili et ,\2 = e- ili car 

( ili ) ( ili) PA8 e = PA8 e = O .  

Si e -=/- 0 et e -=/- 11' alors Ao ne possède aucune valeur propre dans IR ; son spectre 
est vide. En revanche, si e = 0 ou si e = 11' alors le spectre est non vide puisque 

Sp(Ao ) = Sp(I2 ) = { 1 }  et Sp(Arr ) = Sp(-I2 ) = { - 1 } .  

EXERCICE 2 Soit A une matrice carrée d 'ordre n à coefficients dans !K. 
1 - Soit m E N* . Montrer que si À est valeur propre de A associée au vecteur 
propre X alors ,\ m est valeur propre de Am associée à X. 
2 - Déterminer les valeurs propres de A lorsque A 2 = A (on dit que A est 
idempotente) ; même question lorsque An = In . 
3 - Supposons A inversible . Montrer que si (-\, X) est élément propre de A 
alors ( ,>_ - l , X) est élément propre de A - 1 . 

12.3.3 Calcul des vecteurs propres 

Intéressons-nous maintenant au calcul des vecteurs propres correspondant à 
chacune des valeurs propres . Soit x = x1 e1 + x2e2 + . . .  + Xnen un vecteur 
propre de f associé à la valeur propre À. Calculer x ,  c'est résoudre l 'équation 
vectorielle suivante : 

(! - À idE ) (x) = ÜE .  

Les solutions sont les vecteurs du  sous-espace propre EÀ = Ker (! - ,\ idE) . 
Puisque f - ,\ idE n 'est pas injective, il existe des solutions autres que le vec
teur nul .  Se pose alors la question de la dimension du sous-espace propre E>. . 
On sait déjà que EÀ est de dimension finie et que sa dimension ne peut ex
céder n puisque EÀ est inclus dans E et dimoc (E) = n. Remarquons que si 
u -=/- 0 E désigne un vecteur propre de f associé à la valeur propre ,\ E lK alors, 
nécessairement , 1Ku c EÀ d 'où 

dimoc (EÀ ) ? 1 

car dimoc (lKu) = 1 .  Le sous-espace propre EÀ est donc de dimension supérieure 
ou égale à 1 .  La proposition suivante complète ce résultat . 

PROPOSITION 12 .5  Soit f un endomorphisme d 'un OC-espace vectoriel E de 
dimension finie. Si À est une valeur propre de multiplicité h de f alors 

1 � dimoc (EÀ )  � h. 

En particulier, si À est une valeur propre simple de f alors dimoc (EÀ)  == 1 . 
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Démonstration Soit _:i = dimIK (E) . Pour qu'il n'y ait pas d'ambiguïté, nous 
notons provisoirement À une valeur propre_de multiplicité h de f et À la variable 
du polynôme caractéristique P1 . Puisque À est valeur propre de multiplicité h, 
il existe un polynôme Q E IK[X] de degré n - h tel que 

avec Q(>:) -1- O. Désignons par p � 1 la dimension du sous-espace propre E>. 
associé à la valeur propre i Montrons que (,\ - ).')P divise le polynôme carac
téristique P1 . Pour cela, nous munissons le sous-espace propre E>. d 'une base 
(u1 , u2 , . . . , up) · D'après le théorème de la base incomplète, on peut compléter 
cette famille (libre) par n - p vecteurs v 1 ,  . . .  , Vn-p de E, pour obtenir une 
base de E. Notons C cette nouvelle base : C = (u1 ,  u2 , . . .  , up , v 1 , . . . , Vn-p) · 
Pour chaque entier j compris entre 1 et p, le vecteur u1 est un vecteur propre 
correspondant à la valeur propre i On a donc f ( u1 ) = >:u1 pour tout j E 
{ 1 , . . . , p} . Écrivons alors la matrice Mate (!) associée à f dans la nouvelle 
base C. Concentrons-nous sur ses p premières colonnes . Pour j variant de 1 à 
p, son j-ième vecteur-colonne est , par définition , constitué des coordonnées du 
vecteur f ( u1 ) dans la base C .  On a alors : 

À 
0 

Mate (!) =  0 

0 

0 

0 
-
À 

. . . 

. . . 

. . . 

0 

R 
0 

0 À 

. . .  0 D . . . 0 Vn-p 

où R est une matrice rectangulaire de type (p, n - p) et S une matrice car
rée d 'ordre n - p. L'expression du polynôme caractéristique associé à f étant 
indépendante de la base choisie , on a : 

P1 (>-) = <let (1\!Iatc (f) - À In ) . 

En développant par rapport aux p premières colonnes , on obtient : 

().' - ,\)Pdet(S - Àln-p) 
( - l )P (,\ - ).')Pdet(S - Àln-p) · 

Ainsi , (,\ - ).')P divise le polynôme P1 , ce qui termine la démonstration puisque 
(À - ).')P ne divisant pas Q, cela signifie qu'il divise nécessairement (,\ - >:)h , 
d'où p ( h. En particulier, si la multiplicité de ).' est égale à 1 ,  on en déduit 
immédiatement que p = 1 . D 
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Comment déterminer la dimension d'un sous-espace propre ? 

Dans le cas d 'une valeur propre simple , c 'est immédiat car le sous-espace propre 
associé est de dimension égale à 1 .  En revanche, dans le cas d 'une valeur propre 
de multiplicité h � 2 ,  cela l 'est moins car la dimension du sous-espace propre 
associé n 'est a priori pas égale à h. Pour déterminer dimoc (E>-. ) ,  il suffit cepen
dant d'appliquer le théorème du rang à l 'endomorphisme f - À  ide . On obtient 
alors la relation : 

dimoc ( E) = rg (! - À ide ) + dimoc (Ker(! - À ide ) ) , 

d'où, puisque E>-. = Ker (f - À ide ) ,  

1 dimoc (E>-. )  = dimoc (E) - rg (f - À ide ) · I 
Le calcul du rang de f - À ide nous permet donc de trouver dimoc (E>-. ) .  

Détermination d'une base d'un sous-espace propre 

Après avoir calculé la dimension du sous-espace propre E>-. , on en cherche une 
base . Si p = dimoc (E>-. )  alors cela revient à chercher p vecteurs linéairement 
indépendants vérifiant l 'équation vectorielle suivante : 

(! - À ide ) (x) = Oe 

ou, de manière équivalente (en se plaçant dans la base !3) , vérifiant l 'équation 
matricielle suivante : 

en - À  ai2 ain 
a21 a22 - À  a2n 

an1 an2 ann - À  ) C � )  ( : )  
où x1 , x2 , . . .  , Xn désignent les coordonnées du vecteur x dans la base B. Ainsi, 
la détermination d 'une base du sous-espace propre E>-. se ramène à la résolution 
du système linéaire n x n homogène : 

(S) 

{ (a 1 1  - À)x1 + ai2X2 + . . .  + ainXn 
a21 X1 + (a22 - À)x2 + . . . + a2nXn 

an1X1 + an2X2 + . . .  + (ann - À)Xn 

0 
0 

0 

où les inconnues sont les scalaires x1 , x2 , . . .  , Xn et où les données sont les 
coefficients aij , 1 :'( i ,  j :'( n, de la matrice A ainsi que la valeur propre À 
que l 'on a calculée au préalable. Bien évidemment , un tel système n'est pas de 
Cramer puisque son déterminant est nul (son rang est ainsi strictement inférieur 
au nombre d 'équations) .  Il est en revanche compatible (car homogène) , ce qui 
signifie qu'il possède des solutions autres que la solution banale. 
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1 2 .3.4 Illustration avec un exemple 
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Reprenons l 'exemple de l 'endomorphisme f de E, avec E un JR.-espace vectoriel 
de dimension 3 muni d 'une base B = ( e 1 , e2 , e3) , dont la matrice associée 
relativement à B est 

A =  ( - � -� = � ) . - 1 - 1 1 
Nous avons déjà vérifié que Sp(A) = { - 1 ,  2} et que - 1 est valeur propre simple 
et 2 valeur propre double (voir page 553) . 

Détermination du sous-espace propre associé à )11 = -1 
Puisque la valeur propre À1 = - 1 est simple , son sous-espace propre E>., est 
nécessairement de dimension égale à 1 .  Soient x = x1 e1 +x2e2+x3e3 un vecteur 
de E>., , rapporté à la base B, et X la matrice-colonne formée des coordonnées 
x1 , x2 , X3 . On doit résoudre (A - ( - l )I3 ) X = 0, c 'est-à-dire : 

Les scalaires x1 , x2 et x3 vérifient le système linéaire 3 x 3 homogène suivant : 

(S) 
X2 

+ 2x2 
X2 

0 
0 
0 

En utilisant la méthode du pivot de Gauss, ce système est équivalent au système 
échelonné suivant : 

(S' ) 
{ 2x1 X2 

3x2 
0 
0 
0 

Son rang est égal à 2 .  Ainsi, rg (A - (- 1 )13 )  = 2 ,  d'où dimJR (E>.J = 3 - 2 = 1 .  
On retrouve bien que le sous-espace propre E>. , est de dimension égale à 1 .  
En éliminant dans le système (S') l a  dernière équation et en faisant passer aux 
seconds membres les termes comportant l 'unique inconnue non principale x3 , 
on se ramène au système suivant (contrairement au système (S) , le système 
(S") est de Cramer) : 

(S" ) { 2x1 

On obtient x1 = X3 et x2 = x3 . Ainsi, un vecteur propre X E IVl3 , 1 (JR.) de A 
associé à >.1 s 'écrit : 
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Finalement , un vecteur propre x de f associé à À1 s 'écrit sous la forme 

On obtient le vecteur propre u1 = e1 + e2 + e3 en choisissant X3 = 1 .  Le sous
espace propre associé est une droite vectorielle . Il est donné par E>'I = IRu1 . 

Détermination du sous-espace propre associé à ,\2 = 2 
La valeur propre À2 = 2 est une valeur propre multiple d'ordre 2 .  On sait donc 
que dimIR (E>-2 ) = 1 ou 2. Un vecteur propre de A vérifie (A - 2 13 )  X = o, 
c'est-à-dire : 

( - 1  
- 1  
- 1  

- 1  
- 1  
- 1  

- 1  
- 1  
- 1  

D e  manière évidente, rg(A - 2 13 )  = 1 ,  d 'où dimIR (E>-2 ) = 3 - 1  = 2 .  Les trois 
équations du système sont identiques . On se ramène à une seule équation à 
trois inconnues , qui se résout en fixant deux des trois variables et en résolvant 
par rapport à la variable restante. En fixant x2 et X3 on voit que la solution de 
l 'équation 

-X1 - X2 - X3 = Ü 
est x1 = - (x2 + x3 ) . Ainsi, un vecteur propre X de A associé à À2 s 'écrit : 

X 
__ ( xxx�I ) ( - (x2�+� x3 )  ) avec x2 E IR et X3 E IR. 

Un vecteur propre x de f associé à À2 s 'écrit donc sous la forme suivante : 

x - (x2 + X3 )e1 + x2e2 + x3e3 
x2 (-e1 + e2 ) + x3 (-e1 + e3 ) avec x2 E IR et x3 E IR, 

ce qui montre que les deux vecteurs -e1 +e2 (correspondant à x2 = 1 et X3 = 0) 
et -e1 + e3 (correspondant à x2 = 0 et X3 = 1 )  engendrent E-'2 • Ces deux 
vecteurs forment une base de E-'2 car le sous-espace E>-2 est de dimension 2 . 
En choisissant x2 = 0 et X3 = - 1  d 'une part, et x2 = 1 et x3 = - 1  d'autre 
part , on obtient les deux vecteurs propres u2 = e1 - e3 et u3 = e2 - e3 . Ces 
deux vecteurs forment aussi une base de E-'2 • Le sous-espace propre associé à 
la valeur propre À2 = 2 est donc un plan vectoriel . Il est donné par 

Pour faire la transition avec le paragraphe suivant , on remarque que 

dimIR (E>-1 ) + dimIR (E>-2 ) = dimIR (E) . 
""'--..-' ""'--..-' ....__,_., = 1 = 2 = 3 

Puisque E-'1 n E-'2 = {OIRa } ,  on en déduit que les deux sous-espaces sont sup
plémentaires dans E,  ce qu'on écrit E = E>-1 EB E-'2 • 
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1 2.4 Diagonalisation et trigonalisation 

12.4.l Diagonalisation d'un endomorphisme 

Comme nous l 'avons vu au paragraphe 1 2 .3 . 2 ,  tous les endomorphismes d 'un JK
espace vectoriel E n'admettent pas nécessairement de valeurs propres (et donc 
de vecteurs propres) . Cependant , s 'ils existent , les vecteurs propres d 'un endo
morphisme f associés à des valeurs propres distinctes forment une famille libre 
dans l 'espace E (voir les commentaires à la suite de la proposition 12 .3) . Cela 
fait d'une famille de vecteurs propres un « bon candidat » pour constituer une 
base de E puisque, pour être une base, il ne lui reste plus qu 'à être génératrice 
de l'espace E tout entier . Et si c 'est le cas , on dira que f est diagonalisable . 

DÉFINITION 12 .  7 Soit E un OC-espace de dimension finie ou infinie. Un en
domorphisme f de E est dit diagonalisable sur lK s 'il existe une base de E 
formée de vecteurs propres de f .  Diagonaliser f, c 'est trouver une telle base. 

Quel intérêt avons-nous à diagonaliser un endomorphisme ? 

Plaçons-nous maintenant dans le cas d 'un espace vectoriel E de dimension n et 
considérons un endomorphisme f de E. Supposons f diagonalisable . D 'après 
la définition 1 2 . 7, cela signifie qu'il existe une base notée C = ( u1 , u2 , . . .  , un ) 
constituée de vecteurs propres de f. Écrivons la matrice associée à f relative
ment à la base C. Par définition , son j-ième vecteur-colonne est constitué des 
coordonnées de f ( Uj ) dans C. Or, u1 , u2 , . . .  , Un sont des vecteurs propres 
de f. Il existe donc n valeurs propres , comptées avec leurs multiplicités et notées 
)11 , >.2 , . . .  , Àn (elles appartiennent toutes à JK) telles que 

On en déduit alors : 

Mate (!) = 

f (u2 ) 
0 
À2 

. . .  ' 

0 

C'est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres 
(distinctes ou confondues) >. 1 , >.2 , . . .  , Àn de f. On la note aussi : 

Mate (!) ngt. diag (À1 , À2 , . . .  , Àn) . 

En notant P E GLn (lK) la matrice de passage d'une base (quelconque) B de E 
à la base des vecteurs propres C ,  on a la relation : 

diag (À1 , À2 , . . .  , Àn) = p- l Mat3 (!) P .  
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Pour toute base B de E, la matrice associée à f dans B est ainsi semblable à 
une matrice diagonale. 
En résumé, si un endomorphisme f d'un OC-espace vectoriel E est diagonalisable 
sur OC alors sa matrice associée dans la base formée de ses vecteurs propres est 
diagonale et toute matrice associée à f relativement à une base (quelconque) 
de E est semblable à une matrice diagonale. 
On a la définition suivante . 

DÉFINITION 12 .8  Soit A une matrice de lVIn (OC) .  On dit que A est diago
nalisable si elle est semblable à une matrice diagonale, c 'est-à-dire s 'il existe 
une matrice inversible P d 'ordre n sur OC, et s 'il existe une matrice diagonale 
D d 'ordre n sur OC, telles que 

D = p- 1AP . 

Diagonaliser A, c 'est trouver D .  

Dire qu'une matrice rectangulaire est diagonalisable n'a pas de sens ! Il faut 
qu'elle soit carrée . Comme le montre l 'exemple qui suit , la manière de diago
naliser une matrice (qui est diagonalisable) n 'est pas unique. 

Exemple Soient la matrice carrée A appartenant à M3 (�) et les trois vecteurs 
colonnes U1 , U2 et U3 appartenant à M3, 1 (�) suivants : 

A = ( - � 
- 1  

- 1  
1 

- 1  

- 1  ) - 1  ' 1 

On a déjà vérifié que U i est un vecteur propre de A associé à À1 = - 1  et que 
U2 , U3 sont deux vecteurs propres de A associés à À2 = 2 (voir page 559) .  
Considérons les trois matrices P ,  Q et  R de GL3 (�) suivantes : 

( +  1 ) ( 1 1 

: ) ' P = U2 U3 1 0 
1 1 1 - 1  - 1  

Q � ( + 1 1 ) ( 1 1 

: ) ' U1 U3 0 1 
1 1 - 1  1 - 1  

R � ( + 1 1 ) ( 1 0 D U3 U1 0 1 
1 1 -1  - 1  

O n  vérifie alors les trois égalités matricielles suivantes : 

n 0 D 2 
0 

'-....-' 
= diag(- 1 ,  2 ,  2) 

- 2 
1 ( 1 

3 - 1  

1 
- 1  

2 

= p- 1 
=D ( 1 - 1  - 1  ) ( i  � : ) . - 1  1 - 1  

- 1  - 1  1 1 - 1  - 1 
� 

= A = P 
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( � -� � ) � ( � - i -i ) ( - i -i = i ) ( � 
0 0 2 3 - 1  2 - 1  - 1  - 1  1 - 1  

� 
:=: diag(2 , - 1 , 2) = Q- 1 = A  

1 
1 
1 

= Q 

0 0 - 1  1 1 1 - 1  - 1  1 - 1  - 1  
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� ) , 
- 1  

( � � � ) � ( -� -� = i ) ( - i -i =i ) ( � � 
� --��..,--��� === diag(2 , 2 ,  - 1 )  = R- 1 = A  = R 

Remarque Soit A une matrice d 'ordre n sur !K. Supposons A diagonalisable. 
Si >.1 , . . .  , Àm désignent les valeurs propres de A, distinctes deux à deux et de 
multiplicités respectives h1 , . . .  , hm , alors, pour tout i E { 1 ,  . . . , m} , la valeur 
propre Ài est présente hi fois sur la diagonale principale de la matrice D. Le 
rang de A est alors égal au nombre de valeurs propres non nulles (comptées avec 
leurs multiplicités) . De plus , puisque A et D sont semblables , det (D) = det (A) . 
Par conséquent, 

m 
det(A) = II >-7' = (>.1 X .. .  X >.i ) X ... X (Àm X ... X Àm) · 

i= l �h c . '-----v--'' c . 1 101S Lm 101S 

Puisque A et D sont semblables , Tr(D) = Tr(A) (voir en page 473) . Ainsi , 
m 

12.4.2 Caractérisation de la diagonalisation en dimension finie 

PROPOSITION 12 .6  Soient E un OC-espace de dimension finie et f un endo
morphisme de E. Soient >.1 , À2 , . . .  , Àm les valeurs propres distinctes de f et 
E>., , E>.2 , • • •  , E>.m les sous-espaces propres correspondants. Une condition 
nécessaire et suffisante pour que f soit diagonalisable est que 

Démonstration Ç'.': Soient ni = dimJK ( E >.; ) pour tout i E { 1, 2, . . . , m} et n = 
dimoc (E) .  Supposons f diagonalisable et montrons que n1 + n2 + . . .  + nm = n. 
Puisque f est diagonalisable, il existe une base C de vecteurs propres de f .  La 
matrice associée à f dans cette base est diagonale. On s 'en sert pour calculer 
le polynôme caractéristique P1 .  En notant À 1 , ,\2 , . . .  , Àm les valeurs propres 
distinctes ,  de multiplicités respectives h1 , h2 , . . . , hm , on a :  

m 
\:/,\ E lK P1 (>.) = det (Matc (f) - À ln) = IT(>.i - À)h' , 

i= l 
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d 'où hi + h2 + . . .  + hm = n puisque P1 est un polynôme de degré n. Il est alors 
suffisant de montrer que ni = hi pour tout i E { 1 ,  2 ,  . . .  , m} car de l 'égalité 
hi + h2 + . . .  + hm = n, on pourra en déduire l 'égalité recherchée : 

- Pour tout i appartenant à { 1 , 2 ,  . . .  , m} , les vecteurs propres de C corres
pondant à la valeur propre Ài (il y en a hi) forment une famille libre . On a 
donc nécessairement : 

\li E { 1 , 2 ,  . . .  , m} ni ")! hi . (5) 

- D'après la proposition 12 . 5 ,  la dimension d 'un sous-espace propre est infé
rieure ou égale à la multiplicité de la valeur propre à laquelle il est associé . 
On a donc aussi : 

\li E { 1 , 2 ,  . . . , m} ni � hi . (6) 

De (5) et (6) on déduit que ni = hi pour tout i E { 1 ,  2 ,  . . .  , m} . 

[::: Montrons à présent la réciproque. Supposons que ni + n2 + . . .  + nm = n 
et montrons que f est diagonalisable . On extrait une base de chacun des sous
espaces propres E>.1 , E>.2 , • • •  , E>.m . Soient 

. . . ' 

des bases respectives des sous-espaces E>.1 , E>.2 , • • •  , E>."' .  Tous les vecteurs 
appartenant à ces bases sont des vecteurs propres . On considère la famille C 
que l 'on obtient en réunissant l 'ensemble des m bases Ci , C2 , . . .  , Cm : 

C = ( u �i ) , u�i ) , . . .  , u�i1) , u�2) , u�2) , . . .  , u�2} , . . . , u�m) , u�m) , . . .  , u�r;:.)) . 

E E>.1  E E>.2 E E>."' 

C 'est une famille libre dans E. Nous avons déjà vérifié ce point au para
graphe 12 . 2 . 2  (c'est une conséquence de la proposition 12 .3 ) . Or, card(C) = 

card(Ci ) + card(C2 ) + . . .  + card(Cm) = ni + n2 + . . .  + nm . En tenant compte 
de notre hypothèse (ni + n2 + . . .  + nm = n) , on obtient card(C) = n. Puisque 
toute famille libre de n vecteurs dans un espace de dimension n est une base, 
la famille (de vecteurs propres) C ainsi construite est effectivement une base 
de E ;  cela termine la démonstration. D 

Remarque Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme f 
d 'un OC-espace vectoriel E soit diagonalisable est que l'espace E soit somme di
recte des sous-espaces propres E>., , E>.2 , • • •  , E>-m : 

On déduit immédiatement de la proposition 12 .6  une condition suffisante (mais 
non nécessaire) pour qu 'un endomorphisme soit diagonalisable . 
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COROLLAIRE 12 .2  Soit E un OC-espace vectoriel de dimension n. Si un en
domorphisme f de E possède exactement n valeurs propres distinctes deux à 
deux, alors f est diagonalisable 

Démonstration Soit f un endomorphisme d 'un OC-espace vectoriel E de di
mension n. Supposons les valeurs propres >.1 , >.2 , . . . , Àn distinctes deux à 
deux. Ce sont donc nécessairement des valeurs propres simples de f et , d 'après 
la proposition 12 . 5 ,  la dimension de chaque sous-espace propre est égale à 1 .  
On a ainsi : 

dim1K (E.x1 ) + dim1K (E.x2 ) + . . . + dimlK (E.x,. ) = dimJK (E) , 
"'-..--' "'-..--' '-..,-' '-,,.---' 

= 1  = 1  = 1  = n  

et , d'après la proposition 12 . 6 ,  cela nous permet de conclure que f est diago
nalisable. D 
Comme l ' illustre le deuxième exemple ci-après , la condition donnée dans le 
corollaire 12 . 2  est suffisante mais non nécessaire. 

Exemples 

1. Soit A =  ( � � -� ) E M3 (JR) .  Soit >. E R On a : 
0 2 4 

2 - >. 
0 
0 

1 
1 - >. 

2 

0 
- 1  

4 - >. 
= (2 - >.) (>.2 - 5>. + 6) = - (>. - 2)2 (>. - 3) . 

La matrice A possède ainsi une valeur propre simple (>.1 = 3 ;  on a donc 
dimIR (E.x1 ) = 1) et une valeur propre double (>.2 = 2) . On vérifie facilement 
que E.x1 = Vect ( ( l ,  1 ,  -2) ) et E.x2 = Vect ( ( l ,  0, 0)) où nous nous sommes 
placés dans l 'espace IR3 . On a donc dimIR (E.x2 ) = 1 .  La matrice A n'est pas 
diagonalisable car 

2. Reprenons l 'exemple de la matrice A de M3 (JR) définie par 

A =  ( - � - � = � ) . 
- 1  - 1  1 

Les valeurs propres de A sont >.1 = - 1  (valeur propre simple) et >.2 = 2 (valeur 
propre double) et E.x1 = Vect ( ( l , 1 , 1 )) et E.x2 = Vect ( ( l , 0 , - 1 ) , (0, 1 , - 1 ) ) . 
Nous nous sommes encore placés dans l 'espace JR3 . Cette matrice est diago
nalisable (nous l 'avons d'ailleurs diagonalisée suivant trois manières différentes 
dans un exemple précédent) car 
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On utilise aussi souvent la caractérisation suivante. 

COROLLAIRE 12 .3  Soient E un OC-espace de dimension n et f un endomor-
phisme de E.  Soient >.. 1 , >..2 , . . .  , Àm les valeurs propres distinctes de f de 
multiplicités respectives h1 , h2 , . . .  , hm et E.x1 , E.x2 , • • •  , E.xm les sous-espaces 
propres correspondants. Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit 
diagonalisable est que { h1 + h2 + . . .  + hm = n 

Vi E { l , . . .  , m} dimoc (E.x. ) = hi 

EXERCICE 3 On considère dans Nh(JR) les deux matrices suivantes : 

1 - Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres associés des 
matrices A et B .  Les matrices A et B sont-elles diagonalisables ? 
2 - Mêmes questions si on considère A et B dans M3 (C) . 

Tout endomorphisme est-il diagonalisable ? 

On se convainc facilement que la réponse à cette question est « non » .  En effet , 
d 'après le corollaire 12 .3 ,  pour qu'un endomorphisme d 'un OC-espace vectoriel E 
soit diagonalisable, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient 
satisfaites : 

1 .  le nombre de ses valeurs propres (comptées avec leurs multiplicités) est égal 
à la dimension de E ; 

2 .  la dimension de chacun des sous-espaces propres est égale à l 'ordre de mul-
tiplicité de la valeur propre correspondante. 

Il existe des endomorphismes pour lesquels l 'une ou l 'autre de ces deux condi
tions (ou les deux à la fois) n 'est pas vérifiée (voir l 'exemple précédent et l'exer
cice 3) . Néanmoins, nous pouvons remarquer que si OC = C alors la première 
condition (celle portant sur le nombre de valeurs propres) est automatiquement 
vérifiée puisque tout polynôme de C [X] est scindé sur C .  L'obstruction à la dia
gonalisation d 'un endomorphisme d 'un C-espace vectoriel ne pourra apparaître 
que si la deuxième condition (celle portant sur la dimension des sous-espaces 
propres) n 'est pas vérifiée . 

Il est intéressant de noter que certaines catégories d'endomorphismes ne sont ja
mais diagonalisables . C 'est le cas des endomorphismes nilpotents , à l 'exception 
de l 'application nulle . Ce point est développé ci-après . 
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Endomorphisme nilpotent 

PROPOSITION 12 .7  Soit f un endomorphisme d 'un OC-espace vectoriel E de 
dimension finie. Supposons f non identiquement nul. Si f est nilpotent alors 
J n'est pas diagonalisable. 

Démonstration Utilisons un raisonnement par contraposée. Supposons f à 
la fois nilpotent et diagonalisable et déduisons-en que f est identiquement nul .  
Soient n = dimoc: (E) et B une base de E.  Notons N E  Mn (OC) la matrice associée 
à f dans B. D'après notre hypothèse, N est à la fois nilpotente et diagonalisable .  
Puisqu 'elle est diagonalisable, i l  existe une matrice inversible P d'ordre n sur OC 
telle que 

D = p- 1NP 

avec D = diag (À1 , À2 , . . .  , Àn ) · Les scalaires À1 , À2 , . . .  , Àn sont les valeurs 
propres (distinctes ou confondues) de N. En multipliant à gauche par P et à 
droite par p- 1 , on obtient : 

N = PDP- 1 

et on montre (par récurrence sur l 'entier k) que Nk = PDkp- l ou encore 
Dk = p-lNkP pour tout k E N. Puisque N est nilpotente, NP = 0 pour un 
certain entier p non nul . Il vient alors que DP = 0, autrement dit que 

l I  :, 0 I l  r :  � 0 D 
Il en résulte que À1 = À2 = . . . = Àn = O. La matrice diagonale D est donc 
nulle. On en déduit que la matrice N est nulle , ou, de manière équivalente ,  que 
l'endomorphisme f est identiquement nul .  D 

Décomposition de Dunford 

L'importance de l 'étude des endomorphismes nilpotents apparaît clairement 
dans la proposition suivante que nous admettons . 

PROPOSITION 12 .8  (Décomposition de Dunford) 
Soit f un endomorphisme d 'un OC-espace vectoriel E de dimension finie, dont 
le polynôme caractéristique est scindé sur OC (ce qui est toujours le cas lorsque 
IK = C) . Alors il existe un unique couple (g , h) d 'endomorphismes de E tel 
que 

f = g + h et g o h = h o g 
avec g diagonalisable et h nilpotent. Cette décomposition est connue sous le 
nom de décomposition de Dunford. 
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Les deux endomorphismes g et h sont définis à partir de f. L'endomorphisme 
g (respectivement h) est appelé partie diagonalisable (resp. partie nilpotente) 
de f .  Il est à noter que lorsque le corps de référence est <C, une condition 
nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme soit diagonalisable est que 
sa partie nilpotente soit l 'endomorphisme nul . 

Exemple Soit f l 'endomorphisme de JR3 dont la matrice dans la base cano
nique est la matrice A définie par 

A =  ( -� -� -: ) . 
4 2 - 1  

La partie diagonalisable g et la partie nilpotente h de f sont les endomorphismes 
dont les matrices respectives dans la base canonique sont G et H avec 

G = ( � � = �  ) 
4 2 - 1 

et -� -� ) . 
0 0 

Nous verrons ultérieurement (voir page 576) suivant quelle méthode nous avons 
obtenu les expressions des deux matrices G et H. Nous pouvons néanmoins 
vérifier les points suivants. 

- La matrice A se décompose comme la somme des deux matrices G et H, 
c 'est-à-dire : A = G + H. 

- Déterminons le polynôme caractéristique de G. Soit À E R En développant 
par rapport à la première ligne, 

3 - À  1 - 1 
2 2 - ,\  - 1 
4 2 - 1 - À  

(3 - >.) 1 2 - À - 1 
2 - 1 - À  

= À(À - 1 ) 
1 - 1  � - 1 

- 1 - À  1 - 1  � 2 - À 1 2 . 
.._,__.. .._____, 
= -2(,\ - 1 ) = 4(>. - 1 ) 

Ainsi, le polynôme caractéristique de G s 'écrit , pour tout À E JR, 

Pc (>.) = - (>. - l ) (>.2 - 3,\ + 2) = - (,\ - 1 )2 (>. - 2) .  

La  matrice G possède une valeur propre double ( >. 1  = 1 ) e t  une valeur 
propre simple (>-2 = 2) . Elle est diagonalisable puisque dimIR (E>.1 )  = 2 et 
dimIR (E>.2 ) = 1 .  

- La  matrice H est nilpotente puisque H2 = O .  

- L e  produit des deux matrices G et H est commutif : G x H = H x G. 
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12 .4.3 Trigonalisation d'un endomorphisme 

DÉFINITION 12 .9  Soit E un OC-espace de dimension finie. Un endomorphismt f 
de E est dit trigonalisable (on dit aussi triangularisable) s 'il existe une base 
de E relativement à laquelle la matrice de f est triangulaire. Trigonaliser f, 
c 'est trouver une telle base . 

Remarquons que cette définition ne précise pas si la matrice triangulaire doit 
être supérieure ou inférieure. A ce propos, rappelons que si B désigne une base 
de E et si MatB (J) est triangulaire supérieure alors , en désignant par C la base 
obtenue à partir de B en inversant l 'ordre des vecteurs , Mate (!) est triangulaire 
inférieure . On peut donc toujours supposer , sans restriction aucune, que la 
matrice triangulaire dont il est question dans la définition 12 .9 ,  est supérieure . 

DÉFINITION 12 . 10  Une matrice A de Mn (OC) est dite trigonalisable si elle 
est semblable à une matrice triangulaire, c 'est-à-dire s 'il existe une matrice 
P E GLn (OC) et s 'il existe une matrice triangulaire T E Mn (OC) telle que 

T = p- 1AP . 

Trigonaliser A, c 'est trouver T .  

Donnons à présent une caractérisation d 'un endomorphisme trigonalisable en 
dimension finie. 

PROPOSITION 12 .9  Soit E un OC-espace de dimension finie. Une condition 
nécessaire et suffisante pour qu 'un endomorphisme f de E soit trigonalisable 
est que son polynôme caractéristique soit scindé sur K 

Démonstration Désignons par n la dimension de l 'espace E. Montrons dans 
un premier temps que la condition est nécessaire . Supposons J trigonalisable et 
déduisons-en que son polynôme caractéristique est scindé sur OC. Puisque, par 
hypothèse, l 'endomorhisme f est trigonalisable, il existe une base C de E telle 
que 

( ' " 

t 1 2 

Mate (!) � r t22 

0 

t ,n ) 
t2n 
. . 

tnn 
Utilisons Mate (!) pour calculer le polynôme caractéristique de f. On a : 

n 
\:/>. E OC P1 (>.) = det (Matc (J) - >.In ) = IJ (tii - >.) 

i= l  

puisque Mate (!) est triangulaire, ce qui montre que P1 est scindé sur JK. 
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Montrons à présent que la condition est suffisante. Supposons le polynôme ca
ractéristique de f scindé sur lK et montrons qu 'il existe alors une base de E 
relativement à laquelle la matrice associée à f est triangulaire. Utilisons pour 
cela un raisonnement par récurrence sur la dimension n de l 'espace E. Le résul
tat est immédiat pour n = 1 .  Supposons-le vérifié pour les espaces de dimension 
n - 1 avec n ;;::, 2 .  Soient E un espace de dimension n et f un endomorphisme 
de E. Le fait que Pf soit scindé sur lK nous assure que f possède au moins 
une valeur propre À1 E JK. Désignons par u1 un vecteur propre de f associé 
à >.1 . D'après le théorème de la base incomplète, il existe n - 1 vecteurs w2 , 
w3 , . . .  , Wn de E tels que la famille Be = ( u1 , w2 , w3 , . . . , wn) est une base 
de E. Écrivons la matrice associée à f relativement à cette base. Pour tout 
j E {2 , 3 ,  . . . , n} , notons Œj , m2j , m3j , . . .  , mnj les coordonnées du vecteur 
f(wJ )  dans Be : ! f(w2 ) a2u1 + m22W2 + m32W3 + . . .  + mn2Wn 

f (w3 )  0'.3U1 + m23W2 + m33W3 + . . .  + mn3Wn 

f (wn) 

On a aussi f (u1 )  = À1u1 . On en déduit : 

À1 0:2 0'.3 O'.n 
0 m22 m23 m2n 

MatsE (f ) = 0 m32 m33 m3n 

0 mn2 mn3 mnn 

Soit F le sous-espace de E engendré par les n - 1 vecteurs w2 , W3 , . . .  , W n .  
Ces derniers étant linéairement indépendants, la dimension de F est égale à 
n - 1 et une base de F est la famille Bp = (w2 , W3 , . . .  , wn ) · A l 'évidence, les 
deux sous-espaces 1Ku1 et F sont supplémentaires dans E. Intéressons-nous à 
l 'endomorphisme de F, noté g, dont la matrice représentative dans la base /3p 
est donnée par ( m,, m23 

m32 m33 
MataF (g) = ; 

mn2 mn3 

m,. ) 
m3n 

. . 

mnn 

C'est une matrice carrée d 'ordre n - 1 .  On se convainc facilement que g peut 
s 'écrire comme suit : g = p o f l F  où f lF  : F --+ E est l a  restriction d e  f au 
sous-espace F, et où p : E --+ F est l 'application (linéaire) qui à un vecteur 
de E associe son composant dans F. Le polynôme caractéristique de g est scindé 
puisque celui de f l 'est . Utilisons notre hypothèse de récurrence : il existe une 
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base de F, notée CF = (u2 , u3 ,  . . .  , un ) telle que 

0 

C 'est une matrice d'ordre n - 1 triangulaire supérieure . Revenons à présent à 
l'espace E. Considérons la nouvelle base CE que nous obtenons en complétant le 
vecteur u1 des n - 1 vecteurs u2 , u3 ,  . . .  , Un , c 'est-à-dire considérons la base : 
CE = (u1 , u2 , u3 ,  . . .  , un) ·  Écrivons enfin la matrice associée à f relativement 
à cette nouvelle base. Puisque 0Cu1 et F sont supplémentaires dans E, pour 
tout j E {2 ,  3 ,  . . . , n } , il existe un unique f3j E OC tel que 

f(uj )  = f3ju1 + p(f (uj ) ) . 
� '---..,---" 

E 0Cu1 E F 

Or, p(f (uj ) )  = g(uj )  pour j E {2 ,  3, . . .  , n} . Ainsi , en tenant compte de l 'ex
pression de MatcF (g) , on obtient : ! f(u2 ) 

f(u3 )  

f (un ) 

f32u1 + t22U2 
f33U1 + t23U2 + t33U3 

On en déduit finalement l 'expression de la matrice MatcE (!) : 

À1 f32 (33 f3n 
0 t22 t23 t2n 

MatcE (f) = 0 0 t33 t3n 

0 0 0 tnn 

C'est une matrice triangulaire (supérieure) , ce qui termine la récurrence. D 

Remarque Si un endomorphisme f d'un OC-espace vectoriel est trigonalisable , 
alors les éléments se trouvant sur la diagonale principale de T sont nécessaire
ment les valeurs propres de f, et , en notant >.1 , >.2 , . . .  , Àm ses valeurs propres 
distinctes deux à deux, de multiplicités respectives h1 , h2 , . . .  , hm , chaque 
valeur propre Ài avec i E { 1 ,  2 ,  . . .  , m} , y figure hi fois . 

Tout endomorphisme est-il trigonalisable ? 

La réponse à cette question est « non » si OC = lR et « oui » si OC = <C. En effet , 
d'après la proposition 12 .9 ,  pour qu 'un endomorphisme d 'un OC-espace vecto
riel E soit trigonalisable, il faut et il suffit que son polynôme caractéristique 
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soit scindé sur IK, autrement dit , que le nombre de ses valeurs propres ( comp
tées avec leurs multiplicités) soit égal à la dimension de E. Il est clair que cette 
condition n 'est pas toujours vérifiée si le corps de référence est lR (par exemple, 
c 'est le cas de la matrice B E M3 (1R) de l 'exercice 3) . En revanche, elle est 
automatiquement vérifiée lorsque l 'on travaille dans C puisque tout polynôme 
de C [X] est scindé sur C .  Ainsi , tout endomorphisme d 'un C-espace vectoriel 
(ou toute matrice à coefficients dans q est trigonalisable . 

En pratique, pour trigonaliser un endomorphisme ou une matrice , on procèdera 
en suivant pas à pas les étapes de la démonstration de la proposition 12 .9 . 
L 'exemple traité au paragraphe suivant illustre cette remarque. 

12.4.4 Illustration avec un exemple 

Considérons l 'endomorphisme f de IR3 qui à (x1 , x2 , x3 )  associe 

Cet endomorphisme est-il trigonalisable ? Pour répondre à cette question , nous 
choisissons de munir l 'espace IR3 de sa base canonique Be = (e 1 , e2 , e3) où 
e1 = ( 1 ,  0 ,  0) , e2 = (0, 1 ,  0) , e3 = (0, 0 ,  1 ) ,  et d 'effectuer la recherche des valeurs 
propres dans cette base . Il est à noter que le fait d 'avoir choisi la base canonique 
est tout à fait arbitraire , toute autre base de l 'espace IR3 conviendrait . Notons 
A la matrice représentative de f dans Be . Elle s 'écrit : 

A =  
(!��) 

-15  
- 14 

f(e2 ) 
- 1  
- 6  
- 6  

Soit À E R En développant par rapport à l a  première ligne, 

-2 - À  - 1  2 
- 15 -6 - À  1 1  
- 14 -6 1 1 - .À  

(-2 - >-
) 1 -6 - À  1 1  j + j -15  1 1  1 +2 1 -15  -6 - À  

-6 1 1 - À  - 14 1 1 - À  - 14 -6 

= >-(>- - 5) = 15.À - 1 1  = 6 - 14>-

Ainsi , pour tout À E IR, 

I · 

L'endomorphisme f est trigonalisable (puisque son polynôme caractéristique 
est scindé) et Sp (A) = { 1 } .  Remarquons que la matrice A n 'est certainement 
pas diagonalisable, car si elle l 'était , elle serait semblable à la matrice identité 
d'ordre 3 ,  et donc nécessairement égale à 13 , ce qui ,  de toute évidence, n'est 
pas le cas . Cherchons à présent les vecteurs propres de f associés à la valeur 
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propre triple À = 1 .  Effectuons les calculs dans la base canonique Be · Soit 
x1 e1 + x2e2 + x3e3 un vecteur propre rapporté à Be · On doit résoudre : 

( - 3  
- 15 
- 14 

I l  vient x1 = x3/2 et x2 = x3/2 avec X3 E R En choisissant X3 = 2 ,  on obtient 
le vecteur propre u1 = ( 1 ,  1 ,  2) ,  c'est-à-dire : 

(7) 

Il s'agit à présent de compléter le vecteur u1 par deux vecteurs de telle sorte 
que l 'on obtienne une base de IR3 . Il y a une infinité de manières d'y arriver. 
Par souci de simplicité, nous choisissons de compléter u1 par les deux vecteurs 
e2 = (0, 1 , 0) et e3 = (0, 0 , 1 ) de la base canonique de IR3 . Nous obtenons la 
nouvelle base Brrt3 = (u1 , e2 , e3 ) de IR3 . Écrivons la matrice représentative de 
f dans cette nouvelle base . En utilisant l 'égalité e1 = u1 - e2 - 2e3 (qui se 
déduit de (7) ) ,  on obtient d'une part : 

f (e2 ) = -e1 - 6e2 - 6e3 = -u1 - 5e2 - 4e3 

et d'autre part : 

D 'où, puisque f(u1 )  = u1 , 

f (ui ) 

u 
f (e2 ) 
- 1  
- 5  
-4 

Soit F le sous-espace de JR3 engendré par les deux vecteurs linéairement in
dépendants e2 et e3 . La famille BF = (e2 , e3 )  constitue une base de F. On 
s'intéresse maintenant à l 'endomorphisme g de F tel que 

Le but est maintenant de trigonaliser g. Pour tout À E IR, 

Cherchons les vecteurs propres de g associés à la valeur propre double À = 1 . 
Nous effectuons les calculs dans la base Bp . Soit x2e2 + x3e3 un vecteur propre 
de g associé à la valeur propre À =  1 ,  rapporté à la base Bp . Trouver x2 et x3 
revient à résoudre : 
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Il vient facilement x2 = 3x3/2 avec X3 E R Ainsi , en choisissant x3 = 2 , on 
obtient le vecteur propre 

(8) 
c 'est-à-dire u2 = (0 , 3 , 2) puisque e2 = (0, 1 ,  0) et e3 (0 , 0 ,  1 ) .  Écrivons à 
présent la matrice représentative de g dans la nouvelle base CF = (u2 , e3 )  du 
sous-espace F. D 'une part , g(u2 ) = u2 puisque u2 est un vecteur propre de g 
associé à la valeur propre À = 1 .  D 'autre part , on déduit de Mat13F (g) que 

1 2 
Or, e2 = 3u2 - 3e3 (cela se déduit de (8) ) .  Ainsi , 

g(e3 ) = 9 (�u2 - �e3) + 7e3 = 3u2 + e3 . 

On obtient ainsi : 

Revenons maintenant à l 'endomorphisme f de IR3 et écrivons sa matrice repré
sentative dans la nouvelle base Cnt3 = (u1 , u2 , e3 ) . On vérifie que l 'on a :  

J (3e2 + 2e3 ) = 3f (e2 ) + 2f (e3 ) 
3 (-u1 - 5e2 - 4e3 ) + 2 (2u1 + 9e2 + 7e3 ) 
U1 + 3e2 + 2e3 = U1 + U2 , '---..-' = U2 

f (e3 ) = 2u1 + 9e2 + 7e3 
'---..-' 

= 3u2 + e3 
D 'où, puisque f (u1 ) = u1 , 

Mate 3 (f) = "' 

C'est une matrice triangulaire supérieure . Notons-la T. On a alors la relation 
matricielle : T = p- 1 AP où P désigne la matrice de passage de la base cano
nique Be = ( e 1 , e2 , e3) à la base Cut3 = ( u1 , u2 , e3) : 

( � � � ) ( =i�; !:J3 � ) ( =r: =i r: ) ( i � � )  · 
� ---���---���� ,������-- � 

= T = p- 1 = A = P 
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EXERCICE 4 Soit A la matrice de M3 (JR;) définie par ( 13  
A =  -5 

-6  

�� �� ) . 
-8 -7  

575 

1 - Calculer les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ? 
2 - Vérifier que u1 = ( -4 , 1 ,  2) et u2 = (-2 ,  1 ,  1 )  sont deux vecteurs propres 
de l 'application linéaire canoniquement associée à A.  
3 - Soit v = (- 1 ,  � ' 1 ) .  Montrer que C = (u1 , u2 , v ) est une base de JR;3 . 
4 - Vérifier que A est semblable à la matrice triangulaire supérieure : 

0 
-3  

0 

12.4.5 Complément : réduction de Jordan 

- 1  ) 
-4 . 

1 

Soit f un endomorphisme d 'un OC-espace vectoriel E de dimension n. Notons 
>.1 , >.2 , . . .  , Àm ses valeurs propres distinctes deux à deux, de multiplicités 
respectives h1 , h2 , . . .  , hm . On peut affiner le résultat de la proposition 12 . 9  
et montrer que sous la  même condition, à savoir s i  l e  polynôme caractéristique 
de f est scindé, autrement dit si h1 + h2 + . . .  + hm = n, alors il existe une 
base C de E relativement à laquelle la matrice associée à f s 'écrit sous la forme 
suivante : 

J1 0 . . . 0 
0 J2 

0 
0 . . . 0 Jm l 

où, pour tout i E { 1 ,  2 ,  . . . , m } ,  la sous-matrice Ji est carrée, d'ordre hi , à 
coefficients dans lK et est définie par 

Ji = Ài I1i, + Ni 
où I1ii désigne la matrice identité d'ordre hi et où la matrice Ni est définie par 

0 ( i) E 1 0 0 
0 0 (i) E2 

Ni = 0 
0 0 0 (i) Eh; - 1 
0 0 0 0 

OÙ 1 1 . (i) (i) (i) 1 t Ü 1 p t t . { 1 2 } es sca aires E 1 , E2 , . . .  , Eh, - l  va en ou . our ou i E , , . . .  , m , 
la matrice Ni est nilpotente puisqu'elle est triangulaire supérieure stricte (on 
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utilise ici le résultat établi au chapitre 10 dans l 'exercice 3, page 443) . La 
matrice J est une matrice carrée, d'ordre n, triangulaire supérieure . Elle a une 
forme remarquable , dite diagonale par blocs . Les blocs diagonaux sont les sous
matrices J 1 , . . .  , Jm d 'ordres respectifs h1 , . . .  , hm (non nécessairement égaux) 
et les blocs hors-diagonaux sont des sous-matrices (non nécessairement carrées) 
à coefficients nuls . On convient de noter J comme suit : 

La matrice J est appelée forme réduite de Jordan associée à f ,  du nom du 
mathématicien français Camille JORDAN ( 1838 - 1922) . La démonstration de 
ce résultat est admise .  
I l  est à noter que la réduction de Jordan fournit une version matricielle (repré
sentation dans la base C) de la décomposition de Dunford (voir la proposition 
1 2 .8 ,  page 567) . En effet , on remarque que l 'on peut décomposer la matrice 
J comme la somme d'une matrice diagonale D et d'une matrice triangulaire 
supérieure stricte N : 

J = D + N 

où les deux matrices carrées D et N sont diagonales par blocs : 

et 

Pour chaque entier i compris entre 1 et m, les blocs Àilh, et Ni étant de même 
taille , leur produit matriciel est bien défini. On vérifie : 

et 

On en déduit que le produit des deux matrices D et N est commutatif, D x N = 
N x D ,  et que la matrice N est nilpotente, NP = 0 avec p = max{h1 , h2 , . . .  , hm} ·  
Ainsi , la matrice D (respectivement la matrice N) est la représentation matri
cielle dans C de la partie diagonalisable g (resp . de la partie nilpotente h) de 
l 'endomorphisme f .  

Exemple Nous reprenons ici l 'exemple de l 'endomorphisme f de JR.3 (voir 
page 568) dont la matrice dans la base canonique Be = ( e 1 , e2 , e3 ) est 

3 
-2  

2 -4 ) 5 . 
- 1  

Considérons l a  nouvelle base C = (u1 ,  u2 , u3 )  où u1 = ( 1 ,  1 ,  2 ) ,  u2 = (-1 ,  2 ,  0) 
et u3 = (0, 1 ,  1 ) .  On vérifie : 

et 

La matrice représentative de f relativement à la base C s 'écrit ainsi : 

0 
1 
0 � ) ) . 
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C'est la forme réduite de Jordan associée à f. Elle se décompose comme suit : 

( � � � ) = ( � � �)+(� � � ) -0 0 1  0 0 1  0 0 0  
'-..-" '-----...-' '-----...-' 

= J  = D  = N  

Soit P la matrice de passage de Be à C. On a J = p- 1AP , d'où 

A =  P JP- 1  = P ( D + N) P- 1  = P DP- 1  + PNP- 1 . 

Posons G = P DP- 1  et H = PNP- 1 . On vérifie : 
1 - 1  
2 - 1  
2 - 1  no��H 

2 1 
1 1 

-4 -2 

- 1

) - 1 , 
3 

'----..,.--__,'----...-''----v---� 
= G  

( 
4 2 

-8 -4 
0 0 

= P  = D  

i -� no � [ H 
= p- 1  

2 1 
1 1 

-4 -2 

- 1  

) - 1  . 
3 

'----...-' -----v---� 
= H  = P  = N  = p- 1 

On retrouve les expressions de G et H données en page 567. La matrice A se 
décompose de la façon suivante : 

(-� -� �n u � =� ) + ( 2 - 1  
-----..,.---

= A  = G  

4 2 
-8 -4 

0 

-� ) . 0 0 

= H  
La matrice G (respectivement la matrice H) est la représentation matricielle 
dans la base Be de la partie diagonalisable g (resp . de la partie nilpotente h) 
de l'endomorphisme f. 

12.5 Exercices de synthèse 

EXERCICE 5 On considère l 'endomorphisme f de JR3 qui à au vecteur (x1, x2, x3) 
associe le vecteur (4x3, X1 + 2x2 + X3, 2x1 + 4x2 - 2x3). 
1 - On note B la base canonique de JR3. Écrire la matrice associée à f dans B. 
2 - Calculer les valeurs propres de f .  Vérifier que f est diagonalisable. L 'en
domorphisme f est-il bijectif ? 
3 - Calculer les vecteurs propres de f .  

4 - Soit C une base de  JR3 constituée de  vecteurs propres de  f .  Écrire D 
Mate(!). 

5 - On considère l 'endomorphisme g = f3 - 9f + idrn:3 où j3 ngt. f o f o f . 
Calculer Matc(g) et en déduire Mata(g) . 
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EXERCICE 6 Soient (un ) n EN , (vn ) n EN et ( wn ) n EN trois suites réelles définies 
sous forme récurrente par uo = 1 ,  vo = 1 ,  wo = - 1  et, pour tout n E N, par le 
système suivant : 

(S) { �::: 
Wn + l 

2un + 3 vn -3wn 
-Un + wn 
-Un + Vn 

1 - Écrire le système (S) sous la forme matricielle 

avec X n - -( 
W

U
Vn
n

n 
) pour tout n EN. 

2 - Calculer les valeurs propres de A. En déduire que A est diagonalisable. 
Proposer une base C de vecteurs propres de A. 

3 - Soit P la matrice de passage de la base canonique de IR3 à C. Calculer P et 
p- l , puis expliciter la matrice B définie par B = p- l AP. 

4 - Calculer An pour tout n E N. 
5 - En déduire les expressions de un , Vn et Wn en fonction de n. 

12 .6 Solution des exercices 

Solution de l 'exercice 1 

La méthode utilisée consiste à montrer que tout vecteur x de E peut s 'écrire 
de manière unique sous la forme : x = X1 + X2 + X3 avec X1 E Ker (! - idE) , 
x2 E Ker (! - j idE) et X3 E Ker (f - j2 idE) . Supposons dans un premier 
temps que ces trois vecteurs x1 , x2, X3 existent . On a alors : 

Les vecteurs x1 , x2, x3 vérifient nécessairement : 

où la deuxième (respectivement la troisième) égalité a été obtenue en composant 
la première égalité par f (respectivement par /

2
) et en tenant compte que 

j3 = 1 .  En additionnant les trois égalités et en tenant compte du fait que 
1 + j + j2 = 0, on obtient : 



Réduction des endomorphismes 579 

En multipliant la première égalité par j2, la deuxième par j, en laissant in
changée la troisième, en additionnant le tout, et en tenant compte du fait que 

1 + j + j2 = 0 et j3 = 1, on obtient : 3 j2x2 = j2x + jf(x) + j2(x), d'où , en 
multipliant par j/3 : 

1 x2 = 3(x + j2 f(x) + j f2(x)). 

De même, en multipliant la première égalité par j2, la troisième par j, en laissant 
inchangée la deuxième, en additionnant le tout , et en tenant compte du fait 
que 1 + j + j2 = 0 et j3 = 1, on obtient : 3 j2x3 = j2x + f(x) + jf2(x), d'où , en 
multipliant par j/3 : 

1 X3 = 3(x + j f(x) + j2 f2(x)). 

Les trois vecteurs x1, x2, x3 ainsi calculés sont les seules solutions (si elles 
existent!) possibles (l 'unicité de l 'écriture implique l 'unicité de ces solutions) .  
Pour que notre raisonnement soit complet, il reste à vérifier que x1 appar
tient à Ker (! - idE) , que X2 appartient à Ker (! - j idE) , que X3 appartient 
à Ker (f - j2 idE) et que x = x1 + x2 + x3. Cette dernière égalité est bien 
évidemment vérifiée puisque c 'est une des trois équations du système. De plus, 
on vérifie que 

où on a utilisé J3(x) = x puisque J3 = idE, ce qui montre que le vecteur x1 
appartient à Ker (! - idE)· On vérifie de même que le vecteur x2 appartient à 
Ker (J - j idE) puisque 

f(x2) = �(f(x) + j2 f2(x) + j f3(x)) = �(f(x) + j2 f2(x) + j x) = j x2 

et enfin que le vecteur x3 appartient à Ker (f - j2 idE) puisque 

Solution de l'exercice 2 

Soit (,\X) un élément propre de A E Mn (OC) . 

1 - En multipliant à gauche l 'égalité matricielle AX = >-X par A ,  on obtient 
que A2X = .>-2X, ce qui montre que (),,X) est un élément propre de A. Plus 
généralement, en utilisant une récurrence sur l 'entier m, on obtient que Am X = 
>.mx pour tout m EN*, ce qui montre que (.>-m,x) est un élément propre de 
la matrice Am. 
2 - D 'après ce qui précède, (.>-2, X) est élément propre de A 2. Si A 2 = A alors 
(>.2 - >.)X= 0, d 'où .>-2 = À puisque X y':. O. Ainsi , Sp(A) c {O, 1 }. De la même 
manière, si An = 1 alors (>-n - l)X = 0, d 'où >,n = 1 puisque X y':. O. Ainsi , le 
spectre de A est inclus dans l 'ensemble des racines n-ièmes de l 'unité. 
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3 - Supposons à présent A inversible (la matrice A- 1 existe) . On a nécessaire
ment >. =/=- 0 puisque A est inversible . De AX = >.X il vient : A - 1 X = >. -1 X, ce 
qui montre que ( >. - 1 , X) est un élément propre de A - l. 

Solution de l 'exercice 3 

1 - a) Considérons A dans M3 (JR). Pour tout >. E JR, 

Ainsi , A possède deux valeurs propres sur lR : >-1 = 1 (valeur propre double) 
et >.2 = - 1  (valeur propre simple ; on a donc dimIR ( E;_,) = 1) .  On obtient 
facilement que E;_1 = Vect ( ( l ,  0 ,  1 ) ,  (0 ,  1 ,  0)) avec ( 1 ,  0 ,  1) et (0 ,  1 ,  0) libres entre 
eux, d 'où dimIR(E;_1) = 2, et E;_2 = Vect ( ( 1 , 0, - 1)) . La matrice A E M3 (1R) est 
diagonalisable sur lR car 

b) Considérons B dans M3 (JR) . Pour tout >. E JR, 

Ps(>.) = -(>. - 1)(>.2 + >. + 1) .  

Ainsi ,  B possède une unique valeur propre sur lR : >. = 1 .  C 'est une valeur 
propre simple. On obtient facilement que E;_=1 = Vect ( ( l ,  1 ,  1)). La matrice 
B E M3 (IR) n 'est pas diagonalisable sur IR car 

2 - a) La matrice A considérée comme une matrice complexe est diagonalisable 
sur <C puisqu'elle l 'est sur R 

b) Si B E  M3 (<C) alors , pour tout >. E C, 

Ps(>.) = -(>. - 1)(>. - j)(>. -
.3) . 

Ainsi, la matrice B considérée maintenant comme une matrice complexe pos
sède trois valeurs propres simples sur C :  À1 = 1 ,  À2 = j et À3 = }  = j2 . On ob
tient que E;_1 = Vect ( ( l ,  1 ,  1)) , E;_2 = Vect ( (j , j2 , 1)) et E;_3 = Vect ( (j 2 , j ,  1)). 
À titre de vérification , il est conseillé de s 'assurer que l 'on a : 

ce qui montre que (j , j2 , 1) est bien un vecteur propre de B associé à la valeur 
propre >.2 = j .  De même, 
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vérifiant ainsi que (j2, j, 1) est bien un vecteur propre de B associé à la valeur 
propre >.3 = j2. La matrice B est diagonalisable sur C car 

3 

L dimc(E..\;) = dimc(C3 ) . 
i=l 

Solution de l 'exercice 4 

On note f l 'application linéaire canoniquement associée à A. 

1 - Soit À E R En développant par rapport à la première ligne, on obtient : 

13 -À 16 16 
-5 -7 -À -6 
-6 -8 -7 -À 

= 

(13 - >.) 1 -7 -À -6 l -l
6 I -5 -6 1 +l6 I -5 -7 -À I · -8 -7-À -6 -7 -À -6 -8 

= >.2+14>. + 1 = 5À - l = -6À - 2 

Ainsi , le polynôme caractéristique de A s 'écrit : 

\;/À E lR. PA(À) = -À
3 
-À2 + 5À -3 = -(À - 1)2(>. + 3). 

La matrice A possède deux valeurs propres distinctes sur lR. : >.1 = 1 (c 'est une 
valeur propre double) et >.2 = -3 (c 'est une valeur propre simple ; on a donc 
dimiR(E..\2) = 1). On vérifie que rg(A - >.113 ) = 2. On en déduit la dimension 
du sous-espace propre associé : dimiR(E..\,) = 3 - 2 = l. La matrice A n 'est 
pas diagonalisable puisque la dimension de E..\, est différente de l 'ordre de 
multiplicité de >.1 (en tant que racine du polynôme caractéristique) . 

2 - Les vecteurs u1 = (-4, 1, 2) et u2 = (-2 , 1, 1) sont des vecteurs propres de 
f associés respectivement à À1 = 1 et À2 = -3. Pour vérifier que f(u1 ) = u1 
et f(u2) = -3u2, il suffit d'effectuer les calculs en se plaçant dans B: 

( 13 
-5 
-6 

16 16 ) 
-7 -6 
-8 -7 

3 - La famille C est une base de JR.3 car son rang est égal à 3. 
4 - Dire que A est semblable à T signifie que A et T représentent la même 
application linéaire (ici f) dans des bases différentes . On rappelle que l 'on a 
déjà supposé que A =  Mat6(f) et il y a fort à parier que T = Mate(! ) .  Suivant 
l'expression de T, écrire que T = l\!Iatc(f) signifie que 
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Les deux premières relations sont vérifiées car u1 et u2 sont deux vecteurs 
propres de f. Il reste alors à vérifier la troisième. Plaçons-nous pour cela encore 
dans la base canonique B. On vérifie : 

( 13 16 16 ) ( -1 ) ( 11 ) 
-5 -7 -6 1/2 = -9/2 , 
-6 -8 -7 1 -5 

En notant respectivement U i, U2 et V les matrices-colonnes constituées des 
coordonnées dans B des vecteurs u1 , u2 et v, on a ainsi vérifié l 'égalité matri
cielle AV = -U1 - 4U2 + V  et , par conséquent , montré l 'égalité (vectorielle) 
f(v) = -u1 - 4u2 + v. 

Solution de l 'exercice 5 

1 - Notons A la matrice associée à f dans B. Elle s 'écrit : 

A =
( � �  i). 

2 4 -2 

2 - Le polynôme caractéristique de f s 'obtient en calculant celui de la matrice 
A. Soit À E IR. En développant par rapport à la première ligne, on obtient : 

-À 
1 
2 

0 
2 - À 

4 

4 
1 

-2 - À 
= -À 1 2 

�
À 

_/_ À 1 +4 1 � 2 

�
À 1 '-��--��--' "----v----' 

= À2 
- 8  = 2À 

D 'où P1(>.) = ->.(>.2 - 16) = ->.(>. + 4) (>. - 4) pour tout À E R Ainsi, f 
possède trois valeurs propres simples sur IR : >.1 = -4,  >.2 = 0 et >.3 = 4. Il est 
diagonalisable car .Z:::::k=l dim11t(EÀk ) = dim11t(IR3) .  Il n 'est pas bijectif car 0 est 
valeur propre. 

3 - On obtient : EÀ, = IR(l ,  0, -1), EÀ2 = IR(2, -1, 0)) et EÀ3 = IR(l , 1, 1). 
4 - Soit C = (u1 , u2, u3 ) où u1 = (1,0, -1), u2 = (2, -1,0) et u3 = (1,1,1). 
D'après la question précédente, u1 est un vecteur propre associé à À 1 = -4, 
u2 est un vecteur propre associé à >.2 = 0 et u3 est un vecteur propre associé 
à >.3 = 4 .  On obtient : D = diag (-4 ,  0, 4) .  

5 - Relativement à C, f3 - 9f + id11ta s 'écrit D3 - 9D + 13 . D 'où : lVIatc(g) == 

diag (-27, 1, 29). La matrice de passage de la base B à la base C est : 

p = 
( � -Î � ) , 

-1 0 1 

1 ( 1 
d'où p- 1 = 4 � 

2 
-2 -�). 2 1 
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On a :  Matc(g) = p-l Mat13(g)P .  D 'où Mat13(g) = P Matc(g) p-1. On obtient : 

( 1 0 2 8  ) Mat13(g) = 7 1 5  7 . 

14  28  - 13 

Remarque : on a bien sûr aussi : Mat13(g) = A3 - 9A + 13. 

Solution de l'exercice 6 

1 - Pour tout n E N, le système (S) s 'écrit comme suit : 

( Un+l ) ( 2 3 -3 ) ( Un ) 
Vn+ 1 - 1  0 1 Vn . 
Wn+I - l  1 0 Wn 

2 - Calculons les valeurs propres de A. Soit ,\ E R En ajoutant la troisième 
colonne à la deuxième colonne, puis en factorisant par 1 -,\ dans la deuxième 
colonne, on obtient : 

2 -,\ 3 -3 
- 1  -,\ 1 

2 -,\ 0 -3 2 -,\ 0 -3 
= ( 1 -,\) - 1  1 1 

- 1  1 -,\ 
- 1  1 -,\ 1 

- 1  1 -,\ - 1  1 -,\ -,\ 

Il suffit alors de développer par rapport à la première ligne : 

2 -,\ 0 -3 
- 1  1 1 
- 1  1 -,\ 

= (2 -,\) 1 � �,\ 1 -31 =� � I · '-.,,-' � 
= - À - 1 = Ü 

D'où det(A -,\l3) = - (,\ + 1 ) (,\ - 1 ) (,\ - 2) pour tout,\ E R  Ainsi , Sp(A) = 
{-1, 1 ,  2} . Pour chaque valeur propre, la dimension du sous-espace propre asso
cié est égale à 1 .  La matrice A est ainsi diagonalisable. Une base C de vecteurs 
propres de A est 

c 
� ( o ) . ( n . 0

1 ) ) 
3 -P� O :  - ; ) .p-'� ( _: �� -D et B �diag (- 1 , 1 , 2) 

4 - Pour tout n E N, A n = Px diag ((- l) n, 1 ,  2n) x p-1. D 'où 
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5 - De Xn+l = AXn pour tout n E .N, il vient Xn = AnXo pour tout n EN. 
On obtient finalement , pour tout n E .N : 
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CHAPITRE 13  

Continuité des fonctions réelles 
d'une variable réelle 

13 .1  L'ensemble des applications d e  D dans lR 

13.1.l Propriétés algébriques 

Soit D un sous-ensemble non vide de R On note A(D, JR) l 'ensemble des ap
plications de D dans R On désigne momentanément par xR et + �  le produit 
et la somme dans le corps R 

On munit A(D, JR) de 2 lois de composition interne + et x définies par 

(V'(f, g) E A(D,JR.)2 ) (V'x E D) (f + g) (x) = f (x) + il g (x) , 

(! x g) (x) = f (x) x" g(x) . 

La loi + est une loi de composition interne sur A(D, JR) ayant les propriétés 
suivantes : 

1 .  elle est associative : V'(!, g, h) E A(D, JR.)3 (! + g) + h = f + (g + h); 
2. elle est commutative : V'(!, g) E A(D, JR.)2 f + g = g + f ;  

3. elle possède pour élément neutre l 'application nulle : 
ÛA(D,IR) : X E D � 0 E lR;  

4. tout élément f de  A(D, JR)  possède un  symétrique dans A(D, JR)  qui est 
l 'application notée - f définie par : x E D� - f(x) E R  

La loi x est une loi de composition interne sur A(D, JR) ayant les propriétés 
suivantes : 

5. elle est associative : V'(!, g, h) E A(D, JR.)3 (f x g) x h = f x (g x h); 
6. elle est distributive par rapport à la loi + : 

V'(!, g, h) E A(D, JR.)3 f X (g + h) = (!X g) + (!X h); 
7. elle est commutative : V'(!, g) E A(D, JR.)2 f x g = g x f; 
8. elle possède pour élément neutre l 'application : lA(D,JR) : x E D � 1 E R 
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On résume les propriétés qui viennent d 'être énoncées pour les lois de compo
sition interne + et x par la proposition suivante. 

PROPOSITION 13.1 L 'ensemble A(D, IR) muni des lois + et x est un anneau 
·fi) commutat1 . 

Remarque L'ensemble structuré (A(D, IR) , + , x ) n 'est pas un corps car une 
fonction réelle n 'a pas nécessairement de symétrique pour la loi x (voir la 
proposition 13 .3 ci-après) . 

On munit également A(D, IR) d'une loi de composition externe · définie par 

(\:/ f E A(D, IR) \:/).. E IR) (\:/x E D  ( >.  · J)(x) = >. x� f(x)). 

Cette loi possède les propriétés suivantes : 

9. \:/(f, g) E A(D, IR)2 \:/).. E IR 

10. \:/f E A(D, IR) \:/( >.,µ) E IR2 

11. \:/f E A(D, IR) \:/().. ,µ) E IR2 

12. 1 . f = f. 

À · (f + g)= À·f + >.·g; 
().. + R µ) . f = ).. . f +µ . fi 
().. X R µ) . j = ).. . (µ . j) ; 

On peut donc énoncer la proposition suivante .  

PROPOSITION 13.2 L 'ensemble A(D, IR) muni de la loi de composition in
terne + et de la loi de composition externe · est un espace vectorieP> sur le 
corps des réels. 

Si on se restreint aux applications ne s 'annulant en aucun point de l 'ensemble D, 
alors on peut définir un symétrique pour la loi x. 

PROPOSITION 13.3 Si g E A(D, IR) vérifie (\:/x E D  g(x) =/:- 0) alors g admet 
un symétrique pour la loi produit x qui est l 'application notée 1 / g définie par 

Remarques 

1 
x E D  f----t g(x) E IR.  

l . I l  ne faut pas utiliser la notation g-1 pour désigner le  symétrique de g pour 
la loi x. Cette notation est réservée pour désigner la bijection réciproque de 9 
(lorsque celle-ci existe) . 

2. On note l_ ou encore f / g, l 'application f x 1/  g et f-g l 'application f +(-g). g 

(!) La définition d'un anneau est donnée p. 66. 
<2> La définition d'un espace vectoriel est donnée p. 309. 
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DÉFINITION 13.1 Soient f une application de D dans JR, J un sous- ensemble 
de lR telle que f (D) c J et g une application de J dans R On appelle com-

posée des applications f et g, et on note go f, l 'application définie par<3> 

x E D  1------> g(f(x)). 

Remarque Il ne faut pas confondre l 'application go f qui est la composée 
des applications f et g et l 'application f o g qui est la composée des applica
tions g et f. La composition d'applications n 'est pas commutative . Ainsi , si 
l'on considère 

f :  t E JR+ 1------> Vt 

alors go f : t E JR+ r---; cos (Vt) et 

et g : t E lR 1------> cos (t) 

f o g :  t E LJ [(4n - lH, (4n + lHJ 1------> Jcos(t) . 
nEZ 

On remarquera également que l 'ensemble de définition de go f n'est pas obli
gatoirement identique à celui de f. On peut schématiser la composition des 
applications f : D � lR et g : J � lR de la manière suivante 

D � f (D) c J � lR 
x 1------> y= f(x) 1------> z = g(y) = g(f(x)) 

Relation d'ordre sur A(D, JR) 

On définit (4 > sur A(D,JR) la relation � par 

\f(f, g) E A(D,1R)2 (! � g {::=:} ( Vx E D  f(x) � R g(x)) ) 
où �a  désigne la relation d'ordre sur R 

La relation � est une relation d 'ordre <
s> sur A(D, JR) : 

- elle est réflexive : \ff E A(D,JR) f � f; 
- elle est anti-symétrique : \f(f, g) E A(D,JR)2 (f � g et g � f) ===? f = g; 
- elle est transitive : V(f, g, h) E (A(D, JR) )3 (f � g et g � h) ===? f � h. 

La relation � est une relation compatible avec les lois + et x : 

(3) On pourra se reporter à la définition 2.18, page 40, et aux remarques qui lui font suite. 
(4) On a introduit les notations +R, XL< et ::::;R pour les lois et la relation d'ordre sur IR afin de 

bien mettre en évidence la manière dont étaient définies les lois de composition internes et 
la relation d'ordre sur A(D, IR) à partir des lois de composition internes et de la relation 
d'ordre sur IR. Ultérieurement nous noterons+, x et ::::; les lois et la relation d 'ordre sur IR, 
le contexte permettant de décider s ' i l  s 'agit des lois sur IR ou sur A(D, IR). 

(5) Voir la définition 3 .1 p. 94. 
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- \f(f, g,h) E (A(D,IR))3 (f �g ===? f +h�g + h); 
- \f(f, g,h) E (A(D,IR))3 ( (! � g) et ( Ü � h) ===? j X h � g X h) . 
Ces propriétés découlent de manière directe des propriétés de la relation d 'ordre� 
dans IR, voir page 100 . "'� 

La relation n 'est pas une relation d 'ordre total <
6l . En effet , considérons les 

applications f : x E IR f--> x et g : x E IR f--> x2 • On a 

\fx E [ü, 1] f(x) �11 g(x) et \fx tf_ [O , 1] f(x) �11 g(x). 

Par conséquent on n'a ni f � g, ni g � f sur R 

Remarque On écrit aussi g � f au lieu de f � g. On définit également la 
relation < sur A(D, IR) par 

\f(f, g) E A(D,IR)2 (! < g {===? ( Vx ED f(x) <" g(x)) ) 
et on écrit aussi g > f au lieu de f < g. 

13.1.2 Monotonicité, parité et périodicité 

Soit f une application de IR dans R 

0 d. f . 
.(7) \-/ ll]) !( ) !( ) n it que est paire s1 : vx E .ir;. -x = x . 

La représentation graphique d 'une fonction paire admet l 'axe des ordonnées 
comme axe de symétrie . 

0 d. f t . 
. .(7) \-/ ll]) !( ) !( ) n it que es impaire si : vx E .ir;. -x = - x . 

La représentation graphique d 'une fonction impaire admet l 'origine du repère 
comme axe de symétrie. 

On dit que f est périodique s 'il existe un réel T strictement positif tel que<s) 

't:/x E IR f(x + T) = f(x). 

On appelle période (fondamentale) de f le plus petit réel T strictement positif, 
s 'il existe <

9 l , satisfaisant la relation précédente. 

(G) Voir la définition 3 .2 p. 95. 

(7) Ces définitions se généralisent à une application définie sur un intervalle de centre 0 
de la forme ] - b, b[, b E IR+ et à une application définie sur un ensemble de la forme 
IR\] - b, b[, b E IR+. 

(BJ Cette définition s 'étend à une application définie sur un sous-ensemble D de IR tel que 
V'x E IR (x E D ===? x +TE D). 

(Q) Une fonction périodique n'admet pas nécessairement de période fondamentale. Considé
rons l 'application { 1 sixEl()l 

f:xEIR,____. 0 sixEIR\l()l · 

Elle est périodique puisque si r est un rationnel alors d'une part pour tout x E i()l, on a 
x+ r E i()l et f(x+r) = 1 = f(x) et d'autre part pour tout x E IR\l()l, on a x+r E IR\Q 
et f(x + r) = 0 = f(x). Par contre elle n'admet pas de période ( fondamentale) puisque 
la borne inférieure de l 'ensemble i()l+ est O. 
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Exemple La fonction sinus est impaire et périodique, de période 2?r et la 
fonction cosinus est paire et périodique, de période 27f. 

1 EXERCICE 1 
de période 1 .  

Montrer que l 'application x E lR f--7 x- E(x) est périodique 

Soient D un sous-ensemble non vide de lR et f une application de D dans lR. 
On dit que f est croissante sur D si 

V (x1,x2) E D2 (x1 � x2 ===? f(x1) � f(x2)). 

On dit que f est strictement croissante sur D si 

V (x1,x2) E D2 (x1 < x2 ===? J(x1) < f(x2)). 

On dit que f est décroissante sur D si 

V (x1,x2) E D2 (x1 � x2 ===? J(x1)?: f(x2)). 

On dit que f est strictement décroissante sur D si 
V (x1,x2) E D2 (x1 < x2 ===? f(x1) > f(x2)). 

On dit que f est monotone sur D si f est croissante sur D ou si f est décrois
sante sur D, autrement dit si 

ou 

(v (x1, x2) E D2 

(v (x1,x2) E D2 

(x1 � x2 ===? f(xi) � f(x2)) ) 
(x1 � x2 ===? f(x1)?: f(x2)) ). 

La place des quantificateurs est extrêmement importante. Ainsi l 'assertion 

( (x1 � x2 ===? f(x1) � f(x2)) ou 

(x1 � X2 ===? f(x1)?: f(x2)) ) 
est vraie pour toute application définie sur D et ne traduit pas le fait que f 
est monotone sur D. 

On dit que f est strictement monotone sur D si f est strictement croissante 
sur D ou si f est strictement décroissante sur D. 

Remarque La négation de l 'assertion « f est monotone sur D » est : « f n'est 
pas croissante sur D et f n'est pas décroissante sur D ». Sous forme d'assertion 
quantifiée, cela se traduit par : 

et 
(:J(x1,x2) E D2 (x1 � X2 et f(x1) > f(x2))) 

( 3(x�,x�) E D2 (x� �X� et f(xD < f(x�))) . 
Ainsi l 'application f : x E lR f--7 x (x - 2) n'est pas monotone sur lR puisque 

( - 1  � 0 et f ( - 1 )  > f ( 0)) et ( 1 � 3 et f ( 1 )  < f ( 3)) . 
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Exemples 

1. La fonction sinus est strictement croissante sur [- � ,  � ] . En effet , voir page 157, 
quels que soient x1 , x2 dans [- � ,  � ]  avec x1 < x2 , on a 

sin(x2 ) - sin(x1 ) = 2 sin (! (x2 - x1 ) ) cos (! (x2 + x1 ) ) 

avec ! (x2 - x1 ) E JO , � ]  et ! (x2 + x1 ) E ]  - � ,  H La fonction cosinus est 
strictement positive sur ] - � ,  � [ et la fonction sinus est strictement positive 
sur ] O ,  H On en déduit que sin (! (x2 - xi ) ) cos (! (x2 + xi ) ) > 0 puis que 
sin(x2 ) > sin(x1 ). D'après la définition, cela permet de conclure que la fonction 
sinus est strictement croissante sur [- � ,  � ] .  

2 .  Montrons que l a  fonction partie entière, voir page 110 , est croissante sur JFt 
Soient x et y deux réels tels que x � y. Notons n = E(x) ; on a x E [n, n + 1 [. 
Procédons par disjonction de cas. 

- Ou bien y E [n, n + 1 [  et dans ce cas E(y) = n = E(x). 

- Ou bien y 1- [n , n + 1 [ et dans ce cas , il existe p E Z avec p > n tel que 
y E [p, p  + 1 [. On a E(y) = p > n = E(x). 

Dans tous les cas , E(y) � E(x) , ce qui permet d'affirmer que la fonction partie 
entière est croissante sur R 

1 EXERCICE 2 Montrer que la fonction cosinus est strictement décrois
sante sur [ü, 7r] . 

PROPOSITION 13.4 
)< La somme de 2 applications paires (resp. impaires) est une application paire 
(resp . impaire) . Le produit de 2 applications paires ou de 2 applications im
paires est une application paire. Le produit d 'une application paire et d 'une 
application impaire est une application impaire. 

)< La somme et le produit de 2 applications périodiques de même période T est 
une une application périodique. 

)< La somme de 2 applications croissantes (resp . décroissantes) est une appli
cation croissante (resp. décroissante) . 

Démonstration Ces propriétés se démontrent sans difficulté en revenant aux 
définitions. Considérons par exemple deux applications f et g paires. L'appli
cation h = f + g vérifie pour tout x E IR, 

h(-x) = f(-x) + g (-x) = f(x) + g (x) = h(x) . 

On en déduit que h est une application paire , autrement dit que la somme de 2 
applications paires est une application paire. D 

Remarque La somme (resp. le produit) de 2 applications périodiques de 

même période T est une une application périodique, mais la période de cette 
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application n 'est pas nécessairement égale à T. Par exemple, les fonctions 
f : x ,__, cos( x) et g : x ,__, - cos( x) sont périodiques de période 27r et f + g qui 
est la fonction nulle est périodique mais n'a pas de période, f x g est périodique 
de période 7r. 

Le produit de 2 applications monotones n 'est pas nécessairement une ap
plication monotone. Par exemple, l 'application f : x E lR ,__, x (x - 2) est 
le produit des deux applications strictement croissantes g1 : x E lR ,__, x et 
g2 : x E lR ,__, x - 2 mais comme cela a été indiqué à la remarque précédente , 
il ne s 'agit pas d 'une application monotone. 

PROPOSITION 13.5 Soient f et g deux applications définies sur R 
J( Si f est périodique alors g o f est une application périodique. 

J( Si f est croissante (resp. décroissante) et g est croissante (resp. décrois
sante) alors g o  f est une application croissante. 

J( Si f est croissante (resp. décroissante) et g est décroissante (resp. crois
sante) alors g o  f est une application décroissante. 

J( Si f est paire alors g o f est une application paire {sans hypothèse sur la 
parité g). Si f est impaire et g est paire {resp. impaire) alors g o  f est paire 
(resp. impaire) . 

Démonstration Ces propriétés se démontrent en revenant aux définitions. 
Montrons la première propriété, la vérification des autres propriétés est laissée 
en exercice . Si f est périodique alors il existe T E  IR't- tel que f (x + T) = f(x) 
pour tout x E R Quelle que soit l 'application g définie sur IR, on obtient 

'Vx E lR (g o f) (x + T) = g(f(x + T) )  = g(f(x) )  = (g o  f ) (x) . 

On en déduit que g o f est une application périodique 
tio>

. D 

13.1.3 Applications bornées 

J<On dit que f E A(D,IR) est majorée sur D si : 

3M E lR 'Vx E D  f(x) � M. 

Si f est majorée sur D alors on appelle borne supérieure de f sur D et on 
note<11> supxED f(x) la borne supérieure de l 'image de D par f. On a donc 

(10) 

(Il) 

sup f (x) = sup {f (x) 1 x E D} = sup f (D) . 
xED 

On ne peut toutefois pas affirmer que go f possède la même période que f; par exemple, 
la fonction cosinus est périodique de période 27r et la fonction x >--+ cos2(x) est périodique 
de période 7r. 
La variable x est une variable muette et on peut tout aussi bien écrire sup f( t). tED 
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R 1 1 "'t' d 1 b 
, . (l2) 

appe ons es propne es e a orne supeneure 

1. '<lx E D  f(x) � sup f (t) , 
tED 

2. Vs E �+ 3x E D  f(x) > sup J(t) - s. 
tED 

XOn dit que f E A(D,�) est minorée sur D si: 

3m E � '<lx ED f(x) �m. 

Si f est minorée sur D alors on appelle borne inférieure de f sur D et on note 
infxED f (x) la borne inférieure de l 'image de D par f. On a donc 

inf f (x) = inf {f (x) 1 x E D}= inf f(D). 
xED 

Rappelons les propriétés de la borne inférieure <1
2> 

1. '<lx E D  f(x) � inf J(t) , 
tED 

2. Vs E �+ 3x E D  f(x) < inf f (t) + s. 
tED 

X On dit que f E A( D, �) est bornée sur D si elle est à la fois majorée sur D 
et minorée sur D, autrement dit si 

3(M,m) E �2 '<lx E D  m � f (x) � M. 

De manière équivalente<13> , l 'application f est bornée sur D si 

3K E �� '<lx ED IJ(x)I �K. 

On dit que f E A( D, �) est bornée en xo E D si f est bornée sur un voisinage <
14> 

de xo . 

Remarque En utilisant les règles de négation d 'une assertion quantifiée<15> , 
on obtient qu 'une application f E A(D, �) n'est pas majorée sur D si : 
VM E � 3x E D  f (x) >M. Elle n 'est pas majorée si Vm E � 3x E D  f(x) <m. 
Enfin, elle n 'est pas bornée VK E �+ 3x E D  l f (x)I >K. 

Exemples 

1. Les applications sinus et cosinus sont bornées sur � car 

(Vx E � - l � sin(x) � l) et (VxE� - l � cos(x) � l ) . 

2. L'application x E � f--t ex est minorée et sa borne inférieure est O. Elle n'est 
pas majorée car quel que soit le réel M, le réel x = ln( l  + IM I )  est tel que 
ex = IMI + 1 > M. 

<12> Voir la proposition 3.2 p. 101. 
(ia) 

Ces deux assertions se déduisent l'une de l'autre en considérant d'une part m = -K et 
M = K et d'autre part K = max( lm l , IMI). 

<14> Voir la définition 3.10 p. 116. 
(ls) 

Voir le chap. 1 p.  14. 
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3. L'application x E JR* 1--+ l/x n 'est pas bornée en O. Pour le prouver , raison
nons par l 'absurde. Considérons un voisinage V de 0 et supposons que f soit 
bornée sur V, c'est-à-dire supposons que 

3M E JR� '<lx E V  lf(x) I = Il/xi� M. 

On déduit de l 'inégalité Il/xi � M que lxl � l/M, ce qui implique que x 
appartient à l 'ensemble E =]-oo, l/M] U [l/M, +oo[. Cela contredit le fait que 
x E V  car E n'est pas un voisinage de O .  

PROPOSITION 13.6 Soient f et g deux applications définies sur D. 

)<Si f et g sont majorées sur D et si f � g sur D alors 
sup f(x) � sup g(x). 
xED xED 

)<Si f et g sont minorées sur D et si f � g sur D alors 
inf f(x) � inf g(x). 

xED xED 

)< f est minorée si et seulement si ( -f) est majorée et 
inf f(x) = - sup(-f(x)). 

xED xED 

Démonstration Ces propriétés se démontrent en revenant à la définition de 
la borne supérieure (resp. borne inférieure) d 'une fonction et en utilisant les 
propriétés de la borne supérieure 

(iG) 
(resp . borne inférieure) d 'un ensemble. 

Démontrons la première de ces relations . Pour tout x E D, on a d'après 
les hypothèses f(x) � g(x) et par définition de la borne supérieure on a 
g(x) � suptED g(t). On en déduit que M = suptED g(t) est un majorant 
de f (D) . Comme par définition suptED f (t) est le plus petit des majorants de 
f(D) on a nécessairement suptED f (t) � M. La première relation est démon
trée. La vérification des autres relations est laissée en exercice. D 

PROPOSITION 13. 7 Soient f et g deux applications définies sur D et À un 
réel positif. 
X Si f est majorée sur D alors À · f est majorée sur D et 

sup (À · f)(x) = À  sup f(x). 
xED xED 

X Si f et g sont majorées sur D alors f + g est majorée sur D et 
sup ( (f + g)(x)) � sup f(x) + sup g(x). 
xED xED xED 

X Si f et g sont majorées et à valeurs positives sur D alors f x g est majorée 
sur D et 

(16) 

sup ((! x g)(x)) � sup f(x) x sup g(x). 
xED xED xED 

Voir la proposition 3 .2  p .  101. 
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Démonstration Ces propriétés se démontrent en revenant à la définition de 
la borne supérieure d 'une fonction et en utilisant les propriétés de la borne 
supérieureu6> d 'un ensemble. Montrons la deuxième de ces relations . On a 

sup ( (f + g)(x)) = sup{f(x) + g(x) 1 x ED}. 
xED 

Or, pour tout x E D, f(x) ::::;; suptED f(t) et g(x) ::::;; suptED g(t). On en 
déduit que 

f(x) + g(x) ::=:;; M où M = sup f(t) + sup g(t) 
tED tED 

et par conséquent M est un majorant de l 'ensemble {f(x) + g(x) 1 x E D}. 
Comme la borne supérieure de cet ensemble est , par définition , le plus petit 
des majorants, on a nécessairement 

sup ( (f + g)(x))::::;; M. 
xED 

La deuxième propriété est démontrée. La vérification des autres relations est 
laissée en exercice. O 

Exemple Soient f: x E [ü, 1] � x et g: x E [ü, 1] � 1 - x. On a 

et 

sup (f +g)(x) = l et 
xE [O,l] 

1 
sup (! x g)(x) = 4 et 

xE [O,l] 

sup f(x) + sup g(x) = 1 + 1 = 2, 
xE [O,l] xE [O,l] 

( sup f(x)) x ( sup g(x)) = l. 
x E [O,l] xE [O,l] 

On désigne par B(D, IR) l 'ensemble des applications de A(D, IR) qui sont bornées 
sur D. Il s 'agit d 'un sous-espace vectoriel de A(D, IR) . Pour f E B(D, IR) , on 
note llflloo = sup lf(x) I. 

xED 

PROPOSITION 13.8 Pour tout (!, g) E B(D, IR)2 et pour tout À E IR, on a 
les propriétés suivantes : 
1 .  Il! lloo = o Ç==? f = o; 

2. Il,\. f lloo = IÀ I Il! lloo; 

3. llJ + glloo ::=:;; llJ lloo + llglloo; 

4. llJ X glloo ::=:;; llJ lloo X llglloo· 

Démonstration Les propriétés 2 à 4 découlent des relations données à la 
proposition 13 . 7 en les considérant avec lfl et lgl. Démontrons la première 
propriété. Si f est l 'application nulle , alors 

llflloo = sup lf(x)I = sup {lf(x)I ; x ED} = sup{O} = O . 
xED 
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Réciproquement , si Ili lloo = 0 alors If 1 est une application majorée par 0, i.e. 

\lx ED lf(x)j �O. 

Comme lfl est positive, on a nécessairement lf(x) I = 0 pour tout x E D, 

autrement dit <17J f(x) =O. L'application f est l 'application nulle . D 

Remarque Soit E un espace vectoriel sur le corps des réels. Toute application 
N : u E E r--; N(u) E �+ vérifiant les 3 premières conditions de la proposi
tion 13 .8 ,  à savoir : pour tout (u, v) E E2 et pour tout À E �, 
1. N(u) = 0 <===? u = 0, 

2. N(À. u) = jÀj N(u), 

3. N(u + v) � N(u) + N(v), 
est appelée une norme sur E. Un espace vectoriel muni d 'une norme est appelé 
un espace vectoriel normé. Cette notion est détaillée dans le Cours de deuxième 

année, chap. 7. 

13 .2  Limites 

13.2.1 Définitions 

DÉFINITION 13.2 Soient D un sous-ensemble non vide de� et x0 E � un 
point adhérents) à D. On dit que l'application f de D dans � admet pour 
limite le réel f en x0 si 

Exemples 

1. Considérons l 'application f: x E] -1, 1[ r--; 2x/(x + 2) et montrons qu 'elle a 
pour limite 0 en O. Pour x E] -1, 1[ on a 1 � 2 + x � 3 et par conséquent 

\lx E]-1, 1[ lf(x) I � 2jxj. 

Pour tout E: E � + fixé, la quantité jf(x) -Oj peut être rendue plus petite que E: 
en prenant x tel que 2lxl � E:. On a ainsi établi que pour tout réel strictement 

(17) 
(18) 

Voir la proposition 3 .7 p. 108. 
Pour la définition d'un point adhérent à un sous-ensemble de Ill., voir la définition 3 .13 
p. 119 . On rappelle que l 'on note I5 l 'adhérence de l 'ensemble D, c'est-à-dire l 'ensemble 
des points adhérents à D. Le fait d 'envisager un point xo adhérent à l 'ensemble de 
définition D de f ( et non seulement appartenant à D) est indispensable pour pouvoir 
considérer par exemple la limite en 0 de l 'application f: x E Ill.* >-> sin(x). 

X 
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1 ----------- 1 - -

Xo - T/ X Xo Xo + T/ 

2ry 

Fig. 1 Illustration de l 'assertion « l 'application f admet pour 
limite R en xo » : pour tout réel strictement positif E:, on peut 
trouver un réel strictement positif 7J tel que IJ(x) - RI � E: pour 
tout x E [xo - 77, xo + 7)] . 

positif€, on peut trouver un réel strictement positif T/ (TJ = �€ convient) tel 
que 

't/x E lR ((x E] - 1, 1 [  et lxl � TJ) ===? IJ(x) - O I � €) . 

D 'après la définition 13 . 2 ,  on en conclut que f admet 0 pour limite en O. 
2 .  L'application S : x E ]O, +oo[ f-t 1 admet pour limite 1 en 0 puisque pour 
tout réel strictement positif €, on peut trouver un réel strictement positif 7J ( T/ = € convient) tel que 

't/x E lR ( (x E]O, +oo[ et lxl � TJ) ===? � � € ) . 

= Ü 

Remarques 

1 .  On exprime aussi sous forme d'assertion quantifiée le fait que l 'application f 
de D dans lR admet pour limite le réel f en x0 de la manière suivante : 

'</€ E JR� 3ry E JR� 't/x ED (lx - xol � T/ ===? IJ(x) -fi�€). (1) 

2 .  L'assertion (1) est équivalente à 

'</€ E JR� 3ry E JR� 't/x ED (lx - xol � T/ ===? lf(x) -fi� F) (2) 
et on peut bien entendu remplacer � par k ou tout autre réel strictement 

positif. En effet , si l 'assertion (1) est vraie pour tout€ E JR�, elle est vraie pour 
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6 = �€ où € désigne un réel strictement positif quelconque et inversement , si 
l 'assertion (2) est vraie pour tout€ E lR"f-, elle est vraie pour€ =  2e où e désigne 
un réel strictement positif quelconque. Ces formes alternatives correspondant 
à la définition 13 .2  seront largement utilisées dans les raisonnements. 

3. Soient D un sous-ensemble de lR et x0 un point adhérent à D. D'après la 
définition 13 .2 ,  l 'application f de D dans lR n 'admet pas le réel f pour limite 

. ( 19) 
en xo s1 

:3é E JR� Vry E JR� :lx E D (/x -xo/ � 'T/ et /j(x) -f/ > e) . 

Le fait que l 'application f de D dans lR n'admette pas de limite en xo s 'exprime 
sous forme d'assertion quantifiée de la manière suivante : 

(/x-x0/�'TJ et /J(x)-f/>E). 

Exemple Montrons que l 'application 

- 1 
0 
1 

Si X< Ü 
Si X= Ü 
Si X> Ü 

n'admet pas de limite en 0 (voir la figure 2) . D 'une part , pour tout réel f non 
nul , il existe un réel strictement positif é ( e = �Ill convient) tel que 

\:/ry E lR� :lx E lR (lx-Ol�'T/ et IS(x)-f/=lf/>E) 

(par exemple x = 0 convient) . Ainsi , S n'admet pas un réel non nul pour limite 
en O. D 'autre part, elle n'admet pas non plus 0 comme limite en 0 car en prenant 
é = � et pour tout 'T/ E JR+ en considérant le réel x = ry, on a 

lx-ül � 'T/ et IS(x)I = 1 > e. 

EXERCICE 3 Soit D un sous-ensemble de lR et x0 un point adhérent à D. 
Montrer que f admet pour limite 0 en x0 si et seulement si If I admet pour 
limite 0 en x0, autrement dit montrer que 

lim f(x) = 0 -Ç==? lim lf(x)I =O. 
X--+Xo X--+Xo 

Que peut-on dire si f admet une limite non nulle en x0 ? 

(19) 
Cette assertion est la négation de ! 'assertion 

'v't: E IR+ :31) E IR+ 'v'x E D (lx - xol ( 1) ==> lf(x) - fi ( t:) 
exprimant que l 'application f de D dans lR admet pour limite en xo le réel e. 
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1 

0 

- 1 

Fig. 2 Représentation graphique de la fonction signe S. 

La notion de limite pour une application donnée est étroitement liée à l 'en
semble de départ de l 'application considérée . Ainsi dans l 'exemple précédent 
l 'application S de lR dans lR n'a pas de limite en O. Par contre l 'application 
S+ de JO , +oo[ dans lR définie comme la restriction de S à ]O , +oo[ admet 1 
pour limite en 0 et l 'application S_ de ] - oo,  O] dans lR définie comme la 
restriction de S à] - oo,O[ admet - 1 pour limite en 0 (voir la figure 2) . 

PROPOSITION 13.9 Soient D un sous-ensemble de lR et x0 un point adhérent 
à D. Si l'application f de D dans lR admet une limite en x0 alors cette limite 
est unique. 

Démonstration Raisonnons par l 'absurde. Supposons que l 'application f ad
mette 2 deux réels f1 et f2 distincts pour limite en x0 et considérons le réel 
strictement positif c = �lf1 - f2I- D'après la définition 13 .2 ,  d 'une part 

et d'autre part 

Notons T/ = min( 'f/1 , TJ2) ; en utilisant la première inégalité triangulaire 
(2ol, pour 

tout x E ]x0 - TJ, xo + TJ[ n D on obtient 

(2o) 
Voir la proposition 3. 7 p. 108. 
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La relation ll'i -l'2I :::;:; �ll'1 -l'2I étant impossible si l'1 =/:- l'2, on aboutit à une 
contradiction . Cela signifie que l 'hypothèse de deux limites distinctes pour f 
en x0 est absurde. On a ainsi démontré que si l 'application f admettait une 
limite en xo celle-ci était nécessairement unique. D 

Puisque lorsque l 'application f de D dans lR. admet un réel l' pour limite en 
xo E D celui ci est unique on peut introduire , sans ambiguïté possible , un 
symbole pour désigner cette limite. On désigne par }_L1!;10 f(x) la limite de l 'ap-

xED 
plication f de D dans lR. en xo E D. Lorsqu 'il n'y a pas d'ambiguïté possible 
sur l 'ensemble de départ de l 'application f, on écrit plus simplement lim f(x). 

X---+Xo 

Remarque Dans la définition 13 . 2 ,  on peut indifféremment écrire des inéga
lités « larges » ou « strictes » (:::;:; ou <). En effet , 

lx-xol<77 lx -xol :::;:; 77. 

Réciproquement , s'il existe un réel 77 E JR.+ tel que pour tout x E D, lx-xol :::;:; 77 
implique que lf(x)-l'I :::;:; c alors pour tout réel 77' E JR.+ avec 77' < 77 la condition 
lx -xol < 771 implique aussi lf(x) -l'i :::;:; c. De même, 

lf(x) -l'i < c ==> lf(x) -l'i :::;:; c. 
Réciproquement pour c E JR.+ fixé, s ' il existe un réel 77 E JR.+ tel que pour tout 
x ED, lx -xol :::;:; 77 implique lf(x) -l'i :::;:; c alors on peut trouver 77' E JR.+ avec 
1]1 < 77 tel que lx -xol :::;:; 77' implique lf(x) -l'i < c. 

EXERCICE 4 Soit D un sous-ensemble de lR. et xo un point adhérent à D. 
Montrer que f admet pour limite l' en xo si et seulement si -f admet pour 
limite -l' en x0, autrement dit montrer que 

lim f(x) = l' {:::::::> lim -f(x) = -l'. 
x---+xo x--+xo 

Il est possible de définir la notion de limite d'une fonction en +oo ou en -oo 
et de définir la notion de limite pour une application non bornée en x0. 
X Soient D un sous-ensemble non vide de lR. et x0 un point adhérent à D. On 
dit que l 'application f de D dans lR. admet pour limite +oo en x0 et on note 
}i.1!;10 f(x) = +oo si, voir la figure 3 ,  xED 

X On dit que l 'application f de ]a, +oo[ dans lR. admet pour limite le réel l' 
en +oo et on note lim f(x) = l' si <

2'l 
x->+oo 

'Ife E JR.� 377 E lR. \lx E ]a, +oo[ (x?: 77 ==> lf(x) -l'i:::;:; c) .  
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f (x) 

Limites 

X Xo 

Fig. 3 Illustration de l 'assertion « l 'application f admet pour 
limite +oo en xo » : pour tout réel K, on peut trouver un réel 'T/ 
strictement positif tel que f (x) ;?: "'pour tout x E [xo-'T], xo +'TJ]. 

)( On dit que l 'application f de ]a, +oo[ dans lR admet pour limite +oo en +oo 
1. f( ) 

.(21) 
et on note 1m x = +oo s1 

x->+oo 

\:/K E 1R 317 E 1R  \:lx E ]a ,+oo[ (x;;::: 17 ===> f(x);;::: K:) . 

)(On dit que l 'application f de ] - oo, b[ dans lR admet pour limite le réel f 
1. J( ) n ,(22) 

en -oo et on note 1m x = {, s1 
X-+-CX> 

\:/€ E IR� 317 E 1R  \:lx E ]  - oo, b[ (x � 17 ===> l f (x) - f i�€ ) . 

)(On dit que l 'application f de ] - oo, b[ dans lR admet pour limite +oo en -oo 
1. !( ) 

. (22) 
et on note 1m x = +oo s1 

x-+-cx:> 

\:/K: E lR 317 E lR \:lx E ] - oo, b[ (x � 17 ===> f(x) ;;::: K:) . 

On remarquera que les assertions quantifiées intervenant dans les définitions 
des différentes situations possibles en ce qui concerne la limite de f ont une 

<21> 0 d " . . 1 t d 11"* d d'fi . .  n peut , e mamere eqmva en e, pren re T/ E ""+ ans cette e mt10n. 
(22) 

On peut , de manière équivalente, prendre T/ E JR� dans cette définition . 
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forme très voisine et sont construites à l 'aide de différents blocs quantifiés. La 
«limite en xo » est traduite par le bloc « 377 E JR+ 'Vx E D lx -xol � 77 », la 
« limite en +oo » fait intervenir le bloc « 377 E lR 'Vx E ] a ,  +oo[ x � 77 ». De 
même, la « limite vaut f » est traduite par le bloc « 'VE E JR+ · · · If (x )-fi � E » 
et la « limite vaut +oo » est traduite par le bloc « \;/K, E lR · · · f(x) � l'i, ». 
�Soit D un sous-ensemble de lR et xo un point adhérent à D. On dit que 
l'application f de D dans lR admet pour limite -oo en xo si l 'application -f 
admet pour limite +oo en xo. De même, on dit que f admet pour limite -oo en 
+oo (resp . -oo) si l 'application -f admet pour limite +oo en +oo (resp. -oo). 
On ne particularisera donc pas le cas d 'une application ayant pour limite -oo 
dans l 'énoncé des résultats de ce chapitre. 

Remarques 

1. On dit que l 'application f admet une limite finie en x0 E iR: si cette limite 
est un réel . 

2. On montre que si f est une application admettant une limite finie en +oo 
(resp . en -oo) alors cette limite est unique. Cette vérification est laissée en 
exercice (s'inspirer de la démonstration de la proposition 13 .9  en prenant la 
définition idoine) . 

EXERCICE 5 Montrer que si une fonction périodique admet pour limite 
en +oo le réel f alors il s 'agit d 'une fonction constante, la constante étant 
égale à f (on pourra utiliser la proposition 3 . 1 2 ,  page 1 13) . 

13.2.2 Propriétés 

PROPOSITION 13.10 Soient D un sous-ensemble de lR et xo un point adhé
rent à D. Si l'application f de D dans lR admet un réel pour limite en xo 
alors f est bornée sur {l'intersection de D avec) un voisinage de xo. 

Démonstration Supposons que f admette le réel f pour limite en x0. D'après 
la définition 13 . 2  

'VE E  JR� 377 E JR� 'Vx ED (lx -xol � 77 ===} lf(x) -fi� E) . 

Prenons E = 1 ;  il existe un réel strictement positif 77 tel que pour tout x E D, 

lx -xol � 77 ===} lf(x) -fi� 1. 

0 . . �3) n en dedmt que pour x E [x0 - 77, xo + 77] n D on a 

lf(x)I = lf(x) -f +fi � lf(x) -fi + lfl � 1 + lfl. 

L'application f est donc bornée sur [xo - 77, xo + 77] n D. 

(23) 
On utilise l ' inégalité triangulaire , voir la proposition 3.7 p. 108. 

0 
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On a un résultat analogue dans le cas d 'une limite en ±oo : si f admet un 
réel pour limite en +oo (resp . -oo) alors f est bornée sur un voisinage de +oo 
(resp. -oo) . 

La proposition suivante fait le lien entre les notions de limite pour une suite et 
pour une application. On rappelle que l 'on note lR = lR U { +oo, -oo }. 

PROPOSITION 13.11  Soient D un sous-ensemble de lR et xo un point adhé
rent à D. L'application f de D dans lR admet pour limite f E lR en x0 si et 
seulement si pour toute suite réelle (un)n d'éléments de D convergeant vers x0 
la suite de terme général f (Un) tend vers f. 

Démonstration On suppose que f E JR, le cas des limites valant ±oo se 
traite de manière analogue en prenant la définition idoine pour la limite donnée 
page 601 .  

!:::'. Supposons que f admette pour limite f en xo et considérons une suite (un)n 
convergeant vers xa. Soit c E JR+ fixé. Puisque f admet pour limite f en x0, 

377 E JR� \lx ED (lx -xol � 77 ====? lf(x) -fi� c) 
• • (24) et pmsque la smte (un)n converge vers x0 

3N EN \ln EN (n "?:: N ====? lun -xol � 77). 

Pour n "?::Non alun -xol � 1] donc lf(un) -fi � c. Ainsi, 

Ve E JR� 3N EN \ln EN (n "?:: N ====? IJ(un) -fi � c), 

ce qui d 'après la définition 5 . 1  page 1 72 signifie que la suite de terme général 
f (un) tend vers f. 
!:::'. Pour montrer la réciproque, raisonnons par l 'absurde. Supposons que pour 
toute suite réelle (un)n convergeant vers x0 la suite de terme général f(un) tend 
vers f et que f n'admet pas pour limite f en x0. Montrons que l 'on aboutit à 
une contradiction . La négation de l 'assertion « f admet pour limite f en xo » 
s 'écrit : 

3c E JR� \/17 E JR� 3y'1 ED (IY'1 -xol � 17 et lf(y'1) -fi> c). 
Pour cet c, en prenant pour 77 des valeurs de la forme l/n où n E N*, on obtient 

\/n EN 3yn ED (IYn -xol�l/n et lf(Yn)-fl>c). 

On dispose donc d 'une suite (Yn)n qui converge <251 vers x0 mais pour laquelle la 
suite de terme général f(Yn) ne converge<261 pas vers f. C'est en contradiction 
avec nos hypothèses . D 

<241 Voir la définition 5.1 p. 172; on prend pour première variable de l 'assertion quantifié� le 
réel 7J défini dans l 'assertion précédente. 

<251 Cela résulte du théorème 5.1, p. 185, puisque l 'on a xo - l/n � Yn � xo + l/n. 
<261Voir la définition 5.1, p. 172, de la divergence d 'une suite. 
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Remarques 

1. La proposition 13 .11 se généralise au cas des limites en ±oo : une condition 
nécessaire et suffisante pour que l 'application f définie au voisinage de +oo 
(resp. -oo) admette pour limite f, E lR en +oo (resp . -oo) est que pour toute 
suite réelle (un ) n tendant vers +oo (resp . -oo) la suite de terme général f(un ) 
tend verse. 

2. De la proposition 13 .11, on déduit que si l 'on trouve une suite (un ) n  qui 
tend vers Xo et pour laquelle la suite de terme général f(un ) diverge alors la 
fonction f n'a pas de limite en xo . 

3. On peut également prouver que la fonction f n'a pas de limite en xo en 
exhibant deux suites (un ) n et ( vn ) n convergeant toutes les deux vers xo mais 
pour lesquelles les suites de terme général f(un ) et f(vn ) tendent vers deux 
réels distincts. 

Exemples 

1. L'application f :  x E ] - 1 , 0 [U]O , l [f---+ cos ( l/x) n'a pas de limite en O. En 
effet, la suite (un ) n de terme général Un= 1 / (mr) converge vers 0 mais la suite 
de terme général f(un ) diverge puisque f(un ) = (-1r. 
2. Montrons que l 'application f : x E IR f---+ x sin(x) n'a pas de limite en +oo. 
Considérons la suite (un ) n de terme général Un = � + 27rn. Cette suite tend 
vers +oo et la suite de terme général f(un ) = � + 27rn tend vers +oo. Par 
ailleurs , considérons la suite ( vn ) n de terme général Vn = 2 (n + 1 )7r. Cette 
suite tend vers +oo et la suite de terme général f(un ) = 0 converge vers O. La 
proposition 13.11 indique que f n'a pas de limite en +oo. 

1 EXERCICE 6 Montrer que la fonction f :  x f---+ sin ( l/x) n'a pas de limite 
en O .  

THÉORÈME 13.1 (Théorème d'encadrement) 
Soient D un sous-ensemble de IR et xo un point adhérent à D .  Soient f, g1 , 
92, trois applications de D dans IR. On suppose que g1 et g2 admettent pour 
limite en x0 les réels f, 1 et f2 . 

X Si pour tout x E D  on a (g1 (x) � f(x) � g2 (x) ) et si f admet une limite 
en x0 alors 

f1 � lim f(x) � f2 . X->XQ xED 
X Si pour tout x E D on a (g1 (x) � f (x) � g2 (x) ) et si f,1 = f,2 alors f admet 
une limite en xo et 

· lim f(x) = f1 . x-1oxo xED 

Démonstration � Soit (un ) n une suite de D convergeant vers x0 E D. 
D 'après les hypothèses , pour tout n E N on a 
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D'après la proposition 13 . 1 1 ,  puisque f admet une limite f en xo , la suite de 
terme général f (un) converge vers f. De même, puisque 91 et 92 admettent 
pour limite en x0 les réels f1 et f2 , on a 

et 

D'après le théorème 5 . 1  p. 185 , on en déduit que 

[::'.': Supposons que f1 = f2. D 'après ce qui précède, la suite de terme général 
f (un) converge vers f1 . Ce résultat est acquis pour toute suite (un )n conver
geant vers x0 . D 'après la proposition 13 . 1 1 ,  on en déduit d'une part que f 
admet une limite en x0 et d'autre part que cette limite est f1 . O 

Remarques 

1 .  On peut énoncer un résultat analogue au théorème d'encadrement dans le 
cas des limites en +oo et -oo. 

2. On se convaincra que l 'hypothèse « f admet une limite en xo » est indis
pensable dans le premier énoncé, mais ne l 'est plus dans le second en lisant 
attentivement la démonstration de la proposition . 

Exemple Intéressons-nous à la limite en 0 de l 'application f : x E JR* r---+ sin;x) .  
Soit x E J O , � [ la mesure en radian (27) d 'un angle de sommet 0 (voir la figure 4) 
et C le cercle centré en 0 de rayon R = 0 A = 1 .  

Il est clair que l 'aire du  triangle GAP 
est strictement plus petite que l 'aire 
du secteur angulaire GAP, elle-même 
strictement plus petite que l 'aire du tri-

• (28 ) angle OAE, autrement dit on a, 

1 X 1 -2 0 A X c p < - < - 0 A X AE. 2 2 

Or, OA = 1 ,  OC = cos(x) , CP 
sin(x) et AE = tan(x) . On a donc 

0 < sin(x) < x < tan(x) . 
0 

! E 

p 

X 

c A 
Fig. 4 Notations utilisées . 

(27) On appelle radian l 'unité d 'angle telle que la mesure de l 'angle plat soit 1r. Dans ce cours, 
tous les angles sont mesurés en radians. 

(28) On rappelle que l 'aire du triangle est égale à la moitié du produit de la base par la hauteur 
du triangle et que l 'aire du secteur angulaire d 'angle de mesure a radian et de rayon R 
vaut 2: fois l 'aire du disque de rayon R, soit aR2 /2. 
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On en déduit que pour tout x E JO ,  � [, 

X 1 
1 < -- < -- autrement dit que 

sin(x) cos(x) 
sin(x) 

cos(x) < -- < 1 .  

La parité des fonctions sinus et cosinus implique que 

sin(x) 
\:/x E J  - � , O [UJO ,  � [ cos(x) < -- < 1 .  

X 

X 
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Comme limx_,0 cos(x) = 1, le théorème d'encadrement permet de conclure que 

lim 
sin(x) = 1 .  

x--->O X 1 Par « passage à la limite » certaines inégalités strictes peuvent devenir des 
inégalités larges , i .e .  même si pour tout x E Ja ,  b[ on a g1 (x) < f(x) < g2 (x) , 
on ne peut pas conclure que f1 < lim f(x) < f2. 

X--+Xo 

Un contre-exemple est fourni par l 'a.pplication f : x E JO ,  +oo[ f-t x! i . On a 
O < f(x) < 1 pour tout x E JO ,  +oo[ mais lim f(x) = 1 et lim f(x) = O . 

x--->O x--->+oo 

THÉORÈME 13.2 Soient D un sous-ensemble de lR et x0 un point adhérent 
à D. Soient f et g deux applications de D dans lR telles que 

\:/x E D f(x) � g (x). 

1 .  Si l im g (x) = +oo alors l im f(x) = +oo. 
X--+Xo X--+Xo 

2. Si l im f(x) = - oo  alors l im g (x) = -oo. 
x--+xo x--+xo 

Démonstration Soit (un)n une suite à valeurs dans D et convergeant vers xo. 
D 'après les hypothèses , pour tout n E N  on a 

(3) 

Ç:: Puisque g tend vers +oo en x0 , la proposition 13 . 1 1  indique que la suite de 
terme général g(un) tend vers +oo. D 'après la proposition 5 . 1 5 ,  page 186, on 
déduit de la relation (3) que la suite de terme général f(un) tend vers +oo. 
Ce résultat est vrai pour toute suite (un)n convergeant vers xo . D 'après la 
proposition 13 . 1 1  cela implique que 

lim f(x) = +oo. 
X--+Xo 

Ç:: La seconde assertion de la proposition se déduit de la première assertion et 
de l'équivalence 

(\:/x E D  f(x) � g (x) ) Ç=? (\:/x E D  - g (x) � -f(x) ) . 
Si limx--->xo f(x) = -oo alors limx--->xo -f(x) = +oo et on en déduit d'après 
la première partie de la démonstration que limx--->xo -g(x) = +oo. On a donc 
limx--->xo g (x) = -oo. D 
Le résultat du théorème 13 .2  reste exact si x0 = +oo ou si xo = -oo. 
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13.2 .3 Opérations algébriques sur les fonctions admettant une limite 

PROPOSITION 13.12 (Cas des limites finies) 
Soient D un sous-ensemble de JR, xo un point adhérent à D et f et g deux 
applications de D dans lR. Si f a pour limite f en xo et g a pour limite f' 
en x0 alors, 
1 .  lim lf(x)I = l fl ; 

X--+Xo 

2. V>. E lR lim ( >.  · f)(x) = Àf ; 
X--+Xo 

3. lim (f + g) (x) = f + f' ; 
X--+Xo 

4 . lim (f x g)(x) = f f'. 
X--+Xo 

5. Si de plus on suppose que f' -:/- 0 alors lim (L(x)) = � .  
X--->Xo g �/ 

Démonstration I'.:: Supposons que f admette pour limite f en x0 ; on a 

Ve ElR+ 317 ElR+ Vx ED (lx-xol�17 ====? lf(x) - fl�e) . (4) 

D 'après la seconde inégalité triangulaire<29> , on a llf(x)I - l fl l  � lf(x) - Cl. 
L'assertion (4) implique donc que 

Ve E JR+ 317 E JR+ Vx ED (lx -xol � 17 ====? llf(x)l - l fll � e) . 

D 'après la définition 13 .2 ,  ceci signifie que l 'application lfl admet pour limite 
en xo le réel l fl. 

I'.:: La seconde assertion résulte de l 'égalité suivante pour x E D et À E lR : 
I( >. . J)(x)I = l >.I lf(x)I. 

I'.:: Supposons que f admette pour limite f en x0 et que g admette pour limite f' 
en x0 et considérons un réel strictement positif e. En utilisant la première 
inégalité triangulaire , on obtient pour tout x E D 

I U(x) + g(x)) -( f + f') I  = I U(x) - f) + (g(x) - f') I � IJ(x) - f i + lg( x) - C' I . 

D 'après la définition 13 .2 ,  on acsoi 

Ve E JR+ 317' E JR+ Vx E D  (lx -xol � 171 ====? l g(x) - f'I � �c) , 
et Ve E JR+ 317 E JR+ Vx ED (lx -xol � 17 ====? lf(x) - fl � �e). 

On en déduit que pour tout réel x E D tel que lx -x0 1 � r où r = min { 17, 771} 
on a 

1 (f(x) + g(x)) -(f + f') I � IJ(x) - f i  + l g(x) - f' I � �e + �e = e. 

<29l Voir la proposition 3 .  7 p. 108. 
cso) Voir la remarque de la page 598 . 
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On a donc établi que 

\:k E IR� ::lT E IR� \lx ED (lx -xol � T ===} l(f + g)(x) - (f + f') I � E"). 

D 'après la définition 13 . 2 ,  on en conclut que f + g admet pour limite f + f' 
en xo .  

ç:: La démonstration d e  l a  quatrième assertion fait l 'objet d e  l 'exercice 7. La 
dernière assertion est admise . D 

Le résultat de la proposition 13 . 1 2  reste exact si x0 = +oo ou si x0 = - oo . 

Remarque Dans le cas où f' = 0 ,  la limite du quotient f / g dépend du 
comportement des fonctions f et g au voisinage de x0 .  Si f E IR* et si g est de 
signe constant au voisinage de xo alors f / g tend vers +oo ou -oo suivant les 
signes de g et de f. Si f = 0, on a une forme indéterminée et on ne peut rien 
conclure sans transformer l 'écriture de f /g .  

Exemple Considérons les applications 

f lTll * 
sin(x) : x E� � -

x 
et g :  x E lR � cos(x) . 

On a limx_,o J(x) = 
1 

et limx_,o g(x) = 1 .  D 'après la proposition 13 . 1 2  on en 
déduit que 

lim 
f(x) = 1 

X->Û g(x) 
autrement dit que lim 

tan(x) 
= 

1 .  
X->Û X 

EXERCICE 7 Soient f et g deux applications définies sur un sous
ensemble D de lR et x0 un point adhérent à D. On suppose que f admet 
pour limite f en xo et que g admet pour limite f' en xo . 
1 - Montrer que pour tout x E D on a 

lf(x)g(x) -RR' I � lf(x) - fi l g(x) -f' I + lf'l lf(x) - R I + IRI l g(x) -f' I. 

2 - En déduire que l 'application f x g admet pour limite ff' en x0 (on pourra 
s'inspirer de ce qui a été fait dans la démonstration de la proposition 13 . 1 2 ) .  

E n  ce qui concerne les fonctions ayant pour limite ±oo en  x0, on a les résultats 
• (31) suivant que nous admettrons . 

(31) 
Leur démonstration est assez semblable à ce qui a été fait pour démontrer la proposi-
tion 13.12 et requiert uniquement comme adaptation de prendre la définition idoine de 
la limite. 
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PROPOSITION 13. 13 (Cas des limites infinies) 
Soient D un sous-ensemble de � et xo un point adhérent à D. Soient f et g 
deux applications de D dans R 
1 .  Si lim g(x) = +oo et lim f(x) = f, avec f, E � U { +oo} alors 

x--+xo x--+xo 

lim (f + g) (x) = +oo. 
x--+xo 

2. Si lim g(x) = +oo et lim f (x) = f, avec f, E �+ U { +oo} alors 
X--+Xo X-+Xo 

lim (f x g) (x) = +oo. 
X--+Xo 

3. Si lim g(x) = +oo et lim f(x) = f, avec f, E �:_ U { -oo} alors 
x--+xo x--+xa 

lim (f x g) (x) = -oo. 
X--+Xo 

4. Si lim g(x) = +oo et lim f(x) = f, avec f, E � alors 
x--+xo x--+xo 

lim !_ (x) = O . 
X--->Xo g 

Le résultat de la proposition 13 .13  reste exact si x0 = +oo ou si x0 = - oo .  
On ne peut absolument rien conclure de manière générale en ce qui concerne 
les fonctions qui n 'ont pas de limite (dans i:) . Par exemple les fonctions 

f :  x 1----+ sin(x) et g :  x 1----+ 1 + sin(x) 

n'ont pas de limite en +oo. La fonction f + g n'a pas non plus de limite 
en +oo mais la fonction f - g admet pour limite 1 en +oo. Par ailleurs , si f 
admet une limite dans ïR en xo et g n'admet pas de limite en x0 , alors les 
fonctions f + g et f x g n'ont pas de limite en x0 . 

On peut résumer les propriétés qui ont été énoncées sous forme de tableaux. Le 
tableau suivant indique la limite éventuelle de la fonction f + g relativement aux 
valeurs de la limite des fonctions f et g .  On écrit IND pour forme indéterminée 
lorsque les hypothèses ne permettent pas de conclure . 

f,' +oo - OO  

e e +e' +oo - OO  
+oo +oo +oo IND 

- OO  - OO  IND - OO 
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Le tableau suivant indique la limite éventuelle de  la  fonction f x g relativement 
aux valeurs de la limite des fonctions f et g .  

f '  = 0 f' < 0 +oo - ()() 

f > O  f X f1 0 f X f' +oo - ()() 
f = O  0 0 0 IND IND 

f < O  f X f1 0 f X f' - ()() +oo 

+oo +oo IND - ()() +oo - ()() 
- ()() - ()() IND +oo - ()() +oo 

Le tableau suivant indique la limite éventuelle de la fonction f / g relativement 
aux valeurs de la limite des fonctions f et g .  

f' = 0 f' < 0 +oo - ()() 

f > O  f/f' IND (±oo) f/f' 0 0 

f = O  0 IND 0 0 0 

f < O  f/f' IND (±oo) f/f' 0 0 

+oo +oo IND (±oo) - ()() IND IND 

- ()() - ()() IND (±oo) +oo IND IND 

Les seules méthodes valables pour le calcul de limites sont celles qui dé
coulent de manière directe de l 'utilisation de l 'une des règles énoncées dans 
cette partie<32> . Tout calcul utilisant un résultat autre que ceux énoncés 
dans le cours doit faire l 'objet d 'une justification . Il existe de nombreuses 
méthodes de raisonnement incorrectes qui aboutissent à la valeur attendue 
pour la limite. Bien entendu le calcul est alors sans valeur. 

Nous admettons le résultat suivant concernant la limite de la composée de 2 
applications . 

(32) Nous compléterons l 'arsenal des méthodes utilisables pour le calcul de limites dans les 
chapitres suivants consacrés à la comparaison locale de fonctions et aux développements 
limités. 
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PROPOSITION 13.14 (Limite de la composée de 2 applications) 
Soient D un sous-ensemble de JR, xo un point adhérent à D et f, E i:. Soient 
f une application de D dans JR, D' un sous-ensemble de lR tel que f (D) c D' 
et g une application de D' dans R Si f admet pour limite Yo en xo et si g 
admet pour limite f, en y0 alors g o f admet pour limite f, en x0. 

Le résultat de la proposition 13 . 14 reste exact si xo = +oo ou si xo = -oo. 

Un cas particulier important de la proposition 13 . 14 est celui où D c D' et  où j 
est l 'injection canonique<33 J de D dans D' . Dans ce cas g o  f est la restriction 
de g à l 'ensemble D : 

g o  f :  x E D �  x E D' � g(x) E R  
D'après la proposition 13 . 14  si g admet pour limite f, en xo E D alors l 'appli
cation g o  f = g JD  admet également pour limite f, en xo. La réciproque est bien 
entendu fausse. 

Exemple Considérons les ensembles D = JO , +oo[, D' = lR et l 'application 
g :  x E D' f-> x2. On a lim g(x) = 0 donc lim g JD(x) = O. x- o x---+O xED 1 
Sous ces mêmes hypothèses , supposons maintenant que xo soit un point d'ac
cumulation de D' et que D = D' \ { xo }. Dans le cas où l 'application g 1 v admet 
pour limite f, en xo sans que g ait une limite en xo, on note 

f, = lim g(x). x - xo x#xo 

Exemple L'application g ' x E IR� { !x 

mais lim g(x) = O. X --+ Ü  

s i  X < Ü 
si x = 0 n 'a pas de limite en 0 
si X > Ü 

On remarquera que si }i,1110 g ( x) = f, et si g ( x0) = f, alors g a pour limite f 
x # xo 

en xo. 
Supposons à présent que x0 est un point d'accumulation de D = D'n ]x0 ,  +oo[. 
Dans le cas où l 'application g Jv  admet pour limite f, en xo, on note 

f, = lim g(x) x --+ xo x > xo 
ou f, = lim g(x) 

X-+Xt 
et on dit que g JD  admet f, pour limite à droite en x0. De la même manière, 
dans le cas où x0 est un point d'accumulation de D = D' n ]  - oo, xo [ et où 
l 'application g JD  admet pour limite f, en xo, on note 

f, = lim g(x) x --+ xo x < xo 
ou f, = lim g(x) 

x---+xO 

<33l C'est-à-dire l 'application injective x E D ,_, x E D' . 
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et on dit que g l v admet R pour limite à gauche en xo . 
On remarquera que si g admet le réel R pour limite à gauche et à droite en xo 
et si g(xo ) = R alors g admet pour limite R en x0 .  On peut exprimer à l 'aide 
d 'assertions quantifiées les notions de limite à gauche et de limite à droite. 

DÉFINITION 13.3 (Limite à gauche et limite à droite) 
Soient D un sous-ensemble de JR; et x0 un point adhérent à D. 
)<On dit que l'application f de D dans JR; admet pour limite à droite le réel R 
en xo si 

VE E !R;+ 377 E !R;+ \:/x E D  (0 < x - xo ( 77 ===> l f (x) - R l ( E) . 

)<On dit que l'application f de D dans JR; admet pour limite à gauche le réel R' 
en xo si 

Vs E JR;+ 377 E JR;+ Vx E D  (o < xo - x ( 77 ===> l f (x) - R'I ( s) . 

Exemples 

1. L'application f : x E ]  - 1, O[ U ] O ,  1[ f--t x cos ( � ) admet 0 pour limite à droite 
en O. En effet , pour tout réel x non nul on a l f (x) I ( x . On en déduit que quel 
que soit E E !R;:f. , il existe un réel 77 E IR;:f. (il suffit de prendre 77 = E) tel que 
l f (x) I ( E pour tout x E J O ,  77] . On vérifie de même que l 'application f admet 0 
pour limite à gauche en O. 

> f : =x- >x*cos ( 1/x) : 
> l imit (f (x) , x=O , right ) ; 

0 
> plot (f (x) , x= - 1 . .  1 ) ; 

2 . L'application g : x E ]  - 7r, ü [  U ] O ,  7r [  f--t l I sin x i admet 1 pour limite à droite X 
en 0 et -1 pour limite à gauche. Cet exemple sera détaillé par la suite . 

> g : =x- >abs ( s in (x) ) /x :  
> limit (g (x) , x=O , left ) ; 

- 1  
> limit (g (x) , x=O , right ) ; 

1 
> plot ( g ( x ) , x= - P i  . .  P i , di scont=true) ; -�� -0,5 

Remarque Soient f une application de D dans JR;, D' un sous-ensemble de JR; 
tel que f (D) c D' et g une application de D' dans R La proposition 13 . 14  
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indique que pour xo E D, 
s i  lim f (x) = Yo , et lim g(y) = f alors lim g(f(x) )  = e. 

X---tXo y-+yo X---tXo 

On a donc 
lim g(f(x) )  = lim g (y) . 

x->xo y-> f (xo ) 
On dit parfois que l 'on effectue le « changement de variable » y = f(x) dans 
la limite. En particulier , 

Exemples 

lim g(yo + x) = lim g (y) .  x->O y->yo 

1 .  Considérons les applications f : x E �* r--; sin(x) /x et g : y E � r--; y2 de 
sorte que gof : x E �* r--; (sin(x) /x) 2 . On a limx_,o J (x) = 1 et limy_,1 g(y) == 1 
et on en déduit que ( . ( ) ) 2 . sm x 

lim g(f(x) )  = hm -- = lim g (y) = 1 .  x->O x->O X y-> l 

2 .  Considérons les applications f : x E �* r--; !x E �* et g : y E �* r--; sin(y)/y 
de sorte que go f : x E � r--; � sin (� ) . On a limx_,o f (x) = 0 et limy_,0 g(y) == 1 

et on en déduit que 

lim g(f(x) )  = lim 3_ sin ('.:. ) = lim g (y) = 1 . x->0 X->O X 2 y->0 

1 EXERCICE 8 Déterminer la limite en 0 de la fonction f : x r--; x E(l/x) 
où E désigne la fonction partie entière. 

13.2.4 Limites usuelles 

X lndiquons quelques limites usuelles (d 'autres seront données ultérieurement) .  

1 .  sin(x) 1 1m -- = ,  
X->0 X 

lim 
1 - cos(x) _ � 

X->0 X2 - 2 ' lim 
tan(x) = 1 .  

X->0 X 

On a déjà déterminé précédemment la valeur de la première et la troisième 
limite . Pour obtenir la seconde limite, on part de la relation 

cos (x) = cos (2 !x) = 1 - 2 sin2 ( !x) 

qui permet d'écrire 

1 - cos(x) 
x2 
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En utilisant la proposition 13 . 14  et  la première des limites usuelles rappelées , 
• (34 )  on obtient 

1. 1 - cos(x) 1 . ( sin( �x) ) 2 
im = - hm 

x-O x2 2 x -o �X � lim 
( sin(t) ) 2 

2 t-o t 
1 

-

2 

X La limite d 'une fonction rationnelle<35 J (quotient de deux fonctions polyno
miales) en +oo et -oo est la même que celle du quotient des monômes de plus 
haut degré du numérateur et du dénominateur . Autrement dit , 

1 .  si le degré du numérateur est inférieur au degré du dénominateur, la limite 
de la fonction rationnelle est 0 ; 

2. si le degré du numérateur est égal au degré du dénominateur,  la limite de 
la fonction rationnelle est égale au quotient des coefficients des monômes de 
plus haut degré du numérateur et du dénominateur ; 

3 . si le degré du numérateur est supérieur au degré du dénominateur, la li
mite de la fonction rationnelle est ±oo selon le signe du numérateur et du 
dénominateur au voisinage de +oo (resp . -oo) .  

Exemple O n  obtient immédiatement , en appliquant les règles précédentes , les 
valeurs des limites suivantes : 

x2 + 4x3 
lim = 0 ,  

x-+oo x2 + 3x4 
1. 1 + x3 
lm 

x-+oo X - 3x3 
1 
3 ' 

x2 + 4x4 
lim = + oo .  

x - + oo  X + 3x3 

X La limite d 'une fonction rationnelle en 0 est la même que celle du quotient 
des monômes de plus bas degré du numérateur et du dénominateur. Autrement 
dit , 

1 .  si la valuation du polynôme au numérateur est supérieure à la valuation du 
polynôme au dénominateur, la limite de la fonction rationnelle est 0 ;  

2. si la valuation du polynôme au numérateur est égale à la valuation du po
lynôme au dénominateur,  la limite de la fonction rationnelle est égale au 
quotient des coefficients des monômes de plus bas degré du numérateur et 
du dénominateur ; 

3. si la valuation du polynôme au numérateur est inférieure à la valuation du 
polynôme au dénominateur,  la fonction rationnelle n 'a pas de limite (finie) 
en O .  

Exemple On obtient immédiatement , en appliquant les règles précédentes , les 
valeurs des limites suivantes : 

. x2 + 4x3 
hm = 0 , x-o x + x2 + x4 

x2 + 4x3 
lim ---
x-o 2x2 + x4 

1 
2 '  

(34) 
Lorsque x tend vers 0, t = !x tend également vers O. 

(35) 
Voir le chap. 7. 

. 1 + x2 + 4x3 
hm -----
x-o -3 + 2x2 + x4 

1 
3 
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X On donne par ailleurs les limites suivantes concernant les fonctions logarithme 
et exponentielle . Ces résultats sont démontrés au chap . 14, voir la proposi
tion 14 .4 ,  page 665 et la proposition 14 .7 ,  page 669 . 

ln(x) 
lim -- = O · lim x ln(x) = O ;  

x--++oo X ' 
x--+O+ 

lim 
ln( l  + x) = 1 . 

x->O X 

ex 

lim - = +oo; lim x ex = 0 ; 
x--++oo X x--+ -oo 

ex - 1  
lim -- = 1 . 
X->0 X 

EXERCICE 9 Étudier la limite éventuelle des. fonctions suivantes aux ex
trémités de leur ensemble de définition : 

f 
Jx2 - 1  + X  

1 - : x � ----
x 

f 
x cos2 (x) 

3 - · x � ---. 
sin(x) 

5 _ f : x � 
sin( x) 
x2 - x  

7 - f :  x � x2 sin ( l/x) 

2 - f : x � JX=l - JX-+2 

4 _ f : x � 
J x2 - lOx + 25 

x - 5  

6 - f : x � � - x  

8 - f :  x � sin(x) ln(x) 

13.3  Continuité 

13.3.1  Définitions et  premières propriétés 

DÉFINITION 13.4 Soit f une application définie sur un intervalle ouvert I 
de lR. et xo E I .  
X On dit que f est continue en xo si f admet pour limite f (x0 ) en x0 , autre
ment dit si 

Ve E JR.� 3170 E JR.� 'ix E I ( l x  - xo l � 1Je ==} l f (x) - f(xo ) I  � e) . 

X On dit que xo est un point de discontinuité pour f si f n'est pas continue ' . ,(36) en xo , c'est-a-dire si 

:le E JR.� lc/17 E JR.� :lx E I ( l x  - xo l � 1J et l f (x) - f(xo ) I  > e) . 

X On dit que f est continue sur l'intervalle I si f est continue en xo pour 
tout x0 E I .  On note C(I) ou C0 (I) l'ensemble des applications de I dans IR 
continues sur I .  
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Pour une illustration graphique de la définition de la continuité, on pourra se 
reporter à la figure 1 ,  page 598. 

Exemples 

1. Montrons que l 'application f : x E R f-t x2 est continue sur R, c'est-à
dire montrons que pour tout x0 E R, f est continue en xa . Commençons par 
remarquer que pour xo E R  et 7J E R+ , on a pour tout x E [xo - 7], xo + ry] 

l f (x) - f(xo ) I  = l x2 - x6 1 = l x - xo l l x + xo l :::;;; 7J lx + xo l :::;;; ry(2 lxo l + ry) . 

Soient t: E R+ et 7J E R+ tel que ry(2 lxo l + ry) :::;;; t: c'est-à-dire tel que 
ry :::;;; Jx6 + t: - lxo l · On a 

Vx E R  ( lx - xo l :::;;; 7J � l f (x) - f(xo ) I  :::;;; t: ) , 
ce qui d'après la définition 13 .4 permet d'affirmer que f est continue en xa . 
2. Montrons que l 'application signe définie par S(x) = - 1  si x < 0 ,  S(O) = 0 
et S(x) = 1 si x > 0 n'est pas continue en xo = O. Pour tout x E R* , on 
a l f(x) - f(O) I  = 1 ,  voir la figure 5 .  Ainsi, en considérant t: = � '  pour tout 
ry E R+ , il existe x E R (le réel x = �'IJ convient) tel que 

lx l :::;;; 7J et l f (x) - f (O) I = 1 > t: . 
La définition 13 .4 permet de conclure que S n 'est pas continue en O. 

1 

Xo X 

--....:.---1 - 1  

7J 7J 

Xo + 7J 

Fig. 5 La fonction signe n 'est pas continue en O. 

Par contre , cette application est continue sur J - oo, O [  (et sur JO, +oo[) puisque 
pour tout x0 E J - oo, O[ et pour tout t: E R+ en considérant le réel 7J = 1 ,  

(37) on a 
Vx E R  ( l x - xo l :::;;; 7J � l f (x) - f(xo ) I  = 0 :::;;; t:) . 

(36) 
On notera que cette assertion quantifiée est la négation de la précédente. 

(37) 
On remarquera qu'ici l 'assertion est vraie quelque soit la valeur de 71. 
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Plus généralement , ce raisonnement montre que toute application constante sur 
un intervalle ouvert est continue sur cet intervalle. 

3. La fonction sinus est continue sur R En effet si xo et x sont deux réels , on a 

sin(x) - sin(xo ) = 2 cos ( � (x + xo ) ) sin ( � (x - xo ) ) 

donc<38> : l sin(x) - sin(xo ) I � 2 lsin ( � (x - xo ) ) 1 � lx - xo l -

Par conséquent, pour tout réel strictement positif e, il existe un réel strictement 
positif 'T/ (il suffit de prendre 'T/ = e) tel que pour tout réel x, 

lx - xo l � 'T/ ===} l sin(x) - sin(xo ) I � e.  

Remarques 

1. Un réel xo est qualifié de point de discontinuité de première espèce de f, 
s 'il est point de discontinuité de f et si f admet un réel pour limite à gauche 
et à droite en x0 .  Les autres points de discontinuité sont qualifiés de points de 
discontinuité de seconde espèce. 

2. Graphiquement le fait que f soit une application continue sur l 'intervalle J 
d 'extrémités a et b se traduit par le fait que la représentation graphique de f 
joint les points de coordonnées (a, f(a) )  et (b, f (b) )  sans interruption dans le 
tracé. 

1 EXERCICE 10 Montrer , en ayant recours à la définition 13 .4 ,  que la fonc
tion cosinus est continue sur R 

DÉFINITION 13.5 Soit f une application définie sur un intervalle I de R 
X Soit xo un élément de I tel que I constitue un voisinage à gauche<39> de xo . 
On dit que f est continue à gauche en xo E I si limx_,x0 f(x) = f(xo) ,  
autrement dit si 

't/e E JR� ::Jry E JR� 't/x E I (0 < xo - x � 'T/ ===} l f (x) - f(xo ) I :( c) . 

X Soit x0 un élément de I tel que I constitue un voisinage à droite<39> de xo . On 
dit que f est continue à droite en Xo E I si limx->x;i f(x) = f(xo ) , autrement 
dit si 

't/e E JR� ::lry E JR� 't/x E I (0 < x - xo � 'T/ ===} l f (x) - f(xo) I :( c) · 

<3s) On rappelle que pour tout réel t on a 1 sin( t) 1 :::; l t l . 
<39> La définition de voisinage à gauche (resp. à droite) est donnée p. 1 17. 
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Remarques 
1. Il résulte des propriétés des limites que l 'application f est continue à droite 
en x0 et est continue à gauche en x0 si et seulement si f est continue en x0 . 

2 . La notion de continuité d 'une application sur un intervalle a été introduite 
dans le cas d 'un intervalle ouvert, voir la définition 13 .4 . On dit que f est 
continue sur l 'intervalle fermé [a, b] si f est continue sur l 'intervalle ouvert ]a ,  b [  
et est continue à droite en a et à gauche en b. 

Exemples { s
1
in(x)/ lx l  1 .  L'application f : x E [-7r ,.rr ] i---; 

droite en 0 puisque, voir page 614 ,  

S i  X "/- Ü 
si X = Ü 

ll·m 
sin(x) __ 

1 .  sin(x) llll -- = 1 .  
x->O+ l x l  x -> O +  X 

est continue à 

Elle n'est pas continue à gauche puisque limx_,o- sin(x)/ l x l  = - 1 .  Par ailleurs, 
elle est continue à droite en - 7f  et elle est continue à gauche en 7f puisque 

lim 
sin(x) = 0 = f(-7r) 

X-> -11"+ l x l  
et . sin(x) 

hm -1-1- = 0 = f (7r) . 
X--+11" - X 

L'application f est continue sur [-7r, O [  et sur [O, 7r] . Illustrons la situation en 
ayant recours à MAPLE. 

> f : =  x-> p iecewise (x=0 , 1 , s in (x) / abs (x) ) :  
> plot ( f (x) , x=-Pi  . .  P i , di scont=true ) ; 

2 

2. Considérons l 'application f : x E [- � ,  � ]  i---; { �an(x)/x 

Elle est continue en 0 puisque, voir page 614 ,  
limx_,o tan(x)/x = 1 .  Cette application n 'est pas continue 
à gauche en - �  car limx_,- � tan(x)/x = -oo "/- 1 
et elle n'est pas continue à droite en � car 
limx_, � tan(x)/x +oo i- 1 .  Comme l 'indique la 
proposition 13 . 10 ,  l 'application f n'étant pas bornée au 
voisinage de - � ,  ni au voisinage de � ,  on ne peut espérer 
qu'elle ait une limite en ces points. 

Illustrons la situation en ayant recours à MAPLE. 

3 

Si X "/- Ü 
si X E { Ü ,  � , - � } 

8 

6 

4 

> f : =x- >piecewi se (x=0 , 1 , x=P i / 2 , 1 , x= - P i /2 , 1 , tan (x) /x) : 
> plot (f (x) , x=-Pi/2  . .  P i / 2 , y=O . .  1 0 ) ; 

-1 0 
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Nous allons déduire des résultats établis lors de l 'étude des limites , un certain 
nombre de propriétés concernant les applications continues . Ainsi , le résultat 
suivant découle de la proposition 13 . 10 .  

PROPOSITION 13.15 Soient f une application définie sur un intervalle ou
vert I de IR; et xo E I .  Si f est continue en Xo alors f est bornée sur {l'inter
section de I avec} un voisinage de xo 

Exemples 

1. L'application f : x E IR; r---t { sin(x)/x s� x =/. O 
est continue en 0 car 1 Sl X = Ü 

limx_,0 sin(x)/x = 1 = f(O) . D 'après la proposition 13 . 1 5 ,  elle est donc bornée 
sur un voisinage de O. Une étude de cette application permettrait d'établir 
qu 'elle est en fait bornée sur R 
2. L'application x E JO ,  +oo[ r---t l/x E IR; n'est pas continue en 0 car elle n'est 
pas bornée en 0 (voir page 594) . 

Le résultat énoncé à la proposition 13 . 1 5 ,  comme ceux qui suivront , pourraient 
également être formulés avec une conclusion inchangée pour une application 
continue sur un intervalle fermé et borné [a, b] en considérant la continuité à 
droite en a et à gauche en b. 

PROPOSITION 13.16 Soient f une application définie sur un intervalle ou
vert I de IR; et xo E I. Si f est continue en xo et si f ( xo )  =/. 0 alors f ne 
s'annule pas dans un voisinage de xo . 

Démonstration L'application f étant continue en xo , d'après la définition 13.4 

Ve E IR;� 377 E IR;� Vx E I ( l x - xo l ::( 77 ==} l f (x) - f (xo ) I ::( c) . 
Prenons E = ! 1 f ( xo )  1 ; il existe 77 E IR;+ tel que 

Vx E l  ( lx - xo l ::( 77 ==} l f (x) - f(xo ) I  ::( ! l f (xo ) I ) . 

Soit V = I n  [xo - 77, xo + 77] ; il s 'agit d 'un voisinage de xo . Pour x E V, en 
utilisant la seconde inégalité triangulaire c4oJ , on obtient 

l f (xo ) l - l f(x) I  ::( l l f (x) l - l f (xo ) l l ::( l f (x) - f(xo ) I ::( ! l f (xo) I .  

O n  en déduit que pour x E V  on a l f (x) I  � ! l f(xo ) I  > 0, autrement dit que f 
ne s 'annule pas sur l 'ensemble V qui est un voisinage de x0 . D 

PROPOSITION 13.17 Soient f une application définie sur un intervalle I 
de IR; et x0 E l. L'application f est continue en x0 si et seulement si pour 
toute suite réelle (un)n d'éléments de I convergeant vers x0 , la suite de terme 
général f(un) converge vers f(xo ) . 

<40l voir la proposition 3 .7 p. 108. 
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Démonstration Ce résultat découle de la proposition 13 . 1 1 .  D 
La proposition 13 . 1 7  est peu pratique à utiliser pour montrer qu 'une application 
est continue. Par contre, elle est très utile pour établir qu 'une application n'est 
pas continue : s 'il existe une suite (un)n qui converge vers xo sans que la 
suite de terme général f (un ) ne converge vers f (x0 ) alors x0 est un point de 
discontinuité de f.  

Exemples 

1. La fonction partie entière E n 'est pas continue en 0 car la suite ( un) n de 
terme général Un = -l/n converge vers 0 mais la suite de terme général E(un) 
qui est la suite constante égale à - 1  converge vers - 1  et E(O) = 0 =1- - 1 .  

2 .  Soit f l 'application de lR dans lR définie par 

f (x) = 
{ �2 + 1 si X E  Ql 

si X E  JR \ Ql 

L'application f n'est continue en aucun point . Pour le vérifier, raisonnons par 
l'absurde. 
!'.:: Supposons que f est continue en xo E Ql et considérons une suite (un)n 
d'éléments de lR \ Ql qui converge<• ' l vers x0 . D 'après la proposition 13 . 17 ,  la 
suite de terme général f(un ) converge vers f (xo ) .  Par ailleurs, pour n E N* on 
a f(u11) = Un . La suite de terme général f (u11 ) converge donc aussi vers Xo . 
Par unicité de la limite on doit avoir f (x0 ) = x0 . C 'est impossible puisque 
f(x0 ) = xô + 1 =1- x0 (l 'équation x2 - x + 1 = 0 n'a pas de solution réelle) . 
Puisque l 'on aboutit à une contradiction , cela signifie que notre hypothèse est 
erronée ; l 'application f n'est donc pas continue en xo E Ql. 
!'.'.'. Supposons à présent que f est continue en x0 E lR \ Ql et considérons une suite 
(un)n d'éléments de Ql qui converge<•2 l vers xo . D 'après la proposition 13 . 17 ,  la 
suite de terme général f (u11) converge vers f (xo ) .  Par ailleurs , pour n E N* on 
a J( un) = u;, + 1 et la suite de terme général f(u,, ) converge donc aussi vers 
xô + 1 .  Par unicité de la limite d 'une suite, on doit avoir f(xo ) = xô + 1 .  C 'est 
impossible puisque f ( x0 ) = x0 =1- xô + 1 .  On obtient là encore une contradiction. 
L'application f n'est donc pas continue en xo E lR \ Ql. Finalement f n 'est 
continue nulle part. Bien entendu, ceci implique qu'il est impossible d 'en obtenir 
une représentation graphique de la façon usuelle . 

Il arrive parfois qu'une fonction f définie sur un ensemble ]a ,  x0 [ U ]x0 ,  b[ soit 
continue sur son ensemble de définition et admette une limite en x0 . C 'est le 
cas par exemple de la fonction x f-+ sin(x)/x qui est continue sur ] - oo, O[ et 
sur ]O ,  +oo[ et qui admet pour limite 1 en O. La représentation graphique d'une 
telle fonction ne présente pas de « discontinuité visuelle » au point (0 ,  1) et on 
a envie de la considérer comme la restriction à l 'ensemble ]a ,  x0 [ U ]x0 ,  b[ d 'une 
fonction continue sur ]a ,  b[. Ces constatations motivent la définition suivante. 

(4 1 ) 
Une telle suite existe d'après la proposition 3 . 1 5 ,  p. 1 1 5  car IR \  IQl est dense dans IR. (42) 
Une telle suite existe d'après la proposition 3 . 1 5 ,  p. 1 1 5  car IQl est dense dans IR. 
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DÉFINITION 13.6 (Prolongement par continuité) 

Soient (a, b) E Ïii 2 et xo E ]a, b [ .  Étant donnée une application f continue sur 
]a ,  Xo [ U ] xo , b [  et admettant pour limite en Xo le réel f, l 'application 1 définie 
sur ]a , b [ par 

f(x) = 
{ { (x) si x E ]a, xo [ U ] xo ,  b[ 

si x =  xo 

est une application continue sur ]a, b[ appelée prolongement par continuité de 
l 'application f en xo . 

Exemple Le__prolongement par continuité en 0 de f : x E IR* f---> sin(x)/x est 
l 'application f définie par 

f(x) = 
{ sin(�)/x si x E IR* 

si X =  Ü 

Remarque Il est fréquent de confondre au niveau des notations l 'application f 
et son prolongement par continuité en notant également f ce dernier . 

13.3 .2 Opérations algébriques sur les applications continues 

PROPOSITION 13.18 Soient >.. un réel et f et g deux applications définies 
sur un intervalle I de R Si f et g sont continues en xo E I (resp . sur I) 
alors on a les propriétés suivantes : 

1 .  I f  1 est continue en  x o  (resp. sur I) ; 

2. f + g est continue en xo (resp. sur I) ; 

3. f x g est continue en x0 (resp. sur I) ; 

4 . >.. · f est continue en xo (resp. sur I) ; 

5. si de plus g (x0 ) =1- 0 (resp. g ne s 'annule pas sur I) alors f / g est continue 
en x0 (resp. sur I) . 

Démonstration Ce résultat découle de la proposition 13 . 1 2 .  0 

Exemples 

1 .  On a démontré précédemment que l 'application x E IR f---> x2 est conti
nue sur R En utilisant la troisième assertion de la proposition 13 . 18 ,  on peut 
montrer par récurrence que pour tout entier n supérieur à 2 l 'application 
x E IR f---> xn est continue sur R La troisième et la quatrième assertion de 
la proposition 13 . 18  permettent alors d 'en déduire que toute fonction polyno
miale est continue sur R Enfin, la cinquième des assertions permet d 'établir 
qu 'une fonction rationnelle est continue en tout réel qui n 'est pas un pôle de la 

fraction rationnelle. 
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2. Nous avons établi que les fonctions sinus et cosinus sont continues sur IR. 
La fonction cosinus s 'annulant pour x = (k + � )7r avec k E Z, on déduit de 
la cinquième assertion de la proposition 13 . 1 8  que la fonction tangente est 
continue sur IR \  { (k + � )7r 1 k E Z}. 

On a les résultats suivants concernant la composition d'applications continues . 
Ces résultats découlent de la proposition 13 . 14 .  

PROPOSITION 13.19 Soient I un intervalle ouvert, f une application de I 
dans IR, J une partie de IR telle que f (I) C J et g une application de J dans IR .  
Soient xo  E I et Yo = f (xo ) .  Si f est continue en  xo  {resp . sur I) et s i  g est 
continue en Yo {resp. sur J) alors g o  f est continue en xo (resp. sur I) . 

COROLLAIRE 13.1 Soient f une application définie au voisinage de x0 et g 
une application définie au voisinage de Yo = f(xo ) .  Si limx_,x0 f (x) = Yo et 
si g est continue en Yo alors limx_,x0 g(f(x))  = g(yo ) .  

Exemple Puisque limx_,o sin(x)/x = 1 et que l a  fonction exponentielle est 
continue en 1 ,  on en déduit que limx_,o exp (sin(x)/x) = e .  

EXERCICE 11 Montrer que l 'application 

f : x E IR f-----+ { x sin�l/  x) 

est continue sur IR. 

13.3.3 Continuité sur un intervalle 

si x E IR* 
Si X = Ü 

BOLZANO, Bernhard ( 178 1 ,  Prague - 1848, Prague) . 

Après des études de théologie et de mathématiques , Bolzano est 
ordonné prêtre en 1805 . Professeur de sciences de la religion , il 
consacre son temps libre à l 'étude des mathématiques. Bolzano 
s'est intéressé à la logique mathématique et à une refonte ri
goureuse de la théorie des fonctions d'une variable réelle où il 
définit clairement les concepts de continuité et de dérivabilité. 
Bolzano donna avant Weierstrass, par une construction géomé
trique, un exemple de fonction continue en tout point, dérivable 
en aucun point . Il publia une démonstration du théorème des 
valeurs intermédiaires en 1817 .  
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Dans cette section a et b désignent deux réels tels que a < b. On rappelle qu 'une 
application est continue sur l 'intervalle fermé borné [a, b], si elle est continue 
en tout point de l 'intervalle ouvert ]a, b[ et qu'elle est continue à droite en a et 
à gauche en b. 

THÉORÈME 13.3 (Théorème des valeurs intermédiaires) 
Soit f une application continue sur un intervalle [a, b]. Si f(a) x f(b) < o 
alors il existe c E]a, b[ tel que f (c) = O . 

Démonstration t Supposons que f(a) < 0 et que f (b) > O. L'ensemble 

F = {x E [a, b] 1 f(x) � O} 

est une partie non vide (a E F) et  majorée (par b) de R I l  admet donc une 
borne supérieure c telle que c � b. Nous allons montrer que f(c) = O. 
t Puisque c est borne supérieure de F, d'après la proposition 3 .2  page 101, 

En considérant des réels c de la forme c = 1/n où n E N* dans l 'assertion 
précédente, on obtient 

\:/n E N* 3xn E F c - 1 / n < Xn � c. 

Le théorème d 'encadrement<43 J indique que la suite (xn )n converge vers c. 
Comme f est continue en c, d 'après la proposition 13. 17, la suite de terme 
général f (xn ) converge vers f(c) . Or, puisque Xn E F pour tout n E N* , on a 
f(xn ) � O. On en déduit d'après le théorème 13. 1 que f(c) � O. Cela implique 
en particulier que c < b car c E F et b qui est un majorant de F n'appartient 
pas à F puisque f(b) > O. 
t Considérons la suite (Yn )n de terme général 

b - c  
Yn = c + -- . n 

Puisque c < b la suite (Yn )n est strictement décroissante et converge vers c. 
Comme f est continue en c, d'après la proposition 13 . 17, la suite de terme 
général f(Yn ) converge vers f(c) . Puisque pour tout n E N* , Yn 1- F on a 
f(Yn ) > O .  D'après le théorème 13. 1, on en déduit que f(c) ? O .  
Finalement pour le  réel c on a f (c) ? 0 et  f(c) � O. Cela implique que f(c) == O. 
Le théorème est démontré dans le cas où f(a) < 0 et f(b) > O. 
t Dans le cas où f(a) > 0 et f(b) < 0 le résultat se déduit de ce qui précède 
en appliquant ce qui vient d 'être démontré à l 'application - f .  D 

<43 l Voir le théorème 5 . 1  p. 185 .  
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Remarques 

1. Le réel c E ]a ,  b[ pour lequel f(c) = 0 n 'est pas nécessairement unique. 

2. On peut démontrer que si f est une application continue sur un intervalle 
[a , b] telle que f(a) f (b) � 0 alors il existe c E [a, b] tel que f(c) = O . En effet , si 
J(a) j (b) < 0,  d'après le théorème des valeurs intermédiaires , il existe c E ] a ,  b [  
tel que f(c) = 0 et  s i  f(a) f (b) = 0 alors ou bien f(a) = 0 ou bien f(b) = 0 
donc il existe c E [a, b] tel que f(c) = O . 

Exemple Considérons l 'application f : x E [O, 2n] f--7 sin (x ) + (x - 1)  cos (x ) . 
Cette application est continue car les fonctions sinus et cosinus ainsi que la fonc
tion polynomiale x f--7 x - 1 sont continues sur [O, 2n] . Puisque 
f(O) = - 1 < 0 et j(2n) = 2n - 1 > 0, d'après le théorème des valeurs in
termédiaires , il existe (au moins) un réel c E ] O ,  2n [  tel que f(c) = O . On peut 
avoir recours à MAPLE pour illustrer la situation . 

> f : =x - >  s in (x) + (x- 1 ) * c o s (x) : 
> plot (f (x) , x=O . .  2*P i ) ; 

-2 

Comme on peut l 'observer sur la figure, le réel c n'est pas unique. On peut 
obtenir avec MAPLE des valeurs approchées des 3 réels annulant f sur l 'inter
valle J O ,  2n [ .  
> fsolve ( f (x) =O , x=0 . .  1 ) ; 

0 . 47973 1 0073 
> fsolve (f (x) =O , x=2 . .  3 ) ; 

2 . 24679 1377 
> f solve ( f (x) =O , x=4 . .  5 ) ; 

4 . 959757475 

Le théorème des valeurs intermédiaires admet la généralisation suivante (appe
lée théorème des valeurs intermédiaires généralisé) . 

PROPOSITION 13.20 Soit f une application continue sur l 'intervalle [a, b] . 
- Si f(a) < f(b) alors étant donné un élément Î de [f (a) , f (b) ] ,  il existe un 

réel c E [a, b] tel que f(c) = Î ·  

- Si f(a) > f(b) alors étant donné un  élément Î de  [f (b) , f (a) ] ,  i l  existe un 
réel c E [a, b] tel que f(c) = Î ·  
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Démonstration Supposons f (a) < f(b) et considérons un élément / appar
tenant à ] f (a) , f (b) [ .  La fonction g définie sur [a, b] par g(x) = f(x) - 1' est 
continue sur [a, b] et 

g(a) x g(b) = (f(a) - 1) (f(b) - 1) < O. 
'---v--' '-v--' 

<O > D  
D 'après le  théorème des valeurs intermédiaires , i l  existe un réel c E ]a ,  b [ tel 
que g(c) = O. Si / =  f (a) (resp . si / =  f(b) )  alors g (a) = 0 (resp . g(b) = O) .  
On en  déduit que quel que soit / E [f(a) , f(b) ] ,  i l  existe un  réel c E [a, b] tel 
que g(c) = 0, autrement dit tel que f(c) = /· Dans le cas où f (a) > f(b) un 
raisonnement en tout point similaire , où les rôles de f (a) et f (b) sont inversés , 
permet d'établir le résultat . D 

PROPOSITION 13.21 L 'image par une application continue d 'un intervalle 
est un intervalle . 

Démonstration Soient I un intervalle et f une application de I dans IR conti
nue. Notons J = J(I) l 'image de I par f. D'après la définition 3 .9 ,  page 1 16, 
pour montrer que J est un intervalle, il faut montrer l 'assertion suivante : 

\i(a , ,8 , 1) E IR3 ( (a E J et ,B E J  et Œ � / � ,8) =} / E l) . 
Considérons trois réels a,,8 et 1' tels que a et ,8 appartiennent à J et a � 1' :( {3. 
Si a = ,8 alors nécessairement 1' = a = ,8 donc 1' appartient à J. Supposons 
à présent que a < ,8. Puisque a et ,8 appartiennent à J = f(I) , il existe 
deux réels a et b dans l 'intervalle I tels que a = f(a) et ,8 = f(b) .  Comme 
a =  f (a) < ,8 = f(b) , d'après la proposition 13 .20 ,  pour tout réel 1' E [a , ,8] ,  il 
existe c E [a, b] tel que / =  f(c) .  Le réel / est donc l 'image par f d'un réel c de 
l 'intervalle [a, b] , et donc de l 'intervalle I puisque a E I et b E I. On en conclut 
que 1' E f (I) donc que / E J. D 
Nous admettons le théorème suivant qui indique qu 'une application continue 
sur un intervalle fermé et borné est bornée et atteint ses bornes . 

THÉORÈME 13.4 Soit f une application continue sur l 'intervalle fermé borné 
[a, b] . L 'application f est bornée sur [a, b] et atteint ses bornes, i .e. 

:3 (x1 , x2 ) E [a, b] 2 tel que f(x1 ) = inf f(x) et f(x2 ) = sup f(x) . 
x E [a ,b) x E [a , b) 

Dans le théorème 13 .4 ,  l 'hypothèse qui impose à l 'intervalle d'être fermé est 
indispensable .  Par exemple la fonction x f--> 1/x est continue sur JO, 1] mais 
n 'est pas bornée sur l 'intervalle JO,  1 ] . De même elle est continue sur ] 1 ,  2 [ et 
bornée sur ] 1 ,  2 [  mais n'atteint pas ses bornes sur l ' intervalle ] 1 ,  2 [  (sa borne 
inférieure est atteinte en 2 et sa borne supérieure en 1 ) . 
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Remarques 

1 .  D'après la proposition 13 . 2 1 ,  l 'image par une application continue d 'un in
tervalle est un intervalle. De plus , d 'après le théorème 13 .4 ,  l ' image par une 
application continue d 'un intervalle fermé et borné est un intervalle qui est 
fermé et borné. Par contre, l 'image d 'un intervalle ouvert (borné ou non) par 
une application continue n 'est pas nécessairement un intervalle ouvert . Par 
exemple, l 'image par la fonction sinus de l 'intervalle ouvert ] % , 74,.. [ est l 'inter
valle fermé [- 1 ,  l ] .  
2. Le  théorème 13 .4 indique que l 'image par une application continue d 'un 
intervalle [a , b] fermé et borné est un intervalle qui est fermé et borné. En 
général , cet intervalle n 'est pas [f (a) , f (b) ] .  Toutefois, si f est une application 
continue et croissante (resp. décroissante) sur un intervalle [a , b] alors on a 
f( [a, b] ) = [f(a) , f (b) ] (resp . J( [a , b] ) = [f (b) ,  f (a) ] ) . 

EXERCICE 12 L 'objet de cet exercice est de démontrer une variante du 
théorème des valeurs intermédiaires dans le cas d'un intervalle non borné. 
1 - Soit f une fonction continue sur IR vérifiant 

lim f (x) = - oo  et 
X--+ -00 

lim f (x) = + oo .  
x --> + oo  

Montrer qu'il existe un réel c tel que f(c) = O . 

2 - En déduire c44l qu'un polynôme de degré impair possède nécessairement 
une racine réelle. 

13.3.4 Continuité uniforme 

Considérons une application f continue sur un intervalle I. Si l 'on se reporte 
à la définition de la continuité , voir page 616 ,  en choisissant une valeur x0 E I 
et un réel E: strictement positif, on peut trouver un réel T/ strictement positif 
tel que pour tout x E ]xo - TJ, Xo + TJ [ n I  on ait l f (x) - f (xo ) I � E: . Le réel TJ 
dépend du réel E: et en général de x0 et il varie si l 'on choisit une autre valeur 
dans I pour x0 . Dans certains cas , on peut trouver un réel T/ strictement positif 
qui reste le même pour toute valeur x0 choisie dans l 'intervalle I.  On dit alors 
que l 'application f est uniformément continue sur I. 
De manière plus précise , on définit l 'uniforme continuité de la manière suivante. 

DÉFINITION 13. 7 Soit f une application définie sur un intervalle I .  On dit 
que f est uniformément continue sur I si 

VE: E IR+ ::l'f/ E JR+ V(x, xa ) E I2 ( lx - xa l  � T/ ==? l f (x) - f(xo ) I � é) . 

(44) Voir la proposition 6 . 1 0  p. 254. 
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Exemple Montrons que l 'application f : x E [O, 1] f-+ x2 est uniformément 
continue sur [O, l ] .  Soient T/ E IR+ et (x, xo ) E [O, 1 ] 2 avec l x - xo l � T/· On a 

l f (x) - f(xo ) I = l x2 - x6 1 = (x + xo )  l x - xo l � 2T/. 

On en déduit que pour tout E E IR+ , il existe T/ E IR+ (par exemple T/ = �c) tel 
que pour tout (x, xo) E [O, 1 ] 2 avec l x - xo l � T/ on a l f (x) - f (xo) I � E. D 'après 
la définition 13 .7 ,  cela signifie que f est uniformément continue sur [O , 1 ] . 

La comparaison de la position de l 'expression ('Vxo E I) entre la définition de 
l 'uniforme continuité (définition 13 .  7) et la définition de la continuité (défini
tion 13 .4) aboutit au résultat suivant . 

PROPOSITION 13.22 Soit f une application définie sur l 'intervalle I. Si J 
est uniformément continue sur I alors f est continue sur I .  

Remarque La réciproque est fausse : une application peut être continue sur 
un intervalle sans être uniformément continue sur cet intervalle. Par exemple 
l 'application f : x E IR f-+ x2 est continue sur IR mais n 'est pas uniformément 
continue sur IR. Pour vérifier que f n 'est pas uniformément continue sur JR, 

(45 ) montrons que 

Prenons E: = 1 et pour T/ E IR+ quelconque, déterminons un couple (x, y) E JR2 
avec x > 0 et y > x tel que l x - Y I  � T/ et l x2 - y2 1 > 1 .  Le couple (x, y) 
recherché doit donc vérifier y - x � T/ et y2 - x2 > 1 .  Pour y = x + T/ on a 

y2 - x2 = 2T/X + T/
2 > 2T/X 

donc y2 - x2 > 1 si x ;;::: 2� . On en conclut que pour tout T/ E IR+ , le couple 
(x, y) = ( 2� , T/ + i71 ) vérifie l x - y l  � T/ et l x2 - y2 1 > 1 . 

De même, on peut vérifier que l 'application x E J O ,  l [f-+ l/x est continue sur 
] O ,  1 ]  mais n 'est pas uniformément continue sur ] O ,  1 ] .  

On a toutefois l e  résultat suivant , que nous admettons , qui indique qu'une 
application continue sur un intervalle fermé borné est uniformément continue 
sur cet intervalle. 

THÉORÈME 13.5 (Théorème de Heine <46> ) 
Une application continue sur un intervalle fermé et borné est uniformément 
continue sur cet intervalle. 

<45 > Cette assertion quantifiée est la négation de l 'assertion quantifiée donnée à la défini
tion 13 . 7 .  
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Un autre critère pour établir l 'uniforme continuité d'une application est associé 
à la notion d'application lipschitzienne <47 l. 

DÉFINITION 13.8 (Application lipschitzienne) 
Soit f une application définie sur un intervalle l.  On dit que f est lipschit
zienne de rapport K sur l si 

3K E lR'f- 'i(x, y) E 12 lf(x) -f(y)I ::;; Klx -YI· 

On dit que f est contractante sur l si f est lipschitzienne de rapport K sur l 
avec K E ] O ,  1 [ . 

Exemple Montrons que la fonction sinus est lipschitzienne sur R Pour tout 2 (48 ) ( x, y) E lR , on a 

sin(x) - sin (y ) = 2 cos ( �(x + y)) sin ( �(x - y)). 

Compte tenu du fait que la fonction cosinus est bornée par 1 et que pour tout 
, (49 ) • • 

reel t, on a 1 sm( t)I ::;; l tl, on obtient 

1 sin(x) -sin( y)I ::;; 2 1 sin ( �(x -y)) 1 ::;; lx -YI· 

La fonction sinus est donc lipschitzienne sur lR de constante de Lipschitz K = 1 .  
On montrerait de même que l a  fonction cosinus est lipschitzienne sur R 

PROPOSITION 13.23 Si f est une application lipschitzienne sur un inter
valle l donné alors elle est uniformément continue sur l (et en particulier, 
elle est continue sur l) . 

Démonstration Supposons que f est lipschitzienne sur l ' intervalle l, i.e. sup
posons que 

3K E JR'f- 'i(x, y) E 12 lf(x) - f( y)I ::;; Klx -YI· 

(•G) HEINE,  Heinrich Eduard ( 182 1 ,  Berlin - 188 1 ,  Halle) . Mathématicien allemand connu 
pour les résultats qu ' i l  a obtenu en analyse réelle (théorème de Heine-Borel notamment) 
et sur les fonctions spéciales (polynômes de Legendre, fonctions de Bessel ,  etc) . 

(47) LIPSCHITZ, Rudolf ( 1832, Konigsberg - 1903,  Bonn) . Mathématicien allemand célèbre 
pour ses travaux concernant l 'existence et l 'unicité des solutions d 'une équation différen
tielle. C 'est dans ce contexte qu' i l  a introduit les fonctions qui portent son nom . Il était 
également un spécialiste de la géométrie différentielle. 

(48) Voir le formulaire de trigonométrie donné p .  157 .  
(49) Cette relation est évidente pour t E lR \ [- 1 ,  l ]  car la fonction sinus est bornée par 1 sur IR. 

On peut établir cette relation pour t E [- 1 ,  1 ]  en étudiant la fonction x ,....., s in(x) - x sur 
[- 1 ,  l] ou plus simplement sur [O, l] compte tenu de sa parité. 
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Montrons que f est uniformément continue sur J, i .e . montrons que 

\:/1:: E IR'f- 317 E IR'f- \:/(x, xo ) E 12 ( l x - xo l � 17 ====* l f (x) - f (xo ) I � 1::) .  
Soient E E m.+ et (x, x0) E 12 ; on a 

l f (x) - f (xo ) I � L l x - xo l ·  

O n  en déduit que si lx - xo l � t: /  L alors l f (x) - f (xo ) I � E .  Ainsi , pour tout 
E E IR'f- , il existe 17 E IR'f- (77 = 1::/ L convient) tel que pour tout (x ,  xo ) E 12 avec 
l x - xo l � 17 on a l f (x) - f (xo ) I � E. D 'après la définition 13 .7 ,  on en conclut 
que f est uniformément continue sur l. O 

13.4 Étude des suites récurrentes 

DÉFINITION 13.9 Soit f une application définie sur un ensemble D. On 
appelle point fixe de f tout réel ( E D  tel que f (() = ( . 

Remarques 

1 .  Un point fixe de f est donc une solution de l 'équation f (x) = x .  C 'est aussi 
un zéro de la fonction g : x f--> f (x) - x .  
2 .  Si f (D) n D = 0 alors f ne peut pas avoir de point fixe dans D.  
3 .  Géométriquement les points fixes de f sont les abscisses des points d'inter
section de la représentation graphique de f et de la première bissectrice (droite 
d 'équation y =  x) . 

Exemples 

1 .  Le réel 0 est un point fixe de la fonction sinus car sin(O) = O .  
2 .  Comme la fonction cosinus a pour image l ' intervalle [- 1 ,  1 ] , si elle admet des 
points fixes , ceux-ci appartiennent nécessairement à l 'intervalle [- 1 ,  l ] .  Consi
dérons l 'application g : x E [- 1 ,  1] f--> cos(x) - x. Cette application est continue 
et strictement décroissante sur [- 1 ,  l ] .  Elle est strictement positive sur [-1 ,  ü] 
car f (O) = 1 ;  elle n'admet donc aucun zéro sur [- 1 ,  O] . Comme f (O) = 1 > 0 
et f ( l )  = cos ( l )  - 1 < 0 ,  le théorème des valeurs intermédiaires indique qu'il 
existe au moins un réel c E]O ,  1 [  tel que g(c) = O. Le fait que g soit strictement 
décroissante sur [O, 1 ]  assure l 'unicité de ce réel c. On en conclut que la fonc
tion g admet un unique zéro, ce qui signifie que la fonction cosinus admet un 
unique point fixe c et que celui-ci appartient à l 'intervalle J O ,  1 [ .  
Illustrons la situation avec MAPLE. 

> solve ( cos (x) =x) ; 
Root üf ( _ Z  - cos ( _ Z ) ) 

> f solve ( co s (x) =x) ; 
0 . 739085 1332 

> plot ( [cos (x) , x] , x=- 1 . .  1 ) ; 
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· 1  

EXERCICE 13 L'objet de cet exercice est l 'étude des conditions d'exis
tence d 'un point fixe pour une application f définie sur un intervalle fermé 
borné [a , b] à valeurs dans [a , b] (i.e. telle que f ([a , b]) C [a , b]) . 

1 - On suppose que f est continue sur [a , b] et on considère l 'application 
g :  x E [a , b] f-7 f(x) -x. Montrer que g(a) ;;::: 0 et que g( b) � O. En déduire 
que l 'application f admet un point fixe dans [a , b]. 
2 - On suppose que f est croissante sur [a , b] et on considère l 'ensemble 
fi = {x E [a , b] J f(x) ;;::: x} . 

a) Montrer que fi admet une borne supérieure ]\If E [a , b]. 
b) Montrer que Jill E D. (On pourra utiliser un raisonnement par l 'ab

surde. ) 
c) En déduire que f admet pour point fixe M. 

3 - Une application de [a , b] dans [a , b] décroissante admet-elle nécessaire
ment un point fixe ? 

Soit f une application définie sur un intervalle I telle que f (I) c I. On peut 
définir une suite (un ) n par la donnée conjointe : 

L de son terme initial u0 = a où a est un élément de I ; 
2. d'une relation de récurrence de la forme : 'tin E N  Un +l = f(un ) · 

On dit alors que la suite (un ) n est définie par récurrence . Un certain nombre de 
propriétés de la suite (un ) n, que nous allons détailler , découlent des propriétés 
de l 'application f .  

PROPOSITION 13.24 Si la  suite (un ) n définie par la  relation de  récurrence 
U n+ I = f(un ) converge vers le réel f et si f est continue en f alors f est un 
point fixe de f. 

Démonstration Supposons que la suite (un ) n converge vers le réel f alors la 
suite ( vn ) n de terme général Vn = Un + l converge elle aussi vers R. D 'après la 
proposition 13 . 17 ,  puisque la fonction j est continue en f, la suite ( Wn ) n de 
terme général Wn = f(un ) converge vers f( f). Or, les suites ( vn ) n et ( wn ) n 
sont égales puisque pour tout n E N  on a Un + I  = f(un ) · Comme il y a unicité 
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de la limite d 'une suite, on en déduit que f (f) = .e, autrement dit que .e est un 
point fixe de f. O 

PROPOSITION 13.25 Soit f une application définie sur un intervalle 1 telle 
que f (I) C 1 et soit ( un ) n la suite définie par { u0 = a  

Un +l = f(un ) 
( où a E I) 
pour tout n E N 

)< Si l 'application f est croissante sur 1 alors la suite ( Un ) n est monotone. 
Plus précisément, elle est croissante si f(a) � a  et décroissante si f( a) � a .  
)< Si l 'application f est décroissante sur 1 alors la  sous-suite (u2n ) n EN des 
termes d 'indices pairs et la sous-suite ( u2 n + i ) n EN des termes d 'indices impairs 
extraites de ( un ) n sont monotones de sens de variation opposés. 

Démonstration ['.'.'. Supposons que f est croissante sur 1 avec f( a) � a et 
montrons que la suite (un ) n est croissante, c'est-à-dire montrons que pour tout 
n E N  la quantité Un +1-un = f(un )-un est positive. Utilisons un raisonnement 
par récurrence. Pour n = 0 ,  la propriété est vraie puisque u1 -uo = f( a) - a 
et que par hypothèse f( a) � a. Supposons que pour k E N donné on ait 
f(uk) � Uk et montrons que aussi f(uk+1) � uk+I · On a 

Par hypothèse f est croissante et f(uk) � uk ce qui implique que 
J(f(uk)) � f(uk), c'est-à-dire que f(uk+1) � Uk+I · La propriété est donc héré
ditaire ce qui conclut notre raisonnement par récurrence. Sur le même principe, 
on montre que si f( a) �a alors la suite (un ) n est décroissante. 

['.'.'. Désignons par ( vn ) n la sous-suite ( u2 n ) n EN des termes d ' indices pairs extraite 
de la suite (un ) n · On a vo = a  et pour tout n E N, 

Notons g la fonction f of. D'après la proposition 13 .5 ,  puisque f est décroissante 
l 'application g est croissante. En utilisant la première partie de la proposition, 
on en déduit que la suite ( vn ) n est monotone et que son sens de monotonie 
dépend du signe de g( vo) - vo. 
Désignons par (wn ) n la sous-suite (u2 n + i) n EN des termes d 'indices impairs ex
traite de la suite (un ) n ·  On a wo = f( a) et pour tout n E N, 

En utilisant la première partie de la proposition , on en déduit que la suite ( Wn )n 
est monotone et que son sens de variation dépend du signe de g(w0) - wo. 
Si on suppose que g(a) � a  alors d'après la première partie de la proposition, 
on peut en déduire que la suite ( vn ) n est croissante. La condition g(a) � a 
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implique aussi , puisque f est décroissante, que f (g(a) )  � f(a) ou de manière 
équivalente, puisque g = f o f, que 

g(f(a)) = J (f(f(a) ) )  � f(a) . 

On a donc g(w0 )  � w0 , ce qui implique, d'après la première partie de la propo
sition , que la suite (wn )n est décroissante. On en conclut que si g(a) � a alors 
la suite ( vn )n est croissante et la suite ( wn )n est décroissante. 
On démontrerait sur le même principe que si g (a) � a alors la suite (vn )n est 
décroissante et la suite (wn )n est croissante. Finalement , on a établi que les 
deux suites ( vn )n et ( wn )n sont monotones , de sens de variation opposé . D 

THÉORÈME 13.6 (Théorème du point fixe de Cauchy) 
Soient I un intervalle fermé et f une application de I dans JR, contrac-

( 5 0) tante sur I et telle que f ( I) c I .  
)< L 'application f admet un  unique point fixe ( E J .  

)< De plus, pour tout réel a E J ,  l a  suite réelle ( un )n définie par 

{ ��_: : f(un) pour tout n E N  

converge vers ( . 

Démonstration !'.': Montrons tout d'abord que f ne peut pas admettre deux 
points fixes ( et T/ distincts. Puisque f est une application contractante (5 0 > sur I, 
il existe un réel k E [O, 1 [ tel que 

\i(x , y) E 12 l f(x) - f(y) I � k lx - Y I ·  

On a alors, 
I C - T/ I = I f (() - f(ry) I � k I C - T/ I 

et par conséquent : (k - 1 ) 1 (  - ry l  � O. Puisque k E [O , 1 [ , on  a k - 1 � 0 ce  qui 
impose que 1( - T/ I = 0, c'est-à-dire que T/ = ( . 
Ç:: Considérons la suite réelle ( un )n définie par { uo = a, 

Un+ I = f(un ) pour tout n E N. 

Remarquons que puisque u0 E I et que f(I) c I, on a Un E I pour tout n E N. 
Montrons, en ayant recours à un raisonnement par récurrence, que 

\ii E N  

(5o) Voir la définition 13 .8 .  
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On a l u i - uo l :::;; k0 lui - uo l car k0 = 1 ce qui initialise la récurrence. Sup
posons la relation vraie pour un entier i donné ; en utilisant le fait que f est 
contractante de rapport k ,  on obtient 

ce qui prouve l 'hérédité de la propriété et achève le raisonnement par récurrence. 
Ces résultats préliminaires établis, montrons que la suite ( un )n converge en 
établissant qu'il s 'agit d 'une suite de Cauchy<5 1 l . Soient m et n deux entiers 
naturels tels que m ;? n. En utilisant la première inégalité triangulaire <52 J et 
les propriétés des progressions géométriques <53 l , on obtient 

l um - Un i = l�i Ui+i - Ui ' :::;; � lui+l - Ui l 

m- i m-n- i 
:::;; L ki lui - uo l = lui - uo l kn L kj 

i=n j=O 

1 - km-n kn 
= lui - uo l kn 

1 _ k :::;; 1 _ k lui - uo l -

Puisque k E [O, 1 [ , l a  suite de terme général Vn = /•:__'k lui - uo 1 est une suite à 
termes positifs qui converge vers O .  On a donc 

VE E JR� 3N E N \ln E N ( n ;? N =* l vn 1 :::;; E) . 

Compte tenu du fait que pour tout (m, n) E N2 avec m ;?  n on a l um -un i � vn , 
on en déduit que 

D 'après la définition 5 .8 ,  page 198, la suite (un)n est une suite de Cauchy. Le 
théorème 5 . 5 ,  page 199 , indique que la suite (un )n converge. De plus , comme I 
est un intervalle fermé, la proposition 5 .3 ,  page 1 74 ,  indique que la limite ( 
de la suite (un )n appartient à J. Pour conclure, remarquons que puisque<54l f 
est une application contractante sur I, elle est continue sur I ce qui d'après la 
proposition 13 . 24 assure que ( est un point fixe de f .  D 

Exemple Considérons la suite ( un )n définie par la relation de récurrence 
Un+i = i (u� + 8) où uo est un réel positif donné. Il est aisé de vérifier en 
utilisant par exemple un raisonnement par récurrence que cette suite est à 
termes strictement positifs . Introduisons l 'application f :  x E JR+ r--; i (x2 + 8). 

<5 1 l Voir la définition 5 .8  p .  198. 
<52l Voir la proposition 3 .7  p .  108 .  
<53l Voir la proposition 5 .2 1  p .  202 .  
<54l Voir la proposition 13 .23 p .  629. 
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On vérifie facilement que l 'application f est croissante sur �+ et qu 'elle admet 
pour tableau de variation : 

X 0 2 4 + oo 

f 4 / 2 / 4 / +oo 3 

On en déduit , d'après la proposition 13 .25 ,  que la suite (un)n est monotone et 
que le sens de monotonie de la suite dépend du signe de f(u0 ) - u0 . 
Par ailleurs, d'après la proposition 13 . 24 si la suite ( un)n converge alors sa 
limite ne peut être que l 'un des points fixes de l 'application f .  Déterminons ces 
points fixes en résolvant l 'équation f (x ) = x . On a 

f (x) = x -Ç=? fix2 - x + � = 0 -Ç=? x2 - 6x + 8 = O . 

Les points fixes de f sont donc 2 et 4 .  
Envisageons maintenant les différents comportements possibles de la suite . 

1 .  Si u0 E [ü, 2 [  alors 
f (uo ) - uo = fi (uo - 4) (uo - 2) > O. 

La suite est donc croissante. Par ailleurs , on constate à partir du tableau 
de variation de f que J( [O ,  2 [) C [O, 2 [ . Cela nous assure que la suite (un )n 
est bornée. D 'après le théorème 5 . 2 ,  page 189 ,  la suite (un )n converge. Puis
qu 'elle est majorée par 2 et que les seules limites possibles pour cette suite 
sont les réels 2 et 4, on en déduit que si u0 E [O, 2] , la suite ( un)n converge 
vers 2 .  

2 . Si  uo = 2 alors la  suite ( un)n est constante puisque f (2) = 2 .  
3. Si  uo E ] 2 ,  4 [  alors 

f (uo ) - uo = fi (uo - 4) (uo - 2) > O . 
La suite est donc décroissante. Par ailleurs , il est aisé de vérifier à partir 
du tableau de variation de f que f (] 2 ,  4 [) C ] 2 ,  4 [ .  Cela nous assure que la 
suite (un )n est minorée . D 'après le théorème 5 . 2 ,  la suite (un )n converge. 
Puisqu 'elle est minorée par 2 et que les seules limites possibles pour cette 
suite sont les réels 2 et 4, on en déduit que si uo E ] 2 ,  4 [ ,  la suite (un )n 
converge vers 2 .  

4 . S i  uo = 4 alors la suite (un )n est constante puisque f (4) = 4 .  
5 .  Si  uo E ] 2 ,  4 [  alors 

f (uo ) - uo = fi (uo - 4) (uo - 2) < O .  
La suite est donc décroissante. Par ailleurs , il est aisé de vérifier à partir du 
tableau de variation de f que f( ]4 ,  +oo[) c ]4 ,  +oo[ .  Puisque la suite (un )n 
est croissante (et non constante) , qu 'elle est minorée par 4 et que les seules 
limites possibles pour cette suite sont les réels 2 et 4, on en déduit que la 
suite (un)n diverge et qu 'elle tend vers +oo. 
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Le programme MAPLE suivant permet de représenter graphiquement le compor
tement de la suite (un )n selon la valeur de ua . La figure proposée ici correspond 
au choix uo = � · Nous pouvons observer , comme cela a été établi que la suite 
( un )n converge vers 2 .  

> with (plottools ) :  
> f : =x- > (x-2+8 ) /6 :  
> N : = l O : u [O] : = 1 / 2 : 
> f or i f rom 1 t o  N do 

u [ i] : =evalf ( f (u [ i - 1] ) ) : 

end : 
> f or i f rom 0 to N- 1 do 

L l [ i] : =line ( [u [i] , O] , [u [ i] , u [i+l] ] , l inestyle=3) : 
L2 [i]  : =l ine ( [u [i] , u [i+l] ] , [u [ i+l] , u [i+l] ] , l inestyle=3) : 
L3 [i]  : =l ine ( [u [i+l]  , u [i+ 1] ] ,  [u [ i + 1] , 0] , l inestyle=3) : 

end : 
> G 1 : =plot ( [f (x) , x] , x=O . .  2 . 5 ,  y= O . .  2 . 5 ) : 
> L : =seq ( L 1 [i]  , i=O . .  N- 1 ) , seq (L2 [ i] , i=O . .  N- 1 ) , seq(L3 [ i] , i=O . .  N- 1 ) : 
> plots [di splay] ( {L , G l } , scal ing=constrained) ;  

y 

13.5  La dichotomie ou l'art de couper en deux 

On considère une application f continue sur un intervalle I de IR. On désire 
calculer les solutions (on appelle ces solutions les zéros de J) de l 'équation 

(E) J(x) = O . 
Une telle équation peut admettre plusieurs solutions (voire une infinité) , une 
seule solution , ou pas de solution du tout . Dans de nombreux cas , il est im
possible de calculer explicitement ces solutions. On cherche alors à obtenir une 
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valeur approchée , arbitrairement précise , de ces solutions par une méthode 
d'approximation. 
Une étude détaillée de la fonction f peut permettre de savoir si l 'équation (l') 
admet des solutions et , le cas échéant , le nombre de solutions. De plus, à partir 
du tableau de variation de f et du théorème des valeurs intermédiaires , on 
peut en général localiser chaque zéro de f dans un intervalle ] a ,  b[ de sorte 
que dans un intervalle donné , il n 'y ait qu'un seul zéro . Supposons donc que 
l 'équation (l') admette une solution unique, que l 'on note /3, dans un intervalle 
]a , b [ donné. Supposons de plus que f est continue sur l ' intervalle ] a ,  b[ et que 
l 'on a 

f(a) X f(b) < 0 . 

Notons xo le centre de l ' intervalle ] a ,  b [ ,  i .e .  xo = � (a + b) . Calculons f(xo ) et 
comparons son signe avec f(a) . Les trois cas suivants sont possibles : 
1 .  Si f(a) x f(x0 ) < 0 alors , d 'après le théorème des valeurs intermédiaires , /3 

appartient à l 'intervalle ]a ,  x0 [ . 
2. Si f(a) x f(xo ) > 0 alors /3 appartient à l 'intervalle ]xo , b [ .  
3.  Si f(a) x f(xo ) = 0 alors /3 = xo . Dans ce cas , le zéro de f a  été trouvé. 

On s 'aperçoit qu'on a pu améliorer la localisation du zéro de f : on avait 
localisé /3 dans un intervalle ] a ,  b[ de longueur h = b - a, on sait à l ' issue de cette 
dichotomie cs5 > que /3 est dans l ' intervalle ] a ,  x0 [ (cas 1) ou dans l 'intervalle ] x0 , b [  
(cas 2) qui sont de  longueur h/2 .  On peut bien entendu répéter le  processus pour 
localiser le zéro de f dans des intervalles de longueurs h/ 4 , h/8, h/ 16 ,  . . .  jusqu 'à 
obtenir un intervalle de longueur égale à la précision souhaitée pour la valeur 
approchée de /3 (par exemple 10-3 ) . 
On possède donc un algorithme relativement simple à mettre en œuvre pour 
construire une suite (xn )nEN qui converge vers /3 .  L 'algorithme se formalise de 
la façon suivante : on définit ao = a, bo = b et xo = � ( ao + bo ) .  À partir de 
l'intervalle Io = ]a0 ,  b0 [ , on construit une suite de sous-intervalles In = ] an ,  bn [ , 
n E N, vérifiant : 

In C In- 1 C · · · C fi C Io . 
Les bornes an et bn de l 'interva.tle In sont obtenues par récurrence de la manière 
suivante : 
- an = an- 1 et bn = Xn- 1 si f(an_ i )j (Xn- i ) < 0,  

- an = Xn- 1 et bn = bn- 1 Si f(an- 1 )f (Xn- 1 ) > 0 ,  

et on définit ! ' itéré suivant par Xn = � (an + bn ) , voir la  figure 6 .  Par le  choix qui 
est fait pour les bornes de l ' intervalle In , on préserve à l 'étape n la condition 

f(an ) X f(bn ) < 0 

qui d'après le théorème des valeurs intermédiaires , nous assure que /3 E In . 

(55) Terme issu du grec ancien et signifiant « division en deux parties égales » .  
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1 1 a3 --'  b3 
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X 

Fig. 6 Interprétation graphique de la méthode de dichotomie. 

À chaque étape, la longueur Rn de l 'intervalle In est divisée par 2. On a donc 
Rn = �Rn- 1  et on déduit par récurrence que 

'<ln E N  

Pour tout n E N  on a /3 E In , Xn E In et par conséquent 

Puisque limn-HXl Rn = 0, on déduit du théorème d 'encadrement que limn__,00 Xn = (3. 
Cela établit que la suite (xn )nEN construite par la méthode de dichotomie 
converge vers /3. 

En pratique, il est rarement possible d'atteindre la limite . On se fixe donc 
la précision E: souhaitée pour l 'approximation de f3 (par exemple 10-3) et on 
décide d'arrêter les itérations à l 'étape n0 si la longueur Rn, de l ' intervalle In, 
est inférieure à E. Ce critère d'arrêt (sG) est justifié par le fait que 

Cela nous donne d'ailleurs une information a priori sur le nombre d 'itérations n, 
à effectuer pour atteindre la précision E:. En effet , pour obtenir lxn, - /31 :::;; E, il 
suffit que 

b 
2�.a :::;; E autrement dit que n0 � log2 ( b : a) . 

(sG) Bien évidemment , il existe d'autres tests d'arrêts. Par exemple, nous pourrions décider 
d' interrompre les itérations dès que f(xn, ) � e , ou dès que Jxn, + 1  - Xn, 1 � e . 
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Illustrons l 'utilisation de la méthode de dichotomie avec MAPLE pour résoudre 
l 'équation cos(x) = x. Nous avons établi page 630 que cette équation admet 
une unique solution et que celle-ci appartient à l 'intervalle [ü , l ] . Le programme 
MAPLE suivant permet d 'obtenir une valeur approchée de la solution avec une 
précision inférieure à E = 10-6 . 

> restart : # on résout f (x) =O sur [a , b] 

> f : =x - > cos (x) -x : 

> a : =O :  b : = 1 :  eps : = 1E-6 : 
> N : =log [2] ( (b-a) /eps) : # nombre d ' itérat i ons requises pour 

# la pré c i s ion eps souhaitée 
> f or n f rom 1 t o  N whi l e  f ( c ) <> 0 do 

c : = ( a+b) /2 ; 
if evalf (f ( c ) *f (a) ) > 0 then a : =c :  
else b : =c :  
end if : 
printf ( " Intervalle  I _%g pour n %g [ %8 . 6f , %8 . 6f ]  \n" , 

n , n , a , b) ; 
end do : 

> pr intf ( " \n L ' approximat ion obtenue est c %g 
et on a f ( c )  = %g" , c , f ( c ) ) ; 

Intervalle I 1 pour n 1 [ 0 . 500000 , 1 . 000000] 
Intervall e  I 2 pour n 2 [ 0 . 500000 , 0 . 750000] 
Intervalle  I 3 pour n 3 [ 0 . 625000 , 0 . 750000] 
Intervalle I 4 pour n 4 [ 0 . 687500 , 0 . 750000] 
Intervalle I 5 pour n 5 [ 0 . 7 1 8750 , 0 . 750000] 
Intervalle  I 6 pour n 6 [ 0 . 734375 , 0 . 750000] 
Intervalle  I _ 7  pour n 7 [ 0 . 734375 , 0 . 742 1 88] 
Intervalle I 8 pour n 8 [ 0 . 73828 1 , 0 . 742 1 88] 
Intervalle  I 9 pour n 9 [ 0 . 73828 1 , 0 . 740234] 
Intervalle I 10  pour n 1 0  [ 0 . 73828 1 , 0 . 739258] 
Intervalle I 1 1  pour n 1 1  [ 0 . 738770 , 0 . 739258] 
Intervalle I 12  pour n 1 2  [ 0 . 7390 14 , 0 . 739258] 
Intervalle I 13  pour n 1 3  [ 0 . 7390 1 4 , 0 . 739 1 36] 
Intervalle I 14 pour n 14 [ 0 . 739075 , 0 . 739 136] 
Intervalle I 15 pour n 1 5  [ 0 . 739075 , 0 . 739 1 05] 
Intervalle I 16 pour n 1 6  [ 0 . 739075 , 0 . 739090] 
Intervalle I 17 pour n 1 7  [ 0 . 739082 , 0 . 739090] 
Intervalle I 18 pour n 1 8  [ 0 . 739082 , 0 . 739086] 
Intervalle I 19 pour n 1 9  [ 0 . 739084 , 0 . 739086] 

L ' approx imat i on obtenue est c = 0 . 739084 et on a f ( c )  1 . 4885e -06 
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13.6 Exercices de synthèse 

EXERCICE 14 Soit f une application injective de I dans JR, continue sur J .  
1 - On suppose que f n'est pas strictement monotone sur I .  Montrer que dans 
ce cas, il existe 4 réels a ,  b, x , y dans I avec x < y et a < b tels que 

f (x) > f (y) et f (a) < f(b) . 

2 - On considère l 'application 

<I> : À E [O, 1] f------> f ( ( l  - À)b + Ày) - f ( ( l  - À)a + Àx) . 

Montrer qu 'il existe un réel Ào E]O ,  1 [  tel que <I> (Ào ) = O .  
3 - Montrer que la relation <I> (Ào ) = 0 est incompatible avec l 'hypothèse « f une 
application injective ». En déduire qu 'une application injective de I dans JR 
continue est nécessairement strictement monotone. 

EXERCICE 1 5  
1 t l '  h .  . (57) 1 - Montrer que l 'application f : x E � f------> l x l + l  es  ipsc itzienne de 

rapport 1 sur lR. 

2 - Montrer qu 'une application f est lipschitzienne sur lR si et seulement si 
l 'ensemble 

{ f (x1 ) - f (x2 ) 1 ( ) E TT1>2 ...J. } X1 ,  X2 JN. , X1 Î X2 X1 - X2 
est borné. En déduire que l 'application f : x E lR 1----> x2 E lR n'est pas lipschit
zienne sur JR.  

3 - Montrer que toute application lipschitzienne sur lR est continue sur IR .  
4 - Montrer que la  somme de  2 applications lipschitziennes est une application 
lipschitzienne mais que le produit de 2 applications lipschitziennes n'est pas 
nécessairement une application lipschitzienne. 

EXERCICE 16 Soit f une application continue sur l 'intervalle [O , 1 ]  à valeurs 
dans lR. On note l l f l l = le réel sup l f (x) I . 

x E [ü , l ]  

1 - Justifier que l l f 1 1 = est égale à la valeur maximale prise par l f l sur l 'inter
valle [O , 1 ] . 
Pour t E [O , 1 ] ,  on définit l 'ensemble 

Dt = { l f (x) - f (y) l I (x , y) E [O, 1 ] 2 l x - y l � t } . 

2 - Montrer que pour tout t E [O, 1] l 'ensemble Dt est majoré. 

<57 l Voir la définition 13 .8  page 629. 
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Pour t E [O, 1 ] ,  on note w (t ) la borne supérieure de l 'ensemble Dt . L 'application 
w :  t E [O , lJ  f--7 w (t ) est appelé le module de continuité de f .  
3 - Calculer w (O) e t  montrer que w : t E [O, l J  f--7 w (t ) est une application 
croissante. 

4 - Montrer que le module de continuité de l 'application f : x E [O, 1 J f--7 fi est 
w : t E [0 , 1 J f--7 ,fi. 

13.  7 Solution des exercices 

Solution de l'exercice 1 
L'application f : x E IR f--7 x - E(x) est périodique puisque pour tout x E IR 
on a 

f(x + 1 ) = (x + 1 ) - E(x + 1 ) = (x + 1 ) - (E(x) + 1 ) = x - E(x) = f(x) . 

Montrons que la période de f est 1 en montrant qu 'il ne peut pas exister de 
réel T E J O ,  1 [  tel que f(x + T) = f (x) pour tout réel x. Remarquons que si 
T E  J O ,  1 [  alors E(T) = 0 et 

f(O + T) = T - E(T) = T f= 0 = f(O) . 

L 'application f est donc périodique de période 1 .  

Solution de l 'exercice 2 

Montrons, en utilisant la définition, que la fonction cosinus est strictement 
décroissante sur [O , nJ . Pour (x1 , x2 ) E [O, nJ 2 avec x1  < x2 , on a(ss) 

cos(x1 ) - cos(x2 ) = 2 sin ( � (x2 - xi ) ) sin ( � (x2 + xi ) ) 

avec � (x2 -x1 ) E J O , � [ et � (x2 +x1 ) E J O ,  n [ .  Or ,  la fonction sinus est strictement 
positive sur J O ,  n [ donc 

sin ( � (x2 - xi ) ) sin ( � (x2 + x1 ) ) > 0 

et par conséquent cos(xi ) > cos(x2 ) . Cela permet de conclure que la fonction 
cosinus est strictement décroissante sur [O , nJ . 

Solution de l 'exercice 3 

1 - L'application f de D dans IR admet pour limite 0 en x0 E D si et seulement si 

( l x - xo l � 1] ====? l f (x) - O I � E:). 

(ss) v · 1 c 1 · d · • · 157 0 1r  e iormu all'e e tngonometne p. . 
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L'application I f 1 de D dans lR. admet pour limite 0 en xo si et seulement si 

( /x - xo l � 'f) � l l f (x) I - O I � E) . 

Or pour tout x E D, l / f (x) / - O I = l f (x) I = l f (x) - O I . Les deux assertions 
quantifiées sont donc les mêmes . On en déduit que la fonction f définie sur D 
admet pour limite 0 en xo si et seulement si la fonction l f l admet pour limite o 
en xo . 
2 - D'après la seconde inégalité triangulaire c59 l , on a pour tout f E lR. et pour 
tout x E D, 

l l f (x) l - /f l l � / f (x) - f i . 
Donc, si 

( lx - xo l � 'fJ � l f (x) - f / � E) 
alors 

( lx - xo l � TJ � l l f (x) l - lf l l � E) . 

Autrement dit , si la fonction f définie sur D admet pour limite f en x0 E I5 
alors la fonction l f l admet pour limite / f / en xo . Dans le cas où f =I 0, la 
réciproque est fausse. Par exemple la fonction 

f : x E JR. ,____. { � l  si X E  JR.+ 
si X E JR.".._ 

n'a pas de limite en 0 mais I f / qui est la fonction constante égale à 1 admet 1 
pour limite en O .  

Solution de l 'exercice 4 
L'application f de D dans lR. admet pour limite f en x0 E D si et seulement si 

( l x - xo / � 'fJ � l f (x) - f i � E) . 

L'application -f de D dans lR. admet pour limite -f en x0 E D si et seulement 
si 

( lx - xo l � TJ � 1 - f(x) - (-f) / � E) .  

O r  pour tout x E D, 

/ - f(x) - (-f) / = 1 - f (x) + f i = l f (x) - f i . 

Les deux assertions quantifiées sont donc les mêmes . Ainsi la fonction f définie 
sur D admet pour limite f en x0 E D si et seulement si a fonction - f définie 
sur D admet pour limite -f en x0 .  

C59l Voir la proposition 3. 7 p. 108 .  
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Solution de l'exercice 5 
Considérons une fonction f définie sur JR, périodique, de période T et admettant 
en +oo pour limite C. Montrons que pour tout réel xo on a f (xo ) = C. D'après 
la proposition 3 . 1 2  p. 1 13 ,  pour montrer que f (x0 ) = C, il suffit de montrer que 
pour tout réel strictement positif E: on a 

I f (xo ) - Cl ::;; E: . 

Soit E: E R+ fixé et quelconque. Par hypothèse limx_,+00 f (x) = +oo, ce qui 
signifie que 

31>: E lR Vx E lR (x )': 1>: ===? l f (x) - C l ::;; E) . (5) 

Soit no un entier tel que xo + n0T )': 1>: (un tel entier existe , il suffit de prendre 
un entier supérieur à (1>: - xo )/T) .  D 'après (5) , on a 

I f (xo + noT) - Cl ::;; E: . 
Puisque f est périodique de période T, f (xo + noT) = f (xo ) ce qui implique 
que pour tout réel strictement positif E: on a 

l f (xo ) - C l ::;; E: . 
On en conclut que f (xo ) = C pour tout réel xo ce qui signifie que f est la 
fonction constante égale à C . 

Solution de l'exercice 6 
Considérons la suite (un)n de terme général Un = (2n� l )7r . Elle converge vers O .  
Par contre la  suite de  terme général f(un) diverge puisque 

Vn E N  f(un ) = sin ( (2n + l )7r/2) = (- l )n . 

D'après la proposition 13 . 1 1 ,  on en conclut que f n'a pas de limite en O .  

Solution de l'exercice 7 
On suppose que C et C' sont des réels non nuls. Le cas où C ou C' sont nuls 
nécessite une adaptation mineure du raisonnement qui n 'est pas détaillée. 
1 - On a pour tout x E D, 

Or 

l f (x)g(x) - CC' I l f (x) (g(x) - C' ) + C' (f (x) - C) I 
::;; l f (x) I l (g(x) - C' ) I + IC' l  l (f (x) - C) I . 

l f (x) I = l (f(x) - C) + C l ::;; l f (x) - C l + IC I . 
En combinant ces deux majorations, on obtient : 

l f(x)g(x) - CC' I ::;; l f (x) - Cl lg (x) - C' I + IC' l l f (x) - C l + IC I lg (x) - C' I . 
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2 - Par hypothèse, f admet pour limite f en Xo j autrement dit, 

( lx - xo l ( 'f/ ====? l f (x) - f i ( é) . (6) 
De même, par hypothèse, g admet pour limite f' en x0 ; autrement dit , 

On souhaite montrer que f x g admet pour limite ff' en xo ; autrement dit que 

( lx - xo l ( 'f/1 ====? l f (x)g(x) - ff' I  ( E') . 
Considérons un réel strictement positif €1 quelconque. D 'après (6) , 

( l x - xo l ( 'f/1 ====? l f (x) - f i ( 3f�, 1 ) 
et 

:l'f/2 E IR� Vx E D  

D 'après (7) , 

( l x - xo l ( 'f/2 ====? l f (x) - fi ( �) .  
( l x - xo l ( 'f/3 ====? l g (x) - e' I ( 3��1 ) 

et 

(60) • Posons 'f/1 = mm{ry1 , 'f/2 , 'f/3 , 'f/4 } et prenons x E [xo - ry' , xo + ry'J n D. D 'après 
la majoration de la question 1 ,  on obtient 

l f (x)g (x) - U' I  ( l f (x) - f i lg (x) - e' I + lf' l  l f (x) - f i + lf l lg (x) - R' I  

( � � + Il l 3f� I ' 
+ lf l  3��1 

E' . 

Finalement , on a établi que pour tout réel strictement positif E1 , il existait un 
réel strictement positif ry' tel que pour tout réel x E D, 

l x - xo l ( 'f/1 ====? l f (x)g(x) - U' I  ( E1 • 
D'après la définition 13 . 1 ,  cela signifie que la fonction f x g admet pour limite 
ff' en xo . 
Signalons que l 'on peut également montrer ce résultat à partir de la majoration 
de la question 1 et du théorème d 'encadrement . 

c so) Les majorants introduits ci-dessus ( 3[�1 , 3f;, 1 , · · · ) peuvent paraître surprenant au premier 
abord . Dans la rédaction de la solution , ils n 'apparaissent pas immédiatement mais sont 
ajustés dans un second passage pour obtenir « la valeur r::' » souhaitée afin de conclure 
l 'exercice. 



Continuité des fonctions réelles d 'une variable réelle 645 

Solution de l'exercice 8 

La fonction f : x f---7 x E( � ) est définie sur �* . D 'après les propriétés de la 
fonction partie entière<6 1 > , on a pour tout réel x non nul 

� � E(� ) < � + 1 . 
On en déduit que pour tout réel x strictement positif 

1 � X E(� ) < 1 + x . 

(8) 

Ainsi , d'après le théorème d'encadrement , f admet 1 pour limite à droite en O. 
Pour tout réel x strictement négatif, on obtient d'après la relation (8) 

1 ;? x E( � ) > l + x. 
D 'après le théorème d'encadrement , on en déduit que f admet 1 pour limite à 
gauche en O. Finalement , f admet pour limite 1 en O .  

Solution de l'exercice 9 

1 - La fonction f : x f---7 �+x est définie sur ] - oo, - 1] U [ 1 ,  +oo[. On a 

l x lR + x { -R + l si x E ] - oo, - 1] 
f(x) = = r;-1 x y l - � + 1 si x E [ l , +oo[  

On en déduit que f admet pour limite 2 en  +oo e t  0 en  -oo. En 1 e t  - 1 ,  
l 'expression de f ne correspond pas à une forme indéterminée pour l a  limite ; 
on obtient par simple évaluation que f admet pour limite 1 en - 1 et 1 . 
On peut illustrer ces calculs avec MAPLE.  

> f : =  x-> ( sqrt (x-2- 1 ) +x ) /x :  
> plot ( [f (x)  , 1 ,  2] , x=-4 . .  4] ) ; 

> limit ( f (x) , x= 1 , right ) ; 
1 

> limit ( f (x) , x= - 1 , left ) ; 
1 

> l imit ( f (x) , x=+inf inity) ; 
2 

> limit ( f (x) , x= - inf inity) ; 
0 -4 -3 -2 -1 

1 ,5 r 

2 - La fonction f :  x f---7 /X-=-1- vx + 2 est définie sur [ 1 , +oo[ ,  les deux termes 
sous les radicaux devant être positifs simultanément . La limite de f en 1 est 
-v'3. En multipliant par la quantité conjuguée, on obtient f(x) = vx=-r!vx-=2 · 
On en déduit que f admet pour limite 0 en +oo. 
(6 1) 

Voir la proposition 3 . 10 p.  1 1 1 .  
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3 - La fonction f : x r+ x �i�s(�J)l est définie pour toute valeur de x telle que 
sin(x) =/:- O. L'ensemble de définition est donc D = lR \ E où E = {k7r 1 k E Z} .  
On peut remarquer que f est une fonction paire ce qui permet de l 'étudier 
uniquement sur JR+ n D. Étudions la limite de f en Xk = br où k E N. 
Si k =/:- 0 alors le numérateur dans l 'expression de f(x) vaut br et le dénomina
teur tend vers 0 en Xk . On en déduit que f n'a pas de limite en Xk pour k EN* . 
Si k est impair, elle tend vers +oo à gauche en Xk et vers -oo à droite en xk 

et si k est pair elle tend vers -oo à gauche en Xk et vers +oo à droite en xk . 

Considérons à présent la limite en xo = O . On a 

1 2 f (x) = -. -( -) cos (x) sin x 
et 

1. sin(x) 
Im -- = l ,  

x-->O X 
= lim cos2 (x) = 1 .  

X-->Û 
X 

On en déduit que f admet 1 pour limite en O. Illustrons ces résultats avec 
MAPLE. 

> f : = x-> x*cos (x) - 2/ ( sin(x) ) :  
> plot ( f (x) , x= - 3 *P i  . . 3*Pi , y= - 5  . .  5 ,  

dis cont=t rue) 

> assume ( k , integer) ; 
add i t i onally (k>O) ; 

> l imit (f (x) , x=k*Pi ) ; 
undef ined 

> l imit (f (x) , x=k*Pi , left ) ; 
- inf inity 

> l imit ( f (x) , x=k*Pi , r ight ) ; 
inf inity 

·2 

·4 

On pourra être un peu surpris par les résultats indiqués par MAPLE qui ne 
semble pas distinguer le cas où k est pair et celui où k est impair. 

4 - Pour étudier la fonction f : x r+ v'x2-;;:�0;+25 ,  on peut remarquer que 
x2 - lOx + 25 = (x - 5) 2 . On a donc pour tout x E lR \ { 5 } ,  

f (x) = lx - 5 1 = { 1 
x - 5 - 1 

si X > 5 
si X < 5 

On en déduit que f est définie sur lR \ {5}  et que f n'a pas de limite en 5. La 
limite à gauche est - 1 alors que la limite à droite est 1 .  1 On sera vigilant sur la simplification de J(x - 5)2 . On rappelle que 

H = u uniquement si u est un réel positif. Sans hypothèse sur le signe 
de u, on a H = lu i . 

5 - La fonction f : x r+ ���xJ est définie sur lR \ { 0, 1 } . On a 

'Vx E lR \ {0 , 1 }  f(x) = sin(x) 1 
X X - 1 



Continuité des fonctions réelles d 'une variable réelle 647 

Comme limx->O si� x = 1 ,  la limite en 0 de f existe et vaut - 1 . De plus , f n'a 
pas de limite en x = 1 . Plus précisément , 

1 
- la fonction f tend vers -oo à gauche en 1 car sin ( l )  > 0 et lim -- = -oo x�1  X - 1 

- et f tend vers +oo à droite en 1 car lim -1- = +oo. x � 1  X - 1 x > I  

x < I  

6 - La fonction f : x r---; ../x2 - 1 - x est définie pour tout réel x tel que 
x2 - 1 ;? 0, c'est-à-dire sur D = ]  - oo, - 1] U [ 1 ,  +oo[ .  La limite de f en - 1 
vaut 1 et la limite de f en 1 vaut - 1 . On a 

lim Jx2--=-i = +oo et lim -x = +oo, x�-oo x�-oo 
donc f tend vers +oo en -oo. En multipliant par la quantité conjuguée, on 
obtient pour x E D, 

1 f (x) = yX2-=1 . x2 - 1 + X  
Comme limx_,+00 ../x2 - 1 +x = +oo,  la fonction f admet pour limite 0 en +oo. 

> f : =  x - >  sqrt (x-2- 1 ) -x :  
> plot ( [f (x) , 1 , - 1 ] , x= - 2 . .  4) ;  

> limit (f (x) , x= - inf inity) ; 
inf inity 

> limit (f (x) , x=+inf inity ) ; 
0 ·2 -1 

7 - La fonction f : x r---; x2 sin(� ) est définie sur IR* et est impaire. Pour x E IR* 
on a l f (x) I ::::; x2 donc, d'après le théorème d 'encadrement , on peut affirmer 
que f admet 0 pour limite en O. Par ailleurs , 

Vx E IR* f (x) = x sinl� )
. 

X 

sin( l ) sin(t) 
Comme lim -1-x- = lim -- = 1 ,  on en déduit que f tend vers +oo x->+oo - t->O+ t 

X en +oo. Illustrons la situation en ayant recours à MAPLE. 

> f : =  x->  x-2*s in ( 1 /x) : 
> limit ( f (x) , x=O ) ;  

0 
> limit (f (x) , x=+inf inity) ; 

inf inity 
> plot (f (x ) , x=- 1 .  . 1 ) ;  
> plot ( [f (x ) , x- 2 , -x-2] , x=-0 . 1  . .  0 . 1 ) ;  
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0,01 

·0,1 0, 1  

·0,01 

8 - La fonction f : x f---+ sin(x) ln(x) est définie sur IR� et f(x) = x ln (x) si�x . 
Comme 

1 .  sin(x) 
1m -- = 1 et 

x->O X 
lim x ln(x) = 0 

x->O+ 

on en déduit que f admet pour 0 limite à droite en O .  

Considérons la suite (un )n de terme général Un = (2n + lH. Cette suite tend 
vers +oo. D 'après la proposition 13 . 1 1  p. 604 , si f a  une limite en +oo alors la 
suite (vn )n de terme général Vn = f(un) converge vers cette limite . Or, 

Vn = J ( (2n + lH ) = sin( � + mr) ln( (2n + lH ) = (- l )n ln ( (2n + lH) .  

La  suite ( vn )n diverge car l a  sous-suite des termes d 'indice pair tend vers +oo 
alors que la sous-suite des termes d 'indice impair tend vers -oo. On en conclut 
que f n'a pas de limite en +oo. Illustrons la situation en ayant recours à MAPLE. 

> f : =x - >  s i n ( x ) * ln (x) : 
> l imit ( f (x) , x=O) ; 

> l imit ( f (x) , x=+ inf inity) ; 
0 

undef ined 
> plot ( [f (x) , ln (x) , - ln (x) ] , x=O . .  100 , color= [blue , black , black] ) ; 
> plot ( [f (x ) , ln (x) , - ln (x) ] , x=O . .  2 , color= [blue , black , black] ) ; 

OO 
-2 
.4 
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Solution de l'exercice 10 

Montrons que la fonction cosinus est continue en xo pour tout xo E R Soit x 
(62 ) 

un réel ; on a 

cos(x) - cos(x0 ) = -2 sin( � (x + x0 ) )  sin( � (x - xo ) )  

donc ,  puisque l a  fonction sinus est majorée par 1 ,  

l cos(x) - cos(xo ) I  � 2 l sin � (x - xo ) I . 

Comme de plus, 1 sin(u) I � l u i  pour tout u E IR (voir l 'exemple de la p .  606) , on 
obtient l cos(x) - cos(xo ) I  � l x - xa l .  Par conséquent , pour tout réel strictement 
positif c, il existe un réel strictement positif 71 (par exemple 71 = c convient) tel 
que pour tout réel x, 

lx - xo l � 7/ ===? l cos(x) - cos(xo ) I  � t: .  

La fonction cosinus est donc continue en xo pour tout réel xo ; elle est par 
conséquent continue sur R 

Solution de l'exercice 1 1  

L'application x E IR *  f-t sin( � ) est continue sur J - oo, O [  et sur J O ,  +oo [  puisque 
c'est la composée de l 'application x E IR* f-t � qui est continue sur J - oo, O[ et 
sur J O ,  +oo[  à valeurs dans IR* et de la fonction sinus qui est continue sur IR* . 
On en déduit que l 'application x f-t x sin(� ) est continue sur J - oo, O [  et sur 
JO, +oo[  en tant que produit de deux applications continues sur ces intervalles . 
Par ailleurs , comme la fonction sinus est bornée par 1 ,  on a pour tout x E IR* 

0 � lx sin(� ) I � x. 

D 'après le théorème d'encadrement c63> , on en déduit que 

lim x sin( l )  = O . 
x--+O x 

On peut donc conclure que l 'application 

f : x 1-------t { � sin( � ) si x E IR* 
Si X = 0 

est continue sur IR. L'application f est le prolongement par continuité en 0 de 
l'application x E IR* f-t x sin( � ) .  

(B2)
Voir l e  formulaire de trigonométrie p .  157 . (63) 
Voir le théorème 13 . 1 p. 605 . 
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Solution de l 'exercice 12 

1 - Traduisons en termes d'assertion quantifiée les hypothèses 

On a 

lim f(x) = - oo  et lim f(x) = + oo .  x�-oo x�+oo 

\:/K,1 E R  3771 E R- \:/x E R  (x :::;; 771 ==;. f(x) :::;; "'1 ) 
et \:/K,2 E R  3772 E R+ \:/x E R  (x :::;; 772 ==;. f(x) )! "'2) .  

En considérant les réels ,.., 1 = - 1 et ,..,2 = 1 ,  on obtient : 

3771 E R- \:/x E R  (x :::;; 771 ==;. f(x) :::;; - 1 ) 
et 3772 E R+ \:/x E R  (x :::;; 772 ==;. f(x) )! 1 ) . 

On déduit de ces assertions quantifiées que f ( 771 ) :::;; - 1 et f ( 772 ) )! 1 et par 
conséquent que f(771 )f (772 ) < O . Puisque f est continue sur R, elle est continue 
sur l 'intervalle [171 , 772] .  D 'après le théorème des valeurs intermédiaires , on en 
déduit qu 'il existe un réel c E [171 , 772 ] tel que f ( c) = O . Le résultat est démontré. 

Sur le même principe,  on montre que si f est une fonction continue sur JR 
vérifiant 

lim f(x) = .€1 et lim f (x) = .€2 x�-oo x�+oo 

avec .€1.€2 < 0 alors il existe un réel c tel que f(c) = O. 
2 - Soit P un polynôme de R[X] de degré impair. La fonction polynomiale f 
associée à ce polynôme est continue sur R et 

- si le coefficient du monôme de plus haut degré est positif, limx->-oo f(x) = - oo 
et limx->+oo f(x) = +oo ; 

- si le coefficient du monôme de plus haut degré est négatif, limx->-oo f(x) = +oo 
et limx->+oo f(x) = - oo .  

Dans le  premier cas , l e  résultat de la question précédente indique qu 'il existe 
un réel c tel que f(c) = O . Cela signifie que c est racine de P. Dans le second 
cas , on peut appliquer le résultat de la question précédente à la fonction - f. Il 
existe un réel c tel que -f(c) = 0, autrement dit tel que f (c) = O . Cela signifie 
là encore que c est racine de P. Dans tous les cas , le polynôme P a  une racine 
réelle. 

Solution de l 'exercice 13 

1 - Remarquons que puisque f est à valeurs dans [a, b] on a a :::;; f (x) :::;; b pour 
tout x E [a, b] . On en déduit que g(a) = f(a) - a )!  0 et que g(b) = f(b) - b � O. 
On a donc g(a)g(b) :::;; O . Procédons par disjonction de cas : ou bien g(a)g (b) = 0, 
ou bien g (a)g(b) < O . 
- Dans le premier cas, g(a)g(b) = 0 implique que g(a) = 0 ou que g(b) = 0, 

autrement dit que f(a) = a  ou que f(b) = b. Il y a donc bien existence d'un 
point fixe (a ou b) .  
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- Dans le second cas , on peut utiliser le théorème des valeurs intermédiaires . 
L'application g est continue sur [a, b] car f est continue sur [a, b] . Il existe 
par conséquent un réel c E ]a ,  b[ tel que g (c) = 0 autrement dit tel que 
f(c) = c. Dans ce cas aussi on a établi l 'existence d 'un point fixe. 

On en conclut que si f est une application continue de [a, b] dans [a, b] alors f 
admet un point fixe. 

2 - a) Puisque f est à valeurs dans [a, b] on a a �  f(x) � b pour tout x E [a, b] . 
En particulier f (a) )! a, donc D est non vide. De plus, D est majoré par b. 
D 'après la proposition 3 .2  p .  101 , on peut affirmer que l 'ensemble n admet une 
borne supérieure Jvl. Remarquons que l 'on a Jvl )! a car a E D. De plus, ou 
bien f(b) = b et alors M = b, ou bien f (b) < b et M � b car b r:J. n. On a donc 
bien M E  [a, b] . 

On a donc établi l 'existence d 'une borne supérieure pour l 'ensemble D. D'après 
la proposition 3 .2  p. 10 1 ,  cette borne supérieure Jvl vérifie 

(\lx E D  X �  M) et ('v'E E IR� ::lxe E D  M - E < Xe ) · 

b) Pour montrer que lvl E D,  raisonnons par l 'absurde et supposons que 
M r:J. n. On a alors f(M) < M et comme M est la borne supérieure de n 

\lx E D  x � M. 

Cela implique, puisque f est croissante que 

\lx E D  x � f(x) � f (M) , 

autrement dit que f(M) est un majorant de n .  On a alors j (M) )! M car M est 
le plus petit des majorants de D. Ce résultat contredit l 'hypothèse j (M) < M.  
Finalement on peut conclure que Jvl E D,  autrement dit que Jvl est l 'élément 
maximum de n.  

c) Remarquons que puisque M E  D on a f(M) )! M. L'application f étant 
croissante, cela implique que f(j(M))  )! f(M) ,  autrement dit que 
f(M) E D. Comme M est la borne supérieure de D on a forcément f(M) � M. 
Les relations f(M) )! M et f (M) � M permettent de conclure que f(M) = M, 
autrement dit que M est un point fixe de f .  

3 - Une application de  [a, b] dans [a ,  b ]  décroissante n'admet pas nécessairement 
de point fixe comme le prouve le contre-exemple suivant : 

f : X E [0 , lj f---> 

Solution de l'exercice 14 

{ - �X + 1 
- �x + � 

si x E [0 , � ] 

si X E  n ,  1 ]  

1 - L'application f est strictement monotone sur I si elle est strictement crois
sante sur I ou si elle est strictement décroissante sur I, autrement dit si 

ou 

(v(x, y) E I2 

(v(x, y) E I2 
(x < y  =? f(x) < f (y) ) l 
(x < y  =? j(x) > j (y) ) . 
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On en déduit , en prenant la négation de cette assertion composée (G4 ) , que f 
n'est pas strictement monotone sur I si 

et 

( :3(x ,  y) E 12 
(=i(a, b) E 12 

(x < y et f (x) � f(y)) ) 
(a <  b et f(a) :::;; f (b) ) ) . 

On prend soin de distinguer les variables par des lettres distinctes car le couple 
(x ,  y) satisfaisant la première condition n'est pas nécessairement le même que 
celui satisfaisant la deuxième condition. 

Comme f est injective, si x -=!- y (resp. a -=!- b) alors f(x) -=!- f(y) (resp. 
f(a) -=!- f(b) ) .  Ainsi, on peut affirmer que 

(=i(x, y) E 12 (x < y et f (x) > f (y) ) ) 
et (=i(a , b) E 12 (a <  b et f (a) < f (b) )  ) , 

autrement dit qu'il existe 4 réels a, b, x, y dans I avec x < y et a < b tels que 
(f(x) > f(y) et f(a) < f(b) ) . 
2 - L'application <I> : À E [ü , 1] f--> f ( ( 1 - >.) b+ Ày) - f ( ( 1 - >.)a+ Àx) est continue 
sur [ü , 1] car f est continue sur I et pour tout À E [O, 1 ]  
i) le  réel ( 1 - >.) b + Ày est compris entre b et y donc appartient à I ;  

ii) le réel ( 1 - >.)a + >.x est compris entre a et x donc appartient à J. 
On a <I>(a) = <I> (b) = 0 et puisque <I> est continue sur [O, 1 ] ,  le théorème des 
valeurs intermédiaires permet d'affirmer qu'il existe un réel >.0 E ]O ,  1 [  tel que 
<I>(.Xo ) = O . 
3 - On a 

<I>(.Xo ) = 0 � f( ( l - >-o ) b + Àoy) = f ( ( l - Ào )a + Àox) .  
Puisque f est injective sur I, cela implique que 

( 1 - >-o )b + ÀoY = ( 1 - Ào )a + Àox 
soit encore 

( 1 - Ào ) (b - a) = Ào (x - y) . 
Puisque >.0 E JO ,  1 [, les réels Ào et 1 - >.0 sont strictement positifs .  Par ailleurs, 
puisque a <  b et que x < y, on a 

( 1 - Ào ) (b - a) > 0 et Ào (x - y) < O . 
L'égalité ( 1 - Ào ) (b - a) =  Ào (x - y) est donc impossible . 

Cette contradiction a été obtenue sous l 'hypothèse qu'une application injec
tive de I dans � continue n 'était pas strictement monotone. On peut donc en 
conclure qu 'une application injective de I dans � continue est nécessairement 
strictement monotone. 

(G4) Voir p. 14 les règles de négation d'une assertion quantifiée. 
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Solution de l 'exercice 15 

1 - Pour tout (x1 , x2 ) E 1R2 , on a 

Or l x 1 1  + 1 ) 1 et l x2 I + 1 ) 1 donc 

d 'après la seconde inégalité triangulaire. On en déduit que l 'application 
f : x E lR f-+ l x l1+1 est lipschitzienne de rapport 1 sur R 

2 - Supposons que f est lipschitzienne sur lR de rapport k E JR+ ; pour tout 
(x1 , x2 ) E 1R2 , on a 

et on en déduit que pour tout (x 1 , x2 ) E JR2 avec x1 -1- x2 , 

Cela implique que l'ensemble 

est borné par k .  

l f (x1 ) - f(x2 ) I 
� k .  

l x 1 - x2 I  

- Intéressons-nous à la réciproque . Notons D = { (x1 , x2 ) E JR2 1 x1 = x2 }  et 
supposons que l 'ensemble E1 est borné, i.e. supposons que 

autrement dit que 

Soient x1 et x2 deux réels. Ou bien x1 -1- x2 et dans ce cas 

ou bien x1 = x2 et dans ce cas 

Dans les deux cas , on a l f (x1 ) - f(x2 ) I � Mlx1 - x2 I ·  L'application f est donc 
lipschitzienne de rapport M sur R 
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- Considérons l 'application g : x E lR f---7 x2 . On a 

L'ensemble E9 n 'est pas borné car 

Il suffit en effet de prendre x1 = 1 + �M et x2 = �M.  On en déduit que 
l 'application g n'est pas lipschitzienne sur R 
3 - Soit f application lipschitzienne sur lR de rapport k .  
- Si k = 0 l 'application f est constante sur lR et par conséquent est continue 
sur R 
- Supposons k > O .  Pour xo E lR et é E JR+ , notons 'T/ = E/k ;  puisque f est 
lipschitzienne de rapport k ,  on a pour tout x E lR avec l x - xo l � 'T/,  

é l f (x) - f(xo ) I � k fx - xa l � k 'f/ = k k = é . 

Ainsi , pour tout xo E JR, on a établi l 'assertion 

( lx - xo l � 'T/ ==> lf (x) - f(xo) I � é) , 

ce qui ,  d'après la définition 13 .4 indique que l 'application f est continue sur lR.. 
- On peut également démontrer que l 'application f est continue sur lR en re
marquant que puisque f est lipschitzienne de rapport k sur lR 

't:/xo E lR 't:/x E lR 0 � l f (x) - f(xo ) I � k Jx - xo l ·  

D'après le théorème d'encadrement , on en déduit que 

lim f(x) - f(xo ) = O . 
X--+Xo 

On a donc lim f (x) = f(xo ) ce qui traduit le fait que f est continue en xa (et 
X--+Xo 

cela est vrai pour tout réel xo ) . 
4 - Soient f et g deux applications lipschitziennes sur lR de rapport respectifs k 
et k' et soient x1 , x2 deux réels . L'application f + g vérifie, 

I U  + g) (x2 ) - (f + g) (xi ) I I J (x2 ) + g (x2 ) - f (xi ) - g(x1 ) I 
� I J (x2 ) - f (xi ) I + l g (x2 ) - g(xi ) I 
� k Jx1 - x2 J + k' lx1 - x2 I  

(k + k' ) lx1 - x2 J . 

On en déduit que si f et g sont deux applications lipschitziennes sur R de 
rapports respectifs k et k' alors l 'application f + g est lipschitziennes sur R de 
rapport k + k' . 
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_ Nous avons vu que l 'application x E lR 1-+ x était lipschitzienne sur lR mais 
que l 'application x E lR 1-+ x2 n'était pas lipschitzienne sur R On en déduit 
que le produit de 2 applications lipschitziennes n 'est pas nécessairement une 
application lipschitzienne. 

Solution de l'exercice 16 

1 - Puisque f est continue sur l 'intervalle [O, 1] et que la fonction valeur absolue 
est continue sur JR, la fonction l f l est continue sur [O, 1 ] . L'intervalle [O, 1] étant 
un intervalle fermé et borné, on en déduit d 'après le théorème 13 .4 que l f l est 
une application bornée sur [O, 1] et qu 'elle atteint ses bornes : 

3x1 E [0 , 1 ]  l f (xi ) I = sup l f (x) I = max l f (x) I . 
x E [0 , 1 ] x E [0 , 1 ] 

2 - Pour (x , y) E [O, 1 ] 2 , on a d'après la première inégalité triangulaire 

l f (x) - f(y) I = l f(x) + (-f(y) ) I � l f (x) I + 1 - f (y) I = l f (x) I + l f (y) I . 
On en déduit que pour tout t E [O, 1 ] ,  l 'ensemble 

nt = { lf (x) - f(y) l l (x , y) E [0, 1 ] 2 et l x - y l � t } 
est majoré par 2 l l f l l oo ·  Cet ensemble admet donc une borne supérieure dans R 
3 - Considérons l 'application w : t E [O, 1] 1-+ w(t) où w (t) désigne la borne 
supérieure de l 'ensemble nt . On a 

w(O) sup no = sup{ l f (x) - f(y) l I (x , y) E [O , 1 ] 2 et l x - y l � ü } 
sup{ lf (x) - f (y) l I (x , y) E [O, 1 ] 2 et x = y} 
sup {ü} = O . 

Considérons deux réels t i , t2 dans [O, 1] tels que t i � t2 et comparons les valeurs 
c...1 (t1 ) et w(t2 ) .  Comme t 1 � t2 , l 'ensemble nt1 est inclus dans l 'ensemble nt2 
puisque tous les couples (x , y) E [O, 1 ] 2 vérifiant l x - Y I � t 1 vérifient auto
matiquement lx - Y I � t2 . Cela implique que la borne supérieure de nl est 
nécessairement plus petite que la borne supérieure de n2 car tous les majo
rants de n2 (et donc le plus petit d'entre eux w(t2 ) )  sont aussi des majorants 
de nl (et par conséquent ils sont plus grands que le plus petit des majorants 
de fl 1 qui est w(t 1 ) ) .  Puisque w(ti ) � w (t2 ) pour tous réels t i , t2 dans [O, 1 ] tels 
que t 1 � t2 , on en déduit que l 'application w est croissante. 

4 - Si f : x E [O , l ] 1-+ ,/X alors pour tout t E [O, 1 ] ,  on a 

nt = { 1 # - JYI 1 (x , y) E [O, 1 ] 2 et l x - y l � t } . 
Soient (x , y) E [O , 1 ] 2 tel que l x - Y I � t. Sans perte de généralité, on peut (65) 
supposer que y ? x. On a alors 

l x - Y I � t {===} 0 � y - x � t {===} 0 � y � t + x . 

(65) -
Etant donnés deux réels, on peut toujours dénommer x le plus petit des deux et y le plus 
grand. 
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Cela implique que 

l vix - v'YI = y'y - JX � Jt + X  - vfx. 

En utilisant l 'inégalité J a + b � Ja + Vb valable ( 66 > pour tous réels positifs a 
et b, on obtient 

l vlx - v'YI � .Ji. 
Cela permet d'affirmer que Vt est un majorant de Dt . Remarquons que si y === t 
et x = 0 on a bien l x - Y I � t et que dans ce cas l vlx - JYI = .,fi, . On en déduit 
que Vt E Dt et que par conséquent Vt est l 'élément maximal de Dt .  C'est donc 
aussi la borne supérieure . 

(66) Puisque a et b sont positifs, 

va + b :( va + Vb <==> (a + b) :( (va + Vb)2 . 
Il est aisé de vérifier que cette dernière inégalité est vraie puisqu 'en développant le carré, 
on obtient (va +  Vb)2 = a +  b + 2vab. 



CHAPITRE 14 

Fonctions usuelles 

14. 1 Application réciproque 

Soient I un intervalle de IR, 1 une application définie sur I et J = 1 (I) . On 
s'intéresse aux conditions d'existence d 'une bijection réciproque pour 1, c'est
à-dire à l 'existence d 'une application 1- 1 de J dans I telle que 

(\:/x E l  r1 (f(x) ) = x) et (\:/y E J 1(f- 1 (y) ) = y) .  

L'application 1 est , par définition C l l , une surjection de I dans J = 1 (I) . On 
cherche donc à établir des critères , simples à utiliser , permettant de s 'assurer 
qu'une application définie sur un intervalle I est injective <

2 l . 

PROPOSITION 14.1 Soit I un intervalle et 1 une application définie sur I .  
Si 1 est continue et strictement monotone sur I alors 1 est une bijection de  I 
dans J = 1 (I) et admet une bijection réciproque 1- 1 de J dans I qui possède 
les propriétés suivantes : 

1 .  1-1 est strictement monotone sur J et de même sens de monotonie que 1 ;  
2. 1- 1 est continue sur J .  

Démonstration Rappelons<3l que l 'image J de l 'intervalle I par l 'application 
continue 1 est un intervalle. Supposons que 1 est strictement croissante sur I ,  
l e  cas où 1 est strictement décroissante se traite d 'une manière analogue. 

� Pour montrer que 1 est injective , considérons (x1 , x2 ) E 12 tel que x1 -:/- x2 
et montrons quec4l l(x1 ) -:/- l(x2 ) . Si x1 est différent de x2 alors on a x1 < x2 
ou x1 > x2 . Dans le premier cas , puisque 1 est strictement croissante, cela 
implique<5l que l(xi ) < l(x2 ) et dans le deuxième cas que l (x1 ) > l(x2 ) . Dans 

( l )  Voir la définition 2 .20 p .  43 .  
(2)

Voir la définition 2.19 p .  42. 
c3J V · 1 · · 13 2 Oir a propos1t10n . 1 p. 626. 

(4) On cherche à montrer la contraposée de l 'assertion quantifiée définissant une application 
injective , voir la définition 2 . 1 9  p .  42 .  

(s )
Voir la définition donnée p .  59 1 .  
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f(xo )+_<>� _ _ __ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ y =  l (x) 
y=f(xo )  ----- �t�:-- -

-
� -� -- --

,
- - : 

f (xo ) -0<1 , 

XQ 
1 xo+e=f- 1 (yo+a2 ) 

Fig. 1 Situation considérée. 

tous les cas on a l(x1 ) =/. I (x2 )  et par conséquent I est injective . L'application f 
est donc une bijection de I dans J = l(I) . 

t: Montrons que si I est strictement croissante sur I alors 1- 1 est strictement 
croissante sur J, i .e .  montons<5J que si I est strictement croissante sur I alors 

Pour (Y1 , Y2 ) E J2 avec Y1 < Y2 considérons les réels x1 = 1- 1 (Y1 ) et 
x2 = 1- 1 (y2 ) .  On a Y1 = l(x1 ) et Y2 = l(x2 ) . Si Y1 < y2 ,  comme I est stricte
ment croissante, on a nécessairement x1 < x2 ,  c'est-à-dire 1- 1 (y1 ) < 1-1 (y2) .  
On en conclut que 1- 1 est strictement croissante sur J. 
t: Montrons à présent que 1-1 est continue sur J. Soit Yo E J et xo E 1 tel 
que y0 = I (x0 ) . On suppose que Yo appartient à l 'intérieur de l 'intervalle J, la 
démonstration s 'adapte aisément en prenant les définitions de la continuité à 
gauche ou à droite dans le cas où Yo est l 'une des extrémités de l 'intervalle J. 
Pour montrer que 1-1  est continue en Yo , il faut montrer<6J que pour tout 
E E �+ , on peut trouver TJ E �+ tel que pour tout y E [y0 - ry, y0 + ry] on ait 

Soit x E [x0 - E ,  x0 + c] ; comme I est continue et strictement croissante on 
a l(x) E [l (xo - E) , l(x0 + c) ] (en supposant E assez petit pour que l 'on ait 

( G ) Voir la définition 13.4 p. 616. 
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[x0 -t: , xo +t:] c I) . Considérons les réels strictement positifs a1 = Yo - I (xo -t:) 
et a2 = l (xo + t:) - Yo , voir la figure 1 .  

O n  a 

- d'une part Yo - a1 = l (xo - t:) d'où xo - t: = 1- 1 (yo - a1 ) ;  
- et d'autre part Yo + a2 = l(xo + t:) d'où xo + t: = 1- 1 (yo + az ) .  

Pour y E [Yo - a, yo + a] où a = min(a1 , a2 ) on a Yo - a1 ::::; y ::::; Yo + az . 
Puisque 1- 1  est strictement croissante, 

ce qui s 'écrit encore 

Finalement , pour tout t: E JR+ , le réel 77 = min( a1 , a2 ) est strictement positif 
et on a 

\:/y E J ( ly - Yo l ::::; 7J ==? ll- 1 (y) - l- 1 (Yo ) I ::::; t:) 
ce qui permet de conclure que 1- 1  est continue en Yo pour tout Yo E J et par 
conséquent que 1- 1 est continue sur J. D 

Remarques 

1 . On a établi à l 'exercice 14 ,  page 640 , qu 'une application d 'un intervalle I de lR 
à valeurs dans lR qui est continue et injective est nécessairement strictement 
monotone sur I. 
2 . Dans un repère orthonormé les représentations graphiques de I et de 1- 1  
sont symétriques par rapport à l a  première bissectrice, i.e. l a  droite d 'équation 
y =  x, voir la figure 2 . En effet , si (x , y) est appartient au graphe de I alors 
y =  l(x) et x = 1- 1  (y) , ce qui montre que (y , x) appartient au graphe de 1- 1 . 

PROPOSITION 14 .2  Soient I et J deux intervalles ouverts et I une bijection 
de I dans J.  Si I est dérivable en x0 E I et de dérivée non nulle, alors 1- 1  
est dérivable en  Yo = I (xo ) et 

1 
l' (xo ) 

1 
j' (J- l (yo ) ) . 

Démonstration Pour montrer que l 'application 1- 1  est dérivable en y0 , il 
faut montrer que < 7> la quantité 

(7) On pourra consulter la définition 16 . 1 ,  p. 747. 
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y 
y = x 

X 

Fig. 2 Allure de la représentation graphique d'une application 
bijective et de sa bijection réciproque. 

admet une limite lorsque y tend vers y0 . Cette limite, dans la mesure où elle 
existe , sera la dérivée de 1- 1 en Yo · Pour tout y E J, on a 

Comme I est continue en xo , d'après la proposition 14 . 1 ,  l 'application 1- 1 est 
continue en Yo ; on a donc 

Par conséquent la limite en Yo de /::;. 1- 1  (y) coïncide avec la limite en xo de 

Xo - X ô 1 (x) = l (xo ) - I (x) 
Par hypothèse l 'application I étant dérivable en xo de dérivée f' (xo ) non nulle, 
on a 

lim 
l (xo )  - l(x) = J' (xo ) et 

x->xo xo - x 
. 1 

hm ô1 (x) = -1, ( ) . x->xo Xo 
On obtient finalement que 

lim !:11- 1  (y) = lim ô1 (x) = -1 (
1 

) = 
I u-

1
1 (  ) )  ' y->yo x->xo 1 Xo 1 Yo 

1 1 1 0 ce qui indique que 1- 1 est dérivable en Yo avec (! - ) (Yo ) = f' (J- l (yo )) · 
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EXERCICE 1 Soit f une bijection de I dans J. Montrer que si f est im
paire , alors la bijection réciproque 1- 1 est elle aussi une application impaire. 
Que dire si f est paire ? 

Exemple Considérons les fonctions puissances f n : X E R f-; xn où n E N* . 
- Si n est un entier impair alors l 'application f n est continue, strictement 
croissante sur R et a pour image fn (R) = R D 'après la proposition 14 . 1 ,  elle 
admet une bijection réciproque J;: 1 définie sur R à valeurs dans R qui est 
continue et strictement croissante sur R, voir la figure 3. Par ailleurs , f n est 
dérivable sur R de dérivée f� : x E R f-; nxn- 1 . Puisque f� (x) = 0 si et 
seulement si x = 0 et que fn (O) = 0, la proposition 14 .2  indique que J;: 1 est 
dérivable sur R* . 
- Si n est un entier pair alors l 'application f n est continue mais n 'est pas 
strictement monotone sur R Toutefois l 'application f n restreinte à R+ est 
strictement croissante. D 'après la proposition 14 . 1 ,  elle admet une bijection 
réciproque J;: 1 définie sur R+ à valeurs dans R+ qui est continue et strictement 
croissante sur R+ , voir la figure 3. Par ailleurs, f n est dérivable sur R+ de 
dérivée f� : x E R+ f-; nxn- 1 . Puisque f� (x) = 0 si et seulement si x = 0 
et que fn (O) = 0, la proposition 14 .2  indique que J;: 1 est dérivable sur R+ . 
L'application f n restreint à R- est strictement décroissante et admet également 
sur cet intervalle une bijection réciproque. Cette bijection réciproque définie 
sur �- est continue et strictement décroissante sur R- , voir la figure 3 .  

DÉFINITION 14.1 Pour n E N* , on appelle<s > fonction racine n-ième l 'appli
cation qui est sur R+ la bijection réciproque de la fonction puissance entière 
d 'exposant n. On la note x f-; y'x ou x f-; xt . 

On remarquera que la fonction racine n-ième est définie uniquement sur R+ 
bien que les fonctions puissances entières admettent également des bijections 
réciproques sur R- . Cette bijection réciproque sur R- ne doit pas être 
appelée fonction racine n-ième, ni être notée yr. 

Remarques 

1. En utilisant la proposition 14 .2 ,  on établit que l 'application racine n-ième 
est dérivable sur R+ et qu 'elle admet pour dérivée l 'application 

(8) 

y E R+ f----7 ( y'Y)' où 1 

( 'l/Y)' 
= 

( r- 1 n \/Y 

Pour n = 2, la fonction racine 2-ième est la fonction racine carrée v· 

\/Y 
ny 
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f(x) = xn pour n "mpair 1 1 

1 1 I 

I 1 

- 1 

- 1 

'\o. 1 1 1 

1 

Application réciproque 

1 1 1 1 \ I 
J(�(::>n po r n pair _,' 

' ' ' 
' 

1 /bijection réciproque ,· de f sur [O ,  +oo[ 
, bijection réciproque 
' .de J sur ] - oo , O] 

- 1 .. .. ..  \ .... -- ..... ... ... 

Fig. 3 À gauche : représentation graphique de la bijection ré
ciproque de la fonction puissance d'exposant entier impair . À 
droite : représentation graphique des bijections réciproques de la 
fonction puissance d'exposant entier pair sur ] - oo, O] et (0, +oo(. 

2 .  Pour a E Q+ avec a = m/n, (m, n) E N* 2 , on définit la fonction puissance 
d 'exposant rationnel a comme la composée de la fonction puissance entière 
d 'exposant n et de la bijection réciproque de la fonction puissance entière d'ex
posant m, i .e. 

3 .  Pour f3 E Q"'_ avec f3 = -a, a E Q+ , on définit la fonction puissance 
d'exposant rationnel négatif f3 par 

Nous définirons ultérieurement les fonctions puissance d 'exposant réel. 

EXERCICE 2 Montrer que l 'application f : x E ] O ,  � [  f---; 1/ sin(x) est une 
bijection de JO , � [ dans un intervalle que l'on déterminera. Calculer la dérivée 
de la bijection réciproque 1- 1 et tracer les représentations graphiques de f 
et de r1 .  
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14.2 Fonctions logarithmes 

14.2.1 La fonction logarithme népérien 

NAPIER, John ( 1550, Edimbourg - 1617 ,  Edimbourg) . 

663 

Le mathématicien écossais John Napier, plus connu sous son 
nom francisé de Néper, était préoccupé par le fait que le progrès 
scientifique était freiné par les calculs longs et pénibles. Connu 
de ses contemporains comme théologien , ses activités mathéma
tiques ne constituaient toutefois qu'un passe temps . Il lui faudra 
plus de vingt ans de réflexion pour mettre au point sa découverte 
des logarithmes qu'il publie en 1614 .  Utilisé par les astronomes 
et les commerçants, ce nouvel instrument rendant les calculs plus 
simples et plus rapides s'est propagé três rapidement . 

DÉFINITION 14.2 On appelle fonction logarithme népérien et on note ln ou 
log la primitive sur JO, +oo[ de l 'application x E IR:� 1----> l/x qui s 'annule en 
x = 1, autrement dit la fonction vérifiant 

\:/x E JO ,  +oo[ et  ln( l )  = O . 

Remarques 

l. Par abus de notation, on note souvent ln x ce que l 'on devrait écrire ln(x) . 
2. D'après la définition 14 .2 ,  la fonction logarithme népérien est dérivable sur 
JO, +oo[. Il s 'agit par conséquent<9J d 'une application continue sur JO ,  +oo[ .  La 
dérivée de la fonction logarithme népérien est strictement positive sur JO ,  +oo[ ; 
la fonction logarithme népérien est donc strictement croissante sur JO ,  +oo[ .  
Comme la fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante 
sur JO ,  +oo[, d 'après la proposition 14 . 1 ,  il s 'agit d 'une bijection de JO ,  +oo[ dans 
son image qui est R On en déduit qu'il existe un unique réel , noté e, tel que 
ln(e) = 1 .  

PROPOSITION 14.3 Pour (x, y )  E J O ,  +oo[  2 e t  a E <Ql,  on  a 

1 .  ln(x x y) = ln(x) + ln(y) ; 
2. ln ( 1/x) = - ln(x) ; 
3. ln (y/x) = ln(y) - ln(x) ; 
4 .  ln(x°' ) = a ln(x) . 

(9) 
Voir la proposition 16 .2 p .  75 1 .  
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-1  
-2 
-3 
-4 

Fig. 4 Représentation graphique de la fonction logarithme népérien . 

Démonstration !'.'.: La première de ces relations se démontre en revenant à la 
définition de la fonction logarithme népérien . Pour y E JO ,  +oo [ fixé, dérivons 
par rapport à x la fonction g : x f-+ ln (x x y) . On obtient , 

g' (x) = (ln (x x y) ) ' = _Jj_ = � = (ln (x) ) ' . 
x y  X 

Les fonctions g et ln ont mêmes dérivées sur JR+ et sont toutes les deux continues 
sur JR+ . Il existe donc un réel c tel que pour tout x E JR+ , g(x) = ln (x ) + c. Or, 
ln ( l ) = 0 d'où g( l )  = ln (y) = c. On a donc pour tout y E JO ,  +oo [ et pour tout 
x E JO ,  +oo [ , 

ln (x x y) = ln (x) + ln (y) . (1) 

Les autres relations se démontrent en utilisant cette relation . 

!'.'.: Pour x E JO ,  +oo [ on a l 'égalité 1 = x � - En utilisant la relation ( 1 ) ,  on obtient 

0 = ln ( l ) = ln (x � ) = ln (x) + ln ( � ) , 

ce qui prouve que ln ( � ) = - ln(x ) . 
!'.'.: Pour (x ,  y) E JO ,  +oo [ 2 on a l 'égalité x = y � - En utilisant la relation (1 ) ,  on 
obtient 

ln (x ) = ln (y � ) = ln (y) + ln ( � ) , 

ce qui prouve que ln ( � ) = ln (x) - ln (y) . 
!'.'.: Un raisonnement par récurrence utilisant la relation ( 1 )  permet d'établir que 

'Vx E IR� 'in E N* ln (xn ) = n ln (x) . 
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On vérifie ensuite que la relation est vraie pour tout entier relatif en écrivant 
pour tout entier relatif n strictement négatif, xn = l/x-n . En utilisant la 
seconde relation de la proposition et le fait que -n est un entier naturel , on 
obtient 

ln(xn ) = ln C�n ) = - ln(x-n) = - (-n) ln(x) = n ln(x) . 

Dans un deuxième temps, on prouve la relation pour les racines n-ième en 
remarquant que y = x11n si et seulement si yn = x .  On obtient 

ou encore n ln(y) = ln(x) . 

Cela implique que 
ln(y) = ln (x11n ) = � ln(x) . 

On obtient la relation dans le cas général d 'un rationnel a en posant a = p/q 
avec p E Z, q E N* . On a d'après ce qui précède, 

ln (x°' ) = ln ( (xP ) l /q ) = � ln (xP ) = � p ln(x) = o dn(x) . 

La dernière propriété est démontrée. D 

Remarques 

1. Si (x, y) E ]  - oo, 0 [ 2 alors x x y E JO ,  +oo[ .  Le terme ln(x x y) est donc bien 
défini et on a ln(x x y) = ln( lx l ) + ln( IY I ) .  
2 .  On  a l a  majoration suivante (que l 'on peut établir en étudiant l a  fonction 
x r---> ln(x) - x) : 

\:/x E JR+ ln(x) < x . 

EXERCICE 3 Résoudre les équations suivantes : 
1 .  ln (x2 - 1 ) - ln(2x - 1 )  + ln(2) = 0 ;  
2 .  ln(x + 2) + ln(x - 4) - 2 ln(x + 1 )  = O . 

PROPOSITION 14.4 

lim ln(x) = +oo; 
x-++oo 

lim x ln(x) = O ; 
X-+O+ 

lim ln(x) = -oo;  
x-+O+ 

lim 
ln( l  + x) 

= 1 . 
X-+0 X 

lim 
ln(x) 

= O ·  ' 
x-++oo X 

Démonstration ç::: Pour montrer que la fonction logarithme admet pour li-
• { 1 0) , mite +oo en +oo, montrons que pour tout reel "' E JR+ il existe un réel 

'T) E JR+ tel que si x est un réel supérieur à 'T) alors ln(x) )! "- · 
( loJ 

V . 1 d ' fi  . 
. 602 oir a e mt10n p. . 
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Soient r;, E JR+ , n = E( InC2) )  + 1 et 'f} = 2n. Puisque la fonction logarithme est 
croissante, pour tout x ?: 'f/ on a 

ln(x) ?: ln(ry) = n ln(2) > r;, . 
Ainsi , pour tout réel r;, E JR+ , si x est un réel supérieur à 'f/ = 2" où 
n = E( in(2) ) + 1 alors ln(x) ?: r;, , ce qui permet d'affirmer que la fonction 
logarithme admet pour limite +oo en +oo 

Ç::: En utilisant les propriétés du logarithme énoncées à la proposition 14.3 , on 
obtient 

lim ln(x) = lim ln ( f )  = - lim ln(t) = -oo. 
x--->O+ t--->+oo t--->+oo 

Ç::: Pour tout t E J l ,  +oo[ on a t < �· Ainsi, en utilisant la définition 14. 2 , on 
obtient pour tout x E J l ,  +oo[ 

jx 1 jx 1 x 
O < ln(x) = 1 t dt :::;; 1 vt

dt = [2vtJ
i

= 2 (y'X - 1) < 2v'X. 

On en déduit que pour tout x E J l ,  +oo[, on a 

0 < 
ln (x) 

< 
� . 

X Vx 
D'après le théorème d'encadrement (théorème 13. 1 ,  page 605) , on en conclut 
que 

lim 
ln(x) 

= O . 
x --->+oo X 

Ç::: En utilisant les propriétés du logarithme énoncées à la proposition 14.3 et le 
changement de variable t = 1/x, on obtient 

ln (±-) ln(t) 
lim x ln(x) = lim __ 

t
_ lim - -- = O. 

x --->O+ t--->+oo t t---> +oo t 

Ç::: La fonction logarithme étant dérivable en 1 de dérivée 1 ,  on a par définition 
d l d ,  

. , ( 1 1 )  
e a envee , 

lim 
ln( l  + h) 

= lim 
ln( l  + h) - ln( l )  = ln' ( l )  = 1 .  

h--->O h h--->O h 

14.2.2 La fonction logarithme de base a 

D 

DÉFINITION 14.3 Pour a E JO ,  1 [  U J l ,  +oo[, on appelle fonction logarithme 
de base a l 'application 

ln(x) 
loga : x E JO, +oo[ � 

ln( a) . 

( l l ) Voir la définition 16.1 p. 747. 
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4 5 6 7 8 9 1 0  

Fig. 5 Représentation graphique des fonctions logarithme né
périen et logarithmes de base a pour a =  ! ,  a =  2 et a =  10 .  

Remarques 

667 

1. La fonction logarithme de base a vérifie des relations analogues à celles 
énoncées dans la proposition 14 .3 pour la fonction logarithme népérien . 
2. Dans les sciences de l 'ingénieur ,  on a souvent recours au logarithme base 10 
et au logarithme base 2 .  

EXERCICE 4 Déterminer en fonction de la valeur de a les limites sui
vantes : 

1. loga ( l + x) l m  . 
x->O X 

14.3 Fonctions exponentielles 

14.3. 1 I,a fonction exponentielle 

La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur 
]O, +oo[ et son image est R D 'après la proposition 14 . 1 ,  elle admet une fonction 
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-3 -2 - 1  0 2 3 4 

Fig. 6 Représentation graphique de la fonction logarithme né
périen et de sa bijection réciproque, la fonction exponentielle. 

réciproque appelée fonction exponentielle < 1 2 > et notée exp qui est continue et 
strictement croissante sur JR, d'image JO ,  +oo[. 
Les relations données à la proposition 2 .5 ,  page 45, s 'écrivent 

(Vx E JR+ exp(ln(x) ) = x) et (Vy E lR ln(exp (y) ) = y) . 

De plus, pour tout x E JR+ et pour tout y E JR, 
ln(x) = y {:::::=} x = exp(y) . 

En particulier, puisque ln( l )  = 0 on a exp(O) = 1 et puisque ln(e) 
exp( l )  = e . On utilise aussi la notation ex au lieu de exp(x) . 

1 on a 

PROPOSITION 14.5  La fonction exponentielle est dérivable sur lR et a pour 
dérivée l 'application 

x E lR 1---+ exp(x) . 

< 1 2 > On ne peut pas ne pas donner la blague, dont on trouvera de nombreuses variantes sur 
les forums mathématiques de l ' internet : exponentielle et logarithme sont au restaurant ; 
qui va payer l 'addition ? 
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Démonstration La fonction exponentielle ne s 'annule pas sur R D'après la 
proposition 14 . 2 ,  on a pour x E � et y =  exp(x) 

1 1 
(exp(x)) ' = 

(ln(y) ) ' 
= 

I/y 
= y =  exp(x) . 

La fonction exponentielle est donc dérivable sur � et sa dérivée lui est égale . D 

PROPOSITION 14 .6  Pour (x, y) E �2 et a E <Q, on a 

1 . 

2. 

3. 

4 .  

exp(x + y) = exp(x) x exp(y) ; 
1 

exp(-x) = -
(
-

) 
; 

exp x 

exp(y) 
exp(y - x) = -

(
-

)
; 

exp x 

exp(ax) = (exp(x)r . 

Démonstration Ces relations découlent des propriétés du logarithme népé
rien. Démontrons la première relation ; les autres relations se démontrent sur 
le même principe et sont laissées en exercice . Pour (x, y) E �2 , on a 

ln (exp(x) x exp(y) ) = ln(exp(x) ) + ln(exp(y)) = x + y . 

On en déduit , puisque la fonction exponentielle est la bijection réciproque de 
la fonction logarithme, que exp(x + y) =  exp(x) x exp(y) . D 

1 EXERCICE 5 Résoudre l 'équation e2x - ex - 6 = O. 

PROPOSITION 14 .  7 On a les limites suivantes : 

lim exp(x) = +oo; lim exp(x) = O ;  x--++oo x--+-oo 

lim x exp(x) = O ;  X--+-00 lim 
exp(x) - 1 

= 1 . 
x-->O X 

lim 
exp(x) 

= +oo; x-->+oo X 

Démonstration t: Pour montrer que la fonction exponentielle tend vers +oo 
en +oo, utilisons la définition de la limite < 1 3 > et montrons que pour tout réel K ,  
il existe un réel 'T/ tel que exp(x) ) K si x ) 'TJ .  Seul le cas où K est positif 

( 13) 
Voir p. 602. 
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est à considérer puisque la fonction exponentielle est à valeurs positives . On a 
K, = exp(ln(t;;) )  et puisque la fonction exponentielle est strictement croissante , 

exp(x) ? "' -<===? x ?  ln(K,) . 

Ainsi pour tout K, E IR'f_ , on trouve un réel rJ (il suffit de prendre rJ plus grand 
que ln(K,) ) tel que exp(x) ? K, si x ?  rJ .  

� En utilisant le changement de variable t = -x et les propriétés de la fonction 
exponentielle précédemment démontrées , on obtient 

1 
lim exp(x) = lim exp(-t) = lim --

(
-
) 

= O . x-+-oo t-++oo t-++oo exp t 

� Pour montrer que limx-++oo exp(x)/x = +oo, considérons le changement de 
variable y = exp(x) . On a x = ln(y) et quand x tend vers +oo, y = exp(x) 
tend vers +oo. D 'après la proposition 13 . 14 ,  page 612 ,  on a 

lim 
exp(x) = lim _Y_ = lim -1

- .  x-++oo X y-++oo ln(y) y-++oo ln(y) 
y 

D'après la proposition 14 .4 ,  on a limy-++oo ln(y)/y = 0 et sur ] l ,  +oo[ la fonction 
y f--t ln(y)/y est strictement positive. D 'après la proposition 13 . 13 ,  page 610, 
on en conclut que limx-++oo exp(x)/x = +oo. 

� En utilisant le changement de variable t = -x,  on obtient 

1 
lim x exp(x) = lim -t exp(-t) = lim - --

(
-
)

. 
x-+-oo t-++oo t-++oo exp t 

t 

Comme limt-++oo exp(t)/t = +oo, on en conclut que limx-+-oo x exp(x) = O. 

� La dérivée de la fonction exponentielle en 0 vaut 1 .  Par définition de la 
, • , ( 1 4 ) denvee , on a 

lim 
exp(x) - 1 

= lim 
exp(x) - exp(O) 

= exp(O) = 1 .  x-+0 X x-+O X 

La proposition est démontrée. 

EXERCICE 6 
1 - Montrer que x ( l  - x) � ln( l  + x) � x pour tout x E [O, +oo[ .  
2 - En déduire que pour tout n E N* et pour tout x E JR+ , on a 

et déterminer lim (1 + .:_) n 
pour tout X E JR+ . 

n-++oo n 

< 1 4>
voir la définition 1 6 . 1  p. 747. 

D 
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14.3.2  La fonction exponentielle de base a 

Pour a E ]O ,  1 [ U ]  1 ,  +oo[ ,  la fonction logarithme de base a est continue sur 
J O ,  +oo[, strictement monotone (croissante si a > 1, décroissante si a < 1 ) ,  
d 'image IR. Elle admet donc une bijection réciproque appelée fonction expo

nentielle de base a qui est continue et strictement monotone sur IR (croissante 
si a > 1 ,  décroissante si a < 1 ) ,  d 'image JO ,  +oo[ .  

La fonction exponentielle de base a est l 'application x E IR � exp(x ln(a) ) .  
En effet ,  compte tenu d u  fait que l a  fonction exponentielle est la bijection 
réciproque de la fonction logarithme népérien , on a 

wx E mi 1 ( ( 1 ( ) ) )  _ 
ln (exp(x ln(a) ) )  _ v ir.. oga exp x n a -

ln(a) 
- x, 

\:/y E ] O , +oo[ exp (loga (y) ln(a) ) = exp(ln (y) ) = y . 
On note ax = exp(x ln(a) ) .  

-1 
-2 
-3 

I I 
, ' 

· �  

- - - - -

-1 
-2 
-3 

\ \ 
\'---- .. ' ' ' !' ' , , ' ' '· 

log1 (x) 2 
-4 ��-��-�-��-�� -4 ��-�-��-�-��� -4 -3 -2 -1 -4 -3 -2 -1 

Fig. 7 Représentation graphique des fonctions exponentielle, 
exponentielle de base a pour a = � et a = 4. 

La fonction exponentielle de base a vérifie des propriétés analogues à celles 
énoncées dans la proposition 14 .6 pour la fonction exponentielle. 

EXERCICE 7 Déterminer selon la valeur de a E ]O ,  1 [  U ] 1 ,  +oo[ les limites 
suivantes : 

ax 

lim - ;  
x->+oo X 

ax - l 
lim --- . 
x->O X 
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14.4 Fonctions puissances 

Nous avons défini à la page 661 les fonctions puissances d 'exposant rationnel . 
Dans ce paragraphe nous allons définir les fonctions puissances d'exposant réel . 

DÉFINITION 14 .4  Pour tout réel o:, on appelle fonction fonction puissance 
d 'exposant a l 'application qui à x E ] O ,  +oo[ associe le réel noté x°' défini par 

x°' = e°' ln(x)
. 

Remarque Si a E N* , on a d'après la proposition 14 .6 ,  ( °' ) °' °' 
exp(o: ln(x) )  = exp {; ln(x) = g exp(ln(x) )  = g x = x x �· : x x . 

a LOIS 
La définition que l 'on a donnée de la fonction puissance d'exposant réel est 
donc bien cohérente dans le cas d 'un exposant o: entier avec la définition des 
fonctions polynomiales x f-) x°' . On remarquera toutefois que cette définition 
ne donne un sens à x°' que pour x strictement positif alors que la définition 
par récurrence des fonctions polynomiales x f-) x°' donne un sens à xa pour 
tout réel x. On peut vérifier que cette définition est également cohérente avec la 
définition des fonctions puissances d'exposant rationnel donnée à la page 662. 

PROPOSITION 14 .8  
)< Pour o: E IR* , l a  fonction fonction puissance d 'exposant o: est une applica
tion continue sur ]O ,  +oo[ et strictement monotone (croissante si a > 0 et 
décroissante si o: < 0) . 

)< Elle est dérivable sur JO ,  +oo[ de dérivée : x E ] O ,  +oo[ f-) o: x°'- 1 . 

J< On a 

{ L  
si a <  0 

lim x°' si o: = 0 
x->+oo 

si o: > 0 

et 

{ t  
si o: < 0 

lim Xa si a =  0 
x->O+ si o: > 0 

Démonstration [:'.'. Les fonctions exponentielle et logarithme sont continues 
sur lR et JR+ respectivement . La fonction puissance est continue en tant que 
composée des deux applications x E JR+ f-) a ln(x) E lR et y E lR f-) eY qui sont 
continues sur leur ensemble de définition (voir la proposition 13 . 19  page 623) . 

[:'.'. Les fonctions exponentielle et logarithme sont croissantes . Si a > 0 la fonc
tion puissance d 'exposant a est croissante en tant que composée de 2 appli
cations croissantes (voir la proposition 13 .5 page 593) . Si a < 0 la fonction 
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puissance d'exposant a est décroissante en tant que composée d 'une applica
tion décroissante et d'une application croissante. 

!'.'.: Les fonctions exponentielle et logarithme sont dérivables sur IR et IR+ respec
tivement . La fonction puissance est donc dérivable en tant que composée des 
deux applications x E IR+ /----t a ln( x) E IR et y E IR /----t eY , voir la proposition 16 .4 
page 754. De plus , pour x E IR+ on a 

(x°') ' = (exp(a ln(x) ) ) ' = � exp(a ln(x) ) .  
X 

Or � = 
(l
l 

( ) )  
= exp(- ln(x) ) d'où 

x exp n x 

(x°') ' = a exp(- ln(x) )  x exp(a ln(x) ) = a exp((a - 1 )  ln(x) ) = ax°'- 1 . 

[> Pour tout a E IR et pour tout x E IR+ on a x°' = e°' In (x)
. Les résultats 

concernant les limites se déduisent de manière directe des limites en -oo et +oo 
des fonctions logarithme et exponentielle (voir les propositions 14 .4 et 14 .7) . D 

Remarque On observera que les propriétés de la fonction puissance d'ex
posant réel données à la proposition 14 .8 généralisent les propriétés « bien 
connues » de la fonction puissance d 'exposant entier . 

EXERCICE 8 Soient I un intervalle et u, v deux applications dérivables 
sur I. On suppose que u ne prend que des valeurs strictement positives sur I. 
1 - Montrer que l 'application f définie sur I par x E I /----t ( u(x) )v(x)  est 
dérivable sur I, puis calculer sa dérivée. 
2 - Étudier la fonction g : x 1----t x

1fx . 

PROPOSITION 14 .9  Pour x E IR+ et (a, /3) E IR2 on a les relations suivantes : 

1 .  x°'+f3 = x°' xf3 ; 

Démonstration Ces relations se démontrent en utilisant les propriétés de 
la fonction exponentielle données à la proposition 14 .6 .  Vérifions la première 
relation ; pour x E IR+ et (a, /3) E IR2 , on a 

x
a+f3 = e(a+f3) In (x) = e

a ln(x)+f3 ln(x) = e
a ln(x) 

e
f3 ln(x)  

= (e
ln (x) ) °' (e

ln (x) ) f3 = x°' x
f3 . 

Les autres relations se démontrent d 'une manière analogue et sont laissées en 
exercice. D 
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0 2 3 4 5 6 

Fig. 8 Représentation graphique des fonctions puissances d'ex
posant a suivant la valeur de Œ. 

EXERCICE 9 Il y a manifestement une erreur dans le calcul suivant . In
diquer où est commise l 'erreur . 

1 1 1 - 1  = (- 1 ) 1  = (- 1)2 2 = ((- 1 )2 ) 2 = 1 2 = 1 . 

Remarque Pour tout a E R* , les applications x E Rf. f-7 x"' E R'f- et 
x E R� f-7 x i E R� sont bijections réciproques l 'une de l 'autre . 

14.5 Comparaison locale des fonctions logarithme, 
exponentielle et puissances 

PROPOSITION 1 4 . 1 0  Pour tout (a ,  {3) E R  X R'f- , on a 

lim 
(ln(x) )"' = 0 

x-++oo xf3 et lim xf3 l ln(x) ! "' = O. 
x-+O+ 
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Démonstration ['.'.: Remarquons que pour a E IR- on a 

(ln(x) )"'  1 
xf3 xf3 (ln(x) ) l a l 

675 

et, puisque /3 > 0 et Ja l ;? 0 on a lim xf3 (ln(x) ) l a l = +oo. Cela implique que x-->+oo 
limx-->+oo (ln(x) )"'  /xf3 = O. 

i:: Supposons que (a, /3) E IR+ x IR+ . Pour tout x E ] l , +oo[ on a 

(ln(x) )"'  
= ( ln(x) ) "' 

= 
( � ln(xf3fa ) ) "' 

= (�) "' ( ln (xf3/a ) ) "' 

xf3 xf3/a xf3/a /3 xf3/a 

Puisque ,8/a > 0 ,  on a limx_,+00 xf3/a = +oo. D 'après la proposition 13 . 14 , 
page 612, on en déduit que 

puis que 

. ln(xf3fa ) . ln(t) 
hm = hm -- = 0 x-->+oo xf3/a t-->+oo t 

1 . (ln(x) )"'  (a) "' 
1 . 

a 
1m = - 1m y . x-->+oo xf3 f3 y-->O 

On conclut en utilisant la proposition 14 .8 que limx_,+00 (1n(x) )"'  /xf3 = O . 

['.'.: En effectuant le changement de variable t = l/x et en utilisant la proposi
tion 13 . 14 ,  page 612 ,  on obtient 

lim xf3 J ln(x) J"' = lim {i· )f3 l ln ( i ) I"' = lim fi, l - ln(t) I "' 
x-->O+ t-->+oo t-->+oo 

= lim 
J ln(t) J "'  

= lim 
(ln(t ) )"'  

t-->+oo tf3 t-->+oo tf3 

On conclut en utilisant la première partie de la démonstration. D 
On dit que les puissances du logarithme sont dominées par les puissances d'ex
posant strictement positif en +oo et en O .  

PROPOSITION 1 4. 1 1  Pour tout (a, /3) E IR+ x IR, on a 
e"'x 

lim -(3 = +oo 
x-->+oo X 

et lim lx lf3 e"'x = O . 
x-.-oo 

Démonstration ['.'.: En effectuant le changement de variable t = ex , on obtient 
e"x = t"' , xf3 = (ln( t) )f3 et 

e"'x t"' 1 
lim - = lim = lim = +oo, x-->+oo xf3 t-->+oo ( ln( t) )f3 t-->+oo (ln( t) )f3 

t"' 
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puisque la fonction t E ] 1 ,  +oo[ f---+ (ln(t ) ),6 /ta est positive et admet , d'après la 
proposition 14 . 10 ,  pour limite 0 en +oo. 

� En effectuant le  changement de variable t = -x et  en utilisant la première 
partie de la démonstration , on obtient 

lim lx l,6 eax = lim i t l .6 e-at = lim .!!.__ = lim -
1
- = O . 

X--+-CXJ t--++CXJ t--++CXJ eC<t t--++CXJ eC<t 

t.6 
D 

On résume souvent la proposition 14 . 1 1  en disant que les puissances d 'exposant 
strictement positif sont dominées par la fonction exponentielle en ±oo. 

14.6 Fonctions hyperboliques 

Toute application f définie sur � peut être décomposée de manière unique en 
une somme de 

2 
fonctions, l 'une paire , l 'autre impaire. En effet , pour tout x E IR 

on peut écrire f (x) = fp (x) + fi(x) où 

fp : x E � f-----4 f (x) +/ (-x) 
et fi : x E � f-----4 f(x) -/(-x)

. 

On vérifie sans difficulté que f P est une fonction paire et que fi est une fonction 
impaire et on montre que cette décomposition est unique . 

On appelle fonction sinus hyperbolique la partie impaire de la fonction expo
nentielle et fonction cosinus hyperbolique la partie paire . On appelle fonction 
tangente hyperbolique le quotient de la fonction sinus hyperbolique par la fonc
tion cosinus hyperbolique. La proposition suivante est alors évidente. 

PROPOSITION 1 4 . 1 2  
)< La fonction sinus hyperbolique notée sh  ou  sinh vérifie 

\:/x E � 
ex - e-x 

sh(x) = 2 

)< La fonction cosinus hyperbolique notée ch ou cosh vérifie 

\:/x E �  

)< La fonction tangente hyperbolique notée th ou tanh vérifie 

\:/x E � 
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Remarque Par abus de notation on écrit souvent sh x, ch x et th x ce que l 'on 
devrait écrire sh(x) , ch(x) et th(x). 

PROPOSITION 14. 13  
X La fonction sinus hyperbolique est une application définie sur JR, continue, 
strictement croissante, impaire, dérivable sur lR de dérivée la fonction cosinus 
hyperbolique. Son image est R 

X La fonction cosinus hyperbolique est une application définie sur JR, continue, 
paire, dérivable sur lR de dérivée la fonction sinus hyperbolique. Son image est 
[ 1 , +oo[. 
X La fonction tangente hyperbolique est une application définie sur JR, conti
nue, impaire, dérivable sur lR de dérivée l 'application x E lR f--> 1 - th2 (x) . 
Son image est ] - 1 ,  1[. 

Démonstration Ces propriétés se démontrent en utilisant les propriétés de 
la fonction exponentielle. Intéressons-nous  à la fonction tangente hyperbolique ,  
l'étude des fonctions sinus  et  cosinus  hyperboliques est laissée en exercice. La 
fonction tangente hyperbolique est définie par 

\:lx E lR 

['.'.:La fonction exponentielle étant continue  su r lR et ne s 'annu lant pas , on dédu it 
de la proposition 13 . 18 ,  page 622, que th est continue  su r R Elle est impaire 
pu isque pour  tout  x E JR, 

e-x - ex 
th(-x) = ---

e-x + ex 
ex - e-x 
--- = - th(x) . 
ex + e-x 

['.'.:Pour tout  x E JR, on a 

1 - e-2x 
th(x) = 

1 + e-2x 
e2x - 1 
e2x + 1 · 

Puisque pour  tout  x E lR on a e-2x � 0 ,  on en dédu it que 1 - e-2x :( 1 et 
que 0 :( 1+.,1_2x :( 1 .  Il en résu lte que th(x) :( 1 pour tout  x E R  Par ailleurs , 
puisque  pour  tout  x E lR on aü :( e2x , on en dédu it que - 1  :( e2x - 1 et 
0 :( e2x\ 1 :( 1 .  Il en résu lte que pour  tout  x E lR on a th(x) � - 1 .  

['.'.: En utilisant les règles de dérivation d 'un  quotientcis J , on obtient pour tout 
XE JR 

(th (x) ) ' = ( e� - e-� ) ' 
ex + e-x 

(ex + e-x ) (ex + e-x ) - (ë - e-x ) (ex - e-x ) 
(ex + e-x ) 2 

(15) 
Voir la proposition 16.3 p. 753. 
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Après simplification, il vient 

ou encore (th (x))' = 
4 

2 (ex + e-x) 

sh 

_, 

-2 

-3 

-4 

1 
ch2 (x) 

· 

-5��-��-������-�� -5 -4 -3 -2 -1 

Fig. 9 Représentation graphique des fonctions sinus hyperbo
lique et cosinus hyperbolique. 

Remarques 

0 

1. On peut également exprimer la dérivée de la fonction tangente hyperbolique 
de la manière suivante : (th(x)) ' = 1/ ch2 (x) pour tout x E IR. 

2. On vérifie facilement à partir de l 'expression des fonctions hyperboliques à 
l 'aide de la fonction exponentielle (lGJ que 

sh (O) = 0, ch (O) = 1, th (O) = O . 

3. On vérifie également que 

lim sh(x) = -oo, lim ch (x) = +oo, lim th(x) = -1, 
X--+-00 X--+-00 x--+-oo 

et que 

lim sh(x) = +oo, 
x -> + oo  

(lS) 
Voir la proposition 14.12 p. 676. 

lim ch(x) = +oo, 
x->+oo 

l im th (x) = 1 . 
x->+oo 
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- 1 1--....... .,,.....,.� 

-2 

-3��������--+��������� -3 -2 - 1 0 2 3 

Fig. 10 Représentation graphique de la fonction tangente hyperbolique. 

On peut  regrouper les résu ltats précédents sou s  forme de tableaux .  

- Fonction sinus  hyperbolique  : 

X Il-()() 0 +oo 1 
sh' (x) +oo + 1 + +oo 

+oo 
/ 

sh (x) 0 

/ 
-()() 

- Fonction cosinus  hyperbolique  : 

X 11-oo 0 +ool 
ch' (x) -()() - 0 + +oo 

+oo +oo 
ch (x) � / 

1 
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- F onction tangente hyperbolique : 

X Il -()() 0 +oo 1 
th (x) 0 + 1 + 0 

1 
/ 

th(x) 0 
/ 

- 1  

EXERCICE 10 Montrer que pour tout n E N et pour tout x E IR on a 

( l + th(x) ) n 
1 - th(x) 

1 + th(nx) 
1 - th(nx) " 

PROPOSITION 14. 14 Pour tout réel x, on a 

ch(x) + sh(x) = ex , ch(x) - sh(x) = e- x , ch2 (x) - sh2 (x) = 1. 

Démonstration Ces formules se démontrent par un simple calcul ut ilisant 
les expressions des fonctions hyperboliques à l 'aide de la fonction expone ntie lle 
données à la proposition 14 . 12 .  0 

PROPOSITION 14. 15 (Formules d'addition) 
Pour tout (x, y) E IR2 , on a les relations suivantes : 

X ch(x + y) = ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y) 
X ch(x - y) = ch(x) ch(y) - sh(x) sh(y) 
X 
X 

X 

sh(x + y) = sh(x) ch(y) + ch(x) sh(y) 
sh(x - y) =  sh(x) ch(y) - ch(x) sh(y) 

th X 
_ th(x) + th(y) 

( + y) - 1 + th(x) th(y) 

th X _ _ th(x) - th(y) 
( y) - 1 - th(x) th(y) 

Démonstration Ces formules se démontrent par un simple calcu l  ut ilisant 
les expressions des fonctions hyperboliques à l 'aide de la fonction exponent iel le 
données à la proposition 14 . 12 .  Montrons la première relation 

ch(x + y) = ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y) 
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On obtient ,  en utilisan t  l'expression de cosin us hyperbolique et de sinus hyper
b olique à l 'aide de la fon ction expon entielle, puis en développan t  

ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y) = � ( (ex + e-x ) (eY + e-Y ) 

+ (ex - e-x ) (eY - e-Y ) ) 
� ( 2exey + 2e-xe-Y) = � ( ex+y + e-( x+y)) 
ch(x + y) .  

Les autres relation s  sont  à démon trer en exercice sur le même modèle. D 

COROLLAIRE 14. 1 (Formules de duplication) 
Pour tout réel x, on a 

X ch(2x) = ch2 (x) + sh2 (x) 
X sh(2x) = 2 sh(x) ch(x) 

X th(2x) = 2 th(x) 
1 + th2 (x) 

Les formules suivantes se déduisen t  des formules d'addition donn ées à la pro
position 14. 15 .  

X sh(x) sh(y) = H ch(x + y) - ch(x - y) ) 
X ch(x) ch(y) = H ch(x + y) +  ch(x - y) ) 
X sh(x) ch(y) = H sh(x + y) + sh(x - y) ) 

On a aussi les formules de factorisation suivan tes : 

X sh(x) + sh(y) = 2 sh (� (x + y) ) ch (� (x - y) ) 
X sh(x) - sh(y) = 2 ch (� (x + y) ) sh (! (x - y) ) 
X ch(x) + ch(y) = 2 ch (� (x + y) ) ch (� (x - y) ) 
X ch(x) - ch(y) = 2 sh (� (x + y) ) sh (� (x - y) ) 

sh(x + y) X th(x) + th(y) = 
ch(x) ch(y) 
sh(x - y) X th(x) - th(y) = c h(x) ch(y) 

Remarques 
1. On comparera les relation s  con cern an t les fon ction s  hyperboliques à celles 

1 c . . . ( 17) con cern ant es i on ct10n s  tngon ométn ques . 

(17) 
Voir le formulaire de trigonométrie donné p. 157 .  La grande similarité des formules a son 
origine dans les liens existant entre fonctions hyperboliques et fonctions trigonométriques 
de la variable complexe. On pourra consulter pour plus de détails le Cours de deuxième 
année p. 208. 
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2. On déduit de la relation ch2 (x) - sh2 (x) = 1 que l 'hyperbole d'équation 
x2 /a2 - y2 /b2 = 1 (a, b E lR'.f-) admet pour représen tation paramétrique<'sJ 

€ a ch (t) 
b sh (t) (€ , t) E { - 1 , 1 }  X JR 

ce qui explique le terminologie « fonction s  hyperboliques ». 

EXERCICE 11 On appelle fonction co-tangente hyperbolique le quotien t 
de la fonction cosinus hyperbolique par la fonction sinus hyperbolique. Étu
dier cette fonction . 

14. 7 Fonctions circulaires réciproques 

14. 7.1 La fonction arc-sinus 

La fonction sinus est continue et strictement  croissante sur [- � ,  � ] .  L 'image de 
l 'intervalle [- � ,  �] est [- 1 ,  1 ] . L a  fon ction sinus réalise don c  une bijection de 
[- � ,  �] dans [- 1 ,  l ] . On appelle fonction arc-sinus et on note arcsin ou sin -1 
la bijection réciproque de l 'application sinus sur [-� ,  � ] .  

D 'après l a  proposition 14 . 1 ,  l a  fonction arc- sinus est con tinue et strictement 
croissante sur [- 1 ,  1 ] , d 'image [- � , �] .  On a 

Vx E [- � ,  � ]  

et 
\;/y E [- 1 ,  1] 

De plus 

Vx E [- � ,  � ]  \;/y E [- 1 ,  1 ]  

On a ainsi 
sin(O) = 0 
sin(?r /6) = 1/2 
sin(7r /4) = 1/../2  
sin(?r /3) = ../ 3/2 
sin(7r /2) = 1 

arcsin (sin (x)) = x 

sin (arcsin (y)) = y . 

(sin (x) = y {=::::} x = arcsin(y) ) . 

arcsin (O) = 0 
arcsin ( l/2) = 7r /6 
arcsin ( l/  ../ 2) = 7r / 4 
arcsin( ../3/2) = 7r /3 
arcsin ( l) = 7r /2 

Par ailleurs , puisque la fon ction sinus est impaire , la fonction arc- sinus est elle 
• • • (19) aussi 1mpa!f e 

( lB) 
Voir  Je  chap. 1 1  du Cours de  deuxième année pour l'étude des courbes paramétrées dans 
le plan . 

(l9) Voir l 'exercice 1 p. 661 .  
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1.5 

-1 .5 
\ 
arcs in 

-2 �-�---�---�-� -1 

Fig. 11 Représentation graphique des fonctions sinus et arc-sinus. 

Remarque La fonction sinus est continue et strictement monotone sur chaque 
intervalle [mr - � ' mr + � ] , n E Z. E lle admet donc une bijection réciproque 
pour chacun de ces interva lles . Attention , pour n E Z* , la fonction arc-sinus 
n'est pas la bijection réciproque de la fonction sinus sur [mr - � ,  mr + � J .  On 
peut montrer que la bijection réciproque de la fonction sinus sur l 'interva lle 
[mr - �. mr + � ] ,  n E Z* est l 'application 

X E [- 1 ,  1] f------7 mr + ( - 1  r arcsin( X ) . 

La relation arcsin(sin(x) ) = x n 'est vra ie que si x E [- � ,  � ] .  On se gar
dera de faire des simplifications trop rapides ! Si x rf- [- � ,  � J ,  on utilise la 
périodicité de la fonction sinus pour se ramener à l 'interva lle [- � ,  � ] .  Par 
exemple , 

arcsin(sin( 3;)) = arcsin(sin( - � ) )  = - � . 

Par contre pour tout x E [- 1 ,  1] on a sin(a rcsin(x) )  = x. 

EXERCICE 1 2  Il a été établi dans l 'exercice 2 ,  page 662, que l 'application 
f: x E ]O ,  � [r---; 1/ sin(x) est une bijection de J O ,� [ dans ] 1 , +oo[ .  Exprimer 
la bijection réciproque 1-1 à l 'a ide de la fonction arc-sinus. 

PROPOSITION 14. 16  La fonction arc-sinus est dérivable sur ] - 1, 1 [  de dé
rivée l 'application 

1 
X E ]  - 1 ,  1 [  f------7 Jl=X2 '  

1 - x2 
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Démonstration D'après la proposition 14.2, puisque sinus est dérivable et que 
cette dérivée ne s'annule pas sur ] - � ,  � [, la fonction arc-sinus est dérivable 
sur ] - � ,�[ et on a pour tout x E ]  - 1 , 1[, 

( . ) 1 1 arcsm x 
-( ) -
cos(arcsin(x) ) · 

On remarquera que sinus est de dérivée nulle en � et -� .  
Pour y E ]  - � , �[, on a cos(y) > 0 et d'après la relation cos2(y) + sin2(y) = 1 , 
on en déduit que cos(y) = +

J
1 - sin2(y) .  Puisque pour tout x E ]  - 1 ,  1[ on a 

y= arcsin(x) E ]  - � ,�[, on obtient 

cos(arcsin(x) ) = 
J
1 - sin2(arcsin(x) ) = �. 

On peut conclure que pour tout x E ]  - 1 ,  1[ , on a 
( 
arcsin(x)

)' = �· D 
1 - x2 

Exemple Montrons que pour tout x E [ - 1, 1] on a 

cos2
(�
arcsin(x)

) 
= 
� (

1 +
�)

. 

12: Une première méthode consiste à utiliser l'identité cos2(ll) = 
� 
( 1 + cos2B) 

qui permet dans un premier temps d'établir que 

cos2 
(� 
arcsin(x)

) 
= 
� 
( 1  + cos(arcsin(x) ) ) . 

Puisque pour tout x E [- 1 ,  1] on a arcsin(x) E [ -� , � ], le réel cos(arcsin(x)) 
est positif et d'après la relation cos2(B) + sin2(B) = 1, on obtient 

cos(arcsin(x) ) = 
J
1 - sin2(arcsin(x) ) = � 

ce qui permet d'établir l'égalité. 

12: Une seconde méthode consiste à considérer les fonctions 

f :  x E [ - 1 ,  1] f-----t cos2 
(� 
arcsin(x)

) 
et g : X E [- 1, 1] f-----t 

� ( 
1 + 

�) 
· 

Ces deux fonctions sont continues et dérivables sur ] - 1 ,  1[. Pour tout x E ]-1 , 1[ 
on a 

et 
J' ( x) = 

( � 
arcsin( x)

)' ( -2 sin 
( � 
arcsin( x)

) 
cos 

( 
� arcsin( x)

)) 

= - h sin (2 G arcsin(x)
) )  

= - b· 
2 1 - x2 2 1 - x2 
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Puisque f et g sont continues sur [- 1 ,  1 J et admettent la même dérivée sur 
J - 1 ,  1[, on en déduit

<
20
l 
que ces deux fonctions sont égales à une constante 

près, i.e. qu'il existe C E  IR tel que pour tout x E [- 1 ,  1] 

f(x) = g(x) + C. 

Pour x = 0 on a f (0) = 1 et g(O) = 1 donc C = 0 et les deux fonctions f et g 
sont égales sur [- 1 ,  1]. 

1 EXERCICE 13  
É
tudier la fonction f définie par f ( x) = arcsin ( �) . l + x 

14.7.2 La fonction arc-cosinus 

La fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur [O, 7r]. L'image 
de l'intervalle [O, 7r] est [- 1 ,  1]. La fonction cosinus réalise donc une bijection de 
[0, 7r] dans [- 1 ,  l]. On appelle fonction arc-cosinus et on note arccos ou cos-

1 

la bijection réciproque de l'application cosinus sur [O, 7r]. 
D'après la proposition 14.1 , la fonction arc-cosinus est continue et strictement 
décroissante sur [- 1 ,  1 ] , d'image [0, 7r]. On a 

Vx E [O, 7r] 

et 
Vy E [- 1 ,  1] 

De plus, 

Vx E [O, 7r] Vy E [- 1 ,  1] 

On a ainsi 

cos(O) = 1 
cos( 7f /6) = 

v
3/2 

cos(7r/4) = 1/
v'2 

cos(7r/3) = 1/2 
cos(7r/2) = 0 
cos(57r/6) = -

v
3/2 

cos(37r/4) = - 1/
v'2 

cos(27r /3) = - 1/2 
cos(7r) = - 1  

arccos(cos(x) ) = x 

cos(arccos(y) ) = y. 

(cos( x) = y {o=:} x = arccos(y) ) . 

arccos( l ) = 0 
arccos( 

v
3/2) = 7f /6 

arccos( 1 / 
v'2

) = 7f / 4 
arccos( l/2) = 7r/3 
arccos(O) = 7f /2 
arccos(-

./
3/2) = 57r /6 

arccos( - 1  / 
v'2

) = 37r / 4 
arccos(- 1/2) = 27f /3 
arccos( - 1 ) = 7f 

<20)
Voir la proposition 16.10 p .  771 . L 'application f - g est continue sur ] - 1, 1 [ , à dérivée 
nulle; il s 'agit donc d 'une application constante .  
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La relation arccos(cos(x) ) = x n'est vraie que si x E [O, 7rJ. On se gardera 
de faire des simplifications hâtives! Si x tt [O, 7f] , on utilise la périodicité de 
la fonction cosinus pour se ramener à l'intervalle [ O, 7rJ. Par exemple, 

arccos( cos( - î)) = arccos( cos( î)) = î. 

Par contre on a toujours cos(arccos(x) ) = x lorsque ces quantités sont défi
nies, i .e. pour tout x E [- 1 ,  l J. 

P ROPOSITION 14 .17 La fonction arc -cosinus est dérivable sur J - 1 ,  1[ de 
dérivée l 'application 

-1 
X EJ - 1 , 1[ f----> � 

1 - x2 

Démonstration D'après la proposition 14.2 , puisque cosinus est dérivable 
sur JO, 7r[ et que sa dérivée ne s'annule pas sur JO, 7r[, la fonction arc-cosinus est 
dérivable sur JO, 7r[ et pour tout x EJ - 1 ,  1[ on a 

( )/ 
1 1 arccos(x) = = . cos' ( arccos( x) ) - sin( arccos( x) ) 

On remarquera que cosinus est de dérivée nulle en 7f et -7f. Pour y E JO, 7r[ , 
on a sin(y) > 0 et d'après la relation cos2(y) + sin2(y) = 1 ,  on obtient que 
sin(y) = +y'l - cos2(y). On a donc 

sin(arccos(x) ) = Jl - cos2(arccos(x) ) = �. 

On en conclut que (arccos(x) ) ' = -� pour tout x EJ - 1 , 1[ . 0 
1 - x2 

P ROPOSITION 14.18 Pour x E [ - 1 ,  lJ on a :  arccos(x) + arcsin(x) = �· 

Démonstration Considérons la fonction f : x r---> arccos(x) + arcsin(x). Elle 
est définie et continue sur [- 1 ,  1 J car c'est la somme de deux fonctions continues 
sur [- 1 ,  1 J. Elle est dérivable sur J - 1 ,  1 [ car les fonctions arc-sinus et arc-cosinus 
sont dérivables sur J - 1 ,  1[. Pour x E J - 1 ,  1[, on a 

J'(x) = (arccos(x) )' + (arcsin(x) )' = -� + � = O. 
1 - x2 1 - x2 

, • ( 2 1 ) On en dedmt que f est constante sur [ - 1 ,  lJ. Comme 
f(O) = arccos(O) + arcsin(O) = �,  

la valeur de la constante est �· On a donc arccos(x) + arcsin(x) = � pour tout 
xE[ - 1 , lJ. 0 

( 2 1 > 
Voir la proposition 16 .10 p. 771 .  
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Fig. 12 Représentation graphique des fonctions cosinus et arc-cosinus. 

14.7.3 La fonction arc-tangente 

Rappelons que la fonction tangente est définie comme le quotient de la fonction 
sinus par la fonction cosinus. Cette fonction est définie sur l'ensemble 

D = { x E lR j xi' (2k + 1 )  � ' k E Z}. 

Elle est périodique, de période 1r. Elle est continue et dérivable sur son ensemble 
de définition et pour tout x E D, 

(tan(x) ) ' = 1 + tan2(x) = ;( ) . COS X 

La représentation graphique de la fonction tangente est donnée à la figure 13 .  
Considérons la fonction tangente en restriction à l'intervalle ] - �, � [. Elle est 
continue et strictement croissante sur cet intervalle et a pour image R La 
fonction tangente réalise donc une bijection de ] - � ,  � [ dans R On appelle 
fonction arc-tangente et on note arctan ou tan-1 la fonction réciproque de 
l'application tangente sur ] - � ,  H 
La fonction arc-tangente est continue et strictement croissante sur JR, à valeurs 
dans ] - � ,  H On a 

't:/x E ]- 21: 21:[ 2 ' 2 arctan(tan(x) ) = x 

et 
't:/y E lR tan(arctan(y) ) = y. 
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311": 

Fig. 13 Représentation graphique de la fonction tangente sur 
l'intervalle] - %7r, %7r[. 

De plus, 

\lx E] - � ' � [  Vy E � 

On a ainsi 

tan(O) = 0 
tan(7r/6) = 1/

v'
3 

tan(7r/4) = 1 
tan(7r/3) = v'3 

(tan(x) = y {===} x = arctan(y) ) . 

arctan(O) = 0 
arctan( l/

v'
3) = 7r/6 

arctan( l ) = 7r / 4 
arctan( v'3) = 7r /3 

Par ailleurs, puisque la fonction tangente est impaire, la fonction arc-tangente 
11 . . . ( 22) est e e aussi 1mpaire . 

Remarque La fonction tangente est continue et strictement croissante sur 
chaque intervalle ]n7r - � ,  n7r + � [, n E Z. Elle admet donc une bijection 
réciproque pour chacun de ces intervalles. Attention, pour n E Z* , la fonc
tion arc-tangente n'est pas la bijection réciproque de la fonction tangente sur 
]n7r - � ,  mr + H 

(22> 
Voir l 'exercice 1 p. 661 .  



-1 

-2 

-3 

-4 

-5 
-5 -4 -3 -2 

Fonctions usuelles 

I I ' 

-1 

7r 
-2 

1 :�
tan ' ' 

Fig. 14 Représentation graphique des fonctions tangente et arc-tangente. 
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PROPOSITION 14. 19 La fonction arc-tangente est dérivable sur lR de dérivée 
l 'application 

1 xElR1------t ---2 . l + x 

Démonstration Puisque la fonction tangente est dérivable sur J - � ,  � [ et que 
sa dérivée ne s'annule pas sur J - � ,  � [, d'après la proposition 14 .2 la fonction 
arc-tangente est dérivable sur lR et pour tout x E lR on a 

(arctan(x)
)' = --�1---1 + tan

2
(arctan(x) ) 

La proposition est démontrée. 

1 
1 + x2 · 

PROPOSITION 14.20 )( Pour tout réel x strictement positif on a 

arctan(x) + arctan ( �) 1f 
2 

X Pour tout réel x strictement négatif on a 

arctan( x) + arctan ( �) 1f 
2 

D 
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Démonstration Considérons l 'application f : x E JR* f-) arctan(x )+arctan(l ) .  
Cette application est dérivable sur JR* car la  fonction x f-) � est dérivable sur Ji• 
à valeurs dans JR* et la fonction arc- tangente est dérivable sur JR* . Pour tout 
x E lR * , on a  

1 (1)' 1 
J' (x ) = 1 + x2  

+ � 1 + (� ) 2 
1 1 x2 

-- - - -- = 0  1 + x2  x 2  x 2  + 1 · 

On en déduitc23l que l 'application f est une application constante sur chacun 
des intervalles où elle est continue, à savoir sur ] - oo,  O [  et sur JO ,  +oo[ .  L 'ap
plication f n 'est pas prolongeable par continuité en 0 puisque 

et 

7f 
lim f(x ) = lim arctan( l) = l im arctan(t ) = - -

x__,o- x-->O- x t->-co 2 

lim f (x ) = l im arctan( � )  = l im arctan(t ) = +� . 
x->O+ x->O+ t->+co 2 

On en déduit qu 'il ex iste deux constantes réelles C1 et C2 telles que 

(\ix E ]  - oo, O [  f(x ) = C1 ) et (\ix E ]O ,  +oo[ f (x ) = C2) .  

Comme 
7f 

f (l )  = 2 arctan(l ) = 2' 7f 
et f ( - 1 ) = 2 arctan( -1) = - 2, 

(24) on en déduit que C1 = - �  et C2 = � · 

14.8 Fonctions hyperboliques réciproques 

14.8.1 La fonction argument sinus hyperbolique 

D 

La fonction sinus hyperbolique est continue et strictement croissante sur � 
et son image est R Elle réal ise donc une bijection de lR dans R On appelle 
fonction argument sinus hyperbolique et on note argsh (ou encore argsinh ou 
sinh- 1 ) la fonction réciproque de l 'application sinus hyperbolique. 
La fonction argument sinus hyperbolique est définie sur R Elle est continue 
sur JR, strictement croissante et a pour image R On a 

\ix E lR argsh(sh(x ) )  = x 

De plus 

et \iy E lR sh(argsh(y) )  = y. 

\i (x ,  y) E 1R 2 (y = sh(x ) Ç=::} x = argsh(y)) . 

C23l Voir la proposition 16 . 10 p. 771 . 
(24) On aurait aussi pu déterminer la valeur des constantes C1 et C2 en remarquant que, 

puisque f est constante sur J - oo, O[ , on a C1 = limx_,o- f(x) = - � et puisque f est 
constante sur JO, +oo[ on a C2 = limx_,o+ f(x) = �· 
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Par ailleurs, puisque la fonction sinus hyperbolique est impaire, l a  fonction 
argument sinus hyperbolique est elle aussi impaire <25>. 
PROPOSITION 14.2 1  La fonction argument sinus hyperbolique est dérivable 
sur lR de dérivée l 'application 1 

x E lRf--' � · 
vl + x2  

Démonstration D'après l a  proposition 14 .2 ,  puisque l a  fonction sinus hyper
bolique est dérivable sur JR, de dérivée la fonction cosinus hyperbolique qui ne 
s'annule pas sur JR, la fonction argument sinus hyperbolique est dérivable  sur R 
De plus , pour tout x E lR on a 

(argsh(x ) ) ' = ' ( 
1 

( ) )  sh  argsh x 
1 

ch(argsh(x ) )  
· 

Pour tout y E JR, on a ch2 (y) - sh2 (y) = 1, d 'où ch(y) = J1 + sh2 (y) car la 
fonction cosinus hyperbolique est positive . On a donc pour tout x E JR, 

ch(argsh(x ) )  = J1 + (sh(argsh(x ) ) ) 2 = /1 + x2  

ce qui établit l a  relation. D 

PROPOSITION 14.22 

\lx E lR argsh(x ) = ln ( x + J x 2  + 1). 
Démonstration Nous allons donner deux méthodes pour établir ce résul tat . 

� La fonction 
f : x f--' ln ( x + J x 2  + 1) 

est définie sur lR car pour tout x E lR on a v'x 2 + 1 > v'X2 = lx l  et par consé
quent x + v'x2 + 1 > O. Elle est continue sur lR car il s 'agit de la composée de 
l'application g : x E lR � x + Jx2+l qui est continue sur lR à valeurs dans lR'.t
et de la fonction logarithme qui est continue sur JR+ . Comme g est dérivable 
sur lR et que la fonction logarithme est dérivable sur lR'.t- , l 'application f est 
d, . bl lTll I l  d d' . ' <26> enva e sur � et e e a met pour envee 

1 
J' (x ) = (1 + �) 

2 x 2  + 1 x + v' x 2  + 1 
(25) 

1 
v'x2 + 1. 

Voir l 'exercice 1 p. 661. (26) 
Utiliser la formule de dérivation composée (voir la proposition 16.4 p. 754) puis simplifier. 
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Fig. 15 Représentation graphique des fonctions sinus hyperbolique et argument 
sinus hyperbolique. 

Ainsi f et argsh sont 2 fonctions continues sur lR ayant même dérivée sur lit 
Ces 2 fonctions sont doncc27> égales à une constante réelle C près , i.e. 

3C E lR \:/x E lR ar gsh( x ) = ln ( x + J x 2  + 1) + C. 

Puisque sh(O) = 0 on a argsh(O) = O .  Par ailleurs f (O) = ln( l ) = O. Cela 
permet d'établir que C = O. 

!::"'. On peut également démontrer le résultat en remarquant que y = ar gsh(x ) 
si et seulement si x = sh(y) . Compte tenu de la définition de la fonction sinus 
hyperbolique, pour tout y E lR on a 

x = sh(y) {===} � (eY - e-Y ) = x {===} e2Y - 2xeY - 1 = O. 

Posons Y =  eY E JR� ; on a Y2 - 2xY - 1 = O. Cette équation polynomiale du 
second degré admet deux racines réelles distinctes (son discriminant qui vaut 
4x 2 + 4 est strictement positif) qui sont : 

x +  v'x2+1 >0 et X - v'x2+1 < Ü. 

Comme Y > 0, la seule expression possible pour Y est x + Jx2 + 1 . On en 
déduit que Y =  eY = x + Jx 2 + 1 ce qui implique que y = ln(x + Jx2 + 1 ) . On 

<27> Voir la proposition 1 6 . 10 p. 771 .  L 'application f - g est continue sur IR, à dérivée nulle i 
il s 'agit donc d'une application constante. 
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a donc établi que 

x = sh(y) � y = ln(x + #+"!). 

Comme par ailleurs y = argsh(x) si et seulement si x = sh(y) ,  on en conclut 
que pour tout y E lR on a ar gsh(y) = ln (y + /f+Y2) D 

14.8.2 La fonction argument cosinus hyperbolique 

La fonction cosinus hyper bolique est continue et strictement croissante sur 
[O ,  +oo[ et l 'image de l 'intervalle [ü, +oo[ par la fonction cosinus hyperbolique 
est [1 , +oo[ .  L a  fonction cosinus hyperbolique réalise donc une bijection de 
[ü , +oo[  dans [ 1 ,  +oo[ . On appelle fonction argument cosinus hyperbolique et on 
note argch (ou encore argcosh ou cosh- 1 ) la fonction réciproque de l 'application 
cosinus hyperbolique. 

La fonction argument cosinus hyperbolique est définie sur [ 1 ,  +oo[ .  Elle est 
continue sur [ 1 ,  +oo[ ,  elle est strictement croissante et a pour image [O , +oo[ .  
On a 

't:/x  E [ü , +oo[ argch(ch(x) )  = x 

et 
't:/ y E [ l ,  +oo[ ch(argch(y) )  = y . 

De plus 

't:/ x  E [O, +oo[ 't:/y E [1 ,  +oo[ (y = ch(x) � x = argch(y) ) . 

PROPOSITION 14.23 La fonction argument cosinus hyperbolique est déri
vable sur ] 1 ,  +oo[ et admet pour dérivée l 'application 

1 
X E j l , +oo[ f-t v'x2"=1 

x2 - 1 

Démonstration L a  rédaction de la preuve est laissée en exercice ; on s 'inspi
r era de celle de la proposition 14 .2 1 .  D 

PROPOSITION 14.24 

't:/ x  E ] 1 ,  +oo[ argch(x) = ln ( x + Vx2=1"). 
Démonstration L a  rédaction de la preuve est laissée en exercice ; on s'inspi
r er a de celle de la proposition 14 .22 .  D 
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Fig. 16 Représentation graphique des fonctions cosinus hyperbolique et argument 
cosinus hyperbolique. 

14.8.3 La fonction argument tangente hyperbolique 

L a  fonc tion tangente hyperbolique est c ontinue et stric tement c roissante sur IR. 
et son image est J - 1 ,  1 [ . Elle réalise donc une bijec tion de � dans J - 1, 1 [ . On 
appelle fonction argument tangente hyperbolique et on note argth (ou encore 
argtanh ou tanh-1 ) la fonc tion réc iproque de l 'applic ation tangente hyperbo
lique. 

L a  fonc tion argument tangente hyperbolique est définie sur ] - 1 ,  1 [ . Elle est 
c ontinue sur ] - 1 ,  1 [, stric tement c roissante et a pour image R On a 

et 

De  plus 

'V x  E � 

'V y E ]  - 1 ,  l [  

'Vx  E � 'V y E ] - 1 , 1 [ 

argth(th(x)) = x 

th(argth(y) )  = y. 

(y = th (x) {===} x = argth(y) ) . 

Par ailleurs, puisque la fonc tion tangente hyperbolique est impaire, la fonction 
h b 1. 11 . . . (28) argument tangente yper o 1que est e e aussi impai re . 

(28) Voir ! 'exercice 1 p. 661 .  
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PROPOSITION 14.25 La fonction argument tangente hyperbolique est déri 
vable sur ] - 1 ,  1 [  et admet pour dérivée l 'application 

1 
X E ]  - 1 ,  1 [  f----4 --

2
. 

l - x 

Démonstration La rédac tion de la preuve est laissée en exerc ic e ; on s 'inspi
r era de c elle de la proposition 14 . 2 1 .  D 

PROPOSITION 14.26 

\:/x E ] - 1 , 1 [ argth(x) = - ln -- . 
1 ( l + x) 
2 1 - x  

Démonstration Pour y E �' la relation 

permet d'établir que 

eY - e-Y e2Y - 1 
th(y)-

- --
- eY + e- Y - e2Y + 1 

1 + th(y) = e2Y . 
1 - th(y) 

Puisque la fonc tion tangente hyperbolique est une bijec tion de � dans ] - 1 ,  1 [  
de bijec tion réc iproque la fonc tion argument tangente hyperbolique, pour tout 
y E � il existe un unique réel x E ]  - 1 ,  1 [  tel que y = argth(x) . On déduit de 
ce qui préc ède que 

1 + th(argth(x) )  1 + x ( ( 1 + x)) 
exp(2y) = exp(2 argth(x) )  = 

h( h( ) )  
= -- = exp ln -- . 

1 - t argt X 1 - X 1 - X 

Puisque la fonc tion e xponentielle est injec tive sur �' c ela implique que 

2 argth(x) = ln -- . 
( 1 + x) 

l - x  

Comme dans la preuve de la proposition 14 .22 ,  on peut également établir le 
r ésultat en étudiant les deux fonc tions argth et x f---7 � ln ( ���). D 

EXERCICE 14 Montrer que la fonc tion c o-tangente hyperbolique étudiée 
à l 'exerc ic e  1 1  réalise une bijec tive de son ensemble de définition dans un 
ensemble que l 'on préc isera. On appelle fonc tion argument co-tangente hy
perbolique sa bijec tion réc iproque. É tudier c ette fonc tion. 
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Fig. 17 Représentation graphique des fonctions tangente hyperbolique et argument 
tangente hyperbolique. 

14.9 Exercices de synthèse 

EXERCICE 15 
Pour n E N* , on s 'intéresse à l 'étude des solutions de l 'équation 

(En ) x + ln(x) = n 

On note f la fonction définie par J(x) = x + ln(x) . 

1 - Donner le tableau de variation de la fonction f en indiquant toutes les 
limites utiles. 

2 - Montrer que f définit une bijection. Donner les propriétés de la bijection 
réciproque 1- 1 qui peuvent être déduites des propriétés de f .  

3 - Montrer que l 'équation (En ) admet une unique solution (que l 'on note Xn)· 
Que vaut x1 ? Montrer que la suite (xn )n est strictement croissante et qu 'elle 
tend vers +oo. 

4 - Montrer que pour tout n E N* on a f(xn) :s;; J(n) puis montrer que Xn::;; n. 

5 - On considère la fonction cp définie par cp(x) = f(x - ln(x) )  - x .  Quel est 
l 'ensemble de définition de cp? Donner le tableau de variation sur l 'intervalle 

[ 1 ,  +oo[ de la fonction cp en indiquant toutes les limites utiles. 

6 - Montrer que pour tout n E N* on a f(n - ln(n) )  :s;; n puis en déduire que 

Xn � n - ln(n) .  
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7 - Soit (an)n la suite de terme général an = � (xn - n) . Montrer que la suite 
(an)n converge vers O. 

8 - Montrer que pour tout n E N* on a : n an + ln(n) = - ln ( an + 1 ) ;  en déduire 
que limn->+oo (n an + ln(n) ) =O. 

9 - Montrer que Xn = n - ln(n) + En avec limn->+oo En = O. 

EXERCICE 16  
On considère la  fonction f définie par 

(vr=xz) f (x ) = arc tan 
x 

. 

1 - Déterminer sur quel ensemble f est continue puis indiquer si f peut être 
prolongée par continuité. On justifiera très précisément chaque résultat. 

2 - Étudier la fonction f .  

3 - Tracer la représentation graphique d e  f .  

4 - a) Montrer que pour x E]O ,  1 ]  o n  a f (x ) = arcc os(x ) . 
b) Donner une expression plus simple de f sur l 'intervalle [- 1 ,  O [. 

EXERCICE 17  On considère le filtre passe-bas représenté sur la figure sui
vante où v1 et v2 désignent les tensions sinusoïdales d 'entrée et de sortie. On a 
R = 10on, RL = 10oon etc= 0 .2µF. 

R R 

I 1 
Fig. 18 Filtre passe-bas considéré. 

L 'atténuation complexe en Jonction de la fréquence v est donnée par 

1 - Calculer le module de l 'atténuation complexe et étudier la fonction 
v f---> IA(v)j. Déterminer la valeur maximale M du module de l 'atténuation 
complexe. 
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2 - On appelle bande passante d 'un filtre, l 'ensemble des fréquences v telles que 

M v'2 :::; I A (v ) I  :::; M. 

Déterminer la bande passante du filtre passe- bas considéré ici. 

3 - On note Â le module de l 'atténuation complexe exprimé en décibels, 

Â (v ) = 20 log10 IA(v ) I . 

Étudier la fonction v 1--t Â (v ) et tracer sa représentation graphique. 

4 - On s 'intéresse au déphasage <P qui est défini comme l 'argument du com
plexe A. Montrer que 

cp(v ) = - arc tan(kv ) ' RL+R 
ou k = 27r RC R R. L+2 

Étudier la fonction v 1--t cp(v ) et tracer sa représentation graphique. 

14.10 Solution des exercices 

Solution de l 'exercice 1 
Pour montrer que 1- 1 est impaire , il vaut vérifier que pour tout y E J on a 
1 - 1 (-y) = -1- 1 (y) .  Soit y un élément de Jet x l 'élément de I défini par 
x = 1 - 1 (y) ;  on a y = f(x) et puisque 1 est impaire : y = -f(-x) .  On en 
déduit que 1 (-x) = -y autrement dit que -x = 1- 1 (y) .  Puisque x = f-1 (y ) ,  
on a bien 1 - 1 (-y) = -1 -1 (y) . 
U ne applic ation paire n 'est pas injec tive puisque f (x) = 1 (-x) pour tout x E I. 
Il n'existe donc auc une bijec tion qui soit paire . 

Solution de l 'exercice 2 
1 - L'applic ation 1 : x E JO ,  � [ 1--t 1 / sin( x) est continue (resp . dérivable) sur 
JO , � [ c ar la fonc tion sinus est c ontinue (resp . dérivable) sur c et intervalle et ne 
s 'annule pas . Pour tout x E J O ,  � [, on a 

J'(x) = _ c os(x ) . 
sin2 (x) 

Puisque la fonc tion c osinus est stric tement positive sur l 'intervalle JO , � [ , l 'ap
plic ation f est stric tement déc roissante sur c et intervalle. Elle est à valeurs dans 
1 (]0 ,  � [) = ] 1 ,  +oo[ .  D 'après la proposition 14 . 1 ,  on peut affirmer que f est une 
bijec tion de JO , � [ dans ] 1 ,  +oo[ . 
2 - Pour c alc uler la dérivée de la bijec tion réc iproque 1 - 1  nous utilisons la 
proposition 14 .2 .  Remarquons tout d'abord que la dérivée de 1 ne s 'annule 
pas sur l 'intervalle JO , � [ . L'applic ation 1 - 1  est donc dérivable sur ] 1, +oo[ de 
dérivée en y E J 1 ,  +oo[ 

- 1  I 1 S in2 u-l (y) ) 
(f ) (y) =  j'(

J
-l(y) ) = - cos (f- 1 (y) ) · 
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Puisque I et 1-1 sont bijec tion réc iproque l 'une de l 'autre , on a 
l
(f-1(y) ) = y 

pour tout y E ] l ,  +oo[ ,  autrement dit 

1 y = -----sin u-1(y) ) c e  qui implique que 1 sin 
u
-1(y)

) 
= - .  
y 

Comme 1-1(y) E ]O, � [  et que c osinus est positif sur l 'intervalle ]O , � [ , on a 
également d'après la relation cos2(e) + sin2(e) = 1, 

cos 
u
-1(y)

) 
= J1 - sin2 u-1(y) ) = J1 - :2 . 

F inalement , on en déduit que pour tout y E ] l ,  +oo[  

u-l)'(y) = - 1 = -
1
y
1 

= - 1 . 
y2J1 -

? y2
� 

y
� 

Puisque I est une applic ation c ontinue stric tement déc roissante, d'après la pro
position 14. 1 ,  l 'applic ation 1-1 est elle aussi c ontinue et stric tement déc rois
sante. De plus les représentations graphiques de I et de 1-1 sont symétriques 
par rapport à la première bissec tric e. 

' 

/\ 
I 

4.5 

Fig. 19 Représentation graphique de f :  x f--> 1/ sin (x) 
et de sa bijection réciproque. 

Solution de l'exercice 3 
1 - Les solutions de l 'équation (t'i) : ln (x2 - 1 ) - ln(2x - 1 ) + ln(2) = 0 vérifient 
nécessairement x2 - 1 > O et 2x - 1 > O. Elles appartiennent donc à ] 1 ,  +oo[. 
P our x E ] l ,  +oo[ ,  d 'après la proposition 14.3 on a 

ln(x2 - 1 ) - ln (2x - 1 ) + ln(2) = ln ( 2�: � 11 ) ) . 
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Les solutions de l'équation (Ei) sont donc les réels de l'intervalle Jl , +oo[  véri
fiant 

2(x2 - 1 ) = 1 2x - 1  ' 
autrement dit 2x2 - 2x - 1 = O .  Les solutions de cette équation sont 

1 + v'3 X1 = --2- et 1 -
v'3 

X2 = --2-. 

Seul x1 appartient à l'intervalle Jl , +oo[ ,  donc l'équation (E1) admet pour 
unique solution i+

2
V3. 

2 - Les solutions de l'équation (E2) : ln(x + 2) + ln(x - 4) - 2 ln(x + 1 ) = o 
vérifient nécessairement x + 2 > 0 ,  x - 4 > 0 et x + 1 > O. Elles appartiennent 
donc à J4 , +oo[ .  Pour x E J4, +oo[ ,  d'après la proposition 14 .3 ,  on a 

ln(x + 2) + ln(x - 4) - 2 ln(x + 1 ) = ln ( (x 7x2l(�)� 4) ) . 
Les solutions de l'équation (E2) sont donc les réels de l'intervalle J4 ,  +oo[ véri
fiant 

(x + 2)(x - 4) 
(x + 1 )2 = 1 , 

autrement dit (x + 2)(x - 4) = (x + 1 )2. Cette équation admet pour unique 
solution xo = - 9/4. Puisque xo n'appartient pas à l'intervalle J4 , +oo[ ,  on en 
conclut que l'équation (E2) n'admet pas de solution. 

Solution de l 'exercice 4 

Pour tout x E IR+ et pour tout a E JO , 1 [ U J l ,  +oo[ on a 

ln(x) loga(x) = ln(a) ' 

Si a E JO , 1 [ alors ln( a) < 0 et si a E J l ,  +oo[ alors ln( a) > O .  On déduit de la 
proposition 14 .4 que 

. . ln(x) { -oo hm loga(x) = hm -1 ( ) = x->+oo x->+oo n a +oo 

. . ln(x) { +oo hm loga(x) = hm -1 ( ) = X->O+ x->O+ n a - OO 

lim loga(x) = lim _1_ ln(x) = 0 
x->+oo X x->+oo ln( a) X 

si a E JO , 1 [ 
si a E Jl , +oo[ 

si a E JO , 1 [ 
si a E Jl , +oo[ 

Va .E  JO , l [ U Jl ,  +oo [; 

lim x loga(x) = lim -1 (
l 
) x ln(x) = O Va E JO , l [ U Jl , +oo[ ;  

x->O+ X->O+ n a 

1. loga( l + x) 1. 1 ln( l + x) 1 w 
J [ Jl [ im = im -- = -- va E 0, 1 U , +oo. 

x->O x x->O ln(a ) x ln(a) 
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Solution de l'exercice 5 
Pour résoudre l'équation e2x - ex - 6 = 0 ,  introduisons l'inconnue auxiliaire 
X = ex et cherchons dans un premier temps les solutions de l'équation 
X2 - X - 6 = O. Cette équation polynomiale du second degré admet pour 
solutions X = -2 et X = 3. Seule la seconde est positive, donc l'équation 
proposée admet pour unique solution x = ln(3) . 

Solution de l'exercice 6 
1 - Considérons l'application f définie sur [O, +oo[ par f(x) = ln( l + x) - x. 
L'application f est dérivable sur [O, +oo[ car la fonction logarithme est dérivable 
sur [1, +oo[ et 

J' (x) = _1_ - 1 = __ x_ . 
l + x  l + x 

On en déduit que f est décroissante sur [O, +oo[. On a donc f(x) ( f(O) pour 
tout x E [O, +oo[. Comme f(O) = 0, pour tout x E ]  - 1, +oo[ on a f(x) ( O. 
On en conclut que 

'Vx  E [O, +oo[ ln( l + x) ( x . 

Considérons à présent l'application g : x E [O, +oo[ � ln( l + x) - x( l - x) . 
L'application g est dérivable sur [O, +oo[ car la fonction logarithme est dérivable 
sur [1, +oo[ et 

g' (x) = _1 _ _ ( l _ 
x) + x = x( l + 2x) . 

l + x l + x  

Sur [O, +oo[ l'application g' est positive et par conséquent g est croissante. On 
a donc g(x);;:: g( O) pour tout x E [O, +oo[. Comme g (O) = 0 on a g(x);;:: 0 pour 
tout x E [O, +oo[. On en conclut que 

'Vx  E [O, +oo[ ln( l + x) ( x( l - x) . 

2 - Pour tout x E [O, +oo[ et pour tout x E N* , le réel x/n étant positif, la 
relation établie à la question précédente indique que 

; ( 1 - ; ) ( ln ( 1 + ; ) ( ; . 
En multipliant chaque membre par n, on obtient 

x - : ( n In ( 1 + ;) ( x . 

On an ln (1 + ;) = ln ( (1 + ;r) et la fonction exponentielle étant croissante, 
on obtient • 2 ( x ) n . 

exe-x /n:::;; 1 +;;: :::;; ex. 
Comme limn_,+00 x2 /n = 0 et que e0 = 1 ,  le théorème d'encadrement indique 
que 

lim (1 + 
.:'.. ) n = ex . 

n-->+oo n 
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Solution de l 'exercice 7 

Pour tout x E �+ et pour tout a E]O , l[UJl , + oo [ on a :  ax = exp(x ln(a ) ) .  
Si a E JO , 1[ alors ln( a )  < 0 et si a E ]1 , + oo[ alors ln( a )  > O . On déduit de la 
proposition 14 .7 que 

lim ax = lim exp(x ln( a ) ) = { O 
x-++oo x-++oo + oo  

si a E]O, 1[ 
si a E Jl , + oo[ 

si a E JO , 1[ 
si a E ]1 , + oo[ 

si a E]O , 1[ lim ax 
= lim ln( a )  exp(x ln( a ) ) = { 0 

x-++oo x x-++oo x ln( a )  + oo  si a E]l , + oo[ 

x_!!�00 
x exp(x ln(a ) ) = 

x_!!�00 ln� a )  (x ln( a ) ) exp(x ln(a ) ) 
_ { - oo  si a E JO , l[ . 
- 0 sia E]l , + oo[ ' 

1. ax-l 1. 1 
( ) exp(x ln(a ) ) - 1 l ( ) w J [ J [ im -- = im na = na va E 0, 1 U 1 , + oo . 

X-+0 X x-+O X ln( a )  

Solution de l 'exercice 8 

1 - Puisque u ne prend que des valeurs strictement positives sur I, l'applica
tion f est définie sur I et on a 

"l x  E I f(x) = exp (v(x) ln(u(x) ) ) . 

L'application u étant dérivable sur I et à valeurs dans �+ et la fonction loga
rithme étant dérivable sur�+ , on en déduit que la fonction x r--; ln(u(x)) est 
dérivable sur I en tant que composée de 2 applications dérivables

<
29
l
. Puisque v 

est dérivable sur I, le produit v x (ln ou) est une application dérivable sur I. 
Enfin puisque la fonction exponentielle est dérivable sur�' on en conclut que f 
est dérivable sur I en tant que composée d'applications dérivables. En utilisant 
les règles de dérivation d'une application composée

<
29
l
, on obtient pour tout 

XE J, 
J'(x) = (v(x) ln(u(x) ) ) ' exp (v(x) ln(u(x) ) ) 

= ( v'(x) ln(u(x)) + v(x) �g;) exp (v(x) ln(u(x) ) ) 

= ( v'(x) ln(u(x)) + v(x) �g;) f(x) . 
<
29
l 

Voir la proposition 16 .4  p. 754. 
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2 - La fonction g : x f-7 x1
1
x correspond au cas particulier de l'étude précédente 

où u : x E iR+ f-7 x et v : x E iR+ f-7 1/x. On en déduit que g est dérivable 
sur iR+ de dérivée l'application g' définie par 

'( ) = ( 1 - ln(x) ) ( ln(x) ) = ( l - ln(x) ) l/x g x 2 exp 2 x . 
X X X 

On a g'(x) = 0 si et seulement si ln(x) = 1 et g' est positive sur JO , e[ et négative 
sur Je, + oo[. On en déduit que l'application g est strictement croissante sur JO , eJ 
et strictement décroissante sur [e, + oo[. Intéressons-nous aux limites de g en 0 
et en + oo . On a 

g(x) = exp cn�x) ) . 
Comme limx_,0+ 1n(x)/x = - oo  et que la fonction exponentielle a pour limite 0 

(30) • • • 
en - oo ,  on a hmx_,o+ g(x) = O. Par ailleurs, hmx_,+00 ln(x)/x = 0 et la 
fonction exponentielle prend la valeur 1 en 0 ;  on a donc limx_,+00 g(x) = 1. 
Intéressons-nous maintenant aux limites de g' en + oo  (nous ne disposons pas 
pour le moment de critère permettant d'établir simplement la limite de g' en 0). 
On a 

Puisque 

et que 
lim ln(x) - 1 = lim ln(x) - _.!_ = 0 x->+oo x2 x->+oo x2 x2 

lim exp ( ln(x) ) = lim et = 1 ,  x->+oo X t->O+ 
on en déduit que limx_,+00 g'(x) = O . La représentation graphique de l'applica
tion g possède la droite d'équation y = 1 pour asymptote en + oo . L'équation 
g(x) = 1 n'admet qu'une solution qui est x = 1. On en déduit que la repré
sentation graphique de l'application g coupe son asymptote en + oo  au point 
d'abscisse 1. 

1.5 

el/e 

0.5 

o�������������������� 
0 0.5 1 .5 2.5 3.5 4.5 

e 
Fig. 20 Représentation graphique de la fonction x f-7 x11x. 

(30) 
Voir la proposition 13 . 14  p. 612 .  
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Solution de l 'exercice 9 

L'erreur est 

- 1  = (-1 )1 = (- 1 )2� = 
(
(- 1 )2

)� = d = 1. '-,,.--' 
... ici 

La relation xcxf3 = (xcx)f3 est valable 
1. pour tout réel x si o: et (3 sont des entiers; 
2. uniquement pour les réels x strictement positifs si o: et (3 ne sont pas des 
entiers (voir la proposition 14. 9). 

On a ici o: = 2 E .Net (3 = 1/2 � .N donc on ne peut pas utiliser cette relation 
avec un réel négatif. 

Solution de l'exercice 10 

Soient n E .N et x E R La relation proposée est triviale si n = O. Supposons 
n E .N*; on a 

et 

( l + th(x) ) n = (ch(x) + sh(x) ) n = ( 2ë ) n = e2nx 1 - th(x) ch(x) - sh(x) 2e-x 

l + th(nx) = ch(nx) + sh(nx) = ( 2enx ) n = e2nx. 1 - th(nx) ch(nx) - sh(nx) 2e-nx 

Par transitivité de la relation d'égalité, le résultat est établi. 

Solution de l'exercice 11 

La fonction cosinus hyperbolique est définie sur lR et la fonction sinus hyper
bolique est définie sur lR et s'annule uniquement en O. La fonction co-tangente 
hyperbolique est donc définie sur JR*. Elle est impaire car la fonction sinus hy
perbolique est impaire et la fonction cosinus hyperbolique est paire. Elle est 
dérivable sur JR* car la fonction cosinus hyperbolique est dérivable sur IR et la 
fonction sinus hyperbolique est dérivable sur lR et s'annule uniquement en O . 
Pour tout x E JR* on a 

On a aussi 

1 1 (ch(x) ) ' coth (x) = sh(x) 
sh2(x) - ch2(x) 

sh2(x) 
-
sh2(x) · 

coth'(x) = 1 - -2
1- = 1 - coth2(x). 

th (x) 

On en déduit que la fonction co-tangente hyperbolique est strictement décrois
sante sur ] - oo ,  O[ et sur ] O , + oo[. 
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Le tableau de variation de la fonction co-tangente hyperbolique est le suivant : 

X Il 0 + oo  1 l'(x) - OO - 0 
+ oo l

(x) � 
1 

La droite d'équation y 
graphique suivante : 

1 est asymptote en + oo . On a la représentation 

1-- - ------- --���--1 

� --- ----- --- -

-2 

-3 

-4 

-5 

-s ���-������� 

-4 -3 -2 -1 

Solution de l 'exercice 1 2  
L'application 1 : x E JO , � [ f---t 1 / sin(x) E ] 1 ,  + oo[ est une bijection. Sa bijection 
réciproque 1-1 vérifie 

'v'
xE] O , �[ 

'v'
yE]l , + oo[ 

Pour x E JO , �[ , on a 

1 . 1 y = -- � sm(x) = -. sin(x) y 

Comme x E] O , �[ et qu'en restriction à [ -� , � ]  la fonction sinus admet la 
fonction arc-sinus comme bijection réciproque, on a 

sin(x) = � � x = arcsin( l/y) .  y 
On en conclut que 1-1 : y E ] 1 ,  + oo[ f---t arcsin( l/y) . 
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Solution de l'exercice 13  
Ensemble de  définition 

Solution des exercices 

Désignons par 'lj; la fonction définie sur lR par 'lj;(x) = 2x/(1 + x2). On a 
f = arcsin o 'lj;. La fonction arc-sinus étant définie sur [-1, 1], la quantité f(x) 
est définie pour tout réel x tel que 'lj;( x) E [-1, 1]. Or, 
�

2 E [-1, 1] {===} l l 2x 2 1::::; 1 {===} 2
l
x
l
::::; 1 + x2 {===} x2 - 2

l
x
l 
+ 1 � o l + x  + x  

{===} 
(l
x
l 
- 1

)2) O . 

La relation 
(l
x
l 
- 1) 2 ) 0 étant vraie pour tout réel x, on en déduit que f est 

définie sur R L'application f est continue sur lR car
<31l 

c'est la composée de 
l'application 'lj; qui est continue sur lR et à valeurs dans [-1, l] et de l'application 
arc-sinus qui est continue sur [-1, 1] . 
Propriétés de la fonction 
La fonction f est impaire car

<3
2
l 
c'est la composée de la fonction 'lj; qui est 

impaire avec la fonction arc-sinus qui est elle aussi impaire. 
Étude de la dérivée 
La fonction arc-sinus étant dérivable sur ] - 1, 1[, la fonction f est dérivable en 
tout x E lR vérifiant 'lj;(x) E] - 1, l[. D'après le calcul précédent, 

2x 2 
1 + x2 E] - 1, 1[ {===} 

(l
x
l 
- 1

) 
>O. 

L'ensemble de dérivabilité de f est donc lR \ { -1, 1} . Calculons la dérivée de f 
en x E lR \ { -1, 1} en utilisant la formule de dérivation composée 

<33l 

, ( 2x ) ' 1 2(1 - x2) 1 f (x) = l + x2 Ji-( 2x )2 
= l + x2 J(1 - x2)2 

l+x2 

2 1 -x
2 

l + x2 
l
l-x

2 1 . 

Compte tenu de la parité de la fonction f, on se contente de l'étudier sur JR+. 
Sur cet intervalle, la dérivée de f est donnée par 

J' ( x) = 1 : x2 si 0 ::::; x < 1 et J' ( x) = - 1 : x2 si x > 1. 

Cette fonction est positive sur [ü , 1 [  et admet pour limite le réel 2 en 0 et pour 
limite le réel 1 en 1. Elle est négative sur ]1, + oo[ et admet pour limite le réel 
-1 en 1 et pour limite 0 en + oo . La fonction f est donc croissante sur [ü, 1 [ et 
décroissante sur ]1, + oo[. Puisque la fonction 'lj; prend la valeur 1 en 1 et que 
1 1' • • • 1 

(34 ) 
a ionctlon arc-smus est contmue en , on a 

lim f(x) = arcsin(l ) = �. 
x�l 2 

<31lvoir la proposition 13 . 19  p. 623. <3
2
l 
Voir la proposition 13.5 p.  593. <33l 
On prendra garde aux simplifications hâtives . <34l 
Voir le corollaire 1 3 . 1  p. 623 . 
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Par ailleurs la fonction 'lj; tend vers 0 en + oo  et prend la valeur 0 en O .  Comme 
la fonction arc-sinus est continue en 0 avec arcsin(O ) = 0, on a 

lim f(x) = 0 et lim f(x) = O . 
x�o x�+oo 

L'axe des abscisses est asymptote à la courbe en + oo . 

X Il 0 1 + oo  1 
f'(x) 2 + +l

ll 
- 1  - 0 

7r/2 
f (x) / � 

0 0 

Recherche de points particuliers 
L'étude qui précède indique que la représentation graphique de f possède un 
point anguleux en ( 1 ,  f(l ) ) .  D'après le tableau de variation, les demi-tangentes 
auront pour pentes 1 à gauche du point anguleux et - 1  à droite. 
La courbe ne possède pas de point d'inflexion puisque la dérivée seconde de f 
qui est l'application { 4x 

j": x E [0, l[U]l, + oo[f-----t ( l �: 2)2 

( 1 + x2)2 

Si Ü � X< 1 

Si X >  1 

ne s'annule jamais. La fonction f est concave sur [ü, 1[ et convexe sur ]1 , + oo[. 
Représentation graphique 
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Solution de l'exercice 14 

La fonction co-tangente hyperbolique a été étudiée au cours de l'exercice 1 1 .  
Elle est continue et strictement décroissante sur ] O ,  +oo[ à valeurs dans ] 1 ,  +oo[. 
Elle est continue et strictement décroissante sur ] - oo, O[ et elle est à valeurs 
dans ] - oo, - 1 [. La fonction co-tangente hyperbolique est donc une bijection 
de � * dans ] - oo, - l [ U ] l ,  +oo[ .  La bijection réciproque de la fonction co
tangente hyperbolique est continue, strictement décroissante sur ] - oo, -1 [ et 
elle est continue, strictement décroissante sur ] 1 ,  +oo[ .  Le tableau de variation 
de la fonction argument co-tangente hyperbolique déduit de ces considérations 
est le suivant : 

X Il - OO - 1  Il 1 +oo 1 
0 

La fonction co-tangente hyperbolique est dérivable sur � *, de dérivée l'appli
cation x E �* � 1 - coth2(x), et ne s'annule pas sur� *. La proposition 14.2 
indique que la fonction argument co-tangente hyperbolique est dérivable sur 
] - oo, - l [ U ] l ,  +oo[ et que pour tout y E ]  - oo, - l [ U ] l ,  +oo[ on a 

1 argcoth' (y) = , 
1 

coth ( argcoth(y) ) 
1 

1 - coth2(argcoth(y) ) 1 - y2 . 

La représentation graphique de la fonction argument co-tangente hyperbolique 
s'obtient en prenant le symétrique, par rapport à la droite y = x, de la repré
sentation graphique de la fonction co-tangente hyperbolique . 

. coth 

argcoth 

-2 coth 
-3 

-4 � 
-5 argcoth 
-6�������-----">---������� 

-6 -5 -4 -3 -2 -1 

Fig. 2 1  Représentation graphique des fonctions co-tangente hyperbolique 
et argument co-tangente hyperbolique. 
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Solution de l'exercice 15 
1 - La fonction 1 : x f--t x+ ln(x) est définie sur IR+ . Elle est continue et dérivable 
sur cet intervalle, de dérivée l'application f' : x E IR+ f--t 1 + 1/x. L'applica
tion f' étant strictement positive sur IR+ , on en déduit que l'application 1 est 
strictement croissante sur IR+ . Les limites de 1 aux bornes de l'intervalle de 
définition se déduisent aisément de celles de la fonction logarithme. 
On obtient le tableau de variation suivant : 

X Il Ü + oo  1 
f'(x) + oo  + 1 

+ oo  l
(x) / 

-OO 

2 - L'application 1 est continue et strictement croissante sur IR+ et 1 (IR+ ) = R 
Elle définit donc une bijection de IR+ dans IR et sa bijection réciproque 1-1 
est une application continue sur IR et strictement croissante sur IR (voir la 
proposition 14 . 1 ) . Par ailleurs, puisque l'application 1 est dérivable sur IR+ et 
que sa dérivée ne s'annule pas sur IR+ , d'après la proposition 14 . 2 sa bijection 
réciproque 1-1 est dérivable sur IR et pour tout y E IR on a 

1 
1 . 

1 + 1-l(y) 

On déduit de ces considérations le tableau de variation suivant pour 1-1 : 

X Il - OO + oo  1 

l nxJ l l 0 

3 - Puisque 1 définit une bijection de IR+ dans IR, 

en particulier 

\/y E IR 3!x E IR+ y = 
l
(x) 

\ln E N 3! X n  E IR+ 1 (xn) = n. (2) 

Ainsi, pour tout n E N* l'équation (En) admet une unique solution Xn . Le 
réel x1 est solution de l'équation (Ei) 

x + ln(x) = l . 

Cette équation admet pour solution évidente 1 . Puisque la solution de cette 
équation est unique on en déduit que x1 = l. Pour tout n E N* , on a d'après 
la relation (2) Xn = 1-1 (n). Puisque la fonction 1-1 est strictement croissante, 
on en déduit que la suite (xn)n est strictement croissante. De plus 

lim Xn = lim 1-1(n) = + oo . 
n---++oo n--+ +oo 
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4 - Pour tout n E N* , on a ln(n) � 0 et 
f(n) = n + ln(n) � n = f(xn) · 

Puisque l'application f est strictement croissante
<35 > 

cela implique que n � X n .  

5 - Pour tout x E IR'f- on a
<36> 

ln(x) < x. Puisque f est définie sur IR'f- on en 
déduit que </> est-elle même définie sur IR'f- . De plus, puisque les applications 
logarithme et f sont dérivables sur IR'f- , on en déduit que </> est dérivable sur IR'f- . 
En utilisant les règles de dérivation d'une application composée

<37>
, on obtient 

</>'(x) = 
(
x - ln(x) ) ' 

J'(x - ln(x) ) - 1 = (1 - -
x
1 ) (1 + 

1 ) - 1 x - ln(x) 
_ ln(x) - 1 -
x(x - ln(x))

' 

Intéressons-nous à la fonction </> sur l'intervalle [ 1 , +oo[ .  Dans l'expression de q/ 
donnée par la relation précédente, le dénominateur est strictement positif puisque (3

8) pour tout x E IR'f- on a ln(x) < x. Le signe de <f>'(x) dépend donc de celui 
de ln( x) - 1 .  Ce réel est strictement négatif si x E [ 1 ,  e [  et strictement positif 
si x E J e ,  +oo[ .  De plus 

</>'( l ) = ln( l ) - 1 = _1 1 - ln( l ) ' </>( 1 ) = f( l ) - 1 = 0 

et ( e - 1 ) <f>(e) = f(e - 1 ) - e = (e - 1 ) + ln(e - 1 ) - e = ln -
e
- . 

Par ailleurs, pour tout x E [ 1 ,  +oo[ 

<!>'(x) = 
ln(x) - 1 = ( ln(x) _ .!.) .!_ 

--,-
1
....,.--,-x(x - ln(x) ) x x x 1 _ 
l
n
(x ) 
X 

et comme limx--->+oo ln(x)/x = 0, on en déduit que limx_,+00 <P'(x) = O . Enfin, 

<P(x) = f(x - ln(x)) - x = ln (x - �n(x) ) = ln ( 1 - ln�x) ) 
et comme limx_,+00 ln(x)/x = 0, on en déduit que limx_,+00 <P(x) = O . On est 
en mesure de dresser le tableau de variation de <P : 

X Il 1 

cP' (X) -1  -
0 

<P(x) � 

e 
0 

ln ( e: l ) 

+oo 1 
+ 0 

0 

/ 
<3 5 > 

Voir p. 591 la traduction sous forme d'assertion quantifié de l 'assertion « f est strictement 
croissante sur IR »  : V(x ,  y) E IR2 (x < y  ===> f(x) < f(y)) .  On utilise ici la contraposée :  f 
est strictement croissante sur IR si et seulement si V(x ,  y) E IR2 (f(x) � f(y) ===> x Ç Y) · <35> 
On le vérifie par exemple en étudiant la fonction x >--> x - ln (x ) . <3 7> 
Voir la proposition 16 .4  p. 754 . <3

8
> 
Voir p. 665. 
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6 - Le tableau de variation de <P indique que <P(x) � 0 pour tout x E [ 1 ,  +oo[. 
En particulier , pour tout n E N* on a cp(n) = f(n - ln(n) )  - n � 0 et par 
conséquent 

f (n - ln(n) )  � n = f(xn ) · 
Puisque la fonction f est croissante, on en déduit que pour tout n E N* on a 
Xn ;?: n - ln n. 
7 - D'après les questions 4 et 6 , on a 

Vn E N* n - ln(n) � Xn � n. 

On en déduit que 
ln(n) Xn - -- � - - 1 � o . 

n n '---v-" 

D'après le théorème d'encadrement<39 ) , on conclut que la suite (an)n converge 
vers O .  
8 - Pour tout n E N* on a nan + ln (n) = Xn - n + ln(n) . Comme 
f(xn ) = n = Xn + ln(xn ) ,  on a Xn - n = - ln(xn ) et 

nan + ln(n) = ln(n) - ln(xn ) = - ln (�) = - ln( an + 1 ) . 

Comme la suite (an )n tend vers 0 et que la fonction logarithme vaut 0 en 1 ,  la 
proposition 13 . 1 1  p. 604 indique que limn_,+00 n an + ln(n) = O . 
9 - D 'après la question précédente, la suite (En )n de terme général 

En = Xn - n + ln(n) = (nan + n) - n + ln(n) = nan + ln(n) 

admet pour limite O .  Par conséquent , Xn = n - ln( n) +En avec limn_,+00 En = O .  
Interprétation : lorsque n est grand la solution de l 'équation (En ) : x+ln (x) = n 
vaut approximativement n-ln(n) . On peut illustrer cette étude en ayant recours 
à MAPLE. 
> f : =  x- > x+ln (x) : 

> plot ( f  , O  . .  10) ; 

.4 

(39) 
Voir le théorème 5 . 1  p .  185 .  
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> f or i from 1 to 4 do 

n : = 1 0- i ; 
solex : =  f solve ( f (x) =n , x ) ; 
solap : =  evalf (n-ln (n) ) ;  
eps : =  solex- solap ; 

end do ; 

n : =  10  
solex : =  7 . 929420095 
solap : =  7 . 697414907 
eps : =  0 . 232005 188 

n : =  100 
solex : =  95 . 44148665 
solap : =  95 . 394829 8 1  
e p s  : =  0 . 04665684 

n : =  1000 
solex : =  993 . 099 1 695 
solap : =  993 . 0922447 
eps : =  0 . 0069248 

n : =  10000 
solex : =  9990 . 79058 1 
solap : =  9990 . 789660 
eps : =  0 . 00092 1 

Solution de l'exercice 16 

1 - La fonction arc-tangente est continue sur R Désignons par g la fonction 
x f-t �/x . Cette fonction est définie sur D = [- 1 , 0 [ U ]O ,  1 ] . Elle est 
continue sur D en tant que quotient de deux applications continues sur cet 
ensemble , la fonction au dénominateur ne s 'annulant pas sur D.  On en déduit 
que la fonction f est continue sur D en tant que composée de l 'application g 
continue sur cet ensemble, à valeurs dans IR, et de la fonction arc-tangente qui 
est continue sur R On a par ailleurs 

et 

lim g (x ) = +oo 
X-+O+ 

1f 
lim arctan(y) = -2 

y-++oo 

et 

et 

lim g (x ) = - oo  
x-+O-

• 1f 
hm arctan(y) = - -2 . 

y--+-00 

On en déduit que f n 'est pas prolongeable par continuité en 0 puisqu 'elle admet 
deux réels distincts pour limites à gauche et à droite en O .  
2 

- La fonction f est impaire car les fonctions g et arc-tangente sont impaires . 
On se contentera donc d 'étudier l 'application f sur l'intervalle JO ,  1 ] . L'appli
cation f est dérivable sur ]O ,  1 [ car c'est la composée de l 'application g qui est 
dérivable sur ]O ,  1 [  à valeurs dans JR+ et de la fonction arc-tangente qui est 
dérivable sur JR+ . Pour x E ] O ,  1 [ , on a 

J' (x ) = g' (x )  
1 + � (x )2 

(�)'x - �  x2 
x 2  x 2  + ( 1 - x 2 ) 

1 

JI=? "  
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Bien que la quantité - 1/v'f=X2 soit définie pour x = 0 l 'application f 
n 'est pas dérivable en 0 puisqu 'elle n 'est pas définie en 0 et qu 'elle ne peut 
être prolongée par continuité en O. Insistons sur le fait qu'un calcul formel 
de la dérivée d 'une fonction ne permet pas de déterminer l 'ensemble de 
dérivabilité de la fonction. 

La dérivée de f est strictement négative sur l 'intervalle JO, 1 [ ; on en déduit que f 
est strictement décroissante sur l 'intervalle JO ,  l J .  Par ailleurs , on a clairement 

lim J' (x) = - 1  
x-->O+ 

et lim J' (x) = - oo .  
x---+ I -

Le tableau de variation de f est l e  suivant : 

X Il 0 1 
f'(x) - 1  - -()() 

7r 2 
� f (x) 

0 

3 - Il résulte du tableau de variation que la représentation graphique de f 
présente une demi-tangente de pente - 1  en 0 et une demi-tangente verticale 
en 1 .  

1 .5  

0.5 

-0.5 

-1 

-1 .5  

-2�-�-�-�--�-�-�-�-� -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 .5 

4 - Pour tout x E JO ,  1 [ , on a 

1 
J' (x) = - Jf=X2 = (arccos(x) ) ' . 

1 - x2 
On en déduit que les applications f et arc-cosinus sont « égales à une constante 
près » sur J 0, 1 [ (et sur J 0, 1 J puisque ces deux fonctions sont continues sur J 0, 1 ] ) , 
i .e. 

::JC E IR  'v'x E JO , l J  f (x) = C + arccos(x) . 
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Or f ( l ) = 0 et arccos( l ) = 0 donc la constante vaut 0 et pour tout x E ] O ,  1] on a 
f(x) = arccos(x) . Compte tenu de la relation arcsin(x) + arccos(x) = � valable 
pour tout x E [- 1 ,  1 ] , on a aussi f (x) = � - arcsin(x) pour tout x E ] O , 1] .  
Enfin, puisque f est impaire sur l 'intervalle [- 1 ,  ü [  on a 

f (x) = - arccos(-x) . 

Sur [- 1 ,  O [ ,  on a aussi f (x) = -7r + arccos(x) = - �  - arcsin(x) . 

Solution de l'exercice 17 

1 - On a 

2 - Notons a = 2R + RL et /3 = 27r RC(RL + R) et considérons la fonction j 
définie sur [ü, +oo[ par 

RL 
f(x) = 

/a2 + f32x2 

Cette application est continue et dérivable sur [ü , +oo[ et pour tout x E [O, +oo[ 
on a 

I -2f3RLX 
f (x) = 

(a2 + f32x2 )3/2 · 

L'application f est donc décroissante sur [O, +oo[ .  Elle atteint par conséquent 
sa valeur maximale en O. Cette valeur maximale est 

3 - La bande passante du filtre est l 'ensemble des fréquences v telles que 

M v'2 � IA(v) I � M. 

Nous avons montré à la question précédente que la fonction v f-t IA(v) I est 
décroissante et que IA(O) I  = M. On en déduit que la bande passante du filtre 
est l 'intervalle [O , v* ]  où 

IA(v* ) I = �· 
Résolvons cette équation . On a 

� v* 

2 (2R + RL)2 - a2 
(32 

1 RL + 2R 
27rRC RL + R . 
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4 - Considérons la fonction g définie sur [O, +oo[ par 

g (x) = 20 log10 (f(x) )  = 
ln��O) 

(ln(RL ) - � ln (a2 + ,82x2 ) ) .  
Cette application est continue et dérivable sur [O , +oo[ et pour tout x E [O , +oo[ 
on a 

, 20 ,82x 
g (x) = - ln( lO) a2 + ,82x2 · 

On a par conséquent le tableau de variation suivant : 

X Il 0 
g' (x) 

g (x) 

0 

lnC�O) ln ( li: )  

+oo 1 
- 0 

� 
- OO 

La représentation graphique du module de l 'atténuation complexe exprimée en 
décibels en fonction de la fréquence est la suivante. 

_, 

-2 

-3 

-4 

-5 

-s������������������� 

0 1 000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 

5 - On a 

A(ll) = 
R� 

Œ + 1,8ll 

On en déduit que 

et 

tan(<I>(ll) )  = _
,Bll 

= _ 2nRC(RL + R) 
li 

Œ 2R + RL 

<I> (li) = arctan - li = - arctan li 
( 21rRC(RL + R) ) ( 27rRC(RL + R) ) 

2R + RL 2R + RL 
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car la fonction arc-tangente est impaire . 

É tudions la fonction <I> sur [ü , +oo[. Elle est strictement décroissante sur cet in
tervalle car la fonction arc-tangente est croissante sur [ü, +oo[ .  Elle est continue 
dérivable sur [ü, +oo[, de dérivée l 'application ' 

<I>' (x) : X E [O , +oo[ 1---7 - �2 2 . 1 + X 
On a le tableau de variation suivant : 

X Il Ü +oo 
<!>' (X) -k - 0 

0 
<I> (x) � 

-1f/2 

La représentation graphique du déphasage en fonction de la fréquence est la 
suivante. 

-1 .6 

-1 .8 



CHAPITRE 15  

Comparaison locale de fonctions 

15. 1  Prépondérance et Domination 

Pour xo E � = !R U {  +oo, -oo }, on dit qu 'une fonction f est définie au voisinage 
de xo s 'il existe un voisinage < ' l V de xo tel que f soit définie sur V \  { xo } .  Si f 
est définie sur un voisinage de x0 alors elle est définie au voisinage de x0 . 
Une fonction définie au voisinage de x0 est définie sur un voisinage de x0 sauf 
peut-être en Xo . 

Exemple Les fonctions x 1-t l/x et x 1-t sin(x)/x sont définies au voisinage 
de 0 mais pas sur un voisinage de O .  

DÉFINITION 15 . 1  Soient x0 E IR, f et </J deux applications définies au voi
sinage de xo . On dit que f est négligeable<2 l devant <P au voisinage de xo (ou 
encore que <P est prépondérante devant f au voisinage de xo) s 'il existe un 
voisinage V de x0 et une application E définie sur V \ { x0 } telle que, 

't/x E V \ {xo } f (x) = E (x) x </J(x) , 

lim E(x) = O . 
X-tXo 

On note f = Ox0 (</J) ou J(x) = Ox0 (</J(x) ) ou f =  o(<P) au voisinage de xo . 

On remarquera que d'après la définition 15 . 1 ,  la seule fonction négligeable de
vant la fonction nulle est la fonction nulle elle même. 

( ! )
Voir les définitions 3 . 10  p.  1 1 6  et 3 . 1 4  p.  120. 

(2) En physique on utilise également une notion de « quantité négligeable devant une autre » 
mais avec un sens légèrement différent : une quantité A est négligeable devant une quan
tité B si le rapport A/ B est assez petit , cet assez petit dépendant de la situation physique 
considérée (par exemple de la précision des mesures réalisées) . 



718 Prépondérance et Domination 

Exemples 
1 .  Les fonctions x i-; ln( l x l )  et x i-; - 1/ lx l  sont définies sur IR* ;  elle sont 
donc définies au voisinage de O .  On a lim ln( lx l ) = lim - 1/ lx l  = - oo  et x--+0 x--+0 
ln( l x l ) = oo (- 1/ lx l ) car 

ln( j x l ) = - E(x) 
lx l  

avec E(x) = - lx l ln( lx l )  et lim E(x) = O . 
x->O 

2. On a sin(x) = oa (cos(x)) car pour tout x E ] - � ' � [ on a sin(x) = E(x) cos(x) 
où E :  x i-;  tan(x) vérifie limx_,o E(x) = O . 
3. On a sin(x) = oa ( J[Xî) car pour tout x E IR* on a sin(x) = E(x) JfXï où la 
fonction E qui est définie par E (x) = sin(x)/ JlXî vérifie limx_,o E(x) = 0 car 

j E (x) I = v1xÏ 1 sin
x
(x) 1 et lim v1xÏ = 0 , lim 

sin(x) = 1 .  
x->O x->O X 

4. On a ln(x) = 0+00 (x) car pour x E IR+ on a ln(x) = E(x) x où E :  x i-;  ln(x)/x 
a pour limite 0 en + oo .  

La notation f = Ox0 (g) peut laisser croire que Ox0 (g) est une fonc
tion . Ce n 'est pas le cas . On devrait écrire f E Ox0 (g) où Ox0 (g) dé
signe l 'ensemble de toutes les fonctions négligeables devant g au voisi
nage de xa . L'emploi du symbole = est lié au fait que l 'on a un certain 
nombre de relations algébriques entre fonctions négligeables (voir la propo
sition 15 . 2) qu'il est commode d'exprimer en utilisant le symbole d'égalité. 
On a par ailleurs sin(x) = oo (cos(x) ) et sin(x) = oa ( J[Xî), mais écrire 
oo (cos(x)) = oa ( J[Xî) n'a pas de sens . 

La proposition suivante résulte de la définition 1 5 . 1 .  

P ROPOSITION 15 . 1  Soient Xo  E ÏR ,  f e t  cf> deux applications définies au 
voisinage de xa . Si cf> ne s 'annule pas au voisinage de xo alors 

. f (x) 
hm ,i.. ( 

) 
= O . 

x--+xo 'f' X 

Remarque En utilisant la notion de limite à gauche (resp . à droite) , il est 
naturel de définir la notion de prépondérance dans un voisinage à gauche (resp. 
à droite) du réel xo de la manière suivante. 

- On dit que f est négligeable devant cf> à gauche de xo et on note f = ox- (4>) 
a 

. l" 
f (x) 0 Sl lm

_ 
,i.. ( 

) 
= . 

x--+xo '+' X 

- On dit que f est négligeable devant cf> à droite de x0 et on note f = ox+ (r/!) 
a 

. . f (x) 
Sl hm ,i.. ( 

) 
= Ü. 

x->xt 'f' X 

Par exemple sin(x) = C'.Jo+ (vfx) et ln(x) = o0+ (- � ) . 
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PROPOSITION 1 5 . 2  Soient xo E ÏR, À E IR?. et f, g ,  </>, 'ljJ quatre applications 
définies au voisinage de xo . On a, 

1 .  

2. 

3. 

4 . 

{ J = Oxa (</>) 
g = Oxa (t/J) 

{ J = Oxa (</>) 
</> = Ox0 (1p) 

f X g = Ox0 (</> X t/J) ;  

Démonstration Ces propriétés se démontrent en revenant à la définition de 
la relation de négligeabilité. Démontrons la première propriété ; les autres pro
priétés sont à vérifier en exercice sur le même modèle. D 'après la définition 15 . 1 ,  
si f = Ox0 ( </>) et g = Ox0 ( </>) alors il existe un voisinage V de xo et une appli
cation f définie sur D = V \ { x0 } telle que, 

'<lx E D  f(x) = t:(x) </>(x) avec lim t: (x) = 0 
x--+xo 

et il existe une application a définie sur D telle que, 

'<lx E D  g(x) = a(x) </>(x) avec lim a(x) = O . 
x--+xo 

On a donc pour tout x E D, 

(! + g) (x) = f(x) + g (x) = t:(x) </>(x) + a(x) </>(x) = (t: (x) + a(x) )  </>(x) 

avec, d 'après les hypothèses , 

lim (t: (x) + a(x) )  = O . X--+Xo 

Soit µ : x E D  r---t t:(x) + a(x) .  On a donc pour tout x E D, 

(! + g) (x) = µ(x) </>(x) et lim µ(x) = O . X--+Xo 

D 'après la définition 15 . 1 ,  on en déduit que f + g = o(<f>) . D 

Remarques 
1. En prenant À = -1  dans la deuxième propriété, on obtient en particulier que 
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On a donc 

ce que l 'on écrit aussi g = f + Ox0 (cp) . 

2 .  Si f et <P ne s 'annulent pas au voisinage de xo et si f = Ox0 (cp) alors 
l/</J = Ox0 ( 1/ f) .  On sera attentif au renversement de la relation de négli
geabilité. 

On se gardera de faire des simplifications hasardeuses lors de la manipulation 
de relations de négligeabilité . Ainsi , si f = Ox0 ( <P) et g = Ox0 ( <P) alors on a 
f + g = Oxa ( <P) (voir la démonstration précédente) mais on n'écrira pas 
f + g = 2ox0 (cp) . De même, on a f - g = Ox0 (<P) et on n'écrira surtout pas 
f - g = O . Rappelons que la notation f = Ox0 (cp) est là pour signifier qu 'au 
voisinage de xo la fonction f est égale à E x <P où E est une fonction qui tend 
vers 0 quand x tend vers xo . La notation g = Ox0 ( <P) signifie quant à elle 
qu 'au voisinage de xo la fonction g est égale à E x <P où E est une fonction qui 
tend vers 0 quand x tend vers x0 sans que ce soit nécessairement la même 
fonction que pour f (et en général ces 2 fonctions sont différentes ; on pourra 
les noter E/ et fg pour les distinguer) . Il est alors clair qu'au voisinage de x0 

(! - g) (x) = (E1 (x) - E9 (x) )  cp(x) =1- O . 

Par exemple, on a 

sin(x) = x + oo (x) et sin(3x) = 3x + oo (x) 

donc d'après la proposition 15 . 2 ,  sin(x) + sin(3x) = 4x + oo (x) . On n'écrira 
pas sin(x) + sin(3x) = 4x + 2oa (x) . La proposition 15 . 2  indique aussi que 
sin(x) - sin(3x) -2x + oo (x) mais on n 'écrira surtout pas que 
sin(x) - sin(3x) = -2x. On se préservera de telles erreurs d'une part en se 
rappelant de la signification très particulière du symbole d'égalité utilisé avec 
la relation de négligeabilité et d'autre part en confrontant le résultat obtenue 
à la définition de la relation de négligeabilité. 

Exemples usuels 

)< Soient (cr, (3) E �2 . Il résulte de la proposition 14 .8 ,  page 672, que<3l 

°' - ( !3 )  X - O+oo X si Œ < (3 et Si Œ > (3. 

En effet limx_,+00 xa -{3 = 0 si et seulement si Œ - (3 < 0 et limx_,0+ xa-{3 = 0 

si et seulement si Œ - (3 > O . 

Par exemple , x = 0+00 (x2 ) , x2 = oo (x) et x = o0+ ( y'x) . 

( J )  On se place dans un voisinage à droite de 0 car on envisage ici des fonctions puissances 
pouvant être d'exposant réel . Bien entendu dans le cas de fonctions puissances d'exposant 
entier, la relation est vraie au voisinage de O. 
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X Nous avons établi à la proposition 14 . 10 ,  page 674, que pour (a ,  (3) E �+ x �+ 

lim (ln(x) )°' = 0 
x->+oo xf3 et lim xf3 l ln(x) I °' = O . 

x->O+ 

On peut encore exprimer ces relations sous la forme 

(ln(x))°' = 0+00 (xf3 ) et l ln(x) I °' = Oo+ (x)  ) .  

Par exemple , ln(x) = O+oo (fi) et l ln(x) I = o0+ ( )x- ) , l ln(x) I "  = o0+ ( )x- ) . 

X Nous avons également établi à la proposition 14 . 10  que pour (a ,  (3) E �+ x �+ 

e"'x 
lim - = +oo 

x->+oo xf3 et lim l x lf3 e"'x = O . X--+-00 

On peut encore exprimer ces relations sous la forme 

et 

DÉFINITION 1 5 . 2  Soient x0 E JR, f et </> deux applications définies au voisi
nage de xo . On dit que f est dominée par </> au voisinage de x0 s 'il existe un 
voisinage V de x0 et une application C définie sur V \ { x0 } telle que, 

\:lx E V \ {xo } f (x) = C(x) </>(x) , 

C est bornée sur V \  { xo } .  

On note f = Ox0 (cjJ) ou f(x) = Ox0 (</>(x) )  ou encore f = O(</>) au voisinage 
de xa . 

Remarque On peut montrer que f est dominée par c/J au voisinage de xo si 
et seulement s 'il existe un réel positif M tel que pour tout x E V \  { xo } on ait 
lf(x) I :( M l</>(x) I . 

Exemples 
1. On a x sin(x) = 00 (x) car x sin(x) = C(x) x où C :  x r--+ sin(x) est bornée 
au voisinage de 0 (pour tout x E � on a 1 sin(x) I :( 1 ) . 
2. On a sin(x) = 00 (cos(x) ) car sin(x) = C(x) cos (x) avec C :  x r--+ tan(x) et 
1 c t " b , (4) • • d 0 a 1onc 10n tangente est ornee au v01smage e . 1 Dire que f est dominée par </> au voisinage de xo ne signifie pas que l 'on a 

f :::; </> au voisinage de x0 ; par exemple<5J 2x = Oa (x) . Il ne faut donc pas se 
laisser abuser par la signification dans le langage usuel du terme « dominé » .  

(4)  En  effet l a  fonction tangente est continue en  0 e t  nous avons établi à l a  proposition 13 . 1 5  
p. 620, qu'une application continue en  un point était bornée sur un voisinage de  ce  point. (5) 
La relation x = Oo (2x) est également vraie .  
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On a la proposition suivante qui est une simple réécriture de la définition 15 .2 . 

P ROPOSITION 15.3 Soient xo E �' f et <P deux applications définies au 
voisinage de xo . On suppose que <P ne s 'annule pas au voisinage de x0 . Une 
condition nécessaire et suffisante pour que f = Ox0 (<P) est que l 'application 
x H f(x)f<P(x) soit bornée au voisinage de xo . 

Remarques 
1 .  On rappelle (voir la proposition 13 . 10, page 603) que si une application définie 
au voisinage de xo E � admet une limite finie en xo alors cette application est 
bornée sur un voisinage de xo . Ainsi, 

lim 
f
(
(x) = i) ==? f = Ox0 (</J) . x--->xo </J x) 

2 .  On a les mêmes propriétés algébriques pour la relation de domination ('.) que 
celles énoncées à la proposition 15 .2 pour la relation de négligeabilité o. De 
plus , 

15.2  Équivalence 

15.2.1 Définition et propriétés 

DÉFINITION 1 5 . 3  Soient xo E �' f et <P deux applications définies au voisi
nage de x0 . On dit que f est équivalente à <P au voisinage de xo s 'il existe un 
voisinage V de xo et une application A définie sur V \ { xo} telle que, 

\lx E V \ {xo } f (x) = A(x) <jJ(x) , 

lim A(x) = 1 .  x-+xo 

On note f rv <P ou f ( x) rv <P( x) ou encore f rv <P au voisinage de xo . 
xo xo 

Il résulte de la définition 15 .3 que la seule fonction équivalente à la fonction 
nulle est la fonction nulle . Tout calcul aboutissant au résultat f ,...., 0 est donc 

erroné si f n 'est pas égale à la fonction nulle . 

Exemples 

Xo 

1 .  On a sin(x) rv X car pour tout X E  ffi.* on a sin(x) = A(x) X où A :  X H 
sinjxl 

0 
vérifie limx_,o A(x) = 1 ,  voir page 606. 

eX - J  2 .  On a ex - 1 rv X car pour tout X E  ffi.* on a ex = A(x) X où A :  X H � 0 
vérifie limx_,o A(x) = 1 ,  voir la proposition 14 .7 ,  page 669 . 
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3. On a x
3 

+ 2x2 - 1 "" x
3 
car pour tout x E IR* on a x

3 
+ 2x2 - 1 = A(x) x

3 
+= 

où A :  x f-7 1 + � - x
\ 
vérifie limx_,+= A(x) = 1 .  

1 EXERCICE 1 Montrer que E(x) rv x et que E(x) "" x où E désigne la 
-(X) += 

fonction partie entière. 

Remarque Il est correct d'après la définition d'écrire cos(x) "" 1 -
� 
x2 0 

puisque cos(x) = A(x)( l -
� 
x2) où A : x f-7 2 2c::_:�x) vérifie limx_,o A(x) = 1 .  

Toutefois cela n'a pas d'intérêt car on a aussi, cos(x) "" 1 - 20
�3 x200

3
• En 0 

pratique, un équivalent ne doit comporter qu'un seul terme si l'un des deux 
est négligeable devant l'autre. En effet si f "" </J alors quelle que soit la fonc-xo 
tion g vérifiant g = Ox0 (</J), on a f "" <P + g .  Par contre, il est sensé d'écrire 

Xo 
1 - cos(x) "" 

� 
x2 mais cette fois-ci on n'a pas 1 - cos(x) "" 20

1
0
3 x200

3
• 

0 0 
On a la proposition suivante qui est une simple réécriture de la définition 15 .3 .  

PROPOSITION 1 5 .4 Soient xo E �
' 
f et <P deux applications définies au 

voisinage de x0 . Si <P ne s 'annule pas au voisinage de x0 alors 

lim f(x) = 1 .  x->xo </J(x) 

Remarque En utilisant la notion de limite à gauche (resp. à droite), on peut 
définir la notion d'équivalence à gauche (resp. à droite) de xo . 

On dit que f est équivalente à <P à gauche de Xo et on note f rv <P si 

. f(x) lnn_ ..1.. ( ) = 1 .  
x-+xa 'P X 
On dit que f est équivalente à <P à droite de xo et on note f "" <P si 

xci 
lim f(x) = 1 . 
x->xci <P(x) 

Par exemple 1 sin(x) I ,.__, x et 1 sin(x) I "" -x. o+ o-
Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la proposition 15 .4 .  

COROLLAIRE 15 . 1  Soient x0 E �
' f et <P deux applications définies au 

voisinage de x0 . S'il existe un réel f, non nul tel que limx->xo f ( x) = f, et 
limx->xo </J( X) = f, alors j rv </J. 

XQ 

En d'autres termes, deux applications ayant en x0 la même limite, supposée 
non nulle, sont équivalentes. 
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PROPOSITION 15.5 Soient xo E ffi:, f et cjJ deux applications définies au voi
sinage de x0 . On suppose que cjJ ne s 'annule pas au voisinage de xo . On a les 
propriétés suivantes : 

1 . f cjJ XQ 

2. f  XQ 

Démonstration ['.:'. Si f '"'"' cjJ alors il existe une application A définie au voi-xo 
sinage de x0 sur un ensemble D = V \  {x0 } ,  où V désigne un voisinage de x0 , 
telle que pour tout x E D,  

f (x) = A(x) cjJ(x) et lim A(x) = 1 . X--+Xo 

L'application A est définie au voisinage de x0 E iR et a une limite en x0 ; d'après 
la proposition 13 . 10 ,  page 603, elle est bornée sur un voisinage de x0 . D'après 
la définition 15 . 2  cela signifie que f = Ox0 (cjJ) . Puisque f et cjJ ne s'annulent 
pas sur D, l 'application A ne s 'annule pas non plus sur D et pour tout x E D, 
on a 

1 
c/J(x) = A(x) f(x) . 

Puisque l 'application A admet pour limite 1 en x0 , il existe un voisinage W 
de x0 tel que<6> pour tout x E W on ait � < A(x) < � ·  On en déduit que 
pour tout x E W on a % < 1 /A(x) < 2 et donc l 'application 1/A est elle aussi 
bornée sur un voisinage de x0 . D 'après la définition 15 . 2 ,  on en conclut que 
cP = Oxo (f) . 

['.:'. Supposons que f '"'"' c/J. D'après la définition 15 . 3 ,  il existe une application A XQ 
définie au voisinage de xo sur un ensemble D = V \ { x0 } ,  où V désigne un 
voisinage de xo , telle que pour tout x E D,  

f(x) = A(x) cjJ(x) et lim A(x) = 1 . X--+Xo 

On en déduit que pour tout x E D, 

(f - cjJ) (x) = A(x) cjJ(x) - cjJ(x) = (A (x) - 1 ) cjJ(x) . 

(6) En effet, d'après la définition 13 .2  p. 597, si A admet pour limite 1 en xo alors 

:37) E IR'.f- 'lx E D  ( lx  - xo l  � 1) '* I A(x) - 1 1 � ! ) ·  
(On a considéré ici le réel e = ! . )  O n  a donc ! < A(x) < � pour tout x E W où 
W = D n [xo - 1), xo + 7J] . 
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Désignons par E l  'application définie sur D par E ( x) = A( x ) - 1 . Pour tout x E D 
on a (f - </>) (x) = E(x)<f>(x) et limx--.xo E (x) = O . D 'après la définition 1 5 . 1  cela 
permet d'affirmer que (f - </>) = Ox0 ( </>) . 
Réciproquement supposons que (f - </>) = Ox0 ( </>) . Il existe alors une applica
tion E définie au voisinage de xo sur un ensemble D = V \ { xo } ,  où V désigne 
un voisinage de xo , telle que pour tout x E D,  

(f - </>) (x) = E(x) <f>(x) et lim E (x) = O. 
X--+Xo 

On en déduit que pour tout x E D, 

f(x) = (E (x) + 1 ) <f>(x) . 

Désignons par A l 'application définie sur D par A(x) = E (x) + 1 .  Pour tout 
x E D on a f (x) = A(x)<f>(x) et limx--.xo A(x) = 1 .  D 'après la définition 15 .3 ,  
cela permet d 'affirmer que f rv </>. D 

Xo 

Remarque La réciproque de la première propriété de la proposition 15 . 5  est 
fausse : prenons pour f et </> les fonctions constantes égales respectivement à 1 
et à 2. Au voisinage de 0 on a f = O(</>) et </> = O(f) mais on n'a pas f rv </>. 

15.2.2 Opérations sur les équivalents 

Les principales propriétés des équivalents sont données dans la proposition 
suivante. Nous n 'en donnons pas la démonstration qui consiste à revenir à la 
définition de la relation d 'équivalence et qui ne contient pas de difficulté. On 
pourra s' inspirer de la démonstration de la proposition 15 . 5 .  

PROPOSITION 15 .6 Soient xo E i: et f ,  g ,  </>, 'If; quatre applications définies 
au voisinage de x0 sur un ensemble D et ne s 'annulant pas sur D. On a les 
propriétés suivantes, 

1 . f f (la relation est réflexive) ; 
Xo 

2. f 
Xo 

3. 

4 .  

5. Vn E N* 

Xo 
f (la relation est symétrique) ; 

f 'If; (la relation est transitive) ; 
xo 

f x g rv <f> x 'lf; ; 
Xo 

6. J rv </> ===? 1/ J li</> . 
XO XQ 

Remarque D'après la proposition 15 . 6 ,  la relation rv est une relation d'équi-
xo 

valence<7> sur l 'ensemble des fonctions définies au voisinage de x0 et ne s 'annu-

(7) Voir la définition 2 .28 p. 57. 



726 Équivalence 

lant pas au voisinage de 0 : elle est réflexive, symétrique et transitive . 1 En général f rv </> et g rv 'l/; n 'implique pas que f + g rv </> + 'l/;. Ainsi xo xo xo 
X +  x2 rv X et -X + x3 rv -X mais (x + x2 ) + (-X +  x3 ) = x2 + x3 rv x2 0 0 0 . 
On �e gardera donc bien d'additionner des équivalents sans prendre de pré
caut10ns . 

Sous certaines hypothèses sur les fonctions manipulées , il est toutefois possible 
de sommer les équivalents. 

Règle 1 : si f rv </> et g rv 'lj; et si </> et 'lj; sont de même signe au voisinage xo xo 
de Xo (strictement positives OU Strictement négatives) alors f + g rv </> + 'l/J. 

XQ  

Démonstration Si f "' </> et si g "' 'l/; alors il existe deux applications 11.1 
xo xo 

et A9 définies au voisinage de xo sur un ensemble D = V \ { x0 } ,  où V désigne 
un voisinage de xo , telles que pour tout x E D 

f (x) = A1 (x) <f>(x) 

et g (x) = A9 (x) 'l/; (x) 

avec 

avec 

lim A1 (x) = 1 
x---+xo 
lim A9 (x) = 1 . 

x---+xo 

On en déduit que 

(f + g ) (x) = A1 (x) <f>(x) + A9 (x) 'l/;(x) 

( <f>(x) 'lj;(x) ) = A1 (x) 
</>(x) + 'l/;(x) 

+ A9 (x) 
<f>(x) + 'l/;(x) 

(<f>(x) + 'l/;(x) ) . 

Désignons par r l 'application 

On a 

<f>(x) 'lj;(x) x E D f-----4 A1 (x) 
<f>(x) + 'l/;(x) 

+ A9 (x) 
<f>(x) + 'l/;(x) · 

'l/;(x) f (x) = A1 (x) + (A9 (x) - A1 (x))  
</>(x) + 'l/;(x) 

= A1 (x) + (A9 (x) - A1 (x) )  A(x) 
1 

où A(x) = <f>(x) . 
1 + 1/!(x) 

Puisque </> et 'lj; sont supposées de même signe au voisinage de x0 , la quan
tité A(x) reste bornée dans un voisinage de x0 (elle est minorée par 0 et est 
majorée par 1 ) .  On en déduit que limx_,x0 (A9 (x) - A1 (x) )  A(x) = 0 et par 
conséquent que limx_,x0 f (x) = 1 .  Comme f(x) + g(x) = r(x) (<f>(x) + 'l/;(x) ) et 
que r a  pour limite 1 en Xo , on en conclut que f + g rv </> + 'lj;. D 

XQ 
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Exemple Au voisinage de +oo les fonctions f : x t-+ v'l + x2 et g : x t-+ x 
sont strictement positives et on a v'l + x2 ,..., x. On en déduit que 

+ oo  

x + � rv 2x. 
+oo 

Règle 2 : s 'il existe deux réels C1 et C2 tels que f rv C1 </> et g rv C2 </> et 

X si C1 + C2 -1- 0 alors f + g rv ( C1 + C2 ) </> ; 
XQ 

X si C1 + c2 = 0 alors f + g = Ox0 ( </>) . 

xo xo 

Démonstration Si f rv C1 </> et g rv C2 </> alors on peut trouver un voisinage V 
xo xo 

de xo et deux applications A1 et A2 définies sur l 'ensemble D = V \  { xo } telles 
que pour tout x E D, 

et 

f(x) = c1 A1 (x) </>(x) 

g (x) = c2 A2 (x) </>(x) 

Pour tout x E D, on a 

avec lim A1 (x) = 1 ;  
X--+Xo 

avec lim A2 (x) = 1 .  
x--+xo 

� Si c1 + c2 -j. 0 alors , d 'après la relation ( 1 ) ,  pour tout x E D  on a 

f(x) + g(x) = r(x) (c1 + c2 ) </>(x) où r(x) = C1 A1 (x) + C2 A2 (x) . 
C1 + C2 

( 1 ) 

Comme A1 et A2 ont pour limite 1 en Xo ,  on a limx->xo r(x) = 1 et la défini
tion 15 .3 permet de conclure que f + g rv (c1 + c2 ) </>. 

Xo 

� Si c1 + c2 = 0 alors comme A1 et A2 ont pour limite 1 en xo , on a 
1imx_,x0 ( c1 A1 (x) + c2 A2 ( x) ) = c1 + c2 = O . Compte tenu de la relation ( 1 ) , la 
définition 1 5 . 1  permet de conclure que f + g = Ox0 (</>) . D 

Exemple On a x2 - 3x rv -3x et sin(x) rv X donc x2 - 3x + sin(x) rv 2x et 0 0 0 
x2 - 3x + 3 sin(x) = oo (x) . 

[Règle 3 : si f = Ox0 ( </>) alors f + </> ;;; </> . 

Démonstration Si f = Ox0 ( </>) alors il existe une application E définie au 
voisinage de x0 sur un ensemble D V \ { x0 } ,  où V désigne un voisinage 
de xo , telle que pour tout x E D, 

f(x) = c (x) </>(x) et lim c (x) = 1 .  
X--+Xo 
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On en déduit que pour tout x E D, 

f(x) + cj;(x) = ( 1 + E(x)) cj;(x) = A(x) cj;(x) 

où A : x E D f-+ 1 + E (x) . Comme l 'application A admet pour limite 1 en xo , d'après la définition 15 .3  on a f + cf; "" cf;. O 

Exemples 
1. Puisque sin(x) = 0+00 (x) 

xo 

on a sin(x) + x  "" x. 
+oo 

2 .  Pour tout x E IR+ , on a ln(2x) = ln(x) + ln(2) .  Comme ln(2) = 0+00 (1n(x) ) 
on en déduit que ln(2x) "" ln(x) . 

+oo 

Règle 4 : si f "" cf; et g = Ox0 (cf;) alors f + g cf; . 
XQ XQ 

Démonstration Si f cf; et g = Ox0 (cf;) alors on peut trouver un voisinage V 
Xo 

de x0 et deux applications A et E définies sur l 'ensemble D = V \  {x0 } telles 
que pour tout x E D, 

et 

On a donc 

f(x) = A(x) cj;(x) 

g (x) = E (x) cj;(x) 

avec lim A(x) = 1 ;  
X--+Xo 

avec lim E (x) = O . 
X--+Xo 

f(x) + g (x) = (A(x) + E (x) ) cj;(x) Vx E D. 

Puisque limx_,x0 (A(x) + E (x) ) = 1 ,  d'après la définition 15 .3 on a f +g "' cf;. D 
XQ 

Exemples 
1 .  Puisque sin(x) "" x et que x2 = oo (x) on a sin(x) + x2 "" x. 0 0 
2 .  Puisque ,/x2 + 1 "" x et que ln(x) = 0+00 (x) on a ln(x) + vx2 + 1 "' x. 

+oo +oo 

EXERCICE 2 

1 - Montrer que ch(x) "" � e-x et que sh(x) "" � ex puis que 
-oo +oo 

sh(x) "" ch(x) . 
+oo 

2 - Donner des équivalents en 0 aux fonctions sinus hyperbolique et cosinus 
hyperbolique . 

Remarque Dans tous les autres cas , on justifiera le calcul de l 'équivalent en 
revenant à la définition de la relation d'équivalence . Nous verrons au chap. 17 
que les développements limités fournissent une alternative pour le calcul d 'équi
valents faisant intervenir des sommes . 
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15.2 .3 Composition de fonctions équivalentes 

Il est possible de composer à droite des fonctions équivalentes . 

PROPOSITION 1 5 . 7  Soient f et <P deux applications définies au voisinage de 
y0 E �' 

ne s 'annulant pas au voisinage de y0 . Soit h une application définie 
au voisinage de xo E �. 

(! � <P et }!_,�0 h(x) = Yo ) ===? f (h(x) ) ,;;; <P(h(x) ) .  

Démonstration Puisque <P ne s 'annule pas au voisinage de y0 , on a d'après 
la proposition 15 .4 ,  

. f (y) hm ,+. ( ) 
= 1 .  

y-+yo '!' Y 
Puisque limx-+xo h(x) = Yo , d'après la proposition 13 . 14 ,  page 6 12 ,  on a 

. f (h(x)) 
}!_.�o <P(h(x) ) = 1 . 

D 'après la proposition 15 .4 ,  cela implique que f(h(x)) <P(h(x) ) .  
XQ 

Exemples 

D 

1 .  Soit h : x f-+ sin(x) ; on a limx-+O h(x) = O. Puisque c8l ex - 1 rv x, on a 
0 

eh(x) _ 1  rv h(x) c'est-à-dire esin (x) _ 1  rv sin(x) . Comme par ailleurs sin(x) rv X 
0 0 0 

on a aussi esin (x) - 1 rv x .  
0 

2. Soit h :  x f-+ x2 ; on a limx-++oo h (x) = +oo. De l 'équivalent sh(x) rv ch(x) , +oo 
on déduit que sh (h (x) )  rv ch (h (x) ) , autrement dit que sh(x2 ) rv ch(x2 ) .  +oo +oo 
On prendra garde que la composition à gauche de fonctions équivalentes n 'est 
que rarement possible. La proposition 15 . 8  indique les deux situations usuelles 
où il est licite de composer à gauche des fonctions équivalentes . Dans tous les 
autres cas on justifiera le résultat , par exemple en revenant à la définition de 
l'équivalence. 

PROPOSITION 1 5 . 8  Soient xo E �
' f et <P deux applications définies au voi

sinage de x0 et supposée continues. On suppose que <P est strictement positive 
au voisinage de x0 (pas nécessairement en xo) .  
X Si f(x) rv <P(x) alors pour tout Œ E � on a (f(x) )°' rv (<P(x) )°' . xo xo 
X On suppose de plus que <P admet pour limite en xo le réel f E [O , l [U] l ,  +oo[  
o u  bien que <P tend vers +oo en x0 . Sous ces hypothèses, s i  f (x) <P(x)  alors 

ln(f(x) )  

(8) 

XQ 

Voir p. 722. 

XQ 
ln( <P(x) ) .  
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Démonstration Supposons que f ,...., ef> ;  d'après la définition 15 .3 ,  il existe XQ 
une application A définie au voisinage de xo sur un ensemble D = V \ { x0 } , où 
V désigne un voisinage de xo , telle que pour tout x E D  on ait f (x) = A(x) ef>(x) 
avec limx--->xo A (x) = 1 .  Comme f est ef> sont continues et que ef> ne s 'annule 
pas au voisinage de xo , A est continue au voisinage de xo . Le fait que A ait 
pour limite 1 en xo implique que<9> A ne s'annule pas au voisinage de x0 et 
est strictement positive . Puisque par ailleurs ef> est strictement positive, f est 
également strictement positive au voisinage de x0 . 

� Commençons par établir la seconde assertion . Pour x E V \ {x0 } on a 

ln(f(x)) = ln (A(x)ef>(x) ) = ln (A (x)) + ln (ef>(x)) = f(x) ln (ef>(x) ) . 

, ln (A (x)) ou f :  x E D  f------7 1 + ln (ef>(x))
. 

Comme la fonction A admet pour limite 1 en xo on a limx--->xo ln (A( x) ) = O. 
Dans le cas où ef> admet pour limite en xo le réel e E [O, l [U] l ,  +oo[ on a 

lim ln (ef>(x)) = ln(f) :f- 0 X---+Xo 

et par conséquent limx--->xo f(x) = 1. Dans le cas où ef> tend vers +oo en x0 la 
fonction x f-t ln(ef>(x) )  tend vers +oo quand x tend vers x0 et par conséquent 
Iimx--->Xo r(x) = 1 .  On en déduit dans tous les cas que ln(!) rv ln (ef>) . XQ 
� Intéressons-nous maintenant à la première assertion. Pour x E D, on a 
f (x) = A(x)ef>(x) et par conséquent pour tout réel o:, 

o: ln (f (x) ) = o: ln (A(x) )  + o: ln ( ef>(x) ) . 

On en déduit que 

exp(o: ln(f (x) ) )  = exp(o: ln(A(x) ) ) exp(o: ln(ef>(x) ) ) . 
=f (x)"' = O(x) = ef>(x)°' 

Comme la fonction A admet pour limite 1 en x0 , on a Iimx--->xo O(x) = 1 .  D'après 
la définition 15 .3 ,  on en conclut que f°' ef>°' . D XQ 

Exemples 
1 .  Considérons la fonction f :  x f-t l +x2 . Cette fonction est strictement positive 
sur R On a 1 + x2 ,...., x2 d'où v'l + x2 rv x (car ..fX2 = ! x i  = x dans tout 

+oo +oo 
voisinage de +oo inclus dans J O ,  +oo[) .  

2 .  Considérons la fonction f : x f-t x + v'l + x2 qui est strictement positive au 
voisinage de +oo. On a x + v'l + x2 ,...., 2x d'où ln (f(x)) ,...., ln(2x) .  Par ailleurs 

+oo +oo 

<9> Voir la proposition 13 . 16 ,  page 620. 
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{10) 
ln(2x) "' ln(x) et ln(f(x) ) = argsh(x) . On a donc +oo 

argsh(x) rv ln(x) . +oo 

De la même manière , en utilisant la relation(" ) argch(x) = ln (x + )x2 - 1) , 
on montre que argch(x) "' ln(x) . +oo 

Remarque Si cjJ admet pour limite 1 en x0 et si J (x) "' cp(x) alors on ne peut Xo 
• { 1 2) 

pas conclure que ln(f(x) ) "' ln(c/J(x) ) comme le montre l 'exemple suivant : Xo 
1 + X rv 1 + 2x mais ln( l  + x) rv X et ln( l  + 2x) rv 2x donc ln( l + x) n 'est 0 0 0 
pas équivalent à ln( l  + 2x) au voisinage de O .  

EXERCICE 3 Déterminer un équivalent en +oo aux fonctions 

x ,____. ln(x2 + 1 ) - ln(x) et x ,____. ln(x2 + 1 ) - 2 ln(x) . 

On ne peut en général pas composer les équivalents avec la fonction expo
nentielle . Autrement dit, j "' cjJ n'implique pas nécessairement que ef "' e<P xo xo 
comme le montre l'exemple suivant : x + 1 "' x mais ex+l n 'est pas équi+oo 
valent à ex au voisinage de +oo puisque limx_,+00 e:�1 

= e -1- 1 .  

Toutefois si limx-->Xo (f(x) - cp(x) ) = 0 alors ef rv e<P puisque dans ce cas Xo 

ef(x) lim -- = lim ef(x) -<P(x) = 1 . X-->Xo e</>(x) X-->Xo 

15.2.4 Équivalents aux fonctions usuelles 

X Si f est dérivable en x0 de dérivée f' (x0 ) alors< ' 3 l 

lim f(x) - f(xo ) = J' (xo ) . x-->xo x - Xo 

Si f' (xo ) -1- 0 alors on obtient 

lim f(x) - f(xo ) = 1 .  x-->xo (x - xo )f' (xo )  

( lo) 
Voir la proposition 14 .22 p. 691 .  ( l 1 )  
Voir la proposition 14 .24 p .  693. 

( ' 2) On utilisera la définition 15 .3 pour établir les équivalences indiquées . 
( l 3)

Voir la définition 16 . 1  p. 747. 



732 Équivalence 

D 'après la définition 15 .3 ,  cela signifie que 

f(x) - f (xo )  rv (x - xo )J' (xo ) .  XQ (2) 

Cette relation permet d 'obtenir les équivalents aux fonctions usuelles suivants 
(a désigne un réel non nul) . 

ex - 1 rv X ln(x + l ) rv X ( l + x)o: - l  rv ŒX 0 0 0 
sin(x) rv X sh(x) rv X tan(x) rv X th(x) rv X 0 0 0 0 

arcsin(x) rv X argsh(x) rv X arctan(x) rv X argth(x) rv X 0 0 0 0 

Remarque Nous avons vu que l 'on ne devait pas composer à gauche avec 
la fonction logarithme des fonctions équivalentes lorsque leur limite est 1 .  La 
relation ln(x + 1 ) rv X permet de traiter ce cas . Si f admet pour limite 1 0 
en 0 alors pour x au voisinage de 0 on a f(x) = (f(x) - 1 ) + 1 et d'après la 
proposition 15 . 7 ,  

ln(f (x) ) = ln( l  + (f (x) - 1 ) )  rv f (x) - 1 . 0 
Par exemple, en considérant f :  x f--7 1 + tan(x) , on obtient 

ln( l  + tan(x) ) rv tan(x) rv x .  0 0 
Une autre façon de procéder consiste à remarquer que la relation (2) appliquée 
à la fonction X f--7 ln(x) en Xo = 1 permet d'établir que ln(x) rv (x - 1) . 1 
)< En utilisant les égalités trigonométriques 

1 - cos(x) = 2 (sin (!x) ) 2 et ch(x) - 1 = 2 (sh( !x) ) 2 , 

on obtient les équivalents suivants. 

2 1 - cos(x) 0 
x2 

ch(x) - 1 0 
x2 
2 ] 

)<Toute fonction polynomiale est équivalente en ±oo à son monôme de plus 
haut degré . Toute fonction fraction rationnelle < 14 l est équivalente en ± oo au 
quotient des monômes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur. 
)( Toute fonction polynomiale est équivalente en O à son monôme de plus bas 
degré . Toute fonction fraction rationnelle est équivalente en 0 au quotient des 
monômes de plus bas degré du numérateur et du dénominateur . 

< 1 4l Définie comme le quotient de 2 fonctions polynomiales, voir le chap. 7. 
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,KLes équivalents suivants ont été établis à l 'exercice 2 page 728 et dans les 
exemples de la page 730 . 

sh(x) rv � ex 
+oo 

ch(x) rv � ex 
+oo 

argsh(x) rv ln(x) 
+oo 

argch(x) rv ln(x) 
+oo 

15.2 .5  Changement de variable 

Les équivalents usuels étant souvent donnés au voisinage de 0 ,  il est parfois utile 
d'effectuer un changement de variable pour s 'y ramener lorsque l 'on cherche un 
équivalent au voisinage d'un réel différent de O. La proposition suivante, qui est 
un corollaire de la proposition 15 .7 ,  en fournit le moyen. 

PROPOSITION 1 5 . 9  Soient f et <P deux applications définies au voisinage 
de 0 et h une application définie au voisinage de x0 E ÏR. Si 

alors 

J(t) rv <P(t) et l im h (x) = 0 
Ü X--->Xo 

f(h(x)) <P (h (x) ) . 
XQ 

Remarque En pratique, on considère souvent les changements de variables 
suivants . 
1 .  Pour xo E JR, le changement de variable t = h(x) où h est l 'application 

x E lR r---t x - x0 ou l 'application x E lR r---t x0 - x ;  au réel x dans un 
voisinage de x0 on associe le réel t qui est dans un voisinage de O .  

2. Pour xo E { +oo , -oo } ,  le  changement de variable t = h(x) où h est l 'ap
plication x E lR r---t l/x qui au réel x dans un voisinage de +oo (resp. -oo) 
associe le réel t qui est dans un voisinage à droite (resp . à gauche) de O .  On 
utilise aussi le changement de variable défini par h :  x E lR r---t - l/x. 

Exemples 
1. Déterminons un équivalent au voisinage de 2 à la fonction g : x r---t ln(x - 1 ) . 
On considère le changement de variable défini par h : x r---t x - 2 .  Pour x dans 
un voisinage de 2, t = x - 2 est dans un voisinage de O. Soit f la fonction définie 
au voisinage de 0 par f (t) = g (t + 2) . On a 

On a donc f(t) 
de 2, on a 

f(t) = ln(t + 1 ) et ln(t + 1 ) rv t .  0 

<P(t) où <P : t r--; t. On en déduit que pour x au voisinage 0 

g (x) = f(x - 2) = f(h(x)) 2 <P (h (x) )  = <P(x - 2) = x - 2 .  



734 Équivalence 

2. Déterminons un équivalent au voisinage de +oo à la fonction 

g : x r---+ Jx + JX + JX 

en considérant c is) le changement de variable t = h(x) où h : x 1--t 1/x. Pour x 
dans un voisinage de +oo, t est dans un voisinage à droite de O .  Soit f la 
fonction définie dans un voisinage à droite de 0 par f (t ) = g( l/t) .  On a 

f(t ) = v� + � + � = � ( v1 + Jt + 1) . 

Comme limx_,0+ Vl + Vi + 1 = 2, on en déduit que J(t) "' 2/Vt puis en o+ 
utilisant le changement de variable inverse t = l/x que g (x) rv 2,;x. 

+oo 

EXERCICE 4 Déterminer un équivalent dans un voisinage à gauche de � 
à la fonction tangente. En déduire un équivalent en +oo à la fonction 

( 2nx ) f : x r---+ tan 4x + 3 . 

15.2.6 Application au calcul de limites 

PROPOSITION 15 . 10 Deux fonctions équivalentes au voisinage de x0 E i 
ont, ou bien la même limite, ou bien pas de limite en xo . 

Démonstration Si f rv </> alors il existe une application A définie au voisinage 
XQ 

de x0 sur un ensemble D = V \ { x0 } ,  où V désigne un voisinage de x0 , telle 
que pour tout x E D 

f(x) = A(x) </>(x) et lim A(x) = 1 .  x--+xo 

Supposons que </> admette une limite f E i en x0 . On déduit des proposi
tions 1 3 . 1 2  et 13 . 13  page 608, que f a pour limite f en x0 . Inversement , puisque 
la relation d 'équivalence est une relation symétrique, si on suppose que f admet 
pour limite f en xo alors 1> admet aussi pour limite f en x0 . Puisqu'on a établi 
l 'équivalence entre l 'existence d 'une limite pour f en x0 et l 'existence d'une 
limite pour 1> en xo , on en déduit que si l 'une des deux fonctions n'a pas de 
limite en x0 alors l 'autre non plus. D 

c is) On peut également remarquer que pour tout x E]O ,  +oo[ on a 

g(x) = 2v'x x � (i + Ji +  1/v'x) et x��oo A(x) = 1 

=A(x ) 
ce qui d'après la définition 15 .3  permet d'affirmer que g (x) � 2y'x. +oo 
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Exemples 

1 . Déterminons la limite en 0 de f : x r---; ln( l  + 2 tan(x) ) / sin(x) . 
On a 

ln( l  + 2 tan(x) ) "' 2 tan(x) "' 2x 0 0 
et sin(x) "' x .  On en déduit que f (x) "' 2 puis que limx_,o f (x) = 2 .  0 0 
2. Déterminons la limite en +oo de g : x r---; ( 1 + � ) 

x . 
On a 

( 1 + � r = exp (X ln ( 1 + � ) )  . 
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Comme ln( l  + u) "' u et limx->+oo .!. = 0, d 'après la proposition 15 .9 on a Ü X 
ln ( 1 + .!. ) "' .!. . On en déduit que X +oo X 

x ln ( 1 + .!. )  "' 1 ,  X +oo (3) 

autrement dit, que limx_,+00 x ln ( 1 + � ) = 1 .  Comme la fonction exponentielle 
est continue en 1 ,  on déduit de la proposition 13 . 1 ,  page 623, que 

lim exp (x ln ( 1 + .!. ) )  = e . x---++oo x 

On remarquera que l 'on aurait également pu déduire de la relation (3) que 

exp ( x ln ( 1 + � ) )  +� e
1 

car limx_,+00 x ln ( 1 + � )  - 1 = 0 ,  ce qui signifie que nous sommes dans une 
situation où il est possible de composer un équivalent avec la fonction expo
nentielle ( tB J . 

EXERCICE 5 Calculer les limites suivantes : 

1 - lim __ x 2 - lim x argch (x sh( l /x) )  
( l + ) l/ sin(x) 

X->Ü 1 - X x->O+ 

15.2. 7 Suites équivalentes 

Nous avons défini page 171 une suite réelle comme une application d 'un sous
ensemble infini N1 de N dans R On peut dès lors adapter aisément au cas des 
suites réelles la notion d 'équivalence que nous avons introduit pour les fonctions 
réelles . 

( !6 )  Rappelons, voir p .  731 ,  qu'en général i l  n 'est pas possible de composer un équivalent 
avec la fonction exponentielle (ou plus exactement , quand on compose un équivalent avec 
la fonction exponentielle , on n 'est pas certain que le résultat soit correct) . La méthode 
employée ici pour déterminer la limite, basée sur la continuité de la fonction exponentielle, 
permet de s'affranchir de la vérification que la composition avec l 'exponentielle est licite. 
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DÉFINITION 1 5 .4 Soient (un )n et (vn )n deux suites réelles. On dit que la 
suite ( un )n est équivalente à la suite ( vn )n (sous-entendu : lorsque n tend 
vers +oo) s 'il existe un entier naturel p et une suite (An )n convergeant vers 1 
tels que pour tout entier n supérieur à p 

On écrit Un rv Vn ou (un )n rv (vn )n ·  +oo 

Exemples 
1 .  On a (2n + 1 ) 2 ,..__, 4n2 puisque pour tout n E N* , +oo 

et lim An = 1 .  n->+oo 

2 .  On a ln(n + 1 ) ,..__, ln(n) puisque pour tout n E N* , +oo 

ln(n + 1 ) = ln(n) An 

et limn_,+oo An = 1 .  

ln(n + 1 ) ln ( l  + l )  OÙ An = = 1 + n 
ln(n) ln(n) 

Il résulte de la définition 15 .4 que si la suite ( vn )n ne s 'annule plus à partir 
d 'un certain rang, 

lim Un = 1 .  n->+oo Vn 

Par ailleurs , toutes les propriétés de la relation d 'équivalence pour les fonctions 
réelles au voisinage de +oo, voir par exemple la proposition 15 .6 ,  sont également 
vraies pour la relation d 'équivalence des suites . 

PROPOSITION 1 5 . 1 1  Soient (un )n et (vn )n deux suites équivalentes . Ou bien 
les deux suites ont une m€me limite f E i ou bien les deux suites n'ont pas 
de limite dans i. 

Démonstration Puisque la suite (un )n est équivalente à la suite (vn)n , il 
existe un entier p et une suite (An )n convergeant vers 1 tels que pour tout 
entier n supérieur à p 

Si la suite (vn )n admet pour limite f E i alors d'après les propositions 5 .9 ,  
page 181 et 5 . 1 1 ,  page 182 , la suite (un )n admet aussi pour limite f E i. En 
prenant la contraposée de l 'assertion qui vient d 'être démontrée, on établit 
que si la suite ( un )n diverge alors la suite ( vn )n diverge aussi . La relation 
d 'équivalence étant une relation symétrique, la proposition est démontrée. D 
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Exemples 
1 . La suite (un )n de terme général Un = (n2 + 1 )/ (n + 1 ) tend vers +oo puisque 
Un rv n. 

+oo 

2 . La suite (vn )n de terme général Vn = ln(n + 1 )/ (2n + 1 ) 2 converge vers 0 
puisque Vn rv ln(n)/ (4n2) .  

+oo 

15.3 Exercices de synthèse 

EXERCICE 6 

1 1 ln(x) 
1 - Montrer que - ln(x + 1 ) - -- ln(x) rv 2 X X +  1 +oo X 

2 - En déduire que 

EXERCICE 7 

1 1 ln(x) x x+ 1 - (x + l ) x rv - -- .  
+ oo  x2 

1 - Déterminer un équivalent au voisinage de 0 à la fonction 

1 1 ( l + tan(x) ) X f-----t Il . tan(4x) 1 - tan(x) 

2 - En déduire la limite en � de la fonction x f---> (tan( x) )cotan ( 4x) . 

EXERCICE 8 Soit f la fonction définie par f (x) = ln( l + th(x) ) .  
1 - Étudier la fonction 1 e t  tracer aussi précisément que possible s a  représen
tation graphique. 

2 - Montrer que l(x) rv x .  0 
3 - Justifier que 1 définit une bijection de lR dans un intervalle I que l 'on 
précisera. On note 1- 1 la bijection réciproque de 1. Déduire de ce qui précède 
le tableau de variation de 1- 1 et tracer son graphe. 

4 - Déterminer l 'expression de 1- 1 (y) pour tout y E I et donner un équivalent 
à f- 1 au voisinage de O .  
5 - Calculer l a  dérivée de 1- 1 de 2 manières différentes : en utilisant la relation 
liant les dérivées de 1 et de 1- 1 puis directement à partir de l 'expression de 1- 1 . 
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15.4 Solution des exercices 

Solution de l 'exercice 1 
Pour tout réel x non nul , on a 

E(x) = A(x) x où A :  x E IR* f-----4 E(x)/x. 

( 1 7) Or pour tout réel x on a 

x - 1 < E(x) :::; x, 

donc pour tout réel x non nul , 
1 

1 - - < A(x) :::; 1 .  X 
On en déduit que lim A(x) = 1 et par conséquent que E(x) ,...., x .  On a aussi X---t-OO -OO 
lim A(x) = 1 et E(x) ,...., x .  x�+= += 

Solution de l 'exercice 2 
1 - On a d 'une part ch(x) = ! (ex +e-x )  et d'autre part ex = O-= (e-x ) puisque 

lim ex = lim e2x = O . X---t-OO e-X X---t-00 

On est donc dans la situation de la règle 3, p. 727, et l 'on peut écrire 

ex + e-x e-x 
,...., -

2 -= 2 

L'argumentation pour vérifier la relation sh(x) ,...., ! ex est identique et utilise += 
la relation sh(x) = ! (ex - e-x) .  Puisque la fonction cosinus hyperbolique est 
paire, on déduit de la proposition 15 .9 que 

ex ch(x) ,...., -
2 

. += 

La relation d 'équivalence ,...., étant transitive (voir la proposition 15 .6) on a += 
l 'implication 

( � � ) ch(x) ,...., - et sh(x) ,...., -+= 2 += 2 
===} ch(x) ,...., sh(x) . += 

2 - Comme ch(O) = 1, on a ch(x) ,...., 1 .  Pour x E IR* , on a 0 
sh(x) 

X 

( I ?) Voir la proposition 3 . 10  p. 1 1 1 .  

ex - e-x e2x - 1 --- = e-x ---
2x 2x 



(18) 
On a 
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lim e-x = l  et X--->0 
e2x - 1 eY - 1 lim --- . = lim -- = 1 X--->0 2X y--->0 y 

On en déduit que lim sh(x) = 1 ce qui permet d'affirmer que sh(x) X--->0 X 0 

Solution de l'exercice 3 

739 

X. 

1 - La fonction x r--; ln(x2 + 1 ) - ln(x) est définie sur !R'f_ . Pour x E !R'f- on a 

( x2 + 1 ) ( 1 ) ln(x2 + 1 ) - ln(x) = ln -x- = ln x + ; . 

Or x + 1. "" x et cette quantité tend vers +oo quand x tend vers +oo. D 'après X +oo 
la proposition 15 .8 ,  on en déduit que 

ln(x2 + 1 ) - ln(x) rv ln(x) . +oo 

2 - La fonction x r--; ln(x2 + 1 ) - 2 ln(x) est définie sur !R'f_ . Pour x E !R'f_ , on a 

(x2 + 1 ) ( 1 ) ln(x2 + 1 ) - 2 ln(x) = ln � = ln l + x2 · 

Cette fois-ci , on a 1 + -:I,  "" 1 et on ne peut donc pas utiliser la proposition 15 .8 .  X +oo 
Toutefois ln( l + u) u et limx--->+oo ,}2 = 0 donc d'après la proposition 15 . 7  0 on a 

ln ( 1 + �) rv � .  
x2 +oo x2 

Solution de l'exercice 4 

1 - Afin de déterminer un équivalent dans un voisinage à gauche de � à la 
fonction tangente ( u r--; tan( u) ) ,  considérons le changement de variable t = � -u 
et calculons un équivalent dans un voisinage à droite de 0 pour la fonction 
'lf;(t) = tan( �  - t) .  On a 

sin ( � - t) 1 7/J(t) - - -- cosG - t) - tan(t) · 

1 Or tan(t) "" t d 'où tan(u) "" -11'-- . 
o+ ;. - 2 - u 

2 - On a tan u rv � et lim 21fX = � . D 'après la proposition 15 . 7, on 
;. - 2 - U x--->+oo 4x + 3 2 

en déduit que 
( 27rx ) 1 8x + 3 8x tan --- rv - --- rv -

4x + 3 +oo !!: - Z11'x - 31f +oo 31f · 
2 4x+3 

( ls )  
Voir la proposition 14. 7 p. 669 et p .  613 pour le changement de variable dans la limite. 
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Solution de l'exercice 5 

1 - Les fonctions puissances d'exposant réel étant définies sur ]O ,  +oo[, la fonc
tion 1 

j : X 1------4 --
( 1 + X ) sin

(x ) 

1 - x 
est définie pour tout x E IR \ {br 1 7r E Z} tel que t�� E JO ,  +oo[ .  L 'ensemble 
de définition de f est donc ] - 1 , ü [ U ]O ,  l [ . Remarquons que la limite de f en o 
constitue une forme indéterminée. Pour x E ]  - 1 ,  O [  U ]O ,  1 [, on a 

Or 

donc 

( 1 ( l + x ) )  ( ln( l + x) ln( l - x) ) f ( x) = exp -. -(-) ln -1 - = exp . ( ) - . ( ) . sm x - x sm x sm x 

ln( l  + x) rv x, 0 ln( l - x) -X et sin(x) "' X 0 0 

lim ln( l + x) = 1 et 
x-+O sin(x) lim ln( l - x) = - 1 .  

x-+O sin(x) 
On en déduit que 

lim ( ln( l + x) _ ln( l - x) ) = 2 
x-+O sin(x) sin(x) 

et par conséquent , puisque la fonction exponentielle est continue en 2 , que 
1 

lim 
( l + x ) sin

(x ) 
= e2 . X-+0 1 - X 

Remarquons que l 'usage des équivalents (dont la manipulation nécessite de 
nombreuses précautions calculatoires) est restreint à son minimum : une fois 
l 'indétermination levée, on raisonne avec les limites dont l'emploi est plus fami
lier et surtout moins sujet à erreur. On veillera à ne pas conclure trop rapide
ment en sommant brutalement les équivalents en 0 de ln( l +x) et de - ln( l -x) . 
On peut également procéder de manière un peu différente en remarquant que 

1 + X  2x -- = 1 + --
1 - x  1 - x 

et que si x est au voisinage de 0 alors u = 2x / ( 1 - x) est également au voisinage 
de O .  Puisque ln( l + u) "' u on en déduit que 0 

ln C � �) 2x 2x. 0 1 - X 0 

Par ailleurs , sin(x) x donc 0 

-1- 1n ( l + x) rv 2 sin(x) 1 - x o 

et on conclut là encore que limx-+O f(x) = e2 puisque la fonction exponentielle 
est continue en 2 .  
On peut visualiser la fonction f en ayant recours à MAPLE. 
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> f : =  x- > ( ( 1+x) / ( 1 -x)  ) - ( 1 /s in ( x ) ) :  

> l imit (f (x) , x=O) ; 
exp ( 2 )  

> plot ( f (x) , x= - 1 . .  1 , y=O . .  50 , di s cont=true ) ; 

50 

40 

30 

20 

1 0  

- 1  -0,5 0 0,5 
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2 - Soit f : x r--+ x argch (x sh ( l /x) ) . Comme la fonction sh est impaire , la 
fonction f est impaire . La fonction argch est définie sur [ 1 ,  +oo[ et pour tout 
y E JR+ , on a< ' 9) sh (y) ? y. On en déduit que pour x E JR:;_ , on a sh ( � ) ? � ' ce 
qui permet d'affirmer que f est définie sur JR* . 
Remarquons que la limite de f en 0 est d 'une forme indéterminée . Pour calculer 
cette limite, utilisons la relation (voir p. 733) 

argch(x) '"" ln (x) . 
+oo 

Comme limx__,o+ x sh ( l /x) = +oo, la proposition 15 . 7  indique que 

argch (x sh ( l/x) )  '"" ln (x sh ( l/ x) ) . o+ 

Puisque sh (u) '"" � eu , on a sh ( l/x) '"" � e1fx et 
+oo o+ 

x sh ( l/x) '"" l x e1fx . o+ 2 

De plus , comme la limite en 0 de x r--+ x sh ( l/x) est différente de 1 ,  la proposi
tion 15 .8 indique que 

On a 

(xel/x ) argch (x sh ( l/x) )  '"" ln -- . o+ 2 

( xel/x ) 1 ln -2- = ln (x) + ln (e1fx ) - ln (2) = ln (x) + � - ln (2 ) 

( l g )  On établit cette inégalité, par exemple en étudiant l 'application x E JR+ ,__. sh (x )  - x .  
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et ln(x) - ln(2) = o0+ ( 1/x) car limx-.o+ x ln(x) = 0 et limx-.o+ x ln(2) = O.  On 
en déduit que 

1 argch (x sh( l/x) )  rv - , O+ X 
puis que j (X) rv 1 ,  Ce qui permet de conclure que limx-.O+ X argch (X sh( 1 /X) )  ::= 1 .  o+  
On peut visualiser la  fonction f en ayant recours à MAPLE. 

> f : =x - >x*arc cosh (x*sinh ( 1 /x) ) : 
> l imit ( f (x) , x=O , right ) ; 

> l imit ( f (x) , x=+inf inity) ; 

1 

1 - v'3  3 
> plot ( f (x) , x=-4 . .  4 , y=- 1  . .  1 , di s cont=true ) ; 

-4 -2 

Solution de l 'exercice 6 

1 - On a 

1 1 - ln(x + 1 ) - -- ln(x) X x + l 

car X+ 1 rv x. Vérifions que +oo 

+oo 

2 4 
X 

- 1  

1 ( 1 ln(x) ) -- ln(x + 1 ) 1 + - - 1 ( l ) x + l x n x + 

� ln(x) ( 1 + � - _ln_(x_)_) 
x x ln(x + l ) 

1 ln(x) 1 1 + - - rv -
x ln(x + l ) +oo x 
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en montrant que la limite du quotient de ces deux fonctions vaut 1 .  On a 

x (l + _!_ _ ln(x) ) = 1 + x _ x ln (x) = 1 + x ln(x + 1 ) - x ln(x) 
x ln(x + l ) ln(x + l ) ln(x + l ) 

Or 

d'où 

= 1 + ln(x
x
+ 1) ln ( 1 + �) . 

ln (1 + .!.) cv l et X +oo X 
X X 

ln(x + 1 )  +� ln(x) 

__ x __ ln ( 1 + .!.) cv -1-
ln(x + 1 ) x +oo ln(x) " 

On en déduit que 

puis que 

hm ln 1 + - = 0 . X ( 1 ) x->+oo ln(x + 1 )  X 

lim x ( 1 + _!_ - ln(x) ) = 1 .  x->+oo X ln(x + 1 ) 

On peut donc conclure que 

2 - On a 

1 1 ln(x) - ln(x + 1 ) - -- ln(x) cv -- .  
X X +  1 +oo x2 

x x+ i - (x + l ) x = exp -- 1 - exp -- - . 
1 1 ( ln(x) ) ( ( ln(x) ln(x + l ) ) )  x + l  x + l  x 

Comme la fonction x r---> exp ( 1;f { )  admet pour limite 1 en +oo, on a 

exp ( ln(x) ) cv 1 .  X +  1 +oo 
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Par ailleurs puisque eu - 1 cv u on a d'après la première partie de l 'exercice , 0 

exp ( ln(x) _ ln(x + 1 ) ) _ 1 cv ln(x) . X +  1 x +oo x2 

Finalement on peut conclure que 

1 1 ln(x) x x + 1 - (x + l ) X cv - -- .  
+oo x2 
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Solution de l'exercice 7 

1 - On a tan(4u) ,...., 4u. On a également pour u E] - � ,  i [ , 0 

et 

( 1 + tan(u) ) ln ( ) = ln( l + tan(u) ) - ln( l - tan(u) ) 1 - tan u 

ln( l + tan(u) ) rv tan(u) rv u, 0 0 ln( l - tan(u) ) rv - tan(u) rv - u 0 0 
mais nous ne sommes pas dans une situation où il est licite de sommer les deux 
équivalents .  Pour « lever cette indétermination » nous pouvons écrire 

( l + tan(u) ) ( ( l + tan(u) )2 ) ln ( ) = ln 2 ( ) 
= 2 ln( l + tan(u) ) - ln( l - tan2 (u) ) . 1 - tan u 1 - tan u 

On a 2 ln( l + tan(u) ) ,...., 2u, - ln( l - tan2 (u) ) ,...., u2 et u2 = o0 (u) donc d'après 0 0 
la règle 3 page 727, on en déduit que 

ln ( 1 + tan(u) ) rv 2u. 1 - tan(u) o 

Une autre façon de procéder consiste à écrire 

ln ( 1 + tan(u) ) = ln ( 1 + 2 tan(u) ) rv 1 - tan(u) 1 - tan(u) o 

2 tan(u) rv 2u. 1 - tan(u) o 

Finalement , 
1 ln ( 1 + tan(u) ) rv 2u - � 

tan(4u) 1 - tan(u) o 4u - 2 · 

2 - La fonction f :  x i--; (tan(x) )cotan (4x) est définie sur IR� et 

On a 

Or 

donc 

(tan(x)rotan (4x) = exp ( ln (tan(x) ) ) . tan(4x) 

( ln(tan(u + Z!: ) ) ) lim f (x) = lim f(u + � )  = lim exp ( 
4) . x->Z!: u->O u->O tan 4u + n 

4 

( 7' ) 1 + tan(u) tan u + - = ----4 1 - tan(u) et tan(4u + n) = tan(4u) , 

lim f(x) = lim exp ( � ) 
ln ( 1 + tant� ) ) . 

x-> � u->O tan 4u 1 - tan u 
D 'après la question précédente, on a 

lim 1 ln ( 1 + tan(u) ) = � 
u->O tan(4u) 1 - tan(u) 2 ·  

1 
La fonction exponentielle étant continue en � , on en déduit lin;._ f(x) = e2 · 

x--+4 
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Solution de l 'exercice 8 

1 - La fonction tangente hyperbolique est définie sur R Elle est à valeurs dans 
] - 1 , l [ . On a donc 0 < 1 + th(x) < 2 pour tout x E R  On en déduit que I est 
définie sur R La fonction I n 'est ni paire , ni impaire , ni périodique. Elle est 
continue sur IR car la fonction tangente hyperbolique est continue sur IR et la 
fonction logarithme est continue sur JO, 2 [ . Elle est dérivable sur IR, de dérivée 
en x E IR 

1 1 - th2 (x) I (x) = 1 + th(x) = 1 - th(x) . 

La fonction l' est strictement positive sur IR, et par conséquent I est strictement 
croissante sur R On a le tableau de variation suivant : 

X Il -OO +oo 1 
f'(x) 2 + 0 

ln(2) 
l (x) / 

-OO 

2 - On a ln( l  + u) rv u et lim th(x) = 0 donc ln( l  + th(x) ) rv th(x) . Puisque 
Ü X->Ü Ü 

th(x) rv X On obtient ln( l  + th(x) ) rv X. 0 0 
3 - L'application I est continue et strictement croissante sur R Elle définit donc 
une bijection de IR dans I (IR) = ] - oo, ln 2 [ .  Sa bijection réciproque 1- 1 est 
une application continue et de même sens de monotonie . Elle admet le tableau 
de variation suivant : 

X 1 1 -oo ln 2 1 

1 nxl 1 1 -oo 

Les représentations graphiques de 1- 1 et  de I sont symétriques l 'une de l 'autre , 
par la symétrie axiale par rapport à la droite d 'équation y = x. 

-1 

, , / 
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4 - Les applications I et 1- 1 sont liées par la relation 

'<lx E lR \:/y E ]  - oo, ln 2 [  

On  a les équivalences suivantes 

Ainsi, 

y =  ln( l  + th(x) ) {=::} 1 + th(x) = eY {=::} th(x) = eY - 1 
{=::} x = argth(eY - 1 ) . 

r l : y E ]  - oo, ln 2 [ t---+ argth(eY - 1 ) .  

On a argth(u) rv (u) et lim eY - 1 = 0 ,  donc argth(eY - 1 ) rv eY - 1 .  Puisque o v�o o 
eY - 1 rv y on en conclut que 1- 1 (y) ,...., y . 0 0 
5 - En utilisant la proposition 14 .2 ,  on obtient pour tout y E ]  - oo, ln 2 [, 

( 
- 1 )

' 1 1 1 I (y) = l' (J- l (y) ) = 1 - th(j- 1 (y) ) = 2 - eY
. 

Par ailleurs , par un calcul direct , on obtient 

u- 1 ) I (y) = ( argth( eY - 1 ) )
' = 1 - ( e� - 1 )2 = 2 � eY . 



CHAPITRE 16  

Dérivabilité des fonctions réelles 
d 'une variable réelle 

16.1 Dérivée d'une fonction réelle 

16. 1 . 1  Définitions 

DÉFINITION 16 . 1  

� Soient I un intervalle ouvert, x0  u n  élément de I e t  f une application définie 
sur I . On dit que f est dérivable en x0 si la quantité 

fj,xo (h) = f (xo + h) - f (xo )  
h 

admet une limite quand h tend vers O .  Cette limite, notée f' (xo ) ,  est appelée 
dérivée de f en xo . 
� On dit que f est dérivable sur un intervalle ouvert J C I si pour tout 
x E J, f est dérivable en x. On appelle dans ce cas dérivée de f et on note f' 
l 'application de J dans lR qui à x E J associe f' (x) la dérivée de f en x . 

Exemples 
1. La dérivée de l 'application x E lR i-. x2 en x0 vaut 2x0 . En effet , pour tout 
h E JR* on a 

A (h) _ (xo + h) 2 - xô _ 2xoh + h2 _ 2 1 Ux0 - h - h - Xo + 1 

d'où limh->O /j,x0 (h) = 2xo . 
2. La dérivée de la fonction sinus en x0 vaut cos(x0 ) .  En effet , pour tout h E JR* 

fj, (h) = sin(xo + h) - sin(x0 ) = sin(xo )  cos (h) + cos(x0 ) sin(h) - sin (xo )  
� h h 

( ) si
n (h) . ( ) 1 - cos(h) = cos x0 -h- - sm xo h · 



748 Dérivée d 'une fonction réelle 

On a cos(h) - 1 - lh2 d 'où 1 ( 1 - cos(h)) '"" - lh  et lim l sin(h) = 1 . o o 2 h o 2 h-+O h ll 
en déduit que lim '6.x0 (h) = cos(xo ) .  h-+O 

3 .  L'application f : x E � r--; { x sin( l/x) s� x f:. O est continue( ' >  sur 1Tll Ü Sl X = Ü lN. 

mais n 'est pas dérivable en O. En effet, pour tout h E �* 

'6.x0 (h) = f(h) � f(O) = sin ( l/h) 

et cette quantité n'a pas de limite c2 > lorsque h tend vers O. 

1 EXERCICE 1 

vaut - sin(xo ) .  
Montrer que l a  dérivée de l a  fonction cosinus en x0 E � 

Remarques 
1 .  La quantité '6.x0 ( h) = * (f ( xo + h) - f ( xo ) )  est appelée taux d 'accroissement 
de f entre xo + h et xo . Il résulte de la définition 16 . 1  que f a une limite en x0 
si son taux d'accroissement entre xo + h et xo a une limite quand h tend vers O. 
2 .  La dérivée de f en xo est parfois notée � (xo )  et si f est dérivable en x0 
alors on obtient également en considérant le changement de variable x = x0 + h 

J' (xo )  = lim f(x) - f (xo ) . x-+xo X - Xo 

3 .  La tangente à la représentation graphique de f au point (x0 , y0 ) a pour 
équation y = Yo + f' ( xo )  ( x - xo ) ,  voir la figure 1 .  

EXERCICE 2 Soit f une application dérivable sur un intervalle ouvert I 
et x0 E J. Calculer les deux limites suivantes : 

r f(xo + h2 ) - f (xo + h) 
h�1t h et 1 . f (xo + h) - f (xo - h) lm . h-+O 2h 

DÉFINITION 16 . 2  Soient f une application définie sur un intervalle ouvert I 
et xo E J. On dit que f est dérivable à droite (resp. à gauche) en xo si la 
quantité 

,6. (h) = f(xo + h) - f(xo ) 
XQ h 

admet une limite à droite (resp. à gauche) en x0 . Cette limite est notée t:i (xo ) 
(resp. J; (xo )) et elle est appelée dérivée à droite (resp. à gauche) de f en xo . 

( I )  Voir l 'exercice 1 1  p. 623. 
(2) Voir l 'exercice 6 p .  605. 
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Y = f (x ) 

Yo - - - - - - - - - - - -

0 Xo Y = Yo + f(xo ) (x - xo ) 

Fig. 1 Tangente en (xo , yo ) à la représentation graphique de la 
fonction f. 

Exemples 
1. Considérons la fonction valeur absolue . Puisque pour tout h E IR* 

6. ( / ) = lh l - 1 0 1 = 01 0 1 h h ' 

on a limh_,o+ 6.0 (h) = 1 .  La fonction valeur absolue est donc dérivable à droite 
en 0 de dérivée égale à 1. Par ailleurs , puisque limh_,0- 6.o ( h) = - 1 ,  la fonction 
valeur absolue est dérivable à gauche en 0 de dérivée égale à - 1 .  Elle n 'est pas 
dérivable en 0 car 6.0 (h) n'a pas de limite quand h tend vers O .  
2 .  Considérons l 'application f : x E IR* r--> 1 arctan ( l/x) I . Elle est définie et 
continue sur IR* car la fonction arc-tangente est continue sur IR* à valeurs dans 
J =] - � ,  O[ U ] O ,  � [ et la fonction valeur absolue est continue sur J. Elle est 
prolongeable par continuité en 0 en posant f (0) = � car 

lim arctan ( l/x ) = lim arctan (t) = � 
x->O+ t->+oo 

et f est paire . Pour h E IR'f- , on a 

6.o (h) = f(h) - f (O) = 1 arctan( l/h) I - � 
h h 

arctan( l / h) - � 
h 

0 
(3 ) 

r, pour tout x E IR'f- on a arctan ( l/x ) + arctan(x ) = � et arctan (x ) 

(3 ) 
Voir la proposition 14 .20 p. 689. 

0 x · ' 
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on a donc 
�o (h) = - arctan(h) rv 

- 1 . h o+ 
On en déduit que f est dérivable à droite en 0 de dérivée à droite f� (O) = - 1 . 
Un calcul en tout point similaire permet d'établir que f est dérivable à gauche 
en 0 de dérivée à gauche f� (O) = 1 .  
3 .  La  fonction racine carré n 'est pas dérivable à droite en 0 car pour h E JR� la 
quantité 

� (h) = f(h) - J(O) = _1 0 h Jh, 
n'a pas de limite à droite en 0 ;  on a limh_,0+ �o (h) = +oo. 

Fig. 2 Représentations graphiques des fonctions x f--7 .JX et 
x f--7 1 arctan( l/x) I .  

La  proposition suivante résulte des propriétés des limites , voir page 613 . 

PROPOSITION 1 6 . 1  Une condition nécessaire et suffisante pour qu 'une fonc
tion f soit dérivable en xo est qu 'elle soit dérivable à droite en x0 et dérivable 
à gauche en xo et que f� (xo ) = f�(xo ) .  

Remarque On dit qu 'une fonction f est dérivable sur l 'intervalle fermé [a, b] , 
si elle est dérivable en tout x0 E ]a ,  b [  et si elle est dérivable à droite en a et à 
gauche en b. 

Interprétation graphique 
X Si limh_,0± �xo ( h) = ±oo alors la représentation graphique de f possède 
une demie tangente verticale au point (x0 , y0 ) .  C 'est le cas par exemple de la 
fonction racine carrée en (0 , 0 ) ,  voir la figure 2 .  
X Si f est continue en xo et admet des dérivées à gauche et à droite en xo telles 
que f� (xo ) -/:- f� (xo )  alors la représentation graphique de f présente un point 
anguleux en (xo , f (xo ) ) .  C 'est le cas par exemple de la fonction valeur absolue 
en (0 ,  0) ou de la fonction f définie par f (x) = 1 arctan( l/x) I pour x E R* et 
f(O) = � , voir la figure 2 .  
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L'ensemble des points où une fonction est dérivable est appelé l 'ensemble de 
dérivabilité de la fonction. 
L'ensemble de dérivabilité n 'est pas toujours identique à l 'ensemble de définition 
de la fonction. Ainsi , la fonction valeur absolue est définie sur JR, continue sur lR 
mais elle est dérivable sur JR* (elle est dérivable à gauche et à droite en 0 mais 
n'est pas dérivable en 0) . 

L'ensemble de dérivabilité d 'une fonction f n 'est pas l 'ensemble des réels x 
où l 'expression de la dérivée f' (x) a un sens. Par exemple, la dérivée de la 
fonction argument tangente hyperbolique est x i--; 1_1x2 et 1_1x2 est défini 
pour tout x E lR \ { - 1 ,  1 }  mais la fonction argument tangente hyperbolique 
qui est définie sur ] - 1 ,  l [ ne peut pas avoir pour ensemble de dérivabilité 
JR \ {- 1 , 1 } .  

PROPOSITION 1 6 . 2  Soient f une application définie sur un intervalle ou
vert I et xo E I. Si f est dérivable en xo alors f est continue en xo . 

Démonstration Soit h E JR* tel que x0 + h E I. On peut écrire , vérifier que 
le membre de droite se simplifie , 

f (xo + h) = f (xo ) + h f (xo + h� - f (xo ) . 

Or, f étant dérivable en x0 , on a 

et par conséquent 

1. f(xo + h) - f (xo ) _ !' ( ) 1m h - Xo , h->O 

r h f(xo + h) - f(xo) = 0 h� h . 

On a donc limh_,o f(xo + h) = f(xo ) ,  ce qui d'après la définition signifie que f 
est continue en x0 . 0 

Remarque La réciproque est fausse : une fonction peut être continue en un 
point sans être dérivable en ce point . C 'est le cas de la fonction valeur absolue 
en O. On ne peut donc pas déduire l 'ensemble de continuité d 'une fonction à 
partir de son ensemble de dérivabilité (sauf si l 'ensemble de dérivabilité coïncide 
avec l 'ensemble de définition de la fonction) .  

EXERCICE 3 En utilisant la définition 16 . 1 ,  justifier les résultats sui-
vants : 

lim ln(h + 1 ) = 1 h->O h et eh - 1 lim -h-
= 1 .  h->O 
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16 .1 .2  Dérivées des fonctions usuelles 

On rappelle les dérivées des fonctions usuelles et leur ensemble de dérivabilité. 

f Ens. de dérivabilité f' (x) J 
X f-+ xn (n E N) R nxn- 1 

x f-+ sin(x) R cos(x) 

x f-+ cos(x) R - sin(x) 

x f-+ tan(x) R \ H + k7r; k E Z} 1 + tan2 (x) 1 ou 
cos2 (x) 

X f-+ X°' (a E R) R* + ax"'- 1 

X f-+ ln(x) R* 1 -+ X 

x f-+ ex R ex 

x f-+ sh(x) R ch(x) 

x f-+ ch(x) R sh(x) 

X f-+ th(x) R 1 - th2 (x) 1 ou 
ch2 (x) 

x f-+ arcs in ( x) ] - 1 , 1 [  1 
vT=X2 

x f-+ arccos( x) ] - 1 , 1 [ - 1 
vl - x2 

x f-+ arctan( x) R 1 --
1 + x2 

x f-+ argsh(x) R 1 
v1 + x2 

x f-+ argch( x) ] 1 , +oo[ 1 
� 

x f-+ argth(x) ] - 1 , 1 [ 1 
1 - x2 
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16 .1 .3 Propriétés algébriques de la dérivée 
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PROPOSITION 16.3 Soient f et g deux application définies sur un intervalle 
ouvert I. Si f et g sont dérivables en xo E I (resp. sur I) alors 

X f + g est dérivable en x0 {resp . sur I) et 

(f + g) ' (xo )  = J' (xo )  + g' (xo ) ; 

X pour tout À E IR, la fonction À · f est dérivable en x0 {resp. sur I) et 

(>1 · f) ' (xo )  = À J' (xo ) ; 

X f x g est dérivable en x0 (resp . sur I) et 

(f  x g) ' (xo )  = J' (xo )  g (xo )  + f(xo ) g' (xo ) ; 

X si de plus g(x0 ) -1- 0 (resp . g ne s 'annule pas sur I), l_ est dérivable en xo 
g 

(resp. sur I) et 

(L) ' (xo )  = f' (xo )  g (xo )  - f(xo )  g' (xo ) . g g (xo ) 2 

Démonstration Ces relations se démontrent toutes en utilisant la définition 
de la dérivée comme limite du taux d'accroissement , voir la définition 16 . 1 ,  et 
en exploitant les propriétés des limites . Démontrons la dernière relation ; les 
autres vérifications sont laissées en exercice. On a 

Or 

l (x) - l (xo )  g g 
x - xo 

( ! ) ' l (x) - l (xo )  
- (xo )  = lim 9 9 
g x->xo X - Xo 

1 
X - Xo 1 

g(xo )f (x) - g(x)f (xo )  
g (x)g (xo )  

g (xo ) (f(x) - f(xo ) )  + f(xo ) (g(xo )  - g(x) ) 
g (x)g (xo )  

f (x) - f(xo ) 
x - xo 1 
g(x) 

f(xo) g (xo ) - g(x) 
X - Xo g (x)g (xo )  xo - x 

Étudions la limite du premier terme : 

lim _1_ f(x) - f(xo) 
X->Xo g(x) X - Xo 

hm --( . 1 ) x->xa g (x) -(1 
) J' (xo ) ,  

g Xo 
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car g étant dérivable en xo , g est continuec•J en x0 et puisque g(xo )  -=/- 0 , l /g 
est continue en x0 (voir la proposition 13 . 18 ,  page 622) . 
Étudions la limite du second terme : 

1 . f(xo ) g (xo )  - g(x) 
Jill 

x->xo g(x)g (x0 ) xo - x 
( r f(xo )  ) 

x!..�o g (x)g (xo )  
f (xo )  , -( ) 2 g (xo ) ,  
g Xo 

car g étant dérivable en xo , g est continue en xo et puisque g (xo ) -=/- 0 , 1 /g est 
continue en x0 . On en déduit que 

(i) '  (xo )  = lim f (x) - f (xo )  = _l _ J' (xo ) - f(xo )  g' (xo )  
x->xo x - Xo g (xo )  g (xo ) 2 
f' (xo ) g (xo )  - f (xo )  g' (xo )  

g(xo ) 2 
La relation est démontrée . 0 

Exemple La fonction tangente est dérivable sur ] - � , � [ car elle est définie 
comme le quotient de 2 fonctions , sinus et cosinus, dérivables sur ] - � ,  � [, 
la fonction cosinus ne s 'annulant pas sur cet intervalle. D 'après la quatrième 
relation de la proposition 16 .3 ,  la dérivée de la fonction tangente en xo E ] - � , � [ 
est 

' ( ) _ ( sin ) ' 
( ) _ sin' (xo )  cos(xo )  - sin(xo )  cos' (xo )  tan xo - - xo - -------------cos cos(xo )2 

cos2 (xo )  + sin2 (xo )  1 
cos2 (xo ) cos2 (xo ) . 

On a aussi tan' (xo )  = 1 + tan2 (x0 ) .  
Intéressons-nous à l a  dérivée en  xo = 0 de l a  fonction tangente . La  relation 
précédente indique que cette dérivée vaut 1 . Le taux d'accroissement pour la 
fonction tangente entre 0 et h vaut 

D.o (h) = tan(h) � tan(O) = tan;h) . 

D 'après la définition 16 . 1 ,  on a donc limh_,0 tan(h)/h = 1 . 

Nous admettons le résultat suivant concernant la dérivation des applications 
composées . 

PROPOSITION 16.4 Soient f une application définie sur un intervalle ou
vert I, J une partie de lR telle que J(I) c J et g une application de J dans �. 
Soient x0 E I et Yo = f ( xo )  E J .  Si f est dérivable en xo et si g est dérivable 

en y0 alors l 'application composée g o  f est dérivable en x0 et 

(g o J) ' (xo )  = J' (xo )  x g' (J(xo ) ) . 

(4) Voir la proposition 16 .2 p. 751 .  
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Exemples 
1. Considérons l 'application <jJ : x E IR f-t arcsin(cos(x) ) .  On a <jJ = g o  f où 
f : x E IR f-> cos(x) E [-I , I] et g :  x E [- I , I] f-> arcsin(x) . L 'application <jJ est 
périodique de période 27r. L 'application f étant dérivable sur IR à valeurs dans 
[- I ,  I] et l 'application g étant dérivable sur ] - I , I [ , d 'après la proposition I6 .4 ,  
l 'application <jJ est dérivable en tout xo E IR tel que Yo = f(xo ) E ]  - I , I [ , c 'est
à-dire pour xo E UnEz]h, (k + I )7r [. De plus , 

I <P' (xo )  = J' (xo )  x g' (f(xo ) )  = - sin(xo )  --;===== 
JI - cos2 (xo ) 

sin(xo ) sin(xo )  

Jsin2 (xo ) 1 sin(xo ) I "  

On peut avoir recours à MAPLE pour illustrer cet exemple . La commande diff 

permet le calcul de dérivée. 
> f : =x - >  arc s in ( cos (x) ) : 

> diff ( f (x) , x) ; 

sin(x) 
JI - cos2 (x) 

> s impl ify (%) ; 

-csgn(sin(x)) 
La fonction csgn désigne sous MAPLE la 
fonction signe qui vaut - I sur IR:_ , 0 
en 0 et I sur IR+ . 
> plot ( f (x) , x= - 3*Pi . .  3*P i ) ; 

2. Calculons la dérivée de f : x f-t ( I + I/x2r .  Les fonctions puissances d'expo
sant réel sont définies sur IR+ ; comme pour tout x E IR on a I + I/x2 E [I , +oo[ , 
l'ensemble de définition de f est R Pour tout x E IR, on a 

f (x) = exp (x ln ( I + I/x2 ) ) . 
L'application <jJ :  x E IR f-t I + I/x2 est dérivable sur IR* et <P' : x E IR* f-t -2/x3 . 
L'application îf : x f-t ln( I + I/ x2) est dérivable sur IR* car <jJ est dérivable sur IR* 
à valeurs dans J I ,  +oo[ et la fonction logarithme est dérivable sur J I , +oo[ .  
D 'après la proposition I6 .4 ,  pour tout x E IR+ , on a 

' ( ) / / 2 I 2 
îf x = <P (x) ln (<jJ(x) ) = - 3  --1 = - ( 2 I ) " X I + x2 X X + 

Comme îf est dérivable sur IR* et que la fonction exponentielle est dérivable 
sur IR, l 'application f est dérivable sur IR* et pour tout x E IR* on a 

J' (x) = (x îf (x) ) ' exp' (x îf (x) ) = (îf(x) + x îf' (x) ) exp (x îf(x) ) 

= (x ln ( I + I/x2 ) - x2 � I ) ( I + I/x2r .  
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EXERCICE 4 Déterminer sur quel ensemble les fonctions suivantes sont 
dérivables puis calculer leur dérivée. 

1 - fi : X 1--t ln ( v'xTI) 2 - f2 : X 1--t ev'x2+1 3 - h : X 1--t X 2x 
4 - f4 : x 1--t arctan ( vi;x2 ) 5 - fs :  x 1--t cos(x) � 

PROPOSITION 1 6 . 5  Soit f une application dérivable sur R 
)< Si f est paire alors f' est impaire. 

)< Si f est impaire alors f' est paire. 

)< Si f est périodique alors f' est périodique. 

Démonstration !:'.': L'application g : x E IR 1--t f(-x) est dérivable sur IR de 
dérivée en x E IR 

g' (x) = -J' (-x) . 

Supposons que f soit paire ; pour tout x E IR on a f(x) = f(-x) = g(x) et 
les fonctions f et g sont donc égales . Ceci implique qu 'elles ont même dérivée 
sur IR, autrement dit , pour tout x E IR on a f'(x) = g' (x) .  On peut donc 
conclure que si f est paire alors f' (x) = -f' (-x) . On a ainsi établi que la 
dérivée d 'une application paire et dérivable est une application impaire . On 
peut montrer, par un raisonnement analogue, que la dérivée d 'une application 
impaire et dérivable est une application paire . 

!:'.': La preuve de la troisième propriété de la proposition fait l 'objet de l 'exercice 
suivant . 0 

EXERCICE 5 Soit f une application définie sur IR et périodique. Montrer 
que si f est dérivable sur IR alors sa dérivée est une application périodique. 

Comment étudier la dérivabilité d'une fonction ? 

Considérons l 'application f définie pour x E IR* par f (x) = sin(x)/x et par 
f(O) = 1 . Cette application est continue sur R Déterminons son ensemble de 
dérivabilité. 

!:'.': Commençons , en utilisant les propriétés algébriques des fonctions dérivables, 
par déterminer sur quels intervalles ouverts l 'application f est dérivable. Elle 
est dérivable sur l 'intervalle ouvert J -oo, O [  car elle est définie comme le quotient 
des fonctions x 1--t sin(x) et x 1--t x qui sont dérivables sur J - oo, O [ ,  la fonction 
au dénominateur ne s 'annulant pas sur ] - oo, O [  (voir la proposition 16 .3) . Pour 
la même raison , elle est dérivable sur JO ,  +oo[. 
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12: Intéressons-nous à la dérivabilité en O. L 'application f ayant été définie en 0 
par prolongement par continuité , il convient pour étudier sa dérivabilité en 0 
de revenir à la définition 16 . 1 .  On a 

" ( l ) = f(h) - f(O) = sin(h) - h 
UO 1 h h2 • 

L'étude des fonctions x r--+ x - sin(x) et x r--+ x - sin(x) - tx3 permet d 'établir 
que pour tout x E JR+ , on a 

O � x - sin(x) � t x3 . 
On en déduit que pour tout h E JR+ , on a - t h � 60 (h) � O .  Le théorème 
d'encadrement indique que la limite à droite en 0 de 60 (h) vaut O. Comme 
60 ( -h) = -60 ( h) pour tout h E JR+ , on en déduit aussi que c5 J  la limite à 
gauche en 0 de 60 (h) vaut O .  Finalement , l 'application f est dérivable en 0 de 
nombre dérivé j' (O) = O . Elle admet donc pour ensemble de dérivabilité lR. 

Ce n'est pas parce que l 'on peut formellement calculer la dérivée en un point 
que la fonction considérée est dérivable en ce point . La détermination de 
l'ensemble de dérivabilité d 'une fonction doit être effectuée préalablement 
à tout calcul en se basant sur les ensembles de dérivabilité des fonctions 
usuelles et sur les propriétés algébriques de la dérivée. Pour s 'en convaincre 
il suffit de considérer les exemples suivants. 

Exemples 
fi2+l 1 .  L'application f définie sur J l ,  +oo [ par f ( x) = ln ( V  �) 

sur ] 1 ,  +oo[ . C'est en  effet l a  composée de  l 'application 
x2 + 1 

g :  x E j l ,  +oo[ f----t xZ _ l E JO ,  +oo[ 

est dérivable 

qui est dérivable sur J l ,  +oo[ à valeurs dans JO ,  +oo[ avec d 'une part la fonction 
racine carrée, qui est dérivable sur JO ,  +oo[ à valeurs dans JO ,  +oo[ , et d'autre 
part avec la fonction logarithme qui est dérivable sur JO ,  +oo[ .  Pour x E ] 1 ,  +oo[ ,  
on a 

f(x) = � ln(x2 + 1 ) - � ln(x2 - 1 ) d 'où f' (x) = - � . x4 - 1  
On remarquera que l 'expression donnant f' ( x) est définie pour x E lR \ { - 1 ,  1 }  
mais l 'ensemble d e  dérivabilité n 'est pas lR \ { - 1 , 1 } ,  voir l a  mise en garde 
ci-dessus . 
2 . L'application f : x E [- 1 ,  O [  U JO ,  l J r--+ arctan ( � v'f"=X2) n 'est pas prolon
geable par continuité en 0 car limx_,0+ f(x) = � et limx_,o- f(x) = - � . En 
vertu de la proposition 16 . 2 ,  ou plus exactement de sa contraposée , l 'applica
tion f ne peut pas être dérivable en O .  On a établi à l 'exercice 4 que f est 
dérivable sur J - 1 , 0 [ U JO ,  1 [  et que pour x E ] - 1 , 0 [ U ]O ,  1 [ , on a 

J' (x) = - �· 
(5) 

Nous établirons plus simplement la limite en 0 de .ô.o à la p. 780 en utilisant la Règle de 
L'Hôpital . On pourra également consulter l 'exercice 1 1  p. 792. 
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La quantité - v'i�x2 est bien définie en 0 et vaut - 1  mais f n 'est pas dérivable 
en 0 donc - 1  ne peut pas être la valeur de f'(O) qui n 'existe pas . Avant de se 
lancer dans le calcul de la dérivée d 'une application, il faut donc déterminer 
avec soin quel est son ensemble de dérivabilité. 1 On n'a pas nécessairement f' (xo )  = limx--->xo f' (x) et on ne peut pas 

conclure à la non dérivabilité d 'une application de cette manière <6l . Pour 
s 'en convaincre il suffit de considérer l 'exemple suivant . 

Exemple L'application f :  x E IR f-t 
{ 

O
x2 sin(l/x) s� x f-

O
O est dérivable Sl X =  

sur IR* de dérivée J' : x E IR* f-t 2x sin( l/x) - cos ( l/x) . D 'autre part , f est 
dérivable en 0 de dérivée 0 puisque 

lim f(x) - f (O) 
= l im x sin( l/x) = O . X--->0 X X--->Ü 

Par contre f' n'a pas de limite en 0 car la fonction cosinus n'a pas de limite en 
l 'infini . On a donc une fonction dérivable en 0 pour laquelle la limite en O de 
f' (x) n'existe pas . 

Remarque On peut toutefois démontrer le résultat suivant (voir la proposi
tion 16 .9 ,  page 770) : si f est continue en xo , dérivable au voisinage de x0 et si 
f' admet pour limite le réel f en xo alors f est dérivable en xo et f' (x0 )  = f. 

16 .1 .4 Différentielle 

La définition de la dérivée donnée à la définition 16 . 1 , page 747, ne permet 
pas de généraliser de manière naturelle la notion de dérivée aux fonctions de 
plusieurs variables . Cette généralisation passe par la notion de différentielle que 
nous allons étudier dans le cas des fonctions d 'une variable réelle. Le chap . 10 
du Cours de deuxième année est consacré à l 'étude de la différentielle . 

DÉFINITION 1 6 . 3  Soient I un intervalle ouvert de IR et f une application 
de I dans IR. On dit que f est différentiable en x0 E I s 'il existe une applica
tion f définie dans un voisinage V de 0 et un réel a tel que 

't/h E V f (xo + h) - f (xo )  = a h + h E(h) 

L 'application linéaire df xo E .C(IR, IR) définie par 

df x0 : h E IR f---+ ah 

est appelée différentielle de f en x0 .  

avec lim E(h) = O . h--->O 

<5> On remarquera que l 'égalité f' (xo ) = l imx-xo f'(x) a lieu si et seulement si f' est 
continue en xo . Nous verrons que les fonctions pour lesquelles on a f'(xo )  = limx-xo f' (x) 
pour tout xo dans un ensemble D sont des applications qualifiées de classe C1  sur D. 
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Exemple Considérons l 'application f : x E lR f-t x2 . Pour x0 E lR et h E lR on a 

f(xo + h) - f(xo )  = (xo + h) 2 - x6 = 2xoh + h2 = 2xoh + h E(h) 

où E : h E lR f-t h admet pour limite 0 en O . On en déduit que l 'application f 
admet pour différentielle en x0 E lR l 'application 

df x0 : h E lR f------7 2xoh 

Le lien entre la dérivée de f en xo et la différentielle de f en xo est donné par 
la proposition suivante. 

PROPOSITION 16.6 Soient I un intervalle ouvert de JR, x0 un élément de I 
et f une fonction application de I dans R f est différentiable en xo si et 
seulement si f est dérivable en xo . De plus, la différentielle de f en xo est 

dfxo : h E lR f------7 J' (xo ) h . 

Démonstration � Supposons que f soit différentiable en x0 . Il existe dans 
ce cas une application E définie dans un voisinage V de 0 et un réel a tels que 

'ih E V  f(xo + h) - f (xo )  = a h + h E (h) avec lim E (h) = O . 
h->O 

On en déduit que pour tout h E V \  {O} on a 

f:::.xo (h) = f (xo + h� - f(xo ) = a +  E (h) 

et par conséquent que limh_,o f:::.x0 (h) = a. D 'après la définition 1 6 . 1  cela im
plique que f est dérivable en x0 , de dérivée en x0 le réel a. 

� Supposons que f soit dérivable en xo de dérivée f' (xo ) . On a alors 

autrement dit 

r f (xo + h) - f (xo )  !' ( ) 
h� h = Xo 

lim 
f(xo + h) - f (xo )  - h f'(xo )  = O . 

h->O h 
Considérons la fonction E définie par E (O) = 0 et pour tout h E JR* vérifiant 
h + x0 E I par 

E (h) = f(xo + h) - f�xo )  - h f' (xo ) . 

Pour tout réel h dans un voisinage de 0 ,  on a donc 

f(xo + h) - f(xo) = J' (xo ) h  + h E (h) avec lim E(h) = O . 
h->O 

D'après la définition 16 .3 ,  cela signifie que f est différentiable en x0 de diffé
rentielle en x0 l 'application dfxo : h E lR f-t J' (xo )  h .  0 
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DÉFINITION 16 .4 Soient I un intervalle ouvert de lR et f une application 
de I dans lR admettant une différentielle dfxo en tout Xo E / .  On appelle 
différentielle de f, et on note df, l 'application de I dans .C(IR, IR) définie par 

Exemples 

df : xo E l f------+ dfxo E .C(IR, IR) . 

1 .  Considérons l 'application identité f : x E lR f--+ x. Pour tout xo E IR, on a 
f' ( x0 ) = 1 et la différentielle de f est donc 

df : Xo E lR f------+ dfxo E .C(IR, IR) où dfxo : h E lR f------+ h E R  

On a coutume de noter dx l 'application dx : h E lR f--+ h E R 
2 .  Considérons l 'application g : x E lR f--+ x2 . La différentielle de g est 

dg : xo E lR f------+ dgx0 E .C(IR, IR) où dgx0 : h E lR f------+ 2xoh E IR. 

Autrement dit , on a 
dgx0 (h) = 2xoh = 2xodx(h) , 

ce que l 'on écrit dgx0 = 2xodx . Il arrive fréquemment que l 'on note<7l 

dg = 2x dx la différentielle de g .  

16.1.5 Dérivées successives 

LEIBNIZ, Gottfried ( 1 646, Leipzig - 1716 ,  Hanovre) . 

Leibniz fut non seulement philosophe et mathématicien , mais 
aussi linguiste, juriste, historien, géographe, diplomate et théo
logien. Il fut l 'inventeur en 1686, en même temps que Newton, 
du calcul différentiel et intégral . Leibniz a précisé le concept de 
fonction (le terme est de lui : en latin functio = accomplissement, 
exécution) et de fonction dérivée, à travers celui de différentielle, 
que Newton appela fluxion. Les dernières années de la vie de 
Leibniz furent marquées par la retentissante controverse avec 
Newton sur l 'antériorité de l'invention du calcul différentiel. 

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert I et dérivable sur I. 
Si la dérivée de f est à son tour dérivable, on note f" ou j<2l la dérivée de f' 
qui est appelée dérivée seconde de f. On peut ainsi de proche en proche définir 
pour n E N* la dérivée n-ième (ou d 'ordre n) de f que l 'on note J<nl .  Par 
convention t<0l = f et f< 1 l = f' . On dit que f est indéfiniment dérivable sur 
J c I si pour tout n E N* la dérivée n-ième de f est définie sur J. 

< 7> Cette écriture est justifiée par le fait que symboliquement on obtient �; = 2x = �' (x) . 
Mais gare aux confusions : dgx est une application linéaire alors que g1 ( x) est un reel. 
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Remarques 
1 . Il se peut que les ensembles de définition de f, f' , f (2) , etc soient distincts. 
C 'est le cas par exemple pour x f-> x312 qui est dérivable sur IR+ mais dont la 
dérivée x f-> � ylx n'est dérivable que sur IR+ . 

2 .  L'existence de J (n) (x0 ) suppose que J (n- l ) soit définie sur un voisinage de xo 
et pas uniquement en x0 . 

Exemples 
1. On vérifie par un raisonnement par récurrence que la dérivée n-ième de la 
fonction cosinus est l 'application x E IR f-> cos (x + n � ) .  De même, on vérifie 
que la dérivée n-ième de la fonction sinus est x E IR f-> sin(x + n� ) .  
2 .  On  vérifie par un raisonnement par récurrence que pour tout ( n, p )  E N2 la 
dérivée n-ième de l 'application x E IR f-> xP est 

X E IR 1---> (xP ) (n) = { � ! 
p! p ·  · · (p - n + 1 ) xp-n = -(n---p-) !  xp-n 

si p < n 
si p = n 
si p > n 

PROPOSITION 16 .  7 Soient f et g deux applications définies sur un intervalle 
ouvert I, xo E I et n E N* . Si f et g admettent des dérivées jusqu 'à l 'ordre n 
en xo (resp. sur I} alors 

)( f + g est dérivable jusqu 'à l 'ordre n en x0 ( resp. sur I) et 

)( pour tout À E IR, À ·  f est dérivable jusqu 'à l 'ordre n en x0 (resp. sur I) et 

)( f x g est dérivable jusqu 'à l 'ordre n en x0 (resp. sur I) et \:/k E { 1 ,  . . .  , n } ,  

k 
(J x g) (k) (xo )  = L (1) j(il (xo )  g (k-i) (xo )  

i=Ü 
(formule de Leibniz} ; 

)( si de plus g( x0 ) =f. 0 ( resp. g ne s 'annule pas sur I), f / g est dérivable csJ jusqu 'l 
l 'ordre n en x0 (resp . sur I) . 

Démonstration Ces propriétés se démontrent par récurrence à partir des re
lations pour la dérivée première données à la proposition 16 .3 .  Démontrons 

(s)
La formule donnant l 'expression de la dérivée n-ième du quotient f/g en fonction des 
dérivées de f et de g est quelque peu compliquée. 
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la formule de Leibniz . Soient f et g deux applications admettant des dérivées 
jusqu 'à l 'ordre n sur I et soit xo E J. Pour n = 1 ,  la formule de Leibniz s 'écrit 

(f x g) ' (xo ) = (6) f(xo ) g' (xo ) + (Ü J' (xo ) g (xo ) = f(xo ) g' (xo ) +f' (xo ) g' (x0 ) .  
Elle a été établie à la  proposition 16 . 3 .  Supposons la  formule de  Leibniz vraie 
pour un entier k donné où k E { 1 ,  . . . , n  - 1 } ,  i .e .  supposons que 

k (f x g ) (k) (xo ) = L (D j(i) (xo ) g<k-i) (xo ) 
i=O 

et montrons que la formule de Leibniz est vraie pour l 'entier k+ 1, i .e. montrons 
que 

k+l (f x g ) (k+l ) (xo ) = L (k t 1) j<il (xo ) g (k+l -i) (xo ) .  
i=O 

La dérivée (k + l )e de f x g étant la dérivée de la dérivée ke de f x g , on a 

La dérivée d 'une somme de deux fonctions étant égale à la somme des dérivées 
de ces deux fonctions, voir la proposition 16 .3 ,  on en déduit que 

k 1 (f x g) (k+ l ) (xo ) = L (1) (!(il (xo ) g <k-i) (xo )) . 
i=O 

En utilisant la relation exprimant la dérivée du produit de deux fonctions (c'est
à-dire la formule de Leibniz pour k = 1 ,  voir la proposition 16 .3) , on obtient 

(! <il (xo ) g<k-i) (xo )) ' = J(i+ l ) (xo ) g<k-i) (xo ) + J<il (xo ) g(k+l -i) (xo ) .  
O n  en déduit que 

k k (f x g) (k+ l ) (xo ) = L (1) t<i+ 1 l (xo ) g <k-i) (xo ) + L (1) t<il (xo ) g (k+l -i) (xo ) .  
i=O i=O 

Or, 

k k+l L (1) !(i+ l ) (xo ) g<k-i) (xo ) = L c � 1) J<il (xo ) g(k+l -j) (xo ) , 
i=O j=l 

d'où 

k (f x g ) (k+l ) (xo ) = t; ( (i � 1) + (D ) J(il (xo ) g (k+l -i) (xo ) 
+ (�) J<0l (xo ) g<k+ 1 l (xo )  + (�) J<k+ 1 l (xo ) g<0l (xo ) 
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On a 

( k ) (k) k !  k !  k !  i + k !  (k  + 1 - i) 
i - 1 + i = (i - l ) ! (k + 1 - i)! + i !(k - i)! = i !(k + 1 - i)! 

( k + 1) ! (k + 1) = i !(k + 1 - i)! = i 

(k) (k + 1) (k) (k + 1) , . 
et 0 = 1 = 0 , k = k + 1 = 1 .  On en dedmt donc que 

k+ l (! x g) (k+i l (xo ) = L (k t 1) j Cil (xo ) g(k+ I-i) (xo ) .  
i=O 
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La formule de Leibniz est donc vraie pour l 'entier k + 1 ce qui prouve l 'hérédité 
de la relation et achève la raisonnement par récurrence. D 

Remarque Le produit de fonctions étant commutatif, il peut être selon les 
cas plus judicieux de considérer le produit g x f plutôt que le produit f x g 
pour utiliser la formule de Leibniz. 

Exemple Calculons la dérivée n-ième de l 'application </> : x E R f---> x3 e3x en 
ayant recours à la formule de Leibniz . Soient f et g les fonctions définies sur R 
par 

f(x) = x3 et g(x) = e3x 

de sorte que </> = f x g. Pour tout x E R, on a 

J' (x) = 3x2 , J" (x) = 6x , jC3l (x) = 6 et jCil (x) = 0 Vi E N, i � 4 . 

Un raisonnement par récurrence permet d'établir que pour tous i E N et x E R 

Par ailleurs , on vérifie aisément que pour tout x E R 

<f>' (x) = (3x3 + 3x2 ) e3x , </>" (x) = (9x3 + 18x2 + 6x) e3x 

Pour n E N avec n � 3 , la formule de Leibniz indique que 

n 3 
</>(nl (x) = L (i) J(i) (x)g(n-i) (x) = L (i) J(i) (x)g(n-i) (x) 

i=O i=O 
car JCil (x) = O pour i � 4. On en déduit que 

</>(nl (x) =f (x)g<nl (x) + nj' (x)g(n- l l (x) + �n(n - 1) J" (x)g<n-2l (x) 
+ in(n - l ) (n - 2) J<3l (x)g{n-3l (x) 

= e3x ( x33n + 3nnx2 + 3n- 1n(n - l )x + n(n - l ) (n - 2)3n-3) .  
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EXERCICE 6 En utilisant la formule de Leibniz , montrer que la dérivée 
n-ième de l 'application f : x E IR f-> xn ( l + 2x)n est 

n 
f(n) : X E  IR 1------t L 2kn! (k) 2 xk ( l  + 2x)n-k . 

k=O 

Remarque La formule donnant l 'expression de la dérivée ke du quotient f / g 
à l 'aide des dérivées successives de f et de g ne s 'exprime pas simplement . On 
pourra toutefois remarquer que la formule de Leibniz indique que 

( )(k) k ( )(i) i (xo ) = � (7) f(k-i) (xo )  � (xo ) . 

(i) 
Bien entendu ,  il n'y a pas égalité entre (i- ) et i) . Par exemple, 

(
�
)(2) 

= 
2 (g' ) 2 - g g(2) 

et 
g g3 

-6(g' )3 + 6g g' g(2) - g(3)g2 
g4 

On sera attentif aux différents exposants dans ces formules et on ne confondra 
pas puissance et ordre de dérivation. 

DÉFINITION 16 . 5  Soit f une application définie sur un intervalle ouvert I. 
)< Pour n E N* , on dit que f est de classe en sur I si f est dérivable jusqu 'à 
l 'ordre n sur I et si J(n) est continue sur I .  On note en (I) l 'ensemble des 
applications de classe en sur I .  
)< On dit que f est de classe e00 sur l 'intervalle I si f est indéfiniment dérivable 
sur I .  On note e00 (I) l 'ensemble des applications de classe e00 sur I .  

Exemples 
1 .  Les fonctions sinus , cosinus, sinus hyperbolique, cosinus hyperbolique, ex
ponentielle sont de classe e00 sur R La fonction logarithme est de classe e00 
sur IR+ . 

2 .  Considérons l 'application f : X E IR f-> 
{ 

O
X3 sin( l /x) s� X -1-

O
O 

Sl X =  
Elle est dérivable sur IR* en tant que produit des deux applications x E IR* r-t x3 

et x E IR* f-> sin(l /x) qui sont dérivables sur IR* . Elle admet pour dérivée en 

x E IR* f'(x) = 3x2 sin(l/x) - x cos(l /x) . D 'autre part (9) 

1 . f(x) - f (O) 
l ' 2 . ( 1 / ) 0 lm = lm X Sln X = , 

x�o X x�o 

<9) On utilise la relation 0 :( jx2 sin( l /x)j :( x2 et le théorème d 'encadrement . 
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ce qui indique que f est dérivable en 0 avec f' (0) = O. On a donc 

J' : x E lR f-----> { �x2 sin ( l /x) - x cos( l /x) si X -=/- Ü 
si X =  Ü . 
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L'application f' est continue sur JR* ; de plus , comme 0 � l f' (x) I � 3x2 + l x l ,  
le théorème d'encadrement indique que limx_,o f'(x) = 0 et par conséquent 
que f' est continue en O. L'application f' est donc continue sur lR ce qui se 
traduit en disant que f est de classe C1 sur R L'application f' est elle-même 
dérivable sur JR* et pour x E JR* on a 

J"(x) = (6x - 1 /x) sin ( l /x) - 4 cos ( l/x) . 

On établit sans difficulté que f" est continue sur JR* . Par contre le taux d'ac
croissement entre 0 et h pour f' qui vaut 

f' (h) - f'(O) 
h 

= 3h sin ( l /h) - cos ( l/h) 

n'a pas de limite quand h tend vers O .  L'application f n 'est donc pas deux fois 
dérivable en 0 et par conséquent f n 'est pas de classe C2 sur R Toutefois , f 
est de classe C2 sur chacun des intervalles ] - oo, O[ et ]O ,  +oo[ .  

Remarques 
1 .  On désigne par c0 (I) l 'ensemble des applications de 1 dans lR continues sur 1. 
Soient m et n deux entiers naturels tels que m < n et 1 un intervalle ouvert. Il 
résulte de la définition 16 .5  que C00 (I) c en (!) c cm (!) c c0 (1) . 
2. Une application peut être dérivable jusqu 'à l 'ordre n sur un intervalle donné 
sans être de classe en sur cet intervalle. C 'est le cas de l 'application 

f :  x E lR f-----> 
{ �2 sin ( l/x) 

qui est dérivable sur JR, de dérivée l 'application 

f' . Till { 2x sin ( l /x) - cos ( l /x) 
. X E JN. f-----> Ü 

Si X -=/- Ü 
Si X =  Ü 

Si X -=/- Ü 
si X =  Ü 

L'application f' n 'est pas continue en 0 ce qui implique que f n 'est pas de 
classe C1 sur R 
La proposition suivante découle de la proposition 16 .  7 et de la proposition 13 . 18 ,  
page 622 . 

PROPOSITION 16.8 Soient f et g deux applications de classe en (où n E N) 
sur un intervalle ouvert 1 .  
X f + g est de classe en sur 1 .  
X Pour tout À E JR ,  À . f de classe en sur 1 .  
X f X g est de classe en sur 1 .  
X Si g ne  s 'annule pas sur 1 alors f /g est de  classe en sur 1 .  
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16.2 Le théorème des accroissements finis 

Dans cette section , a et b désignent deux réels tels que a < b. 

16 .2 .1  Le théorème de Rolle 

THÉORÈME 1 6 . 1  (Théorème de Rolle< 1 0» 
Soit f une application de [a, b] dans R Si 

( 1 1 ) 1 . f est continue sur [a , b] ; 
2. f est dérivable sur ] a ,  b [ ; 
3. f(a) = f(b) ; 

alors il existe un réel c E ]a ,  b[ tel que f' (c) = O . 

Démonstration !:'.': L'application f est continue sur l 'intervalle fermé borné 
[a, b] . D 'après le théorème 13 .4 page 626, elle est donc bornée et atteint ses 
bornes sur [a, b] , i .e . 

:lei , c2 E [a, b] tel que f (ci ) = sup f (x ) et f ( c2 ) = inf f (x ) .  
xE [a ,b] xE [a,b] 

Soient M = f(ci ) et m = f (c2 ) .  Si M = m alors f est constante et l 'assertion 
est évidente. On suppose donc que IV! > m. Trois cas sont possibles : 

1 - le maximum de f sur [a, b] est atteint en a (et b) et le minimum est atteint 
dans ] a , b [  (on a c2 E ] a, b [  et c1 = a  ou c1 = b) ; 

2 - le minimum de f sur [a, b] est atteint en a (et b) et le maximum est atteint 
dans ] a , b [  (on a c1 E ] a, b [  et c2 = a  ou c2 = b) ; 

3 - le minimum et le maximum de f sur [a, b] sont tous les deux atteints dans 
]a ,  b[ (on a c1 E ]a ,  b [  et c2 E ]a ,  b[) . 

On a donc dans tous les cas c1 E ]a ,  b[ ou c2 E ]a ,  b [ .  

!:'.': Supposons dans un premier temps que l 'on ait c1 E ]a ,  b [ .  
Pour tout h E IR't vérifiant c1 + h E [a , b ] on a : f(c1 + h) :::;; M = f(c1 ) . Par 
conséquent , 

't/h E IR't et f' ( ) - 1 . f(c1 + h) - f(c1 ) � 0  d C1 - lm h ---:: · h_,Q+ 

( i o ) ROLLE, Michel ( 1 652,  Ambert - 17 19 ,  Paris) . A publié un Traité d 'algèbre en 1690, dans 
lequel il introduit la notation � pour la racine n-ième de a. Il a également énoncé sans 
démonstration en 1691 le théorème suivant connu maintenant sous le nom de théorème 
de Rolle. ( l l )  
i . e .  continue sur ]a ,  b[ et  continue à droite en a, à gauche en b .  
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Pour tout h E JR:_ vérifiant c1 + h E [a, b] on a f(c1 + h) � M = f(c1 ) . Par 
conséquent , 

Vh E lR'.'_ et !' ( ) = 1 . f(c1 + h) - f (ci ) :::::: 0 
g C1 Jill h :;-- . 

h--->O -

, . J [ ( 1 2 ) 1 
Comme f est denvable en c1 E a, b on a f (ci ) = J; (ci ) = f� (c1 ) .  Compte 
tenu des signes de J; (c1 ) et f� (c1 ) ,  cela implique que f'(c1 ) = O . 

12': Si c1 �]a,  b[ alors on a nécessairement c2 E ]a ,  b [ .  On peut alors reprendre un 
raisonnement analogue à celui effectué dans le cas où c1 E ]a ,  b [ .  On établit par 
ce moyen que 

et que 

f' ( ) - 1. f (c2 + h) - f(c2 ) 0 d C2 - Jill h � 
h--->O+ 

!' ( ) - 1 . f(c2 + h) - f(c2 ) 0 
g C2 - lffi h � . 

h--->O -

Là encore, puisque f est dérivable en c2 E ] a ,  b [  on a f' (c2 ) = J; (c2 ) = f� (c2 ) ,  
ce qui ,  compte tenu des signes de J; (c2 ) et de f� (c2 ) ,  implique que f'(c2 ) = O . 
Dans tous les cas on a donc existence d 'un réel dans l 'intervalle ]a ,  b[ pour 
lequel f' s 'annule . 0 

Interprétation graphique du théorème de Rolle. Au point de coordonnées 
(c, f(c) )  la représentation graphique de f admet une tangente horizontale, voir 
la figure 3 .  

( 12) 

a - _ 1!: - 2 
c = O 

Fig. 3 Illustration du théorème de Rolle et de la non unicité 
du réel c. 

Voir la proposition 16 . 1  p. 750. 
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Remarques 

l .  En général , il n 'y a pas unicité du réel c annulant la dérivée . Par exemple la 
fonction cosinus est continue sur [- � ,  3; ] , dérivable sur ] - � ,  3; [ et 
cos ( - � )  = cos ( 3; )  = 0,  donc elle satisfait les hypothèses d u  théorème de 
Rolle. La dérivée s 'annule en 0 et en 7r, voir la figure 3 .  

2 .  Chacune des hypothèses du théorème de Rolle est importante. La figure 4 
donne la représentation graphique de f : x f-7 ! arctan ( x�z ) 1 prolongée par 
continuité en posant j (2) = � · Cette application est continue sur [ 1 ,  3] et on a 
f( l ) = j(3) = % mais il n 'existe pas de réel c vérifiant f' (c) = O . L'hypothèse 
de dérivabilité de f sur ] 1 ,  3 [  n'est pas satisfaite car f n'est pas dérivable en 2 . 
Le théorème de Rolle ne s 'applique pas . Si l 'on considère la même fonction sur 

7r 4 

a = l  2 b = 3 

Fig. 4 Représentation graphique de f : X f-> !arctan ( x�2 ) I · 

l ' intervalle ] 2 ,  3] et si l 'on pose f (2) = % alors on a une fonction dérivable sur 
] 2 ,  3 [  pour laquelle f(2) = f(3) mais il n'existe pas de réel c vérifiant f' (c) = O.  
L'hypothèse de continuité de f sur [2 , 3] n 'est pas satisfaite car f n'est pas 
continue en 2. Le théorème de Rolle ne s 'applique pas . 

3 .  Les hypothèses du théorème de Rolle sont des conditions suffisantes pour 
conclure à l 'existence d'un réel c annulant la dérivée. Ces conditions ne sont 
pas des conditions nécessaires . 

EXERCICE 7 Soit P un polynôme de IR[X] de degré N ayant n racines 
réelles distinctes (avec 2 � n � N) . Montrer que le polynôme P' admet au 
moins n - 1 racines réelles distinctes et qu 'entre deux racines de P' il Y a 
une racine de P (on dit que les racines de P séparent les racines de P') . 
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16.2 .2 Le théorème des accroissements finis 

THÉORÈME 16 .2  (Théorème des accroissements finis) 
Soit f une application de [a, b] dans R Si 

• ( 1 3) 1 .  f est continue sur [a, b] ; 
2. f est dérivable sur ]a ,  b [ ; 

alors il existe un réel c E ]a ,  b [  tel que : f (b) - f(a) = f' (c) (b - a) .  

Démonstration On considère l 'application <I> définie sur [a, b] par 

<I>(x) = f(x) - f (b) - f(a) x . b - a  
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L'application <I> est la somme de l 'application f et d 'une fonction polynomiale . 
Elle est continue sur [a, b] car f est continue sur [a, b] . Elle est dérivable sur 
]a, b [ car f est dérivable sur ]a ,  b[ et on a pour tout x E ]a ,  b [ ,  

<I>' (x) = J' (x) - f(b� = 2a) . 

Par ailleurs , on a les égalités 

<I>(a) = f(a) _ f(b) - f(a) a = b f (a) - a f(b) = f(b) _ f(b) - f(a) b = <I> (b) . b - a b - a  b - a  

D 'après le théorème de Rolle, il existe donc un réel c E ]a ,  b [  tel que <I>' (c) = O . 
Puisque 

<I>' (c) = J' (c) - f(b� = 2a)
' 

on en déduit qu'il existe un réel c E ]a ,  b [  tel que J' (c) = f(b� - f(a) 
c 'est-à-dire - a  

tel que f(b) - f(a) = f' (c) (b - a) .  Le théorème est démontré. D 

Interprétation graphique du théorème des accroissements finis. Désignons 
par V la droite d 'équation y =  o (x - a) + f(a) où o = f(bt:_�(a) est l 'accroisse
ment de f entre a et b . Cette droite passe par les points A et B de coordonnées 
(a , f(a) ) et (b, f(b) ) et a pour vecteur directeur ( 1 ,  o) . Le théorème des ac
croissements finis indique qu 'il existe un réel c E ]a ,  b [ tel que la tangente à la 
représentation graphique de f au point C de coordonnées ( c, f ( c) ) (qui a pour 
vecteur directeur ( 1 ,  J' ( c) ) )  est parallèle à la droite V, voir la figure 5 .  

Avant de détailler dans la section suivante les nombreuses applications du théo
rème des accroissements finis en analyse, intéressons-nous à une première uti
lisation de ce théorème à la caractérisation des applications dérivables. 

( 13) . . l b[ . ' d . ' h b 1 . e .  continue sur a, et continue a ro1te en a, a gauc e en . 
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V 

a c c b 

Fig. 5 Interprétation graphique du théorème des accroisse
ments finis. 

PROPOSITION 1 6 . 9  Soient I un intervalle ouvert, xo E I et f une applica
tion de I dans R Si f est continue sur I, dérivable sur I \ { xo } et si f 1 admet 
pour limite en xo le réel C alors f est dérivable en xo et f' ( Xo )  = C .  

Démonstration Puisque f' admet pour limite en x0 l e  réel C, d'après la  défi
nition 13 . 2 ,  page 597, pour tout réel strictement positif E: fixé 

( l x - xo l ( '!]" ===? I J' (x) - C l ( E:) . (1) 
Soit x un élément de I\ {xo } vérifiant l x - x0 1 ( '/]€ · Désignons par J l ' intervalle 
fermé d'extrémités x et xo et par J l 'intervalle ouvert d'extrémités x et xa . La 
restriction de f à l 'intervalle J est une application continue sur J et dérivable 
sur J. D'après le théorème des accroissements finis , il existe un réel c E J tel 
que 

f (x) - f(xo )  = (x - xo )J' (c) . 
Le réel c vérifie l e  - xo l ( lx - xo l  ( '!]" ' donc d'après ( 1 )  on en déduit que 
I J' (c) - C l  ( E:. Le taux d 'accroissement D.x0 (x) de f entre x et x0 vérifie donc 

I D.xo (x) - C l = 1 f (x) - f(xo )  - c l = l f' (c) - Cl ( E: .  X - Xo 
Ainsi, on a prouvé que 

\:/E: E �� 3ry" E �� \:lx E I \ {xo } ( lx  - xo l ( '!]" ===? I D.x0 (x) - Cl ( E:) , 
autrement dit , d 'après la définition 13 . 2 ,  page 597, que limx-->xo D.x0 (x) = C. 
D'après la définition 16 . 1 ,  cela permet de conclure que f est dérivable en xo de 
dérivée f' (xo ) = C. D 
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Remarques 
1 . Dans l 'énoncé de la proposition 16 .9  , on peut remplacer « f est continue 
sur I » par « f est continue en xo » car f étant supposée dérivable sur I \ { xo } ,  
elle est automatiquement continue sur I \ { xo } .  
2 . Sous les hypothèses de la proposition 16 .9 ,  on a limx-+xo f'(x) = e = f' (xo ) ; 
on peut donc aussi en conclure que la fonction f' est continue en x0 . 

16.3 Applications du théorème des accroissements finis 

16.3. 1 Étude de la monotonie d'une fonction dérivable 

Soient a et b deux réels tels que a < b. On rappelle, c 'est la définition donnée 
page 591 , qu'une application f de [a, b] dans IR est croissante sur [a , b] si 

et qu 'elle est décroissante sur [a, b] si 

On rappelle aussi que f est constante sur [a, b] si 

Dans le cas où l 'application est dérivable, on peut caractériser sa monotonie à 
l'aide du signe de sa dérivée. 

PROPOSITION 16 . 10 Soit f une application de [a , b] dans IR, continue sur 
[a , b] et dérivable sur ]a ,  b [ .  Si f' est nulle sur ]a ,  b[ alors f est constante sur 
[a, b] . Autrement dit, 

('v'x E ]a, b [  j' (x) = O) ===? (:3K E IR  'v'x E [a, b] f (x) = K) . 

Démonstration Soient x1 et x2 deux éléments de [a , b] tels que x1 < Xz . 
D'après les hypothèses de la proposition , l 'application f est continue sur [x 1 , x2 ] 
et dérivable sur Jx1 , x2 [. Le théorème des accroissements finis indique par consé
quent qu 'il existe un réel c E ]x1 , x2 [ tel que 

Puisque par hypothèse f' est nulle sur ] a ,  b [ ,  on a f' (c) = 0 et par conséquent 
f(x2 ) = f (x1 ) .  Cette égalité ayant lieu pour tous réels x1 , x2 pris dans l 'inter
valle ] a , b [ ,  cela signifie que f est constante sur ]a ,  b [ .  Désignons par K cette 
constante. Comme f est continue à droite en a, on a 

f(a) = lim f (x) = lim K = K 
x--+a+ x--+a+ 
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et comme f est continue à gauche en b, on a 

J(b) = lim f (x) = lim K = K. X-+b- . x-+b-
On en conclut que l 'application f est constante sur [a, b] . 0 

PROPOSITION 1 6 . 1 1  Soit f une application de [a, b] dans �' continue sur 
[a, b] et dérivable sur ] a ,  b [ .  
X L  'application f est  croissante sur [a ,  b ]  si  et seulement si 

Vx E ]a, b [  J' (x) ? O .  

X L  'application f est décroissante sur [ a ,  b ]  si et seulement si 

Vx E ]a, b [  J' (x) ::( O . 

Démonstration Nous nous contenterons de démontrer la première assertion ; 
la deuxième assertion s 'en déduira en considérant< 14l la fonction -f .  

t: Supposons f croissante sur [a, b ]  et  considérons x E ]a ,  b [ et  h E �· tel que 
X +  h E [a, bj . 
1 . Si h > 0 alors x + h > x et f (x + h) ? f(x) . 
2 . Si h < 0 alors x + h < x et f (x + h) ::( f(x) . 

Dans les deux cas (i .e .  pour tout h E �* ) le taux d 'accroissement 
.6..x (h) = iU(x + h) - f(x)) de f entre x et x + h est positif. Puisque f 
est dérivable en x, le taux d'accroissement .6..x (h) admet une limite quand h 
tend vers 0 qui est f'(x) . D'après le théorème 13 . 1  page 605, on a 

J' (x) = lim .6..x (h) ? O .  h-+O 

t: Réciproquement , supposons que f' soit positive sur ]a, b[ . Considérons deux 
réels x1 et x2 dans [a, b] avec x1 < x2 . Par hypothèse f est continue sur [x1 , x2] 
et dérivable sur ]x 1 , x2 [ . D 'après le théorème des accroissements finis, il existe 
un réel c dans l 'intervalle ] x1 , x2 [ tel que 

Or, par hypothèse, f' (c) ? 0 et x2 - x1 > O . On en déduit que f(x2 ) ?  f(x1 ) 
et cela quels que soient x1 et x2 appartenant à [a, b] et vérifiant x1 < x2 . On 
en conclut que f est croissante sur [a, b] . D 

c i •J On rappelle que si f est croissante sur [a, b] alors -f est décroissante sur [a, b] et que si 
f' � 0 sur [a, b] alors (-f)'  � 0 sur [a, b] . 
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Remarque La deuxième partie de la démonstration permet de conclure que 
si f' est strictement positive sur l 'intervalle ] a ,  b[ alors f est strictement crois
sante sur [a, b] . Par contre la réciproque est fausse : une application dérivable 
sur un intervalle peut être strictement croissante sur cet intervalle sans pour 
autant que sa dérivée soit strictement positive .  C 'est le cas par exemple de l 'ap
plication x E [- 1 ,  l] 1--+ x3 qui est strictement croissante mais dont la dérivée 
s 'annule à l 'origine. La raison pour laquelle la réciproque est fausse est que si 
pour tout h au voisinage de 0 on a fix (h) > 0 alors on peut seulement conclure 
que limh _,o fix (h) ;:;:: 0 (voir la mise en garde et le contre-exemple donnés à la 
page 607) .  
Signalons que les résultats donnés ici s 'étendent aux applications définies sur IR 
(et pas seulement sur un intervalle compact [a, b] ) .  

16.3.2 Application à la recherche d'extremum 

DÉFINITION 16 .6  Soient D un sous-ensemble de IR et f une application de D 
dans IR. 
)< On dit que f admet un maximum local (resp. un minimum local) en xo E D 
s 'il existe un voisinage( i s )  V de xo inclus dans D tel que 

\:/x E V  f (x) :::;: f (xo ) (resp. f(x) ;:;:: f(xo ) ) .  

Un maximum o u  un minimum local est appelé un extremum local. 

)< On dit que f admet un maximum global (resp. un minimum global) en 
xo E D  si 

\:/x E D  f (x) :::;: f (xo ) (resp . f(x) ;:;:: f (xo ) ) . 

Remarque Si f admet f ( xo ) pour maximum local en xo E D alors -f admet 
- f ( xo) pour minimum local en x0 . 

PROPOSITION 16 . 12  Soit x0 E IR et f une application dérivable sur un voi
sinage de x0 . 
X Si f(xo ) est un extremum local de f alors J' (xo ) = O . 
X Si J' ( Xo ) = 0 et si f 1 change de signe en xo (!' est positive à gauche de Xo 
et négative à droite de x0 ou inversement) alors f (xo ) est un extremum local 
de f .  

Démonstration � On utilise une idée analogue à celle mise en  œuvre dans la 
démonstration du théorème de Rolle , voir page 766 . Supposons que f admette 
un maximum local en x0 (le cas où f admet un minimum local en x0 s 'en 

( l s) En d'autres termes un intervalle ouvert I de centre x o ,  voir la définition 3 . 10  p.  1 16 .  
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déduira d 'après la remarque précédente) . D 'après la définition 16 .6 ,  il existe un 
intervalle I de centre xo tel que f(x) � f(xo ) pour tout x E J. Désignons par 
6.x0 (h) le taux d'accroissement de f entre x et x0 , i .e . 

6.xo (h) = f(x) - f(xo ) . 

On déduit de ce qui précède que 

et 

'Vx E I  (x > xo 
'Vx E I (x < xo 

x - xo 

===? 6.xo (h) � o) 
===? 6.xo (h) ? o) . 

Puisque f est dérivable en xo , d'après le théorème 13 . 1 page 605 , cela implique 
que les dérivées de f à gauche et à droite en 0 vérifient 

f� (xo )  = lim
_ 6.x0 (h) � 0 et 

X-l'Xo 

Mais puisque f est dérivable en x0 , on a 

J' (xo )  = f� (xo )  = f� (xo ) . 

Comme f� (xo )  � 0 et f� (xo ) ? 0 on a nécessairement f' (xo ) = O . 

12': Supposons que f' (xo ) = 0 et que f' change de signe en Xo (pour fixer les 
idées , supposons que f' est négative sur un voisinage à gauche de x0 et positive 
sur un voisinage à droite de xo ) . Cela implique, d'après la proposition 16 . 1 1 ,  
qu'il existe un réel 'T/ E lR'f- tel que f soit décroissante sur [xo -TJ, x0 ]  et  croissante 
sur [xo , xo + TJ] . On a donc 

('Vx E ]xo - 'TJ,  xo [ f (x) ? f(xo ) ) et ('Vx E ]xo , xo + TJ[ f (x) ? f(xo )) , 

autrement dit f (x) ? f (xo ) pour tout x E ]xo - TJ, xo + TJ[ . D 'après la défini
tion 16 .6 ,  on en conclut que l 'application f admet un minimum local en x0 . 

Si on suppose que f' est positive à gauche de x0 et négative à droite de xo , alors 
on vérifie, en utilisant un raisonnement similaire , que f admet un maximum 
local en xo . D 1 La condition f' (xo ) = 0 seule n'implique pas l 'existence d'un extremum 

local .  Il est impératif qu'en plus f' change de signe en x0 . Par exemple la 
fonction f : x f--7 x3 est strictement croissante sur JR, donc elle n'admet pas 
d'extremum sur JR. Pourtant on a f' (O) = O. 

Remarque Sous l 'hypothèse que f est deux fois dérivable au voisinage de xo , la 
seconde propriété énoncée à la proposition 16 . 1 2  peut s'exprimer de la manière 
suivante : si J' (xo )  = 0 et f" (xo )  =/:- 0 alors f(x0) est un extremum local de f . 
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EXERCICE 8 Un tracteur partant d'un point A situé sur une route rec
tiligne doit atteindre un point B situé dans un champ. Le tracteur va deux 
fois plus vite sur la route que dans le champ. On suppose que le tracteur se 
déplace sur la route et dans le champ à vitesse constante. La distance AC 
est désignée par L et la distance C B par d. Déterminer le point D où le 
tracteur doit quitter la route pour que le temps de parcours de A à B soit 
minimal . On discutera la solution suivant les valeurs de L et d. 

16.3.3 Étude de la convexité 

DÉFINITION 16 .  7 
X Une application f de [a, b] dans lR. est dite convexe sur [a, b] si : 
\i(x1 , x2 ) E [a, b] 2 \i>.. E [ü , 1 ]  

f (>..x1 + ( 1  - >.. )x2 ) ( >.. f (x1 ) + ( 1  - >..) f(x2 ) .  

X Une application f de [a, b] dans lR. est dite concave sur [a, b] si -f est convexe 
sur [a, b] , c 'est-à-dire, si : 
\i(x1 , x2 ) E [a, b] 2 \i>.. E [O, 1 ]  

f (>..x1 + ( 1  - >..)x2 ) � >.. f (x1 ) + ( 1  - >..) f (x2 ) . 

Exemple L'application f : x E lR. f-+ x2 est convexe sur R En effet pour tout 
(x1 , x2 ) E JR.2 et pour tout >.. E [O , 1 ] ,  on a 

f(>..x1 + ( 1  - >..)x2 ) (>.. f(xi ) + ( 1 - >.. ) f(x2 ) )  
(>..x 1 + ( 1  - >..)x2 ) 2 - (>.. xi + ( 1 - >..) x� ) 
>.. (>.. - 1 )  (xi - 2x1 x2 + x�) 
>.. (>.. - 1 ) (x1 - x2 ) 2 . 

Cette quantité est négative pour >.. E [ü , 1 ] ,  donc, pour tout (x1 , x2 ) E JR.2 et 
pour tout >.. E [ü , 1] on a 

f(>..x1 + ( 1  - >.. )x2 ) ( >.. f (x1 ) + ( 1  - >..) f(x2 ) .  

Interprétation graphique de la convexité . Soient (x1 , x2 ) E [a, b] 2 , >.. E [ü , 1 ] 
et x* = >..x1 + ( 1 - >..)x2 . Si f est convexe sur [a, b ] l ' inégalité de convexité in
dique que le point M de coordonnées (x* , f (x* ) )  est au-dessous du point P de 
coordonnées (x* , >..j (x1 ) + ( l ->.. )j (x2 ) ) , voir la figure 6. Si on désigne par M1 et 
M2 les points de la représentation graphique r de f de coordonnées (x 1 , f (xi ) )  
et (x2 , f (x2 ) ) ,  la convexité de f sur [a, b] signifie que l 'arc d'extrémités M1 , M2 
de r est situé sous le segment [M1 , J\!h] qui le sous-tend . 
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'D 

f(x* ) - - - - - - - - - - - -

x* 

Fig. 6 Interprétation graphique de la convexité. 

PROPOSITION 1 6 . 13 Soit f une application de [a, b] dans IR., continue sur 
[a , b] et dérivable sur ] a ,  b [ . Une condition nécessaire et suffisante pour que f 
soit convexe sur [a , b] est que f' soit croissante sur ]a , b [ .  

Démonstration !'.:'. Montrons que la condition est suffisante. Supposons que f'  
est croissante sur [a ,  b] et considérons deux réels x1 , x2 dans [a ,  b] avec x1 < x2 , 
,\ E J O ,  1 [  et x* = Àx1 + ( 1  - -\)x2 . 
D 'après les hypothèses , l 'application f est continue sur [x1 , x*] et dérivable sur 
] x 1 , x* [ . D 'après le théorème des accroissements finis , n en déduit l 'existence 
d 'un réel c1 E ] x1 , x* [ tel que 

f(x* ) - f(x1 ) = (x* - x1 ) J' (c1 ) .  
Comme x* - xi = ( 1  - -\ )  (x2 - x1 ) ,  le réel c1 vérifie 

J' (ci ) = f(x* ) - f(x1 ) . ( 1  - >-) (x2 - x1 ) 
De même, d 'après les hypothèses , l 'application f est continue sur [x* , x2] et 
dérivable sur ] x* ,  x2 [. On en déduit , d 'après le théorème des accroissements 
finis , l 'existence d 'un réel c2 E ] x* ,  x2 [ tel que 

Comme x2 - x* = À  (x2 - x1 ) ,  le réel c2 vérifie 
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Puisque f ' est croissante sur [a, b] et que c2 > c1 , on a f ' (c2 ) � f ' (c1 ) ,  i.e. 

f (x2 ) - f (x*) f (x*) - f (x1 ) 
�����- � . 
À (x2 - x1 ) ( l - À) (x2 - x1 ) 
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On en déduit que pour tout (x 1 , x2 ) E [a, b] 2 avec x1 < x2 , et pour tout 
À E ]O ,  l [ , 

f (Àx1 + ( 1  - >.)x2 ) :::;:: À J (x1 ) + ( 1  - >.) J (x2 ) .  
Remarquons enfin que si x 1 = x2 ou s i  À = 0 ou À = 1 ,  l 'inégalité de convexité 
est trivialement vérifiée car on a dans ce cas 

f (Àx1 + (1 - À)x2 ) = À J(x1 ) + ( 1  - À) f (x2 ) .  
O n  en conclut que pour tout (x1 , x2 ) E [a, b] 2 et pour tout À E [O , 1 ] , 

f (Àx1 + ( 1  - >.)x2 ):::;:: À f (x1 ) + ( 1  - >.) f (x2 ) 
c 'est-à-dire , d 'après la définition 16 .7 ,  que f est convexe sur [a, b] . 
!'.:: Nous admettons que la condition est nécessaire . 0 

COROLLAIRE 16.1 Soit f une application de [a, b] dans JR, continue sur [a, b] 
admettant une dérivée seconde sur ] a, b [ .  Une condition nécessaire et suffisante 
pour que f soit convexe sur [a, b] est que f " soit positive sur ] a, b [ .  

Exemple La fonction exponentielle est convexe sur lR car sa dérivée seconde 
est positive sur JR. La fonction logarithme est concave sur JR+ car sa déri
vée seconde x � -1/x2 est négative sur JR+, voir la figure 7. L'application 
f : x E lR � ln ( l + ex ) est convexe sur lR car 

Vx E lR 
( X )/ ( 1 )/ 

J" (x) = l : ex = e-x + l  
e-x 

( 1  + e-X ) 2 < o. 

Remarque On montre qu'une fonction convexe sur l ' intervalle [a, b] est néces
sairement continue sur l'intervalle ] a, b[ et qu 'elle admet en tout point de ] a, b [  
une dérivée à gauche et une dérivée à droite. 

Application à la construction de la représentation graphique d'une application 

Soient f une fonction deux fois dérivable sur ] a, b[ et xo E ] a, b [ . On dit que le 
point M de coordonnées (x0 , f (x0 ) )  est un point d 'in flexion du graphe de f si 
l 'on a f " (x0 ) = 0 et si f " change de signe au voisinage de xo .  Dans ce cas , 
d'une application convexe à gauche de x0 , l 'application f devient une applica
tion concave à droite de x0 ou inversement (l6). Graphiquement , on dit que la 
représentation graphique r change de concavité en IV!. Le sens de la concavité 
donne une information utile pour le tracé de la représentation graphique d'une 
fonction. 

(l6) Pour différencier visuellement une fonction convexe d 'une fonction concave , on pourra 
observer la forme de la représentation graphique de la fonction : si elle dessine les parois 
d'une grotte ( « cave » en anglais) c'est que la fonction est con-cave . Dessiner la repré
sentation graphique de x 1-> x2 qui est convexe et de x 1-> -x2 qui est concave à titre 
d' i llustration. 
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-3 ,' 

: 

Fig. 7 Illustration de la convexité de la fonction exponentielle 
(à gauche) et de la concavité de la fonction logarithme (à droite). 

" 

Exemple La fonction sinus hyperbolique admet un point d'inflexion à l'ori
gine . 

En effet , la fonction sinus hyperbolique 
est indéfiniment dérivable sur lR et pour ' 
tout réel x on a f " (x) = sh(x) ce qui 3 

implique que { J" (x) < 0 Si X < 0 ,  

f " (O) = 0 ,  
-1 

f " (x) > 0 si X >  0 .  -2 

Ainsi, la fonction sinus hyperbolique -3 

est concave sur JR- et elle est convexe_, 
sur JR+. 

sh 

-s��-��-��-������ 
-5 -4 -3 -2 -1 

La condition f " (xo ) = 0 seule ne suffit pas pour conclure que le point 
(x0 , f (x0 ) )  est un point d'inflexion du graphe de f . Il faut en plus s'assu
rer que la dérivée seconde de f change de signe en x0 . Ainsi l'application 
x E lR i--; x4 a une dérivée seconde qui est nulle pour x0 = O. Toutefois cette 
application est convexe sur lR et son graphe n'admet donc pas de point 
d'inflexion. 

EXERCICE 9 Montrer que la fonction f : x i--; � e-x212 a deux points y 27r d'inflexion qui sont 1 et - 1 . 
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16.3.4 La règle de L'Hôpital 
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Le théorème des accroissements finis (théorème 16 .2 )  admet la généralisation 
suivante <17> dit « des accroissements finis généralisés ». 

THÉORÈME 16.3 (Théorème des accroissements finis généralisés) 
Soient f et g deux fonctions réelles continues sur [a, b] et dérivables sur ] a, b [ .  
Il  existe un réel c E ] a, b [  tel que 

(g(b) - g(a) )  J' (c) = (f (b) - f (a) ) g' (c) . 

Démonstration On considère la disjonction de cas suivante : ou bien 
g (a) = g(b) , ou bien g(a)-=!- g(b) . 

[:'.': Supposons que g(a) = g(b) . D'après le théorème de Rolle , il existe un réel 
c E ] a, b[ tel que g' (c) = O . On a 

(g (b) - g(a) )  J' (c) = 0 
'-.,.-----" 

= Ü 
et (f (b) - f (a) )  g' (c) = 0 ,  

'-,..-' 
= Ü 

donc (g(b) - g(a) )  f ' (c) = ( f (b) - f (a) )  g' (c) . Le Théorème est démontré dans 
le cas où g(a) = g(b) . 

[:'.':Supposons maintenant que g (a)-=!- g(b) et considérons l 'application </J définie 
sur [a, b] par 

· f (b) - f (a) </J(x) = f (x) - g (b) _ g(a) g(x) . (2) 

Par hypothèse f et g sont continues sur [a, b] et dérivables sur ] a, b [ ; l 'applica
tion </J est donc continue sur [a, b] et dérivable sur ] a, b [ ,  Elle vérifie par ailleurs 

</J(a) = </J(b) = 
f (a)g (b) - g(a) f (b) . g (b) - g(a) 

D'après le théorème de Rolle , il existe un réel c E ] a, b[ tel que </J' (c) = O .  Or ,  
d'après (2) , 

</J' (c) = J' (c) _ 
f (b) - f (a) g' (c) g (b) - g(a) 

donc il existe un réel c E ] a, b [  tel que 

(g(b) - g(a) )  J' (c) = (f (b) - f (a) )  g' (c) . 

Le théorème est démontré dans le cas où g(a) -=!- g(b) . D 

(17) 
On retrouve le théorème des accroissements finis en prenant g: x >--+ x dans l 'énoncé du 
théorème 16 .3 .  
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PROPOSITION 16.14 (Règle de L'Hôpital
<18l

) 
Soient xo E lR et f , g deux fonctions réelles continues sur un voisinage de xo 

et dérivables<19> au voisinage de Xo . On suppose que g' ne s 'annule pas au 
voisinage de xo . On a 

lim f ' (x) 
= e) x->xo g' (x) lim f (x) - f (xo )  

= f, 
x->xo g(x) - g(xo )  · 

Démonstration Les deux fonctions f et g sont continues sur un intervalle 
ouvert V contenant Xo et dérivables en tout point de cet intervalle sauf éven
tuellement en xa . Supposons que limx->xo f ' (x)/g' (x) = f avec f E i. Pour 
x E V \ { xo } ,  la formule des accroissements finis généralisés appliquée à f et 
à g sur l 'intervalle d'extrémités <2

0> xo et x assure l 'existence d 'un réel Cx,xo dans 
l ' intervalle d 'extrémités xo et x tel que 

(f (x) - f (xo ) )  g'(cx,x0) = (g(x) - g(xo ) )  J'(cx,x0). 
• / , • (2 1 ) Pmsque g ne s 'annule pas sur V, on en dedmt que g(x) - g(x0 ) -!= O pour 

tout x E V \ { xo } et par conséquent que 

f (x) - f (xo )  f'(cx,xo) 
g(x) - g(xo )  g'(cx,x0) . 

Or, l im Cx,xo = Xo et x�xo 
1, j I (X ) n d (22) 1m -- = {,  one x->xo g' (x) 

lim J'(cx,xo) 
= f On en x->xo g1 ( Cx ,xo) 

· 

conclut que 
lim f (x) - f (a) 

= f, 
x->xo g(x) - g(a) ' 

ce qui établit la règle de L'Hôpital . 

Exemples 

D 

1 .  Utilisons la règle de L 'Hôpital pour calculer la limite en 0 de la fonction 
<jJ :  x � sin�J-x. Posons f : x � sin(x) -x  et g :  x � x2 . On a f (O) = g(O) = O. 
Les applications f et g sont continues et dérivables sur lR et 

J': x f----t cos(x) - 1 ,  g1 : X f----t 2x. 

(lB) L'HôPITAL, Guillaume, marquis de Sainte-Mesme (1661, Paris - 1704 , Paris) . L 'Hôpital 
est un élève de Jean Bernoull i .  Par suite d 'un arrangement financier avec J. Bernoulli , 
G. de L'Hôpital publie sous son propre nom des résultats démontrés par son maître. La 
Règle de L'HôpitaJ est due à J. Bernoulli (1694) et est attribuée à tort à G. de L'Hôpital 
qui la publie en 1696 .  

< 1 9> Les applications f et g sont donc définies sur un intervalle ouvert V contenant xo. Elles 
sont continues sur V et dérivables en tout point de l ' intervalle V sauf éventuellement 

en xo. De plus g' ne s'annule pas sur V. 
<20>L' intervalle est ]xo,x[ ou ]x,xo[ selon que x > xo ou que x < xo. 
< 2 1 > D'après le théorème de Rolle : si pour un réel x E V\ { xo} on avait g( x) - g( xo) = 0 cela 

impliquerait que g' s 'annule en un réel c appartenant à l ' intervalle d 'extrémités x et XO· 
< 22> Voir la proposition 13.14 p .  612. 
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x2 J'(x) x Puisque cos(x) - 1 ,.__, -- , on a-
(

-
) 

,.__, - - et limx_,o f' (x)/g' (x) = O. La o 2 g' x o 4 
Règle de L'Hôpital permet de conclure que limx_,0 ef>(x) = O. 

2 . Calculons la limite suivante : 

1. argsh(x) - ln( l  + J2) 
lffi ---'-'-----'-----'--

x--> l x2 - 1 
Soient f et g les applications définies sur � par f ( x) = argsh( x) et g ( x) = x2 . 
On a 

f' (x) 1 
g' (x) 2xv' l + x2 

On en déduit que : 

et f ( l )  = ln( l  + v'2), g ( l )  = l .  

1. argsh(x) - ln( l  + J2) 1. 1 1 
lffi = J ill ----=== x-->1 x2 - 1 x-->l 2xv' l + x2 2\1'2 · 

EXERCICE 10 En utilisant la Règle de L'Hôpital , calculer 
ex2+x - e2x lim . x-->1 cos (�x) 

L'implication réciproque dans la règle de L 'Hôpital est fausse. Considérons 
les applications f et g définies sur � par 

J(x) = { �2 sin ( l/x) 

On a limx_,o J(x)/g(x) = 0 mais 

si X =j:. Ü 
si X =  Ü et g (x) = sin(x) . 

f'(x) 1 ----;----
( ) 

= -
(
-
) 

(2x sin ( l /x) - cos(l/x) )  g X COS X 

(23) • • n'a pas de hm1te en O .  

16.3.5 Interpolation de Lagrange 

Les fonctions polynomiales étant les fonctions les plus faciles à évaluer numéri
quement , on a souvent recours à l 'approximation d 'une fonction quelconque sur 
un intervalle donné par une fonction polynomiale . C 'est par exemple cette ap
proche qui est utilisée dans la construction de certaines méthodes d 'intégration 
numérique, voir la section 18 .4 .3 . Parmi les différentes méthodes d'approxima
tion d'une fonction par une fonction polynomiale , la méthode de référence est 
la méthode d'interpolation de Lagrange que nous présentons dans cette section . 

(23l Cela est dû à la présence du terme cos ( l/x) qui n 'a  pas de limite quand x tend vers O. 
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LAGRANGE, Joseph ( 1736, Turin - 1813 ,  Paris) .  
Lagrange est considéré comme l'un des plus grands mathémati
ciens du 18e siècle. En 1 766, il est nommé Président de l'Aca
démie de Berlin par Frédéric II pour succéder à Euler. En 1787 
Lagrange arrive à Paris à l'invitation de Louis XVI. Il échapp� 
de justesse à la mort durant la révolution française. Il contribua 
à la création du système métrique, à la fondation du Bureau des 
Longitudes et de !'École Polytechnique. Il fut membre de l'Ins
titut, sénateur, Comte <l'Empire et Grand Officier de la Légion 
d'Honneur. 

Soient n E N* et f une fonction réelle de classe cn+I sur [a, b] . Soient (n + 1) 
réels distincts xo , x1 , . . .  , Xn de l 'intervalle [a, b] vérifiant 

a � Xo < X1 < · · · < Xn � b. 

On s 'intéresse au problème suivant : trouver un polynôme Pn de degré au plus n 
qui prenne les mêmes valeurs que f en xo , x1 , . . . , Xn , voir la figure 8 .  Les réels 
(xi)iE{O, ... ,n} sont appelés les nœuds d'interpolation . Le problème peut égale
ment se formuler de la manière suivante : étant donnés ( n + 1 )  réels y0, . . . , Yn, 
trouver un polynôme Pn de degré au plus n tel que Pn (Xi) = Yi pour tout 
i E {O ,  . . . , n} . 

I' ,, 
I 1 1 1 

1 1 1 Y21 1 1 1Y1 :1 ,, 
I' 1 ' 

1 1 
,, , Yo 

Pn Yn 

I' Yn- l ' 

,,\ 1, 
1 1 ,,. , , 

1 I 1 I' 
1 / 

I I 1 1 

J\ 
1 

'I 

'- I 

f 

a =  xo XI Xz Xn- l = Xn 
Fig. 8 Illustration de l'interpolation polynomiale. 

La proposition suivante nous assure que ce problème est « bien posé » au 
sens où il admet une unique solution. Le résultat a été démontré au cours de 
l 'exercice 10 page 258. On pourra consulter également l 'exercice 7, page 359. 
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PROPOSITION 16.15 Il existe un unique polynôme Pn de degré au plus n tel 
que Pn (xi) = f(xi) pour tout i E {O ,  . . . , n} . Ce polynôme est appelé polynôme 
d 'interpolation de Lagrange de f aux nœuds x0 , x1 , . . .  , Xn . 

Comment se calcule le polynôme d'interpolation de Lagrange? 

Désignons par ak , k E {O , . . .  , n} les coefficients du polynôme d 'interpolation 
de Lagrange de f; on a Pn = L�=O akXk . Trouver le polynôme Pn c 'est dé
terminer les valeurs des coefficients ak , k E { 0, . . . , n} . Le polynôme P n est 
défini par les relations Pn (xi) = f (xi) pour tout i E {O ,  . . . , n } .  Les coefficients 
ak, k E { 0, . . .  , n} sont donc solutions du système linéaire { ao + a, xo + a, xfi + . . .  + anx� 

(S) 
llQ + a1X1 + llzXt + . . . + llnXI 

ao + a1Xn + azx; + . . .  + anx� 
qui admet l 'écriture matricielle MU = F où 

( ao ) ( f(xo) ) M

� c a1 f(x1) U= F =  et 

lln f(xn) 

f (xo) 
f (x1) 

f (xn) 

Xo xô 
XI xz 1 

Xn xz n 

X� ) xn 1 
. . 

xn n 
La matrice M est appelée matrice de Vandermonde <24) . La proposition 16 . 15  
nous assure que la  matrice de Vandermonde est inversible et  que le  système 
linéaire (S) admet une unique solution . Une autre méthode pour démontrer 
que le système linéaire (S) admet une unique solution consisterait à établir que 
le déterminant de la matrice de Vandermonde est non nul . 
À titre d 'illustration, considérons la fonction sinus sur l 'intervalle [-n, n] et dé
terminons son polynôme d 'interpolation de Lagrange aux nœuds -n, -�, 0, �, n 
en ayant recours à MAPLE. Le programme MAPLE suivant calcule le polynôme 
d 'interpolation de Lagrange de la fonction f aux noeuds spécifiés dans le ta
bleau x. Il dessine la représentation graphique de f ainsi que celle de son 
polynôme d 'interpolation de Lagrange. On pourra très facilement explorer le 
comportement de l 'interpolation de Lagrange en modifiant dans le programme 
l'expression de f et celle des noeuds d 'interpolation . 

> restart : with ( l inalg) : 
> f : =x -> s in (x) : #Les données du problème 

n : =4 :  
x : = [-Pi , -Pi/2 , 0 , Pi/2 , Pi] : 

> F : = [seq ( f ( x [i] ) , i= 1  . .  n+ 1 ) ] ; #Le second membre du système l inéaire 

F := [O , - 1 ,0, 1 , 0] 

(24) 
Alexandre VANDERMONDE (Paris, 1735 - Paris ,  1 796 ) .  
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> M : =matrix (n+ 1 , n+ 1 , [seq ( s eq ( x [i] -j , j=O . .  n) , i=1  . . n+ 1 ) ] ) ;  

1 -7r 7r2 -7r3 
1 - � 7r l 7r2 

4 
_ l 7r3 8 

M := 1 0 0 0 
1 l 7r 

2 
l 7r2 
4 

l 7r3 8 
1 7r 7r2 7r3 

> U : =evalm ( inverse (M) &*F) ; 

> P : =x-> 
> P (X) ;  

8 U := [O , 37r , O , 8 -37r3' ü ]  

sum (U [k+ 1 ] *x- (k) , k=O . .  n) : 

�X-_!_X3 
37r 37r3 

7r4 

...!... 7r4 16 
0 

...!... 7r4 16 
7r4 

> plot ( [f (t ) , P ( t ) ] , t=x [ 1 ]  . .  x [n+ 1] , l inestyle= [DASH , SOLID] ) ; 

-3 -2 -1 

-1 

Signalons que nous aurions pu construire la matrice M sous MAPLE en ayant 
recours à la commande vandermonde. Par ailleurs, pour résoudre le système 
linéaire, plutôt que de calculer l 'inverse de la matrice M ,  on pourra préférer 
résoudre le système linaire en ayant recours à la commande l insol ve : 

> U : =l insolve (M , F) ; 

Cette façon de procéder est même indispensable si l 'on souhaite considérer de 
grande valeurs de n en raison du temps de calcul prohibitif de l 'inverse d'une 

• (25 ) matnce . 
La fonction polynomiale Pn prend les mêmes valeurs que la fonction f aux 
nœuds x0, x1, ... , Xn et « approche » f entre ces points . Pour estimer l 'erreur 

(25) Voir p. 45 1 la remarque à ce sujet.  
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d'interpolation , c 'est-à-dire l 'écart entre f ( x) et Pn ( x) pour x E [a, b], nous 
avons besoin du lemme 16 . 1 qui constitue une généralisation du théorème de 
Rolle. 

LEMME 16.1 Soit g une fonction réelle de classe cp-l (p E N* ) sur [a, b], 
admettant une dérivée p-ième sur ]a, b[ et soient c0 , c1 , . . .  , Cp (p + 1 )  réels 
distincts de l 'intervalle [a, b] tels que g(ci ) = g(c0 ) pour tout i E { 1 ,  . . .  , p} .  Il 
existe un réel ( E ]a, b[ tel que g(P) ( () = O .  

Démonstration En utilisant le  théorème de Rolle et  un raisonnement par 
récurrence sur l 'entier p démontrons la propriété : 

« si g est une fonction réelle de classe cp- l sur [a, b] admettant une dérivée 
p-ième sur ]a, b [ et vérifiant g(ci ) = g(co ) pour tout i E { 1 ,  . . .  , p} alors il 

existe un réel ( E ]a, b[ tel que gCPl (() = O ». 
� La propriété est vraie pour p = 1 : c'est le théorème de Rolle. 
� Supposons la propriété vraie pour un entier p donné et montrons qu 'elle est 
vraie pour l 'entier suivant , c 'est-à-dire montrons que 

« si g est une fonction réelle de classe CP sur [a , b] admettant une dérivée 
(p + 1 )-ième sur ]a , b[ et vérifiant g(ci ) = g(c0 ) pour tout i E { 1 ,  . . .  , p  + 1 }  

alors il existe un réel ( E ] a ,  b [ tel que gCP+l) (() = 0 ». 
Puisque g(ci ) = g(c0) pour tout i E { 1 ,  . . .  , p  + 1 }  on a :  
- g (co ) = g(c1 ) et d'après le théorème de Rolle, il existe co E ]co , ci [ tel que 
g' (co ) = 0 ; 

- g(c1 ) = g(c2 ) et d'après le théorème de Rolle, il existe c1 E ]c1 , c2 [ tel que 
g' (c1 ) = 0 ; 

- g(cp ) = g(cp+i )  et d'après le théorème de Rolle, il existe cp E ]cp , cp+l [ tel 
que g' (cp ) = O . 

La fonction g' satisfait aux conditions de l 'hypothèse de récurrence, donc il 
existe un réel ( E ]c0 , cp [ tel que (.9' ) (p) (() = O . Or, (.9' ) CP\() = gCP+ll (() et 
]co , cp [ c ]a, b [ . La propriété est donc vraie pour l 'entier (p + 1 )  et la récurrence 
est achevée. D 

PROPOSITION 16.16 Soit f une fonction réelle de classe en sur [a, bj admet
tant une dérivée (n + 1)-ième sur ]a, b[ et soit Pn son polyn6me d 'interpolation 
de Lagrange aux nœuds x0 , x1 , . . .  , xn de [a, b] . Pour tout t E [a, b], il existe 
un réel (t E ]a, b[ tel que 

où IIn+l désigne le polyn6me défini par 

IIn+l = (X - xo ) X (X - x1 ) X ... X (X - Xn ) · 
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Démonstration Pour t E [a, b] fixé, t tt {Xi 1 0 :::;; i :::;; n}, on note c* le réel 
défini par la relation f(t) - Pn(t) = c* IIn+l (t) et on considère l 'application 

g: x E [a, b] f-----+ f(x)-Pn(x) -c*IIn+i(x). 

Pour tout i E {O ,  . . .  , n}, on a 

g(xi) = f(xi) -Pn(xi) -c* IIn+i(xi) = O  . 
.._,.___..., "-...--' 

= Ü = Ü 
De plus , g(t) = f(t) - Pn(t) - c* IIn+i(t) = O . D'après le lemme 16.1, il existe 
donc un réel (t E]a, b [  tel que g(n+ll((t) = O . Par ailleurs, on a d 'après la 
relation définissant g, 

Le polynôme Pn étant de degré n, P�n+l) est le polynôme nul . Le polynôme 
IIn+ 1 est un polynôme normalisé <26J de degré ( n + 1) donc II��� 1 ) ( (t ) = ( n + 1) ! . 

On a ainsi 
g(n+l)((t) = f(n+l)((t) - c* (n + 1)! 

J(n+l)(() et par conséquent c* = 
( ): . On en déduit que 
n + 1. 

pour tout réel t E [a, b] avec t tt {xi 10:::;; i:::;; n}. 

La relation est également vraie pour t E {Xi 1 0 :::;; i :::;; n} car pour tout 
i E {O , . . .,n} on a 

f(xi) - Pn(Xi) = 0 = IIn+l (xi), 
donc pour tout (t E ]a , b [ ,  

f( · ) _ n ( · ) = 
IIn+l (Ci) 

j(n+l) (i ) Xi rn Xi 
(n + l)! '>t • 

On a ainsi établi que pour tout t E [a, b] , il existe un réel (t E ]a ,  b [  tel que 

La proposition est démontrée . D 

Rappelons (voir p. 596) que si <P désigne une application bornée sur un intervalle 
[a, b] , on note ll<Plloo la borne supérieure de l<PI sur [a, b] : 

<26l Voir la définition 6.3 p. 222. 

ll<Plloo = sup l</J(x)I. xE[a,b] 
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COROLLAIRE 16.2 Soit f une fonction réelle de classe en sur [a, b] admet
tant une dérivée ( n+ 1 )-ième sur ]a, b [ et soit Pn son polyn{)me d 'interpolation 
de Lagrange aux nœuds xo, x1, . . . , Xn de [a , b] . On a 

Démonstration D 'après la proposition 16 . 16 ,  pour tout réel t E [a, b] on a 

Comme la relation (3) est vraie pour tout t E [a, b], on a 

sup I J (t) - Pn (t) I � (n � l)! l l J (
n+l) l loo llIIn+1 l loo· 

tE[a,b) 

Le résultat est démontré. D 

On remarque que l 'erreur d 'interpolation dépend à la fois de J(n+l) et de IIn+i , 
c'est-à-dire de la façon dont sont choisis les nœuds d 'interpolation . 

Exemple Considérons à nouveau la fonction sinus sur l 'intervalle [-7r, 7r]. Son 
polynôme d'interpolation de Lagrange aux nœuds -7f , - �, 0 , � ,7f est 
P4 = 3�X - 3!3 X3 . On a de manière évidente I l sin(n+l ) l loo = 1 .  Le poly
nôme Ils a pour expression 

Ils= (X + 7r)(X + �)X(X - 7r)(X - �). 
Sur l 'intervalle [-7r, 7r] la fonction polynomiale Ils admet des extrema locaux 
en les réels a tels que II� (a) = O . Le polynôme II� a pour expression 

II' = 5X4 - 157f2 xz + 7f4. s 4 4 

Le changement d 'indéterminée Y = X2 permet d'exprimer II� comme un poly
nôme de degré 2 en Y et ainsi de calculer ses racines . Il admet 4 racines réelles 
dans l 'intervalle [-7r, 7r] qui sont 

On a 

7f Œ1 = -2 

3 /145 
2 +--w, 
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On en conclut que 

l l J - P4 l loo � IIhi�i)I 
� 0.289. 

Autrement dit , en tout point de l'intervalle [-7r, 7f], on a un écart entre P4 et 
la fonction sinus inférieur à 0.289. 

Le corollaire 16.2 indique que l 'écart entre une fonction f donnée et son poly
nôme d'interpolation de Lagrange Pn dépend des valeurs prises par la dérivées 
(n + l)e de f et de celles du polynôme IIn+l , c 'est-à-dire du choix des noeuds 
d'interpolation . Compte tenu du terme (n� l )! qui est en facteur, on pourrait 
s 'attendre à ce que l 'écart entre f et Pn décroisse très vite lorsque l 'on aug
mente le nombre de noeuds d'interpolation . C 'est effectivement ce qui ce passe 
dans la plupart des cas . Toutefois , on a mis en évidence le fait que lorsque 
les noeuds d'interpolation sont régulièrement espacés (la distance entre deux 
noeuds étant toujours la même) l 'erreur croit de manière très importante à 
proximité des extrémités a et b de l 'intervalle sur lequel la fonction est inter-

l. C h' ' l d h • ' d R <21> po ee. e p enomene est connu sous e nom e p enomene e unge . Le 
programme MAPLE suivant permet d'illustrer le phénomène de Runge appa
raissant lors de l 'interpolation de Lagrange de la fonction sinus sur [-7r, 7r] en 
prenant 42 noeuds d'interpolation équidistants. 

> f : =x-> s in (x ) : 
> n : =41 : a : =-Pi :  b : =Pi : h : = (b-a) /n : 
> x : = [seq ( a+ i*h , i=O . .  n) ] : 
> F : = [seq (f ( x [i] ) , i= 1  . .  n+ 1 ) ] : 
> M : =matrix (n+ 1 , n+ 1 , [seq ( seq (x [i] �j , j=O . .  n) , i = 1  . .  n+ 1 ) ] ) :  
> U : =l insolve (M , F) : 
> P : =x-> sum(U [k+ 1] *x� (k) , k=O . .  n) : 
> plot ( [f (t ) , P (t ) ] , t=x [ 1 ]  . .  x [n+1] , y= - 1 . .  1 , l inestyle= [DASH , SOLID] ] ) ;  

3 

< 27> RuNGE, Carl ( 1856,  Brême - 1927, Géittingen) .  Mathématicien et physicien allemand qui 

a notamment développé avec M. Kutta une des méthodes de résolution numérique pour 

les équations différentielles les plus util isées , la méthode de Runge-Kutta. 
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On voit très nettement l 'écart important entre la fonction sinus et son polynôme 
d'interpolation de Lagrange aux extrémités de l 'intervalle [-7r, 7r] . 

16.4 La formule de Taylor-Lagrange 

TAYLOR, Brook ( 1685, Edmonton - 1 73 1 ,  Londres) . 
Taylor a publié la méthode, connue maintenant sous le nom 
de formule de Taylor, permettant de d'approcher une fonction 
par une fonction polynomiale dans Methodus incrementorum 
directa et inversa en 1715 .  Il utilise cette formule en 1717  pour 
la recherche de solutions approchées de l'équation f(x) = O. 
L'importance de ce résultat n'est reconnue qu'en 1 772, date à 
laquelle Lagrange le qualifie de « principe de base du calcul 
différentiel ». 

Nous avons déjà rencontré lors de l 'étude des polynômes une relation appelée 
« formule de Taylor » (voir le théorème 6 .3  page 240) qui indique que si P un 
polynôme de IR[X] de degré n et a, b deux réels alors 

n (k) ( ) P(b) =L,p 
k!
a (b - a)k . 

k=O 
Cette formule admet une généralisation dans le cas des fonctions non nécessai
rement polynomiales . 

THÉORÈME 16.4 (Formule de Taylor-Lagrange) 
Soient f une fonction réelle de classe en sur un intervalle I et a, b deux réels 
distincts appartenant à I. On suppose que f admet une dérivée ( n + 1) e sur I. 
Sous ces hypothèses, il existe un réel c dans l 'intervalle ouvert'2

8) d 'extrémités 
a et b tel que 

f(b) 
n J(k) ( ) j(n+ l ) (c) L __ 

a_ (b - a)k + (b - a)n+l . 
k=O k ! (n + 1)! 

Démonstration Nous allons supposer que a < b , le cas où b < a nécessite 
seulement d'adapter les notations .  Pour À E IR, considérons les applications u 
et v.x définies sur [a, b] par 

n J(k) ( ) u (x) = f(b) - """ __ 
x (b - x)k L k! k=O 

et (b - x)n+l V>. (x) = u (x) - À ( ) ' n +  1 . 

(28) 
Il s'agit de l'intervalle ]a, b[ ou de l'intervalle Jb, a[ selon que l'on a a< b ou a >  b. 



790 La formule de Taylor-Lagrange 

[::::: Comme f admet une dérivée ( n  + l )e sur ] a , b [ , l 'application u est dérivable 
sur ] a , b [ . Pour tout x E] a ,  b [ , on a 

n J(k)( x) k 
n J(k)( x) 

u ( x) = f ( b )  - 2:: -k ! - ( b - x) = f ( b )  - f( x) - 2:: -k ! - ( b - x)k 
k=O k=l 

et par conséquent 

u ' ( x ) = - J' ( x) + L x ( b  - x) k-l - x ( b - x)k 
n ( J(k)( ) J(k+l )( ) 

) k=l ( k - 1) ! k !  
n J(k)( ) n J(k+l )( ) 

= - J' ( x) + L ( k - �) !  ( b - x) k-l_ L k !  
x 

( b - x) k 
k=l k=l 
n- 1 

J(Hl) ( ) n J(k+l ) ( ) 
= - J' ( x) + L f ! 

x 
( b - x)e - L k !  

x ( b - x) k 
f=O k=l 

J(n+l)( x) n = - 1 ( b - x) .  n .  

[::::: Puisque u est dérivable sur ] a , b [ , l 'application v ;. est dérivable sur ] a , b [  et a 
pour dérivée 

' ( ) = ' ( ) , ( b - x)n
=_J(n+l )( x) ( b - )n , ( b - x)n 

v ;. x u x + A  1 1 x + /\ 1 n .  n .  n .  

= (>. - J(n+ll( x)) ( b - �)n . 
n .  

Par ailleurs , on a 

v ;. ( b ) = 0 et ( b  - a)n+l 
v ;. ( a ) = u ( a )  -,\ 

( n  + l ) !  
. 

Le paramètre ,\ étant quelconque, choisissons de lui assigner la valeur ,\ * pour 
laquelle V;.• ( a ) = 0, c 'est-à-dire 

' * = 
( n  + 1) ! 

( ) = ( n  + 1) ! (
! ( b ) _ � J(k)( a ) ( b  _ )k) A ( b  - a )n+l u a 

( b  - a)n+l L k !  a . 
k=O 

L'application v ;.• est continue sur [ a ,  b ] , dérivable sur ] a , b [  et vérifie (par le choix 
qui vient d 'être fait pour la valeur du paramètre,\) la condition V;.• ( a )= V;.• ( b ) . 
D'après le théorème de Rolle , il existe c E ] a , b [  tel que v \. ( c) = O .  On a les 
équivalences suivantes 

v \. ( c) = 0 {=:::? 
( 
,\* - f(n+l )( c )) 

( b  � !
c )n 

= 0 

,\* = J(n+l)( c ) 
( n  + 1) ! (

J( b ) - � J(k)( a ) 
( b  - a) k) = f(n+l)( c) 

( b  - a)n+l L k !  k=O 
n J(k) ( ) ( b  )n+l 

f ( b )  = '"""' __ 
a 

( b  - a) k + 
- a 

f(n+l)( c) .  
L k !  ( n + l ) !  k=O 
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Le théorème est démontré : il existe c E ]a, b[ tel que 

f(b) � J(k) (a) (b )k f(n+ l ) (c) (b - a)n+1. 
� -k-! -

- a  + (n + l)! k=O 

Remarques 

791 

D 

1 . Le terme 

de f en a. 

J(n+ l ) (c) 
( )' (b-at

+1 est appelé reste de Taylor-Lagrange d 'ordre n n +  1 .  

2. On retrouve pour la formule de Taylor-Lagrange d 'ordre 0 ,  la formule des 
accroissements finis . 

Exemple La formule de Taylor-Lagrange peut être utilisée pour établir cer
taines inégalités . Montrons par exemple que pour tout x E ]R+ , on a 

x - �x2 � ln( l  + x) � x - �x2 + �x3. 
On considère l 'application f : x E ]R+ r-> ln(x + 1). Cette application est de 
classe C00 sur ]R+ car la fonction logarithme est de classe C00 sur [ 1 , + oo[. 
Appliquons la formule de Taylor-Lagrange à l 'ordre 2 en prenant b = x et 
a = 0 : il existe un réel c E JO , x[ tel que 

f(x) = f(O) + xj' (O) + �x2 J"(O) + !x3 jC3l (c) = x - �x2 + J( l!c)3 x3 . 

Puisque x E ]R+ et que c E J O , x[ , la quantité J ( i !c)3 x3 est positive . On en 
déduit que 

ln( l  + x) � x - �x2 . 
Par ailleurs 1 + c � 1 donc J ( l!c)3 x3 � �x3. On en déduit que 

ln( l  + x) � x - �x2 + �x3. 
On notera l 'intérêt de disposer de la formule de Taylor-Lagrange pour éta
blir ces deux inégalités . L'alternative consistant à étudier les deux fonctions 
x r--+ ln ( l  + x) - (x - �x2) et x r-> ln( l  + x) - (x - �x2 + �x3) nécessite 
beaucoup plus de calculs . Notons par ailleurs que la différence entre les deux 
fonctions polynomiales P : x r-> x - �x2 et Q : x r-> x - �x2 + �x3 en x E ]R+ 
valant �x3 , l 'encadrement est surtout pertinent pour x E [O, 1 J comme l' illustre 
le programme MAPLE suivant . 

> P : =x-> x-x-2/2 : 
> Q : =x-> x-x-2/2+x-3/3 : 
> f : =x-> log (i+x) : 
> plot ( [f (x) , P (x) , Q (x) ] , x=O . . 2 ) ; 
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X 

EXERCICE 1 1  Montrer que pour tout x E [ü , �] on a 

1 3 1 3 1 5 
X - - X ,,:::: sin (x ) ,,:::: X - - X + - X • 6 "' "' 6 120 

Formule de Taylor-Maclaurin 

Soient a un réel , h un réel strictement positif et j une fonction réelle de classe en 
sur [a, a +  h] admettant une dérivée d 'ordre (n + 1 )  sur ]a , a +  h[. La formule 
de Taylor-Lagrange indique qu 'il existe un réel c E ]a , a +  h[ tel que 

n j(k) ( ) j(n+l ) ( ) f(a + h) = � __ 
a_ hk + c hn+ l. 6 k !  (n + 1 ) ! k=O 

Le réel c de l 'intervalle ]a , a+ h[ s'écrit de manière unique sous la forme c = a+Bh 
où(} E ] O , l[. Ainsi , il existe un réel() E ] O , 1[ tel que 

f(a + h) = t f(k) (a) hk + f(n+l l (a + ()h) hn+I. 
k=O k !  (n + 1 ) ! 

Cette relation porte traditionnellement le nom de formule de Taylor-Maclaurin 
(avec reste de Lagrange) . On a une relation analogue dans le cas où h E IR:_. 

Exemple Soient a un réel , h un réel strictement positif et p un entier na
turel . En appliquant la formule de Taylor-Maclaurin à l 'ordre p à la fonction 
polynomiale f : x 1----+ xP, on obtient 

p hk f(a + h) = (a + h)P = L k! j(k) (a). 
k=O 



Dérivabilité des fonctions réelles d 'une variable réelle 793 

On remarquera que la dérivée (p + 1 )-ième de f est l 'application nulle et que 
pour tout entier k compris entre 0 et p on a 

f(k) (a) = p(p - 1 ) · · · (p - (k - l))aP-k . 
On en déduit que 

On retrouve la formule du binôme de Newton . 

1 6.5 Applications de la formule de Taylor-Lagrange 

16.5 .1  Approximation polynomiale 

Soient I un intervalle et f une application de I dans lR de classe en sur I 
qui admet une dérivée (n + l)e sur I. Pour a E I, considérons la fonction 
polynomiale p définie sur lR par 

n j(k) (a) p(x) = 2:-k!- (x - a)k . 
k=O 

On vérifie sans peine que pour tout k E N avec 0 � k � non a p(k) (a) = j<kl (a). 
On peut donc s'attendre à ce que pour n assez grand, la fonction polynomiale p 
constitue une bonne approximation de la fonction f dans un voisinage de a. La 
précision de cette approximation est donnée par la formule de Taylor-Lagrange 
qui nous indique qu 'il existe un réel c compris entre a et x tel que 

Jn+l (c) f(x) = p(x) + (x - a)n+l . (n + 1 )! 
Supposons que la dérivée (n + 1 )-ième de f sur l ' intervalle I soit bornée par le 
réel positif lvl, i .e. supposons que 

3M E JR+ \f x  E I 

Dans ce cas , l 'erreur dans l 'approximation de f par p en x E I est majorée par 

l x - ajn+ l ---- M. (n + 1 )! 
Cette quantité est appelée la borne d 'erreur absolue. Cette erreur est petite 
si M n'est pas trop grand et si a contrario n est choisi suffisamment grand. À 
titre d'exemple, considérons la fonction sinus sur l ' intervalle [O, 1 ] . On vérifie 
par récurrence que 

\f n  E N* \fx E lR f(n+ l ) (x) = sin(x + (n + lH). 
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Prenons n = 4. La fonction sinus est approchée par la fonction polynomiale 

x3 p(x) = X  - -3! 
avec une erreur qui est en tout point x plus petite que x5 /5 ! .  Il s 'agit là d'une 
majoration de l 'erreur ; l 'erreur en un point donné peut être beaucoup plus 
petite que l 'estimation donnée par la borne d'erreur absolue. 

> n : =4 :  
> f : =x-> s i n ( x ) : 
> p : =  x-> convert (taylor ( f (x),x=O,n) ,polynom) : 
> p (X) ; 

> berr : =  x-> x - (n+1) / (n+1) ! :  

X-� X3 6 

> plot ( [f ( x ) ,p ( x ) ] ,x=O . .  Pi,y=-1 . . 1); 

> plot ( [berr (x ) ,abs ( f (x) -p (x))],x=O .. Pi) ;  

2,5 

y 0,5 

1,5 

-0,5 
0,5 

-1 o-i-.-...,..,.,.....,..,.,...,...;::;::;:.������ 
0 0,5 1,5 2,5 

La figure de gauche représente la fonction sinus et fe polynôme de Taylor 
sur l'intervalle [O, 7r] . La figure de droite représente la borne absolue d'erreur ( )n+l x(��l)! M (tracé supérieur) et l'erreur effective (tracé inférieur) . 
On remarquera que pour une valeur de n fixée, l 'approximation devient moins 
bonne lorsque la distance entre les réels x et a croit car le terme (x - a)n+1 de
vient prédominant . C 'est ce que l 'on observe avec l 'approximation de la fonction 
sinus sur l 'intervalle [O, 7r] . 

16.5 .2 Position d'une courbe par rapport à sa tangente en un point 

Soient I un intervalle ouvert, f une fonction de classe C00 sur I et xo E I. 
On note A le point de coordonnées (x0, f(xo)). Au point A, la représentation 
graphique r de f admet pour tangente la droite V d'équation 

Y = f(xo) + f'(xo) (x - xo). 
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On cherche à préciser la position de la représentation graphique de f par rap
port à la droite V au voisinage de ce point . Pour cela il faut connaître le signe 
de 

u (x) = f(x) - (f(xo) + J' (xo) (x - xo)) 
lorsque x est proche de xo. 
Soit V =  min {k � 2 1 f(k) (xo) i- o}. La formule de Taylor-Lagrange à l 'ordre 
v- l en xo indique qu 'il existe un réel Cx dans l 'intervalle ouvert d'extrémités x0 
et x tel que 

J(vl (c ) f(x) = f(xo) + J' (xo)(x - xo) + 1 x (x - xo)". 
V. 

On a donc 
j(v) (c ) u (x) = 1 x (x - xo)". 

V. 

On détermine aisément le signe de (x - xo)" en fonction de la parité de v. Par 
ailleurs 

. f(v) (cx) f(vl (xo) hm = ---x->xo v !  v !  
et j(v) (x0)/v ! i- 0 donc on peut trouver un voisinage de x0 sur lequel la quantité 
f(vl (cx) ne s 'annule pascw> . Cela implique que pour x assez proche de x0 , 
f(vl (cx) est du  même signe que f(vl (xo). 
Cela nous donne 4 possibilités pour le signe de u en fonction de la parité de v 
et du signe de J("l (x0). 
t> Supposons que v est pair. On a alors (x - xo)" � O .  
1 .  Si f(v) (xo) > 0, alors u � 0 et  la représentation graphique r reste , au 

voisinage de A, au-dessus de sa tangente en A, voir la figure 9. 

2. Si f(v) (xo) < 0 ,  alors u :::; 0 et la représentation graphique r reste , au 
voisinage de A, au-dessous de sa tangente en A, voir la figure 10 .  

V 

f(xo) ----- ------ - - - - - --------- -

f (xo) -------------- - -

Xo Xo 
Fig. 9 Cas v pair et j<"l (xo) > O. Fig. 10 Cas v pair et j<"l(xo) < O. 

(29) 
Voir la proposition 13 . 16 p. 620. 
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r> Supposons que v est impair . Dans ce cas (x -xoY change de signe en x0. 

1. Si f(v)(xo) > 0, alors u > 0 six> xo et u < 0 six < xo. La représentation 
graphique r est au-dessous de sa tangente en A pour x < xo et au-dessus 
de sa tangente en A pour x > x0, voir la figure 1 1 .  

2 . Si f(v)(xo) < 0, alors u < 0 six> xo et u > 0 six < xo. La représentation 
graphique r est au-dessus de sa tangente en A pour x < xo et au-dessous 
de sa tangente en A pour x > xo, voir la figure 12 . 

r 

f (xo) 

Xo Xo 

Fig. 11 Cas v impair et j<v) (xo ) > O. Fig. 12 Cas v impair et j<v) (x0 ) <O. 

Exemples 

1. Considérons la fonction sinus hyperbolique et x0 = O. On a v = 3 car la 
fonction sinus hyperbolique admet en 0 pour dérivée ch(O) = 1, pour dérivée 
seconde sh(O) = 0 et pour dérivée troisième ch(O) = 1. La tangente en 0 a pour 
équation y = x. On est donc dans la situation correspondant au troisième cas : 
la représentation graphique de la fonction sinus hyperbolique est au-dessous 
de sa tangente à l 'origine pour les valeurs négatives de x et au-dessus de sa 
tangente à l 'origine pour les valeurs positives de x. 

2 . Considérons la fonction f: x 1-4 (x-1) ex et x0 = 1. On a f(l) = 0, f'(l) = e 
et f"(l) = 2e . La tangente à la représentation graphique de f au point (1,0) 
a donc pour équation y = ex - e et on est dans la situation correspondant au 
premier cas (v = 2) . La représentation graphique de f reste au voisinage de 
A= (0 , 1 )  au-dessus de sa tangente. 
Le programme MAPLE suivant illustre la situation correspondant aux deux 
exemples traités . En modifiant l 'expression de la fonction ou la valeur de xO, 
on pourra aisément explorer d'autres exemples . 

> plot ( [s inh (x) , x] , x=-2  . .  2 ) ; # Premier exemple 
# Le second exemple traité automat iquement 
> f : =x-> (x - 1 ) * exp (x) : #la f onct ion 
> f 1 : =unapply ( diff ( f (x) , x) , x ) ; #sa dérivée 
> x0 : = 1 :  # le po int xO 
> t : =x->f (xO) + (x-xO) * f 1 ( xO ) : #la tangente en xO 
> plot ( [f (x) , t (x) ] , x=-2  . .  2 ) ; 
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EXERCICE 12 Pour n E N, on considère l 'application fn définie sur � par 

fn (x) = { t sin ( l/x) si X -=f. Ü 
si X =  Ü 

Étudier selon la valeur de n E {O ,  1 ,  2, 3} la continuité et la dérivabilité des 
applications fn sur R Pour quelle{s) valeur(s) den l 'application fn est-elle de 
classe C1 . 

EXERCICE 13 Soit f une application dérivable sur ] O ,  1 [  telle que f(O) = 0 et 
f( l )  = 1 et admettant une dérivée à droite nulle en 0 et une dérivée à gauche 
nulle en 1 .  On souhaite montrer que cette application admet un point fixe dans 
l 'intervalle ] O ,  1 [  c 'est-à-dire montrer qu 'il existe a E ]O ,  1 [  tel que f(o:) = a. 

1 - Donner un exemple de fonction vérifiant les hypothèses de cet exercice. 

2 - Soit g l 'application définie sur J O ,  1 [  par 

g(x) = 
f(x) _ f(x) - 1 . 

X x - 1  

Calculer Iimx_,o+ g (x) et limx_,1 - g(x) ; en déduire que g est prolongeable par 
continuité sur [ü , 1 ] . 
3 - Montrer qu 'il existe a E ]O ,  1 [  tel que 

En déduire que f(o:) = a. 

f(o:) f (o:) - 1 
0: o: - 1 

4 - Montrer qu 'il n'y a pas nécessairement unicité du point fixe en donnant un 
exemple de fonction vérifiant les hypothèses de cet exercice et possédant deux 
points fixes (on pourra s 'intéresser aux fonctions polynomiales). 
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EXERCICE 14 Méthode de la fausse position. 
On s'intéresse à la fonction 'ljJ définie par 'l/;( x) = (1 + x) + arctan(x) . 
1 - a} Donner le tableau de variation de la fonction 'ljJ (en indiquant toutes les 
limites utiles). 

b} En déduire qu'il existe un unique réel ( E] - 1 , 0 [  tel que 'I/;(() = O . 

2 - Déterminer les asymptotes de cjJ et tracer la représentation graphique de la 
fonction 7/J. 

Dan s la suite du problème, on étudie une m éthode permettant de calculer une 
valeur approch ée du réel (. 

Soit  f une fonction de classe C2 sur [ a , b] véri fiant les condition s suivantes : 
f( a) < 0, f ( b) > 0 et pour tou t réel x E [ a ,  b] f'( x) > 0 et f" ( x) > O. 
3 - Montrer qu'il existe un unique réel c E ] a , b [  tel que f ( c) = O . 

Soit Po la fonction polynomiale de degré 1 définie par Po( a) = f( a) et 
Po ( b) = f ( b ) .  On désigne par c1 l 'unique réel véri fiant Po ( c 1 ) = 0 et on considère 
l 'application g = f - Po· 
4 - a} Montrer que g" ( x) > 0 pour tout x E [ a ,  b ] .  En déduire que g ne s'annule 
pas sur ] a , b [  (on pourra utiliser un raisonnement par l'absurde et le théorème 
de Rolle}. 

b} Montrer qu'il existe Xo E] a , b [  tel que g'( xo) = O. En déduire que g est 
négative sur [ a ,  b] (on pourra utiliser la formule de Taylor-Lagrange). 

c} Montrer que Po( c) > 0 et conclure que le réel c1 vérifie : a< c1 < c . 

On con sidère la suite ( cn)nEN* définie à partir de c1 par récurrence de la mani ère 
suivante. On note Pn l 'unique fonction polynomiale de degré 1 telle que 

Pn( cn) = f ( cn), Pn( b) = f( b) .  

On définit Cn+l par Pn(Cn+i) = O . On admet que l 'on a: a< Cn+l < c. 
5 - a} Donner l'expression de Pn en fonction de Cn, b ,  f ( cn), f ( b ) .  

b} En déduire que Cn+l est  lié à Cn par une relation de la forme Cn+I = if>(cn) 
où cjJ est une fonction de lR dans lR que l'on explicitera. 

6 - Démontrer que la suite ( cn)nEN* est strictement croissante. 

7 - Montrer que la suite ( cn)nEN* converge vers c .  
8 - Dans le cas particulier o ù  la fonction f est la fonction 'ljJ étudiée à la 
question 1 (et c = (), tracer sur un m€me dessin la représentation graphique 
de la fonction 'ljJ sur l'intervalle [-1 ,  O] ainsi que les représentations graphiques 
des polynômes po, PI qui lui sont associés et placer les points c1 , c2. 

La m éthode de calcul d 'une solu tion de l 'équation f( x) = 0 étudiée i ci est 
connue sou s  le nom de «m éthode de la fau sse position ». Pour simpli fier l 'étude 

on a supposé que la fonction f était convexe mais  la m éthode peut s'u tiliser 
avec des fonction s n 'ayant pas cette propriété. 
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1 6. 7 Solution des exercices 

Solution de l'exercice 1 

Pour tout h E fi?.*, on a 

799 

� (h) = cos(xo + h) - cos(xo ) = cos(xo )  cos(h) - sin(x0 ) sin(h) - cos(xo ) 
� h h 

. ( ) sin( h) ( ) cos( h) - 1 = - sm x0 -h
- + cos xo h . 

Or sin(h) 0 h et cos(h) - 1 0 -�h2 , d 'où 

lim sin(h) = 1 
h-+O h et lim cos(h) - 1 = lim h cos(h) - 1 = O . 

h-+O h h-+O h2 

On a donc 
lim �x0 (h) = - sin(xo ) . 
h-+O 

Solution de l'exercice 2 

1 - Il ne faut pas répondre f' (x0 ) car 

J'( ) - r f (xo + h) - f (xo ) Xo -
h� h . 

Cela ressemble à la limite proposée (on va d'ailleurs utiliser ce résultat) , mais 
ce n'est pas la limite de la même quantité ! Pour tout h E JR* tel que x0 + h E I 
et xo + h2 E I on a 

f (xo + h2 ) - f (xo + h) 
h 

(f (xo + h2 ) - f (xo ) )  - (f (xo + h) - f(xo ) )  
h 

= h f (xo + h2 ) - f (xo ) _ f (xo + h) - f (xo ) 
h2 h 

Le second terme du membre de droite tend vers f'(xo ) .  Par ailleurs, en effec
tuant le changement de variable <3

0) ô = h 2 , on obtient 

r f (xo + h2 ) - f (xo ) - r f (xo + ô) - f (xo ) - J'( ) h� h2 - o� ô 
- xo 

et par conséquent 

On en déduit que 

lim h f(xo + h2 ) - f (xo ) = O . 
h-+O h2 

r f (xo + h2 ) - f (xo + h) 
-

-J'( ) 
h� h - Xo . 

(30) 
Voir la proposition 13 . 1 4  p. 6 12  et la remarque p. 6 1 3 .  
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2 - Pour tout h E IR* tel que x0 + h E I on a 

f(xo + h) - f(xo - h) _ (f (xo + h) - f(xo) ) - (f(xo - h) - f(xo)) 
2h - 2h 

1 f (xo + h) - f(xo) _ � f(xo - h) - f(xo) 
2 h 2 h 

En effectuant le changement de variable ô = -h, on obtient 

lim f (xo - h) - f (xo) = lim f (xo + ô) - f (xo) 
h-+0 h 0-+0 -ô 

On en déduit que 

= _ lim f(xo + ô) - f (xo) = -J' (xo) .  0-+0 ô 

1. f(xo + h) - f(xo - h) = � !'( ) + � !'( ) = !'( ) h� 2h 2 xo 2 xo x0 . 
Lorsque la quantité 

A (h) = f(xo + h) - f(xo - h) 
2h 

admet une limite f quand h tend vers 0 on dit que f admet pour dérivée sy
métrique en xo le réel f. On vient de montrer que si une application f est 
dérivable en xo elle admet une dérivée symétrique en x0 qui vaut f'(x0) .  
La réciproque est fausse : une application peut admettre une dérivée symé
trique en x0 sans être dérivable en x0 . C'est le cas de la fonction g définie par 
g(x) = x sin � pour x E IR* et g(O ) = 0 qui n 'est pas dérivable en 0 mais qui 
admet une dérivée symétrique en 0 qui vaut O .  

Solution de l'exercice 3 

1 - D 'après la définition 14.2 p .  663, la fonction logarithme est dérivable en 1 ,  
de dérivée égale à 1 .  On déduit de la définition 16.1 que 

lim ln (h + 1 ) = lim ln (h + 1 ) - ln ( l ) = 1 . h-+O h h-+O h - Ü 

2 - D'après la proposition 14.5 p .  668, la fonction exponentielle est dérivable 
en 0, de dérivée égale à 1 . On déduit de la définition 16 . 1 que 

e" - 1 eh - e0 lim -h- = lim -
h-- = 1 . h-+O h-+O - Ü 

Solution de l'exercice 4 

1 - La fonction fi est définie sur ] - 1 , +oo[.  Elle est obtenue par la composition 
d'applications suivante : 

x E] - 1 ,  +oo[  1-----t y =  JX+l E J O ,  +oo[  1-----t ln (y) = ln ( /x + 1) . 
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Ces applications étant dérivables sur les ensembles indiqués , l 'application fi est 
donc dérivable sur ] - 1 ,  +oo[ .  En utilisant la formule de dérivation composée, 
on obtient pour tout x E ]  - 1 ,  +oo[ 

1 1 1 1 
f{(x) = (v'x+î)' JX+I x + l  2 v'x+î  JX+I 2(x + 1 )" 

2 - La fonction h est définie sur R Elle est obtenue par la composition d'ap
plications suivante : 

x E lR f----+ y = J x2 + 1 E ] 1 ,  +oo[  f----+ exp(y) = exp( Vx2+!). 

Ces applications étant dérivables sur les ensembles indiqués , l 'application h 
est donc dérivable sur R En utilisant la formule de dérivation composée, on 
obtient pour tout x E lR 

f� (x) = (/x2 + 1 ) ' exp(Vx2+!) = � exp(Vx2+!) 
2 x2 + 1 

= � exp( J x2 + 1 ) .  
x2 + 1 

3 - La fonction h est définie sur R Elle est obtenue par produit de l 'application 
identité avec la composée d'applications suivante : 

x E lR  f----+ y = x ln(2) E lR f----+ exp(y) = exp(x ln(2)) = 2x . 

Ces applications étant dérivables sur les ensembles indiqués , la composée est 
donc dérivable sur lR et l 'application h est dérivable sur lR en tant que pro
duit d'applications dérivables sur R En utilisant la formule de dérivation d'un 
produit , on obtient pour tout x E lR 

f� (x) = 2x + x ln(2) exp(x ln (2 ) )  = ( 1  + x ln(2) )  2x . 

4 - La fonction arc-tangente est définie sur R La fonction f 4 est donc définie 
pour tout x E lR * tel que 1 -x2 , c'est-à-dire sur [- 1 ,  0 [ U ] 0 ,  1 ] . La fonction racine 
carrée est dérivable sur JR+ ce qui implique que x f--t v' l  - x2 est dérivable sur 
] - 1, 1 [ . Comme la fonction arc-tangente est dérivable sur JR, l 'application f4 
est dérivable sur ] - 1 , 0 [ U ]O ,  1 [ . L'application 'ljJ :  x E ] - 1 , 0 [ U ]O ,  l [f-> v'\;;-x2; 
est dérivable et pour x E ]  - 1 , 0 [ U ]O ,  1 [ , on a 

'l/;' (x) = :2 (x (�) ' -�) 
= -� ( x2 

+ 
�) = _ 

1 
x2 v'f=X2 x2 v'f=X2 .  

Puisque f4 = arctan o'lj; , d'après la proposition 16 .4 ,  pour x E ]  - 1 , 0 [ U ]O ,  1 [  
on a 

f�(x) = 'l/;' (x) arctan' ('l/;(x) ) = - b 1 �2 ( ) x2 1 - x2 + x 
1 

v'f=X2 "  



802 Solution des exercices 

L'application f4 n 'est pas prolongeable par continuité en 0 car 

lim f4(x) = � x->0+ 2 et 

En vertu de la proposition 16.2 p. 751, ou plus exactement de sa contraposée 
l 'application f4 ne peut pas être dérivable en O. 

' 

5 - Le réel f5(x) = (cos(x))� =exp(� ln(cos(x ) ) ) est défini pour x =!= O tel 
que cos(x) > 0, c 'est-à-dire pour x appartenant à l 'ensemble 

v = ]��,o[u]o, Hu ( LJ ]-� + 2k1r, � + 2k1r[ ). 
kEZ* .... , 

La fonction cosinus est dérivable sur V à valeurs dans ]O, 1] et la fonction 
logarithme est dérivable sur ]O, 1] à valeurs dans fi!. - . La fonction x � ln(cos(x)) 
est donc dérivable sur V .  De plus , la fonction x � � est dérivable sur V donc 
la fonction x � � ln(cos(x ) )  est dérivable sur V en tant que produit de deux 
fonctions dérivables sur V .  Enfin, comme la fonction exponentielle est dérivable 
sur fi!. ,  on peut en conclure que la fonction f5 est dérivable sur V .  Pour tout 
x EV , on a 

f�(x) = (� ln(cos(x) ) ) ' exp(� ln(cos(x) ) ) 
= - (-b ln(cos(x ) )  + � tan(x)) f5(x). 

Solution de l'exercice 5 

Soit f une application dérivable sur fi!. et périodique ; il existe T E R+ tel que 

Vx E fi!. f(x + T) = f(x). 

Considérons l 'application g : x E fi!. � f(x + T) . Puisque l 'application 
x E fi!. � x +T est dérivable sur fi!. ,  on peut affirmer d'après la proposition 16.4 
que g est dérivable sur fi!. et 

Vx E fi!. g'(x) = (x + T)' f'(x + T) = J'(x + T) . 

Puisque f est périodique, on a g(x) = f (x) pour tout x E fi!. ,  autrement dit, 
les deux applications f et g sont égales .  Ceci implique que leurs dérivées sont 
elles aussi égales ; on a donc pour tout x E fi!. 

J'(x) = f'(x + T). 

On en conclut que f' est une application périodique. 

Solution de l'exercice 6 
Soient fi : x E fi!. � xn et f2 : x E fi!. � (1 + 2xr. Pour tout entier k avec 
0 � k � n, les applications fi et h admettent pour dérivées k-ième en x E lR 

f(k) ( ) _ ( ) ( k ) n-k _ n! n-k 1 x -nn - 1 ... n- + l x  -
(n-k)!

x , 

JJk l ( x) =2kn(n - 1) ... (n - k + 1)(1+2xr-k = 2k 
(n 

:' 
k) ! 

( 1 + 2 xr-k. 
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Puisque f = fi x fz, on en déduit d'après la formule de Leibniz que 

n 
j(n) (x) = L (k) Jt-k) (x) JJk) (x) 

La relation est établie . 

k=O 
� (n) n! k k n! ( )n-k = L., k k ! x 2 (n - k) !  1 + 2x 
k=O n 

= L 2nn! (k) 2 xk ( l  + 2x)n-k . 
k=O 

Solution de l'exercice 7 

803 

Désignons par ai , i = 1, . . .  , n les n racines distinctes de P que l 'on ordonne de 
la manière suivante : 

Considérons la fonction polynomiale P associée à P. Pour tout i E N avec 
1 � i � n - 1 ,  l 'application P est continue sur l 'intervalle [ai , ai+ 1 ] et dérivable 
sur l 'intervalle ] ai ,  ai+1 [ .  De plus P(ai ) = P(ai+ 1 ) = O . D'après le théorème 
de Rolle, il existe un réel Œi E ]ai , ai+ 1 [ tel que P' (ai ) = O . Le réel Œi est par 
conséquent une racine de P' . On en déduit que le polynôme P possède au moins 
n - 1 racines réelles et que ces racines sont séparées par les racines de P : 

On peut illustrer cette propriété en considérant les polynômes de Legendre qui 
sont définis par récurrence 

Po = 1 ,  et pour k E N* 2k + 1 k 
Pk+ 1 = -- X Pk - -- Pk- 1 · k + l  k + l  

Le programme MAPLE suivant calcule le (N + l )e polynôme de Legendre et en 
donne sa représentation graphique ainsi que celle de son polynôme dérivé . 

> P [O] : = 1 :  P [ l]  : =x :  
> N : =5 :  
> for k from 1 to N do 

P [k+ l]  : =  (2*k+ 1 ) / (k+ l ) *x*P [k] - k/ ( k+ l ) *P [k- 1] : 
od : 

> s impl ify (P [N+ l] ) ;  

231 6 315  4 1 05 2 5 -x - - x + - x 16  16 16 16 
> plot ( [P [N+ l ]  , diff (P [N+ l] , x ) ] , x= - 1  . .  1 , y=-4 . .  4) ; 
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·4 

On observe bien sur la figure l 'alternance des racines du polynôme de Legendre 
et de celles de son polynôme dérivé . 

Solution de l'exercice 8 

On note x la distance AD, voir la figure 13 ,  et v la vitesse du tracteur sur la 
(3 1 ) • route . Le temps de parcours sur la route est x/v. La distance parcourue 

dans le champ est 
BD = .,/d2 + (L - x) 2 

et le temps de parcours dans le champ est BD/ (v/2) . Le temps de parcours 
total pour aller de A à B en fonction de la distance x parcourue sur la route 
est donc 

x 2 yd2 + (L - x)2 1 ( 
) T( x) = - +  = - x +2 .,/d2 + (L - x) 2 . V V V 

On est donc conduit à déterminer le minimum de la fonction T sur [O , LJ . 
Commençons par déterminer les valeurs possibles pour les extremums de T. 
On vérifie que pour tout x E [O , LJ , 

On a alors 

T' ( x) = 0  � 

T' ( x) = � (1 - 2 (L - x) ) . 
v .Jd2 + (L - x) 2 

.,/d2 + (L - x) 2 = 2(L - x) � d2 + (L - x)2 = 4(L - x)2 

2 2 d 3 (L - x) = d  � L - x =  v13 ·  

Le minimum de la fonction T sur [O , LJ est à rechercher parmi les valeurs 0, L et 
x0 = L - Js dans la mesure où x0 E J O ,  L[ .  Il est aisé de vérifier que xo E JO , L[ 

si et seulement si L > d/J3. On a donc deux cas à envisager . 

<31> Des renseignements pris auprès d'un agriculteur breton nous permettent d 'estimer cette 

vitesse sur route à 40 km/h .  
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1 . Si L � d/-./3 alors T' ne s 'annule pas sur ] O , L] . Le signe de T' sur [O, L] 
est celui de T' ( L) = 1 / v ; il est positif. La fonction T est alors strictement 
croissante sur [ü , L] et son minimum est atteint en 0 et vaut 

T(O) = �JL2 + d2 . V 

Pour minimiser le temps de parcours , le tracteur doit entrer dans le champ 
en A. 

2. Si L > d/-./3 alors T' s 'annule en x0 E J O , L[ . On a T' (L) = 1/v > 0 et 

(32) 

T' (O) = 1 (Jd2 + L2 - 2L) = 1 d2 _ 3L2 < 0 
vv'd2 + L2 vv'd2 + L2 v'd2 + L2 + 2L ' 

2 2 ' /7ï , . (32 ) car d - 3L < 0 sous l 'hypothese L > d/ v 3. T est donc decrmssante 
sur [O, x0] et croissante sur [x0 , L] . On en déduit que T admet un minimum 
en x0 . Pour minimiser le temps de parcours , le tracteur doit quitter la route 
à une distance d x0 = L - -

-!3 
du point A. Le temps de parcours est alors 

T(xo ) = L + d-./3 . V 

On rappelle qu'une fonction peut s 'annuler en un point sans changer de signe. C 'est le 
cas de la fonction carrée en O. On ne peut donc pas conclure que T' (O) < 0 à partir de la 
seule information T'(L) > O. 
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Solution de l'exercice 9 

La fonction f est définie sur lR et est de classe c= sur lR (en tant que composée 
d 'une fonction polynomiale par la fonction exponentielle) . Pour tout réel x on a 

-x 2 1 J ' (x) = -- e-x 2 et 
v'27r 

x2 - 1 2 J" (x) = -- e-x /2 . 
v'27r 

Ainsi, f" (x) = 0 si et seulement si x2 - 1 = O .  Il y a deux points d'inflexion 
potentiels qui sont 1 et - 1 .  Il reste à vérifier que f" change bien de signe en 
ces deux points . Le signe de f" est celui de x2 - 1 = O .  On a donc f" > 0 sur 
J - oo, - 1 [ , f" > 0 sur J - 1 ,  1 [  et f" > 0 sur J l ,  +oo[ .  On en conclut que la 
fonction f admet 1 et - 1  pour points d'inflexion. 

Solution de l'exercice 10 

Considérons les applications suivantes 

f :  x E JO ,  2 [  f-----+ ex2+x - e2x et g :  x JO ,  2 [  f-----+ cos (�x ) .  

Ces applications sont continues e t  dérivables sur V =  J O ,  2 [  qui est un  voisinage 
de 1 ,  et g' ne s 'annule pas sur JO ,  2 [ . On a 

J' :  x E JO ,  2 [  f-----+ (2x + l ) ex2+x - 2e2x et g' : x E JO ,  2 [  f-----+ - �  sin( �x) . 

La limite en 1 du quotient de f' et g' s 'obtient sans difficulté ; on a 

d'où 

lim f' (x) = e2 et lim g' (x) = - -"- , X---> l X---> l 2 

. f' (x) 2e2 
hm -- = - -x---> l g' (x) 7r 

La règle de L 'Hôpital indique que 

lim f(x) - f ( l )  
= l im f' (x) = _ 2e2

. x---> I g(x) - g ( l )  x---> l g' (x) 7r 

Solution de l'exercice 1 1  

L'application sinus est de classe c =  sur R Appliquons la formule de Taylor
Lagrange à l 'ordre 5 en prenant b = x et a = 0 : il existe un réel c E JO, x [ 
tel que 

2 3 4 5 
f(x) = f(O) + xf' (O) + :'.__ J"(O) + :'.__ J C3l (o) + :'.__ J C4l (o) + :'.__ JC5l (c) 2 !  3 ! 4 !  5 ! 

x3 x5 
= x - 6 + 

120 cos(c) . 

Puisque x E [O, � J et que c E JO , x [  le réel cos(c) est positif. On en déduit que 
pour tout x E [ü , � J 

x3 
sin(x) � x - 6 .  
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Par ailleurs, puisque cos(c) ( 1 ,  on a 

x3 x5 sin(x) � x - - + - . "' 6 120 

Solution de l'exercice 12  

807 

Remarquons tout d'abord que pour tout n E N l 'application f n est de classe C00 
sur JR* puisque f n est le produit d 'une fonction polynomiale (qui est de classe C00 
sur JR) et de la composée de la fonction sinus avec la fonction x 1--> l/x qui est 
de classe C00 sur JR* . On s 'intéressera donc uniquement au comportement des 
applications f n en O. 
1 - Pour n = 0, l 'application fo n 'est pas continue en 0 puisque sin ( l/x) n 'a 
pas de limite lorsque x tend vers O . Elle ne peut donc pas être dérivable en O .  
2 - Pour n = 1 ,  on a 

\:/x E JR* / fi (x) / = /x sin ( l/x) / ( /x / . 

On en déduit par le théorème d'encadrement que Iimx_,0 fi (x) = O . L'applica
tion fi est donc continue en O .  Par ailleurs , pour x E JR* on a 

fi (x) - fi (O) = sin( l /x) . 
X 

Puisque la fonction x 1--> sin( l /x) n 'a pas de limite lorsque x tend vers 0, on en 
déduit que fi n 'est pas dérivable en O .  
3 - Pour n = 2 ,  on a 

\:/x E JR* /h (x) / = /x2 sin ( l/x) / ( x2 . 

On en déduit par le théorème d 'encadrement que Iimx_,o h (x) = O . L'applica
tion h est donc continue en O. D 'autre part , pour x E JR* on a 

1 h(x) : h (O) 1 = /x sin( l /x) / ( /x / . 

On en déduit par le théorème d 'encadrement que 

lim h (x) - h (O) = 0 x->O X 

c'est-à-dire que h est dérivable en 0 de dérivée f� (O) = O . 
Par ailleurs pour x E JR* , l 'application h admet pour dérivée en x 

f� (x) = 2x sin ( l/x) - cos ( l /x) . 

Puisque cos ( l/x) n'a pas de limite lorsque x tend vers 0, on en déduit que f� 
n'est pas continue en 0 et par conséquent que f2 n 'est pas de classe C1 sur R 
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4 - On peut remarquer que pour tout réel x on a h (x) = xf2 (x) . Puisque l 'ap
plication h est continue sur IR., on en déduit que l 'application h est également 
continue sur IR. en tant que produit de deux applications continues sur R On 
en déduit également que h est dérivable sur IR. en tant que produit de deux 
applications dérivables sur IR. et pour tout x E IR., on a fHx) = h(x) + xf� (x) . 
En particulier JHO) = h(O) = 0 et pour x E IR.* , 

f� (x) = 3x2 sin( l/x) - x cos ( l /x) . 

Pour x E IR.* on a 

l f� (x) I � 3x2 l sin ( l/x) I + lx l l cos ( l/x) I � 3x2 + lx l . 

Le théorème d 'encadrement indique que limx__,o fHx) = O . On en conclut que 
l 'application h est de classe C1 sur IR. car limx__,o f� (x) = JHO) . 

Solution de l'exercice 13  

1 - On cherche une application f définie sur [O, 1 ]  telle que f (O) = 0 ,  f ( l )  = 1 
et f' (O) = f' ( l )  = O. On peut assez naturellement essayer de chercher une 
fonction polynomiale satisfaisant ces conditions. Compte tenu du fait que l 'on 
dispose de 4 conditions, on peut chercher une fonction polynomiale de degré 3. 
On cherche donc les 4 réels a, b, c et d tels que f ( x) = ax3 + bx2 + ex +  d. Les 4 
conditions se traduisent par 

d = 0 ,  a +  b + c = 1,  c = 0 ,  3a + 2b + c = O .  

En résolvant le  système linéaire formé par ces 4 équations , on établit que les 
seuls réels convenant sont a = - 2, b = 3, c = 0 et d = O. Ainsi, l 'application 
f : x ........ -2x3 + 3x2 vérifie les hypothèses de l 'exercice . On peut la représenter 
graphique avec MAPLE. 
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2 - L'application f est dérivable sur JO ,  1 [  doncc33 l est continue sur JO ,  1 [ . On en 
déduit que l 'application g est continue sur JO ,  1 [ . On a 

lim g(x) = lim f (x) - lim f(x) - 1 = J' (O) + (f(O) - 1 )  = - 1 x--->O+ x--->O+ X x--->O+ X - 1 

et 

lim g(x) = lim f (x) - lim f(x) - f ( l )  = f ( l )  - J' ( l ) = 1 . 
X---> 1 - X---> l - X x---> 1 - x - 1  

Ainsi , l 'application g est continue sur [O, 1 ] . 
3 

- L'application g est continue sur [O, 1] et g(O)g ( l )  < O. D 'après le théorème 
des valeurs intermédiaires , il existe un réel a E J O ,  1 [  tel que g(a) = O . Or, 

g(a) = 0 � 
f(a) -

f(a) - 1 = 0 � f (a) = a. 
a a - 1 

4 - On cherche une application f définie sur [O, lJ telle que 

f(O) = 0, f ( l )  = 1 ,  J' (O) = 0, J' ( l )  = 0 

(les hypothèses de l 'exercice) et par exemple f (- ,l- )  = ,l- ,  f ( � )  = � (ce qui assure 
l 'existence d'au moins 2 points fixes) . On peut assez naturellement essayer de 
chercher une fonction polynomiale satisfaisant ces conditions. Compte tenu du 
fait que l 'on dispose de 6 conditions , on va chercher une fonction polrnomiale 
de degré 5 . On cherche donc les 6 réels ao , . . .  , a5 tels que f (x) = Lk=O ak xk 
vérifie les 6 conditions données précédemment . On est conduit à résoudre un 
système linéaire de 6 équations à 6 inconnues (en fait , un système linéaire de 4 
équations à 4 inconnues car les conditions f(O) = 0 et f'(O) = 0 imposent que 
ao = 0 et que a1 = 0) . On peut utiliser MAPLE pour automatiser les calculs . 

> n : =5 :  
> f : =x->a [O] +sum ( a [k] *x-k , k= 1  . .  n) : #la f onct ion polynomiale 
> f 1 : =unapply (diff ( f (x) , x) , x) : #sa dérivée 
> eqns : =  f (O ) =O ,  f 1 ( 0 ) =0 , f ( 1 ) "= 1 , f 1 ( 1 ) =0 ,  

f ( 1 /4) = 1 /4 ,  f (3/4) =3/4 : 
> sols : =solve ({eqns } , {seq ( a [k] , k=O . .  n) } ) ;  

{a5 = - 32 a4 = 
80 a3 = -

70 a2 = 25 ao = 0 a1 = o} 3 , 3 , 3 , 3 , , 

> ass ign ( sols ) ; 
> plot ( [f (x) , x] , x=O . .  1 , thi cknes s=2 , color= [black , blue] ) ; 

(33 ) " . 1 . . 
6 2 7 voir a propos1t10n 1 . p .  5 1 .  
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On peut demander à MAPLE de déterminer les points fixes de f. 
> solve (f (x ) =x , x) ;  

1 1 3 0' 1 ' 2 ' 4 ' 4 

Solution de l'exercice 14 

1 - a) La fonction 'ljJ est définie sur IR et est indéfiniment dérivable sur IR car 
la fonction arc-tangente en de classe C00 sur IR. On a 

/ 1 
'ljJ : x E IR i--d + -1 --2 + x  et -2x 'l/J" : X E IR 1----+ ---( 1 + x2 )2 '  

Comme pour tout x E IR on a 'l/J'(x) > 0,  l 'application 'ljJ est strictement crois
sante. De plus 

Vx E IR- 'l/J"(x) < O  et Vx E IR+ 'l/J"(x) > O. 

L'application 'ljJ est donc(34l convexe sur IR- et concave sur IR+ (0 est le seul 
point d 'inflexion de 'ljJ) . La courbe passe par le point (0, 1) et admet en ce point 
une tangente de pente 2. On a le tableau de variation suivant pour 'l/J .  

X 1 1 -oo +oo l 
f'(x) 1 + 1 

+oo 
f(x) / 

- OO  

<34l Voir l e  corollaire 1 6 . l  p.  777. 
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b) L'application 'lj; est continue e t  strictement croissante sur R Elle dé
finit donc une bijection de � dans 'I/;(�) = R Par conséquent , 0 admet un 
unique antécédent par 'I/;, autrement dit , il existe un unique réel c E � tel que 
'l/; ( c) = O . De plus , puisque 'l/; (- 1 )  = arctan(- 1 )  = - � ,  que 'l/;(O) = 1 et 
que 'lj; est continue sur [-1, O] , d 'après le théorème des valeurs intermédiaires 
c E] - 1 , O [ .  (Remarquer que le théorème des valeurs intermédiaires seul assure 
l 'existence d 'une racine c E] - 1 ,  O[ mais pas l 'unicité de cette racine . ) 

2 - On a limx_,+00 arctan(x) = � donc la droite y = x + 1 + � est asymptote 
en +oo et la courbe est au-dessous de l 'asymptote car arctan est croissante. 
On a limx->-oo arctan(x) = - �  donc la droite y = x + 1 - � est asymptote 
en -oo et la courbe est au-dessus de l 'asymptote . La représentation graphique 
de 'lj; est la suivante. 

6 

4 

-4 4 

-2 

-4 

3 - D'après le théorème des valeurs intermédiaires , puisque f est continue sur 
[ a ,  b ]  et que f( a)f ( b)  < 0,  il existe c E ] a , b [  tel que f ( c) = O. De plus f 
est continue et strictement croissante sur [ a ,  b] donc elle est injective de [ a , b ]  
dans R Le réel c est par conséquent unique. 

4 - a) Pour x E [ a ,  b ] , on a g" (x) = f"(x) car p0 est une fonction polynomiale 
de degré 1 . D 'après les hypothèses on a donc g" > 0 sur [ a , b ] . 
Supposons que g s 'annule en x* E ] a , b [ . Comme g( a) = 0 et que g est continue 
sur [ a ,  x* ]  c [ a , b ]  et dérivable sur ] a , x* [c] a ,  b [ , le théorème de Rolle assure 
l'existence d 'un réel (1 E ] a , x* [ tel que g' ( (1 ) = O. D 'autre part comme g( b)  = 0 
et que g est continue sur [ x* ,  b] c [ a ,  b] et dérivable sur ] x* ,  b [c] a ,  b [ , on déduit 
du théorème de Rolle qu 'il existe un réel (2 E] a , x* [ tel que g'((2) = O. En 
utilisant à nouveau le théorème de Rolle pour g' sur l ' intervalle [(1 , (2 ] on en 
déduit qu 'il existe ( E](1 , (2 [ tel que g"(() = O . Cela contredit la propriété 
g" > 0 sur [ a ,  b ] . On en conclut que g ne peut pas s 'annuler sur ] a , b [ . 
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b) On a g (a) = 0 et g(b) = 0 et g est continue sur [a, b] , dérivable sur ]a, b[ . 
D 'après le théorème de Rolle, il existe un réel xo E ]a, b [  tel que g'(x0 )  = o.  
Puisque g est de classe C2 sur [a , b] , appliquons la formule de Taylor-Lagrange 
sur l 'intervalle [xo , b] : il existe 'Y E Jx0 , b [  tel que<35l 

g (b) = g (xo )  + (b - xo )  g' (xo )  + 
(b -to ) 2 g" ('Y) ,  

c 'est-à-dire tel que 

0 = g(xo )  + (b -
2
xo ) 2 g" ('Y) .  

Puisque g" > 0 on a g(xo )  qui est strictement négatif. Comme g garde un signe 
constant sur ]a ,  b [  on en déduit que g est strictement négative sur ]a ,  b [ . 

c) Puisque g (x) < 0 pour tout x E ]a ,  b [  on a g (c) = J(c) -p(c) = -p(c) < O, 
donc p(c) > O .  Par ailleurs p(a) = f(a) < O .  D 'après le théorème des valeurs 
intermédiaires l 'unique racine c1 de la fonction polynomiale Po de degré 1 est 
comprise entre a et c. 
5 - a) Pn est une fonction polynomiale de degré 1 de la forme Pn (x) = ax + (3 
avec (a, {3) E IR2 . Les conditions Pn (cn ) = J (cn) et Pn (b) = f (b) imposent que 
a et (3 satisfont au système linéaire 

{ a Cn + f3 = f (en ) 
a b + (J = f(b) 

La résolution de ce système linéaire fournit l 'expression suivante pour Pn : 

f(b) - f(cn ) Pn (x) = 
b _ Cn (x - Cn ) + J(cn ) · 

b) Le terme Cn+I est défini par la relation Pn (cn+ 1 ) = 0 qui s 'écrit encore 

f(b) - f(cn ) 
b (cn+ l - Cn ) + f(cn ) = O . 

- Cn 
Ainsi Cn+ i et Cn sont liés par la relation 

b - Cn Cn+ i = Cn - J(cn ) J (b) _ J(cn ) 

On a donc Cn+ i = </>(en ) avec </> :  x E lR 1--+ x - f(x) f(b�=f(x) ' 
6 - Pour tout k E N, on a 

b - Ck ck+ I - Ck = -f(ck ) f (b) _ f(ck ) 

Puisque f' > 0, f est croissante sur [a, b] donc f(b) - f(ck ) > O. D'autre part , 
par hypothèse ck � c et f(c) = 0 donc f(ck ) < O .  On en déduit que Ck+ 1 - Ck > 0 
et que la suite (ck ) k est croissante. 

<35> On peut bien entendu également considérer la formule de Taylor entre a et xo . 
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7 - La suite (ck )k est croissante et majorée par b donc elle converge . Cette 
suite étant définie par la relation de récurrence Ck+ l = <P( Ck ) , elle converge 
nécessairement vers l 'une des solutions de l 'équation x = cp(x) . Or 

X = cp(x) b - x  x = x - f(x) f (b) - f(x) 
f (x) = 0 

b - x 
f(x) f (b) - f(x) 

= O 

(la dernière équivalence résultant du fait que f est strictement croissante sur 
[a, b] ) .  L 'équation f(x) = 0 a une unique solution sur [a, b] qui est c. La suite 
(ck )k converge donc vers c. 

8 - Les représentations graphiques de la fonction 'ljJ et des polynômes Po , PI sur 
l 'intervalle [- 1 ,  O] sont les suivantes . 

0. 1 -

0.8 

0.6 0.05 -

0.4 

--0.05 

-0.4 

-0. 1 -0.6 

-0.8 

--0. 1 5  

-o.,58 

-Po 
PI -

Utilisons MAPLE pour mettre en oeuvre la méthode que nous venons d'étudier et 
calculer une approximation de la solution de l 'équation ( 1  + x) + arctan(x) = O .  

> f : =  x-> ( 1+x) +arct an (x ) : 
> a : = - 1 : b : =O :  
> solve (f (x) =O , x) ; 

RootOf ( _ Z  - 1 + tan ( _ Z ) ) - 1 

On peut remarquer que MAPLE ne parvient pas à déterminer la solution « exacte » 
de notre équation. 

-0.5 



814  Solution des exercices 

> phi : =x-> x- f (x ) * (b-x) / (f (b) -f (x) ) :  # la f onct ion de récurrence 
> N : =9 :  # nombre de t ermes calculés 
> c [ 1]  : = a- f ( a) * (b-a) / ( f (b) - f ( a) ) : #init iali sat ion 
> for n from 1 t o  N-1 do 

c [n+ 1]  : =  evalf (phi ( c [n] ) ) ; 

od ; 
c [2] · = - 0 . 5231330281 
c [3] · = - 0 . 5204706485 
c [4] - 0 . 5202831687 
c [5] -0 . 5202699892 
c [6] : =  - 0 . 5202690628 
c [7] : =  - 0 . 5202689977 
c [8] - 0 . 5202689931 
c [9] - 0 . 5202689927 

On peut calculer f ( cg) pour avoir une information sur la précision de l 'approxi
mation . 
> f ( c [9] ) ;  

o .  
On peut aussi comparer le résultat obtenu par notre méthode à celui retourné 
par la commande f solve de MAPLE. 

> f solve ( f ( x ) =O , x) ; 
- 0 . 5202689927 



CHAPITRE 17 

Développements limités 

1 7  . 1  Définition et généralités 

Soit f une fonction de lR dans lR et xo E ÏR. On rappelle que l 'on dit que f est 
définie au voisinage de x0 s 'il existe un voisinage V de x0 telle que V \ { xo} 
soit inclus dans l 'ensemble de définition de f. Si f est définie sur un voisinage 
de xo alors elle est définie au voisinage de x0 . Une fonction définie au voisinage 
de Xo est définie sur un voisinage de xo sauf peut-être en x0 . Dans ce chapitre , 
on confondra au niveau des notations un polynôme et la fonction polynomiale 
qui lui est associée , le contexte permettant toujours de lever l 'ambiguïté. 

DÉFINITION 17 .1  Soient n un entier naturel et f une application définie au 
voisinage de O. On dit que f admet un développement limité d 'ordre n en 0 
(on note de façon abrégée DLn(O)) s 'il existe un polynôme P E IR[X] de degré 
au plus égal à n, un voisinage V de 0 et une application t: définie sur V \  {O}  
tels que 

Vx E V \ {O} f ( x) = P( x) + Xnt:( x) et lim t: ( x) = O . 
X->Ü 

La fonction polynomiale P est appelée partie régulière du développement limité 
d 'ordre n en O .  

Remarques 

1. La fonction R : x r---t xnt: ( x) est appelée reste du développement limité 
d'ordre n en O .  On a R( x) = f( x) - P( x) = o0 ( xn). 
2. Il est clair d'après la définition , que toute fonction polynomiale f admet 
un développement limité à tout ordre en O . Si f ( x) = L:::Z'=o ak xk et n � m 
alors la partie régulière du développement limité d'ordre n en 0 est la fonction 
elle-même et le reste est la fonction nulle . Si n <  m alors la partie régulière est 
L�=O ak xk et le reste est 

m m-n 
R( x) = L ak xk = xn L ak+nXk = Xnt: ( x) 

k=n+l k=l 

m-n 
où t: ( x) = L ak+nXk . 

k=l 
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Ainsi la fonction polynomiale f : x E lR f-> 2x3 + x + 4 admet un dévelop
pement limité à l 'ordre 2 en 0 dont la partie régulière est x + 4 et elle admet 
un développement limité à l 'ordre 3 dont la partie régulière est 2x3 + x + 4 . 
3 . Si une fonction f admet un développement limité d'ordre n en 0 de partie 
régulière P alors pour tout C E N avec 0 � C � n, f admet un développement 
limité d'ordre C en 0 dont la partie régulière est obtenue en ne considérant que 
les monômes de degré au plus égal à C de P. 
4 .  S 'il existe un polynôme P de degré au plus égal à n tel qu 'au voisinage de Q 
on ait < 1 l 

f (x) = P(x) + Oa (xn+l ) (1 ) 
alors on a a fortiori 

f(x) = P(x) + oa (xn ) (2) 
et P est la partie régulière du développement limité d'ordre n en 0 de f. Les 
notations ( 1 )  et (2) sont toutes deux utilisées pour écrire un développement 
limité . La première notation en dit plus sur le comportement de f au voisinage 
de O .  On dit qu 'elle correspond à un développement limité d 'ordre n en O au 
sens fort de f .  C 'est l 'écriture qui est utilisée par le logiciel de calcul formel 
MAPLE pour exprimer les développements limités avec la commande taylor. 

> f : =x-> 2*x-3+x+4 : 
> t aylor ( f ( x ) , x=0 , 3) ; 

4 + x + Oo (x3 ) 
> taylor ( f (x) , x=0 , 4) ; 

4 + X + 2x3 

PROPOSITION 17 .1  (Unicité du développement limité) 
Si une fonction f admet un développement limité d 'ordre n en 0, celui-ci est 
unique. 

Démonstration On utilise un raisonnement par l 'absurde . 

!:::: Supposons que f admette en 0 deux développements limités d 'ordre n dis
tincts . Il existe alors un polynôme P1 E IR[X] de degré au plus égal à n, un 
voisinage Vi de 0 et une application E1 définie sur Vi \ {O} tels que 

Vx E Vi \ {O} et lim E1 (x) = O  x---+0 

et il existe un polynôme P2 E IR[X] de degré au plus égal à n, un voisinage Vi 
de 0 et une application E2 définie sur Vi \ {O} tels que 

Vx E Vi \ {O} et lim E2 (x) = O . X-->Ü 

( ! )
Voir le chap. 15  pour des précisions sur les relations de comparaison Oo et  Oo . 
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L'hypothèse que les deux développements limités sont distincts se traduit par : 
ou bien Pt =/:- P2 ou bien Pt = P2 et Et =/:- E2 · Notons u = Vi n Vi ,  
Pi = I::�=o akXk et P2 = I::�=o bkXk . 
!:'.'.: Envisageons tout d'abord le cas où Pt = P2 sur U \ {O} . Par différence des 
deux développements limités , on obtient 

'Vx E U \ {O } .  

Cela implique que Et = E2 sur U \ {O } .  Les deux développements limités sont 
donc égaux. 

!:'.'.: Supposons maintenant que Pt =/:- P2 et désignons par Q le polynôme (non 
nul) Pt - P2 . La valuation v de Q vérifie 0 :::;; v :::;; n et on a 

Q(x) rv (av - bv )xv . 0 
D'autre part pour tout x E U \ {O} , on a 

Q(x) = Pt (x) - P2 (x) = (f (x) - XnEt (x) ) - (f(x) - xnE2 (x) ) 
= xn (E2 (x) - Et (x) ) .  

On aboutit à l a  contradiction suivante : Q(x) rv (av - bv )xv et Q(x) = oo(xn ) 0 
avec n ? v. Si la fonction polynomiale Q est équivalente au voisinage de 0 à 
(av - bv )xv alors on a xk = o0 (Q (x)) pour k ?  v. Puisque n ?  v, on ne peut 
donc pas avoir Q(x) = o0 (xn ) .  On a donc nécessairement Pt = P2 . D'après 
la première partie de la démonstration , on en déduit que cela implique que 
Et = E2 · Les deux développements limités sont donc égaux. 

On a ainsi démontré que, si une fonction admettait un développement limité 
d'ordre n en 0, celui-ci était nécessairement unique . D 

PROPOSITION 17.2 (Développement limité et parité) 
Soit f une fonction admettant un développement limité d 'ordre n en 0 de 
partie régulière P. 
X Si f est paire alors la  fonction polynomiale P est paire. Autrement dit, les 
coefficients des monômes de degré impair de P sont nuls. 

X Si f est impaire alors la fonction polynomiale P est impaire. Autrement dit, 
les coefficients des monômes de degré pair de P sont nuls. 

Démonstration Si f admet un développement limité d'ordre n en 0 de partie 
régulière P alors il existe un voisinage V de 0 et une application E définie sur 
V \  {O}  tels que pour tout x E V \ {O}  

f(x) = P(x) + xnE(x) et l im E (x) = O . X--->0 
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Puisque V est un voisinage de 0, il existe <2l un réel T/ strictement positif tel que 
l 'intervalle ouvert I = ] - T}, TJ [  soit inclus dans V. Pour x E I \ {O} on a 

où la fonction E2 est définie sur I par E2 (x) = ( - l)n E ( - x) et vérifie donc 
limx_,o E2 (x ) = O . 

� Si f est paire alors pour tout x E I on a f (-x) = f (x) . Par unicité du 
développement limité d 'ordre n en 0, on en déduit que P(-x) = P(x) pour 
tout x E I (et par conséquent pour tout x E JR) . Autrement dit la fonction 
polynomiale P est paire . 

� Si f est impaire alors pour tout x E I on a f (-x) = -f (x) . Par unicité du 
développement limité d'ordre n en 0, on en déduit que P(-x) = -P(x) pour 
tout x E I (et par conséquent pour tout x E JR) . Autrement dit , la fonction 
polynomiale P est impaire. D 

PROPOSITION 17.3 )< Pour qu 'une fonction f admette un développement li
mité d 'ordre 0 en 0, il faut et il suffit que f soit continue en 0 (ou prolongeable 
par continuité en 0) . Dans ce cas, on a 

f(x) = f(O) + oo( l) .  

)< Pour qu 'une fonction f admette un développement limité d 'ordre 1 en 0, il 
faut et il suffit que f soit dérivable en O .  Dans ce cas, on a 

f(x) = f (O) + xf' (O) + oo( x). 

D .  t t" C> 0 1 , . 1 . t (3) emons ra ion _ n a es eqmva ences smvan es : 

f est continue en 0 � lim (f(x) - f(O)) = 0 X->Ü 
� f (x) - f(O) = oo( l)  au voisinage de O. 

On en déduit que si f est continue en 0 alors elle admet un développement li
mité d 'ordre 0 en 0 de partie régulière f(O) . Réciproquement , supposons que f 
admette un développement limité d'ordre 0 en O .  Il existe dans ce cas un voi
sinage V de 0 ,  un polynôme P de degré au plus 0 et une application E définie 
sur V \  {O} tels que pour tout x E V \  {O} 

f (x) = P(x) + E (x) et lim E(x) = O . X->Ü 

On en déduit que l 'application f admet pour limite en 0 le réel P(O) . Elle est 
donc<3 l continue en 0 (ou prolongeable par continuité en 0) . 

( 2) Voir la définition 3 . 1 0  p. 1 1 6 .  
< 3l Voir la définition 13 .4  p .  616 .  



Développements limités 

ç::: On a les équivalences suivantes : 

f est dérivable en 0 lim f (x) - f(O) = J' (O) X--->Ü X 
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f(x) - f(O) - J' (O) = o0 ( 1 )  au voisinage de 0 
X 

f(x) = f (O) + x J' (O) + oo (x) au voisinage de O .  

On en déduit que si f est dérivable en 0 alors elle admet un développement 
limité d 'ordre 1 en 0 de partie régulière f (O) + xf'(O) . Réciproquement , suppo
sons que f admette un développement limité d 'ordre 1 en O . Elle admet aussi <• l 
un développement limité d'ordre 0 en 0 et, d 'après la première partie de la dé
monstration, f est continue en O . Par ailleurs , d 'après la définition 17. 1 ,  il existe 
un voisinage V de 0, un polynôme P de degré au plus 1 et une application f 
définie sur V \  {O} tels que pour tout x E V \  {O} 

f(x) = P(x) + x E(x) et lim E (x) = O . X--->0 

Le polynôme P est de la forme P = f(O) + aX avec a E R  On en déduit que 

et par conséquent que 

f (x) - f (O) = Œ + E(x) 
X 

lim f(x) - f(O) = a. X--->0 X 

Cela permet de conclure que f est dérivable en 0 ,  de nombre dérivé a en O .  0 

Remarques 

1. La proposition 17 .3 contient un abus de langage fréquent : la fonction f peut 
admettre un développement limité d 'ordre n en 0 sans être définie en O. On 
ne peut pas alors vraiment parler de la continuité de f en O . Dans ce cas il 
faut lire : pour que f admette un développement limité d 'ordre 0 en 0, il faut 
et il suffit que f soit prolongeable par continuité en O . Pour ne pas alourdir 
inutilement les énoncés nous ferons systématiquement cet abus de langage, en 
précisant les choses si nécessaire. 
2. On déduit de la proposition 17 .3  qu'une fonction qui n 'est pas continue en 0 
n'admet de développement limité à aucun ordre en 0 (c'est le cas par exemple 
de la fonction x 1-+ ln( /x l ) ) .  

Exemples 

1. Considérons l 'application f définie sur �* par f (x) = x + x3 sin ( l/x2 ) . Cette 
application admet un développement limité d 'ordre 1 en 0 de partie régulière x .  
En effet , l 'encadrement 

\:lx E �* 

(4) • 
V01r la remarque 3. de la page 8 16 .  
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permet d 'établir que limx_,0 x2 sin( l/x2 ) = 0 puis que 

x3 sin ( 1/x2 ) = oo (x) . 

On a donc f (x) = x + oo (x) . D 'après la proposition 17 .3 ,  la fonction f est 
prolongeable par continuité en 0 en posant f (0) = 0 et que ce prolongement 
est dérivable en 0 de dérivée f' (0) = 1 . 
2 . Considérons l 'application f définie sur IR* par f (x) = x2 ln( j x l ) .  Cette ap
plication est prolongeable par continuité en 0 en posant f (0) = O . Elle est 
dérivable en 0 de dérivée 0 puisque 

lim f(x) - f(O) 
= l im x ln( jx l ) = O. x--->O X x--->O 

Elle admet donc un développement limité d'ordre 1 en 0 de partie régulière 
nulle . Par contre, f n'admet pas de développement limité d'ordre 2 en O ; en 
effet, si f admettait un développement limité d 'ordre 2 en 0, celui-ci serait de 
la forme ax2 + x2 E(x) avec a E lR et limx_,0 E (x) = O. Or 

f(x) - ax2 
E(x) = 2 = ln( !x l ) - a 

X 

et quelle que soit la valeur de a, cette quantité ne tend pas vers 0 lorsque x 
tend vers O .  

Pour n � 2 une application peut admettre un développement limité 
d 'ordre n en 0 sans être n fois dérivable en 0 comme le montre l 'exemple 
suivant . L'application 

f :  x E lR f--; { � + x3 sin ( l/x2 ) si X -/:- 0 
si X =  0 

est continue sur IR, dérivable sur IR, de dérivée l 'application (à vérifier à titre 
d'exercice) , 

J' : x E lR f--; { � + 3x2 sin ( l/x2 ) - 2 cos ( l /x2 ) Si X -/:- 0 
Si X =  0 

L'application f admet un développement limité d'ordre 2 en 0 de partie 
régulière x (voir l 'exemple précédent) . Cependant f n 'est pas deux fois dé
rivable en 0 car f' n 'est pas continue <5J à l 'origine (cela est dû au terme 
2 cos ( l/x2 ) qui n 'a pas de limite quand x tend vers 0) . 

On peut se demander à quelle condition une fonction admet un développement 
limité d'ordre n en 0 pour n � 2 . La réponse est donnée par le théorème 
de Taylor-Young. Ce théorème est également l 'outil de base pour calculer un 
développement limité . 

<5l On rappelle , voir la proposition 16 .2  p. 751 ,  qu'une application dérivable en un point est 
continue en ce point. Par contraposition, une application qui n 'est pas continue en un 
point ne peut pas être dérivable en ce point . 



Développements limités 

1 7. 2  L e  théorème de Taylor-Young 

THÉORÈME 17 .1  (Formule de Taylor-Young
<6l

) 
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Soient f une application définie sur un intervalle ouvert I, n E N* et xo E I .  
O n  suppose que f est ( n - 1 ) fois dérivable sur I e t  admet une dérivée n-ième 
en xo . Pour tout x E I, on a 

n J (k) ( ) 
f (X) = """"' k !

Xo ( ) k ( (  )n ) � X - Xo + Oxo X - Xo . 
k=O 

Cette relation est appelée formule de Taylor- Young à l 'ordre n .  

Démonstration Nous allons montrer l e  résultat en utilisant un raisonnement 
par récurrence. 

!?: Pour n = 1, considérons une application f définie sur un intervalle ouvert I 
possédant une dérivée en x0 E I. La quantité 

f(x) - f(xo ) 
_ J' (xo )  = 

f(x) - f(xo ) - f' (xo ) (x - xo )  
X - Xo X - Xo 

admet pour limite 0 lorsque x tend vers xo car f' (xo ) = limx->xo f (��=��xo) . 
Cela se traduit par<7l f (x) - f(xo) - f'(xo ) (x - xo )  = Ox0 (x - xo ) .  On a donc 

f(x) = f(xo ) + J' (xo ) (x - xo )  + Ox0 (x - xo ) 

et la formule de Taylor-Young à l 'ordre 1 est vraie. 

!?: Supposons que la formule de Taylor-Young à l 'ordre (n - 1 ) soit vraie et 
montrons qu 'elle est également vraie à l 'ordre n. Nous supposons donc que 
pour toute application g qui est (n - 2) fois dérivable sur I et qui admet une 
dérivée (n - 1 )-ième en x0 on ait 

et nous allons montrer que pour toute application f qui est (n - 1 )  fois dérivable 
sur I et qui admet une dérivée n-ième en xo on a 

n J (k) ( ) f (X) = """"' k !
Xo ( ) k ( (  )n ) � X - Xo + Oxo X - Xo . 

k=O 

(G )  YouNo, William Henry ( 1863, Londres - 1942, Lausanne) . Young travailla principalement 
sur le développement en série des fonctions (séries de Fourier en particulier) . Il donna 
une expression du reste dans la formule de Taylor. Ne pas le confondre avec le célèbre 
physicien anglais Thomas Young ( 1773- 1829) qui découvrit les interférences lumineuses. 

<71
Voir la définition 15 . 1 ,  p .  717 .  
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Considérons la fonction <P définie sur I par 
n (k) ( ) <P(x) = f(x) - L f kto (x - xo) k . 
k=O 

(3) 

La formule de Taylor-Young à l 'ordre n sera démontrée si l 'on établit que 
</J(x) = Ox0 ( (x - xo)n ) ,  autrement dit , si l 'on établit que limx--->xo (x���

) n = O. 
Pour montrer ce résultat nous allons avoir recours à la règle de L'Hôpital<a> . 
Puisque par hypothèse f est (n - 1 )  fois dérivable sur I, d 'après la rela
tion (3) l 'application <P est également (n - 1 )  fois dérivable sur I et pour tout 
i E { 1 , . . .  , n - 1 } ,  on a 

\:/x E I (4) 

On en déduit que<9> <P(i) (xo) = 0 pour tout i E { 1 ,  . . .  , n  - 1 } .  Par ailleurs , 
d 'après la relation (4) pour tout x E I on a 

X - Xo 
f(n- l ) (x) - J(n- l ) (xo) - j(n) (xo) (x - xo) 

x - xo 
J(n- l ) (x) - j(n- l ) (xo) n 
------- -J < l (xo) .  x - xo 

=Ll.x0 (x) 

Puisque f admet une dérivée n-ième en xo, la quantité b.x0 (x) tend vers 
j(n) (x0 ) lorsque x tend vers xo. On en déduit que <P admet une dérivée n-ième 
en x0 qui prend la valeur O. On a donc établi que la fonction <P est (n - 1) 
fois dérivable sur I et qu 'elle admet une dérivée n-ième en x0 . Cela implique 
que la fonction <P' est (n - 2) fois dérivable sur I et qu 'elle admet une dérivée 
(n - 1 )-ième en xo. La fonction <P' satisfait donc aux conditions de l 'hypothèse 
de récurrence et on peut lui appliquer la formule de Taylor-Young à l 'ordre 
(n - 1 ) .  On obtient 

</J' (X) 

On a donc 

n- 1 (</J' ) (k) (xo) k n- 1 L k! (x - xo) + Ox0 ( (x - xo) ) 
k=O 
n- 1 l 
L k' <P(k+ l ) (xo) (x - xo)k + Ox0 ( (x - xot- 1 ) 
k=O . --.,.__.., =0 
Ox0 ( (x - xot-1 ) .  

lim <P' (x) 1 = � lim <P' (x) 
= O . 

x--->xo ( (x _ xo)n) n x--->xo (x - x0 )n- 1 

(a ) Voir la proposition 16 . 14 ,  p. 780. 
(9) ( ' ) Remarquer que le premier terme de la somme vaut f ' (xo ) et que les termes correspon-

dant à k ): i + 1 sont nuls. 
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Les fonctions </> et r : x i-; (x - x0 )n étant continues et dérivables sur un 
voisinage de xo et <f>(xo) = r (xo) = 0, la règle de L 'Hôpital indique que 

lim 
</>(x) 

= lim <f>(x) -
</>(xo) 

= lim 
</>' (x) 

= lim 
</>' (x) 

1 = O . x--->xo (x - x0 )n x--->xo r(x) - r(x0 ) x-+xo r' (x) x--->xo ( (x _ xo)n) 
On en conclut que <f>(x) = ox0 ( (x - xor) . La  formule d e  Taylor-Young à 
l 'ordre n est démontrée et le raisonnement par récurrence achevé. D 

Remarque Les hypothèses du théorème de Taylor-Young sont plus faibles que 
celles du théorème de Taylor-Lagrange (on ne suppose pas que j(n+ l ) existe 
sur !) , mais on n'a pas d'expression précise pour le reste (on sait seulement 
qu 'il est négligeable devant (x - x0 )n au voisinage de x0 ) .  
La commande MAPLE taylor permet d 'obtenir le développement de Taylor
Young à l 'ordre n en x0 E lR d'une fonction f donnée. MAPLE note le reste de 
Taylor-Young à l 'ordre n par O( (x - x0r+1 ) au lieu de o( (x - x0 )n ) comme 
cela est fait dans ce cours . 

> taylor ( s in (x ) , x=0 , 5 ) ; 

1 x - -x3 + 0 (x5 ) 6 
> taylor ( s in (x) , x=Pi/2 , 5 ) ; 

1 - � (x - � ) 2 + 2
14 (x - �) 4 + o ( (x - �) 5) 

La commande convert de MAPLE permet d 'isoler la partie polynomiale du 
développement de Taylor . 
> p : =unapply ( convert (taylor ( s in (x) , x=Pi/2 , 5 ) , polynom) , x) ; 

p : = X -+ 1 - � (X - �) 2 + 2
14 (X - �) 4 

Cela permet d'observer graphiquement comment l a  fonction polynomiale p cor
respondant à la partie polynomiale du développement de Taylor approche la 
fonction f considérée au voisinage du point xo . 
> plot ( [s in (x) , p (x) ] , x=-Pi/2 . .  3*Pi / 2 , l inestyle= [ 1 , 2] ) ;  
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On observera sur la figure une caractéristique importante de l 'approximation 
polynomiale par la formule de Taylor : la fonction polynomiale p approche assez 
bien la fonction f au voisinage de xo (on a même p(xo) = f (xo) ) mais la qualité 
de l 'approximation se dégrade lorsque l'on s 'éloigne de la valeur x0 . 

COROLLAIRE 1 7 . 1  Une fonction f qui est n fois dérivable en 0 admet un 
développement limité d 'ordre n en 0 de la forme 

n f(k) (O) f ( x) = 2:-k!- xk + oo(xn ) .  
k=O 

Remarques 

1 .  On déduit du théorème 1 7. 1  qu 'une fonction de classe C00 sur un voisinage 
de 0 admet des développements limités à tout ordre en O .  
2 .  Rappelons (voir le contre-exemple donné dans la section précédente) que la 
réciproque est fausse : une fonction peut admettre un développement limité 
d'ordre n en 0 sans être n fois dérivable en O . 

La formule de Taylor-Young permet d'obtenir le développement limité d'ordre n 
en 0 de plusieurs fonctions usuelles . 

0 Considérons l 'application f : x E � r--; ex . Pour tout k E N, on a f(k) (0) = 1 .  
On en déduit que l e  développement limité d'ordre n en 0 de  la  fonction expo
nentielle est : 

n k L �! + oo(xn ) .  
k=O 

0 Considérons l 'application f :  X E �  f--> sin(x) . Pour tout entier e pair (e = 2k 
avec k E N) on a f(e) (O) = 0 et pour tout entier e impair (e = 2k+ 1 avec k E N) 
on a f(e) (O) = ( - l)k . On en déduit que le développement limité d'ordre 2p + 2  
en 0 de la fonction sinus est : 

sin(x) x3 x5 x2p+1 
X - 3T + 5T + . . . + (-l )P (2p + 1 ) ! + Oo(x2p+2 ) 

On remarquera que le développement limité d'ordre 2p + 1 en 0 de la fonction 
sinus admet la même partie régulière que le développement limité d 'ordre 2p+ 2 
en 0, cela en raison de la parité de la fonction sinus . 
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0 Considérons l 'application f : x E lR r---+ cos(x) . Pour tout entier f, pair (f = 2k 
avec k E N) on a f(e) (0) = ( - 1  )k et pour tout entier f, impair (f = 2k + 1 avec 
k E N) on a J(e) (0) = O. On en déduit que le développement limité d'ordre 2p+ 1 
en 0 de la fonction cosinus est : 

cos(x) 
2 4 2p X X ( )P X ( 2p+ 1 ) 1 - 2f + 4f + . . .  + - 1  (2p) ! + Oo X 

On remarquera que le développement limité d 'ordre 2p en 0 de la fonction 
cosinus admet la même partie régulière que le développement limité d 'ordre 
2p + 1 en 0, cela en raison de la parité de la fonction cosinus. 

0 Considérons l 'application f : x E lR r---+ sh(x ) .  Pour tout entier f, pair (f, = 2k 
avec k E N) on a j(e) (O) = 0 et pour tout entier f, impair (f = 2k+ l ,  k E N) on a 
j(el (O) = 1 .  On en déduit que le développement limité d'ordre n = 2p+2 , p E N, 
en 0 de la fonction sinus hyperbolique est : 

sh(x) x3 x5 x2p+1 
x + 3! + 5T + . . .  + 

(2p + 1 ) ! + oo(x2p+2 ) 

p 2k+ l  "'"""" X ( · 2p+2 ) L., (2k + l ) ! + oo x . 
k=O 

On remarquera que le développement limité d 'ordre n = 2p + 1 ,  p E N, en 0 de 
la fonction sinus hyperbolique admet la même partie régulière que le dévelop
pement limité d'ordre n = 2p + 2 , p E N, en 0, cela en raison de la parité de la 
fonction sinus hyperbolique. 

0 Considérons l 'application f : x E lR r---+ ch(x) . Pour tout entier f, pair (R = 2k 
avec k E N) on a J(O (o) = 1 et pour tout entier f, impair (f, = 2k+ l avec k E N) 
on a J(e) (0) = O. On en déduit que le développement limité d'ordre 2p + 1 en 0 
de la fonction cosinus hyperbolique est : 

ch(x) x2 x4 x2P 
1 + 2T + 4T + . . .  + 

(2p) ! + oo (x2p+ 1 ) 

p 2k "'"""" X ( 2p+ l ) L_.., (2k) ! + Oo X . 
k=O 
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On remarquera que le développement limité d'ordre 2p en 0 de la fonction 
cosinus admet la même partie régulière que le développement limité d'ordre 
2p + 1 en 0, cela en raison de la parité de la fonction cosinus. 

0 Considérons l 'application f : x E ]  - 1, 1 [  1--4 1 / ( 1  - x) . Par récurrence, on 
vérifie que pour tout k E N* , on a J (k) : x E ]  - 1 ,  1 [ 1--4 k ! / ( 1 - x)k+ i . On en 
déduit le développement limité suivant : 

1 
l - x 

n 
L xk + oo (xn ) . 
k=O 

0 Considérons l 'application f : x E ] -- 1 ,  1 [ 1--4 1 / ( 1 + x) . On vérifie que pour 
tout k E N* , on a j(k) : x E ]  - 1 , 1 [ 1--4 (- l ) kk ! / ( l - x)k+ I .  On en déduit le 
développement limité suivant : 

1 
l + x 

n 
L (- l ) kxk + oo (xn ) .  
k=O 

0 De mamere plus générale, pour a E lR considérons l 'application 
f : x E ]  - 1 ,  1 [  1--4 ( 1  + x)"' qui est une application de classe C00 sur ] - 1 ,  1 [ . 
On vérifie par récurrence que pour tout k E N, 

j(k) : x E ]  - 1 , l [ f----> a(a - 1 )  · · · (a - k + 1 ) ( 1  + x)"'-k . 

On en déduit le développement limité suivant : 

( l + x)"' 

1 7. 3  

x2 
l + ax + a(a - 1 )1 + . . .  2 .  

xn 
. . .  + a(a - 1 )  · · · (a - n + 1 )  I + o0 (xn ) .  

n. 

Opérations sur les développements limités 

Lorsque l 'application f a une expression un peu plus compliquée que celles en
visagées jusqu 'ici , la formule de Taylor-Young conduit rapidement à des calculs 
longs et compliqués . Le calcul des dérivées successives devient pénible lorsque 
l 'ordre de dérivation s 'élève . Aussi , en pratique, on utilise rarement la formule 
de Taylor-Young et on préfère déduire le développement limité de la fonction 
considérée de ceux de fonctions plus simples par diverses « opérations » . 
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17.3 . 1  Opérations algébriques 

PROPOSITION 17.4 Soient f et g deux fonctions admettant des développe
ments limités de m€me ordre n en 0, de parties régulières respectives P et Q .  
)( Pour tout (a, (3 )  E IR?.2 , la fonction af  + (3g admet u n  développement limité 
d 'ordre n en 0 de partie régulière aP + (3Q . 
)( La fonction f x g admet un développement limité d 'ordre n en 0 dont la 
partie régulière est obtenue en conservant les monômes de degré au plus égal 
à n du polynôme P x Q .  
)( Si g (O) -=f. 0 alors la fonction f / g admet un développement limité d 'ordre n 

en 0 dont la partie régulière est le quotient de la division selon les puissances 
croissantes à l 'ordre n de P par Q .  

Démonstration � Les deux premières assertions se démontrent aisément en 
utilisant la définition 17 . 1 et l 'unicité du développement limité . 

!?: Démontrons la troisième assertion . Par hypothèse, f admettant un dévelop
pement limité d 'ordre n en 0 de partie régulière P, il existe un voisinage Vi 
de 0 et une application E1 définie sur Vi \ {O} tels que pour tout x E Vi \ {O} 

lim f J  (X) = 0 .  x->O 

Puisque g admet un développement limité en 0, d'après la proposition 17.3 ,  g 
est continue en O. De plus , comme limx_,o g(x) -=f. 0, on peut trouver , d 'après 
la proposition 13 . 16 ,  page 620 ,  un voisinage Vz de 0 sur lequel g ne s 'annule 
pas . D 'autre part , il existe un voisinage Vi de 0 et une application E2 définie 
sur V3 \ {O} tels que pour tout x E Vi \ {O} 

g (x) = Q(x) + xnEz (x) et lim E2 (x) = O . X->Ü 

On a Q(O) = g(O) -=f. 0 ; on peut donc effectuer la division selon les puissances 
croissantes < 1 0l à l 'ordre n de P par Q : il existe (U, R) E IR[X] 2 tel que 

p = Q X u + xn+I X R avec deg(U) ::;:; n. 

Pour x E V =  Vi n  Vz n Vi, on obtient 

f (x) P(x) + XnE1 (x) Q (x)U(x) + xn+I R(x) + XnE1 (x) 
g(x) Q(x) + xnE2 (x) Q (x) + xnEz (x) 

Q(x)U(x) + xnu(x)Ez (x) -xnu(x)Ez (x) + xn+I R(x) + XnE1 (x) = + --------------Q(x) + xnEz (x) Q (x) + xnE2 (x) 

= U(x) + xn -U(x)Ez (x) + xR(x) + E1 (x) . 
Q (x) + xnEz (x) 

( io)
Voir le théorème 6.2 p. 233. 
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Comme limx_,0 E1 (x) = 0, limx_,o i:2 (x) = 0 et Q (O) -1- 0, le terme 

E3 (x) = -U(x) c:2 (x) + xR(x) + E1 (x) 
Q(x) + xnE2 (x) 

a pour limite 0 lorsque x tend vers O .  On a donc établi que pour tout x E V, 

avec deg(U) � n et lim E3 (x) = O. x->O 

Cela constitue un développement limité d'ordre n en 0 de f / g et puisque le 
développement limité d'une fonction en un point et à un ordre donnés est 
unique, cela constitue le développement limité d 'ordre n en 0 de f /g. D 

Exemple Les fonctions sinus et cosinus admettent pour développements limi
tés en 0 à l 'ordre 3 ,  

x3 
sin(x) = x - I + o0 (x3 ) 3 . et x2 

cos(x) = 1 - 2f + o0(x3 ) .  

D 'après l a  proposition 17 .4 ,  les développements limités à l 'ordre 3 en O pour 
les fonctions sin + cos et sin x cos s 'obtiennent de la manière suivante : 

sin(x) + cos(x) = (x - �� )  + ( 1 - �� ) + o0 (x3 ) 

x2 x3 = 1 + x - - - - + o0(x3 ) · 2 !  3 !  , 

sin(x) x cos(x) = (x - ��) x (1 - ��) + o0(x3 ) 

x3 x3 x5 2x3 = x - 2f - 3T + 1 2  +oo (x3 ) = x - 3 + o0 (x3 ) .  
'-..,-" 

=0o (x3 ) 

EXERCICE 1 Montrer que le développement limité d 'ordre 3 en 0 de la 
fonction x f--4 ch(x) sin(x) a pour partie régulière x + �x3 . 

Exemple Déterminons le développement limité d'ordre 3 en 0 de la fonction 
tangente. Pour x E ]  - � , � [ on a tan(x) = sin(x)/ cos(x) et les fonctions sinus 
et cosinus admettent en 0 pour développements limités d'ordre 3 : 

x3 
sin(x) = x - 3T + o0 (x3 ) et x2 

cos(x) = 1 - I + o0 (x3 ) . 
2 .  
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Puisque cos(O) = 1 -1- 0, on peut effectuer la division selon les puissances 
croissantes à l 'ordre 3 de x - i x3 par 1 - � x2 • 

X - lX3 6 
- (X - �X3) 

.!.x3 3 
- ( iX3 - iXs) 

1 - 1x2 
2 

x + 1x3 3 

Le développement limité d 'ordre 3 en 0 de la fonction tangente est donc 

x3 
tan(x) = x + 3 + oa (x3 ) .  

On remarquera par ailleurs que, puisque l a  fonction tangente est impaire, la 
partie régulière du développement limité d 'ordre 4 en 0 de la fonction tangente 
est également x + ix3 . 

Si limx_,0 g( x) = 0 alors la fonction f / g peut admettre un développement 
limité d'ordre n en 0 mais celui-ci ne peut pas être calculé par division selon 
les puissances croissantes car la valuation de Q est alors non nulle (on a 
Q(O ) = 0) et la division selon les puissances croissantes n 'est pas définie 
dans ce cas . 

Ainsi le développement limité d'ordre 3 en 0 de la fonction x f-+ sin(x) /x ne 
peut être calculé par division suivant les puissances croissantes . Par contre ce 
développement limité existe .  En effet , il existe une application E définie sur lR. 
telle que pour tout x E JR., 

x3 
sin(x) = x - I + x4E(x) 

3 .  

On en déduit que pour tout x E JR.* , 

sin(x) x2 3 ( ) -- = 1 - - + X E X 
X 6 

avec lim E(x) = O . x--+0 

avec lim E (x) = O . X->Ü 

La fonction x f-+ sin(x)/x admet donc un développement limité d 'ordre 3 en 0 de 
partie régulière 1 - i  x2 . On remarquera que l 'on a dû utiliser le développement 
limité d 'ordre 4 en 0 de la fonction sinus pour obtenir ce développement limité 
d'ordre 3 en O .  
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EXERCICE 2 Montrer que le développement limité d'ordre 5 en 0 de la 
fonction tangente est 

x3 2x5 tan(x) = x + 3 + l5 + oo (x5 ) 

et que le développement limité d'ordre 5 en 0 de la fonction tangente hy
perbolique est 

x3 2x5 th (x ) = x - 3 + l5 + o0 (x5 ) .  

En déduire le développement limité d 'ordre 5 en 0 de la fonction x 1--; t
t�n(�

x/ . 

PROPOSITION 17 .5  Soient f et g deux fonctions admettant des développe
ments limités de même ordre n en 0, de parties régulières respectives P et Q .  
Si limx-+O f (x) = 0 alors la fonction g o  f admet un développement limité 
d 'ordre n en 0 dont la partie régulière est obtenue en conservant les monômes 
de degré au plus égal à n de la fonction polynomiale x 1--; Q(P(x) ) .  

Démonstration Ce résultat est admis . O n  pourra rédiger la démonstration 
en s 'inspirant de la démonstration de la proposition 17 .4 .  D 

Exemples 

1 .  La fonction g : x 1--; I�x admet pour développement limité d'ordre 4 en 0 
g(x) = 1 - x + x2 - x3 + x4 + o0 (x4 ) et la fonction polynomiale f : x 1--; x2 , qui 
vaut 0 en 0, est égale à la partie régulière de son développement limité d'ordre 4 
en O .  On en déduit que 

1 g(f(x) )  = --2 = 1 - x2 + (x2 )2 + oo(x4 ) = 1 - x2 + x4 + o0 (x4 ) .  1 - x 

2 .  Les fonctions sinus et exponentielle admettent en 0 pour développements 
limités : 

x3 
sin (x ) = x - I + o0 (x4 ) 3 .  et u2 u3 u4 

eu = 1 + u + 2f + 3f + 4T + Oo (u4) .  

On a limx-+O sin(x) = O .  On obtient donc l e  développement limité d'ordre 4 
en 0 suivant pour la fonction h :  x 1--; exp(sin (x) ) , 

( x3 ) 1 ( x3 ) 2 1 ( x3 ) 3 1 ( x3 ) 4 4 
h(x) = 1 + X - - + - X - - + - X - - + - X - - + Oo (x ) 

3 !  2 !  3 !  3! 3 !  4 !  3 !  
( x3 ) 1 ( x4 ) 1 ( 3) 1 ( 4) 4 ) = 1 + X - - + -

. X - - + - X + - X + Oo (x 3! 2! 3 3! 4 !  
x2 x4 

= 1 + x + - - - + oo (x4 ) .  2 8 
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Bien entendu, il est inutile de développer complètement chacun des termes 
(x - -fix3) k selon la formule du binôme de Newton . On se contente d'écrire les 
monômes de degré strictement inférieur à 5. Les autres termes , négligeables au 
voisinage de 0 devant x4 , sont pris en compte dans le reste o0 (x4 ) .  

1 Une source fréquente d 'erreur est due à l 'utilisation d e  l a  proposition 17 .5  
alors que limx_,0 J (x) -=/:- O . 

Pour calculer le développement limité d 'ordre 4 en 0 de h : x 1--+ ecos(x) on ne 
peut pas procéder de la même manière que pour celui de x 1--+ esin (x) puisque 
limx_,o cos(x) = 1 .  Pour mener à bien ce calcul , on remarque que 

exp(cos(x) ) = e exp(cos(x) - 1 ) ,  

que l a  fonction f :  x 1--+ cos(x) - 1  a pour limite 0 en 0 et a pour développement 
limité d 'ordre 4 en 0 :  cos(x) - 1 = -x2/2 !  + x4/4! + o0 (x4 ) .  En utilisant la 
proposition 17 .5 ,  on obtient 

( 2 4 ) ( 2 4 ) 2 ( 2 4 ) 3 
ecos(x) - 1 = 1 + _ � ! + � ! + �! 

_ � ! + � ! + � _ � ! + � ! 
1 ( x2 x4 ) 4 

+ - - - + - + oo (x4 ) 4 !  2 !  4 !  

= 1 + -- + - + - - + oo (x4 ) 
( x2 x4 ) 1 ( x4 ) 

2 !  4 !  2 !  4 
x2 x4 

= 1 - - + - + oo (x4 ) .  2 6 

On en déduit que le développement limité d'ordre 4 en 0 de h : x 1--+ éos(x) est 

e x2 e x4 éos(x) = e éos(x) - 1 = e _ __ + _ + Oo (x4 ) .  2 6 

Comme la fonction h est paire , la partie régulière de son développement li
mité en 0 ne contient que des monômes de degré pair . On a donc sans calcul 
supplémentaire le développement limité d 'ordre 5 en 0 de h : 

e x2 e x4 ecos(x) = e - - + - + oo(x5 ) .  2 6 

2 4 k Même en développant tous les termes ( - �! + �! ) par la formule du binôme 
de Newton, on ne peut obtenir mieux que le développement limité d'ordre 5 
en 0 de h. En effet , la présence d 'un terme - 4

1
8 x6 n 'indique pas que le 

développement limité a été effectué à l 'ordre 6 car tous les monômes de 
degré 6 dans le calcul du développement limité à l 'ordre 6 ne sont pas pris 
en compte .  

Conformément à ce qui est précisé dans la proposition 17 .5 ,  pour obtenir le 
développement limité d 'ordre 6 en 0 de la fonction h, il faut partir des déve-
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loppement limité d 'ordre 6 en 0 suivants : 

xz x4 x6 
cos(x) - 1 = - - + - - - + o0 (x6 ) 2 !  4 ! 6 !  . 

La proposition 17 .5 indique que 

6 1 2 4 6 k cos(x) - 1 _ � ( X X X ) ( 6 ) e - L.. k! - 2T + 4T - 6T + Oo x 
k=O 

x2 x4 31x6 
= 1 - - + - - -- + oo (x6 ) .  2 6 720 

Le calcul d 'un développement limité nécessite donc de la rigueur . 

EXERCICE 3 Déterminer l 'expression du développement limité d'ordre 4 
en 0 de l 'application h : x E J - 1 ,  1 [  f---+ - 1/ ( 1  + x)2 en utilisant la décom
position h = g o  f où 

f : x E IR i----; x2 + 2x et 1 g :  y E ] - 1 , l [ i----; --- . l + y 

17.3.2 Dérivation et primitivation d'un développement limité 

PROPOSITION 17  .6 (Primitivation d'un développement limité) 
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert contenant O .  

Si f '  admet un  développement limité d 'ordre n en  0 de  partie régulière P 
alors f admet un développement limité d 'ordre (n + 1 )  en 0 dont la partie 
régulière est la primitive de P qui vaut f (0) en O .  Autrement dit, f admet un 
développement limité d 'ordre (n + 1 )  en 0 de la forme 

f(x) = f (O) + fox 
P(t) dt + Oo (xn+l ) .  

Démonstration D 'après la définition 17. 1 ,  puisque f '  admet un développe
ment limité d 'ordre n en 0 de partie régulière P, il existe un voisinage V de 0 
et une application E définie sur V \ { 0} tels que 

\lx E V \ {O}  J' (x) = P(x) + XnE (x) (5) 

avec limx__,0 E (x)  = O . Le polynôme P est de degré au plus n. D 'après la pro
position 17 .3 ,  f' est continue sur V. D 'autre part, pour x E V on ac" > 

f (x) = f (O) + fox 
J' (t)  dt = f (O) + fox 

P(t)  dt + fox 
tn E (t ) dt . 

( ! ! )
Voir le corollaire 18 .3  p .  909 .  
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Soit Q la fonction polynomiale de degré au plus (n + 1) définie par la relation 
Q(x) = f(O) + fo

x P(t) dt . Pour démontrer la proposition 17 .6 ,  nous devons 
montrer que la quantité J; tnE (t) dt est négligeable devant xn+ I au voisinage 
de O . Pour x E V, on a 

et la fonction <P = f - Q est continue et dérivable sur V .  Montrer que 
</J(x) = Oo (xn+I ) revient à montrer que limx-->O <P(x)/xn+I = O . 
D 'après le théorème des accroissements finis , il existe un réel Cx dans l 'intervalle 
ouvert d'extrémités 0 et x tel que, 

En utilisant la relation (5) , on en déduit que pour x E V \  {O} ,  

Le  réel ex appartenant à l 'intervalle ouvert d'extrémités 0 e t  x, on a 

lim Cx = O . X-->Ü 

Puisque limt-->o E(t) = 0 ,  on en déduit que Iimx_,o (cx/x)nE(cx) = 0 et par 
conséquent que limx_,0 <P(x)jxn+I = O . La proposition est démontrée . 0 

La proposition 1 7.6 permet d'obtenir les développements limités d 'ordre n en 0 
de plusieurs fonctions usuelles . 

0 La dérivée de l 'application f : x E J - 1 ,  +oo[  !---* ln ( l  + x) admet pour 
développement limité d 'ordre n - 1 en 0, 

Puisque f (0) = 0 ,  on obtient le développement limité suivant . 

ln( l + x) 
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0 La dérivée de l 'application f :  x E ]  - oo, 1 [  r---; ln ( l - x) admet pour déve
loppement limité d'ordre n - 1 en 0 ,  

l n- 1 
J' (x) = --- = - � xk + oo (xn- 1 ) .  l - x � k=O 

Puisque f (0) = 0 ,  on obtient le développement limité suivant . 

ln ( l - x) x2 x3 xn -x - - - - - . . .  - - + oo (xn ) 2 3 n 

n k -L xk + oo (xn ) .  k= l 

0 Soient p un entier et n = 2p+ 1 .  La dérivée de f :  x E lR r---; arctan(x) admet 
pour développement limité d'ordre n - 1 en 0 ,  

1 p 
J' (x) = -- = �(-l )kx2k + oo (x2P ) .  l + x2 � k=O 

Puisque f (0) = 0, on obtient le développement limité suivant . 

arctan(x) x3 xs x2p+ 1 
X - - + - + . . . + ( - l )P -- + Oo (x2p+l ) 3 5 2p + 1 
P x2k+1 �(-l )k __ + ('.) (x2P+l ) .  � 2k + 1 ° k=O 

Remarquons que puisque la fonction arc-tangente est impaire , les développe
ments limités à l 'ordre 2p + 1 et à l 'ordre 2p + 2 ont même partie régulière . 

0 Soient p E N et n = 2p + 1 .  La dérivée de f : x E ]  - 1 ,  1 [  i-+ arcsin(x) qui 
( 2 ) _ 1  ( 12 ) est l 'application f' : x E ]  - 1 ,  1 [  r---; 1 - x 2 admet pour développement 

limité d'ordre n - 1 en 0 ,  

!' ( ) - 1 2 l x 3 4 l x 3 x . .  · x (2p - 1 ) 2P ( 2P) X - 1 + -2 x + -2 4x + . . . + X + Oo X . X 2 X 4 X · · ·  X 2p 
Puisque f (0) = 0, on obtient le développement limité suivant . 

arcsin(x) 
1 x3 1 x 3 x5 x + -- + --- + . . .  2 3  2 x 4 5 

1 X 3 X . .  · X (2p - 1 ) x2P+l 2p+l · · · + + oo (x ) . 2 X 4 X · · · X 2p 2p + 1 

< 1 2) 
On utilise le développement l imité de ( 1  + u)°' en 0, voir  p .  826, avec a = - � et u = -x2 • 
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Remarquons que puisque la fonction arc-sinus est impaire , les développements 
limités à l 'ordre 2p + 1 et à l 'ordre 2p + 2 ont même partie régulière . 

Nous avons établi à la proposition 14 . 18 ,  page 686, que pour tout x E [- 1 ,  1 ] 
on a 

arccos(x) + arcsin(x) = i · 
On en déduit que la fonction arc-cosinus admet le développement limité suivant 
en 0, 

arccos(x) 

EXERCICE 4 

7f 1 x3 1 x 3 x5 - - x - - - - -- - - . . .  2 2 3  2 x 4 5  
1 X 3 X · · · X (2p - 1 )  x2P+ l 

( 2p+ l ) . . .  - -- + oo x . 2 X 4 X · · · X 2p 2p + 1 

1 - Calculer le développement limité d'ordre 2p en 0 de l 'application 
f :  X E j - 1 ,  1 [ 1---4 - 1/Vl - x2 . 
2 - En utilisant la proposition 17 .6 ,  retrouver l 'expression du développement 
limité d'ordre 2p + 1 en 0 de la fonction arc-cosinus . 

COROLLAIRE 17 .2  (Dérivation d'un développement limité) 
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert contenant O .  Si f admet 
un développement limité d 'ordre n en 0 de partie régulière Q et si f' admet un 
développement limité d 'ordre n - 1 en 0 de partie régulière P alors Q' = P. 

Démonstration Supposons que f' admet un développement limité d'ordre 
(n - 1) en 0 de partie régulière P. D 'après la proposition 17 .6 ,  f admet un 
développement limité d'ordre n en 0 qui s 'exprime sous la forme 

f(x) = f(O) + lx 
P(t) dt + Oo (xn ) .  

Puisque par hypothèse f admet un développement limité d'ordre n en 0 de 
partie régulière Q, par unicité du développement limité on a 

Q(x) = f(O) + lx 
P(t) dt 

ce qui signifie que Q est la primitive de P qui vaut f (0) en 0, voir la proposi
tion 18 . 10 ,  page 908. On a par conséquent Q' = P. D 
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Exemple L'application f : x E ]  - 1 ,  1 [  f-t 1 / ( 1  + x) admet un développement 
limité d'ordre n en 0 de partie régulière 1 - x + x2 + . . .  + ( - 1  )nxn . Elle a pour 
dérivée l 'application f' 

: x E ]  - 1 ,  1 [  f-t - 1/ ( 1  + x) 2 qui est une application 
de classe C00 sur l - 1 ,  1 [ et qui par conséquent admet des développements 
limités à tout ordre en O .  D 'après la proposition 17 .6 ,  l 'application f' 

admet 
un développement limité à l 'ordre (n - 1 )  de partie régulière 

- 1 + 2x - 3x2 + . . .  + (- ltnxn- l . 

On peut également obtenir ce développement limité par d 'autres méthodes . Par 
exemple en effectuant une division selon les puissances croissantes de - 1 par 
1 + 2X + X2 , ou en effectuant le produit du développement limité de 1/ ( 1 + x) 
par lui même, ou encore en utilisant la composition de développements limités 
comme cela est proposé dans l 'exercice 3 .  

Le corollaire 17 .2  ne dit pas que s i  f admet un développement limité 
d'ordre n en 0 de partie régulière Q alors on peut en déduire que f' 

ad
met un développement limité d'ordre n - 1 en 0 dont la partie régulière 
est P = Q' . Il est nécessaire de s 'assurer au préalable que f' 

admet bien 
un développement limité : f peut admettre un développement limité sans 
que f' 

n'admette de développement limité. 

A titre de contre-exemple , considérons l 'application 

Si X i- Ü 
si X = Ü 

Cette application est continue sur IR, dérivable sur IR, de dérivée l 'application 

f' . lTJ) { 2x + 3x2 sin ( l/x2 ) - 2 cos ( l/x2 ) . X E .1!'1.. f----4 Ü 
si X i- Ü 
si X =  Ü . 

Nous avons démontré précédemment que la fonction f admettait un développe
ment limité d 'ordre 2 en 0 de partie régulière x2 mais d'après la proposition 17.3, 
la fonction f

' 
qui n 'est pas continue en 0 ne peut pas posséder de développe

ment limité en O. Il serait donc inexact d'affirmer que le développement limité 
d 'ordre 1 en 0 de f

' 
a pour partie régulière 2x. 

EXERCICE 5 Calculer le développement limité au voisinage de 0 des 
fonctions suivantes à l 'ordre indiqué : 

1 - x f-+ sin(x) cos 2x à l 'ordre 6 2 - x f-+ cos(x) ln( l  + x) à l 'ordre 4 

3 - x f-t (x3 + l )Vf=X à l 'ordre 3 4 - sin(x) - 1 x f-t ---- à  l 'ordre 2 
ln( l  + x) 

cos(x) + 1 
5 - x f-t . ( ) à l 'ordre 3 6 - x f-+ exp(arcsin(x) )  à l 'ordre 3 sm x 
7 - x f-t x (ch(x) ) � à l 'ordre 4 8 - x f-+ argth(x) à l 'ordre 3 

9 - x f-+ ( 1  + arctan(x) )x/ sin2 (x) à l 'ordre 2 
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Nous avons vu qu 'une condition nécessaire pour que f admette un dévelop
pement limité en 0 est que f soit continue sur un voisinage de 0 (et qu 'une 
condition suffisante pour que f admette un développement limité à l 'ordre n 

est que f soit de classe en sur un voisinage de 0) . Dans cette partie nous allons 
généraliser la notion de développement limité en considérant des fonctions non 
nécessairement continues et des points autres que O .  

17.4 .1  Développements limités à gauche o u  à droite 

La notion de développement limité possède pour généralisation naturelle les 
notions de développements limités à gauche ou à droite . Par exemple, l 'appli
cation f : x E lR r-+ (1 + Jx l ) - 1 n 'est pas dérivable en 0 donc n 'admet pas en 0 
de développement limité d'ordre supérieur à 1 .  On peut toutefois remarquer 
que 

f(x) = { 1 t X 
1 - x  

si X ;;:, Ü 

si X :::;; Ü 

et que les applications fi :  x E ] - 1 ,  1 [  r-+ ( l +x) - 1 et h :  x E ] - 1 , l [ r-+  ( l -x) - 1 
admettent pour développement limité d 'ordre n en 0 respectivement 

n n 
fi (x) = L(-llxk + Oo(xn ) et h(x) = Lxk + oo (xn ) .  

k=O k=O 
On en déduit que pour tout x E JR+ on a f (x) = 'L�=0 (- l ) kxk + o0 (xn ) et que 
pour tout x E JR- on a f(x) = 'L�=O xk + oo (xn ) .  Ces considérations motivent 
la définition suivante. 

DÉFINITION 17.2 X On dit que la fonction f admet un développement limité 

d 'ordre n à gauche de 0 s 'il existe un polynôme P de JR[X] de degré au plus 
égal à n, un réel T/ strictement négatif et une application E définie sur ]TJ, ü [  
tels que pour tout x E ] TJ ,  O [, 

f(x) = P(x) + xnE(x) avec l im E (x) = O . x----+O-
On note f(x) = P(x) + o0- (xn ) .  
X On dit que la fonction f admet un développement limité d 'ordre n à droite 

de 0 s 'il existe un polynôme P de JR[X] de degré au plus égal à n, un réel 
T/ strictement positif et une application E définie sur J O ,  TJ [  tels que pour tout 
x E ]0, TJ [ ,  

f(x) = P(x) + XnE (x) avec lim E (x) = O. x->O+ 
On note f(x) = P(x) + o0+ (xn ) .  
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Exemple Considérons l 'application f : x E ] O ,  7r] 1----+ Jsin(x)/ lx l ;  pour 
x E ] O ,  7fj , on a 

De plus , 

sin(x) 
lx l 

sin(x) 
X 

et sin(x) x2 
( 3 ) -- = 1 - - + Oo X . 

X 3 !  

1 · u u2 u3 JI+u = ( 1 + u) 2 = 1 + - - - + - + o0 (u3 ) . 2 8 16 
On en déduit que pour x E J O ,  7fj , on a 

f (x) = jsin;x) = 1 ( sin(x) ) + -- - 1  
X 

1 ( 1 2) 
1 ( 1 2) 2 1 ( 1 2 ) 3 3 = 1 + 2 - 5x - 8 - 5x + 16 - 5x + oa (x ) 

x2 
= 1 - 1 2 + oa (x3 ) . 

On en conclut que f admet un développement limité d 'ordre 3 à droite de O 
qui est 

x2 
f (x) = 1 - 1 2 + o0+ (x3 ) . 

17.4.2 Développement limité au voisinage d'un réel non nul 

DÉFINITION 17.3 Soit xo un réel non nul. On dit que f admet un dévelop

pement limité d 'ordre n en xo si la fonction fo : t 1----+ f (xo + t) admet un 
développement limité d 'ordre n en O .  
L e  développement limité d 'ordre n e n  x0  de f est donné par 

f(x) = P(x - xo ) + (x - x0 )nE (x) 

où 

- le polyn{Jme P E JR[X] de degré inférieur ou égal à n est la partie régulière 
du développement limité d 'ordre n en 0 de la fonction f o ; 

- l 'application E définie au voisinage de xo vérifie limx->xo E (x) = O . 

Remarques 

l. Le développement limité d 'ordre n en x0 de f peut s 'écrire 

f (x) = P(x - xo )  + Ox0 ( (x - xo )n ) . 
2 . La formule de Taylor-Young à l 'ordre n en x0 permet d'obtenir l 'expression 
du développement limité d 'ordre n en x0 pour tout réel x0 .  Toutefois , cette 
formule impose souvent des calculs longs et pénibles . 
3 .  Les propriétés qui ont été données pour les développements limités en 0 se 
généralisent aux développements limités en x0 . 
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Exemples 

1 .  Calculons le développement limité à l 'ordre 5 en 7r de la fonction 
f : x 1----+ sin(x)/ (7r - x) . Pour cela considérons la fonction fo définie par 
fo (t) = f(H + t) . On a 

f, ( )  
_ sin(H + t) _ sin t _ 1 t2 t4 ( 5 ) O t - -t - -t- - - 6 + 120 + Oo t . 

On en déduit que le développement limité d 'ordre 5 en 7r de f est 

(X 7r) 2 (x 7r)4 f (x) = 1 - - + - + o ( (x - 7r) 5 ) .  6 120 n 

2 .  Calculons le développement limité à l 'ordre 3 en 1 de la fonction sinus hy
perbolique. Pour cela considérons la fonction fo définie par fo (t) = sh( l + t) ; 
pour t E IR, on a 

fo (t) = ch( l )  sh(t) + sh( l )  ch(t) . 
On a les développements limités suivant en 0 ,  

t3 sh(t) = t + 3 ! + oo(t3 ) et t2 ch(t) = 1 + 1 + oo (t3 ) .  2 . 
On en déduit que le développement limité d'ordre 3 en 0 de fo est 

sh( l ) ch( l )  fo (t) = sh( l )  + ch( l )  t + 2! t2 + 3! t3 + o0 (t3 ) .  

On  en conclut que le développement limité d 'ordre 3 en 1 de l a  fonction sinus 
hyperbolique est 

sh( l )  ch( l )  sh(t) = sh( l )  + ch( l ) (x  - 1 )  + -1- (x - 1 ) 2 + -1- (x - 1 ) 3 + o1 ( (x - 1 ) 3 ) .  2 .  3 . 

EXERCICE 6 
1 - Calculer le développement limité à l 'ordre 4 en 7r/6 de x 1----+ cos2 (2x ) .  
2 - Calculer l e  développement limité à l 'ordre 2 en 1 de x 1----+ ln(x )/ (x2 - 1 ) .  

1 On  veillera à toujours exprimer l a  partie régulière du  développement limité 
d 'ordre n en xo suivant les puissances croissantes de x-xo et non pas suivant 
celles de x .  

Cette mise en garde est destinée à prévenir des calculs erronés comme nous 
allons l 'illustrer avec l 'exemple suivant . 

Exemple Considérons la fonction f : x 1----+ ln(x )/ (x2 - 1 )  dont le développe
ment limité d 'ordre 2 en 1 est 

1 1 5 2 2 f (x) = - - - (x - 1 )  + - (x - 1 )  + 01 ( (x - 1 )  ) .  2 2 1 2  
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La partie régulière de ce développement s 'écrit encore 1; - �x + 152 x2 . II est 
alors tentant d 'en déduire que la partie régulière développement limité en 1 
de la fonction g : x f-t x2 ln(x)/ (x2 - 1 )  est 1

27 x
2 - �x3 + 152 x4 ; ce qui est 

inexact. Pour calculer le développement limité d 'ordre 2 en 1 de g, on peut 
procéder comme indiqué dans la définition 17 .3 ,  ou plus simplement remarquer 
que g (x) = x2 f (x) et que 

x2 = ( (x - 1 )  + 1 ) 2 = 1 + 2 (x - 1 )  + (x - 1 )2 

ce qui constitue le développement limité d'ordre 2 en 1 de la fonction poly
nomiale x f-t x2 . En utilisant la règle de calcul du développement limité d'un 
produit , on obtient le développement limité d 'ordre 2 en 1 de g : 

( 1 1 5 2) ( 2 ) g(x) = 2 - 2 (x - 1 ) + 12 (x - 1 ) x 1 + 2(x - l ) + (x - 1 ) + o1 ( (x - 1 )2) 
1 1 1 2 2 = - + - (x - 1 )  - - (x - 1 ) + o1 ( (x - 1 )  ) .  2 2 1 2  

17  .4 .3 Développement limité au voisinage de l'infini 

DÉFINITION 17.4  On dit qu 'une fonction f admet un développement li
mité généralisé d 'ordre n au voisinage de +oo (resp. -oo) si la fonction 
fo : t f-t f ( l/t) admet un développement limité d 'ordre n à droite (resp . à 
gauche) en O .  Ce développement limité généralisé est donné par 

f(x) = P(l/x) + E(x)/xn 

où 

- le polynôme P E IR[X] de degré inférieur ou égal à n est la partie régulière 
du développement limité d 'ordre n à droite (resp . à gauche) en 0 de fo ; 

- l 'application E définie au voisinage de +oo (resp . -oo) vérifie 

lim E(x) = 0 
x--++oo 

(resp. l im E(x) = 0 )  . X--+ - 00  

Remarque Le développement limité généralisé d'ordre n au voisinage de +oo 
(resp . -oo) peut s 'écrire 

f (x) = P(l/x) + O±oo ( l /xn ) .  

On dit également que f admet un développement asymptotique dans l 'échelle 
{ l/xk 1 k E N} au voisinage de +oo (resp . -oo) . 

Exemples 

1 . Calculons le développement limité généralisé d'ordre n au voisinage de +oo 
de la fonction f : x f-t x/ (x - 1 ) .  Pour cela, considérons la fonction fa définie 
par fo (t) = f ( l /t) . On a 

l 1 fo (t) = l � 1 = 
1 - t t 
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et le développement limité d 'ordre n en 0 de fo est f0 (t) = L�=O tn + oo (tn ) . 
On en déduit que f admet pour développement limité généralisé à l 'ordre n au 
voisinage de +oo 

n 1 f(x) = L k + O+oo ( l/xn) . 
X 

k=O 

2 .  Considérons l 'application f : x E JR+ r---; .Vx3 + 1 - vx2 + x et cherchons 
son développement limité généralisé d'ordre 1 au voisinage de +oo. Pour cela, 
considérons la fonction fo définie par fo (t) = f( l/t) ; pour t E IR+ , on a 

( 1 ) k ( 1 1 ) � 1 ( 1 1 ) fo (t) = t3 + 1 - t2 - t = t ( 1 + t3 ) 3  - ( 1 + t) 0 . 

Or, ( 1 + u) k = 1 + �u + o0 (u) d'où ( 1 + t3 ) i = 1 + �t3 + o0 (t3 ) = 1 + o0 (t2 ) 
et ( 1 + t) � = 1 + �t - kt2 + o0(t2 ) .  On en déduit que 

3 1 1 t t2 2 ( 1 + t ) 3 - ( 1 + t ) 2 = - - + - + Oo ( t ) 2 8 

puis fo (t) = - � + �t + o0 (t) . Finalement , on obtient le développement limité 
généralisé d'ordre 1 au voisinage de +oo suivant 

1 1 f(x) = - - + -8 + oo ( l/x) . 2 X 

3 . Calculons le développement limité généralisé d'ordre 2 au voisinage de +oo 
de la fonction f : x r---; x arctan ( 1 / ( 1 + x) ) .  Considérons la fonction fo définie 
par fo (t) = f ( l/t) . On a 

fo (t) = � arctan (-1-1 ) = � arctan (-t-) . t l + t t l + t 

Pour obtenir le développement limité de fo à l 'ordre 2 en 0 ,  en raison de la 
présence du terme 1/t , nous devons considérer les développements limités à 
l 'ordre 3 suivants au voisinage de 0 ,  

t 1 2 3 3 1 + t = 1 - 1 + t = t - t + t + oo (t ) et 
u3 

arctan(u) = u - 3 + o0 (u3 ) . 

Comme limt_,o ( l!t ) = 0 ,  la proposition 1 7. 5 indique que 

On en déduit que le développement limité d 'ordre 2 en 0 de fo est 
2t2 fo (t) = 1 - t + 3 + oo (t2 ) . 
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On en conclut que f admet pour développement limité généralisé en +oo à 
l 'ordre 2 

1 2 2 f(x) = 1 - - + -2 + 0+00 ( l/x ) .  X 3x 
Les développements limités généralisées au voisinage de +oo s'obtiennent avec 
MAPLE en utilisant la commande t aylor de la manière suivante : 

> t aylor (x*arctan ( 1 / ( 1+x) ) , x=+inf inity , 3) ; 

1 - - + - + o  -1 2 ( 1 ) 
x 3x2 x3 

EXERCICE 7 Nous avons vu page 733 que argsh(x) ,...., argch(x) . Montrer +oo 
que 

1 5 
argsh(x) - argch(x) = -2 + --6 + 0+00 ( l/x6 ) .  

2x 48x 
(On pourra utiliser les relations établies à la proposition 14 .22 ,  page 691 , et 
à la proposition 14 .24 ,  page 693 . )  

17.4.4 Développement limité d'une fonction non bornée 

DÉFINITION 17.5  Soit f une application définie au voisinage de 0 et non 
nécessairement bornée en O . On dit que f admet un développement asymp
totique en 0 à la précision xv+n dans l 'échelle { l/xk 1 k E N} s 'il existe un 
entier 11 E Z et un polynôme P E JR [X] de degré au plus égal à n tels qu 'au 
voisinage de 0 on ait 

f(x) = x" (P(x) + ao (xn ) ) . 

Remarque Cette définition s 'étend au cas d 'un réel x0 non nul .  

Exemples 

1 .  Calculons le développement asymptotique en 0 à la précision x2 dans l 'échelle 
{ l /xk 1 k E N} de la fonction x .-. 1/  sin(x) . On a le développement limité 
suivant en 0 

On en déduit que 

1 

x3 
sin(x) = x - 1 + a0 (x4 ) .  3 .  

1 1 1 
sin(x) - x - ifx3 + a0 (x4 ) - � 1 - ix2 + a0 (x3 ) · 

Comme l�u = 1 + u + u2 + u3 + a0 (u3 ) ,  on en déduit que 

1 x2 
( 3 ) 

1 1 2 ( 3 )  
= 1 + -6 + Oo X - 5X  + Oo X 
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1 1 X 2 -. - = - + - + oo(x ) .  sm(x) x 6 
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2. Calculons le développement asymptotique en 0 à la précision x3 dans l 'échelle 
{ 1 /xk 1 k E N} de la fonction co-tangente. Remarquons que la fonction co
tangente n'est pas bornée en 0 ;  elle tend vers -oo quand x tend vers 0 par 
valeurs inférieures et tend vers +oo quand x tend vers 0 par valeurs supérieures. 
Pour x au voisinage de 0 on a (voir l 'exercice 2) 

x3 2x5 ( x2 2x4 
) tan(x) = x + 3 + l5 + oo (x5 ) = x 1 + 3 + l5 + oo (x4 ) . 

En effectuant la division selon les puissances croissantes de 1 par 1 + �2 + 2�4 

à l 'ordre 4, on obtient 

cotan(x) = - 1 - - - - + o0 (x4 ) = - - - - - + o0(x3 ) ,  1 ( x2 x4 
) 

1 x x3 
X 3 45 X 3 45 

ce qui constitue le développement asymptotique dans l 'échelle { 1/xk 1 k E N} 
en 0 à la précision x3 de la fonction co-tangente. 
Les développements asymptotiques s 'obtiennent avec MAPLE grâce à la com
mande series .  

> taylor (1/ s in (x) , x=0 , 5 ) ;  
Error , does not have a taylor expans ion , try series ( )  
> series (1/ s in (x) , x=0 , 5 ) ;  

1 1 ( 3 ) - + -X +  0 X 
X 6 

EXERCICE 8 Calculer le développement asymptotique dans l 'échelle 
{ 1 /xk 1 k E N} en 0 à la précision x3 de la fonction co-tangente hyper
bolique. 

Malgré la généralisation de la notion de développement limité apportée par 
la définition 17 .5 ,  il existe des fonctions qui n 'admettent pas de développe
ment asymptotique dans l 'échelle { 1 /xk 1 k E N} .  C'est le cas par exemple 
de la fonction logarithme. Si la fonction logarithme admettait un tel dévelop
pement asymptotique, elle serait équivalente en 0 à une certaine puissance 
de 1/x, ce qui est impossible puisque d'après la proposition 14 . 10 ,  page 674, 

lim ln(x) 
- lim xn ln(x) = O . 

x-+O+ ..l.. - x-+O+ xn 
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1 7. 5  Utilisations des développements limités 

17.5 .1 Utilisation pour la recherche d'équivalents 

Les développements limités constituent un outil efficace pour la recherche de 
l 'équivalent d 'une fonction donnée au voisinage d 'un point . La proposition sui
vante nous indique qu 'une fonction est équivalente au voisinage d 'un point au 
monôme de plus bas degré de la partie régulière de son développement limité 
en ce point .  

PROPOSITION 1 7. 7 Soit f une fonction admettant un développement limité 
d 'ordre n en xo de partie régulière L;�=O ak (x - xo )k non nulle. On a 

f (x) rv av (x - xot XQ 

où v désigne la valuation du polynôme P = I;�=O akXk . 

Démonstration Les hypothèses indiquent que f admet un développement li
mité à l 'ordre n en xo dont la partie régulière est P(x-xo ) où P = I;�=o ak Xk. 
D 'après la définition 17 .3 ,  il existe un voisinage V de xo et une application E 
définie sur V \ { Xo} tels que pour tout X E V \ { Xo} 
f (x) = P(x - xo ) + (x - xott-:(x - xo) avec lim t:(x - xo) = O . X ---tXQ 

Pour x E V \ {xo } , on a 

f(x) � ak ( ) k-v 1 ( )n-v ( ) ( ) = 1 + � - X - Xo + - X - Xo é X - Xo . av X - Xo V k av av =v+l 
Comme v � n, on a limx__,x0 (x - xo)n-vt:(x - xo ) = O . D'autre part , si v < n 
alors pour tout entier k avec v + 1 � k � n on a limx__,x0 (x - xo) k-v = O . On 
en déduit que 

• (13 ) autrement dit que f(x) 

Exemples 

1 .  On a vu page 842 que 

lim f(x) 
= 1 ,  x--->xo av (x - xo )v 

XQ 

1 1 X 2 -
.

-(-) = - + -6 + oo (x ) .  
sm x x 

<13l Voir la proposition 15 .4  p. 123 .  

0 
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On en déduit que 
1 1 X 

sin(x) x o 6 

2 . La difficulté lorsqu 'on utilise les développements limités pour déterminer 
l 'équivalent d'une fonction donnée est de prévoir (ou deviner) à quel ordre 
il faut calculer le développement limité . Si le développement limité n 'est pas 
effectué à un ordre suffisamment élevé, on n'obtiendra pas l 'équivalent cherché. 
S 'il est effectué à un ordre très élevé, on aura l 'équivalent recherché mais au 
prix de calculs inutiles . Par exemple, il est difficile de prévoir que pour trouver 
l 'équivalent en 0 de la fonction x r--; sh(sin(x) )  - sin(sh(x) ) ,  il faut effectuer les 
développements limités à l 'ordre 7. Effectuons ce calcul ; on a 

. x3 x5 x7 7 sm(x) = x - - + - - - + oo (x ) .  3 !  5 !  7! 

En développant chacune des parenthèses selon la formule du binôme de Newton 
en ne conservant que les monômes de degré inférieur à 7, on trouve 

x5 x7 
sh(sin(x) ) =x - 15 + 90 + oo (x7 ) ,  

x 5  x7 
sin(sh(x) ) =x - 15  - 90 + oo (x7 ) .  

On en déduit que sh(sin(x) ) - sin(sh(x) ) rv 4
1
5
x7 . 0 

Remarque Pour déterminer un équivalent au voisinage de ±oo d'une fonc
tion f donnée, on peut utiliser son développement limité généralisé au voisinage 
de ±oo. Si f admet pour développement limité généralisé d 'ordre n au voisinage 
de ±oo 

f(x) = P(l/x) + 0±00 ( l /xn ) 
et si le polynôme P est non nul alors f (x) rv a� où v désigne la valuation de P. 

±oo X 
Par exemple la fonction f : x r--; 1 - x arctan ( l�x ) admet pour développement 
limité généralisé à l 'ordre 2 au voisinage de +oo 

donc f (x) rv l/x. 
+oo 

1 2 ( 2 ) f(x) = - - -2 + O+oo l/x 
X 3x 
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17.5 .2 Utilisation pour le calcul de limites 

Les développements limités constituent un outil puissant pour le calcul de li
mites . En effet, si la fonction f admet un développement limité d 'ordre n en xo 

de partie régulière non nulle P(x - xo ) où P = 2-::�=0 akXk alors au voisinage 
de x0 on a f (x) rv av (x - xo ) "  où v désigne la valuation de P. Par conséquent, 

lim f(x) = lim av (x - xot = { o
ao 

X -+ X o  X -+ X o  
si V =  Ü 
si V >  Ü 

La notion de développement limité généralisé permet de la même manière de 
procéder au calcul de limites en ±oo. 

Exemples 

1. Calculons la limite en 0 de f : x f-7 sinJ(x ) - ;2 • On a vu page 842 que 

On en déduit que 

1 1 X 2 -. -(-) 
= - + -6 + oo(x ) .  sm x x 

On notera en développant de carré que le reste d 'ordre le plus bas correspond 
au produit � x oo (x2 ) = oo (x) . C 'est le terme « limitant » et tous les monômes 
de degré supérieur ou égal à 2 doivent être incorporés dans ce reste. On a donc 

et on en conclut que 

1 1 1 �( ) 
- 2 = -3 + oo (x) 

sm x x 

lim --1- - 2_ = � . x->O sin2 (x) x2 3 

2 .  Le développement limité généralisé à l 'ordre 1 au voisinage de +oo de la 
fonction j : X f-7 ?./x3 + 1 - VX2 + X  est - -2

1 + 8
1 + O+oo ( _!_ ) , voir page 841 .  

• l X X 
On en conclut que hmx->+oo f(x) = - 2 ·  

Remarque Il est souvent inutile de procéder au . calcul complet du dévelop
pement limité d 'une fonction pour obtenir sa limite. Par exemple le calcul de 
la limite en 0 de la fonction 

f :  x 1------t ( ) - cos(x) 
ln l+x 1-x 

2x 

peut être obtenu de la manière suivante. Au voisinage de 0 on a 

ln( l  + x) = x + oo (x) et ln( l  - x) = -x + oo (x) . 
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On a donc 

ln C � =) = ln( l  + x) - ln( l  - x) = 2x + o0 (x) . 

On en déduit que 

ln C � =) 0 2x puis que 1. 
2x lm = 1 .  x->O ln ( l+x ) 1 -x 
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Finalement , on obtient limx_,0 f(x) = 0 sans qu 'il ait été nécessaire de calculer 
un développement limité de f . 

17.5.3 Étude des branches infinies 

On dit que la représentation graphique C de la fonction f possède une branche 
infinie si l 'une des deux situations suivantes a lieu : 
1 .  il existe un réel xo tel que limx_,xci f(x) = +oo (ou -oo) et on dit dans ce 

cas que f a une branche infinie à droite en xo ; 
2 .  il existe un réel xo tel que 1imx_,x0 f (x) = +oo (ou -oo) et on dit dans ce 

cas que f a une branche infinie à gauche en xo ; 
3 .  f admet pour limite +oo (ou -oo) lorsque x tend vers +oo ou lorsque x 

tend vers -oo ; on dit dans ce cas que f a une branche infinie en +oo (ou 
en -oo) . 

DÉFINITION 17 .6  Une droite V est dite asymptote à la représentation gra
phique C d 'une fonction f admettant une branche infinie en xo E i: si la 

distance
< ' • ) 

du point de coordonnées (x, f (x) )  de C à la droite V tend vers 0 
lorsque x tend vers xo . 

Intéressons-nous dans un premier temps au cas où la représentation graphique 
de f possède une branche infinie en un réel x0 . Si V désigne la parallèle à l 'axe 
des ordonnées passant par le point de coordonnées (x0 , 0) alors la distance d 
du point de coordonnées (x, f (x) )  de C à la droite V vaut l x - xo l ·  Cette 
distance tend vers 0 lorsque x tend vers x0 . La droite V est donc asymptote à 
la représentation graphique de f en xa . Par exemple la fonction f : x f--> x� l 
admet une branche infinie à droite et à gauche en x0 = 1 puisque 

1 . 1 
nn -- = +oo et 

X->l+ X - 1  
1 . 1 im -- = -oo. 

x->l  - X - 1 

La droite d'équation x = 1 est donc asymptote à la représentation graphique 
de f en x0 = 1 à gauche et à droite de x0 , voir la figure 1 .  

� 
( l• ) On rappelle que dans le plan euclidien , la distance d'un point P à une droite V est définie 

comme la distance du point P considéré à son projeté orthogonal sur la droite D. 
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V 

d 

Fig. 1 La droite x = 1 est asymptote à la représentation gra
phique de la fonction x >--+ (x�l ) en 1 .  

Dans le cas où la représentation graphique C de la fonction f possède une 
branche infinie en +oo aucune droite d 'équation x = b, avec b E fi:, ne peut 
être asymptote en +oo. Si une asymptote existe, il s 'agit nécessairement d'une 
droite V d'équation y =  ax + b avec a E fi:* . On peut montrer que la distance d 
du point de coordonnées (x, f(x)) de C à  la droite V vaut , voir la figure 2, 

d = l f (x) - (ax + b) I 
Jl + a2 · 

Cette quantité tend vers 0 quand x tend vers +oo si et seulement si 
limx-->+oo f(x) - (ax + b) = 0 ,  c 'est-à-dire si au voisinage de +oo il existe 
une fonction E telle que 

f(x) = ax + b + E(x) avec lim E(x) = O . x-->+oo 
Cette condition peut encore s 'exprimer sous la forme f(x) = ax+b+o+00(l) qui 
s 'interprète comme un développement asymptotique de f au voisinage de +oo. 
La condition limx-->+oo f(x) - (ax + b) = 0 s'exprime encore sous la forme 
limx-->+oo f(x) - ax = b. De plus , elle implique que limx-->+oo f(x)/x = a. On 
en déduit que la courbe C admet une asymptote en +oo s 'il existe deux réels a 
et b avec a =1- 0 tels que 

lim f(x) = a  et lim f (x) - ax = b. x-->+oo X x-->+oo 
Les conditions nécessaires et suffisantes d'existence d'une asymptote en +oo 
qui viennent d'être établies sont reprises dans la proposition suivante (on a un 
résultat analogue en -oo) .  
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X 

Fig. 2 La droite V est asymptote à la courbe C en +oo. 

PROPOSITION 17.8 Soient f une fonction définie au voisinage de +oo. Les 
assertions suivantes sont équivalentes : 

1 .  la représentation graphique C de f admet au voisinage de +oo la droite 
d 'équation y =  ax + b comme asymptote ; 

2. 3(  a, b) E lR2 tel que limx--++oo f (X)/ X = a et limx--++oo f ( x) - ax = b; 

3. 3(a, b) E JR2 tel que f(x) = ax + b + 0+00 ( 1 )  au voisinage de +oo. 

Remarques 

1 .  La 3e assertion s 'écrit encore : 

3(a, b) E JR2 tel que f(x) = a + !!. + 0+00 ( 1/x) . X X 
Cette expression constitue le développement limité généralisé à l 'ordre 1 de la 
fonction x f-+ f(x)/x au voisinage de +oo. 
2. On peut préciser la position de la courbe par rapport à son asymptote en 
étudiant le signe de la quantité ô = f(x) - (ax + b) , voir la figure 2. Si au 
voisinage de +oo (resp. -oo) la quantité ô est négative alors la courbe se situe 
au dessous de l 'asymptote au voisinage de +oo (resp. -oo) . Au contraire, si 
au voisinage de +oo (resp . -oo) la quantité ô est positive alors la courbe se 
situe au dessus de l 'asymptote au voisinage de +oo (resp. -oo) . Si l 'on dispose 
d'un développement limité généralisé de la fonction x f-+ f (x)/x au voisinage 
de +oo (resp . -oo) de la forme 

f (x) b c i -- = a + - + ----;' + 0±00 ( 1/x ) X X X' 
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avec i E N, i > 1 et c E �* , alors la position de la courbe par rapport à son 
asymptote est donnée directement par le signe de c. On a 

c . 1 J(x) - (ax + b) = xi- l + 0±00 (1/x'- ) .  

S i  c est positif (resp. négatif) , la courbe se situe, au voisinage de +oo, au
dessus (resp. au-dessous) de l 'asymptote. Si c est positif et i est impair ou si c 
est négatif et i est pair la courbe se situe, au voisinage de -oo, au-dessus de 
l 'asymptote. Si c est positif et i est pair ou si c est négatif et i est impair la 
courbe se situe , au voisinage de -oo, au-dessous de l 'asymptote. 
3 . Pour affiner le tracé de la représentation graphique de f, il peut être utile de 
déterminer si l 'asymptote V coupe ou non la courbe C .  L'abscisse des éventuels 
points d 'intersection est obtenu en résolvant l 'équation f(x) - (ax + b) = O. 

Exemples 

1 .  Soit f la fonction définie par f(x) = M· Son ensemble de définition est 
] - oo, ü]U ] l ,  +oo[ . Comme limx->+oo f(x) = +oo, la représentation graphique 
de la fonction f présente une branche infinie en +oo. Pour déterminer s 'il existe 
une asymptote en +oo, intéressons-nous à un développement limité généralisé 
au voisinage de +oo pour la fonction g : x t--t f(x)/x. Pour cela calculons le 
développement limité à l 'ordre 2 en 0 de go : t t--t g(l/t ) .  Pour t E J O ,  1 [ , on acis> 

En utilisant le développement limité d'ordre 2 en 0 

u2 ( 1  + u)"' = 1 + au +  a(a - 1 ) 2 + o0 (u2 ) , 

on obtient le développement limité d'ordre 2 en 0 suivant pour g0 

t 3t2 9o (t) = 1 + 2 + 8 + oo (t2 ) . 

On en déduit le développement limité généralisé à l 'ordre 2 en +oo suivant 
pour g 

g(x) = J(x) 
= 1 + 2

1 + 8
3 
2 + O+oo ( 1 /x2) . X X X 

On en conclut que la représentation graphique de f admet une asymptote 
d 'équation y = x+ 1/2 en +oo et qu'au voisinage de +oo, elle se situe au-dessus 
de son asymptote (la quantité 3/8x2 est positive lorsque x est au voisinage 
de +oo) . Par ailleurs , comme limx_,1+ f (x) = +oo, la représentation graphique 
de f admet une asymptote verticale d 'équation x = 1 .  On peut avoir recours à 
MAPLE pour illustrer graphiquement la situation. 

( 15) . ' f  � 1 11 1 !C. On remarquera que comme t est pos1t1 , on a V � = TtT V r=t = t V r=t · 
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> f : =x-> sqrt (x-3/ (x - 1 ) ) :  
> p : =unapply ( convert (taylor ( f (x) , x=+inf inity , 1 ) , polynom) , x) ; 

1 p : = X --7 X +  -2 

851 

La fonction p est la fonction affine dont la représentation graphique est l 'asymp
tote étudiée . 
> f ig 1 : =plot ( [f (x ) , p (x) ] , x=O . .  10 , y=0 . .  10 , color= [black , red] ) : 
> f ig2 : =plot ( [ 1 , t , t=O . .  10] , color=red) : 
> with (plot s ) : di splay ( [f ig 1 , f ig2] , thickness=2 ) ; 

1 0  

8 

6 

4 

2 

o+--___..��������������� 
0 2 4 6 8 1 0  

x sh(x) 0 c1G) 
2. Considérons la fonction f : x r-t 3 - ( ) . n a sh(x) rv � ex et 

ch X - 1 +oo 
ch(x) rv � ex ' ce qui implique que +oo 

x sh(x) J (x) - 3 = - rv -x . ch(x) - 1 +oo 

On en déduit que limx__,+00 f(x) = -oo et la représentation graphique de la 
fonction f présente une branche infinie en +oo. Intéressons-nous à l 'existence 
d'une éventuelle asymptote. On a limx__,+00 f(x)/x = - 1  et 

(16) 

x sh(x) 2x(e-x - 1) 2x ( l  - ex ) f(x) + x = 3 - + x = 3 +  = 3 + ----ch(x) - 1  ex + e-x - 2  e2x + 1 - 2ex 
= 3 - � . 

eX - 1 

Voir p. 733. 
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Comme 
2x 2x 

et lim !.__ = 0, X->+oo eX 

on en déduit que limx_,+00 J (x) + x = 3. La droite d 'équation y =  -x + 3 est 
donc asymptote à la représentation graphique de f en +oo. De plus , la quantité 

2x f(x) - (-x + 3) = - eX - l 

étant négative au voisinage de +oo, la représentation graphique de f est sous 
son asymptote au voisinage de +oo. On peut avoir recours à MAPLE pour illus
trer graphiquement la situation. 

> f : =x->3-x * s inh (x) / ( cosh (x) -1) : 
> t aylor ( f ( x ) ,x=+inf inity,3) ; 
Error, ( in asympt ) unable t o  comput e series 
> series ( f ( x ) ,x=+inf inity,3) ; 
Error, ( in asympt ) unable t o  comput e series  

I l  n 'est pas possible de calculer l 'équation de l 'asymptote en ayant recours aux 
développements limités . 
> p : =x->3- x : 
> plot ( [f (x ) ,p ( x ) ] ,x=O . .  10) ; 

EXERCICE 9 Déterminer les asymptotes à la représentation graphique de 
f :  x i----; (x + 1 )2 argsh(l/x) . 

Remarques 

1 .  Une fonction admettant une droite asymptote en +oo ou en -oo n'admet pas 
nécessairement de développement limité généralisé en +oo ou en -oo. Selon les 
situations , on est donc amené à utiliser l 'une ou l 'autre des deux méthodes de 
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calcul d 'une asymptote données à la proposition 17 .8 .  C 'est le cas par exemple 
de l 'application 

f : X E ffi.* f---> _x_ eX - 1 
qui admet la droite d'équation y =  -x pour asymptote en -oo mais qui n'admet 
pas de développement limité généralisé en -oo. On vérifie facilement que 

et que 

lim f (x) = lim -1- = - 1 x-->-oo x x-->-oo ex - 1 

lim (f (x) + x) = lim � = 0 X-->-00 X-->-00 eX - 1 
ce qui d'après la proposition 17 .8 indique que la droite d 'équation y = -x est 
asymptote en -oo à la représentation graphique de f. Il est toutefois impossible 
de trouver un développement limité généralisé en +oo à la fonction 

g(x) = 
f(x) = _1 _ 

X ex - 1 

car on ne dispose pas de développement limité en 0 pour et . 

2. La représentation graphique d 'une fonction peut avoir une branche infinie 
au voisinage de +oo (ou de -oo) sans pour autant posséder d'asymptote. C 'est 
le cas si 

lim f(x) = ±oo x-->+oo X 
ou si 

lim f(x) = a  x-->+oo X et lim f(x) - ax = ±oo. x-->+oo 

DÉFINITION 17.  7 Soient a un réel et f une fonction définie au voisinage 
de +oo dont la représentation graphique C possède au voisinage de +oo une 
branche infinie. 

)< On dit que C admet au voisinage de +oo une branche parabolique de direc

tion y = ax ou une direction asymptotique de pente a si 

lim f(x) = a  x-->+oo X et lim f(x) - ax = ±oo. x-->+oo 

)< On dit que C admet au voisinage de +oo une branche parabolique verticale 
si 

lim f(x) = ±oo. x-->+oo X 
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Exemples 

1 .  La représentation graphique de la fonction f : x i--; ../X admet une branche 
infinie de direction asymptotique de pente 0 au voisinage de +oo car 

lim f(x) 
= lim -1- = 0 

x->+oo X x->+oo ..jX et lim f (x) = +oo. 
x->+oo 

2 .  La représentation graphique de la fonction f : x i--; x2 admet une branche 
parabolique au voisinage de +oo car 

lim f(x) 
= lim x = +oo. 

x->+oo X x->+oo 

17.5.4 Étude des propriétés locales de la représentation graphique d'une ap-
plication 

Nous avons vu à la proposition 17 .3  qu'une condition nécessaire et suffisante 
pour qu 'une application f soit dérivable en x0 E IR est qu 'elle admette un 
développement limité d 'ordre 1 en x0 . Ce développement limité est 

f (x) = f(xo )  + (x - xo )J' (xo ) + Ox0 (x - xo ) .  
Les développements limités constituent donc un moyen de déterminer si une 
fonction est prolongeable par continuité en un point xo et si la fonction définie 
par ce prolongement est dérivable en x0 . 
Considérons à titre d'exemple, l 'application f : x E IR* i--; x/ (ex - 1 ) .  Au 
voisinage de 0 on a 

x2 x3 
ex - 1 = x + - + - + Oo ( x3 ) .  2 !  3 ! 

On en déduit que f admet pour développement limité d'ordre 2 en 0 

X x2 f (x) = 1 - 2 + 1 2  + o0 (x2 ) .  

Cela nous permet d'affirmer que l 'application f est prolongeable par continuité 
en 0 en posant f (0) = 1 .  De plus, ce prolongement est dérivable en 0, de nombre 
d ,  . , 1 envee - 2 . 

Il ne faut surtout pas déduire du développement limité d 'ordre 2 en 0 
de f que f admet une dérivée seconde en 0 valant 112 • Nous avons vu à 
la proposition 17 .3  que l 'existence d 'un développement limité d'ordre n 
en 0 n 'était équivalent à l 'existence d 'une dérivée n-ième en 0 que pour 
n E {O , l } .  

S i  l 'on souhaite étudier l 'existence d 'une dérivée seconde en 0 ,  on le fera en 
revenant à la définition et en considérant la limite en 0 du taux d 'accroissement 

fio (h) = 
f' (h) � f' (O) . 
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Par contre le théorème de Taylor-Young< 11> indique que si f admet une dérivée 
seconde en 0 alors celle-ci est égale à la moitié de la valeur du coefficient du 
monôme x2 dans l 'expression du développement limité de f en O .  
Du développement limité d 'ordre 2 en 0 de f ,  on peut déduire que la tan
gente à la représentation graphique de f au point (0 , 1 )  est la droite d'équation 
y = 1 - �x. De plus , comme le terme 112 x2 est positif au voisinage de 0, on en dé
duit que la représentation graphique est au-dessus de sa tangente au point (0, 1 )  
(dans un  voisinage de ce point) . Une étude complète portant sur l a  position de 
la représentation graphique d 'une application par rapport à sa tangente en un 
point a été effectuée à la section 16 .5 . 2  du chapitre 16 .  

1 7. 6  Quelques notions s ur  les développements asymptotiques 

Nous avons vu que pour qu'une application admette un développement limité 
d'ordre n en Xo E IR, il suffit qu 'elle soit de classe en dans un voisinage de Xo . 
Nous avons également vu qu 'au voisinage de +oo (ou de -oo) ou encore dans le 
cas d 'une fonction non bornée en x0 la notion de développement limité n'existe 
pas à proprement parler mais qu 'il est possible d'écrire un « développement » 
analogue en faisant intervenir des fonctions puissances d 'exposant un entier 
relatif. Enfin nous avons pu constater qu 'il existe des fonctions usuelles qui 
n'admette aucun développement faisant intervenir des fonctions puissances . 
C 'est le cas par exemple de la fonction exponentielle au voisinage de +oo ou 
de la fonction logarithme au voisinage de O .  
L'objet de  cette partie est de  montrer que la  notion de  développement limité 
entre dans un cadre beaucoup plus général de développements où interviennent 
d'autres fonctions de comparaison que les fonctions puissances . On parle alors 
de développement asymptotique. 

17.6.1 Échelle de comparaison 

Soit E un ensemble de fonctions définies au voisinage de x0 E i: et supposées 
non identiquement nulles sur ce voisinage. On considère sur E la relation --< 
définie par : 

ou f = g au voisinage de xo) . 

Il s 'agit d 'une relation d 'ordre< is) sur E puisque cette relation est : 
1 . réflexive : '<If E E f :5 f ;  
2 .  antisymétrique : '<!(!, g) E E2 (! :5 g et g :5 f) ===? f = g ; 
3. transitive : '<!(!, g, h) E E3 (! :5 g et g :5 h) ===? f :5 h. 

(17) 
Voir le théorème 17 . 1  p .  821 .  

( I B)
Voir la définition 3 . 1  p. 94.  

(6) 
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-

DÉFINI'!!ON 17 .8  On dit que l 'ensemble E de fonctions définies au voisinage 
de x0 E lR et supposées non identiquement nulles sur ce voisinage constitue 
une échelle de comparaison au voisinage de xo , si la relation d 'ordre :::'. est 
une relation d 'ordre total'9J sur E, c 'est-à-dire si : 

'r:/(f, g) E E2 (f :::'. g ou g :::'. f) .  

Remarque D 'après la définition de la relation d 'ordre :::'. donnée par l 'asser
tion (6) , la relation d 'ordre :::'. est une relation d 'ordre total si 

On obtient ainsi une autre caractérisation d 'une échelle de comparaison . 

Exemples 

1 .  Pz = {x f--+ xn 1 n E Z} constitue une échelle de comparaison au voisinage 
de +oo, de -oo, et de O .  

2 .  Prri. = {x f--+ l x \ °'  1 a E JR} constitue une échelle de comparaison au voisinage 
de +oo et de -oo. 

3 .  C1 = { x f--+ lx \ °'  \ ln \x l \ .6 1 (a, /3) E JR2 } constitue une échelle de comparaison 
au voisinage de +oo, de -oo, et de O .  

4. F1 = {x f--+ l x \ °'  e.6x \ (a, /3) E JR2 } constitue une échelle de comparaison au 
voisinage de +oo et de - oo . 

17.6.2 Développement asymptotique 

DÉFINITION 17.9  Soient f une fonction définie au voisinage de xo E i, & 
une échelle de comparaison au voisinage de x0 et </> un élément de E .  
On dit que f admet un développement asymptotique au voisinage de xo dans 
l 'échelle E à la précision </> s 'il existe un ensemble {>.,µ },PEF de nombres réels 
presque tous nuls (c 'est-à-dire nuls sauf un nombre fini) vérifiant au voisinage 
de xo , 

f (x) = L À,µ î/J(x) + Ox0 (</>(x) ) ,  
1/JEF 

où :F = { <p E E \ </> :::'. <p} c E . 

< 19l Voir la définition 3 .2  p. 95. 
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Exemples 

1 .  Un développement limité d 'ordre n en 0 est un développement asympto
tique au voisinage de 0 dans l'échelle PN = { x f-7 xk 1 k E N} à la précision 
</J : X f---? Xn . 
2. Considérons l 'application f :  x E JR+ f-7 ln(sh(x) ) .  Pour tout x E JR+ on a 

f (x) = ln(x) + ln ( sh;x) ) et sh(x) x2 x4 
5 -- = 1 + - + - + oa (x ) .  X 3 !  5 !  

On en déduit que 

x2 7x4 
f (x) = ln(x) + 6 - 6Q + o0 (x5 ) .  

Cette expression constitue le développement asymptotique de f dans l 'échelle 
.C1 = {x f-7 lx l °' l ln lx l l.6 1 (a , (3) E IR2 } à la précision </> :  x f-7 x5 . 

1 7. 7 Plan d'étude d'une fonction 

Avec ce chapitre sur les développements limités , nous disposons de tous les outils 
nécessaires pour mener à bien de manière complète l 'étude d 'une fonction réelle 
de la variable réelle. Nous allons en rappeler les différentes étapes et donner 
une illustration par un exemple. 
Les principales étapes dans l 'étude d 'une fonction sont les suivantes . 
1 .  On recherche l 'ensemble de définition de la fonction . 
2 . On essaie d'obtenir un domaine d 'étude plus réduit que l 'ensemble de dé

finition en mettant en évidence d 'éventuelles propriétés de périodicité, de 
parité ou de symétrie de la fonction . 

3. On détermine l 'ensemble de continuité de la fonction. On étudie la nature 
des points de discontinuité et , si cela est possible, on prolonge par continuité 
la fonction. 

4. On détermine l 'ensemble de dérivabilité de la fonction (celui-ci peut-être 
différent de l 'ensemble de continuité) . On calcule la dérivée de la fonction 
en tout point où elle est dérivable . On examine, s 'il y a lieu, la dérivabilité 
à gauche ou à droite. 

5 . On étudie le signe de la dérivée afin d'établir les variations de la fonction. On 
calcule les limites de la fonction et de sa dérivée aux bornes de l'intervalle 
d'étude. On présente ces résultats dans un tableau de variation. 

6. On précise la nature des branches infinies et on recherche l 'équation d'éven
tuelles asymptotes. 

7. On étudie, s 'il y a lieu, le signe de la dérivée seconde de la fonction afin de 
déterminer les points d 'inflexion éventuels . 

8. On calcule les coordonnées des points remarquables : intersection de la re
présentation graphique de la fonction avec les axes de coordonnées, avec les 
asymptotes , etc. 
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9. On trace la représentation graphique de la fonction en mettant en évidence 
tous les éléments utiles au tracé : tangentes aux points remarquables (points 
anguleux, points d'inflexion, etc) , asymptotes , etc. 

Exemple Étudions la fonction f : x t-t x exp ( 1.!x2 ) . 

1 .  La fonction exponentielle étant définie sur IR, f est définie pour tout réel x 
tel que 1 - x2 # O. L'ensemble de définition de f est donc lR \ { - 1 ,  1 } .  
2 .  L a  fonction f est impaire. On  l 'étudiera donc sur [ü , l [ U ] l ,  +oo[ .  
3 .  La fonction f est continue sur [O , l [ U ] l ,  +oo[  car la fonction rationnelle 

1 g : x E [0 , 1 [ U ]  l, +oo[  1---+ l _ x2 E lR 

est continue sur [O , l [ U ] l , +oo[  à valeurs dans lR et la fonction exponentielle 
est continue sur IR .  On a 

. 1 
hm -- = -oo et 

X->l+ 1 - X2 
On en déduit que 

. 1 
hm -1 --2 = +oo. 

X->1 - - X 

lim f(x) = 0 et lim f (x) = +oo. 
X->1+ X->l -

La fonction f n 'est donc pas prolongeable par continuité en 1 .  Elle est toutefois 
prolongeable par continuité à droite en 1 en posant f ( 1 )  = O . 
4 .  La fonction rationnelle g est dérivable sur [O , l [ U ] l ,  +oo[  et la fonction expo
nentielle est dérivable sur R La fonction f est donc dérivable sur [ü , 1 [ U ]  1 ,  +oo[ 
et pour tout x E [ü , l [ U ] l ,  +oo [  on a 

' x4 + 1  f (x) = ( 1 - x2 )2 el/ ( 1 -x2 ) . 

5 .  Puisque la fonction exponentielle est à valeurs strictement positives , on en 
déduit que f' est strictement positive sur [O, 1 [ U ]  1 ,  +oo[ et par conséquent 
que f est croissante sur chacun des intervalles [O , 1 [  et ] 1 ,  +oo[.  
Par ailleurs , on a limx_,+00 g(x) = 0 donc limx_,+00 f(x) = +oo. On a aussi 

f (O) = 0 et j' (O) = e .  

Lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures, 1 - x2 tend vers 0 par valeurs 
supérieures et par conséquent limx_,1 - 1_!-x2 = +oo. On en déduit que 

lim 1 e 1/ ( l-x2 ) = lim u2eu = +oo. 
X->l - ( 1 - x2 ) 2 u->+oo 

On a donc limx_,1 - f' (x) = +oo. Lorsque x tend vers 1 par valeurs supérieures, 
1-x2 tend vers 0 par valeurs inférieures et par conséquent limx_,1 + 1_\2 = -oo. 
On en déduit que 



Développements limités 859 

et limx_.1+ f' (x) = O . On obtient le tableau de variation suivant : 

X Il 0 +oo 1 
f' (x) e + +oo 0 + 0 

+oo +oo 
f(x) / / 

0 0 

La représentation graphique de f au point d'abscisse 1 possède une demie 
tangente à droite horizontale . 
6. La droite d'équation x = 1 est asymptote à la représentation graphique 
de f. Recherchons une éventuelle asymptote à la représentation graphique 
de f en +oo en cherchant un développement asymptotique pour f au voisi
nage de +oo. Pour t au voisinage de o+ , considérons la fonction f 0 définie 
par 

1 ( t2 ) fo (t) = f ( 1 /t) = - exp -2- . t t - 1 
On a les développements limités suivants au voisinage de 0 : 

1 -1 2 = 1 + t2 + Oo ( t2 ) - t  
d 'où on déduit que J�1 = -t2 + o0 (t3 ) puis que 

( t2 ) ( 2 ) 1 ( 2 ) 2 1 ( 2 ) 3 3 2 3 exp t2 _ 1 = 1 + -t + 2 -t + 6 -t + o0 (t ) = 1 - t + o0(t ) .  

On obtient le développement limité généralisé suivant pour fa 
1 2 fo (t) = - - t + oa (t ) t 

ce qui indique que la fonction f admet pour développement asymptotique au 
voisinage de +oo, 

1 f (x) = x - - + O+= (l/x2 ) .  
X 

Ainsi la droite d'équation y = x est asymptote à la représentation graphique 
de f au voisinage de +oo. La quantité -1 /x étant négative au voisinage de +oo, 
la courbe se situe au-dessous de l 'asymptote. 
7. Intéressons-nous aux points d 'inflexion de f . Pour x E [O , 1 [ U ]  1 , +oo[ ,  on a 

!" ( ) = _ 2x(x4 - 3) l / ( l -x2 ) x ( l - x2 )4 e . 

Le signe de f" dépend de celui de la fonction polynomiale p : x i-;  x(x4 - 3) .  
Cette fonction polynomiale est impaire . I l  est évident que ses racines réelles 
positives sont 0 et "13. Par ailleurs, la fonction polynomiale p' : x i-; 5x4 - 3 
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admet pour unique racine réelle positive if. Remarquons que � < 1 < 3 et 
que la fonction racine quatrième est strictement croissante sur JR+ . On a donc if < 1 < 13. Le tableau de variation de p sur [O, +oo[  est le suivant : 

X 0 

p' (x) 
0 

p(x) 

-

� 

yl375 
0 

_ 12 [i 
5 5 

On en déduit le tableau de signes suivant : 

X 0 1 13 

p(x) 0 - - 0 

f" (x) 0 + I l + 0 

13 +oo 

+ 
+oo 

/ 

+oo 

+ 

-

Ainsi, sur le domaine d 'étude, la fonction f" s 'annule en 0 et 13 en changeant 
de signe. Ces valeurs correspondent donc à des points d 'inflexion de f. La 
fonction f est par conséquent convexe sur [O , 1 [  et sur ] 1 ,  13[ et concave sur 
] 13, +oo[ .  
8 .  Déterminons les points d 'intersection entre la représentation graphique de f 
et l 'asymptote en +oo en résolvant l 'équation f(x) = x. On a 

f (x) = X  <==> x ( e1 / ( l -x2 ) - 1) = 0 <==> ( x = 0 ou e1/ ( l -x2 ) = 1) . 

Il n'y a donc qu'un seul point intersection entre la représentation graphique de f 
et la droite asymptote en +oo qui est le point (0, 0) car l 'équation 1 / ( 1 -x2) = 0 
n'a pas de solution . 
9 .  Représentation graphique de f.  
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1 7  .8 Exercices de synthèse 

861 

EXERCICE 10 Pour n E N, on désigne par fn la fonction définie sur R'f- par { xn ln(x) 
fn (x) = x2 - 1 

1 
2 

si X -:j:. 1 

si X = 1 

1 - Calculer le développement limité à l 'ordre 2 de fo au voisinage de 1 .  En 
déduire le développement limité à l 'ordre 2 de f n au voisinage de 1 pour n E N* . 
2 - Montrer que pour tout n E N l 'application f n est dérivable en 1 et calcu
ler f� ( l ) .  
3 - Donner l 'équation de la tangente à la représentation graphique Cn de f n 
dans un repère orthonormé au point d 'abscisse 1 .  Préciser la position de la 
courbe Cn par rapport à sa tangente au point d 'abscisse 1 dans un voisinage de 
ce point. 

EXERCICE 1 1  Étudier la fonction f définie par f ( x )  = x2 

en précisant quelles sont les branches infinies de f .  

EXERCICE 12  Soit f :  x t--> (cos(x)) l/x . 

arctan (-1 ) 
l + x 

1 - Sur quel ensemble V f la fonction f est- elle définie ? Vérifier que f est 
dérivable sur V f et calculer sa dérivée f' . 
2 - Calculer le développement limité de f au voisinage de 0 à l 'ordre 2 .  
3 - Montrer que f est prolongeable par continuité sur ] - � , � ] .  O n  note f le 
prolongement de f à ] - � ,  �] . 

4 - Montrer que f est de classe C1 sur ] - � , � [ . 

EXERCICE 13 
. . , . sh(x) Soit f la fonction definie par f(x) = 3 - x h( ) . 

C X - l 
1 - En utilisant la formule des accroissements finis, montrer que pour tout 
x E R'f- on a sh(x) > x . 
2 - Donner le développement limité au voisinage de 0 à l 'ordre 3 de f .  Que 
peut-on en déduire en 0 pour f ? 
3 - Donner le tableau de variation de f .  
4 - Montrer que la droite d 'équation y = -x + 3 est une asymptote à la repré
sentation graphique de f en +oo.  Préciser la position de la courbe par rapport 
à cette asymptote. 
5 - Montrer que f (2)f (3) < O . En déduire qu 'il existe un réel c E ] 2 ,  3[ tel que 
f(c) = 0 et que ce réel est le seul zéro de f sur R+ , c 'est-à-dire le seul réel 
positif à vérifier f ( c) = 0 .  
6 - Tracer l a  représentation graphique de  f .  
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1 7.9 Solution des exercices 

Solution de l 'exercice 1 
Les développements limités d 'ordre 3 en 0 des fonctions sinus hyperbolique et 
cosinus hyperbolique sont 

x2 
ch(x) = 1 + 2! + o0 (x3 ) et 

x3 
sin(x) = x - 3T + o0 (x3 ) . 

La partie régulière du développement limité d'ordre 3 en 0 de la fonction 
x r-+ ch(x) sin(x) est obtenue en conservant les monômes de degré inférieur 
ou égal à 3 dans l 'expression du produit des parties régulières de ces deux 
développements limités . On a 

x3 x3 x5 x3 x5 = x - - + - - - = x + - - -6 2 1 2  3 12 . 

La partie régulière du développement limité d 'ordre 3 en 0 de x r-+ ch(x) sin(x) 
est donc x + � x3 . 

Comme cela est indiqué dans la mise en garde de la page 831 ,  même si 
le monôme x5 est présent lorsque le produit est explicité, on ne dispose 
pas pour autant du développement limité d 'ordre 5 en 0 de la fonction car 
d'autres termes faisant intervenir le monôme x5 n 'ont pas été pris en compte 
dès le départ dans les développements limités des fonctions sinus et cosinus 
hyperbolique. 

Solution de l 'exercice 2 

Le développement limité d 'ordre 5 en 0 de la fonction tangente s 'obtient en 
effectuant la division selon les puissances croissantes à l 'ordre 5 de la partie 
régulière du développement limité d 'ordre 5 en 0 de la fonction sinus par la 
partie régulière du développement limité d 'ordre 5 en 0 de la fonction cosinus, 
autrement dit en effectuant la division de P1 par Q1 où 

On obtient 

x3 xs Pi = X - - + -3! 5 !  et 
x2 x4 

Q1 = 1 - - + - . 2 !  4 !  

x3 2x5 tan(x) = x + 3 + l5 + oo (x5 ) .  

Le développement limité d 'ordre 5 en 0 de l a  fonction tangente hyperbolique 
s 'obtient en effectuant la division selon les puissances croissantes à l 'ordre 5 de 
la partie régulière du développement limité d 'ordre 5 en 0 de la fonction sinus 
hyperbolique par la partie régulière du développement limité d 'ordre 5 en 0 de 
la fonction cosinus hyperbolique, autrement dit en effectuant la division de Pz 
par Q2 où 

x3 xs P2 = x + - + -3! 5 !  
x2 x4 et Q2 = 1 + 2! + 4! .  
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On obtient 
x3 2x5 th(x) = x - 3 + l5 + oo (x5 ) .  

Le développement limité d 'ordre 5 e n  0 de x t---t tan(x)/ th(x) n e  peut pas 
s 'obtenir en effectuant la division selon les puissances croissantes à l 'ordre 5 
du polynôme de la partie régulière du développement limité d'ordre 5 en 0 de 
la fonction tangente par le polynôme de la partie régulière du développement 
limité d'ordre 5 en 0 de la fonction tangente hyperbolique car celui-ci est de 
valuation non nulle. On commence par écrire 

P3 _ x + �X3 + fs-X5 _ 1 + �x2 + fs-X4 
Q3 

- x - !x3 + 2x5 - 1 - 1x2 + 2x4 3 15 3 15 
puis on effectue la division selon les puissances croissantes à l 'ordre 4 (et non 
pas à l 'ordre 5) de ?4 par Q4 où 

X2 2X4 
P4 = l + - + -3 15  et X2 2X4 

Q4 = 1 - - + - . 3 1 5  
On obtient 

tan(x) _ 2x2 2x4 
( 4 ) th (X) - l + 3 + 9 + Oo X . 

On remarquera que la fonction x t---t tan(x)/ th(x) étant paire, la partie régulière 
de son développement limité ne possède que des monômes de degré pair. On 
peut ainsi écrire 

tan(x) 2x2 2x4 
( 5 ) -- = 1 + - + - + oo x  th(x) 3 9 

ce qui constitue le développement limité d'ordre 5 en 0 de la fonction étudiée. 

Solution de l'exercice 3 

Remarquons que limx_,0 f ( x) = 0 et que f est un polynôme de degré 2 donc 
qu'il constitue son propre développement limité d 'ordre n en 0 pour tout en
tier n supérieur à 2 . Par ailleurs , le développement limité d 'ordre 4 en 0 de g 
en 0 est 

g(y) = - 1  + y  - Y2 + Y3 - Y4 + oo (Y4 ) .  
D'après la proposition 17 .5 ,  l a  partie régulière du développement limité d 'ordre 4 
en 0 de g o f est obtenue en conservant les monômes de degré inférieur ou égal 
à 4 de la fonction polynomiale Q o P où 

P = 2X + X2 et Q = - l + X - X2 + X3 - X4 . 

On a 

Q o P = - 1  + (2X + X2) - (2X + X2 )2 + (2X + X2)3 - (2X + X2)4 

= - 1  + 2 x + x2 - 4 x2 - 4 x3 - x4 + s x3 + 12  X4 + 6 X5 + X6 

- 16 X4 - 32 X5 - 24 X6 - 8 X7 - X8 

= - 1 + 2 x - 3 x2 + 4 X3 - 5 X4 - 26 x5 - 23 x6 - s x1 - X8 . 
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On notera qu 'il n 'est pas utile d'écrire les monômes de degré supérieur stricte
ment à 4 lorsque l 'on effectue les différents calculs avec la formule du binôme de 
Newton. On déduit du calcul précédent que le développement limité d'ordre 4 
en 0 de g o f a pour partie régulière 

- 1  + 2 x - 3 x2 + 4 x3 - 5 x4 . 

Il ne faut surtout pas penser que le développement limité d 'ordre 5 en O de 
g o f a pour partie régulière 

- 1  + 2 x - 3 x2 + 4 x3 - 5 x4 - 26 x5 . 
Le coefficient du monôme X5 est erroné puisqu 'il manque la contribution 
(2X)5 issue du terme (2X + X2 )5 que l 'on devrait rajouter à notre calcul 
pour obtenir un développement limité d 'ordre 5 en 0 . 

Solution de l'exercice 4 

1 - Pour tout x E ]  - 1 ,  1 [ , on a 

(20) Or pour a E JR.+ , 

1 ( 2) - l - = - l - x  2 •  
v'l - x2 

u2 un ( 1 + u)°' = 1 + a u +  a (a - 1 ) I + . . .  + a(a - 1 )  · · · (a - n + 1 ) I + o0 (un) .  2 . n. 

Pour a = - � , on obtient 

( 1  )_ l 1 1 1 3 1 2 ( l )n 1 3 ( 1 ) 1 n ( n) + u 2 = - 2u + 2 2 2fu + . . . + - 2 2 . . . n - 2 nîu + oo u . 
Comme limx_,o x2 = 0, on en déduit que 

( 1 2 ) - l 1 1 2 1 3 1 4 1 3 ( 1 ) 1 2n ( 2n ) - X 2 = + 2X + 2 2 2f X + . . .  + 2 2 . . . n - 2 nîx + Oo X . 

On a donc 

1 = - 1  - lx2 - l � 1-x4 -v'f=X2 2 2 2 2 ! - � � . . .  (n - � ) ,hx2n + oa (x2n ) .  

2 - La fonction arc-cosinus est dérivable sur ] - 1 ,  1 [  et  pour x E ]  - 1 ,  1 [  on a 

1 arccos(x) ' = - v'f=X2 " 1 - x2 

<20> 
Le développement limité de (1 + u)"' en 0 est donné p. 826. 
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Comme arccos(O) = � , la proposition 17 .6  indique que 

7r 1 1  3 1 3 1 1  5 1 3 5 1 1 7 arccos(x) = - - x - - - x - - - - - x - - - - - - x - . . .  2 2 3 2 2 2 !  5 2 2 2 3 !  7 
- � � . . .  (n - �) ]:_ _1_ x2n+ 1 + oa (x2n+I  ) .  2 2 2 n! 2n + 1 

Pour tout k E N* , on a 

et 

On a donc 

1 3 
2 2 

( - �) ]:_ = 1 3 5 · · · (2k - 1 ) k 2 k !  2k k !  

2k k !  = 2k ( 1 2 3 . . .  k) = 2 2 2 2 3 . . .  2 k = 2 4 6 . . .  2 k . � 

1 3 
2 2 

k termes 

(k - �) ]:_ = 1 3  5 . . .  (2k - 1 )
. 2 k !  2 4 6 · · · 2 k 

On en conclut que 

7r 1 1 3 1 3 1 5 1 3 5 1 7 arccos(x) = - - x - - -x - - - x - -- - x - . . . 2 2 3  2 4 5 2 4 6 7 
1 3  5 · · · (2n - 1 )  x2n+ l 

( 2n+ 1 ) . . .  - -- + oo x . 2 4 6  · · · 2n 2n + 1 

Solution de l'exercice 5 

1 - On a les développements limités suivants en 0 

865 

x3 x5 sin(x) = x - 3T + 5T + o0 (x6 ) et 
x2 x4 x6 

cos(x) = 1 - - + - - - + oa (x6 ) . 2 !  4 !  6 !  

On en déduit que 

(2x) 2 (2x)4 (2x) 6 cos(2x) = 1 - -- + -- - -- + o  (x6 ) 2 !  4 !  6 !  0 

2 2 4 4 6 6 = 1 - 2x + - X - - X + Oo (X ) . 3 45 

D'après la proposition 1 7.4 ,  le développement limité d'ordre 6 en 0 de l 'appli
cation f :  x E IR t-; sin(x) cos(2x) est donné par 

f (X) = X - - + - X 1 - 2x + - X - - X + Oo (X ) . ( x3 x5 ) ( 2 2 4 4 6) 6 
3 !  5 !  3 45 

En développant le produit et en ne retenant que les monômes de degré inférieur 
à 6, on obtient 

13 x3 1 2 1  x5 
f (x) = x - -- + -- + o (x6 ) . 6 1 20 
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2 - On a les développements limités suivants en 0 

x2 x3 x4 
ln ( l + x) = x - 2 + 3 - 4 + o0 (x4 ) et x2 x4 cos (x) = 1 - 1 + I + o0 (x4 ) .  2 .  4 . 

D 'après la proposition 17.4, le développement limité d'ordre 4 en 0 de l 'appli
cation f : x E IR 1---; cos (x) ln ( l + x) est donné par 

f(x) = 1 - - + - x x - - + - - - + oo(x4 ) ( x2 x4 ) ( x2 x3 x4 ) 
2 !  4! 2 3 4 . 

En développant le produit et en ne retenant que les monômes de degré inférieur 
à 4, on obtient 

x2 x3 f (x) = x - - - - + o(x4 ) 2 6 

3 - On a le développement limité suivant en 0 

Jï+u = ( 1 + u) 2 = 1  + - u + - - - - + - - - - - - -
1 1 1 ( 1 ) u2 1 ( 1 ) ( 1 ) ( 3) 

2 2 2 2 !  2 2 2 2 
u u2 u3 = 1 + - - - + - + oo (u3 ) .  2 8 16 

On en déduit que 

x x2 x3 vlf=-x = 1 - - - - - - + oo (x3 ) .  2 8 16 

La fonction polynomiale x 1---; x3 + 1 de degré 3 est <21 ) son propre développement 
limité d'ordre 3 en O .  D 'après la proposition 17 .4, le développement limité 
d 'ordre 3 en 0 de l 'application f : x E IR 1---; (x3 + 1 ) .jf-=-x est donné par 

( x x2 x3 ) f ( x) = ( x3 + 1 ) x 1 - - - - - - + oo ( x3 ) .  2 8 16 

En développant le  produit et  en ne retenant que les monômes de degré inférieur 
à 3 ,  on obtient 

x x2 15x3 f (x) = 1 - - - - + - + oo (x3 ) .  2 8 16 

4 - On a les développements limités suivants en 0 

sin (x) = x + oo (x2 ) et x2 
cos (x) = 1 - 2T + oo (x2 ) 

d'où 

sin (x) - 1 = - 1  + x + o0 (x2 ) et 

<2 1 l voir la remarque de la p. 815 .  

x2 
cos(x) + 1 = 2 - 2 + oo (x2 ) .  
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Comme limx_,0 cos(x) + 1 = 2 i- 0,  on obtient le développement limité d'ordre 2 
en 0 de x r-t ��:(:��Î en effectuant la division selon les puissances croissantes 
de - 1  + X par 2 - �X2 à l 'ordre 2 .  

- l + X 
- (- 1  

X - 1x2 
4 

- (X - iX3 ) 

2 - 1x2 2 

On en conclut que le développement limité d 'ordre 2 en 0 de x r-t ��:(:��Î est 

sin (x) - 1 = - �  + �x _ �x2 + o(x2 ) .  cos(x) + 1 2 2 8 

5 - On a les développements limités suivants en 0 

x3 
sin (x) = x - 3T + o0 (x3 ) et x2 x3 

ln( l + x) = x - 2 + 3 + oo (x3 ) 

Comme limx_,0 sin (x) = 0, il n 'est pas possible d'obtenir le développement 
limité de f : x r-t 1�f��)) en effectuant une division selon les puissances crois
santes . Considérons les développements limités à l 'ordre 4 en 0 des fonctions 
au numérateur et dénominateur de la fonction définissant f . 

x3 
sin(x) = x - 1 + oo (x4 ) et 

3 . 

On en déduit que 

x2 x3 x4 
ln ( l + x) = x - - + - - - + o0 (x4 ) . 2 3 4 

1 ( 1 + ) x2 + x3 x• + ('.) ( 4 ) 1 - !!:.2 + "'32 - "'4
3 + Oo (x3 ) 

f(x) = Il X = X - 2 3 - 4 0 X 
= -�-----=-,,----�----

sin (x) x - �� + o0 (x4 ) 1 - "'62 + o0 (x3 ) 

On obtient le développement limité d'ordre 3 en 0 de f en effectuant la division 
selon les puissances croissantes de 1 - �X + �X2 - iX3 par 1 - tX2 à l 'ordre 3 .  
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1 - �X 
- ( 1  

- �X 
- (  X 

- ( 

- (  

+1x2 3 
- iX2 ) 

+1x2 2 

_ 1x2 2 _ 1x2 4 

Solution des exercices 

_ ...!..X4) 1 2 

1 - �X +  �X2 - �xa 

On en conclut que le développement limité d 'ordre 3 en 0 de f est 

( )  1 1 2 1 3 3 f x = 1 - - x + -x - -x + o(x ) .  2 2 3 

6 - Commençons par déterminer le développement limité d 'ordre 3 en 0 de la 
fonction arc-sinus . Pour x E ]  - 1 ,  1 [, on a 

arcsin(x) ' = � = ( 1 - x2 ) - ! . 1 - x2 
De plus , du développement limité suivant au voisinage de 0 

on déduit que 

puis que 

( 1 + u)°' = 1  + au + oo (u) , 

1 u ( 1  + u) - 2 = 1 - 2 + oo (u) 

1 x2 
( 1  - x2 ) - 2 = 1 + 2 + o0 (x2 ) 

Comme arcsin(O) = 0, on obtient en utilisant la proposition 17 .6 ,  

x3 
arcsin(x) = x + 6 + o0 (x3 ) . 

Par ailleurs, on a le développement limité suivant au voisinage de 0 
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Comme limx_,0 arcsin(x) = 0 ,  la proposition 17 . 5  indique que 
( x3 ) 1 ( x3 ) 2 1 ( x3 ) 3 exp(arcsin(x)) = 1 + x + 6 + 2 x + 6 + 6" x + 6 + oa (x3 ) 

x3 1 2 1 3 3 = 1 + x + 6 + 2x + 6x + o0 (x ) 
x2 x3 = 1 + x + 2 + 3 + o0 (x3 ) . 

7 - Pour x E IR* , on a 
f(x) = x ch(x) � = x exp (� ln(ch(x)) ) . 

On peut remarquer le terme x intervenant en produit dans l'expression 
de f. Pour obtenir le développement limité d'ordre 4 en 0 de f , on peut 
donc se contenter de calculer le développement limité d 'ordre 3 en 0 de 
x f-t exp ( � ln(  ch(x)) ) . Pour se faire , on a besoin du développement limité 
d 'ordre 4 en 0 de x f-t ln(ch(x) ) et non du développement limité d'ordre 3 
en 0 en raison du terme � . 

On a les développements limités suivants au voisinage de 0 

et 

x2 x4 ch(x) = 1 + 2T + 4f + o0 (x4 ) 
u2 u3 u4 ln( l  + u) = u - - + - - - + oa (u4) . 2 3 4 

On en déduit que 
( x2 x4 ) 1 ( x2 x4 ) 2 ln(ch(x)) = ln(l  + (ch(x) - 1 ) )  = 2T + 4f - 2 2T + 4f 

On a donc 

1 ( x2 x4 ) 3 1 ( x2 x4 ) 4 + 3 2T + 4f - 4 2T + 4f + oa (x4 ) 
x2 x4 = - - - + oa (x4 ) . 2 1 2  

1 X x3 � ln(ch(x) ) = 2 - 1 2  + oa (x3 ) 
On a le développement limité suivant au voisinage de 0 

u2 u3 eu =  1 + u + 2T + 3T + oo (u3 ) 
d'où 

exp (� (x x3 ) 1 (x x3 ) 2 1 (x x3 ) 3 3 ln(ch(x) ) ) = 1 + - - - + - - - - + - - - - + oa (x ) 2 12  2 2 1 2  6 2 12  
x x2  x3 3 = 1 + - + - - - + Oo (X ) . 
2 8 16 
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Finalement, le développement limité d'ordre 4 en 0 de f est 
x2 x3 x4 f (x) = x exp (� ln(ch(x) ) ) = x + 2 + 8 - 16 + oo (x4 ) .  

8 - La dérivée de la fonction argument tangente hyperbolique est x 1---+ ,,_1__ l - x2 · On a le développement limité d 'ordre 2 en 0 suivant : 
1 -1 - = 1 + u + u2 + oo (u2 ) - u  

d 'où on déduit que 1 
-1 --2 = 1 + x2 + oo (x2 ) .  - x  

Comme la fonction argument tangente hyperbolique prend la valeur 0 en O, la 
proposition 1 7.6 indique que 

1 argth(x) = x + 3x3 + o0 (x3 ) .  

9 - On  a 

!( ) ( 1  ( ) ) x/ sin2 (x) ( X ln( l  + arctan(x) ) ) x = + arctan x = exp 2 . sin (x) 
Commençons par déterminer un développement limité au voisinage de 0 pour 
la fonction arc-tangente. Pour x E ]  - � ' � [ , on a 

On a 

1 arctan(x) ' = --2 . l + x 

1 -- = 1 - U + Oo ( U) l + u d 'où 1 2 2 --2 = 1 - x + oo (x ) .  l + x 
Comme arctan(O) = 0, on obtient en utilisant la proposition 17 .6 ,  

x3 arctan(x) = x - 3 + o0 (x3 ) .  

On  a le développement limité suivant au voisinage de 0 
u2 u3 ln( l  + u) = u - 2 + 3 + o0 (u3 ) 

Comme limx___,o arctan(x) = 0, la proposition 17 .5 indique que 

( x3 ) 1 ( x3 ) 2 1 ( x3 ) 3 3 ln( l + arctan(x) ) =  x - 3 - 2  x - 3 + 3 x - 3 + oo (x )  

x3 1 2 
1 

3 3 1 2 ( 3 ) = X  - - - -x + -x + Oo (x ) = X  - -X + Oo X . 
3 2 3 2 
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On a 
x3 sin(x) = x - 3T + oo (x4 ) d 'où 

On en déduit que 

x ln( l  + arctan(x) ) 
sin2 (x) 

De plus , 

xz - !x3 + oo (x4 ) 
x2 - !x4 + oo (x4 ) 

1 - !x + o0 (x2 ) 
1 - !x2 + oo (x2 ) · 
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1 2 2 -- = 1 - u + u + oo (u ) d 'où l + u 
1 1 2 2 1 2 ( 2 ) = 1 + -x  + oo (x ) 

et 
1 - 3X + Oo X 3 

Enfin, on a le développement limité suivant au voisinage de 0 

u uz 2 e = 1 + u + 2T + oo ( u ) , 

mais, comme limx__,0 x ln( l  + arctan(x) ) /  sin2 (x) = 1 ,  pour utiliser la proposi
tion 17 .5  une étape préliminaire est indispensable : 

f (x) = exp ( x ln( l -:- arctan(x) ) ) = e exp ( x ln( l -:- arctan(x) )  - l) . sm2 (x) sm2 (x) 
On obtient finalement 

f (x) = e exp(- !x + !x2 + o0 (x2 ) )  
= e ( 1 + ( - ! x + ! x2) + ! ( - ! x + ! x2) 2 + o0  ( x2 )) 

( x 1 1  x2 ) 2 e x  1 1  e x2 2 = e 1 - 2 + 24 + oo(x ) = e - 2 + ----U- + oo (x ) .  

Solution de l'exercice 6 

1 - Soit f : x E IR f--+ cos2 (2x) . Considérons au voisinage de 0 la fonction f o 
définie par fo (t) = f (t + � ) . On a 

fo (t) = (cos(2t + i ) ) 2 = (! cos(2t) - 1 sin(2t)) 2 . 

Les développements limités en 0 à l 'ordre 4 de sinus et cosinus sont 
u3 sin(u) = u - 1 + oo (u4 ) et 3 . 

uz u4 cos(u) = 1 - 1 + -4 1 + oo (u4 ) .  2 .  . 
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On en déduit , en effectuant la substitution u = 2t et en sommant les deux 
développements limités , que 

� cos(2t) - 1' sin(2t) = � - v'3t - t2 + 2{3t3 + � t4 + o0 (t4 ) .  
Finalement , 

fo (t) = ( � - v'3t - t2 + 2{3t3 + � t4) 2 + o0(t4 ) 
= .!. - J3t + 2t2 + _§_t3 - §.t4 + Oo (t4 ) 4 v'3 3 . 

On en déduit que le développement limité à l 'ordre 4 au voisinage de i de la 
fonction f : x E � f--> cos2 (2x) est 

j (X ) = � - v'3 (X - i )  + 2 (X - i) 2 + -Î3 (X - i)  3 - � (X - i )  4 + Oo ( (X - � n . 
2 - Soient f : x f--> (���L et fo la fonction définie pour t au voisinage de 0 par 
fo (t) = f ( l  + t ) .  On a 

fi (t) = 
ln ( l  + t) 

= 
ln( l  + t) 0 ( 1  + t) 2 - 1 t(t + 2) . 

Compte tenu du fait que nous allons être amené à diviser par t ,  considérons le 
développement limité à l 'ordre 3 suivant en 0 

On a donc 

t2 t3 ln( l  + t) = t - 2 + 3 + o0 (t3 ) .  

ln( l  + t) 
= 1 - ! + t2 + oo (t2 ) .  t 2 3 

Par ailleurs, pour tout t E ]  - 2 ,  +oo[ on a 
1 1 1 

2 + t  2 1 + l. .  2 
En utilisant le développement limité à l 'ordre 2 en 0 

on obtient 

1 2 2 -- = 1 - U + U + Oo ( U ) l + u 

1 1 t t2 2 2 + t = 2 - 4 + S + Oo ( t ) . 
Le développement limité à l 'ordre 2 de fo en 0 est donc 
fo (t) = ( 1 - �t + � t3 ) x ( � - �t + k t2 ) + o0 (t2 ) = � - � t + i52 t2 + o0 (t2) . 
Finalement , le développement limité à l 'ordre 2 de f en 1 est 

f (x) = � - � (x - 1 ) + � (x - 1 ) 2 + o1 ( (x - 1 ) 2 ) . 2 2 12  
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Solution de l 'exercice 7 

Soit f : x f--t argsh(x) - argch(x) . Pour obtenir le développement limité généra
lisé à l 'ordre 6 de f au voisinage de +oo, nous allons calculer le développement 
limité à l 'ordre 6 dans un voisinage à droite de 0 de la fonction fo : t f--t f ( 1/t) . 
La fonction argument sinus hyperbolique est définie sur � et la fonction ar
gument cosinus hyperbolique est définie sur [ 1 ,  +oo[ .  La fonction f est donc 
définie sur [1 , +oo[. Par conséquent , la fonction fo est définie sur JO ,  l J . D 'après 
les propositions 14 .22 p. 691 et 14 . 24 p. 693 , nous avons pour t E J O ,  l J  

fo (t) = argsh(i ) - argch( t ) = ln ( i + Jb + 1) - 1n ( t + vb - 1) 
= ln ( t + {[:+1) = ln ( 1 + Vî+'t2') . 

l + v.1_ - 1  1 + -Jl=t2 t t2 

On a le développement limité suivant à l 'ordre 3 en 0 : 

On en déduit que 

u u2 u3 v'1+U = 1 + - - - + - + oa (u3) .  
2 8 16 

t2 t4 t 6  Jï+t2 = 1 + - - - + - + o0 (t6 ) 2 8 16  
t2 t 4  t6 et Jl=t2 = 1 - - - - - - + Oo (t6 ) .  2 8 16  

On a donc �2 t2 t4 t6 ( 6 ) 1 + y 1 + t- 2 + 2 - 8 + î6 + Oo t 
1 + Vf=t2 - 2 - % - � - i� + Oo ( t6 ) . 

La division selon les puissances croissantes à l 'ordre 6 de 2 + � X2 - i X4 + 116 X6 
Par 2 - lX2 - lX4 - lX6 permet d 'établir que 2 8 16 

1 + Vî+'t2' t2 t4 t6 6 _l _+_v_l ___ t_2 = 1 + 2 + 8 + 16 + oa (t ) .  

Comme limt_,0 � t2 + i t4 + 116 t6 + o0 (t6 ) = 0, en utilisant le développement 
limité suivant à l 'ordre 3 en 0 : 

u2 u3 ln( l  + u) = u - 2 + '3 + oa (u3 ) , 

on obtient 

( t2 t4 t6 ) 1 ( t2 t4 t6 ) 2 1 ( t2 t4 t6 ) 3 fo (t) = - + - + - - - - + - + - + - - + - + - + o0+ (t6 ) 2 8 16 2 2 8 16  3 2 8 16 
t2 5t6 

= 2 + 48 + oo+ (t6 ) .  
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On notera qu 'il a été suffisant de considérer le développement limité à l 'ordre 3 
de ln( l +u) ,  les termes d 'ordre supérieur de ce développement limité fournissent 2 4 6 
lors de la composition avec \- + � + �6 des monômes de degré supérieur ou 
égal à 8 . Finalement , on en conclut que f admet pour développement limité 
généralisé à l 'ordre 6 au voisinage de +oo 

1 5 6 f(x) = 
2x2 + 48x6 + O+oo (l/x ) .  

Solution de l 'exercice 8 

La fonction co-tangente hyperbolique n'est pas bornée en 0 ;  elle tend vers - oo  
quand x tend vers 0 par valeurs inférieures et tend vers +oo quand x tend 
vers 0 par valeurs supérieures . Pour x au voisinage de 0 on a, voir l 'exercice 2, 

x3 2x5 ( x2 2x4 

) th(x) = x - 3 + l5 + oa (x5 ) = x 1 - 3 + l5 + oa (x4 ) . 

En effectuant la division selon les puissances croissantes de 1 par 1 - --\2 + 2i;;4 
à l 'ordre 4 on obtient 

1 ( x2 x4 ) 1 x x3 
coth(x) = ; 1 + 3 - 45 + oa (x4 ) = ; + 3 - 45 + oa (x3 ) ,  

ce qui constitue le développement asymptotique dans l 'échelle { 1/xk 1 k E N} 
en 0 à la précision x3 de la fonction co-tangente. 

Solution de l 'exercice 9 

La fonction f :  x f--> (x +  1 ) 2 argsh( l/x) est définie sur JR* . Elle est indéfiniment 
dérivable sur ] - oo, O[ et sur JO, +oo[. Elle n'est ni paire , ni impaire . Comme 
la fonction argument sinus hyperbolique tend vers +oo en +oo, f a pour li
mite +oo à droite en O. De même, puisque la fonction argument sinus hyperbo
lique tend vers -oo en -oo, f a  pour limite -oo à gauche en O. La représentation 
graphique de f admet donc l 'axe des ordonnées comme asymptote en O. Par 
ailleurs , argsh( u) "' u donc argsh( .!. ) "' .!. . Comme de plus (x + 1 ) 2 "' x2 , on 0 x ±oo x ±oo 
en déduit que f (x) "' x .  La représentation graphique de f admet donc une ±oo 
branche infinie en +oo et une branche infinie en -oo. Intéressons-nous à l 'exis-
tence d'asymptotes en +oo et en -oo. Pour cela déterminons un développement 
limité généralisé en +oo et en -oo à l 'application g :  x E JR* f--> f(x)/x. Pour 
x E lR* , on a  

(x + 1 )2 g (x) = argsh( l/x) . 
X 

Déterminons le développement limité d'ordre 2 en 0 de g0 : t E JR* f--> g(l/t) . 
Pour t E JR* , on a 

g0 (t) = t ( t  + 1) 2 argsh(t )  = ( t  + 2 + t) argsh(t) . 
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Pour obtenir le développement limité d 'ordre 3 en 0 de la fonction argument 
sinus hyperbolique, déterminons le développement limité d'ordre 2 en 0 de sa 
dérivée t E lR 1---+ (1 + t2 )- ! .  Pour t E IR, on a ( 1  + t) - ! = 1 - � + 3f o0 (t2 ) 
d 'où 

Comme argsh(O) = 0, la proposition 17 .6 indique que 

t3 
argsh(t) = t - 6 + oo (t3 ) . 

On a donc 

En développant le produit et en ne retenant que les monômes de degré inférieur 
à 2, on obtient 

5t2 go (t) = 1 + 2t + 6 + o0 (t2 ) . 

On en déduit que 

5 f (x) = x g(x) = x go ( l )  = x + 2 + - + 0±00 (1/x) . X 6X 

On peut conclure de cette expression que : 

- la droite d 'équation y = x + 2 est asymptote à la représentation graphique 
de f en +oo et la représentation graphique de f est située au dessus de 
l 'asymptote car f (x) - (x + 2) = 65x + 0+00 (1/x) est positif au voisinage 
de +oo ; 

- la droite d 'équation y = x + 2 est asymptote à la représentation graphique 
de f en -oo et la représentation graphique de f est située au dessous de 
l 'asymptote car f (x) - (x + 2) = 6� + 0_00 ( 1/x) est négatif au voisinage 
de - OO . 

On peut illustrer graphiquement la situation avec MAPLE. 

> f : =x- > ( x+ 1 ) - 2*arcsinh ( 1/x) : 
> taylor ( f (x) , x=+inf inity , 2) ; 

> f ig1 : =plot ( [f (x) , x+2] , x= - 1 0  . .  10 , y= - 1 0  . .  10 , di s cont=true) : 
> f ig2 : =plot ( [O , t , t=- 10 . .  1 0] ) : 
> display [plots] ( [f ig 1 , f ig2] , thickne ss=2 ) ; 
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10 

- 10  

Solution de l'exercice 10 

1 - Pour x E ]O , l [ U ] l , +oo[  on a 

, ( ) = 
ln(x) 

JO X 2 · 
X - 1 

On considère le changement de variable t = x - 1 et la fonction go définie par 
g0 (t) = fo (t + 1 ) .  Pour x au voisinage de 1 ,  la variable t est au voisinage de O. 
On s 'intéresse donc au développement limité au voisinage de 0 de 

On a 

t = ln(t + 1 )  = 2_ ln t 1 _1 _ go ( ) t2 + 2t 2t ( + ) 1 + i · 2 

t2 t3 
ln(t + l ) = t - 2 + 3 + oo (t3 ) et 

1 t t2 
-- = 1 - - + - + Oo (t2 ) 
1 + � 2 4 

d'où 

et 

1 1 ( t2 t3 ) 1 t t2 
- ln(t + 1 )  = - t - - + - + o0 (t3 ) = - - - + - + o0 (t2 ) 
2t 2t 2 3 2 4 6 

1 t t2 ) t t2 2 1 t 5t2 2 go (t) = 
(- - - + -

(1 - - + -
) + oo (t ) = - - - + - + oo (t ) .  

2 4 6 2 4 2 2 1 2  

Ainsi fo admet pour développement limité d'ordre 2 au voisinage de  1 

1 1 5 2 2 fo (x) = 2 - 2 (x - 1 ) + 12 (x - 1 ) + o1 ( (x - 1 )  ) .  
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La relation fn (x) = xn f0 (x) pour x E R+ va nous permettre d'obtenir le 
développement limité à l 'ordre 2 au voisinage de 1 de f n à partir de celui 
calculé pour f0 . Il faut pour cela déterminer le développement limité d 'ordre 2 
en 1 de la fonction x r--+ xn . Une manière d'obtenir ce développement limité est 
d'avoir recours à la formule de Newton ; on a 

xn = ( (x - 1 ) + l )n = 1 + c;(x - 1 ) + c;(x - 1 )2 + 01 ( (x - 1 ) 2 ) 
n(n - 1 ) = l + n(x - 1 ) + 2 (x - 1 )2 + a1 ( (x - 1 )2 ) .  

On en déduit que le développement limité d'ordre 2 en 1 de f n est 
fn (x) = ( ! - ! (x - 1 ) + 1 52 (x - 1 ) 2 ) x ( 1 + n(x - 1 ) 

+ !n(n - l ) (x - 1 )2 ) + o1 ( (x - 1 )2 ) 
= ! + ! (n - 1 ) (x - 1 ) + (i52 - !n + in(n - 1 ) ) (x - 1 ) 2 + o1 ( (x - 1 )2 ) .  

2 - Une condition nécessaire et suffisante pour que f n admette u n  développe
ment limité à l 'ordre 1 au voisinage de 1 est que fn soit dérivable en ce pointc22l . 
Puisque f n admet un développement limité à l 'ordre 2 ,  f n est continue en 1 
et elle est dérivable en 1 . L'expression du développement limité d 'ordre 2 en 1 
de fn indique que f�( l ) = ! (n - 1 ) . 
3 - L'équation de la tangente à la représentation graphique Cn de f n en 1 est 

Y = fn ( l ) + f�( l ) (x - 1 ) = ! + ! (n - l ) (x - 1 ) . 
La position de la courbe Cn par rapport à la tangente est donnée par le signe 
de f(x) - ( ! + ! (n - l ) (x - 1 ) ) . D'après l 'expression du développement limité 
à l 'ordre 2 de f n en 1 , on a 
f (x) - ( ! + ! (n - l ) (x - 1 ) ) = (i52 - !n + in(n - 1 )) (x - 1 )2 + 01 ( (x - 1 ) 2 ) .  
Pour x assez proche de 1 , le signe de cette quantité est celui de 

Sn = (i52 - !n + in(n - 1 ) ) (x - 1 )2 
c'est-à-dire , comme (x - 1 )2 ? 0, celui de 

Tn = 1 52 - !n + tn(n - 1 ) = 1 52 - �n + in2 . 
Le polynôme P = 1 52 - �X + t X2 admet deux racines réelles qui sont 

X1 = � + � ;:::;:; 0 .7362373842, X2 = � - � ;:::;:; 2 . 2637626 16 . 
La fonction polynomiale P prend des valeurs négatives entre les deux ra
cines car le monôme dominant qui est t X2 est positif. On en déduit que 
Ta = P(O) > 0 ,  que T1 = P(l ) < 0 ,  que T2 = P(2) < 0 et que pour n ? 3 
on a Tn = P(n) > O. Les courbes Co et Cn pour n ? 3 sont donc au dessus 
de leur asymptote en 1 alors que les courbes C1 et C2 sont au dessous de leur 
asymptote. 
On peut avoir recours à MAPL E pour illustrer la situation. 

(22) Voir la proposition 17 .3  qui bien qu'énoncée pour un développement limité en 0 reste 
vraie pour un développement limité en tout xo E �. 
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> f:=(n,x)-> piecewise(x=1,1/2, x-n*log(x)/(x-2-1)): 
> T:=(n,x)-> 1/2+(1/2)*(n-1)*(x-1): 
> plot([seq(op([f(n,x),T(n,x)]),n=0 .. 3)] ,x=O .. 2,y=O .. 2, 

color=[navy,red,blue,red,cyan,red,aquamarine,red],thickness=[2,1])· ' 
2 

1,5 

y 1 

0,5 1 R 1,5 . 2 h' d I eprésentat1on grap 1que e J 0 
fi 
h 
h 

Les droites concourantes au point (1 , �) sur la figure correspondent aux tan
gentes aux courbes représentations graphiques de fo , Ji , h et f3. 

Solution de l'exercice 11 

La fonction f : x r-t x2 arctan ( 1 / ( 1 + x)) est définie sur lR \ { - 1 } ,  elle est 
continue et dérivable sur son ensemble de définition VJ. Pour x E V1 on a 

J' (x) = x ( 2 arctan (i � x ) - 1 + (l
x
+ x)2 ) · 

Le signe de f' dépend du signe de la fonction g définie sur lR \ { - 1 }  par 

g (x) = 2 arctan (-1
- ) - ( 

x 
)2 . l + x 1 +  l + x  

Cette fonction est dérivable sur x E lR \ { - 1 }  et pour tout x E lR \ { - 1 } ,  on a 

f (2 + x)2 + 2  g (x) = - (1  + ( 1  + x) 2 ) 2 ' 
On en déduit le tableau de variation suivant pour g 
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ce qui permet d'obtenir le tableau de variation de la fonction f ,  

X 11-oo - 1  Il - 1  0 +oo 1 
f' (x) + 7r/2 - 1 -7r/2 - 1 - 0 + 

-7r/2 7r/2 +oo 
f (x) / � / 

-OO 0 

Afin d'étudier les branches infinies de f ,  calculons le développement limité 
généralisé de g (x) = f(x)/x au voisinage de +oo. On considère au voisinage 
de 0 la fonction g0 définie par 

go (t) = 
f( l

/
/t) 

= � arctan ( 1 
/ 
) = � arctan (-t -) . l t t l + l t t l + t 

t 1 u3 
On a -- = 1 - -- = t - t2 + t3 + o0 (t3 ) et arctan(u) = u - - + oo (u3 ) . 

l + t l + t 3 
On en déduit que 

1 ( ( 2 3 ) 1 ( 2 3 ) 3 3 ) 2t2 2 go ( t) = t t - t + t - 3 t - t + t + Oo ( t ) = 1 - t + 3 + oo ( t ) 

puis que g(x) = 1 - � + 3;2 + 0+00(1/x2 ) .  On a donc 
2 

f (x) = x - 1 + 3x 
+ 0+00(1/x) . 

La droite y = x - 1 est asymptote à la représentation graphique de f en +oo 
et la courbe est au-dessus de l 'asymptote au voisinage de +oo. Le même calcul 
indique que f(x) = x - 1 + 32x + 0_00(1/x) . La droite y = x - 1 est donc 
asymptote à la représentation graphique de f en -oo et la courbe est au
dessous de l 'asymptote au voisinage de -oo. 
La représentation graphique de f donnée ci-dessous. 
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Solution de l 'exercice 12 

1- Le réel f (x) = (cos(x)) :!;- = exp (� ln(cos(x) ) ) est défini pour x =/= 0 tel que 
cos(x) > 0, c'est-à-dire pour x appartenant à l 'ensemble 

D1=]-�,o[u]o,Hu( LJ ]-� +2k7r,� +2k7f[). 
kEZ* 

La fonction cosinus est dérivable sur D1 à valeurs dans J O ,  1] et la fonction 
logarithme est dérivable sur ] O ,  1] à valeurs dans JR-. La fonction x 1---> ln(cos(x) ) 
est donc dérivable sur D1. De plus , la fonction x 1---> � est dérivable sur v1 
donc la fonction x 1---> � ln(cos(x) )  est dérivable sur D1 en tant que produit de 
deux fonctions dérivables sur D1. Enfin, comme la fonction exponentielle est 
dérivable sur JR, on peut en conclure que la fonction f est dérivable sur v1. 
Pour tout x E DJ, on a 

J' (x) = (� ln(cos(x) ) ) ' exp (� ln(cos(x) ) ) = - C\ ln(cos(x) )  + � tan(x) ) f(x) .  

2 - Le développement limité de f s'obtient en composant les développements 
limités de la manière suivante : 

x2 
cos(x) = 1 - 2 + o0 (x3 ) 

d 'où 

x2 
ln(cos(x) ) = -2 + oa (x3 ) 

Or 

u2 
eu= 1 + u + 2 + oa (u2 ) 

et 

et 

donc 

u2 
ln(l + u) = u - 2 + o0 (u2 ) 

1 X 
; ln(cos(x) ) = -2 + oa (x2 ) .  

X x2 
f (x) = 1 - 2 + B + o0 (x2 ) .  

3 - Le développement limité obtenu à la question précédente indique que 
limx_,o J (x) 1 .  D'autre part comme limu_,o+ ln(u) -oo, on a 
limx_,.!L- -x1 ln(cos(x) )  = -oo et par conséquent limx_,.!L- f(x) = O. Ainsi, 2 2 l 'application 

si X E ]-�, Ü [ U] 0, � [ 
si X=� 
Si X= Ü 

· Q l " ln(cos(x) )  .. est contmue. n pourra remarquer que imx_,-.;;+ x = +oo ce qm im-
plique que limx_,_.!L+ f(x) = +oo. L'application f n 'est donc pas prolongeable 

2 par continuité à droite en -�. 
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4 - Nous avons établi à la première question que f est dérivable sur V1. Par 
ailleurs, nous avons déterminé le développement limité d 'ordre 2 en 0 de f à la 
question 2. Puisque f admet un développement limité d'ordre 2 en 0, elle admet 
aussi un développement limité d 'ordre 1 en O. D 'après la proposition 1 7.3 ,  cela 
implique que f (ou plus exactement f son prolongement par continuité en 0) 
est dérivable en O .  L'expression du développement limité d 'ordre 2 en 0 de f 
indique que f' (O) = - � . L'application f est donc dérivable sur J - � , � [ et 

f: x E ]- � , H � { =F2 ln(cos(x) )  + ta1�(x)) f(x) Si X -j- 0 
si X = 0 

Montrer que f est de classe c i sur J - � ,  � [ revient à montrer que f est 
continue sur J - � ,  H Notons V =J - � , O [ UJO ,  H La fonction cosinus est 
continue sur V à valeurs dans J O ,  l [  et la fonction logarithme est continue sur 
J O ,  1 [ à valeurs dans JR:_. La fonction x 1----7 ln( cos( x) )  est donc continue sur V. De 
plus, la fonction x 1----7 ,)2 est continue sur V donc la fonction x 1----7 x\ ln(cos(x)) 
est continue sur V en tant que produit de deux fonctions continues sur V. 
Par ailleurs, la fonction tangente est continue sur V et la fonction x 1----7 x est 
continue sur V et ne s'annule pas sur cet ensemble. On en déduit que la fonction 
x 1----7 tan(x)/x est continue sur V. Finalement comme f est elle même continue 
sur V, on en conclut que f est continue sur V. Intéressons nous à présent à la 
continuité de f en O .  On a d'une part , voir la question 2 ,  

x2 
ln(cos(x) )  = -2 + oo (x2 ) d 'où 1. ln(cos(x) )  Im ----x->O x2 

et d'autre part , 

On en déduit que 

lim f (x) = 1 et lim tan(x) = 1 . X->Ü X->0 X 

1 
2 

- ( 1 tan(x) ) 1 -lim J' (x) = lim - 2 ln(cos(x) )  + -x- f(x) = --2 = f' (O) . x->O x->O X 

On en conclut que f est de classe c i sur]- � , � [. 

Solution de l'exercice 13 

1 - La fonction sinus hyperbolique est continue sur lR et dérivable sur JR. D'après 
1 th, ' d . fi . (23) _ e eoreme es accrmssements ms , 

Vx E lR� 3c E J O , x [  sh(x) = x ch(c) . 

Comme la fonction cosinus hyperbolique est minorée strictement par 1 sur JR* , 
on en conclut que pour tout x E JR+ on a sh(x) > x. 

(23) 
Voir le théorème 16 .2  p. 769 . 
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2 - On dispose des développements limités suivants 

x3 sh(x) = x + 1 + oo (x 4) et 
3 .  

x2 x 4 
ch(x) = 1 + I + -41 + oo (x 5) 

qui indiquent que 

x sh(x) 
ch(x) - 1 

2 .  . 

x2 + i x 4 + o(x 5) 1 + i x2 + o(x3 ) 
lx2 + l x 4 + a(x 5) 

= l + l x2 + o(x3 ) · 2 2 4 2 2 4 

En effectuant la division selon les puissances croissantes à l 'ordre 3 de 1 + iX2 
par � + 2

14 X2 ' on obtient le développement limité d'ordre 3 en 0 suivant pour f : 

x2 
f (x) = 1 - 6 + o(x3 ) .  

Les fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique sont définies sur JR et 
ch(x) = 1 si et seulement si x =  O .  On en déduit que f est définie sur IR* . Par 
ailleurs, Les fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique sont indéfini
ment dérivables sur lR et la fonction x 1----> ch(x) - 1 ne s'annule qu 'en 0, donc f 
est indéfiniment dérivable sur JR* . En particulier f est continue et dérivable 
sur IR* . Comme f admet un développement limité d'ordre 3 en 0, elle admet 
aussi un développement limité d 'ordre 1 en 0 et d'après la proposition 17.3, 
d'une part que f est prolongeable par continuité en 0 en posant f (0) = 1 et 
d'autre part que ce prolongement est dérivable en 0 avec f' (O) = O. 
3 - On pourra noter que f est paire car la fonction sinus hyperbolique est 
impaire et la fonction cosinus hyperbolique est paire. On peut donc se contenter 
d 'étudier f sur IR+ . Pour x E IR* , on a 

J' (x) = _ sh(x) - x . ch(x) - 1 

La fonction f' est strictement négative sur IR+ car d'une part , d 'après la ques
tion 1 ,  on a sh(x) < x pour tout x E IR+ et d'autre part la fonction cosinus 
hyperbolique est minorée strictement par 1 sur IR* . Par ailleurs, on a <2•) 

sh(x) rv �ex et ch(x) rv lex 
+oo +oo 2 

d 'où on déduit que 

sh(x) X rv X et que ch(x) - 1 +oo 
sh(x) - x rv 1 ch(x) - 1 +oo · 

Cela permet d'affirmer que limx__,+00 f(x) = - oo et que limx__,+00 f' (x) = -1 .  

<2•) Voir p. 733. 
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On a donc le tableau de variation suivant pour l 'application f sur JR+ : 

X Il 0 +oo 1 
f'(x) 0 - - 1  

1 
f (x) � 

-OO 

4 - Pour montrer que la droite d 'équation y = -x + 3 est asymptote à la 
représentation graphique de f en +oo, montrons que h(x) = f(x) - (-x + 3) 
admet pour limite 0 en +oo. On a 

h(x) = f(x) - (-x + 3) = x (1 - sh(x) ) = 
xe-x(2e-x - 1 )  

. ch(x) - 1 1 + e-x(e-x - 1 )  

Or limx_,+= e-x = 0 et  limx_,+= xe-x = 0 donc limx_,+= h(x) = O . 
Pour préciser la position de la représentation graphique de f par rapport à son 
asymptote en +oo, étudions au voisinage de +oo le signe de 

xe-x (2e-x - 1 )  h( X) = 
_1  _+ _e _-x_( _e_- x ___ l

_
) " 

Au voisinage de +oo, le numérateur est négatif, le dénominateur est positif, 
donc h est négatif. On en déduit que la représentation graphique de f est au 
voisinage de +oo sous l 'asymptote . 
5 - On a 

f (2) ! (3) = (3 _ 2 sh(2) ) x (3 _ 3 sh(3) ) 
ch(2) - 1 ch(3) - 1 

3 (3 ch(2) - 3 - 2 sh(2))  x (ch(3) - sh(3) - 1 ) 
(ch(2) - 1 ) x (ch(3) - 1 ) 

Puisque la fonction cosinus hyperbolique est minorée par 1 ,  le dénominateur 
est toujours positif. Par ailleurs, on a d 'une part 

ch(3) - sh(3) - 1 = e-3 - 1 = e-3 - e0 < 0 

car la fonction exponentielle est strictement croissante et -3  < 0, et d'autre 
part 

3 ch(2) - 3 - 2 sh(2) = He2 + 5e-2 - 6) > 0 
car e > � d'où e2 > 2 1 > 244 = 6 .  On a donc bien f (2)f (3) < O .  
L'application f est continue sur JR+ et strictement monotone sur JR+ . Son image 
est f (JR+ ) = ]  - oo, l [ . D 'après la proposition 14 . 1 ,  page 657, f est bijective 
de JR+ dans ] - oo, 1 [ . On en conclut que 0 admet un unique antécédent par f ,  
autrement dit , qu'il existe un unique réel c E JR+ tel que f (c) = O . Par ailleurs 
puisque f (2)f (3) < 0, le théorème des valeurs intermédiaires permet d'affirmer 
que c E ]2, 3 [ .  
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6 - La représentation graphique de f est donnée ci-dessous. 
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CALCUL INTÉGRAL 





CHAPITRE 18  

L'intégrale de Riemann 
La théorie de l 'intégration est issue de la nécessité pratique de calculer des 
aires et des volumes ; elle est liée à la notion très générale de mesure et part du 
principe que l 'intégrale d 'une fonction constante sur un ensemble est égale au 
produit de cette constante par la mesure de l 'ensemble. Nous nous intéressons 
dans ce chapitre à l 'intégrale de fonctions définies sur un intervalle fermé et 
borné de R L'intégrale d 'une telle fonction est dite simple par opposition à 
l 'intégrale de fonctions définies sur une partie de JR.n (n ;? 2) qualifiée d 'intégrale 
multiple( ' ) . Il existe plusieurs théories de l 'intégration. Nous nous limiterons 
à la théorie de l 'intégrale de Riemann qui est largement suffisante pour les 
utilisations courantes . 

18.1 Intégrale d'une fonction en escalier 

Sauf indication contraire , a et b désignent deux réels tels que a < b. 

18.1.1 Fonction en escalier 

DÉFINITION 18.1 On appelle subdivision de l'intervalle [a, b] toute famille 
finie (xi ) iE {D, . . . ,n} de réels vérifiant les conditions suivantes : 

1. pour tout i E { 0, . . . , n} Xi E [a, b] ; 
2. Xo = a et Xn = b ; 
3. pour tout i E { 1, . . . , n} Xi- 1 < Xi. 

Remarques 

1. Une subdivision Œ = (xi ) iE {D, . . .  ,n} de l 'intervalle [a, b] comprend n + 1 points 
(appelés nœuds de la subdivision) et détermine n intervalles non vides [xi- 1 , xi] . 
Le réel h = maxiE { l , . .  . ,n} (xi - Xi- l )  est appelé le pas de la subdivision, voir la 
figure 1 .  
2 .  O n  dit que la subdivision Œ = (xi ) iE {D, . . . ,n} de l 'intervalle [a, b] est plus fine 
que la subdivision Œ1 = (xDiE {D, .. . ,m} si 

{x� 1 i= 0, .  . . , m} C {xi 1 i = 0, .  . . , n} . 

(l) 
Voi r le chapi tre 12 du Cours de deuxième année. 
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a =  xo X5 b = X7 

X12 X13 b = X14 
1 1 1 

h' 

Fig. 1 Exemple d'une subdivision uniforme (x;)iE{0,. .. ,7} de 
l'intervalle [a,b] et d'une subdivision (x;)iE{0, .. . ,14} plus fine. 

Exemple La famille (xi ) iE {O , ... ,n} où Xi = a +  � (b - a) définit une subdivi
sion de l 'intervalle [a, b] de pas h = � (b - a) appelée subdivision uniforme de 
l 'intervalle [a, b] . La famille (x� ) iE {0 , ... ,2n} où x� = a +  2� (b - a) définit une 
subdivision de l 'intervalle [a, b] , de pas h' = � h, plus fine que la subdivision 
(xi ) iE {O , ... ,n}> voir la figure 1 .  

DÉFINITION 18.2 Soit f une application définie sur l 'intervalle [a, b] . 
)(L 'application f est qualifiée de fonction en escalier sur l 'intervalle [a, b] s 'il 
existe une subdivision a = (xi ) iE {O , ... ,n} de l 'intervalle [a, b] telle que f soit 
constante sur chaque intervalle ]xi- I ,  Xi [, i E { 1, . . .  , n} . 

)(Une subdivision a' = (xD iE {O , ... ,n} de l 'intervalle [a, b] est dite adaptée à 
la fonction en escalier f si f est constante sur chaque intervalle Jx;_1 , x� [, 
i E { l , . . . ,n} . 

Remarques 

1 .  L 'image d'une fonction en escalier sur [a, b] est un ensemble fini (une fonction 
en escalier ne prend qu 'un nombre fini de valeurs) . Une fonction en escalier est 
donc bornée et ne possède qu 'un nombre fini de points de discontinuité . 
2 .  L'ensemble E( [a, b] , IR) des fonctions en escalier sur l 'intervalle [a, b] est un 
sous-espace vectoriel de l 'espace vectoriel A( [a, b], IR) des applications définies 
sur l 'intervalle [a, b] . 

Exemple La fonction partie entière E est une fonction en escalier , voir la fi
gure 2 . Sur l 'intervalle [-2, 2], la subdivision a1 = ( -2, -1, 0, 1, 2) est une subdi
vision uniforme adaptée à la fonction partie entière . La subdivision 
a2 = (-2,- �1- l,-;},O,l,i,2) est également une subdivision adaptée. La 
subdivision a2 est plus fine que la subdivision a1 . Par contre, la subdivision 
a3 = (-2, -�,  -1, 1, 2) n'est pas une subdivision adaptée à la fonction partie 
entière . 
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-2 - 1 

2 

0 

-1 

E------{ -2 

E------{ 

E------{ 

2 3 

Fig. 2 Représentation graphique de la fonction partie entière. 

18.1.2 Intégrale d'une fonction en escalier 

DÉFINITION 18.3 (Intégrale d'une fonction en escalier) 

889 

Soient f une fonction en escalier sur [a, b] et Œ = (xi ) iE {O, . . .  ,n} une subdivision 
de l 'intervalle [a, b] adaptée à f. Pour i E { 1, . . .  , n} , on désigne par Ài la 
valeur prise par f sur l 'intervalle ]xi- l , xi [. On appelle intégrale de f sur 
l'intervalle [a, b] le réel 

On note aussi ce réel l: f ( x) dx. 

Remarques 

1. On peut montrer que la valeur de l: f est indépendante du choix de la 
subdivision Œ, ce qui justifie que l 'on ne fasse pas référence à Œ dans la notation. 
2. Les valeurs de f aux nœuds Xi , i E {1, . . .  , n -1} de la subdivision Œ n'inter
viennent pas dans la définition de l ' intégrale , seules interviennent les valeurs Ài 
prises par f sur les intervalles ]xi_1 , xi [ . 

Exemple Considérons la fonction partie entière E sur l 'intervalle [-2, 2] et la 
subdivision adaptée Œ1 = (-2, -1, 0, 1, 2) qui est une subdivision uniforme de 
pas h = 1, voir la figure 2. Sur l ' intervalle ] - 2, -1 [ la fonction prend la valeur 
À1 = -2, sur l 'intervalle ] - 1,0[ elle prend la valeur À2 = -1, sur l 'intervalle 
]O, 1[ elle prend la valeur >.3 = 0 et enfin sur l 'intervalle ]1, 2[ elle prend la valeur 
À4 = 1. L'intégrale de la fonction partie entière sur l ' intervalle [-2, 2] vaut donc 

2 4 4 1 E = l:)xi - Xi- l )Ài = h LÀi = -2+(-1)+0+1 = -2. 
-2 i= l i= l 
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Si on considère la subdivision a2 = (-2, - � ,  -1, -:l, 0, 1, i, 2), on obtient 

2 7 
1 E = l:)xi - Xi-i) Ài =� X (-2) +� X (-2) +� X (-1) + i X ( -1 ) -2 i=l 

+ 1 X Ü + � X 1 + i X 1 = -2. 

Interprétation graphique Le réel J: f représente l'aire algébrique <2J entre 
la représentation graphique de la fonction en escalier f sur l 'intervalle [ a, b ]  et 
l 'axe des abscisses . La quantité (xi - Xi-1 ) Ài est en effet l 'aire d 'un rectangle 
de longueur Xi - Xi-I et de hauteur Ài· 

Fig. 3 Le réel J: f représente la somme des aires algébriques 
des rectangles hachurés. 

RIEMANN, Bernhard (1826, Hanovre - 1866, Selasca en Italie) . 
Bernhard Riemann fut un étudiant de Gauss à Gi:ittingen. 
Sa thèse de doctorat défendue en 1851 est un travail im
portant sur les fonctions de la variable complexe. L'œuvre 
de Riemann couvre de nombreux domaines des mathéma
tiques : étude des surfaces, définition de l'intégrale, équa
tions différentielles, théorie des nombres, séries, etc. Rie
mann était également profondément attaché aux relations 
entre les mathématiques et la physique. On lui doit des tra
vaux sur les théories de la chaleur, de la lumière, de l'acous
tique, etc. Riemann est mort précocement de tuberculose. 

<2l On considère qu e l 'aire située au- dessus de l 'axe des abscisses est positive et que l 'aire 
située sou s  l 'axe des abscisses est négative. 
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PROPOSITION 18.1 Étant données deux fonctions f et g en escalier sur 
[a, b] , on a les propriétés suivantes : 

1.11: 11 � l: 111 . 

2. Si f est positive alors l: f ;;:: O .  
3. Si f � g alors l: f � l: g · 
4. Pour tout c E ]a ,  b[ la fonction f est une fonction en escalier sur [a, c] et 

sur [c, b]; de plus 

(relation de Chasles) . 

5. Pour tout (a, {3) E JR2 la fonction af + {3g est une fonction en escalier sur 
[a , b] et 

Démonstration ['.".Soit f une fonction en escalier sur [a, b] et Œ = (x i) iE{O,. . . ,n} 
une subdivision de l 'intervalle [a , b] adaptée à f. Pour i E {1, . . .  , n }, soit Ài la 
valeur prise par f sur l 'intervalle ] X i-l, X i [ . En utilisant la première inégalité 
triangulaire , on obtient 

La première propriété est démontrée. 
['.". La deuxième propriété résulte de la première propriété car lfl = f si f est 
positive. 
['.". La quatrième propriété est évidente si on choisit une subdivision associée à 
f contenant c, ce qui est toujours possible. 
['.". Pour vérifier la cinquième propriété, il suffit de considérer pour la fonction 
af + {3g, la subdivision obtenue par réunion de deux subdivisions de [a, b] 
adaptées aux fonctions f et g . 
['.". On obtient alors la troisième propriété en appliquant la deuxième propriété 
à la fonction g - f . D 

18.2 Intégrale de Riemann 

Nous allons étendre la notion d 'intégrale à une classe de fonctions beaucoup 
plus générale que celle des fonctions en escalier . Cette extension sera guidée par 
le souci de conserver avec ces nouvelles fonctions les propriétés de l 'intégrale 
pour les fonctions en escalier énoncées à la proposition 18 . 1 .  
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18.2.1 Définition 

D ÉFINITION 18.4 Une application f définie sur [a , b] est dite intégrable au 
sens de Riemann (ou encore Riemann-intégrable ou plus simplement inté
grable) si pour tout réel E strictement positif, il existe deux fonctions </J0 et 7f;0 
en escalier sur [a, b] telles que 
1. </JE � f � '!/JE ; 
2. J: ('l/JE - </Je) < E. 

On note RI( [a , b], �) l 'ensemble des fonctions intégrables au sens de Riemann 
sur [a, b]. 

Remarques 

1 .  Puisque les fonctions en escalier sont bornées, il résulte de la définition 18 .4, 
qu 'une application intégrable sur [a, b] est nécessairement bornée sur [a, b]. 
2 .  L'ensemble RI( [a, b], �) est un sous espace vectoriel de l 'espace vectoriel 
A( [a, b], �) des applications définies sur [a, b]. 
Interprétation On se fixe une valeur strictement positive pour E. On peut 
trouver deux fonctions </J0, 'l/J0 en escalier sur [a , b] qui encadrent f sur [a, b] et 
telles que la différence de leurs intégrales sur [a, b] (l 'aire de la surface grisée 
sur la figure 4) soit plus petite que E:. 

f 

Fig. 4 Exemple de deux fonctions en escaliers telles que cp, :'( f :'( 'lj;., 

Intuitivement , pour définir l 'intégrale sur [a, b] d'une fonction Riemann-intégrable, 
on a envie de considérer , pour E très petit , les fonctions en escalier <Po et '!/Je 
(elles encadrent f de très près si E est choisi très petit) et de dire que l ' intégrale 
sur [a, b] de f est 

Comme nous allons le voir, il est possible de construire de manière rigoureuse 
l ' intégrale sur [a, b] de f à partir de cette idée . 
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a 

Fig. 5 Illustration du principe de la construction de l'intégrale 
de Riemann. 

Construction de l'intégrale de Riemann 
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f 

b 

['.'.'. Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a, b]. On considère l 'ensemble 
E_ (J) des fonctions en escalier qui minorent f sur [a, b] et l 'ensemble E+ (f) 
des fonctions en escalier qui majorent f sur [a, b], voir la figure 5 ,  i.e. 

E_(J) = {</! E t'([a,b],�) 1 q):::; f} et E+(f) = {1/! E t'([a,bj,�) 1f:::;1/!}. 

On définit aussi les ensembles, 

A_ (f) = { 1b q) 1 q) E E_ (f) } et A+ (f) = { 1b 'lj! 1 'lj! E E+ (f) } . 

Puisque f est Riemann-intégrable sur [a, b], pour tout t: E �+ il existe deux 
fonctions rp0, 1/!0 en escalier sur [a, b] telles que 

Première conséquence : les ensembles A_ (f) et A+ (f) sont non vides (par 
exemple en prenant t: = 1, on établit que q'J1 E E_ (f) et que 'lj;1 E E+ (f) ) .  

Deuxième conséquence : soit u un élément de A_ (f) et  v un élément de A+ (f) ; 

- il existe <P E E_ (f) tel que u = l: </> ;  

- et il existe 'lj! E E+(f) tel que v = l: 'lj!. 
Puisque <P :::; f :::; 'lj!, la troisième assertion de la proposition 18 . 1 indique que 
u :::; v. Cela signifie que l 'ensemble A_(J) est majoré par tout élément de 
A+ (f) et l 'ensemble A+ (f) est minoré par tout élément de A_ (f) . D'après la 
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proposition 3 .2 ,  page 101 ,  l 'ensemble A_ (j) admet une borne supérieure L (!) 
et l 'ensemble A+ (f) admet une borne inférieure l+ (f). De plus, 

L(f) � l+ (f). 
Troisième conséquence : pour c E lR'f_, définissons ue = l: cPe et ve = l: We. 
On a ue E A_(j) , ve E A+ (f) et 

Ve - ue = lb ( We - cPe) � é · 

Par définition de la borne inférieure et de la borne supérieure <3>, on a 

On en déduit que pour tout c: E lR'f-

ce qui implique, voir la proposition 3 . 1 2 ,  page 1 13 ,  que l+ (f) = L(f). 
Conclusion : nous avons démontré que si f est Riemann-intégrable sur [a, b] 
alors l 'ensemble A_(!) admet une borne supérieure L (!) qui est égale à la 
borne inférieure l+ (f) de l 'ensemble A+ (f). 

!'."'. Réciproquement , considérons maintenant une fonction f bornée telle que 
I + (!) = L (!) et montrons que cette fonction est intégrable au sens de Riemann 
sur [a, b]. Pour cela, fixons c: E lR'f- et montrons qu'il existe deux fonctions <Pe 
et '!/Je en escalier sur [a, b] telles que 

En utilisant la définition de la borne supérieure et de la borne inférieure <3>, on 
établit que pour tout o E lR'f-, 
- il existe Uô E A_ tel que Uô > J_ (j) - o; 
- et il existe V& E A+ tel que V& < l+ (f) + o. 

Les fonctions Uô et V& vérifient 

Vô - Uô < l+ (f) + 0 - (L(f) - o) = 2o. 
Puisque cette relation est vraie pour tout réel o strictement positif, si l 'on prend 
o = �c:, on établit l 'existence de ue E A_ (i .e .  de cPe E E_) et de ve E A+ (i .e . 
de We E E+) tels que 

<3> Voir la définition 3 .5  p. 96. 
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Cela permet de conclure d'après la définition 18 .4 ,  que f est Riemann-intégrable 
sur [a, b]. 

Remarque Dans le cas particulier où f est une application en escalier sur 
[a,b], on a f E E_(J) et f E E+ (f) . Par conséquent , l 'ensemble A_(J) 
admet pour borne supérieure 1: f (qui est élément maximal) et l 'ensemble 
A+ (f) admet pour borne inférieure 1: f (qui est élément minimal) . Ainsi, si 
f E t'([a, b], ffi.) alors f est Riemann-intégrable et l 'intégrale de cette fonction 
en escalier satisfait 

lb f = I+ (f) = L(f) . 

Notre construction de l 'intégrale de Riemann est donc d 'une part cohérente avec 
la définition de l 'intégrale d 'une fonction en escalier que nous avons donnée dans 
la section précédente et d'autre part elle prolonge cette définition. 
En résumé, à chaque fonction f E A([a, b], ffi.) intégrable au sens de Riemann 
sur [a, b], on peut associer le réel I(f) défini par 

I(f) = L(f) = I+ (f) . 
La fonction I : f E A([a, b], ffi.) ...... I(f) constitue un prolongement de la fonction 

f E t'([a, b], ffi.) f-----4 lb f. 

Cela nous permet d 'énoncer la définition suivante. 

DÉFINITION 18.5 Soit f une application intégrable au sens de Riemann sur 
[a, b]. On appelle intégrale de f sur [a, b] le réel I(f) défini comme la borne 
supérieure de l'ensemble 

A_(J) ={lb cp 1 cp E t'([a,b],ffi.) , cp � f} 
ou, de manière équivalente, comme la borne inférieure de l 'ensemble 

On note ce réel 1: f (t) dt . 

Remarque Dans la notation 1: f (t) dt, la variable t est une « variable 
muette» et on peut noter également 1: f(() d( l 'intégrale de f sur [a, b]. Cette 
notation exprime de manière claire par rapport à quelle variable, dont dépend 
la fonction f; on intègre . C 'est très utile dans le cas où f dépend de plusieurs 
paramètres . 
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Interprétation graphique Si f est continue sur l ' intervalle [a, b], le réel 
J: f ( t) dt représente l 'aire algébrique (4) de la portion de plan corn prise entre 
les droites d 'équations x = a, x = b, l 'axe des abscisses et la représentation 
graphique de f (voir la fig. 6). 

a 

Fig. 6 L'aire algébrique hachurée représente J: f(t) dt. 

EXERCICE 1 Soient f :  x E [O, 1] r--; x2 et a =  (xi ) iE {O , ... ,n} une subdivi
sion uniforme de l 'intervalle [O, 1]. On considère les fonctions en escalier c/Jn 
et 'l/Jn définies sur [O, 1] par 

\:/i E {O, . . . , n  -1} \:/x E [xi , xi+ i [ c/Jn (x) = f(xi ) ;  
\:/i E {O, . . . , n - 1} \:/x E ] xi , Xi+ 1 ] 'l/Jn (x) = f(xi+ 1 ). 

1 - Représenter graphiquement les fonctions f, c/Jn et 'l/Jn pour n = 10. 
2 - Calculer , en utilisant la définition de l 'intégrale d 'une fonction en escalier, 

3 - En déduire que f est Riemann-intégrable sur [O, 1] et donner la valeur 
de l 'intégrale de Riemann f01 f(x) dx . 

Remarques 

1. Par convention, si b < a et si f est Riemann-intégrable sur [b, a] alors on 
pose J: f(t) dt= - Jb

a f (t) dt . 

2 .  On convient également que si a =  b alors J: f (t) dt= 0 . 

(•) C 'est-à- dire que l 'on considère que l 'aire s ituée au- dessus de l 'axe des abscisses est un 
réel positif et que l 'aire située au-dessous de l 'axe des abscisses est un réel négatif. 
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18.2.2 Principaux exemples de fonctions Riemann-intégrables 

Un point important dans l 'étude de l 'intégrale de Riemann consiste à déter
miner des critères , simples à vérifier , permettant d 'établir qu 'une fonction est 
Riemann-intégrable. Il est en effet malaisé d 'utiliser la définition 18.4 pour s'as
surer qu 'une fonction donnée est Riemann-intégrable. Un certain nombre de 
critères sont donnés dans ce paragraphe, dont le plus important est le suivant . 

PROPOSITION 18.2 Toute application continue sur [a, b] est intégrable au 
sens de Riemann sur [a, b] . 

Démonstration Considérons une application f continue sur l 'intervalle fermé 
et borné [a, b] . D'après le théorème de Heine<s > , l 'application f est uniformément 
continue sur [a, b] , autrement dit 

Vµ E IR� ::l7J E IR� V(x , x' ) E [a, b] 2 ( lx - x' I � 7J ====? I J (x) - f(x' ) I � µ) . (1) 

D'après la définition 18.4, pour montrer que f est intégrable au sens de Rie
mann sur [a, b] , nous devons montrer que pour tout réel c E IR+ , il existe deux 
fonctions <PE et 7/JE en escalier sur [a, b] telles que 

Considérons un réel c E IR+ et un réel µE vérifiant 0 < µE < Z(b"_a). Soit 
a =  (xi ) iE {O, .. .,n} une subdivision uniforme de l 'intervalle [a, b] de pas h tel que 
h � 7J où le réel 7J est défini par la relation (1) et la donnée de µE. Soient <PE 
et 7/JE les fonctions en escalier sur [a, b] définies par 
1. <PE(x) = f(xi ) - µE pour tout x E [xi , XH1 [ ; 
2 . 7/JE(x) = f(xi ) + µE pour tout x E [xi , Xi+ I [ ; 
3. <PE(b) = 7/JE(b) = f(b) . 

Puisque pour tout x E [xi , xi+ 1 [ on a 0 � lx - xil � h � 7], on déduit de (1) 
que I J (x) - J(xi ) I  � µE, autrement dit que 

f (xi ) - µE 
___,_... 

= <PE(X) 
� f(x) � f(x; ) + µE . 

___,_... 
= 7/JE(X) 

On a ainsi <PE � f � 7/JE sur [xi , X;+ 1 [ pour tout i E { 0, . . .  , n - 1} autrement 
dit sur [a, b] . Par ailleurs , 

= 2µEnh = 2µE(b - a) < E:. 

On en conclut que l 'application f est Riemann-intégrable sur l 'intervalle [a, b] . D 

(s ) Voir le théorème 13 .5  p. 628. 
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DÉFINITION 18.6 On dit qu'une application f définie sur [a, b] est continue 
par morceaux sur [a, b] s'il existe une subdivision Œ = (xi ) iE {O , . . . ,n} de l'inter
valle [a, b] t<:lle que pour tout i E {O ,  ... , n - 1} l'application f est continue 
sur l'intervalle ] xi , Xi+i [ et admel6J une limite à droite en Xi et une limite à 
gauche en Xi+ I · 

On admet le résultat suivant qui en un certain sens est un peu plus général que 
celui énoncé à la proposition 18.2 et qui pourrait être démontré selon le même 
principe en considérant les différents intervalles ] xi , Xi+ I [ de la subdivision sur 
lesquels f est continue. 

PROPOSITION 18.3 Toute application continue par morceaux sur [a, b] est 
intégrable au sens de Riemann sur [a, b] . 

EXERCICE 2 Montrer que toute application monotone sur [a, b] est inté
grable au sens de Riemann sur [a, b] (on s ' inspirera de la démonstration de 
la proposition 18.2). 

Remarque Même si l 'ensemble des fonctions Riemann-intégrables semble 
vaste et inclut les fonctions habituellement manipulées, il ne faut pas pour 
autant croire que toute fonction est intégrable au sens de Riemann. Ainsi l'ap
plication f définie sur [a, b] par 

f(x) = { � si x est rationnel 
si x est irrationnel 

n 'est pas Riemann-intégrable. Pour l 'établir raisonnons par l 'absurde. Suppo
sons que f est intégrable au sens de Riemann ; dans ce cas , d'après la défini
tion 18.4, pour tout réel E: E IR'f- il existe deux fonctions </Je: et 7/Jc: en escalier sur 
[a, b] telles que 

Vx E [a, b] <Pc:(x)::::; f (x)::::; 1/Jc:(x) et (2) 

Prenons E: = b - a et considérons une subdivision Œ = (xi ) iE {O, . . .  ,n} adaptée 
aux fonctions en escalier </Je: et 7/Jc:. Comme Q et IR \ Q sont des ensembles 

(� . b denses dans IR, pour tout z E { 0, . . . , n - 1} on peut trouver un nom re 
rationnel t 1 dans l 'intervalle ]xi , Xi+ I [ et un nombre irrationnel t2 dans l 'inter
valle ]xi , xi+d· Compte tenu des conditions données en (2) et du fait que </Je: 

(G) Les réels x; correspondent donc soi t  à des poi nts où f est conti nue, soi t  à des poi nts d e  
di sconti nui té d e  premi ère espèce . 

<7l Voi r la proposi ti on 3 . 1 3  p. 1 14. 



L'intégrale de Riemann 899 

et 'ljJE sont constantes sur chaque sous-intervalle de la subdivision u, pour tout 
i E {O , . . .  ,n- 1}, on a 

et 

\:/x E ] x i, x i+d 

\:/x E ] x i, X i+ l  [ 

</JE (X) = </JE(t 1 ) ( f(ti ) = Ü 

1 = f (t2 ) ( 'l/JE(t2 ) = 'l/JE(X) . 

on a donc </JE(x) ( 0 et 'l/J0(x) ;;::: 1 et par conséquent 'ljJE - </JE ;;::= 1 pour tout 
x E ] x i, X i+ i  [ . Cela implique que 

Cette propriété est en contradiction avec l 'hypothèse que l 'application f est 
Riemann-intégrable sur [a, b] et la relation (2) . L'application f n 'est donc pas 
intégrable au sens de Riemann. 

18.2.3 Propriétés de l'intégrale de Riemann 

Les propriétés énoncées dans la proposition suivante sont admises . Elles s 'ob
tiennent à partir des propriétés de l 'intégrale des fonctions en escalier données 
à la proposition 18.1 et de la définition de la Riemann-intégrabilité. 

PROPOSITION 18.4 Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur 
l'intervalle [a, b] . 

1.11b f(t) dt l ( 1b lf(t)I dt . 

2. Si f est positive alors 1b f (t) dt;;::= O .  

3. Si f ( g alors 

1b f(t) dt ( 1b g (t) dt . 

4. Pour tout réel c E ]a ,  b [  la fonction f est Riemann-intégrable sur [a , c] et 
sur [c, b] ; de plus, 

1b J (t) dt = 1c J (t ) dt + 1b J (t) dt (relation de Chasles) . 

5. Pour tout (a, {3) E IR2 la fonction af + {3g est Riemann-intégrable sur [a, b] 
et 

b lb lb 1 (af + {3g) (t) dt= a a J(t) dt + {3 a g(t ) dt . 
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CHASLES, Michel (1793, Epernon - 1880, Paris) . 
Après des études secondaires brillantes, Chasles, baptisé 
Floréal par ses parents, entra à !'École polytechnique en 
1812. Ses travaux mathématiques ont porté sur la géomé
trie projective et dès 1827 il acquit une réputation de grand 
mathématicien et de grand historien des mathématiques. 
Le principal de son œuvre a été publié dans son Traité de 
géométrie supérieure<8>. Nommé professeur à !'École poly
technique en 1841, il fut en 1873 le premier président de la 
Société Mathématique de France <9> • Chasles est également 
resté célèbre pour avoir été la victime d'un faussaire qui lui 
a vendu très cher des correspondances prétendument origi-
nales de savants célèbres. 

PROPOSITION 18.5 Soit J une application continue sur [a , b] et à valeurs 
positives. On a 

1b f(t) dt= 0 f = o. 

Démonstration � Montrons que si f est l 'application nulle alors son intégrale 
sur [a, b] vaut O. La fonction nulle est une fonction en escalier sur [a, b] et 
a = {a, b} est une subdivision de [a, b] adaptée. D 'après la définition 18 .3 ,  on a l: f(t) dt = (b - a) X 0 = 0. 

� Pour montrer que la réciproque est vraie , utilisons un raisonnement par 
contraposée . Supposons que f n'est pas l 'application nulle , c'est-à-dire cio> qu'il 
existe xo E ]a ,  b[ tel que f (xo) =/:- 0 et montrons que dans ce cas l: f (t) dt-/:- O. 
Puisque f est continue sur [a, b] , d'après la proposition 13. 16 ,  page 620, il existe 
un voisinage de xo sur lequel f ne s 'annule pas . Autrement dit , on peut trouver 
deux réels a et f3 dans ]a ,  b[ avec a < x0 < f3 tels que 

\ixE[a, /3] f(x)=f-0. 

Puisque par hypothèse f est positive, elle est strictement positive sur l'intervalle 
[a , /3]; cela implique que 

377 E JR;� \ix E !a, /3] f (x) '? 77. 

(B) Q ue l 'on peut consulter sur G alica gallica. bnf. fr/ark: /12148/bpt6k996370 
<9> Site web : smf. emath. fr 

(lü)
L'application f est l 'application nulle sur [a,b] si : V x  E [a,b] J(x) = 0 donc l 'hypothèse 
« f est n 'est pas l 'application nulle » se traduit par : :l xo E [a, b] f (xo) op O .  
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En utilisant la proposition 18 .4 ,  on en déduit que 

1b f(t) dt= 10: f(t) dt + 1{3 f(t) dt + lb f(t) dt 
._.,__., '-....-' �o �o 

)! 1: f (t) dt )! 1: 17 dt = 17((3 - a) > O. 

On a donc bien I: f(t) dt i= 0 ce qui achève la preuve. 

Remarques 
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D 

1. L'hypothèse « f est positive sur [a, b] » est indispensable. Par exemple , toute 
application impaire a une intégrale qui est nulle sur un intervalle de centre O. De 
même, l 'hypothèse « f est continue sur [a, b] » est indispensable . Par exemple, 
l 'application f définie sur [- 1 ,  1] par f (O) = 1 et f(x) = 0 pour tout xi= 0 est 
une application positive sur [- 1 ,  1 ] , non nulle qui a une intégrale I�1 f qui est 
nulle . 
2. On a un résultat analogue à celui énoncé à la proposition 18 .5  dans le cas 
où f est une application à valeurs négatives . 
3. Si f et g sont Riemann-intégrables sur [a, b] et si leurs valeurs ne diffèrent 
qu 'en un nombre fini de points , leurs intégrales sont égales . En effet la différence 
f - g est une fonction en escalier , nulle sauf en un nombre fini de points. Par 
conséquent son intégrale est nulle . Par contre 

1b f(t) dt = 1b g(t) dt n'implique pas f = g. 

Par exemple Io ]- cos (t) dt = Io ]- sin (t) dt bien que les fonctions sinus et cosinus 
ne soient pas égales sur [O , �] .  

On montre que si f et g sont deux fonctions Riemann-intégrables sur un inter
valle [a, b] alors leur produit f x g est également Riemann-intégrable sur [a, b] . 
Bien entendu, comme on s 'en convaincra aisément par un contre-exemple , l 'in
tégrale sur [a, b] du produit f x g n'est pas égale cuJ au produit des intégrales 
sur [a, b] de f et de g. On a toutefois l 'inégalité suivante. 

PROPOSITION 18.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) 
Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] . Le produit f x g 
est une fonction Riema,nn-intégrable sur [a, b] et 

(l f(t) X g (t) dt)
' 

<; (l (f (t))' dt) X (l (g(t))' dt) . 

(Il) 
On a pr éfér é cette phr ase un peu longue à une for mule pour éviter toute mémor isation 
visuelle impar faite d 'une for mule err onée . U n  contr e- exemple évid ent est f01 x3 d x  = ! 
alor s  que J� x2 d x  x f01 x d x  = �· 
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Démonstration Considérons l 'application T définie sur � par< i 2) 

T(À) = lb 
(Àf (t) + g(t) ) 2 dt . 

D 'après la seconde assertion de la proposition 18 .4 ,  l 'application T est positive 
sur R D 'autre part pour tout À E �' 

T(À) = À2 1b 
(f(t) ) 2 dt+2À lb f (t) g (t) dt + 1\g(t) ) 2 dt . 

.._,__.. � '---..-----' 
A B C 

Si A i- 0 alors l 'application T est donc une fonction polynomiale du second 
degré . Puisqu'elle est positive sur �' elle ne peut avoir qu 'une racine double ou 
deux racines complexes. Son discriminant D. = 4B2 - 4AC est donc négatif ou 
nul .  Cela implique que 

B' -AC� (l f(t) X g(t) dt)
' 

- ( l (f (t) ) ' dt) x (l (g (t) ) ' dt) <; 0. 

Si A = 0 alors pour tout À E � on a T(À) = 2À B + C ;? O. Cette relation ne 
peut être satisfaite que si B = O. L'inégalité de Cauchy-Schwarz se réduit dans 
ce cas à 0 = O. D 

18.3 Intégrales indéfinies et primitives 

18.3.1 Intégrales indéfinies 

Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a , b] . Pour tout x E [a, b] , la fonc
tion f est Riemann-intégrable sur [a, x] et l 'application 

F : x E [a, bj t---t lx 
f(t) dt 

est appelée intégrale indéfinie de f sur [a , b] . D 'après la relation de Chasles, 
pour tout (x1 , x2 ) E [a, b] 2 , on a 

F(x2 ) - F(x1 ) = 1x2 
f(t) dt - 1x i 

f (t) d; 
{x i l

a 
X2 rx i 1X2 (3) 

= la J(t) dt + 
x i 

J (t) dt - la j(t) dt = 
x i 

j(t) dt . 

PROPOSITION 18. 7 Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a, b] . L 'in
tégrale indéfinie sur [a, b] de f est une application continue sur [a, b] . 

( i 2 ) On mettra cette démonstrati on en parallèle avec celle de la proposition 3 .6  p . 106 .  
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Démonstration La fonction f étant Riemann-intégrable sur [a, b] , elle est bor-, ( 1 3) • nee sur [a, b] ; notons lvl = supxE[a,bJ lf (x)j . Pour montrer que F est contmue 
sur ]a ,  b [ , montrons que pour tout xo E ]a ,  b[ on a limx->xo F(x) = F(xo ) .  Soit 
xo E ]a ,  b [ ; pour tout x E ]a ,  b[ avec x < xo , en utilisant la proposition 18.4 on 
obtient 

IF(x) - F(xo ) I  = 11xo f (t) dt ' � 1xo lf (t) i dt � (xo - x) M. (4) 

Le théorème d'encadrement c14J permet d 'en déduire que 
lim_ I F(xo ) - F(x) I  = O. 

X-l-XO 
Pour x E ]a ,  b[ avec x > x0 , un calcul analogue où les bornes d 'intégration sont 
inversées , permet d 'établir que limx->xci jF(xo ) - F(x) I  = O. On en conclut 

(l5) l ' IF( ) F( ) 1 0 
. . l ' (l6) que imx->xo xo - x = , ce qm 1mp 1que que 

lim F(x) = F(xo ) .  X---+Xo 
Par ailleurs , la relation (4) qui reste valable pour x0 = b permet d 'établir que 
limx_,b- F(x) = F(b) et donc que F est continue à gauche en b. De même, on 
établit que limx_,a+ F(x) = F(a) et donc que F est continue à droite en a. On 
en conclut que F est continue sur [a, b] . D 

PROPOSITION 18.8 (Dérivabilité de l 'intégrale indéfinie) 
Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a, b] . Si f est continue en 
xo E ]a, b [ alors son intégrale indéfinie F sur [a , b] est dérivable en xo et admet 
pour dérivée F' (xo ) = f(xo ) . 

Démonstration Pour montrer que F est dérivable en xo de dérivée f (xo ) , 
montrons quec17J le taux d'accroissement 6.x0(h) = t (F(xo + h) - F(xo ) ) a 
pour limite f (xo ) lorsque h tend vers O. Il s 'agit pour cela de montrer que c18J 

'Ve E IR� 377 E IR� \/h E IR* ( ihi � 17 ====? /6.x0(h) - f(xo ) / � c). 
Soit h un réel strictement positif tel que [xo , xo + h] c [a, b] ; en utilisant la 
relation (3) p .  902, on obtient 

6.xo(h) = 
F(xo + h� - F(xo ) = � 1xo+f (t) dt . XQ 

( 1 3) • 
Voi r la remarque de la page 892. 

(l4) Voir le théorème 13 . 1  p .  605.  
(l5) 

Voir p .  6 13 ; la fonction x >---+ JF(xo) - F(x)I admettant une l imite à gauche et une li mite 
à droite égales en xo, elle a une limite en xo. 

(l6) 
Voir le résultat de l 'exercice 3 p .  599. 

(l?)
Voir la définition 1 6 . 1  p. 747. 

(l8) 
Voir la définition 13.2 p .  597. 
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Par ailleurs , l 'intégrale d 'une fonction constante sur un intervalle donné étant 
égale<ioJ au produit de la valeur de la constante par la longueur de cet intervalle, 
on a l 1xo+h 

f (xo ) = h f (xo ) dt. 
Xo 

Les propriétés de l 'intégrale énoncées à la proposition 18 .4 ,  permettent en uti
lisant les deux relations précédentes , d 'écrire 

1 l 1xo+h 1 1 1xo+h 
l�x0(h) - f(xo ) I  = h xo 

(f (t) - f(xo ) ) dt � h xo 
lf (t) - f(xo ) I dt. 

Un calcul analogue peut être mené dans le cas où h est un réel strictement 
négatif. Il conduit à l 'inégalité 

1 1xo 1 1xo 
l�x0(h) - f(xo ) I � - lh l lf(t) - f (xo ) I dt = -lh l lf (t) - f(xo ) I dt 

xo+h xo-lhl 

Soit E un réel strictement positif fixé ; d'après la définition 13 .4 ,  page 616, 
puisque f est continue en xo E [a, b] , il existe 71 E lR'f- tel que 

\:/xE[a, b] ( lx - xo l � 7/ ===? lf (x) - f (xo ) l � E) . 
Supposons que le réel h soit tel que lh l � 71. Pour tout t dans l 'intervalle d'ex
trémité xo et xo+h, on a lt - xol � lh l � 71 et par conséquent lf (t) - f (xo ) I::::::; E. 
On en déduit que 

lt>,0 (h) - f (xo ) 1 .; { 
On en conclut que 

ce qui achève la preuve. 

Remarques 

l 1xo+h 
h E dt = E 

1 .1xo xo 
- E dt = E lh l xo-lhl 

si h > 0 

si h < 0 

D 

1 .  L'application f étant par hypothèse continue à droite en a (resp . à gauche 
en b) , la démonstration de la proposition 18 .8 indique aussi que l 'intégrale 
indéfinie F est dérivable à droite <20l en a (resp . à gauche en b) .  
2 . O n  peut montrer que si x0 E ]a , b [  est un point de discontinuité de première 
espèce <21l de f alors l 'intégrale indéfinie F de f sur [a, b] admet une dérivée à 

(lO) 
V oir la défi nition 18 .3 p. 889. 

<20l 
V oir la défi nition 16 .2  p. 748 . 

< 21) V oir la défi nition 618 ; supposer que xo E ]a, b[ est un point de discontinuité de premièr e 
espè ce de f revient à supposer que f a  une limite à gauche et à droite en xo (c' est limite 
étant distinctes sans quoi f serait continue en xo). 
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gauche F�(xo) et une dérivée à droite F�(xo) en xo avec F�(xo) = limx-.x() f(x) 
et F�(xo) = limx-.xci f(x) . 

On déduit de la proposition 18 .8  le corollaire suivant <22l
. 

COROLLAIRE 18.1 Si f est une application continue sur [a, b] alors son inté
grale indéfinie F sur [a, b] est une application de classe ci sur [a, b] et F' = f .  

Remarque Étant donnés une application f continue sur [a, b] et un  réel xo 
appartenant à [a, b], il résulte du corollaire 18 .l que l 'application G définie pour 
x E [a,b] par 

G(x) = 
1x 

J(t) dt = F(x) - F(xo) 
Xo 

où F désigne l 'intégrale indéfinie de f sur [a, b], est une application de classe c i 
sur [a, b] dont la dérivée est f .  

Dans la  pratique, i l  arrive que l 'on soit amené à considérer des fonctions d 'une 
variable x définies par des intégrales dont les bornes varient en fonction de x. 
La proposition suivante précise les propriétés de telles fonctions. 

PROPOSITION 18.9 (Intégrale fonction des bornes) 
Soient f une application continue sur un intervalle J et u et v deux applica
tions de classe ci sur un intervalle ouvert I tel que u(I) c J et v(I) c J. 
L 'application 1v(x) 

<l> : x E l f----+ f (t) dt u(x) 
est de classe ci sur I et pour tout X E I, on a 

<I>'(x) = f (v(x) )  x v' (x) - f(u(x) )  x u'(x) . 

Démonstration Puisque f est continue sur J et que u(I) c J et v(I) c J, 
pour tout x E I, l 'application f est continue sur l 'intervalle fermé et borné d'ex
trémités u(x) et v(x) . D'après la proposition 18 .2 ,  l 'application f est Riemann
intégrable sur cet intervalle. On en conclut que le réel <I>(x) est bien défini pour 
tout x E I. 
Soit a E J ;  pour tout x E I on a 

1v(x) 1v(x) 
<I>(x) = a f(t) dt - a f(t) dt = G(v(x) )  - G(u(x) )  (5) 

<22) 
On rappelle, voir la défi nition 16 .5 p .  764 , qu'une application est dite de classe C1 sur un 
intervalle [a, b] donné si elle est dérivable sur [a, b] et si sa dérivée est continue sur [a, b] . 
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où G est l 'application y E J r---+ J: j(t) dt . On remarquera que comme l 'inter
valle J n 'est supposé ni fermé, ni borné, il n'est pas possible d'avoir recours à 
la proposition 18 .8 pour établir que G est dérivable. 
Considérons l 'application </Ji : x E I r---+ G(v (x) ) et montrons que </Ji est dé
rivable sur I, c'est-à-dire que </Ji est dérivable en xo E I pour tout x0 E J.  
Comme l 'intervalle I est ouvert , étant donné xo E J, il existe T] E R+ tel que 
[x0 - ry, x0 + ry] c I. Comme v est continue, l 'image de l 'intervalle fermé borné 
U = [x0 - ry, x0 + ry] par v est un intervalle V fermé et borné qui contient 
Yo = f (xo ) .  Pour tout x E U, on a 

1v(x) 1Yo 1v(x) 
</Ji (x) = G(v (x) ) = j(t) dt = f(t) dt+ j(t) dt = G(yo )+F(v(x)) 

a a Yo 
où F : y E V r---+ J:O f (t) dt. Comme f est continue sur J et que V = v(U) c 
v (I) c J, l 'application f est continue sur l 'intervalle fermé et borné V. D'après 
la proposition 18 .8 , F est dérivable sur V et F' (x) = f (x) pour tout x E U. 
On a donc 

Vx EU </J� (x) = ( G(yo ) + F(v (x) ) ) 1 = v' (x) F' (v (x) ) = v' (x) f (v (x)) . 
En particulier , puisque xo appartient à U, l 'application </Ji est dérivable en x0 
avec </Ji (x0 ) = v' (xo ) f(v (xo ) ) . Un raisonnement en tout point analogue permet 
d 'établir que pour tout xo E J, l 'application </J2 : x E I r---+ G(u(x) ) est déri
vable en xo avec <P; (xo ) = u' (xo ) f (u(xo ) ) .  Ainsi , les applications </Ji et </J2 sont 
dérivables sur I avec pour tout x E J, 

</J� (x) = v' (x) j(v (x) ) et </J� (x) = u' (x) j(u(x) ) .  
Revenant à l a  relation (5) , on en déduit que <I> = </Ji - </J2 est dérivable sur I 
avec pour tout x E I 

<I>' (x) = </J� (x) - </J� (x) = v' (x) j(v (x) )  - u' (x) J(u(x) ) .  
Enfin, comme u et v sont des application de classe ci sur I à valeurs dans J 
et que f est une application continue sur J, cette relation permet d 'affirmer 
que <I> est de classe c i sur I. D 

Exemple Considérons l 'application 
f 2x 

<I> :  x E J - � ' +oo[ f-------4 lx Ji+t3 dt . 
L'application j : x E] - 1 , +oo[ r---+ Vf+t3 est continue et les deux applications 
u :  x E] - � , +oo[ r---+ x E] - 1 , +oo[ et v :  x E] - � , +oo[ r---+ 2x E] - 1 , +oo[ sont 
de classe ci . D'après la proposition 18 .9 , l 'application est de classe ci et 

Vx E] - � , +oo[ <I>' (x) = 2J1 + 8x3 - Jl+;3. 
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18.3.2 Primitives 

DÉFINITION 18. 7 Soient I un intervalle et f une application définie sur I .  
On appelle primitive de  f sur I toute application G définie sur I qui vérifie<231 

\:/x E I G' (x) = f (x) . 

Les primitives de f sont notées J f(x) dx ou J f .  

Exemples 

1 .  La fonction x f-> ln(x - 1) est une primitive sur ] 1 ,  +oo[ de x f-> x� l car 

\:/x E ] l , +oo[ / 1 (ln(x - 1 ) )  = x - l · 
La fonction x f-> ln( l  - x) est une primitive sur ] - oo, 1 [  de x f-> x� l car 

\:/x E ]  - oo, l [  / 1 (ln ( l - x) )  = x - l · 
On pourra regrouper les deux situations en disant que la fonction x f-> ln( lx- 1 1 )  
est une primitive de x f-> x� l sur chacun des 2 intervalles ] - oo, 1 [  et ] 1 ,  +oo[ .  
De même, on vérifie que fonction x f-> ln( lx  + l i )  est une primitive de x f-> x�l 
sur chacun des 2 intervalles ] - oo, - 1 [  et ] - 1 ,  +oo[ .  
2 .  Sur l 'intervalle ] - 1 ,  1 [ , la fonction argument tangente hyperbolique est une 
primitive de la fonction f : x f-> 1_!-x2 puisque argth(x)' = f (x) pour tout 
x E ]  - 1 ,  1 [ . On note 

/ -1-2 dx = argth( x) l - x sur ] - 1 , 1 [ . 

La fonction x f-> ?r+argth(x) est aussi une primitive de f sur l 'intervalle ] - 1 , l [ . 
On sera vigilant au fait que bien que f soit définie sur ] 1 ,  +oo[ et sur ] - oo, - 1 [ , 
sa primitive sur chacun de ces deux intervalles n 'est pas la fonction argument 
tangente hyperbolique puisque celle-ci n 'est pas définie sur ces intervalles . La 
décomposition en éléments simples <241 

1 
1 - X2 

1 1 1 1 
2 X + l  2 X - 1 

permet d'établir que sur chacun des 2 intervalles ] - oo, - 1 [  et ] 1 ,  +oo[ ,  une 
primitive de f est G :  x f-> � ln( lx + 1 1 )  - � ln( lx - 1 1 )  et on a aussi <251 

J _l dx = � ln ( l� l ) = � ln (�) . 1 - x2 2 X - 1 2 X - 1 

<231 
Dans le cas où l ' intervalle I n 'est pas ouvert , on considère aux bornes de l ' intervalle I les 
notions de dérivée à gauche et/ou à droite. 

(24)  
V oir le chap. 7 .  

(25)  . Pour x E ] l ,  +oo[ ou pour x E ]  - oo, - 1 [, on a ��� > O .  
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P ROPOSITION 18.10 Soit f une application continue sur [a, b] . L 'intégrale 
indéfinie de f sur [a , b] 

F : x E [a, b] f------> 1x f (t) dt 

est une primitive de f sur [a, b] . De plus, pour toute primitive G de f sur 
[a, b] il existe un réel c tel que G = F + c. 

Démonstration D 'après le corollaire 18 . 1 ,  puisque f est une application conti
nue sur [a, b] , l 'application F qui est son intégrale indéfinie sur [a, b] est une 
application de classe ci sur [a, b] dont la dérivée est F' = f. D 'après la défini
tion 18 .7 ,  l 'application F est une primitive de f sur [a, b] . 
Soit G une primitive de f sur [a , b] ; on a G' = f. Puisque f est continue 
sur [a, b] , l 'application G est de classe c i sur [a , b] . De plus , 

Vx E ]a , b [  (G - F)'(x) = G'(x) - F'(x) = f(x) - J(x) = O .  
La fonction G - F est donc une application continue sur [a, b] , de dérivée nulle 
sur ] a ,  b [ .  D 'après la proposition 16 . 10 ,  page 771 , il s 'agit d 'une application 
constante sur [a, b] . On en conclut qu 'il existe un réel c tel que G = F + c. D 

Remarques 

1 .  On déduit de la proposition 18 . 10  que si f est une application continue sur 
[a, b] , il existe une unique primitive de f sur [a, b] qui s 'annule en a ;  il s 'agit 
de l 'intégrale indéfinie de f sur [a , b] . Plus généralement , étant donné un réel 
x0 E [a , b] , il existe une unique primitive G de f sur [a, b] qui s 'annule en x0; 
cette primitive a pour expression 

G :  x E [a, b] f------; 1� f(t) dt 

et correspond à la valeur c = - J:0 f(t) dt dans la proposition 18 . 10 .  

2 .  On peut également établir le résultat suivant qui peut être vu comme une 
conséquence de la proposition 18 .9 .  Si f est une application continue sur un 
intervalle I quelconque (non nécessairement un intervalle fermé et borné [a, b] ) 
et x0 un élément de I alors l 'application G : x E I f--4 J�"'0 f (t) dt est une 
primitive de f sur I. 

La proposition 18 .10 indique qu'une fonction continue possède une infi
nité de primitives , qui se déduisent les unes des autres par l 'ajout d'une 
constante . Nous ne ferons mention dans le reste de ce chapitre que d'une 
primitive pour une fonction donnée, omettant systématiquement lorsque 
cela ne sera pas utile de faire référence à l 'ensemble des primitives de la 
fonction considérée via l 'ajout d 'une constante. 

La proposition 18 . 10  admet le corollaire suivant qui assure l 'existence de pri
mitives à toute fonction continue. Il n 'indique toutefois pas qu 'elle est la forme 
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explicite de ces primitives . On notera à ce sujet que, par exemple, la fonction 
f : x E lR f--+ e-x2 qui est continue admet des primitives mais il est connu que 
ces primitives ne peuvent s 'exprimer à l 'aide des fonctions usuelles. 

COROLLAIRE 18.2 Toute fonction continue sur un intervalle admet une pri
mitive sur cet intervalle. 

On sera attentif au fait suivant . Si f est une fonction continue sur un inter
valle fermé et borné [a, b] , alors d'après la proposition 18 .2  elle est Riemann
intégrable sur [a, b] et d'après le corollaire 18 . 2 ,  elle admet une primitive sur [a , b] . 
Toutefois, il existe des fonctions Riemann-intégrables qui n'admettent pas de 
primitive. Et inversement , si une application admet une primitive sur un inter
valle, elle n'est pas nécessairement intégrable sur cet intervalle. L 'intégration 
ne peut être considérée comme « l 'opération inverse » de la dérivation que si 
on se restreint à l 'ensemble des fonctions continues . 

COROLLAIRE 18.3 Si f est une application de classe ci sur [a, b] alors pour 
tout x E [a, b] on a 

f(x) = f (a) + 1x f' (t) dt . 

Démonstration Comme f est une application de classe ci  sur [a , b] , l 'ap
plication f' est continue sur [a, b] . D 'après la proposition 18 . 10 ,  l 'application 
x E [a, b] f--+ J: f' (t) dt est une primitive de f' sur [a, b] . Or, d 'après la défi
nition 18 .7 ,  f est également une primitive de f' sur [a, b] . D'après la proposi
tion 18 . 10 ,  il existe donc un réel c tel que 

\lx E [a, b] f(x) = c + 1x J' (t) dt . 
Pour x = a  cette relation s 'écrit f(a) = c +  0 ;  on a donc c = f (a) ce qui établit 
la formule énoncée dans le corollaire. D 

PROPOSITION 18.11 (Lien entre primitive et intégrale) 
Soit f une application Riemann-intégrable sur [a , b] admettant une primi
tive G sur [a, b] . On a 

1b f(t) dt = G(b) - G(a) . 

Le réel G(b) - G(a) est souvent noté [a(t)J : . 

Démonstration Nous admettons ce résultat nous contentant de remarquer 
que dans le cas où f est supposée non seulement Riemann-intégrable sur [a, b] 
mais aussi continue sur [a, b] , le résultat découle de la proposition 18 . 10  : 

::Je E lR \lx E [a, b] G(x) = F(x) + c 
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où F est l'intégrale indéfinie de f. On a donc 

G(b) - G(a) = F(b) - F(a) = lb 
J(t) dt . 

0 
La proposition 18 . 1 1  est extrêmement importante puisqu 'elle fournit un moyen 
élémentaire de calculer une intégrale dès que l 'on connaît une primitive de la 
fonction à intégrer . Ainsi , la fonction sinus étant continue sur [O , 7r] et admettant 
pour primitive sur l 'intervalle [O , 7r] la fonction G : x f--> - cos(x) , on a 

l" sin(t) dt = [- cos(t)J :  = cos(O) - cos(7r) = 2 . 

EXERCICE 3 2 
Soit </> la fonction définie par </>( x) = f11+x ln( t) dt. 
1 - Montrer que </> est dérivable sur lR et déterminer <P' sans expliciter <f>. 
2 - Montrer qu'une primitive de la fonction logarithme sur ]O , +oo[ est 
x f--> x ln(x) - x. En déduire l 'expression de </> puis retrouver l 'expression 
de </>' obtenue à la question précédente . 

18.3.3 Liste des primitives usuelles 

Des ouvrages entiers ont pour seul but de fournir des tables de primitives. 
On pourra consulter par exemple le fameux ouvrage de I .S . Gradshteyn et 
LM. Ryzhik intitulé Table of Integrals, Series and Productsc26J . 
Le logiciel de calcul formel MAPLE permet également d 'obtenir les primitives 
d 'un grand nombre de fonctions grâce à la commande int. 

> int(sqrt(1-x-2),x) ; 

1 ;;---;; 1 2 x y 1 - x2 + "2 arcsin ( x) 
Ce calcul est effectué page 914 . On interprétera toutefois avec prudence les 
résultats retournés par MAPLE : 
> int(x-2*exp(x-2),x) ; 

1 2 1 2 xex + 4 i.J7ferf (ix) 

Nous présentons dans ce qui suit une liste des primitives les plus courantes . On 
vérifiera aisément les résultats énoncés en dérivant la fonction primitive propo
sée. Signalons que l 'on se contente d 'indiquer une primitive , i.e. la constante 
est omise. La première liste que nous donnons contient les primitives usuelles 
qu'il est indispensable de connaître . La seconde liste, intitulée primitives utiles 
regroupe les primitives de quelques fonctions fréquemment rencontrées dans les 
calculs . 
<26> 

La septiè me édition éditée par A .  Jeffrey and D .  Zwillinger est parue en 2007 (Academic 
Press , New York) . 
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Liste des primitives usuelles : 

fonction 

e°'x a E �* 

ln(x) 

cos(x) 
sin(x) 
tan(x) 
ch(x) 
sh(x) 
th(x) 

1 -
X 

xn n E N  

1 
n E N* \ { 1 }  -

xn 

x°' a E � \ Z  

1 --
1 + x2 

1 
v'l - x2 

1 
v'l + x2 

1 
vX2=1 

1 --
1 - x2 

primitive 

l e°'x °' 
x ln(x) - x  

sin(x) 
- cos(x) 

- ln( I  cos(x ) 1 ) 
sh(x) 
ch(x) 

ln(ch(x) ) 

ln( l x l )  

1 n+ l -- x  
n + l 

1 1 --- --
n - 1 xn- l 

1 a+l -- x 
a + l  

arctan(x) 

arcsin(x) 
ou - arccos(x) 

argsh(x) 

argch(x) 

- argch( l x l )  

� l n ( J � � � 1 ) 

domaine de validité 

� 

]0 , +oo[ 

� 

� 

] - � + mr, � + mr[ , n E Z 

� 

� 

� 

] - oo, O [  ou J O ,  +oo[ 

� 

] - oo, O [  ou J O ,  +oo[ 

]0 , +oo[ 

� 

] - 1 , 1 [  

� 

] 1 , +oo[ 

] - oo, - 1 [  

] - oo, - 1 [  

ou ] - 1 ,  1 [  ou ] 1 ,  +oo[ 

91 1  
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Liste de primitives utiles : 

fonction 

1 --
cos (x) 

1 --
sin(x) 

cotan(x) 

1 
ch(x) 
1 

sh(x) 
coth(x) 

1 
cos2 (x) 

1 
sin2 (x) 

1 
ch2 (x) 

1 
sh2 (x) 

primitive 

ln ( l tan ( �x  + % ) 1 ) 
ln ( l tan( �x) I ) 
ln ( l sin(x) I ) 

2 arctan( ex ) 

ln ( 1  th ( �X) 1 )  

ln ( l sh(x ) I ) 

tan(x) 

- cotan(x) 

th(x) 

- coth(x) 

domaine de validité 

J - � + mr, � + mr [, n E Z 

Jmr,  (n + l )7r [ , n E Z 

]n7r, (n + 1 )7r [ ,  n E Z 

� 

�* 

�* 

J - � + n1f, � + n1f[, n E Z 

]n7r,  (n + 1 )7r[ ,  n E Z 

� 

�· 

Remarque On est fréquemment amené à chercher les primitives d'une fonc
tion f donnée . Il s 'agit de déterminer des intervalles aussi grands que possible 
sur chacun desquels f admet une primitive et , pour chacun de ces intervalles, de 
trouver une expression aussi simple que possible de ces primitives . On prendra 
garde que l 'on peut avoir 

j f (t) dt = G(t) + c avec c E � 

sur plusieurs intervalles sans pour autant que la relation soit vraie sur la réunion 
de ces intervalles . Des précautions sont à prendre car la constante c est liée à 
l 'intervalle sur lequel G est dérivable. Ainsi l 'écriture J � dx = ln ( l x l )  + c 
signifie que : 
- sur �+ les primitives de x r---+ 1 / x sont les fonctions x r---+ ln( x) + c1 où c1 

est une constante ; 
- sur R'._ les primitives de x r---+ 1/x sont les fonctions x r---+ ln(-x) + c2 où c2 

est une constante ; 
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mais il n'y a pas de lien entre les 2 familles de primitives . On évitera d'écrire 
quec27l sur JR* les primitives de x f---7 l/x sont les fonctions x f---7 ln( lx l ) + c et 
on se gardera d 'en conclure que 

r i 1 
J_ i ;; dx = (ln ( l l l ) + c) - (ln ( I  - 1 1 ) + c) = O 

puisque la fonction x f---7 l /x n 'est pas Riemann-intégrable sur [- 1 ,  1 ] . 

18.3.4 Formule de primitivation par parties 

PROPOSITION 18.12 (Primitivation par parties) 
Étant données deux applications u et V de classe ci sur un intervalle I, on a 
la relation suivante sur I 

J u'(x) x v (x) dx = u(x) x v (x) - J u(x) x v' (x) dx. 

Démonstration Puisque u et V sont deux applications de classe ci sur I, 
l 'application f :  x E I f---7 u(x) x v(x) est dérivable sur I et 

J' (x) = u' (x) x v(x) + u(x) x v' (x) . 
On en déduit qu'une primitive sur I de la fonction x f---7 u' (x) xv (x)+u(x) x v' (x) 
est f = u x v. En d'autres termes, 

u(x) x v(x) = J (u' (x) x v (x) + u(x) x v' (x)) dx 
= j u' (x) x v (x) dx + j u(x) x v' (x) dx . 

La relation énoncée s 'en déduit de manière immédiate. D 

Remarque On sera vigilant à la signification de la formule énoncée dans 
la proposition 18 . 12 .  En effet , J u' (x) x v (x) dx désigne une primitive de la 
fonction x f---7 u'(x) x v(x) . La formule indique donc qu'une primitive de la 
fonction x f---7 u' (x) x v (x) est la somme de la fonction x f---7 u(x) x v(x) et d 'une 
primitive de la fonction x f---7 -u(x) x v' (x) . 
Exemples 

1 . Calculons une primitive sur lR de la fonction f : x f---7 x e-2x . Pour tout 
x E JR, on a f(x) = u' (x) v (x) où u' (x) = e-2x et v (x) = x. On considère 
donc les applications u : x E lR f---7 -�e-2x et v : x E lR f---7 x. La formule de 
primitivation par parties indique que 

J x e-2x dx = _ lx e-2x +j le-2x dx = _ lx e-2x _ le-2x = - l ( 1+ 2x) e-2x 2 2 2 4 4 . 

(27) p d ' ' c . ' . 1 . ' t "  d 1 /  h d ar commo 1te, on pourra pano1s ecnre que es pnm1 ives e x ,_. x sur c acun es 
intervalles ] - oo, O [  et J O , +oo[  sont les fonctions x ,_. ln( J x l )  + c. Cela constitue toujours 
un abus d 'écriture mais qui est peut-être moins source d 'erreurs . 
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Une primitive sur IR de la fonction f :  x 1--+ x e-2x est donc x 1--+ - -;Î ( I +2x) e-2x . 
2 .  Calculons une primitive de la fonction logarithme sur JO , +oo[ en utilisant 
la formule de primitivation par parties. On peut considérer la décomposition 
ln(x) = u' (x) x v(x) où u :  x E J0 , +00[ 1--+ x et v :  x E J0 , +00[ 1--+ ln(x) .  On a 
u' (x) v (x) = ln(x) et u(x) v' (x) = I et par conséquent 

J ln(x) dx = x ln(x) - J I  dx = x ln(x) - x . 

Une primitive de la fonction logarithme sur JO ,  +oo[ est donc x 1--+ x ln(x) - x .  

3 .  Calculons une primitive F de f : x 1--+ JI - x2 sur J - I ,  I [ . On peut 
considérer la décomposition f (x) = u' (x) x v (x) où u : x E J - I ,  I [  1--+ x et 
v : x E J - I ,  I [ 1--+ JI - x2 . On a v' ( x) = - ..;i"'._x2 et la formule de primitivation 
par parties indique que 

F(x) = j � dx = x � + j b dx . I - x2 
On a 

J x2 j I - I + x2 j I j 
� dx = � dx = � dx - � dx 

I - x2 I - x2 
= arcsin(x) - F(x) . 

On en déduit que 

F(x) = x � + arcsin(x) - F(x) 

ce qui indique que F(x) = �x JI - x2 + � arcsin(x) . Finalement, on a établi 
qu 'une primitive de la fonction f : x 1--+ � sur J - I ,  I [  est la fonction 
F :  x 1--+ �x JI - x2 + � arcsin(x) . 

I8.3.5 Formules de changement de variable pour une primitive 

PROPOSITION 18.13 (Première formule du changement de variable) 
Soient I et J deux intervalles de IR, </> une application de I dans J dérivable 
et f une application de J dans IR continue. Si F est une primitive de f sur J 
alors F o </> est une primitive de (! o </>) x </>' sur I .  On note 

J f(</>(x)) <f/ (x) dx = [/ f(t) dtL=q'>(x) 
et on dit que l 'on a effectué le changement de variable t = </>(x) . 

Démonstration L'application F, qui est une primitive de f sur J, est d'après 
la définition I8 .7 une application dérivable sur J de dérivée l'application f. 
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Puisque <P est dérivable sur 1,  l 'application F o <P est dérivable sur 1 et <281 

\lx E 1 (F(<P(x) ) ) ' = <P' (x) F' (<P(x) ) = <P' (x) J (<P(x) ) .  

D 'après la définition 18 .  7 ,  cette relation indique que F o </> est une primitive de 
(f o </J) x </J' sur l. D 

Exemples 

1. Calculons une primitive de g : x 1-7 x / v'l + x2 sur R On remarque que 

\lx E � X g(x) = .Jf+X2 1 ( 1  + x2 ) ' 
2 v'l + x2 '  

ce qui nous suggère d'avoir recours au changement de variable <P : x 1-7 1 +x2 en 
considérant l 'application f : t 1-7 20 . L'application <P est dérivable sur 1 = � 
à valeurs dans J = [ 1 ,  +oo[  et l 'application f est continue sur J. D 'après la 
proposition 18 . 13 ,  une primitive de g = (f o <P) x <P' sur � est donnée par 

J Œ dx = j � � dx = j J(<P(x) ) <P' (x) dx = [j f (t) dt] 
1 + X  1 + X  t=</>(x) 

= [f -
1 

dt] = [v't] = JI+;2. 2Vt t= l+x2 t= l+x2 

Une primitive sur � de g est donc G : x 1-7 v'l + x2 et toutes les primitives 
de g s 'en déduisent en ajoutant une constante à l 'expression de G. 
De manière formelle, on peut aussi présenter le calcul ainsi : posons t = 1 + x2 ; 
on a dt = 2x dx et 

J x dx = j � J_ dt = [v't] = \h + x2 . v'l + x2 2 y't t= l+x2 

2. Calculons une primitive de g :  x 1-7 1/  ch(x) sur R On a<291 
1 2 2ex 2 

ch(x) = eX + e-x = e2x + 1 
= 

(ex ) 2 + 1 
ex . 

Cette relation suggère d 'effectuer le changement de variable </> : x 1-7 ex et de 
considérer la fonction f : t 1-7 2 / ( t2 + 1 ) .  L'application <P est dérivable sur 1 = � 
à valeurs dans J = �t et f est continue sur J. D 'après la proposition 18 . 13 ,  
une primitive de g = (f o </>) x <P' sur � est donnée par 

J h
l
( ) dx = J ; ex dx = j J(<P(x) ) <P' (x) dx c x (ex ) + 1 

= [! f (t) dt t
=e"' 

= [ 2 arctan(t) L=e"' = 2 arctan( ex ) .  

(28) • • • 
V oir la propos1t10n 16 .7  p. 76 1 .  

<291 V oir l a  proposition 14 . 1 2  p .  676 . 
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Une primitive sur lR de g est donc G :  x f--> 2 arctan(ë ) et toutes les primitives 
de g s 'en déduisent en ajoutant une constante à l 'expression de G. 
De manière formelle , on peut aussi présenter le calcul de la manière suivante : 
posons t = ex ; on a dt = ex dx et 

J _l _ dx = J 2 ex dx = 2 f -1- dt ch(x) (e) 2 + 1 t2 + 1  
= 2 [arctan( t) L=e

x = 2 arctan( ex ) . 

EXERCICE 4 Calculer les primitives suivantes en utilisant le changement 
de variable proposé . 
1 - j tan(x) dx avec cjJ :  x f--> cos(x) . 

2 - J cos(x) sin2 (x) dx avec cjJ :  x f--> sin(x) . 

3 - J e;x dx avec cjJ : x f--> e2x . 
sh (x) 

On notera au travers des exemples précédents la façon dont est utilisée la pro
position 18 . 13 .  On essaie de faire apparaître la forme (f o cjJ) x c/J' , éventuellement 
par transformation de l 'expression de la fonction à l 'aide de formules usuelles , 
pour l 'expression de la fonction dont on cherche la primitive ce qui « suggère » 
le changement de variable t = cjJ(x) . Bien entendu une telle approche n'est pas 
toujours possible en pratique et on dispose d'une autre approche pour calculer 
une primitive par changement de variable qui est donnée dans la proposition 
suivante. L'idée est de se donner a priori une fonction de changement de va
riable , d'appliquer la formule de changement de variable, en espérant que la 
fonction obtenue se prête mieux au calcul d'une primitive (si ce n 'est pas le 
cas , le calcul n'aura servi à rien) . On effectue alors le changement de variable 
inverse pour obtenir une primitive de la fonction de départ . 

PROPOSITION 18.14 (Seconde formule du changement de variable) 
Soient I et J deux intervalles, cjJ une bijection de I dans J continue dont la 
bijection réciproque est continue de J dans I et f une application continue 
sur J. On suppose que cjJ est dérivable sur I et que c/J' ne s 'annule pas sur I. 
Si H est une primitive de (f o cjJ) x c/J' sur I alors H o  c/J- 1 est une primitive 
de f sur J. On note 

J f(t) dt = [! f(cjJ(x) ) ifJ' (x) dxL=q,- i (t) 

et on dit que l 'on a effectué le changement de variable x = c/J- 1 (t) . 

Démonstration L'application H, qui est la primitive de (f o cjJ) x q/ sur I, est 
d'après la définition 18 .7  dérivable sur J. Par ailleurs , puisque l 'application </>  
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est dérivable sur I et que q/ ne s'annule pas sur I, sa bijection réciproque <1>- 1 
, • ' (30 ) est denvable sur J, a valeurs dans I et 

't:/x E J 

L'application H o  <f>- 1 est donc dérivable sur J et <3 1 l pour tout x E J, 

Comme par hypothèse H est une primitive de (f o </>) x </>' sur I, on a 
H' = (f o </>) x </>' et par conséquent 

Finalement , on obtient pour tout x E J 

(H(</>- 1 (x)) ) ' = f(x) . 

D 'après la définition 18 .7 ,  cette relation indique que H o  <f>- 1 est une primitive 
de f sur J. D 

Remarque Étant donnés deux intervalles I et J, une application </> de I 
dans J qui est continue et bijective et dont la bijection réciproque est continue 
sur J est appelée un homéomorphisme de I dans J. Si de plus on impose 
que </> est dérivable sur I et que sa dérivée </>' ne s'annule pas sur I, alors 
d'après la proposition 14 .2 ,  page 659, la bijection réciproque <f>- 1 est elle même 
dérivable sur J. L'application </> est dans ce cas qualifiée de difféomorphisme. 
Les hypothèses de la seconde formule du changement de variable se résument 
donc en : </> est un difféomorphisme de I dans J et f est une application continue 
sur J. 
On peut expliquer la différence entre les deux formules du changement de va
riable de la façon suivante. Dans la première formule du changement de variable, 
on fait apparaître dans l'expression de la fonction à intégrer la quantité </>( x) . 
On détermine donc la primitive J f(<f>(x) ) <f>' (x) dx par le biais de la primitive 
J f (t) dt. Une fois la primitive de la fonction f reconnue ou calculée , il est facile 
d'obtenir l'expression de la primitive de départ par simple substitution de va
riable t = <f>(x) . La fonction de changement de variable </> n'a pas besoin d 'être 
une bijection . Dans la seconde formule du changement de variable, on cherche à 
transformer ex abrupto l 'expression de la primitive J f (t) dt par le changement 
de variable t = <f>(x) afin d'obtenir une primitive J f(<f>(x)) <f>' (x) dx plus simple 
à calculer . Cela nécessite , une fois ce calcul effectué, d 'exprimer le résultat en 
fonction de la variable t pour avoir l 'expression de la primitive J f (t) dt. On 
ne peut exprimer x en fonction de t que dans la mesure où </> est une bijection . 

<3o) V oir la proposition 14 .2  p. 659. 
(3 1 ) V oir la proposition 16.7 p .  76 1 .  
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La substitution de variable x = cp- 1 (t) permet d 'obtenir l 'expression cherchée. 
Mentionnons qu'il est parfois possible d'utiliser indifféremment l 'une ou l 'autre 
des deux formules du changement de variable pour calculer une primitive. On 
pourra considérer à ce sujet l 'exemple fourni pour le calcul d 'une primitive 
sur � de x r--+ 1 / ch(x) . 

Exemples 

1. Calculons une primitive sur J - 1 ,  1 [ de f : t r--+ t2 / � en considérant 
le changement de variable défini par l 'application cp :  x E J  - i ,  i [ r--+ sin(x) . 
L'application cp est continue sur J - i ,  i [ et bijective de J - i , i [ dans J - 1 ,  1 [ . Elle 
est dérivable sur J - i ,  i [ et sa dérivée qui est la fonction x r--+ cos (x) ne s'annule 
pas sur J - i , H La bijection réciproque cjJ- 1 : t E J - 1 , 1 [  r--+ arcsin(t) E J - i ,  � [ 
est continue sur J - 1 ,  1 [ . D'après la proposition 18 . 14 ,  une primitive de f sur 
J - 1 ,  1 [  est H o  cp- 1 où H est une primitive de h = (f o cp) x cp' sur J - i ,  H 
Pour tout x E J - i ,  i [ , on a 

h(x) = sin
2 (x) cos(x) = sin

2 (x) cos(x) = sin2 (x) J1 · 2 ( ) 1 cos(x) I - sm x 

car sur J - i ,  i [ la fonction cosinus est à valeurs positives . On a donc 

J j(t) dt = [! f (cp(x)) cp' (x) dxL=4>- ' (t ) 
= [! sin2 (x) dxL=arcsin (t) 

= [! � ( 1  - cos(2x) ) dx] = [�x - i sin(2x)] 
x=arcsin (t ) x=arcsin(t) 

= � arcsin(t) - i sin (2 arcsin(t ) ) = � arcsin(t) - � t�. 
Une primitive sur J - 1 ,  1 [  de f est donc t r--+ � arcsin(t) - �t�. 
Mentionnons qu'une autre manière de calculer une primitive de f consiste à 
écrire pour t E J - 1 ,  1 [, 

f (t) = 
1 - 1 + t2 = 1 - � � � y i� - 1 . 

Une primitive de t r--+ Ji�t2 est t r--+ arcsin(t) et on peut calculer une primi
tive de t r--+ � par un changement de variable comme cela est indiqué à 
l 'exercice 4 ou encore en utilisant une primitivation par parties comme cela a 
été fait page 914 .  

2 . Calculons une primitive sur � de f : t r--+ 1/ ch(t) en considérant le chan
gement de variable défini par l 'application cp : x E JO ,  +oo[ r--+ ln(x) .  L'applica
tion cp est continue sur J O ,  +oo[ et bijective de J O ,  +oo[ dans R Elle est dérivable 
sur J O ,  +oo[ et sa dérivée qui est la fonction x r--+ 1 /  x ne s'annule pas sur JO ,  +oo[. 
La bijection réciproque cp-1 : x E � r--+ ex est continue sur R En utilisant la 
seconde formule du changement de variable, on obtient 

[J f(cp(x)) c/J' (x) dx] = [j h(l\ ) )  � dx] · 
x=4>- ' (t) C Il X X x=e' 
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Or, ch(ln(x) ) = � (e ln (x ) + e- In (x ) ) = � (x + � ) = x��1 . On a donc 

/ ch
l
(t) dt = [/ � dx] = 2 [arctan(x)J = ' = 2 arctan (et ) . + X  x=e' x e 

Une primitive sur lR de t f---7 1/ ch (t) est donc t f---7 2 arctan( et ) .  
D e  manière formelle, on peut aussi présenter le calcul ainsi : soit u = et ; on a du = u' (t) dt = et dt = u dt et par conséquent dt = 1/u du. Ainsi , 

/ _l_ dt = / 2et dt = / � _!_  du = 2 / -1- du ch(t) (et ) 2 + 1 u2 + 1 u u2 + 1 
= 2 [arctan( u) L=e' = 2 arctan( et ) .  

EXERCICE 5 1 - En considérant le changement de variable <P :  x f---7 ln(x) , déterminer une 
primitive de f : t f---7 1/ sh(t) . 
2 - En considérant le changement de variable <P : x f---7 sin(x) , déterminer 
une primitive de f : t f---7 Jl - x2 . 

18.4 Résultats généraux sur l'intégrale de Riemann 

18.4.1 Intégration par parties 

THÉORÈME 18.1 (Formule d'intégration par parties) 
Soient u et V deux applications de classe C 1 sur un intervalle fermé borné 
d 'extrémités a et b . On a 

rb b rb 
la 

u(t) v'(t) dt = [u(t) v (t)L - la 
u' (t) v (t) dt. 

Démonstration Nous supposons que a < b ;  dans le cas où a > b un rai
sonnement identique peut être effectué en inversant les rôles de a et de b. 
La fonction F : x f---7 u(x) v(x) est une primitive sur [a , b] de la fonction 
f :  x f---7 u(x) v' (x) + u' (x) v(x) puisque F' = f. D'après la proposition 18 . 1 1 ,  
on a donc 

rb rb b 
la 

(u(t) v' (t) + u' (t) v (t) ) dt = la 
J(t) dt =  [F (t)L 

= [u(t) v (t)J : = u(b) v (b) - u(a) v (a) , 
lb b lb 

ce qui implique que u(t) v'(t) dt = [u(t) v (t)] - u' (t) v (t) dt. 
a a a 

D 



920 Résultats généraux sur l ' intégrale de Riemann 

Remarques 

1 .  Pour que la fonction g : x f-> u(x) v' (x) + u' (x) v (x) soit définie sur [a , b] , il 
suffit de supposer u et v dérivables sur [a, b] . Par contre, cette hypothèse n 'est 
pas suffisante pour être certain que le terme l: (u(t) v' (t) + u' (t) v(t ) ) dt soit 
toujours défini ; il faut supposer que g est Riemann-intégrable sur [a , b] . On a vu 
qu'il était souvent difficile dans le cas général de s'assurer qu'une fonction était 
Riemann intégrable, mais que toute fonction continue était Riemann-intégrable. 
En supposant u et v de classe ci sur [a, b] , on s'assure que g est continue sur 
[a, b] (en tant que produit et somme d'applications continues sur [a, b] ) et par 
conséquent qu'elle est Riemann-intégrable sur [a, b] . Bien entendu l 'hypothèse u 
et v de classe ci sur [a, b] est alors une condition suffisante pour que la formule 
d 'intégration par parties ait un sens. Il ne s'agit pas d 'une condition nécessaire . 
2 .  La formule d 'intégration par parties peut également être établie à partir de 
la formule de primitivation par parties par le biais de la proposition 18 . 1 1 .  

Cette formule constitue un moyen puissant de calculer des intégrales comme 
l 'illustrent les exemples suivants. 

Exemples 

1 .  Calculons l: arctan(t) dt où a et b sont deux réels tels que a < b. Considérons 
les applications u : t E [a , b] f-t arctan(t) et v : t E [a, b] f-t t. Les applications u 
et V sont de classe ci et pour tout t E [a, b] on a 

' (  ) 1 u t  - --- 1 + t2 et v' (t) = 1 .  

La formule d 'intégration par parties indique que 

lb b lb 
t arctan(t) dt = [t arctan(t)J - --2 dt a a a l + t  

= [t arctan(t)J : - [� ln( l + t2 ) J : 
1 ( 1 + a2 ) = b arctan(b) - a arctan(a) + 2 1n 

1 + b2 . 

2 .  Calculons I = l: cos (t) et dt où a et b sont deux réels avec a < b. Considérons 
les applications u : t E [a, b] f-> cos(t) et v : t E [a, b] f-> et . Les applications 
u et V sont de classe ci et u' : t E [a, b] f-t - sin(t) et v' : t E [a, b] f-t et . La 
formule d 'intégration par parties indique que 

lb b lb l =  cos(t) et dt = [cos(t) et] + sin(t) et dt. 
a a a 

Une seconde utilisation de la formule d 'intégration par parties , en considérant 
cette fois-ci les applications u : t E [a, b] f-t sin(t) et v : t E [a, b] f-t et permet 
d'établir que 

lb b lb b sin(t) et dt = [sin(t) et] - cos(t) et dt = [sin(t) et] - J. 
a a a a 
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On combinant les deux relations obtenues , on obtient 

I =  [cos (t) etJ :  + [sin (t) etJ : - I, 

ce qui permet d 'en déduire que 
1 [ ] b 1 [ ] b 1 1 

I = - cos (t) et + - sin (t) et = - (cos b + sin b) eb - - (cos a + sin a) ea . 2 a 2 a 2 2 

3 .  Considérons pour n E N* et x E IR l 'intégrale Jn (x) = J0x ( l  + t2 ) -n dt . Les 
applications u : t E IR !-+ (1 + t2 ) -n et V : t E IR !-+ t sont de classe C1 sur IR 
avec u' : t E IR 1-+ -2nt ( 1  + t2 ) -n- l  et v '  : t E IR 1-+ 1 .  La formule d 'intégration 
par partie indique que pour tout x E IR, on a 

Jn (x) = fox 
u(t) v' (t) dt = [u (t) v (t)J : - fox 

u' (t) v (t) dt 

[ t ] X r t2 = 
( 1  + t2 )n o 

+ 2n Jo ( 1  + t2 )n+l  dt . 

En considérant la décomposition t2 = ( 1  + t2 ) - 1 ,  on obtient 
x r 1 r 1 

Jn (x) = 
( 1  + x2 )n 

+ 2n Jo ( 1  + t2 )n 
dt - 2n Jo ( 1  + t2 )n+l  dt 

X 
( 2 ) 

+ 2nJn (x) - 2nJn+1 (x) . 
1 + X n 

On a donc établi que pour tout x E IR, la suite (Jn (x) )nEf\I vérifie la relation de 
récurrence 

X 2n - 1  
Jn+1 (x) = 2n( l + x2 )n 

+ � Jn (x) . 

Cette expression permet de calculer Jn (x) pour tout n E N* et tout x E IR par 
récurrence à partir de l 'expression de J1 (x) = arctan(x) . 

EXERCICE 6 Pour n E N  on pose In = J01 xnyT="X dx. 
1 - Calculer Io et li . 
2 - Montrer que pour tout n E N* , on a (3 + 2n)In = 2nin- l · 

18.4.2 Formule du changement de variable pour une intégrale 

THÉORÈME 18.2 (Changement de variable pour une intégrale) 
Soit <P une application de classe C1 sur l 'intervalle [a, b] et f une applica
tion continue sur l 'intervalle fermé borné <fJ( [a ,  b] ) ; on a 

1</>(b) lb f(t) dt= f(<fJ(y)) <P' (y) dy. 

</>(a) a 
On dit que l 'on effectue le changement de variable t = <fJ(y) . 
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Démonstration Commençons par remarquer que l 'application c/> étant conti
nue sur l 'intervalle fermé et borné [a, b] , l 'ensemble J = c/>( [a, b] ) qui est l 'image 
par une application continue d 'un intervalle fermé et borné, est un intervalle 
fermé et borné, voir le théorème 13 .4,  page 626. 
Comme f est continue sur l'intervalle J, d'après le corollaire 18 .2 ,  elle admet 
une primitive F sur J. De plus , puisque f est continue sur l 'intervalle fermé 
borné J, elle est Riemann-intégrable sur J et comme cj>(a) et cj>(b) appartiennent 
à J, la proposition 18 . 1 1  indique que 

1</>(b) f(t) dt = F(cj>(b) ) - F(cj>(a)) . 
<f>(a) 

Comme c/> est dérivable sur [a, b] et que f est continue sur J = c/>( [a, b] ) ,  la pre
mière formule du changement de variable pour une primitive (proposition 18. 13) 
indique que Foc/> est une primitive sur [a, b] de h = (f ocj>) x cj>' . De plus , puisque cj> 
est de classe C1 sur [a, b] et que f est continue sur J = c/>( [a, b] ) ,  l 'application h 
est continue sur [a, b] et par conséquent elle est Riemann-intégrable sur [a, b] .  
La  proposition 18 . 1 1  indique que l 'on a 

lb b a 
f(cj>(y) )  c/>' (y) dy = [F(cj>(y) )] a = F(cj>(b) ) - F(c/>(a) ) .  

Par transitivité, o n  en conclut que 

1</>(b) f(t) dt = lb f(cj>(y) ) cj>' (y) dy . 
<f>(a) a 

Le théorème est démontré. D 

La formule du changement de variable est un outil puissant pour le calcul 
d 'intégrales. Cette formule peut être utilisée « dans les deux sens » .  

- On souhaite calculer l: g (y) dy et  on remarque que g(y) = f(c/>(y) ) c/>' (y) 
sur l 'intervalle [a, b] . Le changement de variable t = cj>(y) consiste alors à 
calculer l:(�] f (t) dt. 

- On souhaite calculer l: f(t) dt. Le changement de variable t = cj>(y) (où <P 
est une fonction donnée ou à déterminer) consiste alors à trouver deux réels 
a, b tels que a = cj>(a) et /3 = c/>(b) puis à calculer l: f(cj>(y) )  c/>' (y) dy. 

Il n 'y a donc pas de seconde formule du changement de variable pour une 
intégrale. 

Exemples 

r l 1 
1 .  Calculons Jo ch(y) dy. D 'après la définition de la fonction cosinus hyper-
bolique, 

\iy E lR 
1 2 

ch(y) eY + e-Y 
2 eY 

e2Y + 1 
2eY 
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et cette expression nous suggère d'avoir recours au changement de variable 
</J : y E [0, 1 j 1----+ eY . L'application </J est de classe Ci sur [0, 1 j et la fonction 
f :  t 1----+ t2�i est continue sur </J( [ü, l ] )  = [ l , e] .  La formule du changement de 
variable nous indique que 

[1 h
l
( ) dy = [1 J (</J(y) )  </J' (y) dy = 1

.p( i ) 
j(t) dt = 2 /

e -1 
l 

2 dt lo c Y Jo .p(o) i + t 

= 2 [ arctan(t) J :  = 2 arctan(e) - � .  

De manière formelle, on peut aussi présenter le calcul ainsi : en posant t = eY , 
on a dt = t' (y) dy = eY dy et t (O) = 1 ,  t ( l )  = e ;  on en déduit que 

l i 1 l i 2 J
e 1 -- dy = eY dy = 2 -- dv o ch(y) 0 (eY ) 2 + 1  i v2 + 1  

= 2 [arctan( v) J : = 2 arctan( e) - � .  

On prendra garde en adoptant ce formalisme à ne pas oublier de modifier les 
bornes de l 'intégrale exprimée avec la nouvelle variable. 

e2 
2. Calculons l 'intégrale 1 = 1 t l�(t) dt en considérant le changement de 
variable t = eY . Introduisons les applications 

2 1 f :  t E [e, e J f-----t t ln(t) et <P : y E [ l ,  2] f-----t eY E [e, e2 ] 

de sorte que I = J�W j(t) dt. L'application <jJ est de classe ci sur [ 1 ,  2] et f est 
continue sur <jJ( [ l ,  2] ) = [e, e2 ] car la fonction t 1----+ t ln(t) est continue sur [e , e2 ] 
et ne s 'annule pas sur cet intervalle. En utilisant la formule de changement de 
variable, on obtient 

1e2 1 1if>(2) f 2 f 2 1 -1 ( ) dt = j(t) dt = j(rp(y) )  rp' (y) dy = l ( ) eY dy 
e t n t .p( i ) i i eY n eY 

!2 1 2 = i y dy = [1n(y)L = ln(2) . 

De manière formelle, on peut aussi présenter le calcul de la manière suivante : 
posons t = eY ; on a dt = t' (y) dy = eY dy et t ( l )  = e, t(2) = e2 . D 'où 

1e2 
_l _ dt - J2 

1
1
( ) e

Y dy = f2 � dy = [1n(y)J 2 = ln(2 ) .  
e t ln(t) 

- i eY n eY Ji y i 
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Remarque Dans la formule du changement de variable énoncée au théo
rème 18 .2 ,  il n 'est pas nécessaire que l 'application </> soit une bijection. Par 
contre, il faut s'assurer que l 'application est bien définie et continue sur l 'inter
valle </> ( [a, b] ) .  D 'autre part, on notera que l'intervalle </> ( [a, b] ) n 'est pas néces
sairement l 'intervalle [</>(a) , </>(b)] (c'est le cas par exemple si </> est croissante) . 
Enfin, il arrive souvent que dans l 'expression de la fonction dont on souhaite 
calculer une intégrale à l 'aide d 'un changement de variable, le terme <f>' (y) n'ap
paraisse pas explicitement . Il convient alors de l 'intercaler (en multipliant et en 
divisant l 'expression par </>' (y) )  après s 'être assuré que </>' ne s 'annule pas sur 
l 'intervalle d 'intégration . Les exemples suivants viennent éclairer ces différentes 
remarques . 

Exemples 

1 .  On vérifie aisément qu 'une primitive sur [- 1 ,  1 ] de la fonction g :  x f-t 4�x 
est la fonction x f-7 - ln( 4 - x). On a donc 

li 1 1 l = 
- i 4 - t  dt = [- ln(4 - t)] _ i 

= ln (5/3) . 

On peut également calculer cette intégrale en considérant le changement de 
variable défini par la fonction </> : x f-t 4 - x . On a g(x) = l f</>(x) ce que l 'on 
peut encore écrire, en multipliant et en divisant l 'expression par <f>' (x) , 

g (x) = </>tx) (<t>' (x) </>' tx) ) = - </>tx) </>' (x) = J (<f>(x) ) </>' (x) 

où f est la fonction x f-t -1/x .  On a </> (-1 )  = 5 et </> ( 1 )  = 3 et </> est de 
classe c i sur [- 1 ,  l ] .  Par ailleurs, la fonction f est continue sur l ' intervalle 
</> ( [- 1 ,  1 ] )  = [3 , 5] . En utilisant la formule du changement de variable , on obtient 

li 1.p( i ) 13 1 
I = f(</>(y) )  </>' (y) dy = f(t) dt = - - dt 

- 1  4>(- 1 ) 5 t 

= - [ln(t)J : = ln (5/3) 

ce qui est conforme au résultat attendu . Toujours dans le but de calculer la 
valeur de I, considérons maintenant le changement de variable défini par la 
fonction 'If; : X f-t 4 - x2 . On a 'I/;( V3) = 1 et 'l/; (-J5) = - 1  et 'If; est de classe ci 
sur [-J5, .J3] . En utilisant la formule du changement de variable on obtient, 

1,P(v'3) 1v'3 1v'3 2 I = g (t) dt = g ('l/; (y) ) 'l/;' (y) dy = - - dy. 

"1
( 
-

-./5) 

--15 --15 y 

Malheureusement cette dernière expression n'a pas de sens car la fonction 
x f-t -2/x n'est pas intégrable sur [-J5, v'3] .  Cette erreur est survenue en 
raison d'une utilisation abusive de la formule du changement de variable. La 
fonction g n 'est pas continue sur l 'intervalle fermé borné 'l/;( [-J5, v'3] )  = [- 1 ,  4] 
car elle est non bornée en 4. En étudiant la fonction 'If; on se convaincra que 
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7/!( [-/5, J3] ) =1- [7/! (-/5) ,  7/J(  J3)] et en relisant l 'énoncé du théorème 18 .2 on 
prendra garde que la continuité de g doit porter sur l 'intervalle 7/J ( [- /5, J3] ) 
et non pas seulement sur [7/! (-/5) ,  7/J(  J3)] . 
2. Considérons le changement de variable défini par la fonction cf> :  x f--7 sin(x) 
pour calculer l 'intégrale 

On a ef>(O) = 0, cf>( � )  = 1 et la fonction cf> est de classe ci sur [O, H Par ailleurs 
la fonction f : x f--7 Vf=X2 est continue sur l ' intervalle ef>( [O ,  � ] )  = [O, l ] .  En 
utilisant la formule du changement de variable, on obtient 

�( � ) � � 1 = 1 /1=t2 dt = r f(ef>(y) )  <P' (y) dy = r J1 - sin2 (y) cos(y) dy .  �(o) Jo Jo 
On a 

J1 - sin2 (y) = )cos2 (y) = 1 cos(y) I  

et puisque la fonction cosinus est positive sur l 'intervalle [O , � ] ,  on obtient 

1 = 1� cos2 (y) dy = � 1 � ( cos(2y) + 1 ) dy = [� sin(2y) + �YJ : 
Ici la fonction cf> définit une bijection de [O, � ] dans [O , 1] mais il ne s 'agit 
nullement d 'une condition nécessaire pour appliquer la formule du changement 
de variable . Considérons la fonction cf> sur l 'intervalle [O, �n] .  On a ef>(O) = 0 et 
ef>( �n) = 1 ,  la fonction cf> est de classe ci sur [O, �n] et on a ef>( [O ,  �n] )  = [- 1 ,  1 ] .  
Comme la  fonction f est continue sur [- 1 ,  1 ] ,  on  peut appliquer l a  formule du 
changement de variable et on obtient 

1 = r�< �7rl /1=t2 dt = f �'lr f(ef>(y) )  <P' (y) dy = f �'lr 1 cos(y) I  cos(y) dy . J�(o) Jo Jo 
Contrairement au cas précédent , la fonction cosinus n 'est pas positive sur tout 
l 'intervalle [O, �n] .  En utilisant la relation de Chasles , on obtient 

1L � � 2 n  
1 = la 2 cos2 (y) dy - l2 cos2 (y) dy + h: cos2 (y) dy 

2 2 
1L � 'Tr Q 1r  

= [ � sin(2y) + �YJ ; - [ � sin(2y) + �yJ : + [ � sin(2y) + h] :7r 2 2 
7f 7f = - - n + n = - . 
4 4 

On retrouve le résultat obtenu en utilisant le changement de variable précédent . 
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PROPOSITION 18.15 

)< Soit f une application continue sur [-a, a] . 

- Si f est paire alors l
a 

f (t) dt = 2 t f (t) dt. -a Jo 
- Si f est impaire alors l: f (t) dt = O .  

)< Soit f une application continue sur fi?., périodique, de période T .  Pour tout 
(a, {3) E ffi?.2 , on a 

1{3+T 1{3 f (t) dt= f(t) dt . 
a+T a 

Démonstration � D'après la relation de Chasles , on a 

l: J(t) dt = J: J(t) dt + 1a 
J(t) dt. 

En utilisant la formule du changement de variable avec <P : x E [a, b] f--+ -x, la 
. ' . , 1 d . t (32) prem1ere mtegra e ev1en 

10 1cf>(O) 10 l
a 

f (t) dt= f(t) dt = f (<f;(x)) <P' (x) dx = f(-x) dx . -a cf>(a) a 
0 On en déduit que si f est paire alors pour tout x E [ü , a] on a f(-x) = f(x) et 

l: f (t) dt = loa J (t) dt + 1a 
J (t) dt = 2 foa 

J (t) dt. 

Si f est impaire alors pour tout x E [ü , a] on a f(-x) = -f(x) et on obtient f�a f (x) dx = O. La première partie de la proposition est démontrée . 

� En utilisant la formule du changement de variable avec <P : x E [a, b] f--+ x+ T, 
on obtient 

1{3+T 1cf>({3) 1{3 1{3 f (t) dt = f(t) dt = f (<f;(x)) <P' (x) dx = f(T + x) dx. a
+T cf>(a) a a 

Comme f est périodique de période T, pour tout x E fi?. on a f(x + T) = f(x) 
, (32) J.

{3 
J.
{3 

. 1 et par consequent °' f(T + x) dx = °' f(x) dx . La seconde partie de a 
proposition est démontrée. D 

(32) On rappelle que la variable d' intégration est une variable muette et ici l 'utilisation des 
deux variables d 'intégration x et t n'a pour but que de mettre en évidence le changement 

de variable effectué. 
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18.4.3 Sommes de Riemann 

D ÉFINITION 18 .S  Soient f une application continue sur l 'intervalle [a, b] et 
a =  (xi ) iE {O , . . . ,n} une subdivision de [a, b] . Pour tout i E {O,  . . . , n - 1} ,  on dé
signe par (i un élément de l 'intervalle [xi , Xi+ 1 ] et on note ( = ( (i ) iE { D , . . . ,n- l} .  
On appelle somme de Riemann associée à f, a et ( le réel 

n- l  
s,,,ç (f) = l::)xi+ i - xi ) f((i ) · 

i=O 

Remarque La somme de Riemann S,,,ç (f) est l 'intégrale de la fonction en 
escalier <P définie par <P(x) = f ( (i ) pour x E ] xi , Xi+ i [ et i E {O ,  . . . , n - 1} ,  voir 
la figure 7. 

a = x0 

Fig. 7 Interprétation géométrique de la somme de Riemann Sa,( (!). 

Un cas particulier important concernant les sommes de Riemann est celui où 
la subdivision a = (xi ) iE {D , . . . ,n} de l 'intervalle [a, b] est une subdivision uni-

(33) . 
forme et où ( = (xi ) iE {O, .  . . ,n- l} · On a dans ce cas Xi = a +  * (b - a) pour 
tout i E {O, . . . , n} et la somme de Riemann associée à f, a et ( s 'écrit 

b - a n- l  . 
Sn = ----:;;- L f (a + * (b - a) ) . 

i=O 
Il s 'agit de l 'intégrale de la fonction en escalier 'l/Jn définie par 'l/Jn (x) = f(xi ) 
pour x E [xi , xi+ i [ et i E {O ,  . . .  , n - 1 } .  Le théorème suivant indique que la 
suite (Sn)n converge et que sa limite coïncide avec l 'intégrale de f. 

(33) Voir p. 888 la définition de subdivision uniforme. 
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THÉORÈME 18 .3  Soit f une application continue sur [a, b] . On a 

n- l  b 
lim b - a 

L f (a + ; (b - a) ) = 1 f(t) dt . n-->+oo n i=O a 

Démonstration Pour montrer que la suite (Sn )n de terme général 
Sn = b-;,_a 2=�:01 f (a + � (b - a) ) converge et a pour limite f = J: J(x) dx, 

(34) montrons que 

Vc E lR.'f- 3N E N  Vn E N  (n � N  ====} I Sn - f l :::;; c) . (6) 

Notons x�n) = a + � (b - a) pour i E {O ,  . . . , n}. Nous avons vu que pour tout 
n E N, le terme Sn correspond à la somme de Riemann associée à la subdivision 
uniforme a =  (x�n) ) iE {O , . .  . ,n} de l 'intervalle [a, b] de pas h(n) = � (b - a) avec 
( = (x�n) ) iE {O , . . . ,n- 1 } · On a 

(n ) 
1��� 1 f (x�n) ) dx = (x��)l - x�n) ) f (x�n) ) = h(n) f (x�n) ) 

d'où 

Par ailleurs , d 'après la relation de Chasles , on a 

On en déduit que 

b n- 1 (n ) 
e = j J(x) dx = L: t�+ ' J(x) dx . 

a i=O lx� ) 

Considérons un réel c strictement positif. Comme f est continue sur l 'intervalle 
fermé et borné [a, b] , d'après le théorème de Heine<35> elle est uniformément 

. [ b] . . l " (36 ) contmue sur a, , ce qm imp ique que 

317 E JR.'f- V(x, y) E [a, b] 2 ( l x - Y I  :::;:; 1J ====} l f (x) - f (y) I :::;:; b � J · (8) 

<34 > Voir la définition 5 . 1  p .  172 .  
<35 > Voir le théorème 13 .5  p .  628.  
<36> Voir la définition 13 .  7 p .  627 ; on prend dans cette définition en l ieu et place du réel e, le 

réel b�a t: .  
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Soit N = E( b�a )  + 1 ; pour tout n E N avec n � N ,  on a h(n) = � (b - a) � 77,  
et par conséquent 

w [ (n) (n) J vX E Xi , xi+ l 

La relation (7) indique que l 'on a donc 
n-l x (n) n- l """"" 1 i+I  f; f; """"" ( ) ISn - l' i � L., (n) b - a dx = b - a L., h n = € . i=O xi i=O 

On a ainsi démontré que pour tout E: E R+ , il existe un entier N, qui vaut 
N = E( b�a )  + 1 où 77 est défini par la relation (8) , tel que pour tout n � N 
on a ISn - l' i � E:. L'assertion (6) est établie et le théorème est démontré. D 

Remarque La démonstration du théorème 18 .3 a besoin d 'être très peu amé
nagée pour établir que quel que soit le choix des réels ( = ((i ) iE {O , . . . ,n- l } la 
somme de Riemann Sn = � (b - a) 2=�:01 f ((i ) ,  associée à la subdivision uni
forme CJ = (xi ) iE {O , . .. ,n} de l 'intervalle [a, b] , converge vers J: f (x) dx . 

Application des sommes de Riemann à l'étude des suites numériques 

En considérant l 'intervalle [ü , 1 ] ,  le théorème 18 .3 indique que quelle que soit 
la fonction f continue sur [ü , 1 ] , la suite (Sn )n de terme général 

converge vers f01 f(t) dt . 

l n- 1 
. Sn = - L f (i/n) n i=O 

Exemple Déterminons la limite de la suite (un)n dont le terme général est 
Un = L�=O i�n . Pour tout n E N* , on a 

1 n 1 1 n 
Un = - z= -. - = - L f(i/n) n .  .!. + 1 n .  i=O n i=O 

où f :  x E [ü , 1 ] f-4 x!i est une application continue. D 'après le théorème 18 .3 , 
on peut affirmer que la suite ( un)n converge et a pour limite 

11 
1 1 e = -- dx = [ 1n ( l + x) ] = ln(2) . 0 1 + X O 

Application des sommes de Riemann à la quadrature numérique 

Dans la pratique, il y a énormément de fonctions dont on ne connaît pas de 
primitives (ces primitives ne s 'exprimant pas à l 'aide des fonctions usuelles) 
ou pour lesquelles le calcul de la primitive est extrêmement compliqué. Cela 
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signifie que le calcul d 'une intégrale n 'est pas toujours possible <37> . Il est alors 
intéressant de disposer de méthodes permettant d 'obtenir une valeur numérique 
approchée d'une telle intégrale, à défaut de disposer de la valeur exacte . 
Les sommes de Riemann fournissent un moyen de calculer la valeur appro
chée de l 'intégrale d'une fonction continue f sur un intervalle [a,  b] . D'après le 
théorème 18 .3 ,  on a 

b - a n- 1 . 

lb l im - '"' f (a + 1. (b - a) ) = f (t) dt, n-->+oo n L.....; n i=O a 

et on peut s 'attendre à ce que pour n choisi suffisamment grand le réel 
Sn = � (b - a) 2=�:01 f(a + * (b - a)) soit une assez bonne approximation de la 
valeur de J: f (x) dx. C 'est effectivement le cas comme l 'illustre le programme 
MAPLE suivant qui calcule une valeur approchée de foi sin(x) dx à l 'aide des 
sommes de Riemann Sn . On affiche pour des valeurs de n croissantes, la valeur 
de la somme de Riemann Sn ainsi que l 'erreur commise (la valeur exacte de 
l 'intégrale est 1 - )2-) .  
> f:= x->sin(x) :  a:=O: b:=Pi/4: # Données 
> Iex:=evalf(int(f(x) ,x=a . .  b) ) ;  # Valeur exacte 

!ex := 0 . 2928932190 
> Sn:= n->(b-a) /n*sum(f(a+i*(b- a) /n) ,i=O . .  n-1) : # 
> for n from 10 to 100 by 10 do 

Somme 

printf(" n  = %3g 1 Sn = % . 6f 1 erreur = % . 6E \n", 
n,evalf(Sn(n) ) ,  evalf ( abs ( I ex-Sn(n) ) ) ) ; 

od ; 
n = 10 Sn 0 . 264975 erreur 2 . 791859E-02 
n = 20 Sn 0 . 278972 erreur 1 . 392165E-02 
n = 30 Sn 0 . 283620 erreur 9 . 272735E-03 
n = 40 Sn 0 . 285942 erreur 6 . 951415E-03 
n = 50 Sn 0 . 287334 erreur 5 . 559626E-03 
n = 60 Sn 0 . 288261 erreur 4 . 632185E-03 
n = 70 Sn 0 . 288923 erreur 3 . 969933E-03 
n = 80 Sn 0 . 289420 erreur 3 . 473355E-03 
n = 90 Sn 0 . 289806 erreur 3 . 087194E-03 
n = 100 Sn 0 .  290115 erreur 2 . 778307E-03 

de Riemann 

On peut être un peu frustré à la lecture de ces résultats. La convergence de 
la suite (Sn)n ne semble pas très rapide. De plus , en pratique, si l 'on souhaite 
calculer une valeur approchée d 'une intégrale c 'est que la valeur exacte n'est 
pas disponible . Se pose alors la question de savoir quelle valeur de n va fournir 

<37> Signalons que le calcul d 'une primitive n 'est qu'une des méthodes de calcul d 'une inté
grale , mais que l 'on peut calculer certaines intégrales pour des fonctions n'ayant pas de 
primitives s'exprimant à l 'aide des fonctions usuelles . L'exemple classique est la fonction 

x ,_. e-x
2 12 dont la primitive ne s'exprime pas à l 'aide des fonctions usuelles mais dont 

on peut donner la valeur exacte de certaines de ses intégrales . 
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une valeur approchée Sn de l 'intégrale avec la certitude d'avoir la précision 
souhaitée . Un peu d'analyse mathématique va nous permettre de répondre à 
cette question. L'erreur qui est commise en prenant Sn pour valeur approchée 
de J: f(x) dx vaut 

En = l sn - lb f(x) dx l . 
Reprenant la relation (7) de la démonstration du théorème 18 .3 ,  on obtient la 
majoration 

où Xi = a +  � (b - a) .  Nous allons supposer que l 'application f est dérivable sur 
l 'intervalle [a, b] ; le théorème des accroissements finis <38l appliqué à l 'applica
tion f sur l 'intervalle [xi , x] pour x E [xi , xi+ 1 J fixé, indique l 'existence d 'un réel 
Ci E ]xi , x [ tel que 

l f (xi ) - f(x) I = (x - Xi ) lf' (ci ) I  :::;; M1 (x - Xi ) 
où  M1 = supxE [a , b] l f' (x) I . On obtient donc 

En :::;; M1 I: 1x;+ i (x - Xi ) dx = M1 I: [ � (x - Xi )2 J x;+ i 
i=O Xi i=O X1 

= M1 I: Hxi+l - xi) 2 = M1 I: 2
�2 (b - a) 2 = Mi (�: a) 2 

i=O i=O 
L'erreur commise en approchant J: f (x) dx par Sn est donc majorée par 
µn = Mi �:a)2 • Si l 'on souhaite que l 'erreur soit inférieure à une valeur c 
fixée, il faut choisir n tel que 

où M1 (b - a) 2 
17e = __ 2_c __ 

Reprenons le calcul d'une valeur approchée de foi sin(x) dx à l 'aide des sommes 
de Riemann Sn . On a b - a =  % et M1 = 1 car la dérivée de la fonction sinus 
qui est la fonction cosinus est bornée par 1 .  Pour que l 'erreur soit inférieure 
à 10-3 , il faut d'après notre étude que n � 309. Bien entendu, le réel µn n 'est 
qu 'un majorant de l 'erreur et il est possible et même vraisemblable que l 'on 
ait atteint une valeur approchée à la précision souhaitée pour des valeurs de 
l'indice n de la somme de Riemann plus petit que 7]0 • Illustrons ce propos avec 
MAPLE. 

> n:=309: 
> printf("n = %3g 1 Sn = %6 . 6f 1 erreur = %6 . 6E \n", 

n,evalf(Sn(n)), evalf(abs(Iex-Sn(n)))) ; 
n = 309 1 Sn = 0 . 291994 1 erreur = 8 . 987992E-04 

(38) Voir le théorème 16 .2  p. 769 . 
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Pour n = 309, l 'erreur commise est bien inférieure à la précision de 10-3 . En 
fait , cette précision est atteinte pour des valeurs de n plus petites puisque 
n = 278 1 Sn = 0 . 291894 1 erreur = 9 . 990443E-04 

La méthode que nous venons de décrire est une méthode d 'intégration très 
connue qui porte le nom de méthode des rectangles à gauche. La méthode des 
rectangles à droite consiste, pour une subdivision uniforme <Y =  (xi ) iE {O , . . . ,n} de 
l 'intervalle [a, b] à considérer la somme de Riemann pour ( = (xH1 ) i=O , . . .  , n - l ·  
Elle possède les mêmes caractéristiques que la méthode des rectangles à gauche 
que nous venons d'étudier . Une autre méthode d 'intégration numérique bien 
connue est la méthode du point milieu qui consiste à prendre (i = � (xi+ l + xi) 
c 'est-à-dire le milieu de l 'intervalle [Xi , Xi+ 1 ] . 

Xi- l Xi 

Fig. 8 Principe de la méthode des rectangles à gauche, de la 
méthode des rectangles à droite et de la méthode du point milieu. 

Reprenons notre exemple page 930 du calcul d 'une valeur approchée de l 'in
tégrale j01I sin (x) dx à l 'aide cette fois-ci des sommes de Riemann Sn corres
pondant à la formule de quadrature du point milieu, c 'est-à-dire à l 'aide des 
sommes de Riemann pour ( = ((i ) i=O , . . .  ,n- 1 où (i = � (Xi+I + Xi ) · 
> Sn : =  n-> (b-a)/n*sum(f(a+(i+1/2)*(b-a)/n),i=O . .  n-1) : 
> for n from 10 to 100 by 10 do 

printf( "n = %3g 1 Sn = % . 8f 1 erreur = % . 6E \n", 
n,evalf(Sn(n)), evalf(abs(Iex-Sn(n)))) ; 

od ; 
n = 10 Sn 0 . 29296851 erreur 7 . 529320E-05 
n = 20 Sn 0 . 29291204 erreur 1 . 882060E-05 
n = 30 Sn 0 . 29290158 erreur 8 . 364400E-06 
n = 40 Sn = 0 . 29289792 erreur 4 . 704900E-06 
n = 50 Sn 0 . 29289623 erreur 3 .  011100E-06 
n = 60 Sn 0 . 29289531 erreur 2 . 090800E-06 
n = 70 Sn 0 . 29289476 erreur 1 . 536400E-06 
n = 80 Sn 0 . 29289440 erreur 1 . 176100E-06 
n = 90 Sn 0 . 29289415 erreur 9 . 296000E-07 
n = 100 Sn = 0 . 29289397 erreur 7 . 525000E-07 

En comparant ces valeurs à celles de la page 930 correspondant à la méthode 
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des rectangles à gauche, on observe la bien meilleure qualité de l 'approxima
tion fournie par la méthode du point milieu . L'analyse mathématique va nous 
permettre d 'en comprendre la raison. L 'erreur qui est commise en prenant la 
somme de Riemann Sn correspondant à la formule du point milieu pour valeur 
approchée de l: f(x) dx vaut En = I Sn - l: f(x) dx l . Reprenant le raisonne
ment de la démonstration du théorème 18 .3 ,  on aboutit à 

En = / � 1
xi+ t (f ((i ) - f(x)) dx / 

i=O Xi 
où Xi = a + * (b - a) et (i = ! (xi+ 1 + xi ) · Supposant l 'application f deux fois 
dérivable sur l'intervalle [a, b] , la formule de Taylor-Lagrange <39 l indique qu'il 
existe un réel c; compris entre x et (i tel que 

f (x) = f((i ) + (x - (i ) J' ((i ) + ! (x - (i ) 2 J" (ci ) · 
On en déduit que 

1�H1 (f((i ) - f(x)) dx = 1�;+ i ( (x - (i ) J' ((i ) + ! (x - (i ) 2 J" (ci )) dx 

On a donc 

[ 1 2 I ] Xi+ l {Xi+ l 1 2 Il = 2 (x - (i ) f ((i ) xi + lx, 2 (x - (i ) f (ci ) dx 

= ri+ l ! (x - (i ) 2 J" (c; ) dx. }Xi 

S. M2 � {x ;+ 1 1 2 
n- 1 1 ( h)

3 
(b - a)

3 
� L Ir. 2 (x - (i ) dx = lvh L 3 2 = M2 24n2 i=O Xi i=O 

où lvh = supxE [a ,bJ IJ" (x) I et h = Xi+ l - Xi = � (b - a) . Ainsi , un majorant de 
l 'erreur d'approximation pour la formule du point milieu est M2 <��:J3 alors 
qu 'un majorant de l 'erreur d'approximation pour la formule des rectangles à 
gauche est lvfi (b;:l2 • L'erreur diminue comme le carré de n pour la formule du 
point milieu alors qu 'elle ne diminue que linéairement avec n pour la formule 
des rectangles à gauche. 

Signalons qu 'il existe d'autres méthodes plus efficaces que celle évoquées ici 
pour calculer une valeur approchée d 'une intégrale <40l . 

<39l Voir le théorème 16 .4  p. 789 . 

(4o ) Pour une présentation détaillée de ces méthodes, on pourra consulter par exemple l 'ou
vrage In troduction à l 'analyse numérique de Jacques Rappaz et Marco Picasso chez le 
même éditeur. 
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18.4.4 Formules de la moyenne 

D ÉFINITIO N  18 .9  Soit f une application Riemann-intégrable sur [a, b] . On 
appelle valeur moyenne de f sur [a, b] le réel b�a J: f (t) dt . 

Puisque<4 1 l l 'application f est intégrable sur [a, b] , elle est bornée sur [a, b] . 
Notons M = supxE [a ,b) f(x) et m = infxE [a ,b] f(x) ; puisque pour tout x E [a , b] , 
on a m :;:;; f(x) :;:;; M, on en déduit que 

(b - a) m :;:;; 1b f (t) dt :;:;; (b - a) M. 

La valeur moyenne de f sur [a, b] est donc comprise entre m et M. 

P ROP OSITION 18 . 16  (Première formule de la moyenne) 
Soit f une application continue sur [a, b] . Il existe un réel c E ] a , b[ tel que 

1 lb 
b _ a a f (t) dt = f (c) .  

Démonstration D'après les propositions 18 .7  et 18 .8 ,  l 'intégrale indéfinie as
sociée à f sur [a, b] qui est l 'application F : x E [a, b] f--4 J: f (t) dt est continue 
sur [a, b] , dérivable sur ] a , b[ et de dérivée f . Le théorème des accroissements 
finis <42l appliqué à la fonction F indique l 'existence d 'un réel c E ] a , b[ tel que 
F(b) - F(a) = F' (c) (b - a) , c 'est-à-dire tel que 

1b f(t) dt = f(c) (b - a) .  

La  première formule de l a  moyenne découle de cette égalité . D 

Interprétation graphique La première formule de la moyenne indique qu'il 
existe un réel c tel que l 'aire (algébrique) comprise entre les droites d 'équations 
x = a et x = b ,  la représentation graphique de f et l 'axe des abscisses soit égale 
à l 'aire (algébrique) du rectangle de longueur b - a et de hauteur f(c) .  Par 
exemple, si on considère l 'application 

f : X E [0 , l j f---+ �' 
la première formule de la moyenne indique , voir la figure 9, qu'il existe un réel c 
tel que l 'aire du quart de disque centré en (0 , 0) et de rayon 1 ,  qui vaut �7f , soit 
égale à l 'aire du rectangle<43l de longueur 1 et de hauteur f (c) , qui vaut f (c) . 
Ce réel c, qui est unique, vaut c = V 1 - /6 Jr2 . 

<4 ' l Voir la remarque effectuée p. 892. 
<42 l Voir le théorème 16.2 p .  769 . 
<43 l Ce résultat est à rapprocher d'un problème qui a occupé de nombreux mathématiciens 
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f (c) 

a = O c b = l 

Fig. 9 Interprétation de la première formule de la moyenne. 

Remarque La formule de la moyenne admet la généralisation suivante que 
nous admettons : si f est une application continue sur [a, b] et g une application 
Riemann-intégrable sur [a, b] et positive alors il existe un réel c E ]a ,  b[ tel que 

lb J (x)g(x) dx = J(c) lb g (x) dx. 

18.4.5 Formule de Taylor à reste intégral 

THÉORÈME 18 .4 (Formule de Taylor à reste intégral) 
Soit f une application de classe cn+ I (n E N) sur l 'intervalle [a, b] . On a 

Démonstration Raisonnons par récurrence en considérant le prédicat P n 
« pour toute application f de classe cn+I sur l 'intervalle [a, b] , on a 

J(b) = � j(k) (a) (b - a)k + lb 
(b - t )n 

J(n+l ) (t ) dt » .  
� k !  a n! · k=O 

depuis ! 'Antiquité : celui de la « quadrature du cercle » .  Il s 'agit d 'obtenir une construction 
géométrique d'un segment de droite de longueur 7r à partir  d'un segment de longueur unité 
en faisant uniquement usage de la règle et du compas.  Formulé autrement , i l  s 'agit de 
construire un rectangle dont l 'aire qu 'i l  délimite est identique à celle d'un cercle donné. 
L' impossibilité de cette construction n'a été prouvée qu 'en 1882 par Ferdinand Lindemann 
(Hanovre, 1852 - Munich ,  1 939) , qui a prouvé que 7r était un nombre transcendant . 
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L'assertion Po est vraie puisque d'après le corollaire 18 .3 ,  pour toute applica
tion f de classe C1 sur un intervalle [a, b] , on a 

f(b) = f(a) + lb J' (t) dt. 

Montrons que le prédicat Pn est héréditaire . Pour cela montrons que si l 'asser
tion Pn est vraie pour un entier n donné alors l 'assertion Pn+l est elle aussi 
vraie. Considérons une application f de classe cn+z sur un intervalle [a, b] ;  l 'ap
plication f étant aussi de classe cn+i sur [a, b] ,  notre hypothèse de récurrence 
implique que 

f (b) = t J(k)
'
(a) (b - a) k + rb (b - ,

t)n 1<n+ l l (t) dt . k .  la n. k=O 
Une intégration par parties indique que 

rb (b - tr jCn+ l ) (t) dt = [-1<n+l ) (t) (b - t)n+ l ] b+ rb (b - t)n+ l 
J (n+2l (t) dt la n! (n + l ) !  a la (n + l ) !  

f (n+ l ) ( ) lb (b t)n+l 
= � (b - a) (n+l ) + - 1 1<n+2l (t) dt . (n + l ) . a (n + l ) . 

En combinant ces deux expressions , on en déduit que 
n+ l J(k) ( ) lb (b )n+l 

f(b) = Z: --1 a_ (b - a) k + - t 1 f(n+Zl (t) dt . 
k .  a (n + 1 ) .  k=O 

Le prédicat est donc héréditaire et l 'assertion Pn est vraie pour tout n E N. D 
(44 ) (45)  Avec la formule de Taylor-Lagrange et la formule de Taylor-Young , la 

formule de Taylor à reste intégral est la troisième formule de Taylor que nous 
établissons. Ces formules diffèrent par les hypothèses imposées sur la fonction f 
considérée et par l 'expression du reste. En général , seul le contexte incite à 
utiliser l 'une des formules plutôt qu 'une autre. 

EXERCICE 7 On considère la suite de terme général In = J01 1�:,, dx. 
1 - En utilisant le théorème d 'encadrement , montrer que la suite (In )nEN 
converge vers O. 
2 - En utilisant une intégration par parties , montrer que pour tout n E N* , 
on a nin = ln(2) - J01 ln ( l  + xn ) dx. 
3 - En utilisant la formule de Taylor à reste intégral , montrer que pour tout 
t E JR+ on a ln ( l + t) � t. En déduire un équivalent de In lorsque n tend 
vers +oo. 

<44 > Voir l e  théorème 16 .4  p .  789 . 
<45> Voir le théorème 17 . 1 p. 821 .  
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On trouvera dans cette section un certain nombre de procédés permettant de 
calculer les primitives de fonctions courantes . Cette liste n 'est pas exhaustive 
et les procédés proposés ne fournissent pas toujours la façon la plus rapide 
de calculer la primitive mais une manière systématique pour aboutir au résul
tat .  D 'autre part certaines primitives ne s 'expriment pas à l 'aide des fonctions 
usuelles . C 'est le cas par exemple de J exp(x2 ) dx. Les logiciels de calcul for
mel tel MAPLE savent calculer les primitives et rendent vaine toute virtuosité 
mentale dans le calcul des primitives . Il est cependant important de connaître 
les procédés classiques de calcul de primitives pour la suite du cours d'analyse. 

18.5.1 Intégration d'une fonction rationnelle 

Soit F = P/Q une fraction rationnelle irréductible<46l dans JR(X) . On cherche 
à calculer une primitive de la fonction rationnelle x 1----+ F(x) .  On assimile au 
niveau des notations , une fraction rationnelle à la fonction rationnelle qui lui 
est associée et un polynôme à la fonction polynomiale qui lui est associée. 

Cas général 

On décompose <47) dans JR(X) la fonction rationnelle en la somme d'une fonction 
polynomiale , d'éléments simples de première espèce et d 'éléments simples de 
seconde espèce. 
Une primitive de la fonction polynomiale s 'obtient sans grande difficulté . 

a Un élément simple de première espèce est de la forme u(x) = (x _ !3)n avec 
(a, /3) E JR2 et n E N* . Une primitive U de u est donnée par 

et 

U(x) - � l 
- 1 - n (x - !3)n- l  

U(x) = a  ln( lx - /3 1 )  

s i  n :f:- l ;  

si n = 1 . 

ax + /3 Un élément simple de seconde espèce est de la forme v (x) = -----(x2 + 1x + J)n 
avec n E N* et (a, /3, 1 , ô) E JR4 tel que 6 = 12 - 4ô < O. On a 

X2 + 1X + Ô = (X + h) 2 + Ô - h2 = (X + h) 2 - � 6 ..___..._, 
=-�� 

-6 ( 4 2 ) -6 ( ( 2x + 1 ) 2) = - - (x + !1) + 1 = - 1 + -- . 4 -6 2 . 1  4 FE 
! 

(•G) Voir la définition 7.2 p. 275. / <•7) Voir p. 286 pour la forme de la décomp
.
osition d 'une fraction rationnelle dans IR(X) . 

( 
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Le changement de variable t = R (2x + 'Y) conduit au calcul des primitives 
suivantes : 

On obtient immédiatement , 

et 

I (t) - _1 _ 1 
n - 1 - n ( 1  + t2 )n- l  

In (t) = ln( l l + t2 1 )  

si n >  l ; 

si n =  1 .  
La  fonction Jn est calculée par l a  formule de récurrence suivante obtenue par 
primitivation par parties , voir page 921 pour le détail du calcul, 

Ji (t) = arctan(t) et 'Vn E N* 2n - 1 t 
Jn+i (t) = � Jn (t) + 2n( l + t2 )n . 

On a en particulier J2 (t) = � arctan(t) + 2 ( 1 : tZ) 
Exemple Cherchons une primitive sur chacun des intervalles J - oo, -1 [ et 
J - 1 ,  +oo[ de la fonction 

x2 - 3x - 2 f : x 
t----t (x + 1 )2 (x2 + x + 1 )2 . 

On a la décomposition en éléments simples suivante c48J : 
x2 - 3x - 2 1 2 x - 2 3x - 1 -------- = - -- + + + ...,...-,------(x + 1 ) 2 (x2 + x + 1) 2 x + l (x + 1 )2 x2 + x + l (x2 + x + 1 )2 " 

On obtient immédiatement une primitive des deux premiers termes de la dé
composition en éléments simples de f : 

j x � 1 dx = ln( lx  + 1 1 )  et j (x : l ) 2 dx = - x ! 1 . 

Intéressons-nous au calcul d 'une primitive des 2 éléments simples de seconde 
espèce . On a 

x2 + x + 1 = (x2 + 2  � x + � )  + � = (x + � ) 2 + � = H( �x + �)2 + 1) . 

Nous allons effectuer le changement de variable y = �x + � , voir la proposi
tion 18 . 14 ,  page 916 .  On a x  = ";3y- �  et l 'application <P :  y E lR r--+ ";3y- �  E lR 
est clairement un difféomorphisme. Soient 

x - 2 91 : x E lR t----t -x-2 _+_x_+_l et 3x - 1 
92 : X E JR t----t ( 2 l ) 2 X + x +  

(48) Voir les techniques de calcul d 'une décomposition en éléments simples d'une fraction 
rationnelle au ch a p. 7. 
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La seconde formule de changement de variable pour une primitive indique que 

J J [J3 J 
..f3y 

5 l g1 (x) dx = [ g1 (</>(y) ) if/ (y) dyL=q,- i (x) = 2 i0 +
-
y;) dy 

y=q,- i (x) 

On a aussi 

- - -- dy - - -- dy 1 [ J 2y ] 5 [ J 1 ] - 2 1 + y2 y=<f>- l (x) J3 1 + y2 y=<f>- l (x) 
= � [ 1n( l l  + y2 1 )] - � [ arctan(y)J 2 y=<f>- l (x) v 3 y=<f>- l (x) 

1 5 = - ln( l l  + </>- 1 (x) 2 1 )  - fë} arctan(</>- 1 (x) ) . 2 v 3 

J g2 (x) dx = [j g2 (<f>(y) ) </>' (y) dy] _ = [v/32
3 

y=<f> l (x) 
2 2 d J 

3..f3y -
§. l 9 1 2 2 y 

16 ( + y ) y=<f>- l (x) 
[/ 2y ] 20 [/ 1 ] 

= 2 2 2 dy - - 2 2 dy ( 1 + Y ) y=<f>- l (x) 3v/3 ( 1 + Y ) y=<f>- l (x) 
[ 1 ] 20 [ ] = 2 - -- - - J2 (y) 1 + y2 y=<f>- l (x) 3v/3 y=q,- 1 (x) 

2 10 ( _ 1 </>- 1 (x) ) = - 1 + <1>- l (x) 2 - 3v/3 arctan(</> (x) ) + 1 + <1>- l (x) 2 
10 2 - _lQ_ </>- 1 (x) 

= - fë} arctan(<f>- 1 (x) ) - 3-:; l ( ) 2 . 3v 3 1 + - X 

Compte tenu du fait que <f>- 1 (x) = Jsx + )a,  on obtient finalement 

f(x) dx = - -- - ln( l x  + 1 1 ) + - ln(x2 + x + 1 ) J 2 1 
X +  1 2 

25 . 1 5x + 7 - 3J3 ar ctan( ../3 (2x + 1 ) ) - 3(x2 + x + l ) . 

C 'est le résultat que trouve également MAPLE, à ceci près que la valeur abso
lue dans l 'expression de ln( lx  + 1 1 ) est omise ce qui pose un problème pour 
l 'expression de la primitive sur J - oo, - 1 [ . 

- ln (x2 + x + l ) - - J3 arctan - (2 x + l ) /3 - -- - ln (x + l ) 1 25 ( 1 ) 2 
2 9 3 x + l  

1 -5 x  - 7 + 3 -x2,,---+_x_+_l 
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C . uli d . . . d l c J Ax + B  d as partie er es prnmtives e a 1orme 2 b x ax + x + c  

Pour des primitives de la forme j �x : B dx, la procédure de calcul de la ax + x + c  
primitive d 'une fraction rationnelle décrite précédemment peut être simplifiée 
en remarquant que 

J Ax + B dx = � J 2ax + b dx + (B _ Ab) J 1 dx ax2 + bx + c 2a ax2 + bx + c 2a ax2 + bx + c · 
� =D 

Le premier terme a pour primitive z! ln( j ax2 + bx + c j ) . Pour calculer le second 
terme, trois cas sont à envisager suivant le signe de Ll = b2 - 4ac. 
1 .  Si Ll > 0 alors le polynôme aX2 +bX +c admet deux racines réelles distinctes 

x1 et x2 et ax2 + bx + c = a(x - x1 ) (x - x2 ) . A partir de la décomposition 
en éléments simples 

1 a f3 -�--- = --- + ---ax2 + bx + c X - X1 X - X1 
où (a, /3) E JR2 , on obtient 

/ ---1-- dx = f--a- dx + j -/3 __ dx ax2 + bx + c X - X1 X - X2 
= a ln ( lx - x1 1 )  + /3 ln ( lx - x2 1 )  

2 . S i  Ll = 0 alors l e  polynôme aX2 + bX + c admet une unique racine réelle x1 
et ax2 + bx + c = a(x - x1 ) 2 . On en déduit que 

J 1 1 /  1 1 
ax2 + bx + c dx = � (x - x1 ) 2 

dx = - a(x - x1 ) ' 

3 .  Si Ll < 0 alors le polynôme aX2 + bX +c n 'a pas de racine réelle . On effectue 
la transformation d'écriture 

et en utilisant le changement de variable t = (2ax + b)/F/S., on obtient 

/--1-- dx = ax2 + bx + c 
-- -- dt [ 2 J 1 ] 
Fzs.. 1 + t2 t= (2ax+b) /,/=K 
2 ( 2ax + b) FlS.. arctan FlS.. . 
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Exemples 

1 C 1 1 · ' t ' d f 4x + 3 sur chacun des intervalles . a cu ons une pnm1 ive e : x f--> x2 _ 3x + 2 
] - oo, l [ , ] l ,  2 [  et ] 2 ,  +oo[. On a 

f(x) = 2 2x - 3 + 9 1 = 2 u' (x) + _9_ 
x2 - 3x + 2  x2 - 3x + 2  u(x) u(x) 

où u : x f--> x2 - 3x + 2 est une fonction polynomiale dont les deux racines 
réelles sont 1 et 2 . D 'une part , on a 

j �(�{ dx = ln( lu(x) I )  = ln( l x2 - 3x + 2 1 )  = ln( lx - l i ) +  ln( l x  - 2 1 ) . 

D 'autre part , la décomposition en éléments simples 

conduit à 

1 1 1 
x2 - 3x + 2 x - 2 x - 1 

J 2 � dx = f -1- dx - f -1- dx = ln( lx  - 2 1 )  - ln( lx  - l i ) .  x - x + 2  x - 2  x - l  

On obtient finalement 

J 4x + 3  
2 dx = 1 1  ln( l x  - 2 1 )  - 7 ln ( l x  - l i ) .  X - 3x + 2 

2 C 1 1 . . . d f 6x + 3 h d . Il . a cu ons une pnm1t1ve e : x f--> 2 sur c acun es mterva es X + 2x + 1 
] - oo, - 1 [  et ] - 1 ,  +oo[ .  On a 

6x + 3 2x + 2 ---- = 3 ---- 3 = 3 u' (x) _ _ 3_ x2 + 2x + 1 x2 + 2x + 1 x2 + 2x + l  u(x) u(x) 

où u : x f--> x2 + 2x + 1 est une fonction polynomiale qui admet pour racine 
double - 1 . D 'une part , on a 

j �g; dx = ln( lu(x) I )  = ln( l x2 + 2x + 1 1 )  = ln ( (x + 1 ) 2 ) = 2 ln( lx  + 1 1 ) ,  

et d'autre part 

J 1 J 1 1 
x2 + 2x + 1 dx = ( x + 1 ) 2 dx = - 1 + x · 

On en conclut que 

J 6x + 3 3 
2 dx = 6 ln ( l x + l l ) + -- . X + 2x + 1 X +  1 
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C 1 1 . . . d f 2x + 1 1Tll 0 3 .  a cu ons une pnm1t1ve e : x t-t 2 sur JN.. . n a X + 4x +  6 
2x + 1 2x + 4 3 u' ( x) 3 

x2 + 4x + 6 x2 + 4x + 6 x2 + 4x + 6 u(x) - u(x) 

où u : x t-t x2 + 4x + 6 est une fonction polynomiale sans racine réelle . D 'une 
part , on a 

J :g; dx = ln( lu(x) I )  = ln(x2 + 4x + 6) . 

D 'autre part , u(x) = (x + 2) 2 + 2 = 2 ( (�x + /2) 2 + 1 ) de sorte que 

J 1 1 1 1 1 J 1 I -( ) dx = -2 2 dx = ln 1 <P( ) 2 
<P (x) dx 

U X l + (�X +  V2) y 2 + X 

où <P : x t-t �x + /2. La première formule du changement de variable pour 
une primitive indique que 

J _(
l

) dx = � [! � dt] = � arctan(cp(x) ) . u x v 2 1 + t  t=ef>(x ) v 2 

Finalement , on en conclut que 

J 2x + 1 3 ( 1 
) x2 + 4x + 6 dx = ln(x2 + 4x + 6) - v'2 arctan v'2 (x + 2) . 

18.5.2 Intégration d'une fonction rationnelle en sinus hyperbolique et cosinus 

hyperbolique 

Le changement de variable t = ex conduit au calcul de la primitive d'une 
fonction rationnelle en la variable t .  On peut alors utiliser la méthode décrite 
à la section 18 .5 . 1 .  Illustrons cette méthode sur un exemple . 

Exemple Calculons une primitive de f : x t-t ch(xl:h (x ) sur chacun des in
tervalles J - oo, O [  et J O ,  +oo[ . L'application <P : t E JO ,  +oo[ t-t ln(t) E � est un 
difféomorphisme dont la bijection réciproque est cp- 1 : x E � t-t ex . D'après la 
seconde formule du changement de variable pour une primitive considérée sur 
chacun des deux intervalles J - oo,  O [  et J O ,  +oo[ séparément, on a 

f f(x) dx = [! f(cp(t) )  <P' (t) dtL=q,- i (x ) 
= [! ch(ln(t)/sh(ln (t) ) dtL=ex

. 

On a ch(ln (t) ) sh(ln(t)) = 4�2 (t2 + l ) (t2 - 1 ) et la décomposition en éléments 
simples 

4t2 2 1 1 
(t2 + l ) (t2 - l ) = t2 + 1  + t - 1 - t + l  
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conduit à 

f ch(ln(t) ) 
l
sh(ln(t ) )  dt = 2 arctan(t) + ln( l t  - 1 1 )  - ln( l t  + 1 1 ) .  

O n  en conclut que 

J ex ( 1 ex - 1 I ) 
ch(x) sh(x) = 2 arctan( ex ) +  ln eX + 1 . 

18.5.3 Intégration d'une fonction rationnelle en sinus et cosinus 

Cas général 

943 

Le changement de variable t = tan(x/2) conduit au calcul de la primitive d 'une 
fonction rationnelle en la variable t . On peut alors utiliser la méthode décrite 
à la section 18 .5 . 1 .  Illustrons cette méthode sur un exemple . 

Exemple Calculons sur J O ,  7r [ une primitive de la fonction f : x f---> 1 /  sin(x) . 
La fonction 4J : t E IR+ f---> 2 arctan(t) est un difféomorphisme de IR+ dans J O ,  7r [ 
dont la bijection réciproque est qy- 1 : x E JO ,  7r [ f---> tan(x/2) . D 'après la seconde 
formule du changement de variable pour une primitive, on a 

J _l_ d - [ J qy' ( t) d ] sin(x) x - sin(efJ(t) ) t 
t=<t>- ' (x)  

- [j 1 _2_ dt] - sin(2 arctan(t)) 1 + t2 t=<J>- 1 (x)
. 

Pour tout Œ E IR, on a 

sin(2a) = 2 cos(a) sin(a) = 2 cos2 (a) tan(a) = 2 tan(�� 
) 1 + tan Œ 

ce qui implique que 

. (2 ( ) )  2 tan(arctan(t) ) sm arctan t = 1 + tan2 (arctan(t)) 
2t 

1 + t2 . 

On en déduit que sur J O ,  7r [ , 

J _l_ dx = [j � dt] = [1n( l t l )J sin( X) t t=tan ( � )  t=tan( � )  
= ln (tan(x/2) ) . 

On notera que la valeur absolue peut être enlevée car pour x E ]O ,  7r [ , on a 
tan(x/2) > O. On pourra vérifier que sur chaque intervalle In de la forme 
Jn?r, ( n + 1 )7r [ les primitives de x f---> 1 / sin( x) sont les fonctions de la forme 
X f---> ln ( 1  tan(x/2) 1 )  + Cn où Cn E R 
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Règles de Bioche 

On peut , dans certains cas , simplifier les calculs de J f (x) dx où f est une 
fraction rationnelle en sinus, cosinus et tangente par un changement de variable 
adapté aux propriétés de la fonction f à intégrer. Ces changements de variables 

' . (49) sont connues sous le nom de regles de Bzoche . 

- Si f est impaire, on fait le changement de variable t = cos(x) . 
- Si f vérifie f (7r - x) = -f(x) , on fait le changement de variable t = sin(x) . 
- Si f est 7r périodique, on fait le changement de variable t = tan(x) . 

Cas d'une fonction polynomiale en sin( x) , cos( x) 
Pour calculer une primitive de sinP (x) cosq (x) on peut effectuer les changements 
de variables suivants selon la parité de p et q.  
- Si p est pair et q impair, on fait le changement de variable t = sin(x) . 
- Si p et q sont impairs, on fait le changement de variable t = sin(x) ou 

t = cos(x ) .  
- S i  p est impair e t  q pair , on fait l e  changement de  variable t = cos (x) . 
- Si p et q sont pairs, on utilise les formules de trigonométrie pour exprimer 

sinP (x) cosq (x) en fonction de l 'angle double 2x ce qui permet de retomber 
sur les cas envisagés ci-dessus . 

18.5.4 Intégration d'une fonction rationnelle à radical du second degré 

On s 'intéresse au calcul d 'une primitive de la fonction f : x r--; Ax+B qui vfax2+bx+c 
est définie sur l 'ensemble 

V = { x E 1R?. 1 ax2 + bx + c > 0 } . 

Pour x E V, on a 

f (x) = 
Ax + B 

= 
_.:i_ 2ax + b 

+ 
(B _ Ab) 1 

. v ax2 + bx + c 2a v ax2 + bx + c 2a v ax2 + bx + c 
"----.---' =D 

Le premier terme a pour primitive �vax2 + bx + c. Pour calculer le second 
terme quatre cas sont à envisager suivant le signe de � = b2 - 4ac. 
1 .  Si � = 0 et a >  0 alors il existe x0 E lR?. tel que ax2 + bx + c = a(x - xa )2 .  

On a v ax2 + bx + c = Va lx - Xo 1 et 

J 1 1 

V 
dx = r;;- ln( lx - xo l ) .  ax2 + bx + c y a  

<49 > B1ocHE,  Charles ( 1 859,  Paris - 1949, Ferrières-en-Brie) . Enseignant en lycée, C . Bioche 
n'exerça pas d 'activité de chercheur universitaire mais publia de nombreux articles dans 
des revues mathématiques de haut niveau . II a été élu président de la Société mathéma
tique de France en 1909.  
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2. Si .6. > 0 et a > 0 alors 

2 ( ( b ) 2 b2 c ) .6. (4a2 ( b ) 2 ) ax + bx + c = a x + - -- + - = - - x + - - 1 2a 4a2 a 4a .6. 2a '--v-' 
= - 6 /4a2 

On effectue le changement de variable t = �x + Je;,. et on est amené à 
considérer la primitive J (t2 - 1 ) - !  dt qui correspond à la fonction argument 
cosinus hyperbolique. 

3. Si .6. > 0 et a < 0 alors 

ax2 + bx + c = a x + - -- + - = -- -- x + - + 1 ( ( b ) 2 b2 c )  .6. ( -4a2 ( b ) 2 ) 
2a 4a2 a 4a .6. 2a '--v-' 

= - 6 /4a2 

On effectue le changement de variable t = �x + Je;,. et on est amené à 
considérer la primitive f ( 1 - t2 )- ! dt qui correspond à la fonction arc-sinus. 

4.  Si .6. < 0 alors 

2 ( ( b ) 2 b2 c )  -.6. ( 4a2 ( b ) 2 ) ax + bx + c = a x + - -- + - = - - x + - + 1 2a 4a2 a 4a -.6. 2a '--v-' 
= - 6/4a2 

- - --x + -- + 1 -.6. ( ( 2a b ) 2 ) 
- 4a FE. FE. · 

On effectue alors le changement de variable t = Rx + R et on est 
amené à considérer la primitive J ( 1 + t2 ) - ! dt qui correspond à la fonction 
argument sinus hyperbolique . 

Exemple Calculons la primitive sur � de la fonction f : x f-+ J 
;x� l

- 6 . On a X + x +  

j X _ 2x + 1 
( ) - J x2 + 4x + 6 

2x + 4  3 _ q/ (x) 3 1 
)x2 + 4x + 6 - fi(X) - fi(X) )x2 + 4x + 6 

où <P : x f-+ x2 + 4x + 6 est une fonction polynomiale sans racine réelle. On a 

J <P� <lx = [! � dt] = [20] = 2Vx2 + 4x + 6. 
y cp(x) v t  t=<P(x)  t=<P(x)  
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Pour tout x E IR, on a 

x2 + 4x + 6 = ( x + 2) 2 + 2 = 2 ( ( Jzx + J2) 2 + 1) = 2 ( 'l/J ( x) 2 + 1 ) 

où 'l/J : x E IR f-> Jzx + ./2. On en déduit que 

J -=l= dx = f 1 _1 dx = [f -l - dt] Jx2 + 4x + 6 J'l/!(x) 2 + 1 � -Jt2TI t=î/;(x)  

On obtient finalement 

=î/J' (x) 

= [argsh(t) J = argsh ( � + Y2) . 
t=î/;(x)  v 2 

J 2x + 1 dx = 2 J x2 + 4x + 6 - 3 argsh ( � + Y2) . Jx2 + 4x + 6 v 2 

EXERCICE 8 Calculer les primitives suivantes après avoir préciser les 
intervalles sur lesquels est effectué le calcul : 

1 _ J X4 + 4 dx 2 - J sin 3 x dx x4 - 4 
3 - J sin2 x dx 4 - J x + 1 dx l + cos2 (x) Jxz + x + l 

18.6 Exercices de synthèse 

EXERCICE 9 Pour n E N, on considère la fonction 

Jn : x f-----t 1
1 
(1 - t2)n cos(tx) dt 

et on s 'intéresse aux propriétés de Jn au voisinage de O. 
1 - a) Montrer que Jn est définie sur IR. 

b) Montrer que Jn est bornée sur IR et qu 'elle atteint son maximum en O. 
2 - a) Établir la relation de récurrence 

'<ln E N* (2n + 1 ) Jn(O) = 2n Jn- 1 (0) .  

22n(n 1) 2 b) En déduire que pour tout n E N  on a Jn(O) = (2 · ) I ' n +  1 .  
3 - a) Montrer que pour tout y E [- � ,  � ]  on a 0 � 1 - cos(y) � � y2 . 

b) En déduire que pour tout n E N, l 'application Jn est continue en O. 
4 - Montrer que pour tout n E N, l 'application Jn est dérivable en 0 et déter
miner la valeur de J:, ( 0) . 
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EXERCICE 10 
On considère la suite (In )nEN de terme général In = J0� cosn (t) dt . 
1 - Calculer Io , li et h et montrer que pour tout n E N  on a in = J0� sinn (t) dt . 
2 - En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout n E N* on 
a (n + l )In+l = n in- 1 · En déduire que pour tout p E N  on a 

et 

où on a notl50> P1 (p) = IH=1 (2k - 1 ) et P2 (p) = TI�=1 2k . 
3 - Justifier que pour tout n E N* et tout t E [ü, � ]  on a cosn (t) � cosn- 1 (t) . 
En déduire que la suite (In )n est positive et décroissante. 
4 - a) Montrer que la suite de terme général up = hp- i / hp converge vers 1 .  

b) En déduire la formule de Wallis, 

5 - Montrer que la suite de terme général Wn = (n + l )Inin+l est une suite 

constante. En déduire que In '"" (7r27r • += V �  

EXERCICE 1 1  On considère la fonction définie pour x E JR+ par 

{ r ln( l + tx) dt f(x) = Jo l + t2 
0 

si X ) Ü 
si X = Ü 

1 - En utilisant la première formule de la moyenne, montrer que f est continue 
à droite en O . 
2 - On suppose que x > 0 et on considère un réel h non nul tel que h > -x . 

a) Montrer que iU(x + h) - f (x) ) = li (h) + h (h) où 

et 

I (h) = 2_ r+h ln( l + (x + h)t) dt 1 h Jx 1 + t2 
1 1x 1 h (h) = - --2 (111( 1 + (x + h)t) - ln( l + xt)) dt . h 0 1 + t 

b) En utilisant la première formule de la moyenne, déterminer Iimh_,o Il ( h) . 

cso) On rappelle, voir p. 100 ,  que le symbole CT�=l  sert à indiquer un produit de la même 
manière que le symbole I:�= l  sert à indiquer une somme. 
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c) Pour tout x E IR'f- fixé, calculer cp(x) = J; ( l+t2)
t
( I+xt) dt . 

d) À l 'aide d 'une formule de Taylor, montrer qu 'il existe un réel c E J x ,  x+h[ 
tel que 

th t2h2 ln ( l + (x + h)t) - ln( l  + xt) = -- - 2( 1  ) 2 
· 1 + xt + et 

En déduire que I2 (h) = cp(x) - !h R(h) où 0 � R(h) � �x3 . 
e} Montrer que f est dérivable sur J O ,  +oo[, de dérivée 

1 ln ( l + x2 ) f : x E J O ,  +oo[� 
2 

+ cp(x) . l + x 

3 - En déduire la valeur de f(x) pour tout x E J O ,  +oo[ .  

18. 7 Solution des exercices 

Solution de l'exercice 1 
1 - Représentation graphique des fonctions f, cf>n et 'l/Jn pour n = 10 .  

2 - On a<s i ) 

0.9 

0.8 

0.7 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1  

-0.1��-�-�-�-�-�-�-�-�� 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 o. 7 0.8 0.9 

1 n- 1 n- 1  n- 1 n- 1 
In = 1 cf>n = t; h f (xi ) = h t; xI = � t; ( � ) 2 = �3 t; i2 

n(n - 1 ) (2n - 1 )  
6n3 

cs i ) On rappelle, voir la proposition 3.5 p .  104,  que pour tout entier k non nul , on a 
2=7=1 i2 = � k(k + 1 ) (2k + 1 ) .  
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De même, on a 

1 n- 1 n-l n-l 
_ r _ "' J( ) _ "' 2 _ 1 "' ( i+l ) 2 Jn - lo 7/Jn - L., h Xi+ l - h L., Xi+l - ;;: L., n 

0 i=O i=O i=O 

_ _!__ �( ·  ) 2 _ 2_ L
n 

· 2 _ n(n + 1 ) (2n + 1 ) 
- 3 L., i + l - 3 i - 3 . 

n n 6n i=O i= l 

3 - Pour montrer que f est Riemann-intégrable, considérons les réels 

et 

L (!) = sup {fo 1 
</> 1 </> E l'[o , 1 ] et </> � f} 

I+ (f) = inf {fo 1 
'ljJ 1 7/J E l'[o, 1 ] et 7/J � f} . 

949 

Par définition de la borne inférieure <52 > ,  on a I _ (!) � Jn et par définition de la 
borne supérieure, on a I+ (f) � In . Par ailleurs , on a I+ (f) � L (f) car pour 
tout ( </>, 'ljJ) E E( [O , 1] , IR:)2 , on a 

</> � f � 'ljJ ==::;. fo
l 
</> � fo

l 
'ljJ . 

On en déduit que pour tout n E N* , on a 

Or, on a clairement , 
lim In = lim Jn = � . n->+oo n->+oo 3 

D 'après le théorème d'encadrement , on en déduit que 
1 I+ (f) = L (f) = 3 . 

Cela implique, voir p. 894, que f est Riemann-intégrable sur [O , 1] et que 

Solution de l'exercice 2 

1 1 1 f (t) dt = - . 
0 3 

Supposons que f soit croissante et non constante sur [a, b] (le cas où f est 
décroissante sur [a, b] se ramène à la situation considérée en remarquant que 
dans ce cas -f est croissante ; par ailleurs , si f est constante sur [a, b] alors f 
est clairement Riemann-intégrable car il s 'agit alors d 'une fonction en escalier) . 

(s2 ) Voir la définition 3 .5  p. 96.  
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D 'après la définition 18 .4 , pour montrer que f est intégrable au sens de Riemann 
sur [a, b] , nous devons montrer que pour tout c E iR+ , il existe deux fonctions 
<l>c et 'l/Jc en escalier sur [a, b] telles que 

<l>c :;:;:; f :;:;:; 'l/Jc et 1b ( 'l/Jc - <l>c ) < € . 

Sous notre hypothèse initiale , on a f(b) > f(a) et pour c réel strictement positif 
fixé, on peut considérer une subdivision uniforme O' = (xi ) iE {O , . . .  ,n} de [a, b] de 
pas h vérifiant h < (f (b) - f(a)) - 1 € . Introduisons les deux fonctions c/Jc et 'l/Jé 
en escalier sur [a, b] définies par 

c/>é (x) = f (xi ) pour tout x E [xi , XH1 [ ; 
'l/Jé (x) = f (xi+ 1 ) pour tout x E [xi , XH1 [ ; 
c/>é (b) = 'l/Jé (b) = J (b) . 

Puisque f est croissante sur [a , b] , pour tout i E {O ,  . . .  , n - 1 } on a 
f (xi ) :;:;:; f (xi+ 1 ) et par conséquent pour tout x E [xi , xi+d on a 
c/>é (x) :;:;:; J(x) :;:;:; 'l/Jc (x) .  On a donc c/>é :;:;:; f :;:;:;  'l/Jé sur [a, b] . Par ailleurs , 

1b ( 'l/Jc - c/>E) = � 1x;+ i ( 'l/Jé - c/>é) = � 1x ;+ i (f(xH1 ) - f(xi )) 
a i=O X-z. i=O Xi. 

= � h (!(xH1 ) - f(xi)) = h (� f(xi+ l ) -� f(xi )) 
=h (f (b) - f(a)) < € . 

On en conclut que l 'application f est Riemann-intégrable sur l 'intervalle [a, b] .  

Solution d e  l 'exercice 3 
1 - L'application v : x E lR r--; x2 + 1 est une application polynomiale ; 
elle est donc de classe C1 sur R Son image est J = [ 1 ,  +oo[ . L'application 
f : t E [ 1 ,  +oo[ r--; ln(t) étant continue, la proposition 18 .9 indique que l 'appli
cation </> est dérivable sur J de dérivée en x E J, 

c/>' (x) = v' (x) x cp(v (x) ) = 2x ln(x2 + 1 ) .  

2 - Soit 'ljJ :  x E iR+ r--; x ln(x) - x .  L'application 'ljJ est dérivable sur iR+ car 
la fonction logarithme est dérivable sur cet ensemble. Pour tout x E iR+ , on a 
'l/J' (x) = 1 + ln(x) - 1 = ln(x ) .  On en déduit que 'ljJ est une primitive de la 
fonction logarithme. On a donc 

l+x2 l+x2 c/>(x) = 1 ln(t) dt = [t ln(t) - t] 1 = (x2 + 1 )  ln(x2 + 1) - x2 . 

Dérivons , 

( ) ' 2x (x2 + 1 )  ln(x2 + 1) - x2 = 2x ln (x2 + 1 )  + (x2 + 1 ) -
2
-- - 2x 

X + 1 
= 2x ln(x2 + 1 ) .  
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On retrouve l 'expression de la première question . 

Solution de l 'exercice 4 

1 - L'application tangente est 27r périodique et elle est continue sur chacun des 
intervalles ] - � ,  � [ et r n ,  3; [. Nous allons donc calculer les primitives de la 
fonction tangente sur chacun des deux intervalles ] - � ,  � [ et J � ,  3; [ .  
L'application </> : x E J - � ' � [ r---. cos(x) E J O ,  l J est dérivable et 

J tan(x) dx = J :�:�:� dx = J - ������) dx = J f(</>(x)) </>' (x) dx 

où f : t E J O ,  l J r---. -1/t . En utilisant la première formule du changement de 
variable pour une primitive , on obtient 

/ tan(x) dx = [j - � dt] = [- ln( l t i )] = - ln( j cos(x) j ) .  t t=cos(x} t=cos(x) 

Sur l 'intervalle J - � ,  � [, la fonction cosinus est strictement positive de sorte 
qu 'une primitive de la fonction tangente sur cet intervalle est x r---. - ln(cos(x) ) .  
En considérant l 'application </> : x E J � ,  3; [ r---. cos( x) E J O ,  l J ,  un calcul en tout 
point analogue permet d'établir que sur l ' intervalle J � ,  3; [, une primitive de la 
fonction tangente est x r---. - ln(- cos(x) ) .  
2 - La fonction g : x r---. cos(x) sin2 (x) étant continue sur � '  elle admet une 
primitive sur R L'application </> : x E � r---. sin(x) E [- 1 ,  l J est dérivable avec 
</>' : x E � r---. cos(x) et la première formule du changement de variable pour 
une primitive indique que 

J g(x) dx = j f (</>(x) ) </>' (x) dx = [ j f(t) dt] 
t=<f>(x} 

où f : t E [- 1 ,  1 J r---. t2 . On a donc 

J g (x) dx = [i t3] . = i sin3 (x) .  
t=sm(x) 

3 - La fonction sinus hyperbolique est continue sur � et ne s 'annule qu 'en O .  
On en déduit que la fonction x r---. e-x / sh3 (x) admet des primitives sur chacun 
des deux intervalles J - oo, O[ et JO ,  +oo[ .  De plus , pour tout x E �* , on a 

e-X s e-X 
sh3 (x) (ex - e-x ) 3 

8 e2x 

(e2x _ 1 ) 3 · 

L'application </> : x E J - oo,  0 [  r---. e2x E J O ,  1 [  est dérivable et sa dérivée est 
</>' : x E J - oo, O[ r---. 2 e2x E J O ,  l [ . On en déduit que 

!� dx = J 
4 </>' (x) dx = [ j 4 dt] sh3 (x) (</>(x) - 1 )3 (t - 1 )3 t=<f>(x} 

= [ - (t _: 1 )2L=e2x = - (e2x � 1 )2 " 



952 Solution des exercices 

Un calcul en tout point analogue peut être mené sur l 'intervalle J O , +oo[ . 

Solution de l 'exercice 5 

1 - Déterminons dans un premier temps les primitives de f : x f-+ 1/ sh(x) 
sur J - oo, O [ en considérant le changement de variable <P :  x E JO , 1 [  f-+ ln(x) E 
J -oo, O[ . L'application <P est continue sur J O , 1 [  et bijective de J O , 1 [  dans J -oo, O[ . 
Elle est dérivable sur JO , 1[ et sa dérivée qui est la fonction x f-+ l/x ne s 'annule 
pas sur J O , 1 [ . La bijection réciproque </J- 1 : x EJ -oo, O [ f-+ ex E JO , 1 [  est continue 
sur J -oo, O[ . L'application <P est donc un difféomorphisme et la seconde formule 
du changement de variable indique que 

J sh�t) dt = [! f(<P(x) ) <P' (x) dxL=q,- i (t) 
= [! sh(h�(x) ) � dxL=e' . 

Pour tout x E JO , 1 [ , on a 

x2 - 1  sh(ln(x) ) = Heln (x) - e- ln (x) ) = Hx - x- 1 ) = � -

On en déduit que sur J - oo ,  O [  

J �( ) dt = -2 [/-1-2 dx] = -2 [argth(x) J = -2 argth (et ) . sh t 1 - X x=e' x=e' 

Signalons qu'en utilisant l'expression logarithmique d'argument tangente hy
perbolique<53> , on obtient sur J - oo, O [ 

( 1 1 ) 
l + et e- 2 t + e2 t  ch( l t) -2 argth (et ) = - ln (----=---t) = - ln 1 1 = - ln ( ( 1 ) ) 1 e - - t - t - sh - t e 2 - e 2 2 

( - sh( l t) ) 
= ln (- sh( � t) ) - ln (ch( � t) )  = ln ch( �

2
t) = ln ( / th (� t) / ) .  

Déterminons à présent les primitives de f sur J O , +oo[ en considérant le chan
gement de variable <P : x E J l ,  +oo[ f-+ ln(x) E JO , +oo[ . L'application <P est 
continue sur J l ,  +oo[ et bijective de J l ,  +oo[ dans J O , +oo[ . Elle est dérivable sur 
J l ,  +oo[ et sa dérivée qui est la fonction x f-+ 1 /x ne s'annule pas sur J l ,  +oo[. La 
bijection réciproque </J- 1 : x E JO , +oo[ f-+ ex E J 1 ,  +oo[ est continue sur J O , +oo[. 
D'après la seconde formule du changement de variable, sur JO, +oo[ on a 

- dt = f (<P(x) ) <P' (x) dx = - dx J 
1 [/ ] [! 1 1 ] 

sh(t) x=<f>- l (t) sh(ln(x) ) x x=e' 

= -2 [/-1 dx] . 1 - x2 x=e' 

< 53 > Voir la proposition 14 .26 p.  695. 
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On prendra garde que sur l 'intervalle ] 1 ,  +oo[ ,  une primitive de la fonction 
x 1--7 1/ ( 1  - x2 ) n'est pas la fonction argument tangente hyperbolique ; celle-ci 
n'est définie que sur ] - 1 , l [ . On déduit de la décomposition en éléments simples 

que 

1 1 1 1 1 
1 - X2 = - 2 X - 1 + 2 X + 1  · 

J
_l_ <lx = � ln (�) . 1 - x2 2 X - 1 

Par conséquent , une primitive sur JO ,  +oo[ de f est 

-- dt = - ln -- = ln -- = ln J 1 ( et + 1 ) ( et _ 1 ) ( et/2 _ e- t/2 ) sh(t) et - 1 et + 1 et/2 + e- t/2 
= ln (th( �t ) )  = ln ( l th( � t) I ) . 

2 - Calculons une primitive de f : t 1--7 Vf=X2 en considérant le changement 
de variable <P : x 1--7 sin( x) .  La fonction f est définie sur [- 1 ,  1] ; elle est continue 
sur cet intervalle. L'application <P est difféomorphisme de ] - � , � [ dans ] - 1 , 1 [  
dont la bijection réciproque est cp- 1 : t E [- 1 ,  l ]  t---7 arcsin(t) E [- � ,  H La 
seconde formule du changement de variable pour une primitive indique que 

J f(t) dt = [j ! (<P(x) ) <P' (x) <lx] = [j J1 - sin2 (x) cos(x) <lx] . 
x=<f> - 1 (t)  x=arcsin(t) 

On a J1 - sin2 (x) = 1 cos(x) I et sur [- � ,  � ]  la fonction cosinus est positive . 
On en déduit que 

J J(t) dt = [ J cos2 (x) <lx] . = [ J +�  + � cos(2x) <lx] . 
x=arcsm(t)  x=arcsm(t) 

= [ + �x + � sin(2x)J . = � arcsin(t) + � sin(2 arcsin(t)) 
x=arcsm(t)  

= � arcsin(t) + � t Jl"=t2. 
Solution de l'exercice 6 
1 - On a 

!0 = fo1 
Jl=X dx = [- � ( 1 - x) �t = � ·  

et en effectuant une intégration par parties , on obtient 

r l 1 2 r 1 li = J 0 x Jl=X dx = [- � x ( 1 - x) � J o + 3 J 0 ( 1 - x) � dx 

2 [  5 ] 1 4 = 3 - t ( l - x) > o = 15 · 
2 - Pour tout n E N* , en intégrant par parties on obtient 
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Or 

11 
xn- l ( l - x)3/2 dx = 1 1 

xn- l ( l - x) ( l - x) l /2 dx 

= 11 
xn- l ( l - x) l/2 dx - fol xn ( l - x) l /2 dx 

= In- l - In . 
On en déduit que In = �n (In- l - In ) ce qui permet de conclure que 
(3 + 2n) In = 2n in- l · 

Solution de l'exercice 7 

1 - Pour x E [O, 1 ] ,  on a 1 � xn + 1 � 2 . On en déduit que � � l+lx" � 1 puis 
1 n � xn � n c r l n d - 1 bt ' t que 2 x "' I+xn "' x . omme Jo x x - n+ I , on o ien 

1 1 1 1 11 1 
( ) = - xn dx � In � xn dx = --. 2 n + l  0 2 0 n + l  

Comme limn_,+oo n�i = 0, le théorème d'encadrement indique que la suite 
(/n )n converge et a pour limite O .  
2 - On a 

1 1 nxn 11 ( nxn- l ) 11 
n in = --n dx = X --n dx = X (ln ( l + Xn) ) ' dx . 0 l + x  0 l + x 0 

La formule d 'intégration par parties indique que 

3 - Soit f :  X f-t ln ( l + x) ;  pour tout t E lR.'f_ , f est de classe C2 sur l 'intervalle 
[ü, t] et la formule de Taylor à reste intégral à l 'ordre 1 indique que 

ln ( l + t) = f(t) = f(O) + t j' (O) + t (t - ,x)2 J"(x) dx . la 2 . 
On a f(O) = 0 ,  f'(O) = 1 et f" (x) = - 1/ ( 1 + x) 2 ce qui nous donne la relation 

1 1t (t - x) 2 ln ( l + t) = t - - ( )2 dx . 2 0 1 + x  

Puisque la fonction x E [O, t] r-t g���� est strictement positive sur JO ,  t[ pour 
tout t E JR.'f_ , on a 

1t (t - x)2 
( )2 dx > 0 0 l + x 

et on peut conclure que ln ( l + t) < t . 
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Pour tout x E J O ,  1 ] , on a xn E IR'f_ et par conséquent ln( l + xn ) < xn . On a 
donc 

0 � !
1 
ln( l + xn ) dx � !

1 
xn dx = -1 - . la la n + 1 

Le théorème d'encadrement , permet d 'en déduire que 

lim !
1 
ln( l + xn) dx = 0 ,  n->+oo la 

ce que l'on peut également exprimer sous la forme fa1 ln( l + xn) dx = 0+00 ( 1 ) . 
D'après la question précédente, on a donc 

n ln = ln(2) + 0+00 ( 1 ) 

ce qui entraîne que nln ,...., ln(2) , autrement dit que In 
,...., 1n <2l . +oo +oo n 

Solution de l'exercice 8 
1 - La fonction polynomiale x 1--t x4 - 4 admet deux racines réelles V2 et -,/2. 
On est donc amené à s 'intéresser aux primitives de la fonction 
f : x 1--+ �!�! sur chacun des intervalles ] - oo, -,/2[, -,/2, ,/2[ et ],/2, +oo[ . 
Une étape préliminaire au calcul des primitives de f consiste à effectuer la dé
composition en éléments simples dans IR(X) de la fonction rationnelle ;:�: . 
On obtient , en utilisant les méthodes de décomposition présentées au chap. 7, 

2 x4 + 4 1 --- = 1 + ---
X4 - 4 ,/'iX - 2 

1 --- - ---
,/'ix + 2  x2 + 2 ' 

ce que l 'on peut réécrire , 

X4 + 4 1 ,/2 
X4 - 4 = l + ,/2 ,/'iX - 2 

1 V2 - h  1/,/2 
V2 V'ix + 2 (x/v2 / + 1 · 

Posons </J1 : x 1--+ ,/'ix - 2 ; la première formule de changement de variable pour 
une primitive indique que 

J 
,/2 j <P' (x) 

,/2 
dx = ___l__( ) dx = ln ( l <P1 (x) I )  = ln ( lhx - 2 1 ) . X - 2 </J1 X 

Posons cp2 : x 1--+ V'ix + 2 ; on a 

J 
,/2 

J 
<P' (x) 

V'ix + 2 dx 
= </>� (x) dx = ln( l </J2 (x) I )  = ln ( lhx + 2 1 ) .  

Enfin, posons </J3 : x 1--+ �x ;  on a 

J 
1/,/2 j <P� (x) 1 

2 dx = </J2 ( ) dx = arctan(cp3 (x) ) = arctan( V2x) . 
(xj,/'i) + l 3 X + 1 
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On en conclut que 

J x4 + 4  x4 _ 4 dx = x + fi ln( lv'2x - 2 1 ) - fi ln( l v'2x + 2 1 ) - v'2 arctan( fix) . 
2 - La fonction f : x f--> sin3 (x) est continue sur lR ;  elle admet par conséquent <54l 
des primitives sur R Une étape préliminaire dans le calcul de ces primitives 
consiste à linéariser sin3 (x) , en utilisant les méthodes exposées au chap. 4. On a 

sin3 (x) = - i  sin(3x) + � sin(x) 

ce qui implique que 

! . I f · 3 1 . 1 3 sm3 (x) dx = - 4  sm(3x) dx + 4' sm(x) dx = 12 cos(3x) - 4' cos(x) . 

3 - La fonction f : x f--> 1�i�:s�x(�) est continue sur lR et elle est 7r-périodique. On 
peut obtenir ses primitives sur lR en ayant recours au changement de variable t = tan(x) conformément aux formules de Bioche<55l . Il résulte des propriétés 
de la fonction arc-tangente que l 'application </> : x E lR f--> arctan( x) E ]  - � ,  � [ 
est un difféomorphisme dont la bijection réciproque est la fonction tangente. 
La seconde formule du changement de variable pour une primitive indique que 

Or 

i l 
sin2 (�� ) dx = j f(x) dx = [j f(<f>(t) ) </>' (t) dt] · + cos x t=<f>- 1 (x)  

f(<f>(t) ) = sin2 (arctan(t)) 
1 + cos2 (arctan( t) ) tan2 (arctan(t) ) 

( cos( arctan(t)) ) -2 + 1 
t2 t2 

( cos(arctan(t) ) ) -2 + 1 2 + t2 

car coJ(u) = 1 + tan2 (u) , cette expression représentant aussi la dérivée en u de 
la fonction tangente. On en déduit que 

/ _sin_2 ( x_) dx = [j t2 dt] . 1 + cos2 (x) ( 1  + t2 ) (2 + t2 ) t=tan(x) 

En utilisant la décomposition en éléments simples 

t2 1 2 
( 1  + t2 ) (2 + t2 ) = - 1 + t2 + 2 + t2 ' 

<54l Voir le corollaire 18 .2  p. 909. 
<55) Voir p. 944. 
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on obtient 

J 
t2 dt = - f -1- dt + v'2j l/v'2 dt ( l + t2 ) (2 + t2 )  l + t2 l + (t/v'2) 2 

= - arctan( t) + v'2 arctan( � t) . 
On en conclut que 

J 
sin2 (x) /n 

2 (  ) dx = - arctan(tan(x) ) + v 2 arctan( � tan(x) ) .  l + cos x v "'  

957 

1 On veillera à éviter des simplifications hâtives . On a arctan(tan(x) ) = x 
uniquement si x E ]  - � ,  � [ . La primitive est ici exprimée sur IR. 

4 - Le polynôme X2 + X +  1 a pour discriminant -3. Il n'a donc pas de racine 
réelle. La fonction f : x f-+ � est par conséquent continue sur IR. Pour X +x+l  
calculer ses primitives sur �' commençons par remarquer que 

f(x) = � 2x + 1 + � 1 = (x2 + x + 1 ) ' + � 1 
2 v'x2 + x + l  2 v'x2 + x + l  2v'x2 + x + l  2 y'x2 + x + l  

Considérons l'application <P :  x E � f-+ x2 +.x+ l ; cette application est dérivable 
et la première formule de changement de variable pour une primitive indique 
que 

J 
(x2 + x + l ) ' dx = j 1 

<P' (x) dx = [ j -1 dt] 2v'x2 + x + 1 2� 2Vt t=<f>(x)  

= [ .Ji] . = V x2 + X + 1 .  
t=x2 +x+l  

Par ailleurs , pour tout x E � on a 

où 'l/J : x f-+ �x + )J.  Cette application est dérivable et la première formule 
de changement de variable pour une primitive indique que 

dx = ' x dx J 
1 

J 
1 

v'x2 + x + 1 J'l/J2 (x) + 1 
'l/J ( ) 

On en conclut que 

[! #+i dyl = argsh ( �x + )3) . 
Y y=,P(x)  

J 
x + 1 dx = J x2 + x + 1 + � argsh ( �3 x + ;,,3 ) . v' X2 + X + 1 2 V "  V "  
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Solution de l 'exercice 9 
1 - a) Pour tout x E IR fixé, l 'application f : t E [O , 1] r--; ( 1 - t2r cos(tx) 
est continue car il s 'agit du produit d 'une fonction polynomiale par la fonction 
cosinus qui sont deux fonctions continues sur [O , l ] .  

b )  Pour (x, t) E IR x [O , 1 ] on a 1 ( 1 - t2 )n cos(tx) I � ( 1 - t2r . On en 
déduit que pour tout x E IR I Jn (x) I � f01 ( 1  - t2 )n dt, autrement dit , que 
l 'application Jn est bornée sur IR. Plus précisément , pour t E [O, 1] et x E � 
on a - 1 � cos(tx) � 1 . Ainsi , 

La valeur maximale de Jn sur IR est donc Jn (O) . 
2 - a) En intégrant par parties on obtient 

r1 1 rl 
Jn (O) = Jo 

( 1 - t2 )n dt = [t ( l - t2 )n L +2n Jo 
t2 ( 1 - t2 )n- l  dt 

....__,_, =0 

= 2n fo 1 
(t2 - 1 ) ( 1 - t2r-1 dt + 2n fo 1 

( 1 - t2r- 1 dt 

= -2nJn (O) + 2nJn- 1 (0) . 

On en déduit la relation de récurrence (2n + l ) Jn (O) = 2nJn_ 1 (0) valable pour 
tout n E N* . 

22n (n! ) 2 
b) Montrons que Jn (O) = ( ) I en utilisant un raisonnement par ré-

2n + 1 . 

1
1 20 (0 1 ) 2 currence. Pour n = 0 on a Jo (O) = 1 dt = 1 = --1 ·- . La relation est donc 

0 1 . 
vraie pour l'entier O. 

22k (k ! ) 2 Supposons que pour un entier k donné on ait Jk (O) = 
(2k + l ) !  

et montrons 

22(k+ l ) ( (k + 1 ) ! ) 2 que le prédicat est héréditaire c'est-à-dire que Jk+ l (0) = -----'--'---'-
(2 (k + 1 ) + 1 ) !  

On a d'après la question 2 - a, 

2 (k + 1 )  2 (k + 1 )  22k (k ! ) 2 
Jk+ i (O) = 2 (k + 1 ) + 1 Jk (O) = 

2 (k + 1 ) + 1 (2k + 1 ) ! 
2 (k + 1 ) 2(k + 1 ) 22k (k ! ) 2 22(k+ l ) ( (k + 1 ) ! ) 2 
(2k + 2) 2k + 3  (2k + l ) !  (2 (k + l ) + l ) !  . 

._____..._.., = l 

22n (n!)2 On a ainsi démontré que Jn (O) = ( ) I pour tout n E N. 
2n + 1 . 
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3 - a) Appliquons la formule de Taylor-Lagrange à la fonction cosinus entre 0 
et y pour y E [- � ,  � J  fixé : il existe un réel c dans l'intervalle d 'extrémités 0 
et y tel que 

y2 y2 
cos(y) = cos(O) + y cos' (O) + 2 cos" (c) = 1 - 2 cos(c) . 

Puisque y E [- � ,  � J on a  c E [- � ,  � J  et 0 � cos(c) � 1 .  On en déduit que 

y2 y2 
0 � 1 - cos y = 2 cos(c) � 2 .  

On peut bien entendu étudier la fonction y 1----+ 1 - cos y - �y2 et déterminer 
son signe sur l'intervalle [- � ,  �J mais c 'est beaucoup plus long. 

b) Jn est continue en 0 si lim Jn (x) = Jn (O) . On a x->a 
Jn (O) - Jn (x) = fo

1 
( 1  - t2r (1  - cos(tx) )  dt . 

Pour x E [- � ,  � J  on a tx E [- � ,  � J  pour toute valeur de t comprise entre 0 
et 1 et 

r 1 (tx) 2 x2 r l x2 
0 � Jn (O) - Jn (x) � la ( 1  - t2 )n -2- dt = 2 la t2 ( 1  - t2 )n dt = C 2 

où C est une constante réelle . D 'après le théorème d'encadrement , on en déduit 
que 

lim Jn (x) - Jn (O) = 0 X->a 
et par conséquent que Jn est continue en O . 
On peut également utiliser la première formule de la moyenne pour conclure à 
la continuité de Jn en O . Il existe un réel c E J O ,  1 [  tel que 

Jn (O) - Jn (x) = fo\ 1 - t2r ( 1  - cos(tx ) )  dt = ( 1  - c2r ( 1  - cos( ex) ) 

et lim (1  - c2 )n ( 1  - cos( ex) )  = O. X->a 
4 - Jn est dérivable en 0 si lim Jn (x) - Jn (O) existe . On a montré que pour x->a X 
x E [- � ,  � J  on avait 

On en déduit que pour x E J O ,  � ] ,  
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. Jn (x) - Jn (O) [ [ et par conséquent que hm = O. Pour x E - � ,  0 on a x->O+ X 

� 1 1 
t2 ( 1 - t2 )n dt �  Jn (O) : Jn (x) � 0 

1 .  Jn (x) - Jn (O) O p· l 1. Jn (x) - Jn (O) et par conséquent Jm = . ma ement Jm = O x->O- X x->O X 
et J� (O) = O. 

Solution de l'exercice 10 

1rr/2 7f 1 - Io = 1 dt = - .  0 2 
r/2 rr/2 li = l 0 cos t dt = [sin t L = 1 .  

h = cos2 t dt = 1/2 1 + cos (2t) dt = - t + - sin(2t) = � -
11f 

/2 11f 
/2 1 [ 1 ] 7f /2 

0 0 2 2 0 4 
Considérons le changement de variable cf> :  x E [ü, � ]  r--; � - x. L'application cf> 
est de classe C1 sur [O, � ] . On a 

1rr /2 1.P(O) 10 
ln = cosn (t) dt = cosn (t) dt = - cosn (n/2 - x) dx 0 <f>(rr/2) rr/2 10 1rr/2 = - sinn (x) dx = sinn (x) dx . 

rr/2 0 
2 - Intégrons par parties , pour n E N* 

r12 
ln+ I = la sinn (t) sin(t) dt 

[ rr/2 r/2 
= - cos(t) sinn (t)L + la n sinn- 1 (t) cos2 (t) dt 

r12 
= n la n sinn- 1 (t) ( 1 - sin2 (t) ) dt 

= n (forr/2 sinn- l (t) dt - forr/2 sinn+l (t) dt) 
= n(ln- l - ln+I ) · 

On en déduit la relation (R) (n + l )ln+ I = nln- l · 
Vérifions par un raisonnement par récurrence que pour tout p E N* , 

I _ P1 (p) � 2P - P2 (P) 2 
La relation est vraie pour p = 1 puisque 

7f h = - et 4 
P1 ( l ) n -- -P2 ( l ) 2 

1 7f 

2 2 
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Supposons la relation vraie pour un entier p donné . On a alors d'après la relation 
de récurrence (R) 

I _ I _ 2p + 1 I _ "!._ 2p + 1 P1 (p) 2(p+ l ) - 2p+2 - 2p + 2 2p - 2 2p + 2 P2 (p) 

7r 2p + 1 - --2 2p + 2 

La relation 

p p+ l 
II 2k - 1 II (2k - 1 ) 
k= l 7r k= l p 2 p+ l 
II 2k II 2k 
k= l k= l 

P2 (P) hp+i = P1 (p + 1 ) 

7r P1 (p + 1 ) 
2 P2 (P + 1 ) " 

se démontre de la même manière en ayant recours à un raisonnement par ré
currence. 
3 - Pour tout t E [ü , � ]  on a 0 � cos(t) � 1 .  On en déduit que 

0 � cosn (t) = cos(t) cosn- 1 (t) � cosn- 1 (t) . 
Cela implique que 

0 � In+ l = lafi cosn+ l (t) dt � lafi cosn (t) dt = In . 

La suite (In )n est donc décroissante et minorée par 0 ;  on en déduit <56 l qu 'elle 
converge vers un réel e. 
4 - Puisque la suite (In )n converge , il en est de même de toutes les suites 
extraites de la suite (In )n · En particulier la suite extraite correspondant aux 
termes d'indice pair (J2p )pEN et la suite extraite correspondant aux termes 
d'indice impair (hp- l )pEN* convergent vers e. On en déduit que la suite de 

1 I2p- 1 O terme généra Up = -1-- converge vers 1 . r 
2p 

Comme la suite (up)p converge vers 1 , on en déduit la formule de Wallis , 
( n n ) 2 

lim � II 2k/ II (2k - 1 ) = 7r. n>----> +OO n 

(sG) 
Voir le théorème 5 .2  p. 189 .  

k= l k= l 
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5 - Considérons la suite de terme général Wn = (n + l )Inin+ I · D 'après la 
relation de récurrence (R) , on a pour tout n E N 

(n + 1 ) Wn+l = (n + 2)In+l in+2 = (n + 2)In+l --In = (n + l )Inin+l = Wn . n + 2  

La suite (wn )n est donc une suite constante. On a wo = Ioli = i donc Wn = i 
pour tout n E N. Par ailleurs 

. 7r 2 � On en déduit que -2 rv nin autrement dit que In rv -2 . +oo +oo n 

Solution de l 'exercice 1 1  
. ln( l + tx) . 1 - Pour tout x E JR+ la fonct10n g : t f----+ 2 est contmue sur l 'intervalle l + t  

[O, x] en tant que quotient de deux fonctions continues sur [O , x] , la fonction au 
dénominateur ne s 'annulant pas . On en déduit par la première formule de la 
moyenne qu'il existe un réel c E ] O ,  x [  tel que 

l
x ln ( l + ex) f(x) = g(t) dt = x g(c) = x 2 . o l + c 

Lorsque x tend vers 0 ,  c tend vers 0 et , puisque lim g(t) = 0, on en déduit que 
t--->0 

lim f(x) = lim x g(c) = O . 
X--->0 X--->0 

L'application f est donc bien continue à droite en O . 
2 - a) On a 

f (x + h) - f(x) = � r+h ln ( l + t(x + h)) 
dt - � r ln ( l  + tx) dt h h }0 1 + t2 h }0 1 + t2 

= � r ln ( l + t (x + h)) dt � 1
x+h ln( l  + t(x + h)) dt h lo 1 + t2 + h X 1 + t2 

l 1
x ln ( l + tx) 

- -h 1 2 dt 
0 + t 

1 1
x 1 = -1 --2 (111 ( 1 + (x + h)t) - ln( l + xt)) dt 

1 0 1 + t 
1 1

x+h ln( l + (x + h)t) + h 
X 1 + t2 dt 

= h(h) + Ii (h) . 
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. ln(l + (x + h)t) 
b) Pour tout x E �+ et pour tout h > -x la fonct10n t f--+ 1 + t2 

est continue sur [x , x + h] en tant que quotient de deux fonctions continues sur 
[x, x + h] , la fonction au dénominateur ne s 'annulant pas . On en déduit par la 
première formule de la moyenne qu'il existe un réel c E Jx ,  x + h[ tel que 

I (h) = ln( l  + (x + h)c)
. 1 1 + c2 

Lorsque h tend vers 0, le réel c tend vers x et par conséquent 

lim Ii (h) = ln( l  + x2 ) . 
h-.O 1 + x2 

c) La fonction rationnelle t f--+ ( 2 )
t
( ) admet une décomposition l + t l + xt 

en éléments simples dans � de la forme : 
t at + /3 'Y 

( 1  + t2 ) ( 1  + xt) = 1 + t2 + 1 + xt ' 
où les coefficients a, /3, 'Y sont déterminés en utilisant les techniques présentées 
au chapitre 7. On obtient 

X 'Y = - x2 + 1 ' et 1 a - -- x2 + 1  · 

On en déduit que 
1x t 1x 1 1x 1 <f>(x) = a  --2 dt + /3 2 dt + 'Y -1 - dt 

0 1 + t 0 t 0 + xt 
= � [1n ( l  + t2 )J :  + f3 [arctan(t)J :  + ;; [1n( l  + xt)J :  
= � ln ( l  + x2 ) + /3 arctan(x) + .2 1n ( l  + x2 ) 2 X 

X 1 2 = -2-- arctan(x) - ( 2 ) ln ( l  + x ) . X + l  2 1 + x  

d) Considérons, pour t E �+ fixé, l 'application Wt : x E �+ f-----4 ln( l  + xt) . 
L'application Wt est de classe C00 et pour tout x E �+ on a 

! ( ) t Il ( ) t2 
Wt x = 1 + xt , Wt x = - ( 1  + xt)2 . 

D 'après la formule de Taylor-Lagrange à l 'ordre 1 ,  il existe un réel c E ]x ,  x + h[ 
tel que 

Wt (X + h) - Wt (X ) = h 'lj;� (X) + �2 
'lj;�' ( c) , 

autrement dit , il existe un réel c E ]x ,  x + h [  tel que 

th t2h2 
ln( l  + (x + h)t) - ln(l + xt) = 1 + xt - 2 ( 1  + ct)2  
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On a donc 
1 r 1 

h (h) = h la 1 + t2 (ln( l  + (x + h)t) - ln( l + xt)) dt 

1 rx 1 = h la 1 + t2 ( 1/!t (x + h) - 1/!t (x)) dt 

1 r 1 ( th t2h2 ) = h la 1 + t2 1 + xt 
-

2( 1  + ct)2 
dt 

= dt - - dt 
lx t h lx t 
a ( 1  + t2 ) ( 1  + xt) 2 a ( 1  + ct)2 ( 1  + t2 ) 

h = </>(x) - ""iR(h) 

r t2 où R(h) = la ( l + ct)2 ( l + t2) 
dt . Puisque x > 0 ,  h > -x et que c E Jx, x + h[, 

t E JO, x[ , on a 1 + et ? 1 et 1 + t2 ? 1. On en déduit que 
t2 0 � � t2 "" ( 1  + ct)2 ( 1  + t2 ) "" 

r x3 et par conséquent que 0 :::;; R(h) :::;; la t2 dt =  3 · 
f(x + h) - f(x) 

e) Pour tout x E JR.+ on a 
h 

= li (h) + I2 (h) . Des questions 
précédentes , on déduit que : 
- limh__,a I2 (h) = </>(x) car limh__,a �hR(h) = 0 puisqu'il s 'agit du produit 

d 'une fonction tendant vers 0 par une fonction bornée ; 
- limh__,a li (h) = ln( l + x2 ) / ( 1  + x2 ) . 

Ainsi , la quantité i U(x + h) - f (x)) a une limite lorsque h tend vers 0 pour 
tout x E JR.+ . On en déduit que f est dérivable sur JR.+ ,  de dérivée en x E JR.+ 

!'(  ) = r f(x + h) - f(x) 
= ln( l  + x2 ) A.. ( ) X h� h 1 + x2 

+ 
'f' X . 

3 - Pour tout x E JO ,  +oo [, on a J' (x) = 
ln( l + �2 ) 

+ </>(x) .  On en déduit que 
l + x  

f (x) = f(O) + r J' (t) dt =  r ( ln( l + ;2 ) + </>(t)) dt la la 1 + t 

r ( t ln ( l + t2 ) ) = la t2 + 1 
arctan(t) + 

2( 1  + t2 ) 
dt 

= fo
x 
(u' (t) v (t) + u(t) v' (t) ) dt 

où u : t E JR.+ f--7 � arctan(t) et v : t E JR.+ f--7 ln( l + t2 ) . On a donc 

f(x) = r (u(t) v (t ) ) ' dt =  u(x)v (x) - u(O)v (O) = � arctan(x) ln( l + x2 ) . la 2 



CHAPITRE 19  

L'intégrale généralisée 

Au chapitre précédent nous avons étudié l ' intégrale d'une fonction définie sur 
un intervalle fermé et borné de R Nous nous intéressons dans ce chapitre à 
l'intégration d'une fonction définie sur un intervalle I qui n 'est pas fermé ou 
qui n 'est pas borné, c'est-à-dire sur un intervalle de l 'une des formes suivantes , 
l .  I = [a, b [  où a E lR et b E � avec a < b, 
2 . I = ]a, b] où a E � et b E lR avec a < b, 
3 .  I = ]a, b [  où a E � et b E � avec a < b , .  

En d'autres termes, on cherche à intégrer une fonction sur un intervalle non 
borné ou à intégrer sur un intervalle d'extrémités a et b une fonction non bornée 
au voisinage de a ou de b . Cette intégrale est qualifiée d 'intégrale généralisée 
ou encore d 'intégrale impropre. 

19.1 Nature d'une intégrale généralisée 

DÉFINITION 19 . 1  (Fonction localement intégrable) 
Soit f une application définie sur un intervalle I. On dit que f est localement 
intégrable (au sens de Riemann) sur I si pour tout (a, !3) E I2 la restriction 
de f à l 'intervalle fermé et bornd [a, /3] est Riemann-intégrable. 

Les résultats que nous avons établis pour l 'intégrale de Riemann conduisent aux 
critères suivants permettant d'établir qu'une fonction est localement intégrable. 
- Il résulte de la proposition 18 . 2 ,  page 897, que toute fonction continue sur 

I est localement intégrable sur I . 
- Il résulte de la proposition 18 .3 ,  page 898 , que toute fonction continue par 

morceaux sur I est localement intégrable sur I . 
- Il résulte de l 'exercice 2 ,  page 898 , que toute fonction monotone sur I est 

localement intégrable sur I. 
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Il résulte également des propriétés de l 'intégrale de Riemann que l 'ensemble 
des fonctions localement intégrables sur un intervalle I donné est un IR-espace 
vectoriel . 

D ÉFINITIO N  19 .2  (Nature d'une intégrale généralisée) 

X Soit f une application localement intégrable sur [a, b [  où a E IR et b E lR avec 
a <  b. On dit que l 'intégrale de f sur [a, b[ est convergente si la fonction 

F : x E [a, b[ f------7 1x f (t ) dt 

admet une limite (finie) lorsque x tend vers b. Cette limite est appelée in

tégrale généralisée de f sur [a, b[ et elle est notée 1: f (t ) dt .  Si cette limite 
n'existe pas, on dit que l 'intégrale de f sur [a, b[ est divergente. 

X Soit f une application localement intégrable sur ] a ,  b] où a E lR et b E IR avec 
a < b. On dit que l 'intégrale de f sur ] a ,  b] est convergente si la fonction 

F : x E ]a, bJ f------7 lb f (t ) dt 

admet une limite (finie) lorsque x tend vers a .  Cette limite est appelée in

tégrale généralisée de f sur ]a ,  b] et elle est notée 1: f (t ) dt .  Si cette limite 
n'existe pas, on dit que l 'intégrale de f sur ]a ,  b] est divergente. 

Remarque La définition 19 .2  pour l 'intégrale généralisée d 'une fonction f 
localement intégrable sur l 'intervalle [a, b[ (resp . ]a ,  b] ) est cohérente avec la 
définition donnée pour l 'intégrale d 'une fonction Riemann-intégrable sur [a, b] 
au sens où si f est Riemann-intégrable sur [a, b] alors la valeur de l 'intégra.le de 
Riemann 1: f (t) dt est égale à la limite lorsque x tend vers b (resp . a) de F(x) . 

DÉFINITION 19 .3  Soit f une application localement intégrable sur ]a ,  b[ où 
(a, b) E lR avec a < b et soit c E ]a ,  b [ .  On dit que l 'intégrale de f sur 
] a ,  b[ est convergente si les 2 intégrales 1: f (t ) dt et 1: f (t) dt sont conver
gentes< ! ) . Dans ce cas, on appelle intégrale généralisée de f sur ] a ,  b[ le réel 
noté 1: f (t) dt qui est défini par 

1b f (t ) dt = le f(t) dt + lb f (t ) dt . 

Considérons une fonction f définie sur un intervalle I = ]a, b[ privé d 'un nombre 
fini de valeurs {ck }k=I , . . . ,n avec 

a < C1 < · · · < Cn < b. 

( I )  On peut établir que la convergence de J: f(x) dx ne dépend pas du choix de c.  
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On pose co = a et Cn+ l = b. Si, pour tout k E {O ,  . . .  , n } ,  f est localement inté
grable sur chacun des intervalles h = Jck , ck+d et si les intégrales J.ck+ i f(t) dt Ck 
sont convergentes alors on dit que f admet une intégrale généralisée sur Ja ,  b[ 
convergente et on pose 

Le principe de l 'étude de la nature d 'une intégrale généralisée consiste donc à 
découper l 'intervalle d'intégration en autant de sous-intervalles que nécessaire 
de sorte que f soit localement Riemann-intégrable sur chacun de ces sous
intervalles et à étudier la nature de chacune des intégrales généralisées . Si elles 
sont toutes convergentes alors l 'intégrale généralisée de f sur I est convergente . 
Si l 'une des intégrales généralisées de f sur h diverge alors l 'intégrale généra
lisée de f sur I est divergente . 

Exemples 

1 .  L'application f : x E [1 , +oo[ r-+ � est continue, donc localement intégrable 
sur [ 1 ,  +oo[. On a pour tout x E J l ,  +oo[ ,  

!X 1 F (x) = - dt = ln (x ) 
1 t et lim F (x) = +oo. x-++oo 

L'intégrale généralisée J1+00 t dt est donc divergente . 
2 . L'application f : x E �+ r-+ e-x est continue, donc localement intégrable sur 
[O, +oo[ . Pour tout x E �+ , on a 

F (x) = r e-t dt = [-e-tr = 1 - e-x et lim F (x) = 1 .  Jo O x-++oo 

L'intégrale de f sur [O , +oo[ est donc convergente et J0+00 e-t dt = 1 .  
3 .  L'application f :  x E J O ,  l J  r-+ 1/  Fx est continue, donc localement intégrable 
sur J O ,  l J .  Pour tout réel x E JO ,  1 ] ,  on a 

1 1 1 1 
F (x) = li dt = [20] = 2 - 2,/X X y t X et lim F (x ) = 2 . x-+O 

L'intégrale de f sur J O ,  lJ est donc convergente et J01 1/Vt dt = 2 . 
4. L'application f : x E �+ r-+ sin (x ) est continue, donc localement intégrable 
sur [O, +oo [. On a pour tout réel x E �+ , 

F (x) = lx 
sin (t) dt = [- cos (t)J : = 1 - cos(x) 

et cosinus n'a pas de limite en +oo. L'intégrale de f sur [O, +oo[ est donc 
divergente .  
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5. L'application f : x E JR'.+ f-+ 1/ ( 1  + x2 ) est continue, donc localement inté
grable sur [ü, +oo[. Pour tout réel x E JR'.+ , on a 

1X 1 [ ] X F(x) = --2 dt = arctan(t) = arctan(x) 
0 1 + t 0 et lim F(x) = � -x-->+oo 2 

L'intégrale de f sur [O , +oo[ est donc convergente et f0+00 1/ ( 1  + t2 ) dt = 7r/2 .  
De même, f étant continue sur ] - oo, O] , elle est localement intégrable sur 
] - oo, O] . Pour tout réel x E IR'.- , on a 

10 1 0 
F(x) = --2 dt = [arctan(t)J = - arctan(x) et 

' 7r lim F(x) = - .  
X 1 + t X X-->-00 2 

L'intégrale de f sur ] - oo, O] est convergente et J�00 1/ ( 1  + t2 ) dt = 7r/2 . On 
en déduit que l ' intégrale de f sur IR'. est convergente et 

f +oo 1 f O 1 1+= 1 
-1 2 dt = --2 dt + -1 --2 dt = 1r. 

- OO + t - OO 1 + t Ü + t 

EXERCICE 1 Déterminer la nature et la valeur éventuelle des intégrales 
généralisées suivantes : 

1 .  fo
1 
ln(t) dt 2. r+= � dt }0 1 - t 

3 .  r+= 1 dt lo J l l - t2 1 

Interprétation graphique 

F(x) = J: f (t) dt représente l 'aire al
gébrique Ax (hachurée sur la figure ci
contre) comprise entre la représenta
tion graphique de f ,  l 'axe des abscisses 
et les droites parallèles à l 'axe des or
données et passant par les points des 
coordonnées (a, O) et (x, O) . Dire que 
l 'intégrale fa+oo f (t) dt converge signi
fie que lorsque x tend vers +oo l 'aire 
Ax tend vers une limite finie . On a ainsi 
l 'exemple d 'un domaine dont le péri
mètre est infini mais dont l 'aire finie . 

Remarques 

a X 
Fig. 1 fax f(t) dt représente l'aire 

algébrique hachurée. 

1 .  Il est inexact d'écrire f�: f (t) dt = limx_,+00 f�x f (t) dt . Si c'était le cas , 
toute fonction impaire continue sur IR'. aurait une intégrale convergente égale 
à zéro . Par exemple, l 'intégrale sur [ü, +oo[ de la fonction f :  x E IR'. f-+ sin(x) 
est divergente (voir l 'exemple 4 page 967) et l 'intégrale sur ] - oo, O [  est aussi 
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divergente. L'intégrale sur IR de f est donc divergente alors que f�x f (t) dt = O .  
Toutefois, s i  l 'intégrale généralisée f�: f(t) dt converge alors la valeur de l 'in
tégrale est égale à limx-.+oo f�x f (t) dt . 
2 . Avant de calculer l 'intégrale d 'une fonction sur un intervalle donné il faut 
s'assurer que la fonction considérée est bien intégrable sur ledit intervalle. 
Ainsi l 'application x E IR* f--t l/x n 'est pas localement Riemann-intégrable 
sur [- 1 ,  1 ] . En effet , les intégrales J� 1 t dt et J01 t dt sont divergentes , voir 
l 'exemple 1 page 967. Un calcul sans précaution pourrait conduire à écrire 

1 1 1 1 
- dt = [1n ( l t l )J = 0 

- 1 t - 1  

ce qui est bien sûr inexact . 
Un premier critère pour déterminer la nature d'une intégrale généralisée est 
fourni par la proposition suivante (on a un énoncé similaire concernant l 'inté
grale généralisée J�00 f (t) dt) . 

P ROPOSITION 19.1 Soit f une fonction localement Riemann-intégrable sur 
[a, +oo[ .  Si f admet une limite non nulle en +oo alors l 'intégrale généralisée 
f a+oo f ( t) dt diverge. 

Démonstration Supposons que la fonction f localement Riemann-intégrable 
sur [a, +oo[ admette pour limite en +oo le réel strictement positif f et mon
trons que dans ce cas l 'intégrale indéfinie F(x) = J: f(t) dt tend vers +oo 
en +oo. Le cas où f < 0 se déduira de la situation considérée en considérant 
l 'application -f. 

Puisque C2 > f admet pour limite f en +oo, 

3T E IR \:/x E ]a , +oo[ (x ;;::: T ===? l f (x) - f l :::;; � f) . 

Soit 77 = max{a, T} . Pour tout x E [77 , +oo[ on a � g :::;; f (x) :::;; � f  et par 
conséquent 

l
x 

� f dt :::;; l
x 

J ( t) dt :::;; l
x 

� f dt 
"-...----' "-...----' 

= � f(x - 77) = � f(x - 77) 

Désignons par C la valeur de l 'intégrale de Riemann de f entre a et 77 ;  pour 
tout x E [77, +oo[, on a 

F(x) = l'7 J (t) dt + l
x 

J (t) dt = C + l
x 

J (t) dt 

(2) . 1 Voir p. 601 ; on prend e = 2 €.  
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et par conséquent , 
� f(x - 77) + C :::; F(x) :::; � f(x - 77) + C. 

Comme limx_,+00 � f(x - 17) + C = +oo, le théorème 13 . 2 ,  page 607, indique 
que F a pour limite +oo en +oo. L 'intégrale généralisée fa+oo f(t) dt est par 
conséquent divergente. O 

La proposition 19 . 1 indique que si f est une fonction localement Riemann
intégrable sur [a, +oo[ admettant une limite en +oo alors pour que l 'intégrale 
généralisée J0+00 f(t) dt converge, il est nécessaire que f tende vers 0 en +oo. 
La condition n 'est bien entendu pas suffisante comme le prouve l 'exemple 
de l 'intégrale généralisé f1

+00 t dt qui diverge, voir page 967. Par ailleurs , 
f peut ne pas avoir de limite en +oo et cependant avoir une intégrale gé
néralisée fa+oo f (t) dt convergente . C 'est le cas par exemple de l 'intégrale 
généralisée sur [1 , +oo[ de f :  x E [ 1 ,  +oo[ f-> Hsin20,) sh (x ) qui converge bien 
que f soit sans limite en +oo (f est une fonction positive, non bornée qui 
tend vers +oo en +oo) . 

Nous étudierons ultérieurement d'autres critères permettant d 'établir la nature 
d'une intégrale généralisée . Nous allons dans un premier temps étendre au cas 
de l 'intégrale généralisée certains résultats vus au chapitre précédent pour l 'in
tégrale de Riemann et qui sont utiles pour les calculs d 'intégrales généralisées . 

19.2 Calcul des intégrales généralisées 

On retrouve pour l 'intégrale généralisée les propriétés de l 'intégrale de Riemann 
(linéarité , relation de Chasles , etc) données à la section 18 . 2 .3 . Nous ne les 
redonnons pas . Nous allons présenter la formule de changement de variable et 
la formule d 'intégration par parties pour l 'intégrale généralisée . 

19.2.1 Formule de changement de variable 

P ROPOSITION 19 .2  (Formule du changement de variable) 

Soient (a, b, a, (3) E i' 4, cp une bijection de ]a, b [ dans ]a, (J[ de classe C1 et f 
une application continue sur ]a , (J [ .  L 'intégrale généralisée de f sur ]a , ,8 [ est 
convergente si et seulement si l 'intégrale généralisée de (f o cp) c/J' sur ]a , b[ est 
convergente. De plus, lorsque les intégrales généralisées convergent, on a 

1: f(x) dx = lb f (cp(t) )  x c/J'(t) dt . 

Démonstration Puisque cp est une bijection de ]a ,  b[ dans ]a ,  fJ[ qui est conti
nue , il s 'agit nécessairement d'une application strictement monotone <3 1 . D'après 

<3l Voir l 'exercice 14 p. 640. 
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la proposition 14 . 1 ,  page 657, sa bijection réciproque cp- 1 est une application 
continue et strictement monotone sur ]a ,  ,B[ ,  de même sens de variation que 
cp. Nous allons supposer que cp est strictement croissante ; dans le cas où cp 
est strictement décroissante on peut effectuer un raisonnement en tout point 
analogue . Sous cette hypothèse, on a limy_,a+ cp(y) = a  et limy_,b- cp(y) = ,B . 

� Supposons que l 'intégrale généralisée de f sur ]a ,  .B[ soit convergente et consi
dérons un réel c E ]a ,  b [ .  D 'après la relation de Chasles , 

lb 
f(cp(t)) X cp' (t) dt =  le f (cp(t)) X cp1 (t) dt + lb 

f(cp(t) ) X cp' (t) dt .  

Soit y E ]a ,  c[ ; d'après les hypothèses de la proposition, l 'application cp est de 
classe C1 sur [y ,  c ] et f est continue sur [y , c] . La formule du changement de 
variable pour l 'intégrale de Riemann <4l indique que 

F(y) = f,e f (cp(t)) X cp' (t) dt = {c/J(e
) 
f(x) dx y }q,(y) 

Puisque limy_,a+ cp(y) = a  et que f est Riemann-intégrable sur ]a ,  cp(c) ] , on a 
limy_,a+ F(y) = J!(e) f (x) dx , ce qui d 'après la définition 19 .2  indique que l 'in
tégrale généralisée J: f (cp(t) ) x cp' (t) dt converge et qu'elle est égale à 
J!(e) f (x) <lx. On établit de la même manière que · l 'intégrale généralisée 
J: f(cp(t) ) x q/ (t) dt converge et qu'elle est égale à f:Ce) f(x) dx. 
D'après la définition 19 .3 , on peut donc en conclure que si l 'intégrale de f sur 
]a ,  .B[ est convergente alors l 'intégrale généralisée de ( ! o cp) x <P' sur ]a ,  b[ est 
convergente et 

lb 
f(cp(t) ) X cp' (t) dt =  le f(cp(t) ) X cp1 (t) dt + lb 

j(cp(t) ) X cp' (t) dt 

1</J(e) 1(3 1(3 = f (x) dx + f (x) dx = f(x) dx . 
a c/J(e

) a 

� Réciproquement , supposons que l 'intégrale généralisée de (! o cp) x cp' sur 
]a ,  b [ soit convergente et montrons que l 'intégrale généralisée J� f(x) dx est 
convergente . D 'après la relation de Chasles , étant donné un réel 'Y E ]a ,  ,B[ ,  on a 

1!3 f(x) <lx = 1' f(x) dx + J,!3 f(x) dx . 

Soit z E ]a ,  'Y[ ; puisque cp est une bijection de ]a ,  b[ dans ]a ,  .B[ ,  il existe un 
unique réel c E ]a, b [ tel que 'Y = cp(c) et il existe un unique réel y E ]a, c[ tel 
que z = cp(y) . Comme cp est strictement croissante , on a y < c. D'après les 

(•)
Voir le théorème 18.2 p. 921 .  
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hypothèses de la proposition, l 'application <P est de classe c i sur [y , c] et f est 
continue sur [z , 'f'] . La formule du changement de variable pour l ' intégrale de 
R. (5 ) . d" iemann m ique que 

11 1</i(e) le F(z) = f(x) dx = f (x) dx = f(cp(t ) )  <P' (t) dt 
z </i(y) y 

= 1e J(cp(t)) </J' (t) dt. 
<P-1 (z) 

Comme limz_,o:+ </J- i (z) = a et que (f o cp) x <P' est Riemann-intégrable sur 
] a ,  c] , on a limz_,a+ F(z) = l: f(cp(t) ) <P' (t) dt. D 'après la définition 19 .2 ,  cela 
indique que l 'intégrale généralisée l: f(x) dx est convergente et qu 'elle vaut l: f(cp(t) ) x <P' (t) dt. On vérifie de la même manière que l 'intégrale généralisée l� f (x) dx est convergente et qu 'elle vaut l: f(cp(t) ) x <P' (t) dt. 
D 'après la définition 19 .3 ,  on a peut donc en conclure que si l 'intégrale de 
(f o <jJ) x <P' sur ]a ,  b [  est convergente alors l 'intégrale généralisée de f sur ]a ,  ,6[ 
est convergente et 

ifJ f(x) dx = i' f (x) dx + 1{3 f(x) dx 

= le f (cp(t) ) </J' (t) dt + lb J (cp(t ) )  </J' (t) dt = lb J (cp(t) ) </J' (t) dt. 

La proposition est démontrée. D 

Exemples 

1 .  Intéressons-nous à la nature de l 'intégrale généralisée lt)0 s�;(:) dx en uti
lisant la fonction de changement de variable <P :  t E [e, +oo[ f-4 ln(t) E [1 , +oo[. 
L'application f : x E [1 , +oo[ f-4 s�;(:) est continue sur [ 1 ,  +oo[ et par consé
quent localement Riemann-intégrable sur cet intervalle. L'application <P est de 
classe ci et il s 'agit d'une bijection . D 'après la formule du changement de va
riable, les intégrales généralisées suivantes sont de même nature et elles sont 
égales si elles convergent : 

Pour tout t E [e, +oo[ , on a 

et 1
+00 8- In(t ) 1 ��-- - dt 

e sh3 (1n(t) ) t · 

e- ln(t )  8t 
t sh3 (1n(t) ) - (t2 - 1 )3 · 

<5 > Voir le théorème 18 .2  p. 921 .  
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Or, pour tout T E  Je ,  +oo[ ,  on a 
1T 8t [ 2 ] T 2 F(T) = 

e (t2 - 1 )3 dt = - (t2 - 1 ) 2 e 
= (e2 - 1 ) 2 

973 

2 
(T2 - 1 )2 . 

Comme limr_,+00 F(T) = 2 (e2 - 1 ) -2 , on en déduit que l 'intégrale généralisée 
f+oo e - x  d 2 ( 2 ) -2 1 sh3 (x) x converge et vaut e - 1 . 
2. Intéressons-nous à la nature de l 'intégrale généralisée f01 s�;(:) dx en utilisant 
la fonction de changement de variable <P :  t E J l ,  e[ 1-+ ln(t) E J O ,  1 [ . L'application 
f : x E J O ,  l J 1-+ sS(:) est continue sur J O ,  lJ et par conséquent localement 
Riemann-intégrable sur cet intervalle. L'application <P est de classe C 1 et il s 'agit 
d 'une bijection . D 'après la formule du changement de variable, les intégrales 
généralisées suivantes sont de même nature : 

f 1 � dx et la sh3 (x) 
Pour tout T E JO, 1 [ ,  on a 

le 
e- ln (t)  1 ��-- - dt 

1 sh3 (1n(t) ) t · 

je e- ln(t )  je 8t [ 2 ] e 
F(T) - dt - dt - - ----

T sh3 (1n(t) ) - T (t2 - 1 )3 - (t2 - 1 )2 T 
2 2 

(T2 - 1 ) 2 (e2 - 1 ) 2 . 

Comme F(T) n'a pas de limite quand T tend vers 1 ,  on peut affirmer que 
l 'intégrale généralisée fo1 s�;(:) dx diverge. 

3. Intéressons-nous à l 'intégrale généralisée f01 sin ( l/x) dx. L'application 
<P :  t E ] 1 ,  +oo[ 1-+ 1/t E J O ,  1 [  est une bijection de classe C 1 . D 'après la formule 
du changement de variable, l ' intégrale généralisée f01 sin ( l/x) dx converge si et 
seulement si l'intégrale généralisée f1

+00 sin(t)/t2 dt converge. Nous établirons 
à la section 19 .4 que cette dernière intégrale converge. 

EXERCICE 2 En utilisant la proposition 19 .2 ,  montrer que l 'intégrale gé-1+00 arctan(t) néralisée 2 dt converge et déterminer sa valeur .  0 1 + t 

19.2.2 Intégration par parties 

PROPOSITION 19 .3  (Formule d'intégration par parties) 

Soient (a, b) E �2 et u et V deux applications de classe C 1 sur ]a, b [  telles 
que la fonction t 1-+ u(t) v (t) possède une limite à droite en a et une limite à 
gauche en b. Les deux intégrales généralisées f: u(t) v' (t) dt et f: u' (t) v (t) dt 
sont de même nature . De plus, si elles convergent, on a 
lb u(t) v' (t) dt = lim (u(t) v (t) ) - lim (u(t) v (t) ) - lb u' (t) v (t) dt. 

a t->b- t->a+ a 
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Démonstration Soient (x, y, c) E ]a ,  b [3 tel que x < c < y. D'après les hypo
thèses de la proposition, les applications U et V sont de classe C1 Sur [x, cj et 
sur [c, y] . En utilisant la formule d'intégration par parties pour l 'intégrale de 
R. (6 )  b . iemann , on o tient 

et 

1c u(t) v' (t) dt 

1Y 
u(t) v' (t) dt 

u(c) v (c) - u(x) v (x) - 1c u' (t) v (t) dt 

u(y) v (y) - u(c) v (c) - 1Y 
u' (t) v (t) dt . 

( 1 ) 

(2) 

Supposons que l 'intégrale généralisée l: u'(t) v (t) dt converge ; d 'après la dé
finition 19 .3 ,  les deux intégrales généralisées l: u' (t) v (t) dt et J: u' (t) v (t) dt 
sont convergentes . D 'après la définition 19 .2 ,  cela implique que la quantité 
l: u' (t) v (t) dt a une limite lorsque x tend vers a et que la quantité l: u' (t) v (t) dt 
a une limite lorsque x tend vers b. Comme par hypothèse la fonction 
t � u(t) v (t) possède une limite à droite en a et une limite à gauche en b, on 
déduit de la relation ( 1 ) que l 'intégrale généralisée l: u(t) v' (t) dt converge et 
on déduit de la relation (2) que l ' intégrale généralisée l: u(t) v' (t) dt converge. 
Comme les deux intégrales généralisées l: u( t) v' ( t) dt et l: u( t) v' ( t) dt conver
gent , la définition 19 .3 indique que l 'intégrale généralisée l: u(t) v' (t) dt converge 
elle aussi . De plus, en considérant les limites lorsque x tend vers a et lorsque y 
tend vers b dans les relations (1 ) et (2) , on obtient 

et 

1c u(t) v' (t) dt 

1b 
u(t) v' (t) dt 

u(c) v (c) - lim (u(t) v (t ) ) - le u' (t) v (t) dt, t->a+ a 

t�1b1- (u(t) v(t)) - u(c) v (c) - 1b 
u' (t) v (t) dt . 

En sommant ces deux relations , on établit que 

lb 
u(t) v' (t) dt = lim_ (u(t) v (t)) - lim+ (u(t) v (t)) - lb 

u' (t) v (t) dt . 
a t->b t->a a 

Par ailleurs, en échangeant le rôle des deux intégrales de chacun des membres 
des équations ( 1 ) et (2) , on établit de la même manière que ce qui vient d'être 
fait que si l 'intégrale généralisée l: u(t) v' (t) dt converge alors l 'intégrale gé
néralisée l: u' (t) v (t) dt converge aussi . Cela permet d'affirmer que les deux 
intégrales généralisées sont de même nature. D 

Remarque Si on note [u(t) v(t)] � le terme limt_,b- u(t) v (t) - 1imi_,a+ u(t) v(t) 
dans la proposition 19 .3 alors la formule d 'intégration par parties pour une 
intégrale généralisée a une expression analogue à celle donnée au théorème 
18 . 1 ,  page 919 ,  pour l 'intégrale de Riemann . 

( G )
Voir le théorème 18 . 1  p. 919 .  
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Exemples 

1 .  Appliquons la formule d 'intégration par parties pour calculer f01 (1n (t) ) 2 dt. 
La fonction t r-+ (ln (t) ) 2 est continue sur JO, l J  donc localement intégrable 
sur ] O ,  1 J .  Considérons les deux applications 

u :  t E JO ,  1] f-----7 ln (t ) et v' : t E JO ,  1] f-----7 ln (t) . 
On a 

u' : t E JO , l] f-----7 1/t et v :  t E ]O ,  lJ f-----7 t ln(t) - t . 
Les applications u et v sont de classe C 1 sur ] O ,  lJ et limt_,o+ u(t ) v (t) = O. De 
plus, l 'intégrale généralisée f01 u' (t )v (t) dt converge puisque 

1 1 
u' (t)v (t ) dt = 1 1 

(ln (t ) - 1 ) dt = - 1  + 1 1 
ln (t) dt 

et il a été établi à l 'exercice 1 que l 'intégrale généralisée f01 ln(t) dt est conver
gente et vaut - 1 .  La formule d 'intégration par parties indique que l 'intégrale 
généralisée J01 (ln (t) ) 2 dt converge et que 

1 1 
(ln (t) ) 2 dt = u ( l ) v ( l ) - 1 1 

(ln (t) - 1 ) dt = 2 . 

2. Intéressons-nous à l 'intégrale généralisée<7l f;t00 sin(t )/t dt. La fonction 
2 

t f-+ sin(t) /t est continue sur r n , +oo [ donc localement intégrable sur r n , +oo [ . 
Posons 

On a 
u :  t E [i , +oo [ f-----7 1/t et v' : t E r n , +oo [ f-----7 sin (t) . 

u' : t E r n ,  +oo [ f-----7 - l/t2 et V : t E [i , +oo [ f-----7 cos (t ) . 
Les applications u et V sont de classe C 1 sur [ i , +oo [ et 

lim u (t) v (t) = lim cos (t) = 0 
t-> i t->i t et lim u (t ) v (t) = lim cos (t ) = O. t->+oo t->+oo t 

D 'après la proposition 19 .3 ,  l 'intégrale généralisée Jit00 sin (t) /t dt converge si 
2 

et seulement si l 'intégrale généralisée Jit00 cos (t) /t2 dt converge et on a dans 
ce cas 2 

1+00 sin (t ) 1+00 cos (t) -- dt = -- dt. 
2!: t 2!: t2 
2 2 

Nous établirons page 990 que l 'intégrale généralisée Jit00 co;2(
t) dt converge. 

2 

<7l On peut étudier de la même manière l ' intégrale généralisée J;i00 cos (t)/t dt et plus géné-
2 

ralement remplacer la borne � par un réel a strictement positif sans changer les conclu-
sions de l 'étude. 
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19.2.3 Exemples de référence 

Les exemples qui suivent sont très importants car ils permettront , par compa
raison , d 'établir des règles de convergence pour les intégrales généralisées . Dans 
cette section o: et f3 désignent deux réels . 

1 t · 1 • • l' . d R' <8 > n egra es genera 1sees e iemann 

1
1 1 <D - dt 0 t°' 

J
+oo 1 @ - dt t°' 1 

converge si o: < 1 
diverge si o: ;;;::: 1 

converge si a >  1 
diverge si o: � 1 

Justifions ces affirmations en ayant recours à la définition 19 .2 .  Pour tout réel a 
la fonction !a : x 1--> l/x°' est continue sur J O ,  +oo[ et par conséquent localement 
intégrable sur ] O ,  +oo[. Pour tout x E JO ,  1 [, la quantité 

1
1 1 { 1 ( 1 x1-°') si a -=/- 1 Fa (x) = ---;:; dt = 1 - o: 

x t - ln(x) si o: = 1 
admet une limite lorsque x tend vers 0 si et seulement si a < 1 .  Par ailleurs , 
pour tout x E ] 1 ,  +oo[, la quantité 

Fa (x) = J
x
: dt = { l � o: (x

l -a _ l) si o: -=f- 1 
1 t ln(x) si o: = l  

admet une limite lorsque x tend vers +oo si et seulement si o: > 1 .  
O n  notera que quelle que soit l a  valeur du réel a ,  l 'intégrale généralisée J0+00 t� dt 
diverge. 

@ fo
1 
ln(t) dt converge 

roo © Jo e°'t dt converge 
diverge 

si a <  0 
si a ;;;::: 0 

La convergence de l 'intégrale J01 ln(x) dx a été établie à l 'exercice 1 .  Justi
fions la seconde affirmation en ayant recours à la définition 19 .2 .  L'application 
x E [ü , +oo[ 1--> e°'x est continue et par conséquent localement intégrable sur 
[ü, +oo[ .  De plus , pour tout x E �+ , la quantité 

F(x) = lx 
e°'1 dt = { ± (e°'x _ l )  

s i  a =  0 
si a -=!- 0 

a une limite quand x tend vers +oo si et seulement si o: < O .  

<8 > On ne  confondra pas les intégrales de  Riemann définies i c i  avec la notion d' intégrale au 
sens de Riemann introduite au chapitre précédent . 
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®Pour a E J l ,  +oo[  fixé, l 'intégrale généralisée 

1
+
00 1 

a t (ln(t) ) °' 
dt converge 

diverge 

@ Pour a E J O ,  1 [ fixé, l 'intégrale généralisée 

1a 
1 --�dt 

0 t lln (t)i"' 
converge 
diverge 

si a >  1 
si a �  1 

si a >  1 
si a �  1 
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Justifions ces affirmations en ayant recours à la formule du changement de va
riable pour une intégrale généralisée (proposition 18.1). L'application 
c/J : X E ] ln(a) , +oo[  f---' ex E Ja ,  +oo[  est de classe C1 et constitue une bi
jection. De plus , l 'application f : x E [a, +oo[  f---' x(lnCx))"' est continue et 
f(cjJ(x) ) c/J'(x) = (ln( ex ) ) °' = x"'. D 'après la formule du changement de variable, 
les intégrales généralisées 

---- dt 
1
+
00 1 

a t (ln (t) )°' 
et 

1
+
00 1 -dx ln(a) X°' 

sont de même nature. On a établi que l 'intégrale généralisée de Riemann 
fi�c°aj x� dx converge si et seulement si a > 1 ce qui démontre le premier résul
tat .  De manière très similaire, le changement de variable défini par l 'application 
cjJ : x E J - oo, ln( a) [ f---' ex E Ja ,  O[ permet d'établir que l 'intégrale généralisée 
foa xllnCx)I"' dx converge si et seulement si a > 1. 
D'une manière plus générale , on a le résultat suivant . 

Intégrales généralisées de Bertrand 

1
+
00 1 ®Pour a E J l ,  +oo[ fixé, l 'intégrale généralisée 

a x.B(ln(x) )°' 
dans les deux cas suivants 

{ (3 > 1, 
(3 = 1, 

et diverge dans les autres cas .  

a E lR 
a >l 

dx converge 

r 1 ®Pour a E J O ,  1 [  fixé, l 'intégrale généralisée Jo x.6 l ln(x) I"' dx converge dans 
les deux cas suivants { (3 < 1, 

(3 = 1, 
et diverge dans les autres cas. 

Dans le cas où (3 = 1 on retrouve les exemples 5 et 6. L'étude de la nature de 
ces intégrales généralisées dans le cas où (3 =f. 1 sera abordée page 986. 
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19.3 Critères de convergence 
19.3.1 Remarques préliminaires 

Soient (a, b, c) E ÏR3 avec a < c < b et f une fonction localement intégrable 
sur l 'intervalle ]a ,  b [ .  D 'après les définitions 19.2 et 19.3, l 'intégrale généralisée 
l: f (t) dt converge si et seulement si l 'application 

F : x E ]a, b [  f----+ lx f(t) dt 

possède une limite à droite en a et possède une limite à gauche en b. L'étude de 
la nature d 'une intégrale généralisée se ramène donc à l 'étude de l 'existence de 
limites pour l 'application F qui est une primitive de f sur ]a ,  b [ .  Toutefois , le 
calcul de primitives n'étant pas toujours facile ou même possible, il est intéres
sant de disposer de critères permettant de déterminer la nature d 'une intégrale 
généralisée sans avoir recours à un calcul de primitive . Nous allons présenter 
dans cette partie quelques critères . 
Pour simplifier la présentation des critères , nous allons considérer une intégrale 
généralisée de la forme l: f (t) dt où f est localement intégrable sur [a , b[ avec 
a E � et b E � U  { +oo }. Cette hypothèse n 'est nullement restrictive car si f est 
localement intégrable sur ]a , b] avec a E � U { -oo}, on se ramène à la situation 
considérée par le changement de variable x = -t. Si f est localement intégrable 
sur ]a ,  b[ avec a, b E ÏR, on se ramène à la situation considérée en étudiant la 
convergence des deux intégrales l: f(t) dt et l: f (t) dt où c E ]a , b [ .  

PROPOSITION 19.4 Soient f et g deux applications localement intégrables 
sur [a , b[. Pour tout (À, µ) E �2 , si les deux intégrales généralisées l: f (t) dt 
et l: g(t) dt convergent alors l 'intégrale généralisée l: (Àf(t) + µ g(t)) dt 
converge. 

Démonstration Comme f et g sont deux applications localement intégrables 
sur [a, b[ et que l'ensemble des applications localement intégrables sur un in
tervalle donné possède une structure d'espace vectoriel , pour tout (À, µ) E �2 
l 'application À f + µ g est localement intégrable sur [a, b [ .  Considérons l 'applica
tion F :  x E [a, b[ ,__.. l: (À f(t) +µg(t)) dt ; d'après la définition 19.2, l 'intégrale 
généralisée l: (Àf(t) + µg(t)) dt converge si et seulement si F a une limite à 

gauche en b. La linéarité de l 'intégrale de Riemann (9l implique que pour tout 
x E [a, b [ ,  on a F(x) = À  F1 (x) + µF2 (x) où 

Fi : X E [a, b[ f----+ lx f (t) dt et F2 : X E [a, b[ f----+ lx g(t) dt. 

(9) Voir la proposition 18.4 p. 899. 
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Comme par hypothèse, les deux intégrales généralisées l: f (t ) dt et l: g(t) dt 
convergent, d'après la définition 19 .2 ,  les fonctions F1 et F2 ont une limite à 
gauche en b. Cela permet d'affirmer, voir la proposition 13 . 1 2 ,  page 608, que F 
a également une limite en b. D 1 On sera attentif au fait que l'application h = >.. f + µ g  peut avoir une 

intégrale généralisée convergente sur [a, b[ sans que les applications f et g 
aient des intégrales généralisées convergentes sur [a, b[ . 

Afin d'illustrer la mise en garde, considérons la fonction h : x r--+ 1_?x2. Il s'agit 
d'une fonction rationnelle dont la décomposition en éléments simples est 

2 1 1 
1 - x2 = 1 + X + 1 - X . 

On en déduit que pour tout x E ] 2 ,  +oo[, 

On a 

1x 1x 1 lx 1 H(x) = h(t) dt= - dt - - dt 
2 2 l+ t 2 t - 1 

= [ ln(l + t) J :  - [ ln(t - l)J :  = - ln(3) + ln C � �). 

lim ln ( x - 1 
) = lim ln ( 1 - 1 / x 

) = O x->+oo X+ 1 x->+oo 1 + 1/x 
et par conséquent limx_,+00 H(x) = - ln(3). D'après la définition 19 .2 , on peut 
affirmer que l'intégrale généralisée 12+00 1_:t2 dt converge et vaut - ln(3). La 
décomposition en éléments simples indique aussi que h = f + g où 

1 f : X E [2 , +oo[  f-----4 -l + x 
et 1 

g : X E [2 , +oo[  f-----4 -l - x 

mais les deux intégrales généralisées 12+00 I�t dt et 12+00 I�t dt divergent. Dans 
la situation considérée ici, il est donc faux d'écrire 

roo r +oo roo 
12 

(f(t) + g(t) ) dt= 12 
J(t) dt+ 12 

g(t) dt . 
19.3.2 Critère de Cauchy 

Conformément aux considérations de la page 978 ,  on considère uniquement le 
cas d'applications localement intégrables sur [a , b[ où a E lR et b E lR U { +oo} 
avec a< b. 

PROPOSITION 19.5 Soit f une application localement intégrable sur [a, b [. 
L 'intégrale généralisée l: f ( t ) dt converge si et seulement si pour toute suite 
(xn )n de réels appartenant à [a, b [ et convergeant vers b, la suite de terme 
général F(xn) = l:n f (t) dt converge. 
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Démonstration D'après la définition 19.2, l'intégrale généralisée l: f(t) dt 
converge si et seulement si l'application F : x E [a, b[ f-7 l: f(t) dt admet une 
limite à gauche en b. D"après la proposition 13 . 1 1 ,  page 604, l'application F 
admet une limite à gauche en b si et seulement si, pour toute suite (xn)n de réels 
appartenant à l'intervalle [a, b [  et convergeant vers b, la suite de terme général 
F(xn) converge. La propriété énoncée découle de ces deux équivalences. D 

Remarque Compte tenu de la difficulté pratique de vérifier que pour toute 
suite (xn)n convergeant vers b, la suite de terme général F(xn) = l�"'n J(t) dt 
converge, le résultat de la proposition 19 . 5  est surtout utilisé sous la forme 
de sa négation. Si on dispose d'une suite (xn)n de [a , b[ convergeant vers b et 
telle que la suite de terme général F(xn) diverge alors on peut en conclure que 
l'intégrale généralisée l: f (t) dt diverge. 

Exemple Vérifions que l'intégrale généralisée lt)Q 1 sin(t)l/t dt diverge. L'ap
plication f : x E ] O ,  +oo[  f-7 1 sin(x)l/x est continue et admet la valeur 1 pour 
limite à droite en O .  Elle est donc prolongeable par continuité à l'intervalle 
[ü , +oo[  et par conséquent f est localement intégrable sur [ü , +oo[. Considérons 
la suite (xn)n de terme général Xn = mr qui tend vers +oo. Pour tout n E N* , 
on a 

F(xn) = r1f 1 sin(t)I dt = tjk1f 1 sin(t)I dt? t-
k

l lk1f 1 sin(t)I dt 
Jo t k=l (k-l )7r t k= l 7r (k- l )rr 
n 

1 17f 2 n 1 2 = � - sin(t) dt = - � - =-Sn 
L., k7r 0 7r L., k 7r k=l k=l 

où (Sn)n est la suite de terme général 2::�=l Î· Nous avons établi page 199 que 
la suite (Sn)n diverge. La proposition 19 . 5 permet de conclure que l'intégrale 
généralisée lt)Q 1 sin(t)l/t dt est divergente. 

Le résultat suivant est appelé « critère de Cauchy ». Peu pratique à utiliser 
pour établir la nature d'une intégrale généralisée, il se révèle néanmoins très 
utile pour établir d'autres critères plus simples, eux, à manipuler. 

THÉORÈME 19.1 (Critère de Cauchy) 
Soit f une application localement intégrable sur [a, b [. L 'intégrale généralisée 
l: f (t) dt converge, si et seulement si, 

\:IE; E ffi.� 3X E ffi. \i(u, v) E [a, b [2 (x < u < V  ====} 1 lv J(t) dt l < E). 

Démonstration D'après la définition 19 .2 ,  l'intégrale généralisée l: f (t) dt 
converge si l'application F : x E [a , b [  f-7 l: f (t) dt admet une limite en b, 
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\:/€ E IR� :lr] E IR� \:lx E [a, b[ ( lx - b l < T} ====? IF(x) - I l � €) . (3) 

['.'.':Supposons que l'intégrale généralisée l: f (t ) dt converge et établissons le cri
tère de Cauchy. Étant donné un réel strictement positif s, d'après la relation (3) , 

( 11) on a 

3T] E IR� \:lx E [a, b [  ( l x - b l < T} ====? IF(x) - I l< � c ) . (4) 

Soit (u , v) E [a, b[2 avec u < v tel que l u - b l < T/ et l v - b l < T/· En utilisant la 
relation de Chasles et l'inégalité triangulaire, on obtient 

11v f(t) dt l = l-1u f(t) dt+ 1v f(t) dt l = IF(v) - F(u) I 

� IF(u) - I l +  IF(v) - I l .  

On en déduit, d'après la relation (4) que f l: f(t) dt [ < E:. Notons X = b - T}; 
si (u , v) E [a, b[2 vérifie X < u < v alors on a l u  - b l < T/ et l v - b l < T/· Cela 
permet de conclure que 

\:/c E IR� 3X E IR \:/(u, v) E [a, b [2 (x < u < v ====? 1 lv f(t) dt l < s) . (5) 

['.'.':Réciproquement, supposons que la relation (5) est vraie et montrons que dans 
ce cas l'intégrale généralisée l: f(t) dt converge. D'après la proposition 19 .5 ,  
pour montrer que l'intégrale généralisée l: f(t )  dt converge, i l  faut et  i l  suffit 
de montrer que pour toute suite (xn )n d'éléments de [a, b[ convergeant vers b, 
la suite (un)n de terme général Un = F(xn) converge. Pour montrer que la 
suite (un)n converge, nous allons montrer qu'il s'agit d'une suite de Cauchy'12l . 
Soit (xn )n une suite de réels appartenant à l'intervalle [a, b[ et qui converge 
vers b et soit E: un réel strictement positif fixé. Par hypothèse, voir la relation (5) , 
il existe un réel X tel que 

V(u, v) E [a, b [2 (X < u < v ====? 11v f(t) dt l < E:). (6) 

Considérons le réel strictement positif µ = b - X. Puisque'13l la suite (xn )n 
converge vers b, 

3N E N \:ln E N (n � N ====? lxn - b l < µ) . 

(lo) Voir la définition 13 .2  p. 597. 
(li) - 1 1 1 On prend par exemple i:: = 31::; on a IF(x) - Il � 31:: < 21::. 
'12) Voir la définition 5.8 p. 198 et le théorème 5.5 p. 199. 
<13l Voir la définition 5.1 p. 172. 
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Pour (m, n) E N2 avec n ? N et m ? N, cette assertion indique que l'on a 
X = b -µ :::;; Xn :::;; b et X = b -µ :::;; Xm :::;; b. D'après la relation (6) , on en 
déduit que si Xm -:/:- Xn alors 

Dans le cas où Xn = Xm on a IF(xn ) -F(xm)I = 0 < E:. On a donc montré que 
pour tout réel strictement positif E, il existe un entier N tel que 

\i(m, n) E N2 ( (m?N et n?N) =* IF(xn )-F(xm) l<c). 

Cela établit que la suite (un )n de terme général Un = F(xn ) est une suite de 
C h (12) L . ( ) d . (12> • h auc y . a smte Un n est one une smte convergente , ce qm ac ève la 
démonstration. O 

19.3.3 Critères de convergence pour les fonctions positives 

Remarques préliminaires 

Dans un souci de simplicité nous énonçons les critères de convergence pour 
des fonctions localement intégrables sur l'intervalle <14> [a, b[ et positives <15>. Ces 
critères pourraient être énoncés pour des fonctions négatives puisque l'inté
grale généralisée J: f (t) dt converge si et seulement si l'intégrale généralisée 
J: -f (t) dt converge. La condition importante pour utiliser les critères que 
nous allons présenter, est que la fonction soit de signe constant sur l'intervalle 
d'intégration. Il suffit en fait que la fonction considérée soit de signe constant 
dans un voisinage à gauche de b. En effet, dans ce cas il existe c E [a , b[ tel que f 
est de signe constant sur l'intervalle [c, b[ et d'après la relation de Chasles 

1b J (t) dt= 1c J (t) dt+ 1b J (t) dt; 

la première intégrale du second membre est une intégrale de Riemann sur un 
intervalle fermé borné ; la seconde intégrale correspond à une intégrale généra
lisée pour une fonction de signe constant. L'intégrale généralisée J: f (t) dt est 
donc de la même nature que l'intégrale généralisée J: f (t) dt. 

Un critère technique 

PROPOSITION 19.6 Soit f une application localement intégrable sur [a, b[ à 
valeurs positives. L 'intégrale généralisée J: f ( t) dt converge si et seulement 
si il existe M E �+ tel que pour tout x E [a, b[ on ait J: f(t) dt :::;; M. 

<14> Cette situation n 'est pas limitative comme cela a été précisé à la page 978. 
(ls) C'est-à-dire des fonctions définies sur l ' intervalle [a, b[ telles que : Vt E [a, b[ f(t) �O. 
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Démonstration D'après la définition 19.2, l'intégrale généralisée l: f (t) dt 
converge si et seulement si l'application F : x E [a, b [ i----; l: f (t) dt a une limite 
à gauche en b. Comme f est par hypothèse une fonction positive, l'application F 
est une application croissante <rnJ car pour tout (x1, x2 ) E [a, b [2 , si x1 � x2 1 (17) a ors 1X2 

F(x2) - F(xi) = f (t) dt � 0 
Xi 

et par conséquent F(xi) � F (x2 ) . Cela implique que lorsque x tend vers b, ou 
bien F(x) tend vers un réel, ou bien F(x) tend vers +oo. La seconde possibilité 
est à exclure dans la mesure où par hypothèse l'application F est majorée sur 
[a, b [ .  Pour l'application F, la propriété d'être majorée est donc équivalente à 
la propriété d'avoir une limite en b. On peut donc déduire de ces considérations 
que l'intégrale généralisée l: f (t) dt converge si et seulement si F est majorée 

[ b[ d. . 1 , (18) sur a, , autrement it s1 et seu ement s1 

31\ll E �� '<lx E [a, b [  1x f (t )  dt � M. 

La proposition est démontrée. 

Le principe de comparaison et ses corollaires 

D 

Le théorème suivant donne le principe de base de tous les critères pratiques 
d'étude de la convergence. On compare la fonction dont on étudie la nature 
de l'intégrale généralisée à une autre fonction dont on connaît la nature de 
! 'intégrale généralisée. 

THÉORÈME 19.2 (Principe de comparaison) 
Soient f et g deux applications localement intégrables sur [a, b[, positives et 
telles que f � g .  

X Si l 'intégrale l: g(t) d t  converge alors l 'intégrale l: f(t) d t  converge. 

X Si l 'intégrale l: f (t) dt diverge alors l 'intégrale l: g(t) dt diverge. 

Démonstration Soient F et G les applications définies sur [a, b[ par 

F(x) = 1x J(t) dt et G(x) = 1x g(t) dt. 

Comme par hypothèse, pour tout t E [a, b [  on a f(t) � g (t) , il en résulte 
que<19l F � G. D'après la proposition 19.6, si l'intégrale l: g(t) dt converge 

(JG) Voir p. 591 .  
<17l Voir l a  proposition 18 .4 p .  899. 
(!8) Voir p. 593. 
<19l Voir la proposition 18 .4 p .  899. 
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alors G est majorée sur [a, b [ .  Comme F � G, l'application F est elle aussi 
majorée sur [a, b [ .  D'après la proposition 19 .6 ,  cela implique que l'intégrale 
J: g(t) dt converge. La première assertion de la proposition est donc démontrée. 
La seconde assertion qui est la contraposée de la première a la même valeur de 
vérité. D 

Remarque La nature de l'intégrale généralisée J: J(t) dt dépend du compor
tement de f au voisinage de b. Il suffit d'avoir f � g sur un voisinage à gauche 
de b, et pas nécessairement sur tout l'intervalle [a, b [ ,  pour pouvoir utiliser le 
théorème 19 .2 .  En effet, s'il existe c E [a, b[ tel que f � g sur l'intervalle [c, b[ 
alors, d'après la relation de Chasles, 

lb J (t) dt = le J (t) dt+ 1b J (t) dt; 

sous l'hypothèse que f est localement intégrable sur [a , b [ ,  la première intégrale 
du second membre est une intégrale de Riemann sur un intervalle fermé borné ; 
la seconde intégrale correspond à une intégrale généralisée pour laquelle les 
hypothèses du théorème 19 .2 sont satisfaites. L'intégrale généralisée J: f (t) dt 
est de la même nature que l'intégrale généralisée J: f (t) dt. 

Exemples 

1 .  Intéressons-nous à l'intégrale généralisée Jt)o e-t2 dt. Pour tout t E [ 1 ,  +oo[, 
on a t2 � t et la fonction exponentielle étant croissante sur JR, on en déduit 
que pour tout t E [ 1 ,  +oo[ ,  on a e-t2 � e-t. Soient f :  x E [ 1 ,  +oo[  r--; e-x2 et 
g : x E [1 , +oo[  r--; e-x; ces deux applications sont continues donc localement 
Riemann intégrables sur [ 1 ,  +oo[ .  Elles sont positives et on a f � g. Pour tout 
X E ] l , +oo[ ,  

G(x) = e-t dt = - - -

f,x 1 1 
1 e ex 

tend vers e-1 quand x tend vers +oo. D'après la définition 19 .2 ,  on en déduit 
que l'intégrale généralisée J1+= g(t) dt converge . D'après le théorème 19 .2 ,  l'in-
tégrale généralisée f1+= f (t) dt converge également. Comme d'après la relation 
de Chasles, on a 

r+= rl f,+oo la e-t2 dt = la e-t2 dt+ 1 e-t2 dt 

et que l'intégrale f0
1 
e-t2 dt est une intégrale de Riemann, l'intégrale généralisée 

J0+00 e-t2 dt est de la même nature que l'intégrale généralisée J1+00 e-t2 dt. On 
en conclut que l'intégrale généralisée f0+00 e-t2 dt converge. 

2 .  Intéressons-nous à la nature de l'intégrale généralisée J0'i 1/ sin(t) dt. L'ap
plication f : x E ]O ,  � ]  r--; 1/ sin(x) est positive et continue donc localement 
Riemann intégrable. Pour tout t E ]O ,  � ]  on a 0 < sin(t) � t et par conséquent 
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f (t) ;;::: 1/t . Comme l 'intégrale généralisée de Riemann J0'i 1/t dt est divergente, 
le théorème 19.2 indique que l 'intégrale généralisée J0'i 1/ sin(t) dt diverge. 

PROPOSITION 19. 7 Soient f et g deux applications définies sur [a, b[, à va
leurs positives, localement intégrables sur [a, b[, telles que la fonction f / g ad
mette le réel e pour limite à gauche en b .  

X Sie -j. 0 alors les intégrales généralisées l: j (t) dt et l: g(t) dt sont toutes 
les deux convergentes ou toutes les deux divergentes. 

X Si e = 0 alors la convergence de l 'intégrale généralisée l: g (t) dt implique 
la convergence de l 'intégrale généralisée l: f ( t) dt .  

Démonstration Puisque les fonctions f et  g sont positives sur [a, b[, on a 
nécessairement e E R+. 
Ç'.': Supposons que f / g admette le réel e pour limite à gauche en b, c 'est-à-dire 

(20) supposons que 

V'cER't- :377ER't- V'tE [a,b[ (b-t�T) ====> 1 ;g� -el �c). 

En prenant E = �e dans cette assertion, on établit l 'existence d 'un réel stricte
ment positif 17 tel que pour tout t E [a, b[ n[b -17, b], on ait 

1 
f(t) -el � � g (t) � 2 . 

Cela implique que pour t appartenant à l 'intervalle ] min( a, b -17), b[ on a 

� e g (t) � f (t) � � e g(t) . 

D'après le principe de comparaison <21>, on déduit de cet encadrement que si 
l 'intégrale généralisée l: g(t) dt converge alors l 'intégrale généralisée l: f (t) dt 
converge aussi. On en déduit également que si l 'intégrale généralisée l: g(t) dt 
diverge alors l'intégrale généralisée l: f (t) dt diverge aussi . 
Ç'.': Supposons que f / g admette 0 pour limite à gauche en b, c 'est-à-dire , suppo
sons que 

Ve E R't- :377 E R't- lit E [a, b[ ( b - t � T/ ====> 1 ;g� 1 � c) · 

En prenant E = 1 dans l'assertion précédente, on établit l 'existence d 'un réel 
strictement positif 17 tel que pour tout t E [a, b[ n[b-17, b] on ait I f (t)/ g (t) 1 � 1 . 
Cela implique que pour t E] min( a, b -17), b[ on a 

<20> Voir la définition 13 .3  p. 613 .  
<21> Voir le théorème 19 .2 p. 983. 

0 � f(t) � g(t) . 
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D 'après le principe de comparaison, on en déduit que si l 'intégrale généralisée 
J: g (t) dt converge alors l 'intégrale généralisée J: f(t) dt converge aussi . O 

Remarques 

l. Les assertions la proposition 19.7 peuvent être reformulées de la manière 
suivante : 
- si f = Ob(g) alors les intégrales généralisées J: f(t) dt et J: g(t) dt sont de 

même nature ; 
- si f = ob (g) alors la convergence de l 'intégrale généralisée J: g (t) dt im-

plique la convergence de l 'intégrale généralisée J: f(t) dt. 
2. En prenant la contraposée de la deuxième assertion de la proposition 19 .  7, on 
obtient le résultat suivant : si e = 0 alors la divergence de l 'intégrale généralisée 
J: f (t) dt implique la divergence de l 'intégrale généralisée J: g (t) dt. 

Exemples Intéressons-nous aux intégrales de Bertrand, voir page 977. 
l. Soient a, (3 deux réels avec (3 > 1 et f l 'application définie sur [a, +oo[  (où 
a> 1) par 

1 f(t) = t!3 (ln(t) )" 
· 

L'application f est à valeurs positives. Puisque (3 > 1, il existe µ E IR+ tel que 
(3 = 1 + 2µ. Considérons la fonction g définie sur [a, +oo[ par g (t) = 1/t l+µ. 
L 'intégrale généralisée fa

+= g(t) dt est une intégrale généralisée de Riemann 
• (22) qm converge et on a 

f(t) t l+µ t l+µ 1 
g (t) = t!3 (ln(t) )a = t 1+2µ (ln(t) )" = 

tµ (ln(t) )" · 
On en déduit <23 > que limt->+= f(t) /g(t) = 0 et par conséquent d'après la pro
position 19 .7 ,  l 'intégrale généralisée fa

+= f(t) dt converge si (3 > 1 ,  quel que 
soit a E R  
2 .  Soient a et (3 deux réels avec (3 < 1 et f l 'application définie sur JO, a] (où 
a E ]O, 1 [) par 

1 f(t) = tf3 /ln(t)/a · 

L'application f est à valeurs positives. Puisque (3 < 1, il existe µ E IR+ tel 
que (3 = 1 - 2µ. Considérons la fonction g définie sur ]ü , a [  par g (t) = l/t1 -µ . 
L 'intégrale généralisée foa g (t) dt converge et on a 

f (t) t l -µ tl-µ tµ 
g (t) = tf3 /ln(t)/a 

= t1 -2µ /ln(tW 
= 

/ln(t)/a · 
On en déduit que limt_,o f(t) /g(t) = O . La proposition 19.7 indique que l 'inté
grale généralisée J0a f ( t) dt converge si (3 < 1 ,  quel que soit a E R 

<22> Voir p. 976. 
<23 > Voir la proposition 14. 10 p. 674. 
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EXERCICE 3 Soient f et g deux applications définies et positives sur 
[a, b[ , localement intégrables sur [a, b[ et telles que limt_,b- f (t)/ g (t) = +oo. 
1 - Montrer que s i  l 'intégrale généralisée l: g (t) dt diverge alors l 'intégrale 
généralisée l: f (t) dt diverge aussi . 
2 - En déduire que pour tout a E ] 1 ,  +oo[, l 'intégrale généralisée 
la+oo tf3(ln\t))"' dt diverge si /3 < 1 ,  quel que soit o: E IR et que pour tout 
a E JO, 1 [ , l 'intégrale généralisée l; tf3(ln\t))"' dt diverge si /3 > 1 ,  quel que 
soit o: E R  

COROLLAIRE 19.1 Soient f et g deux applications localement intégrables sur 
[a, b[ à valeurs positives. Si f et g sont équivalentes dans un voisinage à gauche 
de b alors les intégrales l: f (t) dt et l: g (t) dt sont de m�me nature. 

Démonstration Si f et g sont équivalentes dans un voisinage à gauche de b 
alors <24l limt_,b- f(t)/g (t) = 1 .  La proposition 19 .7 indique que les deux inté
grales généralisées l: f (t) dt et l: g(t) dt sont ou bien toutes les deux conver
gentes ou bien toutes les deux divergentes. D 

Exemple Intéressons-nous à la nature de l 'intégrale généralisée lo+oo f (t) dt 
où f : x E [ü, +oo[ 1----> arctan(x) / ( 1  + x2 ) .  L'application f étant continue , elle 
est localement intégrable sur [O, +oo[. Elle est positive. On a arctan(t) cv 7r /2 

+oo et 1 + t2 cv t2 de sorte que f(t) cv n/(2t2 ) .  Comme l 'intégrale généralisée de 
+oo +oo 

Riemann 11+00 1/t2 dt converge, d'après le corollaire 19 . 1  l 'intégrale généralisée 
11+00 f (t) dt est elle aussi convergente. On en conclut que l 'intégrale généralisée 
lo+oo f (t) dt converge. 

COROLLAIRE 19.2 (Premier critère de Riemann) 
Soit f une application localement intégrable sur [a, +oo[ et à valeurs positives. 
X S 'il existe o: E ] 1, +oo [ et C E IR+ tels que f ( t) cv C / t°' alors l 'intégrale 

+oo 
généralisée la+oo f (t) dt converge. 
X S 'il existe o: E ]  - oo, 1] et C E IR+ 

généralisée la+oo f (t) dt diverge. 

tels que f ( t) cv C / t°' alors l 'intégrale 
+oo 

Démonstration L'intégrale de Riemann la+oo l/t°' dt converge si et seule
ment si o: > 1 .  D'après le corollaire 19 . 1 ,  si f(t) cv C/t°' alors les intégrales 

+oo 

<24l Voir la proposition 15 .4 p. 723. 
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généralisées la
+oo f (t) dt et la

+oo l/ta. dt sont de même nature ce qui établit les 
deux assertions de la proposition. O 

COROLLAIRE 19.3 (Second critère de Riemann) 
Soit f une application localement intégrable sur ] O ,  a] et à valeurs positives. 
X S 'il existe Œ E ] - oo, 1 [ et C E �+ tels que f ( t) ,.__, C /ta. alors l 'intégrale a+ 
généralisée laa f (t) dt converge. 

X S 'il existe Œ E [ 1 ,  +oo [ et C E �'.f. tels que f ( t) ,.__, C /ta. alors l 'intégrale a+ 
généralisée laa f(t) dt diverge. 

Démonstration L'intégrale de Riemann l; l/t"' dt converge si et seulement si 
Œ < 1 .  D'après le corollaire 19 . 1 ,  si f(t) rv C/ta. alors les intégrales généralisées o+ 
loa f (t) dt et l; l/t"' dt sont toutes les deux de même nature ce qui établit les 
deux assertions de la proposition. O 

Remarques 

1 .  Il résulte de la proposition 19 .7 que si f est une application localement 
intégrable sur [a, +oo[, à valeurs positives, telle qu'il existe Œ > 1 pour lequel 
limt-.+oo ta. f (t) = 0 alors l'intégrale généralisée la

+oo J(t) dt converge. 
2 .  De même, si f est une application localement intégrable sur J O ,  a] , à valeurs 
positives, telle qu'il existe Œ < 1 pour lequel limt_,o ta. f (t) = 0 alors l'intégrale 
généralisée loa f ( t) dt converge. 

EXERCICE 4 Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes : 

l'i cos(t) ln(tan(t)) dt roo 
_

_ 1 
__ dt 

la tv'"f+t2 
(1 1 - cos(t) dt l a ta. ' 

on distinguera la nature de la 3e intégrale selon la valeur du réel a .  

19.4 Convergence absolue 

DÉFINITION 19.4 Soit f une application localement intégrable sur [a, b[. On 
dit que l 'intégrale généralisée l: f(t) dt converge absolument (ou encore qu 'il 
s 'agit d 'une intégrale généralisée absolument convergente) si l 'intégrale géné-
ralisée l: lf(t)I dt converge . 

Remarque On notera que pour l'intégrale généralisée de fonctions à valeurs 
positives, les deux notions de convergence et de convergence absolue coïncident 
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puisque pour des fonctions positives 1: l f(t) I dt = 1: f(t) dt. Ces deux notions 
sont distinctes pour des fonctions qui ne sont pas de signe constant ; certaines 
intégrales généralisées convergent sans être absolument convergentes . On a tou
tefois la propriété suivante. 

PROPOSITION 19.8 Toute intégrale généralisée absolument convergente est 
convergente. 

Démonstration Supposons que l 'intégrale généralisée 1: f (t) dt soit absolu
ment convergente ce qui signifie que l 'intégrale généralisée 1: 1 f ( t) 1 dt converge . 
Elle satisfait par conséquent le critère de Cauchy <25l , 

Ve E IR� 3X E IR \/(u ,v) E [a, b [2 (x < u < v � 1 lv l f(t) I dt l < c). 

Or 

1 lv J(t) dt l � lv /J (t) I dt =  1 lv /J (t)/ dt l . 

On en déduit que l 'intégrale généralisée 1: f (t) dt vérifie elle aussi le critère 
de Cauchy et par conséquent , qu 'il s 'agit d 'une intégrale généralisée conver
gente. 0 1 La réciproque est fausse : une intégrale généralisée peut être convergente 

sans être absolument convergente. C 'est le cas de l 'intégrale généralisée 
10+00 sint(

t) dt qui converge mais ne converge pas absolument , voir page 975 
et page 980. 

THÉORÈME 19.3 (Critère de convergence absolue) 
Soit f une application localement intégrable sur [a, b [ .  S 'il existe une applica
tion ef> localement intégrable sur [a, b[ , à valeurs positives, telle que 

1. l 'intégrale généralisée 1: ef>(t) dt converge; 
2. \/t E [a, b[ l f(t) I � ef>(t); 

alors l 'intégrale généralisée 1: f (t) dt est absolument convergente. 

Démonstration Si l 'intégrale généralisée 1: ef> (t) dt converge alors compte 
tenu de la seconde relation , le principe de comparaison (théorème 19 .2 )  indique 
que l 'intégrale généralisée 1: l f(t) I dt converge, autrement dit que l 'intégrale 
généralisée 1: f (t) dt est absolument convergente. 0 

(25 ) Voir le théorème 19 . 1  p. 980. 
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Exemples 

1 .  Pour tout t E [1 +OO[ On a 1sin(t)1 � 1 et 1cos(t)1 � 1 Pu1'sque l" t' 1 , , t2 ---:: t2" -t2- ---:: t2". m egra e 
de Riemann 11+00 -b dt converge, d'après le critère de convergence absolue, les ' , 1 ' , l' , l+oo sin(t) dt t l+oo cos(t) dt t b 1 t mtegra es genera ISees 1 � e 1 ----p- son a so umen conver-
gentes. 
2 .  Pour tout t E [O , +oo [, on a 

1 �i:(
!; 1 � 1 � t2 

1 1 et 1 + t2 +oo t2 · 
Puisque l'intégrale de Riemann 11+00 -b dt converge, on en déduit que l'intégrale 
généralisée lo+= s;:W dt est absolument convergente. 

Remarque La fonction t r--; If (t) I étant positive, les critères de convergence de 
l'intégrale généralisée relatifs aux fonctions positives énoncés à la section 19 .3.3 
sont utilisés pour montrer qu'une intégrale est absolument convergente. 

La plupart des critères pour étudier la nature d'une intégrale généralisée con
cernent les fonctions positives; il n'y a pas de critère simple permettant de 
déterminer la nature d'une intégrale généralisée correspondant à une fonction 
de signe quelconque. Pour étudier la nature de l'intégrale généralisée l: f (t) dt 
où f est une fonction localement Riemann intégrable sur [a, b[ dont le signe 
n'est pas constant dans un voisinage à gauche de b, on procède de la manière 
suivante. On considère l'intégrale généralisée l: lf(t)I dt et on applique les cri
tères de convergence pour les fonctions positives afin d'établir la nature de cette 
intégrale généralisée. 
- Si l'intégrale généralisée l: 1 f ( t) 1 dt converge alors l'intégrale généralisée 
l: f(t) dt converge absolument, donc converge. 

- Si l'intégrale généralisée l: lf(t)I dt diverge alors l'intégrale généralisée 
l: f (t) dt n'est pas absolument convergente. Il peut s'agir d'une intégrale gé
néralisée convergente mais on doit trouver une autre approche pour étudier 
la nature de cette intégrale généralisée. C'est l'objet de la section suivante. 

19.5  Semi-convergence 

DÉFINITION 19.5 Soit f une application localement intégrable sur [a, b [. On 
dit que l 'intégrale généralisée l: f(t) dt est semi-convergente s 'il s 'agit d 'une 
intégrale généralisée convergente mais non d 'une intégrale généralisée absolu
ment convergente. 

Remarque Si f est une application localement intégrable sur [a, b [ de signe 
constant et si l'intégrale généralisée l: f ( t) dt est convergente alors l'intégrale 
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généralisée est absolument convergente. La notion d'intégrale semi-convergente 
n'a d'intérêt que pour des fonctions qui ne sont pas de signe constant. 

Exemple Nous avons vu page 980 que l'intégrale J0+00 sint(t) dt ne converge 
pas absolument. Nous avons établi page 975 que les intégrales généralisées 
J+oo sin(t) d J+oo cos(t) d , · d ' E fi 990 1 -t - t et 1 -t2- t etaient e meme nature. n n, page nous 
avons montré que l'intégrale généralisée J1+00 co;J t) dt est convergente. On en 
conclut que l'intégrale généralisée J1+00 sint(t) dt est semi-convergente. 

Le théorème d'Abel 

Il n'existe pas de critère simple pour établir qu'une intégrale est semi-convergente. 
Le théorème d'Abel, que nous admettrons, permet de traiter certains cas de 
semi-convergence. 

THÉORÈME 19.4 (Théorème d'Abel) 
Soient f et g deux applications localement intégrables sur [a, +oo[. Si les deux 
conditions suivantes sont satisfaites : 

1. l 'application f est positive, décroissante sur [a, +oo[ et lim f(x) = 0;  x->+oo 
2. il existe un réel M > 0 tel que 

\:/x E [a, +oo[ 

alors l 'intégrale généralisée fa+oo f (t) g (t) dt est convergente. 

Exemple Vérifions que l'intégrale J0+00 8��) dt est convergente. La fonction 
t f-t 8��) est prolongeable par continuité en 0 ,  donc localement intégrable sur 
[O, +oo[. D'après la relation de Chasles, on a 

1+oo sin(t) d 
- 1 1 sin(t) d f,+oo sin(t) d -- t - -- t + -- t. 0 2Vt 0 2Vt 1 2Vt 

L'application f : t E [1, +oo[ f-t 2� est positive, décroissante et limt->+oo f (t) = 0 ;  
pour tout x E [1, +oo[, on a 

llx sin(t) dt ' = jcos(x) - cos(l)I � 2 .  

Le théorème d'Abel indique que l'intégrale J1+00 8��) dt est convergente. On en 
conclut que J0+00 8��) dt est convergente. Cette intégrale est appelée intégrale 
de Fresnel et on montre que J0+00 8��) dt = J0+00 sin(t

2
) dt= �A· 
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EXERCICE 5 Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes : 

1+00 sin(t) 1. �/2 dt 
0 t 

1+00 ch( v't) - cos( v't) d 3. 3 t. 0 t'ï 

Méthode par éclatement de termes 

1+00 1 
2. 3 cos(t) sin3 (t) dt 

0 t 

Lorsque l'intégrale généralisée J: f (t) dt n'est pas absolument convergente et 
que le théorème d'Abel ne s'applique pas, on peut essayer de déterminer la na
ture de l'intégrale généralisée en utilisant un développement asymptotique <2"l 
de f dans un voisinage à gauche de b. Si on peut déterminer la nature de l'inté
grale généralisée correspondant à chacun des termes du développement asymp
totique, alors on pourra conclure en ayant recours à la proposition 19.4. Nous 
allons illustrer cette méthode nommée « méthode par éclatement de termes » 
sur un exemple. 

Exemple Intéressons-nous à la nature de l'intégrale généralisée 

f,+oo l ( sin(t) ) d n 1+� t 
1 \/t 

L'application f: x E [1, +oo[ 1---+ ln (l +sin(x)/ JX) est continue donc localement 
Riemann-intégrable sur [1, +oo[. Pour tout n EN* , on a f(mr) = 0 et f change 
de signe en mr car f'(mr) = (-l)n/..jii/ff -:/:- O. L'application f n'est donc pas 
de signe constant sur [1, +oo[. Calculons un développement asymptotique<27l 
pour f au voisinage de +oo. Considérons la fonction fa définie pour tout t E lR:f
par fo(t) = f (1/t). On a 

fo(t) =ln (1 + Vtsin(i)) . 

Comme limt_,0+ v't sin( f) = 0 et que ln(l + u) = u - � u2 + i u3 + oa(u3), on 
en déduit que 

fo(t) = Vt sin( f) - � t sin2 ( f) +id sin3 (f) + oa(t� sin3 ( f )) . 

Un développement asymptotique pour f au voisinage de +oo est donc 

1 1 2 1 3 
3 

3 f(x) = � sin(x) - - sin (x) + -3 sin (x) + 0+00(x-2 sin (x)). 
\lx 2x 3x2 

(26 ) Voir p. 855. 
<27> voir la définition 17.4 p. 840. 
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En utilisant la linéarité de l'intégrale, on obtient 

1+= 1+= sin(t) 1 1+= sin2 (t) f (t) dt = -- dt - - -- dt 1 1 vt 2 1 t 
1 1+= sin3 (t) 1+= + -3 -_-3 - dt+ g(t) dt. 1 t2 1 
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où g est la fonction correspondant au reste dans le développement asympto
tique. Nous avons vu précédemment que l'intégrale généralisée f1+00 s�A dt 
est semi-convergente. L'intégrale généralisée f1+00 -1:, sin3 (t) dt est absolument 

t2 convergente car 
'Vt E [l, +oo[ 1--i sin3 (t) I � --i 

t> t> 

et l'intégrale généralisée J1+00 * dt est une intégrale généralisée de Riemann 
convergente, voir page 976 .  De plus, comme 

lim 3 
lg (t�I 

= 0 et 
t--->+00 lt> sin (t)I 

r+= l sin3 (t) 1 11 � dt converge 

d'après la proposition 19 .7, page 985, on peut affirmer que l'intégrale généralisée 
f1+00 lg(t)I dt est convergente. Il reste donc à déterminer la nature de l'intégrale 
généralisée J1+00 sin: (tl dt. On a 

'Vt E [ 1 ,  +oo[ 

et par conséquent 

sin2 (t) = � - � cos(2t) 

r= sin2 (t) dt = 

� r= (� - cos(t)) dt . 11 t 2 11 t t 

L'intégrale généralisée J1+00 co�(t) dt converge, voir page 975 et l'intégrale gé
néralisée J1+00 t dt est une intégrale généralisée de Riemann divergente, voir 
page 976. Il résulte de la proposition 19 .4 que l'intégrale généralisée f1+oo sin: (t) dt 
diverge. On conclut l'étude en ayant recours à la proposition 19 .4 ; l'intégrale 
généralisée f1+00 f (t) dt est la somme de 4 intégrales généralisées dont l'une 
diverge et les 4 autres convergent. Il s'agit donc d'une intégrale généralisée 
divergente. 

Si toutes les intégrales généralisées qui interviennent dans l'expression de l'inté
grale généralisée étudiée après le processus « d'éclatement » sont convergentes 
alors l'intégrale généralisée étudiée converge. Toutefois, comme cela a été in
diqué dans la mise en garde de la page 979, si l'intégrale généralisée étudiée 
se décompose sous la forme d'une somme d'intégrales généralisées dont 2 sont 
divergentes, on se gardera de conclure à la divergence de l'intégrale généralisée 
étudiée. 
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Nous avons vu au corollaire 19.1 que si f et g sont deux fonctions positives, 
localement Riemann-intégrables sur [a, +oo[ et équivalentes au voisinage 
de +oo alors les intégrales généralisées fa+oo J(t) dt et fa+oo g (t) dt sont de 
même nature. La condition de positivité de f et g est essentielle comme le 
prouve l'exemple précédent. On a 

( sin(x) ) 1 . ln 1 + Vx +� Vx sm(x) 

mais l'intégrale généralisée f1+00 ln(l +si};)) dt diverge alors que l'intégrale 
généralisée f1+00 ,fi sin(t) dt converge, voir page 991. 

19.6 Exercices de synthèse 
EXERCICE 6 Déterminer les valeurs des réels a et (3 pour lesquelles l 'intégrale 

l+oo e-at ln(l + t) 
généralisée f3 dt converge. 0 t 

• {28) EXERCICE 7 Le but de cet exercice est de montrer que 

I = roo e-t2 dt= V7i. 
lo 2 

Pour tout n E N, on note In = l'i cosn(t) dt. On rappelle le résultat suivant 

établi au cours de l 'exercice 10, page 947: In "' {if. +oo V 2n 
1 - Montrer que J0+00 e-t2 dt est une intégrale généralisée convergente. 
2 - Montrer que pour tout x E lR on a ex ;;:: 1 + x. En déduire que 

\:/n E N* \:/t E lR e-t2 � 1 + � 
( 2)-n 

<28) Cette intégrale intervient fréquemment en probabilité puisque la fonction 
1 t2 f: t E IR. 1--> tn= e-2 v27r 

est la fonction de densité de la loi normale N(O, 1). Ce résultat permet de montrer que 

!+oo f(t) dt = 2 r+= f(t) dt = � r= e-? dt = . � r= e-•2 ds = 1 ,  -oo la v27r lo v7r lo 
autrement dit, que f est bien une loi de probabilité (il est en effet évident que f est 
positive) . Mentionnons enfin que cette vérification peut se faire de manière beaucoup 
plus rapide en utilisant des résultats concernant l'intégrale double . 
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'tin E N* Vt E [ü, vin] 
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3 - a) En considérant le changement de variable t = vlnsin(x), montrer que 

rrn ( t2 ) n 
la 

1 - n dt = vin hn+ l · 

b) En considérant le changement de variable t = vin tan(x) montrer que 

r= ( t2 ) -n 
la 

1 + n dt = vin I2n-2 · 

4 - En utilisant le résultat rappelé en début d 'exercice, que I = V:. 

EXERCICE 8 On considère la fonction r définie par 

r += r(x) = la 
e-t tx-l dt. 

1 - Montrer que l 'ensemble de définition de la fonction r est IR+. 
2 - Montrer que pour tout X E IR+' on a r( X + 1 )  = xr( X) . En déduire que pour 
tout n E N* , on a f(n) = (n - 1 ) ! . 
3 - Montrer que pour tout t E IRt, l 'application 9t : x E IR+ 1--> tx-l est 
convexec29>. En déduire que l 'application r est convexe sur IR+. 
4 - On admet que l 'application r est continue sur IR'f-. Montrer que f(x) "' 1/x . a+ 

EXERCICE 9 On considère les fonctions F et G définies par 

et G(x) = r= sin2 (tx) dt. la t2 ( 1  + t2 ) 

1 - Déterminer les ensembles de définition de F et G. Étudier la parité de ces 
fonctions. 

2 - Montrer que pour tout x E IR, on a F(x) = lxlF(l). 
3 - Montrer que pour tout x E IR, on a 0 � F(x) - G(x) � � · En déduire un 
équivalent de G au voisinage de +oo. 

C29> Voir la définition 16 .7 p. 775 . 



996 Solution des exercices 

19. 7 Solution des exercices 

Solution de l'exercice 1 

1 - L'application logarithme est continue sur ]O, 1], donc elle est localement 
intégrable sur ] 0, 1] et l'intégrale indéfinie 

1
1 1 

F(x) = 
x 

ln(t) dt = [t 1n(t) - tL = -xln(x) + x - 1 

admet pour limite -1 à droite en O. On en conclut que l'intégrale f01 ln(x) dx 
converge et vaut -1. 
2 - La fonction f : t 1-4 1!t2 est continue sur [ü, l[U]l, +oo[. Elle est donc 
localement intégrable sur chacun des intervalles [O, 1 [ et ]1, +oo[. Pour tout 
xE[O, l[ on a 

F(x) = r -1-2 dt = [argth(t)] 
X 

= argth(x) 
la 1 - t o 

et limx_,1- F(x) = +oo. On en déduit que l'intégrale généralisée f01 1!t2 dt 
diverge et qu'il en va donc de même de l'intégrale J0+00 1!t2 dt. 

3 - La fonction f :  t 1-4 � est continue sur [ü, l[U]l, +oo[. Elle est donc 
V 1 1 - t2 1 

localement intégrable sur chacun des intervalles [O, 1[ et ]1, +oo[. Pour tout 
x E [O, 1[, on a 

F1(x) = t J(t) dt = t � dt = [arcsin(t)]
x 

= arcsin(x) la la 1 - t2 o 

et limx_,1- F1(x) = �- On en déduit que l'intégrale généralisée fc01 �dt 
V 1 1 -t2 I 

converge. Soient a E ]1, +oo[ et x E ]1, a[. On a 

F2(x) = 1a f(t) dt = 1a � dt = [argch(t)J a = argch(a) - argch(x) 
X X t2 - 1 X 

et limx_,1+ F2(x) = argch(a). On en déduit que l'intégrale généralisée Jt V 
1 21 dt 1 1 -t 

converge. Pour x E ]a, +oo[ on a 

F3(x) =l
x 

f(t) dt = l
x
� dt = [argch(t)J

x 
= argch(x) - argch(a) 

a a t2 - 1 a 

et limx_,+00 F3(x) = +oo. On en déduit que l'intégrale généralisée f1+00 V 
1 

21 dt 1 1-t 
diverge et qu'il en est donc de même de l'intégrale généralisée Jc0+00 

V 
1 

21 dt. 1 1 - t 
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Solution de l'exercice 2 

Considérons la fonction de changement de variable</>: t E [O , +oo[ f-+ arctan(t). 
Cette fonction est de classe C1 sur [O, +oo[ (elle est même de classe C00 sur 
[O, +oo[) de dérivée l'application 

1 t E [0, +oo[i------; --2. l + t 
Il s'agit d'une bijection dont la bijection réciproque est x E [O , � [ f-+ tan(x ). On 
a donc par la formule de changement de variable, 

Solution de l 'exercice 3 

1 - L'hypothèse limt_,b- f(t)/g(t) = +oo se traduit parcao) 

Prenons "" = 1 ; il existe ·un réel 'T/ strictement positif tel que pour tout t E 
[b - 'f/, b[ on a f (t) � g(t). D'après le principe de comparaison <31J ,  on déduit de 
cette majoration que si l'intégrale généralisée l: g(t) dt diverge alors l'intégrale 
généralisée l: f (t) dt diverge aussi. 
2 - Soient a E ] 1 ,  +oo[ et (3 < 1 .  Il existe un réel t: strictement positif tel que 
(3 = 1 - 2t:. Soit f la fonction à valeurs positives définie sur [a, +oo[ par 

1 f(t) = t!3 (ln(t))°' · 

Considérons la fonction g définie sur [a, +oo[ par g(t) = l/t1-e. L'intégrale gé
néralisée l

a
+oo g(t) dt qui est une intégrale généralisée de Riemann, voir p. 976, 

diverge et on a 

f (t) tl-ê tl-ê tê 
g(t) - tf3 (ln (t))°' - t1-2e (ln(t))°' - (ln(t))°' · 

D'après la proposition 14. 10  page 674, on en déduit que limt_,+00 f(t)/g(t) = 
+oo et par conséquent la question précédente nous permet d'affirmer que l'in
tégrale généralisée l

a
+oo tf3(1n1(t))" dt diverge si (3 < 1 ,  quel que soit a E R 

Soient (3 un réel strictement supérieur à 1 ,  a E JO , 1 [  et f la fonction à valeurs 
positives définie sur ] O ,  a] par 

1 
J(t) = t!311n(t) la. 

<3o) Voir p. 601 .  
<31) Voir l e  théorème 19 .2 p .  983. 
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Puisque (3 > 1, il existe alors E: E IR'.f_ tel que (3 = 1 + 2s. Considérons la 
fonction g définie sur ] ü , a[ par g(t) = l/t1 +0• L'intégrale généralisée 

J
0
a 

g(t) dt 
qui est une intégrale généralisée de Riemann, voir p. 976, diverge et on a 

f (t) tl +c tl +c 1 
g(t) tf3 lln (t)l0 t1 +20 lln (t)I° 

D'après la proposition 14. 10 page 674, on en déduit que limt->O f(t)/g(t) = +oo 
et par conséquent la proposition 19 .7  nous permet d'affirmer que l'intégrale 
généralisée 

J
0
a 

tï'i(h;(t))"' dt diverge si (3 > 1, quel que soit a E R 

Solution de l 'exercice 4 

1 - La fonction f : t f--4 cos(t) ln(tan(t)) est continue sur ] O ,  H Elle n'est 
pas prolongeable par continuité en 0 car limx_, o+ f(x) = - oo . Pour étudier la 
limite éventuelle de f à gauche en i, considérons la fonction f o définie pour 
x E] - i, O [  par fo (x) = f(x + i)· Pour x E] - i, O [, on a (32 ) 

fo (x) = cos(x + i) ln(tan(x + i )) = - sin(x) ln(- tan(x)-1) 
= sin(x) ln(- tan(x) ). 

Puisque sin(x) rv X et que tan(x) rv X avec limx->O- - tan(x) = 0 =!= l, on a(33) 0 0 
f0 (x) '°" -x ln(x). Par conséquent, comme o-

lim f(t) = lim fo (x) = lim -xln(x) = 0 ,  
t--+ � - x--+O- x--+O-

on en déduit que f est prolongeable par continuité en i en posant f ( i) = O. La 
fonction f est donc localement intégrable sur JO, il· La fonction f est négative 
sur ] O ,  Î [ et positive sur Jî, i [. D'après la relation de Chasles, 

17r/2 17r/
4 

17r/2 
cos(t) ln(tan(t)) dt = cos(t) ln(tan(t)) dt+ cos(t) ln (tan(t)) dt . 

0 0 7r/
4 

L'intégrale 
J
07r
14 

cos(t) ln(tan(t)) dt est une intégrale de Riemann et on se 
contente d'étudier la convergence de l'intégrale généralisée à intégrant posi
tif fi07r

/4 cos(t) ln(tan(t)) dt . On a tan(t) '°" t et cos(t) '°" 1 ;  de plus, comme 0 0 
limt_,o+ tan(t) = 0 =/= l ,  on en déduitc 33) l'équivalent suivant : 

cos(t) ln(tan(t)) rv ln (t). o+ 
On peut conclure à la convergence de l'intégrale généralisée par le corollaire 19 . 1 ,  
p. 987, puisque les fonctions intégrées sont positives et que f07r

14 
ln(t) dt est une 

intégrale de Bertrand convergente. 

(32 ) On rappelle que pour tout x E IR, on a cos (x + �) = - sin(x) et sin(x + �) = cos(x); il 
en résulte que pour tout x E] - � , � [ on a la relation tan (x + �) = -1/ tan(x) .  

C 33l Voir la proposition 15.8 p . 729 . 
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1 2 - La fonction f : t r--; v'f+t2 est continue sur JO , +oo[, donc localement 
t 1 + t2 

intégrable sur JO , +oo[. Elle est strictement positive sur cet intervalle. On a 
1 f (t) ;; t 

donc, d'après le corollaire 19 .3, l'intégrale généralisée Jtxo f (t) dt diverge. On 
peut remarquer que 

1 1 1 f(t) = 
t �+ t2 � +

"' t2 V-1--t-i- t2 y f.z + l OO 
et par conséquent, d'après le corollaire 19 . 2, en déduire que l'intégrale généra
lisée f1+00 f (t) dt converge. 

. 1 - cos(t) . 3 - Pour tout réel a, la fonct10n f :  t r--; est contmue sur JO , 1 ] ,  donc t°' elle est localement intégrable sur cet intervalle. Cette fonction est positive sur 
JO , lJ et comme cos(t) = 1 - �t2 + o0(t2 ), on a 

t2 /2 1 
J (t) (; � = 2t2-cx. 

On en déduit, d'après le corollaire 19 .3, que l'intégrale généralisée f1+00 f (t) dt 
converge si et seulement si a - 2 < 1 ,  autrement dit si a < 3. 

Solution de l'exercice 5 

1 - La fonction f : t r--; 
s��;;) est continue sur JO , +oo[ ; elle est donc localement 

intégrable sur cet intervalle. La fonction f est positive sur JO , 7rJ et 

J(t) rv �-
ü+ yt 

Comme l'intégrale généralisé J1+00 -i- dt est une intégrale généralisée de Rie
P 

mann convergente, voir p. 976, le corollaire 19 . 1  indique que l'intégrale généra-
lisée J011: f(t) dt converge. Par ailleurs, pour tout t E [7r, +oo[ on a 

1 
lf(t)I ( t3/2 · 

Comme l'intégrale généralisé f1+00 -} dt est une intégrale généralisée de Rie-t 2 
mann convergente, voir p. 976, le théorème 19 .4 indique que l'intégrale généra-
lisée f11:+oo f (t) dt converge. 
2 - La fonction f : t r--; cos(t) (sin(t)/t)3 est continue sur JO , +oo[. Elle est 
prolongeable par continuité en 0 en posant f (0) = 1 .  La fonction f est donc 
localement intégrable sur [O , +oo[. Pour tout t E IR'f- on a 

. 3 
lf(t)I = 1 cos(t)I 1 sin(t) 1 = 1 cos(t)l I sin(t)l3 � ( �. t � ...._____, t t 

<:;;l .:;; 1 
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D 'après le théorème 19.4, l 'intégrale généralisée f0+= f(t) dt converge car l ' in
tégrale J1+= 1/t3 dt est une intégrale de Riemann convergente, voir p. 976. 

. ch( ../i) - cos( ..fi) . 3 - La fonct10n f : t 1--+ 3 est contmue sur JO ,  +oo[ .  Elle est 
t2 

positive puisque la fonction cosinus hyperbolique est minorée par 1 alors que la 
fonction cosinus est majorée par 1. On a les développements limités d'ordre 2 
en 0 suivants : 

cos (u) = 1 - �u2 + o0(u2) et ch(u) = 1 + �u2 + o0(u2) . 
On en déduit que 

(../i)2 (../i)2 
ch( Vt) - cos( ..fi) = ( 1 + -2

- ) - ( 1 -
-2

- ) + oo (t) = t + o0(t) 

et par conséquent que f (t) '"" 1r,, . On en conclut en utilisant le corollaire 19.3 
o+ v t 

que l 'intégrale généralisée J0
1 
f ( t) dt converge . 

Au voisinage de +oo, on a 

eVt 
ch(Vt) '"" - et cos(Vt) = O+= (ch(Vt) ) .  

+= 
2 

On a donc f (t) '"" � eVt. Comme pour tout t E JR+ on a eVt ;;:: 1 et que 
+= 

J1+= 1 dt diverge, le théorème 19.2 indique qu 'il en est de même de l 'intégrale 
généralisée J1+= eVt dt. Finalement , d'après le corollaire 19.1, on peut conclure 
que l 'intégrale généralisée f1+= f (t) dt diverge et par conséquent que l 'intégrale 
généralisée f0+= f (t) dt diverge elle aussi .  

Solution de l'exercice 6 

Considérons l 'application f :  t E J O ,  +oo[  1--+ e-at ln( l  + t) /tf3. Cette application 
est continue, donc localement Riemann intégrable sur JO ,  +oo[ .  Elle est claire
ment positive . Intéressons-nous au comportement de f au voisinage de O. Quelle 
que soit la valeur de a, on a e-ta '"" 1 et ln( l  + t) '"" t donc f (t) '"" l /tf3- 1 . Or 

o+ o+ o+ 
l ' intégrale généralisée J0

1 A dt converge si, et seulement si , / < 1; une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que l'intégrale généralisée f0

1 f (t) dt converge 
est donc que f3 < 2. 

Intéressons-nous maintenant au comportement de f au voisinage de +oo. 
1. Si a < 0 alors limt--->+= f(t) = +oo et l 'intégrale généralisée J1+= f(t) dt 

diverge d'après la proposition 19.1. 
2

. Si a = 0, puisque ln( l  + t) '"" ln(t) on a f (t) '"" ln(t)/tf3. Or l 'intégrale 
+= += 

généralisée de Bertrand J0
1 h��t) dt converge si , et seulement si , /3 > 1. 

Donc, une condition nécessaire et suffisante pour que l 'intégrale générali
sée f1+= f(t) dt converge est que f3 > 1. 
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3 .  Si a > 0 alors d'après la proposition 19 .7 ,  l 'intégrale généralisée converge 
quelle que soit la valeur de /3 car on a limt_,+00 f (t)t2 = 0 et JtXJ -[,  dt 
converge. 

En conclusion , l 'intégrale généralisée JtXJ e - " '  ��( I+t) dt converge si a > 0 et 
/3 E l  - oo, 2[ ou si a =  0 et /3 E l l ,  2 [ .  Elle diverge dans les autres cas . 

Solution de l'exercice 7 
1 - La fonction t r--; e-t2 est continue sur [O, +oo[, donc est localement inté
grable sur [O, +oo[. Elle est positive et e-t2 = 0+00 (1/t2) . Puisque l 'intégrale 
J1+00 -[, dt est une intégrale généralisée de Riemann convergente, voir p. 976, 
on en déduit par la proposition 19 .7 que f1+00 e-t2 dt converge. 

2 - Appliquons la formule de Taylor-Lagrange c34 ) à l 'ordre 2 à la fonction ex
ponentielle (qui est de classe C00 sur JR) : pour tout réel x ,  il existe un réel c 

dans l 'intervalle d'extrémités 0 et x tel que 

Puisque �x2 é est toujours positif, on a 

ex )! 1 + x . (7) 

Pour t E lR et n E N* , appliquons la relation (7) en prenant x = t2 /n ; on 
obtient la majoration 

2 t2 et /n )! 1 + - . n 
Puisque les fonctions puissances entières sont croissantes sur [O, +oo[, on en 
déduit que 

2 ( 2 ) n ( t2 ) n 
et = et /n )! 1 + n 

( 2 ) -n 
puis que e-t2 :::::;: 1 + � 

En appliquant la relation (7) avec x = -t2 /n, on obtient la relation 

2 t2 e-t /n )! 1 - - . n 
Si t E [O, fol alors 1 - t2 /n )! 0 et puisque les fonctions puissances entières 
sont croissantes sur [O, +oo[, 

3 - a) Considérons l 'application 

( t2 ) n 
1 - -n 

c/> :  x E [O, � l  1------' Vn sin(x ) .  

C34 l Voir le théorème 16.4 p. 789. 
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Cette application est de classe ci sur [O, � J et 

q/ : x E [O, � ] � /n cos(x) . 

En utilisant la formule de changement de variable dans une intégrale de Rie
mann, (voir le théorème 18.4 p. 899) on obtient 

1
..fii, ( t2 ) n 1</>(7î/2) ( t2 ) n 

1 - - dt = 1 - - dt 
0 n </>�) n 

17î/2 = ( 1  - sin2 (x)r /n cos(x) dx 
0 .._,,_, "-..--' 

=f(</>(x ) )  =</>' (x ) 
r12 

= Vn Jo (cos(x) )2n+i dx = /n I2n+l · 

b) Considérons l 'application 

'l/J : x E [O, �] � Vn tan(x) . 

Cette application est de classe ci  sur [O, � ]  et 

'l/;1 : x E [O, � ]  � /n ( 1 + tan2 (x)) . 

En utilisant la formule de changement de variable dans une intégrale généralisée 
(voir la proposition 19.2), on obtient 

r+oo (1 + t2 ) -n 
dt = 1"'(7î/2) ( 1 + t2 ) -n 

dt lo n .p(o) n 

r12 
= Jo (1 + tan2 (x)fn /n(l + tan2 (x) )  dx 

=f(,P(x ) )  =.P ' (x ) 
r12 

= /n Jo ( 1  + tan2 (x)) -n+i dx 

r12 
= Vn Jo (cos(x) )2(n- i ) dx = Vn I2n-2 · 

4 - On déduit des calculs précédents les majorations suivantes 

1+oo 
e-t2 dt � 1+oo ( 1 + � ) -n 

dt = Vn hn-2 

et 1+oo 
e-t2 dt ;;:: 1..;n e-t2 dt ;;:: 1..;n ( 1 + � ) -n 

dt = Vn l2n+1 , 

en utilisant le fait que la fonction t f-+ e-t2 est positive sur [O, +oo[. On en 
conclut que pour tout n E N* , 

(8) 
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Comme In '"" fI27r , on obtient 
+oo V 2n 

et par conséquent 

hn+ 1 rv (7r47r et 
+= V 4n: hn-2 '"" f7r47r += V 4n: 

lim Vn I2n+l  = lim Vn hn+i = E. n-+oo n-+oo V 4 

En utilisant le théorème d 'encadrement<35l , on déduit de (8) que 

r+= e-t2 dt = E = -..fo . 
lo V 4 2 

Solution de l'exercice 8 
Pour x E lR fixé, désignons par fx l 'application 

fx : t E J O ,  +oo[ r----; e-t tx- l . 

1003 

Cette application est positive et continue sur JO, +oo[ ; de plus , pour tout 
t E JO ,  +oo[ on a 

fx (t) = exp ((x - 1 ) ln(t) - t) . 

1 - Déterminer l 'ensemble de définition de la fonction r revient à détermi
ner l 'ensemble des réels x pour lesquels l 'intégrale généralisée f0+00 e-t tx- l dt 
converge . Comme f x est continue sur J O ,  +oo[, cette fonction est localement in
tégrable sur cet intervalle . La nature de l 'intégrale généralisée f0+00 e-t tx- l dt 
est donc liée au comportement de fx aux deux bornes 0 et +oo de l'intervalle 
d 'intégration . 
On a fx (t) '"" /-x et  l ' intégrale de Riemann f0

1 
t� dt converge si et seulement si 0 

a <  1, voir p .  976. On en déduit que l 'intégrale généralisée f0
1 fx (t) dt converge 

si et seulement si x > O .  
Pour montrer que l 'intégrale généralisée f1+00 fx (t) dt converge pour tout 
x E lR'f- nous allons avoir recours à la proposition 19 .7  et montrer que pour 
tout x E lR'f- limt-+oo t2 fx (t) = O . Pour x E lR'f-, on a 

t2 fx (t) = e+i e-t = exp ((x + 1 ) ln(t) - t) = exp (t ( (x + 1 ) ln(t)/t - 1 ) ) . 

Comme limt-+oo ln(t)/t = 0, on a limh+oo ( (x + 1 ) ln(t)/t - 1 ) = -1 et 
limt-+oo t ( (x + 1 ) ln(t)/t - 1 ) = -oo. Comme limu--oo eu = 0, on en conclut 
que limt-+oo t2 fx (t) = O . Finalement , comme l ' intégrale généralisée f1+00 fr dt 
converge, la proposition 19 . 7  indique que f1+00 fx (t) dt converge également . 
On en conclut que l'intégrale généralisée f0+00 fx (t) dt converge quel que soit 
x E lR'f_ . L'ensemble de définition de la fonction f est donc lR'f- . 

<35> Voir le théorème 5 . 1 p. 185 . 
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2 - Pour x E IR+ , on a 

r+oo r(x + 1 ) = la 
e-t tx dt. 

Cette intégrale généralisée est convergente. Intégrons par parties c 3 6> en prenant 

u : t f----t e 
U1 : t f----t X e-l 

V : t f----t -e- t 

v' : t f----t e-
t . 

La fonction u X V admet pour limite 0 en o+ et en +oo donc 

la+oo e- t tx dt = 
[
-e-t tx ] := + la+oo e-t X tx- l dt = X la+oo e-t tx- l dt = xf(x) . 

On a donc établi que r(x + 1 ) = xr(x) pour tout réel X E  ] O, +oo[. 
Vérifions à l 'aide d 'un raisonnement par récurrence que pour tout n E N* , on a 
f(n) = (n - 1 ) ! . La relation est vraie pour n = 1 puisque 

r00 [ ] +oo f( l )  = la 
e-t dt = - e-t a = 1 = O ! .  

Supposons la  relation vraie pour un  entier n donné. On a alors 

r(n + 1 ) = nf(n) = n(n - 1 ) !  = n ! .  

La récurrence est achevée . 
3 - Considérons pour tout t E IR+ fixé, l 'application 9t : x E IR+ r---t tx- 1 . Cette 
application est de classe C00 sur IR+ et 

g�' : x E IR� f----t (ln(t) ) 2 e-1 . 

La dérivée seconde de 9t est donc une application positive . D 'après la proposi
tion 16 . 1 3  p. 776 , on en déduit que 9t est une application convexe sur IR+ . 
Vérifions maintenant que r est une application convexe sur IR+ . On ne peut 
pas utiliser le même raisonnement que pour 9t car nous ne savons pas si r 
est dérivable et nous ne connaissons de toute façon pas sa dérivée . On est 
donc contraint de revenir à la définition de la convexité c 37>. Soient À E [ü , 1 ] et 
( x, y) E IR+ ; on a 

r+= r(>.x + ( 1 - >.)y) =  la 
e-t 9t (Àx + ( 1 - >.)y) dt 

et comme 9t est convexe sur IR+ , on a 

9t (Àx + ( l  - À)y) � À gt (x) + ( l  - À) gt (y) . 

<36 > Voir la proposition 19 .3 p . 973. 
C 3 7> Voir la définition 16 . 7 p . 775 . 
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On en déduit que 

roo f(Àx + ( l - À)y) � Ja e-t (À gt (x) + ( l - À) gt (Y)) dt 

r+oo r+oo = À la e-t 9t (x) dt + ( 1  - À) la e-t gt (Y) dt 

= À f(x) + (1 - À) r(y) . 
La fonction r est donc convexe sur IR'f- .  
4 - Puisque r est continue en 1 ,  on a 

lim r(x + 1 ) = r( l )  = 1 . x-+a 
On en déduit que r(x + 1 ) CV 1 . Par ailleurs pour tout X E  IR'f- on a a 

r(x) = r(x + l ) . X 
On déduit de ces deux résultats que 

1 r(x) cv a+ X 

1 005 

La fonction r est une fonction reconnue de MAPLE sous le nom GAMMA . Illustrons 
avec MAPLE les résultats établis au cours de cet exercice. 

> plot ( [GAMMA (x) , 1 /x] , x=O . .  8 , y=O . .  1 0 ) ; 

1 a  

8 

6 

y 

4 

2 

ol-.-��:::::::=::::::::::::::::::::::=:;:::::;:�� 
0 2 4 6 8 

X 

La figure représente la fonction r ainsi que la fonction X f--7 � .  
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Solution de l'exercice 9 

sin2 (tx) 1 - Considérons pour x E lR fixé, la fonction fx : t r---; t2 . Pour tout réel x , 

cette fonction est prolongeable par continuité en 0 puisque 

1 . f ( )  _ 
1 . 2 ( sin(tx) ) 2 

_ 2 1. ( sin(u) ) 2 
_ 2 im x t - im X --- - X im -- - X • t->a t->a tX U->a U 

On en déduit que fx est Riemann intégrable sur [ü, b] pour tout réel b stricte
ment positif. Par ailleurs , pour tout réel x on a 

1 
l fx (t) I � t2 

et l 'intégrale généralisée JtJo 1/t2 dt converge, voir p .  976 . Le théorème 19 .4 
indique que l 'intégrale généralisée fa+oo fx (t) dt est (absolument) convergente 
pour tout réel x. La fonction F est donc définie sur R 

. , , . sin 2 ( tx) . Considerons pour x E lR fixe, la fonct10n 9x : t r---; t2 ( l  + t2 ) . Il s 'agit de la 
fonction nulle si x = 0 et pour tout x E JR* , cette fonction est prolongeable par 
continuité en 0 en posant 9x (O) = x2 puisque sin(u) rv u, 1 + t2 rv 1 et par a a 
conséquent 

(tx)2 
g (t) rv -- = x2 . X a t2 

On en déduit que 9x est Riemann intégrable sur [ü, b] pour tout réel b stricte
ment positif. Par ailleurs , pour tout réel x on a 

et l 'intégrale généralisée Jb+oo 1/t2 dt converge . Le théorème 19 .4 indique que 
fa+oo 9x (t) dt est (absolument) convergente pour tout réel x. La fonction G est 
donc définie sur R 
Les fonctions F et G sont paires puisque 

et 

F(-x) = 1+= sin2;
;

tx) dt = 1+= sin:�tx) dt = F(x) 

G(-x) = r= sin2 (-tx) dt = r= sin2 (tx) dt = G(x) . la t2 ( 1  + t2 ) la t2 ( 1  + t2 ) 

2 - Supposons x > 0 et considérons le changement de variable défini par la bi
jection ef; : t E [ü, +oo[ r---t tx E [ü, +oo[ de classe ci . D 'après la proposition 19 .2 , 
on a 
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On a donc F(x) = J x !F ( l )  pour tout x E JR:f_ . Par ailleurs F(O) = 0 = 0 x F(l ) .  
Puisque F est une application paire , pour x < 0 on  obtient 

F(x) = F(- (-x))  = F(-x) = -x F(l )  = J x J  F( l ) .  
� >0 

La relation F(x) = J x JF ( l )  est donc vraie pour tout réel x .  
3 - Pour tout x E lR et pour tout t E [ ü ,  +oo[  on a 

f (t) _ (t) = sin
2 (tx) _ sin2 (tx) 

X gX t2 t2 ( 1  + t2 ) 

Puisque 0 � sin2 (tx) � 1 ,  on en déduit que 

1 
Ü � fx (t ) - gx (t) � l + t2 

puis , d'après la proposition 18 .4 ,  p. 899, que 

sin2 ( tx) 
1 + t2 . 

1+00 1+00 1 
Ü � (fx (t ) - gx (t) ) dt � --2 dt . 

0 0 1 + t 

1+00 1 [ ] +oo 
Comme --2 dt = arctan(t) = 7r/2, on obtient la relation 

0 1 + t 0 
7f 

0 � F(x) - G(x) � 2 Vx E R 

Puisque F(x) = J x l  F ( l ) ,  on a pour x E J O ,  +oo[  

G(x) 7f 
O � 1 - xF( l )  � 2x  F( l ) " 

D'après le théorème d'encadrement , limx->+oo ( 1 - x�Cl) ) = 0 et par consé
quent , 

lim G(x) = 1 . x->+oo xF( l )  
On en  conclut que G(x) rv x F(l ) .  

+oo 
Illustrons les résultats obtenus dans cet exercice avec MAPLE. 

> F : =x - >  int ( s in (t*x) -2/t - 2 , t=O . .  +inf inity) : 

> G : =x - >  int ( s in (t*x) -2/ ( t - 2 * ( 1+t - 2 ) ) , t=O . .  +inf inity) : 

> a : =F ( 1 ) ; 

7f a ·= -. 2 
On a donc F : x E lR � �x. Traçons les représentations graphiques des fonc
tions F et G. 
> plot ( [F (x) , G (x) , a*abs (x) ] , x=- 1 . .  1 0 , color= [blue , red , black] , 

l inestyle= [ 1 , 1 , 2] , thi ckness= [ 1 , 1 , 2] ) ; 
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2 4 6 8 1 0  
X 

-5 

On se rend compte que la représentation graphique de la fonction G donnée 
par MAPLE n 'est pas conforme aux propriétés de la fonction G établies dans 
l 'exercice. 
> G ( 20) ; 

> evalf ( % ) ; 

1 39 1 . 4 cosh ( 40) 1f + 4 1f - 4 1f smh ( 40) 

0 

Le problème observé pour la représentation graphique de G est liée à l 'éva
luation de la fonction G lorsque les réels sont écrits dans le format à virgule 
flottante. Dans le format à virgule flottante usuel , les réels cosh ( 40) et sinh ( 40) 
sont identiques. 
> evalf ( cosh (40 ) ) ;  

1 7  

1 . 1 76926334 10  

> evalf ( s inh (40) ) ;  

1 7  

1 . 1 76926334 1 0  

On peut contourner le  problème en imposant à MAPLE d'effectuer les calculs 
en virgule flottante avec une mantisse élargie . 
> evalf ( cosh (40 ) - sinh (40) , 40 ) ; 

- 1 8 

4 . 2483 1 0  

> evalf ( G (20) , 40 ) ; 

30 . 63052837250048407834737 



CHAPITRE 20 

Équations différentielles linéaires 

20. 1 Définitions et terminologie 

Dans l 'étude de nombreux problèmes physiques on est amené à rechercher une 
fonction inconnue qui est solution d'une équation liant cette fonction à ses 
dérivées successives . Une relation liant une fonction d 'une variable réelle à ses 
dérivées est appelée une équation différentielle. Il est d 'usage de noter y la 
fonction inconnue dans l 'équation différentielle et de noter< l ) t la variable réelle 
dont dépend la solution de l 'équation différentielle . L 'ordre de dérivation le 
plus élevé de la fonction inconnue apparaissant dans l 'équation différentielle est 
appelé ordre de l 'équation différentielle. D'une manière générale, une équation 
différentielle d'ordre n est de la forme 

(E) F(t ,  y (t) , y' (t) , . . .  , y (n- l ) (t) , y(n) (t) ) = 0 

où F est une application définie sur un sous-ensemble de JR:.n+2 et à va.leurs 
dans JR:.P . 
On appelle solution sur l 'intervalle I de l 'équation différentielle (E) toute ap
plication <P définie sur I, admettant des dérivées jusqu'à l 'ordre n sur I et dont 
les dérivées successives <P' , . . . , cp(n) vérifient pour tout t E I 

F(t, cp(t) , </J' (t) , . . . , </J(n- l ) (t) , </J(n) (t)) = O . 

Exemple Selon la loi de Hooke <2l , la force f requise pour allonger un ressort 
de P mètres au-delà de sa longueur au repos est donnée par f (P) = k x P où 
k E R+ est le coefficient d'élasticité du ressort (exprimé en N/kg) . Considérons 
un objet de masse m suspendu au ressort et repéré sur un axe vertical orienté 
vers le bas en convenant que l 'origine correspond à la position du ressort au 
repos , voir la figure 1 .  Après avoir été tiré vers le bas puis relâché, la position 
y(t) de l 'objet en fonction du temps t, est solution de l 'équation différentielle 

(E1 ) y" (t) + w2 y (t) = 0 ,  

où w = Jk[m, correspond à la pulsation propre du ressort . 

{ l ) Cette notation est justifiée par le fait que dans de nombreux problèmes physiques la 
solution de l 'équation différentielle considérée est une fonction du temps. 

<2 l Hoo1<E, Robert ( 1635, Île de Wight - 1703, Londres) . 
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0.5 
s 
i::l 0 
Q) 

-·��-�-�-�-��-�-�-� 0 0.5 1 .5 2 2.5 3 3.5 4.5 
t temps en s .  

Fig. 1 Évolution au cours du temps d'une masse m de 0 . 3  kg 
suspendue à un ressort (k = 5 N/m) étiré depuis sa position 
d'équilibre de 0.2 m puis relâché avec une vitesse initiale de 2 
m/s. 

Ici , l 'équation différentielle est d 'ordre 2 ;  c 'est une équation différentielle qui 
s 'écrit sous la forme (E) avec 

L'application </> : t E IR'. � cos(w t) est une solution sur IR'. de l 'équation diffé
rentielle (E1 ) puisque pour tout t E IR'.,  

ef>" (t) = -w2 cos (w t )  

et par conséquent 

if/' (t) + w2 ef>(t) = -w2 cos (w t) + w2 cos (w t) = O. 

Par un calcul analogue, on peut vérifier que toutes les fonctions de la forme 

t E IR'. t-4 C1 cos(w t) + C2 sin(w t) 

où C1 et C2 désignent deux constantes réelles , sont solutions de l 'équation 
différentielle (E1 ) .  

Un peu de vocabulaire 

.X Par le terme solu tion générale d'une équation différentielle , on désigne tous 
les éléments de l 'ensemble des solutions . L 'une des solutions de l 'équation dif
férentielle est appelée solution particulière . 
.X On appelle courbes intégrales d'une équation différentielle les courbes repré
sentatives des solutions de cette équation . 
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J< Les lois de la physique conduisent fréquemment à considérer des équations 
différentielles . Toutefois , comme pour l 'exemple précédent , une équation diffé
rentielle admet de nombreuses solutions . Autrement dit , l 'équation différentielle 
ne suffit pas pour déterminer complètement la solution d'un problème physique. 
Pour choisir entre les différentes solutions d 'une équation différentielle , il faut 
posséder d'autres données qui dépendent de la nature du problème, par exemple 
des conditions initiales. Ainsi pour l 'exemple précédent , la solution est déter
minée si l 'on impose qu 'à l 'instant initial t = 0 le ressort est tiré de 20 cm 
vers le bas puis relâché avec une vitesse ascensionnelle de 2 m/s .  On a alors 
les conditions initiales y(O) = 1/5 (car 20 cm = 1/5 m) et y' (O) = -2 et il 
existe une seule solution de l 'équation différentielle (E1 ) qui satisfait ces deux 
conditions initiales . Il s 'agit de la fonction 

1 . t E IR 1--4 S cos (w t) - 2w sm (w t) . 

Cette solution est représentée graphiquement à la figure 1 dans la cas où 
k = 5 N/m et m = 0 .3 kg. 
J< On appelle problème de Cauchy, le problème constitué par une équation diffé
rentielle d 'ordre n et de n conditions initiales portant sur la fonction inconnue 
et ses dérivées . 
J< Une équation différentielle est également caractérisée par son caractère li
néaire ou non linéaire. L 'équation différentielle 

(E) F (t ,  y (t) , y' (t) , . . .  , y(n- l ) (t) , y(n) (t) ) = 0 
est dite linéaire lorsque pour t E I fixé, la fonction 

(x1 ,  . . .  , Xn+i ) E !Rn+l 1--4 F (t ,  X1 , . . .  , Xn+i )  E JRP 

est une application linéaire <3) . Dans le cas courant où p = 1, une équation 
différentielle linéaire est de la forme<•) 

Cn (t) y(n) (t) + Cn- i (t) y(n- l ) (t) + . . .  + c1 (t) y' (t) + co (t) y (t) = g (t) 

où co , . . .  , Cn et g sont des fonctions réelles d 'une variable réelle. Les fonctions 
co , . . .  , Cn sont appelées coefficients de l 'équation différentielle et la fonction g 
est appelée second membre de l 'équation différentielle. 
Une équation différentielle linéaire est caractérisée par les deux propriétés sui
vantes : 
1 .  la fonction inconnue y et ses dérivées sont liées par le biais d'une combinaison 

1 . , . (5) meaire ; 
2. les fonctions c0 , . . .  , cn , coefficients de la combinaison linéaire , ne dépendent 

que de la variable t et pas de l ' inconnue y .  
J< Une équation différentielle linéaire d'ordre n est dite normalisée si Cn = 1 .  

( s )  Voir la définition 9 . 1  p .  369. 
(4) Voir la proposition 9 .1 p .  371 .  
<5l Voir la définition 8 .3  p . 3 16 .  
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Exemples 

1 .  L'équation différentielle (Ei ) est une équation différentielle linéaire du second 
ordre normalisée . On a co : t E IR f-> w2 , c1 : t E IR f-> 0 et c2 : t E IR f-> 1 .  Elle 
est dite à coefficients constants car les fonctions co , c1 , c2 sont des fonctions 
constantes. 
2 .  L'équation différentielle 2t y' (t) + y(t) = 0 est une équation différentielle 
linéaire du premier ordre qui n 'est pas normalisée. On a co : t E IR f-> 1 et 
C1 : t E IR f-> 2t . 
.X Une équation différentielle qui n 'est pas linéaire est dite non linéaire. Par 
exemple, les équations différentielles suivantes 

y(t) y'(t) + 2y(t) = et , y" (t) + sin (y(t) ) = 0 ,  y" (t) + y(t) 2 = 0 ,  

sont des équations différentielles non linéaires . 
L 'étude d 'une équation différentielle inclut l 'étude de l 'existence d 'une solu
tion . Nous n'aborderons pas cet aspect de manière générale . Pour les équations 
différentielles que nous étudierons , l 'existence de solutions résultera de leurs 
calculs . Nous nous restreindrons dans ce livre à l 'étude des équations différen
tielles linéaires du premier ordre et des équations différentielles linéaires du 
second ordre à coefficients constants. 

20.2 Équations différentielles linéaires du premier ordre 
Dans l 'étude théorique des équations différentielles linéaires du premier ordre 
que nous allons effectuer , nous considérerons des équations différentielles nor
malisées . Nous nous intéresserons d'abord aux équations différentielles homo
gènes (c'est-à-dire dont le second membre est nul) puis aux équations différen
tielles non homogènes . 

20.2.1 Normalisation d'une équation différentielle 

Soient I un intervalle non vide de IR et c1 , c0 , g trois applications continues de I 
dans R On suppose que l 'application c1 n'admet qu'un nombre fini de zéros 
dans J. L'équation différentielle linéaire du premier ordre 

(E) c1 (t) y' (t) + co (t) y(t) = g (t) 

admet pour forme normalisée l 'équation différentielle linéaire du premier ordre 

' ( ) 
co (t) 

( ) _ g (t) 
y t + 

( )
y t -

( )
' 

C1 t C1 t 

L'équation différentielle (E) est définie pour tout t E I alors que l'équation 
différentielle (EN ) n'est définie que pour les valeurs de t pour lesquelles c1 ne 
s 'annule pas . Si l 'application c1 ne s'annule pas sur I, les équations différen
tielles (E) et (EN ) sont toutes les deux définies sur I et équivalentes . Par contre, 
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s i  l 'application c1 admet des zéros , l 'équation différentielle (EN ) n 'est pas dé
finie sur tout l 'intervalle I mais sur un sous-ensemble J de I. Remarquons que 
toute solution de l 'équation différentielle (E) est solution de l 'équation diffé
rentielle (EN ) sur le sous-ensemble J de I où celle-ci est définie. Par contre , 
une fois obtenues les solutions de l 'équation (EN) sur J, se pose le problème 
d'établir s 'il existe une solution sur I à l 'équation différentielle (E) . 

Supposons , pour simplifierc61 que l 'application c1 s 'annule en une valeur t0 et 
une seule appartenant à l 'intérieur de I. Désignons par li l 'intervalle 
] - oo, to [  n I et par I2 l 'intervalle ] t0 , +oo[ n J. 
Dans ce cas , l 'étude de l 'existence d'une solution sur I à l 'équation différen
tielle (E) consiste à déterminer s 'il existe une application <P de I dans IR, 
1 .  dérivable sur I, 
2 .  dont la restriction à l 'intervalle li soit solution de (EN) considérée sur li , 
3 .  dont la restriction à l 'intervalle h soit solution de (EN ) considérée sur h .  

Les deux dernières conditions impliquent que <P est solution de l 'équation dif
férentielle (E) sur li et sur I2 . De plusc71 , comme les applications co , c1 et g 
sont continues sur I et que c1 ne s 'annule pas sur li et sur h ,  la dérivée de 
l 'application <P qui est donnée en tout t E li U h par 

q
/
(t) = g (t) - co (t)cp(t)

, C1 (t) 
( 1 )  

est continue sur li e t  h .  L'application <P est donc de classe C1 sur li e t  sur 12 ; 
l 'application <P' admet par conséquent une limite à droite et à gauche en t0 .  
Comme limt-> to c1 (t) = 0, la relation ( 1 )  indique qu 'étant donné que <P' admet 
une limite à droite et à gauche en t0 , on doit nécessairement avoir 

lim (g (t) - co (t) <P(t) ) = 0 i .e .  g (to ) - co (to ) <P(to ) = O . t->to 

L'application <P vérifie donc la relation co (to )<P(to )  = g(to ) et comme c1 (to )  = 0, 
elle vérifie aussi la relation c1 (t0 )  y' (t0 )  + c0 (t0 )<f;(t0 )  = g (t0 ) . Cela signifie que <P 
est solution de l 'équation différentielle (E) en to .  

On retiendra l e  résultat suivant : toute application qui est dérivable sur I et qui 
satisfait l 'équation différentielle normalisée (EN ) sur li et sur h est solution csi 
sur I de l 'équation différentielle (E) . 

(GJ Le cas général où l 'application ci s'annule en plusieurs réels de l 'intervalle I s'étudie de 
manière analogue en considérant autant de subdivisions de l ' intervalle I que nécessaire . 

(?) Voir la proposition 13 . 1 8  p. 622. 
(B)  On veut signifier que lorsque l 'on a trouvé une solution de l 'équation différentielle (E) sur 

li et h et que cette solution est dérivable en ta , on dispose d 'une solution de l 'équation 
différentielle (E) sur I sans qu'il soit nécessaire de vérifier que la solution obtenue satisfait 
bien à l 'équation différentielle (E) en ta . 



1 0 1 4  Équations différentielles linéaires du premier ordre 

L 'étude d 'une équation différentielle non normalisée sur un intervalle I consiste 
donc 
- à normaliser cette équation différentielle et à résoudre <9J l 'équation différen

tielle normalisée sur chaque sous-intervalle li , . . .  , Iq où elle est définie ; 
- à déterminer les applications de I dans JR, dérivables sur I, qui coïncident sur 

chaque sous-intervalle li , . . .  , lq avec une solution de l 'équation différentielle 
normalisée . 

Exemple L 'équation différentielle linéaire du premier ordre 

(E2 ) 2t y' (t) + y (t) = 0 

admet pour équation normalisée associée l 'équation différentielle 

1 
y' (t) + 2t 

y (t) = o . 

L 'équation différentielle (E2 ) est définie pour t E lR alors que l 'équation différen
tielle (E2 ,N )  est définie pour t E JR* . On recherchera dans un premier temps les 
solutions de (E2 ,N)  sur chacun des intervalles J O ,  +oo[ et J - oo, O [ .  On étudiera 
ensuite l 'existence d'applications cjJ de lR dans JR, dérivables sur lR qui coïncident 
sur chacun des intervalles J - oo, O [  et J O ,  +oo[ avec des solutions de l 'équation 
différentielle (E2 ,N ) .  Les détails de la résolution sont donnés page 1016 .  

Nous nous intéresserons dans ce qui suit uniquement à l 'étude des équations 
différentielles normalisées . 

20.2.2 Équations différentielles homogènes 

DÉFINITION 20.1 Soient I un intervalle de lR et a une application continue 
sur I. On appelle équation différentielle linéaire homogène du premier ordre 
une équation différentielle de la forme 

(Eo) y' (t) + a(t) y(t) = O . 

On dit que l 'application cjJ est solution de (Eo ) sur l 'intervalle I si cjJ est 
dérivable sur I et si 

l;/t E I cp' (t) + a(t) cp(t) = O .  

Remarque La fonction nulle est solution de l 'équation différentielle linéaire 
homogène du premier ordre (Eo ) .  
Nous avons vu  page 1 0 1 0  qu'une équation différentielle pouvait admettre une 
infinité de solutions . Nous allons , dans les deux résultats qui suivent , caracté
riser l 'ensemble S0 des solutions de l 'équation différentielle (E0 ) . 

(9) Nous verrons dans les pages qui suivent les méthodes de résolution . 
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Rappelons que l 'ensemble A(I, �) des applications de I dans � est un 
�-espace vectoriel (voir la proposition 13 . 2 ,  page 588 et l 'exemple de la page 312) . 
L'ensemble Sa des solutions de l 'équation différentielle (Ea )  est un sous-espace 

• { 10) vectoriel de A(I, �) . En effet , 

- d 'une part l 'application nulle étant solution l 'équation différentielle (Ea ) , 
l 'ensemble Sa n 'est pas vide ; 

- d'autre part , si <P1 et <P2 désignent deux solutions de (Ea )  et µi et µ2 deux 
réels alors l 'application µ i</J1 + µ2</J2 est dérivable sur I et on a 

ce qui indique que µi <P1 + µ2 <P2 est solution de l 'équation différentielle (Ea ) . 
Ainsi, toute combinaison linéaire d 'éléments de Sa appartient à Sa . 

On a donc établi < 1 1 J  la proposition suivante. 

PROPOSITION 20.1 L 'ensemble Sa des solutions de l 'équation différentielle 
(Ea )  est un espace vectoriel sur R 

Le théorème suivant explicite les éléments de l 'espace vectoriel Sa , autrement 
dit fournit la forme des solutions de l 'équation différentielle (Ea ) . 

THÉORÈME 20.1 L 'ensemble Sa des solutions de l 'équation différentielle (Ea )  
s'IJ.r I est donné par 

Sa =  {t E l  1----t K e-A(t) 1 K: E � } 

où A désigne une primitive de a sur I .  
Il s 'agit d 'un �-espace vectoriel de  dimension 1 .  

Démonstration Commençons par remarquer que l 'application a étant conti
nue sur I, elle admetu2J une primitive A sur l. Le fait que pour tout t E I on 
ait e-A(t) -:f. 0 justifie les équivalences suivantes : 

</J E  Sa {==} 

{==} 

{==} 

{==} 

{==} 

( l o) Voir la définition 8 .5 p. 3 19 .  

\:/t E l  

\:/t E l  
\:/t E l  
3K: E � 
3K: E � 

<P' (t) + a(t) <P(t) = 0 

eA(t) <P' (t) + a(t) eA(t) <P(t) = 0 (eA(t) </J(t) ) 1 = 
Ü 

\:/t E l  eA(t) <fJ(t) = K: 
\:/t E l  </J(t) = K: e-A(t) . 

( l l ) Un sous-espace vectoriel d 'un espace vectoriel donné hérite de la structure d 'espace vec
toriel de celui-ci et constitue lui même un espace vectoriel, voir p. 3 19 .  

( l 2) Voir le corollaire 18 .2  p. 909. 
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On a donc bien So = {t E I .--. K e-A(t) 1 K E �} . 
Nous avons démontré, voir la proposition 20 . 1 ,  que So est un �-espace vecto
riel . L'expression des éléments de S0 obtenue dans la première partie de cette 
démonstration indique que l 'application t E I .--. e-A(t) est génératrice et cette 
application est non nulle. On en conclut que la dimension du �-espace vecto
riel So est égale à 1 .  0 

Remarques 
1 .  Le théorème 20. 1 indique que l 'espace vectoriel So est de dimension 1 et 
qu 'un générateur de So est l 'application go : t E I .--. e-A(t) . L'application 
t E I .--. K e-A(t) où "' désigne un réel , est appelée solution générale de l 'équation 
différentielle (Eo ) . 
2 .  On déduit également du théorème 20 . 1  qu 'il existe une unique solution cjJ à 
l 'équation différentielle (Eo ) qui prend une valeur donnée (o E � en to E I fixé, 
c'est-à-dire telle que 

y(to ) = (o . 
Cette solution correspond à la valeur (0eA(to) de la constante K dans le théo
rème 20. 1 .  

Exemples 
1 .  Reprenons l 'exemple de la page 1014 et déterminons sur chacun des inter
valles J - oo, O[ et J O , +oo[ la solution générale de l 'équation différentielle 

(E2 ,N)  1 y' (t) + 2t y(t) = o .  

Une primitive de l 'application a : t E �* .--. d"t sur chacun des 2 intervalles 
J - oo, O [  et J O , +oo[ est 

A : t 1------7 � ln( [ t l ) . 

On a e-A(t) = 1/ vm et d'après le théorème 20 . 1 ,  la solution générale de 
l 'équation différentielle (E2 ,N)  est , sur chacun des 2 intervalles J - oo, O [  et 
J O , +oo[ considérés séparément 

/'\, c/Jo : t 1------7 Jitï' K E �. 

En d'autres termes , sur l 'intervalle J - oo, O [ , la solution générale de l 'équation 
différentielle (E2 ,N )  est c/Jo , 1  : t E J - oo, O[ .--. Ki/  Fi avec K1 E � et sur 
l 'intervalle J O , +oo[, la solution générale est c/Jo,2 : t E J O , +oo[ .--. K2/ ,fi avec 
K2 E R  
Considérons à présent sur � l 'équation différentielle 

(E2 ) 2t y' (t) + y(t) = 0 

dont (E2 ,N )  correspond à la forme normalisée . Comme les applications c/Jo, 1 et 
c/Jo ,2 ne sont pas bornées en 0 si K1 et K2 ne sont pas nuls , la seule application 
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dérivable sur � qui puisse coïncider sur chacun des intervalles ] -oo, O [  et ]O ,  +oo[  
avec une solution de l 'équation différentielle (E2 ,N )  est l 'application nulle . On 
en déduit que l 'équation différentielle (E2 ) admet pour unique solution sur � 
l 'application nulle. 
2. Considérons sur ]O ,  � [ l 'équation différentielle linéaire du premier ordre ho
mogène et normalisée 

y' (t) + _!!,fil_ = o . tan( t) 
L'application a : t E ]O, � [ r----t 1/ tan(t) est continue sur ] O ,  � [ et une de ses 
primitives est < 13 l A :  t E ]O ,  � [  r----t ln(sin(t) ) .  D 'après le théorème 20. 1 ,  la solution 
générale de l'équation différentielle (E3 ) est l 'application 

t E ]0 ,  � [ f------7 si;t ) , "' E  �, car e- ln(sin (t))  = _1_ .  
sin(t) 

Il y a une unique solution qui prend la valeur 1 en %· Il s 'agit de l 'application 

t E JO ,  � [ f------7 y'2 1
. . 

2 sm(t) 
En pratique lorsque l 'on doit intégrer une équation différentielle de la forme 
y' (t) + a (t) y(t) = 0 où a est une application continue sur un intervalle I, on 
peut écrire de manière formelle : 

« 
y' (t) 

= -a (t) y (t) 
d'où ln(y(t) ) = - A(t) + C 

avec C E � et A(t) = j a (t) dt. La solution est donc 

y(t) = K.  exp(-A(t ) )  où K. =  exp(C) . » 

Cette présentation du calcul est justifiée par le fait que les solutions de l 'équa
tion différentielle (autre que la solution nulle) ne s 'annulent jamais sur I. Si
gnalons qu 'une telle présentation du calcul serait incorrecte si la fonction a 
possédait des points de discontinuité sur I .  

20.2.3 Équations différentielles non homogènes 

DÉFINITION 20.2 Soient I un intervalle de � et a, b deux applications conti
nues sur I. On appelle équation différentielle linéaire non homogène du pre
mier ordre, une équation différentielle de la forme 

(E) y' (t) + a (t) y(t) = b(t) . 

On dit que l 'application <P est solution de (E) sur l 'intervalle I si <P est déri
vable sur I et si 

\lt E I q/ (t) + a (t ) <P(t) = b(t) . 

On appelle équation différentielle homogène associée à (E) l 'équation différen
tielle 

(Eo ) y' (t) + a (t ) y(t) = O . 

( 1 3 ) , • On venfiera que pour tout t E ] O , � [ on a A' (t) = 1/ tan(t) .  
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Rappelons que l 'on appelle solution particulière de l 'équation différentielle (E) , 
une solution , quelle qu 'elle soit , de (E) . Cette terminologie s 'oppose à celle 
de solution générale de l 'équation différentielle (E) qui désigne l 'expression 
« générale » que prennent toutes les solutions de (E) . Le théorème qui suit 
indique que la solution générale de l 'équation différentielle (E) est la somme de 
la solution générale de l 'équation différentielle homogène (E0) associée à (E) et 
d 'une solution particulière de (E) . 

THÉORÈME 20.2 Soient <P1 une solution particulière sur I de l 'équation dif
férentielle (E) et A une primitive de a sur I .  L 'ensemble S des solutions de 
l 'équation différentielle (E) est 

Démonstration Pour K E JR, notons <Po,i< : t E I r---; K e-A(t) ; il s 'agit de la 
solution générale< 14 l de l 'équation différentielle homogène (Eo ) associée à (E) . 
Désignons momentanément par T l'ensemble { t E I r---; <Po," ( t) + <jJ1 ( t) 1 K E lR} . 
Démontrer le théorème 20 .2 revient à établir que l 'ensemble S des solutions de 
l 'équation différentielle (E) est égal à T. 

� Montrons que T c  S, c 'est-à-dire montrons que que tout élément de T est 
une solution de l 'équation différentielle (E) . Tout élément de T s'écrit 7/J = 
<Po,1< + <P1 avec K E lR et est dérivable sur I car <Po," et <P1 sont dérivables sur I. 
D 'autre part , on a 

7/J' + a 'l/J = (<P1 + <Po ,i< ) ' + a (<P1 + <Po ," ) = (<P� + a <P1 ) + (<P� "  + a <Po,i< ) = b, 
"-v---' � 

donc 7/J est solution de (E) . 

=b =0 

� Montrons à présent que S c T. Pour cela, considérons une solution <P de 
l 'équation différentielle (E) ; l 'application <P - </J1 est dérivable sur I car <P et </J1 
sont dérivables sur I et on a 

(<P - <P1 ) ' + a(<P - <P1 )  = (<P' + a <P) - (<P� + a <P1 ) = O .  
-------- "-v---' 

=b =b 

On en déduit que <P - </J1 est solution de l 'équation différentielle homogène (Eo ) 
associée à (E) . D 'après le théorème 20. 1 ,  il existe un réel K tel que 

\/t E l <jJ(t) - </J1 (t) = K e-A(t) . 

Toute solution <P de l 'équation différentielle (E) est donc de la forme 
<P :  t E I r---; K e-A(t) + <jJ1 (t) . Elle appartient par conséquent à T. D 

< 1 4 l  Voir le théorème 20 . 1 p. 1015 .  
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Exemple Considérons sur J O ,  � [ l 'équation différentielle linéaire du premier 
ordre normalisée 

y' (t) + y (t
(
)
) = 2 cos(t) . tan t 

Nous avons vu page 1016 que la solution générale de l 'équation différentielle 
homogène associée à (E4 ) est 

<Po : t E J O , � [  f---+ si�t) 

où l'i, E IR. Par ailleurs , l 'application cp1 : t E J O , � [ r-; sin(t) est une solution 
particulière de (E4) puisque 

\it E J O , � [ 1 <P1 (t) sin(t) </J1 (t) + -(-) = cos(t) + -(-) = 2 cos(t) . tan t tan t 

On déduit du théorème 20 .2 que les solutions de l 'équation différentielle (E4 ) 
sont toutes les fonctions de la forme 

où K, désigne un réel . 

<P :  t E J O , � [  f---+ --:-'5----( )  + sin(t) sm t 

Dans l 'exemple précédent , nous avons pu trouver assez facilement une solution 
particulière « évidente » de l 'équation différentielle (E4 ) ,  ce qui a permis grâce 
au théorème 20.2 de déterminer la solution générale de cette équation différen
tielle. Dans la plupart des cas on aura cependant des difficultés à trouver une 
solution particulière « évidente ». On peut toutefois, dans tous les cas ,  obtenir 
une solution particulière de l 'équation différentielle 

(E) y' (t) + a(t) y (t) = b(t) 

par un calcul de primitives . Notons cp1 l 'application définie sur I par 
cp1 (t) = B(t) e-A(t) où A désigne une primitive de l 'application t E I r-;  a(t) 
et B désigne une primitive de l 'application t E I r-;  b(t) eA(t) . Montrons que </J1 
est une solution de l 'équation différentielle (E) . Pour tout t E J, on a 

<P� (t) = (B(t) e-A(t) ) ' = B'(t) e-A(t) - A' (t) B(t) e-A(t) 

= b(t) eA(t) e-A(t) - a(t) B (t) e-A(t ) = b(t) - a(t) B (t) e-A(t) . 

On en déduit que 

<P� (t) + a(t) <P1 (t) = b(t) - a (t ) B(t) e-A (t) + a (t)B (t) e-A(t) = b(t) , 

ce qui établit que l 'application </J1 est bien une solution particulière de l 'équation 
différentielle (E) . Le théorème 20.2 peut donc être reformulé de la manière 
suivante . 
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PROPOSITION 20 .2  L 'ensemble des solutions de l 'équation différentielle (E) 
sur I est 

S = { t E f f--+ (� + B(t) ) e- A(t) 1 � E IR} 

où A désigne une primitive de l 'application t E I f-+  a(t) et B une primitive 
de l 'application t E I f-+  b(t) eA(t) , i. e . 

A(t) = j a(t) dt et B (t) = J 
b(t) eA(t) dt.  

Remarque Le choix de la valeur de la constante dans l 'expression de la 
primitive A et de B ne modifie pas la forme générale des solutions de l'équation 
différentielle (E) donnée par la proposition 20 . 2 . 

Exemple Considérons sur J O ,  � [ l 'équation différentielle 

y'(t) + J&)_ = et . tan(t) 

On a a : t E J O , � [ f-+ 1/  tan(t) et b : t E JO , � [ f-+ et . Nous avons vu page 1016 
que la solution générale de l 'équation différentielle homogène associée à (E5 ) 
est 

</Jo : t E J O , � [ � �( ) sm t 
' 1l1J U . . . d J O 7r [ {ls) ou � E JN.. ne pnm1t1ve e a sur , 2 est 

J J 
cos(t) . A(t) = a(t) dt = sin(t) dt = ln (sm (t) ) 

et on en déduit que pour tout t E JO , � [ on a b(t) eA (t) = el e1n (sin(t))  = et sin (t) . 
Pour obtenir l 'expression de B, on a recours à une (double) primitivation par 

• ( 1 6) parties ; on a 

B(t) = j et sin(t) dt = é sin(t) - j et cos (t) dt 

et 
j et cos(t) dt = et cos(t) + j et sin(t) dt = et cos(t) + B(t) . 

On en déduit que 

B :  t E JO ,  � [ � �et (sin (t) - cos(t) ) .  

{ls) On remarquera que sur l ' intervalle J O , � [ la fonction sinus est strictement positive . (lB) Voir la proposition 18 . 12 p. 913 . 
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D'après la proposition 20 .2 ,  les solutions de l 'équation différentielle (E5 ) sur 
J O , � [ sont toutes les fonctions if> dont l 'expression est 

( )  l'i, 1 t . 1 l'i, 1 t ( 1 ) if> t = -.-(-) + 2e (sm (t) - cos (t) ) -. -

(-) = --:-----
( )  + 2e 1 - -

(
-
) sm t sm t sm t tan t 

où K désigne un réel . 

Le résultat suivant peut se révéler très utile dans la pratique car il permet de 
ramener la résolution d 'une équation différentielle au second membre « compli
qué » à la résolution de plusieurs équations différentielles aux seconds membres 
« plus simples ». 

PROPOSITION 20.3 (Principe de superposition) 
Soient I un intervalle de lR et a, bi , . . .  , bm des applications continues sur I . 
Si pour tout k E { 1 ,  . . . , m} , l 'application if>k est une solution particulière 
sur I de l 'équation différentielle 

y'(t) + a(t) y (t) = bk (t) 

alors if> = 2::;;'=1 if>k est une solution particulière sur I de l 'équation différen
tielle m 

y' (t) + a(t) y(t) = L )k (t) . 
k= l 

Démonstration La fonction if> = 2::;;'=1 if>k est une solution sur I de l 'équation 
différentielle m 

y' (t) + a(t) y (t) = L )k (t) 
k= l 

car pour tout t E J, on a 

D 

On peut trouver difficile de retenir l 'expression , donnée à la proposition 20 . 2 ,  
d 'une solution particulière pour une équation différentielle . Nous allons voir 
qu 'il existe un moyen d 'obtenir une solution particulière à travers un processus 
calculatoire connu sous le nom de méthode de la variation de la constante. 

Méthode de la variation de la constante 

Considérons sur I la solution générale ef>o de l 'équation différentielle homo
gène (Eo) associée à l 'équation différentielle 

(E) y' (t) + a(t) y (t) = b(t) . 
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D 'après le théorème 20. 1 ,  cette solution s 'écrit comme le produit d 'une cons
tante C et de la fonction g0 : t E I r---t e-A(t) où A désigne une primitive de a 
sur I. Nous allons établir qu 'il existe une solution particulière de l 'équation 
différentielle (E) de la forme 

c/>1 : t E l f-----> C(t) go (t) 

où C désigne ici une application dérivable sur I. L 'intérêt de la méthode de la 
variation de la constante, et l 'origine de la terminologie employée, est que l 'on 
peut calculer une solution particulière de l 'équation différentielle (E) en par
tant de l 'expression de la solution générale de l 'équation différentielle homogène 
associée à (E) et en remplaçant la constante C par une fonction inconnue C 
de la variable t. En écrivant que pour que ef>1 soit solution de l 'équation diffé
rentielle (E) on doit avoir ef>� ( t) + a( t) ef>1 ( t) = b( t) pour tout t E I, on obtient 
une condition sur la dérivée de la fonction C qui permet d'obtenir l 'expression 
de C par un calcul de primitives . 
Justifions la validité de la méthode. Si ef>1 = C go est solution de (E) , on a les 
équivalences suivantes : 

\:/t E l  ef>� (t) + a(t) ef>1 (t) = b(t) 

� \:/t E l  (C(t) go (t) ) ' + a(t) C(t) go (t) = b(t) 

� \:/t E l  C' (t) go (t) + C(t) gb (t) + a(t) C(t) go (t) = b(t) 

� \:/t E I C' (t) go (t) + C(t) (gb (t) + a(t) go (t)) = b(t) 

nul car go est solution de (Eo ) 
� \:/t E l  C' (t) go (t) = b(t) 

� \:/t E l  C(t) = j b(t) dt 
go (t) 

car la fonction go ne s 'annule pas sur I . 

L 'équation différentielle (E) admet donc bien une solution particulière de la 
forme c/>1 = C go .  
Remarquons que l a  fonction inconnue C est donnée pour tout t E I par 

C(t) = J b(t) dt = J b(t) eA(t) dt = B(t) . go (t) 

On retrouve donc la solution particulière de l 'équation différentielle (E) donnée 
par la proposition 20 .2 .  
On dispose ainsi d 'un moyen calculatoire pour déterminer une solution parti
culière ef>1 de l 'équation différentielle (E) : on cherche une solution particulière 
de la forme 

c/>1 : t E l  f-----> C(t) go (t) 
où la fonction inconnue C est déterminée en exprimant que ef>1 doit satisfaire 
l 'équation différentielle (E) . 
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Nous détaillons dans l 'exemple suivant la manière d 'utiliser la méthode de la 
variation de la constante. 

Exemple Considérons sur JO, � [ l 'équation différentielle 

y' (t) + J!..S!)_ = cos3 (t) . tan(t) 
Nous avons vu page 1016 que la solution générale de l 'équation différentielle 
homogène associée à (E6 ) est 

ef>o : t E J O ,  � [ f------7 . c( ) sm t 
où C E � est une constante. Utilisons la méthode de la variation de la constante 
pour calculer une solution particulière de l 'équation différentielle (E5 ) .  On 
cherche une solution ef>1 , définie sur J O ,  � [, qui soit de la forme : 

C(t) ef>i (t) = sin(t) 
où C désigne une fonction dérivable sur J O , � [ . Pour tout t E J O , � [ , on a 

ef>' (t) = C' (t) sin(t) - C(t) cos(t) = C' (t) _ _ 1 _ C(t) . 1 sin2 ( t) sin( t) tan(  t) sin( t) 
Puisque la fonction ef>1 recherchée doit être une solution de l 'équation différen
tielle (E5 ) ,  on doit avoir pour tout t E J O , � [ , 

ef>� (t) + 
ef>i (

(
t)
) = cos3 (t) , tan t 

autrement dit , la fonction C doit vérifier pour tout t E J O , � [ , 

( C' (t) 1 C(t) ) 1 ( C(t) ) 3 
sin(t) - tan(t) sin(t) + tan(t) sin(t) = cos (t) . 

On en déduit que 
C' (t) = cos3 (t) sin(t) 

puis que 
C :  t E J O ,  � [ f------7 -�  cos4 (t) + c (2) 

où c E � est une constante. Puisqu 'on est intéressé par une solution particulière 
de l 'équation différentielle (E6 ) , prenons une valeur particulière pour c, par 
exemple c = O. Une solution particulière ef>1 de l 'équation différentielle (E5 ) est 
donc donnée par 

\lt E J O , � [  ef>i t = C(t) = _ cos4 (t) ( ) sin ( t) 4 sin ( t) 
et d'après le théorème 20.2, la solution générale de l 'équation différentielle (E5 ) 
est 

,1.. . J .!!: [ f------7 4K - cos4 (t) 
'!' . t E 0 , 2 4 . ( ) sm t où K E R  
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Remarques 
1 .  Puisque K, désigne une constante, K = 4K, est également une constante. La so
lution générale de l 'équation différentielle (E6 ) s'exprime donc plus simplement 
sous la forme 

,;, . J O  2!: [ K - cos4 (t) 
'!-' • t E ' 2 1----> 4 sin( t) où K E R  

On pourra s'assurer de l 'absence d 'erreur de calcul en vérifiant que la solution 
générale obtenue vérifie bien l 'équation différentielle que l 'on cherchait à ré
soudre. On vérifiera ici qu 'après simplifications ,  <P' (t) + ta�(t) efJ(t) est bien égal 
à cos3 (t) pour tout t E JO ,  H 
2. Signalons qu 'en pratique il est possible de simplifier les calculs effectués au 
cours de l 'exemple précédent en conservant , sans l 'expliciter , l 'expression de la 
solution particulière efJ1 en fonction de g0 . Puisque <P1 (t) = C(t) g0 (t) , on a 

<P� (t) = C' (t) go (t) + C(t) gb (t) . 
Comme efJ1 est une solution de l 'équation différentielle (E5 ) ,  on doit avoir pour 
tout t E JO ,  � [, 

<P� (t) + <Pi (
(
t)
) = C' (t) go (t) + C(t) (gb (t) + go (

(
t)

) ) = cos3 (t) . tan t tan t 
Le terme entre parenthèses est nul puisque go est solution de l 'équation diffé
rentielle homogène associée à (E6 ) . On obtient donc à nouveau 

cos3 (t) 3 . \/t E JO ,  � [  C' (t) = _(_)_ = cos (t) sm(t) . 
go t 

3. Mentionnons aussi que, si l 'on prend une valeur différente de 0 pour la 
constante c dans l 'expression de C donnée par la relation (2) , on obtient pour 
expression de la solution générale de l 'équation différentielle (E6 )  

1 4 1 K, 4(K, + c) - cos4 (t) <jJ(t) = ( - 4 cos (t) + c) sin(t) + sin(t) = 4 sin(t) · 

On retrouve l 'expression de la solution générale de l 'équation différentielle (E5 ) 
donnée précédemment car K = 4(K, + c) est une constante. 1 Après avoir effectué un calcul menant à la solution d 'une équation diffé

rentielle , il convient de s 'assurer qu'aucune erreur de calcul n'a été faite en 
vérifiant que les fonctions proposées comme solutions de l 'équation différen
tielle vérifient effectivement l 'équation différentielle. 

EXERCICE 1 Déterminer la solution générale des équations suivantes 
après avoir indiqué sur quel intervalle la solution est définie ( l 7J .  

1 - 3y' (t) + 12 y (t) = 4. 2 - y' (t) + y(t) = e3t . 
I t + 2 et 3 - y (t) + -t- y(t) = t2 . 4 - y' (t) = ( 1 - y(t) ) ch(t) . 

( I ?) On prendra garde à déterminer le domaine de validité I de la solution avant tout calcul .  
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THÉORÈME 20.3 (Théorème de Cauchy) 
Soient I un intervalle de � et a, b deux applications continues sur I. Quels 
que soient to E I et TJ E �' il existe une unique solution sur I au problème de 
Cauchy constitué de l 'équation différentielle 

(E) y' (t) + a(t) y (t) = b(t) 

et de la condition initiale y(t0) = ry. 

Démonstration � D 'après le théorème 20 . 2 ,  les solutions de l 'équation diffé
rentielle (E) sont toutes les applications de la forme 

cp :  t E I 1----> (11: + B(t) )  e-A(t) , ll: E � , 

où A désigne une primitive de a sur I et B désigne une primitive de 
t 1----+ b(t) eA(t) sur I. Nous avons indiqué que le choix de la valeur des constantes 
d 'intégration dans l 'expression des primitives A et B ne modifiait pas l 'expres
sion de la solution générale de l 'équation différentielle (E) . Nous pouvons donc 
imposer que A (resp . B) désigne la primitive de a (resp . de b) qui prend la 
valeur 0 en to . Pour que 1> prenne la valeur T/ en t0 , on doit avoir 

(11: + B(to ) )  e-A(to ) = T/ · 

c 'est-à-dire 11: = ry eA(to ) _B (t0 ) . On a donc trouvé une solution sur I à l 'équation 
différentielle (E) qui prend la valeur T/ en t0 ; il s 'agit de l 'application 

1> : t E I 1----> 11:o e-A(t) + B (t) e-A(t) où 11:0 = ry eA(to ) - B(to ) 

et A (resp . B) désigne la primitive de a (resp. de b) qui prend la valeur 0 en t0 . 

� Démontrons l 'unicité de la solution du problème de Cauchy constitué de 
l 'équation différentielle (E) et de la condition initiale y(t0 ) = ry. Supposons 
qu 'il existe deux solutions 1> et 'ljJ au problème de Cauchy. On a dans ce cas 

'Vt E I ef>' (t) + a(t) cp(t) = b(t) et Vt E I 'l/J' (t) + a(t) 'ljJ(t) = b(t) . 

La fonction x = 'ljJ - 1> vérifie donc par différence entre ces deux équations 
différentielles 

Vt E I x' (t) + a(t) x (t) = o . 

D'après le théorème 20. 1 ,  il existe 11: E � tel que x : t E I 1----+ 11: e-A(t) où A 
désigne une primitive de a sur I. Or, on déduit de la condition initiale du 
problème de Cauchy que x(to ) = 'ljJ(to ) - ef>(to) = TJ - TJ = 0 et par ailleurs 

Ce domaine de validité dépend de l 'ensemble de continuité des fonctions a et b qui sont 
coefficients de l 'équation différentielle. La fonction solution peut avoir un ensemble de 
définition plus grand , mais elle n 'est solution que sur l ' intervalle ! .  Par exemple, sur 
l ' intervalle ]O, 7r /2[ l 'équation différentielle y' (t) + t����) = 2 cos(t) admet pour solution 
générale la fonction y : t ,_. - � es��\��) + siI�t) où r;, E IR, qui est , elle, définie sur JO ,  7r [ . 
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x (t0 ) = K e-A(to) . Comme la fonction exponentielle ne s 'annule pas sur JR, on 
en déduit que nécessairement K = O. Cela implique que x est la fonction nulle 
et par conséquent que 'ljJ = c/J. On en conclut qu'il existe une unique solution 
sur I au problème de Cauchy Le théorème est démontré. D 

20.2.4 Étude détaillée d'un exemple 

Résolvons sur lR l 'équation différentielle linéaire du premier ordre 

(E1) 2t(t + 1 ) y' (t) + (t + 1 ) y(t) = 1 .  

Mise sous forme normalisée 

L'équation (E1) admet pour forme normalisée l 'équation différentielle 

(E1,N) y' (t) + ;t y(t) = 2t(/+ l )  

Considérons les applications 

et 1 b : t E lR \ {0, - 1 } ,__. 2t (t + l ) 
L'application a est continue sur ] - oo, O [  et sur JO, +oo[. L'application b est 
continue sur ] - oo, - 1 [ , sur ] - 1 ,  O [  et sur JO, +oo[. On s 'intéresse donc aux 
solutions de l 'équation (E1,N) sur chacun des trois intervalles ] - oo,  - 1 [, ] - 1 , O [  
et ] O ,  +oo[. L'équation (E1,N ) admet pour équation homogène associée 

1 (E1,o ) y' (t) + 2t y(t) = O. 

Résolution de l'équation homogène 

La seconde étape de la résolution de l'équation différentielle (E7) consiste à 
déterminer les solutions de l 'équation différentielle homogène (E1,0 ) .  Sur chaque 
intervalle ] - oo, - 1 [, ] - 1 ,  O[ et ]O, +oo[, une primitive de la fonction a est 

1 
A :  t 1---7 � ln / t / . Comme e-A(t) = e- ! In l t l  = (e1n l t lr 2 = / t / - ! , on déduit du 
théorème 20 . 1  que sur chacun de ces trois intervalles considérés séparément , la 
solution générale de l 'équation différentielle (E1,o) est 

c 
c/Jo : t ,__. Jjtï' C E JR. 

Recherche d'une solution particulière de l'équation (E1,N ) 
L'équation (E1,N ) ne possédant pas de solution évidente, on a recours à la 
méthode de la variation de la constante c i8 > . On recherche donc une solution 

( l 8) Rappelons que l 'on pourrait également utiliser la proposition 20.2 mais qu'en pratique, 
on préfère procéder au calcul par la méthode de la variation de la constante plutôt que 
de retenir Je résultat de la proposition 20.2. 
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particulière de l 'équation différentielle (E7,N ) de la forme 
,1., • t f-----t C(t) 
'l' l · Jm 
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où C désigne une fonction dérivable inconnue différente sur chaque intervalle 
] - oo, - 1 [ , ] - 1 , 0 [ et ] O , +oo[ .  Notons g0 : t 1----> 1/Jftî ;  en utilisant la règle 
de dérivation d'un produit , on a pour tout t dans l 'un des trois intervalles 
] - oo, - 1 [ , ]  - 1 ,  O[ ou J O ,  +oo[ ,  

<P� (t) = C' (t) go (t) + C(t) gb (t) . 

Puisque la fonction recherchée est solution de l 'équation différentielle (E7,N ) , 

<P� (t) + ;t <Pi (t) = 2t(/+ 1 ) ' 
ce qui implique que 

C' (t) go (t) + C(t) gb (t) + C(t��o (t) = C' (t) go (t) + C(t) ( gb (t) + g��t) ) 
� =0 

car go est solution de l 'équation différentielle homogène (E1,o ) . On a donc 

C' (t) (t) -
1 

go - 2t(t + 1 )  
Pour que <P1 soit solution de  l 'équation (E7,N ) , l a  fonction inconnue C sur 
chacun des trois intervalles ] - oo, - 1  [ , ] - 1 ,  O[ et J O ,  +oo[ doit donc avoir pour 
dérivée 

C' (t) - Jftî - 2t(t + 1 )  
Pour déterminer l 'expression de  C ,  effectuons une disjonction de cas selon le 
signe de t .  
[::: Recherche d 'une solution particulière sur ] - oo, - 1 [  et sur ] - 1 ,  O [ .  

Sur les intervalles ] - oo, - 1 [  et ] - 1 , O [ ,  on a l t l = -t et  t = -Fi x Fi donc 
1 

C(t) - - � 1 1 dt - / - 2Ft  dt - 2 Ff,(t + l ) - 1 - (Ff,)2 
. 

Pour calculer cette primitive , considérons le changement de variable défini par 
u : t 1----> Ff,. On a u' ( t) = - 2J=t et en utilisant la première formule de 
changement de variable pour une primitive< '9) , on obtient 

C(t) = J u' (t) dt = [/ -1 dx] = [� ln 1� 1J 1 - u2 (t) 1 - x2 x=u(t) 2 1 - X x=u(t) 

= � ln ( 1 1 + Fi 1 ) . 2 1 - Ff,  

(lo) Voir la proposition 18 . 13 ,  p. 914 .  
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Une solution particulière de l 'équation différentielle (E1 ,N) sur J - oo, - 1  [ et 
sur ] - 1 ,  O [  a donc pour expression 

t _ C(t) _
_ 

1 _ ln ( R + 1 ) <Pi ( ) -
R

- 2R I R - 1 1
. 

� 1  Sur l'intervalle ] - 1 ,  O [ ,  une primitive de la fonction f : x r--; 1_!x2 est la 
fonction argument tangente hyperbolique mais la fonction argument tan
gente hyperbolique qui est définie (et dérivable) sur J - 1 ,  1 [  n 'est pas une 
primitive de f sur ] - oo, - 1 [ . 

[:::: Recherche d 'une solution particulière sur J O ,  +oo[ . 

Sur l 'intervalle ] O ,  +oo[ ,  on a 

c t = dt = 20 dt J 
1 

J 
_

l 
( ) 

2Vt(l + t) 1 + ( y't)2 
. 

Pour calculer cette primitive , considérons le changement de variable défini par 
u : t E J O ,  +oo[ r--; v't. D 'après la première formule de changement de variable 

• • • ( 19) pour une pnm1tlve , on a 

C(t) = J 
u' (�( ) dt = [ j -

1
-2 <lx] = [ arctan(x) J = arctan(Vt) . 

1 + U t 1 + X  x=u(t) x=u(t) 
On obtient donc pour expression de la solution particulière de l 'équation diffé
rentielle (E1,N )  sur J O ,  +oo[ 

,1. 
( ) = C(t) = arctan( v't) 

'f'l t 
v't v't . 

Solution générale de l'équation (E7 ,N) 

D 'après le théorème 20 .2 ,  on obtient la solution générale de l 'équation diffé
rentielle (E1,N )  sur chacun des intervalles J - oo, - 1 [ , J - 1 , 0 [  et J O , +oo[ ,  en 
ajoutant la solution générale de l 'équation différentielle homogène (E7 , 0 )  à une 
solution particulière de l 'équation différentielle (E7 ,N ) . 

[:::: Solution générale sur J - oo, - 1 [ . 

La solution générale de l 'équation (E7,N)  sur J - oo,  - 1 [  est 

</J :  t E J - oo, - 1 [  f----+ - + -- ln K1 1 (A + 1 ) 
R 2r-t r-t - 1  

[:::: Solution générale sur ] - 1 ,  O [ .  

La solution générale de l 'équation (E7,N )  sur J - 1 ,  O [  est 

où K 1 E R  

,1. .  J - l O [  � argth(y'-1) 
'f' . t E , f----+ r-:. + r-:. y -t y -t  

où  K2 E IR. 
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!'.:'. Solution générale sur J O ,  +oo[ .  

La solution générale de l 'équation (E7,N ) sur J O ,  +oo[ est 

,1, • J O  [ K,3 arctan ( ,/i,) 
'!-' • t E , +oo 1-------? ,/f, + 

,/f, 

Étude des solutions de l'équation (E7 ) 

où K,3 E IR. 
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Les équations différentielles (E7 ) et (E7,N ) ne sont pas équivalentes puisqu'elles 
ne sont pas définies sur le même ensemble ; l 'équation différentielle (E7 ) est défi
nie sur IR alors que l 'équation différentielle (E7,N ) est définie sur les 3 intervalles 
J - oo, -1  [, J - 1 ,  O[ et J O ,  +oo[. Une solution de (E7 ) , si elle existe ,  sera solution 
de (E7,N ) sur les trois intervalles J - oo, - 1 [ , J - 1 , 0 [  et J O ,  +oo[ . On a déter
miné les solutions de l 'équation différentielle (E7,N ) sur ces trois intervalles . Se 
pose maintenant la question de savoir si à partir des solutions de (E7,N ) sur 
les trois intervalles J - oo, - 1  [ ,  J - 1 ,  O[ et J O ,  +oo[ ,  on peut obtenir une solution 
de l 'équation différentielle (E7 ) sur IR. En d'autres termes , peut-on trouver une 
application <P définie sur IR, dérivable sur IR telle que <P restreinte à J - oo, - 1  [ 
soit solution de (E7,N ) sur J - oo, - 1 [ , <P restreinte à J - 1 ,  O [  soit solution de 
(E7,N ) sur J - 1 , O [  et <P restreinte à J O ,  +oo[ soit solution de (E7,N ) sur J O ,  +oo[ ? 
Si une telle solution <P existe , elle est nécessairement de la forme : 

<P(t) = 

"'1 1 1 (R + 1 ) 
R

+
2R

n 
R - 1  

"'2 argth (yl=t) 
R

+ 
R 

K,3 arctan( ,/i,) 
,.fi,

+ 
,.fi, 

pour t E J  - oo, - 1 [  

pour t E J  - 1 , 0 [  

pour t E J O ,  +oo[ 

où "'1 , "'2 et "'3 désignent trois constantes réelles. Pour que cette fonction <P soit 
une solution de l 'équation différentielle (E7 ) , il faut qu'elle soit prolongeable 
par continuité en -1  et 0 et que la fonction prolongée à IR ainsi obtenue soit 
dérivable sur IR, voir page 1013 .  

!'.:'. Étude du raccord en O .  
• (20) Pmsque arctan(u) "({ u et que argth (u) "({ u, on a 

lim arctan( ,/i,) = lim argth( A) = l .  
t->o ,;t t->o R 

Par ailleurs t 1--> 1/ Jftî n 'est pas bornée en O. On en déduit que <P est pro
longeable par continuité en 0 si, et seulement si, "'3 = "'2 = O. Regardons 

c2o) Voir le chap. 15 p. 732. 
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maintenant la dérivabilité de </> en O. Le taux d'accroissement<2 1 > de </> en 0 vaut 

si h > 0 </>(h) - </>(O) h3/2 
{ arctan( v'h) - v'h 

flo (h) = h = 
_ argth( H) - J=h si h < 0 

(-h)3/2 

En ayant recours aux développements limités à l 'ordre 3 en 0 pour les fonctions 
h b 1. (22) b . arc-tangente et argument tangente yper o ique , on o tient 

arctan(u) - u 1 ( ) ___ u_3 __ = - 3  + oo u et argth( u) - u _ ! ( ) u3 - 3 + oo u ' 
, • (23) et on en dedmt que 

et 

1 . A (h) _ 1 . arctan(u) - u _ 1 lm UQ - lm - - -
h--->O+ u--->O u3 3 

1 . A (h) _ 1. argth(u) - u _ 1 lm UQ - lm - - - - . 
h--->O- U--->Ü U3 3 

Par conséquent , la fonction </> pour les valeurs K,3 = "'2 = 0 est dérivable en 0 
et </>' (O) = - 1/3. 

I'.:: Étude du raccord en - 1 .  
La fonction </> ne peut pas être prolongée par continuité en - 1 car quelle que 
soit la valeur de "' 1 , on a 

I'.:: Conclusion. 

hm -- + -- ln = +oo. . "'1 1 (A +  1 ) 
t---> - 1 - A 2v=t A - 1 

L 'équation (E1) admet des solutions sur chacun des intervalles ] -oo, - 1 [, ] - 1 ,  ü [  
e t  ] O ,  +oo [  qui sont respectivement les applications 

"' 1 1 (A + 1 ) t E ] - oo, - l [ f----t 
A

+ 
2A

ln 
H - l 

l 1 O [  "'2 argth( H) t E  - , f----t � + � y -t y -t 

J O  [ K,3 arctan( Vt) t E , +OO f----t 
,fi 

+ 
,fi 

<2 1 l voir la définition 1 6 . 1  p. 747. 
<22l Voir le chap. 1 7  p. 834 et l 'exercice 5 p .  836. 
<23> Considérer les changements de variable u = .../h pour la limite à droite et u = � pour 

la limite à gauche . 
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avec l'i: 1 , l'i:2 , l'i:3 E JR. 
Elle admet une unique solution sur l 'intervalle ] - 1, +oo[ qui est 

</; :  t E ] - 1 , +oo[ f---* 

Elle n'admet pas de solution sur R 

argth(A) 
R 

1 

arctan( ,fi) 
,fi 

si t E ]  - 1 ,  0 [  

s i  t = 0 

si t E JO ,  +oo[ 

EXERCICE 2 Résoudre l 'équation différentielle 

t y' (t) + (3t + 1 )  y(t) = e-3t . 

20.2.5 Équations différentielles linéaires du premier ordre à coefficients 
complexes constants 

1031 

Intéressons-nous maintenant au cas des équations différentielles linéaires ho
mogènes du premier ordre à coefficients complexes constants . Pour cela, il est 
indispensable de préciser au préalable quelques notions concernant les fonctions 
d 'une variable réelle qui sont à valeurs complexes . 

Fonctions d'une variable réelle à valems complexes 

Soit I un intervalle ouvert non vide de R Considérons une application f de I 
dans C qui à un réel t associe le complexe z = f (t) . Puisque le nombre com
plexe z varie selon les valeurs prises par la variable t, sa partie réelle et sa partie 
imaginaire varient également avec la variable t. Ainsi , étant donnée une fonc
tion f de I dans C, il existe deux fonctions fr et fi de I dans lR (déterminées 
de manière unique) telles que pour tout t E I 

f (t) = fr (t) + i fi (t) . 

X On dit que f est continue en to E I (resp . sur I) si les deux fonctions réelles 
d 'une variable réelle fr et fi sont continues en to (resp. sur J) . 
X On dit que f est dérivable en to E I (resp . sur I) si les deux fonctions réelles 
d'une variable réelle fr et fi sont dérivables en t0 (resp . sur I) et on a 

!' ( to ) = f: (to ) + i f f ( to ) .  

Exemple L'application f : t E lR f--+ cos(t) + i sin(t) E C est continue et 
dérivable . Pour tout t E lR on a f'(t) = - sin(t) + i cos(t) . 
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L'exponentielle complexe 

Étant donné un nombre complexe z de partie réelle x et de partie imaginaire y, 
on appelle exponentielle de z et on note exp(z) , le nombre complexe 

exp(z) = ex (cos(y) + i sin(y) ) .  

On  dispose ainsi d 'une application de C dans C ,  appelée exponentielle complexe, 
qui prolonge l 'application exponentielle réelle définie de lR dans lR au sens où si 
le complexe z a une partie imaginaire y nulle , c'est-à-dire si z = x , alors exp(z) 
est égal à ë .  

De  plus , s i  le complexe z a une partie réelle x nulle, c'est-à-dire s i  z = i y , alors 

exp(z) = exp(i y) = cos(y) + i sin(y) ,  

ce qui éclaire la convention de notation prise dans le chapitre 4 page 1 4 1  sur 
l 'écriture polaire des nombres complexes . 

On démontre les propriétés suivantes pour la fonction exponentielle complexe c 24l : 
1 .  \i(z1 , z2 ) E C2 exp(z1 ) x exp(z2 ) = exp(z1 + z2 ) ;  

2 .  \iz E C ( exp(z) -:/:- 0 et exp(-z) = ex:(z) ) ; 

3. \iz E C \in E Z (exp(z)t = exp(nz) ; 

4 .  \iz E C exp(z) = exp(z) . 
Par la suite , on notera également ez l 'exponentielle du complexe z .  

Exemple Étant donné un nombre complexe a de partie réelle Œ et de partie 
imaginaire f3, considérons l 'application f de lR dans C définie par f ( t) = eat . 
Pour tout t E JR, on a f (t) = fr (t) + i fi (t) où 

fr (t) = e°'1 cos (f3t) et fi (t) = e°'1 sin(/3t) . 

Les deux applications fr et fi sont dérivables sur lR et pour tout t E lR 

J; (t) = e°'1 ( Œ cos(f3t) - f3 sin(f3t) ) et JI (t) = e°'1 ( Œ sin(/3t) + f3 cos(f3t) ) .  

On en déduit que 

Symboliquement , on retiendra que (ë1 ) 1 = a eat que le scalaire a soit réel ou 
complexe. 

<24) Voir le chapitre 4 du Cours de mathématiques de deuxième année p. 204 pour la preuve 
de ces propriétés. 
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Considérons une équation différentielle linéaire homogène du premier ordre à 
coefficient complexe de la forme 

(E) y' (t) + a y(t) = 0 où a E C.  

Toute solution de l 'équation différentielle (E) est une application de IR dans C 
de la forme 

cp : t E IR f------7 </Jr ( t) + i </Ji ( t) E C 
où <Pr et <Pi désignent deux applications de IR dans R 
La proposition suivante, que nous admettrons , indique que les solutions de 
l 'équation différentielle (E) sont de la même forme que celles d 'une équation 
différentielle où le coefficient a serait réel , voir le théorème 20. 1 .  On notera 
toutefois que la constante r;, est un complexe et non plus un réel . 

PROPOSITION 20.4 L 'ensemble des solutions de l 'équation différentielle li
néaire homogène du premier ordre à coefficient complexe 

(E) y' (t ) + a y(t) = 0 

est So = { t E IR r-+ r;, e- at 1 r;, E C} . 

où a E C 

Remarque On vérifiera que S0 est un espace vectoriel sur le corps C de 
dimension 1 .  

Exemple D'après l a  proposition 20 .4 ,  l 'équation différentielle 

(Es ) y' (t) + i y (t) = 0 

admet pour solution générale <P : t E IR r-+ r;, e- i  t , r;, E C .  
En notant r;, = C1 + i C2 avec C1 , C2 E IR, on obtient pour tout t E IR, 

cp(t) = r;, (cos(t) - i sin(t) ) = C1 cos(t) + C2 sin(t) + i (C2 cos(t) - C1 sin(t ) ) . 

L'équation différentielle (Es ) admet une unique solution qui prend la valeur 
1 + i en O. Elle correspond à la valeur r;, = 1 + i. Il s 'agit de l 'application 
t E IR r-+ (1 + i) cos(t) + (1 - i) sin(t) correspondant aux valeurs C1 = C2 = 1 .  

20.3 Systèmes différentiels linéaires du premier ordre à 
coefficients constants 

Il arrive assez fréquemment en physique que l 'on cherche simultanément plu
sieurs fonctions qui sont solutions d'équations différentielles liant leurs dérivées . 



1034 Systèmes différentiels linéaires du premier ordre 

Considérons par exemple une charge électrique q de masse m se déplaçant dans '---+ 
l 'espace sous l 'action d'un champ magnétique B = (B1 ,  B2 , B3 ) constant au ---t 
cours du temps et d 'un champ électrique E = (E1 , E2 , E3 ) variant au cours du 
temps. La vitesse 11 = (v1 , v2 , v3 ) de la particule au cours du temps vérifie le 

' d 't:r' t' 1 ( 25 ) systeme 111eren 1e 

Nous allons nous intéresser aux propriétés d'un tel système différentiel et à la 
manière de le résoudre. 

20.3.1 Généralités 

Soient % où ( i, j) E { 1 ,  . . .  , n }2 des réels et bi où i E { 1 . . . , n} des applications 
continues sur un intervalle I de IR. On appelle système différentiel linéaire à 
coefficients constants, un système d 'équations différentielles linéaires du premier 
ordre à coefficients constants de la forme 

(S) 
{ y� (t) 

y� (t ) an1 Y1 (t) + an2 Y2 (t) + · · · + ann Yn (t) + bn (t) 

que l 'on peut encore écrire sous forme condensée 
n 

(S ) Vi E { l ,  . . .  , n} y� (t) = c�= % Yi (t)) + bi (t) . 
j= l 

On appelle système différentiel homogène associé au système différentiel (S) le 
système d 'équations différentielles homogènes 

(So ) 'Vi E { l ,  . . . , n} 
n 

yHt) = L aiiYi (t) . 
j= l 

Notons A la matrice de Mn (�) dont les coefficients sont les scalaires aij pour 
tous (i , j ) E { 1 ,  . . . , n}2 et désignons par B(t) et Y(t) les matrices-colonnes 

<25 ) Ce système est obtenu en utilisant le principe fondamental de la dynamique et la loi de 
Lorentz et correspond à la relation 

m1!' = q 1t "  I1 + q"Ë. 
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(fonctions de la variable t et définies pour tout t E I) ( bi (t) ) 
B(t) = : 

bn (t) 
et 

( Yi (t) ) 
Y(t) = : . 

Yn (t) 
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En désignant pour tout t E I par Y' ( t) la matrice-colonne dont les coefficients 
sont y� (t) , . . .  , y� (t) , le système différentiel (S) peut s 'écrire sous la forme : 

Y' (t) = A  Y(t) + B(t) 

et le système différentiel homogène (80 ) sous la forme : 

Y' (t) = A  Y(t) . 

Remarquons que pour tout t E J, Y(t) , Y' (t) et B(t) sont des vecteurs du IR
espace vectoriel Mn, i (IR) . Par abus de langage et de notation courants , nous 
dirons que ce sont des vecteurs de !Rn (confondant ainsi un vecteur et sa repré
sentation matricielle) et nous noterons Y(t) E !Rn , Y' (t) E !Rn et B(t) E !R11 • 

Exemples 
1 .  Le système différentiel (S i ) s 'écrit Y' (t) = A Y(t) + B(t) où C' (t) ) 

Y(t) = v2 (t) , 
V3 (t) 

et 

A = !!__ 
m 

B(t) = �E2 (t) = ! E2 (t) 
( �E, (t) ) ( E, (t) ) 

( 
_:, B2 

-f!t E3 (t) E3 (t) 

B3 
0 

-Bi 

-B, ) 
Bi . 

0 

2 . Le système différentiel homogène { y� (t) = 2yi (t) + 3y2 (t) 
y� (t) = 2yi (t) + Y2 (t) 

. 

s'écrit Y' (t) = A  Y(t) où A =  ( ; � ) et Y(t) = (�� ��D . 
3 .  Pour a E IR* , le système différentiel homogène { y� (t) = a y2 (t) 

y� (t) = -a yi (t) 

s 'écrit Y' (t) = A Y(t) où A =  ( �a � ) et Y(t) = (�� ��D · 
Reprenant les étapes de l 'étude d 'une équation différentielle linéaire du premier 
ordre , nous allons commencer par l 'étude des systèmes différentiels homogènes 
puis nous aborderons celle des systèmes non homogènes . 
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20.3.2 Systèmes différentiels homogènes 

Comme dans le cas d 'une équation différentielle linéaire du premier ordre , 
l 'étude d 'un système différentiel linéaire du premier ordre passe dans un pre
mier temps par l 'étude du système différentiel homogène associé. On considère 
dans cette partie le système différentiel homogène 

(So ) Y' (t) = A  Y(t) 

où A E Mn (IR) . La solution <I> recherchée est une application de IR dans !Rn 
vérifiant pour tout t E I, 

<I>' (t) = A  <I>(t) 

L'ensemble S0 des solutions du système différentiel homogène (S0 ) est un 
sous-ensemble de l 'espace vectoriel A(IR, !Rn ) des applications de IR dans !Rn . 
On montre la proposition suivante d 'une manière très similaire à la proposi
tion 20. 1 .  

PROPOSITION 20.5 L 'ensemble S0 des solutions du système différentiel (S0 ) 
est un espace vectoriel sur IR de dimension n .  

Par analogie avec ce  qui a été vu dans l e  cas des équations différentielles linéaires 
du premier ordre à coefficients constants (voir la méthode de la variation de 
la constante page 102 1 ) ,  on peut se demander s 'il existe des solutions <I> du 
système différentiel (So ) de la forme 

(3) 

où ,\ E IR et U E !Rn . Si c'est le cas , on a Y' (t) = >. e>-tu et cette fonction est 
solution du système différentiel (So) si , et seulement si, pour tout t E IR 

>. e>-t u = e>-t A u, 

c'est-à-dire (puisque e>-t n 'est jamais nul) si ,  et seulement si , A U  = ,\ U . On en 
déduit que le système différentiel (So ) admet bien des solutions de la forme (3) 
où (>. , U) correspond à un couple formé d 'une valeur propre et d 'un vecteur 
propre de A .  
Déterminer les solutions du système différentiel (S0 ) qui sont de la forme 
Y(t) = e>-tu consiste donc à calculer les valeurs propres et les vecteurs propres 
de la matrice A. Nous allons envisager deux cas : celui où la matrice A est 
diagonalisable (cas pour lequel les choses sont relativement simples à établir) 
et le cas où la matrice A n'est pas diagonalisable. Rappelons<26J qu 'une ma
trice A E Mn (IR) n 'est pas nécessairement diagonalisable dans IR. Si la matrice 
n 'est pas diagonalisable dans IR, puisqu 'on a l ' inclusion Mn (IR) C Mn (<C) , il se 
peut toutefois que la matrice A soit diagonalisable dans <C. Mais là encore, une 
matrice n 'est pas nécessairement diagonalisable dans <C. On est donc amené à 

<26 ) Voir les conditions de diagonalisation d 'une matrice p . 563. 
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considérer les cas suivants : le cas où la matrice A est diagonalisable dans OC 
avec OC =  lR ou <C, et le cas où la matrice A n'est pas diagonalisable dans <C. 
Bien entendu, s i  A est une matrice à coefficients réels, alors la solution du 
système différentiel (So ) est une fonction de lR dans JRn et , le cas échéant , le 
passage dans <C pour diagonaliser la matrice et obtenir les solutions peut être 
vu comme un artifice de calcul <21> 

• 

THÉORÈME 20.4 (Cas d'une matrice diagonalisable) 
Soient A E Mn (OC) une matrice diagonalisable et U1 , U2 , . . .  , Un des vecteurs 
propres de A associés respectivement aux valeurs propres {non nécessairement 
distinctes} >11 , À2 , . . .  , Àn . La solution générale du système différentiel ho
mogène (80 ) est l 'application «I> de lR dans ocn définie par 

l::/t E lR «I>(t) = K1 e) q t U1 + . . .  + Kn e.X,, t Un 

où K1 , . • .  , Kn E OC désignent des constantes scalaires. 

Démonstration Notons D la matrice diagonale de Mn (OC) dont les n éléments 
diagonaux sont les valeurs propres À1 , . . . , Àn de A. La matrice A étant supposée 
diagonalisable dans OC, d'après la définition 12 .8 ,  page 562, il existe une matrice 
inversible P E GLn (OC) telle que 

D = p- 1 A P  

où les colonnes de P sont les vecteurs propres U 1 ,  . . .  , Un de A associés , dans 
cet ordre , aux valeurs propres À1 , . . .  , Àn . 
On a A =  P D  p- 1 et le système différentiel (80 ) s 'écrit donc également 

En multipliant à gauche par p- 1 chaque membre de (4) , on obtient : 

p- 1Y' (t) = DP- 1Y(t) . 

(4) 

(5) 

Notons X(t) le vecteur p- l  Y(t) ; ce vecteur exprime <28> la solution du système 
différentiel (80 ) dans la base (U1 , . . . , Un ) de ocn formée des vecteurs propres 
de A et la relation (5) s 'écrit 

X' (t) = D X(t) . 

La matrice D étant diagonale, les composantes x1 ( t) , . . .  , Xn ( t) du vecteur X( t) 
sont solutions des n équations différentielles linéaires du premier ordre à coef
ficients constants suivantes 

l::/i E { l ,  . . . , n} 

<27> On peut faire un parallèle avec la factorisation des polynômes dans IR [X] où dans certains 
cas i l est avantageux d'avoir recours à l ' inclusion IR [X] C <C[X] pour établir, dans un 
premier temps, les résultats dans <C [X] , avant de les exprimer dans IR[X] . 

<28> Voir la proposition 10 . 1 7  p .  463. 
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Les solutions sont <29 ) Xi (t) = Ki e>., t où Ki E OC. On a donc 

La solution générale du système différentiel (Sa ) s 'obtient par conséquent par 
changement de base 

i!>(t) � P X(t) � ( �' 
Le calcul du produit de la matrice P par le vecteur fournit l 'expression 
<I> (t) = l:�=l Ki e>., t Ui annoncée . 0 

Remarques 

1 .  Même si on est conduit , pour des raisons liées à la diagonalisation, à consi
dérer la matrice comme élément de Mn (<C) pour appliquer le théorème 20.4 , 
si cette matrice est à coefficients réels , on pourra toujours exprimer la solu
tion comme une application de IR. dans IR.n car les valeurs propres complexes 
d 'une matrice à coefficients réels sont conjuguées deux à deux, de même que les 
vecteurs propres qui leur sont associés (voir le second exemple donné ci-après) .  

2 .  Nous avions indiqué à la proposition 20 .5 que l 'ensemble Sa des solutions 
du système différentiel (S) est un espace vectoriel de dimension n .  On retrouve 
cette caractéristique au niveau de l 'expression de l 'ensemble des solutions donné 
par le théorème 20.4 . 

Exemples 

1 .  Déterminons les couples de fonctions ( </J1 , </J2 ) qui sont solutions du système 
différentiel { y� ( t) = 2y1 ( t) + 3y2 ( t) 

y� (t) = 2y1 (t) + Y2 (t) 
. 

Ce système différentiel s 'écrit sous la forme Y' (t) = A  Y(t) avec, voir page 1035 , 

A = ( ; � ) 
<29) On utilise le théorème 20 . 1  si Ài est une valeur propre réelle ou la proposition 20 .4 si Ài 

est une valeur propre complexe. 
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La matrice A admet deux valeurs propres réelles distinctes c3oJ : À1 = - 1 et 
Àz = 4. Les vecteurs propres associés à ces deux valeurs propres sont respecti
vement <3 1 J 

D 'après le théorème 20.4 , la solution générale du système différentiel (8z) est 

où C1 et Cz désignent deux constantes réelles . Les solutions du système diffé
rentiel (8z ) sont donc tous les couples ( <P1 , <Pz ) où 

<P1 : t E lR f---+ C1 e-t + 3Cz e4t et <Pz : t E lR f---+ -Ci e-t + 2Cz e4t 

avec (C1 , Cz ) E !Rz . 
2 .  Étant donnés trois réels a , a, (3 fixés avec a -:/:- 0, déterminons les couples de 
fonctions ( <jJ1 , <Pz ) solutions du système différentiel , voir page 1035, { y� ( t) = a Yz ( t) 

y� (t) = - a y1 (t) 

qui vérifient la condition initiale <jJ1 (0) = a et <Pz (0) = (3. Ce système différentiel 
s 'écrit sous la forme Y' (t) = A  Y(t) avec 

A = ( 0 a ) · 
- a 0 

Le polynôme caractéristique associée à la matrice A est P = xz + a
z . Il n'a 

pas de racine réelle mais possède deux racines complexes conjuguées a1 = i a 
et az = -i a . La matrice A n 'est donc pas diagonalisable dans lR mais est 
diagonalisable dans C.  Nous allons donc utiliser le théorème 20.4 avec OC = C. 
Par rapport à l'exemple précédent une étape supplémentaire sera nécessaire 
pour exprimer les solutions obtenues comme fonctions de la variable réelle . Les 
vecteurs propres associés aux deux valeurs propres de A sont respectivement 

D 'après le théorème 20 .4 ,  la solution générale du système différentiel (83 ) est 

<I>(t) = ( :: ��j ) = C1 ei at U1 + Cz e-i at Uz 

= Ci ei at ( � ) + Cz e-i at ( �i ) = ( 
<3o) Voir p. 553 pour un exemple d'un tel calcul . 
<3 1 l Voir p . 559 pour un exemple d 'un tel calcul .  



1 040 Systèmes différentiels linéaires du premier ordre 

où C1 et C2 désignent deux constantes complexes . Les solutions complexes du 
système différentiel (83 ) sont donc tous les couples (</!1 , <h ) où 

<f!1 : t E � f-----; C1 ei at + C2 e-i at et </!2 : t E � f-----; i C1 ei at _ i C2 e-i at (6) 

avec (C1 , C2 ) E CC2 . Remarquons que puisque a est réel , chaque composante 
</!1 et </!2 d 'un couple de solutions est une application de � dans � alors que 
l 'expression de ces applications donnée par (6) fait intervenir des quantités 
complexes . Intéressons-nous à la façon d'exprimer ces solutions uniquement à 
l 'aide de quantités réelles . Commençons par constater que l 'on peut exprimer, 
pour tout t E �' </J1 (t) et <P2 (t) sou.s la forme : 

</Ji (t) = (Ci +  C2 ) cos(at) + i (C1 - C2 ) sin(at) 
et </J2 (t) = - (Ci + C2 ) sin(at) + i (C1 - C2 ) cos(at) 

ce qui indique que les deux applications 

t E � f-----; ( c�s (  at) ) 
- sm(at) et t E � f-----; ( sin( at) ) 

cos( at) 

forme une famille génératrice réelle du �-espace vectoriel des solutions du sys
tème différentiel (83 ) .  Cet espace vectoriel étant de dimension 2, on dispose 
ainsi d 'une base réelle de cet espace vectoriel . On en déduit que les solutions 
du système différentiel (83 ) s 'expriment également , pour tout t E �' sous la 
forme réelle 

<I> (t) = K ( c�s(at) ) + K ( sin(at) ) i - sm(at) 2 cos(at) 
où K1 et K2 désignent ici des constantes réelles . Les solutions du système 
différentiel (83 ) sont donc tous les couples (</Ji , </J2 ) où 

</J1 : t E � f-----; Ki cos(at) + K2 sin(at) 
et </J2 : t E � f-----; -Ki sin(at) + K2 cos(at) 

avec (Ki , K2 ) E �2 . 
On a </Ji (0) = K1 et <fJ2 (0) = K2 . Il existe donc une unique solution vérifiant la 
condition initiale </J1 (0) = a et <fJ2 (0) = (3 qui est 

</J1 : t E � f-----; a cos( at) + (3 sin( at) 
et </J2 : t E � f-----; - a sin( at) + (3 cos( at) . 

(7) 

Signalons qu 'en partant de l 'expression des solutions donnée par (6) , on obtient 
pour valeur des constantes complexes Ci et C2 

C a - i (J  C a + i (J  1 = --- et 2 = ---2 2 
ce qui après simplification de l 'expression de la solution fournit également (7) . 

Intéressons-nous maintenant au cas où la matrice A n 'est pas diagonalisable 
dans CC. Commençons par préciser une notion indispensable pour cette partie. 
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(32 ) , , A Nous avons vu qu'etant donne un corps OC, un polynome de OC[X] est une 
suite d 'éléments de OC n'ayant qu 'un nombre fini de termes non nuls . Dans le 
cas où ][{ = en , un polynôme de en [x] désigne donc un polynôme dont les 
coefficients sont des éléments de en autrement dit , chaque coefficient du poly
nôme est un « vecteur » dont les n composantes sont des nombres complexes . 
Par exemple , (1 + i) 2 ( i ) (1) 

p = 2i X + 2 + i X + 2 

est un polynôme de e2 [X] . La fonction polynomiale associée à P est 

( ( 1 + i) z2 + i z + 1 ) z E e 1--+ 2i z2 + (2 + i) z + 2 . 

N d (33) 1 , 1 o o ' o 1 ( A ous a mettrons e resu tat suivant qm n est pas « optima » on peut etre 
plus précis sur la forme des solutions) mais qui est simple d'utilisation . 

THÉORÈME 20 .5 (Cas d'une matrice seulement trigonalisable) 
Soit A une matrice de Mn (e) de valeurs propres >.1 , . . .  , Àp supposées dis-
tinctes deux à deux et de multiplicités respectives h1 , . . .  , hp . Les solutions 
du système différentiel homogène (80 ) sont des applications de lR dans en de 
la forme 

!l> :  t E lR 1--+ e>'l t Ri (t) + · · · + e>.v t Rp (t) 

où pour tout i E { 1, . . . , p}, Ri désigne un polynôme de en [X] de degré infé
rieur ou égal à hi - 1 .  

Remarques 

1 .  Rappelons<3• l qu 'une matrice de M11 (e) est toujours trigonalisable et par 
conséquent lorsque le théorème 20.4 ne peut pas être utilisé car la matrice 
n'est diagonalisable ni dans JR, ni dans e, il est toujours possible d'utiliser le 
théorème 20 .5 pour résoudre le système différentiel considéré . 
2 .  On sera attentif au fait que toutes les fonctions de la forme 
t f-t I:f=1 e>. , t Ri (t) ne sont pas nécessairement solution du système différen
tiel (80 ) .  Il faut rechercher les solutions parmi les fonctions ayant cette forme 
comme cela est illustré dans l 'exemple suivant . 

3 .  Si A est une matrice de M11 (JR) qui est trigonalisable<35 l dans JR, alors dans 
l 'énoncé du théorème 20 .5 ,  les polynômes Ri appartiennent à JRn [X] . 

<32l Voir la définition 6 . 1 . 1  p. 22 1 .  
<33l O n  pourra consulter l e  chapitre 2 d u  tome 4 d u  cours de Mathématiques d e  J .  Lelong

Ferrand et J .M.  Arnaudiès pour une démonstration. 
<34l Voir la proposition 12.9 p. 569 et la remarque de la p. 571 .  
<35) Voir p . 5 7 1  les conditions d e  trigonalisation d 'une matrice d e  Mn (IR) . 
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Exemple Considérons le système différentiel { x' (t) = 2x(t) - y(t) + 2z (t) 
(84 ) y

'
(t) = lOx (t) - 5y(t) + 7z (t) 
z
'
(t) = 4x(t) - 2y(t) + 2z (t) 

qui s 'écrit sous forme matricielle Y
' (t) = A  Y(t) où 

- 1  2 ) 
-5 7 
-2 2 

et 
(x(t)) 

Y(t) = y(t) . 
z (t) 

La matrice A a pour polynôme caractéristique X3 + X2 . Elle admet donc une 
valeur propre double >11 = 0 et une valeur propre simple À2 = - 1 .  Le sous-

(36) • , ' (37) espace propre associe a la valeur propre double À1 = 0 est 

Ker( A) = {U E IR3 1 A U  = O} = Vect ( 1 ,  2, ü) . 

Comme la dimension du sous-espace propre est différente de la multiplicité de 
la valeur propre, on en déduit<38> que la matrice A n 'est pas diagonalisable. 
Toutefois, puisque <39> le nombre de valeurs propres réelles comptées avec multi
plicité est 3 et coïncide avec la dimension de la matrice , celle-ci est trigonalisable 
dans R 
D'après le théorème 20. 5 , les solutions du système différentiel (84 )  sont des 
fonctions de la forme <I> : t E IR r---+ R 1 ( t) + R2 ( t) e-t où R 1 désigne un polynôme 
de IR3 [X] de degré 1 et R2 désigne un polynôme de IR3 [X] de degré O. On a 
donc 

(8) 

où ai , a2 , a3 , b1 , b2 , b3 , c1 , c2 , c3 désignent des réels. Le théorème 20.5 indique 
que les solutions du système différentiel (84 )  ont cette forme, mais toutes les 
fonctions de cette forme ne sont pas solutions. En d'autres termes , certaines 
conditions lient les 9 réels ai , a2 , a3 , b1 , b2 , b3 , c1 , c2 , c3 pour qu'une fonction de 
la forme (8) soit solution de (84 ) .  Puisque l 'espace vectoriel des solutions du 
système différentiel (84 )  est un IR-espace vectoriel de dimension 3, on s 'attend à 
pouvoir exprimer 6 de ces réels en fonction uniquement de 3 d'entre eux. Ces 6 

<35> Voir la définition 12 .4  p. 55 1 .  
<37> Voir p .  558 pour des détails sur la façon d e  déterminer une base d 'un sous-espace propre. 
<38> Voir p. 566 les conditions de diagonalisation d 'une matrice. 
<39> voir p .  571 les conditions de trigonalisation d'une matrice de Mn (IR) . 
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relations entre les réels a1 , a2 , a3 , b1 , b2 , b3 , c1 , c2 , c3 s 'obtiennent en regardant à 
quelles conditions une fonction de la forme (8) vérifie effectivement le système 
différentiel (84 ) ,  en d'autres termes en regardant à quelles conditions on a 
<I>' (t) = A <I>(t) pour tout t E R  
Pour tout t E JR, on a 

et 

<I>' (t) = 

( :� = �� :=: ) 
a3 - c3 e ( 2 1 2 ) ( a1 t + b1 + c1 e-t ) A <I> (t) = 10 =5 7 a2 t + b2 + c2 e-t 

4 -2 2 a3 t + b3 + c3 e-t ·( (2a1 - a2 + 2a3 )t  + (2b1 - b2 + 2b3 ) + (2c1 - c2 + 2c3 ) e-t ) = ( 10a1 - 5a2 + 7a3 )t  + ( 10b1 - 5b2 + 7b3 ) + (10c1 - 5c2 + 7c3) e-t 
(4a1 - 2a2 + 2a3 )t  + (4b1 - 2b2 + 2b3 ) + (4c1 - 2c2 + 2c3 ) e-t 

Par identification, on obtient le système linéaire formé des neuf équations que 
doivent satisfaire les réels a1 , a2 , a3 , b1 , b2 , b3 , c1 , c2 , c3 pour que <I> soit solution 
du système différentiel Y' (t) = A Y(t) : 

2 a1 - a2 + 2 a3 = 0 
10 a1 - 5 a2 + 7 a3 = 0 
4 a1 - 2 a2 + 2 a3 = 0 

2 b1 - b2 + 2 b3 = a1 
10 b1 - 5 b2 + 7 b3 = a2 
4 b1 - 2 b2 + 2 b3 = a3 

2 C1 - C2 + 2 C3 = -C1 
10 C1 - 5 C2 + 7 C3 = -C2 
4 c1 - 2 c2 + 2 c3 = -c3 

Ce système se scinde de manière évidente en trois sous-systèmes de trois équa
tions à trois inconnues dont la résolution ne pose pas de difficulté <40J . On obtient 
les relations suivantes : 

a3 = 0 , a2 = 2a1 , bz = 2b1 + a1 , b3 = a1 , c2 = -ci , c3 = -2c1 . 
On en déduit que les solutions du système différentiel (84 ) sont toutes les fonc
tions de la forme ( a1 t + b1 + c1 e-t ) 

<I> : t E lR f---7 a1 (2t + 1 )  + 2b1 _--; c1 e-t 
a1 - 2c1 e 

où a1 , b1 et c1 sont trois constantes réelles . On notera que l 'espace vectoriel des 
solutions est bien de dimension 3 .  

<4o) Pour résoudre ces systèmes linéaires, on  uti lisera par exemple la méthode d 'élimination 
de Gauss présentée p .  527. 
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20.3.3 Systèmes différentiels non homogènes 

Étant données une matrice A de Mn (�) et une fonction B de � dans �n , on 
s 'intéresse à présent à la résolution du système différentiel linéaire du premier 
ordre non homogène 

(S) Y' (t) = A  Y(t) + B(t) . 

Le système différentiel homogène associé est 

(Sa) Y' (t) = A  Y(t) . 

Le théorème suivant indique que, comme pour les équations différentielles li
néaires du premier ordre , la solution générale du système différentiel (S) s 'ob
tient en sommant la solution générale du système différentiel homogène (Sa) et 
une solution particulière du système différentiel (S) . 

THÉORÈME 20.6 Soient A E Mn(�) et B une application de I dans �n . 
Si <I>a désigne la solution générale du système différentiel homogène (Sa ) et cI> 1  
une solution particulière du système différentiel (S ) ,  alors l a  solution générale 
du système différentiel (S) est cI> = <I>a + cI>1 . 

Démonstration Désignons par Sa le �-espace vectoriel des solutions du sys
tème différentiel (Sa ) et par S l 'ensemble des solutions du système différen
tiel (S) . Étant donnée une solution particulière cI>1  du système différentiel (S) , 
il s 'agit de montrer que 

S = { <I>a + <I>1 / <I>a E Sa } . 

Notons momentanément T l 'ensemble { <I>a + cI>1 / <I>a E Sa } et montrons que 
S = T. 

t:::: Soit <I>a une solution du système différentiel homogène (Sa ) .  D 'une part , 
puisque <I>a est solution de (Sa ) ,  pour tout t E � on a cI>0 (t) = A  <I>a (t) . D 'autre 
part , puisque cI>1 est solution du système différentiel (S) , pour tout t E � on a 
cI>� (t) = A  cI>1 (t) + B (t) . On a donc 

(cI>1 (t) + cI>a (t) ) '  = cI>� (t) + cI>� (t) = A cI>1 (t) + B (t) + A cI>a (t) 
= A  (cI>1 (t) + <I>a (t)) + B (t) , 

ce qui indique que toute fonction de la forme cI> = cI>1 + cI>a est solution de (S) , 
autrement dit que T c  S. 

t:::: Considérons à présent une solution cI> de (S) . Pour tout t E �' on a 

(cI> (t) - cI>1 (t) ) '  = cI>' (t) - cI>� (t) = (A cI> (t) + B(t) ) - (A cI>1 (t) + B (t ) )  
= A  (cI>(t) - cI>1 (t) ) . 

On en déduit que cI> - cI>1  est solution de (Sa ) ,  autrement dit que cI> - cI>1 = <I>a 
où <I>a E Sa . Cela implique que cI> E T. On a donc établi que S c T. 
Puisque l 'on a simultanément T c S et S c T, on en déduit que S = T ce qui 
achève la preuve. D 
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Le résultat suivant généralise au cas des systèmes différentiels linéaires le théo
rème de Cauchy (théorème 20.3) vu dans le cas des équations différentielles 
linéaires du premier ordre . Il assure l 'existence et l 'unicité d 'une solution au 
problème de Cauchy. 

THÉORÈME 20.7 (Théorème de Cauchy) 
Soient A E Mn (JR) et B une application continue de lR dans lRn . 

É
tant donné 

t0 E lR et TJ E lRn, le problème de Cauchy constitué du système différentiel 

(S) Y' (t) = A Y(t) + B(t) 

et de la condition Y(t0 ) = 'T/ admet une unique solution. 

Méthode de la variation de la constante 

Le théorème 20.6 indique que pour résoudre un système différentiel linéaire 
du premier ordre non homogène, on procède comme pour une équation dif
férentielle linéaire du premier ordre non homogène en recherchant la solution 
générale du système différentiel homogène et en l 'ajoutant à une solution parti
culière du système non homogène. Cette solution peut être une solution « évi
dente » .  On peut également déterminer une solution particulière par la méthode 
de la variation de la constante. Nous ne justifierons pas cette affirmation dans 
le cas général . Nous nous contentons de donner un exemple d 'utilisation de la 
méthode de la variation de la constante pour les systèmes différentiels . 

Exemple Considérons le système différentiel { x' (t) = 2x(t) - y(t) + 2z (t ) + t et 
(85 ) y

'
(t ) = lOx(t) - 5y(t) + 7z (t) + cos(t) 
z
'
(t) = 4x(t) - 2y(t) + 2z (t) + t

2 

qui s 'écrit sous forme matricielle Y' (t) = A Y(t) + B(t) où 

- 1 2) 
-5 7 
-2 2 

et 

Nous avons montré page 1042 que le système homogène associé admettait pour 
solution générale ( at + b + c e-t ) 

<I>o : t E lR !-----; a (2t + 1 )  + 2b - c e- t a - 2c e-t 

où a, b et c désignent trois constantes réelles . La méthode de la variation de la 
constante appliquée à ce système différentiel consiste à rechercher une solution 
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particulière qui soit de la forme ( a(t)t + b(t) + c(t) e-t ) 
<I>1  : t E lR f-------7 a(t) (2t + 1 )  + 2b(t) - c(t) e-t 

a(t) - 2c(t) e- t  
(9) 

où a , b et c désignent ici 3 fonctions de lR dans R On détermine la forme que 
doivent prendre les 3 fonctions inconnues a, b et c pour que <I>1 soit solution du 
système différentiel (85 ) en explicitant la relation <I>i (t) = A <I>1 (t) + B (  t ) .  On a 

et 

( a(t) + a' (t) t + b' (t) + c' (t) e-t - c(t) e-t ) 
<I>i (t) = 2a(t) + a' (t) (2t + 1 )  + 2b' (t) + c(t) e-t - c' (t) e-t 

a' (t) - 2c' (t) e-t + 2c(t ) e-t ( 2x(t) - y(t) + 2z(t) + t et ) 
A <I>1 (t) + B (t) = IOx(t) - 5y(t) + 7z(t) + cos(t) 

4x(t) - 2y(t) + 2z(t) + t2 

ce qui conduit aux conditions suivantes pour a' , b' et c' { a' (t)t + b' (t) + c' (t) e-t = t et 
a' (t) (2t + 1 )  + 2b' (t) - c' (t) e-t = cos(t) . 
a' (t) - 2c' (t) e-t = t2 

En résolvant ce système linéaire d 'inconnues a' (t) , b' (t) et c' (t) , on obtient { a' (t) = 3t2 - 2 cos(t) + 4t et 
b' (t) = -t2 (3t + 1 )  + (2t + 1 )  cos(t) - (4t + l ) t et 
c' (t) = (t2 - cos(t) + 2t et ) et 

, • (4 1 ) On en dedmt que pour tout t E IR, 

a(t) = j (3t2 - 2 cos(t) + 4t et ) dt = t3 - 2 sin(t) + 4(t - 1 )  et , 

b(t) = j (-t2 (3t + 1 )  + (2t + 1 )  cos(t) - (4t + l ) t et ) dt 

= -t3 ( � t + ! )  + 2 cos(t) + (2t + 1 )  sin(t) + et (7t - 7 - 4t2 ) ,  

c(t) = f (t2 - cos(t) + 2t et ) et dt 

= (t2 - 2t + 2) et - � (cos(t) + sin(t) ) et + (t - � ) e2t . 

(4 ' ) On vérifie, en utilisant une primitivation par parties , que J t cos(t) dt = t sin (t) + cos (t) , 

/ t é dt = (t - l ) et , / t2 et dt = (t2 - 2t + 2) et , / t e2t dt = � (2t - l ) e2t . 

Par ai lleurs, une double primitivation par parties, permet d 'établir que 

/ é cos(t) dt = � (cos(t) + sin(t) )  é . 
Chacune des primitives est donnée ici avec la constante de primitivation égale à O. 
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Compte tenu de (9) , une solution particulière du système différentiel (85 ) est 
donc ( tt4 - �t3 + t2 - 2t + 2 + (4t - 1

2
5 ) et + �  cos(t) + � sin(t)) 

<I>1 : t E lR 1-----+ � t4 + �t3 - t2 + 2t - 2 + (9t - 32
5 ) et + �  cos(t) + � sin(t) . 

t3 - 2t2 + 4t - 4 + (2t - 3) et + cos(t) - sin(t) 

On peut par ailleurs établir des résultats généraux donnant la forme d'une so
lution particulière du système non homogène en fonction de la forme du second 
membre B. La proposition suivante, que nous admettons , indique sous quelle 
forme chercher une solution particulière lorsque le second membre est constitué 
d'un produit de fonctions trigonométriques , exponentielles et polynomiales . 

PROPOSITION 20.6 Soient A une matrice de Mn (C) dont les valeurs propres 
distinctes deux à deux sont notées À1 , . . .  , Àp et leurs multiplicités respectives 
h1 , • . .  , hp · Soient µ E C et Q un polyn6me de cn [X] de degré q .  
Le système différentiel 

(S) Y' (t) = A Y(t) + eµt Q(t) 

admet une solution particulière de la forme <I>1 : t f-7 eµt R(t) où R désigne un 
polyn{)me de cn [x] de degré 

- q si µ n'est pas valeur propre de A ;  
- inférieur ou égal à q + hi si µ = Ài . 

Remarques 

1 .  Si la matrice A E Mn (lR) n'a que des valeurs propres réelles , et si µ E lR et 
Q E JRn [X] , une solution particulière du système différentiel (S) est de la forme 
<P1 : t f-7 eµt R(t) où R désigne un polynôme de JRn [X] . Par contre , si la matrice 
A E Mn (lR) possède des valeurs propres qui ne sont pas réelles , il est nécessaire 
de se placer dans C pour appliquer la proposition 20 .6 .  

2 .  La proposition 20.6 permet de traiter le cas où le second membre est de la 
forme cos(wt) Q(t) ou sin(wt) Q(t) avec Q E JRn [X] et w E JR* . Les solutions 
sont obtenues en prenant les parties réelles ou imaginaires des solutions du 
système Y' (t ) = A  Y(t) + eiwtQ(t) . 

En complément à l 'utilisation de la proposition 20 .6 ,  le résultat suivant est utile 
en pratique puisqu 'il permet , lorsque le second membre a une expression com
pliquée, de scinder la résolution du système en plusieurs problèmes aux seconds 
membres plus simples . Ce résultat est la généralisation au cas des systèmes dif
férentiels de la proposition 20 .3 concernant les équations différentielles . 
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PROPOSITION 20. 7 (Principe de superposition) 
Pour m E N* , soient B 1 , . . .  , Bm des fonctions de lR dans !Rn . Si pour tout 
k E { 1 ,  . . . , m} la fonction il> k de lR dans !Rn est une solution particulière du 
système différentiel 

Y' (t) = A  Y(t) + Bk (t) 

alors la fonction il> t E lR f--7 I:;;'=1 il>k est une solution particulière du 
système différentiel m 

Y' (t) = A  Y(t) + L Bk (t) . 
k=l 

Exemple Considérons à nouveau le système différentiel { x' (t) = 2x(t) - y(t) + 2z (t) + t et 
(85 ) y' (t) = lOx(t) - 5y(t) + 7z(t) + cos(t) . 

z' (t) = 4x(t) - 2y(t) + 2z (t) + t
2 

Ce système différentiel s 'écrit sous la forme matricielle 

où ( x(t) ) 
Y(t) = y(t) , 

z (t) 

et 

B, (t) � ( co�(t) ) • 

D 'après le principe de superposition , une solution particulière du système (85 ) 
est il>1  = il>1 , 1 +il>1 ,2+il>1 ,3 où pour i E { 1 ,  2 , 3 } ,  il>1 ,i est une solution particulière 
du système différentiel 

(Ss ,i ) Y' (t) = A  Y(t) + Bi (t) . 

D'après la proposition 20 .6 ,  une solution particulière du système différentiel (85 , 1 ) 
est à rechercher sous la forme il>1 , 1 (t) : t f--7 et R(t) où R est un vecteur-colonne 
dont chacune des trois composantes est un polynôme de JR [X] de degré au plus 1 
(car 1 n 'est pas valeur propre de A) . Autrement dit , une solution particulière 
de (Ss , i ) est à rechercher sous la forme 
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avec (o:i ,  f3i )  E JR2 pour tout i E { 1 , 2 ,  3} . En explicitant la  relation 
<I>� , 1 (t) = A <I>1 , 1 (t) + B 1 (t) correspondant fait que <I>1 , 1 est solution du sys
tème différentiel (85 , i ) ,  on obtient que pour tout t E lR on doit avoir { Œ1 t + f31 + Œ1 = 2(0:1 t + f31 ) - (0:2 t + f32 ) + 2 (0:3 t + (33 ) + t 

Œ2 t + f32 + Œ2 = 10 (0:1 t + f31 ) - 5 (0:2 t + f32 ) + 7(0:3 t + (33 ) 
Œ3 t + (33 + Œ3 = 4(o:i t + f31 ) - 2 (0:2 t + f32 ) + 2 (0:3 t + (33 ) 

En identifiant les coefficients de monômes de même degré en t dans chacun des 
membres de chacune des équations précédentes , on obtient le système linéaire 
suivant dont (0:1 , Œ2 , Œ3 , (31 , f32 , f33 ) est solution 

Œ1 - Œ2 + 20:3 = 1 
-Œ1 + f31 - f32 + 2(33 = Ü 

100:1 - 60:2 + 7 Œ3 = Ü 
-Œ2 + 10(31 - 6(32 + 7(33 = Ü 

40:1 - 20:2 + Œ3 = Ü 
4(31 - 2(32 + (33 - Œ3 = Ü 

E ' 1 t ' l' ' . (42) n reso van ce systeme meaire , on trouve 

On en déduit qu'une solution particulière du système différentiel (85 , i )  est 

<I> 1 , 1 : t E lR 1----> et (9t - 35/2) . 
( et (4t - 15/2) ) 

et (2t - 3) 

D 'après la proposition 20.6 , une solution particulière du système différentiel (85 ,2 ) 
est à rechercher sous la forme <I> 1 , 2 : t � R1 (t) cos(t) + R2 ( t) sin(t) où R1 et R2 
sont des vecteurs colonnes dont chacune des trois composantes est un polynôme 
de JR[X] de degré au plus 0 (car i n 'est pas valeur propre de A) . Autrement dit , 
on recherche <I>1 ,2 sous la forme ( Îl l  cos(t) + 1'12 sin(t) ) 
<I>1 , 2 (t) = 1'21 cos(t) + 1'22 sin(t) 

Î31 cos( t) + Î32 sin( t) 
avec ÎiJ E JR, 't/i E { 1 ,  2 ,  3 } , 'Vj E { 1 ,  2} .  

Comme précédemment , on obtient le système linéaire dont ('Yij ) iE { l , 2 , 3} ,JE { l , 2 } 
est solution à partir de la condition <I>� ,2 (t) = A <I>1 ,2 (t) + B2 (t) traduisant le 

<42) Pour résoudre ce système linéaire, on util isera par exemple la méthode d 'élimination de 
Gauss présentée p .  527. 



1050 Systèmes différentiels linéaires du premier ordre 

fait que <I>1 ,2 doit être solution de (85 ,2 ) .  Ce système linéaire est 

')'12 - 2 ')'n + ')'21 - 2 ')'3 1 = 0 
')'22 - lü ')'n + 5 ')'21 - 7 ')'31 = 1 
')'32 - 4 ')'n + 2 ')'21 - 2 ')'3 1 = 0 
-')'n - 2 112 + ')'22 - 2 ')'32 = 0 

-�1 - 10 �2 + 5 �2 - 7 ')'� = 0  
-�1 - 4 �2 + 2 �2 - 2 ')'� = 0  

et sa résolution <42 > conduit à 
3 1 9 1 

Î'l l  = 2 ' ')'12 = 2 ' ')'21 = 2 ' ')'22 = 2 '  ')'31 = 1 , ')'32 = - 1 .  

O n  obtient pour solution particulière du système différentiel (85 ,2 ) ( � cos(t) + � sin(t) ) 
<I>1 ,2 : t f----7 � cos(t) + � sin(t) . 

cos( t) - sin( t) 

Enfin, d'après la proposition 20 .6 ,  une solution particulière du système (85 ,3 ) 
est à rechercher sous la forme <I>1 ,3 : t f-+ R(t) où R est un vecteur colonne dont 
chacune des trois composantes est un polynôme de JR[X] de degré au plus 4 car 
À = 0 est valeur propre double de A. On est cette fois-ci amené à résoudre un 
système linéaire de 15 équations à 15 inconnues dont une solution <43> fournit 
comme solution particulière <I>1 ,3 du système différentiel (85 ,2 ) ( l t4 - l.t3 + t2 ) 

<I>1 ,3 : t f----7 � t4 � k t3 � t2 + 6t - 4 . 
t3 - 2t2 + 4t - 2 

D'après la proposition 20. 7, une solution particulière du système différentiel (85 ) 
est ( et (4t - 1

2
5 ) + � cos(t) + � sin(t) + � t4 - kt3 + t2 ) 

<I>1 : t f----7 et (9t - 32
5 ) + � cos(t) + � sin(t) + � t4 + k t3 - t2 + 6t - 4 . 

et (2t - 3) + cos(t) - sin(t) + t3 - 2t2 + 4t - 2 

On dispose de deux approches possibles pour déterminer une solution par
ticulière d 'un système différentiel linéaire non homogène : la méthode de la 
variation de la constante d 'une part et l 'utilisation conjointe du principe de 
superposition et de la proposition 20 .7 d'autre part . Selon les systèmes dif
férentiels étudiés l 'une ou l 'autre approche calculatoire peut se révéler plus 
rapide, sans qu 'il soit possible de donner de règle générale sur la méthode à 
privilégier . 

<43> En résolvant ce système linéaire avec la méthode de Gauss, on met en évidence qu'il ne 
s'agit pas d'un système de Cramer. 
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20.3.4 Équations différentielles linéaires d'ordre n à coefficients constants 

On appelle équation différentielle linéaire d 'ordre n à coefficients constants une 
' · d"œ' · 11 d 1 " (44) equat10n IHerentie e e a 1orme 

(E) y(n) (t) + an- 1 y(n- l ) (t) + · · · + a1 y' (t) + ao y (t) = b(t) 

où pour tout k E { 0 ,  . . .  , n - 1 } le coefficient ak est un réel et où b désigne une 
application continue sur un intervalle I de R 

L'étude d 'une telle équation différentielle se ramène à l 'étude du système diffé
rentiel du premier ordre de dimension n. Introduisons les inconnues auxiliaires 
Y1 , . . . , Yn- 1 définies pour tout t E � par 

Y1 (t) = y' (t) 
Y2 ( t) = y" ( t) 

Yn-2 (t) = Y(n-2l (t) 

Yn- 1 (t) = Y(n- l ) (t) 

L 'équation différentielle (E) se réécrit sous la forme 

( 10) 

Y�- 1 (t) = b(t) - an- 1 Yn- 1 (t) - · · · - a1 Y1 (t) - ao y(t) ( 1 1 )  

e t  les relations ( 10) peuvent encore s'écrire <45 ) 

l y' (t) = Y1 (t) 
y� (t) = Y2 (t) 

Yn-2' (t) = Yn- 1 (t) 

( 1 2) 

En posant 
y(t) 0 
Y1 (t) 0 

Y(t) = B(t) = 
Yn-2 (t) 0 
Yn- 1 (t) b(t) 

<44) Rappelons que la notation y(k)  désigne la dérivée d'ordre k de la fonction y, voir p .  760. 
<45 ) On utilise ici le fait que la dérivée d 'ordre k de la fonction y est la dérivée de la dérivée 

d 'ordre (k - 1 )  de y : y(k)  = y( k - l ) ' , voir p. 760. 
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et 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 

A = 

0 0 0 0 1 

-ao -a1 -a2 -an-2 -an- l 
le système différentiel constitué des équations ( 1 1 )  et ( 1 2) s 'écrit sous la forme 
matricielle 

(S) Y' (t) = AY(t) + B (t) . 

Il est donc inutile de développer un cadre théorique propre à ce type d 'équation. 
D 'un point de vue calculatoire , la première composante c/>1 (t) du vecteur cl> (t) 
qui est la solution générale du système différentiel linéaire (S) fournit la solution 
générale de l 'équation différentielle (E) . 

Exemple L'équation différentielle linéaire d 'ordre 3 

(E9 ) y"'(t) - 2y' (t) - y(t) = 0 

admet pour système différentiel linéaire du premier ordre associé Y' (t) = A  Y(t) 
où 

h G  � D 
La matrice A admet 3 valeurs propres distinctes qui sont 

et 1 À3 = - (1 - V5) 2 
La matrice A est donc diagonalisable et les sous-espaces propres associés à 
chacune des 3 valeurs propres sont engendrés respectivement par les 3 vecteurs 
propres 

et 

où C1 , C2 et C3 désignent trois constantes réelles . On en déduit que la solution 
générale de l 'équation différentielle (E9 ) est 

c/>o : t E IR 1------> C1 e- t + C2 e-'2 t + C3 e>.3 t . 
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On rencontre très fréquemment dans les applications issues de la physique des 
équations différentielles linéaires du second ordre à coefficients constants. Nous 
détaillons dans la partie qui suit les propriétés de ces équations différentielles 
que nous obtiendrons à partir des propriétés générales établies pour les systèmes 
différentiels d'ordre 2 .  

20.4 Équations différentielles linéaires du second ordre à 
coefficients constants 

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre non homogène à 
coefficients constants une équation différentielle de la forme 

(E) y"(t) + a y' (t) + b y(t) = g(t) 

où g est une application réelle définie sur un intervalle I et a, b sont deux réels. 

Nous allons utiliser les résultats concernant les systèmes différentiels du premier 
ordre pour obtenir les propriétés des équations différentielles du second ordre 
à coefficients constants . Introduisons la fonction inconnue z = y' . L 'équation 
différentielle (E) s'écrit alors 

z'(t) + a z (t) + b y(t) = g(t) . 

Ainsi , résoudre l 'équation différentielle (E) revient à résoudre le système diffé
rentiel 

(S) 
{ y' (t) = z (t) 

z' (t) = -az(t) - b y (t) + g(t) 

que l 'on peut exprimer sous forme matricielle de la manière suivante : 

( y' (t) ) ( 0 1 ) ( y(t) ) ( 0 ) 
z' (t) = -b -a z(t) + g(t) · 

Dans la suite de cette partie, nous utiliserons les notations suivantes 

et Y(t) = ( ;m ) . 
Avec ces notations , le système différentiel (S) s 'écrit 

Y' (t) = AY(t) + B (t) . 

Notons qu'une fois la solution générale <I> du système différentiel (S) déterminée , 
la solution générale de l 'équation différentielle (E) coïncide avec la première 
composante de la fonction <I> .  
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20.4.1 Équations différentielles homogènes 

Considérons l 'équation différentielle homogène 

(Eo )  y" ( t) + a y' ( t) + b y ( t) = 0 

associée à l 'équation différentielle (E) et le système différentiel homogène 

(So) Y' (t) = A Y(t) 

associé au système différentiel (S) . 
Exploitons les résultats établis pour les systèmes différentiels afin d'expliciter 
l 'expression de la solution générale de l 'équation différentielle homogène (Eo)  
en fonction des valeurs prises par les coefficients a et  b . Rappelons que s i  «!>0 
désigne une solution du système différentiel (So ) alors «I>o est une application 
de lR dans IR2 dont la première fonction composante est solution de l 'équation 
différentielle (Eo ) .  
Le polynôme caractéristique de l a  matrice A est P = X2 + aX + b .  Trois 
situations distinctes se présentent selon le signe du discriminant � = a2 - 4b. 
1. Si � > 0 ,  la matrice A possède deux valeurs propres réelles distinctes 

-a + va2 - 4b >11 = ------2 et -a - va2 - 4b À2 = 2 . 

La matrice A est donc diagonalisable<46l dans lR et on vérifie<47l qu'une base 
de vecteurs propres est (U1 , U2 ) où 

et 

D 'après le théorème 20.4 , les solutions du système différentiel (So ) sont 

«I>o (t) = K1 e>- , t U1 + K2 e.>.2t U2 = K1 e>-, t ( ;
1 
) + K2 e>-2 t ( ;

2 
) 

( K1 e>-, t + K2 e>-2 t ) = K1 À1 e>-, t + K2 À2 e>-2 t ' 

où K1 et K2 désignent deux constantes réelles . La solution générale de l 'équa
tion différentielle (Eo ) ,  qui coïncide avec la première composante de «!>0 , est 
donc 

<Po : t E 1R 1-------> K1 e>- , t + K2 e>-2 t . 

2 .  Si � = 0, la matrice A possède une valeur propre réelle double À = - �a 
dont le  sous-espace propre associé 

(46) Voir le corollaire 12 .2 p. 565 et la discussion effectuée p. 566. 
<47l Voir p . 556 pour la méthode . 
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est de dimension 1 . La matrice A n 'est donc pas diagonalisable. D 'après le 
théorème 20 .5 ,  les solutions du système différentielle (80 ) sont donc de la 
forme 

Y(t) = e>.t ( Ri , 1  (t) ) 
Ri ,2 (t) ' 

où R1 , 1  et R1 ,2 sont deux polynômes de degré inférieur ou égal à 1 . On en 
déduit que les solutions de l 'équation différentielle (Eo ) sont de la forme 

( 1 3) 

où K1 et K2 désignent deux constantes réelles . On vérifiera que l 'on dispose 
bien de la solution générale de l 'équation différentielle (Eo ) en établissant 
que toute solution de la forme ( 13 )  est bien une solution de (E0 ) .  

3 . Si � < 0 ,  la matrice A possède deux valeurs propres complexes conjuguées 

-a + i y' 4b - a2 
Ài = ------2 et 

La matrice A est donc diagonalisable dans <C et on vérifie aisément qu'une 
base de vecteurs propres est (U1 , U2 ) où 

et 

D 'après le théorème 20 .4 ,  les solutions complexes du système différentiel (80 ) 
ont pour expression 

où K1 et K2 désignent deux constantes complexes . L'expression de la so
lution générale du système différentiel (80 ) faisant intervenir des nombres 
complexes , transformons cette expression de sorte de n'avoir que des quan
tités réelles . La condition d'appartenance de <I>0 à l 'ensemble des fonctions 
de lR. dans JR.2 implique que pour tout t E lR. on a <I>0 (t) = <I>0 (t) . On en déduit 
que nécessairement K2 = K1 . Désignons par a la partie réelle de ,\1 et par (3 
sa partie imaginaire. La solution générale de l 'équation différentielle (Eo) 
qui correspond à la première composante de <I>o est donc donnée pour tout 
t E lR. par 

<Po (t) = K1 e>. 1 t + K2 e>.2 t = K1 e>. 1 t  + K1 eÀit 
= 2Re (K1 e>. 1 t ) = 2e°'t (c1 cos((3t) + c2 sin((3t ) ) . 

La solution générale de l 'équation différentielle (E0 ) est donc 

<Po (t) : t E lR. f----t e°'t (C1 cos((3t) + C2 sin((3t) ) , 

où C1 et C2 désignent deux constantes réelles . 
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L'étude qui vient d'être effectuée met en évidence le rôle du discriminant du 
trinôme X2+aX +b, correspondant au polynôme caractéristique de la matrice A 
associée au système différentiel (80 ) , dans la forme prise par les solutions de 
l 'équation différentielle (Eo ) .  

DÉFINITION 20 .3  (Equation caractéristique) É
tant donnés deux réels a et b, on appelle équation caractéristique associée à 
l 'équation différentielle 

(Eo ) y" (t) + a y' (t) + b y (t) = 0, 

l 'équation polynomiale du second degré 

(C) x2 + ax + b = O . 

Le théorème suivant donnant la solution générale de l 'équation différentielle (Eo )  
est une conséquence de l 'étude que nous avons effectuée . 

THÉORÈME 20.8 La forme de la solution générale de l 'équation différen
tielle (Eo ) est déterminée par le signe du discriminant 6 = a2 - 4b de l 'équa
tion caractéristique qui lui est associée. 
X Si 6 > 0, l 'équation caractéristique (C) admet deux solutions réelles dis
tinctes ri , r2 et la solution générale de l 'équation différentielle (Eo) est 

X Si 6 = 0, l 'équation caractéristique (C) admet une unique solution réelle r0 
et la solution générale de l 'équation différentielle (Eo ) est 

X Si 6 < 0, l 'équation caractéristique (C) admet deux solutions réelles com
plexes conjuguées r1 = a + i (3, r2 = a + i (3, a E IR, (3 E IR* et la solution 
générale de l 'équation différentielle (Eo ) est 

t E lR i-----+ e°'t ( c1 cos((Jt) + c2 sin((Jt) ) , 

Exemples 1 .  Considérons l 'équation différentielle linéaire du second ordre homogène et à 
coefficients constants 

(E 10 ,o )  y" (t) + 3y' (t) + 2y(t) = O . 

Elle admet pour équation caractéristique x2 + 3x + 2 = O. Cette équation 
caractéristique admet deux racines réelles distinctes : r1 = - 1 et r2 = - 2. La 
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solution générale de l 'équation (E10 ,0 ) est donc 

</>o : t E lR f-----> c1 e-t + c2 e-2t avec (c1 , c2 ) E JR2 . 

2 .  Considérons l 'équation différentielle 

(E1 1 ,o )  y" (t) + y(t )  = O . 
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L'équation caractéristique x2+ 1  = 0 admet deux racines complexes conjuguées : 
r1 = i et r2 = -i .  La solution générale de l 'équation différentielle (E1 1 ,0 ) est 
donc 

On déduit de la proposition 20 .5 et du théorème 20.8 la proposition suivante. 

PROPOSITION 20.8 L 'ensemble des solutions de l 'équation différentielle (Eo ) 
est un espace vectoriel sur lR de dimension 2 .  

EXERCICE 3 Trouver la solution générale des équations différentielles 
suivantes . 
1 - y" (t) - 2/2y' (t) + 2 y (t) = o . 

2 - y" (t) - 4 y' (t) + 5 y(t) = o . 

3 - y" (t) + y' (t) - 12  y(t) = o . 

20.4.2 Équations différentielles non homogènes 

Compte tenu du fait qu'une équation différentielle linéaire du second ordre peut 
s 'écrire sous la forme d 'un système différentiel du premier ordre de dimension 2 ,  
i l  résulte du théorème 20 .6  que la  solution générale de l 'équation différentielle 
linéaire du second ordre non homogène à coefficients constants 

(E) y"(t) + a y' (t) + b y (t) = g (t) 

où g désigne une application continue sur un intervalle I de lR est la somme de 
la solution générale </>o de l 'équation différentielle homogène 

(Eo ) y" (t) + a y' (t) + b y (t) = 0 

et d'une solution particulière </>1 de l 'équation différentielle (E) . 

Recherche d'une solution particulière évidente 

Cette solution particulière de l 'équation différentielle (E) peut être une solution 
« évidente ». 

Il est également possible d 'obtenir la forme d 'une solution particulière de l 'équa
tion différentielle (E) dans les quelques cas particuliers usuels . Ces résultats 
découlent de la proposition 20 .6 . 
.X Si g (t) = P(t) où P est un polynôme de JR[X] de degré n, une solution 
particulière est de la forme </>1 (t) = Q (t) où Q est un polynôme de JR[X] : 
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- de degré n si 0 n 'est pas racine de l 'équation caractéristique (C) ; 
- de degré n + 1 si 0 est racine simple de l 'équation caractéristique (C) ; 
- de degré n + 2 si 0 est racine double de l 'équation caractéristique (C) . 

X Si g (t) = eMP(t) où ô est un réel non nul et P est un polynôme de JR [X] de 
degré n, une solution particulière est de la forme efJ1 (t) = eMQ(t) où Q est un 
polynôme de JR [X] : 
- de degré n si ô n 'est pas racine de l 'équation caractéristique (C) ; 
- de degré n + 1 si ô est racine simple de l 'équation caractéristique (C) ; 
- de degré n + 2 si ô est racine double de l 'équation caractéristique (C) . 

X Si g(t) = P(t) cos (ôt) + Q (t) sin(ôt) où ô est un réel non nul et P, Q sont des 
polynômes de JR [X] , une solution particulière est de la forme 

efJ1 (t) = A(t) cos (ôt) + B(t) sin(ôt) 

où A et B sont deux polynômes de JR [X] : 
- de degré inférieur ou égal à max{deg(P) , deg(Q) } si i ô  n 'est pas racine de 

l 'équation caractéristique (C) ; 
- de degré inférieur ou égal à max{ deg(P) , deg( Q ) }  + 1 si i ô est racine de 

l 'équation caractéristique <48l . 

Exemple Considérons l 'équation différentielle 

(E10 ) y" (t) + 3 y' (t) + 2 y (t) = (t2 + 1 ) e-t . 

Il s 'agit d 'une équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients 
constants, non homogène. La solution générale de l 'équation homogène associée 
à l 'équation différentielle (E10 ) a été déterminée page 1056 ; il s 'agit de 

La forme du second membre de l 'équation différentielle (E10 ) nous suggère de 
rechercher une solution particulière de la forme 

efJ1 : t E lR f-----+ Q(t) e-t 

où Q est un polynôme de degré 2 + 1 = 3 (en effet -1 est racine simple de 
l 'équation caractéristique x2 + 3x + 2 = 0) . Soit (a, b, c, d) E JR4 tel que 

Q (t) = at3 + bt2 + et + d. 

On a 

efJ; (t) + 3efJ� (t) + 2efJ1 (t) = (3at2 + (2b + 6a)t + c + 2b) e-t = (t2 + l )e-t . 

<43l Cette racine est nécessairement une racine simple. 
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Par identification (deux polynômes sont égaux s 'ils ont mêmes coefficients) i l 
vient a = -!, b = -1 et c = 3 (d pouvant être quelconque) . On en déduit 
qu'une solution particulière, correspondant au choix d = 0, de l 'équation diffé
rentielle (E10 ) est 

</>1 : t E lR f----t (-! t3 - t2 + 3t) e-t . 

La solution générale de l 'équation différentielle (E10 ) est donc 

</> :  t E 1R f----t ( -!t3 - t2 + 3t + c1 ) e-t + c2 e-2t avec (c1 , c2 ) E IR2 . 

EXERCICE 4 Résoudre l 'équation différentielle : 

y"(t) - 2 y' (t) - 3 y(t) = 4 e3t . 

Le résultat suivant , qui est un corollaire de la proposition 20 .7 , peut être utile 
dans la quête d 'une solution particulière. 

PROPOSITION 20.9 (Principe de superposition) 
Soient a ,  b deux réels et g1 , . . .  , gn des applications continues sur un inter
valle I de 1R. Si pour tout k E { 1 ,  . . .  , n } ,  l 'application </>k est une solution 
particulière sur I de l 'équation différentielle 

y" (t) + a y' (t) + b y(t) = gk (t) 

alors l 'application L:::�=l </>k est une solution particulière sur I de l 'équation 
différentielle n 

y"(t) + a y' (t) + b y(t) = L: gk (t) . 
k= l 

EXERCICE 5 Résoudre les équations différentielles 

y" (t) + y (t) = sin(t ) et y" (t) + y (t) = sin (3t) . 
En déduire , à l 'aide du principe de superposition , la solution générale de 
l 'équation différentielle y" ( t) + y ( t) = sin 3 ( t) . 

Recherche d'une solution particulière par la méthode de la variation des 
constantes 

Commençons par préciser que la méthode de la variation de la constante telle 
qu'elle a été présentée page 1021 pour la recherche d 'une solution particulière 
d'une équation différentielle linéaire du premier ordre ne s 'applique pas telle 
quelle à la recherche d 'une solution particulière d 'une équation différentielle 
linéaire du second ordre . 
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Compte tenu du fait qu'une équation différentielle linéaire du second ordre 
peut s 'écrire sous la forme d'un système différentiel du premier ordre de di
mension 2, il est toutefois possible de déduire de la méthode de la variation de 
la constante pour les systèmes différentiels du premier ordre , voir page 1045, 
une méthode qui peut permettre de déterminer une solution particulière d 'une 
équation différentielle linéaire du second ordre. 
L 'équation différentielle linéaire du second ordre non homogène à coefficients 
constants 

(E) y" (t) + a y' (t) + b y(t) = g(t) 
où g désigne une application continue sur un intervalle I de lR est équivalente 
au système différentiel linéaire du premier ordre 

(S) Y' (t) = A  Y(t) + B(t) 

où, voir page 1053, 

et ( y(t) ) Y(t) = y' (t) . 

Désignons par ('11 1 ,  '112 )  une basec49> de l 'espace vectoriel des solutions du sys
tème différentiel homogène (80 ) associée à (S) . La solution générale du système 
différentiel homogène (So) est 

<I>o : t E lR f---7 C1 '11 1 (t) + c2 '112 (t ) E JR2 

où c1 et c2 désignent deux constantes réelles. Appliquons la méthode de la 
variation de la constante pour les systèmes différentiels du premier ordre et 
recherchons une solution particulière du système différentiel (S) de la forme 

<I>1 : t E lR f---7 c1 (t) '11 1 (t) + c2 (t) '112 (t) E JR2 . 

Pour tout t E JR, on a 

<I>i ( t) = ci ( t) w i ( t) + c� ( t) w 2 ( t) + c1 ( t) wi ( t) + c2 ( t) w� ( t) 
A <I> 1 ( t) + B = C1 ( t) A w 1 ( t) + C2 ( t) A w 2 ( t) + B ( t) . 

Compte tenu du fait que <I>1 doit être solution du système différentiel (S) on 
doit avoir <I>i (t) = A  <I>1 (t) + B pour tout t E JR, autrement dit 

ci (t) '11 1 (t)+c� (t) '112 (t )+c1 (t) ( wi (t) - A '11 1 (t) ) +c2 (t) ( w� (t) - A '112 (t) ) = B(t) . 
= Ü = Ü 

La fonction <I>1 sera donc solution du système différentiel (S) si pour tout t E I, 
ci (t) '11 1 (t) + c� (t) '112 (t ) = B(t) , c 'est-à-dire si 

Vt E I 
{ ci (t) î/Ji (t) + c� (t) îf;� (t) = g(t) 

ci (t) î/J1 (t) + c� (t) î/J2 (t) = 0 

<•9) Une telle base a été explicitée p. 1054 en fonction du signe de la quantité a2 - 4b. 

( 14) 



Équations différentielles linéaires 1061 

où 7/;1 et 7/;2 qui désignent respectivement la première composante de Ill 1 et 
de '112 correspondent aux vecteurs de base de l 'espace vectoriel des solutions de 
l 'équation différentielle homogène (Eo )  associée à (E) . 
La première des deux équations du système ( 14) , compte tenu du fait que 7/;1 
et 7/;2 sont solutions de l 'équation homogène (E0 ) , vérifie successivement les 
équivalences suivantes : 

c� 7/J� + c; 7/J� = g 

Ç=:::? c� 7/J� + c; 7/J� + c1 ( 7/J{ + a 7/J� + b 7/;1 ) + c2 ( 7/J� + a 7/J� + b 7/;2 ) = g 

=0 =Ü 
Ç=:::? c� 7/J� + C1 7/J{ + c; 7/J� + C2 7/J� + a ( C1 7/J� + C2 7/J� ) 

+ b ( C1 7/J1 + C2 7/J2) = g 

Ç=:::? ( C1 7/J1 + C2 7/J2) /1 + a ( C1 7/J1 + C2 7/J2) 1 + b ( C1 7/J1 + C2 7/J2 ) = g , 

la dernière équivalence utilisant la seconde équation du système ( 14) . La pre
mière des équations du système ( 14) exprime donc le fait que c1 7/;1 + c2 7/;2 est 
solution de l 'équation différentielle (E) . 
On est en mesure d 'indiquer le principe de la méthode de la variation des 
constantes pour une équation différentielle linéaire du second ordre . 

Méthode de la variation des constantes 
Soient 7/;1 et 7/;2 deux solutions linéairement indépendantes de l 'équation dif
férentielle homogène (Eo ) .  La méthode de la variation des constantes pour 
une équation différentielle linéaire du second ordre consiste à rechercher une 
solution particulière cf> de l 'équation différentielle (E) sous la forme 
cf> = c1 7/;1 + c2 7/;2 où c1 et c2 sont deux fonctions dérivables sur I telles 
que 

1 On sera attentif au fait qu 'il faut , dans l 'utilisation de la méthode de la 
variation des constantes pour une équation différentielle linéaire du second 
ordre, prendre en compte la condition c� 7/;1 + c� 7/;2 = O .  

Exemple Considérons à nouveau l 'équation différentielle 

(E10 ) y" (t) + 3 y' (t) + 2 y(t) = (t2 + 1 )  e-t 

étudiée page 1058. La solution générale de l 'équation homogène associée à (E10 ) 
est 

ef>o : t E lR � c1 e-t + c2 e-2t avec c1 , c2 E lR. 

Utilisons la méthode de la variation des constantes pour déterminer une so
lution particulière de l 'équation différentielle (E1o ) .  On cherche cette solution 
particulière sous la forme 
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où c1 et c2 sont deux applications dérivables sur R vérifiant 

Vt E R  c� (t) e-t + c� (t) e-2t = O . 

Pour tout t E R, on a 

=Ü 
</>� (t) = (c1 (t) - c� (t) ) e-t + 2 (2c2 (t) - c� (t) ) e-2t , 

de sorte que </>1 est solution de l 'équation différentielle (E10 ) à la condition que 

Vt E R  

On pourra noter que cette relation correspond à la première équation du sys
tème ( 14) .  On est donc amené à déterminer deux fonctions c1 et c2 dérivables 
sur R vérifiant 

Vt E R  0 
(t2 + 1 )  e-t 

En sommant ces deux équations , on établit que c2 vérifie 

\it E R  

On en déduit que c2 est une primitive sur R de l 'application t E R  f-+ - (t2+ 1 )  et . 
Cette primitive se calcule en ayant recourt à une (double) primitivation par 
parties '50l . On obtient '5 1 l c2 : t E R  f-+ - (t2 - 2t + 3) et . On en déduit alors que 

\it E R  

puis que '5 1 l c1 : t E R f-+ � t3 + t .  Finalement , une solution particulière de 
l 'équation différentielle (E10 ) est donnée pour t E R  par 

</>1 ( t) = c1 ( t) e-t + c2 ( t) e-2t = ( � t3 + t) e-t - ( t2 - 2t + 3) e-t  
= ( � t3 - t2 + 3t + 3) e-t . 

Cette solution particulière est différente de celle obtenue dans l 'exemple de la 
page 1058, mais fournit la même solution générale pour l 'équation différentielle 
(E10 ) puisque pour tout t E R, 

où c1 , c2 et c3 = 3 + c1 désignent des constantes réelles . 

<5o) Voir la proposition 18 . 1 2  p. 913 .  
<5 1 ) Comme on cherche une solution particulière de l 'équation différentielle (E10 ) ,  par soucis 

de simplicité, on choisit la primitive correspondant à la constante de primitivation nulle . 
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EXERCICE 6 En utilisant la méthode de la variation des constantes , dé
terminer la solution générale de l 'équation différentielle 

y" (t) + y(t) = sin3 (t) . 

Le résultat suivant concernant le problème de Cauchy associé à l 'équation dif
férentielle (E) est un corollaire du théorème 20 .7 .  

THÉORÈME 20 .9 (Théorème de Cauchy) 
Étant donnés (770 , 771 ) E JR2 et to E JR, il existe une unique solution au pro
blème de Cauchy constitué de l 'équation différentielle (E) et des conditions 
y (to )  = 'T/o et y' (to) = 'T/I · 

Étude du pendule simple 

Un pendule simple est formé d 'une boule de masse m suspendu par un fil 
supposé sans masse et de longueur e. On désigne par B l 'angle entre la verticale 
passant par le point de fixation et la direction du fil. Négligeons dans un premier 
temps les frottements associés au déplacement du pendule dans l 'air. En ayant 
recours aux principes de la mécanique, on peut établir qu 'écarté de sa position 
d'équilibre d 'un angle Bo à un instant pris comme instant initial , le pendule 
évolue vers sa position de repos dans un mouvement gouverné par l 'équation 
différentielle 

(E1 1 ) B" (t) + Wo sin(B(t) ) = 0 

où w0 = JiTë,, g désignant l 'accélération de la pesanteur (g � 9, 81  m s-2 ) sous 
la condition initiale B(O) = B0 . Si le pendule est lâché sans vitesse initiale , on a 
également pour condition initiale B' (O) = O . L'équation différentielle (E1 1 )  est 
une équation différentielle non linéaire qu 'il est difficile de résoudre . Comme 
sin(B) rv B, on a coutume de faire l 'approximation suivante lorsque l 'angle Bo 0 
est petit : 

sin(B) � B . 

Sous cette hypothèse , au lieu de l 'équation différentielle (E1 1 ) ,  on considère 
l 'équation différentielle suivante pour étudier l 'évolution du pendule au cours 
du temps : 

(E12 ) B" (t) + w6 B(t) = O . 

L'équation différentielle (E12 ) est une équation différentielle linéaire homogène 
du second ordre à coefficients constants. L 'équation caractéristique qui lui est 
associée est x2 + w5 = O. Elle admet deux solutions complexes conjuguées 
r1 = i wo et r2 = -i w0 . D 'après le théorème 20 .8 ,  la solution générale de 
l 'équation différentielle (E12 ) est 

B : t E [0 , +oo[ f------+ c1 cos(wo t) + C2 sin(wo t) 
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Fig. 2 Un pendule simple. 

avec (c1 , c2 ) E IR2 . D 'après le théorème 20.9 , il existe une unique solution à 
l 'équation différentielle (E12 ) qui satisfasse aux conditions initiales B (O) = Bo 
et B' (O) = O . Les valeurs des constantes c1 et c2 correspondant à cette solution 
sont obtenues en résolvant le système linéaire { B(O) = Bo 

B' (O) = 0 . 

On obtient c1 = Bo et c2 = O. L'unique solution de l 'équation différentielle (E1 2 ) 
satisfaisant aux conditions initiales imposées est donc 

B : t E [O, +oo[  f------t Bo cos(wo t) . 
Le pendule évolue donc au cours du temps entre les deux positions extrêmes 
correspondant aux angles -Bo et Bo selon un mouvement sinusoïdal de période 
To = 2n/wo . 
L'hypothèse consistant à négliger les frottements du pendule dans l 'air au cours 
de son évolution n'est pas très réaliste . L'expérience montre qu 'un pendule 
une fois lâché va voir l 'amplitude des oscillations de son mouvement décroître 
jusqu'à son arrêt complet . La résistance de l 'air au déplacement du pendule va 
dissiper petit à petit l 'énergie du pendule . On prend en compte la résistance 
de l 'air en introduisant une force de frottement qui est proportionnelle à la 
vitesse . L 'équation différentielle régissant l 'évolution du pendule au cours du 
temps devient 

(E13 ) B" (t) + 1 B' (t) + w6 B(t) = 0 
où / est une constante positive ayant la dimension de l 'inverse d 'un temps. 
L 'équation caractéristique (C) associée à l 'équation différentielle (E13 ) est 
x2 + / X +  w5 = O . Le discriminant vaut b. = 12 - 4w5 = (t - 2w0 ) (t + 2w0) .  
On  distingue trois types de comportement selon les valeurs de / et w0 . 
- Si / < 2wo alors b. < 0 et l 'équation caractéristique (C) admet deux solu

tions complexes conjuguées qui sont 
I . T1 = - - + I W1 2 et I . r2 = - - - 1 w1 2 

où w1 Jw5 - 12 /4. D'après le théorème 20 .8 ,  la solution générale de 
l 'équation différentielle (E13 ) est 

B :  t E [O, +oo[  f------t (c1 cos(w1 t) + c2 sin(w1 t) ) e- ht . 
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L'unique solution satisfaisant aux conditions initiales imposées correspond 
aux valeurs C1 = ea et C2 = -2' ea . Le pendule évolue donc au cours du temps W J  
selon un mouvement sinusoïdal amorti de période T1 2" à décroissance W J  
exponentielle . Illustrons la situation avec MAPLE.  

> w0 : =0 . 5 :  
> thetaO : =Pi/8 : 

> gama : =w0/4 : 

> w i : =sqrt ( abs (gama-2/4-wo-2 ) ) :  

> theta : =t - > (thetaO*cos ( w 1 *t ) +gama*theta0/ ( 2*w1 ) * s in ( w 1 *t ) )  

*exp ( -gama*t / 2 ) : 
> phi : =t - >thetaO* exp ( -gama*t /2) : # enveloppe de l ' amort i s s ement 

> plot ( [thet a ( t ) , phi ( t ) , -phi ( t ) ] , t=O . .  60) ; 

0,4 

50 60 

- Si 'Y = 2wo alors 6. = 0 et l 'équation caractéristique (C) admet pour racine 
double r = - �  'Y· D'après le théorème 20 .8 ,  la solution générale de l 'équation 
différentielle (E13 ) est 

e : t E [O , +oo [  1-----t (c1 t + c2 ) e-ht . 

L'unique solution satisfaisant aux conditions initiales imposées correspond 
aux valeurs c1 = �'Yeo et c2 = (}0 . On a un mouvement d'amortissement 
qualifié de critique . Illustrons la situation avec MAPLE. 

> w0 : =0 . 5 :  

> thetaO : =P i/8 : 

> gama : =2*w0 : 

> theta : =  t - > (thet a0+ ( 1 /2) *gama*thetaO*t) *exp ( -gama*t/2 ) : 

> plot (thet a ( t ) , t=0 . .  60) ; 
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- Si 'Y > 2w0 alors b. > 0 et l 'équation caractéristique (C) admet deux solu
tions réelles distinctes qui sont 

D 'après le théorème 20.8 , la solution générale de l 'équation différentielle (E13 ) 
est 

D 'après le théorème 20 .9 ,  il existe une unique solution à l 'équation différen
tielle (E13 ) qui satisfasse aux conditions initiales B(O) = Bo et B' (0) = O. Les 
valeurs des constantes c1 et c2 correspondant à cette solution sont obtenues 
en résolvant le système linéaire 

Bo 
0 . 

On obtient c1 = ---22._ Bo et c2 = _,._, - Bo . Comme r1 et r2 sont deux réels r2 -r1 r1 -r2 
négatifs , le pendule évolue au cours du temps selon un mouvement amorti 
et l 'amortissement est d'autant rapide que 'Y est petit . Illustrons la situation 
avec MAPLE. 

> w0 : =0 . 5 :  thetaO : =P i / 8 : gama : = 1 0 *w0 : 

> r 1 : = - (gama/2) +sqrt (gama-2/4-wo-2) : 

> r2 : =- (gama/2) - sqrt (gama-2/4-wo-2) : 

> theta : =  t - >  (r2/ (r2-r 1 ) ) *thet aO *exp ( r 1 * t )  

+ (r 1 / ( r 1 -r2) ) *thetaO*exp (r2 *t) : 

> plot (thet a ( t ) , t=O . .  60) ; 
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Si le pendule est soumis une force extérieure F, l 'équation différentielle régissant 
l 'évolution du pendule au cours du temps devient 

(E14 ) ()" (t) + 1 ()' (t) + w6 ()(t) = F(t) . 

Une situation courante est celle où la force F est de la forme F(t) = Fa cos(wt) 
où w est un réel positif donné et Fa un réel non nul . Il résulte du théorème 20 .6 
que la solution générale de l 'équation différentielle (E14 ) est la somme de la 
solution générale de l 'équation différentielle homogène (E13 ) et d 'une solution 
particulière de l 'équation différentielle (E14 ) .  
Recherchons une solution particulière de l 'équation différentielle (E14 ) qui soit 
de la forme 

()1 : t E [ü , +oo [  1----4 A cos(wt) + B sin(wt) 

où A et B sont des constantes , voir page 1058 (on notera que quelle que soit 
la valeur du réel w, l 'imaginaire pur i w n 'est pas solution de l 'équation carac
téristique associée à l 'équation différentielle (E14 ) ) .  Pour tout t E [ü , +oo[ ,  on 
a 

et 

()� (t) = -Aw sin(wt) + Bw cos(wt) 
()� (t) = -Aw2 cos(wt) - Bw2 sin(wt) 

e� (t) + 1 e� (t) + w6 e1 (t) = (A(w6 - w2 ) + 1Bw) cos(wt) 
+ (B (w6 - w2 ) - 1Aw) sin(wt) . 

On en déduit que ()1 est solution de l 'équation différentielle (E14 ) si A et B 
sont solutions du système linéaire 

Fa 
0 



1068 Équations différentielles du second ordre à coefficients constants 

La solution de ce système linéaire est 
2 2 

A =  Fo Wo - w 
(w5 - w2 )2 + 12w2 ' 

La solution générale de l 'équation différentielle (E14 ) est donc 

e : t E [0 , +oo[  f----t eo (t) + ( 2 �� 2 2 ( (w5 - w2 ) cos(wt) + W/ sin(wt) ) Wo - W + ! W 

où e0 désigne la solution générale de l 'équation différentielle homogène (E13 ) 
associée à (E14 ) dont on a déterminé précédemment l 'expression selon le signe 
de 1 - 2wo . 
Le programme suivant résout l 'équation différentielle (E14 ) en utilisant la com
mande dsol ve de MAPLE. 

> w0 : =0 . 5 :  thetaO : =Pi/8 : gama : =w0/4 : 

> w i : =sqrt ( abs (gama-2/4-wo-2 ) ) : 

> F0 : =0 . 00 1 : w : =wO : 
> edo : =  (D©©2) (theta) ( t ) +gama*D (theta) ( t ) +wo-2*theta ( t ) =FO* cos (w*t ) : 

> dsolve ( { edo , thet a ( O ) =thetaO , D (theta) ( O ) =O} , thet a (t ) ) : 

> as s ign (%) : 

> plot (thet a ( t ) , t=O . .  200) ; 
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On observe sur la figure, tout d'abord un fort amortissement du signal sinusoï
dal puis une évolution liée uniquement à l 'entretien du mouvement du pendule 
par l 'action de la force F. 
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20.5 Exercices de synthèse 

EXERCICE 7 On se propose de déterminer l 'évolution au cours du temps de la 
charge q dans un circuit RLC soumis à une tension sinusoïdale. La variation 
de la charge au cours du temps est régie par l 'équation différentielle 

(E) L q" (t) + R q' (t )  + � q (t) = wv cos(wt) 

où v est une constante réelle, L, w sont des constantes réelles positives et où 
R, C sont des constantes strictement positives. 
1 - Étant donné (a, f3) E �* x �' déterminer une primitive de t f-t e°'t cos {Jt . 
2 - On suppose que L = O .  Calculer la solution de l 'équation différentielle (E) 
vérifiant q(O) = O . 
3 - On suppose L strictement positif et R2 - 4f5 > O .  Déterminer la solution 
générale de l 'équation différentielle (E) . 

EXERCICE 8 On s 'intéresse dans cet exercice aux solutions sur ]O ,  +oo[ de 
l 'équation différentielle 

(E) y"(t) + y(t) = � 
qui possèdent une limite en +oo.  On considère les fonctions 

. 1.
+
oo sin(t) . 1.

+
oo cos(t) 

U . X f----7 -- dt et V . X f----7 -- dt . 
X t X t 

1 - a) Montrer que les fonctions u et v sont définies sur �+ . 
b) Montrer que les fonctions u et v sont dérivables sur �+ . 
c} Montrer que u admet une limite à droite en O . 
d} Montrer que pour tout x E �+ on a 

( ) 
1 

( ) 
jx 1 - cos(t) d j

+
oo cos(t) d V X + Il X = t + -- t . 

1 t 1 t 
En déduire que v est équivalente à l 'opposé de la fonction logarithme dans un 
voisinage à droite de 0 .  
2 - Soit f l 'application définie sur �+ par f (x) = u (x) cos(x) - v(x) sin (x) . 

a) Montrer que f est indéfiniment dérivable sur ]O ,  +oo[ .  
b) Montrer que f est une solution de  l 'équation différentielle (E) e t  qu 'elle 

admet pour limite 0 en +oo.  
3 - a} Déterminer la solution générale de l 'équation différentielle homogène (Eo )  
associée à (E) . 

b) Montrer que la seule solution de l 'équation différentielle (Eo ) ayant une 
limite en +oo est la fonction nulle. 

c} En déduire que f est la seule solution de (E) ayant une limite en +oo.  
4 - Montrer que f a une limite à droite en  0 (on explicitera cette limite en 
fonction de la limite de u à droite en 0). 
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20.6 Solution des exercices 

Solution de l'exercice 1 

1 - L 'équation différentielle (Ei ) 3y' (t) + 12 y (t) = 4 est définie sur R 
L'équation différentielle homogène associée est (E1 ,o )  3y' (t) + 12 y(t) = O . 
D 'après le théorème 20. 1 ,  la solution générale de (E1 , o )  est <Po : t E lR r--> K e-4t 
où K E R Une solution particulière évidente de l 'équation différentielle (E1 )  
est la fonction constante égale à � ·  O n  déduit du théorème 20 .2 que la solution 
générale de l 'équation différentielle (E1 )  est 

</J : t E lR 1---t � + K e -4t , K E R 

2 - L 'équation différentielle (E2 ) y' (t) + y (t) = e3t est définie sur R Elle 
admet pour équation différentielle homogène associée (E2 ,o )  y' (t) +y(t) = O . 
D 'après le théorème 20 . 1 ,  la solution générale de l 'équation différentielle (E2 ,o )  
est <Po : t E lR r--> K e-t où K E R Compte tenu de la forme du second 
membre de l 'équation différentielle (E2 ) ,  on peut s 'attendre à ce qu'une solution 
particulière soit de la forme </J1 : t E lR r--> a e3t où a désigne une constante réelle 
appropriée . Pour tout t E IR, on a <Pi (t) + cjJ1 (t) = 4a e3t . Le second membre est 
égal à e3t si a =  â- · On dispose donc d 'une solution particulière « évidente » <52l 
de l 'équation différentielle (E2 ) qui est </J1 : t E lR r--> â- e3t . On déduit du 
théorème 20 .2 que la solution générale de l 'équation différentielle (E2 ) est 

</J :  t E lR 1---t â-e3t + K e-t , K E R  

3 - L 'équation différentielle 
t + 2 et 

y' (t) + -t- y(t) = t2 
est définie sur J - oo, O [  et sur JO ,  +oo[ .  Elle admet pour équation différentielle 
homogène associée 

(E3 ,o )  
t + 2  

y' (t) + -t- y(t) = o. 

Une primitive de a : t r--> t�z sur J - oo, O [  et sur JO ,  +oo[ est A :  t r--> t + 2 ln( l t l ) .  
Notons que pour tout t E IR* , on a A(t) = t+ ln(t2 ) .  D 'après le théorème 20. 1 ,  la 
solution générale de l 'équation différentielle (E3 ,o )  est <Po : t E lR r--> K e-t /t2 
où K E R  
Déterminons une solution particulière de l 'équation différentielle (E3 ) en ayant 
recours à la méthode de la variation de la constante. On cherche sur ] - oo, O [  et 
sur J O ,  +oo[ ,  une solution particulière </J1 de la forme </J1 (t) = C(t) e-t /t2 où C 
désigne une fonction dérivable. On a pour tout t E IR* , 

</J� (t) = (t C' (t) - (t + 2) C(t) ) et�
t 

<52l On souhaite indiquer par là que l 'on a obtenu cette solution particulière sans avoir recours 
à la mèthode de la variation de la constante. 
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et 
ef>� (t) + t : 2 ef>1 (t) = C' (�;e-t 

On en déduit que pour que ef>1 soit solution de l 'équation différentielle (E3 ) ,  on 
doit avoir 

C' (t) e- t et 
t2 t2 , soit C' (t) = e2t . 

On a donc C(t) = � e2t (la constante de primitivation étant omise) . On en 
conclut que sur chacun des deux intervalles J - oo, O [  et J O ,  +oo[ ,  la solution 
générale de l 'équation différentielle (E3 ) est 

4 - L'équation différentielle (E4 ) y' (t) = ( 1 - y(t) ) ch(t) est définie sur IR et 
se réécrit 

(E4 ) y' (t) + ch(t) y(t) = ch(t) . 
Elle admet pour équation différentielle homogène associée 

(E4 ,o )  y' (t) + ch(t) y(t) = O . 

D 'après le théorème 20 . 1 ,  la solution générale de l 'équation différentielle (E4 ,0 ) 
est ef>o : t E IR f--+ l'i, exp(- sh(t ) )  où l'i, E R 
Une solution particulière évidente de l 'équation différentielle (E4) est la fonction 
constante égale à 1. D 'après le théorème 20 .2 ,  la solution générale de l 'équation 
différentielle (E4 ) est 

y : t E IR 1--------> 1 + l'i, exp (- sh(t) ) ,  l'i, E IR. 

Solution de l'exercice 2 

L'équation différentielle (E) ty' (t) + (3t + 1 )  y(t) = e-3t admet pour forme 
normalisée 

3t + 1 e-3t (En) y' (t) + -t - y(t) = -t-
qui doit être considérée sur J - oo, O [  et sur JO ,  +oo[ .  

Ç:: Résolution de l 'équation différentielle homogène associée . 
L'équation différentielle (En) admet pour équation homogène associée , 

3t + 1 (Eo ) y' (t ) + -t - y(t) = O . 

La fonction a : t EJ - oo, O [  f--+ (3t + 1 )  /t est continue sur J - oo, O [  et sur JO ,  +oo[ .  
Elle admet pour primitive 

A : t EJ - oo, 0 [1--------> 3t + ln( l t l ) . 
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L'équation différentielle (Eo ) admet donc pour solution générale sur J - oo, O [  
(resp. sur JO ,  +oo [) <P o  : t i-; 11: exp(-3t - ln( l t l ) )  avec 11: E R On a donc 
</Jo (t) = 11: e-3t/ l t l . 

['.'.'. Recherche d 'une solution particulière de l 'équation différentielle (En) · 

La fonction </J 1 : t 1-----> e-3t est une solution particulière évidente <53 l sur chacun 
des intervalles J - oo, O[ et J O ,  +oo [  de l 'équation différentielle (En) puisque pour 
tout t E �· 

3t + 1 ( 1 ) e-3t 
<P� (t) + -t - </J1 (t) = -3e-3t + 3 + t e-3t = -

t- . 

['.'.'. Solutions de l 'équation (En) · 

1> Sur J - oo, O [ ; la solution générale de l 'équation différentielle (En ) est <5•l 

</J : t EJ - oo, 0 [1-----> ( 1 + �1 ) e-3t K 1 E R  

I> Sur J O ,  +oo[ ,  la solution générale de l 'équation différentielle (En) est donc 

</J : t EJ - oo, 0 [1-----> ( 1 + �2 ) e-3t 

['.'.'. Étude des solutions de l 'équation différentielle (E) . 
Regardons à présent s 'il existe une application dérivable sur � qui coïncide sur 
chacun des intervalles J - oo, O[ et JO ,  +oo[ avec une solution sur ces intervalles 
de l 'équation différentielle (En ) · On peut remarquer qu'une fonction de la forme 
t i-; ( 1 + if )  e-3t n 'est bornée en 0 que si 11: = O. Si l 'équation différentielle (E) 
admet une solution sur � ce ne peut être que l 'application 

</J :  t E � 1-----> e-3t . 

Cette application est bien continue et dérivable sur � et elle coïncide sur cha
cun des intervalles J - oo, O [  et JO ,  +oo [  avec une solution de l 'équation différen
tielle (En ) · On en conclut que l 'équation différentielle (E) admet une unique 
solution qui est t E � i-; e-3t . 

Solution de l'exercice 3 
1 - L'équation caractéristique associée à l 'équation différentielle 

(Ei ) y" (t) - 2-/2y' (t) + 2 y (t) = 0 

<53 ) Si cette solution ne vous parait pas évidente, il est bien entendu possible de déterminer 
une solution particulière en utilisant la méthode de la variation de la constante. 

{54 ) ' • •  On peut noter que pour t E] - oo ,  ü[ ,  on a ffl = - if  = T ou 1 q  = - y;,  des1gne une 
constante. 
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est x2 - 2\!'2x + 2 = O. Elle admet une racine double qui est J2. La solution 
générale de l 'équation différentielle (E1 ) sur � est donc 

efi(t) = (At + B) e ./2t avec (A, B) E �2 . 

2 - L'équation caractéristique associée à l 'équation différentielle 

(E2 ) y" (t) - 4 y' (t) + 5 y (t) = 0 

est x2 - 4x + 5 = O. Elle admet deux racines complexes conjuguées de partie 
réelle 2 et de parties imaginaires 1 et - 1 .  La solution générale de l 'équation 
différentielle (E2 ) sur � est donc 

efi(t) = e2t (A cos t + B sin t) avec (A, B) E �2 . 

3 - L'équation caractéristique associée à l 'équation différentielle 

(E3 ) y" (t) + y' (t) - 12 y (t) = 0 

est x2 + x - 12 = O. Elle admet deux racines réelles distinctes : 3 et -4. La 
solution générale de l 'équation différentielle (E3 ) sur � est donc 

efi(t) = A e3t + B e-4t avec (A, B) E �2 . 

Solution de l 'exercice 4 

L'équation différentielle 

(E) y" (t) - 2 y' (t) - 3 y(t) = 4 e3t 

est une équation différentielle linéaire du second ordre, non homogène et à 
coefficients constants. L 'équation différentielle homogène associée à (E) admet 
pour équation caractéristique 

x2 - 2x - 3 = O . 

Cette équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes : 3 et - 1 .  
La solution générale d e  l 'équation homogène est donc 

<Po : t E � f-----+ A e-t + B e3t avec (A, B) E �2 . 

La forme du second membre de l 'équation différentielle (E) nous suggère de 
rechercher une solution particulière de la forme 

efi1 : t E � f-----+ P(t) e-t 

où P est un polynôme de degré : 0 + 1 = 1 (en effet 3 est racine simple de 
l 'équation caractéristique) .  Notons P = aX + b où (a, b) E �2 ; on a pour tout 
t E �' <fi� (t) - 2efi� (t) - 3efi1 (t) = 4ae3t . 
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On en déduit que pour que </Ji soit solution de l 'équation différentielle (E) , il faut 
et il suffit que a = 1. Le réel b peut prendre une valeur quelconque. En prenant 
b = 0, on obtient qu 'une solution particulière de l'équation différentielle (E) est 

</>i : t E R t---+ t e- t .  

La solution générale de l 'équation différentielle (E) est donc 

</> :  t E R  t---+ A e- t + (t + B) e3t avec (A, B) E R2 . 

Solution de l 'exercice 5 
1 - L 'équation caractéristique associée à l'équation homogène 

(Eo ) y" (t) + y(t) = 0 

est x2 + 1 = O. Elle admet pour solutions i et -i .  D 'après le théorème 20.8 ,  la 
solution générale de l 'équation différentielle (Eo ) est 

</>o : t E R  t---+ Ci cos(t) + C2 sin(t) avec (Ci , C2 ) E R2 . 

2 - Considérons l 'équation non-homogène 

(Ei ) y" (t) + y(t) = sin(t) . 

Puisque i est solution de l 'équation caractéristique, on cherche une solution 
particulière de l 'équation différentielle (Ei ) sous la forme 

</>i (t) = A(t) cos(t) + B(t) sin(t) 

où A et B sont deux polynômes à coefficients réels de degré au plus égal à 1 .  
Notons A(t) = ai t + a 2  et B(t) = bi t + b2 avec (ai , a2 , bi , b2 ) E R4 . On a pour 
tout t E R, 

</>i (t) = (ait + a2 ) cos(t) + (bit + b2 ) sin(t ) .  

La fonction </>i est indéfiniment dérivable sur R et pour tout t E R, 

</>� (t) = (ai + bit + b2 ) cos (t) + (bi - ait  - a2 ) sin (t) 
et </>� (t) = (2bi - ait  - a2 ) cos (t) + (-2ai - bit - b2 ) sin(t) . 

On a donc 
</>� (t) + </>i (t) = 2bi cos(t) - 2ai sin(t) , 

et </Ji est solution de (Ei ) si et seulement si 

{ 2bi = 0 
-2ai = 1 

On en déduit qu'une solution particulière de (Ei ) est </Ji : t E R �  - !t cos(t) . 
La solution générale de l 'équation différentielle (Ei ) est donc 

t E R  t---+ - !t cos(t) + Ci cos t + C2 sin (t) avec (Ci , C2 )  E R2 . 
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3 - Considérons l 'équation différentielle non-homogène 

(E2 ) y" (t) + y (t) = sin(3t ) .  

Puisque 3 i  n 'est pas solution de l 'équation caractéristique, on cherche une so
lution particulière de l 'équation différentielle (E2 ) de la forme 

<h (t) = A cos(t) + B sin(t) 

où A et B sont deux réels . En utilisant la même méthode que celle qui vient 
d'être détaillée , on établit que la solution générale de l 'équation différentielle (E2 ) 
est 

t E lR f------7 - �  sin(3t) + C1 cos(t) + C2 sin(t) avec (C1 , C2 ) E JR2 . 

4 - On linéarise l 'expression sin3 (t) en utilisant les techniques présentées p .  162 .  
On obtient , 

sin3 (t) = - -,Ï  sin 3 (t) + � sin(t) . 
D 'après le principe de superposition, on en déduit que la solution générale de 
l 'équation différentielle 

est 

(E) y" (t) + y(t) = sin3 t 

t E lR f------7 3� sin 3t - it cos(t) + C1 cos(t) + C2 sin(t) avec ( C1 , C2 ) E lR2 . 

Solution de l'exercice 6 

Nous avons établi au cours de l 'exercice 5 que la solution générale de l 'équation 
différentielle homogène associée à l 'équation différentielle 

(E) y" (t) + y(t) = sin3 (t) 

est 
<Po : t E lR f------7 C1 cos(t) + C2 sin(t) 

Recherchons une solution particulière cp1 de l 'équation différentielle (E) sous la 
forme 

<P1 : t E lR f------7 C1 (t) cos(t) + C2 (t) sin(t) 
où C1 et C2 désignent deux applications dérivables sur lR vérifiant la condition 

C� (t) cos(t) + C� (t) sin(t) = O . 

On a pour tout t E JR, 

cp� ( t )  = C� (t )  cos(t) - C1 ( t )  sin(t) + C� (t )  sin(t) + C2 (t) cos(t) 
= -C1 (t) sin(t) + C2 (t) cos(t) , 

<P� (t) = -C� (t) sin(t) - C1 (t) cos(t) + C� (t) cos(t) - C2 (t) sin(t) , 
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donc pour que </>1 soit solution de (E) il faut que 

-C� (t) sin(t) + C� (t) cos(t) = sin3 (t) . 

Les dérivées des deux fonctions inconnues sont donc obtenues en résolvant le 
système linéaire { CUt) cos(t) + C� (t) sin(t) = 0 

-C� (t) sin(t) + C� (t) cos(t) = sin3 (t) . 

En sommant ces deux équations après avoir multipliée la première par sin(t) 
et la seconde par cos(t) , on obtient 

C� (t) = cos(t) sin3 (t) 

d 'où on déduit que C2 (t) = j- sin4 (t) + K, K E R On prend K = O. En faisant 
la différence de ces deux équations après avoir multipliée la première par cos(t) 
et la seconde par sin(t) , on obtient 

c� (t) = - sin4 (t) . 

Pour calculer cette primitive , on linéarise sin4 (t) en utilisant les techniques 
présentées p. 162 .  On a 

C1 (t) = - j sin4 (t) dt = - � t - � j cos(4t) dt + � j cos(2t) dt 

= - �t - _!__ sin(4t) + � sin(2t) + K. 8 32 4 

On en déduit qu 'une solution particulière de l 'équation différentielle (E) a pour 
expression 

</>1 (t) = ( - i t - l2 sin(4t) + j- sin(2t) ) cos(t) + j- sin5 (t) . 

La solution générale de l 'équation différentielle (E) est donc 

Cette expression , bien que différente de celle obtenue à l 'exercice 5, fournit 
toutefois la même solution générale pour l 'équation différentielle (E) . On pourra 
s 'en assurer en ayant recours aux formules trigonométriques pour montrer que 

</>1 (t) = C1 cos (t) + (C2 + :{2 ) sin(t) - i t cos (t) + 3
1
2 sin (3 t) . 

On obtient l 'expression trouvée à l 'exercice 5 en remarquant que puisque C2 
est une constante, C3 = C2 + :{2 est également une constante. 
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Solution de l'exercice 7 

1 - Désignons par F une primitive sur� de t f-+ eat cos((3t) . En primitivant par 
• (55) b . Till parties , on o tient pour t E JN.. , 

F(t) = J eat cos((3t) dt = ± eat cos((3t) + � J eat sin((3t) dt. 

En intégrant une seconde fois par parties, il vient 

F(t) = J eatcos((3t) dt = ±eatcos((3t)+�(±eatsin((3t)-� J eatcos((3t) dt) . 

=F(t) 
On en déduit que F( t) = 0/:t (3 2  (a cos((3t) + (3 sin((3t)) . 

2 - Dans le cas où L = 0, l'équation différentielle (E) s'écrit 

q'(t) + R
l
C q(t) = w;:, cos(wt). 

L'équation homogène associée admet pour solution 

qo: t E � f-----+ 11,e-t/(RC), "'E R 

Pour déterminer une solution particulière de l'équation différentielle (E) , on 
utilise la méthode de la variation de la constante. On cherche une solution de 
la forme qi : t E � f-+ K(t) e-t/(RC). Pour tout t E �' on a 

et 

q� (t) = - �� e-t/(RC) + 11,' (t) e-t/(RC) 

1 K'(t) 
q�(t) + 

RC qi(t) = - RC e-t/(RC). 

On en déduit que pour que qi soit solution de l'équation différentielle (E) il 
faut que 

K'(t) - wv et/(RC) cos(wt) - R . 

D'après la question 1 considérée avec a = 1/ RC et (3 = w, on a 

K(t) = 1 +:��2C2 et/(RC) (cos(wt) +wRCsin(wt) ) .  

La solution générale de l'équation différentielle (E) sous l'hypothèse L = 0 est 
par conséquent 

q: t E � f-----+ 1 +:��2C2 et/(RC) (cos(wt)+wRCsin(wt) ) +11,e-t/(Rc), "'E �. 

L'unique solution vérifiant q(O) = 0 correspond à la valeur "' = - 1 + :��2 C2• 

<55> Voir la proposition 18.12 p. 913. 
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3 - Si L E R+, l'équation différentielle (E) est une équation différentielle linéaire 
du second ordre à coefficients constants. L'équation différentielle homogène 
associée est 

1 (Eo) Lq"(t) + Rq'(t) + Cq( t) =O. 

Elle admet pour équation caractéristiques Lx2 + Rx + tJ = O. Sous l'hypothèse 
R2 -4L/C > 0, l'équation caractéristiques admet deux racines réelles distinctes 
qui sont 

-R + y'R2 -4L/C 
ri = 2L et 

-R-y'R2 -4L/C 
r 2 = 2L . 

On en déduit que la solution générale de l'équation différentielle (Eo) est 

Puisque iw n'est pas racine de l'équation caractéristique, on cherche une solu
tion particulière de l'équation différentielle (E) de la forme 

qi(t) = ôcos(wt) + ')'sin(wt) 

q�(t) = -ôwsin(wt) + ')'wcos(wt) 
et q�(t) = -ôw2 cos(wt) - ')'w2 sin(wt). 

Pour que q1 soit solution de l'équation différentielle (E), il faut que 

( � + Rw')' -Lw2 ô) cos(wt) + (� - Rwô -Lw2')') sin(wt) = wv cos(wt). 

Les réels ô et 1' doivent donc être solution du système linéaire 

{ (1/C -Lw2) ô + Rw1' 

-Rwô + (1 /C -Lw2) 1' 

En résolvant ce système, on trouve 

ô = wvp 
P2 + R2w2 et 

wv 

0 

où p = l/C - Lw2. Finalement, la solution générale de l'équation différen
tielle (E) est 

lID wvp ( ) w2vR . ( ) , r1t r2t t E JI". f----+ 2 R2 2 cos wt + 
2 R2 2 sm wt + Ae + µe p+ w p+ w 
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Solution de l'exercice 8 

1 - a) L'intégrale généralisée fx+oo sint(t) dt n'est pas absolument convergente 
(ce résultat à été établi p. 979 à l'aide du critère de Cauchy). Pour montrer 
qu'elle converge, notons qu'en intégrant par parties, on a 

1 +00 sin(t) 
dt= 

[cos(t) ] +oo 
+ 1 +00 cos

2
(t) 

dt. 
X t t X X t 

D' t l" cos(t) 0 D' t t une par , tmt->+oo -t -= . au re par , 

et l'intégrale 1 +00 1 
- dt 
t 2  X 

converge . 

On déduit des critères de comparaison <56) que l'intégrale généralisée fx+oo sint(t) dt 
est une intégrale convergente. Par conséquent, u(x) est défini pour tout réel x 
strictement positif. On procède d'une manière analogue pour montrer que v(x) 
est défini pour tout réel x strictement positif. 

b) Les seuls résultats connus sur la dérivabilité des fonctions définies par une 
intégrale concernent l'intégrale de Riemann et non les intégrales généralisées. 
On se ramène à cette situation en remarquant que pour tout x E IR+ on a 

u(x) = 1 1 sin(t) 
dt+ 

f,+oo sin(t) 
dt= u(l) 

- f, x sin(t) 
dt. 

X t 1 t 1 t 

L'application u s'interprète donc comme l'opposée de l'intégrale indéfinie<57l 

associée à t E IR+ r--; si�(t). Cette application est continue, donc d'après la 
proposition 18.8, on peut affirmer que u est dérivable sur JO, +oo[ avec 

u'(x) = 
_ sin(x)

. 
X 

De manière analogue, on a pour tout x E IR+ 

v(x) = 1 1 cos(t) 
dt+ 

f,+oo cos(t) 
dt= v(l) 

- f, x cos(t) 
dt. 

X t 1 t 1 t 

L'application v s'interprète donc comme l'opposée de l'intégrale indéfinie asso
ciée à t E IR+ r--; 

co�(t). Cette application est continue, donc d'après la propo
sition 18.8, on peut affirmer que v est dérivable sur JO, +oo[ avec 

<55l Voir le théorème 19.2 p. 983. 

v'(x) = 
_ cos(x)

. X 

<57l Voir p. 902 pour la définition de l'intégrale indéfinie. 
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c) Considérons l'application cp : t E JR+ r--+ sin
t
(t) prolongée par continuité 

en 0 en posant efJ(O) = 1. Cette application est continue; elle est par conséquent 
Riemann intégrable sur l'intervalle [ü, 1]. Pour tout x E JR+, on a 

u(x) = u(l) - Jx 
cp(t) dt 

donc u admet une limite en 0 si l'intégrale indéfinie <I> associée à cp admet une 
limite en O. D'après la proposition 18.7, <I> est continue sur [ü, 1]. Elle admet 
donc une limite à droite en 0, ce qui est par conséquent également le cas de u. 

d) Pour tout x E JR+, on a ln(x) = Jt t dt. On en déduit que 

v(x) + ln(x) 
lx cos(t) lx 1 

v(l)- -- dt+ - dt 
1 t 1 t 

v(l) + r 1 - cos(t) 
dt 11 t 

r= cos(t) 
dt+ r 1 - cos(t) 

dt. 11 t 11 t 

(15) 

Pour montrer que v est équivalente à l'opposé de la fonction logarithme dans 
un voisinage à droite de 0, il faut montrer que 

Comme pour x E JR+, on a 

lim 
v(x) = 1. 

x->O+ - ln(x) 

v(x) v(x) + ln(x) 
- ln(x) 

= 
- ln(x) 

+ 1' 

si on montre que v(x) + ln(x) admet une limite à droite en 0 alors on pourra 
1 1. v(x) _ l conc ure que tmx_,0+ - ln(x) - . 

Considérons l'application 7/J : t E]O, 1] r--+ 
l-c�s(t). Elle est continue sur JO, 1] 

et comme 1 - cos(t) rv � t2 , on a limt_,o+ 'ljJ(t) =O. On peut donc prolonger 
0 

par continuité l'application en 0 en posant 7/J(O) = O. La relation (15) indique 
que v(x) + ln(x) - v(l) s'interprète comme l'intégrale indéfinie associée à 7/J. 
Comme 7/J est continue sur [ü, 1], elle est Riemann-intégrable sur [ü, 1] et d'après 
la proposition 18.7, son intégrale indéfinie est continue sur [O, 1]. On en déduit 
que v(x) + ln(x) admet une limite à droite quand x tend vers O. On peut donc 
affirmer que v(x) rv - ln(x). o+ 
2 - On a montré que les applications u et v sont définies sur JR+, dérivables sur 
cet intervalle, de dérivées 

, TlD * sin ( x) 
U : X E  li"-+ f----> --

X 
et , • 1lll * cos(x) 

V . X E  il"-+ f----> ---. 
X 
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Les deux fonctions u' et v' étant indéfiniment dérivables sur JO, +oo[, on en 
déduit que les fonctions u et v sont de classe C00 sur JO, +oo[ et par conséquent 
que f est de classe C00 sur JO, +oo[. Calculons les dérivées de f. Pour tout 
x EJO, +oo[, on a 

J' (x) u' (x) cos(x) - u(x) sin(x) - v' (x) sin(x) - v(x) cos(x) 

Puis, 

sin(x) cos(x) 
--- cos(x) - u(x) sin(x) + -- sin(x) - v(x) cos(x) 

X X 

-u(x) sin x - v(x) cos(x). 

J"(x) -u'(x) sin(x) - u(x) cos(x) - v'(x) cos(x) + v(x) sin(x) 
1 . - + v(x) sm(x) - u(x) cos(x). 
X 

On en déduit que pour tout x EJO, +oo[ 

1 
J"(x) + f(x) = -, 

X 

autrement dit que f est solution de l'équation différentielle (E). 

On a 

u(x) = r= sin(t) 
dt et lx t 

Il est donc clair que 

v(x) = r= cos(t) 
dt. lx t 

lim u(x) = 0 et lim v(x) =O. 
x�+oo x�+oo 

Puisque les fonctions sinus et cosinus sont bornées, on en déduit que 

lim f(x) = O. 
x�+oo 

3 - a) L'équation caractéristique associée à l'équation différentielle (E) est 
x2 +1 = O. Elle admet deux racines complexes conjuguées i et -i. On en déduit 
que la solution générale de l'équation différentielle homogène associée à (E) est 

<Po : t E lR 1-+ A cos(t) + B sin(t), (A, B) E IR2. 

b) Les fonctions sinus et cosinus n'ayant pas de limite en +oo, la fonction 
<Po ne peut avoir de limite en +oo que si A = B = O. On peut établir plus 
rigoureusement cette affirmation en utilisant le fait que la fonction <Po admet 
une limite e en +oo si et seulement sicssJ pour toute suite (tn)n tendant vers 
+oo, la suite de terme général <Po(tn) tend verse. 

(ss) 
Voir la proposition 13.11 page 604. 



1082 Solution des exercices 

- La suite (an)n de terme général Œn = 27rn tend vers +oo. Pour tout n E N, 
on a if>o(an) = A. 

- La suite (f3n)n de terme général f3n = 7r/2 + 27rn tend vers +oo. Pour tout 
n E N, on a c/>o(f3n) =B. 

On en déduit que si A f:. B, la fonction if>o ne peut avoir de limite en O. 
Supposons donc que A= B. 

- La suite bn)n de terme général "fn = 71" / 4 + 27rn tend vers +oo. Pour tout 
n E N, on a if>o('Yn) = 2A/./2. 

- La suite (ôn)n de terme général ô57r/4+27rn tend vers +oo. Pour tout n E N, 
on a c/>o(ôn) = -2A/./2. 

On en déduit que si A f:. 0, la fonction if>o ne peut avoir de limite en O. Si 
A= B = 0, cette limite vaut 0 car on a alors la fonction nulle. 

c) D'après ce qui précède, f est une solution de (E) ayant une limite 0 
en +oo. Supposons qu'il existe une seconde fonction g solution de (E) ayant 
une limite finie en +oo. La fonction f - g serait alors solution de l'équation 
différentielle (Eo) et aurait une limite finie en +oo. D'après ce que l'on vient 
d'établir, la seule solution de l'équation différentielle (E) ayant une limite finie 
en +oo est la fonction nulle. On a donc f = g. On en conclut qu'il existe une 
unique solution de (E) ayant une limite finie en +oo. Puisque f vérifie cette 
propriété, l'unique solution est f. 

4 - Pour tout réel x strictement positif, 

f(x) = u(x) cos(x) - v(x) sin(x). 

On a v(x) "' - ln(x) et sin(x) "' x. On en déduit que o+ o+ 

lim v(x) sin(x) = - lim x ln(x) =O. 
x--->O+ x--->O+ 

Par ailleurs, lorsque x tend vers 0, cos(x) tend vers 1 et u(x) admet une limite 
finie u(O). On en déduit que 

lim f(x) = u(O). 
x--+O+ 
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d'ordre 2, 495 
d'ordre 3, 498 
d'ordre n, 502 
d'un système 2 x 2, 488 
d'un système 3 x 3, 492 
d'une matrice d'ordre n, 504 

Développement 
asymptotique, 840, 842 
de Taylor, 791 
limité, 815 
limité généralisé, 840 

Degré d'un polynôme, 222 
Densité, 114 
Diagonale principale, 416, 417 
Diagonalisation, 561 
Diagramme 

cartésien d'une relation, 34 
de Venn d'un ensemble, 24 
sagittal d'une relation, 34 

Difféomorphisme, 917 
Différence d'ensembles, 28 
Dimension, 341 
Direction asymptotique, 853 
Discontinuité, point de, 618 
Discriminant d'un trinôme, 148 
Distance, 109 
Distributivité, 65 
Divergence 

d'une intégrale, 966 



d'une suite, 172 
Dividende (dans OC[X]), 228, 233 
Diviseur (dans OC[X]), 228, 232, 233 
Diviseur de zéro, 73 
Division (dans OC[X]) 

euclidienne, 228 
puissances croissantes, 233 
puissances décroissantes, 231 

Dominée, 721 
Données 

d'un système linéaire, 515 
d'une équation, 39 

Droite vectorielle, 320, 323, 343 

Échelle de comparaison, 856 
Écriture 

cartésienne (dans <C), 135 
polaire (dans <C) , 141 
trigonométrique (dans <C), 140 

Élément 
absorbant, 68 
d'un ensemble, 23 
minimal, maximal, 95 
neutre, 60 
nilpotent, 75 
propre 

d'un endomorphisme, 543 
d'une matrice, 551 

simple, 283 
symétrisable, symétrique, 60 

Endomorphisme, 62, 372 
diagonalisable, 561 
nilpotent, 376, 442 
trigonalisable, 569 

Ensemble, 23 
équipotent, 44 
de définition, 36 
de dérivabilité, 751 
des invariants, 384 
des opposés, 384 
des parties d'un ensemble, 25 
disjoint, 27 
fermé, 117 
fini, infini, 24 
ouvert, 117 
quotient, 57 
structuré, 58 

Index 

vide, 24 
Équation 

algébrique, 241, 552 
homogène, 518 
impossible, 39 
possible, 39 

Équivalence, 6 
de fonctions, 722 
de suites, 736 

Équivalent, 844 
Espace 

propre, 551 
Espace vectoriel, 309, 588 
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de dimension finie, infinie, 339 
Exponentielle 

complexe, 1032 
réelle, 667 

Extension de loi, 59 
Extractrice, 194 
Extremum, 773 

Famille 
de vecteurs, 315 
génératrice, 322, 328 
liée, libre, 329, 331 

Fermé, 117 
Fonction, 34 

en escalier, 888 
monôme, 227 
polynomiale, 227 
spéciale, 937 

Forme 
antisymétrique, 493 
bilinéaire, 493 
bilinéaire alternée, 493 
canonique d'un trinôme, 148 
linéaire, 369 
multilinéaire, 500 
multilinéaire alternée, 500 
trilinéaire, 495 
trilinéaire alternée, 495 

Formule 
de Stirling, 205 
d'Euler, 141 
d'intégration par parties, 919, 

973 
de Binet, 411 
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de Cramer, 522 
de la moyenne, 934 
de Leibniz, 761 
de Maclaurin, 239, 792 
de Moivre, 142 
de primitivation par parties, 

913 
de Taylor 

à reste intégral, 935 
pour les polynômes, 240 

de Taylor-Lagrange, 789 
de Taylor-Young, 821 
de Viète, 248 
du binôme de Newton, 103, 793 

dans C, 136 
dans un anneau, 77 
pour les matrices, 428 

du changement de variable, 
914, 916, 921, 970 

du triangle de Pascal, 76 
Fraction rationnelle, 274 

Géométrique, suite, 202 
Graphe d'une relation, 33 
Groupe, 63 

commutatif, 63 
linéaire, 374 
linéaire d'ordre n sur JK, 453 
multiplicatif d'un corps, 79 

Homéomorphisme, 917 
Homomorphisme 

d'ensembles structurés, 62 
Homothétie vectorielle, 380 
Hyperplan vectoriel, 343 
Hypothèse de récurrence, 20 

Image 
d'un élément, 33 
d'un ensemble, 36 
d'une application, 36 
d'une application linéaire, 382 
directe, 36 
réciproque, 36 

Impaire, 590 
Implication, 6 

contraposée, 12 

réciproque, 7 
Impropre, intégrale, 965 
Inégalité 

de Cauchy-Schwarz, 106, 901 
triangulaire, 108 

Inclusion 
d'ensembles, 24 
stricte d'ensembles, 25 

Inconnue 
d'un système linéaire, 515 
d'une équation, 39 

Indéterminée, 226 
Indice de nilpotence 

d'un endomorphisme, 377 
d'une matrice carrée, 427 

Infimum, 96 
Injection, 42 
Intégrable 

au sens de Riemann, 892 
localement, 965 

Intégrale 
convergente, 966 
courbe, 1010 
de Bertrand, 977 
de Fresnel, 991 
de Riemann, 892, 976 
généralisée, 965, 966 
impropre, 965 
indéfinie, 902 

Intégration, par parties, 919 
Intérieur, 118 
Intermédiaire, théorème des va

leurs, 624 
Intersection 

d'ensembles, 27 
de sous-espaces vectoriels, 321 

Intervalle, 116 
Involution linéaire, 380, 385 
Isomorphisme, 372 

L'Hôpital, règle de, 780 
Legendre, polynôme, 803 
Liée, famille, 329 
Libre, famille, 329 
Limite 

à gauche, à droite, 613 
d'une application, 597 



d'une suite, 172 
Linéaire 

équation différentielle, 1011 
application, 369 

Lipschitzienne, 629 
Localement intégrable, 965 
Logarithme 

de base a, 666 
népérien, 663 

Loi de composition externe 
sur IK[X], 224 
sur Mn,p(IK), 419 

Loi de composition interne, 58 
sur IK[X], 222, 224 
sur Mn,p(IK), 418 
sur Mn(IK), 425 

Lois de Morgan 
pour les assertions, 10 
pour les ensembles, 30 

Méthode 
des rectangles, 932 
des zéros échelonnés, 345 
variation de la constante, 1021 

Majoré 
application, 593 
ensemble, 95 
suite, 179 

Majorant, 95 
d'une suite, 179 

Matrice 
égale, 417 
élémentaire, 420 
équivalente, 469 
antisymétrique, 424 
associée à une application li-

néaire, 429 
carrée d'ordre n, 416, 417 
colonne, 416, 417 
de passage, 458 
diagonale, 417, 562 
diagonalisable, 562 
identité d'ordre n, 416, 417 
inverse, 448 
inversible, 448 
ligne, 416, 417 
nilpotente, 427, 442 

Index 

nulle, 416, 417 
régulière, 448 
rectangulaire, 415 
semblable, 469 
singulière, 448 
symétrique, 424 
transposée, 422 
triangulaire, 418 
trigonalisable, 569 

Maximum, 773 
Mineur, 509 
Minimum, 773 
Minoré 

application, 594 
ensemble, 95 
suite, 179 

Minorant, 95 
d'une suite, 179 

Module 
d'un complexe, 138 
de continuité, 641 

Modulo, 57 
Monôme, 222 
Monotone 

application, 591 
suite, 187 

Morphisme 
d'anneaux, de corps, 81 
d'ensembles structurés, 62 
d'espaces vectoriels, 369 
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Moyenne 
arithmético-géométrique, 194 
formule, 934 
valeur, 934 

Multiplicité 
d'un pôle, 277 
d'une racine, 244, 277 
d'une valeur propre, 555 

Négligeable, 717 
Nature 

d'une intégrale généralisée, 
966, 983 

d'une suite, 172 
Nombre 

algébrique, 102 
complexe, 134 
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conjugué, 137 
imaginaire pur, 135 

d'or, 411 
de Fibonacci, 318 
de Lucas, 318 
de Pell, 318 
irrationnel, 102 
rationnel, 93 
transcendant, 102 

Noyau, 382 

Ordre de multiplicité 
d'un pôle, 277 
d'une racine, 244, 277 
d'une valeur propre, 555 

Ouvert, 117 

Périodique, Période, 590 
Pôle d'une fraction rationnelle, 277 
Paire, Parité, 590 
Partie, 24 

entière 
d'un réel, 110 
d'une fraction rationnelle, 

279 
génératrice, 325 
libre, 332 

Pas (d'une subdivision), 887 
Permutation, 49 

identique, 49 
impaire, 51 
paire, 51 

Plan vectoriel, 323, 343 
Point 

adhérent, 119 
d'accumulation, 119 
d'inflexion, 777 
de discontinuité, 616 
discontinuité, 618 
fixe, 630 
intérieur, 118 
isolé, 119 

Polynôme 
caractéristique, 552 
dérivé, 236 
de Lagrange, 258 
de Legendre, 803 

divisible, 232 
formel, 221 
générateur, 227 
irréductible, 232 
multiple, 232 
normalisé, 222 
nul, 221 
premier, 232 
réductible, 232 
scindé, scindable, 249 
unitaire, 222 

Prédicat, 4 
composé, 4 
incompatible, 10 
logiquement équivalent, 7 

Primitive, 907 
Principe du tiers-exclu, 3 
Produit cartésien d'ensembles, 31 
Projecteur, 380, 385 
Projection vectorielle, 377, 383, 

385, 432 
Prolongement par continuité, 622 
Propriété 

d'Archimède, 102 
des segments emboîtés, 197 

Quantificateur, 12 
Quotient (dans OC[X]), 228 

Résidu à un pôle, 289 
Règle 

de Bioche, 944 
de L'Hôpital, 780 
de Sarrus, 499 

Racine 
n-ième, 150 

d'un réel, 111 
de l'unité, 151 
fonction, 661 
primitive de l'unité, 156 

d'un polynôme, 241 
d'une fraction rationnelle, 277 
deuxième, 145 
simple, multiple, 244, 277 

Raisonnement 
par analyse-synthèse, 403 
par contraposée, 16 



par contre-exemple, 19 
par hypothèse auxiliaire, 16 
par l'absurde, 17 
par récurrence, 19 

Rang, 171 
d'un système linéaire, 519 
d'une application linéaire, 395 
d'une famille de vecteurs, 344 
d'une matrice, 443 

Rangée d'une matrice, 415 
Rectangles, méthode des, 932 
Relation, 33 

d'équivalence, 57 
d'ordre, 94 
d'ordre total, 95 
de Chasles, 899 
de congruence, 58 
réflexive, 57 
symétrique, 57 
transitive, 57 

Reste 
dans OC[X], 228, 233 
de Taylor, 791 

Riemann 
critère, 987, 988 
intégrale de, 976 
somme, 927 

Runge, phénomène de, 788 

Second membre 
d'un système linéaire, 515 
d'une équation, 39 

Semi convergence, 990 
Signature d'une permutation, 51, 

498, 500 
Singleton, 24 
Sinus hyperbolique, 676 
Solution 

banale ou triviale, 518 
d'un système linéaire, 515 
d'une équation, 39 
générale, 1010 
particulière, 1010 

Somme 
de Riemann, 927 
de sous-espaces, 351, 548 
directe, 351, 548 

Index 

Sous-ensemble, 24 
Sous-espace propre, 547 
Sous-espace vectoriel, 319 

engendré, 322, 328 
supplémentaire, 351, 548 

Sous-famille de vecteurs, 315 
Sous-suite, 194 
Spectre d'une matrice, 551 
Stationnaire, suite, 171 
Stirling, 205 
Subdivision 

adaptée, 888 
d'un intervalle, 887 

Suite, 171 
adjacentes, 191 
arithmétique, 201 
bornée, 178 
convergente, 172 
de Cauchy, 198 
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de Fibonacci, 318, 392, 400, 
411 

divergente, 172 
extraite, 194 
géométrique, 202 
limite, 172 
majorée, 179 
minorée, 179 
nature, 172 
stationnaire, 171 

Supremum, 96 
Sur-famille de vecteurs, 315 
Surjection, 43 
Symétrie vectorielle, 377, 384, 432 
Symbole, de Kronecker, 417 
Système linéaire, 515 

équivalent, 516 
carré, 515 
déterminé, indéterminé, 516 
de Cramer, 521 
de type (n,p) ou n x p, 515 
homogène, 515 
rectangulaire, 515 
sous/sur abondant, 515 

Table de vérité, 5 
Tangente hyperbolique, 676 
Tautologie, 9 
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Terme d'une matrice, 415 
Théorème 

Cauchy, 1063 
d'Abel, 991 
d'encadrement, 185, 605 
de Bolzano-Weierstrass, 197 
de Cauchy, 1025, 1045 
de d'Alembert-Gauss, 251 
de Grassmann, 355 
de la base incomplète, 339 
de Rolle, 766 
des accroissement finis, 769, 

779 
des valeurs intermédiaires, 624 
du rang, 395 

Trace d'une matrice, 4 73 
Transposition, 49 
Triangle de Pascal, 77 
Trigonalisation, 569 

Uniforme continuité, 627 
Union d'ensembles, 27 
Unité imaginaire, 134 

Valeur 
absolue, 107, 749 
d'adhérence, 195 
moyenne, 934 
propre, 551 

d'un endomorphisme, 543 
simple, multiple, 555 

Valuation d'un polynôme, 222 
Vandermonde, 783 
Vecteur 

colinéaire, coplanaire, 333 
d'un espace vectoriel, 309 
générateur, 325 
linéairement dépendant, 329 
propre 

d'un endomorphisme, 543 
d'une matrice, 551 

Voisinage, 116 
au, sur un, 717 
de l'infini, 120 

Zéro, 636 
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