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Diagonalisation des
endomorphismes

1. Rappels de cours

2) Rappel des principales définitions et propriétés.

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n.

Soient fun endomorphisme de E et A sa matrice dans une base de E.

Soient 7 un vecteur non nul de Eet A € K.

1) Deéfinitions

’ m am e

On dit que z est un vecteur propre de f associé a la valeur propre A si et seulement si :
flz)=Az.

» Ecriture matricielle ,

Le vecteur z est un vecteur propre de A
Az = A%

associé a la valeur propre A si et seulement si:

ou
(A—ADz = 0.

P Sous-espace propre’

On appelle sous espace propre de A associé a la valeur propre A, I'espace vectoriel

E, = ker(A— ).
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*) EmE=dmie(A-AJ)+ Smbe(d - AJ) ¢+ GmbeiA-AT).

» Constguence

4 admet w valewss propres distinctes. alors 4 et Gagomalicable.
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c, Applications de la diagonaiisation

Dans ce qm swit. A est une matres dasemaliesbie ‘A W mseToTNe B e
valeurs propres et P ane matrice nversibie meile ome

. ]
' e
AP —
]
} ¥
1) Puissance d nne matrice
Pourtout me N
X 6 ¥
q_ ‘:"
-!"' = P F e B
i
<
1] ] %

2) Suite définie par une relation de récurrence
Soit (Uy) la suite définie par [, € B" et lnrelation 0, . — 40, peur B =N
Le terme général [y de cette snite est défini par-

e =A'E,

3) Résolution d'éguations différentielles
Soit Z, un vecteur fixé de B
La solution du probléme de Canchy suivant -
dZ
= &%
‘f) t)
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Algebre

2. Enoncés des exercices

Exercice 1
s |

Trouver les couples (z,y) dans C? tels que la matrice A=|1 y 1| admette le vec-
| N S |

teur |2| pour vecteur propre.

Exercice 2
Soit E = vect{f, :z— f(z) =€, 0<k < 4} et l'application ® définie par:

Vf € E, &(f) = " — 3f' +2f.

1) Veérifier que, pour tout f € E, f"”" —3f' +2f € E.
2) Montrer que ® est un endomorphisme de E.

3) Pour 0 <k <4, calculer &( fi) et en déduire les valeurs propres de ® et une base
de vecteurs propres de E.

Exercice 3 _;
Ses T2 ,
o y e 1 |
n t = L
R B E R
A o .
\ Y,

1) Déterminer le polynome caractéristique de A puis les valeurs propres de A.
2) Déterminer une base de ker4 et de ker(A — 47 )

3) Donner alors une base de R* formée des vecteurs propres de A.

Que peut-on dire de 4?
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Exer

cice 4

Diﬂgonnlisvr les matrices suivantes:

a) A =

Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

EEe 010 1 ]
1 1 Yi;b) =1 0 1lic) A4=}-5 3 . -9
-2 0 -1 B ) 5 -3 3
2 0 0 -«
-1 a a
0 —«a
d) 4=|0 0 -a|;e) A=
a
0%
() 0

Exercice 5 Exemples de matrices non diagonalisables

1) Montrer que les matrices suivantes ne sont pas diagonalisables:

a) Ars

(£ S

1

-1 2 1|;b) 4 =1

L J e |

1

1.0
(1 80 g 3
-2 2

2) Montrer que la matrice suivante est non diagonalisable sur R et diagonalisable sur C.

Exercice 6

9 0 0

Soit A=|1 4 0}

1548

A=

0
1

o
0

].

Diagonaliser A puis trouver une matrice M € M;(R) telle que M =A

Exercice 7
0
1
SOit A =
L(0)

1

(0))
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1) Calcmler D, = det{ A + 2cosif)l) par récmTence:
2) Ea déduire les valears propres de 4 4

Exercice 8 3
4 -1 -2

-1 3
1) Calculer £°.
2) Soit U, =|2| et (U,) Ia suite définie par U, = AU,

Déterminer U, en fonction de n L

Vbl

O= considére ks suite réelle (v, ) définie par:
o= 3w, F ., +3u,. (%, u, x, sont donnés). -e

A

43
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

{.

) Diagmmlisvr /

1
9) Résoudre le systeme différentiel: %(i) = AX(t).
3) Préciser la solution vérifiant: :
2= AX(t)
dt
] 1
X(0) = 2.
| 3

f.-—
Exercice 11
On se propose dans cet exercice de résoudre 'équation différentielle:

v -2~y +2y =0.

On note y une solution de cette équation différentielle et on pose:
y(t)
Z(t)=|y'(?) |-
y"(t)

1) Montrer qu’il existe une matrice A telle que %(t) = AZ(t). |
2) Calculer le polynome caractéristique de A. |
3) Diagonaliser A.

4) Résoudre le systéeme différentiel: %?-(t) = AZ(t).

5) En déduire la forme générale des solutions de I'équation différentielle:

ym _2yn X y; +2y=0.

6) Préciser celle vérifiant le probleme de Cauchy:

o 2oyl = y +2y =0
y(0)=1

y'(0)=4

y''(0) = 4.

1 5
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Algebre

Exercice 12 e .
Soit E = R,[X] 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal & 4 et goj
o1t = IK,|- B jec
: icati : E — E définie par:
'application u: E — F dé B ’ '
VP € R,[X], u(P) = X(X —1)P" — 4XP.

1) Veérifier que u est un endomorphisme de E. -
2) Soit B={g=1;6=X;e=X";6,=X";¢ = X'} la base canonique de
i 0l =1 =1 = e
A > 4 2 4
R,[X]. Décomposer dans la base B les polynémes u(e;) pour i € {1....,5}.
4 - . -
3) En déduire la matrice A de u relativement i la base B .

4) Diagonaliser A.

Exercice 13

Soit E' = R,[X] I'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal & n et soit

I'application ® définie par: e

% ibuss u(P)= (X —1)P".

Déterminer la matrice de u dans la base canoni

que de E et montrer que u est diagona-
lisable.

Exercice 14

Soit E =R, [X] 'espace vectoriel d
l'application & définje par:

VP €R,[X], ®(P) = (X +1)(X — 3)P’ — XP.

1) Soit P un vecteur propre de &, Montrer, en considérant les termes de plus haut
degré que deg P <1.

es polynomes de degré inférieur ou égal & n et soit

2) En déduire les valeurs propres et Jes vecteurs propres de .

h
Exercice 15

=120

Soit A=|2 2 _3 et ¢ l'endomorphisme associé & A dans la base canonique de R?.
=2 2%

Propres de A linéairement indépendants.

3) Compléter cette base en une base de R%

12
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

4) Ecrire la matrice de ¢ dans cette base.

»

5) Résoudre le systéme différentiel : d = AX.
't

Indication

On cherchera les solutions particuliéres des équations différentielles avec second

membre intervenant dans la question 5) sous la forme (at + A’

Exercice 16
On se propose dans cet exercice de résoudre I’équation différentielle:

y!ff_yr!+yf_y=0.

On note y une solution de cette équation différentielle et on pose:

y(t)

Z(t)=|y't)|-
y”(tJ
eyl A dzZ
1) Montrer qu'il existe une matrice A telle que Tit_(t) = AZ(t).
2) Calculer le polynome caractéristique de A.
3) Diagonaliser A.
. s 8

4) Résoudre le systéme différentiel E(t) = AZ(t).
5) En déduire la forme générale des solutions de I’équation différentielle:

y:rr_yfr+yr_y 2

6) Préciser celle vérifiant le probléeme de Cauchy:

'ym_yn_l_yf__y =
y(0)=0
y'(0)=2
v"(0) = 2.
13
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3. Corrigés des exercices

Exercice 1
11 s’agit de trouver trois réels z,y et la valeur propre associée A tels que:

2% 1551
1ylx2-—/\2
gl S |

On a donc:
z+5 1
1y IX[2 2y +4[= A|2].
i Bk | 3
- _-

On en dédmtlesystémehnémresmvant 3

N

]

L3 -.‘F{M in
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

De plus, pour tout fet g dans E et pour tout A dans R, on montre facilement que:
(S + g) = (f) + 2(9),
DA f) = AO().

On en déduit que @ est un endomorphisme de E.

3) On a facilement :

() = 0% fy,
) =1x4f,
®(f,) =2x f,,
(f) = 3x £y,
B(f,) = 4 £,

Comme la famille {f,, f.£.£,f;} est une base de E, alors, d’aprés les relations pré-
cédentes, elle est aussi une base de vecteurs propres de E. On en déduit que I'endo-
morphisme ¢ est diagonalisable et que ses valeurs propres sont:

{0,1,2,3,4}.

Exercice 3

1) Calculons tout d’abord le polynéme caractéristique de A:

(L= o 10 R 1 L @ et e
R Por . L W w1 ) P
deft o 1 T R s 1R
TR e T 15 Sl 1 S Tl
4D
TS P B T
SR 1Ty
AN e B Sl
S T
RS T A
ST e g
T ol PRI
Cosis— G,

15
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1
i | 1 |
Scfda il 1 X St
T gt (O |
CIP‘CI_Oz

‘ B3 1
T ST L T S|

’ L I P

bl : X s s S A0 N o — 1 || 2 o ( T e
" Ll i A '-_.“}:"r' s [ g (4 A)A b . L _(4 "'"&A)/\i,

;'-u:;"-.l ‘ I_.' (\,I;, ;;‘-? :‘. ‘::-:I §5

ble des valeurs propres de A est donc Sp(4) = {0,4}.
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

Soit (r,y,2,t) € ker(A — 41). Alors:

-3z +y+z+t=0
z—-3y+z+t=0
‘::+y—3z+t=0
z+y+2z-3t=0
c’est-a-dire:
[z +y+2-3t=0 : “:a,. :
z+y—32+4t=0 L - AT
b 3""3”__;'-!;§+t=0 1 Aty ¥ wgiel Wik ' e,
: -3z +y+z+t=0. gt re

La méthode du pivot de Gauss donnpﬁmbeq&ment* '
s+y+xa-f3t 0
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3) Une base de R* formée par des vecteurs propres \t‘je A est donc:

(-1 (-1) (-1) (1 E
1| lof]o]]n F
o Fla]'ol |y
o) o) (1] [t E

2 N2 -

On en déduit que la matrice A est diagonalisable.

Exercice 4
a) Diagonalisation de A 'I:;
e On calcule le polynome caractéristique de A4, . '
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

ker(4,) = ncf“

e Etude du sous- -€space propre associé & la valeur propre 1

Soit (r,y.2) € ker(A, —I). Alors, on a:

On en déduit que:

+z=0
+2z=0
-2z -2z =0,
soit :
{z +
On a donc:
zT=g
y=y ,(zy) R’
z2=-—x
On en déduit que:
10
ker(4, —I) = vect{| 0 |;|1
-1/ |0

b) Diagonalisation de A,

e On calcule le polynéme caractéristique de A, :
-A 1 0 AR ] D
det|{ 1 -2 1| =1 "=x 1

0 1 A D 1 =A
= (-)[N* - 1] (-
=-A +2-(=N)
=-)\*4+2)
=-A(\*-2)

On en déduit que les valeurs propres de A4, sont: 0,—/2,+2. De plus, comme
A, a ses valeurs propres deux a deux distinctes, alors A, est diagonalisable.

19
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A ik & o :

o Etude du sous-espace propre associ¢ & la valeur propre 0.

Soit (z.y.2) € ker(4,). Alors, on a:

y = 0
z4+2=0
y=0,
soit:
I=7T _._ :
’ = 0 s I E R— "
& ; ==z

N
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

On en déduit que:

ker(A4, — v2I) = vect

Sl -~ &~

e Etude du sous-espace propre associé a la valeur propre —/2 .
Soit (r,y.2) € ker(A_, - '\/51) Alors, on a:

ﬁ:::+y=0
:c+~/§y+z:{]
y+~/§z=0,

soit :
—«./53:+y=0
—y—2z=0
y+\/§z=0,

c’est-a-dire:

8
[

=
I
Sld = &<

,y€R%.

TN
Il

On en déduit que:

ik
2

ker(A, +2I) = vect{| 1 |t
-1
V2))

21
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e 1

¢) Diagonalisation de 4s
e On calcule le polynome caractéristique de Ay

il-X =5 5 1=A -5 5
dstl -5 8-2 L8| =532 =3 |,G+~G+0,
5 33kl 6 =3 3-)
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

puis:
11z -5y + 52 =0
3 8 0
WL
enfin: .
=)
y=2z,zeR.
2=
On en déduit que:
0
ker(4;) = vect {|1
1

e Etude du sous-espace propre associé a la valeur propre 1
Soit (z,y.z) € ker(A; —I). Alors, on a:
10z -5y +52 =0
-5 +2y—32=0

3Z—-3y+2z2=0

soit :
Sz —3y+22=0
-5z +2y—3z2=0.

10z — 5y +52=0

La résolution de ce systeme linéaire par la méthode de Gauss donne successivement :

5z —3y+2z2=0
—y—z=0
y+2=0

puis:
=y

y=y ,yER

2=—Y
23
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AR
On en déduit que:

ker(A, —I) = vect{| 1 |-
4

o Etude du sous-espace propre associé a la valeur propre 16

Soit (z,y,2) € ker(4; —161). Alors, on a:
—5z—-5y+52=0

-52—-13y—32=0 3

52 —3y—132=0

. 1'_.

soit :

—5z—5y +52=0
—8y—8z=0
-8 —82"—"0 ;
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

e Etude du sous-espace propre associé a la valeur propre ()
SOit (11 yyz) € ker(A‘). A.lors, on a:

—T+ay+a’z=0
—-az=(
z=0 '-
soit :
T=ay
y=y ,yeR _
¥ = e s
e Ty U e p’d : S %
On en déduit que: '

o Etude du sous-espace propre
Soit (’-f:y:z) € kﬂf(A‘ : "[%“
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e Etude du sous-espace
Soit (z.y,2) € ker(4, +1)- Alors, on a:

propre associé a la valeur propre -1.

ay+azz =0
y—az=0
2:=0
soit : 3
=z
r=0-,.‘1:GR.
3:0
On en déduit que:
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

On en déduit que les valeurs propres de A, sont ia et —ia (o = 0).

e Etude du sous-espace propre associé 3 la valeur propre io

Soit (z,y,2) € ker(A; —ial). Alors. on a:

—tar —at = ()
—tay—az =10
—ioy — qz =

—tar—at =0

soit
= — =
c'est-a-dire:
T =it
9 =z ‘
g =31 (Ht)E R
t=1t
On en déduit que:
i) (0
‘ of |i
ker(A, —ial) = vect olily
1l 10

e Etude du sous-espace propre associé a la valeur propre —ia
Soit (z,y.z) € ker(A; + ial). Alors, on a:

[iax —at =0

tay—az=0

iy —az =10

iar —at =0

soit :
iz—-t=0
iy—z2=0
iiy—z=0
iz—t=0
27
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Algébre

c'est-a-dire:

On en déduit que:
—] {0

ker(A, + ial) = vect |

1 0

Exercice 5
1) a) Etude de 4

® On calcule le polynome caractéristique de A, :

-A 1 1 =X 1 1
0+ 0 e ) ey NP
-A 1
:(1_)\) = 2—'A ,Cle—cl_}_cz
it
‘ T o
15 e |
= ]_._.A2
( ) L 25X

== -2 =12y,

On en déduit que A4, admet ype unique valeyr propre: 1.

* Etude dy SOus-espace propre associé ala

: valeur propre 1
Soit (z,y,2) e ker(4,

~1I). Alors, on 5.

‘3+y+z=0
‘$+y+2=0
20
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

soit :

L =i o ¥
vy=y ,(yz2)eR:
On en déduit que:
L
ker(A, —I) = vect{[1|;|0
0] |1

On remarque que:
dim ker(4, - I)=2= 3,

ce qui signifie que la dimension du sous-espace propre ker(A4, —I) est diffé-
rente de la multiplicité de la valeur propre 1 dans le polynéme caractéristi-
que. On en déduit que la matrice 4, n’est pas diagonalisable.

b) Etude de A,
e On calcule le polynéme caractéristique de 4, :

L-Xd =8 I=A 1050
detf 1 A 1 | =1:1" A 1 | Cre@Grli
1 -2 2-) 15 e
LA 1 S0
= 0 =X 1
—-14+X -2 2-)
< gl 0
=(1-A) 0 -2 1 ||Le—L+I
-1 -2 2-)
0 -1 2-)
S(T=AM:b A 1
-1 =2 2-]A
STy
ﬂ"(l"A) A 1 ,Cl"_cl‘*'clz
1-2 2=
—:(1“”‘)1 3 T |
=g -aflr = -2
29

Scanned by CamScanner



e
3

PR
s

On en déduit que 4 admet un unique valeur propre: 1. 4
o Etude du sous-espace propre associé & 1a valeur propre 1 3
Soit (z,y,2) € ker(A4, — 1 ). Alors, on a: ;
.y =0 I.
z—-y+2=0 3
z—2y+2=0 -
soit : :
T=-2 |
Ay = 0 ,z€ R. '-
o
~ On en déduit que: : .‘ 3
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

c'est-a-dire:

Soit :

On en déduit que: l : .

; % \!
Ul iy !

o Recherche du sous-espace propre associé a la valeur propre —i.

ker(As =5 If) = vect “

Soit (z,y,2) € ker(A; +iI). Alors, on a:

i.I—-y:O

z+iy=0
c'est-a-dire:

z+iy=0

T+iy=0,
soit :

=1y
oy er

V=Y
On en déduit que:

ker(A; + il ) = vect "-;]]

Exercice 6

Le polynome caractéristique de A est:
P(X)=(X-9)(X-4)(X-1).

Comme A a ses valeurs propres deux 4 deux distinctes, alors A est diagonalisable.

31
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e FEtude du sous-espace propre associé a

la valeur propre 9

Soit (z,y,2) € ker(A - 97). Alors, on a:

~r

0=0
r—-5y=0
r+y—82=0

e propre associé & la valeur propre 9 est:
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

o Etude du sous-espace propre associé a la valeur propre 1

Soit (2,y,2) € ker(A—1I). Alors, on a:

B3z =0
T+3y=0

soit:
I =
y=0,zeR
zZ =2

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est:

0
ker(A —I) = vect |0
1
On définit la matrice de passage P par:
20
P=ii4
151
L’inverse de la matrice P est donné par:
1 b
— 0 0
20
o SRR
15 38
ot laky
s U s 0 S
On a la relation suivante:
9 0 0
PlAP=A=|0 4 0|,
05051
33
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¢'est-a-dire: ‘I{-: :
9 0 0
Astplo. 4.0/ P,
0,05 1 ;
Posons N la matrice définie par:
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

1 0 0 0
1 2cosé 1 0
0 1 2cosl

2cosf 1 (0)
1
D, = 2cos 7] F Gt e b

1 0 0 0
(0) 1 2cosf l
B it 0 1 2cosf

Le premier déterminant ci-dessus est D, , puisqu'on I'a obtenu en supprimant la
premiére ligne et la premiére colonne de o 1)

Quant au second déterminant ci-dessus, on effectue a nouveau un développement
par rapport a la premiere ligne et on obtient:

| b ..l O i baaal
; 1 2cosf 1 0 : il : s v
0 1 20088 . = : : il
0 0 P i 2 geute, 0 1=Ds
: : - 1 .
B e o 0 0 1 2cosd

Ainsi, on obtient la relation de récurrence suivante,
D, =2(cos8)D, , — D, ,,

que l'on peut écrire:
D, —2(cos8)D,_, + D, , = 0.
e Calculons D, en fonction de n:
On a: D, =2cosf et D, = 4cos’d — 1.
Formons 'équation caractéristique de la suite (D, ) :
r* —(2cosf)r+1=0,

de déterminant: A = (2cosf)’ —4 = 4 (cos’0 — 1) = —4sin’§ < 0.
Deux cas se présentent alors, suivant que A =0 ou que A < 0, c’est-a-dire sui-
vant que 0 = km ou que 6 = km lorsque k € Z.

lercas: 0 =km k€ Z :
L’équation caractéristique a une solution double:

Ty = ._2_‘:0;..(.’:_1{.). = —cos(kr) = (----I)JH'1 5

3%
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=

On a donc: :
i vn € N*, D, =(a+bn)ry.
Calculons a et b.
Lorsque 8 = kn,k€Z,on 3‘.: = (_1)t et D, =4 ((—l)iﬂ)!
déduit le systéme linéaire suivant: o
(-1 (@a+b)= (-1
a+2b=3.
: La résolution de ce_syst{}me linéaire donne: ) ,
a+2b= 31 [..
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

I Ac 1 n Ty - £ 2
La résolution de ce systéme linéaire grace aux formules de Cramer donne:

=1
g ('059_
sin

On en déduit que:

Vn € N*, D, = cos(nf) + el sin (nf),
sin @

ou encore:

Vn e N*, D, = _ sinf cos(n#) + cosf sin (nﬂ) sin((n+1)6)
sin @ sin f :
2) On cherche les valeurs propres de A sous la forme A = —2cos6,.
On doit avoir D, =0, soit sin((n+1)6,)= 0, donc:

6, = km
n+1

,k€{0,...,n}u{n+1,....2n +1}.

De plus, 6, ne peut pas étre un multiple de 7 car, sinon, ’expression de D, dans
le cas exposé précédemment ou 6, =k, k € Z donnerait D, = (— 1)"*+D) (4p — 5)
qui est non nul, pour tout n € N*. Ainsi, k=0 et k= n+1.

On en déduit que:

LI v} U{n +2,....2n +1}.
n+1
En remarquant que:

—2008 — _2(:05@1

n+1 n+1

3

n+1 n+1
nm 2n+ 1)
il = —2c0§ ——,

2cosn+1 n+1

on déduit que:
A = ms___ ke {l,..,n}u{n+2,. 2n+1}]

{ =—2cos-—4-_—1 ke {1, ,n}}

37
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LespectredeAvéﬁﬁedonclamlationmﬁvante: ‘
kﬁ el

= - ,ke 1,-..,11 ]CSP(A). .

[J\‘Il 2006ﬂ+1 { } 4

Par ailleurs, vu que card Sp(A) < n et que: E

km 5 -
Cﬂrﬂ{& = -2008;:? ke {ll"'ln}] .

on en déduit que:

n+1'

Sp(A) = {,\, i M e {l,...,n}]. ;.

Exercice 8
1) Diagonalisation de A b \.
On calcule le polynome caractéristique de A: 5

L - — e
P ) o S
P i T, Ht'_’_}’ )
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

soit :
r=y
y=y,veER
2=y
On en déduit que:
d
ker(A —2I) = vect{[0|}.
1

o Recherche du sous-espace propre associé 4 la valeur propre 2.
Soit (z.y,2) € ker(A—3I). Alq:a,qn% _ : X ‘:
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&= 22
y=20 ,2€R
2=
On en déduit que:
1
ker(A —1I) = vect{|1|t.
1
Posons P la matrice définie par:
_ e 13 b
’ P=|1 0 0| £ )
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

2) Par récurrence sur n € N, on montre facilement que:

U, = A0,
Ainsi:
3)(21'; __‘1):3!: +2
VneN, U, = 2
X* ~2%3" +-2
.——-—-‘—"—'—
Exercice 9

1) Par récurrence, on montre facilement que:

g 350
VneN X,,,=|0 0 1 |X,.
3 1 -3

2) Diagonalisation de A
e (alculons tout d’abord le polynéme caractéristique de A :

-2 1 0 A 1 0
det| 0 -A 1 =0 =X 1 |G« C+C,+C,
3 1 =1=-A 3 1 =-3-A
1-x 1 0
s A
1-A 1 =-3-A

FEIREE o -
ey P I B G
T Al R
it % 0
{l= M1 N1
e e

=(1=-A)(-A-1)(=3-X).

On en déduit que les valeurs propres de A sont: 1,—1,-3. De plus, comme A a
ses valeurs propres deux a deux distinctes, alors A est diagonalisable.

41
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e Recherche du sous-espace propre associé a la valeur propre 1.
Soit (z,y,2) € ker(A+1 ). Alors, on a:

—z+y=0

—y+2=0
3z+y—42=0
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

e Recherche dun sous-espace propre associé a la valeur propre —3.

Soit (x,y.2) € ker(A4 + 3I). Alors, on a:

y+2=0
3z4+y=0

soit :
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1 t que
On a facilement q : R 0
A" = ("1)“ 0
o o 3
pujg,pommutnel!l:
A* =PA"P
r3 3 - 1— n _1____]"_ __1
-8-+'i'("‘1) '_"( 3) 2 2( )
1321, #n
3 3 a o e ¥
=[Z-SC1"+3 (3) 2+2( )
| T |
Aty "_.--3" ——=(-1)
k8+4( 1) 8( P e 2(

4) anuoemrn,onmontxefadlementque:

vneN, X, = A" Xy, 0'u Xy = |1 |,

donc, pour tout n € N,
vr 3"‘5(“1)' ("3)'

i 5y 4 )
(=11 +—=(—-3\
4( ) 8( 3)

1 1 SN

== —1) == n
gras 39
X 9 o
= —=(—1" +—=(=3"1 .
3 1 Y Y

Uy

%

-‘(—1)" +3(—3J' ﬂg
: 3-1»&(—-1)' 9(-3)’

%, Ly G0

1,& b 2-1)" 3(—3)7 :

8

8
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

¢est-a-dire:
vn € N, U, == — =(—3)" 4 (~1)"
4 T
: e ———
Exercice 10
1) Diagonalisation de A
e On calcule le polynéme caractéristique de A.
7T—A -5 -4 I A _4
det 4 —-2-X =4

Il
=
I
[
I
b
|
.

} 5 -5 —2-2A 5 -5 —2-)

C,—C +C,+0C,.
-2-X -5 -4
=[-2-A —2-)2 -4
S R T

=0 g oy 4

o
o
>
I
(]

SEosasln o 4

I —2—=X\
)
=(=2-A)A-2)(A-3).

: =(-2-)(A-2)

Les valeurs propres de A sont: 2,—2,3. De plus, comme A a ses valeurs propres
deux a deux distinctes, alors A est diagonalisable.

e Recherche du sous-espace propre associé a la valeur propre 2.
Soit (z,y,2) € ker(A—2I). Alors, on a:
5t —5y—42=0
4z—-4y—42=0
5z —5y—4z =0,
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

1
ker(A + 21) = vect Hl”
1

o Recherche du sous-espace propre associé a la valeur propre 3

On en déduit que:

Soit (z,y,2) € ker(A —3I). Alors, on a:

4z -5y —4z=0
4z —5y—42=0

51‘"‘59‘-52:0_

soit :
l‘lI - 5y —4z =0

r—y—2=0,

c’est-a-dire:

y=0
r=y++z,
soit, enfin:
=7
y=0,z€R.
=z
On en déduit que:
1
ker(A — 3I) = vect {|0
1
2) Résolution du systéme différentiel.
On pose P la matrice définie par:
BT o
Pe=0 SLasq:
1
47
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Cotte matrice est inversible et son fnverse esl
T R |

Plwml=1 1 1)
=l

avec:
2.0 0

-/P'l.‘lf;-U -2 Oné‘.’
0 40-3

Posons Z = pP2X. S
Lo systdme dmwh?‘- - Appqug s'éerire:

: aN L
5= Pap X,

e o P g

~F
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

On en déduit ques

3) On a:

1 A+B4+C
\'(ll) = 2 — ‘;l + B ;

4 B4 C
c'est-d-dire:
Am 9
B={
C=-=1.

On en déduit que:

-t + e~ oM
X(t) = [ =26 4 4e~*

4'!-11 =3 e.’!l

—_—

Exercice 11

1) On montre facilement que:

o D gl
T Oese 1 Z:
i -2 1 2
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E ingine’s & 2

2) On calcule le polynome caractéristique de A

oL S - (i
PUr B S S G (N B i R R il
=g 1 3=X -2 1 2-A
-2 1.5 0
=11=4 A 1
Ty e
B 0 4
—a-M1-A 1 |.G-G-¢
el 2-—2A
I £
£ -1 x-1 1
) o

=(1=-2)(=A-D2-]).
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes
On en déduit que:

1
ker(A —1I) = vect {[1}.
1

o Recherche du sous-espace propre associé a Ia valeur propre — 1
Soit (z,y,2) € ker(A +I). Alors, on a:

Z+y=0
y+z=0
—2z+y+32=0,

13

soit:
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s0l

y=2z

t

Scanned by CamScanner



Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

soIt :
g dX
]’ !i__ - -1
dt AP™X
c'est-a-dire:
d (P ¥ )
. 1
dit A(P A)
soit. enfin:
dZ
—x AL
2 dt
Posant Z = !:-_f ., on obtient:
23
Z; =z
z=-lz,
2; g 2z3!
c'est-a-dire:
Zl = Aet
%= Be™*
23 - Ceﬂ.

On en déduit que:
1 —1 1) A€ Ae' — Be™ +Ce*
X=PZ=|1 1 2||Be|=|Ae +Be™" +2C*|.
1 -1 4j|lce*| |Aée' —Be™ +4ce*

3) Ona:
& B T
X(0)=|4|=|A+B+2C|,
4J A—-B+4C
c'est-a-dire: _
A=1
1B=1
D=1
53
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On en déduit que: it A,

L SR L
Exercice 12

1) Soit P un polynome de degré inférieur ou égal a 4.
Le polynome P s'écrit alors:
% P(X) = aX* +Q(X),
o @ est un polynome de dégré inférieur ou égal a 3.
Ainsi: :
X(X )P -4XP = X(X-1){taX’ + QX)) - 4X (X" +Qx))
= (Xz ——X)(flaXs +Q’(.X))— 4X (aX" - Q(X))
= 4aX’ —daX* + (X* — X)Q'(X) ~ daX® ~ax¢
= —daX* +(X* - X)Q'(X) - 4XQ(X).
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

3) La matrice A de u est donnée par:

0 0 0 0
e TR R L
A=|0 =3.-9 'p
0 0. -2 =3
RN g

4) On voit facilement que les valeurs propres de v sont: 0,

=4

-1,-2,-3,—4. Comme les

valeurs propres de u sont deux & deux distinctes, alors A est diagonalisable.

e Recherche du sous-espace propre associé a la valeur propre 0.

Soit (z,y.2,t,v) € ker(A). Alors, on a:

[—4z-y=0
-3y—2z=0
| —22=-3t=0
—t—-4y=0
ce qui donne:
T—=9
y=—4v
1#=6v yeR
=—4v
v=2v
Ainsi:
(1
—4
ker(A) = vect{| 6
—4
1
c'est-a-dire:

ker(u) = vect {1—4X +6X2% —ax? +X“}= vect {(X -1)* }

55
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e Recherche du sous-espace propre
A+1). Alors, on a:

associé a la valeur propre —1

Soit (3:1 Y. % t, U) € ker(

(=0

-4z =0
|-3y—2=0
—22-2t=0
—t—-3v=0
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ce qui donne:

Ainsi:

c'est-a-dire:

Chapitre 1

V=19

ker(A + 2I) = vect |

=1

y=0

ey UER
=2

Diagonalisation des endomorphismes

ker(u + 21d; ) = vect {X2 LOX¥ o X4}: vect {XZ(X - 1)2}.

o Recherche du sous-espace propre associé 4 la valeur propre —3

Soit (z,y.2.t,v) € ker(A + 3I). Alors, on a:

ce qui donne:

Ainsi:

3z=0
-4z =10
=-3y—2=0
—22=0
—t—v=0

Il

[
S '8 i e

e o~ N © 8
]|
|
<

Il
=

ker(A + 31) = vect {

57
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% l:er(u+3lds)=vect{—X3 + X4 }=vect {X*(X - 1)},
e Recherche du sous-espace propre associé a la valeur propre —4
Soit (z,y,2,t,v) € ker(A + 4I). Alors, on a:
4z =0
—4z-y=0
“3y—-22=0
-2:-t=0
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

Ainsi, 12 matrice de u dans la base canonique de R, [X] est donnée par:

3= 0
1 . ~1
2
A= =k
k
-1
0 i
Les valeurs propres de A sont {0,1,2,...,n}. Comme les valeurs propres de A sont deux
3 deux distinctes, alors A est diagonalisable.

Cherchons un vecteur propre associé A la valeur propre k € {0,1,2,...,n}.

Soit P un vecteur propre de u. Alors, on a:

(X=1)P' =kP,
ce qui donne:
Vi o> 14,
Par Xy

soit:
P(X)=a(X -1)~.

Les vecteurs propres de A associés aux valeurs propres 0,1,2,..,n sont respective-

ment:

{I;X—l;(X—l)z;---;(X—U*?(X‘l)ﬂ}'

L’endomorphisme u est bien diagonalisable.

Exercice 14
1) Soit P un vecteur propre de ® associé a la valeur propre A. Notons p = deg P.

On a alors:

B(P) = (X —1)(X —3)P'— XP = AP.

Posons:

P(X) = X" +Q(X),

ol Q est un polynome de dégré inférieur ou égal & p—1.

59
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x -3)P' - XP— _ AP = 0 donc cette relation g’
(x*-2X - 3)(x7 +Q(X))-(X +A)(x'+
—(x*-2X- 3)(pX*" +Q'(X)- (X+,\)(p
=(p- o™ Cady —(2p+A) X" - -3pX*! |
+(x*-2X -3)Q(0) - (X +,\)

On remarque que (X —1)(
(x-1)(X 3P ~XP-AP=

=0.

- _ XP — AP étant le polynome nul, on en déd
polynome (X —1)(X 3P —
znssmﬁumtssuntnuls,etenpmﬁcuherque

p=1 et

2) D'.puhqmmpmédente p=1, donc degQ<p—-1=0, domlg

Quthpdynﬂme Notonsakn's :
VX eR, Q(X)=C.

ﬂunm.pourtom‘. XeR, QX)=C, akn-s,pmlrtout XeR, Q
m(X—l)(x _3)P'— XP— AP =0 sécrit plus simplement:

(x 1)(x -3)P' - XPﬂ)ﬂP ——(2+,\)x —-3- (X+A)c
- w-—;(-am.a Q)X - (3+w)
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

"SI - vecteur propre associé i ch: X s . Bl
Cherchons un propre associé a chacunes des valeurs propres trouvées précé-

(h.mnu'nl.

o lercas: A=1
Dans ce cas, ' = —3 et donc le polynéme P défini par:
P(X)=X-3
est un vecteur propre de ® associé A la valeur propre 1.
e Z2ecas: A=-3
Dans ce cas, €' =1 et donc le polynome P défini par:
P(X)=X +1
est un vecteur propre de ® associé a la valeur propre —3.
f

Exercice 15

1) On calcule le polynome caractéristique de A:

A=A 0 1-x 2 0
det| 2 2-2 -3 | =IO O G
= 2 1-A I5s e Ot — 1
1 0
=(1=A)1 2=-A. -8|,6; =€, =2C,
ka0 e X
108" -0
=(1=)a=A " =3
1 0 1-A
N
==M1-X)], 4 =E AT

Les valeurs propres de A sont donc: {0,1}.
o Etude du sous-espace propre associé a la valeur propre 1:

Soit (z,y,2) € ker(A—I). Alors, on a:

-2z +2y=0

2r+y—32=0

—2z4+2y=0
61
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r=9
y=y:!}€R-
z=Y

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 1est:
1

ker(A— I) = vect {[1]¢.
' 1

On remarque que dimker(A—1I)=1=2, cest-a-dire que dimke
différent de la multiplicité de la valeur propre 1 dans le potyn me
“que. Ainsi, A n'est pas diagonalisable.

2) Mamlemespammopreammé&lavahur propre 0.
S0t (5. 47) € br(4), Aldrsiion s &
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

3) Complétons ces deux vecteurs pour former une base de R® :

1
()npeutchoisir.parexemple,levectemc;.__ ol. o
0 s
1) La matrice de 4 dans cette base s'écrit : 0.7 »
e[1 0 4 b,
A=lo o gl )
00 a

En calculant 7r(A4). on en déduit que: a =1.
On érit Aey sous la forme: Ae; = el + fef +ef, oe'"qui’ donne” e syst

linéaire: 3 : g
maezpn

A
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CLi-i B &P

dX écrit donc: .
’ : ——it)= AX(t) s'écrit
L'équation — (t) k.
4X 1) = PA'PT'X(2), a8
dt b
soit : S
P_l dX(t) (P )(t) — A,P_I_X(t).

Posons Z = P'X. On en déduit que:
dZ /
—(t)=A"Z(1),
=0 ()

Clest-a-dire, en notant Z = (2, 2,%),;
#(t) = z(t) +62(t) (1)
gt)=—450t) (2

z(t) = z(t) (3)
- o Résolution de (3) _
~ La résolution de I'équation différentielle (3) donne facilement: 'u’i_ X3
allgde.) g

¥
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes
Ainsi:
2(t) = 6Ate' + Ce!
%(t) = —4A¢' + B
2(t) = Ae'.

Or. X est donné par:

X(t) = PZ(t),
donc:
z(t) = 6Ate' +Ce' 42 (—4Ae' - B)+ Ae'
y(t) = 6Ate’ +Ce' —44¢' + B
2(t) = 6Ate’ + Ce' + 2(-44¢' + B),
ou encore:
z(t) = 6Ate' —TAe' + Ce' +2B
y(t) = 6Ate' —4Ae' +Ce' + B
2(t) = 6Ate' —8Ae' + Ce' +2B.

e —

Exercice 16

1) On a:
0s A8
dz
—=|0 0 1|Z
dt
1 -1 1
2) On calcule le polynéme caractéristique de A:
-2 1 0 -A 1 0
1 -1 1-X 1 -1 1-A
1-2 1 0
=[1-A =-A 1
1-x -1 1-A
1% =1 0
=(1-A)1 =2 1 ,Cy — Gy, —C,
1 -1 1-A
65
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e

1 0 0
=(1-AN)1 —A-1
{Tagt 1-A
X=% 1
SHaAL g 12 ‘_

=1-N[-)a-2)+2]
=(1-2)( +1)
Les valeurs propres de A sont donc 1,—4,i. De plus, comme A a ses
deux 4 deux distinctes, alors A est diagonalisable.
3) e Re&uuheduamn@abepmpremciéahvaleurpmprel. 3
Soit (z,y,z) € ker(A—1I). Alors, on a:

e

iRy =0
e =0
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

soit

‘.‘95{-{1%“!'{‘ :

T =y
Y=Yy HyeR:
2 ==y

On en déduit que:
l
ker(A + i) = vect{| 1
e
Recherche du sous-espace propre associé a la valeur propre +i.

Soit (z,y,2) € ker(A —iI). Alors, on a:

—z+y=0
-y+2=0
z—y+(1-13)2=0,

soit:
y =4
1Z=1y
z=y—(1-1)z
c’est-a-dire:
T =iy
y=y ,yER
z=1y

On en déduit que:

—i
ker(A — il ) = vect [1] :

67
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4) On pose P la matrice définie par:

Cette matrice est inversible et son inverse est:

1
P=|1
1

=

i
1
—1

0

DO | = 1D |

B |

—4 1.
_.._+_
4 4"

=b 1.
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

(.‘{15( -ﬁ-dil'(‘ .

2 = Ae
oh = BF'_"
:-} — C{:”

On en déduit que:
I S5 LantERes
Z(t)=PX@t)=[1 1 1

Aﬁr - 'l.Bt'“" &y ?‘-C'(.’h'
| Be™ | =|Ae' + Be" + Cet
1 —3 4 i

b )| Ce® Ae' —iBe™ 4 jCet

3) On a:
0| [A+iB-iC
2(0)=|2|=|A+B+C |,
2| |A-iB+iC
¢'est-a-dire:

A=1
lipieigh

2
ol 1
! 2

On en déduit que:

y(t) = € +z:[1-2|_i]e"' —i[-l—;—i]e”.

En remarquant que e = cos(t) + isin(t) et que e " = cos(t) — isin(t) , on en déduit
une forme plus simple pour y:
y(t) = €' — cos(t) + sin(t).

69
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P Chapitre 2

réduction de Jordan

1. Rappels de cours

Réduction de Jordan d’une matrice A

La réduction de Jordan consiste a trouver une base dans laquelle la matrice est diago-

nale par blocs, chacun des blocs figurant sur la diagonale étant de la forme:

BN S e
0i X
g mai\ 0l.
£ 1
0 0o\

oil A est une valeur propre de A.

Pour trouver cette réduction, on procéde de la fagon suivante:

o On cherche les valeurs propres de A.

o Pour chaque valeur propre A de A, on effectue les manipulations suivantes:
e On construit la snite emboitée suivante et on calcule la dimension de chaque

noyau:

ker(A—A) ¢ ker(A—M) & ker(4- Vi 4 C ker(A—AI) .

Cette suite s'arréte pour r > 1 tel que dimker(A —AJ )" est égale a la multiplicité

de la valeur propre A dans le polynéme caractéristique.

A
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% O,M-mu..a&mwdemdehﬁd

i) On examine la différence:
n, =di|nlﬂ'(j—w —dimhﬂ'(A—M)"'.

#) On choisit n; mduql’mﬂe:
ker(4 — AT) \ ker(A—- A1)

5 -

Scanned by CamScanner



Chapitre2 Réduction de Jordan

On recommence les étapes 1), 1i), iii) avec chaque différence:

L ]

n, = dimker(A = AI)"" — dim ker(A—AI) 2,
n, = dimker(A — A\I)"* — dim ker(A— AT,

n, , = dimker(A — A\I')* — dim ker(A — AI),
n, = dimker(A — AI')—

en remarquant que i) a déja donné des vecteurs dans chacun des espaces
considérés ci-dessus. En effet:

{o, 0] v/l € ker(A— AT\ ker(A—AT) 2,
{r,_ o vi,,lzs,_,l....}e ker(A —AI) ™%\ ker(A — /\I)rhs,

el .4

On sera donc obligé de compléter les familles libres suivantes:
! H
{vr—i’vr—-l.vr—l* } { —2" r— 2vr —21° } A

par des vecteurs appartenant respectivement a:

ker(A— )"\ ker(A—AI)™ ker(A—XI)™* \ ker(4 - AT~

de facon 4 avoir 4 nouveau des familles libres de:

ker(A—AI)™" \ ker(4 —AI)%, ker(A—AIY ™ \ ker(A—AI)"™" ...

Si on note w,, w], wy, ... ces vecteurs, alors leurs itéxés:

B, = fu, (A= Ay, (4= MY wy,...}
B, = {ul, (A~ AD)ui, (A—u)’u:,...}
B = {v{'(A A)w)! (A~ MY uf!...}

fournissent chacuns un bloc de Jordan associé a la valeur propre A
o On en déduit la réduite de Jordan de A: C'est la matrice de A dans la base:

B={n,.;v3% {v{,...,v:}u {v{f...,vﬁ}U...UB, UB, UB,...

73
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Exponenti ne matrice carrée 5

” eue::ee d’ordre n et tun réel. On définit une nouvelle magy

Soit A une matrice i

M par: e“ 5 ffi,{k, X
=2

En particulier, lorsque f =1, a matrice ¢* s'appelle exponentielle de la maty
ices A i
1) Calcul de ¢** pour des matrices . |
e S'il existe une matrice P inversible et une matrice quelconque Jtellesqw
Ase W-dehmniklsuivme: ok
A=P P, o

alors:

&= PRELP.

N e - 0)

o G cut e moatrion disapale alle e A=)
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Chapitre 2 Reduction de Jordan

"R oB R 0
[ 1 |
o Si A est une MAINCE de Jordan d’ordre n telle gl =4y 2 X a8 alors:
0 0 A
|lf A rerk _{;er,\ tn_l eu
| - (n—1)!
0 2 te™ .
tA -—Eu
2
te?
0 0 g

9) Application de la notion d’exponentielle de matrices a la résolution d’équations dif-
ferentielles
Le systéme différentiel linéaire suivant, d’inconnues Z : ¢ — Z(t) :

L4 AZ
dt
Z(O) = Zﬂe

oin Z, € R" est donné,

admet pour unique solution:
vt € R, Z(t) = 2,

2. Enoncés des exercices

Exercice 1
Déterminer une réduite de Jordan de chacunes des matrices suivantes:
4 0 -1 4 1 -2 4 1 -3
A=l|-1 1 3 A~l=1"2 g | a=|-1 21
0 -1 4 o 0 3 R0 2
75
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Algebre

e

ce 2 =
lE:::c(:Ihacunvs des matrices B, suivantes, calculer € |
B AR, e AR, 3°0°0
Bi=02(}:5’.~,:{}3 1|; B, =(0 3 1

0 0 3 D109 0 0 3

G s, pt ol Al 5 108

0100 R I i 0 2 00

B =eraae iS5 e g 0.2 1[0 0.0 2 af

0 0-0"2 B 02 000 2

Exercice 3 Résolution d’un systéme différentiel

AL | z(t)
Soit A=|1 1 0|.On pose X(t)=|y(t)|
=151 58 2(t)

1) Déterminer le polynéme caractéristique de A.
2) Montrer que A n’est pas diagonalisable.
3) Déterminer une réduite de Jordan en précisant la base et la matrice de passage.

4) Résoudre le systéme différentiel : ii-—(t) = AX(2).

5) Préciser la solution vérifiant -

[%(t) = AX(2)
1

X(0) =
1

l 4

Scanned by CamScanner



Chapitre 2 Recuction de Jordan

--'-.:-.“'s' une matrice 4 ‘}l dz,
-.\!‘ mtrer qu L €XISi€ Un Nnairnce A telle un _E;"\t} — ‘42{‘:
s Calculer le polynome caracténstique de A.
\Moptrer que A n'est pas diagonalisable.
4) Déterminer une réduite de Jordan en précisant Ia base et la matrice de passage

_— Y
Résoudre le systéme différentiel : -&?(1_; = AZ(t).

- En déduire la forme générale des solutions de I'équation différentielle-

t‘ Fir

Kl —y"-y'-é-y=0‘
- Préciser celle vérifiant le probléme de Cauchy:
ym—y"—y'-;-g =0
wn0)=2
¥'(0)=-1

y"{_(}) —0.

Exercice 5 Résolution de U'équation différentielle y' —3,” + 3,' — y—0
On pose:
wt)
zn=|v®)| |
y'(t)

dZ
1) Montrer qu’il existe une matrice A telle que I(t) = AZ(t).
9) Calculer le polynome caractéristique de A.
3) Montrer que A n’est pas dlagon*lsa.ble
4) Déterminer une réduite de Jordan en précisant la base et la matrice de passage.
dZ
5) Résoudre le systéme différentiel: —(t) = AZ(f).
dt - s = a = ~
6) Endéduirela{ormegén&-aledessolumnsdel&mmdlmwle.
y'"-—3y"+3y'—y=0.
7) Préciser celle vérifiant le probléme de Cauchy:
ym-3y"+3y'—ﬂ=0
y(0) =2 y
y'(0)=3
y'(0)=2
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3. Corrigés des exercices

Exercice 1
a) Etude de la matrice A,
e Calculons d'abord le polynome caratéristique de 4 :
- ey =l 3-2 0 -1

PR O B TS S I KGR
B e T e oy VR S oY R

1y 0 !
1 1-2

1
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Chapitre 2 Réduction de Jordan

00 0
M=o ¢ of

000 S~
" ¢ Construisons une base associée a cette réduction, |
Prenons '

1

8 t
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b) Etude de la matrice A4,
e Calculons d'abord le polynome caratéristique de A, : :
4-1 1 -2 4-A 1 -2
det| -1 2-X 2 = -1 2-2 2
0 0...3=A 0 0 3-A
4-)2 1
=@-2) _, ,_,lG-C-g
3-A 1
g [ O
1 1
=(3_'\22 e | =@
' 1 1APE-21s
Posons M=4,-3/=(-1 -1 2|,
s o 0 (_0_ 0
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Chapitre 2 Réduction de Jordan

{‘]lﬁll. [Nlllr v, on ('I]()ll‘\'h un vecteur prnpn- de "’2 .
1
Il — 1
1

Ll
Py oy
1 500
[nversons cette matrice:
S ! S |
P Sl gk 1
1 1 =2
On a:
3 (0
P'AP = 3 1l|=J.
(0)

¢) Etude de la matrice A,
¢ Caleulons d’abord le polynome caratéristique de A, :

ey ¥ -8 §=\ 25 e =3
dalf -l 2-2 1 | =}l B—)\ ]
0 05 :2-=) 0 0 2-)
=N\ 5l
=(2-2) ey 2_A,L1+—L,+L,
3-Ai8-2
=@
1 2
=@-NB-V[_; 5_, =(2-N)(B-A).
81
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o Ftude de la valeur propre 2

Soit (z,y,2) € ker(4 —2I). Alors:
or+y—32=0

—z+2=0,

Scanned by CamScanner



Chapitre 2 Réduction de Jordan

puis
1

0
posons P la matrice de passage définie par:
E IHa

Po=il, <1408

1 -a0s B8

Inversons cette matrice:
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e Exponentielle de By :

On a:

Scanned by CamScanner



Chapitre 2 Reduction de Jordan

) Caleul du polynome caratéristique de A:
2—-A 0 1 2—-) 0 1
det 1 1-A 0 =12—=A 1-)\ 0 5014—C]+C2
= 1 3—-A 0 1 e
1740 1
=@2-2)1 1= 0 O, 0, -0,y
0101 o536
0 0 1
=(2-2) 1-Xx 0
A S BRI G =
1 1-X
==X, ., G GEe
2—X 1-2X
=(2-X\
( )/\—2 1
A ST P
=e-N|_, | |=e-¥
2) On a:
04 0EEl
A-2I =| 1 s=tmi}
s o s

On voit clairement que dim ker(A—2I)=1=3. Ainsi, la dimension du sous-espace

propre associé a la valeur propre 2 est différent de la multiplicité de cette méme

valeur propre 2 dans le polynome caratéristique. On en déduit que A n’est pas dia-

gonalisable.
g ol
3) Posons M= 4—-27=1 -1 Of
15 ST

85
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| =1 '2.3
Mz=-'l ; o | A
0 00
On a clairement rg(M”)=1 don¢ dim ker(M*) =2.

Enfin, M’ =0, done dimker(M®) =3
Comecﬁmka(jﬂ-—letdmkﬂﬂl’) =3, ah!ilarédmtedghh
porte donc un bloc de taille 3. 3
Wmmmamm

Prenons
1

vy = 1| € ker(M°) \ ker(M?)
1
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Chapitre 2 Réduction de Jordan

On a:

Plip=

Calculons €
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Chapitre 2 Réduction de Jordan

3) On a:
-1 1 0
i-I=l0 -1
1 %1%

On voit clairement que dimker(4—17) =12, Ainsi, la dimension du sous-espace

propre associ¢ & la valeur propre 1 est différent de la multiplicité de cette méme
valeur propre 1 dans le polynome caratéristique. On en déduit que A n'est pas dia-

gonalisable.
R
4) Posons M =A-I=|0 -1 1}
L1
Calculons:
| S |
Mt =2 e
g

On a clairement rg(M *)=1 donc dimker(M?)=2.

Comme dimker(M)=1 et dimker(M 2) = 2, alors la réduite de Jordan de A com-
porte donc un seul bloc de taille 2 correspondant a la valeur propre 1.

Construisons une base associée a cette réduction:

Prenons
4
vy =10 € ker(M?) \ ker(M)
-1
puis
-1
v, = My; = -1,
-1
S
Posons M=A+I=({0 1 1}
—1:1 3 |

On a clairement rg(M) = 2, donc dim kerM = 1.

89
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1
—1[{€ ker(A+1).
1

Prenons un vecteur de kerM . par exemple:

Posons P la matrice de passage définie:

Sl g
e R s |
e 1
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Ainsi:
: M = %e‘ --é-te‘ —%e" %e' +%e"’ -i:'-l-'e‘ +-§te‘ —i—-e"‘ :

6) On trouve: . 5
S Lot o L]y plhoy NS
=43¢ -3 e el e el de de,

on U, est le vecteur:

Oun en déduit que:
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Jj‘ > ' i

LIl

2) Calcul du polynome caratéristique de A:

Al 0 EH R | 0
34 = the=l D a1 ha—G+e+c i
det| 0 - =
S e B
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Chapitre 2 Reduction de Jordan

[)llib':
il O
J‘J“ =11) 0 0 ;
D0 O

(Comme dimker(M) =1 et dim ]\'hr(‘,‘”li) =3, alors la réduite de

Jordan de A4 ¢
- : s 4 cO >
1Cc un N‘lll bloc de taille 3 COTI"CSDOH(J m

porte dot ant & l'unique valeur propre 1.

C ,struisons une base associée a cette réduction.
onstrul

Prp]](]liﬁ
1
v, =|0|€ ker(Ma)‘g ker(M?)
D |
puis |
-1
v =My, =| 0 |,
1
enfin:
1
vy =My, =|1
1
Posons P la matrice de passage définie:
Il 3l
P= 00
154
Inversons cette matrice:
(¢ B g 1)
P_l =0 -1 1}.
1 (=Sl
93
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est le vecteur:

v,
o U 2
Uo =[3|.
2
Onwdeduit que:
u)) [2e" +eet =gt
Z(0) = | v'(t) [ =] 3¢' —te' — %' |,
V') |2 - 3te! -t |
Cest-a-dire: i
u(t) = 2¢' +te' — %!,

Chapitre 2 Reduction de Jordan
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" Chapitre 3 |

Polynomes
d’endomorphismes

1. Rappels de cours

Soit u un endomorphisme sur un espace vectoriel F de dimension finie.

5) Polynome d’endomorphisme

p Définition
Soit P un polynéme. On note:
.P(.X] == aan e akak + ...+ alX - “'U'

On définit un nouvel endomorphisme noté P(u) par:
Puw)=au" +..+au" +..+ a,u + ayldg,

c'est-a-dire:
Yz € E, P(u)(z) =a,u"(z)+... +akuk(x) + ...+ au(z) + ayz,
ol u* désigne u* = uouo---ou.
k fois
P Propriété 1
Soit P et ) deux polynomes, alors, pour tout endomorphisme f, on a:

P(f) o Q(f) = Q(f) o P(f).

97
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S T
=

N = 11} 1.‘_6‘1‘
Bl B o

%) Polynome annulateur et polynome minimal

» Définitions | ‘ :

e Un polynome P est dit annulateur de u si seulement si P(u) est | endomomys
‘est-a-dire: 2

o vz € E, P(u)(z) = Op-

minimal de u, que 'on note m,. le polynéme anny];
Je coefficient du terme de plus haut degré est |
héoreme de Cayley-Hamilton, cité c:m i .

e On appelle polynéome
de plus petit degré et dont
nome existe bien grice au t

» Propriétés L A
e Théoréme (théoréme de Cayley—Hamﬂtun) id LI
le variante: lepolynﬁmemtéﬂsthuedEﬁestunpolynOmemM
2%¢ variante: le polynome caractéristique de u est un multiple du polyng
de u
3e variante: le polyndme minimal de u divise le polynéme caractéri
que tous les polynomes annulateurs de u.

e Soit {A,,...,),}lespecﬁedeu.
Le polynéme minimal m,_ est de la forme:
m,(X) = (X =) (X = A) xx (X - ,\')»

B AGISmodnsg ¢
ou, pour tout i€ {l....,p}, a, >1 représente la ’tu!h"duhbc&
gnndmm)mdmihvahurpmpma\idmah 1POS;
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Chapltte 3 Polyndmes d'endomorphismes

On Suppose que:

P(u) = 0.

Alors: ]
E = kerF(u) @ kerPy(u) @... @ kerp ()

m

9. Enoncés des exercices

s o]
exercice 1

més a.b,c trois éléments distincts de C , déterminer le poly

Etant dor nome minimal des

matrices suivantes:

a 0 0 0 0 0 0
a) A=[00b Of b) 4,=]0 b 0| ¢) 4=[0 b 1;
0 0 c OObJ 0 0 b
a 0 0 g 1480 a 0 0
d) A, ={0 a 0| e A4 =0 o 1] ) 4 =l0=abi].
0050 LOOG, L{)[]a
Exercice 2
3 2 -2 |
Soit A=-1 0 1 |
(ARG Uy

1) Calculer les puissances de A —I;.
2) Donner m,(X).
3) Calculer A", pour tout n € N.

: - % tout n € Z.
4) Aprés avoir justifié 1'existence de I'inverse A7}, calouler? A™, pour o

99
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Exercice 3 :
Détersssiner W polynine carmbristique Lo gyt iimitnnl s tintrices g |
" BEE ,
e e RN

A=l0 2 0iB=L 4 ¢4l .;
LA o A b

P doduize A a4 A" pour towt ne N7,

Exercice 4

1) O suppose gue POK) = (X = 1)(X 4 1F (X =3)" est un polynome an
mutrioe A< MUR). wm&ubmmwm.g

A?
2) On considize deux polyntues annulatenrs pous une matrice donnée A€
FX) = (X 1) (X +2)(X ~2f (X - 5),
PAX) = (X = I)X + (X +2) (X -5,

Priiser somten les expressions possibles du polynome minimal ainsi que dy
mmamwwhm;lum

3 v ' 3 ] v i W
: g B . g e | .
4 A : y 4 )

l)“ﬂnmwb&*lﬁﬁtct
-7‘1‘:4{. Mu“h“ma‘:.m
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Chapitre 3 Polyndmes d'endomorphismes

Sill"l'“\“‘ (]ll(‘ m ‘t\‘ = .'Hf‘-(.\.] = ‘\-i" 1 S P S 5 P()ur (\-ha

5) On , i ; . I
" jreumentant, sl elles sont semblables oy R f;]lle \a(]ieur de p, dire.
T rmes de Jordan ass
t.it"‘:;, asso-
Exerdfe 7

an endomorphisme diagonalisable du K — espace vect

: orie] i : -
!5{{‘ m. m : :2 t(\l qlle gﬂ'lvl = q'n d-e dlmel'lsl(}n ﬁﬂle E.

Sait § X
On suppose qu il ex

un tel endomorphisme est un project ) :
Montrer qu ut Jecteur, c'est-a-dire qu'i] vers: 2
M € quiil vérifie ¢* = ¢
,--""':'-—_
Exercice 8

it Fun K —espace vectoriel de dimension finie, On consi
les deux conditions suivantes:

i) f*=3f2 +2f =0,
i) f* +16f* = 0.

deére un endomorphisme f
verifiant

\lontrer que f = 0.

F
Exercice 9

Déterminer suivant la valeur du parametre m le polynéme minimal de la matrice:
2m—-5 1 1 4—m)

0 m 0 0
9—-m -1 m-1 m-4|
2m—-10 2 2 8—m

J

A=

Exercice 10
Soient Eun C — espace vectoriel de dimension finie n et fun endomorphisme de E.

I) On suppose que fest diagonalisable. Montrer que, quelque soit m, f™ est diagona-
lisable.

2) On suppose n > 2. Soient (el,...,e,,) une base de F et fl'’endomorphisme de E défini
par:
f(cl)__' = f(em—l): 0 et f(e,,,)———e,.

;ériﬁer que f* est diagonalisable. L'endomorphisme f est-il diagonalisable ? inversi-
e?

101
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Algébre

1 eiste k > 2 tel que f° soit dj
3) On suppose que fest inversible et 4 ihosipte §= e d"agm"ri‘

i 0)=0.
) Montrer que st inversible. En déduire que M f}( )
a

® £y Montrer que que les racines de Q) X) :
b) On considére Q(X) = mf(.\’ ). Mo m‘\

20 ) ire que fest diagonali il
¢) Montrer que mf(.\’) divise Q(X). En déduire que f alisable q;

4) Exemple: E est de dimension 4 et:

f(€,)=e4.f(&.)=3€3-f(63):363_.)'(84):93]_ _
est diagonalisable. Détermine son polynéme e ;

o

Calculer f°. Montrer que f

Exercice 11

Soit 1 un entier naturel non nul, Eun K —espace vectoriel de dimension n K=nil

C). uun endomorphisme de E, m,(X) son polynéme minimal et P,(X) son p

caractéristique.

Partie A

Montrer que, s'il existe a € E tel que E = vect {a., u(a),...,u"“(a)}, alarks
m(X) = (~1)" B,(X).

Partie B . 48
Le but de cette partie est d’établir la réciproque du résultat de la partie 4.
1) Soit r un élément non nul de E et F. = vect u(z),....ut {
T ’ yrany L)k ©
k = degm,(X). 3 (31"
a) Montrer que F, est un sous-espace vectoriel stable par w.
b) Soit u, I'endomorphisme de F, défini par la restriction de u 4 F

le polynéme minimal de u,, noté ng'(X), divise le polynéme m:( . :

a) Montrer que m(a*'(u))c ker(R*(u)) et

T ke () = xR,
- b) Soit z € ker(r* 1 : .
o £ o b, ook O cosidire,comme dans I

e o ey
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hapitre 3 Polyndmes d'endomorphismes

1 verifier que a est non nul. Soit Q(X) un polynome te
. )

1 que Qu)(a) = 0;. Mon-

8) . ir tout 4, Q(u)(z,) = 0,. En dédu;
trer que; PO i E déduire que Je o] 5 9
QX)- Polynéme P (X) divise

b) [)édiliw de 3 a) et de 1 b) que m,, (X) LR [X)

) u v

_ : J B

¢) Montrer que B, = {”' u(@),...,u ]{a)} est une base de p

! -

Ftablir ]a réciproque du résultat de la partie A
§) Bl

partie C

artie. nous donnons une version matrici
partie ricielle du résultat
obtenu d

pans cette
parties A €t B:

entier naturel non nul et A une

ans les

matrice. 53
it 1 Ul Montrer que les propositions suivan-

sont équivalentes:
i) m(X)= (-1)" Py(X).
La matrice A est semblable & une matrice de la forme:

tes

i)

0 9 . . Devns
1 o Sy
013580
0 oes
0 = e
L
Exercice 12

On se place dans E = C* muni de sa base canonique B = {e,,e,.e,.¢, }.

On désigne par J 'endomorphisme de E dont la matrice dans B est la matrice suivante:

05128
0 o P
J =10 oot
1000

S K 4
1) Déterminer I'image des vecteurs de B par J, PR3 )

2) En déduire J*, J® et J*.

3) Déterminer un polynéme annulateur non nul de J.

1) Montrer que, si P € CX avec deg(P) <3 et P(J )=0, alors P=0.
5) En déduire le polynéme minimal de J.

6) Montrer que J est diagonalisable.
)

7) Déterminer les valeurs propres de J.

103
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Algebre

3. Corrigés des exercices

Exercice 1

A

Le polynome caractéristique de A, est: ’
P, (X)=(X- a)(X —b)(X —c).
A

a) Calcul du polynome minimal de

ninimal de A, divise P, et a les mémes racines que P

Comme le polynoéme 1

alors:

my (X)=(X—a)(X — b)(X —c)= Py (X).

b) Calcul du polynéme minimal de A :

Le polynéme caractéristique de A, est: :
P, (X)= (X —a)(X —b).

Comme le polynome minimal de A, divise Ph et a les mémes racines que P,

alors:
my, (X) = (X —a)(X —b) oumy (X)= (X —a)(X - by

Par un simple calcul matriciel, on montre que:

(4, — al)x (4, —bI) =0,

donc, par définition du polynéme minimal, on a:
my (X) = (X —a)(X —b).

c¢) Calcul du polynéme minimal de A

Le polynéme caractéristique de A, est:
Py (X) = (X —a)(X —b).

Comme le pol - s
o polynéme minimal de A, divise PA:; et a les mémes racines que Pﬁ;'

(%) = (X ~a)(X -b) ou my (X) = (X —a) (X —b)".

Par un simple calcul matriciel, on montre que:

(4 —al)x (4 —bI)= 0 et (4, —al)x (4, —bI} =0,

donc, par définition dy polynéme minimal on a:
My (X) = (X — a)(X — p)?.

104
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+ (alcul
i Calc

\ C;\ll‘lli

viapitre 3  Polyndmes d'endomorphismes

dqu polynome minimal de 4, :
ome caractéristique de A, est:
1

P (X)=1Z ~ u)_‘

Le polynd

polynome minimal de 4, divise P

- 1[}]11“‘ h\ (‘t a 3 2 .
. A\ les mémes racines que P

a lol’f' : l‘ C

my, (X) = (X —a).

du polynome minimal de A :
caractéristique de A est:

Py (X)=(X —a).

Le polynome

P ——

. le polynome minimal de A; divis _
S SN 2 = R“ﬁ et a les mémes racines que: P,

alors: E
my (X) = (X —a) oumy (X)=(X- a)® ou my (X)= (X -a)'. |

par un simple calcul matriciel, on montre que:

(4 —al)=0; (4 —al) =0;(4 —al)’ =0,

par définition du polynome minimal, on a:
m, (X)= (X —a)’.

donc,

Calcul du polynome minimal de A :
Le polynome caractéristique de A est:

P,,S(X)-—-(X—-a)a.

Comme le polynome minimal de A; divise Py et a les mémes racines que Py,

alors:

my (X) = (X —a) ou my (X) = (X —a)’ oumy (X)= (X -a)’.

Par un simple calcul matriciel, on montre que:

(A —aI)xO;(AG—-aI')2 =0;(As"_“f)3=0’

donc, par définition du polynéme minimal, on a:
my, (X) = (X =a)’-

105
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Exercice 2
1) Par calculs, on trouve successivement -
2 2 -2
a-E=}1 =1 L}
1 1 -1

000
(aA-L) =|o o o}.
000

2) Le polynome P défini par:
PX)=(X-1]

=, (X)=X-1 ou m(X)=(X-1.
Comme A—1I, =0, alors forcement m ,(X) = (X — 1%
3) Considérons Ia division euclidienne de X™ par m,(X):

g s N i ‘.—"‘,._ e e Lt o 32 P
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Chapitre 3

‘;{—(liﬂ) :

c'est- o
A" = nA“(n—IJIJ,
ou encore:
2n 4+ 1 2n B
A"=| -n  —ny4) n
or n -n+l1

4) On sait que (A~ I;) =0, c'est-a-dire:

Cette derniére relation s’écrit :
A(A-21L,)= -],

soit :

A2l - A)= 4

La matrice A est donc inversible et son inverse est donnée par:

AT S92

Démontrons par récurrence, pour tout n € N*  que:
A" =(n+1)I; —nA

Pour n =1 la propriété vient d’étre vérifiée.

Polyndmes d'endomorphismes

Supposons la propriété vérifiée pour n et démontrons-la pour n +1:

On a:
A—tn+l) Y A—nA—l
=2(n+1)I; —(n+1)A—2nA + nd®
=2(n+1)I, —(3n +1) A +nd’.
On sait que:
A2 —24 +1, =0,
donc:

A —9(n+1)I;—(3n+1)A+nd

=2n+ 1)L —(3n+)A+n(2A-1)
=2(n+1)I; —(3n+1)A+2nA —nl;

=(n+2) L —(n+1)A

107
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Ainsi, on a bien:
VneN*, A" =(n+1)]; —nd

Exercice 3
a) Etude de A:

e Déterminons le polynome caractéristique de A:

On a:
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Chapitre 3 Polynomes d'

La matrice A est bien inversible et son inverse est:
-1

1

4
2

e Calcul de A" : Ao
Effectuons la division euclidienno-dJe X" par my, :

On a: 3 bk “ ﬁ

Puisque deg R < 2, on
c’est-a-dire tels que:
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Algébre §
b) Etude de B e
e Déterminons le polynome caractéristique de B. ,-
On calcule:
- 1 1 1 %

i-A 1 1 1
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Chapitre 3 Polynmes d'endomorphi

exercice “
1) péterminons les polynomes caractéristiques possibles pour A.

) éristique de A, noté P,, est de "
Jolynome caract 1s st de degré 3 et divise P, ynom
L;if'a( donc 'un des polynomes suivants: Le polynome
1

Py(X) = (X -1)(X +1)?
PA(X) = (X 1) (X +1)(X - 3)
Py(X) = (X -1)(Xx - 3)
Py(X) = (X +1)' (X -3)
Py(X) = (X +1)(X - 3)
Py(X) = (X =3

Déterminons les polynémes minimaux pomblm pour A:
Le polynomes minimal de A divise P, et a les munes rmmes que PA (sans compter

la multiplicité). SR AT "
5i P,(X)= (X —1)(X +1)°, alors le polynﬂmemnimalde A est I'un despalrm-
mnes suivants: . ;

§i P(X)= (X -1)(X +1)(X - 33._
mnfx)—@

Si P(X)=(X-1)(X -3)",
mes suivants:

$i B(X)=(X +17 (X -9)
mes suivants: '
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( ini le A est I'un des polyng S
Si Py(X)=(X- 3)*. alors le polynome minimal de A4 es PO &

vants: : )
"‘A(X) = (X -3)

m,(X) = (X -3
m,(X) = (X —3)-

2) Le polynome caractéristique de A divise P, et P,, donc il divise PGCD(R, R). |

et PGCD(R,B) = (X ~D(X +2)(X = 5),

, le polynome caractéristique de A est:
SR 3 Py(X)=(X-D(X +2)(X -5),

e minimal est:
e a i m:?X)=(X-1)(X+2)(X—5).

est scindé et ses racines sont simples donc A est dis

L

Le polynome minimal

Exercice 5
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jer cas: ™ est impair.
¢

e polynome P admet une seule racine réelle 1.

polynome minimal de g, noté m, divise P et est un ,
morphisme g est di poly
L I agonalisable sur R, m, eet

plus
es sont simples.

508 ratm

On a donc:

m,(X)= X-1.

onadonc g=1d et donc ¢* = Id.

9 Cas: m est pair. ;

L]
De la méme fagon, I'endomorphisme g est Sdﬂﬂé._ :
ples. .;“I
On a donc:
my(X) = (X =1)(X +1)= XB )
1
On a donc: g° = 1d c’est-a-dire ¢* = Id E
g
prercice 6 3

1) Les deux matrices A et B ne sont W :
000 *B
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e 2ecas: p=2. L
Dans ce cas, pour chacune des matrices A et B, la taille du bloc de .".-\__.-1-

plus grand est 2.

On peut avoir:
1 | 0 1 ‘
| © 0o ol @ ©
© oo ol @ 1y ol @
6008 | (9 o

\

Les matrices A et B ne sont pas semblables.

e 3ecas: p=3.
Danscecaa,PourchacunedesmatrwmAetBlataﬂledubloe

plus grand est 3.
On peut avoir:
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Chapitre 3 Polynomes d'endomorphismes

- He cas: pP= W .

Dans ce cas. Pour chacune des matrices 4 et B, la taille du bloc de Jord le
an

plus grand est 5. 11y a donc un seul bloe de Jordan de taille 5
Les matrices A et B sont toutes les deux semblables 3 -
0100 E
0010
J=10 0 01 =
0000
0000
Les matrices A et B sont donc sem]:ﬂamu
On sait qu'il existe m 2 2 tel que 9‘“ =g", c'est-a- lire ¢ J‘
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On a alors bien:

REMARQUE

Comme l'endomorphisme g est diagonalisable, le polynéme minima] g,
scindé et ses racines sont simples. Dans ce cas, le polynoéme minim
noté m,, est de la forme:

mg(X)—_-.X(X—l)OﬂX—“].Oﬂ R

Dans tous les cas, on a bien:

=9

Exercice 8
On sait que
P83 £2f =

On en déduit que le polynome P défini par:
PX)=X-3X*+2X=X(X-1)(X-2)

Ainsi le polynome minimal m, de fdivise X (X —1)(X ~2).

-
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Chapitre3 Poynomes dendomorphismes

g

fxer cice ?

JJons e polynome caractéristique de la matrice 4,,. ;
cok

2= 52 S L5
dct(Am"’\” =(m-A)| 5-m m-1<) " iy
CI. ‘-cl +02 +ca

' =(m=A)|m=-2 m-1-) m-4g

= —(m=A)
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Algebre
On en déduit que r9(4 —21)=1. Ainsi. dimker(4, —2I)=3.

(An =21 )2 = 4. Ainsi, la réduite de Jora

De plus, on a forcement que dim ker
taille 2. c’est-a-dire:

A, possede trois blocs dont le plus grand est de

([2] (0) | '
2]

(0)

\

Le polynome minimal de A, est donc: my, (X) = (X =2).
o 2ecas: m=2.

On a alors:
(m-5 1 1 4-m)

0 0 0 0
5-m -1 -1 m-4[
2m-10 2 2 8-2m

Ay —ml =

Etudions ker(4, ~ml) o
~ On montre facilement que rg (4, —ml)=1. Ainsi, dim ker(4,, —m!
" Ao s 2 msion &, o dupgienbias gt
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Chapitre 3 Polynomes d'endomorphismes

On a:
lel) = Aef

f(e}) = A,

fle) = Aer

donc:

f(e)y=apg b5

/() = APe] Vi gt ot o

= ] §

=a

A .
\,‘! E

wwrspmdefmlnm . }
mvnleurs propres ‘uAﬂua"-yl‘\._ el

N

2) La matrice de l‘mdomphknafmw "
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On a bien:

Algébre !’
.:;%
m!L (0) = 0. ; ;

b) Comme I est diagonalisabl
nes sont simples. Il s’écrit donc:

(X)=(X -Al)...(X—-f\,,) avec V(i,J). A = A, et A, =0.

i x k .
e, le polynome minimal de [ est scindé et
e

>
'."'
iy~
=

1
i

e

Examinons les racines de Q:

Le polynome Q s’écrit:
Q(X) = (Xk ~M)---(X* .-A,)a.vcc A = A et Vi, \ =0.

Les racines de @ sont: {racines k° de M YU U fracines k° de %

Pour tout z'e{l,...,p}, les racines k° de A, sont toutes distinctes :

car A\, =0.

De plus, une racine k° de A ne peut pas étre racine k° de A, avec i
Les racines de @ sont donc simples. ~

¢) On calcule Q(f)=mﬁ(f*)=.0.

Le polynéme @ est donc un polynome annulateur de ) 4
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Chapitre 3 Polynomes d'endomorphismes

 cela. cherchons d"abord le polynéme caractéristique de f;

0o 0 3 -A 0 B8
A 3 0 0. 355 sa
3 -2 0| |0 3-2 - ophG=GC+cy
0 0 =A 1 0 D ‘A-iﬂ
-A0 0 3
0, 1. 3480 te
RS BN v R
T R TR 1 ok
AN R
& orewl
- % Gongiirsi sl 1o .

R S o
ST Rl

¥
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- - n-1
Notons: G0 = 04 il it D St

: n-|
o Q(u)(a) = aga + ayu(a) + ... + A ¥ (a).
ant libre, on a alors:

Q@) =0+ @=0.

Par conséquent, tout polynome non nul annulateur de u est de degre au m
D’aprés le théoreme de Cayley-Hamilton, le polynome caractéristique de
est un polynome annulateur de u. Ce polynOme.est de degré n ef; le coeffic
terme de plus haut degré est (=1)". Ainsi, (-1)" A, est. un polynéme
teur de u de plus petit degré: c’est donc le polynome minimal de w
Partie B

¥ |

La famille {a, w(@),.s u“"‘(a)} ét
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donc:

2 € ker(R* (u)).

par hypothése, on a alors:

2€ ker(R‘“'(u)).

Ainsi: . _ >
e

(Ceci étant vrai pour tout y € E, le polynéme * . W _ :
B(X) = (R xQ)(X) i 8

est un polynome annulateur de w.

Ceci est impossible, car: S
deg (R*" x Q) < deg (R" xq)g,hg& Pt & fe Sy

e AR e}*mn-ﬁag' =y
ce qui contredit le fait que le polynéme minimal de @amt : '
annulateur de u de plus petit degré.

b) Prenons y € F,. Le vecteur y s'écrit alors: f"’?m.\l-.
.= aoz+qv(z)~b.mq._,uﬂmw_‘ _
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3) a)

b)

De plus: ‘ o
(A(u) < Q;m}(h" 'ln})[.fl + (B(u) o R ””(H J‘”},)‘r"'] = (” '(“))(J‘)»

c'est-a-dire:

Alu) ¢ (Q{ u)o (R~ 1[1:)){‘!')) + (U{ u)o R( r;-}]({i" ' u]){,rl = (R"’[u))(l_}‘

Comme:

A(u)o (Q(u) o (ff"' '[u))(f)): A(u) o q,, (u)(r) =0,
(B(u)o H(u))(R"‘{u))(r) = B(u) o (R*(u))(z) = 0,
on en déduit que:
(R (u))(@) =0,
d’on la contradiction avec le fait que r & ker(R"' I(u]).

D’apreés le lemme des noyaux, on a:
E = ker(R" (u))& ... ® ker(P" (u)).

Soit un polynéme Q tel que Q(u)(a)= 0. On a alors:
Q(u)(a) = Q(u)(z;) + .. + Q(u)(z,) avec Q(u)(x;) € ker(R™ (u)).

La somme ker(P" (u))®...® ker(P™ (u)) étant directe et Q(u)(a)=0, o
pour tout i € {1,...,n}, Q(u)(z,)=0.

Comme Q(u)(z,) =0, ona: Vy € F, ,Q(u)(y) =0, donc Q est un polynome g
annule I'endomorphisme u, , donc m, ~ divise Q.

Mais, comme le polynome minimal de u, est P™, on en déduit que P* divise
Vu que a est non nul, alors, d'aprés 1) b), on a: m, divise m,. |

Comme:

Qu)(a) = m,_(u)(a) =0,

alors on peut reprendre la question 3)a) avec Q = m, .

on a donc: ‘
Vie {l,..,n}, P* divise m, ‘
donc, puisque P AP =1, on a:
[P divise m !
g ? :
i=] ;
c’est-d-dire: &
- - -‘
m, divise m, . X

124
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Chapitre 3 Polynomes d’endomorphismes

ail les polynomes m_ et m S0 aAsSsSociée O
\insl. les ] nt associés. Comme ces deux polynames sont
unitaires, aois m A .
. k1
| F = pect 10, WM&}, i u (a } . .
¢) Ona ¢ { , (@) g donc le famille {'I.u(u} ..... u' ‘[a)} est une
generalrice de f'__,

famille
Soit (: Qs eeny Q ,)': K" tel que:

aya + ayu(a) + ... + ap_u*(g) = 0
Soit Q le polynome défini par:

QX)=ag+ X +...+a,_ X*.

On a:

Ainsi:
Vi€ {l,...,n}, B divise Q,

1 - "11 n X
cest-a-dire, puisque F," AP7 =1,

nﬁ"‘ divise Q,

=]

soit :
m,, divise Q.
Or degm, =k et degQ =k~—1,donc Q=0et aqy =0, =...=a,_, =0.
Ainsi la famille {a, u(a),...,u"_l(a)} est libre et donc forme une base.
4) Supposons que m, = (=1)" F,.

On a alors degm, =n, donc, d’aprés la partie B, il existe a=0 tel que
{a.u(a)....,uw"(a)} soit une base de F.
Or F, CE et dimF, =dim E = n, donc F, = E.

Ainsi, il existe a = 0 tel que
E = vect {a, u(a),...,u™ (a)}.

Partie C
 Montrons que i) = ii).
Supposons que m, = (—1)" P, et notons
m,(X)= X" —a X" - X —a.

D'aprés la partie B, il existe a = 0 tel que:
{a,u(a),...,u”"(a)}

125
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soit une base de E.

J]a matrice A s'éerit

Dans cette base,
rO (} P § L]

e Montrons que ii) = i)-
F11
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Chapitre 3 Polynomes d'endomorphismes

j:‘(e]):ez J-i(el)zel

[Pla)=ea |ite)=q

Ple)=e " |ie)=e

js(e4) =g 34(3‘) e,
9) Les matrices de J*,J%, J* sont données respectivement par:
Pl g s0. 0
1 0 0 81 BRi¥0 6
0 TR 0010
* /

100 0
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: X)=a(X* -1) avec .
En comparant les degrés, on a forcement que: my(X) ( ) a

ini st unitaire, on a:
Par le fait que tout polynome minimal est l:nltau'e 0
mJ(X) = X s l.

6) onax‘—1=(x-1)(x+1)(x-s’)(x+i). . E
Le polynome minimal m, est donc scindé sur C et ses racines sont sim ._

est diagonalisable sur .

7) Les valeurs propres de Json
de Jsont donc {—1,1.—%i}.

t les racines du polynome minimal. Les
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Chapitre 4

Dualité

1. Rappels de cours

Soit F un R -espace vectoriel de dimension n.

» Définition d‘une forme linéaire

Une application linéaire u définie sur E et A valeurs dans R est appelée forme
linéaire.

On note E* (ou L(E,R) ou L(E) ) 'espace vectoriel des formes linéaires sur E.

L'espace vectoriel E* s’appelle le dual de E.

» Propriété de E *
La dimension de 'espace vectoriel E* vérifie: dim E* = dim E.

P Définition d’'une base duale
Soit {v;,1,...,v,} une base de E.
La famille {f,,f,,...,f,} est appelée base duale de E * si et seulement si:
=1si 1=
V(i, j) € {1,y n} X {Lyshs f(¥) =% = 1_ ¢ sinon.

P Notation

Soit f une forme linéaire sur E. Soit z € E. On appelle

{+), I'application de E* xE & valeurs dans R telle que:
(f,z) = f(z).

crochet de dualité et on note

129

Scanned by CamScanner



Algebre S

P Définition de la transposée d'une application linéaire

Soit u une application linéaire u: E — F. On appelle transposé de u et oy w
I'application de F * a valeurs dans E " telle que: ;31
vf e F*, vr € E, ("u(f),x) = (f,u(z))

G j:__.

2. Enoncés des exercices - 48

Exercice 1

Soit E le R —espace vectoriel des polynomes de degré <2 et soient P1; P
éléments de E * définis par: "N

@(P) = P(1). go(P) = P(1), @3(P) = [ P(a)dz.
Montrer que {@;,¢,,p;} est une base de E*.

Dans R*, on considére les vecteurs: '
= (1,1,1,1), 5, = (0,1,1,1), v =(0,0,1,1), v, = (0,0,0,1).

1) Montrer que B = {v,,,,v;,v,} est une base de R*. b
2) Déterminer la base duale de B.
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9) Donuer s matrice dans la base B = {1, X, X2, x') -
3) Déterminer le novau de "u.

4) Donner la matrice de ‘v dans la base B,

spm——
Exercice 5
goient E, F et G des espaces vectoriels de dmannion aﬁfemx_ Montrer qm saii

1) ‘(ldg) = ldg-. | ;
2) Pour tout uet v dans L(E,F) et pour Pllt ;aif da.m K,l ko i

'(au+Bv) = a'u+ B, ,
3) 5i € L(E.F) et v € L(E,F); alnmasd it uin S St g o 1§

Yo f

it
ot S

Scanned by CamScanner



Algebre

3. Corrigés des exercices

i

Soient a. 3.~ dans R tels que:

vP € R,[X], ag(P)+ B (P) + 1#5(P) =0 (*).

Prenons P le polynome défini par:

P(X)=(X-1)

La relation (*) devient alors:

«,f'(; —1)%dz =0,

c'est-a-dire y = 0.

Prenons P le polynome défini par:

PX)=X-1.

La relation (*) devient alors:

By (P) = 0,
c’est-a-dire 3 = 0.
Prenons P le polynéme défini par:

P(X)=1.

La relation (*) devient alors:

ap (P) =0,

c'est-a-dire a = 0.

On en déduit que la famille {¢,. @,, @3} est une famille libre de E *.

F‘;ai'allleurs, dim E* = dim vect{g,, ¥, ¢3} =3, donc {¢, ¥, @3} est une base é
Exercice 2

1) Posons la matrice P définie par:

[1s'0- 0 .0
b R
P=
YRl
P B '
E
132 |
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Ona detP=1% 0. donc {v,vy,v5,7,} est une base de E*.
€ E* telle que:

9) (Cherchons h
hly) =1

s, o RT ks =

fi(wy) = fi(v) = fi(v,) = 0.
| Comme f, € E% alors la matrice de f, est donnée par
Ma(f)= b ¢ &) 5 o
- q"- ¥
et [ estde la forme: & oe
| e .i"‘;ﬁ’m' \ f'?:.‘. i boe? Lo R
SERTE T el £ kil 3 AR
On obtient donc le systéme linéaire: f: i ety 52 S

a+b+c+d?*=1
bt

aeiten el T
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Algabre

et enfin que:
R' - R e
h (z, 42 t) > t—2

Exercice 3

1) Soient a et 3 dans R tels que:
VP € R|[X], a,(P)+ BA(P) = 0. (¥)

Prenons P le polynome défini par:

fX)=1.
La relation (*) devient :
a+28=0.
Prenons P le polynoéme défini par:
: P(X) = X.
La relation (*) devient: =y
s a+df=0.
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: v ce systéme linéaire donne:
olution de : 3
La rése

t1=—2:b=2;a=1;g=:}_

s

yinsi, 1a base duale de {f,,/,} est donnée par: _
{-—2X—2;X—--21-}, |

/
Uer{lfe i

nsdentpethansEet)\eR. . an AR
on montre facilement que:
u(P+Q) = u(P) +u(Q),
u(AP) = Au(P).

o Déterminons keru .

Soit P € ker(u) et écrivons le polynome P

On a alors:
uP) =aX®+bX* +cX +
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Algabre 3

Par ailleurs:

u(l)=1

u(X) =1 3
uX?)=-X*+2X L
W(X%) = —2X° 4+ 3X7. '

On en déduit que:
Im u = vect{1,-X* +2X,-2X° + 3X?}.

2) La matrice de u dans la base B est donnée par:

11 0 0}
00 2 0
MRS G 1§
00 0 -2
3) Déterminons ker'u .
Soit f € ker'u, alors ‘u(f) = 0.
On sait que:
vz € B, ('u(f),z) = (£, u(x)),
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Ainsi:

ke"":{feﬁ"'dmuckaf}'

() La matrice de ‘u est donnée par: 2 o
1. 0. 05l 5 0
1"0°W ‘Io_."&h
T
‘0' L EO L

M at(' u) =

Une explication de ce résultat sera donm 'y

TR

Exercice 5 A
1)SoienthE"‘ et x€E.
On sait que:
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o T
Ainsi: ™ A
("(ou + ) (f).z) = (f,(au + Bv)(x)) 3‘*
= (f.au(z) + Bu(z))
— alf, u(z)) + Bf.o(z) e

= a('u(f),2) + B( (f), )

= (a'u(f) + B'v(f), z)
= ((a'u + B'v)(f), ).
On a donc:
((au + Bv)(f) — (@'u + B'v)(f),z) = 0.

Cette derniére relation étant vraie pour tout z dans E, on obtient:

“(au + Bv)(f) - (a'u+ B'v)(f) = 0,
soit
(au + Bv)(f) = (@"u + B'Y)(f).
Cette derniére relation étant vraie pour tout f € F*, on en déduit

‘(au + Bv) = a'u + f'v.
3) Soient f€G* et z € E.
(won)(f).z)={f(uov)(@)
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(-‘ettt, dl\r“i(\r(i r(‘]illil)ll étallt Vra.ie pOU.l‘ tOllt f E G*' on en dédlﬁt quﬂ:

l[“OU) =' vo' u.

E 4) Montrons que 'u est un automorphisme de E *.

[ soit fEEY tel que "u(f) = 0. Montrons que f =0 :
On a. pour tout x dans E: =
(‘u(f),z) = (f,u(@)) e

= f(u(z)) = 0. g el s

On en déduit que: o T ;

Or u est un automorphisme de E do,nc Jm 3‘“ E
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Algebre i

£
La matrice de u € L(E,F) est donnée par: e
wle) ulea) - ulen)
/ o i) ’

Gy G Oy “ _

Mat(u) = ) L oy, 32'

a
\Pl

ap2-|- a I

De méme, la matrice de ‘u € L(F*,E*) est donnée par:

‘uley) ‘uley) - ‘ule,)
(b by by e
Mat('u) = by by By, e

ur bra e by ) itk

J’) G{l,,n}x{l,,p}, ay = by.

1
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Exer(ife 7

) \fontrons dans un premier temps que la famille (L. L L) est llbre. 4
Soient @ 3.~ et & dans R tels que: ¥ B

| vP € Ry[X], ah(P) + B(P) + v£(P) + 8£(P). (%) R

polynome P défini par: WA I ) f

Prenons le
P(X)=1. v oot st o bl 48

La relation (*) devient alors: 240
2
20 +—v = B
g ld .
prenons le polynome P défini par: : IS ANNIAE S
P(X) =x " ‘Qﬁm m
La relation (*) devient alors: -‘ S

"ﬂ+g'§=fﬂ. }

Prenons le polynome P défini par:

La relation (*) devient alors:
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Algébre

U;lfhfzfl} est libre. i '
g

On en déduit que la famille

On a de plus: ‘
dim E* = dim vect{fo- fis s s} = 4, b

donc la famille {f. ./ fs} est une base de E*.

2) Cherchons un polynome P, sous la forme

P(X) = aX® +bX* +cX +d,

tel que:
fo(R;)=1=£(Po)=0:f:(Pu)=0;f:;(Pu)zo.

On obtient le systéme linéaire suivant:
2

?—a-i-gc—ﬁ 2

2., 2 44
=b+—d= e
Sb+2d=0 (3) 3
Y

U3 S (4)

Scanned by CamScanner



nt le systéme linéaire suivant :

2
=b+2d =
3 o e 0

2 2
50+-3-C--1

On obtie

dont la solution est:
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Algébre

dont la solution est:

?
Il

o
Il

=
Il
x|
—
o

c'est-a-dire: 2 &
=X -—.
Bj==X -
e De la méme facon, on cherche un polynome P, sous la forme:
Py(X) = aX® +bX* +cX +d,

tel que
HPR)=0; f(R)=0; £(B)=0; f(B)=1.
On obtient le systéme lin¢aire suivant :
%b+2d=0 1)

- - e
W Ty Sy il
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Formes quadratiques

i1. Rappels de cours

. ‘2 ekl 3
2) Formes bilinéaires

suggunspacevecmneldedxmenszonﬁmesurunompa 5*..
Formes bilinéaires

1) Définition d’une forme bilinéa.ine
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Algébre

tout vecteur T et ¥ de coordonnées respectives X et Y g, " *
~ | -3

On a alors, pour

base B : |
b(z.y) = x7 x Matg(b)x Y.

3) Rang. noyau d'une forme bilinéaire

e On appelle rang de b, noté rg(b), le rang de
1 de b, noté ker(b), le sous-espace vectoriel :

ker(b)={y € E/ VT E E, b(z,y) = 0}.

la matrice Matg(h).

e On appelle noyat

e Ou dit que b est non dégénérée si et seulement si
ker(b) = {0},

ou encore, si et seulement si:
rg(b) = dim E.

b) Formes bilinéaires symétriques

1) Définition

On dit que b est une forme bilinéaire symétrique si et seulement si:
VYz,y € E, b(z,y) = b(y, 7).

Q‘WWHWWWW
Sgbmﬁmmmg : g it

il ﬂ‘ﬂ“qﬂedﬁumm

..- 1,41 i: ."L
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Soit B = {&.- €, } une base E.

On dit gue B est une base orthogonale pour b si et seul vt
tel que 1= ) : cmen

» pour tout

couple (% J)

b(C',e,) = ().

| Formes quadratiques

1) Définition d'une forme quadratique

Une forme quadratique sur E est une application ¢ de E dans K WERPES
i) Pour tout z € E et pour tout A € K, g(\z) = a\’q(z),

plication b, de Ex E dans K définie par:

b,(.'c,y)=%[¢I(I+v)"0(3)-9(9)] | .'3,

u) L'ap

est une forme bilinéaire symétrique sur E.

Ve A :
b !
"JLK" ‘r"-:, = - -

2) Matrice d’une forme quadratique

Si g est une forme quadratique sur E'et b, la forme bilinéaire symétrique associée, la
matrice Matg(b,) de b, relatwanem:&lnham B mmwﬁ, i
umt&BestnotéeMat,(q)

Onaslors, pour tout vecteur z € demmxumgﬂwgﬁ =
g(z) = by(z,2) = XTXM.' g)x X :

3) Forme polaire
Soit g une forme quadratique sur E, alors la_
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Algébre 4

On note:

p=card § € {1,....n} / ale,) > g}

m = card {1 € {1,...,11} / q(e,) < U}.

L

Alors, la signature de g, notée sign(q) , est le couple:

sign(q) = (p,m).

La signature de g ne dépend pas du choix de la base B = {e;,....¢,}. De plusi
rg(g) =p+m.

6) Méthode de réduction en carrés de Gauss
Soit ¢ une forme quadratique donnée dans une base de E par une ex
forme: 4
Q(zhili'"izn) = Ea&z? + 220“’:(3,'-
i=1 i<j

hmﬁmederéductionmméBdeGmmnmaémmsq
-"""dwm&fsdonhpwcédbmmt- il
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Je quadratique ¢ Anvidica:

2
g9 . C!+‘3 -_Gl Be ﬁ

ﬁfl-'ri""'j"' 2
L} -

rn
Jun:: {0

ot R 1€ dépend ni de z; nide z,. |
 commence le procédé avee le polynome R obtgalB
Aprés un pombre fini d’opérations, on obtient:

0= SHU@R,

f sont des formes linéaires sur E.

; fnoncés des exercices

#
percice 1 |
sl e applications by C'([01])
|‘.i Iw: : X
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Algébre

3) Montrer que {X TED o3 W A X*} est une base de R,|X] et d 4
bilinéaire dans cette nouvelle bas L

matrice de b et 'expression de la forme

Exercice 3 1
Soient E un espace vectoriel 1
bilinéaire définie par:

bz,y) = oy, + 204 T+ 13z3y; — Db

cel de base B={e,e2.63} et b:EXE SR uuhs.

iRt
g
e
>
- !.}

1) Ecrire la matrice A de b relativement & la base B et préciser le rang de
bilinéaire associée. Déterminer le noyau de b.
9) Soient u € L(E) et g: ExE — R une forme bilinéaire symétrique non

telle que:

L

b(z,y) = 9(u(z),y), YT,y € E.

Déterminer la matrice M de u dans la base B, en fonction des matrices s

de g.

Montrer que les vecteurs propres de u associés A des valeurs propres distine

b-orthogonaux et g-orthogonaux a la fois. e ,-__ ’
- i, N M‘-Il_ .
Exercice 4

On cor e la forme bilinéaire b : R* xR* — R suivante:
bz, 9) = 200 + Tath — 35,05 — 3233, — Ta0, — 3Tty + Ty¥y + Telly

Scanned by CamScanner



Chapitres Fomes quaciatiues

3
/‘:"—6—- g -
gxercice S e
Soit Papplications  + ' ‘ ' ’
oz) = 161; — 16x; + 5z3 - 162,25 + 162,75 + 2247, V2 eR’, 2 b

4 ] {I At 'f"-‘.-'.-' £
fier que ¢ est une forme quadratique. Ecrire sa matrice dans la base canomqm

g polaire associée b.

de R* et la forme
3) Donner une réduction de Gauss, en précisant une base orthogonale ainsi que le rang
et la signature de ¢ al
3) Déterminer l'ensemble des vecteurs isotropes.

4) Trouver l'orthogonal de F = vect{e;,e, + 2¢;}.

f

7 21
base orthogonale ainsi que le rang et la m :5
mnique,lamatﬁcedanslabasecanonigﬁede.h .
1) gl0) =17 — 2 + 25,73 — 4%, o
%) o) =4z +42; + 73 — 1237 _4%% Pt o
3) gl1) =353 + 22,75 + 1,75 '

 Bxercice 8 7
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3. Corrigés des exercices

Exercice 1

1) Prenant u, vet wdans C'((0,1]) et A € R. on montre facilement que:

by + v.w) = by 0) + By (v, w)
by (1,0 4+ w) = by () + by (uw)

b (uyv) = Aby (1,0)
by (1, A0) = Ab (1),

et que:

by(u+ v, w) = by(u,w) + by (v, w)
by (u,v + w) = by(w,0) + by(u, w)

by (Au,v) = Aby(u,0)
bt Av) = bpA(u, v).

symétsiquede b, s i) = b ().
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On écrit, pour 0 < A <1, grace 4 une intégration par m

; 9 &3
f': 1t-t2dt —f “\/l—t’

— ot

A Pt
1—1¢2 =Y
4 +.__2. 0

L]
s S

Lorsque A — 1, les deux termes figurant dans le"-'-'
donc I'intégrale | —=dt estbxendéﬁme.&.;g
=

intégrales du type f J_dt,mnt bxgn d_' ni
néaire b est bien définie. \
Sth&R.[X]telqueb(PP) 3
On a alors:
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Effectuons le chagement de variable: t = cos®:
S S [ 0_(cos0)' ingdf = I " (cos 0)df.
f“ 1-¢ = J1 —(cos@)’

Si ¢ est impair, alors:

Si ¢ =0, alors:
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G atrice Je b dans cette nouvelle base est :
R
=PTAP =|-E 2% -
R+8 8
0 Eran
8 8

«
e S

i méthode: En calculant directement les termes:

Ir WX +1,X +1); (X" —1,X° —1) {p(X — X* Xt S S d
! B o Hia'y & flﬁ'ici‘,‘.."'_’r __‘J
[ e
m;ace 3 .
85 ice de b relativement a la base B est donnée par:
A=
. i i.'l.-':;.ﬂ'l

Ou remarque que det A =0, donc rg(A)=2. "ik‘l?"';!r '2"“9‘5.‘3
Cherchons le noyau de b: T Wh.m MM £
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2) Soient X et Y deux vecteurs de E.
b s'écrit matriciellement:
WX Y)=XTAY.
(u(.)..) s'écrit matriciellement :

MX)'SY = XTM'SY.

La forme bilinéaire

D’autre part, la forme bilinéaire ¢

g(u(X),Y) = (

Par identification, on trouve: :

A=M'S. b =

Comme g est non dégénérée ( i.e. 79(S ) =n, donc S est inversible), on a: 3

M =4S
(AT
=($7')" A, car A estsymétrique
A 2 ST)'I oy (S“)T 3 (S,.)__l

= §7'A, car § est symétrique.

Soient X un vecteur propre de u associé & la valeur propre A '
propmdeumcieahvaleurproprepa.vec,\_:“

On a donc: IS

Par ailleurs, on a:
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5

cule que det A = 0, done rg(b) =4 et le noyau de b est -{0"}
adratique g associée est donnée par: .-
o(r) = 20,7, - 62,3, — 62,2, + 21,3,.

On cal

9) La forme qu

La méthode de réduction en carrés de Gauss donne:
. o) =22,(z —3z;) ~ 6,3, + 22,3,
= 22(2, - 32,) — 62,75 + 20,3,

g =g -3 T AR SRR :
Uy = T =31, ' i
On a alors: IR i
ols) =3ty 155l g Iy e
= 2w, — 16247, B
M ee

= 2(z, - 32)(3; — 32,) — 1627,

1
= 5(51 + —3%—3&3’ :
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Posons maintenant P la matrice suivante:

LA
2 2 4 4
h 33
|2 2 4 4}
i i ol !
2 4 4
W
LO & 5
On définit la base orthogonale pour g par:
: 3) 3\
{ N ( = e
V2 V2 1 1
2 2 :
'”:='?;Vz=—'2—“;v3=i;v‘— i L oas
g 0. 2 il
\ {4; \4.J‘

4) Déterminons 1'ensemble des vecteurs isotropes de ¢.
Mt H=[XYZ T) unvmur* sotrop e @@ 4
_Onadm q{m =X*- Y‘+Z’_ "2-“'—’0 danc x’+z" =.<Y3'_ ;
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Chapitre 5 Formes quadratiq

Par ailleurs, ol a:

(bla, X + ) = (0a, X) +b(a,Y))’

= (b(a, X))* + 2b(a, X)b(a, ¥) + (b(a, Y)J.

On & aussi:

AX+Y) =2 X) = Y) =29(@(X,Y) — (b(a, X)) — 2b(a, X)p(a, ¥)

= (0@, Y)Y + (b(a, X))} + (b(a, ¥))?
= 29(a)b(X,Y) — 2b(a, X)b(a, Y).

La forme polaire de ¢, notée b, est donnée par:

b,(X,Y) = qa)b(X,Y) — b(a, X)b(a, Y). l..";;'} 3

2) On rappelle que le noyau de ¢ est I'ensemble N, —{XEEﬂrp(XY) 0, Wekﬂ;} ;_3;

Soit X € N, alors, VY € E,
q(@)b(X,Y) —b(a, X)b(a,.Y) =0,

donc:
b(g(@)X,Y) ~ b(b(a, X)a,¥) = 0,

cest-a-dire:
bg(a)X — b(axx)%l’i =0.

Onadonc N, C vect{a}.
Réciproquement, toutvecteur_' '
 Eneffet, VY € B, b, (e ¥) =
uoyau de (. _ s R
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Algébre b :

ou encore: “

glr) + othla.x) + qla)t™ = .

On obtient ainsi un polynome du second degré en t qui est positif ou ny] m“

t dans R. I _}EL I

On en déduit que son discriminant est négatif ou nul, c’est-a-dire: '8
A = 4(b(a, 7))’ —4g(z)gla) <0,

soit :

¢(z)g(a) - (b(a,))"

ce qui signifie que ¢ est positive ou nulle.

Exercice 6 :
1) La forme g est de la forme: g(z) = ZZ%“’ , donc g est bien une fc <
tique. i=1 j=1 g
Sa matrice dans la base canonique de R' est:
61 S
0 -16
bl
\0 0
hmmm bﬂ;

5(&!)=1'3ﬁw;—18% +5z,y. —_ — 81

i I 5P o e
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Chapitre 5

On en déduit immédiatement que rg(g) = 4 et que sign(q) = (2, 2)
Recherche de la base orthogonale pour q et
osons % O R T e
P X =4z, -2z, pltetay
Y =4z, 21, Ll

' | 2
Z=J§:!:3 +7‘-5""-$‘ Iy

1 2 3

T =

[nversons ce systéme linéaire:
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Soit U =(X.Y,Z,T) est vecteur isotrope. _
Z2.T)=0, ¢'est-a-dire: bl o ) B B |

Alors g(X.Y, T
ensemble des vecteurs U = (X,y, 3&)&

L'ensemble des vecteurs isotropes est I’

que:
X’-{-Zz = Yz +T2.

I
ad

4) On sait que dim F + dim F* — dimE = 4. Donc dim F* =4-2

Posons ¢ = (1,0,0,0) et € = (1,1,2,0).
Cherchons un vecteur T = (a,b,c,d) dans i
On doit avoir b(z,e,) =0 et b(z,e,) = 0, ¢'est-a-dire:

16a—8c =0
16&-—16&—10c—8c—16a+8c+lﬁb+2d=0,

16a—8c =10
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Rl’{‘ht’]‘l‘}l{’ de 1

Posons

[nversons ¢ systéme:

a base orthogonale pour ¢

X =1z — 2z,
Y=$2+a:3
lz-'_:ﬁms_
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1 ! -l-ér.. 1127
=4l.‘l’1 +"'1'-rg '_"Z-IJ - 1 273
2 15{. s
L |z ——1.1
=4[1’1 +Z 'E‘r?) 4 15 24
. 22 V¥ 121 :
. : 15[1‘ '-—--‘F] -z .
1279 7 ’ 3 Ry
__4[1'1 +4I*2 2 3J 1 27 15 5 j
o Recherche de la base orthogonale pour ¢ o
Posons 1
X=25+75 %
NiH 11
¥ gy W™
1l
Z = —=1Ij.
b T
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0 thode de réduction en carrés de Gauss donne:
a e
3) 18

o@) =302 +20,8, + nyz,
= 5,32, +215) + 2,7,
= - 1‘1(3':1 i 33) + 22223
On pose:

= 3z, + 2z,
U, = 37 + 5.

_2
Uy Uy 3 3

115(3" +3z, +3x_.,) --(3::, +32, — 2, f _..;g

3
=t@m+ntn)f -5 (3s1 32, - za)‘-—:%'
o Recherche de la base orthogonale pour ¢:
Posons

X —-——-(sl +¢= +ss)

—-—23=(3% 332"%]

=5 '_., : ‘
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orthogonale pour ¢ par:

it la base "
On définit la 2\/3] _JE 5
3 3 6

3 -JE |
—-g-@-u,=—-—"—ﬁ"”3:‘ 3 || 3

it b 1 ol - R

o| 0] | 4

L L / \ 2 :_.

Exercice 8°

1) Utilisons la méthode de réduction en carrés de Gauss:

On a: iad L Oy — 22
e
g——z| ——2" —2y2 e
&
=[z——2] '—'4—(32 +8ya3) : ._*.\'_.:‘.:_,
=[z__'.sz —-]L[(z+4¥)2 —lﬁy’]
s—-s—xr—-—(z+4y)’+4y’
f

-t‘

v ]
(s3] - m—sl’mr

b= N

ﬂ'—"‘\
[y

2

;:;‘ |
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> 14 matrice définie par:
PU-*‘U"‘\ ] lu‘ 1 ]

1 1 -1
p= Ll iy
2 E4S 1

=2

base ort honormale est donnée par:
! 1

e{ =10 ;é =4{) ;e; =1
0 2

) Une base de (R) est donnée par:
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Algebre

Trois cas se présentent:
i) lercas: t—1>0.
Dans ce cas. la forme quadratique en A ety précédente est A

deux carrés. L'unique solution de:
AN+ (At —12) A+ (43t =0

‘_m-'" %

ii) 2e cas: t—1=0.
Dans ce cas, une solution non nulle de:
AN + (4t —12) M+ (£ +3t)u* =0
est, par exemple, A = g =1. Il y a au moins un vecteur isotro,
g dans (R).
iii) 3e cas: t—1<0.
Dans ce cas, I'équation:
AN + (4t —12) M+ (£ +3t)u’ =0

adment au moins une solution non nulle, par

h_3 t+3‘ﬁt..
(‘R)

B)"aa‘imﬂunvecteur'

dm-lmdemwmqumes lles la rest
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cest-a-dire:

nant X =

Prenons ma.inte

On a alors:
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Chapitre 6

Application des formes
quadrathues a l'étude

des coniques

1, Rappels de cours

;) Définitions
elle conique toute courbe d'équation implicite:

0 appe
f(z,y) = az’ + 2bxy +cy® +2az +2By+7=0.

» Classification
{ partir de I'équation précédente, on construit les matrices symétriques suivantes:
b «a
a b 2
M= et A=|b ¢ B
D=e
o . pea
Suivant les valeurs de det M et detA, on déduit la nature de la conique:
b e udeti A =0 =0
;r—-—-..__l:'* conique est dite: impropre prapre
R det M>0 un_point L
| ature de la conique det M=0 une droite une parabole
| .
s det M<0 | la réunion de deux droites | une hyperbole

17
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Algebre

Nous laissons de coté les coniques impropres pour nous intéresser aux Coniqueg

Parmi ces derniéres. nous distinguons deux sortes de coniques: les coniqueg
(ellipse et hyperbole) et la parabole.

b) Plan d’étude d'une conique a centre _ *

» Recherche du centre de symétrie

En gardant les mémes notations que celles figurant dans la définition, le centre
de la conique est donnée par la r&olutlon du systéme linéaire suivant:

-3
» Recherche des axes de symétrie

Notons v, et v, les vecteurs propres associés aux valeurs propres N“
matrice M.

I(r..

Soit I(z,,y,) le centre de symétrie de la conique.

Prenons P un point de la conique de coordonnées P(X,Y) dans le
alors 'équation de la conique s’écrit plus simplement da.ns ce nouveau

WX+ Y + f(zo, 1) = ol

Cette derniére équation s’appelle 1’équation réduite de la conique et e;
sous la forme plus simple: '

OE
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Chapitre 6 Application des
formes : 4 :
Quadratiques & I'étude des conigque

J blad ci-aprés donne la nature de 'ensemble des points M sy
e vant les
/ Equation réduite Foyers — ‘
Nature ﬂtricité Sommets
df‘l” Equation de la Définition bi
conique F___Ei_iiectrice tion bifocals
L/"/ ¥2 )f? =
F RS F(e,0); Fi-c0) " = S
& 3 . -“:;.h:" ¢
g <l ovee BEER A(a,0); A'(=a,0); |
gipe | o 2opec | BOD:BOB |\
a - a’ |
I=—c—, g = —>=r MF"‘M#%_ g
C 'a:rﬁ |
IR ;
P I
e<l avec e= =
Hyper- e
bole on &= a® + b
2 2 ;
o Eé_ cg=== |1
c .
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Algébre

Alors, la distance d(M.D) du point M 4 la droite D est donnée par:

| azg + by, +¢| *i\ :

d(M,D) = —" =5
(MD)= T+

2. Enoncés des exercices

Exercice 1

Pour chacune des coniques suivantes, préciser :

— la nature de la conique, i
. unrepéreerthonorméda.ns]equellacomqueadmetuneéqumn y
- Téquation réduite de la conique, e

alf(z,#)«-m? 30y-+ 312~ 22 + Uy —5=0 pia
%b)-'l’;lfwi%t"w S AR Gy
Sy =(2 iav?ﬂwsv—s o '
d) f(z, _F*ﬁﬁ‘ +4w+»y’ kv@g_i—lnﬂ, e

j “"'k ooy "hr‘*'-frra-t'
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Chapitre 6  Application des tnrmesquadratiquesg I'étude des coniques

; corrigés des exercices

percicé 1
<t (, la conique d équatlon
5 Soit 1 f(ry)*ISI — 32zy + 37y — 2z + 14y — P

ique - g ey
o Naturé de la conique G =

posons M et A les matrices symétriques définie par:

13 -16 1388 =148
M:[—IG g7 |3 A=|-16 37

detA—-—1125 =0 et det M = 225 > 0. Onmd&‘igit
o Recherche du centre de Vellipse ok
Soit 1(Zo:Yo) le centre de lellipse. Alors (”'ﬂwl’p}

linéaire: [ 13 —16 | :,‘ | 23

-16 37
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Algebre g

_ oy onique C :
Représentation graphique de la conique G s :\ :

157

1 15
15

b) Soit C, la conique d’équation:
flz,y) =1y +3z+5y—4=0.
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<olution de ce systéeme linéaire donne:
LaTt® -
I(-5,-3).

f -1 —l] =11
DL' phlr. J 3 ;3
B g axes de symétrie
lu‘lll“' dos ;
s RecC
qeonalisation de la matrice 4 donne de

‘ ' ux vale x X
[a di 1 . t aleurs Propres  distinetes
__" et A, =—. Les vecteurs propres, unitaires. ascneisc s
X =g A aIres, associés d ceg valeurs il
< sont:

pr{‘

—1

)
&l &l

Le repére (I, v, 1) fournit une base orthonormée (v,v,) dans lequel I'ellipse ¢,

a pour équation réduite:

: 1
+'2-Y2 +11=0,

que l'on écrit plus simplement :

a9

. ¥ b
2y (=)

Représentation graphique de la conique C :

177
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Algébre

¢) Soit C; la conique d’équation:
f(z.y) = (20 +3y)* +4r +5y—5=0. :

e Nature de la conique G =
Posons M et A les matrices symétriques définie par: g

{ 3

4 6 2 :

5 5 |
= ;=59—
M=l 9 2
22—5
k2 J

detA— 10 et detM =0. On en déduit que C, est une parabole,
e Recherche du sommet et de I'axe de la parabole i
On effectue le changement de variables:

Z =2z 43y
T =3z—2y,
que l'on peut aussi écrire:
. 9 o5
RN g =—2Z +=T
5% . !.-Ta e 2 & i | { ﬁ‘;_& m".‘;'} ;
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Chapitre 6  Application des formes Quadratiques a I'étyde

le nouvean changement de variables:

Effectuons Sy it
X=Z4%
26
Y=T §292 !
| 104 ' '
cest-a-dire: s :

23
e —
X 26+2a:+3y
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Représentation graphique de la conique C; :

#
a3
a

8 82 84 86 88 9
d) Soit € la conique d’équation:
- flzy) =47 +4my+y’ 226y +1=0.
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Chapitre 6  Application des formes quadratiques

. changement de variables, I'équation de la co i
flz,y) = (2T+y)2 -2r—-6y+1=0

A\"‘“ (

=2 -2Z -2 i

yppliquons 12 méthode de la réduction de Gauss |
P

ment:
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Algébre

- g |
. e de la conique G ¢ :
Représentation graphique d¢ oy ’ A

Scanned by CamScanner



2 3
1] -0 o M = — 2> .
:5_'_:_]_,_.----' ot det M 5 0

etd="" g i ‘
se Préﬁcmenl alors, suivant que 33 —a® = 0 ou .

W Cﬂ-"' <t

i) Jer Cas- 38— o’ =0.

i

Dans c€ CaS: la conique C est dégénérée.

- 9_.. |'équation de la conique C dev:e.nt

2

clest-a-dire:

" InmulueCastdoncréd
i)!eul 38-a’ =0.
- Dans ce cas, comme detM
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Algébre - § :

Recherche des axes de symétrie

La diagonalisation de la matrice A donne deux valeurs propres distj

&

= 3 Les vecteurs propres, unitaires, associés a ces valeurs propres
2 pres

=1 __1__
N 2
Ul = 1 et % — 1 2

V2 2

On en déduit le repere (I,v;,v,) fournit une base orthonormée (," i
lellipse C a pour équation réduite:

2
EXz +-g—lf"2 +[g_2_3_]=0_ (*)
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e ipse est le mili
e 0 de cotte ellipse est le milieu du segment [F

[e o . De plus, le sommet A se situant sur l’axe fc ’!

_0F= el |
r'oded“" la longueur du demi petit-axe de cette
oo et

Cs[g Euipse

e

a donc pour excentricité:

i -
| ation d'une de ses directrices D est:
Qs

—_ point M (z,y) sur cette ellipse. Alors

o . F)F = (2 i

s [

:.-,udaduit que I'équation de cette
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Algebre

ST
Exercice &

Utilisons dans cet exercice une propriété importante des tangentes a
uue DAT 5

abole p de foyer F. M un point de p et T la ta R
M sur la directrice de p. Alors la tangente T .
autre facon de caractériser T est de ?&:‘

Considérons une par
Notons H le projeté de
du segment [FM] ou encore, une
symétrique de F par rapport & T.
Apreés ce rappel, retournons a notre exercice. Notons P la parabole
directrice. Notons (o yp) les coordonnées du foyer F de la parabole ,- x
A'. le projeté orthogonal de A sur la directrice D et B, le projeté : e

sur D.
Puisque (Oz) est la tangente en A & P, alors le projeté de A sur D, '
est le symétrique du foyer F par rapport a (Oz). Ainsi, comme F a p
(2,9 alors son symétrique A’ par rapport & (Or) a pour coordo
De la méme fagon, comme B' est le symétrique de F par rapport & (O

coordonnées B’ (~29: % )-
B E‘quitiondeladirectrioe D

La directrice D passe par le point A’ (zg,~Yo) et le point B (=
Yoy L — _2% ) ‘L"-‘.'-x}w- 9
H ; ) 230 .. . 3

r
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,déduit que ;l.l A B = () et que BB A B et e
el ; A “
Un -f:{] -+ yo 21'0 —] 0 (1)

Ty + Y5 — ¥ =0 (2)

2), on obtient :

slculant (1)
foc e

remplagant ce résultat dans (1), on obtient:
] 5z — 22 = 0.

Ou en déduit que le point F a pour coordonnées (0
2 4

1575 |
(0, 0) étant exclue (car ce pomt m situe

La solution :
fualement pour coordonnées |= —] ef.ladmm D a.

5'5
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Algebre

je variables:
Z=1-2Y
T=2z+1,

On effectue alors le changement ¢

que l'on peut aussi écrire:
x=lZ+ET
5 5
v =:£Z +—1-T.
5 5
Avec ce changement de variables, 1'équation de la conique d ;
2l —dzy—dz—8y+4 =(@-2) -4z -8y +d= o vkl

i;fi-'
=z’~*—4[ L e T] 8[ 2wl
16

=7+ Z'“-E'T-!*#

fhg

l)’*'

4
A 1“ L)
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Chapitre 6  Application des formes Quadratiques

ouveau repére ort honormé

jon du n A
2 onde Xet Y:

e
, Ot et yen foncti

Eﬂi\-om' I___._.2_+1X+EY
25 5 5
16 2 1
B i s
25 3 +5
. Je nouveau repére (0., e,) dans lequel I’ équation
A 2 iudl
X =il
£z
ﬁwpar' l i
2 16]. e
0[25 25) =2 'e’
5
Reprisentation graphique de la parabole P :
4.
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moduit scalaire euclidien

TR

9

1, Rappels de cours

o % : e I8 : | ek g )
TN i u“‘:i& tny . ‘*si 'w u-é'l' - ,‘::‘7!:

%it Eun espace euclidien.

| Définitions et propriétés

ks deux propriétés suivantes:
y ) V1€E, (z,z) > 0, (On dit alors qﬁn
i {52)=06 z = 0. (On dit alors que ¢
: _hj
‘o'%llﬂrme de z le réel: |zl = y

Sl Guhy Schwar,
- .w 3,3#'
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Algébre

IR
;

») Orthogonalité

1) Orthonormalisation de Schmidt

Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt consiste & construire une bage g

& = & =¢ —+
& =€ + e
5o ¥ ou ’\=_(&Zse{)
& =& + e + pey
S T od A=—(e.€) et p=—(ege)

k-1

€ — ék=ek+Die:Oﬁ Vi, A = —(e.€¢) —

= S0 8
La base {e,’,,el',} ainsi obsenue est une base orthonomée. '
2) Orthogonal d'un sous-espce vetorie |
o Soit F un sous-espace vectoriel. On appelle orthogonal de F, le
de E, noté F*, tel que:
Ay _ F"‘=%EF/VyEF,(z.y)=0
T A ’ ; 2%
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s du prodult vectoriel
Mgl

» girectement de la définition, on a:
Ol 31'

PTUP [l

,E u:"\ll:O-

v est orthogonal aux vecteurs u et v. (En

teur u/A
Ll‘\ﬂ aires. alors {u,v,u Av} est une base de R')

ont Pas coliné

mﬂﬂs Jaire et de volume:
aire du triangle formeé des vecteurs @ of ¢ it TitiN ‘ﬁ;l-
ﬂ i

 Laire du parallélogramme formé des vecteurs u et v gg;
Le volume du parallélépipéde formé des vecteurs u,.%
o

det(w, v, 1)-

), fnoncés des exercices

T
‘Bercice 1
|| Les formes quadratiques suivantes di

*"'nmzi-:: + 4 EnRi

FQQ(!) 5--'».1 +3:c3+z,xs+7
Vg formes bilinéaires suivantes so

PO [ PwQ)ear, e

. w'\-‘?;‘r{_

me f'P(t)o(:)we(ﬂw ﬁé
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Algébre
ls. Montrer que l'on a:
2 1= (z+2y+32) <14, ?

b) 2 +2y" + 32" 51:>(r+y+z)2s—1—1.
6

2) Soient I, U 2 trois rée
a) r* + Ytz

U
Exercice 3

On considere le produit scalaire usuel de R,[X] défini par:
(P,Q)= aghy + a1b, + ayb,,

o P(X)=aq +a X +6,X" et QX)=b +5X +bX°.

Soient les polynomes:
[P(X)=3X"+2X +1;

}’Z(X)=—X2+2X+1; :
1E(x) =322 + 2% 8ive Sl

3 : Kitkine ) T
P(X)=3X* +5X +2. :

r"l: 5’
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Berciceﬁ il
it Eum espace euclidien orienté de dimension 3. Montrer que'f ou J
on 8 g
= (ww)v — (v w)u

1) 'u/\l'l Aw

%) mm;;‘\iuu’\!} [u w, .r]v—[u w, I]u.

3 Soint a et b deux vecteurs donnés de E. Réaoud.re dang E

St E=M/(R) et ¢: E x E — R définie par ‘P(A.B)
{) Montrer que ¥ est un produit scalaire sur E.

3) On note F 'espace vectoriel engendré par les m
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Algebre i

S
b) La réduction en carres de “Gdllhb::ld(' Q_:' donne: 5t wg_
Q.Z(I) = .I'i' -+ 2-1:2 + 2.1-3 s 2:21'3 -—-2:1:52 ¢ :'_

= (5, —5,) -5 +25 +255 2,2, s
= (1, —5,) + 13 +21; — 25,7, '
= (1, —5,) + (2 — ;) — 23 + 222
=(5,—%) (5 —5) +5.

On a alors: Vz € R®, Q,(z) > 0, clest-a-dire, @, est positive.
De plus: Q,(z) =0 si et seulement si:

E :':2—:3:0’
T3 =0

La forme quadratique @, provient bien d’un produit scalai

c) On peut remarquer que Q4(0,1,0)=—1< 0. La forme q
vient donc pas d'un produit scalaire.

&t
2)G)Onpentmquecetteformebﬂm&§remma§-
vg,w_,@@u,f (P(t))’e"dt 0 si et seulement si:
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Chapitre 7 Produit scalaire euclidien b ‘:

Sk il

ot daut pe part:

V(r.y) = a®(r,x) + bq)("r?y) + C‘I’(yay)-

uisque P est symeétrique, on a:
V(y,z) = ¥(z,y), S

Aipst.

-di <=
st (1:)+b¢ry)+C‘I’(y~y)_“(I'y‘y)"'b@(z’y)-l-@(r“zgk %

soit ra—CJ‘I’(I,I)+(C_G)¢(y’y)=0'

prenons, Par exemple, 7 = 0. Dans ce cas, on a: 0 =(c—a) &(y,y)
(hoisissons maintenant y = 0. Du fait que ® est une forme b ‘
$ly,y) = 0 pour y =0 et donc ¢ =a. ; P
Lapplication ¥ s'écrit alors W (z,y) = a®(x, z) + b®(z, ) + ad(y,y

Utilisons maintenant la bilinéarité de I'application W :

mtz.yetzda.nsk On a d’une part:
¥z +y.2) —a‘P(I+v,$+y)+b¢(z+y,z)+a¢(m)

¢t d'autre part :
i(: + V. z) = ‘F(I, Z) + "I’(y' Z) W
= a®(z,7) + b®(z,2) + a®(z
On a done:

o, ) + 208(2,9) + aR(01) *
= oz, r)+b¢(z.Z)+%§5f "

‘mw,pmutout we, '
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Algébre

Réciproquement, on montre que. si ¥ s écrit b®, alors ¥ est un - .-

1 T :
2) a) Posons U = 9| ot V =|y|. Notons (.. le produit scalai
3 z =
désigne la norme associée a ce produit scalaire. :

g

L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne:
2
| @ | <Ivlvi,

ce qui nous conduit a: e
@+ +32f < +2+3)(+s* +22),

B
I.

T iy 3

Clest-a-dire, compte tenu du fait que z* +y° +2* <1: .
(z+2y+ 3z2)° < 14.

Scanned by CamScanner



p, doit vérifier:
!

1,.pnt_\.m')ult’ (d(P), P )Y = (a—3)" +(b—2) +(e-1) (’i ” G
(d(Py: ) ) =(a+1)°+(b-2) +(c-1) (§ %
(d(ﬁ,.P, ) = (a=3) + (02" +(c—52
PO = =37 +0=5F +(e=af |

i) {2) donne a=1.
- (3 domne €=
1)-(4) donne b=
| polnome R, cherché s’écrit:

P(X)=X*+3X+3

) vaut donc: 28 '-_‘
d(P,R)=A+1+4=3
S V- E

ja distance d(Fo-Fy

mcelr
|| Ontbonormalisons la base canonique de R,[X] D
k&:hnndt

fu :

;!hd&'mitlepremiervecteurdelemu '

-
U

&htmr
_

“h-elx,l) 0 et {1, l)--“
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Algébre

-2—+2;z =0
3
A=0,
-1
cest a dire A =0 et -
Le polynome P s’écrit donc: -
P(X) = X* -%, e

De plus:
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(o lit'lﬂ avoir:

)=<3~"1)+A(Uza”1)+p(vl, 3
(s tg> (U5 2) + Mty 0y) + oyt

= {['3.!'1) = ("1-”2) = U. (1F3.U2) = 6 et (vl'u[> =1.’ (ﬁ;
(o :
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Algébre i

PETSE—
Exercice 5
1) L’aire du parallélogramme défini par les vecteurs u et v est donnée -~

2

lurof=l|—1[f = V6.
-1

Le volume du parallélépipede défini par les vecteurs u, vet w est do ‘ '
i1 33 |
[wv,w] =[1 0 1|,C3 —C;-0C,
2 0
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g  4=0o0uv=0o0u w =0,
jer €8

pegalicé et 17
- =0 ou v = 0: u et vcolinéaires,
k .

’ e CBS, uAv =0 donc (uAv)Aw=0.

psutre part (wwyr — (v, w)u = o, wp — afv,wpp =0, _

pos: =0 08 v = 0: uet vnon colinéaires.
' Das ce cas. 1a famille {u,v} est libre.

(On construit une base de R’ en prenant la fami

B vialement vérifiée.

(rthonormalisons cette base en la base ortho
procédé d'orthonormalisation de Schmidt:
6 = ku

¥
Posons w = pe; + ge, + Te;.

Caleulons, d'une part,
(uAvV)AwW

- e dautre part : T

:_: o ("h Iﬂ}ﬂ S (”a w)“
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Algébre

et que:
(v,wA 1) = [v,w,7].
On a bien le résultat attendu.
3) On peut tout d’abord remarquer que, grace a une propriété du pre

a:
vz e R* {(aAxa)=0, A

c’est-a-dire:
(b,a) = 0.
Deux cas se présentent alors: i
o ler cas: (a,b)= 0. sciaa
Il n'y a pas de solution. b
e 2ecas: (a,b)=0.
Examinons plusieurs sons-cas:

Sia=0et b=0:ilny a pas de solutions.
Sia=0et b=0: tout vecteur zde R est solution.
2 ek .. 'aha:;,o’ . zw o ‘_f'i

~
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cice 7
e . est clairement linéaire.

tion ¥
lJ ,‘ppllcal it (B A) Tr ((BTA)T )__ TT‘(A’!‘

peplos (B4

s la positivité de ¢(A A).

¢ A= (A, )ls-.:s-u . on obtient:

yfontrons
fa potal

ol positivité de @ (A, A).
ontrons maintenant que ¢ est déﬁme
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Algébre

D+n=-2)+...+2+1= n(n-1) .
2 ,.L'__.-

endre (1

La deuxiéme forme eng
ombre dans la partie supérieure de la
[11A41]

IC

positions que peut prendre le n
sur la diagonale sont compatibilisées ¢

exclue. (Les matrices avec des 1
forme).
Ainsi, la dimension de Fest: 1+ "("2‘_ h_ "(n2+ 1)

. Donc dim F = n

b) Notons G, I'ensemble des matrices antisymétriques et montrons una

+ Démontrons que G C F*.
Soit M € G, une matrice antisymétrique et A une matrice syn

trons que M € F*.
On a d'une part: ¢ (4 M) = Tr(A"M) = Tr(AM), car A ot
D’autrepart,fma: <p.(A,M) =p(M,A)= Tr(MTA) = ~Tr(
car M est antisymétrique et ¢ symeétrique. 5 Ve
Ainsi: (4, M) = Tr(AM) = —Tr (AM). f
Donc Tr(AM) =0, c'est-d-dire Tr(A"M)=0, donc: M €
e Démontrons que F* CG.
Cette inclusion se montre par égalité des dimensions.
:lm,m?t que: dim F +dim F* = dim £ = n, p.m

2 gs%
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»" Chapitre 8

Matrices orthogonales

1. Rappels de cours -

. souEun espace euclidien de dimension 3. On note { ) unpro&ui‘& gl %EE&% % ~ |

e WI!&
2) Définitions et propriétés o e g
1) Définition d'une matrice orthogonale

| Une matrice A est une matrice orthogonale si: :

Pt ooy

2) Définitions équivalentes T v

3 Une matrice A est une matrice orthogor
la matrice A forment une base
‘ . UmmﬁceAeBtuneH lﬁ-r
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i b) Espace euclidien orienté

Introduisons maintenant la notion d’espace euclidien orienté utile poyr l!étlldeh

rotations.

1) Orientation d’espace euclidien
e On dit que deux bases orthonormées B et B' ont la méme orientation 5
det (B') = 1 ou det {#)=1
B

Dans le cas contraire, on dit que les deux bases orthonormées B et B n’'ont vhk
méme orientation.

e On dit qu'une base orthonormeée B est directe si B a la méme orientatiop ek
base canonique de E. Dans le cas contraire, on dit que B est une base orthonoryg

indirecte.

e On dit que l'espace euclidien E est orienté si toute base orthonormée de p -
directe ou indirecte. *

¢) Plan d'étude d'une rotation

On suppose, dans cette partie, que E est un espace euclidien orienté.

e On recherche un vecteur invariant par 4, c’est-a-dire un vecteur n tel que: "
An =n. i
L’axe de la rotation A est alors donné par vect{n}.
e Recherche de I'angle 6 de la rotation:
i) Calcul de cosf S

Il est donné par la formule: Tr4 = 1+2°039I o TrA désigne I '
c’est-a-dire la somme des termes diagonaux de A.

wii) Calcul de sin#
On choisit un vecteur quelconque z, non invariant par A. K
Le signe de sin6 est alors donné par le signe de det(z, Az,n) oin
calculé ci-dessus.

d) Projection et symétrie ortha.gpqalas |

Soit F un sous-espace vectoriel de E. St |
? B Quncn s sdiinn

On note enfin P, la pmjeeﬁon“'ﬂttliéme’m’et--sp*ﬁ' g
rapport au plan F. S

Scanned by CamScanner



Chapitre 8 Matrices orthogonales

y hogonale sur F est donnée par:
La prol
[ ]
i j'
t € E, Pp(z) =) Xz,e,)e
1=1
[ a symétri orthogonale par rapport au plan F est donnée par:
, La symétri AT

Vz € E, Sp(z) = 2P:(z) - x.

) :Fmp}‘;etes

note F 'orthogonal de F, alors:
N on Ik

La projection orthogonale sur F* , noté PF*' est donnée par:
o LA

Vz € E, PFJ“ (z) = z — Pp(z),

o Lasvmeétrie orthogonale par rapport a la droite F*, noté S.rl‘ est donnée par:

Vi€ E, S (z) =z~ 5p(z).

2. Enoncés des exercices

Exercice 1

Déterminer la matrice de la rotation R_ de _R3 da_ms une base orthonormég (ﬂj,_k X
b . f PR L le de rotation.

tele que R(i) =& ot & = [—-,—,— et R(i )= k. Donner son angle

"'"'l-—___

Exercice 2

b ad
. Compléter 1, matrice A = 3 92 6 .| en une matrice orthogonale de déterminant

3
POsitf puis étudier I'endomorphisme représenté par A.

209
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Algébre

Exercice 3 _
Soit E un espace euclidien de dimension 3 et B une base orthonormée directa
les endomorphismes de E représentés dans la base B par les matrices sy

. i, S | -2 -6 6
1
WA=z 1 -2l B 4=F 1 g
s g s k.

Mﬁai
Qnmsd&el’wpme vectoriel R? muni du produit scalaire usuel,
0 FefeR atnta u}

>. =E0v 5] TR
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&apilmﬂMatrim_

on suppose e E est muni d’une base orthonormale directe
2 'nn- R daxe D orienté par le vecteur unitaire n et d’angle ¢
tio .

) Montrer que: VI € F, (r,n) =0 et R(x)= zcosh +(n A z)siné,

On considére la rota-

p) On note, pour chaque vecteur zde E, z, sa projection orthogonale sur D et 33
celle sur la plan orthogonal & D. Montrer que z;, = (z,n)n ebigyie #H@' 8

¢) En déduire que: Vz € E,  R(z) = zcos8 + (n A z)sin 8 +(1 —c0s0)(z,n)n. RS

d) ,4pp:'ication :
Déterminer analytiquement R lorsque n = [%r\%,ﬂ] et 0‘=-§~

3, Corrigés des exercices R

———————

- Exercice 1 S 2 "'15' e
; La matrice de R s’écrit: ' VR

matrice est orthogonale, don les ve
ale. Ainsi, (R(i),R(j)) = 0, donc y=0.

a.lememe principe, on montre Qi
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Algébre

ot. finalement, compte tenu du fait que: Riu) = u, on a:
a+a =1

e
H+6}:_1- ':1_.:- s

On obtient finalement le systeme suivant :

d+f=1 (1)
a?+8%=1 (2
aa’ +43'=0 (3)
lag’ —a’B=1 (4)
—a+a'=1 (5
—-f+p'=-1. (6)

@mhgmt (5) et (6) dans (2), on obtient:
(1+ea) +(-1+8) =1,

d-’ + 8% +2a-28=—1,
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o R est donnée par:
0 -1 0
A=10 0 =1k
1 200

v 18

de son angle de rotation 6 :

L ‘m-n:ﬂ,p,gwse. On a donc cosf = > "
i i 7,

1

e maintenan
o

un vecteur quelconque, par exemple, T = (1’&0)
et I'axe de rotation de R est'u, : g

=l

g R2)= (0.0.1)
e de sinfl est donc donné par:

1o =]
1400

det
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Algébre

Ainsi:

. |
wall;

'[]3 ——

o =]

(7]
Etudions |'endomorphisme orthogonal représenté par A:
o Recherche des vecteurs propres de A:

1 est la seule valeur propre réelle. Un vecteur propre unitaire ass
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g <0 pour ce choix d’orientation de e/,
jonc S
REMARQUE
@ 1 1
V3 V2 6
1 1
SHPMP:—I—————,B.IOI‘S
o V3 V2 6
L . =
\\/5 ng
(
1 =8
11
PTAP = —
14
o 38
\ 14

htia?.
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Algebre

A

e Recherche des vecteurs propres de

1 est la seule valeur propre réelle. Un vecteur propre unitaire
(

0
| L
el_ﬁ-

1
L\EJ
e Complétons ¢ pour former une base orthonormée directe de E.
-8 |
0

e, b ' i S 1

On peut choisir €; =|0fete; =€ Ag =|—=|.
0

—
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-] est

 ade de I'endomorphisme orthogonal A, :

4, est de déterminant —1. """{f}{f .

, Recherche des vecteurs propres de&~ o,

valeur propre simple. Un vect
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Algébre , -

double. Les vecteurs propres associés sont :

La matrice A, est celle d'une svmeétrie orthogonale par rapport 3 Nﬂ

1 est valeur propre

!..-..

Exercice 4
1) En remarquant que I, = —I; — I3, Ol obtient la base:
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est donnée par:

Pe(o) = (@)l + o

lrw de PF

(u trouve donc:
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Algebre &

5) La symétrie S, est donnée par: 8y =2Fp =\,
Sa matrice est donc:
B e
3 3 3

-2 1 -2

§. =|— = —|

F=1's 3 3

aL
\ 9 3 8

La symétrie SFL‘ par _l'ﬂllJPOrt a F* est donnée par: Sp-l.
s + 5k = I.), c'est-a-dire: (i
r""]. 2 D :.'
(313
2 -l
Sube
3
-
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Y

]
1 e ar: P 0
(n a donc: Pp(z) = z"P,..L(-‘B) =2-

jans E. On sait que la proje
,—_(x,n)n. De :

§ Caalons dabord le vecteur n. On a:
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Algébre

EOE b
5 - 5 3 - :—
AF e 3
Dot la matrice de Pr : 5 & i i
] 1 5
E R

2) a) Soit z dans F. Alors z est orthogonal a n, donc (z,n) =
Si z =0, alors la formule: R(z)= zcosé +(nAz)sinf est clairem

T .
ns maintenant = = 0, alors — existe et est un
7

Supposo
plus, [ A i n] est une base orthonormée directe. 4
bl lal

En particulier, l“—:_i,nﬂAHI’ est une base orthonormée de F, car :
T o

(ﬂA:I.' Ay SLE Y

m [
Donc R(z) s’écrit: R["?—]=0089i+sin9nhz‘ aait,;n.: 42
llzll llzl

et en utilisant la linéarité de R, on obtient: <A

3(3)=3M0+£Mt)ﬁha_ st 4
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ire part, D 8814 QUE: &3 HET (z,n)n. On a done:
pas nc:

R(z,) = (z — {2, nyn)cos @ + (n A (z — (z,n)n

r,E,:.,t.a.dirt’: . ot
Rizy) = £cos6 — (@, min cos@ -+ (n A z)sin G =)

qme RAN = (), on obtient:
0

R(z,) = €058 — (z,n)n cosf + (n

Finalement,
R(z) = R(x)+(zn)R(n)

= R(z,) + (z,m)n
= zcosf — (z,n)ncosf +(n Az

““,liutionnumérique Lk
Fn notant & nouveau {a,,q,gz}’ I&base
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Algébre

D'on la matrice de R:
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spaces affines - Barycentrew

¥ aol wallndinggn o8, SR

L= o 4
. \_‘"‘v,‘l

. Rappels de cours v i e A
s . ’ 1“?
E un espace vectoriel sur R.

Un élément de E est appelé point.
Pour tout Met M’ dans E, on note MM? = M’ — M.

Onaainsi M' = M + MM’

Variétés linéaires affinies
Définition d'une variété linéaire affine 3
o Soit ACE et F un sous-espace vectoriel de E.

OnappellevanétéhnémreaﬁnedeE;mantpagb_
A+ F défini par: 358

A+ F= @4«5‘3&”;
* Définition équivalente

Une partie W de E est appelé
A€E et F un sous-espace v
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Algébre

p Variétés linéaires affines paralléles

Soient Wet W' deux varittés linéaires affines.

W est paralléle a W' si et seulement si WcWw

b) Barycentre d'un systéeme pondéré de points
1) Définitions

» Systéme de points pondétés

ot n€N* A,., A €F et ay,...,a, €ER

» Barycentre d'un systéme pondéré de points
Soit {A,,oz,) 1<i< n} une famille finie de points pondér& de B
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Chapitre 9 Espaces affines barycentre

= 0

fquations canoniques d'une droite
p £q=e
it issant pat i(x i Yo ':II} et [ll‘ vecteur (lil'(‘ 'te ’
- Lt iillllll P ( Cleur u = ((hd.n’).

";il“ P :

= [1“;“, D a poul cquations canoniques:
g, 1d ¢ 3
:‘\ltll’ ) I—Ty Y-y S

(8 3 y

3) Plans
p Points coplanaires
Quatre points { B. Cet D sont coplanaires si et seulement si:
gatre S / i
det (AB. A C..»‘«lD): 0.
p Equation cartésienne d'un plan

an P passant par A, Bet (' a son équation cartésienne donnée par:

Le p det (AM, AB,AC)= 0,

L oi M est un point de P de coordonnées (z,y,z).

2 Enoncés des exercices

Exercice 1
Soient A.B,C,D quatre points de &, de coordonnées respectives:
(0~.21*1)| (—1!4!0)1 (41012)1 (1!1!—1)'

Déterminer le barycentre du systéme pondéré:
1
[(A 1), (B, 3),[0,5],(92)].

Exercice 2

' / de gravité
t AB,C,A"B',C’ six points d'un espace affine £ et G,G' les centres de gt

4, B, C, respectivement de A’,B’,C".
.l) Montrer que:

—

o Y] —"1=__3a-"7_
A1 + BB +CC' — AB + BC' + CA = AC' + BA' +CB
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Algebre

2) Montrer que les points G et G sont confondus si et seulement g
M tel que BA'CM et B'AC M soient des parallélogrammes,

Exercice 3

On donne trois points non alignés A B.C de & Quel est I'ensemble des %
que le vecteur MA + MB + 2MC soit colinéaire a AB? lh

Exercice 4

Soit ABCD un tétraddre. Le point I est le milieu de [A, D], J est le mil
K est au tiers de [B,A] en partant de B et L est au tiers de [C,D] en
Montrer que les droites (KI),(JL) et (BD) sont concourantes. En
points I,J,K,L sont coplanaires.

B

Exercice 5
Montrer que:

3% &3 s

b= 2-2a-c a+b » Sa S

iy

-JQ

est une variété linéaire affine de M,(R) En d ﬁmu;mnz%
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/-3—
prercice '
R o idere l'espace affine £ = R".
- (n

rminer les ¢équations canoniques et paramétriques. i .
j) Déte s B et B d'équations normales: z +y 4 32: i dmibe ﬂ%,
des plans 1 k ﬁ et. et
respectiv -ement. e h‘

3) Déterminer J'équation du plan P perpendiculaire & D, et passant Pﬂ“

it @ € & . On considere la droite D, d ‘équations cbhdniquuhl
r+2 Yy Zz2— 1

1 I o

2

) Verifier que D, est incluse dans P. g
L e e
b) Déterminer la valeur de a pour laquelle D, et ﬂ, sont conco

fercice 9 ‘ 5 2

(s considére I'espace affine £=R 7
ent A.B.C les trois points de £ suivants: ¢
' A(1,2,3); B(Qs’—»l;ﬁ

mamer les équations parar
 panléle a .

¥
b
_-_-

apla

70
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1) Ecrire I'équation du plan P contenant la droite D et passant par le poing s

2) Vérifier que le point B(1,—1,4) appartient au plan P. Ecrire l'éqmﬁ
P' passant par B et perpendiculaire & la droite D. -

3) Donner les équations canoniques de la droite D', intersection des p] "

4) Trouver les coordonnées du point M appartenant a la droite D, tel que
euclidienne |BM| soit minimale. '

Exercice 11

u.'

Dans I'espace affine tridimensionnel usuel £ muni du repere aﬁm R
on considére les droites €4 ?'

Z4+2y+2z2-1=0
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Chapitre 8 Espaces affines baryeene.

_z), on obtient le systéme linéaire suivant :

3 t G(r.Y

oo’ : ;

_ I+J(r+l]+-2—(r—4)+2(z_1)=0

, 1

3 (v=2)+3+4)+Jy+2(-1)=0
(z+1)+3z+-;—(z—2)+2(z+1)=0,

(2=t

F 13218 a8 )

-. .Cez |

point G est le centre de gravité de A, B,C, donc:
GA+GB+ (TS' 0 (1).

{
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Algébre

Enfin. en utilisant de nouveau la relation (*), on obtient :

3GG' = AG'+ BG' +CG’ (*)

=AA+AG' +BB +BG' +CC +0'g

=AA'+BB'+CC'+ A'G' + B'G' + 0'¢f

= AA' + BB' + CC’ en utilisant la relation (2) g

2) Supposons que les points G et G’ soient confondus. On a alors EE”

AC L BA S CB =8

On obtient donc:
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Jonc" 35‘?:? TET’-%'ETJr("_B; pic
1M + MC' + BA’ + CM + MB’

I

_ A + B’A+ MC + CM + MB'(car MC' = i :

_4M +BA+MB'

...--"‘""'—- 4
| prercice 3 |
-_ Capsidérons G le barycentre du systéme pondéré: e 5
{(Aﬂ 1) ? (Bs 1)! (Cg 2)}4 SR
(na alors: =X : :
Par ailleurs,

MC est colinéaire & AB.
Lessemble des points M tels que MA + &
D passant par G et de vecteur directeus
h——:_.. E
Brercice 4
hlﬂilieude [AD], dOﬂC Im
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Algébre

Légitimons maintenant le choix de M :

On choisit pour M le point G barycentre de {(D.-1),(B.2)}, ainsi:
—QG_D' B 2G_B. — ﬁ

Ce choix de G montre que G, B,D sont alignés.

Or, G vérifie de plus 3GK = 2GI, donc G,K,I sont alignés.
Ainsi, les droites (KI) et (BD) sont concourantes en le point G qua
comme le barycentre de {(D.—1),(B,2)}.

De la méme maniére, on montre que les droites (JL) et (BD) sont ¢
méme point G.

Les droites (IK) et (JL) sont sécantes en G, donc COPhnﬂ-lmB]@
sont donc coplanaires. )

Exercice 5
Prenons M € V. On a alors:
120 141 350
M=[2 0] _2 1 +bo_ 1 e
Bk -"-'i?“w-'*-- m—n?*ﬂ*b-"f_.l f ot Py
 Un point de V) est donc:
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o calcul de det (1B, AC, AD) doune:

jlleurs: : o
Fﬂm ? 2 _1 4 ' y by ‘,!!
let _U}.F.:’ID) =/-2 6 6 y &y = Lot S
( r 3 ~4 2 L"‘ 2 §
0 5 10 o
=|-2 6 &4
3 4 2
0 9§78
3 -4 10
-2 -6
=9l is s
=-=5(-20+18) =10=0.

s punts A4 B,C,D ne sont pas coplanaires.

A
-¥
% S

§ Caeuloos: i
MM, =|-a|; MM,
3 i
’;;.,u MM, M,, My sont coplanaires
= det
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e ——

Exercice 7

Le vecteur f a pour coordonnées: r

-

=,
I
mlmmll!;w‘._

De méme, on peut choisir pour J :
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-X—l-l»}'—-l-—-{}. soit:

c'est-a-dire:
PZ—*.Y+Y—2:O,

3) a) Donnons les équations paramétriques de D,:

r=A—2
y=A ,AER.
s=aA+1

De plus, pour tout A€ R’—I+5’"Z=—(“—2)+,\—2=m‘;

i

Donc D, est incluse dans P.

vecteur directeur de D, par exemple: @ =|1

b) Prenons un
1
directeur de n_hpa‘l‘exem;)le:az_—_ 3
a . -l

it A(-2.0,1) appartenant & B, et B(=5,0,2) ap
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canoniques de D sont:

hn&lumiona b " ol
=i 9 =3 "T. ’:
.011&3 : "
T =|—-3 : A_"' S

o paint M (X,Y.2) appartient & B si et seul
1] det(AM,ﬁ’A—d)__

(alulons det AM,Z_E,Z_C");

det (AM, AB, Xé)

M“-E contient D, ;"
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On en déduit que les équations paramétriques de P, sont:
r=2-A+3u
=142 -2 ,(Au)ERY

:=-14+A+5pu

Exercice 10
. ' ! _a _
1) La droite D passe par le point A" de coordonnées A'(1,0, 33 ? _

teur directeur: i =(2,-3,-1). 1
Un point M (X.Y,Z) appartient au plan P si et seulement si: =
det(A’M,AA’,5) = 0. ~
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wiapgwie g tspacesaffummm# ]

dllllw"‘ Je B verifient I'équation du plan P trouvée p o

de I'équat ion du plan P :
t’

st p(_)rpemlwuleure a la droite D, done le plan P 3 pour \mctamr
o plan 1 vecteur directeur de D. On choisit: 7 = (2,-3. -1) comme %r

ﬂa‘hfrfh

ion du plan P est:
2X-3¥-Z+a=0.

(1,—1,4) appartient & P', donc: r S e ;

m n = '_1- .

'ﬂmmudu plan P' est: 2X-3Y-Z2-1=0.]
(u résout le systéme linéaire suivant:

11X+7Y+Z-8=0 (1) -.m

2X-3Y-Z2-1=0. (g)_

fa calculant (1)+(2), on obtient: 13X +4Y 9 ﬂ

(u a donc:
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On cherche done un point M(14+2XA.-3\-3-2) de D tel que le
male. Cela revient & chercher A € R tel que BM soit orthogonal 3 ¢

directeur de D.

On a:
2\

BM=|1-3)\|[.
o 2 |

Or BM.U =0, c'est-a-dire:
2(2X)=3(1-3X)—(-7T-1)=0,

ou encore:

36 19] -

Les coordonnées du point M cherché sont donc: M(7 e

Exercice 11
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i D ¢ P, sont concourantes si et seulement s det(E i ﬂy)ag :;,-_ j
hﬁ] gle donc dvt(_ﬁ Uy u.,). S |
L 0 128 e - .',_i.

d(‘t(-IE-EI‘E‘—') =|-3 =3 2}, —L+2L, kLR
6. Guke s
0 i s
=[{-3 -3 2
0 -1 a+4
1 3
= -1 a+4 3(?

droites sont concourantes pour a = —7.

le e
- maintenant les coordonnées du point d'ints

défini par:
3 2 e P
(st-d-dire: .
T =
y‘:.'..'
Z=-
L AN

 Remplagons ces résultats dans les équ t;
- Outrowve: 22—y — 2 — 3 = 2(3X) "(i‘i‘

*
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Par ailleurs:

X 1 3
del-(;lji.ﬁ',.ifq) =|¥V=4 -3 2 e
Z+7 5 -7 e

ig
-

= X(21-10)— (Y —4)(-7~ 15)+(z+7)(2+9'1‘5:
=11X +22(Y —4)+11(Z +7) T
= 11X +22Y +11Z - 11.

L’équation du plan P est donc: X+2Y+Z-1=0.

3) La droite D est perpendiculaire au plan P, donc tout vecteur
. X e

1
teur de D. _._' ,
Le point N(z,y,2) appartient & P si et seulement si MN est c
fi, clest-a-dire si et seulement si MN = ii. ey 1 §

"@hf obtient donc le systéme linéaire suivant:
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sujets d’examen

1, Sujet " 2

;) Enoncé

e
O.:b. Uil

Soit £ un espace vectoriel sur K de dimension fini.

Sait 4 un endomorphisme de E.

1) Donoer la définition du polynéme caractéristique de wu.

2) Montrer que A est une valeur propre de u si et seulement si A est racine du poly-
nome caractéristique de u.

3) Montrer que si ker (u' )= ker (u'“) alors ker (u'*1)= ker (u'“) oil 7 est un entier

naturel non nul.

Bxercice 1
1) Montrer que le polynome caractéristique de la matrice A ci-dessous:
2 a —4 -1
0. 100 =1
4=45 con s Ll
0 2 0 =X
&t égal 4:
P, =AM+ 1)(A+2)
245
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Algébre

2) Pour quelle valeur de a la matrice A est-elle diagonalisable ?

3) Pour a =3,
a) diagonaliser la matrice A.

b) Résoudre l'équation de récurrence linéaire: X,,, = AX,.

Exercice 2

Soit A la matrice de M;(R) suivante:

‘)Wlepolynbmemmim&lda Xp:
s mwnEN* Aﬁmmm'il
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_: ) Corrigé

snons dl-. COL urs:

! Jynome caractéristique d’une matrice A est le polynome P d&ﬁm b
Lepﬂ. P(\) = det (4 — AT). W

8, Soit A une valeur propre de la matrice A. Il existe, par deﬁm"
pon nul T € E tel que:

I Az = Az,
Cette relation peut s’écrire:

ceci signifie que le systéme (A—XI) est "non ! ill
det(4A—AI)=0. | 3
Ainsi, la valeur propre A est racine du polyn@xe f

- [ '3
Soit 7 € keru'™. - 15,
On a alors: & "b-

>
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Algebre

on en deduit que: .
u(zr) € keru',

soit:
u'*(z) =2'(u(z))=0.

- +1
Ainsi, z € keru'".

Exercice 1

1) Le calcul du polyndme caractéristique donne:
2-)2 a —4 -1

det(A— M) =
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.,. fyadions donc ker A et dimker A.
) € ker | —11 On a alors:

st (:%: 2r+ay—4z—-t =0
y—-t=0
| 2z+2y-4z=0

2y -2t = 0. .

L résolution de ce systéme linéaire par la méthode du pivot de Ga.usa domg suc-

ment : A
cessive 2z +ay—4z—t =0 Ot

y—-t=0
(2-—-0]y+t=0
2y -2t =0,

:
2r+ay—42—-t=0

y—t=0
(2-a)y+t=0.

cas se présentent alors, suivant que 2—a = ~1 onqun
ler cas: a = 3. ‘

Lesystéme linéaire devient alors: rig
2z + 3y — 4.,;-;& ﬂ

cest-a-dire:
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Algebre

Dans ce cas. comme dim ker(A4) = 2, alors la matrice A est dj e

e 2¢cas: a=3J. Wﬂ‘ .
Le systéme linéaire devient alors:

2r+ay—4z—-t=0

y—-t=0

(2+a)y+t=0,

c'est-a-dire:
2z+ay—4z—t=0
(2-a)y+t=0
y—t=0,
soit : :
2z +ay—42-t=0
- -(2-_-._.a)y+t =0
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o Etude de ker(A+ 1) :
Soit (z,y,2:1) € ker (A +1I). On a alors:
3z+3y—4z-t=0
2y—t=0
22+2y—-32=0
2y—t=10

soit :
3I+3y—4z—t=0(1)
26 +2y—32=0 (2
e 3)

(2) donne: 2z + 2y = 32. En remplagant dans (1), on obtient : ‘;—z ~dz-t=0 4

soit z —2t = 0.

On en déduit que:

Scanned by CamScanner



La résolution de ce systéme linéaire donne:

82
=10
'z=z‘:€R
=0
Ainsi: ‘
Fl]

ker (4 +21) = vectyf,

Posons P la matrice définie par:

(2 -1 5 1)
’ ool 40
B e i A
- Woraed
LO 1.2 8
g L'inverse de cette matrice est donnée par: 2
g e 1 3.; I )
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Chapitre 10~ Sujets d'examen

= PA"P
(2" S-1"" +(=2" (2" B~ o
0 (=)™ 0 (-1)"
TIEMT AT R =<2 41 (2 f
| 0 2(-1)"*! 0 =1 |

du polynome caractéristique donne:

-1-A 1 0 -1=-2 1 0

1 1-2 2| =i el A0 S G O =
1 -1 =A 1 -1 =X
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Aigébre

3) Onpose M =A-0/ = A
On peut voir que rg(M) =2 et donc que dimker M = 1.

Calculons:
s 0~2
M =120 21 :
-2 0 -2 :
et:
000
M*=[0 0 o
00 0

LarédiﬁtedeJordandeAmmportedoncunblocde-tﬁﬂea.
Gomh'mmaunebaseassoméeacettprgduch%
Prenons

PR

Scanned by CamScanner



Chapitre 10 Syjers d'examen

P l.‘iP = 0 0 1 — J. |
E
; : ‘ {
Yu que. I© plus grjnd-tbl;x d:n . h_l réduite de Jordan de A est de taille 3, Jo poly-
, minimal de A est donné par:
m,(X) = X°.
‘.h matrice A n'est pas inversible puisque 0 est valeur propre. g
_.Calcul de A", neN¥*:
~ Comme M (4)=0, onen déduit que:
A =0,
pt par suite: e N %
Yne N— {0,1,2}, A" = 0. R Tl R e
1l reste maintenant a calculer A Sk 1
de A*: o

9 £ son
A=12 0 2|

—2 0 =2]& 4} -,
\ i 2 2 ¥

éolution du systéme différentiel : g— =AX.
@. » ﬂ | ".';l)_'l.;;:"
Cuions e . : . :
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Algébre

Ainsi: _
1 —t 48 / 2 e

M=l st 48 A+hiHes
tE s At

e La solution du systéeme différentiel est donnée par: b g
X(t) = U, i

on U, est la condition initiale.

Exercice 3

1) Comme les matrices A et B sont semblables, elles ont le méme ¢
mémes valeurs propres. La matrice A admet donc une uniquev e
plus, son déterminant est det A = 2° = 32.

2) La matrice B n’est pas diagonalisable, puisque B repr&enm-h
A. Comme A et B sont semblables, hmatrice}ln'atpu '

3) La matrice B posséde de blocs de Jordan. La taille j'_'
Euudede dimker(A—21):
hgua.n’hté dimlmr[A 21’)

Scanned by CamScanner



Chapitre 10§15 PR

21 =1, on en déduit que:

Comme rg(B -
dim ker (B —21)* = dimker (4 — 2I) =4.

I)‘.EI.HM . . -“

. Ftude de dim ker (A —2

me :
Com ker (A —2I)* C ker (A—21)y™ RS

3

P = dim ker (A — 2[) < dimker (A - 2[)”“‘ <dimR?-

cest-d-dire: 5 < dim ker (A —2I ) < 5, soit
dim ker (4 — 21" =

Le polynome minimal de A est donné par:
my(X) = (X -2)",

alement, le polynome minimal de A est donné par:

(NSO "f‘r“f-*‘*iff:.
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Algebre
Exercice 1
Soit A la matrice de My(R) définie par:
11 -5 5§
A=]=5 37 =dl,
5 -3 3

1) Vérifier que Py(A) = —-A(1-A)(16— ).

2) Diagonaliser A. En particulier, déterminer une matrice pn
P"AP est une matrice dmgonahsable D.

- R
' ‘-mm@e ﬂym@nque M teﬂe que M
' v"’} LD ey f
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Chapitre 19 Stiets dexa _-:qt'

T e == N - S = [ - S =

1
0
0
(A-1) =|9
0
0
0

52N = O 9.0 W

== S e R < B = T = S -~

[0 . =du i

s ity

J: i ';.::‘; ";;":'ﬁ?'&.'aﬁ 4 5 " »-::_1..'-'.
h"iig"{-;!i.‘ %ﬁ "‘_'-'i';ﬁ"-‘fa' s Al o e
(43T = ol o

- T — S )
S o o o ©
F O 0 0 0 O

(A-1) =
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Algebre’

/
Exercice 3 %
R® et on note ¥ 2, et oy les formes lin

o (80 8) = T =T + 25,
2 (II'I2*I13) =z, +2 — 25
'z (Il»Igs-Ta)z' -4z, +x, +25

On considere E=

1) Montrer que B* = {1, ¢ @, } est une base de E*.
er une base B de E telle que B* soit une base duale de

9) Détermin
3) Soit u I’'endomorphisme de E défini par: '
Aoz ) = (0 + 3+ 20 20 4 2 by

a) Déterminer la matrice de u dans la base canonique de |
dans la base duale canonique. :

b) Déterminer la matrice de ‘u dans la base B* et m&,
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L '_'..'J
Chapitre 19 Sujets d'examen ity F

frons HI = (‘!' _fl ’ f." f!‘ fl ) un repére Cart&sien

uel .
 Con ;1:1 o, Mo M de coordonnées respectives dans (}y .c‘(’;“lut% :)e (f: et trois
. r a pour que les points M, M, M o =11) et
- _1). déttrnnml ( 1 hMa soient mpm !

st llespace vectoriel des formes linéaires sur E.

-mons B={¢...-¢, }. La base duale B* de B, notée % :%} mdﬁﬁe W g :
V(f _}‘ E {11 ,ﬂ.} {1’ ,ﬂ} e (e) JV | |

;(ha&lors: .
- Vz € E, o(z) = ¢le)e (2) + ... + ple, Jer (x).

§ ye L(E.E). alors ‘u est P'élément de L(E*,E*) tel que:
vz € E, ¥f € E*, (u(f),z) = (f,u(z)).

Soient fEE* et 1 € E.
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1117"5”'?'52:0

z=0,

= 1)

z=y

en déduit que ker A est défini p

Or

K

P
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e Déterminons une base de ker(A—167):
-5r—5y+52=0
-5r—13y—-3z2=0

5t —-3y—13z2=0.

La résolution de ce systeme par la méthode du pivot de Gaysg
~52 - by +52=0 2

—8y—8z2=0

-8y —8z =0,

¢'est-a-dire:
-9z -0y +52=0
y+z=0,
soit :
! =22
=-z,2€R

zZ=z
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H
:
:
i

qle:
q) 00 cald G
.PTP = 0 3 0 ‘
| pose alors P. la matrice définie par:
. On [ o : o R Pl
B & =
P RS 3 &
1 1 1 S : o
'.il.""?,._-," T )
\ g F;-_L;faﬁ M'n& IIB";_'_-"?_ _

gvec ce choiX de P. on a bien:

Pl=|-
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Algebre

on on a défini:
0 0 0
M=P|0 1 O|PT,
0 0 4
¢'est-a-dire:
3 -1 1
M=-1 1 -1j
1 =1 1

5) Par simple calcul, on a:
XX =2 +ad bad

On vérifie aisément que:
XTX>0
X'X=0eX=0.
6) On écrit que:
X"AX = X"M’X = xTM-x_.Mx--"

soit, puisque M est une matrice syn que,
XTAX =X .M
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. on obtient:

3 ‘P“ cal(:llll‘-

=@2-A(1-N).

4 Déterminons dimker (4 —1T):
On a: rg(A—1I) =6, clest-a-dire, parlethéorémedu 2

b Déterminons dim ker (A — I)
" Ona: rg(A—1I)' =5, clest-a-dire, puhthﬁormdﬁ-“'
- dimker(4- 1) =2

Déterminons dim ker (A I)3

s Déterminons dim ker (4 — 2I) _
--_Onr rg(A-2I)= 'est—&rdlrelp&r»,
R dimker(A—27)=2.) " FECEE
+ Déterminons dimker (4-20)": i
- Ona: rg(A- 2I)=-3c a-
_7 - dimker (4 - 21) =4:
¢ Déterminons dim ker (A — 21"
Ona: rg(A-21)" =2, ces
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Algeébre

o dimker (A —21 ) =2, dimker(4— 21 = 5 et dim
Jordan comporte deux blocs de Jordan relati ker (4 _
d des ces deux blocs étant de taille 3, Vement

De plus, comn
ors la réduite de
plus gran
que la réduite de Jordan de la matrice A est:

)

M. |
)
1 vy

al
propre 2. le

On en dédllif

(0)

2 10
o D 2 1
0 0 2

(0)

\

5) Le polynome minimal de A est donnée par:
my(X) = (X =1 (X - 2)5 )

Exercice 3
1) Soient a, 3 et v dans R tels que:
Ve € B, oy (0) + B (2) +res () it

Montrons que a = =7 =0.
Prenons z = (1,0,0). On a alors:
a+pB-4y=0.

Prenons z = (0,1,0). On a alors: faaiii
—-a+8+7=0. il

Era:om z=(0,0,1). On a alors:
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: pesolution de ce systeme linéaire par la méthode de Gt a ‘:
-)‘..,.l ||m
20 ~ 3"}! =10 . ._
-38+5y=0 5
| a+f-4y=0 ot
26-3y=0 | ' ’%?‘m,u.._
i v .4:5_, : e ' \ SN 2
—~1=0 RO 1T
3"’ § CEAT

ou en déduit que a=03=77=0 et donc quelaw
dim vect {1, ¥z @3} = dimR® = 3, donc {Wh% ﬁ ¢
Cherchons un vecteur de coordonnées (z,y,z) tel que: \ i
| % (zdf’z) 1"“ ol *ae.}. Mi
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Algebre |
systeme donne:

olution de ce
s 600 (z,9,2) = (2,5,3).

ns un vecteur de coordonnées (r,y,z) tel que:

Enfin, chercho
o (5%2) =0

¥ (I1y!z) =0
@y (T,9,2) = 1.

n obtient donc le systéme linéaire suivant:
z—y+z2=0

z4+y—22=0
-4z +y+z2=1

0

La résolution de ce systéeme linéaire donne:
(z,92) =(1,3,2).

La base B duale de B* est donc:

3 2 1
u =|T|um, =[5];u =3[

3) g) Notons {e;,6,,¢;} la base canonique de R® et {
que, c’est-d-dire la base duale de {e;,e;.¢;}.

e 1 Iﬁm&tnm de u dans la base canonique de "g&
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Chapitre 10 Suprs deramen

Posots donc P la matrice de passage de la base ¢

bpse B* définie par: anonique duale {07'.4.83} ala

i P2 P
1“3 satime
-1 1 1 é
1 S <
- e | e

On en déduit que:

16 0 —30)
P xMat - . 0}( u)XP—- 10 1‘%_._
[6 0 -n

Cela signifie que:
‘ulpy) = 160, +10p, +6p,
u(p) =
‘ufpy) =
Veérifions ces expressions :

uz) = (20, + 23 +33)e + (1 +23
On calcule alors: _ ;&' '.-_

'"(ﬁ)(r)
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Algebre ‘

= -ata)@ntntn) H @+ 2 40
_2]1+I2+I; ( "'I +I1)+Il+z2+2=‘
=20, + 3y + T3 — 8 — 2, - 1'3+1‘,+:z.‘+231
= 2z, + 2%,

resultat que I'on compare a:
(16p, + 10¢ +6"93)(I) =16, (1’1»12@1)"'109’2 (5 3:.23)'*'6'93(315 A

— 24z, + 6z, +
= 21; + 274. . 6:, 4
Enfin, on a:
‘ulpy)(z) = (ulps):2)
= (g, u(2)
= ¢y (u(z))
_—.(—46; +e +e;)((2:1 +, +24)e +($‘ :
(1 + 2 +22y)eg)
=422 + 2, +35) + (2, + 22y +35) +
= —8z, — 4z, - 4=a+z1+2ra+r-a+ﬁ_
"'_6'71 Iy — Iy,
résultat que 'on compare a:

(~30¢, - 20, —11¢)(z) = -30(z, -, +:c,)-—--_'.\
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~ice 4
- droite
b= (1,2.3)-

- M(X.Y.Z) appartient & P si et seulement si:
1

det AB.m,a)= 0,

+_dire. si et seulement si:

Chapitre 10 Sujets d'examen

p passe par le point B(0,—-1,1) et a pour vecteur di

-1 X-11
det (ﬂ?.m,ﬁ) = "12 Yz—l z v Cy <—t._5"'1'+0,_
Y P Y S A

0. Xt _
=g P R b, v e R
gl e Sxsiesly j
: gid LM 'f\"_ I 1-7' = i'.l"r;’.i\»‘:! R If- :
o v o R AUy A i =y

Y-12

5 wigeinld et A
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Algebre

soit -
y=14 teR
.?.=-7——1F
2

i 6cantes, alors on aurait :
i) Si D, et D, étaient s - :

=—=t=—
T 2

soit :
=3

t cette valeur dans les autres équations, on
En remplagan b |

=g =—21
. 2

On en déduit que les deux droites D; et D, ne sont p:
ii) Les deux droites D, et TJ2 ne sont pas paralléles, pui
vecteurs directeurs colinéaires.
iii) Comme les droites D, et ‘D, ne sont ni paralléles,
par conséquent pas coplanaires. s

de vecteurs AB, AC, AD sonts
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Algébre

3. Sujet n® 3

+) Enoncé

#--:_—_—

Exercice 1 |
On considére la matrice 1-
[ Y O | 11 _ i
1 011 e J.
A = . . g

T. 3 @ &

Ll 1 1 0

’

1) Donner son spectre.
2) La matrice A est-elle diagonalisable? Si oui, donner une forme diage 2
ser la matrice de passage correspondante. £t

3) Trouver une matrice carrée B € M,(C) telle que B* = A,

- Exercice 2

On considére la base canonique {e,,e.€5.¢,} de R* et on

sous la forme z = E’r.‘e, Soit la forme quadratique ¢ : R‘

o g(z) = £} + 75 + az} + 22,7, cos +2=,z,mﬂ,li
ol a et ,6 sont des param&tres réels.
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e b
BE( - affine tridimensionnel usuel &€ , muni du ﬂuﬂ
cuwdére Jes droites d’équations: repere affine
it T+y+z=1

. y=z2+2 Jo T—-2y+2z=¢4" _. ‘-
er le parametre réel a tel que les droites D, e'b az

frire Iéquation du plan P déterminé par ces deux ¢
)

-

wnt!5 e
it (B )) un espace vectoriel réel de dimension @et
evmel! que. <>

_ 1 Rappeler la définition d'un endomorphisme antis
p-opreréeﬂepossxblepourfato s

) it A la matrice de f dans une base o
 wité d'ordre n. Montrer que I + A et.'l”k-

3 Bablir que la matrice Q= (I+A)‘1(I_' |
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IR

111 i
——3-NG+D[1 -2 1,6 <C-C PR |
S ‘g
e
P
=—(3=-N(A+1)]A+1 . S |
R -
2 1 1 :
=—-@B-NA+D|; _y =(3'_'_;‘

R-Mede A est donc Sp(A) = {-1,3}.
Bachemhonﬂesvecteurswopresdezi |
o Recherche du sous espace propre, noté E_,, asacmé
Gemwpaeeapouréquatwn z+y+z2+t= 0 :
z=-—y—2—t
Y =0
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(”_(2) donne 2r —2y =0, c’est-d-dire: g = v.
De méme. (1)—(3) donne 2z —2z =@, cest-d-dire: g =
Eofin, (1) = (4) doune 2r—2t =0, cest-a-dire: z=¢
TR : Re

1 .

On en déduit donc qu'une base de E; est |

1
1|

: o Onpose Pla matrice de passage définie par

telle que (.B')’ =D.
B érivant A= pPpDP' =P

e

1|

L &S
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_—-—-'-__—
Exercice 2

1) La matrice associée a q(.) dans la base canonique est donnée par-

(1 0 cosf@ 0)
0 1 sinfg 0

i cos3 sind 0 =2|
0 0 -2 «

7

2) La méthode de réductlon en carrés de Gauss donne successivement - B ;_.-._
qz) =1 +12F + ax} + 23,35 cos § + 27,7, sin B — dz,z, g L RO

=(31+:r.3005ﬂ) — 73 cos” B + 23,24 sinﬁ—timaa;‘.[.xg'_l.__az}.__i"
= (2, + 73 co8 ) +25 +2m2w3sinﬂ—z§coszﬁ—4x3x‘+@?%

= (z, + 2, cos B)’ +(:z:2+:c3sm[3) zj sin® B — 22 cos? 8 :
={g + 2y c088) +(2, +1,5in BY — o3 — 4z,z, +‘€!'3%':"
= (g, + 34 c08 B)’ + (2, + 75 sin B)’ — (25 +4z,7, )+ L
= (&1 + 7y c08 ) + (2 + 23 5in ) — (2 +20,)' + 42§ +
= (5 + 7y cos B + (& + 2y sin B) — (25 +22, ) +(,

B Recherche de la buse orthogonale de. () (O’ g&
1 ' a+4>m
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Chapitre 19 Sujets d'examen

naint P la matrice suivante:
I"I,-l:[-‘ .
1 0 sl 2¢cos 3
Ja+4
0 1 —ginp 28OS
P Ja+4
0 0 1 e
a+4
0 0 0 1
a+4
On définit la base orthogonale pour g par:
([ 2cos 3 |
1) 0) —cos 3 \fa'+4 :
0 1 in 3 2511]5 |
—sin :
b= .lie=|.livs= LY, = va+4 i
0 0 1 2 i
0 0 |70 Ja +14 |
’ 1
va +4 :
4 Déterminons le rang et la signature de ¢(.):
Sia+4>0, alors rg(g)=4 et sign(q)=(3,1),

Sia+4=0, alors rg(g)=3

5]

t  sign(q) = (2,1),
Sia+4<0, alors rg(g)=4 et sign(q)=(2,2).

Rercice 3

#%0s P la matrice définie par:

]:m Yoir que det P = 0: la famille {u;,v,v;} est donc lie. Par contre, on montre
&la fami)e {v,1,} est libre.

i il {4.%} forme donc une base de V.

281
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par le procedé d’orthonormalisation de Schmiq
-3 X
it}
0

-
{

—_—

(/58 )
=y, + Ay, ol A est tel que: (%, %) =0, Cest-d-diar |

()rlhunurnmlimus cette bas¢

’ —
On a “v,u — J/58. On pose donc vy =

t Uy

Posons maintenan
(v 0]) + X0} = 0,

. 18
soit A = -(t&-”l>=‘75—-'§-
56)
i . [592
On adonc: & =| 4| De plus |5, = T
1 |
(29) g
(14 1
J1073
1073
alors: ¥ =|—|
On pose alors: % 57
6
\31073J
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Chapitre 10 Sujets d'examen
-'ﬁLTiL en (';II(‘I[I-‘I]” {._)] = (] )i
I+ g (1)

—dy+z=a-1 (2).

On obtient donc:

r=2-a-4y
ad ,¥E€R.
2=a-143y

b~

Le point B de coordonnées B(2—a,0,a —1) appartient a D, et le vecteur

=(-4.1.3) est un vecteur directeur de D,.

E’_]'_

o Les droites D, et D, sont concourantes si et seulement si det (4B, ﬁ,):O

cest-a-dire. si et seulement si:

l-a 2 -4
det (4B, 7.7, ) =| -2 1 1

a—1 1 3
l-a 2 -4

= -2 1 1]|,C «C +2C,
a-11 3
5—a 2 -4

=l 0 1 1|,C<C-C
a+1 1 3
5-a 6 —4

=| 0 0 1/|,Ce0C—0Cs
a+1 -2 3
9—a

- =4a+16=0.
a+1 -2

T -
droites D et D, sont concourantes si et seulement si @ = 4.

i 283
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Algebre

Donnons mainten ant I'équation du plan P contenant les droites p
onno

t M(X.Y.2) appartient a P si et seulement u
Un poin |
c est?;)—dlrc si et senlement si:

X-12 -4

det(AM,5,8) =|¥Y-2 1 1
3 A8
X -3 +3 0 =8
= - ¥F=8
2

w
&
T
e
I

X-2¥+3 0
=|Y-2Z2-2 0 -2
Bx i

X -2V 43 8
Y-Z-g, =8
= —(-2X +4Y —6+6Y ~62
=2X 10V +6Z+18=0.

L’équation du plan P est donc X —5Y +3Z +9 =

Exercice 5
1) Unendnmorphmfest dit antmymetnque si et

Scanned by CamScanner



Chapitre 19 Sujets d'examen

| est imversible:
ns qut

g) Mot | |

) T4 ne soit pas inversible i
g (que i "Jt'llpx > y
gupposons A€ { 0, done tste alors un vecteyr p

5 ,E- u‘| que .f 1 J.r) . aAonc 1; = —1T. on nul
IcH

: ifia QUC st valeur propre de ]'e :
Cec signifie qu¢ | propre de I'endomorphisme antis

; <k : ymétrique 4. O

g o , ! N ¥ . OUn

_ jonc A U contradiction, puisque 0 est la seule va

ahoutit ¢ aleur propre dun ey
ldo—

orphi"”"' ;mtis).IIIl‘H'il;llt', Ainsi, I + A4 est ill\’(.‘l‘t-iibl(l_
m :

yvec D raisonnement similaire, on montre que I — 4 est inversible,

\ontrons que la matrice Q = (I + A)™ (I - A) est orthogonale.

Prenons I € E . On cherche & montrer que (Q(z),Q(z)) = (z,z).

on remarque d'abord que Q séerit Q = (1 + A)™ 21 =( + A) = 2(7 4 4 — 1.

Ainsi: ._ 3 1
Q),Qz) =@ +4) (z)-=z2(I+A4) (z)-z)

= 4((7 +A) " (2),(I+ A) " @)~ 4(I + A) " (z),2) + (z,2),

' Simplifions les termes: ((7 + A (@),(T+ A) ' (2)) et (T+ A (z),2)
S Pour cela, on pose y = (I + A)_l (z), cest-a-dire: z = y+ Ay.

On a donc
(I+A4)" (2),(I + A)" @) = (w.v)

(I +A) " (z),2) = (y,2)=(wy + Ay)
= (y,y) + (3, Ay).

Deplus, on a (y,Ay) = 0. En effet:
(y.Ay) = —(Ay.y), car A est antisymétrique,
— —(y, Ay), par symétrie du produit scalaire (.,.)

insi, (y, Ay) = 0,

Onen déduit que:

Q2).Q(z)) = a((1 + 4)" (2),(I + A) (@) =K + A (2),2) +(z.7)
= 4(y,y) — 4y,y) — 4y, Ay) + (©,7)
= (z,z) (car (y, Ay) = 0).

Ledomorphisine Q est donc un endomorphisme orthogonal.

285
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Algebre

4. Sujet n° 4

2) Enoncé

_...—---""-_-
fxercice 1
Soit E = Ryl X| I'espace vectoriel réel des polynomes a coefficients rée

ot soit 'application t: E — E définie par
VE & Rs[X], u(P) = (X2 .. I)P” . (2X+1)P'_ R

L

1) Vérifier que u est un endomorphisme de E.

2) Soit B=fa=lea=X:8 — X% ¢, = X"} la base
dans la base B les polynomes u(e,), pour i=1,...,4.

3) En déduire la matrice A de u relativement a la baseB.

4) Montrer que A est diagonalisable. Quel est son polynome

5) Calculer 4", o neN*.
6) Application

On considere lasuite réelledo termegénéral U, =|
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| peerminers P! le procédé de Gram-Schmidt, une base o

gt 00 produit scalaire (.,.). ;s
, puermine” Ja dimension et une base de F*. -
. (on mppeue que F est le sous-espace ort :
( “4 "L

.

ce3
e
piner tous les couples (a.b) € RxR tel qu ¥

)1l

it orthogonale.

'.i ss le cas ol A est une rotation, précis

e,

e léquation du plan f‘f;
er ensuite les équations
-4,1) et perpendiculai
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Algébre

p! 4+ (2X +1)P" ¢tant un polynome de degré infa

a s, -\': i .
De plu ( ) ndomorphisme de R,[X]. WQN‘

3. onen deduit que u est unt
2) On a: i
u(e) = 2X +1
lu(e,) = 6X* +2X -2
["(64) =12X*+3X*-6X.

3) La matrice A de u est donnée par:

1 ~2 @)
3% il
4=l 0 6 3
00 0 12

4) Cette matrice est triangulaire supérieure, ses valeurs

{0,2,6,12}.
Chacunes de ses valeurs propres étant de multiplicité 1, on en

A est diagonalisable.
Le polynome minimal de A ayant pour racines les valeurs
des valeurs propres de A étant de multiplicité 1, on en
my(X) = X (X —2)(X —6)(X -12) =

|0
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e. dans cette base, 4 s'écrit

000 0) e

tap | R
006 o]~

0 _DoDETS

-~ Qoed déduit qu

d"“ anoté Pla matrice donnée par P =

Il

Al
0 0
0 0

\
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Algébre

_ (). Le polynome P a trois racines distinc e
dml:inm_'{

p)=P2)
9. ¢'est donc le polynome nul.

r on égal A
bilinéaire définie.

Alors P(0) =
de degré inférieu

.,.) est une forme
4o associce (notée q) provient d'un produt

(3,0).

Donc {

2) La forme quadratiq
rglq) = 3 et sign(a) =
() appartenant & F, soit A € R.

3) Soient Pet
c F et AP € F, donc que F est un sous

On montre que P+Q
R,[X].
Pour la base de F, prenons par exemple: {1{ A X’}.

4) Posons P(X)=X.
(va}: 1+4=>5.

Posons
R(X)= %

Posons maintenant P(X) = XU aAx.

On a:

c'est-a-dire:
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. _p- Onadonc (P.X)=0 et (P,X*)=0, ce 1 i e

* ant - T
P(1)+2P(2)=0 s Bt
2P(1) + 1P(2) = 0. it

1y résolution de ce systéme linéaire donne facilement: P(1) = P(2)=0.

s polynome P est donc un polynome de degré inférieur ou égal & 2, et qui admet i

ines. On a donc F* = vect {(X -1)(X — ;
.I wme racines {( )( 2)}' ‘ =% E’E." 5 .

=

aalcule A7A :

ATA=
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Algebre

On ¢étudie de cette matrice.

rche des vecteurs invariants par A.

e Reche |
ule valeur propre réelle. Un vecteur propre unitaire :

1)

2
0.
3

1 est la se

(V2

o Complétons e pour former une base orthonormée directe de E
{ 1 w

: &
On peut choisir ¢ =|1| et d=gnrg=]8

L'endomorphisme représenté par A est donc une ro "‘
d’angle # que l'on va préciser plus loin. Dans h

{e{,aj,e;}, A s'écrit: i
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coppose: P=[ 0 1 0 | aloms:
i P
1 0
r 1
P"AP=|0 5
0 22
! 9

sercice &
| Cherchons tout d'abord les équations
e T42y+2-1=0 (1)

22 -y=4:43 SORDE

5L yole
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Algebre

et D sont concourantes pour a = el .

Les droites D,
enant les coordonnées du point d'intersection d, %
n t
*Doa gy

Déterminons maint

A le réel defini par:
,\:f.:._____y_l _z+l
3 2 a )

Notons
¢'est-a-dire:
r =3\
y=1+22 ,A€ER
z=-1-TA

es résultats dans les équations qui forment D, :

Remplagons ¢
3= 2(31\) - (1 + 24\) - (-—]_ i 7A)—3___ .

On trouve: 22—y — 2~
Le point d'intersection de D; et Dy a pour coordonnées: x,{
2) Soit M(X,Y,Z) un point du plan P déterminé par les droites
Alors la famille FM_,T:I,{&;} est liée. On a done det (AM i-&"' %
LR

c’est-a-dire:
X lates

det(m,i&,%): Yo gl pilin =
Z47 5 A
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Chapitre 10 Sujets d examer "?'
artient a P
polm N(z,y.2 z) .lll[)illltll si et seulement si T est 00!"1!! 'ty
i-dire si et seulement si MN = \ii. !“!m
n- c'es
ptient donc Je systéme linéaire:
Ono
: T-5=A\
y+4=2A\. < s
z=—-1=A
équations paramétriques de D sont done: :g/{;?k 3 {“,."‘. 'ir' A j- : |
> F3 ".I' ‘.'.. “: I T o ‘ MR R _'.- "}:"4
F BT S ';_..ﬂ._‘-'_'_-_'_ wl‘ mw’_ ".- n
'I z= 1 + A : h\ u* }m mt‘ '_i'. ' ; C ; '-::;

"w;[nm e{}_ T

Sujet n® 5

s de cours:

1 espace vectoriel sur K.
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Algébre

#H
Exercice 1:
Les questions 1. et 2. sont indépendantes

1) Soient A et B les mat rices de M,(R) suivantes:

3 1 0 0 1 2 3 4

4 -1 0 0 01 2
A=l 1 2 1| %=|o 0 1

-17 -6 -1 0 0001

Déterminer le polynome minimal de A et de B.
Montrer que (A —I,) =0 et que (B - I,)? = 0.

En déduire, en faisant un raisonnement par I'absurde, que A et B ne '
blables. '

2) Soient maintenant A et B deux matrices de M,(R) ayant le mm .
mal m(X). On suppose que m(X) est scindé.

Montrer que A et B sont semblables. (On discutera suivant g
des valeurs propres). :

Exercice 2 3
Soit A la matrice de M,(R) suivante:
4 -8 0 -3
© 0 0]
sl
6 8 -2 -3
0 -8 0 -2

1) Déterminer le polyndme caractéristique de A.
2) Monwer que A n'est pas daagunn.lisa.ble
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ge b est une forme bili
rer
\loﬂl

aique d¢ R[]

psidére le systeme

B={- X%, X,x*).

que B est une base de Ry[X] et déterminer Ja matrhg" :

) Montrer
g b&q_'.
p End
ciée.

) D&

'ﬂ ﬁ;il F= {
;) Montrer QU
b) Déterminer 'ort

aduire J'expression. dans cette base, de b et de la forme quac

erminer I ensemble J, des vecteurs isotropes pour g.
p € Ry[X]. P(0) = 0}.

e F est un sous-espace vectoriel de R,|.
hogonal de F relativement & b.

) .
~ Ounote ker (u — AI)™ , le sous-espace caract

) oil a, désigne l'ordre de nﬂpotenoe da A,
~ kpolyndme caractéristique de u.

- Notons X, Xy, .., A, les valeurs propres de
01 wte E,,E,,... aces
LN W

~ On note aussi N Nh'

- Popres 4, \,, .-,A,

_‘Uﬂﬂmrphme u est diag

équivalent 4 :
équivalent 4 :
équivalent a :
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Algebre

[} Notons P, (respectivement p,) le polynome caractéristique de A (respecti
‘it B)

On a alors:
p,(X) =det(A- X1)= det (P 'BP - XI)
— det (P 'BP - XP'IP)= det (P (B~ Xf)p)
= det (P'])x det (P)x det(B — XI)
_ det(B - XI) = Pg(X).

f
Exercice 1

1) Calculons le polynome caractéristique de A.

G | 0 0 g<X Sl 0
-4 -1-2 0 0 —4 =

det = 0 o X
7 -6 -1 -\ [-17 -6 SINEEE

Scanned by CamScanner



aintenant que A et B ne sont pas semblables.

absurde que A et B sont semblables, alors il existe
A= P 'BP. £

yloutrons ™
gposons par 127
yersible telle que- <~
nc (A-1) ¢
(A-1y =(p'BP-1IJ
= (P8P~ PPy
=P '(B-I}P.

Salt que (.4 I) =0, done P~ (B I)IP 0 smt, p <7 %
0; [) -0, ce qui contredit un résultat précédent. qu.a
{

Fialement, 01 €1 déduit que A et B ne sont pas sembhb]g.

wgﬂ que m(X) est un polynome scindé de R,[X].

1 i
m(X) = (X —a)(X - B8) (1)
m(X)=(X-a) _(2)
m(X) = (X - a) (3)

(X — a)(X B)-

o lercas: m(X)=

cest-a-dire :

AﬂllmmatncesAeth
"kw m(X) = (x-q)
Dlnwem
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Algebre

7 sont donc semblables.

Les matrices Aet
Je cas: m(X) = (X —a)- :

. le polynome m est scindé mais ses racines ne sont i
A et B ne sont pas diagonalisables. DA% mmm., dong 4

Dans ce ¢
les matrices

ilise luction de Jordan de ces d ¥
e, on peut utiliser la réc eux Matrice,

En revanch
ux matrices inversibles P et Q telles que:

[l existe done de

ra 1]

0 a.i 1--.

P'AP =

et

7S o
{Q BQ = N 5
On a donc:
PaP = Q'BQ,

c'est-a-dire:
(P )A(@P) =B.

Ainsi, les matrices A et B sont semblables.

Exercice 2:

1) Calculons det(A—AJI):

(4-)\ -8 0 ¥ g0}
0 4-Xx O 0

6 -8 —2-2 -3
0 -8 0 -2-X
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I-__t a: il = 6 -8 —6

0o -8 0
—8
trice extraite: (—8 —6
-8 0
fimker (A-41)=1=2.
Jars, on voit que A n'est pas d_lagonahsab
de Jordan de la matrice A:

;-A-..'_li Ly nome watérist;ique de A ﬁt—
3 P(X)=(2+2A

Scanned by CamScanner




Algébre & |
Construisons une base associce a cette réduction:
Prenons 0
. 2
b= o | € ker (M) er (a1),
L——4
s ~12)
0 :
= My, = L b
A= L 5
\ 0 )
Cherchons maintenant une base de ker (A +2J): >
On a: _
o BI 2 8y b 3t — 0
6y =0
6 — By -3t = 0’
-8y=0
c’est-a-dire: L
T=z -
y=0 '
4 T= K !'-_(xi 3}.52’.

Ioas g s
Al i." . AP

ase de ker (A+20) est:

Scanned by CamScanner



matrice: s

sONS cette

——

o= ol= o ¥|-

PlAP=
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Ligébre

¢est-a-dire: i :_l ) 3
4 1 b

0 l 0 0

s P

S 1-3 &

0 -1 0 =

Calcul de A", n€ N
La division euclidienne de X" par m ,(X) donne:

X" = my(X)QX) + R(X) (1),

avec R=0 ou deg R < 3.
Dans les deux cas, on a: R(X)=aX®+bX +c

De plus, pour X =-2, on a:
(-2)"=4a+22+c

Pour X =4, on a:
4" =16a +4b+c.
En dérivant (1), puis en prenant X =4, on obtient:
nd"" = 8a+b.
Les coefficients a,b,c vérifient le systéme linéaire:

4a+2b+c=(-2)"
16a +4b+c=4"
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dX
jtion du systéme differentiel 5 ~(6) = AX(8):

Vu que: i - PJP-I,

S § 7
. on e — gtPIP foe Pe" p.

De plus
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Algebre

La matrice de b par rapport 4 la base canonique de R,[X] est:
.a M

2 0 2
A=|0 -2 0}
2 0 2
[X] :

ns que B' est une base de R,

1 00
0l. Cette matrice est inversible do

2) a) Montro

On pose P =
-1 .0 1
R,[X].
La matrice de b dans cette base est donnée par:
g0
A’:PTAP;.- G201
-0 2

b) Notons P (respectivement Q) le polynome défini par:
P(X) =gy (1- X*)+ @, X + 0, X
(respectivement par Q(X) = (1~ X*) +BX +5X"). &

On a alors:

P.Q) = ~duh + 2oy
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Chapitre 10 5

4 On montre facilement que f est un sous-espace v e de[’{ :
g3l O "l st par exemple, s

bast de BF = {X, Xz }. | ':E:J_'_r

b s AP X) = 0 et b(P.X*)=0. Avec I'expression ¢
s deux expressions s’écrivent : (Y
3 —P(1)+P_(—.l)'=0

PO)+ Pl =00 T
£

‘t‘ “..- -

ce qui donne P(-1)= P(1)=0.
Lo polynome P admet donc au moins deux raci
1 . |
yVuque P € Ry[X], Psécrit P(X)= a.(X?%

On a donc: .
4 Fl - ﬂm{xnl—l
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Algébre

Exercice 1

1) Déterminer en fonction des paramétres réels A et u le rang et la signat
X 2 s el e e @4
quadratique g suivante, ainsi quune base de R" gorthogonale,

forme _
VI €& Rl- q(r) = J‘f +3J‘_§ + 43 + /\F; +2FIII‘.' +2-r11'4 +2#.'l‘21:“

Donner la matrice associée a ¢ par rapport a la base canonique de RY,

2) Pour quelle valeurs de A et p la forme quadratique ¢ est-elle un prodyjt scalajre”

3) On suppose que A = 2 et que p = 0. On considére le sous-espace vectoriel F g -
défini par:
o= {(Ipfwxs’%)s T +T+ry -2 = 0}_

Déterminer une base de F orthonormale pour g.

4) Soit v=(1,2,-2,2) un élément de R'. Déterminer la projection ort :
sur F et calculer d(v,F). hogonale g ,

Exercice 2

Diagonaliser la matrice A suivante en construisant une base orthonormée de R*
de vecteurs propres de A. Donner de plus la matrice de passage et son inverse,

9 0 0 0 _
T et 3 Sal
A= . A
8450
2
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E‘,;cice 9 |
,g:idt:‘l't‘ Jes droites:
mﬂ.' J+2y+:_l=0

5 |
i .31._;,4_:_3:06”32.T=%=____z+1.
a

ccminer 1€ parametre réel a tel que les droites D, et D, xS -
5 Délel’mi"er ensuite les coordonnées du point d’intel‘sect,ioﬁ deﬁ “b‘ cour
. squation du plan déterminé par ces deux droites, il e :

.: Eﬂ'imr

 les équations paramétriques de la droite D passant f = h;
iculaire au plan P. A ‘tq?&ﬂepﬁﬁ 10,-4,1)
N dwudlcua‘l p j .' M:m"’ v _‘_r. { 2 A0

1 ‘."‘L"H"‘rf"i'f??‘a.ﬁ

S P L

on de cours ol "r » v.(’ "'. Y " o .;T:J'.' e I‘:'
[* :“b’e.;;ﬁ*‘%%‘?'f ﬂ SEn

DI

1 Un endomorphisme est dit orthogonal si et Seulow#, réri
- vante: T

3 » Montrons que : u orthogonal = Vz € E’I"‘(”)I= :
it uun endomorphisme orthogonal et z da
En utilisant la définition précédente avec

c'est-a-dire:

soit, par positivité de la norme: i
"_ Montrons que : ¥z € E, Mz)lzm -

Supposons que pour tout z da
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Algébre

En développant cette derniere égalité et en remarquant que "H(I)

uu[q)lr = ||y|\:. on obtient que:
(u(x), uly)) = (x.y),

2
I'= Iz ¢

i > -phisme orthogonal.
done u est bien un endomorphisme gonal

Montrons maintenant que tout endomorphisme orthogonal est bijectif:
Soit u un endomorphisme orthogonal et soit r dans E te] que u(z) = g

On a donc: Ju(z)| =0, et en utilisant ce qui précéde, on a- W
d’aprés une propri¢té de la norme: r = 0. Ainsi, u est injectif, done -

b“ .
E est de dimension finie. Uectif cq,

3) On décompose E de la fagon suivante: E = F @ F*. Ainsi, otk

s'éerit de maniére unique: r =1, +I,, ou ¥, € F et z, € F*, Tde g

La projection orthogonale sur F est alors définie par: P.(r)= z,.

Soit {q,...,ep} une base orthonormale de F. On compléte cette base -

de F en une base orthonormale de E, notée {e,,...,e, }. Ull‘-hm. e
=p 1=n X

Soit z dans E. Alors z s’écrit: = = Z(z, e)e + E (z,e,)e,.
=1 1=p+1

€F : eFt

Par définition de Py, on a donc:

Pp(z) = S (z,€,)e,.

i=l

Exercice 1

1) On écrit 27 +2puz,z, +2z,7, sous la forme (z, + A
HT, +34) —

=($1+H%+z‘)2+(3_“2)z_§+4$§+(A_1):2.

Si3—p*>0;:
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Chapitre 10 Sujets dexamen ";

1 g
..-p' .
&3 si A —1 0, alors sign(q) = (3.1) et rg(q) = 4,
si A —1 < 0, alors sign(q) = (2,2) et rg(q) = 4,
si A — 1= 0, alors sign(g) = (2,1) et rg(q) = 3.
2=0:

si A—1 0, alors sign(q) = (3,0) et rg(q) = 3,
siA—1< 0,alors sign(q) = (2,1) et rg(g) =3,
si A — 1 =0, alors sign(g) = (2,0) et rg(g) = 2.

! forme quadratique ¢ définit un produit scalaire lorsque g est définie positive
ire lorsque sign(q) = (4,0). Les valeurs de (An) posihlmm i\ 1>0

b

a3-s >0 Feel - ‘w
L4 forme quadratique ¢ est définie par: g(z) = (z; + z‘)' +3::: + 4;%+ ,g : 3

- au produit scalaire défini par g, cles
B(z,y) = (7, +2,)(t + ¥
Y
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Algabre I

—31

1JD

J5

16 P
s y——. Dol g=| 4 |
Dl‘phlb- Q‘F’.‘)’ 5 0
}

2J5

) . On veut B(é;,6) =0 et B(&,€}) = 0. On teee.
O é =€ + ae, +ﬁel ¥ 4 Qn-'
n pose e tw

G =

e

B ==
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Jeurs propres et des vecteurs propres donne:

ﬂlll dﬁ, vd
“lem_ propre triple et les vecteurs propres associés sont :
1 0 0 0 Pl
. 1 0 3
0 ) 2
", caleur propre simple et un vecteur propre associé est : T T

{glgze:}parleprocédédeSéhmldt
rl a4
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(S ) [

" —
ce qui tout calcul fait donne: & = |7 |€t done e =

(8]

(5)

tllw &‘lm ﬁl’..- =
&) | o on

s

LI B A |
Une base orthonormale de vecteurs propres est {e/,e5,65.€,}.

Exercice 3
a) A est une matrice orthogonale de déterminant —1.
e Recherche des vecteurs propres de A: =
—1 est la seule valeur propre réelle. Un vecteur propre unitaire associé ﬂ

A g

BN
Il

e Complétons e/ pour former une base orthonormée directe
14 = oy '

35
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¢ de sin 0:

, Sigv R
Soil J:-(l 0. {]] Alors Ar= (0 1 0) Le signede ﬂan @ .

det(r, Az,¢/) = det|0 1

. REMARQUE

} Si on pose

* i 18 _

. B 2 6 ¥

' -1 1 1 :

\ P=|l——= —= —&=b alors
V3 2 6 $:
_1_. 0 2 ;
B

Sulune matrice orthogonale de !
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L endomorphisme représenté par B est la rotation d’axe orienté bo e{ o
f# que l'on va préciser plus loin. Dauns la base orthonormée directe { e:'q";} s
matrice de B s'écrit: ;
1 0 0
B'=[0 cosf -—sind|.

0 sinf cosf

e Calcul de I'angle €

16 R ¢
Le calcul de la trace donne: Tr(A) = 1+2°059=—9'-. 50it cos @ =__-!- =

s

e Signe de sinf

Soit = = (1,0,0). Alors Az = (0,1,0). Le signe de sinf est d o

1 8 =3
9 i1 5
<in il T
T e g 8,
0 o T Wi
g 2
g
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Chapitre 10 Sujers g '.5-;_ oy

lt’ milien €

le [AD]. donc Iest barycentre de {(4,1),(D,1)}. Mnsi,mm g
] E. Qﬂ_ MA—{-H—._ (*) 3

s K est parycentre de {[-4,1),(8,2)} , done, pour tout M de E,
i IMK = MA+2MB.  (*%)

geaplacons 74 dans (**) par son expression donnée par (¥):
3MK =2MI-MD+2MB :

maintenant le choix de M:
G barycentre de {(D,—1),(B,2)}, ainsi i
(e choix de G montre que G.B,D sont a.llgnés '
. Girifie de plus: 3GK = 2GI, done G, K, sont

Aisi. les droites (KI) et (BD) sont con
. lebaryoentre de {(D,-1),(B, 2)}

Ligitimons
,o.dniiit M=

4 4
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Le point de concourt est alors déterminé par le systéme linéaire:

J'+2y+z-1=()
12r —y+2-3=0
r—1
|3

_y
L

it I de coordonnées 1 [0.:‘3—2~,_;.

I'on note P. Alors det(m i) =0
e A- 0

On trouve le poir
2) Soit M(X,Y,Z), un point de ce plan que

X-1 3 3

qui donne: . 4 1 2 | =0, soit:

Z+1 -5 -10

5 +Z2+1=0.

3) Cette droite a pour vecteur directeur un vecteur normal de P : # '

exemple.
Les équations paramétriques de cette droite sont donc:

z=04+0xA
y=—4+5A ,AER.
z=14+1X
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Chapitre 19 Sujets d'examen

/

11 .,--‘_-r"." ] !-' H ‘1ce s1iv: Y Bo ¥
| [‘,.-,lr*:_'-l""'“ valeurs du réel a la matrice suivante est-elle dlagnnalisab]eo
| 2 DA =1 .
e
A=
—1 4 2 0
~] 3 B e

i,

3) Pour =
2) Diagonaliser la matrice A. 2 .
) Résoudre le systéeme différentiel E—(f) = AX(¢). I

. |

PBILILE ¢ '

(R

gt A la matrice de M,(R) suivante:

L9 A i
4 P9850
il . ,
D1 0 aSamd a,
0 0 -1 - '

|} Déterminer le polynome caractéristique de A.
2 Montrer que A n'est pas diagonalisable.
3 Déterminer une réduite de Jordan en précisant la base et la matrice de passage.

4 Calculer le polynome minimal de A et en déduire 'expression de A7' et de A"
{n€ N¥).

AL ol S, S5 e b ol S\ iy s s

) Résoudre 1'équation de récurrence linéaire: X, ., = AX,.

R

Bercice 3 |
St F yn espace vectoriel sur R de dimension finie. On considére un endomorphisme

8 Etel que w® = 42, 4? = u et u=0.

1) Montrer que Sp(u) C {0,1}.

3 Montrer que les valeurs propres de u sont 0 et 1.

9 Montrer que u n’est pas diagonalisable.

4 Brablir g g _ Im(u®) @ ker (u?).

) Vérifier que pour tout y € Im(u’®), u(y) =¥

319
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#
Exercice &

Soit b la forme définie sur (R, (X]) par:
VP.Q € Ry[X], b(P,Q) = fP (—t)dt.

1) Montrer que b est une forme bilinéaire et donner sa matrice par rapport 4 I
canonique de R,[X]. base

2) Donner les parties symétrique et antisymétrique de b et leur matrice .
dans la base canonique. |

3) On considere le systtme B = {1 - XX — X*, X*}.
a) Montrer que B' est une base de R,[X] et déterminer la matrice de b dang

base. e

b) En déduire I'expression de b dans cette base.

b) Corrigé P

Questions de cours:

1) Un polynome P est dit annulateur de u si et seulement si P(u) =
tel que Vz € E, P(u)(z) = Op. '

2) On appelle polynéme minimal de u le polynéme unitaire, ann
petit degré. 3

3) Soit z un vecteur propre de u associé a la valeur propre A..' ._ _

de plus m, (X) = Dw

Onaze :

" 0= m,(u)(z)
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uppos™™
s et PO= QO M0+ RE). Mais, Pl o
fﬂ")so' _"" .
ent, R est un polynome annulateur de u tel que dﬁ ) -

iredit 12 définition du polynéme minimal. '

en deduit donc que R =0 puis que P = Qm“

2-A 0 -1
4 -2-A -1 F
-1 1 2—A N i

k. -1 1 a :

\

det

(I
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Algébre

c'est-a-dire: = i
vy=1y »
it ,(wt) e R™.
[f =L
1) 0
h ; t !
iat = e = comme vect :
On peut choisir €, g ) i CUrs propres associés 3 b

valeur propre 2: dans ce cas, A est diagonalisable.

ii) 2e cas: a=4
Le systéme linéaire précédent devient:
g =1 (1)

T=1y (2)

az—4t=0 (3)

Comme a = 4, alors t = 0.
On a alors:
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oit :mmeédiatement que 'on est obligé de distinguer de.
On ‘. E —‘!..
l) ler cas: @ =4
Le systeme linéaire devient :
- dr—-z+t=0 (1)

On a donc {=z—4z et y =1 -4z clest-a-di
=1 '

y=z-42 .
=z (@HER

 En faisant (3)—(2), or
- Ainsi,ona y=z et
K;u“ t-a-dire:
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2) a) On avu précédemment que
(1

e = et e =

e == ]

sont des vecteurs propres associés a la valeur propre 2.
De plus,
i \ ( 0 3

-4 1

\ / \ 7

sont des vecteurs propres associés a la valeur propre —2,

. Posons P la matrice de passage définie par:
?' e W el

i B R R
Estani o s
01 -4 1]

Calculons son inverse:
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Jution du systeme différentiel:
0 B ax SO
| lton X (1= AX(0) et .

X = b5
I(t) = PAP'X(t),

soit -
dX d(PTEX) &
Pr—=ile —(——)(te)'
@ o 3 iy
7 = P'X. On en déduit que: “w-e
P E(t)n My
dt

clest-a-dire:
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Exercice 2
1) Le calcul du polynome caractéristique de A donne:
-2-2 -1 1 2
1 —4-A 1 2
det| 6 6= =(A+3)".
0 0 -1 -1-A |

2) Supposons que A est diagonalisable. Il existe une matrice inversible P telle g

-3 0 0 0
P L . j
“lo 0o -3 of |

0 0 0 -3

On a donc PAP™! =3I, c’est-a-dire
=P '3)P=3I=A
Donc A n’est pas diagonalisable.
3) Réduite de Jordan de la matrice A:
' polynome caractéristique de A est donné par:
P(X)=(3+X)*.
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-

de Jordan de A comporte donc deux blocs

reduite g
aille respectivement 1 et 3.

icons une base associée & cette réduction:

0

0
vy = |1 | € ker (M*)\ ker (Ar?)
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On a: 3 1 0 0)
0o -3 1 0
PRt " i w
L 0o 0 0 —3,

4) Compte tenu de sa réduction de Jordan, le polynome minimal de A est.
ma(X) = (X +3)°.

e Calculde A™':
On a:
donc
A +9A 4+ 2TA+ 271 = 0.
On peut donc écrire que:
A(A +9A+271)= 21,
c’est-a-dire:

A[-';—; (4 +94+ 2.71_j =1

La matrice A est inversible et son inv

-1
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we donc: RX) = AT
P

"= =3, Oon a:

(-3)" =9% -3b+ec

s en prenant X = —3, on obtient :

gy derivant (1. pui :
n(-3)"" = —6a +b. s iy

Es Jérivant & nouveat

n(n-1)(-3)"*=2.
.. : % 'E. f | &=
[ 1 coeficients a.b,c vérifint lo ayFOmE SRl R
9a — 3b+c=(-3)" b

—6a +b= I(—3}H %
2a =n(n —1){—3 :

hlﬂiuﬁnndeoesystanelimw:

o= 20D gt
b=(-n® +2n)(-3)""
" c=’?9n(-3)'-3 +(3)" +3
b - ?’, o
~ cequi donne: %

A‘
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De plus,
2
e 0 (J— it te-—'i! D
0o 0 e* 0
L 0 0 0 1»3'3’J
Ainsi:
4 =pe’P! e
e it ™ e — 2% 4% At
te_:" e-:ll A te"ai -St 2t2 ~3t 4:2 ~3t +m
1o 0 e — 2t~ dte ™
_3 o T e -.'_
| 0 0 ~fard e~ +3¢;_
3

La solution X du systéme différentiel est donnée par:
X(t) = €U,

oi U, est la condition initiale.

Exercice 3
1) On pose P le polynome défini par: P(X) = X* x’
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b | o vident que (1) @ ker (@) € B
L

.proq"mumll 2

Soit IEE-

g 2 2
o v 7= 20+, ‘,

ons (1) : AN
o) =0 (e -1 @) =)=

= ')~ (u(@) S

=u’(z)—u’ (u(z)) car

- He)-u'a)

=0 car =gt

: 1—u’(z) € ker (uz).

s, 1, = u’(z) € Im(u’).
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i

Exercice &4

1) Soient P, Qet R appartenant & R,[X ] et soit A €R.

On vérifie facilement que:

b(P + R,Q) = b(P,Q) + b(R.Q),
b(P.Q + R) = b(P,Q) +b(P, R),

b(AP,Q) = A(P.Q),
H(P,AQ) = (P, Q).

La matrice de b par rapport a la base canonique de R,[X] est: e
( 1 e

—

2) Lspamesymétnquedeb notée bg, est donnée par:
b5(P.Q) = —[b(aqmaﬂjg:- |
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Chapitre 10 Sujets d'examen

P NAtrict l;_I_|]||:| par:
‘ | ] T
Pl e
Cette matrice s inversible, donc le systéme B' est bien une base de R,[X]
B --

La matrice de b dans cette base est donnée par:

1%
3 4 12
PTAR= o SESE
1 15 2
53 4
12 20 5

b) Posons P le polynoéme défini par
P(-\'J=ﬂ1(1—X)-I—aQ(X_X?.)_{_%X?

et Q le polynome défini par:

QX)=b(1- X)+5 (X - X*)+5,X%

Alors b(P.Q) est donnée par:

sl e e s— e yEE

2 azlydn
o+ Y| St 4R
H ] it e |
HP.Q) =16 || 5 Sear bl
Os) Al eeg il
12,901 83

8. Sujet n° 8

i) Enoncé

Questions de cours:

Eun espace euclidien de dimension n.

333
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Algébre i
f

2} Ecrire les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski dans le cas ou E = R X
muni du produit scalaire deéfini par: n-1lX] i
)
vP.Q R, [X].(P.Q) = [ P(2)Qz)dz |
.~5
3) Montrer que, si une matrice réelle A est symétrique, alors deux vecteurs Propres de
A associés & des valeurs distinctes sont orthogonaux. ﬁ
Exercice 1 |
On note E = R, [X]. On définit I'endomorphisme ¢ par: |
|
I

VP € R,[X], VX €R, ¢(P) = P(1- X).

1) Vérifier que ¢o0 ¢ = idy. En déduire que ¢ est diagonalisable.

2) En considérant les polynomes [X - [ By ..._] . Tontter quedemte :

pres de ¢ sont —1 et 1.
3) On note dans la suite:

F;:{PeE‘,:p(P)::P}
F,={PeE ¢(P)=-P}

a) Soit P € F, On pose G(X)=P[.l+X]. Vérifier que G(Xj
déduire une base de F. 4 g

c) Donnetlamatrmede¢ da.nsunebaqede
DR pae O cteurs

=5

S

- et G i R
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Chapitre 10 Sujets d'examen

L a=p=0.On consideére le sous-espace vectoriel F de E asies

'I { t oy =2 + 29,8, — 2,,0), 7, ,2, € R}'

+ une base de F orthonormale pour q.
) DI'I('[IIIHI:I 1
3

¢, + ¢, +¢;. Calculer la projection g-orthogonale p,(v) de vsur F. Cal-

| Soit v = - _ e
b) “L‘] d(v.F) . o0 d est la distance associée a q.
culer tit
be[me -
&i‘ E= RJ-

j une forme bilinéaire sur E. Si B et B' sont deux bases de E, rappeler la

pote
) On liant les matrices A et A" de b dans les bases B et B' respectivement.

relation

) Quelle est la matrice d'un produit scalaire sur E par rapport 4 une base orthonor-

male pour ce produit scalaire?

0 considere les vecteurs f; = (11,1), f = (1,1,0) et £, =(1,0,0) de E Vérifier
f.5.1,} est une base de E. Déterminer un produit scalaire b sur E pour lequel
11427 44

e { _ 1
{f.hf;} est une base orthonormale.

e——

 Bercice 4

St Eun espace euclidien de dimension 3. Soit B une base orthonormale diref:te de E.
' O considére les endomorphismes u et v dont les matrices dans la base B sont respec-

tivement :
' 9 97y 3 -4 0
1

o 4 =21 A S --
2% 43D '
[
3 |
Etudier les endomorphismes u et v. fr
ice 5
i
Ui considere 'espace affine £ = R®. 1
) : , intersection §
Y Déterminer les équations canoniques et paramétriques de _lf;l:u; fly _T 24+3=0 !
 des plans R et B, d'équations normales: z hy e IF
- "®Spectivement. i

o . . | A “1,1’1).
i Déterminer I'équation du plan P perpendiculaire D, et passant par (
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3) Soit a € R. On considere la droite D, d’'équations canoniques:
T+2 z—1
1

(8]

|
1

a) Vérifier que D, est incluse dans P.

b) Déterminer la valeur de a pour laquelle D, et D, sont concourantes.

b) Corrigé

Questions de cours:

1) Le produit vectoriel de deux vecteurs u et v de E est I'unique vecteur note aA
v,

tel que:
Yw € E, (u Av,w) = det(u,v,w).

Le produit mixte des trois vecteurs u,v,w est le réel, noté [u,v,w], tel que:

[u, v, w] = det (u,v,w).

2) e Inégalité de Cauchy-Schwarz:
(P.Q) < (P,P)x(QQ),

soit ici:

[, @@ < [} (P@)) e x [ (@) a.
e Inégalité de Minkowski: 5
[T e~ oy [T

3) Soient u et v (u:Oetv:::O)deux vecteurs pmpmdaA
aux valeurs propres A et u, alors:

lAu = Ay,

Av = .

A est symétrique donc, par définition, vV (z, y) € F 2k (Az, y} |
On a done: Mu,v) = (Au,v) = (Au,v) = (u, Av) = (pu,u}p
Ainsi Au,v) = p(u,v), done (A — ) {u,v) = 0.

Comme X\ et pu sont deux valeurs pzopm distir
(w,0) = 0. 5

Donc. deux vecteurs propres de A associés a des va -
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) Alors o(P)(X) = P(1~X) = QEX)
e SQ)(X) = Q1= X) = Pl=(1

On 8 OB é(qb(P))(X)‘ =

= Al |
(_-000"" E .
o e R défini par R(X)=X®-1

vl |
mf;me minimal de ¢ (noté m,) est dox

Do m(X) = X* ~1 ou X —1 SR
Dans tous les cas, m,
sable- 1y
) On calcule ol[X —E] ] et ¢

ol[x-3|

6 x.__i

On peut voir que —1 et 1 sont
polynome minimal m, sont in
seules valeurs propres possibles
3 a) Soit P € F;. On peut rems _

DN T __“__v
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W
En notant que P(X) = (21.\ - E] une base de F| est donc:

b3 -4 -3} J

b) En prenant P € F, et en remarquant cette fois-ci que P vérifie:

VZ €R, P(1-Z)=-P(2),

On obtient: G(—X) = —-G(X).

@ est donc un polynéme impair, de degré inférieur ou égal a4 n: donc
ou X* ou X° ou... X*"' avec g=n—p-1.

En notant que P(X)=G [X - %], une base de F] est donc:

I I R

¢) La matrice de ¢ dans une base de vecteurs propres est:

Scanned by CamScanner



percice 2 f
e polive e 4 que o note by st S
) g

b ((Il--r-pf;i-fl)!(yl*ymyxsyl)) =iy +231y’+%‘
) P ¥ '.

La matrice de ¢ (ou de b, ) est:

a réduction en carrés de Gauss est do
o) = (3 + 7 +azs) +(z
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Posons

1
-

+ o q
e 3|3

+ + |

g ¢S

il Il i I
Mo N

.

Inversons ce systéme

matrice suivante

Posons maintenant P la
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i . 3 cette
 Orthonormalisons €€ g -
¢ scalaire associé & ¢, que 'on nom(w) 3

5

B cescs &, = + e, avec (B,el)y =0/ il ol

Lt

Ona done (5), = 0= ensely + Meunelle-
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Algébre 1

b) La projection gorthogonale py(.) est donnée par: !

vr € RY, pe(z) = (z,6])) + (T.&2)e5.
1) 2

|

1 0 1

En prenant v =, |, on obtient pg(v) = ol
0 0 i

La distance d(v.F) est donnée par:
d(v,F) = (o= pp(v),v = pr(v)), = Ja (v = pp(v) = V2.

Exercice 3
1) Si on note P la matrice de passage de Ba B alors:
A' = PTAP. |
2) La matrice d'un produit scalaire dans une base B = {e;,....e,} est:
((ene) (ene) - (ene) '
(e2.€1) (ea182)

; L(emel} g ' (G.,B,

e

)ff' g ' :
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I'endomorphisme représenté par A, est la rotation d’axe orienté par ef et d’an.
gle 6 que 'on va préciser plus loin. Dans la base orthonormée directe {é,e{, e‘}
)

la matrice de A, s'éerit:
1 0 0

A =|0 cosf —sinf|.

0 sinf cos#

e Calcul de I'angle ¢ ‘
Le calcul de la trace donne: Tr(A,) =1+2cosf = % soit coaﬂ_:l_l_?_, st
e Signe de sinf :

Soit = =(1,0,0). Alors A,z = (=,

,—). Le signe de sinf est donngg

WIN
wlm
c»l.-

3 8 el L5
3 ¥2 ¥
2 [

det|/0 = 0 [=—>0,

3 3
103

0 ——

L 3.

urﬂechmxd’ormntmdeﬂ{

. < N

bt

v’

ashi . S Fass ' u tvli
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Cumplvli!lh t, pour former une base orthonorm directe de E.

_2\ ( 2 \ 7
% = B o S saneRed
2 1 4
On peut choisir ¢ = " § etey=¢e Ney = ﬁ E . ji
0 £ j
L'endomorphmm représenté par A, est donc la cos \posée d’ :
au plan Veet {el,e(} et d’une rotation d’axe orienté

4 que lon ¥ préciser plus loin. Dans la base

séerit:
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Exercice 5

1) Résolvons le systéme linéaire:
r+y+3z= (1)

r+y+z=-3 (2)

(1) - (2) donne 2z =4 soit z=2 et T+Y= -5.
Les équations paramétriques de D, sont:
g=-y=95
y=y ,yER

r=2

Les équations canoniques de D, sont:

z+5
-1

z—2
Yoy

=4
1

24t ?ﬁ'-?-‘;-'\il%l

N
Jonnc _!l"

et
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b) Prenous un vecteur directeur de D, par exe i

teur de D,, par exemple: @,

Soit A(—2.0,1) appartenant a _ ,
LBSdl'OiteS ﬂ et D) sont con

Le calcul donne det (4B, &,

L
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" Chapitre 11
Annexes

1. Equations de récurrence linéaire du premier
ordre

Il s'agit dans cette partie de donner la forme générale des suites (u, )“eN vérifiant
l'équation de récurrence linéaire du premier ordre: u,,, = au, + @(n).
a) On résout 'équation homogene u, ., = au, dont la solution est de la forme:

u, = Aa",

ol A est un réel quelconque.

b) On cherche une solution particuliére u,', de 'équation compléte u, ., = au, + @(n),
selon la forme de la fonction  , comme indiqué ci-apres.
e Si © est une constante b, alors une solution particuliére u, de I'équation com-

- o

plete u, ., = au, +@(n) est de la forme:

u, =nbsia=1,

gias=l

un:l_a

* Si 4 est un polynome de degré k, alors une solution particuliére u, de l'équa-

tion compléte u,,, = au, + o(n) est de la forme:

n+

u, =nQ(n)sia=1,

u, = Q(n)sia=1,

0il @, est un polynome de degré k & déterminer.
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e Si p est de la forme o(n)=br" (r=0 et r=1), alors une s ‘
liere u, de I'équation compléte u,,, = au, +(n) est de la forme
£ b n _: SEats
b Sir= BE gy 3
U, ==nr « e

AL r"sir=a.
u'_r-—s

e Si ¢ est de la forme @(n)= Acos(nf)+ Bsin(nf), 6 =
particuliére u, de I'équation complete u,,, = au, + @(r
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Gi A« 0, alors on note 1 et r, les deux raci s
tion caractéristique et la solution de I'équation h
n =0+ﬁietq=.ql

Scanned by CamScanner




\aébre

3. Equations différentielles du premier et
second ordre

Equations différentielles du premier ordre ;' +a(z)y = f(z).

/ -
1) On résout l'équation sans second membre y' + a(z)y = 0 dont la solution est de |a
forme y(z) = A¢ 1) on la fonction A désigne une primitive de la fonction a.
: S T S Al
2} On cherche une solution particuliére de la forme: y(z)= A(z)e ™ (Méthode de
variation de la constante).

3) La solution générale de l'équation compléte est obtenue en sommant la solution
générale de 1'équation sans second membre et la solution particuliére de 1'équation

compléte.

b) Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients
constants
ay” +by' +cy = f(z).

1) On résout 1'équation sans second membre:

ay” +by' +cy=0,

dont la solution est donnée par 1’équation caractéristique:

ar’ +br+c=0.

e Si A~ 0, alors on note r; et 7, les deux racines de I'équation caractéristique et
la solution de I'équation sans second membre ay’’+by’ +cy =0 est donnée
par:

y(z) = ae"* + .

e Si A =0, alors on note r la racine double r de 'équation cractéristique et la
solution de ’équation sans second membre ay'’ + by’ +cy = 0 est donnée par:

y(z) = (az + B)e™.
e Si A <0, alors on note 1; et 7, les deux racines complexes conjuguées de I'équa-
tion caractéristique:
n=a+fiet p =a-—pi
Si on pose ;;n=,,fcr2 + 3%, alors on peut écrire 1, et 7, sous la forme trigonomé-

trique:
n, = p(cosw +isinw) et r, = p(cosw — isinw),
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| par:

|

l
| ) Recherche de solutions particulieres de l'éq o
2 < limite ici au cas ol fest de la forme f(

Lne solution particuliére de I'équation comple
) = Q@)™ 0d @ est un polyndme
deg(Q) = deg(P) s s n'est pas rac

dee(Q) = deg(P) +2 si 8 est un
3 La solution générale de I'équa

compléte.
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Notations

E espace vectoriel de dimension n e
R, [X] espace vectoriel des polynomes a une mdﬁsmmée dadg‘ BT
inférieur ou éga.l an A

M(R) (resp. M,(C))

L(E,F)
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loi de composition des endomorphismes

=
)

wouo..ou composée 0 de u
—————
.h

e Ax Ax_...x A puissance 7' de la matrice A
u four
pPT transposée de la matrice P

inverse de la matrice P
dimension d'un espace vectoriel

Pl
dim .
gt

“®

degré d'un polynome
exponentielle de la matrice A

s ; ",
k. € _“ﬁn—

, m&“‘éﬂ*a‘:#b‘fﬁaf rar Rl 30 T it S Sl
= ‘ g ’ '_‘\‘- * 0 A4

.
g .- E # - L » _ X » -k o Cy >
ik £ b LA B - & . E - [ ¥
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Damien

d'algébre linéaire |

Tome 2

f = It 1é (3.0 3 i
b JPUSE

Un seul but : permettre a I'étudiant un travail autonome, efficace et en phase avec ce

qu'on lui demande en deuxiéme année.
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