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vant-propos

Ce manuel de cours est destiné principalement aux étudiants de la Licence
économie et gestion mais peut étre utile a toute personne souhaitant connaitre et
surtout utiliser les principales méthodes de la statistique inférentielle. Il corres-
pond au programme de probabilités et statistique généralement enseigné dans
les deux premieres années de Licence (L1 et L2). Cette 6° édition s’est enrichie
d’exercices nouveaux. Le niveau mathématique requis est celui de la premiere
année de Licence, avec quelques notions (séries, intégrales multiples...) souvent
enseignées seulement en deuxieme année.

Si une grande partie de I’ouvrage est consacrée a la théorie des probabilités,
I’ordre des termes retenu dans le titre veut signifier qu’il ne s’agit que d’un outil
au service de la statistique. Ce n’est qu’un passage obligé pour donner des bases
rigoureuses a la méthode statistique. On peut le concevoir comme un ensemble
de regles grammaticales, parfois difficiles et fastidieuses a retenir, mais qui per-
mettent de rédiger des textes clairs, rigoureux et sans ambiguités, méme si 1’on
n’a pas conscience qu’ils ont été écrits dans le respect de ces régles. La partie
statistique correspond aux deux derniers chapitres d’estimation et de tests d’hy-
potheses.

Les fondements théoriques de la statistique étant parfois délicats, nous avons
choisi de présenter sans démonstration les principales propriétés nécessaires a
une utilisation judicieuse des méthodes statistiques, en les illustrant systémati-
quement d’exemples. De méme, afin de ne pas alourdir les énoncés de théo-
remes, les conditions techniques de leur validité ne sont pas présentées dans leur
détail, parfois fastidieux, et qui risque de masquer 1’essentiel qui est la proprié-
té énoncée. Notre souci constant a été de faciliter la compréhension, pour pou-
voir passer aisément au stade de 1’utilisation, sans cependant pour cela sacrifier
a la rigueur. La traduction anglaise des termes les plus usuels figure entre paren-
theses.

Chaque chapitre se conclut par des exercices corrigés permettant de contro-
ler ’acquisition des notions essentielles qui y ont été introduites. Faire de nom-
breux exercices est certainement le meilleur moyen d’arriver a la compréhension
de certaines notions quelquefois difficiles. Rappelons cette maxime chinoise :
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J’entends et j’oublie. Je vois et je retiens. Je fais et je comprends. En fin de cha-
pitre se trouvent également quelques compléments ; soit de notions mathéma-
tiques utilisées dans celui-ci, la combinatoire par exemple, soit de propriétés
comme 1’exhaustivité, trés importantes et utiles, mais hors du programme d’une
Licence d’économie ou de gestion. Avec ces compléments, cet ouvrage peut
convenir aussi aux étudiants des écoles de management.
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otations

2 ensemble fondamental

P(2) ensemble des parties de 2

A, A° complémentaire de A

A algebre ou tribu de parties de €2

card A cardinal de A

(Z) coefficient bindmial

[x] partie entiere de x

Inx logarithme népérien de x

1, indicatrice de A

Cov(X,Y) covariance de X et Y

f.r. fonction de répartition

v.a. variable aléatoire

¢ densité de la loi N(0,1)

® fr. delaloiloi N(O,1)

C ensemble des nombres complexes

"A matrice transposée de A

I, matrice unité d’ordre n

X ~~Plav.a. X suit la loi de probabilité P
B(n,p) loi bindmiale de parametres n et p
P(A) loi de Poisson de parametre A

N(m,o) loi normale dans R, d’espérance m et d’écart type o
N, (i, %) loi normale dans R”, de vecteur espérance et de matrice variances-

covariances X

T, loi de Student a n degrés de liberté
x?2 loi du khi-deux a n degrés de liberté
F(n,m) loi de Fisher-Snedecor a n et m degrés de liberté
emv estimateur du maximum de vraisemblance
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ntroduction

La statistique a une origine tres ancienne, se réduisant initialement a une col-
lecte d’observations, notamment le dénombrement des hommes (recensement).
On mentionne des opérations de recensement il y a plus de 4000 ans en Chine,
en Mésopotamie ou en Egypte et la Bible en cite plusieurs, dans le Livre des
Nombres par exemple. Cependant, le terme statistique est apparu assez récem-
ment, vers le milieu du XVII® siecle ; il vient du latin statisticus, relatif a 1’état
(status), et est employé alors dans un sens purement descriptif de recueil ou de
collection de faits chiffrés, les statistiques. Le mot employé au singulier
avec l’article défini, la statistique, évoque la méthode utilisée ensuite pour
étendre des résultats et dégager des lois (I’inférence). 1l s’agit donc dans ce sens
d’un moyen scientifique d’analyse et de compréhension du phénomene étudié,
s’appliquant tres largement a I’économie et a toutes les sciences sociales et de la
nature.

Cette discipline concerne donc tous ceux qui ont a relever, présenter, analy-
ser ou utiliser une information dont la masse peut étre volumineuse. On peut
la définir comme un ensemble de méthodes dont le but est de traiter des don-
nées, les statistiques, relatives a un certain domaine d’étude. Elle traite égale-
ment de la maniere de recueillir ces données, aupres de qui et sous quelle forme
(théorie des sondages). Son objectif peut se résumer de la facon suivante : déga-
ger, a partir de données observées sur quelques individus d’une population, des
résultats valables pour I’ensemble de la population.

Cela consistera par exemple a remplacer des données nombreuses par des
indicateurs (résumés) les plus pertinents possibles : résumé clair avec le mini-
mum de perte d’information, permettant de dégager plus facilement un dia-
gnostic. Il s’agit alors de la statistique descriptive qui recouvre les moyens
de présenter ces données et d’en décrire les principales caractéristiques, en les
résumant sous forme de tableaux ou de graphiques. Il s’agira ensuite de les
interpréter. La description statistique se propose de mettre en évidence cer-
taines permanences ou lois statistiques, qui peuvent éventuellement conduire a
des prévisions (élément essentiel de 1’étude des séries chronologiques). Une
regle qui transforme un ensemble de données en une ou plusieurs valeurs numé-
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riques se nomme une statistique, le terme étant cette fois utilisé avec 1’article
indéfini.

Le début de la méthodologie statistique peut se situer au XVII® siecle
qui verra également I’éclosion d’un outil fondamental pour une formalisation
tout a fait rigoureuse, la théorie des probabilités, qui est I’analyse mathématique
des phénomenes dans lesquels le hasard intervient. Le calcul des probabilités
a commencé avec Blaise Pascal, Pierre Fermat, Christian Huygens et
Jacques Bernoulli par I’analyse des jeux dits de hasard. Le mot hasard est
d’ailleurs emprunté a I’arabe az-zahr (jeu de dés, alea en latin) au XII® siecle,
d’ou est venue cette expression jeu de hasard au XVI® siecle. La théorie des pro-
babilités servira ensuite d’outil de base a un ensemble de méthodes ou de regles
objectives permettant d’utiliser des données pour fixer la précision avec laquel-
le on estime certains parametres (théorie de I’estimation) ou on teste certaines
hypotheses (théorie des tests) : la Statistique mathématique (ou inférentielle).
Ceci permet d’obtenir une mesure objective de la distance entre un modele sta-
tistique, traduit par une famille P, de lois de probabilité indexée par un para-
metre € parcourant un ensemble donné ®, et un ensemble de données obser-
vées.

Tout ceci peut se synthétiser au moyen du schéma suivant :

Importance de la maniere de les collecter

Données — ..
(théorie des sondages)

T

Présentation des données recueillies
% (statistique descriptive)

Catalogue de modeles probabilistes disponibles et
Modélisation |— outils nécessaires a la déduction
(théorie des probabilités)

Statistique mathématique :

un modele statistique paramétrique (F; 6 € ®)
induction ou inférence statistique

* estimation : quelle est le valeur de 6 ?

e test:est-ceque d =6, oufd =06, ?

2 e STATISTIQUE ET PROBABILITES
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Il reste a préciser dans quel cadre cette formalisation a 1’aide de modeles
aléatoires sera nécessaire. Toute démarche scientifique nécessite la réalisation
de certaines expériences que 1’on peut regrouper en deux grandes catégories.

e Pour certaines d’entre elles, si elles sont renouvelées dans des conditions tota-
lement identiques, elles produiront le méme résultat, qui devient donc prévi-
sible. Il s’agit de phénoménes déterministes, ol les faits sont régis par des lois
universelles physiques (par exemple 1’augmentation de la pression d’un gaz
provoque une diminution de son volume, ce que traduit la loi de Mariotte :
Pression x Volume = constante ; I’eau portée a 100 degrés Celsius se trans-
forme en vapeur...). Le résultat est entierement déterminé par les conditions de
I’expérience : on peut prévoir le phénomene qui va se produire.

 Par contre, d’autres expériences ont toujours un résultat imprévisible (lan-
cer d’un dé ou d’une piece de monnaie) : effectuées dans des conditions tota-
lement identiques elles donneront des résultats différents. Le résultat est non
prévisible et on dit qu’il est di au hasard, cette expression étant utilisée pour
la premiére fois par Fénelon en 1695, le mot hasard étant compris maintenant
au sens absolu et philosophique comme « sans évolution prévisible », a oppo-
ser a déterministe. Dans son Essai philosophique sur les probabilités (1814),
Laplace considere en effet que le déterminisme ne laisse aucune place au
hasard : I’état de I'univers a un instant donné détermine son état a tout
autre instant ultérieur. Ainsi, quand on jette en 1’air une pi¢ce de monnaie, les
lois de la mécanique classique déterminent, en principe, avec certitude si elle
retombera sur pile ou face. Le résultat n’est pas dii au hasard, mais a la manie-
re dont elle a été lancée en I’air et a la fagon dont elle va retomber sur une cer-
taine surface ; mais la trajectoire décrite par cette piece avant de retomber sur
pile est tellement complexe qu’il n’est pas possible de prévoir son issue. Le
phénomene ne releve pas du déterminisme entendu au sens de la possibilité de
prédiction, par le calcul ou la loi mathématique!. Dans un mémoire de 1774,
Laplace énonce que « le hasard n’a aucune réalité en lui-méme : ce n’est
qu’un terme propre a désigner notre ignorance... La notion de probabilité tient
a cette ignorance ». Retenir un modele probabiliste est donc simplement
un aveu de notre ignorance, de notre incapacité a fournir un modele physique
décrivant une réalité trop complexe. On parle alors d’épreuve ou d’expérience
aléatoire et le résultat obtenu sera un événement. Les outils appropriés dans ce
cadre sont ceux de la statistique mathématique, la base de cette discipline
étant la théorie des probabilités, que nous devrons donc étudier dans les six
premiers chapitres de cet ouvrage, comme préalable aux deux chapitres d’es-
timation et de tests d’hypotheses.

1. Dans Science et méthode publié en 1908, Henri Poincaré exprime que hasard et déterminis-
me sont rendus compatibles par I'imprédictibilité a long terme. Les relations entre hasard et
déterminisme ont été dans les années 1980 1’objet d’une controverse animée entre les mathé-
maticiens René Thom et Ilya Prigogine. L’ étude récente des systemes dynamiques montre que
I’on ne peut pas confondre déterminisme et prédictibilité. En effet, une légere perturbation
des conditions initiales d’un tel systéme mathématiquement déterministe peut empécher de pré-
voir son évolution future.
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otion
de probabilité

u cours de ce chapitre, nous allons donner la définition d'un cer-

tain nombre de termes du vocabulaire utilisé dans un contexte

non déterministe et indiquer comment construire le modele adé-
guat. La notion essentielle introduite étant bien sar celle de probabilité,
avec la notion d'indépendance d'événements qui lui est associée et qui
joue un role trés important en statistique. La représentation formelle du
modele probabiliste sous-jacent est presque toujours absente dans un
probléme concret de statistique. Cependant, cette formalisation rigou-
reuse est indispensable pour obtenir les outils théoriques nécessaires a la
résolution d'un tel probléme statistique.

Objectif du chapitre : montrer que le modele probabiliste est choisi en
fonction du but que 1’on poursuit, qui se résume essentielle-
ment a la construction du modele d’échantillonnage, base de la
modélisation statistique.

Concepts clés étudiés : probabilité, probabilité conditionnelle, indépen-
dance.

odele probabiliste

nsemble fondamental

Avant toute formalisation, le résultat d’une expérience aléatoire s’appelle évé-
nement. La quantification des « chances » qu’un tel événement a de se réaliser

Notion de probabilité e 5



correspond a la notion intuitive de probabilité. Pour réaliser cette quantification,
il est nécessaire de décrire au préalable, treés précisément, I’ensemble des résul-
tats possibles, appelés événements élémentaires. Cet ensemble expérimental
s’appelle ensemble fondamental (ou univers) et est noté traditionnellement 2.

Exemple 1.1

Jet d’un dé a six faces numérotées : Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Exemple 1.2

On tire une boule dans une urne contenant une boule noire, deux
blanches et cing rouges et ['ensemble fondamental retenu est
Q = {noire, blanche, rouge}.

Chaque élément w € Q représente donc un événement élémentaire, et toute
partie A C Q (ou A € P(2)) sera un événement. Parfois on dit que 2 est ’en-
semble des éventualités possibles et les événements élémentaires sont alors les
singletons, c’est-a-dire les ensembles réduits a un seul élément {w}, qui sont
effectivement en toute rigueur des événements, puisque appartenant a P(2), ce
qui n’est pas le cas du point w.

Exemple 1.3

A U’expérience du jet de dé on associe Q@ = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ; I’événement
A = {1, 2} traduit, c’est-a-dire représente symboliquement, le résultat
« obtenir un résultat inférieur ou égal a 2 ».

L’ensemble © dépend évidemment de I’expérience considérée, mais aussi du
choix de celui qui construit le modele, et par 1a présente donc un certain arbi-
traire.

Exemple 1.4

Dans [’expérience du jet de dé on peut choisir également
Q = {pair, impair} ou Q = {{1, 2, 3,}, {4, 5, 6}}.

Exemple 1.5

Si on tire une carte d’un jeu de 32 cartes, on peut retenir comme ensembles
fondamentaux Q ={7,8,9,10, V, D, R, As} ou Q= {trefle, carreau,
ceeur, pique} ou Q2 = {rouge, noir}.

Cet ensemble 2 peut étre fini ou infini, continu ou discret.

Exemple 1.6

On lance une piece jusqu’a obtenir pile, I’événement retenu étant le
nombre de jets effectués :

Q={1,2,...,n,...} =N
ensemble infini dénombrable.

6 e STATISTIQUE ET PROBABILITES
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Exemple 1.7
On observe la durée de vie d’une lampe :

Q =10, +oo[ =R,
ensemble infini non dénombrable.

L’ensemble retenu est bien slir une abstraction et peut parfois contenir des
événements qui ne se produiront jamais dans la réalité.

Exemple 1.8

On mesure la taille d’un individu choisi au hasard dans une population et
on retient Q =R, ; cet ensemble contient des trés grandes tailles qui
n’existent bien siir pas dans la réalité, mais en raison de la difficulté de
fixer une valeur maximale de la taille pour définir I’ensemble fondamen-
tal, c’est le choix qui parait le moins arbitraire.

Igébre et tribu d'événements

Un événement étant un élément de P(2) obéit a la théorie des ensembles. Nous
allons indiquer dans le tableau ci-aprés comment certaines notions ensemblistes
s’expriment, ou se traduisent, en termes d’événements.

Ensemble Evénement
On aobservé le résultat w etw € A | L'événement A est réalisé.
A=B Les événements A et B sont identiques.
ACB L’événement A implique 1’événement B.
@ Evénement impossible.
Q Evénement certain.
AUB Un au moins des deux événements est réalisé.
ANB Les deux événements A et B sont réalisés.
ANB =/ Les événements A et B sont incompatibles.
A=Q -—AouA° L’événement A n’est pas réalisé.

Le couple (2, P(2)) s’appelle un espace probabilisable.

Cependant, méme si 2 est fini, le cardinal de P(2) est 2°"* ¢, qui peut étre
un nombre tres grand. Dans ce cas, il peut étre souhaitable de ne considérer
qu’une famille restreinte A de parties de @2, A CP(£2). Pour que le résultat des
opérations ensemblistes (union, intersection, complémentaire) soit encore un
événement, il est nécessaire que cette famille d’événements retenue soit fermée,
ou stable, vis-a-vis de ces opérations, c’est-a-dire qu’il soit bien un élément de
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la famille (par exemple, si on retient la famille des nombres impairs, elle n’est
pas stable pour I’addition puisque le résultat est un nombre pair). De plus, les
événements « certain », 2, et « impossible », ¢, doivent également appartenir a
cet ensemble. Ainsi, on associera a une épreuve aléatoire un ensemble non vide
de parties de 2, noté A, qui vérifiera :

—|C\] pour tout A € A alors A € A :
— pour tout A € A ettout B € A alors AUB € A.

Il y a fermeture pour le complémentaire et ’'union. Cet ensemble A s’ appel-
le une algebre de parties de Q2. Bien entendu, grace aux lois de Morgan, on a une
définition équivalente en remplagant la condition C, par :

— pour tout A € A ettout B € A alors AN B € A.

Exemple 1.9
L’algeébre la plus élémentaire est réduite a A = {@, Q}.

Exemple 1.10
A partir d’un événement quelconque A, on peut constituer I’algébre :
A=1{0, A, A, 2}

Exemple 1.11

On peut générer une algébre & partir d’une partition. A partir de la par-
tition de Q2 = {a, b, c, d} en trois ensembles {a, b}, {c}, {d} on construit
I’algebre :

A={@, {a, b}, {c}, {d}, {a, b, ¢}, {a, b, d}, {c, d}, Q}

avec card A = 23.

Exemple 1.12
L’algebre la plus complete est bien entendu P(S2).

Propriétés d’une algebre

La famille étant non vide, on en conclut que :
PeA QeA
SiA; € A pour 1 < j <n,ondémontre par récurrence que :

OAJ- e A
j=1
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SiA; € A pour 1 < j < n, on démontre également par passage au com-

plémentaire que : n
(A €A
j=1

Cependant, certaines expériences peuvent se dérouler indéfiniment (au moins
théoriquement), comme par exemple lancer un dé jusqu’a obtenir le chiffre 6. Si
A, représente 1’événement « obtenir le chiffre 6 au n-eme lancer », I’événement
« obtenir le chiffre 6 » s’écrira A = U A,. On a donc besoin de renforcer la
propriété P, de fermeture pour I’union finie par une condition de fermeture pour
I’union dénombrable, soit :

—[C;] si A, € A pour tout n € N alors :

OAneA

n=0

condition qui exprime que toute union dénombrable d’événements est encore un
événement. L’ensemble A auquel on impose les conditions C; et C; s’appelle
alors une o — algeébre ou tribu d’événements.

—> NB : On aurait pu remplacer dans la condition C; I’union par I’intersec-
tion (par passage au complémentaire I’union se transforme en intersec-
tion). Bien entendu toute algebre finie est une o — algebre.

Cependant, dans les cas simples ol €2 est un ensemble fini, ou éventuelle-
ment infini dénombrable, on peut retenir comme tribu des événements P(2)
tout entier. Ce n’est que dans les autres cas que I’on est amené a considérer des
ensembles A plus réduits que P(€2) qui est alors trop vaste. Le couple formé de
I’ensemble fondamental Q et de la tribu d’événements associée A s’appelle un
espace probabilisable. Cette terminologie signifie que 1’on va pouvoir associer
une probabilité, notée P, a ce modele (2, A).

robabilité

Une fois défini I’ensemble des événements auxquels on s’intéresse, on va
essayer de traduire par un nombre leurs « possibilités » de réalisation. Cela
revient a affecter une mesure de « croyance » a chaque événement, c’est-a-dire
un degré de certitude que 1’on a que I’événement se produise ou non. Afin de
correspondre a la notion intuitive, une probabilité sera un nombre associé a un
événement, compris entre O et 1, pour pouvoir se convertir en pourcentage de
« chances » ; I’événement certain 2 se voit attribuer la probabilité 1 et I’événe-
ment impossible @ la probabilité 0. Nous verrons dans 1’exemple 6.6 que cette
définition axiomatique est adaptée a la réalité, puisque la fréquence observée
d’un événement a pour limite sa probabilité ainsi définie. D’autre part, si deux
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événements sont incompatibles, c’est-a-dire ne peuvent pas se réaliser simulta-
nément, la probabilité de réalisation de 1’'un des deux sera la somme de leurs
probabilités respectives (par exemple pour un jet de dé P(1 ou 2) = P(1)
+P(2)=1/6+1/6 =1/3). D’ou la définition suivante :

Définition

On appelle probabilité P sur (€2, .4) une application P : A — [0,1] telle
que :

@ PE)=1;

(i) pour toute suite A, d’événements incompatibles, soit A, € A avec
A,NA, =0 pourm #n :

P(Ua) =2 ran

propriété dite de o — additivité.

—>» Remarque

Pour toute suite d’événements quelconques, c’est-a-dire non disjoints, on
a I’'inégalité de Boole :

P(CJAn> <3 P(A)
n=0 n=0

Une probabilité est donc une application qui a un événement va associer un
nombre. Le triplet (2, A, P) s’appelle un espace probabilisé. Comme consé-
quences de la définition on déduit les propriétés suivantes.

Propriétés
L’événement impossible est de probabilité nulle :
P@) =0
La probabilité de I’événement complémentaire d’un événement quel-
conque A s’obtient par :
P(A)=1— P(A)
Si un événement en implique un autre, sa probabilité est plus petite :
ACB= P(A) < P(B)
La probabilité de I’'union de deux événements s’obtient par la formule
de Poincaré :
P(AUB) = P(A)+ P(B)-P(ANB)
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* Cas ou 2 est fini
Si @ ={w, ..., w,}, la donnée de n nombres p;, 1 <i < n, associés a chacun
des événements élémentaires par p; = P ({w;}), telsque 0 < p; < 1et Z pi=1,
suffit a déterminer une probabilité P sur (2, P (2)) par : i=1

P(A) =) {pi/w; € A}

c’est-a-dire que la probabilité d’un événement quelconque A de P (2) est défi-
nie comme la somme des probabilités de tous les événements élémentaires qui
y sont inclus.

¢ Cas particulier : équiprobabilité

Il s’agit d’un cas assez fréquent ou tous les événements élémentaires ont la
méme probabilité, ce qui correspond a la loi uniforme discrete définie par :

1 .
pi=—, 1<i<n
n

Cette particularité est souvent sous-entendue ou précisée par 1’affirmation
que les résultats de 1’expérience sont obtenus au hasard. On obtient alors :
card A
card Q

11
P(A):Z;:;xcardA:

w; €A

puisque n = card Q. Ce résultat s’énonce souvent sous la forme trés dangereu-
se de la reégle énoncée par Laplace au XVIII® siecle :

nbre de cas favorables

P(A) = :
nbre de cas possibles

un cas favorable étant un événement élémentaire qui réalise A. On est alors
ramené a un simple probléme de dénombrement. Mais il faut bien faire attention
que cette régle ne s’applique que dans le cas d’ équiprobabilité des événements
élémentaires. Si en jouant au loto il y a deux événements possibles, gagner ou
non le gros lot, il n’y a malheureusement pas une chance sur deux pour 1’évé-
nement favorable qui est de le gagner ! Cette regle ne peut donc en aucun cas
servir de définition pour une probabilité.

—>» Attention ! C’est ici qu’il est important de bien préciser I’ensemble fon-
damental 2. Si par exemple on lance deux picces de monnaie identiques,
on pourrait étre tenté de retenir comme ensemble fondamental
Q ={PP, PF, FF} mais dans ce cas il n’y aurait pas équiprobabilité des
événements élémentaires, car PP ou FF ne peut €tre obtenu que d’une
seule facon alors que P F peut étre obtenu de deux facons distinctes, le
résultat pile pouvant étre réalisé sur une piece ou I’autre. Ces événements
ont donc respectivement comme probabilité 1/4, 1/4 et 1/2. 1l vaut donc
mieux faire comme si les pieces étaient distinctes et retenir
Q={PP, PF, FP, FF} ou les événements élémentaires sont équipro-
bables.
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—>» Remarques

1. Dans le cas ou Q2 est fini, on peut toujours construire un espace proba-
bilisé tel que chaque événement élémentaire, au sens de singleton,
ait une probabilité nulle. Par exemple pour Q ={a,b,c} on
choisit A =1{@, {a}, {b, c}, 2} et la probabilit¢ P définie par
P{a}) =0, P({b, ¢}) = 1, ce qui correspond au cas de deux événements
indiscernables, avec un seul événement élémentaire.

2. De méme on peut construire un espace probabilisé tel que chaque évé-
nement élémentaire, toujours au sens de singleton, ait une probabilité
égale a 1. Dans I’ensemble précédent la probabilité P est alors définie par
P({a}) =1et P{b, c}) =0.

3. Méme dans le cas ou les événements A et B ne sont pas disjoints on
peut avoir 1’égalité P(AU B) = P(A) + P(B) ; il suffit pour cela que
P(AN B) =0. Par exemple, définissons sur 2 = {a, b, c} la probabilité P
par P({a}) = P({b}) =1/2 et P({c}) =0. Avec A ={a, ¢} et B = {b, c}
on obtient P(A)=P(B)=1/2 et P(AUB)=P(Q)=1=1/2+1/2
= P(A) + P(B) etpourtant AN B = {c} # @.

Terminons ce paragraphe par deux exemples, paradoxaux a premiere vue.

Exemple 1.13

Dans un tournoi exhibition de tennis, Djokovic doit affronter Nadal et
Federer au cours de trois sets successifs out ses deux adversaires alterne-
ront. Il remportera ce tournoi s’il gagne deux sets consécutifs. Il consideére
que la probabilité p de battre Federer est supérieure a celle q de battre
Nadal : p > q. Quel adversaire va-t-il choisir d’affronter en premier ?

Pour une succession Fed-Nadal-Fed, sa probabilité de gain est :
p1=pq+ (1-p)gp.

Pour une succession Nadal-Fed-Nadal, cette probabilité est :

p>=qp+(-9)pg = pi+pq(p—q) > p:.
11 doit donc choisir d’affronter le joueur le plus fort en premier, ce para-

doxe s’expliquant par le fait qu’il a plus de chances de le battre une fois
sur deux parties que sur une seule.

Exemple 1.14

Déterminons la répartition la plus probable de six atouts entre deux par-
tenaires de bridge. Il y a (fg) répartitions possibles des 26 cartes des deux
joueurs. Les dénombrements des répartitions de six atouts, et donc des
vingt non-atouts, entre les deux joueurs sont indiquées dans le tableau ci-
apres :

(1,5) 2,4 @3, 3) 0, 6)

2O G| 26D QX! 2(3)
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ce qui correspond aux probabilités :

12

117 390 286
P{(1,5)} = 305 P{2, 4} = 3035’ P{3,3)} = 305 P{(0, 6)} = 303

0 0 05’

C’est donc la répartition (2, 4) qui est la plus probable.

On demande maintenant de répondre a la méme question dans le cas ou
les deux partenaires ont fourni aux deux premiers tours d’atout. Les
seules répartitions initiales possibles sont alors (2, 4) et (3, 3), donnant
respectivement les répartitions (0, 2) et (1, 1) apres deux tours d’atout. 1l
reste (ﬁ) répartitions équiprobables entre les deux joueurs, les réparti-
tions restantes des deux atouts, et donc des vingt non-atouts, ayant comme
probabilités :
() 10 (DG 11
P{0,2)} =245~ =—, P{(, 1}=—"F>=—
() 21 ) 21

La répartition la plus probable a posteriori, c’est-a-dire apres les deux
tours d’atouts, est donc issue de la moins probable des deux a priori.

robabilités conditionnelles

On considere 1’espace probabilisé (2, A, P) et un événement particulier B de
Atel que P(B) > 0. La connaissance de la réalisation de B modifie la probabi-
lité de réalisation d’un événement élémentaire, puisque 1I’ensemble des résultats
possibles est devenu B et non plus 2.

Exemple 1.15

A Uissue d’un jet de dé on sait que le résultat est supérieur a trois et on
s’intéresse a I’événement A = « obtenir une face paire ». Initialement on
avait P(A) =3/6 = 1/2 ; maintenant Q est devenu QB = {4, 5, 6} et
P(A|B) =2/3 > 1)2.

Cette nouvelle probabilité, notée P(.|B), est définie sur la tribu condition-
nelle :
AB={ANB/A e A}
ar :
P P(ANB)

P(A|B) = 5

Seuls les événements ayant une partie commune avec B peuvent se réaliser
et la figure 1.1 visualise cette situation ot I’ensemble fondamental est devenu B
et donc seule la part de A incluse dans B est prise en compte dans le calcul de
la probabilité conditionnelle.
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Figure 1.1

Vérifions que cette application n de A dans R, définie par
w(A) = P(AN B)/P(B) est bien une probabilité. On a bien entendu 7 (A) > 0
et comme A N B C B on a également 7(A) < 1. D’autre part :

P(QNB) P(B) _
P(B) — P(B)

donc 7 vérifie la premiere condition de la définition.

() =

Enfin, si A, € A avec A,, N A, = @ pour m # n, alors :
o 1 >0 * P(A,NB) &
e A)=——P AmB)}z =N (A,

donc la condition 2 est aussi vérifiée.

Exemple 1.16

On tire sans remise deux cartes successivement d’un jeu de 52 et on
cherche la probabilité de tirer un as au deuxieme coup sachant que 1’on
en a obtenu un au premier. Avec des notations évidentes :

P(AA)  (4x3)/(52x51) 3 1

P(A:lAD) = =500 = 4/52 5117
alors que la probabilité non conditionnelle est :
P(A) = PAA) + PR AY) = o 2 X8 2 pyy = L
52x51  52x51 52 13

donc valeur plus élevée (avoir tiré un as au premier coup diminue la pro-
babilité d’en tirer un au second).

Exemple 1.17

On lance trois fois une piece de monnaie et on considere les événements
A = « obtenir au moins deux face » et B = « obtenir face au premier coup ».
L’ensemble fondamental retenu est Q = {P, F}’, ensemble des triplets
ordonnés, bien que l'ordre des résultats n’intervienne pas, mais pour
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qu’il 'y ait équiprobabilité des événements élémentaires, soit
P({w}) = 1/8 puisque card Q2 =2°=28. Ces événements s’écrivent
A={FFP, FPF, PFF, FFF} etB={FFF, FFP, FPF, FPP}, avec
card A= card B=4 donc P(A)= P(B)=4/8=1/2. Calculons
maintenant la probabilité conditionnelle P(A|B). Ona AN B = {FFP,
FPF, FFF} donccard ANB =73 et P(ANB) =3/8. Ainsi :

P(ANB) 3 1
Sl el

P(B) 4 2
la probabilité conditionnelle a ici augmenté.

P(A|B) =

La formule de définition de la probabilité conditionnelle peut aussi s’écrire,
si P(A) >0:
P(ANB)=P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A)

et s’appelle parfois formule des probabilités composées ; elle se généralise par
récurrence :
PAINAN...NA,) =P(A)P(A]A))P(A3]A; N A,)
L PAJANAN...NA, )

n k-1
=P(A.)]"[P(Ak| ﬂA,-)
k=2 i=1

Exemple 1.18

Dans une urne qui contient deux boules rouges et trois noires, quatre per-
sonnes tirent successivement une boule sans la remettre ; la premiere qui
tire une rouge gagne. Calculons la probabilité de gain de chaque person-
neA,B,CetD:

2
P(A)=P(R) =

5
P(B)—P(N)P(R|N)—3 x2— 3
o 2T s 4_1% s 4
P (C) = P(N)P(N,|N)) P(R;|N,N,) = g X 4_1 X 5 = g
3 2 1 2 1
P(D)=P P P P(R ==X —-X=-X=-—=—
(D) (N P(N>|N,) P(N3|NyN,) P(R4;|N;N,N3) 3 X 2 X 3 X 3 10

héoreme de Bayes

Nous allons voir a partir d’un exemple dans quelles conditions on peut &tre
amené a utiliser la formule, ou théoréme, de Bayes.

Exemple 1.19

Considérons une expérience aléatoire qui se déroule en deux étapes : on
tire au sort entre deux urnes U, et U,, avec des probabilités respectives
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de 1/5 et 4/5 puis on tire une boule dans 'urne choisie. Leurs composi-
tions respectives sont 6 blanches, 4 noires et 3 blanches, 7 noires. La pro-
babilité a priori de U, est donc 1/5. Sa probabilité a posteriori, sachant
qu’on a obtenu une boule blanche, va étre plus élevée car la probabilité
de tirer une blanche dans U, est plus forte que dans U,.
Ona:

P(B)

avec :
6 3

“10° 25
P(B)=P(BNU)+ P(BNU,)
= P(U)P(B|U)) + P(U,) P(B|U,)
1 6 4 3 9

51075 1075

PU, NB) = PU)P(BIU) = %

ainsi :
3/25 1 1
PWUB)=-""=_>PU) =~
(U,|1B) 9/25 3> ) 5

Cet exemple peut se traiter par application de la formule de Bayes que nous
allons établir en considérant un systéme complet d’événements, c’est-a-dire une
partition de Q en événements {A,, ..., A,} de probabilités strictement positives,
P(A;) > 0 pour 1 <i < n, et incompatibles deux a deux, i.e. avec A;NA; =0

pour i # j et Z P(A;) = 1. On suppose que les probabilités des événements
i=1

inclus dans chacun des A, sont connues et on va donc décomposer un événement

quelconque B sur ce systeme :

BzBﬁQzBﬁ(OA,):O(A,-ﬂB)
i=1 i=1

On aboutit ainsi a la formule de la probabilité totale :
P(B)=)_ P(A;NB)=>_ P(A)P(B|A)
i=1 i=l

Ceci va nous permettre de calculer les probabilités a posteriori P(A;|B),
apres réalisation d’un événement B, a partir des probabilités a priori
P(A),1<i<n:

P(AiNnB)  P(A)P(BJA)

P(4i1B) = —p -
Y P(A)P(BIA)

résultat appelé formule de Bayes ou parfois théoreme de Bayes.
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Exemple 1.20

On tire au sort entre trois urnes dont les compositions sont indiquées dans
le tableau ci-apres. Sachant qu’on a obtenu une boule rouge, on se pose la
question de savoir quelle est la probabilité qu’elle provienne de ['urne U,.

Rouge Bleue Verte
U, 3 4 1
U, 1 2 3
U, 4 3 2

- : 1/3 1 4
P(R) = ;Pm nu) = ZI:P(U,-)P(RIUi) =3 <§ +o+ §>

La probabilité a posteriori de ['urne U, étant donc :

PRy = PWIPRIL) _ 1/6
2T P(R) T 3/8+1/6+4/9
12 36 71 P
= = ~ 5 — 2

717 213 213
ndépendance en probabilité

Définition
Deux événements A et B sont dits indépendants, relativement a la proba-
bilité P, si :
P(ANB) = P(A)P(B)

La probabilité de réalisation simultanée de deux événements indépendants
est égale au produit des probabilités que chacun de ces événements se produise
séparément. En conséquence, si P (B) > 0 :

P(ANB)  P(A)P(B)
P(B) P(B)

la réalisation d’un événement ne modifie pas la probabilité de réalisation de
I’ autre.

P(A|B) = = P(A)

—> Attention ! Ne pas confondre indépendance avec incompatibilité, car
dans ce derniercas ANB =W et P(ANB) =0.

Notion de probabilité e 17



Exemple 1.21

On jette un dé rouge et un dé vert et on considere les événements
A = « le dé vert marque 6 », et B = « le dé rouge marque 5 ». Il nous faut
démontrer que ces deux événements sont indépendants (bien entendu ce
résultat est évident, il n’y a pas d’influence d’un dé sur autre!).
L’ensemble fondamental retenu est 2 = E x E, avec E = {1, 2, 3, 4, 5, 6},
sur lequel il y a équiprobabilité : P({w}) = 1/6*. Comme A = {6} x E,
B =E x {5} et AN B = {(6, 5)} on obtient :

card A 6 1
P(A) = = =
card Q 62 6
card B 6 1
P(B) = =~ =-
card Q 62 6
Pang =LA 1 _ b e
- card Q 6

et les événements A et B sont donc bien indépendants.
* Indépendance mutuelle

Si I’on considere n événements A,, avec n > 2, il y a lieu de distinguer I’indé-
pendance deux a deux qui impose :

P(A;NA)=PA)P;), 1<i#j<n
de I’indépendance mutuelle, condition plus forte qui s’écrit :
P(A, NA,N...NAy) = P(A)P(A,) ... P(A;), 2<k<n,

pour tous les sous-ensembles {i;, ..., i;} de {1, 2, ..., n}, ce qui correspond a :

£(2)=-()-1) =

conditions qui doivent étre réalisées.

Exemple 1.22

On lance deux pieces de monnaie distinctes et on s’intéresse aux événements
A = « obtenir pile sur la piéce 1 », B = « obtenir pile sur la piéce 2 » et
C = « obtenir pile sur une seule piéce ». A chaque piéce est attaché le
méme ensemble fondamental E = {P, F} et a l'expérience [’ensemble
Q = E x E. On peut écrire A ={P} x E ={PP, PF} donc P(A) =2/4,
B=Ex{P)={PP, FP} donc P(B)=2/4 et C ={PF, FP} donc
P(C) =2/4. On considere maintenant les événements deux a deux :
ANB ={PP}donc P(ANB) = 1/4 = P(A)P(B), ANC = {PF} donc
P(ANC) =1/4=P(A)P(C) et BNC ={FP)} donc P(BNC) =1/4
= P(B)P(C), ces événements sont indépendants deux a deux. Mais
ANBNC =0 donc PLANBNC)=0%# P(A)P(B)P(C) et ces événe-
ments ne sont pas indépendants dans leur ensemble.
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A retenir

Le modele associé€ a une expérience aléatoire est arbitraire et doit &tre
choisi le plus simple possible, compte tenu du probléme a résoudre. Il est
tres souvent souhaitable de retenir un ensemble fondamental tel que les évé-
nements élémentaires soient équiprobables, méme si dans la réalité on ne
peut pas les distinguer, car le calcul des probabilités est alors ramené a un
probléme de dénombrement.

Une probabilité est une application et non pas un nombre. Il faut tou-
jours vérifier que la somme des probabilités des événements élémentaires
est égale a un et, dans le cas d’un nombre fini d’événements, ne pas calcu-
ler la probabilité du dernier en retranchant a un la probabilité de tous les
autres, car cela exclut cette vérification permettant de déceler éventuelle-
ment une erreur dans le calcul de ces probabilités.

L’indépendance de deux événements est définie relativement a une pro-
babilité. L’ indépendance mutuelle d’un nombre quelconque d’événements
est une condition plus forte que 1’indépendance de ces événements pris seu-
lement deux a deux.

La notion d’indépendance est a distinguer de celle de non-causalité, la
condition P (A|B N C) = P (A|B) se traduisant par « C ne cause pas A ».

Compléments :
éléments de combinatoire

Dans le cas particulier ou il y a équiprobabilité sur un ensemble fini d’événements élé-
mentaires, nous avons vu (§ I, C) que le calcul d’une probabilité se ramenait & un pro-
bleme de dénombrement. Ce type de problemes est parfois trés complexe et nécessite de
connaitre quelques éléments de combinatoire, permettant d’exprimer par une formule le
nombre de configurations ayant des propriétés données. Examinons les configurations
usuelles.

ermutations avec répétition

Une permutation avec répétition de r objets pris parmi n est une suite ordonnée de r
éléments choisis parmi n, et pouvant se répéter.
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Exemple 1.23

Un mot de six lettres est une permutation avec répétition de six objets choisis
parmi un ensemble, I’alphabet, de 26 éléments : coucou, habile, garage...

thy ra) (b)) ) Lel
12 3 4 5 6

Une telle permutation peut étre représentée par les r objets rangés dans des cases
numérotées de 1 a r. Pour chacune de ces r cases, il y a n choix possibles de 1’objet a
ranger, donc le nombre total de ces permutations est :

P)" — n}"

n

Exemple 1.24

Le nombre de mots possibles de trois lettres est 26> = 17 576.

Cela correspond au cardinal de I’ensemble fondamental associé a r tirages avec
remise (schéma bindmial) dans une urne contenant n objets distincts (ou éventuellement
considérés comme tels de facon justement a obtenir des événements équiprobables) et
tenant compte de I’ordre des tirages.

C’est aussi le nombre d’applications quelconques d’un ensemble £ a r éléments
dans un ensemble F a n éléments, une application quelconque pouvant étre définie
comme un rangement de r objets dans n boites, chaque boite pouvant contenir zéro, un
ou plusieurs objets.

E(r) F(n)

ermutations sans répétition ou arrangements

Une permutation sans répétition, ou arrangement, de r objets pris parmi n est une suite
ordonnée de r éléments choisis parmi n, et qui ne peuvent pas se répéter.
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Exemple 1.25

Le quinté est un exemple d’arrangement de cing chevaux pris parmi tous les par-
tants de la course.

Une telle permutation peut étre représentée par les r objets rangés dans des cases
numérotées de 1 a r. Pour la premiere case il y a n choix possibles, pour la deuxieme il
n’y en a plus que n—1, et pour la r-eéme il n’en reste plus que n—r + 1 ; le nombre d’ar-
rangements est donc : |

Al=nm-1)...(n-r+1) = ——
L=n-1)...( )=

Cela correspond au cardinal de I’ensemble fondamental associé a r tirages sans remi-
se (schéma hypergéométrique) dans une urne contenant n objets distincts et tenant comp-
te de I’ordre des tirages.

C’est aussi le nombre d’applications injectives d’un ensemble E a r éléments dans
un ensemble F a n éléments, une application injective pouvant &tre définie comme un
rangement de r objets dans n boites, chaque boite ne pouvant contenir que zéro ou un
objet. Il faut bien slir que n = cardF > cardE =r.

Exemple 1.26
Le nombre de tiercés dans [’ordre avec quinze partants est :
Al =15x 14 x 13=2730

Permutation : il s’agit du cas particulier n = r.

Une permutation est donc une suite ordonnée de n objets distincts ; le nombre de per-
mutations est :

P, =A) =n!

Exemple 1.27

Le classement de cing candidats a une épreuve forme une permutation, il y en a
5!'=120.

C’est aussi le nombre de bijections d’un ensemble E a n éléments dans un ensemble F'

a n éléments.

ermutations avec répétition de n objets,
dont k seulement sont distincts

1l s’agit d’une suite ordonnée de n objets choisis dans k classes distinctes, le nombre
d’objets de la classe i étant n;, 1 <i <k, avec bien slir n; + ...+ n; = n. Prenons
I’exemple de n boules numérotées, extraites sans remise d’une urne, et de k couleurs dis-
tinctes. Il y a n! tirages ordonnés possibles ; mais si on efface les numéros des n; boules
rouges par exemple, les ;! permutations de ces boules conduisent a la méme permuta-
tion, donc le nombre de permutations distinctes devientn!/n;! Il en est bien slir de méme
pour toutes les autres couleurs et par conséquent le nombre de permutations est :

n!

nl‘nk'
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Exemple 1.28

Cherchons le nombre de mots différents formés avec les lettres du mot barbare. Il
y a sept lettres, mais seulement quatre catégories distinctes, soit un nombre de

mots distincts égal a : 7

630
21212111

C’est aussi le nombre de partitions de n objets en k classes d’effectifs n;,1 <i <k,
fixés. Dans le cas particulier ou il n’y a que deux classes, on obtient le coefficient bind-
mial (n”] ) qui représente le nombre de sous-ensembles a n; éléments que I’on peut ex-

traire d’un ensemble a n éléments.

ombinaisons (sans répétition)

Une combinaison est un sous-ensemble non ordonné de r objets choisis dans un
ensemble qui en contient n. Ces sous-ensembles sont au nombre de :

n\ A, n!
() = T Han
Exemple 1.29

Le nombre de tiercés dans le désordre avec quinze chevaux au départ est :
() =455

Le sous-ensemble choisi définit bien siir le sous-ensemble restant et donc :
ny _ n
r) \n-r
Exemple 1.30

On joue au poker d’as avec quatre dés identiques et on souhaite calculer la pro-
babilité des différents résultats possibles. Bien que les dés ne soient pas distincts,
nous retenons comme ensemble fondamental Q = E*on E=1{1,2,3,4,5, 6}
est ['ensemble des résultats associés a un dé particulier ; ainsi tous les événe-
ments élémentaires sont équiprobables et ont méme probabilité 1/6*. En effet, un
résultat est une permutation de quatre objets choisis parmi six. Un carré est un
résultat de la forme (aaaa) avec six choix possibles pour la hauteur :

6 1

6 6

Un brelan est un résultat de la forme (aaab) avec six choix pour la hauteur a,
cing choix pour b et quatre places possibles, soit :

6x5x4 20

6t 6

Une double paire est un résultat de la forme (aabb) avec (g) choix possibles pour

les paires et une permutation de quatre objets dont deux seulement sont distincts,

.. 4! .
soit 2121 et:

P(carré) =

P (brelan) =

15
P (double paire) = 3
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Une paire est un résultat de la forme (aabc) avec six choix possibles pour la hau-
teur, (;) choix possibles pour les hauteurs qui I’accompagnent et un nombre de
|

permutations de quatre objets dont trois distincts TTTITL soit :
. 1o M
P (paire) = ra

Le nombre de résultats quelconques (abcd) est le nombre de permutations sans
répétition de quatre objets pris parmi six, d’oit :
6x5x4x3 60
P (quelconque) = e &
21
On vérifie bien que la somme des probabilités est égale a & = 1.

Tous les sous-ensembles que 1’on peut extraire d’un ensemble E a n éléments peu-
vent contenir 0, 1, ..., n éléments, d’ou la relation :

cardP(E):Z":(n>+(n>+...+(n>
0 1 n

Enfin, parmi les sous-ensembles a r éléments, il y a ceux qui contiennent un objet
particulier, en nombre ("1, et ceux qui ne le contiennent pas, en nombre (”:1 ), d’ou

la relation : !
= +
r r—1 r

qui permet de construire le triangle de Pascal.

ombinaisons avec répétition

Une combinaison avec répétition est un sous-ensemble non ordonné de r objets choisis
dans un ensemble qui en contient n et qui peuvent se répéter.

Exemple 1.31

Les r objets tirés avec remise dans une urne qui en contient n distincts forment
une combinaison avec répétition puisque seule compte la nature des objets tirés,
indépendamment de I’ordre des tirages.

Une telle combinaison sera représentée sous la forme (xy, ..., x,) oux;, 1 <i < n,
représentera le nombre d’objets i appartenant au sous-ensemble, avec bien siir x; > 0 et
x1 + ...+ x, = r. Elle peut étre symbolisée par une suite formée d’objets O et de sépa-
rateurs / avec x; objets (O avant le premier séparateur, x, objets entre le premier et le
deuxieéme /.. ., x, objets O apres le (n—1)-eme /. Elle est donc caractérisée par la place
des r objets () dans la suite des r +n—1 symboles.

1 23 n-2 n-1
00/ 000/ [ loloo
X1 X2 Xn-1 Xn
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Par exemple, la combinaison constituée de deux objets de la catégorie 1, d’un objet de
la catégorie 3 et de trois objets de la catégorie 4 s’écrit (2, 0, 1,3) ou24+0+14+3 =6
représentée sous la forme symbolique : O O // O/ O OO. Réciproquement, la suite
de symboles / O/ O O O/ O O représente une combinaison d’un objet de la catégo-
rie 2, de trois objets de la catégorie 3 et de deux objets de la catégorie 4. Il y a donc une
bijection entre une combinaison et une telle suite, et le nombre de combinaisons avec
répétition est donc €gal au nombre de rangements des r objets ) (ou des n—1 sépara-
teurs /) dans les » +n—1 cases, soit :

C;:<r+n—l>
r

artitions

Le nombre de partitions de n objets en r classes d’effectifs non fixés est appelé nombre
de Stirling de deuxieme espece et se calcule a partir de la récurrence :

r _ ¢r-1 r
w1 =S, +rS,, l<r<n

avec bien sir S! =1 et § =2"~!—1. Les partitions de n + 1 objets en r classes se
décomposent en effet en celles ot le (n 4+ 1)-eme objet constitue une classe a lui tout
seul,ily ena S.-!, et celles ot on I'intégre a une classe déja formée, il y ena rS".

Une surjection d’un ensemble E a n éléments dans un ensemble F a r éléments cor-
respond a un rangement de n objets dans r boites dont aucune n’est vide, c’est-a-dire a
une partition de ces n objets en r classes, ot I’ordre des classes intervient. A une parti-
tion donnée correspondent r! surjections distinctes, donc le nombre total de surjections
est r!S;.

Le nombre de partitions de n objets distincts en k classes dont n; ont le méme effec-
tif j, 1 < j < k, (avec bien sir Z§=1 jnj=n)est:
n!
anm@nm= .. kD™ ng!. . ong!
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Exercices

nonces

Exercice n°1

Une machine fabrique des objets qui sont classés en défectueux, codés 0, et non défec-
tueux, codés 1. On préleve toutes les heures les trois derniers objets produits par cette
machine. On demande de préciser I’ensemble fondamental associé a cette expérience et
d’écrire les événements suivants : A =« le premier objet est défectueux » ; B =« le der-
nier objet est non défectueux » ; C =« les premier et dernier objets sont défectueux » ;
D =« aucun objet n’est défectueux » ; E =« deux objets sont défectueux » ; F =« au
plus un objet est défectueux ».

Exercice n°2

Soit Q= {a, b, ¢} et considérons les ensembles A, = {0, {a}, {b, ¢}, Q} et
Ay = {0, {b}, {a, ¢}, Q}. Montrer que ce sont des tribus sur 2. Les ensembles .A; N A,
et A; U A, sont-ils des tribus sur  ?

Exercice n°3

Soit = N et A la famille des parties A de € telles que A est fini ou bien A est fini.
Montrer que A est une algebre mais pas une o—algébre. On pourra considérer les
ensembles A, = {2n}, n € N.

Exercice n°4

On effectue deux tirages successifs dans une urne qui contient une boule blanche et deux
boules noires identiques. La premiére boule tirée n'est pas remise dans 1'urne, mais est
remplacée par une boule de I'autre couleur (blanche si on a tiré une noire et vice-versa).

1) Construire I'ensemble fondamental € associé a cette expérience aléatoire, en tenant
compte de l'ordre des tirages.

2) Montrer que l'ensemble des parties de 2 défini par :
A={0{(NN)} . {(BN),(NB)},Q}

est une tribu. La notation (BN) représente par exemple I'événement élémentaire « tirer
une boule blanche, puis une noire » .

3) Déterminer la probabilité de chacun des événements élémentaires constituant 2.

Exercice n°5

On lance un dé quatre fois de suite et le joueur A marque 1 point si le chiffre obtenu est 1
ou 2 ; sinon c'est le joueur B qui marque un point. Le joueur qui gagne la partie est celui
qui a le plus de points a l'issue de ces quatre lancers. Calculer la probabilité de gain de
chaque joueur, en précisant 'ensemble fondamental 2 retenu pour modéliser ce probleéme.

Exercice n°6

Une urne contient une boule blanche et une boule noire. On effectue des tirages avec
remise dans cette urne jusqu’a obtenir une boule blanche, ajoutant une boule noire apres
chaque tirage d’une boule noire. Calculer la probabilité d’effectuer n tirages, n € N*.
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Exercice n°7

Un laboratoire a mis au point un test rapide de dépistage du VIH (responsable du SIDA)
mais qui n’est pas totalement fiable. Il est positif avec une probabilité de 0,99 si le patient
est effectivement atteint et avec une probabilité de 0,01 si le patient n’est pas atteint. On
tire au hasard un individu dans une population out 4% sont porteurs du VIH. Calculer la
probabilité qu’il ne soit pas atteint sachant que le test a été positif.

Exercice n°8

Le professeur Tournesol cherche ses gants qu’il pense avoir rangés avec une probabilité
p dans sa commode. Si c’est le cas, il les a mis au hasard dans 1’'un des 4 tiroirs. Sachant
qu’il ne les a pas trouvés dans les 3 premiers, calculer la probabilité qu’ils soient dans le
quatrieéme.

Exercice n°9

On effectue deux tirages successifs avec remise dans une premiere urne qui contient
autant de boules noires que de boules blanches. On place ensuite dans une seconde urne
vide deux boules de la méme couleur que celles qui ont été tirées.

1) Indiquer les différentes compositions possibles de cette urne et la probabilité associée.

2) On effectue ensuite des tirages successifs avec remise dans cette seconde urne. On
note p, la probabilité que cette urne contienne deux boules blanches, sachant que I’onn’a
obtenu que des boules blanches au cours des n premiers tirages. Calculer py, p,, puis p,
pour n > 2 et ensuite la limite de p, quand n devient infini. Cette limite était-elle prévi-
sible ?

Exercice n°10

On jette ensemble cing dés identiques et a chaque coup on enléve les as (chiffre 1) qui
sont sortis avant de relancer les autres dés. Quelle est la probabilité d’obtenir un poker
d’as, c’est-a-dire cinq as, en trois coups au plus ?

Exercice n°11

Un document contient quatre erreurs et a chaque relecture la probabilité de détection
d’une erreur ayant subsisté est de 1/3. Quelle est la probabilité p, qu’il ne subsiste aucune
faute apres n relectures, n € N* ?

Exercice n°12

Un étudiant doit répondre a un questionnaire a choix multiple ou cinq réponses sont pro-
posées a une question, une seule étant correcte. Quand I’événement A = « I’étudiant a
bien travaillé dans I’année » est réalisé, la réponse est fournie avec exactitude. Dans le
cas contraire, I’étudiant répond au hasard. Si I’événement B =« il a fourni la réponse
correcte » est réalisé, calculer la probabilité P(A|B) en fonction de p = P(A).

Exercice n°13

Dans la rue principale de Champignac, chacun des deux feux de circulation successifs est
vert les deux tiers du temps. Si vous roulez a la vitesse réglementaire de 50 km/h, apres
avoir franchi le premier feu au vert, vous trouverez le second au vert trois fois sur quatre.
Si vous grillez le premier feu au rouge, calculez la probabilité que le second soit aussi au
rouge si vous roulez toujours a la vitesse réglementaire de 50 km/h, en précisant I’en-
semble fondamental retenu pour ce probleme.
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Exercice n°14

Deux joueurs de tennis s’entrainent au service, le joueur A servant une fois sur trois et le
joueur B deux fois sur trois. Leurs pourcentages de réussite au service sont respective-
ment de 90 % et de 60 %.

1) Si vous assistez a un service réussi au cours de cet entrainement, quelle est la proba-
bilité pp qu’il s’agisse du joueur B ?

2) Calculer cette probabilité pp en fonction du pourcentage p de réussite du joueur B.
Pour quelle valeur de pp cette probabilité est-elle égale a 1/2 ?

3) Que vaut pp dans le cas ou les joueurs A et B ont le méme pourcentage de réussite au
service ? Le résultat était-il prévisible ?

Exercice n°15

Soit Q = {a, b, ¢, d} avec équiprobabilité des événements élémentaires sur P(£2). Les
événements A = {a, b},B = {a, c} et C = {a, d} sont-ils indépendants ?

Exercice n°16

Les événements A et B étant indépendants, montrer que les événements A et B ainsi que
A et B sont aussi indépendants. Si I’événement C est indépendant de A et de B, est-il
aussi indépendant de A U B ? L’événement C est-il indépendantde AN B ?

Exercice n°17

On effectue trois lancers successifs d’une piece de monnaie. Les événements
A={FFF, PFF, FPP, PPP}, B={FFP, FPP, PPF, PPP} et C = {FFP,
FPF, PFP, PPP} sont-ils indépendants ?

Exercice n°18

Probleme de rencontres. Lors d’un bal auquel participent n couples, le choix de sa cava-
liere pour la premiere danse se fait au hasard. La probabilité de danser avec sa femme est
donc 1/n, valeur faible si n est grand. Cependant, on demande de montrer que la proba-
bilité qu’il y ait au moins une rencontre entre un danseur et sa femme est supérieure a la
probabilité qu’il n’y en ait pas.

Exercice n°19

Avant le tirage au sort des quarts de finale de la Ligue des Champions de football il reste
4 équipes anglaises. Calculer la probabilité p qu'il y ait au moins un quart de finale qui
oppose 2 équipes anglaises.

orrigés

Exercice n°1

On choisit comme ensemble fondamental Q = {0, 1}3, c’est-a-dire ’ensemble des tri-
plets ordonnés, bien que 1’ordre soit sans importance, car cela permet d’obtenir des évé-
nements élémentaires équiprobables et facilite donc le calcul ultérieur des probabilités.
Les événements indiqués s’écrivent alors: A = {0} x {0, 1}, B = {0, 1}> x {1},
C ={0} x {0, 1} x {0} = {(000), (010)}, D ={(111)}, E ={(001), (010), (100)},
F ={(111), (110), (101), (O1D)}.
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Exercice n°2

Si on note A; ={a} et A, ={b}, les deux ensembles considérés s’écrivent
A =10, A, A;, Q}, avec i =1,2, et sont donc des tribus sur Q. Lensemble
AN Ay = {0, @} est la tribu grossiere et A; U A, = {4, {a}, {b}, {a, c}, {b, ¢}, 2}
n’est pas une tribu car {a, c} N {b, ¢} = {c} ¢ A1 UA,.

Exercice n°3

La famille A est non vide puisqu’elle contient par exemple les ensembles A,. Par défi-
nition, elle est fermée pour le passage au complémentaire. Si deux éléments A et B de
la famille sont finis alors A U B I’est aussi ; si I’'un des deux n’est pas fini alors A U B
n’est pas fini mais son complémentaire 1’est, comme intersection de deux ensembles dont
I’un est fini. Ainsi dans les deux cas A U B appartient a A qui est aussi fermée pour
I’union donc est une algebre.

Mais I’'union dénombrable U, cnyA,, = 2N est I’ensemble des entiers pairs qui n’est pas
fini. Son complémentaire est I’ensemble des entiers impairs, qui n’est pas fini non plus,
et donc cet ensemble n’appartient pas a la famille A. Il n’y a pas fermeture pour 1’union
dénombrable donc cette algebre n’est pas une o-algebre.

Exercice n°4

1) L'ensemble fondamental est constitué de tous les événements élémentaires possibles,
écrits sous la forme de couples dont la premiere lettre désigne la couleur de la premiére
boule tirée et la seconde la couleur de la boule extraite ensuite. Si la premiere boule tirée
est blanche, 1'urne ne contient plus que des boules noires et le seul événement possible
est donc représenté par le couple ordonné (BN) . Si la premiere boule tirée est noire, la
composition de I'urne est {B,B,N} et il y a alors deux événements possibles, (N B) et
(NN). On adonc :

Q= {(BN),(NB),(NN)}

2) L'ensemble A est un ensemble non vide de parties de Q qui peut s'écrire
A= {@,A,Z,Q} en ayant posé A = (NN). Il est facile de voir qu'il est fermé pour
T'union et le passage au complémentaire, donc est une algébre. Comme .4 comporte un
nombre fini d'éléments cette algebre est aussi une o-algebre, ou tribu.

3) D'apres la question 1 :

P(BN):%XI P(NB) =

W
Wl
[SSHN S

W =

X P(NN)= - x

Exercice n°5
Sion note A 1'événement « le joueur A a marqué un point », 'ensemble fondamental est :
— 4
Q={A A}

Il n'y a pas équiprobabilité ici car P (A) = % et P (Z) = %. Pour que le joueur A gagne,
il faut qu'il marque 3 ou 4 points et il en est de méme pour le joueur B. Les probabilités
de gain de chaque joueur sont donc :

Pacy — (L) 24(Ly 2]
oy = (§)§+(§)—§

pge — 4P L (2) 1o
B = <§>§+(§>—ﬁ

28 e STATISTIQUE ET PROBABILITES



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

La somme de ces probabilités n'est pas égale a 1 car les joueurs peuvent marquer 2 points
chacun et étre ex-aequo :

ren- () 6 -3

Effectuer n tirages correspond a 1’événement, noté B,, « obtenir une boule blanche au
n-eme tirage et des boules noires a tous les tirages précédents ». Nous obtenons ainsi :

Exercice n°6

1
P(Bl)=5
P(B) 1 1
= — X —
Y7273
1 2 n—1 1 1
PB)=-X-X.. X —X ——=———
2 3 n n+1 nn+1)

Exercice n°7
En notant 7% « le test est positif » et A « le patient est atteint », les hypothéses se tra-
duisent par P(T*|A) = 0,99 et P(T*lZ) = 0,01 . La probabilité demandée est :

P(ANTY) 0,96 x 0,01 8

P(AITY) = = =—
P(T+) 0,04 x 0,99 +0,96 x 0,01 ~ 41

Exercice n°8

On note C I'événement « les gants sont rangés dans la commode », 4 « ils sont dans le
tiroir 4 » et 3 « ls ne sont pas dans les 3 premiers tiroirs ». La probabilité cherchée s’écrit
P (4]3) et se calcule par la formule de Bayes. Comme P(3|C) =1/4 et P(3|C) =1 on
obtient :

P(4N3) P _ 2z P

P@A3) = = = — = =
P@3) P3) p/A+l—-p 4-3p

Exercice n°9

1) L’ensemble fondamental associé a ces deux tirages indépendants est Q = {B,N}°.
I y a 3 compositions possibles de cette urne avec P(BB) = P(NN)=1/4 et
P(BN)=2/4.

2) On utilise la formule de Bayes pour calculer p; = P(BB|B,), avec P(B|BB) =1,
P(B;INN) =0 et P(B|NB) =1/2 ; ainsi p; = 1/2. On obtient de la méme facon
p2=2/3 puispourn > 2 :

B P(BB) B 1
T P(BB)+ P(B,...B,JBN)/2 1+ 1/2n1

Pn

Quand n devient infini p, — 1, résultat prévisible car si on ne tire que des boules
blanches, c’est sans doute qu’il n’y a pas de boule d’une autre couleur dans I’urne.
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Exercice n°10

Soit N;, 1 <i <5, le nombre de jets nécessaires pour obtenir un as avec le dé i. Le
poker d’as est obtenu en moins de trois coups si max{N;/1 < i < 5} < 3, événement qui
est équivalent a :

()N <3)
i=1
Tous ces événements sont indépendants et ont la méme probabilité :
3 3 s5\k-1 533
P(N; <3) :;P(Ni =k) =k;(g) c=1- (g)

La probabilité demandée est donc :
5
5\3
1—(= = 0,013
)]

Pour qu’une faute ne soit pas corrigée il faut qu’elle ait subsisté a chaque relecture, ce
qui se produit avec une probabilité (2/3)" ; pour chaque faute la probabilité d’étre corri-
gée est donc 1—(2/3)" et la probabilité de correction des quatre erreurs est par consé-

quent :
2 na4
n — 1-{ =
== ]

Bien siir p,, tend vers un quand n devient infini, avec p, = 0,41; ps = 0,69; pg = 0,85
et Pio = 0,93

Exercice n°11

Exercice n°12
11 suffit d’appliquer la formule de Bayes :

P(ANB) P(A)P(B|A) p S5p

P(A|B) = = = = =
(A1B) P(B) P(A)P(B|A)+ P(A)P(BIA) p+(1-p)/5 4p+1

On peut noter que P (A|B) > P (A) = p, avec bien sir P (A|B) =0 si p=0 et
P (A|B) = 1sip = 1. Dans tous les autres cas P (A|B) > P (A).
Exercice n°13

L’ensemble fondamental est constitué des couples ordonnés dont les éléments symboli-
sent la couleur des premier et second feux :

Q= {ViVs,ViRy,R{ V2, R Ry}

Nous noterons :
pr=PWViV2) pp=P(ViRy) p3s=P([RV2) ps=PRR)
Les hypotheses se traduisent par :
PVi)=pi+p=PV2)=pi+p;=2/3
P(ValV1) =3/4
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On en déduit :
1
pr=P(ViVo) = P(V))P(L|V)) = >

puis p» = p3 = 1/6 et donc ps = 1/6.
On peut alors calculer :
P(RiRy) 1

P(Ry|Ry) = PR 2

Exercice n°14
1) Si on note R I’événement « réussir son service », on obtient :

P(BNR)  2x06 4
P(R) ~ 09+2x06 7

ps = P(BIR) =

2) On obtient cette fois :
2p

PE=059+2p

avec pgp = 1/2 pour p = 0,45.
3) Si les joueurs ont le méme taux de réussite :

_ 2
p+2p

2
Ps = P®)

Exercice n°15

En raison de I’équiprobabilité :
P(A)=PB)=P(C)=1/2etP(ANB)=P({a})=1/4= P(A)P(B),
P(ANC)=P{a}) =1/4=PA)P(C) et P(BNC)= P({a}) =1/4=P(B)P(C)
donc les événements A, B et C sont indépendants deux a deux. Par contre :

1
P(ANBNC)=P({a}) = 1 # P(A)P(B)P(C)
et ils ne sont pas mutuellement indépendants.

Exercice n°16

On obtient :
P(ANB)=P(A)-P(ANB) = P(A)—P(A)P(B)
= P(A)[1-P(B)] = P(A)P(B)

donc les événements A et B sont indépendants. De méme :

P(ANB)=P(B)-P(ANB)= P(B)-P(A)P(B)
= P(B)[1-P(A)] = P(A)P(B)

donc A et B sont aussi indépendants.
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On peut écrire :

P{(AUB)NC}=P(ANC)+ P(ANBNC)
=P(ANC)+P(BNC)-P(ANBNC)
=[P(A) + P(B)]P(C)-P(ANBNC)
=P(AUB)P(C)+ P(ANB)P(C)-P(ANBNC)

donc pour qu’il y ait indépendance de C avec AUB il faudrait que
P(A)P(B)P(C) =P(ANBNC), cest-a-dire que A, B et C soient mutuellement
indépendants, ce qui n’est pas le cas en général. Dans I’exercice précédent on a d’ailleurs
P(AUB)=P({a, b, c}) =3/4 avec P{(AUB)NC}=P({a}) =1/4%# P(AUB)
P(C) = 3/8 ce qui montre que A U B n’est pas indépendant de C. De méme, d’apres ce
qui précede, pour que C soit indépendant de A N B, il faut que C soit aussi indépendant
de AN B, ce qui n’est pas le cas en général comme le montre également I’exercice pré-
cédent puisque P(ANB)=1/4 et P(C)=1/2 avec P(ANBNC)=1/4
# P(ANB)P(C).

Exercice n°17

Onobtient P(ANB) = P{FPP,PPP})=1/4= P(A)P(B),P(BNC)=P{FFP,
PPP})=1/4=P(B)P(C) et P(ANC)=P({PPP})=1/8#P(A)P(C) donc ces
événements ne sont pas indépendants deux a deux et a fortiori ne sont pas mutuellement
indépendants, bien qu’ici P(ANBNC) = P({PPP}) =1/8=P(A)P(B)P(C).

Exercice n°18

Notons par A; I’événement « le danseur i se retrouve avec sa femme ». L’événement « il
y a au moins une rencontre » est donc U?_; A;. Sa probabilité s’obtient a partir de la for-
mule de Poincaré (cf. I, C) pour n événements :

p,,:P(QAi) =§(—1)k+‘ Z P(A;, N...NA;)

{its o )AL, ...y 1}

Si chaque danseur est représenté par une case numérotée de 1 a n, 1’événement
A N...NA; correspond a une permutation ou les femmes de ces danseurs sont pla-

cées dans les cases iy, ..., iy. Comme toutes les permutations sont équiprobables :
n—k)!
P(A,’l ﬂﬂA,k) = %
n.
Par ailleurs, le nombre de sous-ensembles {i1, ..., i;} extraits de {1, ..., n} est égal a
(3), donc :
—k)! 1
P(A n...nAy)=(" -t _ 1
k n! k!
{i1, woy ip)C{l, ..., n}
et:
_ n (_ 1)k+1
Pn = Xl

k=1
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La probabilité qu’il y n’ait aucune une rencontre est donc :

n _1k+1 n —lk 1
go=1-p=1-3 0 L g 5a7ss.
rer S =k ¢

On obtient bien des valeurs plus petites que 1/2, sauf ¢, = 0,5. Les autres valeurs sont :
1 3
B=7= 0,3333; qu= 3= 0,375;

_ 1 =0,3667; _ =0,3681
415—30—s > 616—720—,

Exercice n°19

Il y a équiprobabilité de tous les quarts de finale qui sont au nombre de :
8!

——— =105

2n*4!

car il s'agit du nombre de partitions de 8 équipes distincts en 4 matchs de méme effectif
2 (cf. Compléments F).

Pour chaque équipe anglaise, le nombre d'associations possibles avec une équipe non
anglaise est successivement 4, puis 3, puis 2, puis 1. Il y a donc 4! = 24 quarts de fina-
le qui ne comportent pas de match entre équipes anglaises. On obtient donc :

s
P=2=P0=""705 7 105

On peut calculer la probabilité des autres événements élémentaires. Deux quarts de fina-
le entre équipes anglaises correspondent a 2 partitions de 2 sous-groupes de 4 (équipes
anglaises et non anglaises ) en matchs de méme effectif 2, soit un nombre de possibilités :

4! 4!
T2 X ariay =
@n-2!  @2n-2!
La probabilité de deux quarts de finale entre équipes anglaises est donc :
9
105

Enfin,ily a (‘2‘) choix de matchs entre 2 équipes anglaises et (‘2‘) choix de matchs entre

P2

2 équipes non anglaises. Il ne reste ensuite que 2 fagons de choisir les 2 autres quarts de
finale en associant une des 2 équipes anglaises restantes a une des 2 équipes non
anglaises restantes. Cela correspond au nombre de quarts de finale :

(3)() -7

La probabilité d'un seul match entre équipes anglaises est donc :

72

P1=ﬁ

On retouve bien p = p; + p,.
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ariable aléatoire

e besoin de calculs, comme par exemple celui de la moyenne asso-

ciée aux différents résultats possibles d'une épreuve aléatoire,

impose que ce résultat, symbolisé ou non par un nombre, soit mis
sous forme numérique. C'est pourquoi on souhaitera presque toujours
traduire par une valeur numérique I'événement réalisé. Pour un lancer
de piéce de monnaie, on peut retenir par exemple comme codage des
résultats : pile — 0, face — 1. Pour un lancer de dé, il y a un codage
naturel puisque le résultat a ici un caractére numérique :
face 1~ 1, ..., face 6 — 6; mais on peut bien sir envisager d'autres
codages, comme par exemple noter par zéro tout résultat pair et par un
tout résultat impair, d'ou les nouvelles associations: face 1 — 1,
face2— 0, ..., face 6 — 0.
Bien entendu la valeur numérique associée a un résultat est arbitraire et
correspond a un codage des événements qui va se faire au moyen d'une
certaine application, notée usuellement X, qui va associer un nombre a
chaque événement élémentaire, soit :

X:Q—>R

Le résultat w ayant un caractére aléatoire, la valeur numérique X (w)
associée a aussi un caractére aléatoire. Il serait donc intéressant de pou-
voir calculer la probabilité que X prenne une certaine valeur ou appar-
tienne a un certain intervalle. Pour pouvoir définir cette probabilité sur
I'ensemble image Q' = X (2) C R, il faut pouvoir revenir en arriére sur
I'ensemble de départ puisque la probabilité est définie sur (2,.4). Il va
donc falloir imposer une certaine condition a cette application qui sera
alors appelée variable aléatoire (v.a., random variable) si elle est réalisée.
Cette terminologie est d'ailleurs assez maladroite puisque cette variable
est en 'occurrence une fonction !

Considérons I'exemple suivant ou I'ensemble fondamental est
Q ={a,b,c,d}. La partition IT = {{a},{b},{c,d}} engendre ['algébre
A = {0,{a},{b}.{c,d},{a,b},{a,c,d},{b,c,d},2}. Les événements ¢ et d
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étant supposés indiscernables, on définit une probabilité P par
P({a)) =1/4,P({b}) =1/2 et P({c,d}) = 1/4. On définit alors une
application X : Q — R par X(a) =X(d) =1 et X(b) = X(c) =0. La
probabilité que X prenne la valeur 0 est la probabilité de {b,c} qui n'est
pas un élément de A, donc n'est pas un événement, et par conséquent
on ne peut pas calculer cette probabilité. Cette application n'est donc pas
une v.a.

Pour la facilité de I'exposé, il sera utile de distinguer le cas ou X (2) est
dénombrable, la v.a. X étant alors dite discréte, de celui ou X (£2) est un
ensemble non dénombrable de R (généralement un intervalle, pouvant
étre R tout entier, ou une réunion d'intervalles), la v.a. étant dite conti-
nue. La loi de probabilité d'une v.a., qui peut toujours étre définie par sa
fonction de répartition, le sera plutot par les probabilités individuelles
dans le cas discret et par la densité dans le cas continu. Nous définirons
les deux caractéristiques numériques principales d'une distribution, I'es-
pérance, caractéristique de valeur centrale, et la variance, caractéristique
de dispersion.

Objectif du chapitre : retenir que dans les cas usuels la loi d'une variable
aléatoire est déterminée par les probabilités des points dans le
cas discret, par la densité dans le cas continu, et que cette loi est
souvent caractérisée par les deux premiers moments qui sont
l'espérance, caractéristique de valeur centrale, et la variance,
caractéristique de dispersion autour de cette valeur centrale.

Concepts clés étudiés : variable aléatoire, fonction de répartition, densité
de probabilité, espérance mathématique, variance, écart type.

ariable aléatoire réelle discrete

éfinition

On appelle v.a. discrete définie sur (£2,.4) une application X : Q2 — R telle que
X (2) est dénombrable (en général X (2) est fini ou X(2) C N ou X () C Z
et dans tous les cas X (€2) est en correspondance bijective avec N) et telle que
pour tout x réel :

X'x)={lweQ/X(w)=x}e A

ce qui exprime tout simplement que X ~'(x) est un événement.
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—> Remarque

Si A = P(R2), toute application X sera une v.a. puisque X ~'(x) € P()
pour tout x réel.

oi de probabilité

La propriété résultant de la définition d'une v.a. va nous permettre de définir la
probabilité de chacune de ses valeurs possibles x € X (2) par :

Py(X=x)=P{X ')} = P{w e Q/X(») =x]}

Exemple 2.1

Si on associe la valeur 1 au résultat impair d'un jet de dé:
X~'(1) = {1,3,5}, la probabilité de la valeur 1 sera P({1,3,5}) =1/6
+1/6 +1/6 =1/2.

Cette nouvelle probabilité, définie cette fois sur 2" = X (£2) et notée Py, s'ap-
pelle la probabilité image de P par X . La relation précédente peut s'écrire sché-
matiquement Py (x) = (P o X~ ')(x). Nous allons vérifier que Py est bien une
probabilité définie sur ©2'. Tout d'abord, I'ensemble d'arrivée de cette application
est celui de P, donc [0,1]. D'autre part :

Py(Q)=P{X ()} =PQ)=1;

enfin,siA, C Q',avec A, NA, =0 pourm # n :
PX(UAn)zP{X“(UAn>}=P{UX‘1(A,1)} ZP X7'(A))
n=0 n=0 n=0

n=0
= i PX(An)

n=0
Tres souvent dans la suite, par souci de simplification mais par abus de nota-
tion, nous noterons P les probabilités images Py.

L'ensemble ' = X (2) étant dénombrable, il existe une bijection permet-
tant de représenter ses éléments par 'ensemble des x;,i € N. La loi de probabi-
lité Py de X est alors définie par les probabilités individuelles :

Pi =PX(X=xi)=P{X71(xi)}s i €N

On appelle alors distribution ou loi de probabilité de la v.a. X 1'ensemble des
couples (x;, p;);cN- Si X ne prend qu'un petit nombre de valeurs, cette distribu-
tion est généralement présentée dans un tableau.
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Exemple 2.2

La loi uniforme associée a un lancer de dé a six faces numérotées est pré-
sentée dans le tableau ci-apreés :

X; 1 2 3 4 5 6
pi | /6| 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 1

* Cas particuliers
Variable certaine

Il s'agit d'une v.a. qui est constante, i.e. qui prend la méme valeur connue a quel
que soit le résultat de I'épreuve :

Px(X=a)=1

La masse totale de probabilité est concentrée en a ; on parle de loi de Dirac
associée a cette variable certaine.

Variable indicatrice

Soit A € A un événement quelconque ; on appelle v.a. indicatrice de cet évé-
nement A, la v.a. définie par :

1 si weA
X(“’)_{o si weA

et notée X = 14. Ainsi:

Py(X=1)=P{w/wec A} = P(A)
Py (X =0)=P{w/we A} = P(A)=1-P(A)

onction de répartition

On appelle fonction de répartition de la v.a. X, la fonction F définie pour x réel
par :

F(x)=Px{X <x}=PloweQ/X(w) <x}

Il faut noter que beaucoup d'ouvrages utilisent la définition anglo-saxonne
ol F(x) = Px{X < x}. C'est une fonction en escalier, constante par morceaux,
continue a gauche, définie ici par :

F(x) =Y {pi/xi < x}
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c'est-a-dire que c'est la somme des poids de tous les points qui sont strictement
a gauche de x. Les propriétés de F seront étudiées dans le cas d'une v.a. conti-
nue.

Si par exemple X prend les valeurs x; < x; < ... < Xx,, on aura F(x) =0
pour x < x;, puis le graphe de F présentera un saut en chaque point x;, jusqu'a
la valeur F(x) =1 pour x > x,.

1
F(x) ~————————
1 Pn
—~—
g —————— | i
P2 i i i
P ! ! !
X Xy 0 Xy X, 4 X, x

Figure 2.1

On peut déduire de F les probabilités individuelles par : p; = F (x;41) — F (x;)
pourl <ig<m—letp,=1—-F(x,).

Exemple 2.3
Variable certaine : F(x) =0 pour x < a et F(x) =1 pour x > a.

F(x)
1F-------+ —————————————
0 a X

Figure 2.2

Exemple 2.4

Variable indicatrice : F(x) = 0 pour x < 0, saut de hauteur Px(X = 0)
=1—p avec F(x)=1—p pour 0 < x <1, puis saut de hauteur
Px(X =1) = p, puis F(x) =1 pour x > 1.
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|

l-p |———————
1

0 X
Figure 2.3
Exemple 2.5
Jetde dé : F(x) =0 pourx < 1, puis sauts de hauteur Px(X =i) =1/6
aux points i = 1,...,6 puis F(x) =1 pour x > 6.
F(x)
e ——————————
—~——t
~—
306 | ~—
~
ve| -t L
0 1 2 3 4 5 6 X
Figure 2.4

oments d’'une v.a. discréte

1) Espérance mathématique

Définition

On appelle espérance mathématique (expected value) de la v.a. X la quan-
tité, si elle existe :

EX) = Z PiXi
ieN
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Il s'agit d'une moyenne en probabilité, ou moyenne pondérée, des valeurs x;
que peut prendre la v.a. X, par les probabilités correspondantes p;. Chaque pro-
babilité p; peut aussi s'interpréter comme la masse ponctuelle du point w; d'abs-
cisse x; et E (X) est alors le centre de gravité, ou barycentre, de ces points
affectés de masses. C'est une valeur numérique constante qui est la valeur
moyenne, en probabilité, de X. Notons que si X prend ses valeurs entre x; et x,,,
on aura bien siir x; < E(X) < x,.

Si X ne prend qu'un nombre fini de valeurs, le calcul de E(X) peut se faire
a l'aide du tableau de la distribution comme ci-apres :

Xi

Di Y — 1

DiXi —> E (X )
Exemple 2.6

Si X est la v.a. qui code 0 le résultat pile et 1 le résultat face d'un lancer
de piece de monnaie :

1 11
EX)=0x Px(X=0)+1x PX=1)=0x s +1x =2

la valeur moyenne en probabilité de X est 1/2, bien que X ne prenne
Jjamais cette valeur.

Exemple 2.7
Pour une v.a. indicatrice :

EX)=0x Py(X=0)+1x Px(X=1) = P(A) = p

Exemple 2.8

Pour le jet de dé :
7

1 6
E(X) = 621':5 =35
i=1

Exemple 2.9

Dans le cas de la loi uniforme sur X (2) = {xi,...,x}, c'est-a-dire avec
équiprobabilité de toutes les valeurs p; = 1/k, on obtient :

1 k
E(X) =~ > x
i=l

et dans ce cas E(X) se confond avec la moyenne arithmétique simple X
des valeurs possibles de X (cependant la notation X pour l'espérance est

a proscrire en général car ce n'est que dans ce cas particulier que
E(X) =x).
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A T'origine des probabilités, la quantité E(X) a été introduite pour traduire
la notion de gain moyen, ou espérance de gain, la v.a. X représentant la valeur
du gain a un certain jeu.

Exemple 2.10

Deux joueurs A et B jouent avec un dé, le joueur B gagnant les mises si
le résultat est supérieur ou égal a trois ; sinon, c'est A qui gagne. La ques-
tion est de savoir quelles doivent étre les mises respectives a et b de ces
deux joueurs pour que le jeu soit équitable.

Les gains respectifs de ces deux joueurs sont représentés par les v.a. :

_[a+b 2/6 _[a+b 4/6
XA_io 4/6 XB_{O 2/6

soit les espérances de gain E(X,) = (a+b)/3 et E(Xp) =2(a + b)/3.
Le jeu est considéré comme équitable si la mise est égale a l'espérance de
gain, ce qui conduit aux conditions (a +b)/3 =a et 2(a+b)/3=0b
d'ou b = 2a, résultat intuitivement évident puisque le joueur B a deux fois
plus de chances de gagner.

Propriétés

Les propriétés de 1'opérateur espérance mathématique sont celles du signe
somme.

Si on ajoute une constante a une v.a., il en est de méme pour son espé-
rance :
EX+a)=EX)4+a, a€R
résultat qui se déduit de :

Zpi(-xi +a) = Zpixi +a

Si on multiplie une v.a. par une constante, il en est de méme pour son
espérance :

E(aX)=aE(X), acR

Z piax; =a Z DiXi

i i
L'espérance d'une somme de deux v.a. est la somme des espérances
(bien sir si elles existent) :

il suffit d'écrire :

E(X+Y)=EX)+ EY).

La premiére espérance fait intervenir deux v.a. distinctes et se calcule donc
par rapport a la loi du couple (X,Y) qui est définie par les probabilités :
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pij=PxynX=x,Y=y), ieljel

Les deux autres espérances se calculent par rapport aux lois marginales de
X et Y qui s'obtiennent par sommations de la loi du couple :

pi. = Zpij =Px(X =x)
J
pi=)_pij=PY =y)
On calcule alors :

EX+Y)= Zpij(xi +y) = Zpijxi + Zpijyj
0] i,j i,j

= inzpij +Zyjzpij = ZPi.xi +Zp.jyi
i J J ) 2 J

On peut résumer ces trois propriétés en disant que 1'opérateur espérance
mathématique est linéaire :

EOX + 1Y) = AE(X) + pE(Y), VAeRVueR

—> Remarques
L'espérance d'une constante réelle a est égale a la valeur de cette constan-

te: E(a) =a.
Si g est une fonction continue quelconque, alors :

E[g(X)] =) pig(x)
ieN

2) Variance

Il s'agit d'un indicateur mesurant la dispersion des valeurs x; que peut prendre la
v.a. X, autour de la moyenne en probabilité E(X) et défini par :

VX) =Y pilx — EX)T
ieN
lorsque cette quantité existe.

C'est l'espérance mathématique du carré de la v.a. centrée X — E(X) :
V(X)=E[X — EX))

moment centré d'ordre deux. On note cette quantité V(X) = 03,0y désignant
alors I'écart type (standard deviation) de X qui s'exprime dans les mémes unités
de mesure que la variable.
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Exemple 2.11
Lancer de piece :

_[0pile) 1/2
X= { 1 (face) 1/2

On avait calculé E(X) = 1/2, d'ou :
V(X)—1 0 ! 2—1—1 1 ! 2—1+1—1
2 2 2 2) 8 8 4
Exemple 2.12
Pour la v.a. indicatrice :
V(X)=EX —p)’=p(l—p)’+1-p)O0-—p)
=p(l—-p)A-p+p)=pd-p)

Exemple 2.13

Pour la loi uniforme sur X(2) = {xy,...,xx} nous avions obtenu
EX)=Xx,dou:

k 1 k
VX) =) pils =07 = 1 ) (6 = %)’
i=1 i=1

et la variance se confond ici avec la variance empirique des valeurs pos-
sibles de X.

Cet indicateur de dispersion vient compléter 1'information sur la distribution,
fournie par la valeur moyenne.

Exemple 2.14
Considérons les deux distributions suivantes :

X 2 4 6 Y| -4 3 33
1/4 1/4 172 172 1/3 1/6

Elles ont comme valeurs moyennes :

1 33
E(X)=§+1+3=4,5 et E(Y):_2+1+€:4’5

donc méme centre de distribution. Par contre :
2 ) 3 385
E(X?)=1+4+418=23 et E(Y):8+3+121x§:_

d'ou V(X)=11/4 et V(Y) = 689/4, valeur trés supérieure qui indique
une dispersion de Y autour de sa moyenne beaucoup plus grande que
celle de X.
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Propriétés
Par définition :
V(X)=>0
avec
VX)=0% pi[xi —E(X)]=0 VieN&x, =EX) VieN

la variance ne peut étre nulle que si X = E(X) avec une probabilité égale a
un, i.e. si X est une v.a. certaine : Px{X = E(X)} =1.

Pour tout réel a :
V(X +a) =V(X)
c'est-a-dire que le moment centré d'ordre deux est invariant par translation ou
changement d'origine.
Ceci provient du faitque X +a — E(X +a) = X — E(X).
Pour tout réel a :
V(aX) =a’V(X)

un changement d'échelle modifie la variance; ceci est dii au fait que
[aX — E@X)]’ =a*[X — EX)].

Pour le calcul de la variance, il est souvent préférable d'utiliser la for-
mule développée :

V(X) = E(X?) — E*(X)
qui se déduit des propriétés de linéarité de I'opérateur espérance :
V(X) = E[X? = 2XE(X) + EX(X)] = E(X®) — 2E*(X) + E*(X)
= E(X? — E*(X)

Si X et Y sont deux v.a. indépendantes, alors :
VIX+Y)=VX)+ V()

cette propriété se déduisant du fait que dans ce cas E(XY) = E(X)E(Y), que
I'on démontre aisément a partir de la condition d'indépendance qui s'écrit :

Px X = x,Y = y;} = Px{X = x;} Py{Y = y;} VielVjel

ou p;; = p; X p; avec les notations du paragraphe précédent. En effet :

EXY)=Y > pyxiy =y pixiy_ p;y=EXEY)
J i J

i

et alors :
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VIX+Y)=EX+Y) —[EX+Y)]
= E(X’)+ E(Y?) +2E(XY) — E*(X) — E*(Y) —2E(X)E(Y)
=V(X)+VX)+2[EXY) - EX)E®Y)]

On définit la covariance par Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) et on a
donc dans le cas général :

VIX+Y)=V(X)+ V() +2Cov(X,Y)

—> Remarque
Considérons la fonction g définie pour ¢ réel par :

g =EX—1)=) pix—1)
C'est un polyndme du second degré en f, dé dérivée :
g0 ==2) pilu—1)=-2[EX)—1]
qui s'annule en changeant delsigne pour t = Z pix; = E(X) ; comme

g"(t) =2>0, g est minimum pour ¢t = E(X), ce minimum étant la
variance de X. Ainsi, E(X) est solution du probleme :
min E(X —1)?
reR
On peut également retenir comme caractéristique de valeur centrale la
médiane Md, notamment dans le cas ou I'espérance n’existe pas, nombre
qui se définit par :

1
P (X < Md) < 3 <P (X <Md).
Elle vérifie aussi :

E|X — Md| = infE |X — 1|

te

3) Moments non centrés et centrés

On appelle moment non centré d'ordre r € N* la quantité, lorsqu'elle existe :

m(X) =) pix) = E(X).
ieN

Le moment centré d'ordre r € N* est :

1 (X) =Y pilx —EX) = E[X - EX)] .
ieN
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Notons que ce moment centré peut s'exprimer, a partir de la formule du bind-
me, en fonction des moments non centrés m,,m,_y,. ..,m;. Les premiers moments
sont :

mi(X) = E(X),p1(X) = 0,12(X) = my(X) — mi(X) = V(X)

ariable aléatoire réelle continue

éfinition
On appelle v.a. réelle définie sur (£2,.4) une application X : Q — R telle que
pour tout intervalle / C R on ait :
X' ={weQ/X(w)elle A

Cela exprime que l'image inverse d'un intervalle quelconque est un événe-
ment. Il suffit en fait de vérifier que pour tout réel x :

X' (J—oo,x[) € A

Exemple 2.15

La durée de vie d'une lampe ou le salaire d'un individu tiré au sort dans
une population sont représentés par des v.a. continues.

oi de probabilité

Elle est déterminée ici par la fonction de répartition (f.r.) F, définie pour tout x
réel par :

F(x)=Py(X <x)=P{X "' (-00.xD} = P{weQ/X(w) < x}

qui représente la probabilité que X soit strictement a gauche de x.

ropriétés de la fonction de répartition

Elle est croissante au sens large.

En effet, pour x <y on a (X <x)= (X <y) et par conséquent
F(x) = Py(X <x) < Px(X < y) = F(y).
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Elle prend ses valeurs entre O et 1 :

O0<F(kx)<1 avec lim F(x)=0 et 1ir+n F(x)=1

En effet, F(x) est une probabilité et quand x — —oo l'intervalle |—oo,x|
devient @ et X' (#) = @ ; quand x — +o00, l'intervalle ]—oo,x[ devient R et
X '(R) =Q.

Elle est continue a gauche :
lim F(x —h) = F(x)

h—0t

car l'intervalle ]—oo,x — A[ ne contient jamais le point x et devient donc 1'in-
tervalle ]—oo,x[ quand & — O%.

On peut établir que ces trois propriétés sont caractéristiques d'une fonction
de répartition. Si on retient la définition F (x) = Px (X < x), cette fonction F
est alors continue a droite.

Par contre, pour tout 4 > 0 Il'intervalle |—o0o0,x + A[ contient toujours le
point x et devient l'intervalle ]—o0,x] = ]—o0,x[ U {x} quand & — 0". Par
conséquent :

Iim F(x+h) = F(x) + Px(X =x)

h—0t
Ainsi, aux points x de discontinuité de F, son graphe présente un saut de hau-

teur Py(X = x) : voir figure 2.5.
Py(X =x)

Figure 2.5
La probabilité de l'intervalle [a,b[, pour a < b, se calcule par :
Py(a <X <b)=F(®) — F(a)

On a en effet |—00,b[ = ]—00,a[ U [a,b[ donc :
Px(X <b) = Px(X <a) x+ Px(a< X <b).

oi continue

Si la fonction F est continue, i.e. continue a droite, on dit que X est une
variable aléatoire réelle continue. Dans ce cas, pour tout réel x :

Py(X=x)=0
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c'est-a-dire que la probabilité d'un point est toujours nulle, ce qu'on traduit en
disant que la loi est diffuse. Dans le cas ou certains points ont une probabilité
non nulle on dit que la loi est mixte, comportant une partie continue et une par-
tie discrete correspondant a ces points.

Exemple 2.16
Considérons la f.r. F définie par :

F(x)=

— N = RR O

si 2 <x

Cette fonction est continue pour x =0 et x = 2. Par contre, si elle est
bien continue a gauche en x = 1, comme toute f.r., avec lim+ FAa-hn
h—0

=F(l)= 7 elle n'est pas continue en ce point car :

1 1
Iim Fl+h) =1lm -(I4+h)===F1)+Py(X=1
Jim (1+h) £$2(+) 2 (1) + Px ( )
et par conséquent il s'agit d'une loi mixte, avec une partie continue sur les

intervalles 1—00,1[ et |1,400[, et une partie discréte concentrée au point

1
lTavec Px (X =1) = T

Exemple 2.17

On peut donner également un exemple plus concret, qui est celui d'une
v.a. X représentant la durée de vie d'une ampoule qui suit une loi expo-
nentielle (cf. chap. 3, § II, B). S'il y a une probabilité p > 0 que cette am-
poule claque lorsqu'on l'allume, la f.r. de X est alors définie par :

0 si x<0
p+U—pd—e™ si x>0

avec donc une masse non nulle au point x =0 :

F@):{

lim F(O+h)=p = Py (X =0)

h—0T

oi absolument continue

La valeur moyenne de la probabilité d'un intervalle de longueur 4 > 0 est :

F(x+h)— F(x)
h

1
SPr <X <xth) =
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et représente donc une densité moyenne, puisqu'étant le « poids » (probabilité)
de l'intervalle, divisé par sa longueur. Si on fait tendre cette longueur vers 0, la
limite, si elle existe, représentera la probabilité d'un intervalle de longueur infi-
niment petite dx. Ce sera le cas si F' admet une dérivée f:

1
lim o [F(x +h) = F(x)] =F'(x) = f(x)

Dans ce cas, I'équivalent de la probabilité du point x pour une loi discrete
peut s'écrire symboliquement Py(x < X < x +dx) = f(x)dx, la fonction
f = dF/dx étant appelée densité de probabilité de la v.a. X dont la loi est alors
qualifiée d'absolument continue. Dans ce cas la loi de X est déterminée par sa
densité f puisque F est définie comme la primitive de f qui s'annule pour
X =—00:

F(x) = / f)dt

oo

fv)

Figure 2.6

—> NB : On peut trouver des exemples, assez complexes, ou F est continue
et strictement croissante mais n'admet pas de densité, c'est-a-dire de cas
ol la loi est continue mais pas absolument continue. Dans la pratique, les
lois usuelles que nous rencontrerons seront soit discretes, soit définies par
une densité.

Propriétés
Une densité est positive :
203

propriété immédiate puisque fest la dérivée d'une fonction croissante au sens
large.
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oments d'une v.a. absolument continue

1) Espérance mathématique

Elle est définie par :

+00
E(X):/ xf(x)dx

o0
lorsque cette intégrale généralisée existe, c'est-a-dire est convergente. Les pro-
priétés de 1'espérance sont celles de 1'intégrale et sont identiques au cas discret,
i.e. il s'agit d'un opérateur linéaire :
Propriétés
Pour tout réel a :
E(X +a)=EX)+a

Pour tout réel a :

E(@aX) =aE(X)
Si X et Y sont deux v.a. qui admettent une espérance :
E(X+Y)=EX)+E(Y)

2) Variance

Elle est définie par :
+00

VIX)=E[X-EX) = / [x — EQOY f(x)dx

= E(X>) — E*(X) = JZ(X)

lorsque cette intégrale généralisée existe. Ses propriétés sont identiques au cas
discret :

Propriétés
C'est une quantité positive :
V(X)>0
avec V(X) = 0 & X est une v.a. certaine (donc une v.a. discrete !).
Pour tout réel a :
V(X +a)=V(X)

Pour tout réel a :

V(aX) = a*V(X)
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Si X et Y sont deux v.a. indépendantes admettant une variance :
VX+Y)=VX)+V(X)

3) Moments non centrés et centrés

Le moment non centré d'ordre r € N* de X est la quantité, lorsqu'elle existe :

+o00
m.(X)=EX") = / x" f(x)dx
Le moment centré d'ordre r € N* de X est la quantité, lorsqu'elle existe :
+o0
w(X) =E[X — EX)] = / [x — EQOT f(x)dx

a) Parametres d'asymétrie

L'asymétrie d'une distribution peut se caractériser par le moment centré d'ordre
trois.

La distribution est :
— symétrique si u; =0 ;
— dissymétrique étalée vers la droite si (3 > 0 ;

— dissymétrique étalée vers la gauche si pu; < 0.

#3>0 #3=0 H3<0
Figure 2.8

Pour obtenir un parametre indépendant des unités, on considere les coeffi-
cients de symétrie (skewness) :

— de Pearson :
2
M3
,31 = ﬁ
— de Fisher : :
_ M3
Vi = ;

b) Parametres d'aplatissement

IIs sont calculés a partir du moment centré d'ordre quatre ; ce sont les coeffi-
cients d'aplatissement (kurtosis), invariants aussi par changement d'échelle ou
d'origine :
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— de Pearson :

Hq
,32=;

— de Fisher :

7
p=ph-3=—-3

Le terme de comparaison est ici la loi normale standard pour laquelle
B> =3, avec y, > 0 pour une distribution plus aplatie que la distribution nor-
male de méme moyenne et de méme écart type.

hangement de variable

On cherche a déterminer la loi de probabilité de la v.a. Y = h(X), connaissant
la fonction de répartition (f.r.) de la v.a. X. Ceci se fera sans difficulté si i est
une application réelle continue et bijective, donc inversible. La f.r. de Y est en
effet définie par :

G(y) =P <y) = Px{h(X) <y}

Nous allons alors distinguer deux cas :
— h est croissante :
h(X)<y& X <hl(y)

et G(y) = Px{X <h™'(M} = F [~ (»)]

X h(y)

L |
h(X)

Figure 2.9

— h est décroissante :

h(X)<y& X >hl(y

et G(y) =Py {X > h"'(} =1-F[h'()]
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n'(y) | | X

h(X)

Figure 2.10

Si X admet une densité f et que & est de plus dérivable, on peut déterminer la
densité g = dG/dy de Y par dérivation. Dans le premier cas (h' > 0) :

dF} LA o) f[O)]
u=h=1()

s = [E dy W]

Dans le second cas (b’ < 0) :

) — - [d_F] LAy f o)
du u=h—1(y) dy h [h='(y)]
Dans les deux cas la densité de Y peut s'écrire sous la méme forme :
g = L0
|h" Th=* D]

—> Remarque

Méme dans le cas ou la fonction & n'est pas inversible, on peut parfois
déterminer la loi de Y = h(X). Considérons par exemple h(x) = x? ; la
fonction % n'est pas injective car #(—x) = h(x) pour tout x réel et cepen-
dant on peut déterminer la loi de la v.a. positive Y = X2, carpour y > 0 :

X<y - /y<X<Jy

douG(y) =Py (Y <y)=Px (—/y <X </y) =F(/y) —F(=)-
Bien entendu pour y < 0 on a G(y) = 0. Si X admet une densité f, alors
Y admet comme densité pour y > 0 :

80 = % £ (J3) + £ (=)]
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Figure 2.11

A retenir

Une variable aléatoire (v.a.) X est une application qui a un événement
fait correspondre un nombre.

La loi de probabilité d'une v.a. peut toujours étre définie par sa fonction
de répartition (f.r.) F, ol F (x) représente la probabilité de toutes les
valeurs strictement inférieures au réel x.

Si I'ensemble des valeurs possibles de X est dénombrable, i.e. s'il existe
une bijection permettant de le représenter par l'ensemble des x;,i € N, la
v.a. est dite discrete et sa loi est définie par l'ensemble des couples
(xi,pi)ieN avec p; = Py (X = x;).

Si l'ensemble des valeurs possibles de X est un sous-ensemble non
dénombrable de R, la v.a. X est dite continue. Dans le cas ou sa f.r. F est
dérivable, sa loi est définie par sa densité de probabilité f qui est la fonction
dérivéede F : f = F'.

Les deux principales caractéristiques d'une distribution de probabilité
sont :

— l'espérance mathématique E (X) qui est une caractéristique de valeur
centrale :

+00
E(X)=) px ou E(X):/ xf (x)dx
ieN -

— la variance V (X) qui est une caractéristique de dispersion autour du
centre :
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VX)=E[X—-EX)]=E(X*)—E*X)
Le calcul de la variance s'effectue presque toujours a partir de la for-
mule développée : espérance du carré moins carré de 1'espérance.

Principales propriétés de ces moments :

YVaeR,VbeR, E@X+b)=aEX)+b
V (aX +b) =a’V (X);
VieR,VueR, EMX+uY)=»xrEX)+pnEY)

et, si les v.a. X et Y sont indépendantes, alors :
VX +pnY) =2V (X)+ puV (YY)

Pour déterminer la loi de probabilité de la v.a. Y = & (X), méme dans
le cas ou la loi de X est définie par sa densité, il est presque toujours préfé-
rable de déterminer au préalable sa fonction de répartition, et éventuelle-
ment de dériver ensuite pour obtenir la densité.

Compléments

pplication mesurable

La notion de variable aléatoire réelle peut étre définie de facon générale, sans distinction
entre les cas continu et discret, en introduisant la notion d'application mesurable. Pour
cela, nous définissons sur l'espace métrique R sa tribu borélienne, notée B, qui est la
tribu engendrée par les intervalles ouverts (ou fermés), c'est-a-dire la plus petite tribu
contenant cette famille d'intervalles. Une variable aléatoire réelle X est alors définie
comme une application mesurable de (£2,.4) dans (R,B), c'est-a-dire telle que :

VBeB, X '(B)eA

En fait, pour vérifier que X est bien une application mesurable, il suffit de vérifier
cette condition pour une famille particuliere d'intervalles, comme celle des ouverts de la
forme ]—00,x[, c'est-a-dire de vérifier que :

VxeR, X~ !(J—oco,x[) € A

Notons comme propriété utile que toute application continue de (R,5B) dans (R,B)
est mesurable.
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ensité

Si la loi de probabilité Py d'une v.a. X admet une densité, celle-ci est la dérivée de la
fonction de répartition de cette loi. Cependant, la définition d'une densité ne se fait pas a
partir de cette notion analytique de dérivabilité, mais a partir de notions plus complexes
que nous allons évoquer. Cela nécessite d'introduire la mesure de Lebesgue A sur (R,B),
qui est la mesure diffuse prolongeant la notion de longueur, la mesure de l'intervalle
la,b] étant définie par A (Ja,b]) = b —a. Si pour tout borélien B € B tel que
A(B) =0 ona Px (B) =0, on dit que la loi de probabilité Py de X est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue et alors cette loi admet une densité.

upport

Le support d'une loi Py est 'ensemble de tous les points x tels que tout intervalle ouvert
contenant x a une probabilité positive :

Ve >0, Px{lx—ex+¢[}>0

Exemple 2.18
Soit Px la loi de probabilité définie sur l'ensemble des rationnels Q = {g,},.N

1
par Px (g,) = o C'est une loi discréte mais dont le support est pourtant R car

tout intervalle |x — e,x + &[ contient au moins un rationnel, quel que soit
e > 0 et par conséquent Px (Jx — ¢,x + €[) > 0 pour tout x € R.
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Exercices

nonceés

Exercice n°1

Soit 'ensemble fondamental 2 = {a,b,c} et la tribu associée A = {#,{a,b},{c},R},
les événements a et b étant indiscernables. On définit 1'application réelle X sur €2 par

X@=1,Xb)=2cetX(c)=3.

1) S'il y a équiprobabilité des événements élémentaires, peut-on définir la loi de proba-
bilité de X ?

2) Si la probabilité P est définie sur (£2,.4) par P({c}) = 1 et si on définit I'application
Y sur  par Y (w) = 3 pour tout w de €2, calculer P(X = Y). Peut-on en conclure que
X et Y ont méme loi de probabilité ?

Exercice n°2

Soit I'ensemble fondamental Q2 = {a,b,c,d,e} et la partitition IT = {{a,b},{c,d},{e}}
sur laquelle on définit la probabilité P par P({a,b}) =2/5, P({c,d}) =1/5 et
P({e}) =2/5. Deux applications f et g sont définies sur 2 par f(a) = f(b) = g(c)
=gd)=gle)=-2,f(c)= f(d) =g(a) = gb) =2 etf(e) = 0. Peut-on défi-
nir la loi de probabilité de l'application X = f/g ?

Exercice n°3

Vous participez a un jeu ou vous avez la probabilité p de remporter une partie. Si vous
gagnez deux parties consécutives le jeu s'arréte et vous emportez un gain de 40 — 4N
euros, N étant le nombre total de parties jouées. Le nombre maximum de parties jouées
est fixé a quatre et vous donnez a votre adversaire dans ce jeu la somme de 25 euros en
cas de perte. Ce jeu vous parait-il équitable ?

Exercice n°4

Une urne contient cing boules, deux qui portent le numéro 1 et trois qui portent le numé-
ro 2. On effectue deux tirages successifs sans remise dans cette urne. On appelle coinci-
dence le fait de tirer une boule de numéro i au i-eme tirage, avec i = 1,2. Déterminer
la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le nombre de coincidences
observées, puis calculer £ (X) et V (X).

Exercice n°5

Une urne contient une boule qui porte le numéro 0, deux qui portent le numéro 1 et quatre
qui portent le numéro 3. On extrait simultanément deux boules dans cette urne.
Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente la somme des
numéros obtenus puis calculer E (X) et V (X).

Exercice n°6

On considere n urnes qui contiennent chacune a boules noires et b boules blanches. On
tire au hasard une boule de I'urne U; que I’on place ensuite dans 1’urne U,. Puis, on tire
au hasard une boule de I'urne U, que I’on place ensuite dans I’'urne Us;. Et ainsi de suite,
la boule tirée de I’'urne U,_; étant placée dans I'urne U,. On note p, la probabilité de
tirer une boule noire de ’'urne U,,. Calculer p;, p, et en déduire par récurrence la valeur
de p,.
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Exercice n°7

La fonction de répartition F d'une v.a. X est définie par :
0 si x<1
1-1/1 x2) si 1<x<?2

_ 1 <
Py ] 1-1/@x3 s 2<x<3

— .

I1-1/n(n+1) si n<x<n+1

1) Calculer les probabilités p, = P(X = n),n € N*.
2) Calculer E(X) et V(X).
Exercice n°8

Soit X une v.a. de fonction de répartition F définie par :

_]e*/3 pour x <0
F(x)_{l pour x >0

La loi de X est-elle continue ?

Exercice n°9

Soit X une variable aléatoire de densité nulle en dehors de [—1,1] et dont 1’expression
pour x € [—1,1] est:

3
fO) = 7v1=lx]
Déterminer la fonction de répartition de X.

Exercice n°10

Soit X une variable aléatoire de densité f(x) = x pour x € [0,1], f(x) =2 — x pour
x € [1,2] et nulle en dehors de ces intervalles.

1) Déterminer la fonction de répartition de X et en déduire la médiane de cette loi.

2) Calculer P{|X — 1| < x} pour x réel quelconque.
Exercice n°11

1 3 1 13
Soit X une variable aléatoire de densité f(x) = 3 pour x € [—5—5] ,etx € [55} s
et nulle en dehors de ces deux intervalles.

Déterminer la fonction de répartition de X.

Exercice n°12

Soit X une v.a. de densité :

f(x):{z(lo—z) si0<x<a

sinon

ol a est un réel strictement positif.
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1) Déterminer la fonction de répartition (f.r.) de X.

2) Calculer E (X) et V (X).

3) Soit X},...,X, des v.a. indépendantes, de méme loi que X. Déterminer la f.r., puis la
densité, de la v.a. M,, = max {X;,...,X,}.

Exercice n°13

Soit X une v.a. de densité f continue et strictement positive, de fonction de répartition F.
Exprimer a l'aide de fet F' la densité et la fonction de répartition de chacune des v.a. sui-
vantes.

DY =aX+b,acR" belR.

2)Z = |X]|.
3)T =In|X|.
HU=FX).

5) V = [X], partie entiere de X.

Exercice n°14

1 3
Soit X une variable aléatoire de densité f(x) = — + —x? pour x € [—1,1] et nulle en
- 4 4
dehors de cet intervalle.

1) Déterminer la densité de la v.a. ¥ = X2,
2) Calculer E(Y).

orrigés

Exercice n°1

1)Ona X~ !(1) = {a} ¢ A donc I'application X n'est pas une v.a. et on ne peut donc pas
lui associer une loi de probabilité.

2)Ona:
PX=Y)=P(lweQ/X(w =Y} =P{c) =1

donc ces deux applications sont égales avec une probabilité égale a 1 (événement cer-
tain). L'application Y est constante, avec ¥ ~!(3) = , donc c'est une variable aléatoire
certaine : P(Y = 3) = 1. Cependant on ne peut pas en conclure que la loi de X est la
méme, puisque X n'est pas une variable aléatoire et que cette notion n'a donc pas de sens.

Exercice n°2

L'algebre engendrée par la partition est :

A ={0,{a,b},{c,d},{e},{a,b,e},{c,d,e},{a,b,c,d}, 2}
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L'application X ne peut prendre que les valeurs — 1, 0 et 1 avec :
X (=) ={we Q/f(w) = —g()} ={a,b}U({c.d}N{c.d,e})
={a,b,c,d} € A
X'0)={weQ/f(w)=0={e} A
X' ={we Q/f(w) = g(w)} = ({a.b) N{c.d,e}) U({c,d} N{a,b})
=0eA

Donc X est bien une variable aléatoire dont la loi de probabilité est définie par :

Py(X =0) = P({e}) = % et Px(X = —1) = P({a,b,c,d}) = %

Exercice n°3

Si le nombre de parties jouées est deux ou trois, c'est que vous avez gagné les deux der-
nigres parties et donc P(N =2) = p?> et P(N =3) =gp* ol ¢ = 1 — p. Vous avez
gagné, événement noté ET, & l'issue de quatre parties avec une probabilité qui est :

PN =4)NE*) = pgp® + ¢°p* = qp’
La probabilité de perdre a l'issue des quatre parties jouées est :
P-=1—-P(N=2)—P(N=3)—P({N=4}NnE")

L'espérance de gain a ce jeu est alors :

EG)= (40— 4k)P({IN =k} N E") —25P~

4
k=2
=32p” +28¢p> + 24qp® —25(1 — p* — 2qp?)

=57p% 4+ 102gp* — 25 = —102p° + 159p> — 25

Le jeu est considéré comme équitable si cette espérance est nulle puisqu'il n'y a pas de
mise initiale. L'espérance est bien siir une fonction croissante de p, de valeur — 25 pour
p=0et32pourp =1. Pour p = 1/2 on obtient E(G) = 2, donc le jeu sera consi-
déré comme équitable pour une valeur de p un peu inférieure a 1/2.

Exercice n°4

Le nombre possible de coincidences est 0,1 ou 2. Aucune coincidence correspond au tira-
ge d'une boule 2, puis d'une boule 1 :

P(X:O):P(Zl):éxgzi
5 4 10
Une coincidence unique peut se produire au premier ou au second tirage :
P(X=l)=P(11)—i—P(22)=2 1—|—§><% 4

Zx = - _
5 4 5 4 10

Pour deux coincidences :

PX=2=P(12) == x

[0S
W
—_
(]
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On calcule ensuite aisément :

E(X)_4 6_1 E(Xz)_4+12_16 V(X)_6_3
100 10 10 10 10 T 105

Exercice n°5

On note (i, ) 1'événement « avoir tiré les boules i et j » ; pour i = j il y a une seule
facon d'obtenir ce couple et deux pour i # j. On obtient ainsi :

P(X=0 = P(0,00=0,
1 2 2
PX=1) = PO1)=2x —x =="2,
=D 0.1y =215 x 94
P(X=2 = PO)+PAD= 2.
10
P(X=3) = P(0’3)+P(2’1)=E’
11
PX=4 = P(2’2)+P(3’1)=E’
12 6
P(X = = PB32)=—, PX= -
( 5) 3,2) 5 ( 6) s
On en déduit :
160 16
EX)=4 EX)=— VX =—
9 9
Exercice n°6
On obtient :
_a
P = s
p2 = P(N2Ny) + P(N2By) = P(N1)P(N2[Ny) + P(B1) P(N2|By)
a+1 a a
— 1— —
ey Sy Ay Sy
De la méme maniere :
a+1 a
n = Pn—1 —— 7 1 1 - n—1) 7, ¢
o= Poot ey T4 )
Par récurrence, si on suppose que p,—; = p; on en déduit alors p, = py.
Exercice n°7
1) On obtient :
1 1
pl=P(X=1)=P(X<2)=F(2)=1—§=§

p2:P(X:2):P(X<3)—P(X<2):F(3)—F(2):%
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et plus généralement pour n > 2 :

1 1
2

nn?—1)

2) On obtient comme espérance :

> 1 > 2
E(X):;npnzi'f‘Zm:

n=2

S NN
En13n11)+(ﬁzi)

x /o 1
+n2=2:<n—l_n+l>

+...
1 1
n—1 n+1

+

Y (LN
n n+2

e los

=3 5=

Par définition :

B = =5+ 3 e

n=1

Or le terme général de cette série est équivalent a 2/n, terme de la série harmonique
divergente, donc cette variable aléatoire n'admet pas de moment d'ordre deux.

Exercice n°8

Par définition F(0) = 1/3 et, comme toute fonction de répartition, on vérifie que F est
continue a gauche en ce point :

1 1
FO—-h) = —>§_F(0) quand h — 0T

Par contre F(0 + 0) = 1, donc F est discontinue a droite. La loi est mixte, avec un seul
point de probabilité non nulle :

P(X =0)=F(0+0)— F(0) =2/3

Exercice n°9

Ona F(x) =0pourx < —letF(x)=1pourx >1.Pour—1 <x<O0:

3 [F 1
F(x) = —/ (14+0"2dt = =1+ x)*?
4 ), 2

Pour0 <x <1:

F(x) = F(0) + 3 fx(l —)"dr=1- l(1 —x)?
4 /o 2
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Exercice n°10

1)Ona F(x) =0 pourx <0 et F(x) =1 pour x
F(x):/ tdt =
0

o W

2.Pour0<x<1:
2

0|

Pour1 <x<2:
x 2
Foo =P+ [ @-nar=-% 4201
1
La médiane est le centre de symétrie de la distribution soit Md = 1.

2)Onah(x) =P(X -1 <x)=0pourx <Oetpourx >0 :
hx) =Pl —-—x<X<14+x)=F(1+x)—F(1—x)
Ainsih(x) =1six > letpourO<x <1 :
h(x) =2x — x?

Exercice n°11
Ona F(x) =0 pour x < —3/2 ;pour =3/2 <x < —1/2:

1 x 3
F(x)=/ —du==+">
) 274

Pour —1/2 <x <1/2:

1
—~
=
~
I
=
|
0|
N———"
I
N =

Pour 1/2 <x <3/2:

ST
FNII-

1 1
F(x)=—+/ —du= -+
2 1/22

Et enfin, F(x) = 1 pour x > 3/2.

Exercice n°12

1) Lafr. F de X est nulle pour x < 0, a pour valeur 1 pour x > a et a pour expression,
quand 0 < x < a:

2 [ t 2 27 2 X
Fx)="= 11— - =—|t——| =—|(1—=—
) a /0 ( a)dt a |:t 2ai|0 a ( Za)

2) On obtient :
2 (¢ x? 2 (a* & a
EX)=- x——)dx=—-(——-——)==
aJo a a\ 2 3a 3

On calcule de méme :

2 a 3 2 3 4 2
E(Xz)z—/ Ao =2 (L)L
aJo a a\3 4a 6
On en déduit la variance :

VX)=E(X*)-E*(X)=
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3) On calcule la f.r. de M, :
G (x)= P (M, <x):P{m(X[ <x)} :HP(X[ <x)=F"(x)
i=1 i=l

On obtient la densité par dérivation :

g =G () =nF"" (x) f (x)

Donc pour 0 < x < a:
2 n n—1
e =n(2) e (-2 (1-2)
a 2a a

Exercice n°13

La méthode la plus simple consiste a déterminer la fonction de répartition (f.r.) de la nou-
velle variable, puis a la dériver pour obtenir la densité.

1) Par définition :
Gy)=PY <y)=PaX+b<y)=P@X<y—D>b)

Pour pouvoir exprimer cette probabilité a I'aide de la f.r. de X, il faut distinguer deux cas

suivant le signe de a.
ow=r (v )= ()

Sia>0:
g =Gy = ( )

—-b —b
G(y):P<X> 4 >:1—F(y >
a a
y—>b
g =G0 = ——f( >
Ainsi, pour a € R, la densité de Y peut s'écrire :

g(y) = f (y b)

2) La f.r. de Z est définie par H(z) = P(Z < z) = P(|X| < 7), donc H(z) = 0 pour
z2<0. Pourz >0:

Pour a <O :

HiZ)=P(—z<X <2)=F()— F(—2)
h(z) = H'(z) = f(2) + f(=2)

Remarquons que le changement de variable s'est effectué¢ a l'aide de la fonction :
X > |x| quin'est pas injective et cependant nous avons pu déterminer la loi de | X|. La
densité de Z présente une discontinuité pour z = 0 puisque 2(z) — 2 f(0) > 0 quand
z — 0", alors que bien sir H est continue, avec H(z) — F(0") — F(07) =0
= H(0).
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3) On obtient :
Kt)=P({T <t)=P(n|X| <t) = P(X| <e')=H() = F(e') — F(—¢")
k(t) = K'(t) = ¢' [ f(e') + f(—e")]

4) La fonction F étant dérivable est bien slir continue ; comme de plus elle est strictement
monotone, elle admet une fonction réciproque F~! définie sur [0,1] et aussi strictement
monotone, donc pour 0 < u < 1 :

PU<uw)=P{FX)<u}=PX <F'W}=F[F'w]=u

La variable U = F(X) suit donc une loi uniforme sur [0,1].

5) La variable V est bien sir a valeurs entiéres, avec pour v € N :
PV=v)=P(X]=v)=Pw<X<v+1)=Fw+1) — F(v).

Pour v entier négatif, on a P([X] =v) = P(v < X < v+ 1), ce qui ne change rien

pour la valeur de cette probabilité puisque la loi de X est continue. Ainsi, pour tout
veZ,P(V=v)=F@w+1)— F(Q).

Exercice n°14
1) La fonction de répartition G de Y est nulle pour y < 0 et pour y > O :

GO = P (-5 <X < y3) = F (3) = F ()

La densité s’obtient par dérivation, soit pour y > 0 :

[F (V) + f(=v7)] =

143y

Wy

1
g(y) = ﬁ
2) On obtient :

1 ! 7
EY) = ‘_1./0 (VY +3y/y)dy = 5

Variable aléatoire ® 67






© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

ois usuelles

i on améliore la compréhension et |'analyse d'un phénoméne com-

plexe par l'introduction d'un modéle qui la simplifie, celui-ci ne

doit cependant pas étre trop éloigné de la réalité. Nous allons pré-
senter ici les principaux modeles qui peuvent étre retenus pour une
modélisation aléatoire. Ce « catalogue » des lois usuelles distingue enco-
re entre lois discrétes et lois admettant une densité de probabilité.

Objectif du chapitre : présenter les principales lois de probabilité pouvant
étre retenues dans la modélisation statistique.

Concepts clés étudiés : variable de Bernoulli, schéma binémial, schéma
hypergéométrique, loi de Poisson, loi uniforme, loi exponen-
tielle, loi normale, loi du khi-deux.

ois usuelles discretes

oi de Dirac

Soit @ € R un point fixé. On appelle loi de Dirac, notée §,, la loi de la v.a. cer-
taine X qui est constante, prenant la méme valeur a quel que soit le résultat de
I'épreuve :

X(w)=a, Ywe R
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Ainsi :
X(Q) ={a},Px(X=a)=Plwe/X(w)=a}=P(Q)=1

0 si x<a
F(x)_{l si x>a

Le graphe de F présente un saut de valeur 1 au point de discontinuité a, qu'on
appelle échelon de Heaviside.

F(x)

&

o
Q&=
=

Figure 3.1

Bien entendu, on obtient comme moments :
E(X)=a et V(X)=0.

Rappelons que c'est la seule v.a. dont la variance est nulle.

oi de Bernoulli

Soit A € A un événement quelconque ; on appelle v.a. indicatrice de 1'événe-
ment A, la v.a. définie par X = 1,, c'est-a-dire :

1 si weA
X@=L@={y § wch

Ainsi X (2) = {0,1} avec :

Py(X=0)=PlweQ/X(w) =0} =P(A) =1— P(A)
Py(X=1)=PlwecQ/X(w) =1} = P(A)

On dit que X suit une loi de Bernoulli de parametre p = P(A), ce qu'on écrit
symboliquement X ~+3(1, p) ou sous la forme suivante :

_[1 p
X_{O g=1-—p
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La fonction de répartition est définie par :
0 si x<0
F(x)={qg si 0<xxl
I si I<x

Fi(x)
1Tk -- —————
p
q |~—-————t
0 1 b
Figure 3.2

Exemple 3.1

Dans une population de n individus, on associe a chacun d'eux une v.a.
de Bernoulli, indicatrice de possession d'un certain caractere A :

1 sii possede le caractére A

X, = { ! : \
! 0 si i ne posséde pas le caractére A

Le paramétre p = P(A) représente la proportion d'individus de la popu-
lation qui possedent ce caractere A.

Les moments de cette loi sont :
E(X)=1x P(A)+0x P(A)=P(A) =p
E(X?) =17 x P(A) + 0% x P(A) = P(A)
V(X) = E(X*) — E*(X) = P(A) — P*(A) = P(A)P(A) = pq
13(X) = p(1 = p)*+ (1 = p)O0—p)’ = p(1 — p)(1 —2p)

oi binomiale

Si on effectue n épreuves successives indépendantes out on note a chaque fois la
réalisation ou non d\'un certain événement A, on obtient une suite de la forme
AAAAA ... AAA. A cet événement élémentaire w on associe le nombre X (w)
de réalisations de A. On définit ainsi une v.a. X qui suit une loi bindmiale de
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parametres n et p = P(A), caractérisée par X(2) = {0,1,...,n} et pour
ke X(Q):

Px(X =k) = (7 )p"(1 = py*

car (Z) est le nombre d'échantillons de taille n comportant exactement k évé-

nements A, de probabilité p*, indépendamment de 1'ordre, et donc n — k événe-
ments A, de probabilité (1 — p)"~*. On écrit X ~~ B(n, p). Pour calculer facile-

ment les moments de cette loi, nous allons associer a chaque épreuve

i,1 <i < n, une v.a. de Bernoulli :

X = { 1 si A estréalisé
"7 10 si A estréalisé
On peut alors écrire :
X=X+X+...+ X,
d'ol on déduit aisément :

E(X) = E(ZX) - Xn:E(Xi) =np
i=1 i=1

et:

V(X) = V(ixl) = Z V(X)) = npq
i=l1 i=l

car les v.a. X; sont indépendantes.

On vérifie bien que c'est une loi de probabilité :
Yo == ()Pa-pt=lp+0-pI'=1
k=0 k=0

Le calcul direct des moments de X peut s'effectuer a partir de la définition
générale, mais de facon beaucoup plus laborieuse :

n

n |
E(X) = k n k 1— n7k= k n. k n—k
(X) kXOj ()P ad—=p) ; o —oih

!
n. k n—k

:Z(k—l)!(n—k)!p 7

_ n_l)' klnk_ I’l—l /nlJ
”pz(k 1)'(n—k)' Z

=0

=np(p+q)" =np

Pour obtenir E(X?) par un procédé de calcul identique, on passe par l'inter-
médiaire du moment factoriel E [X(X — 1)] = E(X?) — E(X) :
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k n—k

E[X(X=1]=) k(k—1) q

k=0
- (n —2)! 9o

_ —Dp? k=2 n—k

nn )p;(k—Z)!(n—k)!p 1
n—=2

—n=Dp* Y ("7 2)Pg T = n = VP + g

j=0

n.
K —kyt?

=n(n —1)p*

on en déduit alors E(X?) = n(n — 1) p> + np, puis :
V(X)=n’p*+np(1 —p) —n’p*=npq.

Exemple 3.2

Le nombre de résultats pile apparus au cours de n jets d'une piece de
monnaie suit une loi B(n,1/2) :

1 k 1 n—k (Z)
PX(X=k)=(Z)<§) <§> = 0<k<n

avec E(X) =n/2 et V(X) = n/4.

Exemple 3.3

Le nombre N de boules rouges apparues au cours de n tirages avec remise
dans une urne contenant deux rouges, trois vertes et une noire suit une loi
binoémiale B(n,1/3) :

2 k 4 n—k 2n—k
PN(N=k)=(Z)(6) (6) =(3) 5 O<k<n

avec E(N) =n/3 et V(N) =2n/9.

—> Remarques

Si X; ~ B(ny,p) et X, ~» B(n,,p), les vaa. X; et X, étant indépen-
dantes, alors X; + X, ~-» B(n; + n,,p). Ceci résulte de la définition
d'une loi bindmiale puisqu'on totalise ici le résultat de n, + n, épreuves
indépendantes.

Les tables de la loi bindmiale ne sont fournies que pour p < 1/2. Pour
une valeur p > 1/2, on utilise le résultat suivant :

Px(X =k) = Py(n — X =n—k) = (})p*(1 = py"*

=(, " )a=prpt

qui exprime que n — X ~»B(n,1— p), loi qui est tabulée puisque
1—p<1/2.

Lois usuelles ® 73



oi hypergéométrique

On effectue n tirages sans remise dans une urne contenant N objets dont N,
objets A. On note X (w) le nombre d'objets A tirés a l'issue de 1'événement €lé-
mentaire w. Les tirages successifs sont ici dépendants puisque la composition
de l'urne est différente apres chaque tirage, dépendant des tirages précédents.
Dans le schéma bindmial du paragraphe précédent on peut aussi considérer que
I'on effectue n tirages avec remise dans une urne dont la composition est telle
que N4/N = p. Les épreuves successives sont alors indépendantes.

Dans le schéma hypergéométrique ici, ces n tirages sans remise sont équiva-
lents a un seul tirage de n objets et il y a donc équiprobabilité de chacun des

(]Z) échantillons possibles. Pour calculer la probabilité d'obtenir k objets A il

faut donc dénombrer tous les échantillons qui contiennent exactement k des N,

objetsA,ilyena (]ZA ) chacun d'eux contenant simultanément n — k objets A,
. N — N,
11yena( n— k )
N
N-N
N, 4
- n—k
k
Figure 3.3
Ainsi, pour tout entier k tel que 0 < k < n :
Nay /N — N, A)
k n—k
Px(X =k) =
n

il faut bien entendu aussi que k < N, (nombre total dobjets A)etn —k < N — N,y
(nombre d'objets A) d'ou les conditions :

max{0,n — (N — N4} <k < min{n,N,}.

Pour vérifier qu'il s'agit bien d'une loi de probabilité, on utilise le résultat sui-
vant de combinatoire :

m

()G, ) =)

k
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obtenu en effectuant le produit :
(l-i-x)r(l—l-X)S:Z(;;)xk (j)x-’:ZZ(lr()(;)x”k
k=0 j=0 =0 j=
et en identifiant avec les termes de :

r+s

R e

m=0

N NA)

P (N ) ce qui permet de conclure que

On en déduit que Z

Z Px(X =k)=1. La loi hypergéométrique dépend des trois parametres N, n
k=0

et N, et on écrit symboliquement X ~»>H(N,n,N).
Pour calculer plus facilement les moments de cette loi, nous allons supposer

que chacun des objets A est numéroté et nous allons leur associer une v.a. indi-
catrice de tirage :

X, = {1 s¥10bjetA,- est tiré C 1<i<N,
0 sinon

Ces variables permettent d'écrire :
Na
X = Z X,
i=1

mais notons qu'ici les v.a. X; ne sont pas indépendantes. Elles suivent la méme
loi de Bernoulli dont le parameétre est la probabilité de tirage d'un objet A parti-

culier. Chaque échantillon a la méme probabilité 1/ ( ]r\z]) ; les échantillons qui

contiennent I'objet A; sont au nombre de (IIZ__ 11 ), donc :

N—1
n—1 n
P(X;=1)= T) =%
n
On en déduit facilement que :

N
n
E(X) =) E(X)=Nagg =np
ayant posé p = P(A) = N,/N.

Pour calculer V(X), il est nécessaire de déterminer la loi des couples
(X:,X;) puisque ces variables ne sont pas indépendantes. Le nombre d'échan-

N - 2) donc :

tillons qui contiennent simultanément les objets A; et A; est ( _5
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N — 2)
P =1X, =)= =2 nt =D
()

T N(N -1
Ainsi : nin— 1)
EX;X)=PX, =1X;,=1) = m
et:
nn—1) n?
n(N —n)
- <
N2(N — 1)

Par conséquent :

N
V(X) = v<ix,-) Z V(X)) + Zcou(x,,x )
i=1

i#j
N —n N —
NN N v - M )
N N N2(N —1)

N—n NA NA

=n — 1 - —

N—-1N N

Soitenposant g =1 —p=1— N,/N:
N —n
N -1

Si la taille N de la population est grande vis-a-vis de la taille n de 1'échan-
tillon, on a I'approximation :

N—-n 1—n/N _
N—-1 1—1/N "~

V(X) = npq

et:
V(X) >~ npgq

qui est l'expression de la variance de la loi bindmiale 5(n, p), c'est-a-dire du cas
de tirages indépendants (cas limite d'une population de taille infinie). Pour n/N
petit et N grand on peut utiliser la loi bindomiale (plus simple) comme approxi-
mation de la loi hypergéométrique (cf. chap. 6, § 11, |, 2).

oi de Poisson

Une v.a. X suit une loi de Poisson de parametre A > 0 si c'est une variable a
valeurs entieres, X (2) = N, donc avec une infinité de valeurs possibles, de pro-
babilité :
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k

A
Px(X =k) = e‘AF, keN

loi qui ne dépend que d'un seul parametre réel positif, avec 1'écriture symbolique
X ~~P(A).

Le développement en série entiere de I'exponentielle :
%) )»k

!
— k!

€A=

permet de vérifier que :
Y P(X=k=1
k=0

On peut déterminer quel est l'entier le plus probable en formant le rapport :

Py(X = k) A k=1 A
LA =2 k>1
Px(X=k—1) k' k

ce qui montre que pour tous les entiers k inférieurs a A on a Py(X =k) >
Px(X =k —1), donc Py(X =k) est croissant, puis décroissant pour les
entiers k > A, le maximum étant atteint pour I'entier k = [A]. Pour [A] = 0, les
valeurs de Px(X = k) sont décroissantes a partir de la valeur maximale qui est
Px(X = 0). Dans le cas particulier ou A est entier, il y a deux valeurs de pro-
babilité maximale qui est Pxy(X = A) = Px(X = A —1).

Le calcul de I'espérance mathématique se déduit du développement en série
entiere de 1'exponentielle :

)\’k o )\k—l
E(X) = kax(x = k) _eﬂz =y :)\e%;m =

Pour calculer la variance nous n'allons pas calculer E(X?) mais le moment
factoriel £ [X (X — 1)] qui s'obtient plus facilement, selon la méthode précé-
dente :

o] (o] k
E[X(X—1]= Zk(k —DHPy(X =k)=e* Zk(k — 1)%
k=0 k=2 °

o0 —

Z(k D

On en déduit :
VIX\) =EX)—E)*X)=E[X(X-D]+EX)— E*(X)=A
—> Remarques

Si deux variables suivent des lois de Poisson et sont indépendantes,
X~ P(A) etY ~» P(u), alors leur somme suit aussi une loi de Poisson :
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X+Y ~PAh+p.

Le moment factoriel d'ordre trois s'obtient aisément et permet d'en dédui-
re le moment centré d'ordre trois :

EXX-DX=-2]=A=EX> -3EX?> +2E(X)
d'ou on déduit :
us=E[X—EX) =EX® —3EX)EX)+2E*X)=1>0

donc loi dissymétrique a droite.

oi géométrique ou de Pascal

On effectue des épreuves successives indépendantes jusqu'a la réalisation d'un
événement particulier A et on note X le nombre (aléatoire) d'épreuves effectuées.
On définit ainsi une v.a. a valeurs entiéres de loi géométrique, ou de Pascal.
A chaque épreuve est associé l'ensemble fondamental Q = {A,A} et I'événe-
ment {X = k} pour k € N* est représenté par une suite de k — 1 événements A,
terminée par I'événement A :
A AA
k-1

Si on pose p = P(A), la probabilité de cet événement est :

Px(X=k)y=(1—-p)''p

En utilisant la série enticre Zxk =1/(1 —x) pour |x| < 1, puis en déri-
0 k=0
vant, on en déduit kak_l =1/(1 — x)*, ce qui permet de vérifier que
o0 k=1
Z Px(X = k) = 1. Ceci permet également d'obtenir l'espérance :
k=0
1

N - P
E(X)=) kpq' = =—
; (I-¢9)? p
ouonaposé g =1 — p.Le calcul de la variance se fait a partir du moment fac-
toriel :

EIX(X = D] =) k(k=1Dpg*' =pg ) kik—1q"?
k=2 k=2

2pg 2q

T (d-gq® P
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d'ou on déduit :

V(X) = E[X(X — D]+ E(X) — EX(X) = %

oi bindmiale négative

On effectue cette fois des épreuves successives indépendantes jusqu'a ce que n
événements A soient réalisés et on note Y le nombre (aléatoire) d'épreuves effec-
tuées. L'événement {Y = y}, pour tout entier y > n, est représenté par une suite
de la forme :

AAA...AA...AA

y—1

qui comporte n — 1 réalisations de I'événement A au cours des y — 1 premieres
épreuves et qui se conclut par un événement A. On en déduit la probabilité indi-
viduelle :

-1 -
P(Y =y =" )pd=p7 y=n

Pour obtenir sans calculs les moments de Y, nous allons décomposer la suite
des épreuves en n séquences se terminant toutes par un événement A, associant
a chacune de ces séquences une v.a. de Pascal X;,1 <i < n, qui représente le
nombre d'épreuves nécessaires pour que le i-eme événement A soit réalisé, en
comptant a partir de la réalisation du précédent A :

AA...AAAA...AA...AA...AA

X1 Xo Xn

Ceci permet de définir la loi de Y, dite loi bindmiale négative, comme somme
de lois de Pascal indépendantes et de méme parametre p :

Y=X+...4+X,

On en déduit alors facilement :

n nq
EY)=nE(XX)=— et V()=nV(X)=—
p p

Pour la loi bindmiale, le nombre d'épreuves est fixé et on observe le nombre
aléatoire d'événements réalisés. Pour la loi bindmiale négative, au contraire, le
nombre de réalisations d'événements est fixé et c'est le nombre d'épreuves
nécessaires pour les obtenir qui devient aléatoire.
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ois usuelles continues

oi uniforme

Une v.a. X suit une loi uniforme continue si sa densité est constante sur un inter-
valle fini [a,b], étant donc de la forme :

si x € [a,b]
sinon

ro =1,

On écrit X ~» U ([a,b]). Compte tenu du graphe de la densité, on appelle
aussi cette loi distributiobn rectangulaire. La constante k doit étre telle que

+00
f)dx =1 soit/ kdx = k(b —a)=1,cequiimpose k =1/(b —a).

—0o0 a

La densité a pour valeur sur l'intervalle [a,b] l'inverse de sa longueur :

fx) = ;, Vx € [a,b]
b—a

f(x)

1/(b—a)

Figure 3.4

Déterminons la fonction de répartition de X :

—six <a:

F(x):/x 0dt =0

oo

—sia<x<b:

F(x) /aoczz+/x L Sl
X) = =
_ « b—a b—a

o0
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—sib<x:
b—a

a b 1 x _
F(x):/ Odt—l—/ dt+/ 0dt =
oo « b—a b b—a

On obtient donc :

0 si x<a
x—a .
F(x) = Py si a<x<b
1 si b<x
F(x)
1

Figure 3.5

Le fractile d'ordre p € ]0,1[, qui est défini par F'(x,) = p, a pour valeur ici
x,=a+ (b —a)p.

La densité est discontinue en a et b mais la loi est absolument continue et la
fonction de répartition est bien s{ir continue en ces points.

Dans le cas particulierotl a =0 etb =1,0ona X ~» U ([0,1]) avec:

1 si xe€][0,1]
f(x)_{O sinon

0 si x<0O
F(x):{x si O0<x<1

1 si 1<x

La probabilité d'un intervalle [x;,x,] inclus dans [a,b] est proportionnelle a
sa longueur :

.’C2 1 X2
Py (x; <X<x2)=/ f(x)dx:—/ dx =
xq b—a X1

X2 — X
b—a

Calculons I'espérance :

+o00 l b 1 xz b+a
E<X>=[ Xf(x)dX=m/axdx=b_a[?] _ot

0 a
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c'est-a-dire que le centre de la distribution est le milieu de l'intervalle, résultat
prévisible puisque la loi est uniforme sur cet intervalle. Dans le cas particulier
ot a=0etb=1 onobtient E(X) =1/2.

Calculons maintenant la variance :

+00 1 b 1 3 b
E(X?) :/ X2 f(x)dx = m/ x’dx = P [§i|

o) a

1
= §(b2 +ab + a*)
(b—a)’
12
Donc V(X) = 1/12 dans le cas de la loi uniforme sur [0,1].

V(X) = E(X*) — EX(X) =

oi exponentielle

La loi exponentielle de parametre 6 > 0 est celle d'une variable positive de den-
sité :
Be ™ si 0<x

f(x)={0 si x <O

fix)

0

Figure 3.6

La variable associée X est souvent utilisée pour représenter une durée de vie
(durée de vie d'un matériel donné, durée de chomage, durée d'hospitalisation - - -) .
On écrit X ~» £(0). Sa fonction de répartition est bien sir nulle pour x < 0, et
pour x > O on obtient :

X

F(x) = 0/ edt =[—e"] =1—e
0

—6x
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F(x)

Figure 3.7

On calcule l'espérance en intégrant par parties :

+00 ~ +o0 1
E(X) = 9/0 xe Pdx = [—xe’e"]o+ +/o e "dx = i

On calcule de méme, en intégrant par parties, le moment d'ordre deux :

+00 oo +0o 2 2
E(X% = 9/ x2e " dx = [—xzefex] + 2/ xe %dx = -EX) = —
0 0 0 6 92

d'ou on déduit :

1

oi normale ou de Laplace-Gauss

C'est la loi d'une variable aléatoire X a valeurs dans R, de densité :

fx) =

qui est définie par deux parametres m et o > 0 dont nous verrons l'interpréta-
tion un peu plus loin. On note X ~~N (m,o0) . Bien entendu, s'agissant d'une den-
sité de probabilité, on en déduit la valeur de I'intégrale suivante :

+o00
2 2
/ e~ T2 gy = o271
—00

Les remarques suivantes vont nous permettre de préciser le graphe de f.
—> Remarques

1. On peut constater que f(2m —x) = f(x), ce qui indique que le
graphe de f est symétrique par rapport a la droite verticale x = m.

Lois usuelles ® 83



2. L'expression (x —m)* est minimum pour x = m, ce qui va corres-
pondre & un maximum pour f de valeur :

1
f(m)z—am

3. Pour calculer facilement la dérivée, considérons :
1
Inf(x) = —Ino/27 — —(x — m)?
202

D'ou en dérivant :

/ 1
J;‘&) =——r=m) et O f(X)=(m-x)f)

Et en dérivant a nouveau :

o f'(x) = —f(x) + (m —x) f'(x)

d'ou on déduit :
o' f'(x)=(m—x)f(x) —o’f(x)=(m—x—0)m—x+0)[f(x)

donc f” s'annule en changeant de signe pour x =m —o et
x = m + o, ce qui correspond a deux points d'inflexion pour le graphe
de f.

4. Enfin, quand x devient infini, alors ' (x) — 0 donc I'axe des abscisses
est asymptote au graphe.

Toutes ces remarques permettent de tracer le graphe en cloche de la den-
sité f.

fix)

Figure 3.8
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+00
L'intégrale xf(x)dx est convergente en raison de la présence de 1'ex-

—00
ponentielle, donc E(X) existe et sa valeur ne peut étre que m en raison de la
symétrie de la densité par rapport a cette valeur. Vérifions-le en écrivant :

E(X):/ ooxf()c)dx:/ OO(x—m—i—m)f(x)dx

o0 —00

+o0 +oo
=m f fx)dx + / (x —m) f(x)dx

oo

+00
:m+/ (x —m) f(x)dx

oo

l'intégrande étant une fonction impaire de x — m = u, l'intégrale est nulle puis-
qu'elle est convergente et qu'on integre une fonction impaire sur un intervalle
centré a 'origine. On retrouve bien l'interprétation du premier parametre comme
moyenne de la loi :

E(X) = m.

Pour calculer le moment d'ordre deux, on fait le changement de variable
u=(x—m)/o:

1 +00 (X _ m)2
E(X?) = 2exp — ———d
X0 o 21 /oc Texp 202 o

1 +o00 )
= — (0u® + 2mou +m*e ™ *du
A/ 21 /oo

2 +00
o 2
= —/ ue ™ *du + m?
A/ 27'[ —00

que l'on integre par parties :

+00

Uzue—uz/z o2 +oo

EXH=|—— +—/ e Pdu +m* = o + m?
|: N2 :|_oo V2 J

d'ou :
V(X)) =02

le second paramétre étant donc 1'écart type o. On obtient aussi E(X —m)® =0,
comme d'ailleurs tous les autres moments centrés impairs qui sont nuls, et
E(X —m)* =30".

¢ Loi normale centrée réduite (loi normale standard)

En faisant le changement de variable U = (X — m) /o, c'est-a-dire en centrant
et en réduisant, on obtient une v.a. de loi standard, de moyenne nulle £(U) = 0
et de variance unité V(U)=EU?* =E(X —m)’/oc*=V(X)/o?=1,
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donc de densité :

1 2
(u) — et /2
v 2w
too
On peut donc en déduire la valeur de 1'intégrale / e ?du = 2m.

On obtient les dérivées 2 partir du logarithme, Ing(u) = —In/27 — u?/2 :
@) =—up@) et ¢"(u)=—pu)—up'u) = u>— Do)

La valeur maximale de ¢ est ¢(0) = 1/4/2m =0,3989 et les valeurs
décroissent rapidement, avec par exemple ¢(2) = 0,0540 et ¢(4) = 0,0001.

La fonction de répartition est définie par :

d(x) = 2y

1 X
— e
V2r /_oo
et n'est pas exprimable au moyen d'une fonction usuelle. Les valeurs de ® sont
fournies dans les tables statistiques (table 1) pour x > 0. Pour x < 0, on utilise
le fait que ¢ est une fonction paire, ¢(u) = ¢(—u), c'est-a-dire que la loi est
symétrique par rapport au centre de distribution 0, soit: P(U < —x)
= P(U > x), ce qui se traduit pour la f.r. par ®(—x) =1 — d(x).

Figure 3.9

De cette symétrie découle également la probabilité d'un intervalle centré a
l'origine :

P(U|<a)=P(—a <U <a) = ®@) — (—a) =2®@)—1, a>0

Ceci permet par exemple de déterminer l'intervalle interquartile, c'est-a-dire
l'intervalle centré a l'origine et qui contient 50 % de la masse totale. On doit
trouver la valeur de a telle que P(JU| < a) =1/2, soit 2d(a) — 1 =1/2 ou
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®(a) = 0,75. 1l s'agit donc du fractile d'ordre 0,75 de la loi normale standard,
dont la valeur est lue dans la table 2 des fractiles: a = Q; = 0,6745 ~2/3.
Rappelons que le fractile d'ordre p €]0,1[ est la valeur u,, telle que ®(u,) = p,
soit u, = ®~!(p). De méme, on peut calculer la probabilit¢ P(|U| < a) des
intervalles centrés a l'origine, pour les valeurs entieres de a. Ainsi:
2®(1) — 1 =0,68268, 29(2) — 1 = 0,95450, 2(3) — 1 =10,9973 ; il n'y a
pratiquement plus de masse de probabilité au-dela de la valeur 4 puisque :
P(|U| > 4) ~ 6 x 107>, La figure 3.10 ci-aprés synthétise ces résultats pour
une loi quelconque, a partir de 1'équivalence :

—a < <a&m—oa<x<m-toa

m+0 m+20 m+30—
X

—m-30 m-20

Figure 3.10

Pour déterminer les valeurs de la f.r. d'une loi normale quelconque, on se
ramene a la loi standard qui est tabulée, a partir de :

X—m X—m X —m
F(x):P(X<x)=P( < >=P<U< )

o o o
X —m
-+ (")
o

¢ Convolution de lois normales

La convolution (somme) de deux lois normales indépendantes est encore une loi
normale : si X ~~N (m;,0,) et Y ~N(m,,0,) sont des v.a. indépendantes, alors

X +Y ~ N(my +may,\/Jo} + 03).

Lois usuelles ® 87



oi gamma

Une v.a. X suit une loi gamma de parametres p > 0 et 8 > 0 si c'est une v.a.
positive dont la densité est de la forme :

p

I'(p)

e xP7l x>0

fx) =

la fonction gamma étant définie pour tout p > O par :
+00
'(p) :/ e “xP'dx
0

On écrit X ~~»y(p,0). Parmi les nombreuses propriétés de la fonction I', on
montre en intégrant par parties que pour tout p > 1 :

I'(p)=(@—-DI'(p—-1
Donc, pour p entier strictement positif on en déduit que :
I'(p)=(p—-D!

Le calcul des moments s'effectue aisément par le changement de variable
y=0x:

o7 +oo 1 +oo d
EX) = / e " xPdx = —/ e*“"y”—y
() Jo T'(p) Jo 6

_1Te+D _»p
6 I'(p) 0
or +o0 1 +o0 d
E(X?) = / e P xPtdy = —/ efyyp“_f
C(p) Jo r'(p) Jo 2,
_1T+2 _plp+D
6> T'(p) 62
vix)y=2
62"

Etudions laloide lav.a. Y = 0X :

G()=P(Y <y)=POX <y)=P(X <2)=F(3)

0 6
ou Festlafr. de X ; la densité de Y est obtenue par dérivation :
1 y pr-1 Vipo 1
g(y) = _f )= —e V(= — e,yypil’ y > 0
7/ (5) L'(p) ) I'(p)
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et on reconnait la densité d'une loi y (p,1) que nous noterons simplement y (p).
Les moments s'obtiennent a partir de ceux de X en faisant 6 =1 :

EY)=V¥)=p

On a donc les équivalences suivantes entre les lois gammas a 1 et 2 para-
metres :

Y
X wy((ph) < Y =0X -y (p) ngwy(pﬂ)

* Convolution de lois gammas

La convolution (somme) de deux lois gammas indépendantes est encore une loi
gamma : si X ~y (p,0) et Y ~» y(g,0) sont des v.a. indépendantes, alors la v.a.
somme X +Y ~ y(p +¢.,0).

La famille des lois gammas contient comme cas particuliers deux lois usuelles,
I'une déja étudiée qui est la loi exponentielle de parametre 6 > 0, obtenue pour
p =1 etquiestdonclaloiy(1,0) de densité fe~%* pour x > 0. Cette remarque
peut &tre utile en statistique dans le cas de v.a. X,,..., X, indépendantes et de
méme loi exponentielle de parametre 6, avec :

523 Xy ) et 05,y ()
i=1

La seconde est la loi du khi-deux, tres utilisée en statistique et que nous allons
étudier maintenant.

oi du khi-deux

La loi du khi-deux a n degrés de liberté, notée x?2, estlaloi y(n/2,1/2) ol n est
un entier positif, donc de densité pour x > 0 :

1
— —x/2.n/2—1
T = 2t
Ses moments se déduisent de ceux de la loi gamma :
n/2 n/2
E(x)=—==n et V(x)=—">=2
) 12" et V(x,) g =

—> Remarques

. , . . . 1
En appliquant les équivalences ci-dessus entre lois gammas pour 6 = -,

on peut passer de la loi gamma non tabulée a la loi du khi-deux qui est
tabulée :

1 1
Y=§wa(p) — X=2wa(p,§)zxfp
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Pour des v.a. exponentielles comme ci-dessus on en déduit 205, ~ x5,

Il existe également un lien avec la loi normale qui explique son importance
en statistique. Si X ~» N (m,o) alors :

(57 =
'\/‘-}Xl
o
En effet, la v.a. U = (X — m) /o suit une loi N(0,1) et si on pose Y = U2,
sa f.r. est définie pour y > 0 par :

G(y) = P(Y < y) = P(= /3 < U < \/3) = ®(/F) — ®(—/7)

et sa densité est donc :

| o(Vy) _ e
g(y)zﬁ[w(ﬁ)W(—ﬁ)]: NN

c'est-a-dire, puisque I'(1/2) = /7, la densité d'une loi ¥ (1/2,1/2) ou loi x?.

Ceci permet notamment de retrouver l'expression du moment d'ordre
quatre de la loi normale, puisque de V [(X —m)/o]* =2 on en déduit par
la formule développée de la variance E(X —m)* — E*(X —m)* = 20* puis
E(X —m)* = 30",

¢ Convolution de lois du khi-deux

La convolution (somme) de deux lois du khi-deux indépendantes est encore une
loi du khi- deux 181 X~ x2etY ~ x?2 sontdes v.a. indépendantes alors la v.a.
X +Y ~ x2 . 1ls'agit simplement de la propriété relative aux lois gammas.

Des deux propriétés précédentes nous allons déduire une autre propnete qu1
indique comment s'introduit cette loi dans les échantillons gaussiens: si
Xi,...,X, sont des v.a. indépendantes et de méme loi N(0,1), alors
X+ ...+ X? suit une loi du khi-deux a n degrés de liberté. Cette propriété
pourrait d'ailleurs servir de définition de cette loi, sans référence a la famille des
lois gammas. Le nombre de degrés de liberté correspond au nombre de variables
indépendantes qui sont intervenues dans sa construction ; si ces variables étaient
lides par k relations, le nombre de degrés de liberté serait alors n — k.

n+m*

oi béta
Il existe deux familles de lois bétas qui se déduisent de la famille des lois gammas.

1) Loi béta de seconde espéce

Si X et Y sont deux v.a. indépendantes de lois respectives y (p) et y(q), alors la
v.a. Z = X/Y suit une loi béta de seconde espece de parametres p > 0 et
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q > 0, notée B,;(p.q), et de densité pour z > 0 :

p—1

Z
J@ = g U+
ou
_ T(pT(q)
B =t g

Des propriétés de la fonction I' on déduit aisément les moments de Z :

+o0 _
E@) = / E g Betlazh_ oy
B(p.q) Jo (1+z)rte B(p.q) qg—1
+o0 n+1 _
E(Z) = 1 / zF dz — B(p+2,9g—2)
B(p.q) Jo (A +z)rtd B(p.q)
_ plp+1)
= > 2
(g —D(g—-2)
V(Z) = M’ -2
(g —1%*(qg -2

2) Loi béta de premiere espéce

La loi béta de premiere espece est également définie par un rapport de lois gam-
mas ou a partir de la loi précédente ; c'est celle de la v.a. a valeurs dans [0,1] :

T — X . Z
S X4Y 1+Z
sa densité pour O <7 < 1 est:
f@) = (1 =)
B(p.q)

on écrit T ~~ B;(p,q). Notons que :
1
/ "' (1 —t)?"'dt = B(p,q)
0

On obtient comme moments :

1
E(T)= — /tm_nﬂm=3@+L”: P
B(p.q) Jo B(p.q) p+q
1
E(TZ) — tp+1(1 _ t)q—ldt — B(p + 2’q) — P(P + 1)
B(p.q) Jo B(p.q) p+q)(p+qg+1)
V(T) rq

T+ p+q+D
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oi log-normale

La v.a. positive X suit une loi log-normale de parametres m et ¢ > 0 si la v.a.
InX suit une loi N (m,o) ; sa f.r. vérifie donc pour x > 0 :

InX—m Inx —m
Fx)=P(X <x)=P(nX <Ilnx) =P <

o o
<lnx—m)
—o ——"
o

sa densité est donc pour x > 0 :

1 <lnx —m

1
—— (Inx — m)?

1
= exp —
o ) ox+/2m P 202

fx)=—¢p
oxX

oi de Pareto

C'est une loi qui est utilisée notamment dans la modélisation de la distribution
des revenus d'une population ou en théorie des assurances. Sa densité est défi-
nie pour x > xo > 0, xo, pouvant s'interpréter comme le revenu minimum, en
fonction d'un parametre o > 0 :

o Xo)a-H

f)=—(=

Xo X

Compléments : fonctions génératrices

La notion de fonction génératrice peut étre utile parfois pour calculer plus facilement les
moments de certaines lois de probabilité.

onction génératrice d'une v.a. discréte positive

Si X est une v.a. discrete positive dont la loi de probabilité est définie par 1'ensemble des
couples (xx, px) , ot k parcourt un ensemble d'indices K C N, on peut définir sur [0,1]
sa fonction génératrice par :

Gx(u)=E (uX) = Zpku""

keK
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Pour 0 < u < 1, la série qui définit Gx est uniformément convergente puisque

| pr’*| < pi et que Zpk = 1. Parailleurs, Gx (0) = 0 et Gx (1) = 1. Un cas par-
keK

ticulier intéressant est celui d'une variable a valeurs enti¢res, soit X (2) = K C N, ou

G x est définie pour tout u € C tel que |u| < 1 par:

Gx(uw)=E (ux) = Zpkuk

keK
Exemple 3.4
Loi de Dirac (masse en a) : Gx (u) = u®.
Exemple 3.5
Loi de Bernoulli : Gx (u) = pu +q.
Exemple 3.6 .
Loi binémiale : Gx (u) = Z (Z)pk (1—p)*~ Fuk =(pu+q)".
k=0

Exemple 3.7 o~ .
Loi de Poisson : Gx (u) = Zeilk—uk =MD

I A TR '
Exemple 3.8 -~ o

P SN . _ k=1, k _ -1 _ Pu

Loi géométrique : Gy (u) = qu U = pu Zl: (qu) = T—sn s

Il y a une correspondance biunivoque entre loi de probabilité et fonction génératrice,
due a I'unicité du développement en série entiere de Taylor :

(k)
Gxw =Y put =3 D

keN keN

ce qui permet d'obtenir par exemple la loi de probabilité a partir de la fonction généra-
trice, par les relations :

Gx(0)=py et Gg‘) (0) =k!p;y pour ke N*

Si Xy,...,X, sont des v.a. mutuellement indépendantes, alors :

n
Gxy4oix, ) = E@1H-Xn) = E(HMXI)
i=1

=[]E@")=]]Gx w
i=1 i=1

Exemple 3.9

La loi bindémiale négative de paramétres n et p peut s'écrire comme somme de n
lois géométriques indépendantes, donc, d'apreés l'exemple 3.8 :
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or= (%)

La fonction génératrice est surtout utile pour déterminer les moments factoriels :

p=E[X(X—-1)...(X—k+1)], keN*

o0
puisqu'on obtient Gg?) (u) = Z] G-—D...(j—k+1 pjujfk et par conséquent
GP (1) = =k
X = M-

Exemple 3.10
Pour lakloi de Poisson, Gx (1) = e *e™ donc Gg?) () = Ae e et
Mk = A%

La fonction génératrice des moments factoriels est donc définie par :

00 uk
Gx (I+u) =) w7
k=0 :

La fonction génératrice des moments pour une v.a. discrete X est définie par :

HX (M) — E (euX) — GX (eu) — Zpkeuxk
keK

uX

En développant en série entiere ¢“*, on obtient en effet :

00 uk o0 uk
Hy (u) = E (¢"¥) =) G E (X = kaH

k=0 "* k=0
d'olt on déduit my = E (Xk) = H)((k) (0) pour k € N*, avec my = 1.

Exemple 3.11

Pour la loi de Bernoulli, Hy (u) = E (e”X) =Gy (e") = pe* + 1 — p, donc
H;((k) (u) = pe et my = p pour tout k € N*,

onction génératrice d'une loi absolument continue

La fonction génératrice des moments, pour une v.a. X de densité f, est définie par :

+o0
Hx (u)=E (e"X) = / e f (x)dx
—00
lorsque cette intégrale généralisée existe.
Exemple 3.12
SiX~~E(0) :

+00
Hx (u) = 9/ e Ndx = —— pour u < 0.
0 0 u
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Pour |u| < 0 on obtient donc :

1 2k Xkl uk
Hyw=——=Y"5 =32 %
_ k k
" L—u/0 = =0 k!
donc my = Q_k pour tout k € N.
Si X1,...,X, sontdes v.a. mutuellement indépendantes, alors :

Hy 4. 4x, W) =FE (eu(X1+.4.+X,,)) _ E(l_[e”x’)

i=1

= 1‘[ E (e"1) = ]—[ Hy, (1)
i=1 i=1

Exemple 3.13

Dans l'exemple 3.12, on a calculé la fonction génératrice des moments de la loi
exponentielle de paramétre 6, qui est aussi la loi y (1,0) . En additionnant p
variables indépendantes de ce type, on obtient la loi y (p,0) dont la fonction

génératrice est donc :
1 p
H =
x (u) (1 _—y 9>

La fonction génératrice des moments centrés est définie par :

My (u) =e """ Hy (u) = E [e“(x’””)]

que 1'on détermine a partir du développement en série entire :

o0

k
u

eu(X—m1) — Z F (X _ ml)k
k=0 "

pour obtenir :
e} Mk
My ) = gy
k=0 :
qui permet de déduire les moments centrés a partir de cette fonction par :
k
we = E (X —m)* = My (0)

Exemple 3.14

Pour la loi exponentielle de paramétre @ on amy = 1/6 et donc :

. 1 E(—u/0) & uy
MX(M):e /6XT/6:1+1(X:2:TX2(_)]
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On obtient ainsi :
1 2 n! < (=¥

Exercices

nonces

Exercice n°1

1) Vous effectuez un voyage en avion a bord d’un biréacteur qui peut poursuivre son vol
avec un seul réacteur qui fonctionne. Les réacteurs fonctionnent de fagon indépendante
et ont chacun une probabilité p de tomber en panne au cours du vol. Calculer en fonction
de p la probabilité w5 que votre vol ait pu se poursuivre jusqu’a sa destination.

2) Dans le cas d’un quadriréacteur, qui peut poursuivre son vol avec au moins deux réac-
teurs qui fonctionnent, calculer en fonction de p la probabilité 7y que votre vol ait pu se
poursuivre jusqu’a sa destination.

3) Pour quelles valeurs de p le biréacteur est-il plus slir que le quadriréacteur ? Calculer
1
g et Ty pour p = >

Exercice n°2

Au casino, un joueur décide de miser sur un méme numéro (ou série de numéros), jus-
qu'a ce qu'il gagne. Sa mise initiale est @ > 0, le numéro qu'il joue a la probabilité p de
sortir & chaque partie et il rapporte k fois la mise, k € N*. Calculer l'espérance mathé-
matique du gain G de ce joueur qui double sa mise a chaque partie.

Exercice n°3

Une urne contient une boule blanche et une boule noire.

1) On effectue des tirages avec remise jusqu'a obtention d'une boule blanche. Déterminer
la loi de probabilité du nombre N de tirages, puis calculer E(N) et V(N).

2) Mémes questions si on remet une boule noire en plus apres chaque tirage d'une boule
noire. Calculer alors P(N > n), n € N*,

Exercice n°4

Vous avez besoin d’une personne pour vous aider a déménager. Quand vous téléphonez
a un ami, il y a une chance sur quatre qu’il accepte. Soit X la variable aléatoire qui repré-
sente le nombre d’amis que vous devrez contacter pour obtenir cette aide. Déterminer la
loi de probabilité de X puis calculer P(X < 3) et E(X).

Exercice n°5

Lors d’un examen oral, on vous demande de tirer les trois sujets que vous aurez a traiter
dans une urne qui en contient dix. Parmi ces dix sujets, il y en a 3 que vous ne connais-
sez pas. Soit X la variable aléatoire qui représente le nombre de sujets qui vous seront
inconnus a I’issue de ce tirage. Calculer les probabilités des différentes valeurs possibles
de X et en déduire E(X).
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Exercice n°6

Pour étre sélectionné aux Jeux olympiques, un athlete doit réussir deux fois a dépasser
les minima fixés par sa fédération. Il a une chance sur trois de réussir a chaque épreuve
a laquelle il participe. On note X la variable aléatoire qui représente le nombre
d’épreuves auxquelles il devra participer pour étre sélectionné.

1) Déterminer la loi de probabilité de X.

2) Si cet athlete ne peut participer qu’a quatre épreuves maximum, quelle est la probabi-
lité qu’il soit sélectionné ?

Exercice n°7

Soit X une v.a. de loi bindmiale de parameétres n = 20 et p = 0, 1.

1) Calculer les probabilités suivantes : P(X = 5),P(X < 2),P(X <4),P(X = 1,5),
PB3<X<4) etP2<X<K8).

2) Déterminer les valeurs de x telles que P(X > x) < 0,75.

3) Calculer P(X = 16) dans le cas ou p = 0,9.

Exercice n°8

Si X est une v.a. de loi de Poisson de parameétre L = 5, calculer les probabilités
P(X=6),P(X <4),P(X >=5) et P(m/2 < X < 2m) puis déterminer les valeurs
de x telles que P(X < x) > 0,95.

Exercice n°9

Un commentateur sportif affirmait que le gain du match de double en coupe Davis (évé-
nement noté D), était généralement synonyme de victoire. Le pays gagnant est celui qui
remporte le plus de matchs, la rencontre comportant 4 matchs en simple et un match en
double. On fait I'hypothese que pour ces 5 matchs chaque pays a la méme probabilité de
I'emporter. Déterminer la loi de probabilité de la v.a. X qui représente le nombre de matchs
gagnés par une équipe. En déduire la probabilité que le pays gagnant ait effectivement
remporté le match de double. Calculer alors la probabilité qu'un pays ait remporté le
match de double, sachant qu'il a gagné. Que penser de l'affirmation de ce commentateur ?

Exercice n°10

Si U est une v.a. de loi normale standard, calculer P(U < —2),P(—1 < U < 0,5) et
PE4U > —3) puis déterminer uy et vy tels que P(U| <ug) =0,82 et
P(U < —vy) = 0,61

Exercice n°11

Soit X une v.a. de loi normale telle que P(X < 3) = 0,1587 et P(X > 12) = 0,0228.
Calculer P(1 < X < 10).

Exercice n°12

Si X est une v.a. de loi normale telle que P(X < 2) = 0,0668 et P(X > 12) = 0,1587
calculer la valeur de a telle que P {[X —EX)) < a} =0,95.

Exercice n°13

Une v.a. X suit une loi uniforme dans l'intervalle [0,1].

Exprimer la probabilité que X appartienne a l'intervalle [x;,x>] en fonction des réels x;
et x, tels que x; < xp.
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Exercice n°14
Soit X une variable aléatoire dont la densité a pour expression, pour x > 0 :

1 2
— (Inx) avec 6 > 0

flx) =

1
ex
x+/2m0 P

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire ¥ = In X.

Exercice n°15
Soit X une variable aléatoire dont la densité a pour expression, pour x > A :

_1 x—A
f) = g &P <—T>

et nulle sinon, ou 6 et A sont deux réels strictement positifs.
1) Calculer E(X) et V(X) puis déterminer la fonction de répartition F' de X.

2) Déterminer la loi de probabilité de la v.a. m, = min{X},...,X,}, ou X;,...,X, sont
des v.a. indépendantes et de méme loi que X.

Exercice n°16
Si T est une v.a. positive représentant une durée de vie, on dit qu'elle vérifie la propriété
de non-vieillissement si pour tout t > 0 eth > 0 :

PT>t+hT>t)=PT >h)

Montrer que la loi de Pascal et la loi exponentielle de paramétre 8 > 0 vérifient cette pro-
priété, c'est-a-dire sont des lois sans mémoire.
Exercice n°17

Si F et f sont respectivement la f.r. et la densité d'une v.a. positive, on désigne par taux de
panne la fonction i définie pour x > O par :

o f)
h = 17F 5

Déterminer cette fonction & pour la loi exponentielle de parametre 6 > 0 et pour la loi
de Weibull de densité f(x) = afx* 'exp(—0x*) pour x > 0, oll & et 6 sont deux
parametres positifs.

Exercice n°18

Calculer 1'espérance et la variance d'une loi log-normale de paramétres m et o > 0.

Exercice n°19

Soit X,...,X, des v.a. indépendantes de densité f et de f.r. F. Déterminer les f.r. puis
les densités des v.a. m, = min{X;/1 <i <n} et M, =max{X;/1 <i <n}.
Appliquer ce résultat au cas particulier de la loi uniforme sur [0,1], puis calculer dans
cecas E(m,) et E(M,).
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Exercice n°20

Déterminer les moments non centrés d'ordre k, k € N*, de la loi de Pareto de para-
meétres & > 0 et xg > 0.

orrigés
Exercice n°1

1) On note P; I’événement « le réacteur i est tombé en panne au cours du vol », avec
i = 1,2. On obtient :

rr=P(P10P2>=1—P(PlﬂP2)=l—p2

2) Le nombre de réacteurs qui tombent en panne au cours du vol est une variable aléa-
toire X qui suit une loi bindmiale de parametres 4 et p. Ainsi :

Teg=PX<2)=1-PX=3)—PX=4)=1-4p’(1 - p)—p*
=1—4p>+3p*
3) On obtient :
mg — g = p*(1 = p)(1 =3p)

donc le biréacteur est plus sir que le quadriréacteur pour p > 1/3.

On vt 1\ _ 12 1\ 11
n veriie que g 5 = 16 >Tg 5 = 16

Exercice n°2

Si N est le nombre de parties jouées, I'événement {N = n}, n € N*, signifie que le
joueur a perdu les n — 1 premiéres parties et que son numéro est sorti a la derniere ; cette
v.a. suit donc une loi de Pascal de parametre p :

P(N=n)=(-p)'p

A Tissue de ces n parties, le joueur recoit k fois sa mise, soit k2"~ '@, aprés avoir misé au
cours de ces parties: a+2a+2%a+...+2" la=a(l4+2+22+...+2"D
=a (2" —1).Songainestalors: g, =k2"'a — (2" — Da=a+ (k —2)2" 'a.

L'espérance de gain est donc :

E@G)=) gP(N=n)=a+k—-2ap)y 2""'(1—-p)"
n=1 n=1

=a+(k—2ap) 2"

n=1

otonaposé g =1— p.Sig > 1/2, lasérie est divergente et cette espérance est infi-
nie. Si g < 1/2, c'est-a-dire p > 1/2, on obtient :

p __kp—1

E(G) = k—2 =
(G) =a+( )“1—2q =1

a

Pour k = 2 par exemple, E(G) = a, c'est-a-dire que I'espérance de gain du joueur est
égale a sa mise initiale.
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Exercice n°3

1) Les tirages sont effectués jusqu'a ce que l'on obtienne une boule blanche, donc la
variable N suit une loi de Pascal de parametre p = 1/2 puisque c'est la probabilité de
tirer une boule blanche :

1

D'apres les résultats du cours : E(N) = V(N) = 2.

2) Si on note respectivement B; et N; les événements tirer une boule blanche et tirer une
boule noire au i-&me tirage, i € N*, la loi de la variable entiére N est définie par :

1
P(N=1)=PB) =7

P(N=2)=P(N B ==x

N —
W | =

n—1 1 1

P(N=n)=P(Ny...No_1B,) = el s By

X X ... X

N =
[SSE \S)

Ainsi :
BV =5+ Y=Y
= — n——m— = —
2 4~ nn+l) “Lgn
série harmonique divergente, donc 1'espérance est infinie. A fortiori la variance n'existe
pas non plus.
On obtient : n
P(N>nm=1-P(N<n)=1-Y P(N=k
k=1

Ly (1 1)_ 1
2 &k k+1) n+d

Exercice n°4

La v. a. X suit une loi géométrique (de Pascal) ; pour tout entier k > 1 :

k—1

3

On obtient ensuite :
P(X<3)—23:P(X—k)— 37
ST o4
Le parametre de cette loi est 1/4 donc E(X) = 4.

Exercice n°5

Lav. a. X suit une loi hypergéométrique ; pour tout entier 0 < k < 3 :

(5)
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On obtient ensuite :

1 1 3 1
PX=0=¢ PX=D=3 PX=2= 1 PX=3)=

2 10 30
EX) = ! + 3 + ! =1,2
5 10 ’
En utilisant la formule du cours on retrouve E(X) =3— =1,2.

10
Exercice n°6

1) 11 s’agit de la loi bindmiale négative ; pour tout entier k > 2 :

2k—2
PX =k = (k=1

2) La probabilité d’étre sélectionné est :

P(X <4 = § =k) = 11
- - 27
Exercice n°7

1) Par lecture de la table 3 on obtient: P(X =5) =0,0319,P(X < 2) =0,6769,
P(X <4)=0,8670,P(X =1,5=0,P3<X <4 =02799 et PQ2<X<38
=0,9999 — 0,6769 = 0,3230.

2) La condition P(X < x) > 0,25 équivalente a P(X < x —1) > 0,25 conduit a
x—1>1oux>2.

3 Si X = Bap) ona BX=x=(")pa—p et PX=n-
= (n ﬁx>pnﬁ (1=p)= (Z)‘!x (1 —¢)"“olionaposé g =1 — p. Par conséquent
Py(X =x)=P_,(X=n—x), soit en appliquant ce résultat: Pyo(X = 16)
= Py, 1(X =4) = 0,0898.

Exercice n°8

Par lecture de la table 4 on obtient: P(X =6) =0,1462,P(X < 4) = 0,2650,
P(X>5)=0,5595¢et P(r/2 <X <2m)=P(X <6)— P(X<1)=0,7218. On lit
P(X < 10) = 0,9682 donc x > 10.

Exercice n°9

La v.a. X suit une loi bindmiale de parameétres 5 et 1/2. Un pays est gagnant si X > 3 ;
la probabilité demandée est donc :

5 5
PIDN(X>3)}=> P{DN(X=k}=) P(X=kP{D|X=k}
=. k=3

Si un pays a gagné k matchs, tous les choix parmi les cinq rencontres sont équiprobables,
donc :

4
1)

P{D|X =k} = -
G
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Ainsi :

11
25

5 5
P{DN(X > ZZL
k=3

On en déduit :

_P{DN(X >3} 11/ 11
PDIGH= "0 %23 12 16

L'affirmation de ce commentateur parait fondée puisque cette probabilité est supérieure
a 1/2. Cependant, s'il affirmait que le gain du premier match en coupe Davis est généra-
lement synonyme de victoire on obtiendrait la méme probabilité. C'est le fait d'avoir
emporté un match (quel qu'il soit) qui renforce évidemment la probabilité de gagner !

Exercice n°10

Par lecture des tables 1 et 2 on obtient: P(U < —=2) =1 — ®(2) = 0,0228,
P(—1<U <0,5 = ®0,5 —[1—-d(1)]=0,6915—0,1587 = 0,5328,
PAU > -3) = 1 - ®(-0,75) = ®(0,75) =0,7734 ;

P(U| < ug) = ®up) — ©(—ug) =2d(up) — 1 =0,82 d'oa ®(ug) = 0,91
etug = 1,3408 ; P(U < —vg) = ®(—vg) = 0,61 et vyg = —0,2793.

Exercice n°11

Nous allons d'abord déterminer les valeurs de m = E(X) eto = /V(X). La premie-
re valeur étant inférieure a 0,5 on considere son complément a 1, soit ici
1—-0,1587 =0,8413, valeur dans la table 1 de &(1). De méme

1—-0,0228 = 0,9772 = ®(2) . En centrant et réduisant on a donc :

X—m 3—m
P( < )zl—CD(l)ZCD(—l)

o o
X—m 12—m
P < =d(2)
o o
soit : 3_m 12—-m
=-—1 et =2
o o

ce qui conduitam = 6 et o = 3, puis :
5 X-6 4
Pl<X<10)=P|l—<— <=
3 3 3
= ®(1,33) — [1 — &(1,67)] = 0,8607.

Exercice n°12

Dans la table 1 on constate que 1 — 0,0668 = 0,9332 = ®(1,5) donc P(X < 2) =
d(—1,5) ;deméme 1 —0,1587 = 0,8413 = & (1) . Donc en centrant sur E(X) = m
et réduisant par /V(X) =0 :
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P (X " . 2_—’") = ®(—1,5)
o

o
X—m 12—m
P < =d(1)
o o
2—m 12—m
soit =—1,5 et =1 dot m=8 et 0 =4. On sait que la va.
0.2
X—m : .2 2 o -2
suit une loi x; donc a/o~ est le fractile d'ordre 0,95 de cette loi x;, lu
o

dans la table 5, soit a/a2 = 3,841 et a = 61,44.

Exercice n°13

Si f est la densité de cette loi uniforme, cette probabilité se calcule par :
X2
p=P{X € [x,x2]} =f f(de
X1

La densité a pour valeur 1 dans l'intervalle [0, 1] et O en dehors. La valeur de p est donc
égale a la longueur de la partie commune des intervalles [0, 1] et [x;,x,]. Elle est indi-
quée dans le tableau suivant, en fonction de la position de x; et x, :

X<0 | x;<0<x<1 | x1<0<1l<x; [ O<xi<xp<1|O0<xi<l<x;| 1<x

0 X2 1 Xy — X1 1—.X1 0

Exercice n°14

La v.a. Y a pour fonction de répartition :
G(y)=P(InX <y)=PX <e’) =F(e)

ou F est la f.r. de X. La densité obtenue par dérivation est :

2
exp — —

1
V270 20

qui est la densité de la loi normale centrée de variance 6.

gy =e'f(eh) =

Exercice n°15

X -
1) On détermine la f.r. de la v.a.U = 0 :

Gu)=PWU <u)=PX <bu+xr)=FOu+M))
ol F est la f.r. de X. Par dérivation on obtient la densité de U :
gu) =0fOu+2xr) =e™

pour u > 0. C’est donc la loi exponentielle avec G(u) =1—e™ pour u > 0, et
E(U)=V(U)=1.0nendéduit E(X) =60 +A, V(X)=60>etpourx > A :
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F —G X —A _1 X —A
w=6(*5")=1-ew(-57)

2) La v.a. m, a pour fonction de répartition :

H(y)=P(m, <y)=1-P {ﬂ(xi > y)} =1-[-F
i=1

Sa densité est donc :

— A
B =nll = FO)I' £() = 5 exp (_n - )

pour y > A.

Exercice n°16

Pour la loi de Pascal on a pourt € N :

o0 o0 o0 t
_ 4%
PT>n=3 PT=k=p) ¢ '=pi') ¢'=7"—=4
k=t+1 k=rt1 k=0 —4q

Par conséquent, pour 7 € N :

PUT >t+NT >0} PT>t+h)
P(T > 1) T P(T>1)

=gq"=P(T >h)

P(T>t+hT>t) =

ce qui établit que c'est une loi sans mémoire.

Pour la loi exponentielle de parametre 6, on a pour ¢ > 0 :

+00
P(T>1t)= / fe % dx = [—e’h]Jroo =e ¥
t

t

d'oupour 2z > 0 :

P(T >t+h) e 0h
P(T>t+hT>1t)= = =e"=P(T >h
=ttt =0="30"0 e ¢ > #

ce qui prouve la propriété de non-vieillissement.

Exercice n°17

—6x

La f.r. de la loi exponentielle vérifie 1 — F(x) = e™"* pour x > 0, donc :

2] —6x
hx) = o =0
=

X

la loi exponentielle est a taux de panne constant, en plus d'étre sans mémoire comme
nous 1'avons vu dans I'exercice précédent.

Pour la loi de Weibull, si x > 0 :

F(x) = f afr* e " dt = [—exp (—01*) ] = 1 — exp (—0x“)
0
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et:
h(x) = afx*"!

on retrouve bien le résultat obtenu pour la loi exponentielle en faisant o« = 1.

Exercice n°18

On calcule 1'espérance de X de loi log-normale de parametres m et o en faisant le chan-
gement de variable y = Inx :

1

o2m

1 +o00 1 5
= edexp — —(y —m)“d
o2 /;oo P 202 Y Y

+0o0 1
E(X) = /o exp — F(lnx —m)%dx

1 e 1 2 2 2
= exp——[y —2(m—|—a)y+m]dy
27‘[ —00

o 202
1 1 242 2 e 1 2412
:mexp ﬁ[(m—i—a) —m] i exp—r‘z[y—(m—i—o)] dy
1 1
= exp —Q2mo’+ oMV o2r = exp(m + 02/2)
o2 202

On obtient de la méme facon :

E(X*) =exp(2m +20?) et V(X)= (e®” — Dexp (2m + o?)

Exercice n°19

Pour déterminer la f.r. de m,,, on considére 1'événement :
n

{m, > yh=("{X: >y}
i=1

De méme, pour que M, soit inférieur a z il faut et il suffit que tous les X; soient infé-
rieurs a z, ce qui s'écrit :

M, <z} =({X; <z}
i=1
On en déduit, du fait de 1'indépendance des X; et de 1'identité de leur loi :
&szMM<w=1—PirH&2y4=1—U—FUW
i=1

n
H@)=PM, <) =[P (Xi <2)=F'()
i=1
Les densités correspondantes s'obtiennent par dérivation :

g =nf[1—FyI'
h(z) =nf (@) F"(z)
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Dans le cas particulier de la loi uniforme sur [0,1], on obtient :

G=1-(1-y" et gy»=nl-—y"" 0<y<]I
Hiz)=7" et hz)=n"" 0<z<l

On calcule alors 1'espérance :

1 1
E(m,) :n/ y(1—y)"tdy Zn/ (1 —w)u""du
0 0

1 1
1
:nf u"_ldu—n[ u'du=1-— "o
0 0 I’l+l n+1

obtenue en faisant le changement de variable # = 1 — y. De méme :

n
n—+1

EM,) = n/lz”dz =
Remarquons ici que : '
Gy)=Pm, <y)=1-H(-y)=PM,>1—-y)=P(1 =M, <y)
ce qui montre que les v.a. m, et 1 — M, ont la méme loi de probabilité et donc que

E(m,) =1—-E(M,).

Exercice n°20

Le moment non centré d'ordre k de la loi de Pareto de parametres o et xp est:

0 k—a 7t
o X o
xkelgyx = axy | —— = xg
k—a 0 oa—k

+
E(X" = axf,‘/

X0

a condition que k < «. Seuls existent les moments d'ordre inférieur a « . Par exemple,
pour @ = 2, la loi admet une espérance mais pas de variance. Pour o > 2, on obtient :

o 2

0= @
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ouple
et vecteur aléatoires

omme nous avons associé un nombre a une expérience aléatoire,

dans certains cas nous pouvons étre amené a en associer plusieurs.

Par exemple, le jet de deux dés distincts ne peut pas étre codé avec
une seule valeur numérique. De méme, a un individu d'une population
donnée, on peut associer son revenu et sa consommation. On est alors
amené a associer a de telles épreuves aléatoires deux, voire plusieurs
valeurs numériques, au moyen donc de plusieurs applications qui seront
des v.a. pouvant étre regroupées dans un vecteur, ce qui conduit a la
généralisation en multidimensionnel de la notion de variable aléatoire
réelle : un vecteur aléatoire. Pour la commodité de |'exposé nous com-
mencerons par étudier le cas bidimensionnel, celui d'un couple aléatoire,
en distinguant toujours les cas discret et continu. Nous verrons ensuite
comment se généralisent les moments associés a un vecteur aléatoire et
présenterons deux lois particuliéres, la loi multinomiale et la loi normale
vectorielle.

Objectif du chapitre : généraliser les notions de variable aléatoire, d’espé-
rance et de variance au cas multidimensionnel ; définir les lois
conditionnelles, la fonction de régression et la convolution de
deux lois.

Concepts clés étudiés : loi marginale, loi conditionnelle, régression,
convolution, covariance, indépendance, matrice de variances-
covariances.
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ouple de v.a. discrétes

oi d'un couple

Un couple de v.a. discretes est constitué de deux v.a. discretes X et Y dont I’en-
semble des valeurs possibles peut s’écrire respectivement sous la forme {x;};;
et {y;}jes, ou [ et J sont des ensembles d’indices inclus dans N, pouvant
d’ailleurs étre N tout entier. On convient de ne faire figurer que des valeurs de
probabilité strictement positive. Comme dans le cas unidimensionnel, la loi d’un
couple discret est définie par 1’ensemble des valeurs possibles, soit ici
{(x,-,y_,) 2 (i, j) el x J} , et par les probabilités associées :

pi; = Pay (X =x.Y =)

ois marginales

A laloi d’un couple sont associées deux lois marginales qui sont les lois de cha-
cun des éléments du couple pris séparément, définies par I’ensemble des valeurs
possibles et les probabilités associées obtenues par sommation, soit :

PX(szi):ZP(X,Y) (XZXI‘,YZ)’/‘) ZZPU = P

jeJ jel
Py (Y = yj) = Z Pix.y) (X =x,Y = )’j) = Zpij =D
iel iel

Si la loi du couple est présentée dans un tableau, ces lois sont obtenues dans
les marges, par sommation de ligne ou de colonne.

> i
yl 44444444444444444 p l] % pj
2 ¥
pi. — 1

ois conditionnelles

On peut également associer deux lois conditionnelles a la loi d’un couple, c¢’est-
a-dire la loi d’une variable, I’autre ayant une valeur fixée (loi dans une ligne ou
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dans une colonne donnée). Par exemple, pour ¥ = y; fixé, la loi conditionnelle
de X est définie par I’ensemble des valeurs possibles et les probabilités asso-

ciées : p (X y )
= xia = y pi‘ .
P(X=xlY =y)= S =t =p]
P(Y =y) P
on vérifie que c’est bien une loi de probabilité sur Qy = {x;;i € I} :
1
Sl Y=
iel Joiel
Exemple 4.1

La loi d’un couple (X,Y) est donnée par le tableau suivant :

Y X 2 0 2
-1 0,1 02 0,1 0,4
2 02 0,2 0,2 0,6
03 04 0,3 1
La loi conditionnelle de X pour Y = —1 figure dans le tableau ci-apres :
XY =—1 -2 0 2

Rappelons que les deux v.a. X et Y sont indépendantes si pour tout i € [ et
toutj € J:
Dans ce cas, bien entendu, les lois conditionnelles sont confondues avec les
lois marginales ; par exemple :
j PiD.j
P(XZX[|Y:yj):p[j:p—.j:pi.
-J

C’est I’'un des seuls cas ou la donnée des lois marginales permet de recons-
tituer la loi du couple.
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oments conditionnels

Aux lois conditionnelles sont associés des moments conditionnels, comme par
exemple 1’espérance conditionnelle de Y pour X = x; fixé, qui est I’espérance
de la loi définie par les couples { (yj, p]’) ;jed } , soit :

EXIX=x)=) yP(Y=ylX=x)=) yp
jeJ Jjel
Le graphe de cette espérance conditionnelle en fonction de x; s’appelle cour-

be de régression (non linéaire) de Y en X.

Exemple 4.2

Dans I’exemple 4.1 précédent, la loi conditionnelle de Y pour X = 2 est
donnée par le tableau suivant :

YIX=2| -1 2
0,1 0,2 X
03 03

On peut calculer, a partir de ce tableau, [’espérance conditionnelle :

1 2
EXIX=2)=(Dxz+2x3=1

Notons que E (Y |X) est une fonction de X, donc une variable aléatoire dis-
crete dont la loi de probabilité est définie par I’ensemble des valeurs possibles,
soit ici {E (Y|X = x;);i € I}, et les probabilités associées p; = P (X = x;).
On peut donc calculer la valeur moyenne de cette v.a., soit :

E[E(Y|X)] =) pEY|X=x)

iel

= ZPI:Z)’;P (Y =y|X =x)

iel jeJ

= Di. )’jP; = yjpi& = Z Yi Z Dij
IIDRLEDHBTE

iel jeJ iel jeJ jeJ iel

= ZPJ‘)’;

jeJ

— E(Y)
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On peut également calculer la variance conditionnelle :

VYIX=x)=E{lY - E(YIX =x)]" IX =x]
=E(YX=x)—E(Y|X=x)
=Y iy -EXIXx=x)]

jeJ

On peut établir que la variance totale de Y peut se décomposer a 1’aide de ces
deux premiers moments conditionnels :

V) =E[VY[X)]+VI[EX|X)]

oments associés a un couple

Si h: R* — R est une application continue, elle définit une variable aléatoire
réelle dont on peut calculer les moments, comme par exemple I’espérance :

E[h(X.V)] =YY pyh(x.y)
iel jelJ
Dans le cas particulier ou h(X,Y) = [X — E(X)][Y — E(Y)] on définit
ainsi la covariance de X et Y :

Cov (X,Y) = E{[X — E(X)][Y — E(Y)]} = E(XY) — E(X)E(Y)

Nous avons vu dans le chap. 2, § I, D, 2 que si les v.a. X et Y sont indépen-
dantes, alors E(XY)= E(X)E(Y) et par conséquent Cov(X,Y)=0.
Cependant, il faut faire attention au fait que la réciproque est en général fausse,
c’est-a-dire que si la covariance de deux v.a. est nulle, elles ne sont pas forcé-
ment indépendantes.

Exemple 4.3

Considérons le couple (X,Y) dont la loi est définie par le tableau ci-
apres :

N S B
-1 | 18 18 18
0 /16 18 1/16
1 18 18 173
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Les lois de X et Y sont symétriques par rapport a 0, donc E(X) =

EY)=0et:
1 1 1 1
Cov(X,Y)=E(XY)=1x §+(_1)X§+(_1)X§+1X g=0
et cependant ces deux variables ne sont pas indépendantes puisque par
exemple :

PX=-1Y=-1)=1/84+ P(X =P =—1) =5/16 x 3/8.

On appelle coefficient de corrélation linéaire de deux v.a. X et Y le nombre
reels p=Corr(X,Y) = _CovX.1)
’ VXV
c’est un nombre tel que —1 < p < 1, avec:
lpl=1<3JaecR,IbeR: Y=aX+b

c’est-a-dire qu’un coefficient de corrélation de valeur absolue égale a un est I’in-
dication d’une liaison affine entre les deux variables.

oi d'une somme

Si X et Y sont deux v.a. discretes de lois respectives {(x;,p;);i € I} et
{(yj,qj) 1] € J}, la vaa. Z = X+ Y est aussi une v.a. discrete dont la loi de
probabilité est définie par l’ensemble des valeurs possibles, soit ici
{(x,- + yj) ;iel,je J} , et les probabilités associées :

P(Z=z)=) {P(X=x.Y=y)/x+y=2ul
Dans le cas général cette loi ne peut donc étre définie que par la donnée de
la loi du couple (X,Y).
* Cas particulier : X et Y sont indépendantes.
On parle alors de convolution des lois de X et Y, qui est définie par :
P(Z=z)=) PX=x)P(Y =z —x)
iel
=Y P(r=y)P(X=2u—y)
jel
En général, beaucoup des termes des sommations précédentes sont nuls car
il faut tenir compte des restrictions gz —x; € Qy = {yj;j € J} et
Ik — Y EQ)(:{xi;i EI}
Exemple 4.4
Convolution de deux lois binomiales.

Soit X et Y deux v.a. indépendantes, de lois respectives B(ni,p) et
By, p). Lava. S = X + Y est a valeurs dans Qs = {0,1,...,n; + ny}
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avec pour s € S :

S=s)=JIx=0n =s-x)
Ainsi : =

P(S:s):iP(X:x)P(Y:s—x)
x=0

> nl X n|y—x n2 S—X nH»—s+x
= Z( )p g ( )p q" "
= \x §—Xx

S n ny—s ES nl nz nl +n2 s n ny—s
—\x/)\s—x s

ce qui indique que S = X + Y suit une loi binomiale B(n, + ny,p). Le

résultat :
Xs: n np o ny + ny
—~\x)\s—x N s

exprime que le nombre de sous-ensembles de s éléments extraits d’un
ensemble comportant n, éléments d’une sorte et n, éléments d’une autre
est obtenu a partir des sous-ensembles associés de x éléments de la pre-
miere sorte et de s — x éléments de I’autre, avec x variant de 0 a s (voir
figure 4.1).

A\

7

)

Figure 4.1

Nous allons établir maintenant que la loi d’une variable conditionnelle-
ment a une valeur fixée de la somme est une loi hypergéométrique. La loi
de X, conditionnellement a S =s par exemple, est définie pour
x € {0,1,...,n} par:
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PX=x)P(S=s|X=x)

( x|S=s) PGS =y
_ P(X=x)P(Y =5 —Xx)
B P(S=ys)
ni X N1 —X np S—X Ny —S+X
(" Yo ("2, )
<n1 +n2>psqn|+n2—x
N
ny ny
X S —X
- n; +n,
S
Exemple 4.5

Convolution de lois de Poisson

Si X et Y sont deux v.a. indépendantes de lois de Poisson respectives
P) et P(wn), alors Z =X +Y est une v.a. a valeurs dans N, avec
pour tout entier k :

P(Z=ky= ) P(X=x)P(¥ =y)=)» P(X=x)P(Y =k —x)

x+y=k xeN
k k )\‘x Mk—x
= PX=x)PY =k—x)= ereH
; ( VP ) ; x! (k — x)!
e~ O+ k k! . e~ O+ .
= Ak = A+
K xik—0 " I

On retrouve bien comme résultat : X + Y ~P(\ + ).

ouple de v.a. continues

oi du couple

Si X et Y sont deux v.a. réelles continues, la loi de probabilité du couple (X,Y)
est déterminée par sa fonction de répartition F, définie sur R? par :

Fx,y)=PX <x,Y <y)

La valeur F(x,y) représente la probabilité de la zone hachurée indiquée
dans la figure 4.2.
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M(x,y)

///O X

Figure 4.2

L’application F est croissante au sens large par rapport a chacune des deux
variables et telle que O0< F(x,y) <1, avec pour valeurs limites
F(—o00,y) = F(x,—00) =0 pour tout x réel et pour tout y réel, et
F(400,400) =1.

Si F est deux fois dérivable par rapport aux deux variables, alors la loi de
(X,Y) est dite absolument continue, de densité f définie par :

9%F (x,y)

fx,y) = 9%y

La fonction de répartition se calcule alors par intégration :

F(x,y)Z/x /‘V f(u,v)dudv

Exemple 4.6
La loi de (X,Y) est définie par la densité :

Y si 0<x<xy
sinon

fx,y) = {8

Les valeurs de la f.r. F vont étre déterminées selon la zone d’apparte-
nance du point (xo,¥), en intégrant la densité f sur l'intersection du
domaine ou elle est non nulle avec la partie du plan a gauche et au-des-
sous du point (voir figure 4.3). On obtient de facon évidente :

F(x0,y0) =0 si x<0 ou y,<0
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y

y=x
Yo
0] xxg Yo b x

Figure 4.3

Si maintenant le point (xy,y,) est dans la zone on la densité f est stric-
tement positive, soit 0 < xo < yp :

X0 Y0 X=X Y=Y0 :
Fxo,y0) = / / Fey)dxdy = / ( / e dy)dx
—o00 J —o0 x=0 y=x

XO XO
= / [—e]0dx = / (e —e0)dx = [—e])" — xpe ™0
0 0

=1—-e"0 —xpe0

Enfin, si 0 < yy < x1, on peut voir sur la figure 4.3 que :

F(x1,y0) = F(Yo,y0) =1 — €70 — ype0
En résumé :

0 six<0ouy<0
Fx,y)=31—e™*—xe™” si0<x<y
l—e? —ye™ si0<y<x

Comme dans cet exemple, la densité se présente souvent sous la forme sui-
vante :
... si(x,y)eD
f(-x’y)_{ 0 Si (x,y)¢D

c’est-a-dire que la densité est non nulle seulement a I’intérieur d’un certain
domaine D . L’expression de la f.r. du couple (X,Y) se détermine alors en dépla-
cant le point M (x,y) du bas a gauche vers le haut a droite, conformément a la
figure 4.4 ci-apres.
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M(x,y)

1
D
M(x,y) M(x,y)
M(x,y)
0
Figure 4.4

Lorsque I’on quitte le domaine sur I’horizontale de M (méme ordonnée) ou
sur la verticale de M (méme abscisse), la valeur de F' en ces points extérieurs a
D estla méme qu’au point d’intersection de I’horizontale ou de la verticale avec
la frontiere de D.

ois marginales

Les fonctions de répartition marginales de X et Y sont définies a partir de la f.r.
du couple par :

Fy(x) = P(X <x)=F(x,+00)
Fy(y) = P(Y <y) = F(+00,y)
c’est-a-dire en faisant tendre y, respectivement x, vers plus 1’infini. Dans le cas

d’une loi absolument continue, les densités marginales sont alors obtenues par
dérivation de ces f.r. marginales.

Cependant, si la loi du couple est définie par sa densité, les densités margi-
nales sont obtenues plutdt par intégration :

+o00
o) = f Faydy
+o0

fr(y) = J(x,y)dx

Exemple 4.7

Si nous reprenons la loi de I’exemple 4.6 précédent, en faisant tendre y
vers plus Iinfini dans I’expression de F', on obtient :

Fy(x) = F(x,+00)=1—¢" pourx >0

et par dérivation : fx(x) = e * pour x > 0, densité de la loi exponentielle
ouy(l).
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Cette densité peut également étre obtenue par intégration de la densité du
couple, pour x > 0 :

+00 +00
fx(x) = /_oo fx,ydy = /X edy =[—e]I* =€
La fir. de Y s’obtient a partir de F en faisant tendre x vers plus ’infini :
Fy(y)=F(Hoo,y)=1—e¢—ye” poury >0
d’ou par dérivation, pour y > 0 : fy(y) = ye™ qui est la densité de la

loiy(2).
Ou par intégration de f, pour y > 0 :

Fr(o) = / Fleoy)dx = / e dx = yeo
—00 0

ois conditionnelles

Si I'une des deux variables X ou Y a une valeur fixée, on peut définir la loi
conditionnelle de 1’autre variable. Pour des lois absolument continues, les lois
conditionnelles sont définies par les densités conditionnelles :

fx,y)

Y = =
Sfx(x| y) o)
fx,y)

Y X = =
fryl x) 7

a condition bien siir que fy(y) > 0 et fx(x) > 0.

Exemple 4.8
Si nous reprenons la loi précédente, nous obtenons pour 0 < x <y :
e 1
fx(xlY =y) = — = —
yer oy

donc la loi conditionnelle L(X|Y = y) est la loi uniforme sur [0,y], pour
y > 0 fixé. De méme, pour y > x >0 :

-y

Q

=y

HOlX=x) = =e

efx

qui est la loi exponentielle sur [x,+o00[, pour x > 0 fixé.
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L’indépendance des v.a. X et Y se définit alors par :
fy) = fx@) fr(y) Vx eRVyeR

On a bien entendu dans ce cas :

@Y =y) = fx(x) et fr(yX=x)= fr(y) VxeRVyeR

oments associés a un couple

Si h: R?> — R est une application continue, I’espérance de h(X,Y) se calcule
pour une loi de densité f par I’intégrale :

E[h(X.Y)] = / / he) f (e dady
R

Dans le cas particulier ou h(X,Y) =[X — E(X)][Y — E(Y)], ceci définit
la covariance :

Cov(X,Y) = E{[X — EX)]I[Y — E(Y)]} = E(XY) — E(X)E(Y)

Dans le cas particulier ou les v.a. X et Y sont indépendantes :
) = [ [ ovfedrdy
Rz

— [ s [ sy = ECOE®)
R R
et par conséquent :
Cov(X,Y)=0

Il faut faire attention a la réciproque, généralement fausse, c’est-a-dire que si
deux v.a. ont une covariance nulle elles ne sont pas forcément indépendantes, sauf
dans le cas particulier ot (X,Y) est un couple normal (cf. Propriété § IV., B.).

Exemple 4.9
Soit X une v.a. de loi N(0,1) et définissons Y = X>. Ona :
Cov(X,Y)=EXY)—EX)EY)=EX*) =0

car tous les moments d’ordre impair sont nuls ; donc les v.a. X et X* ont
une covariance nulle alors qu’elles sont dépendantes (mais non linéaire-
ment) puisque la seconde est fonction de la premiére.

On peut définir également le coefficient de corrélation linéaire par :
Cov(X.,Y)

p=Corr(X,Y) = o (X)o7

ayant posé V(X) = o*(X) et V(Y) = o*(Y).
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Nous allons établir que ce coefficient est compris entre —1 et +1, en raison
de I’inégalité de Schwarz :

|IE(XY)| < VEXP)VE(®X?)

que I’on obtient en considérant le polyndome en A, toujours positif :
E(X —AY)> =AEXY?) —2AE(XY)+ E(X*) >0

ce qui implique E*(XY) — E(X*)E(Y?) < 0, soit en appliquant cette inégalité
aux variables centrées :
|Cov(X,Y)| < o(X)o(Y)

et par conséquent |p| < 1. Le cas |p| = 1 correspond a I’existence d’une rela-
tion affine entre les deux variables :

lpl=1<=3JaecR,IbeR:Y =aX +b

Cette relation affine, quand elle existe, s’écrit d’ailleurs précisément :

_ Cov(X,Y) B
Y=E®Y)+ W[X E(X)]

égression

Les densités conditionnelles permettent de calculer les moments conditionnels,
comme par exemple les espérances ; on peut définir notamment la fonction :

x— EXY|X =x)
qui s’appelle fonction de régression (non linéaire), son graphe étant la courbe de
régressionde Y en X.

Pour une loi absolument continue, on obtient :

+00

*“yf(x,y)
o Sfx(x)

E(Y|X = x) =/ dy

—00

yir(IX =x)dy = /

Exemple 4.10

En reprenant toujours la méme loi des exemples précédents, on obtient ici :

+o0 +o00
EY|X=x)= / ve' dy = ex/ vd(—e™)

+00
=x+eX/ e’dy=x+1
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Notons que E(Y|X) est une v.a., comme fonction de la v.a. X, et que ses réa-
lisations sont les valeurs E(Y|X = x) pour tout événement élémentaire w tel
que X (w) = x. On peut donc calculer I’espérance mathématique de cette v.a. :

“+00

+00  ptoo
E[E(Y|X)] = / E(Y|X = x) fx(0)dx = / / Vf (eoy)daxdy

—00

+00 400 +00
2/ y(/ f(x,y)dX)dyzf yfr(y)dy = E(Y)

o0

Ainsi, en prenant I’espérance de E(Y|X) par rapport a la loi de X on retrou-
ve E(Y).

Exemple 4.11

Dans [’exemple précédent on a obtenu la v.a. E(Y|X)=X+1 et
E[E(Y|X)] = E(X)+ 1 =2 qui est bien I’espérance de Y qui suit une
loi y(2).

On peut également calculer la variance conditionnelle :
V(Y|X =x)=E{[Y —EY|X =x)*|X =x}
=EXY?X=x)—E*Y|X =x)

De méme V(Y|X) est une v.a., étant fonction de X, dont on peut calculer
I’espérance. On démontre que la variance de Y se décompose a partir des deux
premiers moments conditionnels de la fagon suivante :

V() =E[VX[X)]+ VIEY|X)]

oi d'une somme

Laloidelav.a. Z = X+ Y se détermine par sa f.r G, définie par :
Gz)=P(Z<z2)=PX+Y <2

qui ne peut se calculer que si I’on connait la loi du couple (X,Y).

Dans le cas particulier ol ce couple admet une densité f, on obtient :

G(Z)=//f(x,y)dxdy
D

ot le domaine d’intégration est D = {(x,y)/x + y < z}. On effectue le chan-
gement de variable suivant :

X=X X=X
s=x-+Yy y=85—Xx
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Le jacobien de cette transformation est :

D(x,y) _‘ 1 0

= =1
D(x,s) |—1 1 ‘

d’ou l’intégrale :

+o00 7—x 400 z
G(z>:/ dx/ f(x,y)dy:/ dx/ Flews — x)ds

qui peut s’écrire sous la forme :

G = f " e(s)ds

e}

ce qui permet de mettre en évidence la densité de Z, soit :

+0o0
g(s) = / flx,s —x)dx

Dans le cas particulier ou X et Y sont indépendantes, laloide Z =X +Y
se détermine a partir des densités marginales fy et fy :

+0o0 z z
G = f f Fo(0) (s — x)dsdx = / ¢(s)ds

oo

ou la densité g de Z est définie par :
+o00 +oo
g(z) = / fx() fr(z —x)dx = / fx(@=y) fr(»dy

et g s’appelle alors le produit de convolution de fy et fy.

Exemple 4.12

Soit X et Y deux v.a. indépendantes et de méme loi de Laplace, ou double
1
exponentielle, de densité Ee“". On a vu que la densité du couple

(X,Z =X+Y) était fx(x) fy(z — x) et la densité marginale de Z s’ob-
tient donc par intégration :

+00

+o00 1 ) 1 o
g(z):/ Sx(x) fr(z —x)dx :/ _e |X|§e ==l j

oo —00 2

_ 1/Z e_z+x—|x|dx I l /+°0 ez—x—|x\dx
4J « 4.
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Pour pouvoir retirer la valeur absolue, il faut connaitre le signe sur l’in-
tervalle d’intégration et pour cela distinguer deux cas :

—s5iz<0:
z 0 +00
4g(z) = / > dx + / e‘dx —i—/ e > dx
—00 z 0
1 1
= e*Z[Eezx]iOO —zet + ez[—ie’b‘]o+OO
1 v v 1 Z 4
= Ee —ze —1—56 = (1 —2z)é
—s5iz>0:
0 b4 +00
4g(z) = f eFidx + / e “dx —{—/ e dx
—00 0 4

1 1
= G 2 e

1 1
- Ee’z +ze Eeiz = +2z)e"

La densité de Z = X + Y pouvant s’écrire dans tous les cas :

(@) = 3(1 + lze "

ecteur aléatoire

Nous allons étendre maintenant les notions précédentes au cas d’un vecteur
aléatoire ayant n composantes, avec n > 2. Un vecteur aléatoire X de R" est
une application de 2 dans R" qui s’écrit sous la forme d’un vecteur colonne :

X,
x=|:
X

dont toutes les composantes X;,1 < i < n, sont des v.a., c’est-a-dire des appli-
cations de 2 dans R . On définit alors I’espérance de ce vecteur aléatoire comme

le vecteur dont les n composantes sont les espérances des v.a. réelles compo-
santes de ce vecteur et on conserve la méme notation qu’en unidimensionnel :

E(Xy)
E(X) = :
E(X,)
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Dans le cas d’un couple aléatoire, nous avions introduit la covariance comme
moment centré d’ordre deux ; s’agissant ici d’un vecteur a n composantes aléa-
toires, il faut considérer toutes les associations deux a deux de ses composantes.
La généralisation de la variance définie en unidimensionnel, indicateur numé-
rique de dispersion autour du centre, sera ici une matrice, notée encore V (X),
et qui contiendra toutes les variances des composantes de X, ainsi que les cova-
riances de tous les couples associant deux composantes. Cette matrice est aussi
un indicateur de dispersion autour du centre E(X) qui renseigne sur la forme de
I’ellipsoide d’inertie ; c’est une matrice carrée symétrique d’ordre n, appelée
matrice de variances-covariances, et définie par :

V(X) = E{[X - E(X)]'[X — E(X)]}

c’est-a-dire comme I’espérance d’une matrice M dont les éléments sont des v.a.
M;; et qui est définie comme la matrice d’éléments E(M;;) . L’élément ligne i,
colonne j, de cette matrice, 1 < i,j < n, est d’ailleurs :

vi; = E{[X; — E(X)][X; — E(X))]} = Cov(X;, X))

et par conséquent on trouve les variances sur la diagonale principale de cette
matrice :
v = E{[X; — E(Xi)]z} = V(X))

Comme propriétés de ces deux moments généralisés, nous allons examiner
les effets d’un changement d’échelles, traduit par une application linéaire de R”
dans R” de représentation matricielle A de format (m,n) , puis d’un changement
d’origine, traduit par une translation de vecteur b de R™. Le vecteur X devient
apres cette transformation affine le vecteur ¥ = AX + b. L’ opérateur espérance
mathématique est toujours linéaire en multidimensionnel et le vecteur espéran-
ce va donc subir la méme transformation :

EY)=EAX+b)=AEX)+b

alors que la matrice de variances-covariances n’est pas modifiée par le change-
ment d’origine, étant un moment centré :

VY)=V(AX+b)=V(AX)=AV(X)'A
En effet :
Y —EXY)=AX+b—-[AE(X)+b]=A[X — E(X)]
et par conséquent :
[Y —EM]'lY —EX)] = AX — EX)]'[X — E(X)]'A

On peut opérer une transformation particuliere permettant d’obtenir le vec-
teur Y centré et réduit. La matrice ¥ = V (X) étant définie-positive admet une
inverse ¥~! définie-positive et il existe une matrice symétrique S telle que
§? = X1, qui sera notée S = X2, On effectue alors la transformation :

Y =X [X — E(X)]
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ou le vecteur Y est centré puisque E(Y) = 0 et réduit, au sens ou ses compo-
santes sont non corrélées et de variance un :

V) =2 =85(XS)=8S"=1,
carrr '=%8=1,dou §=5"

ois usuelles

oi multinomiale

Il s’agit en quelque sorte d’une loi bindmiale multidimensionnelle ol on ne
s’intéresse pas seulement a la réalisation d’un événement particulier A, mais a
celle de k événements distincts Ay,...,A; de probabilités respectives py,. .., px
au cours de n épreukves successives indépendantes. On a bien entendu p; > 0

pour 1 < j<ket Z p; = 1. On associe alors a cette expérience aléatoire le
=1
vecteur N a valeurs dans {0,1,...,n}* dont les composantes N;, 1< j <k,
représentent le nombre d’événements A; réalisés. Le vecteur aléatoire NV suit une
loi multinomiale de parametres n, py,...,pi, notée M(n; pi,...,p;) et définie
par:
n! " "
P(N1 =l’ll,...,Nk =I’lk) = ﬁpll ...pkk
nyo...Ng:

ot (ny,...,m) € {0,1,...,n}*. Il est important de noter que les v.a. compo-
santes de NV ne sont pas indépendantes puisque :

k k
E NJ = E nj =n
=1 =1

Le coefficient qui figure devant p;' ... p;*, qui représente la probabilité d’un
événement élémentaire réalisant 1’événement (N, = ny,...,Ny =n;), est le
nombre de partitions de n objets en k classes d’effectifs donnés n;, avec
ny+...4+n, =1, oule nombre de suites ordonnées de n objets comportant n;
objets identiques, 1 < i < k, choisis dans k classes distinctes (c¢f. Compléments
§ C. chap. 1).

Si on pose 'p = (py,...,pr), on peut écrire N ~> M(n; p) et ce vecteur
aléatoire admet comme espérance :

E(N)) P
E(N) = : =n| :
E(Ny) Dk

np
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En effet, toutes les lois marginales vont étre des lois bindmiales puisque les
v.a. N; représentent le nombre de réalisations de I’événement A; au cours de n
épreuves indépendantes : N; ~ B(n,p;) avec p; = P(A;), donc E(N;) = np;
et V(N;) =np;(1 —p;).

Pour calculer les covariances :
Cov(N;,N;) = E(N;N;) — E(N;) E(N;)

qui ne sont pas nulles puisque les composantes de N sont liées par une relation,
nous avons besoin de la loi du couple (N;,N;) qui est une loi
M(n; pi,p;,1 — p; — p;) ouloi trindmiale associ€e aux trois événements A;, A;
etA; NA;:

n!

Il—l’ll' —I‘lj

PN,-:nl-,N-:n- == :li nj 1— P i
( ;= n;) P PR TPR—T pi (I =pi—p))

avec n; et n; entiers positifs tels que 0 < n; +n; < n.
Nous pouvons écrire :
E(N;N;) = E[N;E(N;|N,)]
en effet :
E(N;N)=>_> nn;P(N; =n;,N; =n;) = Y _mE, P(N; =n;)
ng ﬂj ng

ou on a posé :

E —Z P(N,~=n,»,Nj=nj)
A ! P(N; =n;)

"

= anP(NI :I’leN,‘ = n,~) = E(leN, = n,~)

nj

et n; E,; représente bien une réalisation de la v.a. N;E(N;|N;). Pour calculer
cette espérance conditionnelle, nous allons déterminer la loi conditionnelle de
N;|N; = n; qui est la loi bindmiale de paramétres n — n; (on retire les n; réali-
sations des A;) et de probabilité individuelle de réalisation :

_P(ANA)  P(A) _ p;

P(AA) = —="0 = 0
P(A;) P(A;) 1 —pi
L’espérance de cette loi bindbmiale est donc :

p.

EN;IN:) = (n = Ni) :
et ainsi :
D i 2 2
E(N;N;) = 11— _E[Ni(”l - N)] = 1——p-[n pi — E(N))]
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Par ailleurs :
E(N?) = V(N) + EX(N)) = npi(1 — p)) +n*p}

d’ol :
np;

E(NiN/) = nPin(l
— Di 1 —p;

) =n(n —1)pip;
et enfin :
Cov(N;,N;) =np;p;(n —1 —n) = —np; p;
La matrice de variances-covariances de N s’écrit donc :
V(N) = nlpi(8; = p)li<i j<

ou §; est le symbole de Kronecker qui vaut 1 quand i = j et 0 sinon.

oi normale vectorielle

Nous allons définir la loi normale multidimensionnelle a partir de la loi norma-
le qui a été définie dans R au chapitre 3.

Définition

Un vecteur aléatoire X a valeurs dans R”" suit une loi normale si toute com-
binaison linéaire de ses composantes (qui sont des v.a. réelles) suit une loi nor-
male dans R. Si a est un vecteur de R" qui définit une telle combinaison
linéaire, ceci s’€écrit :

X ~ N, & Va e R, ’aX=Za,~X,- s B
i=1

—>» Remarque

Pour ne pas introduire de restrictions sur les coefficients de la combinaison
linéaire, on adoptera comme convention que la loi de Dirac §,, (cf. chap. 3,
§ I, A) se confond avec la loi normale N (m,0) d’écart type nul.

Il découle immédiatement de la définition que toutes les composantes d’un
vecteur normal sont des v.a. réelles normales, puisqu’il suffit de choisir toutes
les coordonnées de a nulles, sauf a; = 1,1 <i < n et ainsi ‘aX = X; ~MN,.
Cependant, il faut faire attention que la réciproque de cette propriété est fausse
en général, c’est-a-dire que si toutes les v.a. X; suivent des lois normales, il n’est
pas certain que X soit un vecteur normal. C’est pour cela que 1’on ne peut pas
définir un vecteur normal comme ayant des composantes normales, sauf dans un
cas particulier que nous verrons ultérieurement.
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Comme dans le cas unidimensionnel, la loi normale en multidimensionnel
est entierement déterminée par deux parametres qui sont ici le vecteur espérance
© = E(X) et la matrice variances-covariances ¥ = V(X), la densité au point
x = (xy,...,x,) ayant pour expression :

1 1
=————exp—='(x—WE'(x —
A (V2m)" iy T2 (= )26 =)

il s’agit de la généralisation de 1’expression de la densité de la loi NV, (u,02) que
I’on peut écrire sous une forme équivalente, dans le casou x € R :

1
fx) = exp — 5’()6 — W) (x =

1

2mNo?
Le terme de I’exponentielle fait intervenir la métrique définie par la matrice
o lx — ullzz,l. On écrit symboliquement : X ~~ A, (u,X) . Remarquons que
cette notation n’est pas homogene avec celle retenue en unidimensionnel, puis-
qu’en faisant n = 1 le second parametre est ici la variance alors que figurait
dans le cas réel I’écart type comme second parametre. On peut remédier a cet
inconvénient en distinguant dans le cas réel les notations N, (u,02) et N(u,0).

Exemple 4.13

Etudions le cas particulier de la loi normale d’un couple (X,Y) dont la
densité s’écrit pour |p| < 1 :

1

1
ex
2moxoyy/1 — p? P 2(1 - )
2 2
[(x Mx) gy T Y +(y My>i|
Ox Ox Oy Oy

Par identification avec I’expression générale de la densité de la loi nor-
male, nous allons voir comment interpréter les cing parametres qui appa-
raissent ici. Tout d’abord on voit que det = = o307 (1 — p?) . Par ailleurs,
on remarque aussi que le crochet de I’exponentielle est une forme qua-
dratique de x — Ly et y — Ly qui peut s’écrire :

flx,y) =

1
— [0y (x — px)> — 2p0ox0y (X — ux)(y — py) + 05 (¥ — py)’]
OxOy

Le terme de I’exponentielle peut donc s’écrire :

1 oy —pO0x0Oy X — Ux
_ ¥ — _ Y
ZthE( Y MY)(_pOXGY 0% Y= Ky
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On voit bien alors sous cette forme que (X,Y) est un couple de v.a. nor-
males, d’espérances respectives ux = E(X) et uy = E(Y) et de
matrices variances-covariances % vérifiant :

s 1 o} —poxoy
det X \ —poxoy G;%

o}  poxoy
ZZ 2
pPOxOy Oy
ce qui permet d’en déduire que of=V(X), of=V(Y) et

Cov(X,Y) = poxoy donc p = Corr(X,Y).
Nous allons déterminer maintenant la régression de Y sur X :

+00
E(YIX = x) =/ Wy OIX = x)dy
avec ici :
fx,y) 1 1
X =x)= = e,
frOl x) 7 o eXp{ 2= pz)g(x y)}
ou :

2 2
g(x’y):<xaux> gt T Y My+()’ uy)

X Ox Oy Oy

2
anf X T Mx
—(l—p)( - )

(y—uy X_Mx>2
= —p
Oy Oy

Pour calculer I’intégrale, on fait donc le changement de variable :

f— x_
4 My—p MX:u\/l—pz et dy =oyy1— p*du.

Oy Ox

On obtient alors :

1 +00 . ,
E(Y|X:x) :E/ [uo’y,/l—p2+pU_Y(x_MX)+My]e—u /Zdu
—00 X
Oy
=p—(x — ux) + ny
Ox

la fonction de régression d’une variable d’un couple normal sur I’autre
est donc une fonction affine, c’est-a-dire que la courbe de régression est
ici une droite. Dans le cas particulier ou les variables sont centrées et
réduites on obtient la régression linéaire E(Y|X) = pX.
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¢ Cas particulier

Apres la définition de la loi normale vectorielle, nous avions noté que n v.a.
réelles normales ne constituaient pas nécessairement les composantes d’un vec-
teur normal. Cependant, si X,...,X, sont des v.a. normales indépendantes, de
lois respectives N (u;,0:),1 <i < n, alors elles constituent les composantes
d’un vecteur X normal, toute combinaison linéaire de v.a. normales indépen-
dantes suivant une loi normale. Ses parametres sont :

o}
31 0
E(X) = : et V(X)= :
I 0
o,
avec pour densité au point x = (xy,...,Xx,) :

n 1 1
() =] | —m=exp — 55 — 1)’
f gm =P~ 32 n

1 1 Xn: (X,‘ M,)
=—nexp - = _—
(V 277)n Hl‘zl (o] 2 i=1 Oi

Dans le cas particulier de variables centrées et réduites, c’est-a-dire pour
mi =0 et o, = 1,1 <i <n, on obtient la loi normale standard vectorielle,
X ~ N,(0,1,), de densité :

1 1< 1 1
(x) = ——exp— — xf:—ex — —|xII?
) = e = Zl TP~ 5 Il

la norme étant ici la norme euclidienne classique.

Propriété

Si X; et X; sont les composantes d’un vecteur normal, elles sont indépen-
dantes si et seulement si leur covariance est nulle : Cov(X;,X;) =0.

Nous avons ici un cas particulier ou la covariance nulle implique 1’indépen-
dance. Il faut cependant bien faire attention a I’énoncé de cette propriété, car si
X; et X; sont deux variables normales dont la covariance est nulle, cela n’im-
plique pas forcément qu’elles soient indépendantes. Pour s’en convaincre exa-
minons 1’exemple suivant.

Exemple 4.14 1

Soit X de loi N(0,1) et € de loi définie par P(¢ = 1) = P(e = —1) = 3
deux v.a. indépendantes a partir desquelles on définit la v.a. Y = ¢X. La

loi de probabilité de cette nouvelle variable est définie par :
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P(Y <y)=P(eX <Yy)
=P{(eX <y)N(e=D}+P{(eX <y)N(c=—1)}

1 1
=5PX <y +7P(=X<y)
1
= 5@ +1 -2y =2

ou ® estlafr. de la loi N(0,1) qui est donc la loi suivie par Y. Par
ailleurs :

Cov(X,Y)=EXY)—EX)E(Y)=E((X?) =E@EEX)»=0

Si on en concluait que X et Y étaient deux variables indépendantes, la
via. X + Y suivrait alors une loi N(0,+/2). Or :

1
PX+Y=0=P{e+1DX=0=Pe=-1)= 7
ce qui est incompatible avec le fait que la loi de X + Y soit continue. On
a donc établi que X et Y sont deux variables normales de covariance
nulle et cependant dépendantes.

¢ Transformation affine d’un vecteur normal

Soit X un vecteur de loi NV, (i, %) et de composantes X;,1 < i < n. Nous allons
effectuer une transformation affine a partir d’une matrice A de format (m,n),
traduction matricielle d’une application linéaire de R" dans R, et d’un vecteur
de translation » de R” : Y = AX + b. Nous allons établir tout d’abord que le
vecteur Y est aussi normal. En effet, si a est un vecteur quelconque de R™, la
combinaison linéaire :

‘a¥ = (aA)X + 'ab=) o X; + B ~ N,

i=1

ayant posé ‘a = ‘aA, vecteur de composantes «;,1 <i <n,et f = ‘ab € R.
En effet, par définition de la loi normale vectorielle, la combinaison linéaire
'a X est une v.a. réelle normale et donc aussi ‘aX + B. Ainsi, toute combi-
naison linéaire des composantes de Y suit une loi normale, ce qui signifie par
définition que Y est un vecteur normal de R™ . D’apres les propriétés des opé-
rateurs espérance et variance vues au III, ses moments sont E(Y) =
AEX)+b =Apu+b=uetV(I)=AX'A =3 etainsi ¥ ~ N, (u,X").

Dans le cas particulier d’une transformation linéaire, c’est-a-dire avec b = 0,
et pour un vecteur X de loi normale standard, X ~~ N, (0,1,), alors :

Y =AX ~N,(0,A'A).
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¢ Loi du khi-deux

Soit un vecteur X de loi normale standard NV, (0,1,) et A une matrice symétrique
d’ordre n. On établit le résultat suivant :

'XAX ~~ X[f & A estune matrice idempotente de rang p.

Rappelons que A est idempotente si A> = A et que dans ce cas
rangA = traceA.

Si A et B sont deux matrices symétriques et idempotentes, on a également
le résultat suivant :

'XAX et 'XBX sontdes v.a. indépendantes < AB = 0.

A retenir

Deux v.a. sont indépendantes si la loi du couple s’obtient comme pro-
duit des lois marginales : produit des probabilités des points dans le cas dis-
cret et produit des densités dans le cas continu.

La covariance est une mesure de la dépendance linéaire entre deux v.a.
Deux v.a. indépendantes ont une covariance nulle. La réciproque est fausse
en général. Cependant, si deux v.a. sont des composantes d’un vecteur nor-
mal et que leur covariance est nulle, alors elles sont indépendantes.

La fonction de régression d’une variable Y sur une variable X associe a
tout réel x I’espérance (moyenne) de Y lorsque la valeur de X est fixée,
égale a x.

Un vecteur aléatoire admet comme composantes des variables aléatoires
réelles. On lui associe comme moments son espérance, caractéristique de
valeur centrale, vecteur dont les composantes sont les espérances des v.a.
composantes, et sa matrice de variances-covariances, caractéristique de dis-
persion dans I’espace, qui rassemble les variances des composantes sur la
diagonale principale et les covariances des composantes associées deux a
deux pour les autres éléments.

Par une transformation affine (changement d’échelles et d’origine), les
moments deviennent :
E(AX+b) = AEX)+b
V(AX +b) AV(X)'A

pour toute matrice A de format (m,n) et tout vecteur b de R™.
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Compléments

pplication mesurable

Les notions vues dans le chapitre 2 se généralisent en multidimensionnel, o R”" est
muni de sa tribu borélienne B, engendrée par les ouverts ou les pavés de la forme

n
l_[] — 00,x;[ . Un vecteur aléatoire X est alors défini comme une application mesurable
i=1
de (2,.4) dans (R",B) . Laloi de X admettra une densité si elle est absolument conti-
nue par rapport a la mesure de Lebesgue A de R”, définie a partir de :

)L(li[]aiabi]) = ﬁ(bi —a;).
i=1 i=1

hangement de variable

Soit g : R” — R" une application bijective de X (£2), ouvert de R”, dans un ouvert de
R”, admettant des dérivées partielles continues ainsi que son inverse g~'. Si Xest un
vecteur aléatoire de R" de densité f, alors ¥ = g(X) est un vecteur aléatoire de R" de
densité h définie par :

D(x)
h(y) = flg7' ‘—
[ ] D(y)
D) N o s o
ou D( )represente le jacobien de la transformation inverse, ¢’est-a-dire le déterminant
y

des dérivées partielles des anciennes variables exprimées en fonction des nouvelles sous
la forme x; = gi_l(y),l < i < n, donc ayant comme élément ligne i, colonne j,
1<j<n:

-1
ag; (»)

Si on retient comme application la convolution, pour obtenir la loi de la somme de n
v.a. indépendantes Xi,...,X, on fait le changement X; = Xy,...,X,,—1 = X,—1,
Y=X,+4+...4+X,. Les anciennes coordonnées s’écrivent sous la forme
X] =Xy Xp—1= Xp—1,Xp =Y —X] —...— X,—1 d’ol unjacobien égal a un et une

densité de Y qui se détermine par :

h(y) = 1 fO,e e X1,y — X1 — oo — Xp_p)dXy .. dX,—y
R
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Dans le cas d’un couple aléatoire (X,Y) transformé par I’application g en couple
(U,V) on détermine les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles sous la forme
x =x(u,v) et y=y(u,v) et I'élément différentiel f(x,y)dxdy est transformé en

D(x,y)

—1
flg (u,v)]ID(u’v)

|dudv ou :

0x(u,v) 0dx(u,v)

D(x,y) ou v
D(u,v) dy(,v)  dy(u,v)
ou dv
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ercices

Enoncés

Exercice n°1

Soit (X,Y) un couple de v.a. discrétes dont la loi de probabilité est donnée par le tableau
ci-apres :

¥ Y 1 2 3 4
| 008 004 016 0,12
’ 0,04 002 008 006
3 008 004 016 0,12

1) Déterminer les lois marginales de X et Y et préciser si ces v.a. sont indépendantes.
2) Calculer Cov(X,Y).
3) Déterminer la loi du couple (min{X,Y},max{X,Y}).

Exercice n°2

Une urne contient une boule numérotée 1, deux boules numérotées 2 et trois numérotées
3. On effectue deux tirages successifs sans remise dans cette urne. Soit X et Y les v.a.
qui représentent respectivement les chiffres obtenus au premier et au second tirage.
Déterminer la loi de probabilité de S = X + Y puis calculer E(S) et V(S).

Exercice n°3

Soit (X,Y) un couple de v.a. discrétes dont la loi de probabilité est donnée par le tableau
ci-apres :

v X 0 1 2
1 1/12 0 1/12
’ 212 112 112
3 312 212 112

1) Déterminer les lois marginales de X et Y et préciser si ces v.a. sont indépendantes.
2) Calculer Cov(X,Y).

3) En déduire la loi de probabilité de la variable aléatoire E (Y| X). Calculer E[E(Y|X)] ;
le résultat était-il prévisible ?
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Exercice n°4

Soit (X,Y) un couple de v.a. discrétes dont la loi de probabilité est donnée par le tableau

ci-apres :
¥ Y 1 2 3 4
1 0 0 0 0,3
2 0,2 0 0 0
3 0 0 0,1
4 0,3 0,1 0 0

Déterminer les lois conditionnelles de X sachant que ¥ = 1 puis de Y sachant que
X € {3,4}.

Exercice n°5

Soit X et Y deux v. a. de loi normale centrée et réduite et de coefficient de corrélation

1 0
linéaire p = sin6. On montre que P(X > 0,Y > 0) = 1 + s p.
b4
1) Déterminer la loi de probabilité des v. a. —X et —Y et en déduire la valeur de

P(X <0,Y <0).

2) Soit X et X, deux v. a. qui ont la méme loi que X et Yy, ¥, deux v. a. qui ont la méme
loi que Y, les couples (X;,Y)) et (X»,Y,) étant indépendants. Déterminer les lois de pro-
babilité des v. a. U = X; — X, et V = Y| — Y,. Calculer le coefficient de corrélation
linéaire de U et V et en déduire P(U > 0,V > 0).

3) On définitlesv.a. W =1siU >0, W=—-1siU <0, Z=1siV>0etZ=-1
si V < 0. Calculer E(WZ).

Exercice n°6

Soit X et Y deux v.a. indépendantes de lois de Poisson de parametres respectifs A et (.
Déterminer la loi conditionnelle de X lorsque la somme S = X + Y a une valeur fixée
S = 5. En déduire I’expression de la fonction de régression de X sur S puis la valeur de
E[E(X]|S)].

Exercice n°7
Un couple (X,Y) de variables aléatoires réelles admet pour densité
f(x,y) =exp(y —x) pour 0 < y < 1 ety < x,avecf(x,y) =0 sinon.

Déterminer les densités marginales de X et Y. Les variables aléatoires X et Y sont-elles
indépendantes ?

Exercice n°8

Paul et Virginie se fixent un rendez-vous entre 11h et midi, sans autre précision. Comme
ils sont impatients tous les deux, celui qui est arrivé part au bout d'un quart d'heure si
l'autre n'arrive pas pendant ce laps de temps. Calculer la probabilité p qu'ils se rencon-
trent effectivement a ce rendez-vous. On formalisera le probleme en considérant que 1'ar-
rivée de chacun se produit au hasard pendant I'heure fixée du rendez-vous.
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Exercice n°9
Soit (X,Y) un couple de v.a. dont la loi est déterminée par la densité :
Cfxy/2 o si0O<x<2et0<y<x
Foxy) = { 0 sinon
1) Déterminer la fonction de répartition F de ce couple.
2) Déterminer les lois marginales de X et Y. Ces variables sont-elles indépendantes ?

3) Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant que X = x.

Exercice n°10

Soit (X,Y) un couple de v.a. de densité :
k

flx,y) = : @

si0<x<y<1

sinon
1) Déterminer la valeur de la constante k puis la fonction de répartition F' de ce couple.
2) Déterminer les lois marginales de X et Y. Ces variables sont-elles indépendantes ?
3) Déterminer les lois conditionnelles de X|Y =y et de Y|X = x. En déduire
I’expression de la fonction de régression x > E(Y|X = x) puis calculer E[E(Y|X)].
Exercice n°11
Soit X et Y deux v.a. indépendantes et de méme loi uniforme sur | — 1,1[. Déterminer
la loi de probabilité delav.a. Z =Y — X.
Exercice n°12
Soit (X,Y) un couple de v.a. de densité :

Jy) = exp——[(1+a)x +2(142a)xy + (1 +4a) y*]

27 f
avec a > 0.

1) Déterminer les lois marginales de X et Y. Ces variables sont-elles indépendantes ?
1

2) Déterminer laloi de lav.a. Z = — (X + Y)*.
a

Exercice n°13

Si X est un vecteur de loi N, (i, X) , montrer que la v.a. réelle (X — )71 (X — )
suit une loi du khi-deux a n degrés de liberté.

Exercice n°14

Soit X1,X, et X3 trois v.a. indépendantes de méme loi N(0,1) . Déterminer la loi de
probabilité des v.a. suivantes :

1 X+ X;)? X, +X
U=—X>— X)), VZ%v W:L
ﬁ (Xl - XZ) (X1 — X2)2

1
Y = 6(5)(% +2X3 4+ 5X3 +4X, X, — 2X, X5 + 4X2X3)

2 2 2
Z=X'+X}+x2-

et montrer que Y et Z sont indépendantes.
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Corrigés

Exercice n°1

1) Les lois marginales s’obtiennent par sommation de lignes et de colonnes et figurent
dans le tableau ci-apres :

Y
X 1 2 3 4
1 0,08 0,04 0,16 0,12 0,4
o) 0,04 0,02 0,08 0,06 0,2
3 0,08 0,04 0,16 0,12 0,4
0,2 0,1 0,4 0,3 1

On constate que toutes les probabilités des couples (x,y) s’obtiennent en faisant le pro-
duit des probabilités marginales, donc X et Y sont indépendantes.

2) On déduit de la question précédente que Cov(X,Y) =0.

3) La loi du couple (min{X,Y},max{X,Y}) est donnée dans le tableau ci-apres :

min{X.7] max{X,Y} 1 2 3 4
1 0,08 0,08 0,24 0,12
2 0 0,02 0,12 0,06
3 0 0 0,16 0,12

Donnons un exemple de la fagon dont ce tableau a été constitué :
Pmin{X,Y} =2max{X,Y} =3)=P(X =2,Y =3)+ P(X=3,Y =2)
= 0,08 +0,04 =0,12

Exercice n°2

On détermine d’abord la loi du couple (X,Y) donnée dans le tableau ci-apres :

v X 1 2 3
| 0 1715 | 1/10
’ 230 | 115 | 1/5
3 330 | 3/15 | 1/5

On en déduit la loi de S :
N 4 5 6
| 215 455 2/5 1/5

On obtient E(S) = 14/3 et V(S) = 8§/9.
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Exercice n°3

1) Les lois marginales s’obtiennent par addition des lignes et des colonnes et figurent
dans le tableau ci-apres :

X
y 0 1 2
1 1/12 0 1712 1/6
2 2/12 1/12 1/12 1/3
3 3/12 2/12 1/12 172
172 1/4 1/4 1

On voit par exemple que P(X =1,Y=1)=0# PX=1)PY =1)=1/24
donc les v.a. X et Y ne sont pas indépendantes.

2) On calcule 2 partir du tabl E(X)—1 2—315(1/)—1+2+3—7 i
n calcule a partir du tableau =1 1T =3 3 2—3pu1s

1 5 5 7 1
E(XY)ZE(2+6+2+4+6):g.OnendéduitC()v(X,Y):g—zz_ﬁ

ce qui confirme que les variables ne peuvent pas étre indépendantes.

3) Il faut au préalable déterminer les lois conditionnelles de Y qui sont données dans le
tableau ci-apres :

Y 1 2 3

X=0 1/6 13 12
X =1 0 13 2/3
X =2 13 173 13

On calcule alors a partir du tableau précédent :
EY|X=0)= ; EYIX=1= 2 EY|IX=2)=2
On en déduit la loi :
E(Y|X) | 2 13 8/3
| e 12 4

puis la valeur :

N

EEXI0 =24+ 14221
T4 6 373

On retrouve bien la valeur de E(Y).

Exercice n°4

Comme P(Y =1) = 0,5 laloide X|Y = 1 s’obtient en multipliant la premiére colon-
ne par deux et est donnée par le tableau ci-apres :

Couple et vecteur aléatoires ® 139



Xy =1 1 2 3 4

0 0,4 0 0,6

Ona P(X € {3,4}) = 0,5 ; on additionne les deux derniéres lignes et ensuite on multi-
plie aussi par deux pour obtenir laloi de Y| X € {3,4}, donnée dans le tableau ci-dessous :

Y|X € {3,4} 1 2 3 4

0,6 0,2 0,2 0

Exercice n°5

1)Ona:
P(X<x)=PX>—-x)=1—-®(—x)=d(x)=P(X <x)

donc —X et —Y suivent aussi des lois normales centrées et réduites. On en déduit :
PX<0Y<0)=P(-X>0,-Y>0=p

2) Toute combinaison linéaire de v. a. normales indépendantes suit une loi normale, donc

U et V suivent des lois normales centrées et de variance 2. On calcule :

Cov(U,V) = E(UV) = E(X,Y)) — E(X,Ys) — E(X2Y)) + E(X2Ys) = 2p

On en déduit corr(U,V) = p puis :
U \%

PU>0V>0=P—>0—>0)=p.

( =r(G=0579)=r
3) On calcule :

EWZ)=PWZ=1)—PWZ=-1)=2P(WZ=1)—1.
Ensuite :
PWZ=1)=PW=Z=1)+PW=Z=-1)=PU >0,V >0)
+PWU <0,V <0)=2p

Ainsi : 20
EWZ)=4p—1=—
T

Exercice n°6

Nous savons que S suit une loi de Poisson de parameétre A + p et par conséquent,
pour 0 < x <5
PX=x,8S=s) PX=x)P(S=s|X=x)

PX=xlS=9 =" = P(S =53
_PX =x)P(Y =5 —Xx) _ s! Aufr
= P(S =5 T X —-0! G+

s )\, X )\, R
= - ] — ——
() (-55)
A
ce qui montre que la loi de X|S = s est une loi bindmiale de paramétres s et ,
donc d’espérance : A

EX|S=s5)=s
(X| ) PR
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Ainsi, E(X|S) = § et E[E(X|S)] = E(S)ﬁ =r=EX).

At

Exercice n°7

Les densités marginales s’obtiennent par intégration de la densité du couple :

fX(x):/ e dy=1—e¢"si0<x <1
0

1
= [ ety =te- e sin <
0
avec fy(x) =0six <0
+00
et: fY(Y)=/ e Mdx=1s50<y<1
y

la densité étant nulle en dehors de cet intervalle.

Les variables aléatoires X et Y sont dépendantes car f (x,y) # fx(x) fy(y)

Exercice n°8

On note X et Y les v.a. qui représentent les dates d'arrivée de Paul et Virginie a leur ren-
dez-vous, en prenant 11h comme origine et I'heure comme unité de temps. Leur arrivée
au hasard se traduit par I'hypothése que ces deux v.a. suivent une loi uniforme sur [0, 1]
et sont indépendantes. Leur rencontre correspond alors a 'événement | X — Y| < i etla
probabilité p s'obtient par l'intégrale suivante :

1
p:P{|X—Y|<—}://dxdy
4 D

ol le domaine d'intégration est D = {(x,y) /0<x<1,0<y<LIx—y| < %} .

Compte tenu de la forme de ce domaine et de sa symétrie par rapport a la premiere bis-
sectrice (cf- figure 4.7), il est préférable de calculer la probabilité du complémentaire :

3/4 1 3/4 /3 9
1—p:2/ dx/ dy:2/ <——x)dx:—
0 x+1/4 0 4 16

Ainsip = 17—6.
y y=x+—
: —x-1
| T
1 t
D I
1/4 i
0 1/4 3/4 1 X
Figure 4.5
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Exercice n°9

1) Six <0 ouy <0 onabien siir F(x,y) =0 puisque la densité est nulle dans toute
cette zone du plan. Pour un point M (x,y) situé dans le triangle ou f > 0, c’est-a-dire

pour 0 < y < x < 2 on obtient (voir figure 4.6) :

1 [ o 1
F(x,y) == vdv udu = - v(x? = vHdv
2 0 v 4 0

1 x%y? oyt 32
= (- =20 -y
4 2 4 16
Nous allons maintenant sortir du triangle, sur ’horizontale a droite de M (x,y) pour
nous situer en un point M;(x,y) de coordonnées telles que 0 < y < 2 < x. La valeur
de F en ce point est la méme qu’au point d’intersection de 1’horizontale avec la frontie-
re du triangle puisqu’au-dela f = 0, soit : )
Y
Fxy)=FQ2.y) = 8=y

Figure 4.6

Si on sort du triangle sur la verticale de M pour atteindre un point M;(x,y) de coor-

données telles que 0 < x < y et x < 2, on obtient de méme :
4

F(x,y) = F(x,x) = )16—6

Enfin, six > 2 ety > 2, tout le triangle est recouvert et F(x,y) = 1. En résumé :

0 six<0ouy<0
1
Ey2(2x2—y2) si0<y<x<?2
F(x,y) = 1—6x4 si0<x<2etx <y
1, 2 :
Ry@—y) si0<y<2<x
1 six >2ety>2
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2) Les densités marginales s’obtiennent par intégration de la densité du couple ; pour
0<x<2: 3

x [ X
fX(x):Efo ydy:z

2
/ xdx = X(4 —yH
y 4

Le produit fx (x) fy (y) est différent de f(x,y) donc les variables X et Y ne sont pas
indépendantes.

etpour 0K y < 2 :
fr(y) =

<

3) La densité de Y sachant que X = x a pour expression quand 0 < y < x :

Xy 4 2y
fOX=n=7x5=3
Exercice n°10

1) L’intégrale de f sur R? doit étre égale a 1 ; elle se réduit a I’intégrale sur le domaine
D ou elle est non nulle :

1= k//d“ly ' dx /l dy 2k/1(1 Ddx = 2k
= —_— —_— = —_— — X =
Oﬁxﬁ 0 ﬁ

donc k = 5. Remarquons que si I’expression de f est symétrique en x et y, il n’en est pas
de méme du domaine D et il aurait été plus rapide ici d’intégrer d’abord par rapport a x .

Si on note A le domaine défini par x <xg et y <y, par définition
F(x0,y0) = ffA f(x,y)dxdy . Bien entendu, si xg < 0 ou yy < 0, A n’aaucun point

commun avec D ot f > 0, donc F(xg,yo) = 0. Pour un point M (xq,yo) situé
dans D maintenant (voir figure 4.9) c’est-a-dire tel que 0 < xo < yo < 1 :

dxdy 1 /"0 dx [ dy 1 [ dx
F s = = — R - = — 2
(x0,¥0) //l.)ﬂA NI . \/—( VYo — 2v/x)

/ (% — )dx = B2y — V)

y
A.4 5 (Xp»y )
1 +
: D
Mr (x07y0)
.7/ * M (x1,50)
A
Y=X 1
O xO 1 X
Figure 4.7
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Notons qu’ici il fallait d’abord intégrer par rapport a y, car sinon il aurait fallu séparer
D N A en deux domaines d’intégration. Pour les autres zones du plan, si nous quittons
D sur une horizontale, a droite du point précédent, la valeur de F' au point M (x1,yo)
est la méme qu’au point d’intersection avec la frontiere de D, puisqu’au-dela f = 0, soit
pour un point de coordonnées telles que x; > yg > 0 et yg < 1 :

F(x1,y0) = F(y0,y0) = Yo

Si maintenant nous quittons le domaine D sur une verticale au-dessus du point
M(x9,y0), nous atteignons un point M, de coordonnées x;, et y;, avec
0 < xp <1< y eten ce point :

F(x0,y1) = F(x0,1) = /x0(2 — /x0)

Enfin, sixg > 1 et yo > 1,alors DN A = D et F(xp,y9) = 1. En résumé :
six <O0ouy<0

0
27y — x
2/x —x

y

1

F(x,y) =

si0<x<y<l1
si0<x <1<y
si0<y<xety<|1
six >lety>1

2) On peut en déduire les f.r. marginales :

0 six <0
Fx(x) = F(x,4+00) = { 2/x —x si0<x <1
1 sil<x
0 siy<O0
Fy(y) = F(+o0,y) =1y si0<y<l
1 sil<y

On en déduit les densités par dérivation ; pour 0 < x < 1 :
1

Jx

résultat que 1’on peut retrouver par intégration de f :

dy

fx(x) = L,

+o0 1 . 1
1 = k= e

Laloi de Y est la loi uniforme sur [0,1], avec fy(y) =1 si0 <y < 1.

1
) = fuw@=/

—00

Comme fx (x) fy (y) # f(x,y) onen conclut que X et Y ne sont pas indépendantes.
3) Les lois conditionnelles peuvent se définir par leurs densités. Pour 0 < yy < 1, quand
O<x<y:
C floy)
Srvo) 2y

fx(x|Y = yo)

Pour0 < xp <l etquandxp <y < 1:

floy) 1

X =x) = =
HOX=x="20) = 20= s
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On peut alors déterminer la régression :

NN 1 by _ l=xoyx 1
E(le—x())—m . ﬁdY—m—g(l—l—x/x_o+xo)

On calcule alors :

+oo 111 1
E[E(Y|X)] = /_Oo E(Y|X = x) fxy(x)dx = 5/0 (ﬁ —x)dx = 5

qui est bien la valeur de E(Y) .
Exercice n°11
1
Les vaa. X et Y ont la méme densité f (1) = Elj_l’”(t) et comme elles sont indépen-

dantes, la densité du couple (X,Y) est f(x)f(y). Pour obtenir la densité du couple
(X,Z) on effectue le changement de variable suivant :

xX=x
z=y—x
Les anciennes variables s’expriment alors par :
xX=x
y=z+x

ce qui permet de déterminer le jacobien de la transformation :
D,y) |1 0
D(x,z) |1 1

Le couple (X,Z) a donc pour densité f (x) f(x + z) et la densité marginale de Z s’ob-
tient par intégration :

=1

+00

g = fX) f(x +2z2)dx

—0Q
L’intégrande sera non nulle si on a simultanément —1 < x <1 et —1 —z <x <1 —z,
soit max{—1,—1 — z} < x < min{1,1 — z}. Nous allons distinguer deux cas :
—-siz<O0:

-1 —1-z 1 -z

la densité est non nulle pour —1 — z < x < 1, condition qui ne peut étre réalisée que si
—1—z<1,s0itz > —2 ; dans ce cas :

_ [ Lz lo
g(z)-/_ Jdr=70+2)

1-z
—-siz>0:

—1—-z —1 1—z 1

la densité est non nulle pour —1 < x < 1 — z, condition qui ne peut étre réalisée que si
—1 < 1—2z,s0itz < 2 ;dans ce cas :
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=21 1
g() = [ de = 1(2 —2)

1
On obtient ainsi :

1 .
g(Z)={Z(2_|Z|) sT—2<z<2
0 sinon

Exercice n°12

1) L'argument de I'exponentielle dans la densité peut aussi s'écrire :

(14+a) (1 +4a) x? 14 2a y?
- + xy +
2a 1+4a (14+4a)(1+a) 1+a

L'exemple 4.1.3 montre que le couple (X,Y) suit une loi normale, donc les lois margi-
nales de X et Y sont des lois normales centrées de variances respectives 0)2( =1+4aet
03 = 1 4 a. Enfin, par identification on voit que :

P 1+2a
oxoy  (1+4a)(1+a)

14 2a
OxOy
sont donc dépendantes.

donc p = — et par conséquent Cov (X,Y) = —1 — 2a. Les variables X et ¥

2) La définition d'un vecteur normal implique que la combinaison linéaire X 4 Y suive
une loi normale, avec :

EX+Y)=0etV(X+Y)=V(X)+2Cov(X,Y)+V (Y)=a

On en déduit que Z suit une loi x; étant le carré d'une v.a. de loi normale centrée et réduite.

Exercice n°13

La matrice X est symétrique réelle, réguliere et définie positive, donc il existe une matrice
orthogonale S (i.e. telle que S~! = S) telle que S™'XS = D, ol D est une matrice
diagonale d’éléments A;,1 < i < n. Ainsi:

Z="X-wWZ ' X -w="(X-wSD 'S (X —p)

Le vecteur ¥ = S~1(X — ) = 'S(X — ) suit une loi normale centrée, de matrice
variances-covariances V(¥Y) = ST S = D qui est diagonale, donc ses composantes
Y:,1 <i < n, sont indépendantes, de loi N (0,4/A;). On obtient alors :
ny2
Z="'YyD'y =) -+
2.5
i=1
qui est la somme des carrés de n v.a. normales indépendantes centrées et réduites, donc
suit une loi X3~
On aurait pu également introduire la matrice A = D~"/25~!, ot la matrice D~'/? est
la matrice diagonale d’éléments 1/+/A; , le vecteur U = D~'2Y = A(X — ) suivant
n

une loi normale standard, avec Z = 'UU = Z Ul.2 ~ X,%- Par ailleurs, si on pose
B=A": i=1

B'B=SD?D'?’s ' =sDpSs™ ' =%
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donc la matrice X peut s’écrire sous la forme B'B et le vecteur X sous la forme
X = BU + u,avec U ~ N,(0,1,).

Exercice n°14

La variable U est une combinaison linéaire de deux v.a. normales indépendantes

et centrées, donc suit aussi une loi normale centrée, de variance
1

VU) =3[VX)+ V(X)) =1.

De méme, lava. U = % (X1 4+ X») suit une loi normale centrée réduite. D’autre part :

A DE-HE-()
\/i —1 1 X2 ﬁ X2 - X1 U

suit une loi normale dans R?, comme image linéaire du vecteur normal de composantes
X, et X,. Les composantes de ce vecteur normal sont telles que :

1

Cov(U,U") = EUU) = 5[E(xg) —EXH]=0

donc elles sont indépendantes. Ainsi, V = U2/ U? est le rapport de deux lois X12 indé-
pendantes, donc suit une loi de Fisher-Snedecor F'(1,1) (cf. chap. 5, 111, B). Le rapport
W = U’/~/U? suit une loi de Student (cf. chap. 5, III, A) a un degré de liberté, c’est-a-
dire la loi de Cauchy.

Si X est le vecteur normal de composantes X1, X5 et X3, on peut écrire Y = ‘XAX en
ayant posé :

1 5 2 -1
A=—-| 2 2 2
-1 2 5

La matrice A étant symétrique et idempotente (A% = A), avec rangA = traceA =2,
on en conclut que Y suit une loi Xzz.

D’autre part, Z = ‘XX — Y = 'X(I — A)X wxlz car [ — A est une matrice symé-
trique idempotente, de rang égal a sa trace, c’est-a-dire un. De plus: A(/ — A) =
A—A’=A—A=0,doncY ='XAX et Z = 'X(I — A)X sont indépendantes.
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0l empirique

i le hasard conduit a un résultat non prévisible, I'observation de

plusieurs résultats d’'une méme expérience aléatoire permettra

cependant de choisir judicieusement le modeéle aléatoire a retenir.
En jetant un dé plusieurs fois consécutivement et en notant le résultat a
I'issue de chaque jet, nous obtenons une suite de nombres entiers com-
pris entre un et six, obtenus dans les mémes conditions et de facon indé-
pendante, que nous pourrons appeler échantillon de la loi associée a un
jet de dé, qui est on le sait la loi uniforme sur I'ensemble {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Si on calcule la fréquence (pourcentage) observée de chacun de ces
chiffres, pour un nombre suffisament élevé de lancers, on obtiendra une
distribution empirique (c'est-a-dire obtenue par I'observation) de
valeurs proches les unes des autres et proches de la valeur 16,7 %. Ceci
nous oriente donc vers la loi théorique qui est la loi uniforme attribuant
la méme probabilité 1/6 aux chiffres 1, 2, 3, 4, 5 et 6. C'est donc a partir
d'observations qui vont constituer ce qu'on appelle un échantillon qu'on
pourra déterminer la distribution empirique nous permettant de retenir
la distribution théorique qui lui ressemble le plus, dans la liste des lois
usuelles vues au chapitre 3. Les tests d'adéquation nous donnent des cri-
téres précis permettant de retenir une loi théorique pour le modéle, qui
paraisse raisonnable compte tenu des observations recueillies.

Objectif du chapitre : introduire la notion d’échantillon, définir les lois de
Student et de Fisher-Snedecor associées a un échantillon gaus-
sien et présenter deux tests d’adéquation a une loi donnée.

Concepts clés étudiés : échantillon, loi empirique, fonction de répartition
empirique, moments empiriques, test du khi-deux, test de
Kolmogorov-Smirnov.
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chantillon d'une loi

On appelle échantillon de faille n d'une loi de probabilité P, une suite
(X1,...,X,) de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de probabili-
té P. On dit que P est la loi parente de 1'échantillon. Pour tout w de €2, la réali-
sation correspondante de l'échantillon se note (x;,...,x,), ayant posé
x; = X;(w),1 <i < n. Cette réalisation particuliere étant parfois aussi appelée
échantillon, on peut alors préciser dans le premier cas en disant que (X1,...,X,)
est un échantillon aléatoire. Si X est une v.a. de loi P, on dit également qu'il
s'agit d'un échantillon de la variable aléatoire X.

A partir d'un échantillon (X4,...,X,) de X, nous définirons la loi de proba-
bilité empirique P,, qui sera la distribution uniforme sur l'ensemble fini des
valeurs (X1,...,X,), c'est-a-dire qui attribue la méme masse de probabilité 1/n
a chacun des points X;,1 <i < n, et qui peut se noter sous la forme :

1
P”ZZ;SXI'

ou §, est la masse de Dirac au point a. Ainsi, pour tout intervalle / de R, sa pro-
babilité est égale au pourcentage de points de 1'échantillon qui appartiennent a
cet intervalle :

1 n
Pl =~ 1,(X)
i=1

Cette loi de probabilité admet une fonction de répartition, notée F,, appelée
fonction de répartition empirique et définie pour tout réel x par :

X 1 n
F,(x) = f dP, = P, (J=00,xD) = — 3 1jse.g(X))
—oo i=1

qui représente le pourcentage de points observés qui sont situés avant x. Les v.a.
n
Xi,...,X, étant indépendantes, la v.a. nF,(x) = ZIJ,OO,X[(X,-) suit une loi

bindmiale de parametres n et F(x) puisque c'est la ‘somme de 7 variables indé-
pendantes de Bernoulli, de parametre P (1)_(X;) = 1) = P (X; € ]—00,x[)
= F(x). Ainsi :

E[F,x)]=Fx) etV[F,(x)] = %F(x) [1 — F(x)] > O0quand n — oo.
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oments empiriques

La loi de probabilité empirique P, admet des moments de tous ordres que I'on
nomme moments empiriques ou moments de 1'échantillon et qui seront tous des
variables aléatoires.

oyenne empirique

La moyenne de I'échantillon aléatoire est la moyenne de la loi empirique, c'est-
a-dire l'espérance d'une loi uniforme discrete qui affecte le méme poids 1/n a
chacune des valeurs X; et notée :

— 1 &
Xn = - Xi
P2
Cette v.a. admet comme espérance :
— 1 <
EX)=-) EX)=EX)=m
n i=1

et comme variance :

— 1 & V(X 2
wm:;ZWMZ{%Z%
i=1

Ainsi, X, ala méme moyenne que X, mais avec une variance qui est divisée
par la taille de 1'échantillon. Les autres moments centrés de X, ont pour expres-
sions :

—1
M4+3” o

n3 n3

M3
n2

E(X, —m)® = et E(X,—m)*=

ariance empirique

La variance de la loi empirique est celle d'une loi de moyenne X, et qui attribue
le méme poids 1/n a chacune des valeurs X;, soit :
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Pour calculer les moments de cette variable aléatoire, nous allons 1'exprimer
a l'aide des v.a. centrées en écrivant X; — X, = (X; —m) — (Xn — m)

n

Z(Xi—X Z(X —m)* +n (X, —m) —2(X, —m Z(X —m)
i=1

i=1

d'ou on déduit :
2 l - o 2 . . 2
S? = - ?:1 (X; —m)* — (X, —m)

Ceci permet d'obtenir aisément I'espérance de ce moment empirique :

E(S?) = E(X —m)*— E (X, —m)2 —VX) —-VEX,)="" lgz
n

La valeur moyenne de la variance empirique n'est pas exactement égale a la
variance théorique, c'est pourquoi on introduit la variance empirique modifiée
(ou corrigée) ol on divise non pas par le nombre de termes de la somme, mais
par le nombre de termes indépendants, puisqu'ils sont liés par la relation

n

Z(X,»—Y,,):O:

i=1 1 n

T (X=X

i=1

on a alors E(S?) = o%. Le calcul de la variance est plus délicat et on obtient :

V(Sz)—— n—3

n nn—1)

oll 4y = E (X —m)*. Pour la variance empirique on obtient :

) (n—1)> n—1
VSH = = (m—0o) ot

On peut également préciser le lien existant entre moyenne et variance empi-
riques par le calcul de la covariance :

n —

Ly et Cov(X,.57) = 12

v A
Cov (X,,5?) = - -

Ainsi, pour toute loi symétrique, on a : Cov (7,,,53) =0.
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oments empiriques

Le moment non centré d'ordre k£ € N* de cette loi empirique est :

1 n
e Xx*
nmy, " ; ;
avec E(my,) = E(X¥) =m, et:
1 1 1
V(mg) = —V(X*) = - [E(X*) — E*(X"] = —(my —m})
n n n

Le moment centré d'ordre k € N* de cette loi empirique est :

chantillon d'une loi normale

Nous allons étudier le cas particulier ou la v.a. X suit une loi normale N (m,o).

La moyenne empirique étant une combinaison linéaire de v.a. normales indé-
pendantes suit aussi une loi normale :

o)

La variance empirique est construite a partir des variables :

_ 1 1
X, —X,=—— ) X;+(1--)X,
sx (1)

J#i

qui sont des combinaisons linéaires de variables normales indépendantes donc
sont aussi des variables normales, d'espérance E (X; — X,) = E(X;) — E(X,)
=0 et de variance V(X;— X,)=E (X,« — Y,l) = E(S,?) car toutes ces
variables ont la méme loi. La variable nS? est la somme des carrés de n

n
variables normales centrées qui sont liées par la relation Z (X P — Yn) =0 et
on peut démontrer que : i=1

72
n 2

n ) ~ anl
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1 . ..
o? et on obtient ici,

. 7z z z n -
On retrouve bien le résultat général E(S?) =

n—1
d'apres les moments de la loi du khi-deux, V(S,/f) = 2—204. Pour la variance
n
4
T La loi normale étant

empirique modifiée : E(S?) =02 et V(S?) =

symétrique, moyenne et variance empiriques sont bien entendu non corrélées,
mais de plus elles sont indépendantes et c'est une propriété caractéristique de la
loi normale. Ce résultat s'énonce de la fagon suivante :

Théoréeme de Fisher

Les v.aa. X,,...,X, forment un échantillon d'une loi normale si et seule-
ment si les v.a. X, et §”* sont indépendantes.

oi de Student

Nous avons vu que :

Xn -
ST NGO,
o

Dans le cas ou o est un parametre inconnu, on peut le remplacer par I'écart
type empirique modifié, ce qui amene a considérer la variable :
ﬁxn —m (X, —m)/(o/yn)
o /<2 /2
Sn Sn / o
Le numérateur suit une loi normale centrée réduite et le dénominateur est la
racine carrée de la variable :

S? _(n— 1)S?/o*

o2 n—1

qui est donc une variable de loi X,12_17 divisée par son nombre de degrés de liber-
té. D'apres le théoreme de Fisher, le numérateur et le dénominateur sont des v.a.
indépendantes et leur rapport définit une nouvelle loi de probabilité, usuelle en
statistique, appelée loi de Student a n — 1 degrés de liberté. Au-dela de ce cas
particulier lié a un échantillon gaussien, on peut définir cette loi a partir d'une
v.a. U de loi N(0,1) et d'une autre v.a. indépendante Y de loi x?. Le rapport
U/Y/n suit une loi de Student a n degrés de liberté, notée 7,. Comme le
numérateur U suit une loi symétrique par rapport a 0, il en de méme de 7, avec

E(T,) =0 pour n > 1. On obtient aussi V(T,) = Lz pour n > 2.
n [—
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Le cas particulier n = 1 correspond au rapport de deux variables normales
indépendantes qui suit une loi de Cauchy, qui possede la particularité assez rare

de n'admettre aucun moment. En effet, sa densité est — et le calcul de
I'espérance conduit a l'intégrale généralisée : (1 +x%)

1 [T xdx 1 400
E(X) = — Y a1 4+ 42
(X) n/m ]

intégrale divergente car cette quantité n'est pas définie, donc 1'espérance d'une
loi de Cauchy n'existe pas.

oi de Fisher-Snedecor

En présence de deux échantillons (X4,...,X,) et (Yi,...,Y,) auxquels sont
associées les variances empiriques S/* et S/7, on peut se poser la question de
savoir s'ils proviennent de deux lois normales ayant la méme variance, et pour
cela former le rapport S?/S2. Si effectivement ces deux lois ont la méme
variance, ce rapport de deux lois du khi-deux indépendantes, réduites (divisées)
par leur nombre de degrés de liberté (car s'écrivant [U/(n — 1)]/[V/(m — 1)]
avec U = (n — 1)S?*/o? et V = (m — 1)S?/0?), définit une nouvelle loi usuel-
le en statistique, appelée loi de Fisher-Snedecor. Plus généralement, si U et V
sont deux v.a. indépendantes de lois respectives x’ et ., alors le rapport
(U/n) / (V/m) suit une loi de Fisher-Snedecor a n et m degrés de liberté, notée
F (n,m). On obtient comme moments :
2m?* (n +m — 2)

m
E[F(n,m)] = m,m >2etVI[F(n,m)] = n(m—2)2(m—4)’m >4

n n m
On peut remarquer que : — F (n,m) W'B”(E’E) et T? ~F (1,n).
m

Les fractiles de cette loi sont tabulés (table 7) pour certains couples (n,m) ;
si le couple (n,m) cherché ne figure pas, mais si le couple (m,n) est dans la
table, on utilise le fait que (V/m) / (U/n) ~ F (m,n).

Exemple 5.1
Pour o donné, cherchons le fractile f, (n,m) de F (n,m) défini par :
o= P{F @nm)< f,(nm)}=P~P {U_/n < fu (n,m)}
V/m
=P{V/m . ! }:P{F(m,n)>;}
Uin — fu(n,m) Jo (n,m)

=1—P{F(m,n)<#}
Jo (n,m)
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on voit ainsi que 1 — o = P {F (m,n) < 1/f, (n,m)} et par conséquent
1/f, (n,m) est le fractile f,_, (m,n), d'ordre 1 — «, de la loi F (m,n).
Appliquons ceci a la recherche du fractile d'ordre 0,025 de la loi
F(15,10), défini par :

1
0,025 = P {F (15,10 15,10)} = P { F (10,15 -
{ ( ) < JSo.oos ( )} i ( ) > oo (15’10)}
d'out on déduit 0,975 = P {F (10,15) < 1/fo.005 (15,10)} s on lit dans la
table 7 la valeur du fractile fy 975 (10,15) = 3,06 d'out la valeur cherchée :

1
15,10) = — = 0,327.
Jo.025 ( ) 3.06

9

ests d'adéquation

L'examen de la loi de probabilité empirique associée a un échantillon dont la loi
parente est inconnue permet de choisir parmi les lois usuelles celle qui lui « res-
semble » le plus. Si notre choix s'oriente vers une certaine loi P de fonction de
répartition (f.r.) F, on pourra retenir 'hypothese que l'échantillon provient de
cette loi si la distance entre la f.r. théorique F et la f.r. empirique F, est faible.
Ayant fait le choix d'une certaine distance d entre fonctions de répartition, on se
fixera une regle de décision qui s'énonce ainsi : « Si l'événement d (F,,F) < C
est réalisé, alors je retiens I'hypothese qu'il s'agit d'un échantillon de la loi de f.r.
F ». On peut cependant se tromper en rejetant cette hypothese alors que F est
bien la f.r. des variables de I'échantillon; cette erreur se produit avec une proba-
bilité qui est « = P {d (F,,F) > C}. Si on veut que ce risque d'erreur soit
faible, on fixera une valeur o faible a cette probabilité (par exemple 5 % ou
1 %) et cette valeur permettra alors de préciser la valeur de la constante C qui
apparait dans la reégle de décision, si on connait la loi de probabilité de la v.a.
d (F,,F) . Nous aurons ainsi réalisé un test d'adéquation, ou d'ajustement, entre
une loi théorique donnée et une loi empirique associée a un échantillon d'obser-
vations. La fixation du risque o déterminera alors la valeur du seuil d'accepta-
tion, ou seuil critique C. Nous allons présenter maintenant deux tests, associés a
deux distances entre f.r., permettant de déterminer la loi approchée de la v.a.
d (F,,F) pour toute f.r. F, le premier étant plutot destiné aux lois discretes et le
second réservé aux lois continues.

est du khi-deux

Ce test est a retenir si les données sont discretes, avec des valeurs possibles
notées x;, de probabilité p; pour 1 <i < k, ou si les données individuelles ne
sont pas fournies, mais ont été réparties en classes (a;,a;,;) dont les fréquences
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théoriques sont calculées a partir de la loi théorique postulée :
pi = P{X € (ai,ai11)} = F(aiy1) — F(a)

Si N; est le nombre (aléatoire) d'observations x;, ou appartenant a la classe
(a;,a;,1) , nous allons le comparer a l'effectif théorique qui est np;. La distance
euclidienne classique entre F,, représentée par les k effectifs obkservés N;, etla

f.r. F, représentée par les k effectifs théoriques np;, serait Z (N: —np;)*.
i=1
Cependant, comme cette distance ne permet pas de déterminer la loi asymp-
totique de cette v.a., on préfére retenir une autre distance. Cette derniére sera
déterminée a partir de la remarque que les v.a. N; suivent des lois bindmiales de
paramétres n et p; et que les variables centrées (N; —np;) //np; convergent
vers vers la loi N (0,«/ 1- p,«) . On retient donc la distance :

k 2
d(}:}ﬂp)zzw

i=1 npi
et cette somme de carrés de v.a. centrées qui sont asymptotiquement normales
k

et liées par la relation Z (N; — np;) = 0 converge vers une loi x2 ,. La valeur
i=1
de C est alors déterminée approximativement, en utilisant cette loi asympto-
tique, comme le fractile d'ordre 1 — « de la loi du khi-deux a k — 1 degrés de
liberté. Cette approximation est justifiée si n est assez grand et p; pas trop petit,
avec comme regle empirique np; > 5. Si ce n'est pas le cas a cause d'une valeur
de p; trop petite on doit regrouper des classes (ou des valeurs) contigués. Pour
le calcul de la distance, il est préférable d'utiliser la formule développée :
k 2

d(F,,F) = ZN" —n

i—1 "Di

Exemple 5.2

Ayant demandé a dix personnes de fournir chacune dix chiffres choisis au
hasard, on souhaite savoir si effectivement les cent chiffres obtenus for-
ment bien une distribution au hasard. L'hypothese a tester ici est donc
celle d'une loi uniforme discréte sur l'ensemble des dix chiffres
{0,1,...,9}, donc avec des probabilités égales pour chacune de ces
valeurs, p; = 1/10 pour i =0,1,...,9. Le tableau ci-apreés contient la
distribution empirique (observée) sur la deuxiéme ligne et la distribution
théorique sur la troisieme.

x |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
N, |10 8 9 14 8 9 11 9 12 10
np; |10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
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On obtient comme distance :
1
d(FF)=150+4+14+164+441+44144+40)=32

le fractile d'ordre 0,95 de la loi du khi-deux a neuf degrés de liberté est
C =16,9 donc la valeur de la distance est trés inférieure et on peut
accepter l'hypothese d'une répartition uniforme.

Cependant, dans beaucoup de cas, si le type de loi est précisé, la loi dépend
de parametres dont la valeur n'est pas spécifiée et qu'il va falloir estimer pour
pouvoir calculer les fréquences théoriques p;. Si on doit estimer r parametres,
cela diminue d'autant le nombre de degrés de liberté qui devient alorsn — 1 — 7.

Exemple 5.3

On a observé pendant deux heures le nombre de voitures arrivées par
minute a un poste de péage. Si X est la v.a. représentant le nombre de voi-
tures arrivant dans une minute a ce poste de péage, on fait l'hypothese
qu'elle suit une loi de Poisson. Le tableau ci-apres contient les valeurs
observées x; de cette variable et le nombre d'observations correspon-
dantes N;. Pour calculer les probabilités théoriques p; = P (X = x;) il
faut spécifier complétement la loi, c'est-a-dire indiquer le paramétre de
cette loi de Poisson. Le calcul de la moyenne empirique donne x = 3,7 et
la variance empirique a pour valeur 4,41. On retient alors la valeur entie-
re 4 comme paramétre de cette loi de Poisson. Les valeurs de np; sont
alors obtenues par lecture de la table 4 et arrondies a l'entier le plus
proche, en vérifiant bien que le total est égal a n = 120 ; par exemple
nP (X =3) =120 x 0,1954 = 23,448 est arrondi a 23.

x |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
N, |4 9 2425 22 18 6 5 3 2 1 1
np; |2 9 18 23 23 19 13 7 3 2 1 O

Les valeurs des effectifs théoriques inférieures a 5 nécessitent de regrou-
per les deux premieres et les quatre dernieres valeurs, ramenant a 8 le
nombre de valeurs retenues, soit 8 — 1 — 1 = 6 degrés de liberté puis-
qu'un paramétre a été estimé. Le fractile d'ordre 0,95 de la loi du khi-deux
a 6 degrés de liberté est C = 12,6. On obtient d (F,,F) = 7,14 ce qui
conduit donc a accepter l'hypothése que X suit une loi de Poisson de para-
metre 4.
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est de Kolmogorov-Smirnov

Dans le cas d'une variable continue pour laquelle on dispose des données indi-
viduelles, il est préférable d'utiliser toute l'information disponible et de ne pas
regrouper les observations en classes. On retient alors la distance de
Kolmogorov, ou distance de la convergence uniforme, définie par :

Kn = d(FnaF) = Sup|Fn(x) - F()C)|

xeR
La encore, on retiendra ['hypothese que la loi parente admet F' comme f.r. si
cette distance est faible, c'est-a-dire plus précisément si I'événement
d (F,F) < C estréalisé. La valeur de C sera déterminée par la fixation du risque

d'erreur « = P {d (F,,F) > C} et en utilisant la loi limite de la v.a. \/nK, qui
admet pour f.r. la fonction K définie pour x > O par :

+00 0
K()C) — Z (_1)k672k2x2 =1= 22(_1)k+1672k2x2
k=—00 k=1

Les valeurs de K sont tabulées, permettant de déterminer les fractiles de la
loi. Les valeurs de C sont données en fonction de o dans la table suivante :

n =010 | « =0,05 |« =0,01

0,509 0,563 0,669
10 0,369 0,409 0,486
15 0,304 0,338 0,404
20 0,265 0,294 0,352
25 0,238 0,264 0,317
30 0,218 0,242 0,290
40 0,189 0,210 0,252

n>40| 1,22/\/n | 1,36//n | 1,63//n

Pour le calcul pratique de cette distance, on utilise la définition de F,, faisant
intervenir 1'échantillon ordonné X, < X <... < X(,. L'expression de
F,(x) = P, {]—o0,x[} s'écrit alors :

0 si x < X(])

Fa =171

Si X(i—l) <x < X(i)

1 Si X > X(n)
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On calcule au préalable les statistiques :

d* (F,,F) = sup[F,(x) — F(x)] = max {i —F (X<,-))}

xeR I<i<n

d* (F,F,) =sup[F(x) — F,(x)] = 1H<1'a<X {F(X(i)) — i1 }

xeR n

car F, est constante sur chacun des intervalles délimités par les points de
I'échantillon ordonné :

i . i
sup [F,(0) = F()]=~— inf Fx)=-—F(Xy+0)
X€lX 1y, X (j4 1)) no Xg<x<X@in n
i
= - — F Xl‘
= F(Xo)

On calcule ensuite :
d (F,,F) = max{d" (F,,F) ,d* (F,F,)}

Exemple 5.4

On se pose la question de savoir si les données suivantes peuvent prove-
nir d'une loi normale centrée et réduite :

6,42; —5,23; —1,25;0,12; —0,01; —1,02; 18,54; 0,06; —7,64; 2,85;
—1,84;0,74; —0,65; 0,24

Disposant des données individuelles, nous allons utiliser le test de
Kolmogorov-Smirnov et pour cela ordonner les observations par valeurs
croissantes x;, puis calculer les valeurs ® (x(,»)) al'aide de la f.r. @ de la
loi N (0,1). Les valeurs permettant le calcul de la distance entre loi empi-
rique et loi théorique figurent dans le tableau suivant :

i i—1
X) ® (x)) — =@ (xp) |P(xa)—
n n
- 7,64 0 0,0667 0
-5,23 0 0,1333 —0,0667
—-1,84 0,0329 0,1671 -0,1004
-1,25 0,1056 0,1611 —0,0944
-1,02 0,1539 0,1794 -0,1128
- 0,65 0,2578 0,1422 —0,0755
-0,01 0,4960 -0,0293 0,0960
0,06 0,5239 0,009 0,0572
0,12 0,5478 0,0616 0,0145
0,24 0,5948 0,0719 —0,005
0,74 0,7704 -0,0371 0,1037
2,18 0,9854 -0,1854 0,2521
2,85 0,9978 -0,1311 0,1978
6,42 1 —0,0667 0,1333
28,54 1 0 0,0667
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On lit dans les deux derniéres colonnes du tableau les valeurs maximales
d* (F,,F) =0,1794 et d* (F,F,) = 0,2521 d'oi on déduit d (F,,F) =
0,2521. Pour un risque o = 0,10 on lit dans la table 5.1, pour n = 15,
le seuil critique C = 0,304 donc on accepte l'hypothése d'une loi parente
N (0,1), bien que la valeur de la distance soit proche du seuil de rejet de
cette hypothese.

A retenir

Un échantillon d'une loi P, ou d'une v.a. X, est un ensemble de v.a. indé-
pendantes et de méme loi P, ou de mé€me loi que la v.a. X.

La loi uniforme qui attribue la méme probabilité — a chacune des n
n

observations d'un échantillon est appelée loi empirique et ses moments,
moments empiriques. On étudie plus particuliecrement la moyenne et la
variance empiriques. Les moments empiriques sont des fonctions de
I'échantillon, donc a ce titre sont aussi des v.a. qui admettent des moments
théoriques.

A partir de la fonction de répartition empirique on peut effectuer un test
permettant de savoir si on peut retenir pour le modele théorique une certai-
ne loi de probabilité donnée. Dans le cas de données discretes ou regrou-
pées en classes, on utilise comme test d'ajustement le test du khi-deux. Pour
des données individuelles issues d'une loi continue, il est préférable d'utili-
ser le test d'adéquation de Kolmogorov-Smirnov.

Compléments

tatistique d’ordre

La statistique d'ordre associe a un échantillon (X1,...,X,) d'une loi de f.r. F et de den-
sité f, les observations classées par ordre croissant : X () < ... < X(,). Elle a pour den-
sité :

e, (i) [ [ ()
i=1

ol C, = {(x1,..., %) /X1 < ...<Xxu}.

Loi empirique ® 161



Les valeurs extrémes sont Xy, de f.r. définie par G; (x) =1 —[1 — F (x)]", de
densité g1 (x) = nf () [1 = F ()], et X¢uy, de L. définie par G, (x) = F" (x),
de densité g, (x) = nf (x) F"' (x).

La loi de l'étendue (range) W, = X,y — X1y se déduit de la loi du couple
(X(l),X(n)) , de f.r. définie pour x < y par:

Gin(x,y) = F"(x) = [F (y) = F ()"

au moyen du changement de variable x = x et w = y — x. On obtient comme f.r. pour
w>0:

H (w) = nf [F (x+w) — F @I f (1) dx
R
et comme densité :

hw) == 1) [ 1F G+ w) = F WP £ w) (0 dx
R
Si le support de la loi est R, 1'expression des f.r. des valeurs extrémes montre que :
X(]) — —00 et X(n) — 400
p.co. p.co.
Si le support est l'intervalle (a,b) on obtient de méme :
X(l) — a et X(n) — b
p-co. p-co.

Si la loi admet une espérance, on établit également que :

X X
2050 e 2250
n p n p

(voir le chapitre 6 pour la définition de ces convergences).

Pour obtenir la loi de X ), 1 < k < n, il suffit de remarquer que le nombre N, (x)
de variables de 1'échantillon qui sont inférieures au réel x vérifie :

Nn (x)>k<:>X(k) <X

Comme N, (x) ~B(n,F (x)) on en déduit la fr. G; de X, définie par :

n

Ge @) =3 (HF i - F

j=k

et sa densité peut étre obtenue de facon « intuitive » comme probabilité qu'un élément de
I'échantillon soit compris entre x et x 4+ dx, soit f (x), que kK — 1 soient situés avant x,
soit F¥=1 (x), que n — k soient situés apres x, soit [1 — F (x)]"fk, avec un nombre de
permutations n! des variables de I'échantillon qui doit étre divisé par le nombre (k — 1)!
de variables avant et (n — k)! de variables apres, soit :

n!

—_F¥! _ n—k
G- Dl OH=F@I S

8k (x) =
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On peut également exprimer la f.r. de X ) au moyen de l'intégrale béta incomplete :
1 e k=1 k
Gi(x) = ——m— (=" dt
K (x) Blhkn—k+1) ), -0
et retrouver ainsi par dérivation 1'expression de la densité.

En utilisant le résultat de 1'exercice 2.11 qui a montré que F (X) ~» U ([0,1]) eten
faisant le changement de variable y = F (x), on établit alors que :

F(Xw) ~ B kyn—k—+1).

héoreme de Fisher

A partir d'un échantillon de n v.a. de la loi N (0,1), on construit le vecteur X de coor-
données (X,...,X,) dans la base canonique (ey,...,e,) de R". Sa projection sur le
vecteur bissecteur # = (1,...,1) est le vecteur X = (X,,,. .. ,X,,) . Si on effectue un
changement de base orthonormée au moyen de la matrice orthogonale P, en choisissant

u
dans la nouvelle base (fi,. .., f,) le vecteur unitaire f,, = 7, le vecteur des nouvelles
n

coordonnées de Xest Y = 'PX, avec Y, = \/ﬁY . On obtient ainsi :

n—1
X-X=X-V.fp=) Yifi= ZXe,— Ze,
j=1
:Z(X,‘—Yn)e,‘
i=1

D'autre part :

V)=V (PX)='PV(X)P="PP =1,
s p — 2 v 12
donc Y, estindépendant de Yi,...,Y,_; et par conséquent de Z Yj = ||X — X|| =

j=1
n

n
—\2 — —\2
Z (Xi — X,,) , ce qui établit I'indépendance de X, avec Z (Xi — X,,) et le fait
i=1 i=1
que cette derniere variable suit la loi Xi]a comme somme des carrés des n — 1
variables Yi,...,Y,_; qui sont indépendantes et de méme loi N (0,1).
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Exercices

nonceés

Exercice n°1
Déterminer les fractiles d'ordres 0,90 et 0,05 de la loi de Student 755

Exercice n°2
Déterminer le fractile d'ordre 0,05 de la loi de Fisher-Snedecor F(30,20).

Exercice n°3

Le tableau ci-apres contient les fréquences absolues N; d'apparition des entiers x; de 0 a
9 dans les 10 000 premiers chiffres de la partie décimale du nombre ;7. On demande de
tester I'hypothese d'une répartition uniforme de ces entiers.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
N; | 968 1025 1021 974 1014 1045 1021 970 948 1014

Exercice n°4

Pour vérifier si un ensemble de deux dés n'est pas truqué, on les jette 108 fois. La somme
des chiffres obtenus a pris les valeurs 6, 9 et 11 respectivement 12, 15 et 8 fois. Peut-on
accepter I'hypothese de I'équilibre de ces dés, en prenant comme risque de premiere espe-
cea =0,057?

Exercice n°5

Le tableau ci-apres fournit la distribution du nombre X d'accidents graves par semaine a

un carrefour dangereux, relevés pendant une certaine période. On demande de tester 'hy-
pothése que la loi parente de X est une loi de Poisson de paramétre A = 2.

x [0 1 2 3 4 5
N |5 10 7 4 3 1

Exercice n°6

Un organisme de défense des consommateurs a prélevé au hasard 200 boites de conserve de
haricots verts pour tester la validité de 1'étiquetage indiquant un poids net égoutté de 560 g.
La distribution observée du poids égoutté X en grammes figure dans le tableau suivant :

X N;

[530,540[ 14
[540,545[ 15
[545,550[ 29
[550,555[ 40
[555,560[ 37
[560,565[ 27
[565,570[ 20
[570,580[ 18

On demande de tester I'nypotheése que X suit une loi N (555,10) .
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Exercice n°7

Peut-on accepter 1'hypothése que les données suivantes proviennent d'une loi
N(,5; 1) ?
2,51;1,45;0,71;0,25;2,35;0,00;2,06;1,95,0,41;2,75;0,78 ;1,01 ;1,75 ;2,32 ; 1,36.

orrigés

Exercice n°1

La table 6 fournit la valeur 1,316 dans la colonne 0,90 et, du fait de la symétrie de cette
loi, le fractile d'ordre 0,05 est obtenu dans la colonne 0,95 en changeant le signe, soit
—1,708.

Exercice n°2

La table 7 ne comporte pas le couple de degrés de liberté (30, 20) mais comporte le
couple (20, 30) ; nous allons voir comment nous y ramener. Par définition, laloi F'(n,m)

ou X et Y suivent des lois du khi-deux a respectivement

Y/m

/n
F (m,n). La valeur u cherchée est définie par : 0,05 = P(U <u) =P (1/U > 1/u),
avec U de loi F(30,20), ou P(1/U < 1/u) = 0,95 donc 1/u est le fractile d'ordre
0,95 de la loi F(20,30), valeur lue dans la table 7, soit 1/u = 1,93 etu = 0,518.

. X/n
est la loi du rapport U = 7

n et m degrés de liberté. Par conséquent T = suit une loi de Fisher-Snedecor

Exercice n°3

Si la répartition des entiers est uniforme, chaque entier x; a la méme probabilité
pi = 1/10 et tous les effectifs théoriques ont la méme valeur np; = 1 000. On calcule
la distance du khi-deux d (F,,F)=9,37 que l'on compare au seuil critique
C = 16,92 associé au risque @ = 0,05. Méme pour un risque plus élevé o« = 0,10 le
fractile d'ordre 0,90 de la loi X92 est C = 14,68 et on accepte encore 1'hypothése d'une
répartition uniforme de ces entiers.

Exercice n°4

Tester 1'équilibre de cet ensemble de deux dés revient a tester I'adéquation de la loi empi-
rique avec la loi théorique en cas d'équilibre. Comme seulement trois valeurs de la
somme S sont données, on va regrouper toutes les autres valeurs possibles. Les 4 valeurs
théoriques retenues sont donc :

5 4 2
=PS=60)=—p=PS=9)=—,p3=PS=11)=—,
141 ( ) TR ( ) TR ( ) 6

! 25
P4 = Pr—P2—Pp3= 36
On peut donc constituer le tableau de comparaison des distributions empirique et théo-

rique :

X 6 9 11  autre

n; 12 15 8 73

np; 15 12 6 75
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La distance entre ces deux distributions a pour valeur :

12 — 15)2 192 sy _7g5\2
D, — ( 5) N (15 -12) n (8—-106) L+ (73 —175)
15 12 6 75

Le fractile d'ordre 0,95 de la loi du khi-deux a4 — 1 = 3 degrés de liberté a pour valeur
7,8 donc on accepte I'hypothese de 1'équilibre de ces dés, en prenant comme risque de
premiere espece o = 0,05.

= 2,07

Exercice n°5

On calcule les effectifs théoriques np; arrondis a partir des probabilités de la loi de
Poisson P (2) . Pour obtenir des effectifs suffisants on doit regrouper les deux derniéres
classes ; on obtient le tableau suivant :

X 0 1 2 3 4ouplus
N; 5 10 7 4 4
np; |4 8 8 55 4,5

On obtient d (F,,F) = 1,49 valeur qui est inférieure au fractile d'ordre 0,95 de la loi
Xf qui vaut C = 9,49 donc on accepte I'hypothese que ces observations forment un
échantillon d'une loi de Poisson P (2).

Exercice n°6

Les données étant regroupées en classes, on effectue le test du khi-deux en calculant les
effectifs théoriques np; oivn =200 et p; = P (X € [a;,a;+1[) se calcule a partir de la
for. ® delaloi N (0,1) en centrant et réduisant les observations. Par exemple :

5 X —-55 10

—<———<—|=d() — (0,5 =0,1498
10 10 10) M ©.5)

et 200 x 0,1498 = 29,96 est arrondi a 30. Les classes extrémes [530,540[ et
[570,580[ sont assimilées respectivement aux classe ]—00,540[ et [570,4-00] .

Le calcul de la distance du khi-deux se fait a partir du tableau suivant :

P(560<X<565)=P(

X N; np;
[530,540[ 14 13
[540,545] 15 18,5
[545,550[ 29 30
[550,555[ 40 | 38,5
[555,560[ 37 | 38,5
[560,565[ 27 30
[565,570[ 20 18,5
[570,580[ 18 13

On obtient d (F,, F) = 3,23 que 1'on compare au fractile d'ordre 0,95 de la loi X72 qui
vaut C = 14,07. On accepte donc I'hypothése de données provenant d'une loi
N (555,10), donc d'une loi dont la moyenne est inférieure de 5 g a la valeur indiquée
sur la boite.
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Exercice n°7

Disposant des données individuelles, nous allons utiliser le test de Kolmogorov-Smirnov
et pour cela ordonner les observations par valeurs croissantes Xy puis calculer les
valeurs centrées (et réduites) u(;y = x;) — 1,5 pour pouvoir calculer ensuite P (u(,-)) a
l'aide de la f.r. @ delaloi N (0,1). Les valeurs permettant le calcul de la distance entre
loi empirique et loi théorique figurent dans le tableau suivant :

i i—1
ugy | P (ue) i @ (up) | P (ua) — "
-1,5 0,0668 —0,0001 0,0668
-1,25 | 0,1056 0,0277 -0,1611
—-1,09 | 0,1379 0,0621 0,004
-0,79 | 0,2148 0,0519 0,0148
-0,72 | 0,2358 0,0976 -0,0309
-0,49 | 0,3121 0,0879 —-0,0212
—-0,14 | 0,4443 0,0224 0,0443
0,05 | 0,4801 0,0532 0,0134
0,25 | 0,5987 0,001 0,0654
0,45 | 0,6736 -0,007 0,0736
0,56 | 0,7123 0,0210 0,0456
0,82 | 0,7939 0,006 0,0606
1,01 | 0,8438 0,0229 0,0438
1,25 | 0,8944 0,0389 0,0277
1,45 | 0,9265 0,0735 —-0,007

On lit sur les deux derniéres colonnes du tableau les valeurs maximales
d* (F,,F) =0,0976 et d* (F,F,) = 0,0736 d'ou on déduit d (F,,F) = 0,0976.
Pour un risque o = 0,10 on lit dans la table 5.1, pour n = 15 le seuil critique
C = 0,304 donc on accepte 'hypothese d'une loi parente N (1,5; 1), la distance obte-
nue étant beaucoup plus faible que le seuil critique.
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omportement
asymptotique

es moments empiriques associés a un échantillon nous renseignent

sur la loi théorique. Par ailleurs, la taille d'un échantillon et la quan-

tité d'information apportée par celui-ci sont bien sir liées, de telle
sorte que, si cette taille augmente, I'information sur la loi parente P de X
augmente aussi, ce qui doit se traduire par une plus grande « proximité »
entre la loi empirique P, et la loi théorique P. Cette notion intuitive de
plus grande proximité d'un terme d'une suite aléatoire, avec un terme
fixe, aléatoire ou non, demande a étre traduite et définie de facon rigou-
reuse. Nous allons donc étudier dans ce chapitre le comportement asymp-
totique d'une suite de v.a. X,..., X, quand n devient infini. Nous défini-
rons essentiellement deux convergences stochastiques, parmi les nom-
breuses existantes, la convergence en probabilité et la convergence en
loi. Cependant, nous évoquerons aussi la convergence en moyenne qua-
dratique car elle implique la convergence en probabilité et est générale-
ment plus facile a établir que cette derniére, étant liée au comportement
des deux premiers moments qui forment des suites non aléatoires. A ces
deux types principaux de convergence seront associés les deux théoremes
fondamentaux de la statistique asymptotique, la loi des grands nombres
et le théoréme central limite, qui précisent le comportement asympto-
tique de la moyenne empirique d'un échantillon.

Objectif du chapitre : présenter les deux théoremes fondamentaux de la
statistique asymptotique, la loi des grands nombres et le théo-
reme central limite, associés aux deux modes principaux de
convergence, la convergence en loi et la convergence en proba-
bilité.

Concepts clés étudiés : inégalité de Bienaymé-Tchebychev, convergence
en probabilité, convergence en moyenne quadratique, loi des
grands nombres, convergence en loi, théoréme central limite.
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onvergence en probabilité

La définition de la convergence en probabilité fait intervenir une suite numé-
rique de probabilités dont la convergence sera souvent établie grace a 1'inégali-
té de Bienaymé-Tchebychev qui lie une probabilité et une variance. Avant de
donner la définition de cette convergence stochastique et d'en étudier les pro-
priétés, nous allons donc au préalable présenter quelques inégalités qui seront
utiles par la suite dans 1'établissement de certaines de ces propriétés.

négalité de Markov

Si X est une v.a. positive dont I'espérance existe, 1'inégalité de Markov établit
que pour tout A > 0 :

E(X)

P{X>AEX)}<—- ou P(X>=2)<

> -

On peut remarquer que sous sa premiere forme cette inégalité est sans inté-
rét pour A < 1 puisqu'alors le majorant de la probabilité est supérieur a un. Cette
inégalité présente bien siir essentiellement un intérét théorique, utile pour cer-
taines démonstrations ; sa portée pratique est limitée par sa généralité, le majo-
rant étant indépendant de la loi, sa valeur numérique sera souvent trés supérieu-
re a la valeur exacte de la probabilité.

Exemple 6.1

Pour ) = 2 l'inégalité de Markov s'écrit P (X > 2E(X)) < 0,5 ; dans le
cas particulier de la loi exponentielle £ (1) on obtient P (X >2) = e™?
= 0,135, valeur tres sensiblement inférieure au majorant.

Dans le cas d'une v.a. de signe quelconque, on adapte la seconde forme de
l'inégalité de Markov en l'appliquant a | X |*, pour tout k tel que E|X|* existe :

E|X|*
A

P(IX[F>2) <

On introduit alors un nombre ¢ > 0 tel que & = A et on en déduit pour tout
e>0:
E|X|*
Sk

P(IX|>e) <
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négalité de Bienaymé-Tchebychev

On obtient l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev en appliquant l'inégalité de
Markov sous sa derniere forme, a la v.a. X — E(X) pour k = 2, donc pour une
variable dont la variance existe, soit pour tout & > 0 fixé :

V(X)

P(X—E(X)|>8) < —3
&

—> Remarque

Cette inégalité relie la probabilité pour X de s'écarter de sa moyenne
E(X), a sa variance qui est justement un indicateur de dispersion autour
de la moyenne de la loi. En choisissant ¢ = o (X) = /V(X), on obtient
P{|IX — E(X)| 20(X)} <1 et cette inégalité est donc sans intérét pour
& < o(X). On peut écrire cette inégalité pour la variable centrée-réduite
en prenant cette fois ¢ = ao(X) avec a > 1 :

(X—E(X) ) 1
Pl||————|>2a )< —
a?

o(X)

Dans le cas particulier de la loi N (m,0), la valeur exacte de la
probabilité se calcule par P(|X —m|>aoc)=1—-P (U] <a)=
1—=[®@)—DP(—a)]=2[1 — D (a)] ou U est une v.a. de loi N (0,1) et
de fir. ®. Pour a = 1,5 on obtient comme valeur 2 x 0,0668 = 0,1336
alors que le majorant a pour valeur 4/9 = 0,444, valeur bien supérieu-
re. Cet exemple montre a nouveau que la portée pratique d'une telle
inégalité est faible, mais qu'elle sera tres utile pour la démonstration de
certaines propriétés, étant établie pour un tres grand ensemble de lois de
probabilité.

Exemple 6.2

négalité de Jensen

Si g est une fonction réelle convexe sur un intervalle I de R (i.e.
glax+ (1 —-a)y)<agx)+ (1 —a)g(y) pour tous x et y de [ et tout
o €[0,1], ou g”(x) >0 si g est deux fois dérivable) qui contient X (£2),
ensemble des valeurs possibles pour la v.a. X, telle que E(X) et E [g (X)] exis-
tent, alors :

IE(X)]< E[g(X)]

L'ordonnée (au sens de la fonction g) de la moyenne (au sens d'espérance)
est plus petite que la moyenne des ordonnées.
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Exemple 6.3

Si on applique cette inégalité a g(1) = 1* on obtient E*(X) < E (X?),
résultat bien connu par ailleurs puisqu'il traduit que la variance est posi-
tive: V(X)=E (X*)—E*(X) >0

onvergence en probabilité

Si (X,) est une suite de v.a. qui converge vers une v.a. X, cela signifie que X,
se « rapproche » de X quand n augmente. On mesure la distance entre X, et X
par | X, — X| qui sera d'autant plus petite que n sera grand ; mais, s'agissant de
v.a., il faut considérer I'événement | X, — X| < e qui sera réalisé avec une pro-
babilité d'autant plus élevée que n sera grand. On va donc associer a la suite aléa-
toire (X,) la suite numérique des probabilités de ces événements, qui devra
converger vers un. Ceci conduit a la définition suivante.

1) Définition

On dit que la suite de v.a. (X,) converge en probabilité vers une v.a. X si, pour
toute > 0 :
P(X,—X|<e)—1 quand n — o0

ou, de facon équivalente :

P(X,—X|>¢)—0 quand n — oo

On écrit :
X,— X
P

Exemple 6.4

Soit (U,) une suite de v.a. indépendantes, de méme loi uniforme sur [0,1] ;
on lui associe la suite (X,) définie pour tout entier n par
X, =min{Uy,...,U,}. Nous allons établir que :

X,—0 quand n — o0
p

Pour cela, nous allons calculer, pour un ¢ > 0 fixé, la probabilité
P (|X,| > ¢€) qui est égale a P (X, > ¢) puisque X, est une variable
positive. Cette derniere probabilité est nulle pour ¢ > 1, donc il suffit de
considérer le cas € < 1. Toutes les v.a. U, étant mdependantes de méme
loi que U avec P (U < x) = x pour 0 < x < 1, on obtient :

P(X,| >¢) = {ﬂ(U >a)} HP(U,>8)_[1—P(U<8)]"

=1

=1-&"—0

qui exprime bien que (X,) converge en probabilité vers 0.
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2) Conditions suffisantes de convergence en probabilité

Dans I'exemple 6.4 précédent, on a pu établir sans trop de difficultés la conver-
gence de la suite (X,), a partir de la définition. Cependant, pour des lois plus
complexes il peut étre difficile d'obtenir 'expression de la probabilité permettant
d'établir cette convergence. Nous allons maintenant fournir un moyen plus
simple de démontrer cette convergence, a partir des deux premiers moments de
X,

Propriété
Si (X,) est une suite de v.a. telle que :
{ E(X,) — a
VX, —0
quand n — o0, alors :

X,—a
P

En fait, on peut énoncer un résultat plus général que celui qui s'applique a la
convergence vers un nombre réel a en l'appliquant a la suite (Y,) définie par
Y, =X,— X, avec (X,) qui converge vers la v.a. X, puisque Y, —0
< X, — X. Les conditions suffisantes pour la suite (X,) deviennent alors :

P
EX,—X)—0
{ VX,—X)—0

quand n — oo, et impliquent :
X,— X

p
Exemple 6.5

Nous avons vu dans le chapitre précédent que pour tout x réel fixé on
avait EF, (x)]=F(x) et V[F,(x)]=F(x)[1 — F(x)]/n — 0, donc
ces conditions suffisantes permettent d'établir la convergence ponctuelle
de la fonction de répartition empirique vers la fonction de répartition
théorique :

F, (x)— F(x).
P
En réalité, on peut établir qu'il existe une constante universelle C telle
que :
2

P {supIFn(x) — F(x)| > 8} < Ce™2¢

xeR
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Cette probabilité converge donc vers 0 pour tout ¢ > 0, mais en plus trés
rapidement puisqu'elle est majorée par le terme général d'une série
convergente. Il y a donc convergence uniforme de la f.r. empirique vers la
f-r théorique, selon un mode plus fort qu'en probabilité. On peut énoncer
la forme affaiblie du théoreme de Glivenko-Cantelli :

sup | F,(x) — F(x)] > 0
xeR P
De cette convergence forte de la loi empirique vers la loi théorique décou-
lent toutes les propriétés de convergence des moments empiriques asso-
ciés a cette loi.

3) Convergence en moyenne d'ordre p

Les conditions suffisantes énoncées précédemment permettent en fait d'établir
une convergence plus forte que la convergence en probabilité, qui est la conver-
gence en moyenne quadratique, cas particulier de la convergence en moyenne
d'ordre p que nous définissons pour cette raison.

Définition
On dit que la suite de v.a. (X,) converge en moyenne d'ordre p, avec
0O<p<oo,verslava. Xsi:
E|X,—X|"—>0 quand n— oo
On écrit :

X,—> X
Mp

Dans le cas particulier p = 2, la convergence en moyenne d'ordre 2 s'appelle
convergence en moyenne quadratique. En écrivant E (X, — X))’ =
V(X,—X)+E*(X,— X) qui est la somme de deux termes positifs, on
retrouve les conditions suffisantes de convergence en probabilité comme condi-
tions nécessaires de convergence en moyenne quadratique :

VNL—X%»O

o= XSy X, —X) > 0

m.q.

Pour toute valeur de p > 0, la convergence en moyenne d'ordre p est plus
forte que la convergence en probabilité, au sens ol :

X, > X=X,—-X
Mp P

et donc en particulier :
X, > X=X,—-X

m.q. 4
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Trés souvent, on établit donc la convergence en moyenne quadratique pour
obtenir la convergence en probabilité, car cela se ramene a 1'étude de la conver-
gence de deux suites numériques, généralement simple a effectuer.

4) Théoréme de Slutsky
Si f est une application réelle continue, alors :
X, — X = f(X)) —> f(X)
p p

Ce théoréme exprime donc qu'une application continue conserve la conver-
gence en probabilité, au sens ou la limite de la suite des images est I'image de la
limite de la suite. Ce résultat se généralise en deux dimensions sous la forme du
théoréeme suivant.

5) Théoreme

Si f est une application de R? dans R uniformément continue et si (X,) et
(Y,) sont deux suites de v.a. qui convergent en probabilité respectivement
vers les v.a. X et Y, alors :

f(Xn,Yn)—p> f(X.Y)

Si on applique ce théoreme aux fonctions f définies respectivement par
u
fwvy)y=u+v,f (w,v)=uv et f(u,v)=—, de X,—>X et ¥Y,—Y on
v 14 14

X, X ..
déduit respectivement X, + Y, > X + Y, X, Y, —> XY et A — v a condition
que P (Y =0) =0. g g n P

oi des grands nombres

Dans le chapitre précédent, nous avions vu que la moyenne empirique d'un
échantillon d'une v.a. X avait méme moyenne, au sens d'espérance mathéma-
tique, m que X, mais avec une dispersion, mesurée par la variance, beaucoup
plus faible, de valeur 0?/n, c'est-a-dire que la variance de X était divisée par la
taille de I'échantillon. Ainsi, quand n devient infini, cette variance tend vers zéro,
assurant la convergence de la moyenne empirique vers la moyenne théorique
E(X) = m. Cerésultat s'obtient a partir de 1'inégalité de Bienaymé-Tchebycheyv,
puisque pour tout &€ > 0 :

Vv (Yn) o?

=——=0
g? ne?

P(X, —m|>e) <

ce qui permet d'énoncer le premier théoréme fondamental de la statistique
asymptotique, c'est-a-dire quand la taille de I'échantillon devient infinie.
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Théoreéme

Si (X,,) estune suite de v.a. mutuellement indépendantes qui admettent les
mémes moments d'ordres un et deux, c'est-a-dire avec pour tout entier n,
E(X,) =m et V(X,) = 02, alors quand n — o0 :

X,—>m
14

Ce théoréme est obtenu sous la condition que les v.a. X, aient mémes
moments d'ordres un et deux, mais pas forcément méme loi, et s'appelle parfois
loi faible des grands nombres. Il existe en effet une loi forte des grands nombres,
relative a une convergence plus forte que nous n'étudierons pas ici (voir com-
pléments), qui peut s'obtenir plus logiquement sous la seule condition d'existen-
ce du moment d'ordre un, puisqu'elle concerne seulement le moment d'ordre un,
mais en renfor¢ant par ailleurs les hypotheses, en supposant alors que les v.a. X,
ont la méme loi de probabilité.

Exemple 6.6
Théoréme de Bernoulli

On effectue n expériences successives indépendantes oui on s'intéresse d
chaque fois a la réalisation d'un certain événement A. On associe donc a
chaque expérience i,1 <i < n, une variable de Bernoulli :

_ 1 p
&_{Oqzl—p
La fréquence empirique, c'est-a-dire le pourcentage de réalisations de A
est: 1 & o
n— = Xi = Xn
>

avec E(f,) =p et V(f,) = pq/n, d'ou en appliquant l'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev, pour tout ¢ > 0 :

PUfi-pl>e)< 2L 50
ne
ce qui établit que pour n — oo :
fn—> p=P(4)

c'est-a-dire que la fréquence empirique (observée) d'un événement
converge, en probabilité, vers la fréquence théorique ou probabilité de
réalisation de cet événement quand le nombre d'expériences augmente
indéfiniment. Ce résultat, connu sous le nom de théoreme de Bernoulli,
établit donc le lien entre l'expérience que l'on peut avoir des chances de
réalisation d'un événement et la définition théorique que l'on a donnée de
sa probabilité. Nous verrons dans le chapitre 7 suivant que la fréquence
empirique fournit une estimation de la probabilité d'un événement.
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onvergence en loi

éfinition

On dit que la suite de v.a. (X,,), de f.r. F,, converge en loi vers une v.a. X de
f.r. F si la suite {F, (x)} converge vers F (x) en tout point x ou F est conti-
nue ; on écrit alors :

X,— X

loi

Les v.a. X, ont toutes des lois différentes, de f.r. notées F,, a ne pas
confondre avec la f.r. empirique associée a un échantillon de v.a. qui ont toutes
la méme loi, donc la méme f.r.

ien avec la convergence en probabilité

Le lien entre les deux convergences que nous venons de définir est précisé par
le résultat suivant.

Théoreéme

La convergence en probabilité d'une suite (X,) implique sa convergence
en loi :

X,,—>X=>an—}X
P oi

Ce résultat se congoit intuitivement car F, (x) représente la probabilité,
associée a la loi de X,,, de 'événement {X, < x}, et elle va converger vers la
probabilité correspondante associée a la loi de X. La réciproque de ce résultat est
fausse en général, mais est vraie dans le cas particulier ou la limite est une v.a.
certaine X = a, c'est-a-dire quand la loi limite est une loi de Dirac, loi dégéné-
rée concentrée en un seul point.

ropriété

Si (X,,) et (Y,) sont deux suites de v.a. telles que pour n — o0 :

X,—>X et Y,—a
loi P
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ou a est un nombre réel, alors :

X, +Ynl—>_X+a
ol
XnYnl—)aX

X, X ia£0
_— > — S1a
Yn loi a

héoreme de Slutsky

Si g est une application réelle continue, alors :

X, = X = g(X,) = g(X)

onditions suffisantes de convergence en loi

Dans le cas d'une loi discrete ou d'une loi absolument continue, on peut énoncer
des conditions suffisantes de convergence en loi relatives aux probabilités indi-
viduelles ou a la densité qui définissent ces lois.

Dans le cas discret ot X, () = X (Q) ={a;/i € I} :
VieLP(X,=a) > P(X=0a)=X,>X, n—>00
Dans le cas ou X, et X admettent pour densités respectives f, et f:

VxeR,fn(x)—>f(x):>X,,l—}X, n— 0o

héoreme central limite

La loi des grands nombres énonce la convergence de la suite X, des moyennes
empiriques vers la moyenne théorique m, c'est-a-dire une v.a. certaine ou loi de
Dirac, loi dégénérée dont toute la masse est concentrée en un point. Si on équi-
libre la suite des v.a. centrées et réduites (Yn — m) /o, qui converge vers z€ro,
par v/n qui tend vers l'infini, la forme indéterminée obtenue aura une limite qui
sera celle d'une loi non dégénérée cette fois, la loi normale. C'est ce qu'énonce
le théoreme central limite, dont nous donnons ici 1'une des multiples versions.
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Théoréme

Si (X,) est une suite de v.a. indépendantes et de méme loi, admettant des
moments d'ordres un et deux notés m = E (X,) eto? =V (X,), alors :

X, —
\/r_zimlaN(O,l)
o oi

C'est en raison de ce théoréme que la loi normale est la loi de probabilité la
plus utilisée en statistique. En effet, beaucoup de phénomenes individuels ne
sont pas symétriques et donc ne peuvent pas étre modélisés par la loi normale.
Mais, dans beaucoup de situations, le phénomene étudié est la résultante d'un
grand nombre de composantes indépendantes et le théoréme central limite nous
assure alors que la loi normale est tout a fait adéquate.

imite d'une suite image

Nous savons qu'une application continue transporte la convergence en loi (théo-
reme de Slutsky, § D) ; nous allons préciser ce résultat dans le cas d'une conver-
gence vers la loi normale, comme celle obtenue par le théoreme central limite.
Si une suite de v.a. (X,) converge vers un nombre réel fixé m, avec une suite
numérique (a,) convenablement choisie qui tend vers I'infini avec n on peut
obtenir la convergence en loi de la suite a, (X, — m) vers une loi normale cen-
trée. La suite (g (X,)) sera alors centrée sur g (m) et équilibrée aussi par a,
pour converger vers une loi normale centrée dont 1'écart type sera modifié. Voici
I'énoncé précis de cette propriété permettant de transporter un résultat de conver-
gence en loi.

Propriété
Si la suite (X,) est telle que :

an(X,,—m)l—}N(O,a), n— oo

avec a, — 0o et o > 0, alors si g est une application réelle dérivable, la
suite (g (X,)) converge aussi en loi avec :

a, [(X,) —g(m)] >N (0,0 |g'(m)]), n — o0
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onvergence des moments empiriques

1) Moyenne empirique

Les deux théoremes fondamentaux de la statistique asymptotique établissent la
convergence en probabilité et en loi de la moyenne empirique.

2) Variance empirique

Au chapitre précédent, nous avons obtenu comme expression de la variance
empirique :

1 < — 2
§* =~ U —(X,—m
F= Ui (Ko
en ayant posé U; = (X; —m)>. De la loi des grands nombres on déduit
U,— EU)=0?%et (Y,, — m)2 — 0 et par conséquent :
P P
S?—o0? n— o0
P

On obtient bien sir le méme résultat pour S? =nS?/(n — 1) puisque
n/(n—1)— 1.

En appliquant la loi des grands nombres et le théoréeme central limite on
obtient :

X, —m—0 et \/E(Yn—m)l—}N(O,o)

P
ce qui implique d'apres la propriété § II, C que /n (X, — m)2 — 0. Ainsi,
V1 (8? — o) améme loi limite que \/n (U, — ¢%), qui est obtenue par le théo-
réme central limite avec E(U) =0 = pu, et V(U) = g — u3 -
V(82 =% > N (0. —3), n— o0
On a le méme résultat pour S2.
3) Moments empiriques

Par application de la loi des grands nombres :

] n
mknzgng—p)E(Xk):mk
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On obtient par ailleurs V (X ") = my, —m; donc par application du théore-
me central limite 2 la suite (X¥) :

onvergence des lois usuelles

1) Loi bindmiale

Soit X une v.a. de loi B (n, p) et supposons que n — oo . Nous allons considé-
rer deux cas suivant que le second parametre p reste fixe ou tend vers O avec
1/n.

a) Si p — 0 quand n — 00, avec np — A fini, alors en utilisant la formule de
Stirling n! =n"e™"v/2nn (1 +¢,), on montre que pour tout entier k fixé,
O0<k<n:
n k n—k - A

PX=k=()pd=-p"" e’y
ce qui, d'apres la condition suffisante (c¢f. § E) de convergence en loi, établit que
la loi bindmiale B (n, p) converge vers la loi de Poisson P (1) . C'est pourquoi
on appelle parfois la loi de Poisson loi des événements rares, puisqu'elle corres-
pond a des événements de probabilité tres faible, mais que I'on observe quand
méme en raison d'un trés grand nombre d'épreuves, comme par exemple le
nombre d'erreurs dans un livre ou le nombre d'accidents a un carrefour. On
considere que l'approximation est valable pour n > 30 et np < 5.

Exemple 6.7

Pour p =0,1 et n =30 on lit dans la table 3 de la loi binémiale
P (X =1)=0,1413. Si on utilise la variable Y de loi de Poisson de
parametre np =3 on lit P(Y =1) =0,1494 dans la table 4, donc
valeur trés proche.

b) Si p reste fixe quand n — o0, on utilise I'approximation normale en écrivant
la loi bindmiale comme somme de v.a. X; indépendantes et de méme loi de

Bernoulli de parametre p : X = ZX,-. Comme E(X;) = p et V(X;) = pqg on

i=1
déduit du théoreme central limite :

b
N Pq e

Jn
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Avec X, = X/n, ceci peut encore s'écrire :
Jn

X/n—p X/n — X —np
=n
P4 \/npq /npq 1ot
On peut donc approximer la loi bindmiale 5B (n,p) par la loi normale

N (np,./npq) On considere que l'approximation est valable pour n > 30,
np >S5 etng >5.

— N (0,1

Exemple 6.8

On lance 400 fois une piece de monnaie et on veut calculer la probabilité
que la fréquence d'apparition de pile soit comprise entre 0,45 et 0,55.
On associe a chaque lancer i,1 <i < n, lav.a. de Bernoulli :

1 pile(1/2)
Xi= {O face(1/2)

400
La variable S —ZX suit une loi binomiale B (400,1/2) avec

E(S) =200, V(S) = 100 et o (S) = 10. La probabilité¢ demandée s'écrit :

S
(O 45 < 200 055) = P (180 < S £ 220)

20 §-200 20
=P (-7 < <=
10 10 10

et peut étre approximée a l'aide de la fr. ® de la loi N (0,1) par
OR2)—D(—2)=2d12) —1=0,9544. Pour n =900 on obtient
E(S) =450,V (S) =225 et a(S) =15 et la probabilité demandée
devient :

S
P(045< -~ <0,55) = P (405 < S < 495
( 900 ) ( )

45 S-—-450 45
=pP(-=< <
15 15 15

qui est approximée cette fois par 2®(3) — 1 = 0,9973.

2) Loi hypergéométrique
Si X suit une loi hypergéométrique de parametres N,n et Ny avec N — oo et

N4/N = p qui reste fixe, on obtient par la formule de Stirling, pour tout & fixé
telque0 <k <n
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Niyv/N — Ny
k n—=k

()
n
Il y a donc convergence de cette loi hypergéométrique vers la loi bindmiale

B (n,p). L'approximation est considérée comme justifiée lorsque le rapport
n/N, appelé parfois taux de sondage, est inférieur a 10 %.

P(X=k = —>(Z)pk(l—p)”_k

3) Loi de Poisson
Si X suit une loi de Poisson dont le parametre A tend vers l'infini, alors :

X—* N (0,1)
—% y
A loi

Exemple 6.9
Pour A =16 on lit dans la table de la loi de Poisson P (X <21)
X—16 5) @ (1,25)
X ar )
Jie 4)”

= 0,8944, ont © estlaf.r. delaloi N (0,1), soit une assez bonne approxi-
mation malgré une valeur faible de .

= 0,9107. On approxime P (X <21) =P (

¢ Correction de continuité

Nous avons ici un second exemple d'une loi discrete qui est approximée par une
loi continue. Si X est une variable a valeurs entieéres dont la loi est approximée
par celle de la variable continue U, on ne peut pas approximer p; = P (X = k)
par P (U = k) = 0! On remplace donc cette probabilité par la valeur approchée
Pk—-1/2<U <k+1/2)quiestla prolzabilité de l'intervalle de longueur un

qui contient l'entier k. Ainsi, P (X < k) = Z P (X = j) va étre approximé par :
j=0
PWU<k+1/2)=PU —-1/2<k)
L'approximation de la loi discréte de X par celle continue de U impose donc de
remplacer X par U — 1/2 dans les événements exprimés a partir de X, ce qu'on
appelle faire la correction de continuité. Dans l'exemple 6.9 précédent,
P (X <21) doit donc étre approximé par P (U —1/2 <21) = & (5,5/4)
= 0,9154 soit une meilleure approximation que sans la correction de continuité.

4) Loi gamma

Si X suit une loi y (p) avec p — oo, alors :
X —
L A8}
\/ﬁ loi
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5) Loi du khi-deux

Si X suit une loi du khi-deux dont le nombre de degrés de liberté v — oo, alors :

N s
A/ ZV loi

Cependant, pour les petites valeurs de v, on obtient une meilleure approxi-
mation en utilisant comme résultat la convergence :

V2X — 2V — 11—} N (0,1)

Exemple 6.10

Le fractile d'ordre 0,1 de la loi du khi-deux a 50 degrés de liberté a pour
valeur u = 37,7 (cf. table 5 ). Avec la premiere approximation, on écrit :

01— P (X -V u- v>
1 = <
V2u o V2
Le fractile d'ordre 0,1 de la loi N (0,1) a pour valeur f = —1,2816 d'ou

on déduit comme valeur approchée de u : 10f +v =50 — 12,8 = 37,2.
Pour utiliser la seconde approximation, on écrit :

0,1=P(V2X —V2v—1 < V2u — V2v = 1)

et on obtient cette fois ~/2u — A/2v — 1 = f soit u >~ 37,6 valeur plus
proche de la valeur exacte.

6) Loi de Student

Si X suit une loi de Student dont le nombre de degrés de liberté n devient infini,
alors :

X—N(0.1)

Exemple 6.11

Pour se faire une idée de l'approximation du fractile d'ordre 0,95 par
celui de la loi normale qui vaut 1,645 le tableau ci-aprés donne les frac-
tiles exacts de la loi de Student en fonction de n.

n 30 40 100 | 200 500
1,697 | 1,684 | 1,660 | 1,653 | 1,648
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A retenir

Il est bien siir essentiel de retenir les énoncés des deux théoremes fon-
damentaux de la statistique asymptotique : la loi des grands nombres et
le théoreme central limite. Ceci suppose au préalable de bien connaitre
également les définitions des deux convergences principales associées a
ces théorémes : la convergence en probabilité et la convergence en loi.

La convergence en probabilité est plus forte que la convergence en loi
et se démontre généralement a partir des conditions suffisantes qui font
intervenir l'espérance et la variance des termes de la suite. Ces conditions
définissent en fait la convergence en moyenne quadratique, qui a son tour
implique la convergence en probabilité.

L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev est parfois utile pour établir
certains résultats théoriques.

Compléments

Nous allons présenter deux autres modes stochastiques de convergence, plus forts que la
convergence en probabilité, et nous énoncerons notamment la loi forte des grands
nombres.

onvergence presque siire

On dit que la suite (X,,) converge presque siirement vers la v.a. X si :
p {a) € Q/limX, () = X (w)} —1
n

et on écrit :

X,— X, n— o0
p.s.

Cette terminologie, qui peut paraitre un peu étrange, traduit le fait que la suite numé-
rique X, (w) converge presque partout vers X (@), au sens ou elle converge pour tout
w de €2, al'exception d'un sous-ensemble de €2 dont la probabilité est égale a zéro. Les
quatre propriétés suivantes, qui sont équivalentes, peuvent permettre de mieux com-
prendre le sens de cette convergence :
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X,— X

pos.
¢

Ve > 0, liinP sgp|Xm—X|>s}=0
¢

Ve >0, limP | J(Xy—X|>e)p=0
m=n
¢

Ve >0, limP ﬂ(|Xm—X|<8) =1

m=n

11 est facile de voir que les événements suivants sont équivalents :

U @xn—X1>0) = {sup X — X| > g}

m=n m=n

et ont comme complémentaire :

() (X0 — X| < &)

m>=n

ce qui montre 1'équivalence des trois conditions. La derniére condition exprime que, a
partir d'un certain rang N = N (&), tous les événements (| X, — X| < &) pourn > N
sont réalisés avec une probabilité qui tend vers un. La premiere condition signifie que :

sup|X,, — X|—0, n—> o0

mzn P

et implique en particulier que | X,, — X| — 0, donc la convergence presque siire est plus
forte que la convergence en probabilité :

X, > X=X,—-X
p.S. P

a titre d'illustration de cette convergence, nous pouvons énoncer le théoréme suivant.

Théoreme (loi forte des grands nombres)

Si (X,,) est une suite de v.a. indépendantes et de méme loi, admettant une espé-
rance notée m, alors :
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onvergence presque compléte

La convergence précédente peut &tre difficile a établir ; cependant, si on applique
I'inégalité de Boole, on observe que :

P:U<|xm—X|>e>] <iP{|xm—X|>s}

mz>=n m=n

et donc la convergence presque siire sera obtenue si la série de terme général
P{|X, — X| > €} est convergente, car le majorant est le reste de cette série. Cette
condition suffisante de convergence p.s., plus facile a établir que les conditions équiva-
lentes de la définition, sert de définition a une convergence plus forte.

On dit que la suite (X,) converge presque complétement siirement vers la v.a. X si :

o0
Ve > 0, ZP{|X,,—X|>8}<+OO
n=1

et on écrit :

X, > X, n—> o0
p.co.

A titre d'illustration de cette convergence, nous pouvons énoncer le théoreme suivant,
énoncé sous sa forme faible dans l'exemple 6.5.

Théoreme de Glivenko-Cantelli

Si F;, estla f.r. empirique associée a un échantillon d’une loi de f.r. F, alors :

sup |F, (x) — F(x)| > 0, n— o0
xeR p-co.

Exemple 6.12

Considérons la suite (X)) définie a partir d'une v.a. U de loi uniforme sur [0,1]
par:

1

X, = vnosio Uso n>1

n — n =
0 sinon

et étudions sa convergence vers zéro. Pour tout & > 0 fixé, l'événement

1
(| Xm| > €) est équivalent a l'événement U € [0,— , donc :
m

g('xm| > ) :g <U € [O%:) = (U € [OH)

et par conséquent :

[e°] ~ l 1
P[Qumi=ol=r(vefol])= 1o

m=n
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ce qui traduit le fait que :
X,—0
p.s.

1 1
Cependant, P (|X,| > ¢) =P (U < — | = — est le terme général d'une série
n n
divergente et donc il n'y a pas convergence presque complete de (X,) vers zéro.
Cet exemple montre bien que ces deux convergences ne sont pas équivalentes,
méme si dans beaucoup de cas la convergence p.s. se démontre a partir de la
convergence p.co.
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Exercices

nonceés

Exercice n°1

Etudier la convergence en probabilité, en moyenne, puis en moyenne quadratique de la
suite de v.a. (X,) dont la loi de probabilité est définie pour n € N* par :

1 1
PX,=—-n=PX,=n=—c¢etPX,=0=1-—
2n? n?

Exercice n°2

Soit (X,,) une suite de v.a. dont la loi est définie pour n € N* par :
1 1
P(Xn:O):l__ et P(Xn:l’l):—
n n
1) Montrer que (X,,) converge en probabilité, mais pas en moyenne quadratique, vers

zéro quand n tend vers l'infini.

2) Soit (¥,) une suite de v.a. de méme loi N (0,1) et indépendantes des v.a. (X,,).
Etudier la convergence en loi de Z, = X, + Y, etlalimite de V(Z,) quand n tend vers
l'infini.

Exercice n°3

Peut-on appliquer la loi des grands nombres a la suite (X,,) de v.a. mutuellement indé-
pendantes dont la loi de probabilité est définie pour n € N* par :

P(Xn:—ﬁ):P(Xn:ﬁ):%?

Exercice n°4
Etudier la convergence en loi de la suite de v.a. certaines X,, = n.

Exercice n°5

Soit (U,) des v.a. indépendantes et de méme loi définie par P (U, =1) = p et
PU,=—-1)=qg=1-— pavec0 < p < 1. Déterminer la loi exacte, puis la loi limi-
te, de la suite (V,) définie par :
n
vo=[]u
i=1

Exercice n°6

. . . . 0
Soit (X,) une suite de v.a. de loi géométrique de parametre p, = —, ou 6 est un
X n
nombre strictement positif. Montrer que la suite — converge vers la loi exponentielle de
n

parametre 6.
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Exercice n°7

Soit (X,) une suite de v.a. de loi uniforme discrete sur l'ensemble X, (2) =

1 n—1
{0, — e, ,1} . Montrer que cette suite converge vers la loi uniforme sur [0,1] .
n n

Exercice n°8

Soit (X,)) une suite de v. a. dont la loi est définie pour n € N* par :

(1) =r(m=re0) =
PlX,=1—--)=P|X,=1+—-)==
n n 2

Etudier sa convergence en loi.

Exercice n°9
Calculer le fractile d'ordre 0,95 de la loi xj, en utilisant l'approximation de la loi de
V2x2 —+/2v — 1 par la loi normale standard, avec ici v = 40.

Exercice n°10

Soit X,, une v.a. positive de densité f, (x) = ne ™" pour x > 0. Montrer que la suite (X,)
converge en moyenne quadratique vers zéro.

Exercice n°11

Soit (X,) une suite de v.a. indépendantes et de méme loi, de densité f définie par :

—(x—0) 1
e six >0
fx)= .
0 six <0
ol O est un nombre positif fixé. Montrer que m,, = min {X},...,X,} converge en moyen-

ne quadratique vers 6. Etudier la convergence en loi de Y, = n(m, — 0).

Exercice n°12

Soit (X,) une suite de v. a. indépendantes et de méme loi normale centrée et de
variance 2. Etudier la convergence en loi des v. a. :

1 n 1 n
D,,:;;|X,-| et Sf:E;X"Z

Exercice n°13

Soit (X,,) une suite de v.a. mutuellement indépendantes et de méme loi de Gumbel de
densité f (x) = exp (x — e*) . Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire

Z, = eXn, puis étudier la convergence en loi de la suite (Y,), avec

171
Y, = —In| = Xi).
i= (52

orrigés
Exercice n°1

1
Pour tout &€ > 0, on obtient P (|X,| <e)=P(X,=0=1— — = 1 quand
n

1
n — 00, donc par définition X,, — 0. D'autre part, E (|X,|) = — — 0 ce qui ex-
p n

190 e STATISTIQUE ET PROBABILITES



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

prime que X, converge en moyenne (d'ordre 1) vers zéro, ce qui implique d'ailleurs sa
convergence en probabilité. Enfin, E (X ﬁ) = 1 donc X,, ne converge pas en moyenne
quadratique vers zéro.

Exercice n°2

1
1) Pourtoute > 0, P (|X,| > &) = P(X,, =n) = — — 0 quand n — o0, donc par
définition de la convergence en probabilité : "

X,—0
V4

Par ailleurs, E (Xﬁ) =n*! donc E(X,)=1 et E (Xf;) — 0O pour tout entier
k > 1. En particulier E (szl) — 00 et donc (X,) ne converge pas en moyenne qua-
dratique vers zéro. Aucun moment de X, ne converge d'ailleurs vers le moment corres-
pondant de sa limite qui est toujours égal a 0.

2) Toutes les variables Y,, ont la méme loi N (0,1) qu'une certaine variable Y, donc en
appliquant la propriété présentée § II, C on en déduit que la suite (X,, + Y,) converge
en loi vers Y. Cependant, V(Z,) =V(X,)+V (Y,) =n—1+1=n — oo, alors
que Z, converge en loi vers la loi normale de variance 1.

Exercice n°3

On ne peut pas appliquer la loi forte des grands nombres aux variables X, car elles n'ont
pas la méme loi. D'autre part, on obtient E (X,) =0 et V (X,) = n donc on ne peut
pas non plus appliquer la loi faible des grands nombres car ces variables n'ont pas la
méme variance.

Exercice n°4
Les variables X,, ont pour f.r. :

0 six<n
1 sin<ux

Fn(x):{

La suite F, (x) converge pour tout x réel vers F' (x) = 0 ; cependant il n'y a pas conver-
gence en loi car F n'est pas une fonction de répartition.
Exercice n°5

La v.a. V, étant le produit de termes qui valent 1 ou — 1 ne prend aussi que les valeurs
1 et —1. Si nous posons p, = P (V, =1) on obtient E (V,) = p, — (1 — p,)
= 2p, — 1. D'autre part, les v.a. U, étant indépendantes :

EVy=[[EW)=]]er-D=p-1)
i=1 i=1

et par conséquent p, = [1 +2p — 1)"]. Puisque 0 < p <1, on a aussi

—
| —

2p — 1] < 1 donc p, — 5 quand n — 00. Ainsi la suite (V,,) converge en loi vers la
1
v.a. V dont la loi est définiepar P(V =1) =P (V =—-1) = 5

Exercice n°6

X
La fonction de répartition de Y, = — est définie pour tout x > O par :
n
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[nx]

F,()=P ¥, <x)=PX, <nx)=) p,(1—p)" =1-(1—p)"
k=1

sinx ¢ N, avec dans ce cas nx = [nx]+ @ ot 0 <o <1 ;onaalors:
0 0 n
In[l = F, (x)] = [nx]In (1 - —) = (nx —a) (—— + 8-) — —bx
n n n

Sinx € N, alors :
nx—1

Fo() =P, <x)=P X, <nx)= Y p(1—=p)'=1-(1—p)"
k=1

et:

(% 0 &,

In[l1-F,x)]=@x—1DIn(l——-)=@mx—-1)[——+—) > —0Ox

n n o n

Ainsi, dans tous les cas, pour x > 0 et quand n — 00 :
F(x) > 1—e™

la limite est la fonction de répartition sur R, de la loi exponentielle de paramétre 0, qui
est donc la loi limite de Y,,.

Exercice n°7

La fonction de répartition de X,, est définie par :

0 six <0

k k—1 k
F,(x) = ? si <x<—, 1<k<n
n n
1 sil <ux

Pour x <0 oux > 1onaF,(x) =F (x) ouF est la fonction de répartition de la loi
uniforme sur [0,1]. Examinons maintenant le cas ott x € ]0,1] et soit k I'entier tel que

k—1
n

k
< x < —. La fonction F étant strictement croissante :
n

(k—l) (k) k-
F|l— )< F&x) <F|—] soit
n n

On obtient ainsi :

1
< F(x) <

k
p

k k<F() F () k k—1
——<F,x)—-F(Kx) < — —
n+1 n n+1 n

ou:
n+1—k
—— = <SFE0®-F& < —F+
nn+1) n(n+1)
Donc, pour 1 <k < n:

—Lan(x)—F(x)<L
nn+1) n(n+1)

ce qui établit que F, (x) — F (x) — 0 quand n — oo et donc que X, converge vers
la loi uniforme sur [0,1].
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Exercice n°8

Pour tout ¢ > 0 il existe un entier N = N (¢) tel que pourn > N onait 1/n < ¢ etalors :
1

1
P(X,—1 =—+-=1
( | <e) > t+3

Donc P (|X,, — 1| < &) — 1 quand n —> o0 ce qui montre que la suite (X,,) converge
en probabilité vers la v. a. certaine X = 1, et donc aussi en loi puisque la limite est une
constante.

Cependant, P(X, =1) =0 pour tout entier n et donc P(X, =1) — 0 quand
n — oo alors que P(X = 1) = 1. Il faut donc faire attention a I’utilisation des condi-
tions suffisantes de convergence en loi vues au § ILE.

Exercice n°9

La lecture de la table 5 nous donne la valeur exacte du fractile d'ordre 0,95 de la loi Xfo s
soit x = 55,76 . Cependant, beaucoup de tables de fractiles de la loi du )(3 s'arrétent a
v = 30 et donc, pour un nombre plus élevé de degrés de liberté, il faut alors utiliser 1'ap-
proximation proposée dans ces tables, soit :

P(X <x)=0,95=P(vV2X — V20 =1 <+2x —/2v — 1)
:CID(\/Z_—\/ZV—I)

o @ est la fr. de la loi N(0,1). Par lecture de la table 2 des fractiles on obtient
V2x —A/2v — 1 =~ 1,6449, soit avec ici v = 40 : x =~ 55,47, valeur assez proche de
la valeur exacte.

Exercice n°10

Pour montrer que (X,) converge en moyenne quadratique vers zéro, il faut étudier la
limite de :

+o00 +oo
E (Xz) = / x’ne dx = [—xzef"x];oo + 2/ xe ™dx
0 0

n
e nx +00 2 400 o 2

= | —2x + — e dx = ) — 0
n 0 n Jo n

ce qui exprime par définition que :
X,—0

m.q.
Exercice n°11

11 faut d'abord déterminer la loi de probabilité de m,, :
P(m, >x)=P {ﬂ(xi >x)} =[]Pxi>x)=11-F@
i=1 i=1

ol F est la f.r. commune des variables X; ; ainsi, m, admet pour f.r. :
Gy(x)=1-[1-Fx©]"

et pour densité :
gn(x)=n[l-F (x)]”’l fx) = ne—"x—6
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pour x > 6. On calcule alors :

+oo 1 +o00
E (m, —0)* = / (x — 0)? ne gy = _2/ y2e¥dy
0 n? Jy

ra) 2
= = — —> O
n? n?
et par conséquent on en conclut que pour n — 00 :
m, —> 0
m.q.

La f.r. de Y, est définie par :

H, () =P (Y, <y) = P(m, =0 < =) = G, (6 + >)

et sa densité est donc :
1 y -
hy (y) = _gn(g + _) =e
n n
pour y > 0, c'est-a-dire que Y, suit la loi exponentielle de paramétre 1, indépendante de
n, et qui est donc aussi la loi limite de Y.
Exercice n°12

Dans les deux cas, il s’agit d’'une moyenne de v. a. qui vérifie les hypotheses du théore-
me central limite. Il nous suffit donc de calculer les deux premiers moments de ces v. a.
On a d’abord :

1 —+00 ) N 2 +00 2

—x“/20 —u
E(X]) = / lxle™" dx:a‘/—/ e'du=o0,/—
o221 Joxo 7 Jo T

Et ensuite :

V(X)) = E(X?) — E*(IX]) = (1 - %) o?

L application du théoréme central limite permet donc d’obtenir :
2

D, —o, —

YT
2
o,1——
T

On a ensuite E(X?) = o? et comme X?/c? suit une loi x? on a aussi V(X?) = 20*.

NG — 5 N(@©,1)
loi

Ainsi :
SZ _ 0.2
n—= —— N(0,1)
v o2/2 i

Exercice n°13

On vérifie d'abord que les v.a. Z, = X suivent une loi y (1) . Nous appliquons ensui-
te le théoréme central-limite a ces variables dont espérance et variance valent 1 :

\/E(Zn—l)zN(O,l)

La suite étudiée est définie par Y, = —InZ, et on utilise alors la propriété II-G avec
a, = /n et g (t) = —Int qui nous permet d'obtenir :

\/ﬁY,ll—)N(O,l)
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stimation

ans les chapitres précédents, nous avions un modéle probabiliste

bien précis ol la loi P de la v.a. X considérée était bien spécifiée.

Dans la réalité, nous disposons d'observations d'un modeéle
inconnu et le travail du statisticien va consister a mettre en correspon-
dance ces observations avec un modele probabiliste. Le probléme qui va
se poser au statisticien peut s'énoncer de la fagon suivante : disposant
d’observations x,,...,x, d'une certaine v.a. X associée au phénoméne
étudié, obtenues a partir d'expériences aléatoires identiques et indépen-
dantes, quelle loi théorique P inconnue peut-on retenir comme loi
parente, c'est-a-dire, quelle est la loi de probabilité associée a ce phéno-
méne de production des données ? Ce qu‘on peut symboliser sous la
forme suivante :

(x1,...,x,) > P?

Si ce choix devait étre fait parmi I'ensemble P de toutes les lois de pro-
babilité existantes, on concoit bien que le probléme serait difficile a
résoudre et qu'il faudrait un trés grand nombre n d’observations poury
parvenir ; le probleme serait alors qualifié de non paramétrique. Compte
tenu d'informations a priori dont il dispose, le statisticien va restreindre
son choix a une famille donnée (P,; 6 € ®) indexée donc par & parcou-
rant un ensemble ® bien déterminé. On suppose donc ici que la loi de
probabilité est parfaitement déterminée par la donnée d'un ou plusieurs
nombres (® C Rou ® C R¥) représenté(s) par 6 que nous appellerons
paramétre de la distribution, ® étant I'ensemble des valeurs possibles du
parametre. Si pour deux valeurs distinctes du paramétre il pouvait y avoir
coincidence des lois de probabilité associées, les observations issues de
cette distribution ne permettraient pas de distinguer ces deux valeurs du
parametre. Nous ferons donc |I'hypothése que pour 9 #+ 6’ ona Py # Py,
i.e. que l'application 6 + P, est injective, ce que nous traduirons en
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disant que le modele est identifiable. D'ou le modéle statistique para-
métrique (E,B,(P,; 0 € ®)), ou E = X () est I'ensemble des valeurs
possibles pour la v.a. X, ou espace des résultats (E C RouR”), et B la
tribu borélienne associée (famille des intervalles et des unions d'inter-
valles dans R). Le probléme initial du statisticien peut alors se reformu-
ler sous la forme symbolique suivante :

('xlw .. sxn) — 07

et se nomme alors un probléme d’estimation. Choisir une seule valeur du
paramétre 6 est un probléme d’estimation ponctuelle, choisir un sous-
ensemble de ®, dénommé région de confiance, est un probléme d'esti-
mation ensembliste, d'estimation par intervalle dans le cas particulier,
assez fréquent, ou cette région est un intervalle de R. Ce type de pro-
blémes sera résolu par la donnée d'une application T : E* — F qui asso-
ciera une (ou plusieurs) variable(s) aléatoire(s) a valeur(s) numérique(s)
(F CRouR') a un n-échantillon (X,...,X,), application que nous
nommerons une statistique. Il s'agit du modéle d‘échantillonnage noté
(E,B,(Py; 0 € ©))%".

Objectif du chapitre : montrer comment on peut, a partir d’observations
indépendantes d’un phénomene considéré comme aléatoire, attri-
buer une valeur, ou un ensemble de valeurs, a un (ou plusieurs)
parametres qui caractérise(nt) la loi retenue pour le modele.

Concepts clés étudiés : estimateur, biais, estimateur convergent, erreur
quadratique moyenne, vraisemblance, efficacité, information
de Fisher, méthode du maximum de vraisemblance, méthode
des moments.

éfinition d'un estimateur

Nous allons introduire la notion d’estimateur a partir d’un exemple familier issu
des sondages qui, régulierement, cherchent a connaitre 1’état de 1’opinion
publique vis-a-vis du président de la République. Le modele statistique que 1’on
peut construire consiste a retenir comme ensemble 2 1’ensemble des électeurs
francais et a considérer le sous-ensemble A de ceux qui sont favorables au prési-
dent de la République. La v.a. X associée sera alors la variable indicatrice de A,
définie par :

Il siwme A

X (@) = {O sinon
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La loi de probabilité de X est donc connue, c’est la loi de Bernoulli 5 (1, p),
et le parametre qui définit completement le modele est ici 6 = p
=P(X=1)=P(A). La famille de lois de probabilit¢ est donc
{B(,p); p €[0,1]} indexée par ® = [0,1]. Pour se faire une «idée » de la
vraie valeur de ce parametre, on effectue un sondage en interrogeant n per-
sonnes tirées au hasard dans 2 et on associe a chacune d’elles une variable de
Bernoulli X;,1 <i < n, de méme loi que X. Sans étre statisticien, si on consta-
te que 48 % des personnes interrogées sont favorables au président de la
République, on en déduira qu’environ un frangais sur deux y est favorable. En
langage courant, on dira que I’on « estime » la valeur de p a 48 %. Cette valeur,
calculée sur I’échantillon, est une estimation, cette fois en terme statistique, du

. . 1
parametre p, obtenue a partir de la fréquence empirique f, = — Z X; qu’on
appellera donc un estimateur de p. a3

Prenons un autre exemple. Supposons qu’avant de choisir un véhicule auto-
mobile on se fixe un critere de choix basé sur le nombre moyen N de pannes par
an que I’on est susceptible d’avoir avec un modele donné. Ayant la possibilité de
faire une étude statistique chez un concessionnaire, on préleve au hasard n dos-
siers de véhicules et on note pour chacun le nombre N;,1 <i < n, de pannes
subies la derniere année de mise en circulation. La loi de Poisson étant adaptée
pour modéliser le nombre de pannes, on retient ici la famille de lois
{P(#);6 € R,}.Le parametre est ici la moyenne de la loi, i.e. & = E(N), donc
on estime sa valeur par la moyenne des valeurs observées sur I’échantillon, soit :

_ 1 &
anzl;:Ni

Dans ces deux exemples, on a donc construit un modele statistique ot la v.a. X
suit une loi P, et pour se faire une idée de la valeur inconnue du parametre 6 qui
détermine la loi de probabilité, on utilise un échantillon de cette loi. A partir des
valeurs observées xi,...,x, on calcule ensuite une certaine valeur numérique
que I’on considérera comme une valeur approchée de 6 et qu’on appellera une
estimation de 6. La régle qui permettra d’effectuer ce calcul est un estimateur,
dont la définition précise est la suivante.

Définition

Un estimateur de 6 est une application 7, de E" dans F' qui a un échan-
tillon (X;,...,X,) de la loi P, associe une variable aléatoire réelle (ou plu-
sieurs dans le cas d’un parametre multidimensionnel) dont on peut déterminer
la loi de probabilité.

Laloidelav.a. T, (X,...,X,) dépend de celle de X, et donc de 6, et chaque
réalisation 7,, (xi,...,x,) sera une estimation de 6. Cette définition est extré-
mement générale et ne donne pas de méthode de construction d’un estimateur.
Cependant, comme nous 1’avons vu sur les exemples introductifs, 1’expression
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de I’estimateur découle trés naturellement de I’interprétation que I’on peut trés
souvent donner du parametre. Nous avions dans ces exemples 8 = E(X), c’est-
a-dire la moyenne théorique de 1a loi, et on retient donc tres logiquement comme
estimateur du parametre 6 la moyenne empirique ou moyenne de 1’échantillon :

— 1 &
T,(Xi...X)=X,=~) X

Ce n’est que dans certains cas, assez rares, ol le parametre n’admet pas d’in-
terprétation évidente, que 1’on est amené a utiliser une méthode de construction
d’un estimateur, comme la méthode des moments, généralisant cette méthode
intuitive, ou d’autres méthodes aux propriétés voisines, comme la méthode du
maximum de vraisemblance et la méthode des moindres carrés.

Un estimateur est une statistique particuliere, en tant que fonction de
I’échantillon, qui permet d’attribuer une valeur au parametre 6 a estimer. On
pourrait donc le définir comme une statistique a valeurs dans ® . Comme nous
n’avons ici imposé aucune condition a ’ensemble F', nous allons définir une
propriété que I’on pourrait qualifier de minimale pour un estimateur, c’est-a-dire
de prendre ses valeurs dans le méme ensemble que le parametre. On dira qu’un
estimateur est strict si T, (E") C ©.

Exemple 7.1

Si X suit une loi de Bernoulli B (1,0), T, sera un estimateur strict si
0< T, (xq,...,x,) <1 pour tout échantillon observé (x,...,x,).

Nous allons maintenant définir les propriétés essentielles que doit vérifier un
estimateur.

ropriétés d'un estimateur

Ayant fait choix d’un estimateur, on se pose la question de savoir s’il s’agit d’un
«bon » estimateur. Il va donc falloir se donner des criteres de qualité. Par
ailleurs, il se peut que pour certains problémes on ait le choix entre plusieurs
estimateurs et il va donc falloir aussi définir un critere de comparaison pour
déterminer quel est le meilleur. Enfin, on peut se poser la question de savoir s’il
n’existerait pas un estimateur qui, pour un probleme donné, ne serait pas
meilleur que tous les autres : c’est le probleme de 1’optimalité. Toutes ces ques-
tions vont trouver des réponses dans I’étude des propriétés ci-apres oll nous sup-
poserons pour simplifier que 6 est un parameétre réel, ¢’est-a-dire que © C R,
Ces propriétés peuvent bien siir s’étendre au cas d’un parametre multidimen-
sionnel.
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iais d'un estimateur

Bien entendu, pour pouvoir considérer 7, (xy,...,x,) comme une valeur appro-
chée de 6, il faut que les valeurs prises par la v.a. 7, ne s’écartent pas trop de la
valeur, fixe, de . Comme 7, est une v.a., on ne peut imposer une condition qu’a
sa valeur moyenne, ce qui nous amene a définir le biais d’un estimateur comme
I’écart entre sa moyenne et la vraie valeur du parametre :

b, (0) = Eq (T,) — 0

D’oti une propriété relative au biais d’un estimateur.

Définition

Un estimateur 7,, de 6 est dit sans biais si pour tout 8 de ® et tout entier
positif n :
Eo(T,) =0

Exemple 7.2

N

Si le parametre a estimer est la moyenne théorique de la loi,
i.e. 0 = E(X), Uestimateur naturel est la moyenne empirique T, = X,,.
Nous avons vu dans le chapitre 5 que E, (T,) = E (X) = 0, donc nous en
déduisons le résultat tres général que la moyenne empirique est toujours
un estimateur sans biais de la moyenne théorique (espérance mathéma-
tique), quelle que soit la loi de probabilité de la variable X .

Cependant, cette propriété peut ne pas étre strictement vérifiée, le biais dimi-
nuant seulement quand la taille d’échantillon augmente. Ceci correspond a la
définition suivante.

Définition

Un estimateur 7,, de 6 est dit asymptotiquement sans biais si pour tout 0
de ® :
Ey,(T,) > 6 quand n — oo

Exemple 7.3
Si le parametre a estimer est la variance théorique de la loi, i.e. 0 = V (X),

o . . , I —\2
Uestimateur naturel est la variance empirique T, = S = — E (X i — X ,1)
n

i=1
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-1
et nous avons vu dans le chapitre 5 que E, (T,,) = ——6. Donc S'* est un
n

estimateur asymptotiquement sans biais de 6. Nous avons vu aussi que
n

E, (Sf) =VX)=06,00S= ﬁ Z (Xi — 7,,)2 est la variance empi-
o1

rique modifiée qui est donc toujours un estimateur sans biais de la variance
théorique, quelle que soit la loi de probabilité de la variable X .

onvergence d'un estimateur

Intuitivement, on est amené a penser que si la taille de 1’échantillon augmente,
I’information sur le parametre 6 va augmenter et donc I’estimateur devrait d’une
certaine maniere se « rapprocher » de la valeur de 6. Cet estimateur étant une v.a.,
la formulation mathématique de cette notion intuitive va faire appel a la conver-
gence en probabilité d’une suite de v.a. : T, prendra des valeurs proches de 6 avec
une probabilité d’autant plus proche de un que la taille d’échantillon n sera gran-
de. Ceci conduit a la définition suivante.

Définition

Un estimateur 7, est convergent si la suite de v.a. (7,,) converge en proba-
bilité vers la valeur du parametre, c’est-a-dire pour tout 6 de © :

T, — 60 < P, (T,—0|<e)—>1, Ve>0, n— o
p

s Py (T, — 0] >¢) —> 0

Il existe un moyen en général simple de vérifier cette propriété de conver-
gence, a partir de conditions suffisantes faisant intervenir les deux premiers
moments de I’estimateur, et que nous énongons dans le théoréme ci-apres.

Théoreme
Tout estimateur sans biais dont la variance tend vers zéro est convergent :

Ey(T,) =0
Vo(T,) — 0

} =T, —>0, n—
P
Ce résultat se déduit directement de 1’inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

Vé) (Tn)

Pe(|Tn—9|>8)<—2—>0, Ve >0, n— oo
€

200 e STATISTIQUE ET PROBABILITES



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

En fait, sous les hypotheéses du théoréme, on obtient une convergence
plus forte qui est la convergence en moyenne quadratique puisqu’ici
Vo (T,) = E, (T, —6)* > 0 quand n — 00.

Exemple 7.4

Si 0 = E(X), ce parametre est estimé sans biais par T,, = X, et on sait
de plus que Vy(T,) = V(X)/n donc Vy(T,) — 0 quandn — oo et T, est
convergent (résultat que 1’on aurait pu déduire directement de la loi des
grands nombres). Ainsi, la moyenne empirique est un estimateur sans
biais et convergent de la moyenne théorique E(X), quelle que soit la loi
de X.

Le résultat précédent peut étre obtenu sous des conditions un peu plus géné-
rales énoncées ci-apres.

Théoreéme

Tout estimateur asymptotiquement sans biais dont la variance tend vers
z€ro est convergent :

=717, —>0, n—>
P

Ey(T,) — 6 }
Vo(T,) = 0

La encore, ces conditions suffisantes de convergence en probabilité de T,
établissent en fait que cette suite converge en moyenne quadratique.

stimateur optimal

1) Qualité d'un estimateur

La qualité d’un estimateur va se mesurer a ’aide d’une distance au parametre
qui peut étre par exemple |7, — 0| ou (7, — 0)>. Pour obtenir un indicateur
numérique on peut alors déterminer la valeur moyenne de cette distance.
L’indicateur généralement retenu, car il se préte facilement aux calculs, est I’ erreur
quadratique moyenne définie pour tout 0 par :

EQ(T,) = Ey (T, — 0)* = Vo(T,) + b (0)

Dans le cas particulier d’un estimateur sans biais, cette erreur quadratique se
confond avec la variance de I’estimateur. Si dans I’erreur totale d’estimation on
privilégie Ierreur structurelle, mesurée par b?(6) , on fera choix d’un estimateur
sans biais et I’erreur d’estimation se réduira a I’erreur statistique mesurée par la
variance de I’estimateur. Si on se place donc dorénavant dans la classe des esti-
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mateurs sans biais, on pourra comparer deux estimateurs 7, et T, de cette clas-
se par leur variance qui mesure alors leur dispersion par rapport au parametre
qui est leur espérance commune. Nous dirons que I’estimateur 7, est plus effi-
cace que T, si pour tout 6 de ® et pour une taille d’échantillonn > N :

N

Vo (T,) < Vy (T/)

n

La question se pose alors de savoir si on pourrait trouver un troisieéme esti-
mateur qui serait a son tour meilleur que 7, . En cas de réponse positive, il fau-
drait poursuivre la recherche, ce qui nous conduirait a essayer d’améliorer indé-
finiment un estimateur. Le probléme n’admettrait une fin que si I’on savait que
I’estimateur obtenu est le meilleur. Le paragraphe suivant va fournir des élé-
ments de réponse.

2) Inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao

Nous allons voir que dans certaines conditions il existe une borne inférieure
pour I’ensemble des variances des estimateurs sans biais, ce qui va constituer un
butoir ne permettant pas d’améliorer sans cesse les estimateurs. D’autre part, si
cette borne est atteinte par un estimateur, il deviendra le meilleur et sera quali-
fié¢ d’optimal dans la classe des estimateurs sans biais. Pour énoncer ce résultat,
nous avons besoin d’introduire la définition suivante.

Définition

On appelle vraisemblance (likelihood) de 1’échantillon (X;,...,X,) la loi
de probabilité de ce n-uple, notée L (x,...,X,; 0), et définie par :

L (i, %3 0) = [[ P (X = x,16)
i=1
si X est une v.a. discrete, et par :
L(xi, % 0) =[] f (s 0)
=l

si X est une v.a. continue de densité f (x; 6).

Le théoréme suivant va préciser la borne inférieure pour la variance des esti-
mateurs sans biais, sous certaines hypotheses relatives a la loi de probabilité de
X et que nous appellerons hypotheéses de Cramer-Rao. Nous ne donnerons pas
le détail de ces hypotheses (voir compléments) qui sont essentiellement des
conditions techniques portant sur 1’existence de dérivées de la densité f de X et
la possibilité d’intervertir les opérations de dérivation et d’intégration.
Cependant, nous ferons figurer dans I’énoncé du théoréme la condition indis-
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pensable pour que cette inégalité soit vraie et qui n’est pas satisfaite pour cer-
taines lois usuelles, alors que les autres hypotheses sont généralement vérifiées.
Enfin, cet énoncé fait intervenir la notion de quantité d’information de Fisher

qui est définie par :
10 =E dlnL\’
n — Lo 90

Théoreme

Sous les hypotheses de Cramer-Rao, en particulier si E = X (£2) est indé-
pendant du parametre a estimer 6, pour tout estimateur sans biais 7, de 6
ona:

La quantité By (0) est la borne inférieure de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao
(FDCR en abrégé). Notons que dans les conditions d’application de ce théore-
me, en particulier si £ = X (2) est indépendant du parametre a estimer 6, on
obtient une expression équivalente de la quantité d’information de Fisher qui est
généralement plus simple a calculer :

0%nL
In (9) = EG’ _W

Exemple 7.5

Soit X une v.a. de loi exponentielle de parametre 1/6, ou loi y (1,1/0),
avec 8 > 0, de densité pour x > 0 :

1
S xi0) = g

La vraisemblance admet ici pour expression :

n 1 1 n
L(xy,....x,;0) = | |f(x,»;9) = a@Xp(— g E x,»)
i=1 1

i=

Pour calculer la quantité d’information de Fisher nous écrivons la log-
vraisemblance :

1 n
InL (x1,.... %3 0) = —nln — — ;x,-

Nous dérivons par rapport au parameétre :

dlnL n o1
0 o ﬁ;xi
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Soit en élevant au carré :

dnL\* 1|, ng (&)
= -2- i T i
(ae> 92[" 9;x+92<,—1x>

n
Si on pose S, = Z X;, on obtient :

i=1

1 n 1
L) =2 [n? —25E (S) + 53 B (S,f)]

Avec E, (S,) =nEy(X) =nb, E,(S.) = Vy(S,) + E;(S,) =nV,(X)
+n%0% = n(n+1)6? on obtient :

n
Comme X (2) = R, est indépendant de 6, on peut utiliser la seconde
expression de la quantité d’information de Fisher, calculée a partir de :

9%InL _n 2

507 g2 g

ce qui permet d’obtenir plus facilement :
L\  n 2n9 _n
062

In(9)=E9(— __ﬁ—i_ IR
Exemple 7.6
Si nous prenons maintenant [’exemple de la loi exponentielle sur
[6,400], de densité :

o [ six >0
fx0) = { 0 sinon

La vraisemblance s’écrit :

L (xy,...,x,;0) =exp {—Xn:(xi —0)}
i=1

si tous les x; sont plus grands que 0, c’est-a-dire si min {x; /1 <i < n} > 6.
On a alors :

InL (xy,...,x,;0) = —in + no
i=1

dlnL
d’on ot =net:
a0

O = E amL\*
=R\ T ) T
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b

.. 3 9%InL
On peut remarquer ici que = 0 et par conséquent Eq | — =0

062

ne coincide pas avec la valeur de la quantité d’information de Fisher, ce
qui s’explique par le fait qu’ici X () = [6,400[ dépend du parameétre a
estimer 6.

00?

3) Estimateur efficace

Le théoréme précédent fournit une borne inférieure pour la variance des estima-
teurs sans biais, qui peut ou non étre atteinte. Si cette borne est effectivement
atteinte par un estimateur, il sera donc le meilleur, selon ce critere, dans la classe
des estimateurs sans biais. Cette optimalité se traduit par la définition suivante.

Définition

Un estimateur sans biais 7, est dit efficace si sa variance est égale a la
borne inférieure de FDCR :

Exemple 7.7

Si nous reprenons [’exemple de la loi exponentielle de parameétre 116,
comme E, (X) =6, on sait que T, = X, est un estimateur sans biais et
convergent. De plus :
— Vo (X) 0? 1
Vi) =V,(X,)="——=—=—
n n I,00)

donc cet estimateur est aussi efficace.

—>» Remarque

Un estimateur efficace est bien siir optimal, mais dans la classe des esti-
mateurs sans biais. Si on utilise comme criteére 1’erreur quadratique, qui
est une mesure de I’erreur totale ou les erreurs structurelle et statistique
jouent le méme rdle, on peut trouver un estimateur qui soit meilleur qu’un
estimateur efficace. Par exemple, dans le cas d’un échantillon d’une loi

. 1 ¢ .
N (0,0), on sait que Unz = — Z Xl.2 est un estimateur efficace de o2,

i=1

n

5 N 20° . .
avec EQ (an) =V (cr ) = ——. Mais, si on retient I’estimateur avec
n

.. 1 - . . . .
biais 7, = E X?, on obtient un estimateur meilleur, ¢’est-a-dire
n+2 i=1

d’erreur totale plus faible puisque EQ (T,) =

4

n—+2

<EQ (onz).
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éthodes de construction d'un estimateur

Dans les situations ou il n’y a pas d’estimateur évident, on est amené a recourir
a une méthode de construction d’un estimateur, les deux méthodes que nous pré-
senterons ici étant celles du maximum de vraisemblance et des moments.

éthode du maximum de vraisemblance

La vraisemblance L (xy,...,x,; 8) représente la probabilité d’observer le n -uple
(x1,...,x,) pour une valeur fixée de 6. Dans la situation inverse ici ol on a
observé (x,...,x,) sans connaitre la valeur de 6, on va attribuer a 6 la valeur
qui parait la plus vraisemblable, compte tenu de 1’observation dont on dispose,
c’est-a-dire celle qui va lui attribuer la plus forte probabilité. On se fixe donc la
regle suivante : a (xi,...,x,) fixé, on considere la vraisemblance L. comme une
fonction de 6 et on attribue a 6 la valeur qui maximise cette fonction. D’ou la
définition suivante.

Définition

__ On appelle estimateur du maximum de vraisemblance (emv) toute fonction
0, de (xq,...,x,) qui vérifie :

L (%1, .. %5 6,) = max L (xy,....%,; 0)

Cette définition ne renseigne en aucune fagon, ni sur I’existence, ni sur 1’ uni-
cité, d’un tel estimateur. La recherche de I’emv peut se faire directement par
recherche du maximum de L, ou dans le cas particulier ot la fonction L est deux

oL
fois dérivable par rapport a 8, comme solution de 1’équation T i 0 qui vérifie
2

aussi 202 < 0. Cependant, la vraisemblance se calculant a partir d’un produit,

on préfere remplacer ce dernier probleme par le probleme équivalent pour la

: . . . . dlnL
log-vraisemblance, puisque la fonction In est strictement croissante, —— =

20
9%InL ) . L . o
v <0 et qui aura une expression généralement simplifiée.

Remarquons enfin que si 0, estun emv du parametre 6, alors g (5,1) est un emv
du parametre g(6) pour toute fonction g. Si par exemple la variance empirique
modifiée S, qui est un estimateur sans biais de 6 = V,(X), est un emv pour un
modele statistique donné, alors S, est un emv du parametre

avec
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g () =0y (X) = /V, (X) = +/0. Notons cependant que S, ne peut pas étre
aussi un estimateur sans biais car on aurait alors Vj, (S,) = E, (Sj) — E; (S,)
=0-6=0.

Exemple 7.8

Cherchons I’emv pour la famille de lois exponentielles de parametre 1/6.
La log-vraisemblance est indéfiniment dérivable pour 60 > 0 et nous
avions obtenu dans I’exemple 7.5:

olnL n+1 -
0 0 0

1 n
qui s’annule en changeant de signe pour 6 = — Z X; =X,, avec :
i=1
9 InL. n
7 = —Zx = © 0 - 2%,)

soit pour 0 =X, :
P 9°InL n
=—= <0
300? J, . X

n

donc ’emv est 5 = Y

Exemple 7.9

Dans le cas de la loi exponentielle sur [0,+00[, la vraisemblance avait
pour expression :

) e 0 <min{x;/1 <i <n)
Lo 0) = { 0 min{x/l<i<n} <0

Pour 0 < min{x;/1 <i < n} la vraisemblance est une fonction croissan-
te de 0 et ensuite elle s’annule ; 'allure générale du graphe de L
(cf. figure 7.1) montre bien que L est maximum pour
0 =min{x;/1 <i < n}, ce qui correspond al’emy:

9 =min{X;/1 <i < n}
L
/E
|
0 min x; 6

Figure 7.1
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—>» Remarque SlnL
n
Dans I’exemple 7.9, nous avons InL = nf — nXx, et 50 = n ne s’annule

pas ; la recherche du maximum de L (ou de InL) s’est effectuée directe-
ment, sans avoir recours aux dérivées. Rappelons a ce propos que dans la
recherche des extremums d’une fonction réelle g, la condition g’ (xy) = 0
n’est ni nécessaire, ni suffisante, pour qu’il existe un extremum en x;.
Cette recherche d’extremum doit se faire directement, a partir de la condi-
tion qui le définit, c’est-a-dire g (x) — g (x¢) a un signe constant au voi-
sinage de x,. Ce n’est que dans le cas d’une fonction deux fois dérivable
sur un intervalle ouvert, que le maximum est obtenu a partir des condi-
tions g’ (xo) = 0 et g (xo) < 0.

éthode des moments

Dans le cas ou le parametre a estimer est § = E, (X), moyenne théorique de la
loi, nous avons vu que I’estimateur naturel était la moyenne empirique, ou
moyenne de I’échantillon, X,. De méme, pour estimer le parametre 6 = Vj, (X),
variance de la loi, nous retenons 1ogiquement comme estimateur la variance empi-
rique S?. Plus généralement, si I'un des moments d’ordre k € N*, non centré
m, = Ee (X") =my (9), ou centré w;, = Ey (X —m;)* = p, (0), dépend de 6,

nous allons chercher un estimateur par résolution de 1’équation en € obtenue en
égalant moment théorique et moment empirique correspondant, soit :

n n
_ Y oXE=m(0) ou ju, = EZ(xi ~X,) = 1 ®)
= ne=
La solution de I’équation, si elle existe et est unique, sera appelée estimateur
obtenu par la méthode des moments. Dans les exemples introductifs ou
0 =Ey(X) et 0 =V, (X), les équations a résoudre s’écrivaient sous forme
résolue 6 = X, et = S,

Exemple 7.10

Si X suit une loi exponentielle de parametre 6, on sait que Eq (X) = 1/6 et
I’équation a résoudre s’écrit X, = 1/0, de solution immédiate 6 = 1/X,,
qui correspond a I’estimateur obtenu par la méthode des moments :
5 1
n Yn

Bien entendu, on pourrait utiliser cette méthode avec des moments d’ordres
plus élevés et obtenir ainsi d’autres estimateurs. En utilisant par exemple la
variance V, (X) = 1/6* on obtient le nouvel estimateur 6, = 1/S/.

Cette méthode intuitive se justifie par les propriétés de convergence des
moments empiriques vers les moments théoriques correspondants (cf. chap 6,
§ 11, H).
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stimation par intervalle de confiance

xemple introductif

Un industriel commande un lot de tiges métalliques qu’il ne peut utiliser que si
leur longueur est comprise entre 23,60 mm et 23,70 mm. Ces tiges ont été fabri-
quées par une machine qui, lorsqu’elle est réglée a la valeur m, produit des tiges
dont la longueur peut étre considérée comme une v.a. X de loi normale
N (m,o0), ou I'écart type o est une caractéristique de la machine, de valeur
connue, ici 0 = 0,02 mm. Compte tenu de la symétrie de la distribution nor-
male, la proportion de tiges utilisables par I’industriel sera maximale si le régla-
ge a été effectué a my = 23,65 mm. Ne connaissant pas cette valeur, a la récep-
tion d’un lot de tiges I’industriel préleve au hasard n tiges dont il mesure les lon-
gueurs Xi,...,X, pour se faire une idée de la valeur du parametre de réglage m.
Il calcule la moyenne des longueurs observées et ayant obtenu la valeur
X, = 23,63 il en conclut que, s’il est peu réaliste de croire que la valeur de m
est exactement 23,63 mm, elle doit malgré tout &tre trés proche de cette valeur
moyenne observée sur I’échantillon. Il lui parait raisonnable d’aboutir & une
conclusion de la forme « il y a 95 chances sur 100 que la valeur de m soit com-
prise entre 23,63 — a et 23,63 + b ». Le probleme consiste alors a fixer des
valeurs précises pour a et b et on congoit bien qu’elles doivent dépendre des
« chances » que 1’on a attribué a cet intervalle de contenir effectivement la vraie
valeur de m. L’intervalle ainsi obtenu s’appellera intervalle de confiance et sa
probabilité qui a permis de le déterminer, niveau de confiance. La longueur de
cet intervalle sera bien siir proportionnelle a ce niveau de confiance. On peut par
exemple toujours fournir un intervalle qui contient avec certitude le parametre
en le choisissant suffisamment large ; mais dans ce cas, cet intervalle ne nous
renseigne en aucune facon sur la vraie valeur du parametre. Il faut donc arriver
a un compromis entre un intervalle pas trop grand et une probabilité assez éle-
vée de contenir le parametre.

Pour une famille quelconque de lois de probabilité (Py; 6 € ®) on peut don-
ner la définition suivante.

Définition

Un intervalle de confiance pour le parametre 6, de niveau de confiance
1 —a € ]0,1[, est un intervalle qui a la probabilité 1 — « de contenir la vraie
valeur du parametre 6.
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rincipe de construction

Dans I’exemple précédent, nous avions abouti a un intervalle de la forme
X, —a < m < X, + b qui correspond a la réalisation d’un événement devant se
produire avec une probabilité fixée 1 — «. La détermination des valeurs de a et
b va donc se faire a partir de la valeur 1 — o de la probabilité, fixée par le sta-
tisticien, a partir de la condition qui s’écrit ici :

l—azP{Yn—a<m<Yn+b}
qui est équivalente a :
l—oe:P{—b<Y,,—m<a}.

Il n’y a donc qu'une seule condition pour déterminer ces deux valeurs ;
cependant, la loi de la v.a. X,, — m qui sert a construire cet intervalle étant symé-
trique, on choisit » = a et on utilise la variable centrée et réduite pour détermi-

ner la valeur de a qui vérifie la condition :

! _p a X,—m a
YT osvn T epdn S ojvn

Si @ estlafr delaloi N (0,1), alors a est solution de :

l—a=®(ay/n/o) — ®(—a/n/o) =2® (ay/njo) — 1

oul—a/2=7>®(ay/n/o), soit ay/n/o = @' (1 — «/2). Pour un niveau de
confiance de 0,95, soit & = 0,05, et pour une taille d’échantillon n = 100, le
fractile d’ordre 0,975 de la loi N (0,1) a pour valeur 1,96 et on en déduit
a = 0,004, d’ou I'intervalle :

23,626 < m < 23,634

obtenu pour cet échantillon particulier.

A partir d’un intervalle que 1’on souhaitait obtenir pour le parametre et dont
les bornes s’exprimaient en fonction d’un estimateur de ce parameétre, on est
arrivé a un intervalle pour I’estimateur, qui pouvait étre déterminé avec précision
puisqu’on connaissait sa loi. Ceci va nous fournir le principe de construction
d’un intervalle de confiance en effectuant la démarche en sens contraire.
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Le point de départ est fourni par un estimateur 7, du parametre 6, construit a
partir d’un échantillon (X;,...,X,) et dont on connait la loi en fonction de 8, ce
qui va permettre de déterminer les valeurs t; =1, (0) ett, =1, (0) telles que :

Pty O)<T, <)) =1—-«

11 faut ensuite inverser cet intervalle pour 7,,, dont les bornes dépendent du para-
metre 6, pour obtenir un intervalle pour 6, dont les bornes vont dépendre de I’esti-
mateur 7, c’est-a-dire déterminer les valeurs a = a (T,) etb = b (T,) telles que :

PQ{a(Tn)gegb(Tn)}zl_a

On peut écrire également Py {0 € [a (T,) ,b (T,)]} = 1 — « et on voit ainsi
que [a (T,) ,b (T,)] estun intervalle de confiance de niveau 1 — o pour le para-
metre 6. Il s’agit d’un intervalle aléatoire, au sens ol ses bornes sont des v.a.,
dont chaque échantillon fournira une réalisation. Pour obtenir cet intervalle, il
faut donc trouver I’ensemble des valeurs de € pour lesquelles on a simultané-
ment, pour 7, fixé :

tl (0) < Tn et 71}1 < t2 (9)
Cet ensemble sera plus ou moins facile a obtenir selon le comportement des
fonctions ¢, et t,. Si par exemple ces deux fonctions sont croissantes, on voit sur

la figure 7.2 que :

h@)<T, e 0<t;'(T,) et T,<,0) < 0=>1"(T)

1,(0)

a(T,) =t;1(T,) b(T,)=1t7(T,) 0
Figure 7.2
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L’intervalle est facile a obtenir ici car les fonctions #, et t, sont inversibles,
et on obtient alors :

HO)<T, <) ©a(l,) =6"(T,) <0<t (T,) =b(T,)

Il existe cependant une part d’arbitraire dans le choix simultané de #, et t,
puisqu’il n’y a qu’une seule condition pour déterminer ces deux valeurs, qui
peut d’ailleurs aussi s’écrire Py (T, < t;) + Py (T, > t;) = «, le risque total
pouvant étre a priori réparti de multiples facons. Posons «; = Py {6 > b (T,)}
eta, = Py {0 < a(T,)} ; les différents choix possibles sont les suivants.

a) Intervalle bilatéral («,co, > 0)

e Symétrique : o) = o, = «/2

C’est le choix que I’on fait si la loi de 7, est symétrique, ou si on n’a aucune
information particuliére, ce choix étant le moins arbitraire.

 Dissymétrique : o, #* a,

Seules des raisons tres particulieres peuvent permettre de fixer les valeurs de «;
et o, telles que oy + o, = «.

b) Intervalle unilatéral (o, = 0)
« A droite : o =00 =«

C’est I’interprétation donnée au parametre 6, comme par exemple la résistance
d’un matériau qui doit étre supérieure a un seuil minimum, qui conduit a un
intervalle de la forme 6 > a (T},) .

A gauche : o) = o, 00 =0

Si par exemple le parametre est une proportion de défectueux dans un lot, ou un
taux d’impuretés, on souhaite qu’il soit inférieur a un seuil maximum, d’ou un
intervalle de la forme 0 < b (T,).

ntervalle pour une proportion

Nous allons voir sur cet exemple que I’inversion de I’intervalle pour la statis-
tique n’est pas toujours aisée, surtout lorsque sa loi est discrete. Supposons que
I’on ait effectué un sondage pour déterminer les intentions de vote pour un cer-
tain candidat a une élection présidentielle. A chaque individu interrogé, on asso-
cie une variable de Bernoulli qui prend la valeur 1 si cet individu i déclare vou-
loir voter en faveur de ce candidat :

[l p ;
X,-—{O g=1-p 1<ign
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Le parametre p de cette loi de Bernoulli représente la proportion, dans la
population, d’électeurs favorables a ce candidat et est estimé par la proportion
observée dans I’échantillon : Lo

~ _ 1 X,
= Z:; :

Nous savons que, en tant que moyenne empirique estimant une moyenne
théorique, cet estimateur naturel de p est sans biais et convergent. Nous allons
établir maintenant que c’est aussi I’estimateur du maximum de vraisemblance et
qu’il est efficace. Pour cela, on suppose que la taille de la population est suffi-
samment grande pour que les variables X; puissent étre considérées comme
indépendantes, c’est-a-dire que 1’on se place dans le cadre d’un schéma bino-
mial avec remise. La vraisemblance s’écrit alors :

n n
n X n— Z Xi
L(ti....x;p)=[[pi(=p)i=pi=T (I-p) =

i=1

avec x; € {0,1}. On obtient donc comme expression de la log-vraisemblance :

InL(xy,...,x,; p) = (ix,-)lnp + (n — Xn:xi)ln(l - p)

i=1 i=1
d’ol en dérivant :
Xi n— Xi
81nL_Z ; _(1—P)Sn_(”_sn)l7
ap P I—p p(—=p)

i=1

n
en ayant posé s, = E x; ; cette dérivée s’annule pour s, —np =0, soit
i=1
p = s,/n, avec comme dérivée seconde :
9’InL Sp n—s,

— <
ap? P> (1-p)

car 0<s, <n; p,=3S,/n est donc I'emv de p. La variable S, suit une loi
B (n,p) et comme nous sommes dans les conditions d’application de 1’inégali-
té FDCR, nous pouvons calculer la quantité d’information de Fisher par :

2L\ E(S,) n—ES,) n
In =F| - = —+ =
) ( p? ) P’ (1-p* pd-p

0

Comme E (p,)=p et V(p,)=p(1 —p)/n=1/I,(p), on en conclut
que p, est efficace.

Pour construire un intervalle de confiance pour p de niveau 0,95 il faut déter-
miner les valeurs de 1, = 1, (p) ett, =1, (p) tellesque P (t; < p, < 1t,) = 0,95.
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Nous pouvons pour cela utiliser la loi exacte de np, = S, et retenir un intervalle
a risques symétriques, c’est-a-dire retenir les conditions P (np, < nf))
= P (np, > nt,) = 0,025. Cependant, une premiere difficulté se présente
puisque la loi est discrete et que ces égalités n’admettent pas forcément de solu-
tion, au sens ou il n’y a pas de fractiles d’ordre 0,025 ou 0,975. Nous allons donc
construire un intervalle qui sera de niveau au moins égal a 0,95 en retenant plu-
tot les inégalités P (np, < nt;) < 0,025 et P (np, > nt;) < 0,025. On doit
donc déterminer le plus grand entier n; tel que :

ny
> (Z)pk (1—p)"*<0,025

k=0
et le plus petit entier n, tel que :

n2

> (Z),)k (1-p)"*>0975

k=0

Pour tout entier fixé n, et pour chaque valeur de p, on peut déterminer les
solutions t; = n,;/n et t, = n,/n de ces inéquations et tracer ainsi point par
point le graphe de ces deux fonctions de p. Pour chaque verticale, c’est-a-dire
pour p fixé, ces deux courbes déterminent un intervalle [#; (p), t, (p)] tel que
P (t, < p, < 1) > 0,95. Pour une valeur observée p, 1'intersection de I’hori-
zontale correspondante avec ces deux courbes permet de lire sur I’axe des abs-
cisses l’intervalle des valeurs de p pour lesquelles on a simultanément
t (p) < p, et t,(p) > P, (cf figure 7.3). Ainsi, I’intervalle de confiance s’ob-
tient par simple lecture de I’abaque correspondant a un niveau de confiance
donné. On a un couple de courbes associées a chaque valeur de .

Py
1 -
t(p)
t(p)
Py
|
0 intervalle pour p 1 p
Figure 7.3
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Dans I’exemple proposé, si pour n =100 on a observé I’estimation
Pioo = 0,44 la lecture de ’abaque 2 (ol p, = X,, est en abscisse et p en ordon-
née) conduit a I’intervalle de confiance bilatéral :

0,341 < p < 0,538

Si on ne dispose pas d’abaque permettant d’obtenir sans calculs I’intervalle
exact, et si la valeur de n est suffisamment grande, on obtiendra un intervalle
approché (i.e. de niveau voisin de 0,95) en utilisant la loi asymptotique de p,,
déduite du théoréme central limite :

o~

Pn— D
N ——> N(,1)
JPq  loi

On retient alors un intervalle symétrique, a partir de la valeur de a lue dans
la table 2 de la loi normale, telle que :

ﬁn - P

P|—a<.n < a) =l—-«a
( v P4

Soit pour = 0,05 : a = ' (0,975) = 1,96 d’ou :

P(ﬁn_1196‘/& <p<p,+196 /ﬁ> =0,95
n n

Pour en déduire un intervalle pour p, il faudrait résoudre ces deux inéqua-
tions du second degré en p. Il est plus simple de faire une seconde approxima-
tion en remplagant p par p, dans les bornes de I’intervalle, ce qui conduit a 1’in-
tervalle de confiance pour p :

ﬁn (1 - Ilj\n)

Anl_An o~
p(n p)<p<pn+

ol a=®'(1—a/2). On considére que cette approximation est acceptable
pour np (1 — p) > 3. Avec les données de I’exemple on obtient I’intervalle :

0,343 < p < 0,537

On aurait pu également remplacer p (1 — p) par sa borne supérieure, qui
vaut 1/4, et obtenir ainsi I’intervalle approché le plus grand :

~ a —~ a
n = 5 = n + —
N A S N W
Dans cet exemple on obtient :
0,342 < p < 0,538

intervalle qui est donc bien un peu plus grand que le précédent ; seul le premier
intervalle est exact, mais les approximations utilisées ici avec n = 100 donnent
des résultats trés voisins.
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ntervalles associés aux parametres de la loi normale

On dispose d’un échantillon (X,,...,X,) d’une v.a. X qui suit une loi N (m,o)
pour construire un intervalle de confiance relatif a I’un des deux parameétres de
cette loi, I’autre parametre étant connu ou inconnu. Ceci correspond aux diffé-
rentes situations que nous allons étudier maintenant.

1) Intervalle pour la moyenne d'une loi normale d’écart type connu

L’exemple introductif se situait dans ce cadre-1a et nous avons obtenu un inter-
valle de confiance, de niveau 1 — «, pour le parametre m, centré sur I’estima-
teur X, :

— o — o
X, —u—<m<2X,+u—

i i

ou u est le fractile d’ordre 1 —«/2 de la loi normale standard, soit
u =& (1 —a/2). Cet intervalle est de longueur non aléatoire [ = 2uc/\/n,
proportionnelle au niveau de confiance par I’intermédiaire de u et inversement
proportionnelle a la taille de 1’échantillon par le terme 1/,/n . Pour un niveau de
confiance fixé, c’est I'intervalle symétrique de longueur minimale puisque la loi
de I’estimateur utilisé est symétrique.

2) Intervalle pour la moyenne d'une loi normale d'écart type inconnu

La statistique utilisée dans la situation précédente, et dont la loi était connue,
était la variable normale centrée-réduite :

Xoom _ oK
=./n

o/Jn o

Elle ne peut plus convenir ici puisque le parametre o est inconnu et va donc

devoir étre remplacé par un estimateur, basé sur la variance empirique modifiée
qui est un estimateur sans biais de la variance théorique o :

m

1 < —\2
Sr%zn_IZ(Xi_Xn)

i=1

On utilise donc comme nouvelle statistique :
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dont Ia loi est connue ; en effet, si nous divisons numérateur et dénominateur par
o, elle peut aussi s’écrire :

(X, —m) /(o//n)
/(n—l)%/(n—l)

ol on voit que le numérateur suit une loi normale centrée-réduite et que le déno-

minateur est la racine carrée d’une v.a. de loi du khi-deux réduite (divisée) par

son nombre de degrés de liberté, car nous avons vu au chapitre 5 que
S? .

(n—1)—= ~ x2 . Comme d’aprés le théoréme de Fisher numérateur et
o _

. . . . . . X n—m
dénominateur sont indépendants, on en conclut que la statistique /n 5
n
utilisée ici, suit une loi de Student & n — 1 degrés de liberté. Par lecture de la

table 6, on peut donc déterminer la valeur de 7 telle que :

X, —
P(—t<\/ﬁTm<I)=1—a

n

La valeur de ¢ est donc le fractile d’ordre 1 — /2 de la loi de Student 7,,_;.
L’intervalle a bien siir été choisi symétrique puisque la loi utilisée est symé-
trique. Par inversion de cet intervalle, on obtient :

— S, — S,
P<Xn—tﬁ<m<X,,+tﬁ>=l—a

ce qui fournit I’intervalle de confiance pour m de niveau 1 — o, centré sur X,
mais ici de longueur aléatoire L, = 2¢S,/s/n .

Exemple 7.11

Sur un échantillon de n = 30 durées de vie d’un certain modele de lampe
on a obtenu comme moments empiriques X3y = 2000h et s30 = 300h.
L’intervalle de confiance de niveau 0,95 pour la durée de vie moyenne m
est donc :

530 530

E <m<f30+t’—

/30
out estdéfinipar P (—t < Ty <1t) =0,95 ou P (Ty < t) = 0,975 soit
t = 2,045 d’oun 'intervalle :

1888 <m <2112
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de longueur | = 224 h observée sur cet échantillon. Si o avait été connu,
de méme valeur que celle observée sur I’échantillon, soit o = 300, I’in-
tervalle correspondant aurait été :

o o
X30 um <m<x30+um

avec u = ®71(0,975) = 1,96 soit Uintervalle 1893 <m < 2107, de

longueur 1 = 214 h, inférieure a la précédente. Ainsi, méme en cas d’es-

timation parfaite, c’est-a-dire telle que s, = o, 'intervalle obtenu est

plus grand ; la connaissance du paramétre o conduit logiquement a un

intervalle plus précis.

3) Intervalle pour la variance d'une loi normale d’'espérance connue

Pour estimer la précision d’un thermometre, on réalise n mesures indépendantes
de la température d’un liquide qui est maintenu a température constante, égale a
20 degrés Celsius. Compte tenu des erreurs de mesure, la valeur indiquée par le
thermometre peut étre considérée comme une v.a. normale dont la moyenne m
est la valeur exacte de la température, soit ici m = 20, et dont I’écart type o est
inconnu et caractérise la précision du thermometre. L’estimateur, basé sur
I’échantillon (X1,...,X,) de cette loi N (m,o), estici :

1 n
82:_ Xi_mz
: n;< )

estimateur sans biais, convergent et efficace, de loi connue : ng>/o* ~» xZ2.On
peut donc déterminer les valeurs de a et b telles que :

6?2
P<a<n—"<b):1—cx
o2
ce qui conduit a I'intervalle de confiance défini par :

—~2 2

o o
Plnt<o?<nt)=1—«

b a

Cependant, il n’y a qu’une seule condition pour déterminer les deux valeurs
a et b et il reste un degré d’incertitude puisque la loi utilisée n’est pas symé-
trique. Si on pose a; = P (x? <a) et ay = P (x? > b), la seule contrainte
dans le choix de o; et o, est oy + o, = «. Dans I’exemple retenu, si on a obser-
vé sur un échantillon de taille 15 la valeur 675 = 18 et qu’on retient un inter-
valle a erreurs symétriques (choix le moins arbitraire), pour un niveau de
confiance 1 — o = 0,99 on lit dans la table 5 les valeurs a = 4,60 et b = 32,8
d’ou I'intervalle :

8,23 < 0% < 58,70
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Mais, compte tenu de I’interprétation du parametre qui mesure ici un degré
d’imprécision, on souhaite qu’il soit le plus faible possible et on retient plus logi-
quement un intervalle unilatéral a gauche, de la forme o? < constante, ce qui
correspond au choix o; = o = 0,01 et o, = 0, soit a = 5,23 et I'intervalle :

o2 < 51,63
4) Intervalle pour la variance d'une loi normale d'espérance inconnue

Quand le second parametre m de la loi normale est inconnu, I’estimateur sans
biais et convergent de o> qu’il faut retenir est :

1 - —
n n_IZ(X’_X")Z

i=1

Sa loi est connue, (n — 1) S2/0? ~~ x? |, et on peut donc déterminer les
valeurs de a et b telles que :

SZ
P{a<(n—l)—"2<b}=l—a
o
ce qui permet d’en déduire I’intervalle de confiance défini par :
s? s?
P:(n—l)—"<c72<(n—1)—"}:1—cx
b a

La encore, il n’y a qu’une seule contrainte pour déterminer les valeurs de a
etb ;sinous posons a; = P (x?_, <a) eta, = P (x2, > b) la contrainte est
o +a, =«a.

Exemple 7.12

Sur un échantillon de seize chiffres d’affaires de magasins d’une chaine de
grandes surfaces on a observé sf6 = 72,53. L’intervalle de niveau 0,95 a
risques symétriques est défini a partir de oy = oy = 0,025 et on lit dans la
table 5, a = 6,26 etb = 27,49 d’ou intervalle 39,56 < 0% < 173,79. Si
on fait le choix d’un intervalle unilatéral a gauche, soit o, = a = 0,05 et
a, =0 on obtient a = 7,26 et l'intervalle 0> < 149,86 qui est de lon-
gueur plus grande que le précédent.

Tous les intervalles précédents ont été construits a partir d’une statistique
dont la loi était indépendante du parametre 6 a estimer et que 1’on appelle une
fonction pivotale pour 6. Cependant, dans certains problemes on peut seulement
trouver une fonction quasi pivotale pour 6, c’est-a-dire une statistique dont
seule la loi asymptotique est indépendante de 6.
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5) Intervalle pour I'écart type d'une loi normale d’'espérance connue

Supposons pour simplifier que la loi normale soit centrée ; 1’estimateur naturel
de la variance o2, c’est-a-dire ’estimateur de la méthode des moments, sans
biais et convergent, est :
1 n
_ 2
= ; E Xl_
i=1

et sa loi est connue : no?/o* ~~ x?2. Si on retient o, comme estimateur de o, cet
estimateur ne pourra pas €étre sans biais, car dans ce cas on aurait
V (0,) = E (0) — E*(0,) = 0> — 0> = 0. On démontre que cet estimateur est

. 1 e,
asymptotiquement sans biais, avec E (0,) = 0a, ol a> =1— o + — avec

&, — 0 quand n — oo. Nous allons écrire la vraisemblance pour établir que o,
est'emv de o :

1 1 &
L(xy,...,x,;0) = ——€Xp — =— xi2
: (o 27r) 202 ;
et la log-vraisemblance s’écrit :
InL (x4,...,x,;0) = —§1n27r —nlno — — Zx

d’ol en dérivant :

dnL  n 1,
e e DL

cette dérivée s’annule pour o = o, et la dérivée seconde :

821nL_n 3%,

o2 o2 ot i
i=1
.. n  3no} 2n .
a pour valeur en ce point — — —= = —— < 0 ; cette valeur correspond bien
o o o
n n n

a un maximum. La quantité d’information de Fisher peut se calculer ici par :

o2 o? o?

( 821nL) n  3nE(X?) 2n
I,(o)=E |-
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Pour obtenir un estimateur qui puisse étre efficace, il faut d’abord qu’il soit
sans biais et c’est le cas ici de I’estimateur 0, = 0, /a, . Sa variance vaut :

V(o,) o?—alc? o
= =—+e)
2n

V@, = =
2 2
an an

et donc o, est asymptotiquement efficace. Bien que la loi exacte de o, ne soit
pas connue, on va pouvoir construire un intervalle de confiance a partir de la
fonction pivotale no?/o? pour o2. On peut en effet déterminer les valeurs de a

et b telles que :
2
P<a<n&<b>=l—a
0-2

et, comme la fonction racine carrée est croissante, on en déduit 1’intervalle de
confiance pour o défini par :

n n
P(an — <0 <0, —>=1—a
b a
Exemple 7.13

Sur un échantillon de taille n = 100 on veut construire un intervalle de
confiance de niveau 0,95 pour o a partir de I’observation 01200 = 1,945.
Si on retient un intervalle a risques symétriques, on lit dans la table 5 les
fractiles a = 74,22 et b = 129,56 d’ou l'intervalle 1,23 < o < 1,62 de
longueur 0,39.

Nous allons comparer 1’estimateur précédent a un estimateur basé sur I’écart
absolu moyen :
1 n
D=3 IXi]
i=1
Son espérance est égale a celle de :
1 +00 —x2/202
E(X]) = —2f700 x| e dx
T

o21

soit, avec le changement de variable x? = 20%u :

2 o0 2 oo 2
E (X)) = \/T_yrf; e Modu = a\/;f0+ e 'du = cr\/;

L’estimateur sans biais que 1’on retient est donc :
s
T,= /=D,
2
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D’apres la loi des grands nombres :
D, — E (I1X])
P
donc 7, est convergent. Sa variance est :

T 202

b T )
VT =3V = VX =2 (0= ) = (5 -1)%

Si on compare les deux estimateurs sans biais o, et T, :

V(T,) (t—2)a;
V@) 2n(l-a?)

T —-2>1

donc o, est préférable a T, , ce qui était prévisible car nous avions vu qu’il était
asymptotiquement efficace.

Pour construire un intervalle de confiance, nous allons utiliser la loi asymp-
totique de I’estimateur 7,,, déduite du théoréme central limite :

D, — E (IX])

v o (X)) o VOD

d’ou :
T, —o

\/EO'«/TF/Z—l loi

N (0,1)
On peut donc déterminer une valeur approchée de u telle que :
7;1 —0
P{—u< n7<u}=1—cx

ce qui conduit a I’intervalle de confiance :

T, T,
+uvmz—T/vn S 1—udaz=T/vn

Exemple 7.14

Sur le méme échantillon que dans I’exemple 7.13, de taille n = 100, on a
observé d, = 1,084. L’intervalle de niveau voisin de 0,95 est alors
1,16 < 0 < 1,56 de longueur 0,40.
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A retenir

Un estimateur est une statistique, c’est-a-dire une variable aléatoire
fonction d’un échantillon, dont les réalisations sont censées €tre proches de
la valeur inconnue du parametre a estimer. Pour qu’il en soit ainsi, on
demande a cet estimateur de posséder un certain nombre de propriétés,
comme par exemple d’étre sans biais, i.e. d’avoir une valeur moyenne (au
sens d’espérance) égale au parametre a estimer. On souhaite ensuite qu’il
soit le plus efficace possible, i.e. qu’il ait une dispersion, mesurée par la
variance, la plus petite possible. Dans certaines conditions, notamment
quand I’ensemble des valeurs possibles pour la variable ne dépend pas du
parametre a estimer, on peut trouver un estimateur optimal, qu’on appelle
efficace, et qui est le meilleur estimateur sans biais que 1’on puisse obtenir.

Si un estimateur est seulement asymptotiquement sans biais, i.e. que son
espérance tend vers le parametre quand la taille de 1’échantillon devient
infinie, sa qualité est mesurée par I’erreur quadratique moyenne.

Un estimateur est dit convergent s’il converge en probabilité vers le
parametre a estimer. Tout estimateur sans biais, ou asymptotiquement sans
biais, dont la variance tend vers zéro est convergent.

Si le parametre a estimer est la moyenne (espérance) de la loi, la moyenne
empirique est un estimateur sans biais et convergent.

Si le parametre a estimer est la variance de la loi, la variance empirique
modifiée (divisée par n — 1 au lieu de n) est un estimateur sans biais et
convergent.

Dans les autres cas, on construit un estimateur par la méthode des
moments ou la méthode du maximum de vraisemblance.

Compléments

négalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao

Nous allons préciser les hypotheses de Cramer-Rao évoquées dans 1’énoncé du théoreme
présenté partie I, § C, 2. L’ensemble ® est un ouvert sur lequel la densité f (x; 6) ne s’an-
nule en aucun point x et est dérivable par rapport a . On suppose également que 1’on peut
intervertir dérivation par rapport a 6 et intégration, et que la quantité d’information de Fisher
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est strictement positive. La variance d’un estimateur sans biais est donc minorée par un
nombre positif, d’autant plus petit que 1’information de Fisher est grande. On ajoute souvent
I’hypothése que la densité est deux fois dérivable par rapport a 6 et que 1’on peut toujours
intervertir dérivation par rapport a 6 et intégration. On obtient alors une autre expression de
I’information de Fisher, vue au § II, C, 2, et généralement plus simple a calculer.

L’inégalité FDCR se généralise au cas ou le parametre a estimer est g (/) , g étant
une fonction réelle. Si 7,, est un estimateur sans biais de g (6), si on peut encore échan-
ger dérivation par rapport a 0 et intégration de 7,,, alors :

[¢ ®]
Vo (T) > In—(@)

Si I’estimateur présente un biais b, (9), alors :

[6, ©) + g O]

Vo (T,) = b2 (0) + 0]

L’inégalité FDCR se généralise également au cas multidimensionnel, ® étant un
ouvert de R”, I’information de Fisher devenant la matrice dont 1’élément ligne 7, colon-

nej,1 <i,j<p,est:
dlnL  dInL
E9 X
00; 00;

ou, dans le cas ou on peut dériver deux fois et échanger avec I’intégration :

9%InL
Eo| ——
00;00;
Si T, est un estimateur sans biais de g(@), g étant une application de R?” dans R?,
alors I'inégalité FDCR se traduit par I’affirmation que la matrice :

d d
Vo (T,) — (ﬁ) @) (ﬁ)

d
est semi-définie positive, % étant la matrice dont 1’élément ligne #,1 < i < g, colonne j,

. 0gi
1<j<p,est—,avec g = (g1,..-,gq)-
00,

tatistique exhaustive

Dans I’exercice 3, pour une famille de lois géométriques, on établit que 1’information appor-
tée par la somme des observations est égale a celle apportée par les données individuelles.
Ainsi, la connaissance de cette seule statistique n’a pas diminuée 1’information apportée par
toutes les données. Nous allons voir sur un autre exemple comment peut se traduire cette
propriété intéressante pour une statistique et qui conduira a la notion d’exhaustivité.
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Exemple 7.15

Considérons un controle industriel de pieces défectueuses, effectué en tirant avec
remise n piéces dans un lot, pour connaitre la proportion 6 de défectueuses.
A chaque piéce tirée on associe une v.a. de Bernoulli :

1 6 .
L= <i <
X; {O 1—o 1<i<n

Le rang de tirage des pieces défectueuses n’apporte évidemment aucune infor-
mation sur le paramétre 0 et toute l'information apportée par [’échantillon
n

(X1,...,X,) est contenue dans la statistique T (X1,...,X,) = Z X; qui suit
i=1

une loi B (n,0). Pour préciser cette évidence, nous allons déterminer la loi d’un

échantillon lorsque cette statistique a une valeur fixée t, soit :

P@ (X] :-xla"'aXn :xan :t)

Py Xy =x1,.... Xy =x,|T =1) =

Py (T =1)
Ona Py (X; =x;)=0% (1 —0)' % x; € {0,1} et donc :
Py(Xy=x1,....X,=x,, T =1t) = P9<X1 =Xx1,..., X, =t — Ex,-)
i=1
=0"(1-6)""
Comme :

n
P(T =1t) = (t>9’ (1— o)

o)

n
résultat prévisible en remarquant que ( ) représente le nombre de choix des t
t

on en conclut :

Pg(X]Z)C],...,Xn :)Cn|T:l):

indices i pour lesquels x; = 1. On constate donc que cette probabilité est indé-
pendante du paramétre inconnu 0.

Cet exemple nous montre que si la loi de I’échantillon, conditionnellement a une
valeur fixée de la statistique, est indépendante de la loi de X, c’est-a-dire du parametre 6,
cela traduit le fait que les valeurs individuelles n’apportent pas plus d’information sur 6
que la seule valeur de 7'. Nous dirons qu’une statistique 7}, est exhaustive (sufficient) si
la loi conditionnelle de (X,...,X,) pour T =t fixé est indépendante de . Cette pro-
priété d’exhaustivité pourra se démontrer facilement a I’aide du résultat suivant.

Théoreme de factorisation (Neyman-Fisher)

Une statistique 7}, est exhaustive s’il existe deux applications mesurables positives g
et h telles que la densité L de I’échantillon puisse se factoriser sous la forme :

Lxi,eoo X 0) =g (1;0) h (1,0 x0)
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Cette factorisation n’est bien slir pas unique, mais la quantité¢ & (xi,...,x,) =
(X1, X05 E (X1,...,X,)) peut représenter la densité de (Xi,...,X,)|T, =1 et
dans ce cas g (¢; 0) est la densité de T, .

Exemple 7.16
Soit X une v.a. de loi £(1/0) =y (1,1/0) et considérons la statistique

T, = Z X; qui suit la loi y (n,1/0) . La vraisemblance s’écrit :

i=1
n 1 1 <
L(xi.... x%:60)= <l_[1R+ (xi))e—nexp— g ;x,‘

i=1
= g(t; Q)h(-xlv- ~~»-xn)

en ayant posé g (t;60) = 1/0"e™% et h (xy,...,x,) = 1R'jr (X1,...,X,), ce qui
montre que T, est exhaustive. Mais on peut également prendre :

1
g(t;0) = W(n)e*’/Gt"*llR+ )
qui est la densité de T,, et dans ce cas :

I (n) (n—1)!
lRi (xls---sxn) = 7’1—111{1 (xl,...,xn)

(5

i=1

h(xi,...,x,) = t"——l

est la densité de I’échantillon conditionnellement a T,, = t.

Quand T prend ses valeurs dans I’espace des parametres ® , on dit que T est un résu-
mé exhaustif pour 6. Quand T est a valeurs dans R®, on dit que 7" est une statistique
exhaustive d’ordre s. Une statistique exhaustive pour un échantillon est bien entendu
exhaustive pour toute fonction de cet échantillon.

Dans I’exemple précédent, nous aurions pu choisir d’autres statistiques exhaustives
comme par exemple (X;+ X»,X3,...,X,) ,(X1 + X0+ X3,X4 ... ,X,,) ... ou
I’échantillon lui-méme (X, X>,...,X,) puisque I’application identique est toujours
une statistique exhaustive. Notons aussi que 7;, est une fonction de toutes ces statistiques.
Il est donc souhaitable de réduire au maximum 1’espace des observations sans perdre
d’information sur 6. C’est ce que réalise une statistique exhaustive minimale (minimal
sufficient, ou necessary and sufficient) S qui est une fonction de toute autre statistique
exhaustive 7. De fagon précise, si 7" est a valeurs dans G et S a valeurs dans F, alors
il existe une application mesurable g : G — F telleque S = g (7).

Nous allons introduire une troisiéme notion et faire le lien entre elles. Une statistique 7'
est dite compléte (ou totale) si toute v.a. i telle que 2 (T) est d’intégrale nulle pour Py est
nulle P, -presque partout. Avec cette nouvelle définition, on peut énoncer le résultat suivant.

Théoréme

Toute statistique exhaustive et complete est minimale.

Il faut cependant faire attention : une statistique exhaustive minimale n’est pas for-
cément complete.
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amille exponentielle

La famille des lois exponentielles joue un rdle trés important en statistique car elle pos-
séde un certain nombre de propriétés intéressantes. Il s’agit des lois dont la densité peut
s’écrire sous la forme :

k
f(x:0)=a@®)bx)exp [ o O)T; (x)}
=1

J

Exemple 7.17

Loi binémiale :

f,p=0-=p)" (Z)exp(xlnl fp)

a(p) = I~

et T(x)=x

Exemple 7.18

Loi de Poisson :

fx:0)= e*%exp (xIn@)

a@)=mnb et Tx) =x

Exemple 7.19
Famille des lois y (p; 0) :

p

f(x;p.0) = %1& (x)exp[—0x + (p — 1) Inx]

aj=—0,ap=p—1 et Ty(x)=x,Tr(x)=Inx

Le théoreme de factorisation permet de conclure que la statistique :

T (X1,....X,) = (ZT] (X).....Y Tk (X,«))
i=1 i=1

est exhaustive. En effet, la vraisemblance s’écrit dans ce cas :

n k
L(xr,. 53 0) = a" (0) (Hb(xi))exp [Zaj Q TJ}
i=1 j=1

n
ayant posé T; = Z T; (x;) . Dans le cas ol les fonctions «; sont linéairement indépen-
i=1
dantes, cette statistique est de plus minimale. On fait alors le changement de parametres
0; =a;j (0),1 < j <k, dans la famille exponentielle, ce qui correspond a une nouvelle
famille Py ou 6 = (61,...,0;) est appelé parameétre naturel de la famille exponentielle.
On peut énoncer le résultat suivant.
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Théoreme
Si la densité de la famille exponentielle s’écrit sous la forme :

k
f(x;0) =a(0)b(x)exp [Z 0T, (x)]

j=1

ot = (1,...,0) appartienta ® qui contient un pavé de R¥ (ou qui est d’intérieur

non vide), alors la statistique 7' = (71,...,T;) est exhaustive, compléte et minimale.
Exemple 7.20 n

Loi binomiale : T (x) = x, donc Z X;, ou Yn, est une statistique exhaustive et
complete pour le parameétre p. i=1

Exemple 7.21

Loi de Poisson : X,, est une statistique exhaustive et complete pour le paramétre 0.

Exemple 7.22 . "

Famille des lois y (p; 0) : la statistique <T1 = ZX:'»TZ = ZlnXl) est
exhaustive pour le parametre (0, p) . i=1 i=1

Exemple 7.23

Loi normale :

1 e m*/2? m -,
fx:0) 2m o °xp (sz 2027 )

n n
etT = ( Z Xi, Z X l2> est exhaustive compleéte pour le paramétre 6 = (m,az) .
i=1 i=1

Dans le cas ou I’ensemble £ = X (€2) des valeurs possibles pour X est indépendant
du parametre 6, le théoréme de Darmois-Koopman énonce que I’appartenance a la famil-
le exponentielle est une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un résumé
exhaustif d’ordre k pour un parametre vectoriel.

Exemple 7.24
Loi de Cauchy : 1 1
)=
F O = T ey

cette densité n’appartient pas a la famille exponentielle, donc il n’existe pas de
résumé exhaustif pour 6.

Exemple 7.25
Loi uniforme sur [0,0] :

1
fx;0)= 51[0,9] (x)

cette densité n’appartient pas a la famille exponentielle et cependant on peut éta-
blir grdce au théoréme de factorisation que X,y = max{Xy,...,X,} est une
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statistique exhaustive pour 6. Ceci provient du fait que le théoréme de Darmois-
Koopman ne s’applique pas, ’ensemble E = X (2) = [0,0] dépendant du
paramétre 6.

La famille exponentielle permet d’obtenir un estimateur efficace et comme le théo-
reme suivant le précise, c’est une condition nécessaire.

Théoréme de Koopman

Sous les hypothéses de Cramer-Rao, la dérivée de f par rapport 2 6 étant continue
en 6, si T, est un estimateur sans biais du paramétre réel g (9) , alors 7, est un esti-
mateur efficace si, et seulement si, il existe des fonctions réelles «, B et y telles que :

Inf(x;0) =) +y () +a@T (x)

1 n
La statistique 7, = — Z T (X;) est exhaustive, compléte et minimale et constitue
n “
i=1
un résumé exhaustif d’ordre un ; c’est aussi un estimateur efficace du parametre
g (@) = —p(0) /o' (B) qui est le seul parametre que 1’on peut estimer efficacement
(ou une fonction affine de celui-ci) et qui n’est pas forcément le parametre d’intérét.

Exemple 7.26

Loi de Poisson :
Inf (x;0) = —6 — Inx! + xInb

B(O) = —0,a(0) =Ind,T (x) = x

1 n

L’estimateur T,, = — Z X; est efficace pour g (0) = 6.
na3

Exemple 7.27

Famille de lois y (p) :

Inf (x; p)=—InI'(p) —x+ (p— 1) Inx
B(p)=—Inl'(p),a(p)=p—1T (x) =Inx
1 n
L’estimateur T,, = — ZlnXi est efficace pour g (p) =T (p) /T (p) qui est
o

un paramétre de peu d’intérét.

mélioration d'un estimateur

L’existence d’une statistique exhaustive pour le parametre permet d’améliorer, en utili-
sant le critére de la variance, un estimateur sans biais.
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Théoreme de Rao-Blackwell

Si T est une statistique exhaustive pour la famille Py et S un estimateur sans biais
de g (0), I’estimateur Ey (S|7T") est sans biais et préférable a S .

L’espérance conditionnelle Ey (S|7) permet bien de construire un estimateur, car
elle est indépendante de 6 en raison de 1’exhaustivité de 7.

Avec le critere de la variance, on peut espérer trouver un estimateur optimal dans
la classe des estimateurs sans biais de variance finie. Cet estimateur n’est pas néces-
sairement efficace, mais bien siir s’il existe un estimateur efficace il est optimal. Dans
le cas d’une statistique exhaustive complete, I’estimateur amélioré de Rao-Blackwell
est optimal.

Théoreme de Lehmann-Scheffé

Si T est une statistique exhaustive complete pour la famille Py et S un estimateur
sans biais de g (0) , 'estimateur Ey (S|7') est optimal dans la classe des estimateurs

sans biais.
Exemple 7.28
Pour la loi uniforme sur [0,0], S = 2X, est un estimateur sans biais de 6. On
peut établir que X ;) = max {Xy,...,X,} est une statistique exhaustive et com-
plete pour 6. Donc ’estimateur Ey (2X,,|X(,,)) est sans biais et optimal. En
écrivant :

n—1

- 1 1 n—1
Ep (XulX@w) = X+ Eq mzxuﬂx(m
i=1

n

— n+1
on établit que Eg (2X 41X () = —— X ).
n
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Exercices

nonces

Exercice n°1

A partir d’observations indépendantes (X|,...,X,) d'une certaine grandeur écono-
mique X, on retient le modele suivant :

Xi=a(l+e), 1<t<n
ou les v.a. & sont indépendantes et de méme loi normale standard.
1) Déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance a,, de a.
2) Etudier les propriétés de I’estimateur de a obtenu par la méthode des moments.
3) Proposer un estimateur de la variance du modele.

Exercice n°2

Afin d’organiser au mieux 1’accueil des groupes de visiteurs d’un parc d’attractions, on
note la durée X séparant I’arrivée de deux groupes successifs. A partir des observations
(Xy,...,X,) recueillies dans une journée, on retient comme modele la loi uniforme sur

[0,6].

1) Déterminer par la méthode des moments un estimateur sans biais du paramétre 6 > 0
et étudier ses propriétés.

2) Déterminer par la méthode du maximum de vraisemblance un estimateur sans biais du
parametre 6 et étudier ses propriétés. Comparer les deux estimateurs.

Exercice n°3

Une v.a. X suit une loi uniforme discrete sur I'ensemble des entiers {1,2,...,0} ou 0 est
un entier positif inconnu. Déterminer, par la méthode des moments, un estimateur de 6
construit a partir d'un échantillon (X1,...,X,) de X et étudier ses propriétés. Est-il effi-
cace ?

Exercice n°4

Une urne contient un nombre de boules inconnu 6 > 2, une seule d'entre elles étant
blanche. On effectue dans cette urne des tirages successifs avec remise, jusqu'a ce qu'on
obtienne une boule blanche et on note X la variable aléatoire qui représente le nombre
de tirages effectués. A partir d'un échantillon (X1,...,X,) de X, déterminer un estima-
teur 7, de 6 par la méthode des moments. Etudier ses propriétés. Est-il efficace ?

Exercice n°5
Soit X une variable aléatoire dont la densité a pour expression, pour x > 1 :

1
fx)= P x Y9 avecd > 0

et nulle sinon.

1) Calculer E(X) et en déduire un estimateur 7, de 6 par la méthode des moments,
construit a partir d'un échantillon (X,...,X,) de X.
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2) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire ¥ = In X.

3) Déterminer l'estimateur én du paramétre 0 par la méthode du maximum de vraisem-
blance et étudier ses propriétés. Est-il efficace ?

n
4) On pose X, = Z In X;. Déterminer la loi de probabilité de 2%, /6 et en déduire un
i=1
intervalle de confiance bilatéral pour € de niveau 1 — «.

Exercice n°6

Le total des ventes hebdomadaires d’un produit alimentaire dans un magasin i,1 <i < n,
est une v.a. X; de loi normale N (m;,0) ou les valeurs m; et o sont supposées connues.
Une campagne publicitaire de ce produit a pour conséquence d’augmenter les ventes, de
telle sorte que chaque moyenne m; est augmentée d’une méme quantité a.

1) Déterminer un estimateur de a construit a partir d’observations indépendantes
(X1,...,X,) des ventes apres cette campagne et étudier ses propriétés, puis construire
un intervalle de confiance de niveau 0,95.

2) Déterminer un estimateur du paramétre b dans le cas ot chaque moyenne m; est cette
fois multipliée par b et étudier ses propriétés.

3) Application aux données suivantes dans le cas ol 0 = 3.

m; |98 101 104 99 100 102 95 97 105 103

x; 1109 105 110 106 110 114 108 104 115 118

Exercice n°7

La durée de vie d’un certain matériel est représentée par une v.a. positive X de densité :

x/0

1
—e” six >0

fx;0)=106 .
0 six <0

ol f est un parametre inconnu strictement positif.

Etudier les propriétés de I’estimateur du maximum de vraisemblance 6, construit 2 par-
tir d’un échantillon (X1,...,X,) delava. X.

Construire un intervalle de confiance pour 6 de niveau 0,95 dans le cas o les observations
10

ont conduit a Zx,- =11,5.
i=1
Exercice n°8

Soit (X1,...,X,) un échantillon d’une v.a. X de loi log-normale de parametres m et
o> 0.

Etudier les propriétés de 1’estimateur du maximum de vraisemblance de m.

Construire un intervalle de confiance pour 71 de niveau 0,95 dans le cas ot o = 1 et ol
25

on a observé Z Inx; = 54,94.

i=1
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Exercice n°9

Soit X une v.a. de densité :

2x .
fo =1 si0<x <6
’ 0  sinon

ol O est un paramétre strictement positif.

1) Déterminer un estimateur de 6, par la méthode des moments, construit a partir d’un
échantillon (X1,...,X,) de X, et étudier ses propriétés.

2) Déterminer un estimateur sans biais 6, de 6, construit a partir de ’estimateur du
maximum de vraisemblance, et étudier ses propriétés.

3) Construire un intervalle de confiance de niveau 0,95 pour 6 dans le cas ol on a obser-
vé max {xl,. .. ,Xz()} =5.
Exercice n°10

Deux ateliers de fabrication produisent des doubles-vitrages dont 1’épaisseur peut &tre
considérée comme une v.a. de loi normale d’espérance m = 6 mm, soit pour chaque ate-
lier les v.a. X et Y de lois respectives N (m,o1) et N (m,0,) . Pour comparer les carac-
téristiques de fabrication de chacun de ces ateliers, on préleve respectivement n; et n;
vitrages d’épaisseurs notées Xi,...,X,, et Yi,...,Y,,. Construire un intervalle de
confiance de niveau 1 — « pour le rapport 012 / 022 .

Exercice n°11

Soit (X1,...,X,) un échantillon d’une v.a. X de loi normale d’espérance et de varian-
ce égales a un parametre inconnu 6 > 0.

1) Déterminer deux estimateurs de 6 par la méthode des moments, étudier leurs proprié-
tés et les comparer entre eux.

2) Construire un intervalle de confiance pour 6 de niveau 0,95 ayant observé :

25 25
D xi=5023 ety (x; —X)° =48,12

i=1 i=I

Exercice n°12

Soit X une variable aléatoire dont la densité a pour expression :
0
— 2 ablx|
X) = e
fx) =3
ou 6 est un parametre réel strictement positif.

1) Déterminer I’estimateur 9:1 du parametre 6 par la méthode du maximum de vraisem-
blance, construit a partir d’un échantillon (X;,...,X,) de X et étudier ses propriétés.
Est-il efficace ?
n
2) On pose X, = Z | X;|. Déterminer la loi de 20%, et en déduire un intervalle de
i=1

confiance bilatéral pour 6 de niveau 1 — «.

3) Déterminer la loi limite de 9:, et en déduire un intervalle de confiance bilatéral pour 6
de niveau voisin de 1 — «.
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Exercice n°13
Soit X une v.a. de densité :

1

VX0 i 0
Fe0) = Zéﬁe six >
0 six <0

oll 6 est un paramétre strictement positif que 1’on se propose d’estimer a partir d’un
échantillon (X1,...,X,) de X.

1) Déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance 6, de 6 et étudier ses pro-
priétés.

2) Construire un intervalle de confiance de niveau 0,90 pour 6 dans le cas out on a

20
observé Y " /x; =47.4.
i=1

Exercice n°14

Soit (X,Y) un couple normal dont la densité est définie par :

1
210

fx,y) = exp — %[(1 +0)x* +2(1 4+ 20)xy + (1 +46)y?]

1) Déterminer la loi de X + Y et en déduire un estimateur 7,, de 0 par la méthode des
moments construit a partir d’un échantillon de taille » du couple (X,Y).

2) Etudier les propriétés de 7T,. Est-il efficace ? Déterminer la loi de 7, et en déduire un
intervalle de confiance bilatéral pour 6 de niveau 1 — .

3) Déterminer la loi limite de 7, et en déduire un intervalle de confiance bilatéral pour 6
de niveau voisin de 1 — «.

Exercice n°15

Soit X une v.a. de densité :
1 x—0 o<
f(x;@):{@eXp 5 sif <x
0

ol 0 est un réel strictement positif.
1) Calculer E (X)

2) Soit Xq,...,X, des v.a. indépendanges, de méme loi que X. Déterminer un estimateur
T, de 0 par la méthode des moments. Etudier ses propriétés. Est-il efficace?

3) Déterminer la loi limite de 7, quand n devient infini et en déduire un intervalle de

confiance bilatéral symétrique de niveau voisin de 1 — o = 0,95 pour 6, dans le cas ou

on a observé la valeur Z}i‘} x; = 660 sur un échantillon de taille n = 100.
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COrrigés

Exercice n°1

1) Les v.a. X, suivent la méme loi normale N (a,a), donc la log-vraisemblance a pour
expression :

1 n
InL (x1,...,x,;a) = —gln 2m) — nlna — o ;(x, — a)2

de dérivées :

dlnL P , 1
» =‘5+E;(x"‘” +;;(x,—a>

9%InL  2n 3L , 4
W—aj—g;(xt—a) _E;(xt_a)

Nous allons poser :

On peut écrire :
1 n
=Y —a)=5"+F—-a)
n
=1

et on obtient alors :

dlnL
an =£3(s/2+f2—af—a2)
a

?mmL n  2nXx 3n,, ,

G @t a T am )

1 = _
La dérivée premicere admet comme racine positive a = 2 V5xE 452 —X qui
vérifie s> + x> = a® + ax et donc la dérivée seconde admet comme valeur en ce point :

2n  nx
__2__3<O
a a

La vraisemblance est donc maximum en ce point, ’expression de I’emv étant donc :

1 (= _
a, == (5%, + 52 -X,
5= (VX457 -X,)
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2) L’expression précédente est beaucoup trop compliquée et il est préférable d’utiliser la
méthode des moments puisque a = E (X). On peut donc prendre comme estimateur
sans biais et convergent le moment empirique X,,. Calculons I’information de Fisher :

9%InL n 2na  3n —2 2
h@=E(-—>)=-Z-—5+ 3 E(X,)+E(S])

a a
— _ — a? n—1
avec E(Xn) =V (X,,) + E? (Xn) = +a?etE (S,;z) =— a? on obtient :
I, (a) = z_l;
Ainsi : ) 5
vE) =L L @

donc cet estimateur n’est pas efficace.

3) Le modele a pour variance a? dont un estimateur sans biais et convergent est Sf .On

. . . -2 . N PN .
pourrait prendre aussi comme estimateur X, qui, d’aprés ce qui précede, est un estima-
teur asymptotiquement sans biais de a?.

Exercice n°2

0
1) Comme E (X) = > I’estimateur est obtenu par la méthode des moments comme

— 0 —
solution de I’équation X,, = —, soit T, = 2X,,. Cet estimateur est sans biais et conver-
gent, de variance : 2

V(X)_é?_2
n  3n

V(T,) =4V (X,) =4

La question de I’efficacité d’un estimateur ne se pose pas ici car nous ne sommes pas
dans les conditions d’application de 1’inégalité FDCR, 1’ensemble des valeurs possibles
pour X étant X (€2) = [0,60] qui dépend donc du paramétre a estimer.

2) La vraisemblance a pour expression :

0" si0<minx; < maxx; <0

L(xy,...,x,;0) = { 0 sinon

Ainsi, L est nulle pour § < maxx; et ensuite est décroissante pour > max x;, donc
est maximum pour # = max x;, ce qui correspond a I’emv :
M, = max {X,,...,X,}

Pour étudier ses propriétés, nous devons déterminer sa loi de probabilité :

P (M, <x):Piﬂ(X,» <x)= =[[Pxi<x0)=F"()
i=1 i=1

en raison de I'indépendance et de I’identité des lois des v.a. X;, de f.r. F'. La densité de
M,, est donc :
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n—1

nx .
g () =nF"" () f (x) = HO<r<d
0 sinon
Par conséquent :
n . n
EM,) =— | x"dx = 0
(M) o fo n+1
et I’estimateur sans biais est donc :
~ n+1
6, = M,
n
Pour calculer sa variance, on calcule d’abord :
n .
E(M?) = — [0 x"tdx = 62
( ") on Jo n+2

d’out on déduit :

n
VM) = — 62
(M) (n+1*(n+2)
puis :
~ 92
V(en):n(n+2)

ce qui montre que 6, est convergent. Le rapport :

ve,) 3

= —0
V(IT,) n+2

montre que 6, est infiniment plus efficace que T}, .

Exercice n°3

La v.a. X admet comme espérance E (X) = 9*2'1 . La méthode des moments consiste a

écrire 1'égalité entre moment théorique, ici I'espérance, et moment empirique correspon-
dant, ici la moyenne empirique X,,. On résout donc 1'équation en 6 :
0+1 —
2 N

La solution donne I'estimateur 7,, = ZY,, — 1. Cet estimateur est sans biais :

E(T,)=E(2X,—1)=2E(X,)—1=2EX)—1=0
11 est aussi convergent d'apres la loi des grands nombres :
0+1

X, — EX)=
» 2

On en déduit du théoreme de Slutsky que :

T,=2X,—1—2EX)—1=6
P
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La question de 1'efficacité ne se pose pas puisque I'ensemble des valeurs possibles pour
Xest{l,2,...,0}, qui dépend du parametre a estimer 6.

Exercice n°4

donc avec :

La v.a. X suit une loi géométrique de parametre p = 0%,

1 1—
EX)=—=6 VX)) =-—L=66-1
p p
Le paramétre a estimer est la moyenne théorique, donc l'estimateur 7,, de 6 par la métho-

de des moments est la moyenne empirique X,. Cet estimateur est sans biais et conver-
gent d'apres la loi des grands nombres. Pour savoir s'il est efficace, on détermine d'abord
I'expression de la vraisemblance :

L(X],...,X,l;e)

[[Pxi=xy=[]pra—-p "
i=1 i=1

(0 _ 1)X,, —n
G

Sp—n

prd—-p)r"t =

ayant posé s, = Z;‘:] X;. La log-vraisemblance est donc :
InL (x1,...,x,;0) = (s, —n)In(@ — 1) — s5,InH

Soit en dérivant :

dlnL Sy n Sy

a0 0—1
On dérive une nouvelle fois :
9%InL S, — 1N Sn
2 — T 3t
a6 @-1 0
On calcule alors la quantité d'information de Fisher :
9%InL E(S,)—n E(S) né —n no n
1, 0)=E|(—- = - = i
002 0 —1)* 62 @—-10* 62 6@-1

Par ailleurs :
_V(X)_Q(G—l)_ 1
T n T on T L®

V(T,) =V (X,)
L'estimateur 7,, est donc efficace.

Exercice n°5
1) On obtient :
1

1 +o00 1y
E(X) = 5 X dx = ﬁ
1 —

sous réserve que cette intégrale soit convergente, c'est-a-dire que 1 — 1/60 < 0 soit
0<6<1.

L'équation X, = 1/(1 — 0) donne comme solution l'estimateur 7, = 1 — 1/X,,.
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2) La v.a. Y est positive, donc G(y) = P(Y <y) =0 poury < 0.Poury > 0:
G(y)=P(InX <y)=PX <¢&’)=F(e)
ou F estlafr. de X. La densité obtenue par dérivation est :

1
gy =e'fle)=geV

qui est la densité de la loi exponentielle de parametre 1/6.

3) L'expression de la vraisemblance est :

n 1\ n —1-1/6
L(xt,. . x: 0) = [ [ f) = <5> ( x,-)
i=1

i=1

La log-vraisemblance s'écrit :
1 n
InL(xy,...,x,;0) =—n1In6 — (1 + 5) izzllnx,»

Cette fonction est dérivable pour tout 8 > 0 avec :

L a1
26 :_5+9_2;]”"

n

La dérivée s'annule pour 6 = E Inx;/n ; la dérivée seconde est négative pour cette
i=1

valeur :

3%In L n 2 &
0T — g g

L'estimateur du maximum de vraisemblance est donc :
1 n
9n=— E ll'le‘=Yn
n “
i=1
Cet estimateur moyenne empirique est un estimateur sans biais de la moyenne théorique

de Y et convergent d'apres la loi des grands nombres.

Sa variance est :

— 1404 62

La quantité d'information de Fisher est :

3%In L no 2 n
L©)=E (== =—9—2+§;E<M)=9—2

L'estimateur est donc efficace.
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4) La v.a. X, est la somme de n v.a. indépendantes et de méme loi y(1,1/6) donc suit
une loi y(n,1/6). On en déduit successivement que %,/6 suit une loi y(n) et que
2%, /0 suit une loi y (n,1/2) qui est la loi Xzz,, (cf. chap. 3, § I, D et I, E). On en déduit
un intervalle de confiance bilatéral pour 6 par la condition :

2%, 6, 0,
l—-a=Pla<— <b;=Pi2n— <6 <2n —
0 b a

a et b étant les fractiles d'ordres respectifs o/2 et 1 — /2 de la loi X22n'

Exercice n°6

1) Chaque variable X; suit une loi N (m; +a,0),1 <i <n; les variables
Y; = X; — m; constituent donc un échantillon d’une v.a. Y de loi N (a,0) . Par consé-
quent, I’estimateur :

. — 1 < 1 <&
an=Yn=;ZY,»=;;(Xi—mi)

i=l1

est un estimateur sans biais et convergent du parametre a.

L’expression de la log-vraisemblance est :
InL (x1,...,x,5a) = —Eln(2n02) — L i(x —m; — a)?
9 VR 2 2(’2 l=1 1 1

de dérivées :

alnL 1 <
= ;Z(xi —m; —a)
i=1

da
9%InL . n
a2 o2

On remarque ainsi que @, est un emv et qu’il est efficace car :

V@) o? 1
an = — =
n I,(a)

puisque :

9%InL _n
da?

I, (a) = E(—

o2

On obtient un intervalle de confiance a partir de @, dont on connait la loi, qui est la loi

normale N (a,0//n) :

~ o —~ o
ay —uUu— <a <a, +u——

Vn vn

ou u est le fractile d’ordre 1 — /2 de laloi N (0,1), soit u = 1,96 pour & = 0,05.
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o
2) Les variables Z; = X;/m; sont indépendantes et de loi N <b, —> , donc la statis-
m;

tique :
= A=y

i=1 mi

est un estimateur sans biais et convergent, de loi normale d’espérance b et de variance :
GEES 3
n i=1 i

La log-vraisemblance a pour expression :

InL (x1,....xp; b) = ——ln (270?) Z(x, m;)

i=1

de dérivées :

b o? —
9%InL &,
b azzm’

donc I’information de Fisher a pour expression :

L\ 1 < , nm
’"(”):E(‘W):ﬁsz:?

en ayant posé m = E m La variance de l’estimateur peut aussi s’écrire
0-2 i=1
\%4 bn) = P en ayant noté par i la moyenne harmonique des nombres ml-z, définie par
n
1 n
- = - — . Comme les moyennes arithmétique et géométrique vérifient toujours la
n n
i=1 l

relation & < m, on en conclut que : 1
\% (E,,) > —

I, (b)
c’est-a-dire que cet estimateur n’est pas efficace, sauf dans le cas particulier ou tous
les m; sont égaux.
3) L’estimation @19 = 9,5 conduit & ’intervalle :

. 7,64 <a < 11,36
On obtient by = 1,095 .

Exercice n°7

Nous avons vu dans I’exemple 7.8 que ’emv est 6, = X,,, qui est donc un estimateur
sans biais et convergent, comme toute moyenne empirique lorsque le parametre a estimer
est la moyenne théorique, avec ici :
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La quantité d’information de Fisher a pour valeur :

( lenL> n  2nE(X) n
LO)=E|—- = =

902 ) 2 e e

Donc cet estimateur est aussi efficace.

Pour construire un intervalle de confiance basé sur é;, on a besoin de connaitre sa loi de
probabilité. On va pour cela utiliser le fait que la loi exponentielle appartient a la famille
des lois gamma: X ~~ E£(1/6) =y (1,1/6). Utilisant I"'une des propriétés des

n
lois gamma on en conclut que S, = ZXf ~ y (n,1/0) etdonc S,/0 ~~ y (n).Le
i=1
résultat du chapitre 3 § IL.E permet de recourir aux tables des lois usuelles puisqu’on y a
établi que 25, /6 ~~ Xzz,, . On peut donc déterminer deux valeurs a et b telles que :

( 2S, )
P =1—-«
0

et déduire de 1a I’intervalle de confiance de niveau 1 — « :

25, 25,
<2
a

En choisissant des risques symétriques, pour @ = 0,05 on lit dans la table 5 les fractiles
d’ordres respectifs 0,025 et 0,975 de la loi X220 a=9,59 et b =234,17 d’ou l'inter-
valle 0,67 < 6 < 2,40.

Exercice n°8

La log-vraisemblance a pour expression (c¢f. chap. 3, I, G) :

InL (x1,...,x,;m) = ——ln 27[0 Zlnx, 7 2Z(Inxl —m)2

de dérivées :

81nL
P Z (Inx; —m)

am
9%InL "y
g/ _ 0
om? o?

donc I’emv est :
l n
= — ZIHXI’
n 4
i=1

Or on sait, par définition de la loi log-normale, que InX ~» N (m,o) donc cet estima-
teur est sans biais et convergent, de variance :

. o?
V(m,) = 7
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n
donc il est aussi efficace puisque 1, (m) = — - Il'suitlaloi N (m,a/ﬁ) d’ou I'inter-
valle de niveau 0,95 : o

= 1,96—— < m < i, +1,96——

Vn Vn

soitpouro = 1letn=25:1,81 <m < 2,59.

Exercice n°9
1) On calcule :

2 2
EX) =2 Y x%dx = 36

— 2
et ’estimateur sans biais est solution de 1’équation en 6,X,, = 59, soit :

3__
T, = EXn
qui est sans biais et convergent d’apres la loi des grands nombres. On peut calculer sa
variance a partir de :

2 1
E (Xz) = ﬁ foe x3dx = 592
9 9 6?
douV (T, = ZV (X,,) = EV (X) = re La question de I’efficacité ne se pose pas

ici car les hypothéses de Cramer-Rao ne sont pas vérifiées, X (2) = [0,60] dépend du
parametre a estimer.

2) La vraisemblance a pour expression :
2 n n

L (x1,...,x,;0) = <9—2> Hx,» pour O < minx; < maxx; <6
i=1

elle est donc nulle pour & < max x; et décroissante pour # > max x; ce qui montre que
I’emv est :

M, = max {X4,...,X,}

Pour étudier ses propriétés nous devons déterminer sa loi de probabilité :
P (M, <x)= P{ﬂ(Xi <x)] =1_[P(X,- <x)=F"(x;0)
i=I i=1

en raison de I’indépendance et de I’identité des lois des v.a. X; de f.r. F. La densité
de M,, est donc :
g (x;0) =nF""" (x;0) f (x:0)
La fr. de X étant définie par :
0 six<O
X2
F(x;0)=] = si0<x<¥

1 sif<x
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Par conséquent :

2n—1
_— 10<x <
g(x:0) = 2n oo si0<x <6
0 sinon

et:

E(M)—Zn /9 Mgy 2n
W fo T o

L’estimateur sans biais est donc :

~ 2 1
n = "t M,
2n
dont la variance se déduit de :
E (M) = 2L gy = 22
" gm0 2n+2
soit :
. 2n 41\ 0?
v (6,) = V(M) = 5
2n 2n (2n + 2)
Cet estimateur est donc convergent et infiniment plus efficace que 7;,, au sens ou :
v (6. 2
() _ o
V({T,) n+l

3) Nous allons construire un intervalle de confiance a partir de M,, dont la loi est connue,
de for.:

0 six<O
2n

G (x:0) = ;7 si0<x<6

1 sif <x

Nous cherchons a et b tels que 1 —a =P (Ba <M, <6b) ou tels que
op=PM, <0a)=G0a;0) et ar=PM,>0b)=1—G(Ob;0) avec
o] + oy = o, ce qui va définir a et b par:

a; =a* 1 —a, =b* soit a:all/z" et b= (1—oa)"/™
d’ou I'intervalle de confiance :
M, M,
— <l < —
b a

Application : a = 0,91,b = 0,999 soit 'intervalle 5,00 < 6 < 5,48.

Exercice n°10

Les estimateurs sans biais de 012 et 022 sont respectivement :

ny ny

1 1
Efz—Z(Xi—m)z et Ezzz—Z:(Yi—m)2
L) Wt n 3
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dont les lois sont données par n1312 / 012 ~ Xfl et n2322 / 022 ~ sz . Les deux échantillons
étant indépendants, on sait (cf. chap. 5, § 111, B) que (67 /0}) / (03 /03) ~ F (n1,n2)

donc I'intervalle de confiance est défini a partir de :

o2 o2
1—a:P<a<—1x—2<b>

G of
soit :
~2 2 ~2
| oj 1 Ch
- X =< —= < — X —
b 52 2 =~

(e 05 a 05

Exercice n°11
1) Comme E (X) = V (X) = 6, on peut retenir comme estimateurs sans biais de 6 les
moments empiriques :

1 n

"_1i:1

n
Xo= 13X e 5= (X, — X,)}
i=1

Ces deux estimateurs sont aussi convergents, de variances respectives :

—. 6 262

Le rapport V (S,f) /V (Y,,) tend vers 26 quand n devient infini, valeur inconnue qui ne
permet pas de comparer ces deux estimateurs. Etudions leur efficacité en écrivant
d’abord la log-vraisemblance :

n n 1 &
INL (x1,... %3 6) = = In27 — ~Ing — — ;(x,- —0)?

puis en dérivant :

dlnL n 1l <, n
TR TRETD DA

PL 1,
o a7 g

D’ou la quantité d’information de Fisher :

d%InL no 1 5
I,®)=E — g :—ﬁ+9—3nE(X)

soit, avec E (X?) =V (X) + E* (X) =60 + 67 :
n

I, (0) = 202

+n
0
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On voit ainsi que :

<1, (0) et L<1n(9)

1
v (%) v (s2)

donc aucun de ces estimateurs n’est efficace.

2) Pour construire un intervalle de confiance, nous allons utiliser le fait que (cf. chap. 5,
11, A) :

X, —6
Sn n—1

N

ce qui permet de déterminer les valeurs dea et b telles que :
P( b) =1l—-«a

Yn—bsn <0 <X S

NG SRV

Pour @ = 0,05 on retient des risques symétriques puisque la loi est symétrique et on lit
dans la table 6 les fractiles b = —a = 2,064 avec X5 = 2,01 et sps = 1,42 d’oul’in-
tervalle :

d’ou I'intervalle :

1,42 <6 < 2,59

Exercice n°12

1) L’expression de la vraisemblance est :
n 9 n n
L(xy,... % 0) = Df(x,-) = (5) exp {—9; |x,«|}
La log-vraisemblance s’écrit :
InL(xp,. .. %5 0) = —nIn2+nIn0 -0 |x]
i=1

Cette fonction est dérivable pour tout & > 0 avec :

BlnL_g Z|xr

La dérivée s’annule pour 6 = n/ E |x;| ; la dérivée seconde est négative :

i=1
3%In L _on
002 2

L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc :
~ n

0, = —
> 1Xi]
i=1
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Pour étudier les propriétés de cet estimateur nous allons déterminer la loi de U = 0 | X|.
La fonction de répartition est nulle pour u < 0 et définie pour u > O par :

Gu)=PWU <u)=F (g) —F (—g)

D’ou une densité définie par :

= 31(2) -

11 s’agit donc de la loi exponentielle ou loi y (1) . Par conséquent S, = 6 27| X;| suit la loi
y (n). Un calcul intégral nous permet alors d’obtenir :

1 1 1 1
El— )= et V{—)]=————
(Sn) n—1 <S,,> n—2)(n—1)?2

L’estimateur s’écrivant sous la forme 6, = n6/S,, on en déduit :

n?

— 2
B (n—z)(n—1>29

Cet estimateur est biaisé, donc il ne peut pas étre efficace. Il est asymptotiquement sans
biais et de variance qui tend vers 0, donc il est convergent.

2)Ona X, = S,/6 qui suit donc la loi y (n,0) et donc 20%, suit la loi y(r,1/2) ou loi
%3, (cf. chapitre 3 § IL.D et ILE). On en déduit un intervalle de confiance bilatéral pour 6
par la condition :

b
l—a=Pla<20%, <b)=P|-2 <6<
2%, 23,

a et b étant les fractiles d’ordres respectifs «/2 et 1 — /2 de la loi x3,.
3) On déduit de la question 1 que E(|X]) =1/6 et V(] X]) = 1/62. L application du
théoréme central limite a 1/6, permet donc d’obtenir :

1/6, —1/6
\/ﬁ¥—>zv(o,1)
1/6 loi

En appliquant la propriété I1.G du chapitre 6 on en conclut :

6, —6
Jn — 5 N(,1)

loi

On en déduit un intervalle de confiance bilatéral pour 6 par la condition :

6, -0
1—a=P{—u<ﬁ 7 <u}

ou u est approximé par le fractile d’ordre /2 de la loi normale centrée réduite.
L’intervalle est :

o~ -~

0)[ 97!
B R .
N R YN

Exercice n°13

1) La vraisemblance s’écrit :

n _ 1 n
L(xr,....x:0) = 20)" [ [ exp — 5 > Vi
i=1 i=1
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d’ou la log-vraisemblance :
1 n 1 n
InL (x1,...,xp; 0) = —nln2 — nlnd — Elngx,- - ; Jxi

et ses dérivées : 9InL o 1

90~ 6o
P?InL n 2 ¢
ARt

1
La dérivée premiere s’annule pour 6 = — E +/Xi avec une dérivée seconde en ce point
n 4
i=1

> vE

de valeur —n/6?, donc I’emv est :
~ 1 &
9,1 = — Z kY4 X,‘
s
Pour étudier ses propriétés, nous allons déterminer la loi de lav.a. Y = VX
G(y;6)=P(Y<y)=P(«/Y<y)=P(X<y2)=F(y2;9)
pour y > 0. Sa densité est alors définie par :
[
g (y:0) =2yf (y:0) = ge*}/e

donc Y ~» £ (1/0) et ’estimateur gﬂ =Y, est un estimateur sans biais et convergent
de @ = E (Y), de variance 82/n.
L’information de Fisher se calcule par :
I,0)=E (_3%_@) =i EG) =2
90?2 02 63 02
donc 5,, est efficace.

N

2) Pour construire un intervalle de confiance a partir de é:,, on utilise le fait que
Y ~ £(1/6) =y (1,1/60) donc nb, ~ y (n,1/0) puis n6,/0 ~ y (n) et enfin
(cf: chapitre 3 § IL.D et ILE) Zné; /6 ~ x3,.On peut donc trouver deux valeurs a et b

Zné:,
l—a:P(a< 2 <b)

ce qui permet d’obtenir I’intervalle :

216, 210,
" <0 < "

telles que :

a

Pour @ = 0,10 et en prenant des risques symétriques, on lit dans la table 5 : a = 26,51
et b = 55,76 ; on obtient par ailleurs 69 = 2,37 d’ou I'intervalle :

1,70 < 0 < 3,58

intervalle trés grand en raison de la faible taille de 1’échantillon.
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Exercice n°14

1) D’apres I'exemple 4.13 et la forme de la densité on sait que X et Y suivent des lois
normales centrées et de variances respectives 1 +40 et 1 4 6.
On ade plus Cov(X,Y) = —(1 +20).

D’apres la définition de la loi normale vectorielle, X + Y suit une loi normale. Cette loi
est centrée, avec :

VIX4+Y)=V(X)+ V() +2Cov(X,Y) =0 = E(X +Y)?

L’estimateur est donc : .

1
T=—) (Xi+Y)’
i=1
2) Cet estimateur est sans biais et convergent d’apres la loi des grands nombres. On sait
également que n7, /6 suit une loi Xf et donc V(T,) = 262%/n. Pour savoir s’il est effica-
ce, nous devons calculer la quantité d’information de Fisher. L’expression de la vrai-
semblance est :

n
LGty s 0) = [ [ f iy =
i=1

1\ 1 &
exp — — 14+ 0)x? +2(1 +20)x;y; + (1 +40)y?
<2w§) P— 55 2 [ 4027 +2(1+20)xy; + (1 +46)y7]

La log-vraisemblance s’écrit :

i=1
n
In L(x(, Y1, 3X0, Y03 0) = —n In 2w — Elné

1 n
~% D [+ 0)x7 + 201+ 20)xiy; + (1 + 40) 7]
i=1

Cette fonction est dérivable pour tout 8 > 0 avec :

dnL a1 & R
50 —_E‘i‘ﬁ;(xi‘f'yi)

La dérivée seconde est :

2 InL n 1< )
T~ T
La quantité d’information de Fisher est donc :
LY  n
302 ) 202

n

1,0) = E <— 30

1 & )
+§;E<X,-+m =

L’estimateur est donc efficace.

L’intervalle de confiance bilatéral pour € est obtenu par la condition :

nT, nT,
1—a:P{a<nT,,/9<b}:P{b <0 < }

a
a et b étant les fractiles d’ordres respectifs /2 et 1 — /2 de la loi x2.

3) L’application du théoréme central limite a 7, permet d’obtenir :

T, —6
n —— N(0,1
fgﬁ — NO.D)
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On en déduit un intervalle de confiance bilatéral pour 6 par la condition :

T, —06
l—a=PJ—u<.n <u
{ fefz }

ou u est approximé par le fractile d’ordre /2 de la loi normale centrée réduite.
L’intervalle est :

T, T,
a1 uarm

Exercice n°15
1) L'espérance se calcule par :

+00 1 +oo c—0
E(X)=f xf(x;@)dx:—/ xexp—( )dx
—00 0 Jy 0

On fait alors le changement x — 6 = Ou, puis on intégre par parties :
+oo 400 +00
E (X) :9/ (I+uyedu=0[—0+ue™"] +9/ e “du =26
0 0

2) L'estimateur 7,, de 6 obtenu par la méthode des moments est solution de 1'équation
enf :

20 = X,

1
11 s'agit donc de 7, = EX »- Il est sans biais par construction :
1 — 1
E(T,) = EE (X,) = EE X)=26

Il est convergent d'apres la loi des grands nombres :
X,—> E(X)=20
P

Donc :

La question de 1'efficacité ne se pose pas puisque X prend ses valeurs dans l'intervalle
[6,+00[ qui dépend de 6.

3) D'apres le théoreme central-limite :

X, — E(X)
i w N oD

On doit calculer la variance de X :

+00 _
E(Xﬂ:%/; xzexp—<x99)dx
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On fait alors le changement x — 6 = fu puis on intégre par parties :
+o00
E(X*) = 92f (14 u)>e™“du
0
too +00
=0’ [-A+we™],  + 292/ (I+u)e “du
0

=02+ 20E (X) = 56>

Ainsi, V (X) = 67 et on obtient :

X, —26 T,—6
Jn "0 = n"g/2 ETN(O’I)

0
L'estimateur 7, suit asymptotiquement la loi normale N (9, 7) . On construit donc
n

un intervalle de confiance bilatéral symétrique, puisque cette loi est symétrique. On peut
trouver la valeur approchée de la constante u telle que :

T, —0
l—a=P|—u<+/n <u
0/2

L'intervalle de confiance est alors défini par :

u u
< T, —0 < ——

2/n 2/n
Ce qui est équivalent a :
T, P T,
——— << —
14+u/2n 1 —u/2yn
o
ou u est approximé par le fractile d'ordre 1 — > de la loi normale standard N (0,1) .

Pour 1 —a =0,95 on retient la valeur approchée u =2 ; pour cet échantillon
tioo = 3,3 d'ou l'intervalle 3 < 6 < 3,67.
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ests
d’hypotheses

n appelle théorie des tests la seconde branche de la statistique

mathématique, celle qui permet de confronter deux hypothéses

retenues a priori. Comme dans le cadre d'un probléme d'estima-
tion, on retient un modéle statistique ou la v.a. X suit une loi de proba-
bilité P,, qui dépend d'un paramétre d inconnu. On dispose cependant ici
d'informations supplémentaires qui font penser a priori que la valeur de
ce parametre est égale a une valeur fixée 9, et on cherche a valider (a tes-
ter) cette hypothese, au vu d'un échantillon de la loi de X. Cette hypo-
these qui est privilégiée, parce qu'elle parait la plus vraisemblable a prio-
ri, est appelée hypothése nulle et notée H,. Construire un test va consis-
ter a partitionner I'ensemble R" des réalisations possibles du r-échan-
tillon en deux régions, celle ou I'on décidera d'accepter H,, et celle ou
I'on décidera de la rejeter, qui se nommera région critique du test. Pour
délimiter ces deux régions, on fixe a priori une valeur (faible) a la proba-
bilité de I'erreur qui consiste a décider, au vu de I'échantillon, de rejeter
I'hypothese nulle alors que celle-ci est vérifiée. Cette probabilité se nom-
me risque de premiére espéce et sa valeur standard est de 5 %. Lorsque
le paramétre 6 ne peut prendre que deux valeurs distinctes 9, et 6, c'est
le théoreme de Neyman et Pearson qui permet de déterminer la forme
de la région critique, a partir du rapport des vraisemblances associées a
chacune des deux valeurs possibles du paramétre. Dans le cas ou on peut
attribuer des probabilités a priori a ces deux valeurs, ainsi que des colts
d'erreur, on utilise la méthode de Bayes.

Objectif du chapitre : montrer comment, a partir d'observations indépen-
dantes d'un phénomene, considéré comme aléatoire, on peut
choisir entre deux hypotheses relatives a la valeur du parametre
qui caractérise la loi retenue dans le modele.

Concepts clés étudiés : regle de décision, hypothése nulle, hypothese alter-
native, région critique, risque de premiere espece, puissance,
méthode de Bayes, méthode de Neyman et Pearson, test UPP,
test du khi-deux.
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oncepts principaux en théorie des tests

Dans le chapitre précédent, nous avons retenu un modele statistique paramé-
trique pour décrire de fagon simplifiée, mais théorique, un certain phénomene
réel. Les valeurs observées, liées a ce phénomene, sont alors considérées comme
des réalisations d’une variable aléatoire dont la loi est inconnue, mais appartient
a une famille donnée. Cette loi est totalement spécifiée par la connaissance d’un
nombre réel 6, appelé parametre, et qui permet de repérer précisément 1’élément
de cette famille de lois. La théorie de I’estimation fournit les outils permettant
de se faire une idée de la valeur numérique de ce parametre.

Ici, la théorie des tests va étre un outil d’aide a la décision. Dans le cadre du
méme modele, on dispose cette fois de plus d’informations a priori sur le para-
metre. Ces informations se traduisent par deux hypotheéses seulement sur les
valeurs possibles du parametre. En fonction des observations, on devra choisir
I’une de ces deux hypotheéses. Nous allons montrer, a partir d’un exemple, com-
ment on peut se fixer une regle de décision entre ces deux hypotheses.

Le ministre de I’Economie et des Finances s’interroge pour savoir s’il doit
prendre des mesures de relance de I’économie. Sa décision va étre fondée sur les
observations de 1’accroissement mensuel de ’indice de la production indus-
trielle. Cet accroissement est mesuré par 1’Insee avec une certaine incertitude, ce
qui amene a le considérer comme une v.a. I de loi normale, de moyenne m, et
d’écart type connu o = 0,2% . Dans la période antérieure, le parametre m avait
pour valeur m = 0,5%. En période de récession, on considére que ce parametre
prend la valeur m = 0,3%. Pour faire un choix entre ces deux valeurs, le
ministre attend de disposer des valeurs de / pour le dernier trimestre. Inquiet de
I’effet de mesures de relance sur I'inflation, il se fixe a priori la regle de déci-
sion suivante : si la moyenne des accroissements du trimestre est inférieure a
0,35 % alors je prends des mesures de relance. On peut alors se poser les ques-
tions suivantes : est-il possible de mesurer les risques associés a cette regle arbi-
traire 7 peut-on fixer a I’aide de criteres objectifs un autre seuil que la valeur
retenue de 0,35 % ?

Le modele statistique va nous permettre de répondre et d’associer des éva-
luations numériques a cette regle de décision. La v.a. [ appartient ici a la famille
des lois normales, d’écart type connu o = 0,2. L’autre parametre de cette loi, la
moyenne m, est inconnu, mais ne peut prendre ici que deux valeurs. Il s’agit
donc de faire un choix entre les deux hypotheses :

Hy: I~ N(0,3;0,2)
H,: I~ N(0,5;0,2)

Chacune de ces hypotheses a pour conséquence une décision qui lui est asso-
ciée :
— D, : prendre des mesures de relance de I’économie ;

— D, : ne rien faire.
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Cette décision va étre prise au vu d’un échantillon (/,1,,1;) de cette v.a. [
observée au cours du dernier trimestre. La reégle de décision retenue par le
ministre se formalise alors de la facon suivante :

1

si 3 (L+5L+65L) <k on décide D,
1

si 5 (I] + 12 + I';) = k on décide D1

La valeur de k, appelé seuil critique, est fixée arbitrairement ici & k = 0,35.
Chacune de ces décisions a pour conséquence une erreur éventuelle :

— relancer I’économie (D) en période d’expansion (H;) et favoriser ainsi
I’inflation ;
—ne rien faire (D) en période de récession (H,) et accroitre le chdmage.

Le modele statistique retenu permet alors de calculer les probabilités asso-
ciées a ces deux erreurs. Par exemple :

1 3
@ = P (ne rien faire |m = 0,3) = P (D, |Hy) = P<§ZI,- > kIHO)

0,2
Sous I’hypothese H,, laloide I = Z I; estlaloi normale N ( «/§>

On peut donc calculer la probabilité précédente en utilisant une v.a. U de loi
N (0,1) :

]—l

- 1-0,3 005
a=P<1>o,35|HO)=P( f|HO)
OZ/I

=P U >043) = 0,33
De méme, 1’autre risque d’erreur se calcule par :

B = P (relancer|m = 0,5) = P (Dy|H,) = P (I < k|H,)

1-0,5 0,15
=P < - V3|H, | =P U < —1,30) = 0,097
0,2/v/3 0,2

Ces deux risques ne sont donc pas équivalents, le premier étant trois fois
supérieur au second. Cette reégle correspond donc bien a un souhait de se garan-
tir avant tout contre I’inflation. Si on veut que le seuil ne soit pas fixé arbitrai-
rement, c’est par le choix d’une valeur de risque que 1’on en déduira alors une
valeur de seuil critique. Si on souhaite plutot se prémunir prioritairement contre
le chomage, on fixe une valeur faible au risque «, par exemple o« = 5%. Il va en
découler une valeur du seuil k par la condition :
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0,05 P( il >k|H) P<U>k_0’3)
o=V, = i = o | = >
i 0,2/+/3

W | =

On obtient ainsi :

K203 _ ) 6aa0 it k=034 2216449 = 0,49
=1, sol =0, —1, =0,
0,2//3 V3

L’autre risque a alors pour valeur :

0,49 - 0,5

,3=P(I<k|H1)=P(U<W

) = P (U < —0,09) = 0,4641

Le risque de relancer a tort est cette fois tres élevé. Pour une décision ol ce
risque serait considéré comme le plus dommageable, il faudrait fixer le seuil k
par la condition :

k—10,5
= 0,05 = P (relancer [m = 0,5) = P (U < 7’)
P 0,2/4/3

On obtient alors comme valeur :

0,2
k=0,5——=1,6449 = 0,31
V3

La regle de décision, déterminée par le seuil, est fortement dépendante du
risque contre lequel on souhaite se prémunir en priorité.

Cet exemple introductif va nous permettre de formaliser un probleme géné-
ral de test. On considere un modele statistique ou la loi de probabilité P, de la
v.a. X dépend d’un parametre inconnu 6 qui varie dans un sous-ensemble donné
® de R. On suppose que cet ensemble est partitionné en deux sous-ensembles
donnés ®, et ®,, auxquels vont étre associées les deux hypotheses notées
Hy:0 € ©y et Hy : 0 € ©,. Construire un fest consiste a définir une regle de
décision qui va associer une décision a un échantillon observé (X,...,X,) de
la loi de X, les deux décisions possibles étant Dy : accepter H,, et D; : accepter
H,. A chaque décision correspond une région de R”, qui va donc étre partition-

né en deux sous-ensembles W et W, ¢’est-a-dire que si la réalisation de I’échan-
tillon est un point (xi,...,x,) de W on décide D,, donc on rejette Hy. Dans le

cas contraire, c’est-a-dire pour un point de W, on décide D,, donc on accepte
H,.
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Définition
La région W de rejet de I’hypothése nulle H, se nomme région critique du
test et la région W région d’acceptation.

La construction d’un test va donc consister a déterminer cette région critique.
La méthode pour I’obtenir dépendra des conséquences que I’on attribue a cha-
cune des deux erreurs qui sont associées aux deux décisions possibles. Ces
erreurs sont les suivantes.

Définition

L erreur de premiere espece consiste a décider D, alors que H, est vraie,
soit rejeter a tort I’hypothese nulle Hy. L’ erreur de seconde espéce consiste a
décider D, alors que H; est vraie, soit accepter a tort I’hypothese nulle Hy.

Nous allons présenter deux méthodes de construction d’un test, basées sur
des principes tres différents. La méthode de Bayes est utilisée lorsqu’on dispo-
se encore plus d’informations a priori sur les hypotheses, permettant de leur
attribuer une probabilité a priori, et lorsque 1’on peut en plus quantifier le coit
de chaque décision en fonction de I’hypothese effectivement réalisée.

éthode de Bayes

On se place dans le cas ou on a attribué des probabilités a priori p, et
p1 = 1 — po a chacune des hypotheses respectives H, et H, et que 1’on a égale-
ment associé un coiit a chaque décision, en fonction de I’hypothese qui est effec-
tivement réalisée. Le tableau ci-aprés contient ces cofits, la décision prise figu-
rant en colonne et I’hypothese vraie en ligne :

D, D,
Hy(po) Coo Co
H(p)) Cio Cu
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Une bonne décision peut avoir également un coit et donc on aura générale-
ment Cyy > 0 et C;; > 0.

Apres la réalisation (xy,...,x,) on peut calculer, a I’aide du théoréme de
Bayes, les probabilités a posteriori my et ; des hypotheses Hy et H; :

PoLo piLy
Ty=——"—0o2o— et 1|1 =————
DPoLo + piL, PpoLo + piL,
ou on a noté L, la valeur de la vraisemblance L (x,...,x,; ), quand 6 € ®,

et Li, quand 6 € ©;. On peut alors calculer les espérances du cofit de chaque
décision pour cette distribution a posteriori :

E[C (Dgy)] = Coorg + Cromry et E[C (Dy)] = Cymmo + Cymy

La regle de décision de Bayes consiste a associer a I’observation (x,...,x,) la
décision dont I’espérance de cofit est la plus faible.

Exemple 8.1

Nous allons reprendre ’exemple introductif en supposant cette fois que
les informations disponibles permettent d’attribuer la probabilité
po = 0,6 a l’hypothese d’entrée dans une période de récession, qui se tra-
duit par m = 0,3. On considére de plus qu’une bonne décision est sans
coiit, soit Coo = Cy; = 0, et que le coiit de relance a tort est trois fois plus
élevé que celui de ne rien faire en période de récession, soit Cyy = 3Cy;.
Dans ces conditions, les espérances du coiit de chaque décision sont :

E[C (Dy)] =Com; =3Cqmr; et E[C(D)]=Cymo
On a donc :
E[C(Dy)] < E[C(D))] < 37, < my
Ly

L
<=>3p1L1<p0L0(=)3ﬂ<—0<=>2<—
Po L, L,

L’expression de la vraisemblance est ici :

3 3
1 2
exp — — . —
) 797 ;(x m)

1
L (x1,x2,x3;m) = (
o~ 2w

Le rapport des vraisemblances est donc :

Ly

1 3
L_l =exp — E Z [(x,- — mo)2 —(x; — m1)2]

i=1
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La décision Dy a donc le coiit le plus faible si :

3

1
In2 < ~%57 Z [(xi —mo)® — (x; —m))?]

i=1
3
ny — m,
In2 < T |:2i2_1:xi _3(m0+m1)i|

La regle de Bayes consiste donc a choisir la décision D, dans le cas ou :

In2 <6— 52x<:> Z %—m—2—0353

On retrouve la méme regle de décision avec le méme seuil critique arron-
di qui avait été fixé a la valeur k = 0,35.

éthode de Neyman et Pearson

rincipe de la régle de Neyman et Pearson

On privilégie ’'une des deux hypotheses, par exemple celle que 1’on considere
comme la plus vraisemblable, et on la choisit comme hypothése nulle H,. Cette
hypothese sera celle dont le rejet a tort est le plus préjudiciable. L’ autre hypo-
these H; est I’ hypothése alternative. Il n’y a donc pas de symétrie entre ces deux
hypotheses. L’hypothese H, est privilégiée et il faut des observations tres éloi-
gnées de cette hypothese pour la rejeter.

Définition

On appelle risque de premiere espece la probabilité de rejeter a tort 1’hypo-
these nulle, soit :

a = Py (Di|Hy) = Py (Hi|Hy) = Py (W|0 € ©)
On appelle risque de seconde espéce la probabilité d’accepter a tort I’hypo-
these nulle, soit :
B = Py (Dy|H,) = Py (Hy|H,) = Py (W|9 € ®1)
L’erreur la plus grave consistant a rejeter a tort I’hypothese nulle, la méthode de
Neyman et Pearson fixe une valeur maximum ¢, au risque de premicre espece.

Le test est alors déterminé par la recherche de la régle qui minimise 1’autre
risque, celui de seconde espece.
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Définition

On appelle puissance d’un test la probabilité de refuser H, avec raison, c’est-
a-dire lorsque H, est vérifi€e, soit :

n=P(D|H)= P (H|H)=P(WOecB)=1-p

La regle de décision de Neyman et Pearson consiste a déterminer la région
critique W pour laquelle la puissance est maximum, sous la contrainte o < .
Le choix de la valeur de o peut €tre déterminant quant a la conclusion tirée au
vu d’un échantillon. La valeur standard retenue est oy = 0,05. Choisir une
valeur plus faible (par exemple oy = 0,01) conduit a exiger des contre-preuves
tres fortes pour rejeter Hy, qui est ainsi admise a priori. Choisir une valeur plus
forte (par exemple oy = 0,10) signifie que 1’on est moins convaincu a priori de
la validité de H, et que 1’on est prét plus facilement a la rejeter au vu des obser-
vations.

ypothéses simples

Une hypothese est qualifiée de simple si la loi de la v.a. X est totalement spéci-
fiée quand cette hypothese est réalisée. Dans le cas contraire elle est dite mul-
tiple. Nous allons examiner le cas ol le parametre 6 ne peut prendre que deux
valeurs 6, et 6;, ce qui correspond au choix entre les deux hypotheses simples
suivantes :

{H0:9=90
HI:QZQI

Méme si cette situation est peu fréquente dans la réalité, de nombreux autres
cas peuvent étre résolus a partir de ce cas élémentaire. La forme de la région
critique est alors déterminée par le théoréme suivant.

Théoreme de Neyman et Pearson
Pour un risque de premiere espece fixé a o, le test de puissance maximum
entre les hypotheses simples ci-dessus est défini par la région critique :

LO(xla-"9xn) <k}
Ly (x1,...,x0) —

W= {(xl,...,x,»/‘
ou la valeur de la constante k est déterminée par le risque fixé

oy = Pg (W|9 290), ayant pOSé L() (xl,. .. ,xn)=L (xl,. Xy, 00)
etLl (xl,. oo ,xn) =L (xl,. o 0 99 91) 0
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Exemple 8.2

Nous allons appliquer ce théoréme au cas de la loi exponentielle de para-

1
metre o avec 0, > 0y. La vraisemblance a pour expression :

L(xi,... . x;0)= —exp ——Zx,
avec x; > 0,1 <i < n. Le rapport des vraisemblances est donc :
Lo (x1,....,%,) 6, \"
ZO0M et (7 exp| (= — = le
Ly (xy,...,x,) o 0,
La région critique est donc définie par la condition :
0\"
— ] ex
o
Cette condition est équivalente a :

ol (305

En prenant le logarithme, on obtient comme nouvelle condition équiva-

lente :
(- 5) L <t
1

Puisque 6, > 6y, on arrive a la condition :

n
E X; = C
i=1

La valeur de la constante C, qui va totalement préciser la région cri-
tique, est déterminée par la condition :

ixi>c|9=90
i=1

Dans exercice 7.7 nous avons établi que 25, /0 suivait une loi du khi-
n
deux a 2n degrés de liberté, avec S, = Z X;. La condition précédente

i=1
se réécrit donc sous la forme :
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C
La valeur de 20— est donc celle du fractile d’ordre 1 — aq de la loi du khi-
o

deux a 2n degrés de liberté. La puissance de ce test peut ensuite se cal-
culer par :

- S, C
—P X, >Clo=0L%=pPl22" >0~
! {Z | } {91 el}

ypothéses multiples

Nous allons d’abord considérer le cas d’une hypothese simple contre une hypo-
these multiple de I’une des formes suivantes :

{HO:QZO() ou {H0:9=00
Hl:0>00 H1:9<90

On détermine au préalable, par la méthode de Neyman et Pearson, la région
critique W du test suivant :
{ HO 10 = 9()
H 1. 0 = 91

ou ¢, est une valeur fixée quelconque, mais vérifiant I’hypothese alternative H;.
Si la région W obtenue pour ce test entre hypotheses simples ne dépend pas de
la valeur choisie 0, alors on aura obtenu un fest uniformément le plus puissant
(UPP) pour le probléme de test initial. Cela signifie que pour toute autre région
critique W’ on aura P, (W0 € ®,) > P, (W’'|6 € ©;) pour tout 6 de ®,.

Exemple 8.3

Si nous reprenons ’exemple 8.2, la région critique dépendait de la condi-
tion 0, > 6y, mais pas de la valeur précise 0,. La région critique obtenue
est donc aussi celle du test UPP de H,:60 =6, contre H, : 6 > 6,.
Cependant, on ne peut pas cette fois calculer la puissance de ce test
puisque la valeur du paramétre n’est pas connue dans I’hypothése alter-
native. On peut seulement définir une fonction puissance de ce parametre
par:

n(@):P{ZXi>C|9>GO}
i=1

Pour le probleme de test suivant :

H():e:eo
H]Z@Sée()
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il n’existe pas de test UPP. La région critique W de ce test s obtient par

réunion des régions critiques W, et W, des deux tests précédents, pour le

o . N ., Qo
méme risque de premiere espéce o

Exemple 8.4
Dans ’exemple précédent, la région critique W, obtenue était I’ensemble
des points (xy,...,x,) tels que :

Sn = Cl

C
avec 2(9—l qui est le fractile d’ordre 1 — % de la loi du khi-deux a 2n
0

degrés de liberté. De méme, pour le test de Hy : 6 = 6, contre H, : 0 < 6,
la région critique W, obtenue est définie par :

Sn < C2

C
avec 29_2 qui est le fractile d’ordre % de la loi du khi-deux a 2n degrés
o

de liberté. La région critique de Hy:0 = 6, contre H,:0 #* 6, est
W = W, U W,. Il est plus facile de définir ici la région d’acceptation de
I’hypothése nulle par la condition :

C, <S, <C

Pour le probléme de test suivant :

{ HO 10 < 90
H :0>06,
on suppose que la loi P, est a rapport des vraisemblances monotone. Cela signi-
fie qu’il existe une statistique 7, = T, (xy,...,x,) telle que le rapport des vrai-
semblances :

L (xq1,...,x,;0)

L (xy,...,x,;0")

s’exprime comme une fonction croissante de 7, pour toutes les valeurs de 6 et 6
qui vérifient 'inégalité & > 6’. Dans ces conditions, on utilise le théoreme suivant.

Théoreme de Lehmann
Il existe un un test UPP dont la région critique W est I’ensemble des points
(x1,...,x,) tels que :
T, (x1,...,x,) >k
ou la valeur de la constante k est déterminée par le risque fixé
ag =P, (W0 =6,) .

Tests d’hypothéses ® 263



Exemple 8.5

Dans I’exemple 8.2, nous avons obtenu comme rapport des vraisem-

blances :
L (xy,...,x,;06 0"\" 0—6
(X Xy 0) _(Z le
L (x1,...,x,;0) 0 60
Pour toutes les valeurs de 0 et 0’ qui vérifient I'inégalité 6 > 0’, c’est une

n
fonction croissante de T, = Z x;. Donc, par application du théoreme de
i=1
Lehmann pour Hy : 0 < 0y contre H, : 6 > 0, le test UPP a pour région
critique I’ensemble des points (xy,...,x,) tels que :

n
E X; > k
i=1

La constante k est déterminée par la condition :

oy = P ZX,->k|9=90

est d'indépendance du khi-deux

Pour tester I’'indépendance de deux caracteres X et Y, qualitatifs ou quantitatifs
(répartis alors en classes), a respectivement r et s modalités, on releve le nombre

n;; d’individus d’une population de taille n = Z Z n;; qui possedent simulta-
i=1 j=1

nément la modalité i,1 <i < r, du caractere X et la modalité j,1 < j <s, du

caratere Y. Soit p;; la probabilité théorique correspondante, pour un 1nd1V1du tiré

au hasard dans la population, de posséder simultanément ces deux modalités i

et j. Les probabilités marginales sont p; = Z pijetp; = Z pi;- L’'indépen-
j= i=1

dance de ces deux caracteres se traduit par D’hypothese nulle

Hy: pi;j = pi. x p;. Pour tester cette hypothése contre 1 alternative

H, : p;j # pi. X p;, on utilise la statistique :

SRt (ST )

i=1 j=I i1 =1 i
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Sa loi asymptotique, sous Hy, estlaloi du khi-deux a (r — 1) (s — 1) degrés

de liberté. On a noté n; = Z n; etn; =

Z n;; les effectifs marginaux.

i=1

La région critique de ce test est de la forme :

D,>C

Pour un risque de premiere espece o = P (D, > C|H,), la valeur de C est

approximée par le fractile d’ordre 1 — « de laloi x___,-

Exemple 8.6

Pour comparer Uefficacité de deux médicaments semblables, mais de prix
tres différents, la Sécurité sociale a effectué une enquéte sur les guérisons
obtenues avec ces deux traitements. Les résultats sont présentés dans le
tableau suivant :

Médicament cher Médicament bon marché
Guérisons 156 44 200
Non-guérisons 44 6 50
200 50 250

On calcule la valeur de la statistique :
D, —250<1562 +2ﬁ+6—2—1)=25
4.10% 104~ 25.10?
Pour un risque de premiere espece o = 0,05 le fractile d’ordre 1 — « de
la loi x} a pour valeur C = 3,84. Puisque la valeur observée de la sta-
tistique D, est inférieure, on accepte I’hypotheése nulle d’indépendance du
taux de guérison et du coiit du médicament.

A retenir

En dehors du cas particulier ou on se donne une loi de probabilité

a priori sur les valeurs du parametre et ou on utilise la méthode de Bayes,

c’est la méthode de Neyman et Pearson qui est utlisée pour effectuer un test
d’hypotheses. Le théoreme de Neyman et Pearson fournit 1’outil essentiel
pour batir un test, ¢’est-a-dire définir la région ou on va rejeter I’hypothese
nulle retenue. Il est bien entendu essentiel de connaitre les définitions pré-
cises des différents concepts intervenant dans les tests statistiques. Notons
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que les deux hypotheses a confronter ne sont pas équivalentes et que I’hy-
pothese nulle est privilégiée, étant choisie comme celle dont le rejet a tort
est le plus préjudiciable. Notons enfin I’importance du choix de la valeur du
risque de premiere espece, dont peut dépendre la conclusion tirée d’un
échantillon donné.

Compléments

Construire un test consiste a établir une regle de décision, c’est-a-dire une application ¢
de R" dans {0,1}. Pour toute réalisation (xi,...,x,) de I’échantillon telle que
¢ (x1,...,x,) =1 on rejette I’hypothese Hy. Pour toute réalisation (xi,...,x,) de
I’échantillon telle que ¢ (x1,...,x,) = 0 on accepte I’hypothese Hy. La fonction de test
¢ est donc la fonction indicatrice de la région critique W : ¢ = 1y. Pour un test entre
deux hypotheses simples Hy : 6 = 6y contre Hy : 6 = 6, le risque de premiére espéce
esta = Eg, [¢ (X1,...,X,)] etlapuissance n = Ey, [¢ (X1,...,X,)].

Quand ¢ est a valeurs dans {0, 1} le test est dit pur ou déterministe. Dans le cas d’une
loi discrete il n’est pas toujours possible de trouver une région critique W de probabilité
exacte «. Dans ce cas, si on souhaite que le risque de premiere espece soit exactement
égal a «, il faut utiliser un rest mixte. La fonction ¢ est cette fois a valeurs dans [0,1] et
on accepte toujours H; pour ¢ = 1 et Hy pour ¢ = 0. Pour ¢ = p € ]0,1[ on effectue
un tirage au sort ou on accepte 1’hypothese H, avec une probabilité p.

En présence d’hypotheses multiples Hy : 8 € ©¢ contre H; : 6 € ©y, le risque de
premiere espéce est une fonction de 6 définie par o« = Ey (¢p) pour 8 € ®y. On définit
alors la taille T du test par :

T = sup Ey ()
0e®q

Le test est dit de niveau o si T < «. La puissance du test est la fonction de 6 défi-
nie par n = Ey (¢) pour 8 € ©,. Le graphe de la fonction définie pour tout 6 de ® par
@ () =1 — Ey (¢) s’appelle courbe d’efficacité.

Un test ¢ de niveau « est dit uniformément plus puissant qu’un autre test ¢’ de méme
niveau o si, pour tout 6 € ®; ona Ey (¢p) > Ep ((f)/) .

Un test de niveau « est dit sans biais si, pour tout 6 € 1, ona Ey (¢) > «.

La famille exponentielle a un parametre dont la densité s’écrit sous la forme :
fx:0)=a@)bx)expla(0)T (x)]
est a rapport des vraisemblances monotone si la fonction o est une fonction monotone

n
du parametre 6. Si « est croissante, on retient la statistique 7,, = Z T (x;), etsia est

i=1

n
décroissante, on retient la statistique 7,, = — Z T (x;).

i=1
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Exercices

nonces

Exercice n°1

Une machine produit des pieces dont une proportion 6 présente des défauts qui condui-
sent a classer ces pieces en second choix. En cas de bon fonctionnement la valeur est
6 = 0,1. Si la machine se dérégle, la valeur passe a & = 0,2. On estime que la proba-
bilité que la machine soit bien réglée est po = 0,6. On peut souscrire un contrat d’en-
tretien qui permet de maintenir la machine bien réglée. Le cofit est de 0,4 euros par piece
produite. Chaque piece de second choix est vendue 6 euros de moins que les autres.
Apres contrdle des 100 premieres pieces produites, on constate que 13 d’entre elles doi-
vent étre classées en second choix. Quelle décision est-on conduit a prendre si on utilise
la méthode de Bayes ?

Exercice n°2

On dispose d’un échantillon (X1,...,X,) d’une v.a. X qui suit une loi normale d’espé-
rance inconnue m et d’écart type connu o = 1 pour choisir entre les deux hypothéses :

H()Zmzl
H -m=1,5

Déterminer la région critique du test de Neyman et Pearson et calculer sa puissance dans
le cas o m = 25 et @ = 0,05. Quelle devrait étre la taille d’échantillon minimum pour
que cette puissance soit supérieure a 0,90 ?

Exercice n°3

On dispose d’un échantillon (Xy,...,X,) d’une v.a. X qui suit une loi normale centrée,
d’écart type inconnu o pour choisir entre les deux hypotheses :

Hy:0=1
H]IO'=2

Déterminer la région critique du test de Neyman et Pearson et calculer sa puissance dans
lecasoun =15 et = 0,05.

Exercice n°4

Le revenu annuel des individus d’une population est distribué selon une loi de Pareto de
densité :

6 .
fao)y=1 G six=l
0 sinon

On dispose d’un échantillon (X,...,X,) de cette loi pour choisir entre les deux hypo-
theses :
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H0:9:

H]ZQZ

| Wl A~

Déterminer la région critique du test de Neyman et Pearson et calculer sa puissance dans
le casoun =400 et = 0,05.

Exercice n°5

Soit X une variable aléatoire dont la densité a pour expression, pour x > A :

1 — A
f(x):5exp<—x0 )

et nulle sinon, ol1 & et A sont deux parametres strictement positifs.

1) Déterminer I'estimateur )AL,, du parametre A par la méthode du maximum de vraisem-
blance construit a partir d'un échantillon (X1,...,X,) de X et étudier ses propriétés.

2) Déterminer 'estimateur 6,, du parameétre 6 par la méthode du maximum de vraisem-
blance et étudier ses propriétés. Déterminer sa loi asymptotique.
3) Déterminer la région critique du test :

Ho:)\.:kg
Hli)\.:)\‘l

pour un risque de premiere espece donné ¢, sachant que A; > Ag. Déterminer le risque
de seconde espece B et la puissance 7.
4) Déterminer la région critique du test :

Ho 10 = 9()

H 1 0= 91
pour un risque de premiere espéce donné «, sachant que 6; > 6y. Pour déterminer
approximativement le seuil critique de ce test on utilisera 1'estimateur ):,l et la loi asymp-
totique de én. Calculer de la méme facon une valeur approchée de la puissance de ce test.
5) Déterminer la région critique du test :

Ho 10 = 9()

H 1 - 6 75 90
Ce test est-il UPP ? Peut-on calculer sa puissance ?
6) Déterminer la région critique du test :

Hy:0 <6
H,:0 > 6,

Appliquer le théoréme de Lehmann pour établir que ce test est UPP de niveau ov. Montrer
que le risque de premiere espece o est une fonction croissante de 6 qui est maximum
pour 6 = 6.
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Exercice n°6

On dispose d’un échantillon de taille # = 15 d’une v.a. de loi normale centrée et de

variance ] pour choisir entre les deux hypotheses :

H() 0=1
H :60>1
Déterminer la région critique d’un test UPP de risque de premiere espece o et préciser

sa fonction puissance. Calculer cette puissance dans le cas ou n = 15, pour 6 = 3 et
o =0,05.

Exercice n°7

Le poids indiqué par une balance, lorsqu’on effectue la pesée d’un poids étalonné a
100 g, est une v.a. de loi normale d’espérance 100. Si la balance est bien réglée, 1’écart
type a pour valeur ¢ = 5 et sinon cette valeur est inconnue, avec o > 5. Déterminer la
région critique d’un test UPP de risque de premiére espece o = 0,05 basé sur un échan-
tillon de n = 10 pesées et préciser sa fonction puissance.

Exercice n°8
Le nombre de pannes mensuelles d’un ascenceur est une v.a. qui suit une loi de Poisson
de parametre A = 2. Apres avoir souscrit un contrat d’entretien, on pense que la valeur
du parametre doit diminuer. Préciser la regle de décision a I’issue de six mois de contrat.
Exercice n°9

On dispose d’un échantillon (X1,...,X,) d’une v.a. X qui suit une loi normale d’espé-
rance inconnue m et d’écart type connu o = 1 pour choisir entre les deux hypotheses :

H() m < 3
H :m>3
Déterminer la région critique du test le plus puissant de niveau @ = 0,05 dans le cas ou

n = 100 et préciser sa fonction puissance.

Exercice n°10

On dispose d’un échantillon de taille # = 12 d’une v.a. X qui suit une loi normale d’es-
pérance inconnue m et d’écart type inconnu o pour choisir entre les deux hypotheses :

H0:m<6
H12m>6

Déterminer la région critique d’un test de niveau = 0,05. Peut-on déterminer sa fonc-
tion puissance ?

Exercice n°11

La durée de vie d’un certain matériel est une v.a. X qui suit une loi de Weibull de densité :

! VaY
f(x;0) = m exp <—7> six>0

0 sinon
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On dispose d’un échantillon (X1,. . ., X,,) de cette loi pour choisir entre les deux hypotheses :

H029<1
H159>1

Déterminer la région critique du test le plus puissant de niveau &« = 0,01 dans le cas ou
n = 15 et préciser sa fonction puissance.

Exercice n°12

Pour sa fabrication, un industriel utilise des machines de deux constructeurs différents.
Apres six mois d’utilisation, il constate que sur les 80 machines de type A, 50 ne sont
jamais tombées en panne, alors que pour le type B la proportion est de 40 sur 60. Peut-
on considérer que ces deux types de machines sont équivalents ?

Exercice n°13

Deux séries d’observations effectuées a des dates différentes, sur des échantillons de tailles
respectives n; = 41 et n, = 61, ont conduit a des valeurs respectives de moyennes empi-
riques et d’écarts types empiriques X = 785,5, = 1,68,y = 788 et s, = 1,40. Peut-on
considérer que ces deux échantillons proviennent de la méme loi normale ?

Exercice n°14

Le tableau ci-apres donne la répartition par taille, en cm, de 2700 salariés francais, de
sexe masculin, par catégories socio-professionnelles (CSP) :

Ouvriers Employés Cadres Total

Moins de 165 cm 325 66 22 413

De 165 a moins de 170 cm 488 110 51 649
De 170 a moins de 175 cm 636 158 123 917
175 cm et plus 451 146 124 721

Total 1900 480 320 2700

Au vu de ce tableau, peut-on considérer que la taille est indépendante de la CSP ?

orrigés

Exercice n°1

Nous allons formaliser le probleme en construisant le modele statistique. Nous allons
introduire une variable indicatrice qui prend la valeur 1 si la piece produite est de second
choix. C’est une variable de Bernoulli définie par :

X — 1 sisecond choix (0)
1o sinon (1 — 6)

Nous sommes en présence de deux hypotheses, Hy : € = 0,1 avec une probabilité
a priori pg = 0,6 et Hy : 6 = 0,2 avec une probabilité p; = 1 — py = 0,4. Nous
devons choisir entre la décision Dy de ne pas souscrire le contrat d’entretien et la déci-
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sion D de le souscrire. Le colit moyen par pi¢ce produite associé a la décision Dy est
de 66, qui correspond au manque 2 gagner, car 6 représente la valeur moyenne de X. Si
on prend la décision D, de souscrire le contrat d’entretien, le coft est de 0,4 par piece,
plus le manque a gagner de 6 x 0,1 puisque la proportion de second choix est alors tou-
jours de 10 %. Tout ceci est résumé dans le tableau de cofits suivant :

Dy D, Probabilité a priori

H,:6=0,1 0,6 1 0,6
H :6=0,2 0,6 1 0,4
La vraisemblance de 1’échantillon (X1,...,X,) de cette loi de Bernoulli s’écrit :

n

L(x1 .. xp1 0) = 02217 (1 — )" 2imt

avec x; € {0,1},1 <i < n. On note Ly la vraisemblance pour 8 = 0,1 et L; pour
0 = 0,2. Les espérances a posteriori des cofits sont :

E[C(Dy)]=0,6m0+ 1,21y et E[C(D)]=mp+m =1
La régle de Bayes conduit & souscrire le contrat si E [C (Dg)] > E [C (D)] soit :

0,61 + 1,2y > 1 <= 0,36Lo + 0,48L; > 0,6Lq + 0,4L;
&= 8L, > 24L,

8\ <& 8
< |In2 — In—- 7 > In3 — nln—
( 9)Zx > 13— nin®

i=1

8
n In3 — nln—
= x> 9

i=1 lng
4
Pour un échantillon de taille n = 100, on décide de souscrire le contrat d’entretien si
100 100

in > 15,9 soit, puisque les x; ne prennent que des valeurs entieres, Zx,» > 16.
i=1 i=1
100

Ayant observé Zx,- = 13, la régle de Bayes conduit a ne pas souscrire le contrat
i=1
d’entretien.

Exercice n°2

La vraisemblance s’écrit :

L (x1,...,x,;m) = <«/%> exp {—% Z(xi —m)2}
i=1

La forme de la région critique, donnée par le théoreme de Neyman et Pearson, est
Ly/L; < k, ce qui en passant aux logarithmes conduit a I’inégalité :
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1 n
2 D [ = 1% = (i — 1.5)°] < Ink
i=1
Elle est équivalente, apres développement du crochet, a :
- 5n
= x4 <2k
i=1 4

Pour I’instant, on cherche seulement a déterminer la forme de la région critique et I’ex-
pression des constantes qui apparaissent dans cette inégalité est sans intérét. On remplace

n
donc cette inégalité par Z X; = ki, qui lui est équivalente. La région critique est donc
i=1
définie a partir de la valeur de la somme des observations. Cependant, comme c’est la loi

de la moyenne empirique X, qui est connue, il est préférable de faire intervenir cette
moyenne dans la définition de la région critique W, qui sera donc I’ensemble des points
(X1,...,%,) tels que :
fﬂ 2 C
Il reste a préciser la valeur de cette constante C, qui sera le seuil de cette région, a par-
tir du risque de premiere espece o qui est fixé. Il représente la probabilité de cette région,
lorsque 1’hypothése nulle est réalisée, et par conséquent, la condition qui définit C
s’écrit :
a=PWm=1)=P(X,>Clm=1)

Sous Hy, la moyenne empirique X, suit la loi N (1, 1/ ﬁ) , donc en centrant et rédui-
sant on obtient la condition :

=P U>C_1
(52

ot U est une v.a. de loi N (0,1). Ainsi la constante C est définie par :

u
C=1+——
7

ou u est le fractile d’ordre 1 — o delaloi N (0,1). Pour un risque &« = 0,05 on lit dans
la table 2 le fractile u = 1,6449 d’ou une région critique définie pour n = 25 par :

W = {(x1,...,x25) /x5 > 1,33}

Dans ce cas, la puissance du test est la probabilité de cette région dans 1’hypothese alter-

native, soit :

1,33 -1,5
1/4/25

Pour un risque @ = 0,05 la condition > 0,90 conduit a choisir une taille d’échan-
tillon n telle que :

n=P (X»s>133lm=1,5)=P <U> ):P (U >-0,85)=0,8023

— u Jn
n=P|X,21+—m=15)=P({U >u——)>0,90
Jn 2
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ce qui est équivalent 1,6449—./n/2 < —1,2816 soit 4/n > 5,853 donc une taille
d’échantillon supérieure a ng = 35.

Exercice n°3

Pour effectuer ce test, nous disposons d’un échantillon d’une loi normale centrée, d’écart
type 0 = 1 sous Hy et 0 =2 sous H;. Le rapport des vraisemblances a donc pour
expression :

LO 1 <&

L = 2”exp<§ inz - % ;;ﬁ) =2"exp — g ;xiz

i=1
La région critique est donc définie par le théoreme de Neyman et Pearson comme 1’en-
semble des points (xy,...,x,) tels que:

n
Sise
i=1

La valeur de la constante C est déterminée par la condition :
n
a= P(Zx? > C|H0>
i=1

n
Sous I’hypothese nulle H(),Z Xi2 suit la loi Xf, donc C est le fractile d’ordre 1 — « de
i=1
cette loi. Pour ¢ = 0,05 on lit dans la table 5 la valeur C = 25. La puissance du test
est:

n:P(Zx?>C|H1)
i=1

n 2
Sous I’hypothese H"Z Tl suit la loi x,%, donc :

i=l1
1< C
=P-) X?>=)=0,975
1 (4; ’ 4)

par lecture de la table 5. Notons qu’ici le risque de seconde espece f = 0,025est infé-
rieur au risque de premiere espece o = 0,05. Pour respecter la logique de Neyman et
Pearson, il faudrait donc choisir un risque de premiere espece plus faible.

Exercice n°4

L’expression de la vraisemblance est :

n n —6—1
L(xi,....x:0) =]]ox" = 9"(]_[;@»)
i=1

pourx; > 1,1 <i < n.
Le rapport des vraisemblances, L sous Hy, et L sous H;, s’écrit donc :

Lo

00 n n 01—6p
= —_— xi
L, (91) (H )
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Le théoreme de Neyman et Pearson, qui permet d’obtenir le test de puissance maximum,
Ly
définit la région critique par la condition I, < k, qui est donc ici équivalente, en pre-

1
nant les logarithmes, a :

(61— 60) ) Inx; < ky
i=1

Puisque 6, > 6y, cette région critique W est définie par la condition :
n
> Iy <C
i=1

La valeur du seuil C est déterminée par :

n 4
o =P (W|Hy) = P(ZlnXi <Clo = 5)
i=1

La taille d’échantillon permet ici d’utiliser le théoréme central limite que nous allons

— 1 <
appliquer a ¥, = — Z Y;, ayant posé ¥; = InX;,1 <i < n. Il nous faut pour cela
n “
i=1

déterminer la loi de la v.a. Y = InX. Sa fonction de répartition est définie par :
Gy)=PY<y)=PIlnX<y)=P(X <e’)=F ()
pour y > 0. On obtient la densité par dérivation :
g =ef()=0e"
On reconnait la loi exponentielle de parametre 6, donc E (Y) = é et V(Y)= ek

D’apres le théoreme central limite :

Y,—1/6
L 5 N(0,1
Vi 1/6 loi ©.1)

La constante C est alors déterminée approximativement par :
— C — C
a=P|Y,<—)=PiVn(0oY,—1)<vn(b——1
n n

Le fractile d’ordre 0,05 de laloi N (0,1) a pour valeur —1,645 donc la valeur approchée
du seuil C est définie par la condition :
4C

\/ﬁ(— — 1) = —1,645
3n

Soit, pour n = 400,C = 275. La puissance est déterminée par :

= P(W|H)=P Xn:lnX~<C|9—§ =P(Y,<
n= 1) — £ X _5 - n

S| O

= P{ﬁ(QIYn—l) gﬁ(@lg—l)}
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Sa valeur approchée est définie par n = & (2,02) = 0,98, ou P est la f.r. de la loi
N (0,1). Notons que le risque de seconde espece 8 = 0,02 est inférieur au risque de
premiere espece o = 0,05.

Exercice n°5

1) La vraisemblance est :

1 1 & N
. _ _ ) nr/8
L(xy,...,x,;0,A) = on exp( 7 ;:l x,)e

a condition que tous les x; soient supérieurs a A, ce qui est équivalent a la condition
m, = min{xy,...,x,} > A. La vraisemblance est une fonction croissante de A avant
m,, et nulle au-dela, donc atteint son maximum pour A = m,,. L'estimateur du maximum
de vraisemblance est donc :

Ap = m, = min{X,,...,X,}

Sa loi de probabilité est définie dans l'exercice 15 du chapitre 3. On voit que la v.a.

m
Z=n suit une loi exponentielle, avec E(Z) = V(Z) = 1. On en déduit :
0 0?
E(m,) =LA+ — et V(m,,):—2
n n

C'est donc un estimateur asymptotiquement sans biais et convergent.

2) La log-vraisemblance a pour expression :
1 n
L1, x5 0,0) = —n Inf — o > @i—
i=1

Cette fonction est dérivable pour tout 6 > 0 avec :

dnL  n 1
= —— — i—)\,
06~ 8 e ;(x )

n
La dérivée s'annule pour 6 = Z(x,» — X)/n ;ladérivée seconde est négative pour cette
i=1

valeur :

?mL n 2
207 =9_2_E;(x"_k)

L'estimateur du maximum de vraisemblance est donc :
1 & _
gn = ;ZXI _)\n :Xn —my
i=1
Cet estimateur est asymptotiquement sans biais :
~ 0
E@©,) = E(X)— E(m,) =0 — .

résultat déduit de 1'exercice 15 du chapitre 3.
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D'apres la loi des grands nombres, X, converge vers E(X). Nous avons établi que m,,
convergeait vers A, donc é,, converge vers 0 + X — A = 6.

D'apres ce qui précede :

E[Vm, —»)] = % et V[ im, ~ 1] = &

Ces deux moments tendent vers 0 avec 1/n donc :
Jnm, — 1) —0
V4
Nous pouvons écrire :
V6, = 0) = (X, — 0 — 1) — /n(m, — 1)
Le théoréme central-limite et le résultat précédent nous permettent de conclure :

V(6 =) — N(©0.0)

3) La région critique de ce test est construite a partir de 1'estimateur du maximum de vrai-
semblance de A. Comme A; > Ag, elle est définie comme l'ensemble des points

(x1,...,x,) tels que m, > C. La constante C étant définie par :
C—
o= P(m, > C|Hy) =exp—n 2
soit C = Ap — (0 Inw)/n. Le risque de seconde espece est :
C—x Ao — Ag
B=Pm, <C|H)=1—exp—n 7 =1l—aexp—n 7

La puissance s'en déduit parn =1 — .

4) On utilise le théoreme de Neyman et Pearson et on forme le rapport des vraisem-

blances :
LO (91 )Vl 1 n 1 n
—=lz)expy—7 2 - ——) (xi—»)
L, o 6o ; 6 ;

En prenant le logarithme, on définit la région critique par I'inégalité :

(l— i)i()ﬁ—)\.) <k
0\ b i=1 l

Comme 60, > 6, ceci est équivalent a :

i(x,— —A) >k
i=1

La valeur de A étant inconnue, on doit utiliser une approximation en remplagant ce para-
metre par son estimateur :

~

6,=x,—m, >C

La constante C étant définie approximativement par :

. 6, — 6, C -6,
a=P(9n>C|H0)=P(ﬁ . 0> /n . 0)
0 0
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On retient donc comme valeur approchée du seuil :
C =6y + 2
— u
\/ﬁ

ol u est le fractile d'ordre 1 — o de la loi N(0,1).

La puissance se calcule alors par :

>/

0, — 6, C -6,
0, 0,

n=P@,>ClH) = P(ﬁ

en utilisant a nouveau la loi asymptotique N (0,1).

5) La région critique précédente dépendait des valeurs respectives de 6 dans les deux
hypotheses. Le test de région d'acceptation définie par :

C1 < 9,, < C2
n'est donc pas UPP. Les valeurs approchées des seuils critiques sont :

C =0 % w cr=tu

=0)—u— e = U —

1 0 Jn 2 0 Jn

ol u est le fractile d'ordre 1 — «/2 de la loi N(0,1). On ne peut pas calculer la puis-
sance de ce test, I'hypothese alternative étant multiple.

6) Pour 6’ > 6 le rapport des vraisemblances Ly /Ly est une fonction croissante de é,,.
D'apres le théoréeme de Lehmann, la région critique du test de la question 4 est celle d'un
test UPP pour les hypotheses confrontées ici. Son risque de premiere espece est défini
par :

«(6) = P@, > C|Hy) = P(ﬁ 2l C;")

Cette fonction atteint son maximum, d'aprés le théoreme de Lehmann, pour 6 = 6. Si
on utilise la loi asymptotique, le seuil /7(C/6 — 1) est une fonction décroissante de 6,
donc o est bien une fonction croissante de 6.

Exercice n°6

L’hypothese alternative étant une hypotheése multiple, on détermine d’abord la région cri-
tique du test entre les deux hypotheses simples :

H()Z@:l
H129:91

avec 6 quelconque, mais vérifiant 6; > 1. L’expression de la vraisemblance est :

1 or (4= (2) ool -5
L (x1,...,x,;0) = —exp (——xl-> = <—> exp(—— x->
o1V 2m 2 2 2 !

i=1

Le rapport des vraisemblances, L sous Hy, et L sous H,, s’écrit donc :

LO 1 n/2 1 n X
— == —=(1-90 :
Ly (91) =P 2( 1);%
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Le théoreme de Neyman et Pearson, qui permet d’obtenir le test de puissance maximum,
. . . .. Lo . L
définit la région critique par la condition . < k, qui est donc ici équivalente, en pre-

1
nant les logarithmes, a :

1 n
—5 (=00 ) xF <k
i=1

Puisque 6, > 1, cette région critique W est définie par la condition :

n
inz <C
i=1

La valeur du seuil C est déterminée par :

o= P (W|Hy) = P(fo <Clo = 1)
i=1

n
Sous Hy, les v.a. X; sont normales, centrées, réduites et indépendantes, donc Z X lz suit
i=1
une loi du khi-deux a n degrés de liberté. La valeur du seuil C est donc celle du fractile
d’ordre o de la loi X,f. La région critique est indépendante de la valeur choisie pour 6,
donc elle est aussi celle du test UPP pour ’alternative H; : 0 > 1. La fonction puissance
est définie pour & > 1 par:

n @) =P (W|H) = P<in2 <Clo > 1)
i=1

Elle se calcule a partir de la fonction de répartition F,, de la loi an par:

Pourn = 15 et = 0,05 on lit dans la table 5 la valeur C = 7,26. Pour = 3 la puis-
sance vaut alors n (3) = F5 (21,78) ~ 0,9.

Exercice n°7
L’hypothese alternative étant une hypothese multiple, on détermine d’abord la région cri-
tique du test entre les deux hypotheses simples :

Hy:0=5

H|:0 =0

avec o7 quelconque, mais vérifiant oy > 5. L’expression de la vraisemblance est :

n

L( o) 1_[ ! exp{ !
Xy X3 0) = | | —= -
! i 021 202

B 1 n 1 n o 5
_<E> expi—F;(x, 100) }

(xi — 100)2}

278 e STATISTIQUE ET PROBABILITES



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Le rapport des vraisemblances, L sous Hy, et L sous H,, s’écrit donc :

Ly (01 )n/Z 1/1 1 " )
— == expy—=\|=—=—— x; — 100
L~ \s Pl 2\ o2 ; (i = 100)
Le théoreme de Neyman et Pearson, qui permet d’obtenir le test de puissance maximum,
L
définit la région critique par la condition L—O < k, qui est donc ici équivalente, en pre-

1
nant les logarithmes, a :

1 1 1 &
) <E - —2> Z (xi — 100)* < ky

o1/ =
Puisque 012 > 25, cette région critique W est définie par la condition :

Z(x,- — 1002 > C
i=1

La valeur du seuil C est déterminée par :
a=P(W|Hy) = P(Z(X,« —100)> > Clo = 5)
i=1

Sous Hy, les v.a. X; — 100 sont normales, centrées, d’écart type o = 5 et indépen-

n
dantes, donc Z (X; — 100)? /25 suit une loi du khi-deux a n degrés de liberté. La
i=1
valeur de C/25 est donc celle du fractile d’ordre 1 — « de la loi Xf- La région critique
est indépendante de la valeur choisie pour o1, donc elle est aussi celle du test UPP pour
I’alternative H; : o > 5. La fonction puissance est définie pour & > 5 par :

n()=PW|H) = P(Z(Xi —100)> > Clo > 5)
i=1

Elle se calcule a partir de la fonction de répartition F,, de la loi X,% par :

C

Pour n = 10 et « = 0,05 on lit dans la table 5 la valeur C = 25 x 18,3 = 457,5.

Exercice n°8

11 s’agit de tester ’hypothése Hy : A = 2 contre I’hypothése H; : A < 2 a partir d’un
échantillon de taille n = 6. On effectue d’abord le test d’hypothéses simples Hy : A = 2
contre H; : A = Ay avec A quelconque, mais vérifiant A; < 2. Le rapport des vraisem-
blances, L, sous Hy, et L sous H;, s’écrit :

Lo _ g (2 )Z

Ly *
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Le théoreme de Neyman et Pearson, qui permet d’obtenir le test de puissance maximum,

Lo
définit la région critique par la condition I, < k, qui est donc ici équivalente, en pre-
1
nant les logarithmes, a :

n
(2 —Inkp) Y x; < ky
i=1
Puisque A; < 2, la région critique W est définie par la condition :
n
Swec
i=1

La valeur du seuil C est déterminée par :

o= P (W|Hy) = P(in gcu:z)
i=1

C’est donc le fractile d’ordre o de la loi de Poisson de parametre 2n. Pour n = 6 et
o = 0,05 on lit C = 6. La région critique est indépendante de la valeur choisie pour
A1, donc elle est aussi celle du test UPP pour I’alternative H; : A < 2. Au bout de six
mois, on considere que le contrat a été efficace si on observe un nombre de pannes infé-
rieur ou égal a 6.

Exercice n°9

Les deux hypotheses sont multiples. On détermine d’abord la région critique du test entre
les deux hypotheses simples :

{H()Zm:m()

Hy:m=m

avec mq et m; quelconques, mais vérifiant my < 3 et m; > 3. La vraisemblance
s’écrit :

L (x1,...,x,;m) = \/lz_nexp :—%Z(x,- —m)Z]

i=1

La forme de la région critique, donnée par le théoreme de Neyman et Pearson, est
Lo/L < k, ce qui en passant aux logarithmes conduit a I’inégalité :

—% Z [(xi —mo)® — (x; —m1)*] <Ink
i=1

Elle est équivalente, apres développement du crochet, a :

(my —mo) X, =k

1 n

ayant posé X, = — Z x;. Cette région critique est indépendante des valeurs de m et
i=1

my qui vérifient toujours m; — mgy > 0. C’est donc celle du test UPP pour Hy : m < 3
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contre H; : m > 3 et se définit par :
X, 2 C

On peut aussi appliquer le théoreme de Lehmann. Le rapport des vraisemblances s’écrit :

L (xlv' <o Xn; 6)

_ _’1 2 _pgn _ /_:I
L(xl,...,xn;e/)_eXp[ (0> —=67)+n(6—-0)x,

2

C’est une fonction croissante de X, pour 6 > 6’ donc X,, > C définit la région critique
d’un test UPP. La valeur de la constante C est déterminée par :

a=PW|m=3)=P(X,>Clm=3)

Pour m = 3, la moyenne empirique X, suit la loi N (3, 1/ ﬁ) , donc en centrant et
réduisant on obtient la condition :

—P(U>—C_3)
AN YN

ot U estune v.a. de loi N (0,1). Ainsi la constante C est définie par :
c=3+"
= T

ol u est le fractile d’ordre 1 — o de laloi N (0,1). Pour un risque o = 0,05 on lit dans
la table 2 le fractile u = 1,6449 d’ou une région critique définie pour n = 100 par :

W = {(x1,...,X100) /X100 = 3,16}

La fonction puissance du test est :

n(m)ZP(Yn>3+%|m>3):P{U>\/Z(3—m)+l,645}

=1-®[1,645— /n(m —3)]
ou @ estlafrdelaloi N (0,1).

Exercice n°10

Les hypotheses en présence sont de la méme forme que dans 1’exercice précédent. Mais
ici, pour m = 6, laloi de la moyenne empirique X, est inconnue et nous ne pouvons pas
déterminer le seuil. Nous allons utiliser une autre statistique, de loi connue pour m = 6,
qui sera /1 (Y,, - 6) /Sy, de loi de Student a n — 1 degrés de liberté. La région cri-
tique est définie par la condition :

X, —6

N >C

n

On détermine la valeur de C par :
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Pour n = 12 et @ = 0,025 on lit dans la table 6 la valeur C = 2,201. On ne peut pas
calculer la fonction puissance qui est définie par :

X, - X, - _
n(m)=P<ﬁ < 6>C|m>6)=P<ﬁ Sm>C—ﬁmS 6)

m—06

puisque C — /n est une v.a.

n

Exercice n°11

Nous allons appliquer le théoréme de Lehmann. L’expression de la vraisemblance est :

o AW & SLUR VNVAIR B o JVF>
L(xl,.--,xn,Q)—HZQ\/x—ieXp< P >_(29)”<H\/x_i>exp< 9;\/)6_1>

i=1

pour x; > 0,1 <i < n.
Le rapport des vraisemblances s’écrit :

L(xy,...,x,;0) 0"\" 0—0" <

— = — ] & Xi

L0y \0) 0| oo ;“/—
C’est une fonction croissante de S, = Z:‘:l J/x; pour 6 > 6’ donc S, > C définit la
région critique d’un test UPP. La valeur de la constante C est déterminée par :

a=P(Wihh=1) = P(Z\/Xi > Cloy = 1)
i=1

Nous allons d’abord déterminer laloidelav.a. Y = /X a partir de sa fonction de répar-
tition définie par :

G(y):P(Y<y):P(«/§<y>:P(X<y2):F(y2)
pour y > 0, F étant la f.r. de X. On obtient la densité par dérivation, soit pour y > 0 :
s =2/ ()= % e
On reconnait la loi exponentielle de parametre 1/0, ou loi y (1,1/0). La v.a.
S, = Xn: \/Z est la somme de 7 v.a. indépendantes et de méme loi y (1,1/6), donc
i=1

suit une loi y (n,1/6) . On utilise le résultat du chapitre 3 § ILE ol on avait établi que
2S8,/60 ~ X22,,' On a donc ici :

o= P(Z,/X,- > Cl6y = 1) =P (25, >20)
i=1

Ainsi, 2C est le fractile d’ordre 1 — « de la loi X22n~ Pour o« = 0,01 et n = 15, on lit
dans la table 5 la valeur 2C = 50,892 soit un seuil C = 25,45. La fonction puissance
du test est définie pour 6 > 1 par :

n©0) = P(Z«/Z-> Clo > 1) = P (25,/0 >2C/0) =1 — K (2C/6)
i=1

avec K qui est la f.r. de la loi ngn-
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Exercice n°12

Nous allons associer & une machine de type A (resp. B) une variable indicatrice de
Bernoulli X (resp. Y) de paramétre p; (resp. p»). On dispose d’échantillons de ces deux
lois, d’effectifs respectifs n; = 80 et n, = 60, pour effectuer le test :

Hy:p1r=p> Hy:pi—pr=0
Hy:pr# p2 H:pi—p2#0
Les moyennes empiriques X et Y de ces deux échantillons permettent de définir 1’esti-

mateur sans biais X — Y du parametre a tester & = p; — p». Sa loi approchée est une

loi normale d’espérance 6 et d’écart type inconnu o = /piqi/n; + pag>/n, ou

g1 =1—p; et go =1— p;. Sous ’hypothése nulle, on estime la valeur commune
p = p1 = pz par la réunion des deux échantillons :

— mX+nY 1 ( a 22 )
= = X+ Y;
T R RS OB AP

Cet estimateur permet aussi d’estimer dans ce cas 1’écart type
o= /p(—p)(1/n; + 1/n,).On effectue alors le test a ’aide de la v.a. normalisée :

X-Y
N (A =p)(A/n; +1/ny)

dont on peut admettre, compte tenu des tailles d’échantillon, qu’elle suit approximative-
ment une loi normale standard dans 1’hypothese nulle. La région critique est définie par

0=

‘é\’ > C, ou on retient comme valeur approchée du seuil C celle qui vérifie
a=P(|U| > C), avec Udeloi N (0,1). Pour la valeur standard « = 0,05 la région
critique est définie par ‘a > 1,96. On obtient pour ces échantillons

X = 0,625,y =0,667,p = 0,643,/p (1 — p) (1/n; + 1/ny) = 0,08

et |§| = 0,51 donc on accepte I’hypothese nulle d’équivalence des deux types de machines.

Exercice n°13

Chaque série d’observations est un échantillon des v.a. X et Y, de lois respectives
N (my,01) et N (m,,07), ces quatre parameétres étant inconnus. Les deux échantillons
proviennent de la méme loi si les parametres sont égaux deux a deux. Le premier test a
effectuer sur les espérances est :

{H()Zmlsz {H()Iml—le:O
leml.,-/:mz leml—mz.,-/:O

et utilise pour cela ’estimateur sans biais X — Y de m; — m,. Cet estimateur suit une
loi normale centrée sous Hy, mais de variance inconnue 012 /ni + 022 /na, o ny et ny
sont les effectifs des échantillons respectifs des lois de X et Y. On utilise donc les esti-
mateurs sans biais de 012 et 022 qui sont respectivement :

1 ! 1 =2

Y (x,-X) et S2=

i=1

52 =

I’ll—l l’l2—1
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Si on remplace I’écart type inconnu par son estimateur ,/S2/n; + S}z, /ny pour réduire

X — Y, onn’obtiendra pas une loi de Student. Il faut pour cela que I’écart type des deux
échantillons soit le méme. On doit donc faire le test préalable d’égalité des variances :

Hy : 0]2/022 =1

Ho:c712:cr22
H, :012/022 +1

H, :0} # 0}’ {
On accepte 1’hypothese nulle si le rapport Sf / Sf, est voisin de 1, soit une région d’ac-
ceptation de la forme :

2
a<—;<b
3

Si on répartit le risque o de fagon symétrique, les valeurs des constantes a et b sont défi-

nies par :
@ _p(% |Ho ) = P St bl H,
— = — <a = —= >
2 s2 ’ s2 ’

avec Sf/S% qui suit une loi de Fisher-Snedecor F (n; — 1,n, — 1) sous Hy. Pour la

1
valeur standard o = 0,05 on lit dans la table 7 le fractile a = 130 = 0,56 et
b =1,74. La valeur calculée de S)% / S}z, pour cet échantillon est 1,44 donc on accepte
I’égalité des variances. On retient alors comme estimateur sans biais de la variance com-

muneozzaf:af:

(m—1DS;+m—1)S;
a n1+n2—2

S2

La région critique du test initial est alors définie par :
X 7]
—_— >
SV1/ny+1/n,

Le seuil 7 est déterminé par :

X 7]
o=P ——— > 1|H,
S«/l/nl + l/n2

C’est donc le fractile d’ordre 1 — /2 de la loi de Student & ny + ny — 2 degrés de
liberté. Pour @« = 0,05 on lit dans la table 6 le fractile t = 1,984. Pour cet échantillon,
on observe s = 1,52 et :

T-3
sa/1/ny +1/ny

On refuse donc 1’égalité des moyennes de ces deux lois.

=-9,77
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Exercice n°14

Dans I’hypothese nulle d’indépendance des caractéristiques de taille et de CSP, la répar-
tition de la population est obtenue a partir du produit des effectifs marginaux. Par
exemple, le nombre d’ouvriers de moins de 165cm serait dans ce cas

1900 x 413

2700
au tableau suivant :

= 290,6, arrondi a 291 puisqu’il s’agit d’effectifs entiers. On aboutit ainsi

Ouvriers Employés Cadres Total

Moins de 165 cm 291 73 49 413

De 165 a moins de 170 cm 457 115 77 649
De 170 a moins de 175 cm 645 163 109 917
175 cm et plus 507 128 86 721
Total 1900 479 321 2700

La région critique est de la forme D, > C ou C a comme valeur approchée le fractile
d’ordre 1 — o de la loi du khi-deux a six degrés de liberté, pour un test de risque de
premitre espéce o. Pour ¢ = 0,05 on lit dans la table 5 la valeur C = 12,6. La valeur
de la statistique utilisée pour ce test est ici D,, = 58,2 donc on rejette 1’hypothese d’in-
dépendance. La conclusion serait la méme pour un risque o = 0,01, le seuil étant

C =16,8.
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Table 1
Fonction de répartition de la loi normale centrée réduite

Probabilité F (1) d’une valeur inférieure a u

Ay ) R

- |0 7 4o

[ ARLE thiH 0102 003 0,04 0,05 ERY] 007 [ ik

a0 [ISIELY Q5040 1 05040 [ 512 | 05160 | 9519 14,5239 05279 | 05319 | 04,5359
a1 03,5398 0,5438 | 0,347§ | 05517 05557 | 45594 05636 05675 | 05704 | 09753
02 05793 AR 1 05871 CGLADTE ] 05948 | wGusd G 6026 06064 | Bolid | 04141
03 00,6179 GE217 | 08253 | 06293 | h63D] D436 N, nAGG 6443 | a6dB0 | D65LT
o4 0.6554 | 06591 | 00028 | 06604 | L0700 | 06730 | 0677 | 06508 { D8R4 | O6YTD

05 | 06955 | osese | eevss | ovolw | eowesd | ogoss | o7i2s | o7isy | om0 | ooTea
0.6 00,7257 072010 | 7324 | 07357 | 07339 | 07422 07454 M | 05T | TS
07 1 o7sen | o7stl | 094z | ozers [ o904 | o7 | oorees | aorod oozeaa | o7esz
ok | erssr | oo | oomaw | ogesy | ooees | os023 | 0805t | 98078 | 08106 | 08133
09 | oz159 | osiss | osziz | oszae | os2e4 | osze0 | oossis | osaan | og3ss | os3sg

Lo | 08413 { o4k | vader | ox4ss | ossos | oessl | osse | oss7r | ossee | odent
L1 | Ga6dd | 08665 | 0856 | 0RTUE | 07w | wEme | oErio | ogTen | DSSI0 | 08870
12 | Dgddy | 08869 | 0% | 08507 | 08925 | 0kvdd | 0&w6z | D950 | 08997 { 05015
1,3 f 00032 | ogode | ovoss | 09082 | 09099 | 09tls | 09031 | 60047 | 08162 | 0077
L4 | owiez [ o7 | o022 | Ouz3c | 09251 {09263 | 09279 | osmz | 09306 | 05319

L5 09332 | 0HE | 00357 | 09370 | 00382 | 08394 8 | DEdIE P 09429 | 09441
L& U437 | 050463 | 09474 | 09484 | G495 | 09505 SO51S | 09525 ) 09535 | 09545
1.7 083534 | 059564 | 09573 | 09582 | Gusel | 08399 G063 | 0916 | 09628 | (15433
ik LIRS D 09649 § 0.o0sa | 0964 | GG6TL | 06T G008 | 02093 | 05699 | G078
19 DETIZ | 059709 | 09725 09732 | 09738 | 02744 OF75 [ 09750 | 09741 | G907

Fail L5712 | 097 097ER | ¢97EE | 09793 | 05798 03803 D9E08 | G9%12 | 09817
1 OOR21 [ 983G 1 08E3 | 09834 | O%E3% | 059842 | 09340 | 09850 | ©.9854 | 09457
22 09861 0.9664 09geE | weET1 09875 | {,b8T8 05881 00884 | G9RRF | 0,2890
23 00893 | 09595 09898 | 0991 0,5804 | 055046 {4,5000 09011 | 093 [ NEG16
24 145018 09920 09922 | 09925 05927 | 05929 0,59931 040532 | 09054 [EREFX]S]

25 | oov3y | 09940 | 0994l | 09943 | Dumds | 09946 | 00948 | 05249 | 05981 | 00052
26 | o953 | 09955 | 09ess | ow9sy | owwse | ooven | vovsl | osos2 | o58sd | 00064
27 | ooves | ugves | 0o9s7 | vsver | nosse | ooseto | o997 | aso72 | o0y | ooo7d
28 | 0994 | 09975 | owevs | veerr | overr | ooers | ow9m | asero | ogsep | noest
29 | oooa1 | 09982 | o998z | 09983 | ouusd | ooousd | oo9es | 00085 | Dooss | o.ooss

Tables pour les grandes valeurs de u

v an 3,1 A2 12 34 315 16 3.5 410 4.5

Elu D90HES | 99904 | 999931 [ 099952 | 099966 | 099078 | 0900841 | 0,900028] 0.05556E | 0993957
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Table 2
Fractiles d’ordre P de la loi normale centrée réduite
Lecture de la table 2 des fractiles.
Si P < 0,50 : le fractile est négatif, donc on ajoute le signe — a la valeur lue dans la table.

0,004 troisieme décimale de P
(en haut)

2 premieres décimales de P (a gauche de la table)
Le fractile d’ordre 0,244 vaut : — 0,6935.

Si P > 0,50 : on lit normalement.
2 premieres décimales de P (a droite)

1,7060 oo 10,95|
A
0,006 troisieme décimale de P (en bas)

Le fractile d’ordre 0,956 vaut : 1,7060.

pool oo | 0001 {000 | oom | oos | 9005 | opos | ooo? | soos | oops | oo

0,00 = JOM0L{2ETAL | ETATR | 26520 [ 25738 [ 25020 | 24503 | 24080 | 23636 | 2,363 0,59
001 | 23008 | 22904 { 22371 | 22262 | 21973 [ 0701 | 21444 | 21201 | 20969 | 2,0749 | 2,0537 098
(0T | 20537 | 2,0335 {, 20141 | 1,9954 [ 1,9774 | 1,9600 | 12431 | 1,9268 | L9010 | 1,957 { 18568 0,77
003 ¢ IB308 | LA063 | 18522 | 18384 | LKZ30 § LAN9 | 17991 | 1,7866 | 77| L7624 | 1.7507 0.%6
Q04 P 1rS07 [ 17392 | 17229 | 1716 | 17060 | 1,6054 | 16849 | 16747 | 16646 | 16546 | 16449 0.5

005 | 1.6447 | 16352 | L6258 | LOL0A [ 1602 | 15582 | 15893 | 15805 | 5714 | 15632 1 1.5548 5,54
006 ] 15548 ] L5160 L 15382 | L3300 | 15220 | 15141 | 15003 | 14485 | 1 4HF | 1 4833 | 1.4738 0,53
007 | EATSE | L4aR4 ) 1 a1l | L AS38 | {4466 | 14355 | 1,4325 ] 14255 [ L4187 | 14118 | 1.405] 0,52
008 [ LA0SE | 13984 | 13917 | LABS2 [ 13787 | 13722 4 13658 11,3555 [ 13552 | 1,340y | 1.340% 0.491
0059 [ L3408 | 13246 ( 1AZBS | 13225 [ 13165 { 13106 ) 13047 { 12988 | 2930 | 1,2873{ 12816 [R5

0,00 | 1I28E6 | 12759 | 13702 | 12640 { 12591 | 12534 [ 12481 | 1.2426 [ 12372 [ 1,209 | 1,22565 | 089
000 11,2255 | 12217 | 12080 | 12107 { 1,2055 | 1,2004 [ 1,1952 | 11901 | 1IR30 [ LIROO] 11750 | Q.84
002 3 LRRE0 ] LUT00 | L LA | 11600 [ 1,1552 | L1503 | 1,1455 [ 1.01407 § 1LI35% | L1311 | 1L 1z26d | 08T
LT | 1 E2ad L LI2E7 | BN 1123 | L0y | 11030 | 1LO08ES | LO%39 § L0883 | 10348 ) 10803 | 036
G0 | 10803 | 10758 | 10714 | 10669 | 10625 | 10555 | 10537 | 0494 | 1,0450 | 10407 § 10564 | 085

G5 | EO364 | L0322 [ 10279 | 10237 | 10194 | [ (HEZ (10010 ) | 00&8 11,0027 | 0,5086 | 09945 0,84
(L6 | 02045 | 095904 [ 09863 | 09822 | 09782 | 09741 | 9701 | 09661 | 05,9621 | 09581 | 0,9542 023
0,17 | 0,5542 | 09502 | 09463 | 05424 | 09305 | 09344 | (9307 | 0,5249 [0,9230 | 0,5192 | 09154 082
G158 | 0,5154 | 09116 | 04074 | 05040 | 09002 | GRIGS | (HE327 | (L5590 [ 0,8853 | 08816 | 08775 081
(Li9 | BTG | 08742 [ 08705 | 08609 | 08633 | 0596 | (LRS5O | (RE524 | 06,8488 | 06,3452 | 08416 0,80

0,20 {08416 | 0381 | 08345 | 0830 | (5274 | 08237 | (18204 [ 08159 | 0,8134 | 0,8099 | (L8064 0%
0,20 | 08064 | 08030 | 7495 | 0,7961 | 07926 | (L7892 | 0,7858 [ 07824 | 07790 | 07756 | 0,7722 0,78
0,22 07722 | 07688 | 00655 | 0,7621 | R7SBR | (,7554 | 0,7521 [ 07488 | 07454 | 07421 | 07388 037
023 | 07388 | 07350 [ Q323 | 07290 | 7257 [ 07225 | TH92 | 07160 | 9,7128 10,7095 | 07063 LN
024 | 07063 | 0,703] | RG003 | 06967 | HG933 | 0.6903 | (LGET1 | 06840 | 06808 | 06776 | 0.6745 075

025 | 0.6745 | 06713 | 06682 | 06851 | hoa2( | (La38E | (06337 | 06526 § 06495 | 06464 | 06433 | 074
026 |0,6453 | 06403 | (6372 | 06341 | G601 | 048280 | (he250 | 06219 { 0.6180 | 0,6158 [ 06128 | 073
027 | 06128 | 06098 | 06067 | 06038 | L6008 | 0,5978 | 0,5948 | 0.5918 | 0.588% | (5859 (05828 | 0,72
028 | 05828 | 05799 | (hSTHG | 05740 (5710 | 05681 [ 05651 | 8,5622 | 0,55492 | 10,5563 [ 03524 | 0,71
0,28 10,5534 | 0,5505 | 15476 | 05446 | 05407 | 0,5388 | 0,3359 | ,5330 | 05302 | 0,5273 [ 0,5244 | 0,70

0016 | 0009 | GO0R | 0007 | 0,006 | 0,005 [ 0004 | 0003 | 0002 | O,KH | D000 P

290 ® STATISTIQUE ET PROBABILITES



Table 2 (suite)
Fractiles d’ordre P de la loi normale centrée réduite

F 000 | o) [ G002 | 803 | 0 | 0005 | 0006 | 0007 | 0008 | 0008 | oolo

030 [ 0.5244 | 05215 | 05187 [ 05158 | 05129 | 0,501 | 05072 | 0,5044 | 0,515 | (4987 | 0,4950 0,69
031 | DAGD | 04950 | GA%2 | G4874 | (L4845 | 04817 | 0.4T39 | D.4761 | 0.4733 | (14705 | 04677 .68
X2 | 04077 | 04648 [ 04621 | 04593 | 14565 { 0.4538 | 04510 | 0,44582 | 04454 | 04427 | 14399 007
033 | 043090 04372 | 04244 | 04316 | (4289 { 04261 | 04234 | 04207 | 04179 | 04152 | 5,4125 1L66
0.34 | G125 1 04007 | AR [ 04043 | 04016 10,3089 | 03%6] | 0,3934 | 0,3907 | (L3580 | 5,3833 63

O03F | [(L3BS3 | 03820 | 03799 [ 03772 | 03745 | 03119 | 03692 | 03665 | 0,3638 | 0,3511 [ 0,3585 0,654
0,36 | (L3585 } 0,3558 | (R332 [ 03505 10,3478 | 0,3451 | 03425 [ 0,339% 10,3372 | (,3343 [ 0.3519 (LA
037 A3 03282 | 03260 [ 032394 0,3213 | 0,3186 | 03160 [ 0,3134 10,3107 | 0,3081 | 0,3055 b2
.38 | 03055 | 03029 | 03002 [ 02976 | 0.2950 | 0,2034 | 02893 | 02871 | 0.2%45 {02610 0,2793 /2]
3% 102793 | 02787 | 0.2T4] [ 02715 | 02689 | 0,266 [ 0,2637 | 0,2611 | 022385 {02559 | 10,2533 60

040 | 02533 | 02508 | 02487 | 02450 | 90,2470 | 03,2404 | 02378 | 90,2353 | 02327 | 0,2301 | 13,2275 0,59
G4 | 0,2275 | 022500 0,224 { 02108 | 02173 [ 1,2147 | 02020 | 82096 | 0,2070 | 02045 | 02019 038
042 102009 | 01997 10,1965 | 0,1942 | 0,0917 | G.189] | 0 1R66 | 0,1840 | 0,1215 | 0,139 [ 01764 0,57
043 | 01704 | G738 | 01713 | 00687 | 01662 | 01637 [ G161) | 01586 | 01560 ) 0,1535 [ 0,1510 054
D44 |0 LENY | O 1484 ] 01459 | 01434 | 0,405 | 01383 | 01358 | ©,4332 | 0,307 101282 [ .E257 0.55

0A% | 0.L2E7 [ O0231 | 00206 | 01181 [ 0.1156 [ 00130 | 00105 | 0,1080 { 0,1055 | 0,1030 | 0004 0,54
046 | 0,004 00079 | 00054 | 00929 1 0.0%04 | 00873 [ N0853 | 00328 § 00303 1007748 | 00753 n.a3i
04T (00753 | BOPZR | 0072 [ 00577 | 00652 | 00627 [ D061 | 00577 | 00552 | 0,0527 | oasaz 0,52
A8 | 00552 | 00475 | 00451 [ 0,0426 § 00401 | Q0576 [ 00351 | 80326 100201 {00276 | 0xesl 11,51
049 | 00251 | G022 | 00201 | 00IFS [ 00080 | 00125 | 0010 | 80075 [ 00050 | 0,002 | 000G | 050

OO0 | 09 ] 0008 1 0007 | 0,006 | 0005 | G | ofd | g2 | 0,001 | 000 F

Grandes valeurs de u

F 14 10 10+ 1’ 1-® 1y

]
]

i, i) 42649 4,7534 5,19493 2.6120 59978

1
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Table 3
Loi bindmiale

Probabilités cumulées

k=c
Probabilités cumulées Pr (X €)=Y Crp*(1-py™'
i
nl e | p=l® | p=2% p=i | p=d% | p=8% | p=6® | p=T4% | p=E% [ p=9% | p=10%
0] 059044 | B8IT] 07374 | 00648 | 05987 | 05388 | G4R40 | 4344 [ 03894 | (0.3440
1| 09957 | 6.%335 09655 | 009418 | 09139 | 05824 | (hE4E3 121 | 040 | 07368
T 09999 | 0,599] 0072 | DU9IR | 09RAS | 09812 | 09707 00595 | O0waa0 | 09298
3l 1 03,9999 | 0.9995 | 0.9990 | 0990 | 09964 | 09942 | 05912 | 09872
la| 4 | 1 00999 | ouovs | 0ovwr | 0599 | 0oven | owuse
5 | 1 1 1 0, 9954 0,9%99
6 1 |
0] 0817 | OGETE 0,5438 | 04420 | 03585 [ 02901 02342 | 0,18%7 | 313516 | @216
1] 09831 | 0,940] 0,5801 | {8103 07358 | 0,06005 (5869 L3E6Y | 04316 0,3%17
2| 05590 [ 09927 05700 | 0,49361 0,9245 | 08850 | 08390 | 07879 { 07333 | 6769
3 [0 9977 | 09926 | 0984l | 08710 [ 09529 | 0929 | 09007 | 08670
W 4 l (99T | 095950 09974 | 09944 | (9893 9817 | ©9710 0,568
5 1 10,5900 09997 | 0.999[ 9951 159962 | 09932 09387
& i J 09999 | (R99%7 09934 | 08987 | 09976
7 1 1 0939 | 0998 (LU
5 1 i ]
9 1
GF 39T | 05455 04010 § 52532 | 02146 | (01563 01134 00820 { 00551 (L0424
1 09039 | 08794 07730 | D661 {.5535 | 0.4555 GLgd 0,2958 | 02343 01837
2p AT (L9783 09399 1 8831 D.8122 | L7224 N.6488 05054 | G4853 aarid
IF o00ueE | 09971 09881 | 09804 | 0092 | 08974 | 08450 | 05842 | 6T | (hedMd
300 4] 09999 | 09%9% 09982 | 09937 1 0984 | (0.9685 09447 036 | 0BT (LH245
511 1 09997 | 09559 | 09997 | 00921 09838 | o9 | 093519 | (h9258
& 1 0,5909 0,9994 | 0,905 [Exrrs 4] a1y | 00848 (AL ek
7 1 0.9999 | 09997 [ 39992 | 09350 [ 09330 | o922
R 1 0.9999 (9% R e ] 0.99380
v | ! Oouy | 0B08 | 09995
EQ | f {9999
1 1
0] 0.6050 | 03642 (¥ 13 {1259 0.0Fa9 | 0,453 00266 00155 | 00650 0,0052
11 0,9106 07358 L5553 | 04005 (L2754 | 0,19H) 00,1263 UE27 { 00532 0,338
X 05862 | GT216 03105 | 06767 (0.5405 | 10,4162 00 02260 | G105 oLy
i 05984 | 9822 03374 | 08609 | 07604 | D,6473 | 05327 04253 | 3303 | 02503
S0 4 09999 | 098 09832 | 09510 | 08964 | (8206 | Q7200 | 046290 1 05237 | 04212
511 0,905 0,163 D986 09622 | 09224 (L Ra50 09y | 007 (atel
4G 0,5500 09503 [ (9944 (L98RZ | 049711 9437 08081 | O8404 O ()
7 1 09500 [ 095992 09988 | 0.9%N (970 he562 | 00232 0,877
3 1 09999 | 09992 | 09973 f 0997 00834 | 09672 | D421
9 1 9998 | 09993 39978 (g [ N%875 {15735
10 L GE | G | G00R3 [ O0MST [ 00N
11 b QAAG% | 0350 [ 060ET b 0HNR
12 | 00509 [ 05996 £1,4A)
13 [ {4999 U, L7
Fi 1 PERGC
15 I
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Table 4

Loi de Poisson

1

Probabilités individuelles Prik)= ™ %
x m=0,] m=02 m=h1 =04 m=1.5 mih b m=,T i), m=09
& 0M4E 2187 11,7408 0,013 06065 0,5488 4064 0,4493 0, 4064
1 LG A 1637 0,23212 0,2681 03033 04,3293 03476 03595 0,350
2 00045 00164 [IAhES) {0536 (6753 AGIEE] 01217 1438 (L1647
3 oz | ooeny | oo | oo | ooizs | omies ] oooosa | oonaes | 00494
4 LA Aok (hEHRTE i, L7 LLAERNY [ALTEN] (RS0 XL ir) QL
5 goonl | oooo2 boaoid | o7 | ooz | o0
6 AN | oo | 00000

[ o i

Probuhilités individuclles Meikl=e F
k m=1.0 m=1.5 m=20 m=25 =51 m=435 m=4.0 m=45 =150k
u] 0,2679 0,223 (0, 1353 4821 0,048 g LXEE] a1 00067
1 03679 0,3347 02707 U, 2052 0,14 G057 LIk ] 0,050 0,037
2 0,149 0,250 08,2707 01,2505 01,2244 01830 i}, 1465 01125 00842
3 10,0613 1255 i, 180 {1, 2138 0,224 0,4158 {1554 £, 1487 0,104
4 00153 00471 {0902 4,133 o, 1660 00,1494 O, 10 fHIRIR 0,1755
5 0.0K21 LLXTHE B 11,0341 LNt &, 103 0,1322 01563 & 17E 0,1735
& 0,065 [ERLEXR] 0,045 20 [NEveE LN 00771 01042 125l 01462
¥ AR 04,0008 LIRTARES Gy 140216 00345 LEX FREENS 0824 [, 1044
B 0,000 1 {09 LIAFEERE iHIE L 00169 O 20 $i4a3 0,0653
2 1,12 [INE R (0027 00066 00132 G232 003683
10 00002 & Ho0a 00023 04053 G4 O.01E1
ii Nanene 00007 LEREERRE (h(KM3 ,0KH2
1 A1 0,002 G, 0006 40016 00034
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Fractiles d’ordre P de la loi x?2
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Table 6

Fractiles d’ordre P de la loi de Student T,
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Table 7
Fractiles d’ordre 0,95 de la loi de Fisher-Snedecor F(v,,v,)
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Fractiles d’ordre 0,975 de la loi de Fisher-Snedecor F(v,,v,)
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Abaque 1
Intervalles de confiance pour une proportion p
Intervalle bilatéral de niveau de confiance 0,90
Intervalles unilatéraux de niveau de confiance 0,95
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Abaque 2
Intervalles de confiance pour une proportion p

Intervalle bilatéral de niveau de confiance 0,95

Intervalles unilatéraux de niveau de confiance 0,975
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ndex

A

abaque 214, 298
adéquation (test d') 149
algebre 7, 25, 35
aplatissement 53
arrangement 20
asymétrie 53

B

Bayes (formule de) 16, 30, 258, 271

Bayes (méthode de) 253, 257, 267

Bayes (regle de décision de) 258

Bernoulli (loi de) 70

Bernoulli (théoreme de) 176

Biais 199

Bienaymé-Tchebychev (inégalité
de) 169, 171, 200

Boole (inégalité de) 10, 187

C

Cauchy (loi de) 147, 155

central limite (théoréeme) 169, 178,
185

coincidence 59

combinaison 22

combinaison avec répétition 23

complete (statistique) 226

convergence presque complete 187

convergence presque siire 185

convolution 87, 89, 90, 112, 122,
133

correction de continuité 183
corrélation 112, 119, 136

courbe d’efficacité 266
covariance 46, 111, 119, 124, 130

D

densité 36

diffuse (loi) 49

Dirac (loi de) 38, 69, 177, 178
durée de vie 82, 232

E

écart absolu moyen 221

échantillon 150

échantillon gaussien 154

échantillon ordonné 159

efficace (estimateur) 202, 205

ensemble fondamental 5, 25

équiprobabilité 11, 19, 27

erreur de premiere espece 257

erreur de seconde espece 257

erreur quadratique moyenne 201,
223

espérance conditionnelle 110

estimateur du maximum de vraisem-
blance 206

événement 5, 7

événement certain 7

événement élémentaire 6

événement impossible 7

événement incompatible 7

exhaustive (statistique) 224
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exhaustive minimale (statistique)
226
exponentielle (famille) 227

F

Fisher (information de) 203, 213,
220, 238, 239, 249

Fisher (théoreme de) 154, 163

Fisher-Snedecor (loi de) 147, 155,
164, 284

fonction gamma 88

fonction pivotale 219, 221

fonction puissance 262, 269

fractile 81, 87, 155, 156, 164, 184,
190

Fréchet-Darmois-Cramer-Rao
(inégalité de) 202, 223

G

Glivenko-Cantelli (théoreme de)
174, 187

H

hypothese alternative 259
hypothese multiple 260, 262
hypothese nulle 257, 259
hypothese simple 260

I

identifiable (modele) 196
indépendance 17, 32, 130
indépendance mutuelle 18
intervalle interquartile 86
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J

jacobien 122, 133
Jensen (inégalité de) 171
jeu équitable 42

K

Kolmogorov (distance de) 159

Kolmogorov-Smirnov (test de) 159,
167

Koopman (théoreme de) 229

L

Laplace (loi de) 122

Lebesgue (mesure de) 58, 133

Lehmann (théoréme de) 263, 268,
281, 282

Lehmann-Scheffé (théoréme de)
230

loi bindmiale 71, 99, 101, 181

loi bindmiale négative 79, 93

loi conditionnelle 118, 139

loi de 1'étendue 162

loi de Student 154

loi des événements rares 181

loi des grands nombres 175, 180,
185, 249

loi du khi-deux 89, 132, 137, 184,
217

loi exponentielle 49, 82, 239, 261

loi gamma 88, 183, 239

loi géométrique 78, 189, 238

loi hypergéométrique 74, 100, 113,
182

loi log-normale 92, 98, 232

loi marginale 108, 135

loi multinomiale 125
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loi normale 216

loi sans mémoire 104
loi uniforme 80, 97, 137
loi uniforme discrete 11
lois marginales 43

lois sans mémoire 98

M

Markov (inégalité de) 170

matrice de variances-covariances
124, 127, 132

matrice variances-covariances 128

médiane 46, 60, 65

mesurable (application) 57, 133

méthode des moments 208, 231, 236

méthode du maximum de vraisem-
blance 206, 231, 233

mixte (loi) 49, 64

modele d’échantillonnage 196

moment empirique 151, 180, 208

moment factoriel 72, 77, 94

moyenne empirique 151, 153, 180, 198

moyenne quadratique (convergence
en) 189

N

Neyman et Pearson (méthode de) 259

Neyman et Pearson (théoreme de)
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Neyman-Fisher (théoréme de) 225

niveau 266

non-causalité 19

P

parente (loi) 150, 156, 159, 164, 167,
195

Pareto (loi de) 92, 99, 267

partitions 24

Pascal (loi de) 78, 98, 99, 100

permutation 19, 20, 21, 22, 32

Poincaré (formule de) 10, 32

Poisson (loi de) 97, 140, 164, 183, 269
probabilité 6, 10

probabilité image 37

probabilité totale (formule de la) 16
probabilités conditionnelles 13
puissance 260, 262, 266

R

Rao-Blackwell (théoréme de) 230

rapport des vraisemblances monoto-
ne 263, 266

région critique 257

région d’acceptation 257

regle de décision 256, 266

régression 110, 120, 129, 132

risque de premiere espece 259, 266,
268

risque de seconde espece 259, 268

S

seuil critique 156, 255
statistique d’ordre 161
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T
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tests d’adéquation 156

tribu 9, 25
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valeurs extrémes 162 180, 216, .
variable aléatoire (v.a). certaine 38, vecteur aléatoire 123
45 vecteur normal 127, 130, 131
variable aléatoire (v.a.) indicatrice 38, ~ Vraisemblance 202, 206
39, 41, 196 A7
variable indicatrice 44
variance conditionnelle 111, 121 Weibull (loi de) 269
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