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CHAPITRE 1

Limites et continuité

1.1 Remarques a propos des nombres réels

1.1.1 Sous-ensembles de nombres réels

Intervalles

Intervalle fermé

la,b]={z]a<z<b} a b
Intervalle ouvert

Ja,b[={z|a<z<b} a b
Intervalle semi-ouvert a droite

la,b[ ={z|a<z<b} g b
Intervalle semi-ouvert a gauche

Ja,b]={z|a<z<b} a b
Intervalles illimités fermés :

la,00[ ={z|a<z} ¢

] —o00,b]={z|x<b} b



2 Limites et continuité

Intervalles illimités ouverts :

Ja,c0[ ={z|a<z} a

] —o00,b[ ={z |z <b} b

Ensembles majorés et minorés

c est appelé majorant de A CRsi A <ec.
A c

c est appelé minorant de A C R si ¢ < A.
c A

A est dit majoré s’il existe (au moins) un majorant.
A est dit minoré s'il existe (au moins) un minorant.

A est dit borné s’il est majoré et minoré.

Plus grand et plus petit €léments
c est appelé le plus grand élément de A C Rsice A, A <c.
c est appelé le plus petit élément de A CRsic e A, ¢ < A.

Exzemple. L’intervalle |a, b] n’a pas de plus petit élément, mais il en
a un plus grand.

1.1.2 Distance, voisinage

«Distance» de deux nombres réels
DEFINITION. d(z,y) = |z —y|.

Inégalité du triangle: d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) (pour tous z, y, z
réels).

Invariance de la distance par translation: d(x,y) = d(z + ¢,y + ¢)
(quels que soient z, y, ¢ réels).
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Sous-additivité des valeurs absolues: |x+y| < |z|+ |y|. Quelquefois
cette inégalité est aussi appelée «inégalité du triangle».

Voisinage d’un nombre réel
On appelle e-voisinage (ouvert) de x.

Ve(z) = {y | d(z,y) < e} Ve(z)
=lx—e,z+e[ (¢>0) r—e T x+e€

On appelle voisinage de x tout ensemble contenant (au moins) un
e-voisinage de z. On écrit souvent V (z).

Ensembles ouverts, ensembles fermes

On appelle ensemble ouvert une partie de R qui est voisinage de
tous ses points.

On appelle ensemble fermé une partie de R dont le complément est
ouvert.

1.1.3 Nombres rationnels et nombres réels

Les nombres réels se distinguent des nombres rationnels essentiel-
lement par une propriété. Cette propriété peut étre exprimée de diffé-
rentes maniéres. L'une d’elles est donnée ci-dessous (existence du sup),
une autre (critére de Cauchy) se trouve dans le paragraphe ayant trait
a la convergence des suites (§ 1.2.2). On dit que la droite réelle est
compléte. Cette propriété d’étre complete est parfois formulée intuiti-
vement, en disant : «il n’y a pas de trou dans la droite numérique».
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Ensemble des majorants

L’ensemble des majorants d’une partie (majorée) de R est un in-
tervalle illimité: si ¢ majore A, alors tout ¢’ tel que ¢ < ¢ majore
aussi A.

Question. L’ensemble des majorants a-t-il un plus petit €lément ?

L’ensemble des minorants d’une partie (minorée) de R est un in-
vervalle illimité: si ¢ minore A, alors ¢’ < ¢ minore aussi A.

/ A

Question. L’ensemble des minorants a-t-il un plus grand élément ?

Supremum, infimum

Si ’ensemble des majorants de A possede un plus petit €lément, on
lappelle supremum de A ou borne supérieure de A (la borne supérieure
est notée sup A).

Si ’ensemble des minorants de A possede un plus grand élément,
on lappelle infimum de A ou borne inférieure de A (la borne inférieure
est notée inf A).

La droite réelle est «complete»

AXIOME. Pour toute partie bornée A de la droite réelle, la
borne supérieure (sup A) et la borne inférieure (inf A) existent.
(On dit que la droite réelle est compléte.)
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1.2 Limite d’une suite numérique

1.2.1 Notion de limite

Soit a1, ag, as, ..., an, ... une suite numeérique. Intuitivement par-
lant, un nombre a s’appelle alors la limite de la suite ay, si pour des
indices n croissants, les nombres ay,, s’approchent de a autant que [’on
veut. De facon précise :

DEFINITION. On dit que la suite numérique a,, tend vers a (ou
converge vers a) si, pour tout nombre £ > 0 (aussi petit soit-il),
il existe un indice N tel que n > N entraine |a, — a| < €.

On peut donner beaucoup de définitions équivalentes de la notion
de limite d’une suite numérique. Nous en citerons une deuxiéme.

DEFINITION (équivalente). On dit que la suite ay, converge vers
a si, pour tout voisinage V(a) du nombre a, il existe un indice
N a partir duquel(l) tous les ay se trouvent dans ce voisinage

V(a).

Si la suite a,, tend vers a, on dit qu’elle est convergente et que sa
limite est a.

Si la suite ne tend vers aucune limite, elle est dite divergente.

1.2.2 Critére de Cauchy

Si ’on veut démontrer la convergence d’une suite a,, en appliquant
la définition de limite, il faut d’abord connaitre (ou deviner) cette
limite présumée a. Le critere de Cauchy permet de démontrer la conver-
gence d’une suite, sans savoir quelle en est la limite. Intuitivement
parlant, le critere de Cauchy dit qu’une suite a,, converge si pour des
indices n et m suffisamment grands, les deuxr termes a, et a,, sont
ausst proches que I’on veut. De facon précise :

(1) est-a-dire pour des indices n > N.
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PROPOSITION. La suite a, converge si et seulement si pour
tout € > 0 (aussi petit soit-il), il existe un indice N tel que n,
m > N entraine |ap — am| < € (critere de Cauchy).

1.2.3 Généralisation: lim sup, liminf

DEFINITION. On appelle le point a un point d’accumulation de
la suite a, s’il existe une sous-suite qui converge vers a.

DEFINITION

(1) Si la suite ay, est bornée, nous appelons:
limite supérieure de ay le plus grand des points d’accumu-
lation (notation lim sup ay,);
limate inférieure de ay le plus petit des points d’accumula-
tion (notation liminf ay).

(2) Si ayp, n’est pas majorée, on dit que lim sup a,, = co.
Si an n’est pas minorée, on dit que liminf a,, = —oc.

1.3 Limite d’une fonction

1.3.1 Limite quand x tend vers ’infini

DEFINITION. On dit que f(z) tend vers a (quand x tend vers
+00) si, pour tout € > 0 (aussi petit soit-il), il existe un nombre
réel N (suffisamment grand) tel que z > N entraine |f(z) — a|
< €.

Notation. i = li = a.
otation mi)ngof(x) a ou w_l&loof(x) a

Définition analogue pour limg_s_ o f(z).
En utilisant la notion de voisinage, on obtient la définition équiva-
lente :
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DEFINITION. On dit que f(x) tend vers a (quand x tend vers
+00) si, pour tout voisinage V' (a) du point a, il existe une valeur
N & partir de laquelle(® f(z) se trouve dans V(a).

1.3.2  Limite quand z tend vers xg

DEFINITION. On dit que f(x) tend vers a (quand x tend vers
xg) si, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que (pour = # xg)
|z — 20| < 8 entraine |f(z) —a| <e.

On peut ramener la convergence d’une fonctiona la convergence de
suites :

DEFINITION (équivalente). On dit que f(x) tend vers a (quand
x tend vers xg) si, pour toute suite x,, (xn # xg) qui converge
vers x, la suite f(x,) converge vers a.

1.4 Fonctions continues

DEFINITION. f(x) est dite continue au pointzgsi lim f(z) =

f(zo). :

DEFINITION (équivalente). f(z) est dite continue au point xq
si, pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que |x — xg| < § entraine

| f(z) — f(zo)| <e.

DEFINITION (équivalente). f(z) est dite continue au point xq
si image réciproque f~1(V) de tout voisinage V de f(xq) est
un voisinage de xg.

(2) est-a-dire pour x > N.



8 Limites et continuité

PROPOSITION
e Si f(x), g(x) sont continues en z(, alors
(1) f(z) +9(z), f(z) — g(z), f(z) - g(x) sont continues en z;

(2) f(x)/g(x) est continue en xq (si g(zg) # 0).

e Si f(x) est continue en xg et si g(x) est continue en f(xg),
alors

(3) g(f(a;)) est continue en x.

1.4.1 Fonctions continues dans un ensemble fermé
Soit f(z) continue sur [a, b]. Sur cet intervalle la fonction
e est bornée,
e possede un maximum et un minimum,

e prend (une fois au moins) toute valeur entre f(a) et f(b) (théoréme
de la valeur intermédiaire),

e est uniformément continue. (Uniformément continue signifie: pour
tout € > 0, il existe & > 0 (qui ne dépend pas de z € [a, b] mais
seulement de ¢!) tel que |2/ — 2”| < §, 2/, 2" € [a, b], entraine

f(a") = f(=")| <e.)

1.5 Calcul de limites; séries

1.5.1 Limites de suites numériques

Reégles de calcul

PROPOSITION. Soient nlglgo an = a et nlg]go bn, = b. Alors
(1) nli_{féo(an +b,) =a=Lb,

(2) nli_{go(an +bp) =a-b,
@)mnﬁﬁz%@w¢omn¢m.

n—o0 by,



Calcul de limites ; séries

Liste de quelques limites

1 n
L 0 T (x véel) 0
n .
1 I\n
— (@>0)0 <1+—> e=2,718281 ...
n n
va 1 vn! n’existe pas (= 00)
vn 1

1.5.2 Limite d’une fonction

Reégles de calcul

PROPOSITION. Sipour lim , lim , lim, lim lim
r——+o00 xr——00 T—Ty Tr—xo+ T—T9—

on a lim f(x) = a, lim g(x) = b, alors

o T@)

1m ——- =

lim(f(z) £ g(z)) =a+b lim(f(z) - g(z)) =a-b
glz) b

sib#0etg(z)#O0.

Liste de quelques limites

PROPOSITION
] )
im — =0 (a>0) lim o — 1
z—+o00 r—0 X
1\7* . tgx
li 14+ 2] = lim — =1
:1;—1>I—ir-loo ( + :U) © z—=0 T

1 X
lim (1 + —) =e
r——00 T
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1.5.3 Notion de série numérique

Sommes partielles
Etant donnée la série a1 + a2 + ag + a4 + - - -, on appelle

Sp, =a1 t+ag+asz+---+an
la n-iéme somme partielle de la série.
Convergence d’une série numérique

DEFINITION. La série a1 + ag + ag + - - - est dite convergente,
si la suite des sommes partielles converge :

lim s, =85 (sp=a1+ax+-+an).
n—oo

S est alors appelée la somme de la série.

oo

Notation. Si a1 + ag + a3+ - -+ converge vers S, on écrit Z a; = S.
=1

Série géométrique a + ap + ap2 + ap3 4.
La somme des n premiers termes est

_ 1—
a+ap+ap’+ - +ap"t=a P

PROPOSITION. La série géométrique a+ap+ap® +-- - (a # 0)
converge pour |p| < 1:

a
a+ap+ap2+---zﬂ (lp| < 1)

(pour |p| > 1 elle diverge).



CHAPITRE 2

Nombres complexes

2.1 Opérations élémentaires sur les nombres complexes

Unité imaginaire i: i2 = —1.

Nombres complexes z: z= x + 1y
~~ ~—

partie partie
réelle imaginaire

2.1.1 Représentation graphique

Partie réelle de z = x = Re(z2).

Partie imaginaire de z =y = Im(z).

Argument de z = p = arg(z).

Module ou valeur absolue de z = p = |z| = /22 + y2.

axe imaginaire

Wr————————— — = z=x+ 1y

i”

axe réel

Remarque. arg(z) n’est défini qu’a 2km pres (k entier).
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2.1.2 Forme trigonométrique des nombres complexes
(forme polaire)

z = p(cosp + isinp)

2.1.3 Comment calculer avec les nombres complexes ?

Comme avec des polynomes dont I'indéterminée est appelée i, mais
en posant 2 = —1.

2.1.4 Addition et soustraction des nombres complexes

Siz=ux41iy et w=u+ iv, alors

z+w=(x+u)+ily+o)

—2=—T -1y

2.1.5 Multiplication des nombres complexes
Siz=x+1iy = p(cosp+isinp) et w =u+iv = o(cosyy +isiny),
alors

- N N . . .9
z-w=(x+1iy) - (ut+iv) = zu +izv +iyu + _° yv
-1
= 2u — yv + i(zv + yu)



Opérations élémentaires sur les nombres complexes 13

Forme trigonométrique

z-w = p(cosy +ising) - o(cosy + isinp)
= pa(cosgo +costy —sinp - siny + i(cos ¢ - siny + sinp - cosw))
= po(cos(p + ) + isin(p + 1))

Multiplier deux nombres complexes revient donc a multiplier leurs
modules et additionner leurs arguments.

2.1.6 Division des nombres complexes

Siz=a+ib=p(cosy+isinp)etw=c+id= o(cosy +isiny),
alors
z a+ib  (a+ib)(c—id)

w  c+id (c+id)(c—id)
_ac+bd+i(bc—ad) ac+bd . bc—ad

c? +d?2 _c2+d2+202—|—d2

Forme trigonométrique
z  p(cosp +ising)  p(cosp + isinp)(costp —isinp)

w  o(costp +isiney) o (cosy +isine)(cosy — isinp)

A\ 7

=cos2 +sin? =1

= g (COsgo - cos Y + siny - siny + i(singp - cosh — cos - Sin¢))
= 2 (cos(ip — ) +isin(p — )

Diviser deux nombres complexes revient donc a diviser leurs mo-
dules et soustraire leurs arguments.

Cas particulier

Inverse d’un nombre compleze:

1 1 (a — ib) a — b a b
— = — — 1
a2 + b2 a? + b2 a? + b2

2 a+ib (a+ib)(a—ib)
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Forme trigonomeétrique

1 1 B (cosp —isinp)

z  p(cosp+ising)  p(cosp +isinp)(cosp —isinp)

A= 7

=cos2 p+sin? p=1
1 .
= — (cosp —isin )
p

2.1.7 Nombres complexes conjugués

Nombres conjugués: z = a + ib, z = a — 1b.

Forme trigonométrique. 2z = p(cosp+isinp), Z = p(cosp—isin ).

z=a+1b
|
|
: |
2 — : ¥ |
|
I %
1 \

l_

¢ 7
_/ \
|

zZ=a—1b

Remarque. cos(—yp) = cosyp, sin(—p) = —sing d’ou cos(—yp) +

isin(—¢) = cos @ — isin .

2.1.8 Regles de calcul pour les nombres conjugués

z-Z=(a+ib)(a —ib) = a® + b = p? = |2|?

Z2+7z z—Z
Imz =

Rez =

21

gl w

ztw=z+w Z-W=2 W (z7) = (z)" (g)z
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2.1.9  Puissances ni®® des nombres complexes
Si z = p(cos ¢ + isin @), alors

22 =2z = p?(cos 2p + isin 2¢)

Calculer le carré d’un nombre complexe revient a trouver le carré du
module et le double de ["argument.

2=z 2z =p"(cosny +isinnyp)
Calculer la puissance n'™° d’un nombre complexe revient a trouver la
puissance n*™¢ du module et n fois 'argument.
Nombres de module 1, formule de de Moivre

Si|z| = p =1, alors

(cosp + isin go)n = cosny + isinng (formule de de Moivre)
2.1.10 Racines ni®™ des nombres complexes

DEFINITION.  w est appelé racine ni®™€ de z si z = w™.
Calcul des racines ni®mes

Soit z = p(cosy + isiny); on cherche: w = o(cos + isiny) tel
que z = w™.
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On a p(cosp + isinp) = 0" (cosny + isinny) d’ou
p=0c" et ¢=niyp(mod2r)
ou ¢ + 2km = 1), donc

2km
o= p et ¢:£+_

- (k entier)

Pour z # 0, il y a n racines n'®™ différentes situées sur un cercle
de rayon %/|z| et formant un polygone régulier.

2.2 Formules d’Euler et de de Moivre,
fonctions exponentielle et logarithme

2.2.1 Formules d’Euler

e’ = cosp + isiny

e 'Y =cosp —isinp

Interprétation géométrique des formules d’Euler

e'? est un nombre complexe de module 1 et d’argument .

e'¥
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Expression de cos ¢ et de sin ¢ par la fonction exponentielle

&P 4 e el — e~ ip

Cos p = 5 sinp = 5
i

2.2.2 Les trois représentations des nombres complexes

(1) z = x + iy, surtout utile pour I’addition et la soustraction;

(2) z = p(cosp + isingp), pour passer de la représentation (3) a la
représentation (1);

(3) z = pe'¥ simplifie souvent les multiplications, divisions, puissances
et racines.

2.2.3 Formule de de Moivre

(eicp) n _ eincp

2.2.4 Fonction exponentielle
Soit z = x + iy; alors w = €* = €% - ¥ = e% cosy + i €T siny.
On a donc

lw| = e” argw =y (mod2m)

Rew = e cosy Imw = e*siny

2.2.5 Logarithme
DEFINITION. logw = z équivaut a w = €.

Posons z = x + iy: logw = z + 4y équivaut & w = e, avec
e = |w| et y = argw, d’ou
logw = In|w| + (¢ + 2kn) ol P = argw
Pour retrouver rapidement cette formule:

logw = log o e = log o + log ei(¥+2km) logo + i(¢ + 2km)
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2.3 Fonctions hyperboliques

DEFINITIONS
eT _ o~

shx = — sinus hyperbolique;
e’ +e %

chx = +T : cosinus hyperbolique;

shex e —e*
thx = = : tangente hyperbolique;
chr e*+4e? & yp q

chx e*+4+e 7

cthx = = — : cotangente hyperbolique.

sh z el —e

2.3.1 Graphes des fonctions hyperboliques

y =cthax
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2.3.2 Quelques identités

Les fonctions hyperboliques satisfont a des identités analogues a
celles des fonctions trigonométriques.

Les cinq formules les plus usuelles dans la suite sont precédées par
un point gras.

o ch?z —sh?z=1
e sh(z £y)=shz-chy+chz- shy I [chx —1
e ch(z +y) =chz-chy+tshz-shy 2 2
thx £thy x chx +1
h(x +y) = ho — /221 -
th(z = Y) = T o thy NV T2
e sh2x =2shz-chz

e ch2r=ch®z+sh?r=2ch%zr—1 |, % _ o /che—1
14 2sn2a 2 chz +1

sh x chx —1
2thx

th2x:—2 :chx—i—l - sh x
1+th*x

(+ pour x > 0; — pour = < 0)

2.3.3 Relations entre fonctions hyperboliques et

trigonomeétriques
{cosz:chiz {chz:cosiz
sinz = —i¢shiz shz = —isiniz

2.4 Fonctions rationnelles

2.4.1 Décomposition de polynome en facteurs irréductibles

(1) Polynomes a coefficients complezes; facteurs complexes
«Théoreme fondamental de 1’algebre». Tout polynome du type
P(z) = 2" + 12" 1 + 22" 2 4+ ... + ¢, peut étre décomposé en
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facteurs linéaires :
P(z)=(z—21) (z—22)- (2 —2n) ouz,=ay+il

(2) Polynomes a coefficients réels; facteurs complexes admis
Tout polynéme du type P(z) = 2™ + c12™ L 4+ co2™ 2 + - 4 ¢p
peut étre décomposé en n facteurs linéaires. On trouve deux types
de facteurs:
les facteurs réels: (x — a), a réel;
les facteurs complexes : si (z—(a+i3)) est un facteur de P(z), alors
(z — (a —ip)) est aussi un facteur de P(z).

(3) Polynomes réels; facteurs réels
La décomposition en r facteurs linéaires et s facteurs de degré 2
est possible.
Les facteurs de degré 2 sont du type (2 —(a+1if)) - (x—(a—if)) =
z? — 202 + a® + 32 (r + 25 = n; voir ci-dessus).

2.4.2  Partie entiere d’une fonction rationnelle

Soit R(z) = P(x)/Q(x) avec: degré P > degré Q.

Par une «division avec reste», on peut décomposer la fonction ra-
tionnelle en une somme d’un polynéme (partie entiere) et d’une frac-
tion proprement dite (partie fractionnaire) :

(degré P < degré Q)

S(x) est la partie entiére (polynéme), P(z)/Q(z) la partie fraction-
naire.

2.4.3 Décomposition d’une fraction proprement dite
Toute fraction proprement dite peut étre décomposée en une somme
de certaines fractions standardises (éléments simples) qui sont,

soit du type @

Br +~
(:UQ-I-bx—I—C)k.

soit du type
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Comment décomposer ?
Soit P(z)/Q(x) une fraction proprement dite. Q(z) = z™ +

Premaer pas
Décomposition du dénominateur en facteurs irréductibles :

~

P(x)
(z —a1)F (z — a2)k2 - (22 + bz + ¢1)% (22 + baz + c2)f2 - - -

1 1
E le. = .
rempte (x+1)(x—1)

Deuxiéeme pas
Décomposition en éléments simples a coefficients indéterminés.
On peut décomposer la fraction en une somme d’éléments simples.
Le nombre et le type d’éléments simples dépendent des facteurs du

dénominateur. Ils sont a choisir selon les listes suivantes :

Eléments simples correspondants

Facteurs de Q(x)

_ \ d /t .
(x —a) e (o & déterminer)

(x — a)? - fla)2 (xa_Qa) (a1, ag & déterminer)
k aq a2
T —a + + -
( ) (x —a)k  (z—a)k!
ak N ’ .
+ (c; & déterminer)
r—a
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Facteurs de Q(z) | Eléments simples correspondants

2 4+ bx + ¢ M B, v a déterminer
2 +br+c
1z + 7 Bax + 72

2 b 2
(2% + bz + ) (22 +bx+c)2  22+br+ec

(B1, B2, 71, ¥2 & déterminer)

fiz+m P2 + 72
(22 +bx+c)f (22 +bx+ )bt
Bex +
(22 + bz + ¢)

(2% + bz + c)* 4.

(B;, vi & déterminer)

Ezempl ! S
vempre. (z+1D(z—-1) z+1 z-—-1°

Troisiéme pas
Déterminer les coefficients des éléments simples.

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer les coefficients des
éléments simples. Elles consistent essentiellement a poser sur un déno-
minateur commun les éléments simples. Le dénominateur commun est
bien str encore Q(z). Nous avons donc:

Puisque les deux fonctions sont identiques, les deux numerateurs doi-
vent étre identiques.
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Meéthode des coefficients indeterminés (exemple)

1 __% b alx—1)+0b(x+1)

(z+1)(z—1) =xz4+1 =z-1 (x+1)(z—1)
_(a+b)z+b—a
(x+1)(x—1)

Le numérateur de gauche est identique a celui de droite:
l=(a+bzx+b—a

Deux polynomes sont identiques si leurs coefficients respectifs sont les
memes :
degré 1:a+b=0 degré 0: —a+b=1

d’ot a = —1/2, b = 1/2. Nous trouvons donc

1 _ 12 12

et )@—1) z-1 " z-1

Autre méthode : choix approprie¢ des valeurs de x (exemple)

1 a b alzx—1)+0b(x+1)

GrD@—1 z+1 2-1  (@+D@—1)
Le numérateur de gauche est identique a celui de droite:
l=a(lx—1)+b(x+1)

Les deux fonctions prennent la méme valeur pour chaque z; on peut
en particulier choisir pour z les racines du dénominateur :

r=—1,doul=—2a r=1,doul=2b

ainsi (comme ci-dessus) :



24 Nombres complexes

2.5 Oscillations harmoniques

2.5.1 Méthode complexe (idée générale)

Certains problemes impliquant des fonctions périodiques peuvent
étre résolus selon la méthode suivante:

e Remplacement des fonctions données x1(t), x2(t), ... par des fonc-
tions (auxiliaires) complexes 21 (t), 22(t), ... dont les parties réelles
respectivement sont €gales aux fonctions données: Re z; = x;.

e Résolution du probléme posé pour les fonctions (auxiliaires) com-
plexes.

e La partie réelle de la solution (du probléme «auxiliaire» complexe)
est la solution du probléme original.

Cette méthode sera appliquée ci-dessous (§ 2.5.3) a ’addition (su-
perposition) d’oscillations harmoniques. Elle repose essentiellement sur
I'équation Re(z1 + 22) = Re z1 + Re z2. (Elle est aussi utilisée pour la
résolution de certaines équations différentielles ayant des solutions pé-
riodiques.)

2.5.2 Représentation complexe des oscillations
harmoniques

Pour une oscillation harmonique (vibration sinusoidale) donnée
z(t) = A - cos(wt + a), on cherche une fonction complexe z(t) dont
la partie réelle est z(t):
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2(0)=Ae*=A*
Z(t) :Aei(wt—l—a)

x
Acosa \l
\
A \ \ .
1 z(t) \ [
\ \
} } &
_a T t 1
w

T est la période, 1/T' la fréquence (= w/2m), A I'amplitude, « la
phase et w la pulsation (= 27/T); A* = A-e'™ = 2(0) est 'amplitude
complexe ou phaseur. On a

z(t) —A. eiwt . eioz — A*. eiwt

L’amplitude complexe rassemble l'information sur 'amplitude et
sur la phase initiale de x(t). Le module de 'amplitude complexe est
Pamplitude de la fonction (réelle) originale. L’argument de ’amplitude
complexe est la phase initiale de la fonction primitivement donnée.

2.5.3 Addition (superposition) d’oscillations harmoniques
de méme fréquence

Probléme
Etant donné :

{ x1(t) = Aq COS(u)t + ozl)
xo(t) = Ag cos(wt + a2)

trouver x = x1 + 2.
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Solution

z1(t) = Ax eilwttai)

(1) Introduire: { 2ot) = Ag eilwt+az)

(2) Recherche de z1 + zo.

z1 et z9 effectuent un mouvement circulaire avec la méme «vitesse
angulaire ».

z = z1 + 29 représente donc aussi un mouvement circulaire avec
cette méme vitesse angulaire.

z(t) = 21(t) + 22(t) = (A1 el 4 A, ez’aQ) QW g giwt
N—— N —
A7 A

ol 'amplitude complexe A* = A} + A3.

(3) Revenir a la partie réelle. Le module A et 1’argument o de 'ampli-
tude complexe A* sont respectivement I'amplitude et la phase de la
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solution cherchée z(t). A et a peuvent étre trouvés graphiquement
(voir esquisse ci-dessus) ou algébriqguement :

A=A = [A] + A3
= |Aj(cos a1 + isina) + Ag(cosag + isinas)|

= ’(Al cosag + Az cosag) + i(Aqsinag + Agsin 042)’

9 . . 2\ 1/2
= ((A1 cosay + A cosag)® + (A sinag + Az sinas) )
= (A%(cos2 a1 + sin? a1) + A3(cos? ag + sin? ag)

1/2
+ 2A1 Ag(cos g cos ag + sin o sin ) >

-~

cos(a1—a2)

— \/A% + A2 + 241 As cos(ag — ag)

Comme
Re A* Ajcosaq+ Agcosas
cosa = =
| A% A
on a
x1(t) + x2(t) = A - cos(wt + )
avec

A= \[JA2 + A3+ 241 45 cos(on — ap)

Aqcosaq + Az cosar
A

CoOS ¥ —=



CHAPITRE 3

Calcul différentiel de
fonctions d’une variable

3.1 Dérivées

DEFINITION. Si la limite suivante existe,

Fo)— tm AT f@)

Az—0 Az

elle est appellée dérivée de f au point x. f est alors dite dérivable
au point x.

Notation. f'(z), ==
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3.1.1 Fonctions dérivables et fonctions continues

PROPOSITION. Une fonction dérivable au point x est continue
en ce point.

Remarque. 1l existe des fonctions continues qui ne sont derivables
nulle part.

3.1.2 Généralisations: dérivée a gauche, dérivée a droite

fla+Az) — f(@)

Dériwée a gauche en z: lim

Ax—0— Azx
Az) —
Dériwée a droite en x: lim f(z + Az) f(a:)
Az—0+ Ax
Yy
7
\
\
\
\
| |
\ \ \
\ \ \
| x |
- X < X

3.1.3 Théoréme des accroissements finis
(théoreme de la moyenne)

Formulation intuitive

Il y a un point £ entre a et b ou la tangente est parallele a la sécante.
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\
|
\ \
| |
| |
a é’ b X

PROPOSITION. Soit f continue sur [a, b] et différentiable sur
Ja, b], alors il existe £ (a < £ < b) tel que

R LES (0

Le théoréme des accroissements finis sert souvent a estimer 1’ac-

croissement d’une fonction dans un intervalle. A cette fin, on peut le
formuler de la maniere suivante:

PROPOSITION (variante). Soit f une fonction continue sur
[a, b] et différentiable sur |a, b|. Il existe alors une valeur &

(a < & < b) telle que 'accroissement Af = f(b) — f(a) peut étre
exprimé comme suit

Af=f(&) (b-a)

3.1.4 Théoréeme de Rolle

(cas particulier du théoréeme des accroissements finis)

Formulation intuitive

Entre deux zéros d’'une fonction dérivable, il y a (au moins) un zéro
de la dérivée (donc un point ou la tangente est horizontale).
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PROPOSITION. Soit:

f continue sur [a, b]
f" existe sur Ja, b

fa) = f(b) =0,

alors il existe & (a < € < b) tel que f/(£) = 0.

3.1.5 Généralisation du théoreme des accroissements finis

PROPOSITION. Soit: f(z), g(z) continues sur [a, b], dérivables
sur (a,b), ¢'(z) # 0 dans (a,b), alors il existe £ (a < £ < b) tel
que

3.1.6 Fonctions dont la dérivée s’annule

PROPOSITION. Soit f'(z) = 0 sur l'intervalle I = (a,b); alors

f(z) = cste (sur I)



Méthodes de calcul de dérivées, dérivées d’ordre supérieur

3.1.7 Dérivées de quelques fonctions élémentaires

f(x) f(x) f(x) | f'(x)
c 0 cosx | —sinx
2" (n réel) | nz™ ! sinx | cosT
1 1 1
— —— Inz | —
T x2 X
1
Ve NG

3.2 Méthodes de calcul de dérivées,
dérivées d’ordre supérieur

3.2.1 Regles de dérivation
(1) (ef) =c-f.

2) (f£g9) =f=*g

(@( gY—fb+fg

(4)

(5) Fonction composée : di:v flg(x)) = f'(g(x)) - ¢'(x).

d df d
Autre notation: é = d_Jgt : d_i .
(6) Fonction inverse : d (f_l(x)) = ! si f1 existe!
dz F'(f~(2))

Aut tati v
utre notation: — = — .
dy dy

33
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3.2.2 Liste de dérivées

f(x) f(z) flz) | fl(z)
c 0 sinx | cosx
z" (n réel) | na™1 cosz | —sinx
1 1 to 1
T Cx2 & cos?
1 ; -1
— ctegx
Ve 2./ 8% | sin?z
ex ex Sh:(: ChZU
a® a® -Ilna chz |shz
1 1
- thz
Inx . Ch2 T
1 1 -1
.= cthzx
logg @ Ina =z sh?
f(x)
In f(x
S e

f'(z)/ f(x) est appelée dérivée logarithmique.

3.2.3 Dérivées d’ordre supérieur
DEFINITIONS

Dérivées seconde: f"" = (f)

Dérivées troisieme: f"" = (")

Dérivée d’odre n: f(”) = (f("_l))/, etc.



Méthodes de calcul de dérivées, dérivées d’ordre supérieur

3.2.4 Dérivées de «fonctions vectorielles »

DEFINITION. Soit @(t) une fonction vectorielle; alors:

. a(t+ At) —a(t)
7() = lim O
a(t)= Jim At

d'(t) est un vecteur tangent a la courbe définie par d(t).

Régles de calcul

3.2.5 Fonctions complexes d’une variable réelle
Fonction complexe d’une variable réelle: z(t) = x(t) + iy(t).
Dérivée de z(t): 2/ (t) = 2'(t) + 1/ (¢).

Dérivée et partie réelle: Rez’ = (Rez)’.

35
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Mouvement circulaire (exemple)
Si 2(t) = AWita) alors

2 (t) = iwA eHwita) — iwz(t)

2 (t) = iwz(t) \

1 71'/2 Z(t) — Aez’(wt—f—a)

Dans le cas d’un «mouvement circulaire uniforme», dériver «revient
a multiplier avec 1w ».

3.3 Fonctions trigonométriques inverses et
fonctions hyperboliques inverses

3.3.1 Fonctions trigonométriques inverses

La périodicité des fonctions trigonométriques ne permet pas de defi-
nir leurs fonctions inverses sans restriction. En genéral, on choisit pour
'inverse de sinz (arcsinx) et de tgx (arctgx) la branche qui s’annule
pour x = 0. Pour l'inverse de cosz (arccosx) et ctgz (arcctgz), on
prend les branches positives ayant les plus petites valeurs positives.
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Graphes des fonctions trigonométriques inverses

Y ()
/2 + 7T
1¢
Yy = arc sinx Yy = arccosx
llx
1¢
1z
Y Y
/2 ™
1¢
Yy = arctgx 1
1 : > /2
1»
Yy = arcctgx
il il 1 %x

Simplification d’expression du type Sin(arc COS x)

Meéthode algébrique (exemple)

Avec sinc = V1 — cos? ¢, on a
sin(arccosz) = \/1 — cos?(arccosz) = V1 — 22

= \/1 — cos2(arc cos z)

Meéthode géométrique (exemple)
Soit a simplifier cos(arctgz). Introduire les cathétes de longueurs
x et 1 pour que tga = x, ce qui équivaut a arctgx = «. Calculer
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I’hypoténuse.

Rapport entre arcsin x et arccosx

) ™
PROPOSITION. arccosx + arcsinx = 5 .

o = arcsinx A 3
(B = arccosx

(07

V1—2x2

Dérivées des fonctions trigonométriques inverses

f f!
—1
arccosr | ——
V1— 22
. 1
arcsiny | ——
V1— 22
1
t
arctg x 1522
; —1
arcctg x
& 1+ 22
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3.3.2 Fonctions hyperboliques inverses

La fonction cha étant une fonction paire, son inverse (argchux)
n’est pas, a priori, définie d’une maniere univoque. Nous choisissons la
branche positive.

Graphes des fonctions hyperboliques inverses

Y Y
y =argshzx 1+t 1+
i % %x 1 % % %a:
y =argchzx
Y Z/*
1+ y =argcthx 1+
1jx 1 x

y =argthx
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Expression logarithmique des fonctions hyperboliques inverses
PROPOSITION

argshx = ln(ac +vVz2+ 1)
argchaz = In(z + Va2 — 1) (x>1)

1 1
argthz = = In R (Jx| < 1)
2 1—=2
1, 41
hxr= -1 1
arg cthx 5 In—— (|x| > 1)

Dérivées des fonctions hyperboliques inverses

f f
1
argshz
& 2 +1
1
argchzx rz>1
g = (@=>1)
1
argthx T (lx| < 1)
1
argcthz T2 (lz| > 1)

3.4 Etude de fonctions

Les deux probléemes suivants sont trés semblables.
e Esquisser une courbe donnée sous forme explicite y = f(x).
e Etudier les propriétés essentielles d’une fonction f(x), en esquissant
son graphe y = f(z).
Ci-apres, les deux problémes seront souvent confondus. Aussi
n’hésiterons-nous pas a mélanger le vocabulaire algébrique et le vo-
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cabulaire géométrique, en parlant tantot d’une «fonction f», tantot
de la «courbe y = f(x)» etc.

Dans beaucoup de cas d’é¢tudes d’une fonction, les quelques points
suivants suffisent pour obtenir une esquisse du graphe de la fonction.
Il est vivement recommandé d’accompagner I’étude de la fonction d’un
dessin sur lequel on indiquera les résultats au fur et a mesure qu’on
les trouve.

(1) Ensemble de définition. Pour quelles valeurs de z la fonction est-
elle définie? (seules les valeurs réelles de f sont admises).

(1') Continuité. Pour quelles valeurs de x la fonction n’est-elle pas
continue 7

(2) f paire ?  Si f(—x) = f(x), symétrie par rapport a l’aze y.

f impaire ?  Si f(—x) = —f(x), symétrie par rapport a l’origine.
f périodique ? 1l existe T tel que f(z +T) = f(x).
(3) Zéros.

f = 0 pour quelles valeurs de = ?
f > 0 pour quelles valeurs de x 7
f < 0 pour quelles valeurs de x 7

(4) Asymptotes verticales.  f(x) - +o0.

Asymptotes horizontales.  f(x) — a.
x——+00(—00)

Asymptotes obliques. lim  (f(z)—(az+b)) = 0 implique:
x—+00(—00)

lim M =a
x—+oo(—o0) T

lim  (f(z) —az) =b.

x—~400(—00)

(5) Dérivée premiére. Existe-t-elle dans tout le domaine de défini-
tion ?
Si f’(a) = 0, la tangente est horizontale en a.
Si f/ > 0 dans un intervalle, alors f est croissante sur cet intervalle.
Si f/ < 0 dans un intervalle, alors f est décroissante sur cet inter-
valle.
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Maximun et minimum locaux (relatifs); f’' change de signe en a :

(6) Dérivée seconde

Y

Y

S8y

Si f” > 0 dans un intervalle, alors f est convere (sous-linéaire):

0
>0

Y

f'<o0
f//>0




Etude de fonctions 43

Si f”/ < 0 dans un intervalle, alors f est concave :

Y Y

T

Si f(a) = 0 et si f” change de signe en a, alors il y a un point
d’inflexion.

Attention!

f"(a) = 0 n’implique pas toujours un point d’inflexion:

Y

Si f” ne change pas de signe, comme dans ’exemple ci-dessus, il
peut s’agir d’'un minimum (ou d’un maximum).
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3.5 Courbes paramétrées

3.5.1 Courbes paramétrées, vecteur tangent,
vecteur normal

Deux représentations d’une courbe paramétrée (plane)

Les courbes paramétrées étudiées seront représentées soit sous la
forme :

y = y(t)

{x:x@

soit (en rassemblant les deux coordonnées en un vecteur) sous la forme:

Courbes paramétrées régulieres

Sans mention explicite du contraire, le terme courbes paramétrées
signifiera, dans la suite, des courbes qui sont (sauféventuellement dans
un nombre fini de points appelés «singularités») des courbes paramé-
trées réguliéres de classe C2.

DEFINITION. Une courbe paramétrée (z(t),y(t)) est appelée
réquliére de classe C? si:

(1) z(t), y(t) sont continiment dérivables 2 fois (de classe C?),
(2) Z'(t) # 0 pour tout ¢, c’est-a-dire les fonctions z’(t) et 3/ (t)
ne s’annulent pas simultanément.

Vecteur tangent d’une courbe paramétrée

S, .. AT

r'= lim — =
At—0 At

T’ # 0 pour les courbes réguliéres.

(z',1) est appelé vecteur tangent.
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Le vecteur tangent Z’ n’est, en général, pas normé.

=/ =/

i

|Z| - /212 1y 2

Vecteur tangent normeé:

Pente d’une courbe paramétrée

/

Pente de courbe = pente du vecteur tangent :y—,
x

On peut aussi trouver cette formule directement :
Ay Ay At Ay I
Az At Az At Az/At’

ente de la tangente: dy _ lim Ay 1 = y
P g “dx At—0 At Az /At ozl

pente de la sécante :
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Si z(t) est bijective, la fonction inverse: ¢ = t(x) existe. Dans ce
cas, y peut étre considérée comme fonction de x:

y(z) = y(t(z)).

On dit alors parfois que les fonctions x(t) et y(t) définissent une fonc-
tion y(z) ou que les équations = = x(t), y = y(t) sont une définition
paramétrique de la fonction y(x).

Dérivée dy/dx d’une fonction «définie sous forme paramétrique»

dy dy dt dy 1 4
de dt dz dt dz/dt 2
—_— > e R
dérivation dérivation
de fonctions de fonctions
composées inverses

Vecteur normal d’une courbe paramétrée
R~ A !,/
Vecteur tangent : ©' = (z',y/).
Vecteur normal: 1 = (—y',2); 7 n’est, en général, pas normé.

y —
n
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Vitesse et accélération

En cinématique, on étudie des trajectoires :
{ x = x(t)
y =y(t)

= (2, y) est le vecteur vitesse.

ou t désigne le temps.

= (2",y") est le vecteur accélération.

Etude de courbes paramétrées

L’étude des deux fonctionsz(t) et y(t) permet en général d’esquisser
la courbe. Voici quelques recommandations et remarques supplmen-
taires.

(1) Noter la valeur de t de chaque point étudié. 11 peut arriver que
méme un nombre relativement élevé de points ne permette pas
d’esquisser la courbe, si I’on ne sait pas dans quel ordre il faut lier
ces points.

Exemple. Comment lier ces points?

En suivant 'ordre indiqué par les valeurs du parametre, on obtient
une esquisse utilisable.

Yy Yy t=2
.
t=3
»
t=5
. .
t=1
* t=6
T T
t=11
[ ] [ ]
t=7
t=0,4,8,12
»
t=9
.
t=10
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(2) Etablir un tableau des points remarquables

(3) Tangentes horizontales: y =0 (si 2’ # 0).
Tangentes verticales: ¥’ =0 (si y' # 0).

Points singuliers: ' = 3y’ = 0; une discussion particuliére est

nécessaire.

(4) Elimination du paramétre. Quelquefois il est possible d’éliminer
t des équations z = x(t), y = y(t) et ainsi d’obtenir 1’équation
implicite de la courbe:

F(z,y) =0.

Si en plus on peut encore résoudre cette derniére équation par
rapport a y, on obtient 1I’équation explicite de la courbe :

y = f(z).

Pour la discussion de la courbe on utilisera la (les) représentation(s)
la (les) plus appropriée(s).

3.6 Maxima et minima

Valeurs particuliéres d’une fonction

Dans la suite, on distinguera les trois problémes suivants:
(1) Recherche des valeurs stationnaires d’une fonction f.
(2) Recherche des extrema locauzr (extrema relatifs) de f.

(3) Recherche des extrema absolus de f.
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3.6.1 Valeurs stationnaires

DEFINITION. Si f'(a) = 0, on dira que f posséde une valeur
stationnaire au point a.

3.6.2 Extrema locaux (ou extrema relatifs)

DEFINITION. On dit que f posséde un mazimum (minimum)
local en a, si, dans un voisinage suffisamment petit de a, on a

fla) > f(z) (< f(z))
Remarque. Si f(a) > f(z) (< f(x)), on parle parfois d’'un maximum
local au sens large (minimum local au sens large).
Comment trouver les extrema locaux?

PROPOSITION. Soit f continue sur [a, b]. f peut alors avoir
un maximum (resp. un minimum) local en & si f'(£) = 0 ou si
f! n’existe pas en £.

X

Dans un probleme de ce type, on établira d’abord une liste des
«points» (valeurs de z) pour lesquels une des deux conditions est sa-
tisfaite. Ensuite, on déterminera, pour chaque point ainsi trouvé, s’il
s’agit d’un extremum local.
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3.6.3 Extrema absolus

PROPOSITION. Soit f continue sur [a, b]. Le maximum (resp.
minimum) absolu est atteint :

e s0it a I'une des extrémités de [a, b],
e s0it en un point ot f/ = 0,

e soit en un point ot f’ n’existe pas.

a b

Pour trouver le maximum absolu (resp. le minimum absolu), on
peut procéder de la maniere suivante:
e établir une liste des «candidats», c’est-a-dire des valeurs de x pour
lesquelles une des trois conditions est satisfaite;

e calculer les valeurs de f en ces points;

e comparer ces valeurs de f pour déterminer la plus grande (resp. la
plus petite).

Un vocabulaire peu standardisé

Dans la littérature traitant des problémes de cette section, on ren-
contre différentes définitions des notions introduites; en voici quelques
exemples.

e Certains auteurs appellent simplement «extremum» ce que nous
avons appelé «extremum relatif» ou «extremum local».
e Dans les applications, on parle souvent de la recherche d’un mini-

mum (ou maximum), quand en réalité on cherche les valeurs sta-
tlonnaires.
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¢ La notion de «valeur stationnaire» est moins utilisée par les mathé-

maticiens, mais davantage par les physiciens et ingénieurs. Souvent
le contexte implique alors que la fonction f est dérivable.

3.7 Approximation linéaire; différentielles

3.7.1  Approximation (locale) linéaire d’une fonction

DEFINITION. Soit donnée une fonction f dérivable dans un voi-
sinage de x = a. La fonction

fi(@) = fla) + f'(a)(z — a)

est alors appelée approzimation (locale) linéaire de f au voisi-
nage de a.

y L,y =f(z)
|
|
Ly = fi(2)
f'(a)-(z — a)
— 1 |
| T—a | f(a)

Accroissement approximatif d’une fonction

Dans un certain voisinage de a, ’accroissement Af de la fonction
f peut souvent étre approché par I’accroissement de (I’approximation
linéaire) f7.



52 Calcul différentiel de fonctions d’une variable

Accroissement approximatif de f: Af ~ f/(a) - Az.

Y Y= f(z)
|Af
-y = fi(x)
l Ax 7 7f(a)
a T T

Application : valeurs approche€es d’une fonction

Supposons f(a) et f’(a) connues. On cherche une valeur approchee
de f(a + Az).

fla+ Az) = fi(a+ Az) = f(a) + f'(a) - Az

Cette égalité approximative peut étre utile s’il s’agit de trouver des
valeurs numériques approchées d’une fonction dont on peut facilement

trouver f(a) et f'(a).

Application: propagation d’erreurs de mesures

Dans les applications, on rencontre souvent la situation suivante:
une grandeur x est mesurée. Cette valeur de = sert a calculer une
valeur y = f(x) qui en dépend. Comment d’éventuelles imprécisions
dans la mesure de = se répercutent-elles sur y ?

Soit f(z) une fonction donnée. On mesure x (erreur maximale
+Az) puis on calcule f(x). L’erreur maximale de f(z) risque d’étre
difficile a calculer.
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y y = f(x)
A
imprécision L~
sur f(x
| sw )
fx)p———————— imprécision sur
\ la mesure de =
Y \
\
/1 | /;
x+

Axr T

En général, on remplace f par son approximation fi; pour trouver
I’erreur de f.

y y = f(z)
A f imprécision /
Pl sw i) | _
Y f1(zx)
A
flx)p ———————— imprécision sur
\ la mesure de x
| \
- | .
r — Ax Z x+Axr <

On appelle alors:

Erreur absolue mazimale: Af ~ |f'| - |Ax|.
f/

7 |Ax| = ’(lnf)" | Ax|.

A
Erreur relative mazimale: (8 f) ~ 'Tf =

3.7.2 Différentielles

Dans I’histoire du calcul différentiel et intégral, les différentielles
ont été utilisées longtemps sans avoir été définies d’une maniere pré-
cise. Méme aujourd’hui, les «non-mathématiciens» préferent souvent
une vision plus intuitive que rigoureuse de la notion de différentielles.
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Toutefois, tous ont toujours admis la formule:
df = ' -dz

Interprétation intuitive

df est l'accroissement approximatif de f lors d’un accroissement
dz de la variable. (L’égalité approchée Af ~ f’' - Ax serait alors plus
correcte.)

Interprétation historique

Az, Ay sont «petits»; dz, dy sont «infiniment petits»;
dy
dz’

d’ot1 la notation f/ =

Une des interprétations correctes possibles

dy est 'accroissement de 'approximation linéaire f1, lors d’un ac-
croissement dz de la variable (dy dépend alors de = et de dx; dy est
linéaire en dz).
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3.8 Précision de ’approximation linéaire

3.8.1 Que vaut ’approximation linéaire ?

THEOREME. Si f” existe dans un intervalle comprenant a et
x, alors il existe & entre a et x tel que:

f@) = fa) + £/ (0)- (a— ) + T (@~ ap?
fi(=z) b R i
Le terme R = @ (z — a)? sera appelé le reste.

Majorer le reste

Si I’on veut estimer la précision de ’approximation linéaire f; d’une
fonction f, on essayera de majorer le reste R. La difficulté principale
dans l’application de la formule ci-dessus réside dans le fait qu’elle
postule 'existence d’une valeur £ sans donner de méthode pour trouver
cette valeur.

En général, il suffit de remplacer £ par une valeur (entre a et x)
pour laquelle |f”| est maximale.

3.8.2 Précision en un point

Probléme. Estimer la précision de 'accroissement linéaire f pour
une valeur x donnée.

Méthode de calcul. Remplacer dans la formule du reste R la valeur
¢ par celle parmi les valeurs % (entre a et x) pour laquelle ! il (*)’ est
maximale. On a alors

|f”(*)’ 2

Rl < ———— |z —
B < e —a
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3.8.3 Précision dans un intervalle

Probléme. Estimer la précision de ’approximation linéaire dans un
intervalle (symétrique) autour de a: [a — p, a+ p].

Marche a suivre

(1) Remplacer dans la formule du reste R la valeur ¢ par celle des
valeurs * entre a — p et a + p pour laquelle | f”(x)| est maximale.

(2) Remplacer dans la formule du reste R la valeur |z — a| par p.



CHAPITRE 4

Intégrales de
fonctions d’une variable

4.1 Intégrale définie

4.1.1 Calcul approché de certaines aires

Dans ce chapitre, toutes les fonctions f(z) seront continues et po-
sitives.

Sommes de Riemann

Subdivision d’un intervalle [a, b]

On utilise par la suite la subdivision en n sous-intervalles suivante :

a=x9<x1 <9< ...<xp=0>

_ Axq _Aazg_A:cg _ _ Az

a=x0 T1 T2 T3 Zn—1 ZTn =b

Les longueurs des sous-intervalles sont
Az =z — 2|1

0, = max Az est appelé le pas de la subdivision.
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Somme intégrale inférieure sp,

Pour une subdivision donnée en n sous-intervalles, my est le mini-
mum de f(z) sur le sous-intervalle numéro k :

sn:imk-Aack

k=1
Y y = f(x)
e
ALL‘l i Mn
H\
% my
e
|
a=xrp r1 T2 X3 Tn—-1 b=z, T

Somme intégrale supérieure Sy,

Pour une subdivision en n sous-intervalles, My est le maximum de
f(z) sur lintervalle numéro k :

n
k=1

Ky

a=xp) 1 T2 X3 Tn—1 b=uxn
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Magjoration et minoration de l’aire sous la courbe y = f(x), a < x < b,
Sp < Aire < 5,

Sommes de Riemann o, en général

ur une subdivision en n sous-interv. un point quel-
Po e subdivision e sous-intervalles, &;. est oint quel
conque du k™€ sous-intervalle:

n

On = Zf(fk:)A-'Bkz

k=1

PROPOSITION. La somme de Riemann est minorée et majorée
respectivement par s, et Sy :

Sn < op < Sy

Précision des valeurs approchées Sy, et s, (fonctions croissantes)

Pour une subdivision donnée en n sous-intervalles, soit :

dp = max Axy (le pas)
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PROPOSITION
n
Sn — Sn — Z(Mk — mk) . Aack
k=1
n
k=1
=8, (f(b) — f(a)) (pour f croissante)
Remarques

Si la fonction f est décroissante, la proposition est analogue.

Si la fonction f n’est ni croissante ni décroissante, on subdivise
Iintervalle en sous-intervalles sur lesquels f est monotone.

4.1.2 Intégrale de Riemann

Notation

Nous considérons une fonction f, définie sur [a, b] et une suite de
subdivisions de [a, b] en n =1, 2, 3, ... sous-intervalles.

Nous appelons pas 0, de la subdivision numéro n la longueur maxi-

male des sous-intervalles de la n'*™€ subdivision.

Pour une subdivision donnée, nous appelons:

e my. le minimum de f sur le K'*™° sous-intervalle,

o M} le maximum de f sur le K**™° sous-intervalle,

e Az, la longueur du kieme gous-intervalle, plus précisément :

A:rk =Tk — Tk—1-
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DEFINITION. Si pour toute suite de subdivisions, dont le pas
dn, tend vers 0 (pour n — 00), les deux limites ci-dessous existent
et tendent vers une méme valeur S, alors

b n n

/a f(z)dx = nlgréoZMk WAVIRES nlgl(’)lo ka Az (= 9)
k=1 k=1

est appelée I'intégrale définie de f sur [a, b].

f est alors dite intégrable (au sens de Riemann) sur [a, b].

DEFINITION (équivalente). Si pour toute suite de subdivisions,
dont le pas 85, tend vers 0 (pour n — o0), et pour tout choix de
points &, dans le ki®me gous-intervalle, la limite ci-dessous existe
et tend vers une méme valeur S, alors

b n
| f@rde = tm 3 fe)dn (=)
a k=1

est appelée I'intégrale définie de f sur [a, b].
f est alors dite intégrable (au sens de Riemann) sur [a, b].

THEOREME. Toute fonction continue sur un intervalle fermé
est intégrable (au sens de Riemann) sur cet intervalle.

Remarque. 1l existe des fonctions autres que les fonctions continues
qui sont intégrables. Exemple :

Si f est bornée sur [a, b] et continue sauf dans un ensemble dénom-
brable de points, alors f est intégrable.
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Liste d’intégrales définies

Certaines intégrales définies peuvent étre calculées en appliquant
directement la définition:

f@ | [ ' f(e) s

k+1 k+1
xk b —a
k+1
cosz | sinb—sina
sinz | —(cosb— cosa)
e’ el — et

4.1.3 Intégrales et aires

Le signe de l’intégrale

Selon le signe de f, 'intégrale représente l’aire entre ’axe x et le
graphe de f voir la valeur opposée de cette aire.

Y

L’aire délimitée par une courbe fermée

Y y = fa(x)

b
Aire = /a(fz(fﬁ) — fi(z)) dw
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3.4.4 Intégrale et travail

63

Le travail effectué par la force F' pour déplacer un point de a a b

(F est supposée avoir la méme direction que le déplacement) est
o a force F' constante: travaill W = F - £
F

a b=a+/¥

n
e a force F variable, F(x): travail approximatif Z F(&,) - Axy,
k=1

€1 §2.

a=xp I T2 b=xn

b
Travail: W2 :/ F(z)dz.
a

Représentation graphique du travail (attention aux unités!)

force = F(x)

= travail =W

4.2 Propriétés de l'intégrale définie

4.2.1 Quelques propriétés élémentaires

/f —/af<x>dx

(en particulier: [ f(x)dz = 0).

1m a b
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(2) /a ’ fw)da + /b " @) de = /a " F(a) da.

Cette formule est valable pour tout choix de a, b, c. Il n’est pas
nécessaire que a < b < c.

On parle quelquefois de 1'additivité de 'intégrale.

Y

Propriété de linéarité:
b b b
(3a) / (f(z) +g(x))de = / f(z)dx +/ g(x)dz.

(3b) /b cste-f(z)dx = cste-/b f(x)dx.
Inégalités
b b
(4) f(z) < g(x) sur [a, b] implique / f(z)dx < / g(x)dx

(en particulier: f(z) > 0 implique f; f(z)dz > 0).

b 2 b b
(5) ( / f<x>-g<x>dx> < / () da - / ¢(z) do

est dite inégalité de Schwarz.

Majoration d’une integrale

b b
(6a) /af(:c)d:c é/a’f(x)‘dx sia <b.

(6b) /abf(x)dx < /ab\f(x)\dx

(7) Soient m le minimum de f sur [a, b] et M le maximum de f sur
[a, b]; alors

pour tout a et b.
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4.2.2  Théoréeme de la moyenne

, - 1
DEFINITION. f = b—/ f(x) dz est appelée moyenne de f
sur [a, b].
Formulation intuitive du théoreme de la moyenne

Une fonction continue sur [a, b] atteint sa moyenne f en un certain
point £ de [a, b].

Autre formulation. L’aire sous la courbe est égale a I'aire d’un rec-
tangle de longueur b — a et de hauteur f = f(£) (pour un certain &).

De facon précise :

THEOREME (théoréme de la moyenne). Soit f continue sur

b
[a, b]. Alorsil existe £ € [a, b] tel que/ f(z)dz = f(§)(b—a).
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Généralisation du théoréme de la moyenne (moyenne pondérée)
Soient f(x) et p(x) continues sur [a, b]; m = min f sur [a, b],
M =max f sur [a, b], p(x) > 0 sur [a, b] (poids).
On a alors

m/abp(x)dx</abf(x)-p(x)dm<M/abp(:c)dx

THEOREME. Il existe £ € [a, b] tel que

[ 1) pwrar =150 [ pwas

f(&) est appelé moyenne pondérée de f.

4.2.3 Changement du symbole de la variable d’intégration

Dans une intégrale définie, on peut librement changer la désignation
de la variable d’intégration :

/abf(:lz)dx:/abf(t)dt:/abf(A)dA:/abf(D)dD:“_

4.3 Intégrale indéfinie (primitive)

4.3.1 Primitive
Définition intuitive
La recherche d’une primitive F' d’une fonction f donnée est 1’opé-

ration inverse de la dérivation.
Chercher une primitive:

dériver
A
F F = f
\—/

chercher la primitive
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DEFINITION. Si
F'=f

alors F' est appelée une primitive de f.

Remarque. Parfois, une primitive est aussi appelée antidérivée ou
intégrale indéfinie.

L’ensemble des primitives

PROPOSITION.  Soit F'(z) une primitive de f(z). Alors:

o toute fonction de la forme F'(x)+cste est aussi une primitive
et
e toute primitive de f(z) est de la forme F'(x) + cste.

On peut également dire:

e «Deux primitives (de la méme fonction) (de la fonction f(z)) ne se
distinguent que par une constante additive».

e «Sil’on connait une primitive F'(z), on les connait toutes: F'(z) +
cste».

Quelquefois, ’ensemble des primitives est appel€ intégrale indéfinie
de f.

Notation. [ f(x)dx signifie: I'ensemble des primitives de f.

4.3.2 Recherche de primitives

L’intégration (indéfinie) est un «sport» et un «art»

La définition de primitive (fonction dont la dérivée est donnée) ne
comporte pas de régle permettant de calculer effectivement cette pri-
mitive. Le choix parmi les méthodes d’intégration données ci-dessous
releve plutot de 'intuition et de 'expérience acquise que d’une réflexion
systématique et déductive.
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La premiere approche au probleme est faite de la maniere suivante.

e La liste des dérivées des fonctions «usuelles» est inversée afin d’ob-
tenir une liste des primitives.

e Certaines regles de calcul pour les dérivées donneront lieu a des
regles de calcul correspondantes pour primitives.

Liste de quelques primitives

Dans le tableau suivant, ¢ désigne la constante additive.

f@ | [ 1) de f@ | [ )
e’ e’ +c¢
x” +c(n#-1
n+1 (n#-1) 1 arctgx +c¢
1 Inz 4+ c 1+ 22 —arcctgx + ¢
xr 1 arg cthx + ¢
cos x sinx + ¢ 1 :13—1—1
1—x2 +c, |z|>1
sin x —COST + C 2 fE—l
1 1 argthz +c
t 1 1
oz | BETC 1 — 22 —|—a: +c, |z|<1
1 2
i —ctgx +c¢ 1 {argshx—i—c
chz shx +c Va? +1 ln}:c—kv ’+C
sh z chz + ¢ 1 arcsinx +c¢, |z| <1
) V1 — 22 —arccosz + ¢, || <1
ch? 2 thz +c 1 argchx—l—c
1 T lnx—l—\/ 1+c
—cthx +c x4 —1

\:L’\>1
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Reégles de calcul et méthodes d’intégration
(1) Linéarité

PROPOSITION
/(af(x) + bg(z)) dz = a/ f(z)dx + b/g(m) dz

(2) Intégration par parties

/f'g'd:c=f-g—/f’gdw

(3) Changement de variable (substitution):
On pose le probléme: Trouver F(z) = /f(m) dz.

PROPOSITION

Premier pas. Introduction d’une nouvelle variable t: x = ¢(t), d’ou
Flet) = [ (o(0) -0 at

Deuziéme pas. Calcul de U'intégrale transformée: F(p(t)) = ...

Troisiéme pas. Réintroduction de 'ancienne variable: t = ¢~ ().

4.4 Intégration de fonctions rationnelles

4.4.1 Fonctions rationnelles
L’intégration de fonctions rationnelles se fait en deux etapes.

(1) Décomposition de la fonction donnée en éléments simples. Il s’agit
d’un probleme algébrique (sect. 2.4).

(2) Intégration des éléments simples. Pour les quatres types d’€léments
simples, les primitives seront calculées ci-dessous.
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Intégration des €léments simples

1
(1) / dz = In|x — a| + cste.

r—a

1 —1
(2) / m d:E = (k— 1)(x—a,)k_1 —|—cste (k 2 2)

(3) / % dz (pour 22 4 ax + b définie positive)
z? + ax

_g/ 2x +a /B (aa/2)
2 —I—ax—i—b —i—ax—l—b
1
= ln\x +aac+b[+< 7)/@_’_&/2)2_’_62 dz
— 2 1 d
:gln\xZ—l—aaz—l—b\—i— (aa/)/ °
c (:1:—|—

2 <a/2)>2+1'7

— 2 2
= % In |22 + az + b| + f = (aa/2) arc tg (M> + cste
c c

< 9 a
ouct:=b— —.
4

(4) / ( oz + P dz (pour 22 + ax + b définie positive)

:t:2+am—|—b)k
o 2xr +a B — (aa/2)
25/ 5 kd$—|—/ 5 kddf
(22 + ax 4 b) (22 + ax + b)
o 1

2 (k—1)(22 +az + b)k_1

_c(g’?/Z)/ ((x-i- (a;i;)f +1)k

C

o
Q

ouc”=b— —.
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2
On introduit ¢t = M, d’ou dz = ¢ - dt. Ainsi on trouve
c
/ ax + (3 _da
(22 + ax 4+ b)
o« 1 +ﬂ—(aa/2)/ dt
2 (k—1)(22+az + b)k_1 2kl (2 + 1)k
I
1
Calcul de I}, = / — %
(t2+1)
1 1 t2
Comme r = 1~ -, ona
(2 +1) (2 +1) (2 +1)
t2
I, =1, — / dt
(2 +1)"
1 2t
=1 1 — = / t -——— dt (intégration par parties)
2/~ 12+ 1)k
f ‘\/_/
g/
7 1 —t +/ dt
= 41k—-1— 35 _ _
2\(k—1)(2+1)"! (k—1)(¢2+1)*"
Iy—1/(k=1)
Le résultat est donc
2k — 3 t
Iy = —= I 1+ - (k> 2)
2(k — 1) 2(k — 1) (t2 + 1)

I / dt tgt + cst
e — arcC cste
1 t2 +1 g
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4.4.2 Fonctions rationnelles de fonctions
trigonométriques

L’intégration des fonctions rationnelles de fonctions trigonomé-
triques peut étre ramenée a l'intégration de fonctions rationnelles a
I’aide de substitutions bien choisies.

Soit a résoudre : / f(cosz,sinz) dz (f rationnelle).

Premier cas. Si f(u,v) est impaire en u (resp. v), c’est-a-dire si un
changement de signe de cosz (resp. sinx) ne provoque qu’'un change-
ment de signe de f(cosz,sinx), alors la substitution t = sinx (resp.
t = cosx) ramene le probléme a l'intégration d’une fonction ration-
nelle.

Deuziéme cas. Si f(u,v) est paire en u et v, c’est-a-~dire si cosx et
sinz ne figurent qu’aux puissances paires (c’est-d-dire f(cosz,sinx)
ne change pas de signe si cosx ou sinx changent de signe), alors la
substitution ¢t = tg x ramene le probléme a une intégrale d’une fonction
rationnelle.

Troisiéme cas. La substitution ¢ = tg(z/2) ramene toutes les inté-
grales du type étudié a des intégrales de fonctions rationnelles.

Dans ce cas on aura:

2 dt 1 — 2 . ot
1+t2 COSxr = SINxr =

dxr =
o 1+ ¢2 1+ 2

4.5 Théoréme fondamental du calcul infinitésimal

4.5.1 Théoréme fondamental du calcul infinitésimal

Une troisiéme notion d’intégrale

Pour une fonction (intégrable) f donnée et une valeur a fixe, nous
considérons [’intégrale, fonction de sa limite supérieure :
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xr
Fz) = / F() dt
a a —x— x
fixe variable

Rapport entre intégrale définie et intégrale indéfinie

(ou: rapport entre calcul différentiel et intégral)

THEOREME. Soit f continue.
x

Soit F(z) = / f(t)dt, alors F/ = f
a

(c’est-a-dire F' est dérivable et est une primitive de f)

Ce théoreme est appelé théoréeme fondamental du calcul infinitesimal.

Autre formulation du théoréme fondamental

(a) = / ") de = f(a).

(b) L’intégrale définie, considérée comme une fonction de sa limite su-
périeure, est une primitive de la fonction a intégrer.

(c) La dérivée d’une intégrale définie par rapport a sa limite supérieure
est la fonction a intégrer, prise en cette limite supérieure.

Calcul d’intégrales définies a ’aide de primitives

La proposition ci-dessous est une consquence immédiate du théo-
reme fondamental.

PROPOSITION. Soit F' une primitive de f; alors

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a)



74 Intégrales de fonctions d’une variable

Conséquence pratique

Le calcul d’une intégrale définie est ramené a
(1) la recherche d’une primitive F,
(2) F(b) — F(a).

Notation. F!Z = F(b) — F(a).

4.5.2 Méthode d’intégration

S’il ne nous importe pas de connaitre une primitive, on peut, dans
certains cas, trouver directement l'intégrale définie.

Intégration par parties

b b
PROPOSITION. / fq' dx :fg‘Z—/ flgdz.
a a

Substitution

PROPOSITION. Soit [ = f; f(x)dz. Posons x = ¢(t) ou
o p(a) = a, ¢(8) = b;
e ©, ¢ sont continues sur [a, B];
o f(p(t)) est définie et continue sur [, B];

alors

Complément. Si ¢ est monotone, on a o = ¢~ 1(a), B = o 1(b).

Remarque. Du point de vue pratique, la proposition signifie: si, lors
d’un changement de variable dans une intégrale définie, on transforme
ausst les limites d’intégration, il n’est alors pas nécessaire de revenir
a l’ancienne variable.
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4.5.3 Dérivées d’intégrales dépendant de leurs limites

PROPOSITION

xr
i / f(t)dt = f(x) «théoréme fondamental»;

—/f —f(@);

dx\a ? fyan -

F(b(x))
d (b dF da )
T, O =T 3 = ~F(e@) @)
F(a(x))

4.6 Intégrales généralisées

(appelées aussi intégrales impropres)

4.6.1 Intégrales avec des bornes infinies
(intégrales impropres de seconde espéce)

DEFINITION. Si la limite ci-dessous existe, nous écrivons :

/aoof(x)d hm/ f(

On dira alors que lintégrale généralisée existe ou qu’elle
converge.



76 Intégrales de fonctions d’une variable

a b — x

Remarque. On admet implicitement que f est intégrable.

Deux problemes concernant les intégrales geénéralisées

En face d’une intégrale généralisée, on essayera de répondre aux

deux questions suivantes:
(1) L’intégrale, existe-t-elle?
(2) Quelle est la valeur de l’intégrale (si elle existe) ?

Il n’y a pas de méthode générale permettant de répondre a ces deux
questions dans n’importe quel cas. Toutefois, les réponses partielles
données ci-dessous permettent d’aborder beaucoup de probEmes qui
se posent dans les applications.

Calcul de la valeur des intégrales geénéralisées

Parfois on peut trouver directement la valeur d’une intégrale géné-
ralisée (le probleme de lexistence étant ainsi résolu en méme temps).
Ceci est souvent possible si ’on connait une primitive F' de la fonction
a intégrer f. Le probleme est ainsi ramené au calcul de la limite:

/aoo f(z)dz = lim (F(b) — F(a))

b—o0

D’autres méthodes existent, par exemple par le développement en série
de Taylor (sect. 6.7).

Existence (convergence) d’une intégrale généralisée
de fonctions positives

Dans certains cas ou ’on ne peut pas trouver la valeur d’une inté-
grale généralisée, on peut au moins décider de sa convergence.
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Majorer, minorer (critére de comparaison)

Une méthode générale consiste a comparer la fonction a intégrer
avec des fonctions dont on sait que l’intégrale impropre existe ou
n’existe pas.

PROPOSITION

(a) Soit f une fonction positive, majorée par une fonction M
dont 1’intégrale généralisée existe. Alors I'intégrale générali-
sée de f existe aussi.

(b) Soit f une fonction positive, minorée par une fonction m
dont I'intégrale généralisée n’existe pas. Alors 'intégrale gé-
néralisée de f n’existe pas non plus.

Foncetion test

o0
PROPOSITION. / — existe si et seulement si o > 1.
1 XT

Critére de convergence (ou d’existence)

PROPOSITION
(a) Soit 0 < f < cste /z% pour un « > 1; alors

0
/ f(x)dz existe (converge)
a
(b) Soit 0 < cste /% < f pour un «a < 1; alors
O
/ f(x)dz n’existe pas (diverge)
a

(c) Si aucune des conditions (a) ou (b) n’est satisfaite, le critére
ne s’applique pas.



78 Intégrales de fonctions d’une variable

Fonctions a signe variable

Intégrales (généralisée) absolument convergentes

oo

DEFINITION. Si 'intégrale / ‘f(x)‘ dx converge, l'intégrale
a

oo
/ f(x) dz est dite absolument convergente.
a

PROPOSITION. La convergence absolue d’une intégrale généra-
lisée implique la convergence; c’est-a-dire :

(0. @) oo
si / | f(x)| dz converge, alors / f(x)dz converge aussi.
a a

Remarque. La convergence n’entraine pas nécessairement la conver-

gence absolue.

Utilisation des critéres précédents, dans le cas ou les fonctions ne
sont plus positives. On peut essayer de démontrer la convergence
de [ f(z) dz en étudiant [7°|f(z)|dz. Si la deuxieme intégrale con-
verge, l'intégrale originale converge aussi (elle converge méme absolu-
ment). Toutefois, il s’agit 1a d’un critére qui ne permet pas de trancher
la question lorsque l'intégrale converge sans converger absolument.

4.6.2 Intégrales de certaines fonctions discontinues
(intégrales impropres de premiére espéce)

DEFINITION. Soit f une fonction continue sur (a, b].
Si la limite ci-dessous existe, on notera :
b

b .
/f(a:)d:c ' tim f(x)dz

e—0+ a+e

On dira alors que l'intégrale existe ou qu’elle converge.
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T

a+te¢€

@*—

Calcul d’une intégrale impropre de premiére espéce

On peut quelquefois calculer la valeur d’une telle intégrale généra-
lisée, par exemple si une primitive de la fonction a intégrer est connue.

Existence (convergence) des intégrales impropres
de premiere espeéce

Comme dans le cadre des «intégrales impropres de seconde espece»,
on peut majorer (resp. minorer) la fonction a intégrer par des fonctions
dont la convergence (resp. divergence) de l'int€grale est connue.

Fonctions test

PROPOSITION. Soit a < b;

/ b dx converge pour o < 1
0o (x—a)® diverge pour a > 1
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Critére de convergence

PROPOSITION
(a) Soit pour un certain a < 1: 0 < f(z) < cste /(x — a)® sur
(a, b]; alors

b
/ f(x)dz converge
a

(b) Soit pour un certain o > 1: 0 < cste /(z — a)® < f(x) sur
(a, b]; alors
b
/ f(x)dz diverge
a

(c) Siaucune des conditions (a) ou (b) n’est satisfaite, le critére
ne s’applique pas.

4.7 Applications des intégrales

Dans cette section, les fonctions et les derivées sont supposées exis-
tantes et continues.

4.7.1 Aire sous une courbe paramétrée
Soit une courbe paramétrée {x =zx(t);y = y(t)}, avec t] <t < to
(y > 0); alors laire sous la courbe est

A:/abydx:/tt2 y(t) - () dt

1

to
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4.7.2 Aire délimitée par une courbe fermée

Soit une courbe fermée paramétrée {x = x(t);y = y(t)} ot x(t1) =
z(tg) et y(t1) = y(t2); alors l'aire «intérieure» est

Y

P
to
A= —/ y-a' dt
t1 £
to
Autre formule: A = / z -y dt.
t1

1 [t
Formule «symétrique»: A = 3 / (zy — 2'y)dt.
t

1

4.7.3 Aire en coordonnées polaires

2
L’élément d’aire en coordonnées polaires est dA = % dp, donc

pde

A:

N —

Q
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4.7.4  Longueur d’un arc de courbe (plane)

On a pour I'élément d’arc ds:

dun 2
ds? = dz? + dy2 ds=14/1+ (d—y) dz
x

La longueur de I’arc AB (abscisse curviligne) est

y B

dx

b 2
L@:/ 1+ ()2 da | do
\ \
“ \ \
\ \
| |

B
:/ ds |
A a b x

4.7.5 Longueur d’un arc paramétré

Pour une courbe paramétrée {z = z(t);y = y(t)} avec t; <t < to,
on a

ds = \/dz? + dy? = \/(%)2 + (%)th

d’ou la longueur de I’arc AB

4 B
B T
LAB = d
AB /A S A
to t1
= Va2 +y 2 dt
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4.7.6 Abscisse curviligne comme parametre

Si la courbe est donnée sous forme explicite y = y(x), alors

s(a:):/awwl—k (j—?)zdﬁ

Si la courbe est paramétrée par {x = x(t);y = y(t)}, alors

s(t) = /tlt \/<%>2 4 (%)2(17

a —x— =z

4.7.7  Abscisse curviligne et vecteur tangent

Soit une courbe paramétrée par ’abscisse curviligne {z = z(s);y =

y(s)}: alors
() (&) -

PROPOSITION. Le vecteur tangent d’une courbe parametrée
par l'abscisse curviligne est de longueur = 1.
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4.7.8 Volume

Le volume «intérieur» & une surface fermée est

V:/abA(:c)d:c

ou A(z) est laire d’une section verticale.

4.7.9  Volume d’un corps de révolution

Avec A(z) =7 -2, on a dans ce cas:

Y

b
V:ﬂ'/ y2daz
a

4.7.10 Aire d’une surface de révolution

Soit dA = 2myds = 2my\/1+ (v/)° dz I'élément d’aire engendré
par la rotation de I’élément d’arc ds autour de ’axe x; alors

b
A:27T/ yy/ 1+ (y’)2dzl:
a
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4.8 Courbure, cercle osculateur

La courbure moyenne d’un arc est

Aa
kmoyenne = E

ou A« est I'angle de contingence de ’arc AB.

Yy
a+ A

, , da
DEFINITION. La courbure en A est définie par k = e
s

4.8.1 Calcul de la courbure

La courbure pour une courbe explicite est

/!

Y
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La courbure pour une courbe paramétrée est

2y — 2" y/

]{j =

4.8.2 Rayon de courbure, cercle osculateur et
centre de courbure

Le rayon de courbure est p = 1/k.
Le cercle osculateur est le cercle qui:
e passe par P,
e a méme tangente que C (en P),
e a méme courbure que C' (en P).
Le centre de courbure est le centre du cercle osculateur.

Y tangente

cercle osculateur

p rayon de courbure

M centre de courbure

J
\ / x




CHAPITRE 5
Séries

5.1 Séries numériques, séries alternées

5.1.1 Séries numériques

Définition de la convergence d’une série numérique

Soit la série :

%)
a1 + ag +as +aq +ag + - - - = Zai
N—— ;

S Z:].
2
N, e’
S3
Sa
etc.

DEFINITION. On dit que la série Y 72 a; converge si la suite
s des sommes partielles converge (s, — S). S est alors appelée
la somme de la série.

La notation ) ;°; a; sera souvent abrégée en ) a;.

Exemple. La série géométrique

1
— pour [p| <1

l+p+p*+p°+--{ 1-p
n’existe pas pour |p| > 1
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Propositions et régles de calcul pour toutes les seéries

(1) Si Y72, a; converge, alors a; — 0.

(2) «On peut multiplier une série convergente terme par terme par un
nombre». De fagon précise: si ) 72, a; = a, alors

o o
Z)\ai = )\Zai = A\a
=1 =1

On dit aussi: «On peut mettre en €vidence un facteur commun
aux termes d’une série convergente».

(3) «On peut additionner deux séries convergentes terme par terme».
De fagon précise: si Y 2 a; = a, Y 0 b; = b, alors

o0 o0 o0
Z(azibz) = ZCLZ:EZI)Z =axb
1=1 1=1 1=1

(4) Si la série > 72, a; converge (resp. diverge), alors, aprés modifica-
tion d’un nombre fini de termes, la série converge (resp. diverge)
toujours.

(5) Critére de Cauchy. La série Y 72, a; converge si et seulement si,
pour tout € > 0, il existe N tel que N < n < m implique:
lap + ant1 + -+ + am| < e. (Intuitivement : pour des indices n
et m suffisamment grands, la somme |ay, + - - - + am,| est aussi pe-
tite que l'on veut.)

5.1.2 Séries alternées

DEFINITION. Une série Y a; est dite série alternée, si a; et
a;+1 sont de signe opposé quel que soit :.

Critére de Leibniz

PROPOSITION. Soit Y a; une série alternée telle que
(a) lima; = 0,

(b) |a;| est décroissant,

alors ) a; converge.
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5.1.3 Convergence absolue

DEFINITION. Une série Y | a; est dite absolument convergente,
si la série ) |a;| des valeurs absolues converge.

PrOPOSITION. Toute série absolument convergente est conver-
gente.

Remarque. 1l existe des séries convergentes qui ne sont pas absolu-
ment convergentes. Exemple : «la série harmonique»

1,11
2 3 4

Regles de calcul pour les séries absolument convergentes

(1) Si > a; et > b; convergent absolument, alors » (a; & b;) converge
absolument.

(2) Si > 2pa; et > 2y b; convergent absolument (vers a resp. vers b),
alors leur «produit»
(0. @)

Z ar - by

(k+0=1)
1=0

converge absolument (vers a - b).

(3) Toute sous-série d’une série absolument convergente est absolument
convergente.

(4) Si une série est absolument convergente, on peut permuter libre-
ment les termes: la série restera absolument convergente et la
somme sera la méme.

Séries convergentes mais pas absolument convergentes

Ces séries sont aussi appelées semi-convergentes.

THEOREME (Riemann). Soit ) a; convergente mais pas abso-
lument convergente. En permutant ses termes, on peut obtenir
n’importe quelle somme ou méme une série divergente.
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5.1.4 Séries complexes

Excepté le paragraphe sur les séries alternées et le théoreme de Rie-
mann sur les séries semi-convergentes, toutes les definitions et proposi-
tions figurant ci-dessus sont également valables pour des séries a termes
complexes. Notamment :

e la définition de la convergence d’une série,
e les propositions et regles de calcul pour toutes les sries,
e la définition de la convergence absolue,

e la proposition selon laquelle toute série absolument convergente est
convergente,

e les regles de calcul pour les séries absolument convergentes.
Exemple. La série géométrique complexe :

1
l+z+22+27+-- 1—2 i

n’existe pas si|z| > 1

5.2 Séries a termes positifs, critéeres de convergence

Majorer et minorer des séries a termes positifs

(1) Majorer. Soit 0 < a; < b;; si > ;o b; converge, alors > .2, a;
converge aussi.

(2) Minorer. Soit 0 < b; < a;;si Y o b; diverge, alors Y >2; a; diverge
aussi.

Majorer et minorer des séries quelconques

(1) Majorer: soit 0 < |a;| < b;; si > ;2 b; converge, alors Y 2 a;
converge (absolument).

(2) Minorer : soit 0 < b; < |a;|; si Y .oq b; diverge, alors 22, a; n’est
pas absolument convergente (c’est-a-dire Y o2, a; est soit diver-
gente soit semi-convergente).



Séries a termes positifs, critéres de convergence 91

5.2.1 Tests de d’Alembert et de Cauchy
(test du quotient et test de la racine n'®™e)

Test du rapport ou test de d’Alembert

PROPOSITION
(a) >°221 a; converge (absolument) si, & partir d’un certain in-
dice, on a
a.
141 <p<l1
Qs

o0 . . N . 9 . . .
(b) Y21 a; diverge si, a partir d’un certain indice, on a

a;+1
a;

>1

(c) Si aucune des deux conditions n’est satisfaite, le test ne per-
met pas de conclure

Test de la racine ni®™€ ou test de Cauchy

PROPOSITION

(a)

> a; converge (absolument) si, a partir d’un certain indice,

on a '
Vel <p<1
(b) > a; diverge si, a partir d’'un certain indice, on a
Vail > 1

(c) Si aucune des deux conditions n’est satisfaite, le test ne per-
met pas de conclure.
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5.2.2 Cas particulier des tests de d’Alembert
et de Cauchy

PROPOSITION. Si
;41
a;

lim =
1— 00

alors on a pour
e p < 1 convergence (absolue),
e p > 1 divergence,
e p = 1 test non concluant.

PROPOSITION. Si
lim /|a;| = p
1— 00
alors on a pour
e p < 1 convergence (absolue),
e p > 1 divergence,
e p = 1 test non concluant.

5.2.3 Comparaison avec une intégrale

PROPOSITION. Soit ) ~° ; ap une série a termes positifs avec
an — 0.

Soit f(x), (définie et) décroissante, a partir d’un k > 0, telle que
f(n) = ap, pour n > k. Alors:

w w
o si / f(x)dz converge, alors E ay, converge aussi,
k ;
1=1

00 n
o si / f(z)dz diverge, alors Zan diverge aussi.
k ;
=1
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5.3 Suite de fonctions, séries de fonctions,
convergences simple et uniforme

5.3.1 Suites de fonctions réelles

Convergence simple et convergence uniforme

DEFINITION. Soit f1, fo, f3, ... une suite de fonctions définies
sur A C R.

On dit que la suite f; converge simplement (ou ponctuellement)
vers f, si pour tout x € A, f;(z) converge vers f(x).

Si f;(x) converge vers f(x) seulement pour lesxz € D C A, on
appelle D domaine de convergence de la suite.

DEFINITION. On dit qu’une suite f1, fo, ... de fonctions, dé-
finies sur A C R, converge uniformément vers f si, pour tout
e > 0 (aussi petit soit-il), il existe un indice N (qui ne dépend
pas de x, mais seulement de €!) tel que pour tout x € A on a:
| fi(x) — f(z)| <esii>N.

Autrement dit: f; est a U'intérieur de la bande f(z) +¢, f(x) — €.

Y f(z)+e
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Définition équivalente de la convergence uniforme

Appelons
sup | f(z) — g(2)| = d(f,9)
xeA
la distance des deux fonctions f et g.
Appelons 'ensemble des fonctions dont la distance a f est < € un
e-voisinage (ouvert) de f: Vo(f) = {g | d(g, f) < e}
On peut formuler la définition de la convergence uniforme de la
maniere suivante :

On dit que la suite f1, fa2, ... converge uniformément vers f si, pour
tout e-voisinage Vz(f), il existe un indice N a partir duquel toutes les

fi sont dans V(f).

ProPOSITION. Une suite f; qui converge uniformément vers f
converge aussi simplement vers f.

Remarque. Une suite f; qui converge simplement vers f ne converge
pas nécessairement aussi uniformément vers f.

Limite uniforme d’une suite de fonctions continues

PROPOSITION. Soit f; une suite de fonctions continues sur
[a, b].

Si la suite f; converge uniformément vers f, alors f est aussi
continue sur [a, b].

Intégration de suites uniformément convergentes

PROPOSITION. Soit f; une suite de fonctions continues sur
[a, b].

Si les f; convergent uniformément vers f, on a:

lim /abfz-(a:)dx:/abf(:c)dx :/ab lim f;(x)dz

1—00 1—00
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Intuitivement. Dans une suite uniformément convergente on peut

permuter lim et f :
lim/fida:: /limfidx

Dérivation de suites uniformément convergentes

PROPOSITION. Soit f; une suite de fonctions continiment dé-
rivables sur [a, b].

. . . . . /
Si les f; convergent (au moins simplement) vers f et si les f;
convergent uniformément vers g, alors

f est dérivable et f =g

Intuitivement. Dans une suite dont les dérivées sont continues et
convergent uniformément, on peut inverser limite et dérivée :

(lim £;)" = lim(f!)
5.3.2 Séries de fonctions réelles

DEFINITION. Soient a;(x), as(zx), ag(x), ... des fonctions réel-
les définies sur A C R.

On dit que la série a; +ag +ag +- - - converge simplement (resp.
uniformément) vers a si la suite des sommes partielles conver-
gent simplement (resp. uniformément) vers a(x).

Intégration de séries uniformément convergentes

PROPOSITION. Soit a;(x) une suite de fonctions continues sur
[a, b].

Si la série Y 72, a; converge uniformément (vers f), on a:

i/baz‘(x) dx :/b iai(:v) dz = /bf(gj>dx
¢ \i=1 a

=172



96 Séries

Intuitivement. Une série uniformément convergente peut étre inté-
grée terme par terme.

Autre formulation. Dans une série uniformément convergente, on
peut permuter > et [.

Dérivation des séries de fonctions

PROPOSITION. Soit a;(z) une suite de fonctions continiment
dérivables.

Si la série > 72, a; converge (au moins simplement) vers f et
si la série des dérivées Y 2, ag converge uniformément vers g,
alors f est dérivable et f/ = g.

Intuitivement. Dans une série convergente, dont les dérivées conver-
gent uniformément, on peut permuter > et d/dx:

/
/
Eai:ECLi

Autre formulation. Une série convergente de fonctions peut étre dé-
rivée terme par terme, si la nouvelle série converge uniformément.



CHAPITRE 6

Séries de Taylor

6.1 Approximations locales par des polynomes

Dans cette section, on suppose 'existence de toutes les derivées
utilisées.

Approximation linéaire (sect. 3.7)

fi(z) = fla) + f(a)(z — a)

est appelée approximation linéaire ou approximation d’ordre 1 de f
dans un voisinage du point a.

f1 est le (seul) polynéme de degré 1 ayant en a:
e la méme valeur que f,
e la méme dérivée que f.
y = f1(x) est la tangente a la courbe y = f(x) en a, plus précisé-
ment : au point de coordonnées (a, f (a)).

Approximation d’ordre 2

fo@) = f(a) + F@)ax — a) + T2 (o — a2

est appelée approximation d’ordre 2 de la fonction f.
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f2 est le (seul) polynéme de degré 2 ayant en a:
e la méme valeur que f,
e la méme dérivée que f,

e la méme dérivée seconde que f.

y = fa(x) est la parabole osculatrice de y = f(x) au point de
coordonnées (a, f(a)) :
e clle passe par le point (a, f(a)) du graphe de y = f(x),
e elle a la méme tangente que y = f(x) en ce point de contact,
e elle a la méme courbure que y = f(z) en ce point.

Interprétation géométrique des approximations d’ordre 1 et 2

y = f1(z) tangente

y = fa2(x) parabole

\
\
\
1
/ a \ x

osculatrice
\
Approximation d’ordre n
/ 7 (n)
fu@) =@+ 2 -+ B oo+ D

est appelée approximation (locale) d’ordre n de la fonction f (dans un
voisinage du point a).
fn(x) est le polynéme de degré n ayant en a:
e la méme valeur que f,

e la méme dérivée que f,

e la méme dérivée n'°™€ que f.
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6.2 Formule de Taylor

6.2.1 Précision de ’approximation linéaire

THEOREME. Si f” existe dans un intervalle comprenant a et
x, alors il existe £ entre a et x tel que

f@) = f@) + £ (@) @~ a)+ T (o~ ap?

f1() R

()

5 (z — a)? sera appelé reste.

Le terme R =

Magjorer le reste. Sil’on veut estimer la précision de ’approximation
linéaire f; d’une fonction f, on essayera de majorer le reste R. La
difficulté principale dans ’application de la formule ci-dessus réside
dans le fait qu’elle postule I'existence d’une valeur £ sans donner de
méthode pour trouver cette valeur.

En général, il suffit de remplacer ¢ par une valeur (entre a et x)
pour laquelle |f”| est maximale.

Précision en un point

Probléme. Estimer la précision de ’approximation linéaire f pour
une valeur x donnée.

Meéthode de calcul. Remplacer dans la formule du reste R la valeur
¢ par celle parmi les valeurs * (entre a et x) pour laquelle ! f" (*)‘ est
maximale. On a alors

()]

Rl < 2|z —a)?
7l < Plia—f
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Précision dans un intervalle

Probléme. Estimer la précision de ’approximation linéaire dans un
intervalle (symétrique) autour de a: (a — p, a + p).

Marche a suivre

(1) Remplacer dans la formule du reste R la valeur & par celle des
valeurs * entre a — p et a + p pour laquelle | f”(x)| est maximale.

(2) Remplacer dans la formule du reste R la valeur |z — a| par p.
Précision donnée, intervalle cherche

Probléme. Trouver un intervalle (symétrique) [a —p, a+ p| dans le-
quel 'imprécision de ’approximation linéaire ne dépasse pas une valeur
€ donnée.

Solution. Au cas ou |f”| prend son maximum soit en a, soit & une
des extrémités d’un (petit) intervalle autour de a, on peut procéder de
la maniere suivante :

" (a)]

e Si |f"| est mazimale en a: résoudre T p? <e. Doup<...
o Si |f"| est mazimale a une des extrémité de l’intervalle (par exem-

}f (aJFP){ ,02

ple en a + p) : résoudre <e Doup<...

Dans ce cas, il est souvent nécessaire de majorer |f”(a + p)| pour
trouver une inégalité «maniable».
6.2.2  Une autre définition de la dérivée

Comportement du reste pour r — a

PROPOSITION. On a R — 0 (pour z — a) et en plus

R

Ir—a

— 0 (pour z — a)

Intuitivement : R non seulement tend vers 0, mais R tend vers
zéro plus «vite» que = — a.
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Autre définition de la dérivée

Intuitivement, une fonction f est dite dérivable en a, si elle peut
étre approchée dans un voisinage de a par une fonction linéaire (affine)
fi(z) = f(a) + ma. m sera alors appelée dérivée de f en a.

De facon précise :

NOUVELLE DEFINITION. f est appelée dérivable en a s’il existe
un nombre m et une fonction R(z) telle que

lim R(z)

T—a r — Q

=0

et telle que la fonction f peut s’écrire :
f(z) = f(a) + m(z — a) + R(z)

m sera appelé dérivée de f en a.

6.2.3 Précision de I'approximation d’ordre n

THEOREME (formule de Taylor). Si f est n+1 fois continliment
dérivable sur [a, z] (resp. [z, a]), alors

f’(a) f”(a)
f(x) = f(a) + 1] (z—a)+ 51 (z—a)’+---
N 7™ (a) (t— )"+ Ry

n!
ou le reste R, peut (par exemple) étre noté :

Fr )
" (n+1)

n+1

Ry, (x —a) pour un certain & entre a et z

ou
x

Ryo=—= [ (z=t)"fD@)dt

t=a
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Remarque

re e
(n+1)!
plus exactement : il existe £ entre a et x tel que R,, =.

«Rn _ )TH—l

(r—a pour un certain £ entre a et x» signifie,

Précision de ’approximation d’ordre n

Probléme. Que vaut 'approximation d’ordre n dans un intervalle
[a—d, a+d] donnée?

Meéthode de résolution. On peut souvent estimer la précision de f,
en majorant le reste Ry, :

Bn(0)] < 17050,

I1 faut choisir la valeur * entre a et x de sorte que |f (”"'1)\ soit maxi-
male.

6.3 Séries de Taylor

6.3.1 La notion de série de Taylor

L’expression :

fla) + 1!" (a:—a)+f2(!“) (z—a

)2 f(n) (CL)

n
4+ o4 ~ (x_a) 4+ ..

est appelée série de Taylor de la fonction f.

La valeur a est appelée centre du développement de Taylor.
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PROPOSITION. Soit

(") (a
f@) = f@) + fla)e )+ + T D @ ay i Ry

Il revient alors au méme de dire que
(a) Ry — 0 (si n — 00) pour un certain x; ou
(b) la série de Taylor tend vers f(x) (pour ce méme z); ou

) Fla) = f(a) + 19 @)

1! 2!
meéme ).

(x —a)+ (z —a)? + - (pour ce

Remarque. Pour qu’une fonction puisse étre développée en série de
Taylor autour de a, il est nécessaire (mais pas suffisant) que toutes les
dérivées existent en a.

6.3.2 Exemples de fonctions entieres

DEFINITION. Une fonction f est appelée fonction entiére, si sa
série de Taylor converge vers f(x) pour tout x, quel que soit le
centre de développement.

Quelques fonctions entiéres et leur série de Taylor

:E_l L CE2 $3 ,’En t t

et Tyttt (pourtout @)
. 5132 x4 x6 338

cosT=1-or g~ g (pourtouta)

. 3 2 27 g

sinz =2 — —~+—— o +——--- (pour tout )

3! 5! 7! 9!

2 ozt 20 o8
chle#—a—lrﬁ%—a—kg—lr--- (pour tout x)
ha — 3 25 2T Y
shz=z+or+ ottt (pour tout x)
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Fonction exponentielle complexe

La définition donnée ci-dessous est une des définitions possibles. La
série converge (méme absolument) pour tout z.

DEFINITION. La fonction exponentielle complexe est définie
par la série

2 3
, z z z
2 dety 1Tyt g Ty pour tout 2 complexe

Remarque. Les fonctions cos, sin, ch et sh peuvent étre définies d’une
maniere analogue pour des valeurs complexes de la variable.

Une démonstration des formules d’Euler

Soit y réel.

(y)? | Gy)? | Gy, Gy)° | (@y)° , ()7

1wy _ :
ety ottt e T
2 4 6 3 5
T oY Y
_<1 TR TR )H(y 31 1 i )

=Ccosy +tsiny

6.4 Domaine de convergence

6.4.1 Convergence des séries entieres

DEFINITION. Une série du type ag + ajx + agz? + - - - ou plus
généralement ag 4 a1 (x —¢) +az(x —c)? +- - - sera appelée série
entiere.

Séries entiéres complexes
Pour la convergence de la série ag + a1(z — ¢) + ag(z — ¢)® + - -+,
il existe trois possibilités:
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(1) Convergence a l'intérieur d’un disque D de centre z = c; divergence
a 'extérieur. Le rayon p du disque est appel€ rayon de convergence.

cercle de
convergence

1

(Aucun énoncé général n’est possible pour I'éventuelle convergence
ou divergence de la série sur le bord du disque.)

(2) Convergence pour z = ¢ seulement. On dit alors aussi que «le rayon
de convergence est nul» (p = 0).

(3) Convergence pour tout z € D. On dit alors aussi que «le rayon de
convergence est infini».

Remarque. La série converge méme absolument a l'intérieur du cercle
de convergence. Elle converge uniformément dans tout disque fermé
contenu a l'intérieur du cercle de convergence.

Séries entiére réelles

PROPOSITION. La série ag+a1(z—c)+as(z—c)?+- - - converge
a 'intérieur d’un intervalle symétrique autour de c. Elle diverge
a l'extérieur de cet intervalle. (Un énoncé général concernant
I’éventuelle convergence ou divergence sur les points limites de
I'intervalle n’est pas possible.)

c—p c c+p

Trois cas sont possibles:
(1) p =0, convergence pour x = ¢ seulement.

(2) p fini.

(3) p = o0, convergence pour tout x réel.
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6.4.2 Calcul du rayon de convergence

PROPOSITION. Sil’une ou l'autre des limites ci-dessous existe,
le rayon de convergence d’une série ag+a1 (z—c)+ag(z—c)>+- - -
peut étre calculé a 'aide des formules:

an

1
= — = lim
limg,— 00 ’an+1 /an‘ n—00

1

P = =
limy, 500 n\/ |an‘

p

an+1

Formule d’Hadamard

1
p== :
limsup;, o0 ¥/ |an|

PROPOSITION.

6.4.3 Convergence et singularités

Domaine de convergence d’une série de Taylor
d’une fonction complexe

PROPOSITION. Soit f(z) une fonction pouvant étre développée
en série de Taylor complexe autour de ¢ (rayon de convergence
p # 0). Alors le disque de convergence est le plus grand disque
ouvert, de centre c, ne contenant pas de singularités de f.

Si f n’a pas de singularité (pour z fini), sa série de Taylor con-
verge dans tout le plan complexe, f est alors une fonction en-
tiere.

ke A
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Autres formulations

e Le disque de convergence ne contient aucune singularite’ dans son
intérieur mais (au moins) une sur sa circonférence.

e Le rayon de convergence est la distance entre le centre du dvelop-
pement et la singularité la plus proche.

6.5 Opérations élémentaires sur les séries entieres

Dans la suite, on étudiera des séries de puissance de x. Pour des
séries de puissances de (x — a), les résultats seront analogues.

Addition, soustraction

Deux séries entieres peuvent étre additionnées ou soustraites terme
par terme. De fagon précise :

PROPOSITION. Si f(z) = ag + a1z + asx? + - - - pour |z| < p1
et g(x) = bg + b1z + box? + - - - pour |z| < pa, alors

f(z) £ g(z) Zaoﬂ:bo—F(a1:|:b1):13—|—(a2:|;b2)$2_|_...

pour |z| < p, ol p = min(py, p2)-
Multiplication par un nombre

PROPOSITION. Si f(z) = ag + a1z + asx?® + azx® + - - - pour
|z| < p, alors

M (z) = Xag + Aarx + Aagz? + - -- pour |z| < p
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Multiplication de deux séries entiéres

Deux séries entieres peuvent étre multipliées «comme des poly-
nomes». De facon précise :

PROPOSITION.  Si f(z) = ag + a1z + agx? + - - - pour |z| < p1
et g(z) = by + b1z + box?® + - - - pour |z| < pa, alors

f(x) - g(x) = co+ crz + cox® + - - - pour |z| < p
ol p = min(py, p2) et ou

co = apbg

c1 = agb1 + a1bg

cg = agba + a1b1 + a2bg

c3 = agbg + a1b2 + a2b1 + azbg

Quotient de deux séries entiéres

Probléme
2
Soit f(m):a0+a1$+a2x 4+ ... ! 0.
7 {9($)2b0+b1x—|—b2x2+.., (bo # 0)
Trouver:h(a;):M:CO+CNH_62$2+.”
9(x)

Solution. On trouve les inconnues c; par la «méthode des coefficients
indéterminés»:
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L’équation h = f/g équivaut a f = g - h; d’ou

a0+a1x+a2x2—|—---
= (b + b1z +baz? + ) - (co + 1z + cz® + -+ )

En effectuant le produit a droite et en comparant les coefficients des
premier et second membres, on obtient le systtme d’équations :

ap = bo - co

a1 =bg-c1+b1-co

a2 =bg-cag+b1-c1+ba-co

a3 =bg-c3+b1-co+ba-c1+b3-co

On peut maintenant calculer successivement cq, ¢y, c2, etc.

Convergence d’une série de Taylor d’une fonction réelle

Si une fonction réelle f(z) peut étre considérée comme la restriction
(sur R) d’une fonction complexe f(z), il est souvent facile de trouver
I'intervalle de convergence d’une série de Taylor de f(z), en cherchant
d’abord le cercle de convergence de la fonction f(z); sur la figure ci-
dessous c est le centre de développement, I 'intervalle de convergence
de la série de Taylor de la fonction réelle f(x) et D est le domaine de
convergence de la série de Taylor de la fonction complexe f(z).
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6.6 Intégration et dérivation des séries entieres

On peut intégrer et dériver une série entiere terme par terme. Plus
précisément :

PROPOSITION
(1) Si f(x) = cg + c12 + cox® + - - - pour |z| < p, alors
2 3

F(x) = cox + 14 + c2g + .-+ converge aussi pour |z| < p

et F'(z) = f(x).

(2) Si f(z) = co + c12 + cax® + ez + - pour |z| < p, alors
F(z) = c1 + 2coz + 3cs2® +--- pour |z| < p
COROLLAIRE. Toute fonction définie par une série entiere est infini-

ment dérivable (a l'intérieur de l'intervalle de convergence). Les deri-
vées peuvent étre obtenues en derivant la série terme par terme.

La «formule générale du binéme»

Les coefficients binomiauz sont

k facteurs
. (ny n! _;L-(n—l)---(n—k—lrl)\
n entier: (k:) T K (n—k) k! !
k facteurs
e ,oz-(oz—l)---(oz—k—kl)\
’l:( >: .
o rée f ]

PROPOSITION (formule générale du bindéme). On a

(1+2)* = 1—1—(?) :13—1—(3) 224 -—|—(z) k4. pour |z| < 1



CHAPITRE 7

Calcul différentiel de fonctions
de plusieurs variables

7.1 Fonctions différentiables, dérivées partielles

7.1.1 Fonctions différentiables

Définition intuitive. f(x,y) est appelée différentiable (ou dérivable)
en un point (xg,yg) si elle peut étre approchée (dans un voisinage de
(z0,y0)) par une fonction linéaire (affine). Plus précisément :

DEFINITION. f(x,y) est appelée différentiable en un point A =
(0, yo) s’il existe une fonction ¢, linéaire en (z—xg) et en (y—yo)
(c’est-a-dire: £ = a(x — zg) + b(y — y0)), telle que

f(z,y) = f(®0,y0) + alx — z0) + b(y — vo) +7(z,y)
g J/ \-—v—-/

I reste

ou lim r(X)

=0,X = .
X—A d(A, X) ’ ()

Continuité des fonctions différentiables

PROPOSITION. Soit f(z,y) différentiable au point (xg,yo);
alors f est continue en ce point.
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7.1.2 Dérivées partielles

Dérivée partielle par rapport a «

Sil’on garde y fixe, la fonction f(x,y) reste fonction de z. Sa dérivée
(par rapport a x), si elle existe, est appelée dérivée partielle de f par
rapport a x et est notée O f /0x.

DEFINITION. Si la limite ci-dessous existe, alors

of @t . fl@t A,y — fzy)
— = lim
ox (z Az—0 Az

Y)

est appelée dérivée partielle de f par rapport a x au point
Az, y).

Géométriquement : considérons la surface z = f(z,y). La dérivée
partielle 0 f/0x (en A) est égale a la pente de la courbe Cq (en B),
donc est égale a tga.
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Dérivée partielle par rapport a y

Par analogie a la dérivée partielle définie ci-dessus, nous définissons :

DEFINITION. Si la limite existe, alors

af aef . [z, y+ Ay) — fla,y)

ay (z,y) Ay—0 Ay

est appelée dérivée partielle de f par rapport a y au point
Az, y).

Géométriquement : la dérivée partielle O f /Oy (en A) est égale a la
pente de la courbe Cy (en B), donc est égale a tg .

f

0
Notation pour les deérivées partielles. 51’ fz, Dof, Oz f
x
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7.1.3 Fonctions différentiables et dérivées partielles
Existence et signification des derivées partielles

PROPOSITION. Si f(x,y) est différentiable au point (xg,yo),

alors

(1) les dérivées partielles f; et fy existent, et

(2) fz et fy sont les coefficients des termes linaires de la fonc-
tion approchant f, c’est-a-dire

f(z,y) = f(zo,%0) + fz(z0,%0) - (z — x0)
+ fy(xo,v0) - (¥ — yo) + r(z,y)

Approximation d’ordre 1

DEFINITION. La fonction

fi(z,y) = f(zo,y0) + fz(xo0,y0) - (x —20) + fy(x0,%0) - (¥ — ¥0)

sera appelée approximation d’ordre 1 de la fonction f(z,y) dans
un voisinage de (xg, yo).

Géométriquement : z = f1(z,y) est '"équation du plan tangent de
la surface z = f(z,y) (au point (2o, Yo, f(z0,¥0)))-

B(zo,y0, f(z0,¥0))

o A(zo,y0,0)
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7.1.4 Différentielles totales

L’expression df = fzdx + fydy sera appelée différentielle totale
de f.

Interprétation historique. dx et dy sont des accroissements «infini-
tésimaux» des variables et df est 'accroissement correspondant de f.

Une interprétation correcte. df est I’accroissement de "approxima-
tion d’ordre 1 lors d’accroissements dx et dy des variables.

Dans les applications, df est souvent interprétée comme l’accrois-
sement approximatif de f lors de «petits» accroissements dx et dy des
variables. Cette méme situation peut étre exprimée, de maniere plus
correcte, en écrivant :

Af = fo-Ax+ fy- Ay

7.1.5 Application: propagation d’erreurs de mesure

Des valeurs z, y, z sont mesurées avec certaines imprécisions : A,
+Ay, £Az. Une valeur f(x,y, z) est alors calculée. Quelle est 'erreur
possible de f 7

Une méthode simple et souvent suffisante consiste a estimer ’erreur
en remplacant f par son approximation linéaire. On a

Af] = fo B+ fy Ay + f: Az
<|fol - |A2|+ | fy |- |Ay| + || |A2]

-~

erreur absolue maximale

et
‘Af Nz Az + fy Ay + f. Az
£l f
Jal ful. f
<\f |Az| + 7 |Ay| + 7 \Azﬂ

~"

erreur relative maximale

0 0 0
5o Il |ul+ | ]| e

= |57 Inlf]

A
oy |Azx| +
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7.1.6 Commutativité des dérivées partielles
(théoreme de H. A. Schwarz)

THEOREME. Si fz, fy, fey €t fyz existent et sont continues
dans un voisinage d’un point, alors fzy = fyz en ce point.

7.2 Dérivées de fonctions composées

7.2.1 Dérivée totale (ou dérivée le long d’une courbe)

Soit f(z,y) une fonction de deux variables et soient z = z(t) et
y = y(t) deux fonctions de t.

Nous étudions ici la fonction composée f(xz(t),y(t)).

Notation. Par la suite, la fonction composée f(z(t),y(t)) sera en gé-
néral notée simplement f(¢) ou f. (Elle est une fonction de la seule
variable t.)

DEFINITION. Si elle existe, la dérivée (par rapport a t) de la
fonction composée f(z(t),y(t)) sera appelée la dérivée totale de
f par rapport a t (et sera notée df/dt).

df of dx 0Of dy
P L= e — = =
ROPOSITION T 5 & + dy  dt

Géométriquement : Soit donné: une fonction f(z,y) dans le plan
_y x = x(t)

x,1), une courbe paramétrée C':
(®:9) Y { y=y(t).

y C
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La restriction de f sur C, fo, peut alors étre considérée comme
fonction de t: fo(t).

La dérivée dfs/dt est la dérivée totale df /dt; on dit aussi qu’on
dérive f(x,y) «le long de la courbe C ».

Trois et plusieurs variables

PROPOSITION. Soit f(z,y, 2), avec z = z(t), y = y(t) et z =

z(t). Alors
% B dz dy dz

dt—fx‘a‘ny‘E‘Ffz‘E

Cas particulier (exemple)

PROPOSITION.  Soit f = f(z(t),y(t), z(t),t). Alors

d_f_af.dac

dt ~ 0z dt

0f dy Of d= Of
9y dt 9. dt ot

7.2.2  Dérivées partielles de fonctions composées
x = x(u,v)

Soit f(z,y) et {y = y(u,v).

On notera: f = f(u,v) = f(z(u,v), y(u,v)). Alors:

PROPOSITION
0f _0f Dz 0f Dy

Ju Ox Ou Oy Ou
of 9of 9z 9f 0y

dv Oz 8_11+8y ov
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Trois et plusieurs variables (exemple)

X
PROPOSITION. Soit f(z,y,2) et < y = y(
y4

Alors
8_f_8_f 8x+i3_f.8y of 0z

du  dz Ou Oy Ou 9z du
of of 8a:+8f.8y of 0z

-4 ). —J 4+ L.
dv Ox Ov Oy Ov 0z Ov
Cas particulier (exemple)

PROPOSITION. Soit f(z) ou z = (u,v). Alors

of _df oz  0f df 0z

ou dz Ou © dv  dxr Ow

7.2.3 Dérivées de fonctions implicites

La notion de fonction implicite

Soit F'(z,y) une fonction de deux variables. Sous certaines con-
ditions, 1’équation F(x,y) = 0 définit une (ou plusieurs) «fonctions
implicites» y = (), c’est-a-dire des fonctions satisfaisant a I'identité

F(z,¢(z)) =0.

On dit alors aussi que ¢ est défini sous forme implicite ou que F

définit ¢ sous forme implicite.

Calcul de la dérivée d’une fonction implicite

PROPOSITION. Si F' est continiiment dérivable et si I’équation
F(z,y) = 0 définit une fonction implicite y = y(z) (contini-

ment dérivable), alors
dy = Fy
dz  F,
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7.3 Dérivée directionnelle, gradient

7.3.1 Dérivée suivant une direction donnée
(dérivée directionnelle)

DEFINITION. Si la limite existe, on appelle

e o fP) = f(P)
Def = g, d(P',P)

dérivée au point P de f(x,y) suivant la direction définie par le
vecteur unitaire €.
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Calcul de la dérivée directionnelle
PROPOSITION. Si f est différentiable en un point P(x,y), alors

Def = fo-cosa+ fy-cosfB=fr-e1+ fy-e2

ou € est le vecteur unitaire € = (cos a, cos 3) = (e1, e2).

7.3.2 Notion de «champ»

Souvent, certaines fonctions sont appelées des champs. Spéciale-
ment en physique, les fonctions associant une valeur (scalaire, vecto-
rielle, etc.) a tout point de l'espace (ou du plan) sont, en général,
appelées des «champs» (scalaires, vectoriels, etc.).

Un champ scalaire f(x,y) est donc la méme chose qu'une fonction
f(z,y).

Un champ vectoriel @ (x,y) est une application qui associe un vec-
teur @ (z,y) a tout point (z,y) du plan.

7.3.3 Gradient

DEFINITION. Soit donnée une fonction f(z,y).
Le champ vectoriel grad f = (f, fy) est appelé gradient de f.
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Gradient et dérivée directionnelle

PROPOSITION. Degf = fz-e1 + fy-e2 =grad f - €.

Interprétation géométrique du gradient

En tout point P, grmf est orthogonal a la ligne de niveau de f
passant par P, c’est-a-dire m f pointe dans la direction de la plus
forte croissance de f. Sa longueur est égale a la dérivée directionnelle;
elle mesure le «taux de croissance» de f (dans cette direction).

lignes de
niveau de f(z,y)

7.4 Développement de Taylor

Formule de Taylor pour des fonctions de deux variables

On suppose que les dérivées de f(x,y), jusqu’'a l’ordre n+1, existent
et sont continues dans un domaine rectangulaire D comprenant le point
(a, b) et le point (x, y). Ces hypotheses impliquent la formule de Taylor.

Y
/ﬁ; Y)
(@’D) (&m)
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PROPOSITION (formule de Taylor). On a

f(x,y) = fla,b) + fz(a,b) - (x — a) + fy(a,b) - (y = b)

+ —fm;?’ ) (z —a)® + —fx?{'(clbi b) (z —a)(y —b)
+ fyyéc!% b) (y . b)2 + f:lia?:cg('aab) ($ . a)3
Tarsl@0) a2y — 1)+
+ ...
f k fois n—k f01s( b)
n " (a,
+§: T @9 =Y+ Ry

ou

k fois n+1—k fois
Hlfe s o (6

fin = kz:% K (n i —yk)! (= o)y )"

pour un certain point (£,7n) sur le segment droit délimité par

(a,b) et (x,y).

7.5 Maxima et minima

7.5.1 Trois problemes a distinguer

Le vocabulaire au sujet des «maxima et minima» n’est pas tota-

lement standardisé. Nous proposons de distinguer les trois problemes
suivants :
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(1) Recherche des valeurs stationnaires

DEFINITION. On dit que f(z,y) prend une valeur stationnaire
au point (a,b) si fx = fy =0 (en ce point).

(2) Recherche des extrema locauzr (ou extrema relatifs)

DEFINITION. On dit que f(z,y) admet un mazimum local (ou
maximum relatif) au point (a, b) si dans un certain voisinage de
ce point on a

f(z,y) < f(a,b)  pour (z,y) # (a,b)

On dit que f(z,y) admet un minimum local (ou minimum rela-
tif) en (a,b) si dans un certain voisinage de ce point on a

f(z,y) > f(a,b)  pour (z,y) # (a,b)

(3) Recherche des extrema absolus

DEFINITION. On dit que f(z,y) a un mazimum absolu au
point (a,b) si dans tout le domaine de définition de f on a:

f(z,y) < f(a,b)  pour (z,y) # (a,b)

(si f(x,y) > f(a,b), il s’agit d’'un minimum absolu).
Extrema au sens strict et extrema au sens large

DEFINITION. Si f(z,y) < f(a,b) (pour (x,y) # (a,b)), on
parle d’'un maximum au sens strict.
Si f(x,y) < f(a,b), on parle d’'un mazimum au sens large.

Dans ce qui suit, extremum signifiera extremum au sens strict. Pour
trouver les extrema au sens large, on peut appliquer les methodes don-
nées ci-apres par analogie.
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7.5.2 Résolution des trois problemes
Extrema locaux

PROPOSITION. Une fonction f(x,y) peut avoir des extrema
locaux:

e en des points ou f est stationnaire;

e en des points ou f n’est pas différentiable.

Pour trouver tous les extrema locaux, il convient d’€tablir une liste
des points stationnaires et une liste des points oi f n’est pas dériva-
ble. Les points stationnaires seront examin€s selon la méthode donnée
ci-apres. Pour 1’étude des points ou f n’est pas dérivable, il n’existe
pas de méthode générale : on essayera de déterminer, de cas en cas, s’il
s’agit d’un extremum local.

Extrema absolus

PROPOSITION. Une fonction f(z,y) peut atteindre son maxi-
mum absolu (resp. son minimum absolu) :

e soit en des points ou f est stationnaire,

e soit en des points ou f n’est pas différentiable,

e soit sur le bord du domaine de définition.

On établira une liste des points ou f est stationnaire et une liste
des points ou f n’est pas dérivable. Puis on comparera les valeurs
respectives de f en ces points et on trouvera ainsi le maximum (resp.
le minimum) de f & lintérieur du domaine de définition. Il faudra
encore faire une comparaison avec les valeurs que f prend sur le bord
du domaine.

Classification des valeurs stationnaires

La recherche des valeurs stationnaires se fait par la résolution du
systeme d’équation fr = fy = 0.

Dans les applications, il s’agit souvent de trouver et de discuter
les valeurs stationnaires. La plupart du temps les fonctions impliquées
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sont suffisamment «régulieres» pour que des questions de dérivabi-
lité n’interviennent pas. On peut alors développer la fonction donnée
a l’aide de la formule de Taylor et étudier essentiellement la forme
quadratique définie par les termes de degre 2.

Soit f(z,y) trois fois continiiment dérivable.

Soit fy(a,b) = fy(a,b) =0.

Posons: fyz(a,b) =7, fy(a,b) =s, fyy(a,b) =t. Donc:

fle,y) = fl@,) + oy (- (e =) 425 (2= @)y —b) - (y— b)) + Ry
Posons:
A - S i
On a:
PROPOSITION

Cas 1 SiA > 0etr > 0,alors f a un minimum (local) en (a,b).
SiA >0etr <0,alors f aun mazimum (local) en (a, b).
Cas 2 Si A <0, alors f n’a ni un minimum ni un maximum en
(a,b).
La surface z = f(x,y) a (en deuxiéme approximation) la
forme d’une selle (ou la forme d’un col) en ce point.

Cas 3 Si A = 0 (cas dégénéré) des investigations plus poussées
sont nécessaires.

7.6 Extrema liés (multiplicateurs de Lagrange)

7.6.1 Valeurs stationnaires avec contraintes

Probléme. Trouver les wvaleurs stationnaires de f(x,y) avec la con-
trainte g(z,y) = 0 (on parle alors souvent d’«extrema liés»).

Solution. Nous ramenons la question a résoudre a un probléme sans
contrainte.
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PROPOSITION. Soient f(z,y) et g(z,y) dérivables.

Si le point (a,b) n’est pas un point stationnaire de g, alors les
deux conditions suivantes sont équivalentes:

(1) La fonction f(z,y) est stationnaire au point (a,b) avec la
contrainte g(x,y) = 0.

(2) Pour une certaine valeur de A, la fonction de Lagrange

F(:C7y7 )‘) - f(may) o )\g(%,y)
est stationnaire au point (a, b, A).

Cette proposition permet de formuler la «recette» suivante:

e Définir la fonction de Lagrange F'(z,y,\) = f(x,y) — A\g(z,y).

e Trouver les points (x,y, A) ou F' est stationnaire, en posant F, =
Fy = F = 0; puis «oublier» A.

e Vérifier si aux points (z,y) trouvés, g(x,y) n’est pas stationnaire.

7.6.2 Généralisations
(a) n variables

Pour trouver les valeurs stationnaires de f(x1, zg, ..., Tn) avec
la contrainte g(x1, x2, ..., xp) = 0, on introduit la fonction de
Lagrange:

F(x1, ..., zn, \) = f(x1, ..., zpn) — Ag(x1, ..., Tp)

Les solutions du probléme posé sont alors trouvées en cherchant
les valeurs stationnaires de F':

FxlexQZ...:Fwn:FAZO

(b) Plusieurs contraintes (n — 1 contraintes au plus, pour n variables)
Les valeurs stationnaires de f(z,y,z) avec les deux contraintes

g91(x,y,z) = 0 et ga(z,y, z) = 0, par exemple, se trouvent en cher-
chant les valeurs stationnaires de la fonction de Lagrange suivante:

F(z,y,z, A\ p) = f(z,9,2) — Ag1(x,y, 2) — pga2(x, y, 2)
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Intégrales de fonctions
de plusieurs variables

8.1 Intégrales doubles

8.1.1 Calcul de certains volumes

Domaine rectangulaire

Le volume V «sous la surface z = f(x,y)», ou f(z,y) est supposée
continue, peut étre calculé soit en intégrant d’abord sur y puis sur x
soit en intégrant d’abord sur x puis sur y.

Intégration sur y puis sur x. On a

- /a " Aw)de avee A(z)— / Y ey dy

donc:
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z
z = f(z,y)
|
//\
e .
a,s | _ _ I Yy
x
7 D
b, d /

Intégration sur x puis sur y. On a

d b
V=/ B(y)dy avec B(y)=/ f(z,y)dz

V:/yic (/:af(w,y)dw> dy

donc:

z
z = f(z,y)

|
|
| - |_B(y)
|
| d y

a 77777%__ o) Yy

7
/7
’ D
/7
v, / /
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Notations

On parle de l'intégrale (double) de f(x,y) sur le domaine (rectan-
gulaire) D et on note aussi:

v://Df<sc,y>dxdy

V= // f(z,y)dS, ou dS = dxdy est ’élément d’aire
D

ou encore

Pour éviter tout malentendu quant a la signification des symboles, dans
la suite, on préfere a des notations, comme par exemple
i) ; | Cd f(z,y) dy dz, des notations univoques, soit

b d b d
/ /f(x,y)dy dx ou/ / f(z,y)dy dz
a c r=a Jy=c
Oou encore
b d
/ / f(z,y)dy | dz
r=aqa y=c
Cas particulier

/mia/yd:cf(:c)-g(y)dydx: (/abf(x)dx> : (/cdg(y)dy>.

Domaine convexe

Intégration sur y puis sur x. Soit
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z

A(z)

= f(z,y)
XQ\
/
N

z2(y)
Intégration sur r puis sury. Soit B(y) = / f(z,y)dz; alors

V=/CdB(y)dy=/yd /mz(y) f(z,y)dzdy

=c Jz=z1(y)

: />Z(f(fﬂ,y)
\ _/aﬂ:ﬂﬁl(y)
y '
a/__1|BW |~ " _7 3
” D / ’
b, /7/:}7 ___— ;4/—33 = z2(y)
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8.1.2 Intégrales doubles en général

Définition provisoire
Somme de Riemann: Spm = 3701 > 1"y f(pij) - Az Ay.

Si la limite existe, on 'appelle intégrale double de f sur le domaine D :

//D fdzdy = nli%lo Sn,m

m—0o0
Yy
E ™
g j// Dij
)
-
= / “_1J
. Ay
IENEE
E N
N Azx
n sous-intervalles oy

Définition générale

La définition donnée ci-dessus est suffisante, si 'on admet que
f(z,y) est continue et que la courbe délimitant le domaine d’intégra-
tion D est contintiment dérivable par morceaux. Ces conditions sont
souvent satisfaites dans les applications.

Pour connaitre les limites de la validité de la notion d’intégrale
double, il serait nécessaire d’étudier la théorie de la mesure.

Trois propriétés des intégrales doubles

(1) Lz‘ne’amjté://D(Aerug)dS:)\//Dfd5+u//ngS.

(2) Additivité:// de:// de—l—/ fdS si DyNDy = 0.
D1UDs Dy Do
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(3) Théoreme de la moyenne. Soit f(x,y) continue et D convexe.
Alors, il existe un point (£,7n) € D tel que

//DdeZf(é‘,n) . Aire(D)

8.2 Changement de variables dans
une intégrale double

Dans ce qui suit, un changement de coordonn€es se fera toujours
entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées curvilignes. Le
passage d'un systéeme de coordonnées curvilignes a un autre peut se
faire de maniere analogue.

8.2.1 Jacobien

DEFINITION. Soit (u,v) des coordonnées curvilignes définies
par {:1: = x(u,v).

y =y(u,v)
Alors le déterminant

Ty Ty

J(U,’U): Yu Yo

est appelé jacobien du changement de coordonnées.

Notation. Le jacobien est parfois noté: J =

M:ise en garde

Uy

Quelquefois, I'inverse
Vg Uy

est appelé jacobien.
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8.2.2 Intégrales doubles en coordonnées curvilignes

Soit {:c = z(u,v) un changement de coordonnées dans le plan.
y =y(u,v)

Le jacobien sera noté J(u,v) ou simplement J. Une fonction f(z,y)
donne lieu a une fonction composée f(:v(u,v) , y(u, v)) qui sera sim-
plement notée f(u,v) ou f. Avec ces notations, nous avons:

PROPOSITION. // fdxdy = // f]J]-dudo.
D D

Cas particulier

Coordonnées polaires : // fdzxdy = / f-pdpde.
D D

8.3 Intégrales triples

Les méthodes pour calculer les intégrales triples sont analogues a
celles développées pour les intégrales doubles.

8.3.1 Coordonnées cartésiennes

Pour des domaines convexes, on trouve :

I= // f(z,y,2)dzdydz
y2(2) 2(y,2)
/ / / f(z,y,z)dzrdydz
=y1(2) Jz=w1(y,2)

Cas particulier : volumes

o fff v fff

ou dV = dxdydz est I’élément de volume.
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8.3.2 Coordonnées curvilignes
r = x(u,v,w)
Soit { y = y(u, v, w)
z = z(u,v,w)

d(z,y,2) _ | Mo e

=\ Yu Yo Yw |-
0 (u, v, w) v e 2

et le jacobien J =

Alors:

PROPOSITION. I:/// fda:dydz:///f-u\-dudvdw
D D

ou dV = |J|dudvdw est I’élément de volume.

Deux cas particuliers

(1) Coordonnées cylindriques : elles sont définies par

T=p-COSY
{y—pﬂmw
Z =z

et alors J = p et dV = pdpdpdz d’ou

I:// f-pdpdpdz
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(2) Coordonnées sphériques : elles sont définies par

y = p-sinfsiny

{m-p-sin&cosgp
z = pcosf

et alors J = p?sinf et dV = p?sinfdpdypdd d’ou

I= // f-p?sinf@dpdpdd

8.3.3  Applications

Volumes

I

Centre de gravité (densité constante)

Les coordonnées du centre de gravite sont :

Wzav _[Faav [ ydv
fff dV Vv ’ \%

T =

[] zdV
|4
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Centre de gravité (densité ~y(x,y, z) variable)

Les coordonnées sont dans ce cas:

[ zydv _ [ zydV _
[ dm m 7

Moments d’inertie

Zz =

M yydv JI] zyav

T =

Moment d’inertie par rapport a un aze a:

e fff o

ou dm = p(x,y,z)dV.

Moments d’inertie par rapport auzr axes x, y ou z; on a respective-

ment :
Iw:///(y2+22)dm
Iy:///(x2+zz)dm, Iz:///(x2+y2)dm

8.3.4  Formule de Steiner-Huygens

Cette formule met en relation les moments d’inerties par rapport a
deux axes paralleles. La distance entre les deux axes est c.

Si a est un axe passant par le centre de gravite, alors

I, =1+ cm
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8.4 Intégrales dépendant d’un parametre

8.4.1 Limites d’intégration constantes

Intuitivement. Pour dériver une fonction F(t) = [ ; f(z,t)dz, on
«peut dériver sous le signe intégral». Plus précisément :

PROPOSITION (formule de Leibniz). Soit f et f; continues dans
le rectangle a < x < b, c <t < d. Alors, on a

b b
% o f(z,t)dx = /x:a fi(z,t)dx

8.4.2 Limites d’intégration variables

PROPOSITION. Supposons f et f; continues pour a < x < b et
c <t < d. Soient a(t) et b(t) dérivables sur [c¢, d]. Soit

b(t)
Ft) = / R LCUL

Alors, on a

dF [

Ay 0 f(a(®),t) - a'(t) + £ (b(2), 1) - V(1)



CHAPITRE 9

Champs vectoriels plans
et potentiels

9.1 Intégrales curvilignes planes

9.1.1 Définition des intégrales curvilignes

Données

Soient une courbe orientée C' et un champ vectoriel défini sur C
par: d = (a,b) = (a(z,y), b(z,y)) .

On effectue la subdivision de C' en n sous-arcs délimités par les
points Pg, P1, ..., Pp.

)

On pose: (Ai”)l = PoPq, (Ai”)2 = P1Ps.
Avec ces notations, on a la définition suivante :
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DEFINITION. Si la limite ci-dessous existe, et si elle est indé-
pendante de la suite de subdivisions de plus en plus fines choi-
sies, alors

lim S, = lim (@1 - (AF), +d2- (AT)y + -+ dp - (AT))
n—oo n—oo

|AZ]|—0 |AZ]|—0

est dite intégrale du champ vectoriel a le long de C.

9.1.2 Calcul des intégrales curvilignes en coordonnées
cartésiennes

x = x(t)

y =y(t)

alors ¥ = Z(t) = (x(t),y(t))

Vecteur tangent de C: &' = (¢, y).

Paramétrisation de C': { to <t <tq,

Champ vectoriel a sur la courbe C':

@ = it) =(a(x(t), (1)) , b(x(t),u(0)))

PRrROPOSITION. On a /5- dz = /5- ' dt (dF = 7' dt); I'in-

tégrale curviligne est ramenée a une intégrale simple.

Autres notations

/&’-df:/adx+bdyavec dZ = (dz, dy).
C C

/ a .
C

I’abscisse curviligne de C'.

(o

82
T = / at ds, ou az est la composante tangente de @ et s est
S
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9.1.3  Existence de ’intégrale curviligne

Les problemes de ’existence de 'intégrale curviligne et ceux d’éven-
tuelles généralisations de la définition sont semblables aux probléemes
correspondants pour intégrales simples.

Pour éviter des difficultés, nous adopterons, par la suite (sauf men-
tion explicite du contraire), que

e les champs wvectoriels étudiés sont continus (a(x,y), b(x,y) sont
continues);

e les courbes paramétrées ont un vecteur tangent continu (z', y' sont
continues).

Ainsi, existence de l'intégrale (dans le sens de Riemann) est assurce.

9.1.4 Exemples d’intégrales curvilignes

Travail d’une force

F désigne le champ de force agissant sur un point materiel qui
parcourt une courbe C. Alors

. to S2
W:/F-ds?::/ (fl-x’+f2-y’)dt:/ Fids
C t1 S1

est le travail de F' le long de C.

Tension électrique

E désigne le champ électrique agissant sur une charge ponctuelle
parcourant C. Alors

. to 52
V:/ E-da?:/ (El-x’+E2-y’)dt:/ B, ds
C(A,B) t1 S1

est la tension entre A et B le long de C (V dépend de ’arc choisi entre
A et B).
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9.1.5 Indépendance de la paramétrisation

PROPOSITION. fC a-dr est indépendante de la paramétrisation
choisie de la courbe orientée C'; c’est-a-dire, lors d’un change-
ment de parameétre: t = t(s) tel que dt/ds # 0, on a

t2 /' dx dy 52 ( dx dy
L p ) ar = ) g
/tl (adt+ dt) /31 (ads+ ds) i

9.1.6 Regles de calcul

(1) Inversion de l’orientation : / a-dz = —/ a-dz.
C(A,B) C(B,A)

A

SY)
o,
8y
[
S
Iel
N
Qy
o,
8y

(2) Additivité : / a- df—l—/
C1(X)Y) Cs(Y,Z)

Y

Ch

X

T
(3) Décomposition : ¢ = SZS + SZS + SZS ol
C C1 Cs Cs

C est la courbe fermée orientée X, Y, Z, X;

(1 est la courbe fermée orientée X, P, Z, X;
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C2 est la courbe fermée orientée Y, P, X, Y;
C3 est la courbe fermée orientée Z, P, Y, Z.

Ya 7

%
(4) Majorer une intégrale curviligne : soit |a| < M et L = longueur

de C; alors
|/EL’ dz| <
C

9.1.7 Formule de Riemann-Green

=

X

X

ML

Données

Soit @ = (a(z,y), b(x,y)) un champ vectoriel olt a et b sont conti-
niment dérivables dans un domaine simplement connexe comprenant
la courbe orientée fermée C'. Soit D le domaine simplement connexe
dont C est la frontiere.

Y

THEOREME (formule de Riemann-Green)

// x — Qy dxdy-(/adx+bdy>:¢5-d§:’
C
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L’intégrale curviligne dépend (souvent) du chemin (exemple)

Si @ est continiiment dérivable, la formule de Riemann implique:

/ &’-df:/ EL’-da_:’—l—// (bzy — ay) dzdy
C1 Ca D

9.2 Gradient et potentiel

9.2.1 Intégrales curvilignes et gradients

THEOREME. Soit @ = (a,b) un champ vectoriel, défini dans un

domaine simplement connexe; soient a(x,y) et b(x,y) contini-

ment différentiables; alors, les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

(1) @ est un gradient, c’est-a-dire: il existe ¢ telle que a@ =
grad ¢ = (¢z, dy).

(2) L’intégrale [i @ - d7* ne dépend pas de l'arc choisi entre A
et B (mais seulement des points A et B).

(2') L’intégrale curviligne le long d’une courbe fermée s’annule:
$a-dr=0.

(3) ay = bs.

On dit alors souvent : «a dérive d’un potentiel ¢».

Si @ est une force, on dit: «a est un champ conservatif».
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Domaines non simplement connexes

Si le domaine n’est pas simplement connexe, on a toujours:
a est un gradient <= ]{ =0=ay =0bz

Par contre, la condition (3) (ay = b;) n’implique pas les conditions (1)
et (2).

9.2.2 Recherche du potentiel
Soit @ = (a(z,y), b(z,y)) avec ay = b, (dans un domaine simple-
ment connexe). On demande de trouver le (un) potentiel ¢ de d.

Premiére méthode

Comparer les deux expressions suivantes :

g—i = a(x,y) implique: ¢(x,y) = /a(x,y) dz + o(y);

g—j = b(x,y) implique: ¢(x,y) = /b(fﬁay) dy + ().

]é)zuxiéme méthode
So = a(x,y) implique: ¢(z,y) = /a(x,y) dz + ¢(y).
Pour cette fonction ¢, on a:

g—i = b(z,y) (équation pour ¢')

Troisieme méthode ou méthode générale

Choisir un point A.
Calculer l'intégrale curviligne: ¢(x,y) = / a - dr.
C

y
(z,,y)
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Le point A ainsi que la courbe C seront choisis de telle maniére &
simplifier les calculs.

9.3 Différentielles totales

9.3.1 Formes différentielles

Les expressions du type
a(z,y) dz + b(z,y) dy

seront appelées formes différentielles.

Remarque. Les différentielles totales df = f;dx + fydy sont des
formes différentielles particuliéres.

9.3.2 Intégration des formes différentielles

DEFINITION. Soit a(z,y)dz + b(x,y)dy une forme différen-
tielle, et soit C' une courbe paramétrée continiiment dérivable
et réguliere ((z',y’) # (0,0)).

On appelle intégrale de la forme adx 4+ bdy le long de C':

to

/adx—l—bdyd:éf/ (az’ + by') dt
C 31
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9.3.3 Analogies entre champs vectoriels
et formes différentielles

Champ vectoriel : Forme différentielle :
i = (a(z,y), b(z,y)) a(z,y) dz + b(z,y) dy
Gradient : Différentielle totale :
grad f = (fu, fy) df = fedo + fy dy

dans ce cas f est souvent ap- | dans ce cas f est souvent ap-
pelé potentiel du champ vec- | pelé potentiel de la forme dif-
toriel (fz, fy) férentielle fr dx + fy dy

Intégrale le long d’une courbe orientée
to

to
/E-df:/ (azx’ + by dt) /adx—l—bdy:/ (az’ + by’ dt)
C t C t1

1

Intégrales curvilignes et differentielles totales

THEOREME. Soit a(z,y) dx+b(z,y) dy une forme différentielle,
définie dans un domaine simplement connexe; soient a(x,y) et
b(x,y) continiment dérivables; alors les conditions suivantes
sont équivalentes :
(1) adz 4 bdy est une différentielle totale, c’est-a-dire :
il existe f telle que df = frdz + fydy = adx + bdy.
(2) L’intégrale [53 adz 4 bdy ne dépend pas de l'arc choisi
entre A et B (mais seulement des points A et B).
(2') L’intégrale curviligne le long d’une courbe fermée s’annule :
$adzr+bdy =0.
(3) ay = bz.
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Exemples d’équations différentielles
d’ordre 1

10.1 Croissance exponentielle

PROPOSITION. L’équation de la croissance (ou décroissance)
exponentielle :
Y +ay=0

a les solutions suivantes:

ar cste «arbitraire»

y =cste-e
La croissance exponentielle dans la pratique
Dans les applications, on trouve souvent la situation suivante: une
quantité y varie avec le temps, soit y = y(t). Pendant des intervalles
de temps At (At «petit»), laccroissement Ay de y est proportionnel
ay et a At. En formule:

Ay=Fk-y-At

d
d’ou I’équation différentielle : d_i = k - y dont la solution est

Yy = cste- el
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Progressions géométriques et croissance exponentielle

Un processus discret qui satisfait a une loi de progression géomé-
trique est souvent approcheé par un processus continu correspondant a
une loi de croissance exponentielle.

Progression géométrique : Croissance exponentielle :
an = agp™ a(t) = ag ekt
Termes pour n =20, 1, 2,3, ...: Valeurs pour t =0, 7, 27, ...:
. . . okT kT okT
ag p>aop p>a0p2—p>... aoe—>aoekTe—>aoe2kTe—>...
Différence de 2 termes consécutifs : | Equation différentielle de a(t):
Aa = app™ T — agp™ da=Fk-a-dt
=agpp™(p—1)
L’accroissement Aa est pro- L’accroissement da est pro-
portionnel a la valeur «déja portionnel a a.
atteinte».

10.2 Equations a variables séparées,
changement de variables, équations homogénes

10.2.1 Equations a variables séparées

, flx)

DEFINITION. ¢ =
9(y)

est dite équation a variables séparées.

Méthode de solution

ody  f(o)
A partir de — =
dz  g(y)

o(y)dy = f(z)dz, dob / o(y) dy = / f(z) dz

on a successivement

puis intégrer.



Equations a variables séparées, changement de variables. . . 151

10.2.2 Changement de variables
Changement de fonction inconnue (variable dépendante)
Méthode de solution (exemple: ¢y = /T + y)

Premier pas. Introduction d’une nouvelle variable (plutot : nouvelle
fonction) 22(z) = x +y d’o1 222/ = 1 +¢/, dot1 ¢/ = 222/ — 1 et nous
trouvons 1’équation auziliaire:

222 —1 =12

Deuziéme pas. Résolution de ’équation auxiliaire

2zdz d z ] 1
—_— €T —_— —
z+1 z+1 z+1

d dz__ 2, st
Z — = — cste
z+1 2

d’ou la solution de I’équation auziliaire (dans ce cas, sous forme impli-
cite) :

En intégrant

z—ln\z—|—1|:§—|—cste

Troisiéme pas. Réintroduction de la variable originale :

x
\/:c—l—y—ln(\/a:—l—y—i—l) = §—|—cste

c’est la solution de l’équation originale (dans ce cas, sous forme impli-
cite).

Changement de la variable indépendante

Attention auzx notations! Soit x ’ancienne variable, ¢ la nouvelle
variable. En utilisant le symbole 3/, on risque des malentendus : s’agit-
il de la dérivée par rapport a x ou par rapport a t? Pour éviter ces
difficultés, on peut écrire

d_y et d_y
dx dt
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Méthode de solution (exemple: 3 — 2zy + 222 = 1)

2

Premier pas. Introduction d’une nouvelle variable: t = x*, soit x =

Vt; on a donc

dy dy dt dy dy
vy _dy 4 _ W oW o
il il nk el P

d
En reportant dans ’équation donnée : d_?tJ 2Vt — 2ty + 2t = 1, on

obtient I’équation auziliaire:

dy 1—2t

W

Deuzxiéme pas. Résolution de l’équation auziliaire (solution de I’équa-
tion homogene et solution particuliére avec second membre) : Ypom =
cste e, Ypart = V't (deviné, controlé) d’ott la solution de 1’équation
auxiliaire:

y(t) = cste & +/t

Troisiéme pas. Réintroduction de ["ancienne variable:

y(x) = cste &+
10.2.3 Equations homogenes

DEFINITION. L’équation du premier ordre 3y’ = f(y/x) est ap-
pelée équation homogene.

Méthode de solution
La subtitution z = y/x donne 3y = x2'+2, d’ou I’ équation auziliaire
(a variables séparables) :

2 + 2= f(2)

En intégrant on a

/ f(z(;—z—z = % = In(cste )
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dz dz
mzk-exp/m, y:kzexp/m

Solution sous forme paramétrée: x(z), y(z).

10.3 Equation aux différentielles totales,
facteur intégrant

10.3.1 Equation différentielle des lignes de niveau

Soit la fonction F(z,y).
Ses lignes de niveau sont définies par F'(x,y) = cste.

lignes de niveau
F =csteoudF =0

Les trois formes de l’équation différentielle des lignes de niveau sont

dF =0, Fpdz+ Fydy=0, fz+Fy =0
10.3.2 Intégration des équations aux différentielles totales

DEFINITION. L’équation a(z,y) dz+b(z,y) dy = 0, ot ay = by,
est appelée équation aux différentielles totales.
Méthode de solution

Premier pas. Intégrer la différentielle totale a dx + bdy, c’est-a-dire:
trouver une fonction F'(z,y) telle que dF = adx + bdy.
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Deuziéme pas. Alors F'(z,y) = cste est une reprsentation implicite
des solutions.

10.3.3 Facteur intégrant
Probléme. Résoudre a(x,y)dz + b(z,y) dy = 0 méme si ay # by.
Méthode de solution

Premier pas. Rechercher un «facteur intégrant» M(x,y), tel que
M -adx + M - bdy est une différentielle totale.

Deuziéme pas. Intégrer 'équation M-a dz+M-bdy = 0 (les solutions
de cette équation sont les mémes que celles de ’équation originale).

Remarque. On essayera de trouver un facteur intégrant «simple»,

par exemple M = M (x) ou M = M(y).

10.4 Familles de courbes, enveloppes,
équation de Clairaut

10.4.1 Famille de courbes

Equation différentielle d’une famille de courbes

On suppose qu’une famille de courbes est donnee par son équation
f(z,y,c) = 0. Chaque valeur du parametre ¢ détermine une courbe.

PROPOSITION. L’équation différentielle d’une famille de cour-
bes f(z,y,c) = 0 est obtenue en éliminant le paramétre ¢ du
systeme d’équations:

{f(fv,y,C)ZO

fm(x,y,c)+fy(a:,y,c)-y/20 a

ou la deuxieme équation s’obtient par dérivation par rapport a
x de la premiere.
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Remarque. Les courbes de la famille satisfont a 1’équation différen-
tielle ainsi trouvée. Mais 1’équation différentielle peut encore avoir

d’autres solutions (singuliéres), notamment d’éventuelles enveloppes
(§ 10.4.2).

10.4.2  Enveloppes d’une famille de courbes

PROPOSITION. Une éventuelle enveloppe de la famille
f(z,y,c) = 0 satisfait a I’équation qu’on obtient en éliminant le
parametre ¢ des équations :

{f(fv:,ydC)ZO

PrROPOSITION. Une éventuelle enveloppe satisfait a la méme
équation difféerentielle que la famille de courbes; elle correspond
a une solution singuliére de cette équation différentielle.

Remarque. L’équation différentielle d’une famille de courbes peut
avoir d’autres solutions singulieres que celles qui représentent les en-
veloppes.

10.4.3 Equation de Clairaut

DEFINITION. L’équation y = xy/ + f(y) est dite équation de
Clairaut.

Méthode de solution

df

On dérive I’équation donnée : y =y +zy” +—=-y" d’ot I’équation

dy’
(1f
y// <$ + 7) = 0

auxiliaire:
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Deux cas se présentent :

(1) y” = 0 d’ou la solution générale: y = ax + b.
Toutes ces droites ne representent pas une solution; remplacer y
dans I’équation donnée, implique b = f(a) d’ou

y = az + f(a)

c’est la solution générale (famille de droites).

(2) x +df/dy = 0 d’ot la solution singuliere.
Si on ne peut pas résoudre cette équation directement, on trouve
une «représentation paramétrique» de la solution en ajoutant a
cette équation une deuxieme : I’équation de Clairaut donnée, dans
laquelle = a été remplacée par —d f/dy’ :

x— _d_f

= -3y

L df / /
y="gqy7 Y + f(y)

C’est la représentation paramétrique de la solution singuliére (pa-
rametre : /).

10.5 Existence et unicité

10.5.1 Théoreme d’existence et d’unicité

DEFINITION. L’équation i = f(z,y) est appelée équation dif-
férentielle « explicite» d’ordre 1.

Théoréme d’existence et d’unicité

Formulation intuitive

Pour les fonctions f(z,y) suffisamment régulieres et pour des va-
leurs initiales (zg,yo) données, I’équation ¢/ = f(z,y) posséde loca-
lement une et une seule solution (satisfaisant a la condition initiale

y(z0) = Yo)-
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Formulation exacte

THEOREME
Hypotheses. Soit D un domaine fermé rectangulaire :

D={(z,y)|zo—a<z<zo+a;y—b<y<yo+b}

Soit f(x,y) continue dans D et f, continue dans D.

These. Dans un certain intervalle xg—c < = < zg+c¢ (au moins),
il existe une et une seule solution de I’déquation ¢/ = f(x,y)
satisfaisant a la condition initiale yo = y(zo).

Une valeur pour ¢ peut étre trouvée: ¢ = min(a,b/M) ou M =
maXD}f(a:,y)‘.

10.5.2  Approximation successive

La méthode de 'approximation successive permet de construire par
itération une solution de I’équation différentielle 3/ = f(z,y). (Cette
méthode est aussi utilisée pour démontrer 1’existence d’une solution.)
Admettons les mémes hypotheéses que ci-dessus :

Premier pas. Remplacer ’équation différentielle par une équation in-
tégrale.

ProPOSITION. Toute solution de I’équation

y = f(z,y)  avecy(zo) =yo

satisfait aussi a I’équation

y:yo+/ f(t,y)dt

0

et vice versa.
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Deuziéme pas. Construction de la solution par «approrimation suc-
cessives». Posons

y1(z) = yo + /m f(t,yo)dt

Ensuite, nous avons successivement

y2(x) = yo + /x f(t,y(t)) de
y3(z) = yo + /m f(t ya2(t)) dt
Yn+1(z) =yo + /x f(t,yn(t)) dt

THEOREME. La suite de fonctions yy, (x), définie ci-dessus, tend
vers une fonction y(z), solution de v/ = f(x,y) et satisfaisant &
la condition initiale y(zg) = yo-



CHAPITRE 11

Equations différentielles linéaires
a coefficients constants

11.1 L’équation v’ + ay = f(x)

11.1.1  L’équation homogeéne ¢ + ay = 0

PROPOSITION. La solution générale de 1’équation homogene
(ou équation sans second membre)

Y +ay=0

s’écrit
y = ce 0T

ou ¢ est une constante arbitraire.



160 Equations différentielles linéaires a coefficients constants

11.1.2  L’équation non homogene 3/ + ay = f(z)

PROPOSITION. La solution générale de 1’équation non homo-
geéne (équation avec second membre)

y +ay = f(z)

s’écrit

Y = Ypart T Yhom = Ypart + ce W
ol
Yhom €st la solution de «I’équation homogene correspondante» :
Y +ay = 0;
Ypart est la solution quelconque de I’équation non homogene don-
née (dite: solution «particuliere»).

11.1.3 Recherche d’une solution particuliere

Premiére méthode

Deviner. Il ne s’agit pas d’'une «méthode» proprement dite, mais
plutot de quelques conseils qui peuvent, dans certains cas, aider a
trouver une solution.

Si le second membre est une fonction suffisamment simple
(ex. polyndme, fonction exponentielle, fonction trigonométrique, hy-
perbolique), I'idée générale est de chercher une solution «ressemblant»
au second membre.

(1) Le second membre f(x) n’est pas solution de l’équation homogeéne.
On peut souvent trouver une solution en posant :

Ypart = combinaison linéaire du second membre et de certaines de
ses dérivées.

(2) Le second membre f(x) est solution de l’équation homogéne cor-
respondante. Essayer avec ypart = ¢ -z - f(z).
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Deuxiéeme méthode

Variation des constantes (toujours applicable). Poser

Ypart = ¢() - y1 = c(z) e

En remplagant y dans I’équation donnée y' + ay = f(x) par cette
expression, on trouve une équation pour ¢(z):

d(z) =™ f(z)

d’ou ¢(x) par intégration.

11.2 L’équation y" + ay’ + by =0

11.2.1 Structure de ’ensemble des solutions

THEOREME. L’ensemble des solutions de I'équation v +ay’ +
by = 0 est un espace vectoriel de dimension 2, c’est-a-dire:

il suffit de connaitre deuzr solution lin€airement indépendantes
(«solutions de base»), toutes leurs combinaisons linéaires sont
alors aussi des solutions et toute solution est une combinaison
linéaire de ces deux solutions de base.

11.2.2 Recherche de deux solutions linéairement
indépendantes

Soit " + ay’ + by = 0. Poser y = e"®. L’équation donnée conduit

r4+ar+b =0
\%/_/

polyndome
caractéristique

qui est appelée équation caractéristique. Soient r1, ro les solutions de
cette équation. Plusieurs cas se présentent :
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(1) 71, 7o sont différentes et réelles :

r1T

yp =€e"t7, yo = e2*

sont deux solutions linéairement indépendantes.
(2)r1=ro (=7):

y1 =€, yo =x €7

sont deux solutions linéairement indépendantes.
(3) r1, 7 sont complexes conjugués, avec 11 = a+if et ro = o — i3

a+if)x a—if)z

<P1=e( 90226(

sont deux solutions (complexes) linéairement indépendantes, et

_P1tTe2  os cos Bz
2

Yy = ¥1 2_ ¥2 — eOLCB Sinﬂx
(4

sont deux solutions réelles linéairement indépendantes.

11.3 L’équation " + ay’ + by = f(x)

11.3.1 La solution générale

PROPOSITION. La solution générale de 1’équation v’ + ay’ +
by = f(x) s’écrit :

Y = Ypart T Yhom = Ypart + C1Y1 + C2¥2

ou:

Ypart est la solution quelconque de I’équation donnée;

Yhom €St la solution générale de ’équation homogene correspon-
dante.
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11.3.2 Recherche d’une solution particuliere

Premiére méthode
Deviner (pour certains seconds membres seulement).

(1) Le second membre n’est pas solution de l’équation homogéne cor-
respondante. Essayer :
Ypart = combinaison linéaire du second membre et de ses derivées

(premieres et secondes).

(2) Le second membre est solution de l’équation homogéne. Essayer :

Ypart = & - (combinaison linéaire du second membre et de ses
dérivées).
Si cette expression est encore solution de l€quation homogene,
essayer :
Ypart = z2. (combinaison linéaire du second membre et de ses
dérivées).

Etc.

Deuxieme méthode

Variation des constantes. Principe : chercher une solution de la forme
Ypart = €1(2)y1 +c2(z)y2, o y1 et y2 sont deux solutions linéairement
indépendantes de I’équation homogene correspondante.

Remarque. 1l y a trop d’inconnues. En introduisant deux fonctions
inconnues c1(x) et ca(x), on a «trop de liberté» pour satisfaire a une
seule équation. Il sera possible d’imposer une condition aux fonctions
c1(z) et ca(x). Calculons

A

Yp chy1 + chyo + c1yy + cavh

La condition imposée est alors ¢jy1 + chya = 0.
Verbalement : «on peut dériver ypart = c1(x) - y1 + c2(x) - y2 une fois,
comme si ¢y et cog €taient des constantes.»

Remplagant dans y” + ay’ + by = f(x), nous obtenons :

(c19f + coyly + hy) + chyh) + alery] + coyh) + bleryr + caye) = f(z)
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d’ou

c1 (y1 +ayy +by1) +ca (¥h + ayh + by2) + 1y + chys = f(z)

A . g A s
0
d’ou la deuxieme équation

Ayl + chyp = f(z)

Enfin ¢] et ¢, peuvent étre trouvés en résolvant le systéme linéaire:

{ ciy1 + chya =0
Ay + chys = f(z)

d’ott ¢}, ¢5. En intégrant, on trouve c¢1(x) et ca(z).

Décomposition du second membre

La recherche d’une solution particuliére peut souvent étre facili-
tée par la décomposition du second membre en une somme (ou com-
binaison linéaire) de termes plus simples. La méthode repose sur la
proposition suivante :

PROPOSITION.  Soit () solution de 3 + ay/ + by = f(z).
Soit 1(x) solution de 3" + ay’ + by = g(x). Alors:

ap(z) + By(z) est solution de 3’ + ay’ + by = af(z) + Bg(z)

11.4 Seconds membres particuliers

11.4.1 Oscillations forcées

Soit 2" + 2Az’ + wiz = fo cos(t) Décriture sous forme standard
de I'équation différentielle des «vibrations forcées» ou «oscillations
forcées» ou:
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A est le coefficient d’amortissement ;

wo est la pulsation de 'oscillation libre, non amortie;

w = \/wg — )2 est la pulsation de 'oscillation amortie libre;
Q) est la pulsation d’excitation (en mécanique: €2 est la pulsation
de la force perturbatrice Fycos(Q2t) ou Fy = fom).

Solution de I’équation homogéene

Thom — e_At(Cl cos wt + c2 sin wt) ou w = \/w% — )2

Solution de I’équation non homogéne

z(t) = avcos Qt + Bsin QU + e (¢1 coswt + ¢ sinwt)

-

Vv

Tpart Thom
ou
Tpart est le mouvement stationnaire ou régime permanent;

Thom €St le mouvement transitoire tendant vers 0 pour ¢t — oo, c1
et co dépendent des conditions initiales;

a et 3 sont données par:

(Wg — ) fo
(w% — 92)2 +4)20?2

270 fo
(w% — 92)2 + 42202

0=

o =

Discussion du mouvement stationnaire, résonance

La solution particuliere s’écrit encore
acosQt + BsinQt = A - cos(Q — )

avec

Q

A=+/a?2+ 32 = Jo et cosp = =

NEErTe
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A étant donné, pour quelle valeur €24, de €2 'amplitude est-elle
maximale ? Quelle est cette amplitude A4 ?

On trouve

Jo Jo

oA Jw a2 2w

Qrés = w(2) - 2)‘21 Arés =

Nous avons les cas:

(1) X\ > w§/2, il n’y a pas d’extremum relatif donc il n’y a pas de
résonance;

(2) 0 < A < wi/2,ily a résonance;

(3) A = 0 (ici, pas d’amortissement). En cas de résonance : A &0
(«catastrophe»).

11.5 L’équation y(n) + aly(n_l) +--t+apy =0

11.5.1 Recherche de n solutions linéairement
indépendantes

Introduire dans ’équation y = €"* ; on obtient :
e far e 4, e =0
d’ou I’équation caractéristique :

1

r +ar™ 4+ +ap=0

Désignons ses solutions par r1, ra, ..., p.
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Types de racines Solutions de base correspondantes

racine simple: r y=-¢e?

racine double: r{ =ro =1r |y =€%; yo = xe'?®

racine triple: Y1 =€ yg = x "%y y3 = 2 ’”
rA=rog=r3=r7

racines complexes (¢1 = eletiBz, oy — gla—if)z)

(conjuguées) : d’ou:
rim=a-+106,r0o=a—183 |y = e* cosfx, yo = e** sin Bz
racines complexes doubles: | 1 = e(o“"w)m; o = ela—if)z
rr=ro=a-+1i3, 03 = xe(“"‘iﬁ)w; 04 = z ela—if)z
r3=r4=0a—1if d’otr:
y1 = e** cos Bz, yo = €*? sin Bz
y3 = x e** cos [z,
Y4 = x e sin Gz

Solution générale
Elle est donnée par

Yy=cCciyr+ -+ cniyn

ou y; désignent les solutions de base.

11.5.2 Probleme aux valeurs initiales

PRrROPOSITION. Il existe une et une seule solution de ’équation
y(n) + aly(”_l) + -+ + apy = 0, satisfaisant aux conditions
initiales données :

y(zo) = a1, ¥ (zo) = az, ..., Y™V (xg) = an
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11.5.3 Wronskien

DEFINITION. Soient f1, f2, ..., fn n fonctions (n — 1 fois dé-
rivables); alors

A
Wio) — le f:2 . fn
fl(n'—1) fz(n'—l) - fén'—l)

est appelé wronskien des n fonctions.

PROPOSITION. Soient y1, y2, - .., Yn n solutions de ’équation
y(n) + ay(n_l) + - Fapy = O’ alors

# (0 pour tout zx, si les y; sont

=0 siles y; sont inéairement dépendantes
W (z) {
linéairement indépendantes

COROLLAIRE. Il suffit de connaitre le wronskien pour une valeur xg
quelconque de la variable pour savoir si les fonctions considérées sont
linéairement dépendantes ou indépendantes.

Plus précisément
W(xg) = 0 implique que les y; sont linéairement dépendantes;

W(xg) # 0 implique que les y; sont linéairement indépendantes.
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11.6 L’équation y(™ + a1y 1) + ... 4 qpy = f(x)

11.6.1 Solution générale
Appelons:

y ™ a1y o tany = f(2)

I’équation (avec second membre) donnee et

[’équation homogene correspondante.

PROPOSITION. La solution générale de 1’équation
y ™ a1y 4 tany = f(2)
s’écrit :
Y = Ypart + Yhom (: Ypart T+ C1Y1 +C2yY2 + -+ + Cnyn)

ol

Ypart €st une solution quelconque de I’équation donnée (solution
particuliere);

Yhom €st la solution générale de I’équation homogene correspon-
dante.

(y1, ..., Yn sont n solutions linéairement indépendantes de cette
équation homogene.)

11.6.2 Recherche d’une solution particuliere

Premiére méthode

Deviner. Les calculs qu’on devrait faire en appliquant la méthode de
la variation des constantes peuvent souvent étre évités en «devinant»
une solution.
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Pour certaines classes de seconds membres (fonctions etant elles-
mémes solutions d’une équation homogene a coefficients constants),
nous allons partiellement systématiser la recherche d’une solution «par-
ticuliere»:

(1) Le second membre n’est pas solution de l’équation homogéne cor-
respondante. Essayer :

Ypart = combinaison linéaire du second membre et de ses

dérivées.
(2) Le second membre est solution de l’équation homogéne correspon-
dante. Essayer :

Ypart = - (combinaison linéaire du second membre et de ses

dérivées).

Si cette expression est encore solution de l€quation homogene,

essayer :

Ypart = 2 (combinaison linéaire du second membre et de ses

dérivées).

Etc.

Décomposition du second membre. Si le second membre est une
somme (ou une combinaison linéaire) de fonctions, il est possible de
décomposer le probleme donné en problemes partiels:

PROPOSITION
(1) Soit () solution de y(™ + ayy™ 1) + ... + apyn = f(z);
alors c- est solution de y(™ +a1y™ D+ Fany, = ¢ f(z).
(2) Soient
() solution de y(™) + -+ + any, = f(x),
(z) solution de y(™ + - + anyn = g(x);
alors
@ + 1) est solution de y(”) + - Fanyn = f(iU) + g(m)

Si le second membre est par exemple a - f(x) + (- g(x), on trouvera
donc des solutions pour les équations correspondantes avec seconds
membres f(x) (resp. g(x)). Appelons ces solutions ¢(z) (resp. ¥(z)).
Une solution du probléeme donné sera alors: awp + (.
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Deuxiéme méthode
Variation des constantes. On cherche une solution de la forme:

Ypart = C1(T) - y1 + -+ cn(T) - Yn

ou ¢;(x) sont des fonctions a déterminer et y; sont des solutions linéai-
rement indépendantes de 1’équation homogene correspondante.

En admettant n fonctions «arbitraire» ¢;(x), on s’est accordé une
liberté de choix plus grande que nécessaire pour résoudre le probleme
posé. C’est pourquoi on pourra imposer n — 1 conditions. Choisissons
les conditions suivantes: on peut dériver la solution particuliere «com-
me si les ¢;(z) étaient des constantes». Tenant compte de ces condi-
tions, on remplace y par I’équation donnée par ’expression pour ypart-
Ainsi, on trouvera une ni*™€ équation.

Cll'yl+"'+cfln,'yn:0
Ces équations équivalent a
dire que ypart peut étre déri-
vée n — 1 fois «comme si les
c; étaient des constantes».

Lth Yy =0

—2 —2
by Y =0
Cette équation est obtenue en
remplacant y dans I’équation
., (n—1) ro,(n=1) _ .

1Y +rFCp ot Yn = f(CB) donnée par Ypart €t en tenant
compte des n—1 équations ci-

dessus.

Le déterminant de ce systéme linéaire est le wronskien W (z) des fonc-
tions y1, ..., yn: W(x) # 0. Le systeme est donc régulier et possede
une et une seule solution:

/ / /
Cl7 Cz, ceey CTL

Apres intégration, on trouve: c1(x), ca(x), ..., cp(z).
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Equations différentielles linéaires
a coefficients variables

12.1 Ensemble des solutions d’une équation linéaire
12.1.1 Equation homogene

THEOREME.  Soit 4™ + aq(z) - y™ Y + .- + an(z)y = 0 une
équation différentielle linéaire, homogene a coefficients variables.
Soient a;(x) continues sur I. Soit xg C I. Alors:

(1) L’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimen-

sion n; c’est-a-dire: il existe n solutions yi, y2, ..., Yn,
linéairement indépendantes, telles que la solution générale
s’écrit :

Yy=ciyr +tcy2 + -+ cpin

(2) Le probléme auz valeurs initiales a exactement une solution,
c’est-a-dire: il existe sur I une et une seule solution satisfai-
sant aux conditions initiales

y(zo) = a1, ¥ (x0) = a2, ..., y" V(xg) = an

ou i, ..., ap sont donnés.
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Wronskien

PROPOSITION. Soient yq, ..., yn n solutions de I’équation

Soit W (x) leur wronskien. Alors:
(1) y1, y2, - -, Yyn sont linéairement indépendantes si et seule-

ment si
Wix) #0 pour tout z € [

(2) Pour tout zg € I:

W(z) = exp (— /x ") dt) W (o)

0

12.1.2  Equation non homogene

La solution générale de ’équation
y(n) _|_ al (x) . y(n_l) _|_ P _|_ an(a’}) . y — f(x)

s’écrit
Y = Ypart T Yhom
= Ypart + C1Y1 + -+ CnlYn

ou
Ypart st une solution quelconque de I’équation donnée;

Yhom €St la solution générale de 1’équation correspondante sans
second membre;

Y1, Y2, ..., Yn sont n solutions linéairement indépendantes de
I’équation homogene correspondante.

Recherche d’une solution particuliere

Il est souvent difficile de «deviner» une solution. Par contre, la
méthode de la variation des constantes est toujours applicable.
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12.2 Equation d’Euler

DEFINITION. Une équation de la forme
est dite équation d’Fuler.

Recherche de n solutions linéairement indépendantes

Poser y = z". En remplacant y dans ’équation donnée, on trouve
I’équation caractéristique :

r(r=1)---(r—=n+1)4+ay-r(r—=1)---(r—n+2)+---+ap_17+anp =0

Les n solutions de I’équation caractéristique sont désignées par:

T1, 79y «vvy Ty
Types de racines Solutions de base correspondantes
racine simple (réelle) r y=2a"
racine double r{ =r9 =1r y1 ="

yo =Inz - 2"
racine triplery =ro =rg=r | y; = a"
yo =Inzx - 2"

y3 = (Inx)? - 2"

racines complexes conjuguées | @1 = 206 — Lo Giflnx
ri=a+ 31 9 = 2B — pa . o—iBlnz
rg=a—p d’o

y1 = x%cos(Blnx)

yo = x%sin(f1nx)
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12.3 L’équation y' + a(x)y = f(z)

12.3.1 L’équation homogene ¢ + a(z)y = 0

Méthode de solution
Par séparation des variables on a

dy _

y —a(x)dx

d’ou la solution générale :
y = cste - e~ A@)

ou A'(z) = a(x).

12.3.2 L’équation non homogene 3’ + a(z)y = f(z)

Recherche d’une solution particuliere

Par variation des constantes on trouve
Ypart = C(ZU) . e_A(x)
En remplacant y par ¢(x) .e~A4() dans I’équation donnée, on obtient :

d (@) =) f(x)

d’out ¢(x) par intégration.

12.4 Equations a coefficients analytiques

Méthode de solution

Soit I’équation du type: " + a(z)y’ + b(x)y = 0.

Supposons que a(x) et b(x) peuvent étre développés en séries de
Taylor, par exemple dans un voisinage de zg = 0.



Equations a coefficients analytiques 177

Poser:
y:co+claz+02m2+...

Remplacer y dans 1’équation donnée et comparer les coefficients
des puissances respectives. On obtient deuz solutions linéairement in-
dépendantes, y1 et y2, en posant :

epour y1:cg=1et cg =0,
epour y2:cg=0et cg =1.



CHAPITRE 13

Méthodes particulieres,
exemples d’équations différentielles
non linéaires

13.1 Abaissement de 1’ordre

L’équation ne contient pas la fonction inconnue

Poser z(z) =y (z).

L’équation ne contient pas la variable indépendante

La fonction cherchée est y(x). Considérer y comme nouvelle va-
riable et 3 (y) = p(y) comme nouvelle fonction inconnue.

Calculer
dp dy dp
1 : "
= —:— =p-—, ensuite =---, etc
dy dx P dy J
En replagant y, ... dans I’équation donnée, on obtient une nouvelle

équation différentielle dont ’ordre est réduit de 1.

L’équation ne contient ni la fonction cherchée, ni la variable

L’ordre peut étre abaissé de 2 s’il est > 3, en combinant les deux
méthodes ci-dessus.

L’équation est lin€aire et une solution est connue

Plus précisément : équation linéaire homogene (pouvant avoir des
coeflicients variables) dont une solution est connue.
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Soit y1 () la solution connue.

Premier pas. Poser y = y; - z. On obtient une équation du méme
ordre pour la nouvelle fonction inconnue z(x), ne contenant pas expli-

citement z.

Deuziéme pas. Poser z/ = u. Ainsi I'ordre sera abaissé de 1.

13.2 Exemples d’équations non linéaires

13.2.1 Equation de Bernoulli

DEFINITION. Une équation de la forme

a(z)y’ +b(x)y = f(x) - y™
oum # 0, 1, est dite équation de Bernoulli.

Méthode de solution
/

(1) Diviser par y™ : a(m)yy—m +b(x)yt ™™ = f(x).

1-m d’ot /

(2) Poser z =y oz =(1-—m)y ™. .

Ceci conduit a I’équation auxiliaire (linéaire) & résoudre :

a(z)

1—m

7 +b(z) 2= f(z)

13.2.2 Equation de Riccati
DEFINITION. Une équation de la forme
y' = a(@)y® +b(x)y + c(x)

est dite équation de Riccats.

Cette équation peut étre résolue si une solution (particuliere) est

connue.
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Méthode de solution
Soit 1 la solution connue. Poser y = y1 + 1/u. Ceci conduit a

u' + (2ay; +b)u = —a

qui est une équation auxiliaire (linéaire) & résoudre.





