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Introduction
Cet ouvrage s’adresse à tous les étudiants en 1ère année d’études supérieures
scientifiques (classes préparatoires et 1er cycle universitaire) désirant tester l’outil
QCM. Ils en découvriront les nombreuses vertus .

• Par leur caractère ludique, les QCM sont une invitation permanente à travailler,
et à le faire avec enthousiasme.

• Séparés en blocs indépendants, les QCM se prêtent particulièrement à des séquen-
ces de travail de courte durée (½ heure par exemple), propices à une concentration
et une efficacité maximales.

• N’exigeant pas de rédaction, les QCM renvoient néanmoins à la nécessité de
rédiger convenablement un brouillon pour aboutir à la solution exacte.

• Les QCM confrontent immédiatement l’étudiant à une évaluation sans concession.
Il n’y a pas de réussite approximative, aucune possibilité de biaiser : c’est bon ou
c’est faux !

• Les QCM, qui ne sont faciles qu’en apparence, renvoient aux fondamentaux
des programmes, à la difficulté qu’il y a finalement à maîtriser parfaitement des
questions de base, et à la nécessité de retravailler constamment ces incontourna-
bles. Les QCM ont la vertu de secouer le cocotier.

• Les QCM poussent finalement l’étudiant à se remettre en cause dans ses pratiques,
et à s’interroger sur la qualité, le plaisir et la gestion du temps, qui sont les
véritables critères de la réussite aux concours.


Une grande partie des sujets proposés dans cet ouvrage reprennent, en les adaptant,
les annales des concours de recrutement de l’École Nationale de l’Aviation Civile
(ENAC) : concours EPL (Élèves Pilotes de Ligne) et concours ICNA (Ingénieurs du
Contrôle de la Navigation Aérienne).
Les questions ont été regroupées en QCM de 3 ou 4 questions, et classées en quatorze
chapitres thématiques, ce qui permet une utilisation régulière de l’ouvrage tout au
long de l’année, à mesure de l’avancée du programme.


Chaque question propose 4 possibilités de réponse : A, B, C ou D.
Chaque question comporte exactement zéro, une ou deux réponse(s) exacte(s).
À chaque question, le candidat a donc le choix entre :

• sélectionner la seule réponse qu’il juge bonne parmi A, B, C ou D;
• sélectionner les deux seules réponses qu’il juge bonnes parmi A, B, C ou D;
• considérer qu’aucune des réponses proposées n’est bonne.
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énoncés
> QCM 1 Relations trigonométriques

(d’après EPL 2008)

• Question 1
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies ?

A ∀ ∈ ( ) = +θ θ∀ ∈θ θ∀ ∈ (θ θ( θ θ= +θ θ= +θ θθ θθ θ :  coθ θs 5(s 5(θ θs 5θ θ(θ θ(s 5(θ θ( 16= +16= + 5θ θ5θ θ5= +5= +co= +co= +s c= +s c= +θ θs cθ θ= +θ θ= +s c= +θ θ= +θ θ5θ θs cθ θ5θ θ= +5= +s c= +5= +θ θosθ θ

B ∀ ∈ ( ) = − +θ θ∀ ∈θ θ∀ ∈ (θ θ( θ θ θθ θθ θθ θ :  coθ θs 5(s 5(θ θs 5θ θ(θ θ(s 5(θ θ( 16= −16= − 55 3θ θ5 3θ θ205 320θ θ20θ θ5 3θ θ20θ θco= −co= −s c= −s c= −θ θs cθ θ= −θ θ= −s c= −θ θ= −θ θ20θ θs cθ θ20θ θ5 3s c5 3θ θ5 3θ θs cθ θ5 3θ θθ θ20θ θ5 3θ θ20θ θs cθ θ5 3θ θ20θ θθ θosθ θθ θ5 3θ θosθ θ5 3θ θ cos
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π
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• Question 2 (d’après EPL 2008)

Soit n ∈ *. On cherche à résoudre
n
k

k
k

n 





( ) =
=
∑

1

2 0cos θ où θ est une inconnue
réelle.

A Si θ est solution, alors
n
kk

n
n














( )k( )k =
=
∑

1

2 2sin ( )θ( ) .

B
n
k

k n
k

n n













( )k n( )k n(k n(k n )











=

∑
1

( )2( )
2

cos c( )s c( )k n( )k ns ck n( )k n( )2( )s c( )2( ) cos
θ θk nθ θk n( )θ θ( )k n( )k nθ θk n( )k n(θ θ(k n(k nθ θk n(k nk ns ck nθ θk ns ck nk n( )k ns ck n( )k nθ θk ns ck n( )k nk n=k ns ck n=k nθ θk ns ck n=k nk nosk nθ θk nosk n

θ

C L’ensemble des solutions est π π π
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D Il n’y a pas de solution à cette équation.
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énoncés

• Question 3 (d’après ICNA 1990)

Soient U h ph V h ph
p

n

p

n

α α α α, cos , sin( ) = +( ) ( ) = +( )
= =

− −

∑ ∑
0

1

0

1

et , avec α et h réels

non multiples de 2π. On note Z = U + iV.

A Z h e
e
e

i
inh

ih
α( )Z h( )Z hα( )αZ hαZ h( )Z hαZ h,( ),Z h,Z h( )Z h,Z h =

−
−

1
1

B Z h e

nh

h
iα

sin

sin
( )Z h( )Z hα( )αZ hαZ h( )Z hαZ h,( ),Z h,Z h( )Z h,Z h =
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• Question 4 (d’après ICNA 1990)

On pose A h ph B h p ph
p

n

p

n

( ) cos ( ) .= ( ) = ( )
= =

∑ ∑
1 1

et sin

A A h U h( )A h( )A h = −U h= −U h( )U h( )U h h( )hU h= −U h( )U h= −U h( ),( ) B A h U h( )A h( )A h = ( )U h( )U h h( )h( ),( )

C B h
dA
dh
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énoncés
> QCM 2 Application du plan complexe

(d’après EPL 2006)
Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct O u, ,

→



v

→
. On consi-

dère une transformation qui à tout point m d’affixe le nombre complexe non nul z,
associe le point M d’affixe le nombre complexe Z vérifiant l’équation :

Z
z

z
=

+2

2

1 (H)

• Question 1
On note z = r.ei θ la forme trigonométrique du complexe z.

A Z n’a pas toujours de forme trigonométrique.

B La forme trigonométrique de Z s’écrit
1
2

2

r
e i














− θ .

C La forme trigonométrique de Z s’écrit 1
1
2

2− 













−

r
e i θ .

D La forme trigonométrique de Z s’écrit 1
1
2

2+ 













−

r
e i θ .

• Question 2
La partie réelle de Z s’écrit :

A
1

22r














−( )cos θ B 1
1

22+ 











 ( )

r
cos θ

La partie imaginaire de Z s’écrit :

C sin(−2θ) D − 











 ( )1

22r
sin θ
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énoncés

• Question 3
Soit Z un complexe, distinct de 1, représenté sous forme cartésienne par le
nombre X + iY, où X et Y sont deux nombres réels. Pour un tel Z, on note z = x + iy
un complexe solution, s’il en existe, de l’équation (H). On a nécessairement :

A X ≠ 1 et Y ≠ 0 B x y
X

X Y
2 2x y2 2x y 2X Y2X Y 2

1

1X Y1X Y
+ =x y+ =x y2 2+ =2 2x y2 2x y+ =x y2 2x y

−
X Y−X Y( )X Y)X YX Y+X Y

C x y
X

X Y
2 2x y2 2x y 2X Y2X Y 2

1

1X Y1X Y
− =x y− =x y

−
X Y−X Y( )X Y)X YX Y+X Y

D 2
1 2 2

xy
Y

X Y2X Y2X Y1X Y1
= −

X Y−X Y( )X Y)X YX Y+X Y

• Question 4
Soit Z un complexe non nul, distinct de 1, de forme trigonométrique Reiϕ. Pour
un tel Z, on note z = reiθ un complexe solution, s’il en existe, de l’équation (H).
On a nécessairement :

A R ≠ 1 ou ϕ ≠ 0 B R ≠ 1 et ϕ ≠ 2kπ, où k ∈ 

C r
R R

2
2R R2R R

1
1 2R R1 2R R

=
R R+ −R RR R1 2R R+ −R R1 2R Rcosϕ

D r
R R

2

2R R2R R

1

1 2R R1 2R R
=

R R+ −R RR R1 2R R+ −R R1 2R Rcosϕ

• Question 5
On suppose dans cette question que le point m d’affixe le nombre complexe non
nul z décrit la demi-droite D d’origine O, privée de O, de vecteur directeur e

→

tel que l’angle u e
→ →





, soit égal à π/4. Le point M d’affixe le nombre complexe Z

vérifiant l’équation (H) décrit alors :

A une demi-droite. B le demi-axe O u,O u,O u
→

O u
→

O u






→→





.

C le demi-axe O v,O v,O vO v−O v
→

O v
→

O v






→→





. D le cercle de centre O et rayon 2.
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énoncés
• Question 6

Pour n ∈ *, on considère l’équation (En) : z
z

n2

2

1
1

+





= .

A Si z0 est une solution de (En), −z0 et z0 sont solutions de (En).

B (En) a n racines distinctes.

C (En) a 2n racines distinctes.

D ±














 
















∈
− +− +− +− +− +


− +


− +− +− +


− +− +− +− +


− +


− +− +


− + 




1

2

4 2

sin
k
n

e ke ke ke ke k e ke k4 2e k4 2 /e k/
i− +i− + k

e kne k
π

π πkπ πk

{ }{ }...{ }... , -{ }, -1 2{ }1 2 3{ }3, , ,{ }, , ,, , ,, , ,1 2, , ,1 2{ }1 2, , ,1 2 3, , ,3{ }3, , ,33 n{ }n, -n, -{ }, -n, -1{ }111 1{ }11 1























































est l’ensemble des

solutions de (En).

> QCM 3 Interprétation géométrique
(d’après EPL 1994)

Dans le plan complexe , on considère la fonction :

f
i z i

z i
: z z ′ =

− +
−
2 4

• Question 1
On note D l’ensemble de définition de f. On peut dire que f est :

A définie sur D =  \{−i}.

B l’application nulle.

C une bijection de D sur lui-même.

D involutive ( f o f = Id ).
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énoncés

• Question 2
Soient M le point d’affixe z, M ′ le point d’affixe z ′, A le point d’affixe i, B le point
d’affixe −4 −2i et O le point d’affixe 0.
Si l’on pose Z = z −i et Z ′ = z ′−i, alors :

A Z Z i′ = − −3 4− −3 4− −

B Z Z ′ =′ = 5

C arg , (mod )Z Zg ,Z Zg ,g ,AMg , AM′ ′g ,′ ′g ,AM′ ′AMg ,AMg ,′ ′g ,AMg , AM′ ′AM′ ′g ,′ ′g ,′ ′g ,′ ′g ,(g ,(g ,)g ,)g ,′ ′)′ ′g ,′ ′g ,)g ,′ ′g ,g ,=g ,(g ,(g ,′ ′(′ ′g ,′ ′g ,(g ,′ ′g , ) 2π

D arg arg (mod )Z Zg aZ Zg argZ Zrg C ste(g a(g a)g a)g aZ Z)Z Zg aZ Zg a)g aZ Zg ag aZ Zg a+g aZ Zg a (Z Z(Z Z ) =′ 2π

• Question 3
Si M décrit le cercle de centre A et de rayon 5, alors M ′ est situé sur :

A la médiatrice du segment [OA]. B le cercle de diamètre [OA].

Si M décrit une droite passant par A, sauf le point A, alors M ′ est situé sur :

C le cercle de diamètre [AB]. D une droite passant par A.

• Question 4
Si M ′ décrit le cercle de centre O et de rayon 1, alors M décrit :

A le cercle de diamètre [AB].

B la médiatrice du segment [AB].

Si M ′ décrit l’axe des réels, alors M décrit :

C une droite passant par B, sauf le point B.

D le cercle de diamètre [AB], sauf le point B.
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énoncés
> QCM 4 Équations complexes

(d’après EPL 1991 et 1992)

• Question 1
Dans , on considère les équations :

z z2 2 1 0− + = (1)

z z
2

2 1 0− + = (2)

A (1) est équation du 2nd degré et admet donc deux racines,

distinctes ou non.

B si z0 est une solution de (1), alors z0 est une solution de (2).

C si z0 est solution de (1), alors z0 est solution de l’équation

du 4e degré :

z z z4 2z z4 2z z2 8z z2 8z z4 22 84 2 5 0z z+ −z z4 2+ −4 2z z4 2z z+ −z z4 2z z2 8+ −2 8z z2 8z z+ −z z2 8z z4 22 84 2+ −4 22 84 2z z4 2z z2 8z z4 2z z+ −z z2 8z z4 2z z + =5 0+ =5 0 (3)

D (1) et (2) ont au moins une solution différente.

• Question 2
Pour l’équation (3) :

A 1 n’est pas une racine.

B on peut mettre en facteur (z − 1)2 dans le membre de gauche.

C les racines sont toutes réelles.

D il y a trois racines distinctes.

• Question 3
Les valeurs suivantes sont racines de l’équation (1) :

A −1 B −1 + i

C −1 −2i D 1
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> QCM 1 Relations trigonométriques

• Question 1 : réponses B et C

Pour la valeur particulière θ = 0, l’équation de l’assertion A s’écrit :

cos cos cos5 0s c5 0s c16s c16s c 0 5 055 0×5 0s c5 0s c×s c5 0s c(s c(s c)s c)s cs c=s c ( )0 5)0 50 5+0 5 ( ), soit 1 = 16 + 5.

La réponse A est fausse.

Formule de Moivre

∀ ∈ ∀ ∈θ∀ ∈θ∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈, ,   n∀ ∈ ∀ ∈n∀ ∈ ∀ ∈ :

cos s s sθ θs sθ θs s θ θs sθ θs sθ θθ θ+θ θs sθ θs s+s sθ θs s( ) ( )θ θ( )θ θ= = ( )θ θ)θ θs sθ θs s)s sθ θs sθ θ+θ θs sθ θs s+s sθ θs s (θ θ(θ θ)i eini einθ θi eθ θs sθ θs si es sθ θs sinθ θini einθ θin )i e) =i e= ( )i e( ) s se ns se ncoe ncos se ns sθ θe nθ θ= =e n= = s s(s se ns s(s si nθ θi nθ θi nini ninθ θi nθ θs sθ θs si ns sθ θs sinθ θini ninθ θin (i n(θ θ(θ θi nθ θ(θ θni eni e( )i( )nθ θnθ θi nθ θi nθ θθ θe nθ θi nθ θe nθ θ

• Soit le complexe : z iz iz iz i=z i((z i(z i)) (( ))z icoz iz icoz iz is sz iz is sz iz is sz iz is sz iz i(z is sz i(z iz i(z is sz i(z i5 5z i5 5z i5 5z i5 5z i)5 5)z i)z i5 5z i)z i (5 5(z is sz i5 5z is sz iz is sz i5 5z is sz i in5 5inθ θθ θθ θ)θ θ) (θ θ(z is sz iθ θz is sz is sθ θs sz is sz iθ θz is sz iz i)z is sz i)z iθ θz is sz i)z i5 5θ θ5 55 5θ θ5 55 5θ θ5 55 5θ θ5 5z i5 5z iθ θz i5 5z iz i5 5z iθ θz i5 5z iz i)z i5 5z i)z iθ θz i)z i5 5z i)z iz i+z i5 5z i+z iθ θz i+z i5 5z i+z i (5 5(θ θ(5 5((5 5(θ θ(5 5(s s5 5s sθ θs s5 5s ss s5 5s sθ θs s5 5s sz is sz i5 5z is sz iθ θz i5 5z is sz iz is sz i5 5z is sz iθ θz is sz i5 5z is sz iz is sz i5 5z is sz iθ θz i5 5z is sz iz is sz i5 5z is sz iθ θz is sz i5 5z is sz iz i)z is sz i)z i5 5z is sz i)z iθ θz i)z is sz i)z i5 5z i)z is sz i)z iz i)z is sz i)z i5 5z i)z is sz i)z iθ θz i)z is sz i)z i5 5z i)z is sz i)z iz i+z is sz i+z i5 5z is sz i+z iθ θz i+z is sz i+z i5 5z i+z is sz i+z iz i+z is sz i+z i5 5z i+z is sz i+z iθ θz i+z is sz i+z i5 5z i+z is sz i+z i in5 5inθ θin5 5inin5 5inθ θin5 5in

À l’aide du binôme de Newton, en s’aidant du triangle de Pascal, on obtient :

z iz i= +z i(z i(z iz i= +z i(z i= +z i ) = +z icoz iz i= +z icoz i= +z iz is sz iz i= +z is sz i= +z i in co= +co= +s c= +s c= + sin c sinθ θz iθ θz iz i= +z iθ θz i= +z is sθ θs sz is sz iθ θz is sz iz i= +z is sz i= +z iθ θz is sz i= +z i inθ θin θ θs cθ θs cis ciθ θis ci= +s c= +θ θ= +s c= + osθ θos θ θn cθ θn cosθ θos θ5 5 4= +5 4= += +s c= +5 4= +s c= +θ θ5 4θ θ= +θ θ= +5 4= +θ θ= +s cθ θs c5 4s cθ θs c= +s c= +θ θ= +s c= +5 4= +θ θ= +s c= + 3 2si3 2sin3 2nθ θ3 2θ θ5 1si5 1sin c5 1n cθ θ5 1θ θs cθ θs c5 1s cθ θs cis ciθ θis ci5 1iθ θis ci osθ θos5 1osθ θos θ θ5 1θ θn cθ θn c5 1n cθ θn c−n c−θ θ−n c−5 1−θ θ−n c−5 45 15 4i5 4i5 1i5 4iθ θ5 4θ θ5 1θ θ5 4θ θiθ θi5 4iθ θi5 1i5 4iθ θis cθ θs c5 4s cθ θs c5 1s c5 4s cθ θs cis ciθ θis ci5 4iθ θis ci5 1is ciθ θis ci5 4is ciθ θis ci osθ θos5 4osθ θos5 1os5 4osθ θos 0θ θ0θ θn cθ θn c0n cθ θn c

− +10− +10− + 52 3 4 5i i− +i i− + +i i+5i i52 3i i2 3− +2 3− +i i− +2 3− + 4 5i i4 5+4 5+i i+4 5+i icoi i− +i i− +co− +i i− +i is si i− +i i− +s s− +i i− +− +2 3− +i i− +2 3− +s s− +i i− +2 3− +2 3i i2 3in2 3i i2 3i icoi ii is si ii iini i si4 5si4 5n4 5n4 5θ θi iθ θi i− +i i− +θ θ− +i i− +2 3i i2 3θ θ2 3i i2 3− +2 3− +i i− +2 3− +θ θ− +i i− +2 3− +i is si iθ θi is si i− +i i− +s s− +i i− +θ θ− +s s− +i i− +− +2 3− +i i− +2 3− +s s− +i i− +2 3− +θ θ− +2 3− +i i− +2 3− +s s− +2 3− +i i− +2 3− +− +i i− +in− +i i− +θ θ− +in− +i i− +2 3i i2 3in2 3i i2 3θ θ2 3in2 3i i2 3− +2 3− +i i− +2 3− +in− +i i− +2 3− +θ θ− +2 3− +i i− +2 3− +in− +2 3− +i i− +2 3− + θ θi iθ θi i4 5i i4 5θ θ4 5i i4 5i is si iθ θi is si ii iini iθ θi iini i θ

cos c cos s cos s5 1s c5 1s c5 10 5co0 5cos s0 5s sin0 5in0 55 35 15 35 10 55 30 5co0 5co5 3co0 5cos s0 5s s5 3s s0 5s s 2 4co2 4cos s2 4s sin2 4in0 52 40 5θ θs cθ θs cosθ θos5 1θ θ5 1s c5 1s cθ θs c5 1s cos5 1osθ θos5 1os5 15 35 1θ θ5 15 35 1 θ θs sθ θs s0 5θ θ0 5s s0 5s sθ θs s0 5s sin0 5inθ θin0 5in0 52 40 5θ θ0 52 40 5 θ θs sθ θs sinθ θin2 4θ θ2 4s s2 4s sθ θs s2 4s sin2 4inθ θin2 4in(s c(s c)5 1)5 1θ θ)θ θs cθ θs c)s cθ θs c5 1θ θ5 1)5 1θ θ5 1s c5 1s cθ θs c5 1s c)s cθ θs c5 1s c5 1= ℜ5 1s cθ θs c= ℜs cθ θs c5 1θ θ5 1= ℜ5 1θ θ5 1s c5 1s cθ θs c5 1s c= ℜs cθ θs c5 1s c(5 1(5 15 1θ θ5 1(5 1θ θ5 1(θ θ(θ θ)5 1)5 1θ θ)θ θs cθ θs c)s cθ θs c5 1θ θ5 1)5 1θ θ5 1s c5 1s cθ θs c5 1s c)s cθ θs c5 1s c5 1= −5 15 1θ θ5 1= −5 1θ θ5 1s c5 1s cθ θs c5 1s c= −s cθ θs c5 1s cos5 1osθ θos5 1os= −osθ θos5 1os 0 5+0 50 52 40 5+0 52 40 5s cθ θs ce zs cθ θs cs c5 1s cθ θs c5 1s ce zs cθ θs c5 1s cs cθ θs ce zs cθ θs cs c5 1s cθ θs c5 1s ce zs cθ θs c5 1s cs cθ θs c(s cθ θs ce zs c(s cθ θs cs c5 1s cθ θs c5 1s c(s cθ θs c5 1s ce zs c5 1s cθ θs c5 1s c(s c5 1s cθ θs c5 1s c

cos c cos c cos c5 1s c5 1s c 0 1co0 1cos c0 1s c 5 1co5 1cos c5 1s c5 35 15 35 10 15 30 1co0 1co5 3co0 1cos c0 1s c5 3s c0 1s c 2 25 12 25 1
2

θ θs cθ θs cosθ θos5 1θ θ5 1s c5 1s cθ θs c5 1s cos5 1osθ θos5 1os5 15 35 1θ θ5 15 35 1θ θs cθ θs c5 1θ θ5 1s c5 1s cθ θs c5 1s c θ θs cθ θs c0 1θ θ0 1s c0 1s cθ θs c0 1s c 5 12 25 1θ θ5 12 25 1θ θs cθ θs cs c5 1s cθ θs c5 1s c(s c(s c)5 1)5 1)θ θ)θ θs cθ θs c)s cθ θs c5 1θ θ5 1)5 1θ θ5 1s c5 1s cθ θs c5 1s c)s cθ θs c5 1s c5 1= −5 15 1θ θ5 1= −5 1θ θ5 1s c5 1s cθ θs c5 1s c= −s cθ θs c5 1s cos5 1osθ θos5 1os= −osθ θos5 1os ( )0 1( )0 1 2 2( )2 2θ θ( )θ θs cθ θs c( )s cθ θs cosθ θos( )osθ θos0 1θ θ0 1( )0 1θ θ0 1s c0 1s cθ θs c0 1s c( )s cθ θs c0 1s c 2 2θ θ2 2( )2 2θ θ2 2s cθ θs c−s cθ θs c( )s c−s cθ θs c + −5 1+ −5 1co5 1co+ −co5 1cos c5 1s c+ −s c5 1s c2 2+ −2 25 12 25 1+ −5 12 25 1co5 1co2 2co5 1co+ −co2 2co5 1cos c5 1s c2 2s c5 1s c+ −s c2 2s c5 1s cs c5 1s cθ θs c5 1s c+ −s cθ θs c5 1s c5 12 25 1θ θ5 12 25 1+ −5 1θ θ5 12 25 1s c5 1s c2 2s c5 1s cθ θs c2 2s c5 1s c+ −s c5 1s c2 2s c5 1s cθ θs c5 1s c2 2s c5 1s c( )2 2( )2 25 12 25 1( )5 12 25 1θ θ( )θ θs cθ θs c( )s cθ θs cosθ θos( )osθ θoss c5 1s cθ θs c5 1s c( )s cθ θs c5 1s c2 2θ θ2 2( )2 2θ θ2 2s c2 2s cθ θs c2 2s c( )s cθ θs c2 2s cos2 2osθ θos2 2os( )osθ θos2 2os5 12 25 1θ θ5 12 25 1( )5 1θ θ5 12 25 1s cθ θs c+ −s cθ θs c( )s c+ −s cθ θs cs c5 1s cθ θs c5 1s c+ −s cθ θs c5 1s c( )s c5 1s cθ θs c5 1s c+ −s c5 1s cθ θs c5 1s c2 2θ θ2 2+ −2 2θ θ2 2( )2 2+ −2 2θ θ2 2s c2 2s cθ θs c2 2s c+ −s cθ θs c2 2s c( )s c2 2s cθ θs c2 2s c+ −s c2 2s cθ θs c2 2s c5 12 25 1θ θ5 12 25 1+ −5 1θ θ5 12 25 1( )5 12 25 1θ θ5 12 25 1+ −5 12 25 1θ θ5 12 25 1s c5 1s c2 2s c5 1s cθ θs c2 2s c5 1s c+ −s c5 1s c2 2s c5 1s cθ θs c5 1s c2 2s c5 1s c( )s c5 1s c2 2s c5 1s cθ θ5 1s c2 2s c5 1s c+ −s c2 2s c5 1s cθ θs c5 1s c2 25 1s c

cos c cos c cos c5 1s c5 1s c 0 1co0 1cos c0 1s c 5 1co5 1cos c5 1s c5 35 15 35 10 15 30 1co0 1co5 3co0 1cos c0 1s c5 3s c0 1s c 2 25 12 25 1θ θs cθ θs cosθ θos5 1θ θ5 1s c5 1s cθ θs c5 1s cos5 1osθ θos5 1osθ θs cθ θs c5 1θ θ5 1s c5 1s cθ θs c5 1s c5 15 35 1θ θ5 15 35 1 θ θs cθ θs c0 1θ θ0 1s c0 1s cθ θs c0 1s c θ θs cθ θs cs c5 1s cθ θs c5 1s c5 12 25 1θ θ5 12 25 1(s c(s c)5 1)5 1)θ θ)θ θs cθ θs c)s cθ θs c5 1θ θ5 1)5 1θ θ5 1s c5 1s cθ θs c5 1s c)s cθ θs c5 1s c5 1= −5 15 1θ θ5 1= −5 1θ θ5 1s c5 1s cθ θs c5 1s c= −s cθ θs c5 1s cos5 1osθ θos5 1os= −osθ θos5 1os ( )0 1( )0 1( )2 2( )2 2θ θ( )θ θs cθ θs c( )s cθ θs cosθ θos( )osθ θos0 1θ θ0 1( )0 1θ θ0 1s c0 1s cθ θs c0 1s c( )s cθ θs c0 1s c 2 2θ θ2 2( )2 2θ θ2 2s cθ θs c−s cθ θs c( )s c−s cθ θs c + −5 1+ −5 1co5 1co+ −co5 1cos c5 1s c+ −s c5 1s c2 2+ −2 25 12 25 1+ −5 12 25 1co5 1co2 2co5 1co+ −co2 2co5 1cos c5 1s c2 2s c5 1s c+ −s c2 2s c5 1s cs c5 1s cθ θs c5 1s c+ −s cθ θs c5 1s c5 12 25 1θ θ5 12 25 1+ −5 1θ θ5 12 25 1s c5 1s c2 2s c5 1s cθ θs c2 2s c5 1s c+ −s c5 1s c2 2s c5 1s cθ θs c5 1s c2 2s c5 1s c( )co( )cos( )s2 2( )2 25 12 25 1( )5 12 25 1 22 22( )22 22 4( )4θ θ( )θ θs cθ θs c( )s cθ θs cosθ θos( )osθ θoss c5 1s cθ θs c5 1s c( )s cθ θs c5 1s cs c2s cθ θs c2s c( )s cθ θs c2s c2 2θ θ2 2( )2 2θ θ2 2s c2 2s cθ θs c2 2s c( )s cθ θs c2 2s cos2 2osθ θos2 2os( )osθ θos2 2os5 12 25 1θ θ5 12 25 1( )5 1θ θ5 12 25 1 22 22θ θ22 22( )2θ θ22 22s c2s c2 2s c2s cθ θs c2 2s c2s c( )s c2s c2 2s c2s cθ θs c2s c2 2s c2s c θ( )θs cθ θs c+ −s cθ θs c( )s c+ −s cθ θs cs c5 1s cθ θs c5 1s c+ −s cθ θs c5 1s c( )s c5 1s cθ θs c5 1s c+ −s c5 1s cθ θs c5 1s c2 2θ θ2 2+ −2 2θ θ2 2( )2 2+ −2 2θ θ2 2s c2 2s cθ θs c2 2s c+ −s cθ θs c2 2s c( )s c2 2s cθ θs c2 2s c+ −s c2 2s cθ θs c2 2s c5 12 25 1θ θ5 12 25 1+ −5 1θ θ5 12 25 1( )5 12 25 1θ θ5 12 25 1+ −5 12 25 1θ θ5 12 25 1s c5 1s c2 2s c5 1s cθ θs c2 2s c5 1s c+ −s c5 1s c2 2s c5 1s cθ θs c5 1s c2 2s c5 1s c( )s c5 1s c2 2s c5 1s cθ θ5 1s c2 2s c5 1s c+ −s c2 2s c5 1s cθ θs c5 1s c2 25 1s c +( )+

cos c cos c5 1s c5 1s c6 20 5co0 5cos c0 5s c5 36 25 36 20 55 30 5co0 5co5 3co0 5cos c0 5s c5 3s c0 5s cθ θs cθ θs cosθ θos5 1θ θ5 1s c5 1s cθ θs c5 1s c6 2θ θ6 2s c6 2s cθ θs c6 2s cos6 2osθ θos6 2os6 25 36 2θ θ6 25 36 2 θ θs cθ θs cosθ θos0 5θ θ0 5s c0 5s cθ θs c0 5s c(s c(s c)5 1)5 1θ θ)θ θs cθ θs c)s cθ θs c5 1θ θ5 1)5 1θ θ5 1s c5 1s cθ θs c5 1s c)s cθ θs c5 1s c6 2= −6 2s cθ θs c= −s cθ θs cs c5 1s cθ θs c5 1s c= −s cθ θs c5 1s c6 2θ θ6 2= −6 2θ θ6 2s c6 2s cθ θs c6 2s c= −s cθ θs c6 2s cos6 2osθ θos6 2os= −osθ θos6 2os 0 5θ θ0 5+0 5θ θ0 5s c0 5s cθ θs c0 5s c+s cθ θs c0 5s c

La réponse B est bonne.

• Pour θ
π

=
10

, la relation précédente s’écrit :

cos cs cos cos cs cos
π π π π
2

0 1s c0 1s c
π π

0 1
π π

6s c6s c
π π

6
π π

10
20

10
5s c5s c

π π
5

π π
10

5 3co5 3cos c5 3s c5 3π π5 3π π5 3π π5 3π π
205 320s cs c


s c


s cs cs c


s cs cs cs c


s c


s cs c


s cs cs c
π ππ π


s c


s cs cs c


s cs cs cs c

π ππ π


π ππ π


s c


s cs c


s cs c= =s cs c0 1s c= =s c0 1s c π ππ π5 35 3π π5 3π ππ π5 3π π



5 35 3


5 35 3π π5 3π ππ π5 3π π


π ππ π5 3π π


5 35 3




5 35 3


5 35 3


− s cs c


s c


s cs cs c


s cs cs cs c


s c


s cs c


s cs cs c
π ππ π


s c


s cs cs c


s cs cs cs c

π ππ π


π ππ π


s c


s cs c


s c+s c+s c π ππ π



π ππ π


π ππ π













cos cs cos cos
π π π

10
16s c16s c

π π
16

π π
10

20
10

5 04 2co4 2cos4 2s204 2204 2π π4 2π π4 2π π4 2π πs cs c


s c


s cs cs c

s cs cs cs c


s c


s cs c


s cs cs c
π ππ π


s c


s cs cs c


s cs cs cs c

π ππ π


π ππ π


s c


s cs c


s c π ππ π4 24 2π π4 2π ππ π4 2π π



4 24 2


4 24 2π π4 2π ππ π4 2π π


π ππ π4 2π π


4 24 2




4 24 2


4 24 2


− 














+π ππ π


s cs c






5 0


5 0


5 05 05 0


5 05 0


5 0


5 0=5 0

Pour la valeur particulière 
NON
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corrigés



corrigés

16

soit, puisque cos
π

10
0














≠ , et en posant x = 













cos2

10
π

:

16 20 5 02x x20x x202x x2 − +20− +20x x− +x x20x x20− +20x x20 5 0=5 0

∆ = − = − = >b a− =b a− =c− =c− =2b a2b ab a4b a− =b a− =4− =b a− = 400 320− =320− = 80 0 donc l’équation admet 2 racines réelles

distinctes : x xx x1 2x x1 2x x
5 55 5

81 281 2

5 55 5
8

x x=x xx x1 2x x=x x1 2x x
5 5−5 5

=
5 5+5 5

etx xetx xx x1 2x xetx x1 2x x

cos ,s , cos
π π

10
s ,

10
s ,0s ,0s ,

π π
0

π π
10

5 55 5
8

s ,s ,


s ,


s ,s ,s ,

s ,s ,s ,s ,


s ,


s ,s ,


s ,s ,s ,
π ππ π


s ,


s ,s ,s ,


s ,s ,s ,s ,

π ππ π


π ππ π


s ,


s ,s ,


s ,>s ,>s , π ππ π



π ππ π


π ππ π









=
5 5±5 5

donc
π π

donc
π π

:

Or 0
10 6 10 6

0 866< << < 
6 16 1



6 16 16 16 1


0 60 6



0 60 60 60 6

> 
0 60 6



0 60 60 60 6








π π π ππ π

π π

 π π


π π

donc cos cs cs c


s c


s c



s c




s c


s c


s c


s c


s c




s c


>s c> os , ...

et cos
π

10
5 55 5

8














=
5 5+5 5

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

• Question 2 : aucune réponse n’est bonne

•
n

k

n

kk

n

k

n



















( )k( )k













=

= =
∑ ∑

n
∑ ∑

n

k∑ ∑kk
∑ ∑
∑ ∑∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑

∑ ∑
∑ ∑∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑

( )∑ ∑( )k( )k∑ ∑k( )k =∑ ∑=∑ ∑si∑ ∑∑ ∑n∑ ∑ cos∑ ∑2∑ ∑
1 1k1 1k k1 1k1 1 1 1= =1 1= =k= =k1 1k= =k k= =k1 1k= =k= =1 1= = = =1 1= =

1 2−1 2− ( )1 2( )co1 2cos1 2s
2

1

( )∑ ∑( )θ( )∑ ∑( ) ( )θ( )

222
1
21 121 12

d’a r s

n

k1 1k1 1

n

kk

n

k1 1k1 1

n

nul


1 11 1


1 11 1















( )2( )2k( )k
= =1 1= =1 121 12= =21 121 1k1 1= =1 1k1 11 1k1 1= =1 1k1 11 11 1= =1 11 11 11 1= =1 11 1
∑ ∑∑ ∑1∑ ∑1

2∑ ∑2∑ ∑∑ ∑
n

∑ ∑
n

k∑ ∑k
∑ ∑
∑ ∑∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑

∑ ∑
∑ ∑∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑

−∑ ∑− cos ( )θ( )
pa rpa rè l’hypotll’hypotl h seèh sèh s

                    

En utilisant le développement du binôme de Newton, on obtient :

n

k

n

kk

n

k

n n



















( )k( )k =
= =
∑ ∑donc∑ ∑donc

n
∑ ∑

n

k∑ ∑k
n∑ ∑n n∑ ∑n∑ ∑

∑ ∑∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑

∑ ∑
∑ ∑∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑

= +∑ ∑= +(∑ ∑(= +(= +∑ ∑= +(= + )∑ ∑) =∑ ∑=
0

∑ ∑1 1∑ ∑= +∑ ∑= +1 1= +∑ ∑= +∑ ∑2∑ ∑ 2 1n2 1n −2 1−
2

2

1

sin ( )θ( )

La réponse A est fausse.

Pour la valeur particulière θ = 0, l’équation de l’assertion B s’écrit :

soit encore
n
kk

n n
n

n













= 













− = 











=

∑
1

1
2

2 1n2 1n − =2 1− =
1
2

La réponse B est fausse.

Pour la valeur particulière 
NON
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corrigéschapitre 1 : Complexes

θ = 0 n’est pas solution de l’équation à résoudre, puisque, si n ∈ * :

n

k

n

kk

n

k

n
n



















= − ≠
= =

∑ ∑
n

∑ ∑
n

k∑ ∑kk
∑ ∑
∑ ∑∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑

∑ ∑
∑ ∑∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑

(∑ ∑( )∑ ∑) =∑ ∑=∑ ∑co∑ ∑∑ ∑s 0∑ ∑(∑ ∑(s 0(∑ ∑( 2 1n2 1n= −2 1= − 0
1 1k1 1k k1 1k1 1 1 1= =1 1= =k= =k1 1k= =k k= =k1 1k= =k= =1 1= = = =1 1= =

Or, θ = 0 appartient à l’ensemble des solutions proposées, puisque,
pour k = −1, θ s’écrit :

π π π π
n

kπ πkπ π
n n n

+ =+ = − =− = 0

La réponse C est fausse.

• D’après la formule de Moivre :

n

kk
k e

n

kk

n 













( )k e( )k ek e= ℜk e






 
=

∑ cos c( )s c( )k e( )k es ck e( )k e2 2k e2 2k e( )2 2( )k e( )k e2 2k e( )k ek e= ℜk e2 2k e= ℜk e( )s c( )2 2( )s c( )k e( )k es ck e( )k e2 2k es ck e( )k e
1

θ θ( )θ θ( )s cθ θs ck es ck eθ θk es ck ek e( )k es ck e( )k eθ θk es ck e( )k ek e= ℜk es ck e= ℜk eθ θk es ck e= ℜk e2 2θ θ2 2k e2 2k eθ θk e2 2k ek e( )k e2 2k e( )k eθ θk e2 2k e( )k ek e= ℜk e2 2k e= ℜk eθ θk e2 2k e= ℜk es c2 2s cθ θs c2 2s ck es ck e2 2k es ck eθ θk e2 2k es ck ek e( )k es ck e( )k e2 2k es ck e( )k eθ θk e( )k es ck e( )k e2 2k e( )k es ck e( )k ek e= ℜk es ck e= ℜk e2 2k es ck e= ℜk eθ θk e= ℜk es ck e= ℜk e2 2k e= ℜk es ck e= ℜk e
kkk

n
i k

k

n n

k
e

= =k= =k= = = = k= =k
∑ ∑k i∑ ∑k i( )∑ ∑( )k i( )k i∑ ∑k i( )k i∑ ∑

n
∑ ∑

n∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑k∑ ∑k∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑
k i+k i∑ ∑k i+k i ( )∑ ∑( )k( )k∑ ∑k( )k∑ ∑∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑∑ ∑si∑ ∑sin∑ ∑n2 2∑ ∑2 2( )2 2( )∑ ∑( )2 2( )2 2∑ ∑2 2


2 2

∑ ∑
2 2

 
2 2

∑ ∑
2 2


2 2∑ ∑2 2 ( )2( )∑ ∑( )2( )θ θ∑ ∑θ θ( )θ θ( )∑ ∑( )θ θ( )k i( )k iθ θk i( )k i∑ ∑k iθ θk i( )k iθ θ∑ ∑θ θ

k
θ θ

k∑ ∑k
θ θ

k
θ θ

∑ ∑
θ θ


θ θ

∑ ∑
θ θ

 
θ θ

∑ ∑
θ θ


θ θ

∑ ∑
θ θ


θ θ∑ ∑θ θθ θ∑ ∑θ θs cθ θs c∑ ∑s cθ θs c

k
s c

k
θ θ

k
s c

k∑ ∑k
θ θ

k
s c

k
s c


θ θ


s c

∑ ∑
θ θ


s c


s c


θ θ


s c

∑ ∑
s c


θ θ


s c

 
s c


θ θ


s c

∑ ∑
θ θ


s c


s c


θ θ


s c

∑ ∑
s c


θ θ


s c


s cθ θs c∑ ∑θ θs cs cθ θs c∑ ∑s cθ θs c osθ θos∑ ∑osθ θos2 2θ θ2 2∑ ∑2 2θ θ2 2( )2 2( )θ θ( )2 2( )∑ ∑( )θ θ( )2 2( )2 2θ θ2 2∑ ∑2 2θ θ2 2


2 2


θ θ


2 2

∑ ∑
θ θ


2 2
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θ θ


2 2


∑ ∑



2 2




θ θ




2 2


 

2 2


θ θ


2 2
∑ ∑

θ θ


2 2




2 2




θ θ


2 2


∑ ∑



2 2




θ θ




2 2




2 2θ θ2 2∑ ∑θ θ2 22 2θ θ2 2∑ ∑2 2θ θ2 2s c2 2s cθ θs c2 2s c∑ ∑s cθ θs c2 2s c
k

s c
k

2 2
k

s c
k

θ θ
k

2 2
k

s c
k∑ ∑k

s c
k

2 2
k

s c
k

θ θ
k

s c
k

2 2
k

s c
k


s c


2 2


s c


θ θ


2 2


s c

∑ ∑
s c


2 2


s c


θ θ


s c


2 2


s c




s c


2 2


s c


θ θ


2 2


s c
∑ ∑

s c


2 2


s c


θ θ


s c
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s c


s c2 2s cθ θ2 2s c∑ ∑s c2 2s cθ θs c2 2s c




s c
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θ θ
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∑ ∑



s c
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θ θ


s c
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s c
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s c


θ θ
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s c
∑ ∑

s c


2 2
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θ θ
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s c


s c


2 2


s c


θ θ
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s c

∑ ∑
s c


2 2


s c


θ θ


s c


2 2


s c




s c


2 2


s c


θ θ


2 2


s c
∑ ∑

s c
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θ θ


s c
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s c


s c2 2s cθ θ2 2s c∑ ∑s c2 2s cθ θs c2 2s c
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θ θ
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∑ ∑
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θ θ
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s c
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s c


θ θ


s c


2 2


s c
∑ ∑

s c


2 2
s c


θ θ


s c


2 2


s c

s c2 2s cθ θ2 2s c∑ ∑s c2 2s cθ θs c2 2s cs c2 2s cθ θs c2 2s c∑ ∑s c2 2s cθ θs c2 2s c os2 2osθ θos2 2os∑ ∑osθ θos2 2os ( )θ( )∑ ∑( )θ( ) e∑ ∑e


2 2


2 22 2θ θ2 2


2 2θ θ2 2s c2 2s cθ θs c2 2s c


s cθ θs c2 2s c


θ θ


θ θs cθ θs c


s cθ θs cs c2 2s cθ θs c2 2s c


s cθ θs c2 2s cs c2 2s cθ θs c2 2s cs cθ θs c2 2s c2 2θ θ2 2


2 2θ θ2 22 2


2 2θ θ2 2s c2 2s cθ θs c2 2s c


s cθ θs c2 2s cs c2 2s cθ θs c2 2s c


s c2 2s cθ θs c2 2s c


θ θ


θ θθ θ


θ θs cθ θs c


s cθ θs cs c


s cθ θs cs c2 2s cθ θs c2 2s c


s cθ θs c2 2s cs c2 2s cθ θs c2 2s c


s c2 2s cθ θs c2 2s c


∑ ∑


∑ ∑= == =
∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑


∑ ∑∑ ∑


∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑= ℜ∑ ∑ 
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∑ ∑


∑ ∑= == =
∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑


∑ ∑∑ ∑


∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑






1= =1= =
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1
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k
k e e e e e e
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n
ie eie e

n in i i













( )k e( )k ek e= ℜk e e e+e e( )e e)e e













 e ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee e

e ee ee e= ℜe e +
=

∑ cos 2( )s 2( ) e e1 1e ee e)e e1 1e e)e ee e−e e1 1e e−e e
1

2e e2e e( )θ( )k e( )k eθk e( )k e θ θe eθ θe einθ θine eine eθ θe eine eθ θe eθ θe eθ θe eθ θe e
nθ θn

+θ θ+e e+e eθ θe e+e e)θ θ) θ θe ee eθ θe ee ee ee ee ee eθ θe ee ee e= ℜθ θ= ℜe e= ℜe eθ θe e= ℜe e1 1θ θ1 1e e1 1e eθ θe e1 1e e
n

1 1
nθ θn

1 1
n)1 1)θ θ)1 1)e e)e e1 1e e)e eθ θe e1 1e e)e e θ θeθ θei iθ θi iei ieθ θei ie+θ θ+i i+i iθ θi i+i ii i−i iθ θi i−i i(((e e(e e(e e(e e ) −θ θθ θ






θ θθ θ


θ θθ θ








 
















= ( )

n

n n( )n n( )

1

2 1−2 1−n n2 1n n( )n n( )2 1( )n n( )co2 1co2 1n n2 1n ncon n2 1n ns c( )s c( )( )n( )s c( )n( )2 1s c2 1( )2 1( )s c( )2 1( )n n2 1n ns cn n2 1n n( )n n( )2 1( )n n( )s c( )2 1( )n n( )( )n( )2 1( )n( )s c( )2 1( )n( )( )n n( )n( )n n( )2 1( )n( )n n( )s c( )n n( )n( )n n( )2 1( )n n( )n( )n n( )θ θ( )θ θ( )2 1θ θ2 1n n2 1n nθ θn n2 1n n( )n n( )2 1( )n n( )θ θ( )2 1( )n n( )s cθ θs c( )s c( )θ θ( )s c( )2 1s c2 1θ θ2 1s c2 1( )2 1( )s c( )2 1( )θ θ( )s c( )2 1( )n n2 1n ns cn n2 1n nθ θn ns cn n2 1n n( )n n( )2 1( )n n( )s c( )2 1( )n n( )θ θ( )n n( )2 1( )n n( )s c( )n n( )2 1( )n n( ) osθ θos2 1os2 1θ θ2 1os2 1n n2 1n nosn n2 1n nθ θn nosn n2 1n n

ce qui revient à résoudre l’équation : cos cs cns c n
nθ θs cθ θs cosθ θosnθ θnθ θs cθ θs c(s c(s c)θ θ)θ θs cθ θs c)s cθ θs c =

1
2

Penser à factoriser e2i q ± 1 par ei q pour faire apparaître cos q ou sin q.

Pour n ∈ *, on définit f sur  par : f n nf n( )f ns cosθ θf nθ θf nf n( )f nθ θf n( )f nf ncof nθ θf ncof ns cθ θs cf ns cf nθ θf ns cf n θf nθ θf n=f nθ θf n(f n(f nf nθ θf n(f nθ θf nf ns cf nθ θf ns cf n(f nθ θf ns cf n )s c)s c

On a : f ff f
nn nf fn nf f
nn nn

f f( )f ff f0 1f ff f( )f f0 1f f( )f f
1

f f
1

f f
2 2

f f
2 2

f fn n2 2n nf fn nf f
2 2

f fn nf f 0
1
2n n2n nf f= >f ff f0 1f f= >f f0 1f f 

n nn n2 22 2n n2 2n nn n2 2n n



n nn nn nn nn n2 2n nn n2 2n nn nn n2 2n n


n nn n



n nn nn nn n= <0= <0f fetf f

π

Or, f est continue donc, d’après le théorème des valeurs intermédiaires :

∃ ∈









( ) =θ∃ ∈θ∃ ∈
π ( )θ( )0 0∃ ∈0 0∃ ∈

0 00 00 0 0 00 0
( )0 0( )( )θ( )0 0( )θ( )00 000 020 020 0

1
2

, /, /, /
, /


, /

π

, /
π

0 0, /0 00 0
, /

0 00 0, /0 00 0
, /

0 00 020 0, /0 020 0n
f0 0f0 0 n

et θ0 est solution de l’équation proposée.

La réponse D est fausse.

θ
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• Question 3 : réponses A et D

• Z h h e e
p

n
i ph

p

n
ii pαi p, cα α, cα α( )Z h( )Z hα α( )α αZ hα αZ h( )Z hα αZ h, c( ), cZ h, cZ h( )Z h, cZ hα α, cα α( )α α, cα αZ hα αZ h, cZ hα αZ h( )Z h, cZ hα αZ h = +, c= +, cα α, cα α= +α α, cα α  = =h e= =h ei p= =i p

= =p= =p= =

−
i p+i p(i p(i p= =(= =i p= =i p(i p= =i p )= =)= =

−

∑ ∑h e∑ ∑h e∑ ∑i p∑ ∑i ph e∑ ∑h eα α∑ ∑α α, c∑ ∑, cα α, cα α∑ ∑α α, cα αα αosα α∑ ∑α αosα α i psii p∑ ∑i psii p= +∑ ∑= +α α= +α α∑ ∑α α= +α α, c= +, c∑ ∑, c= +, cα α, cα α= +α α, cα α∑ ∑α α= +α α, cα αos= +os∑ ∑os= +osα αosα α= +α αosα α∑ ∑α α= +α αosα α( )∑ ∑( )ph( )ph∑ ∑ph( )phα α( )α α∑ ∑α α( )α α= +( )= +∑ ∑= +( )= +α α= +α α( )α α= +α α∑ ∑α α( )α α= +α α i p+ +i p∑ ∑i p+ +i p+ +∑ ∑+ +i p+ +i p∑ ∑i p+ +i pi psii p+ +i psii p∑ ∑i p+ +i psii pi pni p+ +i pni p∑ ∑i p+ +i pni p∑ ∑, c∑ ∑, cα α, cα α∑ ∑α α, cα α= +∑ ∑= +, c= +, c∑ ∑, c= +, cα α, cα α= +α α, cα α∑ ∑α α= +α α, cα α ( )∑ ∑( )i p( )i p∑ ∑i p( )i ph e( )h e∑ ∑h e( )h ei pαi p( )i pαi p∑ ∑i p( )i pαi pi p+ +i p( )i p+ +i p∑ ∑i p( )i p+ +i pi pαi p+ +i pαi p( )i p+ +i pαi p∑ ∑i pαi p+ +i pαi p( )i pαi p+ +i pαi p∑ ∑, c, c∑ ∑, c, cα α, cα αα α, cα α∑ ∑α αα α, cα α= += +∑ ∑= += +, c= +, c, c= +, c∑ ∑, c, c= +, cα α, cα α= +α α, cα αα α= +α α, cα α∑ ∑α α, cα α= +α α, cα αα α, cα α= +α α, cα α∑ ∑, c, c∑ ∑, c, c∑ ∑, c, c, c, c∑ ∑, c, c, cα α, cα αα α, cα αα αα α, cα α∑ ∑α α, cα αα α, cα αα α, cα αα α, cα α= += += += +∑ ∑= += += +, c= +, c, c= +, c, c, c= +, c∑ ∑, c= +, c, c= +, c, c= +, c, c= +, cα α, cα α= +α α, cα αα α= +α α, cα αα α, cα α= +α α, cα αα α, cα α= +α α, cα α∑ ∑α α, cα α= +α α, cα α, cα α= +α α, cα αα α= +α α, cα αα α, cα α= +, cα α ∑ ∑h eh e∑ ∑h eh e∑ ∑h eh e∑ ∑h eh e∑ ∑h eh eh eh e∑ ∑h eh eh eh e= =h e∑ ∑h e= =h e
0= =0= =

1

0

1
ααα eiph

p

n

=

−

∑
0

1

Il apparaît la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de pre-
mier terme égal à 1 et de raison eih. Or h ≠ 2kπ, donc eih ≠ 1 et :

Z h e
e
e

i
inh

ihα = −
−

α( )Z h( )Z hα =( )α =Z hα =Z h( )Z hα =Z h,( ),α =,α =( )α =,α =Z hα =Z h,Z hα =Z h( )Z h,Z hα =Z h
1
1

La réponse A est bonne.

• Z h e
e e e

e e e
ei

i
nh

i
nh

i
nh

i
h

i
h

i
h

i
α

α

( )Z h( )Z hα( )αZ hαZ h( )Z hαZ h,( ),Z h,Z h( )Z h,Z h =
−
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e ee ee e


e e


e ee e


e e
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e ee ee e


e e


e ee e
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e ee e


e e2 2e ee e


e e 2

2 2e e2 2e e2 2e e2 2e e
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e ee e
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n h−n h− )n h)
nh

h

n h1n h

2 2

2

sin

sin

La réponse B est fausse.

• U h
p

n

p

n π

π
α

, cα α, cα α sin

sin

( )U h( )U hα α( )α αU hα αU h( )U hα αU h, c( ), cU h, cU h( )U h, cU hα α, cα α( )α α, cα αU hα αU h, cU hα αU h( )U h, cU hα αU h = +, c= +, cα α, cα α= +α α, cα α = −= −= −si= −sin= −n ( )ph( )phα( )α +( )+


= −= −











= −= −= −si= −sin= −n −

= =p= =p= =

− −n− −n− −

∑ ∑α α∑ ∑α α, c∑ ∑, cα α, cα α∑ ∑α α, cα αα αosα α∑ ∑α αosα α= +∑ ∑= +α α= +α α∑ ∑α α= +α α, c= +, c∑ ∑, c= +, cα α, cα α= +α α, cα α∑ ∑α α= +α α, cα αos= +os∑ ∑os= +osα αosα α= +α αosα α∑ ∑α α= +α αosα α( )∑ ∑( )ph( )ph∑ ∑ph( )phα α( )α α∑ ∑α α( )α α= +( )= +∑ ∑= +( )= +α α= +α α( )α α= +α α∑ ∑α α( )α α= +α α = −∑ ∑= −
0= =0= =

1− −1− −

0

1

2

2
phpphp V h

p

n 


= −= −











= −V h= −V hV h= −V hV h−V hV hV hV h= −V hV h= −V h


V h


V hV h= −V h


V h= −V hV h= −V hV h= −V hV hV hV hV hV h= −V hV h= −V hV hV h= −V h


V h


V hV h


V hV h= −V h


V h= −V hV h


V h= −V h




=

−

∑= −∑= −
0

1

2
π

V h
π

V hαV hαV h,V h,V h

La réponse C est fausse.
• D’après l’assertion A :

U h Z h

nh

h
i

n h

0 0Z h0 0Z h 2

2

n h1n h

2, ,, ,0 0, ,0 0
sin

sin
( )U h( )U h0 0( )0 0U h0 0U h( )U h0 0U h, ,( ), ,U h, ,U h( )U h, ,U h0 0, ,0 0( )0 0, ,0 0U h0 0U h, ,U h0 0U h( )U h, ,U h0 0U h = ℜ0 0= ℜ0 0, ,= ℜ, ,0 0, ,0 0= ℜ0 0, ,0 0( )Z h( )Z hZ h0 0Z h( )Z h0 0Z h, ,( ), ,0 00 0, ,, ,, ,, ,0 00 00 00 0, ,, ,, ,, ,  ℜ















 






























 

















n h−n h( )n h)n h

e =0 0e =0 0Z h0 0Z he =Z h0 0Z h, ,e =, ,Z h, ,Z he =Z h, ,Z h0 0, ,0 0e =0 0, ,0 0Z h0 0Z h, ,Z h0 0Z he =Z h, ,Z h0 0Z h, ,e =, ,0 0, ,0 0e =0 0, ,0 0( )e =( )Z h( )Z he =Z h( )Z hZ h0 0Z h( )Z h0 0Z he =Z h( )Z h0 0Z hZ h, ,Z h( )Z h, ,Z he =Z h( )Z h, ,Z hZ h0 0Z h, ,Z h0 0Z h( )Z h, ,Z h0 0Z he =Z h0 0Z h, ,Z h0 0Z h( )Z h0 0Z h, ,Z h0 0Z h0 00 0e =0 00 0, ,, ,e =, ,, ,0 0, ,0 00 0, ,0 0e =0 00 0, ,0 00 00 00 00 0e =0 00 00 0, ,, ,, ,, ,e =, ,, ,, ,0 0, ,0 00 0, ,0 00 00 0, ,0 0e =0 0, ,0 00 0, ,0 00 0, ,0 00 0, ,0 0 e =e = e 2e
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sin

n
hs shs s

nh

h

1
2 22 22 2 2 22 2

2

La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponses B et D

• A h h p h h U h
p

n

p

n n

q
( )A h( )A h s cos h hcoh hh hsh h= = +h p= +h p= +s c= +s cos= +os −(h p(h p )= += += += += += + h hh hh hh hh hh hh hh hh h= +h hh hcoh h= +h hcoh hh hsh h= +h hsh hh h= +h h( )h h( )h h ph( )ph= +( )= +h h= +h h( )h h= +h h =

= = =
∑ ∑co∑ ∑cos c∑ ∑s c( )∑ ∑( )ph( )ph∑ ∑ph( )phs c( )s c∑ ∑s c( )s cphs cph( )phs cph∑ ∑ph( )phs cph = +∑ ∑= +s c= +s c∑ ∑s c= +s c ∑h h∑h h∑h h∑h hh h= +h h∑h h= +h h

−

1 1p1 1p= =1 1= =p= =p1 1p= =p

1

1
0

( )U h( )U h,,,( ),,,h( )h

(en posant q = p −1).

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.
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dA
dh

h p B h
p

n

( )h p( )h psin (B hn (B hn ( )h p= −h p ( )ph( )ph( )ph( )phn (( )n (phn (ph( )phn (phn (= −n (
=

∑h p∑h p
1

La réponse C est fausse.

• D’après les assertions 4-B et 3-A :

A h U h h e Z h( )A h( )A h , ,h e, ,h e Z h, ,Z h= ( )U h( )U h h e( )h e, ,( ), ,h e, ,h e( )h e, ,h eh e= ℜh eh e, ,h e= ℜh e, ,h e ( )Z h( )Z h h( )h, ,( ), ,Z h, ,Z h( )Z h, ,Z h, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, , 

A h e e

nh

h

n
i

n h

( )A h( )A h
sin

sin

cos
= ℜ















 






























 

























e ee e





e e


e ee ee e


e ee e






























=
n h+n h( )n h)n hn h1n h

2 2

2

+++













 














 














 






























 
















1
2 22 22 2 2 22 2

2

h
nh

h

sin

sin

En utilisant la transformation cos s sin sina bs sa bs sina bina bs sa bs s(s s(s s)a b)a bs sa bs s)s sa bs s ( )a b( )a b = += +si= +sin s= +n s( )n s( )n sa b( )a bn sa bn s( )n sa bn s= +( )= +n s= +n s( )n s= +n sa b= +a b( )a b= +a bn sa bn s= +n sa bn s( )n s= +n sa bn s− −n s− −n sin− −in ( )a b( )a b− −( )− −a b− −a b( )a b− −a b= += += += += += + 
1
2

, on

obtient : A h

n
h

h
( )A h( )A h =















 






























 
















−
sin

sin

2 1n2 1n +2 1+
2

2
2

1
2

La réponse D est bonne.

> QCM 2 Application du plan complexe

• Question 1 : réponse A

Forme trigonométrique d’un complexe
Tout nombre complexe Z non nul peut être mis sous la forme
trigonométrique :

Z ZZ Z ei ZZ Z=Z Z . i Zari Zg(i Zg(i Z )

• Ici, Z peut être nul, si z = ± i. Donc Z n’a pas toujours de forme
trigonométrique.

La réponse A est bonne.

• Z
r e

r e r e r
e

i

i i
i=

+
= +i i= +i i = + 














−
2 2r e2 2r ei2 2i

2 2r e2 2r ei i2 2i i2 2i i2 2i i 2
21

1= +1= +i i= +i i1i i= +i i

1
1= +1= +

1r e.r e
. .r e. .r e r e. .r e

θ

θ θr eθ θr ei iθ θi ir ei ir eθ θr ei ir ei i= +i iθ θi i= +i i2 2θ θ2 2i i2 2i iθ θi i2 2i ir ei ir e2 2r ei ir eθ θr e2 2r ei ir ei i= +i i1i i= +i iθ θi i1i i= +i i
θ

Les réponses B et C sont fausses.

NON
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• L’expression D est bonne, mais n’est pas une forme trigonométrique.
La réponse D est fausse.

L’expression B est la seule qui soit une forme trigonométrique… mais ce
n’est pas la bonne !

• Question 2 : réponses B et D
D’après la question précédente, Z s’écrit :

Z
r

e
r

ii= + 













= + 











 ( ) ( ) 

= +

−1= +1= +
1

1= +1= +
1

2 2i2 2i( )2 2( ) ( )2 2( )

1= +1= +

2
2

2
θ θ θ( )θ θ( ) ( )θ θ( )2 2θ θ2 2i2 2iθ θi2 2i( )2 2( )θ θ( )2 2( ) + −2 2+ −θ θ+ −2 2+ −i+ −i2 2i+ −iθ θi2 2i+ −i ( )2 2( )θ θ( )2 2( )+ −( )+ −2 2+ −( )+ −θ θ+ −2 2+ −( )+ −cos s( )s s( )−( )−s s−( )−( )2 2( )s s( )2 2( )θ θs sθ θiθ θis siθ θi( )θ θ( )s s( )θ θ( )2 2θ θ2 2s s2 2θ θ2 2( )2 2( )θ θ( )2 2( )s s( )θ θ( )2 2( ) + −2 2+ −θ θ+ −2 2+ −s s+ −θ θ+ −2 2+ −i+ −i2 2i+ −iθ θi2 2i+ −is si+ −i2 2i+ −iθ θi+ −i2 2i+ −i2 2in2 22 2θ θ2 2in2 2θ θ2 2+ −2 2+ −θ θ+ −2 2+ −in+ −θ θ+ −2 2+ −

111 1
2 2r

i
r2 2r2 2









2 22 2



2 22 22 22 2( )2( )22 2( )2 2


2 22 22 22 22 22 2


 ( )2( )2co2 2co2 2s s2 2s s2 2( )s s( )2( )2s s2( )22 2( )2 2s s2 2( )2 222 22( )22 22s s2( )22 22 inθ θ

1
θ θ

1
θ θiθ θi( )θ θ( ) θ θ


θ θ

θ θ2 2θ θ2 22 2( )2 2θ θ2 2( )2 22 22 2θ θ2 22 22 22 22 22 2θ θ2 22 22 2

θ θ


θ θ



θ θ




θ θ
 ( )θ θ( )2( )2θ θ2( )2s sθ θs ss sθ θs s2 2s s2 2θ θ2 2s s2 2s sθ θs s2 2s s2 2θ θ2 2s s2 2is siθ θis si2 2i2 2s s2 2i2 2θ θ2 2s s2 2i2 2( )s s( )θ θ( )s s( )2 2( )2 2s s2 2( )2 2θ θ2 2s s2 2( )2 2−s s−θ θ−s s− s sθ θs s


s s


θ θ


s s

2 22 2s s2 22 2θ θ2 2s s2 22 2s sθ θs s


s s

θ θs s




s s


θ θ


s s
2 22 22 22 2s s2 22 22 2θ θ2 22 22 22 2s s2 22 22 22 2

s sθ θs s


s s


θ θ


s s


s sθ θs s


s s

θ θs s




s s


θ θ


s s


inθ θin

ℜ = + 











 ( ) ℑ = 



 ( )e Zℜ =e Zℜ =

r
ℑ =m Zℑ =

r
( )ℜ =( )ℜ =e Z( )e Zℜ =e Zℜ =( )ℜ =e Zℜ = cos ((s (( )s () ℑ =s (ℑ =ℑ =m Zℑ =s (ℑ =m Zℑ =) sℑ =) sℑ = ) s


) s

 ) s


) s




) s




) s


in1
1

s (2s (
1

) s
1

) s 22 22 22 2 (2 2( )2 2) ℑ =2 2ℑ =
2 22 2 r2 2r

co2 2cos (2 2s ((s ((2 2(s (( )s ()2 2)s () ℑ =s (ℑ =2 2ℑ =s (ℑ =) s2 2) sℑ =) sℑ =2 2ℑ =) sℑ =


) s
2 2

) s


) s
2 2

) s


s (2s (2 2s (2s (θ θℑ =θ θℑ = (θ θ(ℑ =m Zℑ =θ θℑ =m Zℑ =s (θ θs ()s ()θ θ)s () ℑ =s (ℑ =θ θℑ =s (ℑ =ℑ =m Zℑ =s (ℑ =m Zℑ =θ θℑ =s (ℑ =m Zℑ =) sθ θ) s) sθ θ) s) sθ θ) sℑ =) sℑ =θ θℑ =) sℑ = −) s−θ θ−) s− ) sθ θ) s


) s


θ θ


) s


) sθ θ) s


) s

θ θ) s




) s


θ θ


) s


) sθ θ) s


) s


θ θ


) s


) sθ θ) s


) s

θ θ) s




) s


θ θ


) s


inθ θin) s
1

) sθ θ) s
1

) s 2θ θ2ℑ =2 2ℑ =θ θℑ =2 2ℑ =ℑ =m Zℑ =2 2ℑ =m Zℑ =θ θℑ =2 2ℑ =m Zℑ =s (2 2s (θ θs (2 2s ()s ()2 2)s ()θ θ)2 2)s () ℑ =s (ℑ =2 2ℑ =s (ℑ =θ θℑ =2 2ℑ =s (ℑ =ℑ =m Zℑ =s (ℑ =m Zℑ =2 2ℑ =s (ℑ =m Zℑ =θ θℑ =m Zℑ =s (ℑ =m Zℑ =2 2ℑ =m Zℑ =s (ℑ =m Zℑ =) s2 2) sθ θ) s2 2) sℑ =) sℑ =2 2ℑ =) sℑ =θ θℑ =2 2ℑ =) sℑ =


) s
2 2

) s


θ θ
2 2

) s


) s
2 2

) s


θ θ


) s
2 2

) s


s (ets (θ θs (ets (s (2 2s (ets (2 2s (θ θs (ets (2 2s (

Les réponses A et C sont fausses, les réponses B et D sont bonnes.

• Question 3 : réponses C et D

Logique
Soient P et Q deux propositions logiques.
La négation de « P et Q » est « non P ou non Q ».

Z XZ X etetet YYY= ⇔Z X= ⇔Z X = =et= =et Y= =Y1 11 1Z X1 1Z XZ X1 1Z XZ X= ⇔Z X1 1Z X= ⇔Z X = =1 1= = 00Z X= ⇔Z X1 1Z X= ⇔Z XZ X1 1Z X

Z X Y≠ ⇔Z X≠ ⇔Z X ≠ ≠Y≠ ≠Y1 1Z X1 1Z XZ X≠ ⇔Z X1 1Z X≠ ⇔Z X ≠ ≠1 1≠ ≠ 0Z X≠ ⇔Z X1 1Z X≠ ⇔Z XZ X1 1Z X ≠ ≠  ou ≠ ≠ La réponse A est fausse.

Z H z
Z

≠ ⇔Z H≠ ⇔Z H =
−

1Z H1Z HZ H≠ ⇔Z H1Z H≠ ⇔Z H
1

1
2doncZ HdoncZ H≠ ⇔donc≠ ⇔Z H≠ ⇔Z HdoncZ H≠ ⇔Z H≠ ⇔( )Z H( )Z H≠ ⇔( )≠ ⇔Z H≠ ⇔Z H( )Z H≠ ⇔Z H (1)

Or, l’équation (1) s’écrit :

X iY
( )x i( )x iy( )yx i+x i( )x i+x i =

+ −X i+ −X iY+ −Y
2 1

1

x y ixy
X iY X iY

X Y
2 2x y2 2x y 2X Y2X Y 2

2
X i1X i

1 1Y X1 1Y X
X i1X i

− +x y− +x y2 2− +2 2x y2 2x y− +x y2 2x y =
X i− −X iX i1X i− −X i1X i

( )X i( )X i1 1( )1 1X i1 1X i( )X i1 1X iY X1 1Y X( )Y X1 1Y XX i− +X i( )X i− +X iX i1 1X i− +X i1 1X i( )X i− +X i1 1X i ( )iY( )iY1 1( )1 1Y X1 1Y X( )Y X1 1Y X − −( )− −1 1− −1 1( )1 1− −1 1
=

X i− −X iX i1X i− −X i1X i

( )X Y( )X Y1( )1X Y1X Y( )X Y1X YX Y−X Y( )X Y−X YX Y+X Y

•  L’expression D est bonne, mais n’est pas une forme trigonométrique.•  L’expression D est bonne, mais n’est pas une forme trigonométrique.
NON

Z X

Z X
NON
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soit finalement, en identifiant membre à membre les parties réelles d’une
part, et les parties imaginaires d’autre part :

x y
X

X Y
xy

Y

X Y
2 2x y2 2x y 2X Y2X Y 2 2X Y2X Y 2

1

1X Y1X Y
2

1X Y1X Y
− =x y− =x y

−
X Y−X Y( )X Y)X YX Y+X Y

= −
X Y−X Y( )X Y)X YX Y+X Y

et

La réponse B est fausse, les réponses C et D sont bonnes.

• Question 4 : réponse D

Z et k k= ⇔Z e= ⇔Z e= =Z e= =Z et k= =t k1 1Z e1 1Z eZ e= ⇔Z e1 1Z e= ⇔Z et k2t kZ e= ⇔Z e1 1Z e= ⇔Z eZ e1 1Z eZ eR  Z eZ e= =Z eZ e1 1Z eR  Z e1 1Z eZ e= =Z e1 1Z e= =Z eZ et kt kϕ πt kϕ πt kt k= =t kϕ πt k= =t kt k2t kϕ πt k2t kϕ πt kϕ πt kϕ πt kϕ πt kt k2t kϕ πt k ( )k( )k ∈( )∈( )( )

Z k k≠ ⇔Z k≠ ⇔Z k≠ ≠Z k≠ ≠Z kZ k1 1Z kZ k≠ ⇔Z k1 1Z k≠ ⇔Z kZ k2Z kZ k≠ ⇔Z k1 1Z k≠ ⇔Z kZ k1 1Z kZ kR  Z kZ k≠ ≠Z kZ k1 1Z kR  Z k1 1Z kZ k≠ ≠Z k1 1Z k≠ ≠Z kZ k≠ ≠Z k ou  Z k≠ ≠Z kϕ πZ kϕ πZ k≠ ≠ϕ π≠ ≠Z k≠ ≠Z kϕ πZ k≠ ≠Z kZ k2Z kϕ πZ k2Z k ( )k( )k ∈( )∈( )( )

L’assertion A n’exclut pas le cas où, par exemple : , ,( )R( )R, ,( ), ,ϕ( )ϕ, ,ϕ, ,( ), ,ϕ, ,= (, ,(, , )1 2, ,1 2, , π

Or : Z R e ei ie ei ie e= =Z R= =Z R e e= =e e. .e e. .e eϕ πe eϕ πe ei iϕ πi ie ei ie eϕ πe ei ie ee e= =e eϕ πe e= =e e1 1e e1 1e e =1 1=e e. .e e1 1e e. .e eϕ π1 1ϕ πe eϕ πe e1 1e eϕ πe ei iϕ πi i1 1i iϕ πi ie ei ie eϕ πe ei ie e1 1e eϕ πe ei ie e 2ϕ π2ϕ πϕ π1 1ϕ π2ϕ π1 1ϕ π . La réponse A est fausse.

L’assertion B recense bien l’ensemble des valeurs de ϕ. En revanche,
elle est trop restrictive par la présence du « et ». Ainsi, le cas où, par
exemple : /ϕ π, ,ϕ π, ,( )R( )R, ,( ), ,ϕ π( )ϕ π, ,ϕ π, ,( ), ,ϕ π, ,ϕ π=ϕ π(ϕ π(ϕ π, ,ϕ π, ,(, ,ϕ π, , )1 2/1 2/ϕ π1 2ϕ π, ,ϕ π, ,1 2, ,ϕ π, , ne doit pas être exclu puisque :

Z R e e ii ie ei ie e= =Z R= =Z R e e= =e e = ≠i= ≠i. .e e. .e e /ϕ πe eϕ πe ei iϕ πi ie ei ie eϕ πe ei ie ee e= =e eϕ πe e= =e e1 1e e1 1e e i1 1i= ≠1 1= ≠i= ≠i1 1i= ≠ie e. .e e1 1e e. .e e /1 1/ϕ π1 1ϕ πe eϕ πe e1 1e eϕ πe ei iϕ πi i1 1i iϕ πi ie ei ie eϕ πe ei ie e1 1e eϕ πe ei ie e 21 121 1

La réponse B est fausse.

• D’après l’équation (1) établie à la question 3 : z
Z

2 1
1

=
−

soit encore : r zr z
Z R e R i Ri

2 22 2r z2 2r zr z2 2r z
1

1
1

1
1

R i1R i
= == =r z= =r zr z= =r z

−
=

−
=

R i− +R iR i1R i− +R i1R iR e.R e R i.cR iR iosR i .sinϕ ϕ ϕR iϕ ϕR i Rϕ ϕRR i− +R iϕ ϕR i− +R iR i1R i− +R i1R iϕ ϕR i− +R i1R i .sϕ ϕ.sinϕ ϕin

et finalement :

r
R R

2

2R R2R R

1

1 2R R1 2R R
=

R R+ −R RR R1 2R R+ −R R1 2R Rcosϕ

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

NON
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• Question 5 : réponse A

D’après l’énoncé : z r
i

= ≠z r= ≠z r e r= ≠e r. .= ≠. .= ≠e r= ≠e r. .e r= ≠e r= ≠. .= ≠e r= ≠e r. .e r= ≠e re r= ≠e ravece r= ≠e re r= ≠e r. .e r= ≠e ravece r. .e r= ≠e r
π
4= ≠4= ≠e r= ≠e r4e r= ≠e r 0. .0. .

D’après l’assertion A de la question 1, si Z vérifie l’équation (H), Z s’écrit :

Z
r

e
r

e
i
r

i i
= + 














= + 













= −− −
1= +1= +

1
1= +1= +

1
1= −1= −2

2
2

2
2

θ
π

La partie réelle de Z est donc égale à 1, et sa partie imaginaire −
1
2r

décrit
 −

* quand r décrit  +
* . Autrement dit :

le point M d’affixe Z décrit la demi-droite A v,A v,A vA v-A v
→














 














 , privée du point A

d’affixe 1.
La réponse A est bonne, les réponses B, C et D sont fausses.

• Question 6 : réponses A et D

• Notons ϕ( )( )z( )
z

z

n

=
+














2

2

1
.

z0 solution de (En) équivaut à ϕ(z0) = 1.

ϕ ϕ ϕ ϕ( )ϕ ϕ( )ϕ ϕϕ ϕ−ϕ ϕ( )ϕ ϕ−ϕ ϕ ( ) ( )ϕ ϕ( )ϕ ϕ ( )z zϕ ϕz zϕ ϕ( )z z( )ϕ ϕ( )ϕ ϕz zϕ ϕ( )ϕ ϕϕ ϕ=ϕ ϕz zϕ ϕ=ϕ ϕ ( )z z( )0 0ϕ ϕ0 0ϕ ϕ( )0 0( )ϕ ϕ( )ϕ ϕ0 0ϕ ϕ( )ϕ ϕ ( )0 0( )z z0 0z zϕ ϕz zϕ ϕ0 0ϕ ϕz zϕ ϕϕ ϕ( )ϕ ϕz zϕ ϕ( )ϕ ϕ0 0ϕ ϕz zϕ ϕ( )ϕ ϕϕ ϕ=ϕ ϕz zϕ ϕ=ϕ ϕ0 0ϕ ϕz zϕ ϕ=ϕ ϕ ( )z z( )0 0( )z z( ) 0 0ϕ ϕ0 0ϕ ϕ( )0 0( )ϕ ϕ( )ϕ ϕ0 0ϕ ϕ( )ϕ ϕ (0 0( 1 1=1 1=, eϕ ϕ, eϕ ϕ( ), e( )ϕ ϕ( )ϕ ϕ, eϕ ϕ( )ϕ ϕ ), e)z z, ez zϕ ϕz zϕ ϕ, eϕ ϕz zϕ ϕ( )z z( ), e( )z z( )ϕ ϕ( )ϕ ϕz zϕ ϕ( )ϕ ϕ, eϕ ϕz zϕ ϕ( )ϕ ϕϕ ϕ=ϕ ϕz zϕ ϕ=ϕ ϕ, eϕ ϕz zϕ ϕ=ϕ ϕ (z z(, e(z z(0 0, e0 0ϕ ϕ0 0ϕ ϕ, eϕ ϕ0 0ϕ ϕϕ ϕ( )ϕ ϕ0 0ϕ ϕ( )ϕ ϕ, eϕ ϕ0 0ϕ ϕ( )ϕ ϕ (0 0(, e(0 0(z z0 0z z, ez z0 0z zϕ ϕz zϕ ϕ0 0ϕ ϕz zϕ ϕ, eϕ ϕ0 0ϕ ϕz zϕ ϕϕ ϕ( )ϕ ϕz zϕ ϕ( )ϕ ϕ0 0ϕ ϕz zϕ ϕ( )ϕ ϕ, eϕ ϕ( )ϕ ϕz zϕ ϕ( )ϕ ϕ0 0ϕ ϕ( )ϕ ϕz zϕ ϕ( )ϕ ϕϕ ϕ=ϕ ϕz zϕ ϕ=ϕ ϕ0 0ϕ ϕz zϕ ϕ=ϕ ϕ, eϕ ϕ=ϕ ϕz zϕ ϕ=ϕ ϕ0 0ϕ ϕ=ϕ ϕz zϕ ϕ=ϕ ϕ (z z(0 0(z z(, e(0 0(z z( t

Donc, si z0 est solution de (En), −z0 et z0 le sont également.

La réponse A est bonne.

• Prenons l’inconnue auxiliaire : Z
z

z
=

+2

2

1

Z
z

z
Zn

( )E( )En( )n ⇔
=

+

=
















(H)

(2)

2

2

1

1

Résolvons (H) :
( )( )H  ( ) ⇔ −⇔ −( )⇔ −( )⇔ −z Z⇔ −z Z⇔ −( )z Z( )⇔ −( )⇔ −z Z⇔ −( )⇔ −2z Z2z Z⇔ −z Z⇔ −2⇔ −z Z⇔ − 1 1( )1 1( ) =1 1=

Si Z = 1, on obtient 0 = 1 : pas de solution en z.

Si Z H z
Z

≠ ⇔Z H≠ ⇔Z H =
−

1Z H1Z HZ H≠ ⇔Z H1Z H≠ ⇔Z H
1

1
2: (Z H: (Z H≠ ⇔: (≠ ⇔Z H≠ ⇔Z H: (Z H≠ ⇔Z H )≠ ⇔) ≠ ⇔≠ ⇔

Or
1

1
0

Z −
≠ donc (H) admet deux racines non nulles opposées.
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Les solutions de (2) sont les racines nèmes de l’unité :

Z e k
i

k
n= ∈Z e= ∈Z e n= ∈n { }




















= ∈{ }{ }{ }... , n-{ }{ }1{ }

2

{ }0 1{ }{ }0 1{ }{ }2 3{ }
π

/ ,k/ ,k= ∈/ ,= ∈k= ∈k/ ,k= ∈k { }/ ,{ }= ∈/ ,= ∈{ }0 1{ }/ ,{ }0 1{ }{ }, , ,{ }{ }, , ,{ }{ }, , ,{ }{ }2 3{ }, , ,{ }2 3{ }{ }2 3{ }, , ,{ }2 3{ }

Pour k = 0 : Z = 1 ne convient pas.
Donc (En) est équivalent à :

z
e

e

e e

e

i
k
n

i
k
n

i
k
n

i
k
ne ene e

i
k
n

i
k
n

2
2

1

1 2
=

−
=

e e−e e
=















 
















=

−

−

−

π

π

π π
i

π π
i

kπ πk

π

π
sin

eee
k
n

k
i

k
n

− +− +− +i− +i − +− +


− +


− +− +− +

− +− +− +− +


− +


− +− +


− + 




















 
















∈{ }{ }{ }... , { }{ }-1{ }
π πkπ πk

π

2

2
{ }1 2{ }{ }3{ }

sin
// { }, , ,{ }{ }, , ,{ }{ }1 2{ }, , ,{ }1 2{ }{ }3{ }, , ,{ }3{ }{ }3{ }, , ,{ }3{ }{ }n{ }

(En) a donc (2n − 2) racines. Les réponses B et C sont fausses.

1 1 0 00 01 1≤ ≤1 1− <1 1− <1 1 0 0− <0 00 0<0 00 00 0


0 0


0 00 00 00 00 00 00 0


0 0


0 00 0


0 00 00 0


0 0


0 00 00 00 00 00 00 0


0 0


0 00 0


0 00 0>0 0k n1 1k n1 11 1≤ ≤1 1k n1 1≤ ≤1 1
k

0 0
k

0 0
n

k
0 0

k
0 0

n
donc− <donc− < et0 0et0 0

π
0 0

π
0 0π0 0π0 0

π
0 0

π
0 0si0 0si0 00 0n0 0

L’ensemble des solutions de (En) est :

z
k
n

e k
i

k

e kne k= ±














 
















∈
− +− +− +i− +i − +− +

e ke k
− +


− +− +− +


− +− +− +− +
e ke k


e ke k
− +


− +− +


− + 

e ke k




e ke k


e ke k
1

2

4 2e k4 2e k

sin

e k/e k
π

π πkπ πk

e ke ke k/e k
− +− +


− +− +


− +− +


− +

{ }1 2{ }1 2 3{ }3, , ,{ }, , ,1 2, , ,1 2{ }1 2, , ,1 2 3, , ,3{ }3, , ,3, , ,, , ,{ }, , ,3, , ,3{ }3 ... ,{ }... , -1{ }-1n{ }n{{ }{{{ }{























































La réponse D est bonne.

> QCM 3 Interprétation géométrique

• Question 1 : réponses C et D

• La fonction f est définie sur D =  \{i}. La réponse A est fausse.

• À l’évidence, f n’est pas l’application nulle. La réponse B est fausse.

(NON

• La fonction 

• À l’évidence, 
NON
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• f zf z i ii i( )( )f z( )f zf z( )f z = ⇔i i= ⇔i i − =i i= ⇔i ii i4 34 3i i4 3i ii i4 3i i − =4 3− = 00 : impossible. Donc f est une application de D
dans D.

Soit z ′ ∈ D. On cherche z ∈ D tel que z ′ = f (z).

z f z z i i z i′ ′z f′ ′z f z z′ ′z z= ⇔z f= ⇔z f z z= ⇔z z′ ′= ⇔′ ′z f′ ′z f= ⇔z f′ ′z f z z′ ′z z= ⇔z z′ ′z z( )z z( )z z i i( )i i−( )− = −i i= −i i z i= −z i( )′ ′( )′ ′z z′ ′z z( )z z′ ′z z= ⇔( )= ⇔z z= ⇔z z( )z z= ⇔z z′ ′= ⇔′ ′( )′ ′= ⇔′ ′z z′ ′z z= ⇔z z′ ′z z( )z z= ⇔z z′ ′z zz z= ⇔z zz zz zzz zz z′ ′z zzz z′ ′z z z i2 4z iz i+z i2 4z i+z i

z f z z i i z i′ ′z f′ ′z f z z′ ′z z ′z i′z i= ⇔z f= ⇔z f z z= ⇔z z′ ′= ⇔′ ′z f′ ′z f= ⇔z f′ ′z f z z′ ′z z= ⇔z z′ ′z z( )z z( )z z i i( )i i′ ′( )′ ′z z′ ′z z( )z z′ ′z z −( )− = −i i= −i i z i= −z i( )′ ′( )′ ′z z′ ′z z( )z z′ ′z z= ⇔( )= ⇔z z= ⇔z z( )z z= ⇔z z′ ′= ⇔′ ′( )′ ′= ⇔′ ′z z′ ′z z= ⇔z z′ ′z z( )z z= ⇔z z′ ′z zz z= ⇔z zz zz zzz zz z′ ′z zzz z′ ′z z z i2 4z iz i+z i2 4z i+z i

Or z ′ ≠ i, donc :

z f
i z i

z i
z fz f′z f

′
′z i′z i

= ⇔z f= ⇔z f
− +
z i−z i

⇔ =z f⇔ =z f( )z( )z= ⇔( )= ⇔z= ⇔z( )z= ⇔z ( )z( )z′( )′= ⇔ z = ⇔ =2 4− +2 4− +

Donc z est solution unique dans D. Par conséquent, f est bijective, et f −1 = f.
De plus :

f o f = IdD

Les réponses C et D sont bonnes.

• Question 2 : réponses B et D

• On a, pour
i z i

z i
, :′ ′( )z z( )z z, :( ), :z z, :z z( )z z, :z z′ ′( )′ ′∈ =, :∈ =, :′ ′∈ =′ ′

− +
z i−z i

′ ′D′ ′∈ =D∈ =, :∈ =, :D, :∈ =, :′ ′∈ =′ ′D′ ′∈ =′ ′2′ ′2′ ′∈ =2∈ =′ ′∈ =′ ′2′ ′∈ =′ ′
2 4− +2 4− +

′ ′z′ ′∈ =z∈ =′ ′∈ =′ ′z′ ′∈ =′ ′

Calculons Z Z ′ :

Z Z
i z i

z i
i i′ ′= −( )z i( )z i′ ′( )′ ′z i′ ′z i( )z i′ ′z i= −( )= −z i= −z i( )z i= −z i ( )z i( )z i′ ′( )′ ′z i′ ′z i( )z i′ ′z iz i−z i( )z i−z i = −( )z i( )z i= −( )= −z i= −z i( )z i= −z i

− +
z i−z i

−













 i ii ii ii ii ii ii ii ii ii ii ii ii ii ii ii ii ii ii ii ii i

i ii ii i= −i i
2 4− +2 4− +

i i3 4i ii i+i i3 4i i+i i

La réponse A est fausse.

• Z Z i′ =′ = − + = −= −( )= −( )= − + = + =3 4− +3 4− + 3 4( )3 4( ) + =3 4+ = 9 1+ =9 1+ =6 26 2+ =6 2+ = 5 5=5 5=23 423 42+ =2+ =

La réponse B est bonne.

Angle entre deux vecteurs et argument d’un complexe

Si e1

→
est le vecteur directeur de l’axe Ox, et si M est le point d’affixe z :

arg( ) ,z e) ,z e) ,OM OM) ,z e) ,=) ,z e) ,) ,) ,) ,z e) ,) ,z e) ,) ,) ,) ,z e) ,) ,z e) ,) ,z e) ,) ,z e) ,) ,) ,z e) ,

) ,) ,) ,) ,) ,z e) ,) ,z e) ,) ,) ,z e) ,) ,) ,) ,) ,) ,z e) ,) ,z e) ,) ,) ,z e) ,) ,z e) ,) ,z e) ,) ,) ,z e) ,) ,z e) ,) ,z e) ,) ,z e) ,) ,z e) , 
















1) ,1) ,
→

Soient trois points A, B, C, avec C distinct de A et B, d’affixes respectives a,
b et c :

CA CB
c b
c a

, aCB, aCB rg (mod )













 , a, a, a, a, a, a, a, a


, a, a, a, a, a, a, a, a, a, a, a, a, a
, a, a, a=, a

c b−c b
c a−c a















2π
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• AM AM
z i
z i

Z
Z

Z Z, aAM, aAM rg arg a
Z

g a
Z

rg arZ ZarZ ZgZ ZgZ Z′, a′, a
′ ′z i′ ′z i Z′ ′Z

′Z Z′Z Z







 , a, a, a, a, a, a, a, a, a, a, a, a, a, a, a, a, a, a, a, a, a

, a, a, a=, a
z i−z i
z i−z i








′ ′′ ′






g ag a
′ ′′ ′


g a


g a


g ag ag ag a


g a


g ag a


g ag ag a


g a


g a

g ag ag ag a


g a


g ag a


g ag a=g a ( )Z Z)Z Z) (Z Z(Z Z( )Z ZZ ZarZ ZZ ZgZ ZZ Zg argg ag a=arg ag ag ag a


g ag ag ag ag ag ag ag a


g ag a


g ag ag ag a


g ag ag ag ag ag ag ag a


g ag a


g ag a=g a (Z Z)Z ZZ Z−Z ZZ Z(Z Z) (mod )2π

La réponse C est fausse.

• Z Z i′ = − +3 4− +3 4− + , donc :

arg arg arg arg (mod )Z ZarZ Zarg aZ Zg ag arg′ ′g a′ ′g arg′ ′rg Z Z′ ′Z ZarZ Zar′ ′arZ Zarg aZ Zg a′ ′g aZ Zg a( )g a( )g aZ Z( )Z Zg aZ Zg a( )g aZ Zg ag a( )g ag a( )g a′ ′( )′ ′g a′ ′g a( )g a′ ′g ag a=g a ( )Z Z( )Z Z( )′ ′( )′ ′Z Z′ ′Z Z( )Z Z′ ′Z ZZ Z+Z ZZ Z′ ′Z Z+Z Z′ ′Z Z( )g a( )g ag aZ Zg a( )g aZ Zg a′ ′( )′ ′g a′ ′g a( )g a′ ′g aZ Z′ ′Z Z( )Z Z′ ′Z Zg aZ Zg a′ ′g aZ Zg a( )g a′ ′g aZ Zg a= −g a= −g arg= −rg ( )i( )i= −( )= −( )3 4( )+( )+3 4+( )+ 2π

La réponse D est bonne.

• Question 3 : réponse D
• Si M décrit le cercle de centre A et de rayon 5, on a :

AM z i Z= −= −z i= −z i = == == == =Z= =Z 5

Donc, d’après l’assertion B de la question précédente :

AM z i Z
Z Z

Z
′ ′′ ′z i′ ′z i ′

′
= −= −z i= −z i = == == == =Z= =Z = == =

5
5

1

Cela signifie que M ′ est situé sur le cercle de centre A et rayon 1, dont [OA]
représente un rayon et non un diamètre.

Les réponses A et B sont fausses.

• Si M décrit une droite ∆ passant par A, sauf le point A, alors le vecteur
AM garde une direction constante :

e AM Z1e A1e A
→
e A
→
e A ′M Z′M Z, ae A, ae AM Z, aM ZM Z′M Z, aM Z′M ZrgM ZrgM Z (mod )→→














 M ZM ZM Z, aM ZM Z, aM Z, a, aM Z, aM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM ZM Z, aM Z


M ZM ZM ZM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM ZM Z, aM Z, a, a, a, aM Z, aM ZM Z, aM ZM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM Z, aM Z=M Z, aM Z( )M Z( )M Z = α π (α est l’angle polaire de ∆).

Donc, d’après l’assertion D de la question précédente :

e AM Z1e A1e A
→
e A
→
e A ′ ′M Z′ ′M Z, ae A, ae AM Z, aM ZM Z′ ′M Z, aM Z′ ′M ZrgM ZrgM ZM Z′ ′M ZrgM Z′ ′M Z g( ) (mod )→→














 ′ ′′ ′M Z′ ′M ZM Z′ ′M ZM Z, aM ZM Z, aM ZM Z′ ′M Z, aM Z′ ′M ZM Z, aM Z′ ′M Z, a, aM Z, aM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM ZM Z, aM Z′ ′′ ′′ ′′ ′M Z′ ′M ZM Z′ ′M ZM ZM Z′ ′M ZM Z, aM ZM Z, aM ZM ZM Z, aM ZM Z′ ′M Z, aM Z′ ′M ZM Z, aM Z′ ′M ZM Z′ ′M Z, aM Z′ ′M ZM Z′ ′M Z, aM Z′ ′M Z, a, a, a, aM Z, aM ZM Z, aM ZM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM Z, aM ZM Z, aM Z=M Z, aM Z( )M Z( )M Z′ ′( )′ ′M Z′ ′M Z( )M Z′ ′M Z = =β αiβ αi3 4β α3 4arβ αarg(β αg( ) (β α) (= =β α= = − +β α− +3 4− +3 4β α3 4− +3 4 ) (−) (β α) (−) ( d )πd )) (

Cela signifie que M ′ est situé sur la droite ∆’ d’angle polaire β passant
par A.

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

• NON
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• Question 4 : réponse B
• Si M ′ décrit le cercle  de centre O et de rayon 1, on a :

M OM OMM OMM O′ ′′ ′M O′ ′M OM O′ ′M OM′ ′MM OMM O′ ′M OMM O∈ ⇔M O∈ ⇔M OM O′ ′M O∈ ⇔M O′ ′M O =M O′ ′M OM O′ ′M OM O∈ ⇔M OM O∈ ⇔M OM O′ ′M O∈ ⇔M O′ ′M OM O∈ ⇔M O′ ′M OM O∈ ⇔M OM O 1

M zM z′ ′′ ′M z′ ′M zM z′ ′M z∈ ⇔M z∈ ⇔M zM z′ ′M z∈ ⇔M z′ ′M z =′ ′′ ′M z′ ′M zM z′ ′M zM z∈ ⇔M zM z∈ ⇔M zM z′ ′M z∈ ⇔M z′ ′M zM z∈ ⇔M z′ ′M zM z∈ ⇔M zM z 1

Or, d’après l’énoncé :

z
i z i

z i
i z i

z i
i zi z i

z i
z i

′ =′ =
− +
z i−z i

=
− +
z i−z i

=
+ +

z i−z i
=

z i+ +z ii zi zi z i i zi z− +2 4− +2 4− + 2 4− +2 4− + 4 2+ +4 2+ + z i4 2z iz i+ +z i4 2z i+ +z ii z.i zi z.i z
z iz i−z i

M zM z i zi z i zi z i′ ∈M z′ ∈M z⇔ +⇔ +M z⇔ +M zM z⇔ +M z + =i z+ =i zi z+ =i z − ≠− ≠i z− ≠i zi z− ≠i zM zM zM zM z⇔ +M z⇔ +M z⇔ +M z i zi z − ≠i z− ≠i zi zeti zi z− ≠i zeti z− ≠i z4 2+ =4 2+ =

M BM BM AM AM BM AM B M MM M A′ ∈M B′ ∈M B⇔ =⇔ =M B⇔ =M BM B⇔ =M BM A⇔ =M AM A⇔ =M AM BM AM B⇔ =M BM AM B ≠M BM B etM MetM M .

Cela signifie que M décrit la médiatrice du segment [AB].

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

• Soit M d’affixe z (z ≠ i) :

M Ox z z ou z′ ′M O′ ′M Ox z′ ′x z ′ ′z o′ ′z oM O∈M OM O′ ′M O∈M O′ ′M O(M O(M O′ ′(′ ′M O′ ′M O(M O′ ′M O )x z)x z′ ′)′ ′x z′ ′x z)x z′ ′x z⇔ ∈x z⇔ ∈x z′ ′⇔ ∈′ ′x z′ ′x z⇔ ∈x z′ ′x z ⇔ =z o⇔ =z oz o′ ′z o⇔ =z o′ ′z o (′ ′(′ ′(u z(u z ) [ ]x zx z⇔ ∈x z ⇔ = 0 0u z0 0u z′ ′0 0′ ′u z′ ′u z0 0u z′ ′u z0 0z o0 0z ou z0 0u z′ ′0 0′ ′z o′ ′z o0 0z o′ ′z ou z′ ′u z0 0u z′ ′u zu z(u z0 0u z(u z′ ′(′ ′0 0′ ′(′ ′u z′ ′u z(u z′ ′u z0 0u z(u z′ ′u z )0 0) =0 0=z o0 0z ou z0 0u zu zaru zu z0 0u zaru z0 0u zu z′ ′u z0 0u z′ ′u zaru z0 0u z′ ′u zgu zgu zu z0 0u zgu z0 0u z′ ′0 0′ ′g′ ′0 0′ ′u z′ ′u z0 0u z′ ′u zgu z0 0u z′ ′u z [ ]π[ ]

M Ox z i ou z′ ′M O′ ′M Ox z′ ′x z ′M O∈M OM O′ ′M O∈M O′ ′M O(M O(M O′ ′(′ ′M O′ ′M O(M O′ ′M O )x z)x z′ ′)′ ′x z′ ′x z)x z′ ′x z⇔ =x z⇔ =x z′ ′⇔ =′ ′x z′ ′x z⇔ =x z′ ′x z − − (u z(u z ) = [ ]x zx z⇔ =x z i ou z4 2− −4 2− − 0u zaru zgu zgu z [ ]π[ ]

Or :

arg z( )g z( )g z′( )′ =
− +














= + 













= += +arg ag ag a


g a


g a


g a




g a


g a


g a


g a


g a




g a


= +g a= +rg= +rg= +( )= +( )= + arg
i z i

z i−z i−
g a

z i
g a ( )i( )= +( )= +i= +( )= +

z i+ +z i+ +
z i−z i−

2 4− +2 4− + z i4 2z i+ +z i+ +4 2+ +z i+ +
2
π

MAMMAM MB,













 
















donc :

M Ox M B ou MA Mu MA Mu M′ ∈M O′ ∈M O( )M O( )M Ox M( )x M⇔ =x M⇔ =x M u Mu Mu Mu Mu Mu Mu Mu M

u Mu Mu Mu Mu Mu Mu Mu Mu Mu Mu Mu Mu M
u Mu M 





x Mx M⇔ =x M B ou M , (, (, (A M, (A MB, (BA MBA M, (A MBA M , (
, (


, (



, (


, (






, (



 =, (= mod )

π
, (

π
, ( d )πd )

2
, (

2
, (

Cela signifie que M décrit le cercle de diamètre AB, sauf le point A puisque
z ≠ i.

Les réponses C et D sont fausses.
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> QCM 4 Équations complexes

• Question 1 : réponses B et C

L’équation (1) n’est pas une équation du 2nd degré, car elle fait inter-
venir z au lieu de z. La réponse A est fausse.

• Si z0 est une solution de l’équation (1), on a :

z z0z z0z z2z z2z z02 1 0− +z z− +z z2 1− +2 1z z2 1z z− +z z2 1z z02 10− +02 10 =

L’équation conjuguée de (1) est vraie :

z z0z z0z z2z z2z z02 1 0− +z z− +z z2 1− +2 1z z2 1z z− +z z2 1z z02 10− +02 10 =

Or : z z0z z0z z2z z2z z0

2
z z=z z

donc : z z0z z0z z
2

02 1 0− +z z− +z z2 1− +2 1z z2 1z z− +z z2 1z z02 10− +02 10 =

Cela signifie que z0 est solution de l’équation (2), et que (2) ⇔ (1).

La réponse B est bonne et la réponse D est fausse.

• Si z0 est une solution de (1), on a :

z z0 0z z0 0z z
1
20 020 0= +z z= +z zz z= +z zz z0 0z z= +z z0 0z z( )0 0( )0 0z z0 0z z( )z z0 0z z 2( )2 1( )1= +( )= +z z= +z z( )z z= +z z0 0= +0 0( )0 0= +0 0z z0 0z z= +z z0 0z z( )z z= +z z0 0z z 2= +2( )2= +2

En remplaçant dans (2), on obtient :

1
2

1 2 1 00
2

2

0z z1 2z z1 2z z1 2z z1 20z z0
2z z2 +z z+z z( )1 2)1 2)z z)z z1 2z z1 2)1 2z z1 2







1 21 21 2z z1 21 2z z1 2


z z


z z1 2z z1 2


1 2z z1 21 2z z1 21 2z z1 21 21 21 21 21 2z z1 21 2z z1 21 21 2z z1 2


z z


z zz z


z z1 2z z1 2


1 2z z1 21 2


1 2z z1 2− +1 2− +1 2 0− +0z z− +z z1 2z z1 2− +1 2z z1 2 1 0=1 0

z z0z z0z z2z z2z z
2

01 8z z1 8z z
2

1 8
2

4 0+z z+z z( )z z)z z1 8)1 8z z1 8z z)z z1 8z z− +z z− +z z0− +01 8− +1 8z z1 8z z− +z z1 8z z 4 0=4 0

z z z0z z0z z4z z4z z0
2

02 122 12 8 4z8 4z08 40 0+ +z z+ +z z2 1+ +2 1z z2 1z z+ +z z2 1z z02 10+ +02 10
22 12+ +22 12 − +8 4− +8 4z8 4z− +z8 4z08 40− +08 40 =

z z z0z z0z z4z z4z z0
2

02 8z z2 8z z02 80
22 82 5 0+ −z z+ −z z2 8+ −2 8z z2 8z z+ −z z2 8z z02 80+ −02 80
22 82+ −22 82 + =5 0+ =5 0

Donc z0 est solution de l’équation (3).

La réponse C est bonne.

L’équation (1) n’est pas une équation du 2
venir NON
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• Question 2 : réponses B et D

z = 1 est solution évidente de l’équation (3). La réponse A est fausse.

• On cherche une factorisation :

z z z z z z z4 2z z4 2z z 3 2z z3 2z z2 8z z2 8z z4 22 84 2 5 1z z5 1z z 3 5z3 5zz z+ −z z4 2+ −4 2z z4 2z z+ −z z4 2z z2 8+ −2 8z z2 8z z+ −z z2 8z z4 22 84 2+ −4 22 84 2z z4 2z z2 8z z4 2z z+ −z z2 8z z4 2z z + =z z+ =z z5 1+ =5 1z z5 1z z+ =z z5 1z z( )z z( )z z5 1( )5 1z z5 1z z( )z z5 1z z5 1−5 1( )5 1−5 1 + +z z+ +z z3 2+ +3 2z z3 2z z+ +z z3 2z z 3 5−3 5( )
z z z z z z4 2z z4 2z z 2 2z z2z z2 8z z2 8z z4 22 84 2 5 1z z5 1z z 2 5z z2 5z zz z+ −z z4 2+ −4 2z z4 2z z+ −z z4 2z z2 8+ −2 8z z2 8z z+ −z z2 8z z4 22 84 2+ −4 22 84 2z z4 2z z2 8z z4 2z z+ −z z2 8z z4 2z z + =z z+ =z z5 1+ =5 1z z5 1z z+ =z z5 1z z( )z z( )z z5 1( )5 1z z5 1z z( )z z5 1z z5 1−5 1( )5 1−5 1 + +z z+ +z z2 5+ +2 5z z2 5z z+ +z z2 5z z( )

On peut mettre en facteur (z − 1)2 dans le membre de gauche de l’équation (3).

La réponse B est bonne.

• L’équation z z2z z2z z2 5z z2 5z z 0+ +z z+ +z z2 5+ +2 5z z2 5z z+ +z z2 5z z = a pour discriminant ∆ = − =4 2− =4 2− =0 1− =0 1− = −0 1− 6 et pour
racines : z iz i= −z iz i1 2z iz i±z i1 2z i±z i

Finalement, les racines de l’équation (3) sont :

(racine double)1

1 2

1 2

− −1 2− −1 2

− +1 2− +1 2
















i
i

Deux racines de (3) ne sont pas réelles. La réponse C est fausse.

• Il y a trois racines distinctes à l’équation (3).

La réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses C et D

−1 et −1 + i ne sont pas racines de (3), donc ne sont pas racines de (1),
d’après la question 1 assertion C. Les réponses A et B sont fausses.

• ( )− −( )− − ( ) + = + − ( ) + =( )1 2( )− −( )− −1 2− −( )− − 2 1( )2 1( ) + =2 1+ = 1 4+ −1 4+ − 1 0+ =1 0+ =2i i( )i i( ) − −i i− −( )i i( )−( )−i i−( )−2 1i i2 1− −2 1− −i i− −2 1− −( )2 1( )i i( )2 1( )− −( )− −2 1− −( )− −i i− −2 1− −( )− −( )2 1( )i i( )2 1( )2i i2 i i+ −i i+ − − −i i− −( )i i( )− −( )− −i i− −( )− −4 2i i4 2− −4 2− −i i− −4 2− −( )1 2( )i i( )1 2( )+( )+1 2+( )+i i+1 2+( )+

−1 −2i est donc racine de (1), donc le conjugué −1 + 2i est aussi racine de (1).

La réponse C est bonne.

• 1 2 1 1 1 2 1 021 221 2( )1 2( )1 21 2−1 2( )1 1( )1 1+ =1 1+ =1 1 − +1 2− +1 2 1 0=1 0

1 est donc racine de (1).

La réponse D est bonne.

En conclusion, (1) a trois racines : 1, −1 −2i et −1 + 2i.

zNON

Deux racines de (3) ne sont pas réelles. NON

−
d’après la question 1 assertion C. NON
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>QCM 1 Fonction exponentielle

(d’après ICNA 1990)
Soit f la fonction définie sur  par :

si x f x x
x

x
f f

∈ − −{ } =
−







− = =







 1 1
2

1
1 1 0

2, , ( ) exp

( ) ( )

On note C la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (xOy).

• Question 1

A f est continue sur . B ∀ ≠ 





∀ ≠ ( )
1

x f∀ ≠x f∀ ≠x f∀ ≠x f∀ ≠∀ ≠x f∀ ≠ f0 10 10 1


0 1


0 1


0 1




0 1


0 1


0 1


0 1


0 1




0 1


=0 1=
1

0 1
1

0 1( )0 1( )x f0 1x f0 1f0 1fx f,x fx f0 1x f,x f0 1x f, ( )x( )( )0 1( )x( )0 1( )
x

C f est impaire. D f est dérivable à gauche en -1 et 1.

• Question 2
Le signe de f ’ est celui d’un polynôme p de degré 4.

A p x x x x x( )p x( )p x = −x= −x + −x x x+ −x x x +4 3x x x4 3x x x2+ −2+ −x x x+ −x x x2x x x+ −x x x 1

B p x x x x x( )p x( )p x = − − − +4 3 22 2 2x x x2 2 2x x x− − −2 2 2− − −x x x− − −x x x2 2 2x x x− − −x x x4 32 2 24 3x x x4 3x x x2 2 2x x x4 3x x x22 2 22x x x2x x x2 2 2x x x2x x x 1

C p est divisible par x x2x x2x x 1− +x x− +x x( )( )x x( )x xx x( )x x1 5( )1 51 5( )1 5x x1 5x x( )x x1 5x xx x1 5x x( )x x1 5x x− +( )− +x x− +x x( )x x− +x x1 5− +1 5( )1 5− +1 5x x1 5x x− +x x1 5x x( )x x− +x x1 5x x + .

D p admet quatre racines réelles distinctes.

• Question 3
Nous avons les limites suivantes :

A lim ( )
x

f xm (f xm (
→ +

= −∞
1

B lim ( )
x

f xm (f xm (
→ − +

= +∞
1

C lim ( )
x

f xm (f xm (
→ ±→ ± ∞

= +∞ D lim
( )

x

f x( )f x( )
x→ ±→ ± ∞















= 1

• Question 4

A lim
h

he
h→

−
=

0

1
1 donc la droite d’équation y = x – 2 est asymptote à C.

B C admet trois asymptotes.
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Sur l’intervalle x ≤ 1, C est représentée par :

C

2

x

y

−2
0 1

D

2

x

y

−2 0 1

> QCM 2 Fonctions trigonométriques
réciproques (d’après EPL 1992)

On considère la fonction de variable réelle x définie par :

f x
x
x

x
x

( ) arcsin arctan=
+







−
−







2
1

2
12 2

• Question 1

A f est définie sur ] , [] ,−] ,1 1] ,1 1] , .

B f est définie sur  − −{ }− −{ }− −{ }1 1{ }{ },  { }{ }1 1{ },  { }1 1{ }.

C f est paire car la composée de deux fonctions impaires est paire.

D f est impaire car la somme de deux fonctions impaires est impaire.

• Question 2

A f est bornée.

B f est prolongeable par continuité en 1.

C lim ( )
x

f xm (f xm (
→ ∞→ ∞+→ ∞+

=
π
2

D lim ( )
x

f xm (f xm (
→ ∞→ ∞+→ ∞+

= 0
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• Question 3

Pour x ∈ − { }+ 1 , on pose ϕ = arctan x

A f x( )f x( )f x arcsin sin a= ( )n a( )n a  ( ) 2 2n a2 2n arc2 2rc( )2 2( )n a( )n a2 2n a( )n a2 22 2n an a2 2n an a2 2n an an an a2 2n an an a ( )2 2( )2 2ϕ ϕn aϕ ϕn arcϕ ϕrc( )ϕ ϕ( )n a( )n aϕ ϕn a( )n aϕ ϕn an aϕ ϕn an aϕ ϕn an an an aϕ ϕn an an a ( )ϕ ϕ( )ϕ ϕϕ ϕϕ ϕ2 2ϕ ϕ2 2( )2 2( )ϕ ϕ( )2 2( )2 2ϕ ϕ2 2n a2 2n aϕ ϕn a2 2n arc2 2rcϕ ϕrc2 2rcn a( )n a2 2n a( )n aϕ ϕn a2 2n a( )n an an a2 2n an aϕ ϕn a2 2n an an an an an a2 2n an an aϕ ϕn an an an a2 2n an an an an a−n a2 2n a−n aϕ ϕn a2 2n a−n a2 2ta2 2ϕ ϕtaϕ ϕ2 2ϕ ϕ2 2ta2 2ϕ ϕ2 22 2n t2 22 2n t2 22 2n t2 2ϕ ϕn tϕ ϕϕ ϕn tϕ ϕϕ ϕn tϕ ϕ2 2ϕ ϕ2 2n t2 2ϕ ϕ2 22 2ϕ ϕ2 2n tϕ ϕ2 22 2ϕ ϕ2 2n t2 2ϕ ϕ2 22 2an2 2ϕ ϕanϕ ϕ2 2ϕ ϕ2 2an2 2ϕ ϕ2 2

B Si u uu u uu u∈u uu uu u


u u


u uu uu u

u uu uu uu u


u u


u uu u


u uu uu u



u uu uu uu u


(u u(u u( ) = +π π πu uπ πu uπ πu uπ πu uu uπ πu uu uu uπ πu uu uu uu uπ πu uu uu uu uu uu uπ πu uu uu u(π π(u u(u uπ πu u(u u)π π) = +π π= +
2

, ,u u, ,u u


, ,


, ,


π π, ,π πu uπ πu u, ,u uπ πu uπ π, ,π πu uπ πu u, ,u uπ πu u


π π


, ,


π π


u u


u uπ πu u


u u, ,u uπ πu u


u uu uu uπ πu uu u, ,u uπ πu uu u


π π


, ,


π π


u u


u uu u


u uπ πu uu u


u u, ,u u


u uu u


u uπ πu u


u uu u


u uu uaru uu uπ πu uaru uπ πu ucsinu ucsinu uu uπ πu ucsinu uπ πu usiu usiu uu uπ πu usiu uπ πu uu unu uu uπ πu unu uπ πu u .

C Si u uu u uu u∈u uu uu u


u u


u uu uu u

u uu uu uu u


u u


u uu u


u uu uu u


u uu u

u uu uu uu u


( ) = −
π

u uπu u
2

, ,u u, ,u u, ,u u, ,u u


, ,


u u


u u, ,u u


u uu uu u, ,u uu u


, ,


u u


u uu u


u u, ,u uu u


u uπ, ,πu uπu u, ,u uπu uu uaru uu ucu utau utau un tu un tu u(n t(u u(u un tu u(u uu uanu u .

D Si x fx f∈x f[ [x f[ [x f =x f[ [x f0 1x f[ [x f 0x f, ,x fx f[ [x f, ,x f[ [x fx f[ [x f0 1x f[ [x f, ,x f0 1x f[ [x f ( )x( )x .

• Question 4
Sur ]1 , + ∞[, on a :

A f est dérivable sur [1 , + ∞[. B f x
x

f x’(f x) =
+
2

1 2

C f x
x

f x’(f x) = −
+
2

1 2 D f x x( )f x( )f x arctan= −π= −π= − 2

> QCM 3 Calcul d’une somme
Soient les fonctions de variable réelle :

f x x x: arctan +1 ( ) − arctan

g x
x x

: arctan
1

2
+ +





1

• Question 1

A ∀ ∈ <
2

x g∀ ∈x g∀ ∈ −x g−x g
2

x g
2

xx gx g, (− <, (− <x g, (x g− <x g− <, (− <x g− <− <x g− <, (− <x g− <, (
2

x g
2

, (
2

x g
2

)
π

, (
π

, ( 0 B ∀ ∈ <∀ ∈x f∀ ∈x f∀ ∈∀ ∈x f∀ ∈ xx fx f, (x f, (x f− <x f− <, (− <x f− <, ( )x f, (x fπx f, (x f− <x f− <, (− <x f− <π− <, (− <x f− < 0

C ∀ ∈ < <x f∀ ∈x f∀ ∈x f x< <x< <x fx f, (< <, (< <x f, (x f< <x f< <, (< <x f< <, ( )< <)< <x f, (x f0x f, (x f π D ∀ ∈ < <+ 2
x f∀ ∈x f∀ ∈ +x f+x f+x f+ x< <x< <x fx f, (< <, (< <x f, (x f< <x f< <, (< <x f< <, ( )< <)< <x f, (x f0x f, (x f

π

• Question 2

A ∀ ∈ [ ] [ ]∀ ∈ [ ]n ([ ]) t[ ]) t[ ] [ ]( )[ ]x f∀ ∈x f∀ ∈ [ ]x f[ ]∀ ∈x f∀ ∈ tax ftan (x fn ([ ]n ([ ]x f[ ]n ([ ]x g[ ]x g[ ] [ ]x g[ ]) tx g) t[ ]) t[ ]x g[ ]) t[ ] =) t=x g=) t= anx gan[ ]( )[ ]x[ ]( )[ ]x fx fx f,x f,

B ∀ ∈ = −( ) ( )= −( )= −x f∀ ∈x f∀ ∈x f x g= −x g= −( )x g( ) ( )x( )= −( )= −x= −( )= −x fx fx f,x f, π

C ∀ ∈ +∀ ∈ ( ) ( )x f∀ ∈x f∀ ∈ +x f+∀ ∈x f∀ ∈ +x f+ x g=x g=( )x g( ) ( )x( )x fx fx f,x f,

D ∀ ∈ = +( ) ( )= +( )= +x f∀ ∈x f∀ ∈ −x f−x f x g= +x g= +( )x g( ) ( )x( )= +( )= +x= +( )= +x fx fx f,x f, π
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• Question 3

Pour n ∈, soit : S
k kn

k

n

=
+ +





=

∑ arctan
1

12
0

A S nnS nnS nS n=S n(S n(S n)S narS nS nctanS n

B S nnS nnS nS n=S n(S n(S n) −S narS nS nctanS n 1

C S nnS nnS n= +S n= +S n(S n(S nS n= +S n(S n= +S n )S narS nS n= +S narS n= +S nS nctanS nS n= +S nctanS n= +S n 1

D S nnS nnS n= −S n= −S n(S n(S nS n= −S n(S n= −S n )S narS nS n= −S narS n= −S nS nctanS nS n= −S nctanS n= −S n 1

> QCM 4 Fonctions arg
Soient les fonctions :

f x x: arg th sin( )

g x
x

: arg ch
1

cos






définies sur −





π π
2 2

, .

• Question 1

On pose, pour x ∈ −





π π
2 2

, :

arg th arg chy x et z
x

= ( ) = 





sin
cos

1

A y ∈ −] [∈ −] [∈ −] [1 1] [] [,  ] [] [1 1] [,  ] [1 1] [
B z ∈ ∞[ [∈ ∞[ [∈ ∞[ [0 ,[ [∈ ∞[ [∈ ∞0 ,∈ ∞[ [∈ ∞[ [+[ [∈ ∞[ [∈ ∞+∈ ∞[ [∈ ∞

C ch donc ch2
2

1 1
donc

1 1
donc ch

1 1
chy y

x
= == =donc= =donc ch= =ch y= =y

cos c2s c2 xs cx os
.

D ch ch doncy zchy zch y z= =donc= =doncy z= =y zchy zch= =chy zch y z= =y z.
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• Question 2

A f n’est pas dérivable en 0.

B ∀ ∈





=x fx f∀ ∈x f∀ ∈ −x f−x f


x f


x f


x f




x f


x f


x f


x f


x f




x f


x
x

π π
x f

π π
x f

2 2
x f

2 2
x f

1
2x f, ,x f


x f


, ,


x f


x f, ,x f
x f


, ,


x f


x f

2 2
x f, ,x f

2 2
x f ’( )

cos

C ∀ ∈













x gx gx gx g∀ ∈x g∀ ∈ −x g−x g


x g


x g


x g




x g
 

x g


x g


x g




x g


x f
π
2

x g
2

x g0x g0x gx g, ,x g


x g


, ,


x g


x g, ,x g
x g


, ,


x g


x g0x g, ,x g0x g ’( ) ’x f) ’x f=x f=) ’=x f= ( )x( )x

D ∀ ∈













x gx g∀ ∈x g∀ ∈ −x g−x g


x g


x g


x g




x g


x g


x g


x g


x g




x g


x f= −x f= −
π
2

x g
2

x g0x g0x gx g, ,x g


x g


, ,


x g


x g, ,x g
x g


, ,


x g


x g0x g, ,x g0x g( )x f( )x f ( )x( )x

> QCM 5 Fonction définie par morceaux
Soit f la fonction définie sur  par :

si sh

si

x f x x x

x f x e

∈ + ∞[ [ = − +( )
∈ − ∞] ] =

0 2 1

0 1

, , ( ) ln

, , ( ) // x x1 −







On note C la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (xOy).

• Question 1

A f n’est pas continue en 0.

B f est dérivable sur ]0 , + ∞[ et à droite en 0.

C f n’est pas dérivable à gauche en 0.

D f est dérivable à droite et à gauche en 0, donc f est dérivable en 0.

• Question 2

A Sur ] ]− ∞] ]− ∞ , ,] ], ,] ] )] ]0] ]] ], ,] ]0] ], ,] ] f x’(f x’( est du signe de − +x x− +x x− +2− +2− +− +x x− +2− +x x− + 2 2−2 2−x x2 2x x

Sur 0 , :+∞[ [

B f x
x

f x’(f x) = −
+

2= −2= −
1

1sh

C f x
e e

x

x xe ex xe e
f x’(f x) =

e e− +e ex x− +x xe ex xe e− +e ex xe e
( )

3 4e e3 4e ex x3 4x x− +3 4− +e e− +e e3 4e e− +e ex x− +x x3 4x x− +x xe ex xe e− +e ex xe e3 4e e− +e ex xe ex x−x x3 4x x−x x

2 1x2 1x2 1+2 1+(2 1(sh2 1sh2 1

D lim
( )

x

f x( )f x( )
x→ −∞















= 0 donc (Ox) est asymptote à C.
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• Question 3

A Il existe un réel b et une fonction ε tel que, pour x > 0:

ln ( ) lim ( )sh x x b x( )b x( ) x
x

+x x+x x( )x x)x x
→ +∞

1 0( )1 0( ) li1 0lim (1 0m ( )1 0)x x1 0x x b x1 0b x( )b x( )1 0( )b x( ) x1 0x)1 0)x x)x x1 0x x)x x= +1 0= +x x= +x x1 0x x= +x x + =1 0+ =( )+ =( )1 0( )+ =( ) li+ =li1 0li+ =lim (+ =m (1 0m (+ =m ( )+ =)1 0)+ =)avec+ =avec1 0avec+ =avecb x+ =b x1 0b x+ =b x( )b x( )+ =( )b x( )1 0( )+ =( )b x( ) x+ =x1 0x+ =xε ε( ) m (ε εm (avecε εavecb xε εb x( )b x( )ε ε( )b x( )1 0ε ε1 0( )1 0( )ε ε( )1 0( ) m (1 0m (ε εm (1 0m (avec1 0avecε εavec1 0avecb x1 0b xε εb x1 0b x( )b x( )1 0( )b x( )ε ε( )1 0( )b x( )+ =1 0+ =ε ε+ =1 0+ =( )+ =( )1 0( )+ =( )ε ε( )1 0( )+ =( ) li+ =li1 0li+ =liε εli1 0li+ =lim (+ =m (1 0m (+ =m (ε εm (1 0m (+ =m (avec+ =avec1 0avec+ =avecε εavec1 0avec+ =avecb x+ =b x1 0b x+ =b xε εb x1 0b x+ =b x( )b x( )+ =( )b x( )1 0( )+ =( )b x( )ε ε( )b x( )+ =( )b x( )1 0( )b x( )+ =( )b x( )

Dans le cas où l’assertion A est jugée exacte :

B b = 0

C b = ln 2

D La droite d’équation y = x–ln 2 est asymptote à C.

• Question 4
La courbe C est représentée par :

A

1

x

y

0 1

−ln2

B

1

x

y

0 1

ln2

C

1

x

y

0 1

ln2

D

x

y

0

ln2−ln2
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> QCM 1 Fonction exponentielle

• Question 1 : réponse D

• Par opérations et par composition, f est continue sur  − −{ }− −{ }− −{ }1 1{ }{ },  { }{ }1 1{ },  { }1 1{ } .

• Continuité en –1:

lim lm lim ( ) ( )
x x

x
m l

x
m l

xx xxx xx
f x( )f x( ) f

x x→ −x x→ −− −x− −xx x−x x

m lm l


m l


m l
x xx x− −− −

m lm lm lm lm lm l


m l


m lm l


m l
x xx xx xx x

m lm l


m l


m l
x xx x− −− −

m lm lm lm lm lm l


m l


m lm l


m l
x xx xx xx x

m l= −m l∞ =m l∞ =m lim∞ =im ( )∞ =( )f x∞ =f x( )f x( )∞ =( )f x( )m l∞ =m lm ldoncm ldoncm ldoncm lm l∞ =m ldoncm l∞ =m l
1x x1x x2m l2m l

x x2x x 1

2
m l

2
m l

1x x1x x− −1− −

0 1( )0 1( )f0 1f= −0 1= −( )= −( )0 1( )= −( )f= −f0 1f= −f

lim lm lim ( )
x x

x
m l

x
m l

xx xxx xx
f x( )f x( )

x x→ −x x→ −+ +x x+ +x x+ +x x+ +x xx+ +xx xxx x+ +x xxx x→ −+ +→ −x x−x xx x+ +x x−x x+ +x x

m lm l


m l


m l
x xx x+ ++ +x x+ +x xx x+ +x x

m lm lm lm lm lm l


m l


m lm l


m l
x xx xx xx x

m lm l


m l


m l
x xx x+ ++ +x x+ +x xx x+ +x x

m lm lm lm lm lm l


m l


m lm l


m l
x xx xx xx x

m l= +m l∞ =m l∞ =m lim∞ =im ( )∞ =( )f x∞ =f x( )f x( )∞ =( )f x( )m l∞ =m l −∞m ldoncm ldoncm ldoncm lm l∞ =m ldoncm l∞ =m l
1x x1x x2m l2m l

x x2x x 1+ +1+ +

2
m l

2
m l

1x x1x x+ +1+ +x x+ +x x1x x+ +x x

Donc f est continue à gauche en –1, mais pas à droite.

• Continuité en 1 :

lim lm lim ( ) ( )
x x

x
m l

x
m l

xx xxx xx
f x( )f x( ) f

→ →x x→ →x xx x→ →x xx xxx x→ →x xxx x− −x− −xx x→ →x x−x x→ →x x

m lm l


m l


m l
x xx xx x→ →x xx x→ →x x− −− −

m lm lm lm lm lm l


m l


m lm l


m l
x x→ →x xx x→ →x xx xx x→ →x x

m lm l


m l


m l
x xx xx x→ →x xx x→ →x x− −− −

m lm lm lm lm lm l


m l


m lm l


m l
x x→ →x xx x→ →x xx xx x→ →x x

m l= −m l∞ =m l∞ =m lim∞ =im ( )∞ =( )f x∞ =f x( )f x( )∞ =( )f x( )m l∞ =m l
1x x→ →x x1x x→ →x x2m l2m l

x x→ →x x2x x→ →x x 1

2
m l

2
m l

1x x1x xx x→ →x x1x x→ →x x− −1− −

0 1( )0 1( )f0 1f=0 1=m ldoncm ldoncm ldoncm lm l∞ =m ldoncm l∞ =m l

lim lm lim ( )
x x

x
m l

x
m l

x
f x( )f x( )

→ →x x→ →x xx x→ →x xx xxx x→ →x xxx x+ ++ +x+ +x→ →+ +→ →x x→ →x x+ +x x→ →x xx xxx x→ →x xxx x+ +x x→ →x xxx xx x→ →x x−x x→ →x xx x→ →x x+ +x x→ →x x−x x+ +x x→ →x x

m lm l


m l


m l
x x→ →x xx x→ →x x+ ++ +x x→ →x x+ +x x→ →x xx x+ +x x→ →x x

m lm lm lm lm lm l


m l


m lm l


m l
x x→ →x xx x→ →x xx xx x→ →x x

m lm l


m l


m l
x x→ →x xx x→ →x x+ ++ +x x→ →x x+ +x x→ →x xx x+ +x x→ →x x

m lm lm lm lm lm l


m l


m lm l


m l
x x→ →x xx x→ →x xx xx x→ →x x

m l= +m l∞ =m l∞ =m lim∞ =im ( )∞ =( )f x∞ =f x( )f x( )∞ =( )f x( )m l∞ =m l +∞
1x x→ →x x1x x→ →x x2m l2m l

x x→ →x x2x x→ →x x 1+ +1+ +

2
m l

2
m l

1x x→ →x x1x x→ →x x+ +1+ +x x→ →x x+ +x x→ →x x1x x+ +x x→ →x x
m ldoncm ldoncm ldoncm lm l∞ =m ldoncm l∞ =m l

Donc f est continue à gauche en 1, mais pas à droite.

La réponse A est fausse.

Pour x f x f
x

x f= ±x f 













= ≠x f1x f
1

0 1= ≠0 1= ≠: (x f: (x f x f)x f . La réponse B est fausse.

f e f ef e( )f e f e( )f e/ /f e/ /f ef e( )f e/ /f e( )f ef e2 2f ef e( )f e2 2f e( )f e f e2 2f ef e( )f e2 2f e( )f ef e/ /f e2 2f e/ /f ef e( )f e/ /f e( )f e2 2f e/ /f e( )f e4 3/ /4 3/ /4 3/ /4 3/ /= −f e= −f ef e( )f e= −f e( )f e= −f e= −f ef e2 2f e= −f e2 2f e f e2 2f e= −f e2 2f e/ /−/ /et/ /et/ /et= −et= −

f ff f( )f f ( )f f− ≠f ff f( )f f− ≠f f( )f f2 2f f2 2f ff f( )f f2 2f f( )f f ( )2 2( )f f− ≠f f2 2f f− ≠f ff f( )f f− ≠f f( )f f2 2f f− ≠f f( )f ff f−f f2 2f f−f f : f n’est pas impaire. La réponse C est fausse.

• Dérivabilité à gauche en –1:

τ =
− −

− −
= −













f x f− −f− −

x
x

x
e

x

x( )f x( )f x ( )− −( )− −
( )− −( )− −

( )1( )
1 1+1 1+x1 1x( )1 1( )

2

12

Quand x → − −1 :
x

x +
→ +∞

1
et e

x

x

2

12
0−













 →
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Pour lever l’indétermination, posons : X
x

x
=

−
2

12 . Alors : τ =
−














x
X eX1

2

x −
→ −

1
2

1, X → −∞ et X eX → 0 (eX l’emporte sur X ) donc lim
x→ − −

=
1

0τ

Donc f est dérivable à gauche en –1, et f g’ (g’ (g )− =1 0)1 0)− =1 0− =)− =)1 0)− =) .

• Un raisonnement identique conduit à :

f est dérivable à gauche en 1, et f g’ (g’ (g )1 0)1 0)1 0=1 0 .

La réponse D est bonne.

• Question 2 : réponses B et C

Sur  − −{ }− −{ }− −{ }1 1{ }{ },  { }{ }1 1{ },  { }1 1{ } :

f x
x x

e
p xx

xf x’(f x)
( )p x( )p x

= +
( )x x( )x x x( )x− −( )− −

( )x( )x −( )−





= += +





= +


= +





= += +


= += +












 =−













1= +1= +

( )2 2( )x x( )x x2 2x x( )x x − −( )− −2 2− −( )− −( )4( )
1 1( )1 1( ) 1 1

1 1


1 1



( )2 2( )x( )x2 2x( )x( )2 2( )2 2( )2 2( )( )4( )2 2( )4( )
( )2( )2

1 1
2

1 1

2

12

( )x( )x1 1( )1 1x1 1x( )x1 1x −1 1−( )−1 1−2( )21 121 1( )1 121 1(( )(1 1(1 1( )1 1(1 1
−















2

2

12
e

x

x

avec : p x( )p x( )p x == −== −= − −− +x x= −x x= −− −x x− −= −− −= −x x= −− −= − x x− −x x− −− +x x− +− −− +− −x x− −− +− −4 3x x4 3x x 2x x2x x2 2− −2 2− −− −2 2− −− −− −− −2 2− −− −− −x x2 2x x− −x x− −2 2− −x x− −4 32 24 3x x4 3x x2 2x x4 3x x 2 1− +2 1− ++2 1+− ++− +2 1− ++− +− +x x− +2 1− +x x− + .

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

Cherchons si p est divisible par x x2x x2x x 1− +x x− +x x( )( )x x( )x xx x( )x x1 5( )1 51 5( )1 5x x1 5x x( )x x1 5x xx x1 5x x( )x x1 5x x− +( )− +x x− +x x( )x x− +x x1 5− +1 5( )1 5− +1 5x x1 5x x− +x x1 5x x( )x x− +x x1 5x x + , c’est-à-dire s’il existe un
réel b tel que :

p x x x( )p x( )p x = −x x= −x x= − ( )( )x x( )x xx x( )x x += −= −


= −= −= −= − 

 ( )x b( )x bx( )x2 2x x2 2x x( )2 2( )( )2 2( )x x( )x x2 2x x( )x x +2 2+ 2 2 ( )2 2( )x b( )x b2 2x b( )x bx x( )x x1 5x x( )x xx x( )x x1 5x x( )x xx x+x x( )x x+x x1 5x x( )x x+x x( )2 2( )1 5( )2 2( )( )2 2( )1 5( )2 2( )x x( )x x2 2x x( )x x1 5x x2 2x x( )x xx x( )x x2 2x x( )x x1 5x x2 2x x( )x x+( )+2 2+( )+1 5+2 2+( )+x x+x x( )x x+x x2 2x x( )x x+x x1 5x x+x x( )x x+x x2 2x x+x x( )x x+x x 1 11 1
1 1


1 1

 ( )1 1( )x b( )x b1 1x b( )x b+ +( )+ +1 1+ +( )+ +x b+ +x b( )x b+ +x b1 1x b( )x b+ +x bx+ +x( )x+ +x1 1x( )x+ +x2 21 12 22 21 12 2 ( )2 2( )1 1( )2 2( )x b( )x b2 2x b( )x b1 1x b2 2x b( )x b .

Par identification des deux écritures, on obtient :

b = −1 51 5+1 5+ .

Donc :

p x x x x x( )p x( )p x == −x x= −x x= −== −= x x− +x xx x= −x x− +x x= −x x(x x(x xx x− +x x(x x− +x x( )( )x x( )x xx x( )x xx x− +x x( )x x− +x x(( )(x x(x x( )x x(x xx x− +x x(x x− +x x( )x x(x x− +x x)x x)x x( ))( )x x( )x x)x x( )x x +++++= −= −



= −= −= −= −


= −= −= −= −

= −= −= −= −= −= −= −






= −= −= −= −= −= −= −= −= −= −= −= −= −= −= − 

 (x x(x x( )( )x x( )x xx x( )x x− +( )− +x x− +x x( )x x− +x x+( )+x x+x x( )x x+x x− ++− +( )− ++− +x x− +x x+x x− +x x( )x x+x x− +x x(( )(x x(x x( )x x(x x)x x)x x( ))( )x x( )x x)x x( )x x
























2 2x x2 2x x− +2 2− +x x− +x x2 2x x− +x x(2 2(− +(− +2 2− +(− +x x− +x x(x x− +x x2 2x x(x x− +x x( )2 2( )( )2 2( )x x( )x x2 2x x( )x x− +( )− +2 2− +( )− +x x− +x x( )x x− +x x2 2x x( )x x− +x x(( )(2 2(( )(− +(− +( )− +(− +2 2− +( )− +(− +x x− +x x(x x− +x x( )x x(x x− +x x2 2x x− +x x(x x− +x x( )x x− +x x(x x− +x x)2 2)x x)x x2 2x x)x x( ))( )2 2( ))( )x x( )x x)x x( )x x2 2x x)x x( )x x +2 2++2 2++++2 2+++ 2 22 22 2 2 22 22 2x x( )x x1 5x x( )x xx x( )x x1 5x x( )x xx x− +x x( )x x− +x x1 5x x( )x x− +x xx x+x x( )x x+x x1 5x x( )x x+x xx x− +x x+x x− +x x( )x x+x x− +x x1 5x x− +x x+x x− +x x( )x x− +x x+x x− +x x( )2 2( )1 5( )2 2( )( )2 2( )1 5( )2 2( )x x( )x x2 2x x( )x x1 5x x2 2x x( )x xx x( )x x2 2x x( )x x1 5x x2 2x x( )x x− +( )− +2 2− +( )− +1 5− +2 2− +( )− +x x− +x x( )x x− +x x2 2x x( )x x− +x x1 5x x− +x x( )x x− +x x2 2x x− +x x( )x x− +x x+( )+2 2+( )+1 5+2 2+( )+x x+x x( )x x+x x2 2x x( )x x+x x1 5x x+x x( )x x+x x2 2x x+x x( )x x+x x− ++− +( )− ++− +2 2− +( )− ++− +1 5− ++− +( )− ++− +2 2− ++− +( )− ++− +x x− +x x+x x− +x x( )x x+x x− +x x2 2x x− +x x+x x− +x x( )x x− +x x+x x− +x x1 5x x− +x x+x x− +x x( )− +x x+x x− +x x2 2x x+x x− +x x( )x x− +x x+− +x x 1 1x x1 1x x+1 1+x x+x x1 1x x+x x+ −1 1+ −x x+ −x x1 1x x+ −x x++ −+1 1++ −+x x+x x+ −x x+x x1 1x x+ −x x+x x(1 1(+ −(+ −1 1+ −(+ −x x+ −x x(x x+ −x x1 1x x(x x+ −x x( )1 1( )+ −( )+ −1 1+ −( )+ −x x+ −x x( )x x+ −x x1 1x x( )x x+ −x x− +( )− +1 1− +( )− +x x− +x x( )x x− +x x1 1x x( )x x− +x x+ −− ++ −( )+ −− ++ −1 1+ −( )+ −− ++ −x x+ −x x− +x x+ −x x( )x x− +x x+ −x x1 1x x+ −x x− +x x+ −x x( )x x+ −x x− +x x+ −x x(( )(1 1(( )(+ −(+ −( )+ −(+ −1 1+ −( )+ −(+ −x x+ −x x(x x+ −x x( )x x(x x+ −x x1 1x x+ −x x(x x+ −x x( )x x+ −x x(x x+ −x x1 11 11 11 1

1 1


1 1


1 1


1 1


1 1






1 1









1 1





 1 11 11 1

1 1


1 1


1 1


1 1



1 1


1 1






1 1





2 21 12 2x x2 2x x1 1x x2 2x x2 21 12 22 21 12 22 21 12 22 21 12 2 2 21 12 22 21 12 22 21 12 2 5 1x x5 1x x( )5 1( )x x( )x x5 1x x( )x x)5 1)x x)x x5 1x x)x x( ))( )5 1( ))( )x x( )x x)x x( )x x5 1x x)x x( )x x +5 1++5 1++++5 1+++

La réponse C est bonne.
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p x x x x x( )p x( )p x ( ) (= ⇔ ( )( )( )( )x x( )x xx x( )x xx x− +x x( )x x− +x x + = + −x x+ −x x( )( )x x( )x xx x( )x x+ −( )+ −x x+ −x x( )x x+ −x x + =0 1x x0 1x x= ⇔0 1= ⇔ x x− +x x0 1x x− +x xx x( )x x0 1x x( )x xx x− +x x( )x x− +x x0 1x x( )x x− +x x5 1x x5 1x xx x( )x x5 1x x( )x x + =5 1+ = 0 1( )0 1( ) ( )1 5( )( )1 5( )x x( )x x1 5x x( )x xx x( )x x1 5x x( )x x+( )+1 5+( )+x x+x x( )x x+x x1 5x x( )x x+x x 1 0+ =1 0+ =2 2x x2 2x x2 2( )2 2( )( )2 2( )( )2 2( )x x( )x x2 2x x( )x xx x( )x x2 2x x( )x x− +( )− +2 2− +( )− +x x− +x x( )x x− +x x2 2x x( )x x− +x x + =2 2+ =0 12 20 1x x0 1x x2 2x x0 1x x− +0 1− +2 2− +0 1− +x x− +x x0 1x x− +x x2 2x x0 1x x− +x x( )0 1( )2 2( )0 1( )− +( )− +0 1− +( )− +2 2− +0 1− +( )− +x x− +x x( )x x− +x x0 1x x( )x x− +x x2 2x x− +x x( )x x− +x x0 1x x− +x x( )x x− +x x5 12 25 1x x5 1x x2 2x x5 1x x( )5 1( )2 2( )5 1( )x x( )x x5 1x x( )x x2 2x x5 1x x( )x x + =5 1+ =2 2+ =5 1+ = 0 12 20 1( )0 1( )2 2( )0 1( )= ⇔0 1= ⇔0 1 0 1 ou2 2    ou    2 2 2)22)2

(1) a pour discriminant ∆ = + >+ >2 2+ >2 2+ >5 0+ >5 0+ > et admet donc deux racines
réelles distinctes x1 et x2.

(2) a pour discriminant ∆ = − <− <2 2− <2 2− <5 0− <5 0− < et n’admet donc pas de
racines réelles.

La réponse D est fausse.

• Question 3 : réponse D

D’après la question 1 : lim ( )
x

f xm (f xm (
→ +

= +∞
1

et lim ( )
x

f xm (f xm (
→ − +

= −∞
1

Les réponses A et B sont fausses.

lim lm lim
x x

x
m l

x
m l

x xx xx xx x→±x x→±x xx x∞ →x xx x∞ →x xx xx xx x∞ →x xx xx xx x+ ∞x xx xx xx x∞ →x xx xx x−x x∞ →x xx xx x

m lm l


m l


m l
x xx xx x∞ →x xx x∞ →x x

m lm lm lm lm lm l


m l


m lm l


m l
x x∞ →x xx x∞ →x xx xx x∞ →x x

m lm l


m l


m l
x xx xx xx xx xx xx xx xx xx xx x∞ →x xx xx xx x∞ →x xx xx x

m lm lm lm lm lm l


m l


m lm l


m l
x xx xx xx xx xx xx x∞ →x xx xx xx x∞ →x xx xx xx xx xx x∞ →x xx xx xx xx xx x∞ →x xx xx x

m l=m l 
x xx x



x xx xx xx x








=2m l2m l
x x2x xx xx xx x∞ →x xx xx x2x x∞ →x xx xx x

2
m l

2
m l

2
1x x1x xx xx xx x1x xx xx xx xx xx x∞ →x xx xx x1x x∞ →x xx xx x

0 donc lim ( )
x

f xm (f xm (
→ −∞

= −∞ et lim ( ) .
x

f xm (f xm (
→ ∞

) .= +) .) .∞) .
→ ∞+→ ∞

La réponse C est fausse.

f x
x

e
f x
x

x

x

x

( )f x( )f x
lim

( )f x( )f x
.= 














=−














→ ±∞

2

12
1donc La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponses B et C

D’après l’assertion D de la question 3, C admet une direction asymp-
totique y = x quand x tend vers ± ∞.

f x x x e xh
e

h
x

x
e

h

x

xe xxe x
h hxh hx eh he

( )f x( )f x − =x x− =x x e x−e x
















e xe x







e x=e x

−
−

−−e x−e x

e xe x







e xe x






2

1e x1e x
h h2h h

2

2
1e x1e x

1 2h h1 2h h

1
1

. e. e.. e.=. e= 2. e2 nposantssants : h
x

x
=

−
2

12

lim
x

x
x→ ± ∞ −















=
2

1
2

2

2 , lim
x

h
→ ± ∞

= 0 et lim
h

e
→

−













=
0

h

h
1

1

donc : lim (
x→ ± ∞

[ ]m ([ ]m ( )[ ])f x[ ]f xm (f xm ([ ]m (f xm ( x[ ]x−[ ]− = 2 et y xy x=y x= +y x= +y xy x=y x= +y x=y x += ++= + 2 est asymptote à C en ± ∞.

La réponse A est fausse.
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Le tableau de variation de f est le suivant :

x

f '(x)

f (x)

−1

0

x

1

1

x

2

+ + + +− −
− ∞

− ∞ − ∞

+ ∞ + ∞

+ ∞

0

0

0

0

000

m

M

1

C admet trois asymptotes :
• l’asymptote verticale d’équation x = –1 en –1+
• l’asymptote verticale d’équation x = 1 en 1+
• l’asymptote oblique d’équation y = x + 2 en ± ∞

Les réponses B et C sont bonnes et la réponse D est fausse.

>QCM 2 Fonctions trigonométriques
réciproques

• Question 1 : réponses B et D

• La fonction x
x
x


2

1 2−
est définie sur  − −{ }− −{ }− −{ }1 1{ }{ },  { }{ }1 1{ },  { }1 1{ } et la fonction arctan

est définie sur , donc la fonction x
x
x

arctan
2

1 2−














est définie sur
 − −{ }− −{ }− −{ }1 1{ }{ },  { }{ }1 1{ },  { }1 1{ }.

• La fonction arcsin est définie sur [–1, 1].

− ≤
+

≤ ⇔ ( )− +( )− + + ⇔
≥

≥
























 ⇔

+(
1− ≤1− ≤

2
1

1 1≤ ⇔1 1≤ ⇔ − +1 1− +( )1 1( )− +( )− +1 1− +( )− + 2 1≤ ≤2 1≤ ≤
1 2+ +1 2+ + 0

1 2+ −1 2+ − 0

1
2

2 2( )2 2( ) ≤ ≤2 2≤ ≤ + ⇔2 2+ ⇔2 12 22 1≤ ≤2 1≤ ≤2 2≤ ≤2 1≤ ≤
21 221 2+ +1 2+ +2+ +1 2+ +
21 221 2+ −1 2+ −2+ −1 2+ −

x
x

x x( )x x( ) ≤ ≤x x≤ ≤≤ ≤2 1≤ ≤x x≤ ≤2 1≤ ≤2 2x x2 2( )2 2( )x x( )2 2( ) ≤ ≤2 2≤ ≤x x≤ ≤2 2≤ ≤≤ ≤2 1≤ ≤2 2≤ ≤2 1≤ ≤x x≤ ≤2 2≤ ≤2 1≤ ≤ + ⇔x+ ⇔+ ⇔2 2+ ⇔x+ ⇔2 2+ ⇔
x x1 2x x1 2+ +1 2+ +x x+ +1 2+ ++ +1 2+ +2+ +1 2+ +x x+ +2+ +1 2+ +

x x1 2x x1 2+ −1 2+ −x x+ −1 2+ −+ −1 2+ −2+ −1 2+ −x x+ −2+ −1 2+ −

x))) ≥

( )












2

2

0

1 0−1 0− )1 0) ≥1 0≥21 02x1 0x1 0

Cette double condition est toujours vérifiée,

donc la fonction x
x
x

arcsin
2

1 2+














est définie sur .

Par conséquent, f est définie sur  − −{ }− −{ }− −{ }1 1{ }{ },  { }{ }1 1{ },  { }1 1{ }.

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.
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Soit g et h deux fonctions impaires :

• g o h x g h x g g h x g o hg o x gg hx gg hh x( )h x( )h x( )h x( )h x( )h x( )h x ( )x( )x− =( )− =( )h x( )h x− =h x( )h x [ ]g h[ ]g h x g[ ]x gx g[ ]x gg h[ ]g h( )[ ]( )x g( )x g[ ]x g( )x g( )[ ]( )x g( )x g[ ]x g( )x g( )x g( )x g[ ]x g( )x g( )−( )[ ]( )−( ) = −x g= −x g [ ]h x[ ]h x[ ]h x[ ]h x( )[ ]( )h x( )h x[ ]h x( )h x( )[ ]( )h x( )h x[ ]h x( )h x( )h x( )h x[ ]h x( )h x= −[ ]= − = − [ ]g h[ ]g h x g[ ]x gx g[ ]x gg h[ ]g h( )[ ]( )x g( )x g[ ]x g( )x g( )[ ]( )x g( )x g[ ]x g( )x g( )x g( )x g[ ]x g( )x gx g= −x g
donc g o h est impaire.

• x g x h x g x h x g h x( )g h( )g hg h+g h( )g h+g h x g− =x g x h− +x h x g− =x g− −x g− −x g x h− −x h x g= −x g( )x g( )x g h x( )h x+( )+( )x g( )x g− =( )− =x g− =x g( )x g− =x g( )x h( )x h− +( )− +x h− +x h( )x h− +x h( )x g( )x g− =( )− =x g− =x g( )x g− =x g( )x h( )x h− −( )− −x h− −x h( )x h− −x h( )x g( )x g ( )h x( )h x
donc g + h est impaire.

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

• Question 2 : réponses A et D

∀ ∈[ ] ∈ −


∈ −


∈ −∈ −∈ −




∈ −


∈ −∈ −


∈ − 






∀ ∈ ∈ −∀ ∈ arctan

x x[ ]x x[ ]x x∀ ∈x x∀ ∈[ ]x x[ ]−[ ]−x x−[ ]−x x[ ]x x[ ]

x x∀ ∈x x∀ ∈x x∀ ∈x x∀ ∈ arctanx xarctan

[ ]1 1[ ][ ]x x[ ]1 1[ ]x x[ ]
2 2

2 2

, ,[ ], ,[ ]x x, ,x x[ ]x x[ ], ,[ ]x x[ ][ ]x x[ ], ,[ ]x x[ ][ ]x x[ ]1 1[ ]x x[ ], ,[ ]1 1[ ]x x[ ]x xarx xcsinx xcsinx x ,
2 2

,
2 2

, ,∈ −, ,∈ −
2 2

, ,
2 2

, ,∈ −, ,∈ −x x, ,x x, ,arctanx xarctan, ,arctanx xarctan

π π

π π
x xx x 


, ,


, ,∈ −, ,∈ −


∈ −, ,∈ −∈ −∈ −∈ −, ,∈ −∈ −, ,∈ −





, ,


, ,, ,


, ,∈ −, ,∈ −


∈ −, ,∈ −∈ −


∈ −, ,∈ − 






























∀ ∈ { } ≤donc ∀ ∈x f∀ ∈x f∀ ∈ − −x f− −{ }x f{ }− −{ }− −x f− −{ }− − − ≤x f− ≤∀ ∈x f∀ ∈ { }x f{ }x fx f{ }x f{ }1 1{ }x f{ }x f, ,x f{ }x f{ }, ,{ }x f{ }{ }x f{ }, ,{ }x f{ }{ }x f{ }1 1{ }x f{ }, ,{ }1 1{ }x f{ } ( )x( )x( )π π≤π π≤π πx fπ πx f− ≤x f− ≤π π− ≤x f− ≤ ( )π π( )x( )xπ πx( )x

Par conséquent, f est bornée : la réponse A est bonne.

lim lm lim
x x

x
m l

x
m l

x
x
x→ →x x→ →x xx x→ →x xx xxx x→ →x xxx x− +− +x− +x→ →− +→ →x x→ →x x− +x x→ →x xx xxx x→ →x xxx x− +x x→ →x xxx xx x→ →x x−x x→ →x xx x→ →x x− +x x→ →x x−x x− +x x→ →x x

m lm l


m l


m l
x x→ →x xx x→ →x x− +− +x x→ →x x− +x x→ →x xx x− +x x→ →x x

m lm lm lm lm lm l


m l


m lm l


m l
x x→ →x xx x→ →x xx xx x→ →x x

m lm l


m l


m l
x x→ →x xx x→ →x x− +− +x x→ →x x− +x x→ →x xx x− +x x→ →x x

m lm lm lm lm lm l


m l


m lm l


m l
x x→ →x xx x→ →x xx xx x→ →x x

m l= +m lm l∞m l
−















= −∞etm letm l
1x x→ →x x1x x→ →x x2m l2m l

x x→ →x x2x x→ →x x 1− +1− +
2

2
m l

2
m l

1x x→ →x x1x x→ →x x− +1− +x x→ →x x− +x x→ →x x1x x− +x x→ →x x

2
1

donc et: lim ( ) lim ( )
x x

f x( )f x( ) f xm (f xm (
x x→ →x x− +→ →− +→ →x x→ →x x− +x x→ →x x− +x x→ →x x− +x x→ →x x

= −= − = = + == + = ≠
1 1→ →1 1→ →x x→ →x x1 1x x→ →x x− +1 1− +→ →− +→ →1 1→ →− +→ →x x→ →x x− +x x→ →x x1 1x x− +x x→ →x x1 1

f x
1 1

f x
x x→ →x x1 1x x→ →x xx x→ →x x− +x x→ →x x1 1x x− +x x→ →x x2 2− +2 2− +x x→ →x x− +x x→ →x x2 2x x− +x x→ →x x1 12 21 1x x→ →x x1 1x x→ →x x2 2x x1 1x x→ →x xx x→ →x x− +x x→ →x x1 1x x− +x x→ →x x2 2x x→ →x x− +x x→ →x x1 1x x→ →x x− +x x→ →x x

0
2 2

0
π π π π π

Donc f n’est pas prolongeable par continuité en 1. La réponse B est
fausse.

lim lm lim
x x

x
m l

x
m l

xx xxx x

x
xx x→ ∞x x→ ∞+x x+x x

m lm l


m l


m l
x xx xx xx x

m lm lm lm lm lm l


m l


m lm l


m l
x xx xx xx x

m lm lm l


m l
x xx x

m lm lm lm lm lm lm l


m lm l


m lm l= =m l
−













x x→ ∞x xx xxx xx x+x xx xx x→ ∞x x+  x x→ ∞x xx xx xx xx xx xx xx xx xx xx xx xx x→ ∞+→ ∞

2
m l

2
m l

1x x1x xx x1x x
m l0m lm l= =m l0m l= =m l

2
12 2m l2 2m lim2 2im

x x2 2x x x2 2x→ ∞2 2→ ∞2 2
m l


m l2 2m l


m l

x xx x2 2x xx x2 2
m l


m lm l


m l2 2m lm l


m l

x xx xx xx x2 2x xx xx x 2 22 2x x2 2x x→ ∞2 2→ ∞x x2 2x xx xx x2 2x xx xx xx xx x2 2x xx xx xx x→ ∞+→ ∞2 2→ ∞+→ ∞
02 20m l0m l2 2m l0m l

12 21

arcsin arctan0 0 0 00 0=0 0= =ar= =arctan= =ctan0 0= =0 0 0 0= =0 00 0=0 0= =0 0=0 0 0 0=0 00 0= =0 0=0 0= =0 0
→→ ∞→→ ∞→ ∞→ ∞∞→ ∞

et= =et= = donc
→ ∞+→ ∞
lim ( ) 0

x
f x( )f x( ) =

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses A et D

∀ ∈ { } 









− 










+x x∀ ∈x x∀ ∈ −x x− { }x x{ }+x x+ { }x x{ }x x+x x+x xx x1 0{ }1 0{ } = ∈1 0= ∈1 0


1 0


1 0



1 0




1 0


x x1 0x x= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔x x1 0x x= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔x x1 0x x{ }x x{ }1 0{ }x x{ }{ }x x{ }1 0{ }x x{ }
2 42 42 4


2 4


2 4




2 4


, ax x, ax xx x1 0x x, ax x1 0x x= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔, a= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔, a1 0rcta1 0x x1 0x xrctax x1 0x x= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔rcta= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔1 0n t1 0= ⇔1 0= ⇔n t= ⇔1 0= ⇔x x1 0x xn tx x1 0x x= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔n t= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔ x1 0xn tx1 0x1 0an1 0,ϕ ϕ= ⇔ϕ ϕ= ⇔= ⇔x x= ⇔ϕ ϕ= ⇔x x= ⇔1 0ϕ ϕ1 0= ∈1 0= ∈ϕ ϕ= ∈1 0= ∈1 0ϕ ϕ1 0= ∈1 0= ∈ϕ ϕ= ∈1 0= ∈1 0ϕ ϕ1 01 0ϕ ϕ1 0ϕ ϕ= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔ϕ ϕ= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔ϕ ϕ= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔, aϕ ϕ, a= ⇔, a= ⇔ϕ ϕ= ⇔, a= ⇔x x, ax xϕ ϕx x, ax x= ⇔x x= ⇔, a= ⇔x x= ⇔ϕ ϕ= ⇔, a= ⇔x x= ⇔x x1 0x x, ax x1 0x xϕ ϕx x, ax x1 0x x= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔, a= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔ϕ ϕ= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔, a= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔x x1 0x x, ax x1 0x xϕ ϕx x, ax x1 0x x= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔, a= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔ϕ ϕ= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔, a= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔ϕ ϕ= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔, a= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔ϕ ϕ= ⇔x x= ⇔1 0x x= ⇔, a= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔= ⇔x x= ⇔rcta= ⇔x x= ⇔ϕ ϕ= ⇔rcta= ⇔x x= ⇔= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔rcta= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔ϕ ϕ= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔rcta= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔rcta= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔ϕ ϕ= ⇔x x= ⇔1 0x x= ⇔rcta= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔n tϕ ϕn t= ⇔n t= ⇔ϕ ϕ= ⇔n t= ⇔= ⇔x x= ⇔n t= ⇔x x= ⇔ϕ ϕ= ⇔n t= ⇔x x= ⇔ xn txϕ ϕxn tx1 0n t1 0ϕ ϕ1 0n t1 0= ∈1 0= ∈n t= ∈1 0= ∈ϕ ϕ= ∈n t= ∈1 0= ∈1 0n t1 0ϕ ϕ1 0n t1 0= ⇔1 0= ⇔n t= ⇔1 0= ⇔ϕ ϕ= ⇔n t= ⇔1 0= ⇔1 0n t1 0ϕ ϕ1 0n t1 0= ⇔1 0= ⇔n t= ⇔1 0= ⇔ϕ ϕ= ⇔1 0= ⇔n t= ⇔1 0= ⇔= ⇔1 0= ⇔n t= ⇔1 0= ⇔ϕ ϕ= ⇔1 0= ⇔n t= ⇔1 0= ⇔n t= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔n t= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔ϕ ϕ= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔n t= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔n t= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔x x= ⇔ϕ ϕ= ⇔x x= ⇔1 0x x= ⇔n t= ⇔x x= ⇔1 0= ⇔ x1 0xn tx1 0xϕ ϕxn tx1 0xx anϕ ϕan1 0an1 0ϕ ϕ1 0an1 0= ∈1 0= ∈an= ∈1 0= ∈ϕ ϕ= ∈an= ∈1 0= ∈1 0an1 0ϕ ϕ1 0an1 0an ϕ1 0ϕ1 0= ∈1 0= ∈ϕ= ∈1 0= ∈

π ππ π π π


π π



π π

et1 0et1 0= ∈1 0= ∈et= ∈1 0= ∈et 













f x( )f x( )f x arcsin
tan
tan

arctan
tan
tan

=
+















−
−















2
1

2
12 2ta2 2tan2 2n2 2ar2 2arctan2 2ctan

2 22 2 2 22 2 12 21
ϕ

ϕ2 2ϕ2 2

ϕ
ϕ
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On reconnaît les formules donnant sin a et tan a en fonction de t
a

= 













tan :n :n :


n :


n :


n :




n :


n :


n :


n :


n :




n :
2

sin tn tann tan t
t

n t
t

n t
t

a
t
t

n t=n t
+

=
−

2
1

2
12 2n t2 2n tan2 2ana2 2a

t2 2t12 21
n tetn tn t2 2n tetn t2 2n t

Donc : f x( )f x( )f x arcsin===== (( )(( )( )( ))( )  (( )(( )( )( ))( ) sin t(n t(( )n t( )(( )(n t(( )(2 2(2 2(2 2( )2 2( ))2 2)( ))( )2 2( ))( )2 22 22 2 ( )2 2( )(( )(2 2(( )(2 22 22 22 22 22 22 2n t2 2n tarn tar2 2arn tarcn tc2 2cn tc( )n t( )2 2( )n t( ))n t)2 2)n t)( ))( )n t( ))( )2 2( )n t( ))( )n t2 2n tn t2 2n tn t2 2n tn t2 2n tn t2 2n tn t2 2n tn t2 2n tn t2 2n t an2 2an ta2 2tan2 2n( )ϕ( )( )n t( )( )n t( )2 2( )n t( )ϕ( )2 2( )n t( )ϕ ϕ(ϕ ϕ(ϕ ϕ( )ϕ ϕ( ))ϕ ϕ)( ))( )ϕ ϕ( ))( )ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕ ( )ϕ ϕ( )(( )(ϕ ϕ(( )(ϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕϕ ϕn tϕ ϕn tarn tarϕ ϕarn tarcn tcϕ ϕcn tc( )n t( )ϕ ϕ( )n t( ))n t)ϕ ϕ)n t)( ))( )n t( ))( )ϕ ϕ( )n t( ))( )n tϕ ϕn tn tϕ ϕn tn tϕ ϕn tn tϕ ϕn tn tϕ ϕn t anϕ ϕan taϕ ϕta2 2ϕ ϕ2 2(2 2(ϕ ϕ(2 2(( )2 2( )ϕ ϕ( )2 2( )(( )(2 2(( )(ϕ ϕ(2 2(( )(2 2ϕ ϕ2 22 2ϕ ϕ2 22 2ϕ ϕ2 22 2ϕ ϕ2 22 2ϕ ϕ2 22 2ϕ ϕ2 22 2ϕ ϕ2 2n t2 2n tϕ ϕn t2 2n tarn tar2 2arn tarϕ ϕar2 2arn tarcn tc2 2cn tcϕ ϕc2 2cn tc( )n t( )2 2( )n t( )ϕ ϕ( )2 2( )n t( ))n t)2 2)n t)ϕ ϕ)2 2)n t)( ))( )n t( ))( )2 2( )n t( ))( )ϕ ϕ( ))( )n t( ))( )2 2( ))( )n t( ))( )n t2 2n tϕ ϕ2 2n tn t2 2n tϕ ϕn t2 2n tn t2 2n tϕ ϕn t2 2n tn t2 2n tϕ ϕn t2 2n tn t2 2n tϕ ϕn t2 2n t −n t−2 2−n t−ϕ ϕ−2 2−n t−−n t−2 2−n t−ϕ ϕ−2 2−n t−−−−n t−−−2 2−n t−−−ϕ ϕ−−−n t−−−2 2−−−n t−−− an2 2anϕ ϕan2 2an ta2 2taϕ ϕta2 2tan2 2nϕ ϕn2 2n( )ϕ( )ϕ ϕ( )ϕ( )( )n t( )ϕ( )n t( )ϕ ϕ( )ϕ( )n t( )( )n t( )2 2( )n t( )ϕ( )2 2( )n t( )ϕ ϕ( )n t( )2 2( )n t( )ϕ( )n t( )2 2( )n t( ) ( )ϕ( )( )ϕ ϕ( )ϕ( )ϕ ϕ( )

La réponse A est bonne.

Si oru uu uu u uu u∈u uu uu u


u u


u uu uu u

u uu uu uu u


u u


u uu u


u uu uu u


u uu u

u uu uu uu u












+( ) ∈






π
u uπu u

π π π π
2 2

3
2

2, ,u u, ,u u, ,


, ,


u u


u u, ,u u


u u


u uu u, ,u uu u


, ,


u u


u uu u


u u, ,u uu u


u u


π, ,πu uπu u, ,u uπu uπu uaru uaru uc su uc sin(sinu uin(sinu uin(sin ) ,) ,∈) ,∈) ,


) ,


) ,


) ,




) ,

0) ,00) , , 







La réponse B est fausse.

En réalité, si u ∈∈∈∈∈
p p
2

,













, arcsin sinu u.( )u u)u uu u=u uu u= −u uu u=u u= −u u=u uu u−u uu u= −u u−u u= −u uu upu upu upu uu u= −u upu u= −u u

Si u ∈
π

π
2

,












, arctan(tan ) ,) ,u) ,∈ −) ,) ,) ,


) ,


) ,) ,∈ −) ,


) ,∈ −) ,) ,) ,) ,∈ −) ,) ,∈ −) ,) ,) ,) ,) ,


) ,


) ,) ,


) ,) ,∈ −) ,


) ,∈ −) ,) ,


) ,∈ −) , 







π
) ,

π
) ,

2
) ,

2
) , 0 or − ∈ − −














u− ∈u− ∈ π− −π− −
π

,
2

La réponse C est fausse.

En réalité, si u ∈∈∈∈∈
p p
2

,













, arctan tanu u( )u u)u uu u=u u= +u u= +u uu u=u u= +u u=u u += ++= + p .

Si x ∈[ [[ [0 1[ [[ [,  [ [[ [0 1[ [,  [ [0 1[ [, ϕ π
= ∈














ar= ∈ar= ∈ctan= ∈ctan= ∈ ,x= ∈x= ∈ 0
4

et 2 0
2

ϕ2 0ϕ2 0
π

2 0∈2 02 02 0


2 0


2 02 02 02 02 02 02 0


2 0


2 02 0


2 0 






,

donc : f x( )f x( )f x arcsin= ( )  ( ) sin t( )n t( )2 2( )2 2( )2 2 ( )2 2( )2 22 2n t2 2n tarn tar2 2arn tarcn tc2 2cn tc( )n t( )2 2( )n t( )n t2 2n tn t2 2n tn t2 2n t an2 2an ta2 2tan2 2n
2 2

ϕ ϕ( )ϕ ϕ( )ϕ ϕϕ ϕ( )ϕ ϕ( )ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕn tϕ ϕn tarn tarϕ ϕarn tarcn tcϕ ϕcn tc( )n t( )ϕ ϕ( )n t( )n tϕ ϕn tn tϕ ϕn t anϕ ϕan taϕ ϕta2 2ϕ ϕ2 2( )2 2( )ϕ ϕ( )2 2( )2 2ϕ ϕ2 22 2ϕ ϕ2 22 2ϕ ϕ2 22 2ϕ ϕ2 22 2ϕ ϕ2 2n t2 2n tϕ ϕn t2 2n tarn tar2 2arn tarϕ ϕar2 2arn tarcn tc2 2cn tcϕ ϕc2 2cn tc( )n t( )2 2( )n t( )ϕ ϕ( )2 2( )n t( )n t2 2n tϕ ϕ2 2n tn t2 2n tϕ ϕn t2 2n t −n t−2 2−n t−ϕ ϕ−2 2−n t− an2 2anϕ ϕan2 2an ta2 2taϕ ϕta2 2tan2 2nϕ ϕn2 2n
ϕ ϕ2 2ϕ ϕ2 2

                                               
= − =2 2= −2 2= −ϕ ϕ2 2ϕ ϕ2 2= −2 2= −ϕ ϕ= −2 2= − 0

La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponse A

Posons : f x
x
x1f x1f x 2

2
1

( )f x( )f x arcsin=
+















et f x
x
x2f x2f x 2

2
1

( )f x( )f x arctan=
−















La fonction arcsin est dérivable sur ]–1, 1[ et, d’après la question 1 :

− <
+

< ⇔
( )
( )













⇔
≠ −
≠










1− <1− <

2
1

1< ⇔1< ⇔
1 0( )1 0( )+( )+1 0+( )+ >1 0>

1 0( )1 0( )−( )−1 0−( )− >1 0>

1

12

21 021 0
21 021 0

x
x

( )x( )( )1 0( )x( )1 0( )
( )x( )( )1 0( )x( )1 0( )

x
x

< ⇔ 
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Donc, par composition, f1 est dérivable sur ]1, + ∞[.
La fonction arctan est dérivable sur  donc, par opérations et composition,
f2 est dérivable sur , donc sur ]1, + ∞[.
Par conséquent, f est dérivable sur ]1, + ∞].

La réponse A est bonne.

Sur ] [1,] [1, + ∞] [+ ∞ : 1 021 021 01 0− <1 01 021 0− <1 021 0x1 0x1 01 0− <1 0x1 0− <1 0 donc 1 1
2

1 1
2

1 121 121 1( )1 1( )1 12( )21 121 1( )1 121 11 1−1 1( )1 1−1 11 1= −1 1x x1 1x x1 1( )x x( )1 1( )1 1x x1 1( )1 11 121 1( )1 121 1x x1 1( )1 121 11 1= −1 1x x1 1= −1 1 .

• f x
x
x

x x
1f x1f x

2

2

2 2x x2 2x x
2 2

1

1
2

1

2 1 x x4x x2 242 2x x2 2x x4x x2 2x x 2 1

1 1
2

1 1
2

f x’(f x) =

−
+















 
















( )x x( )x x2 2( )2 2x x2 2x x( )x x2 2x x2 1( )2 1 +( )+ x x−x x

( )x( )x2( )21( )1 +( )+
=

( )x( )x2( )22 1( )2 1 −( )−

( )x( )x2( )21 1( )1 1x1 1x( )x1 1x21 12( )21 121 1−1 1( )1 1−1 1( )1 1( )1 1 +++( )+++
= − ( )+( )+( )x( ) ( )x( )( )2( ) ( )2( )

2

( )1( )

• f x
x
x

x x
2f x2f x

2

2

2 2x x2 2x x
2 2

1

1
2

1

2 1 x x4x x2 242 2x x2 2x x4x x2 2x x 2 1
f x’(f x) =

+
−















 
















( )x x( )x x2 2( )2 2x x2 2x x( )x x2 2x x2 1( )2 1 −( )− x x+x x2 2+2 2x x2 2x x+x x2 2x x

( )x( )x2( )21( )1 −( )−
=

( )x( )x2( )22 1( )2 1 +( )+

( )x( )x2( )21( )1 −( )− + 444

2 1 2
2 2

x
=

( )2 1( )2 1 2( )2x( )x+( )+

( )1( )1 2( )2x( )x+( )+
= ( )1( )1 2( )2x( )x+( )+

Donc : f x f x f xf x’(f x) ’f x) ’f x( )f x( )f x f x’(f x)= −f x= −f x) ’= −) ’f x) ’f x= −f x) ’f x( )= −( )f x( )f x= −f x( )f x =1 2f x1 2f x f x1 2f xf x) ’f x1 2f x) ’f x( )1 2( )f x( )f x1 2f x( )f x= −1 2= −f x= −f x1 2f x= −f xf x) ’f x= −f x) ’f x1 2f x= −f x) ’f x( )= −( )1 2( )= −( )f x( )f x= −f x( )f x1 2f x= −f x( )f x -
+
4

1 2x

Les réponses B et C sont fausses.

On remarque que : f xf x’(f x) arctan ’( )x( )x) a= −) a() a() a )n ’)n ’) a4) a

Donc, sur ] [1,] [1, + ∞] [+ ∞ : f x x C( )f x( )f x arctan= − x C+x C4

Or, d’après l’assertion D de la question 2 : lim ( )
x

f xm (f xm (
→ ∞

=
→ ∞+→ ∞

0

lim ( )
x

f xm (f xm ( C C
→ ∞

= − 













+ =C C+ =C CC C− +C C
→ ∞+→ ∞

4
2

2 0C C2 0C CC C− +C C2 0C C− +C C =2 0=
π

πC CπC CC C2 0C CπC C2 0C CC C− +C C2 0C C− +C CπC C2 0C C− +C C d’où C = 2π et

f x x( )f x( )f x arctan== −== −= 2 4= −2 4= −−2 4−= −−= −2 4= −−= −π2 4π2 4= −2 4= −π= −2 4= −π2 4π2 4= −2 4= −π= −2 4= −πππ2 4π2 4π2 4π2 4= −2 4= −π= −2 4= −π= −π= −2 4= −

La réponse D est fausse.

> QCM 3 Calcul d’une somme

42

Fonction arctan
La fonction arctan est une bijection de  dans −














π π
2 2

,
2 2

,  
2 2

, strictement

croissante, et : ∀ ∈ = ⇔∀ ∈ = ⇔x y∀ ∈x y∀ ∈∀ ∈x y∀ ∈ yx yx y, a= ⇔, a= ⇔= ⇔, a= ⇔x y, ax y, ax y rcta= ⇔rcta= ⇔= ⇔rcta= ⇔n t= ⇔n t= ⇔ =n t== ⇔n t= ⇔x xn tx x= ⇔x x= ⇔n t= ⇔x x= ⇔= ⇔x x= ⇔n t= ⇔x x= ⇔= ⇔x x= ⇔n t= ⇔x x= ⇔ an et y ∈ −


∈ −


∈ −∈ −∈ −




∈ −


∈ −∈ −


∈ − 






π π
2 2

,
2 2

,
2 2
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• Question 1 : réponses C et D

∀ ∈ > = − <∀ ∈x x∀ ∈x x∀ ∈∀ ∈x x∀ ∈x xx x, (+ +, (+ + > =, (> =+ +, (+ + > =, (> => =, (> =x x, (x x, (x x x, (x+ +x+ +, (+ +x+ ++ +x+ +, (+ +x+ + )2, (2, (, (1 0, (> =, (> =1 0> =, (> =1 0> =, (> =1 0> =, (> = 3 0− <3 0− <∆> =∆> = donc g est définie sur  et :

∀∀ ∈∀∀ ∈∀ ∈ <∀ ∈∈ <∀ ∈ < <<< <<< <∀ ∈
2

∀ ∈x g∀ ∈x g∈ <x g∈ <∀ ∈∈ <∀ ∈x g∀ ∈∈ <∀ ∈∀ ∈x g∀ ∈∈ <x g∈ <∀ ∈∈ <∀ ∈x g∀ ∈ x< <x< <∈ <∈ <∈ <x g∈ <∈ <x g∈ <, (∈ <, (∈ << <, (< <∈ << <∈ <, (∈ << <∈ <x g, (x g∈ <x g∈ <, (∈ <x g∈ << <x g< <, (< <x g< <∈ << <∈ <x g∈ << <∈ <, (∈ <x g∈ << <∈ <∈ <x g∈ <, (∈ <x g∈ < )< <)< <, (0, (∈ <, (∈ <0∈ <, (∈ <x g, (x g0x g, (x g∈ <x g∈ <, (∈ <x g∈ <0∈ <, (∈ <x g∈ <
π

La réponse A est fausse.

∀ ∈x∀ ∈x∀ ∈ : − <− < + <
π π
2 2

arctan
π π

ctan
π π

( )+ <( )+ <
π π

( )
π π

1( )1+ <1+ <( )+ <1+ <
π π

1
π π

( )
π π

1
π π

( )x( ) et − <− < <
π π
2 2

arctan
π π

ctan
π π

x

donc − < <π π− <π π− < <π π<f xπ πf xπ π( )π π( )π πf x( )f xπ πf xπ π( )π πf xπ π

De plus, la fonction arctan est strictement croissante :

x x+ >x x+ >x x1+ >1+ >x x+ >x x1x x+ >x x donc arctan ctanx xarx xarctanx xctan( )x x( )x x+( )+x x+x x( )x x+x x>x x>x x( )1( )x x( )x x1x x( )x x c’est-à-dire f x( )f x( )f x > 0

Finalement : ∀∀ ∈∀∀ ∈∀ < <<< <<< <x f∀ ∈x f∀ ∈∈ <x f∈ <∀ ∈∈ <∀ ∈x f∀ ∈∈ <∀ ∈x f x< <x< <x fx f∈ <x f∈ <∈ <x f∈ <, (< <, (< <x f, (x f∈ <x f∈ <, (∈ <x f∈ << <x f< <, (< <x f< <∈ << <∈ <x f∈ << <∈ <, (∈ <x f∈ << <∈ <, (0x f0, (0x f0∈ <0∈ <x f∈ <0∈ <, (∈ <x f∈ <0∈ < )< <)< < πππππ

La réponse B est fausse et la réponse B est bonne.

∀ ∈ +x∀ ∈x∀ ∈ : 0 1
2

0 1< +0 1 <ar0 1ar0 10 1< +0 1ar0 1< +0 10 1ctan0 1ctan0 1ctan0 10 1< +0 1ctan0 1< +0 1( )0 1( )0 10 1< +0 1( )0 1< +0 1( )x( )0 1( )0 1x0 1( )0 10 1< +0 1( )0 1< +0 1x0 1( )0 1< +0 1
π

et 0
2

≤ <ar≤ <ar≤ <ctan≤ <ctan≤ <x≤ <x≤ <
π

donc − <− < <
π π
2 2

f x
π π

f x
π π
2 2

f x
2 2

( )
π π

( )
π π
2 2

( )
2 2

f x( )f x
π π

f x
π π

( )
π π

f x
π π
2 2

f x
2 2

( )
2 2

f x
2 2

Or, d’après ce qui précède, f (x) > 0, donc :

∀∀ ∈∀∀ ∈∀ +++++∀ ∈x f∀ ∈x f∀ ∈∈ <x f∈ <∀ ∈∈ <∀ ∈x f∀ ∈∈ <∀ ∈∈ <+∈ <x f∈ <+∈ <∈ <+∈ <x f∈ <+∈ <∈ <+∈ <+∈ <+∈ <x f∈ <+∈ <+∈ <x f+x f++x f++++x f+++∀ ∈x f∀ ∈∈ <x f∈ <∀ ∈∈ <∀ ∈x f∀ ∈∈ <+∈ <x f∈ <∈ <+∈ <x f∈ <∈ <+∈ <+∈ <+∈ <x f∈ <+∈ <+∈ <+∈ < xx fx f∈ <x f∈ <∈ <x f∈ <, (x f, (x f∈ <x f∈ <, (∈ <x f∈ <<x f<, (<x f<∈ <<∈ <x f∈ <<∈ <, (∈ <x f∈ <<∈ <∈ <x f∈ <, (∈ <x f∈ < )x f, (x f0x f, (x f∈ <x f∈ <, (∈ <x f∈ <0∈ <, (∈ <x f∈ <
2

<
π

La réponse D est bonne.

• Question 2 : réponses A et C

Posons : α = +( )arctan x 1 et β = arctanx, soit f x( )f x( )f x = −α β= −α β= −

Alors : x + =1 t+ =1 t+ = anα et x = tanβ avec α β
π π

, ,α β, ,α β ∈ −, ,∈ −, ,


, ,


, ,, ,∈ −, ,


, ,∈ −, ,∈ −∈ −, ,∈ −, ,, ,∈ −, ,




, ,


, ,, ,


, ,, ,∈ −, ,


, ,∈ −, ,, ,


, ,∈ −, , 




2 2

, ,
2 2

, ,

tan ( ) tan
x x

x x
[ ]n ([ ]n ( ) t[ ]) tf x[ ]f xn (f xn ([ ]n (f xn ( = −) t= −) tan= −an ( )= −( )= − =

+
=

+ −x x+ −x x
( )x x( )x x

( )α β( )= −( )= −α β= −( )= −
α β

α β
tan tα βn tα β−α β−n t−α β−α βanα β

tan tα βn tα βα βanα β1
1+ −1+ −x x+ −x x1x x+ −x x

1 1+ +1 1+ +x x+ +x x1 1x x+ +x x( )1 1( )+ +( )+ +1 1+ +( )+ +x x+ +x x( )x x+ +x x1 1x x( )x x+ +x x

On obtient :

∀ ∈ [ ]
+ +

[ ][ ]n ([ ]) t) t[ ]) t[ ] =) t= =) t= an[ ]( )[ ]x f∀ ∈x f∀ ∈ [ ]x f[ ]x ftax ftan (x fn ([ ]n ([ ]x f[ ]n ([ ][ ]x[ ]
x x+ +x x+ +

[ ]g x[ ][ ]( )[ ]g x[ ]( )[ ]x fx fx f,x f,
1

) t
1

) t
1

) t
1

) t2) t2) t
x x2x x
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Pour tout x réel, tan[ f (x)] et tan[g (x)] sont donc de même signe.
Or, d’après la question précédente :

∀ ∈ < <0 0< <0 0< <x f∀ ∈x f∀ ∈x f x e0 0x e0 0< <0 0< <x e< <0 0< < t g x< <x< <x fx f, (0 0, (0 0< <0 0< <, (< <0 0< <x f, (x f, (0 0x f0 0, (0 0x f0 0< <0 0< <x f< <0 0< <, (< <x f< <0 0< <) (< <) (< <0 0) (0 0< <0 0< <) (< <0 0< <x e) (x e0 0x e0 0) (0 0x e0 0< <0 0< <x e< <0 0< <) (< <x e< <0 0< < t g) (t g< <t g< <) (< <t g< <0 0t g0 0) (0 0t g0 0 )< <)< <) (π) (x e) (x eπx e) (x e0 0x e0 0) (0 0x e0 0π0 0) (0 0x e0 0
π
2

Donc, pour tout x réel, tan[ f (x)] et tan[g(x)] sont positifs :

∀ ∈ < <∀ ∈ 0 0< <0 0< <x f∀ ∈x f∀ ∈∀ ∈x f∀ ∈ x e0 0x e0 0< <0 0< <x e< <0 0< < x< <x< <x fx f, (0 0, (0 0< <0 0< <, (< <0 0< <x f, (x f, (0 0x f0 0, (0 0x f0 0< <0 0< <x f< <0 0< <, (< <x f< <0 0< <) (< <) (< <0 0) (0 0< <0 0< <) (< <0 0< <x e) (x e0 0x e0 0) (0 0x e0 00 0x e0 0) (0 0x e0 0< <0 0< <x e< <0 0< <) (< <x e< <0 0< < t g) (t g< <t g< <) (< <t g< <0 0t g0 0) (0 0t g0 0 )< <)< <
π π

) (
π π

) (0 0) (0 0
π π

0 0) (0 0 )
π π

)
2 2

t g
2 2

t g) (
2 2

) (t g) (t g
2 2

t g) (t g )
2 2

)

La fonction arctan étant bijective, on a finalement :

∀∀ ∈∀∀ ∈∀ ∈∀ ∈∈∀ ∈ [[ ][[ ][ ][ ]][ ] [[ ][[ ][ ][ ]][ ] ⇒⇒ =⇒⇒ =⇒ =⇒ ==⇒ =, tan ([n ([[ ]n ([ ][[ ][n ([[ ][ [ ]( )[ ]x∀ ∈x∀ ∈ f g[ ]f g[ ]]f g][ ]][ ]f g[ ]][ ] [f g[[ ]f g[ ][[ ][f g[[ ][[ ]n ([ ]f g[ ]n ([ ]) tf g) t[ ]) t[ ]f g[ ]) t[ ]]) t]f g]) t][ ]][ ]) t[ ]][ ]f g[ ]) t[ ]][ ] f x⇒ =f x⇒ = g x[ ]x x[ ][ ]( )[ ]x x[ ]( )[ ]f gx xf g[ ]f g[ ]x x[ ]f g[ ] [f g[x x[f g[[ ]f g[ ]x x[ ]f g[ ][[ ][f g[[ ][x x[f g[[ ][) tf g) tx x) tf g) t[ ]) t[ ]f g[ ]) t[ ]x x[ ]f g[ ]) t[ ]]) t]f g]) t]x x]f g]) t][ ]][ ]) t[ ]][ ]f g[ ]) t[ ]][ ]x x[ ]][ ]) t[ ]][ ]f g[ ]][ ]) t[ ]][ ] =) t=f g=) t=x x=f g=) t==) t=f g=) t=x x=f g=) t====) t===f g=) t===x x===) t===f g===) t=== anf ganx xanf gan ( )⇒ =( )⇒ =f x( )f x⇒ =f x⇒ =( )⇒ =f x⇒ = ( )g x( )g x

Les réponses A et C sont bonnes, les réponses B et D
sont fausses.

• Question 3 : réponse C
Pour n ∈ :

S g knS gnS g
k

n

S g=S g
=
∑S g∑S g( )k( )k

0

et, d’après la question précédente :

S g k f k k knS gnS g
k

n

k

n

k

n

S g= =S g k k= +k k( )k k( )k k= +( )= +k k= +k k( )k k= +k k −k kk kk k= +k kk k= +k kk kk kk kk kk k= +k kk k= +k kk kk k= +k k 
= = =
∑ ∑S g∑ ∑S g k f∑ ∑k f= =∑ ∑= =S g= =S g∑ ∑S g= =S g k f= =k f∑ ∑k f= =k f ∑k k∑k kk k= +k k∑k k= +k k∑ ∑( )∑ ∑k f∑ ∑k f( )k f∑ ∑k f= =∑ ∑= =( )= =∑ ∑= =k f= =k f∑ ∑k f= =k f( )k f∑ ∑k f= =k f ( )k k( )k kk kark kk k= +k kark k= +k kk kctank kk k= +k kctank k= +k k arctan

0 0k0 0k= =0 0= =k= =k0 0k= =k 0

( )1( )

En développant, les termes s’annulent deux à deux, sauf le premier et le
dernier terme. Ainsi, en posant = +k k′k k′ = +k k= + 1:

S k knS knS k
k

n

k

n

S k= +S k
= =
∑ ∑S k∑ ∑S kS k= +S k∑ ∑S k= +S k( )∑ ∑( )S k( )S k∑ ∑S k( )S k= +( )= +∑ ∑= +( )= +S k= +S k( )S k= +S k∑ ∑S k( )S k= +S k −∑ ∑−S k∑ ∑S karS k∑ ∑S kS k= +S k∑ ∑S k= +S karS k∑ ∑S k= +S kS k∑ ∑S kctanS k∑ ∑S kS k= +S k∑ ∑S k= +S kctanS k∑ ∑S k= +S k arctan( )∑ ∑( )1( )∑ ∑( )

0 0k0 0k= =0 0= =k= =k0 0k= =k

S k knS knS k
k

n

k

n

S k=S k
= =

+

∑ ∑S k∑ ∑S k′∑ ∑′ −∑ ∑−S k∑ ∑S karS k∑ ∑S kS k∑ ∑S kctanS k∑ ∑S k arctan
’ 1

1

0

S nnS nnS nS n= +S n( )S n( )S n= +( )= +S n= +S n( )S n= +S nS narS nS n= +S narS n= +S nS nctanS nS n= +S nctanS n= +S n arctan1 0( )1 0( ) −1 0− ar1 0arctan1 0ctan
0

      

S nnS nnS nS n=S n= +S n= +S nS n=S n= +S n=S n += ++= +(S n(S n(S n(S nS n= +S n(S n= +S n(S n(S n(S n(S nS n= +S n(S n= +S n(((S n(S n(S n(S n(((S n(S n(S n(S nS n= +S n(S n= +S n(S n(S n= +S n )))))S narctanS nS n= +S narctanS n= +S n 1

La réponse C est bonne, les réponses A, B et D
sont fausses.

Cette méthode est appelée « méthode des dominos ».
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> QCM 4 Fonctions arg
Fonction argth
La fonction argth est une bijection de ]–1, 1[ dans , et :

∀ ∈ − = ⇔ = ∈th th etx y∀ ∈x y∀ ∈ − =x y− =x y x x⇔ =x x⇔ =⇔ =x x⇔ = y yety yet] ,x y] ,x y− =x y− =] ,− =x y− =] , [,x y[,x y− =x y− =[,− =x y− = arg1 1x y1 1x y− =x y− =1 1− =x y− =] ,1 1] ,x y] ,x y1 1x y] ,x y− =x y− =] ,− =x y− =1 1− =] ,− =x y− = 

Fonction argch
La fonction argch est une bijection de [1, + ∞[ dans [0, + ∞[, et :

∀ ∈ ∈ ∞ch chx y∀ ∈x y∀ ∈x y[ ,x y[ ,x y[ ,x y[,x y arg [⇔ =g [⇔ =chg [ch chg [chx xg [x x⇔ =x x⇔ =g [⇔ =x x⇔ = y yg [y yety yetg [ety yet , [∈ ∞, [∈ ∞, [+, [+∈ ∞+∈ ∞, [∈ ∞+∈ ∞1 0∞ =1 0∞ = ∈ ∞1 0∈ ∞ch1 0ch ch1 0ch1 0x y1 0x y∞ =x y∞ =1 0∞ =x y∞ =+x y+1 0+x y+∞ =x y∞ =1 0∞ =x y∞ =[ ,1 0[ ,x y[ ,x y1 0x y[ ,x y[ ,1 0[,1 0[,x y[,x y1 0x y[,x y[,∞ =x y∞ =[,∞ =x y∞ =1 0∞ =x y∞ =[,∞ =x y∞ = ar1 0arg [1 0g [⇔ =g [⇔ =1 0⇔ =g [⇔ = ∈ ∞g [∈ ∞1 0∈ ∞g [∈ ∞chg [ch1 0chg [ch chg [ch1 0chg [ch etg [et1 0etg [etg [x xg [x x1 0x xg [x x⇔ =x x⇔ =g [⇔ =x x⇔ =1 0⇔ =g [⇔ =x x⇔ =⇔ =x x⇔ =g [⇔ =x x⇔ =1 0⇔ =x x⇔ =g [⇔ =x x⇔ = y yg [y y1 0y yg [y yety yetg [ety yet1 0etg [ety yet

• Question 1 : réponses B et C

Pour x ∈ −


∈ −


∈ −∈ −∈ −




∈ −


∈ −∈ −


∈ − 






π π
2 2

,
2 2

,  
2 2

, sin ] , [n ]xn ]∈ −n ]∈ −n ] 1 1, [1 1, [ donc y ∈∈∈∈∈ .

La réponse A est fausse.

Pour x ∈ −


∈ −


∈ −∈ −∈ −




∈ −


∈ −∈ −


∈ − 






π π
2 2

,
2 2

,  
2 2

, cos ,s ,xs ,s ,∈s ,] ]s ,] ]s ,] ]0 1] ]s ,] ]s ,0 1s ,] ]s , donc
1

cos x
∈ ∞[ [1[ [1,[ [,∈ ∞[ [∈ ∞1∈ ∞1[ [1∈ ∞1,∈ ∞,[ [,∈ ∞,[ [+[ [∈ ∞[ [∈ ∞+∈ ∞[ [∈ ∞ et z ∈∈ ∞∈∈ ∞∈[∈ ∞[∈ ∞[ [∈ ∞[ [∈ ∞∞[ [∞∈ ∞∞∈ ∞[ [∈ ∞∞∈ ∞[[ [[∈ ∞[∈ ∞[ [∈ ∞[∈ ∞[[ [[[ [[ [0,[ [∈ ∞[ [∈ ∞0,∈ ∞[ [∈ ∞[ [+[ [∈ ∞[ [∈ ∞+∈ ∞[ [∈ ∞

La réponse B est bonne.

ch2
2 2 2

1
1

1
2 212 2

1
y

y x2 2y x2 21y x12 212 2y x2 212 2 x
=

−
=

y x−y x
=

th2 2si2 2y xsiy x2 2y x2 2si2 2y x2 2n cy xn cy x2 2y x2 2n c2 2y x2 2 os

Or : ch y > 0 et
1

0
cos x

> donc ch y
x

=====
1

cos
La réponse C est bonne.

On a donc : ch y = ch z or la fonction ch est paire, donc : y = ± z

Plus précisément, puisque z ∈ ∞[ [∈ ∞[ [∈ ∞[ [0,[ [∈ ∞[ [∈ ∞0,∈ ∞[ [∈ ∞ :[ [+[ [∈ ∞[ [∈ ∞+∈ ∞[ [∈ ∞

• Si y y zy y∈y y∈ =y y∈ =y yy y∈y y∈ =y y∈y y = −∈ == −∈ = −= −−= −y y−y yy y−y yy y−y y−y y−y yy yy yy y∈ =y yy y∈ =y yy y,  y yy y∈ =y y,  y y∈ =y y

• Si y y zy y∈y y∈ +y y∈ +y yy y∈y y∈ +y y∈y y+ =y y+ =y y∈ ++ =∈ +y y∈ +y y+ =y y∈ +y y =+ ==+ =∈ +∈ +y y∈ +y yy y∈ +y yy y,  y yy y+ =y y,  y y+ =y y
La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponse D

f est dérivable sur −













π π
2 2

,
2 2

,  
2 2

par composition de fonctions dérivables.

La réponse A est fausse.
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∀ ∈ −













x∀ ∈x∀ ∈
π π
2 2

,
2 2

,
2 2 , f x

x
x

x
xf x’(f x)

sin
cos

cos
cos=

−
= =x= =x= == =co= =cos= =s

1
1

1
2 2x2 2x

x2 2xco2 2cos2 2s
co2 2cos2 2s

1
cosx

La réponse B est fausse.

La fonction argch est dérivable sur ]1, + ∞[ mais n’est pas dériva-
ble en 1. Donc, par composition de fonctions, g est dérivable sur

−













− { }π π
2 2

{ }0{ },
2 2

,  
2 2

, ce qui ne signifie pas que g n’est pas dérivable en 0.

Les théorèmes d’opérations et de compositions de fonctions dérivables ne
permettent pas de conclure lorsqu’une des fonctions n’est pas dérivable.
Par exemple :

x xx x

x x

x xx x

x xx x

n est papas ds d rivable en

est dt d rivablrivable ee en

’ é

éé

0

02




















mais x x xx xx x( )( )x x( )x xx x( )x x
2

===== est dérivable en 0.

∀ ∈













{ } =
−

=x gx g−x g−x g∀ ∈x g∀ ∈x g


x g


x g


x g


x g


x g




x g


x g


x g


x g


x g


x g




x g


−x g− { }x g{ }x g


x g


x g


x

x

x
x

xπ π
2 2

x g
2 2

x g{ }0{ }{ }x g{ }0{ }x g{ } 1
1

12

2x g, ,x g


x g


, ,


x g


x g, ,x g
x g


, ,


x g


{ }x g{ }, ,{ }x g{ }, ,x g

2 2
x g, ,x g

2 2
x g{ }x g{ }0{ }x g{ }, ,{ }0{ }x g{ } ’( )

cos

sin
cos

sin
sin cn cxn cx osooso x

Si x ∈ −


∈ −


∈ −∈ −∈ −




∈ −


∈ −∈ −


∈ − 






π
2

0, , sin x < 0 donc sin sinx xn sx xn sn sx xn sinx xinn sx xn s= −n sx xn s et g x
x

f x’(’( )
cos

’( ).== −== −= − =−− =− = −== −= −−−−
1

La réponse C est fausse.

D’après ce qui précède :

∀ ∈ −













x∀ ∈x∀ ∈
π
2

0, , g x f x C( )g x( )g x ( )f x( )f x= − + (1)

f et g sont définies et continues en 0, et : g fg f( )g f ( )0 0g f0 0g fg f( )g f0 0g f( )g f ( )0 0( ) 0g f0 0g f=g f0 0g f= =( )= =( )0 0= =0 0g f0 0g f= =g f0 0g f ( )0 0( )= =( )0 0( )g f0 0g f=g f0 0g f= =g f=g f0 0g f == === =
donc, en faisant tendre x vers 0 dans (1), on obtient : C = 0.
On peut dès lors fermer l’intervalle en 0 :

∀ ∈ −













x∀ ∈x∀ ∈
π
2

0, , g x f x( )g x( )g x ( )f x( )f x== −== −= −= −−= − .

La réponse D est bonne.

> QCM 5 Fonction définie par morceaux
Notons les restrictions suivantes :

• g f x x x= −= −g f= −g f ( )[ [+∞[ [+∞[ [ sh[ [0[ [[ [0[ [ 2 1x2 1x +2 1+2 1(2 1(sh2 1sh[ [,[ [ : lx x: lx x= −: l= −x x= −x x: lx x= −x x: lx x: lx xx x: lx x2 1: l2 1x x2 1x x: lx x2 1x x= −2 1= −: l= −2 1= −x x= −x x2 1x x= −x x: lx x2 1x x= −x x2 1n2 1x xx xx x: lx xx x: lx xx x= −x x: lx x= −x xx x: lx x= −x xx x: lx xx x: lx x

• h f x e xx= −= −x e= −x e= −x e= −x e= −= −h f= −h f ] [−∞] [−∞] [ x ex e] [0] [] [0] [] [,] [
/:= −:= −:: x ex ex e= −x ex e= −x ex ex ex ex e1 1= −1= −
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corrigéschapitre 2 : Fonctions usuelles

• Question 1 : réponse B
• Les fonctions g et h sont continues, et dérivables par opérations et compo-

sitions de fonctions dérivables ( x xx xx xx xx x1x x1x xx x−x x est dérivable pour x < 1).

∀ ∈[ [+ ∞[ [+ ∞x∀ ∈x∀ ∈[ [0,[ [ , g x
x

x
’(g x’(g x) = −

+
=2= −2= −

1
ch

sh
2 2

1
sh2 2 sh 2 2ch2 2ch2 2

sh
x xx x2 2x x2 2chx xch

x
2 2x x2 2−2 2x x2 22 2− +2 22 2ch2 2− +2 2ch2 22 2x x2 2− +2 2x x2 22 2x x2 2− +2 2x x2 22 2ch2 2x x2 2ch2 2− +2 2x x2 2ch2 22 2x x2 2−2 2x x2 2− +2 2−2 2x x2 22 2+2 22 2− +2 2+2 2− +2 2

+++++

∀ ∈] [−∞] [−∞] [] [] [0] [∀ ∈x∀ ∈xx ] [,] [] [,] [ , h x e
x

x
x

x’(h x’(h x) /= −e= −e − −x− −x
−




= −= −











=1
2

1
1

1
2 12 1

−−−−− (( )− +( )− +(( )( )( ))( )e
x xx x−x x−−x x−−−−x x−−−

( )x x( )−( )−x x−( )−− +( )− +x x− +( )− +−− +−( )−− +−x x−( )−− +−
x1

2 ( )2( )( )x x( )2( )x x( )
2 12 1x x2 1x xx x2 1x x22 12x x2x x2 1x x2x x

( )2 2( )− +( )− +2 2− +( )− ++( )+2 2+( )+− ++− +( )− ++− +2 2− +( )− ++− +− +( )− +x x− +( )− +2 2− +x x− +( )− +
/

Donc f est continue et dérivable sur ]0, + ∞[, ]–∞, 0[ et à droite en 0.

• Par ailleurs : f gf g( )f g( )0 0f g0 0f gf g( )f g0 0f g( )f g( )0 0( ) 0= =( )= =( )0 0= =0 0f g0 0f g= =f g0 0f g( )0 0( )= =( )0 0( )

Examinons la continuité à gauche en 0 :

Quand x → −0 : 1
x

→ −∞ donc e x1 0/ → et lim ( ) ( )
x

f xm (f xm ( f) (f) (
→ −

) (= =) (
0

0 0) (0 0) () (f) (0 0) (f) () (= =) (0 0) (= =) (

• Donc f est continue à gauche et à droite en 0, c’est-à-dire continue en 0.

La réponse A est fausse.

f est dérivable à droite en 0 : f gdf gdf gf g’ (f gf gdf g’ (f gdf g) ’f g) ’f g) ’f g) ’f g ( )0 0f g0 0f g) ’0 0) ’f g) ’f g0 0f g) ’f g ( )0 0( ) 1f g) ’f g0 0f g) ’f g=f g0 0f g) ’f g= =( )= =( )0 0= =0 0) ’0 0) ’= =) ’0 0) ’f g) ’f g0 0f g) ’f g= =f g0 0f g) ’f g ( )0 0( )= =( )0 0( )f g) ’f g0 0f g) ’f g=f g0 0f g) ’f g= =f g) ’f g0 0f g) ’f g=f g) ’f g0 0f g) ’f g == === =

La réponse B est bonne.

• Examinons la dérivabilité à gauche en 0 :

Sur ] [−∞] [−∞, :] [, :] [] [0] [] [, :] [0] [, :] [

τ =
−

= = −= − ( ) =
f x f

x
e xe x−e x−

x
x Z( )x Z( )e Z( )e Z( )

x

x

( )Z( )( )e Z( )Z( )e Z( )( )f x( )f x ( ) /0 10 10 1e x0 1e xe x0 1e xx0 1xe xxe x0 1e xxe x( )0 1( ) /0 1/e x/e x0 1e x/e x
1= −1= −

110 110 1e x0 1e x1e x0 1e x
e Zene Zposante Zposante Z

lim
x

Z
→ −

= −∞
0

d’où lim
x→ −

( )Z( )ZZ e( )Z e =
0

0 et lim
x→ −

=
0

0τ

Donc f est dérivable à gauche en 0, et : f g’ (g’ (g )0 0)0 0)0 0=0 00 0=0 00 0=0 0=0 0=0 0 .

La réponse C est fausse.

• f fgf fgf f df f’ (f ff fgf f’ (f fgf f) ’f f) ’f f) ’f f) ’f f ( )0 0d0 0df f0 0f f) ’0 0) ’f f) ’f f0 0f f) ’f f ( )0 0( )f f) ’f f≠f f) ’f ff f) ’f f0 0f f) ’f f≠f f0 0f f) ’f f donc f n’est pas dérivable en 0. La réponse D est

fausse.

• Question 2 : réponses A et C

• ∀ ∈] [−∞] [−∞x∀ ∈x∀ ∈] [, 0] [ ,

f x h x
e x

x xx x

e xxe x
f x’(f x) ’h x) ’h x( )h x( )h x( )h x( )h x

/e x/e x
= =h x= =h x) ’= =) ’h x) ’h x= =h x) ’h x( )= =( )h x( )h x= =h x( )h x −

( )e x( )e x x( )x− +( )− +

x x−x x

1 2e x1 2e xx1 2xe xxe x1 2e xxe x/1 2/e x/e x1 2e x/e x( )1 2( )e x( )e x1 2e x( )e x
2

( )2 2( )− +( )− +2 2− +( )− +x− +x( )x− +x2 2x( )x− +x

2 12 1x x2 1x xx x2 1x x22 12x x2x x2 1x x2x x
est du signe de −− +−− +− + −− ++ −− +x x− +x x− ++ −x x+ −− ++ −− +x x− ++ −− +2− +2− +− +x x− +2− +x x− + 2 2+ −2 2+ −−2 2−+ −−+ −2 2+ −−+ −+ −x x+ −2 2+ −x x+ − .

La réponse A est bonne.
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• ∀ ∈] [∞] [∞] [∀ ∈] [∀ ∈] [+] [∀ ∈x∀ ∈x∀ ∈x∀ ∈] [0,] [] [0,] [ ,

′ ′ =
+

=
− −

f x′ ′f x′ ′g x′ ′g x′ ′
x

x
( )′ ′( )′ ′f x( )f x′ ′f x′ ′( )′ ′f x′ ′( )g x( )g x( )g x( )g x= =g x= =g x( )= =( )g x( )g x= =g x( )g x -

+
2

ch
sh 1

2 2− +2 2− +
1

1
2sh2 2 sh 2 2ch2 2ch2 2− +2 2− +ch− +2 2− +

sh
x x− +2 2− +x x− +2 2− +x x2 2x x2 2− +2 2− +x x− +2 2− +chx xch− +2 2− +ch− +2 2− +x x− +ch− +2 2− +

x

e e− −e e− −x x−x x−e ex xe e ( )+( )+e e( )e e+e e+( )+e e+x( )xe exe e( )e exe e−−−( )−−− +

+

( )x( )
x

2

1sh

===== ((((( )))))f x′′f x′′
e e−e e−− +e e− +−− +−e e−− +−

x

x x− +x x− +e ex xe e− +e e− +x x− +e e− +
( )f x( )f x

3 4− +3 4− ++3 4+− ++− +3 4− ++− +e e3 4e e− +e e− +3 4− +e e− +x x3 4x x− +x x− +3 4− +x x− +−x x−3 4−x x−−x x−3 4−x x−−−−x x−−−3 4−x x−−−− +e e− +x x− +e e− +3 4− +x x− +e e− +
2 1+2 1++2 1++++2 1+++x2 1x2 1(2 1((2 1((((2 1(((sh2 1sh2 1

La réponse B est fausse et la réponse C est bonne.

• lim ( )
x

f xm (f xm (
→ −∞

= +∞ et
f x
x

e
x

x
x

e
x x

x
x( )f x( )f x /

/= −= −= − −













= −e= −e
−

= −= −


= −


= −= −= −

= −= −= −= −


= −


= −= −


= − 






−
1

11
1 1x1 1x/1 1/1 11 1


1 1

 1 111 11 1

1
donc :

lim
( )

x

f x( )f x( )
x→ −∞















= 0 : C admet une branche parabolique dans la

direction (Ox).
La réponse D est fausse.

• Question 3 : réponse A

Pour x > 0: ln ln ln lnsh x elnx eln e ex x+x e+x e1x e1x e
1
2

2 1ln2 1lne e2 1e elne eln2 1lne eln x x2 1x x 2 2ln2 2ln( )x e)x ex e= −x ex e= −x ex e= −x elnx eln= −lnx eln ( )x e( )x e e e( )e ex x( )x xe ex xe e( )e ex xe e2 1( )2 1e e2 1e e( )e e2 1e e= −( )= −x e= −x e( )x e= −x e +( )+e e+e e( )e e+e ex ex e


x e


x ex ex ex e= −x ex e= −x e

x ex ex ex e


x e


x ex e


x e 2 12 1e e2 1e ee e2 1e e


e e


e ee e2 1e e


e e2 1e ee e2 1e ee e2 1e e2 12 12 12 1e e2 1e ee e2 1e ee ee e2 1e e


e e


e ee e


e ee e2 1e e


e e2 1e ee e


e e2 1e e2 1= −2 1e e2 1e e= −e e2 1e elne eln2 1lne eln= −ln2 1lne eln ( )e e( )e ex x( )x xe ex xe e( )e ex xe e x( )x2 1( )2 1x x2 1x x( )x x2 1x x 2 2( )2 2e e2 2e e( )e e2 2e e x2 2x( )x2 2x2( )2x x2x x( )x x2x xe ex xe e2e ex xe e( )e e2e ex xe e= −( )= −2 1= −2 1( )2 1= −2 1 +( )+e e+e e( )e e+e e2 12 1e e2 1e ee e2 1e ee e2 1e e= −e e2 1e ee e= −e e2 1e ee ee ee e2 1e ee e2 1e ee e2 1e ee e2 1e ee ee e2 1e ee e2 1e e= −e e2 1e ee e= −e e2 1e ee e2 1e e= −e e2 1e ee e2 1e e= −e e2 1e e 2 22 22 22 22 22 22 22 22 2−2 22 1− −2 1ln2 1ln− −ln2 1ln x x2 1x x− −x x2 1x x( )− −( )x x( )x x− −x x( )x x 2 1( )2 1− −2 1( )2 12 12 1− −2 12 1x x( )x x− −x x( )x xx x2 1x x( )x x2 1x x− −x x( )x x2 1x x2 12 1− −2 12 1 2 2( )2 2−2 2( )2 2

ln ln lnsh x x+x x+x x( )x x)x x + −ln+ −ln ( )e e( )e ex x( )x xe ex xe e( )e ex xe e+ −( )+ − x x( )x x− −x x( )x x1 2ln1 2lnx x1 2x x)1 2)x x)x x1 2x x)x x= −1 2= −x x= −x x1 2x x= −x x ( )1 2( )e e( )e e1 2e e( )e ex x( )x x1 2x x( )x xe ex xe e( )e ex xe e1 2e e( )e ex xe e+ −( )+ −1 2+ −( )+ − e e+e e( )e e+e e1 2e e( )e e+e ex x+x x( )x x+x x1 2x x( )x x+x xe ex xe e+e ex xe e( )e e+e ex xe e1 2e ex xe e+e ex xe e( )e ex xe e+e ex xe e( )− −( )1 2( )− −( )x x( )x x− −x x( )x x1 2x x− −x x( )x x( )2( )( )1 2( )2( )1 2( )e e( )e e1 2e e( )e e2e e1 2e e( )e e( )− −( )1 2( )− −( )2( )1 2( )− −( )
Soit : ε( ) lnx e( )x e( ) lnx elnx e= −x elnx eln= −lnx eln ( )x e( )x e e( )ex x( )x xex xe( )ex xex e= −x e( )x e= −x e x x( )x x− −x x( )x x( )1 2( )x x( )x x1 2x x( )x x( )1 2( )x e( )x e1 2x e( )x e x x( )x x1 2x x( )x xx e= −x e( )x e= −x e1 2x e( )x e= −x e +( )+1 2+( )+x x+x x( )x x+x x1 2x x( )x x+x x( )− −( )1 2( )− −( )x x( )x x− −x x( )x x1 2x x− −x x( )x x( )− −( )1 2( )− −( )( )2( )( )1 2( )2( )1 2( )( )− −( )1 2( )− −( )2( )− −1 2( )− −( ) on a : lim ( )

x
x

→ +∞
=m (εm ( 0 et b == −== −= −= −−= − ln2

La réponse A est bonne, les réponses B et C sont fausses.

Pour x > 0 : f x x x( )f x( )f x lnx xlnx x( )x x( )x x= +x x= +x xx x−x x2x x2x xεx xεx x donc la droite d’équation
y x= +y x= +y x ln2 est asymptote à C en + ∞.

La réponse D est fausse.

• Question 4 : réponse B

Pour x > 0 : e e
ex xe ex xe e

xX

X X
e e− +e ex x− +x xe ex xe e− +e ex xe e > ⇔

= >e= >ex= >x

X X+ −X X >
























3 4e e3 4e ex x3 4x x− +3 4− +e e− +e e3 4e e− +e ex x− +x x3 4x x− +x xe ex xe e− +e ex xe e3 4e e− +e ex xe ex x−x x3 4x x−x x 0> ⇔0> ⇔

1

4 3X X4 3X X+ −4 3+ −X X+ −X X4 3X X+ −X X 02X X2X X
> ⇔

∆ ’ = 7 , X1X1X 2 72 7 0= − − <2 7− <2 72 7− <2 7 , X2X2X 2 72 7= − + ∈2 7+ ∈2 72 7+ ∈2 7 [ [0 1[ [0 1[ [,[ [0 1[ [0 1,0 1[ [0 1

Donc, ∀ ∈] [+ ∞] [+ ∞x∀ ∈x∀ ∈] [0,] [ : e ex xe ex xe ee e− +e ex x− +x xe ex xe e− +e ex xe e >3 4e e3 4e ex x3 4x x− +3 4− +e e− +e e3 4e e− +e ex x− +x x3 4x x− +x xe ex xe e− +e ex xe e3 4e e− +e ex xe ex x−x x3 4x x−x x 0 donc >f x′f x′( )f x( )f x 0

Compte tenu des résultats des questions précédentes : la réponse B est
bonne, les réponses A, C et D sont fausses.
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énoncés
> QCM 1 Équation linéaire du 1er ordre

(d’après EPL 1994)
Soient les équations différentielles associées :

x x y x y E2 1 1−( ) ′ + −( ) = ( )

x x y x y H2 1 0−( ) ′ + −( ) = ( )

On note I1 = −∞] [, 0 , I 22 0= ] ], et I +3 2= ∞] [, . On pose U I I I= ∪ ∪1 2 3.

• Question 1
C désignant une constante quelconque, les solutions de (H) sur U sont :

A y C x xx x= −x x= −= −= −y C= −y C x x= −x x(x x(x x(x x(x xx x= −x x(x x= −x x)2x x2x xx x= −x x2x x= −x x

B y
C

x x
=

x x−x x(x x(x x)2x x2x x

C y xy x x= −y x= −y xy x= −y x (= −(= − )2= −2= − est une solution de (H) dérivable sur I2.

D y
x x

=
x x−x x(x x(x x)

1

2x x2x x
est la seule solution de (H) continue sur U.

• Question 2
Sur I1, (H) :

A n’admet aucune solution.

B admet une infinité de solutions.

Sur , (H) :

C admet trois solutions distinctes, et trois seulement.

D n’admet que la banale solution nulle.
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• Question 3

Pour i ∈{ }1 2 3, , , notons fi une solution particulière de (H) sur Ii. On effectue
dans (E) le changement d’inconnue (méthode de la variation de la constante)
défini par y x f x z xi( ) ( ) ( )= , avec x ∈ Ii.

On note, pour tout réel t ≠ 0 : si

si

sgn( )

sgn( )

t t
t t

= >
= − <





1 0

1 0

z vérifie sur U la relation :

A ′ = −(= −(= − )z xz x′z x′ = −z x= −= −z x= − x2= −2= − B ′ =
( )

z
x x−x x−x x(x x(

1

2x x2x x

C ′ =
( ) 

( )
z

x x−x x−(x x(
x x−x x−(x x(

sgn 2(n 2(n 2n 2x xn 2x x(x x(n 2(x x(
2x x2x x

D ′ =
( ) 

( )
z

x x−x x−(x x(
x x−x x−(x x(

sgn 2(n 2(n 2n 2x xn 2x x(x x(n 2(x x(
2x x2x x

• Question 4
Pour i ∈{1, 2, 3}, on note Fi une primitive sur Ii de :

x
x x


1

22 −

A F x x2F x2F x 1( )F x( )F x arcsin= −= −x= −x= −ar= −arcsin= −csin B F x x2F x2F x 1( )F x( )F x arccos= −1= −1= −ar= −arcco= −ccos= −s (= −(= − )

C F x x1F x1F x 1( )F x( )F x = −1= −1= −(= −(= − )ar= −ar= −gc= −gc= −h= −h= − D F x x3F x3F x 1( )F x( )F x = −x= −x= −(= −(= − )ar= −ar= −gc= −gc= −h= −h= −

> QCM 2 Raccordement
Soit l’équation différentielle : e y e y xx x− ′ + =1 Eϕ ( ) ( )

où ϕ est une fonction continue sur  à valeurs réelles. On note (E0) l’équation
homogène associée à (E), et I un des intervalles −∞] [ + ∞] [, , .ou0 0

• Question 1

A (E0) admet une infinité de solutions sur I.

B (E) peut ne pas avoir de solution sur I pour certaines fonctions ϕ.
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S’il existe une solution de (E) sur I, alors elle est obligatoirement :

C unique. D continue sur I.

• Question 2
Une solution de (E0) sur I est :

A y x
ex0y x0y x
1

1
y xy x:y xy x:y x 

−
B y x

ex0y x0y x
1

1
y xy x:y xy x:y x 

−

C étant une constante réelle quelconque, les solutions de (E) sur I sont :

C y x
C

exy x ( )
0

y x:y xy x:y x  ϕ t d( )t d( ) t
x

∫0∫0
+

− 1
D y x

e
Cxy x ( )

0
y x:y xy x:y x 

1
1−

+











∫0∫0

ϕ t d( )t d( ) t
x

• Question 3

A (E0) n’admet pas de solution sur .

B (E) admet une unique solution sur  telle que y (0) = 1.

Si (E) admet une solution sur , alors elle est obligatoirement:

C continue sur . D dérivable sur .

• Question 4
Dans cette question, on prend ϕ(x) = 2x.

Une solution particulière de (E) sur * est :

A y x
x

ex1y x1y x
2

1
y xy x:y xy x:y x 

−
B y x

x
ex1y x1y x

2

1
y xy x:y xy x:y x 

−

C (E) n’admet pas de solution sur .

D (E) admet une unique solution sur .
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> QCM 3 Équation linéaire du 2nd ordre
(d’après EPL 1992 et 2006)

Soit ω ∈ +
* . On considère l’équation :

y″ = −ω2 y (E )

d’inconnue y : →  deux fois dérivable.

• Question 1

A Il n’existe aucune solution réelle de (E) car l’équation

caractéristique r2 + ω2 = 0 n’a pas de solution dans .

B a et b étant deux réels donnés, (E) admet une unique solution

réelle telle que y(0) = a et y′(0) = b.

Dans le cas où l’assertion B est jugée exacte, cette solution est
définie par :

C y x b x
a

x( )y x( )y x b xcob xs ss ss sb xs sb x in= (b x(b x(b xs sb x(b xs sb x)s s)s ss s−s s ( )ωb xs sb xωb xs sb x
ω

ω D y x a x
b

x( )y x( )y x sia xsia xn cn cn ca xn ca xa xn ca x os= (a xn ca x(a xn ca x)n c)n c+n c+n c ( )ωa xn ca xωa xn ca x
ω

ω

• Question 2
On prend dans la suite ω = 2.
On considère l’équation :

y y x x x″ + = −[ ]4 8 2 2 2 1cos( ) sin( ) ( )

A y x e ix
0y x0y x 2y xy x:y xy x:y x  est solution complexe de (E).

B y x x x0y x0y xy x: cy x: cy xy x: cy x os six xsix xx xnx x: c: c x x−x x est solution de (E).

Une solution de (1) telle que y1(0) = 1 et y′1( )0 1= est :

C y x x x
x

x1y x1y x 2 21 2x x1 2x x2 21 22 2x x2 2x x1 2x x2 2x x
2

y x ( )2 2( )2 22 21 22 2( )2 21 22 2( ): c1 2: c1 22 21 22 2: c2 21 22 2: cy x: cy xy x: cy x ( ): c( )x x( )x x: cx x( )x x2 2( )2 2: c2 2( )2 2x x2 2x x( )x x2 2x x: cx x( )x x2 2x x 1 2( )1 2: c1 2( )1 22 21 22 2( )2 21 22 2: c2 2( )2 21 22 2os1 2os1 22 21 22 2os2 21 22 2 sin: c: c2 2( )2 2+ +2 2( )2 2( ): c( )+ +( ): c( )x x( )x x: cx x( )x x+ +x x: cx x( )x x2 2( )2 2: c2 2( )2 2+ +2 2: c2 2( )2 2x x2 2x x( )x x2 2x x: cx x( )x x2 2x x+ +x x2 2x x( )x x2 2x x: cx x2 2x x( )x x2 2x x + −x x+ −x x2 2+ −2 2x x2 2x x+ −x x2 2x xx x1 2x x+ −x x1 2x x2 21 22 2+ −2 21 22 2x x2 2x x1 2x x2 2x x+ −x x1 2x x2 2x xx x1 2x x+ −x x1 2x x2 21 22 2+ −2 21 22 2x x2 2x x1 2x x2 2x x+ −x x1 2x x2 2x x2 22 22 21 22 22 21 22 2x x1 2x x+ −x x1 2x xx x+ −x x1 2x x2 21 22 2+ −2 21 22 22 2+ −2 21 22 2x x2 2x x1 2x x2 2x x+ −x x1 2x x2 2x xx x2 2x x1 2x x2 2x x+ −x x2 2x x1 2x x2 2x xx xx xx x1 2x x+ −x x1 2x xx x+ −x x1 2x xx x1 2x x+ −x x1 2x xx x+ −x x1 2x xx x1 2x x+ −x x1 2x xx x1 2x x+ −x x1 2x x2 21 22 22 21 22 2


2 22 21 22 2x x1 2x x+ −x x1 2x xx x+ −x x1 2x xx x1 2x x+ −x x1 2x xx x1 2x x+ −x x1 2x x2 21 22 2+ −2 21 22 22 2+ −2 21 22 2


2 21 22 2+ −2 21 22 22 21 22 2+ −2 21 22 2x x2 2x x1 2x x2 2x x+ −x x1 2x x2 2x xx x2 2x x1 2x x2 2x x+ −x x2 2x x1 2x x2 2x xx x2 2x x1 2x x2 2x x+ −2 2x x1 2x x2 2x xx x1 2x x2 2x x+ −x x2 2x x1 22 2x xx xx xx xx xx x1 2x x+ −x x1 2x xx x+ −x x1 2x xx x1 2x x+ −x x1 2x xx x1 2x x+ −x x1 2x xx x1 2x x+ −x x1 2x xx x+ −x x1 2x xx x1 2x x+ −x x1 2x xx x1 2x x+ −x x1 2x xx x1 2x x+ −x x1 2x x1 2x x+ −x x1 2x xx x+ −x x1 2x xx x1 2x x+ −1 2x x 















D y x x x
x

1y x1y x 2 2x x2 2x x1 22 21 22 2

2
y x ( )2 2( )2 22 21 22 2( )2 21 22 2( ): c1 2: c1 22 21 22 2: c2 21 22 2: cy x: cy xy x: cy x ( ): c( )x x( )x x: cx x( )x x2 2( )2 2: c2 2( )2 2x x2 2x x( )x x2 2x x: cx x( )x x2 2x x 1 2( )1 2: c1 2( )1 22 21 22 2( )2 21 22 2: c2 2( )2 21 22 2os1 2os1 22 21 22 2os2 21 22 2 sin: c: c2 2( )2 2+ +2 2( )2 2( ): c( )+ +( ): c( )x x( )x x: cx x( )x x+ +x x: cx x( )x x2 2( )2 2: c2 2( )2 2+ +2 2: c2 2( )2 2x x2 2x x( )x x2 2x x: cx x( )x x2 2x x+ +x x2 2x x( )x x2 2x x: cx x2 2x x( )x x2 2x x ( )x x( )x x2 2( )2 2x x2 2x x( )x x2 2x x1 2( )1 22 21 22 2( )2 21 22 2+ −x x+ −x x2 2+ −2 2x x2 2x x+ −x x2 2x xx x+ −x x2 2+ −2 2x x2 2x x+ −x x2 2x x2 22 2x x+ −x xx x+ −x x2 2+ −2 22 2+ −2 2x x2 2x x+ −x x2 2x xx x+ −x x2 2x xx xx xx x+ −x xx x+ −x xx x+ −x xx x+ −x xx xx x+ −x x2 22 2


2 22 2x x+ −x xx x+ −x xx xx x+ −x x2 2+ −2 22 2+ −2 2


2 22 2+ −2 2x x2 2x x+ −x x2 2x xx x+ −x x2 2x xx x2 2x x+ −x x2 2x xx x2 2x x+ −x x2 2x xx xx xx xx xx x+ −x xx x+ −x xx xx x+ −x xx x+ −x xx x+ −x xx xx x+ −x xx x+ −x xx x+ −x xx x+ −x xx x+ −x x 














 ( )x( )x2( )2
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énoncés
• Question 3

On considère l’équation :

y y f x″ + =4 2( ) ( )

où f est une fonction continue sur , à valeurs réelles.
Soient F, G et H les fonctions définies par :

F x f t x t dt
x

( ) ( )sin( )= −∫1
2

2 2
0

G x f t t dt
x

( ) ( )cos( )= ∫ 2
0

H x f t t dt
x

( ) ( )sin( )= ∫ 2
0

A G et H sont deux fois dérivables sur .

B ∀ ∈ [ ]= +[ ]= +∀ ∈x F∀ ∈x F∀ ∈∀ ∈x F∀ ∈ x H[ ]x x[ ]= +[ ]= +x x= +[ ]= +[ ]x x[ ]= +[ ]= +x x= +[ ]= +[ ]G x[ ][ ]x[ ]x Fx F, (x F, (x F, ( ) ([ ]) ([ ]= +[ ]= +) (= +[ ]= +x H) (x H= +x H= +) (= +x H= += +x H= +) (= +x H= +[ ]x H[ ]) ([ ]x H[ ]= +[ ]= +x H= +[ ]= +) (= +x H= +[ ]= +[ ])c[ ]= +[ ]= +)c= +[ ]= +[ ])c[ ][ ]x x[ ])c[ ]x x[ ]= +[ ]= +x x= +[ ]= +)c= +x x= +[ ]= +[ ]x x[ ]os[ ]x x[ ]= +[ ]= +x x= +[ ]= +os= +x x= +[ ]= +[ ]( )[ ]= +[ ]= +( )= +[ ]= +[ ]x x[ ]( )[ ]x x[ ]= +[ ]= +x x= +[ ]= +( )= +x x= +[ ]= +[ ]( )[ ][ ]G x[ ]( )[ ]G x[ ][ ]( )[ ][ ]G x[ ]( )[ ]G x[ ][ ]sin([ ][ ])[ ]1
) (

1
) (x H) (x H

1
x H) (x H

2
) (

2
) ([ ]2 2[ ]= +[ ]= +2 2= +[ ]= +[ ]G x[ ]2 2[ ]G x[ ][ ]( )[ ]2 2[ ]( )[ ]= +[ ]= +( )= +[ ]= +2 2= +( )= +[ ]= += +[ ]= +x x= +[ ]= +( )= +x x= +[ ]= +2 2= +[ ]= +x x= +[ ]= +( )= +[ ]= +x x= +[ ]= +[ ]( )[ ]2 2[ ]( )[ ][ ]G x[ ]( )[ ]G x[ ]2 2[ ]( )[ ]G x[ ][ ]sin([ ]2 2[ ]sin([ ]

C F est 2 fois dérivable sur  et vérifie (2).

D y x x x F xy x: cy x: cy xy x: cy x os( )x x( )x xsin(x xsin(x x) (F x) (F x): c: c 2 2x x2 2x x( )2 2( )x x( )x x2 2x x( )x xsin(2 2sin(+ +x x+ +x x) (+ +) (2 2+ +2 2x x2 2x x+ +x x2 2x x2 2+ +2 2x x2 2x x+ +x x2 2x xsin(2 2sin(+ +sin(2 2sin(x xsin(x x2 2x xsin(x x+ +x x2 2x xsin(x x est solution de (2).

> QCM 4 Changement de variable
(d’après EPL 2008)

On cherche à résoudre l’équation fonctionnelle :

∀ ∈ + ∞] [ ′ = 



x f x f

x
0

1
, , ( ) (P)

où l’inconnue f est dérivable sur [0, + ∞], à valeurs réelles.

Soit l’équation : x y y2 0′′ + = (E)

d’inconnue y deux fois dérivable sur un intervalle I de , à valeurs dans .

• Question 1
Dans (E) :

A pour I = +[ [= +[ [= + ∞[ [∞[ [0,[ [= +[ [= +0,= +[ [= + , on peut faire le changement de variable x tx tx t=x t

( , )( ,t( ,( ,∈ +( ,[ [( ,[ [( ,∈ +[ [∈ +( ,∈ +( ,[ [( ,∈ +( , ∞[ [∞( ,[ [( ,0( ,[ [( ,( ,∈ +( ,[ [( ,∈ +( ,0( ,[ [( ,∈ +( , .

B pour I = +] [= +] [= + ∞] [∞] [0,] [= +] [= +0,= +] [= + , on peut faire le changement de variable

x et= ∈x e= ∈x et= ∈t ( )t( )t= ∈( )= ∈t= ∈t( )t= ∈t( )( ).
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énoncés

Si l’assertion B est jugée exacte, on pose x e t z t y et t= ∀ ∈ = ( )et , ( ) .

C y zé éy zé éy zy zé éy z( )y z( )y zest deux fois( )est deux foisy z est deux fois y z( )y z est deux fois y zd r( )d ry zd ry z( )y zd ry zé é( )é éy zé éy z( )y zé éy zd ré éd r( )d ré éd ry zd ry zé éy zd ry z( )y zé éy zd ry zivable suré éivable sur( )ivable suré éivable sury zivable sur y zé éy zivable sur y z( )y zé éy zivable sur y zy zé éy z( )y zé éy z] [( )] [y z] [y z( )y z] [y zy z0,y z] [y z0,y z( )y z] [y z0,y zé é] [é é( )é é] [é éy zé éy z] [y zé éy z( )y z] [y zé éy z0,é é0,] [0,é é0,( )0,] [0,é é0,y z0,y zé éy z0,y z] [y z0,é éy z0,y z( )y z0,y zé éy z0,y z] [y z0,y zé éy z0,y zy z+  y zé éy z+  y z] [y zé éy z+  y z( )y z+  y zé éy z+  y z] [y z+  y zé éy z+  y zy zé éy z∞y zé éy z] [y zé éy z∞y zé éy z( )y zé éy z∞é éy z] [y zé éy z∞y zy z⇔y zy zé éy z⇔y zé éy zy zé éy z⇔y zé éy z( )y z( )y zé é( )é éy zé éy z( )y zé éy zy zé éy z( )y zé éy z esé ées( )esé éest deux foé ét deux fo( )t deux foé ét deux foisé éis( )isé éis

( )é é( )é édé éd( )dé éd riva( )rivarrivar( )rrivar ble sur( )ble sur ( ) .

D y est solution de (E) sur ]0, + ∞[ si et seulement si z est solution

de ′′ + ′ + =z z′′z z′′ +z z+ z+ =z+ = 0.

• Question 2
A, B, a et ϕ étant des constantes réelles quelconques, (E) a pour solutions sur
]0, + ∞[ :

A y x xy x: cy x: cy x a x: ca xa x: ca xy x: cy x os ln: c: c
3

2
+


















ϕ

B y x x A x By x: c: cy x: cy x x A: cx Ay x: cy x os si: c: c 3 3x B3 3x Bsi3 3sin3 3n( )( )x B( )x B3 3( )3 3x B3 3x B( )x B3 3x Bx B3 3x B+x B3 3x B ( )( )x( )x3 3( )3 33 3( )3 3x Ax Ax A: cx Ax A: cx Ax A: cx Ax A: cx Ax A: cx Ax A: cx Ax Ax A: cx A 





C y x a xa xy x: cy x: cy x a x: ca xy x: cy x a xosa xlna xlna x: c: c
3

2
+


a x


a x


a x


a xa xa x





a x


a xa x


a x


a x


a xa x


a x








ϕ

D y x x A x B xy x: cy x: cy x x A: cx Ay x: cy x os ln sin ln ln ln: c: c2x A2x Ax A: cx A2x A: cx A
3

2
3

n l
3

n l
2











x B


x B


x B


x Bx Bx Bx B


x Bx B


x B


x B


x Bx B


x Bx B+x B


n l


n l


n l


n ln ln ln l


n ln l


n l


n l


n ln l


n l













x Ax Ax A: cx Ax A: cx A






















• Question 3
On note f une solution de (P), et A, B et a des constantes réelles quelconques.

A f est 2 fois dérivable sur ]0, + ∞[ et est solution de (E).

B f x x A x B x( )f x( )f x cos ls ls ls ln sx Bn sx B in ln=


s l


s l


s l


s ls ls ls l


s ls l


s l


s l


s ls l


s l


x B


x Bx Bn sx B


x Bn sx B


x Bn sx B


x Bn sx Bx Bn sx Bx Bn sx Bx B


x Bx B


x Bx Bn sx B


x Bn sx Bx B


x Bn sx B


x Bn sx B


x Bn sx Bx B


x Bn sx Bx B+x Bx Bn sx B+x Bn sx B





















x Ax A






















3
s l

3
s l

2
3

2

C f x a xa x x( )f x( )f x cos ls ln= −x= −x= −s l= −s ls l= −s l= −a x= −a xa x= −a x co= −cos l= −s ln= −n


s l


s l


s l


s ls ls ls l= −s ls l= −s ls l


s ls l


s l


s l


s ls l


s l








3

s l
3

s l
2 6

π

D f x a xa x x( )f x( )f x cos ls l= +x= +xs l= +s ls l= +s l= += +a x= +a xa x= +a x co= +cos l= +s ln= +n


s l


s ls l= +s l


s l= +s l


s l


s ls l= +s l


s l= +s ls l= +s ls l= +s ls l


s ls l


s ls l= +s l


s l= +s ls l


s l= +s l


s l


s ls l


s ls l= +s l


s l= +s ls l


s l= +s l








3

s l
3

s l
2 3

π
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> QCM 1 Équation linéaire du 1er ordre

• Question 1 : Aucune réponse n’est bonne

Les constantes C1, C2 et C3 ne sont pas forcément égales sur chacun des
trois intervalles disjoints I1, I2 et I3.

Les réponses A et B sont fausses.

Solutions d’une équation différentielle linéaire homogène du
1er ordre
Les solutions sur un intervalle I de l’équation différentielle :

y′ = a(x)y
où a est continue sur I, sont :

y x CeA xy xy x:y xy x:y x ( )A x( )A x

où A est une primitive de a, et C ∈ .

• Sur I1 ou I2 ou I3 : ( )( )H  ( ) ⇔⇔ ′ = −
( )( )y
x

x xx x( )x x( )( )x x( )−( )−x x−( )−
y

1
( )2( )( )x x( )2( )x x( )( )x x( )2( )x x( )

ϕ( )
( )
( )

( )( )x( )
x

x x
x
x x

u x( )u x( )
u x( )u x( )

u x( )u x( ) x x=
−

x x−x x(x x(x x) =
−

x x−x x
= − = −x x= −x x

1
2x x2x x

1
2

1
2

2= −2= −2
2en posant

′u x′u x

Donc, une primitive de ϕ s’écrit par exemple :

ϕ( ) ln ln lnx d( )x d( ) x ux ulnx ulnx dx ux d x xx xx xx xlnx xln
x x∫ x u= −x u( )( )( )( )( )x u( )x ux u( )x u x x( )x xx x( )x x( )x x( )( )( )x x( )x x= −x x ( )x( )x−( )−(x x(x x ) =

( )x x( )x xx x−x x( )x x−x x

























1

2
1
2

( )2( ) 1

( )2( )x x( )x x2x x( )x x
x ux u( )x ux u( )x u

et les solutions sur un des intervalles I1 ou I2 ou I3 sont :

y C
x x

C

x x
Cy C=y C

( )x x( )x x












































 ( )x x( )x xx x−x x( )x x−x x
∈exp lp l


p l




p l

 n ,n ,n ,n ,n ,n ,n ,n ,n ,


n ,




n ,

 n ,


n ,




n ,

 n ,


n ,




n ,

 =n ,=1

2 22 22 22 2x x2 2x x( )2 2( )x x( )x x2 2x x( )x xx x−x x( )x x−x x2 2x x( )x x−x x 2 22 22 2 2 2
2 2


2 2

 ( )2 2( )x x( )x x2 2x x( )x x



La réponse C est fausse.

• Les solutions sur U sont :

Pour i ∈{ }{ }1 2{ }{ }3{ }{ }, ,{ }{ }1 2{ }, ,{ }1 2{ } : ∀ ∈x I∀ ∈x I∀ ∈ ix Iix I , y x
C

x x
iCiC

( )y x( )y x =
x x−x x(x x(x x)2x x2x x

, Ci constante sur Ii.

Les constantes 
trois intervalles disjoints INON
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Toutes les solutions d’une équation différentielle sont dérivables, donc
continues.

La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponses B et D
Sur I1, (H) admet une infinité de solutions :

y x
C

x x
( )y x( )y x ( )C( )C .=

x x−x x(x x(x x)
( )∈( )1C1C

1( )1( )C( )C1C( )C
2x x2x x

( )( )

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

Soit f une solution de (H) sur , si elle existe. Alors, la restriction de f sur
Ii est :

x
C

x x
iCiC


2x x2x xx x−x x(x x(x x)

Or : lim lm lm lim
x xx xx xx xx xx xx xx xx x x x→ →x x→ →x xx x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx xx x→ →x xx x→ →x xx x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx xx x−x x(x x(x xx xx xx x(x xx xx xx x→ →x x(x x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx x(x x→ →x xx xx x)x x→ →x x)x x→ →x x)x x)x xx x→ →x x)x x→ →x x

m l=m l
x x−x x(x x(x x)

= +∞
→ →x x→ →x xx x→ →x xx x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx xx x→ →x xx x→ →x xx x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx xx xx xx x→ →x xx xx x(x x→ →x xx xx xx x→ →x xx x→ →x x)x x→ →x x 20x x→ →x x0x x→ →x xx x→ →x x0x x

1
m l

1
m l

2x x→ →x x2x x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx x2x x→ →x xx xx xx x2x xx xx xx x2x xx xx xx xx xx x→ →x xx xx x2x x→ →x xx xx xx xx xx x→ →x xx xx x2x xx xx x→ →x xx xx x

1

2x x2x x

Donc, pour que f soit continue en 0 et en 2, il faut que C1 = C2 = C3 = 0,
c’est-à-dire que la seule solution de (H) sur  est f = 0.

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

• Question 3 : réponse C

• Sur Ii, notons : sgn x x i2x x2x xx x−x x(x x(x x)  = ε (constante).

Prenons pour solution particulière : f x
x x

if xif x( )f x( )f x =
x x−x x(x x(x x)

1

2x x2x x

y x f x z x
z x

x x

z x

x x
if xif x

i

( )y x( )y x ( )f x( )f x( )f x( )f x ( )z x( )z x( )z x( )z x
( )z x( )z x ( )z x( )z x

= =z x= =z x= =f x= =f xf xif x= =f xif x( )= =( )f x( )f x= =f x( )f x ( )= =( )z x( )z x= =z x( )z x
x x−x x(x x(x x)

=
x x−x x(x x(x x)2x x2x x 2x x2x xε

′ = ′
( )

−
−

( ) ( )
y x′y x′

z x′z x′
x x(x x(

z x
x

x x(x x( x x−x x−(x x(i ii ii i(i i( )i i) (i i( )i i)
( )y x( )y x

( )z x( )z x
( )z x( )z x

ε ε)ε ε)x xε εx x−x x−ε ε−x x−(x x(ε ε(x x( x xε εx x(x x(ε ε(x x(i iε εi ii iε εi ii iε εi i(i i(ε ε(i i( )i i)ε ε)i i) (i i(ε ε(i i( )i i)ε ε)i i)x xi ix xε εx xi ix x(x x(i i(x x(ε ε(i i(x x( x xi ix xε εx xi ix x(x x(i i(x x(ε ε(i i(x x(ε εi iε εi i2x x2x xx xε εx x2x xε εx xx xi ix xε εx xi ix x2x xε εx xi ix x

1

2 22 2)2 2) (2 2(x x2 2x x x x2 2x x(x x(2 2(x x(i i2 2i iε ε2 2ε εε ε2 2ε ε)ε ε)2 2)ε ε)x xε εx x2 2x xε εx x−x x−ε ε−x x−2 2−ε ε−x x−i iε εi i2 2i iε εi ii iε εi i2 2i iε εi ii iε εi i2 2i iε εi i)i i)ε ε)i i)2 2)ε ε)i i)x xi ix xε εx xi ix x2 2x xε εx xi ix x

En reportant dans (E), on obtient :

x x z x

x x

x z

x x

x z

i ii ii i i

2x x2x x

2x x2x x

1

2x x2x x

1x x−x x(x x(x x) ′z x′z x

(x x(x x(i i(i i)i i)i i

−
−( )x z)x z)x z)x z

x x−x x(x x(x x)
+

−( )x z)x zx zx z( x z)x zz x

i i

( )z x( )z x( )z x( )z x( )z x( )z x ( )x( )x ( )x( )x

ε εε εx xε εx xi iε εi ii iε εi ii iε εi ix xi ix xε εx xi ix xi iε εi ix xi ix xε εx xi ix xx x2x xε εx x2x xx xi ix x2x xi ix xε εx x2x xi ix xx x−x xε εx x−x xx x(x xε εx x(x xi i(i iε εi i(i ix xi ix x(x xi ix xε εx x(x xi ix x)ε ε)i i)i iε εi i)i iε εi iε εi ii iε εi i ε x xxx xx 2x x2x x
1

x x−x x(x x(x x)
=
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soit finalement : ′ =
( )
( ) =

( )
=

( ) 

( )
z x′z x′

x x( )x x( )−( )−x x−( )−
x x( )x x( )−( )−x x−( )− x x( )x x( )−( )−x x−( )−

x x( )x x( )−( )−x x−( )−

x x( )x x( )−( )−x x−( )−
i i

i

( )z x( )z x
sgn( )2( )( )x x( )2( )x x( )

( )2( )( )x x( )2( )x x( ) ( )2( )( )x x( )2( )x x( )
( )2( )( )x x( )2( )x x( )

( )2( )( )x x( )2( )x x( )
ε ε

ε

La réponse C est bonne, les réponses A, B et D sont fausses.

• Question 4 : réponses B et D

Sur U, notons : ϕ :: x
x x


1

2x x2x xx x−x x(x x(x x)

Sur I2 : x x
x x

2 0x x2 0x x
1

2x x2x x
x x2 0x x−x x2 0x x(x x(x x)2 0)2 0> =2 0> =2 0

x x−x x(x x(x x)
donc> =donc> =ϕ> =ϕ> =( )x( )x> =( )> =x> =x( )x> =x

Soit Φ( ) csinx xx x( )x x( ) arx xarcsinx xcsin= −x x= −x xx x= −x xarx xar= −arx xarcsinx xcsin= −csinx xcsin 1 sur I2 :
si

si

x x

x x

x x∈x x] ]x x] ]x x = −( )x( )x= −( )= −

x x∈x x[ [2[ [2x x[ [x x2x x2[ [2x x2

] ]0 1] ]x x] ]x x0 1x x] ]x x ( )1( )= −( )= −1= −( )= −

[ [1[ [x x[ [x x1x x[ [x x

, ,x x, ,x x, ,] ], ,] ]x x] ]x x, ,x x] ]x x] ]x x] ]x x0 1x x] ]x x, ,x x0 1x x] ]x x0 1 ( )x x( )x x ar= −ar= −csin= −csin= −

, ,x x, ,x x, ,[ [, ,[ [x x[ [x x, ,x x[ [x x2x x2[ [2x x2, ,2[ [2x x2 ( )x x( )x x arcsin

Φx xΦx x

Φ −=Φ −=Φ −x xΦ −x x( )Φ −( )x x( )x xΦ −x x( )x x arΦ −arcsinΦ −csin( )x( )xΦ −( )Φ −xΦ −x( )xΦ −xΦ −−Φ −( )Φ −−Φ −
























 ( )1( )

Φ est dérivable sur ]0, 1] et sur [1, 2[, donc à droite et à gauche en 1 :

2

2

1

1 1

1

1

1 1

( )( )( )Φ( )Φ ] ]( )] ]0 1] ]0 1( )0 1] ]0 1,] ],( ),] ],0 1,0 1] ]0 1,0 1( )0 1] ]0 1,0 1
′ = −

1 1− −1 1( )1 1( )1 1− −( )− −1 1− −1 1( )1 1− −1 1
= −

( )2( )2
= −

( )( )Φ( )Φ [ [( )[ [1[ [1( )1[ [1,[ [,( ),[ [, 2[ [2( )2[ [2
′ =

1 1− −1 1( )1 1( )1 11 1− −1 1( )1 1− −1 1
=

( )x( ) x x( )x x( )2( )2x x2( )2 −( )−x x−( )−
( )x( )

1 1( )1 1x1 1( )1 1( )x( )1 1( )1 1x1 1( )1 11 1− −1 1( )1 1− −1 1x1 1( )1 1− −1 1

ϕ

111

1 1

1 1
et

x x

g

d

( )2( )2x x( )x x2x x2( )2x x2x x−x x( )x x−x x
=





































′ 1 1= −1 1

′ 1 1=1 1


























ϕ( )x( )x

( )1 1( )1 1

( )1 1( )1 1

Φ

Φ

• ′ ≠ ′Φ Φ′Φ Φ′gΦ ΦgΦ Φd( )Φ Φ( )Φ Φ ( )1 1′1 1′Φ Φ1 1Φ Φ≠Φ Φ≠1 1≠Φ Φ≠ d1 1d( )1 1( )Φ Φ( )Φ Φ1 1Φ Φ( )Φ Φ ( )1 1( ) donc Φ n’est pas dérivable en 1.
La réponse A est fausse.

• Soit Ψ( ) ccos( )x x( )x x( ) arx xarccos(x xccos(x x= −x xarx xar= −arx xarccos(x xccos(= −ccos(x xccos(1x x1x xx x= −x x1x x= −x x sur I2 :

′ = −
−( )

− −( )
=Ψ ( ) ( )( )x( )

x
( )x( )

1

1 1− −1 1− −(1 1(− −(− −1 1− −(− − 2
ϕ La réponse B est bonne.

• Sur I1 et I3 : x x
x x

−(x x(x x ) > =
−(x x(x x )

2 0)2 0) > =2 0> =
1

2
donc> =donc> =ϕ> =ϕ> =( )x( )x> =( )> =x> =x( )x> =x

Soit G x x( )G x( )G x = −( )ar= −ar= −gc= −gc= −h 1= −h 1= −(h 1(= −(= −h 1= −(= − sur I1. 1−x >1, donc G existe sur I1 et :

′ = −
( )

= −G x′G x′
x

( )G x( )G x ( )x( )x
1

1 1−1 1− )1 1) −1 1−x1 1x 21 121 1
ϕ

La réponse C est fausse.

• Soit H x x( )H x( )H x = −( )ar= −ar= −gc= −gc= −h 1xh 1x= −h 1= −x= −xh 1x= −x= −h 1= −(h 1(= −(= −h 1= −(= − sur I3. x −1 > 1, donc H existe sur I3 et :

′ =
−( )

=H x′H x′
x

( )H x( )H x ( )x( )x
1

1 1)1 1) −1 1−21 121 1
ϕ La réponse D est bonne.
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Les solutions de (E), non demandées, sont, avec C1, C2, C3 constantes
réelles :

- sur I1 : ′ [ ]z x′z x′
x x

y x
x x

[ ]x C[ ]( )z x( )z x
( )x x( )x x

( )y x( )y x
( )x x( )x x

= -
( )-( )

=
( )-( )

[ ]- +[ ][ ]x C[ ]- +[ ]x C[ ]1
( )2( )

1
( )2( )

[ ]1[ ][ ]1[ ][ ]x C[ ]1[ ]x C[ ]donc [ ]argch([ ][ ])[ ][ ]x C[ ])[ ]x C[ ][ ]x C[ ]- +[ ]x C[ ])[ ]- +[ ]x C[ ]

- sur I2 : ′ [ ]z x′z x′
x x

y x
x x

[ ]x C[ ]( )z x( )z x
( )x x( )x x

( )y x( )y x
( )x x( )x x

[ ]arccos([ ][ ])[ ][ ]x C[ ])[ ]x C[ ][ ])[ ][ ]x C[ ])[ ]x C[ ]=
x x( )x x-x x( )x x

=
x x( )x x-x x( )x x

[ ]x C[ ]- +[ ]x C[ ][ ]- +[ ][ ]x C[ ]- +[ ]x C[ ][ ]x C[ ])[ ]x C[ ]- +[ ])[ ]x C[ ]1
( )2( )x x( )x x2x x( )x x

donc
1

( )2( )x x( )x x2x x( )x x
[ ]1[ ][ ]2[ ][ ]x C[ ]2[ ]x C[ ]

- sur I3 : ′ [ ]z x′z x′
x x

y x
x x

[ ]x C[ ]( )z x( )z x
( )x x( )x x

( )y x( )y x
( )x x( )x x

= -
( )-( )

=
( )-( )

[ ]- -[ ][ ]x C[ ]- -[ ]x C[ ][ ]x C[ ]+[ ]x C[ ]1
( )2( )

1
( )2( )

[ ]x C[ ]1[ ]x C[ ][ ]3[ ][ ]x C[ ]3[ ]x C[ ][ ]argch([ ][ ]- -[ ]argch([ ]- -[ ][ ])[ ][ ]x C[ ])[ ]x C[ ]donc

> QCM 2 Raccordement

• Question 1 : réponses A et D
• Sur I : ex−1 ≠ 0 donc (E) est une équation différentielle linéaire du 1er

ordre, et admet d’après le cours une infinité de solutions sur I. Il en va de
même pour (E0).

La réponse A est bonne, les réponses B et C sont fausses.

• Une solution de (E) sur I est forcément dérivable sur I, donc continue sur I.
La réponse D est bonne.

• Question 2 : réponses B et D
La méthode qui consiste à reconnaître dans le premier membre de (E),
lorsque cela est possible, la dérivée d’un produit, est la plus rapide.

• I 1 0( )E( )E0( )00 ⇔ ∀⇔ ∀⇔ ∀ ( )1 0( )1 0∈ −( )∈ − 1 01 01 01 01 01 01 01 01 0=1 0x eIx eI∈ −x e∈ −I∈ −Ix eI∈ −I ( )x e( )∈ −( )∈ −x e∈ −( )∈ −x e∈ −∈ −x e∈ −∈ −x e∈ −∈ −x e∈ −∈ −x e∈ −∈ −∈ −∈ −x e∈ −∈ −∈ − y1 0y1 0( )x( )∈ −( )∈ −x∈ −( )∈ −,x e,x e, ′1 0′1 0

I( )E( )E0( )00 ⇔ ∀⇔ ∀⇔ ∀ ( ) =x eIx eI∈ −x e∈ −I∈ −Ix eI∈ −I y x C( )x( ), (( ), (( )1( )1, (1( )1∈ −( )∈ −, (∈ −( )∈ −x e, (x e∈ −x e∈ −, (∈ −x e∈ −, (( )x e( ), (( )x e( )∈ −( )∈ −x e∈ −( )∈ −, (∈ −x e∈ −( )∈ − y x, (y x( )x( ), (( )x( )∈ −( )∈ −x∈ −( )∈ −, (∈ −x∈ −( )∈ − ) , C constante réelle

I
1

( )E( )E0( )00 ⇔ ∀⇔ ∀⇔ ∀ ∈ =
−

∈x yIx yI∈ =x y∈ =I∈ =Ix yI∈ =I xx∈ =x∈ =
C

e
Cx, (, (∈ =, (∈ =x y, (x yx y∈ =x y∈ =, (∈ =x y∈ =, ( ) ,) ,) ,

1
) ,

1
∈ =) ,∈ =

C
) ,

C
x) ,x 

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

• E I( )) ⇔ ∀⇔ ∀⇔ ∀ ( ) x eIx eI∈ −x e∈ −I∈ −Ix eI∈ −I y xy x( )x( ), (( ), (( )∈ −( )∈ −, (∈ −( )∈ −, (, ( , (x e, (x e∈ −x e∈ −, (∈ −x e∈ −, (( )x e( ), (( )x e( )∈ −( )∈ −x e∈ −( )∈ −, (∈ −x e∈ −( )∈ −x e, (x e∈ −∈ −x e∈ −∈ −, (∈ −x e∈ −∈ −x e, (x e∈ −∈ −x e∈ −∈ −, (∈ −x e∈ −∈ −x e, (x e∈ −∈ −∈ −∈ −x e∈ −∈ −∈ −, (∈ −∈ −∈ −∈ −x e∈ −∈ −∈ −∈ − y x, (y xy x, (y xy x, (y xy x, (y x( )x( ), (( )x( )∈ −( )∈ −x∈ −( )∈ −, (∈ −x∈ −( )∈ − )( ), (( )1( ), (( ) y x′ ϕy x, (′ ϕ, (y x, (y x′ ϕy x, (y x=y x=, (=y x=′ ϕ=, (=y x=

E I( )) ⇔ ∀⇔ ∀⇔ ∀ ( ) = +x eIx eI∈ −x e∈ −I∈ −Ix eI∈ −I y x x C= +x C= +( )x( ), (( ), (( )∈ −( )∈ −, (∈ −( )∈ −x e, (x e∈ −x e∈ −, (∈ −x e∈ −, (( )x e( ), (( )x e( )∈ −( )∈ −x e∈ −( )∈ −, (∈ −x e∈ −( )∈ − y x, (y x( )x( ), (( )x( )∈ −( )∈ −x∈ −( )∈ −, (∈ −x∈ −( )∈ − ) (= +) (= +)x C)x C= +x C= +)= +x C= +( ), (( )1( ), (( ) ) (Φ) (= +) (= +Φ= +) (= +

où Φ est une primitive de ϕ sur I, et C une constante réelle.
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Or ϕ est continue sur , donc Φ( ) ( )x t( )x t( ) ( )x t( )dt
x

x t=x t∫x t∫x tϕx tϕx t
0∫0∫ convient sur chaque intervalle I.

Les solutions de (E) sur I sont finalement : y x
e

Cxy x ( )
0

y x:y xy x:y x 
1

1−
+












∫0∫0

ϕ t d( )t d( ) t
x

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses C et D
• Cherchons une solution f de (E0) sur , si elle existe. f doit être continue.

f xf x
C

e
f xf x

C
ex xf xx xf xx xf xx xf xf xx xf x] [f x] [f xf x−∞f x] [f x−∞f x f x] [f xf xx xf x] [f xx xf x

− −, ,e, ,ex x, ,x x] [, ,] [, ,e, ,ex x, ,x x] [, ,] [ : :f x: :f x, ,e, ,ex x, ,x x] [, ,] [ f x] [f x+f x] [f xf xx xf x] [f xx xf x+f x] [f xx xf xf xf x: :f x: :etf x] [f x0f x] [f x] [, ,] [0] [, ,] [] [, ,] [0] [, ,] [] [, ,] [0] [
1C1C

f x] [f x0f x] [f xf xx xf x] [f xx xf x0f x] [f xx xf x 2C2C
1 11 1e1 1ex x1 1x xf xx xf x
1 1

f xx xf x
ex xe1 1ex xe] [1 1] [x x] [x x1 1x x] [x xf xx xf x] [f xx xf x

1 1
f x] [f xx xf xf xx xf x∞f xx xf x] [f x∞f xx xf x

1 1
f xx xf x∞f xx xf x] [f xx xf x∞f xx xf x

− −1 1− −− −1 1− −e− −e1 1e− −ex x1 1x xf xx xf x
1 1

f xx xf xf xx xf x
1 1

f xx xf xf xx xf x] [f xx xf x
1 1

f x] [f xx xf xx x] [x x, ,x x] [x x1 1x x, ,x x] [x xx x, ,x x1 1x x, ,x xx x, ,x x1 1x x, ,x xx x] [x x, ,x x] [x x1 1x x, ,x x] [x x, ,1 1, ,, ,1 1, ,x x, ,x x1 1x x, ,x xx x, ,x x1 1x x, ,x x] [, ,] [1 1] [, ,] [x x] [x x, ,x x] [x x1 1x x, ,x x] [x xx x] [x x1 1x xx x] [x x, ,x x] [x x1 1x x] [x x, ,x x] [x xx x, ,x x1 1x xx x, ,x x1 1x xx x] [x x, ,x x] [x x1 1x x] [x x, ,x x] [x xx x] [x x+x x] [x x1 1x x+x x] [x xf xx xf x] [f xx xf x+f x] [f xx xf x
1 1

f xx xf x] [f xx xf x+f xx xf x] [f xx xf xf xx xf x] [f xx xf x0f x] [f xx xf x
1 1

f xx xf x] [f xx xf x0f xx xf x] [f xx xf xx x] [x x, ,x x] [x x0x x, ,x x] [x x1 1x x] [x x, ,x x] [x x0x x] [x x, ,x x] [x xx x] [x x, ,x x] [x x0x x, ,x x] [x x1 1x x] [x x, ,x x] [x x0x x] [x x, ,x x] [x xx x] [x x, ,x x] [x x0x x] [x x, ,x x] [x x1 1x x] [x x, ,x x] [x x0x x, ,x x] [x x f x f xf x f xf x] [f x f x] [f x f x] [f x f x] [f x f x f xf x f xf x] [f x f x] [f x : : : :f x: :f x f x: :f xf x: :f x f x: :f xf x] [f x: :f x] [f x f x: :f x] [f x: : : :: : : :f x] [f x+f x] [f x f x+f x] [f xf x] [f x: :f x] [f x+f x: :f x] [f x f x] [f x: :f x] [f x+f x] [f x: :f x] [f x: : : :et et: :et: : : :et: :f x f xf x: :f x f x1 1: :1: : : :1: :f x] [f x0f x] [f x f x0f x] [f xf x] [f x: :f x] [f x0f x: :f x] [f x f x] [f x: :f x] [f x0f x] [f x: :f x] [f x

Or : lim
x xe→ −

= +∞
0

1
1

Pour que f soit continue en 0, il faut que C1 = C2 = 0, donc l’unique solution
de (E0) sur  est f = 0.

La réponse A est fausse.

Pour x = 0, l’équation (E) devient : y(0) = ϕ(0)

Donc, si ϕ(0) ≠ 1, (E) n’a pas de solution sur  telle que y(0) = 1.
La réponse B est fausse.

• Toute solution d’une équation différentielle sur  est dérivable et continue
sur .

Les réponses C et D sont bonnes.

Une équation y a x y b x′y a′y a+ =x y+ =x y+ =y a+ =y a( )x y( )x y+ =( )+ =x y+ =x y( )x y+ =x y ( )b x( )b x ( )b x+ =x y+ =x y ( )b x( )b x ( )1( ) avec a et b continues sur un intervalle
I admet une unique solution telle que y(x0) = y0.

Ce résultat ne peut pas s’appliquer dans le cas présent car l’équation (E) ne
peut pas se mettre sous la forme (1) sur  puisque e xxe xxe xe x- =e x =1 0e x1 0e xe x- =e x1 0e x- =e x 0e x⇔e x⇔e x .

• Question 4 : réponses B et D

E I( )) ⇔ ∀⇔ ∀⇔ ∀ ( ) x eIx eI∈ −x e∈ −I∈ −Ix eI∈ −I y xy xy xy x =y x=( )x( ), 1( ), 1( )∈ −( )∈ −, 1∈ −( )∈ −, 1, 1x e, 1x e∈ −x e∈ −, 1∈ −x e∈ −, 1( )x e( ), 1( )x e( )∈ −( )∈ −x e∈ −( )∈ −, 1∈ −x e∈ −( )∈ −x e, 1x e∈ −∈ −x e∈ −∈ −, 1∈ −x e∈ −∈ −x e, 1x e∈ −∈ −x e∈ −∈ −, 1∈ −x e∈ −∈ −x e, 1x e∈ −∈ −∈ −∈ −x e∈ −∈ −∈ −, 1∈ −∈ −∈ −∈ −x e∈ −∈ −∈ −∈ −( )x( ), 1( )x( )∈ −( )∈ −x∈ −( )∈ −, 1∈ −x∈ −( )∈ − 2y x2y x′y x′y x

On applique les résultats de la question 2 :

2
0

2t dt x
x

∫0∫0
t x=t x donc les solutions de (E) sur I sont :

y x
e

Cxy x 2y x:y xy x:y x 
1

1−
+ x

Une équation 
I admet une unique solution telle que 

Pour 

Donc, si 
NON
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En choisissant C1 = 0 pour I = −] [] [= −] [∞] [, 0] [, 0 et C2 = 0 pour I = +] [] [= +] [= +] [∞] [∞] [0,] [0,0, :

y x
x

ex1y x1y x
2

1
y xy x:y xy x:y x 

−
est une solution particulière de (E) sur *.

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

• Cherchons si (E) admet une solution f sur . Si f existe :

f xf x
x C
e

f xf x
x C
ex xf xx xf xx xf xx xf xf xx xf x] [f x] [f xf x−∞f x] [f x−∞f x f x] [f xf xx xf x] [f xx xf x

x C+x C
−

x C+x C
, ,e, ,ex x, ,x x] [, ,] [, ,e, ,ex x, ,x x] [, ,] [ : :f x: :f x, ,e, ,ex x, ,x x] [, ,] [] [, ,] [ f x] [f x+f x] [f xf xx xf x] [f xx xf x+f x] [f xx xf xf xf x: :f x: :etf x] [f x0f x] [f x] [, ,] [0] [, ,] [] [, ,] [0] [, ,] [] [, ,] [0] [

2x C2x C1x C1x C
f x] [f x0f x] [f xf xx xf x] [f xx xf x0f x] [f xx xf x

2x C2x C2x C2x C
1 11 1e1 1ex x1 1x xf xx xf x
1 1

f xx xf xx x1 1x xf xx xf x
1 1

f xx xf xf xx xf x
1 1

f xx xf x
ex xe1 1ex xe] [1 1] [x x] [x x1 1x x] [x xf xx xf x] [f xx xf x

1 1
f x] [f xx xf xf xx xf x∞f xx xf x] [f x∞f xx xf x

1 1
f xx xf x∞f xx xf x] [f xx xf x∞f xx xf x

−1 1−x x, ,x x1 1x x, ,x xx x, ,x x1 1x x, ,x xx x] [x x, ,x x] [x x1 1x x, ,x x] [x x, ,1 1, ,, ,1 1, ,x x, ,x x1 1x x, ,x xx x, ,x x1 1x x, ,x x] [, ,] [1 1] [, ,] [x x] [x x, ,x x] [x x1 1x x, ,x x] [x xx x] [x x1 1x xx x, ,x x1 1x xx x, ,x x1 1x xx x] [x x, ,x x] [x x1 1x x] [x x, ,x x] [x xx x] [x x+x x] [x x1 1x x+x x] [x xf xx xf x] [f xx xf x+f x] [f xx xf x
1 1

f xx xf x] [f xx xf x+f xx xf x] [f xx xf xf xx xf x] [f xx xf x0f x] [f xx xf x
1 1

f xx xf x] [f xx xf x0f xx xf x] [f xx xf xx x] [x x, ,x x] [x x0x x, ,x x] [x x1 1x x] [x x, ,x x] [x x0x x] [x x, ,x x] [x xx x] [x x, ,x x] [x x0x x, ,x x] [x x1 1x x] [x x, ,x x] [x x0x x] [x x, ,x x] [x xx x] [x x, ,x x] [x x0x x] [x x, ,x x] [x x1 1x x] [x x, ,x x] [x x0x x, ,x x] [x x f x f xf x f xf x] [f x f x] [f x: : : :f x: :f x f x: :f xf x: :f x f x: :f xf x] [f x: :f x] [f x f x: :f x] [f x: : : :: : : :f x] [f x+f x] [f x f x+f x] [f xf x] [f x: :f x] [f x+f x: :f x] [f x f x] [f x: :f x] [f x+f x] [f x: :f x] [f x: : : :et et: :et: : : :et: :f x f xf x: :f x f x1 1: :1: : : :1: :f x] [f x0f x] [f x f x0f x] [f xf x] [f x: :f x] [f x0f x: :f x] [f x f x] [f x: :f x] [f x0f x] [f x: :f x] [f x

C1, C2 constantes réelles.
f doit être continue et dérivable sur , donc en 0.

– Examinons la continuité en 0 :

lim
x→

( )x( )xe( )e −( )−
0

1 0( )1 0( ) =1 0= , lim
x

C
→ −

( )x C( )x Cx C+x C( )x C+x C =
0

( )2( )x C( )x C2x C( )x C1 1C1 1C( )1 1( )x C( )x C1 1x C( )x C =1 1= , lim
x

C
→ +

( )x C( )x Cx C+x C( )x C+x C =
0

( )2( )x C( )x C2x C( )x C2 2C2 2C( )2 2( )x C( )x C2 2x C( )x C =2 2=

Pour que les limites de f en 0 soient finies, il faut nécessairement que
C1 = C2 = 0.

Donc : f xf x
x

ex
f x


f x f x*f xf x:f xf xf x:f x
2

1−

f x x
x

e
e

xx x

x

( )f x( )f x lim=
−

−













=
→

or
01

1
1 (limite remarquable)

Donc : lim ( )
x

f xm (f xm (
→

=
0

0

On pose alors f(0) = 0, et f est donc continue sur .

De plus, f (0) = 0 est cohérent avec (E) pour x = 0.

– Examinons la dérivabilité en 0 :

τ ττ ττ τ=τ τ
−

τ τ= =τ ττ τ= =τ τ
−

=
→

f x
τ τ

f x
τ τ

f
τ τ

f
τ τ

x
f x

τ τ
f x

τ τ
x

x
ex x

( )f x( )f x ( ) ( )f x( )f x
liτ τliτ τmτ τmτ τ

( )0( )
1

1etτ τetτ τ
0

Donc f est dérivable en 0 (donc sur ) et f ′(0) = 1.

En conclusion, (E) admet une unique solution sur , définie par :

(0)=0

sisi x f x
x

ex∈ =x f∈ =x f x∈ =x
−
















x fx fx f∈ =x fx f∈ =x f*x f*x f, (x f, (x f∈ =, (∈ =x f∈ =x f, (x f∈ =x f )∈ =)∈ =
2

1
f

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.
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> QCM 3 Équation linéaire du 2nd ordre

• Question 1 : réponse B
• (E) admet toujours une infinité de solutions dans .
Résolvons l’équation caractéristique :

r r i r i2 2r r2 2r r0r r0r r+ =r r+ =r r2 2+ =2 2r r2 2r r+ =r r2 2r r⇔ =r r⇔ =r r = −ω ωr rω ωr r i rω ωi r0ω ω0r r0r rω ωr r0r rr r+ =r rω ωr r+ =r rr r2 2r r+ =r r2 2r rω ωr r+ =r r2 2r r⇔ =ω ω⇔ =r r⇔ =r rω ωr r⇔ =r r ωr rω ωr rr r⇔ =r rω ωr r⇔ =r r i r  ou i r

Les solutions réelles de (E) sont : y x A x B xy x: cy x: cy x A x: cA xy x: cy x A xosA x siB xsiB xB xnB x: c: c ω ωB xω ωB xω ωB xω ωB xω ωA xω ωA x B xsiB xω ωB xsiB xB xnB xω ωB xnB x(A x(A x)ω ω)ω ω+ω ω+ω ω(B x(B x(ω ω(ω ωB xω ωB x(B xω ωB x)
La réponse A est fausse.

• y(0) = a et y′(0) = b sont les deux conditions initiales de (E), équation
différentielle linéaire du 2nd ordre à coefficients constants.

La réponse B est bonne.

•
y x A x B x

y x A x B x

( )y x( )y x A xcoA xs sA xs sA x B xs sB xinB xinB x

( )y x( )y x A xsiA xn cA xn cA x B xn cB xB xosB x

= (A x(A xA xs sA x(A xs sA x)s s)s s+s s+s s (B x(B x)
= − (A x(A xA xn cA x(A xn cA x)n c)n c+n c+n c (B x(B x)


























ω ωB xω ωB xs sω ωs sA xs sA xω ωA xs sA x B xs sB xω ωB xs sB xB xinB xω ωB xinB x)ω ω)s s)s sω ωs s)s ss s+s sω ωs s+s s (ω ω(B x(B xω ωB x(B x

ω ωA xω ωA xA xsiA xω ωA xsiA xA xn cA xω ωA xn cA x(ω ω(A xn cA x(A xn cA xω ωA x(A xn cA x ω ωB xω ωB xB xn cB xω ωB xn cB xB xosB xω ωB xosB x(ω ω(B x(B xω ωB x(B x′y x′y x

Les conditions initiales s’écrivent :

y a

y b

A a

B b

A a

B
b

( )y a( )y a

y b( )y b

( )0( )y a( )y a0y a( )y a

y b( )y b0y b( )y b

y a=y a

y b=y b









 ⇔

A a=A a

B b=B b









 ⇔

A a=A a

=
















y b′y b ωB bωB b
ω

Finalement : y x a x
b

x( )y x( )y x a xcoa xs ss ss sa xs sa xa xs sa x in= (a xs sa x(a xs sa x)s s)s s+s s+s s ( )ωa xs sa xωa xs sa x
ω

ω

Les réponses C et D sont fausses.

• Question 2 : réponse A
On considère l’équation :

y y x x x″ +y y″ +y y ( ) ( )x xx xx xx xx xx x 4 8y y4 8y y =4 8= 2 2x x2 2x x(2 2( 2 1x2 1x)2 1)2 12 12 12 1x xcox xx x2 2x xcox x2 2x xs sx xs sx xx x(x xs sx x(x x)s s) −s s−x x2 2x xs sx x2 2x xx x(x x2 2x x(x xs sx x2 2x x(x x in ( )2 1( )2 1

Pour ω = 2, l’équation (1) a pour équation homogène associée l’équation :

y y″ +y y″ +y y4 0y y4 0y y =4 0= ( )E( )E
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chapitre 3 : Équations différentielles corrigés

Les solutions complexes de (E) sont :

y x e ei x i xy xy x:y xy x:y x  λ µe eλ µe ee ei xe eλ µe ei xe e2 2e e2 2e ei x2 2i xλ µ2 2λ µe eλ µe e2 2e eλ µe ei xλ µi x2 2i xλ µi xe ei xe eλ µe ei xe e2 2e eλ µe ei xe ee eλ µe e+e eλ µe eλ µ2 2λ µ+λ µ2 2λ µe eλ µe e2 2e eλ µe e+e e2 2e eλ µe e2 2−2 2 , λ et µ constantes complexes.

La réponse A est bonne.

• D’après la question 1, les solutions réelles de (E) sont :

y x A x B xy x: cy x: cy x A x: cA xy x: cy x A xosA x B xsiB x: c: c 2 2B x2 2B x2 2B x2 2B x2 2A x2 2A x si2 2siB xsiB x2 2B xsiB xB xnB x2 2B xnB x(A x(A x)2 2)2 22 2+2 2(B x(B x2 2(2 2B x2 2B x(B x2 2B x)
La réponse B est fausse.

2nd membre produit d’un polynôme et d’une exponentielle
Soit l’équation différentielle :

ay by cy e Pmxe Pmxe P″ ′by″ ′by+ +by+ +by″ ′+ +″ ′by″ ′by+ +by″ ′by = ( )x( )x (F) d’équation caractéristique : ar br c2 0+ +br+ +br =

avec a, b, c, m constantes complexes, a non nul et P un polynôme.
Une solution particulière de (F) s’écrit :

y x e Qpy xpy x mxe Qmxe Q( )y x( )y x ( )x( )x= avec Q un polynôme.

• si m n’est pas racine de l’équation caractéristique : deg degQ Pg dQ Pg degQ Pegg dQ Pg d=g dQ Pg d

• si m est racine simple de l’équation caractéristique : deg dg dQ Pg dg dQ Pg d=g dQ Pg d( )g d( )g deg( )egQ P( )Q Pg dQ Pg d( )g dQ Pg degQ Peg( )egQ Peg + 1

• si m est racine double de l’équation caractéristique : deg dg dQ Pg dg dQ Pg d=g dQ Pg d( )g d( )g deg( )egQ P( )Q Pg dQ Pg d( )g dQ Pg degQ Peg( )egQ Peg + 2

• Notons yp une solution particulière de l’équation :

y y x x x″ +y y″ +y y ( ) ( )x xx xx xx xx xx x 4 8y y4 8y y =4 8= 2 2x x2 2x x(2 2( 2 1x2 1x)2 1)2 12 12 1x xcox xx x2 2x xcox x2 2x xs sx xs sx xx x(x xs sx x(x x)s s) −s s−x x2 2x xs sx x2 2x xx x(x x2 2x x(x xs sx x2 2x x(x x in ( )2 1( )2 1

et notons y2 une solution particulière dans  de l’équation :

y y xe i x″ +y y″ +y y4 8y y4 8y y =4 8= 2 ( )2( )2

On a : cos e si2 2s e2 2s e si2 2sin2 2n2 22 22 22 2si2 2si2 2si2 2sin2 2n2 2n2 2nx es ex es e2 2x e2 2s e2 2s ex es e2 2s es ex es es e2 2s ex es e2 2s e x m2 2x m2 2(s e(s e)2 2)2 2)s ex es e)s ex es es e2 2s ex es e2 2s e)s ex es e2 2s e= ℜ2 2= ℜ2 2s ex es e= ℜs ex es es e2 2s ex es e2 2s e= ℜs ex es e2 2s e( )2 2( )2 22 2( )2 22 22 22 2( )2 22 22 22 2( )2 22 22 22 2( )2 22 22 2x e( )x e2 2x e2 2( )2 2x e2 2i x( )i x2 2i x2 2( )2 2i x2 22 2i x2 2( )2 2i x2 22 22 22 2i x2 22 22 2( )2 2i x2 22 22 2(2 2(2 22 2(2 22 22 22 2(2 22 22 2 )2 2)2 2x m)x m2 2x m2 2)2 2x m2 2= ℑ2 2= ℑ2 2x m= ℑx m2 2x m2 2= ℑ2 2x m2 2( )2 2( )2 2e( )e2 2e2 2( )2 2e2 2i x( )i xet2 2et2 22 22 22 2et2 22 22 2

donc, d’après le principe de superposition :

y y m ypy ypy y= ℜy y= ℜy y(y y(y y ) − ℑ (m y(m y( )= ℜ2= ℜy y= ℜy y2y y= ℜy y2 2m y2 2m y2 2m y2 2m y)2 2) − ℑ2 2− ℑ (2 2(m y(m y2 2m y(m yy yey y

m = 2i est racine simple de l’équation caractéristique ω2 + 4 = 0
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donc : y x e Qe Qe Q x Qx Qx Q P xi xe Qi xe Qe Qi xe Q2y x2y x 2e Q2e Qe Q2e Q 1 1P x1 1P x8 2P x8 2P x( )( )y x( )y x ( )( )( )x Q( )x Qx Q( )x Qx Q( )x Qdex Qdex Qg dx Qg dx Q deP xdeP xgP xgP xx Q= =x Qx Qdex Q= =x Qdex Qg d= =g dx Qg dx Q= =x Qg dx Qx Q= =x Q= =e Q= =e Q ( )P x( )P xg d( )g deg( )eg P x+ = +P xP x1 1P x+ = +P x1 1P x(P x(P x)8 2)8 28 2=8 2e Q x Q ax Q( )x Q( )x Qe Q x Q ax Q( )x Q( )x Q= =e Q= =e Q x Q= =x Q ax Q= =x Q( )= =( )x Q( )x Q= =x Q( )x Qx Qvecx Qx Q= =x Qvecx Q= =x Q

y2 s’écrit alors : y x e xi x
2y x2y x 2( )y x( )y x = +e x= +e xi x= +i xe xi xe x= +e xi xe x2= +2e x2e x= +e x2e x( )e x( )e x x( )x= +( )= +e x= +e x( )e x= +e x +( )+( )2( )( )α β( )e x( )e xα βe x( )e x( )α β( )= +( )= +α β= +( )= +e x= +e x( )e x= +e xα βe x( )e x= +e x( )2( )α β( )2( )= +( )= +2= +( )= +α β= +2= +( )= +( )γ( )

Or γe2ix est solution de l’équation homogène (E), donc on peut prendre γ = 0.

On a : y x e xi x
2y x2y x 2( )y x( )y x = +e x= +e xi x= +i xe xi xe x= +e xi xe x2= +2e x2e x= +e x2e x( )e x( )e x x( )x= +( )= +e x= +e x( )e x= +e x( )2( )( )α β( )e x( )e xα βe x( )e x( )α β( )= +( )= +α β= +( )= +e x= +e x( )e x= +e xα βe x( )e x= +e x( )2( )α β( )2( )= +( )= +2= +( )= +α β= +2= +( )= +

y x e ii xe ii xe i′y x′y x2y x2y x 2e i2e i2 2e i2 2e i( )y x( )y x e i= +e i= +e i= +e ie ii xe i= +e ii xe ie i2e i= +e i2e i2 2= +2 2e i2 2e i= +e i2 2e i ( )x x( )x x2 2( )2 2x x2 2x x( )x x2 2x x2 2= +2 2( )2 2= +2 2+ +2 2+ +2 2e ie ie i= +e ie i= +e ie ie ie i= +e ie i= +e ie i= +e ie i= +e ie ie i= +e i ( )2( )( )α β( )x x( )x xα βx x( )x x2 2( )2 2α β2 2( )2 2x x2 2x x( )x x2 2x xα βx x( )x x2 2x x2 2= +2 2( )2 2= +2 2α β2 2( )2 2= +2 2x x2 2x x= +x x2 2x x( )x x= +x x2 2x xα βx x2 2x x= +x x2 2x x( )x x2 2x x= +x x2 2x x( )2( )α β( )2( )2 2( )2 222 2( )2 2α β2 222 2( )2 22 2= +2 2( )2 2= +2 222 2( )2 2= +2 2α β2 2= +2 2( )2 2= +2 222 2= +2 2( )2 2= +2 2x x2 2x x= +x x2 2x x( )x x= +x x2 2x x2x x2 2x x= +x x2 2x x( )x x2 2x x= +x x2 2x xα βx x2 2x x= +x x2 2x x( )2 2x x= +x x2 2x x2x x= +x x2 2x x( )x x2 2x x= +2 2x x α βxα βx+ +α β+ +x+ +xα βx+ +x

y x e x x ii xe xi xe x″y x″y x2y x2y x 2e x2e x x i4 4x i4 4e x4 4e x 2 2( )y x( )y x = −e x= −e x( )x i( )x i( )e x( )e x x i( )x i4 4( )4 4e x4 4e x( )e x4 4e x x i4 4x i( )x i4 4x i+ +x i+ +x ix i4 4x i+ +x i4 4x i 2 2+ +2 2(+ +(+ + )2 2)2 22 2+2 2e xe xe x= −e xe x= −e xe xe xe xe xe xe xe x= −e xe x= −e xe xe x= −e x ( )2( )( )α β( )e x( )e xα βe x( )e x4 4( )4 4α β4 4( )4 4e x4 4e x( )e x4 4e xα βe x( )e x4 4e x4 4+4 4( )4 4+4 4α β4 4( )4 4+4 4( )2( )α β( )2( )4 4( )4 424 4( )4 4α β4 424 4( )4 4 α βxα βx2 2α β2 22 2+ +2 2α β2 2+ +2 2x2 2x+ +x2 2xα βx+ +x2 2x α

En remplaçant dans (2), on obtient : 8 4 2 82 22 82 22 8i x8 4i x8 4i e2 8i e2 8xe2 2xe2 2i x2 8i x2 82 2i x2 22 82 22 8i x2 82 22 8 i xα β8 4α β8 4i xα βi x8 4i x8 4α β8 4i x8 4i eα βi eαi eαi e2 8i e2 8α2 8i e2 8i e+ +i eα β+ +α β8 4α β8 4+ +8 4α β8 4i eα βi e+ +i eα βi e( )i e)i e2 8i e2 8)2 8i e2 82 8=2 8

Donc :
8 8

4 2 0 1
2

i8 8i8 8

i4 2i4 2

i
soit encore

α8 8α8 8

β α4 2β α4 2

α

β
8 8=8 8

+ =β α+ =β α4 2β α4 2+ =4 2β α4 2











= −

=
















Finalement : y x i
x x

x i xi x
2y x2y x

2 2
2 2x i2 2x i( )y x( )y x cos sx is sx i2 2s s2 2x i2 2x is sx i2 2x i2 2in2 2= −= −= −


= −


= −= −= −


= −= −= −= −


= −


= −= −


= − 
2 22 22 22 22 22 2

+
2 22 22 22 22 22 2






 (s s(s s)x i)x ix i2 2x i)x i2 2x ix is sx i)x is sx ix i2 2x is sx i2 2x i)x is sx i2 2x ix i2 2x i+x i2 2x ix i2 2x is sx i2 2x i+x is sx i2 2x i (2 2(2 2 )

2 2x2 2x
e i2 2e ii x2 2i xe ii xe i2 2e ii xe i22 22e i2e i2 2e i2e i+2 2+ 2 2


2 2

 2 2e ie i2 2e ie ie ie ie ie i2 2e ie ie ix xx xe ix xe ie ii xe ix xe ii xe i+x x+ x x


x x


x x


x x




x x


e i= −e ix xe i= −e ix xe ix xe ie i= −e ix xe i= −e ie ie ix xe ie ie i= −e ie i= −e ix xe ie i= −e ie i


e ix xe i


e ie i= −e i


e i= −e ix xe i


e i= −e ie i= −e ie i= −e ix xe ie i= −e ie ie ie ie ix xe ie ie ie i= −e ie i= −e ie ie i= −e ix xe i= −e ie i= −e ie i= −e ie i= −e ie i


e ie i


e ix xe ie i


e ie i= −e i


e i= −e ie i


e i= −e ix xe i= −e i


e i= −e ie i= −e i


e i= −e i2 2x x2 2e i2 2e ix xe i2 2e ie ie i2 2e ie ix xe i2 2e ie i2 2x x2 2e i2 2e ix xe i2 2e ie ii xe i2 2e ii xe ix xe i2 2e ii xe ie i2e i2 2e i2e ix xe i2 2e i2e i+2 2+x x+2 2+ 2 2x x2 2

2 2

x x2 2

 e ie ie ie i2 2e ie ie ix xe ie ie ie i2 2e ie ie ie i 

On obtient alors : y x y x xpy xpy x( )y x( )y x e (y xe (y x) (m y) (m y) (m y) (m y) ( )= ℜ (e ((e ( )) ()) (− ℑ) (− ℑ) (() (() (m y) (m y(m y) (m y )= ℜ2= ℜ 2 2y x2 2y x m y2 2m yy xe (y x2 2y xe (y x) (2 2) (m y) (m y2 2m y) (m y) (2 2) (m y) (m y2 2m y) (m y) (2 2) ()2 2)) ()) (2 2) ()) () (− ℑ) (2 2) (− ℑ) ((2 2(m y(m y2 2m y(m ym y) (m y(m y) (m y2 2m y(m y) (m y

y x
x

x x
x

xpy xpy x( )y x( )y x cos sx xs sx x cos ss sxs sx in= (s s(s s)x xs sx x)x xs sx x ( )x x)x x









x x


x xx xx x


x x


x xx x


x xx x− −x x (s s(s s)s s)s s+s s+s s ( )


x x


x xx xx xx x− −x xx x− −x x


x x


x xx x


x x2
2

2 2s s2 2s sx xs sx x2 2x xs sx x in2 2in)2 2)x xs sx x)x xs sx x2 2x x)x xs sx x+2 2+x xs sx x+x xs sx x2 2x x+x xs sx x (2 2( 2s s2s s
2

22 2x x2 2x x2 2x x2 2x x2 2x x2 2x x(2 2( )2 2)x x)x x2 2x x)x x2 2x xx x2 2x xx xx xx x2 2x xx x

2 2

x xx xx xx x2 2x xx xx x2 2x xx x2 2x xx xx xx x2 2x xx x


2 2

x xx xx xx x2 2x xx xx x2 22 22 2s s2 2s s2 2s s2 2s sin2 2in2 2in2 2in (2 2(2 2(2 2( 







y x
x

xpy xpy x( )y x( )y x cos ss sx xs sx x in= +( )x x( )x x= +( )= +x x= +x x( )x x= +x x (s s(s s)x xs sx x)x xs sx x+ −s s+ −s sx xs sx x+ −x xs sx x


x xs sx x


x xs sx x


x xs sx x


x xs sx xx x


x xs sx x s ss s


s s


s ss ss s

s ss ss ss s


s s


s ss s


s s ( )2 2co2 2cos s2 2s s( )2 2( )x x( )x x2 2x x( )x x= +( )= +2 2= +( )= +x x= +x x( )x x= +x x2 2x x( )x x= +x x (2 2(s s(s s2 2s s(s s)2 2) + −2 2+ −s s+ −s s2 2s s+ −s sx xs sx x+ −x xs sx x2 2x x+ −x xs sx x2 2s s2 2s sx xs sx x2 2x xs sx xx xs sx x)x xs sx x2 2x x)x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx x2 2x x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx x2 2x x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx xx x+ −x xs sx x2 2x xs sx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx x


x x+ −x xs sx x2 2x xs sx x+ −x xs sx x


x xs sx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx xx x+ −x xs sx x2 2x xs sx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx xx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx x2 2x xs sx x+ −x xs sx xs sx x+ −x xs sx xx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −s sx xx xs sx x+ −x xs sx x


x x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx x


x xs sx x+ −x xs sx x2 2x xs sx x+ −x xs sx x


s sx x+ −x xs sx xx x+ −x xs sx x


x xs sx x+ −s sx x2 22 22 2s s2 2s s2 2s s2 2s sx xs sx x2 2x xs sx x2 2x x2 2x xs sx x)2 2)2 2)2 2)x xs sx x)x xs sx x2 2x x)x xs sx x2 2x xs sx x)x xs sx x2 2x xs sx x)x xs sx x+ −2 2+ −2 2+ −2 2+ −x xs sx x+ −x xs sx x2 2x x+ −x xs sx x2 2x xs sx x+ −x xs sx x2 2x xs sx x+ −x xs sx x+ −2 2+ −2 2+ −2 2+ −x xs sx x+ −x xs sx x2 2x x+ −x xs sx x2 2x xs sx x+ −x xs sx x2 2x xs sx x+ −x xs sx x2 22 22 2+ −+ −2 2+ −+ −2 2+ −2 2+ −+ −x xs sx x+ −x xs sx xx x+ −x xs sx x2 2x xs sx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx x2 2x xs sx x+ −x xs sx xs sx x+ −x xs sx x2 2x x+ −x xs sx xx xs sx x+ −s sx x

2 2

2 22 2

+ −+ −+ −+ −2 2+ −+ −+ −2 2+ −+ −+ −+ −2 2+ −+ −+ −+ −x xs sx x+ −x xs sx xx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx x2 2x xs sx x+ −x xs sx xs sx x+ −x xs sx xx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −s sx x2 2x xs sx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx x2 2x xs sx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx x

2
2

Donc les solutions de l’équation (1) sont :

y x A x
x

B x1y x1y x 2 2A x2 2A x2 22 22 2A x2 2A x2 2A x2 2A x
2

2B x2B x( )y x( )y x A xcoA xA x2 2A xcoA x2 2A xs ss sA xs sA x xs sx B xs sB xA x2 2A xs sA x2 2A x2 2s s2 2A x2 2A xs sA x2 2A x2 22 22 2s s2 22 22 2A x2 2A x2 2A x2 2A xs sA x2 2A x2 2A x inB xinB x= +( )x x( )x x A x( )A x2 2( )2 2x x2 2x x( )x x2 2x x A x2 2A x( )A x2 2A x= +( )= +x x= +x x( )x x= +x x2 2= +2 2( )2 2= +2 2x x2 2x x= +x x2 2x x( )x x= +x x2 2x x +( )+2 2+2 2( )2 2+2 2(2 2(2 2A x2 2A x(A x2 2A xA xs sA x(A xs sA xA x2 2A xs sA x2 2A x(A xs sA x2 2A x)2 2)2 22 22 22 2)2 22 22 2s s)s s2 2s s2 2)2 2s s2 22 22 22 2s s2 22 22 2)2 2s s2 22 22 2+ −2 2+ −2 22 22 22 2+ −2 22 22 2s s+ −s sxs sx+ −xs sx2 2s s2 2+ −2 2s s2 2x2 2xs sx2 2x+ −xs sx2 2x2 2s s2 2+ −2 2s s2 22 22 22 2s s2 22 22 2+ −2 2s s2 22 22 22 22 22 2+ −2 22 22 22 2s s2 2+ −2 2s s2 22 22 22 2s s2 22 22 2+ −2 2s s2 22 22 2 +s s+s s2 22 22 22 22 22 22 22 22 22 22 2+ −2 22 22 22 2+ −2 22 22 22 2s s2 2+ −2 2s s2 22 2+ −2 2s s2 22 22 22 2s s2 22 22 2+ −2 2s s2 22 22 22 22 22 2s s2 22 22 2+ −2 22 22 2s s2 22 22 2


s s


s s2 2s s2 2+ −2 2s s2 2


2 2+ −2 2s s2 22 2s s2 2+ −2 2s s2 22 2+ −2 2s s2 22 22 22 22 22 22 2


2 22 22 22 22 22 22 2+ −2 22 22 22 2+ −2 22 22 2


2 22 22 2+ −2 22 22 22 22 22 2+ −2 22 22 22 2s s2 2+ −2 2s s2 22 2+ −2 2s s2 22 2s s2 2+ −2 2s s2 22 2s s2 2+ −2 2s s2 22 22 22 2s s2 22 22 2+ −2 2s s2 22 22 22 22 22 2s s2 22 22 2+ −2 22 22 2s s2 22 22 2


2 22 22 2s s2 22 22 2+ −2 22 2s s2 22 22 22 2s s2 22 22 2+ −2 22 22 2s s2 22 2


s s


s ss s


s s2 2s s2 2+ −2 2s s2 2


2 2+ −2 2s s2 22 2s s2 2+ −2 2s s2 2


2 2s s2 2+ −2 2s s2 2 B xB xB xs sB xB xs sB x


B xs sB x


B xs sB xB xs sB xB xs sB xB xB xB xB xB xs sB xB xs sB xB xB xs sB x


B xs sB x


B xs sB xB x


B xs sB x(B x(B x) ( ) ∈, A, B 222

et : y x B x A x′y x′y x1y x1y x 2 2B x2 2B xB x1 2B x2 21 22 2B x2 2B x1 2B x2 2B x 2 22 22 22 2 2
1

A x
1

A x
2

A x2A x( )y x( )y x B xcoB xB x1 2B xcoB x1 2B xB x2 2B x1 2B x2 2B xcoB x1 2B x2 2B xs sB xs sB x x xs sx x A xs sA xA xs sA x2 2s s2 2B x2 2B xs sB x2 2B xB x1 2B xs sB x1 2B xB x2 2B x1 2B x2 2B xs sB x1 2B x2 2B x 2 2s s2 2x x2 2x xs sx x2 2x x2 22 22 2s s2 22 22 2x x2 2x x2 2x x2 2x xs sx x2 2x x2 2x x 2s s2A xinA x= +( )x x( )x x B x( )B x2 2( )2 2B x2 2B x( )B x2 2B x4 2( )4 2x x4 2x x( )x x4 2x x2 24 22 2( )2 24 22 2x x2 2x x4 2x x2 2x x( )x x4 2x x2 2x x B x1 2B x( )B x1 2B x2 21 22 2( )2 21 22 2B x2 2B x1 2B x2 2B x( )B x1 2B x2 2B x= +( )= +4 2= +4 2( )4 2= +4 2x x4 2x x= +x x4 2x x( )x x= +x x4 2x x2 24 22 2= +2 24 22 2( )2 2= +2 24 22 2x x2 2x x4 2x x2 2x x= +x x4 2x x2 2x x( )x x2 2x x4 2x x2 2x x= +x x2 2x x4 2x x2 2x x + +( )+ +B x+ +B x( )B x+ +B x2 2+ +2 2( )2 2+ +2 2B x2 2B x+ +B x2 2B x( )B x+ +B x2 2B x4 2+ +4 2( )4 2+ +4 22 24 22 2+ +2 24 22 2( )2 2+ +2 24 22 2(2 2(2 22 21 22 2(2 21 22 2B x2 2B x1 2B x2 2B x(B x1 2B x2 2B xB xs sB x(B xs sB xB x1 2B xs sB x1 2B x(B xs sB x1 2B xB x2 2B x1 2B x2 2B xs sB x1 2B x2 2B x(B x2 2B x1 2B x2 2B xs sB x2 2B x1 2B x2 2B x)2 2)2 2s s)s s2 2s s2 2)2 2s s2 22 2+ −2 2s s+ −s s2 2s s2 2+ −2 2s s2 22 2+ −2 2s s+ −s s2 2s s2 2+ −2 2s s2 2 + −2 2+ −2 2s s+ −s sx xs sx x+ −x xs sx xx x2 2x xs sx x2 2x x+ −x xs sx x2 2x x A xs sA x−A xs sA x2 22 22 2+ −2 22 2+ −2 2s s+ −s ss s+ −s s2 2s s2 2+ −2 2s s2 22 2+ −2 2s s2 2


s s


s ss s+ −s s


s s+ −s ss s+ −s ss s+ −s s2 22 2


2 22 22 2+ −2 22 2+ −2 2


2 22 2+ −2 2s s+ −s ss s+ −s ss ss s+ −s s2 2s s2 2+ −2 2s s2 22 2+ −2 2s s2 2


2 2s s2 2+ −2 2s s2 22 2s s2 2+ −2 2s s2 2


s s


s ss s


s ss s+ −s s


s s+ −s ss s


s s+ −s sA xA xA xs sA xA xs sA x


A xs sA x


A xs sA xA xs sA xA xs sA xA xA xA xA xA xs sA xA xs sA xA xA xs sA x


A xs sA x


A xs sA xA x


A xs sA x(A x(A x)

Les conditions initiales s’écrivent :

y
y

A A
B

1

1

0 1

0 1

1

2 1B2 1B 1

1

0

( )0 1( )0 1

( )0 1( )0 1

0 1=0 1

0 1=0 1









 ⇔

=
+ =2 1+ =2 1










 ⇔

=
=










′
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chapitre 3 : Équations différentielles corrigés

La solution de (1) telle que y1(0) = 1 et y′1 0 1( )0 1( )0 10 1=0 1 est donc :

y x
x

x1y x1y x 2 21 22 21 22 22 222 2

2
2( )y x( )y x co1 2co1 22 21 22 2co2 21 22 2s ss sx xs sx xx xs sx xx x2 2x xs sx x2 2x xs sx xs sx x2 2s s2 2x x2 2x xs sx x2 2x x1 2s s1 22 21 22 2s s2 21 22 2s s1 2s s1 22 21 22 2s s2 21 22 2 in= +( )x x( )x x2 2( )2 2x x2 2x x( )x x2 2x x 1 2( )1 22 21 22 2( )2 21 22 2= +( )= +x x= +x x( )x x= +x x2 2= +2 2( )2 2= +2 2x x2 2x x= +x x2 2x x( )x x= +x x2 2x x +( )+2 2+2 2( )2 2+2 22 2(2 22 21 22 2(2 21 22 2(s s(s s1 2s s1 2(1 2s s1 22 21 22 2s s2 21 22 2(2 2s s2 21 22 22 2)2 2)x xs sx x)x xs sx xx x2 2x xs sx x2 2x x)x xs sx x2 2x x+ −2 2+ −2 22 222 2+ −2 222 2s s+ −s sx xs sx x+ −x xs sx x2 2s s2 2+ −2 2s s2 2x x2 2x xs sx x2 2x x+ −x xs sx x2 2x xx x2x xs sx x2x x+ −x xs sx x2x xx x2 2x x2x x2 2x xs sx x2x x2 2x x+ −x x2 2x x2x x2 2x xs sx x2 2x x2x x2 2x x2 2+ −2 2x xs sx x+ −x xs sx xx x2 2x xs sx x2 2x x+ −x xs sx x2 2x x2 22 22 2+ −2 22 2+ −2 2x xs sx x+ −x xs sx xx x+ −x xs sx xx x2 2x xs sx x2 2x x+ −x xs sx x2 2x xx x2 2x xs sx x2 2x x+ −x x2 2x xs sx x2 2x x


x xs sx x


x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx x


x x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx xx x+ −x xs sx x2 22 2


2 22 22 2+ −2 22 2+ −2 2


2 22 2+ −2 2x xs sx x+ −x xs sx xx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx xx x2 2x xs sx x2 2x x+ −x xs sx x2 2x xx x2 2x xs sx x2 2x x+ −x x2 2x xs sx x2 2x xx x2 2x xs sx x2 2x x+ −2 2x xs sx x2 2x xx xs sx x2 2x x+ −x x2 2x xs s2 2x x


x xs sx x


x xs sx xx x


x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx x


x x+ −x xs sx xx xs sx x+ −x xs sx x


x xs sx x+ −x xs sx x s ss s


s s


s ss ss s


s ss ss ss s


s s


s ss s


s s ( )

Les réponses C et D sont fausses.

• Question 3 : réponses C et D

G est la primitive de g x f x xg x: (g x: (g x f x: (f xg x: (g x )cos: (: ( 2( ) telle que G(0) = 0

H est la primitive de h x f x xh x: (h x: (h x f x: (f xh x: (h x )sin: (: ( 2( ) telle que H(0) = 0

G et H existent car g et h sont continues sur .
G et H sont dérivables, et :

, H x f x x′H x′H x( )H x( )H x ( )f x( )f x sin= ( )2

En l’absence d’hypothèse sur la dérivabilité de f, il est impossible de
savoir si G et H sont deux fois dérivables. Par exemple, en prenant
f (x) = |x|, il est possible de montrer que G’ n’est pas dérivable en 0.

La réponse A est fausse.

• F x f t x t dt

f t x t

x

( )F x( )F x ( )f t( )f t sin

( )f t( )f t si x tn cx tn cx tn cx tn cx tosx t cos sxs sxs s

= −= −f t= −f t( )= −( )f t( )f t= −f t( )f t si= −sin= −n (= −(= − )

= (n c(n c)x tn cx t)x tn cx t(x t(x t) − (s s(s s)s s)s s

∫= −∫= −
1
2

2 2x t2 2x t= −2 2= −x t= −x t2 2x t= −x t

1
2

2 2x t2 2x tx tn cx t2 2x tn cx tn c2 2n cx tn cx t2 2x tn cx tx tosx t2 2x tosx t)2 2)x t)x t2 2x t)x tx tn cx t)x tn cx t2 2x t)x tn cx t(2 2(x t(x t2 2x t(x t 2s s2s s

0∫0∫
iniini 2

0
t dt

x

( )t d)t d t dt dt dt dt dt dt dt d∫0∫0

= ( ) ( )







∫ ∫(∫ ∫( )∫ ∫) −∫ ∫− (∫ ∫( )∫ ∫)1

2 ∫ ∫2 2∫ ∫(∫ ∫(2 2(∫ ∫(∫ ∫2 2∫ ∫2 2(2 2(2 2
0 0∫ ∫0 0∫ ∫

sisi ∫ ∫n (∫ ∫∫ ∫2 2∫ ∫n (∫ ∫2 2∫ ∫n ((n ((n ((n ((2 2n (2 2n ((n ((2 2n (2 2∫ ∫)c∫ ∫∫ ∫2 2∫ ∫)c∫ ∫2 2∫ ∫∫ ∫)c∫ ∫∫ ∫co∫ ∫s (2 2s (2 2∫ ∫s (∫ ∫(∫ ∫(s ((∫ ∫(∫ ∫2 2∫ ∫s (∫ ∫2 2∫ ∫ )s2 2)s2 2)s2 2in2 2x f)x f) ∫ ∫x f∫ ∫x f)x f) ∫ ∫x f∫ ∫n (x fn ()n ()x f)n ()n (x fn ()n ()x f)n () ∫ ∫n (∫ ∫x f∫ ∫n (∫ ∫2 2n (2 2x f2 2n (2 2)2 2)n ()2 2)x f)n ()2 2) ∫ ∫2 2∫ ∫n (∫ ∫2 2∫ ∫x f∫ ∫n (∫ ∫2 2∫ ∫2 2n (2 2x f2 2n (2 2)2 2)n ()x f)2 2)n ()2 2) ∫ ∫t t∫ ∫(∫ ∫(t t(∫ ∫(∫ ∫t t∫ ∫∫ ∫2 2∫ ∫t t∫ ∫2 2∫ ∫(∫ ∫(2 2(∫ ∫(t t(2 2(∫ ∫(∫ ∫t t∫ ∫∫ ∫2 2∫ ∫t t∫ ∫2 2∫ ∫∫ ∫)c∫ ∫t t∫ ∫)c∫ ∫∫ ∫2 2∫ ∫)c∫ ∫2 2∫ ∫t t∫ ∫)c∫ ∫2 2∫ ∫∫ ∫os∫ ∫t t∫ ∫os∫ ∫∫ ∫2 2∫ ∫os∫ ∫2 2∫ ∫t t∫ ∫os∫ ∫2 2∫ ∫∫ ∫dt∫ ∫x f∫ ∫x f∫ ∫)∫ ∫)x f)∫ ∫)x f∫ ∫x f∫ ∫)∫ ∫)x f)∫ ∫)s (x fs (∫ ∫s (∫ ∫x f∫ ∫s (∫ ∫)∫ ∫)s ()∫ ∫)x f)s ()∫ ∫)∫ ∫s (∫ ∫x f∫ ∫s (∫ ∫)∫ ∫)s ()∫ ∫)x f)s ()∫ ∫)2 2s (2 2x f2 2s (2 2∫ ∫2 2∫ ∫s (∫ ∫2 2∫ ∫x f∫ ∫s (∫ ∫2 2∫ ∫)∫ ∫)2 2)∫ ∫)s ()2 2)∫ ∫)x f)∫ ∫)2 2)∫ ∫)s ()∫ ∫)2 2)∫ ∫) t t(t t(2 2t t2 2(2 2(t t(2 2(t t2 2t t2 2)st t)s2 2)s2 2t t2 2)s2 22 2in2 2t t2 2in2 2 dt
x x

∫ ∫
x x

∫ ∫ 









= ( ) ( ) 
1
2

2 2(2 2(2 2sin ((n (( )n ()2 2n (2 2) c2 2) c2 2 ( )n (x Gn ()n ()x G)n ()2 2n (2 2x G2 2n (2 2)2 2)n ()2 2)x G)n ()2 2) x x(x x(2 2x x2 2(2 2(x x(2 2(2 2x x2 2) cx x) c2 2) c2 2x x2 2) c2 2−2 2−) c−2 2−x x−) c−2 2− osx xos2 2os2 2x x2 2os2 2 H x( )H x( ) La réponse B est fausse.

• G, H, sin, cos sont dérivables sur , donc F est dérivable sur  par
opérations :

F x x x G x x x H′ ′x x′ ′x x G x′ ′G x′ ′F x′ ′F x ′( )F x( )F x′ ′( )′ ′F x′ ′F x( )F x′ ′F x cos (x Gs (x G′ ′s (′ ′x G′ ′x Gs (x G′ ′x Gs (x Gs (x G′ ′s (′ ′x G′ ′x Gs (x G′ ′x Gs (′ ′s (′ ′) sx x) sx x′ ′) s′ ′x x′ ′x x) sx x′ ′x xx xinx x′ ′in′ ′x x′ ′x xinx x′ ′x x ( )G x( )G x sin (x Hn (x H ) cx x) cx xx xosx x (= (s ((s (′ ′s (′ ′(′ ′s (′ ′)s ()s (x Gs (x G)x Gs (x G′ ′s (′ ′)′ ′s (′ ′x G′ ′x Gs (x G′ ′x G)x Gs (x G′ ′x G x x) sx x+x x) sx x′ ′) s′ ′+′ ′) s′ ′x x′ ′x x) sx x′ ′x x+x x) sx x′ ′x x(x x(x x′ ′(′ ′x x′ ′x x(x x′ ′x x)′ ′)′ ′ (n ((n ()n ()n ()n ()n (x Hn (x H)x Hn (x H (x x(x x)1
′ ′

1
′ ′

2
2 2′ ′2 2′ ′co2 2co′ ′co′ ′2 2′ ′co′ ′s (2 2s (′ ′s (′ ′2 2′ ′s (′ ′s (2 2s (′ ′s (′ ′2 2′ ′s (′ ′s ((s (2 2s ((s (′ ′s (′ ′(′ ′s (′ ′2 2′ ′(′ ′s (′ ′2 2x x2 2x x G x2 2G x′ ′2 2′ ′x x′ ′x x2 2x x′ ′x x G x′ ′G x2 2G x′ ′G x( )2 2( )G x( )G x2 2G x( )G x)2 2)′ ′)′ ′2 2′ ′)′ ′ +2 2+ 2 2x x2 2x x2 2x x2 2x xn (2 2n (x Hn (x H2 2x Hn (x H ) c2 2) cx x) cx x2 2x x) cx xx xosx x2 2x xosx xn (2 2n (x Hn (x H2 2x Hn (x Hn ()n (2 2n ()n (x Hn (x H)x Hn (x H2 2x H)x Hn (x H x x) cx x−x x) cx x2 2x x−x x) cx x(2 2(x x(x x2 2x x(x x xxx)′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ 

= ( ) ( ) + ( ) ( )[ ]−[ ]−cos ((s (( )s () ) s ( ) sin c(n c( [ ]( )[ ][ ]( )[ ]2 2(2 2(2 2s (2 2s ( ) s2 2) s+) s+2 2+) s+ in2 2ins (2 2s (
1
2

2 2)2 2) (2 2(n c2 2n cs (x Gs ()s ()x G)s ()s (x Gs ()s ()x G)s ()s (2 2s (x Gs (2 2s ()s ()2 2)s ()x G)2 2)s () x x(x x(x x) sx x) s2 2x x2 2(2 2(x x(2 2(2 2x x2 2) s2 2) sx x) s2 2) s+) s+2 2+) s+x x+2 2+) s+ in2 2inx xin2 2in H x( )H x( ) x x(x x(n cx xn c)n c)x x)n c) osx xos2 2x x2 2(2 2(x x(2 2(n c2 2n cx xn c2 2n c)n c)2 2)n c)x x)2 2)n c) os2 2osx xos2 2os [ ]f x[ ][ ]( )[ ]f x[ ]( )[ ][ ]f x[ ][ ]( )[ ]f x[ ]( )[ ]

= ( ) ( )cos ((s (( )s () ) s ( )2 2(2 2(2 2s (2 2s ( ) s2 2) s+) s+2 2+) s+ in2 2ins (2 2s (s (x Gs ()s ()x G)s ()s (x Gs ()s ()x G)s ()s (2 2s (x Gs (2 2s ()s ()2 2)s ()x G)2 2)s () x x(x x() sx x) s2 2x x2 2(2 2(x x(2 2(2 2x x2 2) s2 2) sx x) s2 2) s+) s+2 2+) s+x x+2 2+) s+ in2 2inx xin2 2in H x( )H x( )

En l’absence d’hypothèse sur la dérivabilité de 
savoir si 
f 

NON
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G, H, sin, cos sont dérivables sur , donc F’ est dérivable sur , autrement
dit F est 2 fois dérivable sur , et :

F x x x f x x x f x″F x″F x( )F x( )F x sin (x Gn (x G ) cx x) cx xx xosx x ( )f x( )f x cos (x Hs (x Hs (x Hs (x Hs ( ) sx x) sx x ( )f x( )f x= − (n ((n ()n ()n (x Gn (x G)x Gn (x G ) c+) cx x) cx x+x x) cx x(x x(x x) (s ((s ()s ()s (x Hs (x H)x Hs (x H (x x(x x)2 2si2 2sin (2 2n (n ((n (2 2n ((n ( 2 2x x2 2x x f x2 2f x( )2 2( )f x( )f x2 2f x( )f x)2 2) +2 2+ 2 2x x2 2x xs (2 2s (x Hs (x H2 2x Hs (x Hs (2 2s (x Hs (x H2 2x Hs (x H x x) sx x2 2x x) sx xx xinx x2 2x xinx xx Hs (x H)x Hs (x H2 2x H)x Hs (x H x x) sx x+x x) sx x2 2x x+x x) sx x(2 2(x x(x x2 2x x(x x2 2x x2 2x x f x2 2f x( )2 2( )f x( )f x2 2f x( )f x co2 2cos (2 2s ( ) s2 2) s(2 2(x x(x x2 2x x(x x)2 2) (2 2(s ((s (2 2s ((s ()2 2)s ()s (2 2s ()s (2 22 22 2x x2 2x x2 2x x2 2x x f x2 2f x2 2f x2 2f x( )2 2( )2 2( )2 2( )f x( )f x2 2f x( )f x2 2f x2 2f x( )f x)2 2)2 2)2 2) +2 2+2 2+2 2+ 2 22 22 2x x2 2x x2 2x x2 2x xs (2 2s (2 2s (2 2s (x Hs (x H2 2x Hs (x H2 2x H2 2x Hs (x Hs (2 2s (2 2s (2 2s (x Hs (x H2 2x Hs (x H2 2x H2 2x Hs (x H ) s2 2) s2 2) s2 2) sx x) sx x2 2x x) sx x2 2x x2 2x x) sx xin2 2in2 2in2 2inx xinx x2 2x xinx x2 2x x2 2x xinx xs ()s (2 2s ()s (2 2s (2 2s ()s (x Hs (x H)x Hs (x H2 2x H)x Hs (x H2 2x Hs (x H)x Hs (x H2 2x Hs (x H)x Hs (x H ) s+) s2 2) s+) s2 2) s2 2) s+) sx x) sx x+x x) sx x2 2x x+x x) sx x2 2x x) sx x+x x) sx x2 2x x) sx x+x x) sx x

F x F x f x x x″F x″F x( )F x( )F x ( )F x( )F x ( )f x( )f x cos sx xs sx xs sx xinx x .= − (s s(s s)x xs sx x)x xs sx xx xs sx x+x xs sx x(x x(x x)4 2F x4 2F x f x4 2f x( )4 2( )F x( )F x4 2F x( )F x ( )4 2( )f x( )f x4 2f x( )f x co4 2cos s4 2s s+4 2+ s s(s s4 2s s(s s 2 1x x2 1x x)2 1) =2 1=2 2x x2 2x xs s2 2s sx xs sx x2 2x xs sx xin2 2inx xinx x2 2x xinx x(2 2( )2 2)x xs sx x)x xs sx x2 2x x)x xs sx x+2 2+x xs sx x+x xs sx x2 2x x+x xs sx x4 22 24 2s s4 2s s2 2s s4 2s s(4 2(2 2(4 2(s s(s s4 2s s(s s2 2s s4 2s s(s sca4 2ca4 24 2r4 2

F x F x f x″F x″F x( )F x( )F x ( )F x( )F x ( )f x( )f x+ =F x+ =F x( )+ =( )F x( )F x+ =F x( )F x4+ =4+ = donc F est solution de l’équation (2).

La réponse C est bonne.

Compte tenu de la question 2, les solutions de l’équation (2) sont alors :

y x x B xy x A: cy x: cy xy x: cy x A: cA os sin (x Fn (x F ): c: c n (2 2n (2 2x B2 2x Bsi2 2sin (2 2n (2 2x B2 2x B( )x B)x B2 2)2 2x B2 2x B)x B2 2x Bx B2 2x B+x B2 2x B (n ((n ((n ((n (n (2 2n ((n (2 2n ()n ()n (x Fn (x F)x Fn (x Fx Fn (x F+x Fn (x F

La réponse D est bonne.

> QCM 4 Changement de variable

• Question 1 : réponses B et C

Pour I = +[ [= +[ [= + ∞[ [∞[ [0,[ [= +[ [= +0,= +[ [= + , x tx tx t=x t ne convient pas car t tt tt tt tt t n’est pas 2 fois
dérivable en 0. La réponse A est fausse.

• Pour I = +] [= +] [= + ∞] [∞] [0,] [= +] [= +0,= +] [= + , x = et convient car ϕ : t ett et e est une bijection de 
dans I, 2 fois dérivable sur , et sa réciproque ϕ−1 : x  t x=t x= lnt xlnt x est
aussi 2 fois dérivable sur I.

La réponse B est bonne.

• ( )∀ ∈( )∀ ∈ ( )( )( ) ( )] [( )] [∈ +] [∈ +( )∈ +] [∈ + ∞] [∞( )∞] [∞ (( )( )( ))∀ ∈( )∀ ∈( ) ( )] [( )] [∈ +] [∈ +( )∈ +] [∈ +( )t z( )∀ ∈( )∀ ∈t z∀ ∈( )∀ ∈( )t z( )∀ ∈( )∀ ∈t z∀ ∈( )t y( )( )t y( ) ( )y x( )( )z x( )( )( )( )t( )( )( )( )( )( )t z( )( )t z( )( ), (( )( ), (( )( )t z( ), (( )t z( )( )t z( ), (( )t z( )( )t z( ), (( )t z( )) ,( )) ,( )( )( )( )) ,( )( )( ) ⇔ ∀) ,⇔ ∀( )) ,( )⇔ ∀( )⇔ ∀) ,⇔ ∀( )⇔ ∀ ∈ +( )∈ +) ,∈ +( )∈ +] [( )] [) ,] [( )] [∈ +] [∈ +( )∈ +] [∈ +) ,∈ +( )∈ +] [∈ +( )) ,( )( )( )( )) ,( )( )t y( )) ,( )t y( )=( )=t y=( )=) ,=t y=( )=( )t y( )) ,( )t y( )e x) ,e x( )e x( )) ,( )e x( )( )( )( )e x( )( )( )) ,( )e x( )( )( ) ⇔ ∀e x⇔ ∀) ,⇔ ∀e x⇔ ∀( )e x( )) ,( )e x( )⇔ ∀( )⇔ ∀e x⇔ ∀( )⇔ ∀) ,⇔ ∀e x⇔ ∀( )⇔ ∀( )e x( )) ,( )e x( )( )( )( )e x( )) ,( )( )( )e x( )( )( ) ⇔ ∀e x⇔ ∀) ,⇔ ∀e x⇔ ∀⇔ ∀e x⇔ ∀) ,⇔ ∀e x⇔ ∀( )e x( )) ,( )e x( )⇔ ∀( )⇔ ∀e x⇔ ∀) ,⇔ ∀( )⇔ ∀e x⇔ ∀( )⇔ ∀( )( )( )t( )( )( )) ,( )t( )( )( )( )( )( )e x( )( )( )t( )e x( )( )( )) ,( )( )( )e x( )( )( )t( )( )( )e x( )( )( ) ( ), (( )( ), (( )( )y x( ), (( )y x( )( )) l( )=( )=) l=( )= (( )() l(( )(( )z x( )) l( )z x( )(( )(z x(( )() l(z x(( )(( )z x( )n( )z x( )] [( )] [) ,] [( )] [0] [) ,] [( )] [∈ +] [∈ +( )∈ +] [∈ +) ,∈ +( )∈ +] [∈ +0∈ +] [∈ +( )∈ +] [∈ +) ,∈ +] [∈ +( )∈ +] [∈ +

Donc z yo yo y= =o y= =z y= =z yo y= =o yo yexo yo y= =o yexo y= =o yp lo yp lo y zop lzo= =p l= =o y= =o yp lo y= =o y np letp lo yp lo yeto yp lo yo y= =o yp lo y= =o yeto yp lo y= =o y , et par composition, exp et ln étant 2 fois
dérivables :

é é( )y( )y est 2 fois( )est 2 fois d r( )d ré é( )é éd ré éd r( )d ré éd rivable suré éivable sur( )ivable suré éivable sur( )] [( )] [0,] [0,( )0,] [0,é é] [é é( )é é] [é é0,é é0,] [0,é é0,( )0,] [0,é é0,+é é+] [+é é+( )+] [+é é+∞ ⇔é é⇔é é⇔ ( )d r( )d ri( )ié é( )é é( )esé ées( )esé éest 2 foé ét 2 fo( )t 2 foé ét 2 foisé éis( )isé éis d ré éd r( )d ré éd ré ézé é( )é ézé éz va( )vavvav( )vvav ble sur( )ble sur ( )

La réponse C est bonne.

Pour 
dérivable en 0. NON
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chapitre 3 : Équations différentielles corrigés

• Effectuons dans (E) le changement de variable y x z x x et( )y x( )y x lnz xlnz x .= (z x(z x) x e=x eavec

∀ ∈] [+ ∞] [+ ∞ = == = =− −carx y∀ ∈x y∀ ∈] [x y] [+ ∞] [+ ∞x y+ ∞] [+ ∞x y] [x y] [ x z= =x z= =
x

z t e
x

et t− −t t− −cat tcart tr et te] [0] [] [x y] [0] [x y] [] [x y] [0] [x y] [ 1 1t t1 1t tx y, ,x y] [x y] [, ,] [x y] [+ ∞] [+ ∞x y+ ∞] [+ ∞, ,+ ∞x y+ ∞] [+ ∞] [x y] [, ,] [x y] [ ( )x z( )x z (l= =(l= =n )= =n )= =xn )x= =x= =n )= =x= = ( )z t( )z t
1 1

( )
1 1

′ ′x z′ ′x z′ ′( )′ ′( )x z( )x z′ ′x z( )x z ′z t′z t
1 1

′
1 1

y x z x
x

z x
x

e t″ ″y x″ ″y x ′ ″z x′ ″z x( )y x( )y x″ ″( )″ ″y x″ ″y x( )y x″ ″y x (lz x(lz xn )z xn )z x z x(lz x′ ″(l′ ″z x′ ″z x(lz x′ ″z xn )z xn )z x′ ″n )′ ″z x′ ″z xn )z x′ ″z x= += += +z x= +z x= +z x= +z x″ ″= +″ ″z x″ ″z x= +z x″ ″z x(l= +(lz x(lz x= +z x(lz xn )= +n )z xn )z x= +z xn )z x −′ ″′ ″



′ ″′ ″′ ″′ ″


′ ″′ ″



′ ″′ ″′ ″′ ″


= −[ ]z t[ ]z t z t[ ]z t′ ″[ ]′ ″z t′ ″z t[ ]z t′ ″z t ′[ ]′z t′z t[ ]z t′z t( )[ ]( )z t( )z t[ ]z t( )z t( )[ ]( )z t( )z t[ ]z t( )z t ( )[ ]( )z t( )z t[ ]z t( )z t= −[ ]= −z t= −z t[ ]z t= −z t( )= −( )[ ]( )= −( )z t( )z t= −z t( )z t[ ]z t= −z t( )z t −1 1
′ ″

1 1
′ ″(l

1 1
(l′ ″(l′ ″

1 1
′ ″(l′ ″n )

1 1
n )′ ″n )′ ″

1 1
′ ″n )′ ″1 1′ ″′ ″

1 1
′ ″′ ″′ ″′ ″′ ″′ ″

1 1
′ ″′ ″′ ″2 2z x2 2z x

x2 2x
(l2 2(lz x(lz x2 2z x(lz xn )2 2n )z xn )z x2 2z xn )z x= +2 2= +

2 22 2
2

En remplaçant dans (E), on obtient :

∀ ∈ ( )[ ] + =t e∀ ∈t e∀ ∈ [ ]t z[ ][ ]t z[ ] t+ =t+ =( )t t( )t et e, (( ), (( )[ ], ([ ]t e, (t e e z, (e z( )e z( ), (( )e z( )[ ]e z[ ], ([ ]e z[ ]t t, (t t( )t t( ), (( )t t( )( )e z( )t t( )e z( ), (( )t t( )e z( )[ ]) ([ ][ ]t z[ ]) ([ ]t z[ ]−[ ]−t z−[ ]−) (−t z−[ ]− ) ([ ]) ([ ] + =) (+ =t z) (t z[ ]t z[ ]) ([ ]t z[ ] + =t z+ =) (+ =t z+ =)+ =)+ =2 2( )2 2( )t t2 2t t( )t t( )2 2( )t t( ), (2 2, (t t, (t t2 2t t, (t t( )t t( ), (( )t t( )2 2( ), (( )t t( )( )−( )t t( )−( ), (( )t t( )−( )2 2( )−( )t t( )−( ), (( )−( )t t( )−( )( )e z( )t t( )e z( ), (( )t t( )e z( )2 2( )e z( )t t( )e z( ), (( )e z( )t t( )e z( ) 0[ ]″ ′[ ][ ]t z[ ]″ ′[ ]t z[ ][ ], ([ ]″ ′[ ], ([ ][ ]) ([ ]″ ′[ ]) ([ ][ ]t z[ ]) ([ ]t z[ ]″ ′[ ]) ([ ]t z[ ] , donc z est solution de

z z z″ ′z z″ ′z z− +z z− +z z″ ′− +″ ′z z″ ′z z− +z z″ ′z z = 0 (1)

La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponse A
L’équation caractéristique de (1) s’écrit : r r2r r2r r 1 0− +r r− +r r 1 0=1 0 ( )( )C( ) .

∆ = −3, donc (C) a 2 racines conjuguées : r
i

r ret1 2r1 2r r r1 2r ret1 2et 1r r1r r
1 31 3i1 3i

21 221 2=1 2=1 2

1 3+1 3
r r=r r .

Les solutions de (1) sur  sont donc :

z e A tA tA t B tB t A Btz et: cz e: cz e A t: cA tt: ctz e: cz ez et  z e: cz et  z ez e: cz e A tosA t siB tsiB tn ,B tn ,B tB tn ,B t ,A B,A B/: c/: cz e: cz ez e: cz e 2: c2: c
3

A t
3

A t
2

3
B t

3
B t

2
n ,

2
n ,


A t


A t


A t


A tA tA tA t


A tA t


A t


A t


A tA t


A t









+


B t


B tB tn ,B t


B tn ,B t


n ,


n ,B tn ,B t


B tn ,B tB tn ,B tB tn ,B tB t


B tB t


B tB tn ,B t


B tn ,B tB t


B tn ,B t


n ,


n ,n ,


n ,B tn ,B t


B tn ,B tB t


B tn ,B t


n ,


n ,


n ,


n ,n ,n ,





n ,


n ,n ,


n ,


n ,


n ,n ,


n ,



: c: c












n ,n ,







n ,n ,


n ,n , ( ))) ∈2

ou encore :

z e t atz et: cz e: cz ez e: cz ez e: cz ez et  z e: cz et  z e os/ t t: c : cz e: cz e z e: cz et: ct t: ctz e: cz e z e: cz e: cz e: cz e z e: cz e os osos/ /: c/: c : c/: c  t a t at a t az e: cz eaz e: cz ez e: cz e z e: cz eaz e z e: cz e 2 22 22 2 2 2 t a t a2 2t a t a 2 2  2 2 t a t a2 2t a t a 2 2 : c : c2 2: c : cos os2 2os os
32 232 2 2 2 
3

 2 2 
2

t a t a+t a t at a t a2 2t a t a+t a2 2t a t a
2 22 2 2 2 


 2 2 


 


 


   2 2  2 2  2 2 


 2 2  


 2 2 


 


  


 


2 22 2 2 2 


 2 2 t a t a2 2t a t a


t a2 2t a t a


t a t a2 2t a t a


t a2 2t a t at a t a2 2t a t a


t a t a2 2t a t a


( ) ( ) 2 2( )2 2 2 2 ( ) 2 2 t a t a2 2t a t a( )t a2 2t a t a ∈  2 2 ∈ 2 2 ϕ ϕt aϕ ϕt a, ,ϕ ϕ, ,t a, ,t aϕ ϕt a, ,t at a t aϕ ϕt a t at a t aϕ ϕt a t at a, ,t a t a, ,t aϕ ϕt a t a, ,t at a, ,t a t a, ,t aϕ ϕt a, ,t a t a, ,t at a t aϕ ϕt a t at a t aϕ ϕt a t at a t a2 2t a t aϕ ϕt a2 2t a t at a t a2 2t a t aϕ ϕt a2 2t a t at a t a2 2t a t a


t a2 2t a t aϕ ϕt a t a2 2t a t a


t a t a2 2t a t a


ϕ ϕ


t a


t aϕ ϕt a


t at a t a


t a t aϕ ϕt a


t a t at a t a


t a t aϕ ϕt a t a


t a t at a t at a t aϕ ϕt at a t at a t a2 2t a t at a2 2t a t aϕ ϕt a t a2 2t a t at a t a2 2t a t at a t a2 2t a t a


t a2 2t a t at a t a2 2t a t a


t a t a2 2t a t aϕ ϕt a t a2 2t a t a


 t a2 2t a t at a2 2t a t a


t a t a2 2 t a


ϕ ϕ


t a


t at a


t aϕ ϕt at a


t at a t a


t a t at a


t a t aϕ ϕt a t a


t a t at a t a


t a t at a t a


t a t at a t a


t a t aϕ ϕt a t a


 t at a t a


t a( )ϕ ϕ( ), ,( ), ,ϕ ϕ, ,( ), ,t a, ,t a( )t a, ,t aϕ ϕt a( )t a, ,t a ( ) ϕ ϕ ( ) t a t a( )t a t aϕ ϕt a( )t a t a, , , ,( ), , , ,ϕ ϕ, ,( ), , , ,t a, ,t a t a, ,t a( )t a t a, ,t aϕ ϕt a, ,t a t a, ,t a( )t a, ,t a t a, ,t a 2 2 ( ) 2 2 ϕ ϕ ( ) 2 2 t a t a2 2t a t a( )t a2 2t a t aϕ ϕt a t a2 2t a t a( )t a t a2 2t a t a

et les solutions de (E) sur ]0, + ∞[ sont alors :

y xy x x A x B x A B: c: cy x: cy xy x x A: cx Ax A os ln sin ln ln ln ln ,x An ,x An ,x An ,x An ,x An ,x A,: c: c
3

2
3

n l
3

n l
2











x B


x B


x B


x Bx Bx Bx B


x Bx B


x B


x B


x Bx B


x Bx B+x B


n l


n l


n l


n ln ln ln l


n ln l


n l


n l


n ln l


n l


x A


x Ax An ,x A


x An ,x A


n ,


n ,x An ,x A


x An ,x Ax An ,x Ax An ,x Ax A


x Ax A


x Ax An ,x A


x An ,x Ax A


x An ,x A


n ,


n ,n ,


n ,x An ,x A


x An ,x Ax A


x An ,x A




x Ax Ax A: cx Ax A: cx A












x Ax An ,n ,x An ,x Ax An ,x A







n ,n ,


n ,n , (x A(x A ))) ∈2

ou encore :

y xy x x x: c: cy x: cy xy x x x: cx xx xosx xln  x x x xx x x x  x x x x: c : c: c : c x x: cx x x x: cx xx xosx x x xosx xln lnx xlnx x x xlnx x: ca: c: c : ca: c : c
3

 
3

 
2

2 + 


 


 x x x x


x x x x


x x


x xx x x x


x x x xx x x xx x x x 


  


 x x x x


x x x xx x


x x x x


x x


x xx x


x xx x x x


x x x xx x


x x x x


 


 


 


  


 


( ) ( ) a a( )a a ∈ ϕ ϕ, ,ϕ ϕ, , ϕ ϕ , , , ,ϕ ϕ, , , ,ϕ ϕ ϕ ϕ  


 ϕ ϕ 


 


ϕ ϕ


 


 ϕ ϕ 


   ϕ ϕ   


  


 ϕ ϕ  


 


ϕ ϕ


 


  


 ϕ ϕ  


 ( )ϕ ϕ( ), ,( ), ,ϕ ϕ, ,( ), ,a, ,a( )a, ,aϕ ϕa( )a, ,a ( ) ϕ ϕ ( ) a a( )a aϕ ϕa( )a a, , , ,( ), , , ,ϕ ϕ, ,( ), , , ,a, ,a a, ,a( )a a, ,aϕ ϕa, ,a a, ,a( )a, ,a a, ,a

La réponse A est bonne, les réponses B, C et D sont fausses.
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• Question 3 : réponses A et C

• On a f ′ = f o ψ avec ψ :: x
x


1

dérivable sur ]0, + ∞[ à valeurs dans
]0, + ∞[.

f est dérivable sur ]0, + ∞[, donc par composition f ′ est dérivable sur ]0, + ∞[,
et par conséquent f est 2 fois dérivable sur ]0, + ∞[. De plus :

f x f
x x

f x
x

″ ′f″ ′ff x″ ′f x( )f x( )f x( )f x( )f x″ ′( )″ ′f x″ ′f x( )f x″ ′f x
( )f x( )f x

= 







x xx x



x xx xx xx x

−
x xx x



x xx xx xx x








= −
1 11 1


1 1

 1 1


1 1



2 2x2 2x2 22 22 2
donc x f x f2x f2x f 0″( )x f( )x f ( )x( )x+ =x f+ =x f ( )+ =( )x( )x+ =x( )x et f est solution

de (E).
La réponse A est bonne.

• Réciproquement, si f est solution de (E) :

f x
x

x B A xA xA xf x′f x( )f x( )f x cos ls ls ln sx Bn sx B A xn sA xA xinA xlnA xlnA x= += += +( )( )A B( )A B= +( )= +A B= +A B( )A B= +A B


s l


s l


s l


s ls ls ls l


s ls l


s l


s l


s ls l


s l


x B


x Bx Bn sx B


x Bn sx B


x Bn sx B


x Bn sx Bx Bn sx Bx Bn sx Bx B


x Bx B


x Bx Bn sx B


x Bn sx Bx B


x Bn sx B


x Bn sx B


x Bn sx Bx B


x Bn sx Bx B+ −x Bx Bn sx B+ −x Bn sx B( )( )x B( )x B A x( )A xA x( )A xn s( )n sx Bn sx B( )x Bn sx B A xn sA x( )A xn sA xA xn sA x( )A xn sA x+ −( )+ −x B+ −x B( )x B+ −x Bn s+ −n s( )n s+ −n sx Bn sx B+ −x Bn sx B( )x B+ −x Bn sx B


A x


A x


A x


A xA xA xA x


A xA x


A x


A x


A xA x


A x












= += +













1
2

( )3( ) 3
s l

3
s l

2
A x( )A x3A x( )A xA xn sA x( )A xn sA x3A x( )A xn sA x

3
A x

3
A x

2














et f
x x

A x B xB xB x
x

1 1 3
2

3
B x

3
B x

2
1







1 11 1



1 11 1


1 11 1


=















B x


B x


B x


B xB xB xB x


B xB x


B x


B x


B xB x


B x


































A xcoA xs ls lA xs lA xA xs lA xA xs lA x

3
s l

3
A x

3
A xs lA x

3
A xs lA xs lA x


s l


A x


A xs lA x


A xA x


A xs lA x


A xA xA xs lA xA xA x


A xA x


A xs lA xA x


A xA x


A xA x


A xs lA xA x


A xn sB xn sB xn sA xn sA x


n s




n s


n s





n s





n s


−n s− inB xinB xlnB xlnB x lncar 














= − ln x

f est solution de (P) si et seulement si :

1
2
1
2

3
A

B
A B

( )( )3( )3A B( )A BA B+A B( )A B+A B =

( )( )3( )3B A( )B AB A−B A( )B A−B A = −

























⇔ =A B⇔ =A B

La réponse B est fausse.

f x B xB x x xx x B( )f x( )f x cos ls ls ls ln sx xn sx xx xn sx xinx xinx xlnx xlnx x=


s l


s l


s l


s ls ls ls l


s ls l


s l


s l


s ls l


s l


x xn sx x


x xn sx xx xn sx x


x xn sx x


x xn sx x


x xn sx xx xn sx xx xn sx x




x xn sx x


x xn sx xx x


x xn sx xx xn sx x


x xn sx xx x


x xn sx x


x xn sx x


x xn sx xx x


x xn sx x+x xn sx x+x xn sx x


x x


x x


x x


x xx xx x




x x


x xx x


x x


x x


x xx x


x x

































 =2

3
2

3
s l

3
s l

2
1
2

3
2

2B x x xn sx xcos ln sx xn sx xs l


s ls l


s ls l


s l x xn sx x


x xn sx xx xn sx x


x xn sx xx x


x xn sx xx xn sx x x xx xcox xs ls lx xs lx xx xs lx xs lx xs lx xx xnx x
3

s l
3

s l
2 6

−


s l


s lx xs lx x


x xs lx x


x xs lx x


x xs lx xx xs lx xx xs lx xs l


s ls l


s lx xs lx x


x xs lx xx x


x xs lx x


x xs lx x


x xs lx xx x


x xs lx x








π

Les solutions de (P) sont donc :

f x x af x: cf x: cf x a x: ca xa x: ca xf x: cf x os ln ,x a,x a    x a x ax a x a x a x a: c : ca x: ca x a x: ca xa x: ca x a x: ca x: cos osos ln ln x a,x a x a,x a
3

 
3

 
2 6

x a x a−x a x a


 


 


 


 


   


  


 


 


  


 



 


 x a x a


x a x a


x a


x ax a x a


x a x ax a x a


x a x ax a x ax a x a 


  


 x a x a


x a x ax a


x a x a


x a


x ax a


x ax a x a


x a x ax a


x a x ax a x a


x a x ax a x a


x a x a ∈ 

π
 

π
 

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

f
NON
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énoncés
> QCM 1: Courbes paramétrées

(d’après EPL 1991)
Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct ( , , )O i j

→ →
d’axes (x′x) et (y′ y).

 est la courbe de représentation paramétrique :
x a t

y a t

=

=







cos

sin

3

3

 est la courbe de représentation paramétrique :
x

u
u

y
u

u

=
+
−

=
−










2
1

2
1

2

2

• Question 1
Un segment [AB] varie de façon à ce que A x x∈( )′ , B y y∈( )′ et AB = a (a > 0 fixé).
C est le point tel que OACB soit un rectangle. On note t une mesure de l’angle
( , ) (mod )i OC
→

2π , et M le projeté orthogonal de C sur [AB].

A Le point C a pour coordonnées ( c , sin ),a t( ca t( cosa tos a t, sa t, sina tin donc AB a pour

coordonnées ( c , sin ).− −, s− −, s( c− −( ca t( ca t( cosa tosa t( ca t( cosa tos− −a t− −( c− −( ca t( c− −( cos− −osa tos− −os a t, sa t, sina tin

B Une équation de (AB) est : (cos ) (sin ) s sint x) (t x) ( t yn )t yn )t yn )t yn ) a tcoa tcos sa ts s t) (sin )) (t x) ( t yn )t yn )+ −) (+ −) (si+ −sin )+ −n )t y+ −t yn )t yn )+ −n )t yn ) = 0.

C  est le lieu de M.

D Pour t k k≠ ∈≠ ∈t k≠ ∈t k
π
2

≠ ∈( )k( )k≠ ∈( )≠ ∈k≠ ∈k( )k≠ ∈k( )( ), (AB) est tangente à  en M.

• Question 2
On note M(t) le point de  de paramètre t.

A  est de période 2π, donc il suffit d’étudier  pour t ∈[ , ]0 2[ ,0 2[ , π , puis

d’utiliser des translations pour compléter .

B Il suffit d’étudier  pour t ∈













0,
4
π

, puis d’utiliser 2 symétries pour

compléter .

La tangente en M(0) est :

C (x′x)

D (y′y)
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• Question 3
On note M(u) le point de  de paramètre u.

A M
u
1














est le symétrique de M(u) par rapport à Ω ( , )( ,−( ,1 0( ,1 0( , , donc il

suffit d’étudier  pour u ∈ −] [∈ −] [∈ −] [1 1] [] [,  ] [] [1 1] [,  ] [1 1] [, puis d’utiliser une symétrie pour

compléter .

B Il existe 2 valeurs α et β de u telles que x u′x u′x u( )x u( )x u = 0 , avec α βα β< −α βα β< <α βα β1 0α βα β< <α β1 0α β< <α β.

 admet pour asymptotes les droites d’équation :

C y x= −y x= −y xy x= −y x(y x(y xy x= −y x(y x= −y x )2
3

y x
3

y x 1

D y = 2x

• Question 4
Soit Γ la courbe d’équation : − + + − + =4 4 3 8 4 02 2x xy y x y .

A Si Γ est une conique, c’est une ellipse.

B  = − { }Γ= −Γ= − { }O{ }

Pour u ∈ −] [1 1, , la représentation graphique de  est :

C
y

x0

2/3−1

−2

−2

D
y

x

0

2/3−1

−2

−2
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> QCM 2 Autour de la cardioïde

Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct O i j, ,
→ →



 Soit a ∈ +

* .
On appelle cardioïde la courbe  d’équation polaire :

r a= +( )1 cosθ

Soit u i j
→ → →

= ( ) + ( )( ) cos sinθ θ θ et M(θ) le point de  de paramètre θ :

OM r u( ) ( ) ( )θ θ θ=
→

• Question 1

A On peut se contenter d’étudier  pour θ πθ π∈θ π[ ]θ π[ ]θ π[ ]0,[ ]θ π[ ]θ π0,θ π[ ]θ π , puis utiliser une symé-

trie pour compléter .

B Si, pour θ π≠θ π≠θ π[ ]θ π[ ]θ π0θ π0 θ π , on note V l’angle u
dM
d

→











 [ ]( ),( )θ( )

θ
[ ]π[ ], alors :

tan tanVn tVn t= += += +n t= +n tan= +an = += +


= +


= += += +

= += += += +


= +


= += +


= + 






θ π
2 2

C Il y a exactement 2 points de  où la tangente à  est parallèle à (Oy).

D M(0) est un point singulier.

• Question 2
La représentation graphique de  est :

A y

x

0

2a

B
y

x

2a0

a
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Soit Dθ la droite passant par O dirigée par u
→

( )θ , et C1 le cercle d’équation
polaire :

r a= cosθ

C Dθ coupe  en 2 points M et M′ tels que MM a′ = , et le cercle

C1 en un point I ≠ O.

D I est le milieu de [ ]MM[ ]MM ′[ ]′ .

• Question 3
Soit  une parabole de foyer O et directrice D, et soit K le projeté orthogonal de
O sur D.

A Le paramètre p de  est tel que OK p= 2 .

B Le sommet de  est le milieu de [OK].

C Une équation polaire de  est : r p= +r p= +r p ( )= += += += += += + 1 c= +1 c= + os θ α−θ α− .

D M OM KM OM KM O MM KMM K∈ ⇔M O∈ ⇔M OM K=M KM OM OM O∈ ⇔M OM O∈ ⇔M OM O∈ ⇔M O

• Question 4
Soit A le point de coordonnées (a, 0), et C le cercle de centre A passant par O.
On cherche l’ensemble Γ des sommets S des paraboles  de foyer O passant
par A.

A Soit  est une parabole de foyer O et directrice D :

A ∈ ⇔∈ ⇔∈ ⇔∈ ⇔ D CD CesD CD Ct taD Cngente au cercleD Cngente au cercleD C

Pour M ∈ C, on note θ π= 



 [ ]

→
i AM, 2 , D la tangente en M à C, et K le projeté

orthogonal de O sur D.
On a :

B OK a u= +a u= +a u(a u(a u= +(= +a u= +a u(a u= +a u) →
1 ca u1 ca u= +1 c= +a u= +a u1 ca u= +a ua uosa u ( )θ θa uθ θa u)θ θ)a u)a uθ θa u)a u ( )θ θ( )

C OK a u= −a u= −a u(a u(a ua u= −a u(a u= −a u) →
1 ca u1 ca ua u= −a u1 ca u= −a ua uosa u ( )θ θa uθ θa u)θ θ)a u)a uθ θa u)a u ( )θ θ( )

D Γ est la cardioïde .



74

énoncés
> QCM 3 Inverse d’une courbe

(d’après EPL 2009)

Le plan P est rapporté à un repère orthonormé direct O i j, ,
→ →



 .

On note P P O* = − { } .
Soient les points F et F’ tels que O soit le milieu de F F ′[ ] et FF a a′ = >2 0( ),
F étant d’abscisse positive.
Soit La l’ensemble des points M du plan tels que MF MF a× =′ 2.

• Question 1
Une équation cartésienne de La est :

A a x
2 2 2a x2 2a x2( )x y( )x y2 2( )2 2x y2 2x y( )x y2 2x yx y+x y( )x y+x y2 2+2 2( )2 2+2 2x y2 2x y+x y2 2x y( )x y+x y2 2x y = −a x= −a x= −2= −2 ( )a x( )a x y( )y2 2( )2 2a x2 2a x( )a x2 2a x 2( )2= −( )= −a x= −a x( )a x= −a x B a y

2 2 2a y2 2a y2( )x y( )x y2 2( )2 2x y2 2x y( )x y2 2x yx y+x y( )x y+x y2 2+2 2( )2 2+2 2x y2 2x y+x y2 2x y( )x y+x y2 2x y = −a y= −a y= −2= −2 ( )a y( )a y x( )x2 2( )2 2a y2 2a y( )a y2 2a y 2( )2= −( )= −a y= −a y( )a y= −a y

Une équation polaire de La est :

C ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 22 22 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θρ θ=ρ θ(ρ θ(ρ θ2 2(2 2ρ θ2 2ρ θ(ρ θ2 2ρ θ)ρ θaρ θρ θ2 2ρ θaρ θ2 2ρ θρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θaρ θ2 2ρ θ2 2ρ θρ θcoρ θρ θ2 2ρ θcoρ θ2 2ρ θρ θsρ θρ θ2 2ρ θsρ θ2 2ρ θ D ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 22 22 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θρ θ=ρ θ(ρ θ(ρ θ2 2(2 2ρ θ2 2ρ θ(ρ θ2 2ρ θ)ρ θaρ θρ θ2 2ρ θaρ θ2 2ρ θρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θaρ θ2 2ρ θ2 2ρ θρ θsiρ θ2 2si2 2ρ θ2 2ρ θsiρ θ2 2ρ θρ θ2 2ρ θnρ θ2 2ρ θ

• Question 2
Soit Γa la courbe d’équation polaire :

ρ θ= ( )a 2 2cos

Soit u i j
→ → →

= ( ) + ( )θ θ θcos sin , et M(θ) le point de Γa de paramètre θ :

OM u( ) ( )θ ρ θ θ=
→

A On peut se contenter d’étudier Γa pour θ
π

∈













0
4

, , puis utiliser

trois symétries pour compléter Γa.

B Γa est symétrique par rapport à O, donc La aLa aL = Γa a= Γa a.

C En M(0), la tangente à Γa est (Ox).

D Γa admet la droite d’équation y = x comme tangente, et se situe

au-dessus de cette tangente.
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• Question 3
On définit  par ( )M M= ′ tel que :

les points , , sont sur la m me demi-droite issue dO M M ′ ê ee O
OM OM× =



 ′ 1

A  est une application de P dans lui-même.

B  est une bijection de P * dans P *, et   −  = 1 1 .

C  est l’application de P * dans P * qui au point M d’affixe z fait

correspondre le point M′ d’affixe z
z

′ =
1

.

D  admet un unique point invariant.

• Question 4
On considère la courbe Ca d’équation :

x y a2 2 22− =

A Ca est une hyperbole équilatère de foyers F et F ′.

B Ca est une hyperbole équilatère dont les directrices passent

par F et F ′.

C Une équation polaire de Ca est :

ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θρ θ2ρ θ2 222 2ρ θ2 2ρ θ2ρ θ2 2ρ θρ θcoρ θρ θ2 2ρ θcoρ θ2 2ρ θρ θsρ θρ θ2 2ρ θsρ θ2 2ρ θ(ρ θ(ρ θ2 2(2 2ρ θ2 2ρ θ(ρ θ2 2ρ θ)2 2)2 2= a2 2a2 2

D  C LC L1C L1C L1

2

1

2














C L


C L


C LC LC L


C LC L


C L




C L=C L
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> QCM 4 Géométrie de l’espace et

coniques
L’espace est rapporté au repère orthonormé direct O i j k, , ,

→ → →



 . On note P le

plan O i j, ,
→ →



 .

Soit a > 0. On considère les droites :

D : y z a= + = 0

D ′ : x z a= − = 0

Soit M un point de D d’abscisse λ, M′ un point de D′ d’ordonnée µ (λ et µ étant

de même signe), et H le point d’intersection de (MM′) avec le plan P.

• Question 1

A D D∩ =D D∩ =D D ∅′∩ =′∩ = , donc D est parallèle à D′.

Les équations paramétriques de la droite (MM′) sont :

B

x t
y t

z a t

t
x t= −x t
y t=y t

= +z a= +z a (= +(= + )























∈( )
λ λx tλ λx tx t= −x tλ λx t= −x t

y tµy t

1 2= +1 2= +
 C

x t
y t

z a t

t
x t= +x t
y t=y t

= −z a= −z a (= −(= − )























∈( )
λ λx tλ λx tx t= +x tλ λx t= +x t

y tµy t

2 1t2 1t= −2 1= −t= −t2 1t= −t



D H a pour coordonnées
µ λ
2 2

0, ,
2 2

, ,
2 2













 .

• Question 2
Soit Sa la sphère de centre O et de rayon a, et Γ l’ensemble des points H tels que

(MM′) soit tangente à Sa.
La distance d’un point A à une droite passant par B et dirigée par u

→
est :

A
AB u

u

. →

→
B

u

AB u∧
→

→

C (MM′) est tangente à Sa si et seulement si λµ = 2 2a .

D Γ est une hyperbole du plan P d’équation xy = a2 dans

le repère O i j, ,O i, ,O i
→ →














 














 .
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• Question 3
On prend dans cette question λ µ= = a.
Soit Σ la sphère de diamètre MM ′[ ], et Q le plan contenant O, M et M ′.
Soit  l’intersection de Σ et Q, et  la projection orthogonale de  sur le plan P.

A L’intersection d’une sphère et d’un plan est toujours un cercle.

B La projection orthogonale d’un cercle sur un plan est toujours une ellipse.

C  a pour équations dans O i j, ,O i, ,O i
→ →














 














 :

x y z ax ay a
x y z

2 2x y z2 2x y z2 2ax2 2ax ay2 2ay a2 2a 0

0

+ +x y z+ +x y z2 2+ +2 2x y z2 2x y z+ +x y z2 2x y z − − −ax− − −ax ay− − −ay =
− +x y z− +x y z =












D  a pour équation dans O i j, ,O i, ,O i
→ →














 














 : x y ax ay a2 2x y2 2x y 2 0x y+x y2 2+2 2x y2 2x y+x y2 2x y − − −ax− − −ax ay− − −ay = .

• Question 4

Soit a la courbe du plan P d’équation dans O i j, ,
→ →



 :

x y xy
a

x
a

y
a2 2

2

2 2 2
0+ − − − − =

A Si a est une conique, sa nature dépend de a.

B Soit r la rotation d’angle
π
4

, ′ 













 














→ →→ →i r′i r′ =i r= i , ′ 














 














→ →→ →j r′j r′ =j r= j .

L’équation de a dans le repère orthonormé O i j, ,O i, ,O i′ ′j′ ′j













 














→ →

est :

x y a xa x a′ ′x y′ ′x y ′2 2x y2 2x y′ ′2 2′ ′x y′ ′x y2 2x y′ ′x y 23 23 2x y3 2x y a x3 2a xa x3 2a xx y3 2x y a x3 2a x2 23 22 2′ ′2 2′ ′3 2′ ′2 2′ ′ 0x y+ −x yx y2 2x y+ −x y2 2x y′ ′2 2′ ′+ −′ ′2 2′ ′x y′ ′x y2 2x y′ ′x y+ −x y2 2x y′ ′x y3 2+ −3 2x y3 2x y+ −x y3 2x y2 23 22 2+ −2 23 22 2x y2 2x y3 2x y2 2x y+ −x y3 2x y2 2x y′ ′2 2′ ′3 2′ ′2 2′ ′+ −′ ′3 2′ ′2 2′ ′x y′ ′x y2 2x y′ ′x y3 2x y2 2x y′ ′x y+ −x y′ ′x y2 2x y′ ′x y3 2x y′ ′x y2 2x y′ ′x y − =a− =a

a a pour représentation graphique dans le repère O i j, ,
→ →



 :

C

x

y

0

x′
y′

a

Ω

D

x

y

0

x′
y′

a

Ω



corrigés

78

> QCM 1 Courbes paramétrées

• Question 1 : réponses C et D

• t i OCt i=t it it it it it it it it i

t it it it it it it it it it it it it i
t it i 














 [ ]

→
, [ ]2[ ][ ]π[ ] donc OC a u t=

→
où u t

→
est le vecteur unitaire d’angle

polaire t :

u
t
t

t
→ cos

sin
donc C

a t
a t
a tcoa ta tsa t

sia tsia ta tna t
, A

a ta tcoa ta tsa t
0

, B
a t

0

sia tsia ta tna t
et

AB
a t
a t

−a tcoa ta tsa t
sia tsia ta tna t

La réponse A est fausse.

• Déterminons l’équation de la droite (AB) :

M x y AB AM A( ,M x( ,M x ) (y A) (y A ) (B A) (B A , )M A, )M AB, )B∈ ⇔y A∈ ⇔y AB A∈ ⇔B Ay A) (y A∈ ⇔y A) (y A ) (∈ ⇔) (B A) (B A∈ ⇔B A) (B A =d t) (d t) (B A) (B Ad tB A) (B Aéd téd t) (d t) (é) (d t) (B A) (B Ad tB A) (B AéB Ad tB A) (B A 0

x a t a t
y a t
cos ct as ct a os

sin
∈ ⇔

− −x a− −x a co− −cos c− −s ct as ct a− −t as ct a
= 0

Une équation de (AB) est donc :
sin cos s sint xn ct xn c t y a tcoa tcos sa ts s t( )t x)t xn ct xn c)n ct xn c+n c+n c(n c(n c )t y)t y − =s s− =s sin− =ina t− =a tcoa tco− =coa tcos sa ts s− =s sa ts s t− =tn cosn ct xn c t yn cn c(n c t y)t y 0

La réponse B est fausse

• Cherchons les coordonnées de M, projeté orthogonal de C sur (AB) :

Soit M
x
y

. En remarquant que AB u
t
t

⊥
→ sin

cos
:

( )
( ) ( )

( )1  ( ) colin aireCM AB
M A( )M A( )( )B( )

CM u
M A( )M A( )( )B( )

⊥
M A∈M A










 ⇔

M A∈M A













én aén a à
→

( )

cos sin

sin c

sin cos

( )1  ( ) ⇔⇔
− =co− =cos s− =s s

− =si− =sin c− =n c

( ) +n c+n c(n c(n c )

x a− =x a− =t ts st ts sint tint ts st ts ss s− =s st ts s− =s s

y a− =y a− =t tn ct tn cost tost tn ct tn cn c− =n ct tn c− =n c

t xn ct xn ct xn ct xn c)t x)n c)n ct xn c)n c t y)t y)

λt tλt ts st ts sλs st ts s

λt tλt tn ct tn cλn ct tn c

− =−− =−





















 a t− =a t− =t− =t− =a tcoa t− =a t− =co− =a t− =s s− =s s− =a ts sa t− =a t− =s s− =a t− =in− =in− =

( )∈( )∈
0

( )λ( )( )( )

( )

sin c

s sin

sin cos s
( )1  ( )

sin c
⇔⇔

= +n c= +n c

= +s s= +s s

( )

x tsix tsix tsix tsin cx tn c= +x t= +si= +six tsi= +sin c= +n cx tn c= +n c= +x t= + a tn ca tn cosa tos

y tcoy tcos sy ts s= +y t= +co= +coy tco= +cos s= +s sy ts s= +s s= +y t= + a ts sa ts sina tin

t an ct an cn ct an c+t a+n c+n ct an c+n c t

λx tλx t= +x t= +λ= +x t= +
λy tλy t= +y t= +λ= +y t= +

λ iniini s sin

cos cos si

t tcot tcos st ts sa ts sa ts sina tin

t as ct as c t tsit tsint tn

+ +s s+ +s st t+ +t tcot tco+ +cot tcos st ts s+ +s st ts st t+ +t t(t t(t t(t t(t tt t+ +t t(t t+ +t t )
− =s c− =s cos− =oss ct as c− =s ct as c t t− =t tsit tsi− =sit tsint tn− =nt tn


























 λt tλt tt t+ +t tλt t+ +t t

(2)0

( ) cos sin( )2( ) ⇔ +( )2 2( )2 2( )⇔ +( )⇔ + ⇔ =λ λs sλ λs sinλ λins sλ λs sλ λ⇔ +λ λ⇔ +( )λ λ( )si( )siλ λsi( )si 2 2( )2 2λ λ2 2( )2 2⇔ +( )⇔ +λ λ⇔ +( )⇔ +si⇔ +si( )si⇔ +siλ λsi( )si⇔ +sin c⇔ +n c( )n c⇔ +n cλ λn c( )n c⇔ +n c2 2⇔ +2 2( )2 2⇔ +2 2λ λ2 2( )2 2⇔ +2 2n c2 2n c⇔ +n c2 2n c( )n c⇔ +n c2 2n cλ λn c2 2n c⇔ +n c2 2n c( )n c2 2n c⇔ +n c2 2n c = −λ λ= − ⇔ =λ λ⇔ =( )λ λ( )t t( )λ λ( )n c( )n cλ λn c( )n ct tn cλ λn c( )n cos( )osλ λos( )ost tosλ λos( )os2 2( )2 2λ λ2 2( )2 2t t2 2λ λ2 2( )2 2n c2 2n c( )n c2 2n cλ λn c( )n c2 2n ct tn c2 2n c( )n c2 2n cλ λn c2 2n c( )n c2 2n cos2 2os( )os2 2osλ λos( )os2 2ost tos2 2os( )os2 2osλ λos2 2os( )os2 2osn c⇔ +n c( )n c⇔ +n cλ λn c( )n c⇔ +n ct tn c⇔ +n c( )n c⇔ +n cλ λn c⇔ +n c( )n c⇔ +n c2 2⇔ +2 2( )2 2⇔ +2 2λ λ2 2( )2 2⇔ +2 2t t2 2⇔ +2 2( )2 2⇔ +2 2λ λ2 2⇔ +2 2( )2 2⇔ +2 2n c2 2n c⇔ +n c2 2n c( )n c⇔ +n c2 2n cλ λn c2 2n c⇔ +n c2 2n c( )n c2 2n c⇔ +n c2 2n ct tn c2 2n c⇔ +n c2 2n c( )2 2n c⇔ +n c2 2n cλ λn c⇔ +n c2 2n c( )n c2 2n c⇔ +2 2n cλ λa tλ λcoλ λcoa tcoλ λcos sλ λs sa ts sλ λs scoλ λcoa tcoλ λcos sλ λs sa ts sλ λs s t a⇔ =t a⇔ = −t a−λ λt aλ λ⇔ =λ λ⇔ =t a⇔ =λ λ⇔ = t ts st ts sint tin

M

t

x

y

O

A

C

B
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Donc M a pour coordonnées : x a t a t t a t

y a t a t t

= −x a= −x a

= −y a= −y a

coco= −co= −s ss st as st at a= −s s= −t a= −t as st a= −t a in t tcot ts ct ts ct t a ts ca t=s c= a tosa t

sisi= −si= −n sn st an st at a= −n s= −t a= −t an st a= −t a int tcot ts st ts st t as sa=s s= in

2 3t t2 3t t a t2 3a tt tcot t2 3t tcot ts c2 3s ct ts ct t2 3t ts ct t a ts ca t2 3a ts ca ta tosa t2 3a tosa t
2t t2t tt ts st t2t ts st t 333 t

Donc le lieu de M est . La réponse C est bonne.

• Pour t k≠ ∈≠ ∈t k≠ ∈t k ( )k( )k≠ ∈( )≠ ∈k≠ ∈k( )k≠ ∈k
π
2

( )( ), la tangente à  en M est dirigée par dM
dt

si dM
dt

≠ 0
→

.

dM
dt

x a t t

y a t t

′x a′x a

′y a′y a

x a= −x a

y a=y a

3x a3x a

3y a3y a

2t t2t t
2

sin ct tn ct tt tost t

sin ct tn ct t2n c2 t tost t

soit
dM
dt

t t
a t

a t
=

−

≠
3 33 3t t3 3t t =3 3=

0

AB

si3 3si3 3n ct tn ct t3 3n c3 3t t3 3t tn ct t3 3t tt tost tt t3 3t tost t3 3t t
a tcoa ta tsa t
sia tsia ta tna t

sin                    
                

t ttt ttt tcot tt tst t AB

Alors dM
dt

est colinéaire à AB et M AM A∈M A( )M A( )M AB( )B , donc (AB) est tangente à  en M.

La réponse D est bonne.

• Question 2 : réponse C

M t
x t a t

t a t
( )M t( )M t

( )x t( )x t a tcoa ta tsa t

( )t a( )t a siny

=

t a=t a

3a t3a t
3

x et y sont de période 2π, donc  est de période 2π,

et on obtient la totalité de la courbe  en prenant t dans un intervalle de
longueur 2π.

La réponse A est fausse.

• On note sD la symétrie orthogonale par rapport à une droite D.

M t
x t x t

t y
( )M t( )M t

( )x t( )x t ( )x t( )x t
( )t y( )t y( )t( )t

M t( )M t−M t( )M t
− =( )− =( )x t( )x t− =x t( )x t
t y− =t y( )− =( )t y( )t y− =t y( )t yt y−t yy

donc s M t M t( )s M( )s Mx x( )x xs Mx xs M( )s Mx xs M: (s M: (s M ) (t M) (t M )s M( )s M′s M( )s Ms Mx xs M( )s Mx xs M′s M( )s Mx xs Ms Ms M: (s M t M) (t Mt M) (t M −

On peut dès lors restreindre l’étude de l’intervalle [ ]−[ ]−[ ]π π[ ][ ],  [ ][ ]π π[ ],  [ ]π π[ ] (de longueur 2π)
à l’intervalle [0, π], puis compléter . par la symétrie s(x′x).

t et π − t sont symétriques par rapport à π
2

, et M t
x t x t

t y
( )M t( )M t

( )x t( )x t ( )x t( )x t
( )t y( )t y( )t( )t

( )π( )M t( )M tπM t( )M t
( )π( )x t( )x tπx t( )x t
( )π( )

M t( )M t−M t( )M t
− =( )− =( )x t( )x t− =x t( )x t −

t y− =t y( )− =( )t y( )t y− =t y( )t yydonc :

s M t M ty y( )s M( )s My y( )y ys My ys M( )s My ys M: (s M: (s M ) (t M) (t M )s M( )s M′s M( )s Ms My ys M( )s My ys M′s M( )s My ys Ms Ms M: (s M t M) (t Mt M) (t M π − : on peut dès lors restreindre l’étude à l’inter-

valle 0,
2
π














, puis compléter  par les symétries s y y( )y y( )y y( )′( )y y( )y y′y y( )y y et s( )x x( )x x( )′( )x x( )x x′x x( )x x .
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t et
π
2

− t sont symétriques par rapport à π
4

, et M tM t
x tx t y t

t xy

π
M t

π
M t

π

π2
2

2

M t−M tM tM t


M t


M tM tM tM tM tM tM t


M t


M tM t


M t






x t−x tx tx t


x t


x tx tx t

x tx tx tx t


x t


x tx t


x t






=

−






t xt x


t x


t xt xt x

t xt xt xt x


t x


t xt x


t xt x=t x

( )y t( )y t

( )t( )t

donc : s M t M t∆s M∆s Ms M: (s M: (s Ms M: (s M )t M)t Mt Mt M
π
2

−













avec ∆ : y xy x=y x .

On peut dès lors restreindre l’étude à l’intervalle 0,
4
π














, puis compléter 

par les 3 symétries s∆, s y y( )y y( )y y( )′( )y y( )y y′y y( )y y et s( )x x( )x x( )′( )x x( )x x′x x( )x x .

La réponse B est fausse.

• M
a

( )( )0( )
0

et dM
dt

( )0 0( )0 0( )0 0=0 0
→

d’après la question 1, donc M(0) est un point

stationnaire.

Notons A MA M=A M( )( )0( ). La droite (AM ) a pour coefficient directeur :

m t
y t y
x t x

( )m t( )m t
( )y t( )y t ( )
( )x t( )x t ( )

=
−
−

( )0( )
( )0( )

m t
a t

a t
t

t t

t

( )m t( )m t
sia tsia ta tna t sin

cos ct ts ct t

sin
s

= ( )a t( )a ta tcoa t( )a tcoa ta tsa t( )a tsa t −( )−
=

( )t t)t tt ts ct t)t ts ct t( )t t( )t t t( )tt ts ct t( )t ts ct tt tost t( )t tost t co( )cos( )s+ +( )+ +t+ +t( )t+ +tco+ +co( )co+ +cos+ +s( )s+ +s

=

3a t3a t

( )3( )a t( )a t3a t( )a t

3

( )2( )t t( )t t2t t( )t t1 1t t1 1t tco1 1cos c1 1s ct ts ct t1 1t ts ct t( )1 1( ) t ts ct t−t ts ct t1 1t t−t ts ct t(1 1( ( )1( )
iniini

cos

t
t

t
t















 
















− −













 














 ( )co( )cos c( )s ct t( )t ts ct ts c( )s ct ts cost tos( )ost tos+ +( )+ +t t+ +t t( )t t+ +t ts ct ts c+ +s ct ts c( )s c+ +s ct ts cost tos+ +ost tos( )os+ +ost tos

2

2 ( )2( )s c( )s c2s c( )s c
1 ( )1( )

lim
sin

t

t
t→















=
0

1 et lim
cos

t

t
t→















=
0 2

1 1co1 1cos1 1st1 1t−1 1− 1 1

1 1



2
donc lim ( )

t
m tm (m tm (

→
=

0
0

La tangente à  en M(0)a pour coefficient directeur lim
t

m t
→ 0

( )m t( )m t , donc :

la tangente à  en M(0) est (x′x).

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

• Question 3 : réponse A

• ∀ ∈ − −{ }− −{ }− −u∀ ∈u∀ ∈ { }1 1{ }{ },{ }{ }1 1{ },{ }1 1{ } : M u
x u

u
u

y u
u

u

(M u(M u)
=

+
−

=
−

( )x u( )x u

( )y u( )y u

2
1

2
1

2

2
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et M
u

x
u

u

u

u u
u

y
u

u

u

1

1
1

2

1
1

2u u2u u
1

1
2

1

2

2

2

2





























=
+

−
=

+u u+u u
−















=
−−−

=
−

= −
1

2
1 2

u
u

y u( )y u( )y u

Le milieu de M u M
u

( )M u( )M u ,
1




























a pour coordonnées

1
2

1
2

x u x
u

y u y
u

( )x u( )x u

( )y u( )y u

+ 



























= −

+ 



























=

1
1

1
0

donc M
u
1














est le symétrique de M(u) par rapport à Ω −( )1 0,1 0,1 0 .

Pour u ∈ −] [∈ −] [∈ − − { }] [1 1] [ { }0{ }] [,  ] [] [1 1] [,  ] [1 1] [ , 1
u

décrit. ] [−∞ − ] [+ ∞[, ,∪ ], ,] [, ,[1 1∪ ]1 1] [1 1[1 1∪ ] [1 1 , donc il suffit d’étudier

 pour u ∈ −] [∈ −] [∈ −] [1 1] [] [,  ] [] [1 1] [,  ] [1 1] [ , puis de compléter par la symétrie par rapport à Ω, sauf
pour M(0).

La réponse A est bonne.

• dM
du

x u
u u u u

y u

x u′x u′x u

′y u′y u

( )x u( )x u( )x u( )x u( )x u( )x u

( )y u( )y u

= −
+ +u u+ +u u

( )u( )u −( )−
= −

u u−u u( )( )
( )u( )u

= −

2u u2u u

( )2( )2 ( )2( )2

4 1+ +4 1+ +u u+ +u u4 1u u+ +u u

1 1( )1 1( ) ( )1 1( )u( )u1 1u( )u −( )−1 1−( )−
2

1 1
2 ( )2( )1 1( )2( )

2

α βu uα βu uα βu uα βu uα βu uα βu u)α β)u u)u uα βu u)u u −α β−(α β(u u(u uα βu u(u u

2

( )uuu( )uuu2( )2 1( )1+( )+

( )u( )u2( )2 1( )1−( )−

avec
α

β

= − − −

= − + −













2 32 3− −2 3− −− −2 3− −3 7

2 32 3+ −2 3+ −+ −2 3+ −0 3

− −− −

+ −+ −

,3 7,3 7

,0 3,0 3

α βα β< −α β1 0α β1 0α β< <1 0< <α β< <α β1 0α β< <α β La réponse B est fausse.

• lim ( )
u

x um (x um (
→ − +

= −∞
1

et lim ( )
u

y um (y um (
→ − +

= +∞
1

donc  admet une branche infinie au

voisinage de −1.

y
x

u
u u

( )u( )u =
+

→ −
→ −

2
2

2
1

donc  admet une direction asymptotique y xy x= −y x2y x2y x

u u
( )y x( )y x+( )+y x+y x( )y x+y x =

−
→ −
→ −

( )2( )y x( )y x2y x( )y x
4

1
2

1
( )u( )u

donc  admet l’asymptote : y xy x=y xy x= −y xy x=y x= −y x=y xy x− −y xy x= −y x− −y x= −y x2 2y x2 2y x− −2 2− −y x− −y x2 2y x− −y x −2 2−− −−− −2 2− −−− − .
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• lim ( )
u

x um (x um (
→ −

= −∞
1

et lilim (m ( ))
u

y um (y um (
→ −

= −∞
1

donc  admet une branche infinie au

voisinage de 1.

y
x

u
u u

( )u( )u =
+

→
→

2
2

2
31

donc  admet une direction asymptotique y xy xy x=y x
2
3

y x
3

y x

y xy x
u u

y x−y x













= ( ) →
→

2
3

y x
3

y x
4

3 1u3 1u +3 1+(3 1(
2
31

( )u( )u ( )

donc  admet l’asymptote : y xy x=y x= +y x= +y xy x= +y xy x=y x= +y x=y x += ++= +2
3

y x
3

y x
2
3

.

Les réponses C et D sont fausses.

• Question 4 : réponses B et C

Courbe du second degré
Soit la courbe Γ d’équation : a x b xy c y x ya x b x y x2 2b x2 2b xy c2 2y c y x2 2y x 0+ +b x+ +b xy c+ +y c2 2+ +2 2b x2 2b x+ +b x2 2b xy c2 2y c+ +y c2 2y c + +y x+ +y x + =α βy xα βy xy xα βy x+ +α β+ +y x+ +y xα βy x+ +y x γ+ =γ+ =
avec a, b, c, α, β, γ réels, , ,( )a b( )a b c( )c, ,( ), ,a b, ,a b( )a b, ,a b, ,( ), ,a b, ,a b( )a b ≠ ( )0 0 0, ,0 0 0, , et ∆ = b a−b a− c2b a2b ab a4b a .
Γ est vide, ou un point, ou la réunion de droites, ou un cercle, ou une
conique.
Si c’est une conique ou un cercle, Γ est une parabole si ∆ = 0, une ellipse
ou un cercle si ∆ < 0, une hyperbole si ∆ > 0.

• − +− + + =4 4− +4 4− +− +4 4− + 3 83 8+ −3 8+ −+ −3 8+ − 4 04 0+ =4 0+ =+ =4 0+ =2 2+ −2 2+ −4 42 24 4− +4 4− +2 2− +4 4− + 3 82 23 8+ −3 8+ −2 2+ −3 8+ −x xx x4 4x x4 44 4x x4 4− +4 4− +x x− +4 4− +− +4 4− +x x− +4 4− +2 2x x2 24 42 24 4x x4 42 24 4− +4 4− +2 2− +4 4− +x x− +4 4− +2 2− +4 4− + y yy y+ −y y+ −+ −y y+ −3 8y y3 8+ −3 8+ −y y+ −3 8+ −+ −3 8+ −y y+ −3 8+ −2 2y y2 2+ −2 2+ −y y+ −2 2+ −+ −3 8+ −2 2+ −3 8+ −y y+ −3 8+ −2 2+ −3 8+ − x yx y+ =x y+ =+ =x y+ =4 0x y4 0+ =4 0+ =x y+ =4 0+ =+ =4 0+ =x y+ =4 0+ = donne : ∆ =∆ = + ×+ ×1616 4 64 6+ ×4 6+ ×+ ×4 6+ × × =4 6× =× =4 6× =× =4 6× =× =4 6× = 4 04 0>4 0>>4 0>4 6+ ×4 6+ ×4 64 4 64 64 4 64 634 64 634 6× =4 6× =3× =4 6× =× =4 6× =3× =4 6× = .

Donc, si Γ est une conique, c’est une hyperbole. La réponse A est fausse.

•  admet deux asymptotes et un centre de symétrie Ω, donc il est possible
que  = Γ.

Équation cartésienne de  :

M x y u
x

u
u

u
u

( ,M x( ,M x ) ,y u) ,y u , ( )y uy u) ,y uy u) ,y uy u) ,y u , (
y

y u) ,y u∈ ⇔y u) ,y uy u) ,y u∈ ⇔y uy u) ,y u∈ ⇔y u) ,∃ ∈) ,y u) ,y u∃ ∈y u) ,y u) ,− −) ,{ }) ,{ }) ,{ }) ,− −) ,{ }) ,− −) ,
=

+
−

=
−
















) ,) ,y u) ,y uy u) ,y uy u) ,y u∈ ⇔y u) ,y uy u∈ ⇔y u) ,y uy u) ,y u∈ ⇔y uy u) ,y u∈ ⇔y u) ,y u) ,) ,{ }1 1{ }) ,{ }) ,1 1) ,{ }) , 1

2
1

2
1

2

2














( )
( )

( )1( )

4
1

( )0( )

2

22
4

2 donc( )donc ( )( )2  ( )( )0( ) L

y
2

L

1

⇔
− =

−
( )− ≠( )( )− ≠( ) ( )

= ( )2( )2( )

x yx y− =x y
u

x y( )x y( )( )x y( )( )− ≠( )x y( )− ≠( )( )− ≠( )x y( )− ≠( )

( )x y( )x y−( )−x y−( )− u
222( )

























et L22( )) ⇔ =⇔ =u⇔ =u⇔ =
y

x y−x y−
2

2
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En remplaçant dans (L1), on obtient :
4

1 4
2

2

y( )2( )2x y( )x yx y−x y( )x y−x y
( )2( )2x y( )x yx y−x y( )x y−x y

−
















1 41 4







1 4=1 4

soit : − + + =4 4− +4 4− + 3 8+ −3 8+ − 4 0+ =4 0+ =2 2+ −2 2+ −4 42 24 4− +4 4− +2 2− +4 4− + 3 82 23 8+ −3 8+ −2 2+ −3 8+ −x x4 4x x4 4− +4 4− +x x− +4 4− +2 2x x2 24 42 24 4x x4 42 24 4− +4 4− +2 2− +4 4− +x x− +2 2− +4 4− + y y+ −y y+ −3 8y y3 8+ −3 8+ −y y+ −3 8+ −2 2y y2 2+ −2 2+ −y y+ −2 2+ −+ −3 8+ −2 2+ −3 8+ −y y+ −2 2+ −3 8+ − x y+ =x y+ =4 0x y4 0+ =4 0+ =x y+ =4 0+ =

Donc : ( )( )1( )

2
2

2 0

4 4 3 8 4 02 24 42 24 4 3 82 23 8

avec

4 4 3 8 4 0 (2)

⇔
= −= −2 0= −2 0avec= −avec ≠2 0≠2 0

− +4 4− +4 44 42 24 4− +4 42 24 4 3 8+ −3 82 2+ −2 23 82 23 8+ −3 82 23 8 + =4 0+ =4 0

uu
y

x y
x y2 0x y2 02 0= −2 0x y2 0= −2 0

x x4 4x x4 42 2x x2 24 42 24 4x x4 42 24 4x x4 4x x4 44 4− +4 4x x4 4− +4 44 42 24 4− +4 42 24 4x x4 4− +4 42 24 4 y y3 8y y3 82 2y y2 2y y3 8y y3 8+ −y y+ −3 8+ −3 8y y3 8+ −3 82 2+ −2 2y y2 2+ −2 23 82 23 8+ −3 82 23 8y y3 82 2+ −3 82 23 8x y4 0x y4 0x y4 0x y4 0+ =x y+ =4 0+ =4 0x y4 0+ =4 0

x y−x y















Or : u ou u u yu o= =u o − ⇔ u y= ⇔u y = −( )x y( )x y= −( )= −x y= −x y( )x y= −x y= −( )= −1 1u o1 1u ou u1 1u u= =1 1= =u o= =u o1 1u o= =u ou u= =u u1 1u u= =u u − ⇔1 1− ⇔ u y1 4u yu y= ⇔u y1 4u y= ⇔u y ( )2( )= −( )= −2= −( )= −2 2u y2 2u yu y= ⇔u y2 2u y= ⇔u y1 42 21 4u y1 4u y2 2u y1 4u yu y= ⇔u y1 4u y= ⇔u y2 2u y1 4u y= ⇔u y 2u o1 1u ou u1 1u u − ⇔ u y= ⇔u y1 4u y= ⇔u y

On aurait alors, d’après (2), 2 0x y2 0x y2 02 0− =2 02 0x y2 0− =2 0x y2 0, ce qui est impossible.

Donc : M
x xy y x y

x y
∈ ⇔

− + y y+ −y y + =x y+ =x y
− ≠x y− ≠x y










∈ ⇔∈ ⇔∈ ⇔

x yx y+ =x yx xy y− +x x− +x xy y+ −y y (2)4 4x x4 4x x− +4 4− +x x− +x x4 4x x− +x x 3 8+ −3 8+ −y y+ −y y3 8y y+ −y y3 8y y3 8y y3 8+ −3 8+ −y y+ −y y3 8y y 4 0+ =4 0+ =x y+ =x y4 0x y+ =x y4 0x y4 0x y4 0+ =4 0+ =x y+ =x y4 0x y
2 0x y2 0x y− ≠2 0− ≠x y− ≠x y2 0x y− ≠x y

2 2x x2 2x xy y2 2y y+ −2 2+ −y y+ −y y2 2y y+ −y y4 42 24 4x x4 4x x2 2x x4 4x x− +4 4− +2 2− +4 4− +x x− +x x4 4x x− +x x2 2x x4 4x x− +x x 3 82 23 8+ −3 8+ −2 2+ −3 8+ −y y+ −y y3 8y y+ −y y2 2y y3 8y y+ −y y

Dans (2), 2 0x y2 0x y2 02 0− =2 02 0x y2 0− =2 0x y2 0 donne y = 0 et x = 0, c’est-à-dire M = O, donc  = − { }Γ= −Γ= − { }O{ }.

La réponse B est bonne.

D’après la question 3 : la réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

> QCM 2 Autour de la cardioïde

• Question 1 : réponses A et B
r et u

→
( )( )θ( ) sont de période 2π, donc on obtient toute la courbe  en l’étudiant

sur un intervalle de longueur 2π : [ ]α α[ ]α α π[ ]π,[ ],α α,  α α[ ]α α,  α α +[ ]+[ ]2[ ] .

r r( )r r( )r r( )r r( )r r− =r r( )r rθ θr rθ θr r( )θ θ( )r r( )r rθ θr r( )r r( )θ θ( )r r− =r rθ θr r− =r rr r( )r r− =r r( )r rθ θr r− =r r( )r r donc s M( )s M( )s MOx( )Oxs MOxs M( )s MOxs M: (s M: (s M ) (M) (M )s Ms M: (s M θ θ) (θ θ) (M) (Mθ θM) (M) (θ θ) () (θ θ) () (θ θ) (θ θ−θ θ : on peut dès lors restreindre
l’étude à l’intervalle [0, π], puis compléter  par symétrie par rapport à
l’axe Ox.

La réponse A est bonne.
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Point régulier – point singulier

dM
d

r u r v
θ

θ θr uθ θr u θ θr vθ θr v( )θ θ( )θ θ( )θ θ( )θ θ( )r u( )r uθ θ( )θ θr uθ θr u( )r uθ θr u ( )θ θ( )θ θ( )θ θ( )θ θ( )r v( )r vθ θ( )θ θr vθ θr v( )r vθ θr v ( )θ( )θθ θ= +θ θ= +r u= +r uθ θ= +θ θr uθ θr u= +r uθ θr u( )= +( )r u( )r u= +r u( )r uθ θ( )θ θ= +θ θ( )θ θr uθ θr u( )r uθ θr u= +r u( )r uθ θr u ( )= +( )θ θ( )θ θ= +θ θ( )θ θ′θ θ′θ θθ θ= +θ θ′θ θ= +θ θr uθ θr u= +r uθ θr u′r u= +r uθ θr u
→ →

( )
→ →

( ) ( )
→ →

( ) avec v u
→ →

( )v u( )v u
→ →

( )
→ →

θ θv uθ θv u( )θ θ( )v u( )v uθ θv u( )v u
π

= +θ θ= +θ θv uθ θv u= +v uθ θv u θ θθ θθ θ= +θ θθ θ= +θ θ


θ θ


θ θθ θ= +θ θ


θ θ= +θ θθ θ= +θ θθ θ= +θ θ

θ θθ θθ θθ θθ θ= +θ θθ θ= +θ θθ θθ θ= +θ θ


θ θ


θ θθ θ


θ θθ θ= +θ θ


θ θ= +θ θθ θ


θ θ= +θ θ 




2

• M(θ) est régulier ⇔ ≠⇔ ≠
dM
d

⇔ ≠
d

⇔ ≠
θ

( )⇔ ≠( )⇔ ≠θ( )θ⇔ ≠θ⇔ ≠( )⇔ ≠θ⇔ ≠ 0
→

La tangente en un point régulier est dirigée par
dM
dθ

( )θ( )θ .

• M(θ) est singulier (stationnaire) ⇔ =⇔ = ⇔ =⇔ =
dM
d

⇔ =
d

⇔ =
θ

θ θ⇔ =θ θ⇔ = ⇔ =θ θ⇔ =( )⇔ =( )⇔ =θ θ( )θ θ⇔ =θ θ⇔ =( )⇔ =θ θ⇔ = ( )⇔ =( )⇔ =⇔ =θ θ⇔ =( )⇔ =θ θ⇔ = ( )θ( )θ0 0⇔ =0 0⇔ = =0 0=r r0 0r r⇔ =r r⇔ =0 0⇔ =r r⇔ =θ θ0 0θ θ⇔ =θ θ⇔ =0 0⇔ =θ θ⇔ =r rθ θr r0 0r rθ θr r⇔ =r r⇔ =θ θ⇔ =r r⇔ =0 0⇔ =θ θ⇔ =r r⇔ =( )0 0( )⇔ =( )⇔ =0 0⇔ =( )⇔ =r r( )r r0 0r r( )r r⇔ =r r⇔ =( )⇔ =r r⇔ =0 0⇔ =( )⇔ =r r⇔ =θ θ( )θ θ0 0θ θ( )θ θ⇔ =θ θ⇔ =( )⇔ =θ θ⇔ =0 0⇔ =( )⇔ =θ θ⇔ =r rθ θr r( )r rθ θr r0 0r r( )r rθ θr r⇔ =r r⇔ =θ θ⇔ =r r⇔ =( )⇔ =r rθ θ⇔ =r r⇔ =0 0⇔ =r r⇔ =θ θ⇔ =r r⇔ =( )⇔ =r r⇔ =θ θ⇔ =r r⇔ = ( )0 0( )θ( )θ0 0θ( )θ
→

′0 0′0 0 .

Le seul point singulier possible est O, et si O MO M=O M ( )( )θ( )( )0( ) , la tangente en O
est la droite θ θθ θ=θ θ [ ]π[ ]π0 .

• On note V OMV OMV O
dM
d

→
V O=V OV OV O


V O


V OV OV OV OV OV OV O


V O


V OV O


V O 





 [ ],

θ
[ ]π[ ] , et si r ′ ≠ 0 , tanV

r
r

=
′
.

• r a′′r a′r a( )( )( )r a( )r a siθ θθ θr aθ θr a( )θ θ( )( )θ θ( )( )θ θ( )r a( )r aθ θr a( )r a siθ θsisiθ θsinθ θnr aθ θr a= −r aθ θr a si θ πθ π≠θ π≠θ π[ ][ ]θ π[ ]θ πθ π[ ]θ π0 θ π0 θ πθ π0 θ π , r ′′( )( )θ ≠θ ≠( )θ ≠( )( )θ ≠( ) 00 donc :

tan
cos

cos

cos
V = −

+
= −















 






























 














 














 




sin 2sin

1
2

2

2 22 22 2 2 22 2

2

θ
θ

θ

θ θθ θ

θ θ

 θ θ


θ θ

 
























= −















 






























 
















= += += += += +


= +


= += += +

= += += += +


= +


= += +


= + 






cos
ta= +ta= += +n= +

θ

θ
θ π2

2
2 2sin

soit V = += + [ ]θ π [ ]π[ ]
2 2

. Ce résultat reste vrai si θ πθ π=θ π[ ]θ π[ ]θ π0θ π0 θ π .

La réponse B est bonne.

• Là où la tangente à  est parallèle à (Oy) : i
dM
d

→













= [ ],
θ

π [ ]π[ ]
2

i
dM
d

i V V
→ →dM→ →dM →







→ →→ →







= → →→ →













 i Vi V



i Vi Vi Vi V + =V+ =V + [ ], ,

d
, ,

d
i V, ,i V


, ,


, ,

 , ,, , ( )i V( )i V( )i V, ,i V, ,i V


, ,


, ,
 , ,, , V+ =V+ =V +i Vu  i Vi V( )i V

θ
, ,

θ
, , θ θi Vθ θi Vi Vi Vθ θi Vi Vi Vi Vi Vi Vθ θi Vi Vi Vθ θθ θθ θ + =θ θ+ =i V+ =i Vθ θi V+ =i Vi V( )i Vθ θi V( )i V( )θ θ( )θ θi Vθ θi Vi Vi Vθ θi Vi Vi Vθ θi Vi Vi Vi Vi Vθ θi Vi Vi Vi Vi Vi Vi Vi Vθ θi Vi Vi Vi Vi Vi Vi Vi Vθ θi Vi Vi Vi Vi Vi Vi Vi Vi V

i Vi Vθ θi Vi Vi Vi V
i Vi Vi V+ =θ θ+ =i V+ =i Vθ θi Vi V( )i Vθ θi V

θ π [ ]π[ ]3
2 2

On a : 3
2 2 2

3
2

2
3

θ π π θ
π θ

π
+ =+ = [ ]π[ ]π ⇔ =⇔ = ⇔ =π θ⇔ =π θ[ ]π[ ]π ⇔ = π θ⇔ = π θπ θ⇔ =π θ⇔ =π θ⇔ =π θkk

k
k( )∈( )∈k( )k( )( )

On obtient 3 valeurs de θ (modulo 2π) : 0, 2
3
π , −

2
3
π donc il y a exactement

3 points de  où la tangente à  est parallèle à (Oy).

La réponse C est fausse.
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• M O( )M O( )M OM O( )M O0M O( )M O≠M O≠M O , donc M(0) ne peut pas être point singulier.
La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponses B et D
• M( )π =( )π =( ) 0 donc la tangente en O est l’axe (Ox). O est un point de

rebroussement.
La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

• Dθ coupe  en M MM M=M M( )( )θ( ) et M M′ =M M′ =M M( )( )θ π( )+( )+θ π+( )+ .

C1 est le cercle de rayon a
2

, passant par O, de centre Ω
a
2

0,













.

Dθ coupe C1 en I O≠I O≠I O, donc : OI a u= a ucoa us (a us (a u )θ θs (θ θs (a us (a uθ θa us (a u
→

OM a u= +a u= +a u(a u(a u= +(= +a u= +a u(a u= +a u)1 ca u1 ca u= +1 c= +a u= +a u1 ca u= +a ua uosa u ( )θ θa uθ θa u)θ θ)a u)a uθ θa u)a u ( )θ θ( )
→

θ θ
→

θ θ

et OM a u a u′
→ →

a u= −a u= −a u= −a u(a u(a u(a u(a ua u= −a u(a u= −a u) → →(→ →( )a u)a u
→ →)→ →

1 1a u1 1a u
→ →

1 1
→ →

1 1
→ →

1 1
→ →

+ =1 1+ = a u−a u1 1a u−a u1 1a u1 1a ua u= −a u1 1a u= −a ua ucoa ua u1 1a ucoa u1 1a us (
→ →

s (
→ →

s ()s ()s (a us (a u)s ()1 1s (1 1
→ →

1 1
→ →

s (
→ →

1 1
→ →

1 1s (1 1a u1 1a us (a u1 1a u)1 1)s ()1 1) → →
) c

→ →→ →(→ →
) c

→ →(→ →→ →
1 1

→ →
) c

→ →
1 1

→ →→ →
1 1

→ →
) c

→ →
1 1

→ →→ →(→ →
1 1

→ →(→ →
) c

→ →
1 1

→ →(→ →
) c() c( ( )θ θ1 1θ θ1 1

→ →
1 1

→ →
θ θ

→ →
1 1

→ →
s (θ θs (a us (a uθ θa us (a us (θ θs (a us (a uθ θa us (a u)s ()θ θ)s ()a u)a us (a u)a uθ θa us (a u)a u1 1s (1 1θ θ1 1s (1 1a u1 1a us (a u1 1a uθ θa us (a u1 1a u

→ →
1 1

→ →
s (

→ →
1 1

→ →
θ θ

→ →
s (

→ →
1 1

→ →
1 1s (1 1θ θ1 1s (1 1a u1 1a us (a u1 1a uθ θa us (a u1 1a u)1 1)s ()1 1)θ θ)s ()1 1)a u)a u1 1a u)a us (a u1 1a u)a uθ θa u)a u1 1a u)a us (a u)a u1 1a u)a u π θa uπ θa u1 1π θ1 1a u1 1a uπ θa u1 1a u

→ →
1 1

→ →
π θ

→ →
1 1

→ →
π θ1 1π θ1 1

→ →
1 1

→ →
π θ

→ →
1 1

→ →
+ =1 1+ =π θ+ =1 1+ =) cπ θ) ca u) ca uπ θa u) ca u() c(π θ() c(a u(a u) ca u(a uπ θa u) ca u(a u1 1) c1 1π θ1 1) c1 1a u1 1a u) ca u1 1a uπ θa u) ca u1 1a u

→ →
1 1

→ →
) c

→ →
1 1

→ →
π θ

→ →
) c

→ →
1 1

→ →
1 1) c1 1π θ1 1) c1 1a u1 1a u) ca u1 1a uπ θa u) ca u1 1a u

→ →
1 1

→ →
) c

→ →
1 1

→ →
π θ

→ →
) c

→ →
1 1

→ →
+ =1 1+ =) c+ =1 1+ =π θ+ =) c+ =1 1+ = (1 1() c(1 1(π θ() c(1 1(a u(a u1 1a u(a u) ca u1 1a u(a uπ θa u(a u1 1a u(a u) ca u(a u1 1a u(a u

→ →(→ →
1 1

→ →(→ →
) c

→ →
1 1

→ →(→ →
π θ

→ →(→ →
1 1

→ →(→ →
) c

→ →(→ →
1 1

→ →(→ →
a uosa uπ θa uosa ua u1 1a uosa u1 1a uπ θa uosa u1 1a u ( )θ( )

Donc : MM OM OM a u′ ′OM′ ′OM
→

= −OM= −OM = −2a u ( )( )θ( ) et MM a′ = 2 .

La réponse C est fausse.

•
1
2

OM OM a u OI+( ) = =a u= =a u= =a u= =a u′
→

a ucoa ua u= =a ucoa u= =a us (a us (a us (a us (a ua u= =a us (a u= =a u
→

s (
→

)= =)= =θ θ= =θ θ= =s (θ θs (a us (a uθ θa us (a us (θ θs (a us (a uθ θa us (a u= =s (= =θ θ= =s (= =a u= =a us (a u= =a uθ θa us (a u= =a u
→

s (
→

θ θ
→

s (
→

, donc I est le milieu de [ ]M M[ ]M M ′[ ]′ .

La réponse D est bonne.

Ce résultat permet de construire la
cardioïde point par point :

• on prend I ŒIC ;1C ;1C ;

• sur (OI), on place M et M′ à la
distance a de I : on obtient ainsi 2

points M et M′ de la cardioïde.
x

y

0

θ

a

2aa

I

M

M ′

C

1

Dθ
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• Question 3 : réponse B

Foyer et directrice d’une parabole
La parabole  de foyer O et de directrice D est
l’ensemble des points M équidistants de O et de D.

Le paramètre p de  est p = OK, où K désigne le projeté
orthogonal de O sur D.
Le sommet S de  est le milieu de [OK ].

Une équation polaire de  est r
p

=
+ −(+ −(+ − )1 c+ −1 c+ −os+ −os+ −θ α+ −θ α+ −

où

α désigne l’angle polaire de l’axe focal (OK).

La réponse B est bonne, les réponses A, C et D sont fausses.

• Question 4 : réponses A et B

• A AO d∈ ⇔A A∈ ⇔A AO d=O dA AA A∈ ⇔∈ ⇔A A∈ ⇔A AA A∈ ⇔A AA A∈ ⇔A AA A ( ,A( ,A )D

Or :
AO = a, rayon du cercle C de centre A.

M

K

S

O
x

y

2a

C D

θ θ



Donc :
d A a A( ,d A( ,d A )D = ⇔a A= ⇔a A⇔ ∈a A⇔ ∈a Aa A= ⇔a AD tangentea A  D tangente  a ACa A  C  a Aàa Aàa A 

La réponse A est bonne.

• AM = a donc AM a u
a
a

= =a u= =a u
→

( )= =( )= =
cos

sin
( )θ( )= =( )= =θ= =( )= =

θ
θ

et M
sin

a

a

cosθ
θ

+( )1

M
H

K
S

D

F=O
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D est orthogonal à (AM) et à (OK ) donc :

OK u= λ
→

( )θ( )θ , K
λ θcoλ θcosλ θs

λ θsiλ θsinλ θn
et KM

a a

a

a a−a a( ) +a a+a a

−( )
λ θa aλ θa aa acoa aλ θa acoa aa asa aλ θa asa a)λ θ)a a)a aλ θa a)a a

λ θsiλ θsinλ θn)λ θ)

Or : KM u a. (u a. (u a. ( ) cos s sa as sa a
→

. (
→

. (θ λ) cθ λ) cθ λu aθ λu a) cθ λ) cu a) cu aθ λu a) cu a) cθ λ) cu a) cu aθ λu a) cu a) cθ λ) cu a) cu aθ λu a) cu a θ θa aθ θa aa acoa aθ θa acoa aa as sa aθ θa as sa a λ θs sλ θs sλ θs sλ θs s

λ θaλ θa coλ θcosλ θs

) c= ⇔) c) cθ λ) c= ⇔) cθ λ) cu a) cu aθ λu a) cu a= ⇔u aθ λu a) cu a() c() cθ λ(θ λ) cθ λ) c() cθ λ) cu a) cu aθ λu a) cu a(u aθ λu a) cu a )) c)) c)) c)) c (a as sa a(a as sa a )λ θ)λ θs sλ θs s)s sλ θs s

⇔ =λ θ⇔ =λ θλ θ+λ θ

0 0λ θ0 0λ θs sλ θs s0 0s sλ θs sinλ θin0 0inλ θins s0 0s sa as sa a0 0a as sa as sλ θs s0 0s sλ θs s0 0) c0 0) cos0 0os a as sa a0 0a as sa a) c0 0) c) cθ λ) c0 0) cθ λ) cu a) cu aθ λu a) cu a0 0u aθ λu a) cu a) cθ λ) c0 0) cθ λ) cu a) cu aθ λu a) cu a0 0u aθ λu a) cu a θ θ0 0θ θa aθ θa a0 0a aθ θa aa acoa aθ θa acoa a0 0a aθ θa acoa aa as sa aθ θa as sa a0 0a aθ θa as sa au a) cu aθ λu a) cu a= ⇔u aθ λu a) cu a0 0u a) cu aθ λu a) cu a= ⇔u a) cu aθ λu a) cu au a) cu aθ λu a) cu a= ⇔u a) cu aθ λu a) cu a0 0u a) cu aθ λ) cu a= ⇔u a) cu aθ λu a) cθ λ) c−) cθ λ) c0 0) c−) cθ λ) c) cθ λ) c() cθ λ) c0 0) c() cθ λ) cu a) cu aθ λu a) cu a(u aθ λu a) cu a0 0u a) cu aθ λu a) cu a(u a) cu aθ λu a) cu a) c)) c0 0) c)) c a as sa a+ +a as sa a0 0a a+ +a as sa aθ θ+ +θ θ0 0θ θ+ +θ θa aθ θa a+ +a aθ θa a0 0a a+ +a aθ θa aa acoa aθ θa acoa a+ +a aθ θa acoa a0 0a acoa aθ θa acoa a+ +a acoa aθ θa acoa aa as sa aθ θa as sa a+ +a aθ θa as sa a0 0a as sa aθ θa as sa a+ +a as sa aθ θa as sa as s−s s0 0s s−s sa as sa a(a as sa a0 0a a(a as sa as sλ θs s)s sλ θs s0 0s s)s sλ θs s =0 0=

λ θ1λ θ

2 2λ θ2 2λ θ(2 2( )2 2)λ θ)λ θ2 2λ θ)λ θλ θ0 0λ θ2 2λ θ0 0λ θs sλ θs s0 0s sλ θs s2 2s s0 0s sλ θs sinλ θin0 0inλ θin2 2in0 0inλ θin0 02 20 0s s0 0s s2 2s s0 0s sa as sa a0 0a as sa a2 2a a0 0a as sa a λ θ0 0λ θ2 2λ θ0 0λ θs sλ θs s0 0s sλ θs s2 2s s0 0s sλ θs s0 02 20 0a as sa a0 0a as sa a2 2a a0 0a as sa aθ θ0 0θ θ2 2θ θ0 0θ θ+ +0 0+ +2 2+ +0 0+ +a as sa a+ +a as sa a0 0a a+ +a as sa a2 2a as sa a+ +a as sa a0 0a as sa a+ +a as sa aθ θ+ +θ θ0 0θ θ+ +θ θ2 2θ θ0 0θ θ+ +θ θa aθ θa a+ +a aθ θa a0 0a a+ +a aθ θa a2 2a aθ θa a+ +a aθ θa a0 0a aθ θa a+ +a aθ θa aa acoa aθ θa acoa a+ +a aθ θa acoa a0 0a acoa aθ θa acoa a+ +a acoa aθ θa acoa a2 2a acoa aθ θa acoa a+ +coa aθ θa acoa a0 0a aθ θa acoa a+ +a acoa aθ θcoa aa as sa aθ θa as sa a+ +a aθ θa as sa a0 0a as sa aθ θa as sa a+ +a as sa aθ θa as sa a2 2a as sa aθ θa as sa a+ +s sa aθ θa as sa a0 0a aθ θa as sa a+ +a as sa aθ θs sa a(0 0(2 2(0 0(a as sa a(a as sa a0 0a a(a as sa a2 2a as sa a(a as sa a0 0a as sa a(a as sa a λ θ)λ θ0 0λ θ)λ θ2 2λ θ0 0λ θ)λ θs sλ θs s)s sλ θs s0 0s s)s sλ θs s2 2s sλ θs s)s sλ θs s0 0s sλ θs s)s sλ θs s

(((λ θ(λ θ(λ θ(λ θ)

Donc OK a u= +a u= +a u(a u(a u= +(= +a u= +a u(a u= +a u)1 ca u1 ca u= +1 c= +a u= +a u1 ca u= +a ua uosa u ( )θ θa uθ θa u)θ θ)a u)a uθ θa u)a u ( )θ θ( )
→

θ θ
→

θ θ , et K décrit la cardioïde .

La réponse B est bonne et la réponse C est fausse.

• S est le milieu de [OK ], donc OS
a= += +(= +(= + )
2

1 c= +1 c= + os ( )θ θuθ θu)θ θ) ( )θ θ( )
→

θ θ
→

θ θ et :

G (lieu des points S) est la cardioïde d’équation polaire r
a= += +
2

1 c= +1 c= + osθ(= +(= + ),
déduite de  par l’homothétie de centre O et de rapport 1

2
.

La réponse D est fausse.

> QCM 3 Inverse d’une courbe

• Question 1 : réponses A et C

• Choisissons O i j, ,O i, ,O i
→ →

O i
→ →

O i j
→ →

j













 → →→ →














 tel que F

a
0

et F
a

′
−
0

.

Cherchons une équation cartésienne de La :

M x y L MF MF aay Lay L( ,M x( ,M x )y L)y L∈ ⇔y L∈ ⇔y La∈ ⇔ay Lay L∈ ⇔y Lay L =∈ ⇔ 2 2 4× ′MF× ′MF2 2× ′2 2MF2 2MF× ′MF2 2MF

⇔ −⇔ −(⇔ −(⇔ − ) +⇔ −⇔ −⇔ −⇔ −⇔ −⇔ −⇔ −⇔ − 
 +( ) +






 =x a⇔ −x a⇔ − y xy x

y x


y x

 (y x(y x

y x


y x

 a y)a y) +a y+ a2 2y x2y x 2 2 42 4 a2 4a

⇔ + + −    =x y+ + −x y+ + −a a+ + −a a+ + − x xx xx x x xx x y a ax a2 2+ + −2 2+ + −x y2 2x y+ + −x y+ + −2 2+ + −x y+ + −2 2+ + −2 2+ + − 2 2 2 2a a2 2a a+ + −a a+ + −2 2+ + −a a+ + − 2 2 42 2+2 2+2 2+ +2 2+ +2 2a a2 2a ax x2 2x xx x2 2x xx x2 2x x x x2 2x xx x2 2x x y a2 2y a+ +y a+ +2 2+ +y a+ +2 22 22 22 22 22 2
2 2

2 2
2 2


2 22 22 2 2 22 22 2
2 22 22 2a a2 2a a2 2a a2 2a ax x2 2x x2 2x x2 2x xx x
2 2

x x2 2
2 2

x xx x
2 2x x2 2x x
2 2x x x x2 2x x2 22 2x xx x
2 2x x2 2x x
2 2x x

2 22 22 2+ +2 2+ +2 2+ +2 2+ +y a2 2y a2 2y a2 2y a+ +y a+ +2 2+ +y a+ +2 2+ +2 2+ +y a+ +
2

⇔ +( )⇔ +( )⇔ + +( )+ − =( )x y( )⇔ +( )⇔ +x y⇔ +( )⇔ + a a( )a a( ) − =a a− =x a− =x a− =( )2 2( )⇔ +( )⇔ +2 2⇔ +( )⇔ +( )x y( )2 2( )x y( )⇔ +( )⇔ +x y⇔ +( )⇔ +2 2⇔ +x y⇔ +( )⇔ + 2 222 22( )2 2( )a a2 2a a( )a a( )2 2( )a a( ) 2 4x a2 4x aa a4a a− =a a− =4− =a a− =2 242 2a a2 2a a4a a2 2a a

2
⇔ +( )⇔ +( )⇔ + + +( ) − =( )x y( )⇔ +( )⇔ +x y⇔ +( )⇔ + a x( )a x( )y a( )y a( ) − =y a− =x− =x− =( )2 2( )⇔ +( )⇔ +2 2⇔ +( )⇔ +( )x y( )2 2( )x y( )⇔ +( )⇔ +x y⇔ +( )⇔ +2 2⇔ +x y⇔ +( )⇔ + 2 2( )2 2( )2 2( )2 2( )y a2 2y a 22 4+ +2 4+ +( )2 4( )+ +( )+ +2 4+ +( )+ ++ +a x+ +2 4+ +a x+ ++ +( )+ +a x+ +( )+ +2 4+ +a x+ +( )+ + y a2 4y a( )y a( )2 4( )y a( ) − =y a− =2 4− =y a− =2 22 42 2+ +2 2+ +2 4+ +2 2+ +( )2 2( )2 4( )2 2( )+ +( )+ +2 2+ +( )+ +2 4+ +2 2+ +( )+ ++ +a x+ +2 2+ +a x+ +2 4+ +2 2+ +a x+ ++ +( )+ +a x+ +( )+ +2 2+ +a x+ +( )+ +2 4+ +( )+ +a x+ +( )+ +2 2+ +( )+ +a x+ +( )+ + 2 22 42 2( )2 2( )2 4( )2 2( )y a2 2y a2 4y a2 2y a( )y a( )2 2( )y a( )2 4( )2 2( )y a( ) 0

2
⇔ +( )⇔ +( )⇔ + = −( )= −( )= −( )x y( )⇔ +( )⇔ +x y⇔ +( )⇔ + a x= −a x= −( )a x( )= −( )= −a x= −( )= −( )y( )( )2 2( )⇔ +( )⇔ +2 2⇔ +( )⇔ +( )x y( )2 2( )x y( )⇔ +( )⇔ +x y⇔ +( )⇔ +2 2⇔ +x y⇔ +( )⇔ + 2 2( )2 2( )a x2 2a x( )a x( )2 2( )a x( )( )2( )2= −2= −

La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.
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• Cherchons une équation polaire de La : OM u
x

= ⇔u= ⇔u
=
=










ρ= ⇔ρ= ⇔

ρ θ
ρ θ

θ= ⇔θ= ⇔= ⇔
y

→ ρ θcoρ θρ θsρ θ
siρ θsiρ θρ θnρ θ

M La∈ ⇔M L∈ ⇔M La∈ ⇔aM LaM L∈ ⇔M LaM L ( )= −( )= −∈ ⇔ ρ ρ= −ρ ρ= −( )θ θ( )= −( )= −θ θ= −( )= −4 2ρ ρ4 2ρ ρ2 2( )2 2( )( )2( )( )θ θ( )2( )θ θ( )2 c= −2 c= −( )2 c( )= −( )= −2 c= −( )= −ρ ρ2 cρ ρaρ ρa2 caρ ρa= −ρ ρ= −2 c= −ρ ρ= −a= −aρ ρa= −a2 caρ ρa= −a4 22 c4 2a4 2a2 ca4 2aρ ρ4 2ρ ρ2 cρ ρ4 2ρ ρaρ ρa4 2aρ ρa2 ca4 2aρ ρa 2 22 c2 2( )2 2( )2 c( )2 2( )( )os( )= −( )= −os= −( )= −( )2 2( )os( )2 2( )( )si( )( )θ θ( )si( )θ θ( )( )θ θ( )n( )θ θ( )
⇔ = ( )ρ ρ⇔ =ρ ρ⇔ = θ4 2⇔ =4 2⇔ =ρ ρ4 2ρ ρ⇔ =ρ ρ⇔ =4 2⇔ =ρ ρ⇔ = 22 2(2 2(ρ ρ2 2ρ ρ4 22 24 2ρ ρ4 2ρ ρ2 2ρ ρ4 2ρ ρ22 22ρ ρaρ ρρ ρ2 2ρ ρaρ ρ2 2ρ ρ4 22 24 2a4 22 24 2ρ ρ4 2ρ ρ2 2ρ ρ4 2ρ ρaρ ρ2 2ρ ρ4 2ρ ρ co2 2co2 2s2 2s2 2

⇔ =⇔ = ( )ρ ρ⇔ =ρ ρ⇔ =ρ ρ0 2= =0 2= =0 2ρ ρ0 2ρ ρ= =ρ ρ= =0 2= =ρ ρ= =ρ ρ0 2ρ ρ0 2 2 12 20 22 20 2( )ρ ρ( )ρ ρ0 2( )0 2ρ ρ0 2ρ ρ( )ρ ρ0 2ρ ρ= =ρ ρ= =0 2= =ρ ρ= =( )= =0 2= =ρ ρ= = cos ((s (( )s ()θs (θ2 1s (2 1)2 1)s ()2 1)θ2 1θs (θ2 1θ )( )M O( )ρ ρ( )ρ ρM Oρ ρ( )ρ ρ0 2( )0 2M O0 2( )0 2ρ ρ0 2ρ ρ( )ρ ρ0 2ρ ρM Oρ ρ( )ρ ρ0 2ρ ρ= =ρ ρ= =0 2= =ρ ρ= =( )= =0 2= =ρ ρ= =M O= =ρ ρ= =0 2= =ρ ρ= =( )= =ρ ρ= =0 2= =ρ ρ= =ρ ρouρ ρ0 2ou0 2ρ ρ0 2ρ ρouρ ρ0 2ρ ρ= =ρ ρ= =0 2= =ρ ρ= =ou= =0 2= =ρ ρ= = a2 2a2 2

Or, pour θ
π

=
4

, cos 2 0θ(s 2(s 2 ) = et ρ = 0, donc la courbe d’équation (1) contient O,

et : M La∈ ⇔M L∈ ⇔M La∈ ⇔aM LaM L∈ ⇔M LaM L ( )ρ θaρ θa=ρ θ= (ρ θ(2 2ρ θ2 2ρ θ2 2(2 2(ρ θ2 2ρ θaρ θa2 2aρ θa (ρ θ(2 2(ρ θ(2 22 22 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θaρ θa2 2aρ θa2 2a2 2aρ θaρ θcoρ θρ θ2 2ρ θcoρ θ2 2ρ θρ θsρ θρ θ2 2ρ θsρ θ2 2ρ θ

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

• Question 2 : réponse B

OM a u( )( )θ θa uθ θa uθ θθ θa uθ θa ua uθ θa ua uθ θa ua uθ θa u( )θ θ( )( )θ θa ucoa uθ θa ucoa ua usa uθ θa usa u θθ θ=θ θ(θ θ(θ θa uθ θa u(a uθ θa u)a u)a u2 2θ θ2 2θ θa uθ θa u2 2a uθ θa u2 2θ θ2 2θ θa uθ θa u2 2a uθ θa ua ucoa uθ θa ucoa u2 2a uθ θa ucoa ua usa uθ θa usa u2 2a uθ θa usa u(2 2(θ θ(θ θ2 2θ θ(θ θa uθ θa u(a uθ θa u2 2a u(a uθ θa u
→

• ρ existe pour : cos 2 0θ(s 2(s 2 ) ≥ , c’est-à-dire : − +− +
π

π θ
π

π
2

2 2
2

k kk k≤ ≤k k≤ ≤ +k k+k kπ θk kπ θ≤ ≤π θ≤ ≤k k≤ ≤π θ≤ ≤
π

k k
π

2 2k k2 2π θ2 2π θk kπ θ2 2π θ≤ ≤π θ≤ ≤2 2≤ ≤π θ≤ ≤k k≤ ≤2 2≤ ≤π θ≤ ≤ 2k k2

donc : θ
π

π
π

π∈ − + +


∈ −


∈ −∈ −∈ −




∈ −


∈ −∈ −


∈ − 






∈
4 4

k kπk kπ
π

k k
π

+ +k k+ ++ +k k+ +π+ +πk kπ+ +π k, ,π, ,π


, ,


, ,
, ,

4 4
, ,

4 4
k k, ,k k+ +k k+ +, ,+ +k k+ + 

• ρ est de période π et u
→

θ est de période 2π, donc Γa est de période 2π :

on obtient toute la courbe en étudiant sur un intervalle de longueur 2π.

• ρ θ π ρ( )ρ θ( )ρ θ π ρ( )π ρ( )θ( )θ+ =π ρ+ =π ρ( )+ =( )π ρ( )π ρ+ =π ρ( )π ρ donc s MOs MOs Ms M: (s M: (s Ms M: (s M ) (M) (M) ( )θ θ) (θ θ) (M) (Mθ θM) (M π) (θ θ) () (θ θ) ( + : on peut dès lors restreindre

l’étude à l’intervalle −













π π
2 2

,
2 2

,  
2 2

, puis compléter par la symétrie de centre O.

• ρ θ ρ θ( )ρ θ( )ρ θ ( )ρ θ( )ρ θ− =( )− =( )ρ θ( )ρ θ− =ρ θ( )ρ θ donc s M( )s M( )s MOx( )Oxs MOxs M( )s MOxs M: (s M: (s M ) (M) (M )s Ms M: (s M θ θ) (θ θ) (M) (Mθ θM) (M) (θ θ) () (θ θ) (θ θ−θ θ : on peut dès lors restreindre

l’étude à l’intervalle 0
2

,
π














, puis compléter par les symétries s( )Ox( )Ox et sO.

• ρ n’existe pas sur π π
4 2

,
4 2

,  
4 2















, donc il suffit de mener l’étude sur 0
4

,
π














puis

d’utiliser 2 symétries pour obtenir toute la courbe Γa.

La réponse A est fausse.
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• Γa est symétrique par rapport à O. Une équation polaire de La est :

ρ θ ρ θρ θ ρ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 22 22 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ 2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ 1 2ρ1 2ρρ θ=ρ θ(ρ θ(ρ θ2 2(2 2ρ θ2 2ρ θ(ρ θ2 2ρ θ) ⇔ =ρ θ⇔ =ρ θ(ρ θ(ρ θ2 2(2 2ρ θ2 2ρ θ(ρ θ2 2ρ θ) 1 2= −1 2ρ θa aρ θρ θ2 2ρ θa aρ θ2 2ρ θρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θa aρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ a1 2a1 2ρ θa aρ θcoρ θa aρ θρ θ2 2ρ θa aρ θ2 2ρ θcoρ θa aρ θ2 2ρ θ ρ θs cρ θρ θs cρ θρ θ2 2ρ θs cρ θ2 2ρ θa as ca aρ θa aρ θs cρ θa aρ θ ρ θa aρ θs cρ θa aρ θρ θ2 2ρ θa aρ θ2 2ρ θs cρ θa aρ θ2 2ρ θρ θ2 2ρ θa aρ θ2 2ρ θs cρ θa aρ θ2 2ρ θρ θ(ρ θa aρ θ(ρ θs cρ θa aρ θ(ρ θρ θ2 2ρ θ(ρ θ2 2ρ θa aρ θ(ρ θ2 2ρ θs cρ θ2 2ρ θ(ρ θ2 2ρ θa aρ θ2 2ρ θ(ρ θ2 2ρ θ)a a)s c)a a) ⇔ =a a⇔ =s c⇔ =a a⇔ =ρ θ⇔ =ρ θa aρ θ⇔ =ρ θs cρ θa aρ θ⇔ =ρ θρ θ2 2ρ θosρ θ2 2ρ θρ θosρ θ ( )1 2( )1 2( ) cosa as ca a⇔ =a a⇔ =s c⇔ =a a⇔ =ρ θρ θ2 2ρ θρ θ2 2ρ θρ θ2 2ρ θ(ρ θ2 2ρ θρ θ2 2ρ θ)ρ θs cρ θρ θs cρ θρ θ2 2ρ θs cρ θ2 2ρ θρ θ2 2ρ θosρ θ2 2ρ θ 1 2( )1 2( )1 21 21 2ρ θs cρ θρ θ2 2ρ θs cρ θ2 2ρ θ ou1 2ou1 2 2 222 22θ2 2θ2 2( )2 2)2 22 2( )2 2( )2 2

(1) est l’équation polaire de Γa, et (2) est celle de la courbe symétrique de Γa

par rapport à O, c’est-à-dire encore Γa. Donc La aLa aL = Γa a= Γa a .

La réponse B est bonne.

• M(0) est le point tel que θ = 0 et ρ = a 2 , donc M O( )M O( )M O( )M O( )M Ox( )xM O( )M O0M O( )M OM O∈M O .

On pourrait déterminer la tangente en M(0) en calculant tanV =
ρ
ρ′

, mais

cela n’est pas nécessaire ici. En effet, (Ox) est un axe de symétrie de Γa, et si
la tangente en M(0) est (Ox), alors M(0) est un point de rebroussement, donc
un point singulier, ce qui est impossible puisque M O( )M O( )M OM O( )M O0M O( )M O≠M O≠M O .

La réponse C est fausse.

• M OM O
π

M O
π

M O
4

M OM O


M O


M OM OM OM OM OM OM O


M O


M OM O


M OM OM O


M O


M OM OM OM OM OM OM O


M O


M OM O


M OM O=M O donc la tangente en O est la droite θ
π

= [ ]π[ ]π
4

, soit la droite ∆

d’équation y = x. Mais Γa se situe sous ∆ pour θ πθ π∈ −θ π[ ]θ π[ ]θ π π[ ]πθ π∈ −θ π[ ]θ π∈ −θ π[ ]/ ,[ ][ ]/[ ][ ]4 4[ ]π[ ]π4 4π[ ]π[ ]/ ,[ ]4 4[ ]/ ,[ ][ ]/[ ]4 4[ ]/[ ] .

La réponse D est fausse.

FF ′
a−a

x

y

y = x

O

θ

ρ

π/4

a 2 0

0

+

• Question 3 : réponse B



les points , , sont sur la m me

demi-dro:: M M
M

M MM M ′
′O M,O M, êm mêm m

ite issue deiite issue de i (1)

(2)

O
OMOM OMOM× ′OM× ′OM =














 1

O n’a pas d’image par . La réponse A est fausse.O n’a pas d’image par NON
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• Pour M O≠M O≠M O : si M M′ =M M′ =M MM MM M( )M M( )M M , alors M MM M=M MM MM M( )M M( )M M( )′( ) d’après (1) et (2),

donc  est une bijection de P * dans P *, et   −  = 1 1 .

La réponse B est bonne.

 est en fait une application involutive de P * :  o Id
P

= *

• Soit M(z) et M ′(z ′) : ( )
, ( )

( )
M M( )M M( )

OM
= ⇔M M= ⇔M M

, (= >, (= >

=









′= ⇔′= ⇔

′
= ⇔

OM = >

OM2

λ λ, (λ λ, (OMλ λOM= >λ λ= >, (= >, (λ λ, (= >, (= >λ λ= >OM= >OMλ λOM= >OM= >λ λ= >, (= >, (λ λ, (= >λ λ= >OM= >OMλ λOM

λ

0 1, (0 1, (, (0 1, (

1 2( )1 2( )
donc :

OM
OM

OM′ =
1

2 soit z
z

z
z

z
z z

z
z

′ ′
z

′ ′
z

z′ ′z ′= ⇔= ⇔′ ′= ⇔′ ′ = ⇔= ⇔ == ⇔ = ⇔2= ⇔2= ⇔
1

La réponse C est fausse.

• M z z z
z

z z z z( )M z( )M z invariant z z z z⇔ =z z⇔ =z z ⇔ =⇔ = ⇔ =z z⇔ =z z z z⇔ =z zz z⇔ =z z ⇔ =⇔ =z z⇔ =z zz z⇔ =z z′z z′z zz z⇔ =z z′z z⇔ =z z
1

1 11 1z z1 1z zz z1 1z z⇔ =1 1⇔ =⇔ =1 1⇔ =z z⇔ =z z1 1z z⇔ =z zz z⇔ =z z1 1z z⇔ =z z 21 121 1

L’ensemble des points invariants par  est donc le cercle de centre O et de
rayon 1.

La réponse D est fausse.

• Question 4 : réponse B

Ca : x y a
x
a

y
a

2 2x y2 2x y 2
2

2

2

22
2 2a2 2a22 22 1− =x y− =x y ⇔ −⇔ −2⇔ −2 = (équation réduite).

Donc Ca est une hyperbole de centre O, d’asymptotes x y2 2x y2 2x y 0− =x y− =x y ,
c’est-à-dire les bissectrices des axes, donc elle est équilatère, d’axe focal (Ox).

• α β= =α β= =α β a 2 donc les sommets de Ca sont A
a 2

0
et A

a
′

− 2

0
,

et ses foyers sont I
c
0

et I
c

′
−
0

avec c a2 2c a2 2c a2 2c a2 2c ac a4c a2 242 2c a2 2c a4c a2 2c ac a= +c a2 2= +2 2c a2 2c a= +c a2 2c ac a=c aα βc aα βc a2 2α β2 2= +α β= +c a= +c aα βc a= +c a2 2= +2 2α β2 2= +2 2c a2 2c a= +c a2 2c aα βc a= +c a2 2c a ,

donc I
2

0

a
et I

a
′

− 2

0
. La réponse A est fausse.

• Les directrices ont pour équations : x
c

x a= ± ⇔ =x a⇔ =x a±x a±x a
α2

donc les directrices passent par F et F ′.
La réponse B est bonne.
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• Une équation polaire de Ca est :

ρ θ ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ 2 2ρ θ2 2ρ θ 22ρ θcoρ θρ θ2 2ρ θcoρ θ2 2ρ θs sρ θs sρ θ ρ θs sρ θρ θ2 2ρ θs sρ θ2 2ρ θ ρ θ2 2ρ θs sρ θ2 2ρ θρ θinρ θ2 2in2 2ρ θ2 2ρ θinρ θ2 2ρ θρ θinρ θ− =ρ θ− =ρ θs s− =s sρ θs sρ θ− =ρ θs sρ θρ θinρ θ− =ρ θinρ θ a soit ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 22 22 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θ2 2ρ θρ θcoρ θρ θ2 2ρ θcoρ θ2 2ρ θρ θsρ θρ θ2 2ρ θsρ θ2 2ρ θ(ρ θ(ρ θ2 2(2 2ρ θ2 2ρ θ(ρ θ2 2ρ θ)2 2)2 22 2)2 22 22 22 2)2 22 22 22 2=2 2a2 2a2 2

La réponse C est fausse.

• Pour les mêmes raisons qu’à la question 2, Ca a pour équation
polaire :

ρ
θ

=
( )

a 2

2cos
avec cos 2 0θ( ) >

C 1

2

1

2
:

cos
ρ

θ
=

( )
et L 1

2

2: cosρ θ= ( )

On peut déjà remarquer que O ∉C 1

2

, alors que O L∈ 1

2

. Donc  C 1

2











ne peut pas contenir O. La réponse D est fausse.

Plus précisément : M z z ei( )
cos

cos∈ ⇔ =
( )

( )( )C 1

2

1

2
2 0

q
q >q

M M¢ = ( ) a pour affixe : z
z

e ei i′ = = q = - qq - q1
2 2 0cos cos( ) ( )− .

Donc : M M L M O∈ ⇔ ∈C et1

2

1

2

¢

soit :  C 1

2

1

2









 { }= -L O

> QCM 4 Géométrie de l’espace et coniques

• Question 1 : aucune réponse n’est bonne

• D DD D∩D D

=

=

























⇒ =′ :

y
z a= −z a= −
x
z a=z a=

a⇒ =a⇒ =

0

0
0 : impossible, donc D D∩ =D D∩ =D D ∅′∩ =′∩ = , ce qui signifie

que D’ est strictement parallèle à D, ou que D et D ′ sont non coplanaires.

•  Pour les mêmes raisons qu’à la question 2, C
NON
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D :

x t
y
z a

x t=x t
=

z a= −z a
















0 est dirigée par u
→

1

0

0

, et D ′ :

x
y t
z a

=
y t=y t
z a=z a
















0

est dirigée par u ′
→

0

1

0

u u
→ →′→′→
u u.u u = 0 donc D D⊥ ′D D⊥ ′D D , et D et D ¢ sont non coplanaires.

La réponse A est fausse.

• M
a

λ
0

−
et M

a
′

0

µ λ µλ µ,λ µ ≥( )0 donc MM
a

′ µ′ µ
λ

−

d’où les équations paramétriques de (MM ′) :
x t
y t

z a t

x t= −x t
y t=y t

= −z a= −z a (= −(= − )























λ λx tλ λx tx t= −x tλ λx t= −x t
y tµy t

2 1t2 1t= −2 1= −t= −t2 1t= −t

Les réponses B et C sont fausses.

• H M

x t
y t

z a

z

{ }H M{ }H M= ∩H M= ∩H M

x t= −x t
y t=y t

= −z a= −z a( )t( )t= −( )= −
=




























( )H M( )H MM( )MH MMH M( )H MMH M= ∩( )= ∩H M= ∩H M( )H M= ∩H MM= ∩M( )M= ∩MH MMH M= ∩H MMH M( )H M= ∩H MMH M :( )′( )= ∩( )= ∩′= ∩( )= ∩ P

λ λx tλ λx tx t= −x tλ λx t= −x t
y tµy t

( )2 1( )t( )t2 1t( )t= −( )= −2 1= −( )= −t= −t( )t= −t2 1t( )t= −t

0

donc t =
1
2

et H
λ
µ

/

/

2

2

0

La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponses B et C

Distance d’un point à une droite

La distance d’un point A à une droite ∆ = B u+B u+B uB u
→

est : d A
AB u

u
( )d A( )d A,( ),∆( )∆ =

∧
→

→

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

• (MM′) tangente à Sa d O MM a⇔ (d O(d O ) =,( )′ (1). Or : OM MM
a
a∧ −∧ −MM∧ −MM ′

µ
λ

λµdonc :

( )( )1( )
4

2

2
2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2⇔⇔
∧

= ⇔2= ⇔2= ⇔ + +2 2+ +2 2

+ +2 2+ +2 2
= ⇔2= ⇔2OM MM

MM
a= ⇔a= ⇔ a a2 2a a2 2

a
a= ⇔a= ⇔

′

′

µ λ2 2µ λ2 2 2 2µ λ2 2+ +µ λ+ +2 2+ +2 2µ λ2 2+ +2 2a aµ λa a2 2a a2 2µ λ2 2a a2 2 + +a a+ +µ λ+ +a a+ + λ µ2 2λ µ2 2

λ µ2 2λ µ2 2+ +λ µ+ +2 2+ +2 2λ µ2 2+ +2 2
λµ = 2 2a

(car λµ ≥ 0 )

La réponse C est bonne.
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• H
x

a

xy
a

∈ ⇔ ∃ ∈
=

=























⇔ =xy⇔ =xy+Γ∈ ⇔Γ∈ ⇔∈ ⇔ y = ⇔ =( ,∃ ∈( ,∃ ∈( ,( , ) ,∃ ∈) ,∃ ∈) ,+) ,+) ,) ,+) ,+

/

//*) ,*) ,λ µ∃ ∈λ µ∃ ∈λ µλ µ( ,λ µ( ,∃ ∈( ,∃ ∈λ µ∃ ∈( ,∃ ∈( ,λ µ( ,( ,λ µ
λ
µµ

λµ

) ,) ,2) ,2) ,
2

2
2

22

2
2

Donc Γ est l’hyperbole de P d’équation xy
a

=
2

2
.

La réponse D est fausse.

• Question 3 : réponse C

λ µ= =λ µ= =λ µ a donc M a( ,M a( ,M a , )a, )a0, )−, ) et M a′M a′M a( ,M a( ,M a, )a, )a( ,0( ,M a( ,M a0M a( ,M a .

Intersection d’une sphère et d’un plan – projection d’un cercle sur
un plan
• L’intersection d’une sphère et d’un plan est soit vide, soit un point

(plan tangent à la sphère), soit un cercle.
• La projection d’un cercle d’un plan P sur un plan Q est soit un cercle

(si P//Q), soit un segment (si P⊥Q), soit une ellipse.

Les réponses A et B sont fausses.

• N x y z NM NM x y z ax ay a( ,x y z( ,x y z, )x y z, )x y z .∈ ⇔ = ⇔Σ∈ ⇔Σ∈ ⇔∈ ⇔ ′ 0 0x y z0 0x y z ax0 0ax ay0 0ay a0 0a= ⇔0 0= ⇔ + +0 0+ +x y z+ +x y z0 0x y z+ +x y z − − −0 0− − −ax− − −ax0 0ax− − −ax ay− − −ay0 0ay− − −ay =0 0== ⇔0 0= ⇔ 2 20 02 20 0x y z0 0x y z2 2x y z0 0x y z+ +0 0+ +2 2+ +0 0+ +x y z+ +x y z0 0x y z+ +x y z2 2x y z0 0x y z+ +x y z2 20 02 20 0ax0 0ax2 2ax0 0ax ay0 0ay2 2ay0 0ay a0 0a2 2a0 0a

N x y z Q ON OQ ON OQ O M ON OM ON O MM OMM O
x a
y a
z a a

x y z( ,x y z( ,x y z, )x y z, )x y z , ,N O, ,N OM O, ,M ON OM ON O, ,N OM ON O∈ ⇔Q O∈ ⇔Q O(Q O(Q O ) =
z a−z a

= ⇔ − +x y z− +x y z =Q O∈ ⇔Q OQ Od tQ Od tQ O M ON O, ,N OM O, ,M ON OM ON O, ,N OM ON O y a = ⇔éd téd tQ Od tQ OéQ Od tQ O ′
0

0 00 0y a0 0y a = ⇔0 0= ⇔y a0 0y a 0

Donc  = ∩
+ + − − − =

− + =









Σ= ∩Σ= ∩ Q

x y z+ +x y z+ + ax− − −ax− − −ay− − −ay− − − a
x y z− +x y z− +

:
2 2+ +2 2+ +x y z2 2x y z+ +x y z+ +2 2+ +x y z+ + 2 2ax2 2ax ay2 2ay a2 2a 0

0

La réponse C est bonne.

• Soit p la projection orthogonale sur le plan P.

p M x y z m x y: (p M: (p M x y z, ,x y z) (m x) (m x, ,y, ,y ).) () ( 0

m x y z x y z( ,m x( ,m x , )y z, )y z , (x y z, ,x y z), )0, )y z, )y z0y z, )y zy z∈ ⇔y z y z y z x y z x y z, ( , (M, (M M, (M x y z, ,x y z x y z, ,x y z) )y z∈ ⇔y z y z∈ ⇔y z∃ ∈ ∃ ∈y z∃ ∈y z y z∃ ∈y z ∈ ∈y z∈ ⇔y z y z∈ ⇔y zy z y z , ( , (y z y z  

⇔ ∃ ∈
= −

+ + ( ) − − − =


















⇔ ∃

z
zz

y x= −y x= −

x y+ +x y+ + ( )y x( )−( )−y x−( )− ax− − −ax− − −ay− − −ay− − − a
,,

2 2+ +2 2+ +x y2 2x y+ +x y+ +2 2+ +x y+ + 2 2 0
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⇔ + −2 2⇔ + −2 2⇔ + − 2 0− − −2 0− − − =2 0=2 22 2⇔ + −2 2⇔ + −2 22 22 2⇔ + −2 2⇔ + −2 2⇔ + −2 2⇔ + − 22 022 0x y⇔ + −x y⇔ + −⇔ + −2 2⇔ + −x y⇔ + −2 2⇔ + −⇔ + −2 2⇔ + −x y⇔ + −2 2⇔ + −⇔ + −2 2⇔ + −2 2⇔ + −2 2⇔ + −x y⇔ + −2 2⇔ + −2 2⇔ + − xy2 0xy2 0ax2 0ax2 0− − −2 0− − −ax− − −2 0− − −ay2 0ay2 0− − −2 0− − −ay− − −2 0− − − a2 0a2 0

La réponse D est fausse.

L’équation de l’assertion D représente l’intersection de la sphère et du
plan.

• Question 4 : réponses B et C
• Le discriminant de l’équation de a vaut : ∆ = − = − <1 4− =1 4− = 3 0− <3 0− <
Donc, si a est une conique, c’est une ellipse.

La réponse A est fausse.

• r i i ji ji j jr iπr iπr i
4

1 21 2

1 21 2
i j

1 2
i ji j

1 2
i j

1 2
i j

1 2
i j

1 21 21 2

1 21 21 2
r i:r ir i:r i

/1 2/1 2
i j

/
i j

/1 2/1 2
i j

1 2
i j

/
i j

1 2
i j

/1 2/1 2

/1 2/1 2

→ → → →
′ ′′ ′′ ′i j′ ′i ji j′ ′i ji j′ ′i j j′ ′j i j i ji j i ji j i j i j i j i j i ji j i j ′ ′ ′ ′i j′ ′i j i j′ ′i ji j′ ′i j i j′ ′i ji jeti ji j′ ′i jeti j′ ′i ji j i jeti j i ji j′ ′i j i j′ ′i jeti j i j′ ′i j

−
donc, si (x,y) sont les

coordonnées de M dans O i j, ,O i, ,O i
→ →














 














 et (x ′,y ′) celles dans O i j, ,O i, ,O i

→ →













 














 :

x xx xx x= −x x( )x x( )x x y( )y= −( )= −x x= −x x( )x x= −x x

= +( )x y( )x y= +( )= +x y= +x y( )x y= +x y













1 21 2x x1 2x xx x1 2x xx x= −x x1 2x x= −x xx x= −x x1 2x x= −x x1 2x x1 2x xx x= −x x1 2x x= −x x

1 21 2= +1 2= += +1 2= +1 2= +1 2= +

/x x/x x1 2/1 2x x1 2x x/x x1 2x xx x= −x x1 2x x= −x x/x x1 2x x= −x x

/1 2/1 2= +1 2= +/= +1 2= +

( )′ ′( )y( )y′ ′y( )y

( )′ ′( )x y( )x y′ ′x y( )x y= +( )= +′ ′= +( )= +x y= +x y( )x y= +x y′ ′x y( )x y= +x yy

alors : x y xy
a

x
a

y
a

x y a xa xa xa x a2 2x y2 2x y
2

2 2x y2 2x y 2

2 2 2
0 3x y0 3x yx y2 2x y0 3x y2 2x y 2 0a x2 0a x a2 0a22 02+ −x y+ −x y2 2+ −2 2x y2 2x y+ −x y2 2x y − −− −x− −x − =− = ⇔ +x y⇔ +x y0 3⇔ +0 3x y0 3x y⇔ +x y0 3x yx y2 2x y0 3x y2 2x y⇔ +x y0 3x y2 2x y − −a x− −a xa x− −a x2 0− −2 0a x2 0a x− −a x2 0a x2 0=2 00 3′ ′2 2′ ′2 2x y2 2x y′ ′x y2 2x y0 3′ ′0 32 20 32 2′ ′2 20 32 2x y2 2x y0 3x y2 2x y′ ′x y0 3x y2 2x y0 3⇔ +0 3′ ′0 3⇔ +0 3x y0 3x y⇔ +x y0 3x y′ ′x y⇔ +x y0 3x y2 20 32 2⇔ +2 20 32 2′ ′2 2⇔ +2 20 32 2x y2 2x y0 3x y2 2x y⇔ +x y0 3x y2 2x y′ ′x y2 2x y0 3x y2 2x y⇔ +x y2 2x y0 3x y2 2x y ′2 0′2 0 (1)

La réponse B est bonne.

• ( )( )1( )

2
2

3
2 2

1

2

2

2

2⇔
−















− =− =
x

a

a
y
a

′
′

: a est donc l’ellipse de centre Ω
a 2

2
0

,

d’axe focal (Ω x ′), de longueur du ½ grand axe a
3
2

, et de longueur

du ½ petit axe a
2

.

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.
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>QCM 1 Injections - Surjections – Bijections

Le plan P est rapporté à un repère orthonormé direct ( , , )O i j
→ →

.
Pour tout point M, on note (x, y) ses coordonnées dans le repère ( , , )O i j

→ →
, et

z = x + iy son affixe.
Soit f l’application de P dans P qui au point M d’affixe z associe le point M ′ = f (M)
d’affixe z ′ = z2 + z.

• Question 1
Soient E et F deux ensembles, et ϕ une application de E dans F. A désigne une
partie de E, et B une partie de F.

A F est l’ensemble des images par ϕ des éléments de E.

B Si : ∀ ( ) ∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠ ⇒ ≠( )⇒ ≠x x ∈ ≠E x∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )x x( )⇒ ≠( )⇒ ≠x x⇒ ≠( )⇒ ≠( )x( ), ,), ,) ∈ ≠, ,∈ ≠x x, ,x x ∈ ≠E x∈ ≠, ,∈ ≠E x∈ ≠( )( )( )( )( )( )( )x x( )( )( )x x( )( )( )( )( )x x( )( )( )x x( )∈ ≠E x∈ ≠, ,), ,) ∈ ≠, ,∈ ≠x x, ,x x ∈ ≠E x∈ ≠, ,∈ ≠E x∈ ≠( )x x( )( )∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )( )( )( )x x( )( )( )x x( )( )x x( )⇒ ≠( )⇒ ≠x x⇒ ≠( )⇒ ≠′ ′( )′ ′( )∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠E x′ ′E x∈ ≠E x∈ ≠′ ′∈ ≠E x∈ ≠( )E x( )′ ′( )E x( )∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )( )( )′ ′( )( )( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )E x( )( )( )E x( )′ ′( )( )( )E x( )∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )( )( )′ ′( )( )( )( )x x( )( )( )x x( )′ ′( )( )( )x x( )′ ′)′ ′) ∈ ≠′ ′∈ ≠E x′ ′E x∈ ≠E x∈ ≠′ ′∈ ≠E x∈ ≠( )′( )2∈ ≠E x∈ ≠2∈ ≠E x∈ ≠′ ′2′ ′E x′ ′E x2E x′ ′E x∈ ≠E x∈ ≠′ ′∈ ≠E x∈ ≠2∈ ≠′ ′∈ ≠E x∈ ≠( )ϕ ϕ( )∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )( )( )ϕ ϕ( )( )( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )ϕ ϕ( )∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )′ ′( )ϕ ϕ( )′ ′( )∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )( )∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠E x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠E x( )∈ ≠ , alors ϕ est injective.

C Pour qu’il existe une application induite par ϕ de A dans B, il faut

que ϕ(A) ⊂ B.

D Pour que ϕ induise une bijection de A dans B, il suffit de montrer

que tout élément de B admet un unique antécédent dans A.

• Question 2

Soit : ϕ :
 



→

z ez
, U z z= ∈ ={ } / 1 , ∆ = ∈ ℜ = ℑ{ }z e z m z / ( ) ( ) .

A ϕ est une application surjective.

B ϕ−1(U) = i

C ϕ(∆) = ∆

D Soit A zA z= ∈A z{ }A z{ }A z e z{ }e z= ∈{ }= ∈A z= ∈A z{ }A z= ∈A z ℜ ≥{ }ℜ ≥e zℜ ≥e z{ }e zℜ ≥e z ℑ ∈{ }ℑ ∈m zℑ ∈m z{ }m zℑ ∈m z [ [{ }[ [{ }{ }{ }{ }/ ({ }e z{ }e z/ (e z{ }e zℜ ≥{ }ℜ ≥/ (ℜ ≥{ }ℜ ≥e zℜ ≥e z{ }e zℜ ≥e z/ (e z{ }e zℜ ≥e z{ }/ ({ }{ }) ({ }et{ }et) (et{ }etℜ ≥{ }ℜ ≥) (ℜ ≥{ }ℜ ≥ ℑ ∈{ }ℑ ∈) (ℑ ∈{ }ℑ ∈m zℑ ∈m z{ }m zℑ ∈m z) (m z{ }m zℑ ∈m z{ }) ,{ }ℑ ∈{ }ℑ ∈) ,ℑ ∈{ }ℑ ∈[ [{ }[ [) ,[ [{ }[ [ℑ ∈{ }ℑ ∈0 0ℑ ∈{ }ℑ ∈m zℑ ∈m z{ }m zℑ ∈m z0 0m z{ }m zℑ ∈m z{ }) ({ }0 0{ }) ({ }et{ }et) (et{ }et0 0et) (et{ }et ℑ ∈{ }ℑ ∈) (ℑ ∈{ }ℑ ∈0 0ℑ ∈) (ℑ ∈{ }ℑ ∈m zℑ ∈m z{ }m zℑ ∈m z) (m z{ }m zℑ ∈m z0 0m zℑ ∈m z{ }m zℑ ∈m z) (m zℑ ∈m z{ }m zℑ ∈m z{ }) ({ }0 0{ }) ({ }{ }) ({ }0 0{ }) ({ }{ }) ,{ }0 0{ }) ,{ }ℑ ∈{ }ℑ ∈) ,ℑ ∈{ }ℑ ∈0 0ℑ ∈) ,ℑ ∈{ }ℑ ∈[ [{ }[ [) ,[ [{ }[ [0 0[ [) ,[ [{ }[ [[ [{ }[ [2[ [{ }[ [[ [{ }[ [π[ [{ }[ [ et

B zB z= ∈B z{ }{ }B z{ }B z= ∈{ }= ∈B z= ∈B z{ }B z= ∈B z{ }= ∈{ }= ∈B z= ∈B z{ }B z= ∈B z{ }{ }{ }{ }{ }/ 1{ }{ }/ 1{ }z{ }z/ 1z{ }z ≥{ }≥/ 1≥{ }≥{ }/ 1{ }{ }/ 1{ } .

ϕ induit une bijection de A dans B.
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• Question 3

A f est surjective.

B f est injective.

C ∀ ∈( ,∀ ∈( ,∀ ∈) ,∀ ∈) ,∀ ∈ ) (= ⇔) (= ⇔ = =) (= = )M N∀ ∈M N∀ ∈( ,M N( ,∀ ∈( ,∀ ∈M N∀ ∈( ,∀ ∈ f M f N ) (M s) (= =) (= =M s= =) (= = N) (P o) (= ⇔) (= ⇔P o= ⇔) (= ⇔ = =) (= =P o= =) (= =P o) ,P o) , ) (u) (= =) (= =u= =) (= =2) ,2) ,) ,P o) ,2) ,P o) , ( )( )( ) (f M(  f M( )f M( ) f N( )f N( )= ⇔( )= ⇔( )= ⇔= ⇔( )( ) (= ⇔) (= ⇔f M(  f M( )f M( ) f N= ⇔f N= ⇔( )f N( )= ⇔( )= ⇔f N= ⇔( )= ⇔P o= ⇔P o= ⇔( )P o( )= ⇔( )= ⇔P o= ⇔( )= ⇔P o= ⇔P o= ⇔( )P o( )P o(  P o) (P o) (= ⇔) (= ⇔P o= ⇔) (= ⇔f MP of M(  f MP of M( )f M( )P o( )f M( ) f NP of N= ⇔f N= ⇔P o= ⇔f N= ⇔( )f N( )P o( )f N( )= ⇔( )= ⇔f N= ⇔( )= ⇔P o= ⇔f N= ⇔( )= ⇔) (P o) (= ⇔) (= ⇔P o= ⇔) (= ⇔) ((  ) () (P o) ((  ) (P o) (= =) (= =P o= =) (= =) (M N) (P o) (M N) ((  ) (P o) (M N) (= =) (= =M N= =) (= =P o= =M N= =) (= =) () (P o) () (u) ( )

où s est la symétrie de centre Ω d’affixe ½.

D Soit G PG P= ∈G P > = ≥ −










G P


G PG PG PG P= ∈G PG P= ∈G P





G P


G PG P


G P













G PG PM xG PG P= ∈G PM xG P= ∈G PG PM xG PG PM xG Py yG Py yG PG Py yG PG P= ∈G Py yG P= ∈G PG Py yG Py y ou y ey et xt x( ,G P( ,G PG P= ∈G P( ,G P= ∈G P( ,G P( ,G PG P( ,G PG PM xG P( ,G PM xG PG P= ∈G PM xG P= ∈G P( ,G PM xG P= ∈G PG PM xG P( ,G PM xG PG PM xG P( ,G PM xG P) /G P) /G Py y) /y yG Py yG P) /G Py yG PG P= ∈G Py yG P= ∈G P) /G Py yG P= ∈G PG Py yG P) /G Py yG PG Py yG P) /G Py yG P 0 0> =0 0> =0 0> => =0 0> => =


0 0


> =


> =0 0> =


> => => =0 0> => =


0 0

> => => => =0 0> => => =


0 0


> =


> => =


> =0 0> => =


> =0 0


> =ou> =0 0> =ou> =ou0 0ouou y e0 0y e> =y e> =0 0> =y e> =y e0 0y e0 0y e
1
2

.

f induit une bijection de G dans P.

• Question 4
D(C, r) désigne le disque ouvert de centre C et de rayon r (r > 0) :

D C r M P CM r, /( ) = ∈ <{ }

Soient I et J les points d’affixes respectives − −1
2

1
4

et , et soit ∆ la droite d’équation
y = x.

f J r− ( ) 
1 D , est :

A le disque D(I, r). B le disque D(I, r2).

f (∆) est :

C une droite. D une parabole.

> QCM 2 Dénombrement
Une serrure de sécurité possède n boutons numérotés de 1 à n (n ≥ 1). Une
« combinaison » consiste à pousser dans un certain ordre tous les boutons.
Chaque bouton n’est poussé qu’une seule fois, mais il est possible de pousser
simultanément plusieurs boutons.
On note A nn = { }1 2, , ..., l’ensemble des entiers de 1 à n.
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Par définition, une n-combinaison est une suite ordonnée P P Pj1 2, , ...,( ) de j
parties P1, P2, …, Pj de An (1 ≤ j ≤ n), ces parties formant une partition de An,
c’est-à-dire qu’elles sont non vides, deux à deux disjointes, et que leur réunion
est égale à An.
On note an le nombre de n-combinaisons.
Exemples :

• n = 1 : il y a une seule 1-combinaison : ({1}), donc a1 = 1.

• n = 2 : il y a trois 2-combinaisons : ({ }, { }), ({ }, { }), ({ , })1 2 2 1 1 2 donc a2 = 3.

({ }, { })1 2 consiste à appuyer d’abord sur le bouton 1, puis sur le bouton 2.

({1, 2}) consiste à appuyer simultanément sur les boutons 1 et 2.

• Question 1

A a3 = 13 B a3 = 12

Pour n donné, le nombre de n-combinaisons telles que les boutons soient
poussés les uns après les autres, c’est-à-dire que les parties Pi (1 ≤ i ≤ n)
soient des singletons, est :

C n! D nn

• Question 2
Soit S P P Pj= ( )1 2, , ..., une n-combinaison quelconque (n ≥ 1).
Soit un entier k (1 ≤ k < n). Pour une partie P1 fixée de cardinal k, le nombre de
n-combinaisons est :

A (n − k)! B an−k

Donc le nombre de n-combinaisons total est :

C a
n
k

an n k
k

n

=












 n k−n k

−

=
∑

1

1

D a
n
p

an ppn pp
an pa

n

p
= +n p= +n p


n pn p



n pn pn pn p


n pn p



n pn pn pn p

=

−

∑n p∑n p1= +1= +n p= +n p1n p= +n p
1

1
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> QCM 3 Groupes et morphismes
On définit dans 2 la loi notée * par :

∀ ∈ = + +(( , ),( , )) ( ) , ( , ) * ( , ) ( ,x y x y x y x y x x y ex′ ′ ′ ′ ′ ′2 2 yy e x′ − )

Soit l’équation (1) d’inconnue f : →  :

∀ ( ) ∈ +( ) = ( ) + ( ) −x x f x x f x e f x ex x, ,′ ′ ′′2 (1)

• Question 1
Soit f une solution de (1).

A f (0) = 0

B f (0) = 1

C ∀ ∈ + =∀ ∈ + =x f∀ ∈x f∀ ∈∀ ∈x f∀ ∈ x f+ =x f+ = x f+ =x f+ =x f+ =x f+ =doncx fdonc x f+ =x f+ = xx fx f, (, (x f, (x f, (x f ) () (x f) (x fx f+ =x f+ =) (+ =x f+ = ) (+ =) (+ =x f) (x f+ =x f+ =) (+ =x f+ =+ =x f+ =) (+ =x f+ =doncx fdonc) (doncx fdonc+ =  donc  + =x f+ =  donc  + =) (+ =x f+ =  donc  + =) (x f) (x f+ =x f+ =) (+ =x f+ = )sh1 1+ =1 1+ =x f1 1x f+ =x f+ =1 1+ =x f+ = x f1 1x f+ =x f+ =1 1+ =x f+ =) (1 1) (x f) (x f1 1x f) (x f+ =x f+ =) (+ =x f+ =1 1+ =) (+ =x f+ = 1

D ∀ ∈λ∀ ∈λ∀ ∈, l’application f x xλf xλf x λf x: sf x: sf x λ: sλf x: sf x h: s: s est solution de (1).

• Question 2

A * est une loi de composition interne commutative dans 2.

B ( )( ) 2( )2, *( ), * est un groupe, et  × {0} est un sous-groupe.

C  +
2 est stable pour la loi *.

D  +( )2, * est un sous-groupe de ( )( )2( )2, *( ), * .
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• Question 3

Pour une application f :  → , on note Γ = ( ) ∈{ }x f x x, ( ) /  son graphe.

A Γ est stable pour * si et seulement si f = sh.

On prend dans la suite pour Γ le graphe de la fonction sh.

Soit ϕ :  

 sh

→

( )
2

x x x,

B ϕ est un morphisme de groupe de (, +) dans ( )( )2( )2, *( ), * , donc Γ est

un sous-groupe de ( )( )2( )2, *( ), * .

C ϕ n’est pas injectif.

D ϕ induit un isomorphisme de (, +) dans Γ, *( ) .

> QCM 4 Anneaux - Corps – Arithmétique
Certaines questions de ce QCM sont réservées à la filière MPSI.

On pose :
E = ∈ ∃ ( ) ∈ = +{ }x m n x m n / , ,2 2

F = ∈ ∃ ( ) ∈ = +{ }x u v x u v / , ,2 2

Soit dans 2 les équations :

m n2 22 1 1− = ( )

m n2 22 1 2− = − ( )

• Question 1

A L’application ϕ :  



2 2 

2

 → 

( ) +u v u v+u v+,u v,u v
n’est pas injective.

B E est un sous-anneau de .

C 2 et ( )( )1 2( )1 21 2( )1 21 2+1 2( )1 2+1 2 ne sont pas inversibles dans E.

D F n’est pas un sous-corps de .
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• Question 2
Pour tout élément x m n= + 2 de E, on note : x m n= − 2 .

Soit N l’application définie sur E par : N x x x( ) =  .

Soit : G E et solution de ou= ∈ = +{ }x x m n m n/ ( , ) ( ) ( )2 1 2 .

A L’équation N(x) = 0 n’a pas de solution dans E.

B Si (m, n) est solution de (1) ou (2), alors x m n= +x m= +x m 2 est inversible

dans E.

C N est un morphisme de groupe de (E, x) dans (, x)

D G est l’ensemble des éléments inversibles de E.

• Question 3 (assertion D réservée aux MPSI)

Pour p ∈ , u Ep

p
= +( ) ∈1 2 , donc il existe deux entiers ap et bp tels que :

1 2 2+( ) = +
p

p pa b

A a bp pa bp pa b
p

− =− =a b− =a b ( )( )−( )−2 1− =2 1− = ( )2 1( )( )2( )
B ∀ ∈ ( )p a∀ ∈p a∀ ∈ ( )p a( )( )b( )( )p p( )( )b( )p p( )b( )p ap a( ), ,( )p a, ,p a( )p a( ), ,( )p a( )( )p p( ), ,( )p p( )p ap a, ,p ap a est solution de (1).

C ( )( )1 2( )1 21 2( )1 21 2+1 2( )1 2+1 2 + −( )( )1 2( )1 21 2( )1 2+ −( )+ −1 2+ −1 2( )1 2+ −1 2
p p( )p p( )( )p p( )1 2( )1 2
p p

1 2( )1 21 2( )1 2
p p

1 2( )1 2 est la partie entière de up.

D ap et bp sont premiers entre eux.
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• Question 4 (MPSI)

Soit : z = + + −20 14 2 20 14 23 3 .

On considère l’équation :

x x3 6 40 0− − = (3)

A z est solution de (3).

B (3) a trois racines réelles.

On cherche les solutions rationnelles positives de (3) sous la forme x
p
q

= ,
p q∈ ∈ , *, p et q premiers entre eux.

C q divise p3, ce qui est impossible puisque p et q sont premiers entre

eux, donc (3) n’a pas de solution rationnelle, et z ∉ .

D p divise 40, et (3) a une unique solution rationnelle, donc z ∈ .
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> QCM 1 Injections - Surjections – Bijections

• Question 1 : réponse C

F est l’ensemble d’arrivée ; c’est l’ensemble des images si et seulement
si ϕ est surjective. La réponse A est fausse.

• ∀ ( ) ∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠ ⇒ ≠( )⇒ ≠x x ( )x x( )( )x x( )⇒ ≠( )⇒ ≠x x⇒ ≠( )⇒ ≠, ,), ,) ∈ ≠, ,∈ ≠x x, ,x x ( )( )( )( )( )( )( )x x( )( )( )x x( )∈ ≠, ,), ,) ∈ ≠, ,∈ ≠x x, ,x x ( )( )′ ′( )∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠′ ′)′ ′) ∈ ≠′ ′∈ ≠( )′ ′( )∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠( )x x( )′ ′( )x x( )∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠( )( )( )′ ′( )( )( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠( )( )( )′ ′( )( )( )( )x x( )( )( )x x( )′ ′( )( )( )x x( )( )′( )∈ ≠E∈ ≠∈ ≠, ,∈ ≠E∈ ≠, ,∈ ≠′ ′E′ ′∈ ≠′ ′∈ ≠E∈ ≠′ ′∈ ≠2∈ ≠2∈ ≠′ ′2′ ′∈ ≠′ ′∈ ≠2∈ ≠′ ′∈ ≠( )ϕ ϕ( )∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠( )x x( )ϕ ϕ( )x x( )∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠( )( )( )ϕ ϕ( )( )( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠( )x x( )′ ′( )x x( )ϕ ϕ( )′ ′( )x x( )∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠( )( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠( )∈ ≠x x( )∈ ≠ signifie qu’un élément de E a au
plus une image, ce qui est vrai pour toute application ϕ.

ϕ ϕinjectiveϕ ϕ injective  ϕ ϕ⇔ ∀ϕ ϕ⇔ ∀ϕ ϕϕ ϕ⇔ ∀ϕ ϕ(ϕ ϕ(ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ( )ϕ ϕ( )ϕ ϕ ϕ( )ϕϕ ϕ( )ϕ ϕϕ ϕ( )ϕ ϕϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ( )ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ( )ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ⇒ ≠( )⇒ ≠ϕ ϕ⇒ ≠ϕ ϕ( )ϕ ϕ⇒ ≠ϕ ϕϕ ϕ⇒ ≠ϕ ϕ( )ϕ ϕ⇒ ≠ϕ ϕ⇒ ≠( )⇒ ≠x xϕ ϕx xϕ ϕϕ ϕ( )ϕ ϕx xϕ ϕ( )ϕ ϕϕ ϕ( )ϕ ϕx xϕ ϕ( )ϕ ϕϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ( )ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕx xϕ ϕ( )ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ( )ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕx xϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ( )ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ( )x x( )ϕ( )ϕx xϕ( )ϕ⇒ ≠( )⇒ ≠x x⇒ ≠( )⇒ ≠ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕ)ϕ ϕ, ,ϕ ϕ)ϕ ϕϕ ϕ)ϕ ϕ, ,ϕ ϕ)ϕ ϕϕ ϕ)ϕ ϕ, ,ϕ ϕ)ϕ ϕϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ, ,ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ, ,ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕϕ ϕx xϕ ϕ, ,ϕ ϕx xϕ ϕϕ ϕx xϕ ϕ, ,ϕ ϕx xϕ ϕ( )( )( )⇒ ≠( )⇒ ≠( )⇒ ≠( )⇒ ≠⇒ ≠( )⇒ ≠x x⇒ ≠( )⇒ ≠( )⇒ ≠x x⇒ ≠( )⇒ ≠( )( )( )( )x x( )( )( )x x( )′ ′∈ ≠′ ′∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ( )′ ′( )ϕ ϕ( )ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ( )ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ( )ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ( )ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ( )x x( )′ ′( )x x( )ϕ ϕ( )ϕ ϕx xϕ ϕ( )ϕ ϕ′ ′ϕ ϕx xϕ ϕ( )ϕ ϕ∈ ≠( )∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠′ ′∈ ≠x x∈ ≠( )∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ( )ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕx xϕ ϕ( )ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ( )ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕx xϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ( )ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ)′ ′)ϕ ϕ)ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ)ϕ ϕ∈ ≠′ ′∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ( )( )( )′( )( )( )ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕEϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ, ,ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕEϕ ϕ, ,ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ′ ′E′ ′∈ ≠′ ′∈ ≠E∈ ≠′ ′∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕEϕ ϕ′ ′ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ2ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ2ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ′ ′2′ ′∈ ≠′ ′∈ ≠2∈ ≠′ ′∈ ≠ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ2ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ∈ ≠ϕ ϕ

La réponse B est fausse.

• A ⊂ E, donc on peut restreindre ϕ à A : ϕ|A : A F→A F→A F

x xx xx xϕx xϕx x( )x x( )x x

Pour que l’application ϕ′ : A B→
x xx xx xϕx xϕx x( )x x( )x x

existe, il faut que tout élément x de A

soit tel que ϕ( )( )x( ) ∈B, c’est-à-dire que ϕ( )A B( )A B( ) .A B⊂A B

La réponse C est bonne.

ϕ induit une bijection ϕ′ de A dans B si ϕ( )A B( )A B( )A B⊂A B et si ϕ′ est bijective,
c’est-à-dire que tout élément de B admet un unique antécédent dans A.

La réponse D est fausse.

Par exemple : ∀∀ ∈∀∀ ∈∀ ∈ ∃∀ ∈∈ ∃∀ ∈ ∈ =++ +∈ =+ +∈ =++ ++ +∈ =+∈ =+ +++ +∈ =+ +∈ =+∈ =+ +∈ =,∈ =,∈ =* 2∈ ∃* 2∈ ∃∃ ∈* 2∃ ∈∈ ∃∃ ∈∈ ∃* 2∈ ∃∃ ∈∈ ∃ ∈ =* 2∈ =!* 2!∃ ∈! ∃ ∈* 2∃ ∈! ∃ ∈y x∀ ∈y x∀ ∈∈ ∃y x∈ ∃∀ ∈∈ ∃∀ ∈y x∀ ∈∈ ∃∀ ∈ +y x++ +y x+ +++ ++y x++ +++ +, + +y x+ +, + ++ +! + +y x+ +! + + y x∈ =y x∈ ==y x=∈ ==∈ =y x∈ ==∈ =* 2y x* 2∈ =* 2∈ =y x∈ =* 2∈ =∈ ∃ ∈ ∃∃ ∈ ∃ ∈∈ = ∈ =∃ ∈∈ =∃ ∈ ∃ ∈∈ =∃ ∈∃ ∈+ +∃ ∈ ∃ ∈+ +∃ ∈∈ =+ +∈ = ∈ =+ +∈ =∃ ∈∈ =∃ ∈+ +∃ ∈∈ =∃ ∈ ∃ ∈+ +∃ ∈∈ =∃ ∈* 2 * 2∃ ∈* 2∃ ∈ ∃ ∈* 2∃ ∈∈ =* 2∈ = ∈ =* 2∈ =∃ ∈∈ =∃ ∈* 2∃ ∈∈ =∃ ∈ ∃ ∈* 2∃ ∈∈ =∃ ∈∈ ∃* 2∈ ∃ ∈ ∃* 2∈ ∃∃ ∈* 2∃ ∈ ∃ ∈* 2∃ ∈∈ ∃∃ ∈∈ ∃* 2∈ ∃∃ ∈∈ ∃ ∈ ∃* 2∈ ∃∃ ∈∈ ∃∃ ∈! ∃ ∈* 2∃ ∈! ∃ ∈ ∃ ∈* 2∃ ∈! ∃ ∈∈ ∃y x∈ ∃ ∈ ∃y x∈ ∃∃ ∈y x∃ ∈ ∃ ∈y x∃ ∈∈ ∃∃ ∈∈ ∃y x∈ ∃∃ ∈∈ ∃ ∈ ∃y x∈ ∃∃ ∈∈ ∃∈ ∃+∈ ∃y x∈ ∃+∈ ∃ ∈ ∃y x∈ ∃+∈ ∃∈ ∃+ +∈ ∃y x∈ ∃+ +∈ ∃ ∈ ∃y x∈ ∃+ +∈ ∃∃ ∈+ +∃ ∈y x∃ ∈+ +∃ ∈ ∃ ∈y x∃ ∈+ +∃ ∈∈ ∃∃ ∈∈ ∃+ +∈ ∃∃ ∈∈ ∃y x∈ ∃+ +∈ ∃∃ ∈∈ ∃ ∈ ∃∃ ∈∈ ∃+ +∈ ∃∃ ∈∈ ∃y x∈ ∃∃ ∈∈ ∃+ +∈ ∃∃ ∈∈ ∃∈ ∃+∈ ∃+ +∈ ∃+∈ ∃y x∈ ∃+ +∈ ∃+∈ ∃ ∈ ∃+∈ ∃+ +∈ ∃+∈ ∃y x∈ ∃+∈ ∃+ +∈ ∃+∈ ∃∃ ∈y x∃ ∈ ∃ ∈y x∃ ∈∃ ∈+ +∃ ∈y x∃ ∈+ +∃ ∈ ∃ ∈y x∃ ∈+ +∃ ∈∈ ∃, ∈ ∃y x∈ ∃, ∈ ∃ ∈ ∃y x∈ ∃, ∈ ∃∈ ∃+ +∈ ∃, ∈ ∃+ +∈ ∃y x∈ ∃, ∈ ∃+ +∈ ∃ ∈ ∃+ +∈ ∃, ∈ ∃+ +∈ ∃y x∈ ∃+ +∈ ∃, ∈ ∃+ +∈ ∃∃ ∈! ∃ ∈y x∃ ∈! ∃ ∈ ∃ ∈y x∃ ∈! ∃ ∈∃ ∈+ +∃ ∈! ∃ ∈+ +∃ ∈y x∃ ∈! ∃ ∈+ +∃ ∈ ∃ ∈+ +∃ ∈! ∃ ∈+ +∃ ∈y x∃ ∈+ +∃ ∈! ∃ ∈+ +∃ ∈∃ ∈* 2∃ ∈y x∃ ∈* 2∃ ∈ ∃ ∈y x∃ ∈* 2∃ ∈∈ ∃* 2∈ ∃y x∈ ∃* 2∈ ∃ ∈ ∃y x∈ ∃* 2∈ ∃∃ ∈* 2∃ ∈y x∃ ∈* 2∃ ∈ ∃ ∈y x∃ ∈* 2∃ ∈∈ ∃∃ ∈∈ ∃* 2∈ ∃∃ ∈∈ ∃y x∈ ∃* 2∈ ∃∃ ∈∈ ∃ ∈ ∃∃ ∈∈ ∃* 2∈ ∃∃ ∈∈ ∃y x∈ ∃∃ ∈∈ ∃* 2∈ ∃∃ ∈∈ ∃∃ ∈! ∃ ∈* 2∃ ∈! ∃ ∈y x∃ ∈* 2∃ ∈! ∃ ∈ ∃ ∈! ∃ ∈* 2∃ ∈! ∃ ∈y x∃ ∈! ∃ ∈* 2∃ ∈! ∃ ∈ ,

mais il n’existe pas d’application :  + + + + + + ++ ++ + + + +  ++ +++ + → + +→+ + + + → + + *

x xx x 2
car 0 n’a pas d’image.

• Question 2 : réponses B et D

∀ ∈∀ ∈z ez e∀ ∈z e∀ ∈∀ ∈z e∀ ∈ zz ez e, 0≠, 0≠z e, 0z e, 0z, 0z , donc 0 n’a pas d’antécédent par ϕ, et j n’est
pas surjective. La réponse A est fausse.

F est l’ensemble d’arrivée ; c’est l’ensemble des images si et seulement 
si NON

ϕ
c’est-à-dire que tout élément de B admet un unique antécédent dans A.NON

∀ ∈
pas surjective

NON
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ϕ ϕ− { }ϕ ϕ{ }ϕ ϕ1ϕ ϕ1ϕ ϕ( )ϕ ϕ( )ϕ ϕ{ }/ ({ }ϕ ϕ{ }ϕ ϕ/ (ϕ ϕ{ }ϕ ϕ{ }){ }{ }U U{ }∈{ }∈U U∈{ }∈{ }U U{ }U Uϕ ϕU Uϕ ϕϕ ϕ= ∈ϕ ϕU Uϕ ϕ= ∈ϕ ϕ{ }U U{ }ϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕϕ ϕ= ∈ϕ ϕ{ }ϕ ϕ= ∈ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕ= ∈ϕ ϕ( )U U( )ϕ ϕ( )ϕ ϕU Uϕ ϕ( )ϕ ϕ{ }/ ({ }U U{ }/ ({ }{ }){ }U U{ }){ }ϕ ϕ= ∈ϕ ϕ{ }ϕ ϕ= ∈ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕ= ∈ϕ ϕ{ }U U{ }z z{ }U U{ }ϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕz zϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕ{ }/ ({ }U U{ }/ ({ }z z{ }U U{ }/ ({ }ϕ ϕ{ }ϕ ϕ/ (ϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ/ (ϕ ϕ{ }ϕ ϕz zϕ ϕ{ }ϕ ϕ/ (ϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕ/ (ϕ ϕ{ }ϕ ϕϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕz zϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕ{ }U U{ }z z{ }U U{ }ϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕz zϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕϕ ϕ= ∈ϕ ϕ{ }ϕ ϕ= ∈ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕ= ∈ϕ ϕz zϕ ϕ= ∈ϕ ϕ{ }ϕ ϕ= ∈ϕ ϕU Uϕ ϕ= ∈ϕ ϕ{ }ϕ ϕ= ∈ϕ ϕϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕz zϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕz zϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕϕ ϕ= ∈ϕ ϕ{ }ϕ ϕ= ∈ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕ= ∈ϕ ϕz zϕ ϕ= ∈ϕ ϕ{ }ϕ ϕ= ∈ϕ ϕU U= ∈ϕ ϕ{ }ϕ ϕ= ∈ϕ ϕ{ }U U{ }{ }U U{ }ϕ ϕ{ }ϕ ϕϕ ϕ{ }ϕ ϕ{ }U U{ }z z{ }U U{ }{ }z z{ }U U{ }ϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕz zϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕz zϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕz zϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕϕ ϕ{ }ϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕz zϕ ϕU Uϕ ϕ{ }ϕ ϕ . Soit z x i y= +z x= +z x , ( )x y( )x yx y,x y( )x y,x y ∈2 : e e ez xe ez xe e i ye e=e e .

z ez e e x z iz xz x∈ ⇔z e∈ ⇔z e = ⇔z x= ⇔z x = ⇔e x= ⇔e x = ⇔ z i∈z i−ϕ∈ ⇔ϕ∈ ⇔z e∈ ⇔z eϕz e∈ ⇔z e1z e1z ez e∈ ⇔z e1z e∈ ⇔z e 1 1e x1 1e xz x1 1z xe xz xe x1 1e xz xe x= ⇔1 1= ⇔z x= ⇔z x1 1z x= ⇔z xe x= ⇔e x1 1e x= ⇔e x 0= ⇔0= ⇔( )z e( )z e∈ ⇔( )∈ ⇔z e∈ ⇔z e( )z e∈ ⇔z ez ez e∈ ⇔z e( )U  ( )z e( )z eU  z e( )z ez e∈ ⇔z e( )z e∈ ⇔z eU  z e( )z e∈ ⇔z ez ez e∈ ⇔z ez ez e = ⇔= ⇔1 1= ⇔1 1= ⇔1 1= ⇔ e x= ⇔e x1 1e x1 1e xe x= ⇔e x1 1e x= ⇔e xe xe x= ⇔e x = ⇔e x = ⇔= ⇔0= ⇔= ⇔ z iz i

donc ϕ− =1( )( )U( )  i . La réponse B est bonne.

ϕ( )( )z( ) ≠ 0 donc ϕ ( ) *∆ ⊂( )∆ ⊂( )  or 0 ∈ ∆ donc ϕ ( )∆ ∆( )∆ ∆( ) ≠∆ ∆≠∆ ∆ .

La réponse C est fausse.

A = ∈{ }{ }{ }≥ ∈{ }≥ ∈[ ]{ }[ ]{ }z z{ }z zz z= ∈z z{ }y x{ }y x{ }et{ }{ }y{ }{ }{ }{ }z z{ }{ }z z{ }{ }/ ,{ }= +{ }= +/ ,= +{ }= +{ }z z{ }/ ,{ }z z{ }z zz z/ ,{ }x i{ }/ ,{ }x i{ }x ix i= +{ }= +x i= +{ }= +/ ,= +x i= +{ }= +{ }y x{ }/ ,{ }y x{ }y x/ , [ ]{ }[ ],[ ]{ }[ ]{ }0 0{ }0 0≥ ∈{ }≥ ∈0 0≥ ∈{ }≥ ∈[ ]{ }[ ]0 0[ ]{ }[ ]{ }et{ }0 0{ }et{ }≥ ∈{ }≥ ∈et≥ ∈{ }≥ ∈0 0≥ ∈et≥ ∈{ }≥ ∈{ }y{ }0 0{ }y{ }≥ ∈{ }≥ ∈y≥ ∈{ }≥ ∈0 0≥ ∈y≥ ∈{ }≥ ∈[ ]{ }[ ]2[ ]{ }[ ][ ]{ }[ ]π[ ]{ }[ ] . Soit z ∈ A : e e ez xe ez xe e i ye e=e e .

x ex≥ ⇒x e≥ ⇒x e0 1x e0 1x ex0 1x≥ ⇒0 1≥ ⇒x e≥ ⇒x e0 1x e≥ ⇒x e ≥0 1≥ donc ez ≥ 1 : ϕ( )( )z( ) ∈B,

et ϕ induit une application de A dans B.

ϕ′ :
A B→A B→A B

z ezz ez e
est-elle bijective ?

Soit Z ∈ B, on cherche z x i y= +z x= +z x ∈A tel que : e Zze Zze Ze Z=e Z ( )( )1( )

( ) arg( )1( ) ⇔ = ⇔
[ ]2[ ]2
























 ⇔e e⇔ =e e⇔ =e e Z eZ e
e Ze Z=e Z=

y Zary Zargy Zg≡y Z≡
x i⇔ =x i⇔ =e ex ie e⇔ =e e⇔ =x i⇔ =e e⇔ =y iy i⇔ =y i⇔ = Z ey iZ eZ ey iZ e Z

xe Zxe Z

[ ]π[ ]
x Zx Z

y Z

x Z=x Z

y Z≡y Z [ ]

























lnx Zlnx Z

y Zary Zg 2y Zg 2y Z [ ]g 2[ ][ ]π[ ]
Or : • Z ∈ B, donc Z ≥ 1, donc x ≥ 0 et x est unique.

• y ∈[ [[ [0 2[ [[ [,  [ [[ [0 2[ [,  [ [0 2[ [[ [π[ [ et y Zy Z≡y Z [ ]y Zary Zy Zg  y Z [ ]2[ ][ ]π[ ] donc y est unique.

Donc j¢ est bien bijective de A dans B.
La réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses A et D
Soit Q Z( )Q Z( )Q Z ∈P, on cherche z ∈  tel que Z z z= +Z z= +Z z2= +2= + (2).

( )2 0( )2 0( ) 22 022 02 0⇔ +2 0⇔ +2 02 022 0⇔ +2 022 02 0− =2 0z z2 0z z2 0⇔ +z z⇔ +2 0⇔ +2 0z z2 0⇔ +2 02 022 0⇔ +2 022 0z z2 02⇔ +2 022 02 0Z2 02 0− =2 0Z2 0− =2 0 ∆ = 1 4+1 4+ Z

- Si Z = − 1
4

: (2) a une racine double z0

1
2

= −

- Si Z ≠ − 1
4

: (2) a 2 racines distinctes.

Donc : ∀ ∈ ∃ ∈ = +∀ ∈Z z∀ ∈Z z∀ ∈ ∃ ∈Z z∃ ∈∀ ∈Z z∀ ∈ Z z= +Z z= + z ∃ ∈ ∃ ∈Z z Z z∃ ∈Z z∃ ∈ ∃ ∈Z z∃ ∈ , , , , ∃ ∈ ∃ ∈, ,∃ ∈ ∃ ∈Z z Z z, ,Z z Z z∃ ∈Z z∃ ∈ ∃ ∈Z z∃ ∈, ,∃ ∈ ∃ ∈Z z∃ ∈, ,∃ ∈Z z∃ ∈ ∃ ∈Z z∃ ∈, ,∃ ∈Z z∃ ∈ ∃ ∈Z z∃ ∈ 2= +2= + et f est surjective.
La réponse A est bonne.

ϕ
NON
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En revanche, Q(Z) peut avoir 2 antécédents par f, donc f n’est pas
injective. La réponse B est fausse.

• Soit M(z) et N(z′) : f M f N z z z z( )f M( )f M ( )f N( )f N( )f N( )f N= ⇔f N= ⇔f N( )= ⇔( )f N( )f N= ⇔f N( )f N + =z z+ =z z z z+z z= ⇔ 2 2z z2 2z z z z2 2z z+ =2 2+ =z z+ =z z2 2z z+ =z z ′ ′z z′ ′z z+′ ′+z z+z z′ ′z z+z z2 2′ ′2 2z z2 2z z′ ′z z2 2z z

f M f N z z z z z z z z

M N M s

( )f M( )f M ( )f N( )f N( )f N( )f N= ⇔f N= ⇔f N( )= ⇔( )f N( )f N= ⇔f N( )f N z z−z z( ) + +z z+ +z z( ) = ⇔ = =z z= =z z= =z z= =z z − −z z− −z z

⇔ =M N⇔ =M N M s=M s

= ⇔ = ⇔ ou= = ou= =
M N⇔ =M N⇔ =M N ou

′ ′z z′ ′z z)′ ′) + +′ ′+ +z z+ +z z′ ′z z+ +z z(′ ′( ′ ′z z′ ′z zou′ ′ou1 0)1 0) = ⇔1 0= ⇔ 1

( )(( )(( )N( )

où s : N z M z( )N z( )N z ( )M z( )M z( )′( )  est telle que z = −z′ −1 soit
z z+z z+z z

= −
′

2
1
2

Donc s est la sym trie de centre Iém tém t −( )1
2 .

La réponse C est fausse.

On a vu que f est surjective, et que tout point Q Z Z( )Q Z( )Q Z ≠ −( )1
4 a deux antécé-

dents par f, symétriques par rapport à I −( )1
2 .

Or, G est une partie de P telle que, si M ≠ I : M s∈ ⇔M s∈ ⇔M s ∉G GM sG GM sM s∈ ⇔M sG GM s∈ ⇔M s ∉G G∉M s∈ ⇔M sG GM s∈ ⇔M sM sG GM s( )G G( )G GMG GM( )MG GM .

Donc f induit une bijection de G dans P.
La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponse D

D PD PI rD PM zD PM zD P z rz r, (D P, (D PD PI rD P, (D PI rD PM z, (M zD PM zD P, (D PM zD P) /D P) /D P(D P(D P), (), (D P, (D P)D P, (D PD P= ∈D PD PM zD P= ∈D PM zD PD P, (D P= ∈D P, (D PD PM zD P, (D PM zD P= ∈D P, (D PM zD PD P) /D P= ∈D P) /D PD P, (D P= ∈D P, (D P + <+ <z r+ <z rz r+ <z r


, (


, (D P, (D P


D P, (D P, (, (D P, (D PD P, (D P, (, (D P, (D P= ∈D P, (D PD P= ∈D P, (D P




, (


, (, (


, (D P, (D P


D P, (D PD P


D P, (D P


, (


, (

, (, (


, (, (








) /M zM z, ( ) /

1
2

et D PJ rD PJ rD PD PM zD PM z z rz r, (D P, (D P, (D P, (D PJ r, (J rD PJ rD P, (D PJ rD PD PM zD P, (D PM zD PM z, (M z) /D P) /D P(D P(D P), (), (D P, (D P)D P, (D PD P= ∈D PD PM zD P= ∈D PM zD PD P, (D P= ∈D P, (D PD PM zD P, (D PM zD P= ∈D P, (D PM zD PD P) /D P= ∈D P) /D P + <+ <z r+ <z rz r+ <z r


, (


, (D P, (D P


D P, (D P, (, (D P, (D PD P, (D PD P, (D P= ∈D P, (D PD P= ∈D P, (D P




, (


, (, (


, (D P, (D P


D P, (D PD P


D P, (D P


, (


, (

, (, (


, (, (








) /D P) /D PD P= ∈D PD PM zD P= ∈D PM zD PD P, (D P= ∈D P, (D PD PM zD P, (D PM zD P= ∈D P, (D PM zD PD P) /D P= ∈D P) /D P

1
4

f Jf J−f J(f J(f J )f Jf Jf Jf Jf Jf Jf Jf J  { }z f{ }z f M J{ }M J r{ }rM J∈M J{ }M J∈M J({ }(M J(M J{ }M J(M J ){ })1f J1f Jf Jf J(f Jf Jf Jf Jf Jf Jf J { }D P{ }z f{ }z fD Pz f{ }z f= ∈{ }= ∈D P= ∈{ }= ∈z f= ∈z f{ }z f= ∈z fD Pz f{ }z f= ∈z fD Pf JD Pf Jf J(f JD Pf J(f J M J{ }M JDM J{ }M J, (), (), ( { }, ({ }, (), (), (, ( { }, ({ }, () { }D P, (D Pr MD Pr M, (r MD Pr Mr M)r MD Pr M)r M, (r MD Pr M)r Mr Mr MD Pr Mr M, (r MD Pr Mr Mr Mr MD Pr Mr M, (r MD Pr Mr Mr Mr Mr Mr MD Pr Mr Mr M, (r Mr Mr Mr MD Pr Mr Mr Mr Mr M= ∈r MD Pr M= ∈r M, (r MD Pr M= ∈r M{ }D P{ }, ({ }D P{ }r M{ }r MD Pr M{ }r M, (r MD Pr M{ }r M= ∈{ }= ∈D P= ∈{ }= ∈, (= ∈D P= ∈{ }= ∈r M= ∈r M{ }r M= ∈r MD Pr M{ }r M= ∈r M, (r M= ∈r M{ }r M= ∈r MD Pr M= ∈r M{ }r M= ∈r M z f{ }z f) /z f{ }z fz f{ }z fD Pz f{ }z f) /z fD Pz f{ }z fz f= ∈z f{ }z f= ∈z fD Pz f{ }z f= ∈z f) /z f= ∈z f{ }z f= ∈z fD Pz f= ∈z f{ }z f= ∈z f{ }( ){ }M J{ }M J( )M J{ }M J{ },{ }

M z f J r z z rz r z rz r( )M z( )M z ,∈ f J(f J(f J(f J r z)r z)r z)r zf Jf Jf Jf Jf Jf Jf Jf J r zr zr zr zr zr zr zr zr zr zr zr z⇔ +⇔ +r z⇔ +r zr z⇔ +r z + <+ <z r+ <z rz r+ <z r ⇔ +⇔ +z r⇔ +z r<z r<z rf J−f J1 21 2r z1 2r z1 2f J1 2f J r z1 2r z1 2f J1 2f J(1 2(f J(f J1 2f J(f J )1 2)r z)r z1 2r z)r z1 2f Jf J1 2f Jf Jf Jf Jf Jf J1 2f Jf Jf J 1 2
1 2

r zr z1 2r zr z
1 2r zr zr zr z1 2r zr zr z⇔ +1 2⇔ +⇔ +1 2⇔ +r z⇔ +r z1 2r z⇔ +r zr z⇔ +r z1 2r z⇔ +r z

21
4

1
2

r zf J r z,f Jf J(f J r z)r zf Jf Jf Jf Jf Jf J r zr zr zr zr zr zr z⇔ +r zr z⇔ +r z z rz r+ <z rz r+ <z r ⇔ +⇔ +r zr z⇔ +r z ⇔ +f JDf Jf J1 2f JDf J1 2f J

M z f J( )M z( )M z , ,, ,, ,r z, ,r z, ,r z, ,r z∈ (f J(f J ), ,), ,r z, ,r z)r z, ,r zf Jf Jf Jf Jf Jf Jf Jf J , ,, ,r z, ,r zr z, ,r z, ,, ,, ,, ,r z, ,r zr z, ,r zr zr z, ,r z, ,⇔ +, ,, ,⇔ +, ,r z, ,r z⇔ +r z, ,r zr z, ,r z⇔ +r z, ,r z, ,< ⇔, ,, ,< ⇔, ,( )( )I r( )I rI r( )I r, ,( ), ,I r, ,I r( )I r, ,I rf J−f J1f J1f J
1
2

, ,
2

, ,r z, ,r zf J r z, ,r z, ,r z, ,r zf J(f J r z, ,r z)r z, ,r zf Jf Jf Jf Jf Jf J r z, ,r zr z, ,r zr z, ,r zr z, ,r zr zr z, ,r zr z, ,r z⇔ +r z, ,r zr z, ,r z⇔ +r z, ,r zr z, ,r zr z, ,r z⇔ +r z, ,r z r M, ,r M< ⇔r M, ,r MD DD DD Dr zD Dr z r MD Dr M, ,D D, ,, ,D D, ,r z, ,r zD Dr z, ,r z r M, ,r MD Dr M, ,r MD Df JD Df J r zD Dr zr z, ,r zD Dr z, ,r z, ,D D, ,r z, ,r zD Dr z, ,r zf J(f JD Df J(f J )D D)r z)r zD Dr z)r zr z, ,r z)r z, ,r zD Dr z)r z, ,r zD DD Dr zr zD Dr zr zr z, ,r zr z, ,r zD Dr zr z, ,r zD Dr zr zr zr zD Dr zr zr zr z, ,r zr z, ,r zr zr z, ,r zD Dr z, ,r zr z, ,r zr z, ,r zr z, ,r z⇔ +D D⇔ +⇔ +D D⇔ +r z⇔ +r zD Dr z⇔ +r zr z⇔ +r zD Dr z⇔ +r z, ,⇔ +, ,D D, ,⇔ +, ,r z, ,r z⇔ +r z, ,r zD Dr z⇔ +r z, ,r zr z, ,r z⇔ +r z, ,r zD Dr z⇔ +r z, ,r z < ⇔D D< ⇔< ⇔D D< ⇔r M< ⇔r MD Dr M< ⇔r M, ,< ⇔, ,D D, ,< ⇔, ,, ,< ⇔, ,D D, ,< ⇔, ,r M, ,r M< ⇔r M, ,r MD Dr M< ⇔r M, ,r M ∈D D∈, ,∈, ,D D, ,∈, ,
1

D D
1

Donc f J r If J−f J(f J(f J(f J(f J )f Jf Jf Jf Jf Jf Jf Jf J  ( )( )r I( )r I r( )r1f J1f J r ID Dr Ir ID Dr ID Df JD Df J r ID Dr If JD Df Jf J(f JD Df J(f J r I)r ID Dr I)r Ir Ir ID Dr Ir Ir Ir ID Dr Ir Ir Ir Ir Ir ID Dr Ir Ir Ir I=r ID Dr I=r I, ,r I, ,r I), ,), ,, , ( ), ,( )r I( )r I, ,r I( )r Ir ID Dr I, ,r ID Dr Ir ID Dr I, ,r ID Dr ID D, ,D Dr ID Dr I, ,r ID Dr Ir I)r ID Dr I)r I, ,r ID Dr I)r Ir Ir ID Dr Ir I, ,r ID Dr Ir Ir Ir Ir Ir ID Dr Ir Ir I, ,r Ir Ir Ir ID Dr Ir Ir Ir I .
Les réponses A et B sont fausses.

M z x z x i( )M z( )M z ,x z,x z∈ ⇔ ∃ ∈x z∃ ∈x z x i= +x i= +x i= +x i(x i(x i(x i(x ix i= +x i(x i= +x i)∆∈ ⇔∆∈ ⇔∈ ⇔ x zx z,x zx zx zx z x i1x ix i= +x i1x i= +x i

M z f x z x i x i′ ′M z′ ′M z ′z x′z x( )M z( )M z′ ′( )′ ′M z′ ′M z( )M z′ ′M z ,∈ (f x(f x)f x)f xf x⇔ ∃f x ∈ =z x∈ =z xz x′z x∈ =z x′z x,∈ =, ( )i x)i x)i x)i x+ +( )f x∆f xf xf x⇔ ∃f xf x ,∈ =∈ = 2 2i x2i x1 1i x1 1i x1 1i x1 1i x+1 1+ i x)i x1 1i x)i x+ +1 1+ +i x+ +i x1 1i x+ +i x (1 1(+ +(+ +1 1+ +(+ +i x2i x1 1i x2i x

⇔ ∃ ∈ = + +( )+ +( )+ +⇔ ∃ x z∈ =x z∈ =x z x x+ +x x+ +( )x x( )+ +( )+ +x x+ +( )+ + x i( )x i( )x zx z∈ =x z∈ =∈ =x z∈ =,x z,x z∈ =x z∈ =,∈ =x z∈ =, ′∈ =′∈ = ( )2( )+ +( )+ +2+ +( )+ ++ +( )+ +x x+ +( )+ +2+ +x x+ +( )+ +( )2( )+ +( )+ +2+ +( )+ +

En revanche, 
injectiveNON
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Notons (x′, y′) les coordonnées de M′ :
x x

y x x
y x x

′x x′x x

′y x′y x
′ ′y x′ ′y x ′

x x=x x

= +y x= +y x










 ⇔ =y x⇔ =y xy x′ ′y x⇔ =y x′ ′y x +

2= +2= +y x= +y x2y x= +y x
y x2y x′ ′2′ ′y x′ ′y x2y x′ ′y x

2= +2= +
2

Donc f (D) est la parabole d’équation cartésienne y x x.= +y x= +y x2= +2= +y x= +y x2y x= +y x2= +2= +
La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

> QCM 2 Dénombrement

• Question 1 : réponses A et C

n = 3 : A3A3A = { }1 2{ }1 2 3{ }3{ }, ,{ }1 2{ }1 2, ,1 2{ }1 2 . Dénombrons les 3-combinaisons :

• ( )i j( )i j{ }( ){ }i j{ }i j( )i j{ }i j{ }( ){ }i j{ }i j( )i j{ }i j{ }( ){ }i j{ }i j( )i j{ }i j { }( ){ }k{ }k( )k{ }k( ), ,( )i j( )i j, ,i j( )i j{ }( ){ }, ,{ }( ){ }i j{ }i j( )i j{ }i j, ,i j( )i j{ }i j : il y a 3! = 6 possibilités ;

• ( )i j( )i j{ }( ){ }i j{ }i j( )i j{ }i j{ }( ){ }i j{ }i j( )i j{ }i j k{ }k( )k{ }ki j( )i j, ,i j( )i j{ }( ){ }, ,{ }( ){ }i j{ }i j( )i j{ }i j, ,i j( )i j{ }i j : ce qui revient à choisir {i} : il y a 3 possibilités ;

• ( ), ,( ), ,{ }( ){ }i j{ }i j( )i j{ }i j, ,{ }, ,( ), ,{ }, ,i j, ,i j{ }i j, ,i j( )i j{ }i j, ,i j { }( ){ }k{ }k( )k{ }k : ce qui revient à choisir {k} : il y a 3 possibilités ;

• ( ){ }( ){ }1 2{ }1 2( )1 2{ }1 2 3{ }3( )3{ }3, ,{ }, ,( ), ,{ }, ,1 2, ,1 2{ }1 2, ,1 2( )1 2{ }1 2, ,1 2 : 1 seule possibilité.

On obtient au total : a3 6 3 3 1 13= + + + =6 3+ + + =6 3 3 1+ + + =3 1 .

La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.

Si les parties sont toutes des singletons, choisir une n-combinaison revient à
choisir l’ordre des boutons poussés. Il y a n! telles n-combinaisons.

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

• Question 2 : réponses B et D
• Pour P1 fixé de cardinal k (1 ≤ k < n), il reste à choisir (P2, ..., Pj) dans An − P1,
ce qui correspond à une (n − k) -combinaison de An − P1.
Pour P1 fixé de cardinal k (k < n), le nombre de n-combinaisons est donc
an−k.

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

• Pour 1 ≤ ≤k n≤ ≤k n≤ ≤ , notons Ck l’ensemble des n-combinaisons ( )P P( )P P P( )Pj( )jPjP( )PjP1 2( )1 2P P1 2P P( )P P1 2P P, ,( ), ,, ,1 2, ,1 2( )1 2, ,1 21 2P P1 2P P, ,P P1 2P P( )P P, ,P P1 2P P ...,( )...,
telles que Card P k1P k1P kP k=P k .
Les

k n( )C( )Ck( )kCkC( )CkC
≤ ≤k n≤ ≤k n≤ ≤k n≤ ≤k n1

forment une partition de l’ensemble des n-combinaisons de An.

Donc : a Cna Cna Cka Cka C
k

n

a C=a C
=
∑a C∑a Ca CCaa Crda Crda C

1

.
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Soit P CkP CkP C( )P P( )P P P C( )P Cj( )jP CjP C( )P CjP C1 2( )1 2P P1 2P P( )P P1 2P P, ,( ), ,, ,1 2, ,1 2( )1 2, ,1 21 2P P1 2P P, ,P P1 2P P( )P P, ,P P1 2P P ...,( )..., P C∈P C :

- Pour 1 11 1≤ ≤ −1 1k n1 1k n1 1k n1 1≤ ≤ −1 1k n1 1≤ ≤ −1 1 : il y a n
k















choix possibles de P1 de cardinal k, et pour

P1 fixé il y a an−k n-combinaisons, donc : Card C
n
k

ak nCk nC
kk nk

ak na k=k n=k n


k nk nk nk n




k nk nk nk n


k nk nk nk n




k nk nk nk n− .

- Pour k = n : Cn = (An) donc Card CnCnC = 1.

Finalement : a
n
k

an n k

n

k
= +













 n k−n k

−

=
∑1= +1= +

1

1

.

La réponse C est fausse.

• Posons :
p n k

p n
= −p n= −p n









1 1p n1 1p n≤ ≤1 1≤ ≤p n≤ ≤p n1 1p n≤ ≤p n −1 1−

alors an s’écrit: a
n

n p
an pn pn pn p
an pa

n

p
= +n p= +n pn p−n p


n pn p



n pn pn pn p


n pn p



n pn pn pn p

=

−

∑n p∑n p1= +1= +n p= +n p1n p= +n p
1

1

Or :
n

n p
n
pn p−n p















=














donc a
n
p

an ppn pp
an pa

n

p
= +n p= +n p


n pn p



n pn pn pn p


n pn p



n pn pn pn p

=

−

∑n p∑n p1= +1= +n p= +n p1n p= +n p
1

1

La réponse D est bonne.

> QCM 3 Groupes et morphismes

• Question 1 : réponses A et D

x = x′ = 0 dans (1) donne : f ff f( )f f ( )f f0 2f ff f( )f f0 2f f( )f f ( )0( )f f0 2f f=f f0 2f f soit f (0) = 0.

La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.

f x f e f x e f x f x e f ex x1 1f e1 1f e1 1f x1 1f x 1 1x f1 1x f f e1 1f e1e f1e ff x1 1f x+f x1 1f x(f x(f x)1 1)1 1= +f e= +f ex= +x1 1= +1 1f e1 1f e= +f e1 1f e x f+x f( )x f)x fx f1 1x f)x f1 1x f)x f)x fx f1 1x f)x f1 1x f1 1= +1 1x e1 1x e= +x e1 1x e1 1= +1 1x f1 1x f= +x f1 1x f− −f e− −f e1 1− −1 1f e1 1f e− −f e1 1f e1 1− −1 1x f1 1x f− −x f1 1x f− −x f− −x fx f1 1x f− −x f1 1x f− −e f− −e fe f1e f− −e f1e f (− −(x f1 1x f)x f1 1x f− −x f)x f1 1x ff e( )f ef e1 1f e( )f e1 1f ef e( )f ef e= +f e( )f e= +f ef e1 1f e= +f e1 1f e( )f e= +f e1 1f e ( )f x( )f x( )f x( )f x ( )1 1( )1 1( )x e( )x e1 1= +1 1( )1 1= +1 1x e1 1x e= +x e1 1x e( )x e= +x e1 1x e1 1− −1 1( )1 1− −1 1f e( )f ef e1 1f e( )f e1 1f ef e( )f ef e1 1f e( )f e1 1f ef e− −f e( )f e− −f ef e1 1f e− −f e1 1f e( )f e− −f e1 1f ef x= +f e= +f e ( )f x( )f x e fete fe f− −e fete f− −e f

1 1 1 11 1+ = +1 1 1 1+ =1 1x x1 1+ = +1 1x x1 1+ = +1 1 f x f x1 1f x1 1donc ( )1 1( )1 11 1+ =1 1( )1 1+ =1 1f x( )f x1 1f x1 1( )1 1f x1 11 1+ =1 1f x1 1+ =1 1( )1 1f x1 1+ =1 1( )1 1( )1 11 1+1 1( )1 1+1 1f x( )f x1 1f x1 1( )1 1f x1 1 ( )2( )2

( ) ( ) ( )2 1( )2 1( ) 1( )⇔ +2 1⇔ +2 1⇔ +⇔ + = +( )= +( )f e( )f e( )2 1f e2 1( )2 1( )f e( )2 1( )f e( )f e( )⇔ +f e⇔ +( )⇔ +( )f e( )⇔ +( )2 1⇔ +2 1f e2 1⇔ +2 1( )2 1( )⇔ +( )2 1( )f e( )⇔ +( )2 1( )f e f x( )f x( )f x( )f x( )f x( )f x( )e f1e f1e f= +e f= +x e( )x e( )= +x e= +( )= +( )x e( )= +( ) f e( )f e( )( )1( )f e( )1( )x x− −x x− −x x( )x x( )= +x x= +( )= +( )x x( )= +( )− −x x− −( )− −( )x x( )− −( )x x( )x x( )⇔ +x x⇔ + f xx xf x( )f x( )x x( )f x( )e fx xe f1e f1x x1e f1 = +e f= +x x= +e f= +− −e f− −x x− −e f− −1− −1e f1− −1x x1e f1− −1 = +x e= +x x= +x e= +( )= +( )x e( )= +( )x x( )x e( )= +( ) f ex xf e( )f e( )x x( )f e( )( )1( )f e( )1( )x x( )f e( )1( )− −f e− −x x− −f e− −( )− −( )f e( )− −( )x x( )f e( )− −( )( )1( )− −( )1( )f e( )− −( )1( )x x( )1( )− −( )1( )f e( )1( )− −( )1( )

⇔ −( )⇔ −( )⇔ −( ) = −( )= −( )= −− −( )− −( ) ( )− −( )f x⇔ −f x⇔ −( )e e( )⇔ −( )⇔ −e e⇔ −( )⇔ − f e= −f e= −( )f e( )= −( )= −f e= −( )= −− −f e− −( )− −( )f e( )− −( )( )e( )( )x x( )( )− −( )x x( )− −( )( )e( )x x( )e( )( )⇔ −( )⇔ −f x( )f x⇔ −f x⇔ −( )⇔ −f x⇔ − f e( )f e= −f e= −( )= −f e= −− −f e− −( )− −f e− −( )1( )( )− −( )1( )− −( ) f e( )f e1f e( )f e= −f e= −( )= −f e= −1= −( )= −f e= −− −f e− −( )− −f e− −1− −( )− −f e− −

( ) ( )2 1( )2 1( ) ( )2 1( ) 1 1 0or1 1or1 1⇔ =( )⇔ =( )2 1⇔ =2 1( )2 1( )⇔ =( )2 1( )⇔ =2 1⇔ =2 1 ≠f x( )f x( )2 1f x2 1( )2 1( )f x( )2 1( )f x( )f x( )⇔ =f x⇔ =( )⇔ =( )f x( )⇔ =( )2 1⇔ =2 1f x2 1⇔ =2 1( )2 1( )⇔ =( )2 1( )f x( )⇔ =( )2 1( ) f x( )f x( )1 1f x1 1( )1 1( )f x( )1 1( )sh2 1sh2 1⇔ =sh⇔ =2 1⇔ =2 1sh2 1⇔ =2 1sh f xshf x1 1f x1 1sh1 1f x1 1sh sh1 1sh1 1 , donc :

( )( )2  ( ) ⇔⇔ f x
f

x( )f x( )f x
( )

=
( )1( )
1sh

sh or sh 1 1≠1 1≠1 1 donc f x f x( )f x( )f x f x( )f x≠ f x( )f x1f x( )f xf xshf x.

La réponse C est fausse.
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f x x sh x x e ex x x x
λf xλf x λx sλx s

λ
+(f x(f x )x s)x s= +x s= +x sh x= +h xx s= +x sx sλx s= +x sλx s (h x(h x(h x(h xh x= +h x(h x= +h x )x e)x e= −x e= −x ex e= −x ex ex ex e= −x ex e= −x ex ex ex ex ex ex ex e= −x ex e= −x ex ex e= −x e 

+x x+x x − +x x− +x x− +(− +(− + )′ ′h x′ ′h x x e′ ′x e= +′ ′= +h x= +h x′ ′h x= +h x′ ′x s′ ′x sh x′ ′h xλ′ ′λ)′ ′)x s)x s′ ′x s)x s= +′ ′= +x s= +x s′ ′x s= +x sh x= +h x′ ′h x= +h x= +′ ′= +x s= +x s′ ′x s= +x sλ= +λ′ ′λ= +λx sλx s= +x sλx s′ ′x s= +x sλx sh x(h x′ ′h x(h xh x= +h x(h x= +h x′ ′h x(h x= +h x ′ ′

2

f x e f x e e e e ex xe fx xe f x ex xx e x xe ex xe e x xe ex xe eλ λf xλ λf x e fλ λe f
λ λx xλ λx x

λ

(f x(f xλ λ(λ λf xλ λf x(f xλ λf x)λ λ)λ λe f+e fe fx xe f+e fx xe fe fλ λe f+e fλ λe f (x x(x x(x e)x ex x)x xx ex xx e)x ex xx e)x e)x e = −= −( )e e( )e ex x( )x xe ex xe e( )e ex xe e
λ λ( )λ λx xλ λx x( )x xλ λx x= −( )= −e e= −e e( )e e= −e e e e+ −e ee e+ −e ex x+ −x xe ex xe e+ −e ex xe e( )e e( )e e e e( )e ex x( )x x x x( )x xe ex xe e( )e ex xe e+ −( )+ −e e+ −e e( )e e+ −e ex x+ −x x( )x x+ −x xe ex xe e+ −e ex xe e( )e e+ −e ex xe e

=

− −x x− −x x ( )− −( )x x( )x x− −x x( )x x x x− −x x( )− −( )x x( )x x− −x x( )x xx ex eλ λe fλ λe fλ λe fλ λe fe fλ λe f+e fλ λe f (x e)x e ( )e e( )e e′ ′e f′ ′e fx x′ ′x xe fx xe f′ ′e fx xe f
λ λ′ ′λ λx xλ λx x′ ′x xλ λx x(′ ′(x x(x x′ ′x x(x x)′ ′)x x)x x′ ′x x)x x λ λ( )λ λ′ ′λ λ( )λ λx xλ λx x( )x xλ λx x′ ′x x( )x xλ λx x ( )′ ′( )x x( )x x′ ′x x( )x xx x′x xx ex xx e′x ex xx ex x′ ′x x′x x′ ′x x

2 2
( )

2 2
( )

222
e ex xe ex xe e x x+x x+x xe ex xe e+e ex xe e− +x x− +x x− +(− +(− + )e e−e e 

′ ′

f x x f x e f x ex xf xx xf x ex xeλ λf xλ λf x x fλ λx f λf xλf x+λ λ+λ λ(f x(f xλ λ(λ λf xλ λf x(f xλ λf x )x f)x f)x f)x fλ λ)λ λx fλ λx f)x fλ λx fx f=x fx fλ λx f=x fλ λx f ( )x e)x e +x x+x x(f x(f xf xx xf x(f xx xf x(f x(f xf xx xf x(f xx xf x )x x)x xx x−x xx x′ ′x xf xx xf x′ ′f xx xf x′ ′x e′ ′x ex x′ ′x xf xx xf x′ ′f xx xf x′ ′x e′ ′x e′ ′x f′ ′x fx f)x f′ ′x f)x f (′ ′( )′ ′)x e)x e′ ′x e)x ex x+x x′ ′x x+x xf xx xf x(f xx xf x′ ′f x(f xx xf x′x x′x xx x′ ′x x′x x′ ′x x (1) est vérifiée

La réponse D est bonne.

Si f est solution de (1) : f ( )
( ) ( )

.( )x( )
f

x x
f

== == =x x= =x x== == = =x x= =x xx x= =x x= =x x= =x x == === =
( )1( )

1
( )1( )

1sh
sh= =sh= =sh

sh
sh l lx xl lx x= =l l= =x x= =x xl lx x= =x xshl lshx xshx xl lx xshx xx x= =x xshx x= =x xl lx xshx x= =x x avecl lavec= =avec= =l l= =avec= =

Réciproquement, " l ∈∈∈∈∈, fl est solution de (1).
Donc, les solutions de (1) sont les fonctions f xlf xlf x l lxl lx: .f x: .f x: .f x: .f x  l l l lxl lx xl lxl l l lxl lx xl lx: . : .l l: .l l l l: .l lxl lx: .xl lx x: .xl lx l l l l: . : .l l: .l l l l: .l ll lshl ll l l lshl l l ll l: .l l l l: .l lshl l l l: .l ll lavecl ll l l lavecl l l ll l: .l l l l: .l lavecl l l l: .l l ∈ : . : .∈: . : . ∈ : . : .∈: . : . ∈ ∈ ∈ : . : .∈: . : .∈: .∈: . : .

• Question 2 : réponses B et C

∀ ( ) ( ) ∈ +( )( ) ( ) ∈ +( )∈ +∈ +( )∈ +( )x y( )( )x y( ) ( )x y( )( )x y( ) ( )x x( )( )x x( )∈ +( )∈ +x x∈ +( )y e( )( )y e( )( )y e( ), ,( ), ,( )( )x y( ), ,( )x y( )( )x y( ), ,( )x y( ) , ,( ), ,( ) ∈ +, ,∈ +∈ +, ,∈ +( )x y( ), ,( )x y( )( )x y( ), ,( )x y( ) ( ),( )( ),( )( )′ ′( )( )x y( )′ ′( )x y( ) ( )′( ) ∈ + ∈ +( ) ( )∈ +( )∈ + ∈ +( )∈ +( )x x( ) ( )x x( )∈ +( )∈ +x x∈ +( )∈ + ∈ +x x∈ +( )∈ + ( ) ( ) ∈ ∈( ) ( )+( )+ +( )+( )y e( ) ( )y e( )( )y e( ) ( )y e( )( )x x( ) ( )x x( )+( )+x x+( )+ +x x+( )+( )y e( )x x( )y e( ) ( )x x( )y e( )∈ +, ,∈ + ∈ +, ,∈ +( ),( ) ( ),( )2 2( )2 2( )2 2( )2 2( )( )x x( )2 2( )x x( )( )′ ′( )2 2( )′ ′( )( )x x( )′ ′( )x x( )2 2( )′ ′( )x x( )( )′( )2 2( )′( )( )x x( )′( )x x( )2 2( )′( )x x( )( )x x( )′ ′( )x x( )′( )x x′ ′( )x x( )2 2( )x x( )′ ′( )x x( )′( )x x( )′ ′( )x x( ) 2 2 ( ) ( )2 2( ) ( ) ∈ ∈2 2∈ ∈ 2 2 ∈ + ∈ +2 2∈ + ∈ +( ) ( )2 2( ) ( )∈ +( )∈ + ∈ +( )∈ +2 2∈ + ∈ +( )∈ +( )x x( ) ( )x x( )2 2( ) ( )x x( )∈ +( )∈ +x x∈ +( )∈ + ∈ +x x∈ +( )∈ +2 2∈ +( )∈ +x x∈ +( )∈ + ∈ +( )∈ +x x∈ +( )∈ +( ) ( )2 2( ) ( )( )y e( ) ( )y e( )2 2( ) ( )y e( )( )x x( ) ( )x x( )2 2( ) ( )x x( )( )−( )x x( )−( ) ( )x x( )−( )2 2( )−( )x x( )−( ) ( )−( )x x( )−( )( )x x( ) ( )x x( )2 2( ) ( )x x( )+( )+x x+( )+ +x x+( )+2 2+( )+x x+( )+ +( )+x x+( )+( )y e( )x x( )y e( ) ( )x x( )y e( )2 2( )y e( )x x( )y e( ) ( )y e( )x x( )y e( )( )′ ′( ) ( )′ ′( )2 2( ) ( )′ ′( )( )y e( )′ ′( )y e( ) ( )′ ′( )y e( )2 2( )y e( )′ ′( )y e( ) ( )y e( )′ ′( )y e( )( )x x( )′ ′( )x x( ) ( )′ ′( )x x( )2 2( )x x( )′ ′( )x x( ) ( )x x( )′ ′( )x x( )+( )+x x+( )+′ ′+x x+( )+ +( )+x x+( )+′ ′+( )+x x+( )+2 2+( )+x x+( )+′ ′( )+x x+( )+ +x x+( )+′ ′+( )+x x( )+( )y e( )x x( )y e( )′ ′( )x x( )y e( ) ( )y e( )x x( )y e( )′ ′( )y e( )x x( )y e( )2 2( )y e( )x x( )y e( )′ ′y e( )x x( )y e( ) ( )x x( )y e( )′ ′( )y e( )x xy e( )
Donc * est une loi de composition interne dans 2.

Il semble que la loi * ne soit pas commutative. Vérifions-le à l’aide
d’un contre-exemple :

1 0 2 1 3 2 1 3, *1 0, *1 0 , ,2 1, ,2 1 , * , ,2 1, * 2 1, ,2 1, *1 0, *1 0 3 2et3 2 1 1 3, *1  , * 1 30  1 3( ), *), *), *), *, *), * (( ), ,), ,= ( )3 2( )3 21( )13 213 2( )3 213 2, ,( ), ,3 2, ,3 2( )3 2, ,3 2(3 2(3 2( )), *), *), *), * ((( )1 3)1 3), ,), ,(1 3(1 3(, ,(, , )3 2( )3 2−3 2( )3 2e e, ,e e, ,1 3e e1 3, ,e e, ,1 3, ,1 3e e1 3, ,e e, ,1 3e e1 31 3, ,1 3e e1 3e e1 3e e1 3, ,e e, ,1 3, ,1 3e e1 3, ,1 31 3e e1 31 3, ,1 3e e1 31 30  1 3e e1 30  1 31 3, ,1 30  1 3, ,1 3e e1 30  1 3, ,1 3e e, *e e, *, *e e, *e e3 2e e3 2, *e e, *, *1  , *e e, *1  , *e e3 2e e3 2ete eet3 2et3 2e e3 2et3 2( )e e( )3 2( )3 2e e3 2( )3 23 213 2( )3 213 2e e3 2( )3 213 2(e e(3 2(3 2e e3 2(3 2, *), *e e, *), *, *), *e e, *), * (e e(( , ,), ,e e, ,), ,1 3)1 3e e1 3)1 31 3, ,1 3)1 3e e1 3, ,1 3)1 3, ,1 31 3=1 3e e1 3=1 3, ,(, ,e e, ,(, ,1 3(1 3e e1 3(1 31 3, ,1 3(1 3e e1 3, ,1 3(1 3, ,1 3

e e− ≠e e≠e e ( ) ( ) ≠ ( ) ( )1e e1e e 1 0 2 1 2 1 1 0donc (2 1, *), *)1 0, *1 0), *)1 0, *1 0 , ,), ,) ≠, ,≠ (, ,(2 1, ,2 1 2 1, ,2 12 1, ,2 1 * ,(* ,(1 0* ,1 0 et la loi * n’est pas commutative.

La réponse A est fausse.

• Étudions l’associativité de la loi * :

∀ ( ) ( ) ( ) ∈( ) ( )( )x y( )( )x y( ) ( )x y( )( )x y( ) ( )x y( ), ,( ), ,( )( )x y( ), ,( )x y( )( )x y( ), ,( )x y( ) , ,( ), ,( )( )x y( ), ,( )x y( )( )x y( ), ,( )x y( ) ( )x y( ),( )x y( )( )′ ′( )( )x y( )′ ′( )x y( ) ( )″ ″( )( )x y( )″ ″( )x y( ) 2 :

– , * , * , , * ,, * , ,( )x y( )x y, *( ), *x y, *x y( )x y, *x y, *( ), *x y, *x y( )x y ( )x y( )x y, *( ), *x y, *x y( )x y, *x y( )x y( )x yx y, *x y( )x y ( )x y( )x y, ,( ), ,x y, ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,x y( )x y , ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,= ( )x y( )x y, ,( ), ,x y, ,x y( )x y, ,x yx y( )x y, ,( ), ,x y, ,x y( )x y( )′ ′( )x y( )x y′ ′x y( )x y, *( ), *′ ′, *( ), *x y, *x y( )x y, *x y′ ′x y( )x y, *x y ( )″ ″( )x y( )x y″ ″x y( )x y ( )y e( )y e y e( )y ex x( )x xy ex xy e( )y ex xy e* ,( )* ,x x* ,x x( )x x* ,x x+ +( )+ +y e+ +y e( )y e+ +y ex x+ +x x( )x x+ +x x* ,+ +* ,( )* ,+ +* ,x x* ,x x+ +x x* ,x x( )x x+ +x x* ,x x x x−x x( )x x−x x′ ″( )′ ″* ,′ ″* ,( )* ,′ ″* ,x x* ,x x′ ″x x* ,x x( )x x′ ″x x* ,x x* ,+ +* ,′ ″* ,+ +* ,( )* ,′ ″* ,+ +* ,x x* ,x x+ +x x* ,x x′ ″x x+ +x x* ,x x( )x x* ,x x+ +x x* ,x x′ ″x x* ,x x+ +x x* ,x x ′ ″( )′ ″x x′ ″x x( )x x′ ″x xy ex xy e′ ″y ex xy e( )y e′ ″y ex xy e+ +′ ″+ +( )+ +′ ″+ +y e+ +y e′ ″y e+ +y e( )y e′ ″y e+ +y ex x+ +x x′ ″x x+ +x x( )x x′ ″x x+ +x x″ ′( )″ ′x x″ ′x x( )x x″ ′x xx x′ ″x x″ ′x x′ ″x x( )x x″ ′x x′ ″x x(( )(* ,(* ,( )* ,(* ,

= +( )= +( )= + +( )+(( )( )( )) ( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ +( )+ −( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )( )( )+ −( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +( )−( )( )x x( )= +( )= +x x= +( )= + (( )(x x(( )(( )x y( ))( ))x y)( ))( )e y( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )( )( )e y( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ +( )+ −( )e y( )+ −( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +e y+ ++ −+ +( )+ ++ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +( )+ +( )( )( )e y( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ ++ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +( )+ +( )e e( )( )( )( )e e( )( )( )( )x x( )( )+ −( )x x( )+ −( )( )e y( )x x( )e y( )( )+ −( )e y( )+ −( )x x( )e y( )+ −( )( )( )( )+ −( )( )( )x x( )+ −( )( )( )( )( )( )x x( )( )( )( )( )( )+ −( )( )( )x x( )+ −( )( )( )( )( )( )e y( )( )( )x x( )e y( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ +x x+ +( )+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ +( )+ +( )( )( )+ −( )( )( )e y( )+ −( )( )( )x x( )( )( )+ −( )( )( )e y( )( )( )+ −( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +( )+ +x x+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −( )+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )( )+ +( )( )( )e e( )( )( )x x( )e e( )( )( )( )( )( )+ −( )( )( )e e( )+ −( )( )( )x x( )( )( )+ −( )( )( )e e( )( )( )+ −( )( )( )( )x( )( )′ ″( )+( )+′ ″+( )+( )x y( )′ ″( )x y( )( )( )( )+ −( )( )( )′ ″( )+ −( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +′ ″+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +( )+ +′ ″+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −( )+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )( )+ +( )( )( )+ −( )( )( )x x( )+ −( )( )( )′ ″( )( )( )+ −( )( )( )x x( )( )( )+ −( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +x x+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +( )+ +′ ″+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −( )+ +( )+ +( )+ +x x+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )( )+ +( )( )( )+ −( )( )( )e y( )+ −( )( )( )x x( )( )( )+ −( )( )( )e y( )( )( )+ −( )( )( )′ ″( )( )( )+ −( )( )( )e y( )( )+ −( )( )( )x x( )+ −( )( )( )e y( )( )( )+ −( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +( )+ +x x+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −( )+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )( )+ +′ ″+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +( )+ +x x+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )+ +( )+ +( )′ ″( )( )+ −( )′ ″( )+ −( )( )x x( )′ ″( )x x( )( )+ −( )x x( )+ −( )′ ″( )x x( )+ −( )( )( )( )″ ′( )( )( )( )( )( )+ −( )( )( )″ ′( )+ −( )( )( )( )( )( )x x( )( )( )″ ′( )x x( )( )( )( )( )( )+ −( )( )( )x x( )+ −( )( )( )″ ′( )( )( )+ −( )( )( )x x( )( )( )+ −( )( )( )( )( )( )+ −( )( )( )x x( )+ −( )( )( )′ ″( )( )( )+ −( )( )( )x x( )( )( )+ −( )( )( )″ ′( )( )( )+ −( )( )( )x x( )( )+ −( )( )( )′ ″( )+ −( )( )( )x x( )( )( )+ −( )( )( )x y( ),  ( )x y( )( )( )e y( )( )e y

= +( )= +( )= + + +( )+ +( )+ −( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )− +( )( )(( )( )− +( )(( )− +( )( ))( )( )x x( )= +( )= +x x= +( )= +( )x y( )+ +( )+ +x y+ +( )+ +( )e y( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ −( )e y( )+ −( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +e y+ ++ −+ +( )+ +( )e y( )+( )+e y+( )+( )+ −( )e y( )+ −( )( )e( )( )x x( )+ +( )+ +x x+ +( )+ +( )+ −( )x x( )+ −( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +x x+ ++ −+ +( )+ ++ +( )+ +e y+ +( )+ +x x+ +e y+ +( )+ ++ +( )+ ++ −+ +( )+ +e y+ ++ −+ +( )+ +x x+ +( )+ ++ −+ +( )+ +e y+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )x x( )( )+ −( )x x( )+ −( )( )e y( )x x( )e y( )( )+ −( )e y( )+ −( )x x( )e y( )+ −( )( )x x( )( )− +( )x x( )− +( )( )′ ″( )+ +( )+ +′ ″+ +( )+ ++ +( )+ +x y+ +( )+ +′ ″+ +x y+ +( )+ +( )′ ″( )+( )+′ ″+( )+( )+ −( )′ ″( )+ −( )( )e y( )′ ″( )e y( )+( )+e y+( )+′ ″+e y+( )+( )+ −( )e y( )+ −( )′ ″( )e y( )+ −( )( )x x( )′ ″( )x x( )( )+ −( )x x( )+ −( )′ ″( )x x( )+ −( )( )e y( )x x( )e y( )′ ″( )x x( )e y( )( )+ −( )e y( )+ −( )x x( )e y( )+ −( )′ ″( )+ −( )e y( )+ −( )x x( )+ −( )e y( )+ −( )( )′ ″( )( )+ −( )′ ″( )+ −( )( )x x( )′ ″( )x x( )( )+ −( )x x( )+ −( )′ ″( )x x( )+ −( )( )″( )( )+ −( )″( )+ −( )( )+ −( )x x( )+ −( )″( )x x( )+ −( )( )+ −( )x x( )+ −( )′ ″( )x x( )+ −( )″( )+ −( )x x( )+ −( )′ ″( )+ −( )x x( )+ −( )( )′( )( )x y( ),  ( )x y( )+ +( )+ +x y+ +( )+ +,  + +x y+ +( )+ +( )+ +( )+ +( )e y( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +

– x y, * , * , , * ,x y* ,x y, * , ,( )x y( )x y, *( ), *x y, *x y( )x y, *x y, *( ), *x y, *x y( )x y ( )x y( )x y, *( ), *x y, *x y( )x y, *x y( )x y( )x yx y, *x y( )x y , *, *, *, *, *, *, *, * ( )x y( )x y, ,( ), ,x y, ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,x y( )x y = +, ,= +, ,( )x x( )x x y e( )y e y e( )y ex x( )x xy ex xy e( )y ex xy e, ,( ), ,x x, ,x x( )x x, ,x x, ,( ), ,x x, ,x x( )x x= +( )= +x x= +x x( )x x= +x x, ,= +, ,( ), ,= +, ,x x, ,x x= +x x, ,x x( )x x= +x x, ,x x +( )+x x+x x( )x x+x x (* ,(* ,x x( )x x−x x( )x x( )′ ′( )x y( )x y′ ′x y( )x y, *( ), *′ ′, *( ), *x y, *x y( )x y, *x y′ ′x y( )x y, *x y ( )″ ″( )x y( )x y″ ″x y( )x y ( )′ ′( )y e( )y e′ ′y e( )y ex x( )x x′ ′x x( )x xy ex xy e( )y ex xy e′ ′y e( )y ex xy ex x+x x( )x x+x x′ ′x x( )x x+x x ″ ″x y″ ″x y* ,″ ″* ,x y* ,x y″ ″x y* ,x y( )′( )x x( )x x′x x( )x xx x( )x x′ ′x x( )x x′x x′ ′x x( )x x )))
= +( )= +( )= +(( )(= +(= +( )= +(= + )( )) + +( )+ +( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ + +( )+( )− +( )( )(( )( )− +( )(( )− +( )( ))( )( )x x( )= +( )= +x x= +( )= +( )x y( )+ +( )+ +x y+ +( )+ +( )( )( )x y( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ +x y+ +( )+ +( )+ +( )( )( )e y( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ +( )e e( )( )( )( )e e( )( )( )( )y e( )( )( )( )x x( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ +x x+ +( )+ +( )+ +( )( )( )e y( )( )( )x x( )e y( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ +x x+ +( )+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ +( )+ +( )( )( )e e( )( )( )x x( )e e( )( )( )( )x( )( )x x( )( )− +( )x x( )− +( )( )′ ″( ))( ))′ ″)( )) + +( )+ +′ ″+ +( )+ ++ +( )+ +x y+ +( )+ +′ ″+ +x y+ +( )+ +( )′ ″( )+( )+′ ″+( )+( )y e( )′ ″( )y e( )( )′ ″( )( )( )( )′ ″( )( )( )( )e e( )′ ″( )e e( )( )( )( )e e( )( )( )′ ″( )e e( )( )( )( )( )( )x x( )( )( )′ ″( )x x( )( )( )( )( )( )−( )( )( )x x( )−( )( )( )′ ″( )( )( )−( )( )( )x x( )( )( )−( )( )( )( )( )( )e e( )( )( )x x( )e e( )( )( )′ ″( )( )( )e e( )( )( )x x( )( )( )e e( )( )( )( )x( )′ ″( )x( )( )′ ″( )( )( )( )′ ″( )( )( )( )( )( )x x( )( )( )′ ″( )x x( )( )( )( )x( )′ ″( )x( )( )′ ″( )′ ″( )′ ″( )( )( )( )′ ″( )( )( )′ ″( )′ ″( )( )( )( )( )( )x x( )( )( )′ ″( )x x( )( )( )′ ″( )( )( )x x( )( )( )′ ″( )( )( )x x( )( )( )( )x( )′ ″( )x( )′ ″( )′ ″( )x( )( )′( )( )x y( ),  ( )x y( )+ +( )+ +x y+ +( )+ +,  + +x y+ +( )+ +( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ +( )( )( )e y( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ +

= +( )= +( )= + + +( )+ +( )+ −( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )− +( )( )(( )( )− +( )(( )− +( )( ))( )( )x x( )= +( )= +x x= +( )= +( )x y( )+ +( )+ +x y+ +( )+ +( )e y( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +( )+ −( )e y( )+ −( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +e y+ ++ −+ +( )+ +( )e y( )+( )+e y+( )+( )+ −( )e y( )+ −( )( )e( )( )x x( )+ +( )+ +x x+ +( )+ +( )+ −( )x x( )+ −( )+ +( )+ ++ −+ +( )+ +x x+ ++ −+ +( )+ ++ +( )+ +e y+ +( )+ +x x+ +e y+ +( )+ ++ +( )+ ++ −+ +( )+ +e y+ ++ −+ +( )+ +x x+ +( )+ ++ −+ +( )+ +e y+ +( )+ ++ −+ +( )+ +( )x x( )( )+ −( )x x( )+ −( )( )e y( )x x( )e y( )( )+ −( )e y( )+ −( )x x( )e y( )+ −( )( )x x( )( )− +( )x x( )− +( )( )′ ″( )+ +( )+ +′ ″+ +( )+ ++ +( )+ +x y+ +( )+ +′ ″+ +x y+ +( )+ +( )′ ″( )+( )+′ ″+( )+( )+ −( )′ ″( )+ −( )( )e y( )′ ″( )e y( )+( )+e y+( )+′ ″+e y+( )+( )+ −( )e y( )+ −( )′ ″( )e y( )+ −( )( )x x( )′ ″( )x x( )( )+ −( )x x( )+ −( )′ ″( )x x( )+ −( )( )e y( )x x( )e y( )′ ″( )x x( )e y( )( )+ −( )e y( )+ −( )x x( )e y( )+ −( )′ ″( )+ −( )e y( )+ −( )x x( )+ −( )e y( )+ −( )( )′ ″( )( )+ −( )′ ″( )+ −( )( )x x( )′ ″( )x x( )( )+ −( )x x( )+ −( )′ ″( )x x( )+ −( )( )″( )( )+ −( )″( )+ −( )( )+ −( )x x( )+ −( )″( )x x( )+ −( )( )+ −( )x x( )+ −( )′ ″( )x x( )+ −( )″( )+ −( )x x( )+ −( )′ ″( )+ −( )x x( )+ −( )( )′( )( )x y( ),  ( )x y( )+ +( )+ +x y+ +( )+ +,  + +x y+ +( )+ +( )+ +( )+ +( )e y( )+ +( )+ +e y+ +( )+ +

Si

Il semble que la loi * ne soit pas commutative. Vérifi ons-le à l’aide 
d’un contre-exemple :NON
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corrigéschapitre 5 : Applications-Structures ---

Donc , * , * , , * , * ,, * , ,( )x y( )x y, *( ), *x y, *x y( )x y, *x y, *( ), *x y, *x y( )x y ( )x y( )x y( )x y( )x y, *( ), *x y, *x y( )x y, *x y( )x y( )x yx y, *x y( )x y ( )x y( )x y, ,( ), ,x y, ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,x y( )x y , ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,= ( )x y( )x y, ,( ), ,x y, ,x y( )x y, ,x yx y( )x y, ,( ), ,x y, ,x y( )x y ( )x y( )x y* ,( )* ,x y* ,x y( )x y* ,x y, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,  ( )x y( )x y* ,( )* ,x y* ,x y( )x y* ,x y( )′ ′( )x y( )x y′ ′x y( )x y, *( ), *′ ′, *( ), *x y, *x y( )x y, *x y′ ′x y( )x y, *x y ( )″ ″( )x y( )x y″ ″x y( )x y ( )′ ′( )x y( )x y′ ′x y( )x y* ,( )* ,′ ′* ,( )* ,x y* ,x y( )x y* ,x y′ ′x y( )x y* ,x y ( )″ ″( )x y( )x y″ ″x y( )x y* ,( )* ,″ ″* ,( )* ,x y* ,x y( )x y* ,x y″ ″x y( )x y* ,x y , et la loi * est

associative dans 2.

• ∀ ( ) ∈( )x y( )( )x y( ),( )x y( ) 2 : , * , ,, *( )x y( )x y, *( ), *x y, *x y( )x y, *x y, *( ), *x y, *x y( )x y (( ), ,), ,= ( )x y( )x y, ,( ), ,x y, ,x y( )x y, ,x y0 0, ,0 0, ,0 0, ,0 0, , et 0 0, *0 0, *0 0 , ,, *0 0, *0 0( ), *), *), *), *, *), * ( ), ,( ), ,( ) = ( ), ,( ), ,( )x y( ), ,( ), ,x y, ,( ), ,x y, ,( ), ,x y, ,( ), ,( )x y( ), ,( ), ,x y, ,( ), , donc

(0,0) est l’élément neutre pour la loi * dans 2.

• Cherchons si ( )x y( )x yx y,  x y( )x y,  x y ∈2 admet un symétrique (x′, y′) pour la loi * :

, * , , ( )

, * , , ( )

, *

, *

( )x y( )x y, *( ), *x y, *x y( )x y, *x y, *( ), *x y, *x y( )x y ( )x y( )x y, ,( ), ,x y, ,x y( )x y, ,x y( )x y( )x yx y, ,x y( )x y = (, ,(, , ))
( )x y( )x y, *( ), *x y, *x y( )x y, *x y, *( ), *x y, *x y( )x y ( )x y( )x y, ,( ), ,x y, ,x y( )x y, ,x y( )x y( )x yx y, ,x y( )x y = (, ,(, , ))

( )′ ′( )x y( )x y′ ′x y( )x y

( )′ ′( )x y( )x y′ ′x y( )x y, *( ), *′ ′, *( ), *x y, *x y( )x y, *x y′ ′x y( )x y, *x y

0 0, ,0 0, ,0 0 ( )1( )

0 0, ,0 0, ,0 0 ( )2( )


























( )( )1( )
0

0 0
0

⇔
+ =

+ =









 ⇔ ( )+( )+ =−

≠

x x+ =x x+ =

y e y e+ =y e+ =

x x= −x x= −

( )y y( )+( )+y y+( )+ ex x+ =x x+ =−x x−+ =y e+ =x x+ =y e+ =
x

′+ =′+ =
x x′x x+ =x x+ =′+ =x x+ =+ =y e+ =x x+ =y e+ =′+ =x x+ =y e+ =

′x x′x x

( )′( )′x x′x x 













⇔










x x= −x x= −
y y= −y y= −

′x x′x x
′y y′y y

( ) : , * , , ,2 0( )2 0( ) : ,2 0: , * ,2 0* , , ,2 0, , 02 0: ,2 0: ,2 0* ,2 0* ,( ): ,( ): ,2 0( )2 0: ,2 0: ,( ): ,2 0: ,2 0( )2 0: ,2 0: ,− −: ,2 0: ,( ): ,− −: ,2 0: , ( )* ,( )* ,2 0( )2 0* ,2 0* ,( )* ,2 0* ,* ,2 0* ,( )* ,2 0= −2 0( ), ,( ), ,2 0( )2 0, ,2 0, ,( ), ,2 0, ,2 0= −2 0( )2 0= −2 02 0+ −2 0( )2 0+ −2 0, ,2 0, ,+ −, ,2 0, ,( ), ,+ −, ,2 0, ,2 0+2 0( )2 0+2 0, ,2 0, ,+, ,2 0, ,( ), ,+, ,2 0, ,2 0=2 0(, ,(, ,2 0(2 0, ,2 0, ,(, ,2 0, , )( )x y( ): ,( ): ,x y: ,( ): ,2 0( )2 0x y2 0( )2 0: ,2 0: ,( ): ,2 0: ,x y: ,( ): ,2 0: ,2 0( )2 0x y2 0( )2 02 0− −2 0( )2 0− −2 0x y2 0( )2 0− −2 0: ,2 0: ,− −: ,2 0: ,( ): ,− −: ,2 0: ,x y: ,2 0: ,− −: ,2 0: ,( ): ,2 0: ,− −: ,2 0: , ( )x y( )* ,( )* ,x y* ,( )* ,2 0( )2 0x y2 0( )2 0* ,2 0* ,( )* ,2 0* ,x y* ,( )* ,2 0* ,2 0( )2 0x y2 0( )2 0* ,2 0* ,( )* ,x y* ,2 0* ,( )* ,2 0* , ( )x x( )2 0( )2 0x x2 0( )2 02 0+ −2 0( )2 0+ −2 0x x2 0( )2 0+ −2 0( )y e( ), ,( ), ,y e, ,( ), ,2 0( )2 0y e2 0( )2 0, ,2 0, ,( ), ,2 0, ,y e, ,( ), ,2 0, ,( )y e( ), ,( ), ,y e, ,( ), ,2 0( )2 0y e2 0( )2 0, ,2 0, ,( ), ,2 0, ,y e, ,( ), ,2 0, ,( )x x( )2 0( )2 0x x2 0( )2 02 0+2 0( )2 0+2 0x x2 0( )2 0+2 02 0( )2 0y e2 0( )2 0x x2 0y e2 0( )2 0

Donc tout ( )x y( )x yx y,  x y( )x y,  x y ∈2 admet un symétrique (−x, −y) pour la loi *.

Donc ( )( )2( )2, *( ), * est un groupe non abélien.

  × 0 0 0 0 { } { } 0 0{ }0 0 0 0 { } 0 0  0 0 = 0 0 { } { } 0 0{ }0 0 0 0 { } 0 0 ({ }(0 0(0 0{ }0 0(0 0 0 0 ( 0 0 { } ( 0 0 ){ }) ∈ { } ∈ { }x x{ } { } x x { } { }x x{ }0 0{ }0 0x x0 0{ }0 0 0 0 { } 0 0 x x { } 0 0 { }, /{ } { } , / { } { }, /{ } { } , / { } 0 0{ }0 0, /0 0{ }0 0 0 0 { } 0 0 , / { } 0 0 ){ }), /){ }) ) { } ) , / { } ) { }, /{ }){ }), /){ }){ }x x{ }, /{ }x x{ } { } x x { } , / x x { } { }x x{ }, /{ }x x{ } { } x x { } , / x x { } 0 0{ }0 0x x0 0{ }0 0, /0 0x x0 0{ }0 0 0 0 { } 0 0 x x { } 0 0 , / 0 0 { } 0 0 x x 0 0 { } 0 0 ){ })x x){ }), /)x x){ }) ) { } ) x x { } ) , / ) { } ) x x ) { } )  est-il un sous-groupe de ( )( )2( )2, *( ), * ?

• 0 0 0 0,0 0,  0 0 donc0 0donc0 0( ) ∈ { }0 0{ }0 0{ }0 0{ }0 0{ }0 0{ }0 0 ≠ ∅0 0 0 00 0donc0 0 0 0donc0 0 0 0 0 00 0donc0 0 0 0donc0 0{ } { }0 0{ }0 0 0 0{ }0 0{ } { }0 0{ }0 0 0 0{ }0 00 0× ×0 00 0 0 0× ×0 0 0 00 0donc0 0 0 0donc0 0× ×0 0 0 0donc0 0 × × { } { }× ×{ } { }0 0{ }0 0 0 0{ }0 0× ×0 0 0 0{ }0 0

• x x, *x x, *x x , ,x x, ,x x, ,x xx x, *x x, *x x0, *0  , *x x, *x x0  x x, *x x , ,( ), *), *x x, *x x)x x, *x x), *), *x x, *x x)x x(x x(x x(x x(x x ), ,), ,(, ,(, , )′ ′′ ′)′ ′) (′ ′(0 0x x0 0x x, ,0 0, ,x x, ,x x0 0x x, ,x x0 0, ,0 0, ,)0 0), ,), ,0 0, ,), ,= +0 0= +x x= +x x0 0x x= +x x, ,= +, ,0 0, ,= +, ,x x, ,x x= +x x, ,x x0 0x x= +x x, ,x x= +0 0= +, ,= +, ,0 0, ,= +, ,, ,(, ,0 0, ,(, ,= +(= +0 0= +(= +, ,= +, ,(, ,= +, ,0 0, ,(, ,= +, ,′ ′0 0′ ′x x′ ′x x0 0x x′ ′x x′ ′0 0′ ′)′ ′)0 0)′ ′) = +′ ′= +0 0= +′ ′= +x x= +x x′ ′x x= +x x0 0x x′ ′x x= +x x= +′ ′= +0 0= +′ ′= +(′ ′(0 0(′ ′(= +(= +′ ′= +(= +0 0= +′ ′= +(= + donc  × {0} est stable pour la loi *, et la loi *
est commutative.

• (−x, 0), symétrique de (x, 0), appartient à  × {0}.

Donc  × {0} est un sous-groupe commutatif de ( )( )2( )2, *( ), * .

La réponse B est bonne.

∀ ( ) ( ) ∈ +( )( )x y( )( )x y( ) ( )x y( ), ,( ), ,( )( )x y( ), ,( )x y( )( )x y( ), ,( )x y( ) ( )x y( ),( )x y( )( )′ ′( )( )x y( )′ ′( )x y( ) 2 :

x x y e y ex x+ ≥x x+ ≥x x ( )x y( )x y ( )x y( )x y ∈ +′ ′x x′ ′x x+ ≥′ ′+ ≥ ( )′ ′( )x y( )x y′ ′x y( )x y′x x′x xx x′ ′x x′x x′ ′x x0 0y e0 0y e y e0 0y ex x0 0x x+ ≥0 0+ ≥y e+ ≥y e0 0y e+ ≥y ex x+ ≥x x0 0x x+ ≥x xy ex xy e+ ≥y ex xy e0 0y e+ ≥y ex xy ex x+ ≥x x−x x+ ≥x x0 0x x−x x+ ≥x x′ ′0 0′ ′y e′ ′y e0 0y e′ ′y ex x′ ′x x0 0x x′ ′x xx x+ ≥x x′ ′x x+ ≥x x0 0x x′ ′x x+ ≥x xy ex xy e+ ≥y ex xy e′ ′y e+ ≥y ex xy e0 0y ex xy e+ ≥y ex xy e′ ′y ex xy e+ ≥y ex xy ex x′ ′x x′x x′ ′x x0 0x x′x x′ ′x x 2et0 0et0 0′ ′0 0′ ′et′ ′0 0′ ′ donc , *( ), *( )x y( )x y, *x y( )x y x y( )x y,x y( )x y 

Donc  +
2 est stable pour la loi *. La réponse C est bonne.

Si ( )x y( )x yx y,  x y( )x y,  x y ∈ +
2 , son symétrique ( )− −( )− − ∉ ≠+∉ ≠+∉ ≠( )x y( )− −( )− −x y− −( )− − ∉ ≠x∉ ≠( )x y( ),  ( )x y( ) si∉ ≠si∉ ≠∉ ≠∉ ≠2∉ ≠2∉ ≠ 0 par exemple.

Donc  +
2 n’est pas un sous-groupe de ( )( )2( )2, *( ), * .

La réponse D est fausse.

Si 

Donc 

NON
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• Question 3 : réponses B et D
• Γ est stable pour la loi * ⇔ ∀ (( ) ∈ ( ) ( ) ∈x xx x ( )x f( )x x( )x x( ) ( )x x( )( )f x( ), ,), ,) ∈, ,∈x x, ,x x, , ( ), (( )( )x f( ), (( )x f( )( ), (( )( )x f( ), (( )x f( )) *( )) *( )) *( )) *( )x x) *x x( )x x( )) *( )x x( ) ( ), (( )( )f x( ), (( )f x( )( ))( )′ ′( )′ ′( )x x′ ′x x( )x x( )′ ′( )x x( )( )′ ′( )( )x x( )′ ′( )x x( )′ ′( )′ ′( )( )x f( )′ ′( )x f( )′ ′)′ ′) ∈′ ′∈ ( ), (( )′ ′( ), (( )( )x f( ), (( )x f( )′ ′( ), (( )x f( )) *′ ′) *( )) *( )′ ′( )) *( )x x) *x x′ ′x x) *x x( )x x( )) *( )x x( )′ ′( )) *( )x x( ) ( )′( ), ,, ,′ ′′ ′2′ ′2′ ′ Γ

⇔ ∀ (( ) ∈ +( )∈ +( )∈ + ∈x xx x ( )x x( )∈ +( )∈ +x x∈ +( )∈ +( )f x( )( )e f( )( )x e( )( )x x( )( )−( )x x( )−( )( )e f( )x x( )e f( )( )x e( )x x( )x e( ), ,), ,) ∈ +, ,∈ +x x, ,x x, , ( ), (( )( )f x( ), (( )f x( )( )) (( )( )e f( )) (( )e f( )+( )+e f+( )+) (+e f+( )+( )x x( )) (( )x x( )( )e f( )x x( )e f( )) (( )x x( )e f( )+( )+e f+( )+x x+e f+( )+) (+( )+e f+( )+x x+( )+e f+( )+( ))( )( )x e( ))( )x e( )( )x x( ))( )x x( )( )x e( )x x( )x e( ))( )x x( )x e( )′ ′∈ +′ ′∈ +( )′ ′( )∈ +( )∈ +′ ′∈ +( )∈ +( )x x( )′ ′( )x x( )∈ +( )∈ +x x∈ +( )∈ +′ ′∈ +x x∈ +( )∈ +′ ′)′ ′) ∈ +′ ′∈ +( )x x( )′( )x x( )( )x e( )x x( )x e( )′( )x ex x( )x e( )( )′( )( )e f( )′( )e f( )( )e f( )x x( )e f( )′( )x x( )e f( )( )e f( )x x( )e f( )) (( )x x( )e f( )′( )e f( )x x( )e f( )) (( )e f( )x x( )e f( )∈ +∈ +∈ +, ,∈ +∈ +, ,∈ +′ ′′ ′∈ +′ ′∈ +∈ +′ ′∈ +2∈ +2∈ +′ ′2′ ′∈ +′ ′∈ +2∈ +′ ′∈ + Γ

⇔ ∀ (( ) ∈ +(∈ +(∈ + ) = +x xx x x x∈ +x x∈ + f x= +f x= +e f= +e f= + x ex x−x x−e fx xe f= +e f= +x x= +e f= + x ex xx e, ,), ,) ∈ +, ,∈ +x x, ,x x, , ( )= +( )= +f x( )f x= +f x= +( )= +f x= + ( )x e( )x ex x( )x xx ex xx e( )x ex xx e′ ′∈ +′ ′∈ +(′ ′(∈ +(∈ +′ ′∈ +(∈ +x x′ ′x x∈ +x x∈ +′ ′∈ +x x∈ +′ ′∈ +′ ′∈ +′ ′)′ ′) ∈ +′ ′∈ + x x( )x x′x x( )x xx ex xx e( )x ex xx e′x e( )x ex xx e′e f′e fe fx xe f′e fx xe f∈ +∈ +∈ +, ,∈ +∈ +, ,∈ +′ ′′ ′∈ +′ ′∈ +∈ +′ ′∈ +2∈ +2∈ +′ ′2′ ′∈ +′ ′∈ +2∈ +′ ′∈ +f∈ +f∈ +′ ′f′ ′∈ +′ ′∈ +f∈ +′ ′∈ +

⇔ f est solution de (1)

La réponse A est fausse.

• D’après la question 1, f = sh est solution de (1), donc Γ est stable pour la loi *.

(, +) et ( )( )2( )2, *( ), * sont des groupes.

Cherchons si ϕ est un morphisme de (, +) dans ( )( )2( )2, *( ), * .

Soit x x,x x,  x x′( ) ∈2 :

- ϕ x x+x x+x x( ) = +( )x x( )x x x x( )x x= +( )= +x x= +x x( )x x= +x x +( )+x x+x x( )x x+x x(( )( )( ))′ ′)′ ′) = +′ ′= +( )′ ′( )x x( )x x′ ′x x( )x x= +( )= +′ ′= +( )= +x x= +x x( )x x= +x x′ ′x x( )x x= +x x( )′( )( ),  ( )( )sh( )
- ϕ ϕx xϕ ϕx xϕ ϕ x x x x(ϕ ϕ(ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕx x)x xϕ ϕx xϕ ϕ)ϕ ϕx xϕ ϕ ( ) ( ) ( ) = +* ,ϕ ϕ* ,ϕ ϕx x* ,x xϕ ϕx xϕ ϕ* ,ϕ ϕx xϕ ϕ x x* ,x x(* ,(x x(x x* ,x x(x x )* ,) =* ,= (* ,( * ,x x* ,x x* ,(* ,(′ ′x x′ ′x x)′ ′) (′ ′( )′ ′) (′ ′(* ,′ ′* ,x x* ,x x′ ′x x* ,x x)* ,)′ ′)* ,) (* ,(′ ′(* ,( * ,′ ′* ,x x* ,x x′ ′x x* ,x x* ,′ ′* ,(* ,(′ ′(* ,( ′ ′)′ ′) = +′ ′= +x x x x) * ,x x* ,x x* ,(* ,(x x x xx x x x) * ,x x* ,x x* ,(* ,(shx xshx x′ ′sh′ ′x x′ ′x xshx x′ ′x xx xshx xx xshx x shx xshx xx xshx x ( )x x( )x x x e( )x e x e( )x ex( )x= +( )= +x x= +x x( )x x= +x x (( )( )( ))x e)x e( )x e)x e +( )+ (( )( )( ))x e)x e( )x e)x e−( )−,( ),′ ′( )′ ′x x′ ′x x( )x x′ ′x x= +′ ′= +( )= +′ ′= +x x= +x x′ ′x x= +x x( )x x′ ′x x= +x x ′( )′x e′x e( )x e′x e′( )′sh( )sh sh( )sh x( )x

ϕ ϕx xϕ ϕx xϕ ϕ(ϕ ϕ(ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕx x)x xϕ ϕx xϕ ϕ)ϕ ϕx xϕ ϕ ( ) ( )x x( )x x+( )+x x+x x( )x x+x x(( )( )( ))* ,ϕ ϕ* ,ϕ ϕx x* ,x xϕ ϕx xϕ ϕ* ,ϕ ϕx xϕ ϕ (* ,(x x(x x* ,x x(x x* ,)* ,) = +* ,= +( )* ,( )x x( )x x* ,x x( )x x= +( )= +* ,= +( )= +x x= +x x( )x x= +x x* ,x x( )x x= +x x′ ′)′ ′) ( )′ ′( )* ,′ ′* ,)* ,)′ ′)* ,) = +* ,= +′ ′= +* ,= +( )* ,( )′ ′( )* ,( )x x( )x x* ,x x( )x x′ ′x x* ,x x( )x x= +( )= +* ,= +( )= +′ ′= +* ,= +( )= +x x= +x x( )x x= +x x* ,x x( )x x= +x x′ ′x x= +x x( )x x= +x x* ,x x= +x x( )x x= +x x( )′( )( ) sh( ) car f = sh est solution de (1)

donc : ϕ ϕ ϕx xϕ ϕx xϕ ϕ x xϕx xϕ+x x+x xϕ ϕx xϕ ϕ+ϕ ϕx xϕ ϕ(ϕ ϕ(ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕϕ ϕ=ϕ ϕ ( )x x)x x(x x(x x )′ ′x x′ ′x x′ ′x x′ ′x xϕx xϕ′ ′ϕx xϕ′ ′x x′ ′x x′ ′ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ)′ ′)ϕ ϕ)ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ)ϕ ϕ (′ ′( )′ ′)x x)x x′ ′x x)x x(′ ′(x x(x x′ ′x x(x xx x*x x′ ′*′ ′x x′ ′x x*x x′ ′x x :

j est un morphisme de groupe de (, +) dans ( )( )2( )2, *( ), * .

Or Γ = Im ϕ , donc G est un sous-groupe de ( )( )2( )2, *( ), * .

La réponse B est bonne.

ϕ ϕinjectifϕ ϕ injectif  ϕ ϕ⇔ =ϕ ϕ⇔ =ϕ ϕϕ ϕ⇔ =ϕ ϕ { }Ke⇔ =Ke⇔ =ϕ ϕ⇔ =ϕ ϕKeϕ ϕ⇔ =ϕ ϕr 0⇔ =r 0⇔ =ϕ ϕ⇔ =ϕ ϕr 0ϕ ϕ⇔ =ϕ ϕ { }r 0{ }

Soit x ∈  :
x x x x∈ ⇔x x∈ ⇔x x ( ) ( ) = ( )Kex xKex xx x∈ ⇔x xKex x∈ ⇔x xr sx xr sx xr sx xr sx xx x∈ ⇔x xr sx x∈ ⇔x x =r s= (r s( )r s) ⇔r s⇔ (r s( hx xhx xx x∈ ⇔x xr sx x∈ ⇔x xr s(r s(x xr sx xϕ ϕ∈ ⇔ϕ ϕ∈ ⇔x xr sx xϕ ϕx xr sx xx x∈ ⇔x xr sx x∈ ⇔x xϕ ϕx xr sx x∈ ⇔x xx x∈ ⇔x xr sx x∈ ⇔x xϕ ϕx x∈ ⇔x xr sx x∈ ⇔x xx xr sx xϕ ϕx xx x∈ ⇔x xr sx x∈ ⇔x xϕ ϕx x∈ ⇔x xr sx x∈ ⇔x xx xr sx xϕ ϕx x( )r s( )r sx xr sx x( )x xr sx x( )r s( )r sx xr sx x( )x xr sx xr s( )r sx xr sx x( )x x , ,), ,) ⇔, ,⇔ (, ,(r s, ,r sx xr sx x, ,x xr sx xr s, ,r s)r s), ,)r s) ⇔r s⇔, ,⇔r s⇔ (r s(, ,(r s(r s, ,r sr s, ,r s ,0 0r s0 0r sr s0 0r sr s, ,r s0 0r s, ,r sr s, ,r s0 0r s, ,r s 0 0,0 0,

x x∈ ⇔x x∈ ⇔x x =Kex xKex xx x∈ ⇔x xKex x∈ ⇔x xx xr x xx x∈ ⇔x xr x x∈ ⇔x xx x∈ ⇔x xϕ∈ ⇔ϕ∈ ⇔x x∈ ⇔x xϕx x∈ ⇔x x 0

Donc Ker ϕ = { }{ }0{ } et ϕ est injectif.
La réponse C est fausse.

ϕ est donc un morphisme de groupe injectif de (, +) dans ( )( )2( )2, *( ), * .
Im ϕ = Γ, donc ϕ n’est pas surjectif.
Mais ϕ induit une bijection de  dans Γ.
Donc ϕ induit un isomorphisme de (, +) dans Γ, *( ).

La réponse D est bonne.
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corrigéschapitre 5 : Applications-Structures ---

> QCM 4 Anneaux - Corps – Arithmétique

• Question 1 : réponse B
• Soit u v u v, ,u v, ,u v ,u v,u v, ,u v, ,u v ′ ′u v′ ′u v ∈ , supposons que : ϕ ϕu vϕ ϕu vϕ ϕ u v, ,ϕ ϕ, ,ϕ ϕ u v, ,u vϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕu vϕ ϕ, ,ϕ ϕu vϕ ϕ(ϕ ϕ(ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ)ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕ=ϕ ϕ (, ,(, , )′ ′u v′ ′u v

ϕ ϕu vϕ ϕu vϕ ϕ u v u v u v u u v v, ,ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕu vϕ ϕ, ,ϕ ϕu vϕ ϕ u v, ,u vu v, ,ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕu vϕ ϕ, ,ϕ ϕu vϕ ϕ u v, ,u v u v(ϕ ϕ(ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ)ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ)ϕ ϕϕ ϕ=ϕ ϕ (, ,(, ,, ,(, , ) ⇔ +u v⇔ +u v ⇔ −u u⇔ −u u = −v v= −v v= −(= −(= − )′ ′u v′ ′u v ′ ′ ′ ′v v′ ′v v′ ′(′ ′(2 22 2u v2 2u v2 2= +2 2= +u v= +u v2 2u v= +u v′ ′2 2′ ′u v′ ′u v2 2u v′ ′u v= +′ ′= +2 2= +′ ′= +u v= +u v′ ′u v= +u v2 2u v′ ′u v= +u v 2

Si v′ ≠ v alors 2 =
u u−u u−
v v−v v−

′
′v v′v v

donc 2 ∈ ce qui est impossible.

Donc v′ = v et par suite u′ = u.

Finalement : ϕ ϕu vϕ ϕu vϕ ϕ u v u v u v, ,ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕu vϕ ϕ, ,ϕ ϕu vϕ ϕ u v, ,u v , ,u v, ,u v u v, ,u vu v, ,u v, ,u v, ,ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕu vϕ ϕ, ,ϕ ϕu vϕ ϕ(ϕ ϕ(ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ)ϕ ϕ, ,ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ)ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ)ϕ ϕϕ ϕ=ϕ ϕ (, ,(, ,(, ,(, ,, ,(, , ) ⇒ ( ), ,), ,= (, ,(, , )′ ′u v′ ′u v ′ ′u v′ ′u v donc j est injective.

La réponse A est fausse.

En conclusion, l’écriture de x Œ F (ou x Œ E ) sous la forme x u vx u=x u= +x u= +x ux u=x u= +x u=x u += ++= + 2
(ou x m n= +x m= +x m 2) est unique.

• E est-il un sous-anneau de  ? (, +, ×) est un corps.

- 1, élément unité de , appartient à E car : 1 1 0 20 2= +1 1= +1 1 0 2×0 2.

- Soient x x,x x,  x x′ ∈E, x m n= +x m= +x m 2 et x m n′ ′x m′ ′x m ′= +x m= +x m′ ′= +′ ′x m′ ′x m= +x m′ ′x m 2 avec m n m n, ,m n, ,m n ,m n,m n, ,m n, ,m n ′ ′m n′ ′m n ∈ :

x x m m n n− =x x− =x x m m−m m( ) + −n n+ −n n+ −(+ −(+ − )′ ′m m′ ′m m′ ′(′ ′( ′ 2

donc x x m m n nx x−x x( ) ∈ −m m∈ −m m n n−n n(∈ −(∈ − ) ∈′ ′m m′ ′m m∈ −′ ′∈ −m m∈ −m m′ ′m m∈ −m m′ ′)′ ′) ∈ −′ ′∈ −(′ ′(∈ −(∈ −′ ′∈ −(∈ − ′E c∈ −E c∈ −′ ′E c′ ′∈ −′ ′∈ −E c∈ −′ ′∈ −ar∈ −ar∈ −′ ′ar′ ′∈ −′ ′∈ −ar∈ −′ ′∈ − , .n n, .n n ), .) ∈, .∈, ., .2

x x m m n n m n m nx x m m n n m n′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= +′ ′= +′ ′( )( )m n( )m n( )m n( )m n′ ′( )′ ′′ ′( )′ ′m n′ ′m n( )m n′ ′m n= +( )= +m n= +m n( )m n= +m n′ ′= +′ ′( )′ ′= +′ ′m n′ ′m n= +m n′ ′m n( )m n= +m n′ ′m n ( )( )′ ′( )′ ′( )( )m n( )m n( )m n( )m n′ ′( )′ ′′ ′( )′ ′= +m m= +m m= +′ ′= +′ ′m m′ ′m m= +m m′ ′m m′ ′= +′ ′(′ ′(′ ′= +(= +′ ′= +′ ′(′ ′= +′ ′ )′ ′)′ ′)) (′ ′(′ ′(( )2 2′ ′2 2′ ′( )2 2( )′ ′( )′ ′2 2′ ′( )′ ′( )2 2( )( )2 2( )m n( )m n2 2m n( )m n′ ′( )′ ′2 2′ ′( )′ ′m n′ ′m n( )m n′ ′m n2 2m n( )m n′ ′m n′ ′( )′ ′2 2′ ′( )′ ′′ ′( )′ ′2 2′ ′( )′ ′+( )+2 2+( )+m n+m n( )m n+m n2 2m n( )m n+m n 2 22 22 2m n2 2m n′ ′2 2′ ′ ′2 2′m n′m n2 2m n′m n2 2′ ′2 2′ ′2 2n n2 2n n′ ′2 2′ ′)2 2)′ ′)′ ′2 2′ ′)′ ′+ +2 2+ +m n+ +m n2 2m n+ +m n′ ′+ +′ ′2 2′ ′+ +′ ′m n′ ′m n+ +m n′ ′m n2 2m n+ +m n′ ′m n+ +2 2+ +′ ′+ +′ ′2 2′ ′+ +′ ′′ ′(′ ′2 2′ ′(′ ′+ +(+ +2 2+ +(+ +′ ′+ +′ ′(′ ′+ +′ ′2 2′ ′(′ ′+ +′ ′ )2 2)

donc x x m m n n m n m nx x m m n ncaca n n′ ′ ′ ′m n′ ′m n′ ′ ′m n′m n∈ +′ ′∈ +′ ′ +(′ ′(′ ′(( ) ∈E 2E 2′ ′E 2′ ′∈ +E 2∈ +∈ +m m∈ +m mE 2m m∈ +m m′ ′∈ +′ ′E 2′ ′∈ +′ ′′ ′m m′ ′m m∈ +m m′ ′m mE 2m m′ ′m m∈ +m m′ ′m m∈ +E 2∈ +ca∈ +caE 2ca∈ +car∈ +rE 2r∈ +r′ ′∈ +′ ′E 2′ ′∈ +′ ′ca′ ′ca∈ +ca′ ′caE 2ca∈ +ca′ ′car′ ′r∈ +r′ ′rE 2r∈ +r′ ′r′ ′(′ ′E 2′ ′(′ ′(′ ′∈ +′ ′(′ ′∈ +′ ′E 2′ ′(′ ′∈ +′ ′( 2,, 

Donc E est un sous-anneau de . La réponse B est bonne.

• 2 a pour inverse
1
2

1
2

2= . A-t-on
1
2

2 ∈E ?

On cherche s’il existe m n,m n,  m n ∈ tel que :
1
2

2 22 22 2= +2 2m n2 2m n2 22 2= +2 2m n2 2= +2 2 .

D’après l’assertion A (unicité de l’écriture) : m n, ,m n, ,m n( ), ,), ,= 
, ,, ,




, ,, ,, ,, ,





 














0, ,0, ,

1
2

.

Or
1
2

∉, donc 2 n’est pas inversible dans E.

1
1 21 2

1 21 2
2 1

1 2+1 2
=

1 2−1 2

( )( )1 2( )1 21 2( )1 21 2+1 2( )1 2+1 2 ( )( )1 2( )1 21 2( )1 21 2−1 2( )1 2−1 2
= −= −2 1= −2 1 ∈E, donc ( )( )1 2( )1 21 2( )1 21 2+1 2( )1 2+1 2 est inversible dans E.

La réponse C est fausse.
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• F est-il un sous-corps de  ?

En remplaçant les entiers m et n par les rationnels u et v dans la démonstra-
tion de E sous-anneau de , on obtient que F est aussi un sous-anneau de .

Soit x u v uv u= +x u= +x u (v u(v u ) { }v uF av uv uvecv u2 0v u2 0v u v2 0v2 0v u2 0v uv u∈v u2 0v u∈v u(2 0(v u(v u2 0v u(v u )2 0) ∈ −2 0∈ − { }2 0{ }F a2 0F av uF av u2 0v uF av uv uvecv u2 0v uvecv u { }0{ }22 022 0∈ −2 0∈ −2∈ −2 0∈ −*2 0*2 0F a2 0F a*F a2 0F a , ,{ }, ,{ }2 0, ,2 0∈ −2 0∈ −, ,∈ −2 0∈ − { }2 0{ }, ,{ }2 0{ }, ,v, ,v), ,)2 0, ,2 0v2 0v, ,v2 0v)2 0), ,)2 0) ∈ −2 0∈ −, ,∈ −2 0∈ − .2 02 0∈ −2 0∈ −∈ −2 0∈ −, ,, ,2 0, ,2 02 0, ,2 0∈ −2 0∈ −, ,∈ −2 0∈ −∈ −, ,∈ −2 0∈ −

1 1
2

2
2 22 22 22 22 22 22 22 22 2 2 222 22x u v

u v
u v2 2u v2 22 2u v2 22 22 22 2u v2 22 22 2

u
u v2 2u v2 22 2u v2 22 22 22 2u v2 22 22 2

v
u v2u v22 2u v2 222 22u v22 22

u v

=
+u v+u v

=
u v−u v
u v−u v

=
2 2u v2 2−2 2u v2 2

+
−

u v−u v2 22 2u v2 2u v2 2u v2 2
′ ′u v′ ′u v

                          
222 2et u v′ ′u v′ ′u v,u v,u v( ) ∈

soit
1
x

∈F.

Donc F est un sous-corps de . La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponses B et D

• N x m n( )N x( )N x = −m n= −m n2 2m n2 2m nm n2m n2 222 2m n2 2m n2m n2 2m n

donc : N x x x m n m n( )N x( )N x = ⇔ = ⇔ m n− =m n ⇔ =m n⇔ =m n0 0x x0 0x x= ⇔0 0= ⇔ = ⇔0 0= ⇔ 2 0m n2 0m n− =2 0− =m n− =m n2 0m n− =m n m n2m n2 2m n2 2m n2 02 22 0m n2 0m n2 2m n2 0m n 2 2m n2 2m nm n⇔ =m n2 2m n⇔ =m n22 22m n2m n2 2m n2m n= ⇔0 0= ⇔0 0= ⇔ m n= ⇔0 0x x0 0x x = ⇔0 0= ⇔ m n2 0m n0 00 0 .

Si n
m
n

m
n

≠ = = ∈= ∈0 2≠ =0 2≠ = 2
2

2, d, d
m

, d
m

≠ =, d≠ =0 2, d0 2≠ =0 2≠ =, d≠ =0 2≠ = 2, d2 onc  ce qui est impossible, donc n = 0

et par suite m = 0.

Finalement, N(x) = 0 a pour unique solution x = 0, élément de E.

La réponse A est fausse.

• Si (m, n) est tel que m n m n2 2m n2 2m n 2 2m n2 2m n2 1m n2 1m n2 22 12 2m n2 2m n2 1m n2 2m n 2 1m n2 1m n2 22 12 2m n2 2m n2 1m n2 2m nm n− =m n2 1− =2 1m n2 1m n− =m n2 1m n m n− =m n2 1− =2 1m n2 1m n− =m n2 1m n2 1−2 1ou :

1 1
2

2 1
2 222 22x m n

m n
m n2m n22 2m n2 222 22m n22 22

x
x

x
E=

+m n+m n
= m n−m n

m n−m n
= == = ± ∈± ∈1± ∈1± ∈x± ∈x

N(x)
donc± ∈donc± ∈


± ∈± ∈ et x est inversible

dans E. La réponse B est bonne.

∀ ∈ = −∀ ∈x E∀ ∈x E∀ ∈x E∀ ∈x E∀ ∈ N x m n= −m n= −, (, (N x, (N x) 2 2m n2 2m nm n2m n2 222 2m n2 2m n2m n2 2m n donc N x( )N x( )N x ∈ et N :
E
x N

→ 
x Nx N( )x( )x

(, ×) n’est pas un groupe, donc N n’est pas un morphisme de groupe.

La réponse C est fausse.

En revanche : x x m m n n m n m nx x m m¢ = + ¢ = ¢m m= ¢m m= ¢ + ¢n n+ ¢n n+ ¢n n+ ¢n n + ¢m n+ ¢m nm n+ ¢m n+ ¢+ ¢ + ¢m n+ ¢m n+ ¢2 2+ ¢ 2 22 22 2m n2 2m n2 2+ ¢2 2+ ¢n n+ ¢n n2 2n n+ ¢n n + ¢2 2+ ¢m n+ ¢m n2 2m n+ ¢m n+ ¢2 2+ ¢ + ¢2 2+ ¢m n+ ¢m n2 2m n+ ¢m n( )( )m n( )m n( )m n( )m n+ ¢( )+ ¢+ ¢( )+ ¢m n+ ¢m n( )m n+ ¢m nm n+ ¢m n( )m n+ ¢m n+ ¢2 2+ ¢( )+ ¢2 2+ ¢( )( )m n( )m nm n( )m n+ ¢( )+ ¢m n+ ¢m n( )m n+ ¢m n( )m n+ ¢m n( )m n+ ¢m n+ ¢( )+ ¢m n+ ¢m n( )m n+ ¢m nm n+ ¢m n( )m n+ ¢m n2 2( )2 22 2( )2 22 2( )2 2m n2 2m n( )m n2 2m n+ ¢2 2+ ¢( )+ ¢2 2+ ¢m n+ ¢m n2 2m n+ ¢m n( )m n2 2m n+ ¢m n+ ¢2 2+ ¢( )+ ¢2 2+ ¢m n+ ¢m n2 2m n+ ¢m n( )m n2 2m n+ ¢m n (= ¢(= ¢ ))2 2)2 2(+ ¢(+ ¢(+ ¢2 2+ ¢(+ ¢2 2+ ¢ )2 2)2 2

donc : x x m m n n m n m n x xx x m m n n m n m n¢ = ¢ + ¢ - ¢ +¢ + ¢ =¢ =¢ = ¢  2 2m n2 2m n2 2m n2 2m n2 2¢ -2 2¢ -2 22 2¢ +2 2¢ + ¢ =2 2¢ =¢ =2 2¢ =¢ =2 2¢ =m n¢ =m n2 2m n¢ =m n2 2n n2 2n n¢ -2 2¢ -(( )¢ -)¢ -)2 2)2 2¢ -2 2¢ -)¢ -2 2¢ - (2 2(2 2))¢ =)¢ =2 2)2 2¢ =2 2¢ =)¢ =2 2¢ =

et N x x x x x x x x x x N x N( )N x( )N x x x( )x x ( )x N( )x N ( )x( )xx x( )x x( )x x x x¢ =x x¢ =x x( )¢ =( )x x( )x x¢ =x x( )x x ¢ ¢x x¢ ¢x x x x¢ ¢x x= ¢x x= ¢x x x x= ¢x x ¢ =x N¢ =x N ¢( )¢( )  x N x N

N est donc un morphisme de (E, ¥) dans (, ¥).

∀ ∈

(
NON
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corrigéschapitre 5 : Applications-Structures ---

• Notons H l’ensemble des éléments inversibles de E.

D’après l’assertion B, G ⊂ H.

A-t-on H ⊂ G ? Soit x inversible dans E, alors, N étant un morphisme, N(x)
est inversible dans (, x), donc N x( )N x( )N x ,= ± ∈ ⊂,∈ ⊂, soit∈ ⊂soit∈ ⊂1 Gx1 Gx ∈ ⊂1 G∈ ⊂et1 Get H G∈ ⊂H G∈ ⊂ et finalement
H = G. La réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses A et D

•
0 0

( )( )1( )1 +( )+

0 00 0


0 00 0













=

∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑
∑ ∑
∑ ∑∑ ∑

=∑ ∑=
≤ ≤

2 2( )2 2( ) =2 2= ∑ ∑2 2∑ ∑∑ ∑2 2∑ ∑∑ ∑2 2∑ ∑∑ ∑
2 2

∑ ∑
∑ ∑

2 2
∑ ∑∑ ∑2 2∑ ∑


∑ ∑



2 2
∑ ∑


∑ ∑

2 2
∑ ∑

∑ ∑
2 2

∑ ∑
∑ ∑

2 2
∑ ∑∑ ∑2 2∑ ∑


∑ ∑



2 2
∑ ∑


∑ ∑

2 2
∑ ∑ 2

2
2≤ ≤2≤ ≤

p
2 2

p
2 2

k∑ ∑k∑ ∑
k

p
q

q p≤ ≤q p≤ ≤

a

p
∑ ∑

p
∑ ∑∑ ∑2 2∑ ∑

p
∑ ∑2 2∑ ∑∑ ∑2 2∑ ∑k∑ ∑2 2∑ ∑k0 0k0 0
∑ ∑k∑ ∑

p
q

p

∑ ∑2 2∑ ∑∑ ∑
2 2

∑ ∑∑ ∑
2 2

∑ ∑∑ ∑2 2∑ ∑∑ ∑
2 2

∑ ∑∑ ∑
2 2

∑ ∑∑ ∑2 2∑ ∑k∑ ∑2 2∑ ∑
≤ ≤                                                     

+
+





































≤

∑
p

q
q

q p≤q p≤

bpbpb

2
2 22 2


2 2


2 2




2 2


q2 2q

10 1≤ +0 1≤ +q p0 1q p≤ +q p≤ +0 1≤ +q p≤ +20 12≤ +2≤ +0 1≤ +2≤ +

2 22 2
0

( )( )1 2( )1 21 2( )1 21 2−1 2( )1 2−1 2 =












 ( )( )2 2( )2 2−( )− 2 2= −2 2

=
∑

p k
2 2

p k
2 2

p kp kp kp k ( )p k( )( )p k( )2 2( )2 2
p k

2 2( )2 2∑
p k

∑
k

pp kpp k

p p2 2p p2 2
pp kpp k

k
a b2 2a b2 22 2= −2 2a b2 2= −2 2p pa bp p2 2p p2 2a b2 2p p2 2 La réponse A est bonne.

• (ap, bp) est solution de (1) ⇔ −a b⇔ −a b⇔ −p p⇔ −p p⇔ −a bp pa b⇔ −a b⇔ −p p⇔ −a b⇔ −2 2a b2 2a b⇔ −a b⇔ −2 2⇔ −a b⇔ − 2 1=2 1=a b2 1a bp p2 1p pa bp pa b2 1a bp pa b2 22 12 2a b2 2a b2 1a b2 2a b

Or : a bp pa bp pa b
p p p p2 2a b2 2a b2 2a b2 2a bp p2 2p pa bp pa b2 2a bp pa b2 22 22 2a b2 2a b2 2a b2 2a b 2 1 2 1
p p

2 1
p p

2 1
p p

2 1
p p

2 1p p2 1p pa b− =a b2 2− =2 2a b2 2a b− =a b2 2a b ( )( )a b( )a bp p( )p pa bp pa b( )a bp pa b2 2( )2 22 2( )2 2a b2 2a b( )a b2 2a bp p2 2p p( )p p2 2p pa bp pa b2 2a bp pa b( )a b2 2a bp pa ba b2 2a b+a b2 2a b( )a b+a b2 2a ba bp pa b2 2a bp pa b+a b2 2a bp pa b( )a bp pa b2 2a bp pa b+a bp pa b2 2a bp pa b ( )( )a b( )a bp p( )p pa bp pa b( )a bp pa b 2 1( )2 1a b−a b( )a b−a b 2 1= +2 1( )( )2 1( )2 1 2 1( )2 1= +( )= +2 1= +2 1( )2 1= +2 1 ( )( )p p( )p pp p( )p p
2 1( )2 1

p p
2 1

p p( )p p
2 1

p p
2 1( )2 1

p p
2 1

p p( )p p
2 1

p p
−( )− = −2 1= −2 1(2 1(2 1(2 1(2 12 1= −2 1(2 1= −2 1 )2 1)2 12 1= −2 1p p(p p2 1(2 1p p2 1p p(p p2 1p p(2 1(2 12 1= −2 1(2 1= −2 1)p p)p p2 2p p2 2p pa bp pa b2 2a bp pa b2 2( )2 2a b2 2a b( )a b2 2a bp p2 2p p( )p p2 2p pa bp pa b2 2a bp pa b( )a b2 2a bp pa ba bp pa b2 2a bp pa b+a b2 2a bp pa b( )a bp pa b2 2a bp pa b+a bp pa b2 2a bp pa b

Donc (ap, bp) est solution de (1) si p est pair, et de (2) si p est impair.

La réponse B est fausse.

• Soit : e a epe ape a
p p

p pep pe= +e a= +e a( )( )e a( )e ae a( )e a= +( )= +e a= +e a( )e a= +e a+ −e a+ −e a( )( )e a( )e ae a( )e a
p p( )p pp p( )p p

+ −( )+ −e a+ −e a( )e a+ −e a= ∈e a= ∈e a e= ∈ep p= ∈p pep pe= ∈ep pe( )1 2( )( )1 2( )e a( )e a1 2e a( )e ae a( )e a1 2e a( )e a= +( )= +1 2= +( )= +e a= +e a( )e a= +e a1 2e a( )e a= +e a( )1 2( )( )1 2( )e a( )e a1 2e a( )e ae a( )e a1 2e a( )e a
p p( )p p

1 2
p p( )p pp p( )p p

1 2
p p( )p p

+ −( )+ −1 2+ −( )+ −e a+ −e a( )e a+ −e a1 2e a( )e a+ −e a2e a2e ae a= ∈e a2e a= ∈e a doncp pdoncp p= ∈donc= ∈p p= ∈p pdoncp p= ∈p p .

A-t-on e u e u ep pe up pe u p pe up pe u p≤ <e u≤ <e up p≤ <p pe up pe u≤ <e up pe u + ≤e u+ ≤e ue up pe u+ ≤e up pe u+ ≤e u+ ≤e ue up pe u+ ≤e up pe u − <e− <ep− <p1 0e up pe u1 0e up pe u+ ≤1 0+ ≤e u+ ≤e u1 0e u+ ≤e ue up pe u+ ≤e up pe u1 0e u+ ≤e up pe u+ ≤1 0+ ≤e u+ ≤e u1 0e u+ ≤e ue up pe u+ ≤e up pe u1 0e u+ ≤e up pe u+ ≤1 0+ ≤e u+ ≤e u1 0e u+ ≤e ue up pe u+ ≤e up pe u1 0e u+ ≤e up pe u 1p p, sp pe up pe u, se up pe ue up pe u1 0e up pe u, se u1 0e up pe ue u+ ≤e u1 0e u+ ≤e u, se u1 0e u+ ≤e ue up pe u+ ≤e up pe u1 0e u+ ≤e up pe u, se up pe u+ ≤e up pe u1 0e up pe u+ ≤e up pe ue up pe uoie up pe u1 0oi1 0e up pe u1 0e up pe uoie u1 0e up pe u+ ≤1 0+ ≤oi+ ≤1 0+ ≤e u+ ≤e u1 0e u+ ≤e uoie u1 0e u+ ≤e ue up pe u+ ≤e up pe u1 0e u+ ≤e up pe uoie up pe u+ ≤e up pe u1 0e up pe u+ ≤e up pe ue up pe ute up pe u1 0t1 0e up pe u1 0e up pe ute u1 0e up pe u+ ≤1 0+ ≤t+ ≤1 0+ ≤e u+ ≤e u1 0e u+ ≤e ute u1 0e u+ ≤e ue up pe u+ ≤e up pe u1 0e u+ ≤e up pe ute up pe u+ ≤e up pe u1 0e up pe u+ ≤e up pe u ?

u ep pu ep pu e
p p p

− =u e− =u e − −( )( )− −( )− − = −(= −(= − ) ( )( )−( )−+( )1 2( )( )1 2( )− −( )− −1 2− −( )− − 1 2p1 2p1 2)1 2) ( )1 2( )( )1 2( )+1 2+ ( )1( )11 211 2 or 0 2 1 10 2< −0 2( )( )0 2( )0 20 2( )0 20 2( )0 20 2( )0 2 1 1( )1 1< −( )< −0 2< −0 2( )0 2< −0 20 2< −0 2( )0 2< −0 2 1 1<1 1
p

1 1
p

1 1

donc ep est la partie entière de up si −( ) +1 1)1 1) =1 1=+1 1+11 111 1p1 1p1 1, c’est-à-dire si p est impair.

La réponse C est fausse.

• On a a bp pa bp pa b2 2a b2 2a b2 1a b2 1a bp p2 1p pa bp pa b2 1a bp pa b2 22 12 2a b2 2a b2 1a b2 2a ba b− =a b2 1− =2 1a b2 1a b− =a b2 1a b2 1±2 1 donc a a b bp pa ap pa a p pε εb bε εb bε εb bε εb bp pε εp pb bp pb bε εb bp pb bε εb bε εb bb bp pb bε εb bp pb b( )a a( )a ap p( )p pa ap pa a( )a ap pa aε ε( )ε εa aε εa a( )a aε εa ap pε εp p( )p pε εp pa ap pa aε εa ap pa a( )a aε εa ap pa aε ε( )ε εp pε εp p( )p pa ap pa aε εa ap pa a( )a ap pa aε εa ap pa aε ε−ε ε( )b b( )b bp p( )p pb bp pb b( )b bp pb bb bε εb b( )b bε εb bp pε εp p( )p pε εp pb bp pb bε εb bp pb b( )b bε εb bp pb bb bp pb bε εb bp pb b( )b bp pb bε εb bp pb b2 1( )2 1( )b b( )b b2 1b b( )b bp p( )p p2 1p p( )p pb bp pb b( )b bp pb b2 1b b( )b bp pb bb bε εb b( )b bε εb b2 1b b( )b bε εb bb bp pb bε εb bp pb b( )b bε εb bp pb b2 1b bp pb bε εb bp pb b( )b bp pb bε εb bp pb b =2 1= avec ε = ± 1.

Donc, d’après le théorème de Bézout, ap et bp sont premiers entre eux.
La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponses A et D

• z az az az az a b
a b

= +z a= +z az a= +z a+ −z a+ −z a= +z a= +z az az a= +z az a20z az a= +z a20z a= +z az a= +z a20z az a14z a2 22 2z a2 2z a+ −2 2+ −+ −2 2+ −z a+ −z a2 2z a+ −z az a+ −z a2 2z a+ −z a0 1z a0 1z a+ −0 1+ −z a+ −z a0 1z a+ −z a4 24 2z a4 2z az a4 2z a3 33 33 3z a3 3z az a3 3z a= +3 3= += +3 3= +z a= +z a3 3z a= +z az a= +z a3 3z a= +z a203 320= +20= +3 3= +20= +z a= +z a20z a= +z a3 3z a20z a= +z a143 314z a14z a3 3z a14z a2 23 32 2z a2 2z a3 3z a2 2z a+ −2 2+ −3 3+ −2 2+ −z a+ −z a2 2z a+ −z a3 3z a2 2z a+ −z a                                         

z a b a b ab a b ab a3z a3z a 3b a3b a3 3b a3 3b a3 4b a3 4b ab a3 4b a b a3 4b ab a0 3b a= +z a= +z a( )z a( )z a b a( )b a= +( )= +z a= +z a( )z a= +z a = +b a= +b a3 3= +3 3b a+ +b a3 4+ +3 4b a3 4b a+ +b a3 4b ab a3 4b a+ +b a3 4b a( )b a( )b a b a( )b a3 4( )3 4b a3 4b a( )b a3 4b a b a3 4b a( )b a3 4b a3 4+ +3 4( )3 4+ +3 4b a3 4b a+ +b a3 4b a( )b a+ +b a3 4b a b a= +b ab a3 4b a= +b a3 4b ab a0 3b a= +b a0 3b a ( )b a( )b a b( )b+( )+3 4b a3 4b ab a3 4b a
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ab x= += +( )( )= +( )= + ( )( ) = −= − = =( )= +( )= += += +( )= + ( )( )20( )= +( )= +20= +( )= +( )20( )= +( )= +20= +( )14( )2 2( )2 2( ) ( )2 2( )( )0 1( )−( )−0 1−( )−( )0 1( )( )4 2( )( )4 2( ) 20= −20= −20 2 1x2 1x 4 84 8= =4 8= == =4 8= = 23= +3= + 2 22 12 22 1x2 1x2 2x2 1x 4 82 24 83 34 834 8= =4 8= =3= =4 8= =

d’où : z z z z3 3z z3 3z z3 3403 3z z40z z6 6z z6 6z z z z6 6z z3 36 63 3z z3 3z z6 6z z3 3z z z z3 3z z6 6z z3 3z z 40 0z z= +z z3 3= +3 3z z3 3z z= +z z3 3z zz z= +z z3 3= +3 3z z3 3z z= +z z3 3z zz z40z z= +z z40z z3 3403 3= +3 3403 3z z3 3z z40z z3 3z z= +z z40z z3 3z z − −z z− −z zz z6 6z z− −z z6 6z z =soit6 6soit6 63 36 63 3soit3 36 63 3 .

Donc z est solution de (3). La réponse A est bonne.

• Soit f : x x x f x x x xx x x fAlorx fx fsx f x xx xx xx xx x3 2x f3 2x f x x3 2x xx fAlorx f3 2x fAlorx f6 4x f6 4x f3 26 43 2x f3 2x f6 4x f3 2x f0 3x f0 3x f x x0 3x xx fAlorx f0 3x fAlorx fx fsx f0 3x fsx f3 20 33 2x f3 2x f0 3x f3 2x f x x3 2x x0 3x x3 2x xx fAlorx f3 2x fAlorx f0 3x f3 2x fAlorx fx fsx f3 2x fsx f0 3x f3 2x fsx f 2 32 3 2 2x x2 2x x− −6 4− −6 4x f6 4x f− −x f6 4x f x x= −x xx x0 3x x= −x x0 3x x( )x x( )x xx x( )x x3 2( )3 2x x3 2x x( )x x3 2x x 2 3( )2 32 3( )= −( )= −x x= −x x( )x x= −x x = +2 3= +2 3 ( )( )x x( )x xx x( )x x2 2( )2 2x x2 2x x( )x x2 2x x= +( )= +x x= +x x( )x x= +x x( )( )x x( )x x2 2( )2 22 2( )2 2x x2 2x x( )x x2 2x x2 2−2 2( )2 2−2 23 2′3 23 20 33 2′3 20 33 2( )x x( )x x3 2( )3 20 3( )0 3x x0 3x x( )x x0 3x x3 20 33 2( )3 20 33 2x x3 2x x0 3x x3 2x x( )x x0 3x x3 2x x

D’où le tableau de variation ci-après, avec :

M f m f= −M f= −M f ( )( )= −( )= − < =m f< =m f< = ( )( )2 0( )2 0( ) < =2 0< = 2 0( )2 0( ) <2 0<et< =et< = .

x

f ′(x)

f (x)

+∞

+∞
+ + +−

−∞

−∞

00

m

M

− α

0

√2 √2

f est continue sur  donc, d’après le théorème des valeurs intermédiaires :

∃ >! ,! ,∃ >! ,∃ > ( ) .∃ >! ,∃ >! ,α α! ,! ,α α! ,∃ >! ,∃ >α α∃ >! ,∃ >α α! ,α α! ,! ,α α! ,α α( )α α( )! ,α α! ,! ,α α! ,∃ >! ,∃ >α α∃ > 2 0=2 0=( )2 0( )2 0! ,2 0! ,α α2 0α α( )α α( )2 0( )α α( )α α2 0α α! ,α α! ,2 0! ,α α! ,! ,α α! ,2 0! ,α α! , fα αfα α2 0f2 0α α2 0α αfα α2 0α α

Donc (3) admet une unique racine réelle α > 0. La réponse B est fausse.

• x
p
q

= est solution de (3) ⇔














− − = ⇔
 

p
q

p
q

p p− −p p− −q q
3

3 2p p3 2p p 36 4− −6 4− −− −6 4− −6 4
p

6 4
p

0 0= ⇔0 0= ⇔ 6 4− −6 4− −p p6 4p p− −p p− −6 4− −p p− −q q6 4q q− −q q− −6 4− −q q− −3 26 43 2p p3 2p p6 4p p3 2p pq q3 2q q6 4q q3 2q q0 0=0 0=q q0 0q q30 03

donc p p q q p q p qp p p qet3 3 26 4q q6 4q q0 2q q0 2q q p q0 2p qp q0 2p qq q0 2q q et0 2etet3 30 23 3p q3 3p q0 2p q3 3p qet3 3et0 2et3 3et 3 2p q3 2p q0p q0p q( )p p( )p p q q( )q qp p( )p p2 2( )2 26 4( )6 4q q6 4q q( )q q6 4q q6 42 26 42 2( )2 26 42 2q q2 2q q6 4q q2 2q q( )q q6 4q q2 2q q−( )− q q= =q qq q6 4q q= =q q6 4q q0 2= =0 2q q0 2q q= =q q0 2q q p q0 2p q= =p q0 2p qet0 2et= =et0 2et 3 2+3 2p q3 2p q+p q3 2p q( )

p q

premier avec , donc avec 3

divisep qdivisep q40p q40p q3

p qpremier avecp qpremier avec q


























donc, d’après le théorème de Gauss, p divise 40.

q p
q ppremier avecq p premier avec q p

donc = 1.
diviseq pdiviseq p3 









 q La réponse C est fausse.

• (3) devient p p 6 40( )p p( )p p2( )2 6 4( )6 4−( )− 6 4=6 4 donc 1 6 4021 621 61 6≤ −1 61 621 6≤ −1 621 6 ≤p1 6p1 61 6≤ −1 6p1 6≤ −1 6 soit 7 4627 427 47 4≤ ≤7 47 427 4≤ ≤7 427 4p7 4p7 47 4≤ ≤7 4p7 4≤ ≤7 4 .

Seule la valeur p = 4 convient.

Donc x = 4 est l’unique solution de (3).

Donc z = 4 et z ∈ . La réponse D est bonne.
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• QCM 4 : Bornes inférieure et supérieure 121 133
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énoncés
> QCM 1 Suite récurrente

Soit la suite un n( ) ∈ définie par :
, n+1

u

f un

0 ∈
∀ ∈ = ( )






+

n u

avec : f x x: 
1
3

42 −

• Question 1
De manière générale, soit l’application ϕ I: →  (I intervalle de ) et
vn n( ) ∈ la suite définie par : v n v vn n0 ∈ ∀ ∈ = ( )I et , +1 ϕ .

A Si I n’est pas stable par ϕ, il existe des valeurs de v0 telles que vn

n’existe pas à partir d’un certain rang.

On suppose dans la suite de la question que I est stable par ϕ.

B Si ϕ est décroissante sur I, n( )v( )vn( )n ∈ est décroissante.

C Si n( )v( )vn( )n ∈ converge vers une limite ,  ∈I .

D Si ( )( )v( )n( )n( )n ∈ converge vers une limite , ϕ( ) ( ) ( ) =  dès que ϕ est

continue en .

• Question 2
Soit g :  + → définie par : g x f x x( ) ( )= − . On a donc :

∀ ∈ = −+n g u u un n n, ( ) 1 .

A Si n( )u( )un( )n ∈ converge vers une limite ,   = = 1 4 1 4 = =1 4= = = = 1 4 = = ou ou  1 4 ou 1 4  = = 1 4 = = ou 1 4 = =  .

B Sur 0, , ( )[ [0 1[ [0 1, ,[ [, ,0 1, ,0 1[ [0 1, ,0 1 ≥g x( )g x( ) , donc si u u n0u u0u uu u∈u u[ [u u[ [u u0 1[ [0 1u u0 1u u[ [u u0 1u u( )u u( )u un( )n ∈[ [,  [ [u u[ [u u,  u u[ [u uu u0 1u u[ [u u0 1u u,  u u[ [u u0 1u u  est croissante.

C Sur 4 0, ,4 0, ,4 0( )4 0( )4 0[ [4 0[ [4 0, ,[ [, ,4 0, ,4 0[ [4 0, ,4 04 0+4 0[ [4 0+4 04 0, ,4 0+4 0, ,4 0[ [4 0+4 0, ,4 04 0∞4 0[ [4 0∞4 04 0≥4 0g x4 0g x4 0( )g x( )4 0( )4 0g x4 0( )4 0 , donc si u0 ∈ ∞[ [4[ [4∈ ∞[ [∈ ∞4∈ ∞4[ [4∈ ∞4[ [,  [ [∈ ∞[ [∈ ∞,  ∈ ∞[ [∈ ∞[ [+[ [∈ ∞[ [∈ ∞+∈ ∞[ [∈ ∞ n( )u( )un( )n ∈ est croissante.

D Si u0 ∈ ∞[ [4[ [4∈ ∞[ [∈ ∞4∈ ∞4[ [4∈ ∞4[ [,  [ [∈ ∞[ [∈ ∞,  ∈ ∞[ [∈ ∞[ [+[ [∈ ∞[ [∈ ∞+∈ ∞[ [∈ ∞ , la suite n( )u( )un( )n ∈ diverge vers + ∞.
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• Question 3
On suppose dans cette question que u0 0 2∈[ ], .

A ∀ ∈ ∈













∀ ∈n u∀ ∈n u∀ ∈n u∀ ∈n u∀ ∈ nn un u*, ,∈, ,∈


, ,


, ,
, ,


n u, ,n u, ,n, ,n 0, ,0, ,

4
3

.

B La suite extraite n( )u( )u n( )n2( )2 ∈ est croissante.

C ∀ ∈ − ≤− ≤ −n∀ ∈n∀ ∈n *,, u uu u− ≤u u− ≤− ≤u u− ≤u u− ≤u u− ≤u uu uu u+1u u+1n nn n+1n n+1u un nu uu un nu u− ≤u u− ≤n n− ≤u u− ≤− ≤u u− ≤n n− ≤u u− ≤u un nu uu un nu uu un nu u+1u u+1n n+1u u+1+1+1 1− ≤1− ≤− ≤u u− ≤1− ≤u u− ≤− ≤u u− ≤n n− ≤u u− ≤1− ≤n n− ≤u u− ≤
7
9n n9n n 1 .

D ∀ ∈ − ≤− ≤ 











 ( ) ∈et0n un u−n u− ( )n u( )etn uet0n u0n u∀ ∈n u∀ ∈n un u( )n( )nn un u ,n u,n u,n uu un un uu un u− ≤n u− ≤u u− ≤n u− ≤− ≤n u− ≤u u− ≤n u− ≤ n uu un u


n u


u u


n u


n uu un u



n u

u un u




n u


u u


n u


n uu un u


n u


u u


n u


n uu un u


n u

u un u




n u


u u


n u


u uu unn uu un unn uu un uu unu uu unu u
n

1− ≤1− ≤− ≤n u− ≤u u− ≤n u− ≤1− ≤u u− ≤n u− ≤
7
9

1n u1n u converge vers 1.

• Question 4
On suppose dans cette question que u0 2 4∈] [, .

A n( )u( )un( )n ∈ est décroissante.

B ∀ ∈ ∈] [n u∀ ∈n u∀ ∈n unn un u, ,∈, ,∈] [, ,] [n u, ,n u, ,n, ,n ] [2 4] [] [, ,] [2 4] [, ,] [ .

C ]2, 4[ ne contient aucun point fixe de f, donc n( )u( )un( )n ∈ diverge.

D Il existe un entier N tel que uN ∈[ ][ ]0 2[ ][ ],[ ][ ]0 2[ ],[ ]0 2[ ], donc n( )u( )un( )n ∈ converge.

> QCM 2 Relation de comparaison
• Question 1

A Soit (un) une suite réelle ou complexe.

Si (un) admet une limite, u un nu un nu uu u∼u u +1.

B n onn onn olnn olnn on o=n o( )n( )n n( )nln( )ln(( )( )( )) .

C Soit u e
nnu enu e

n

= +u e= +u e= += +u e= +u eu e= +u eu eu eu e= +u eu e= +u eu e= +u eu e= +u eu eu e= +u e

= += += += +u e= +u eu e= +u eu eu e= +u eu eu eu eu eu e= +u eu e= +u eu eu e= +u eu e= +u eu e= +u eu eu e= +u eu e= +u eu e= +u eu e= +u eu e= +u e 

















u eu e= += +u e= +u eu e= +u e













ln= +ln= +u e= +u elnu e= +u e
1

. lim ln
n

e
n→ ∞

+













 
















m l


m l


m lm lm l


m lm l


m l









=
→ ∞+→ ∞

1
1 donc lim

n nu
→ ∞

=
→ ∞+→ ∞

1.

D Soit u n
n

unu nnu n
n nnn nn n

nu n=u n(u n(u n) = =
n n→ ∞n n→ ∞

chu nchu n . lim li
n nnn nnn n→ ∞n n+  n n→ ∞n n→ ∞→ ∞+→ ∞

donc
1 1

0 1u0 1un0 1n= =0 1= =u= =u0 1u= =u= =0 1= =li0 1li= =li= =0 1= =li= =m0 1m= =m= =0 1= =m= =donc0 1donc= =donc= =0 1= =donc= = .
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• Question 2

Soient : u n n n v
n

nn
n n

n= + −( ) = −( )et1
1

1ln ch .

A doncn nn nn n n nn nn nn nn nn nn n n nn nn nn nn n∼ ∼n n∼ ∼n nn n∼ ∼n n + ++ +donc+ +donc n n+ +n nn n+ +n nn n+ +n nn nn nn n+ +n nn nn n∼ ∼+ +∼ ∼1 1+ +1 1+ +∼ ∼+ +∼ ∼1 1∼ ∼+ +∼ ∼ 1 01 0n n1 0n nn n1 0n nn n1 0n nn nn nn n1 0n nn nn n ∼1 0∼n n−n n1 0n n−n n .

B u
nn ∼
1

.

C ch n
n− 1
2

2

∼ donc v
n

n ∼ 2
et lim

n nv
→ ∞

= + ∞
→ ∞+→ ∞

.

D ln ch
ln

etn n v
nnn n−n n( )n n)n n1 1et1 1etn n1 1n n v1 1vn1 1n1 1n n1 1n n)1 1)n n)n n1 1n n)n n
2

∼ ∼1 1∼ ∼1 1et1 1et∼ ∼et1 1etn n1 1n n∼ ∼n n1 1n n v1 1v∼ ∼v1 1v −1 1−∼ ∼−1 1− .

• Question 3 (d’après EPL 2007)

On pose : ∀ ∈ =
+

−( ) −



n u

n
n

en
n,

1
1 12

π .

A ∀ ∈ ≤
+

∀ ∈n un un u∀ ∈n u∀ ∈∀ ∈n u∀ ∈
n
nnn un u,n u,n u,

1 2

B n( )u( )un( )n ∈ ne peut pas être convergente car elle n’est pas de signe

constant.

C ∀ ≥ ≤
( )+( )+

−
∀ ≥n un u∀ ≥n u∀ ≥∀ ≥n u∀ ≥n u

n e( )n e( )
nnn2n u2n u
( )1( )

12
,n u,n u,

( )π( )

D u
e

nn ∼
π − 1

• Question 4 (d’après EPL 2004)

Soit A un nombre réel non nul, et α ∈ + ∞] [1, .
Soit un n( ) ∈ une suite de réels strictement positifs convergeant vers 0.

On pose : ∀ ∈ = − = −−
+

−
+

− −etn u u u x u un n n n n n n, θ α α α α1
1 1

1 1 .

On suppose que θn n( ) ∈ converge vers A.
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A A < 0.

B u
u

A
u

n

n nun nu
+

−− −1 1− −1 − −∼− −∼− − α

C
n( )x( )xn( )n ∈ est divergente car ∀ ∈ =















−
























− +

−

∀ ∈n x∀ ∈n x∀ ∈∀ ∈n x∀ ∈ u
u
un nun nu n

n

n xn x,n x,n x, 1 1

1

1α
α

et lim
n nu

→ ∞

− = +∞
→ ∞+→ ∞

1 α .

D u
u

u
u

n

n

n

n

+

−

+













− −( ) −
























1

1

11 1− −1 1− −(1 1(− −(− −1 1− −(− − 1
α

α1 1∼1 1− −1 1− −∼− −1 1− − , donc n( )x( )xn( )n ∈ converge vers α −( )1 A .

> QCM 3 Suites produits
• Question 1

Soit un n( ) ≥ 1 une suite de réels non nuls. On lui associe la suite pn n( ) ≥ 1

définie par :

∀ ∈ = =
=

∏n p u u u u un p
p

n

n *, ...
1

1 2 3 . On a donc :
p
p

un

n
n

+
+=1
1 .

On dit que le produit pn n( ) ≥ 1 converge si et seulement si la suite pn n( ) ≥ 1 converge
vers une limite finie non nulle. Sinon, on dit que pn n( ) ≥ 1 diverge.

A Pour que le produit n( )p( )pn( )n ≥ 1 converge, il faut que la suite
n( )u( )un( )n ≥ 1

converge vers 1.

Soit : p
pn

p

n

= +




=

∏ 1
1

1

. Alors :

B pn = n

C p nnp nnp n= +p n= +p n 1

D n( )u( )un( )n ≥ 1 converge vers 1 ⇒ ( ) ≥( )p( )( )n( )n 1 converge.

• Question 2

Soit f x
x

: 
1

2
+ et vn n( ) ≥ 1 la suite définie par :

v a a n v f vn n1 10 1= ∈] [( ) ∀ ∈ = ( )+et, , .*
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A ∀ ∈ ∈] [∀ ∈n v∀ ∈n v∀ ∈∀ ∈n v∀ ∈ nn vn v *, ,∈, ,∈] [, ,] [n v, ,n v, ,n, ,n ] [0 1] [] [, ,] [0 1] [, ,] [.

B
n( )v( )vn( )n ≥ 1

est croissante et lim ( )
x

f xm (f xm (
→ ∞

= + ∞
→ ∞+→ ∞

, donc lim
n nv

→ ∞
= + ∞

→ ∞+→ ∞
.

C f admet un unique point invariant x = 1, or 1 0 1∉1 0∉1 0] ,1 0] ,1 0 [,

donc n( )v( )vn( )n ≥ 1 diverge.

D On pose a ta t=a ta tcoa ta tsa t ( )t( )t ∈( )∈] [( )] [] [( )] [0 2] [( )] [] [( )] [, /] [( )] [] [( )] [0 2] [( )] [, /] [0 2] [( )] [] [( )] [, /] [( )] [π] [, /] [( )] [] [( )] [0 2] [( )] [, /] [0 2] [( )] [π] [( )] [0 2] [( )] [, /] [( )] [0 2] [( )] [ . Alors: ∀ ∈ 











−∀ ∈n v∀ ∈n v∀ ∈∀ ∈n v∀ ∈

t
n nn vn v *, c=, c=n v, cn v, cn, cn os

2 1 .

• Question 3 (d’après EPL 2008)

Pour t ∈





0
2

,
π

, on pose :

p
t

q p
t

n p
p

n

n n n= 



 = 



− −

=
∏ etcos sin .

2 21
1

1

A
n( )p( )pn( )n ≥ 1

est croissante et majorée par 1, donc n( )p( )pn( )n ≥ 1 converge.

B
n( )q( )qn( )n ≥ 1

est une suite géométrique de raison 1
2

.

C p q
n

p q
n

p q
n( )p q( )p qn( )np qnp q( )p qnp q( )p q( )p qn( )n≥ ≥

p q
≥ ≥

p qetp qetp q
1 1

p q
1 1

p q( )1 1( )p q( )p q
1 1

p q( )p qn( )n1 1n( )n≥ ≥1 1≥ ≥
p q

≥ ≥
p q

1 1
p q

≥ ≥
p q

n≥ ≥n1 1n≥ ≥n( )≥ ≥( )1 1( )≥ ≥( )p q( )p q
≥ ≥

p q( )p q
1 1

p q
≥ ≥

p q( )p qn( )n≥ ≥n( )n1 1n≥ ≥n( )np qetp q
1 1

p qetp q sont adjacentes.

D
n( )p( )pn( )n ≥ 1

converge vers 1.

• Question 4
Soit u an

n

= +1 2 a ∈] [( )0 1, . On pose :

p u S an p
p

n

n
p

n
p

= =
= =

∏ ∑et
1

2

1

.

A Sn est la somme des termes d’une suite géométrique.

B ∀ ∈] [ + ≤ ≤ ≤
−

doncx x∀ ∈x x∀ ∈] [x x] [x x] [x x] [ x pdoncx pdonc S≤ ≤S≤ ≤
an n≤ ≤n n≤ ≤Sn nS≤ ≤S≤ ≤n n≤ ≤S≤ ≤] [0 1] [] [x x] [0 1] [x x] [] [x x] [0 1] [x x] [ 1

1
, ,] [, ,] [x x, ,x x] [x x] [, ,] [x x] [] [x x] [0 1] [x x] [, ,] [0 1] [x x] [] [x x] [0 1] [x x] [, ,] [x x] [0 1] [x x] [ lnx xlnx x( )+ ≤( )+ ≤x x( )x x+ ≤x x+ ≤( )+ ≤x x+ ≤1( )1x x1x x( )x x1x x lnx plnx p( )x p( )x pn n( )n n .

C ∀ ∈ ( ) ≥
∀ ∈ etn u∀ ∈n u∀ ∈∀ ∈n u∀ ∈ ( )p( )n n( )n n( )etn net ( )p( )n n( )p( )n

n un u*, 1>, 1>n u, 1n u, 1n n, 1n n>n n>, 1>n n>
1

est croissante, donc
n( )p( )pn( )n ≥ 1

diverge.

D Le produit
n( )p( )pn( )n ≥ 1

converge.
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> QCM 4 Bornes inférieure et supérieure
(d’après EPL 2004)

Soit xn n( ) ∈
une suite bornée de nombres réels. On définit la suite yn n( ) ∈ par :

∀ ∈ =
+ =

∑n y
n

xn k
k

n

,
1

1 0

.

On désigne par inf xp
p n

( )
≥

(respectivement sup xp
p n

( )
≥

) la borne inférieure (respec-

tivement supérieure) de l’ensemble x p np / ≥{ } .

• Question 1

La suite inf xp
p n n

( )









≥ ∈

est :

A convergente car décroissante et minorée.

B croissante et majorée, mais divergente car elle n’est pas de signe constant.

C croissante, minorée et convergente.

D convergente car toute suite bornée converge.

• Question 2

A ∀ ∈ ( ) ( )
≥ ≥

pn xn x∀ ∈n x∀ ∈n x ( )x( )( )p( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

( )p( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

n xn x , i( ), i( ) =, i=, ip, ipn x, in x( )n x( ), i( )n x( )−( )−n x−( )−, i−n x−( )−, isun xsu, isun xsupn xp, ipn xp( )p( ), i( )p( ) nf .

B Si n( )x( )xn( )n ∈ est décroissante à partir d’un certain rang, inf
p n n

( )x( )xp( )p























≥p n≥p n ∈est stationnaire.

La suite inf yp
p n n

( )









≥ ∈

est :

C décroissante et minorée, car elle a les mêmes propriétés

que inf .
p n n

( )f .( )f .x( )xf .xf .( )f .xf .p( )pf .pf .( )f .pf .













f .


f .


f .f .f .


f .f .


f .


≥p n≥p n ∈

D croissante et majorée, donc convergente.
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• Question 3

On considère dans cette question le cas particulier où la suite xn n( ) ∈ est définie
par : ∀ ∈ = −x xn

n, ( )1
On a alors :

A yn = 0 si n est impair, et y
nn =

+
1

1
si n est pair.

B y
nn = −

+
1

1
si n est impair, et yn = 0 si n est pair.

C ∀ ∈ ( ) =
+≥

n y∀ ∈n y∀ ∈ ( )n y( )n y
n

( )p( )
p n≥p n≥

n yn yn y, sn y, sn yupn y
1

1

D lim inf lim inf
n

p n
n

p n

x ylix ylim ix ym infx ynf
→ ∞

≥p n≥p n
→ ∞

≥p n≥p n

( )p( )px y( )x ypx yp( )px yp


m i


m i


m im im i


m im i


m i







x y


x y


x yx y








x y


x yx y


x y<x y<x y( )p( )px y( )x y


m i


m i


x y


x ym im ix yx ym ix ym im ix ym im i


m im i


m i




x y


x yx y


x y


n→ ∞+  → ∞ → ∞
( )p( )p



 


 → ∞+→ ∞ 

















= ( )























< ( )

→ ∞
≥

→ ∞
≥

lim sm s up li
n

( )p( )
p n≥p n≥

n
( )p( )

p n≥p n≥

y x( )y x( )


y x


m sy xm supy xupy x( )y x( )


y x

y x




y x




<y x< liy xlim sy xm s( )p( )y x( )p( )
→ ∞

( )


 


→ ∞+  → ∞

( )p( )
n→ ∞+→ ∞ 

















y xy xy xy x


y x




y x






y x


m sy xm sm sy xm sm sm sy xm s












• Question 4

On peut avoir, pour certaines suites bornées xn n( ) ∈ :

A n( )x( )xn( )n ∈ convergente et inf
p n n

( )x( )xp( )p























≥p n≥p n ∈

divergente.

B n( )x( )xn( )n ∈ divergente et inf
p n n

( )x( )xp( )p























≥p n≥p n ∈

convergente.

Pour toute suite bornée xn n( ) ∈ , on a l’implication :

C
n( )x( )xn( )n ∈ convergente

⇒ ( )



















( )

















≥ ≥≥ ≥ ≥ ≥

 convinf s( )f s( )f s

f s




f s


 

f s

f s




f s




f s( )f s( )f s( )f s( ) upx x( )x x( )f sx xf s( )f s( )x x( )f s( )f sx xf s f sx xf s( )f s( )x x( )f s( )( )f s( )x x( )f s( )f sx xf s( )f s( )x x( )f s( ) upx xup( )p( )( )f s( )x x( )f s( )p( )x x( )f s( )( )f s( )x x( )f s( )p( )f s( )x x( )f s( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

( )p( )
p n≥ ≥p n≥ ≥n n≥ ≥n n≥ ≥∈ ∈n n∈ ∈≥ ≥∈ ∈≥ ≥n n≥ ≥∈ ∈≥ ≥  ∈ ∈ ∈ ∈≥ ≥ ≥ ≥≥ ≥ ≥ ≥ p n p n≥ ≥p n≥ ≥ ≥ ≥p n≥ ≥n n n nn n n n≥ ≥n n≥ ≥ ≥ ≥n n≥ ≥≥ ≥n n≥ ≥ n n≥ ≥∈ ∈n n∈ ∈ ∈ ∈n n∈ ∈∈ ∈n n∈ ∈ n n∈ ∈ ∈ ∈n n∈ ∈ n n∈ ∈≥ ≥∈ ∈≥ ≥n n≥ ≥∈ ∈≥ ≥ ≥ ≥n n≥ ≥∈ ∈≥ ≥≥ ≥∈ ∈≥ ≥n n∈ ∈≥ ≥ ≥ ≥∈ ∈≥ ≥n n≥ ≥∈ ∈≥ ≥ p nn np n p nn np n≥ ≥p n≥ ≥n n≥ ≥p n≥ ≥ ≥ ≥n n≥ ≥p n≥ ≥∈ ∈p n∈ ∈n n∈ ∈p n∈ ∈ ∈ ∈n n∈ ∈p n∈ ∈≥ ≥∈ ∈≥ ≥p n≥ ≥∈ ∈≥ ≥n n≥ ≥p n≥ ≥∈ ∈≥ ≥ ≥ ≥∈ ∈≥ ≥p n≥ ≥∈ ∈≥ ≥n n≥ ≥∈ ∈≥ ≥p n≥ ≥∈ ∈≥ ≥

f setf sf sx xf setf sx xf s ergenteseergentese et ont la m me limiteêm mêm m




























D n( )y( )yn( )n ∈ convergente

⇒ ( )



















( )

















≥ ≥≥ ≥ ≥ ≥

 convinf s( )f s( )f s

f s




f s


 

f s

f s




f s




f s( )f s( )f s( )f s( ) upx x( )x x( )f sx xf s( )f s( )x x( )f s( )f sx xf s f sx xf s( )f s( )x x( )f s( )( )f s( )x x( )f s( )f sx xf s( )f s( )x x( )f s( ) upx xup( )p( )( )f s( )x x( )f s( )p( )x x( )f s( )( )f s( )x x( )f s( )p( )f s( )x x( )f s( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

( )p( )
p n≥ ≥p n≥ ≥n n≥ ≥n n≥ ≥∈ ∈n n∈ ∈≥ ≥∈ ∈≥ ≥n n≥ ≥∈ ∈≥ ≥  ∈ ∈ ∈ ∈≥ ≥ ≥ ≥≥ ≥ ≥ ≥ p n p n≥ ≥p n≥ ≥ ≥ ≥p n≥ ≥n n n nn n n n≥ ≥n n≥ ≥ ≥ ≥n n≥ ≥≥ ≥n n≥ ≥ n n≥ ≥∈ ∈n n∈ ∈ ∈ ∈n n∈ ∈∈ ∈n n∈ ∈ n n∈ ∈ ∈ ∈n n∈ ∈ n n∈ ∈≥ ≥∈ ∈≥ ≥n n≥ ≥∈ ∈≥ ≥ ≥ ≥n n≥ ≥∈ ∈≥ ≥≥ ≥∈ ∈≥ ≥n n∈ ∈≥ ≥ ≥ ≥∈ ∈≥ ≥n n≥ ≥∈ ∈≥ ≥ p nn np n p nn np n≥ ≥p n≥ ≥n n≥ ≥p n≥ ≥ ≥ ≥n n≥ ≥p n≥ ≥∈ ∈p n∈ ∈n n∈ ∈p n∈ ∈ ∈ ∈n n∈ ∈p n∈ ∈≥ ≥∈ ∈≥ ≥p n≥ ≥∈ ∈≥ ≥n n≥ ≥p n≥ ≥∈ ∈≥ ≥ ≥ ≥∈ ∈≥ ≥p n≥ ≥∈ ∈≥ ≥n n≥ ≥∈ ∈≥ ≥p n≥ ≥∈ ∈≥ ≥

f setf sf sx xf setf sx xf s ergenteseergentese et ont la m me limiteêm mêm m
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> QCM 1 Suite récurrente

• Question 1 : réponses A et D

• I est stable par I Iϕ ϕ⇔ ∀ϕ ϕ⇔ ∀ϕ ϕ∈ ∈x xIx xIϕ ϕx xϕ ϕIϕ ϕIx xIϕ ϕIx x∈ ∈x x∈ ∈ϕ ϕ∈ ∈ϕ ϕx xϕ ϕ∈ ∈ϕ ϕIϕ ϕI∈ ∈Iϕ ϕIx xI∈ ∈Iϕ ϕI, (, (ϕ ϕ, (ϕ ϕx x, (x xϕ ϕx xϕ ϕ, (ϕ ϕx xϕ ϕx x, (x xϕ ϕx xϕ ϕ, (ϕ ϕx xϕ ϕ∈ ∈x x∈ ∈, (∈ ∈x x∈ ∈ϕ ϕ∈ ∈ϕ ϕx xϕ ϕ∈ ∈ϕ ϕ, (ϕ ϕx xϕ ϕ∈ ∈ϕ ϕ, ( )∈ ∈)∈ ∈ .

Si I est stable par ϕ et si v0 ∈ I, on montre par récurrence simple que :

∀ ∈ ∈existe et I .n v∀ ∈n v∀ ∈ vn nexisn nexisten nte etn net vn nvn vn v,n v,n v

I n’est pas stable par I Iϕ ϕ⇔ ∃ϕ ϕ⇔ ∃ϕ ϕ∈ ∉I∈ ∉Iϕ ϕ∈ ∉ϕ ϕx xϕ ϕx xϕ ϕ∈ ∉x x∈ ∉I∈ ∉Ix xI∈ ∉Iϕ ϕ∈ ∉ϕ ϕx xϕ ϕ∈ ∉ϕ ϕIϕ ϕI∈ ∉Iϕ ϕIx xI∈ ∉Iϕ ϕI, (, (ϕ ϕ, (ϕ ϕ∈ ∉, (∈ ∉∈ ∉, (∈ ∉ϕ ϕ∈ ∉ϕ ϕ, (ϕ ϕ∈ ∉ϕ ϕ∈ ∉x x∈ ∉, (∈ ∉x x∈ ∉ϕ ϕ∈ ∉ϕ ϕx xϕ ϕ∈ ∉ϕ ϕ, (ϕ ϕx xϕ ϕ∈ ∉ϕ ϕ, ( )∈ ∉)∈ ∉ . Donc, pour v x0v x0v xv x=v x , v v1 0v v1 0v vv v=v vv v1 0v v=v v1 0v v( )v v( )v v1 0( )1 0v v1 0v v( )v v1 0v vv vϕv v1 0ϕ1 0v v1 0v vϕv v1 0v v et
v1 ∉ I, donc ϕ(v1) n’existe pas, donc v2 n’existe pas.

La réponse A est bonne.

• v v v vn nv vn nv v n nv vn nv vv v+ +v vn n+ +n nv vn nv v+ +v vn nv v− =v v− =v v ( )v v( )v v( )n n( )n nn n+n n( )n n+n n( )v v( )v vn n( )n nv vn nv v( )v vn nv v2 1v v2 1v v+ +2 1+ +v v+ +v v2 1v v+ +v vn n+ +n n2 1n n+ +n nv vn nv v+ +v vn nv v2 1v v+ +v vn nv v− =2 1− =v v− =v v2 1v v− =v v n n( )n n1n n( )n nv vϕ ϕv vn nϕ ϕn nv vn nv vϕ ϕv vn nv vϕ ϕ( )ϕ ϕ( )v v( )v vϕ ϕv v( )v vn n( )n nϕ ϕn n( )n nv vn nv v( )v vn nv vϕ ϕv v( )v vn nv vv v+v v( )v v+v vϕ ϕv v( )v v+v vn n+n n( )n n+n nϕ ϕn n( )n n+n nv vn nv v+v vn nv v( )v v+v vn nv vϕ ϕv vn nv v+v vn nv v( )v vn nv v+v vn nv vv v−v vϕ ϕv v−v vv v( )v v1v v( )v vϕ ϕv v1v v( )v vn n( )n n1n n( )n nϕ ϕn n1n n( )n nv vn nv v( )v vn nv v1v v( )v vn nv vϕ ϕv vn nv v( )v vn nv v1v vn nv v( )v vn nv v . Donc, si ϕ est décroissante sur I, v vn nv vn nv vv v+ +v vn n+ +n nv vn nv v+ +v vn nv vv v−v v2 1v v2 1v v+ +2 1+ +v v+ +v v2 1v v+ +v vn n+ +n n2 1n n+ +n nv vn nv v+ +v vn nv v2 1v v+ +v vn nv v est de
signe contraire à v vn nv vn nv vv v+v vn n+n nv vn nv v+v vn nv vv v−v vv v1v vn n1n nv vn nv v1v vn nv v , donc n( )v( )vn( )n ∈ n’est pas monotone.

La réponse B est fausse.

• Si I est stable par ϕ et si lim
n nv

→ ∞
=

→ ∞+→ ∞
 ,  peut ne pas appartenir à I. Par

exemple :

pour ϕ : x xx xx xx x
1
2

, I = +
* est stable par ϕ, et la suite n( )v( )vn( )n ∈ telle que v0 = 1

est géométrique de raison 1
2

. Donc : ∀ ∈ = >= >n v∀ ∈n v∀ ∈n vn nn vn v,n v,n v,
1
2

0 et lim
n nv

→ ∞
=

→ ∞+→ ∞
0

n’appartient pas à I.

La réponse C est fausse.

• Si
est continue en

alors
ϕϕ ϕ

lim

lim

n n

n

v
→ ∞+→ ∞+

→ ∞+→ ∞+

=



















( )n( )nv( )v( ))( ) = ( )
=











 → ∞ +

ϕ ( )( )


→ ∞+→ ∞
lim

n nv 1

Or v vn nv vn nv vv v+v vn n+n nv vn nv v+v vn nv vv v=v v( )v v( )v vn n( )n nv vn nv v( )v vn nv vv v1v vn n1n nv vn nv v1v vn nv vv vϕv vn nϕn nv vn nv vϕv vn nv v ϕdonc ( ) = =( ) ( ) . La réponse D est bonne.

• Question 2 : réponses A et C
• Pour étudier la suite n( )u( )un( )n ∈, on commence par représenter le graphe de f

sur +, puis on place pour quelques valeurs de u0 les premiers termes de la
suite.

 QCM 1  Suite récurrente
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sisi

sisi

x f x x

x f x x

x f∈x f[ [x f[ [x f x x= −x xx x= −x x( )x x( )x xx x= −x x( )x x= −x x

x f∈ ∞x f[ [x f[ [x f+x f+[ [+x f+x f∈ ∞x f[ [x f∈ ∞x f+x f+∈ ∞+x f+[ [+∈ ∞+x f+ = −x x= −x xx x= −x x(x x(x x(x x(x xx x= −x x(x x= −x x

x f[ [x f0 2x f[ [x f
11
3

( )4( )x x( )x x4x x( )x xx x= −x x( )x x= −x x4x x( )x x= −x x

x f[ [x f2x f[ [x fx f∈ ∞x f[ [x f∈ ∞x f2x f[ [x f∈ ∞x f
1
3

4

( )2( )
2

x f, :x fx f[ [x f, :x f[ [x f[ [x f[ [x f0 2x f[ [x f, :x f0 2x f[ [x f0 2 ( )x x( )x x

x f, :x fx f[ [x f, :x f[ [x f+x f+[ [+x f+, :+[ [+x f+x f∈ ∞x f[ [x f∈ ∞x f, :x f[ [x f∈ ∞x f+x f+∈ ∞+x f+[ [+∈ ∞+x f+, :+x f+∈ ∞+x f+[ [+x f+∈ ∞+x f+ ( )x x( )x x )))

























d’où le graphe ci-contre.

Les points fixes de f sont les abs-
cisses des points d’intersection de
la courbe représentative de f et de
la première bissectrice :

f x x xx x x
x x

( )f x( )f x = ⇔x x= ⇔x x − =− = ⇔
− ≥

( )x x( )x xx x−x x( )x x−x xx x=x x
















x x= ⇔x xx xx xx x

2

1
3

4− =4− =
4 0− ≥4 0− ≥

1
3

( )4( )x x( )x x4x x( )x x
2

( )2( )x x( )x x2x x( )x x

x x− ≥x x− ≥2x x2 4 0x x4 0− ≥4 0− ≥x x− ≥4 0− ≥
ou

222 − <

( )
x xx x




x xx x


x xx x









4 0− <4 0− <
1
3

( )4( )( )2( )x x( )x x( )−( )−x x−( )− = −x x= −( )4( )x x( )4( )( )2( )x x( )2( )

f x x
x x x ou x

( )f x( )f x = ⇔x= ⇔x
≥

x x= −x x











<
x o= =x o







= ⇔
x xx x x ox ou x
x x≥x x≥ x x


x x




x x

2x x2x x

1 4x x1 4x x =1 4=
2

1 4x o1 4x ou x1 4u x= =1 4= =x o= =x o1 4x o= =x ou x= =u x1 4u x= =u x −1 4−x xoux xx xoux xx x1 4x xoux x1 4x x
ou










donc x xx x= =x x1 4x x1 4x x= =1 4= =x x= =x x1 4x x= =x xx xx xoux xx x1 4x xoux x1 4x xx x= =x x1 4x x= =x xoux x1 4x x= =x x .
f admet donc deux points fixes : 1 et 4.

f est continue sur + donc, d’après l’assertion D de la question 1, si n( )u( )un( )n ∈
converge vers une limite , f ( ) ( ) ( ) = . Par conséquent :   =  =1 1  4ou   ou   .

La réponse A est bonne.

x

f (x)

g(x)

+∞
+∞

+ +− −
0

00

0 1

1

2 4

4

4/3

4/3

Si u0 ∈[ [0 1[ [0 1[ [,  [ [0 1[ [0 1,  0 1[ [0 1 : f , ,( ), ,( ), ,[ [( )[ [0 1[ [0 1( )0 1[ [0 1, ,[ [, ,( ), ,[ [, ,0 1, ,0 1[ [0 1, ,0 1( )0 1[ [0 1, ,0 1 = ] ]1 4] ]1 4 3] ]3, ,] ], ,1 4, ,1 4] ]1 4, ,1 4 /] ]/ , donc [0, 1[ n’est pas stable par f,

mais f 3 0( )3 0( )3 0] ]( )] ]1 4] ]1 4( )1 4] ]1 4 3 0] ]3 0( )3 0] ]3 0, /] ], /( ), /] ], /1 4, /1 4] ]1 4, /1 4( )1 4] ]1 4, /1 4 3 0⊂3 0[ [3 0[ [3 0 1[ [1,[ [, , donc u u0 1u u0 1u u<u u<u uu u0 1u u<u u0 1u u et u u1 2u u1 2u u>u u>u uu u1 2u u>u u1 2u u , et
n( )u( )un( )n ∈ n’est pas

monotone.
La réponse B est fausse.

1 20

x

y

4

4

u

2

u

1

u

1

u

0

u

0

4/3

Si  

mais 
NON
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corrigéschapitre 6 : Suites réelles et complexes

• Si u0 ∈ ∞[ [4[ [4∈ ∞[ [∈ ∞4∈ ∞4[ [4∈ ∞4[ [,  [ [∈ ∞[ [∈ ∞,  ∈ ∞[ [∈ ∞[ [+[ [∈ ∞[ [∈ ∞+∈ ∞[ [∈ ∞ : f 4 4, ,4 44 4, ,4 4( )4 4( )4 4, ,( ), ,4 4( )4 44 4, ,4 4( )4 4[ [( )[ [4 4[ [4 4( )4 4[ [4 4, ,[ [, ,( ), ,[ [, ,4 4, ,4 4[ [4 4, ,4 4( )4 4[ [4 4, ,4 44 4+  4 4[ [4 4+  4 4( )4 4[ [4 4+  4 44 4, ,4 4+  4 4, ,4 4[ [4 4+  4 4, ,4 4( )4 4, ,4 4+  4 4, ,4 4[ [4 4, ,4 4+  4 4, ,4 44 4∞4 4[ [4 4∞4 4( )4 4∞4 4[ [4 4∞4 44 4= ∞4 4[ [4 4[ [4 4, ,[ [, ,4 4[ [4 4, ,[ [, ,4 4, ,4 4[ [4 4 +[ [+= ∞[ [= ∞4 4= ∞4 4[ [4 4= ∞4 4 += ∞+[ [+= ∞+ donc ∀ ∈ ∈ ∞[ [∈ ∞[ [∈ ∞∀ ∈ ∈ ∞[ [∈ ∞[ [+[ [∈ ∞[ [∈ ∞+∈ ∞[ [∈ ∞n u∀ ∈n u∀ ∈∀ ∈n u∀ ∈ nn un u, ,∈ ∞, ,∈ ∞[ [, ,[ [∈ ∞[ [∈ ∞, ,∈ ∞[ [∈ ∞∈ ∞, ,∈ ∞∈ ∞[ [∈ ∞, ,∈ ∞n u, ,n u, ,n un, ,nn [ [4[ [∈ ∞[ [∈ ∞4∈ ∞[ [∈ ∞∈ ∞[ [∈ ∞, ,∈ ∞[ [∈ ∞4∈ ∞, ,∈ ∞[ [∈ ∞ .

Or g x( )g x( )g x ≥ 0 sur [ [4,[ [4, +[ [+∞[ [∞ , donc ∀ ∈ − ≥+∀ ∈n u∀ ∈n u∀ ∈∀ ∈n u∀ ∈ − ≥u− ≥n n− ≥n n− ≥+n n+ un nu− ≥u− ≥n n− ≥u− ≥n un u,n u,n u, 1n n1n n 0 et
n( )u( )un( )n ∈ est croissante

La réponse C est bonne.

Si u0 = 4 :
n( )u( )un( )n ∈ est une suite constante qui converge vers 4.

La réponse D est fausse.

• Si u0 > 4 : n( )u( )un( )n ∈ est croissante, donc admet une limite dans  .

Si
n( )u( )un( )n ∈ tend vers une limite  finie, ∀ ∈ ≥ >∀ ∈n un u∀ ∈n u∀ ∈∀ ∈n u∀ ∈ u≥ >u≥ >nn un u,n u,n u, 0≥ >0≥ > 4 donc  ≥ >u≥ >u≥ >0≥ >0≥ > 4, ce

qui est en contradiction avec l’assertion A. Donc,
n( )u( )un( )n ∈ diverge vers + ∞.

• Question 3 : réponses A et C

• f 0
4
3

, ,0, ,0( ), ,( ), ,[ ]( )[ ]0 2[ ]0 2( )0 2[ ]0 2, ,[ ], ,( ), ,[ ], ,0 2, ,0 2[ ]0 2, ,0 2( )0 2[ ]0 2, ,0 2 = 


, ,


, ,, ,, ,




, ,


, ,, ,


, , 






, donc 0
4
3

,













est stable par f : ∀ ∈ ∈ 













∀ ∈n u∀ ∈n u∀ ∈n u∀ ∈n u∀ ∈ nn un u *, ,∈, ,∈


, ,


, ,
, ,


n u, ,n u, ,n, ,n 0, ,0, ,

4
3

.

La réponse A est bonne.

Si u0 = 2, u1 = 0 et u2

4
3

= , donc u2 < u0 . La réponse B est fausse.

•
1
3

u fu fu fu f+1u f+1n nn n+1n n+1u fn nu fu fn nu fu fn nu fn nu f+1u f+1n n+1u f+1+1u f− =u f ( )( )n n( )n nn n( )un nu( )un nuun n − =− = − −1 1u f1 1u fu f1 1u fn n1 1n nu fn nu f1 1u fn nu fu fn nu f1 1u fn nu fu f− =u f1 1u f− =u fu f− =u f1 1u f− =u f ( )1 1( )u( )u1 1u( )un n( )n n1 1n n( )n nun nu( )un nu1 1u( )un nu − =1 1− = 4 14 1− −4 1− −− −4 1− −2uunn o r ∀ ∈ ∈ 













∀ ∈n u∀ ∈n u∀ ∈n u∀ ∈n u∀ ∈ nn un u *, ,∈, ,∈


, ,


, ,
, ,


n u, ,n u, ,n, ,n 0, ,0, ,

4
3

donc : +1+1

1
3

uunn − = −( ) − =− = + −1 41 4
1

1 4
1− =1 4− =− =1 4− = (1 4( 1

3
1
3

1 11 1+ −1 1+ −+ −1 1+ −2 22 22 2)2 2) 12 21
12 21

12 21u uu uu u)u u) − =u u− =− =u u− =− =u u− = − =u u− =1u u1− =1− =u u− =1− = 1u u12 2u u2 22 2u u2 22 2u u2 2)2 2)u u)2 2) 12 21u u12 21 12 21u u12 21 u u+ −u u+ −+ −1 1+ −u u+ −1 1+ −+ −1 1+ −u u+ −1 1+ −n nn nn nn n)n n)
3n n3

u un nu uu un nu uu uu un nu u)u u)n n)u u) 1u u1n n1u u1 1u u1n n1u u1 n nn n+ −1 1+ −n n+ −1 1+ −u un nu uu un nu u+ −u u+ −n n+ −u u+ −+ −1 1+ −u u+ −1 1+ −n n+ −u u+ −1 1+ −+ −1 1+ −u u+ −1 1+ −n n+ −u u+ −1 1+ − .

Or un + ≤+ ≤ +1+ ≤1+ ≤ 4
3

1, donc ∀ ∈ − ≤− ≤ −n∀ ∈n∀ ∈n  *,, u uu u− ≤u u− ≤− ≤u u− ≤u u− ≤u u− ≤u uu uu u+1u u+1n nn n+1n n+1u un nu uu un nu u− ≤u u− ≤n n− ≤u u− ≤− ≤u u− ≤n n− ≤u u− ≤u un nu uu un nu uu un nu u+1u u+1n n+1u u+1+1+1 1− ≤1− ≤− ≤u u− ≤1− ≤u u− ≤− ≤u u− ≤n n− ≤u u− ≤1− ≤n n− ≤u u− ≤
7
9n n9n n 1 .

La réponse C est bonne.

Reprenons u0 = 2, u1 = 0 : u uu u1 01 0u u1 0u uu u1 0u uu u1 01 11 1u u1 1u uu u1 1u u1 01 11 0u u1 0u u1 1u u1 0u uu u1 0u u1 1u u1 0u u 1u u− =u uu u1 0u u− =u u1 0u uu u1 1u u− =u u1 1u uu u1 1u u− =u u1 1u uu u1 0u u1 1u u1 0u u− =u u1 1u u1 0u uu u1 0u u1 1u u1 0u u− =u u1 1u u1 0u u − =− =1 1− =1 1

donc u uu uu uu u1 01 0u u1 0u uu u1 0u u1 01
7
91 091 0 1− >− >u u− >u uu u− >u uu u1 0u u− >u u1 0u uu u1 0u u− >u u1 0u u− >u u− >u uu u1 0u u− >u u1 0u u1− >1u u1u u− >u u1u uu u1 0u u1u u1 0u u− >u u1u u1 0u u − . La réponse D est fausse.

On a en fait, par récurrence : ∀ ∈ − ≤− ≤ 













−
−

∀ ∈ − ≤− ≤− ≤
1

1∀ ∈n∀ ∈n∀ ∈n∀ ∈
n

n

 *, 1, 1− ≤, 1− ≤, 1u, 1u − ≤, 1− ≤u, 1uu, 1u − ≤, 1− ≤
n

, 1
n

7
9

1u or

7
9















 
















−n 1

converge vers 0, donc n( )u( )un( )n ∈ converge vers 1.

Si 
NON

Si NON

Reprenons 

donc 
NON
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• Question 4 : réponse D

• ]2, 4] n’est pas stable par f. Pour u0 3= , u1

5
3

= et u2

11
27

= :

u2 ∈[ ]0 1[ ]0 1[ ],[ ]0 1[ ]0 1,0 1[ ]0 1 donc, d’après l’assertion B de la question 2, n( )u( )un( )n ∈
n’est pas monotone. Les réponses A et B sont fausses.

• f ( , ) ,] ]( ,] ]( ,2 4] ]2 4( ,2 4( ,] ]( ,2 4( , ) ,=) ,] [) ,] [) ,0 4] [0 4) ,0 4) ,] [) ,0 4) , , or ]0, 4[ est stable par f et contient le point fixe 1,

donc
n( )u( )un( )n ∈ peut converger. La réponse C est fausse.

• Raisonnons par l’absurde, et supposons que : ∀ ∈ ∉[ ]n u∀ ∈n u∀ ∈n unn un u , ,∉, ,∉[ ], ,[ ]n u, ,n u, ,n, ,n [ ]0 2[ ][ ], ,[ ]0 2[ ], ,[ ] .

f , ,( ), ,( ), ,[ [( )[ [0 4[ [0 4( )0 4[ [0 4, ,[ [, ,( ), ,[ [, ,0 4, ,0 4[ [0 4, ,0 4( )0 4[ [0 4, ,0 4 = [ [0 4[ [0 4, ,[ [, ,0 4, ,0 4[ [0 4, ,0 4 , donc ∀ ∈ ∈[ [n u∀ ∈n u∀ ∈n unn un u , ,∈, ,∈[ [, ,[ [n u, ,n u, ,n, ,n [ [0 4[ [[ [, ,[ [0 4[ [, ,[ [ et un ∉[ ][ ]0 2[ ][ ],[ ][ ]0 2[ ],[ ]0 2[ ] ,

donc : ∀ ∈ ∈] [∀ ∈n u∀ ∈n u∀ ∈∀ ∈n u∀ ∈ nn un u , ,∈, ,∈] [, ,] [n u, ,n u, ,n, ,n ] [2 4] [] [, ,] [2 4] [, ,] [ .

Sur [2, 4], g x( )g x( )g x ≤ 0 donc ∀ ∈ − ≤+n u∀ ∈n u∀ ∈n u − ≤u− ≤n n− ≤n n− ≤+n n+ un nu− ≤u− ≤n n− ≤u− ≤n un u,n u,n u, 1n n1n n 0 alors n( )u( )un( )n ∈ est décroissante
et minorée par 2, donc converge vers une limite  telle que : 2 402 402 42 4≤ ≤2 42 4<2 42 42 42 4≤ ≤2 42 4≤ ≤2 4u2 4u2 4.

Or, il n’y a pas de point fixe dans [2, 4[, donc n( )u( )un( )n ∈ ne peut pas converger
et l’hypothèse est absurde.
Donc ∃ ∈ ∈[ ]N u∃ ∈N u∃ ∈N uNN uN u , ,∈, ,∈[ ], ,[ ], ,N u, ,N u, ,N, ,N [ ]0 2[ ][ ], ,[ ]0 2[ ], ,[ ] et, d’après la question 3, n( )u( )un( )n ∈ converge vers 1.

La réponse D est bonne.

> QCM 2 Relation de comparaison
Comparaison de deux suites
Soient u vn nu vn nu v( )u v( )u vn n( )n nu vn nu v( )u vn nu v( )u v( )u vn n( )n nu vn nu v( )u vn nu vetu vetu vu vn nu vetu vn nu v deux suites réelles ou complexes.

• (un) est négligeable devant v u vn nv un nv u n n n n( )v u( )v un n( )n nv un nv u( )v un nv u⇔ =v u⇔ =v un n⇔ =n nv un nv u⇔ =v un nv u
→ ∞

v un nv u⇔ =v un nv u et
→ ∞+→ ∞

ε εvε εvn nε εn nvn nvε εvn nv etε εet liε εliε εm 0nm 0n =m 0=ε εm 0ε ε .

On note : u on nu on nu ou o=u o( )v( )vn n( )n nvn nv( )vn nv ou u vn nu vn nu v<<u v<<u vu vn nu v<<u vn nu v . u o
u
vn nu on nu o

n
n

u o=u o( )v( )vn n( )n nvn nv( )vn nv ⇔




→ ∞

⇔
→ ∞+→ ∞
lim 0m 0

u
m 0

unm 0n
m 0




m 0


m 0




m 0





m 0



m 0




m 0


m 0




m 0





m 0


=m 0= ( )( )si( )( )v( )n( )n( )( )≠( )( )0( ) .

• ( )u( )un( )n est équivalente à ( )v( )vn( )n ⇔ = + ( )u v⇔ =u v⇔ = o v( )o v( )n n⇔ =n n⇔ =u vn nu v⇔ =u v⇔ =n n⇔ =u v⇔ = ( )n( ) . On note : u vn nu vn nu vu v∼u v .

u v u v
u
vn nu vn nu v n nu vn nu vn n n n

n

n

u v∼u v avec
n

⇔ =u v⇔ =u vn n⇔ =n nu vn nu v⇔ =u vn nu v = ⇔

→ ∞+→ ∞+ → ∞→ ∞+→ ∞+

α αu vα αu vn nα αn nu vn nu vα αu vn nu vnα αn avecα αavec liα αliα αm lnm ln = ⇔m l= ⇔α αm lα α imm l1m l= ⇔m l= ⇔1= ⇔m l= ⇔ 
















= 1 (si vn ≠ 0).

•  ]2, 4] n’est pas stable par NON
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• Question 1 : réponse B
Si (un) admet une limite finie  ≠ 0, u un nu un nu uu u+u un n+n nu un nu u+u un nu uu u1u un n1n nu un nu u1u un nu u∼ ∼u u∼ ∼u u  . Ce n’est pas forcé-

ment vrai si  = 0. Par exemple, un n=
1
2

admet pour limite  = 0, et
u
u
n

n

+ = ≠= ≠1 1
2
 . La réponse A est fausse.

n o
n

n
nn onn o

n

n

n
lnn olnn o

ln

lim
ln

n o=n o( )n( )n n( )nln( )ln(( )( )( )) ⇔
( )

























=
→ ∞+→ ∞+

0 (n ≥ 1). Notons : u
n

n
n

n

n=
( )

ln

ln
.

ln ln ln ln ln ln ln
ln

ln lnu nlnu nln n nlnn nln lnn nln n n n n
n

n
n( )u n( )u nn( )nu nnu n( )u nnu nu n=u n( )ln( )lnu n( )u n n( )n − (n n(n n) = ( )n n)n nn n−n n ( )n n)n nn n=n n

( ) − ( )2
2

























Or : lnn o n( )n o)n on o=n o( )2 donc lim
ln

n

n
n→ ∞

( )























=
→ ∞+→ ∞

2

0 et lim ln
n→ ∞

( )n( )nu( )u = −∞
→ ∞+→ ∞

Alors : lim ln

n n
uu enu en

n

→ ∞

( )= =u e= =u e n= =n(= =( )= =)
→ ∞+→ ∞

0 La réponse B est bonne.

Équivalents et fonctions logarithmique et exponentielle

• Si lim
n nu

→ ∞
=

→ ∞+→ ∞
0 alors ln( )1( )1+( )+ u u( )u u( )n n( )n n( )u un nu u( )u u( )n n( )u u( )u u∼u u et e uue uue un

ne une ue u−e u1e u1e ue u∼e u .

• Si lim
n nu

→ ∞
=

→ ∞+→ ∞
1 alors ln u un nu un nu u( )u u( )u un n( )n nu un nu u( )u un nu u −u u∼u u 1 .

• Si lim
n nu

→ ∞
≠

→ ∞+→ ∞
1 ( )u( )un( )n >( )>( )0( ) , et si u vn nu vn nu vu v∼u v alors ln lnu vlnu vlnn nu vn nu vlnu vlnn nlnu vln( )u v( )u vn n( )n nu vn nu v( )u vn nu v( )u v( )u vn n( )n nu vn nu v( )u vn nu vu v∼u v .

• u vn nu vn nu vu v∼u v alors e eu ve eu ve en ne en ne eu vn nu ve eu ve en ne eu ve ee e∼e ee en ne e∼e en ne e seulement si lim
n→ ∞

( )n n( )n nu v( )u vn nu vn n( )n nu vn nu v−u v( )u v−u v =
→ ∞+→ ∞

0.

• lim ln ln ln ln ln l
n

en len l
n

e un le un ln le un ln e
n→ ∞

n l+n ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln l
n ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln ln l

n ln l


m l


m l


m lm lm l


m lm l


m l



n l


n l


n ln ln l


n ln l


n l


n l=n l (n l(n l)n l)n le u)e un le un l)n le un ln le un l=n le un l ( )n l( )n ln( )nn lnn l( )n lnn le u( )e un le un l( )n le un l= +n e= +n e= +n l= +n ln e= +n en ln en l= +n ln en lnn en= +nn en= +n l= +n ln l= +n ln e= +n en ln en l= +n ln en ln ln en l= +n ln en l = += +n e= +n en e= +n en en en e= +n en e= +n en e= +n en e= +n en en e= +n e


= += += += +n e= +n en e= +n en en e= +n en en en en en e= +n en e= +n en en e= +n en e= +n en e= +n en en e= +n en e= +n en e= +n en e= +n en e= +n e 






→ ∞+→ ∞
n letn le uete un le un letn le un l

11
n l

1
n ln l1n ln le un l1n le un l

11























n l


n l


n ln ln en en l= +n ln l= +n ln ln en l= +n ln en ln l= +n ln en ln l


n ln l


n l








.

ln ln ln ln ln lne
n

e
n

e
n

e+













 





























+











 − +e− +e− +ln− +ln− +− +− +− +− +− +− +− +− +


− +− +− +− +− +− +− +− +− +− +− +− +− +
− +− + 














 − ( )1 1

ln
1 1

ln
1 11 1


1 1

 1 1 1 1


1 1

 1− +1− + 1

1− +∼ ∼− +∼ ∼∼ ∼∼ ∼e∼ ∼e∼ ∼ln∼ ∼ln +∼ ∼+∼ ∼
∼ ∼


∼ ∼



∼ ∼


∼ ∼






∼ ∼



 ∼ ∼

∼ ∼


∼ ∼



∼ ∼


∼ ∼






∼ ∼



 − +∼ ∼− +− +1− +∼ ∼− +1− + ∼ +++














 














1 11 1

1 1



ne ne
∼

Finalement : ln u n
ne e

( )u n( )u nn( )nu nnu n( )u nnu n∼ ∼∼ ∼u n∼ ∼u n
1 1

donc lim ln
n e→ ∞

( )n( )nu( )u =
→ ∞+→ ∞

1
et lim /

n n
eu enu en→ ∞

u e=u e
→ ∞+→ ∞

1 .

La réponse C est fausse.

Si (

ment vrai si 
NON
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• ln ln
n

n( )u( )un( )n ( )∼
1

ch or ch n
en

∼
2

et lim
n

ne
→ ∞















= +∞ ≠(∞ ≠(∞ ≠ )
→ ∞+→ ∞ 2

1

donc ln ln ln lnch etn
e

n nlnn nln
n

n
n

n
( ) 














n n−n n ( )u( )u( )u( )un( )n
<<

∼ ∼∼ ∼∼ ∼ln∼ ∼ln ∼ ∼ ∼ ∼  ∼ ∼ln∼ ∼lnet∼ ∼etn n∼ ∼n n ( )∼ ∼( )u( )u∼ ∼u( )u ∼
2

2n n2n n
1

1.

Finalement : lim ln lim
n n nu un lu un limu uim e

→ ∞ → ∞
( )n l( )n ln( )nu u( )u un lu un l( )n lu un lnu un( )nu unn lnn lu un lnn l( )n lu un lnn l= =u u= =u un lu un l= =n lu un limu uim= =imu uim

n→ ∞+  → ∞ → ∞
( )

→ ∞+→ ∞
n letn lu uetu un lu un letn lu un ln lu un l= =n lu un letn l= =n lu un ln l1n ln lu un l1n lu un ln lu un l= =n lu un l1n l= =n lu un l La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponse B

• n en n
n

n e=n e
1 ln

or lim
ln

n

n
n→ ∞















 














 =

→ ∞+→ ∞
0 donc lim

n→ ∞
( )( )

→ ∞+→ ∞
( )n( )n 1( )n 1( ) =n 1= .

De même lim
n→ ∞

( )( ) =
→ ∞+→ ∞

( )+1( )( )n( )( )n( ) 1 donc n nn nn nn nn nn nn nn n+n nn n+n nn nn nn n+n nn nn n1 11 1n n1 1n nn n1 1n nn n1 1n nn nn nn n1 1n nn nn n1 1∼ ∼1 1n n1 1n n∼ ∼n n1 1n nn n1 1n n∼ ∼n n1 1n n .

On n’additionne pas les équivalents. En effet, n nn nn nn nn nn nn nn n+ −n nn n+ −n nn nn nn n+ −n nn nn n1 01 0n n1 0n nn n1 0n nn n1 0n nn nn nn n1 0n nn nn nn n+ −n n1 0n n+ −n nn n+ −n n1 0n n+ −n nn nn nn n+ −n nn nn n1 0n n+ −n nn nn n1 0∼1 0 signifie que
n nn nn nn nn nn nn nn n+ −n nn n+ −n nn nn nn n+ −n nn nn n1 01 0n n1 0n nn n1 0n nn n1 0n nn nn nn n1 0n nn nn nn n+ −n n1 0n n+ −n nn n+ −n n1 0n n+ −n nn nn nn n+ −n nn nn n1 0n n+ −n nn nn n =1 0= à partir d’un certain rang, ce qui n’est pas le cas.

La réponse A est fausse.

u n e e n e enu nnu n n ne en ne e n n nn nn n n n

= −e e= −e ee en ne e= −e en ne e= −u n= −u n



= −= −












=
+

( )n n( )n n( )
n n

( )
n ne en ne e

( )
e en ne e

n n( )n n+( )+n n+n n( )n n+n n

n nn n



n nn nn nn nn nn n( )n n( )n n( )n nn n( )n n1 1( )1 1( )

1
( )1( )n n( )n n1n n( )n n( )1 1( )1( )1 1( )

1
ln1 1ln1 1 lnn nlnn n ln ln 







+












−





























































1 11 11 11 11 1


1 1

1 1




1 1





1 1
= −1 1= −= −1 1= −= −1 1= −= −1 1= −= −1 1= −


1 1


1 1= −= −1 1= −= −




1 1





1 1
= −= −


= −= −1 1= −


= −= −

1
1

1

n e1 1n e1 1= −1 1= −n e= −1 1= −e1 1e1 1= −1 1= −e= −1 1= −
n

1 1n1 1= −1 1= −n= −1 1= −n nn nn n1 1n n1 11 1n n1 11 1n n1 1
ln ln

Or ln 1
1 1+














 1 11 1






1 11 1


1 11 1









n nn nn n ∼
, donc : 1

1
1 1

2n n n
ln +

n nn n





n nn nn nn n






 1 11 1






1 11 1


1 11 1







 ∼ et e

n
n n
1

1

2

1

1
1ln +


n nn n



n nn nn nn n






 − ∼

Par ailleurs lim
ln

n

ne
n

→ ∞


















=

→ ∞+→ ∞
1 donc u n

nnu nnu nu n∼u n
1

2
soit u

nn ∼
1

La réponse B est bonne.

• ch chn nchn nch
en

n n−n n1n n1n n
2

∼ ∼n n∼ ∼n nchn nch∼ ∼chn nch car 1 << → +∞chn , et lim
n

ne
→ ∞















= +∞ ≠(∞ ≠(∞ ≠ )
→ ∞+→ ∞ 2

1

donc ln ch ln lnn
e

n nlnn nln
n

−( ) 













n n−n n1
2

2n n2n n∼ ∼∼ ∼ln∼ ∼ln ∼ ∼ ∼ ∼ n n∼n n et v
n

nn ∼ ∼∼ ∼n∼ ∼n
1

1, soit lim
n nv

→ ∞
=

→ ∞+→ ∞
1 .

La réponse C est fausse.

• v
n

n n
n

n e
n

ch
n − = ( )ch( )ch n n( )n nn n−n n( )n n−n nn n−n n  = −= −( )ch( )ch n e( )n e= −( )= −ch= −ch( )ch= −ch n e= −n e( )n e= −n en e−n e( )n e( )n en( )n= −= −= −= −= −= −  =1− =1− = 1 ( )1( )n n( )n n1n n( )n n

1 ( )1( )n e( )n e1n e( )n e
1( )ch( )ch ( )ch( )chln ln= −ln= − lnn elnn e ln

n
en

−













1

Or ch n
e

e
en

n

n

− 1
2

1
2

∼ ∼∼ ∼ donc lim ln ln ln
n n

ch
n l

ch
n l

n
n l

n
n l

e→ ∞

−n ln l


n l


n ln ln ln ln ln ln l


n l


n ln l


n ln ln l


n l


n ln ln ln ln ln ln l


n l


n ln l


n ln l= −n l
→ ∞+→ ∞

1
n l

1
n l 2 et v

nn − −1− −1− − 2
∼− −∼− − ln .

La réponse D est fausse.
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• Question 3 : réponse C

Pour n = 1 : u eu eu eu e1u e1u eu e1

1
2

1
2

= +u e= +u eu e= +u e( )u e( )u e 1( )1= +( )= +u e= +u e( )u e= +u e >( )π( )= +( )= +π= +( )= + et n
n1

1
22+

= . La réponse A est fausse.

−( )1 n

n
change de signe et converge vers 0 . La réponse B est fausse.

• ∀ ≥ ≤
( )( )

+
≤

( )+( )+
+

≤n un u∀ ≥n u∀ ≥n un u
n en e−n e−(n e( )n e)(n e((n e(

n

n e( )n e( )
n

n e
nn

n

2n u2n u
1 11 1)1 1) +1 1+n e1 1n e)n e)1 1)n e)n1 1n

1
( )1( )
12 2≤2 2≤

+2 2+ n2 2n12 21
,n u,n u,

π1 1π1 1 π π( )π π( )+( )+π π+( )+ n eπ πn e( )1( )π π( )1( )
12

( )+( )+n e( )n eπ π( )π πn eπ πn e( )n eπ πn e 111( )111

−n
car 0 1 12 20 12 20 10 1≤ −0 10 12 20 1≤ −0 12 20 1 ≤ +2 2≤ +2 2n n0 1n n0 12 2n n2 20 12 20 1n n0 12 20 10 1≤ −0 1n n0 1≤ −0 10 12 20 1≤ −0 12 20 1n n0 1≤ −0 12 20 1 ≤ +n n≤ +2 2≤ +2 2n n2 2≤ +2 2

Finalement : ∀ ≥ ≤
( )+( )+

−
∀ ≥n un u∀ ≥n u∀ ≥∀ ≥n u∀ ≥n u

n e( )n e( )
nnn2n u2n u
( )1( )

12
,n u,n u,

( )π( )
La réponse C est bonne.

• n
n

n
n n1

1
2 2n n2 2n n+
∼ ∼∼ ∼ donc u

e
nn

n

∼
−( )1 1e1 1en1 1n1 1)1 1) −1 1−π1 1π1 1

, soit u
e
nn2 1n2 1n

1
2 1n2 1n2 1+2 1 − +
2 1+2 1















∼
π

et u
e

nn2

1
2

∼
π −

.
La réponse D est fausse.

• Question 4 : réponse D
• θ α

n nu uαu uαu un nu un n= −u u= −u u( )n n( )n nu u( )u u u( )un nun n( )n nun n= −( )= −u u= −u u( )u u= −u u− ( )+( )( )1( ) donc u u un nu un nu u n nun nuu u+u un n+n nu un nu u+u un nu u− =u u− =u u −u u1u un n1n nu un nu u1u un nu u θ α .

Si A < 0, alors, à partir d’un certain rang, on aurait θn < 0 soit u un nu un nu uu u+u un n+n nu un nu u+u un nu u− >u u− >u un n− >n nu un nu u− >u un nu uu u1u un n1n nu un nu u1u un nu u 0
donc la suite n( )u( )un( )n ∈ serait croissante. Or, n( )u( )un( )n ∈ converge vers 0 = ( )sup( )u( )( )n( ) ,
donc on aurait un ≤ 0 à partir d’un certain rang, ce qui est impossible.
Donc A > 0. La réponse A est fausse.

•
u
u u
n

nu unu u
n

n

+
−− = −1

11− =1− = θ
α or lim

n n A
→ ∞

= ≠A= ≠A
→ ∞+→ ∞

θ 0 donc θn A∼ et u
u

A
u

n

n nun nu
+

−− −1
11− −1− −∼− −∼− − α

.

L’assertion B est bonne si : u u un nu un nu u n
1u u1u u 1soit− −α αu uα αu u− −α α− −∼ ∼u u∼ ∼u u u∼ ∼usoit∼ ∼soit .

Or lim
n nu

→ ∞
= ≠

→ ∞+→ ∞
0 1= ≠0 1= ≠ , donc un n’est pas équivalent à 1. La réponse B est fausse.

• ∀ ∈ =














−
























− +

−

n x∀ ∈n x∀ ∈n x u
u
un nun nu n

n

n xn x ,n x,n x, 1 1

1

1α
α

.

Or, on a établi que :
u
u

A
u

n

n nun nu
+

−− −1
11− −1− −∼− −∼− − α .

1 −α < 0 et lim
n nu

→ ∞
=

→ ∞+→ ∞
0 donc lim

n
n

A
u→ ∞ −















=
→ ∞+→ ∞ 1 0α et lim

n

n

n

u
u→ ∞

+













=
→ ∞+→ ∞

1 1 .
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Équivalent et puissance

Si lim
n n nu un nu un n→ ∞

u u= −u u ( )n( )nu( )u −( )−
→ ∞+→ ∞

alorn nu un nalorn nu un nn nu un nsn nu un n1 1n n1 1n nu u1 1u un nu un n1 1n nu un nu u1 1u un nu un n1 1n nu un n= −1 1= −u u= −u u1 1u u= −u u1 1u u1 1u un nu un n1 1n nu un nu u= −u u1 1u u= −u ualor1 1aloru ualoru u1 1u ualoru un nu un nalorn nu un n1 1n nalorn nu un nu u= −u ualoru u= −u u1 1u ualoru u= −u uu usu u1 1u usu un nu un nsn nu un n1 1n nsn nu un nu u= −u usu u= −u u1 1u usu u= −u u ( )1( )α1 1α1 1 α∼ .

Pour NON
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Donc :
u
u

u
u

A
u

n

n

n

n nun nu
+

−

+
−















− −( )







n nn n






−
−( )1

1

1
11 1− −1 1− −(1 1( 1

1
α

αα
α

∼ ∼∼ ∼∼ ∼∼ ∼)∼ ∼) −∼ ∼−∼ ∼ 1∼ ∼1∼ ∼− −∼ ∼− −1 1∼ ∼1 1− −1 1− −∼ ∼− −1 1− −(1 1(∼ ∼(1 1(− −(− −1 1− −(− −∼ ∼− −1 1− −(− − α∼ ∼α et x Anx Anx Ax A∼x Aα −x Aα −x A(x A(x A)x A)x Ax A1x A

soit : lim
n nx Anx An→ ∞

x A= −x A(x A(x A(x A(x Ax A= −x A(x A= −x A)x A)x A
→ ∞+→ ∞

αx Aαx Ax A= −x Aαx A= −x Ax A1x A

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

> QCM 3 Suites produits

• Question 1 : réponses A et C

• Si
n( )p( )pn( )n ≥ 1

converge vers  ≠ 0 : lim lim
n nm lnm l

n

n

n

um lum l
p
p→ ∞ +m l+m l

→ ∞

+m l=m l














= == =
n→ ∞+  → ∞ → ∞→ ∞+→ ∞1m l1m l 1 1




.

Alors la suite n( )u( )un( )n ≥ 1 converge vers 1. La réponse A est bonne.

• p
p

p
pn

p

n

p

= +




















=
× × × ×

= =
∏ ∏∏ ∏p∏ ∏p

= +∏ ∏= +
∏ ∏

= +


= +∏ ∏= +


= +
∏ ∏

= +


= +∏ ∏= +


= += += +∏ ∏= += +


∏ ∏



= +


= += +


= +∏ ∏= += +


= +
∏ ∏

= +


= += +


= +∏ ∏= += +


= +
∏ ∏
∏ ∏∏ ∏


∏ ∏


∏ ∏

=∏ ∏=∏ ∏ ∏ ∏∏ ∏∏ ∏ 2 3× × × 3 × × ×4× × × 4 × × × ...∏ ∏1∏ ∏= +∏ ∏= +1= +∏ ∏= + 1 1p1 1pn1 1n1 1 +1 1+1 1∏ ∏1 1∏ ∏∏ ∏1 1∏ ∏
1 1p1 1p p1 1p1 1 1 1= =1 1= =p= =p1 1p= =p p= =p1 1p= =p= =1 1= = = =1 1= =

1
1 2 3 ... 1

n nn nn n
n n1n n1

n
× +n n× +n n× +n n× +n n(n n(n n× +(× +n n× +n n(n n× +n n )

× × ×2× × ×2 3× × ×3 × −n n× −n n× −(× −(× − ))n n)n n) ××
= +n= +n 1

La réponse B est fausse et la réponse C est bonne.

• u
nn = +1= +1= + 1

converge vers 1, et pn = n + 1 diverge. La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponses A et D

• f est continue sur [ [− +[ [− + ∞[ [∞[ [1,[ [− +[ [− +1,− +[ [− + , dérivable sur ] [− +] [− + ∞] [∞] [1,] [− +] [− +1,− +] [− + , de dérivée positive,

donc croissante sur [ [− +[ [− + ∞[ [∞[ [1,[ [− +[ [− +1,− +[ [− + . f ( )( )0( )
1
2

= et f ( )1 1( )1 1( )1 1=1 1, donc

f 1 0, ,, ,
1
2

, ,
2

, ,( ), ,( ), ,] [( )] [0 1] [0 1( )0 1] [0 1, ,] [, ,( ), ,] [, ,0 1, ,0 1] [0 1, ,0 1( )0 1] [0 1, ,0 1 = 


, ,


, ,, ,, ,




, ,


, ,, ,


, , 1 01 0


1 0


1 01 01 01 01 01 01 0


1 0


1 01 0


1 01 0⊂1 0] [1 0] [1 0 1] [1,] [, .

]0, 1[ est stable par f. Donc : ∀ ∈ ∈] [∀ ∈n v∀ ∈n v∀ ∈∀ ∈n v∀ ∈ nn vn v *, ,∈, ,∈] [, ,] [n v, ,n v, ,n, ,n ] [0 1] [] [, ,] [0 1] [, ,] [ .

La réponse A est bonne.

D’après l’assertion A,
n( )v( )vn( )n ≥ 1

est bornée, donc vn ne peut pas tendre
vers + ∞. La réponse B est fausse.

• Sur [ [− +[ [− + ∞[ [∞[ [1,[ [− +[ [− +1,− +[ [− + ,

f x x
x

x
x

x x

x

x
( )f x( )f x = ⇔x= ⇔x

+ = ⇔x= ⇔x
≥

=









 ⇔

≥

= =x= =x −
= ⇔ 1

2

0

2 1x x2 1x x− −2 1− −x x− −x x2 1x x− −x x 0

0

1= =1= = 1
2

22 122 1x x2 1x x2x x2 1x x xx ou= =ou= =ou
















Donc le seul point invariant de f sur [ [− +[ [− + ∞[ [∞[ [1,[ [− +[ [− +1,− +[ [− + est x = 1.

D’après l’assertion A, 
NON
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v v
v

v

v
v

v
v

vn nv vn nv v n
n

n
n

n
n

nv v+v vn n+n nv vn nv v+v vn nv v− =v v− =v v
+ − =v− =v

+ −

+ +
− +v− +vn− +nv v1v vn n1n nv vn nv v1v vn nv v

2

2− +2− +1
2

1
2

1
2

2− +2− +est du signe de vvvn + 1.

Or − + + = − +− +− +− +− +− +− +− +− +

− +− +− +− +− +− +− +− +− +− +− +− +− +
− +− + 





 ( )−( )−2 1− +2 1− + + =2 1+ =2 1− +2 1− + 2− +2− + 1

2
1 0( )1 0( ) >1 0>22 122 1− +2 1− +2− +2 1− +v v2 1v v2 1− +2 1− +v v− +2 1− +− +2 1− +2− +2 1− +v v− +2− +2 1− + v vv v− +v v− + v v

v v


v v



v v


v v






v v



 ( )v v( )n n2 1n n2 1v vn nv v2 1v v2 1n n2 1v v2 1− +2 1− +v v− +2 1− +n n− +v v− +2 1− + n nn nn n ( )n n( )

2n n2
v vn nv v− +v v− +n n− +v v− + v vn nv vv vn nv v ( )v v( )n n( )v v( ) car vn ∈] [] [0 1] [] [,  ] [] [0 1] [,  ] [0 1] [, alors n( )v( )vn( )n ≥ 1

est croissante, majorée par 1, donc elle converge vers  ∈[ ][ ]0 1[ ][ ],[ ][ ]0 1[ ],[ ]0 1[ ].
f étant continue : lim

n
f v f

→ ∞
( )n( )nf v( )f v = ( )

→ ∞+→ ∞
( )( ) or v fn nv fn nv fv f+v fn n+n nv fn nv f+v fn nv fv f=v f ( )v( )vn n( )n nvn nv( )vn nvv f1v fn n1n nv fn nv f1v fn nv f et lim

n nv
→ ∞ + =
→ ∞+→ ∞ 1 

donc f v nf v( )f vf v f vf v( )f v f v( )f vf v f v=f v f v( )f v( )f vn( )n ≥f vetf v 1 converge vers 1. La réponse C est fausse.

• Vérifions par récurrence si : ∀ ∈ 
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n nn vn v *, c=, c=n v, cn v, cn, cn os

2 1
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v t= =v t 














 














v tcov tv t= =v tcov t= =v ts cv ts cv t= =s c= =v t= =v ts cv t= =v t os
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n n= 













 
















−cos
2 1

. On a
1 2

2
21 2+1 2(1 2(1 2 ) =

co1 2co1 2s1 2s1 2
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θ
θ

donc :
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=
+ 














 
















= 






t tt t
n nn n


t tt t


t tt t
n nn nn nn n

t tt t
n nn n




t tt t


t tt t
n nn nn nn n






 














 ∈1

11
2

2 22 22 22 2 2 2n n2 2n n 2 22 2 car
cos
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s c
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s c


s c






s c



 =s c= os 000

2
,

π













Donc : ∀ ∈ 











−n v∀ ∈n v∀ ∈n v

t
n nn vn v *, c=, c=n v, cn v, cn, cn os

2 1
La réponse D est bonne.

• Question 3 : réponse B

• p
p
p

t
n

n

n
n> => =p> =pn> =n 














 














 <+> =+> =0> =0> =

2
11> =1> =et> =et> = cos donc

n( )p( )pn( )n ≥ 1
est décroissante.

La réponse A est fausse.

• q
t t

t

n p
p

n

n

p

+

+

= 






t tt t
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 1s s1 in

t t
in

t t

cos −−−




























































=

∏ 1
1 2 22 2 2 2p

n

p

n nn nn n n nn n2 2n n2 22 2n n2 22 2n n2 2 2 2n n2 22 2n n2 2

n

t tt t

t t
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cocos ss ss s


s s
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s s


s s


s s


s s




s s


s sin
t t

in
t t











=

−














1
2 2 1

1
2

sin
t

n

n

q
       

.

Donc
n( )q( )qn( )n ≥ 1

est géométrique de raison 1
2

. La réponse B est bonne.
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• q tq t1q t1q t
1
2

q t
2

q t2q t2q tq t=q t(q t(q t)siq tsiq tq tnq t donc q tq tnq tnq t
n

q t=q tq tq tq tq tq tq tq tq t

q tq tq tq tq tq tq tq tq tq tq tq tq t
q tq tq tq tq tq tq tq tq tq t


q tq tq tq tq tq tq tq tq tq tq tq tq t
q tq t(q t(q t) =

−1
2

q t
2

q t
1
2

q t
2

q t2q t2q t
1

siq tsiq tq tnq t
sin 2

2
t

n

(n 2(n 2 ) et lim
n nq

→ ∞
=

→ ∞+→ ∞
0 .

sin
t t
n n2 2n n2 2n n1 1n n1 1n nn n2 2n n1 1n n2 2n nn n2 2n n− −n n2 2n n1 1− −1 1n n1 1n n− −n n1 1n nn n2 2n n1 1n n2 2n n− −n n1 1n n2 2n n















 t tt t

2 22 2n n2 2n nn n2 2n n1 11 1n n1 1n nn n1 1n nn n2 2n n1 1n n2 2n nn n1 1n n2 2n nn n2 2n n1 1n n2 2n n− −n n1 1n n2 2n nn n2 2n n1 1n n2 2n n− −n n2 2n n1 1n n2 2n n




t tt t


t tt t
1 11 11 11 1n n1 1n nn n1 1n nn nn n1 1n nn n2 2n n1 1n n2 2n nn n1 1n n2 2n nn n2 2n n1 1n n2 2n nn n2 2n n1 1n n2 2n nn n2 2n n1 1n n2 2n n− −n n1 1n n2 2n nn n2 2n n1 1n n2 2n n− −n n2 2n n1 1n n2 2n nn n2 2n n1 1n n2 2n n− −2 2n n1 1n n2 2n nn n1 1n n2 2n n− −n n2 2n n1 12 2n n






 ∼ et sin

t
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01−














 














 > donc p

t
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t
tn

n
n

= ( )














 
















( )

−

sin

sin

sin2

2
2

2
2

1

∼

alors lim
sin

n np
t

t→ ∞
= ( ) ≠

→ ∞+→ ∞

2
2

0 car t ∈













0
2

,
π

n( )p( )pn( )n ≥ 1 et n( )q( )qn( )n ≥ 1 n’ayant pas la même limite, elles ne sont pas adjacentes.
La réponse C est fausse.

• lim s
n np tm sp tm snp tnm snm sp tm snm s t t

→ ∞
p t= ⇔p tm sp tm s= ⇔m sp tm s (p t(p t) = ⇔t t= ⇔t t

→ ∞+→ ∞
m sp tm s= ⇔m sp tm sm sp tm s1 2p t1 2p t1 2in1 2inp t1 2p tm sp tm s1 2m sp tm sinp tin1 2inp tinm sp tm s= ⇔m sp tm s1 2m s= ⇔m sp tm s (1 2(p t(p t1 2p t(p t 2 0t t2 0t t= ⇔2 0= ⇔t t= ⇔t t2 0t t= ⇔t t =2 0=t t= ⇔t t2 0t t : impossible.

La réponse D est fausse.

• Question 4 : réponses B et D

( )a( )a
n( )n2( )2( ) n’est pas une suite géométrique, mais elle est extraite de la suite

géométrique (an). La réponse A est fausse.

• Sur [0, 1], ϕ( ) lnx x( )x x( ) x= +x x= +x x= +ln= +lnx x= +x xlnx xln= +lnx xln(x x(x x= +(= +x x= +x x(x x= +x x) −1= +1= +x x= +x x1x x= +x x est décroissante car ϕ′( )( )x( )
x

x
= −

+
≤

1
0.

Or: ϕ ϕ( )ϕ ϕ( )ϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ( ) ln0 0ϕ ϕ0 0ϕ ϕ( )0 0( )ϕ ϕ( )ϕ ϕ0 0ϕ ϕ( )ϕ ϕ 0 1ln0 1ln0 1= ∀ϕ ϕ= ∀ϕ ϕ0 0= ∀0 0ϕ ϕ0 0ϕ ϕ= ∀ϕ ϕ0 0ϕ ϕ] [ϕ ϕ] [ϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ] [ϕ ϕ, ,ϕ ϕ0 1] [0 1 ≤ +0 1≤ +0 1≤ +0 1≤ +0 1ln0 1ln≤ +ln0 1ln(0 1(0 1(0 1(0 10 1≤ +0 1(0 1≤ +0 1 ) ≤doncϕ ϕdoncϕ ϕ= ∀donc= ∀ϕ ϕ= ∀ϕ ϕdoncϕ ϕ= ∀ϕ ϕϕ ϕ soit0 1soit0 10 1≤ +0 1soit0 1≤ +0 1x xϕ ϕx xϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕx xϕ ϕ, ,ϕ ϕ( )x x( )ϕ ϕ∈ϕ ϕx xϕ ϕ∈ϕ ϕ] [x x] [ϕ ϕ] [ϕ ϕx xϕ ϕ] [ϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ] [ϕ ϕ, ,ϕ ϕx xϕ ϕ] [ϕ ϕ, ,ϕ ϕ0 1] [0 1x x0 1] [0 1ϕ ϕ0 1ϕ ϕ] [ϕ ϕ0 1ϕ ϕx xϕ ϕ] [ϕ ϕ0 1ϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ0 1ϕ ϕ, ,ϕ ϕ] [ϕ ϕ0 1ϕ ϕ, ,ϕ ϕx xϕ ϕ, ,ϕ ϕ0 1ϕ ϕ, ,ϕ ϕ] [ϕ ϕ, ,ϕ ϕ0 1ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕx xϕ ϕϕ ϕ∈ϕ ϕx xϕ ϕϕ ϕ] [ϕ ϕx xϕ ϕϕ ϕ0 1ϕ ϕ] [ϕ ϕ0 1ϕ ϕx xϕ ϕ0 1ϕ ϕ] [ϕ ϕ0 1ϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ0 1ϕ ϕ, ,ϕ ϕ] [ϕ ϕ0 1ϕ ϕ, ,ϕ ϕx xϕ ϕ, ,ϕ ϕ0 1ϕ ϕ, ,ϕ ϕ] [, ,ϕ ϕ0 1ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕx xϕ ϕ x x)x x) ≤x x≤ .

Alors : ln lnp a a plna pln S
p

n

p

n

n nSn nS
p p( )p a( )p an( )np anp a( )p anp a= +p a= +p a( )p p( )p p( ) ( )a p( )a pn n( )n n≤n n≤n n

= =p= =p= =
∑ ∑p p∑ ∑p p∑ ∑ln∑ ∑lnp a∑ ∑p a= +∑ ∑= +ln= +ln∑ ∑ln= +lnp a= +p a∑ ∑p a= +p alnp aln= +lnp aln∑ ∑ln= +lnp aln( )∑ ∑( )p a( )p a∑ ∑p a( )p a

p p( )p p∑ ∑p p( )p p

= +( )= +∑ ∑= +( )= +p a= +p a( )p a= +p a∑ ∑p a( )p a= +p a ≤∑ ∑≤
p p

≤
p p∑ ∑p p

≤
p p∑ ∑ donca pdonca p( )∑ ∑( )1( )∑ ∑( )= +( )= +∑ ∑= +( )= +1= +∑ ∑= +( )= +p a= +p a( )p a= +p a∑ ∑p a( )p a= +p a1p a= +p a( )p a= +p a∑ ∑p a= +p a( )p a= +p a( )∑ ∑( )2( )∑ ∑( )

1= =1= =

2a p2a p
p p2p p

1

.

S a anS anS a
p

n
p

p

p
n

S a= ≤S a
= =p= =p= =

∑ ∑S a∑ ∑S a∑ ∑S a∑ ∑S a
p∑ ∑p

= ≤∑ ∑= ≤S a= ≤S a∑ ∑S a= ≤S a
p

= ≤
p∑ ∑p

= ≤
p

S a∑ ∑S a∑ ∑2∑ ∑= ≤∑ ∑= ≤2= ≤∑ ∑= ≤
1= =1= =

2

0
or aa

a
a a

p

p

n n

=
∑ = −

−
<

a a−a a0

2 2 1n2 1n +2 1+1
1

1
1a a1a a

car 0 10 1< <0 1a0 1a0 10 1< <0 1a0 1< <0 1 .

Donc : ln p S
an np Sn np S( )p S( )p Sn n( )n np Sn np S( )p Sn np S≤ ≤p S≤ ≤p Sn n≤ ≤n np Sn np S≤ ≤p Sn np S

−
p Sn np Sp Sn np S≤ ≤p Sn np S

1
1

La réponse B est bonne.

•
p
p

un

n
n

+
+= >u= >un= >n+= >+

1
1= >1= > 1 alors n( )p( )pn( )n ≥ 1 est croissante, et majorée par e a

1
1− d’après B,

donc
n( )p( )pn( )n ≥ 1

converge

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

( )
géométrique (
( )
géométrique (
( )NON
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> QCM 4 Bornes inférieure et supérieure
• Question 1 : réponse C

n( )x( )xn( )n ∈ est bornée, donc inf
p n n

( )x( )xp( )p























≥p n≥p n ∈

est bornée. inf
p n

( )x( )xp( )p
≥p n≥p n

est un minorant

de ( )x( )xp( )p ≥p n≥p n≥ +1
et inf

+1

( )x( )xp( )p
≥p n≥p n≥

en est le plus petit, donc inf inf
+1

x xf ix xf infx xnfp px xp px xf ix xf ip pf ix xf infx xnfp pnfx xnf( )f i( )f ix x( )x xf ix xf i( )f ix xf ip p( )p px xp px x( )x xp px xf ix xf ip pf ix xf i( )f ip pf ix xf if i≥f if ix xf i≥f ix xf if ix xf ip pf ix xf i≥f ip pf ix xf i ( )x x( )x xp p( )p px xp px x( )x xp px x
≥ ≥+1≥ ≥+1p n≥ ≥p n≥ ≥p n≥ ≥p n≥ ≥

et

inf
n

( )x( )xp( )p























≥ ∈p n≥p n≥ 

est croissante et majorée, donc convergente

Les réponses A et B sont fausses, la réponse C est bonne.

Toute suite convergente est bornée, mais toute suite bornée n’est pas
forcément convergente, comme par exemple (−1)n.

La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponses B et D

• ∀ ≥ ( ) ≤ ≤ ( )
≥ ≥

infp n∀ ≥p n∀ ≥p np n ( )x( )( )p( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

p p( )p p( )( )x( )p p( )x( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

, s( ), s( ) ≤ ≤, s≤ ≤, sin, sinf, sf x x, sx x( )x x( ), s( )x x( ) ≤ ≤x x≤ ≤, s≤ ≤x x≤ ≤( )p( ), s( )p( )( )x x( )p( )x x( ), s( )p( )x x( ) p p, sp p≤ ≤p p≤ ≤, s≤ ≤p p≤ ≤ upp pupp p (1) et inf ( )−( )− ≤ − ≤ −( )≤ −( )≤ −
≥ ≥

x x( )x x( ) ≤ −x x≤ − ( )x( )( )p( )( )x x( )p( )x x( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

p p≤ −p p≤ −( )p p( )≤ −( )≤ −p p≤ −( )≤ −( )x( )p p( )x( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

≤ −su≤ −p psup p≤ −p p≤ −su≤ −p p≤ −≤ −p≤ −p ppp p≤ −p p≤ −p≤ −p p≤ − (2)

donc : − ( ) ≤ − ≤ − ( )
≥ ≥

sup x x( )x x( ) ≤ −x x≤ − ( )x( )( )p( )( )x x( )p( )x x( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

p p≤ −p p≤ − ( )p p( )( )x( )p p( )x( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

inp pinp pfp pfp p (3) et − −( )− −( )− − ≤ ≤ − −( )− −( )− −
≥ ≥

su− −su− −p− −p− −x x( )x x( ) ≤ ≤x x≤ ≤ ( )x( )( )p( )( )x x( )p( )x x( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

p p≤ ≤p p≤ ≤ ( )p p( )( )x( )p p( )x( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

in− −in− −p pinp pf− −f− −p pfp p (4)

De (1) et (4), on déduit: − −( ) ≤ ( ) ( ) ≥ − (
≥ ≥ ≥

su− −su− −susup− −p  − −( )− −( )− −p  ( ) soit sup( )−( )−( )x x( )x x( ) ≤x x≤( )x x( ) x x≥ −x x≥ − (x x(( )x x( ) ≥ −x x≥ −( )p( )( )p( )( )x x( )p( )x x( )( )x x( )p( )x x( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

( )p( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

( )p( )( )p( )( )x x( )p( )x x( )
p n≥p n≥

pinx xinx xf ,( )f ,( )x xf ,x x( )x x( )f ,( )x x( )( )p( )f ,( )p( ) inx xinx xfx xfx x )))
≥p n≥p n≥

.

De (2) et (3), on déduit : sup( )( )− ≤ − ( )
≥ ≥

x x( )x x≤ −x x≤ −≤ − ( )x x( )( )p( )px xp
p n≥ ≥p n≥ ≥

( )p( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

inx xinx xfx xfx x . Donc: sup( )−( )− ( )
≥ ≥

x x( )x x( ) = −x x= − ( )x x( )( )p( )( )x x( )p( )x x( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

( )p( )
p n≥ ≥p n≥ ≥

inx xinx xf .( )f .( )x xf .x x( )x x( )f .( )x x( )( )p( )f .( )p( )
La réponse A est fausse.

• Si
n( )x( )xn( )n ∈ est décroissante à partir d’un certain rang n0, n( )x( )xn( )n ∈, minorée,

converge vers  = ( )
≥

inf ( )x( )( )p( )
p n≥p n≥ 0

. Alors : ∀ ≥ ( ) =
≥

,n n∀ ≥n n∀ ≥ ( )x( )( )p( )
p n≥p n≥

0 inf .

Donc inf
p n n

( )x( )xp( )p























≥p n≥p n ∈

est stationnaire. La réponse B est bonne.

• n( )x( )xn( )n ∈ est bornée : ∃ ( ) ∈ ∀ ∈ ≤m M k m∈ ≤k m∈ ≤ x M≤x M≤kx Mkx M, ,), ,) ∈ ∀, ,∈ ∀), ,) ∈ ∀, ,∈ ∀m M, ,m Mm M ,k m,k m∈ ≤k m∈ ≤,∈ ≤k m∈ ≤ ∈ ∀ ∈ ∀∈ ∀ ∈ ∀∈ ∀ ∈ ∀ k m k m∈ ≤k m∈ ≤ ∈ ≤k m∈ ≤, , , ,∈ ∀, ,∈ ∀ ∈ ∀, ,∈ ∀∈ ∀, ,∈ ∀ ∈ ∀, ,∈ ∀2∈ ∀2∈ ∀∈ ∀ ∈ ∀2∈ ∀ ∈ ∀ .

Alors : ∀ ∈
+ += =

∑ ∑∑ ∑≤ ≤∑ ∑≤ ≤
+∑ ∑+∑ ∑∑ ∑∀ ∈n∀ ∈nn

n ∑ ∑m y∑ ∑≤ ≤∑ ∑≤ ≤m y≤ ≤∑ ∑≤ ≤∑ ∑m y∑ ∑m y
n∑ ∑n∑ ∑ M

k

n

∑ ∑n∑ ∑≤ ≤∑ ∑≤ ≤n≤ ≤∑ ∑≤ ≤n
k

n

,,
1

1
1∑ ∑1∑ ∑1∑ ∑1∑ ∑

0 0= =0 0= =0 0+0 0+= =0 0= =+= =+0 0+= =+n0 0n= =n= =0 0= =n= =k0 0k= =k= =0 0= =k= =10 01= =1= =0 0= =1= =
, soit : m y Mn≤ ≤m y≤ ≤m yn≤ ≤n .

Donc
n( )y( )yn( )n ∈ est bornée, et on lui applique les résultats établis pour n( )x( )xn( )n ∈ :

inf
p n n

( )y( )yp( )p























≥p n≥p n ∈

est croissante, majorée (et minorée), et convergente.

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Toute suite convergente est bornée, mais toute suite bornée n’est pas 
forcément convergente, comme par exemple (−1)NON
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• Question 3 : réponses A et D

• Si n impair : y
nn = − + −

+
=1 1− +1 1− + 1

1
0

...
et si n pair: y

n nn = − + − +
+n n+n n

=
+

1 1− +1 1− + 1 1− +1 1− +
1n n1n n

1
1

... .

La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.

•
n( )y( )y n( )n2( )2 ∈ est décroissante, donc :

sup s
si pair

si
y yp sy yp supy yup n

n
p n k n
( )p s( )p sy y( )y yp sy yp s( )p sy yp sp( )py ypy y( )y ypy yp sy yp spp sy yp s( )p spp sy yp sp sy yp s=p sy yp s ( )y y( )y y k( )k = +

+
≥p n≥p n k n≥k n

( )2( )
2

1
1

1
2

n

n impairiimpairi

























La réponse C est fausse.

• inf ( )−( )−(( )( )( ))
≥

1 1( )1 1( ))( ))1 1)( )) = −1 1= −( )p( )( )1 1( )p( )1 1( )
p n≥p n≥

, sup ( )−( )−(( )( )( ))
≥

1 1( )1 1( ))( ))1 1)( )) =1 1=( )p( )( )1 1( )p( )1 1( )
p n≥p n≥

, inf ( )y( )yp( )p =
≥p n≥p n≥

0 et lim sup
n

p n
→ ∞

≥p n≥p n

( )p( )py( )y



m sm s




















=
→ ∞+→ ∞

0

La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponses B et C

• D’après la question 1, inf
p n n

( )x( )xp( )p























≥p n≥p n ∈

est convergente.

La réponse A est fausse.

• D’après la question 3, ( )x( )xn( )n = −( )n( )n= −( )= −(( )(= −(= −( )= −(= − )( ))( )1( ) est divergente.

La réponse B est bonne.

• Si n( )x( )xn( )n ∈ converge vers  :

∀ > ∃ ∈ ∀ ≥ ≤ +ε ε∃ ∈ε ε∃ ∈ ∀ ≥ε ε∀ ≥ε ε∀ >ε ε∀ >ε ε ε0,ε ε0,ε ε0, , ,ε ε, ,ε ε∀ ≥ε ε∀ ≥, ,∀ ≥ε ε∀ ≥N p∃ ∈N p∃ ∈ ∀ ≥N p∀ ≥ε εN pε ε∃ ∈ε ε∃ ∈N p∃ ∈ε ε∃ ∈ ∀ ≥ε ε∀ ≥N p∀ ≥ε ε∀ ≥, ,N p, ,ε ε, ,ε εN pε ε, ,ε ε∀ ≥ε ε∀ ≥, ,∀ ≥ε ε∀ ≥N p∀ ≥, ,∀ ≥ε ε∀ ≥, ,N p N xε εN xε εε ε, ,ε εN xε ε, ,ε ε, ,N xpN pN pε εN pε εε εN pε ε ≤ + ≤ +N x N x− ≤N x− ≤ − ≤N x− ≤ε εN xε ε ε εN xε ε− ≤ε ε− ≤N x− ≤ε ε− ≤ − ≤N x− ≤ε ε− ≤ p p

soit :

∀ > ∃ ∈ ∀ ≥ ( )∀ >ε ε∀ >ε ε∀ > ∃ ∈ε ε∃ ∈ ∀ ≥ε ε∀ ≥∀ >ε ε∀ > ∃ ∈ε ε∃ ∈0,ε ε0,ε ε0, , ,ε ε, ,ε ε∀ ≥ε ε∀ ≥, ,∀ ≥ε ε∀ ≥∀ ≥ε ε∀ ≥, ,∀ ≥ε ε∀ ≥ inf s( )f s( ) ≤ ≤f s≤ ≤≤ ≤f s≤ ≤ upN p∃ ∈N p∃ ∈ ∀ ≥N p∀ ≥ε εN pε ε∃ ∈ε ε∃ ∈N p∃ ∈ε ε∃ ∈ ∀ ≥ε ε∀ ≥N p∀ ≥ε ε∀ ≥, ,N p, ,ε ε, ,ε εN pε ε, ,ε ε∀ ≥ε ε∀ ≥, ,∀ ≥ε ε∀ ≥N p∀ ≥, ,∀ ≥ε ε∀ ≥∀ ≥ε ε∀ ≥, ,∀ ≥ε ε∀ ≥N p∀ ≥ε ε∀ ≥, ,∀ ≥ε ε∀ ≥ N x− ≤N x− ≤− ≤N x− ≤ε εN xε ε− ≤ε ε− ≤N x− ≤ε ε− ≤ε ε, ,ε εN xε ε, ,ε ε, ,N xinN xinf sN xf s( )f s( )N x( )f s( )f sxf s≤ ≤f s≤ ≤x≤ ≤f s≤ ≤( )p( )( )f s( )p( )f s( )
p N≥p N≥

pf spf s≤ ≤f s≤ ≤p≤ ≤f s≤ ≤N pN pε εN pε εε εN pε εN xN xε εN xε εε εN xε ε
p N

( )x( )xp( )p ≤ +
p N≥p N

≤ +≤ + ε

Donc inf
p n n

( )x( )xp( )p























≥p n≥p n ∈

et sup
p n n

( )x( )xp( )p























≥p n≥p n ∈

convergent vers la même limite .

La réponse C est bonne.

Dans la question 3 où n( )y( )yn( )n ∈ converge vers 0, inf
p n n

( )x( )xp( )p























≥p n≥p n ∈

et sup
p n n

( )x( )xp( )p























≥p n≥p n ∈

ne convergent pas vers la même limite.
La réponse D est fausse.

•  D’après la question 1, NON

Dans la question 3 où 
NON
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> QCM 1 Limites et continuité sur un

intervalle (D’après EPL 2008 et 2006)

• Question 1

A ln sin ln sin1
2

1 1n s1 1n s
2

12n l2n l
0

2

0
+ ++ +







n ln l


n ln ln ln l


1 1+1 1( )1 1)1 1n s1 1n s)n s1 1n s)n s)n sn s1 1n s)n s1 1n s+ + +
x

n sx xn sn s1 1n sx xn s1 1n sn s1 1n s+n s1 1n sx xn s+n s1 1n sx xn lx xn ln sx xn sn ln lx xn ln l


x x


n l


n lx xn l


n ln ln lx xn ln ln ln ln ln lx xn ln ln l


x x


n l


n ln l


n lx xn ln l


n ln sx xn sn s1 1n sx xn s1 1n sn s1 1n s+n s1 1n sx xn s+n s1 1n sn s(n sx xn s(n s
x

x x1x x1 +x x+n lx xn ln s1 1n scan s1 1n sn scan sn s1 1n scan s1 1n sn sin2n sn s1 1n sr  n s1 1n sn s+ +n s x xn sinn sn s1 1n sr  n s1 1n sn s+ +n s x xx x∼ ∼x xn s1 1n s∼ ∼n s1 1n sn s1 1n s)n s1 1n s∼ ∼n s)n s1 1n sn sx xn s∼ ∼n sx xn sn s1 1n sx xn s1 1n s∼ ∼n sx xn s1 1n sn s1 1n s+n s1 1n sx xn s+n s1 1n s∼ ∼n s1 1n s+n s1 1n sx xn s1 1n s+n s1 1n sx x∼ ∼x xn lx xn l∼ ∼n lx xn ln sx xn s∼ ∼n sx xn sn s(n sx xn s(n s∼ ∼n sx xn s(n sn s1 1n scan s1 1n s∼ ∼n scan s1 1n sn s∼ ∼n sin∼ ∼inn s∼ ∼n sn s1 1n sr  n s1 1n s∼ ∼n sr  n s1 1n sn s+ +n s∼ ∼n sn s+ +n s∼ ∼n s x x∼ ∼x x.

B ln n lx xn lx xn lnx xn( )( )si( )sin l( )n ln l( )n lsi( )sin l( )n lx x( )x xx x( )x xn lx xn l( )n lx xn ln lx xn l( )n lx xn ln lx xn l( )n lx xn l ( )( )x x( )x xx x( )x xn lx xn l∼n lx xn l
0

car sisin x xx xx xx x∼x x
0

et x ≠ 1 sur

un voisinage de 0.

C Pour β ≠ 0 et α réels, lim
ln cos

ln cosx

x

x→

( ) 
( ) 

=( ) 0

2

2

α
β

α
β

.

D lim tan
tan

x

x
e

→

( )x( )x















m t


m t


m tm tm t


m tm t


m t









=
π
6

3
2

( )3( )
.

• Question 2
Soit la fonction réelle f de la variable réelle t définie par :

∀ ≥ = +( ) +
+

t f t t
t

t
0 1

1

2

2, ( ) ln

A f est indéfiniment dérivable sur son ensemble de définition,

et croissante.

B f réalise une bijection de + sur + et sa bijection réciproque

est dérivable sur + car toute bijection dérivable admet une

réciproque dérivable.

C f réalise une bijection de + sur + et sa bijection réciproque

est dérivable sur + car ∀ ≥ ≠t f∀ ≥t f∀ ≥t f t0 0≠0 0≠t0 0tt f0 0t f0 0, (t f, (t f, (t f, (t f0 0, (0 0t f0 0t f, (t f0 0t f, ( )0 0)0 0, (′, (0 0, (0 0′0 0, (0 0.

D La courbe représentative de f admet une asymptote oblique

en +∞ car lim
( )

t

f t( )f t( )
t→ ∞

=
→ ∞+→ ∞

1.

• Question 3
En utilisant f définie à la question 2, on peut montrer que :

∀ ∈ ∃ ∈ ( ) =+n a f a
nn n *, ! ,
1 .
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A n( )a( )an( )n ∈* est une suite croissante car f −1 est décroissante

et 1
n n













 ∈*

est décroissante.

B n( )a( )an( )n ∈* converge vers 0 puisque f −1 est continue en 0.

C n( )a( )an( )n ∈* converge vers 0 puisque n( )a( )an( )n ∈* est une suite

décroissante et ∀ ∈∀ ∈n an a∀ ∈n a∀ ∈∀ ∈n a∀ ∈ nn an a*, 0≥, 0≥n a, 0n a, 0n, 0n .

D a
nn ∼+∞

1
.

• Question 4
Soit f la fonction définie sur  par : f x e xx( ) tan= .

Soit l’équation :
f (x) = 1 (1)

Pour tout entier naturel n, on note In l’intervalle − + +





π
π

π
π

2 2
n n, .

L’équation (1) :

A admet au moins deux solutions dans l’intervalle In.

B admet une solution unique xn dans l’intervalle In, qui appartient, d’après

le théorème des valeurs intermédiaires, à l’intervalle − +− +













π
π π

2
n nπ πn nπ π, .


, .


, .
, .


π π, .π ππ πn nπ π, .π πn nπ π

C admet une solution unique xn dans l’intervalle In, telle que : x enx enx ex e=x e( )x e( )x e x( )xn( )n( )−( )x earx ectanx ectanx e

D admet une solution unique xn dans l’intervalle In, telle que :

x n e onx nnx n n ne on ne o= +x n= +x n e o+e o( )e( )en n( )n n− −n n− −n nπ= +π= + n nπ πn nπ πe oπ πe on nπ πn ne on ne oπ πe on ne oe o+e oπ πe o+e on n+n nπ πn n+n ne on ne o+e on ne oπ πe o+e on ne o( )π π( )e( )eπ πe( )en n( )n nπ πn n( )n nen ne( )en neπ πe( )en nen n− −n nπ πn n− −n nn n( )n n− −n n( )n nπ πn n− −n n( )n n .

> QCM 2 Dérivées nèmes et prolongement
de fonctions

• Question 1
Soit, pour n ∈* :

f x x en
n x: / −1 1 .
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A fn est C ∞ sur * et se prolonge par continuité en 0.

B ∀ ∈ = −∀ ∈x f∀ ∈x f∀ ∈∀ ∈x f∀ ∈ xx
x

e f x
x

ex xx fx f*x f*x f, (, (x f, (x f, (x f ) () (= −) (= −) () (e f) (e fete fet) (ete fet )/ /x x/ /x xxx xx/ /xx xx ex xe/ /ex xee f) (e f/ /e f) (e fx x) (x x/ /x x) (x xe fx xe f) (e fx xe f/ /e f) (e fx xe fete fetx xete fet) (etx xete fet/ /ete fetx xete fet) (ete fetx xete fetx x)x x/ /x x)x x′ ″x′ ″x, (′ ″, ( ) (′ ″) (e f) (e f′ ″e f) (e fe f) (e f/ /e f) (e f′ ″e f/ /e f) (e fx x) (x x/ /x x) (x x′ ″x x/ /x x) (x xe fx xe f) (e fx xe f/ /e f) (e fx xe f′ ″e fx xe f) (e fx xe f/ /e fx xe f) (e fx xe fete fetx xete fet) (etx xete fet/ /ete fetx xete fet) (ete fetx xete fet′ ″ete fetx xete fet) (e fetx xete fet/ /etx xete fet) (ete fetx xe fet1x f1x f, (1, (1x f, (x f1x f, (x f1 2) (2) (2 e f) (e f1e f) (e fe f) (e f′ ″e f) (e f1e f′ ″e f) (e f 2) (2) ( 3
/ /1/ /x x/ /x x1x x/ /x x1 1

e f
1 1

e f) (
1 1

) (e f) (e f
1 1

e f) (e f/ /1 1/ /e f/ /e f
1 1

e f/ /e fx x/ /x x1 1x x/ /x xe fx xe f/ /e fx xe f
1 1

e f/ /e fx xe fe f) (e f/ /e f) (e f
1 1

e f/ /e f) (e fx x) (x x/ /x x) (x x1 1x x/ /x x) (x xe fx xe f) (e fx xe f/ /e f) (e fx xe f
1 1

e fx xe f) (e fx xe f/ /e fx xe f) (e fx xe fx x)x x/ /x x)x x1 1x x/ /x x)x xe f) (e f′ ″e f) (e f
1 1

e f′ ″e f) (e fe f) (e f/ /e f) (e f′ ″e f/ /e f) (e f
1 1

e f) (e f/ /e f) (e f′ ″e f) (e f/ /e f) (e fx x) (x x/ /x x) (x x′ ″x x/ /x x) (x x1 1x x) (x x/ /x x) (x x′ ″x x) (x x/ /x x) (x xe fx xe f) (e fx xe f/ /e f) (e fx xe f′ ″e fx xe f) (e fx xe f/ /e fx xe f) (e fx xe f
1 1

e fx xe f) (e fx xe f/ /x xe f) (e fx xe f′ ″e f) (e fx xe f/ /e fx xe f) (x xe fete fetx xete fet) (etx xete fet/ /ete fetx xete fet) (ete fetx xete fet′ ″ete fetx xete fet) (e fetx xete fet/ /etx xete fet) (ete fetx xe fet
1 1

ete fetx xete fet) (ete fetx xete fet/ /ete fetx xete fet) (ete fetx xete fet′ ″ete fetx xete fet) (ete fetx xete fet/ /ete fetx xete fet) (ete fetx xete fet) (′ ″) (
1 1

) (′ ″) (e f) (e f′ ″e f) (e f
1 1

e f′ ″e f) (e f11 11e f1e f
1 1

e f1e fe f) (e f1e f) (e f
1 1

e f1e f) (e fe f) (e f′ ″e f) (e f1e f′ ″e f) (e f
1 1

e f) (e f′ ″e f) (e f1e f) (e f′ ″e f) (e f .

C ∀ ≥ = ++ −∀ ≥n f∀ ≥n f∀ ≥∀ ≥n f∀ ≥ n f= +n f= + fn n+ −n n+ −n fn nn f nn f2n f 1 1= +1 1= ++ −1 1+ −= ++ −= +1 1= ++ −= += +n f= +1 1= +n f= += ++ −= +n f= ++ −= +1 1= +n f= ++ −= + f1 1f+ −f+ −1 1+ −f+ −+ −n n+ −1 1+ −n n+ −= ++ −= +n n= ++ −= +1 1= +n n= ++ −= ++ −n f+ −n n+ −n f+ −1 1+ −n n+ −n f+ −= ++ −= +n f= ++ −= +n n= +n f= ++ −= +1 1= ++ −= +n f= ++ −= +n n= ++ −= +n f= ++ −= ++ −n+ −1 1+ −n+ −+ −f+ −n+ −f+ −1 1+ −n+ −f+ −n f,n f, ′ .

D ∀ ∈ =
−( )

+∀ ∈n f∀ ∈n f∀ ∈∀ ∈n f∀ ∈ x
x

enn fnn f
n

n
xn fn f*n f*n f, (n f, (n f, (n, (nn fnn f, (n fnn f )( )n( )n, (( ), (n, (n( )n, (n /1

1
1 (attention : c’est le même n).

• Question 2
Soit f l’application définie sur + par :

∀ ∈ = =+ etx f x x fx* , ( ) ( )0 1 .

A f est C ∞ sur  +
* , continue et dérivable en 0.

On admet que : ∀ ∈ = ++x f x f x f x x* , ( ) ( ) ( ) ln′ (1)

et on pose, pour n ∈ :

a
f

nn

n

=
( )( )

!
1

B ∀ ∈ ∀ ∈ ( ) = ( )−( )− ( )
+

−

n x∀ ∈n x∀ ∈n x
( )n( )

x

n

n ∀ ∈ ∀ ∈n x n x∀ ∈n x∀ ∈ ∀ ∈n x∀ ∈ * *, ,+, ,+ , , ∀ ∈ ∀ ∈, ,∀ ∈ ∀ ∈n x n x, ,n x n x∀ ∈n x∀ ∈ ∀ ∈n x∀ ∈, ,∀ ∈ ∀ ∈n x∀ ∈, , ( )ln( ) ( )x( )x
!( )n( )n 1 1( )1 1( ) ( )1 1( )−( )−1 1−( )−( )n( )1 1( )n( )n1 1n 11 111 1

En dérivant n fois (1) et en utilisant la formule de Leibniz, on obtient :

C ∀ ∈ ∀ ∈ = + ( )−( )−
( )−( )−

+

− −

∀ ∈n x∀ ∈n x∀ ∈∀ ∈n x∀ ∈ f x f x= +f x= +
n

k n( )k n( )k x( )k x( )
n n= +n n= +f xn nf x f xn nf x= +f x= +n n= +f x= +

n k− −n k− −

n ∀ ∈ ∀ ∈n x n x∀ ∈n x∀ ∈ ∀ ∈n x∀ ∈ * *, ,+, ,+ , , ∀ ∈ ∀ ∈, ,∀ ∈ ∀ ∈n x n x, ,n x n x∀ ∈n x∀ ∈ ∀ ∈n x∀ ∈, ,∀ ∈ ∀ ∈n x∀ ∈, ,∀ ∈n x∀ ∈ ∀ ∈n x∀ ∈, ,∀ ∈n x∀ ∈ ∀ ∈n x∀ ∈ ( )f x( )f xn n( )n nf xn nf x( )f xn nf x ( )= +( )= +f x( )f x= +f x= +( )= +f x= +
!

k n!k n
( )f x( )f x+f x+( )+f x+f xn nf x( )f xn nf x+f x+n n+f x+( )+n n+f x+ ( )f x( )f x= +f x= +( )= +f x= +f xn nf x( )f xn nf x= +f x= +n n= +f x= +( )= +n n= +f x= +( )1( )f x( )f x1f x( )f xf xn nf x( )f xn nf x1f x( )f xn nf x

1( )1( )
−−− ( )

=
∑ k

k

k

n

f x( )f x( )( )k( )kf x( )f xkf xk( )kf xk

0

D ∀ ∈ =
+

( )−( )−
−

























+
























+

− −−

=
∑n a∀ ∈n a∀ ∈n a

n n+n n+ n n

n n

n nn nn n =n n=
∑n n∑ k

a aa a +a a+n

n k− −n k− −

ka aka a
kn nkn n

n

nn an a*,n a,n a, 1

1

0n n0n n

11
1n n1n n

( )1( )
.

• Question 3
Soit f la fonction définie sur  par :

o st un r l fixe e

f x e x

f a

x( )

( )

/= ≠
=







−1 2

0

0

si

ù é éa

A f est C ∞ sur * et lim ( )
x

f xm (f xm (
→

=
0

m (f xm (′m (f xm ( 0 , donc f ′( )0 0( )0 0( )0 0=0 0 et f est C1 sur .

Pour que f soit continue en 0, il faut poser :

B a = 1 C a = 0
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On suppose dans la suite de cette question et dans la question 4 que a prend
la valeur qui rend f continue.

D ∀ ∈ ∀ ∈ =n x∀ ∈n x∀ ∈n x f x x e P xn n− −n n− −f xn nf x x en nx e x
nP xnP x ∀ ∈ ∀ ∈n x n x∀ ∈n x∀ ∈ ∀ ∈n x∀ ∈ * *, , , , ∀ ∈ ∀ ∈, ,∀ ∈ ∀ ∈n x n x, ,n x n x∀ ∈n x∀ ∈ ∀ ∈n x∀ ∈, ,∀ ∈ ∀ ∈n x∀ ∈, , ( )f x( )f xn n( )n nf xn nf x( )f xn nf x ( )P x( )P x ,( )f x( )f xf xn nf x( )f xn nf x /3 1− −3 1− −x e3 1x en n3 1n n− −n n− −3 1− −n n− −x en nx e3 1x en nx e

2

où Pn est un polynôme.

• Question 4
On utilise la fonction f de la question précédente.

On définit la suite de fonctions polynômes Pn n( ) ∈* par :

*

P

P x n x P x x P xn n n

1

1
2 3

2

2 3

=

∀ ∈ = −( ) +





 +n  , ( ) ( ) ( )′

Pour n ∈* :

A Pn (0) = 2n B Pn (0) = 2n

C f x x en nf xn nf x x en nx e x( )f x( )f xf xn nf x( )f xn nf x /( )f x( )f xn n( )n nf xn nf x( )f xn nf x ∼
0

3 1x e3 1x en n3 1n nx en nx e3 1x en nx e
2n n− −n n3 1− −3 1n n3 1n n− −n n3 1n n

D lim ( )( )

x
f xm (f xm (( )f x( )m (( )m (f xm (( )m (( )n( )f x( )n( )m (( )m (nm (( )m (f xm (nm (( )m (

→
=

0
0, donc on montre par récurrence que :

∀ ∈n∀ ∈n∀ ∈, f est C n sur .

> QCM 3 Accroissements finis
(d’après EPL 2005)

On désigne par a un réel strictement positif, et par fa la fonction définie sur
0, + ∞[ [ par : f x a ea

x( ) = − .
On considère la suite un n( ) ∈ définie par :

, +1

u

f ua n

0 0∈ + ∞[ [
∀ ∈ = ( )







,

n un

On suppose qu’il existe un et un seul x ∈ + ∞[ [0, qui vérifie l’équation : fa (x) = x

On note a cette solution.

• Question 1
Le réel a vérifie :

A ∀ ∈] [+ ∞] [+ ∞] [ +a a∀ ∈a a∀ ∈] [a a] [+ ∞] [+ ∞a a+ ∞] [+ ∞ a aa aa aa a a] [0] [] [a a] [0] [a a] [
2

2

, ,] [, ,] [a a, ,a a] [a a] [, ,] [a a] [+ ∞] [+ ∞a a+ ∞] [+ ∞, ,+ ∞a a+ ∞] [+ ∞  < < < <a a a a< <a a< < < <a a< <a a a a< <a a< < < <a a< <a aa aa a a aa aa a< <a a< <a a< <a a< < < <a a< <a a< <


B De l’étude de g : x x exx xx x , on peut déduire que la fonction qui

à a associe a est décroissante sur [ [0,[ [0, + ∞[ [+ ∞ .

C On a ln  a a a a ( ) ( ) a a( )a a a a ( ) a a ≤ − ≤ − a a≤ −a a a a ≤ − a a  1, ce qui permet de montrer que lim
a a→ ∞

= +∞
→ ∞+→ ∞
 .

D a ∼ ln ( )( )a( )a lorsque a tend vers +∞.
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• Question 2
Si, pour un réel strictement positif a et un réel positif ou nul u0, la suite un n( ) ∈
tend vers a lorsque n tend vers +∞, alors :

A u un nu un nu u a nu u+ −u un n+ −n nu un nu u+ −u un nu u− −u u− −u u ( )u u( )u ua n( )a n n( )n− −( )− −u u− −u u( )u u− −u u1 1u u1 1u u+ −1 1+ −u u+ −u u1 1u u+ −u un n+ −n n1 1n n+ −n nu un nu u+ −u un nu u1 1u u+ −u un nu u a n+ −a n1 1a n+ −a n( )1 1( )u u( )u u1 1u u( )u u+ −( )+ −1 1+ −( )+ −u u+ −u u( )u u+ −u u1 1u u( )u u+ −u ua n+ −a n( )a n+ −a n1 1a n( )a n+ −a nu ua nu u+ −u ua nu u( )u u+ −u ua nu u1 1u ua nu u+ −u ua nu u( )u ua nu u+ −u ua nu un+ −n( )n+ −n1 1n( )n+ −n∼ − −∼ − −1 1∼ 1 1+ −1 1+ −∼ + −1 1+ − lorsque n tend vers +∞.

B u uu uu uu un au un au uu un au ua na nu ua nu uu ua nu u au u+u un a+n au un au u+u un au u+ − −u u− −u uu u− −u uu u− −u uu u1u un a1n au un au u1u un au u1   u u u uu u u uu u u uu u u uu un au u u un au un a u u− −u u u u− −u uu u− −u u u u− −u u u u u u∼u u u uu u− −u u u u− −u u∼u u u u− −u u lorsque n tend vers +∞.

C il existe un entier k tel que u uu u u un nn nu un nu uu un nu u a
n k

k ku uk ku uu u+u un n+n nu un nu u+u un nu u+
n k−n k

k k+k ku uk ku u+u uk ku u− =− =u u− =u u u u−u uu u1u un n1n nu un nu u1u un nu u1 k k1k ku uk ku u1u uk ku u pour n > k.

D a ≤ 1 ou bien u0 = a.

• Question 3
Soient x et y deux réels vérifiant 0 ≤ < ≤x y a .

A 0 < − < −( )< −( )< −f xf x< −f x< − f y f x< −f x< −( )y x( )< −( )< −y x< −( )< −a a< −a a< −f xa af xa a< −f x< −a a< −f x< − f ya af yf ya a af xaf x< −f x< −a< −f x< −( )< −( )< −f x( )f x< −f x< −( )< −f x< −a a( )a a( )< −a a< −( )< −a a< −f xa af x( )f xa af xf x( )< −f x< −a a< −f x< −( )< −a a< −f x< − ( )( )f y( )f yf y( ) ( )< −( )< −f x( )f x< −f x< −( )< −f x< − B 0 < − < −( )< −( )< − 













f xf x< −f x< − f y ( )y x( )< −( )< −y x< −( )< −
a
ea a< −a a< −f xa af xa a< −f x< −a a< −f x< − f ya af yf ya a( )< −( )< −f x( )f x< −f x< −( )< −f x< −a a( )a a( )< −a a< −( )< −a a< −f xa af x( )f xa af xf x( )< −f x< −a a< −f x< −( )< −a a< −f x< − ( )( )f y( )f yf y( )

C f xf x f ya af xa af xa a a af ya af y( )f x( )f xa a( )a a( )f xa af x( )f xa af xf x( ) ( )f y( )f ya a( )a af ya af y( )f ya af y− <a a− <a a a a a a  f y f ya a a aa a f ya af y f ya af y( ) ( )f y( )f y f y( )f ya a( )a a a a( )a af ya af y( )f ya af y f y( )f ya af y− < − <− < − <a a− <a a a a− <a a − − D f xf x a xa xa af xa af xa a a( )f x( )f xa a( )a a( )f xa af x( )f xa af xf x( ) − <a a− <a a  a x a xa x a xa a a aa a − < − <− < − <a a− <a a a a− <a a − − .

• Question 4
Dans le cas où a < 1, pour tout u0 strictement positif :

A la suite n( )u( )un( )n ∈ est convergente.

B ∀ ∈ ≤n u∀ ∈n u∀ ∈n u an
nn un u,n u,n u, , donc la suite n( )u( )un( )n ∈ converge vers 0.

C il existe un entier k tel que n k( )u( )un( )n n k>n k soit monotone, et ∀ > [ ]n k∀ >n k∀ >n kn kn k [ ]u a[ ]u a∈u a∈[ ]u a[ ]n, ,, ,, ,[ ], ,[ ]u a, ,u a∈u a∈, ,∈u a∈[ ]u a[ ], ,[ ]u a[ ]n, ,nu anu a, ,u anu a[ ]0[ ][ ]u a[ ]0[ ]u a[ ][ ]u a[ ], ,[ ]u a[ ]0[ ], ,[ ]u a[ ].
D ∀ ∈ − ≤− ≤+

+∀ ∈ − ≤− ≤n un un u∀ ∈n u∀ ∈n u∀ ∈n u∀ ∈n u a− ≤n a− ≤n a− ≤n a− ≤n a+n a+n a+n a+ − ≤n a− ≤− ≤n a− ≤n a+n a+
nn un u,n u,n u, 1n a1n a1

1− ≤− ≤− ≤n a− ≤− ≤n a− ≤n an a− ≤n a− ≤− ≤n a− ≤ .

> QCM 4 Convexité
• Question 1

A La fonction ex est strictement convexe sur , donc ∀ ∈ + <x x∀ ∈x x∀ ∈ + <x x+ <x x exx xx x, 1x x, 1x x, 1 .

B ∀ ∈ { } + ≤ ≤
−

∀ ∈ + ≤x x∀ ∈x x∀ ∈ −x x− { }x x{ } + ≤x x+ ≤∀ ∈x x∀ ∈ { }x x{ } + ≤x x+ ≤ ee
x

xx xx x1 1{ }1 1{ }x x1 1x x{ }x x{ }1 1{ }x x{ } 1
1

,x x,x x,x x1 1x x,x x1 1x x

C ∀ ∈] [ +
−

< <x x∀ ∈x x∀ ∈] [x x] [ +x x+x x] [x x] [ e
x

x] [0 1] [] [x x] [0 1] [x x] [] [x x] [0 1] [x x] [ 1x x1x x
1

1
, ,] [, ,] [x x, ,x x] [x x] [, ,] [x x] [] [x x] [0 1] [x x] [, ,] [0 1] [x x] [] [x x] [0 1] [x x] [, ,] [x x] [0 1] [x x] [

D ∀ >
+



 −















∀ >
 

< <y∀ >y∀ >∀ >y∀ >
y

y yy yy y
y

y
1

1 11 1
1

, l, l, ln ln l
+

n l
+

n l



n l


n l




n l





n l



n l




n l


n l




n l





n l


<n l< <n l<
y

n l
y 1 1

n l
1 11 1

n l
1 1

n .
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énoncés

• Question 2

Pour n ≥ 2 et k ≥ 1 fixés, on pose : u
n pn

p

k n

=
+=

−( )

∑ 1

0

1

On note L la limite de un lorsque n tend vers +∞, si elle existe.

A
k
k n

u
k

n
Ln

+
< <u< <un< <n =

1 1k1 1k +1 1+
0donc . B ln ln

1
1

+













< <
−















k n
n

u< <u< <
k n

nn< <n< <

C L = ( )k( )kln
2

D L = +∞.

• Question 3
Soit f une fonction 2 fois dérivable sur , non constante et telle que f, f ′ et f ″
soient positives sur .

A Certaines fonctions f n’ont pas de limite en −∞.

B f et f ′ admettent des limites en +∞ et en −∞.

C lim ( )
x

f xm (f xm (
→ − ∞

= 0.

D lim ( )
x

f xm (f xm (
→ + ∞

= +∞.

• Question 4

On utilise la fonction f de la question précédente.

Soit ϕ : x
f x f

x


( ) ( )− 0 sur *.

A ϕ est croissante sur  +
* et décroissante sur  −

* .

En utilisant l’inégalité des accroissements finis, on montre que :

B ∀ <∀ <x f∀ <x f∀ <∀ <x f∀ <x f x xx f0,x f0, ( ) ( )x x( )x x′ ϕ≤′ ϕ≤x x′ ϕx x≤x x≤′ ϕ≤x x≤( )′ ϕ( )( )x x( )x x′ ϕx x( )x xx x( ) , donc lim ( )
x

f xm (f xm (
→ −∞

=m (f xm (′m (f xm ( 0

C ∀ > ≤ ≤
−

∀ > ≤ ≤x xx xx x∀ >x x∀ >∀ >x x∀ > f x≤ ≤f x≤ ≤≤ ≤f x≤ ≤
f x f x

x
0x x0x x0, (x x, (x x, (x x, ( ) ’≤ ≤) ’≤ ≤) ’≤ ≤) ’≤ ≤f x) ’f x≤ ≤f x≤ ≤) ’≤ ≤f x≤ ≤≤ ≤f x≤ ≤) ’≤ ≤f x≤ ≤( )≤ ≤( )≤ ≤≤ ≤( )≤ ≤f x( )f x≤ ≤f x≤ ≤( )≤ ≤f x≤ ≤≤ ≤f x≤ ≤( )≤ ≤f x≤ ≤

( )f x( )f xf x2f x( )f x2f x ( )f x( )f x
ϕ, (ϕ, (x x, (x xϕx x, (x xϕ

D lim ( ) lim
( )

x x
f xm (f xm (

f x( )f x( )
xx x→ ∞x x→ ∞

) l=) l
x xx x→ ∞x x+  x x→ ∞x x→ ∞→ ∞+→ ∞

m (f xm (′m (f xm ( si et seulement si f x
x
( )f x( )f x a une limite finie en +∞.
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> QCM 1 Limites et continuité sur un intervalle

• Question 1 : réponse C

Équivalents et fonction logarithmique
Soient a et b deux fonctions réelles à valeurs strictement positives, et soit
α ∈ tel que a x b x( )a x( )a x ( )b x( )b x∼

α
:

• si lim ( )
x

a xm (a xm (
→

≠
α

1, alors : ln ( )a x( )a x( )( ) ( )( )( )( )b x( )b x( )b x( )( )( )b x( )ln∼
α

• si lim ( )
x

a xm (a xm (
→

=
α

1, alors : ln ( ) ( )a x( )a x( ) a x( )a x( )( ) −∼
α

1 .

• 1
2

1 1 1 1
2

12

0 0

2

0
+ ++ + + +1 1+ +1 1 + +1+ +12+ +2x x

x x+ +x x+ +1+ +1x x1+ +1sin sn s+ +n s+ +1 1+ +1 1n s1 1+ +1 1n s2n s2 + +n s+ +x xn sx x1 1x x1 1n s1 1x x1 1 + +x x+ +n s+ +x x+ +x xn sx x1 1x x1 1n s1 1x x1 1 + +x x+ +n s+ +x x+ + in+ +in+ +x xn sx x1 1et1 11 1x x1 1n s1 1x x1 1et1 1n s1 1x x1 1x xn sx xetx xn sx x1 1x x1 1n s1 1x x1 1et1 1n s1 1x x1 1 donc1 1donc1 11 1+ +1 1donc1 1+ +1 1n sdoncn s1 1+ +1 1n s1 1+ +1 1donc1 1n s1 1+ +1 1+ +n s+ +∼ ∼+ +n s+ +x xn sx x∼ ∼x xn sx x1 1x x1 1n s1 1x x1 1∼ ∼1 1n s1 1x x1 1 + +x x+ +n s+ +x x+ +∼ ∼+ +n s+ +x x+ +x xn sx x∼ ∼x xn sx x1 1x x1 1n s1 1x x1 1∼ ∼1 1n s1 1x x1 11 1x x1 1n s1 1x x1 1et1 1n s1 1x x1 1∼ ∼1 1x x1 1n s1 1x x1 1et1 1x x1 1n s1 1x x1 1 + +x x+ +∼+ +x x+ +

lim sm sin sin sn sin
x

x
x

x
n sxn s

x
x

→
+m s+m sm sm s


m s


m sm sm s


m sm sm sm s


m s


m sm s


m s 






= + +


n sn s


n s


n s


n sn s

n sn sn sn s


n s


n sn s


n s+n s+n sdonc
0

2 2ln2 2ln si2 2sin s2 2n sx2 2x
x2 2x2 2


2 2

 = +2 2= + +2 2+2 2donc2 2donc 2

2
0 1= +0 1= += += +0 1= += +


0 1


= +


= +0 1= +


= +0 1= +0 1= +ln= +ln0 1ln= +ln0 1= +0 1= += += +0 1= += += += += += +0 1= += += +


0 1


= +


= += +


= +0 1= += +


= +donc0 1donc= +donc= +0 1= +donc= +2 20 12 2ln2 2ln0 1ln2 2ln= +2 2= +0 1= +2 2= +ln= +ln2 2ln= +ln0 1ln2 2ln= +ln 2 20 12 2= += +2 2= += +0 1= +2 2= += +2 20 12 2= +2 2= +0 1= +2 2= +


2 2

0 12 2

= += += += +2 2= += += +0 1= += += += +2 2= += += += +donc2 2donc0 1donc2 2donc= +donc= +2 2= +donc= +0 1= +2 2= +donc= +

2 22 22 2 02 20
n s∼n s

or sin2

0

2x xx x∼x x donc sin2

2
x o

x
x o=x o 












 et ln sin1

2 2
2

2 202 2
+ ++ +








2 22 2



2 22 22 22 2

x
x

x
∼

or ln 1
0

+( )x x)x x)x x∼x x . La réponse A est fausse.

sisin x xx xx xx x∼x x
00

, mais il ne suffit pas que x ≠ 1 sur un voisinage de 0
pour conclure que ln n lx xn lx xn lnx xn( )( )si( )sin l( )n ln l( )n lsi( )si x x( )x xx x( )x xn lx xn l( )n lx xn ln lx xn l( )n lx xn lx x( )( )x x( )x xx x( )x xn lx xn l∼n lx xn l

0
; il faut surtout remarquer que

lim
x

x
→

= ≠
0

0 1= ≠0 1= ≠ . La réponse B est fausse.

• Pour α = 0 :
ln cos

ln cos

α
β

x

x
( ) 
( ) 

= 0 donc lim
ln cos

ln cosx

x

x→

( ) 
( ) 

= =( ) 0

2

20= =0= =
α
β

α
β

Pour α ≠ 0 : cos (αx) et cos (βx) tendent vers 1 quand x tend vers 0, donc :

ln cos

ln cos
cos
cos

α
β

α
β

α
x

x
x
x

x
( ) 
( ) 

( ) −
( )

− ( )
∼ ∼∼ ∼
0 0β0 0βx0 0x0 0co0 0cos0 0s (0 0( )0 0) −0 0−

2

1
10 010 0

222

2

02 0

− ( )
≠

β
α
βx

2

2∼

d’où lim
ln cos

ln cosx

x

x→

( ) 
( ) 

=( ) 0

2

2

α
β

α
β

La réponse C est bonne.

 pour conclure que 
NON
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• Posons x hx h= +x hx h= +x h
π

x h
π

x h
6

, ce qui permet de se ramener au voisinage de 0 pour h :

g h
x

h( )g h( )g h ln tan tn t
x

n t
x

an l
tan

= n tn t


n t


n tn tn t

n tn tn tn t


n t


n tn t


n tn tn t


n t


n tn tn t

n tn tn tn t


n t


n tn t


n t








n t


n t


n tn tn t


n tn t


n t



















n tn t







n tn t


n tn t= += += +n t= +n tan= +an = += +


= +


= +


= += +

= += += += +


= +


= += +


= + 






( )x( )x
3

n t
3

n t
2 22 22 2 2 22 2 2 22 22 2





2 2


 2 22 2

3
( )3( ) π

n tnn tn an
π
4

3
2

+














n t


n t


n tn tn t


n tn t


n t














h

Or tan lim tan
4

3
2

1
0 0

h hn lh hn l3 3h h3 3n l3 3n lh hn l3 3n l
h

h0 0h0 0
( )n l( )n l3 3( )3 3n l3 3n l( )n l3 3n lh h( )h hn lh hn l( )n lh hn l3 3h h3 3( )3 3h h3 3n l3 3n lh hn l3 3n l( )n lh hn l3 3n l +














=
→0 0→0 0

etn letn ln l3 3n lh hn l3 3n l∼n lh hn l3 3n l
π

donc : g h
h

h
h

( )g h( )g h
tan

ln tan tn tn tan=
−
( )h( )h

n t+n tn tn t


n t


n tn tn t

n tn tn tn t


n t


n tn t


n tn tn tn t


n t


n t


n tn tn tn tn tn tn tn t


n tn t


n t


n t


n tn t


n t











n t


n t


n tn tn tn tn t


n tn t


n t





+






1
3 43 43 43 4( )3 4( )h( )h3 4h( )h 3 4


3 4



3
2

1
3 4h3 4h 3 43 4

3
20

n ttan tn tn t


n tn t


n tn t


n tn t


n tn t


n tn t


n t n tn t
π π

n t
π π

n t
π πhπ πh

n t
π π

n t
h

n t
hπ πh

n t
hπ πn tn t

π π
n tn t


π π

n tn tn tn t

π π
n tn tn t

π π
n t


n t

π π
n t


n t

−π π− π π

π π

3π π3

n t
3

n t
π π

n t
3

n t
1π π1

n t∼n t 






−


n t


n t
π ππ π

n t
π π

n t


n t
π π

n t


n t


n t
3 43 4

n tn tn t


n tn t


n t


n t


n tn t


n t
3 43 43 43 4








1

−
+ 














 
















− 













 
















−


























1
3

1
3
2

1
3
2

1
0
∼

h

h

h

tan

tan






















( )
3

3
g h( )g h( )

h
h

∼ ∼∼ ∼ ∼
0 0 0

2
3
2

3 1
30 030 0

2

− 













 
















− 0 00 0














 0 00 0














0 00 0

3 1


3 1


3 13 13 1


3 13 1


3 1


0 00 0







−
tan

tan

h

h3 1h3 1
h0 0h0 0

−−− 























=
→

( )
1

3
2

1

6

( )3( )
donc lim t


m t


m t




m t




an
tan

x

x
e

( )x( )

π

La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponses A et C
Sur +, 1 11 1+ ≥1 1t1 1+ ≥1 1t1 1+ ≥1 1, donc f est, par opérations et composition, indéfiniment
dérivable.

=
+

+
( )+( )+

>f t′f t′
t

t

( )t( )
( )f t( )f t

1
1

2

( )1( )
0

( )2( )2 donc f est strictement croissante sur +.

La réponse A est bonne.

• f est continue et strictement croissante sur +, donc f réalise une bijec-

tion de + sur f f f x
x

 f f f f f x f x+f f+f ff f f f+f f f f
→ ∞ +(f f(f f)f f)f ff f f f)f f f ff f f f=f f f ff ff ff f f ff f f ff ff ff f f ff f f ff f f ff f f ff ff f f f          = ( ) ( ) , l , l im im ( )f x( )f x ( ) f x f x( )f x f x( )0( ) ( ) 0 ( ) 
→ ∞ + → ∞

et f admet une bijection

réciproque f −1 de + sur + qui est continue et strictement croissante.
f est dérivable sur +, et f −1 est dérivable en b = f (a) si et seulement
si ≠f a′f a′( )f a( )f a 0. La réponse B est fausse.

• ∀ ≥ ≠∀ ≥t f∀ ≥t f∀ ≥∀ ≥t f∀ ≥ t0 0≠0 0≠t0 0tt f0 0t f0 0, (t f, (t f, (t f, (t f0 0, (0 0t f0 0t f, (t f0 0t f, ( )0 0)0 0, (′, (0 0, (0 0′0 0, (0 0 donc f −1 est dérivable sur +.
La réponse C est bonne.

• f t
t

t
t

t
t

( )f t( )f t ln
=

+( ) +
+

1
1 2

et ln lnt
t

t
t t

+( ) ( ) →
+ ∞ → ∞

1
0∼

→ ∞+→ ∞

donc lim
( )

.
t

f t( )f t( )
t→ ∞

=
→ ∞+→ ∞

0

La courbe représentative de f admet une branche parabolique de direc-
tion (Ox). La réponse D est fausse.
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• Question 3 : réponses B et D
• f réalise une bijection de + sur +, donc :

∀ ∈ ∃ ∈ ( ) =+n a∀ ∈n a∀ ∈n a f a( )f a( )
nn n( )n n( )+n n+ f an nf a( )f a( )n n( )f a( ) ∃ ∈ ∃ ∈n a n a∃ ∈n a∃ ∈ ∃ ∈n a∃ ∈ n n n n∃ ∈n n∃ ∈ ∃ ∈n n∃ ∈*, !∃ ∈, !∃ ∈ , ! ∃ ∈ ∃ ∈, !∃ ∈ ∃ ∈n a n a, !n a n a∃ ∈n a∃ ∈ ∃ ∈n a∃ ∈, !∃ ∈ ∃ ∈n a∃ ∈, !, ! ,n n,n n

1

a f
nna fna fa f=a f 














−1 1
or 1

n n













 ∈*

est décroissante et f −1 est croissante,

donc n( )a( )an( )n ∈* est décroissante. La réponse A est fausse.

• f −1 est continue en 0, donc lim l
n n n

a fm la fm lima fimna fnm lnm la fm lnm l
n

f
→ ∞ → ∞

− −m la fm l=m la fm l 













= ( )
n→ ∞+  → ∞ → ∞→ ∞+→ ∞

1 1f1 1f− −1 1− −f− −f1 1f− −f1 1− −1 1− −1 1− −− −1 1− −− −

1 1

− −− −


− −− −1 1− −


− −− −1 1− −− −1 1− −− −

1 1

− −− −


− −− −1 1− −


− −− −11 111 1 0 0)0 0) =0 0= .

La réponse B est bonne.

La suite 1
1

+











 ∈n n *

est décroissante et positive, mais tend vers 1.
La réponse C est fausse.

• ln 1+t( ) ∼
0

t et
t

t
t t

2

2 0

2t t2t t
1 +

t t<<t t∼ d’où f t t( )f t( )f t ∼
0

or lim
n na

→ ∞
=

→ ∞+→ ∞
0

donc f a an nan na( )f a( )f an n( )n n+ ∞
∼ . Finalement : a

nn ∼+∞

1
.

La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponse D

• f est continue et dérivable sur In, et : = +( )= +( )= + +( )+
+ +

f x′f x′ e x= +e x= +( )e x( )= +( )= +e x= +( )= +( )x( )x= +x= += +e x= +x= +e x= +
X X+ +X X+ +

( )f x( )f x ( )ta( )= +( )= +ta= +( )= +( )e x( )ta( )e x( )= +( )= +e x= +( )= +ta= +e x= +( )= +( )n t( )= +( )= +n t= +( )= +( )e x( )n t( )e x( )= +( )= +e x= +( )= +n t= +e x= +( )= +( )an( ) .( )2( )( )n t( )2( )n t( )= +( )= +n t= +( )= +2= +n t= +( )= += +( )= +e x= +( )= +n t= +e x= +( )= +2= +( )= +e x= +( )= +n t= +( )= +e x= +( )= +
1 0>1 0>

1 0( )1 0( ) >1 0>
du type 2X X2X X

                    

Donc f est strictement croissante, et définit une bijection de In dans f ( )n( )nI( )I = .
Alors, 1 possède un unique antécédent xn dans In.

La réponse A est fausse.

• 1 ∈ +
* et f n nπ

π
π, *

2
+f nf n


f n


f nf nf nf nf nf nf n


f n


f nf n


f n 








f n


f n


f n


f nf nf nf n


f nf n


f n


f n


f nf n


f n








= + donc, d’après le théorème des

valeurs intermédiaires : x n nnx nnx n∈ +∈ +x n∈ +x n∈ +∈ +x n∈ +x nx n∈ +x n


x n


x nx n∈ +x n


x n∈ +x nx n∈ +x nx n∈ +x n∈ +∈ +∈ +∈ +x n∈ +x nx n∈ +x nx nx n∈ +x n


x n


x nx n


x nx n∈ +x n


x n∈ +x nx n


x n∈ +x n 






π∈ +π∈ +
π

π,∈ +,  ∈ +
2

. La réponse B est fausse.

• e x x exe xxe xn nx en nx e xn ne xn ne x x en nx e xn nxn ne xn ne xtae xtae xn ntan ne xn ne xtae xn ne xn tn nn tn n
n nn tn nn te xn te xn nn tn n
n nn tn ne xn ne xn te xn ne x ann nann n
n nann n

n n= ⇔n nn t= ⇔n tn nn tn n= ⇔n nn tn n
n nn tn n= ⇔n nn tn nx e=x ex en nx e=x en nx e−1n t1 n tn nn tn n1 n nn tn nn t= ⇔n t1 n t= ⇔n tn nn tn n= ⇔n nn tn n1 n n= ⇔n nn tn n
n nn tn n= ⇔n nn tn n1 n n= ⇔n nn tn n

n nn tn nn nn tn n= ⇔n nn tn n .

Or n x nnπn xπn x
π

π< <n x< <n xn< <n +
2

donc 0
2

< − <x n< −x n< −nx nnx n< −x n< −n< −x n< − π
π

et tan e xn( )x n( )x nn( )nx nnx n( )x nnx nx n−x n( )x n−x n = −( )π( )

soit finalement : x nnx nnx n− =x n− =x n ( )e( )e x( )xn( )n( )−( )π− =π− = arctan . La réponse C est fausse.

La suite NON
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La réponse C est bonne pour n = 0.

• x nnx nnx n> πx n> πx n , donc lim
n nx

→ ∞
= +∞

→ ∞+→ ∞
et lim

n

xe n

→ ∞

− =
→ ∞+→ ∞

0 alors arctan e ex xn ne en ne ex xn nx xe ex xe en ne ex xe e
∞

x x−x x( )e e( )e ex x( )x xe ex xe e( )e ex xe ee en ne e( )e en ne ex xn nx x( )x xn nx xe ex xe en ne ex xe e( )e en ne ex xe e−( )−e e∼e ee en ne e∼e en ne e

d’où x n enx nnx n xnx n−x n
+ ∞

−π ∼ .

Équivalent et fonction exponentielle

Si u vn nu vn nu vu v∼u v
∞

, alors on a : e uu ve uu ve u
n

n ne un ne uu vn nu ve uu ve un ne uu ve ue ue ue  e ue un ne ue  e un ne ue uu ve un ne uu ve ue  e un ne uu ve ue u
+

e u∼e ue un ne u∼e un ne u
∞ →n∞ →n ∞

⇔ −e u⇔ −e ue u⇔ −e u( )n n( )n nvn nv( )vn nv⇔ −( )⇔ −e u⇔ −e u( )e u⇔ −e un n⇔ −n n( )n n⇔ −n nlie ulie ue u⇔ −e ulie u⇔ −e um 0e um 0e ue u⇔ −e um 0e u⇔ −e u( )m 0( )e u( )e um 0e u( )e u v( )vm 0v( )vn n( )n nm 0n n( )n nvn nv( )vn nvm 0v( )vn nv⇔ −( )⇔ −m 0⇔ −( )⇔ −e u⇔ −e u( )e u⇔ −e um 0e u( )e u⇔ −e un n⇔ −n n( )n n⇔ −n nm 0n n( )n n⇔ −n n =m 0= .

x nx nnx nnx nx n∼x n
+ ∞

ππ, or lilim lm lm lm limimim
n n

xeee n

→ ∞ → ∞

−( )( )m l( )m lm l( )m ln( )nx n( )x nm lx nm l( )m lx nm lm lx nm l( )m lx nm lnx nn( )nx nnm lnm lx nm lnm l( )m lx nm lnm lm lnm lx nm lnm l( )m lnm lx nm lnm lm lx nm l−m lx nm l( )m lx nm l−m lx nm l= =m l= =m lim= =im e= =e n= =n

n→ ∞+  → ∞ → ∞
( )

→ ∞+→ ∞
( )π( )m l( )m lπm l( )m lm l( )m lπm l( )m l 00

donc e xn n−

+ ∞

−e∼ π.

Finalement : x n e onx nnx n n ne on ne o= +x n= +x n e o+e o( )e( )en n( )n n− −n n− −n nπ= +π= + n nπ πn nπ πe oπ πe on nπ πn ne on ne oπ πe on ne oe o+e oπ πe o+e on n+n nπ πn n+n ne on ne o+e on ne oπ πe o+e on ne o( )π π( )e( )eπ πe( )en n( )n nπ πn n( )n nen ne( )en neπ πe( )en nen n− −n nπ πn n− −n nn n( )n n− −n n( )n nπ πn n− −n n( )n n

La réponse D est bonne.

> QCM 2 Dérivées nèmes et prolongement
de fonctions

• Question 1 : réponse D

• x
x


1

, x exx ex e et x xnx xx x −1 sont C ∞ sur leurs ensembles de définition,

donc, par opérations et composition, fn est C ∞ sur *.

Posons t
x

=
1

: f
t

e
tnfnf

t

n

1
1















= − , lim
t nfnfn t→ ∞















= +∞
→ ∞+→ ∞

1
et lim

x nf xnf xn→ +
(f x(f x) = +∞

0

donc fn n’est pas prolongeable par continuité en 0.
La réponse A est fausse.

• f x e x
1f x1f x 1( )f x( )f x /= donc = −f x′f x′

x
e x

1f x1f x 2
11

( )f x( )f x /

f x x e x
2f x2f x 1( )f x( )f x /= donc = −= −= −


= −


= −= −= −


= −= −= −= −


= −


= −= −


= − 






f x′f x′
x

e x
2f x2f x 11= −1= −

1
( )f x( )f x / et =f x′′f x′′

x
e x

2f x2f x 3
11

( )f x( )f x /

La réponse B est fausse.

• f x x enf xnf x n xx en xx e+f x+f x =1f x1f x 1n x1n x( )f x( )f x /n x/n x et = − = −+f x′f x′+f x+ n x= −n x= −e x= −e x= − e n= −e n= −f x= −f x= − f x−f x−nf xnf x n x− −n x− −e xn xe xn xe nn xe n n nf xn nf x f xn nf x1f x1f x 1 1n x1 1n x− −n x− −1 1− −n x− −e xn xe x1 1e xn xe x 1f x1f x( )f x( )f x ( )= −( )= −f x( )f x= −f x= −( )= −f x= −n n( )n nf xn nf x( )f xn nf x ( )f x( )f x/ /− −/ /− −e x/ /e xn x/ /n x− −n x− −/ /− −n x− −e xn xe x/ /e xn xe xn x/ /n x− −n x− −/ /− −n x− − e nn xe n/ /e nn xe n2 1/ /2 1n x2 1n x/ /n x2 1n xe nn xe n2 1e nn xe n/ /e n2 1e nn xe nn x .

Donc : = −f n′f n′ = −f n= −+ −f n+ −f f= −f f= −n n+ −n n+ −f nn nf n+ −f n+ −n n+ −f n+ −n1 1= −1 1= −+ −1 1+ −f n1 1f n= −f n= −1 1= −f n= −+ −f n+ −1 1+ −f n+ −f f1 1f f= −f f= −1 1= −f f= −+ −f f+ −1 1+ −f f+ −+ −n n+ −1 1+ −n n+ −+ −f n+ −n n+ −f n+ −1 1+ −n n+ −f n+ −+ −f f+ −n n+ −f f+ −1 1+ −n n+ −f f+ −+ −n+ −1 1+ −n+ −+ −f f+ −n+ −f f+ −1 1+ −n+ −f f+ − (1) La réponse C est fausse.
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• On a déjà : f x
x

e
x

e f
x

ee fx xe f x
1f x1f x 2

1
1

1 1 2e f2e f 3
1

2
1 1 1 1( )f x( )f x1( )1f x1f x( )f x1f x / /e f/ /e fx x/ /x xe fx xe f/ /e fx xe f1/ /1e f1e f/ /e f1e fe fx xe f1e fx xe f/ /e f1e fx xe f

1/ /1x x1x x/ /x x1x x ( )2( )2 /( )f x( )f x ( )x( )x= − =
−(/ /(/ /x x/ /x x(x x/ /x x)/ /)/ /x x/ /x x)x x/ /x x = == =e= =e

−( )
1 1+1 1e 1 1 e fete f

xxx
e x

2 1
1

2 1+2 1
/ .

La proposition est vraie pour n = 1 et n = 2. Raisonnons par récurrence
sur n.
Pour n ≥ 2, supposons que : f x

x
e f

x
enf xnf x

n

n ne fne f n
n

n
xe fete f( )f x( )f xf xnf x( )f xnf x / (e f/ (e fe fxe f/ (e fxe fe fete f/ (e fete f ) /e) /e( )f x( )f x ( )x( )x) /( )) /x) /x( )x) /x .=

−( ) =) /=) /() /() /)) /)) /
+ −

−
−1 1) /1 1) /1 1

e f
1 1

e f
n1 1n

n1 1n/ (1 1/ (e f/ (e f
1 1

e f/ (e fe fxe f/ (e fxe f
1 1

e f/ (e fxe f ) /1 1) /) /( )) /1 1) /( )) /)1 1) −1 1−(1 1() /() /1 1) /() /
1 e f1e f

1 111 1
e f

1 1
e f1e f

1 1
e f 1

11 111 1 1
) /1) /

Dérivons la relation (1) à l’ordre n :

f n f f n f fnf nnf n nf fnf fnf fnf f n n+f n+f n − −= −f n= −f n f f= −f f = −n f= −n f  
′

1f n1f n 1 1f1 1fn1 1nfnf1 1fnf1 1n f1 1n fn1 1nn fnn f1 1n fnn f1 1n f1 1n fn1 1nn fnn f1 1n fnn f− −1 1− −f− −f1 1f− −fn− −n1 1n− −nfnf− −fnf1 1f− −fnf− −1 1− −n f− −n f1 1n f− −n fn− −n1 1n− −nn fnn f− −n fnn f1 1n f− −n fnn f= −1 1= −n f= −n f1 1n f= −n f 1 11 1− −− −1 1− −− −1 1
( )f n( )f nf nnf n( )f nnf nf n+f n( )f n+f n1( )1f n1f n( )f n1f n ( )f f( )f ff fnf f( )f fnf ff f= −f f( )f f= −f f ( )n( )n ( )n( )n= −( )= − ( )n( )n−( )−1( )1

∀ ∈ ( )−( )− ( ) − −− −+ + +∀ ∈x f∀ ∈x f∀ ∈∀ ∈x f∀ ∈ x n=x n=
x

e e− −e e− −( )e e( )− −( )− −e e− −( )− −
n

xnx fnx f
n

n

n x
nx fx f*x f*x f, (+, (+x f, (x f, (n, (nx fnx f, (x fnx f )x n)x n( )+( )+n( )n, (( ), (+, (+( )+, (+n, (n( )n, (n / /( )/ /( ) −/ /−e e/ /e e( )e e( )/ /( )e e( )x/ /xe exe e/ /e exe en/ /n

1, (1, (( )1( ), (( ), (1, (( ), ( 1
1e e1e e1/ /1/ // /1/ /

1

( )1( ) ( )e e( )1( )e e( )( )/ /( )1( )/ /( )( )e e( )/ /( )e e( )1( )/ /( )e e( ) 111
2

1

2
1

x x2x x2 enx xnx x

n

n
x

+x x+x x

+

+








x xx x



x xx xx xx x

= ( )1( )1−( )− /

La proposition est vraie à l’ordre n+1. Donc, d’après le théorème de
récurrence. La réponse D est bonne.

• Question 2 : réponses B et D
• f x ex x( )f x( )f x lnx xlnx x= donc, par opérations et composition, f est C ∞ sur  +

*.

lim l
x

x xm lx xm lnx xn
→

(m l(m l ) =
0

0 donc lim ( ) ( )
x

f xm (f xm ( e f) (e f) (
→

) (= =) () (e f) (= =) (e f) (
0

0e f0e f) (e f) (0) (e f) (1 0) (1 0) () (e f) (1 0) (e f) () (e f) (=) (e f) (1 0) (=) (e f) ( : f est continue en 0.

τ( )
( ) ( ) ln

ln
ln

( )x( )
f x( )f x( ) f

x
e

x
x xlnx xln

x
x

x xlnx xln

=
−

=
0 1( )0 1( ) e0 1ex x0 1x xlnx xln0 1lnx xln −0 1−

0 0x0 0x
∼ ∼∼ ∼ , donc lim ( )

x
x

→
= −∞

0
m (τm ( .

Donc f n’est pas dérivable en 0. La réponse A est fausse.

• Sur  +
*: ln ( )( )′ = == = −( )x( )

x
x

1 1, ln ( )( )′′ −x x( )x x( ) = −x x= − 2, ln ( )( )( ) −( )3( ) 32x x( )x x( ) =x x= 2x x2 , ln ( )( )( ) −( )4( ) 46x x( )x x( ) = −x x= −6x x6

Pour n ≥ 1, supposons que : ln ( )
!( )( ) =

−( ) ( )−
( )n( )

n

n( )x( )
n

x
1 1)1 1) −1 1−(1 1(n1 1n n1 1n11 111 1

alors, en dérivant :

ln ( ) !
!( )( ) ( ) ( ) ( )−( )− =

−( )( )+ −( ) ( )− −( ) +
n n( )n n( )( )n n( ) (n n(( )+ −( )n n( )+ −( ) ( )n( )( )− −( )n( )− −( )

n

nx n( )x n( ) = −x n= −(x n(= −(= −x n= −(= − )x n) (x n( ( )n x( ) n
x

1 1( )1 1( )+ −1 1+ −( )+ −( )1 1( )+ −( )+ −n n+ −1 1+ −n n+ −( )+ −( )n n( )+ −( )1 1( )n n( )+ −( )( )+ −( )n n( )+ −( )1 1( )n n( )+ −( ) (+ −(n n(+ −(1 1(n n(+ −( )+ −)n n)+ −)1 1)n n)+ −) ( )1( ) 11 1)1 1) −1 1−(1 1(n n1 1n n)n n)1 1)n n)x n1 1x n)x n)1 1)x n) (x n(1 1(x n(1 11 11 1+ −1 1+ −1 1+ −1 1+ −+ −n n+ −1 1+ −n n+ −1 1+ −1 1+ −n n+ −)+ −)n n)+ −)1 1)n n)+ −)1 1)+ −)n n)+ −)1 1)+ −)n n)+ −) 1
: vrai à l’ordre n + 1.

La réponse B est bonne.
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Dérivée nème d’un produit (formule de Leibniz)

Si u et v sont n fois dérivables : u v
n

k
u vk nu vk nu v k

k

n

( ) =












=

∑( )n( )n ( )u v( )u vk n( )k nu vk nu v( )u vk nu v( )k n( )k n k( )k−( )−

0
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• ∀ ∈ = +( ) = ++∀ ∈x f∀ ∈x f∀ ∈ +x f+x f+x f+∀ ∈x f∀ ∈ +x f+ x e x f)x f)x f)x f) x f= +x f= + x xx xx fx f*x f*x f, (′, (′x f, (x f, ( ) l= +) l= +() l(= +(= +) l= +(= +x e) lx e= +x e= +) l= +x e= +x x) lx x= +x x= +) l= +x x= +n (= +n (= +n (= +n (= +x fn (x f= +x f= +n (= +x f= + )x f)n ()x f) = +x f= +n (= +x f= +) (x f) (x f= +x f= +) (= +x f= + ) lx x) lx xx xnx xlnx xlnx xx x) lx xlnx x) lx x= +x x= +) l= +x x= +ln= +) l= +x x= +x fn (x f1x fn (x f .

Dérivons n fois cette relation :

∀ ∈ = +




+

+ −= ++ −= +
+ − + −+ −

=
x f∀ ∈x f∀ ∈ +x f+x f+x f+ x f+ −x f+ −x f x= +x= += ++ −= +x= ++ −= +x

n+ −n+ −

k
f xf x+ −f x+ −n n+ −n n+ −x fn nx f+ −x f+ −n n+ −x f+ −k nf xk nf x+ −f x+ −k n+ −f x+ −+ − ln+ −f x+ − ln+ −k n+ −f x+ − ln+ −k

k

x fx f*x f*x f, (, (x f, (x f, (x f n n, (n n+ −n n+ −, (+ −n n+ −) (= +) (= ++ −) (+ −= ++ −= +) (= ++ −= +) (x f) (x f= +x f= +) (= +x f= +x f) (x f) (x f= +n n= +) (= +n n= ++ −n n+ −) (+ −n n+ −= ++ −= +n n= ++ −= +) (= +n n= ++ −= +x fn nx f) (x fn nx f= +x f= +n n= +x f= +) (= +n n= +x f= ++ −x f+ −n n+ −x f+ −) (+ −n n+ −x f+ −= ++ −= +x f= ++ −= +n n= +x f= ++ −= +) (= ++ −= +x f= ++ −= +n n= ++ −= +x f= ++ −= +) (


) (



) (


) (




) (





) (



) (




) (


) (




) (





) (


+ −) (+ −+ −
) (

+ −

+ −



) (
+ −

 + −

) (
+ −

+ −



) (
+ −




) (


) (

 
) (


) (


) (= +) (= ++ −) (+ −= ++ −= +) (= ++ −= +) (

k
) (

kk
f x) (f x+ −f x+ −) (+ −f x+ −( )f x( )) (( )f x( ) lnf xln) (lnf xlnf xk nf x) (f xk nf x+ −f x+ −k n+ −f x+ −) (+ −k n+ −f x+ −( )f x( )k n( )f x( )) (( )k n( )f x( )+ −( )+ −f x+ −( )+ −k n+ −f x+ −( )+ −) (+ −( )+ −f x+ −( )+ −k n+ −( )+ −f x+ −( )+ −lnf xlnk nlnf xln) (lnk nlnf xln+ − ln+ −f x+ − ln+ −k n+ −f x+ − ln+ −) (+ − ln+ −f x+ − ln+ −k n+ − ln+ −f x+ − ln+ − )( )+ −( )+ −+ −n n+ −( )+ −n n+ −n n( )n n+ −n n+ −( )+ −n n+ −, (( ), (n n, (n n( )n n, (n n+ −n n+ −, (+ −n n+ −( )+ −, (+ −n n+ −( )+ −( )+ −+ −n n+ −( )+ −n n+ −= +) (= +( )= +) (= ++ −) (+ −( )+ −) (+ −= ++ −= +) (= ++ −= +( )= +) (= ++ −= += +n n= +) (= +n n= +( )= +) (= +n n= ++ −n n+ −) (+ −n n+ −( )+ −) (+ −n n+ −= ++ −= +n n= ++ −= +) (= +n n= ++ −= +( )= ++ −= +n n= ++ −= +) (= ++ −= +n n= ++ −= + ( )f x( )f x+ −f x+ −( )+ −f x+ −k n( )k nf xk nf x( )f xk nf x+ −f x+ −k n+ −f x+ −( )+ −k n+ −f x+ −f x) (f x( )f x) (f x+ −f x+ −) (+ −f x+ −( )+ −) (+ −f x+ −f xk nf x) (f xk nf x( )f x) (f xk nf x+ −f x+ −k n+ −f x+ −) (+ −k n+ −f x+ −( )+ −f x+ −k n+ −f x+ −) (+ −f x+ −k n+ −f x+ −( )f x( )f x+ −f x+ −( )+ −f x+ −k n( )k nf xk nf x( )f xk nf x+ −f x+ −k n+ −f x+ −( )+ −k n+ −f x+ −k( )kf xkf x( )f xkf xf x) (f x( )f x) (f x+ −f x+ −) (+ −f x+ −( )+ −) (+ −f x+ −f xk nf x) (f xk nf x( )f x) (f xk nf x+ −f x+ −k n+ −f x+ −) (+ −k n+ −f x+ −( )+ −f x+ −k n+ −f x+ −) (+ −f x+ −k n+ −f x+ −f xkf x) (f xkf x( )f x) (f xkf x( )1( )+ −( )+ −1+ −( )+ −+ −n n+ −( )+ −n n+ −1+ −( )+ −n n+ −+ −n n+ −, (+ −n n+ −( )+ −, (+ −n n+ −1+ −n n+ −, (+ −n n+ −( )+ −n n+ −, (+ −n n+ −( )f x( )) (( )f x( )x( )) (( )f x( )( )f x( )k n( )f x( )) (( )k n( )f x( )x( )f x( )k n( )f x( )) (( )f x( )k n( )f x( )+ −( )+ −f x+ −( )+ −k n+ −f x+ −( )+ −) (+ −( )+ −f x+ −( )+ −k n+ −( )+ −f x+ −( )+ −x+ −( )+ −f x+ −( )+ −k n( )+ −f x+ −( )+ −) (+ −f x+ −( )+ −k n+ −( )+ −f x( )+ −

000

n

∑+ −∑+ −∑) (∑) (+ −) (+ −∑+ −) (+ −∑

Pour n k− ≥n k− ≥n k 1, d’après B :

ln ( )
!( )( ) =

−( ) ( )− −
n k( )n k( )( )−( )n k( )−( )

n k− −n k− −

n k−n k−( )x( )
( )n k( )

x
( )1 1( )− −( )− −1 1− −( )− −1 1)1 1) ( )1 1( )n k1 1n k ( )n k( )1 1( )n k( )− −( )− −n k− −( )− −1 1− −n k− −( )− −11 111 1

et ln ( ) ln( )( )0( ) x x( )x x( ) lnx xlnx x=x x

Donc : f x x f
n

k x
fn nf xn nf x x fn nx f

n k

n k
( )f x( )f xf xn nf x( )f xn nf x ( )n n( )n n( )f x( )f xn n( )n nf xn nf x( )f xn nf x lnn nlnn n ( )x( )x

!
f x( )f x+f x( )f xf xn nf x( )f xn nf x+f x( )f xn nf x

− −n k− −n k

n k−n k= +n n= +n n= +n n= +n n(n n(n n(= +(= +n n= +n n(n n= +n n)x f)x fx fn nx f)x fn nx f +














−( ) ( )n k( )n k( )1( )f x( )f x1f x( )f xf xn nf x( )f xn nf x1f x( )f xn nf x
1

n n1n n= +1= +n n= +n n1n n= +n n 1 1n k1 1n k− −1 1− −n k− −n k1 1n k− −n k1 1)1 1) ( )1 1( )n k( )n k1 1n k( )n k− −( )− −1 1− −( )− −n k− −n k( )n k− −n k1 1n k( )n k− −n k11 11
( )(( )(k( )k( )

k

n

( )x( )x
=

−

∑
0

1

(2)

La réponse C est fausse.

• a
f

n
f n an n= ⇔= ⇔

f
= ⇔

f
f n=f n

( )n( )n
( )f n( )f nf nnf n( )f nnf n

( )
!

f n( )f n!
( )1( )

f n( )f n1f n( )f n= ⇔

x = 1 dans (2) donne :

n a
n n

k n
k an nn an nn a

n k

k
k

n

+n a+n a( )n a)n a = +n a= +n an n= +n nn an nn a= +n an nn a
(n n(n n)n n)n n( )n n( )n n k( )k

( )k n( )k n k( )kn n+n n

− −n k− −n k

=
1n a1n an n1n n

1

0

! !n a! !n an n! !n nn an nn a! !n an nn a= +! != +n a= +n a! !n a= +n an n= +n n! !n n= +n nn an nn a= +n an nn a! !n a= +n an nn a+! !+n n+n n! !n n+n n1! !1n n1n n! !n n1n n

! !n n! !n nn k! !n kn n−n n! !n n−n n(! !(n n(n n! !n n(n n)! !)n n)n n! !n n)n n( )! !( )n n( )n n! !n n( )n n k( )k! !k( )k− −! !− −n k− −n k! !n k− −n k1 1! !1 1n n1 1n n! !n n1 1n nn k1 1n k! !n k1 1n k1 1! !1 1n n1 1n n! !n n1 1n n)1 1)! !)1 1)n n)n n1 1n n)n n! !n n1 1n n)n n( )1 1( )! !( )1 1( )n n( )n n1 1n n( )n n! !n n1 1n n( )n n k( )k1 1k( )k! !k1 1k( )k− −( )− −1 1− −( )− −! !− −1 1− −( )− −k− −k( )k− −k1 1k( )k− −k! !k− −k( )k− −k1 1k− −k( )k− −k1! !11 111 1! !1 111 1
! !k n! !k n( )! !( )k n( )k n! !k n( )k n k( )k! !k( )k−( )−! !−( )−

k a!k an an nn a! !n a! !n an n! !n nn n! !n nn an nn a! !n an n+n n! !n n+n nn n1n n! !n n1n n

−−−

∑
1

Soit : a
n n k

a an

n k

ka aka a
kn nkn n

n

n+

− −n k− −n k−

=
+n n+n n

−( )
−



n nn n






n nn nn nn n




a aa a








+a a+a a


n nn n





n nn nn nn nn nn n

















=n n=n n∑n n∑n n1

1

0n n0n n

11
1n n1n n

1

La réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses C et D
Par opérations et composition, f est C ∞ sur *. Et :

∀ ∈ = −x f∀ ∈x f∀ ∈x f x
x

e xx fx f*x f*x f, (′, (′x f, (x f, ( ) /2
3

1 2

Posons t
x

=
1

2 : = −f xf x′f x′ t e t( )( )f x( )f xf x( ) /t e/t e2 3 2t e3 2t e3 2t e3 2t e/3 2/t e/t e3 2t e/t e et lim (m ( )
t

f xm (f xm (
→ ∞
m (f xm (′m (f xm ( =

→ ∞+→ ∞
0

donc lim ( )
x

f xm (f xm (
→
m (f xm (′m (f xm ( =

0
0.

Pour montrer que f est dérivable en 0 en utilisant la limite de la dérivée, il
faut que f soit continue sur  et dérivable sur *.

Or lim ( )
x

f xm (f xm (
→

=
0

0 et f (0) = a donc, si a ≠ 0, f n’est pas continue en 0.
La réponse A est fausse.
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• Si a = 0, f est continue et dérivable en 0 : lim ( ) ( )
x

f xm (f xm ( f) (f) (
→
m (f xm (′m (f xm ( ) (=) () (′) (

0
0 0)0 0) =0 0=

et f est C 1 sur .
La réponse B est fausse et la réponse C est bonne.

• ∀ ∈x∀ ∈x∀ ∈* : = − −f x′f x′ x e x

P x

( )f x( )f x /

( )P x( )P x

3 1− −3 1− −x e3 1x e
2

1P x1P x

2 et = −( )= −( )= −− −f x′′f x′′ x e= −x e= −( )x( )x

P x

( )f x( )f x /

( )P x( )P x

6 1− −6 1− −x e6 1x e ( )2( )2

2P x2P x

( )6 4( )+( )+6 4+( )+( )x( )6 4( )x( )( )2( )6 4( )2( )             
: la

proposition est vraie pour n = 1 et n = 2.

Pour n ≥ 2, supposons : f x x e P xn nf xn nf x x en nx e x
nP xnP x( )f x( )f xf xn nf x( )f xn nf x /( )f x( )f xn n( )n nf xn nf x( )f xn nf x ( )P x( )P x=n n− −n n3 1x e3 1x en n3 1n nx en nx e3 1x en nx e− −3 1− −n n− −n n3 1n n− −n n 2

f x x e P x x Px enx e x
n nP xn nP x x Pn nx P

PnPnP

( )f x( )f xf xnf x( )f xnf x /( )f x( )f x ( )P x( )P xn n( )n nP xn nP x( )P xn nP x ( )x( )xf x( )f x+f x( )f x − +x e− +x e(x e(x e)x e)x e−= −x e= −x ex e(x e= −x e(x ex e)x e= −x e)x e ( )n x( )n x= −( )= − +n n+n n′= −= −= −= −= −= − 
( )1( )f x( )f x1f x( )f x 3 1x e3 1x ex enx e3 1x enx e3 1x e3 1x e− +3 1− +x e− +x e3 1x e− +x en− +n3 1n− +nx enx e− +x enx e3 1x e− +x enx e− +3 1− +x e− +x e3 1x e− +x e(3 1(x e(x e3 1x e(x e− +(− +3 1− +(− +x e− +x e(x e− +x e3 1x e(x e− +x e 1 2x1 2x/1 2/ ( )1 2( )1 2

1 2
3x P3x P

21 221 2( )3 2( )n x( )n x3 2n x( )n x +( )+3 2+( )+( )1 2( )3 2( )1 2( )n x( )n x1 2n x( )n x3 2n x1 2n x( )n xx e ( )( )3 2( )n x( )n x3 2n x( )n x

+++1 ( )( )x( ) : polyn meôn môn m
                          

: vrai à l’ordre n + 1.

Donc :

∀ ∈
=

= −+

n f∀ ∈n f∀ ∈ x x x
P x

P x+P x+

n nx xn nx x x
n

nP xnP x
n fn f*n f*n f, (n f, (n f n n, (n n) (x x) (x x=x x=) (=x x= e P) (e Pn n) (n n− −n n− −) (− −n n− −x xn nx x) (x xn nx x x) (xe Pxe P) (e Pxe Pn) (ne Pne P) (e Pne P )

( )P x( )P x

( )P x( )P x
( )n n( )n n, (( ), (n n, (n n( )n n, (n n /) (/) (e P) (e P/e P) (e P3 1n n3 1n n) (3 1) (− −) (− −3 1− −) (− −e P) (e P3 1e P) (e P− −e P− −) (− −e P− −3 1− −) (− −e P− −n n) (n n3 1n n) (n n− −n n− −) (− −n n− −3 1− −) (− −n n− − 1P x1P x

1P x1P x
2

) (
2

) (e P) (e P
2

e P) (e P
2

avec
x P x x P xn nx Pn nx P x xn nx x P xn nP x2 3x P2 3x P x x2 3x x( )= −( )= − n( )n3( )3 x P( )x P2 3( )2 3x P2 3x P( )x P2 3x Px P2x P( )x P2x P2 322 3( )2 322 3x P2 3x P2x P2 3x P( )x P2x P2 3x Px P+x P( )x P+x Px P2 3x P+x P2 3x P( )x P+x P2 3x P x x+x xx xn nx x+x xn nx x2 3+2 3x x2 3x x+x x2 3x x ′P x′P x











 ( )x x( )x xn n( )n nx xn nx x( )x xn nx x2 3( )2 3x x2 3x x( )x x2 3x x ( )P x( )P x

La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponses A et D

• P1P1P 0 2( )0 2( )0 20 2=0 2 ; P x x2P x2P x 26 4x6 4x26 42( )P x( )P x = −6 4+6 4 et P2P2P 20 2( )0 2( )0 20 2=0 2 ; P x x x3P x3P x 4 2x x4 2x x24 x x36x x4 2364 2x x4 2x x36x x4 2x x 8( )P x( )P x = −x x= −x x24= −24 + et

P3P3P 30 2( )0 2( )0 20 2=0 2 .

P x P x x Pn nP xn nP x P xn nP x nP x+P xn n+n nP xn nP x+P xn nP x = −( )n n( )n nn xn nn x( )n xn nn x= −( )= − + ′P x1P xn n1n nP xn nP x1P xn nP x 2 3P x2 3P x x P2 3x P( )2 3( ) +2 3+( )3 2( )n x( )n x3 2n x( )n xn n( )n n3 2n n( )n nn xn nn x( )n xn nn x3 2n x( )n xn nn x +( )+3 2+( )+n n+n n( )n n+n n3 2n n( )n n+n n( )2 3( )3 2( )2 3( )+( )+2 3+( )+3 2+2 3+( )+( )P x( )P xn n( )n nP xn nP x( )P xn nP x ( )P x( )P x2 3( )2 3P x2 3P x( )P x2 3P x ( )x( )x et P Pn nP Pn nP PP P+P Pn n+n nP Pn nP P+P Pn nP PP P1P Pn n1n nP Pn nP P1P Pn nP P0 2P P0 2P Pn n0 2n nP Pn nP P0 2P Pn nP PP P=P P0 2P P=P P( )P P( )P Pn n( )n nP Pn nP P( )P Pn nP P0 2( )0 2P P0 2P P( )P P0 2P Pn n0 2n n( )n n0 2n nP Pn nP P0 2P Pn nP P( )P P0 2P Pn nP P ( )0( )0 donc la suite

n *( )P( )Pn( )nPnP( )PnP ( )( )( )( )0( )( )( )0( ) ∈ est géométrique de raison 2, et puisque P1P1P 0 2( )0 2( )0 20 2=0 2 : PnPnP n( )0 2( )0 2( )0 2=0 2 .

La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.

• lim ( ) ( )
x n nm (n nm ( ) (n n) ( nP xm (P xm (n nP xn nm (n nm (P xm (n nm ( ) (P) () (n n) (P) (n n) (

→
= =) (= =) () (P) (= =) (P) (

0
0 2)0 2)= =0 2= =)= =)0 2)= =) donc f x x en nf xn nf x x en nx e x( )f x( )f xf xn nf x( )f xn nf x /( )f x( )f xn n( )n nf xn nf x( )f xn nf x 2n n2n nn nnn n∼

0

3 1x e3 1x en n3 1n nx en nx e3 1x en nx e
2n n− −n n3 1− −3 1n n3 1n n− −n n3 1n n

La réponse C est fausse.

• Posons t
x

=
1

2 : x ex e t en xx en xx e t

t

− − (t e(t e) −

→ ∞+→ ∞+
= →t e= →t et ent e= →t ent e t= →tt e(t e= →t e(t et e)t e= →t e)t e3 1x e3 1x en x3 1n xx en xx e3 1x en xx e− −3 1− −n x− −n x3 1n x− −n x 3 2t e3 2t e3 2t e3 2t en3 2nt ent e3 2t ent e)3 2)t e)t e3 2t e)t et e= →t e3 2t e= →t et ent e= →t ent e3 2t e= →t ent et e)t e= →t e)t e3 2t e= →t e)t e

2

0/n x/n x /t e= →t e/t e= →t e3 2/3 2t e3 2t e/t e3 2t et e= →t e3 2t e= →t e/t e3 2t e= →t e donc lim ( )( )

x
f xm (f xm (( )f x( )m (( )m (f xm (( )m (( )n( )f x( )n( )m (( )m (nm (( )m (f xm (nm (( )m (

→
=

0
0.

On a établi que f est C 1 sur . Pour n ≥ 1, supposons que f est C n sur  et

que f ( )n( )n ( )0 0( )0 0( )0 0=0 0.
f est C n+1 sur *, donc f (n) est C1 sur *. Or : lim ( )( )

x
f xm (f xm (( )f x( )m (( )m (f xm (( )m (( )n( )f x( )n( )m (( )m (nm (( )m (f xm (nm (( )m (

→

( )f x( )+( )f x( )m (( )m (f xm (( )m (+m (f xm (( )m ( =
0

( )1( )( )f x( )1( )f x( )m (( )m (f xm (( )m (1m (f xm (( )m ( 0 donc f ( )n( )n est

dérivable en 0 et f ( )n( )n ( )( )+( )( )1( ) 0 0( )0 0( ) =0 0= , donc f (n) est C1 sur  et f est C n+1 sur .
On a ainsi montré par récurrence que : ∀ ∈n∀ ∈n∀ ∈, f est C n sur .
Donc : f Cf C est f C sur∞ . La réponse D est bonne.
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corrigéschapitre 7 : Limites Continuité Dérivation

> QCM 3 Accroissements finis

• Question 1 : réponses C et D

•       a a a a a a a af a f a a af aa a a af aa ae e e e 
a ae ea ae e e e a ae ea aa ga aa ga a aa a a a    a a   e ea ae e e e a a e e  e e a a e e    e e   a a e e    = ⇔ a a= ⇔a a a a = ⇔ a a f a= ⇔f a f a = ⇔ f a a af aa a= ⇔a af aa a a a f a a a = ⇔ f a a a a af aa a= ⇔a af aa a= ⇔a a= ⇔a ae e= ⇔e e e e = ⇔ e e a ae ea a= ⇔a ae ea a a a e e a a = ⇔ e e a a e ea ae e= ⇔e ea ae e e e a a e e = ⇔ a a e e  e e a a e e = ⇔ a a e e    e e   a a e e   = ⇔   e e   a a   e e    = ⇔a a= ⇔a aa g= ⇔a ga aa ga a= ⇔a aa ga a( )( )a a( )a aa a( )a a =−f a( )f a f a ( ) f a a af aa a( )a af aa af a= ⇔f a( )f a= ⇔f a f a = ⇔ f a ( ) = ⇔ f a a af aa a= ⇔a af aa a( )a a= ⇔a af aa aa af aa a= ⇔a af aa aa af aa a e e = ⇔ e e  e e a aa ga a= ⇔a aa ga a .

a ∈ +[ ]∈ +[ ]∈ + ∞[ ]∞[ ]∈ +[ ]∈ +0,[ ]0,[ ]∈ +[ ]∈ +0,∈ +[ ]∈ + donc a > 0 d’où e a > 1 et    a a a a  e a aea a a a e a a  a  >  a a > a a  soit a a>  .

Pour a = e :    e e e e  e e   e e  e ee ee e e e e e e e  e  e e e e e  = ⇔ e e= ⇔e e e e = ⇔ e e  e e = ⇔ e e e ee ee e= ⇔e ee ee e e e e e e e = ⇔ e e e e  e e = ⇔  = 1 or 


e
e e+ =+ =e+ =e <
2

2
3
2

.

La réponse A est fausse.

• Sur +, g x e xx′g x′g x( )g x( )g x = +e x= +e xx= +xe xxe x= +e xxe x( )e x( )e x= +( )= +e x= +e x( )e x= +e x 1 0( )1 0( ) >1 0> , donc g est strictement croissante, continue

sur +, alors g réalise une bijection de + sur g  + + + + ( ) ( ) + +( )+ + + + ( ) + +  =  . Sa réciproque g−1

est aussi strictement croissante sur +, et : g a g aa ag aa ag a g a g aa a a ag aa ag a g aa ag a( )g a( )g aa a( )a ag aa ag a( )g aa ag a ( ) g a g a( )g a g ag aa ag a g aa ag a( )g a g aa ag aa a= ⇔a ag aa ag a= ⇔g aa ag a = ⇔ g a g a= ⇔g a g aa a a a= ⇔a a a ag aa ag a g aa ag a= ⇔g a g aa ag a = −
a a a aa a a a= ⇔a a a a

1g a1g a( )g a( )g a .

Donc la fonction a a  est croissante sur  +
*.

La réponse B est fausse.

• La fonction n est concave sur  +
*, et sa tangente en 1 a pour équation :

y = x − 1

Donc : ∀ ∈ +∀ ∈x x∀ ∈x x∀ ∈ +x x+∀ ∈x x∀ ∈ +x x+ xx xx x* , lx x, lx x, ln 1≤ −n 1≤ −x xn 1x x ≤ −x≤ −n 1≤ −x≤ − et en particulier ln  a a a a ( ) ( ) a a( )a a a a ( ) a a ≤ − ≤ − a a≤ −a a a a ≤ − a a  1 (1).

    a a a a  a e a   e a  a ae aa a a a e a a a  a  e a a e a ln   ln  a a   ln a a  = ⇔ a a= ⇔a a a a = ⇔ a a  e a = ⇔ e a a ae aa a= ⇔a ae aa a a a e a a a = ⇔ e a a a  a a = ⇔ ( ) ( ) a a( )a a a a ( ) a a  + =+ =a+ =a ( )a( )aln (2) et d’après (1) a a≥ ( ) + 
1
2

1ln .

Or : lim ln
a

a
→ ∞

( ) = +∞
→ ∞+→ ∞

donc lim
a a→ ∞

= +∞
→ ∞+→ ∞


La réponse C est bonne.

• ln  a a a a  o a aoa a a a o a a ( ) ( ) a a( )a a a a ( ) a a  = ( ) ( ) a a( )a a a a ( ) a a 
∞+

donc, d’après (2) : a ∼+∞
( )a( )aln

La réponse D est bonne.

• Question 2 : réponses B et D

• u u u un nu un nu u n a a= ⇔u u= ⇔u un n= ⇔n nu un nu u= ⇔u un nu u u u= ⇔u u+= ⇔+= ⇔1 0u u1 0u un a1 0n au un au u1 0u un au u= ⇔1 0= ⇔ = ⇔1 0= ⇔u u= ⇔u u1 0u u= ⇔u un a= ⇔n a1 0n a= ⇔n au un au u= ⇔u un au u1 0u u= ⇔u un au u= ⇔1 0= ⇔1 0 u u u uu u= ⇔u u u u= ⇔u u = =1 0 1 0u u1 0u u u u1 0u uu u= ⇔u u1 0u u= ⇔u u u u1 0u u= ⇔u uu un au u= ⇔u un au u1 0u u= ⇔u un au u u un au u= ⇔u un au u1 0u un au u= ⇔u un au uu u= ⇔u u1 0u u= ⇔u u u u= ⇔u u1 0u u= ⇔u u car f est bijective. Or, u a0 ≠  donc

∀ ∈ ≠n un u∀ ∈n u∀ ∈n un a≠n a≠n un u,n u,n u, n an a. fa est continue, dérivable et strictement décroissante sur
+ car f x a eaf xaf x xf x′f x( )f x( )f x = − <− 0. f aaf aaf a( )f a( )f af af a( )f af a+( )+f a+f a( )f a+f af a=f a] ]f a] ]f af a] ]f a0,f a] ]f a donc ∀ ≥ ] ]n u∀ ≥n u∀ ≥n u ] ]a] ]n1 0∈1 0∈ ] ]1 0] ]n u1 0n u1 0, ,] ], ,] ], ,n u, ,n un, ,n1 0, ,1 0∈1 0∈, ,∈1 0∈ ] ]1 0] ], ,] ]1 0] ]n u1 0n u, ,n u1 0n u1 0, ,1 0n1 0n, ,n1 0n .

u u f u f un nu un nu u a n a nu u+ −u un n+ −n nu un nu u+ −u un nu u− =u u− =u u ( )f u( )f u( )a n( )a n − ( )f u( )f ua n( )a n1 1f u1 1f u+ −1 1+ −f u+ −f u1 1f u+ −f ua n+ −a n1 1a n+ −a nf ua nf u+ −f ua nf u1 1f u+ −f ua nf u1 1u u1 1u u f u1 1f u+ −1 1+ −u u+ −u u1 1u u+ −u u f u+ −f u1 1f u+ −f un n+ −n n1 1n n+ −n nu un nu u+ −u un nu u1 1u u+ −u un nu u a n+ −a n1 1a n+ −a nf ua nf u+ −f ua nf u1 1f u+ −f ua nf u− =1 1− =u u− =u u1 1u u− =u u ( )1 1( )f u( )f u1 1f u( )f u+ −( )+ −1 1+ −( )+ −f u+ −f u( )f u+ −f u1 1f u( )f u+ −f ua n+ −a n( )a n+ −a n1 1a n( )a n+ −a nf ua nf u+ −f ua nf u( )f u+ −f ua nf u1 1f ua nf u+ −f ua nf u( )f ua nf u+ −f ua nf u ( )1 1( )f u( )f u1 1f u( )f u+ −( )+ −1 1+ −( )+ −f u+ −f u( )f u+ −f u1 1f u( )f u+ −f ua n+ −a n( )a n+ −a n1 1a n( )a n+ −a nf ua nf u+ −f ua nf u( )f u+ −f ua nf u1 1f ua nf u+ −f ua nf u( )f ua nf u+ −f ua nf u et fafaf est décroissante, donc u un nu un nu uu u+u un n+n nu un nu u+u un nu uu u−u uu u1u un n1n nu un nu u1u un nu u et u un nu un nu uu u−u u −1

sont de signes contraires. Or a > 0, et deux suites équivalentes ont même
signe à partir d’un certain rang. La réponse A est fausse.

Pour NON
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• u fu fu fu f u fn au fn au fu fn au fa nu fa nu f a au fa au fu f+u fn a+n au fn au f+u fn au fn a+u f− =u f ( )u f( )u f( )u f( )u fa n( )a nu fa nu f( )u fa nu f ( )a a( )a au f1u fn a1n au fn au f1u fn au f1  u f u fa a a au fa au f u fa au f u f u fu f u fu fn au f u fn au fn a a n a nu fa nu f u fa nu fu f− =u f u f− =u fu f− =u f u f− =u f ( ) ( )u f( )u f u f( )u fa n( )a n a n( )a nu fa nu f( )u fa nu f u f( )u fa nu fu f−u f u f−u f ( ) ( )a a( )a a a a( )a a
. On peut appliquer le théorème des accroisse-

ments finis à fafaf entre un et a :

il existe un réel cn compris entre un et a tel que :

f uf u f ff ff f c uc ua nf ua nf ua n a af fa af fa a a n n a( )( )f u( )f ua n( )a na nf ua nf u( )f ua nf uf u( ) − ( )f f( )f f( )f f( )f fa a( )a af fa af f( )f fa af f( ) ( )c u( )c ua n( )a nc ua nc u( )c ua nc u  c u c uc u c un a n a f f f ff f f ff f a n a na nf f( )f f f f( )f f( )f fa af f( )f fa af f f f( )f fa af fa a f f=f f f f=f f ( ) ( )c u( )c u c u( )c u( )a n( )a n a n( )a n( )c ua nc u( )c ua nc u c u( )c ua nc uc ua n − −′ ′ 

Or : f c a e f ca nf ca nf c c
a nf ca nf cnf c′f c( )f c( )f ca n( )a nf ca nf c( )f ca nf c = − = − ( )f c( )f ca n( )a nf ca nf c( )f ca nf c− donc u fu fu f c uc un au fn au fu fn au fa nu fa nu f n au f+u fn a+n au fn au f+u fn au fn a+u f− =u f ( )c u( )c ua n( )a nc ua nc u( )c ua nc uu f1u fn a1n au fn au f1u fn au f1   c u c uc u c u u f u fu f u fu fn au f u fn au fn a a n a nu fa nu f u fa nu f n a n au f− =u f u f− =u fu f− =u f u f− =u f ( ) ( )c u( )c u c u( )c ua n( )a n a n( )a nc ua nc u( )c ua nc u c u( )c ua nc u − − .

lim
n n au

→ ∞
=

→ ∞+→ ∞
n an a d’où lim

n n ac
→ ∞

=
→ ∞+→ ∞

n an a or fa est continue en cn, donc :

lim
n a n a a af ca nf ca n fa afa a→ ∞

( )a n( )a nf c( )f ca nf ca n( )a nf ca n = ( )a a( )a a = >a= >a→ ∞+→ ∞
 ( ) ( )a a( )a a a a( )a a = > = > 0, f ca nf ca nf c a( )f c( )f ca n( )a nf ca nf c( )f ca nf c

∞+
∼  et

+
u uu uu un au un au un a a na nu ua nu uu ua nu u au u+u un a+n au un au u+u un au u+ ∞

− −u u− −u uu u− −u uu u− −u uu u1u un a1n au un au u1u un au u1   u u u uu u u uu u u uu u u uu un au u u un au un a u u− −u u u u− −u uu u− −u u u u− −u u u u u u∼u u u uu u u u∼u u u uu u− −u u u u− −u u∼u u u u− −u u

La réponse B est bonne.

e = 1 donc, pour a > e : a > 1 et lim
n a

n k

→ ∞

n k−n k = +∞
→ ∞+→ ∞


or lim
n n nu un nu un n→ ∞ n n+n nu u+u un nu un n+n nu un n− =− =u u− =u u

→ ∞+→ ∞ n n1n nu u1u un nu un n1n nu un n 0 . La réponse C est fausse.

• Supposons a > 1 et u a0 ≠  , donc ∀ ∈ ≠∀ ∈n un u∀ ∈n u∀ ∈∀ ∈n u∀ ∈ n a≠n a≠n un u,n u,n u, n an a.

Posons : v
u
un
n a

n a

=
−

−
+n a+n a1n a1n an an a

n an a

.

D’après l’assertion B : vn a∼
+∞
n an a donc lim

n n av
→ ∞

= >n a= >n a→ ∞+→ ∞
n an a= >= >n a= >n an a= >n a 1.

Soit q ∈ ] [a] [a] [1,] [] [] [ et ε =
−a q
2

.

À partir d’un certain rang k :  a n a n a v  − ≤  a n − ≤ a n ≤ + ≤ + ε ε ε ε a nε εa n a n ε ε a n aε εa v ε ε v a nva nε εa nva n a n v a n ε ε v a n  − ≤ ε ε − ≤  a n − ≤ a n ε ε − ≤ a n ≤ +ε ε≤ + ≤ + ε ε ≤ + a≤ +aε εa≤ +a .

Donc ∀ ≥ ≥n k∀ ≥n k∀ ≥n kn k v q≥v q≥nv qnv q,, et, tous les termes étant strictement positifs :

v qpv qpv q
p k

n
n k

p k=p k
∏ ≥v q≥v q − +n k− +n k 1, soit

u
u

qn a

k a

n k+n a+n a − +n k− +n k−
−

≥1n a1n a 1n an a


et u qu qu q un au qn au qn a

n k
k au q+u qn a+n au qn au q+u qn au q+

− +n k− +n k− ≥u q− ≥u qu qn au q− ≥u qn au qu q1u qn a1n au qn au q1u qn au q1
1  u q u qu q u q u uu qn au q u qn au qn a n k n k

k k
− + − +n k− +n k n k− +n k− ≥ − ≥− ≥ − ≥u q− ≥u q u q− ≥u qu q− ≥u q u q− ≥u qu qn au q− ≥u qn au q u q− ≥u qn au q − −1 1 .

Or : lim
n

n kq
→ ∞

− +n k− +n k = +∞
→ ∞+→ ∞

1 et lim
n n au

→ ∞ +n a+n a− =− =− =
→ ∞+→ ∞ 1n a1n a 0n an a− =− = : impossible

La réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses A et D
• fa étant strictement décroissante : f x f ya af xa af x f ya af y( )f x( )f xa a( )a af xa af x( )f xa af x ( )f y( )f y( )f y( )f y− >f y− >f ya a− >a af ya af y− >f ya af y( )− >( )f y( )f y− >f y( )f y 0. On applique le théo-

rème des accroissements finis à fa entre x et y :

∃ ∈[ ]c x∃ ∈c x∃ ∈[c x[ y,, ,
f x f y

x y
f c f ca af xa af x f ya af y

a af ca af c f ca af c
( )f x( )f xa a( )a af xa af x( )f xa af x ( )f y( )f y

( )f c( )f c( )f c( )f ca a( )a af ca af c( )f ca af c ( )f c( )f c
−

x y−x y
= =f c= =f c( )= =( )f c( )f c= =f c( )f c −f c′f c

y −x > 0 et f c f xa af ca af c f xa af x( )f c( )f ca a( )a af ca af c( )f ca af c ( )f x( )f x<a a<a a car fa est strictement décroissante, donc :

f x f y f xa af xa af x f ya af y af xaf x( )f x( )f xa a( )a af xa af x( )f xa af x ( )f y( )f y( )f y( )f y ( )f x( )f x− <f y− <f ya a− <a af ya af y− <f ya af y( )− <( )f y( )f y− <f y( )f y ( )y x( )y xy x−y x( )y x−y x La réponse A est bonne.

• Si a < 1 alors c < 1 et f c
a
e

a
eaf caf c c( )f c( )f c = >= >
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donc f x f y
a
ea af xa af x f ya af y( )f x( )f xa a( )a af xa af x( )f xa af x ( )f y( )f y( )f y( )f y− >f y− >f ya a− >a af ya af y− >f ya af y( )− >( )f y( )f y− >f y( )f y ( )y x( )y xy x−y x( )y x−y x 












 . La réponse B est fausse.

• Pour y = a, l’inégalité de l’assertion C s’écrit : f xa af xa af x( )f x( )f xa a( )a af xa af x( )f xa af x − <− <a a− <a a− <a a− <a aa aa a− <− <a a− <a aa a− <a a 0 : impossible.

La réponse C est fausse.

• Pour x ax a∈x a] ]x a] ]x a] ]0,] ]x a] ]x a0,x a] ]x a : f xf x a e aaf xaf xa
xf x′f x( )( )f x( )f xf x( ) = <a e= <a e x= <x− car e x− < 1.

Donc, d’après l’inégalité des accroissements finis : f xf x a xa xa af xa af xa a a( )f x( )f xa a( )a a( )f xa af x( )f xa af xf x( )f x − <a a− <a a  a x a xa x a xa a a aa a − < − <− < − <a a− <a a a a− <a a − −

La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponses A et D
• D’après la question 3 assertion D, fa est lipschitzienne de rapport a < 1
sur ] [0,] [0, a] [a .

De plus : f aaf aaf a( )f a( )f af af a( )f af a+( )+f a+f a( )f a+f af a=f a] [f a] [f a( )*( )f a( )f a*f a( )f af a] [f a,f a] [f af a] [f a0  f a] [f af a] [f a,f a] [f a donc ∀ ≥ ] [n u∀ ≥n u∀ ≥n u ] [a] [n1 0∈1 0∈] [1 0] [n u1 0n u1 0, ,] [, ,] [, ,n u, ,n un, ,n1 0, ,1 0∈1 0∈, ,∈1 0∈] [1 0] [, ,] [1 0] [n u1 0n u, ,n u1 0n u, ,n1 0n, ,n1 0n
.

Alors, ∀ ≥n∀ ≥n∀ ≥ 1 : u fu fu f u f a ua un au fn au fn a n au fn au f n au f+u fn a+n au fn au f+u fn au f+u f− =u f ( )u f( )u fn a( )n au fn au f( )u fn au f ( )( )n a( )n an a ≤ −≤ −a u≤ −a ua u≤ −a un a≤ −n au f1u fn a1n au fn au f1u fn au f1  u f u fu f u fu f u f u fu fn au f u fn au fn a n a n au fn au f u fn au fu fu f− =u f u f− =u fu f− =u f u f− =u f ( ) ( )( )u f( )u f u f( )u fu fu fn au f( )u fn au f u f( )u fn au fn a( )u f−u f u f−u f ( ) ( )n a( )n a n a( )n a( )  n an a

et, par récurrence simple : u au an au an au an a
n

au a+u an a+n au an au a+u an au a+ − ≤u a− ≤u a1 11 1u a1 1u au a1 1u a u1 1un a1 1n au an au a1 1u an au a1 1u a− ≤u a1 1u a− ≤u au an au a− ≤u an au a1 1u a− ≤u an au a  u a u a u un n− ≤ − ≤− ≤ − ≤u a− ≤u a u a− ≤u au a− ≤u a u a− ≤u a − −1 1 1 11 1 1 1u a1 1u a u a1 1u au a1 1u a u a1 1u a u1 1u u1 1uu an au a1 1u an au a u a1 1u an au an a u a− ≤u a1 1u a− ≤u a u a1 1u a− ≤u au a− ≤u a1 1u a− ≤u a u a1 1u a− ≤u au an au a− ≤u an au a1 1u a− ≤u an au a u an au a− ≤u an au a1 1u an au a− ≤u an au a (2)

Or : lim
n

na
→ ∞

=
→ ∞+→ ∞

0 car a < 1 donc n( )u( )un( )n ∈ converge vers a > 0.

La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.

On a vu que u un nu un nu uu u+u un n+n nu un nu u+u un nu uu u−u uu u1u un n1n nu un nu u1u un nu u et u un nu un nu uu u−u u −1 étaient de signes contraires.

La réponse C est fausse.

• u1 et a sont dans l’intervalle ] [0,] [0, a] [a , donc u au aau aau a1u a1u a− ≤− ≤u a− ≤u au a− ≤u au aau a− ≤u aau a− ≤u a− ≤u au au a− ≤− ≤u a− ≤u au a− ≤u a

et, d’après (2) : u au an au an au anu a+u an a+n au an au a+u an au a +− ≤− ≤u a− ≤u au a− ≤u au an au a− ≤u an au a− ≤u a− ≤u au an au a− ≤u an au au a1u an a1n au an au a1u an au a 1u an au au an au a− ≤− ≤u a− ≤u au a− ≤u au an au a− ≤u an au au a− ≤u an au a La réponse D est bonne.

> QCM 4 Convexité

• Question 1 : réponses C et D
• exp est strictement convexe car e ex xe ex xe e( )e e)e ex x)x xe ex xe e)e ex xe e= >e e= >e ex x= >x xe ex xe e= >e ex xe ex x″x xe ex xe e″e ex xe e 0 sur . Donc, pour tout
x ≠ 0, la tangente à la courbe de exp en x = 0 est strictement en dessous de
la courbe : ∀ ∈ + <∀ ∈x x∀ ∈x x∀ ∈ + <x x+ <∀ ∈x x∀ ∈ exx xx x*, 1x x, 1x x, 1 (1).

En revanche, il y a égalité en x = 0 : 1 0 0+ =1 0+ =1 0 e .
La réponse A est fausse.

Pour x = 2 : 1
1

0
−

< <0< <0
x

ex La réponse B est fausse.

On a vu que NON

Pour NON
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• ∀ ∈ + <[ ]x x+ <x x+ <x x∀ ∈x x∀ ∈[x x[ ]x x]x x ex0 10 1x x0 1x x0 1 1x x1x x, ,, ,], ,]x x, ,x x, ,]x x], ,]x x]x x0 1x x, ,x x0 1x x, , et, en remplaçant x par −x dans (1), on obtient :

0 1< −0 1< −0 1 < ⇔−< −0 1< −0 1 < ⇔< ⇔x e< ⇔x e< ⇔x e< ⇔x e< ⇔x< ⇔x< ⇔ e
x

x <
−
1

1 La réponse C est bonne.

On applique la double inégalité C à x
y

= ∈= ∈
1

0 1[0 1],,0 1,0 1 : 0
1

1
1<

+
< <1< <1

−
y

y
e< <e< <

y
y

y< <y< </< </< <

Soit, en composant par ln, fonction croissante : ln ln
y

y y
y

y
+








y yy y



y yy yy yy y

< << <
−















1 11 1
1

La réponse D est bonne.

• Question 2 : réponse B
n > 1 donc, d’après l’assertion D de la question 1 :

pour :0 1
1 1

0 1≤ ≤0 1( )0 1( )0 10 1−0 1( )0 1−0 1
+ +

+







1 11 1






<
+

<
+

p k0 1p k0 10 1≤ ≤0 1p k0 1≤ ≤0 1( )p k( )0 1( )0 1p k0 1( )0 1 n
n p+ +n p+ +

n p+n p+ n p+n p+
n

ln ln
ppp

n p+ −n p+ −n p












1

En sommant de p = 0 à p k np k= −p k( )p k( )p k= −( )= −p k= −p k( )p k= −p k( )1( ) , et en remplaçant les sommes des
logarithmes par les logarithmes des produits, on obtient :

ln ln
n p

n p
uuu

n p
n pp

k n

nnn
p

k+ +n p+ +n p
+n p+n p


















< <u< <un< <n

+n p+n p
+ −n p+ −n p= =p= =p= =n p= =n pn p+n p= =n p+n p= == =

k n−k n( )k n)k n −( )

∏∏ 1
10= =0= =

k n1k n

0

1 nnn

∏


= == =















soit, en simplifiant :

ln ln
1

1
+














< <
−















k n
n

u< <u< <
k n

nn< <n< < (2)

La réponse B est bonne.

• lim lm lim
n n

k n
m l

k n
m l

nn nnn n

k n
n

k
n n→ ∞n n→ ∞

+
m l

+
m lm l=m l

−
=

n nn nnn nn n→ ∞n n+  n n→ ∞n n→ ∞→ ∞+→ ∞

1
m l

1
m l

1
donc, dans (2), les deux suites encadrant

unont la même limite ln k, et n( )u( )un( )n ≥ 2 converge vers L = ln k.

Les réponses A, C et D sont fausses.

• Question 3 : réponses B et D
• Sur , f et f ′ sont croissantes, et f est convexe.

Donc, d’après le théorème de la limite monotone, f et f ′ admettent des limi-
tes en +∞ et en −∞.

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.
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f et f ′ sont minorées par 0, donc f et f ′ admettent en −∞ des limites
finies, qui coïncident avec les bornes inférieures des fonctions.
Toutefois, la borne inférieure n’est pas nécessairement 0, comme
dans l’exemple de la fonction f x ex( )f x( )f x = +e= +ex= +x 1 pour laquelle lim ( )

x
f xm (f xm (

→ − ∞
= 1.

La réponse C est fausse.

• f est croissante et non constante, donc : ∃ ∈ >c f∃ ∈c f∃ ∈c f cc fc f, (c f, (c f, ( ), (′, ( 0.

La tangente en x = c a pour équation : y f c f c x= +y f= +y f c f= +c f ( )c x( )c x c( )c−( )−( )c f( )c f= +( )= +c f= +c f( )c f= +c f ( )c x( )c x′ .

f étant convexe : ∀ ∈ ≥ + −( )x f∀ ∈x f∀ ∈x f x f c f≥ +c f≥ + c x(c x( cx fx f, (x f, (x f, ( ) (≥ +) (≥ +x f) (x f≥ +x f≥ +) (≥ +x f≥ +) ’c f) ’c f≥ +c f≥ +) ’≥ +c f≥ + ( )c x( )c x .

En faisant tendre x vers + ∞, on obtient : lim ( )
x

f xm (f xm (
→ + ∞

= +∞

La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponses B et C
• f est convexe sur , donc, d’après la croissance des pentes, ϕ est croissante

sur  −
* et  +

*. La réponse A est fausse.

• f est continue et dérivable sur [ ]x[ ]x, 0[ ], 0 (x < 0) et, f ′ étant croissante :

∀ ∈[ ] ≥[ ]∀ ∈t x∀ ∈t x∀ ∈[ ]t x[ ]t x[ ]t x[ ]∀ ∈t x∀ ∈[ ]t x[ ] f t f x, ,[ ], ,[ ][ ], ,[ ] ( )f t( )f t ( )f x( )f x[ ]0[ ][ ], ,[ ]0[ ], ,[ ] ′ ′≥′ ′≥f t′ ′f t f x′ ′f x( )′ ′( )f t( )f t′ ′f t( )f t

Donc, d’après l’inégalité des accroissements finis :

f x
f x f

x
f x′f x( )f x( )f x

( )f x( )f x ( )
≤

−
−

( )0( )
0

soit 0 ≤ ≤f xf x≤ ≤f x≤ ≤f x′f x≤ ≤f x≤ ≤′≤ ≤f x≤ ≤( )( )≤ ≤( )≤ ≤f x( )f xf x( )≤ ≤f x≤ ≤( )≤ ≤f x≤ ≤ ( )x( )xϕ (3)

Or, lim ( )
x

f xm (f xm (
→ − ∞

est finie, donc : lim ( )
x

x
→ −∞

=ϕm (ϕm ( 0 et, d’après (3) lim ( )
x

f xm (f xm (
→ − ∞

=m (f xm (′m (f xm ( 0

La réponse B est bonne.

• Pour x > 0, on obtient, en utilisant l’inégalité des accroissements finis :

– sur [ ]0,[ ]0, x[ ]x :
f x f

x
f x

( )f x( )f x ( )
( )f x( )f x

−
≤

( )0( )
f x′f x

– et de même, sur l’intervalle [ ]2[ ]2x[ ]xx,[ ],, x[ ]x : f x
f x f x

x
f x′f x( )f x( )f x

( )f x( )f x ( )f x( )f x
≤

−f x( )f x2f x( )f x

soit finalement : ∀ > ≤ ≤ −∀ > ≤ ≤x x∀ >x x∀ >∀ >x x∀ > f x≤ ≤f x≤ ≤≤ ≤f x≤ ≤ f x f x
x

0x x0x x0, (x x, (x x, ( ) (f x) (f x≤ ≤f x≤ ≤) (≤ ≤f x≤ ≤≤ ≤f x≤ ≤) (≤ ≤f x≤ ≤)≤ ≤)≤ ≤≤ ≤)≤ ≤ ( )f x( )f xf x2f x( )f x2f x ( )f x( )f xϕ ′x xϕ ′x xx x f xϕ ′f x, (ϕ ′, (x x, (x xϕ ′x x, (x x, (ϕ ′) (ϕ ′) (≤ ≤) (≤ ≤ϕ ′≤ ≤) (≤ ≤) (≤ ≤) (≤ ≤ϕ ′≤ ≤) (≤ ≤f x) (f xϕ ′f x) (f x≤ ≤f x≤ ≤) (≤ ≤f x≤ ≤ϕ ′≤ ≤) (≤ ≤f x≤ ≤≤ ≤f x≤ ≤) (≤ ≤f x≤ ≤ϕ ′≤ ≤f x≤ ≤) (≤ ≤f x≤ ≤ (4)

La réponse C est bonne.

f 
fi nies, qui coïncident avec les bornes inférieures des fonctions. 
Toutefois, la borne inférieure n’est pas nécessairement 0, comme 

NON
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• D’après (4) :
f xf x ff

x
f x

f x
x

f x
x

( )( )f x( )f xf x( )f x ( )( )
f x’(f x)

( )f x( )f x ( )f x( )f x−
≤ ≤f x≤ ≤f xf x’(f x≤ ≤f x’(f x)≤ ≤) −

0 20 2
f x

0 2
f x

f x0 2f x( )0 2( )( )0 2( )
f x’(f x

0 2
f x’(f x)

0 2
)

f x( )f x0 2f x( )f x
2

2
0 2

2 
0 2

lim ( )
x

f xm (f xm (
→ ∞

= +∞
→ ∞+→ ∞

donc f x f
x

f x
x

( )f x( )f x ( ) ( )f x( )f x−
∞

( )0( )
+
∼ or ϕ est croissante sur  +

*

donc ϕ admet une limite en +∞ et lim
( )

lim ( )
x x

f x( )f x( )
xx xxx x

x
x x→ ∞x x→ ∞

=
x xx xxx xx x→ ∞x x+  x x→ ∞x x→ ∞→ ∞+→ ∞

ϕm (ϕm ( .

Si lim
( )

x

f x( )f x( )
x→ ∞

= +∞
→ ∞+→ ∞

alors, d’après (4) lim ( )
x

f xm (f xm (
→ ∞

= +∞
→ ∞+→ ∞
m (f xm (′m (f xm (

et : lim ( ) lim
( )

x x
f xm (f xm (

f x( )f x( )
xx x→ ∞x x→ ∞

) l=) l
x xx x→ ∞x x+  x x→ ∞x x→ ∞→ ∞+→ ∞

m (f xm (′m (f xm (

La réponse D est fausse.
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> QCM 1 Sous-espaces vectoriels

(D’après EPL 2008)

• Question 1
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.

A Si F ⊂ G, alors F ∪ G est un sous-espace vectoriel de E.

Supposons l’existence d’un x ∈ F et x ∉ G, alors :

B ∀ ∈ ( )∪ ⇒( )∪ ⇒ + ∈( )+ ∈∀ ∈ ( )F G( )∪ ⇒( )∪ ⇒F G∪ ⇒( )∪ ⇒( ) sous-espace vectoriel de E  ( )∪ ⇒( )∪ ⇒ sous-espace vectoriel de E  ∪ ⇒( )∪ ⇒( )( )F( )g G∀ ∈g G∀ ∈g G∀ ∈g G∀ ∈ ( )x g( )+ ∈( )+ ∈x g+ ∈( )+ ∈,, .

C Si l’assertion B est vraie, F ∪ G ne peut être un sous-espace

vectoriel de E.

D F ∪ G ne peut être un sous-espace vectoriel de E que si F ⊂ G.

• Question 2
Soit, dans l’espace vectoriel 4, les vecteurs :

u v w t= ( ) = − −( ) = ( ) =1 2 3 0 0 2 3 7 7 2 1 2, , , , , , , , , , , , , ,1 2 33 1,( )

Soit F Vect= ( )u v w, , le sous-espace vectoriel engendré par (u, v, w), et H = t
la droite dirigée par t.

Soient :

G = ( ) ∈ + − ={ }a b c d a b d, , , /4 0

K 2= − + −( ) ( ) ∈{ }α α β β α β α β, , , / ,3 3 2 2  .

A F et G sont des sous-espaces vectoriels de dimension 3.

B G ∪ H est un sous-espace vectoriel.

C H est un supplémentaire de G.

D K est un sous-espace vectoriel de dimension 2, et F K+ =F K+ =F K 4.
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• Question 3

Soit I une partie de . On note  I,( ) l’espace vectoriel des applications de
I dans .

A ch , shx x, sx x, shx xh( ) est une famille liée dans   , , ( ).
B ∀ ∈ ( )∀ ∈ ( )( )a x( )a x∀ ∈a x∀ ∈∀ ∈a x∀ ∈ ( )a x( )( )a x( )( )x e( )( )ax( )a xa x, c( ), c( )a x, ca x( )a x( ), c( )a x( ), c( )a x( ), c( )a x( )( )h ,( )( )h ,( )( )a x( )h ,( )a x( )( )a x( )h ,( )a x( )( )a x( )h ,( )a x( )( )sh( )( ),( )( )x e( ),( )x e( ) est une famille libre dans   , , ( ).
C ∀ ∈ ( )(( )( )( )) (( )( )( ))∀ ∈ ( )n x( )n x( )n x∀ ∈n x∀ ∈∀ ∈n x∀ ∈ ( )n x( )( )x x( )(( )(x x(( )(( )x x( )( )n( )n xn x, ,( ), ,( )n x, ,n x( )n x( ), ,( )n x( ), ,( )n x( ), ,( )n x( )( )ln( )( )n x( )ln( )n x( )( ), l( )(( )(, l(( )(( ), l( )(( )(, l(( )n ,( ))( ))n ,)( ))( )n ,( )( )x x( )n ,( )x x( ))( ))x x)( ))n ,)x x)( ))( )x x( )n ,( )x x( ))( ))x x)n ,)( ))x x)( ))( )...,( )( )x x( )...,( )x x( )( )ln( )( )x x( )ln( )x x( )( )1( )( )n x( )1( )n x( )( )n x( ), ,( )n x( )1( ), ,( )n x( )( )2( ) est une famille libre dans  ( ) ( ) +( )+ + ( ) + ( )*( )( ),( ) ( ) , ( )  .

D 1
1

, arctan , arctann ,xn ,
x















est une famille liée dans  ( ) ( ) *( )*,( ), , ( ) ,  .

• Question 4
Soient H et K deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un espace vecto-
riel E de dimension finie.
Soit e ek1, ...,( ) une base de K, et a ∈ H.

A Dim V k( )m V( )m Vec( )ect( )t ( )( )( )( )e a e a( )e a( )e a( )e ak( )k( )k( )ke ake a( )e ake a( )e a( )e ake a1( )1( )1( )11 + +( )+ +( )+ +( )+ ++ +e a+ +e a+ +e a( )e a+ +e a( )e a( )e a+ +e ae ake a+ +e ake a( )e a+ +e ake a( )e ake a+ +e ake a( )e ake a+ +e ake a <( )( )( ),( )( )( ),,( )( )( )...,( )( )( )+ +( )+ +( )+ +( )+ +...,+ +( )+ +( )+ + .

B Vect ( )e a( )e a e a( )e ak( )ke ake a( )e ake a1( )1e a1e a( )e a1e a+ +( )+ +e a+ +e a( )e a+ +e a e a+ +e a( )e a+ +e ae ake a+ +e ake a( )e a+ +e ake a( ),( )+ +( )+ +,+ +( )+ +( )...,( )+ +( )+ +...,+ +( )+ + est supplémentaire à H.

C Vect K( )e a( )e a e a( )e ak( )ke ake a( )e ake a1( )1e a1e a( )e a1e a+ +( )+ +e a+ +e a( )e a+ +e a e a+ +e a( )e a+ +e ae ake a+ +e ake a( )e a+ +e ake a =( ),( )+ +( )+ +,+ +( )+ +( )...,( )...,+ +( )+ +...,+ +( )+ + .

D On peut montrer ici que tout sous-espace vectoriel d’un espace

vectoriel de dimension finie admet au moins deux supplémentaires.

> QCM 2 Applications linéaires – Noyau
et image (d’après EPL 2006 et 2008)

Les questions 1 et 2 sont liées.
Soit l’espace vectoriel E = 3. On note  = ( )e e e1 2 3, , sa base canonique.
Soit f l’endomorphisme de E qui à tout vecteur (x, y, z) associe le vecteur
x z y z+ −( )3 2, ,0 .
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• Question 1

A f e e e f e f e e e1 1e e1 1e e3 2f e3 2f e 3 2e e3 2e e33 0f e3 0f e3 23 03 2f e3 2f e3 0f e3 2f e3 0e e3 0e e f e3 0f e3 23 03 2f e3 2f e3 0f e3 2f e 2e e2e e(f e(f e )1 1)1 1= +e e= +e e1 1= +1 1e e1 1e e= +e e1 1e e (f e(f e(3 2(3 2f e3 2f e(f e3 2f ef e3 0f e(f e3 0f ef e3 2f e3 0f e3 2f e(f e3 0f e3 2f e )3 0)3 0)3 0=3 0 ( )f e( )f e3 2( )3 2= −e e= −e e3 2= −3 2e e3 2e e= −e e3 2e e, ,3 0, ,3 0, ,3 2, ,3 2f e3 2f e, ,f e3 2f e3 0, ,3 03 23 03 2, ,3 23 03 2f e3 2f e3 0f e3 2f e, ,f e3 0f e3 2f e3 23 03 2, ,3 23 03 2f e3 2f e3 0f e3 2f e, ,f e3 0f e3 2f ef e3 2f e(f e3 2f e, ,f e(f e3 2f ef e3 2f e3 0f e3 2f e(f e3 0f e3 2f e, ,f e3 2f e3 0f e3 2f e(f e3 2f e3 0f e3 2f e ), ,)3 0)3 0, ,3 0)3 0 .

B f e e f e e f e e e1 1e f1 1e f 2 3e e2 3e e 3 1e e3 1e e33 2e e3 2e e3 13 23 1e e3 1e e3 2e e3 1e e(f e(f e )1 1)1 1=1 1=1 1 ( )e e)e e2 3)2 3e e2 3e e)e e2 3e ee e=e ee e2 3e e=e e2 3e e ( )f e( )f e3 1( )3 1= −3 1= −3 13 2= −3 2e e3 2e e= −e e3 2e e3 13 23 1= −3 13 23 1e e3 1e e3 2e e3 1e e= −e e3 2e e3 1e e, ,e f, ,e f e e, ,e e2 3, ,2 3e e2 3e e, ,e e2 3e e(, ,( 2 3)2 3, ,2 3)2 3e e2 3e e)e e2 3e e, ,e e)e e2 3e e .

C f est de rang 3 car E est de dimension 3.

D f est de rang 2 car (e1, e3) est une base de Imf.

• Question 2

A Ker fr fr = { }{ }0{ } .

B Ker f est de dimension 1 car dim dm dm dKem dm dKem dr rm dr rm d gf Em df Em dimf Eimf Em df Em dm df Em dr rf Er rm dr rm df Em dr rm dimr rimf Eimr rim fr r= −r rr rf Er r= −r rf Er rm dr rm df Em dr rm d= −m df Em dr rm dimr rimf Eimr rim= −imf Eimr rim .

C Ker f est un sous-espace vectoriel de Im f car dim dm dm dKem dm dKem dm drm df fm df fm dimf fim Imf fImm df fm dm df fm dm df fm d≤m df fm d .

D L’égalité « dim d dim Imm d dim IE fm dE fm dimE fimm dE fm dimE fimE fKeE fKe f= +E f= +E fm dE fm d= +m dE fm dimE fim= +imE fim KeE fKe= +KeE fKerE fr= +rE fr » suffit pour affirmer que

Im f et Ker f sont supplémentaires.

Les questions 3 et 4 sont liées.
E est un espace vectoriel sur un corps K, et (E) désigne l’ensemble des endomor-
phismes de E.
Pour f ∈  (E), on note f 0 = Id et ∀ ∈ =+n f f o fn n, 1 .

• Question 3

A Ker K KerKerf fr Kf fr Kerf ferr Kf fr K f fr f frr f fr2f f2f fr Kf fr K2r Kf fr K⊂ ⇔⊂ ⇔f f⊂ ⇔f fr Kf fr K⊂ ⇔r Kf fr Kerf fer⊂ ⇔erf ferr Kf fr K⊂ ⇔r Kf fr Kf f ∩ =f f∩ =f f { }0{ }0f fImf ff f∩ =f fImf f∩ =f f .

B Im ImImf fImf fImf f f fKef fKe2f f2f f⊂ ⇔⊂ ⇔f f⊂ ⇔f fImf fIm⊂ ⇔Imf fIm⊂ ⇔f f + =f f+ =f fKef fKe+ =Kef fKerf fr+ =rf fr E .

On suppose dans la suite que E est de dimension finie.

Les conditions suivantes sont équivalentes à E Ker= ⊕Im f f :

C Im f fImf fImf ff f⊂f f 2

D f 2 = f ( f est un projecteur).
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• Question 4
Soit f ∈ ( ) E tel que :

∃ ∈ − { } =n f n* ,1 0 et f n− ≠1 0 (on dit que f est nilpotent d’indice n).

A ∀ ∈ ( )E ( )( )( )..., ( )x x∀ ∈x x∀ ∈ ( )x x( )Ex xE ( )f x( )( )f x( )( )f x( )( )f x( )( )f x( )n( )f x( ), ,( ), ,( )( ), ,( )x x, ,x x( )x x( ), ,( )x x( ), ,( )x x( ), ,( )x x( )( )( )( )( )f x( )( )( )f x( )( ), (( )( ), (( )( )f x( ), (( )f x( )( )f x( ), (( )f x( )( )),( )( )),( )( )( )( )( )f x( )( )( )f x( )( )2 1( )( )f x( )2 1( )f x( )( )f x( )2 1( )f x( )( )−( )f x( )−( )2 1( )f x( )−( )( )f x( )n( )f x( )2 1( )n( )f x( )( )f x( ), (( )f x( )2 1( ), (( )f x( )( )),( )2 1( )),( ) est libre.

B ∃ ∈ ( )E ( )( )( )..., ( )x x∃ ∈x x∃ ∈ ( )x x( )Ex xE ( )f x( )( )f x( )( )f x( )( )f x( )( )f x( )n( )f x( ), ,( ), ,( )( ), ,( )x x, ,x x( )x x( ), ,( )x x( ), ,( )x x( ), ,( )x x( )( )( )( )( )f x( )( )( )f x( )( ), (( )( ), (( )( )f x( ), (( )f x( )( )f x( ), (( )f x( )( )),( )( )),( )( )( )( )( )f x( )( )( )f x( )( )2 1( )( )f x( )2 1( )f x( )( )f x( )2 1( )f x( )( )−( )f x( )−( )2 1( )f x( )−( )( )f x( )n( )f x( )2 1( )n( )f x( )( )f x( ), (( )f x( )2 1( ), (( )f x( )( )),( )2 1( )),( ) est libre.

On suppose dans la suite que E est de dimension n.

C Im f xVectf xVectf x=f x( ), (( ), ( ),( )), ( )( )( ), (( ), ( )( ))),( )),, (( ), ( , ( ..., , (( ), ( ..., , (f x( )f x f x( )f x, (f x, (( ), (f x, (f x( )f x, (f x, (( ), (f x, (f x, (f x, (( ), (f x, ( f x( )f x( )f x( )( )( )f x( ) f x( )f x, (f x, (( ), (f x, (, (f x, (n, (f x, (( ), (n, (f x, (( )2 2( )( )( )( )2 2( )( )( ), (( ), (2 2, (( ), (f x( )f x2 2f x( )f x( )f x( )( )( )f x( )2 2( )( )( )f x( ) f x( )f x2 2f x( )f x, (f x, (( ), (f x, (2 2, (( ), (f x, (f xnf x( )f xnf x2 2f x( )f xnf x, (f x, (n, (f x, (( ), (n, (f x, (2 2, (f x, (n, (f x, (( ), (f x, (n, (f x, (, (f x, (( ), (f x, (−, (( ), (f x, (2 2, (f x, (( ), (f x, (−, (f x, (( ), (f x, ( où x est tel que f xf xnf xf x−f x ≠1f x1f x 0( )f x( )f x .

D Ker Vf fr Vf fr Vecf fectf ftr Vf fr V=r Vf fr V ( )f f( )f f n( )n( )−( )( )1( )( )( )( )x( )x( )x( )x où x est tel que f xf xnf xf x−f x ≠1f x1f x 0( )f x( )f x .

> QCM 3 Endomorphisme de C∞( , )
(d’après EPL 2007)

Dans l’espace vectoriel F des fonctions réelles définies et indéfiniment dérivables
sur , on considère l’ensemble E des fonctions de la forme P x x Q x x( ) ( )ch sh+ ,
où P et Q sont deux fonctions polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou
égal à 2.

On désigne par f f f f f f1 2 3 4 5 6, , , , , les fonctions définies sur  par :

f x x f x x f x x x1 2 3( ) , ( ) sh , ( ) ch= = =ch

f x x x f x x x f x x x4 5
2

6
2( ) sh , ( ) ch , ( ) sh= = =

• Question 1
L’ensemble E :

A est un anneau.

B n’est pas un sous-espace vectoriel de F.

C est un espace vectoriel engendré par la famille
i( )f( )fi( )ifif( )fif 1 6i1 6i≤ ≤1 6≤ ≤i≤ ≤i1 6i≤ ≤i1 61 6

.

D est un groupe pour la loi de multiplication des fonctions.
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• Question 2

On pose :

f x x x x x x x( ) ch sh= + +( ) + + +( )λ λ λ µ µ µ1 2 3
2

1 2 3
2 .

A La fonction f x e x( )f x( )f x − tend vers 0 lorsque x tend vers + ∞ quelque soit

les réels λ λ λ µ µ µ1 2λ λ µ1 2λ λ µ3 1λ λ µ3 1λ λ µ 2 3µ µ2 3µ µλ λ µ, , ,λ λ µ1 2, , ,1 2λ λ µ1 2λ λ µ, , ,λ λ µ1 2λ λ µλ λ µ3 1λ λ µ, , ,λ λ µ3 1λ λ µ , ,µ µ, ,µ µµ µ2 3µ µ, ,µ µ2 3µ µλ λ µ3 1λ λ µλ λ µ, , ,λ λ µ1 2, , ,1 2λ λ µ1 2λ λ µ, , ,λ λ µ1 2λ λ µλ λ µ3 1λ λ µ, , ,λ λ µ3 1λ λ µ .

B La fonction f x ex( )f x( )f x tend vers 0 lorsque x tend vers − ∞ si

et seulement si λ µ λ µ λ µ1 1λ µ1 1λ µ 2 2 3 3λ µ2 2 3 3λ µ λ µ2 2 3 3λ µ 0− =λ µ− =λ µ1 1− =1 1λ µ1 1λ µ− =λ µ1 1λ µ − =λ µ− =λ µ2 2 3 3− =2 2 3 3λ µ2 2 3 3λ µ− =λ µ2 2 3 3λ µ − =λ µ− =λ µ2 2 3 3− =2 2 3 3λ µ2 2 3 3λ µ− =λ µ2 2 3 3λ µ .

C La famille i( )f( )fi( )ifif( )fif 1 6i1 6i≤ ≤1 6≤ ≤i≤ ≤i1 6i≤ ≤i1 61 6≤ ≤1 6≤ ≤≤ ≤1 6≤ ≤ est une famille liée de E.

D La famille i( )f( )fi( )ifif( )fif 1 6i1 6i≤ ≤1 6≤ ≤i≤ ≤i1 6i≤ ≤i1 61 6 est une base de E.

• Question 3
On note D l’application de F dans F qui à une fonction f associe sa dérivée f ′.

A D n’est pas un endomorphisme de F.

B D ne réalise pas une bijection de F sur lui-même car D D( )D D( )D Df k( )f kD Df kD D( )D Df kD DD Df kD D+D Df kD D( )D D+D Df kD DD D=D D ( )f( )f

où k est une fonction constante donnée.

C D induit un endomorphisme de E.

D D ne réalise pas une bijection de E sur lui-même car elle n’est pas

injective.

• Question 4
On note id l’application identique de F dans lui-même.
L’image de E par l’application (D2 − id) :

A est l’espace vectoriel de dimension 4 engendré par la famille
( )f( )f f f f( )f f f1 2( )1 2f1 2f( )f1 2f f f f1 2f f f( )f f f1 2f f f3 4( )3 4f f f3 4f f f( )f f f3 4f f ff f f, , ,f f f( )f f f, , ,f f f1 2, , ,1 2( )1 2, , ,1 2f f f1 2f f f, , ,f f f1 2f f f( )f f f, , ,f f f1 2f f ff f f3 4f f f, , ,f f f3 4f f f( )f f f, , ,f f f3 4f f ff f f, , ,f f f( )f f f1 2, , ,1 2( )1 2f f f1 2f f f, , ,f f f1 2f f f( )f f f1 2f f f, , ,f f f1 2f f f .

B est un espace de dimension 3.

Le noyau de l’application (D2 − id) :

C est l’espace des solutions de l’équation différentielle ( ) − =f f( )f f( )′( )′f f′( )′ − =f f− =2f f2f f 0.

D est l’espace de dimension 2 engendré par la famille ( f1, f2).
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> QCM 4 Endomorphismes solutions
d’une équation

Soit E un -espace vectoriel de dimension finie.
On rappelle que l’ensemble (E) des endomorphismes de E est un -espace
vectoriel et un anneau.
α et β étant des réels, on étudie des endomorphismes f de E tels que :

f f Id2 0+ + =α β .

• Question 1
Soit f ∈ ( ) E tel que :

f f2 0+ =α (1)

A Si α = 0, Im f fKef fKerf frf f=f f .

B ∀ ∈α∀ ∈α∀ ∈, f n’est pas bijective.

C Si α ≠ 0, ∃ ∈λ∃ ∈λ∃ ∈* tel que λ f soit un projecteur.

D Si l’assertion C est jugée exacte, on en déduit que Ker f et

Ker ( )f I( )f Id( )df Idf I( )f Idf If I+f I( )f I+f If I( )f Iαf I( )f I sont supplémentaires.

• Question 2
Dans cette question, E = 4. On note  = ( )e e e e1 2 3 4, , , la base canonique de E.
Soit D la droite dirigée par u e e e e= + + +1 2 3 4.
On considère l’endomorphisme f de E défini par :

∀ ∈{ } ( ) = −i 1 2 3 4, , , , f e u ei i.

On note g f Id= + .

A f u u( )f u( )f u = 2 .

B ∀ ∈ ∩ = { }h g∀ ∈h g∀ ∈Keh gKerh gr f hf h h g∩ =h g∩ =, (, (f h, (f hf h, ( ) ù= −) ù= −) ùh g) ùh gh gd’h gd’) ùd’h gd’oh go) ùoh goh gD Kh g∩ =h g∩ =D K∩ =h g∩ =h gerh g∩ =h g∩ =er∩ =h g∩ = { }0{ }.

C Im g = D donc D et Ker g sont supplémentaires.

D g2 = 4 g donc f f Id2f f2f f2 3f f2 3f f 0f f− +f f2 3− +2 3f f2 3f f− +f f2 3f f = .
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• Question 3

Dans cette question, f désigne un endomorphisme de E tel que :

f f Id2 2 3 0− − = (2)

Pour tout réel λ, on note F Eλ λ= ∈ ={ }u f u u/ ( ) .

A f f Id d o2f f2f f2 3f f2 3f ff f− −f f2 3− −2 3f f2 3f f− −f f2 3f f = +( )f I( )f Id o( )d of Id of I( )f Id of I= +( )= +f I= +f I( )f I= +f I ( )f I( )f Id( )df Idf I( )f Idf If I3f I( )f I3f If I−f I( )f I−f I2 3f f2 3f f d o donc f = −Id et f = 3Id sont les

seules solutions de (2).

B f est un automorphisme de E, et f −1 est combinaison linéaire de f et Id.

C Pour certaines valeurs de λ, Fλ n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

D F−1 et F3 sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.

• Question 4
Soit p un projecteur de E, p ≠ 0 et p ≠ Id. On note q Id p= − le projecteur associé.
On définit :

 p p q= + ( ) ∈{ }α β α β/ , 2 .

A p est un sous-espace vectoriel de (E) de dimension 2.

B p n’est pas un sous-anneau de (E).

Dans la suite, f désigne un endomorphisme de E tel que f f Id2 2 3 0− − = (2),

et on note p f Id= +( )1
4

.

C p est un projecteur, et ∀ ∈ = + ( )∀ ∈n f∀ ∈n f∀ ∈∀ ∈n f∀ ∈ p q= +p q= + −p q−(p q( )p q)n n= +n n= + nn fn f, 3= +, 3= +n f, 3n f, 3n n, 3n n= +n n= +, 3= +n n= + 1p q1p q.

D p qp q,  p q( ) est une base de p.
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• Question 1 : réponses A et B
• Si F ⊂ G, alors F ∪ G = G est un sous-espace vectoriel de E.

La réponse A est bonne.
• ∃ ∈ ∉ ⊄F G d∉ ⊄G d∉ ⊄∉ ⊄on∉ ⊄c F∉ ⊄c F∉ ⊄ Gx x∃ ∈x x∃ ∈Fx xF,x x,x x, .

Si F ∪ G est sous-espace vectoriel de E, alors, par stabilité pour +,
x g+ ∈x g+ ∈x g ∪F G∪F G∪ .

Supposons x g+ ∉x g+ ∉x g F, alors x g+ ∈x g+ ∈x g G, or x x g g= +x x= +x x − ∈g g− ∈g g
∈ ∈

g g= +x x= +x x − ∈g g− ∈g g G
G G

        par stabilité

pour −, ce qui est en contradiction avec l’hypothèse. Donc : x g+ ∈x g+ ∈x g F.

La réponse B est bonne.

On a donc : g x g x= +g x= +g x − ∈g x− ∈g x
∈ ∈

g x= +g x= +g x − ∈g x− ∈g x F
F F

       g xg x autrement dit : ∀ ∈ ∈G Fg g∀ ∈g g∀ ∈Gg gGg g,g g, ,

soit G ⊂ F. On a ainsi montré que :

F G F G sous-espace vectoriel G F⊄ ∪F G⊄ ∪F G F G⊄ ∪F G( ) ⇒ ⊂G F⇒ ⊂G Fet⊄ ∪et⊄ ∪

Les réponses C et D sont fausses.

• Question 2 : réponse C
• Pour déterminer la dimension de F, il faut trouver le rang de (u, v, w) ou
une base de F. Appliquons la méthode du pivot (les pivots sont encadrés) :

u
v
w

u
v

w u
u v w

1 21 2 3 0

0 s0 soit

1 21 2 3 0

0 10 1 2 2

3 7 7 2 3w u3w u
0 s1 20 s0 s1 20 s0 s1 20 s0 s1 20 s0 s20 s

0 1 2 2

3 0u v3 0u v w3 0w− −− −0 1− −0 1 2 2− −2 2

w u−w u
0 s− −0 s0 s1 20 s− −0 s1 20 s0 s1 20 s− −0 s1 20 s

−
3 0− −3 0u v3 0u v− −u v3 0u v3 0=3 0

Donc (u, v, w) est une famille liée de rang 2, dim ,Fm ,F  m ,etm , et  m , est une base dem ,=m ,(m ,(m , )22m ,2m ,u vm ,u vm ,
est une base de F.

La réponse A est fausse.
• G est l’hyperplan d’équation a b d+ −a b+ −a b = 0, ce qui suffit à montrer que G
est un sous-espace vectoriel de dimension 4 −1 = 3. dim H = 1, donc G ⊄ H.
Donc, d’après la question 1, G ∪ H est un sous-espace vectoriel si H ⊂ G.
Or, H = t et t = ( )1 2 3 4, , ,1 2, , ,1 2 3 4, , ,3 4, , , ne vérifie pas l’équation de G, donc H ⊄ G et
G ∪ H n’est pas un sous-espace vectoriel.

La réponse B est fausse.

   On a donc : 

soit 
NON
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• dim H = 1, dim G = 3 et t ∉ G donc : H G∩ =H G∩ =H G { }{ }0{ }

et dim d dimm dH Gm dH Gm dimH Gimm dH Gm d+ =H G+ =H Gm dH Gm d+ =m dH Gm dimH Gim+ =imH Gim =4 4 .

H et G sont donc supplémentaires.

La réponse C est bonne.

• α α β β α β α β, ,α α, ,α α β β, ,β β, ,α β, ,α β α β, ,α βα β, ,α β , , ,, ,α α, ,α α α βα β, ,α β, ,α β, ,α β, ,α β, ,α β α β , , ,α βα β, ,α β− +α α− +α α, ,− +, ,α α, ,α α− +α α, ,α α α β−α β( )), ,), ,, ,), ,α β= −α β(α β(α β(α β(α βα β, ,α β(α β, ,α βα β, ,α β(α βα β, ,α β(α β)α β)α β)α β)α β+ −, , ,+ −, , ,( )3 3 2β β3 3 2β β, ,3 3 2, ,β β, ,β β3 3 2β β, ,β β, ,3 3 2, ,β β3 3 2β β, ,3 3 2, ,β β, ,β β3 3 2β β, ,3 3 2, ,β β3 3 2β β, ,3 3 2, ,β β, ,β β3 3 2β β 2 1α β2 1α β α β2 1α β, ,2 1, ,α β, ,α β2 1α β, ,α β α β, ,α β2 1α β, ,α β)2 1), ,), ,2 1, ,), ,α β= −α β2 1α β= −α β= −2 1= −α β= −α β2 1α β= −α βα β(α β2 1α β(α βα β, ,α β(α β, ,α β2 1α β(α β, ,α βα β= −α β(α β= −α β2 1α β(α β= −α βα β1 0α βα β, ,α β1 0α β, ,α βα β1 0α βα β, ,α β1 0α β, , 2 0α β2 0α β2 0α β2 0α βα β)α β2 0α β)α βα β)α β2 0α β)α βα β)α β2 0α β)α β+ −2 0+ −α β+ −α β2 0α β+ −α β (2 0((+ −(+ −2 0+ −(+ −3 3, , ,3 3, , ,+ −3 3+ −, , ,+ −, , ,3 3, , ,+ −, , , 2

donc K est l’ensemble des combinaisons linéaires de ′ ( )u v)u v)u v′u v′ = −u v= −(u v(= −(= −u v= −(= −1 1u v1 1u v= −u v= −1 1= −u v= − 0 2u v0 2u v, ,u v, ,u vu v1 1u v, ,u v1 1u vu v0 2u v,u v0 2u v,u v,u vu v0 2u v,u v0 2u vu v0 2u vu vu v0 2u vu v0 2u v,u v0 2u v
′ = −(= −(= − )u v 0 3= −0 3= −3 2= −3 2= −, , ,0 3, , ,0 3 3 2, , ,3 2 .etu vetu v

De plus, ′ ′( )u v′ ′u v′ ′,u v,u v est une famille libre (2 pivots), donc K VectK V=K V ′ ′′ ′(( )u vu v′ ′u v′ ′′ ′,, ,
ce qui suffit à montrer que K est un sous-espace vectoriel de dimension 2
de base ′ ′( )u v′ ′u v′ ′,u v,u v .

On a alors : dim dim dimm dimF Km dF Km dimF Kimm dF Km d+m dF Km d = + = =2 2= + =2 2= + = 4 4 et
F K Vect+ =F K+ =F K ′ ′( )u v u v′ ′u v′ ′, ,, ,u v, ,u vu v , .), .)u v, .u v

Donc : F K+ =F K+ =F K 4 si u v u v, ,u v, ,u v ,u v,u v, ,u v, ,u v ′ ′u v′ ′u v( ) est une famille libre.

Or :

u
v
u
v

u
v

u u
v

′
′

− −− −
′u u′u uu u−u u

′

− −− −
− −

−

1 21 2 3 0

0 10 1− −0 1− −2 2− −2 2− −
1 1−1 1− 0 2

0 3 3 2−3 2−

1 21 2 3 0

0 10 1− −0 1− −2 2− −2 2− −
0 3− −0 3− −3 2

0 3 3 222

soit ′ + ′ − =u v′u v′ +u v+ u− =u− = 0

Donc u v u v, ,u v, ,u v ,u v,u v, ,u v, ,u v ′ ′u v′ ′u v( ) est une famille liée et F K+ ≠F K+ ≠F K 4.

La réponse D est fausse.

• Question 3 : réponse C

• ch , shx x, sx x, shx xh( ) est une famille libre car ch ≠ 0 et ∀ ∈ ≠λ λ∀ ∈λ λ∀ ∈ ≠λ λ≠λ λλ λλ λ, cλ λ, cλ λ, ch sλ λh sλ λ≠λ λ≠h s≠λ λ≠ h
puisque ch est paire et que sh est impaire. La réponse A est fausse.

• Pour a x x ex= +a x= +a x= +a x= +a x x e=x e1,a x1,a x= +1,= +a x= +a x1,a x= +a xa xon a xa x= +a xon a x= +a xa xaa xa x= +a xaa x= +a xcha xcha x= +ch= +a x= +a xcha x= +a x sh . La réponse B est fausse.

Pour montrer qu’une famille ( )u u( )u u u( )un( )n1( )1u u1u u( )u u1u u, ,( ), ,u u, ,u u( )u u, ,u u ...,( )...,, ,( ), ,u u, ,u u( )u u2( )2, ,2, ,( ), ,2, ,, ,2, ,( ), ,2, , est libre pour tout n, on peut
utiliser une récurrence.

•  
NON
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• Ici, notons f x xkf xkf x k: lf x: lf x n: lf x: lf x : l: l(: l(: l ) , et montrons par récurrence sur n que
( )f f( )f f f( )fn( )nfnf( )fnf0 1( )0 1f f0 1f f( )f f0 1f f, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1, ,0 1f f0 1f f, ,f f0 1f f( )f f, ,f f0 1f f ...,( )...,, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1f f0 1f f, ,f f0 1f f( )f f0 1f f, ,f f0 1f f est libre.

– f x0f x0f x 1f x:  f x  est libre car f0f0f 0≠ .

– Pour n ∈, supposons que ( )f f( )f f f( )fn( )nfnf( )fnf0 1( )0 1f f0 1f f( )f f0 1f f, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1, ,0 1f f0 1f f, ,f f0 1f f( )f f, ,f f0 1f f ...,( )...,, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1f f0 1f f, ,f f0 1f f( )f f0 1f f, ,f f0 1f f est libre, et montrons que
( )f f( )f f f( )fn( )nfnf( )fnf0 1( )0 1f f0 1f f( )f f0 1f f 1( )1, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1, ,0 1f f0 1f f, ,f f0 1f f( )f f, ,f f0 1f f ...,( )...,, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1f f0 1f f, ,f f0 1f f( )f f0 1f f, ,f f0 1f f +( )+ est libre.

Soit 2n+( )α α( )α α α( )α0 1( )0 1α α0 1α α( )α α0 1α α 1( )1, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1, ,0 1α α0 1α α, ,α α0 1α α( )α α, ,α α0 1α α ...,( )...,, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1α α0 1α α, ,α α0 1α α( )α α0 1α α, ,α α0 1α α n( )n+( )+ ∈ tel que : α α α0 0α α0 0α α1 1 1 1 0f fα αf fα α0 0f f0 0α α0 0α αf fα α0 0α α1 1f f1 1α αf fα αα α0 0α αf fα α1 1f f1 1 fn n+ +1 1+ +1 1f f+ +f fα αf fα α+ +α αf fα α1 1f f1 1+ +1 1f f1 1 + =1 1+ =1 1+ =α+ =α 1 1+ =1 1f+ =f1 1f1 1+ =1 1f1 1n n+ =n n1 1+ +1 1n n+ +n n1 1n n1 1+ +1 1n n1 11 1f1 1n n1 1f1 1+ +1 1n n1 1f1 11 1+ =1 1+ +1 1+ =1 1+ =+ ++ =1 1+ =1 1+ +1 1+ =1 11 1f1 1+ =1 1f1 1+ +1 1+ =1 1f1 11 1n n1 1+ =1 1n n1 1+ +1 1+ =1 1n n1 1n n+ =n n+ +n n+ =n n1 1n n1 1+ =1 1n n1 1+ +1 1+ =1 1n n1 11 1f1 1n n1 1f1 1+ =1 1n n1 1f1 1+ +1 1f1 1n n1 1f1 1+ =1 1f1 1n n1 1f1 1... .

∀ ∈ + + ( ) + + ( ) + ( ) =+ +
+x x+ +x x+ +x x∀ ∈x x∀ ∈ +x x+x x+x x+ x x)x x) + +x x+ + (x x( xnx xnx x n

n
nx xx x* , l+ +, l+ +, lx x, lx x+ +x x+ +, l+ +x x+ +, ln l+ +n l+ + (n l(+ +x x+ +n l+ +x x+ + n lnx xlnx x ln, lx x, lx xα αx x, lx x+ +x x+ +, l+ +x x+ +α α+ +, l+ +x x+ + α α(α α( )x xα αx x)x x)α α)x x) + +x x+ +α α+ +x x+ +n lα αn l(n l(α α(n l( nα αn x x...x xα αx x...x x+ +x x+ +...+ +x x+ +α α+ +...+ +x x+ + α0 1, l0 1, lx x, lx x0 1x x, lx x+ +x x+ +, l+ +x x+ +0 1+ +, l+ +x x+ +, l0 1, lx x, lx xα αx x, lx x0 1x xα αx x, lx x+ +x x+ +, l+ +x x+ +α α+ +, l+ +x x+ +0 1+ +x x+ +, l+ +x x+ +α α+ +x x+ +, l+ +x x+ + 2α α2α αn lα αn l2n lα αn l 2

1
1 0 (1)

Dérivons (1) :
α α α α1 2α α1 2α α 1 12α α2α αα α1 2α α2α α1 2α α 1

0
x x

x
n

x
x

n
x

xn n n n+ ++ +1 2+ +1 2 x+ +x + ( ) +
+( ) ( ) =− +ln+ +ln+ + ... ln ln

soit : α α α α1 2α α1 2α α 1
12 1α α2 1α α12 11 0+ +α α+ +α αα α1 2α α+ +α α1 2α α2 1+ +2 1α α2 1α α+ +α α2 1α α1 22 11 2+ +1 22 11 2α α1 2α α2 1α α1 2α α+ +α α2 1α α1 2α α2 1+2 1(α α(α α2 1(2 1α α2 1α α(α α2 1α α)α α)α α2 1)2 12 1+ +2 1α α2 1α α+ +α α2 1α α2 1+ +2 1(2 1(2 1(α α(α α2 1+ +2 1(2 1+ +2 1)α α)α α ( ) =−

+2 1+ +2 11 22 11 2+ +1 22 11 2α α1 2α α2 1α α1 2α α+ +α α2 1α α1 2α α2 1α α2 1α αln2 1ln2 12 1+ +2 1ln2 1+ +2 1ln2 1ln2 1α α2 1α αlnα α2 1α α lnx n2 1x n2 12 1+ +2 1x n2 1+ +2 12 1+2 1x n2 1+2 1...x n...2 1...2 1x n2 1...2 1α αx nα α2 1x n2 1α α2 1α αx nα α2 1α αα α)α αx nα α)α α2 1)2 1x n2 1)2 1α α2 1α α)α α2 1α αx nα α)α α2 1α α2 1+ +2 1x n2 1+ +2 1α α2 1α α+ +α α2 1α αx nα α+ +α α2 1α α2 1+ +2 1x n2 1+ +2 1α α2 1α α+ +α α2 1α αx nα α+ +α α2 1α αα α(α αx nα α(α α2 1+ +2 1(2 1+ +2 1x n2 1(2 1+ +2 1α α2 1α α+ +α α2 1α α(α α+ +α α2 1α αx nα α2 1α α+ +α α2 1α α(α α2 1α α+ +α α2 1α α xnα αnα αα α2 1α αnα α2 1α αα α2 1α αnα αn2 1n2 1 n
n

donc : α α α α1 0α α1 0α α2 12 1α α2 1α αα α1 1α α2 1α α1 1α α 02 12 12 12 1f fα αf fα α1 0f f1 0α α1 0α αf fα α1 0α α2 1f f2 12 1f f2 1α αf fα αα α1 0α αf fα αα α2 1α αf fα α2 12 12 1f f2 1 n fα αn fα α2 1n f2 12 1n f2 1n fα αn fα α1 1n f1 1α α1 1α αn fα α1 1α α2 1n f2 1α α2 1α αn fα α2 1α αα α1 1α α2 1α α1 1α αn fα α2 1α α1 1α αn nα αn nα αn fn nn fα αn fα αn nα αn fα αn n1 1n n1 1n fn nn f1 1n f1 1n n1 1n f1 12 1+ +2 12 12 12 1+ +2 12 12 1f f+ +f fα αf fα α+ +α αf fα α2 1f f2 1+ +2 1f f2 1α α2 1α αf fα α2 1α α+ +α αf fα α2 1α α2 12 12 1f f2 12 12 1+ +2 1f f2 12 12 12 1+ +2 1α α2 1α α+ +α α2 1α αα α1 1α α2 1α α1 1α α+ +α α2 1α α1 1α α2 1n f2 1+ +2 1n f2 1α α2 1α αn fα α2 1α α+ +α αn fα α2 1α αα α2 1α αn nα α2 1α α+ +α αn nα α2 1α αα α2 1α αn fα α2 1α αn nα αn fα α2 1α α+ +α α2 1α αn fα α2 1α αn nα α2 1α αn fα α2 1α α2 1n f2 1+2 1n f2 1α α2 1α αn fα α2 1α α+α αn fα α2 1α αα α1 1α α2 1α α1 1α αn fα α2 1α α1 1α α+α α1 1α α2 1α α1 1α αn fα α1 1α α2 1α α1 1α α(2 1(2 1α α2 1α α(α α2 1α αα α1 1α α2 1α α1 1α α(α α2 1α α1 1α α( )n f)n fα αn fα α)α αn fα αα α1 1α αn fα α1 1α α)α αn fα α1 1α α) =1 1− +1 11 1n f1 1− +1 1n f1 1α α1 1α αn fα α1 1α α− +α αn fα α1 1α α1 1n n1 1− +1 1n n1 11 1n f1 1n n1 1n f1 1− +1 1n n1 1n f1 11 1− +1 1α α1 1α α− +α α1 1α αα α1 1α α2 1α α1 1α α− +α α2 1α α1 1α α1 1n f1 1− +1 1n f1 1α α1 1α αn fα α1 1α α− +α αn fα α1 1α αα α1 1α α2 1α α1 1α αn fα α2 1α α1 1α α− +α α1 1α α2 1α α1 1α αn fα α1 1α α2 1α α1 1α α− +α α− +α α1 1− +1 1α α1 1α α− +α α1 1α αα α1 1α α2 1α α1 1α α− +α α2 1α α1 1α αα α2 1α α+ +α α2 1α α− +α α+ +α α2 1α αα α1 1α α2 1α α1 1α α+ +α α2 1α α1 1α α− +α α1 1α α2 1α α1 1α α+ +α α1 1α α2 1α α1 1α αα α1 1α α2 1α α1 1α αn fα α2 1α α1 1α α+α α1 1α α2 1α α1 1α αn fα α1 1α α2 1α α1 1α α− +α α1 1α α2 1α α1 1α αn f1 1α α2 1α α1 1α α+α α2 1α α1 1α αn fα α1 1α α2 11 1α α1 1(1 1− +1 1(1 1α α1 1α α(α α1 1α α− +α α(α α1 1α αα α1 1α α2 1α α1 1α α(α α2 1α α1 1α α− +α α1 1α α2 1α α1 1α α(α α1 1α α2 1α α1 1α α1 1)1 1− +1 1)1 11 1n f1 1)1 1n f1 1− +1 1)1 1n f1 1α α1 1α αn fα α1 1α α)α αn fα α1 1α α− +α α1 1α αn fα α1 1α α)α α1 1α αn fα α1 1α α...2 1...2 12 1...2 1

Or, ( )f f( )f f f( )fn( )nfnf( )fnf0 1( )0 1f f0 1f f( )f f0 1f f, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1, ,0 1f f0 1f f, ,f f0 1f f( )f f, ,f f0 1f f ...,( )...,, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1f f0 1f f, ,f f0 1f f( )f f0 1f f, ,f f0 1f f est libre, d’où : α α α1 2α α1 2α α 1 0= =α α= =α α1 2= =1 2α α1 2α α= =α α1 2α α = =α= =α 1= =1+... n et, en remplaçant

dans (1) : α0 0= c’est-à-dire que ( )f f( )f f f( )fn( )nfnf( )fnf0 1( )0 1f f0 1f f( )f f0 1f f 1( )1, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1, ,0 1f f0 1f f, ,f f0 1f f( )f f, ,f f0 1f f ...,( )...,, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1f f0 1f f, ,f f0 1f f( )f f0 1f f, ,f f0 1f f +( )+ est libre.

La réponse C est bonne.

Pour montrer qu’une famille de fonctions est libre, on peut donner des
valeurs particulières à x, prendre des limites ou dériver.

• Supposons que : ∀ ∈ + + =∀ ∈x x∀ ∈x x∀ ∈ + +x x+ +∀ ∈x x∀ ∈ + +x x+ +
x

x xx x*, ax x, ax x+ +x x+ +, a+ +x x+ ++ +x x+ +, a+ +x x+ +, ax x, ax x, arcta+ +rcta+ +x xrctax x+ +x x+ +rcta+ +x x+ ++ +x x+ +rcta+ +x x+ +n a+ +n a+ ++ +n a+ +x xn ax x+ +x x+ +n a+ +x x+ ++ +x x+ +n a+ +x x+ + rctanα β+ +α β+ +α β, aα β, ax x, ax xα βx x, ax x+ +x x+ +, a+ +x x+ +α β+ +, a+ +x x+ + γn aγn aγ
1

0 (2)

(2) donne :

pour

quand tend vers

x

x

= + ( )+( )+ =

+

1= +1= +
4

0

0

::= +:= +

:

α β= +α β= + ( )α β( )( )γ( ) π

quand tend vers

α γ
π

α γ
π

+ =+ =α γ+ =α γ

− =− =α γ− =α γ








































−

2
0

0
2

0x ::

donc α β γ= =α β= =α β = 0 La réponse D est fausse.
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• Question 4 : réponse B

Pour a = 0 : Vect (e1 + a, ..., ek + a) = Vect (e1, ..., ek) = K, de dimension k.

La réponse A est fausse.

• H K E⊕ =H K⊕ =H K donc : H K∩ =H K∩ =H K { }{ }0{ } et, si dim E = n : dim H = −n k= −n k= − .

Soit K VectaK VaK V= +K V= +K Vec= +ect= +t ( )( )k( )ke a e a( )e ake ak( )ke ak= +( )e a= + +( )+e a+e a( )e a+e a( )1( )11( ),( ),( )...,( ). Déterminons dim Ka.

Soit α
1

0tel que :k
i i

i

k

( )α α( )α α1( )1α α1α α( )α α1α α,( ),α α,α α( )α α,α α...,( )...,α α...,α α( )α α...,α αα α( )α αα α...,α α( )α αk( )k ∈ +α∈ +αi i∈ +i i∈ +tel que∈ +tel que :∈ +:k∈ +k ( )i i( )i ie a( )e ai ie ai i( )i ie ai i∈ +( )∈ +i i∈ +i i( )i i∈ +i ie a∈ +e a( )e a∈ +e ai ie ai i∈ +i ie ai i( )i i∈ +i ie ai i =
=
∑∑∈ +∑∈ +∑∈ +∈ + .

Alors : H K

K H

α α
i

k

i
i

k

e aα αe aα αie ai
=

∈ ∈

∑ ∑α α∑ ∑α αe a∑ ∑e aα αe aα α∑ ∑α αe aα α∑ ∑∑ ∑∑ ∑α α∑ ∑α αα αα αi i∑ ∑i iα αi iα α∑ ∑α αi iα αi ii ie a∑ ∑e aα αe aα α∑ ∑α αe aα αα αi iα αe aα αi iα α∑ ∑α αe aα αi iα αi ie aα αe aα α∑ ∑α αe aα α= −α α∑ ∑α αe aα α
∑ ∑∑ ∑e a∑ ∑e a


e a∑ ∑e aα αe aα α∑ ∑α αe aα α


α α∑ ∑α αe aα α
∑ ∑∑ ∑α α∑ ∑α α


α α∑ ∑α αα αe aα α∑ ∑α αe aα α


α α∑ ∑α αe aα α


α αe aα α∑ ∑α αe aα αα α∑ ∑α αe aα α∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑e a∑ ∑e a


e a∑ ∑e ae a


e a∑ ∑e aα αe aα α∑ ∑α αe aα α


α α∑ ∑α αe aα αα αe aα α∑ ∑α αe aα α


α αe aα α∑ ∑α αe aα α
∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑α α∑ ∑α α


α α∑ ∑α αα α


α α∑ ∑α αα αe aα α∑ ∑α αe aα α


α α∑ ∑α αe aα αα αe aα α∑ ∑α αe aα α


α αe aα α∑ ∑α αe aα α



e a


e a


e a


e ae ae a





e a


e ae a


e a


e a


e ae a


e a ∈ ∩H K∈ ∩H K = {
1 1i1 1i1 1=1 1=1 1

0
                                  

}}} ′ =
=
∑, d oùù αi i
i

k

ei iei i
1

0

or, ( )e e( )e ek( )k1( )1e e1e e( )e e1e e,( ),e e,e e( )e e,e e...,( )...,e e...,e e( )e e...,e e est libre, donc α α1α α1α α 0α α= =α α =α α...α αk et ( )e a( )e a e a( )e ak( )ke ake a( )e ake a1( )1e a1e a( )e a1e a+ +( )+ +e a+ +e a( )e a+ +e a e a+ +e a( )e a+ +e ae ake a+ +e ake a( )e a+ +e ake a( ),( )+ +( )+ +,+ +( )+ +( )...,( )+ +( )+ +...,+ +( )+ + est libre,
soit dim Ka k= .

Déterminons H KH K∩H Ka. Soit u ua iu ua iu u
i

k

u u∈ =u u ( )e a( )e ai( )ie aie a( )e aie a+( )+e a+e a( )e a+e a
=
∑a i∑a ia iKu uK  u ua i∈ =u u∈ =u uK  u u∈ =u ua i∈ =a iu ua iu u∈ =u ua iu u ∑a i∑a iαa iαa i

1

.

Si u e u a
i

k

iu aiu a
i

k

u e∈ =u e




u a


u a


u a


u au au a





u a


u au a


u a


u a


u au a


u a ∈
=

∈ ∈

∑ ∑u e∑ ∑u e u a∑ ∑u au e∈ =u e∑ ∑u e∈ =u e
∑ ∑

u a


u a∑ ∑u a


u a


∑ ∑



u a


u au a


u a∑ ∑u au a


u a∑ ∑u e∑ ∑u ei i∑ ∑i i ∑ ∑∑ ∑
H:u eH:u eu e∈ =u eH:u e∈ =u eu e∈ =u e∑ ∑u e∈ =u e Hu e∈ =u eu e∈ =u e∑ ∑u e∈ =u e

K H

α αu aα αu a∑ ∑α α∑ ∑u e∑ ∑u eα αu e∑ ∑u e u a∑ ∑u aα αu a∑ ∑u ai i∑ ∑i iα αi i∑ ∑i iu ei iu e∑ ∑u ei iu eα αu e∑ ∑u ei iu e∈ =∑ ∑∈ =α α∈ =∑ ∑∈ =u e∈ =u e∑ ∑u e∈ =u eα αu e∑ ∑u e∈ =u ei i∈ =i i∑ ∑i i∈ =i iα αi i∑ ∑i i∈ =i iu ei iu e∈ =u ei iu e∑ ∑u e∈ =u ei iu eα αu ei iu e∈ =u ei iu e∑ ∑u ei iu e∈ =u ei iu e u a−u a∑ ∑u a−u aα αu a∑ ∑u a−u au a


u a∑ ∑u a


u aα αu a∑ ∑u a


u a
∑ ∑

α α
∑ ∑

u a


u a∑ ∑u a


u aα αu a∑ ∑u a


u au au a∑ ∑u au aα αu a∑ ∑u au au a


u au a


u a∑ ∑u au a


u aα αu a


u au a


u a∑ ∑u a


u au a


u a
∑ ∑

α α
∑ ∑

u a


u au a


u a∑ ∑u au a


u aα αu a


u au a


u a∑ ∑u a


u au a


u a∈ =∑ ∑∈ =α α∈ =u e∈ =u e∑ ∑u e∈ =u eα αu e∈ =u e∑ ∑u e∈ =u ei i∈ =i i∑ ∑i i∈ =i iα αi i∈ =i i∑ ∑i i∈ =i iu ei iu e∈ =u ei iu e∑ ∑u e∈ =u ei iu eα αu ei iu e∈ =u ei iu e∑ ∑i iu e∈ =u ei iu e u aα αu a∑ ∑α α∑ ∑u a∑ ∑u aα αu au a


u a∑ ∑u a


u aα αu a


u a∑ ∑u a


u au a


u au a


u a∑ ∑u au a


u aα αu a


u au a


u a∑ ∑
u au a


u au e∈ =u e∑ ∑u e∈ =u eα αu e∈ =u e∑ ∑u e∈ =u eu ei iu e∈ =u ei iu e∑ ∑u e∈ =u ei iu eα αu ei iu e∈ =u ei iu e∑ ∑i iu e∈ =u ei iu e

1 1i1 1i1 1 =1 1=                     
∩ =∩∩ =∩ { }

=
∑K s∩ =K s∩ = { }K s{ }K soit ∑0 0{ }0 0{ } =0 0=∑0 0∑K s0 0K s{ }K s{ }0 0{ }K s{ } oi0 0oit0 0t ∑0 0∑

1

,K s,K sK s0 0K s,K s0 0K s α0 0α0 0i i0 0i i0 0
i

k

0 0e0 0i iei i0 0i i0 0e0 0i i0 0

d’où α α1α α1α α 0α α= =α α =α α...α αk .

Donc : u H K na aK na aK n au H= ∩u H { }K n{ }K na a{ }a aK na aK n{ }K na aK nK n+ =K nK na aK n+ =K na aK n ⊕ =a⊕ =a0 0u H0 0u H K n0 0K nK na aK n0 0K na aK n= ∩0 0= ∩u H= ∩u H0 0u H= ∩u H K n=K n0 0K n=K n{ }0 0{ }K n{ }K n0 0K n{ }K nK na aK n{ }K na aK n0 0K n{ }K na aK nu Hetu Hu H0 0u Hetu H0 0u Hu H= ∩u H0 0u H= ∩u Hetu H0 0u H= ∩u H K norK nK na aK norK na aK nK nH KK nK n+ =K nH KK n+ =K nK na aK n+ =K na aK nH KK n+ =K na aK n donc H K⊕ =H K⊕ = EdiK ndiK nK na aK ndiK na aK nm dK nm dK nK na aK nm dK na aK nK nH KK nm dK nH KK nK na aK nH KK na aK nm dK nH KK na aK nK n+ =K nH KK n+ =K nm dK nH KK n+ =K nK na aK n+ =K na aK nH KK n+ =K na aK nm dK na aK n+ =K na aK nH KK na aK n+ =K na aK nimK nH KK nimK nH KK nK n+ =K nH KK n+ =K nimK nH KK n+ =K nK na aK n+ =K na aK nH KK n+ =K na aK nimK na aK n+ =K na aK nH KK na aK n+ =K na aK n

La réponse B est bonne.

• Si Vect K( )e a( )e a e a( )e ak( )ke ake a( )e ake a1( )1e a1e a( )e a1e a+ +( )+ +e a+ +e a( )e a+ +e a e a+ +e a( )e a+ +e ae ake a+ +e ake a( )e a+ +e ake a =( ),( )+ +( )+ +,+ +( )+ +( )...,( )...,+ +( )+ +...,+ +( )+ + , alors : e aie aie a+ ∈e a+ ∈e a K. Or a e
∈ ∈ ∈

= +a e= +a e( )a e( )a e a( )ai( )i= +( )= +a e= +a e( )a e= +a ei= +i( )i= +i −
H

K K

ei        

donc : a aa a∈ ∩a aa a=a a{ }a a{ }a aH Ka aH Ka aa a∈ ∩a aH Ka a∈ ∩a aa asoita a0 0a a0 0a a{ }0 0{ }a a{ }a a0 0a a{ }a a =0 0=soit0 0soita asoita a0 0a asoita a,a a,a aa a0 0a a,a a0 0a a . La réponse C est fausse.

Si K = { }{ }0{ }, K n’admet qu’un seul supplémentaire : E.
La réponse D est fausse.

Pour 
NON

Si 
NON
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corrigéschapitre 8 : Espaces vectoriels

> QCM 2 Applications linéaires –
Noyau et image

• Question 1 : réponses B et D

• f e e f e e f e e e1 1e f1 1e f 2 3e e2 3e e 3 1e e3 1e e31 01 11 01 10 0e f0 0e f e e0 0e e1 10 01 1e f1 1e f0 0e f1 1e f e e2 3e e0 0e e2 3e e0 3e e0 3e e f e0 3f ee e2 3e e0 3e e2 3e e 3 10 33 10 33 10 33 1 2e e2e e(f e(f e )1 1)1 1=1 1=1 1(1 1(1 1)1 1)1 10 0)0 01 10 01 1)1 10 01 10 0=0 01 10 01 1=1 10 01 1 (0 0(0 0( )0 0)0 0e e0 0e e)e e0 0e ee e2 3e e0 0e e2 3e e)e e0 0e e2 3e e)2 3)2 3e e0 0e e=e e0 0e ee e2 3e e0 0e e2 3e e=e e0 0e e2 3e e(0 0(0 0e e0 0e e(e e0 0e ee e2 3e e0 0e e2 3e e(e e0 0e e2 3e e(2 3(2 3)2 3)2 3 ( )f e( )f e( )f e( )f e3 1( )3 10 3( )0 3f e0 3f e( )f e0 3f e3 10 33 1( )3 10 33 1(3 1(3 13 10 33 1(3 10 33 1)3 1)3 10 3)0 33 10 33 1)3 10 33 1= −e e= −e e3 1= −3 1e e3 1e e= −e e3 1e e0 3= −0 33 10 33 1= −3 10 33 11 1, ,1 11 11 01 1, ,1 11 01 1 2 3, ,2 3e e2 3e e, ,e e2 3e ee e2 3e e0 0e e2 3e e, ,e e0 0e e2 3e e2 3, ,2 3e e2 3e e, ,e e2 3e ee e2 3e e0 0e e2 3e e, ,e e0 0e e2 3e e, ,e e, ,e e2 3, ,2 3e e2 3e e, ,e e2 3e e0 0, ,0 0e e0 0e e, ,e e0 0e ee e2 3e e0 0e e2 3e e, ,e e0 0e e2 3e e, ,e f, ,e f0 0, ,0 0e f0 0e f, ,e f0 0e f (, ,(0 0(0 0, ,0 0(0 02 3)2 3, ,2 3)2 3e e2 3e e)e e2 3e e, ,e e)e e2 3e ee e2 3e e0 0e e2 3e e)e e0 0e e2 3e e, ,e e2 3e e0 0e e2 3e e)e e2 3e e0 0e e2 3e e2 3(2 3, ,2 3(2 3e e2 3e e(e e2 3e e, ,e e(e e2 3e ee e2 3e e0 0e e2 3e e(e e0 0e e2 3e e, ,e e2 3e e0 0e e2 3e e(e e2 3e e0 0e e2 3e e2 3, ,2 3e e2 3e e, ,e e2 3e ee e2 3e e0 3e e2 3e e, ,e e0 3e e2 3e e, ,2 3, ,2 3e e2 3e e, ,e e2 3e e0 3, ,0 32 30 32 3, ,2 30 32 3e e2 3e e0 3e e2 3e e, ,e e0 3e e2 3e e2 3)2 3, ,2 3)2 3e e2 3e e)e e2 3e e, ,e e)e e2 3e ee e2 3e e0 3e e2 3e e)e e0 3e e2 3e e, ,e e2 3e e0 3e e2 3e e)e e2 3e e0 3e e2 3e e 3 1, ,3 13 10 33 1, ,3 10 33 11 23 11 23 10 31 20 33 10 33 11 23 10 33 10 31 20 33 10 33 11 23 10 33 10 31 20 33 10 33 11 23 10 33 10 31 20 3e e0 3e e1 2e e0 3e e f e0 3f e1 2f e0 3f e2 30 32 31 22 30 32 3e e2 3e e0 3e e2 3e e1 2e e0 3e e2 3e e0 31 20 3e e0 3e e1 2e e0 3e ee e2 3e e0 3e e2 3e e1 2e e0 3e e2 3e e0 3)0 31 20 3)0 3e e0 3e e)e e0 3e e1 2e e)e e0 3e ee e2 3e e0 3e e2 3e e)e e0 3e e2 3e e1 2e e2 3e e0 3e e2 3e e)e e2 3e e0 3e e2 3e ee e0 3e e=e e0 3e e1 2e e=e e0 3e ee e2 3e e0 3e e2 3e e=e e0 3e e2 3e e1 2e e2 3e e0 3e e2 3e e=e e2 3e e0 3e e2 3e e0 3( )0 31 20 3( )0 3f e0 3f e( )f e0 3f e1 2f e( )f e0 3f e3 10 33 1( )3 10 33 11 23 1( )3 10 33 1= −1 2= −3 1= −3 11 23 1= −3 10 3= −0 31 20 3= −0 33 10 33 1= −3 10 33 11 23 1= −3 10 33 10 3= −0 31 20 3= −0 33 10 33 1= −3 10 33 11 23 1= −3 10 33 10 3= −0 31 20 3= −0 33 10 33 1= −3 10 33 11 23 1= −3 10 33 10 3(0 31 20 3(0 33 10 33 1(3 10 33 11 23 1(3 10 33 10 3= −0 3(0 3= −0 31 20 3(0 3= −0 33 10 33 1= −3 10 33 1(3 1= −3 10 33 11 23 10 33 1= −3 10 33 1(3 10 33 1= −3 10 33 10 3, ,0 31 20 3, ,0 32 30 32 3, ,2 30 32 31 22 3, ,2 30 32 3e e2 3e e0 3e e2 3e e, ,e e0 3e e2 3e e1 2e e2 3e e0 3e e2 3e e, ,e e2 3e e0 3e e2 3e ee e2 3e e0 3e e2 3e e)e e0 3e e2 3e e, ,e e2 3e e0 3e e2 3e e)e e2 3e e0 3e e2 3e e1 2e e2 3e e0 3e e2 3e e)2 3e e0 3e e2 3e e, ,e e0 3e e2 3e e)e e2 3e e0 32 3e e 3 1, ,3 11 23 1, ,3 13 10 33 1, ,3 10 33 11 23 1, ,3 10 33 1

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

• rg f ff ff f=f ff fdif fdif fm If ff fmf f

Or Im Vectf ff fVectf fVectVect e eVecte eVectf f=f f( )f f( )f f e f( )e f e f( )e f, ,e f, ,( ), ,e f, ,, ,e f, ,( ), ,e f, , e e( )e e(( )( )( ))e f)e f( )e f)e f)( )) (( )( )( ))e f)e f( )e f)e f, ,e f, ,), ,e f, ,( ), ,), ,e f, ,, ,e f, ,), ,e f, ,( ), ,e f, ,), ,e f, , ( )( )( )e e( )e e( )e e( )e ee e= −e eVecte eVect= −Vecte eVect ( ), ,( ), ,, ,( ), ,, ,( ), , 3( )3e e( )e e e e( )e e, ,e e, ,( ), ,e e, ,, ,e e, ,( ), ,e e, ,, ,e e, ,( ), ,e e, , 3e e3( )3e e3 e( )e= −( )= −e e= −e e( )e e= −e e e e= −e e( )e e= −e e3e e3= −3e e3( )3= −3e e3( )1 2( ), ,( ), ,1 2, ,( ), ,, ,( ), ,1 2, ,( ), ,e f( )e f1 2e f( )e f, ,e f, ,( ), ,e f, ,1 2, ,( ), ,e f, ,, ,e f, ,( ), ,e f, ,1 2, ,e f, ,( ), ,e f, ,( )1 2( ), ,( ), ,1 2, ,( ), ,, ,( ), ,1 2, ,( ), ,e f( )e f1 2e f( )e f, ,e f, ,( ), ,e f, ,1 2, ,( ), ,e f, ,, ,e f, ,( ), ,e f, ,1 2, ,e f, ,( ), ,e f, ,( )1 2( )e f( )e f1 2e f( )e f)( ))1 2)( ))e f)e f( )e f)e f1 2e f( )e f)e f (( )(1 2(( )(, ,(, ,( ), ,(, ,1 2, ,( ), ,(, ,, ,(, ,( ), ,(, ,1 2, ,(, ,( ), ,(, , 3 1e e3 1e ee e3 1e eVecte eVect3 1Vecte eVectVect( )3 1( )e e( )e e3 1e e( )e e( )( )( )3 1( )( )( )e e( )e e( )e e( )e e3 1e e( )e e( )e ee e= −e e3 1e e= −e eVecte eVect= −Vecte eVect3 1Vect= −Vecte eVect ( )3 1( )3 1e e( )e e3 1e e( )e ee e( )= −( )= −3 1= −( )= −e e= −e e( )e e= −e e3 1e e( )e e= −e e( )3 1( ), ,( ), ,3 1, ,( ), ,e e( )e e3 1e e( )e e, ,e e, ,( ), ,e e, ,3 1, ,e e( ), ,e e, ,, ,e e, ,( ), ,e e, ,3 1, ,e e, ,( ), ,e e, ,, ,e e, ,( ), ,e e, ,3 1, ,e e, ,( ), ,e e, , 3e e3( )3e e33 13( )3e e33= −( )= −3 1= −( )= −e e= −e e( )e e= −e e3 1e e( )e e= −e e3e e3= −3e e3( )3= −3e e33 13e e3= −3e e3( )3e e3= −3e e3( )3( )( )2( )
rg f erg f erg rgf ergf ergf ergf e= −f ergf erg= −rgf erg ( )3( )3f e( )f e e e( )e e3e e3( )3e e3( )f e( )f e e e( )e e3e e3( )3e e3= −( )= −f e= −f e( )f e= −f e e e= −e e( )e e= −e e3e e3= −3e e3( )3= −3e e3( )1 3( )e e( )e e1 3e e( )e e= −( )= −1 3= −( )= −e e= −e e( )e e= −e e1 3e e( )e e= −e e( )1 3( )e( )e1 3e( )e= −( )= −1 3= −( )= − 2 2( )2 2( )e( )e2 2e( )e =2 2=( )1 3( )2 2( )1 3( )e( )e1 3e( )e2 2e1 3e( )e( ), ,( )e e( )e e, ,e e( )e e, ,( )1 3( ), ,( )1 3( )e e( )e e1 3e e( )e e, ,e e1 3e e( )e ee e1 3 car ( )e e( )e e1 3( )1 3e e1 3e e( )e e1 3e e1 3,  1 3( )1 3,  1 3e e1 3e e,  e e1 3e e( )e e,  e e1 3e e est libre et ( )e e( )e e e e( )e e1 3( )1 3e e1 3e e( )e e1 3e e 1 3( )1 3e e1 3e e( )e e1 3e e2( )2e e2e e( )e e2e ee e1 3e e2e e1 3e e( )e e2e e1 3e e, ,( ), ,1 3, ,1 3( )1 3, ,1 3e e1 3e e, ,e e1 3e e( )e e, ,e e1 3e e, ,( ), ,1 3, ,1 3( )1 3e e1 3e e, ,e e1 3e e( )e e1 3e e, ,e e1 3e e 3( )3e e−e e( )e e−e e
est liée.
Donc : rg f eetf eet e fese fest une bae ft une basee fse de Ime fde Imf e=f e( )f e( )f e e f( )e ff e2f e( )1 3( )e f( )e f1 3e f( )e f, .e f, .e fese fes, .ese fest une bae ft une ba, .t une bae ft une basee fse, .see fse de Ime fde Im, .de Ime fde Ime f( )e f, .e f( )e f( )( )1 3( ), .( )1 3( )e f( )e f1 3e f( )e f, .e f1 3e f( )e fe f1 3

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

• Question 2 : réponse B
• D’après le théorème du rang : dim dm dm dKem dm dKem dm dr Em df fm df fm dimf fimm df fm dr Ef fr Em dr Em df fm dr Em dimr Eimf fimr Eim rgf frgf f= −f fr Ef fr E= −r Ef fr Em dr Em df fm dr Em d= −m df fm dr Em dimr Eimf fimr Eim= −imf fimr Eim = − =3 2= −3 2= − 1

donc Ker fr fr est de dimension 1 (droite).

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

• F G F G⊂ ⇒F G⊂ ⇒F G dim dF Gm dF GF Gm dF GF G≤F Gm dF G≤F GF GimF G, mais la réciproque est fausse. Vérifions le ici :

x y z f f x y z
x z
y z

x y z zx y z, ,x y z x y z, ,x y z x y z, ,x y z( ) ∈ ⇔f f∈ ⇔f f ( ) = ⇔
+ =x z+ =x z

y z− =y z









 ⇔ ( ) = −z= −zKe∈ ⇔Ke∈ ⇔r f fr  f f∈ ⇔r  ∈ ⇔f f∈ ⇔f fr  f f∈ ⇔f f 0= ⇔0= ⇔

3 0x z3 0x z+ =3 0+ =x z+ =x z3 0x z+ =x z
2 0y z2 0y z− =2 0− =y z− =y z2 0y z− =y z

3,, ,3,, ,3, .2 1, ,2 1, ,(= −(= − )

−( ) + + ∉ ( )3 3)3 3) = −3 3= − 2+ +2+ +1 2+ +1 2+ + 3 1∉3 1∉ ( )3 1( )( )3( ), ,3 3, ,3 3 , I( ), I( ) ⊄, I⊄ m .3 32 13 33 3, ,3 32 13 3, ,3 3 Vect3 3 + ++ +1 2+ + ( )( )3 1( )( ), I( )e e+ +e e+ ++ +2+ +e e+ +2+ +1 2e e1 2+ +1 2+ +e e+ +1 2+ ++ +2+ +1 2+ +2+ +e e+ +1 2+ +2+ ++ +1 2+ +e e+ + e e( )e e( )3 1e e3 1( )3 1( )e e( )3 1( )e e∉e e∉3 1e e3 1∉3 1∉e e∉3 1∉3 1e e3 1( )3 1( )e e( )3 1( )Vecte eVect3 1Vect3 1e e3 1Vect3 1e e3 1e e3 13 1e e3 1( )3 1( )e e( )3 1Vect3 1e e3 1 e f( )e f( )( )3( )e f( )3( ), Ie f, I( ), I( )e f( ), I( )( )3( ), I( )3( )e f( ), I( )3( ) donce fdonc, Idonc, Ie f, Idonc, I, IKe, Ie f, IKe, I, Ir, Ie f, Ir, I, Ie f, I( ), I( )e f( )( )3( ), I( )3( )e f( )3( ), I( )3( ), Idonc, Ie f, I, IKe, Ie f, I, Ir, Ie f, I fm .fm .

La réponse C est fausse.

• F et G sont suppl mentaires dé( )s d)s d⇔ =s d⇔ =s d( )s d( )s dim( )imE F( )E F G e( )G et F( )t F G( )G⇔ =( )⇔ =s d⇔ =s d( )s d⇔ =s dim⇔ =im( )im⇔ =imE F⇔ =E F( )E F⇔ =E F + ∩( )+ ∩G e+ ∩G e( )G e+ ∩G et F+ ∩t F( )t F+ ∩t F =( )= { }( ){ }( )di( )E F( )E FdiE F( )E F( )m d( )E F( )E Fm dE F( )E F + ∩( )+ ∩m d+ ∩( )+ ∩( )im( )+ ∩( )+ ∩im+ ∩( )+ ∩ .{ }( ){ }0{ }( ){ }
La réponse D est fausse.

• Question 3 : réponses A et C

• x f f x f x x f∈ ⇔x f∈ ⇔x f = ⇒ = ⇒ x f∈x fx fKex fx f∈ ⇔x fKex f∈ ⇔x fx fr  x f∈ ⇔x f∈ ⇔x fr  x f∈ ⇔x f∈ ⇔ f x = ⇒ = ⇒= ⇒ x fKex fx frx f( )f x( )f x( )f x( )f x ( )f x( )f x0 0f x0 0f x= ⇒0 0= ⇒= ⇒0 0= ⇒= ⇒0 0= ⇒ f x0 0f x0 0= ⇒0 0= ⇒= ⇒0 0= ⇒( )0 0( )f x( )f x0 0f x( )f x( )f x( )f x0 0f x( )f x2 2f x2 2f x x f2 2x f= ⇒2 2= ⇒ x f∈x f2 2x f∈x fx fKex f2 2x fKex fx frx f2 2x frx f( )2 2( )f x( )f x2 2f x( )f x0 02 20 0= ⇒0 0= ⇒2 2= ⇒0 0= ⇒f x0 0f x2 2f x0 0f x( )0 0( )2 2( )0 0( )f x( )f x0 0f x( )f x2 2f x0 0f x( )f x

donc Ker Kf fr Kf fr Kerf ferr Kf fr Kr Kf fr K⊂r Kf fr K 2.
– Supposons que Ker Kf fr Kf fr Kerf ferf f2f f2f fr Kf fr K2r Kf fr Kr Kf fr K⊂r Kf fr K :

x f f
f x

x f
∈ ∩x f∈ ∩x f ⇔

=
∃ ′ ∈ =x f∈ =x f










x fKex fx f∈ ∩x fKex f∈ ∩x fx frx fx f∈ ∩x frx f∈ ∩x f

E,∈ =E,∈ = (1)
Im

( )f x( )f x

( )x( )x′( )′
0

x

• 
NON
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Alors f xf x f xf xf x2f x2f xf x2f x 00( )( )f x( )f xf x( )f x ( )( )( )f x( )f xf x( )f xf x( )f x( )′( )( )′( ) = =f x= =f x( )= =( )f x( )f x= =f x( )f x et x f′x f′ ∈ ⊂x f∈ ⊂ fx fKex f∈ ⊂x f∈ ⊂Ke∈ ⊂x f∈ ⊂r K∈ ⊂r K∈ ⊂x fr Kx f∈ ⊂x f∈ ⊂r K∈ ⊂x f∈ ⊂ er fer fr K∈ ⊂r K∈ ⊂∈ ⊂x f∈ ⊂r K∈ ⊂x f∈ ⊂2r K2r K∈ ⊂r K∈ ⊂2∈ ⊂r K∈ ⊂ , donc x f′x f′ ∈x f∈x fKex fx frx f soit

f x( )f x( )f x( )′( ) = 0 d’où x = 0 d’après (1). Finalement : Ker f fr f fr ∩ =f f∩ =f f { }f fImf ff f∩ =f fImf f∩ =f f { }0{ }.

– Supposons que Ker f fr f fr ∩ =f f∩ =f f { }f fImf ff f∩ =f fImf f∩ =f f { }0{ } : x f f x f∈ ⇔x f∈ ⇔x f ∈x fKex fx f∈ ⇔x fKex f∈ ⇔x fx fr  x f∈ ⇔x f∈ ⇔x fr  x f∈ ⇔x f∈ ⇔ Ker fr f22∈ ⇔2∈ ⇔ ( )f x( )f x .

Or f x f( )f x( )f x Im∈ d’où f x( )f x( )f x = 0 soit x fx f∈x fx fKex fx frx f , donc Ker Kf fr Kf fr Kerf ferr Kf fr K2f f2f fr Kf fr K2r Kf fr Kr Kf fr K⊂r Kf fr K .

Finalement : Ker K KerKerf fr Kf fr Kerf ferr Kf fr K f fr f frr f fr2f f2f fr Kf fr K2r Kf fr K⊂ ⇔⊂ ⇔f f⊂ ⇔f fr Kf fr K⊂ ⇔r Kf fr Kerf fer⊂ ⇔erf ferr Kf fr K⊂ ⇔r Kf fr Kf f ∩ =f f∩ =f f { }0{ }0f fImf ff f∩ =f fImf f∩ =f f

La réponse A est bonne.

f x f f2f x2f x( )f x( )f x = ( )f f( )f f ( )( )( )x( )x( )x( )x donc, on a toujours : Im f fImf fImf f2f f2f ff f⊂f f .

Mais on n’a pas toujours : Im f ff f+ =f ff fKef ff f+ =f fKef f+ =f fr Ef fr Ef f+ =r E+ =f f+ =f fr Ef f+ =f f . Par exemple, soit

f ∈ ( ) ( )( )( )3( ) tel que : f e1 0(f e(f e ) = et f e f e e2 3f e2 3f e2 3 1(f e(f e )2 3)2 3=2 3=2 3( )f e( )f e2 3( )2 3f e2 3f e( )f e2 3f e = avec ( )e e( )e e e( )e1 2( )1 2e e1 2e e( )e e1 2e e 3( )3, ,( ), ,1 2, ,1 2( )1 2, ,1 2e e1 2e e, ,e e1 2e e( )e e, ,e e1 2e e

base canonique de 3.

Alors : Ker f fr f fr f f e= =f f= =f ff fImf ff f= =f fImf f= =f f  1 donc Im f ff fKef fKeKe e+ =f f+ =f fKef fKe+ =Kef fKerf fr+ =rf fr ≠ e e ≠ ≠1 1 3.

La réponse B est fausse.

• Im Im rg rgf fImf fImf f f f f ff frgf frgrg⊂ ⇔⊂ ⇔⊂ ⇔f f⊂ ⇔f fImf fIm⊂ ⇔Imf fIm⊂ ⇔f f = ⇔= ⇔= ⇔f f= ⇔f fImf fIm= ⇔Imf fImf f f f=f f2 2Im2 2Im f f2 2f fImf fIm2 2Imf fIm⊂ ⇔2 2⊂ ⇔ = ⇔2 2= ⇔f f= ⇔f f2 2f f= ⇔f fImf fIm= ⇔Imf fIm2 2Im= ⇔Imf fIm 2, et d’après le théorème du
rang :

dim dm dm dKem dm dKem dm dr Km df fm df fm dimf fimm df fm dr Kf fr Km dr Km df fm dr Km dimr Kimf fimr Kim erf ferm dr Km df fm dr Km d=m df fm dr Km d 2, or Ker Kf fr Kf fr Kerf ferf fr Kf fr K⊂r Kf fr K 2 donc Ker Kf fr Kf fr Kerf ferf fr Kf fr K=r Kf fr K 2 et,
d’après l’assertion A : Ker f fr f fr ∩ =f f∩ =f f { }f fImf ff f∩ =f fImf f∩ =f f { }0{ } .

De plus : dim Im d dim Im d r Edir Edimr Emf fm df fm dimf fimm df fm df fKef fKeKer Ef fr Er E+ =r Ef f+ =f fm df fm d+ =m df fm dimf fim+ =imf fim Kef fKe+ =Kef fKer Ef fr E+ =r Ef fr E donc E K= ⊕E K= ⊕E KE KImE KE K= ⊕E KImE K= ⊕E Kf fE Kf fE Kerf fer= ⊕f f= ⊕E K= ⊕E Kf fE K= ⊕E KE K= ⊕E Kf fE K= ⊕E K .

Réciproquement, si E K= ⊕E K= ⊕E KE KImE KE K= ⊕E KImE K= ⊕E Kf fE Kf fE Kerf fer= ⊕f f= ⊕E K= ⊕E Kf fE K= ⊕E Kf f : pour x y f x fx y∈ =x yEx yE  x yx y∈ =x yE  x y∈ =x y, (x y, (x y f x, (f x∈ =, (∈ =x y∈ =x y, (x y∈ =x yx y, (x yx y∈ =x y, (x y ) I∈) I∈ m et :

∃ ∈ ∃ ∈ ∃ ∈ = + = + ( )! !∃ ∈! !∃ ∈ ∃ ∈! !∃ ∈! ! et Ex f! !x f! !∃ ∈! !∃ ∈x f∃ ∈! !∃ ∈! !Ke! !x f! !Ke! !! !r  ! !x f! !r  ! ! x f∃ ∈x f∃ ∈Imx fImx f∃ ∈x f∃ ∈Imx fIm x x∃ ∈x x∃ ∈Ex xE x x= +x x= + x f= +x f= + ( )x( )1 2∃ ∈1 2∃ ∈! !1 2! !∃ ∈! !∃ ∈1 2∃ ∈! !∃ ∈! !1 2! !,1 2,! ! ,  ! !1 2! ! ,  ! !∃ ∈1 2∃ ∈x f1 2x f! !x f! !1 2! !x f! !∃ ∈! !∃ ∈x f∃ ∈! !∃ ∈1 2∃ ∈x f∃ ∈! !∃ ∈Kex fKe1 2Kex fKe! !Ke! !x f! !Ke! !1 2! !x f! !Ke! !! !r  ! !x f! !r  ! !1 2! !x f! !r  ! ! x f1 2x f∃ ∈x f∃ ∈1 2∃ ∈x f∃ ∈∃ ∈x f∃ ∈1 2∃ ∈x f∃ ∈ 3 1= +3 1= +,3 1,x x3 1x x∃ ∈x x∃ ∈3 1∃ ∈x x∃ ∈ ,x x,3 1,x x,Ex xE3 1Ex xE,x x,3 1,x x, x x3 1x x= +x x= +3 1= +x x= + 2 1= +2 1= +x f2 1x f= +x f= +2 1= +x f= + ( )3( ) .

Donc : y f x f x f x f x f x f= =y f= =y f x f= =x f ( )x f( )x f x f( )x fx f+x f( )x f+x f ( )( )( )x f( )x f( )x f( )x fx f=x f ( )x f)x fx f+x f ( )x f( )x fx f=x f ( )x f( )x f∈ ⊂x f∈ ⊂x f( )x f( )x f= =( )= =x f= =x f( )x f= =x f x fImx fx f∈ ⊂x fImx f∈ ⊂x f( )1 3( )x f( )x f1 3x f( )x fx f+x f( )x f+x f1 3x f( )x f+x f ( )( )( )1 3( )( )( )x f( )x f( )x f( )x f1 3x f( )x f( )x f 1x f1x f
0

2 ( )3( )x f( )x f3x f( )x f 2 ( )3( )x f( )x f3x f( )x f 2∈ ⊂2∈ ⊂ ∈ ⊂x f∈ ⊂x f

f f∈ ⊂f f∈ ⊂f fIm∈ ⊂Im∈ ⊂f fImf f∈ ⊂f f∈ ⊂f f∈ ⊂Im∈ ⊂∈ ⊂et∈ ⊂et∈ ⊂et∈ ⊂et∈ ⊂ 222. La réponse C est bonne.

Si f f2f f2f ff f=f f , alors E = ⊕Im= ⊕Im= ⊕f f= ⊕f f= ⊕= ⊕f f= ⊕ Kef fKerf fr .Enrevanche la réciproqueest fausse .

Soit par exemple une symétrie f : f Id ff Id ff I o f Id≠ =f I≠ =f Id f≠ =d ff Id ff I≠ =f Id ff I o f≠ =o fd f,d fd f≠ =d f,d f≠ =d f et f est bijec-

tive, donc Ker ef fr ef fr etf ftf fr ef fr er ef fr e=r ef fr e{ }f f{ }f fr ef fr e{ }r ef fr ef f0 If fr ef fr e0 Ir ef fr etf ft0 Itf ftf f{ }f f0 If f{ }f fr ef fr e{ }r ef fr e0 Ir e{ }r ef fr e m Ef fm Ef f =m E= d’où E = ⊕Im= ⊕Im= ⊕ , .r o, .r o, .r, .r, .f f= ⊕f f= ⊕= ⊕f f= ⊕ Kef fKer of fr o f f≠f f≠, .f f, .≠, .≠f f≠, .≠2f f2f f

La réponse D est fausse.

f x

 Mais on n’a pas toujours : 
NON

Si 

Soit par exemple une symétrieNON
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corrigéschapitre 8 : Espaces vectoriels

• Question 4 : réponses B et D

Pour x xx x=x x( )x x( )x x f x( )f x f x( )f x f x( )f xf xnf x( )f xnf x0x x0x x( )2 1( )f x( )f x2 1f x( )f x f x( )f x2 1f x( )f xf xnf x( )f xnf x2 1f x( )f xnf xf x( )f x−f x( )f x2 1f x−f x( )f x, ,x x, ,x x( ), ,( )x x( )x x, ,x x( )x x( )( )( )f x( )f x( )f x( )f x( ), (( )f x( )f x, (f x( )f xf x( )f x2 1f x( )f x, (f x2 1f x( )f x( )),( )( )2 1( )),( )2 1( )( )( )( )f x( )f x( )f x( )f x( )f x( )f x( )( )( )f x( )f x( )f x( )f x( ), (( )( ) ..., ( ) est liée . La réponse A est fausse.

• f n− ≠1 0 donc ∃ ∈ ≠x f∃ ∈x f∃ ∈Ex fE xn, (−, (−x f, (x f, (n, (n )1, (1, ( 0 . Pour cet x, soit Kn( )α α( )α α0 1( )0 1α α0 1α α( )α α0 1α α0 1,0 1( )0 1,0 1α α0 1α α,α α0 1α α( )α α,α α0 1α αα α0 1α α...,α α0 1α α( )α α...,α α0 1α α0 1...,0 1( )0 1...,0 1α α0 1α α...,α α0 1α α( )α α...,α α0 1α αα α0 1α α( )α αα α0 1α α...,α α0 1α α( )α α0 1α α...,α α0 1α αn( )n0 1n0 1( )0 1n0 10 1−0 1( )0 1−0 1 ∈
tel que :

α α α α0 1α α0 1α α 2
2α α2α α 1

1 0α α0 1α αx fα αx fα α0 1x f0 1α α0 1α αx fα α0 1α α0 1x f0 1α α0 1α αx fα α x fα αx fα α2x f2α α2α αx fα α2α αx fα αx fα α 1x f1nx fnx f nx f+ +x f+ +x f+ +x fα αx fα α+ +α αx fα α0 1x f0 1+ +0 1x f0 1α α0 1α αx fα α0 1α α+ +α αx fα α0 1α α x f+ +x fα αx fα α+ +α αx fα α =x f−x f −( )x f( )x f( )x f( )x f+ +( )+ +x f+ +x f( )x f+ +x f ( )α α( )α αx f( )x fα αx fα α( )α αx fα αα αx fα α...α αx fα αα αx fα α+ +α αx fα α...α α+ +α αx fα α ( )x( )x (2)

Composons (2) par f n–1 :

f f x ff fnf fif fif f i

i

n
nf f−f f

−

=
∑f f∑f f


f f


f ff f


f f


f f


f ff ff ff f


f ff f


f ff f


f ff f


f f


f f


f ff f


f f


x f


x f


x f


x fx f


x fx f


x f


x f


x fx f


x fx f= ⇔x f1f f1f f

0

1

0x f0x f 10 0x f0 0x f n0 0n−0 0−x f= ⇔x f0 0x f= ⇔x f =0 0=x f0x f0 0x f0x f 10 01f ff f∑f ff ff f


f ff f


f ff f


f f x fα αx fx f


x fα αx f


x fx f


x fα αx f


x fx fx fα αx fx fx f


x fx f


x fα αx fx f


x fx f


x fx f


x fα αx fx f


x fx f= ⇔x fα αx f= ⇔x fx f0 0x fα αx f0 0x fx f= ⇔x f0 0x f= ⇔x fα αx f0 0x f= ⇔x fα αf fα αf ff fif fα αf fif f iα αi x f= ⇔x f0 0x f= ⇔x fα αx f= ⇔x f0 0x f= ⇔x f( )x f( )x f( )x f( )x fα α( )α αx fα αx f( )x fα αx f ( )x( )x0 0( )0 0x0 0x( )x0 0x car f in if in if if if if in if if in if if in if if in if if i pourf if in if i− +f in if if i= ≥f in i1n if in if i1f in if if in if i− +f in if i1f i− +f in if i0 1f i0 1f if i pourf i0 1f i pourf i= ≥0 1= ≥f i= ≥f i0 1f i= ≥f if i pourf i= ≥f i pourf i0 1f i= ≥f i pourf i .

Or : f x f xf xnf x i
if xif x

i

n

f x−f x
−

≠ = ⇔ =f x⇔ =f xi⇔ =i⇔ =
=
∑⇔ =∑⇔ =1f x1f x 0≠ =0≠ =

1

0 0≠ =0 0≠ =0 0≠ =0 0≠ = 2 0⇔ =2 0⇔ =2 0f x2 0f xf xif x2 0f xif x⇔ =2 0⇔ =f x⇔ =f x2 0f x⇔ =f xi⇔ =i2 0i⇔ =i f xif x⇔ =f xif x2 0f x⇔ =f xif x⇔ =2 0⇔ =∑2 0∑⇔ =∑⇔ =2 0⇔ =∑⇔ =
1

( )f x( )f x ( )2 0( )2 0( )f x( )f x( )f x( )f x⇔ =( )⇔ =f x⇔ =f x( )f x⇔ =f x2 0( )2 0f x2 0f x( )f x2 0f x⇔ =2 0⇔ =( )⇔ =2 0⇔ =f x⇔ =f x2 0f x⇔ =f x( )f x2 0f x⇔ =f xdonc≠ =donc≠ =0 0donc0 0≠ =0 0≠ =donc≠ =0 0≠ = etα α≠ =≠ =0≠ =α α≠ =0≠ =α α⇔ =⇔ =∑⇔ =α α⇔ =∑⇔ =0 0α α0 0≠ =0 0≠ =α α≠ =0 0≠ =≠ =0≠ =0 0≠ =0≠ =α α≠ =0 0≠ =0≠ = 2 0α α2 0⇔ =2 0⇔ =α α⇔ =2 0⇔ =⇔ =∑⇔ =2 0⇔ =∑⇔ =α α⇔ =2 0⇔ =∑⇔ =( )α α( )2 0( )2 0α α2 0( )2 0etα αet 2 0α α2 0

On compose alors par f n–2 pour obtenir α1 = 0, et ainsi de suite jusqu’à
avoir :

α α α0 1α α0 1α α 1 0= =α α= =α α0 1= =0 1α α0 1α α= =α α0 1α α = =α= =α 1= =1 ( )2 1( )2 1
−... ( ), (( )( )( )( )2 1( )2 1( )2 1( )2 1( ), (( )2 1( )2 1, (2 1( )2 12 1( )2 1−2 1( )2 1, (2 1−2 1( )2 1( ))( )n

2 1( )2 1n2 1( )2 1( ), (( )n( ), (( )2 1( )2 1, (2 1( )2 1n2 1, (2 1( )2 1( )x f( )( ), (( )x f( ), (( )( )x f( )( )),( )x f( )),( )( )x f( )2 1( )2 1x f2 1( )2 1( )( )( )x f( )( )( )2 1( )2 1( )2 1( )2 1x f2 1( )2 1( )2 1( ), (( )x f( ), (( )2 1( )2 1, (2 1( )2 1x f2 1, (2 1( )2 1( )x( )donc ( )( ), (( )( ), (( )x f( ), (( )( )x f( )( )),( )x f( )),( )( ), (( )x f( ), (( ) ..., ( )x f( ), (( ) est libre.

La réponse B est bonne.

• Si dim E = n , la famille précédente de n vecteurs, libre, est une base de E.
Donc :

Vect ( )x f( )x f x f( )x fx f x f( )x f x( )x, (( ), (, (x f, (x f( )x f, (x fx f x f),x f( )x f),x f), ( )( )( )x f( )x f( )x f( )x f, (( ), (x f, (x f( )x f, (x f...,x f...,, (...,x f...,( )...,, (...,x f..., n, (n( )n, (n )( ))2 1( )2 1x f2 1x f( )x f2 1x f n2 1n( )n2 1n( )2 1( )( )( )2 1( )x f( )x f2 1x f( )x f( )x f2 1x f( )x f, (2 1, (( ), (2 1, (x f, (x f2 1x f, (x f( )x f2 1x f, (x f n, (n2 1n, (n( )n2 1n, (n, (2 1, (−, (2 1, (( ), (−, (2 1, ( = E

Im ( ), ( ( ), (f ff fVectf fVectVect x f( )x f( ), (x f, (, (x f, (x f),x f),x f),x f), ...,x f..., x fVectx fVectx f( )x f( )nf f=f f


f f


f f


f f


f ff ff ff f


f ff f


f f




f f


f ff f


f f


x f


x f


x f


x fx fx fx f


x fx f


x f




x f


x fx f


x fx f=x f2, (2, (
0
 ( )( )( )( ), (( ), ( )( ))x f( )x f x f( )x f( )x f( )( )( )x f( ), (x f, (( ), (x f, (x( )x2( )2, (2, (( ), (2, ( , (( ), (,, (,( ),, (, )( )), ( ..., , (( ), ( ..., , (f x( )f x, (f x, (( ), (f x, (f xnf x( )f xnf x, (f x, (n, (f x, (( ), (n, (f x, (, (f x, (−, (f x, (( ), (−, (f x, (( )1( )f x( )f x1f x( )f x, (f x, (( ), (f x, (1, (( ), (f x, (

donc Im f ≠ E. La réponse C est fausse.

• ( )f x( )f x f x( )f x f x( )f xf xnf x( )f xnf x( )( )( )f x( )f x( )f x( )f x , (( ), (f x, (f x( )f x, (f x),( )), ( )( )( )f x( )f x( )f x( )f xf x( )f x, (( ), (f x, (f x( )f x),( )), ...,( )...,2 1( )2 1f x2 1f x( )f x2 1f x f x2 1f x( )f x2 1f xf xnf x2 1f xnf x( )f x2 1f xnf xf x, (f x2 1f x, (f x( )f x2 1f x, (f x),2 1),( )),2 1), f x2 1f x−f x2 1f x( )f x−f x2 1f x est une base de Im f, donc, d’après le théorème
du rang :

dim ( ) ( ) ( )m (Kem (m (r om ( ) (r d) (r dm (r dm ( o K) (o K) () (o K) (f fm (f fm (m (r om (f fm (r om (r df fr dm (r dm (f fm (r dm ( f x) (f x) (f x) (f x) (o Kf xo K) (o K) (f x) (o K) ( f f) (f f) () (et) (f f) (et) () (o K) (n n) (o K) () (o K) (f x) (o K) (n n) (f x) (o K) () (n n) () (r d) (n n) (r d) () (o K) (n n) (o K) ( n) (n) (m (r om (f fm (r om (=m (f fm (r om (( )r d( )r dm (r dm (( )m (r dm (f x( )f xr df xr d( )r df xr dm (r dm (f xm (r dm (( )m (f xm (r dm (( )m (( )m ( ) (( )) (r d( )r d) (r d) (( )) (r d) (m (r dm (( )m (r dm (f x( )f xm (f xm (( )m (f xm (r df xr d( )r df xr dm (r dm (f xm (r dm (( )m (f xm (r dm (r df xr dn nr df xr d( )r dn nr df xr dm (r dm (f xm (r dm (n nm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm ( ∈ ≠) (∈ ≠) ( )∈ ≠)) (o K) (∈ ≠) (o K) () (er) (∈ ≠) (er) () (f f) (∈ ≠) (f f) () (er) (f f) (er) (∈ ≠) (f f) (er) () (et) (f f) (et) (∈ ≠) (f f) (et) (x∈ ≠x) (n) (∈ ≠) (n) () (−) (m (r dm (1 0m (r dm (m (f fm (1 0m (f fm (m (r om (f fm (r om (1 0m (f fm (r om (m (r dm (f fm (r dm (1 0m (f fm (r dm ( ) (r d) (1 0) (r d) () (r d) (n n) (r d) (1 0) (n n) (r d) (r d( )r d1 0r d( )r d) (r d) (( )) (r d) (1 0) (( )) (r d) (m (r dm (( )m (r dm (1 0m (( )m (r dm (r df xr d( )r df xr d1 0r d( )r df xr dm (r dm (f xm (r dm (( )m (f xm (r dm (1 0m (r dm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (r dn nr d( )r dn nr d1 0r d( )r dn nr d) (r d) (n n) (r d) (( )) (n n) (r d) (1 0) (r d) (n n) (r d) (( )) (r d) (n n) (r d) (r df xr dn nr df xr d( )r dn nr df xr d1 0r df xr dn nr df xr d( )r df xr dn nr df xr dm (r dm (f xm (r dm (n nm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (1 0m (r dm (f xm (r dm (n nr dm (f xm (r dm (( )m (f xm (r dm (n nm (r dm (f xr dm ( ) (r d) (=) (r d) (1 0) (=) (r d) (m (r dm (f xm (r dm (n nm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (− −m (r dm (f xm (r dm (n nr dm (f xm (r dm (( )m (f xm (r dm (n nm (r dm (f xr dm (1 0m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (− −m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm ( 01 1r d1 1r d f x1 1f x) (f x) (1 1) (f x) () (o K) (f x) (o K) (1 1) (f x) (o K) (n n1 1n n) (n n) (1 1) (n n) () (o K) (n n) (o K) (1 1) (n n) (o K) (f xn nf x1 1f xn nf x) (f x) (n n) (f x) (1 1) (n n) (f x) () (o K) (f x) (o K) (n n) (f x) (o K) (1 1) (o K) (f x) (o K) (n n) (o K) (f x) (o K) (n n1 1n n) (n n) (1 1) (n n) (r dn nr d1 1r dn nr d) (r d) (n n) (r d) (1 1) (n n) (r d) () (o K) (n n) (o K) (1 1) (n n) (o K) () (o K) (f x) (o K) (n n) (f x) (o K) (1 1) (o K) (f x) (o K) (n n) (o K) (f x) (o K) (( )1 1( )r d( )r d1 1r d( )r df x( )f x1 1f x( )f xr df xr d( )r df xr d1 1r d( )r df xr dr dn nr d( )r dn nr d1 1r d( )r dn nr d) (r d) (n n) (r d) (( )) (n n) (r d) (1 1) (r d) (n n) (r d) (( )) (r d) (n n) (r d) (r df xr dn nr df xr d( )r dn nr df xr d1 1r df xr dn nr df xr d( )r df xr dn nr df xr dm (r dm (f xm (r dm (n nm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (1 1m (r dm (f xm (r dm (n nr dm (f xm (r dm (( )m (f xm (r dm (n nm (r dm (f xr dm ( ) (n n) (′) (n n) (1 1) (′) (n n) () (n n) (1 1) (n n) () (r d) (n n) (r d) (1 1) (n n) (r d) () (o K) (n n) (o K) (1 1) (n n) (o K) () (n n) (′) (n n) (1 1) (′) (n n) () (o K) (f x) (o K) (− −) (f x) (o K) (1 1) (o K) (f x) (o K) (− −) (o K) (f x) (o K) () (o K) (n n) (o K) (− −) (n n) (o K) (1 1) (o K) (n n) (o K) (− −) (o K) (n n) (o K) () (o K) (f x) (o K) (n n) (f x) (o K) (− −) (o K) (f x) (o K) (n n) (o K) (f x) (o K) (1 1) (o K) (f x) (o K) (n no K) (f x) (o K) (− −) (f x) (o K) (n n) (o K) (f xo K) () (n n) (− −) (n n) (1 1) (− −) (n n) () (o K) (n n) (o K) (− −) (n n) (o K) (1 1) (o K) (n n) (o K) (− −) (o K) (n n) (o K) () (n n) (− −) (n n) (1 1) (− −) (n n) () (r d) (n n) (r d) (− −) (n n) (r d) (1 1) (r d) (n n) (r d) (− −) (r d) (n n) (r d) () (n n) (′) (n n) (− −) (′) (n n) (1 1) (n n) (′) (n n) (− −) (n n) (′) (n n) () (r d) (n n) (r d) (1 0) (n n) (r d) (1 1) (r d) (n n) (r d) (1 0) (r d) (n n) (r d) (r dn nr d( )r dn nr d1 0r d( )r dn nr d1 1r dn nr d( )r dn nr d1 0r dn nr d( )r dn nr d) (r d) (n n) (r d) (( )) (n n) (r d) (1 0) (r d) (n n) (r d) (( )) (r d) (n n) (r d) (1 1) (r d) (n n) (r d) (( )r d) (n n) (r d) (1 0) (n n) (r d) (( )) (r d) (n nr d) (r df xr dn nr df xr d( )r dn nr df xr d1 0r df xr dn nr df xr d( )r df xr dn nr df xr d1 1r df xr dn nr df xr d( )f xr dn nr df xr d1 0r dn nr df xr d( )r df xr dn nf xr dm (r dm (f xm (r dm (n nm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (1 0m (r dm (f xm (r dm (n nr dm (f xm (r dm (( )m (f xm (r dm (n nm (r dm (f xr dm (1 1m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (1 0m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm ( ) (r d) (n n) (r d) (1 0) (n n) (r d) (1 1) (r d) (n n) (r d) (1 0) (r d) (n n) (r d) (r dn nr d( )r dn nr d1 0r d( )r dn nr d1 1r dn nr d( )r dn nr d1 0r dn nr d( )r dn nr d) (r d) (n n) (r d) (( )) (n n) (r d) (1 0) (r d) (n n) (r d) (( )) (r d) (n n) (r d) (1 1) (r d) (n n) (r d) (( )r d) (n n) (r d) (1 0) (n n) (r d) (( )) (r d) (n nr d) (r df xr dn nr df xr d( )r dn nr df xr d1 0r df xr dn nr df xr d( )r df xr dn nr df xr d1 1r df xr dn nr df xr d( )f xr dn nr df xr d1 0r dn nr df xr d( )r df xr dn nf xr dm (r dm (f xm (r dm (n nm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (1 0m (r dm (f xm (r dm (n nr dm (f xm (r dm (( )m (f xm (r dm (n nm (r dm (f xr dm (1 1m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (1 0m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm ( ) (r d) (n n) (r d) (− −) (n n) (r d) (1 0) (r d) (n n) (r d) (− −) (r d) (n n) (r d) (1 1) (r d) (n n) (r d) (− −r d) (n n) (r d) (1 0) (n n) (r d) (− −) (r d) (n nr d) (r dn nr d( )r dn nr d− −r d( )r dn nr d1 0r dn nr d( )r dn nr d− −r dn nr d( )r dn nr d1 1r dn nr d( )r dn nr d− −n nr d( )r dn nr d1 0r d( )r dn nr d− −r dn nr d( )n nr d) (r d) (n n) (r d) (( )) (n n) (r d) (− −) (r d) (n n) (r d) (( )) (r d) (n n) (r d) (1 0) (r d) (n n) (r d) (( )r d) (n n) (r d) (− −) (n n) (r d) (( )) (r d) (n nr d) (1 1) (r d) (n n) (r d) (( )) (r d) (n n) (r d) (− −) (r d) (n n) (r d) (( )) (r d) (n n) (r d) (1 0) (r d) (n n) (r d) (( )) (r d) (n n) (r d) (− −) (r d) (n n) (r d) (( )) (r d) (n n) (r d) (r df xr dn nr df xr d( )r dn nr df xr d− −r df xr dn nr df xr d( )r df xr dn nr df xr d1 0r df xr dn nr df xr d( )f xr dn nr df xr d− −r dn nr df xr d( )r df xr dn nf xr d1 1r df xr dn nr df xr d( )r df xr dn nr df xr d− −r df xr dn nr df xr d( )r df xr dn nr df xr d1 0r df xr dn nr df xr d( )r df xr dn nr df xr d− −r df xr dn nr df xr d( )r df xr dn nr df xr dm (r dm (f xm (r dm (n nm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (− −m (r dm (f xm (r dm (n nr dm (f xm (r dm (( )m (f xm (r dm (n nm (r dm (f xr dm (1 0m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (− −m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (1 1m (r dm (f xr dm (n nm (r dm (f xm (( )m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (− −m (f xm (r dm (n nm (r dm (f xr dm (( )m (r dm (f xm (n nm (r dm (f xm (r dm (1 0m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (( )m (r dm (f xr dm (n nm (r dm (f xm (− −m (r dm (f xm (r dm (n nm (r dm (f xm (r dm (( )m (f xm (r dm (n nm (r dm (f xr dm ( 1) (1) () (∈ ≠) (1) (∈ ≠) () (o K) (ù) (o K) () (o K) (n n) (o K) (ù) (n n) (o K) (1 1ù1 1n n1 1n nùn n1 1n n) (n n) (1 1) (n n) (ù) (1 1) (n n) () (o K) (n n) (o K) (1 1) (n n) (o K) (ù) (o K) (n n) (o K) (1 1) (o K) (n n) (o K) () (o K) (n n) (o K) (− −) (n n) (o K) (1 1) (o K) (n n) (o K) (− −) (o K) (n n) (o K) (ù) (o K) (n n) (o K) (− −o K) (n n) (o K) (1 1) (n n) (o K) (− −) (o K) (n no K) (

donc f xf xnf xf x−f x1f x1f x( )f x( )f x est une base de Ker f. La réponse D est bonne.

Pour NON
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> QCM 3 Endomorphisme de C∞( , ,    )

• Question 1 : réponse C
• F = ( )∞C  ) ), ,  est un espace vectoriel et un anneau.
Si E est un anneau, E est stable pour × et +, et on a :

f f1f f1f f2f f2f f2f f2f f 2 2 2 1− =f f− =f f2− =2f f2f f− =f f2f f − = ∈ch2 2ch2 2 sh− =sh− = E.

Donc il existe 2 polynômes P et Q tels que : ∀ ∈ + =∀ ∈x P∀ ∈x P∀ ∈∀ ∈x P∀ ∈ x x Q x+ =Q x+ =xx Px P, (x P, (x P, (x Px P, (x Px P )cx x)cx x)ch (+ =h (+ =x xh (x xh (Q xh (Q x+ =Q x+ =h (+ =Q x+ =)s+ =)s+ =h 1+ =h 1+ =+ =x+ =h 1+ =x+ =

soit :
1
2

1
2

1e P x ex x1x x1
e Px xe P

1
e P

1x x1
e P

1
x ex xx e[ ][ ]P x[ ]P xP x Q x[ ]Q xQ x( )[ ]( )( )P x( )P x[ ]P x( )P xP x( ) ( )[ ]( )( )Q x( )Q x[ ]Q x( )Q xQ x( )+[ ]+ e P+ −e Pe P+ −e Pe Px xe P+ −e Px xe P[ ]e P[ ]e P x Q[ ]x Q x e[ ]x ex x[ ]x xe Px xe P[ ]e Px xe P x Qx xx Q[ ]x Qx xx Q x ex xx e[ ]x ex xx ex x( )x x[ ]x x( )x xx Qx xx Q( )x Qx xx Q[ ]x Q( )x Qx xx Q( )[ ]( )x Q( )x Q[ ]x Q( )x Q( )[ ]( )x e( )x e[ ]x e( )x ex x( )x x[ ]x x( )x xx ex xx e( )x ex xx e[ ]x e( )x ex xx ex Q+ −x Q[ ]x Q+ −x Qx Qx xx Q+ −x Qx xx Q[ ]x Q+ −x Qx xx Q+ −[ ]+ −e P+ −e P[ ]e P+ −e Px x+ −x x[ ]x x+ −x xe Px xe P+ −e Px xe P[ ]e P+ −e Px xe P( )+ −( )[ ]( )+ −( )x Q( )x Q+ −x Q( )x Q[ ]x Q+ −x Q( )x Qx x( )x x+ −x x( )x x[ ]x x+ −x x( )x xx Qx xx Q( )x Qx xx Q+ −x Q( )x Qx xx Q[ ]x Qx xx Q( )x Qx xx Q+ −x Qx xx Q( )x Qx xx Q =x x−x x avec P Q≠ ≠P Q≠ ≠P QouP Qou≠ ≠ouP Qou0 0P Q0 0P Q≠ ≠0 0≠ ≠P Q≠ ≠P Q0 0P Q≠ ≠P QouP Qou≠ ≠ouP Qou0 0ou≠ ≠ouP Qou .

Or, la limite du membre de gauche quand x tend vers +∞ ± ∞est et non pas 1.
Donc 1 ∉E et E n’est pas un anneau. La réponse A est fausse.
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autrement dit : E VectE V=E V ( )( )( )f( )f( )f f f( )( )f f( )( )1 2( )1 2( )f( )1 2( )f( )1 2( )f f f( )1 2( )f f f( )( )3 4 5 6( )( )f f f( )3 4 5 6( )f f f( )( )f f( )3 4 5 6( )f f( )( )f f f( ), , ,( )f f f( )f f f( )1 2( ), , ,( )1 2( ), , ,( )f f f( )1 2( )f f f( ), , ,( )1 2( )f f f( )( )f f f( )3 4 5 6( )f f f( ), , ,( )3 4 5 6( )f f f( )3 4 5 6, , ,( )3 4 5 6( ), ,( )3 4 5 6( )( )f f( )3 4 5 6( )f f( ), ,( )3 4 5 6( )f f( )
La réponse B est fausse et la réponse C est bonne.

0 ∈E et 0 n’a pas d’inverse pour x. La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponses B et D

• f x x x ex( )f x( )f x = += +(= +(= + ) + +(+ +(+ + ) + +x x+ +x x( )x x( )x x+ +( )+ +x x+ +x x( )x x+ +x x= += += += += += + 
1
2 1 1 2 2 ( )3 3( )x x( )x x3 3x x( )x x2λ µ= +λ µ= +1 1λ µ1 1= +1 1= +λ µ= +1 1= + λ µ+ +λ µ+ +2 2λ µ2 2+ +2 2+ +λ µ+ +2 2+ + ( )λ µ( )x x( )x xλ µx x( )x x+ +( )+ +λ µ+ +( )+ +x x+ +x x( )x x+ +x xλ µx x( )x x+ +x x( )3 3( )λ µ( )3 3( )x x( )x x3 3x x( )x xλ µx x3 3x x( )x xx x+ +x x( )x x+ +x x3 3x x( )x x+ +x xλ µx x+ +x x( )x x+ +x x3 3x x+ +x x( )x x+ +x x

+
1
2

λ µ λ µ1 1λ µ1 1λ µ 2 2λ µ2 2λ µ 2λ µ−λ µ( ) + −λ µ+ −λ µλ µ2 2λ µ+ −λ µ2 2λ µ+ −(+ −(+ − ) + −( )λ µ( )λ µ( )λ µ( )λ µ3 3( )3 3λ µ3 3λ µ( )λ µ3 3λ µ+ −( )+ −λ µ+ −λ µ( )λ µ+ −λ µ 
−x x+ −x x+ −( )x x( )λ µ( )λ µx xλ µ( )λ µ3 3( )3 3x x3 3( )3 3λ µ3 3λ µ( )λ µ3 3λ µx xλ µ( )λ µ3 3λ µ+ −( )+ −x x+ −( )+ −λ µ+ −λ µ( )λ µ+ −λ µx xλ µ( )λ µ+ −λ µλ µ3 3λ µ+ −λ µ3 3λ µ( )λ µ+ −λ µ3 3λ µx xλ µ3 3λ µ+ −λ µ3 3λ µ( )λ µ3 3λ µ+ −λ µ3 3λ µ e x

f x e x xxe xxe x

g x

( )f x( )f x

( )g x( )g x

− = +e x= +e x= +e x= +e xe x= +e x(e x(e x= +(= +e x= +e x(e x= +e x)e x)e x+ +e x+ +e x+ +e x+ +e x(e x(e x+ +(+ +e x+ +e x(e x+ +e x)e x)e x + +( )+ +( )+ +e xe x= += +e x= +e xe x= +e xe xe xe xe x= += += += +e x= +e xe x= +e xe xe x= +e x 
1
2 1 1e x1 1e x2 2e x2 2e x ( )3 3( ) 2λ µe xλ µe x= +λ µ= +e x= +e xλ µe x= +e x1 1λ µ1 1e x1 1e xλ µe x1 1e xe x= +e x1 1e x= +e xλ µe x1 1e x= +e xλ µe xλ µe x+ +λ µ+ +e x+ +e xλ µe x+ +e x2 2λ µ2 2e x2 2e xλ µe x2 2e xe x+ +e x2 2e x+ +e xλ µe x2 2e x+ +e x ( )λ µ( )+ +( )+ +λ µ+ +( )+ +( )3 3( )λ µ( )3 3( )+ +( )+ +3 3+ +( )+ +λ µ+ +3 3+ +( )+ +
                                       

+ −+ −(+ −(+ − ) + −(+ −(+ − ) + −
1
2 1 1 2 2λ µ+ −λ µ+ −1 1λ µ1 1+ −1 1+ −λ µ+ −1 1+ − λ µ+ −λ µ+ −2 2λ µ2 2+ −2 2+ −λ µ+ −2 2+ − x 2 2( )+ −( )+ −3( )3+ −3+ −( )+ −3+ −λ( )λ+ −λ+ −( )+ −λ+ − µµµ( )µµµ 3( )3+ −+ −+ −+ −+ −+ − 2 22 22 2


2 2


2 22 2


2 22 2
2 2−2 2x e2 2x e2 2x e2 2x e2 2
x e

2 2


2 2x e2 2


2 2x e
2 22 2


2 22 2x e2 2


2 22 2x

h x( )h x( )h x
                    

lim ( )
x

h xm (h xm (
→ ∞

=
→ ∞+→ ∞

0 donc lim ( ) l ( )
x

) lx) l
x

f xm (f xm ( e g) le g) l) lx) le g) lx) l x g( )x g( )
→ ∞

) l−) l
→ ∞

) le g) l= ⇔) le g) l x g= ⇔x g =
x→ ∞+  → ∞ → ∞→ ∞+→ ∞

x g= ⇔x g0 0) l0 0) lim0 0im ( )0 0( )e g0 0e g) le g) l0 0) le g) lime gim0 0ime gim x g0 0x g( )x g( )0 0( )x g( )) le g) l= ⇔) le g) l0 0) l= ⇔) le g) l x g= ⇔x g0 0x g= ⇔x g) le g) l= ⇔) le g) l0 0) le g) l= ⇔) le g) l) le g) l0 0) l 0

soit : lim ( )
x

xf xm (f xm ( e
→ ∞

− = ⇔
→ ∞+→ ∞

0 0+ =0 0+ =0 0+ =0 0+ =0 0+ =0 0+ =0 0= ⇔0 0= ⇔= ⇔0 0= ⇔ 1 10 01 10 0+ =0 0+ =1 1+ =0 0+ = 2 2 3 30 02 2 3 30 0+ =0 0+ =2 2 3 3+ =0 0+ =0 02 2 3 30 0+ =0 0+ =2 2 3 3+ =0 0+ =λ µ0 0λ µ0 0+ =0 0+ =λ µ+ =0 0+ =1 1λ µ1 10 01 10 0λ µ0 01 10 0+ =0 0+ =1 1+ =0 0+ =λ µ+ =1 1+ =0 0+ = λ µ0 0λ µ0 0+ =0 0+ =λ µ+ =0 0+ =2 2 3 3λ µ2 2 3 30 02 2 3 30 0λ µ0 02 2 3 30 0+ =0 0+ =2 2 3 3+ =0 0+ =λ µ+ =2 2 3 3+ =0 0+ = λ µ0 0λ µ0 0+ =0 0+ =λ µ+ =0 0+ =2 2 3 3λ µ2 2 3 30 02 2 3 30 0λ µ0 02 2 3 30 0+ =0 0+ =2 2 3 3+ =0 0+ =λ µ+ =2 2 3 3+ =0 0+ = .

La réponse A est fausse.
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corrigéschapitre 8 : Espaces vectoriels
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1
2 1 1 2 2λ µ+ −λ µ+ −1 1λ µ1 1+ −1 1+ −λ µ+ −1 1+ − λ µ+ −λ µ+ −2 2λ µ2 2+ −2 2+ −λ µ+ −2 2+ − x 2( )λ µ( )λ µλλ µλ( )λλ µλ3 3( )3 3λ µ3 3λ µ( )λ µ3 3λ µλ µ−λ µ( )λ µ−λ µ+ −+ −+ −+ −+ −+ − x

m x( )m x( )m x
                    

• lim ( )
x

k xm (k xm (
→ − ∞

= 0,

donc lim ( )
x

xf xm (f xm ( e
→ − ∞

= ⇔0 0= ⇔0 0= ⇔ − =0 0− = − =0 0− = − =0 0− == ⇔0 0= ⇔ 1 10 01 10 0− =0 0− =1 1− =0 0− = 2 2 3 30 02 2 3 30 0− =0 0− =2 2 3 3− =0 0− = − =0 0− =2 2 3 3− =0 0− =λ µ0 0λ µ0 0− =0 0− =λ µ− =0 0− =1 1λ µ1 10 01 10 0λ µ0 01 10 0− =0 0− =1 1− =0 0− =λ µ− =1 1− =0 0− = λ µ0 0λ µ0 0− =0 0− =λ µ− =0 0− =2 2 3 3λ µ2 2 3 30 02 2 3 30 0λ µ0 02 2 3 30 0− =0 0− =2 2 3 3− =0 0− =λ µ− =2 2 3 3− =0 0− = λ µ0 0λ µ0 0− =0 0− =λ µ− =0 0− =2 2 3 3λ µ2 2 3 30 02 2 3 30 0λ µ0 02 2 3 30 0− =0 0− =2 2 3 3− =0 0− =λ µ− =2 2 3 3− =0 0− =

La réponse B est bonne.

• Cherchons si
i( )f( )fi( )ifif( )fif 1 6i1 6i≤ ≤1 6≤ ≤i≤ ≤i1 6i≤ ≤i1 61 6≤ ≤1 6≤ ≤≤ ≤1 6≤ ≤

est liée. Soit 6( )λ( )λ λ λ µ( )λ λ µ µ µ( )µ µ1 2( )1 2λ λ µ1 2λ λ µ( )λ λ µ1 2λ λ µ3 1( )3 1λ λ µ3 1λ λ µ( )λ λ µ3 1λ λ µ 2 3( )2 3µ µ2 3µ µ( )µ µ2 3µ µλ λ µ, , ,λ λ µ( )λ λ µ, , ,λ λ µ1 2, , ,1 2( )1 2, , ,1 2λ λ µ1 2λ λ µ, , ,λ λ µ1 2λ λ µ( )λ λ µ, , ,λ λ µ1 2λ λ µλ λ µ3 1λ λ µ, , ,λ λ µ3 1λ λ µ( )λ λ µ, , ,λ λ µ3 1λ λ µ , ,( ), ,µ µ, ,µ µ( )µ µ, ,µ µµ µ2 3µ µ, ,µ µ2 3µ µ( )µ µ, ,µ µ2 3µ µλ λ µ3 1λ λ µ( )λ λ µλ λ µ, , ,λ λ µ( )λ λ µ1 2, , ,1 2( )1 2λ λ µ1 2λ λ µ, , ,λ λ µ1 2λ λ µ( )λ λ µ1 2λ λ µ, , ,λ λ µ1 2λ λ µλ λ µ3 1λ λ µ, , ,λ λ µ3 1λ λ µ( )λ λ µ3 1λ λ µ, , ,λ λ µ3 1λ λ µ ∈ tel que :

λ µ λ µ λ µ1 1λ µ1 1λ µ1 2 2 3λ µ2 3λ µ 2 4 3 5λ µ3 5λ µ 3 6 0f fλ µf fλ µ1 1f f1 1λ µ1 1λ µf fλ µ1 1λ µ1 2f f1 2λ µf fλ µλ µ1 1λ µf fλ µ1 2f f1 2 f fλ µf fλ µ2 3f f2 3λ µ2 3λ µf fλ µ2 3λ µ 2 4f f2 4λ µf fλ µλ µ2 3λ µf fλ µ 2 4f f2 4 f fλ µf fλ µ3 5f f3 5λ µ3 5λ µf fλ µ3 5λ µ 3 6f f3 6+ +1 2+ +1 2f f+ +f fλ µf fλ µ+ +λ µf fλ µ1 2f f1 2+ +1 2f f1 2 + +2 4+ +2 4f f+ +f fλ µf fλ µ+ +λ µf fλ µ 2 4f f2 4+ +2 4f f2 4 + =3 6+ =3 6f f+ =f fλ µf fλ µ+ =λ µf fλ µ 3 6f f3 6+ =3 6f f3 6

c’est-à-dire : ∀ ∈∀ ∈x f∀ ∈x f∀ ∈∀ ∈x f∀ ∈ xx fx f, (x f, (x f, ( ) 0=) 0=

En prenant les limites en +∞ −de f x e x( )f x( )f x , et en −∞ de f x ex( )f x( )f x , on obtient :

λ µ λ µ λ µ
λ µ λ µ λ µ

λ λ1 1λ µ1 1λ µ 2 2 3 3λ µ2 2 3 3λ µ λ µ2 2 3 3λ µ

1 1λ µ1 1λ µ 2 2 3 3λ µ2 2 3 3λ µ λ µ2 2 3 3λ µ 1

0

0

+ =λ µ+ =λ µ1 1+ =1 1λ µ1 1λ µ+ =λ µ1 1λ µ + =λ µ+ =λ µ2 2 3 3+ =2 2 3 3λ µ2 2 3 3λ µ+ =λ µ2 2 3 3λ µ + =λ µ+ =λ µ2 2 3 3+ =2 2 3 3λ µ2 2 3 3λ µ+ =λ µ2 2 3 3λ µ
− =λ µ− =λ µ1 1− =1 1λ µ1 1λ µ− =λ µ1 1λ µ − =λ µ− =λ µ2 2 3 3− =2 2 3 3λ µ2 2 3 3λ µ− =λ µ2 2 3 3λ µ − =λ µ− =λ µ2 2 3 3− =2 2 3 3λ µ2 2 3 3λ µ− =λ µ2 2 3 3λ µ










 ⇔ =λ λ⇔ =λ λ1⇔ =1λ λ1λ λ⇔ =λ λ1λ λ2 322 32 1 2 3 0= =2 3= =2 3 = = =3= = =3= = =1 2= = =1 2λ µ2 3λ µ2 3= =λ µ= =2 3= =2 3λ µ2 3= =2 3 µ µ1 2µ µ1 2= = =µ µ= = =1 2= = =1 2µ µ1 2= = =1 2

Donc i( )f( )fi( )ifif( )fif 1 6i1 6i≤ ≤1 6≤ ≤i≤ ≤i1 6i≤ ≤i1 61 6≤ ≤1 6≤ ≤≤ ≤1 6≤ ≤ est libre. Or, elle est génératrice de E, donc c’est une base de E.

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses B et C

La dérivation est linéaire : λ µf gλ µf gλ µ( )λ µ( )λ µf g( )f gλ µf gλ µ( )λ µf gλ µλ µf gλ µ( )λ µf gλ µλ µf gλ µ+λ µf gλ µ( )λ µ+λ µf gλ µ ′ = λ µf gλ µ′λ µf gλ µλ µf gλ µ+λ µf gλ µ ′.

La réponse A est fausse.

• D Df fD Df fD D( )D D( )D Df k( )f kD Df kD D( )D Df kD DD Df kD D+D Df kD D( )D D+D Df kD DD D=D Df f′f fD Df fD D′D Df fD DD Df fD D=D Df fD D ( )f f( )f f car D k( )D k( )D k = 0 donc D n’est pas injective, donc pas
bijective.

La réponse B est bonne.

• Si f x f x P x x Q x xf x∈ ∀f x ∈ =f x∈ =f xf xE :f xf x∈ ∀f xE :f x∈ ∀f x ∈ =∈ =, (f x, (f x∈ =, (∈ =f x∈ =f x, (f x∈ =f x, (∈ =∈ =, (∈ =∈ =) (P x) (P x∈ =) (∈ = )ch (x Qh (x Qx Q+x Qh (x Q+x Q )sx x)sx xhx xhx x, avec deg deg .P Qg dP Qg degP Qegg detg dP Qg detg dg dP Qg d≤ ≤g dP Qg d2 2P Q2 2P Qg dP Qg d2 2g dP Qg dg detg dP Qg detg d2 2g dP Qg detg d≤ ≤2 2≤ ≤P Q≤ ≤P Q2 2P Q≤ ≤P Qg dP Qg d≤ ≤g dP Qg d2 2g d≤ ≤g dP Qg degP Qeg≤ ≤egP Qeg2 2eg≤ ≤egP Qegg dP Qg d≤ ≤g dP Qg d2 2g d≤ ≤g dP Qg dg detg dP Qg detg d≤ ≤g dP Qg detg d2 2g detg dP Qg detg d≤ ≤g detg dP Qg detg d

= [ ]′[ ]′ +[ ]+ [ ]+ +[ ]+ + ′[ ]′f x′f x′ [ ]P x[ ]′[ ]′P x′[ ]′[ ]Q x[ ] x P+ +x P+ +[ ]x P[ ]+ +[ ]+ +x P+ +[ ]+ +[ ]x Q[ ]+ +[ ]+ +x Q+ +[ ]+ + x x[ ]x x[ ]( )f x( )f x [ ]( )[ ][ ]P x[ ]( )[ ]P x[ ][ ]( )[ ][ ]Q x[ ]( )[ ]Q x[ ] [ ]( )[ ]+ +[ ]+ +( )+ +[ ]+ +[ ]x Q[ ]( )[ ]x Q[ ]+ +[ ]+ +x Q+ +[ ]+ +( )+ +x Q+ +[ ]+ +[ ]( )[ ][ ]x x[ ]( )[ ]x x[ ][ ]chch shx xshx x , deg ′( ) ≤P Q′P Q′ +P Q+ 2 et

deg P QP Q+P Q′( ) ≤ 2.

La dérivation est linéaire : NON
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Donc ′ ∈f E. Or, D est linéaire, donc D induit un endomorphisme de E.

La réponse C est bonne.

• Soit ∆ l’endomorphisme induit par D dans E : f ff f∈ ⇔f f ′ =f fKef ff f∈ ⇔f fKef f∈ ⇔f ff fr  f ff f∈ ⇔f fr  f f∈ ⇔f ff ff f∈ ⇔f ff f∆f ff f∆f ff f∈ ⇔f f∆f f 0.

= + + +( )+ +( )+ += += += += += += + f x x x( )f x( )f x chλ µ= +λ µ= + ( )λ µ( ) µ λµ λµ λµ λx xµ λx x xµ λxchµ λch µ λ2 1λ µ2 1λ µ= +λ µ= +2 1= +λ µ= + ( )3 2( )( )λ µ( )3 2( )λ µ( ) 3µ λ3µ λx xµ λx x3x xµ λx x2µ λ2µ λ 1 2µ λ1 2µ λ2 2+ +2 2+ +µ λ2 2µ λ+ +µ λ+ +2 2+ +µ λ+ + µ λ2 2µ λ+ +µ λ+ +2 2+ +µ λ+ +2 2( )2 2( )+ +( )+ +2 2+ +( )+ + +2 2+x x2 2x x+x x+2 2+x x+( )λ µ( )2 2( )λ µ( )+ +( )+ +λ µ+ +( )+ +2 2+ +λ µ+ +( )+ + µ λ2 2µ λµ λ2 2µ λµ λ2 2µ λµ λ2 2µ λ + +µ λ+ +2 2+ +µ λ+ +x xµ λx x2 2x xµ λx x xµ λx2 2xµ λxchµ λch2 2chµ λch( )3 2( )2 2( )3 2( )( )λ µ( )3 2( )λ µ( )2 2( )3 2( )λ µ( )+ +( )+ +λ µ+ +( )+ +3 2+ +λ µ+ +( )+ +2 2+ +( )+ +λ µ+ +( )+ +3 2+ +( )+ +λ µ+ +( )+ + x xµ λx x3x xµ λx x2 2x x3x xµ λx xµ λ2µ λ2 2µ λ2µ λ 1 22 21 2+ +1 2+ +2 2+ +1 2+ + µ λ1 2µ λ2 2µ λ1 2µ λµ λ2 2µ λµ λ2 2µ λµ λ2 2µ λx xµ λx x2 2x xµ λx x chµ λch2 2chµ λch2 2( )2 2( ) x x2 2x x+x x+2 2+x x+x xµ λx x2 2x xµ λx x+ +( )+ +2 2+ +( )+ ++ +( )+ +λ µ+ +( )+ +2 2+ +λ µ+ +( )+ +( )3 2( )2 2( )3 2( )( )λ µ( )3 2( )λ µ( )2 2( )3 2( )λ µ( )+ +( )+ +λ µ+ +( )+ +3 2+ +λ µ+ +( )+ +2 2+ +( )+ +λ µ+ +( )+ +3 2+ +( )+ +λ µ+ +( )+ + x xµ λx x3x xµ λx x2 2x x3x xµ λx x ( )µ λ( )µ λ µ( )µ2 3( )2 3µ2 3µ( )µ2 3µ2 2( )2 2+ +2 2+ +( )+ +2 2+ +µ λ2 2µ λ( )µ λ2 2µ λ+ +µ λ+ +2 2+ +µ λ+ +( )+ +2 2+ +µ λ+ +2 32 22 3( )2 32 22 3+ +2 3+ +2 2+ +2 3+ +( )+ +2 2+ +2 3+ +(( )(µ λ(µ λ( )µ λ(µ λ(( )(µ λ(µ λ( )µ λ(µ λµ λ2 2µ λ(µ λ2 2µ λ( )µ λ(µ λ2 2µ λ+ +µ λ+ +2 2+ +µ λ+ +(+ +2 2+ +µ λ+ +( )+ +µ λ+ +2 2+ +µ λ+ +(+ +µ λ+ +2 2+ +µ λ+ + +µ λµ λµ λ2 2µ λµ λ2 2µ λ+ +µ λ+ +2 2+ +µ λ+ ++ +2 2+ +µ λ+ +µ λµ λµ λµ λµ λµ λµ λ2 2µ λµ λ2 2µ λµ λµ λ2 2µ λ+ +µ λ+ +2 2+ +µ λ+ ++ +2 2+ +µ λ+ ++ +µ λ+ +2 2+ +µ λ+ ++ +µ λ+ +2 2+ +µ λ+ + x x+x x+ xλx xλx x3x x3x x2 sh

′ = ⇔f 0 0= ⇔0 0= ⇔ = = =0 0= = = = = =0 0= = =1 20 01 20 0= = =0 0= = =1 2= = =0 0= = =3 10 03 10 02 30 02 30 0= = =0 0= = =2 3= = =0 0= = == ⇔0 0= ⇔ λ λ0 0λ λ0 0= = =0 0= = =λ λ= = =0 0= = =1 2λ λ1 20 01 20 0λ λ0 01 20 0= = =0 0= = =1 2= = =0 0= = =λ λ= = =1 2= = =0 0= = =λ µ0 0λ µ0 0= = =0 0= = =λ µ= = =0 0= = =3 1λ µ3 10 03 10 0λ µ0 03 10 0= = =0 0= = =3 1= = =0 0= = =λ µ= = =3 1= = =0 0= = = µ µ0 0µ µ0 0= = =0 0= = =µ µ= = =0 0= = =2 3µ µ2 30 02 30 0µ µ0 02 30 0= = =0 0= = =2 3= = =0 0= = =µ µ= = =2 3= = =0 0= = = donc Ker∆ = { }{ }0{ }, donc ∆
est injective.

Or, E est de dimension finie, donc ∆ est bijective.
La réponse D est fausse.

• Question 4 : réponses A et D

• Im VectD DVectD DVect2 2D D2 2D DVectD DVect2 2VectD DVect
1 6

( )D D( )D D2 2( )2 2D D2 2D D( )D D2 2D DD D−D D( )D D−D DD D= −D DVectD DVect= −VectD DVect ( )D D( )D D2 2( )2 2D D2 2D D( )D D2 2D DD D= −D D( )D D= −D D( )( )( )D D( )D D( )D D( )D D2 2( )2 2( )2 2( )2 2D D2 2D D( )D D2 2D D( )D D( )D D2 2D D= −( )= −( )= −( )= −D D= −D D( )D D= −D D( )D D( )D D= −D D ( )( )( )
1 6≤ ≤1 6

( )id( )D D( )D DidD D( )D D2 2( )2 2id2 2( )2 2D D2 2D D( )D D2 2D DidD D( )D D2 2D D( )( )( )id( )( )( )( )( )( )f( )( )( )( )( )( )i( )( )( )( )( )( )f( )( )( )i( )f( )( )( )
i1 6i1 61 6≤ ≤1 6i1 6≤ ≤1 6

. Les calculs donnent :

D D D D1 2 3 2 40 020 02 2 2D D2 2D DD D3 2D D2 2D D3 2D D 42 24( )D D( )D D2( )2D D2D D( )D D2D DD D−D D( )D D−D D(D D(D D) ( )2( )20 0( )0 0( )( )0 0)0 0) = −0 0= −0 0 ( )D D( )D D2( )2D D2D D( )D D2D D= −( )= −D D= −D D( )D D= −D D( )D D( )D D3 2( )3 2D D2 2D D= −D D2 2D DD D3 2D D2 2D D3 2D D= −D D2 2D D3 2D D( )2( )22 2( )2 2D D2 2D D( )D D2 2D D22 22( )22 222 2= −2 2( )2 2= −2 2D D2 2D D= −D D2 2D D( )D D= −D D2 2D D (2 2(2 2)2 2)2 22 2=2 2( )id( )D D( )D DidD D( )D Df iD Df iD D0 0f i0 0D D0 0D Df iD D0 0D Df iD Df iD D1f i1D D1D Df iD D1D D)f i)D D)D Df iD D)D DD D= −D Df iD D= −D DD D0 0D D= −D D0 0D Df iD D= −D D0 0D D( )f i( )2( )2f i2( )20 0( )0 0f i0 0( )0 0D D0 0D D( )D D0 0D Df iD D( )D D0 0D D20 02( )20 02f i2( )20 02( )f i( )0 0= −0 0( )0 0= −0 0f i0 0( )0 0= −0 0D D0 0D D= −D D0 0D D( )D D= −D D0 0D Df iD D0 0D D= −D D0 0D D( )D D0 0D D= −D D0 0D D d f0 0d f0 020 02d f20 02d f0 0d f0 0( )d f( )0 0( )0 0d f0 0( )0 0(d f(0 0(0 0d f0 0(0 0d f2d f2d f( )d f( )(d f( ( )id( )D D( )D DidD D( )D Df fD Df fD D3 2f f3 2D D3 2D Df fD D3 2D D2 2f f2 2D D2 2D Df fD D2 2D DD D3 2D D2 2D D3 2D Df fD D2 2D D3 2D D( )f f( )D D( )D Df fD D( )D D3 2( )3 2f f3 2( )3 2D D3 2D D( )D D3 2D Df fD D( )D D3 2D DD D= −D Df fD D= −D DD D3 2D D= −D D3 2D Df fD D= −D D3 2D DD D2 2D D= −D D2 2D Df fD D= −D D2 2D DD D3 2D D2 2D D3 2D D= −D D2 2D D3 2D Df fD D3 2D D2 2D D3 2D D= −D D3 2D D2 2D D3 2D D( )id( )2 2( )2 2id2 2( )2 2f4f42 2f2 242 24f42 24, ,0 0, ,0 0, ,2, ,20 0, ,0 020 02, ,20 02 ), ,)0 0)0 0, ,0 0)0 0( ), ,( )0 0( )0 0, ,0 0( )0 0f i, ,f i0 0f i0 0, ,0 0f i0 0D D0 0D Df iD D0 0D D, ,D Df iD D0 0D D( )f i( ), ,( )f i( )0 0( )0 0f i0 0( )0 0, ,0 0f i0 0( )0 0D D0 0D D( )D D0 0D Df iD D( )D D0 0D D, ,D D0 0D D( )D D0 0D Df iD D0 0D D( )D D0 0D D d f, ,d f2d f2, ,2d f20 0d f0 0, ,0 0d f0 020 02d f20 02, ,2d f20 02d f, ,d f0 0d f0 0, ,0 0d f0 0( )d f( ), ,( )d f( )0 0( )0 0d f0 0( )0 0, ,0 0d f0 0( )0 0(d f(, ,(d f(0 0(0 0d f0 0(0 0, ,0 0d f0 0(0 0 ,D D2 2D D,D D2 2D D f1f1f

D D5 1 4 6 2 32 4D D2 4D D 2 4( )D D( )D D2( )2D D2D D( )D D2D DD D−D D( )D D−D D( )D D( )D D5 1( )5 1D D2 4D D= +D D2 4D DD D5 1D D2 4D D5 1D D= +D D2 4D D5 1D D( )2( )2 ( )6 2( )6 2= +6 2= +6 22 4= +2 46 22 46 2= +6 22 46 2( )id( )D D( )D DidD D( )D Df fD Df fD D5 1f f5 1D D5 1D Df fD D5 1D D2 4f f2 4D D2 4D Df fD D2 4D D( )f f( )D D( )D Df fD D( )D D5 1( )5 1f f5 1( )5 1D D5 1D D( )D D5 1D Df fD D( )D D5 1D DD D= +D Df fD D= +D DD D5 1D D= +D D5 1D Df fD D= +D D5 1D DD D2 4D D= +D D2 4D Df fD D= +D D2 4D DD D5 1D D2 4D D5 1D D= +D D2 4D D5 1D Df fD D5 1D D2 4D D5 1D D= +D D5 1D D2 4D D5 1D Df iD Df iD D4f i4D D4D Df iD D4D D( )f i( )D D( )D Df iD D( )D D2( )2f i2( )2 −( )−f i−( )− d f( )d f( )( )d f( )6 2( )6 2d f6 2( )6 2f f6 2f f6 2 3f f32 4f f2 42 4= +2 4f f2 4= +2 46 22 46 2= +6 22 46 2f f6 2= +6 22 46 25 15 1f f f i,f iD Df iD D,D Df iD D .

Im , ,Vect 2 V, ,2 V, ,ec, ,ec, ,t, ,t  , ,( )D( )D2( )2 −( )− = +Vect= +Vect ( ), ,( ), , , ,( ), ,, ,( ), , 2( )2 2 V( )2 V, ,2 V, ,( ), ,2 V, ,1 2( )1 2, ,1 2, ,( ), ,1 2, ,, ,1 2, ,( ), ,1 2, , 1 4( )1 4 2 3( )2 3, ,2 3, ,( ), ,2 3, ,2 V2 32 V( )2 V2 32 V, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,( ), ,2 3, ,2 V, ,4 4( )4 4, ,4 4, ,( ), ,4 4, ,, ,4 4, ,( ), ,4 4, ,2 V4 42 V( )2 V4 42 V, ,2 V, ,4 4, ,2 V, ,( ), ,4 4, ,2 V, ,1 4= +( )= +, ,= +, ,( ), ,= +, , 2= +2( )2= +21 2= +1 2( )1 2= +1 2, ,1 2, ,= +, ,1 2, ,( ), ,= +, ,1 2, ,= +( )= + 2 V=2 V( )id( ) ( )f f( )1 2( )1 2f f1 2( )1 2, ,1 2, ,( ), ,1 2, ,f f, ,( ), ,1 2, ,, ,1 2, ,( ), ,1 2, ,f f, ,1 2, ,( ), ,1 2, ,= +( )= +f f= +( )= +1 2= +1 2( )1 2= +1 2f f1 2( )1 2= +1 2, ,1 2, ,= +, ,1 2, ,( ), ,= +, ,1 2, ,f f, ,1 2, ,= +, ,1 2, ,( ), ,1 2, ,= +, ,1 2, ,( )f f( )f f1 4( )1 4f f1 4( )1 41 4f f4 4f f1 44 4f f= +f f1 4= +( )f f( ), ,( ), ,f f, ,( ), ,2 V( )2 Vf f2 V( )2 V, ,2 V, ,( ), ,2 V, ,f f, ,( ), ,2 V, ,2 3( )2 3f f2 3( )2 3, ,2 3, ,( ), ,2 3, ,f f, ,( ), ,2 3, ,2 V2 32 V( )2 V2 32 Vf f2 V( )2 V2 32 V, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,( ), ,2 3, ,2 V, ,f f, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,( ), ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,2 V4 42 V( )2 V4 42 Vf f2 V( )2 V4 42 V, ,2 V, ,4 4, ,2 V, ,( ), ,4 4, ,2 V, ,f f, ,2 V, ,4 4, ,2 V, ,( ), ,2 V, ,4 4, ,2 V, ,2 V2 32 V4 42 V2 32 V( )2 V4 42 V2 32 Vf f2 V2 32 V4 42 V2 32 V( )2 V2 32 V4 42 V2 32 V, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,4 4, ,2 3, ,2 V, ,( ), ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,4 4, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,f f, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,4 42 V, ,2 3, ,2 V, ,( ), ,2 3, ,2 V, ,4 4, ,2 V, ,2 32 V, ,2 V4 42 V+2 V4 42 V( )2 V+2 V4 42 Vf f2 V4 42 V+2 V4 42 V( )2 V4 42 V+2 V4 42 V2 V2 32 V4 42 V2 32 V+2 V4 42 V2 32 V( )2 V2 32 V4 42 V2 32 V+2 V2 32 V4 42 V2 32 Vf f2 V2 32 V4 42 V2 32 V+2 32 V4 42 V2 32 V( )2 V4 42 V2 32 V+2 V2 32 V4 42 32 V, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,4 4, ,2 3, ,2 V, ,+, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,4 4, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,( ), ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,4 42 V, ,2 3, ,2 V, ,+, ,2 3, ,2 V, ,4 4, ,2 V, ,2 32 V, ,f f, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,4 4, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,+, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,4 4, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,( ), ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,4 4, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,+, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,4 4, ,2 V, ,2 3, ,2 V, ,( ), ,( ), , ,( ),( ), ,( ), ,1 2( )1 2 3( )3f f( )f f, ,f f, ,( ), ,f f, ,f f, ,f f, ,( ), ,f f, ,1 2f f1 2( )1 2f f1 2, ,1 2, ,f f, ,1 2, ,( ), ,f f, ,1 2, ,1 2, ,1 2, ,f f, ,1 2, ,( ), ,1 2, ,f f, ,1 2, , f( )f3f3( )3f3,( ),,,  ,( ),,  , f( )f4( )4f4f( )f4f .

Or ( )f( )f f f f( )f f f1 2( )1 2f1 2f( )f1 2f f f f1 2f f f( )f f f1 2f f f3 4( )3 4f f f3 4f f f( )f f f3 4f f ff f f, , ,f f f( )f f f, , ,f f f1 2, , ,1 2( )1 2, , ,1 2f f f1 2f f f, , ,f f f1 2f f f( )f f f, , ,f f f1 2f f ff f f3 4f f f, , ,f f f3 4f f f( )f f f, , ,f f f3 4f f ff f f, , ,f f f( )f f f1 2, , ,1 2( )1 2f f f1 2f f f, , ,f f f1 2f f f( )f f f1 2f f f, , ,f f f1 2f f f est libre, donc c’est une base de Im ( )D( )D2( )2 −( )−( )id( ), qui est donc

de dimension 4. La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.

• f id f f f ff i∈ −f i( )f i( )f id f( )d f⇔ −d f⇔ −d f f f= ⇔f f ′′f iKef if i∈ −f iKef i∈ −f if ir  f if i∈ −f ir  f i∈ −f if i( )f if i∈ −f i( )f i∈ −f i f f⇔ −d f⇔ −d f f f= ⇔f ff i( )f iD Df i( )f id fD Dd fd f⇔ −d fD Dd f⇔ −d fd fD Dd f( )D D( )f i( )f iD Df id f( )d fD Dd ff i∈ −f i( )f i∈ −f iD Df i∈ −f i( )f i∈ −f i2 2d f2 2d f( )2 2( )f i( )f i2 2f i( )f id f( )d f2 2d f( )d fd f⇔ −d f2 2d f⇔ −d fd fD Dd f2 2d fD Dd f( )D D( )2 2( )D D( )f i( )f iD Df i( )f i2 2f iD Df i( )f id f( )d fD Dd f( )d f2 2d fD Dd f( )d fd f⇔ −d fD Dd f⇔ −d f2 2d fD Dd f⇔ −d fd fD Dd f2 2d fD Dd f( )D D( )2 2( )D D( )f i( )f iD Df i2 2f i( )f iD Df i( )f id f( )d fD Dd f2 2d f( )d fD Dd f( )d ff i∈ −f i( )f i∈ −f iD Df i∈ −f i( )f i∈ −f i2 2f i∈ −f i( )f i∈ −f iD Df i( )f i∈ −f i 0 0f f0 0f f f0 0ff f= ⇔f f0 0f f= ⇔f f ′′0 0′′ − =0 0− =f− =f0 0f− =ff f= ⇔f f0 0f f( )d f( )d f⇔ −( )⇔ −d f⇔ −d f( )d f⇔ −d f⇔ −( )⇔ −d f⇔ −d f( )d f (1)

La réponse C est fausse.

• (1) a pour équation caractéristique : r2 1 0− =1 0− =1 0 et pour racines :

r r1 2r r1 2r ret1 2et1 1r r1 1r ret1 1etr retr r1 1r retr r1 21 11 2r r1 2r r1 1r r1 2r rr retr r1 2r retr r1 1r r1 2r retr rr r= =r rr r1 2r r= =r r1 2r r1 1= =1 1r r1 1r r= =r r1 1r rr retr r1 1r retr r= =r r1 1r retr r1 21 11 2= =1 21 11 2r r1 2r r1 1r r1 2r r= =r r1 1r r1 2r rr retr r1 2r retr r1 1r r1 2r retr r= =r retr r1 2r retr r1 1r retr r1 2r retr r1 1−1 1

donc, les solutions de (1) sont les fonctions :

f x x x: ,f x: ,f x e e: ,e e: ,f x: ,f x  e e e ex x x xe ex xe e e ex xe e: , : ,e e: ,e e e e: ,e e: , : ,e e: ,e e e e : , : ,: , : ,λ µx xλ µx xλ µ: ,λ µ: ,e e: ,e eλ µe e: ,e e λ µ e e e eλ µe e e ex x x xλ µx x x xe ex xe e e ex xe eλ µe e e ex xe e: , : ,λ µ: , : ,e e: ,e e e e: ,e eλ µe e e e: ,e e: , : ,λ µ: , : ,e e: ,e e e eλ µe e: ,e e e e: ,e e λ µ,λ µ, λ µ , ,λ µ, ,e e e eλ µe e e e+e eλ µe e e ex x x xλ µx x x x+x xλ µx x x xe ex xe e e ex xe eλ µe e e ex xe e+e ex xe e e ex xe eλ µe ex xe e e ex xe ee e: ,e e e e: ,e eλ µe e e e: ,e e+e e: ,e e e e: ,e eλ µe e: ,e e e e: ,e e ( ( ) )  ∈ x x x x−x x x x 2

Alors, Ker ( )D( )D2( )2 −( )−( )id( ) est l’espace vectoriel de dimension 2 engendré par
x exx ex e et x e xx ex e− . Or, f f1 2f f1 2f ff fetf ff f1 2f fetf f1 2f f sont solutions de (1), et f f1 2f f1 2f ff f1 2f f,  f f1 2f f( ) est libre,

donc c’est une base de Ker ( )D( )D2( )2 −( )−( )id( ) . La réponse D est bonne.

• Soit 

f x′f x′
NON
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corrigéschapitre 8 : Espaces vectoriels

> QCM 4 Endomorphismes solutions d’une
équation

• Question 1 : réponses C et D

• Si α = 0 : ( ) , ( ) ,1 0( )1 0( ) ) ,0) ,21 0 E, (, (⇔ =1 0⇔ =1 01 0⇔ =1 0 ∈ ( ), (( ), ( ) ,( )) ,, (( ), ( ) ,= ⇔) ,f x1 0f x1 02f x21 021 0f x1 021 0⇔ =f x⇔ =1 0⇔ =1 0f x1 0⇔ =1 01 021 0⇔ =1 021 0f x1 0⇔ =1 021 0 ⇔ ∀f x⇔ ∀⇔ ∀ f f, (f f, (, (f f, (( )f f( ), (( ), (f f, (( ), (, (( ), (f f, (( ), ( ) ,x x) ,) ,0) ,x x) ,0) ,) ,x x) ,( )x x( )) ,( )) ,x x) ,( )) ,x x) ,( )) ,x x) ,( )) ,) ,= ⇔) ,x x) ,= ⇔) ,) ,0) ,= ⇔) ,0) ,x x) ,= ⇔) ,0) ,) ,= ⇔) ,x x) ,= ⇔) ,) ,0) ,= ⇔) ,x x) ,0) ,= ⇔) ,0) ,

) , ( )) ,E  ) , Ker) ,= ⇔) ,) ,∀ ∈) , ∈ ⇔Ke∈ ⇔Ker∈ ⇔r) ,x x) ,) ,x x) ,) ,= ⇔) ,x x) ,= ⇔) ,) ,∀ ∈) ,x x) ,∀ ∈) , f x( )f x( ) f fImf fImr f fr∈ ⇔f f∈ ⇔r∈ ⇔r f fr∈ ⇔r ⊂⊂⊂ Ker fr fr .

Si Im f fKef fKerf frf f=f f et E de dimension n ≥ 2 :

n f f fn f= +n fn fdin fn f= +n fdin f= +n fn fm In fn f= +n fm In f= +n fm dn fm dn f= +m d= +n f= +n fm dn f= +n f im f fdif fn f= +n fn f= +n fm In f= +n fn f= +n fm dn f= +n f f ff ff fdif ff fmf fKeKe f fr Kf fr Kf fr Kf ff f=f fr Kf f=f ff fdif fr Kf fdif ff fmf fr Kf fmf ff ferf ff f2f ff fr Kf f2f fr Kf f .

Si n est impair, cela est impossible. La réponse A est fausse.

• Pour α = − =1,− =1,− =f I− =f I− = df Idf I vérifie (1) et est bijective. La réponse B est fausse.

• Pour α λ λ λ
λ

≠ ≠α λ≠ ≠α λ = ⇔λ λ= ⇔λ λ = ⇔0 0α λ0 0α λ≠ ≠0 0≠ ≠α λ≠ ≠α λ0 0α λ≠ ≠α λ
12 2 2α λ≠ ≠α λetα λ≠ ≠α λα λ0 0α λetα λ0 0α λα λ≠ ≠α λ0 0α λ≠ ≠α λetα λ0 0α λ≠ ≠α λ : λ λ= ⇔λ λλ λprojecteur  λ λλ λ= ⇔λ λprojecteur  λ λ= ⇔λ λprojecteur= ⇔projecteur  = ⇔λ λ= ⇔λ λprojecteur  λ λ= ⇔λ λλ λ = ⇔λ λλ λ= ⇔λ λλ λ= ⇔λ λλ λ= ⇔λ λprojecteur  λ λ= ⇔λ λp fλ λp fλ λ= ⇔p f= ⇔λ λ= ⇔λ λp fλ λ= ⇔λ λp f= ⇔p f= ⇔λ λ= ⇔λ λp fλ λλ λ= ⇔λ λp fλ λ= ⇔λ λ f fλf fλ= ⇔f f= ⇔λ= ⇔λf fλ= ⇔λ2 2f f2 2 f ff f
λ

f f
λ

=f f=
1

f f
12f f2 .

λ
α

= −
1

convient, donc : f ff ff f solution de (1)  f f projecteurf f⇒ −f ff f⇒ −f f
1

f f
1

f f
α

La réponse C est bonne.

• Si −
1
α

f est un projecteur : Ker Er Er E−r Er Er E


r E


r Er Er Er Er Er Er E


r E


r Er E


r E





r Er E


r E


r Er Er Er Er Er Er E


r E


r Er E


r Er E=r E
1 1

r E
1 1

r E1 1 1 1
α αα αα α α αα α

f fr Ef fr Er Ef fr E⊕ −f f⊕ −r E⊕ −r Ef fr E⊕ −r Ef fr Ef fr Er Er Ef fr Er E


f f


r E


r Ef fr E


r Er Er Ef fr Er Er Er Er Er Ef fr Er Er E


f f


r E


r Er E


r Ef fr Er E


r E⊕ −f f⊕ −r E⊕ −r Ef fr E⊕ −r Er E⊕ −r Er E⊕ −r Ef fr Er E⊕ −r E


f f


⊕ −


⊕ −f f⊕ −


⊕ −r E⊕ −r E


r E⊕ −r Ef fr E


r E⊕ −r Er E⊕ −r Er E⊕ −r Ef fr Er E⊕ −r Er E⊕ −r Er E⊕ −r Er Er E⊕ −r Ef fr E⊕ −r Er E⊕ −r Er E⊕ −r Er E⊕ −r E


f f


⊕ −


⊕ −⊕ −


⊕ −f f⊕ −⊕ −


⊕ −r E⊕ −r E


r E⊕ −r Er E


r E⊕ −r Ef fr E⊕ −r E


r E⊕ −r Er E⊕ −r E


r E⊕ −r E
1 1

f f
1 1

r E
1 1

r Ef fr E
1 1

r Er E⊕ −r E
1 1

r E⊕ −r Ef fr E
1 1

r E⊕ −r E
1 1

f f
1 1

r E
1 1

r Ef fr E
1 1

r E1 1f f1 1r Er E
1 1

r Er Ef fr E
1 1

r Er Er Er Er Er E
1 1

r Er Er Ef fr Er Er Er E
1 1

r Er Er Er Er E⊕ −r E
1 1

r E⊕ −r Ef fr E
1 1

r E⊕ −r E1 1f f1 1r Er E
1 1

r Er Ef fr E
1 1

r Er Er E⊕ −r Er E⊕ −r E
1 1

r Er E⊕ −r Ef fr E⊕ −r Er E⊕ −r E
1 1

r E⊕ −r Er E⊕ −r Er Er Er Er E
1 1

r Er Er Ef fr Er Er Er E
1 1

r Er Er Er Er E⊕ −r Er E⊕ −r Er Er E⊕ −r E
1 1

r E⊕ −r Er E⊕ −r Er E⊕ −r Er E⊕ −r Ef fr E⊕ −r Er E⊕ −r E⊕ −r Er E⊕ −r E
1 1

r Er E⊕ −r Er E⊕ −r E⊕ −r Er E⊕ −r Ef fr E⊕ −r EImr Ef fr E⊕ −r Er E
1 1

r Ef fr E
1 1

r EImr Ef fr E
1 1

r Er E⊕ −r E
1 1

r E⊕ −r Ef fr E
1 1

r E⊕ −r EImr E⊕ −r E
1 1

r E⊕ −r Ef fr E⊕ −r E
1 1

r E⊕ −r E

Or : Ker Kr Kr K−r Kr Kr K


r K


r Kr Kr Kr Kr Kr Kr K


r K


r Kr K


r K


1
r K

1
r K

α
f fr Kf fr Kerf ferf fr Kf fr Kf fr Kr Kf fr Kr K


f f


r K


r Kf fr K


r Kr Kr Kf fr Kr Kr Kr Kr Kr Kf fr Kr Kr K


f f


r K


r Kr K


r Kf fr Kr K


r Kr K=r Kf fr K=r K et Im −
















= +( )= +( )= +
1 11 1 1 1
α αα αα α α αα α

f If I


f I


f I


f I




f I


f I= +f I= +


f I


f I


1 1
f I

1 11 1f I1 1

1 1

f I1 1

 1 1f I1 1 d f

1 1
d f

1 1
f Id ff I

1 1
f I

1 1
d f

1 1
f I

1 1 ( )f I( )= +( )= +f I= +( )= +( )α( )f I( )α( )( )d( )( )f I( )d( )f I( )f IKef I= +f I= +Ke= +f I= +
1 1

f I
1 1

Ke
1 1

f I
1 1

r Kr K


r K


r K


r K




r K


= +r K= +f Ir Kf I= +f I= +r K= +f I= +f Ir Kf I= += +f I= += +r K= +f I= += += +


= +f I= +


= +r K= +f I= +


= += += +f I= += +r K= +f I= += +

f I

r Kf I

= += += += +f I= += += +r K= += += += +f I= += += += += +


= += +


= +f I= += +


= +r K= +


= += +


= +f I= +


= += +


= +
1 1

f I
1 1

r K
1 1

f I
1 11 1f I1 1r Kf I1 1


1 1

f I1 1

r K

1 1

f I

1 1

 d fr Kd fd fr Kd f= +d f= +r K= +d f= +

1 1
d f

1 1
r K

1 1
d f

1 1
f Id ff Ir Kf Id ff I= +f I= +d f= +f I= +r K= +d f= +f I= +

1 1
f I

1 1
d f

1 1
f I

1 1
r K

1 1
d f

1 1
f I

1 1
er= +er= +

car Id f+
1
α

est le projecteur associé à −
1
α

f .

Donc : Ker K Ef fr Kf fr Kerf ferr Kf fr Kf f⊕ +f fr Kf fr K⊕ +r Kf fr Kerf fer⊕ +erf ferr Kf fr K⊕ +r Kf fr Kerf fer⊕ +erf fer ( )f f( )f f Id( )Id⊕ +( )⊕ +f f⊕ +f f( )f f⊕ +f f =( )α( ) . La réponse D est bonne.

• Question 2 : réponses B et C

f u f e u u u
i i

( )f u( )f u = ( )f e( )f e e e e( )e e e+ + +( )+ + +e e e+ + +e e e( )e e e+ + +e e e = = −( )u e( )u ei( )i= −( )= −u e= −u e( )u e= −u e = −
= =i= =i= =
∑ ∑f e∑ ∑f e( )∑ ∑( )f e( )f e∑ ∑f e( )f ei( )i∑ ∑i( )i = −∑ ∑= −( )1 2( )e e e( )e e e1 2e e e( )e e e+ + +( )+ + +1 2+ + +( )+ + +e e e+ + +e e e( )e e e+ + +e e e1 2e e e( )e e e+ + +e e e( )3 4( )e e e( )e e e3 4e e e( )e e ee e e+ + +e e e( )e e e+ + +e e e3 4e e e( )e e e+ + +e e e

1= =1= =

4

1

4

4 3u u4 3u u= −4 3= −u u= −u u4 3u u= −u u =4 3= .

La réponse A est fausse.

• h g g h f h h f h h∈ ⇔h g∈ ⇔h g = ⇔ ⇔ =h f⇔ =h f h h⇔ =h hh h−h hh gKeh gh g∈ ⇔h gKeh g∈ ⇔h gh gr  h g∈ ⇔h g∈ ⇔h gr  h g∈ ⇔h g∈ ⇔ g h = ⇔ h fh fh f⇔ =h f( )g h( )g h( )g h( )g h ( )f h( )f h( )f h( )f h ( )h h( )h h⇔ =( )⇔ =h h⇔ =h h( )h h⇔ =h h0 0h f0 0h f+ =0 0+ =h f+ =h f0 0h f+ =h f0 0f h0 0f h= ⇔0 0= ⇔= ⇔0 0= ⇔= ⇔0 0= ⇔0 0h f0 0h fh f0 0h f+ =0 0+ =h f+ =h f0 0h ff h0 0f h( )0 0( )f h( )f h0 0f h( )f h( )0 0( )f h( )f h0 0f h( )f h( )f h( )f h0 0f h( )f h .

Soit x g f x f u u xx g∈ ∩x g = =D Kx gD Kx gx g∈ ∩x gD Kx g∈ ∩x gx gerx g doncx g f u: (x u: (x u f x: (f xx u= =x u: (x u= =x u: (x u: (x u ) (f u) (f uf u) (f u))λ λf xλ λf x= =λ λ= =f x= =f xλ λf x= =f x: (λ λ: (x u: (x uλ λx u: (x u f x: (f xλ λf x: (f x= =: (= =λ λ= =: (= =x u= =x u: (x u= =x uλ λx u: (x u= =x u f x= =f x: (f x= =f xλ λf x: (f x= =f xdonc: (doncλ λdonc: (donc= =donc= =: (= =donc= =λ λ= =: (= =donc= =x u: (x uλ λx u: (x u ) (λ λ) (= =) (= =λ λ= =) (= = λ3 3u x3 3u x= =3 3= =u x= =u x3 3u x= =u x3 3= =3 3= =3 3λ3 3λ= =λ= =3 3= =λ= = .

• Si 
) ,) ,= ⇔) ,) ,x x) ,) ,= ⇔) ,x x) ,= ⇔) ,NON

f uNON
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Or : x gx gx g f xf x x x x x∈ =∈ =x g∈ =x gx g∈ =x g ′x x′x xKex gKex gx gKex gx g∈ =x gKex g∈ =x gr dr dx gr dx gx gr dx g∈ =r d∈ =x g∈ =x gr dx g∈ =x g onon∈ =on∈ =c dc dc df xc df xf xc df x x xc dx xx xc dx x∈ =c d∈ =∈ =c d∈ =f x∈ =f xc df x∈ =f x −c d− o sx xo sx x x xo sx xx xoix xx xtx x( )f x( )f xc d( )c dc d( )c df xc df x( )f xc df xf xc df x( )f xc df x∈ =c d∈ =( )∈ =c d∈ =f x∈ =f xc df x∈ =f x( )f xc df x∈ =f x ùx xo sx xùx xo sx x3 0x x3 0x x =3 0=o s3 0o sx xo sx x3 0x xo sx x x xo sx x3 0x xo sx x= −o s= −3 0= −o s= − oi3 0oix xoix x3 0x xoix xt3 0tx xtx x3 0x xtx x .

Donc : D Ker∩ =D K∩ =D Ker∩ =er { }g∩ =g∩ = { }0{ } La réponse B est bonne.

• Im Vectg gVectg gVect e gore gor e f e f e e u
i

e g
i

e g i ie fi ie f i ie ei ie eg g=g g( )g g( )g g e g( )e g( )( )( )e g( )e g( )e g( )e gi( )i( )i( )ie gie g( )e gie g( )e g( )e gie g ( )e f( )e fi i( )i ie fi ie f( )e fi ie fe f= +e fe fi ie f= +e fi ie f( )e f( )e f Id( )Idi i( )i ie fi ie f( )e fi ie f Idi iId( )Idi iId= +( )= +e f= +e f( )e f= +e fi i= +i i( )i i= +i ie fi ie f= +e fi ie f( )e f= +e fi ie f ( )e f( )e fi i( )i ie fi ie f( )e fi ie fe f=e f ( )e e( )e ei i( )i ie ei ie e( )e ei ie e+ =e e+ =e ei i+ =i ie ei ie e+ =e ei ie e
1 4

e g
1 4

e ge g
i

e g
1 4

e g
i

e g
≤ ≤1 4≤ ≤

e g
≤ ≤

e g
1 4

e g
≤ ≤

e g
i≤ ≤i1 4i≤ ≤i

e g
i

e g
≤ ≤

e g
i

e g
1 4

e g
≤ ≤

e g
i

e g

donc Im Dg = ,

soit Im Keg gKeg gKerg gr∩ =g g∩ =g gKeg gKe∩ =Keg gKerg gr∩ =rg gr { }{ }0{ } . De plus : dim Im dim dim d Ker Edir Edimr Emg gm dg gm d Keg gKeKe+ =m d+ =m dim+ =im Ke+ =Ker E+ =r Eg g+ =g gm dg gm d+ =m dg gm dimg gim+ =img gim Keg gKe+ =Keg gKer Eg gr E+ =r Eg gr E = 4.

Donc : D ⊕ =Ke⊕ =Ke⊕ =r E⊕ =r E⊕ =g⊕ =g⊕ =⊕ =r E⊕ =g⊕ =r E⊕ = La réponse C est bonne.

• ∀ ∈ ( ) = = + = ( )( )i g∀ ∈i g∀ ∈i g e g( )e g( ) = =e g= =( )e g( )( )e g( ) u f= =u f= = u u+ =u u+ = u u g=u u g= ( )e( )i i( )i i( ) = =i i= = + =i i+ = ( )i i( )e gi ie g( )e g( )i i( )e g( ) = =e g= =i i= =e g= =e gi ie g( )e g( )i i( )e g( )e g( )e g( )i i( )e g( ) u fi iu f= =u f= =i i= =u f= =u fi iu fu f u ui iu u+ =u u+ =i i+ =u u+ =u ui iu uu u ui iu u u gi iu u g=u u g=i i=u u g= ( )e( )i i( )e( )3 4+ =3 4+ =u3 4u u u g3 4u u g+ =u u g+ =3 4+ =u u g+ =i i3 4i i+ =i i+ =3 4+ =i i+ =3 4ui iu3 4ui iu u u gi iu u g3 4u u gi iu u g+ =u u g+ =i i+ =u u g+ =3 4+ =i i+ =u u g+ = 4u u g4u u gu u gi iu u g4u u gi iu u g2i g, :i g, : ( )= =( )= =u f( )u f= =u f= =( )= =u f= =i i( )i i= =i i= =( )= =i i= =( )u fi iu f( )u fi iu f= =u f= =i i= =u f= =( )= =i i= =u f= =u fi iu f( )u fi iu fu f( ) ( )u u( )u ui i( )i i( )u ui iu u( )u ui iu uu u( ) i g i gi g1 4i g i g1 4i gi g, :i g i g, :i g i g1 4i g, :i g1 4i g i g, :i g1 4i g

donc g g2g g2g g4g g4g gg g=g g.

Or : g f Id d f f f Id= +g f= +g f ( )f I( )f Id f( )d ff Id ff I( )f Id ff If I+f I( )f I+f Id f= +d f( )d f( )d f Id( )Id − −f f− −f fdonc soit2d f2d f 2f f2f f4 2d f4 2d f f f4 2f fd f= +d f4 2d f= +d f( )4 2( )d f( )d f4 2d f( )d f Id( )Id4 2Id( )Id= +( )= +4 2= +( )= +d f= +d f( )d f= +d f4 2d f( )d f= +d f f f− −f f4 2f f− −f fsoit4 2soit f f2f f4 2f f2f f 3 0Id3 0Id =3 0= .

La réponse D est fausse.

• Question 3 : réponses B et D

On vérifie aisément : ( )2 3( )2 3( ) 02 32 3⇔ +2 3⇔ +2 3( )2 3( )2 3⇔ +( )⇔ +2 3⇔ +2 3( )2 3⇔ +2 3( )2 3( )2 3 =( )f I( )2 3( )2 3f I2 3( )2 3⇔ +( )⇔ +f I⇔ +( )⇔ +2 3⇔ +2 3( )2 3⇔ +2 3f I2 3( )2 3⇔ +2 3d o2 3d o2 32 3d o2 3( )d o( )2 3( )2 3d o2 3( )2 3( )f I( )d o( )f I( )2 3( )2 3f I2 3( )2 3d o2 3f I2 3( )2 3( )f I( )2 3( )2 3f I2 3( )2 32 3−2 3( )2 3−2 3f I2 3( )2 3−2 3( )d( )( )f I( )d( )f I( )

(E) a des diviseurs de zéro, donc f Id ff Id ff I Idf I= −f I =d fetd f 3 sont des
solutions de (2), mais ce ne sont pas les seules : f définie à la question
2 est également solution. La réponse A est fausse.

• f f Id Id d o f Idf Idf I2 2f f2 2f f Id2 2Id2 3f f2 3f f2 22 32 2f f2 2f f2 3f f2 2f f2 202 212 212 2

3
1
3

f f− −f f2 3− −2 3f f2 3f f− −f f2 3f f = ⇔2 2= ⇔2 20= ⇔02 202 2= ⇔2 202 2( )f f( )f f2 2( )2 2f f2 2f f( )f f2 2f ff f2f f( )f f2f ff f−f f( )f f−f f = ⇔Id= ⇔Id ( )f I( )f Id o( )d of Id of I( )f Id of If I2f I( )f I2f If I−f I( )f I−f I f I=f I2 3f f2 3f f ( )f f( )f ff f( )f f ( )f I( )f If I( )f I= ⇔ = ⇔ .

Donc f est une bijection et : f ff f−f ff f= −f ff f= −f f( )f f( )f f Id( )Id= −( )= −f f= −f f( )f f= −f f1f f1f f
1

f f
1

f f
3

f f
3

f f( )2( )
La réponse B est bonne.

• F EλF EλF E λ λKeλ λKerλ λrKeλ λKerλ λrF E= ∈F E{ }F E{ }F EF E{ }F E λ λ{ }λ λ{ }F E= ∈F E{ }F E= ∈F E λ λ= −λ λKeλ λKe= −Keλ λKerλ λr= −rλ λr ( )λ λ( )λ λλ λ= −λ λ( )λ λ= −λ λ{ }u f{ }F E{ }F Eu fF E{ }F EF E{ }F Eu fF E{ }F EF E= ∈F E{ }F E= ∈F Eu fF E{ }F E= ∈F E{ }u u{ }u u ( )f I( )λ λ( )λ λf Iλ λ( )λ λλ λ= −λ λ( )λ λ= −λ λf Iλ λ( )λ λ= −λ λ( )d( )( )f I( )d( )f I( ){ }/ ({ }/ ({ }u f{ }/ ({ }u f{ }/ (u f/ ({ }) 0{ }λ λ{ }λ λ) 0λ λ{ }λ λλ λ− =λ λ{ }λ λ− =λ λ) 0λ λ{ }λ λ− =λ λ{ }u u{ }) 0{ }u u{ }) 0λ λ{ }λ λu uλ λ{ }λ λ) 0λ λu uλ λ{ }λ λλ λ− ={ }− =u u− ={ }− =) 0− =u u− ={ }− =λ λ− =λ λ{ }λ λ− =λ λu uλ λ{ }λ λ− =λ λ) 0λ λ− =λ λ{ }λ λ− =λ λu uλ λ− =λ λ{ }λ λ− =λ λ donc Fλ est toujours un
sous-espace vectoriel de E. La réponse C est fausse.

• F Ker1F K1F K− = +F K= +F Ker= +er ( )( )= +( )= + { }E{ }E= ∈{ }= ∈ = −{ }= −( )f I( )f I= +( )= +f I= +( )= + d u( )d u( )( )d u= ∈d u= ∈{ }d u{ }{ }= ∈{ }= ∈d u= ∈{ }= ∈( )f I( )d u( )f I( )d u{ }f u{ }{ }u{ }{ }/ ({ }{ }f u{ }/ ({ }f u{ }{ }){ }

et F Ker3F K3F K= −F K= −F Ker= −er ( )( )= −( )= − { }3 3{ }3 3E3 3E{ }E3 3E3 33 3= ∈3 3{ }3 3= ∈3 33 3=3 3{ }3 3=3 3( )f I( )f I3 3( )3 3f I3 3( )3 33 3= −( )= −f I= −( )= − d u3 3d u3 3( )d u( )3 3( )3 3d u3 3( )3 33 3= ∈3 3d u3 3= ∈3 3{ }d u{ }3 3{ }3 3d u3 3{ }3 3{ }d u{ }3 3{ }3 3d u3 3{ }3 3d u3 3= ∈3 3{ }3 3= ∈3 3d u3 3{ }3 3= ∈3 3( )f I( )d u( )f I( )3 3( )3 3f I3 3( )3 3d u3 3f I3 3( )3 3{ }f u{ }3 3{ }3 3f u3 3{ }3 3f u{ }u{ }{ }/ ({ }3 3{ }3 3/ (3 3{ }3 3/ ({ }f u{ }/ ({ }f u{ }3 3{ }3 3f u3 3{ }3 3/ (3 3f u3 3{ }3 3f u/ ({ }){ }3 3{ }3 3)3 3{ }3 3) .

Cherchons si F F E− ⊕ =F F⊕ =F F1 3F F1 3F F⊕ =1 3⊕ =F F⊕ =F F1 3F F⊕ =F F , c’est-à-dire si :

∀ ∈ ( ) ∈ × = +E F F∈ ×F F∈ ×u v(u v(u v∀ ∈u v∀ ∈Eu vE w u)w u) ∈ ×w u∈ ×F Fw uF F∈ ×F F∈ ×w u∈ ×F F∈ × v w= +v w= +, !∃, !∃, !u v, !u v∃u v∃, !∃u v∃, !, !∃u v∃, !∃u v∃ , ,), ,) −, ,−w u, ,w u)w u), ,)w u) ∈ ×w u∈ ×, ,∈ ×w u∈ ×∈ ×F F∈ ×w u∈ ×F F∈ ×, ,∈ ×w u∈ ×F F∈ ×1 3w u1 3w uF Fw uF F1 3F Fw uF F∈ ×F F∈ ×w u∈ ×F F∈ ×1 3∈ ×w u∈ ×F F∈ ×, ,1 3, ,w u, ,w u1 3w u, ,w uF Fw uF F, ,F Fw uF F1 3F F, ,F Fw uF F∈ ×F F∈ ×w u∈ ×F F∈ ×, ,∈ ×w u∈ ×F F∈ ×1 3∈ ×F F∈ ×w u∈ ×F F∈ ×, ,∈ ×F F∈ ×w u∈ ×F F∈ ×

On vérifi e aisément :        


NON

•  NON
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corrigéschapitre 8 : Espaces vectoriels

Soit u ∈ E, on cherche v et w tels que :
f v v

f w w
v w u

( )f v( )f v

( )f w( )f w

= −
=

+ =v w+ =v w
















3

Si v et w existent : f v w f u f v f w f+(f v(f v )w f)w f v f= +v f= +u f= +u f= +w f= +w f w f=w f( )u f( )u f( )u f( )u f= +( )= +u f= +u f( )u f= +u f ( )v f( )v f( )v f( )v f= +( )= +v f= +v f( )v f= +v f ( )w f( )w f ( )u( )u :u fsoitu fu f= +u fsoitu f= +u f donc

v w u

v w f u

+ =v w+ =v w

− +v w− +v w









 3 (v w3 (v w f u3 (f u=3 (= )

de solution unique : v u w uv u= −v uv u= −v u( )v u( )v u f u( )f u= −( )= −v u= −v u( )v u= −v u = +w u= +w uw u= +w u( )w u( )w u f u( )f u= +( )= +w u= +w u( )w u= +w u
1
4

( )3( )v u( )v u3v u( )v uv u= −v u( )v u= −v u3v u( )v u= −v uv u( )v u3v u( )v u
1
4

v u( )v uv uv u( )v uv u( )v u3v u( )v u et( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u ( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u .

Montrons que v et w conviennent, c’est-à-dire que v wv w∈ ∈v w−F ev wF ev wv w∈ ∈v wF ev w∈ ∈v wt Fv wt Fv w∈ ∈t F∈ ∈v w∈ ∈v wt Fv w∈ ∈v w1 3v w1 3v wv w∈ ∈v w1 3v w∈ ∈v wv wF ev w1 3v wF ev wv w∈ ∈v wF ev w∈ ∈v w1 3v wF ev w∈ ∈v wt F1 3t Fv wt Fv w1 3v wt Fv w∈ ∈t F∈ ∈1 3∈ ∈t F∈ ∈v w∈ ∈v wt Fv w∈ ∈v w1 3v wt Fv w∈ ∈v w .

- f v u f( )f v( )f v = −= −( )f u( )f u f u( )f u( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u ( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u( )= −( )= −f u= −f u( )f u= −f u( )= −( )( )( )= −( )f u( )f u= −f u( )f u( )f u= −f u( )f u= −( )= − = −= −( )f u( )f u u f( )u f( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u( )f u( )f u u f( )u f( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u= −( )= − ( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u u f( )u f( )u f( )u f( )( )( )( )( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u( )f u( )f u( )f u +( )+( )+( )+ u f= −u fu f= −u f
1
4

( )3( )= −( )= −3= −( )= −( )3( ) 1
4

( )3 2( )f u( )f u3 2f u( )f u( )( )( )3 2( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u3 2f u( )f u( )f u= −( )= −3 2= −( )= −f u= −f u( )f u= −f u3 2f u( )f u= −f u( )= −( )( )( )= −( )3 2( )( )( )= −( )f u( )f u= −f u( )f u( )f u= −f u( )f u3 2f u( )f u= −f u( )f u( )f u( )f u= −f u( )f u ( )( )( )3 2( )( )( )( )( )( )3( )( )( ) 1
u f

1
u f

4
u f

4
u f( )2( )f u( )f u2f u( )f u( )f u( )f u( )( )3( ) ( )( )3 2( )f u( )f u3 2f u( )f u u fu f( )u f( )( )( )u f( )u f( )u f( )u f( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u( )( )( )( )( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u( )f u( )f u( )f u +( )+( )+( )+( )( )( )3( )( )( ) ( )u f( )u f u u( )u u( )( )( )u u( )u u( )u u( )u u( )( )( )u u( )u u( )u u( )u uu u= −u u( )u u= −u u= −( )= −u f= −u f( )u f= −u f ( )= −( )( )( )= −( )u u( )u u= −u u( )u u( )u u= −u u( )u u3( )3u u3u u( )u u3u u(( )(u f(u f( )u f(u f(( )(u f(u f( )u f(u fu f= −u f(u f= −u f( )u f(u f= −u f = −v car

f vérifie (2), donc v ∈ −F 1.

- De même : f w u w( )f w( )f w = += +( )f u( )f u f u( )f u( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u ( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u= +( )= +f u= +f u( )f u= +f u( )= +( )( )( )= +( )f u( )f u= +f u( )f u( )f u= +f u( )f u = += +( )f u( )f u u w( )u w( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u= +( )= + u w=u w
1
4

1
4

( )3 3( )f u( )f u3 3f u( )f u( )( )( )3 3( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u3 3f u( )f u( )f u( )( )( )3 3( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u3 3f u( )f u( )f u= +( )= +3 3= +( )= +f u= +f u( )f u= +f u3 3f u( )f u= +f u( )= +( )( )( )= +( )3 3( )( )( )= +( )f u( )f u= +f u( )f u( )f u= +f u( )f u3 3f u( )f u= +f u( )f u( )f u( )f u= +f u( )f u 3u w3u w( )2( )f u( )f u2f u( )f u= +( )f u( )f u( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u= +( )= +f u= +f u( )f u= +f u( )= +( )( )( )= +( )f u( )f u= +f u( )f u( )f u= +f u( )f u = +( )( )3 3( )= +( )= +3 3= +( )= +f u= +f u( )f u= +f u3 3f u( )f u= +f u( )= +( )( )( )= +( )3 3( )( )( )= +( )f u( )f u= +f u( )f u( )f u= +f u( )f u3 3f u( )f u= +f u( )f u( )f u( )f u= +f u( )f u donc w ∈F3.

Finalement : F F E− ⊕ =F F⊕ =F F1 3F F1 3F F⊕ =1 3⊕ =F F⊕ =F F1 3F F⊕ =F F La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponses A et C

Projecteur

Soit p un projecteur sur F suivant G tel que : E F G= ⊕E F= ⊕E F .

• Le projecteur associé à p est le projecteur q sur G suivant F, tel que
q Id pq Id pq Iq I= −q Id p= −d pq Id pq I= −q Id pq I .

F K G KF KF K= =F K G K= =G K = =F KImF KF K= =F KImF K= =F K , IG K, IG KG K= =G K, IG K= =G Km ,G Km ,G Km ,G Km ,G KG Km ,G KG K= =G Km ,G K= =G Kp qF Kp qF Kerp qerF Kp qF Kerp qerF K= =F Kp qF K= =F K q pm ,q pm ,G Km ,G Kq pG Km ,G Kerm ,erq perm ,erG Km ,G Kq pG Km ,G Kerm ,erq perm ,erG K= =G Km ,G K= =G Kq pG Km ,G K= =G K p op o q q= =q q= =o p= =o p= = 0 .

Tout vecteur u ∈E s’écrit de manière unique u v w v w= +u v= +u v ∈ ∈w∈ ∈w∈ ∈w vavecw v F,∈ ∈F, ∈ ∈G .

p u v q up u etv qetv q: :p u: :p up u: :p u  v q v q u uv qetv q v qetv q: : : :v q: :v q v q: :v q v qetv q: :v qetv q v q: :v qetv q: : w

• p p p o p pprojecteur de Ep p projecteur de E  p p (E) et⇔ ∈p p⇔ ∈p pp p⇔ ∈p p p p=p p .
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•  p p qp q= (( ))VectVect p q,p q est le sous-espace vectoriel de (E) engendré par (p, q).

p p Id q≠ ≠p p≠ ≠p p ≠0 0Id0 0Id q0 0q≠ ≠0 0≠ ≠p p≠ ≠p p0 0p p≠ ≠p p≠ ≠0 0≠ ≠p p≠ ≠p p0 0p p≠ ≠p p ≠0 0≠p p≠ ≠p petp p≠ ≠p p0 0et0 0≠ ≠0 0≠ ≠et≠ ≠0 0≠ ≠p p≠ ≠p p0 0p p≠ ≠p petp p0 0p p≠ ≠p p donc0 0donc0 0 .

Cherchons si (p, q) est libre :

α β α β α βα β α βp qα βp qα βα βp qα β p o p qα βp qα β p pα βp pα βα βp pα β o q+ =α β+ =α βp q+ =p qα βp qα β+ =α βp qα β ⇒ +α β⇒ +α βα βp qα β⇒ +α βp qα β⇒ +p o⇒ +p o (⇒ +(⇒ + ) = ⇒ + =α β+ =α βp p+ =p pα βp pα β+ =α βp pα β o q+ =o q0 0α β0 0α βp q0 0p qα βp qα β0 0α βp qα βα βp qα β0 0α βp qα β0 0⇒ +0 0⇒ +α β⇒ +α β0 0α β⇒ +α βα β⇒ +α β0 0α β⇒ +α βα βp qα β⇒ +α βp qα β0 0α β⇒ +α βp qα βα βp qα β⇒ +α βp qα β0 0α βp qα β⇒ +α βp qα β⇒ +0 0⇒ +p o⇒ +p o0 0p o⇒ +p op o (0 0(⇒ +(⇒ +0 0⇒ +(⇒ + )0 0) = ⇒0 0= ⇒ 02α β2α βα βp pα β2α βp pα β .

Or : p p p o q2p p2p p 0 0p o0 0p o q0 0q 0= ≠p p= ≠p p = =0 0= =0 0et0 0et0 0 donc= =donc= =α= =α= = .

de plus q ≠ 0 0=0 0=d o′d o′d o0 0d o0 0′0 0′d o′0 0′ ù0 0ù0 0β0 0β0 0.

Donc, p qp q,  p q( ) est libre, et est une base de p, de dimension 2.

La réponse A est bonne.

• p est un groupe pour +, car c’est un espace vectoriel.

– Id p q p= +p q= +p q ∈pp.

– α β α β αβ α β ββα βp qα βp qα βα βp qα β o pα βo pα β q pααq pαα p op o q qα βq qα βq q o p q pα β+α βα βp qα β+α βp qα β( ) α β′α βα βo pα β′α βo pα βα β+α β′(o p(o p )q p)q pq p=q p′q p′q p + q q+q q +2 2αβ2 2αβ α β2 2α β ββ2 2ββp o2 2p o q q2 2q qα βq qα β2 2α βq qα β o p2 2o p q p2 2q p+2 2+ ′2 2′ +2 2+q q+q q2 2q q+q qα β′α β2 2α β′α βα βq qα β′α βq qα β2 2α β′α βq qα β +2 2+ ′2 2′

βq pααq pααq p=q p′q p′q p + ′βββ q p∈

Donc p est un sous-anneau de  (E). La réponse B est fausse.

• p f p fp f= +p fp f= +p f( )p f( )p f Id( )Id= +( )= +p f= +p f( )p f= +p f p f= +p fp f= +p f( )p f( )p f Id( )Id= +( )= +p f= +p f( )p f= +p f = += +( )f f( )f f Id( )Id= +( )= +f f= +f f( )f f= +f f +( )+
1

p f
1

p f
4

p f
4

p f
1

p f
1

p f
16

p f
16

p f
1

16
f f( )f f2f f( )f f2p f2p f 2 ( )2( )f f( )f f2f f( )f ff f= +f f( )f f= +f f2f f( )f f= +f fdonc

or f f Id2f f2f f2 3f f2 3f ff f= +f f2 3= +2 3f f2 3f f= +f f2 3f f

d’où p f d p2p f2p f
1

p f
1

p f
16

p f
16

p f
1
4

p f= +p fp f= +p f( )p f( )p f Id( )Id4 4( )4 4p f4 4p f( )p f4 4p fp f= +p f( )p f= +p f4 4= +4 4( )4 4= +4 4p f4 4p f= +p f4 4p f( )p f= +p f4 4p f = += +( )f I( )f Id p( )d pf Id pf I( )f Id pf I= +( )= +f I= +f I( )f I= +f Id p=d p : p est un projecteur.

– f Id pf Id pf I q p q0 0f I0 0f Id p0 0d pf Id pf I0 0f Id pf I q p0 0q p 03 1q p3 1q p0 03 10 0q p0 0q p3 1q p0 0q pf I= =f Id p= =d pf Id pf I= =f Id pf I + =q p+ =q p0 0+ =0 0q p0 0q p+ =q p0 0q p3 1+ −3 1(3 1(3 1(3 1(3 13 1+ −3 1(3 1+ −3 1)
– f f p Id pp Id pp I q p q1 1f f1 1f f d p1 1d p q p1 1q p 14 3p I4 3p Id p4 3d pp Id pp I4 3p Id pp I1 14 31 1p I1 1p I4 3p I1 1p Id p1 1d p4 3d p1 1d pp Id pp I1 1p Id pp I4 3p I1 1p Id pp I 3 1q p3 1q p1 13 11 1q p1 1q p3 1q p1 1q p= =f f= =f f p I4 3p I− =p I4 3p Id p4 3d p− =d p4 3d pp Id pp I4 3p Id pp I− =p I4 3p Id pp I − =q p− =q p3 1+ −3 1(3 1(3 1(3 1(3 13 1+ −3 1(3 1+ −3 1)
– p et q commutent , donc on peut appliquer la formule du binôme :

f p q
n
k

p qf pnf p n

k

n
k kp qk kp q n kf p= −f p(f p(f p(f p(f pf p= −f p(f p= −f p ) 





p q−p q(p q(p q)
=
∑ n k−n k3 3

k
3 3

k
3 3


3 3




3 3


3 3




3 3





3 3



3 3




3 3


3 3




3 3





3 3


3 3n3 3n3 3f p3 3f p q3 3q= −3 3= −f p= −f p3 3f p= −f p )3 3) =3 3= ∑3 3∑
0

Or : p o q q o p k p p q qk kp qk kp qp o et k pk p p qp q et  p qk k et  k kp qk kp q et  p qk kp q d o= =q q= =q q o p= =o p = =p q= =p qp q et  p q= =p q et  p q d o′d o0 2k p0 2k pet0 2et k p0 2k p∀ ≥0 2∀ ≥k p∀ ≥k p0 2k p∀ ≥k pk p,k pk p,k p ù :

f p qf pn nf p nf p= +f pf pn nf p= +f pn nf p ( )3 1f p3 1f pf pn nf p3 1f pn nf p= +3 1= +f p= +f p3 1f p= +f pf pn nf p= +f pn nf p3 1f p= +f pn nf p −3 1−(3 1( La réponse C est bonne.

f Idf Idf If I= −f I est solution de (2), et donne p = 0 : dès lors, (p, q) n’est pas
une base de p. La réponse D est fausse.
f I
une base de NON
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> QCM 1 Degré et racines

• Question 1

Soit n, p ∈*, A a X n= et B b X n= −1 a b, *∈( ) .

On cherche la valeur maximale m du degré du polynôme AP B P′ +( ) lorsque P
décrit l’ensemble des polynômes de degré p.

A Pour que m soit le maximum recherché, il suffit de montrer que :

deg m( )AP( )AP B P( )B P′ +( )′ + ≤ pour tout polynôme P de degré p.

B deg deg n p( )g d( )g dg dAPg d( )g dAPg dg d′g d( )g d′g dg d=g d ( )B P( )B P = +n p= +n p − 1 donc deg n p( )AP( )AP B P( )B P′ +( )′ + = +n p= +n p − 1.

C deg n p m n pdonc( )AP( )AP B P( )B P′ +( )′ + ≤ +n p≤ +n p − =1 1m n1 1m n1 1donc1 1donc− =1 1− =m n− =m n1 1m n− =m n− =1 1− =donc− =donc1 1donc− =donc + −1 1+ −p+ −p1 1p+ −p .

D Il existe des valeurs de a, b pour lesquelles m = n + p − 2.

• Question 2 (d’après EPL 1993)

Soit, dans [X], le polynôme P X X= +( ) − −1 17 7 et j ei= 2 3π / .

De l’étude de P et P ′, on déduit que :

A j et j sont racines de P et de P ′.

B deg P = 6 et P admet une racine double réelle.

Soient Q et R les polynômes tels que :
deg 1

P X X Q R

R

= + +( ) +

≤







2 1

C R n’existe pas. D R = X + 1.

• Question 3 (d’après EPL 2008)

A ∀ ∈ { } =
=
∑n P∀ ∈n P∀ ∈ { }n P{ }n P

X
knn Pnn P

k

k

n

n Pn P \ ,{ }\ ,{ }n P\ ,n P{ }n P{ }\ ,{ }n P{ }\ ,{ }n P{ }\ ,{ }n P{ }, ,{ }, ,{ }n P, ,n P{ }n P{ }, ,{ }n P{ }, ,{ }n P{ }, ,{ }n P{ } ( )X( )X
!

{ }0 1{ }{ }n P{ }0 1{ }n P{ }{ }n P{ }0 1{ }n P{ }{ }\ ,{ }0 1{ }\ ,{ }{ }n P{ }\ ,{ }n P{ }0 1{ }\ ,{ }n P{ }{ }n P{ }\ ,{ }n P{ }0 1{ }n P{ }\ ,{ }n P{ }{ }2{ }{ }n P{ }2{ }n P{ }{ }n P{ }, ,{ }n P{ }2{ }, ,{ }n P{ }
0

possède au moins une racine

multiple car : ′ −P P′P P′ =P P=n nP Pn nP P 1.
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B ∀ ∈ =
=
∑∀ ∈n P∀ ∈n P∀ ∈∀ ∈n P∀ ∈ X

X
kn

k

k

n

n Pn P, (n P, (n P, (n, (nn Pnn P, (n Pnn P )
!0

est l’unique polynôme vérifiant :

P P
X
nn nP Pn nP P

n

− =P P− =P P′
!

C P X p X q= +P X= +P X +3= +3= + admet une racine α d’ordre 2 si et seulement si :

P Pα αP Pα αP P(P P(P P)P P)P Pα α)α αP Pα αP P)P Pα αP PP Pα αP P=P Pα αP P (α α(α α) =′α α′α α 0

D P X p X q= +P X= +P X +3= +3= + admet une racine d’ordre 2 si et seulement si :

0

4 27 03 24 23 24 27 03 27 0p q4 2p q4 27 0p q7 04 23 24 2p q4 23 24 2

p
7 0+ =7 03 2+ =3 24 23 24 2+ =4 23 24 27 03 27 0+ =7 03 27 0p q+ =p q4 2p q4 2+ =4 2p q4 27 0p q7 0+ =7 0p q7 03 2p q3 2+ =3 2p q3 24 23 24 2p q4 23 24 2+ =4 2p q4 23 24 27 03 27 0p q7 03 27 0+ =7 0p q7 03 27 0

≠











• Question 4 (d’après EPL 2008)
On considère un polynôme P non nul tel que : P X P X P X2 1 0( ) − +( ) ( ) =

A Si a est une racine de P, ∀ ∈n a∀ ∈n a∀ ∈n a nn an a*,n a,n a, 2 et a n−( )1 2 sont aussi racines de P.

B Si a est une racine de P, ∀ ∈n a∀ ∈n a∀ ∈n a
n

n an a*,n a,n a, 2 et a
n

−( )1 2 sont aussi racines de P.

C Si a est une racine non nulle de P, a et a − 1 sont des racines de l’unité.

D Si P n’est pas constant, les racines de P sont 0, 1, −j et − j .

> QCM 2 Polynômes scindés
• Question 1

Soit P X∈ [ ] , de degré n ≥ 2, scindé et à racines simples dans .

Soit Q P a= +2 2 a ∈( )* .

A P n’a aucune racine multiple, donc P ′ n’a aucune racine réelle.

B P ′ a (n−1) racines réelles distinctes.

C Q admet au moins une racine réelle.

D Q admet 2n racines simples dans .

• Question 2

Le plan est rapporté à un repère orthonormé O i j, ,
→ →



 .

Soit H l’hyperbole équilatère d’équation : xy = 1
Un cercle  de centre Ω (a, b), Ω ≠ O, coupe H en quatre points M1, M2, M3 et M4

d’abscisses respectives x1, x2, x3 et x4.
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A x1, x2, x3 et x4 sont les racines d’une équation du 4e degré.

B On a : x x x x1 2x x x1 2x x x3 4x x x3 4x x x 1x x x1 2x x x1 2x x x = et x x x x x x x x x x x x b2 3x x x2 3x x x4 1x x4 1x x3 4x x3 4x x1 2x x1 2x x4 1x x4 1x x2 3x b2 3x bx b2x bx x xx x x2 3x x x x x3 4 x x1 2x x1 2x x+ + +x x+ + +x x x x+ + +x x x x+ + +x x4 1+ + +4 1x x4 1x x+ + +x x4 1x x3 4+ + +3 4x x3 4x x+ + +x x3 4x x1 2+ + +1 2x x1 2x x+ + +x x1 2x x4 1+ + +4 1 x b= −x b.

C x x x x a
x x x x

b1 2x x x1 2x x x3 4x x x3 4x x x
1 2x x x1 2x x x3 4x x x3 4x x x

2
1 1 1 1

+ + +x x x+ + +x x x1 2+ + +1 2x x x1 2x x x+ + +x x x1 2x x xx x x3 4x x x+ + +x x x3 4x x x = + + ++ + + =et .

D L’isobarycentre G de M1, M2, M3 et M4 est le milieu de [OΩ].

• Question 3 (réservée aux MPSI)
Soit P un polynôme de degré n (n ≥ 1).
On note k le nombre de racines distinctes de P.
Le PGCD ∆ = ∧P P′ est de degré n − k :

A si P XP X∈P X[ ]P X[ ]P XP XP X . B si P XP X∈P X[ ]P X[ ]P XP XP X .

On suppose que P X∈ [ ] et que P ′ divise P. Alors :

C n = 2k D k = 1

> QCM 3 Polynômes de Tchebychev
(d’après EPL 2007 et 2008)

Les polynômes de Tchebychev Tn n( ) ∈ , s’ils existent, vérifient :

∀ ∈ ( ) = ( )θ θ θ, cos cosT nn (1)

• Question 1

A Si Tn et T n
 sont deux polynômes de Tchebychev, alors ils sont

égaux car : ∀ ∈[ ] ( ) ∈∀ ∈x T∀ ∈x T∀ ∈[ ]x T[ ]−[ ]−x T−[ ]−∀ ∈x T∀ ∈[ ]x T[ ] x T=x T= x T( )x T( )etx Tetnx Tnx T n ( )n( )( )x T( )n( )x T( )n[ ]1 1[ ][ ]x T[ ]1 1[ ]x T[ ], ,[ ], ,[ ]x T, ,x T[ ]x T[ ], ,[ ]x T[ ][ ]x T[ ], ,[ ]x T[ ][ ]x T[ ]1 1[ ]x T[ ], ,[ ]1 1[ ]x T[ ] ( )x T( )x T ( )x T( )x T
 est unique.

B T
n
pnTnT p n p p

p n

= −(= −(= − ) 



 ( )X X( )X XX X−X X( )X X−X X

≤ ≤p n≤ ≤p n
∑= −∑= −1 1X X1 1X Xn p1 1n pX Xn pX X1 1X Xn pX X1 1p1 1p)1 1) 

1 1



1 1


1 1




1 1





1 1



1 1




1 1


1 1




1 1





1 1


X X( )X X1 1X X( )X XX Xn pX X−X Xn pX X1 1X X−X Xn pX X2 2n p2 2n p ( )2 2( )X X( )X X2 2X X( )X X1 12 21 1X X1 1X X2 2X X1 1X Xn p1 1n p2 2n p1 1n pX Xn pX X1 1X Xn pX X2 2X X1 1X Xn pX X( )1 1( )2 2( )1 1( )X X( )X X1 1X X( )X X2 2X X1 1X X( )X X
0 2≤ ≤0 2≤ ≤

C T
n
p

X XnTnT n pX Xn pX X
p

p n

=












 ( )X X( )X X −( )−X Xn pX X−X Xn pX X

≤ ≤p n≤ ≤p n
∑ 2

( )1( )2 2X X2 2X Xn p2 2n pX Xn pX X2 2X Xn pX X( )2 2( )X X( )X X2 2X X( )X X
0 2≤ ≤0 2≤ ≤

D Tn est à coefficients non entiers.

• Question 2

A T X2T X2T X 22 1T X2 1T X 22 12T X= −T X2 1= −2 1T X2 1T X= −T X2 1T X B T X2T X2T X 22 1T X2 1T X 22 12T X= +T X2 1= +2 1T X2 1T X= +T X2 1T X 22 12= +22 12

C ∀ ∈ − =+ −∀ ∈n T∀ ∈n T∀ ∈∀ ∈n T∀ ∈ T X− =T X− = Tn n+ −n n+ −n Tn nn T nTnTn Tn T*n T*n T,n T,n T, 1 1− =1 1− =+ −1 1+ −1 1+ −1 1+ −T X1 1T X− =T X− =1 1− =T X− =+ −T X+ −1 1+ −T X+ −+ −n n+ −1 1+ −n n+ −+ −T X+ −n n+ −T X+ −1 1+ −n n+ −T X+ − D ∀ ∈ + =+ −∀ ∈n T∀ ∈n T∀ ∈∀ ∈n T∀ ∈ T X+ =T X+ = Tn n+ −n n+ −n Tn nn T nTnTn Tn T*n T*n T,n T,n T, 1 1+ =1 1+ =+ −1 1+ −+ =+ −+ =1 1+ =+ −+ =+ =T X+ =1 1+ =T X+ =+ =+ −+ =T X+ =+ −+ =1 1+ =T X+ =+ −+ =+ −n n+ −1 1+ −n n+ −+ =+ −+ =n n+ =+ −+ =1 1+ =n n+ =+ −+ =+ =+ −+ =T X+ =+ −+ =n n+ =T X+ =+ −+ =1 1+ =+ −+ =T X+ =+ −+ =n n+ =+ −+ =T X+ =+ −+ = 2T X2T X .
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• Question 3
Pour n > 0, lorsque x tend vers +∞, la fonction polynôme Tn(x) est équivalente à :

A 2n xn B 2n−1 xn

C Tn (1) = 0 et Tn est impair D Tn (1) = 1 et Tn est pair

si n est impair. si n est pair.

• Question 4
Pour n ∈ * :

A Tn a des racines n’appartenant pas à [−1, 1].

B Tn a exactement n racines : x
n

k
n

k k nk = += += +



= += += += +









k k∈ ≤k kco= +co= +s ,s ,= +s ,= += +s ,= += +s ,= += += +s ,= += +


s ,


= +


= +s ,= +


= += += +s ,= += += += += += +s ,= += += +


s ,


= +


= += +


= +s ,= += +


= + s ,


s ,


s ,


s ,




s ,


,k k,k kk k∈ ≤k k,k k∈ ≤k k
π πkπ πk

2
s ,

2
s , 0 1k k0 1k k n0 1nk k∈ ≤k k0 1k k∈ ≤k k ≤ −0 1≤ −n≤ −n0 1n≤ −nk kk kk kk kk k∈ ≤k kk k∈ ≤k k .

Pour n ∈ *, soit A
k

nn
k

n

=
+( )



=

−

∏ sin
2 1

40

1 π
.

De la factorisation de Tn et de la valeur de Tn (1) = 1, on déduit :

C AnAnA n=
2

2
D AnAnA n=

1
2

• Question 5 (réservée aux MPSI)

Pour k k n∈ ≤ ≤ −, 0 1, on note θ
π π

k n
k
n

= +
2

et xk k= cos θ .

Soit la fraction rationnelle F
Tn

n

=
1

.

A ∀ ∈ ( ) [ ] + =++ =++ =∀ ∈n U∀ ∈n U∀ ∈ ∃n U∃ (n U(∀ ∈n U∀ ∈ V X)V X) [ ]V X[ ] U T V T+ =V T+ =n n+ =n n+ =U Tn nU T V Tn nV T+ =V T+ =n n+ =V T+ = ) )n U n U∃n U∃ ∃n U∃ (n U( (n U( V X V X)V X) )V X) ∈V X∈ ∈V X∈, ,(, ,( , , ( (, ,( (n U n U, ,n U n U∃n U∃ ∃n U∃, ,∃ ∃n U∃ (n U( (n U(, ,( (n U(, ,∃n U∃ ∃n U∃, ,∃n U∃ ∃n U∃ ,2
1+ =1+ = 1

B ∀ ∈ ( ) ( )∀ ∈θ θ∀ ∈θ θ∀ ∈∀ ∈θ θ∀ ∈θ θ θθ θθ θ, c(, c(θ θ, cθ θ(θ θ(, c(θ θ(, c sinT n(T n( )T n) = −T n= −θ θT nθ θ(θ θ(T n(θ θ(θ θ, cθ θT nθ θ, cθ θ(θ θ(, c(θ θ(T n(, c(θ θ(θ θosθ θT nθ θosθ θ nn, cn, cθ θ, cθ θnθ θ, cθ θθ θ, cθ θT nθ θ, cθ θnθ θT nθ θ, cθ θ′T n′T nθ θT nθ θ′θ θT nθ θθ θ, cθ θT nθ θ, cθ θ′θ θT nθ θ, cθ θ .

La décomposition en éléments simples de Fn est :

C F
n X xnFnF

k

kkn Xkn X

n

=
−( ) ( )k( )k

−=n X=n X

−

∑n X∑n X
1 1

0n X0n X

1 sin ( )θ( )
D F

n X xnFnF
k

kkn Xkn X

n

=
−( )
−=n X=n X

−

∑n X∑n X
1 1

0n X0n X

1
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> QCM 4 Espaces vectoriels et polynômes

On note E l’espace vectoriel [X] des polynômes à coefficients réels, et En n X= [ ]
le sous-espace vectoriel des polynômes de degré ≤ n.
Soit k ∈ , on pose : P Xk

k=

N k N
k

X X X X kk0 1 1
1

1 2 1= ∀ ≥ = −( ) −( ) − +( )et ,
!

...

et pour k ≤ n : Q X Xk
k n k= −( ) −1 .

• Question 1

A La famille ( )P P( )P P P( )Pn( )nPnP( )PnP0 1( )0 1P P0 1P P( )P P0 1P P, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1, ,0 1P P0 1P P, ,P P0 1P P( )P P, ,P P0 1P P ...,( )...,, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1P P0 1P P, ,P P0 1P P( )P P0 1P P, ,P P0 1P P est une base de En.

B La famille ( )Q( )Q n( )n0 1( )0 10 1, ,0 1( )0 1, ,0 1 ...,( )...,Q( )Q0 1Q  0 1( )0 1Q  0 1, ,( ), ,0 1, ,0 1Q  0 1, ,0 1( )0 1Q  0 1, ,0 1 Q( )Q n'est pas une base de En.

C Pour tout polynôme S de En, la famille ( )S S( )S S S S( )S S, ,( ), ,S S, ,S S( )S S, ,S S ,( ),S S,S S( )S S,S S...,( )...,S S...,S S( )S S...,S S( )( )( ) ( )( )( )S S( )S S( )S S( )S S ( )( )( )n( )n( )n( )n, ,( ), ,S S, ,S S( )S S 1 2( )1 2S S1 2S S( )S S1 2S S( )1 2( )( )( )1 2( ) ( )1 2( )( )( )1 2( )S S( )S S1 2S S( )S S( )S S1 2S S( )S S , où S(k)

désigne la dérivée kème de S, est une base de En.

D La famille ( )N N( )N N N( )Nn( )nNnN( )NnN0 1( )0 1N N0 1N N( )N N0 1N N, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1, ,0 1N N0 1N N, ,N N0 1N N( )N N, ,N N0 1N N ...,( )...,, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1N N0 1N N, ,N N0 1N N( )N N0 1N N, ,N N0 1N N est une base de En.

• Question 2

A ∀ ≥ ( ) − =∀ ≥n N∀ ≥n N∀ ≥∀ ≥n N∀ ≥ X N− =X N− = Xn n(n n( )n n) n1 1n N1 1n N 1, ((, (( ), () − =, (− =n N, (n N, (X N, (X N)X N), ()X N) − =X N− =, (− =X N− =n n, (n n(n n(, ((n n( )n n), ()n n)n Nn nn N, (n Nn nn N X Nn nX N, (X Nn nX N)X N)n n)X N), ()n n)X N)1 1, (1 1(1 1(, ((1 1(n N1 1n N, (n N1 1n N X N1 1X N, (X N1 1X N+X N+1 1+X N+, (+1 1+X N+n n1 1n n, (n n1 1n n(n n(1 1(n n(, ((1 1(n n(n Nn nn N1 1n Nn nn N, (n N1 1n Nn nn N X Nn nX N1 1X Nn nX N, (X N1 1X Nn nX N+X N+n n+X N+1 1+n n+X N+, (+X N+n n+X N+1 1+X N+n n+X N+ ) (−) (−X N) (X N− =X N− =) (− =X N− = n) (nX NnX N) (X NnX N 1) (1 ).

B n N X X n Nn nn Nn nn N X Xn nX X n Nn nn N( )X X( )X Xn n( )n nX Xn nX X( )X Xn nX X ( )X( )X= −X X= −X X(X X(X X(X X(X Xn n(n nX Xn nX X(X Xn nX XX X= −X X(X X= −X X )n N)n Nn n)n nn Nn nn N)n Nn nn N −1

C ∀ ∈ ∀ ∈ ∈ −(∈ −(∈ − ) ( )et∈ −et∈ −k n∀ ∈k n∀ ∈ ∀ ∈k n∀ ∈k n N n N∈ −N∈ −k k∈ −k k∈ −etk ket∈ −et∈ −k k∈ −et∈ −N nk kN n Nk kN∈ −N∈ −k k∈ −N∈ − k ∀ ∈ ∀ ∈k n k n∀ ∈k n∀ ∈ ∀ ∈k n∀ ∈  ∈ −∈ −k kk k∈ −k k∈ −∈ −k k∈ −, , , , ∀ ∈ ∀ ∈, ,∀ ∈ ∀ ∈k n k n, ,k n k n∀ ∈k n∀ ∈ ∀ ∈k n∀ ∈, ,∀ ∈ ∀ ∈k n∀ ∈, , ( )N n( )N nk k( )k kN nk kN n( )N nk kN n* *N n* *N n * *( )* *( )N n( )N n* *N n( )N n 1 1)1 1) = −1 1= −(1 1(= −(= −1 1= −(= − .

D ∀ ∈ ∀ ≥ − ∉∀ ∈k n∀ ∈k n∀ ∈ ∀ ≥k n∀ ≥∀ ∈k n∀ ∈ N nk − ∉ − ∉ N n N n ∀ ≥ ∀ ≥k n k n∀ ≥k n∀ ≥ ∀ ≥k n∀ ≥ k kN nkN n N nkN n, , , , ∀ ≥ ∀ ≥, ,∀ ≥ ∀ ≥k n k n, ,k n k n∀ ≥k n∀ ≥ ∀ ≥k n∀ ≥, ,∀ ≥ ∀ ≥k n∀ ≥∀ ≥k n∀ ≥ ∀ ≥k n∀ ≥, ,∀ ≥k n∀ ≥ ∀ ≥k n∀ ≥ ( )N n( )N n( )− ∉( )− ∉ ( ) − ∉ − ∉( )− ∉ − ∉N n N n( )N n N n− ∉N n− ∉ − ∉N n− ∉( )− ∉ − ∉N n− ∉2 2  , , 2 , , .

• Question 3
Soit ∆ l’endomorphisme de E défini par : ∀ ∈ ( ) = +( ) − ( )EP P P X P X, ∆ 1

A Soit P ∈ Ker ∆ et Q = P − P(0). On peut montrer que :

∀ ∈ ( )n Q∀ ∈n Q∀ ∈n Qn Qn Q, 0(, 0( ), 0) =, 0=n Q, 0n Q, 0n, 0n , donc Ker Er E∆ =r E0 (polynômes constants).

B ∆ induit un endomorphisme ∆n de En de rang (n − 1) car
dim K( )m K( )m Ker( )er ∆( )∆n( )n = 1.

Soit Q ∈ E, et l’équation linéaire (1) : ∆ (P) = Q d’inconnue P ∈ E.

C Im ,n n( )∆( )∆n n( )n n= −En nEn n 1 or Ker ∆ ≠ { }{ }0{ } donc ∆ n’est pas surjective,

donc (1) n’a pas toujours de solution dans E.
D Pour Q a N a N a Nn nNn nN= +Q a= +Q a N a= +N a N a+ +N a0 0N a0 0N a= +0 0= +N a= +N a0 0N a= +N a1 1N a1 1N aN a...N aN a+ +N a...N a+ +N a , P a N a N a Nn n0 0P a0 0P a 1 1N a1 1N a 2 1N a2 1N a N2 1Nn n2 1n nNn nN2 1Nn nN= +P a= +P a N a= +N a0 0= +0 0P a0 0P a= +P a0 0P a N a1 1N a= +N a1 1N a N a+ +N aN a2 1N a+ +N a2 1N a2 1+2 1N a2 1N a...N a2 1N aN a2 1N a+ +N a2 1N a...N a+ +N a2 1N a

est l’unique solution de (1).
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> QCM 1 Degré et racines

• Question 1 : réponse D

• Soit E = +{ }= +{ }= +({ }( ){ }){ }de{ }= +{ }= +de= +{ }= +{ }g /{ }= +{ }= +g /= +{ }= +({ }(g /({ }(= +(= +{ }= +(= +g /= +{ }= +(= + ){ })g /){ }){ }de{ }{ }g{ }{ }g /{ }AP{ }g /{ }= +{ }= +g /= +{ }= +AP= +g /= +{ }= +{ }g /{ }B P{ }g /{ }{ }P p{ }={ }=P p={ }={ }′{ }{ }g /{ }′{ }g /{ }= +{ }= +g /= +{ }= +′= +g /= +{ }= + . m est le plus grand élément de E si et
seulement m est un majorant tel que :

∃ ∈ [ ] = = ( )∃ ∈ [ ]P X∃ ∈P X∃ ∈ [ ]P X[ ] P p= =P p= =P pP p m A(m A( P B+P B+ PP XP X , d, d, degeg , d= =, d= =, dm A, dm A= =m A= =, d= =m A= = egm Aegm A ′P B′P B

deg AP B P m′ +(( ) ≤ signifie seulement que m est un majorant de E.

La réponse A est fausse.

Degré d’une somme de polynômes

deg deg , degg dP Qg d P Q, dP Q, degP Qegg dP Qg d+g dP Qg d(g d(g d)g d)g dg d≤g d(g d(g d )g dg dg dMag dg dxg d

deg deg , degg dP Qg d P Q, dP Q, degP Qegg dP Qg d+g dP Qg d(g d(g d)g d)g dg d=g d(g d(g d )( )g dg dMag dg dxg d

deg degP Qg dP Qg degP Qeg⇔ ≠de⇔ ≠deg d⇔ ≠g dg dP Qg d⇔ ≠g dP Qg d⇔ ≠(⇔ ≠(⇔ ≠ ) ou (deg dg degP Qg dP Qg degP Qegg dP Qg d=g dP Qg d et la somme des coefficients
dominants de P et Q est non nulle).

• dedegg A nA nA n=A n et dedegg P pP pP p=P p donc dedegg P pP p′ =P p′ =P p − 11 car pp ≥≥ 11.

deg deg deg deg deg degg detg dg dAPg d A PdeA Pdeg dA Pg dg dn pg d n p′ ′g d′ ′g deg′ ′eg de′ ′deg d′ ′g dA P′ ′A PdeA Pde′ ′deA Pdeg dA Pg d′ ′g dA Pg dg d′ ′g d(g d(g d)g d)g d)g d)g dg d′ ′g d)g d′ ′g d= +g d= +g deg= +eg A P= +A P′ ′= +′ ′g d′ ′g d= +g d′ ′g deg′ ′eg= +eg′ ′eg A P′ ′A P= +A P′ ′A Pg d= +g dg dn pg d= +g dn pg dg d−g d ( ) +n p+n p1 1g d1 1g deg1 1eg de1 1deg d1 1g dg detg d1 1g detg d B P1 1B P B P1 1B Pg dB Pg d1 1g dB Pg degB Peg1 1egB Peg n p1 1n p(1 1( )1 1) = +1 1= +de= +de1 1de= +deg d= +g d1 1g d= +g dg dB Pg d= +g dB Pg d1 1g d= +g dB Pg d = −1 1= −n p= −n p1 1n p= −n p

donc deg deg deg .g d g .etg dAPg d B P n p g .n pg .′ ′de′ ′den p′ ′n p′ ′B P′ ′B P′ ′g d′ ′g deg′ ′egg d′ ′g d(g d(g dg d(g d)g d)g d)g d)g dg d′ ′g d)g d′ ′g dg d=g d ((′ ′(′ ′)′ ′)′ ′= +n p= +n p′ ′= +′ ′n p′ ′n p= +n p′ ′n p − +′ ′− +′ ′(′ ′(′ ′(g .(g .g .(g .)g .)g .1 1g .1 1g .B P1 1B Pg .B Pg .1 1g .B Pg .g .n pg .1 1g .n pg .′ ′1 1′ ′g .′ ′g .1 1g .′ ′g .AP′ ′AP1 1AP′ ′APg .APg .′ ′g .APg .1 1g .′ ′g .APg .′ ′1 1′ ′de′ ′de1 1de′ ′deg .′ ′g .1 1g .′ ′g .et′ ′et1 1et′ ′et g .− +g .1 1g .− +g .g .APg .− +g .APg .1 1g .− +g .APg .g .′ ′g .− +g .′ ′g .1 1g .− +g .′ ′g .g .APg .′ ′g .APg .− +g .′ ′g .APg .1 1g .APg .′ ′g .APg .− +g .APg .′ ′g .APg .− +1 1− +de− +de1 1de− +deg .− +g .1 1g .− +g .et− +et1 1et− +et′ ′− +′ ′1 1′ ′− +′ ′de′ ′de− +de′ ′de1 1de− +de′ ′deg .′ ′g .− +g .′ ′g .1 1g .− +g .′ ′g .et′ ′et− +et′ ′et1 1et− +et′ ′et′ ′(′ ′1 1′ ′(′ ′g .′ ′g .(g .′ ′g .1 1g .(g .′ ′g .g .− +g .(g .− +g .1 1g .(g .− +g .g .′ ′g .− +g .′ ′g .(g .− +g .′ ′g .1 1g .′ ′g .− +g .′ ′g .(g .′ ′g .− +g .′ ′g .)1 1)g .)g .1 1g .)g .≤ +1 1≤ +g .≤ +g .1 1g .≤ +g .g .n pg .≤ +g .n pg .1 1g .≤ +g .n pg .g .−g .1 1g .−g .

Soit αP le coefficient dominant de P ( )α( )αp( )p ≠( )≠( )0( ) :

P X Pp
p= +P X= +P XP XpP X= +P XpP X p= +pαP X= +P XαP X= +P X 1P1P avec deg P p1P p1P p 1≤ −P p≤ −P p .

P p X P P pp
p′ ′X P′ ′X P′ ′P p′ ′P p X P′ ′X Pp′ ′pX PpX P′ ′X PpX P ′P p′P p= +P p= +P p X P= +X Pp= +p X PpX P= +X PpX PX P′ ′X P= +X P′ ′X P′ ′= +′ ′P p′ ′P p= +P p′ ′P p X P′ ′X P= +X P′ ′X PX PpX P′ ′X PpX P= +X P′ ′X PpX P ≤ −P p≤ −P pX P′ ′X P−X P′ ′X Pα= +α= +′ ′= +′ ′α′ ′= +′ ′1′ ′1′ ′X P′ ′X P1X P′ ′X PX P= +X P1X P= +X PX P′ ′X P= +X P′ ′X P1X P= +X P′ ′X P1 1X P1 1X P P p1 1P p 2avec1 1avec1 1de1 1de1 1g1 1g1 1 .

Donc le coefficient de X n p+ −n p+ −n p 1 dans AP B P′ +( ) est :

β α α α= +β α= +β αβ αa pβ αβ α= +β αa pβ α= +β α b aα αb aα αp pα αp pα α= +p p= + b ap pb aα αb aα αp pα αb aα αα αα αb aα αα αα αb aα α= +( )b ab ab ab ab aα αb aα αb aα αb ab ab aα αb aα αb aα αα αα αb aα αb aα αα αα αb aα α= +b a= +α α= +α αb aα α= +α α (b a(= +(= +b a= +(= +p b= +p b= +pb apb a= +b a= +p= +b a= +

or αP ≠ 0 donc : β ≠ ⇔ + ≠0 0≠0 0≠0 0⇔ +0 0⇔ +0 0a p⇔ +a p⇔ +⇔ +0 0⇔ +a p⇔ +0 0⇔ + b0 0b0 0.

En conclusion : m n p a p b= +m n= +m n p a− ⇔p a + ≠p b+ ≠p b1 0p a1 0p a p b1 0p bp a− ⇔p a1 0p a− ⇔p a + ≠1 0+ ≠p b+ ≠p b1 0p b+ ≠p bp a− ⇔p a1 0p a− ⇔p a .

Les réponses B et C sont fausses.

• Si a p + b = 0 : alors β = 0 donc deg AP B P n p′ +(( ) ≤ +n p≤ +n p − 2.

Le coefficient de X n p+ −n p+ −n p 2 dans AP B P′ +( ) est a p b ap p−(a p(a p ) b ab ab ab ab ab ab ab a ≠p p− −p p1 0b a1 0b a1 0b a1 0b a)1 0) +1 0+ b ab a1 0b ab ab ab a1 0b ab ab ab ab ab a1 0b ab ab a ≠1 0≠1 1p p1 1p p− −1 1− −p p− −p p1 1p p− −p p1 01 11 0p p1 0p p1 1p p1 0p pα αb aα αb ap pb ap pb aα αb ap pb a1 0α α1 0b a1 0b aα αb a1 0b ab ap pb a1 0b ap pb aα αb a1 0b ap pb ab a= −b a1 0b a= −b aα αb a1 0b a= −b ap p1 1p pb ap pb a1 1b ap pb aα αb a1 1b ap pb a1 01 11 0α α1 01 11 0b a1 0b a1 1b a1 0b aα αb a1 1b a1 0b ap p1 0p p1 1p p1 0p pα αp p1 1p p1 0p pb ap pb a1 0b ap pb a1 1b a1 0b ap pb aα αb ap pb a1 0b ap pb a1 1b ap pb a1 0b ap pb ab a= −b a1 0b a= −b a1 1b a1 0b a= −b aα αb a= −b a1 0b a= −b a1 1b a= −b a1 0b a= −b a
pour P X Xp pXp pX= +P X= +P X p p= +p p−1 par exemple.
Donc m n p= +m n= +m n − 2. La réponse D est bonne
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• Question 2 : réponse A

• P X= +P X= +P X(P X(P XP X= +P X(P X= +P X )1 1X1 1X1 1)1 1) − −1 1− −X− −X1 1X− −X71 171 171 171 1 donc P X X′ =P X′ =P X( ) −






7 1P X7 1P X +7 1+(7 1(P X(P X7 1P X(P X7 1P X7 1P X7 1P XP X7 1P XP X7 1P XP X7 1P XP XP XP XP XP X7 1P XP XP X 6 6 .

P et P ′ sont à coefficients réels, donc, si z0 est racine de P (respectivement P ′),
z0 l’est aussi. Ainsi, il suffit de calculer P( j ) et P ′( j ).

j eij e=j e 2 3π2 3π2 3/2 3/2 3 est une racine cubique de 1, donc : j 3 1= et 1 021 021 01 0+ +1 01 0=1 0j j1 0j j1 01 0+ +1 0j j1 0+ +1 0.

- P j j j j j j j( )P j( )P j = +( )j j( )j j= +( )= +j j= +j j( )j j= +j j = −( )j j( )j j= −( )= − − −j j− −j j =1 1j j1 1j jj j( )j j1 1j j( )j j− −1 1− −j j− −j j1 1j j− −j j 1 1j j1 1j j= −1 1= − − −1 1− −j j− −j j1 1j j− −j j 07j j7j jj j1 1j j7j j1 1j j 7 2( )7 2( )j j( )j j7 2j j( )j j1 17 21 1
7

j j
7

j j 2j j2j jj j1 1j j2j j1 1j j

- P j j j′P j′P j( )P j( )P j = +( )j j( )j jj j−j j






 = −( )j( )j
















 = −( )7 1= +7 1= +( )7 1( )j j( )j j7 1j j( )j j= +( )= +7 1= +( )= +j j= +j j( )j j= +j j7 1j j( )j j= +j j7 1= += +7 1= += +7 1= += +7 1= += += += += += +7 1= += += + 7 1= −7 1= −( )7 1( )j( )j7 1j( )j= −( )= −7 1= −( )= − −7 1−7 1= −7 1= −7 1= −= −7 1= −= −7 1= −= −7 1= −= −= −= −= −= −7 1= −= −= −


7 1

= −= −= −= −7 1= −= −= −7 1= −= −= −= −7 1= −= −= −= −= −= −= −= −
= −= −7 1= −= −= −= −= −= −= −= − 7 1= −7 1= −(7 1(= −(= −7 1= −(= − 1 0)1 0) =1 0=6j j6j j 6 2( )6 2( )j( )j6 2j( )j6 26 2 6 27 16 27 1( )7 1( )6 2( )7 1( )j( )j7 1j( )j6 2j7 1j( )j7 16 27 17 16 27 1

7 1

6 27 1

 6

7 1
6

7 1

Donc j et j sont racines au moins doubles de P.

La réponse A est bonne.

• deg deg degg dX Xg dg dX Xg d+g dX Xg d(g d(g d)g d)g d)g d)g d ( ) = ≤1 1g d1 1g dX X1 1X Xg dX Xg d1 1g dX Xg degX Xeg1 1egX Xegg d1 1g dg dX Xg d1 1g dX Xg dg d)g d1 1g d)g dg dX Xg d)g dX Xg d1 1g d)g dX Xg dX X= +X X1 1X X= +X Xg dX Xg d= +g dX Xg d1 1g d= +g dX Xg degX Xeg= +egX Xeg1 1eg= +egX Xeg ( )1 1( )X X( )X X1 1X X( )X X= +( )= +1 1= +( )= +X X= +X X( )X X= +X X1 1X X( )X X= +X X 7 7de7 7deg7 7g P7 7P= ≤7 7= ≤de= ≤de7 7de= ≤deg= ≤g7 7g= ≤g P= ≤P7 7P= ≤P7g d7g dg d1 1g d7g d1 1g dg dX Xg d1 1g dX Xg d7g d1 1g dX Xg d ( )7( )( )1 1( )7( )1 1( )= +( )= +1 1= +( )= +7= +1 1= +( )= + donc7 7donc7 7= ≤7 7= ≤donc= ≤7 7= ≤ .

P
k k

X
k k

k=


















= =

∑ ∑X X∑ ∑X Xk∑ ∑kX XkX X∑ ∑X XkX X∑ ∑k∑ ∑k
∑ ∑
∑ ∑∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑

∑ ∑
∑ ∑∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑

− −∑ ∑− −X X− −X X∑ ∑X X− −X X =∑ ∑=∑ ∑k∑ ∑k∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑
7

∑ ∑
7

∑ ∑∑ ∑1∑ ∑
7

0

7

∑ ∑7∑ ∑
6

1

, donc deg P = 6 et 0 est racine de P.

Par ailleurs, en factorisant :

P X X X= +P X= +P X(P X(P X(P X= +P X(P X= +P X ) ( )X X)X X( )X X( )X X X X( )X X X X X( )X X X− +( )− +X X− +X X( )X X− +X X − +( )− +X X X− +X X X( )X X X− +X X X− +( )− +X X X− +X X X( )X X X− +X X X1 1X X1 1X X1 1)1 1) − +1 1− +X X− +X X1 1X X− +X X− +1 1− +(1 1(− +(− +1 1− +(− + ( )1( )71 171 1 ( )6 5( )X X( )X X6 5X X( )X X− +( )− +6 5− +( )− +X X− +X X( )X X− +X X6 5X X( )X X− +X X( )4 3( )X X X( )X X X4 3X X X( )X X X− +( )− +4 3− +( )− +X X X− +X X X( )X X X− +X X X4 3X X X( )X X X− +X X X( )2( )X X X( )X X X2X X X( )X X X .

Donc −1 est racine de P. De plus, P′ 0 0( )0 0)0 0≠0 0≠0 0 et P′ −(′ −(′ − ) ≠1 0)1 0) ≠1 0≠ .

Donc les racines de P sont 0 et −1 qui sont simples, et j et j qui sont doubles.
On a ainsi obtenu toutes les racines de P puisque deg P = 6.

La réponse B est fausse.

• Q et R sont le quotient et le reste de la division euclidienne de P par
X X2X X2X X 1+ +X X+ +X X .

Or X X X j2X X2X X 1+ +X X+ +X X = −X j= −X j= −(= −(= − )( )( )X j( )X jX j−X j( )X j−X j , et j et j sont racines de P, donc X X2X X2X X 1+ +X X+ +X X
divise P.

Les réponses C et D sont fausses.
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corrigéschapitre 9 : Polynômes et fractions rationnelles

• Question 3 : réponses B et D

• P
k X

k
X X

k
Pn

k

k

n k

k

n k

k

n

nPnP′ = ( )k( )k
= == =

− − −

−
= = =
∑ ∑∑ ∑k X∑ ∑k X

k∑ ∑k
=∑ ∑= ∑= =∑= =∑ ∑

1 1X1 1X k1 1kn1 1n− −1 1− −X− −X1 1X− −X− −1 1− −k− −k1 1k− −kn− −n1 1n− −n 1

1
1 1k1 1k k1 1k= =1 1= =k= =k1 1k= =k k= =k1 1k= =k 0! !( )! !( )k( )k! !k( )k −( )−! !−( )−∑ ∑! !∑ ∑
1 1! !1 1k1 1k! !k1 1k= =1 1= =! != =1 1= =k= =k1 1k= =k! !k1 1k= =k ( )1( )! !( )1( ) !

.

Pour que Pn ait une racine multiple α, il faut : P Pn nP Pn nP Pα αP Pα αP Pn nα αn nP Pn nP Pα αP Pn nP P(P P(P Pn n(n nP Pn nP P(P Pn nP P)P P)P Pn n)n nP Pα αP P)P Pα αP Pn nα αn n)n nα αn nP Pn nP Pα αP Pn nP P)P Pα αP Pn nP PP Pα αP P=P Pα αP P (α α(α α) =′α α′α α 0.

P
X
n

P P P
nnPnP

n

n nP Pn nP P n

n

= += + ( ) ( ) = ⇒ = ⇒ =
! !n! !nn n! !n n n! !n(
! !

( )
! !

) (
! !

( )
! !

)n n−n n! !n n−n n .P P1P Pn n1n nP Pn nP P1P Pn nP Pn n! !n n1n n! !n n 0 00 0= ⇒0 0= ⇒ = ⇒0 0= ⇒ 0doncP PdoncP Pn ndoncn nP Pn nP PdoncP Pn nP P = ⇒0 0= ⇒0 0= ⇒α αPα αP nα αn)α α) =α α= (α α( α
0 0

α
0 0 α′α α′α α

Or, 0 n’est pas racine de Pn .
La réponse A est fausse.

• On a vu que P P
X
nn nP Pn nP P

n

− =P P− =P P′
!

donc Pn est solution de : y y
x
n

n

′ −y y′ −y y =
!

(1)

Les solutions de l’équation homogène y y′ −y y′ −y y = 0 sont : x e xx e x e x ex e x eλ λxλ λxλ λx eλ λx e λ λ x e x eλ λx e x e x xλ λx x ∈ (λ λ(λ λ λ λ ( λ λ ).

Donc, les solutions de (1) sont les fonctions : f x x e xf x : f x Pn x e x ex e x e  P Pn nPnP PnP ( )( )( )x e( )x e ( ) x e x e( )x e x e( )x e x e( )x e x e + ∈ + ∈x e x e+ ∈x e x e ( )λ λx eλ λx e xλ λxλ λxλ λx λ λ x e x eλ λx e x eλ λx xλ λx x + ∈ λ λ + ∈ λ λx e x e+ ∈x e x eλ λx e x e+ ∈x e x e x x+ ∈x xλ λx x+ ∈x x (λ λ( ( λ λ ( (λ λ( ( λ λ (  + ∈ ( + ∈ λ λ ( + ∈  .

f est un polynôme si et seulement si λ = 0.
La réponse B est bonne.

Racine d’ordre m d’un polynôme P

α α αest racine d’ordreα α est racine d’ordre α αdeα α divise etm Pα αm Pα αdem Pdeα α de α αm Pα α de α αX Pα αX Pα α diviseX Pdivise Xm mdivisem mdivise etm metX Pm mX PdiviseX Pdivisem mdiviseX Pdivise Xm mX( )α α)α α⇔ −α α⇔ −α αX P⇔ −X Pα αX Pα α⇔ −α αX Pα α⇔ −α α⇔ −α αα α⇔ −α α(⇔ −(⇔ −α α⇔ −α α(α α⇔ −α α)X P)X P −(m m(m m)m m)m m+111(⇔ −(⇔ −α α⇔ −α α(α α⇔ −α α

ne divise pas P )
⇔ ∃( )⇔ ∃( )⇔ ∃ [ ]( )[ ] = −( )= −(( )(= −(= −( )= −(= − )( )) (( )( )( )) ≠( )≠⇔ ∃( )[ ]( )[ ]( )Q K( )∈( )∈Q K∈( )∈( )Q K( )( )X P( )[ ]( )[ ]X P[ ]( )[ ]( )X Q( )= −( )= −X Q= −( )= − )( ))X Q)( ))( )X Q( ))( ))X Q)( ))( )Q( )( )m( )( )X Q( )m( )X Q( )( ), ,( )(( )(, ,(( )(( ), ,( )( ), ,( )(( )(, ,(( ), ,( )( )X P( ), ,( )X P( )( )X Q( ), ,( )X Q( ))( ))X Q)( )), ,)X Q)( ))( )X Q( ), ,( )X Q( )( )α α( )(( )(α α(( )(( )α α( )( )α α( )( )X Q( )α α( )X Q( ))( ))X Q)( ))α α)X Q)( ))( )Q( )α α( )Q( )( ), ,( )α α( ), ,( )( ), ,( )α α( ), ,( )( )X Q( ), ,( )X Q( )α α( ), ,( )X Q( ))( ))X Q)( )), ,)X Q)( ))α α)( ))X Q)( )), ,)( ))X Q)( ))( )X Q( ), ,( )X Q( )α α( )X Q( ), ,( )X Q( ))( ))X Q), ,)( ))X Q)( ))α α)( ))X Q( )), ,)X Q)( ))( )0( )

⇔ ( )(( )( )( )) (( )( )( )) = =( )= = (( )( )( )) (( )( )( )) ≠( )≠( )(( )( ))( )( )(( )( ))( )( )( )P P( )(( )(P P(( )( )( ))P P)( ))( )P P( )(( )(P P(( )(( )(( )P P( )(( )( ))( )P P( ))( )( )m m( )(( )(m m(( )( )( ))m m)( ))( )m m( )( ))( )m m( ))( )( )(( )m m( )(( )( )P P( )m m( )P P( )(( )(P P(( )(m m(P P(( )( )( ))P P)( ))m m)P P)( ))( )P P( )m m( )P P( )( )−( )P P( )−( )m m( )P P( )−( )( ))( )P P( ))( )m m( )P P( ))( )( )α α( ))( ))α α)( )) (( )(α α(( )(( )P P( )α α( )P P( ))( ))P P)( ))α α)P P)( )) =( )=P P=( )=α α=P P=( )=( )α α( ))( ))α α)( ))( )P P( )α α( )P P( ))( ))P P)( ))α α)P P)( )) =( )=P P=( )=α α=P P=( )=( )(( )(α α(( )(( )P P( )m m( )P P( )α α( )m m( )P P( ))( ))P P)( ))m m)P P)( ))α α)( ))P P)( ))m m)( ))P P)( ))( )′( )( )α α( )′( )α α( )( )...( )( )...( )( ),( )( )α α( ),( )α α( )( )1( )( )m m( )1( )m m( )( )P P( )m m( )P P( )1( )m m( )P P( )( )0 0( )(( )(0 0(( )( )( ))0 0)( )) ≠( )≠0 0≠( )≠( )0 0( )( ))( )0 0( ))( )( )m m( )0 0( )m m( )( )(( )m m( )(( )0 0( )m m( )(( )( )P P( )m m( )P P( )0 0( )m m( )P P( )( )α α( )0 0( )α α( )(( )(α α(( )(0 0(α α(( )(( )α α( )0 0( )α α( )( )(( )α α( )(( )0 0( )α α( )(( )( ))( )α α( ))( )0 0( )α α( ))( )( )P P( )α α( )P P( )0 0( )α α( )P P( )( )m m( )α α( )m m( )0 0( )α α( )m m( )( )(( )m m( )(( )α α( )m m( )(( )0 0( )(( )m m( )(( )α α( )(( )m m( )(( )( )P P( )m m( )P P( )α α( )m m( )P P( )0 0( )P P( )m m( )P P( )α α( )P P( )m m( )P P( )( )α α( ),( )α α( )0 0( ),( )α α( )( )P P( )α α( )P P( ),( )α α( )P P( )0 0( )P P( )α α( )P P( ),( )P P( )α α( )P P( )

Ici, α est racine multiple, pas nécessairement d’ordre 2, car il manque
P″ α(″ α(″ α) ≠ 0. La réponse C est fausse.
Ici, Ici, 
PNON
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• P admet une racine d’ordre 2 si et seulement si il existe α ∈  tel que :

3

P P

P

p q

p
α αP Pα αP P

α

α α3α α3 p qα αp q

α
α

(P P(P P)P P)P Pα α)α αP Pα αP P)P Pα αP PP Pα αP P=P Pα αP P (α α(α α) =

( ) ≠
























 ⇔

+ +p q+ +p qα α+ +α αp qα αp q+ +p qα αp q =

≠















′α α′α α

″

0

0

0

3 0p3 0pα3 0α + =3 0+ =p+ =p3 0p+ =p
6 0α6 0α ≠6 0≠

23 023 0

















⇔

= −

+ =

≠

(1)

2
3

(2)

≠

αα

α

αα

2

3

0

00

p

q+ =q+ =
p

(3)








































D’après (1) et (2) :

- α = ⇔ =0 0⇔ =0 0⇔ = =0 0=0 0p q⇔ =p q⇔ =0 0p q0 0⇔ =0 0⇔ =p q⇔ =0 0⇔ = , et 0 est alors racine triple de P.

- Si α ≠ ≠0 0≠0 0≠,0 0,0 0p0 0p0 0 , et : ( )( )2( )
3
2

⇔ = −⇔ =α⇔ =
q
p

et (1) devient : 4 27 03 24 23 24 27 03 27 0p q4 2p q4 27 0p q7 04 23 24 2p q4 23 24 27 0+ =7 03 2+ =3 24 23 24 2+ =4 23 24 27 03 27 0+ =7 03 27 0p q+ =p q4 2p q4 2+ =4 2p q4 27 0p q7 0+ =7 0p q7 03 2p q3 2+ =3 2p q3 24 23 24 2p q4 23 24 2+ =4 2p q4 23 24 27 03 27 0p q7 03 27 0+ =7 0p q7 03 27 0 .

Donc, α existe si et seulement si :
4 27 0

0

3 24 23 24 27 03 27 0p q4 2p q4 27 0p q7 04 23 24 2p q4 23 24 2

p
7 0+ =7 03 2+ =3 24 23 24 2+ =4 23 24 27 03 27 0+ =7 03 27 0p q+ =p q4 2p q4 2+ =4 2p q4 27 0p q7 0+ =7 0p q7 03 2p q3 2+ =3 2p q3 24 23 24 2p q4 23 24 2+ =4 2p q4 23 24 27 03 27 0p q7 03 27 0+ =7 0p q7 03 27 0

≠











La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponses B et C

• Soit P ≠ 0 tel que : P X P X P X1( )P X( )P X 2( )2 = +P X= +P X(P X(P XP X= +P X(P X= +P X ) (P X(P X ) (1)

Si a est racine de P : P a(P a(P a) = 0 et, d’après (1), P a 0( )P a( )P a2( )2 = , donc a2 est racine
de P.

En réitérant le raisonnement précédent pour a2, on obtient a a
2 22( )a a( )a a2( )2a a2a a( )a a2a aa a=a a racine

de P, et ainsi de suite (récurrence simple). Donc : P aa 0P aa 0P aP aP aPP a(P a(P a)a 0)a 0P aa 0P a)P aa 0P a= ⇒P a= ⇒P aP aa 0P a= ⇒P aa 0P aP a= ⇒P a( )P a( )P a
n( )n

=( )2( ) 0 .

P a P a P a( )P a( )P a −( )−(( )(P a(P a( )P a(P a )( )) (P a(P a) (P a(P a ) =1 1P a1 1P a −1 1−1 1P a1 1P a1 1P a1 1P a1 1P a1 1P a( )1 1( ))( ))1 1)( )) =1 1= (1 1(P a(P a1 1P a(P a)1 1) (1 1(P a(P a1 1P a(P a 0( )2( )( )1 1( )2( )1 1( ) donc, de même, a
n

−( )1 2
est racine de P

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

Remarquons que l’on n’a pas montré que (a − 1) est racine de P (n ≥ 1).Remarquons que l’on n’a pas montré que (



187

corrigéschapitre 9 : Polynômes et fractions rationnelles

• P admet un nombre fini de racines (P ≠ 0) donc les suites a
n2 et a

n

−( )1 2

ont un nombre fini de valeurs, autrement dit, concernant a
n2 :

∃ ( ) ∈ =(p qp q a a∈ =a a∈ =
p q

, ,), ,) ∈ =, ,∈ =), ,), ,p q, ,p qp q, ,*∈ =∈ =, ,, ,∈ =, ,∈ =∈ =, ,∈ = 2 2∈ =2 2∈ =a a2 2a a∈ =a a∈ =2 2∈ =a a∈ = 2p q2p q

Or, a ≠ 0, et par exemple p > q, donc a
p q2 2p q2 2p q

12 2−2 2 = , donc a est racine de l’unité.

On raisonne de même concernant a
n

−( )1 2
, donc (a − 1) est racine de l’unité.

La réponse C est bonne.

• Si P n’est pas constant, P a au moins une racine a ∈ .

D’après ce qui précède, soit a = 0, soit a = 1, soit a aa a= −a a= −a aa a= −a a 1 11 1=1 1= ,

donc a eia e=a e θ.

Or :

ei θ θ θ θ θθ θ
π

− = ⇔ −θ θ⇔ −θ θ⇔ −(⇔ −(⇔ − )θ θ)θ θ ⇔ =θ θ⇔ =θ θ⇔ ≡θ θ⇔ ≡θ θ ± [ ]π[ ]π1 11 1− =1 1− =− =1 1− = 1 1θ θ1 1θ θ1 1θ θ1 1θ θ1 1θ θ1 1θ θ)1 1)θ θ)θ θ1 1θ θ)θ θ+ =1 1+ =θ θ+ =θ θ1 1θ θ+ =θ θ
1

θ θ
1

θ θ
2 3

[ ]2[ ]21 121 1θ θ1 1θ θ2θ θ1 1θ θ21 121 1θ θ1 1θ θ2θ θ1 1θ θθ θ+ =θ θ1 1θ θ+ =θ θ2θ θ1 1θ θ+ =θ θ⇔ − ⇔ =θ θθ θ⇔ ≡θ θco⇔ −co⇔ −s sθ θs sθ θ⇔ −s s⇔ −θ θ⇔ −θ θs sθ θ⇔ −θ θθ θ)θ θs sθ θ)θ θθ θ1 1θ θs sθ θ1 1θ θθ θ1 1θ θs sθ θ1 1θ θθ θ)θ θ1 1θ θ)θ θs sθ θ1 1θ θ)θ θθ θ+ =θ θ1 1θ θ+ =θ θs sθ θ1 1θ θ+ =θ θ1 1in1 1θ θ1 1θ θinθ θ1 1θ θθ θ+ =θ θ1 1θ θ+ =θ θinθ θ1 1θ θ+ =θ θ co⇔ =co⇔ =s⇔ =s⇔ = .

Alors :

a aa a a e a e a j a ji i= −a a= −a aa a= −a a = ⇔ = =a e= =a e= =a e= =a e ⇔ =a j⇔ =a j− =a j− =a j− =a j− =a j a j−a j+ −i i+ −i i1 11 1= ⇔1 1= ⇔ 3 3= ⇔ ou= =  ou  = = ⇔ = ou− =  ou  − =π πi iπ πi ii i+ −i iπ πi i+ −i iπ πa eπ πa eouπ πou/ /i i/ /i i/ /i i+ −i i/ /i i+ −i i3 3/ /3 3i i3 3i i/ /i i3 3i ii i+ −i i3 3i i+ −i i/ /i i3 3i i+ −i ii iπ πi i/ /i iπ πi iπ π/ /π πi iπ πi i/ /i iπ πi ia ei ia eπ πa ei ia e/ /a eπ πa ei ia ei i+ −i iπ πi i+ −i i/ /i iπ πi i+ −i i3 3π π3 3/ /3 3π π3 3i i3 3i iπ πi i3 3i i/ /i iπ πi i3 3i ia ei ia e3 3a ei ia eπ πa e3 3a ei ia e/ /a ei ia e3 3a ei ia eπ πa ei ia e3 3a ei ia ei i3 3i iπ πi i3 3i i/ /i iπ πi i3 3i ii i+ −i i3 3i i+ −i iπ πi i3 3i i+ −i i/ /i i+ −i i3 3i i+ −i iπ πi i+ −i i3 3i i+ −i ia ei ia e+ −a ei ia e3 3a e+ −a ei ia eπ πa ei ia e+ −a ei ia e3 3a ei ia e+ −a ei ia e/ /a ei ia e+ −a ei ia e3 3i ia e+ −a ei ia eπ πa e+ −a ei ia e3 3a ei ia e+ −i ia ei i  ou  i iπ πi i  ou  i i/ /i iπ πi i  ou  i ii i3 3i i  ou  i i3 3i iπ πi i  ou  i i3 3i i/ /i i3 3i i  ou  i i3 3i iπ πi i3 3i i  ou  i i3 3i ii i+ −i i3 3i i+ −i i  ou  i i3 3i i+ −i iπ πi i+ −i i3 3i i+ −i i  ou  i i+ −i i3 3i i+ −i i/ /i i+ −i i3 3i i+ −i i  ou  + −i i3 3i i+ −i iπ πi i3 3i i+ −i i  ou  i i+ −i i3 3+ −i i .

Donc, 0, 1, −j et − j sont les seules racines possibles de P.

Si a = −j est racine de P, a j2a j2a ja j=a j n’est pas racine, ce qui contredit l’assertion B.

De même, si a ja j= −a j est racine de P, a j2a j2a ja j=a j n’est pas racine.

Donc, les seules racines de P sont 0 et 1.
La réponse D est fausse.

> QCM 2 Polynômes scindés

• Question 1 : réponses B et D

• P admet n racines réelles distinctes x x xn1 2x x1 2x x, ,1 2, ,1 2x x1 2x x, ,x x1 2x x ...,, ,1 2, ,1 2x x1 2x x, ,x x1 2x x ( )x x( )x x x( )xn( )n1 2( )1 2x x1 2x x( )x x1 2x x< <( )< <x x< <x x( )x x< <x x1 2< <1 2( )1 2< <1 2x x1 2x x< <x x1 2x x( )x x< <x x1 2x x <( )<( )...( ) .

P est continue et dérivable, et P x P x P x1 2P x1 2P x1 2(P x(P x )1 2)1 2=1 2=1 2(P x(P x1 2(1 2P x1 2P x(P x1 2P x ) = = ( )P x( )P xn( )n... , donc on peut appli-
quer le théorème de Rolle aux (n − 1) intervalles i n, ,, ,[ ]x x[ ]x xi i[ ]i ix xi ix x[ ]x xi ix x, ,[ ], ,i i, ,i i[ ]i i, ,i ix xi ix x, ,x xi ix x[ ]x x, ,x xi ix x, ,[ ], ,, ,[ ], ,i i, ,i i[ ]i ix xi ix x, ,x xi ix x[ ]x xi ix x, ,x xi ix x +[ ]+, ,+, ,[ ], ,+, ,, ,+, ,[ ], ,+, ,[ ]1[ ], ,[ ], ,1, ,[ ], ,, ,[ ], ,1, ,[ ], , 1 1i n1 1i n≤ ≤1 1≤ ≤i n≤ ≤i n1 1i n≤ ≤i n −1 1− :

∀ ∈ − ∃ [ ] ( )′( )′ =∀ ∈ − ∃ [ ]i n∀ ∈i n∀ ∈∀ ∈i n∀ ∈ x x∈x x∈[ ]x x[ ]x xx x x P[ ]x P[ ] ( )x( )i i[ ]i i[ ][ ]i i[ ]x xi ix x∈x x∈i i∈x x∈[ ]x x[ ]i i[ ]x x[ ]x xi ix x[ ]x x[ ]i i[ ]x x[ ]i i∈x x∈i i∈x x∈[ ]x x[ ]i i[ ]x x[ ]i i[ ]i i[ ] ( )i i( )[ ]+[ ]i i[ ]+[ ]x Pi ix P[ ]x P[ ]i i[ ]x P[ ] ( )x( )i i( )x( ) 0[ ]x P[ ]i i[ ]x P[ ]1[ ]i i[ ]x P[ ][ ]i i[ ]1[ ]i i[ ], ,− ∃, ,− ∃ i i, ,i i[ ]i i[ ], ,[ ]i i[ ]x Pi ix P, ,x Pi ix P[ ]x P[ ]i i[ ]x P[ ], ,[ ]i i[ ]x P[ ][ ], ,[ ][ ], ,[ ][ ]x P[ ], ,[ ]x P[ ][ ]i i[ ], ,[ ]i i[ ][ ]+[ ]i i[ ]+[ ], ,[ ]i i[ ]+[ ][ ]x P[ ]i i[ ]x P[ ], ,[ ]i i[ ]x P[ ][ ]+[ ]x P[ ]+[ ]i i[ ]x P[ ]+[ ], ,[ ]+[ ]x P[ ]+[ ]i i[ ]+[ ]x P[ ]+[ ][ ]i i[ ]1[ ]i i[ ], ,[ ]1[ ]i i[ ][ ]x P[ ]i i[ ]x P[ ]1[ ]i i[ ]x P[ ], ,[ ]x P[ ]i i[ ]x P[ ]1[ ]x P[ ]i i[ ]x P[ ] − ∃ − ∃i n i n 1 1 1 1− ∃1 1− ∃ − ∃1 1− ∃i n1 1i n i n1 1i n, , , ,− ∃, ,− ∃ − ∃, ,− ∃i n, ,i n i n, ,i n, ,1 1, ,1 1 1 1, ,1 1− ∃1 1− ∃, ,− ∃1 1− ∃ − ∃, ,− ∃1 1− ∃i n1 1i n, ,i n1 1i n i n, ,i n1 1i n ′ ′[ ]′ ′[ ]x x′ ′x x∈x x∈′ ′∈x x∈[ ]x x[ ]′ ′[ ]x x[ ]x P′ ′x P[ ]x P[ ]′ ′[ ]x P[ ]
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Donc P ′ admet (n−1) racines réelles distinctes, et P ′ est scindé car
deg P n′ =P n′ =P n − 1.

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

Q x P x a(Q x(Q x) = ⇔ (P x(P x)0 0a0 0a0 0P x0 0P x= ⇔0 0= ⇔ P x(P x0 0P x(P x)0 0) = −0 0= − <0 0<2 2(2 2( )2 2)0 02 20 0a0 0a2 2a0 0a0 02 20 0P x0 0P x2 2P x0 0P x(0 0(2 2(0 0(P x(P x0 0P x(P x2 2P x0 0P x(P x)0 0)2 2)0 0)= ⇔0 0= ⇔ ce qui est impossible.

Donc Q n’a aucune racine réelle. La réponse C est fausse.

• deg Q = 2n, donc Q admet 2n racines dans , qui ne sont pas réelles.

Soit z0 une racine de Q dans  −  : Q z 0( )Q z( )Q z0( )0 =

et Q z P z′ ′Q z′ ′Q z0 0P z0 0P z2 0P z2 0P z P z2 0P z′ ′2 0′ ′P z′ ′P z2 0P z′ ′P z P z′ ′P z2 0P z′ ′P z0 02 00 0P z0 0P z2 0P z0 0P z( )Q z( )Q z′ ′( )′ ′Q z′ ′Q z( )Q z′ ′Q z0 0( )0 0=0 0=0 0( )′ ′( )′ ′0 0( )0 0P z0 0P z( )P z0 0P z2 0( )2 0P z2 0P z( )P z2 0P z′ ′2 0′ ′( )′ ′2 0′ ′P z′ ′P z2 0P z′ ′P z( )P z2 0P z′ ′P z0 02 00 0( )0 02 00 0P z0 0P z2 0P z0 0P z( )P z2 0P z0 0P z ( )P z( )P z0( )02 0( )2 0P z2 0P z( )P z2 0P z02 00( )02 00 ≠2 0≠2 0 car P et P ′ n’ont que des racines réelles.

Donc z0 est racine simple de Q.
La réponse D est bonne.

• Question 2 : réponses A et D

•  : x a R x y ax by cx a−x a( ) + −( )y b( )y b+ −( )+ −y b+ −y b( )y b+ −y b = ⇔R x= ⇔R x + −y a+ −y a − +x b− +x by c− +y c =2 2 2 2R x2 2R xR x= ⇔R x2 2R x= ⇔R x 2+ −2+ −y a+ −y a2y a+ −y a2 2y a2 2y ax b2 2x bx b− +x b2 2x b− +x b 0R x= ⇔R x

.c a b R= +c a= +c a b R−b R2 2b R2 2b R= +2 2= + 2avec

M x
x

x
ax

b
x

c

y
x

x ax c (1)
( )M x( )M x y( )y,( ), ∈ ∩ ⇔

+ −+ − − +− + =

=

























∈ ∩∈ ∩ H

2
22+ −2+ −

1
2

2
00

1

( )1 2( )1 2( ) 2 1 04 31 24 31 2 21 2⇔ −1 2⇔ −1 2 + − + =2 1+ =2 1x a1 2x a1 24 3x a4 31 24 31 2x a1 24 31 2⇔ −x a⇔ −1 2⇔ −1 2x a1 2⇔ −1 21 24 31 2⇔ −1 24 31 2x a1 24 3⇔ −1 24 31 2 x c4 3x c4 3 + −x c+ −x b2 1x b2 12x b2+ −x b+ −2+ −2x b2+ −2 x2 1x2 1 La réponse A est bonne.

• Écrivons les relations entre les coefficients et les racines de (1) :

( )1 0( )1 0( ) 1 21 01 21 03 41 03 41 01 0⇔ −1 0⇔ −1 0⇔ −1 0⇔ −1 0(1 0(1 0(⇔ −(⇔ −1 0⇔ −1 0(1 0⇔ −1 0)1 0)1 01 2)1 21 01 21 0)1 01 21 0(1 0(1 01 2(1 21 01 21 0(1 01 21 0)1 0)1 0( )1 0( )1 03 4( )3 41 03 41 0( )1 03 41 0(1 0(1 03 4(3 41 03 41 0(1 03 41 0)1 0)1 01 0=1 0x x1 0x x1 0⇔ −x x⇔ −1 0⇔ −1 0x x1 0⇔ −1 01 0x x1 01 2x x1 21 01 21 0x x1 01 21 01 0−1 0x x1 0−1 0( )x x( )1 0( )1 0x x1 0( )1 01 0−1 0( )1 0−1 0x x1 0( )1 0−1 01 0x x1 03 4x x3 41 03 41 0x x1 03 41 01 0−1 0x x1 0−1 0

d’où :
x x

1 1 1 2 2 3

1 1x x1 1x x

x x x x a
x x xx xx x xx x1 1 1x x x1 1 1x x1 1 1x xx x xx x1 1 1x x x xx xx xx x2 2x x2 2x x2 2x xx xx x2 2x x x c

x xx xx xx x1 1x xx xx x1 1x x x

1 2x x x1 2x x x3 4x x x3 4x x x

2 31 1 12 31 1 11 1 1x x x1 1 12 31 1 1x x x1 1 1x x1 1 1x xx x xx x1 1 1x x2 3x xx x xx x1 1 1x x 4 3x x4 3x x2 24 32 2x x2 2x x4 3x x2 2x xx x2 2x xx xx x2 2x x4 3x xx xx x2 2x x 4 4x4 4x34 43 x c4 4x c

2 31 12 31 1x x1 1x x2 3x x1 1x xx x1 1x xx xx x1 1x x2 3x xx xx x1 1x x

2+ + +x x x+ + +x x x1 2+ + +1 2x x x1 2x x x+ + +x x x1 2x x xx x x3 4x x x+ + +x x x3 4x x x =
+ +x x x+ +x x xx xx x xx x+ +x xx x xx xx x1 1 1x xx x xx x1 1 1x x+ +x xx x xx x1 1 1x x1 1 1x x x1 1 12 31 1 1x x x1 1 1+ +1 1 12 31 1 1x x x1 1 1x x1 1 1x xx x xx x1 1 1x x2 3x xx x xx x1 1 1x x+ +x x1 1 1x xx x xx x1 1 1x x2 3x x1 1 1x xx x xx x1 1 1x x + +x x+ +x xx xx xx x+ +x xx xx xx x2 2x xx xx x2 2x x+ +x xx xx x2 2x x4 3+ +4 3x x4 3x x+ +x x4 3x xx x2 2x x4 3x x2 2x x+ +x x4 3x x2 2x xx x2 2x xx xx x2 2x x4 3x xx xx x2 2x x+ +x x2 2x xx xx x2 2x x4 3x x2 2x xx xx x2 2x x + =x+ =x x c+ =x c4 4+ =4 4x4 4x+ =x4 4x34 43+ =34 43 x c4 4x c+ =x c4 4x c

+x x+x xx x1 1x x+x x1 1x x

x

2 422 42 3 4 3 4

2 3 4 1

x x2 4x x2 4 x x x b3 4x b3 4 2x b2

x x x2 3x x x2 3

+ +x x+ +x x x b=x b
=























 x xx xx x x xx xx x+ +x x+ +x x+ +x xx xx x+ +x x x x+ +x xx xx x+ +x x

x
1 23 41 23 4x x1 2x xx x1 2x x3 4x x3 41 23 4x x3 4x xx xx x1 2x xx xx x x xx xx x1 2x xx xx x3 4x x3 4x x3 4x x3 41 23 4x x3 4x x3 4+ +x x+ +1 2+ +x x+ +3 4+ +3 4x x3 4+ +3 41 23 4x x3 4+ +3 4x x+ +x xx xx x+ +x x1 2x xx xx x+ +x x x x+ +x xx xx x+ +x x1 2x xx xx x+ +x x3 4x x3 4+ +3 4x x3 4x x3 4+ +3 4x x3 41 23 4x x3 4+ +3 4x x3 4x x3 4x x3 4+ +3 4x x3 4

1

La réponse B est fausse.

Q x

Donc Q n’a aucune racine réelle.  
NON
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• 1 1 1 1 2
1

2
1 2 3 4

2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3

1 2 3 4x x x x1 2x x x1 2 3 4x x x3 4

x x x2 3x x x2 3 x x4 1x x4 1 x x3 4x x3 4 x x1 2x x1 2 x x4 1x x4 1 x2 3x2 3

x x x x1 2x x x1 2 3 4x x x3 4

b
b+ + ++ + + =

+ + +4 1+ + +4 1 3 4+ + +3 4 1 2+ + +1 2 4 1+ + +4 1x x+ + +x x4 1x x4 1+ + +4 1x x4 1 x x+ + +x x3 4x x3 4+ + +3 4x x3 4 x x+ + +x x1 2x x1 2+ + +1 2x x1 2 = == =

La réponse C est fausse.

• Les coordonnées de G sont :

x xx x
a x x

Gx xGx x Ox x=x x( )x x( )x x x x x( )x x x+ + +( )+ + +x x x+ + +x x x( )x x x+ + +x x x = == =
+1

4 2
( )

4 2
( )

2
( )1 2( )x x x( )x x x1 2x x x( )x x x+ + +( )+ + +1 2+ + +( )+ + +x x x+ + +x x x( )x x x+ + +x x x1 2x x x( )x x x+ + +x x x( )

4 2
( )1 2( )

4 2
( )( )3 4( )x x x( )x x x3 4x x x( )x x xx x x+ + +x x x( )x x x+ + +x x x3 4x x x( )x x x+ + +x x x( )

4 2
( )3 4( )

4 2
( ) Ω

y
x x x x

b y y
G

O= + + ++ + +














= == =
+1

4
1 1 1 1

2 21 2x x x1 2x x x3 4x x x3 4x x x
Ω

Donc G est le milieu de [ ]O[ ]O Ω[ ]Ω . La réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses A et D
• Si P XP X∈P X[ ]P X[ ]P XP XP X : P est scindé. Notons z z zk1 2z z1 2z z, ,1 2, ,1 2z z1 2z z, ,z z1 2z z ...,, ,1 2, ,1 2z z1 2z z, ,z z1 2z z les racines de P, d’ordres

respectifs m m mk1 2m m1 2m m, ,1 2, ,1 2m m1 2m m, ,m m1 2m m ...,, ,1 2, ,1 2m m1 2m m, ,m m1 2m m . P s’écrit :

P X z X z X z m m m n
m m

z X
m m

z X
m

k
k= −P X= −P X(P X(P X(P X(P XP X= −P X(P X= −P X )z X)z X) −m m(m m

z X(z X(m m)m m)z X)z X( )z X( )z X( )k( )k + +m m+ +m m+ =m m+ =m mk+ =kλP XλP XP X= −P XλP X= −P X 1 2z X1 2z X z X1 2z X1 2z X1 2z X1 2z X1 2z X)1 2)z X)z X1 2z X)z X(1 2(z X(z X1 2z X(z X 1 2m m1 2m m+ +1 2+ +m m+ +m m1 2m m+ +m m1 2z X1 2z X
m m1 2m m

z X
m m

z X1 2z X
m m

z X1 2z X1 2z X z X1 2z X
m m1 2m m

z X
m m

z X1 2z X
m m

z X z X
m m

z X1 2z X
m m

z Xz X1 2z X
m m1 2m m

z X
m m

z X1 2z X
m m

z Xz X(z X1 2z X(z X
m m(m m1 2m m(m m

z X
m m

z X(z X
m m

z X1 2z X(z X
m m

z X z X)z X1 2z X)z X
m m)m m1 2m m)m m

z X
m m

z X)z X
m m

z X1 2z X)z X
m m

z Xz X...z X m m...m mz m az mz mkz mz X( )z X( )z X z m( )z mz mkz m( )z mkz m−( )− z mvecz m .

est racine simple de , et

2

m zm z

m
i im zi im zi i

m

i

im z= ⇔m zi i= ⇔i im zi im z= ⇔m zi im z= ⇔ ( )z( )zi( )i

≥
1 1

m
1 1

mi1 1i1 1est racine simple de1 1est racine simple dem z1 1m z P X1 1P X, etP X, et1 1, etP X, eti i1 1i im zi im z1 1m zi im zm z= ⇔m z1 1m z= ⇔m zm zi im z= ⇔m zi im z1 1m z= ⇔m zi im z ( )1 1( )P X( )P X1 1P X( )P X z( )z1 1z( )zi( )i1 1i( )i−( )−1 1−( )− =1 1=−1 1−11 111 1

est racine multiple d’ordre de ,

donc racine d’

⇔⇔ z mest racine multiple d’ordrez mest racine multiple d’ordre Pi iest racine multiple d’ordrei iest racine multiple d’ordrez mi iz mest racine multiple d’ordrez mest racine multiple d’ordrei iest racine multiple d’ordrez mest racine multiple d’ordre

orooro dre dem Pdem Pde( )m P( )m Pi( )im Pim P( )m Pim Pm P−m P( )m P−m P



































 ( )1( )m P( )m P1m P( )m P′

d’où : P X z X z X z Q
m m

z X
m m

z X
m

z Q
m

z Qkz Qkz Q′ =P X′ =P X −(P X(P X )z X)z X −m m(m m(z X(z X
m m)m m)z X)z X( )z X( )z X z Q( )z Qk( )kz Qkz Q( )z Qkz Q−( )−− −m m− −m mm m(m m− −m m(m mm m)m m− −m m)m m

z Q−z Q1z X1z X
1m m1m mm m− −m m1m m− −m m

2z X2z X
1

z X
1

z Xz X1 2z X
m m1 2m m

z X
m m

z X1 2z X
m m

z X1 2z X1 2z X
m m1 2m m

z X
m m

z X1 2z X
m m

z X1 2z X1 2z X z X1 2z X
m m1 2m m

z X
m m

z X1 2z X
m m

z X z X
m m

z X1 2z X
m m

z Xz X(z X1 2z X(z X
m m(m m1 2m m(m m

z X
m m

z X(z X
m m

z X1 2z X(z X
m m

z X z X)z X1 2z X)z X
m m)m m1 2m m)m m

z X
m m

z X)z X
m m

z X1 2z X)z X
m m

z X
− −1 2− −m m− −m m1 2m m− −m mm m(m m− −m m(m m1 2m m− −m m(m mm m)m m− −m m)m m1 2m m− −m m)m mm m1m m1 2m m1m m

z X
m m

z X
1

z X
m m

z X1 2z X
1

z X
m m

z X
m m− −m m1m m− −m m1 2m m1m m− −m m 1z Q1z Qz X...z X

z z zk1 2z z1 2z z, ,1 2, ,1 2z z1 2z z, ,z z1 2z z ...,et , ,1 2, ,1 2z z1 2z z, ,z z1 2z z ne sont pas racines de Q, donc Q est premier avec P, soit :

P P X z X z
m m mk∧ =P P∧ =P P X z−X z( ) X z−X z(m m(m m)m m)m m ( )X z( )X zk( )kX z−X z( )X z−X z

− −m m− −m mm m(m m− −m m(m mm m)m m− −m m)m mm m− −m m −′ 1
1m m1m mm m− −m m1m m− −m m

2
11 2X z1 2X z

m m1 2m m
X z

m m
X z1 2X z

m m
X z(1 2(m m(m m1 2m m(m m)1 2)m m)m m1 2m m)m m− −1 2− −m m− −m m1 2m m− −m mm m(m m− −m m(m m1 2m m− −m m(m mm m)m m− −m m)m m1 2m m− −m m)m mm m− −m m1 2m m− −m mm m1m m1 2m m1m mm m− −m m1m m− −m m1 2m m1m m− −m m 1...

deg ...P P m m m k n kkm kkm kP P∧P P( ) = +m m= +m m + +...+ +... − =m k− =m k n k−n k′ 1 2m m1 2m mm m= +m m1 2m m= +m m

La réponse A est bonne.

Si P XP X∈P X[ ]P X[ ]P XP XP X : le résultat est faux, car P peut ne pas être scindé.

Par exemple, si P X= +P X= +P X ( )= +( )= +X= +X( )X= +X2 2= +2 2= +( )2 2( )X( )X2 2X( )X= +( )= +2 2= +( )= +X= +X( )X= +X2 2X( )X= +X( )1( ) , n kn k= =n k4 1n k4 1n k= =4 1= =n k= =n k4 1n k= =n k,n k,n kn k4 1n k,n k4 1n k et P X′ =P X′ =P X ( )X( )X +( )+2 2P X2 2P X ( )2 2( )( )1( )( )2( ),
donc P P X∧ =P P∧ =P P′ 2 et deg .P Pg .P Pg .n kg .n kg .g .P Pg .∧g .P Pg .(g .(g .)g .)g .= ≠g .= ≠g .′g .′g .1 3g .1 3g .n k1 3n kg .n kg .1 3g .n kg .= ≠1 3= ≠g .= ≠g .1 3g .= ≠g .g .− =g .1 3g .− =g .g .n kg .− =g .n kg .1 3g .− =g .n kg .

La réponse B est fausse.

Si 

Par exemple, si 
NON
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• P ′ divise P ⇒ ∧ =P P⇒ ∧P P⇒ ∧ P′ ′′ ′P′ ′P or : deg P n′ =P n′ =P n − 1 et dans  :

deg P P n kP P∧P P( ) = −n k= −n k′ .

donc n n k kn n− =n n1 1n n1 1n n k k1 1k kn n− =n n1 1n n− =n n − =1 1− =k k− =k k1 1k k− =k k− =1 1− =k k− =k k1 1k k− =k kk ksoitk kk k1 1k ksoitk k1 1k kk k− =k k1 1k k− =k ksoitk k1 1k k− =k k .

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Autrement dit, P n’a qu’une racine : P X z
n

P X=P X= −P X= −P XP X=P X= −P X=P X −= −−= −lP XlP XP X= −P XlP X= −P X 1(P X(P XP X= −P X(P X= −P X ) .

> QCM 3 Polynômes de Tchebychev

• Question 1 : réponses A et C

• Soient Tn et T n
 tels que : ∀ ∈ ( ) ( ) ( )θ θ∀ ∈θ θ∀ ∈θ θθ θ θ θ)θ θ) (θ θ(θ θθ θ , c(, c(θ θ, cθ θ(θ θ(, c(θ θ(, cθ θosθ θ cos cθ θs cθ θ)θ θ)s c)θ θ) =θ θ=s c=θ θ=θ θosθ θT T(T T( )T T) =T T=θ θT Tθ θ(θ θ(T T(θ θ(θ θ, cθ θT Tθ θ, cθ θ(θ θ(, c(θ θ(T T(, c(θ θ(θ θosθ θT Tθ θosθ θ θ θnθ θn, cn, cθ θ, cθ θnθ θ, cθ θθ θ, cθ θT Tθ θ, cθ θnθ θT Tθ θ, cθ θ n .

cosθ décrit [ ]−[ ]−[ ]1 1[ ][ ],  [ ][ ]1 1[ ],  [ ]1 1[ ], donc : ∀ ∈[ ]−[ ]− ( ) = ( )∀ ∈[ ]∀ ∈∀ ∈x∀ ∈x∀ ∈x∀ ∈[ ]1 1[ ], ,[ ], ,[ ][ ], ,[ ][ ]1 1[ ], ,[ ]1 1[ ] T x(T x( T x(T x(nT xnT x nT xnT x soit encore :

∀ ∈[ ]−[ ]− ( )( ) =∀ ∈[ ]∀ ∈∀ ∈x∀ ∈x∀ ∈x∀ ∈[ ]1 1[ ] 0, ,[ ], ,[ ][ ], ,[ ][ ]1 1[ ], ,[ ]1 1[ ] ( )T T( )−( )−T T−( )− x( )n( )( )T T( )n( )T T( )( )n( )( )( ) alors, le polynôme T TnT TnT T nT T−T T admet une

infinité de racines, donc T TnT TnT T n− =T T− =T T n− =n
 0 et n( )T( )Tn( )nTnT( )TnT ∈ est unique.

La réponse A est bonne.

• D’après la formule de Moivre : cos c sins cn es c i
nθ θs cθ θs cosθ θosθ θs cθ θs cs cn es cθ θs cn es cθ θs cn es cθ θs cn es c θ(s c(s c)θ θ)θ θs cn es cθ θs cn es c)s cθ θs cn es c= ℜθ θ= ℜθ θs cn es cθ θs cn es c= ℜs cθ θs cn es c +(θ θ(θ θs cθ θs c(s cθ θs c )θ θθ θs cθ θs cs cθ θs cθ θθ θs cθ θs cs cθ θs cs cθ θs cs cθ θs cs cs cθ θs c 



 .

Or, d’après la formule du binôme :

cos sin cos sinθ θs sθ θs sinθ θin θ θs sθ θs sinθ θinθ θ+θ θs sθ θs s+s sθ θs s( ) =














( )θ θ)θ θs sθ θs s)s sθ θs s(θ θ(θ θs sθ θs s(s sθ θs s )
=
∑iθ θiθ θs sθ θs sis sθ θs s

n
k

iθ θiθ θs sθ θs sis sθ θs s
n n kθ θn kθ θ−n k− kθ θkθ θs sθ θs sks sθ θs s k

k

n

0

Il est préférable d’affecter l’exposant k à (isin θ) plutôt qu’à (cos θ).

Or : i p p2 1= −(= −(= − ) et i ii ipi i p2 1i i2 1i ip2 1pi ipi i2 1i ipi i 12 1+2 1i i2 1i i+i i2 1i i= −i i= −i i (= −(= − ) .

Donc : T n
n
pnT nnT n n p p pT ncoT nT ns cT n cos s

cos

θ θT nθ θT nT ns cT nθ θT ns cT nT nosT nθ θT nosT n θ θp pθ θp ps sθ θs sp ps sp pθ θp ps sp pinθ θinp pinp pθ θp pinp pθ θp pθ θp ps sθ θs sp ps sp pθ θp ps sp pθ θs sθ θs sθ θn pθ θn ps sθ θs sn ps sn pθ θn ps sn pθ θs sθ θs s

θ

(T n(T n)T n)T nθ θ)θ θT nθ θT n)T nθ θT nT ns cT nθ θT ns cT n)T nθ θT ns cT nT ns cT nθ θT ns cT n=T nθ θT ns cT n(T n(T nθ θ(θ θT nθ θT n(T nθ θT n ) =














( )θ θ)θ θs sθ θs s)s sθ θs ss sθ θs s−s sθ θs s(θ θ(θ θs sθ θs s(s sθ θs s)θ θ)θ θs sθ θs s)s sθ θs s(θ θ(θ θp pθ θp p(p pθ θp ps sθ θs s(s sθ θs sp ps sp pθ θp ps sp p(p pθ θp ps sp p)p p)p pn p−n p

−(
2

θ θ1θ θs sθ θs s1s sθ θs s2 2n p2 2n p p p2 2p pp pinp p2 2p pinp pp pθ θp p2 2p pθ θp pp pinp pθ θp pinp p2 2p pθ θp pinp pθ θ2 2θ θp pθ θp p2 2p pθ θp pθ θ2 2θ θn pθ θn p2 2n pθ θn p (2 2(θ θ(θ θ2 2θ θ(θ θ)2 2)θ θ)θ θ2 2θ θ)θ θp p(p p2 2p p(p pp pθ θp p(p pθ θp p2 2p p(p pθ θp pp p)p p2 2p p)p p12 21θ θ1θ θ2 2θ θ1θ θ

1 2 )))
≤ ≤
∑

pp n≤ ≤p n≤ ≤       
0 2≤ ≤0 2≤ ≤

soit :

T
n
p

X X
n
p

X XnTnT p n pX Xn pX X
p

p n

n pX Xn pX X= −(= −(= − ) 











 ( )X X( )X XX X−X X( )X X−X X =















−(X X(X XX Xn pX X−X Xn pX X
≤ ≤p n≤ ≤p n

X Xn pX X−X Xn pX X∑= −∑= −1
2

X X( )X X1X X( )X X
2

12 2X X2 2X Xn p2 2n pX Xn pX X2 2X Xn pX X( )2 2( )X X( )X X2 2X X( )X X( )1( )2 2( )1( )X X( )X X1X X( )X X2 2X X1X X( )X X
0 2≤ ≤0 2≤ ≤

2 2X X2 2X X2 2X X2 2X Xn p2 2n pX Xn pX X2 2X Xn pX X(2 2(X X(X X2 2X X(X X )))
≤ ≤
∑ p

p n≤ ≤p n≤ ≤0 2≤ ≤0 2≤ ≤

La réponse B est fausse et la réponse C est bonne.
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corrigéschapitre 9 : Polynômes et fractions rationnelles

q
k











∈ donc les coefficients de Tn appartiennent à .

La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponses A et D

• T T X2T T2T T2T T2T T2
22 2T T2 2T T1 2T T1 2T T21 22T T2T T1 2T T2T T 1coT TcoT Ts cT Ts cT TcoT TcoT TsT TsT Tθ θT Tθ θT TT T2 2T Tθ θT T2 2T Ts cθ θs cT Ts cT Tθ θT Ts cT Tosθ θosT TosT Tθ θT TosT TT TθT TθT TθT T(T T(T T)T T)T Tθ θ)θ θT Tθ θT T)T Tθ θT Ts cθ θs c)s cθ θs cT Ts cT Tθ θT Ts cT T)T Tθ θT Ts cT TT Ts cT Tθ θT Ts cT T=T Tθ θT Ts cT T(T T(T Tθ θ(θ θT Tθ θT T(T Tθ θT T)2 2)2 2T T2 2T T)T T2 2T TT T= −T TT T2 2T T= −T T2 2T TT TcoT T= −T TcoT TT TsT T= −T TsT TT TθT T= −T TθT T = −X= −X1 2= −1 2donc1 2donc1 2T T1 2T TdoncT T1 2T T .

La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.

Transformation trigonométrique somme → produit

cos c cos cs cosp qs cp qs cosp qos
p q

s c
p q

s c
p q

+ =p q+ =p qs cp qs c+ =s cp qs cosp qos+ =osp qos
+p q+p qs cs c


s c


s cs cs c


s cs cs cs c


s c


s cs c


s cs cs c


s c


s cs cs c

s cs cs cs c


s c


s cs c


s c
p q−p q














2
2 22 22 2 2 22 2

• Pour n ≥ 1 , ∀ ∈θ∀ ∈θ∀ ∈ :

T Tn nT Tn nT TT T+ −T Tn n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T(T T(T Tn n(n n)T T)T Tn n)n n ( ) = +( )= +( )= +(( )(= +(= +( )= +(= + )( ))( )(( )( )( )) ( )(( )( )( )) = ( )1 1T T1 1T T+ −1 1+ −T T+ −T T1 1T T+ −T Tn n+ −n n1 1n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT TT T(T T1 1T T(T TT T+ −T T(T T+ −T T1 1T T(T T+ −T Tn n+ −n n(n n+ −n n1 1n n(n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T(T T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T(T Tn nT T+ −T Tn nT Tn n+ −n n)n n+ −n n1 1n n)n n+ −n n 1 1( )1 1( ))( ))1 1)( )) ( )1 1( )(( )(1 1(( )( 2T TcoT TT T1 1T TcoT T1 1T TT T+ −T T1 1T T+ −T TcoT T1 1T T+ −T Tn n+ −n n1 1n n+ −n ncon n1 1n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT TcoT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT TT Ts cT TT T1 1T Ts cT T1 1T TT T+ −T T1 1T T+ −T Ts cT T1 1T T+ −T Tn n+ −n n1 1n n+ −n ns cn n1 1n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT Ts cT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T co= +co= +s c= +s c= +( )s c( )n n( )n ns cn n( )n n= +( )= +s c= +( )= +n n= +n n( )n n= +n ns cn n( )n n= +n n= +( )= +s c= +( )= +(( )(s c(( )(= +(= +( )= +(= +s c= +( )= +(= +n n)n n( )n n)n ns cn n( )n n)n nn n( )n n1 1n n( )n ns cn n1 1n n( )n nn n)n n( )n n)n n1 1n n( )n n)n ns cn n)n n( )n n)n n1 1n n)n n( )n n)n n cos cns cns c(s c(θ θT Tθ θT TT T)T Tθ θT T)T TT T+T Tθ θT T+T T (θ θ(1 1θ θ1 1+ −1 1+ −θ θ+ −1 1+ −n n+ −n n1 1n n+ −n nθ θn n1 1n n+ −n nn n+ −n n)n n+ −n n1 1n n)n n+ −n nθ θn n+ −n n)n n+ −n n1 1n n+ −n n)n n+ −n ns cθ θs cT Ts cT Tθ θT Ts cT TT T)T Ts cT T)T Tθ θT Ts cT T)T TT T+T Ts cT T+T Tθ θT Ts cT T+T T (s c(θ θ(s c(1 1s c1 1θ θ1 1s c1 1T T1 1T Ts cT T1 1T Tθ θT Ts cT T1 1T T+ −1 1+ −s c+ −1 1+ −θ θ+ −s c+ −1 1+ −T T+ −T T1 1T T+ −T Ts cT T1 1T T+ −T Tθ θT T+ −T T1 1T T+ −T Ts cT T+ −T T1 1T T+ −T Tn n+ −n n1 1n n+ −n ns cn n1 1n n+ −n nθ θn n+ −n n1 1n n+ −n ns cn n+ −n n1 1n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT Ts cT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT Tθ θT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1n nT T+ −T Tn nT Ts cT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −n nT TT T)T T1 1T T)T Ts cT T1 1T T)T Tθ θT T)T T1 1T T)T Ts cT T)T T1 1T T)T TT T+ −T T)T T+ −T T1 1T T)T T+ −T Ts cT T+ −T T)T T+ −T T1 1T T+ −T T)T T+ −T Tθ θT T+ −T T)T T+ −T T1 1+ −T T)T T+ −T Ts cT T)T T+ −T T1 1T T+ −T T)+ −T Tn n+ −n n)n n+ −n n1 1n n)n n+ −n ns cn n+ −n n)n n+ −n n1 1n n+ −n n)n n+ −n nθ θn n+ −n n)n n+ −n n1 1+ −n n)n n+ −n ns cn n)n n+ −n n1 1n n+ −n n)+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T)T T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T)T Tn nT T+ −T Tn nT Ts cT Tn nT T+ −T Tn nT T)n nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT T)T Tn nT T+ −n nT Tθ θT Tn nT T+ −T Tn nT T)T Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T)T Tn nT T+ −T Tn nT Ts cT Tn nT T+ −T Tn nT T)T Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T)T Tn nT T+ −T Tn nT TT T+T T1 1T T+T Ts cT T1 1T T+T Tθ θT T+T T1 1T T+T Ts cT T+T T1 1T T+T TT T+ −T T+T T+ −T T1 1T T+T T+ −T Ts cT T+ −T T+T T+ −T T1 1T T+ −T T+T T+ −T Tθ θT T+ −T T+T T+ −T T1 1+ −T T+T T+ −T Ts cT T+T T+ −T T1 1T T+ −T T++ −T TT Tn nT T+ −T Tn nT T+T T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T+T Tn nT T+ −T Tn nT Ts cT Tn nT T+ −T Tn nT T+n nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT T+T Tn nT T+ −n nT Tθ θT Tn nT T+ −T Tn nT T+T Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T+T Tn nT T+ −T Tn nT Ts cT Tn nT T+ −T Tn nT T+T Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T+T Tn nT T+ −T Tn nT T osθ θos θ θn nθ θn n( )θ θ( ) ( )θ θ( )n n( )n nθ θn n( )n n( )θ θ( )n n( )n nθ θn n( )n n(( )(θ θ(( )(n n(n n( )n n(n nθ θn n( )n n(n n )( ))θ θ)( ))1 1θ θ1 1( )1 1( )θ θ( )1 1( ) + −1 1+ −θ θ+ −1 1+ −n n+ −n n1 1n n+ −n nθ θn n1 1n n+ −n n( )1 1( )θ θ( )1 1( )+ −( )+ −1 1+ −( )+ −θ θ+ −1 1+ −( )+ −n n+ −n n( )n n+ −n n1 1n n( )n n+ −n nθ θn n+ −n n( )n n+ −n n1 1n n+ −n n( )n n+ −n n+ −( )+ −1 1+ −( )+ −θ θ+ −1 1+ −( )+ −n n+ −n n( )n n+ −n n1 1n n( )n n+ −n nθ θn n+ −n n( )n n+ −n n1 1n n+ −n n( )n n+ −n n(( )(1 1(( )(θ θ(1 1(( )(+ −(+ −( )+ −(+ −1 1+ −( )+ −(+ −θ θ+ −(+ −( )+ −(+ −1 1+ −(+ −( )+ −(+ −n n+ −n n(n n+ −n n( )n n(n n+ −n n1 1n n+ −n n(n n+ −n n( )n n+ −n n(n n+ −n nθ θn n+ −n n(n n+ −n n( )+ −n n(n n+ −n n1 1n n(n n+ −n n( )n n+ −n n(+ −n nn ns cn nθ θn ns cn nn n( )n ns cn n( )n nθ θn ns cn n( )n nn n1 1n ns cn n1 1n nθ θn ns cn n1 1n nn n( )n n1 1n n( )n ns cn n1 1n n( )n nθ θn n( )n n1 1n n( )n ns cn n( )n n1 1n n( )n nn n+ −n n1 1n n+ −n ns cn n1 1n n+ −n nθ θn n+ −n n1 1n n+ −n ns cn n+ −n n1 1n n+ −n nn nosn nθ θn nosn nn n+ −n n1 1n n+ −n nosn n1 1n n+ −n nθ θn n+ −n n1 1n n+ −n nosn n+ −n n1 1n n+ −n n θ θ)θ θ)s cθ θs c)s c)θ θ)s c) osθ θos

T Tn nT Tn nT T n nT T+ −T Tn n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T(T T(T T(n n(n n)T T)T T)n n)n n ( ) = (n n(n n)n n)n nn n⇔ +n n( )T X( )T X T( )Tn n( )n n n n( )n nT Xn nT X( )T Xn nT X Tn nT( )Tn nT+ −( )+ −⇔ +( )⇔ +n n⇔ +n n( )n n⇔ +n n+ −⇔ ++ −( )+ −⇔ ++ −1 1T T1 1T T+ −1 1+ −n n+ −n n1 1n n+ −n nT T+ −T T1 1T T+ −T Tn n+ −n n1 1n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT TT T+ −T T1 1T T+ −T Tn n+ −n n1 1n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT TT T(T T1 1T T(T TT T+ −T T(T T+ −T T1 1T T(T T+ −T Tn n+ −n n(n n+ −n n1 1n n(n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T(T T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T(T Tn nT T+ −T Tn nT Tn n+ −n n)n n+ −n n1 1n n)n n+ −n n n n( )n n1 1n n( )n n+ −( )+ −1 1+ −( )+ −n n+ −n n( )n n+ −n n1 1n n( )n n+ −n n+ −⇔ ++ −( )+ −⇔ ++ −1 1+ −( )+ −⇔ ++ −2 2T T2 2T TT Tn nT T2 2T Tn nT T(2 2(T T(T T2 2T T(T TT Tn nT T(T Tn nT T2 2T T(T Tn nT T)2 2)T T)T T2 2T T)T TT T⇔ +T T2 2T T⇔ +T TT Tn nT T⇔ +T Tn nT T2 2T T⇔ +T Tn nT T( )2 2( )T T( )T T2 2T T( )T T T X( )T X2 2T X( )T XT Xn nT X( )T Xn nT X2 2T X( )T Xn nT X⇔ +( )⇔ +2 2⇔ +( )⇔ +T T⇔ +T T( )T T⇔ +T T2 2T T( )T T⇔ +T Tn n⇔ +n n( )n n⇔ +n n2 2n n( )n n⇔ +n nT Tn nT T⇔ +T Tn nT T( )T T⇔ +T Tn nT T2 2T Tn nT T⇔ +T Tn nT T( )T Tn nT T⇔ +T Tn nT T + −⇔ ++ −( )+ −⇔ ++ −2 2+ −( )+ −⇔ ++ −T X−T X( )T X−T X2 2T X( )T X−T X( )1 1( )2 2( )1 1( )T X( )T X1 1T X( )T X2 2T X1 1T X( )T XT Xn nT X( )T Xn nT X1 1T X( )T Xn nT X2 2T Xn nT X( )T Xn nT X1 1T Xn nT X( )T Xn nT X+ −( )+ −1 1+ −( )+ −2 2+ −1 1+ −( )+ −T X+ −T X( )T X+ −T X1 1T X( )T X+ −T X2 2T X+ −T X( )T X+ −T X1 1T X+ −T X( )T X+ −T XT Xn nT X+ −T Xn nT X( )T X+ −T Xn nT X1 1T Xn nT X+ −T Xn nT X( )T Xn nT X+ −T Xn nT X2 2T Xn nT X+ −T Xn nT X( )n nT X+ −T Xn nT X1 1T X+ −T Xn nT X( )T Xn nT X+ −n nT X⇔ +( )⇔ +1 1⇔ +( )⇔ +2 2⇔ +1 1⇔ +( )⇔ ++ −⇔ ++ −( )+ −⇔ ++ −1 1+ −( )+ −⇔ ++ −2 2+ −⇔ ++ −( )+ −⇔ ++ −1 1+ −⇔ ++ −( )+ −⇔ ++ −T TcoT TT T1 1T TcoT T1 1T TT T+ −T T1 1T T+ −T TcoT T1 1T T+ −T Tn n+ −n n1 1n n+ −n ncon n1 1n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT TcoT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT TT Ts cT TT T1 1T Ts cT T1 1T TT T+ −T T1 1T T+ −T Ts cT T1 1T T+ −T Tn n+ −n n1 1n n+ −n ns cn n1 1n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT Ts cT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T n ncon nT T2 2T TcoT T2 2T TT Tn nT T2 2T Tn nT TcoT T2 2T Tn nT Tn ns cn nT T2 2T Ts cT T2 2T TT Tn nT T2 2T Tn nT Ts cT T2 2T Tn nT T coθ θT Tθ θT TT T)T Tθ θT T)T TT T+T Tθ θT T+T T (θ θ(1 1θ θ1 1+ −1 1+ −θ θ+ −1 1+ −n n+ −n n1 1n n+ −n nθ θn n1 1n n+ −n nn n+ −n n1 1n n+ −n nθ θn n1 1n n+ −n nn n+ −n n)n n+ −n n1 1n n)n n+ −n nθ θn n+ −n n)n n+ −n n1 1n n+ −n n)n n+ −n ns cθ θs cT Ts cT Tθ θT Ts cT TT T)T Ts cT T)T Tθ θT Ts cT T)T TT T+T Ts cT T+T Tθ θT Ts cT T+T T (s c(θ θ(s c(1 1s c1 1θ θ1 1s c1 1T T1 1T Ts cT T1 1T Tθ θT Ts cT T1 1T T+ −1 1+ −s c+ −1 1+ −θ θ+ −s c+ −1 1+ −T T+ −T T1 1T T+ −T Ts cT T1 1T T+ −T Tθ θT T+ −T T1 1T T+ −T Ts cT T+ −T T1 1T T+ −T Tn n+ −n n1 1n n+ −n ns cn n1 1n n+ −n nθ θn n+ −n n1 1n n+ −n ns cn n+ −n n1 1n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT Ts cT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT Tθ θT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1n nT T+ −T Tn nT Ts cT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −n nT TT T+ −T T1 1T T+ −T Ts cT T1 1T T+ −T Tθ θT T+ −T T1 1T T+ −T Ts cT T+ −T T1 1T T+ −T Tn n+ −n n1 1n n+ −n ns cn n1 1n n+ −n nθ θn n+ −n n1 1n n+ −n ns cn n+ −n n1 1n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT Ts cT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT Tθ θT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1n nT T+ −T Tn nT Ts cT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −n nT TT T)T T1 1T T)T Ts cT T1 1T T)T Tθ θT T)T T1 1T T)T Ts cT T)T T1 1T T)T TT T+ −T T)T T+ −T T1 1T T)T T+ −T Ts cT T+ −T T)T T+ −T T1 1T T+ −T T)T T+ −T Tθ θT T+ −T T)T T+ −T T1 1+ −T T)T T+ −T Ts cT T)T T+ −T T1 1T T+ −T T)+ −T Tn n+ −n n)n n+ −n n1 1n n)n n+ −n ns cn n+ −n n)n n+ −n n1 1n n+ −n n)n n+ −n nθ θn n+ −n n)n n+ −n n1 1+ −n n)n n+ −n ns cn n)n n+ −n n1 1n n+ −n n)+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T)T T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T)T Tn nT T+ −T Tn nT Ts cT Tn nT T+ −T Tn nT T)n nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT T)T Tn nT T+ −n nT Tθ θT Tn nT T+ −T Tn nT T)T Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T)T Tn nT T+ −T Tn nT Ts cT Tn nT T+ −T Tn nT T)T Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T)T Tn nT T+ −T Tn nT TT T+T T1 1T T+T Ts cT T1 1T T+T Tθ θT T+T T1 1T T+T Ts cT T+T T1 1T T+T TT T+ −T T+T T+ −T T1 1T T+T T+ −T Ts cT T+ −T T+T T+ −T T1 1T T+ −T T+T T+ −T Tθ θT T+ −T T+T T+ −T T1 1+ −T T+T T+ −T Ts cT T+T T+ −T T1 1T T+ −T T++ −T TT Tn nT T+ −T Tn nT T+T T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T+T Tn nT T+ −T Tn nT Ts cT Tn nT T+ −T Tn nT T+n nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT T+T Tn nT T+ −n nT Tθ θT Tn nT T+ −T Tn nT T+T Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T+T Tn nT T+ −T Tn nT Ts cT Tn nT T+ −T Tn nT T+T Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T+T Tn nT T+ −T Tn nT T osθ θos n nθ θn nn n)n nθ θn n)n nT T2 2T Tθ θT T2 2T TT Tn nT T2 2T Tn nT Tθ θT T2 2T Tn nT TT T)T T2 2T T)T Tθ θT T2 2T T)T Tn ns cn nθ θn ns cn nn n)n ns cn n)n nθ θn ns cn n)n nT T2 2T Ts cT T2 2T Tθ θT Ts cT T2 2T TT Tn nT T2 2T Tn nT Ts cT T2 2T Tn nT Tθ θT Tn nT T2 2T Tn nT Ts cT Tn nT T2 2T Tn nT TT T)T T2 2T T)T Ts cT T2 2T T)T Tθ θT T)T T2 2T T)T Ts cT T)T T2 2T T)T TT Tn nT T)T Tn nT T2 2T T)T Tn nT Ts cT Tn nT T)T Tn nT T2 2T Tn nT T)T Tn nT Tθ θT Tn nT T)T Tn nT T2 2n nT T)T Tn nT Ts cT T)T Tn nT T2 2T Tn nT T)n nT Tn nosn nθ θn nosn nT T2 2T TosT T2 2T Tθ θT TosT T2 2T TT Tn nT T2 2T Tn nT TosT T2 2T Tn nT Tθ θT Tn nT T2 2T Tn nT TosT Tn nT T2 2T Tn nT TT Tn nT T2 2T Tn nT TT Tn nT T⇔ +T Tn nT T2 2T T⇔ +T Tn nT T sssθ( ) = 0

( )T T( )T T X T( )X Tn n( )n nT Tn nT T( )T Tn nT T n( )nX TnX T( )X TnX TT T+ −T T( )T T+ −T Tn n+ −n n( )n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T( )T T+ −T Tn nT T+ −( )+ −T T+ −T T( )T T+ −T T( )1 1( )T T( )T T1 1T T( )T T+ −( )+ −1 1+ −( )+ −T T+ −T T( )T T+ −T T1 1T T( )T T+ −T Tn n+ −n n( )n n+ −n n1 1n n( )n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T( )T T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T( )T Tn nT T+ −T Tn nT T+ −( )+ −1 1+ −( )+ −T T+ −T T( )T T+ −T T1 1T T( )T T+ −T T+ −+ −+ −( )+ −+ −+ −1 1+ −( )+ −+ −+ −T T+ −T T+ −T T+ −T T( )T T+ −T T+ −T T1 1T T+ −T T+ −T T+ −T T( )T T+ −T T+ −T T+ −T Tn n+ −n n+ −n n+ −n n( )n n+ −n n+ −n n1 1n n+ −n n+ −n n+ −n n( )n n+ −n n+ −n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T+ −T T+ −T Tn nT T( )T Tn nT T+ −T Tn nT T+ −T Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T+ −n nT T+ −T Tn nT T( )T T+ −T Tn nT T+ −T Tn nT T+ −n nT T( )2( ) a alors une infinité de racines x ∈ −[ ]∈ −[ ]∈ −( )[ ]1 1[ ][ ],  [ ][ ]1 1[ ],  [ ]1 1[ ] , donc :

T T T T X Tn nT Tn nT T n n n nX Tn nX TT T+ −T Tn n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T + −+ −T T+ −T T = +T T= +T Tn n= +n nT Tn nT T= +T Tn nT T= +n n= +n nT T+ −T T= +T T+ −T T =T T1 1T T1 1+ −1 1+ −T T+ −T T1 1T T+ −T Tn n+ −n n1 1n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT T+ −1 1+ −T T+ −T T1 1T T+ −T T+ −+ −+ −1 1+ −+ −+ −T T+ −T T+ −T T+ −T T1 1T T+ −T T+ −T Tn n+ −n n+ −n n+ −n n1 1n n+ −n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T+ −T T+ −T Tn nT T1 1T Tn nT T+ −T Tn nT T+ −T Tn nT T+ −T Tn nT T 1 1T T1 1T Tn n1 1n n+ −1 1+ −T T+ −T T1 1T T+ −T Tn n+ −n n1 1n n+ −n nT Tn nT T+ −T Tn nT T1 1T T+ −T Tn nT TT T= +T T1 1T T= +T TT T+ −T T= +T T+ −T T1 1T T= +T T+ −T T2 0X T2 0X Tn n2 0n nX Tn nX T2 0X Tn nX T = +2 0= +n n= +n n2 0n n= +n n 2n n2n nsoitn nsoitn n= +soit= +n n= +n nsoitn n= +n n

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses B et D

• Lorsque x tend vers +∞, T xnT xnT x( )T x( )T x est équivalent à son terme dominant.

T
n
p

X XnTnT n pX Xn pX X
p

p n

=












 ( )X X( )X X −( )−X Xn pX X−X Xn pX X

≤ ≤p n≤ ≤p n
∑ 2

( )1( )2 2X X2 2X Xn p2 2n pX Xn pX X2 2X Xn pX X( )2 2( )X X( )X X2 2X X( )X X
0 2≤ ≤0 2≤ ≤

et deg X X n p p nn pX Xn pX X
p

X Xn pX X−X Xn pX X( )X X( )X X −( )−













 

 + =n p p+ =n p p2 2X X2 2X Xn p2 2n pX Xn pX X2 2X Xn pX X( )2 2( )X X( )X X2 2X X( )X X 1 2n p p1 2n p p1 2
p

1 2
p( )1 2( ) 1 2
1 2


1 2



1 2


1 2






1 2



 = −1 2= −n p p= −n p p1 2n p p= −n p p2+ =2+ =n p p+ =n p p2n p p+ =n p p .

Le coefficient de X n est :
n
p

a
p n

n20 2















=
≤ ≤p n≤ ≤p n0 2≤ ≤0 2
∑ .

Posons : b
n

pnbnb
p n

=












≤ +p n≤ +p n≤p n≤p n

∑ 2 1p2 1p +2 1+0 2≤ +0 2≤ +1p n1p n
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On a :

a b
n
k

a b
n
k

n na bn na b
k

n
n n

n na bn na b
k

n
k

+ =a b+ =a bn n+ =n na bn na b+ =a bn na b














= +(= +(= + ) =

− =a b− =a b














−( ) = −

=

=

∑

∑
0

0

1 1= +1 1= + 2

1 1= −1 1= −1 1k1 1k1 1)1 1) = −1 1= − 1 011 01(1 1(1 1= −1 1= −(= −1 1= − )1 0)1 01 0=1 0


























 n1 0n1 0

d’où : a T x xna Tna Tn
na Tna T n nx xn nx xa T=a T

+∞
2 2a T2 2a Tn2 2na Tna T2 2a Tna T2 2a T2 2a T x x2 2x xn2 2na Tna T2 2a Tna Ta T−a T2 2a T−a T1 1x x1 1x xn n1 1n nx xn nx x1 1x xn nx xn n−n n1 1n n−n n2 21 12 2a T2 2a T1 1a T2 2a T x x2 2x x1 1x x2 2x xa Teta Ta T2 2a Teta T2 2a Ta T2 2a T1 1a T2 2a Teta T1 1a T2 2a T ( )x x( )x x2 2( )2 2x x2 2x x( )x x2 2x x1 1( )1 12 21 12 2( )2 21 12 2x x2 2x x1 1x x2 2x x( )x x1 1x x2 2x xx x2 2x x∼x x2 2x x

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

T
n
pnTnT n p p

p n
p

( )( )1( )
2

1 1n p1 1n p 1 1p1 1p2n p2n pn p1 1n p2n p1 1n p

0 2
0 0p0 0p0 0

=














−(1 1(1 1 )1 1)1 11 1=1 1n p1 1n p−n p1 1n p

≤ ≤p n≤ ≤p n0 2≤ ≤0 2
0 0=0 0

∑
sauf si0 0 sauf si0 0
       donc TnTnT ( )1 1( )1 1( )1 1=1 1

La réponse C est fausse.

• Parité de Tn : T X
n
pnT XnT X n p n p p

p n

T X−T X(T X(T X ) =














−( ) ( )n p−n p

≤ ≤p n≤ ≤p n
∑ 2

1 1X X1 1X Xn p1 1n p n p1 1n pX Xn pX X1 1X Xn pX X1 1)1 1) ( )1 1( )X X( )X X1 1X X( )X X −( )−1 1−( )−X Xn pX X−X Xn pX X1 1X X−X Xn pX X2n p2n pn p1 1n p2n p1 1n p 2 2n p2 2n p ( )2 2( )1 12 21 1X X1 1X X2 2X X1 1X Xn p1 1n p2 2n p1 1n pX Xn pX X1 1X Xn pX X2 2X X1 1X Xn pX X( )1 1( )2 2( )1 1( )X X( )X X1 1X X( )X X2 2X X1 1X X( )X X
0 2≤ ≤0 2≤ ≤

- Si n est pair : n pn p−n p2n p2n p est pair, donc T X T Xn nT Xn nT X T Xn nT XT X−T X(T X(T Xn n(n nT Xn nT X(T Xn nT X )n n)n n= (T X(T X ) et Tn est pair.

- Si n est impair : n pn p−n p2n p2n p est impair, donc T X T Xn nT Xn nT X T Xn nT XT X−T X(T X(T Xn n(n nT Xn nT X(T Xn nT X )n n)n n= − (T X(T X ) et Tn est
impair.

La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponses B et C
• Cherchons les racines x de Tn dans [ ]−[ ]−[ ]1 1[ ][ ],  [ ][ ]1 1[ ],  [ ]1 1[ ] .

x x xx x∈ −x x[ ]x x[ ]x xx x∈ −x x[ ]x x∈ −x x[ ]x x[ ]x x = ⇔[ ]1 1[ ]x x[ ]x x1 1x x[ ]x x[ ]0[ ], !x x, !x x[ ], ![ ]x x[ ]x x, !x x[ ]x x⇔ ∃, !⇔ ∃x x⇔ ∃x x, !x x⇔ ∃x x[ ]1 1[ ], ![ ]1 1[ ]x x[ ]x x1 1x x[ ]x x, !x x1 1x x[ ]x x, ,x x, ,x x[ ], ,[ ]x x[ ]x x, ,x x[ ]x x co= ⇔co= ⇔s a= ⇔s a= ⇔ =s a= rccosx x, !x xx x[ ]x x, !x x[ ]x xx x[ ]x x, !x xx x, !x xx x⇔ ∃x x, !x x⇔ ∃x xx xx x, !x xx x⇔ ∃x x, !x x⇔ ∃x xx xθ πx xθ πx xx x∈x xθ πx x∈x x[ ]θ π[ ]x x[ ]x xθ πx x[ ]x x[ ]0[ ]θ π[ ]0[ ]x x[ ]x x0x x[ ]x xθ πx x0x x[ ]x x[ ], ,[ ]θ π[ ], ,[ ]x x[ ]x x, ,x x[ ]x xθ πx x, ,x x[ ]x xx xθ πx xx xθ πx xx x[ ]x xθ πx xx x[ ]x x0x x[ ]x xθ πx x[ ]x x0x x[ ]x xx x[ ]x x, ,x x[ ]x xθ πx x[ ]x x, ,x x[ ]x x θ θ= ⇔θ θ= ⇔s aθ θs a= ⇔s a= ⇔θ θ= ⇔s a= ⇔= ⇔s a= ⇔θ θ= ⇔

T x T n

k k

n nT xn nT x T nn nT n( )T x( )T xn n( )n nT xn nT x( )T xn nT x T ncoT nT ns cT n

,k k,k k

= ⇔n n= ⇔n n (T n(T n) = ⇔ (T n(T n ) =

⇔ = + ∈k k+ ∈k kk k,k k+ ∈k k,k k

0 0T n0 0T nn n0 0n nT nn nT n0 0T nn nT nT ncoT n0 0T ncoT nT ns cT n0 0T ns cT n= ⇔0 0= ⇔n n= ⇔n n0 0n n= ⇔n n (0 0(T n(T n0 0T n(T n)0 0)T n)T n0 0T n)T n 0

2

n n= ⇔n n0 0n n= ⇔n nn n0 0n n ) 0

⇔ = k k et

θ θT nθ θT nT ns cT nθ θT ns cT nT nosT nθ θT nosT n)θ θ)T ns cT n)T ns cT nθ θT n)T ns cT n= ⇔θ θ= ⇔T ns cT n= ⇔T ns cT nθ θT n= ⇔T ns cT n(θ θ(T n(T nθ θT n(T nT n0 0T nθ θT n0 0T nT ns cT n0 0T ns cT nθ θT n0 0T ns cT nT n)T n0 0T n)T nθ θT n0 0T n)T nT ns cT n)T ns cT n0 0T n)T ns cT nθ θT ns cT n)T ns cT n0 0T ns cT n)T ns cT nT ns cT n= ⇔T ns cT n0 0T n= ⇔T ns cT nθ θT ns cT n= ⇔T ns cT n0 0T ns cT n= ⇔T ns cT nθ θT nθ θT nT ns cT nθ θT nT nosT nθ θT nT n(T nθ θT n

θ⇔ =θ⇔ =
π

πk kπk kk k+ ∈k kπk k+ ∈k kn⇔ =n⇔ =  θ πθθ πθθ π∈θ π[ ]θ π[ ]θ π[ ]0,[ ]θ π[ ]θ π0,θ π[ ]θ π

⇔ = + ≤+ ≤

⇔ = +













⇔ = + ≤

⇔ =

θ⇔ =θ⇔ =
π π

+ ≤
π π

+ ≤

π π
2

0 1≤ −0 1≤ −0 1+ ≤0 1+ ≤

2
0 1≤ ≤0 1≤ ≤ −0 1−

n
kπ πkπ π

+ ≤
π π

+ ≤
k

+ ≤
π π

+ ≤
n

k n0 1k n0 1≤ −0 1≤ −k n≤ −0 1≤ −

x⇔ =x⇔ =
n

kπ πkπ π
n

k n0 1k n0 1≤ ≤0 1≤ ≤k n≤ ≤0 1≤ ≤

,+ ≤,+ ≤

cos ,s ,+s ,+s ,


s ,


s ,


s ,




s ,


s ,


s ,


s ,


s ,




s ,
2

s ,
2

( )k( )k ∈∈∈( )∈∈∈( )( )

cos est bijective de [0, π] dans [−1, 1], donc on a trouvé n racines distinctes

de Tn dans [−1, 1] : x
n

k
n

k kk = += += +



= += += += +









k k∈ ≤k kco= +co= +s ,s ,= +s ,= += +s ,= += +s ,= += += +s ,= += +


s ,


= +


= +s ,= +


= += += +s ,= += += += += += +s ,= += += +


s ,


= +


= += +


= +s ,= += +


= + s ,


s ,


s ,


s ,




s ,


, ,k k, ,k k n, ,nk k∈ ≤k k, ,k k∈ ≤k k
π πkπ πk

2
s ,

2
s , 0 1k k0 1k kk k∈ ≤k k0 1k k∈ ≤k k ≤ −0 1≤ −n≤ −n0 1n≤ −n, ,0 1, ,k k, ,k k0 1k k, ,k k n, ,n0 1n, ,nk k∈ ≤k k, ,k k∈ ≤k k0 1k k, ,k k∈ ≤k k ≤ −, ,≤ −0 1≤ −, ,≤ −n≤ −n, ,n≤ −n0 1n, ,n≤ −nk kk kk kk kk k∈ ≤k kk k∈ ≤k k soit toutes

les racines de Tn puisque deg .T ng .T ng .ng .ng .g .T ng .ng .T ng .g .T ng .=g .T ng .

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.
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corrigéschapitre 9 : Polynômes et fractions rationnelles

• Finalement : T X
n

k
nnT XnT XnT XnT X

k

n

= −T X= −T X +














T X


T XT X= −T X


T X= −T X


T X


T XT X= −T X


T X= −T XT X= −T XT X= −T XT X


T XT X


T XT X= −T X


T X= −T XT X


T X= −T X


T X


T XT X


T XT X= −T X


T X= −T XT X


T X= −T X








T X−T X
−

=
∏T X∏T XT X= −T X∏T X= −T X2T X2T XT X= −T X2T X= −T X

2
1T X1T X

0

1

cos
π πkπ πk

T
n

k
n

k
nTnT n

k

n
n( ) cos ss ss sin1 2( )1 2( ) 1

2
2 2n2 2ns s2 2s sns sn2 2ns sn 2 1k2 1k1

0

1
1 2s s1 2s sin1 2in2 21 22 2s s2 2s s1 2s s2 2s s= −1 2= −1 2 1= −1 +s s+s ss ss s


s s


s ss ss s


s ss ss ss s


s s


s ss s


s ss ss s


s s


s ss ss s

s ss ss ss s


s s


s ss s


s s


= −


= −


= −


= −= −= −




= −


= −= −


= −


= −


= −= −


= −


s s


s s


s s


s ss ss s




s s


s ss s


s s


s s


s ss s


s ss s=s s
2 1+2 1(−

−

2 2−2 2
=

∏= −∏= −
π πkπ πk )))














=
=

−

∏s s∏s ss s2 2s s∏s s2 2s s1 2∏1 22 21 22 2∏2 21 22 2s s2 2s s1 2s s2 2s s∏s s1 2s s2 2s s
π

4
2

0

1
2 1−2 1− 2

n
A

k

n
n2 1n2 1

nAnA .

On a vu que : TnTnT ( )1 1( )1 1( )1 1=1 1 d’où AnAnA n
2

2 1n2 1n 2

1
2

2
= == =

( )n( )n2( )2
2 1−2 1 or 0

2 1

4 2
≤

2 1+2 1( )
≤

k2 1k2 1

n4 2n4 2

π π
.

Donc : sin
2 1

4
0

k2 1k2 1

n
2 1+2 1( )














>
π

et AnAnA > 0 . Finalement : AnAnA n=
2

2

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

• Question 5 : réponses A et C

• ∃ ( ) ∈ [ ] + =+ +( + +U VU V X U[ ]X U[ ]X U T V+ =T V+ =T VT V T T+ =T T+ =+ =+ ++ =T T+ =+ ++ =n n+ =n n+ =n nT Vn nT V+ =T V+ =n n+ =T V+ =T Vn nT Vn nT V+ =T T+ =n n+ =T T+ = n n, ,), ,) ∈, ,∈ [ ], ,[ ]), ,) [ ], ,[ ]U V, ,U VU V, ,X U, ,X U[ ]X U[ ], ,[ ]X U[ ], ,[ ]X U[ ], ,[ ]X U[ ], ,, , 2X U2X U 1 1+ +1 1+ +⇔ ∧+ +⇔ ∧1 1⇔ ∧+ +⇔ ∧+ +1 1+ +1 1+ +1 1+ +⇔ ∧+ +⇔ ∧1 1⇔ ∧T T1 1T T+ =T T+ =1 1+ =T T+ =+ +T T+ +1 1+ +T T+ ++ =+ ++ =T T+ =+ ++ =1 1+ =T T+ =+ ++ =+ +n n+ +1 1+ +n n+ +⇔ ∧+ +⇔ ∧n n⇔ ∧+ +⇔ ∧1 1⇔ ∧n n⇔ ∧+ +⇔ ∧1 1⇔ ∧1 1⇔ ∧ =1 1=T T1 1T T⇔ ∧T T⇔ ∧1 1⇔ ∧T T⇔ ∧ T1 1T1 11 11 1+ +1 1+ +1 1+ +1 1+ +1 11 11 1⇔ ∧1 1⇔ ∧1 1⇔ ∧1 1⇔ ∧+ +1 1+ +1 1+ +1 1+ +⇔ ∧+ +⇔ ∧1 1⇔ ∧+ +⇔ ∧1 1⇔ ∧1 1⇔ ∧+ +⇔ ∧T T1 1T T1 1T T1 1T T⇔ ∧T T⇔ ∧1 1⇔ ∧T T⇔ ∧1 1⇔ ∧1 1⇔ ∧T T⇔ ∧+ +T T+ +1 1+ +T T+ +1 1+ +1 1+ +T T+ +⇔ ∧+ +⇔ ∧T T⇔ ∧+ +⇔ ∧1 1⇔ ∧T T⇔ ∧+ +⇔ ∧1 1⇔ ∧+ +⇔ ∧T T⇔ ∧+ +⇔ ∧1 1⇔ ∧+ +⇔ ∧T T⇔ ∧+ +⇔ ∧ T1 1T1 1T1 1T+ +T+ +1 1+ +T+ +1 1+ +1 1+ +T+ ++ +n n+ +1 1+ +n n+ +1 1+ +1 1+ +n n+ +⇔ ∧+ +⇔ ∧n n⇔ ∧+ +⇔ ∧1 1⇔ ∧n n⇔ ∧+ +⇔ ∧1 1⇔ ∧+ +⇔ ∧n n⇔ ∧+ +⇔ ∧1 1⇔ ∧+ +⇔ ∧n n⇔ ∧+ +⇔ ∧⇔ ∧+ +⇔ ∧T T⇔ ∧+ +⇔ ∧n n⇔ ∧T T⇔ ∧+ +⇔ ∧1 1⇔ ∧+ +⇔ ∧T T⇔ ∧+ +⇔ ∧n n⇔ ∧+ +⇔ ∧T T⇔ ∧+ +⇔ ∧1 1⇔ ∧+ +⇔ ∧T T⇔ ∧+ +⇔ ∧n n+ +⇔ ∧T T⇔ ∧+ +⇔ ∧1 1⇔ ∧T T⇔ ∧+ +⇔ ∧n n⇔ ∧+ +⇔ ∧T T+ +⇔ ∧+ +T+ +n n+ +T+ +1 1+ +n n+ +T+ +1 1+ +T+ +n n+ +T+ +1 1+ +T+ +n n+ +T+ + .

Or, dans [X], des polynômes sont premiers entre eux si et seulement si ils
n’ont aucune racine commune.

T x T
n

n k
nnT xnT x n+ +T x+ +T x( )T x( )T xk( )k = ( )k( )k


































n k+n k( )n k)n k)( )n k( )n k( )+( )+











1 1T x1 1T x T1 1T+ +1 1+ +T+ +T1 1T+ +T+ +1 1+ +T x+ +T x1 1T x+ +T x n+ +n1 1n+ +nTnT+ +TnT1 1T+ +TnT( )1 1( )T x( )T x1 1T x( )T xk( )k1 1k( )k+ +( )+ +1 1+ +( )+ +T x+ +T x( )T x+ +T x1 1T x( )T x+ +T xk+ +k( )k+ +k1 1k( )k+ +k =1 1= ( )2 1( )k( )k2 1k( )k +( )+2 1+( )+
2

n k1 2n kn k)n k1 2n k)n kn k( )n k1 2n k( )n k( )1( )
2

cos cs c
( )

s c
( )

s c



s c


s c




s c





s c



s c




s c


s c




s c





s c
 s c =s c= os

π πn kπ πn kπ ππ π π ππ πn kπ πn k


π π



π π

 n k+n kπ πn k+n k(π π( )π π)n k)n kπ πn k)n k( )π π( )n k( )n kπ πn k( )n k +( )+π π+( )+π π n k1 2n kπ πn k1 2n kn k)n k1 2n k)n kπ πn k1 2n k)n kn k( )n k1 2n k( )n kπ πn k1 2n k( )n k( )1( )π π( )1( ) 











= +( )= +( )= + + ( )



















co= +co= +s 2= +s 2= +( )s 2( )= +( )= +s 2= +( )= +


s 2

s 2= += +s 2= += +




s 2


( )1( )

2
( )2 1( )+( )+2 1+( )+( )2 1( )

2
( )k( )= +( )= +k= +( )= + ( )k( )( )2 1( )k( )2 1( )

n
π π

= − ( )













( )























= −(= −(= − ) ( )+

sin sn s( )n s( )n s


n s


n s


n s




n s


n s


n s


n s


n s




n s


in

sin

( )2 1( )+( )+2 1+( )+( )n s( )2 1( )n s( )+( )+n s+( )+2 1+n s+( )+
2

( )2 1( )+( )+2 1+( )+
2

1
( )2 1( )+( )+2 1+( )+( )2 1( )

2
1

( )k( )( )n s( )k( )n s( )( )2 1( )k( )2 1( )( )n s( )2 1( )n s( )k( )2 1( )n s( ) ( )k( )( )2 1( )k( )2 1( )
n

( )k( )( )2 1( )k( )2 1( )
n

k

π π

π























= −(= −(= − ) ( )+1 1k ( )k( )sin ( )θ( )

Or θ πkθ πkθ πθ π∈θ π[ ]θ π[ ]θ π[ ]0,[ ]θ π[ ]θ π0,θ π[ ]θ π , d’où sinθk ≠ 0 et T xnT xnT x+T x+T x( )T x( )T xk( )k ≠1T x1T x 0 . Donc les racines xk de

Tn ne sont pas racines de TnTnT +1 , soit T Tn nT Tn nT T∧ =T T∧ =T Tn n∧ =n nT Tn nT T∧ =T Tn nT T +∧ =+∧ =1∧ =1∧ = 1.

La réponse A est bonne.

• Dérivons (1) par rapport à θ : ∀ ∈ ( ) ( ) ( )∀ ∈θ θ∀ ∈θ θ∀ ∈θ θ∀ ∈θ θ∀ ∈ θ θ)θ θ) (θ θ(θ θθ θ, c(, c(θ θ, cθ θ(θ θ(, c(θ θ(, c si θ θn sθ θinθ θinθ θT n)T n)θ θT nθ θ)θ θ)T n)θ θ)T n(T n( )T n) −T n−(T n(θ θT nθ θ(θ θ(T n(θ θ(θ θ, cθ θT nθ θ, cθ θ(θ θ(, c(θ θ(T n(, c(θ θ(θ θosθ θT nθ θosθ θ siT nsin sT nn sθ θn sθ θT nθ θn sθ θ)θ θ)n s)θ θ)T n)n s)θ θ) = −θ θ= −n s= −θ θ= −T n= −n s= −θ θ= −θ θnθ θn, cn, cθ θ, cθ θnθ θ, cθ θθ θ, cθ θT nθ θ, cθ θnθ θT nθ θ, cθ θ′T n′T nθ θT nθ θ′θ θT nθ θθ θ, cθ θT nθ θ, cθ θ′θ θT nθ θ, cθ θ

soit : T n nnT nnT n′T n′T nT ncoT nT ns sT ninT ninT n sinθ θT nθ θT nT ns sT nθ θT ns sT nT ninT nθ θT ninT nθ θT nθ θT nT ns sT nθ θT ns sT n θ(T n(T n)T n)T n)θ θ)θ θT nθ θT n)T nθ θT nT ns sT nθ θT ns sT n)T nθ θT ns sT nT n=T n ( ) (2)

La réponse B est fausse.
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Fn admet une décomposition en éléments simples :

F
X x T xnFnF

n

k

n
k

kk

n

k
nT xnT x

=
( )X x( )X xk( )kX x−X x( )X x−X x

=
X x−X x

= ( )T x( )T xk( )k−
−

−

=

=∏
∑1

2

1

1

0

1
0

1

ak vec
λ

λ
′T x′T x

.

D’après (2) : T x
n

nnT xnT x k′T x′T x( )T x( )T xk( )k

( )k( )k























( )k( )k























= −n= −n (= −(= − )sin sn snn sn
( )

n s
( )

n s n s =n s= in
( )2 1( )k( )k2 1k( )k +( )+2 1+( )+

2
( )2 1( )k( )k2 1k( )k +( )+2 1+( )+

2
1

π ππ π ( )π π( )k( )kπ πk( )kπ π
in

π π
in

( )2 1( )π π( )2 1( )k( )k2 1k( )kπ πk2 1k( )k +( )+2 1+( )+π π+2 1+( )+

Donc : λ θλ θkλ θkλ θ
k

k n

k

kk

n

n
FnFn n Xkn Xk x

λ θ=λ θ
−(λ θ(λ θ)λ θ)λ θ =

−( ) ( )θ( )θk( )k

−=n X=n X

−

∑n X∑n X
1

λ θ
1

λ θ
1 1

0n X0n X

1

λ θsiλ θλ θnλ θ
sin

et

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

> QCM 4 Espaces vectoriels et polynômes

• Question 1 : réponses A et D
• n( )P( )Pn( )nPnP( )PnP ∈ est la base canonique de E et ( )P P( )P P P( )Pn( )nPnP( )PnP0 1( )0 1P P0 1P P( )P P0 1P P, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1, ,0 1P P0 1P P, ,P P0 1P P( )P P, ,P P0 1P P ...,( )...,, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 10 1 est la base canonique

de En.
La réponse A est bonne.

• dim En n= +n= +n 1 et ( )Q Q( )Q Q Q( )Qn( )n0 1( )0 1Q Q0 1Q Q( )Q Q0 1Q Q, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1, ,0 1Q Q0 1Q Q, ,Q Q0 1Q Q( )Q Q, ,Q Q0 1Q Q ...,( )...,, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1Q Q0 1Q Q, ,Q Q0 1Q Q( )Q Q0 1Q Q, ,Q Q0 1Q Q est une famille de (n + 1) vecteurs, donc
c’est une base si elle est libre.

Soit α α α α α α0 1α α0 1α α α α1 1α α 0, ,0 1, ,0 1α α0 1α α, ,α α0 1α α, ,0 1, ,0 1α α0 1α α, ,α α0 1α α ..., n nα αn nα α α αn nα α0 0n n0 0 1 1n n1 1α α1 1α αn nα α1 1α α,n n,α α,α αn nα α,α α α α...α αn nα α...α αα αn nα α nQ Qα αQ Qα αα α1 1α αQ Qα α1 1α αn nQ Qn nα αn nα αQ Qα αn nα α0 0n n0 0Q Q0 0n n0 0 1 1n n1 1Q Q1 1n n1 1α α1 1α αn nα α1 1α αQ Qα αn nα α1 1α α Q∈ +α α∈ +α α0 0∈ +0 0α α,α α∈ +α α,α αn n∈ +n nα αn nα α∈ +α αn nα α0 0n n0 0∈ +0 0n n0 0α α,α αn nα α,α α∈ +α αn nα α,α α Q Q∈ +Q Q0 0Q Q0 0∈ +0 0Q Q0 0n nQ Qn n∈ +n nQ Qn n0 0n n0 0Q Q0 0n n0 0∈ +0 0Q Q0 0n n0 0 + =n+ =n+ =α α+ =α αα α...α α+ =α α...α αn n+ =n nα αn nα α+ =α αn nα αα α...α αn nα α...α α+ =α αn nα α...α α Q+ =Q∈ +∈ +α α∈ +α αα α∈ +α αα αn nα α∈ +α αn nα αα α∈ +α αn nα α (1)

( ) :1 1( )1 1( ) :1 1: 1 0...1 0...0 1
11 011 0: 0 1α α0 1α α1 1α α1 10 1α α0 11 10 11 1α α1 10 11 1α α1 1α α1 10 1α α0 11 10 11 1α α1 10 11 1 α1 0α1 0α α−α α(1 1(1 1(0 1(0 11 1α α1 1(1 1α α1 10 1α α0 1(0 1α α0 11 10 11 1α α1 10 11 1(1 1α α1 10 11 1 )0 1)0 10 1α α0 1)0 1α α0 1+ −1 0+ −1 0(+ −(+ − )1 0)1 01 0=1 0−X Xα αX Xα α0 1α α0 1X X0 1α α0 1α αX Xα α0 1α α0 1X X0 1α α0 1)X X)α α)α αX Xα α)α α0 1α α0 1)0 1α α0 1X X0 1)0 1α α0 1+ −X X+ −0 1+ −0 1X X0 1+ −0 1α α+ −α αX Xα α+ −α α0 1α α0 1+ −0 1α α0 1X X0 1+ −0 1α α0 1 1 0X X1 01 011 0X X1 011 01 0α1 0X X1 0α1 01 0X X1 01 0)1 0X X1 0)1 01 0+ +1 0X X1 0+ +1 0...1 0...+ +...1 0...X X...+ +...1 0...n n1 0n n1 0(n n( )n n)1 0)1 0n n1 0)1 0X Xn nX X 1 0X X1 0n n1 0X X1 01 0)1 0X X1 0)1 0n n1 0X X1 0)1 0n1 0n1 01 0X X1 0n1 0X X1 0n1 0n1 0

Pour X = 0, (1) devient α0 = 0 et donc :

α α1α α1α α11 0α α1 0α α11 01X Xα αX Xα α1 0X X1 0α α1 0α αX Xα α1 0α α1 0X1 0n1 0n1 0n1 0n1 0n1 0n1 0α α1 0α αX Xα α1 0α α−α αX Xα α1 0α α(α α(α αX X(X Xα αX Xα α(α αX Xα α)α α)α α1 0)1 0α α1 0α α)α α1 0α α1 0+ +1 0α α1 0α α+ +α α1 0α α1 0=1 0−α α1 0α α...α α1 0α αα α1 0α α+ +α α1 0α α...α α+ +α α1 0α α

On simplifie par X, puis on substitue à X la valeur 0, donc : α1 = 0.

En réitérant le procédé, on obtient (récurrence simple) : α α α0 1α α0 1α α 0= =α α= =α α0 1= =0 1α α0 1α α= =α α0 1α α = =α= =α... n .

Donc ( )Q( )Q n( )n0 1( )0 10 1, ,0 1( )0 1, ,0 1Q Q( )Q Q0 1Q Q0 1( )0 1Q Q0 1, ,Q Q, ,( ), ,Q Q, ,0 1, ,0 1Q Q0 1, ,0 1( )0 1Q Q0 1, ,0 1 ...,Q Q...,( )...,Q Q..., est libre.

La réponse B est fausse.
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• ( )S S( )S S S S( )S S, ,( ), ,S S, ,S S( )S S, ,S S ,( ),S S,S S( )S S,S S...,( )...,S S...,S S( )S S...,S S( )( )( ) ( )( )( )S S( )S S( )S S( )S S ( )( )( )n( )n( )n( )n, ,( ), ,S S, ,S S( )S S 1 2( )1 2S S1 2S S( )S S1 2S S( )1 2( )( )( )1 2( ) ( )1 2( )( )( )1 2( )S S( )S S1 2S S( )S S( )S S1 2S S( )S S est une famille de (n + 1) vecteurs.

- Si deg S nS n=S n, ( )S S( )S S S S( )S S, ,( ), ,S S, ,S S( )S S, ,S S ,( ),S S,S S( )S S,S S...,( )...,S S...,S S( )S S...,S S( )( )( ) ( )( )( )S S( )S S( )S S( )S S ( )( )( )n( )n( )n( )n, ,( ), ,S S, ,S S( )S S 1 2( )1 2S S1 2S S( )S S1 2S S( )1 2( )( )( )1 2( ) ( )1 2( )( )( )1 2( )S S( )S S1 2S S( )S S( )S S1 2S S( )S S est une famille échelonnée du degré n
au degré 0, donc c’est une base.

- Si deg S n≠S n≠S n, par exemple si S = 0, ( )S S( )S S S S( )S S, ,( ), ,S S, ,S S( )S S, ,S S ,( ),S S,S S( )S S,S S...,( )...,S S...,S S( )S S...,S S( )( )( ) ( )( )( )S S( )S S( )S S( )S S ( )( )( )n( )n( )n( )n, ,( ), ,S S, ,S S( )S S 1 2( )1 2S S1 2S S( )S S1 2S S( )1 2( )( )( )1 2( ) ( )1 2( )( )( )1 2( )S S( )S S1 2S S( )S S( )S S1 2S S( )S S n’est pas une
base.

La réponse C est fausse.

• ∀ ∈ =k N∀ ∈k N∀ ∈k N kkk Nkk Nk Nk N, dk N, dk N, degk Negk N donc n( )N( )Nn( )nNnN( )NnN ∈ est une base de E et ( )N N( )N N N( )Nn( )nNnN( )NnN0 1( )0 1N N0 1N N( )N N0 1N N, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1, ,0 1N N0 1N N, ,N N0 1N N( )N N, ,N N0 1N N ...,( )...,, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1N N0 1N N, ,N N0 1N N( )N N0 1N N, ,N N0 1N N
est une base de En.

La réponse D est bonne.

• Question 2 : réponses A et C

• ∀ ≥ ( ) − = −( )

− +( ) ( ) − − +( ) 

∀ ≥n N∀ ≥n N∀ ≥∀ ≥n N∀ ≥ X− =X− =
n

X X(X X(
X n− +X n− + X X)X X) − −X X− −(X X(− −(− −X X− −(− − n

n n(n n( )n n)1 1n N1 1n N
1

1

2 1)2 1) (2 1(2 12 1 X X2 1X X+X X+2 1+X X+ 1

, ((, (( ), () − =, (− =X N, (X N)X N), ()X N) − =X N− =, (− =X N− =, (n N, (n N, (n n, (n n(n n(, ((n n( )n n), ()n n)n Nn nn N, (n Nn nn N X Nn nX N, (X Nn nX N)X N)n n)X N), ()n n)X N)1 1, (1 1(1 1(, ((1 1(n N1 1n N, (n N1 1n N X N1 1X N, (X N1 1X N+X N+1 1+X N+, (+1 1+X N+n n1 1n n, (n n1 1n n(n n(1 1(n n(, ((1 1(n n(n Nn nn N1 1n Nn nn N, (n N1 1n Nn nn N X Nn nX N1 1X Nn nX N, (X N1 1X Nn nX N+X N+n n+X N+1 1+n n+X N+, (+X N+n n+X N+1 1+X N+n n+X N+ )− =)− =
!

...


n

                    

Donc : N X N X N Xn nN Xn nN X N Xn nN Xn nN Xn nN X nN XnN X+n n+n n(N X(N X(n n(n nN Xn nN X(N Xn nN X )n n)n n− =N X− =N X −1n n1n n 1N X1N X( )N X( )N X( )N X( )N X− =( )− =N X− =N X( )N X− =N X ( )N X( )N X
La réponse A est bonne.

• n N X X N Xnn Nnn N nN XnN X( )X( )X
!

...= ( )n( )n −( )−
( )X X( )X X −( )− ( )X n( )X n ( )X n( )X n− +( )− +X n− +X n( )X n− +X n ( )N X( )N X ( )X n( )X n−

1
( )1( ) 1 2...1 2...( )1 2( ) ( )1 2( )X n( )X n1 2X n( )X n− +( )− +1 2− +( )− +X n− +X n( )X n− +X n1 2X n( )X n− +X n 1 1N X1 1N XN XnN X1 1N XnN X( )1 1( ) =1 1= ( )1 1( )N X( )N X1 1N X( )N X ( )1 1( )X n( )X n1 1X n( )X n− +( )− +1 1− +( )− +X n− +X n( )X n− +X n1 1X n( )X n− +X n1N X1N XN X1 1N X1N X1 1N X

La réponse B est fausse.

• ∀ ∈ ∀ ∈ =
−( ) ( ) =















∈∀ ∈k n∀ ∈k n∀ ∈ ∀ ∈k n∀ ∈k n∀ ∈k n∀ ∈ N n
n n(n n( ( )n k( )

k

n
kkN nkN n ∀ ∈ ∀ ∈k n k n∀ ∈k n∀ ∈ ∀ ∈k n∀ ∈  , , , , ∀ ∈ ∀ ∈, ,∀ ∈ ∀ ∈k n k n, ,k n k n∀ ∈k n∀ ∈ ∀ ∈k n∀ ∈, ,∀ ∈ ∀ ∈k n∀ ∈, ,∀ ∈k n∀ ∈ ∀ ∈k n∀ ∈, ,∀ ∈k n∀ ∈ ∀ ∈k n∀ ∈ ( )N n( )N n

...
!

* *1 1)1 1) ( )1 1( )− +( )− +1 1− +( )− +( )n k( )1 1( )n k( )− +( )− +n k− +( )− +1 1− +n k− +( )− +...1 1...

et : N
kkNkN k−( ) =

−( ) ( ) ( )k( )k−( )−
= −(= −(= − )1

1 2)1 2) −1 2−(1 2(
1

...
! La réponse C est bonne.

• N n
n n

kkN nkN n k( )N n( )N n
...
!

− =( )− =( )N n( )N n− =N n( )N n
−( )n n)n n− −n n− −n n(n n(n n ) ( )n k( )n k

= −(= −(= − ) 













∈
1 1...1 1...)1 1) ( )1 1( )n k( )n k1 1n k( )n k− −( )− −1 1− −( )− −n k− −n k( )n k− −n k1 1n k( )n k− −n k +( )+1 1+( )+

1
+ 1−+ 1−n k+ 1n k+ 1

k


La réponse D est fausse.
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• Question 3 : réponse A

• Soit P ∈Ker ∆ : P X P X+(P X(P X ) = (P X(P X )1 d’où ∀ ∈ ( ) ( )n P∀ ∈n P∀ ∈n Pn Pn P, 0(, 0( ), 0) (, 0(n P, 0n P, 0n P, 0n P)n P), 0)n P) =n P=, 0=n P= et Q n(Q n(Q n) = 0.

Donc Q, admettant une infinité de racines, est nul, et P = P(0) est constant.
Réciproquement, si P est constant : P X P X+(P X(P X ) = (P X(P X )1 et P ∈Ker ∆.

Donc : Ker Er E∆ =r E0

La réponse A est bonne.

• ∀ ∈ ( ) ≤∀ ∈P P∀ ∈P P∀ ∈ (P P( nnE ,E ,P PE ,P PnE ,nnP PnP PE ,P PnP PdeP PdeP PgP PgP PP P∆P P donc ∆ P n( ) ∈E et ∆ induit un endomorphisme de
En de noyau E0 : rg E En n n n( )∆( )∆n n( )n n= − = +n n= +n n= +(= +(= + )n n)n nn n− =n ndin ndin n= −di= −m dE Em dE En nm dn nE En nE Em dE En nE E= −m d= −E E= −E Em dE E= −E EimE EimE E0 1 1n n1 1n n)1 1)n n)n n1 1n n)n nn n− =n n1 1n n− =n n.

La réponse B est fausse.

• P (X + 1) et P (X) ont même terme dominant, donc : deg degg d∆g dP Pg dP Pg degP Pegg dP Pg d(g d(g d)g d)g d)g d)g dg dP Pg d)g dP Pg dg dP Pg d<g dP Pg d soit
Im ∆n n⊂n n⊂n n−En nEn n 1 or rg n( )∆( )∆n( )n = et dim En n− =1 d’où Im ∆n n= −En nEn n 1.

Ker ∆ ≠ { }{ }0{ }, donc ∆ n’est pas injective, mais ∆ est surjective car :

∀ ∈Q n∀ ∈Q n∀ ∈Q n Q nE E∃ ∈E E∃ ∈ ∈E E∈Q nE EQ n∃ ∈Q n∃ ∈E E∃ ∈Q n∃ ∈ QE EQ, ,Q n, ,Q n, ,E E, ,E E∃ ∈E E∃ ∈, ,∃ ∈E E∃ ∈Q nE EQ n, ,Q nE EQ n∃ ∈Q n∃ ∈E E∃ ∈Q n∃ ∈, ,∃ ∈E E∃ ∈Q n∃ ∈E EE E, ,, ,E E, ,E EE E, ,E E

Or En n= +Imn nImn n∆n n∆n n 1 donc ∃ ∈ ( ) =++P P∃ ∈P P∃ ∈ (P P(+P P+ QnnP PnP PP PEP P11P P1P P,,P P,P PP P∆P P .

La réponse C est fausse.

• Q a N a N a Nn nNn nN n= +Q a= +Q a N a= +N a N a+ +N a ∈0 0N a0 0N a= +0 0= +N a= +N a0 0N a= +N a1 1N a1 1N aN a...N aN a+ +N a...N a+ +N a E .

∆ ∆ ∆ ∆P a∆ ∆P a∆ ∆ N a N a∆ ∆N a∆ ∆n n0 0∆ ∆0 0∆ ∆P a0 0P a∆ ∆P a∆ ∆0 0∆ ∆P a∆ ∆ 1 1N a1 1N a1 1N a1 1N a 2 1∆ ∆2 1∆ ∆N a2 1N a∆ ∆N a∆ ∆2 1∆ ∆N a∆ ∆n n2 1n n∆ ∆n n∆ ∆2 1∆ ∆n n∆ ∆( )∆ ∆( )∆ ∆P a( )P a∆ ∆P a∆ ∆( )∆ ∆P a∆ ∆0 0( )0 0P a0 0P a( )P a0 0P a∆ ∆P a∆ ∆0 0∆ ∆P a∆ ∆( )∆ ∆0 0∆ ∆P a∆ ∆∆ ∆P a∆ ∆=∆ ∆P a∆ ∆∆ ∆P a∆ ∆0 0∆ ∆P a∆ ∆=∆ ∆0 0∆ ∆P a∆ ∆ ( )N a)N a)1 1)1 1N a1 1N a)N a1 1N aN a+N aN a1 1N a+N a1 1N a (∆ ∆(∆ ∆)N a)N a∆ ∆N a∆ ∆)∆ ∆N a∆ ∆2 1)2 1N a2 1N a)N a2 1N a∆ ∆N a∆ ∆2 1∆ ∆N a∆ ∆)∆ ∆2 1∆ ∆N a∆ ∆∆ ∆N a∆ ∆+ +∆ ∆N a∆ ∆∆ ∆N a∆ ∆2 1∆ ∆N a∆ ∆+ +∆ ∆2 1∆ ∆N a∆ ∆ ( )N( )Nn n( )n n2 1( )2 1N2 1N( )N2 1Nn n2 1n n( )n n2 1n nNn nN2 1Nn nN( )N2 1Nn nN2 1( )2 1+2 1( )2 1N a2 1N a...N a2 1N a∆ ∆N a∆ ∆2 1∆ ∆N a∆ ∆+ +∆ ∆2 1∆ ∆N a∆ ∆...∆ ∆N a∆ ∆2 1∆ ∆N a∆ ∆+ +∆ ∆N a∆ ∆2 1∆ ∆N a∆ ∆ ,

or ∆ N Nk kN Nk kN N( )N N( )N Nk k( )k kN Nk kN N( )N Nk kN NN N=N NN Nk kN N=N Nk kN N −1 (question 2).

Donc ∆ P Q( )P Q( )P Q0( )0P Q0P Q( )P Q0P QP Q=P Q et P0 est solution particulière de l’équation linéaire (1).

On obtient toutes les solutions de (1) en ajoutant à P0 les solutions de
∆ P( ) = 0 , c’est-à-dire les polynômes de Ker ∆.

Les solutions de (1) sont donc les polynômes : P k0P k0P k+ ∈P k+ ∈P k ( )k( )k+ ∈( )+ ∈k+ ∈k( )k+ ∈k( )( ) .

La réponse D est fausse.
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198

énoncés
> QCM 1 Ensemble de matrices –

Calcul de puissances
Rappel : l’ensemble  des matrices carrées d’ordre 3 à coefficients dans 
est un -espace vectoriel et un anneau non commutatif. On note I la matrice
identité.

Soit A =














0 1 1

1 0 1

1 1 0

. On note, pour a b,( ) ∈2, M a b
a b b
b a b
b b a

a I b A,( ) =












 = + .

Soit E l’ensemble des matrices M a b a b, , ,( ) ( ) ∈2 .

• Question 1

A A A I2A A2A AA A2A A= +A A= +A AA A2A A= +A A2A A B A A I2A A2A A 2= −A A= −A A

C A est inversible et A I AA I−A I= −A I= −A IA I= −A I(A I(A I(A I(A IA I= −A I(A I= −A I )1A I1A I
1

A I
1

A I
2

. D A I A IA I+A I( ) A I−A I( )2 0A I2 0A I )2 0) =2 0=

• Question 2

A E est un -espace vectoriel et un anneau commutatif.

B (I,A) est une famille génératrice de E, mais n’est pas une base de E.

C Soient M et M ′ des matrices de E. On a :

M M M MM M′ ′M M′ ′M M= ⇒′ ′= ⇒′ ′= =M M= =M M0 0M M0 0M M′ ′0 0′ ′M M′ ′M M0 0M M′ ′M M= ⇒0 0= ⇒′ ′= ⇒′ ′0 0′ ′= ⇒′ ′M M= =M M0 0M M= =M M 0M MouM MM M′ ′M MouM M′ ′M MouM MouM MM M= =M MouM M= =M M .

D M (a, b) est inversible si et seulement si a ≠ b et a ≠ −2b.
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• Question 3
Calcul de An.

A Pour tout n ∈ , il existe deux suites réelles (an) et (bn) telles que :

A a I b AnA anA an nI bn nI b= +A a= +A a I b= +I bn n= +n nI bn nI b= +I bn nI b

Dans le cas où l’assertion A est jugée exacte, (an) et (bn) vérifient :

B ∀ ∈ − ++ −n b∀ ∈n b∀ ∈n b b b− +b b− +n n+ −n n+ −n bn nn b nn bn b*n b*n b,n b,n b, 1 1− +1 1− ++ −1 1+ −− ++ −− +1 1− ++ −− +b b1 1b b− +b b− +1 1− +b b− ++ −b b+ −1 1+ −b b+ −− ++ −− +b b− ++ −− +1 1− +b b− ++ −− +1 1+ −1 1+ −+ −n n+ −1 1+ −n n+ −− ++ −− +n n− ++ −− +1 1− +n n− ++ −− ++ −b b+ −n n+ −b b+ −1 1+ −n n+ −b b+ −− ++ −− +b b− ++ −− +n n− +b b− ++ −− +1 1− ++ −− +b b− ++ −− +n n− ++ −− +b b− ++ −− ++ −n+ −1 1+ −n+ −+ −b b+ −n+ −b b+ −1 1+ −n+ −b b+ −2 0=2 0=b b2 0b b1 12 01 1+ −1 1+ −2 0+ −1 1+ −b b1 1b b2 0b b1 1b b+ −b b+ −1 1+ −b b+ −2 0+ −1 1+ −b b+ −+ −n+ −1 1+ −n+ −2 0+ −1 1+ −n+ −+ −b b+ −n+ −b b+ −1 1+ −n+ −b b+ −2 0+ −b b+ −n+ −b b+ −1 1+ −b b+ −n+ −b b+ −

C ∀ ∈ −∀ ∈n b∀ ∈n b∀ ∈ =n b=∀ ∈n b∀ ∈ n nn bn nn bn bn b*n b*n b,n b,n b,n ban b 1

D ∀ ∈ = −= −( ) += −= −


= −= −= −= − 




 ( )





nn A∀ ∈n A∀ ∈n An A I A+ −I A+ −(I A(+ −(+ −I A+ −(+ −I A+ −I A+ −+ −I A+ −I A+ −+ −I A+ −+ −+ −+ −I A+ −+ −+ −+ −+ −+ −I A+ −+ −+ − I A
I A


I A

n n n nI AnI An An A,n A,n A,

1
3

2 1= −2 1= −(2 1(= −(= −2 1= −(= − 2
1

I A
1

I A
3

I A1 2I A)I A)1 2)I A) +I A+1 2+I A+I AnI A1 2I AnI A

• Question 4

Soit B A I C A I D B I= + = − = +, ,2 et, pour n S
n

kn
k

k

n

∈ =




=

∑*, 3
1

A B B C C2 2B B2 2B B C C2 2C C3 3B B3 3B B C C3 3C C2 23 32 2B B2 2B B3 3B B2 2B B C C2 2C C3 3C C2 2C C3 3B B3 3B BB B= =B B3 3= =3 3C C3 3C C= =C C3 3C C3 3= =3 3B B3 3B B= =B B3 3B B C C3 3C C−C C3 3C Cet3 3et3 32 23 32 2et2 23 32 23 3et3 33 3= =3 3et3 3= =3 3 , donc ∀ ∈ −∀ ∈k B∀ ∈k B∀ ∈∀ ∈k B∀ ∈ Bk kk Bk B, 3=, 3=k B, 3k B, 3k k, 3k k 1 et C CkC CkC CkC CkC CC C= −C C(C C(C C(C C(C CC C= −C C(C C= −C C)C C)C C−C C−C CC C3C C1C C1C C

B On peut toujours appliquer la formule du binôme de Newton dans .

C A B CnA BnA Bn

n= +A B= +A BA B= +A B(A B(A BA B= +A B(A B= +A B )1
A B

1
A B

3
A B2A BA B= +A B2A B= +A B . donc, en appliquant la formule du binôme

pour n ≥ 1 :

A B Cn nA Bn nA B nA B= +A BA B= +A BA Bn nA B= +A Bn nA B ( )n nn nA Bn nA BA Bn nA BA B= +A BA B= +A BA Bn nA B= +A Bn nA BA B= +A Bn nA BA B= +A BA B= +A BA B= +A BA B= +A BA BA B= +A B 



−1n n1n nA Bn nA B

1
A Bn nA B

3
2 1−2 1−2 1A B2 1A BA Bn nA B2 1A Bn nA B= +2 1= +A B= +A B2 1A B= +A BA Bn nA B= +A Bn nA B2 1A B= +A Bn nA B (2 1( 1

D Pour n ≥ 1, on a D B In nD Bn nD BD B= −D BD B= −D B( )D B( )D Bn n( )n nD Bn nD B( )D Bn nD BD B= −D B( )D B= −D B +
1n n1n nD Bn nD B
1

D Bn nD B
3

( )4 1( )D B( )D B4 1D B( )D Bn n( )n n4 1n n( )n nD Bn nD B( )D Bn nD B4 1D B( )D Bn nD BD B= −D B( )D B= −D B4 1D B( )D B= −D B .
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> QCM 2 Matrices nilpotentes –

Changement de base
3 est muni de sa base canonique  = ( )e e e1 2 3, , .
Soit N une matrice carrée d’ordre 3 nilpotente d’indice 3, c’est-à-dire que
N 3 = 0 et N 2 ≠ 0.

N est la matrice de f ∈ ( ) 3 dans la base .

• Question 1

A N 3 = 0 donc N = 0. B N 2 ≠ 0 donc N ≠ 0.

C ∀ ∈ ≠u f∀ ∈u f∀ ∈ uu fu f3 2u f3 2u f 0, (u f, (u f3 2, (3 2u f3 2u f, (u f3 2u f ) D Il existe u ∈ 3 tel que f 2 (u) ≠ 0.

• Question 2

Soit u f u∈ ≠3 2 0telque ( ) .

A 3 est de dimension 3, donc toute famille de 3 vecteurs de 3 est

une base.

B ( )f u( )f u f u( )f u u( )u2( )2f u2f u( )f u2f u( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u , (( ), (f u, (f u( )f u, (f u),( )), est une famille libre de 3.

C ( )f u( )f u f u( )f u u( )u2( )2f u2f u( )f u2f u( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u , (( ), (f u, (f u( )f u, (f u),( )), n’est pas une famille génératrice de 3.

D Il existe une base de 3 dans laquelle la matrice de

f est A′ =




































0 1 0

0 0 1

0 0 0

.
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• Question 3

Soit f ∈ ( ) 3 de matrice A =
− −

−
−















2 1 0

3 1 1

1 0 1
dans la base , et M I A A= + + 2.

Soit  ′ ′ ′ ′= ( )e e e1 2 3, , avec e f e′1
2

3= ( ), e f e′2 3= ( ), e e′3 3= .

A A n’est pas nilpotente d’indice 3.

B ′ est une base de 3 et la matrice de f dans la base ′ est
0 1 0

0 0 1

0 0 0



































 .

C A I M IA I−A I( ) M I=M I

D M est inversible et M I AM I−M I= −M I= −M I1M I1M I .

• Question 4

Soit g ∈ ( ) 3 définie par g e e1 1( ) = ′ , g e e2 2( ) = ′ , g e e3 3( ) = ′ .

La matrice B de g dans la base  est :

A B = −




= −= −




= −= −




= −= −= −= −


















0 0 1

0 1= −0 1= − 1

1 0 1

B B = −




= −= −




= −= −




= −= −= −= −


















0 0 1

0 1= −0 1= − 1

1 1 1

C g est une symétrie par rapport à une droite suivant un plan.

D B est la matrice de passage de  à ′ donc A B A B′ =A B′ =A B .
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> QCM 3 Résolution d’un système

(EPL 2007)

• Question 1

On désigne par j le nombre complexe e
i

2
3
π



 . On considère le système (E) :

x y z a

x jy j z b

x j y jz c

+ + =

+ + =

+ + =









2

2

où a, b, c désignent trois nombres complexes donnés.
Le nombre complexe j vérifie :

A j 2 = 1 B j3 1 0− =1 0− =1 0

C 1 021 021 01 0+ +1 01 0=1 0j j1 0j j1 01 0+ +1 0j j1 0+ +1 0 D 1 021 021 01 0− −1 01 0=1 0j j1 0j j1 01 0− −1 0j j1 0− −1 0

• Question 2
Les nombres complexes x, y, z vérifiant le système (E) sont tels que :

A 3 1 2 2y x3 1y x3 1z j3 1z j3 1 j a2 2j a2 2bj2 2bj2 2 cj3 1+ +3 13 1y x3 1+ +3 1y x3 13 1+ +3 13 1y x3 1+ +3 1y x3 1(3 1(3 1(y x(y x3 1y x3 1(3 1y x3 13 1+ +3 1(3 1+ +3 13 1y x3 1+ +3 1y x3 1(3 1+ +3 1y x3 1)z j)z j3 1z j3 1)3 1z j3 1( )2 2( )2 2z j( )z j3 1z j3 1( )3 1z j3 1 j a( )j a2 2j a2 2( )2 2j a2 2+ +( )+ +z j+ +z j( )z j+ +z j = +2 2= +2 2j a= +j a2 2j a2 2= +2 2j a2 2 + B 3 1y x3 1y x3 1z j3 1z j3 1 j a b c3 1+ +3 13 1y x3 1+ +3 1y x3 1(3 1(3 1y x(y x3 1y x3 1(3 1y x3 13 1+ +3 1(3 1+ +3 13 1y x3 1+ +3 1y x3 1(3 1+ +3 1y x3 1)z j)z j3 1z j3 1)3 1z j3 1( )2( )2z j( )z j3 1z j3 1( )3 1z j3 1 j a( )j a2j a2( )2j a2+ +( )+ +z j+ +z j( )z j+ +z j = +j a= +j a b c+b c

C 3 1 2 2y x3 1y x3 1z j3 1z j3 1 j a2 2j a2 2bj2 2bj2 2cj2 2cj2 23 1+ +3 13 1y x3 1+ +3 1y x3 13 1+ +3 13 1y x3 1+ +3 1y x3 1(3 1(3 1(y x(y x3 1y x3 1(3 1y x3 13 1+ +3 1(3 1+ +3 13 1y x3 1+ +3 1y x3 1(3 1+ +3 1y x3 1)z j)z j3 1z j3 1)3 1z j3 1( )2 2( )2 2z j( )z j3 1z j3 1( )3 1z j3 1 j a( )j a2 2j a2 2( )2 2j a2 2+ +( )+ +z j+ +z j( )z j+ +z j = +2 2= +2 2j a= +j a2 2j a2 2= +2 2j a2 2+2 2+2 2 D 3 1 2 2x y3 1x y3 1z j3 1z j3 1 j a2 2j a2 2bj2 2bj2 2 cj3 1+ +3 13 1x y3 1+ +3 1x y3 1( )3 1( )3 1x y( )x y3 1x y3 1( )3 1x y3 1z j( )z j3 1z j3 1( )3 1z j3 13 1+ +3 1( )3 1+ +3 13 1x y3 1+ +3 1x y3 1( )3 1+ +3 1x y3 1( )2 2( )2 2z j( )z j3 1z j3 1( )3 1z j3 1 j a( )j a2 2j a2 2( )2 2j a2 2+ +( )+ +z j+ +z j( )z j+ +z j = +2 2= +2 2j a= +j a2 2j a2 2= +2 2j a2 2 +

• Question 3
Le système (E) :

A n’admet pas de solution.

B admet au moins deux solutions.

C admet une solution unique
a b c a bj cj a bj ca bj ca b jj cjj c

, ,( )x y z( )x y zx y z, ,x y z( )x y z, ,x y z =
+ +a b+ +a b + +bj+ +bj a b+ +a bj c+ +j ca bj ca b+ +a bj ca b












3 3

, ,
3 3

, ,
3

2 2cj2 2cj a b2 2a bj c2 2j ca bj ca b2 2a bj ca b j2 2jj cjj c2 2j cjj c+ +2 2+ + a b+ +a b2 2a b+ +a bj c+ +j c2 2j c+ +j ca bj ca b+ +a bj ca b2 2a b+ +a bj ca b
.

D admet une solution unique
a b c a bj cj a bj ca bj ca b jj cjj c

, ,( )x y z( )x y zx y z, ,x y z( )x y z, ,x y z =
+ +a b+ +a b + +bj+ +bj a b+ +a bj c+ +j ca bj ca b+ +a bj ca b












3 3

, ,
3 3

, ,
3

2 2a b2 2a bj c2 2j ca bj ca b2 2a bj ca ba b+ +a b2 2a b+ +a bj c+ +j c2 2j c+ +j ca bj ca b+ +a bj ca b2 2a b+ +a bj ca b
.
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• Question 4
Une condition nécessaire et suffisante pour que x, y, z vérifiant le système (E)
soient des nombres réels est :

A a, b, c réels.

B a, b, c complexes non réels.

C a réel et b = c = 0.

D a réel et b et c complexes conjugués.

> QCM 4 Matrice d’un endomorphisme
(EPL 2004)

• Question 1
3 est rapporté à la base canonique  = ( )e e e1 2 3, , avec e1 1 0 0= ( ), , ,
e e2 30 1 0 0 0 1= ( ) = ( ), , , ,et . On considère f l’endomorphisme de 3 qui à tout

triplet x y z, ,( ) ∈3 associe le triplet :

b c x c a y b a z c b x a c y a b z b c x a c y a+ + − + − − + + + − − + − + +( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , bb z( )( )
où a, b, c sont des réels distincts deux à deux.
La matrice A de f par rapport à la base  s’écrit :

A c a a c a c
( )b c( )b cb c+b c( )b c+b c ( )c b( )c bc b−c b( )c b−c b ( )b c( )b cb c−b c( )b c−b c
c a−c a( ) +a c+a c( ) a c−a c( )

( )b a( )b ab a−b a( )b a−b a ( )a b( )a ba b−a b( )a b−a b ( )a b( )a ba b+a b( )a b+a b

































B

c a
a c
a c

( )b c( )b cb c+b c( )b c+b c c a−c a( ) ( )b a( )b ab a−b a( )b a−b a

( )c b( )c bc b−c b( )c b−c b +a c+a c( ) ( )a b( )a ba b−a b( )a b−a b

( )b c( )b cb c−b c( )b c−b c a c−a c( ) ( )a b( )a ba b+a b( )a b+a b

































C

2 0 0

0 2 0

0 0

( )2 2( )2 2 2 0( )2 0b c( )b c2 2b c2 2( )2 2b c2 2 a( )a2 0a2 0( )2 0a2 0+ −( )+ −b c+ −b c( )b c+ −b c2 2b c2 2+ −2 2b c2 2( )2 2+ −2 2b c2 2

( )0 2( )0 2 2 2( )2 2a c( )a c b( )b+ −( )+ −2 2+ −2 2( )2 2+ −2 2a c+ −a c( )a c+ −a c2 2a c2 2+ −2 2a c2 2( )2 2+ −2 2a c2 2

( )2 2( )2 2 2( )2a b( )a b2 2a b2 2( )2 2a b2 2 c( )c+ −( )+ −a b+ −a b( )a b+ −a b2 2a b2 2+ −2 2a b2 2( )2 2+ −2 2a b2 2

































D

c a
a c
a c

( )b a( )b ab a−b a( )b a−b a c a−c a( ) ( )b c( )b cb c+b c( )b c+b c

( )a b( )a ba b−a b( )a b−a b +a c+a c( ) ( )c b( )c bc b−c b( )c b−c b

( )a b( )a ba b+a b( )a b+a b a c−a c( ) ( )b c( )b cb c−b c( )b c−b c
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• Question 2

On note I la matrice unité d’ordre 3.
Pour tout λ réel, la matrice A −λI a pour déterminant ∆ :

A ∆ = −( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )+ −( )+ −

2

1

0

c
( )c b( )−( )−c b−( )− ( )b c( )−( )−b c−( )−

( )a b( ) ( )a b( )−( )−a b−( )−
( )a b( )−( )−a b−( )− ( )a b( )+ −( )+ −a b+ −( )+ −

λ λλ λ)λ λ) ( )λ λ( )+ −( )+ −λ λ+ −( )+ −0λ λ0 ( )a b( )λ λ( )a b( )+ −( )+ −a b+ −( )+ −λ λ+ −a b+ −( )+ −
( )λ( )

λ λλ λ

B ∆ = −( )
( )+ −( )+ − ( )

+ −( ) ( )
( ) ( )+ −( )+ −

2

0

1

0

c
( )a b( )+ −( )+ −a b+ −( )+ − ( )a b( )−( )−a b−( )−
a c+ −a c+ − a c−a c−
( )a b( )−( )−a b−( )− ( )a b( )+ −( )+ −a b+ −( )+ −

λ
( )λ( )

λ
( )λ( )

C ∆ = ( )( ) ( ) ( ) ( )−( )−2 2

1 0 0

( )2( )
0 0 1

a c2 2a c2 2−2 2−a c−2 2− ( )c b( )−( )−c b−( )− b a( )b a( )−( )−b a−( )− ( )b a( )( )b( )λ λ)λ λ) −λ λ−(λ λ(2 2λ λ2 2)2 2)λ λ)2 2)(2 2(λ λ(2 2(a cλ λa c)a c)λ λ)a c)(a c(λ λ(a c(2 2a c2 2λ λ2 2a c2 2)2 2)a c)2 2)λ λ)a c)2 2)(2 2(a c(2 2(λ λ(a c(2 2( ( )λ( )( )b a( )λ( )b a( )

D ∆ = − +( )− +( )− + +( )+ + +( )+ +( )+ +λ λ− +λ λ− + λ+ +λ+ +3 2− +3 2− +λ λ3 2λ λ− +λ λ− +3 2− +λ λ− +( )2 2( )− +( )− +2 2− +( )− +( )2( ) ( )4 4 4( )+ +( )+ +4 4 4+ +( )+ + 8( )a b( )( )2 2( )a b( )2 2( )− +( )− +2 2− +( )− +a b− +2 2− +( )− + c a( )c a( ) + +c a+ +( )c a( )+ +( )+ +c a+ +( )+ +λc aλ+ +λ+ +c a+ +λ+ ++ +( )+ +4 4 4+ +( )+ +c a+ +4 4 4+ +( )+ +( )b a( )( )4 4 4( )b a( )4 4 4( )+ +( )+ +4 4 4+ +( )+ +b a+ +4 4 4+ +( )+ +( )c b( )( )4 4 4( )c b( )4 4 4( )+( )+4 4 4+( )+c b+4 4 4+( )+ c a( )c a( ) −c a− 8c a8 bc

• Question 3
La matrice A :

A est égale à sa transposée pour tout ( )a b( )a b c( )c, ,( ), ,a b, ,a b( )a b, ,a b ∈3 .

B est inversible pour tout ( )a b( )a b c( )c, ,( ), ,a b, ,a b( )a b, ,a b ∈3.

C n’est pas inversible car son déterminant est nul ∀ ( ) ∈( )a b( )( )c( )( ), ,( )( )a b( ), ,( )a b( ) 3.

D est inversible si et seulement si a et b sont non nuls.
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> QCM 1 Ensemble de matrices – Calcul de
puissances

• Question 1 : réponse D

• A2

2 1 1

1 2 1

1 1 2

=


































 = A IA I+A IA I2A I soit A A2A A2A A 2 0I2 0I− −A A− −A A 2 0=2 0 (1)

Les réponses A et B sont fausses.

Détermination de l’inverse d’une matrice

Si on connaît une relation du type a A a A a Ina Ana An + + + =a I+ =a I...+ +...+ + 1 0a A1 0a A a I1 0a I+ =1 0+ =a I+ =a I1 0a I+ =a I 0 avec a0 ≠ 0,
alors :

− +− +( )− +( )− + +( )+ = = − +( )− +( )− + +( )+− −( )− −( ) ( )−( )1 1( )1 1( )
0

( )1( )− +( )− +1− +( )− +( )− −( )1( )− −( )( )1 1( )1( )1 1( )( )1( ) 11 111 1

0

( )1( )− +( )− +1− +( )− +( )1( )
a

( )a A( )− +( )− +a A− +( )− +( )1 1( )a A( )1 1( )( )a I( )( )− −( )a I( )− −( )( )1 1( )a I( )1 1( )( )1( )a I( )1( ) A I= =A I= =− −A I− −1 1
A I

1 1
A− −A− −1 1
A

1 1
a

( )a A( )− +( )− +a A− +( )− +( )a I( )( )n( )( )a A( )n( )a A( )− +( )− +a A− +( )− +n− +a A− +( )− +( )n( )− +( )− +n− +( )− +( )1 1( )n( )1 1( ) ( )n( )( )n( )− +( )− +n− +( )− +( )...( ) d’= =d’ = =− −d’ − −1 1
d’ 

1 1
o= =o  = = − +− +( )− +( )− + +( )+1 − +( )− +1− +( )− +A= =A= = ( )a A( )− +( )− +a A− +( )− +( )a I( )( )1( )a I( )1( )( )a A( )n( )a A( )− +( )− +a A− +( )− +n− +a A− +( )− +− +( )− +n− +( )− +( )...( )ù− −ù− −1 1
ù

1 1
ù= =ù= =

• L’équation (1) s’écrit :
11
2

11
2

A A I A
1

I A
1

I A I A I−(A A(A A )I A)I A= −I A= −I AI A= −I A(I A(I AI A= −I A(I A= −I A )I A)I A =

Donc A est inversible et : A A IA A−A A= −A A= −A AA A= −A A(A A(A A(A A(A AA A= −A A(A A= −A A )1A A1A A
1

A A
1

A A
2

La réponse C est fausse.

• ( )1 2( )1 2( ) 021 2⇔ −1 2⇔ −1 21 2⇔ −1 2− =1 2− =1 2 ⇔1 2A A1 21 221 2A A1 221 21 2⇔ −1 2A A1 2⇔ −1 21 221 2⇔ −1 221 2A A1 2⇔ −1 221 2 I− =I− = A I A IA I+A I( ) A I−A I( )2 0A I2 0A I )2 0) =2 0=

Pour déterminer cette factorisation, on considère le polynôme P x x= −P x= −P x −2 2,
que l’on factorise dans  :

P x x P= +P x= +P x(P x(P x(P x(P xP x= +P x(P x= +P x ) ( )x P)x P⇔ =x P⇔ =x P1 2x P1 2x P1 2)1 2) x P−x P1 2x P−x P(1 2( 1 0x P1 0x P⇔ =1 0⇔ =x P⇔ =x P1 0x P⇔ =x Px Petx Px P1 0x P( )x P( )x P1 0( )1 0x P1 0x P( )x P1 0x P( )⇔ =( )⇔ =1 0( )1 0A1 0A( )A1 0A⇔ =1 0⇔ =( )⇔ =1 0⇔ =A⇔ =A1 0A⇔ =A( )A1 0A⇔ =A

La réponse D est bonne.

• Question 2 : réponses A et D

Méthode pour montrer que E est un espace vectoriel
• On cherche d’abord si E est inclus dans un espace vectoriel connu.
• On essaye ensuite de déterminer une famille génératrice de E.

Ici, E VE Vecectt  E V=E V (((( ))I AI A,,,I A,I A , donc E est le sous-espace vectoriel de  engendré par
(I, A) et (I, A) est une famille génératrice de E.

 QCM 1 Ensemble de matrices – Calcul de   

corrigés
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Par ailleurs, (I, A) est une famille libre car A n’est pas colinéaire à I :

A I≠ ∈A I≠ ∈A I (≠ ∈(≠ ∈ )λ λA Iλ λA I≠ ∈λ λ≠ ∈A I≠ ∈A Iλ λA I≠ ∈A I (λ λ(≠ ∈(≠ ∈λ λ≠ ∈(≠ ∈

Donc (I, A) est une base de E.
La réponse B est fausse.

•  est un anneau ;
- (E, +) est un groupe commutatif puisque E est un espace vectoriel ;
- M a b M aa I a b A bb A, ,b M, ,b M( )M a( )M a b M( )b M, ,( ), ,b M, ,b M( )b M, ,b Mb M×b Mb M, ,b M×b M, ,b M ( )a b( )a b, ,( ), ,a b, ,a b( )a b, ,a b = +( )a I( )a I b A( )b A= +( )= +a I= +a I( )a I= +a I ( )a I( )a I b A( )b A+( )+ = +aa= +aa I a= +I a( )I a( )I ab a( )b a b A( )b Ab a+b a( )b a+b a +( )′ ′( )a b( )a b′ ′a b( )a b ( )′ ′( )a I( )a I′ ′a I( )a I b A( )b A′ ′b A( )b A+( )+′ ′+( )+ ′ ′I a′ ′I a= +′ ′= +I a= +I a′ ′I a= +I a( )′ ′( )I a( )I a′ ′I a( )I ab a( )b a′ ′b a( )b a′ ′b A′ ′b A bb′ ′bb( )′ ′( )b A( )b A′ ′b A( )b A +′ ′+ 2

M a b M I a b A, ,b M, ,b M( )M a( )M a b M( )b M, ,( ), ,b M, ,b M( )b M, ,b Mb M×b Mb M, ,b M×b M, ,b M ( )a b( )a b, ,( ), ,a b, ,a b( )a b, ,a b = +( )aa( )aa bb( )bb= +( )= +aa= +aa( )aa= +aa I a+ +I a( )I a( )I ab a( )b a b b( )b bb A( )b A+ +( )+ +I a+ +I a( )I a+ +I ab a+ +b a( )b a+ +b a b b+b b( )b b+b b( )′ ′( )a b( )a b′ ′a b( )a b ( )′ ′( )bb( )bb′ ′bb( )bb= +( )= +′ ′= +( )= + ( )′ ′( )b a( )b a′ ′b a( )b ab a+ +b a( )b a+ +b a′ ′b a( )b a+ +b a b A( )b A′b A( )b A( )2( )( )′ ′( )2( )′ ′( ) d’après (1)

Donc E est stable pour la multiplication des matrices, et la multiplication des
matrices est commutative dans E.
- I appartient à E.
Donc E est un sous-anneau commutatif de .

La réponse A est bonne.

( )1 2( )1 2( ) 01 2⇔ +1 2⇔ +1 2⇔ +1 2⇔ +1 2(1 2(1 2(⇔ +(⇔ +1 2⇔ +1 2(1 2⇔ +1 2)1 2)1 2(1 2(1 2 ) =1 2A I1 21 2⇔ +1 2A I1 2⇔ +1 2A I1 2A I1 21 2−1 2A I1 2−1 2

Donc A I A I+ ≠A I+ ≠A I − ≠A I− ≠A I0 2A I0 2A I− ≠0 2− ≠A I− ≠A I0 2A I− ≠A I 0et0 2et0 2 sont des diviseurs de zéro, et E n’est pas
intègre. La réponse C est fausse.

M a b a b M M a b I, !b a, !b a , /b M, /b M , ,M a, ,M a( )M a( )M a b a( )b a, !( ), !b a, !b a( )b a, !b a, !⇔ ∃, !b a, !b a⇔ ∃b a, !b a( )b a( )b a b M( )b M, /( ), /b M, /b M( )b M, /b Mb M, /b M∈b M, /b M ( )a b( )a b, ,( ), ,a b, ,a b( )a b, ,a b ×, ,×, ,( )M a( )M a b I( )b I, ,( ), ,M a, ,M a( )M a, ,M a b I=b Ib a est inversible b ab a, !b a est inversible b a, !b ab a, !b a⇔ ∃b a, !b a b M , ,( )a b( )a b, ,( ), ,a b, ,a b( )a b, ,a b( )′ ′( )b M( )b M′ ′b M( )b M, /( ), /′ ′, /( ), /b M, /b M( )b M, /b M′ ′b M( )b M, /b M ( )′ ′( )b I( )b I′ ′b I( )b Ib M, /b Mb M, /b M2b M2b Mb M, /b M2b M, /b M

⇔ ∃ ( )
+ =
+ +( )+ +( )+ + =


























⇔ ≠
( )( )


( )⇔ ∃

d t⇔ ≠d t⇔ ≠

! ,( )! ,( )! ,( )! ,( )! ,( )! ,( )’ /( )’ /( ) ∈’ /∈’ /( )’ /( )’ /( )’ /( ) ( )( )a b( )( )a b( )( )! ,( )a b( )! ,( )( )! ,( )a b( )! ,( )
aa bb

baba ( )a b( )+ +( )+ +a b+ +( )+ +( )a b( )bb ( )S( )

S⇔ ≠S⇔ ≠

( )a b( )′( )a b( )( )! ,( )a b( )! ,( )′( )a b( )! ,( )
′ ′+ =′ ′+ =bb′ ′bb

′ ′+ +′ ′+ +( )′ ′( )+ +( )+ +′ ′+ +( )+ +( )a b( )′ ′( )a b( )+ +( )+ +a b+ +( )+ +′ ′+ +a b+ +( )+ + b′ ′b
’ /’ /2’ /2’ /

2 1+ =2 1+ =+ =bb+ =2 1+ =bb+ =′ ′2 1′ ′+ =′ ′+ =2 1+ =′ ′+ =bb′ ′bb2 1bb′ ′bb+ =bb+ =′ ′+ =bb+ =2 1+ =′ ′+ =bb+ =
0

éd téd t⇔ ≠d t⇔ ≠é⇔ ≠d t⇔ ≠ 000

d téd téd t S
a b
b a b

a ab b=
+

= +a a= +a ab b− =b b ( )a b( )a b( )a b( )a b ( )a b( )a b
a b2a b

2 2b b2 2b b− =2 2− =b b− =b b2 2b b− =b b ( )2 2( )a b( )a b2 2a b( )a ba b−a b( )a b−a b2 2a b( )a b−a b ( )2 2( )a b( )a b2 2a b( )a ba b+a b( )a b+a b2 2a b( )a b+a b2 2a a2 2a ab b2 2b b= +2 2= +a a= +a a2 2a a= +a a 2 22 22 2b b2 2b b2 2b b2 2b b

donc : M a b a b et a b( )M a( )M a b a( )b a,( ), ⇔ ≠b a⇔ ≠b a ≠ −b a est inversible  b ab a⇔ ≠b a b et a 2

La réponse D est bonne.

• Question 3 : réponse A
• Démontrons par récurrence la proposition (2) : A a I b AnA anA an nI bn nI b= +A a= +A a I b= +I bn n= +n nI bn nI b= +I bn nI b

– A I a b0A I0A I 0 0a b0 0a b1 0a b1 0a b0 01 00 0a b0 0a b1 0a b0 0a b= =a b= =a ba b0 0a b= =a b0 0a b= =A I= =A I 1 0=1 0donc= =donc= =a b0 0a beta b0 0a ba b1 0a beta b1 0a ba b0 0a b1 0a b0 0a beta b1 0a b0 0a b : la proposition est vraie à l’ordre zéro.

– A A a b1A A1A A 1 1a b1 1a b0 1a b0 1a b1 10 11 1a b1 1a b0 1a b1 1a b= =a b= =a ba b1 1a b= =a b1 1a b= =A A= =A A 0 1=0 1donc= =donc= =a b1 1a beta b1 1a ba b0 1a beta b0 1a ba b1 1a b0 1a b1 1a beta b0 1a b1 1a b : la proposition est vraie à l’ordre 1.

– Supposons la proposition vraie à l’ordre n ≥ 1 :

A A A a A b A a A b b I A a I b An nA An nA A n nA bn nA b n nA bn nA b n nb In nb I n nA an nA a n
+n n+n nA An nA A+A An nA A + += =A A= =A A A a= =A a + =A b+ =A b A a+ =A an n+ =n nA bn nA b+ =A bn nA b + ++ +A b+ +A bn n+ +n nA bn nA b+ +A bn nA b (+ +(+ + ) = +b I= +b In n= +n nb In nb I= +b In nb I ( )a b( )a bn n( )n na bn na b( )a bn na bn n( )n na bn na b( )a bn na ba b+a b( )a b+a b = +A a= +A a I b= +I bn n= +n nA an nA a= +A an nA a + += ++ +

1 2A a1 2A a A b1 2A b A a1 2A an n1 2n nA An nA A1 2A An nA A + =1 2+ =A b+ =A b1 2A b+ =A b A a+ =A a1 2A a+ =A a 1 1I b1 1I b+ +1 1+ +I b+ +I b1 1I b+ +I bn+ +n1 1n+ +nI bnI b+ +I bnI b1 1I b+ +I bnI b= +1 1= +I b= +I b1 1I b= +I b+ += ++ +1 1+ += ++ +I b+ +I b= +I b+ +I b1 1I b= +I b+ +I b2 2I A2 2I A+ +2 2+ +I A+ +I A2 2I A+ +I A)2 2) = +2 2= +

Par ailleurs, (Par ailleurs, (
NON

( )

Donc NON
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La proposition est vraie à l’ordre n + 1.
La réponse A est bonne.

• D’après ce qui précède :
a b

b a b
n na bn na b

n nb an nb a nbnb

a b+a bn n+n na bn na b+a bn na b

b a+b an n+n nb an nb a+b an nb a

a b=a b

= +b a= +b an n= +n nb an nb a= +b an nb a










a b1a bn n1n na bn na b1a bn na b

b a1b an n1n nb an nb a1b an nb a

a b2a ba bn na b2a bn na b

Donc ∀ ∈
− −











−

−

n+1n∀ ∈n∀ ∈
b b− −b b− −

a b=a b=
n nb bn nb b

n na bn na b
* bn+bn+ 2 0=2 0=b b2 0b bn n2 0n nb bn nb b2 0b bn nb b

a b2a ba bn na b2a bn na b
12 012 0

1

Les réponses B et C sont fausses.

• On reconnaît une récurrence linéaire d’ordre 2 :

b

,

00

n+1

= =

∀ ∈ − −


























−

0 1= =0 1= =0 10 1= =0 1= =0 1

2 0=2 0=2 0

10 110 1= =0 1= =1= =0 1= =

12 012 0

,,,

( )3( )3*

b0 1b0 1= =0 1= =b= =0 1= =1b10 110 1b0 110 1= =0 1= =1= =0 1= =b= =1= =0 1= =

n b,n b, n+n bn+1n b1∀ ∈n b∀ ∈ − −n b− −*n b* b2 0b2 0n n2 0n n2 0n bn nn b bn nb2 0b2 0n n2 0b2 0n bn bn bbn bn+n bn+bn+n bn+

Équation caractéristique de (3) : r r r r2r r2r r 2 0 1 2r r1 2r r− −r r− −r r = ⇔2 0= ⇔2 0 r r= −r r1 2=1 2= ⇔ r r1 2r rour r1 2r rour r1 2r r

donc bnbnb n n= −( ) ( ) ∈ ( )α βnα βn= −α β= −(α β(= −(= −α β= −(= − )α β) α β α β1 2α β1 2α βnα βn1 2nα βn)α β)1 2)α β) +α β+1 2+α β+ 2 2(2 2( )2 2)α β2 2α βan1 2 vec , ,), ,) ∈, ,∈ (, ,(α β, ,α β α β, ,α β ( ( ) ) ∈ ∈α β α β2 2 2 2)2 2) )2 2) ∈2 2∈ ∈2 2∈2 2 2 2(2 2( (2 2(α β2 2α β α β2 2α β, , , ,(, ,( (, ,(α β, ,α β α β, ,α β

b

b
0b0b

1b1b

0

1

0

2 1

=
=










 ⇔

+ =
− + 2 1=2 1












α β+ =α β+ =
α β2 1α β2 1− +α β− +

d’où α = −
1
3

et β =
1
3

Finalement : ∀ ∈ ( )



 + −+ −(+ −(+ − )+ −+ −+ −+ −+ −+ −+ −+ − 




+Ann I∀ ∈n I∀ ∈ = −n I= −= −n I= −(n I( )n I) +n I+n I= −= −n I= −= −n I



n I

= −= −= −= −n I= −= −= − n I

n I


n I

n IAn IAnn In Ann Inn Inn Inn I n nn In I,n I,n I,

1
n I

1
n I

3
2 1(2 1(n I2 1n I= −n I= −2 1= −n I= −(n I(2 1(n I(= −(= −n I= −(= −2 1= −n I= −(= − 2n I2n I

1
3

1 2)1 2) +1 2++1 2+n1 2n 11 211 2

La réponse D est fausse.

• Question 4 : réponses C et D

• B A I A A I B
A I

2B A2B A 2I A2I A2

A I2A I

2 3A I2 3A I 3= +B A= +B A(B A(B A(B A= +B A(B A= +B A )I A)I A= +I A= +I A2= +2 2 3+ =2 3A I2 3A I+ =A I2 3A I A I+A I( ) =
A I+A I


C A A I A I C
A I

2C A2C A 2 2

A I2A I

2 4I A2 4I AI A2I A2 4I A2I A22 42 4 3A I4 3A I 2 3A I2 3A I= −C A= −C A(C A(C A(C A(C AC A= −C A(C A= −C A )I A2 4I A)I A2 4I A2 4= −2 4I A2 4I A= −I A2 4I A A I+ =A I4 3+ =4 3A I4 3A I+ =A I4 3A I − −A I− −A I− −4 3− −4 3(− −(− − )2 3)2 32 3= −2 3
A I+A I


Donc, par récurrence immédiate : ∀ ∈ = = −( )− −∀ ∈k B∀ ∈k B∀ ∈∀ ∈k B∀ ∈ B e= =B e= =B eB et C= =t C= =t C Ck k k kk Bk B*k B*k B, 3= =, 3= =, 3k B, 3k B, 3k Bk k, 3k k 31 1

Ces résultats sont vrais pour k = 1, mais faux pour k = 0 puisque B C I0 0B C0 0B C= =B C= =B C .

La réponse A est fausse.

La formule du binôme (A + B)n est valable dans un anneau à condi-
tion que A et B commutent (AB = BA), ce qui est le cas dans E, mais
pas dans . La réponse B est fausse.

La formule du binôme (
tion que 
pas dans 

NON
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• A B C A B C
n

k
B Cn

n

n

n

kB CkB Cn k

k

n

= +A B= +A BA B= +A B(A B(A B(A B= +A B(A B= +A B )C A)C A = +B C= +B C= += +(= +(= + ) =














( )B C)B Cn k−n k

=
∑1

A B
1

A B
3

A B2A BA B= +A B2A B= +A B
1
3

2= +2= +
1
3

2
0

doncC AdoncC A

D’après l’assertion D de la question 1 : A I A IA I+A I( ) A I−A I( )2 0A I2 0A I )2 0) =2 0=
donc BC CB= =CB= =CB 0.
Dès lors, il ne reste que le premier et le dernier terme :

A BA B C B CnA BnA Bn

n n nC Bn nC B nA B=A B(A B(A B) +A BA BA BA BA BA BA BA B C BC Bn nn nC Bn nC BC Bn nC BC BC BC BC BC BC BC B= +C BC Bn nC B= +C Bn nC BC B= +C BC B= +C BC Bn nC B= +C Bn nC B ( )n nn nC Bn nC BC Bn nC BC B= +C BC B= +C BC Bn nC B= +C Bn nC BC B= +C Bn nC BC BC BC B= +C BC B= +C BC B= +C BC B= +C BC BC B= +C B 



−1

A B
1

A B
3

A B2A B
1n n1n nC Bn nC B
1

C Bn nC B
3

2 1C B2 1C BC Bn nC B2 1C Bn nC B= +2 1= +C B= +C B2 1C B= +C BC Bn nC B= +C Bn nC B2 1C B= +C Bn nC B −2 1−(2 1( 1

La réponse C est bonne.

• D B I
n

k

n

k
B I

n

k
nD BnD B n

k

n
kB IkB I

k

n

= +D B= +D B(D B(D B(D B= +D B(D B= +D B ) =




















= +B I= +B I












= =

∑ ∑
n

∑ ∑
n

k∑ ∑k
B I∑ ∑B Ik∑ ∑kB IkB I∑ ∑B IkB I

∑ ∑
∑ ∑∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑

∑ ∑
∑ ∑∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑

= +∑ ∑= +B I= +B I∑ ∑B I= +B I
k ∑ ∑B I∑ ∑B I= +∑ ∑= +B I= +B I∑ ∑B I= +B I

0 1
3kkk

k

n

nB I S BnS Bn
−

=
∑ = +B I= +B I1

1

1
3

Or : S
n

k

n

kn
k

n
k

k

n
n n=













− = +( ) − =
= =
∑ ∑

n
∑ ∑

n

k∑ ∑k
k∑ ∑k∑ ∑

∑ ∑∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑

∑ ∑
∑ ∑∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑

3 3
k

3 3
k


3 3




3 3


3 3




3 3





3 3



3 3




3 3


3 3




3 3





3 3
∑ ∑3 3∑ ∑k∑ ∑k3 3k∑ ∑k =∑ ∑=3 3=∑ ∑= 1 3− =1 3− = (1 3( 1 1n1 1n1 1)1 1) − =1 1− = 4 1n4 1n −4 1−

1 0k1 0k k1 0k1 0 1 0= =1 0= =k= =k1 0k= =k k= =k1 0k= =k= =1 0= = = =1 0= =

donc : D B In nD Bn nD BD B= −D BD B= −D B( )D B( )D Bn n( )n nD Bn nD B( )D Bn nD BD B= −D B( )D B= −D B +
1n n1n nD Bn nD B
1

D Bn nD B
3

( )4 1( )D B( )D B4 1D B( )D Bn n( )n n4 1n n( )n nD Bn nD B( )D Bn nD B4 1D B( )D Bn nD BD B= −D B( )D B= −D B4 1D B( )D B= −D B

La réponse D est bonne.

> QCM 2 Matrices nilpotentes – Changement
de base

• Question 1 : réponses B et D

Dans l’ensemble des matrices, il existe des diviseurs de zéro.

La réponse A est fausse.

• N N= ⇒N N= ⇒N N0 0N N0 0N N= ⇒0 0= ⇒N N= ⇒N N0 0N N= ⇒N N =0 0=20 020 0N N= ⇒N N0 0N N= ⇒N N donc, par contraposée : N N2N N2N N0 0N N0 0N N≠ ⇒N N≠ ⇒N N0 0≠ ⇒0 0N N0 0N N≠ ⇒N N0 0N N ≠0 0≠0 0N N0 0N N≠ ⇒N N0 0N N

La réponse B est bonne.

• N f N fN f= ⇔N f = ≠N f= ≠N f⇔ ≠N f⇔ ≠N f0 0N f0 0N fN f= ⇔N f0 0N f= ⇔N f = ≠0 0= ≠ 0 0N f0 0N f⇔ ≠0 0⇔ ≠N f⇔ ≠N f0 0N f⇔ ≠N f2 2N f2 2N fN f= ≠N f2 2N f= ≠N f0 02 20 0N f0 0N f2 2N f0 0N f⇔ ≠0 0⇔ ≠2 2⇔ ≠0 0⇔ ≠N f⇔ ≠N f0 0N f⇔ ≠N f2 2N f0 0N f⇔ ≠N fN f= ⇔N f0 0N f= ⇔N fN f0 0N f donc= ≠donc= ≠N f0 0N f

f u f u2 3f u2 3f u 2f u2f u0 0f u0 0f u f u0 0f u2 30 02 3f u2 3f u0 0f u2 3f uf u= ⇔f uf u2 3f u= ⇔f u2 3f uf u0 0f u= ⇔f u0 0f uf u2 3f u0 0f u2 3f u= ⇔f u0 0f u2 3f u0 0∀ ∈0 0f u0 0f u∀ ∈f u0 0f u2 30 02 3∀ ∈2 30 02 3f u2 3f u0 0f u2 3f u∀ ∈f u0 0f u2 3f u0 0=0 0f u0 0f u= ⇔f u0 0f uf u0 0f u0 00 0∀ ∈0 0f u0 0f u∀ ∈f u0 0f u0 00 02 30 02 32 30 02 3, (f u, (f uf u2f u, (f u2f u0 0, (0 0f u0 0f u, (f u0 0f uf u2f u0 0f u2f u, (f u0 0f u2f u0 0, (0 0)0 0)0 0

donc, en prenant les négations :

f u f u2 3f u2 3f u 2f u2f u0 0f u0 0f u f u0 0f u2 30 02 3f u2 3f u0 0f u2 3f uf u≠ ⇔f uf u2 3f u≠ ⇔f u2 3f uf u0 0f u≠ ⇔f u0 0f uf u2 3f u0 0f u2 3f u≠ ⇔f u0 0f u2 3f u0 0∃ ∈0 0f u0 0f u∃ ∈f u0 0f u2 30 02 3∃ ∈2 30 02 3f u2 3f u0 0f u2 3f u∃ ∈f u0 0f u2 3f u ≠0 0≠0 0f u0 0f u≠ ⇔f u0 0f uf u0 0f u0 00 0f u0 0f u0 00 02 30 02 32 30 02 3, (f u, (f uf u2f u, (f u2f u0 0, (0 0f u0 0f u, (f u0 0f uf u2f u0 0f u2f u, (f u0 0f u2f u0 0, (0 0)0 0)0 0

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Dans l’ensemble des matrices, il existe des diviseurs de zéro.
NON
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• Question 2 : réponses B et D

dim 3 3= , donc toute famille libre de 3 vecteurs est une base.
La réponse A est fausse.

• Cherchons si ( )f u( )f u f u( )f u u( )u2( )2f u2f u( )f u2f u( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u , (( ), (f u, (f u( )f u, (f u),( )), est libre.

Supposons que ∀ ∈ + + =u f∀ ∈u f∀ ∈ u f u u+ +u u+ +u fu f3 2u f3 2u f 0u f, (u fu f3 2u f, (u f3 2u f ) (+ +) (+ +u f) (u f+ +u f+ +) (+ +u f+ +)+ +)+ +u u)u u+ +u u+ +)+ +u u+ +α βu fα βu f u fα βu f3 2u f3 2u f, (α β, (u f, (u fα βu f, (u f3 2, (3 2α β3 2, (3 2u f3 2u f, (u f3 2u fα βu f, (u f3 2u f u f) (u fα βu f) (u f+ +u f+ +) (+ +u f+ +α β+ +) (+ +u f+ + γu uγu u (1)

alors :

∀ ∈

+ + =

+ +( )u∀ ∈u∀ ∈

f u f u+ +f u+ + u

f f(f f( u f+ +u f+ +u u+ +u u+ +3

2f u2f u
2

0 (1)

+ +u f+ +

α β+ +α β+ +f uα βf uf u2f uα βf u2f u γ

α βf fα βf f u fα βu f+ +u f+ +α β+ +u f+ +2α β2 u fα βu f+ +u f+ +α β+ +f fα βf f γ α)γ α) =γ α=u uγ αu u

α β( )α βf uα βf u( )f uα βf u ( )+ +( )+ +f u( )f u+ +f u+ +( )+ +f u+ +

α β( )α βu fα βu f( )u fα βu fα β( )α βu fα βu f( )u fα βu f( )u fα βu f( )u fα βu f ( )+ +( )+ +u u( )u u+ +u u+ +( )+ +u u+ + f uff uf f u f u f

f f u f u u f

3 2f u3 2f u f u3 2f u
2

( )f u( )f u3 2( )3 2f u3 2f u( )f u3 2f u ( )f u( )f u ( )0( )0

( )u u( )u u

+ +3 2+ +3 2 =

+ +u u+ +u u+ +u f+ +u f ( )+ +( )u u( )u u+ +u u( )u u(f f(f f )
β γf uβ γf u3 2β γ3 2f u3 2f uβ γf u3 2f u( )β γ( )f u( )f uβ γf u( )f u+ +β γ+ +f u+ +f uβ γf u+ +f u3 2+ +3 2β γ3 2+ +3 2f u3 2f u+ +f u3 2f uβ γf u+ +f u3 2f u( )+ +( )β γ( )+ +( )f u( )f u+ +f u( )f uβ γf u+ +f u( )f u

α βf fα βf f u fα βu f2α β2( )α β( )u f( )u fα βu f( )u f( )α β( )u f( )u fα βu f( )u fu f+ +u fα βu f+ +u f γ αu uγ αu u)γ α) =γ α=u f+ +u fu fα βu fα βf fα βf f ( )α β( )u f( )u fα βu f( )u fu f+ +u fα βu f+ +u f

(2)
2f f2f f 4 344 34 2 2( )4 3( )4 3 ( )2 2( )2 2( )0( )0u f4 3u f4 3( )u f( )4 3( )4 3u f4 3( )4 3 u f u f2 2u f2 2( )u f( )2 2( )2 2u f2 2( )2 2u f+ +u f4 3u f4 3+ +4 3u f4 3 u f=u f

























β γ4 3β γ4 3( )β γ( )u fβ γu f4 3u f4 3β γ4 3u f4 3 u fβ γu f( )u f( )β γ( )u f( )+ +β γ+ +4 3+ +4 3β γ4 3+ +4 3( )+ +( )β γ( )+ +( )u f+ +u fβ γu f+ +u f4 3u f4 3+ +4 3u f4 3β γ4 3+ +4 3u f4 3 u f+ +u fβ γu f+ +u f( )u f( )+ +( )u f( )β γ( )+ +( )u f( ) (3)

f est linéaire, donc : f ff f( )f f ( )0 0f f0 0f ff f( )f f0 0f f( )f f ( )0 0( ) 020 020 0= =( )= =( )0 0= =0 0f f0 0f f= =f f0 0f f ( )0 0( )= =( )0 0( )

De plus, N 3 = 0 donc : f u f u3 4f u3 4f u f u3 4f u 0( )f u( )f u3 4( )3 4f u3 4f u( )f u3 4f u ( )f u( )f u( )f u( )f u= =f u= =f u( )= =( )f u( )f u= =f u( )f u et f u2f u2f u 0( )f u( )f u ≠

Alors : ∀ ∈

+ + =

+ =u∀ ∈u∀ ∈

f u f u+ +f u+ + u

f u f u+ =f u+ =3

2f u2f u
2f u2f u

0

0

(1)

(2)

α β+ +α β+ +f uα βf uf u2f uα βf u2f u γ

β γ+ =β γ+ =f uβ γf uf u2f uβ γf u2f u

γ

α β( )α βf uα βf u( )f uα βf u ( )+ +( )+ +f u( )f u+ +f u+ +( )+ +f u+ +

β γ( )β γf uβ γf u( )f uβ γf u ( )+ =( )+ =f u( )f u+ =f u+ =( )+ =f u+ =

f uff uf 2f u2f u 0( )f u( )f u =





















 (3)

d’où : α β γ= =α β= =α β = 0 .

( )f u( )f u f u( )f u u( )u2( )2f u2f u( )f u2f u( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u , (( ), (f u, (f u( )f u, (f u),( )), est donc une famille libre de 3.

La réponse B est bonne.

• ( )f u( )f u f u( )f u u( )u2( )2f u2f u( )f u2f u( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u , (( ), (f u, (f u( )f u, (f u),( )), est donc une base, et par conséquent une famille généra-

trice de 3.
La réponse C est fausse.

• La matrice de f dans la base ( )f u( )f u f u( )f u u( )u2( )2f u2f u( )f u2f u( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u , (( ), (f u, (f u( )f u, (f u),( )), est obtenue en mettant en
colonne les cordonnées des images par f des vecteurs de cette base dans
cette base.

– f f u f2 3u f2 3u f 0( )u( )u( )f f( )f f u f( )u f2 3( )2 3u f2 3u f( )u f2 3u f( )( )( )u f( )u f( )u f( )u f2 3( )2 3( )2 3( )2 3u f2 3u f( )u f2 3u f( )u f( )u f2 3u f= =u f= =u f ( )= =( )u( )u= =u( )u a pour coordonnées (0, 0, 0) ;

– f f u f ( )u( )u( )f f( )f f u f( )u f( )( )( )u f( )u f( )u f( )u fu f=u f 2 a pour coordonnées (1, 0, 0) ;

– f (u) a pour coordonnées (0, 1, 0).

Donc ( )f u( )f u f u( )f u u( )u2( )2f u2f u( )f u2f u( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u , (( ), (f u, (f u( )f u, (f u),( )), est la base dans laquelle la matrice de f s’écrit A’.

La réponse D est bonne.

diNON
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• Question 3 : réponses B et D

• A A2 3A A2 3A A
1 1 1

A A2 2 2A AA A2 3A A2 2 2A A2 3A A
1 1 1

0 02 30 02 3A A2 3A A0 0A A2 3A AA A=A AA A− − −A AA A2 2 2A A− − −A A2 2 2A A




A AA A2 32 3A A2 3A AA A2 3A A




A AA A





A AA AA AA A




A AA A2 32 3A A2 3A AA A2 3A A




A AA A





A AA AA AA A≠ =A A≠ =A AA A2 3A A≠ =A A2 3A A0 0≠ =0 0A A0 0A A≠ =A A0 0A A2 30 02 3≠ =2 30 02 3A A2 3A A0 0A A2 3A A≠ =A A0 0A A2 3A AA A2 3A A0 0A A2 3A AetA A0 0A A2 3A A≠ =et≠ =0 0≠ =0 0et0 0≠ =0 0A A0 0A A≠ =A A0 0A AetA A≠ =A A0 0A AA A2 3A A0 0A A2 3A A≠ =A A0 0A A2 3A AetA A2 3A A0 0A A2 3A A≠ =A A2 3A A0 0A A2 3A A donc A est nilpotente d’indice 3.

La réponse A est fausse.

• ’ est la base ( )f u( )f u f u( )f u u( )u2( )2f u2f u( )f u2f u( )( )( )f u( )f u( )f u( )f u , (( ), (f u, (f u( )f u, (f u),( )), pour u = e3 donc, d’après l’assertion D de
la question 2.

La réponse B est bonne.

• A I M A I A A IA I−A I( ) = −M A= −M A(M A(M A(M A(M AM A= −M A(M A= −M A )I A)I A( )I A( )I A A I( )A I+ +( )+ +A I+ +A I( )A I+ +A I = −A I= −A I2 3A I2 3A I( )2 3( )A I( )A I2 3A I( )A I+ +( )+ +2 3+ +( )+ +A I+ +A I( )A I+ +A I2 3A I( )A I+ +A I 3 (formule de Bernoulli)

donc : A I M IA I−A I( ) M I= −M I La réponse C est fausse.

Finalement : I A M M I A II A−I A( ) = −I A= −I A= −M M= −M M (= −(= − ) =

donc M est inversible et M I AM I−M I= −M I= −M I1M I1M I .
La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponse D

• g e e f e A1 1e f1 1e f 2 2

0

0

1

1

2

1
(g e(g e )1 1)1 1= =e f= =e f1 1= =1 1e f1 1e f= =e f1 1e f ( )e A( )e A3( )3e A3e A( )e A3e Ae A=e A



































 = −





= −= −




= −= −




= −= −= −= −
















e f′e f , g e e f e A1 2e f1 2e f

0

0

1

1

1

1
(g e(g e )1 2)1 2= =e f= =e f1 2= =1 2e f1 2e f= =e f1 2e f ( )e A( )e A3( )3e A3e A( )e A3e Ae A=e A



































 = −





= −= −




= −= −




= −= −= −= −
















e f′e f

et g e e e3 3e e3 3e e3

0

0

1
( )g e( )g e3 3( )3 3= =e e= =e e3 3= =3 3e e3 3e e= =e e3 3e e =



































′e e′e e donc B = −





= −= −




= −= −




= −= −= −= −


















1 0 0

2 1−2 1− 0

1 1 1

Les réponses A et B sont fausses.

Symétrie orthogonale

g g et g o g Idg Idg Ig g syg gm tg gm tg grieg grie  g gém tém tg gm tg gég gm tg g⇔ ∈g g⇔ ∈g gg g⇔ ∈g g ( ) g I=g I 3

Dans ce cas, g est la symétrie par rapport à Ker ( )g I( )g Id( )dg Idg I( )g Idg Ig I−g I( )g I−g I suivant
Ker ( )g I( )g Id( )dg Idg I( )g Idg Ig I+g I( )g I+g I .

• Le calcul donne B 2 = I donc g est une symétrie.

v
x
y
z

d B
x
y
z

=


































 ∈ −( )g I( )g Id B( )d Bg Id Bg I( )g Id Bg I ⇔ −d B⇔ −d B( )d B( )d B⇔ −( )⇔ −d B⇔ −d B( )d B⇔ −d B





























= ⇔ − −
















Ke∈ −Ke∈ −r 0d Br 0d B yr 0y∈ −r 0∈ −( )r 0( )g I( )g Ir 0g I( )g Id B( )d Br 0d B( )d Bg Id Bg I( )g Id Bg Ir 0g I( )g Id Bg I∈ −( )∈ −r 0∈ −( )∈ −g I∈ −g I( )g I∈ −g Ir 0g I( )g I∈ −g Id B⇔ −d Br 0d B⇔ −d B( )r 0( )d B( )d Br 0d B( )d B I( )Ir 0I( )I⇔ −( )⇔ −r 0⇔ −( )⇔ −d B⇔ −d B( )d B⇔ −d Br 0d B( )d B⇔ −d B r 0

r 0


r 0

 r 0

r 0


r 0

 = ⇔r 0= ⇔

0 0 0

2 2− −2 2− − 0

1 1 0





















































 =

⇔ + =

x
y
z

x y⇔ +x y⇔ +

0

0
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donc Ker ( )g I( )g Id( )dg Idg I( )g Idg Ig I−g I( )g I−g I est le plan d’équation x + y = 0.

v
x
y
z

d B
x
y
z

=


































 ∈ +( )g I( )g Id B( )d Bg Id Bg I( )g Id Bg I∈ +( )∈ +g I∈ +g I( )g I∈ +g I ⇔ +d B⇔ +d B( )d B( )d B I( )I⇔ +( )⇔ +d B⇔ +d B( )d B⇔ +d B



































 = ⇔ −Ke∈ +Ke∈ + d B∈ +r  ∈ +g I( )g Id B( )d Bg Id Bg I( )g Id Bg I∈ +( )∈ +g I∈ +g I( )g I∈ +g Id Bd B⇔ +d B = ⇔yd B⇔ +d B( )I( )I⇔ +( )⇔ +d B⇔ +d B( )d B⇔ +d B   = ⇔= ⇔0= ⇔0= ⇔= ⇔0= ⇔

2 0 0

2 0 0

1 111 11 2

0

0

2 0







































































 =

⇔
=
+ =2 0+ =2 0












x
y
z

x
y z2 0y z2 0+ =y z+ =2 0+ =2 0y z2 0+ =2 0

donc Ker (g + Id) est la droite d’équations
x
y z

=
+ =y z+ =y z












0

2 0y z2 0y z+ =2 0+ =y z+ =y z2 0y z+ =y z
.

La réponse C est fausse.

• g est une symétrie, donc : g g−g g=g g1g g1g g , B BB B−B BB B=B B1B B1B B et A B AB′ =A B′ =A B =−1 B A B

La réponse D est bonne.

> QCM 3 Résolution d’un système

• Question 1 : réponses B et C

Racines nèmes de l’unité
L’ensemble Un des racines nèmes de l’unité est :

Unn

i
k

e ke ke ke ke kn= ∈= ∈e k= ∈e ke kn { }{ }n{ }n −{ }−



























e ke k



e ke k


e ke k

e ke k



e ke k


e ke k
2

{ }0 1{ }0 1{ }1{ }
π

e kavece kavece k= ∈e kavece k= ∈e k { }, ,{ }{ }0 1{ }, ,{ }0 1{ }, ,{ }...,{ }

soit encore, en posant ω
π

=














 
















e
i

n
2

:

Unn = { }{ }n{ }n{ }1{ }1{ }2 1{ }n{ }n2 1n{ }n{ }−{ }2 1{ }−{ }{ }, ,{ }, ,{ },{ },{ }...,{ }{ }ω ω{ }ω ω{ }, ,{ }ω ω{ }, ,{ }{ }ω{ }{ }2 1{ }ω{ }2 1{ }
La somme des racines nèmes de l’unité est nulle, et leurs images forment
un polygone régulier à n côtés inscrit dans le cercle trigonométrique.

• Pour n = 3 :

U avec
i

33

2
3 1

2
3

2
= { }{ }{ }2{ }221{ }11 = = − +− +


= == =












 

= == =














{ }, ,{ }, ,{ }j j{ }j j{ }, ,{ }j j{ }, ,{ } j e= =j e= = i
π

j ij i2j i2j i
1

j i
1

j i
2

j i
2

j i
3

2
1j i= −j i− ≠− ≠j i− ≠j i . La réponse A est fausse.j iNON
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• j 3 = 1
La réponse B est bonne.

• j j j j2 2j j2 2j j j j2 2j j1 0j j1 0j j2 21 02 2j j2 2j j1 0j j2 2j j= +2 2= +2 21 0= +1 02 21 02 2= +2 21 02 2= +j j= +j j2 2= +2 2j j2 2j j= +j j2 2j j 1 0+ =1 0j j1 0j j+ =j j1 0j j2 21 02 2+ =2 21 02 2j j2 2j j1 0j j2 2j j+ =j j1 0j j2 2j j2 2et2 2et= +et= +2 2= +2 2et2 2= +2 2

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

• Question 2 : réponse A
• Effectuons des combinaisons linéaires des équations :

x y z a

x j y j z b

x j y j z c

+ +x y z+ +x y z =

+ +x j+ +x j y j+ +y j z b=z b

+ +x j+ +x j y j+ +y j z c=z c

(1)

y j z b+ +y j+ +y j (2)

z c

2

2+ +2+ + (3)























( ) ( ) ( )1 2( )1 2( ) ( )3( )21 2+ +1 2j j( )j j( )1 2j j1 2( )1 2( )j j( )1 2( )1 2j j1 22j j21 221 2j j1 221 2+ +j j+ +( )+ +( )j j( )+ +( )1 2+ +1 2j j1 2+ +1 2( )1 2( )+ +( )1 2( )j j( )+ +( )1 2( )1 221 2+ +1 221 2j j1 2+ +1 221 2 s’écrit :

1 1 12 31 12 31 1
1

3

1

4 2 2( )1 1( )1 12 3( )2 31 12 31 1( )1 12 31 11 1+ +1 1( )1 1+ +1 1 +


2 3


2 3











+ +1+ +1+ +



+ ++ +







+ ++ +


+ ++ +





















= + +( )j j( )1 1( )1 1j j1 1( )1 12 3( )2 3j j2 3( )2 31 12 31 1( )1 12 31 1j j1 1( )1 12 31 11 1+ +1 1( )1 1+ +1 1j j1 1( )1 1+ +1 11 12 31 1+ +1 12 31 1( )1 1+ +1 12 31 1j j1 12 31 1+ +1 12 31 1( )1 12 31 1+ +1 12 31 1x j1 1x j1 12 3x j2 31 12 31 1x j1 12 31 1+ +x j+ +1 1+ +1 1x j1 1+ +1 12 3+ +2 3x j2 3+ +2 31 12 31 1+ +1 12 31 1x j1 1+ +1 12 31 11 1+ +1 1x j1 1+ +1 11 12 31 1+ +1 12 31 1x j1 1+ +1 12 31 12 3


2 3x j2 3


2 31 12 31 1


1 12 31 1x j1 1


1 12 31 1


x j


1 12 31 11 12 31 1x j1 11 12 31 1x j1 1+ +1 11 1+ +1 1x j1 11 1+ +1 11 12 31 1+ +1 12 31 11 1+ +1 12 31 1x j1 12 31 1+ +1 12 31 11 12 31 1+ +1 12 31 11 12 31 1


1 12 31 11 1


1 12 31 1x j1 12 31 1


1 12 31 11 12 31 1


1 12 31 1




x j




j y3j y3


j y



j y


j y




j y








j y




j j4 2j j4 2+j j+4 2+4 2j j4 2+4 2 z a= +z a= + bj c
j

x j   jjjcjcjcjc

soit : 3 1 2 2y x3 1y x3 1z j3 1z j3 1 j a2 2j a2 2bj2 2bj2 2 cj3 1+ +3 13 1y x3 1+ +3 1y x3 13 1+ +3 13 1y x3 1+ +3 1y x3 1(3 1(3 1(y x(y x3 1y x3 1(3 1y x3 13 1+ +3 1(3 1+ +3 13 1y x3 1+ +3 1y x3 1(3 1+ +3 1y x3 1)z j)z j3 1z j3 1)3 1z j3 1( )2 2( )2 2z j( )z j3 1z j3 1( )3 1z j3 1 j a( )j a2 2j a2 2( )2 2j a2 2+ +( )+ +z j+ +z j( )z j+ +z j = +2 2= +2 2j a= +j a2 2j a2 2= +2 2j a2 2 + (4)

La réponse A est bonne et la réponse D est fausse.

• (1) + (2) + (3) s’écrit :

3 1 2 2x j3 1x j3 1 j y2 2j y2 2 z a b c3 1x j3 1+ +3 1x j3 1( )2 2( )2 2x j( )x j3 1x j3 1( )3 1x j3 1 j y( )j y2 2j y2 2( )2 2j y2 2x j+ +x j( )x j+ +x j3 1x j3 1+ +3 1x j3 1( )3 1+ +3 1x j3 1 +( )+ + +2 2+ +2 2( )2 2( )2 212 21( )12 21 j j( )j j2 2j j2 2( )2 2j j2 2+ +( )+ +1+ +1( )1+ +12 2+ +2 2( )2 2+ +2 212 21+ +12 21( )1+ +12 21 j j+j j( )j j+j j = +z a= +z a b c+b c

soit :

3 1x y3 1x y3 1z j3 1z j3 1 j a b c3 1+ +3 13 1x y3 1+ +3 1x y3 1( )3 1( )3 1x y( )x y3 1x y3 1( )3 1x y3 1z j( )z j3 1z j3 1( )3 1z j3 13 1+ +3 1( )3 1+ +3 13 1x y3 1+ +3 1x y3 1( )3 1+ +3 1x y3 1( )2( )2z j( )z j3 1z j3 1( )3 1z j3 1 j a( )j a2j a2( )2j a2+ +( )+ +z j+ +z j( )z j+ +z j = +j a= +j a b c+b c (5)

La réponse B est fausse.

• ( ) ( ) ( )1 2( )1 2( ) ( )3( )21 2+ +1 2j j( )j j( )1 2j j1 2( )1 2( )j j( )1 2( )+ +j j+ +( )+ +( )j j( )+ +( )1 2+ +1 2j j1 2+ +1 2( )1 2( )+ +( )1 2( )j j( )+ +( )1 2( ) s’écrit :

1 12 21 12 21 1 4 314 31
1

3

1

( )1 1( )1 12 2( )2 21 12 21 1( )1 12 21 11 1+ +1 1( )1 1+ +1 1 +


2 2


2 2


2 2


2 22 2


2 2




4 3


4 3


4 3


4 34 3


4 3


+ +1+ +14 3+ +4 314 31+ +14 31+ +4 3+ +4 3


4 3


4 3


4 3


4 3

+ ++ +4 3+ +4 3


4 3+ +4 34 3


4 3


4 3


4 3

















= + +( )j j( )1 1( )1 1j j1 1( )1 11 1+ +1 1( )1 1+ +1 1j j1 1( )1 1+ +1 1x j1 1x j1 12 2x j2 21 12 21 1x j1 12 21 1+ +x j+ +1 1+ +1 1x j1 1+ +1 12 2+ +2 2x j2 2+ +2 21 12 21 1+ +1 12 21 1x j1 1+ +1 12 21 11 1+ +1 1x j1 1+ +1 11 12 21 1+ +1 12 21 1x j1 1+ +1 12 21 12 2


2 2x j2 2


2 21 12 21 1


1 12 21 1x j1 1


1 12 21 1


x j


1 12 21 11 12 21 1x j1 11 12 21 11 1+ +1 11 1+ +1 1x j1 11 1+ +1 11 12 21 1+ +1 12 21 11 1+ +1 12 21 1x j1 12 21 1+ +1 12 21 11 12 21 1+ +1 12 21 12 2


2 22 2


2 2x j2 22 2


2 21 12 21 1


1 12 21 11 1


1 12 21 1x j1 12 21 1


1 12 21 11 12 21 1


1 12 21 1


x j



x j
1 1+ +1 11 1+ +1 1


1 11 1+ +1 1x j1 1+ +1 11 1+ +1 1


1 1+ +1 11 1+ +1 1







x j




j y4 3j y4 3j y4 3j y4 34 3


4 3j y4 3


4 3j y4 34 3j y4 34 34 3


4 34 3


4 3j y4 34 3


4 3
j y
j y


j y


j y




j y





j y




j j4 3j j4 3 +j j+ z a= +z a= + bj cj
j

j y
j y  

222

soit :
3 1 2 2z x3 1z x3 1y j3 1y j3 1 j a2 2j a2 2bj2 2bj2 2cj2 2cj2 23 1+ +3 13 1z x3 1+ +3 1z x3 1( )3 1( )3 1z x( )z x3 1z x3 1( )3 1z x3 1y j( )y j3 1y j3 1( )3 1y j3 13 1+ +3 1( )3 1+ +3 13 1z x3 1+ +3 1z x3 1( )3 1+ +3 1z x3 1( )2 2( )2 2y j( )y j3 1y j3 1( )3 1y j3 1 j a( )j a2 2j a2 2( )2 2j a2 2+ +( )+ +y j+ +y j( )y j+ +y j = +2 2= +2 2j a= +j a2 2j a2 2= +2 2j a2 2+2 2+2 2 (6)

La réponse C est fausse.
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• Question 3 : réponse C

Le déterminant du système (E) s’écrit : d t Eéd téd t ( )) =
1 1 1

1

1

2

2

j j
j j2j j2

En effectuant la transformation L L L L L L2 2L L2 2L L 1 3L L1 3L L 3 1L L3 1L L← −L L← −L L2 2← −2 2L L2 2L L← −L L2 2L L ← −L L← −L L3 1← −3 1L L3 1L L← −L L3 1L L1 3 , 1 3L L1 3L L , L L1 3L L on obtient :

d t Eéd téd t ( )) = −= − −
− −

= = −( )= −( )= − ( )
1 1 1

0 1= −0 1= − 1

0 1 1

1 1− −1 1− −
1 1− −1 1− −

( )1 1( )− −( )− −1 1− −( )− −2

2

21 121 1
2

2 ( )2( )( )1 1( )2( )1 1( )2
j j0 1j j0 1= −0 1= −j j= −0 1= −
j j− −j j− −0 1j j0 1− −0 1− −j j− −0 1− −2j j20 120 1j j0 120 1

j j− −j j− −1 1j j1 1− −1 1− −j j− −1 1− −
j j− −j j− −1 1j j1 1− −1 1− −j j− −1 1− −2j j2

j j( )j j( )j j( )j j( )= −( )= −j j= −( )= − ( )j j( )1 1j j1 1( )1 1( )j j( )1 1( ) − −1 1− −j j− −1 1− −( )1 1( )j j( )1 1( )− −( )− −1 1− −( )− −j j− −1 1− −( )− −2j j21 121 1j j1 121 1 = −== −= ( )= −( )= −3= −3= −( )2( )( )j j( )= −( )= −j j= −( )= −( )2( )j j( )2( )

d t Eéd téd t ( ) ≠ 0 donc (E) est un système de Cramer admettant une solution unique.

En remplaçant dans les équations (4), (5) et (6) 1 2+ +j j+ +j j+ + par 0, on obtient :

a b c a bj cj a bj ca bj ca b jj cjj c
, ,( )x y z( )x y zx y z, ,x y z( )x y z, ,x y z =

+ +a b+ +a b + +bj+ +bj a b+ +a bj c+ +j ca bj ca b+ +a bj ca b











3 3

, ,
3 3

, ,
3

2 2cj2 2cj a b2 2a bj c2 2j ca bj ca b2 2a bj ca b j2 2jj cjj c2 2j cjj c+ +2 2+ + a b+ +a b2 2a b+ +a bj c+ +j c2 2j c+ +j ca bj ca b+ +a bj ca b2 2a b+ +a bj ca b

La réponse C est bonne, les réponses A, B et D sont fausses.

Il est judicieux d’imaginer ici des combinaisons linéaires qui font apparaî-
tre la quantité 1 021 021 01 0+1 01 0+ +1 01 0+1 0+ +1 0+1 01 0+ =1 01 021 0+ =1 021 01 0=1 01 0+ =1 0=1 0+ =1 0j j1 0j j1 0j j1 0j j1 01 0+ +1 0j j1 0+ +1 01 0+ =1 0j j1 0+ =1 01 0+ +1 0+ =1 0+ +1 0j j1 0+ =1 0+ +1 0, et de ne pas résoudre par substitution.

• Question 4 : réponse D

Si c j( )a b( )a b c j( )c j, ,( ), ,a b, ,a b( )a b, ,a b c j=c j( )c j( )c j j( )j, ,( ), ,c j, ,c j( )c j, ,c jc j( )c j1c j( )c j( )2( ), alors , ,( )x y z( )x y zx y z, ,x y z( )x y z, ,x y z = ( )0 1, ,0 1, ,0 : x, y, et z sont tous réels,
mais a, b et c ne sont pas tous réels (condition non nécessaire).

Les réponses A et C sont fausses.

• Si ( )x y z( )x y zx y z, ,x y z( )x y z, ,x y z ∈3 , alors, d’après l’équation (1), a x y z= +x y z= +x y z+x y z+x y z est réel.

La réponse B est fausse.

• Si a est réel, et b et c complexes conjugués : b cb c=b c , et b + c est réel.
Alors :

– x
a b c

=
+ +a b+ +a b

3
est réel.

– y
a bj ca bj ca b jj cjj c

=
a b+ +a bj c+ +j ca bj ca b+ +a bj ca b 2j c2j cj c+ +j c2j c+ +j c

3
et y

a b j c j a cj bj
y=

+ +a b+ +a b j c+ +j c
=

+ +cj+ +cj
=

2 2j c2 2j c j a2 2j a cj2 2cj bj2 2bjj c+ +j c2 2j c+ +j c + +2 2+ +cj+ +cj2 2cj+ +cj
3 3

, donc y est réel.

– z
a bj ca bj ca b jj cjj c

=
a b+ +a bj c+ +j ca bj ca b+ +a bj ca b 2

3
et z

a b j c j a cj bj
z=

+ +a b+ +a b j c+ +j c
=

+ +cj+ +cj
=

2 2j a2 2j a cj2 2cj+ +2 2+ +cj+ +cj2 2cj+ +cj
3 3

, donc z est réel.

La condition de l’assertion D est suffisante.

Si 
mais NON
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Si ( )( )x y z( )x y zx y z, ,x y z( )x y z, ,x y z ∈33 :

– d’après (1) : a x y z= +x y z= +x y z+x y z+x y z est réel.
– d’après (2) et (3) : b x j y j z= +b x= +b x + 2j z2j z et b x j y j z x j y jz cy jz cy j= +b x= +b x + =j z+ =j z + +x j+ +x j y j+ +y jz c=z c2+ +2+ +2j z2j zj z+ =j z2j z+ =j z

donc b et c sont complexes conjugués.

La condition de l’assertion D est nécessaire.
La réponse D est bonne.

Il faut absolument éviter de manipuler dans cette question les expressions
algébriques des complexes, l’exploitation des relations entre complexes
conjugués étant beaucoup plus rapide.

> QCM 4 Matrice d’un endomorphisme

• Question 1 : réponse B
La matrice A est obtenue par la définition analytique de l’endomorphisme f :

x
y
z

A

x
y
z

′
′
′

















































=

















































donc A
c a
a c
a c

=
( )b c( )b cb c+b c( )b c+b c c a−c a( ) ( )b a( )b ab a−b a( )b a−b a

( )c b( )c bc b−c b( )c b−c b +a c+a c( ) ( )a b( )a ba b−a b( )a b−a b

( )b c( )b cb c−b c( )b c−b c a c−a c( ) ( )a b( )a ba b+a b( )a b+a b

































La réponse B est bonne, les réponses A, C et D sont fausses.

• Question 2 : réponses A et C

• La matrice A I− λA I− λA I s’écrit : A I
c a

a c
a c

− =A I− =A I
( )b c( )b cb c+b c( )b c+b c − −c a− −c a− −(− −(− − ) ( )b a( )b ab a−b a( )b a−b a

( )c b( )c bc b−c b( )c b−c b +a c+a c( ) − −( )a b( )a b− −( )− −a b− −a b( )a b− −a b

( )b c( )b cb c−b c( )b c−b c a c−a c( ) ( )a b( )a ba b+a b( )a b+a b −




λA IλA IA I− =A IλA I− =A I

λ− −λ− −
λ− −λ− −

λ

































et son déterminant ∆ s’écrit : ∆ =
( ) − −(− −(− − ) ( )

( ) +( ) − −( )− −( )− −
( ) ( ) ( ) −

( )b c( )+( )+b c+( )+ c a− −c a− − ( )b a( )−( )−b a−( )−
( )c b( )−( )−c b−( )− a c+a c+ ( )a b( )− −( )− −a b− −( )− −
( )b c( )−( )−b c−( )− a c−a c− ( )a b( )+( )+a b+( )+

λ− −λ− −
λ− −λ− −

λ

Il serait hasardeux de tenter d’ajouter ou retrancher des lignes et des
colonnes à ∆ jusqu’à obtenir l’un des déterminants des assertions A, B et C.
Il est en effet difficile de prévoir les combinaisons « gagnantes », et par
ailleurs certaines assertions sont fausses. Nous calculerons donc séparément
chaque déterminant.
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On effectue tout d’abord sur ∆ la transformation : L L L L L L1 1L L1 1L L 3 2L L3 2L L 2 3L L2 3L L← +L L← +L L1 1← +1 1L L1 1L L← +L L1 1L L ← +L L← +L L2 3← +2 3L L2 3L L← +L L2 3L L3 2, 3 2L L3 2L L, L L3 2L L

∆ =
( ) ( ) ( ) −

= −( )( )
2 0

0 2 2 2= −2 2= −2 22 2= −2 2= −(2 2(= −(= −2 2= −(= −
1 0 1

0 1 1

b b2 0b b2 0− −2 0− −b b− −2 0− −
a a− −a a− −

( )b c( )−( )−b c−( )− a c−a c− ( )a b( )+( )+a b+( )+
a b= −a b= − )a b)( )a b( )

λ λ− −λ λ− −b bλ λb b− −b b− −λ λ− −b b− −2 0b b2 0λ λ2 0b b2 0− −2 0− −b b− −2 0− −λ λ− −b b− −2 0− −2b b2λ λ2b b2− −2− −b b− −2− −λ λ− −b b− −2− −
λ λ2 2λ λ2 2− −2 2− −λ λ− −2 2− −a aλ λa a− −a a− −λ λ− −a a− −2 2a a2 2λ λ2 2a a2 2− −2 2− −a a− −2 2− −λ λ− −a a− −2 2− −

λ
λ λ)λ λ)( )λ λ( )−( )−λ λ−( )−a bλ λa b)a b)λ λ)a b)( )a b( )λ λ( )a b( )( )2( )a b( )2( )λ λ( )a b( )2( )

c a c a( )−( )−b( )b c a( )c acc ac( )cc ac −(c a(c a )c a)c a( )c a( )c a b( )b+( )+ − λ

On effectue ensuite la transformation : C C C3 3C C3 3C C 1C1C← −C C← −C C3 3← −3 3C C3 3C C← −C C3 3C C

∆ = ( )( )
( ) ( ) +( ) −

2 2

1 0 0

0 1 1a b)a b)( )a b( )a b2 2a b2 2−2 2−a b−2 2−
( )b c( )−( )−b c−( )− a c−a c− a c+a c+

λ λ)λ λ)( )λ λ( )−( )−λ λ−( )−a bλ λa b)a b)λ λ)a b)( )a b( )λ λ( )a b( )2 2a b2 2λ λ2 2a b2 2)2 2)a b)2 2)λ λ)a b)2 2)( )2 2( )a b( )2 2( )λ λ( )a b( )2 2( )
λ

On développe par rapport à la première ligne :

∆ = ( )( ) ( ) ( )+( )+ −
= −( )= −( )= − ( )( )+ −( )+ − − +( )− +( )2 2( ) 1 1 ( )2 2( )= −( )= −2 2= −( )= −a b( )a b( )( )a b( )( )a b( )( )2 2( )a b( )2 2( )−( )−2 2−( )−a b−2 2−( )− ( )a c( )−( )−a c−( )− ( )a c( )+( )+a c+( )+

a b( )a b( )( )a b( )( )a b( )( )2 2( )a b( )2 2( )= −( )= −2 2= −( )= −a b= −2 2= −( )= − ( )a c( )+ −( )+ −a c+ −( )+ −( )a c( )− +( )− +a c− +( )− +λ λ( )λ λ( )( )λ λ( )−( )−λ λ−( )−a bλ λa b( )a b( )λ λ( )a b( )( )a b( )λ λ( )a b( )2 2a b2 2λ λ2 2a b2 2( )2 2( )a b( )2 2( )λ λ( )a b( )2 2( )( )2 2( )a b( )2 2( )λ λ( )a b( )2 2( ) λ
λ λ( )λ λ( )( )λ λ( )−( )−λ λ−( )−a b( )a b( )λ λ( )a b( )a bλ λa b( )a b( )λ λ( )a b( )( )a b( )λ λ( )a b( )2 2a b2 2λ λ2 2a b2 2( )2 2( )a b( )2 2( )λ λ( )a b( )2 2( )( )2 2( )a b( )2 2( )λ λ( )a b( )2 2( )( )λ( )

= −(= −(= − )( ) −( )2 2= −2 2= − 2a b)a b)a b( )a b( )2 2a b2 2= −2 2= −a b= −2 2= − cλ λ)λ λ)( )λ λ( )−( )−λ λ−( )−a bλ λa b)a b)λ λ)a b)a bλ λa b)a b)λ λ)a b)( )a b( )λ λ( )a b( )2 2a b2 2λ λ2 2a b2 2)2 2)a b)2 2)λ λ)a b)2 2)( )2 2( )a b( )2 2( )λ λ( )a b( )2 2( ) λ

= − + +( )+ +( )+ + +( )+ − +( )− +( )− + +λ λ+ +λ λ+ + λ− +λ− +3 2+ +3 2+ +λ λ3 2λ λ+ +λ λ+ +3 2+ +λ λ+ +( )2 2( )+ +( )+ +2 2+ +( )+ +( )2( ) ( )4 4 4( )− +( )− +4 4 4− +( )− + 8( )a b( )( )2 2( )a b( )2 2( )+ +( )+ +2 2+ +( )+ +a b+ +2 2+ +( )+ + c a( )c a( ) − +c a− +( )c a( )− +( )− +c a− +( )− +λc aλ− +λ− +c a− +λ− +− +( )− +4 4 4− +( )− +c a− +4 4 4− +( )− +( )b a( )( )4 4 4( )b a( )4 4 4( )− +( )− +4 4 4− +( )− +b a− +4 4 4− +( )− +( )c b( )( )4 4 4( )c b( )4 4 4( )+( )+4 4 4+( )+c b+4 4 4+( )+ c a( )c a( ) +c a+ 8c a8 bc

La réponse D est fausse.

• Comparons maintenant le résultat obtenu à ceux des assertions A, B et C.

En développant par rapport à la première colonne le déterminant de
l’assertion A, on obtient :

2

1

0

2c c−( )
( )c b( )c bc b−c b( )c b−c b ( )b c( )b cb c−b c( )b c−b c

( )a b( )a b ( )a b( )a ba b−a b( )a b−a b

( )a b( )a ba b−a b( )a b−a b ( )a b( )a b+ −( )+ −a b+ −a b( )a b+ −a b
= −2= −2c= −c= −(= −(= − )λ λλ λ0λ λ0)λ λ) ( )λ λ( )a b( )a bλ λa b( )a b+ −( )+ −λ λ+ −( )+ −a b+ −a b( )a b+ −a bλ λa b( )a b+ −a b

( )λ( )
λλ λλ λ

( )a b( )a b+ −( )+ −a b+ −a b( )a b+ −a b λ( )λ(( )( ( )
( ) ( )+ −( )+ −

( )a b( )−( )−a b−( )−
( )a b( )−( )−a b−( )− ( )a b( )+ −( )+ −a b+ −( )+ −( )λ( )

= −( )= −( )= − ( ) ( )− −( )− −






( )2( )= −( )= −2= −( )= − 2 2( )2 2( )( )c a( )= −( )= −c a= −( )= − b a( )b a( ) − −b a− −( )b a( )− −( )− −b a− −( )− −2 2b a2 2( )2 2( )b a( )2 2( )( )b( )( )2 2( )b( )2 2( )λ λ( )λ λ( ) ( )λ λ( )+ −( )+ −λ λ+ −( )+ −λ λ

λ λc aλ λc a( )c a( )λ λ( )c a( ) ( )c a( )λ λ( )c a( )c aλ λc a
c aλ λc a


c a

λ λc a

( )b a( )λ λ( )b a( )+ −( )+ −b a+ −( )+ −λ λ+ −b a+ −( )+ −

= −( )= −( )= − ( )( )−( )−( )2 2( )= −( )= −2 2= −( )= − ( )2( )a b( )a b( )( )a b( )( )2 2( )a b( )2 2( )= −( )= −2 2= −( )= −a b= −2 2= −( )= − ( )c( )λ λ( )λ λ( )( )λ λ( )−( )−λ λ−( )−a bλ λa b( )a b( )λ λ( )a b( )( )a b( )λ λ( )a b( )2 2a b2 2λ λ2 2a b2 2( )2 2( )a b( )2 2( )λ λ( )a b( )2 2( )( )2 2( )a b( )2 2( )λ λ( )a b( )2 2( )( )λ( )

La réponse A est bonne.
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• En développant par rapport à la première colonne le déterminant de
l’assertion B, on obtient :

2

0

1

0

2c a c a c c−( )
( )a b( )a b+ −( )+ −a b+ −a b( )a b+ −a b ( )a b( )a ba b−a b( )a b−a b

+ −a c+ −a c( ) a c−a c( )
( )a b( )a ba b−a b( )a b−a b ( )a b( )a b+ −( )+ −a b+ −a b( )a b+ −a b

= − −( )λ
( )λ( )

λ
( )λ( )

λ
b a( )a( )a +( )+ b a( )b abb ab( )bb abb a−b a( )b a−b a( )b a( )b a b( )b−( )−

( )a b( )a ba b−a b( )a b−a b ( )a b( )a b+ −( )+ −a b+ −a b( )a b+ −a b
( )λ( )b a( )b aλb a( )b a

( )λ( )

= − ( ) ( ) ( )− −( )− −






( )2( ) 2 2( )2 2( )( )c a( )−( )−c a−( )− b a( )b a( ) − −b a− −( )b a( )− −( )− −b a− −( )− −2 2b a2 2( )2 2( )b a( )2 2( )( )b( )( )2 2( )b( )2 2( )λ λ( )λ λ( ) ( )λ λ( )+ −( )+ −λ λ+ −( )+ −λ λ

λ λc aλ λc a( )c a( )λ λ( )c a( )c aλ λc a( )c a( )λ λ( )c a( ) c aλ λc a
c aλ λc a


c a

λ λc a

( )b a( )λ λ( )b a( )+ −( )+ −b a+ −( )+ −λ λ+ −b a+ −( )+ −

= − ( )( )( )−( )−( )2 2( ) ( )2( )a b( )a b( )( )a b( )( )a b( )( )2 2( )a b( )2 2( )−( )−2 2−( )−a b−2 2−( )− ( )c( )λ λ( )λ λ( )( )λ λ( )−( )−λ λ−( )−a bλ λa b( )a b( )λ λ( )a b( )( )a b( )λ λ( )a b( )2 2a b2 2λ λ2 2a b2 2( )2 2( )a b( )2 2( )λ λ( )a b( )2 2( )( )2 2( )a b( )2 2( )λ λ( )a b( )2 2( )( )λ( )

La réponse B est fausse.

• En développant par rapport à la deuxième colonne le déterminant de
l’assertion C, on obtient :

2 2

1 0 0

0 0 1

2 2
1

a c2 2a c2 2 b a b ab a b c2 2a c2 2−2 2a c2 2( )( ) ( )c b( )c bc b−c b( )c b−c b ( )2( )2b a( )b ab a−b a( )b a−b a( )b a( )b a b a( )b a(b a(b a( )2 2)2 2( )2 2( )2 2b c( )b cb c−b c( )b c−b c(b c(b c( )λ λ2 2λ λ2 2a cλ λa c2 2a c2 2λ λ2 2a c2 2)λ λ)2 2)2 2λ λ2 2)2 2a c)a cλ λa c)a c2 2a c2 2)2 2a c2 2λ λ2 2)2 2a c2 2 −λ λ−(λ λ(2 2(2 2λ λ2 2(2 2a c(a cλ λa c(a c2 2a c2 2(2 2a c2 2λ λ2 2(2 2a c2 2 λ λλ λ2 2λ λ2 2b aλ λb a b aλ λb a2 2b a2 2λ λ2 2b a2 2b aλ λb ab aλ λb ab aλ λb a2 2b a2 2λ λ2 2b a2 2( )λ λ( )b a( )b aλ λb a( )b a( )λ λ( )b a( )b aλ λb a( )b a b a( )b aλ λb a( )b a−( )−λ λ−( )− 2 2= −2 2λ λ2 2= −2 2b a= −b aλ λb a= −b a2 2b a2 2= −2 2b a2 2λ λ2 2= −2 2b a2 2b a= −b aλ λb a= −b ab a(b aλ λb a(b a(λ λ(b a(b aλ λb a(b ab a= −b a(b a= −b aλ λb a(b a= −b a λ λb cλ λb c2b c2λ λ2b c2λ λb cλ λb c( )λ λ( )b c( )b cλ λb c( )b c −λ λ−(λ λ(b c(b cλ λb c(b c
000

0 1

= −(= −(= − )( ) −( )2 2= −2 2= − 2a b)a b)a b( )a b( )2 2a b2 2= −2 2= −a b= −2 2= − cλ λ)λ λ)( )λ λ( )−( )−λ λ−( )−a bλ λa b)a b)λ λ)a b)a bλ λa b)a b)λ λ)a b)( )a b( )λ λ( )a b( )2 2a b2 2λ λ2 2a b2 2)2 2)a b)2 2)λ λ)a b)2 2)( )2 2( )a b( )2 2( )λ λ( )a b( )2 2( ) λ

La réponse C est bonne.

• Question 3 : aucune réponse n’est bonne
• La matrice A ai jA a=A aA aA aA aA aA aA aA aA a  ∈ ( )3  n’est pas égale à sa transposée pour

tout ( )a b( )a b c( )c, ,( ), ,a b, ,a b( )a b, ,a b ∈3 , car elle n’est pas symétrique pour tout ( )a b( )a b c( )c, ,( ), ,a b, ,a b( )a b, ,a b ∈3 .
Par exemple :

a c a12a c12a c= −a c= −a c , a c b21a c21a c= −a c= −a c , et si a b≠a b≠a b : a a12a a12a a21≠a a≠a a

La réponse A est fausse.

Le déterminant de A est égal au déterminant ∆ pour la valeur λ = 0 :

d téd téd t A abcA a=A aA a8A a

A est inversible si et seulement si d téd téd t A ≠ 0.

Donc, A est inversible si et seulement si a, b et c sont non nuls.

Les réponses B, C et D sont fausses.

Le déterminant de 
NON
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énoncés
« Développement limité d’ordre n au voisinage de a » est noté ici
« DLn(a) ».

> QCM 1 Prolongement par continuité,
branches infinies

• Question 1

Soient les fonctions u x
x

x x f x x x
x

: ln cos : cos
/

et 
1 1+( ) +( ) définies

au voisinage de 0.
On note  la courbe représentative de f dans un repère orthonormé.

A Pour obtenir un DL2 (0) de f, il suffit de prendre un DL2 (0) de

ln x xcox xcosx xs+x x+x x( ) .

B f x eu x(f x(f x) = (u x(u x) donc, si p x x x(p x(p x) = + +x x+x xα β= +α β= + γx xγx x2 est la partie régulière du

DL2 (0) de u, alors on peut utiliser le DL2 (0) de exp pour écrire :

f x p x
p x

o x(f x(f x) = + (p x(p x) + (p x(p x) + ( )o x( )o x1= +1= +
2

2

( )2( )
!

C Le DL f x e x x o2DL2DL 2 2x o2 2x o0 1e x0 1e x0 1f x0 1f x0 1f x0 1f x0 1
4
3

( )0 1)0 1(f x(f x(f x(f xf x0 1f x(f x0 1f x)0 1)0 1e x= −e xe x0 1e x= −e x0 1e x0 1= −0 1e x0 1e x= −e x0 1e x −0 10 1e x0 1e xe x0 1e x


e x


e xe x0 1e x


e x0 1e xe x0 1e xe x0 1e xe x0 1e x= −e x0 1e xe x= −e x0 1e x0 10 10 10 1e x0 1e xe x0 1e xe xe x0 1e x


e x


e xe x


e xe x0 1e x


e x0 1e xe x


e x0 1e x 2 22 2x o2 2x ox o2 2x o


x o


x ox ox ox o2 2x ox o2 2x o2 22 2


2 22 2x o2 2x ox o2 2x ox ox o2 2x o


x o


x ox o


x ox o+x o2 2+2 2x o2 2x o+x o2 2x o( )x( )x2 2( )2 2x2 2x( )x2 2xde0 1de 0 1es0 1 es0 1t :0 1t :0 1f0 1f0 1 .

D Du DL2 (0) de f, on déduit un prolongement par continuité de f

en 0 en une fonction dérivable en 0, et un positionnement de 

au-dessus de sa tangente au point A(0, e).

• Question 2 (d’après EPL 2008)
Soit la fonction réelle f de la variable réelle x définie par :

f x e x xx( ) = +( )1 2/ .

On note  la courbe représentative de f dans un repère orthonormé.

A Aux voisinages de + ∞ − ∞et , on a :

x x x
x x

o
x

+(x x(x x ) = + − +− + 























2 1= +2 1= +2 1)2 1) = +2 1= +x= +x2 1x= +x


2 1


= +


= +2 1= +


= += +


= +2 1= +


= += += +2 1= += +




2 1




= +


= += +


= +2 1= += +


= += +


= += +


= +2 1= += +


= +
1 1

2x x2x x
1

2 2o2 2o
x2 2x

− +2 2− +
2 22 2

.

B En + ∞,  admet pour asymptote la droite d’équation y = x + 2,

et  est au-dessus de son asymptote.

C En − ∞,  admet pour asymptote la droite d’équation y = x + 2,

et  est en dessous de son asymptote.

D En − ∞,  admet pour asymptote la droite d’équation y = −x −2,

et  est en dessous de son asymptote.
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• Question 3

Soit la fonction f x x
x

: arctan 2 1
1−






. On note  sa représentation

graphique.

A ∀ ∈ + 













=∀ ∈x x∀ ∈x x∀ ∈x x∀ ∈x x∀ ∈
x

x xx x*, ax x, ax x, arctax xrctax xn a+n a+x xn ax x rctan
1

2
π .

B Le DL
x

x x o x2
2 2o x2 2o x0

1
2

( ) 













− +x x− +x x +2 2+2 2( )o x( )o x2 2( )2 2o x2 2o x( )o x2 2o xde est:arctan
π

.

Le DL2 de f au voisinage de 1 est :

C
π

π
π

2
1 1

2
2 1 2 2+ −π+ −π+ −(+ −(+ − )1 1)1 1(1 1(1 1) + −+ −+ −




+ −+ −+ −+ −


2 12 1


2 12 12 12 1


2 1−2 1(2 1(2 1( ) + −( )1( )12 2( )2 212 21( )12 21+ −( )+ −(( )(2 2(2 2( )2 2(2 2+ −(+ −( )+ −(+ −(( )( )( ))2 2)2 2( )2 2)2 2x x2 1x x2 1x x2 1x x2 1x x2 1x x2 1x x1 1x x1 11 1−1 1x x1 1−1 1)x x) + −x x+ −+ −x x+ −+ −x x+ −+ −+ −x x+ −+ −


x x


+ −


+ −x x+ −


+ −+ −+ −x x+ −+ −+ −+ −+ −+ −x x+ −+ −+ −


x x


+ −


+ −+ −


+ −x x+ −+ −


+ − 2 12 1x x2 12 1


x x


2 1


2 1x x2 1


2 12 12 1x x2 12 12 12 12 12 1x x2 12 12 1


x x


2 1


2 12 1


2 1x x2 12 1


2 1(x x(2 1(2 1x x2 1(2 1 o x+ −o x+ −( )o x( )+ −( )+ −o x+ −( )+ −( )o x( )+ −( )+ −o x+ −( )+ −(( )(o x(( )(+ −(+ −( )+ −(+ −o x+ −( )+ −(+ −

D
π

π
π

2
1 1

2
1 1 2 2+ −π+ −π+ −(+ −(+ − )1 1)1 1(1 1(1 1) + −+ −+ −




+ −+ −+ −+ −


1 11 1


1 11 11 11 1


1 1−1 1(1 1(1 1( ) + −( )1( )12 2( )2 212 21( )12 21+ −( )+ −(( )(2 2(2 2( )2 2(2 2+ −(+ −( )+ −(+ −(( )( )( ))2 2)2 2( )2 2)2 2x x1 1x x1 1x x1 1x x1 1x x1 1x x1 1x x1 1x x1 11 1−1 1x x1 1−1 1)x x) + −x x+ −+ −x x+ −+ −x x+ −+ −+ −x x+ −+ −


x x


+ −


+ −x x+ −


+ −+ −+ −x x+ −+ −+ −+ −+ −+ −x x+ −+ −+ −


x x


+ −


+ −+ −


+ −x x+ −+ −


+ − 1 11 1x x1 11 1


x x


1 1


1 1x x1 1


1 11 11 1x x1 11 11 11 11 11 1x x1 11 11 1


x x


1 1


1 11 1


1 1x x1 11 1


1 1(x x(1 1(1 1x x1 1(1 1 o x+ −o x+ −( )o x( )+ −( )+ −o x+ −( )+ −( )o x( )+ −( )+ −o x+ −( )+ −(( )(o x(( )(+ −(+ −( )+ −(+ −o x+ −( )+ −(+ − .

• Question 4
On étudie dans cette question le comportement au voisinage de + ∞ de la fonction
f définie à la question 3.

A f x x(f x(f x)
+ ∞
∼ donc le développement asymptotique de f au voisinage

de + ∞ à la précision
1
x

est de la forme : f x x b
c
x

o
x

(f x(f x) = +x b= +x b + ++ + 













1
.

B Dans le cas où l’assertion A est jugée exacte, il faut, pour obtenir

ce développement asymptotique, déterminer le DL2 de

arctan
1

1x −














au voisinage de + ∞.

C Le développement asymptotique de f au voisinage de + ∞ à la

précision
1
x

est : f x x
x

o
x

(f x(f x) = +x= +x − +− + 













1
2

3
1

.

D En + ∞,  admet pour asymptote la droite d’équation y x= +y x= +y x 1,

et  est au-dessus de son asymptote.
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> QCM 2 Dérivabilité et équation

différentielle
Soit la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :

f x
x x x

x
( ) =

−
−

ch sh
ch 1

.

On note  la courbe représentative de f dans un repère orthonormé.

• Question 1

A Si f admet un DL2(0) : f x x x o x(f x(f x) = + + +x x+ +x x ( )o x( )o xα β= +α β= + γx xγx xx x+ +x xγx x+ +x x2 2o x2 2o x+ +2 2+ + ( )2 2( )o x( )o x2 2o x( )o x , f étant

impaire, on en déduit que γ = 0, donc f n’a pas de DL2(0), mais

seulement un DL1(0).

B ch x
x

− 1
20

2

∼ et x x x xchx xch x x sh x x− ∈x x− ∈x x− ∈sh− ∈sh ( )∼ − ∈∼ − ∈(∼ (∼ x x∼ x xx x− ∈x x∼ x x− ∈x x
0

3∼ 3∼ α αx xα αx x (α α(∼ α α∼ x x∼ x xα αx x∼ x x− ∈∼ − ∈α α− ∈∼ − ∈x x− ∈x x∼ x x− ∈x xα αx x∼ x x− ∈x x (∼ (α α(∼ (− ∈(− ∈∼ − ∈(− ∈α α− ∈∼ − ∈(− ∈∼ 3∼ α α∼ 3∼ − ∈∼ − ∈3− ∈∼ − ∈α α− ∈3− ∈∼ − ∈ donc, pour

obtenir un DL3(0) de f, il faut utiliser des DL5(0) de x x xchx xch x x sh−
et de ch x − 1 .

Le DL3(0) de f est :

C f x x xx x o x(f x(f x) = += +x x= +x x + ( )o x( )o x
2
3

1
90

3 3o x3 3o x+3 3+ ( )3 3( )o x( )o x3 3o x( )o x

D f x x xx x o x(f x(f x) = += +x x= +x x + ( )o x( )o x
2
3

1
60

3 3o x3 3o x+3 3+ ( )3 3( )o x( )o x3 3o x( )o x

• Question 2
Dans cette question, on pose f (0) = 0.

A f est continue mais non dérivable en 0.

B f est 3 fois dérivable en 0, car toute fonction admettant un DLn(a)

est n fois dérivable en a.

Du DL3(0) de f, on déduit que  admet une tangente ∆ au point O, et que :

C  est au-dessus de ∆

D  est au-dessus de ∆ pour x > 0, et en dessous pour x < 0.



chapitre 11 : Développements limités

221

énoncés

• Question 3
Soit l’équation différentielle :

ch sh shx y y x x x−( ) + =1 ′ (E)

A Φ : ch shx x x xshx xshx xx x x x−x x est une primitive sur  de

ϕ : sh: s: sx x: s: sx x: s x: sx x: s: sx x: s .

B Les solutions de (E) sur  +
* sont les fonctions :

x f x C Cx f x f x f x C x C C Cx f x f ( ( )x C)x Cx C x C)x C x C + ∈ C C+ ∈C C + ∈ x C x C+ ∈x C x C ( ( ( (  + ∈ ( + ∈ ) .

C g x f x
e
x

g x:g x
ch

g x  (f x(f x) −
−

−1

1
est l’unique solution de (E) sur *

telle que g 1 0( )1 0)1 01 0=1 0.

D f est l’unique solution de (E) sur .

> QCM 3 Courbe paramétrée
Le plan est rapporté à un repère orthonormé (xOy).

Soit  la courbe paramétrée définie par F = (x, y), avec :

M t
x t t e

y t t
t

t

t

( )
( ) = −( )

( ) = +






∈( )

−

:

/

*
2

4

1



• Question 1

A ∀ ∈ ( )t x∀ ∈t x∀ ∈t x tt xt x*,t x,t x, ′ est du signe de t t2t t2t t 2+ −t t+ −t t .

B ∀ ∈ ( ) ≥∀ ∈t y∀ ∈t y∀ ∈∀ ∈t y∀ ∈ tt yt y*t y,t y, ′ 0.

C M (−2) est l’unique point singulier de .

D En M (2), la tangente à  est parallèle à l’axe (Oy).
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• Question 2

Le DL3 de 1
2− + h

au voisinage de 0 s’écrit :

A − +− + + + ++ + + ( )1
2 2 4 8

2 3

( )3( )h h h2 3h2 3

o h( )o h( )

B − −− − − −− − + ( )1
2 4 8 16

2 3

( )3( )h h h2 3h2 3

o h( )o h( )

Le DL3 de e h
1

2−




 au voisinage de 0 s’écrit :

C e
h h h

o h1 2
2 3h2 3h

1
4
h h5h h

32
372 3372 3

384
/1 2/1 2 + ++ + +















+ ( )o h( )o h3( )3

D e
h h h

o h1 2
2 3h2 3h

1
4
h h5h h

32
372 3372 3

384
/1 2/1 2 − +− + −















+ ( )o h( )o h3( )3

• Question 3
Le DL3 de x au voisinage de −2 est :

A x h e h h hh h o h( )x h( )x hx h− +x h( )x h− +x h − −e h− −e h h h−h he he h


e h


e h


e h


e he h


e h 






+ ( )o h( )o h2 4e h2 4e h( )2 4( )x h( )x h2 4x h( )x hx h− +x h( )x h− +x h2 4x h( )x h− +x h e h= −e h2 4e h= −e h= −2 4= −e h= −e h2 4e h= −e he he h2 4e he he h= −e he h= −e h2 4e he h= −e he h


e h2 4e h


e he h= −e h


e h= −e h2 4e h


e h= −e he h= −e he h= −e h2 4e he h= −e he he he he h2 4e he he he h= −e he h= −e he he h= −e h2 4e h= −e he h= −e he h= −e he h= −e he h


e he h


e h2 4e he h


e he h= −e h


e h= −e he h


e h= −e h2 4e h= −e h


e h= −e he h= −e h


e h= −e he h2e he h− −e h2e h− −e h
3
8

11
48

1 2e h1 2e h1 2e h1 2e he h2 4e h1 2e h2 4e h 2 3h h2 3h h
112 311

h h
11

h h2 3h h
11

h h ( )3( )/e h2 4e h/e h2 4e h1 2/1 2e h1 2e h/e h1 2e he h2 4e h1 2e h2 4e h/e h1 2e h2 4e h

B x h e h h o( )x h( )x hx h− +x h( )x h− +x h − −e h− −e he h− −e he he h


e h


e h


e h


e he h


e h h oh o


h o


h oh oh oh oh oh oh o


h o


h oh o


h oh o+h o ( )h( )h2 4e h2 4e h( )2 4( )x h( )x h2 4x h( )x hx h− +x h( )x h− +x h2 4x h( )x h− +x h e h= −e h2 4e h= −e h= −2 4= −e h= −e h2 4e h= −e he he h2 4e he he h= −e he h= −e h2 4e he h= −e he h


e h2 4e h


e he h= −e h


e h= −e h2 4e h


e h= −e he h= −e he h= −e h2 4e he h= −e he he he he h2 4e he he he h= −e he h= −e he he h= −e h2 4e h= −e he h= −e he h= −e he h= −e he h


e he h


e h2 4e he h


e he h= −e h


e h= −e he h


e h= −e h2 4e h= −e h


e h= −e he h= −e h


e h= −e h
3

e h
3

e h
8

11
48

1 2e h1 2e he h2 4e h1 2e h2 4e h1 2e h1 2e he h2 4e h1 2e h2 4e h2 3h o2 3h o
112 311 ( )3( )/e h2 4e h/e h2 4e h1 2/1 2e h1 2e h/e h1 2e he h2 4e h1 2e h2 4e h/e h1 2e h2 4e h .

Des DL3 de x et de y au voisinage de −2, on déduit que :

C M (−2) est un point d’inflexion car 2 est le plus petit p ∈* tel que

F p( ) −( ) ≠2 0)2 0) ≠2 0≠ et 3 est le plus petit entier q > p tel que F q( ) −( ) ≠2 0)2 0) ≠2 0≠ .

D F ″ −(″ −(″ − ) ≠2 0)2 0) ≠2 0≠ , donc la tangente à  en M (−2) est dirigée par

u e
→ (u e(u e )3 4u e3 4u e 1 23 41 23 41 23 41 23 4/3 4/3 41 2/1 23 41 23 4/3 41 23 4,3 4,3 4 et F 3 2( ) −( ) est non colinéaire à F ″ −(″ −(″ − )2 , donc M (−2)

est un point de rebroussement de 1ère espèce.
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• Question 4

A En ± ∞ ( ), x t(x t( t∼ et y t t(y t(y t) ∼ , donc la droite d’équation y = x est

asymptote à la courbe .

Du DL1 de y − x au voisinage de ± ∞, on déduit que :

B la droite d’équation y = x + 3 est asymptote à  ;

C  est au-dessus de son asymptote ;

D au voisinage de 0−,  admet une branche parabolique de

direction (Oy).

> QCM 4 Formule de Taylor-Young
• Question 1 (d’après EPL 2004)

Soit g la fonction définie sur  par :

g 0 r el fix )

g x
x

x
si x

a a

( ) = ≠

( ) =







sin

(

0

é é

A g est de classe C1 sur * et ∀ ∈ ( ) = −= −(= −(= − )x g∀ ∈x g∀ ∈x g x
x

x
x x= −x x= −x gx g*x g,x g,

cos
tax xtax xx xnx x′ 2 .

B En utilisant des DL de cos x et sin x au voisinage de 0, on montre

que :
lim
x

g x
→

(g x(g x) =
0

0′g x′g x

C Si l’assertion B est jugée exacte, g est dérivable en 0 et g′ 0 0( )0 0)0 00 0=0 0.

D Pour a = 1, g est continue mais n’est pas de classe C 1 sur .
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• Question 2

On considère une fonction f de classe C n+1 sur  n ∈( ) telle que :

f f f f n0 0 0 0 01( ) = ( ) = ( ) = = ( ) =+( )′ ″ ... .

A Soit m pm p,m p ∈ et h une fonction telle que, au voisinage de 0,

h x o x(h x(h x) = ( )o x( )o xm( )m .
Alors : h x o x p m(h x(h x) = ( )o x( )o xp( )p ≥p m≥p msi

B Soit q q n∈ ≤q q∈ ≤q qq qq q∈ ≤∈ ≤q q∈ ≤q qq q∈ ≤q qq q,  q qq q∈ ≤q q,  q q∈ ≤q q0 1q q0 1q q n0 1n∈ ≤0 1∈ ≤q q∈ ≤q q0 1q q∈ ≤q q ≤ +0 1≤ +n≤ +n0 1n≤ +n . f étant de classe C n+1 sur , on peut

appliquer la formule de Taylor-Young au voisinage de 0 à f (q)

à l’ordre n.

C ∀ ∈ ( ) = ( )( ) + −∀ ∈q n∀ ∈q n∀ ∈q n∀ ∈q n∀ ∈ f x( )f x( )( )f x( ) o x(o x(( )q( )( )f x( )q( )f x( ) n q+ −n q+ −1+ −1+ −+ −n q+ −1+ −n q+ −, , q n q n0 1 0 1+0 1+ +0 1+q n0 1q n q n0 1q n, , , ,q n, ,q n q n, ,q n0 1, ,0 1 0 1, ,0 1+0 1+, ,+0 1+ +, ,+0 1+q n0 1q n, ,q n0 1q n q n, ,q n0 1q n

D Pour 0 ≤ ≤ ≤ ( ) ( )1( )1( ) ( )+( )k p≤ ≤k p≤ ≤ n f x o)x o) =x o= ( )x( )p k−p k− ( )k( )n f,  n f

• Question 3
On reprend la fonction f de la question 2.
Soit ϕ la fonction définie sur  par :

ϕ

ϕ

x
f x

x
si x( ) = ( ) ≠

( ) =







0

0 0

A u x
x

u x:  u x 
1

admet une dérivée d’ordre k sur * telle que pour

0 ≤ ≤ ≤k p≤ ≤k p≤ ≤ n :
lim
x
x

k p ku xk pu xk pf xk pf xk p kf xk

→

(u x(u x)k p)k pu x)u xk pu xk p)k pu xk pf x−f x(k p(k pf x(f xk pf xk p(k pf xk p )f x)f x
≠

(k p(k pu x(u xk pu xk p(k pu xk p)k p)k p (f x(f x) =
0
0

0

B En utilisant la formule de Leibniz, on obtient pour 0 00 0≤ ≤0 0≠0 0≠0 0p n0 0p n0 00 0≤ ≤0 0p n0 0≤ ≤0 0x0 0x0 0et0 0et0 0:

ϕ p k p k

k

p

x u x fk px fk p x( ) ( )k p)k p−(k p(k p )( )x u)x ux u=x u (k p(k p)k p)k px f)x fk px fk p)k px fk p ( )
=
∑x u∑x u

0

C lim
x
x

p x
→

( )

≠
( ) =

0
0

0ϕ , donc on peut montrer, en utilisant une récurrence,

que ϕ est de classe C n sur .

D Soit h définie sur  par : h xh x
shx x

x
sisi x

h

(h x(h xh x( )) =
x x−x x( )

≠

( )























2

0

0 0)0 0) =0 0=

On peut déduire des résultats précédents que h est de classe C 5 sur .
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> QCM 1 Prolongement par continuité,
branches infinies

• Question 1 : réponse D

• f x e exe exe eu x(f x(f x) = =e e= =e ee exe e= =e exe e
( )x x( )x x+( )+x x+x x( )x x+x x (u x(u x)

1 ln x x( )x xcox x( )x xx x( )x xsx x( )x x
. Pour déterminer un DL2 (0) de f, il faut un

DL2 (0) de u (x), donc un DL3 (0) de ln x xcox xcosx xs+x x+x x( ) .

La réponse A est fausse.

• ln s ln lx xcox xcos lx xs l x
x

n l
x

n lo xn lo xn l v+x x+x x( )s l)s l= +s l= +s ln l= +n ln lxn l= +n lxn ln l− +n ln l− +n l( )n l( )n lo x( )o xn lo xn l( )n lo xn l


n l


n ln l= +n l


n l= +n l


n l= +n l


n l= +n ln l= +n ln l= +n ln l


n ln l


n ln l= +n l


n l= +n ln l


n l= +n l


n l= +n l


n l= +n ln l


n l= +n l


n l


n l


n l


n ln ln ln l


n ln l


n l


n l


n ln l


n l= +n l= +n ln= +n (= +(= + )n l1n l
2

1= +1= +
2

( )3( )n l( )n l3n l( )n l , avec v x
x

o x= −v x= −v x + ( )o x( )o x
2

( )3( )
2

.

v x o v o xv x∼v x
0

3 3o x3 3o xdonc : ( )o v( )o v3 3( )3 3= ( )o x( )o x3 3( )3 3o x3 3o x( )o x3 3o x .

Écrivons un DL3 (0) de ln 1 +( )v :

ln 1
2 3 2

1
2 2

1
3 2

2 3 2 212 21
2 2

+( ) = − + ++ + ( )3( )3 = − − −− −
2 22 2

2 22 2− −− −



2 22 22 22 2








+ −+ −


+ −


+ −
3 23 2

+ −


+ −+ −+ −




+ −


+ −+ −


+ −
3 23 23 23 2

+ −


+ −+ −


+ −







v v)v v) = −v v= −
v v2 3v v2 3

o v( )o v( ) x= −x= −
x

x− −x− −
x2 2x2 2

x+ −x+ −
x

333

+ ( )3( )3o x( )o x( )

= − + ++ + ( )x x= −x x= − x o+ +x o+ + ( )x( )2 3+ +2 3+ ++ +x o+ +2 3+ +x o+ + ( )3( )52 352 3

6

Donc : u x
x

x x p x x xx x(u x(u x) = +x x= +x x= += +(= +(= + ) + + ( ) (p x(p x) = − +x x+x x
1

1
5
6

1= −1= −
5
6

2 2+ +2 2+ + ( )2 2( ) 2ln= +ln= +x xcox xs ex xs ex x x xs ex x o xs eo x)s e) = −s e= − + +s e+ +x x+ +x xs ex x+ +x xx x+ +x xs ex x+ +x x ( )s e( )o x( )o xs eo x( )o x1s e1= −1= −s e= −1= − 2 2s e2 2o x2 2o xs eo x2 2o x+ +2 2+ +s e+ +2 2+ + ( )2 2( )s e( )2 2( )o x( )o x2 2o x( )o xs eo x2 2o x( )o x t .

Alors : f x e eu xe eu xe e
p x o x(f x(f x) = =e e= =e e(e e(e eu x(u xe eu xe e(e eu xe ee e= =e e(e e= =e e)e e)e ee e= =e e)e e= =e e (p x(p x) + ( )o x( )o x( )2( )

Or, on a : e u
u

o uue uue u= +e u= +e u + ++ + ( )o u( )o u1= +1= +e u= +e u1e u= +e u
2

2

( )2( ) si u est au voisinage de 0,

or : lim
x

u x
→

(u x(u x) =
0

1.

La réponse B est fausse.

• f x e e e
x xx x o x t(f x(f x) = =e e= =e e

− +x x− +x x + ( )
e e

( )
e e

o x( )o x1
5
6e e6e ee e= =e e6e e= =e e

2 2o x2 2o x+2 2+ ( )2 2( )o x( )o x2 2o x( )o x
avec t x x ot x= −t x + ++ +x o+ +x o( )x( )x

5
6

2 2x o2 2x o+ +2 2+ +x o+ +x o2 2x o+ +x o( )2 2( )x( )x2 2x( )x

or t xt x∼t x
0

t x−t x , donc : o x o t2 2o t2 2o t( )o x( )o x2 2( )2 2= ( )o t( )o t2 2( )2 2o t2 2o t( )o t2 2o t et un DL2 (0) de et s’écrit :

e t
t

o tte tte te t= +e t + ++ + ( )o t( )o t1e t1e te t= +e t1e t= +e t
2

2

( )2( )
• D’où :

f x e x x xx x x o x e x x o x(f x(f x) = −e x= −e x + ++ +x x+ +x x− +x x− +x xx xx x


x x


x xx xx xx xx xx xx x


x x


x xx x


x x x ox o


x o


x ox ox o

x ox ox ox o


x o


x ox o


x o+x o+x o( )x e( )x e



e xe xe x= −e xe x= −e x












x ex e



 = −x e= −x e + +x x+ +x xx x+ +x x1e x1e xe x= −e x1e x= −e x

5
6

1
2

5
6

1= −1= −
4
3

2 2x x2 2x x x o2 2x o+ +2 2+ +x x+ +x x2 2x x+ +x x− +2 2− +x x− +x x2 2x x− +x x2 2x xx x2 2x xx x

2 2

x xx xx xx x2 2x xx xx x

12 21 52 25 2
2 2x x2 2x x2 2x e2 2x e( )2 2( )x e( )x e2 2x e( )x e


2 2


2 2x ex e2 2x ex e




2 2




+ +2 2+ +x x+ +x x2 2x x+ +x x12 21
42 24 ( )o x( )o x222( )2222 22 2


= −= −2 2


2 22 22 2


2 22 2









La réponse C est fausse.
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• lim
x

f x e
→

(f x(f x)) =
0

, donc on peut prolonger f par continuité en posant f ef e0f e(f e(f e)f e)f ef e=f e.

f admet alors un DL1(0), donc f est dérivable en 0, f ef e′f ef e0f e(f e(f e)f e)f ef e= −f e, et la tangente T
à  en A e0,A e0,A e(A e(A e) a pour équation y e x= −y e= −y e (= −(= − )1= −1= − .

f x e x e x(f x(f x) − −e x− −e x(e x(e xe x− −e x(e x− −e x) ≥1e x1e xe x− −e x1e x− −e x
4
3

0
0

2∼ , donc  est au-dessus de T.

La réponse D est bonne.

• Question 2 : réponse B

• x x x
x

x
x

+(x x(x x ) = +









= += +x= +x = += +


= +


= += += +

= += += += +


= +


= += +


= + 






2 12 1)2 1) = +2 1= += +2 1= +x= +x2 1x= +x 2 1= += +2 1= += += +


= +2 1= +


= += += +2 1= += +

2 1

= += += += +2 1= += += += +


= += +


= +2 1= += +


= +
2

1= +1= +
222 122 1= +2 1= +2= +2 1= +

1 2/1 2/1 2

.

Écrivons un DL2 de 1 1 2+( )u /1 2/1 2 au voisinage de 0 :

1 1
1
2

1
2

1
2

1
2

1 1
1
2

1
8

1 21 11 21 1 2 21 12 21 1 21 1+1 1( )1 1)1 1= +1 1= +1 1 + 













−






1 11 1


1 1


1 11 11 11 11 11 11 1


1 1


1 11 1


1 11 12 21 1+1 12 21 1( )1 1( )1 12 2( )2 21 12 21 1( )1 12 21 1= +1 1= +1 1 − +− +2− +2u uu u1 1u u1 1)u u)1 1)1 1u u1 1)1 1= +u u= +1 1= +1 1u u1 1= +1 1 u o1 1u o1 11 12 21 1u o1 12 21 11 1+1 1u o1 1+1 11 12 21 1+1 12 21 1u o1 1+1 12 21 1u uu u1 1u u1 1( )u u( )1 1( )1 1u u1 1( )1 11 12 21 1( )1 12 21 1u u1 1( )1 12 21 1= +u u= +1 1= +1 1u u1 1= +1 1 u o− +u o− +2− +2u o2− +2/1 1/1 11 2/1 21 11 21 1/1 11 21 1
!

( )u( )u222( )222 .

Donc, aux voisinages de ± ∞ +













= + 













− 













+ 













:
/

1
2

1= +1= +
1
2

2 12 1

2 1



8
2 12 1


2 1

 2 1


2 1



1 2/1 2/ 22 122 1
2x xx xx x x xx x2x x2 x

o
x 

soit : x x x
x x

o
x

+(x x(x x ) = + − +− + 

































2 1= +2 1= +2 12 1)2 1) = +2 1= += +2 1= +x= +x2 1x= +x


2 1

2 1= += +2 1= += +




2 1


 1 1

2x x2x x
1

2 2o2 2o
x2 2x

− +2 2− +
2 22 2

.

La réponse A est fausse (en − ∞).

• f x e xe x xx(f x(f x) = +x= +x= += +e x= +e xe x= +e xx= +xe xxe x= +e xxe x (= +(= + )1= +1= +e x= +e x1e x= +e x 2/= +/= +e x= +e x/e x= +e x .

Soit :
1
x

u= . Un DL2(0) de eu s’écrit : e u
u

o uue uue u= +e u= +e u + ++ + ( )o u( )o u1= +1= +e u= +e u1e u= +e u
2

2

( )2( ) .

Donc : e
x x

o
x

x1
2 2o2 2o

x2 2x
1

1 1
2x x2x x

1/ = +1= +1 + ++ +2 2+ +2 2


2 22 2



2 22 22 22 2






2 2

et :

f x x
x x x x

o
x

x(f x(f x) = += +x= +x +


= +


= +


= +


= += += +




= +


= += +


= +


= +


= += +


= +







+ −+ −














+ 
















= += +




















= += +x= +x1= +1= +
1 1

2x x2x x
1

1 1
x x2x x

1
1= +1= +

2
2 2x x2 2x x2 22 2

+ −2 2+ −
2 22 2
12 21

22 22x x2x x2 2x x2x x 2 x xxx xx
o

x
+ ++ + 

















= += +











1 11 1

1 1



2 2o2 2o
x2 2x

+ +2 2+ +
2 22 2

.

- En + • : f x x
x

o
x

(f x(f x) 













= +x= +x + ++ +2
1 11 1


1 1



- En - • : f x x
x

o
x

(f x(f x) 













= - - - +2- -2- - 1 11 1

1 1
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Donc, en +∞,  admet pour asymptote la droite d’équation y x= +y x= +y x 2 ,

et
1

0
x

> donc  est au-dessus de son asymptote.

La réponse B est bonne.

• Par ailleurs, en – ∞,  admet pour asymptote la droite d’équation y xy x= −y x − 2,

et − >− >
1

0
x

donc  est au-dessus de son asymptote.

Les réponses C et D sont fausses.

• Question 3 : réponse C

• Soit : g x x
x

(g x(g x) = +x= +x 













ar= +ar= +ctan= +ctan= + arctan
1

sur *.

g x
x x

x

x g x k

x
′g x′g x(g x(g x) =

+
+ −+ −+ −

x xx x
+ −


+ −+ −+ −


+ −+ −+ −+ −+ −


+ −+ −


+ − 




 +

=
>x g>x g ( )x k)x kx k=x k1

1
1 11 1


1 1



1
1

0
0x g0x g

2 2x x2 2x x
+ −2 2+ −

2 2x xx x2 2x xx x
+ −


+ −2 2+ −


+ −

2 2x xx xx xx x2 2x xx xx x
+ −


+ −+ −


+ −2 2+ −+ −


+ −

2

1x k1x k
2 2+ −2 2+ − donc

sisi

si

x g,x g

<<< ( ) =


























0 2, g x(g x( k2k2

g k g kg kg k1g k
2 2

g k
2 2

g k g k1g k
2 21 2g k1 2g k1 2g k1 2g k1 2g k1 2g k g k1 2g k

2 21 22 2
g k

2 2
g k1 2g k

2 2
g k g k1g k1 2g k1g k

2 21 22 2
g k

2 2
g k1 2g k

2 2
g k(g k(g k)g k)g k= =g k= =g kg k= =g k1 2= =1 2g k1 2g k= =g k1 2g k g k−g k(g k(g k(1 2(1 2g k1 2g k(g k1 2g k)g k)g k)1 2)1 2g k1 2g k)g k1 2g kg k= −g kg k1 2g k= −g k1 2g k = −

π π
g k

π π
g k

π π
g k

π π
g kg kdoncg kg k= =g kdoncg k= =g kg k

π π
g kdoncg k

π π
g k et1 2et1 2g kdoncg kg k1 2g kdoncg k1 2g kg k

π π
g kdoncg k

π π
g k .

Finalement : arctan arctanx
x

+ 













= ( )sg( )sgn( )n x( )x
1

2
π

.

La réponse A est fausse.

• ∀ > 













∀ >∀ >x∀ >x∀ >x∀ >
x

x00
1

2
, a, arctan an an a


n a


n a



n a




n a


n a


n a


n a


n a




n a


= −n a= −= −n a= − rctan
π

.

Un DL2(0) de arctan x s’obtient par intégration de
1

1 2+ x
.

Or :

1
1

1
1

22+
= +1= +1 ( ) = + ( )2( )2 














= −= − +
x

o x(o x( x x= +x x= + o x( )o x( )
x

x o+x o+donc etarctan arctan
π ( )xxx( )xxx2( )2 .

La réponse B est fausse.

En outre, la fonction arctan étant impaire, son DL ne peut contenir de
terme en x2.

• Cherchons un DL2 de f au voisinage de 1. Soit x hx h= +x hx h1x hx h= +x h1x h= +x h :

f x
h

h h o h(f x(f x) = +( )h( )h= +( )= + 













= += + −( ) h h+ −h hh h+ −h hh h+ −h hh hh hh h+ −h hh h+ −h h


h h


h hh h+ −h h


h h+ −h hh h+ −h hh h+ −h hh hh hh hh hh h+ −h hh h+ −h hh hh h+ −h h


h h


h hh h


h hh h+ −h h


h h+ −h hh h


h h+ −h hh hh h


h h


h hh hh hh hh hh hh h


h h


h hh h


h h + ( )o h( )o h( )1( )= +( )= +1= +( )= +
1

2
1

2
h h2h h2 2 2o h2 2o h+2 2+ ( )2 2( )o h( )o h2 2o h( )o harctan

π
π

π
h h

π
h h
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soit finalement : f x x x o x(f x(f x) = += + −( ) ( )x x)x x+ −x x+ −x xx x+ −x x+ −x x+ −x x+ −+ −x x+ −x xx x+ −x x


x x


x xx x+ −x x


x x+ −x xx x+ −x xx x+ −x x

+ −+ −+ −+ −x x+ −x xx x+ −x xx xx x+ −x x


x x


x xx x


x xx x+ −x x


x x+ −x xx x


x x+ −x x


x x


x x


x x


x xx x


x x(x x(x x ) + −o x+ −o x( )o x( )o x+ −( )+ −o x+ −o x( )o x+ −o x+ −( )+ −o x+ −o x( )o x+ −o x(( )(o x(o x( )o x(o x+ −(+ −( )+ −(+ −o x+ −o x(o x+ −o x( )o x(o x+ −o x )( ))π
π

π
2

1 1x x1 1x x)1 1) x x−x x1 1x x−x x(1 1(
2

2 1x x2 1x x2 1x xx x2 1x xx xx x


x x2 1x x


x xx xx x2 1x xx x

2 1

x xx xx xx x2 1x xx xx xx x


x xx x


x x2 1x xx x


x x −2 1−(2 1(x x(x x2 1x x(x x ( )1( )2 2( )2 2( )(( )(2 2(( )( )( ))2 2)( ))( )1( )2 2( )1( ) .

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

• Question 4 : réponses A et D

• lim
x x→ + ∞ −

=
1

1
0 donc arctan

1
1

1
1

1
x x1x x1 xx x−x x









x xx x



x xx xx xx x −x x+ ∞x x + ∞
∼ ∼∼ ∼ ,

soit : f x x
x

x(f x(f x)
+ ∞ + ∞

2∼ ∼∼ ∼x∼ ∼x
1

La réponse A est bonne.

f x x x
x

( )f x( )f x =
−


















x xx x












arctan
1

1
, et pour obtenir un développement asymp-

totique de f au voisinage de + ∞ à la précision
1
x

, c’est-à-dire :

f x x b
c
x

o
x

x
b
x

c
x

o
x

( )f x( )f x = +x b= +x b + ++ + 













= +x= +x + ++ + 
















= += +











1
1= +1= +

1
2 2x2 2x2 2o2 2o+ +2 2+ +

2 22 2

il faut un DL2 de x
x

arctan
1

1−














au voisinage de + ∞, donc un DL3 de

arctan
1

1x −














. La réponse B est fausse.

• arctan arctan arctan
1

1
1

1
1 1x x
x

h
h−















=
−














 




































































=
−















avec h
x

=
1 au voisinage de 0.

u
h

h
h

h
h h h o h h h h o h=

−
=

−
h h= +h h= +h h= +h h + +h o+ +h o( )h h( )h hh hh hh h= +h hh h= +h hh hh hh h= +h hh h= +h hh h= +h hh h= +h hh hh h= +h h h hh hh hh hh hh hh hh hh h=h h + + +h h+ + +h h ( )o h( )o h

1
1

1
h h1h hh h= +h h1h h= +h h 2 2h o2 2h oh o+ +h o2 2h o+ +h o( )2 2( )h h( )h h2 2h h( )h h 2 3h h2 3h h+ + +2 3+ + +h h+ + +h h2 3h h+ + +h h ( )3( ) .

Or : u hu h∼u h
0

donc o h o u3 3o u3 3o u( )o h( )o h3 3( )3 3= ( )o u( )o u3 3( )3 3o u3 3o u( )o u3 3o u et on doit déterminer un DL3 (0) de

arctan u, donc un DL2 (0) de sa dérivée :

1
1

12
2 2

+
= −1= −1 2 2+2 2( )2 2( )2 2

u
u o2 2u o2 2+u o+2 2+2 2u o2 2+2 2( )u( )2 2( )2 2u2 2( )2 2 or arctan 0 = 0 donc arctanu u

u
o u= −u u= −u u + ( )o u( )o u

3

( )3( )
3

.

f xNON
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f x x h h h h o h x
x x x

o
x

(f x(f x) = +x h= +x h= +x h= +x h + −h h+ −h h h o+h o( )h x( )h x


x h


x hx h= +x h


x h= +x hx h= +x hx h= +x h


x h


x hx h


x hx h= +x h


x h= +x hx h


x h= +x h 


h x


h xh xh x


h x


h xh x


h x= += +h x= +h x + ++ + 
















2 2x h2 2x h h h2 2h h= +2 2= +x h= +x h2 2x h= +x hx h= +x h2 2x h= +x h2 2x hx h2 2x hx hx h= +x hx h= +x h2 2x hx h= +x hx h= +x hx h= +x h2 2x hx h= +x hx h= +x hx h= +x hx hx h= +x h2 2x h= +x hx h= +x hx h= +x hx h= +x h 3 3h o3 3h o+ −3 3+ − 3 2h x3 2h x( )3 2( )h x( )h x3 2h x( )h x3 2h xh x3 2h xh xh xh x3 2h xh xh xh xh xh x3 2h xh xh x= +3 2= +h x= +h x3 2h x= +h x 2 3x2 3x

+ +2 3+ + 3

13 313 3

3
1 1 2

32 332 3

1
= += += += +




























.

Finalement : f x x
x

o
x

(f x(f x) = +x= +x + ++ + 













1
2

3
1

. La réponse C est fausse.

• En + ∞,  admet pour asymptote la droite d’équation y x= +y x= +y x 1, et
2

3
0

x
> ,

donc  est au-dessus de son asymptote.

La réponse D est bonne.

> QCM 2 Dérivabilité et équation
différentielle

• Question 1 : réponses B et C

f est impaire, donc la partie régulière d’un DLn (0) de f est impaire et
ne contient donc pas de termes en x k2 . Par conséquent : α γ= =α γ= =α γ 0 .

En revanche, f x x o x( )f x( )f x = +x o= +x o ( )β= +β= + 2 est toujours un DL2 (0) de f.

La réponse A est fausse.

• ch x
x

− 1
20

2

∼ , x x xchx xchx x ∼
0

et sh x xx x∼x x
0

donc, pour trouver un équivalent

de x x xch sh− , il faut déterminer un DL3 0( ) , donc un DL2 0( ) de ch x et un

DL3 0( ) de sh x :

x x x x
x

x
x

o x
x

o xchx xch x x − =x x− =x x +














− +x− +x− +


− +


− +


− +


− +− +− +




− +


− +− +


− +


− +


− +− +


− +







+ ( )o x( )o x = += + ( )o x( )o xsh− =sh− = 1
2 62 62 6 2 62 6 3

2 3x2 3x2 3 2 3 ( )3( )
3

( )3( )

d’où: x x x xx xchx xchx x sh− x x∼x x
0

31
3

f x
x vx v x

x
x v x(f x(f x) =

+x v+x v ( )x vx vx vx vx vx vx vx v

x vx vx vx vx vx vx vx vx vx vx vx vx v
x vx v 
















( )w x( )w x+( )+ (( )(w x(w x( )w x(w x)( ))
= +x v= +x vx v= +x v= +x v= +x v ( )= += +x v= +x vx v= +x v


x v


x vx v= +x v


x v= +x vx v= +x vx v= +x v


= += += += +x v= +x vx v= +x vx vx v= +x v


x v


x vx v


x vx v= +x v


x v= +x vx v


x v= +x v 




 ( )w x( )w x+( )+ (( )(w x(w x( )w x(w x)( ))

3x v3x v

2

1
3

2
( )1( )

2= +2= +
1
3

1

( )1( )

avec lim lim
x x

v xm lv xm l w x
→ →x x→ →x x

(m l(m lv x(v xm lv xm l(m lv xm l)m l)m lm l=m l (w x(w x) =
0 0→ →0 0→ →x x→ →x x0 0x x→ →x x

(
0 0

(
x x→ →x x

(
x x→ →x x0 0x x

(
x x→ →x x

)
0 0

)
x x→ →x x

)
x x→ →x x0 0x x

)
x x→ →x x

0 .

f 
ne contient donc pas de termes en NON
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Pour obtenir un DL3 0( ) de f, il faut un DL2 0( ) de
f x

x
(f x(f x) , soit des DL2 0( ) de

1
3 3+ ( ) =

−
v x(v x( x x x

x
chx xchx x sh

et de 1
2 1

2+ ( ) =
2 1−2 1(2 1(2 1)

w x(w x( x2 1x2 1

x
ch2 1ch2 1

, donc des DL5 0( ) de

x x xchx xchx x sh− et de ch x−1

La réponse B est bonne.

• ch
!

sh
!

.x
x x

o x x x
x x

o x= + + ++ + ( )o x( )o x = +x x= +x x + ++ + ( )o x( )o x1= +1= +
2 4 6 5

2 4x x2 4x x ( )5( )
3 5x x3 5x x ( )5( )et

f x
x

x x
x

x x
o x

x
x

o x

x

(f x(f x) =
+ ++ + − −x− −x − +− + ( )o x( )o x

+ ++ + ( )o x( )o x














=
+

3 5x x3 5x x 3 5x x3 5x x ( )5( )
2

2

( )3( )

3

2 4 6 5
1
2 4

3! !6 5! !6 5

!

xxx
o x

x x
o x

x
x

o x

x

5

2 2x x2 2x x

3

2

30

2
1

x x
1

x x
12

2
3 10

1
1

+ ( )o x( )o x5( )5

+ ++ + ( )o x( )o x3( )3x xx x2 22 2x x2 2x xx x2 2x x













=
+ ++ + ( )o x( )o x3( )3

3 13 1



3 13 13 13 1








+
222

+ ( )3( )3













o x( )o x( )

Soit u
x

o x= += + ( )o x( )o x
2

( )3( )
12

:

u
x

∼
0

2

12
donc u x2 3u x2 3u xu x<<u x2 3<<2 3u x2 3u x<<u x2 3u x et

1
1

1 1
12

2 21 12 21 1
2

+
= −1 1= −1 11 1+ +1 11 12 21 1+ +1 12 21 1( )1 1( )1 12 2( )2 21 12 21 1( )1 12 21 1= −1 1= −1 1 + ( )3( )3

u
u u1 1u u1 11 1+ +1 1u u1 1+ +1 1o u1 1o u1 11 12 21 1o u1 12 21 1( )o u( )1 1( )1 1o u1 1( )1 11 12 21 1( )1 12 21 1o u1 1( )1 12 21 1

x
o x( )o x( ) .

Finalement : f x x
x x

o x(f x(f x) = +x= +x= += +


= +


= +


= +


= += += +




= +


= += +


= +


= +


= += +


= +
x xx x






−
x xx x













+ ( )o x( )o x =
2
3 13 13 1 0

1
x x

1
x x

12

3 2x x3 2x x3 2x x3 2x x3 2x xx x3 2x xx x3 2x xx x3 2x xx x ( )3( ) 2
3

1
90

3 3x x o x3 3o x3 3+ +3 3+ +3 3x x+ +x xx x+ +x x ( )3 3( )3 3o x( )o x3 3o x3 3( )3 3o x3 3 .

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

• Question 2 : réponse D
• f 0 0( )0 0)0 00 0=0 0 et, d’après le DL3 (0) de f : lim

x
f x

→
(f x(f x) =

0
0 donc f est continue en 0.

f x f x o x(f x(f x) = (f x(f x)f x)f x+ +f x+ +f xf x+ +f x (o x(o x)f x0f x
2

f x
2

f x
3

f x
3

f x , donc f admet un DL1 (0), donc f est dérivable

en 0 et :

f ′ 0
2
3

( ) =

La réponse A est fausse.
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Si une fonction est de classe Cn, d’après la formule de Taylor-Young,
elle admet un DLn. Mais la réciproque est fausse.

Par exemple, soit ϕ : sin: s: sx x: s: sx x: s
x

: sx x: s: sx x: s3: s3: s
1














.

Au voisinage de 0 : ϕ x o x( )x o( )x ox o=x o ( )2 donc, en définissant ϕ 0 0( )0 0( )0 00 0=0 0, ϕ admet

un DL2 ( )0( )0 , ϕ′ 0 0( )0 0( )0 00 0=0 0, et : ∀ ∈ ( ) 













− 













∀ ∈x x∀ ∈x x∀ ∈∀ ∈x x∀ ∈
x

x
x

x xx x*, s( ), s( ) =, s=x x, sx x( )x x( ), s( )x x( ), sx x, sx x, sx, sx in cos .s .s .


s .


s .


s .




s .


s .


s .


s .


s .




s .


ϕ′, sϕ′, sx x, sx xϕ′x x, sx x 3, s3, s
1 11 1


1 1

 1 1


1 1

2, s2, s

Or :
ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ

x
x

x x
( )ϕ ϕ( )ϕ ϕ′ ′( )′ ′ϕ ϕ′ ′ϕ ϕ( )ϕ ϕ′ ′ϕ ϕϕ ϕxϕ ϕ( )ϕ ϕxϕ ϕ′ ′x′ ′( )′ ′x′ ′ϕ ϕ′ ′ϕ ϕxϕ ϕ′ ′ϕ ϕ( )ϕ ϕxϕ ϕ′ ′ϕ ϕϕ ϕ−ϕ ϕ ( ) = 








x xx x



x xx xx xx x


x xx x



x xx xx xx x








( )0( )
3

1 11 1

1 1

 1 1


1 1

sin cn cn c


n c


n c



n c




n c


n c


n c


n c


n c




n c


−n c− os n’a pas de limite en 0, donc

ϕ n’est pas deux fois dérivable en 0. La réponse B est fausse.

• D’après le DL3 (0) de f, la tangente à  en O est la droite ∆ d’équation

y xy xy x=y x
2
3

y x
3

y x .

f x x xx x(f x(f x) −
2
3

1
900

3x x∼x x du signe de x, donc  est au-dessus de ∆ pour x > 0,

et en dessous pour x < 0.

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses A et D

• Φ′ x x x x x x x( )x x)x x= +x x= +x x= +x x= +x x − =x x− =x x− =chx xchx x= +ch= +x x= +x xchx x= +x x shx xshx x ch− =ch− = sh

La réponse A est bonne.

• (E) est une équation différentielle linéaire du 1erordre, et ch x − =1 0− =1 0− = en 0,
donc on résout (E) sur ] [− ∞] [− ∞] [,  ] [] [0] [ ou sur ] [0,] [0, +] [+∞] [∞ .

sh x est la dérivée de ch x – 1, donc le premier membre de (E) est la dérivée
du produit ch x yx y−x y( )x y)x y1x y1x y .

(E) ⇔ −(⇔ −(⇔ − ) = ( ) + ∈( )ch⇔ −ch⇔ −x y⇔ −x y⇔ − )x y) x1x y1x y Φ C C+ ∈C C+ ∈(C C(+ ∈(+ ∈C C+ ∈(+ ∈

⇔ =
− +

−
∈( )⇔ =y⇔ =y⇔ =

x x x− +x− +
x

chx xchx x sh− +sh− +
ch

C
C

1
 .

Donc, les solutions de (E) sur  +
* (ou sur  −

* ) sont les fonctions :

x f x
x

x f  x x x f x fx f x f ( ( ) )  + 
−

 ∈ ( ( )C
 

C
 C C 

ch 1

La réponse B est fausse.

Si une fonction est de classe 
elle admet un NON
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• Les solutions de (E) sur * sont :
si (1)

si

x y,x y, f x
x

x y,x y, f x
x

> =x y> =x y,x y,> =,x y,> =x y> =x y (f x(f x) +
−

< =x y< =x y,x y,< =,x y,< =x y< =x y (f x(f x) +
−

0x y0x y> =0> =x y> =x y0x y> =x y
1

0x y0x y< =0< =x y< =x y0x y< =x y
1

1

2

C1C1

C2C2

ch

ch
(2)

























y 1 0 1 1 01( )1 0)1 0= ⇔1 0= ⇔1 0 − +1 1− +1 1 == ⇔ ch sh1 1sh1 1sh1 1− +1 1sh1 1− +1 1 C1C1

⇔ = − −C⇔ =C⇔ =1⇔ =1⇔ =⇔ =C⇔ =1⇔ =C⇔ = 1e .

C2 n’est pas fixé, donc g est l’unique solution de (E) sur  +
* , mais ce n’est

pas le cas sur *.
La réponse C est fausse.

• Si y est solution de (E) sur , y est solution sur *, donc vérifie (1) et (2).

y est continue en 0, or f 0 0( )0 0)0 00 0=0 0 et f est continue en 0.

Si C1 ≠ 0, lim
x

y x
→ +

(y x(y x) = ± ∞
0

, donc il faut C1 = 0.

Si C2 ≠ 0, lim
x

y x
→ −

(y x(y x) = ± ∞
0

, donc il faut C2 = 0.

Donc f est la seule solution possible de (E). Or, d’après la question 2, f est
dérivable en 0, donc f est solution de (E) sur 

La réponse D est bonne.

> QCM 3 Courbe paramétrée

• Question 1 : réponses A et C

• ∀ ∈
( ) =

( )+ −( )+ −
+ −

( )
∀ ∈

) du signe de
∀ ∈t∀ ∈t∀ ∈t∀ ∈

x t(x t(x t(x t( ( )t t( )+ −( )+ −t t+ −( )+ − e

t
t t+ −t t+ −

y t(y t(

t

*,,

/

′x t′x t

′y t′y t

2 1( )2 1( )+ −( )+ −2 1+ −( )+ − −2 1−( )t t( )2 1( )t t( )+ −( )+ −t t+ −( )+ −2 1+ −t t+ −( )+ − e2 1e
22

2t t2t t
( )2( )( )2 1( )2( )2 1( )

2

===
−

−























 t

t
t

2

2
24

4du signe de

La réponse A est bonne.

• y t t′y t′y t(y t(y t) ≥ ⇔ ] [ ∪ +] [∪ +] [∪ + ∞] [∞0 2t0 2t≥ ⇔0 2≥ ⇔ ∈ −0 2∈ −] [0 2] [∈ −] [∈ −0 2∈ −] [∈ − ∞ −] [∞ −0 2∞ −] [∞ − ] [2] [∪ +] [∪ +2∪ +] [∪ +≥ ⇔0 2≥ ⇔0 2, ,] [, ,] [ ∪ +, ,∪ +] [, ,] [∪ +] [∪ +, ,∪ +] [∪ +] [0 2] [, ,] [0 2] [ ∪ +] [∪ +2∪ +] [∪ +, ,∪ +2∪ +] [∪ + La réponse B est fausse.
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Point singulier

M (t) est un point singulier si et seulement si : x t y t′ ′x t′ ′x t y t′ ′y t(x t(x t′ ′(′ ′x t′ ′x t(x t′ ′x t)′ ′)′ ′= (y t(y t) = 0 .

• x t t t t ou t′x t′x t(x t(x t) = ⇔ = ⇔ =0 2t t0 2t t= ⇔0 2= ⇔ + −0 2+ −t t+ −t t0 2t t+ −t t 0 2t o0 2t o= ⇔0 2= ⇔ t o= −t o0 2t o= −t o 120 220 2t t0 2t t2t t0 2t t= ⇔0 2= ⇔0 2 = ⇔0 2= ⇔0 2t o

y t t t ou t′y t′y t(y t(y t) = ⇔ t t− =t t⇔ =t t⇔ =t t − =ou− =ou t− =t0 4t t0 4t t= ⇔0 4= ⇔ t t− =t t0 4t t− =t t0 2t t0 2t t⇔ =0 2⇔ =t t⇔ =t t0 2t t⇔ =t t − =0 2− = 220 420 4t t0 4t t2t t0 4t t= ⇔0 4= ⇔0 4t t0 2t tt t⇔ =t t0 2t t⇔ =t t .

Donc M (–2) est l’unique point singulier de .
La réponse C est bonne.

• x′ 2 0( )2 0)2 0≠2 0≠2 0 et y′ 2 0( )2 0)2 02 0=2 0, donc la tangente à  en M (2) est parallèle à l’axe (Ox).
La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponses B et C

•
1

2
1
2

1

1
2

1
2

1
2 2 2

2 3

− +2− +2
= −

−
= − + ++ + 

2 22 2



2 22 22 22 2








+ 
2 3


2 3








2 3


2 3







+ ( )3( )3






















h h

h hh h

h h

 h2 3h2 3

o h( )o h( )

= − − −− − − +− + ( )1
2 4 8 16

2 3

( )3( )h h h2 3h2 3

o h( )o h( )

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

• e e e ehe ehe e

h h h
o h

u hu h

1
2e e2e e

1
2 4 8 16 1

2e e2e e

2 3h2 3h

−

e ee e







e ee e






+ + + ++ + + ( )o h( )o h3( )3

(u h(u h)= =e e= =e e ( )u h( )u h= =( )= =
                    

or u h
h( )u h( )u h ∼

0 4
donc o u o h3 3o h3 3o h( )o u( )o u3 3( )3 3= ( )o h( )o h3 3( )3 3o h3 3o h( )o h3 3o h .

On écrit alors un DL3 (0) de eu : e u
u u

o uue uue u= +e u= +e u + + ++ + + ( )o u( )o u1= +1= +e u= +e u1e u= +e u
2 6

2 3u u2 3u u ( )3( ) .

e
h h h h h h

o hu h(u h(u h) = + + ++ +







h hh h






+ ++ ++ ++ +
h hh h

+ +


+ +


+ +


+ ++ ++ +




+ +


+ ++ +


+ +


+ +


+ ++ +


+ +
h hh h






+ h hh h



h hh h


h hh h









+ (o h(o h1= +1= +
4 8 16

h h1h h
2 42 42 4 8

h h1h h
6 46 46 4

2 3h h2 3h h 2h h2h h
2

h h
2

h h 3
3 )))

e
h h

h ou h(u h(u h) = + + ++ + + ++ +













h o+h o( )h( )h1= +1= +
4
h h5h h

32
1

16
1

32
1

384

2
3 3h o3 3h oh o+h o3 3h o+h o( )3 3( )h( )h3 3h( )h .

Finalement : e e
h h h

o hhe ehe e
1

2e e2e e1 2
2 3h2 3h

1
4
h h5h h

32
372 3372 3

384
−


e ee e







e ee e




 = +1= +1= +e e= +e e1 2= +1 2 + ++ +


= +


= +


= +


= += += +





= +


= += +


= +


= +


= += +


= +







+ ( )o h( )o h3( )3/1 2/1 2= +/= +1 2= +1 2/1 2= +1 2 .

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.
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• Question 3 : réponses B et D
• Cherchons les DL3 (−2) de x et de y.
On pose t ht h= −t ht h+t ht h2t h avec h au voisinage de 0.

x h h e e h
h h h

o hh( )x h( )x hx h− +x h( )x h− +x h +( )h e)h e e h= −e h= −e h= −e h(e h(e h(e h(e he h= −e h(e h= −e h) + ++ + + ++ + ( )o h( )o h




−2 4( )2 4( )x h( )x h2 4x h( )x hx h− +x h( )x h− +x h2 4x h( )x h− +x h = −2 4= −(2 4(= −(= −2 4= −(= − 4 1e h4 1e he h+e h4 1e h+e h)4 1) 

4 1



4 1


4 1




4 1





4 1
 4

h h5h h
32

37
384

1
2 1 2e h1 2e h1 2e h1 2e h

2 3h2 3h372 337 ( )3( )/e h/e h1 2/1 2e h1 2e h/e h1 2e h






x h e h h o( )x h( )x hx h− +x h( )x h− +x h − −e h− −e he h− −e he he h


e h


e h


e h


e he h


e h h oh o


h o


h oh oh oh oh oh oh o


h o


h oh o


h oh o+h o ( )h( )h2 4e h2 4e h( )2 4( )x h( )x h2 4x h( )x hx h− +x h( )x h− +x h2 4x h( )x h− +x h e h= −e h2 4e h= −e h= −2 4= −e h= −e h2 4e h= −e he he h2 4e he he h= −e he h= −e h2 4e he h= −e he h


e h2 4e h


e he h= −e h


e h= −e h2 4e h


e h= −e he h= −e he h= −e h2 4e he h= −e he he he he h2 4e he he he h= −e he h= −e he he h= −e h2 4e h= −e he h= −e he h= −e he h= −e he h


e he h


e h2 4e he h


e he h= −e h


e h= −e he h


e h= −e h2 4e h= −e h


e h= −e he h= −e h


e h= −e h
3

e h
3

e h
8

11
48

1 2e h1 2e he h2 4e h1 2e h2 4e h1 2e h1 2e he h2 4e h1 2e h2 4e h2 3h o2 3h o
112 311 ( )3( )/e h2 4e h/e h2 4e h1 2/1 2e h1 2e h/e h1 2e he h2 4e h1 2e h2 4e h/e h1 2e h2 4e h

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

• y h h
h

h
h

h
h h h

o

( )y h( )y hy h− +y h( )y h− +y h + +h+ +h
− +

= −
−

= − + ++ + +














+

2 2( )2 2( )y h( )y h2 2y h( )y hy h− +y h( )y h− +y h2 2y h( )y h− +y h = −2 2= −
4

2− +2− +
2 2h2 2h+ −2 2+ −h+ −h2 2h+ −h

1

1
2

2 2h2 2h+ −2 2+ −h+ −h2 2h+ −h 1
2 4 8

2 3h2 3h ( )hhh( )hhh3( )3

soit : y h
h h

o h( )y h( )y hy h− +y h( )y h− +y h − −− − + ( )o h( )o h2 4( )2 4( )y h( )y h2 4y h( )y hy h− +y h( )y h− +y h2 4y h( )y h− +y h = −2 4= −
2 4

2 3h h2 3h h ( )3( ) .

Alors : F h
e

h hh h
e

h
e

o h( )F h( )F hF h− +F h( )F h− +F h =
−
−

+ +h h+ +h hh h+ +h h
−

−
+

−

−
+ ( )o h( )o hF h( )F h2F h( )F hF h− +F h( )F h− +F h2F h( )F h− +F h

4

4

0
h h

0
h h

0
h h

0
h h

3
8
1
2

11
48
1
4

1 2
2

1 2

3

1 2

( )3( )
/1 2/1 2

/ // /e/ /e
11/ /111 2/ /1 2 1 2/ /1 2

.

F est C ∞ sur *, donc le DL3(–2) de F est le développement de Taylor-Young
en –2, soit :

F h F h F
h h

F o( )F h( )F hF h− +F h( )F h− +F h (F h(F h(F h(F h)F h)F h+ −F h+ −F h F+ −F (+ −(+ − ) + −+ −F+ −F (+ −(+ − ) F o+ −F o+ −+ −F o+ −F o(F o(F o(F o(F oF o+ −F o(F o+ −F o)F o)F oF o+F o( )h( )h(F o(F oF o+ −F o(F o+ −F o)F o)F oF o+ −F o)F o+ −F o2 2F h2 2F h( )2 2( )F h( )F h2 2F h( )F hF h− +F h( )F h− +F h2 2F h( )F h− +F h F h= −F h2 2F h= −F h= −2 2= −F h= −F h2 2F h= −F hF h(F h2 2F h(F hF h(F h2 2F h(F hF h= −F h(F h= −F h2 2F h(F h= −F h 2
2

2
6

2F o2F o
2 3h2 3h 3F o3F oF o+ −F o3F o+ −F o( )3( )F hF h+ −F h + − + −′ ″

h
′ ″

h
F′ ″F+ −′ ″+ −(′ ″(+ −(+ −′ ″+ −(+ − )′ ″) + −′ ″+ −F+ −F′ ″F+ −F2′ ″2

On retrouve F ′ −( )′ −( )′ −2 0( )2 0( ) =2 0= (M (–2) est un point singulier).

′′ −( ) −

−
F

e
2

3
4
1

1 2/1 2/1 2

est colinéaire à u
e→ 3 1 2

4

/1 2/1 2

qui dirige donc la tangente à  en

M (–2), F 3 2( ) −( ) est colinéaire à v
e→ 11 1 2

12

/1 2/1 2

, et u
→














 
















, v
→

sont non colinéaires.
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Donc 2 est le plus petit p ∈* tel que F p( ) −( ) ≠2 0)2 0) ≠2 0≠ , et 3 est le plus petit q > p

tel que ( )F F( )F Fp q( )p qF Fp qF F( )F Fp qF F(( )(F F(F F( )F F(F F)( ))F F)F F( )F F)F Fp q)p q( )p q)p qF Fp qF F)F Fp qF F( )F F)F Fp qF F (( )(p q(p q( )p q(p q)( ))F F−F F( )F F−F F(( )(F F(F F( )F F(F Fp q(p q( )p q(p qF Fp qF F(F Fp qF F( )F F(F Fp qF F)( ))p q)p q( )p q)p q (( )( )( ))( )2 2( )F F( )F F2 2F F( )F Fp q( )p q2 2p q( )p qF Fp qF F( )F Fp qF F2 2F F( )F Fp qF F (( )(2 2(( )(p q(p q( )p q(p q2 2p q( )p q(p q)( ))2 2)( ))F F)F F( )F F)F F2 2F F( )F F)F Fp q)p q( )p q)p q2 2p q( )p q)p qF Fp qF F)F Fp qF F( )F F)F Fp qF F2 2F Fp qF F)F Fp qF F( )F Fp qF F)F Fp qF F −( )−2 2−( )−(( )(2 2(( )(( ),  ( )F F( )F F2 2F F( )F F,  F F2 2F F( )F F libres, donc M (–2) est un point de rebrousse-

ment de 1ère espèce.
La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

• Question 4 : réponse B

lim /

t

te
→ ± ∞

− =1 1 donc x t t( )x t( )x t
± ∞
∼ or y t t( )y t( )y t

± ∞
∼ d’où lim

t

y t
x t→ ± ∞

( )y t( )y t

( )x t( )x t
= 1

Donc la droite d’équation y = x est direction asymptotique de , mais
il faut étudier la limite de y − x quand t → ± ∞ avant de conclure à
une asymptote. La réponse A est fausse.

• y t x t t
t

t e t
t t

et t(y t(y t) − (x t(x t) = +t= +t − −t e− −t e− −(− −(− − )t e)t e = + − −− −− −
t tt t

− −


− −− −− −

− −− −− −− −
t tt tt tt t

− −


− −− −


− − 
















4
2 1t e2 1t e)2 1)t e)t e2 1t e)t e = +2 1= += +2 1= +t= +t2 1t= +t= += +2 1= += +− −2 1− −4

1− −1− −
212 112 1− −2 1− −1− −2 1− −

2t t2t t
/ /t t/ /t tet te/ /et te/ /t tt t/ /t tt tt tt t


t tt t/ /t t


t tt t/ /t tt t/ /t tt tt tt t


t tt t/ /t t


t tt t/ /t tt t/ /t tt tt t/ /t tt t= +t t/ /t t= +t tt tt t/ /t tt tt tt t


t tt t/ /t t


t tt tt t− −t t/ /t t− −t tt tt t− −t tt t/ /t t− −t tt tt tt t


t tt t− −t t


t tt t/ /t tt t


t tt t− −t tt t


t tt tt t− −t t/ /t t− −t tt tt t− −t tt t/ /t t− −t tt tt tt t


t tt t− −t t


t tt t/ /t tt t


t tt t− −t tt t


t tt t2 1/ /2 1t t2 1t t/ /t t2 1t ttt tt2 1tt tt/ /t2 1tt ttt tt t2 1t tt t/ /t t2 1t tt t2 1/ /2 1t t2 1t t/ /t t2 1t ttt tt2 1tt tt/ /t2 1tt ttt t= +t t2 1t t= +t t/ /t t2 1t t= +t tt t= +t t2 1t t= +t t/ /t t2 1t t= +t ttt tt= +tt tt2 1t= +tt tt/ /tt tt= +tt tt2 1tt tt= +tt ttt tt t2 1t tt t/ /t t2 1t tt tt t


t t2 1t t


t t/ /t t2 1t t


t tt t= +t t


t t= +t t2 1t t


t t= +t t/ /t t= +t t


t t= +t t2 1t t= +t t


t t= +t tt tt t


t tt t2 1t t


t tt t/ /t tt t


t tt t2 1t tt t


t tt t− −2 1− −/ /− −2 1− −t t− −t t2 1t t− −t t/ /t t2 1t t− −t ttt tt− −tt tt2 1t− −tt tt/ /tt tt− −tt tt2 1tt tt− −tt ttt tt t− −t tt t2 1t t− −t tt t/ /t tt t− −t tt t2 1t tt t− −t tt tt tt t


t tt t− −t t


t tt t2 1t tt t


t tt t− −t tt t


t tt t/ /t tt t


t tt t− −t t


t tt t2 1t t


t tt t− −t tt t


t t4/ /4t t4t t/ /t t4t tt t1t t/ /t t1t tt t− −t t1t t− −t t/ /t t1t t− −t t2/ /2t t2t t/ /t t2t t1/ /1t t1t t/ /t t1t t

.

Cherchons un DL1 ± ∞( ) de y t x t(y t(y t) − (x t(x t) , donc un DL2 ± ∞( ) du crochet :

y t x t t
t t t t

o
t

(y t(y t) − (x t(x t) = +t= +t − −− −− −
t tt t

− −


− −− −− −

− −− −− −− −


− −


− −− −


− − 






− +− + + 






























1= +1= +

4
1− −1− −

2
1

1 1
t t2t t

1
2 2t t2 2t t

− +2 2− +2 2t t2 2t t2 2t tt t2 2t tt t2 2t tt tt tt t2 2t tt tt t 2 22 2 2 22 2
12 21 12 21

22 22t t2t t2 2t t2t t 2= += += += +




























= + + 













3= +3= +
3
2

1
t

o
t

soit : y t x t
t

o
t

(y t(y t) − (x t(x t) − = + 













3− =3− =
3
2

1
donc la droite ∆ d’équation y x= +y x= +y x 3

est asymptote à  en ± ∞ , et 3
2t

est du signe de t, donc  est au-dessus de

∆ en + ∞, et en dessous de ∆ en − ∞.

La réponse B est bonne et la réponse C est fausse.

• x t e t(x t(x t) −
−

−∼
0

12 / donc lim
t

x t
→ −

(x t(x t) = − ∞
0

et y t
t

(y t(y t)
−

∼
0

4
donc lim .

t
y tm .y tm .y tm .y tm .

→ −
(y t(y tm .y tm .(m .y tm .)m .)m .m .= −m .m .∞m .

0

y t
x t t

e t(y t(y t)
(x t(x t) −

−

∼
0

12 /

Posons : X
t t

= →= → − ∞
→ −

1
0

alors − =− = − →
→ − ∞

2
2 0− →2 0− →1

t
e X− =e X− = − →e X− →− →2 0− →e X− →2 0− →1e X1 e− →e− →− →2 0− →e− →2 0− →t X2 0t X2 0− →2 0− →t X− →2 0− →e Xt Xe X− →e X− →t X− →e X− →2 0e X2 0t X2 0e X2 0− →2 0− →e X− →2 0− →t X− →e X− →2 0− →− →2 0− →e− →2 0− →t X− →e− →2 0− →

X

/e X/e X

et lim
t

y t
x t→ −

(y t(y t)
(x t(x t) =

0
0 donc  admet une branche parabolique de direction (Ox).

La réponse D est fausse.

t

Donc la droite d’équation 
NON
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> QCM 4 Formule de Taylor-Young

• Question 1 : réponse B

Sur * , g est C ∞ par opérations, et : g x
x x x

x
′g x′g x( )g x( )g x =

x xcox xs sx xs sx x −s s− in
2 .

Si x k≠ +x k≠ +x kx k≠ +x k ( )k( )k ∈( )∈
π

x k
π

x kπ
2

( )( ) : g x
x

x
′g x′g x( )g x( )g x = −= −( )x x( )x x= −( )= −x x= −x x( )x x= −x x

cos ( )ta( )x x( )x xtax x( )x xx x( )x xnx x( )x x2
. La réponse A est fausse.

• x x xx xcox xsx xs  x x ∼
0

et sin x xx x∼x x
0

donc il faut un DL2 (0) du numérateur :

g x
x o x x

x

o x

x
o

x
′g x′g x(g x(g x) =

( )x o( )x o x x( )x x+( )+x o+x o( )x o+x o(( )( )( ))x x)x x( )x x)x x− +x x− +x x( )x x( )x x o x( )o x− +( )− +x x− +x x( )x x− +x x ( )( )( )o x( )o x( )o x( )o x
=

( )o x( )o x
= ( ) →

→

( )1( )x o( )x o1x o( )x o
1 0)1 0) →1 0→

( )( )( )2( )( )( )
2

( )2( )
2 0

donc lim
x

g x
→

(g x(g x) =
0

0′g x′g x

La réponse B est bonne.

Pour utiliser la limite de la dérivée, il faut que g soit continue en 0, ce qui
n’est vrai que si a = 1. La réponse C est fausse.

• Si a = 1, g est continue sur , dérivable sur *, et lim
x

g x
→

(g x(g x) =
0

0′g x′g x , donc g est

dérivable en 0 et g ′ 0 0( )0 0)0 00 0=0 0, donc g est de classe C 1 sur .

La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponses C et D

• Si p m≥p m≥p m :
x
x

x
p

m
p m

x
= →x= →x p m= →p mp m−p m

→ 0
0 donc x xp mx xp mx xx x<<x xp m<<p mx xp mx x<<x xp mx x : la réponse A est fausse.

• Si f est C n+1, f (q) est Cn q+ −n q+ −n q1+ −1+ −n q+ −n q1n q+ −n q et on peut lui appliquer la formule de
Taylor-Young à l’ordre n q+ −n q+ −n q1+ −1+ −n q+ −n q1n q+ −n q.

La réponse B est fausse (sauf pour q = 1).

• f x
f

k
x oqf xqf x

q k
kx okx o

k

n q
(f x(f x)f x)f x

q k+q k( )+ −n q+ −n q

(f x(f x) = ( ) +x o+x o( )x( )xn q( )n q+ −( )+ −n q+ −n q( )n q+ −n q

=
∑ 0

0

1+ −1+ −n q+ −n q1n q+ −n q

( )1( )+ −( )+ −1+ −( )+ −n q+ −n q( )n q+ −n q1n q( )n q+ −n q

!

or 0 10 1≤ +0 10 1≤ +0 1q k0 1q k0 10 1≤ +0 1q k0 1≤ +0 1n0 1n0 10 1≤ +0 1n0 1≤ +0 1 donc f q kq k+q k( ) ( )0 0)0 0) =0 0=

et finalement : f x o xqf xqf x(f x(f x)f x)f x(f x(f x) = ( )o x( )o xn q( )n q+ −( )+ −n q+ −n q( )n q+ −n q( )1( )+ −( )+ −1+ −( )+ −n q+ −n q( )n q+ −n q1n q( )n q+ −n q (1)

La réponse C est bonne.

• 0 ≤ ≤ ≤k p≤ ≤k p≤ ≤ n donc 0 ≤ − ≤p k≤ −p k≤ − n , et en remplaçant q par p−k dans (1),
on obtient :

f x o xp kf xp kf xf xp kf x−f xp kf x(f x(f x)f x)f x(f x(f x) = ( )o x( )o xn p( )n p k( )k+ −( )+ −n p+ −n p( )n p+ −n p+( )+( )1( )+ −( )+ −1+ −( )+ −n p+ −n p( )n p+ −n p1n p( )n p+ −n p

Pour utiliser la limite de la dérivée, il faut que 
n’est vrai que si NON

• NON

Sur NON
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Or : n p k k n p k+ −n p+ −n p1 1 1n p1 1 1n p k k1 1 1k k n p1 1 1n p k1 1 1k+ −1 1 1+ −n p+ −n p1 1 1n p+ −n p + = +1 1 1+ = +k k+ = +k k1 1 1k k+ = +k k + −1 1 1+ −n p+ −n p1 1 1n p+ −n p ≥ +1 1 1≥ +k≥ +k1 1 1k≥ +k donc x xn px xn px xk kx xk kx x+ −n p+ −n px xn px x+ −x xn px x+ +x x+ +x xk k+ +k kx xk kx x+ +x xk kx xx x<<x xx xk kx x<<x xk kx xk k+ +k k<<k k+ +k kx xk kx x+ +x xk kx x<<x x+ +x xk kx x1+ −1+ −n p+ −n p1n p+ −n px xn px x+ −x xn px x1x x+ −x xn px x
0

1 .

Finalement : f x o xp kf xp kf xf xp kf x−f xp kf x(f x(f x)f x)f x(f x(f x) = ( )o x( )o x k( )k+( )+( )1( ) La réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses A et C

• u est C ∞ sur *, u x
x

u x
x

′ ″u x′ ″u x′ ″u x′ ″u x′ ″u x′ ″u x(u x(u x′ ″(′ ″u x′ ″u x(u x′ ″u x)′ ″)′ ″= − (u x(u x) =
1 2

′ ″
1 2

′ ″ (1 2( )1 2)2 3x2 3x
(2 3( )2 3), u xu x(u x)2 3,  2 3u x2 3u x(2 3(u x(u x2 3u x(u x)2 3) et par récurrence :

u x
k

x
ku xku x k

k
(u x(u x)u x)u x +(u x(u x) = −(= −(= − )1 1

! donc u x f x k
o x

x
k pu xk pu x f xk pf xkf xkf x k

k x

(u x(u x)u x)u xk p)k pu xk pu x)u xk pu x f x−f x(f x(f xk p(k pf xk pf x(f xk pf x)f x)f x + →
(u x(u xk p(k pu xk pu x(u xk pu x)k p)k p (f x(f x) = −(= −(= − ) ( )o x( )o x k( )k+( )+

→1 0k1 0kk1 0k1 0)1 0) →1 0→
( )1( )

1 0
!

( )
1 0!  1 01 0k1 0k

( )
1 0

( )
1 011 0

La réponse A est bonne.

• Appliquons la formule de Leibniz à ϕ x u x f x( )x u)x ux u=x u( )x f)x f ( ) :

ϕ p k p k

k

p

x u x fk px fk p x( ) ( )k p)k p−(k p(k p )( )x u)x ux u=x u


x u


x u


x u


x ux ux u




x u


x ux u


x u


x u


x ux u


x u


x u


x u


x u


x ux ux u




x u


x ux u


x u


x u


x ux u


x u (k p(k p)k p)k px f)x fk px fk p)k px fk p ( )
=
∑x u∑x u

p

k
x u

k
x u

0

La réponse B est fausse.

• D’après l’assertion A : lim
x

p x
→

( ) ( ) =
0

0ϕ .

Montrons par récurrence sur p np n∈p n p n p n0, 0,p n0,p n p n0,p n que ϕ est de classe C p sur .

- Pour p = 0, lim
x

x f
→

( )x f)x f ( ) ( )
0

0 0)0 0) 0ϕ ϕx fϕ ϕx f(ϕ ϕ(x f)x fϕ ϕx f)x fx f=x fϕ ϕx f=x f (ϕ ϕ( )ϕ ϕ) = =ϕ ϕ= =0 0ϕ ϕ0 0)0 0)ϕ ϕ)0 0) = =0 0= =ϕ ϕ= =0 0= =′ϕ ϕ′ϕ ϕ , donc ϕ est de classe C 0 sur .

- Soit p np n∈ −p n p n p np n∈ −p n p n∈ −p n0 1 0 1p n0 1p n p n0 1p n∈ −0 1∈ − ∈ −0 1∈ −p n∈ −p n0 1p n∈ −p n p n0 1p n∈ −p np n,  p n p n,  p np n0 1p n,  p n0 1p n p n,  p n0 1p np n∈ −p n0 1p n∈ −p n,  p n0 1p n∈ −p n p n∈ −p n0 1p n∈ −p n,  p n∈ −p n0 1p n∈ −p n , supposons que ϕ est de classe C p sur , ϕ p( ) ( )0 0)0 0) =0 0= .

Montrons que ϕ est de classe C p+1 sur .

( )ϕ ϕ( )ϕ ϕest( )estϕ ϕ est ϕ ϕ( )ϕ ϕ est ϕ ϕC( )Cϕ ϕC  ϕ ϕ( )ϕ ϕC  ϕ ϕϕ ϕsuϕ ϕ( )ϕ ϕsuϕ ϕϕ ϕr ϕ ϕ( )ϕ ϕr ϕ ϕϕ ϕ et ϕ ϕ( )ϕ ϕ et ϕ ϕ est( )est C( )C su( )su+1( )+1+1p p( )p pϕ ϕp pϕ ϕ( )ϕ ϕp pϕ ϕp pϕ ϕp pϕ ϕ( )ϕ ϕp pϕ ϕsup psu( )sup psuϕ ϕsuϕ ϕp pϕ ϕsuϕ ϕ( )ϕ ϕp pϕ ϕsuϕ ϕrp pr( )rp prϕ ϕr ϕ ϕp pϕ ϕr ϕ ϕ( )ϕ ϕp pϕ ϕr ϕ ϕ Cp pC( )Cp pC ( ) ϕ ϕ ϕ ϕ( )ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ et ϕ ϕ ϕ ϕ et ϕ ϕ( )ϕ ϕ ϕ ϕ et ϕ ϕ est est( )est est C C( )C C su su( )su sur r( )r r+1p p p p( )p p p pϕ ϕp pϕ ϕ ϕ ϕp pϕ ϕ( )ϕ ϕ ϕ ϕp pϕ ϕetp pet etp pet( )et etp petϕ ϕ et ϕ ϕp pϕ ϕ et ϕ ϕ ϕ ϕp pϕ ϕ et ϕ ϕ( )ϕ ϕ et ϕ ϕp pϕ ϕ et ϕ ϕ ϕ ϕ et ϕ ϕp pϕ ϕ et ϕ ϕ estp pest estp pest( )est estp pest Cp pC Cp pC( )C Cp pC *( )* ⇔

( )ϕ( )ϕ continue su( )continue sur( )r(( )( )( ))p( )p et( )et est( )est C( )C su( )su1( )11 ( ) et et( )et et est est( )est est C C( )C C su su( )su sur r( )r r1ϕ( )ϕ ϕ ( ) ϕ p( )p p ( ) p (( )( ( ( ) ( )( )) ) ( ) ) ( )*( )
lim
x

p x
→

+( ) ( ) =
0

1 0ϕ donc ϕ p( ) est dérivable en 0 et ϕ ϕpϕ ϕpϕ ϕ
x

p x+ϕ ϕ+ϕ ϕ(ϕ ϕ(ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕ
→

+( )(ϕ ϕ(ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕϕ ϕ= =ϕ ϕ ( )1ϕ ϕ1ϕ ϕ
0

ϕ ϕ
0

ϕ ϕ 10 0ϕ ϕ0 0ϕ ϕ)0 0)ϕ ϕ)ϕ ϕ0 0ϕ ϕ)ϕ ϕϕ ϕ= =ϕ ϕ0 0ϕ ϕ= =ϕ ϕliϕ ϕliϕ ϕmϕ ϕmϕ ϕ .

Par conséquent ϕ p+( )1 est continue en 0, et ϕ est de classe C p+1 sur .

Donc, par récurrence (finie), ϕ est C n sur .
La réponse C est bonne.
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• On peut appliquer les résultats précédents avec f x x xf x:  f x sh x x−x x( )2
si :

∃ ∈n∃ ∈n∃ ∈ , f f f n0 0f f0 0f f 0 01(f f(f f)f f)f ff f0 0f f)f f0 0f ff f0 0f f=f f0 0f f (0 0(0 0) = = ( )0 0)0 00 0=0 0+( )′0 0′0 0 ...

f est C ∞ sur , et un DLnDLnDL + ( )1 0 donnera le résultat.

Pour que h soit C 5, il faut montrer que n = 5, donc écrire un DL6 (0) de f.

Or : sh
!

x x
x

x x−x x ∼
0

3

3
donc f x

x
o x x o(f x(f x) = += += + ( )o x( )o x




= += +




















= += +x o= +x o( )x( )x
3

( )3( )
2

6 6x o6 6x o= +6 6= +x o= +x o6 6x o= +x o( )6 6( )x( )x6 6x( )x
3

1
36!

.

Par conséquent : f f f0 0f f0 0f f 0 05(f f(f f)f f)f ff f0 0f f)f f0 0f ff f0 0f f=f f0 0f f (0 0(0 0) = = ( )0 0)0 00 0=0 0( )′0 0′0 0 ... mais f 6 0 0( ) ( )0 0)0 0≠0 0≠0 0.

Donc n = 4, et h est de classe C 4 sur .
La réponse D est fausse.
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240

énoncés
> QCM 1 Existence et propriétés de

l’intégrale
• Question 1 (d’après EPL 2008)

Soit f : x dtt
x

 3
0

− [ ]∫ où [t] désigne la partie entière de t.

A Pour justifier l’existence de f sur , il suffit de constater que t  3 − [ ]t[ ]t

admet des limites finies à droite et à gauche en tout point.

B Pour montrer qu’une fonction g admet une limite en + ∞, il suffit de

montrer que la suite
n( )g n( )g n(( )(g n(g n( )g n(g n)( )) ∈ a une limite.

C ∀ ∈ ( ) = −= −( )= −( )= −( )− +( )( )(( )( )− +( )(( )− +( )( ))( )∀ ∈n f∀ ∈n f∀ ∈∀ ∈n f∀ ∈ n ( )n( )( )− +( )n( )− +( )n fn fn f,n f,
3
2

( )1 3( )= −( )= −1 3= −( )= −( )1( ).
D f est croissante sur , donc elle admet une limite en + ∞ qui est la

même que celle de
n( )f n( )f n(( )(f n(f n( )f n(f n)( )) ∈

: 3
2

.

• Question 2
Soit f une fonction continue sur [0, 1]. On pose :

∀ ∈ = ( )∫n I t f t dtn
n,

0

1

.

A De l’inégalité de la moyenne, on peut déduire que lim
n nInIn→ + ∞

= 0.

B On suppose que f est C 1 sur [0, 1]. Alors : I
f
nnInI n

∼
→ + ∞

( )1
.

On prend dans la suite : f t t: sin π( ).

C f(1) = 0 donc InInI n
∼

→ + ∞
0.

D En intégrant par parties, on obtient : n n I In nI In nI I+n n+n n( )n n)n n(n n(n n ) I I= −I I +1 2n n1 2n n +1 2+1 2n n1 2n n)1 2)n n)n n1 2n n)n n(1 2(n n(n n1 2n n(n n 2I I2I I 2I Iπ πI In nπ πn nI In nI Iπ πI In nI II I= −I Iπ πI I= −I I

donc : I
nnInI n

∼
→ + ∞

π
2 .
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• Question 3 (d’après EPL 2008)
Soit f une fonction continue sur [a, b] (a < b), et n ∈ *.

A lim
n

k

n

a

b

n
f a k

b a
n

f t dt
→ + ∞

+
b a−b af af a


f a


f af af af af af af a


f a


f af a


f a 







= (f t(f t)
=

∑ ∫1

1

B Soit u nu nnu nnu n
k

n
n= +u n= +u n= += +u n= +u nu n= +u nn= +nu nnu n= +u nnu n( )u n( )u n k( )k= +( )= +u n= +u n( )u n= +u n

=
∏u n∏u n= +∏= +u n= +u n∏u n= +u n

1

. u nenu nnu n
n

k
n

k

n

u n=u n
+























=

∑1 1
1
ln

donc u
n
en n

∼
→ + ∞

.

On prend dans la suite f a b: , *[ ] → + continue (a < b), et n ∈ *.

C ln est concave, donc, pour x x x anx anx a1 2x x1 2x x, ,1 2, ,1 2x x1 2x x, ,x x1 2x x ...,, ,1 2, ,1 2x x1 2x x, ,x x1 2x x ..., x a∈x a[ ]x a[ ]x a b[ ]b,[ ], , on a :

1 1

1 1n n1 1n1 1

f x
k

1 1n1 1

k1 1k1 1

n1 1( )1 1( ) ( )f x( )f xk( )k

1 11 1

1 11 1








= =1 1= =1 11 1n1 1= =1 1n1 11 1k1 1= =1 1k1 11 11 1= =1 11 1
∑ ∑∑ ∑1 1∑ ∑1 1

n∑ ∑n∑ ∑ln∑ ∑ln
1 1

ln
1 1∑ ∑1 1

ln
1 1

ln∑ ∑ln
1 1

ln
1 1∑ ∑1 1

ln
1 1( )∑ ∑( )1 1( )1 1∑ ∑1 1( )1 1

f x( )f x∑ ∑f x( )f x
1 1

f x
1 1( )1 1

f x
1 1∑ ∑1 1( )1 1

f x
1 1( )∑ ∑( )f x( )f x∑ ∑f x( )f x( )f x( )f x∑ ∑f x( )f x( )( )( )∑ ∑( )( )( )1 1( )1 1( )1 1( )1 1∑ ∑1 1( )1 1( )1 1

f x( )f x( )f x( )f x∑ ∑f x( )f x( )f x
1 1

f x
1 1( )1 1

f x
1 1( )1 1( )1 1

f x
1 1∑ ∑1 1

f x
1 1( )1 1

f x
1 1( )1 1

f x
1 1( )1 1

f x
1 1

k( )k( )k( )k∑ ∑k( )k( )k( )( )( )∑ ∑( )( )( )f x( )f x( )f x( )f x∑ ∑f x( )f x( )f xk( )k( )k( )k∑ ∑k( )k( )k( )f x( )f x( )f x( )f x∑ ∑f x( )f x( )f x( )f xk( )k( )k( )k∑ ∑k( )k( )k( )k ≥∑ ∑≥


∑ ∑
1 11 1∑ ∑1 11 1


∑ ∑


∑ ∑





∑ ∑





∑ ∑



D En utilisant les sommes de Riemann, on montre que :

1 1
b a b a

f x dx
a

b1 1b1 1
a

b

b a−b a
(f x(f x)1 11 1







∫ ∫∫ ∫1 1∫ ∫1 1

b a∫ ∫b a∫ ∫1 1∫ ∫1 1
dx∫ ∫dx

1 1
dx

1 1∫ ∫1 1
dx

1 1
a∫ ∫a

1 1b1 1∫ ∫1 1b1 1( )∫ ∫( )1 1( )1 1∫ ∫1 1( )1 1
f x( )f x∫ ∫f x( )f x

1 1
f x

1 1( )1 1
f x

1 1∫ ∫1 1( )1 1
f x

1 1(( )(∫ ∫(( )(1 1(1 1( )1 1(1 1∫ ∫1 1( )1 1(1 1
f x(f x( )f x(f x∫ ∫f x( )f x(f x

1 1
f x

1 1(1 1
f x

1 1( )1 1(1 1
f x

1 1∫ ∫1 1
f x

1 1(1 1
f x

1 1( )1 1
f x

1 1(1 1
f x

1 1)( ))∫ ∫)( ))1 1)1 1( )1 1)1 1∫ ∫1 1( )1 1)1 1
≤∫ ∫≤

b a−b a∫ ∫b a−b a
∫ ∫1 11 1∫ ∫1 11 1
∫ ∫∫ ∫


∫ ∫

1 11 1


1 11 1∫ ∫1 1


1 11 1
∫ ∫∫ ∫dx∫ ∫dx( )∫ ∫( )f x( )f x∫ ∫f x( )f xf x(f x( )f x(f x∫ ∫f x( )f x(f x)( ))∫ ∫)( ))∫ ∫ln∫ ∫1 1∫ ∫1 1

ln
1 1∫ ∫1 1∫ ∫ln∫ ∫1 1∫ ∫1 1

ln
1 1∫ ∫1 1

• Question 4 (d’après EPL 2008)

A La formule de Taylor avec reste intégral permet d’écrire :

∀ ∈ = −= −(= −(= − )
=

∑= −∑= −∫= −∫= −∀ ∈ += −+ = −x e∀ ∈x e∀ ∈∀ ∈x e∀ ∈x e
x
k n

x t= −x t= − e dtx
k

k

n
n te dte d

x

x ex e,x e,x e,
! !k n! !k n

1
0

1

B ∀ ∈ ∀ ∈ ≥
=
∑,x e∀ ∈x e∀ ∈x e,x e,

x
k

x
k

k

n

 ∀ ∈ ∀ ∈x e x e∀ ∈x e∀ ∈ ∀ ∈x e∀ ∈ , , x e x e,x e x e,
!

x e x enx e x e∀ ∈x e∀ ∈ ∀ ∈x e∀ ∈n∀ ∈ ∀ ∈x e∀ ∈
0

2 1+2 1+n2 1n

C ∀ ∈ ∀ ∈ ≥
=
∑,x e∀ ∈x e∀ ∈x e,x e,

x
k

x
k

k

n

 ∀ ∈ ∀ ∈x e x e∀ ∈x e∀ ∈ ∀ ∈x e∀ ∈ , , x e x e,x e x e,
!

x e x enx e x e∀ ∈x e∀ ∈ ∀ ∈x e∀ ∈n∀ ∈ ∀ ∈x e∀ ∈
0

2

D ∀ ∈ ∀ ∈ ≤−
=
∑,x e∀ ∈x e∀ ∈x e,x e,

x
k

x
k

k

n

 ∀ ∈ ∀ ∈x e x e∀ ∈x e∀ ∈ ∀ ∈x e∀ ∈ , , x e x e,x e x e,
!

x e x enx e x e∀ ∈x e∀ ∈ ∀ ∈x e∀ ∈n∀ ∈ ∀ ∈x e∀ ∈
0

2
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> QCM 2 Intégrale dépendant d’un

paramètre (d’après EPL 2007)
Pour tout paramètre réel x, on définit les fonctions ϕx et ψx par :

ϕx u
x u u

:
cos sin


1

2 2 2+
et ψx u

u
x u u

:
sin

cos sin
 2 2 2+

( u ∈[ ]0 2, /π )

On pose, pour x ≠ 0 : J x u dux( ) = ( )∫ ϕ
π

0

2/

et K x u dux( ) = ( )∫ ψ
π

0

2/

• Question 1
Les fonctions ϕx et ψx sont :

A définies sur [0, π/2] pour tout réel x.

B définies et continues sur [0, π/2] pour tout réel x non nul.

Les intégrales J(x) et K(x) sont :

C définies pour tout réel x non nul, car toute fonction définie sur un

segment est intégrable sur ce segment.

D définies pour tout réel x non nul, car toute fonction continue sur un

segment est intégrable sur ce segment.

Dans la suite du QCM, on suppose x > 0.
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• Question 2

On pose, pour U ∈[ ]0 2, /π : F U u dux

U

( ) = ( )∫ ϕ
0

A Pour U ∈[ [0 2[ [0 2, /[ [, /0 2, /0 2[ [0 2, /0 2, /π, /[ [, /π, /0 2, /0 2π0 2, /0 2[ [0 2π0 2, /0 2 , en faisant le changement de variable t
u

x
=

tan
,

on obtient :

F U
x t

dt
U

(F U(F U ) = ( )x t( )x tx t+x t( )x t+x t∫ 1

( )1( )x t( )x t1x t( )x t( )2( )0

B F est continue en π/2, donc J x F U
xU

(J x(J x) = (F U(F U ) =
→
lim

/π

π
2 2

.

Soit f l’application définie sur 0
0

2

,
/

+ ∞] [ ( ) = ( )∫par f x x u u duxϕ
π

.

En utilisant le changement de variable s u= −π /2 , on montre que :

C f x f
x

x(f x(f x) + 













=f+
1

4

2π
pour tout x appartenant à l’intervalle ]0, + ∞[.

D f x f
x

(f x(f x) + 













=f
1

4

2π
pour tout x appartenant à l’intervalle ]0, + ∞[.

• Question 3

A En faisant le changement de variable v = cos u dans K(x), on obtient :

K x
x v v

dv(K x(K x) =
+ −∫ 1

1+ −1+ −2 2x v2 2x v 2
0

1

B On a la décomposition en éléments simples :
1

1
1
2

1
1

1
12−

= +
+













t t1t t1 −t t−t t2t t22t t2 t tt t t

d’où, pour x ∈] [] [0,] [] [1] [ : K x
x

x

x
(K x(K x) =

−

− −

+ −

























1

2 12 1

1 11 1− −1 1− −− −1 1− −

1 11 1+ −1 1+ −+ −1 1+ −2

2

2
ln .

C Pour x ∈] [] [0,] [] [1] [, K x
x

x(K x(K x) =
−

−
1

2 12 1
1

2

2argth .

D Pour x > 1, K x
x

x(K x(K x) =
−

−
1

1
1

2

2arctan .
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• Question 4
Soient x ∈] [0, 1 et y x= −( )argth 1 .

A 1 2 21 2−1 2
+ ∞

−th1 2th1 2y e1 2y e1 2 y1 2y e1 2∼1 2y e1 2 B argth n
0

( )h n( )h nh n1h n( )h n1h nh n−h n( )h n−h nx xh nx xh n( )x x( )h n( )h nx xh n( )h nh n−h nx xh n−h nh nx xh nh nlh nh nx xh nlh nx xh nh nx xh n∼h nx xh n

Au voisinage de 0, K (x) est équivalente à :

C −ln x D − 1
2

lnx

> QCM 3 Intégration et algèbre linéaire
(d’après EPL 2009)

On note E l’ensemble des fonctions continues sur .
Pour a ∈  et f ∈ E, on note ϕa (f) l’application définie par :

∀ ∈ ≠ ( )( ) =
−

( ) ( )( ) = ( )∫ etx x a f x
x a

f t dt f a f aa
a

x

a, , ϕ ϕ
1

.

• Question 1

A Si o indique la composition de deux applications, (E, o) est un groupe.

B Si + indique la somme de deux applications, (E, +) est un groupe com-

mutatif d’élément neutre Id x xEIdEId x x: x xx x .

C Si . note la multiplication d’une application par un scalaire, (E, +, . )

est un -espace vectoriel de dimension infinie.

D Si × note la multiplication de deux applications, (E, +, ×) est un corps.

• Question 2

A Pour toute fonction g définie sur , l’application x g t dt
a

x

x gx g ( )t d)t d∫x g∫x g est

une primitive de g sur .

B ϕa( f ) est dérivable donc continue sur −{a}.

C ∀ ( ) ∈ +( )∈ +( )∈ + ( ) ( )( )f g( ) ( )f g( )∈ +( )∈ +f g∈ +( )∈ + f g( )f g( ) +f g+ ( )f g( )a a( )a a( )( )f g( )a a( )f g( ) af gaf g, ,( ), ,( ) ∈ +, ,∈ +( )f g( ), ,( )f g( ) E∈ +E∈ +∈ +, ,∈ +E∈ +, ,∈ +2∈ +2∈ +ϕ ϕ∈ +ϕ ϕ∈ +( )ϕ ϕ( )∈ +( )∈ +ϕ ϕ∈ +( )∈ + =ϕ ϕ=( )f g( )ϕ ϕ( )f g( )∈ +( )∈ +f g∈ +( )∈ +ϕ ϕ∈ +f g∈ +( )∈ +a aϕ ϕa a∈ +a a∈ +ϕ ϕ∈ +a a∈ +( )a a( )ϕ ϕ( )a a( )∈ +( )∈ +a a∈ +( )∈ +ϕ ϕ∈ +a a∈ +( )∈ +( )f g( )a a( )f g( )ϕ ϕ( )a a( )f g( )∈ +( )∈ +f g∈ +( )∈ +a a∈ +f g∈ +( )∈ +ϕ ϕ∈ +( )∈ +f g∈ +( )∈ +a a∈ +( )∈ +f g∈ +( )∈ + f gϕf g , ce qui prouve que ϕa est linéaire.

D ∀ ∈Ef∀ ∈f∀ ∈ , ϕa( f ) est continue sur , donc ϕa définit un endomorphisme de E.
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• Question 3
Pour b ∈ , on note g x x bb :  − .

A ∀ ∈b∀ ∈b∀ ∈, gb est continue sur , et ϕa a ag gg g( )a a( )a ag g( )g ga ag ga a( )a ag ga ag g=g g
1
2

g g
2

g g .

B Ker ϕa ≠ { }{ }0{ } car il y a des fonctions non nulles dont l’intégrale est nulle.

C Ker ϕa = { }{ }0{ }, donc ϕa est injective, donc surjective.

D Si b ≠ a, gb n’est pas dérivable en b, donc ϕa n’est pas surjective.

• Question 4
Pour n ∈ , on note F = [ ]n X l’espace vectoriel des polynômes de degré ≤ n, de

base canonique  = ( )1 2, , , ...,X X X n .

A ∀ ∈i n∀ ∈i n∀ ∈ i n i n0, 0,i n0,i n i n0,i n , ϕa
i k i k

k

i

i
a Xi ka Xi k( )i k( )i kX( )X =

+
i k+ −i k

=
∑i k∑i k1i k1i k

1
i k1i ki k+ −i k1i k+ −i k

0

.

B ϕa induit un endomorphisme ψa de F car ∀ ∈i n∀ ∈i n∀ ∈ i n i n0, 0,i n0,i n i n0,i n , ϕa ( )i( )iX( )X ∈F.

C On a dim F = n et ϕa est injective, donc ψa est injective, donc bijective.

D ψa ne peut pas être surjective puisque ϕa ne l’est pas.

> QCM 4 Fonction définie par une
intégrale

Soit la fonction f définie par :

f t
t e t: 

1
1+ − −

Pour tout réel x ≠ 0, on pose :

Φ x f t dt
x

x

( ) = ( )∫
2

On ne cherchera pas à calculer cette intégrale.
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• Question 1

A ∀ ∈ + − >−t t∀ ∈t t∀ ∈t t e tt tt t, 1+ −, 1+ −t t, 1t t, 1 0, donc f est définie, continue, positive sur .

B ∀ ∈ + − = ⇔t t∀ ∈t t∀ ∈t t e t= ⇔e t= ⇔−e t−e t= ⇔e t= ⇔te tte tt tt t, 1+ −, 1+ −, 1t t, 1t t, 1t t 0 0=0 0=e t0 0e t= ⇔e t= ⇔0 0= ⇔e t= ⇔= ⇔e t= ⇔0 0= ⇔e t= ⇔ , donc f est définie, continue, positive

sur *.

C f est continue sur *, et au voisinage de 0 : f t
t

(f t(f t) ∼
0

1
2

.

D On pose f 0 0( )0 0)0 00 0=0 0. f t dt(f t(f t)
−∫ 1

1

existe, car f est alors continue par mor-

ceaux sur [−1, 1].

• Question 2

A Φ est une primitive de f sur *, donc ∀ ∈ ′ ( ) = ( )∀ ∈x x∀ ∈x x∀ ∈ ′x x′ (x x(x x∀ ∈x x∀ ∈ f x(f x(x xx x*x x*x x,x x,x x, Φx xΦx x .

B Φ est dérivable sur *, et ∀ ∈ ′ ( ) = ( ) − ( )∀ ∈x x∀ ∈x x∀ ∈ ′x x′ (x x(∀ ∈x x∀ ∈ f x(f x( f x(f x(x xx x*x x*x x,x x,x x, Φx xΦx x f x2f x .

C Φ est dérivable sur *, et ∀ ∈ ′ ( ) =
( )−( )−

( )+ −( )+ − ( )
( )−( )

( )− −( )x x∀ ∈x x∀ ∈ ′x x′ (x x( ( )e( )
( )x e( )+ −( )+ −x e+ −( )+ − ( )x e( )+ −( )+ −x e+ −( )+ −

( )x( )
x x( )x x( ) ( )x x( )+ −( )+ −x x+ −( )+ −− −x x− −( )− −( )x x( )− −( ) ( )− −( )x x( )− −( )( )x e( )x x( )x e( )+ −( )+ −x e+ −( )+ −x x+ −x e+ −( )+ −( )x e( )x x( )x e( )+ −( )+ −x e+ −( )+ −x x+ −x e+ −( )+ −

x xx x*x x*x x,x x,x xΦx xΦx x
( )1( )

( )2 1( )+ −( )+ −2 1+ −( )+ −( )x e( )2 1( )x e( )+ −( )+ −x e+ −( )+ −2 1+ −x e+ −( )+ − + −( )+ −x e+ −( )+ −1+ −x e+ −( )+ −( )x x( )1( )x x( )+ −( )+ −x x+ −( )+ −1+ −x x+ −( )+ −( )− −( )x x( )− −( )1( )x x( )− −( )+ −( )+ −x e+ −( )+ −x x+ −x e+ −( )+ −1+ −( )+ −x e+ −( )+ −x x+ −( )+ −x e+ −( )+ −

2

( )2( )( )− −( )2( )− −( ) .

D Φ est croissante, positive sur ] [− ∞] [− ∞ ] [∞] [∞] [,  ] [0 e] [0 e] [ t sur ] [0, ] [] [+] [.

• Question 3

A Φ admet une limite en + ∞, car toute fonction continue sur un inter-

valle ]a, + ∞[ admet une limite en + ∞ et à droite en a.

B ∀ t ∈ +[ [∈ +[ [∈ + ∞[ [∞[ [0,[ [∈ +[ [∈ +0,∈ +[ [∈ + ,
1

1
1

t
f t

t+
≤ (f t(f t) ≤ , donc lim ln

x
xm lxm l

→ + ∞
(m l(m l)m l)m lm l=m lm lΦm l 2.

C f est décroissante sur ] [− ∞] [− ∞] [,  ] [] [0] [, donc, pour x < 0,

Sup
t x x

f t f x
t x∈t xt xt xt xt xt xt xt xt x 

(f t(f t) = (f x(f x)
2t x2t x

f x2f x
,

.

D En utilisant l’inégalité de la moyenne, on montre que lim
x

x
→ − ∞

( ) =Φ 0.
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• Question 4

A Soit ε une application continue sur * telle que lim
t

t
→

( ) =
0

0ε .

Alors t t dt
x

εt tεt t(t t(t t)∫0
existe et, au voisinage de 0 : t t dt o x

x

εt tεt t(t t(t t) = ( )o x( )o x∫0
( )2( ).

B En utilisant un DL3 (0) de e−t, on montre que f admet un développe-

ment asymptotique au voisinage de 0 :

f t
t

t t t t
t

(f t(f t) = += + − +− +t t− +t t ( )t t)t t(t t(t t) =
→

= + − +t t− +t t t tavect t
1
2

1
8

1
24

0
0

ε εt tε εt t(ε ε( )ε ε)t t)t tε εt t)t tt tavect tε εt tavect tlit tlit tt tε εt tlit tε εt tt tmt tt tε εt tmt tε εt t

Φ admet pour DL2 (0) :

C Φ x xx x x o( )x x)x x= +x x= +x xx x= +x x − +− +x o− +x o( )x( )xx x= +x xx x
1
2

2= +2= +x x= +x x2x x= +x x
1
8

1
64

2 2x o2 2x o− +2 2− +x o− +x o2 2x o− +x o( )2 2( )x( )x2 2x( )xln= +ln= +x x= +x xlnx x= +x x

D Φ x xx x x o( )x x)x x= +x x= +x xx x= +x x − +− +x o− +x o( )x( )xx xx x
1
2

2= +2= +x x= +x x2x x= +x x
1
8

1
16

2 2x o2 2x o− +2 2− +x o− +x o2 2x o− +x o( )2 2( )x( )x2 2x( )xln= +ln= +x x= +x xlnx x= +x x
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> QCM 1 Existence et propriétés de
l’intégrale

• Question 1 : réponse D

Existence de l’intégrale
• L’intégrale h t dt( )∫α

β
existe si la fonction h est continue par morceaux

sur un segment I contenant α et β.
• h est continue par morceaux sur un segment I si h est continue sur

I sauf sur un nombre fini de points, et si, en ces points, h admet des
limites finies à droite et à gauche.

La condition proposée est insuffisante. La réponse A est fausse.

t  3 t−− [ ] est continue par morceaux sur tout segment [a, b] (a < b), car il
y a un nombre fini d’entiers dans [a, b] et la partie entière t t [ ] admet
une limite finie à droite et à gauche en tout n Œ . Donc ∀∀ ∈∈x f x, ( )
existe.

• Si
n( )g n( )g n(( )(g n(g n( )g n(g n)( )) ∈ a une limite, on ne peut pas conclure que g admet une limite

quand x tend vers + ∞. Par exemple, si g x x(g x(g x) = ( )cos 2(s 2( π , ∀ ∈ ( )n g∀ ∈n g∀ ∈n gn gn g, 1(, 1( ), 1) =, 1=n g, 1n g, 1n, 1n

donc la suite
n( )g n( )g n(( )(g n(g n( )g n(g n)( )) ∈ converge vers 1, mais g n +g ng n


g n


g ng ng n


g ng ng ng n


g n


g ng n


g n 






=
1
4

0, donc g n’admet

pas de limite quand x tend vers + ∞. La réponse B est fausse.

• f n
n

k

k

k

n
k

k

n

(f n(f n) =
+−

−
−

∫ ∫dt∫ ∫dt
n

∫ ∫
n n

∫ ∫
n

[ ]∫ ∫[ ]t[ ]t∫ ∫t[ ]t ∑ ∑dt∑ ∑dtk∑ ∑k

k
∑ ∑

k

k

∑ ∑
k

= =∑ ∑= =dt= =dt∑ ∑dt= =dt−∑ ∑−
+

∑ ∑
+

∫ ∫∑ ∑∫ ∫
= =k= =k

∑ ∑= ∫ ∫3 3∫ ∫dt∫ ∫dt3 3dt∫ ∫dt = =∫ ∫= =3 3= =∫ ∫= =−∫ ∫−3 3−∫ ∫− [ ]∫ ∫[ ]3 3[ ]∫ ∫[ ]t[ ]t∫ ∫t[ ]t3 3t∫ ∫t[ ]t ∑ ∑3 3∑ ∑= =∑ ∑= =3 3= =∑ ∑= =∫ ∫∑ ∑∫ ∫3 3∫ ∫∑ ∑∫ ∫= =∫ ∫= =∑ ∑= =∫ ∫= =3 3= =∑ ∑= =∫ ∫= =∫ ∫3 3∫ ∫ 3
1 3−1 3−

0∫ ∫0∫ ∫
1

∑ ∑
1

∑ ∑
0= =0= =

1

∫ ∫
1

∫ ∫
0

1 −−−

−
= −= −( )−( )−= −( )= −

n

( )n( )
1

1
3

3
2

( )1 3( )= −( )= −1 3= −( )= − .

La réponse C est fausse.

• Or : ∀ ∈[ ] [ ][ ]t a∀ ∈t a∀ ∈[ ]t a[ ]t a[ ]t a[ ]t a[ ]t a[ ][ ]b[ ] [ ]t[ ], ,[ ], ,[ ][ ], ,[ ][ ]b[ ], ,[ ]b[ ] 3 0≥3 0≥−3 0− [ ]3 0[ ][ ]t[ ]3 0[ ]t[ ] donc 3 03 0−3 0[ ]3 0[ ]3 0∫ 3 0≥3 0[ ]t[ ]3 0[ ]3 0t3 0[ ]3 0
a

b

dt3 0dt3 0 et f b f a( )f b( )f b ≥ (f a(f a).
Donc f est croissante, donc f admet une limite  ∈.

n( )f n( )f n(( )(f n(f n( )f n(f n)( )) ∈
a la même

limite , or
n( )f n( )f n(( )(f n(f n( )f n(f n)( )) ∈ converge vers 3

2
, d’où  = 3

2

La réponse D est bonne.

La condition proposée est insuffi sante. La condition proposée est insuffi sante. NON
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• Question 2 : réponses A et D

Inégalité de la moyenne
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur a b a b, ( )[ ] < :

f t g t dt f g t dt
a

b

a b a

b

( ) ( ) ≤ ( )∫ ∫[ ]
Sup

,

Il ne faut pas oublier les valeurs absolues.

• Si f est continue sur [0, 1], M fM fM f=M f
[ ]

M fSuM fM fpM f
[ ]0 1[ ][ ],[ ][ ]0 1[ ],[ ]0 1[ ]

existe. D’après l’inégalité de la
moyenne :

t dt
M

n
n nt dn nt d

n
≤ ≤t d≤ ≤t dt≤ ≤tn n≤ ≤n nt dn nt d≤ ≤t dn nt d

+
→∫ ∫∫ ∫t f∫ ∫t f t d∫ ∫t dt M∫ ∫t Mt M∫ ∫t Mn n∫ ∫n nn n∫ ∫n nt dn nt d∫ ∫t dn nt dt Mn nt M∫ ∫t Mn nt Mt Mn nt M∫ ∫t Mn nt Mn n∫ ∫n nt dn nt d∫ ∫t dn nt dn n∫ ∫n nt fn nt f∫ ∫t fn nt f (∫ ∫(n n(n n∫ ∫n n(n n)∫ ∫)t d)t d∫ ∫t d)t d)∫ ∫)t d)t d∫ ∫t d)t dt dn nt d)t dn nt d∫ ∫t d)t dn nt d ≤ ≤∫ ∫≤ ≤t M≤ ≤t M∫ ∫t M≤ ≤t Mn n≤ ≤n n∫ ∫n n≤ ≤n nt Mn nt M≤ ≤t Mn nt M∫ ∫t M≤ ≤t Mn nt M
→ + ∞0∫ ∫0∫ ∫

1

∫ ∫
1

∫ ∫0

1

1
0t M∫ ∫t Mt M≤ ≤t M∫ ∫t M≤ ≤t M≤ ≤t d≤ ≤t dt≤ ≤t≤ ≤∫ ∫≤ ≤ donc lim

n nInIn→ + ∞
= 0

La réponse A est bonne.

• f est C 1 sur [0, 1], donc on peut intégrer par parties.

On pose : donc:
par exemple′ ( ) =

( ) = ( )

























( )) =
+

′

+

u t′u t′ (u t( t

v t(v t( f t(f t(
u tu t(u t(( t

n
v

n
n 1

1
t ftt ft t( )t f)t ft f=t f ′ ( )
















I fI f t
t
n

f t dt
n

f InI fnI f
n

nf Inf II f=I f ( )
I f


I f


I f


I fI fI fI f


I fI f


I f





I f


I fI f


I f












−
+

f t′f t(f t(f t) =
+

(f I(f I)f I)f If I−f I ′
+

+∫t
I f

t
I f

n+1
I f

1
I f

n+1

0

1 1

0

1

11
1

1
f I1f I  ( ) ′ + ∞ +

( )( )1( )

1

1

                          
∼

n
f I(f I( )f I) −f I−1f I1 nf Inf I

avec ′ ( )+
+∫I t′I t′ =I t=+I t+ ∫I t∫ f t′f t′ (f t( dtnI tnI t n

1I t1I t 1

0

1

.

f est C1 sur [0, 1], donc f ′ est continue, et d’après l’assertion A :

lim
n nInIn→ + ∞ +′ =1 0

- Si f (1) ≠ 0 : I f I
f
nn nI fn nI f In nII f′I fI f+I fn n+n nI fn nI f+I fn nI f

+ ∞
I f<<I fI fn nI f<<I fn nI f (n n(n n)n n)n n

( )
I f1I fn n1n nI fn nI f1I fn nI f 1n n1n n

1
doncn ndoncn n ∼ .

- Si f 1 0( )1 0)1 01 0=1 0 : I In nI In nI II I∼I I
+ ∞

⇔ =n n⇔ =n n0 0I I0 0I In n0 0n nI In nI I0 0I In nI I⇔ =0 0⇔ =I I⇔ =I I0 0I I⇔ =I In n⇔ =n n0 0n n⇔ =n nI In nI I⇔ =I In nI I0 0I I⇔ =I In nI I à partir d’un certain rang.

Or, pour f t tf t:  f t  1 − , on a :

I t t dt
n nnI tnI tI t= −I t( )I t( )I t t d( )t dn n( )n nt dn nt d( )t dn nt d= −( )= −I t= −I t( )I t= −I t =

+n n+n n( )n n)n n(n n(n n ) ≠t d( )t d+t d( )t d∫I t∫I t∫I t∫I tI t= −I t∫I t= −I t( )1( )t d( )t d1t d( )t d
0

1 1
1 2n n1 2n n)1 2)n n)n n1 2n n)n n +1 2+(1 2(n n(n n1 2n n(n n

0 La réponse B est fausse.

• Si f t t(f t(f t) = ( )sin π , f 1 0( )1 0)1 01 0=1 0. Or, ∀ ∈[ ] ( ) ≥∀ ∈t f∀ ∈t f∀ ∈[ ]t f[ ]∀ ∈t f∀ ∈[ ]t f[ ] t[ ]t f[ ]0 1[ ]t f[ ][ ]t f[ ]0 1[ ]t f[ ] 0t f, ,t f[ ]t f[ ], ,[ ]t f[ ], ,[ ]t f[ ], ,[ ]t f[ ][ ]t f[ ]0 1[ ]t f[ ], ,[ ]0 1[ ]t f[ ][ ]t f[ ]0 1[ ]t f[ ], ,[ ]t f[ ]0 1[ ]t f[ ] donc InInI ≥ 0.
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De plus, f
1
2

0













> et f continue en
1
2

, donc In > 0. La réponse C est fausse.

• Appliquons (1) à f t t(f t(f t) = ( )sin π :

I
n

I
n

t t dtn nIn nI In nI
nt tnt t= −

+n n+n n′ = − (t t(t t)+
+t t+t t∫1

1 1n1 1nn n1 1n n +1 1++1 1+11 111 1
1t t1t t

0

1

n nn n+1

π
πt tπt tt tcot tt tst t .

On intègre à nouveau par parties :

I
n n

t t dtnInI
nt tnt t

n+2
= −

+n n+n n
−

+
+ (t t(t t)

n nn n



n nn nn nn n








=+t t+t t∫π ππ π πt tπt t
π π

1n n1n n
1π π1π π

2
2t t2t t

0

1

sit tsit tt tnt t
( )I( )In( )nInI( )InI +( )+π π( )π π−π π−( )−π π−1( )1π π1π π( )π π1π π 2( )2(( )(π π(π π( )π π(π π
+( )( )n n+n n+ )n n)n n(n n(1 2+1 2+1 2)1 2)(1 2(n n1 2n n)n n)1 2)n n)(n n(1 2(n n(

.

lim
n→ + ∞

( )n( )nI( )InIn( )nIn+( )+ =( )π( )( )2( ) 0 donc π InInI + <<2 1 et I
nnInI n

∼
→ + ∞

π
2

La réponse D est bonne.

• Question 3 : réponse D

Sommes de Riemann

Soit f une fonction continue sur a b a b, ( )[ ] < . La somme de Riemann

R
b a

n
f a k

b a
nn

k

n

=
−

+
−



=

−

∑
0

1

a pour limite f t dt
a

b

( )∫ quand n tend

vers + ∞.

Ce résultat reste vrai pour :
b a

n
f a k

b a
nk

n−
+

−



=

∑
1

.

Il manque le facteur (b−a). La réponse A est fausse.

• u nu n
k
n

n enu nnu n
k

n

k

n
n

n
= += +u n= +u nu n= +u nu nnu n= +u nnu n = += += +


= +


= += += +


= += += += +


= +


= += +


= + 






















=
= =

∏ ∏k n∏ ∏k n n∏ ∏n= +∏ ∏= +k n= +k n∏ ∏k n= +k n n= +n∏ ∏n= +n∏ ∏u n∏ ∏u n k n∏ ∏k n= +∏ ∏= +u n= +u n∏ ∏u n= +u n( )∏ ∏( )u n( )u n∏ ∏u n( )u n k n( )k n∏ ∏k n( )k n= +( )= +∏ ∏= +( )= +u n= +u n( )u n= +u n∏ ∏u n( )u n= +u n k n= +k n∏ ∏k n= +k n


∏ ∏


k n


k n∏ ∏k n


k n


∏ ∏

∏ ∏k nk n∏ ∏k nk nk n= +k nk n= +k n∏ ∏k nk n= +k nk n


k nk n


k n∏ ∏k nk n


k n




∏ ∏




+

u n= +u nu n= +u n k n∏ ∏k nk n= +k n∏ ∏k n= +k n= += +


= += +


= += +


= +
 = +∏ ∏= +

1 1k1 1k1 11 1= =1 1= =k= =k1 1k= =k= =1 1= == =1 1= =

1 1
1

1= +1= +
/ ln

kkk
n n

k
nk

n

k

n

n e






































 +












= =

∏
=

∑
1 1

1
1ln

1
1

1n
k
nk

n

ln +











=

∑ est la somme de Riemann de f x x: lf x: lf x n: lf x: lf x : l: l 1 +( ) sur [0, 1].

Or : ln ln ln ln1 1 1 2 2 1
4

0

1

0

1
1 2

1
1 21 1+1 1( ) = +1 1= +1 1(1 1(1 1(1 1= +1 1(1 1= +1 1 ) 1 2+1 2( )1 2)1 21 11 11 1= +1 11 1= +1 11 11 11 11 11 1= +1 11 1= +1 11 11 1= +1 1 1 21 21 21 21 21 21 21 2= −ln= −ln1 2= −1 2 2 1= −2 1 = 












∫ x d1 1x d1 1)x d)1 1)1 1x d1 1)1 1x x1 1x x1 1= +x x= +1 1= +1 1x x1 1= +1 1(x x(1 1= +1 1(1 1= +1 1x x1 1(1 1= +1 1x x1 1= +1 11 1= +1 1x x1 11 1= +1 1x x1 1= +1 11 1= +1 11 11 1= +1 1x x1 1= +1 11 1= +1 11 1= +1 11 1= +1 1x dx xx d1 1x d1 1x x1 1x d1 1 x x1 2x x1 2)x x)1 2)1 2x x1 2)1 21 2−1 2x x1 2−1 2

e

Il manque le facteur (NON
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donc lim
ln

n

n
k
n

n n
e

e
u

n
e

k

n

→ + ∞

+













→ + ∞

=
∑

= ≠= ≠
1

1
1 4

0
4

et ∼ .

La réponse B est fausse.

Inégalité de convexité

Soit f une fonction convexe sur I, λ λk k
k

n

≥ =
=
∑0 1

1

et .

Alors, pour ak ∈I : f a f ak k
k

n

k k
k

n

λ λ
= =
∑ ∑







≤ ( )

1 1

.

• L’inégalité inverse s’applique à ln, concave sur  +
*, avec λλk n

=
1

, donne :

ln ln
1 1

1 1n n1 1n1 1k

1 1n1 1

k1 1k1 1k1 1k1 1

n

1 1= =1 1= =1 1= =1 11 1n1 1= =1 1n1 11 1k1 1= =1 1k1 1
∑ ∑∑ ∑1 1∑ ∑1 1

n∑ ∑n∑ ∑1 1∑ ∑1 1
a∑ ∑ak∑ ∑k










1 11 1∑ ∑


∑ ∑1 1∑ ∑1 11 1∑ ∑1 1

1 11 11 1= =1 11 1= =1 1
∑ ∑


∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑


∑ ∑∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑


∑ ∑∑ ∑


∑ ∑∑ ∑≥∑ ∑ ( )a( )ak( )k

or f af a: ,f a *[ ]f a[ ]f a b[ ]b: ,[ ]: ,f a: ,f a[ ]f a: ,f a → + donc, pour a fk ka fk ka fa f=a fa fk ka f=a fk ka f ( )x( )xk k( )k kxk kx( )xk kx :

ln ln
1 1

1 1n n1 1n1 1k

1 1n1 1

k1 1k1 1

n








1 11 1

1 11 11 11 1
( )f x( )f x( )( )( )f x( )f x( )f x( )f xk( )k( )k( )k

1 1= =1 11 1n1 1= =1 1n1 11 1k1 1= =1 1k1 1= =1 1= =1 11 11 1= =1 11 1
∑ ∑∑ ∑1 1∑ ∑1 1

f x∑ ∑f x
1 1

f x
1 1∑ ∑1 1

f x
1 1

n∑ ∑n
( )∑ ∑( )1 1( )1 1∑ ∑1 1( )1 1

f x( )f x∑ ∑f x( )f x
1 1

f x
1 1( )1 1

f x
1 1∑ ∑1 1( )1 1

f x
1 1

k( )k∑ ∑k( )k


∑ ∑

1 11 1∑ ∑1 11 1


∑ ∑


∑ ∑





∑ ∑





∑ ∑


≥∑ ∑≥ (2) La réponse C est fausse.

• En prenant x a k
b a

nkx akx a= +x a= +x a
b a−b a , on a les sommes de Riemann suivantes :

b a
n

f x f t dt
k

n

a

bb a−b a ( )f x( )f xk( )k → (f t(f t)
=

∑ ∫f x( )f x( )f xk( )k∑
1

et
b a

n
dt

k

n

a

bb a−b a ( )f x( )f x( )( )( )f x( )f x( )f x( )f xk( )k( )k( )k → ( )f t( )f t(( )(f t(f t( )f t(f t)( ))
=

∑ ∫( )f x( )f x( )( )( )f x( )f x( )f x( )f xk( )k( )k( )k∑ ln ln
1

d’où :
1

1
n

f x
b a

f t dt
k

n

a

b

f x
1( )f x( )f xk( )k( )f x( )f xk( )k( )f x( )f xk( )k →

b a−b a
(f t(f t)

=
∑∑ ∫

et
1

1
n b a

dt
k

n

a

b1
ln ln( )f x( )f x( )f x( )f x( )f x( )f x( )( )( )f x( )f x( )f x( )f xk( )k( )k( )k( )( )( )f x( )f x( )f x( )f xk( )k( )k( )k( )f x( )f x( )f x( )f xk( )k( )k( )k →

b a−b a
( )f t( )f t(( )(f t(f t( )f t(f t)( ))

=
∑∑ ∫ .

En prenant les limites dans (2), on obtient :

ln ln
1 1

b a b a
dx

a

b1 1b1 1
a

b

b a−b a







1 11 1
 ( )f x( )f x(( )(f x(f x( )f x(f x)( ))∫ ∫∫ ∫1 1∫ ∫1 1

b a∫ ∫b a∫ ∫1 1∫ ∫1 1
f x∫ ∫f x

1 1
f x

1 1∫ ∫1 1
f x

1 1
dx∫ ∫dx

1 1
dx

1 1∫ ∫1 1
dx

1 11 1b1 1∫ ∫1 1b1 11 1(1 1∫ ∫1 1(1 1
f x(f x∫ ∫f x(f x

1 1
f x

1 1(1 1
f x

1 1∫ ∫1 1(1 1
f x

1 1)∫ ∫)1 1)1 1∫ ∫1 1)1 1∫ ∫1 11 1∫ ∫1 11 1∫ ∫f x∫ ∫f x dx∫ ∫dx
a∫ ∫a

(∫ ∫(f x(f x∫ ∫f x(f x)∫ ∫) ∫ ∫∫ ∫


∫ ∫

1 11 1


1 11 1∫ ∫1 1


1 11 1
∫ ∫

≥∫ ∫≥
b a−b a∫ ∫b a−b a∫ ∫dx∫ ∫dx∫ ∫f x∫ ∫f x∫ ∫f x∫ ∫f xf x(f x∫ ∫f x(f x)∫ ∫) ∫ ∫∫ ∫

La réponse D est bonne.
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• Question 4 : réponses B et D

Formule de Taylor avec reste intégral
Soit f une fonction de classe C n+1 sur I, et a ∈ I :

f x
x a

k
f a

x t
n

f t dt
k

k

k

n n
n

a

x

( ) =
−( ) ( ) +

−( ) ( )( ) +( )

=
∑ ∫! !

.
0

1

Ici, f x e x( ) = et a = 0, mais il manque le terme k = 0.

La réponse A est fausse.

• e
x
k

x t
n

e dtx
k

k

n n
te dte d

x

= += += +
x t−x t( )

=
∑= +∑= + ∫= += +∑= += +

! !n! !n∫! !∫
0

! !0! !

- Si x ≥ 0 : x t− ≥x t− ≥x t 0 donc et
x t

n
e dt eett eet

x
k

n
te dte d

x
x

k

k

nx t−x t( ) ≥ ≥et≥ ≥ett e≥ ≥t eett eet≥ ≥ett eet x≥ ≥x≥ ≥t e≥ ≥t e∫ ∑
=! !k! !k

k
! !

k
∑! !∑

0
0

! !
0

! !
0t e0t e≥ ≥0≥ ≥t e≥ ≥t e0t e≥ ≥t e .

- Si x < 0 : x t≤ ≤x t≤ ≤x t 0 donc (x−t)n est du signe de (−1)n,

et
x t

n
x t

n
e dt

nx n
te dte d

( ) x t−x t( )∫ ∫∫ ∫x t∫ ∫x t
n∫ ∫n

e d∫ ∫e dt∫ ∫tt∫ ∫te dte d∫ ∫e dte d
x

∫ ∫
x x t−x t∫ ∫x t−x t(∫ ∫( )∫ ∫) = −∫ ∫= −

! !n! !nx! !x∫ ∫! !∫ ∫0∫ ∫0∫ ∫
0

est du signe de (−1)n+1, donc :

si est pair :

si est impair :

n eest pair :n eest pair :
x
k

n eest impair :n eest impair :

x
k

k

n

≤
=
∑ !0

2

xxx
k

k

n x
k

≥




























=
∑ !0

2 1n2 1n+2 1+

Les réponses B et D sont bonnes, la réponse C est fausse.

> QCM 2 Intégrale dépendant d’un
paramètre

• Question 1 : réponses B et D

• x u u x t u x2 2x u2 2x u 2 0 0u x0 0u x 0 0x0 0xx ucox ux u2 2x ucox u2 2x us sx us sx ux u2 2x us sx u2 2x u in 0 0co0 0s su es su et us st u0 0s s0 0u e0 0u es su e0 0u e int uint u+ =u x+ =u x2+ =2s s+ =s sin+ =in ⇔ =u x⇔ =u x0 0⇔ =0 0u x0 0u x⇔ =u x0 0u x co⇔ =co0 0co0 0⇔ =0 0co0 0s s⇔ =s su es su e⇔ =u es su e0 0s s0 0⇔ =0 0s s0 0u e0 0u es su e0 0u e⇔ =u es su e0 0u e = ⇔0 0= ⇔0 00 0=0 0u x0 0u xu x0 0u x⇔ =u x0 0u x u es su et us st u 0 0= ⇔0 0.

Donc, si x ≠ 0, ϕx et ψx sont définies et continues sur [ ]0 2[ ]0 2, /[ ], /0 2, /0 2[ ]0 2, /0 2, /π, /[ ], /π, /0 2, /0 2π0 2, /0 2[ ]0 2π0 2, /0 2 , et ϕ0 et ψ0

sont définies sur ] ]0 2] ]0 2, /] ], /0 2, /0 2] ]0 2, /0 2, /π, /] ], /π, /0 2, /0 2π0 2, /0 2] ]0 2π0 2, /0 2 .

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.
• Les fonctions intégrables sur un segment sont les fonctions continues par

morceaux sur ce segment
La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Ici, NON
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• Question 2 : réponses B et D

• u t
u

x
u tu t =

tan
est C1 sur [ [0 2[ [0 2, /[ [, /0 2, /0 2[ [0 2, /0 2, /π, /[ [, /π, /0 2, /0 2π0 2, /0 2[ [0 2π0 2, /0 2 , donc :

dt
u

x
du du

x
x t

dt=
+

=
+

et
1

1

2

2 2x t2 2x t
tan

cos
tan

sin c2
2 2 2

2 2n c2 2n c
2 2

2 2

1
1

1
2 212 2

2 212 2

1
u

u x2 2u x2 21u x12 212 2u x2 212 2 t
u un cu un cosu uos2 2u u2 2n c2 2n cu un c2 2n cos2 2osu uos2 2osn c1n cu un c1n cn c2 2n c1n c2 2n cu un c1n c2 2n c

x t2 2x t2 2

x t2 2x t2 2=
+

=2 2+2 2u x+u x2 2u x2 2+2 2u x2 2 n cu un c= −n cu un cn c1n cu un c1n c= −n cu un c1n c =
+2 2 et .

Si U ∈













0
2

,
π :

F U
x

x
x t

x t
x t

dt
x

U
x(F U(F U ) =

( )x t( )x t+( )+ +
+















=∫∫ dt

( )1( )
1 1x t1 1x t+1 1+

1

( )2 2( )x t( )x t2 2x t( )x t
2

2 21 12 21 1x t1 1x t2 2x t1 1x t

2 2x t2 2x t
2 2x t2 2x t

0

tan

( )1( )1 +++( )+++∫ ( )t( ) dt
U

x

( )2( )0

tan

.

La borne supérieure est erronée. La réponse A est fausse.

• ϕx est continue sur [0, π/2], donc F est une primitive de ϕx sur [0, π/2],

F est dérivable donc continue sur [0, π/2] et : F JF J x F U
U

π
F J

π
F J

π2 2

F JF J


F J


F JF JF JF JF JF JF J


F J


F JF J


F JF JF J


F J


F JF JF JF JF JF JF J


F J


F JF J


F JF J=F J ( )x F)x Fx F=x F ( )
→
lix Flix Fx Fmx F

/
.

F U
x x

U
x

U
x(F U(F U ) = [ ]t[ ]t = 














1 11 1U1 1U

[ ]1 1[ ]0[ ]ar[ ][ ]ctan[ ] arctan
tan1 1ta1 11 1n1 1 .

x > 0 donc lim
tan

lim arctan
tan

/ /U U/ /U U/ /

U
x

U
xU U→ →U U/ /U U/ /→ →/ /U U/ /

= + ∞ 













=
π π/ /π π/ /xπ πx/ /→ →/ /π π/ /→ →/ /U U→ →U Uπ πU U→ →U U/ /U U/ /→ →/ /U U/ /π π/ /→ →/ /U U/ // /U U/ /x/ /U U/ /→ →/ /x/ /U U/ /π π/ /U U/ /x/ /U U/ /→ →/ /U U/ /x/ /U U/ /

π
2 2/ /2 2/ // /U U/ /2 2/ /U U/ // /→ →/ /2 2/ /→ →/ // /U U/ /→ →/ /U U/ /2 2/ /→ →/ /U U/ // /π π/ /2 2/ /π π/ // /→ →/ /π π/ /→ →/ /2 2/ /π π/ /→ →/ // /U U/ /→ →/ /U U/ /π π/ /→ →/ /U U/ /2 2/ /U U/ /→ →/ /U U/ /π π/ /U U/ /→ →/ /U U/ // /U U/ /x/ /U U/ /→ →/ /x/ /U U/ /π π/ /U U/ /x/ /U U/ /→ →/ /U U/ /x/ /U U/ /2 2/ /U U/ /x/ /U U/ /→ →U U/ /x/ /U U/ /π π/ /x/ /U U/ /→ →/ /U U/ /xU U/ / 2

et .

Donc : J x F
x

(J x(J x) = 













=
π ππ π


π π



2 22 22 2
La réponse B est bonne.

• f
x x

u du

x
u u

x
u du

u
1 1

1
2

2 2u u2 2u u0

2

2 2 2








1 11 1
x xx x


1 11 1


1 11 1
x xx xx xx x

=
2 2+2 2

= 2 2+2 2∫ 1∫
cos su us su u2 2s s2 2u u2 2u us su u2 2u uu u+u us su u+u uu u2 2u u+u u2 2u us su u+u u2 2u uu uinu u2 2in2 2u u2 2u uinu u2 2u u cos su xs su x2 2s s2 2u x2 2u xs su x2 2u xu x+u xs su x+u xu x2 2u x+u x2 2u xs su x+u x2 2u x in

/π

000

2π /

∫ ,

s us u= −s us u= −s u
π
2

, ds = − du.

f
x

x
s ds

s
x

s ds
x

1 2 2
2 2 2

2

0













=
−( )s d)s ds d−s d(s d(s d )

2 2+2 2 =
−( )s d)s d∫x

π π
π

/

sin cs xn cs x2 2n c2 2s x2 2s xn cs x2 2s xs x+s xn cs x+s xs x2 2s x+s x2 2s xn cs x+s x2 2s x os
/

/
2 222 22 2

0

2

2co2 2co2 2s s2 2s s2 2 in

/

s s2s s2s ss ss sins sin
x

J x f x
+s ss ss s+s ss ss s

= (J x(J x) − (f x(f x)∫
π π

.

Donc f x f
x

(f x(f x) + 













=f+
1

4

2π

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.
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• Question 3 : réponses A et D

v = cos u, dv u du= − sin et K x
dv

x v
(K x(K x) =

−
+ −( )v( )v+ −( )+ −

=∫∫ 2 2x v2 2x v ( )2( )1

0

( )1( )+ −( )+ −1+ −( )+ −
dv

x v v2 2x v2 2x v 2
0

1

1+ −1+ −1∫
La réponse A est bonne.

•
1
2

1
1

1
1

1
2

1 1
1 1

1
1 2−

+













=
1 1+ +1 1
1 1−1 1( )1 1)1 1) (1 1(1 1( ) =

−t t1t t1 +t t+
t t1 1t t1 11 1+ +1 1t t1 1+ +1 1 −t t−
t t1 1t t1 1t t1 1t t1 1t t1 1t t1 1)t t)1 1)1 1t t1 1)1 1 +t t+(t t(1 1(1 1t t1 1(1 1 t

: la décomposition est bonne.

Pour x ∈] [] [0,] [] [1] [ : K x
dv

x v
(K x(K x) = ( )x v( )x v− −( )− −∫ 1 1− −1 1− −( )1 1( )− −( )− −1 1− −( )− − 2 2x v2 2x v( )2 2( )x v( )x v2 2x v( )x v0

1

et 0 1 12< −0 1< −0 1 <x

Posons : α = −1 2x alors :
1

1

1
2

1
1

1
12− ( )

=
−

+
+













α α αv v v1v v1 +v v+α αv vα α1α α1v v1α α1 +α α+v v+α α+

K x
v

dv
v

dv v v(K x(K x) =
−

+
+







 











= −= − ( ) + +v v+ +v v( )= −= −∫∫1
2 12 1

2 1


2 1

∫2 1∫ 1

1
2

1 1v v1 1v v−1 1− )1 1)v v)v v1 1v v)v v+ +1 1+ +v v+ +v v1 1v v+ +v v+ +1 1+ +v v+ +v v1 1v v+ +v v+ +1 1+ +v v+ +v v1 1v v+ +v v(1 1(+ +(+ +1 1+ +(+ +v v+ +v v(v v+ +v v1 1v v(v v+ +v v
0

1

2 102 1

1

α2 1α2 1
α
α

α
α αvα αv α α


α α

 2α α2

α αv vα αv vα αv vα αv v)α α)v v)v vα αv v)v vv v+ +v vα αv v+ +v v(α α(v v(v vα αv v(v v1 1α α1 1v v1 1v vα αv v1 1v vv v)v v1 1v v)v vα αv v1 1v v)v vv v+ +v v1 1v v+ +v vα αv v1 1v v+ +v vv v+ +v v(v v+ +v v1 1v v(v v+ +v vα αv v+ +v v(v v+ +v v1 1v v+ +v v(v v+ +v vln ln1 1ln1 1+ +1 1+ +ln+ +1 1+ +v v+ +v v1 1v v+ +v vlnv v1 1v v+ +v vv v+ +v v1 1v v+ +v vα αv v1 1v v+ +v vlnv v+ +v v1 1v v+ +v vα αv v+ +v v1 1v v+ +v v= −= −= −= −= −= −= −  0

1

K x(K x(K x) =
+
−















=
1

2
1
1α

α
α

ln
1

2 12 1

1 11 1

1 11 12

2

2−

+ −1 1+ −1 11 1+ −1 1

− −1 1− −1 11 1− −1 1























x

x

x
ln

La réponse B est fausse.

• Pour x ∈] [] [0,] [] [1] [ : K x
dv

v
(K x(K x) =

− ( )∫ 1
2

0

1

α
et on pose

d

w v

w dv

w v=w v

w d=w d











αw vαw v

αw dαw d

K x
dw

w
(K x(K x) = = [ ]∫∫ [ ]ar[ ][ ]g t[ ][ ]h[ ]1

1
1

22 0α αwα αw−α α−∫α α∫ 1α α1 2α α2
0α α0

α α[ ]w[ ] car w ∈[ ][ ]0,[ ][ ]α[ ] donc w ∈[ ][ ]0 1[ ][ ],[ ][ ]0 1[ ],[ ]0 1[ ] .

K x
x

x(K x(K x) =
−

−
1

1
1

2

2argth

La réponse C est fausse.

• Pour x > 1, on pose : β = −x2 1

d’où K x
dv

v
v(K x(K x) =

+ ( )
= ( ) ∫1 1dv1 1dv1 1∫1 1∫ arc tan

β
β1 1β1 1

β β
β

1
2

0

11 111 1
0

1

et : K x
x

x(K x(K x) =
−

−
1

1
1

2

2arc tan

La réponse D est bonne.
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• Question 4 : réponses A et C

• y x x yy x= −y x(y x(y x) ⇔ −y xary xy x= −y xary x= −y xgty xgty xy x= −y xgty x= −y xh ty xh ty x x yh tx yy x= −y xh ty x= −y x(h t(y x(y xh ty x(y xy x= −y x(y x= −y xh ty x(y x= −y x)h t) ⇔ −h t⇔ − x y=x yh tx y=x yhx yhx yh t1 1h ty xh ty x1 1y xh ty xy x= −y xh ty x= −y x1 1y xh ty x= −y x)h t)1 1)h t) ⇔ −h t⇔ −1 1⇔ −h t⇔ −h t1 1h t⇔ −h t⇔ −1 1⇔ −h t⇔ − et y > 0 car 1 01 0− ∈1 0] [1 0] [1 0x1 0x1 01 0− ∈1 0x1 0− ∈1 0] [,  ] [] [1] [.

1
2 2

− =
2 2−2 2

+ ∞

−

+ ∞
th− =th− =y− =y− =

e2 2e2 2
e e+e e+

e
e

y2 2y2 2
y y+y y+ −y y−e ey ye e+e e+y y+e e+

y

y∼ ∼∼ ∼ 2 2e y−

La réponse A est bonne.

• 1
2

1
2 2

0 12− −1− −1
= →= → ≠0 1≠0 1

+ ∞

−

→ + ∞

th− −th− − thy− −y− −
e

y x
= →

y x
= →y

y
∼ et

donc ln ln
x

e y
y2

2e y2e y











 ( )e y( )e yy( )ye yye y( )e yye y2( )2e y2e y( )e y2e y( )e y( )e ye y−e y

→ + ∞
( )−( )

+ ∞
e y∼ ∼e y∼ ∼ln∼ ∼ln ( )∼ ∼( )e y( )e y∼ ∼e y( )e y

soit y
x

x xx x
x x x
∼ ∼∼ ∼ x x∼x x
→ →x x→ →x xx x→ →x x →
∼ ∼−∼ ∼∼ ∼∼ ∼


∼ ∼


∼ ∼∼ ∼∼ ∼


∼ ∼∼ ∼∼ ∼∼ ∼


∼ ∼


∼ ∼∼ ∼


∼ ∼∼ ∼∼ ∼


∼ ∼


∼ ∼
x x→ →x xx x→ →x x

∼ ∼∼ ∼

∼ ∼∼ ∼∼ ∼∼ ∼


∼ ∼


∼ ∼∼ ∼


∼ ∼ − −x x− −x x− −− −(− −(− − )x x)x xx x−x x
0 0→ →0 0→ →x x→ →x x0 0x x→ →x x0 0x x→ →x x0 0x x→ →x xx x→ →x x0 0x x→ →x x0 0x x→ →x xx x→ →x x0 0x xx x→ →x x0 0x x→ →x xx x→ →x xx xx x→ →x x0 0x x→ →x xx x→ →x xx x→ →x xx x→ →x x 0

1
2 2x x→ →x x2 2x x→ →x xx x→ →x x2 2x x→ →x x2 2x x→ →x xx x→ →x x2 2x xx x→ →x x2 20 02 20 0x x→ →x x0 0x x→ →x x2 2x x0 0x x→ →x xx x→ →x x0 0x x→ →x x2 2x x0 0x x→ →x x0 02 20 0x x→ →x xx x→ →x x0 0x xx x→ →x x2 2x x→ →x xx x→ →x x0 0x x→ →x xx x→ →x x0 02 20 0x x→ →x xx x→ →x xx xx x→ →x x0 0x x→ →x xx x→ →x xx x→ →x xx x→ →x x2 2x x→ →x xx x→ →x x→ →x xx x→ →x x0 0x xx x→ →x xx x→ →x x→ →x x

1
2

2x x2x x
1
2 

x xx x)x xx x( x x2x xln∼ ∼ln∼ ∼ ln− −ln− − lnx xlnx xlnx xlnx x

car ln x → − ∞ donc ln ln2 << x et argth lh l1h l
1

h l
1

h l
20

h l−h l(h l(h l)h l)h l)x xh lx xh lh lx xh lnx xnx xh lx xh l)x x)h l)h lx xh l)h lh l−h lx xh l−h lh lx xh l∼h lx xh l .

La réponse B est fausse.

• K x
x

x xx x(K x(K x) =
−

x x− −x x
1

1
1 11 1x x1 1x xx x1 1x x1 1x x1 1x xx x1 1x xx x1 1x xx x− −x x1 1x x− −x xx x− −x x1 1x x− −x xx x− −x x1 1x x− −x x

2

21 121 1
0

2ararg ag ax xg ax xg ax xg ax xg a1 1g a1 1x x1 1x xg ax x1 1x x− −1 1− −g a− −1 1− −x x− −x x1 1x x− −x xg ax x1 1x x− −x x1 121 1g a1 121 1x x1 1x x2x x1 1x xg ax x2x x1 1x x
0

g a
0

rgx xrgx x1 1rg1 1x x1 1x xrgx x1 1x xx x− −x x1 1x x− −x xrgx x1 1x x− −x xthg athg ath thx xthx x1 1th1 1x x1 1x xthx x1 1x xx x1 1x xthx x1 1x xx x− −x x1 1x x− −x xthx x1 1x x− −x xx x1 1x xg ax x1 1x x∼x xg ax x1 1x xx x− −x x1 1x x− −x xg ax x1 1x x− −x x∼x x− −x x1 1x x− −x xg ax x− −x x1 1x x− −x x car
1

1
1

2 0− x
∼ .

1 1 1
1
2

12 21 12 21 1
1 2 2 21 1− =1 1( )2 2( )2 21 12 21 1( )1 12 21 1 = −1= −1 2 2+2 2( )2 2( )2 2( ) ( )x x1 1x x1 11 12 21 1x x1 12 21 11 1− =1 1x x1 1− =1 1( )x x( )1 1( )1 1x x1 1( )1 12 2( )2 2x x2 2( )2 21 12 21 1( )1 12 21 1x x1 1( )1 12 21 1 −( )−x x−( )− x o2 2x o2 2x o2 2x o2 2x o+x o+2 2+2 2x o2 2+2 2x u1x u1( )x u( )2 2( )2 2x u2 2( )2 2( )x u( ) = −x u= −1= −1x u1= −1 x

/1 2/1 2
1 ( )x o+x o+ x u( )x u( ) avec u x

x
(u x(u x) →

→ 0
0.

Donc K x(K x(K x) ( )(( )( )( )) ( )u x( )u x(( )(u x(u x( )u x(u x)( ))1
2

∼ ∼
0 0

( )
0 0

( )(( )(
0 0

(( )( )( ))
0 0

)( ))ar∼ ∼ar∼ ∼g lg l( )g l( )u x( )u xg lu x( )u x(( )(g l(( )(u x(u x( )u x(u xg lu x( )u x(u x)( ))g l)( )) −g l−
1

g l
1
2

g l
2

∼ ∼g l∼ ∼( )∼ ∼( )g l( )∼ ∼( )u x( )u x∼ ∼u x( )u xg lu x∼ ∼u x( )u x−( )−∼ ∼−( )−g l−∼ ∼−( )− u x(u x( )u x(u x∼ ∼u x( )u x(u xg lu x(u x( )u x(u x∼ ∼u x(u x( )u x(u x)( ))∼ ∼)( ))g l)∼ ∼)( ))∼ ∼g l∼ ∼( )∼ ∼( )g l( )∼ ∼( )
0 0

g l
0 0

( )
0 0

( )g l( )
0 0

( )(( )(
0 0

(( )(g l(
0 0

(( )( )( ))
0 0

)( ))g l)
0 0

)( ))( )1( )g l( )1( )( )∼ ∼( )1( )∼ ∼( )g l( )1( )∼ ∼( ) ng lthg l∼ ∼g l∼ ∼th∼ ∼g l∼ ∼

or u x x o
x

(u x(u x) = += +x o= +x o( )x( )x → ≠
→

1
2

0 1→ ≠0 1→ ≠2 2x o2 2x o= +2 2= +x o= +x o2 2x o= +x o( )2 2( )x( )x2 2x( )x
0

d’où : ln ln
x( )u x( )u x(( )(u x(u x( )u x(u x)( )) 














∼
0

2

2
et K x

x
x(K x(K x) 














− −− −(− −(− − )1
2

1
2

∼ ∼∼ ∼−∼ ∼− ∼ ∼ ∼ ∼ ∼
0

2

0 0
(

0 0
( )

0 0
)

0 020 022
2 2x2 2x− −2 2− −x− −x2 2x− −xln∼ ∼ln∼ ∼ ln2 2ln2 2− −2 2− −ln− −2 2− − ln2 2ln2 2 − ln x

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

> QCM 3 Intégration et algèbre linéaire

• Question 1 : réponse C

La loi o est interne dans E car la composée de deux fonctions conti-
nues sur  est continue sur , mais les applications continues ne
sont pas toutes bijectives et n’ont donc pas d’inverse pour o (par
exemple les fonctions constantes), donc (E, o) n’est pas un groupe.

La réponse A est fausse.

La loi 
nues sur 
sont pas toutes bijectives et n’ont donc pas d’inverse pour 

NON
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(E, +) est un groupe commutatif, mais son élément neutre n’est pas IdE
mais l’application nulle. La réponse B est fausse.

• (E, +, . ) est un -espace vectoriel, sous-espace vectoriel de   , , ( ). Il
contient l’espace vectoriel des fonctions polynômes qui est de dimension
infinie, donc E est de dimension infinie La réponse C est bonne.

(E, +, ×) est un anneau commutatif, mais ce n’est pas un corps : x x

n’a pas d’inverse dans E car x
x


1

n’est pas continue sur .
La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponses B et D

x g t dt
a

x

 ( )∫ est une primitive de g si g est continue sur .
La réponse A est fausse.

• f étant continue sur , F x f t dt
a

x

F x:  F x (f t(f t)∫ est la primitive de f telle que

F a(F a(F a) = 0, donc F est dérivable sur . De plus, x
x a


1

x a−x a
est dérivable sur

−{a}.
Donc ϕa( f ) est dérivable donc continue sur −{a}.

La réponse B est bonne.

L’assertion C ne suffit pas à prouver que ϕa est linéaire. Il manque :
∀ ∈ ( ) = ( )λ ϕ λ λ ϕ, a af f . La réponse C est fausse.

• Si x ≠ a,

ϕ λaϕ λaϕ λ
a a

x

a

x

f g x
x a x a

f t dt g t dtf g+f g(ϕ λ(ϕ λ )( ) =
x a−x a

(f t(f t) + (g t(g t)∫ ∫λ λ∫ ∫λ λ∫ ∫λ λ∫ ∫λ λλ λ∫ ∫λ λ
a∫ ∫a

f g∫ ∫f gλ λf gλ λ∫ ∫λ λf gλ λλ λt dλ λ∫ ∫λ λt dλ λλ λtλ λ∫ ∫λ λtλ λ
x a∫ ∫x a

λ λf gλ λ+λ λf gλ λ∫ ∫λ λ+λ λf gλ λ(∫ ∫( )∫ ∫)λ λ)λ λ∫ ∫λ λ)λ λ(∫ ∫(λ λ(λ λ∫ ∫λ λ(λ λ)∫ ∫)λ λ)λ λ∫ ∫λ λ)λ λλ λt dλ λ)λ λt dλ λ∫ ∫λ λ)λ λt dλ λλ λ=λ λ∫ ∫λ λ=λ λ
x a−x a∫ ∫x a−x a

∫ ∫λ λλ λ∫ ∫λ λλ λ ∫1 1x1 1x

∫ ∫1 1∫ ∫λ λ∫ ∫λ λ
1 1

λ λ∫ ∫λ λ
x

∫ ∫
x1 1x

∫ ∫
x

f g∫ ∫f g
1 1

f g∫ ∫f gλ λf gλ λ∫ ∫λ λf gλ λ
1 1

λ λ∫ ∫λ λf gλ λt d∫ ∫t d
1 1

t d∫ ∫t dλ λt dλ λ∫ ∫λ λt dλ λ
1 1

λ λ∫ ∫λ λt dλ λ(∫ ∫(1 1(∫ ∫( )∫ ∫)1 1)∫ ∫)λ λ)λ λ∫ ∫λ λ)λ λ
1 1

λ λ∫ ∫λ λ)λ λ(∫ ∫(1 1(∫ ∫(λ λ(λ λ∫ ∫λ λ(λ λ
1 1

λ λ∫ ∫λ λ(λ λ)∫ ∫)1 1)∫ ∫)t d)t d∫ ∫t d)t d
1 1

t d∫ ∫t d)t dλ λt dλ λ)λ λt dλ λ∫ ∫λ λ)λ λt dλ λ
1 1

λ λt dλ λ)λ λt dλ λ∫ ∫λ λt dλ λ)λ λt dλ λ
∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫λ λ∫ ∫λ λ


λ λ∫ ∫λ λ


λ λ


λ λ∫ ∫λ λλ λ∫ ∫λ λλ λ∫ ∫λ λλ λλ λ∫ ∫λ λλ λλ λ∫ ∫λ λλ λ∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫λ λ∫ ∫λ λ


λ λ∫ ∫λ λ


λ λ


λ λ∫ ∫λ λλ λ∫ ∫λ λ


λ λ∫ ∫λ λ


λ λ∫ ∫λ λ


λ λ∫ ∫λ λ 






donc ϕ λa aϕ λa aϕ λ af ga af ga ax fλ ϕx fλ ϕa ax fa aλ ϕa aλ ϕx fλ ϕa aλ ϕ x gϕx gϕax gax g xf g+f ga af ga a+a af ga a(ϕ λ(ϕ λa a(a aϕ λa aϕ λ(ϕ λa aϕ λ )a a)a a(a a(a a)a a)a ax f)x fa ax fa a)a ax fa ax f=x f( )x f( )x f ( )x g)x g+x g+x g( )x g( )x g ( ).
En x = a, ϕ λ λ λ λ ϕ ϕaϕ λaϕ λ a aϕa aϕf g a fλ λa fλ λg aλ λg aλ λ f a g a f aa af aa a g af g+f g(ϕ λ(ϕ λ )( )a f)a fλ λ= +λ λa f= +a fλ λa fλ λ= +λ λa fλ λa f= +a f(a f(a f(a f(a fa f= +a f(a f= +a f )λ λ)λ λg a)g aλ λg aλ λ)λ λg aλ λ(λ λ(λ λg a(g aλ λg aλ λ(λ λg aλ λ)λ λ)λ λλ λ=λ λ (f a(f a) + (g a(g a) = ( )a a( )a af a( )f aa af aa a( )a af aa a(a a(a af a(f aa af aa a(a af aa a)a a)a a+a a+a a ( )g a( )g a(g a(g a).
Donc ϕa est linéaire.
ϕa(f) est continue sur −{a}.

Si x ≠ a, ϕa
a

x

f x
x a

f t dt
F x F a

x a
( )f x( )f x(f x(f x) =

x a−x a
(f t(f t) = (F x(F x) − (F a(F a)

x a−x a∫1

Or lim
x a a

F x F a
x a

F a f a f a
x a→x a

(F x(F x) − (F a(F a)
x a−x a

= ′F a′F a(F a(F a) = (f a(f a) = ( )f a( )f a(f a(f a)ϕ , donc ϕa(f ) est continue en

a, et ϕa f E( )f E( )f Ef E∈f E , donc ϕa est un endomorphisme de E.

La réponse D est bonne.

(E, (E, 
mais l’application nulle.     NON

(E, 

n’a pas d’inverse dans E car NON

x gNON

L’assertion C ne suffi t pas à prouver que 
∀ ∈NON
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• Question 3 : réponses A et D
• gb est continue sur , donc gb ∈ E, mais gb n’est pas dérivable en b.

- ϕa a ag a g aag aa a a( )a a( )a ag a( )g aa ag aa a( )a ag aa a (g a(g a) = (g a(g a) = −= −a a= −a a = 0

- Si x > a : ϕa a
a a

x

g x
x a

t a dt
x a

t a

x a

( )a a( )a ag x( )g xa ag xa a( )a ag xa a (g x(g x) =
x a−x a

t a−t a( ) =
x a−x a

t a−t a( )













= −= −x a= −x a

∫1 1x1 1x

dt
1 1

dt(1 1( )1 1)∫1 1∫ 21
2

1
2

- Si x < a : ϕa a
a

x

g x
x a

t a dt x a x a( )a a( )a ag x( )g xa ag xa a( )a ag xa a (g x(g x) = −
x a−x a

t a−t a( ) = − x a−x a( ) = −= −x a= −x a∫1 1
2

1
2

Donc : ϕa a ag gg g( )a a( )a ag g( )g ga ag ga a( )a ag ga ag g=g g
1
2

g g
2

g g La réponse A est bonne.

• Ker Eϕ ϕr Eϕ ϕr Ea aϕ ϕa aϕ ϕr Eϕ ϕr Ea ar Eϕ ϕr Er Eϕ ϕr E= ∈r Eϕ ϕr Er Eϕ ϕr Ea ar Eϕ ϕr E= ∈r Ea ar Eϕ ϕr E{ }r E{ }r Er Eϕ ϕr E{ }r Eϕ ϕr Ea a{ }a aϕ ϕa aϕ ϕ{ }ϕ ϕa aϕ ϕf f{ }f fr Ef fr E{ }r Ef fr Eϕ ϕf fϕ ϕ{ }ϕ ϕf fϕ ϕr Eϕ ϕr Ef fr Eϕ ϕr E{ }r Ef fr Eϕ ϕr Ea af fa a{ }a af fa aϕ ϕa aϕ ϕf fϕ ϕa aϕ ϕ{ }ϕ ϕf fϕ ϕa aϕ ϕr Eϕ ϕr Ea ar Eϕ ϕr Ef fr Ea ar Eϕ ϕr E{ }r Eϕ ϕr Ea ar Eϕ ϕr Ef fr Eϕ ϕr Ea ar Eϕ ϕr Er Eϕ ϕr E= ∈r Eϕ ϕr E{ }r E= ∈r Eϕ ϕr Er Eϕ ϕr Ea ar Eϕ ϕr E= ∈r Ea ar Eϕ ϕr E{ }r Eϕ ϕr Ea ar Eϕ ϕr E= ∈r Eϕ ϕr Ea ar Eϕ ϕr Er Eϕ ϕr Ef fr Eϕ ϕr E= ∈r Ef fr Eϕ ϕr E{ }r Eϕ ϕr Ef fr Eϕ ϕr E= ∈r Eϕ ϕr Ef fr Eϕ ϕr Er Eϕ ϕr Ea ar Eϕ ϕr Ef fr Ea ar Eϕ ϕr E= ∈r Eϕ ϕr Ea ar Eϕ ϕr Ef fr Eϕ ϕr Ea ar Eϕ ϕr E{ }r Eϕ ϕr Ea ar Eϕ ϕr Ef fϕ ϕr Ea ar Eϕ ϕr E= ∈r Ea ar Eϕ ϕr Ef fr Eϕ ϕr Ea aϕ ϕr E ( ){ }( )f f( )f f{ }f f( )f f{ }/ 0{ }f f{ }f f/ 0f f{ }f fϕ ϕf fϕ ϕ{ }ϕ ϕf fϕ ϕ/ 0ϕ ϕ{ }ϕ ϕf fϕ ϕa af fa a{ }a af fa a/ 0a a{ }a af fa aϕ ϕa aϕ ϕf fϕ ϕa aϕ ϕ{ }ϕ ϕf fϕ ϕa aϕ ϕ/ 0ϕ ϕa aϕ ϕf fϕ ϕa aϕ ϕ{ }ϕ ϕa aϕ ϕf fϕ ϕa aϕ ϕ ( ){ }( )/ 0( ){ }( )f f( )f f{ }f f( )f f/ 0f f{ }f f( )f f ={ }=/ 0={ }=

ϕa
a

x

f x a
x a

f t dt f a( )f x( )f xf x= ⇔f x∀ ≠f x∀ ≠f x
x a−x a

(f t(f t) = (f a(f a(f a(f a)∫f x0f xf x= ⇔f x0f x= ⇔f x
1

0 0f a0 0f a0 0f a0 0f af a(f a0 0f a(f a)0 0) =0 0=f x= ⇔f xf x a∀ ≠f x∀ ≠f x et0 0  et 0 0,,

⇔ ∀ ≠ ( ) = ( )∫⇔ ∀ x a≠x a≠x a≠x a≠x a≠x a≠ f t(f t(f t(f t( dt f a(f a(f a(f a(
a

x

, .), .), .), .)∫, .∫, .), .)∫, .∫ et, .etf t, .f t(f t(, .(f t(f t, .f t(f t(, .(f t(f t(f t(, .(f t( dt, .dtdt f a, .f a(f a(, .(f a(0 0)0 0) =0 0=0 0et0 0et f a0 0f a(f a(0 0(f a(, .0 0, .), .)0 0), .), .0 0, .0 0et, .et0 0et, .et f a, .f a0 0f a, .f a(f a(, .(f a(0 0(, .(f a(

En notant toujours F la primitive de f telle F(a) = 0 :

ϕa f x a F x f a( )f x( )f xf x= ⇔f x∀ ≠f x∀ ≠f x ( )x f)x f ( ) =0 0f x0 0f x a F0 0a F x f0 0x ff x= ⇔f x0 0f x= ⇔f x∀ ≠0 0∀ ≠f x∀ ≠f x0 0f x∀ ≠f x (0 0(x f)x f0 0x f)x fx f=x f0 0x f=x f 0f x= ⇔f x0 0f x= ⇔f xf x0 0f x a F0 0a F0 0a F0 0a F∀ ≠0 0∀ ≠f x∀ ≠f x0 0f x∀ ≠f x x f0 0a F0 0a F x f0 0x f(0 0(x f)x f0 0x f)x fx f et x fa F0 0a F,a F0 0a F,a F,a Fa F0 0a F,a F0 0a Fa F0 0a F,a F donc : ∀ ∈ ′ ( ) =x F∀ ∈x F∀ ∈x Fx Fx F, .(, .( ), .)x F, .x F, .x, .x, .0, .0, .

Or F f′F f′ =F f= donc f = 0 et Ker ϕa = { }{ }0{ }. La réponse B est fausse.

Donc ϕa est injective. E n’étant pas de dimension finie, ϕa peut être
injective sans être surjective. La réponse C est fausse.

• Si b ≠ a : gb n’est pas dérivable en b, or ∀ ∈ ( )f f∀ ∈f f∀ ∈ ( )f f( )af faf ff fE,f ff fϕf f est dérivable sur
−{a}, donc en b. Donc gb a∉Im ϕ , et ϕa n’est pas surjective.

La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponse B
• Si x ≠ a :

ϕa
i i

a

x

X xi iX xi i

x a
t di it di i t

x a i i
( )i i( )i iX x( )X xi iX xi i( )i iX xi i(i i(i iX x(X xi iX xi i(i iX xi i)i i)i i=

x a−x a
=

( )i i( )i ix a( )x ai ix ai i( )i ix ai ix a−x a( )x a−x a

x a−x a( ) i i+i i( )i i)i i
=

+∫i i∫i i
i i( )i i+ +i i( )i ii ix ai i( )i ix ai i+ +i i( )i ix ai i

( ) ( )
1i i1i i

i i1i i
1

1
( )1 1( )i i( )i i1 1i i( )i i( )+ +( )1 1( )+ +( )i i( )i i+ +i i( )i i1 1i i+ +i i( )i ii ix ai i( )i ix ai i+ +i i( )i ix ai i1 1i ix ai i( )i ix ai i+ +i ix ai i( )i ix ai i

( )i i( )i ix x( )x xi ix xi i( )i ix xi ii i+i i( )i i+i ix x+x x( )x x+x xi ix xi i+i ix xi i( )i i+i ix xi i −−−( )−−− + +( )+ +( )1( )( )a a( )+ +( )+ +a a+ +( )+ +( )i( )( )a a( )...( )a a( )+ +( )+ +a a+ +( )+ +...+ +a a+ +( )+ +

soit : ϕa
i k i k

k

i

i
a Xi ka Xi k( )i k( )i kX( )X =

+
i k−i k

=
∑i k∑i k1i k1i k

1 0

(vrai pour x = a).

La réponse A est fausse.

Donc 
injective sans être surjective.         NON
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• deg ϕa X i( )( )i( )iX i( )X iiX ii( )iX iiX i=X i donc ϕa ( )( )i( )iX( )X ∈F et ϕa F F( )F F)F FF F⊂F F, donc ϕa induit un
endomorphisme ψa de F La réponse B est bonne.

• ϕa est injective, donc ψa est injective. Or, F est de dimension finie,
donc :

ψ ψ ψa a ainjective bijective surjective⇔ ⇔ : La réponse D est fausse.

• En revanche : dim F = +n 1. La réponse C est fausse.

> QCM 4 Fonction définie par une intégrale

• Question 1 : réponse C

• Soit ϕ t t e t( )t t)t t= +t t= +t t − −1 . ′ ( )ϕ t e)t e) = +t e= + t1 0>1 0>−1 0−t e1 0t e= +t e= +1 0= +t e= + t1 0t , donc ϕ est continue, strictement
croissante sur , et ϕ 0 0( )0 0)0 00 0=0 0, donc ϕ(t) est du signe de t.

t e ttt e+ −t e = ⇔ =1 0t e1 0t e t1 0tt e+ −t e1 0t e+ −t e = ⇔1 0= ⇔−1 0− 0, donc f est définie et continue (par opération) sur
*, et f (t) est du signe de t. Les réponses A et B sont fausses.

• Au voisinage de 0 : e t o tte tte te t−e te t= −e t + (o t(o t)1e t1e te t= −e t1e t= −e t donc ϕ t t o t t( )t t)t tt t= +t t (o t(o t)2 2o t2 2o t2 2t t2 2t t o t2 2o t= +2 2= +t t= +t t2 2t t= +t t (2 2(o t(o t2 2o t(o t)2 2)
0

2 2∼2 2 et

f t
t

( )f t( )f t ∼
0

1
2

. La réponse C est bonne.

f (0) = 0 et lim
x

f t
→ +

( ) = + ∞
0

donc f n’est pas continue par morceaux
sur [−1, 1]. La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponses C et D

Φ n’est pas une primitive de f, car les deux bornes de l’intégrale Φ (x)
dépendent de x. La réponse A est fausse.

• f est continue sur ] [− ∞] [− ∞ ] [∞] [∞] [,  ] [0 e] [0 e] [ t 0] [t 0] [] [, ] [] [+] [ , donc elle admet des primitives sur
chaque intervalle. Soit F1 une primitive sur + et 2] [0,] [0, + e] [+ e+ e∞+ e] [+ e∞+ e F2F2 une primitive
sur ]−∞, 0[.

- Si x > 0 : [ ]x x[ ]x x, 2[ ], 2x x, 2x x[ ]x x, 2x x ⊂ ∞] [⊂ ∞] [⊂ ∞] [0, ] [⊂ ∞] [⊂ ∞0, ⊂ ∞] [⊂ ∞] [+] [⊂ ∞] [⊂ ∞+⊂ ∞] [⊂ ∞ donc Φ x F x F x( )x F)x Fx F=x F ( )x F)x F)x F−x F ( )1 1x F1 1x F1 1x F1 1x F1 1x F1 1x F (1 1( )1 1)x F)x F1 1x F)x F21 121 1 .

- Si x < 0 : , ,[ ]2[ ]2x x[ ]x x, ,[ ], ,x x, ,x x[ ]x x, ,x x ⊂ −, ,⊂ −, ,] [, ,] [, ,⊂ −] [⊂ −, ,⊂ −, ,] [, ,⊂ −, ,∞] [∞, ,, ,] [0] [ donc Φ x F x F x( )x F)x Fx F=x F ( )x F)x F)x F−x F ( )2 2x F2 2x F2 2x F2 2x F2 2x F2 2x F (2 2( )2 2)x F)x F2 2x F)x F22 222 2 .

Donc Φ est dérivable sur *, et
si

si

′ (( ) ′ ( ) ′ (( )) >

′ (( ) ′ ( ) ′ (( ))
Φ

Φ

x Fx F)x F)) =x F= x F)x F) −x F− xx

x Fx F)x F)) =x F= x F)x F) −x F− xx

2 2′2 2′ (2 2(x F2 2x F 0

2 2′2 2′ (2 2(x F2 2x F

1 11 1(1 1(( )1 1)x F1 1x F1 1x F1 1x Fx F1 1)x F)1 1)x F))2 21 12 2(2 2(1 1(2 2(x F2 2x F1 1x F2 2x F

2 22 2(2 2(( )2 2)x F2 2x F2 2x F2 2x Fx F2 2)x F)2 2)x F))2 22 22 2(2 2(2 2(2 2(x F2 2x F2 2x F2 2x F

x

x <














 0

soit : ∀ ∈ ′ ( ) = ( ) − ( )∀ ∈x x∀ ∈x x∀ ∈ ′x x′ (x x(∀ ∈x x∀ ∈ f x(f x( f x(f x(x xx x*,x x,x x, Φx xΦx x 2 2f x2 2f x(f x(2 2(f x( . La réponse B est fausse.

•  

ψ ψ
NON

f   
NON

Φ
dépendent de NON
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corrigéschapitre 12 : Intégration

• ′ ( ) =
+ −

− =
( )−( )−

( )+ −( )+ − (− −

( )−( )
( )− −( )Φ x

x e+ −x e+ − x e+ −x e+ −
( )e( )

( )x e( )+ −( )+ −x e+ −( )+ − x e+ −x e+ −x x+ −x x+ −− −x x− −x ex xx e+ −x e+ −x x+ −x e+ −
( )x( )

x x( )x x( )x x( )x x( ) + −x x+ −(x x(− −x x− −( )− −( )x x( )− −( ) (− −(x x(− −(x ex xx e+ −x e+ −x x+ −x e+ −
2

2 1+ −2 1+ −x e2 1x e+ −x e+ −2 1+ −x e+ −
1

+ −x e+ −1+ −x e+ −x x1x x+ −x x+ −1+ −x x+ −− −x x− −1− −x x− −+ −x e+ −x x+ −x e+ −1+ −x x+ −x e+ −
( )1( )

( )2 1( )+ −( )+ −2 1+ −( )+ −( )x e( )2 1( )x e( )+ −( )+ −x e+ −( )+ −2 1+ −x e+ −( )+ − + −x e+ −1+ −x e+ −x x1x x+ −x x+ −1+ −x x+ −− −x x− −1− −x x− −+ −x e+ −x x+ −x e+ −1+ −x x+ −x e+ −2− −2− −2

2

( )2( )( )− −( )2( )− −( ) )))
La réponse C est bonne.

• Φ′(x) est du signe de 1 2
1

f x1 2f x1 2 f xx x( )2 1( )2 1 2( )2x e( )x e2 1x e2 1( )2 1x e2 1 x x( )x x+ −( )+ −2 1+ −2 1( )2 1+ −2 1x e+ −x e( )x e+ −x e2 1x e2 1+ −2 1x e2 1( )2 1+ −2 1x e2 1 ( )1 2( )1 2x e( )x e1 2x e1 2( )1 2x e1 2x x( )x x1 2x x1 2( )1 2x x1 2x ex xx e( )x ex xx e1 2x e1 2x x1 2x e1 2( )1 2x x1 2x e1 2x e+ −x e( )x e+ −x e1 2x e1 2+ −1 2x e1 2( )1 2+ −1 2x e1 2x x+ −x x( )x x+ −x x1 2x x1 2+ −1 2x x1 2( )1 2+ −1 2x x1 2x ex xx e+ −x ex xx e( )x e+ −x ex xx e1 2x e1 2x x1 2x e1 2+ −1 2x x1 2x e1 2( )1 2x e1 2x x1 2x e1 2+ −1 2x e1 2x x1 2x e1 2 1 21 21 21 21 21 21 21 21 2=1 2(f x(f x1 2f x1 2(1 2f x1 2 ) (f x(f x)x x− −x x( )− −( )2( )2− −2( )2x x( )x x− −x x( )x xx x( )x x− −x x( )x x1 2x x1 2( )1 2x x1 2− −1 2( )1 2x x1 2
−

, or f (x)

est du signe de x, donc ′ ( ) >Φ x 0 sur *, et Φ est croissante sur ] [− ∞] [− ∞] [,  ] [] [0] [ et
sur ] [0,] [0, +] [+∞] [∞

- Si x > 0 : x t x≤ ≤x t≤ ≤x t 2 et f t(f t(f t) > 0 donc Φ x( ) ≥ 0.

- Si x < 0 : 2 0x t2 0x t2 0x2 0x2 02 0≤ ≤2 02 0x t2 0≤ ≤2 0x t2 02 0<2 0 et f t(f t(f t) < 0 donc f t dt
x

x

(f t(f t) ≤∫2
0 et Φ x( ) ≥ 0.

Donc Φ est positive sur *. La réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses B et D

La réponse A est fausse : par exemple, la fonction sinus est conti-
nue sur ]0, + ∞[, mais n’a pas de limite en + ∞ (vrai si on remplace
« continue » par « monotone »).

• ∀ ∈] [+ ∞] [+ ∞t∀ ∈t∀ ∈] [0,] [, 0 10 1< <0 10 1−0 1e0 1e0 10 1< <0 1e0 1< <0 1t0 1t0 10 1< <0 1t0 1< <0 1 soit − <1 0− <1 0− < − <1 0− <−1 0−e1 0e1 0− <1 0− <e− <1 0− <t1 0t1 0− <1 0− <t− <1 0− < et 0 1 10 1< <0 1+ −0 1+ −0 1 < +t t0 1t t0 10 1< <0 1t t0 1< <0 1 e t< +e t< +−e t− te tte t

donc : 1
1

1
t

f t
t+

< (f t(f t) <

x > 0, donc x x≤x x≤x x2x x2x x et on peut intégrer l’inégalité précédente entre x et 2x :

1
12 212 21

t t
dt

x

2 2x2 2

x

x

+∫ ∫∫ ∫1∫ ∫1
1∫ ∫1

2 2

∫ ∫
2 212 21∫ ∫12 21

t∫ ∫t
dt∫ ∫dt x∫ ∫x

x∫ ∫x

x

∫ ∫
x2 2x2 2

∫ ∫
2 2x2 2

+∫ ∫+
≤∫ ∫≤ (∫ ∫( )∫ ∫) ≤∫ ∫≤∫ ∫≤∫ ∫≤∫ ∫≤∫ ∫≤∫ ∫Φ∫ ∫

soit ln t x
x

x

x

xt x+t x( )t x)t x t xt xt xt xt xt xt xt x≤t x≤t x(t x(t x) ≤ [ ]ln[ ]lnt[ ]t1t x1t x
2 2t xt x≤t xΦt xΦt x

d’où : ln ln lim ln ln lnor
2 1

1
2

2 1
n l

2 1
n l

1
2

x2 1x2 1
x

xx n l
x

n l
2 1x2 1

n l
2 1

n l
x

n l
2 1

n l
xx

2 1+2 1
+















≤ (( )) ≤
2 1+2 1

n l
2 1

n l
+

n l
2 1

n l
+

n ln l


n l


n ln ln ln ln ln ln l


n l


n ln l


n ln ln l


n l


n ln ln ln ln ln ln l


n l


n ln l


n ln l=n l
→ + ∞

Φ

donc, d’après le théorème des gendarmes : lim ln
x

xm lxm l
→ + ∞

(m l(m l)m l)m lm l=m lm lΦm l 2

La réponse B est bonne.

La réponse A est fausse
nue sur ]0, 
« continue » par « monotone »).

NON
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• ( ) = −
( )+( )+

( )
<

( )−( )
( )−( )

f t′f t′ (f t( ( )e( )
( )t e( )+ −( )+ −t e+ −( )+ −

( )t( )
( )t( )

( )1( )
( )1( )( )t e( )1( )t e( )+ −( )+ −t e+ −( )+ −1+ −t e+ −( )+ −

02 sur ] [− ∞] [− ∞] [,  ] [] [0] [, donc f est décroissante sur

] [− ∞] [− ∞] [,  ] [] [0] [.

f t f t(f t(f t) = − (f t(f t) car f t(f t(f t) ≤ 0 donc Sup
t x x

f t f x f x
t x∈t xt xt xt xt xt xt xt xt x 

(f t(f t) = − (f x(f x) = (f x(f x)
2 ,t x2 ,t x

.

La réponse C est fausse.

• L’inégalité de la moyenne sur [2x, x] (x < 0) donne :

f t dt f t x x x fx f x xx xf xx xf xx x
x

x

t x x
(f t(f t) ≤ (f t(f t) x x−x x( ) ≤ − ( )x x)x x≤x x≤x x (f x(f x)∫ t x∈t xt xt xt xt xt xt xt xt x 

2 2t x2t x
2x x2x xx x)f t x xf t(f t) (x x2x xSuSupp

,

Or : x f x
x

x e
x

ex xex xe
( ) =

+ −x e+ −x e
−− − ∞x x−x x1+ −1+ −x e+ −x e1x e+ −x e

∼ , donc lim
x

x f x
→ − ∞

( ) = 0 et lim
x

x
→ − ∞

( ) =Φ 0

La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponses A et C

• On peut prolonger ε par continuité en 0 : ε (0) = 0 alors t t dt
x

εt tεt t( )t t( )t t∫0
existe.

o t dt o x
x x

(o t(o t) = ( )o x( )o x∫ ∫t t∫ ∫t t dt∫ ∫dt
x x

∫ ∫
x x

ε∫ ∫εt tεt t∫ ∫t tεt t(∫ ∫(t t(t t∫ ∫t t(t t)∫ ∫) =∫ ∫=
0 0∫ ∫0 0∫ ∫ ( )2( ) par intégration du DL1 (0) de tε (t)

La réponse A est bonne.

• e t t tt t o tte tte te t−e te t= −e t + −+ −t t+ −t t + ( )o t( )o t1e t1e te t= −e t1e t= −e t
1
2

1
6

2 3t t2 3t tt t+ −t t2 3t t+ −t t
12 31 ( )3( ).

En posant u tu t t ou t= −u t + ++ +t o+ +t o( )t( )t
1
4

1
12

2 2t o2 2t ot o+ +t o2 2t o+ +t o( )2 2( )t( )t2 2t( )t , on obtient :

f t
t t t o t t u t

( )f t( )f t =
− +t t− +t tt t− +t t t o+t o( )

t tt tt tt tt tt t 















=
t u+t u

= −= −⋅


1

2 1t t2 1t t2 1t tt t2 1t tt tt tt t2 1t tt tt tt tt tt t2 1t tt tt t

2 1

t tt tt tt t2 1t tt tt tt tt tt tt t2 1t tt tt tt tt tt tt tt t
t tt t2 1t tt tt tt tt tt tt tt t

11
4

11
12

1
2

1
1t u1t u

1
22 2t o2 2t o t2 2tt o+t o2 2t o+t o(2 2(

( )u u( )u u o( )o= −( )= − + +( )+ +u u+ +u u( )u u+ +u u1( )1= −1= −( )= −1= − 2( )2+ +2+ +( )+ +2+ + uuu( )uuu2( )2(( )( )( ))

Finalement : f t
t

t o t(f t(f t) = += + − +− +t o− +t o( )= + − +t o− +t o
1
2

1
8

1
96

. La réponse B est fausse.

• Φ x
t

t o t dt xt x
x

x

( ) = += + − +− +t o− +t o( )t d)t d


= +


= +


= +


= += += +




= +


= += +


= +


= +


= += +


= +


t d


t d


t d


t dt dt dt d


t dt d


t d


t d


t dt d


t dt x= +t xt x= +t x −∫= +∫= + t x= +t x⋅t x= +t xt ot o t xt x
1
2

1
8

1
96

1
2

2t x2t xt x= +t x2t x= +t x
1
8

12

lnt xlnt xt x= +t xlnt x= +t x
646646

2 2x o2 2x o2 22 2+2 2x o+x o2 2x o2 2+2 2x o2 2( )2 2( )2 2x( )x2 2x2 2( )2 2x2 2 .

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

On peut prolonger Φ par continuité en 0 en posant ΦΦ == ΦΦ ==0
1
2

ln2, et 0
1
8

.( ) ′ ( )
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énoncés
> QCM 1 Fonction Cn - Extremum

Soit f :  2 → définie par :
sif x y x x y x y

f

, ln , ,

,

( ) = +( ) ( ) ≠ ( )
( ) =







2 2 2 0 0

0 0 0

• Question 1

Soient f x y x x y kk
k: , ln *( ) +( ) ∈( ) 2 2

et g x y
x y

x y
p q

p q

: , ,( )
+

( ) ∈( ) 2 2
2 .

A f x ykf xkf x,(f x(f x ) ≤ 0 sur le disque de centre (0, 0) et de rayon 1.

B Au voisinage de (0, 0), f x y fy f xk kk kf xk kf x y fk ky fy fk ky f, ,x, ,x, ,k k, ,k ky fk ky f, ,y fk ky fy fk ky f, ,y fk ky fk k, ,k ky fk ky f, ,y fk ky f(f x(f xk k(k kf xk kf x(f xk kf x )y f)y fy fk ky f)y fk ky f)k k)k ky fk ky f)y fk ky fy fk ky f, ,y fk ky f)y f, ,y fk ky fy f≤y fy fk ky f≤y fk ky fy fk ky f, ,y fk ky f≤y f, ,y fk ky f (, ,(, , )0 donc :

lim ,
, , kf xm ,f xm ,kf xkm ,km ,f xm ,km , y

( ), ,( ), ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,→, ,→, ,( )
m ,

( )
m ,

, ,( ), ,
(f x(f xm ,f xm ,(m ,f xm , ) =

( )0 0( ), ,( ), ,0 0, ,( ), ,
0

C Si p q+ =p q+ =p q 2 , g x x,(g x(g x ) =
1
2

donc lim ,
, ,

g xm ,g xm ,g xm ,g xm , y
( ), ,( ), ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,→, ,→, ,( )

m ,
( )

m ,
, ,( ), ,

(g x(g xm ,g xm ,(m ,g xm , ) =
( )0 0( ), ,( ), ,0 0, ,( ), ,

1
2

D Si p q+ ≥p q+ ≥p q 3 , lim ,
, ,

g xm ,g xm , y
( ), ,( ), ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,→, ,→, ,( )

m ,
( )

m ,
, ,( ), ,

(g x(g xm ,g xm ,(m ,g xm , ) =
( )0 0( ), ,( ), ,0 0, ,( ), ,

0

• Question 2

A f est C ∞ sur 2 − { }0 0{ }0 0({ }( ){ }){ },{ }0 0{ }0 0,0 0{ }0 0 , et :

∀ ( ) ≠ ( )x y, ,), ,) ≠, ,≠ (, ,(x y, ,x y 0 0, ,0 0, , :

∂
∂

( ) = +( )= +( )= + +

∂
∂

( ) =




















f
x

x y x x= +x x= +( )x x( )= +( )= +x x= +( )= +( )y( ) x
x y+x y+

f
y

x y
x y

x y+x y+

, l), l) = +, l= +x y, lx y x x, lx x= +x x= +, l= +x x= += +x x= +n= +x x= +

x y,x y

, l2, l= +, l= +2= +, l= +
2

2

( )2 2( )= +( )= +2 2= +( )= +( )y( )2 2( )y( )
3

2 2+2 2+x y2 2x y+x y+2 2+x y+

2 2+2 2+x y2 2x y+x y+2 2+x y+








B f est continue sur 2, mais n’est pas C1 en (0, 0) car pour x y, ,x y, ,x y( ), ,), ,≠, ,≠, ,(, ,(, , )0 0, ,0 0, , ,
∂
∂

f
y

n’a pas de limite en (0, 0).

C Par définition :
∂
∂

( ) ∂
∂

( )
→

f
x

f
x

x
x

0 0 0 0)0 0) =0 0=
0

, l), l) =, l=0 0, l0 0 im , .

D f admet des dérivées partielles premières en (0, 0) et f est C1 sur 2.
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• Question 3

A Les points (a, 0) et (0, b) ( )a b( )a b,( ),a b,a b( )a b,a b(( )( )( )) ∈( )∈( )( )( )2( ) sont les points critiques de f.

B
∂

∂ ∂
( ) =

∂
∂

∂
∂















( ) =

∂
∂

( ) ∂
∂

→

2

0
0 0 0 0

0 00 0)0 0) −0 0− ∂
0 0

∂
f

x y∂ ∂x y∂ ∂ x
f
y

f
y

x0 0x0 0
f

0 0
f

0 0
y

x
, ,), ,)

∂
, ,

∂ ∂
, ,

∂
, ,


, ,

 
, ,


, ,


(, ,(0 0, ,0 0 0 0, ,0 0 lim

,0 0,0 0
, ,

, 0,, 0,
0

(0 0(0 0 )
=

x
.

C
∂

∂ ∂
( ) =

∂
∂ ∂

( ) =
2 2∂2 2∂

0 0 0 0 0
f2 2f2 2

x y∂ ∂x y∂ ∂
f

y x∂ ∂y x∂ ∂
, ,), ,)

∂ ∂
, ,

∂ ∂
(, ,(0 0, ,0 0 0 0, ,0 0, , , donc f est C 2 sur 2.

D ϕ 1 0: ,: ,: ,x: ,x: ,: ,x: ,
f
x

x: ,x: ,: ,: ,
∂
∂

: ,
∂

: ,(: ,(: , ) est dérivable en 0, et
∂
∂

( ) = ( )
2

2 10 0 0
f

x
,0 0,0 0 ϕ ′1ϕ ′1 .

• Question 4

A f admet un maximum absolu sur 2.

B f admet un extremum relatif en tout point (0, b), b ∈ .

C h x f x: ,h x: ,h x f x: ,f x: ,h x: ,h x : ,: , 0(f x(f xf x: ,f x(f x: ,f x ) admet un minimum absolu atteint en 1
e

.

D f admet un minimum absolu strictement négatif.

> QCM 2 Équation aux dérivées d’ordre 2
(d’après EPL 2009)

Soit a b c, ,( ) ∈3, c ≠ 0 et a b, ,( ) ≠ ( )0 0 . On considère l’équation aux dérivées

partielles, d’inconnue f de classe au moins C 2 sur 2 :

a
f

x
b

f
x y

c
f

y
∂
∂

+
∂

∂ ∂
+

∂
∂

= ( )
2

2

2 2

2 0 E

• Question 1
On effectue le changement de variable suivant :

u x y= + α et v x y= + β où α β,( ) ∈2

On posera dans la suite de ce QCM :

g u v f x u v y u v, , , ,( ) = ( ) ( )( ), P a b X c X= + + 2 et K a b c= + +( ) +2 2α β α β
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A L’application H
x y u v

:
, ,x y, ,x y u v, ,u v
 
, ,, ,

2 2 2 2 → →  2 2 → 2 2 

( ), ,), ,(, ,(, , ) est bijective si et seulement si α ≠ β,

et sous cette condition H et H −1 sont de classe C ∞ sur 2.

Donc : ( f est au moins C 2 sur 2) ⇔ (g est au moins C 2 sur 2).

B
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

g
v

f
x

f
y

g
u

f
x

f
y

etetα βα β
∂

α β
∂
∂

α β
∂

+α β+
f

α β
f

α βα β

C
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

f
y

g
u

g
v

f
x

g
u

g
v

β αβ α
∂

β α
∂
∂

β α
∂

∂
β α

∂
∂

β α
∂

=β α=
g

β α
g f

β α
f

β αetβ αetet

D

g s
g

u
K

g
u v

olution de E

( )f( )f solution de (E( )solution de (E)( ))

⇔ ( ) ∂
∂

+
∂

∂ ∂u v∂ ∂u v
( :e E( :e E)( :)′ αP′ αP ( )′ α( )( :′ α( :

2

2

2

+++ ( ) ∂
∂

=














P
g

v
( )β( )

2

2 0

• Question 2
On se place, dans cette question et dans la suivante seulement, dans le cas
où b ac2 4 0− > .

A P possède deux racines distinctes r1 et r2 vérifiant r r
a
c1 2r r1 2r r+ =r r+ =r r1 2+ =1 2r r1 2r r+ =r r1 2r r − et

r r
b
c1 2r r1 2r r1 2.1 2r r1 2r r.r r1 2r r = .

B P possède deux racines distinctes r1 et r2. On peut donc choisir deux

réels α et β, différents et tels que P Pα βP Pα βP P(P P(P P)α β)α βP Pα βP P)P Pα βP PP Pα βP P=P Pα βP P (α β(α β) = 0 et K ≠ 0.

C K PK P=K P ( ) ( )′ ′(′ ′(α βPα βP)α β) +α β+ (α β(′ ′α β′ ′P′ ′Pα βP′ ′P)′ ′)α β)′ ′) +′ ′+α β+′ ′+ , et pour que K soit nul il faudrait que α et β soient

racines doubles de P, ce qui ici est impossible. Donc K ≠ 0 pour tout α ≠ β.

D Il existe α et β tels que E′′( )) ⇔⇔
∂

∂ ∂
=

2

0
g

u v∂ ∂u v∂ ∂
.

• Question 3
On est toujours dans le cas où b ac2 4 0− > . On note r1 et r2 les racines de P.

∂
∂ ∂

=
2

0
g

u v
est équivalente à :
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A
∂
∂

=
g
u

M où M est une constante réelle.

B ∀ ( ) ∈
∂
∂

( ) = ( )u v
g
u

u v M u(M u(, ,), ,) ∈, ,∈u v, ,u v ,u v,u v, ,, ,2 où M est une fonction de  dans .

De plus, si g est au moins C 2 sur 2, M est au moins C 1 sur .
Les solutions de (E) sont les fonctions :

C f x y h y h: ,f x: ,f x y hy h: ,f x: ,f x(f x(f xf x: ,f x(f x: ,f x(f x(f xf x: ,f x(f x: ,f xf x: ,f x(f x )y h)y h)y h)y hy h)y h ( )x r( )x r y h( )y h+( )+x r+x r( )x r+x r + +y h+ +y h ( )x r( )x r y( )y+ +( )+ +x r+ +x r( )x r+ +x ry hy h1 1( )1 1( )x r( )x r1 1x r( )x rx r+x r( )x r+x r1 1x r( )x r+x r 2 2+ +2 2+ +( )2 2( )x r( )x r2 2x r( )x r+ +( )+ +2 2+ +( )+ +x r+ +x r( )x r+ +x r2 2x r( )x r+ +x r où h1 et h2 sont des fonctions

arbitraires de classe au moins C 2 sur .

D f x y h y h: ,f x: ,f x y h.y hy hy h: ,f x: ,f x(f x(f xf x: ,f x(f x: ,f x(f x(f xf x: ,f x(f x: ,f xf x: ,f x(f x )y h)y h)y h)y hy h)y h ( )x r( )x r y h( )y h+( )+x r+x r( )x r+x r ( )x r( )x r y( )y+( )+x r+x r( )x r+x ry hy h1 1( )1 1( )x r( )x r1 1x r( )x rx r+x r( )x r+x r1 1x r( )x r+x r 2 2( )2 2( )x r( )x r2 2x r( )x rx r+x r( )x r+x r2 2x r( )x r+x r où h1 et h2 sont des fonctions

arbitraires de classe au moins C 2 sur .

• Question 4
On se place dans cette question dans le cas où b ac2 4 0− = . On note r la racine
double de P.

A Le raisonnement précédent reste valable, donc les fonctions solutions

de (E) sont toutes de la forme f x y h x r y,(f x(f x )y h)y h= +x r= +x r= +y h= +y h (= +(= + ) où h est une fonction

arbitraire de classe au moins C 2 sur .

B On peut choisir α = r et β = 0, et (E') devient alors
∂
∂

=
2

2 0
g

v
.

C f x y x y x r y: ,f x: ,f x co y xs sy xs sx rs sx r y xs sy xs siny xy x: ,f x: ,f x(f x(f xf x: ,f x(f x: ,f x(f x(f xf x: ,f x(f x: ,f xf x: ,f x(f x )y x)y x)y x)y xy x)y x +x rs sx r+x rs sx r(s s(s s)y x)y xy xs sy x)y xs sy x+ +y x+ +y x+ +y x+ +y x+ +y x+ +y xy xs sy x+ +y xs sy xin+ +iny xiny x+ +y xiny x(y x(y x+ +(+ +y x+ +y x(y x+ +y x )y xy x est solution de (E).

D Les fonctions solutions de (E) sont toutes de la forme

f x y x h x r y,(f x(f x )y x)y x= +h x= +h x= +y x= +y x h x= +h x(h x(h x(h x(h xh x= +h x(h x= +h x ), où h est une fonction arbitraire de classe au

moins C 2 sur .

> QCM 3 Aires – Intégrales doubles
• Question 1

Soit D le domaine du plan situé entre les paraboles d’équations y x2 = et y x= 2.
L’aire de D est :

A
0

1

∫0∫0
dy dx

x

x2

∫













B 1
3
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Soit D le domaine défini en coordonnées polaires par :
0

3

0
1

1 + cos

≤ ≤

≤ ≤










θ

θ

π

ρL’aire de D est :

C
1
4 2

2

4 204 2
1 + tan2

/3 θ
θ

π 
4 24 2



4 24 24 24 2









4 24 2



4 24 24 24 2






∫4 2∫4 24 204 2∫4 204 2

d D 5
9 39 3

• Question 2

Soit : I y dx dy
D

= ∫∫ avec D = ( ) ∈ + =








x y
x
a

y
b

, /2
2

2

2

2 1

et : J y dx dy= ∫∫ ∆
avec ∆ = ( ) ∈ ≥{ }x y y, /D 0 .

En utilisant le changement de variables affine
x X
y Y

=
= −





, on montre que :

A I = 0 B I = 2J C J aJ a bJ a=J a
2

J a
2

J a
3

2 D J aJ abJ a=J a
4

J a
4

J a
3

2

• Question 3 (d’après EPL 2008)

Soit le domaine D = ( ) ∈ ≥ ≤ + ≤{ }x y x x y y, / ,2 2 20 1 2 et I x y dx dy
D

= +∫∫ 2 2 .

On note ϕ
θ θ θ

:
, cos , sin

 


2 2→
( ) ( )ρ ρ ρ

A ϕ ρ− (ϕ ρ(ϕ ρ)ϕ ρ)ϕ ρ{ }ϕ ρ{ }ϕ ρ θ π{ }θ π θ π{ }θ π ρ θ{ }ρ θ({ }(ϕ ρ(ϕ ρ{ }ϕ ρ(ϕ ρ ){ }) ∈ ≤{ }∈ ≤θ π∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ π ≤ ≤{ }≤ ≤1 2ϕ ρ1 2ϕ ρ(1 2(ϕ ρ(ϕ ρ1 2ϕ ρ(ϕ ρ)1 2) { }1 2{ }({ }(1 2({ }( ){ })1 2){ }){ }6 2{ }≤ ≤{ }≤ ≤6 2≤ ≤{ }≤ ≤{ }1 2{ }ρ θ{ }ρ θ1 2ρ θ{ }ρ θ≤ ≤{ }≤ ≤1 2≤ ≤{ }≤ ≤ ρ θ≤ρ θ{ }ρ θ≤ρ θ1 2ρ θ{ }ρ θ≤ρ θ{ }θ π{ }θ πθ π∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ πϕ ρD  ϕ ρϕ ρ)ϕ ρϕ ρ=ϕ ρ{ }ϕ ρ{ }ϕ ρϕ ρ(ϕ ρ{ }ϕ ρ(ϕ ρ1 2D  1 2ϕ ρ1 2ϕ ρD  ϕ ρ1 2ϕ ρ)1 2)ϕ ρ)ϕ ρ1 2ϕ ρ)ϕ ρ{ }1 2{ }ϕ ρ{ }ϕ ρ1 2ϕ ρ{ }ϕ ρ({ }(1 2({ }(ϕ ρ(ϕ ρ{ }ϕ ρ(ϕ ρ1 2ϕ ρ{ }ϕ ρ(ϕ ρ{ }, /{ }{ }1 2{ }, /{ }1 2{ }){ })1 2){ }), /)1 2){ }){ }, /{ }θ π{ }θ π, /θ π{ }θ π){ }), /){ })θ π)θ π{ }θ π)θ π, /θ π{ }θ π)θ π{ }, /{ }θ π{ }θ π, /θ πθ π)θ π{ }θ π)θ π, /θ π)θ π{ }θ π)θ πθ π∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ π, /θ π∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ π{ }1 2{ }, /{ }θ π{ }θ π1 2θ π{ }θ π, /θ π{ }θ π1 2θ π{ }θ π){ })1 2){ }), /){ })1 2){ })θ π)θ π{ }θ π)θ π1 2θ π{ }θ π)θ π, /θ π)θ π{ }θ π)θ π1 2)θ π{ }θ π)θ πθ π∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ π1 2θ π{ }θ π∈ ≤θ π, /θ π∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ π1 2∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ π{ }/ /{ }θ π{ }θ π/ /θ π{ }θ π∈ ≤{ }∈ ≤/ /∈ ≤{ }∈ ≤{ }6 2{ }/ /{ }6 2{ }θ π{ }θ π6 2θ π{ }θ π/ /θ π6 2θ π{ }θ π∈ ≤{ }∈ ≤6 2∈ ≤{ }∈ ≤/ /∈ ≤6 2∈ ≤{ }∈ ≤ ≤ ≤{ }≤ ≤6 2≤ ≤{ }≤ ≤/ /≤ ≤6 2≤ ≤{ }≤ ≤θ π≤ ≤θ π{ }θ π≤ ≤θ π6 2θ π{ }θ π≤ ≤θ π/ /θ π≤ ≤θ π{ }θ π≤ ≤θ π6 2θ π≤ ≤θ π{ }θ π≤ ≤θ π{ }, s{ }ρ θ{ }ρ θ, sρ θ{ }ρ θ≤ ≤{ }≤ ≤, s≤ ≤{ }≤ ≤{ }1 2{ }, s{ }1 2{ }ρ θ{ }ρ θ1 2ρ θ{ }ρ θ, sρ θ1 2ρ θ{ }ρ θ≤ ≤{ }≤ ≤1 2≤ ≤{ }≤ ≤, s≤ ≤1 2≤ ≤{ }≤ ≤ ρ θ≤ρ θ{ }ρ θ≤ρ θ1 2ρ θ{ }ρ θ≤ρ θ, sρ θ≤ρ θ{ }ρ θ≤ρ θ1 2ρ θ≤ρ θ{ }ρ θ≤ρ θ{ }in{ }ρ θ{ }ρ θinρ θ{ }ρ θθ π∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ π, /θ π∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ πθ π∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ π, /θ π{ }θ π∈ ≤θ πθ π{ }θ π1 2θ π{ }θ π, /θ π{ }θ π1 2θ π{ }θ πθ π{ }θ π1 2θ π{ }θ π, /θ π1 2θ π{ }θ πθ π∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ π1 2θ π{ }θ π∈ ≤θ π, /θ π∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ π1 2∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ πθ π∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ π1 2θ π∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ π, /θ π∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ π1 2θ π∈ ≤θ π{ }θ π∈ ≤θ π

B I d dI d=I dI dI dI dI dI dI dI dI d 



∫I d∫I d∫I d∫I dρ ρI dρ ρI d θ

θ

π

π

1∫1∫6

2 s2 s∫
2 s

∫
22 s2 in

/

/
C I d dI d=I dI dI dI dI dI dI dI dI d 




∫I d∫I d∫I d∫I dρ ρI dρ ρI d θ

θ

π

π
2I d2I dI dρ ρI d2I dρ ρI d

16

2 s2 s∫
2 s

∫
22 s2 in

/

/
D I = −2 32 32 32 3= −2 3= −= −2 3= − 9π /

> QCM 4 Étude métrique des courbes
Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct O i j, ,

→ →



 d’axes (Ox) et (Oy).

Pour tout point M d’une courbe, on note s son abscisse curviligne, T
→

le vecteur

unitaire tangent orienté au point M, α π= 



 [ ]→ →

i T,


2 la fonction angulaire et γ

la courbure. En coordonnées polaires, on note :

u i j
→ → →

( ) = +θ θ θcos sin , v u
→ →( ) = +( )θ θ π /2 et V u T= 



 [ ]→ →

,


2π
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• Question 1
Soit R > 0 et  la courbe paramétrée définie par :

x R t t

y R t
t

= −( )
= −( )






∈[ ]( )sin

cos
,

1
0 2π

On note M(t) le point de  de paramètre t.

A La droite d’équation x = π R est un axe de symétrie de .

B M (t) est birégulier si et seulement si t ∈] [] [0 2] [] [,] [] [0 2] [,] [0 2] [] [π] [ et en M (0)

et M 2π( ) la tangente est parallèle à (Ox).

C
ds
dt

R
t

= 













2
2

sin et la longueur de  est 4R.

D Pour t ∈] [] [0 2] [] [,] [] [0 2] [,] [0 2] [] [π] [, α
π

t i T t
t( )t i)t it i=t i (T t(T t)t it it it it it it it i


t it it it it it it it it it it it it i
t it i 














 = −= −

→ →
,


2 2
et la courbure est :

γ =














 
















1

4
2

R
t

sin

• Question 2
Soit  la parabole d’équation : x p y p2 2 0= >( )

A On peut paramétrer  par :
x t

y
t
p

x t=x t

=
















2

2

On note M (t) le point de paramètre t.

B La longueur de l’arc OM de  entre O et M d’abscisse x est

1
2

20
+∫ t

p
dt

x
.

C Le repère de Frénet en M (t) est T t
p

→ 1
, N

t
p

→ −

1
et tan α t

t
p

( ) = .

D En dérivant tan α, on obtient
1( )1( )1 2( )2+( )+ =( )ta( )( )n( )( )α( ) αd

dt p
et on peut en

déduire que le rayon de courbure en O est p.
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• Question 3

Soit a > 0 et  la courbe d’équation polaire : ρ
θ

θ π= 





∈[ ]( )a sin ,3

3
0 3 .

On note M (θ) le point de  de paramètre θ : OM uθ ρ θ θ( ) = ( ) ( )→
.

A M θ( ) est régulier si et seulement si θ πθ π∈θ π] [θ π] [θ π] [0 3] [θ π] [θ π0 3θ π] [θ π] [,] [θ π] [θ π,θ π] [θ πθ π] [θ π0 3θ π] [θ π,θ π0 3θ π] [θ π et
ds
d

a
θ

θ
= 














sin2

3
.

B La longueur de  est : a da da dsia da dna d2a d2a d
0

3

3
3

θ
a d

θ
a dθ πaθ πa3θ π3

π a da d


a d


a da da da da da da d


a d


a da d


a da da d


a d


a da da da da da da d


a d


a da d


a dθ π=θ π∫0∫0
.

C V
dV
d a

= [ ] = == =














 
















θ [ ]π[ ]
θ

γ= =γ= =
θ3

[ ]2[ ] 1
3

1

3
3

2

donc et= =et= =
sin

D α
θ

π γ
θ

= [ ]π γ[ ]π γ =














 
















4
3

[ ]2[ ] 4

3
3

2

doncπ γdoncπ γ
a sin

• Question 4
Soit  la spirale d’Archimède d’équation polaire : ρ θ= >( )a a 0 .

A
ds
dθ

θ= += +1= +1= + 2

B Dans la base u v
→ →(u v(u v
→ →(→ →)→ →)→ → ( )














 














θ θu vθ θu v

→ →θ θ→ →)θ θ)u v)u vθ θu v)u v
→ →)→ →θ θ→ →)→ → (θ θ(,θ θ,θ θu vθ θu v,u vθ θu v , T NT NT N

→ →→ →
T N=T N

+
=

+

−
etT NetT N

1
1

T N
1

T N
→ →1→ →

1

1→ →1→ → 1

12 22 2+2 2+12 212 22 2θ θ2 2θ2 2θ2 2θ2 2

θ

C Dans la base u v
→ →(u v(u v
→ →(→ →)→ →)→ → ( )














 














θ θu vθ θu v

→ →θ θ→ →)θ θ)u v)u vθ θu v)u v
→ →)→ →θ θ→ →)→ → (θ θ(,θ θ,θ θu vθ θu v,u vθ θu v ,

d T
d

→ →→ →

=
( )+( )+

−
θ ( )θ( )

θ
→ →

θ
→ →

1
1

( )1( )( )2( )3 2/3 2/3 2

d T
ds

N
→ →

→
= γor donc : γ =

( )θ( )θ+( )+

1

( )1( )( )2( )3 2
a

/3 2/3 2

D tanV = θ donc
dV
d aθ θ

γ
θ

et=
θ θ+θ θ

=
+

( )θ( )θ+( )+

1
1θ θ1θ θ

2

( )1( )2

2

( )2( )3 2/3 2/3 2 .



269

> QCM 1 Fonction Cn - Extremum

• Question 1 : réponses B et D
• Sur le disque de centre (0, 0) et de rayon 1 : x y2 2x y2 2x y 1+ ≤x y+ ≤x y2 2+ ≤2 2x y2 2x y+ ≤x y2 2x y soit ln .x y2 2x y2 2x y 0x y+x y2 2+2 2x y2 2x y+x y2 2x y( ) ≤
Donc fk est du signe de −xk, lequel dépend de la parité de k et du signe de x.

La réponse A est fausse.

• f x y xy xkf xkf x k, l, l, l, ly x, ly xy x, ly x, ly x, ly xk, lk(f x(f x )y x)y x, l), ly x, ly x)y x, ly x= +, l= +, l, l= +, ly x, ly x= +y x, ly xy x, ly x= +y x, ly xk, lk= +k, lk n= +n ( )x y( )x y= +( )= +x y= +x y( )x y= +x y( )2 2( )x y( )x y2 2x y( )x y= +( )= +2 2= +( )= +x y= +x y( )x y= +x y2 2x y( )x y= +x y . Au voisinage de (0, 0) : x y2 2x y2 2x y 1+ ≤x y+ ≤x y2 2+ ≤2 2x y2 2x y+ ≤x y2 2x y donc

ln ln x y x2 2x y2 2x y 2( )x y( )x y2 2( )2 2x y2 2x y( )x y2 2x yx y+x y( )x y+x y2 2+2 2( )2 2+2 2x y2 2x y+x y2 2x y( )x y+x y2 2x y = − ( )x y( )x y2 2( )2 2x y2 2x y( )x y2 2x yx y+x y( )x y+x y2 2+2 2( )2 2+2 2x y2 2x y+x y2 2x y( )x y+x y2 2x y + ≥x y+ ≥x y2 2+ ≥2 2x y2 2x y+ ≥x y2 2x y .

Donc ln ln( )x y( )x y2 2( )2 2x y2 2x y( )x y2 2x yx y+x y( )x y+x y2 2+2 2( )2 2+2 2x y2 2x y+x y2 2x y( )x y+x y2 2x y ≥ ( )x( )x2( )2 car ln est croissante et

− +( )− +( )− + ≤ − ( ) ( )+( )+ ( )ln− +ln− + ln( )x y( )− +( )− +x y− +( )− + x xx x( )x x( ) ( )x x( )lnx xln y xy x( )y x( ) ≤y x≤ ( )y x( )lny xln( )2 2( )− +( )− +2 2− +( )− +( )x y( )2 2( )x y( )− +( )− +x y− +( )− +2 2− +x y− +( )− + 2 22 2( )2 2( ) ( )2 2( )ln2 2lnx x2 2x xx x2 2x x( )x x( )2 2( )x x( ) ( )x x( )2 2( )x x( )lnx xln2 2lnx xln 2 22 2( )2 2( ) ≤2 2≤ ( )2 2( )ln2 2lny x2 2y xy x2 2y x( )y x( )2 2( )y x( ) ≤y x≤2 2≤y x≤ ( )y x( )2 2( )y x( )lny xln2 2lny xlnx xsoitx x2 2soit2 2x x2 2x xsoitx x2 2x x .

D’où : f x y xy x x fx f f xkf xkf x k
k kk kx f k kx f x yk kx y f xk kf x, l, ly x, ly xy x, ly xk, lk, ly x, ly x x fn ,x fx fn ,x f k kn ,k kx f k kx fn ,x f k kx fn ,k kn ,k kx yk kx yn ,x yk kx y , ., ., .(f x(f x )y x)y x, l), ly x, ly x)y x, ly x, l≤, ly x, ly x≤y x, ly x ( )x f( )x f( )x f( )x fn ,( )n ,x fn ,x f( )x fn ,x f (k k(k kk kn ,k k(k kn ,k k)k k)k k (f x(f x(f x(f x ), .), .x fc’est-x fx fn ,x fc’est-x fn ,x fx f-dirx fx fn ,x f-dirx fn ,x fe 0f xe 0f x, .e 0, .e 0e 0f xe 0f xk ke 0k kk ke 0k kf xk kf xe 0f xk kf xe 0x ye 0x yk ke 0k kx yk kx ye 0x yk kx ye 0x fe 0x fx fe 0x fn ,e 0n ,x yn ,x ye 0x yn ,x yk kn ,k ke 0k kn ,k kx yk kx yn ,x yk kx ye 0x yn ,x yk kx yn ,e 0n ,x fn ,x fe 0x fn ,x fx fn ,x fe 0x fn ,x f k kn ,k ke 0k kn ,k kx f k kx fn ,x f k kx fe 0x fn ,x f k kx f (e 0(n ,(n ,e 0n ,(n ,k kn ,k k(k kn ,k ke 0k k(k kn ,k k)e 0)k k)k ke 0k k)k k≤e 0≤k k≤k ke 0k k≤k kf x(f xe 0f x(f x( )2( )x f( )x f2x f( )x fx fn ,x f( )x fn ,x f2x f( )x fn ,x fx fàx fx fn ,x fàx fn ,x f

Or : lim ln l , .
, ,x

km lkm l kx xm lx xm ln lx xn lm lkm lx xm lkm l f xkf xk→ ( ), ,( ), ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,→, ,→, ,( ), ,( ), ,
(n l(n lx x(x xn lx xn l(n lx xn l)n l)n ln l=n l ( )f x( )f x( ), .( ), .f x( )f x y( )y, .y, .( ), .y, .

0

2n l2n l
( )0 0( ), ,( ), ,0 0, ,( ), ,

0 0, .0 0, .0 0n l0 0n lim0 0im f x0 0f xkf xk0 0kf xk ( )0 0( ), .( ), .0 0, .( ), .f x( )f x0 0f x( )f x y( )y0 0y( )y, .y, .( ), .y, .0 0, .( ), .y, .=0 0=0 0n l0 0n ln ldoncn ldonc0 0donc0 0n l0 0n ldoncn l0 0n l

La réponse B est bonne.

• Si p q+ =p q+ =p q 2 : g x
x
x

g x x
x

, l, l
x

, l
x

, lx, lx im ,(g x(g x ), l), l, l= =, l, l= =, l (g x(g x ) =
→

2

2, l2, l
02

, l
2

, l
1

, l
1

, l
2

, l
2

, l
1
2

, ldonc, l .

Or : p q p q+ =p q+ =p q ⇒ ≠p q⇒ ≠p q ≠2 0p q2 0p q⇒ ≠2 0⇒ ≠p q⇒ ≠p q2 0p q⇒ ≠p q 02 0⇒ ≠2 0⇒ ≠p q  ou p q .

Si p ≠ 0, g x
x

, 0 0 0
0

(g x(g x ) = →0 0= →0 0
→

et si q ≠ 0, g y
y

0 0g y0 0g y 0
0

g y,g yg y0 0g y,g y0 0g y(g y(g y)0 0)0 0= →0 0= →0 0
→

.

Donc g n’a pas de limite en (0,0). La réponse C est fausse.

• Si p q+ ≥p q+ ≥p q 3 , on pose : x rx r=x r cosθ et y ry r=y r sinθ soit r xr x y= += +r x= +r xr x= +r x2 2y2 2y= +2 2= + .

g x y
r

r
r p q

p q p q
p qr pp qr p

r
,

cos sp qs sp qp qinp q

.(g x(g x ) = ≤= ≤
co

= ≤
cos s

= ≤
s s

→ +r p→ +r p − ≥
+p q+p q

+ −r p+ −r pp q+ −p qr pp qr p+ −r pp qr p
→

r pcar pr p→ +r pcar p→ +r p
θ θp qθ θp qs sθ θs sp qs sp qθ θp qs sp qinθ θinp qinp qθ θp qinp q

= ≤
θ θ

= ≤
s s

= ≤
s sθ θs s

= ≤
s s

2= ≤2= ≤ 2r p2r p
0

r p
0

r p0 2q0 2q→ +0 2→ +r p→ +r p0 2r p→ +r p − ≥0 2− ≥r p→ +r pcar p→ +r p0 2r pcar p→ +r pr p→ +r prr p→ +r p0 2r prr p→ +r p 1

Donc : lim ,
, ,

g xm ,g xm , y
( ), ,( ), ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,→, ,→, ,( )

m ,
( )

m ,
, ,( ), ,

(g x(g xm ,g xm ,(m ,g xm , ) =
( )0 0( ), ,( ), ,0 0, ,( ), ,

0 La réponse D est bonne.
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• Question 2 : réponse D

Par opérations et compositions, f est C ∞ sur 2 0 0− ( ){ }, .

∀ ( ) ≠ ( )x y, ,0 0 :

∂
∂

( ) = +( ) +
+

∂
∂

( ) =
+









f
x

x y x x y
x

x y

f
y

x y
x y

x y

, ln

,

2
2

2

2 2
3

2 2

2

2 2



• lim , m ,
, ,
, ,

, ,
f xm ,f xm , y fliy flim ,y fm ,x ym ,x ym , f

( ), ,( ), ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,( )
m ,

( )
m ,

, ,( ), ,
( ), ,( ), ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,( ), ,( ), ,

( )
( )
( ) ( ), ,( ), ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,

y f
( )

y f
( ), ,( ), ,

y f
( )

y fm ,y fm ,
( )

m ,y fm ,
→, ,→, ,
≠, ,≠, ,

→, ,→, ,
(f x(f xm ,f xm ,(m ,f xm , )y f)y fy f=y f (m ,(m , ) = =

( )0 0( ), ,( ), ,0 0, ,( ), ,
( )0 0( ), ,( ), ,0 0, ,( ), ,

( )0 0( ), ,( ), ,0 0, ,( ), ,
y f

( )
y f

0 0
y f

( )
y f2m ,2m ,y f2y fm ,y fm ,2m ,y fm , 0 0f0 0f= =0 0= = , 0,, 0,(0 0(0 0 ) d’après la question 1-B.

Donc f est continue sur .

∂
∂

( ) = = ( )f
y

x y
x y

x y+x y+
g x(g x(g x(g x( y, ,), ,)x y, ,x y g x, ,g x(g x(, ,(g x(2 2x y2x y

2 2+2 2+x y2 2x y+x y+2 2+x y+
, ,2 2, , pour p = 2 et q = 1, donc, d’après la question 1-D :

lim ,m ,
, ,
, ,

f
m ,

f
m ,

y
x ym ,x ym ,

( ), ,( ), ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,( )
m ,

( )
m ,

, ,( ), ,
( ), ,( ), ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,( ), ,( ), ,

( )
( )
( )→, ,→, ,

≠, ,≠, ,

∂
∂

m ,
∂

m ,(m ,(m , ) =
( )0 0( ), ,( ), ,0 0, ,( ), ,

( )0 0( ), ,( ), ,0 0, ,( ), ,

0 La réponse B est fausse.

•
∂
∂

( )f
x

0 0,0 0,0 0 est, si elle existe, la dérivée de ϕ : ,: ,x f: ,x f: ,: ,x f: ,x: ,x: ,x fx f: ,x f: ,: ,x f: , 0(: ,(: , ) en 0,

c’est-à-dire la limite :
∂
∂

( ) ( ) ( )
→

f
x

f x(f x( f
xx

0 0
0 0(0 0(0 0)0 0) −0 0− f0 0f 0

0
, l), l) =, l=0 0, l0 0 im

, ,(, ,(, ,), ,) f, ,f0 0, ,0 0(0 0(, ,(0 0(0 0, ,0 0)0 0), ,)0 0) f0 0f, ,f0 0f
.

La réponse C est fausse.

L’assertion C n’est vraie que si ϕϕ
∂∂
∂∂1 : ( , 0)x

f
x

x est continue en 0.

• ϕ : , ln: ,x f: ,x f: ,: ,x f: ,x x: ,x x: ,x fx f: ,x f: ,: ,x f: , 0x x0x x2 2ln2 2ln(: ,(: , )x x)x xx x=x x ( )x( )x2 2( )2 2x2 2x( )x2 2x si x ≠ 0 , et ϕ 0 0 0 0( )0 0)0 00 0=0 0(0 0(0 0 )0 0)0 00 0=0 0f0 0f0 0, .

f x f
x

x x
x

, ,f, ,f
lnx xlnx x

0 0f0 0f, ,0 0, ,f, ,f0 0f, ,f0 0, ,0 0, , 0
0

0

(f x(f x ), ,), ,0 0)0 0, ,0 0, ,), ,0 0, ,0 0−0 0(, ,(, ,0 0(0 0, ,0 0, ,(, ,0 0, , )
= ( )x x( )x x2( )2 →

→
donc ϕ est dérivable en 0, et ϕ′ 0 0( )0 0)0 00 0=0 0.

Donc
∂
∂

( )f
x

0 0,0 0,0 0 existe et ∂
∂

( ) =
f
x

0 0 0,0 0,0 0 .

– ψ : ,: ,y: ,y: ,: ,y: ,: ,: ,f y: ,f y: ,0 0( )f y( )f y: ,f y: ,( ): ,f y: ,0 0( )0 0f y0 0f y( )f y0 0f y: ,f y: ,0 0: ,f y: ,( ): ,0 0: ,f y: ,0 0=0 0 est dérivable en 0, et ψ ′ 0 0( )0 0)0 00 0=0 0 donc
∂
∂

( ) =
f
y

0 0 0, .), .)0 0, .0 0 0, .0

Or, on a vu que lim ,m ,
, ,
, ,

f
m ,

f
m ,

y
x ym ,x ym ,

( ), ,( ), ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,( )
m ,

( )
m ,

, ,( ), ,
( ), ,( ), ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,( ), ,( ), ,

( )
( )
( )→, ,→, ,

≠, ,≠, ,

∂
∂

m ,
∂

m ,(m ,(m , ) =
( )0 0( ), ,( ), ,0 0, ,( ), ,

( )0 0( ), ,( ), ,0 0, ,( ), ,

0 donc ∂
∂

f
y

est continue en (0, 0).

Par opérations et compositions,
NON

La réponse A est fausse.
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corrigéschapitre 13 : Fonctions de deux variables...

– Si x y, ,x y, ,x y( ), ,), ,≠, ,≠, ,(, ,(, , )0 0, ,0 0, , :
∂
∂

( ) = ( ) ( )f
x

x y f x(f x( y g)y g) x y, ,), ,)x y, ,x y f x, ,f x, ,f x, ,f x(f x(, ,(f x( x y,x y2 2)2 2) +2 2+f x2 2f x(f x(2 2(f x( y g2 2y g)y g)2 2)y g) +y g+2 2+y g+, ,2 2, ,f x, ,f x2 2f x, ,f x(f x(, ,(f x(2 2(, ,(f x(, ,2 2, ,f x, ,f x2 2f x, ,f x1f x1f xf x, ,f x1f x, ,f xf x2 2f x1f x2 2f xf x, ,f x2 2f x, ,f x1f x2 2f x, ,f x avec p = 3 et q = 0.

Alors, d’après la question 1 : lim ,m , ,
, ,

f
m ,

f
m ,

x
x ym ,x ym ,

f
x( ), ,( ), ,x y( )x y, ,x y, ,( ), ,x y, ,( )

m ,
( )

m ,
, ,( ), ,→, ,→, ,

∂
∂

m ,
∂

m ,(m ,(m , ) = =
∂
∂

( )
( )0 0( ), ,( ), ,0 0, ,( ), ,

0 00 0
f

0 0
f

= =0 0= =
∂

0 0
∂ (0 0( 0 .

Donc
∂
∂

f
x

est continue en (0, 0) et f est C 1 sur 2.

La réponse D est bonne.

• Question 3 : aucune réponse n’est bonne
• (x, y) est un point critique de f si et seulement si :

∂
∂

( ) =
∂
∂

( ) =
f
x

x y
f
y

x y, ,), ,)
∂

, ,
∂

(, ,(x y, ,x y x y, ,x y 0 (1)

(0, 0) est un point critique de f.

Si x y
y

x x
, ,x y, ,x y ( )( ), ,), ,≠, ,≠, ,(, ,(, , ) ⇔ =x⇔ =x

=

( )x x( )x xln( )ln ( )( )( )x x( )x x( )x x( )x x =













0 0, ,0 0, , 1 0x1 0x( )1 0( ) ⇔ =1 0⇔ =x⇔ =x1 0x⇔ =x
0

2 1x x2 1x x( )2 1( )x x( )x x2 1x x( )x xln( )ln2 1ln( )lnx xlnx x( )x xlnx x2 1x x( )x xlnx x( )( )( )2 1( )( )( )x x( )x x( )x x( )x x2 1x x( )x x( )x x +( )+2 1+( )+ 0( )( )( )2( )( )( )( )( )( )2 1( )( )( )2( )2 1( )( )( )1 0⇔ =1 0⇔ = ou

Or : ln x x
e

x
e

2x x2x x1 0x x1 0x x
1 1( )x x)x x+ =x x+ =x x1 0+ =1 0x x1 0x x+ =x x1 0x x⇔ =x x⇔ =x x = −x xx x⇔ =x x ou donc, l’ensemble des points

critiques de f est : −










































( ) ∈
























1
0

1
0 0


0 0


0 0




0 0




(0 0(
e ee ee e


e e

 e e


e e



b b)b b), ,


, ,

, ,




, ,




0, ,0 , ,0 0, ,0 00 0, ,0 0, ,


, ,

, ,




, ,




0 0, ,0 00 0, ,0 0 , ,), ,)b b, ,b b)b b), ,)b b) .0 0 , ,0 0, ,0 00 0, ,0 0 

La réponse A est fausse.

∂
∂ ∂

( ) =
∂

∂
∂
∂







( ) = ( ) ∂
∂

2

1 10 0 0 0 0
f

x y x
f
y

x
f
y

x, , :avecψ ψ′  ,, .0( )

Or : ψ 1 0

0 0 0
′ 0( ) =

∂
∂

( ) − ∂
∂

( )
→

lim
, ,

x

f
y

x
f
y

x
La réponse B est fausse.

La limite proposée à l’assertion B est en fait
∂
∂

( )
2

2 0 0
f

y
, .

• Soit : ϕ1

1 0

0 0
:

, l0 2, l0 2, l, l

0 0si0 0 si0 0
xx

f
x

, lx x, l0 2, l0 2x x0 2, l0 2, lx x, l0 2, l0 2x x0 2, l0 2, lx x, l0 2, l0 2x x0 2x x, lx x, l0 2, l0 2x x0 2, l0 2, lx x, l0 2, l0 2x x0 2, l0 2x x, lx x, l0 2, l0 2x x0 2 x x1 0x x1 01 0x x1 01 0x x1 0

x0 0x0 0


∂
∂

(( ), l), l0 2, l0 2)0 2, l0 2), l), l0 2, l0 2x x0 2, l0 2)0 2x x0 2, l0 2, lx x, l), lx x, l0 2, l0 2x x0 2, l0 2)0 2x x0 2, l0 20 2, l0 2x x0 2)0 2, l0 2x x0 2, l0 20 2, l0 2x x0 2, l0 2=0 2x x0 2, l0 2 ( )1 0( )1 0, l( ), ln( )n, l( ), l x x( )x x1 0x x1 0( )1 0x x1 01 0x x1 0( )1 0x x1 0( )( )( )2( )2( )2( )2( )x x( )x x( )x x( )x x2x x2( )2x x2( )2( )2x x2x x( ) +( )+x x+x x( )x x+x x ≠1 0≠1 0

0 0=0 0
















1 0si1 0x xsix x1 0x x1 0si1 0x x1 01 0x x1 0si1 0x x1 0

ϕ2 0 0: ,: ,0 0: ,0 0: ,y: ,y: ,y: ,y: ,: ,y: ,
f
x

y0 0y0 0: ,: ,
∂
∂

: ,
∂

: ,(: ,(: , )0 0)0 00 0=0 0

∂ ∂NON
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ψ 1 0 0: ,: ,: ,x: ,x: ,: ,x: ,
f
y

x: ,x: ,: ,: ,
∂
∂

: ,
∂

: ,(: ,(: , )0 0)0 00 0=0 0

ψ 2 0 0: ,: ,0 0: ,0 0: ,y: ,y: ,y: ,y: ,: ,y: ,
f
y

y0 0y0 0: ,: ,
∂
∂

: ,
∂

: ,(: ,(: , )0 0)0 00 0=0 0

∂
∂ ∂

( ) = ( ) ∂
∂ ∂

( ) ( )
2

1

2

20 0 0 0)0 0) =0 0=
f

x y∂ ∂x y∂ ∂
f

y x∂ ∂y x∂ ∂
, ,), ,)0 0, ,0 0 ψ ϕ(ψ ϕ(1ψ ϕ1 0 0ψ ϕ0 0)0 0)ψ ϕ)0 0) =0 0=ψ ϕ=0 0=ψ ϕψ ϕ(ψ ϕ( )ψ ϕ)

∂ ∂
ψ ϕ

∂ ∂
(ψ ϕ( )ψ ϕ) =ψ ϕ=1ψ ϕ1 0 0ψ ϕ0 0

f
ψ ϕ

f
, ,ψ ϕ, ,(, ,(ψ ϕ(, ,( ), ,)ψ ϕ), ,)

∂ ∂
, ,

∂ ∂
ψ ϕ

∂ ∂
, ,

∂ ∂
(, ,(ψ ϕ(, ,(1, ,1ψ ϕ1, ,1 0 0, ,0 0ψ ϕ0 0, ,0 0)0 0), ,)0 0)ψ ϕ), ,)0 0) 0 0, ,0 0ψ ϕ0 0, ,0 0etψ ϕet, ,et, ,ψ ϕ, ,et, ,′ ′(′ ′( )′ ′) ∂

′ ′
∂ (′ ′( )′ ′)0 0′ ′0 0)0 0)′ ′)0 0) 0 0′ ′0 0

f
′ ′

f
et′ ′etψ ϕ′ ′ψ ϕ(ψ ϕ(′ ′(ψ ϕ( )ψ ϕ)′ ′)ψ ϕ)0 0ψ ϕ0 0′ ′0 0ψ ϕ0 0

f
ψ ϕ

f
′ ′

f
ψ ϕ

f
ψ ϕ′ ′ψ ϕ(ψ ϕ(′ ′(ψ ϕ(0 0ψ ϕ0 0′ ′0 0ψ ϕ0 0)0 0)ψ ϕ)0 0)′ ′)ψ ϕ)0 0) etψ ϕet′ ′etψ ϕet

Donc :
∂

∂ ∂
( ) =

∂
∂ ∂

( ) =
2 2∂2 2∂

0 0 0 0 0
f2 2f2 2

x y∂ ∂x y∂ ∂
f

y x∂ ∂y x∂ ∂
, ,), ,)

∂ ∂
, ,

∂ ∂
(, ,(0 0, ,0 0 0 0, ,0 0, , mais cela ne suffit pas pour

conclure que f est C 2 en (0, 0). La réponse C est fausse.

• Le théorème de Schwarz dit que si f est C2 sur un ouvert U de 2, alors :

∂
∂ ∂

=
∂

∂ ∂

2 2∂2 2∂f2 2f2 2

x y∂ ∂x y∂ ∂
f

y x∂ ∂y x∂ ∂
, mais la réciproque est fausse.

ϕ ϕ1 1ϕ ϕ1 1ϕ ϕ
0

0
2 1

xϕ ϕxϕ ϕϕ ϕ1 1ϕ ϕxϕ ϕ1 1ϕ ϕ
x x

(ϕ ϕ(ϕ ϕ1 1(1 1ϕ ϕ1 1ϕ ϕ(ϕ ϕ1 1ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕ1 1)1 1ϕ ϕ1 1ϕ ϕ)ϕ ϕ1 1ϕ ϕϕ ϕ−ϕ ϕ ( )
= ( )2 1( )2 1( )( )( )2( )2( )2( )22 1( )2 1( )2 1( )2 122 12( )22 12( )2( )22 12x( )x( )x( )x2 1x2 1( )2 1x2 1( )2 1( )2 1x2 12 1+2 1( )2 1+2 1 → − ∞

→
( )ln( )2 1( )2 1ln2 1( )2 1 donc ϕ1 n’est pas dérivable en 0, ∂

∂

2

2

f
x

n’existe pas en (0, 0) et f n’est pas C 2 sur 2.
La réponse D est fausse.

• Question 4 : réponse D

lim ,
x

f x
→ + ∞

( ) = + ∞0 donc f n’est pas majorée : la réponse A est fausse.

Extremums relatifs d’une fonction de deux variables
Si f est C 1 sur un ouvert et admet un extremum relatif, c’est en un point
critique. Mais f n’admet pas nécessairement un extremum relatif en tout
point critique.

• f est C 1 sur 2 qui est un ouvert, (0, b) est un point critique
et f (0, b) = 0.
– 0 est maximum relatif en (0, b) b ∈ −( )] ,∈ −] ,∈ − [1 1] ,1 1] , car sur un

disque de centre (0, b), f x y,(f x(f x ) ≤ 0 .
– 0 est minimum relatif en (0, b) b ∉ −( )[ ,∉ −[ ,∉ − ]1 1[ ,1 1[ , .
– En (0, 1) et en (0,−1), 0 n’est pas un extremum car dans

tout disque de centre (0, 1) ou (0, −1), f (x, y) change de
signe.

La réponse B est fausse.

−

+

1

1

x

0

b

b′
−1

y

xNON
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• h est paire et C 1 sur .

Si x h x x≠x h≠x h ( )x x)x x ( )( )( )( )x( )x( )x( )x +( )+0 2x h0 2x h x x0 2x x(0 2( )0 2)x x)x x0 2x x)x xx x=x x0 2x x=x x ( )1( )( )( )( )2( )( )( )′0 2′0 2 ( )ln( ) .

−
1
e

est le minimum absolu de h sur , atteint

en ±
1
e

.

La réponse C est fausse.

• x y x x y x x2 2x y2 2x y 2 2x x2 2x x 2 2y x2 2y x 2 0+ ≥x y+ ≥x y2 2+ ≥2 2x y2 2x y+ ≥x y2 2x y ( )x x( )x x y x( )y x2 2( )2 2x x2 2x x( )x x2 2x x 2 2( )2 2y x2 2y x( )y x2 2y x+( )+ y x≥y x2 2≥2 2y x2 2y x≥y x2 2y x( )y x( )y x2 2( )2 2y x2 2y x( )y x2 2y x ≥x xdoncx x2 2donc2 2x x2 2x xdoncx x2 2x x etx xlnx x2 2ln2 2x x2 2x xlnx x2 2x x y xlny x2 2ln2 2y x2 2y xlny x2 2y x d’où :

f x y f x
e

, ,y f, ,y f x, ,x(f x(f x )y f)y fy f, ,y f)y f, ,y fy f≥y fy f, ,y f≥y f, ,y f (, ,(, , ) ≥ −0
1

Donc −
1
e

est le minimum absolu, strictement négatif, de f sur .

La réponse D est bonne.

> QCM 2 Équation aux dérivées d’ordre 2

• Question 1 : réponses A et D

• H
u x y
v x y

H: bijective
= +u x= +u x
= +v x= +v x










 ⇔ ≠⇔ ≠⇔ ≠ ⇔ ≠

α
β

α
β

⇔ ≠
β

⇔ ≠ α β⇔ ≠α β⇔ ≠
1

1
⇔ ≠

1
⇔ ≠ 0

alors H

u v

u v
−

=

=
− +u v− +u v

























1

x

y

β αu vβ αu vu v−u vβ αu v−u v
β α−β α−

β α−β α−

et H et H −1 sont C ∞ sur 2

On a : g f o Hg f=g f −1 et f g o Hf g=f g .

– Si g est au moins C 2 sur 2, H étant C ∞ sur 2, par composition f est au
moins C 2 sur 2.

– Si f est au moins C 2 sur 2, H −1 étant C ∞ sur 2, par composition g est au
moins C 2 sur 2.

Donc :  ( )f C( )f Cf C est au moins f C( )f C est au moins f C sur( )sur2 2( )2 2sur2 2sur( )sur2 2sur  ( ) 2 2 2 2( )2 2 2 2 ⇔⇔ ⇔ ( )C( )Cest au moins( )est au moins sur( )sur2 2( )2 2 ( ) C C( )C Cest au moins est au moins( )est au moins est au moins sur sur( )sur sur2 2 2 2( )2 2 2 2sur2 2sur sur2 2sur( )sur sur2 2sur( )g( ) ( ) g ( ) 

La réponse A est bonne.

• ∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= −
∂
∂

+
∂
∂















g
v

f
x

x
v

f
y

y
v

f
x

f
y

1
β α−β α−

α

La réponse B est fausse.

x

h′(x)
0

0 1/√
0 0

h(x)

+
+
+

−1/e

e

+−
∞
∞
∞
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•
∂∂
∂

=
∂∂
∂

∂∂
∂

+
∂∂
∂

∂∂
∂

=
∂∂
∂

+
∂
∂

ff
x

g
u

u
x

g
v

v
x

g
u

g
v

et
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

f
y

g
u

u
y

g
v

v
y

g
u

g
v

α βα β
∂

α β
∂
∂

α β
∂

+α β+
g

α β
g

donc l’assertion C est vraie si et seulement si α = 1.
La réponse C est fausse.

•
∂
∂

=
∂

∂
∂
∂















=
∂

∂
∂
∂

+
∂
∂















=
∂

∂
∂
∂

+

2

2

f
x x∂x x∂2x x2

f
x xx xx x ∂x x∂

g
u

g
v

u
g
u

+

∂∂∂
∂















∂
∂

+
∂

∂
∂
∂

+
∂
∂















∂
∂

g
v

u
x v∂x v∂

g
u

g
v

v
x

1 1
 

+

∂
∂

=
∂
∂

+
∂

∂ ∂
+

∂
∂

∂
∂ ∂

=
2

2

2

2

2 2∂2 2∂
2

2
2

2
f

x
g

u
g2 2g2 2

u v∂ ∂u v∂ ∂
g

v
g

u v∂ ∂u v∂ ∂
car g é ,2é ,2Cé ,Ctaé ,tanté ,nt

∂∂∂
∂ ∂

2 g
v u∂ ∂v u∂ ∂

.

En procédant de même, on obtient :

∂
∂ ∂

=
∂
∂

+ +(+ +(+ + ) ∂
∂ ∂

∂
∂

2 2∂2 2∂
2

2 2∂2 2∂
2

f2 2f2 2

x y∂ ∂x y∂ ∂
g

u
g2 2g2 2

u v∂ ∂u v∂ ∂
g

v
α αα α+ +α α+ +(α α(+ +(+ +α α+ +(+ +2α α2

g
α α

g
β ββ β)β β) ∂
β β

∂
∂ ∂

β β
∂ ∂

+β β+
g

β β
g

et :
∂
∂

=
∂
∂

+
∂

∂ ∂
∂
∂

2

2
2

2

2

2
2

2

22
f

y
g

u
g

u v∂ ∂u v∂ ∂
g

v
α αα α+α α+2α α2

2α α2 2α α2
g

α α
g

α α+α α+ 2α α2 β ββ β
∂

β β
∂

∂ ∂
β β

∂ ∂
+β β+

g
β β

g
β β

Donc :

(E) ⇔
∂
∂

+
∂

∂ ∂
+

∂
∂















+
∂
∂

+ +(+ +(+ + ) ∂
+ +

 
++a

g
u

g
u v∂ ∂u v∂ ∂

g
v

b
g

u

2

222

2 2∂2 2∂g2 2g
22

2

2

2

2 α αα α+ +α α+ +(α α(+ +(+ +α α+ +(+ +
g

α α
g
2α α2 β

ggg
u v

g
v

c
g

u
g

u v
g

v

∂ ∂u v∂ ∂u v
+

∂
∂















+
∂
∂

+
∂

∂ ∂u v∂ ∂u v
∂
∂




β

α αα α
g

α α
g

+α α+α α+α α+ β ββ β
g

β β
g∂

β β
∂

∂ ∂
β β

∂ ∂
+β β+β β

2

2

2α α2α α
2

2α α2α α
2

2
2

22α α2α α
















= 0

Soit :

g P
g

u
K

g
u

solution de (Eg P solution de (Eg P)g P)g P

( )f( )f solution de (E( )solution de (E)( ))

⇔ ( ) ∂
∂

+
∂

∂
′g P′g Pg P:g P ( )α( )

2

2

2

∂∂∂
+ ( ) ∂

∂
=













v

P
g

v
+ ( )β( )

2

2 0

La réponse D est bonne.

• Question 2 : réponses B et D

• P c X b X a= +P c= +P c X b= +X b X a+X a2X b2X bX b= +X b2X b= +X b et ∆ = b a− >b a− >c2b a2b a4 0− >4 0− >b a4 0b a− >b a− >4 0− >b a− >c4 0c− >c− >4 0− >c− > donc P a deux racines distinctes

r1 et r2 vérifiant : r r
b
c1 2r r1 2r r+ =r r+ =r r1 2+ =1 2r r1 2r r+ =r r1 2r r − et r r

a
c1 2r r1 2r r1 2.1 2r r1 2r r.r r1 2r r = c ≠( )0 .

La réponse A est fausse.
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• r1 ≠ r2 et α ≠ β, donc on peut choisir α = r1 et β = r2.

Dès lors, P Pα βP Pα βP P(P P(P P)α β)α βP Pα βP P)P Pα βP PP Pα βP P=P Pα βP P (α β(α β) = 0

et : K a b c a b
b
c

c
a
c c

K a= +K a (b c(b c)b c)b c+ =b c+ =b c 













c cc c



c cc cc cc c

= − ≠b c2 2b cb c)b c2 2b c)b cb c+ =b c2 2b c+ =b c2 2K a2 2K a b c2 2b c= +2 2= +K a= +K a2 2K a= +K a b c(b c2 2b c(b c 2 22 2a b2 2a b
b

2 2
b

+ −2 2+ −a b+ −a b2 2a b+ −a b 2 2+ −+ −2 2+ −+ −+ −


+ −2 2+ −


+ −+ −+ −2 2+ −+ −

2 2

+ −+ −+ −+ −2 2+ −+ −+ −+ −


+ −+ −


+ −2 2+ −+ −


+ − 2 2


2 2


2 2


2 2




2 2


+2 2+ 0b cα βb cα βb cα βb cb c2 2b cα βb c2 2b cb c+b c2 2b c+b cα βb c2 2b c+b c α β+ =α β+ =
∆

La réponse B est bonne.

• P c X b′ =P c′ =P c X b+X b2P c2P c , P c b′ αP c′ αP c α(′ α(′ αP c′ αP c(P c′ αP c)P c)P c= +P c= +P c α= +α2P c2P cP c= +P c2P c= +P c , P c b′ βP c′ βP cβ(′ β(′ βP c′ βP c(P c′ βP c)P c)P c= +P c= +P cβ= +β2P c2P cP c= +P c2P c= +P c .

Alors : P P c b K a b c′ ′P P′ ′P Pα βP Pα βP P′ ′α β′ ′P P′ ′P Pα βP P′ ′P P α βc bα βc b α βb cα βb c α β(P P(P P′ ′(′ ′P P′ ′P P(P P′ ′P P)α β)α βP Pα βP P)P Pα βP P′ ′α β′ ′)′ ′α β′ ′P P′ ′P Pα βP P′ ′P P)P Pα βP P′ ′P PP Pα βP P+P Pα βP PP P′ ′P Pα βP P′ ′P P+P Pα βP P′ ′P P (α β(α β) = +(c b(c b(c b(c b)c b)c b)c b)c b+ =c b+ =c b K a+ =K a (b c(b c(b c(b c)b c)b cc b2 2c bc bα βc b2 2c bα βc bc b= +c b2 2c b= +c bc bα βc b= +c bα βc b2 2c b= +c bα βc b2 2c b2 2c b= +2 2= +c b= +c b2 2c b= +c bc b(c b2 2c b(c bc b= +c b(c b= +c b2 2c b(c b= +c bc b)c b2 2c b)c bc b+ =c b2 2c b+ =c b 2 2K a2 2K a b c2 2b cb cα βb c2 2b cα βb cb c+ +b c2 2b c+ +b cb cα βb c+ +b cα βb c2 2b c+ +b cα βb c+ +2 2+ +b c+ +b c2 2b c+ +b cb c(b c2 2b c(b cb c+ +b c(b c+ +b c2 2b c(b c+ +b cb c)b c2 2b c)b cb c+b c2 2b c+b c. O+ =. O+ =r:+ =r:+ = .

Donc, on n’a pas toujours K PK P=K P ( ) ( )′ ′(′ ′(α βPα βP)α β) +α β+ (α β(′ ′α β′ ′P′ ′Pα βP′ ′P)′ ′)α β)′ ′) +′ ′+α β+′ ′+ .

Dans le cas où K PK P=K P ( ) ( )′ ′(′ ′(α βPα βP)α β) +α β+ (α β(′ ′α β′ ′P′ ′Pα βP′ ′P)′ ′)α β)′ ′) +′ ′+α β+′ ′+ , K = 0 n’est pas équivalent à P P′ ′P P′ ′P Pα βP Pα βP P′ ′α β′ ′P P′ ′P Pα βP P′ ′P P(P P(P P′ ′(′ ′P P′ ′P P(P P′ ′P P)α β)α βP Pα βP P)P Pα βP P′ ′α β′ ′)′ ′α β′ ′P P′ ′P Pα βP P′ ′P P)P Pα βP P′ ′P PP Pα βP P=P Pα βP P (α β(α β) = 0 .

Or : α αracine double deα α racine double de α αα αP Pα αP Pα α( )α α)α αP P)P Pα αP Pα α)α αP Pα α⇔α α⇔α αP P⇔P Pα αP Pα α⇔α αP Pα α( )α α( )α α α( )αP P( )P Pα αP Pα α( )α αP Pα α P( )P(( )(α α(α α( )α α(α α)( )) =( )= (( )( )( )) =( )=( )′( )( )0( ).
La réponse C est fausse.

• D’après l’assertion B, pour α = r1 et β = r2, P Pα βP Pα βP P(P P(P P)α β)α βP Pα βP P)P Pα βP PP Pα βP P=P Pα βP P (α β(α β) = 0 et K ≠ 0.

Donc, pour ce choix : E′( ) ⇔
∂

∂ ∂
=

2

0
g

u v∂ ∂u v∂ ∂

La réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses B et C

• g est C2 sur 2 donc : ∂
∂ ∂

= ⇔
∂

∂ ∂
= ⇔

∂
∂

∂
∂















=
2 2∂2 2∂

0 00 0= ⇔0 0= ⇔
∂

0 0
∂

= ⇔0 0= ⇔ 0
g2 2g2 2

u v∂ ∂u v∂ ∂
g

0 0
g

0 0
v u∂ ∂v u∂ ∂ v

g
u

= ⇔0 0= ⇔0 0= ⇔

Pour u fixé, notons ϕ u v
g
u

u v: ,u v: ,u v: ,: ,v: ,v: ,v: ,v : ,: ,
∂
∂

: ,
∂

: ,(: ,(: , ).

∂
∂ ∂

= ⇔ ( )
2

0 0= ⇔0 0= ⇔ ∀ ∈0 0∀ ∈ (0 0( )0 0) =0 0=
g

u v∂ ∂u v∂ ∂
v0 0v0 0u= ⇔0 0= ⇔0 0,0 0, 0 0u0 0u0 0∀ ∈0 0∀ ∈u∀ ∈0 0∀ ∈0 00 0ϕ ′0 0ϕ ′0 0uϕ ′u0 0u0 0ϕ ′0 0u0 0

⇔ ∀⇔ ∀ , est constante par rapportu v∈u v∈ ,u v, est constante par rapportu vest constante par rapportuu vuu vu vu vϕu vϕu vàu vàu v

⇔
∂
∂

ne d pend que de
g
u

uéd péd p

⇔ ∃ ( ) ∈
∂
∂

( ) = ( )⇔ ∃ M u→ ∀M u→ ∀ (M u(M u→ ∀M u→ ∀M u→ ∀M u→ ∀ (M u( v
g
u

u v M u(M u(: ,M u: ,M u→ ∀M u→ ∀: ,→ ∀M u→ ∀→ ∀M u→ ∀: ,→ ∀M u→ ∀ , ,), ,) ∈, ,∈, ,), ,), ,), ,), ,v, ,vv ,u v,u vM u M u→ ∀M u→ ∀ → ∀M u→ ∀M u: ,M u M u: ,M u→ ∀M u→ ∀: ,→ ∀M u→ ∀ → ∀: ,→ ∀M u→ ∀ , ,, ,2 .

La réponse A est fausse.
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• g est au moins C 2 sur 2 donc ∂
∂

g
u

est au moins C 1 sur 2.

Or : M u
g
u

u: ,: ,M u: ,M u u: ,u: ,M u: ,M u : ,: ,
∂
∂

: ,
∂

: ,(: ,(: , )0 donc M est au moins C 1 sur .

La réponse B est bonne.

• Pour α = r1 et β = r2 :

E( )) ⇔⇔
∂

∂ ∂
= ⇔= ⇔ ∀ (( ) ∈

∂
∂

( ) = ( )
2

20= ⇔0= ⇔0
g

u v∂ ∂u v∂ ∂
u vu v

g
u

u v M u(M u(, ,, ,), ,)) ∈, ,∈u v, ,u vu v, , ,u v,u v, ,, , .

M est au moins C 1 sur , donc elle admet une primitive h u h u1 1h u1 1h u h u1 1h uh u:  h uh u1 1h u:  h u1 1h u 1 11 1 (h u(h u) qui
est au moins C 2 sur .

Pour v fixé, notons ψ v u g u v: ,u g: ,u g u v: ,u v: ,u g: ,u gu gu gu g: ,u gu g: ,u g (: ,(: , ).

E( )) ⇔ ∀⇔ ∀⇔ ∀ ∈ ∀ ( ) ( )v u∈ ∀v u∈ ∀ u M)u M) =u M= uv ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ ∈v u v u∈ ∀v u∈ ∀ ∈ ∀v u∈ ∀, ,v u, ,v u , , ∈ ∈, ,∈ ∈v u v u, ,v u v u∈ ∀v u∈ ∀ ∈ ∀v u∈ ∀, ,∈ ∀ ∈ ∀v u∈ ∀ ψ ′vψ ′v

⇔ ∀ ∈ ∀ ( ) = ( ) + ( )⇔ ∀
constante par
rapport

v u(v u(v u∈ ∀v u∈ ∀v u h u(h u( h v(h v(vv uvv u ∈ ∀ ∈ ∀v u v u∈ ∀v u∈ ∀ ∈ ∀v u∈ ∀ uv uu uv uu ∈v u∈ ∈v u∈, ,v u, ,v u, ,uv uu, ,uv uuv u v u, ,v u v u∈ ∀v u∈ ∀ ∈ ∀v u∈ ∀, ,∈ ∀ ∈ ∀v u∈ ∀ uv uu uv uu, ,u uv uu ∈v u∈ ∈v u∈, ,∈v u∈ ∈v u∈ ψv uψv u 1 2(1 2( )1 2) +1 2+h u1 2h u(h u(1 2(h u( h v1 2h v

à u



⇔ ∀ ( ) ∈ ( ) ( ) ( )⇔ ∀ (u vu v g u(g u( v h)v h) =v h= u h)u h) +u h+ v, ,), ,) ∈, ,∈, ,), ,) ∈, ,∈u v, ,u vu v, ,u v ,, ,, ,2
1 2(1 2( )1 2)u h1 2u h)u h)1 2)u h) +u h+1 2+u h+

g est au moins C 2 sur 2 :

g u h u h, 0 01 2h u1 2h u h1 2h(g u(g u ) = (h u(h u1 2(1 2h u1 2h u(h u1 2h u)1 2)1 2+1 2+1 2 ( ), donc h u g u h1 2h u1 2h u g u1 2g u h1 2h0 0h0 0h1 20 01 2h1 2h0 0h1 2h: ,g u: ,g u1 2: ,1 2g u1 2g u: ,g u1 2g u: ,h u: ,h u g u: ,g u1 2: ,1 2h u1 2h u: ,h u1 2h u g u1 2g u: ,g u1 2g u1 2: ,1 2h u1 2h u: ,h u1 2h u : ,: ,1 2: ,1 21 2: ,1 2(g u(g u(1 2(1 2g u1 2g u(g u1 2g ug u: ,g u(g u: ,g ug u1 2g u: ,g u1 2g u(g u: ,g u1 2g u )1 2)1 20 0)0 01 20 01 2)1 20 01 20 0−0 0(0 0(0 0) est au moins C2 sur .

g v h h v0 0g v0 0g v h h0 0h h1 2h h1 2h hh h0 0h h1 2h h0 0h hg v,g vg v0 0g v,g v0 0g v(g v(g v)0 0)0 00 0=0 0(h h(h hh h0 0h h(h h0 0h h1 2(1 2h h1 2h h(h h1 2h hh h0 0h h1 2h h0 0h h(h h1 2h h0 0h h)h h)h h1 2)1 2h h1 2h h)h h1 2h hh h+h hh h1 2h h+h h1 2h h ( ), donc h v g v h2 1h v2 1h v g v2 1g v h2 1h0 0g v0 0g v h0 0h2 10 02 1g v2 1g v0 0g v2 1g v h2 1h0 0h2 1hg v: ,g vg v2 1g v: ,g v2 1g vg v0 0g v: ,g v0 0g vg v2 1g v0 0g v2 1g v: ,g v0 0g v2 1g v: ,h v: ,h v g v: ,g v2 1: ,2 1h v2 1h v: ,h v2 1h v g v2 1g v: ,g v2 1g v2 1: ,2 1h v2 1h v: ,h v2 1h v : ,: ,2 1: ,2 12 1: ,2 1(g v(g v(2 1(2 1g v2 1g v(g v2 1g vg v: ,g v(g v: ,g vg v2 1g v: ,g v2 1g v(g v: ,g v2 1g v)2 1)2 10 0)0 02 10 02 1)2 10 02 10 0−0 0(0 0(0 0) est au moins C2 sur .

Réciproquement, si h1 et h2 sont au moins C 2 sur  :

g u v h u h v: ,g u: ,g u: ,g u: ,g u v h: ,g u: ,g u(g u(g ug u: ,g u(g u: ,g u(g u(g ug u: ,g u(g u: ,g ug u: ,g u(g u )v h)v hv h)v h ( )u h)u h)u h+u h ( )v hv h1 2u h1 2u h1 2u h1 2u h1 2(1 2( )1 2)u h)u h1 2u h)u hu h+u h1 2u h+u h est au moins C 2 sur .

Les solutions de E′( ) sont donc les applications :

g u v h u h v: ,g u: ,g u: ,g u: ,g u v h: ,g u: ,g u(g u(g ug u: ,g u(g u: ,g u(g u(g ug u: ,g u(g u: ,g ug u: ,g u(g u )v h)v hv h)v h ( )u h)u h)u h+u h ( )v hv h1 2u h1 2u h1 2u h1 2u h1 2(1 2( )1 2)u h)u h1 2u h)u hu h+u h1 2u h+u h , h1 et h2 au moins C 2 sur .

Donc les solutions de E( ) sont les applications :

f x y h y h: ,f x: ,f x 1 1 2 2y hy h: ,f x: ,f x(f x(f xf x: ,f x(f x: ,f x(f x(f xf x: ,f x(f x: ,f xf x: ,f x(f x )y h)y h)y h)y hy h)y h ( )x r( )x r y h( )y h( )y h( )y h1 1( )1 1x r1 1x r( )x r1 1x r ( )x r( )x r y( )y2 2( )2 2x r2 2x r( )x r2 2x ry hy h y h+ +y h( )+ +( )x r( )x r+ +x r( )x r y h( )y h+ +y h( )y h1 1( )1 1+ +1 1( )1 1x r1 1x r( )x r1 1x r+ +x r( )x r1 1x r ( )+( )x r( )x r+x r( )x rx r2 2x r( )x r2 2x r+x r( )x r2 2x r , h1 et h2 au moins C 2 sur .

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

• Question 4 : réponses B et C

On ne peut pas choisir α β= = r, car H ne serait pas bijective.
La réponse A est fausse.

On ne peut pas choisir NON
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• r
b
c

= −
2

. Pour pouvoir choisir α = r et β = 0, il faut avoir r ≠ 0.

Or, si r = 0 est racine double de P, P c XP c=P c 2 , et c ≠ 0, donc a = b = 0, ce qui
est impossible. Par conséquent r ≠ 0.

Donc on peut choisir α = r et β = 0, et dans ce cas, K
c

= − =
∆

2
0.

On a alors : ca( )E( )E′( )′′ ⇔⇔
∂
∂

= ( ) ≠
2

2 0 0( )0 0( ) ≠0 0≠0 0ca0 0car0 0r ( )0 0( )g
v

0 0P0 0( )β( )( )0 0( )β( )0 0( )

La réponse B est bonne.

Pour u fixé, notons ψ u v g u v: ,v g: ,v g u v: ,u v: ,v g: ,v gv gv gv g: ,v gv g: ,v g (: ,(: , ) .

E ,′ ″′ ″′ ″( ))′ ″)′ ″′ ″)′ ″⇔ ∀⇔ ∀⇔ ∀′ ″⇔ ∀′ ″∈ =′ ″∈ =′ ″∈ =,∈ =,′ ″∈ =′ ″u′ ″u′ ″u∈ =u∈ =′ ″′ ″∈ =∈ =′ ″∈ =′ ″′ ″∈ =′ ″′ ″ψ′ ″ψ∈ =ψ∈ =′ ″∈ =′ ″ψ′ ″∈ =′ ″ 0

⇔ ∀ ∈ +⇔ ∀ ,u  ∈ + ∈ +, ,∈ +,  ∈ + ∈ +,  ∈ +∈ + ∈ +ψ ψ ∈ + ∈ +ψ∈ + ∈ +u u ∈ + ∈ +u∈ + ∈ +v h∈ +v h∈ + v h ∈ + ∈ +v h∈ + ∈ +∈ + ∈ +v h∈ + ∈ +v h∈ +v h∈ + : ∈ + ∈ +:∈ + ∈ +1 2∈ +1 2∈ +v h1 2v h∈ +v h∈ +1 2∈ +v h∈ + , h1 et h2 étant constantes par
rapport à v, donc des fonctions de u.

, ,( )E( )E′( )′′ ⇔ ∀⇔ ∀⇔ ∀ ( ), ,( ), ,∈, ,∈, , ( ) ( ) + ( )( )u v( ), ,( ), ,u v, ,( ), ,, ,, ,2
1 2( )1 2( ) +1 2+g h( )g h( ),( ),g h,( ), =g h=( )u v( )g h( )u v( ),( ),u v,( ),g h,u v,( ), u v( )u v( )1 2u v1 2( )1 2( )u v( )1 2( ) h u( )h u( )1 2h u1 2 , h1 et h2 étant des fonctions

de  dans .

De même qu’à la question précédente, on montre que :

 ( )g C( )g Cg C( )g C( )g Caug C( )g Caug Cg Caug C( )g Caug Cg Cmoing C( )g Cmoing Cs s( )s sg Cs sg C( )g Cs sg Cg Cs sg C( )g Cs sg C ur( )ur2 2( )2 2s s2 2s s( )s s2 2s sur2 2ur( )ur2 2ur  ( ) 2 2 2 2( )2 2 2 2 ⇔⇔ ⇔ ( )h h( )h h C( )C( )h h( )h h au( )auau moin( )moins s( )s sCs sC( )Cs sCCs sC( )Cs sC ur( )ur1 2( )1 2h h1 2h h( )h h1 2h hh h1 2h h( )h h1 2h hh het h h1 2h het h h( )h h1 2h het h h 2( )2 ( ) C C( )C C ( ) h h h h( )h h h hh het h h h het h h( )h h h het h h au au( )au au moin moin( )moin moins s s s( )s s s sCs sC Cs sC( )C Cs sC ur ur( )ur ur1 2 1 2( )1 2 1 2h h1 2h h h h1 2h h( )h h h h1 2h hh het h h1 2h het h h h h1 2h het h h( )h het h h1 2h het h h h het h h1 2h het h h 2 2( )2 2s s2s s s s2s s( )s s s s2s s .

Donc, compte tenu qu’ici v = x, les solutions de (E) sont les fonctions :

f x y x h x r y h x r y: ,f x: ,f x y xy x: ,f x: ,f x(f x(f xf x: ,f x(f x: ,f x(f x(f xf x: ,f x(f x: ,f xf x: ,f x(f x(f x(f xf x: ,f x(f x: ,f x(f x(f xf x: ,f x(f x: ,f xf x: ,f x(f x(((f x(f x(f x(f xf x: ,f x(f x: ,f x(f x(f x: ,f x(((f x(f x(f x(f xf x: ,f x(f x: ,f x(f x(f x: ,f xf x: ,f x(f x(f x: ,f x(f x: ,f x )y x)y x)y x)y xy x)y x)y x)y x)y x)y xy x)y x)))y x)y x)y x)y x)))y x)y x)y x)y xy x)y x)y x)y x +++++(h x(h x((h x(h x((((h x(h x(h x(h x((( ))))) ++ +h x+ +h x+ +h x+ +h x++ ++ ++ +++ +(h x(h x(h x(h xh x+ +h x(h x+ +h x(h x(h x(h x(h xh x+ +h x(h x+ +h x(((h x(h x(h x(h x(((h x(h x(h x(h xh x+ +h x(h x+ +h x(h x(h x+ +h x )))))y xy x 1 2h x1 2h x1 2h x1 2h x r y1 2r y+1 2+1 2h x1 2h x +1 2++++1 2+++(1 2(h x(h x1 2h x(h x(1 2(h x(h x1 2h x(h x(((1 2(((h x(h x(h x(h x1 2h x(h x(h x )1 2))1 2))))1 2))) +1 2++ +1 2+ +h x+ +h x1 2h x+ +h x++ ++1 2++ ++ , h1 et h2 au moins C 2 sur .

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

> QCM 3 Aires – Intégrales doubles

• Question 1 : réponse B

• D = { }{ }{ }({ }(( ){ }) ∈ ≤{ }∈ ≤ ≤ ≤{ }≤ ≤ ≤{ }≤{ }x y{ }x y{ }x x{ }≤ ≤{ }≤ ≤x x≤ ≤{ }≤ ≤{ }y x{ }{ }y x{ }≤{ }≤y x≤{ }≤{ }, /{ }, /){ }), /){ })) ∈ ≤, /{ }x y{ }, /{ }x y{ }x y, /{ },{ }{ }x x{ },{ }x x{ }≤ ≤{ }≤ ≤x x≤ ≤{ }≤ ≤,≤ ≤x x≤ ≤{ }≤ ≤{ }2 2{ }∈ ≤{ }∈ ≤2 2∈ ≤{ }∈ ≤ ≤ ≤{ }≤ ≤2 2≤ ≤{ }≤ ≤≤ ≤{ }≤ ≤x x≤ ≤{ }≤ ≤2 2≤ ≤x x≤ ≤{ }≤ ≤{ }, /{ }2 2{ }, /{ }, /2 2, /2 2{ }0 1{ }∈ ≤{ }∈ ≤0 1∈ ≤{ }∈ ≤{ }x x{ }0 1{ }x x{ }≤ ≤{ }≤ ≤x x≤ ≤{ }≤ ≤0 1≤ ≤x x≤ ≤{ }≤ ≤{ }2 2{ }0 1{ }2 2{ }∈ ≤{ }∈ ≤2 2∈ ≤{ }∈ ≤0 1∈ ≤2 2∈ ≤{ }∈ ≤ ≤ ≤{ }≤ ≤2 2≤ ≤{ }≤ ≤0 1≤ ≤2 2≤ ≤{ }≤ ≤{ }x x{ }2 2{ }x x{ }0 1{ }2 2{ }x x{ }≤ ≤{ }≤ ≤x x≤ ≤{ }≤ ≤2 2≤ ≤x x≤ ≤{ }≤ ≤0 1≤ ≤{ }≤ ≤x x≤ ≤{ }≤ ≤2 2≤ ≤{ }≤ ≤x x≤ ≤{ }≤ ≤ .

Donc : 
D

( )D( )D = =∫∫= =∫∫= =dx= =dx= =dy= =dy= = dy dx
x

x

20

1

∫∫
























.

La réponse A est fausse.
x

1

y

0

D
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•  ( )D( )D = −( )( )= −( )= −= −( )= − = −= −= −



= −= −


















∫= −∫= −( )x x( )= −( )= −x x= −( )= − dx

x x( )2( )
0

1 3 2x x3 2x x3

0

1
2

3 3

/x x/x x3 2/3 2x x3 2x x/x x3 2x x

soit :  D( ) =
1
3

La réponse B est bonne.

• ρ
θ

=
1

1 + cos
est l’équation polaire de la pa-

rabole de foyer O, d’axe (Ox), de paramètre
p = 1 et de directrice la droite ∆ d’équation :

ρ
θ

= ⇔= ⇔ =
1

1
cos

.x

 D dD d
d( )D d( )D dD d=D d

( )+( )+∫ ∫∫ ∫D d∫ ∫D d( )∫ ∫( )D d( )D d∫ ∫D d( )D d =∫ ∫=D d∫ ∫1
D d

1
D d

2 ∫ ∫1∫ ∫∫ ∫2∫ ∫ ( )1( )∫ ∫2∫ ∫D d∫ ∫D d2D d∫ ∫D d
0∫ ∫0∫ ∫ 2

0

3

∫ ∫ρ θ∫ ∫D d∫ ∫D dρ θD d∫ ∫D d( )∫ ∫( )ρ θ( )∫ ∫( )D d( )D d∫ ∫D d( )D dρ θD d∫ ∫D d( )D dD d∫ ∫D d2D d∫ ∫D dρ θD d2D d∫ ∫D d∫ ∫θ∫ ∫ θ
( )θ( )

π π

∫ ∫
π π

∫ ∫∫ ∫1∫ ∫
π π

∫ ∫1∫ ∫
/ /3/ /3π π/ /π π

∫ ∫
π π

∫ ∫
/ /

∫ ∫
π π

∫ ∫∫ ∫1∫ ∫
π π

∫ ∫1∫ ∫
/ /

∫ ∫
π π

∫ ∫1∫ ∫
3π π3/ /3π π3

∫ ∫
3

∫ ∫
π π

∫ ∫
3

∫ ∫
/ /

∫ ∫
π π

∫ ∫
3

∫ ∫ ( )co( )( )s( )
Or : 1 2

2
21 2+ =1 2 














co1 2+ =1 2co1 2+ =1 2s c1 2s c1 21 2+ =1 2s c1 2+ =1 2s c1 2+ =1 2s c1 2+ =1 2 os1 2θ1 21 2+ =1 2θ1 2+ =1 2θs cθs c1 2+ =1 2s c1 2+ =1 2θ1 2s c1 2+ =1 2
θ

donc
1

1

1

4
2

1
4

1
22

4

2
2

+( )
=















 
















= +1= +1= += + 













= += +


= +


= += += +

= += += += +


= +


= += +


= + 




cos cos

tan
θ θ

θ

Alors :  D dD d( )D d( )D dD d=D dD dD d


D d


D dD dD dD dD dD dD d


D d


D dD d


D dD dD d


D d


D dD dD dD dD dD dD d


D d


D dD d


D d


D d


D d


D d


D dD dD dD d


D dD d


D d


D d


D dD d


D d


D d


D d


D d


D dD dD dD d


D dD d


D d


D d


D dD d


D d∫D d∫D d∫D d∫D dD dD d∫D dD d1 +D dD dtaD dD dnD d2D d2D d
1

D d
1

D d
8 28 28 28 28 2∫8 2∫

2

08 208 2

3 θ
D d

θ
D dθ

π /

. La réponse C est fausse.

• Posons : t dt d

si t

si
t d=t dt dt d


t dt dt dt d


t dt d


t dt dt dt d


t d= +t dt d= +t dt dt d


t dt dt dt d


t dt d


t dt dt dt d



t d


t dt d= +t d


t d= +t d


t d


t dt d= +t d


t d= +t dt d= +t dt d= +t dt d


t dt d


t dt d= +t d


t d= +t dt d


t d= +t d


t d


t dt d


t dt d= +t d


t d= +t dt d


t d= +t d


t d


t d


t d


t dt d


t d



= =
t dtat dn ,t dn ,t dt dn ,t dt dt dn ,t dt d


n ,


t d


t dn ,t d


t dt dt dn ,t dt dt dt dt dt dn ,t dt dt d


n ,


t d


t dt d


t dn ,t dt d


t dt dt dn ,t dt d


n ,


t d


t dn ,t d


t dt dt dn ,t dt dt dt dt dt dn ,t dt dt d


n ,


t d


t dt d


t dn ,t dt d


t dt dtat dn ,t dn ,t dn ,t dn ,t dn ,t dn ,t dt dn ,t dn ,t dn ,t dt dt dn ,t dt d


n ,


t d


t dn ,t d


t dt dt dn ,t dt dt dt dt dt dn ,t dt dt d


n ,


t d


t dt d


t dn ,t dt d


t dt dt dn ,t dt d


n ,


t d


t dn ,t d


t dt dt dn ,t dt dt dt dt dt dn ,t dt dt d


n ,


t d


t dt d


t dn ,t dt d


t dt d


t dn ,t d


t d


n ,


t d


t dn ,t d


t dt dt dn ,t dt dt d


t dt d


t dn ,t dt d


t d


n ,


t d


t dt d


t dn ,t dt d


t d

,
θ θ

t d
θ θ

t d
θ θ

t d
θ θ

t d
θ θ

t d
θ θ

t dt d
θ θ

t dθ θt dt d
θ θ

t dt dt dt dt dt d
θ θ

t dt dt d θ θt dt d
θ θ

t dt dt dt dt dt d
θ θ

t dt dt d
θ θ

t d


t d
θ θ

t d


t dt dtat d
θ θ

t dtat dθn ,θn ,

θ

2
n ,

2
n ,

1θ θ1θ θ
t d

θ θ
t d

1
t d

θ θ
t d

2
t d1t dt d= +t d1t d= +t dt d

θ θ
t d1t d

θ θ
t d

2
n ,

2
n ,

0 0t0 0t= =0 0= =t= =t0 0t= =t,0 0,

t d2t dt dn ,t d2t dn ,t d
θ θ2θ θ

t d
θ θ

t d2t d
θ θ

t d

si

θ
π

= == =














 3

1
3

, t= =t= =

 D tD t dt t
t( )D t( )D tD t=D t(D t(D t ) = +t= +t= += +




= += +


 











= += += += += +



= += +









∫D t∫D t∫D t∫D tD t dtD t(D t )D tD t∫D tD tD t∫D t1 +D t1 +D t

1
3

1
3

1
D t

1
D t

4
1
4 34 3

4 3


4 3



1
4 9

2

0

1 31 31 3 3

0

1 31 3/1 3/1 3 /1 3/1 3











Finalement :  D( ) =
5

318
. La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponse A
• Le domaine D correspond à l’intérieur

d’une ellipse, et ∆ à la partie grisée sur la
figure ci-contre.

X Y X Y
sOx

, ,X Y, ,X Y( ), ,), ,→ −X Y→ −X Y, ,→ −, ,X Y, ,X Y→ −X Y, ,X Y→ −, ,→ −, ,(, ,(, ,→ −(→ −, ,→ −, ,(, ,→ −, , )

et sOx ∆ ∆( )∆ ∆)∆ ∆= ′∆ ∆= ′∆ ∆ avec D = ∪∆ ∆= ∪∆ ∆= ∪ ′

x
0 S 1

y

∆

π/3

D

x

y

0 a−a

b

−b

∆

∆′
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I ydxdy ydxdy Jydxdy Jydxd Y sY s dXdY= +I y= +I ydxdy= +dxdyI y= +I y = +y J= +y J − ( )Y s( )Y sOx( )Ox∫∫I y∫∫I y∫∫I y∫∫I yI y= +I y∫∫I y= +I y ∫∫ ∫∫I ydxdyI yI y∫∫I y ydxdy Jydxdy Jydxd∫∫ y J
∆ ∆∫∫∆ ∆∫∫ ∆′

d tY sd tY séd téd tY sd tY séY sd tY s

d t doncéd téd t s ys ydoncs ydonc dxdy YdXdY J( )s y( )s yOx( )Oxs yOxs y( )s yOxs ys y=s ys y= −s y = − Y J= −Y J∫∫s y∫∫s y ∫∫1 0

0 1
s y

0 1
s y

−0 1−
1s y1s y

∆ ∆∫∫∆ ∆∫∫′∆ ∆′∆ ∆

et : I J J= −I J= −I J = 0 . La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.

• ∆ = ( ) ∈ − ≤ ≤ −
























x y a x≤ ≤a x≤ ≤ a y b
x
a

, /), /) ∈ −, /∈ −x y, /x y a y,a y, /, /∈ −, /∈ −∈ −, /∈ −2, /2, /∈ −, /∈ −2∈ −, /∈ −
2

20 10 1≤ ≤0 1≤ ≤a y0 1a y≤ ≤a y≤ ≤0 1≤ ≤a y≤ ≤ b0 1b

donc : J y
y

dx
bb

x

a

a b
x
a

a

a

J y=J y
































=
−

−∫ ∫∫ ∫∫ ∫J y∫ ∫J yJ y∫ ∫J ydy∫ ∫dy dx∫ ∫dx
b

∫ ∫
b

a∫ ∫a
J y

a
J y∫ ∫J y

a
J y

a∫ ∫a

a

∫ ∫
a 

∫ ∫



∫ ∫



∫ ∫J yJ y∫ ∫J yJ y




∫ ∫




∫ ∫J yJ y∫ ∫J yJ yJ yJ yJ yJ y∫ ∫J yJ yJ y


∫ ∫


∫ ∫



∫ ∫





∫ ∫



∫ ∫



∫ ∫




∫ ∫




∫ ∫


∫ ∫




∫ ∫


∫ ∫




∫ ∫

 =∫ ∫=

−

∫ ∫
−

−∫ ∫− ∫∫ ∫∫J y∫J y∫ ∫J y∫J y
0∫ ∫0∫ ∫

1

∫ ∫
1

∫ ∫
2

0

1
2

∫ ∫
2

∫ ∫
2

2

2

2 222 22

22
1−

2 22 2












−∫

x2 2x2 2

a
dx

a

a

soit : J
b

x
x
a

ab
a

a

= −x= −x= −= −



= −= −


 











=
−

2 3x2 3x2 3
2

2

2 32 3
2 3


2 3



2
3

. Les réponses C et D sont fausses.

• Question 3 : réponse C

• x y y x2 2x y2 2x y 2 22 1y x2 1y x22 12 1+ ≤x y+ ≤x y2 2+ ≤2 2x y2 2x y+ ≤x y2 2x y ⇔ +y x⇔ +y x2 1⇔ +2 1y x2 1y x⇔ +y x2 1y x22 12⇔ +22 12 ( )y( )y2 1( )2 1y2 1y( )y2 1y2 1−2 1( )2 1−2 1 ≤ .

Les cercles ont pour équations polaires ρ=1
et ρ = 2 sin θ.

Pour − ≤− ≤ ≤ =≤ = ⇔ =
π

− ≤
π

− ≤ θ
π

≤ =
π

≤ =θ θ⇔ =θ θ⇔ =
π

2 2
2 1≤ =2 1≤ =θ θ2 1θ θ≤ =θ θ≤ =2 1≤ =θ θ≤ =

6
si2 1si2 1≤ =2 1≤ =si≤ =2 1≤ =n .n .⇔ =n .⇔ =θ θn .θ θ⇔ =θ θ⇔ =n .⇔ =θ θ⇔ =≤ =2 1≤ =n .≤ =2 1≤ =θ θ2 1θ θn .θ θ2 1θ θ≤ =θ θ≤ =2 1≤ =θ θ≤ =n .≤ =2 1≤ =θ θ≤ =

Donc D est défini en coordonnées polaires par :

π
θ

π
ρ θ

6 2
1 2ρ θ1 2ρ θ≤ ≤θ≤ ≤θ 1 2≤ ≤1 2ρ θ1 2ρ θ≤ ≤ρ θ1 2ρ θet siρ θsiρ θρ θnρ θ

La réponse A est fausse (r peut être négatif ).

• I d dI d=I d


I d


I d


I d


I dI dI dI d


I dI d


I d


I d


I dI d


I d





∫I d∫I d∫I d∫I dρ ρI dρ ρI d θ

θ

π

π
2I d2I dI dρ ρI d2I dρ ρI d

16

2 s2 s∫
2 s

∫
22 s2 in

/

/

La réponse B est fausse et la réponse C est bonne.

• I d dI d=I d







( )∫ ∫I d∫ ∫I dI d∫ ∫I d

∫ ∫
I d


I d∫ ∫I d


I d

∫ ∫
∫ ∫I dI d∫ ∫I dI dI d


I dI d


I d∫ ∫I dI d


I d


∫ ∫



∫ ∫
I d


I d∫ ∫I d


I d

∫ ∫
∫ ∫I dI d∫ ∫I dI dI d


I dI d


I d∫ ∫I dI d


I d


∫ ∫

∫ ∫ρ∫ ∫I d∫ ∫I d

ρ
I d∫ ∫I dθ θ= −θ θ= −θ θ= −θ θ= −(θ θ(= −(= −θ θ= −(= −∫ ∫θ θ∫ ∫= −∫ ∫= −θ θ= −∫ ∫= −= −∫ ∫= −θ θ= −∫ ∫= − θ

θ

∫ ∫
θ

∫ ∫π∫ ∫π∫ ∫
π

∫ ∫
π

∫ ∫ π

π3

∫ ∫
3

∫ ∫
1

∫ ∫
1

∫ ∫
2

∫ ∫
2

∫ ∫6∫ ∫6∫ ∫
2

∫ ∫
2

∫ ∫ 3

6

2
3∫ ∫3∫ ∫∫ ∫1∫ ∫∫ ∫θ θ∫ ∫1∫ ∫θ θ∫ ∫∫ ∫3∫ ∫ 8 1θ θ8 1θ θ= −θ θ= −8 1= −θ θ= −38 13θ θ3θ θ8 1θ θ3θ θ 1

3
8

si

∫ ∫
si

∫ ∫
n

∫ ∫
n

∫ ∫/∫ ∫/∫ ∫
/

∫ ∫
/

∫ ∫ /

/

θ θsiθ θ8 1si8 1θ θ8 1θ θsiθ θ8 1θ θ= −θ θ= −8 1= −θ θ= −si= −8 1= −θ θ= −n sn sdn sd)n s) =n s=θ θn sθ θ θn sθ8 1n s8 1= −8 1= −n s= −8 1= −θ θ8 1θ θn sθ θ8 1θ θ= −θ θ= −8 1= −θ θ= −n s= −8 1= −θ θ= −θ θ3θ θ8 1θ θ3θ θn sθ θ8 1θ θ3θ θ 8n s8 in θ θθθ θθ π
π

π

dθ θdθ θ
/

/

6

2

9∫n s∫n s − .

En posant u = cosθ , du du= − sinθ , on obtient : I u duI u= −I uI u= −I u(I u(I uI u= −I u(I u= −I u ) −∫I u∫I uI u= −I u∫I u= −I u
1

I u
1

I u
3

1I u1I uI u= −I u1I u= −I u
9

2

0

3 2/3 2/3 2

.
π

Donc : I = −= −3 9= −3 9= −3 9π3 9/ .3 9/ .3 9 La réponse D est fausse.

2 sinθ

x
1

1

π/6
0

D

y
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> QCM 4 Étude métrique des courbes

• Question 1 : réponse A

• M t
R x t

y t
2M t2M t

2
πM tπM t

π
M t−M t(M t(M t) R x−R x ( )

(y t(y t)
est symétrique de M(t) par rapport à ∆ : x R= πx R= πx R

La réponse A est bonne.

•
dM
dt

x R t

y R t

′x R′x R

′y R′y R

= −x R= −x R (= −(= − )
y R=y R

1 c= −1 c= − os

sin
et M t

dM
dt

t t( )M t( )M t ⇔ =⇔ =
dt

⇔ =
dt

⇔ =t t⇔ =t t =singulier ⇔ = t tt t ou t t0 0t t0 0t t⇔ =0 0⇔ =t t⇔ =t t0 0t t⇔ =t t0 0t t0 0t t⇔ =0 0⇔ =t t⇔ =t t0 0t t 2
→

π

d M
dt

x R t
y R t

2d M2d M
2 0= ′′x R′′x Rx R=x R

′′y R′′y Ry R=y R
≠sin

cos

→
donc M(t) est birégulier si et seulement

si t ∈ ] [] [0 2] [, .] [, .] [] [0 2] [, .] [0 2] [] [π] [] [, .] [π] [, .] [

d M
dt

d M
dt

R j
2d M2d M

2

2d M2d M
20 20 2

d M
0 2

d M
20 22( )0 2)0 20 2=0 2(0 2(0 2 ) =0 2π

→
donc, aux points singuliers M(0) et M(2π), la

tangente est parallèle à ( )Oy( )Oy . La réponse B est fausse.

•
ds
dt

dM
dt

R t
t














= == = ( )R t( )R t t t( )t tt t+t t( )t t+t t 













2 2

2 2R t2 2R t( )2 2( )R t( )R t2 2R t( )R t 2 2R2 2R( )2 2( )t t( )t t2 2t t( )t t 2( )1 2( )R t( )R t1 2R t( )R t+ −( )+ −1 2+ −( )+ −R t+ −R t( )R t+ −R t1 2R t( )R t+ −R tR t( )R t1 2R t( )R tR t+ −R t( )R t+ −R t1 2R t( )R t+ −R t( )2 2( )1 2( )2 2( )R t( )R t2 2R t( )R t1 2R t2 2R t( )R tR t+ −R t( )R t+ −R t2 2R t( )R t+ −R t1 2R t+ −R t( )R t+ −R t2 2R t+ −R t( )R t+ −R t 2 242 2

2
R t( )R tcoR t( )R tR t+ −R t( )R t+ −R t1 2R t( )R t+ −R tcoR t+ −R t( )R t+ −R t1 2R t+ −R t( )R t+ −R tR t+ −R t( )R t+ −R t2 2R t( )R t+ −R t1 2R t+ −R t( )R t+ −R t2 2R t+ −R t( )R t+ −R tcoR t+ −R t( )R t+ −R t2 2+ −R t( )R t+ −R t1 2R t( )R t+ −R t2 2R t+ −R t( )+ −R t( )s c( )R t( )R ts cR t( )R t( )1 2( )s c( )1 2( )+ −( )+ −1 2+ −( )+ −s c+ −1 2+ −( )+ −R t+ −R t( )R t+ −R t1 2R t( )R t+ −R ts cR t+ −R t( )R t+ −R t1 2R t+ −R t( )R t+ −R tR t+ −R t( )R t+ −R t2 2R t( )R t+ −R t1 2R t+ −R t( )R t+ −R t2 2R t+ −R t( )R t+ −R ts cR t+ −R t( )R t+ −R t2 2+ −R t( )R t+ −R t1 2R t( )R t+ −R t2 2R t+ −R t( )+ −R t( )os( )( )si( )t t( )t tsit t( )t tn sRn sR( )n s( )t t( )t tn st t( )t t =n s=2 2n s2 2R2 2Rn sR2 2R2 2n s2 2( )2 2( )n s( )2 2( )t t( )t t2 2t t( )t tn st t2 2t t( )t t 4n s42 242 2n s2 242 2 in

t
2

∈[ ]0[ ]0[ ],[ ][ ]π[ ] donc sin
t
2

0













≥ et ds
dt

R
t

= 













2
2

sin

( )C( )C = 



























 
























=∫ 2
2

2 2


2 2

2 2




2 2




2
8

0

2

0

2

R
t

dt 2 2R2 2
t

Rsin cn c2 2n c2 2= −2 2= −n c= −2 2= −2 2n c2 2= −= −2 2= −= −n c= −2 2= −= −n c= −n c= −2 2n c2 2= −2 2= −n c= −2 2= −n cn cn c
n c


n c



n c


n c






n c



 n c

n c


n c



n c


n c






n c



 dtn cdt Rn cR2 2R2 2n c2 2R2 2= −2 2= −R= −2 2= −n c= −R= −2 2= − os

π π

La réponse C est fausse.

• T
dM
dt

dt
ds

R t

R t

→
= == = ( )t( )t

( )
( ) ( )

=1
2R sin( )/( )

R tsiR tn /R tn /R t( )n /( )R t( )R tn /R t( )R t

R tcoR ts /R ts /R t( )s /( )R t( )R ts /R t( )R t sin /( )n /( )t( )tn /t( )t

sin

( )2( )
2 2R t2 2R t( )2 2( )si2 2siR tsiR t2 2R tsiR tn /2 2n /R tn /R t2 2R tn /R t( )n /( )2 2( )n /( )R t( )R tn /R t( )R t2 2R tn /R t( )R t

2 2R t2 2R t( )2 2( )R tcoR t2 2R tcoR ts /2 2s /R ts /R t2 2R ts /R t( )s /( )2 2( )s /( )R t( )R ts /R t( )R t2 2R ts /R t( )R t ( )2( )
2n /2n /n /2 2n /2n /2 2n /R tn /R t2 2R tn /R t2R t2 2R tn /R t

cos /

cos

sin

( )ttt( )ttt /( )/2( )2

( )s /( )s /ts /t( )ts /t 2( )2
=

α
α

donc : α
π

γ
α

= −= − = == = −














 














2 2

1

4
2

t d
dt

dt
ds R

t
et

t d
et

t d

sin
La réponse D est fausse.



281

corrigéschapitre 13 : Fonctions de deux variables...

• Question 2 : réponses A et D
La réponse A est bonne.

•
dM
dt

t
p

ds
dt

t
p

x
t
p

dt

x

x

= == == == =t= =t +
> ( ) = +

<

∫
et

si

si

1
1

0 10 10 10 1( )0 1( ) = +0 1= += +0 1= += +0 1= +∫0 1∫= +∫= +0 1= +∫= +

0

2

2

2

2
0

,

,0 1,0 1

,

l C( )l C( )0 1l C0 1( )0 1( )l C( )0 1( )

l C( )l C( )l C = += +

































 ∫= +∫= +1= +1= +

2

2

0 t
p

dt
x

La réponse B est fausse.

• T
t
p

t
p

N
t
p

t
p

→ →→ →
=

+
=

+

−1→ →1→ →

1

1
1

1 1
2

2

2

2

, La réponse C est fausse.

• tan α =
t
p

d’où, en dérivant par rapport à t :
1( )1( )1 2( )2+( )+ =( )ta( )( )n( )( )α( ) αd

dt p
et :

γ
α α

= == = =

+














d
ds

dα αdα α
dt

dt
ds

p
t
p

1

1
2

2

3 2/3 2/3 2 et en O MO M=O M ( )0 ,)0 ,) γ =
1
p

d’où R pR p= =R pR p= =R p
1

R p
1

R p
γ

.

La réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses A et D

Dans u v
→ →

,u v,u v













 














 : dM

d

a

aθ
ρ θ

ρ θ

θ θ

θ
=

(ρ θ(ρ θ)
(ρ θ(ρ θ)

=
( )θ θ)θ θ(θ θ(θ θ )
( )

′ρ θ′ρ θ sin /θ θn /θ θn /(n /(θ θcoθ θs /θ θs /θ θs /θ θs /θ θ(s /(θ θ(θ θs /θ θ(θ θ

sin /θn /θn /(n /(

2n /2n /
3n /3n /

3 3θ θ3 3θ θ)3 3)θ θ)θ θ3 3θ θ)θ θθ θcoθ θ3 3θ θcoθ θs /3 3s /θ θs /θ θ3 3θ θs /θ θs /3 3s /θ θs /θ θ3 3θ θs /θ θ(s /(3 3(s /(θ θ(θ θs /θ θ(θ θ3 3θ θs /θ θ(θ θ

3

et ds
d

dM
dθ θθ θdθ θd

= == = a sin2

3
θ














.

M singulier ⇔ 













= ⇔ = =sin
θ

θ θouθ θouθ θouθ θou= =θ θ= =ou= =ouθ θou= =ou π
3

0 0= ⇔0 0= ⇔ θ θ0 0θ θ= =θ θ= =0 0= =θ θ= = 3

La réponse A est bonne.

• ( )C( )C = 



















 





























=∫ ∫∫ ∫
∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫a d∫ ∫∫ ∫a d∫ ∫

∫ ∫

a d∫ ∫

 ∫ ∫a d∫ ∫


∫ ∫

a d∫ ∫

∫ ∫a d∫ ∫ a

d∫ ∫a d∫ ∫si∫ ∫a d∫ ∫n c= −n c= −= −n c= −
n c

= −= −n c= −= −


n c


= −


= −n c= −


= −= −= −n c= −= −



n c


= −= −= −= −n c= −= −= −


n c


= −


= −= −


= −n c= −= −


= −∫ ∫n c∫ ∫= −∫ ∫= −n c= −∫ ∫= −∫ ∫n c∫ ∫∫ ∫a d∫ ∫n c∫ ∫a d∫ ∫∫ ∫a d∫ ∫n c∫ ∫a d∫ ∫∫ ∫a d∫ ∫n ca d∫ ∫
∫ ∫a d∫ ∫n ca d∫ ∫


∫ ∫

a d∫ ∫

n c

∫ ∫

a d

∫ ∫



∫ ∫

a d∫ ∫

n c

∫ ∫

a d

∫ ∫


∫ ∫a d∫ ∫n c∫ ∫a d∫ ∫






∫ ∫



a d





∫ ∫





n c





∫ ∫




a d



∫ ∫



 ∫ ∫a d∫ ∫n ca d∫ ∫

∫ ∫a d∫ ∫n ca d∫ ∫


∫ ∫

a d∫ ∫

n c

∫ ∫

a d

∫ ∫



∫ ∫

a d∫ ∫

n c

∫ ∫

a d

∫ ∫


∫ ∫a d∫ ∫n c∫ ∫a d∫ ∫






∫ ∫



a d





∫ ∫





n c





∫ ∫




a d



∫ ∫



 os∫ ∫2∫ ∫∫ ∫a d∫ ∫2∫ ∫a d∫ ∫∫ ∫a d∫ ∫n c∫ ∫a d∫ ∫2∫ ∫n c∫ ∫a d∫ ∫0∫ ∫0∫ ∫

3

∫ ∫
3

∫ ∫0

3

3 2∫ ∫3 2∫ ∫∫ ∫3 2∫ ∫∫ ∫3 2∫ ∫ 03 20

1n c1n c= −n c= −1= −n c= − 2
3∫ ∫θ∫ ∫∫ ∫a d∫ ∫θ∫ ∫a d∫ ∫∫ ∫θ∫ ∫∫ ∫n c∫ ∫θ∫ ∫n c∫ ∫ θ θ

π ππ π π π∫ ∫
π π

∫ ∫∫ ∫π π∫ ∫ ∫ ∫π π∫ ∫ 3π π3

∫ ∫θ∫ ∫
π π

∫ ∫θ∫ ∫ 3
2
a π

La réponse B est fausse.

• Dans u v
→ →

,u v,u v













 














 : T

V

V

→
=





























cos cs cs c


s c


s c


s c




s c


s c


s c


s c


s c




s c


=s c= os

sin sn sn s


n s


n s


n s




n s


n s


n s


n s


n s




n s


=n s= in

θ

θ
3

3

soit V = [ ]θ [ ]π[ ]
3

[ ]2[ ] et dV
dθ

=
1
3

.
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Or : α θ
θ

= +α θ= +α θ =V
4
3

d’où
d
d

α
θ

=
4
3

et γ
α θ

= == = =
d
ds

dα θdα θ
ds

4α θ4α θ
3

4

3
3

2a sin
θ














 














.

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

• Question 4 : réponses B et D

Dans u v
→ →

,



 :

dM
d

a
θ θ

=
1

donc
ds
d

a
θ

θ= +1 2 .

La réponse A est fausse.

• T
V
V

N
→ →→ →V→ →V

=
+

= == =N= =N
+

−
et= =et= =

1
1→ →1→ →

1

1→ →1→ → 1

12 22 2V2 2V +2 2+2 22 22 22 212 21θ θ2 2θ2 2θ2 2θ2 2

θco→ →co→ →s→ →s→ →

si2 2si2 2n2 2n2 2

La réponse B est bonne.

Pour dériver T
→

, il ne faut pas oublier de dériver u
→

et v
→

.

• T uT uT u v
→ → →

θT uθT u
θ

θ θ θ(T u(T u)T u)T uT u=T u
+

( )θ θ)θ θθ θ+θ θ ( )T uT uT uT uT uT uT uT u

T uT uT uT uT uT uT uT uT uT uT uT uT u
T uT u 














1

T u
1

T u
1 2 . Après calcul, on obtient :

dans u v
→ →

,u v,u v













 














 : dT

d

→

θ
θ θ

θ θ
=

( )θ( )θ+( )+

− − ( )θ θ( )θ θθ θ+θ θ( )θ θ+θ θ

− +θ θ− +θ θθ θ+θ θ

1

( )1( )
1 1θ θ1 1θ θ− −1 1− − ( )1 1( )θ θ( )θ θ1 1θ θ( )θ θ

1θ θ1θ θ( )2( )3 2

( )2( )
2/3 2/3 2

La réponse C est fausse.

• tanV = θ d’où, en dérivant par rapport à θ : dV
dθ θ

=
θ θ+θ θ

1
1θ θ1θ θ2

Or α θ= +α θ= +α θ V d’où : γ
α α

θ
θ

θ θ
θ

= == = = +
+

= += +


= +


= += += +

= += += += +


= +


= += +


= + 




 +

=
+

( )θ( )θ+( )+

d
ds

dα αdα α
d

d
ds a a

1= +1= +
1

1
1

1

2

( )1( )2 2

2

( )2( )3 2/3 2/3 2

La réponse D est bonne.

Dans NON

Pour dériver 
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énoncés
> QCM 1 Produit scalaire et polynômes

orthogonaux (d’après EPL 2009)

Les questions 1 et 2 sont liées.

• Question 1
On note E l’espace vectoriel des fonctions définies et continues de [−1, 1]
dans , et F l’espace vectoriel  [X] des polynômes à coefficients réels.

On définit ϕ : E E× →  par : ∀ ( ) ∈ ( ) = ( ) ( )
−∫f g f g f t g t dt, , ,E2

1

1

ϕ .

A Pour toute fonction h continue sur ] [−] [−] [1 1] [] [,] [] [1 1] [,] [1 1] [, h t dt(h t(h t)
−∫ 1

1

existe dans .

B Pour toute fonction h continue par morceaux, positive sur [−1, 1] :

h t dt h(h t(h t) = ⇒
−∫ 1

1

0 0h0 0h= ⇒0 0= ⇒ =0 0== ⇒0 0= ⇒ .

C ϕ est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive, c’est donc

un produit scalaire, et (E, ϕ) est un espace vectoriel euclidien.

D ϕ est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive, c’est donc

un produit scalaire, mais (E, ϕ) n’est pas un espace vectoriel euclidien.

• Question 2
On munit E du produit scalaire ϕ, et on note, pour tout sous-espace vectoriel

A, A⊥ l’orthogonal de A. On note  (respectivement ) l’ensemble des fonctions
continues paires (respectivement impaires) sur [−1, 1].

A  et  sont des sous-espaces vectoriels de E tels que  ∩ = ∩ =  ∅.

B E = ⊕ = ⊕ = ⊕ car ∀ ∈ ∀ ∈ ( ) = ( ) + −( ) − ( ) − −( )∀ ∈ ∀ ∈f x∀ ∈f x∀ ∈ ∀ ∈f x∀ ∈∀ ∈f x∀ ∈ ∀ ∈f x∀ ∈ f x(f x( f x(f x( f x+ −f x+ −(f x(+ −(+ −f x+ −(+ − f x(f x( f x− −f x− −(f x(− −(− −f x− −(− −
f xE,f xE, ,,

2 2
et que cette écriture de f comme somme d’une fonction paire et

d’une fonction impaire est unique.

C ∀ ( ) ∈ × ( ) = ⊂ ⊥ ⊥( donc= ⊂donc= ⊂ et⊥ ⊥et⊥ ⊥f gf g f g, ,), ,) ∈ ×, ,∈ ×, ,), ,)f g, ,f gf g, , f g,f g ∈ × ∈ ×, , , ,∈ ×, ,∈ × ∈ ×, ,∈ ×, ,    = ⊂ = ⊂  ⊂ ⊂⊥ ⊥ ⊥ ⊥⊂⊥ ⊥⊂ ⊂⊥ ⊥⊂ϕ 0= ⊂0= ⊂ .

D soit f ∈ ⊥ , comme f f f f f fp if fp if ff f∈ ∃f f( )f f( )f f f f( )f fp i( )p if fp if f( )f fp if f f fp if f( )f fp if ff f∈ ×f f = +f f= +f ff fp if f= +f fp if ff fE,f ff f∈ ∃f fE,f f∈ ∃f ff f! ,f f( )! ,( )f f( )f f! ,f f( )f fp i( )p i! ,p i( )p if fp if f( )f fp if f! ,f f( )f fp if f f f,f ff f f ff f∈ ×f f f f∈ ×f f .

On montre alors que fp = 0 donc et   ⊥ ⊥et⊥ ⊥et ⊥ ⊥   ⊥ ⊥ ⊂ =et⊂ =et ⊂ =   ⊂ = ⊥ ⊥⊂ =⊥ ⊥et⊥ ⊥et⊂ =et⊥ ⊥et ⊥ ⊥ ⊂ = ⊥ ⊥   ⊥ ⊥ ⊂ = ⊥ ⊥ .
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Les questions 3 et 4 sont liées.

• Question 3

On admet que : P Q P Q P t Q t dt,( ) → ( ) = ( ) ( )
−∫ 1

1

définit un produit scalaire
sur F =  [X].

A On montre par récurrence qu’il existe une unique famille

orthogonale n( )P( )Pn( )nPnP( )PnP ∈ de F telle que le terme dominant de Pn soit X n.

Si l’assertion A est jugée exacte, par le procédé d’orthogonalisation de Gramm-
Schmidt, on obtient :

B P P X P X0 1P P0 1P P 2X P2X P 21 1P P1 1P P X P1 1X P0 11 10 1P P0 1P P1 1P P0 1P P
1
3

P P= =P PP P0 1P P= =P P0 1P P1 1= =1 1P P1 1P P= =P P1 1P P0 11 10 1= =0 11 10 1P P0 1P P1 1P P0 1P P= =P P1 1P P0 1P P − =X P− =X P2− =2X P2X P− =X P2X PX P1 1X P− =X P1 1X P −, ,X P, ,X P0 1, ,0 11 1, ,1 1X P1 1X P, ,X P1 1X P0 11 10 1, ,0 11 10 1P P0 1P P1 1P P0 1P P, ,P P1 1P P0 1P PP P0 1P P1 1P P0 1P P, ,P P1 1P P0 1P P

C P P X P X0 1P P0 1P P 2X P2X P 21P P1P PP P0 1P P1P P0 1P P
2
3

= =P P= =P P0 1= =0 1P P0 1P P= =P P0 1P PP P= =P PP P0 1P P= =P P0 1P PP P1P P= =P P1P PP P0 1P P1P P0 1P P= =P P1P P0 1P P = −X= −X, ,X P, ,X P0 1, ,0 1P P0 1P P, ,P P0 1P PP P0 1P P, ,P P0 1P P .

D Soit
n( )Q( )Qn( )n ∈

une famille orthogonale de F telle que

∀ ∈ =n Q∀ ∈n Q∀ ∈n Q nnn Qn Q, dn Q, dn Q, degn Qegn Q , alors Qn et Pn sont associés (c’est-à-dire :

∃ ≠λ λ∃ ≠λ λ∃ ≠n n∃ ≠n n∃ ≠λ λn nλ λ∃ ≠λ λ∃ ≠n n∃ ≠λ λ∃ ≠ n nQ Pλ λQ Pλ λ=λ λ=Q P=λ λ=n nQ Pn nλ λn nλ λQ Pλ λn nλ λ n nQ Pn nλ λ0,λ λn n0,n nλ λn nλ λ0,λ λn nλ λ ).

• Question 4

Soit U X L
n

U Un

n

n n n
n

n
n= −( ) = ( ) ( )2 1

1
2

et o
!

, ù désigne le polynôme

dérivé nème de Un.

Soit Φ : F F→ définie par : Φ P X P X P( ) = −( ) +2 1 2″ ′.

A deg L nnL nnL nL n=L n et le coefficient dominant de Ln est 1
2

2
nn

n
n!














.

B On a : X U n X Un nX Un nX U n Xn nn X Un nU1 2X U1 2X Un n1 2n nX Un nX U1 2X Un nX U( )X U( )X U2( )2X U2X U( )X U2X U1 2( )1 2X U1 2X U( )X U1 2X UX U−X U( )X U−X U ′1 2′1 21 2=1 2 , et en dérivant (n + 1) fois cette

relation, on montre que : Φ L n n Ln nL nn nL n n Ln nn L( )L n( )L nn n( )n nL nn nL n( )L nn nL n= +n L= +n Ln n= +n nn Ln nn L= +n Ln nn L= +L n= +L nn n= +n nL nn nL n= +L nn nL n (n n(n n= +(= +n n= +n n(n n= +n n)n L)n Ln n)n nn Ln nn L)n Ln nn L2n L2n Ln Ln nn L2n Ln nn L .

C ∀ ( ) ∈ ( )( ) ( ) ( ) ( )
−∫(P QP Q F P(F P( Q t( )Q t( )Q t)Q t) ∫Q t∫ P t(P t( Q t(Q t( dt, ,), ,) ∈, ,∈, ,), ,), ,), ,) ∈, ,∈P Q, ,P QP Q, ,F P, ,F P2 2( )2 2( )2 22 2(2 2( )2 2)(2 2( )2 2) ∫2 2∫F P2 2F P(F P(2 2(F P(

1

1

Φ ′Φ ′)Φ ′) ( )Φ ′( )F PΦ ′F P(F P(Φ ′(F P( Q tΦ ′Q t= −Q t= −Φ ′= −Q t= −( )Q t( )Φ ′( )Q t( )= −( )= −Q t= −( )= −Φ ′= −Q t= −( )= −Q tΦ ′Q t)Q t)Φ ′)Q t) = −Q t= −Φ ′= −Q t= −∫Q t∫Φ ′∫Q t∫= −∫= −Q t= −∫= −Φ ′= −Q t= −∫= − P tΦ ′P t2 2Φ ′2 2( )2 2( )Φ ′( )2 2( )2 2Φ ′2 22 2Φ ′2 2(2 2(Φ ′(2 2( )2 2)Φ ′)2 2) )2 2)Φ ′)2 2) ∫2 2∫Φ ′∫2 2∫F P2 2F PΦ ′F P2 2F P(F P(2 2(F P(Φ ′(2 2(F P( Q t2 2Q tΦ ′Q t2 2Q t( )Q t( )2 2( )Q t( )Φ ′( )2 2( )Q t( )Q t2 2Q tΦ ′Q t2 2Q t)Q t)2 2)Q t)Φ ′)2 2)Q t) ∫Q t∫2 2∫Q t∫Φ ′∫2 2∫Q t∫ ( )Q t( )1( )Q t( )Φ ′( )1( )Q t( )= −( )= −Q t= −( )= −1= −Q t= −( )= −Φ ′= −( )= −Q t= −( )= −1= −( )= −Q t= −( )= −( )Q t( )2 2( )Q t( )1( )2 2( )Q t( )Φ ′( )Q t( )2 2( )Q t( )1( )Q t( )2 2( )Q t( ) ′Q t′Q t .

D Pour n p≠n p≠n p ( )( )L L( )L LL L( )L Ln p( )n pn p( )n p( )( )( )L L( )L L( )L L( )L L( )( )( )n p( )n p( )n p( )n p ( )( )L L( )L LL L( )L Lp n( )p np n( )p nL Lp nL L( )L Lp nL LL Lp nL L( )L Lp nL L( )( )( )L L( )L L( )L L( )L Lp n( )p n( )p n( )p nL Lp nL L( )L Lp nL L( )L L( )L Lp nL L, Φ Φ( )Φ Φ( )L L( )L LΦ ΦL L( )L LL L( )L LΦ ΦL L( )L Ln p( )n pΦ Φn p( )n pL Ln pL L( )L Ln pL LΦ ΦL L( )L Ln pL LL Ln pL L( )L Ln pL LΦ ΦL L( )L Ln pL L( )Φ Φ( )( )( )( )Φ Φ( )( )( )L L( )L L( )L L( )L LΦ ΦL L( )L L( )L LL Ln pL L( )L Ln pL L( )L L( )L Ln pL LΦ ΦL Ln pL L( )L Ln pL L( )L Ln pL L( )L Ln pL L =Φ Φ= ( )Φ Φ( ) , donc
n( )L( )Ln( )n ∈

est une famille

orthogonale de F et L
n

n
Pn n nPnP=















1
2

2
.
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>QCM 2 Automorphismes orthogonaux de E

E désigne un espace vectoriel euclidien de dimension 3 muni d’une base
orthonormée directe  = ( )e e e1 2 3, , . Le produit scalaire est noté . . .

• Question 1 (d’après EPL 2008)
Soit a un réel, et u (α, β, γ) un vecteur normé fixé de E.

On définit fa par : ∀ ∈ ( ) = +x E f x x a x u ua, .

A f–1 est un automorphisme orthogonal de E.

B f–1 est une projection orthogonale de E.

C fa est un automorphisme orthogonal de E si et seulement si a = –2.

D f–2 est une réflexion de E.

• Question 2
Soit u e e e= + −1 2 3 .

A Il existe une rotation R d’axe u telle que R e e1 3e1 3e( )R e( )R e1 3( )1 3=1 3=1 3 .

Soit R une rotation telle que R e e1 3( ) = − , la matrice de R dans  est de la
forme :

B

0

0

1 0 0

cos sin

sin c

θ θs sθ θs sinθ θin

θ θn cθ θn cosθ θosn cθ θn c−n cθ θn c

−



































 C

0

0

1 0 0

cos sin

sin c

θ θs sθ θs sinθ θin

θ θn cθ θn cosθ θos

s sθ θs s−s sθ θs s

−





































D Il existe une unique rotation R d’axe u telle que R e e1 3e1 3e( )R e( )R e1 3( )1 3= −1 3= −1 3.
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• Question 3
Soit R1 le quart de tour direct d’axe e1, R2 le quart de tour direct d’axe e2, et
f R o R= 2 1 .

A La matrice de R2 dans la base  est :

0 0 1

0 1 0

1 0 0

−

































 .

B f est une rotation d’axe  ( )e e( )e e e( )e1 2( )1 2e e1 2e e( )e e1 2e e 3( )3+ −( )+ −e e+ −e e( )e e+ −e e1 2+ −1 2( )1 2+ −1 2e e1 2e e+ −e e1 2e e( )e e+ −e e1 2e e , d’angle de mesure π/3.

Soit S l’endomorphisme de E de matrice : A =
− −

− −
− − −















1
3

2 1 2

1 2 2

2 2 1

.

C S est la réflexion par rapport au plan P d’équation : x + y – 2z = 0.

D Il existe une unique réflexion S’ telle que f S o S= ′f S= ′f S .

> QCM 3 Isométries et similitudes du plan
Le plan euclidien est rapporté à un repère orthonormé direct O i j, ,

→ →



 .

On note SD la réf lexion d’axe D, r (Ω, θ) la rotation de centre Ω et d’angle θ,
sΩ la symétrie de centre Ω, et t

u
→ la translation de vecteur u

→
.

• Question 1
Soient les applications f et g définies analytiquement par :

f
x y
y x

g
x x y

x y
: :

y

′
′

′

′

= +
= − +





= + −

= − +









2

2

3
5

4
5

1

4
5

3
5

2

=et h f o g.

A f, g et h sont des déplacements.

B f est une rotation de centre I (2, 0) et d’angle π/2.

C g = sD où D est dirigé par u
→ ( )2 1,2 1,2 1 .

D f s o sf s=f s ∆ ∆o s∆ ∆o s’∆ ∆’∆ ∆ avec ∆ // D, donc h est la composée d’une réflexion

et d’une translation de vecteur v
→

colinéaire à u
→

.
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• Question 2

Soit ABC un triangle. On note α β γ π= ( ) = ( ) = ( ) [ ]AB AC BC BA CA CB, , , , ,
  

2 .

A La composée de 2 rotations affines d’angles θ et θ′ est une rotation

d’angle θ + θ′, donc r B o r C, ,α αo rα αo r Cα αC, ,α α, ,o r, ,o rα αo r, ,o r C, ,Cα αC, ,C(r B(r B ), ,), ,α α)α α, ,α α, ,), ,α α, ,α α−α α(, ,(, ,α α(α α, ,α α, ,(, ,α α, , ) est une rotation.

f r B o r C o r A= ( ) ( ) ( ), , ,β γ α est :

B une symétrie.

C une translation.

D g s o t o sAB AB ABg s=g s ( ) ( )          est une rotation.

• Question 3
Soit f l’application qui au point M d’affixe z associe le point M′ d’affixe z′ tel
que :

z e z ei i′ = +( ) + ∈[ [1
2

1 0 22θ θ θ π/ , ,

A f est définie par une relation de la forme z a z b′ =z a′ =z a z b+z b, donc f est une

similitude directe du plan.

B Pour θ = 0, f est une translation de vecteur d’affixe i.

C Pour θ ≠ 0 et θ ≠ π, f est une similitude directe de centre Ω d’affixe

i

sin
θ
2















 
















, de rapport cos
θ
2













 et d’angle

θ
2

.

D f est une homothétie si et seulement si θ = π.

> QCM 4 Isométries de l’espace
L’espace euclidien E est rapporté à un repère orthonormé O i j k, , ,

→ → →



 .

Soit : u i j k
→ → → →

= + + .

Pour T a b c= ( ) ∈, , 3, on définit la matrice M
a b c
c a b
b c a

T =












 et l’endomorphisme

ϕT de matrice MT dans la base i j k
→ → →



, , .
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• Question 1

A d téd téd t M aTM aTM aM a= +M a( )M a( )M a b c( )b c= +( )= +M a= +M a( )M a= +M a b c+b c( )b c+b c ( )a b( )a b c a( )c ab b( )b bc c( )c c a( )a+ +( )+ +a b+ +a b( )a b+ +a b + +( )+ +c a+ +c a( )c a+ +c ab b+ +b b( )b b+ +b b +( )+c c+c c( )c c+c c( )2 2( )a b( )a b2 2a b( )a b+ +( )+ +2 2+ +( )+ +a b+ +a b( )a b+ +a b2 2a b( )a b+ +a b( )2( )c a( )c a2c a( )c a .

B MT est orthogonale ⇔
+ + =
+ + =












2a b+ +a b+ +2a b2 c

ab bc+ +bc+ + c a

2 2+ +2 2+ + c2 2c 1

0

a b c a b c ab bc c a+ +( ) = + + + + +( )2 2 2 2 2 , donc :

C ϕT est une rotation si et seulement si
a + + =

+ + =











b c+ +b c+ +
ab bc+ +bc+ + c a

1

0

D ϕT est une symétrie orthogonale si et seulement si

b c

c

ab bc c a

b c=b c

+ + = −
+ +bc+ +bc =
















a b+ +a b+ + 1

0

• Question 2

On prend T = − −





1
3

2
3

2
3

, , . Soit f l’application de E définie analytiquement
par :

x x y z

x y z

x y z

′

′

′

= − −( ) +

= − + −( ) + −( )

= − − +( ) +

1
3

2 2

1
3

2 2 2 1

1
3

2 2

α

α

α

y

z















∈( )α  .

A ϕT est la réflexion par rapport au plan P d’équation x + y +z = 0.

B f est une isométrie d’application linéaire associée une réflexion,

donc c’est une réflexion.

C f t o
w

Tf t=f t → ϕ , avec w
→ ( )(( )( )( )) −( )−( )α α( )−( )−α α−( )−( )α α( )( )α( )( ), ,( )(( )(, ,(( )( )( )), ,)( ))( )α α( ), ,( )α α( )(( )(α α(( )(, ,(α α(( )(( )2 1( )(( )(2 1(( )(( )α α( )2 1( )α α( )(( )(α α(( )(2 1(α α(( )(( )α α( ), ,( )α α( )2 1( ), ,( )α α( )(( )(α α(( )(, ,(α α(( )(2 1(( )(α α(( )(, ,(( )(α α(( )( , donc f est une réflexion si et

seulement si w
→ →

= 0 . Or w
→ →

≠ 0 , donc f n’est pas une réflexion.

D f est une réflexion si et seulement si α =
2
3

.
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• Question 3

On prend T = (0, 0, 1).

Soit g l’application de E définie analytiquement par :
x z

x
z y

′
′
′

= +
= +
= +






∈( )

β
βy 1

2

 .

A g est un déplacement car son application linéaire associée est

une rotation d’axe  u
→

et d’angle −
2
3
π .

B g est un vissage si et seulement si β ≠ –3.

Si g est un vissage :

C son vecteur est v u
→ →

= +v u= +v u= +v u= +v u(v u(v u= +(= +v u= +v u(v u= +v u)v u)v uβv uβv u= +β= +v u= +v uβv u= +v u3v u3v u .

D son axe passe par le point A
2
3 3

1
β β

, ,
3 3

, ,
3 3














.
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• Question 1 : réponse D

• h t dt(h t(h t)
−∫ 1

1

existe dans  pour h continue par morceaux sur [ ]−[ ]−[ ]1 1[ ][ ],[ ][ ]1 1[ ],[ ]1 1[ ]. Or

h, continue sur ] [−] [−] [1 1] [] [,] [] [1 1] [,] [1 1] [, n’est continue par morceaux sur [ ]−[ ]−[ ]1 1[ ][ ],[ ][ ]1 1[ ],[ ]1 1[ ] que si h
admet des limites finies en −1 et 1. La réponse A est fausse.

Pour que h t dt h( ) = ⇒ =
−∫ 1

1

0 0, si h est positive, il faut que h soit

continue sur −[ ]1 1, . La réponse B est fausse.

• f et g sont continues sur [ ]−[ ]−[ ]1 1[ ][ ],[ ][ ]1 1[ ],[ ]1 1[ ], donc ϕ f gf g,f g( ) ∈ , et ϕ est une forme.

ϕ λ g f f t g t dt
1

1

( )ϕ λ( )ϕ λ f f( )f f g f( )g f1 2( )1 2f f1 2f f( )f f1 2f ff f+f f( )f f+f ff f1 2f f+f f1 2f f( )f f+f f1 2f f g f= +g f( )g f( )g fλg fλ( )λg fλ f t( )f t1 2( )1 2g f 1 2g f( )g f 1 2g f f t1 2f t( )f t1 2f t= +( )= +g f= +g f( )g f= +g fλg fλ= +λg fλ( )λ= +λg fλ 1 2= +1 2( )1 2= +1 2g f 1 2g f= +g f 1 2g f( )g f= +g f 1 2g f (f t(f t) (g t(g t)
−∫g f∫g fg f= +g f∫g f= +g f( ),( ) or l’intégrale est linéaire, d’où :

ϕ λ λ λg fλ λg fλ λt fλ λt fλ λt gλ λt gλ λt dλ λt dλ λt fλ λt fλ λ ϕ ϕt fϕ ϕg fϕ ϕg fϕ ϕ
1

1

λ λ2λ λλ λt fλ λ2λ λt fλ λ2t f 2t f
1

1

1 2g f1 2g fϕ ϕg fϕ ϕ1 2ϕ ϕg fϕ ϕ( )ϕ λ( )ϕ λ f f( )f f g f( )g f1 2( )1 2f f1 2f f( )f f1 2f ff f+f f( )f f+f ff f1 2f f+f f1 2f f( )f f+f f1 2f f g f=g f (λ λ(λ λ( )λ λ)λ λλ λt gλ λ)λ λt gλ λ)t g)t g (λ λ(λ λ( )t d)t dλ λt dλ λ)λ λt dλ λ)λ λt fλ λ=λ λt fλ λ ( )ϕ ϕ( )ϕ ϕt f( )t fϕ ϕt fϕ ϕ( )ϕ ϕt fϕ ϕg f( )g fϕ ϕg fϕ ϕ( )ϕ ϕg fϕ ϕ( )t f( )t fϕ ϕt fϕ ϕ( )ϕ ϕt fϕ ϕ1 2( )1 2ϕ ϕ1 2ϕ ϕ( )ϕ ϕ1 2ϕ ϕt f 1 2t f( )t f 1 2t fϕ ϕt fϕ ϕ1 2ϕ ϕt fϕ ϕ( )ϕ ϕ1 2ϕ ϕt fϕ ϕg f1 2g f( )g f1 2g fϕ ϕg fϕ ϕ1 2ϕ ϕg fϕ ϕ( )ϕ ϕ1 2ϕ ϕg fϕ ϕg f+g fϕ ϕg fϕ ϕ+ϕ ϕg fϕ ϕϕ ϕg fϕ ϕ1 2ϕ ϕg fϕ ϕ+ϕ ϕ1 2ϕ ϕg fϕ ϕ
− −∫ ∫λ λ∫ ∫λ λg f∫ ∫g fλ λg fλ λ∫ ∫λ λg fλ λλ λt gλ λ∫ ∫λ λt gλ λt d∫ ∫t dλ λt dλ λ∫ ∫λ λt dλ λt f∫ ∫t fλ λt fλ λ∫ ∫λ λt fλ λλ λ1λ λ∫ ∫λ λ1λ λλ λg fλ λ1λ λg fλ λ∫ ∫λ λ1λ λg fλ λ
1

∫ ∫
1

(∫ ∫(λ λ(λ λ∫ ∫λ λ(λ λ)∫ ∫)λ λ)λ λ∫ ∫λ λ)λ λλ λt gλ λ)λ λt gλ λ∫ ∫λ λ)λ λt gλ λ(∫ ∫(λ λ(λ λ∫ ∫λ λ(λ λ)∫ ∫)t d)t d∫ ∫t d)t dλ λt dλ λ)λ λt dλ λ∫ ∫λ λ)λ λt dλ λλ λt fλ λ+λ λt fλ λ∫ ∫λ λ+λ λt fλ λ∫ ∫g f∫ ∫g f t g∫ ∫t g t f∫ ∫t f1∫ ∫1g f 1g f∫ ∫g f 1g f
1∫ ∫1

(∫ ∫( )∫ ∫)t g)t g∫ ∫t g)t g (∫ ∫( )∫ ∫)
− −∫ ∫− −1− −1∫ ∫1− −1

, ,λ λ, ,λ λλ λt dλ λ, ,λ λt dλ λt f, ,t fλ λt fλ λ, ,λ λt fλ λ ϕ ϕt fϕ ϕ, ,ϕ ϕt fϕ ϕ, ,λ λ, ,λ λλ λt dλ λ, ,λ λt dλ λ, ,λ λ, ,λ λt g, ,t gλ λt gλ λ, ,λ λt gλ λ, ,λ λ, ,λ λt g, ,t gλ λt gλ λ, ,λ λt gλ λ, ,λ λ, ,λ λt f, ,t fλ λt fλ λ, ,λ λt fλ λ2, ,2λ λ2λ λ, ,λ λ2λ λt f 2t f, ,t f 2t fλ λt fλ λ2λ λt fλ λ, ,λ λ2λ λt fλ λ(, ,(λ λ(λ λ, ,λ λ(λ λt g)t g, ,t g)t gλ λt gλ λ)λ λt gλ λ, ,λ λ)λ λt gλ λ(, ,(λ λ(λ λ, ,λ λ(λ λg f, ,g fλ λg fλ λ, ,λ λg fλ λ( ), ,( )g f( )g f, ,g f( )g f ), ,)λ λ)λ λ, ,λ λ)λ λλ λt dλ λ)λ λt dλ λ, ,λ λ)λ λt dλ λ ϕ ϕt fϕ ϕ( )ϕ ϕt fϕ ϕ, ,ϕ ϕ( )ϕ ϕt fϕ ϕϕ ϕ1 2ϕ ϕ( )ϕ ϕ1 2ϕ ϕ, ,ϕ ϕ( )ϕ ϕ1 2ϕ ϕϕ ϕt fϕ ϕ1 2ϕ ϕt fϕ ϕ( )ϕ ϕ1 2ϕ ϕt fϕ ϕ, ,ϕ ϕt fϕ ϕ1 2ϕ ϕt fϕ ϕ( )ϕ ϕt fϕ ϕ1 2ϕ ϕt fϕ ϕ∫ ∫, ,∫ ∫λ λ∫ ∫λ λ, ,λ λ∫ ∫λ λλ λt dλ λ∫ ∫λ λt dλ λ, ,λ λ∫ ∫λ λt dλ λt f∫ ∫t f, ,t f∫ ∫t fλ λt fλ λ∫ ∫λ λt fλ λ, ,λ λ∫ ∫λ λt fλ λ∫ ∫, ,∫ ∫λ λ∫ ∫λ λ, ,λ λ∫ ∫λ λλ λt dλ λ∫ ∫λ λt dλ λ, ,λ λ∫ ∫λ λt dλ λ∫ ∫, ,∫ ∫λ λ∫ ∫λ λ, ,λ λ∫ ∫λ λt g∫ ∫t g, ,t g∫ ∫t gλ λt gλ λ∫ ∫λ λt gλ λ, ,λ λ∫ ∫λ λt gλ λ∫ ∫, ,∫ ∫λ λ∫ ∫λ λ, ,λ λ∫ ∫λ λt g∫ ∫t g, ,t g∫ ∫t gλ λt gλ λ∫ ∫λ λt gλ λ, ,λ λ∫ ∫λ λt gλ λ∫ ∫, ,∫ ∫λ λ∫ ∫λ λ, ,λ λ∫ ∫λ λg f∫ ∫g f, ,g f∫ ∫g fλ λg fλ λ∫ ∫λ λg fλ λ, ,λ λ∫ ∫λ λg fλ λ1∫ ∫1, ,1∫ ∫1λ λ1λ λ∫ ∫λ λ1λ λ, ,λ λ∫ ∫λ λ1λ λg f 1g f∫ ∫g f 1g f, ,g f∫ ∫g f 1g fλ λg fλ λ1λ λg fλ λ∫ ∫λ λ1λ λg fλ λ, ,λ λg fλ λ1λ λg fλ λ∫ ∫λ λg fλ λ1λ λg fλ λ(∫ ∫(, ,(∫ ∫(λ λ(λ λ∫ ∫λ λ(λ λ, ,λ λ∫ ∫λ λ(λ λt g)t g∫ ∫t g)t g, ,t g∫ ∫t g)t gλ λt gλ λ)λ λt gλ λ∫ ∫λ λ)λ λt gλ λ, ,λ λt gλ λ)λ λt gλ λ∫ ∫λ λt gλ λ)λ λt gλ λ(∫ ∫(, ,(∫ ∫(λ λ(λ λ∫ ∫λ λ(λ λ, ,λ λ∫ ∫λ λ(λ λ)∫ ∫), ,)∫ ∫)λ λ)λ λ∫ ∫λ λ)λ λ, ,λ λ∫ ∫λ λ)λ λλ λt dλ λ)λ λt dλ λ∫ ∫λ λ)λ λt dλ λ, ,λ λt dλ λ)λ λt dλ λ∫ ∫λ λt dλ λ)λ λt dλ λλ λt fλ λ+λ λt fλ λ∫ ∫λ λ+λ λt fλ λ, ,λ λt fλ λ+λ λt fλ λ∫ ∫λ λt fλ λ+λ λt fλ λ ( )g f( )g f1 2( )1 2g f1 2g f( )g f1 2g f ,,,( ),,, g( )g

Donc ϕ est linéaire par rapport à f.

- ϕ est symétrique car f g = g f, donc ϕ ϕf gϕ ϕf gϕ ϕ g f, ,ϕ ϕ, ,ϕ ϕ g f, ,g fϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕf gϕ ϕ, ,ϕ ϕf gϕ ϕ(ϕ ϕ(ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕ)ϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ)ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕ=ϕ ϕ (, ,(, , ).
Donc ϕ est bilinéaire symétrique.

- ϕ f f f t dtf f,f f( ) = (f t(f t) ≥
−∫ 2f t2f t

1

1
0 car − ≤ ∀ ∈[ ] ( ) ≥1 1− ≤1 1− ≤ 02et ∀ ∈t f∀ ∈t f∀ ∈[ ]t f[ ]−[ ]−t f−[ ]−[ ]1 1[ ]t f[ ]1 1[ ]∀ ∈t f∀ ∈[ ]t f[ ][ ]1 1[ ]t f[ ] tt f, ,t f[ ]t f[ ], ,[ ]t f[ ][ ]1 1[ ]t f[ ]1 1[ ], ,[ ]t f[ ]1 1[ ], ,[ ]t f[ ], ,[ ]t f[ ][ ]1 1[ ]t f[ ], ,[ ]1 1[ ]t f[ ]1 1[ ] .

ϕ f f f t dt f ff f,f f( ) = ⇔ (f t(f t) = ⇔ f f= ⇔f f
−∫0 0f t0 0f t dt0 0dtf t(f t0 0f t(f t)0 0) = ⇔0 0= ⇔0 0= ⇔0 0= ⇔ ∫0 0∫ 0 0f f0 0f ff f= ⇔f f0 0f f= ⇔f f =0 0=2f t2f tf t0 0f t2f t0 0f t

1

1 2f f2f f= ⇔0 0= ⇔0 0= ⇔ f f= ⇔f f0 0f f= ⇔f f car f 2 est

continue, positive.

Donc ϕ est définie positive.
Donc ϕ est un produit scalaire sur E.
(E, ϕ) n’est pas un espace vectoriel euclidien car E n’est pas de dimension finie.

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

• Question 2 : réponses C et D
•  et  sont des sous-espaces vectoriels de E car 0 ∈  et 0 ∈ , et toute
combinaison linéaire de fonctions paires (resp. impaires) est paire (resp.
impaire).
Mais  ∩  contient 0. La réponse A est fausse.

 Pour que 

continue
NON

 QCM 1 Produit scalaire et polynômes   
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• f x f x f x f xf x∈ ∩f xf x⇔ ∀f x ∈ −[ ][ ][ ]∈ −[ ]∈ − (f x(f x) f x= −f x= −f x= −f x(f x(f x(f x(f xf x= −f x(f x= −f x) = − (f x(f x)f x f xf x∈ ∩f x f x∈ ∩f xf xf x⇔ ∀f xf x ∈ −[ ]∈ −[ ]∈ −[ ]1 1[ ], ,[ ], ,[ ], ,[ ], ,[ ], ,[ ], ,[ ][ ]1 1[ ], ,[ ]1 1[ ]
donc f = 0 et  ∩ = ∩ =  { }{ }0{ } .

E = ⊕= ⊕ ⇔ =⇔ =( )et( )et⇔ =( )⇔ =( ){ }( ){ }  = ⊕ = ⊕= ⊕  ( )E 0( )et( )etE 0et( )et⇔ =( )⇔ =E 0⇔ =( )⇔ =E 0+ ∩( )+ ∩E 0+ ∩( )+ ∩et+ ∩et( )et+ ∩etE 0et( )et+ ∩et =( )=E 0=( )= { }( ){ }E 0{ }( ){ }( ) ( )E 0( ) ( ) + ∩( )+ ∩ + ∩( )+ ∩E 0+ ∩ + ∩( )+ ∩( ) ( )E 0( ) ( )+ ∩( )+ ∩ + ∩( )+ ∩E 0+ ∩ + ∩( )+ ∩ .

∀ ∈ ∀ ∈ ( ) = ( ) + −( ) + ( ) − −( )
f x∀ ∈f x∀ ∈ ∀ ∈f x∀ ∈Ef xE f x( )f x( ) f x( )f x( ) f x+ −f x+ −( )f x( )+ −( )+ −f x+ −( )+ − f x( )f x( ) f x− −f x− −( )f x( )− −( )− −f x− −( )− −

, ,∀ ∈, ,∀ ∈f x, ,f x∀ ∈f x∀ ∈, ,∀ ∈f x∀ ∈, ,∀ ∈f x∀ ∈, ,∀ ∈f x∀ ∈, ,, ,
2 2

.

Soit f x
f x f x

f x f x fp pf xp pf x f xp pf x p pf xp pf x fp pf: ,: ,: ,f x: ,f xp p: ,p pf xp pf x: ,f xp pf xp p: ,p pf xp pf x: ,f xp pf x doncp pdoncp p: ,: ,p p: ,p pp p: ,p p

(f x(f x
: ,

(
: ,

)
: ,

)
: ,

f x+ −f x+ −f x+ −f x(f x(f x(f x(f x
: ,

(
: ,

f x+ −f x(f x+ −f x)
: ,

)
: , f x−f x(f x(f x) = (f x(f xp p(p pf xp pf x(f xp pf x)p p)p p ∈

2p p2p pp p: ,p p2p p: ,p p .

Soit f x
f x f x

f x f x fi if xi if x f xi if x i if xi if x fi if: ,: ,: ,f x: ,f xi i: ,i if xi if x: ,f xi if xi i: ,i if xi if x: ,f xi if x donci idonci i: ,: ,i i: ,i ii i: ,i i

(f x(f x
: ,

(
: ,

)
: ,

)
: ,

f x− −f x− −f x− −f x(f x(f x(f x(f x
: ,

(
: ,

f x− −f x(f x− −f x)
: ,

)
: , f x−f x(f x(f x) = − (f x(f xi i(i if xi if x(f xi if x)i i)i i ∈

2i i2i ii i: ,i i2i i: ,i i .

Donc ∀ ∈ ( ) = + ∩ = { }etf f∀ ∈f f∀ ∈ ∃f f∃(f f(Ef fE f f)f f) ∈ ×f f∈ ×)f f) ∈ ×f f∈ × f f= +f f= +p if fp if f f fp if ff fp i p if fp if f= +f f= +p i= +f f= +f f, ,f f∃f f∃, ,∃f f∃(f f(, ,(f f(, ,f f∃f f∃, ,∃f f∃(f f(, ,(f f( p i, ,p ip i, ,f fp if f, ,f fp if fp if f,f f,f f f f∈ ×f f∈ × ∈ ×f f∈ × ∈ ×f f∈ × ∈ ×f f∈ ×  ∩ = ∩ = { }0{ }

soit E = ⊕ = ⊕ = ⊕ .
La réponse B est fausse (erreur de signe dans

l’expression de f dans l’énoncé).
• Soit f g f gf g∈ ∈f g ∈ f g f g∈ ∈ ∈ ∈f g∈ ∈f g f g∈ ∈f g f g,  f gf g f g,  f g f gf g∈ ∈f g f g∈ ∈f g,  f g f g∈ ∈f g alors .

ϕ f t g t dt u t du dt, .dt, .dt, .g t, .g t, .f t, .f t ,( )f g( )f g, .( ), .f g, .f g( )f g, .f g = ( )f t( )f t( )f t( )f t, .( ), .f t, .f t( )f t, .f t ( )g t( )g t( )g t( )g t, .( ), .g t, .g t( )g t, .g t u t= −u t = −
−∫, .∫, . Posons :

1

1

.

ϕ ϕ ϕf uϕ ϕf uϕ ϕg uϕ ϕg uϕ ϕduϕ ϕduϕ ϕ, ,ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕduϕ ϕ, ,ϕ ϕduϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕg uϕ ϕ, ,ϕ ϕg uϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕf uϕ ϕ, ,ϕ ϕf uϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ( )ϕ ϕ( )ϕ ϕf g( )f gϕ ϕf gϕ ϕ( )ϕ ϕf gϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ( )ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕf gϕ ϕ, ,ϕ ϕf gϕ ϕ( )ϕ ϕ, ,ϕ ϕf gϕ ϕϕ ϕ= −ϕ ϕ( )ϕ ϕ( )ϕ ϕf u( )f uϕ ϕf uϕ ϕ( )ϕ ϕf uϕ ϕ( )ϕ ϕ( )ϕ ϕf u( )f uϕ ϕf uϕ ϕ( )ϕ ϕf uϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ( )ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕf uϕ ϕ, ,ϕ ϕf uϕ ϕ( )ϕ ϕ, ,ϕ ϕf uϕ ϕ( )ϕ ϕ( )ϕ ϕg u( )g uϕ ϕg uϕ ϕ( )ϕ ϕg uϕ ϕ( )ϕ ϕ( )ϕ ϕg u( )g uϕ ϕg uϕ ϕ( )ϕ ϕg uϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ( )ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕg uϕ ϕ, ,ϕ ϕg uϕ ϕ( )ϕ ϕ, ,ϕ ϕg uϕ ϕϕ ϕ= −ϕ ϕ ( )f g( )f g, ,( ), ,f g, ,f g( )f g, ,f g
−∫ ∫ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕf u∫ ∫f uϕ ϕf uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕf uϕ ϕg u∫ ∫g uϕ ϕg uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕg uϕ ϕϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕϕ ϕf uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕf uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕf u∫ ∫f uϕ ϕf uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕf uϕ ϕg u∫ ∫g uϕ ϕg uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕg uϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕg uϕ ϕ, ,ϕ ϕg uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ, ,ϕ ϕg uϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕf uϕ ϕ, ,ϕ ϕf uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ, ,ϕ ϕf uϕ ϕϕ ϕ= −ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ= −ϕ ϕϕ ϕf uϕ ϕ= −ϕ ϕf uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ= −ϕ ϕf uϕ ϕ( )∫ ∫( )ϕ ϕ( )ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ( )ϕ ϕf u( )f u∫ ∫f u( )f uϕ ϕf uϕ ϕ( )ϕ ϕf uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ( )ϕ ϕf uϕ ϕ( )∫ ∫( )ϕ ϕ( )ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ( )ϕ ϕf u( )f u∫ ∫f u( )f uϕ ϕf uϕ ϕ( )ϕ ϕf uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ( )ϕ ϕf uϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ( )ϕ ϕ, ,ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ( )ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕf uϕ ϕ, ,ϕ ϕf uϕ ϕ( )ϕ ϕ, ,ϕ ϕf uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕf uϕ ϕ, ,ϕ ϕf uϕ ϕ( )ϕ ϕf uϕ ϕ, ,ϕ ϕf uϕ ϕϕ ϕf uϕ ϕ= −ϕ ϕf uϕ ϕ( )ϕ ϕ= −ϕ ϕf uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕf uϕ ϕ= −ϕ ϕf uϕ ϕ( )ϕ ϕf uϕ ϕ= −ϕ ϕf uϕ ϕ( )∫ ∫( )ϕ ϕ( )ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ( )ϕ ϕg u( )g u∫ ∫g u( )g uϕ ϕg uϕ ϕ( )ϕ ϕg uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ( )ϕ ϕg uϕ ϕ( )∫ ∫( )ϕ ϕ( )ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ( )ϕ ϕg u( )g u∫ ∫g u( )g uϕ ϕg uϕ ϕ( )ϕ ϕg uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ( )ϕ ϕg uϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ( )ϕ ϕ, ,ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ( )ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕg uϕ ϕ, ,ϕ ϕg uϕ ϕ( )ϕ ϕ, ,ϕ ϕg uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕg uϕ ϕ, ,ϕ ϕg uϕ ϕ( )ϕ ϕg uϕ ϕ, ,ϕ ϕg uϕ ϕϕ ϕg uϕ ϕ−ϕ ϕg uϕ ϕ( )ϕ ϕ−ϕ ϕg uϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕg uϕ ϕ−ϕ ϕg uϕ ϕ( )ϕ ϕg uϕ ϕ−ϕ ϕg uϕ ϕ( )∫ ∫( )ϕ ϕ( )ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ( )ϕ ϕdu( )du∫ ∫du( )duϕ ϕduϕ ϕ( )ϕ ϕduϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ( )ϕ ϕduϕ ϕ( )∫ ∫( )ϕ ϕ( )ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ( )ϕ ϕϕ ϕ, ,ϕ ϕ( )ϕ ϕ, ,ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ( )ϕ ϕ, ,ϕ ϕϕ ϕduϕ ϕ, ,ϕ ϕduϕ ϕ( )ϕ ϕ, ,ϕ ϕduϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕduϕ ϕ, ,ϕ ϕduϕ ϕ( )ϕ ϕduϕ ϕ, ,ϕ ϕduϕ ϕϕ ϕ−ϕ ϕ( )ϕ ϕ−ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ( )ϕ ϕ−ϕ ϕϕ ϕ= −ϕ ϕ∫ ∫ϕ ϕ= −ϕ ϕ

−

∫ ∫
−

−∫ ∫−1∫ ∫1∫ ∫
1

∫ ∫
1

∫ ∫ 1

1

d o′d o′ ù ( )f g( )f gf g,f g( )f g,f g(( )( = 0.

Donc :  
    


 ⊥ 

∀ ∈ ⊥ ∈ ⊥ ∈ 

∀ ∈ ⊥

⊥ ⊥ ∀ ∈ donc⊥ ∈    donc    ⊥ ∈ d o d o ′d o′ ′ d o ′  

g ∀ ∈g  ∀ ∈ g

f f f f ∀ ∈f f∀ ∈ f f  f⊥ ∈f⊥ ∈f f,f f f f , f f 

,

ù ù  ⊂ ⊥

    donc     donc     g g    d o ∈  d o′d o
























 ⊥⊥ ù  ⊂ ⊥

La réponse C est bonne.

• Soit f ∈ ⊥ , f f fp if fp if f fp if= +f f= +f fp i= +p if fp if f= +f fp if f . On a f ff f pf f pf f( ) = 0 car f ⊥  et f pf pf ∈.

Or : f ff f f ff f f ff fp pf f p pf f f fp pf f p if fp if fp if f p if f pf f pf f( )p p)p p= (p p(p p )p i)p i+p i+p i(p i(p i ) =
0

0
      

donc f ff f f f fp pp pf fp pf ff fp pf f p if fp if f fp if( ) = = = ∈f= ∈fp i= ∈p ifp if= ∈fp if0 0f f0 0f ff fp if f0 0f fp if f0 0= =0 0= =f f= =f f0 0f f= =f ff fp if f= =f fp if f0 0f f= =f fp if f= =0 0= =et0 0et0 0= =0 0= =et= =0 0= =f fsoitf ff fp if fsoitf fp if f .

Donc  ⊥ ⊥  ⊂ , et puisque   ⊂ ⊥ d’après l’assertion B :  ⊥ ⊥  = 

La réponse D est bonne.

On a ainsi montré que  est supplémentaire orthogonal de .
Dans un espace vectoriel euclidien de dimension finie, on sait que si
E F G et F G alors G F= +E F= +E F ⊥ =G a⊥ =G alors⊥ =lors G F⊥ =G F⊥. On ne peut pas appliquer ce résultat à E, car
E n’est pas de dimension finie.
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corrigéschapitre 14 : Espaces vectoriels euclidiens

• Question 3 : réponses A et D

• On cherche une famille de polynômes orthogonaux telle que P X QnP XnP X n
n= +P X= +P X n= +n

avec deg Q nnQ nnQ nQ n<Q n. On utilise l’orthogonalisation de Gramm-Schmidt :
– P0 = 1 convient et est unique.
– Soit n ∈ N : supposons qu’il existe une unique famille ( )P P( )P P P( )Pn( )n0 1( )0 1P P0 1P P( )P P0 1P P, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1, ,0 1P P0 1P P, ,P P0 1P P( )P P, ,P P0 1P P ...,( )...,

orthogonale telle que le terme dominant de Pk soit X k.

On cherche P X Q
Q n

nP XnP X n
n

nQ nnQ n
+P X+P X +

+

+Q n+Q n
= +P X= +P X n= +n+= ++

Q n≤Q n

( )P P( )P P P( )Pn( )n+( )+( )n( )n+( )+


1P X1P X 1= +1= + 1

1Q n1Q n

( )0 1( )P P( )P P0 1P P( )P P( )0 1( )( )1( )avec ( )n( )n+( )+( )0 1( )1( ) orthogonale

deg

( ), ,( )( )0 1( ), ,( )0 1( )P P( )P P0 1P P( )P P, ,P P0 1P P( )P P( )0 1( ), ,( )0 1( )( ), ,( )( )0 1( ), ,( )0 1, ,( )...,( )( )...,( )










( )P P( )P P P( )Pn( )n0 1( )0 1P P0 1P P( )P P0 1P P, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1, ,0 1P P0 1P P, ,P P0 1P P( )P P, ,P P0 1P P ...,( )..., est une base de n[X] car deg Pk = k, d’où : Q PnQ PnQ Pk kQ Pk kQ P
k

n

+Q P+Q PQ P=Q P
=
∑Q P∑Q P1Q P1Q P

0

Q PαQ P .

∀ ∈  ( ) = ⇔

















=+

=
∑∀ ∈ = ⇔= ⇔q nq n∀ ∈q n∀ ∈q nq nq nq nq nq nq n∀ ∈q n∀ ∈q nq n X P+X P++X P+ ∑X P∑ Pn qn q+n q+

nX PnX Pk kX Pk kX P
k

n

qPqP0 00 00 00 00 0 (0 0( )0 0) = ⇔0 0= ⇔)0 0) = ⇔0 0= ⇔(0 0(q n0 0q n0 0P P0 0P PP P0 0P P+P P+0 0+P P+n q0 0n qn q0 0n qn qn q0 0n q+n q+0 0+n q+n q+n q+0 0+n q+P Pn qP P0 0P Pn qP PP Pn qP P0 0P Pn qP PP Pn qP P0 0P Pn qP P+P P+n q+P P+0 0+n q+P P+ 0n q1n qP P0 0P P1P P0 0P Pn q0 0n q1n q0 0n q1P Pn qP P0 0P Pn qP P1P P0 0P Pn qP P 1X P1X P
0

, ,, ,, ,, ,q n, ,q n0 0, ,0 00 0, ,0 00 0, ,0 00 0, ,0 0, ,0 0, ,0 00 0, ,0 0q n0 0q n, ,q n0 0q nq n, , αX PαX P

⇔ ( ) + ( ) =+

=
∑X PX P+X P+ P PP PnX PnX PqX PqX P k k(k k(P Pk kP PqP PqP P
k

n
1X P1X P

0

0α (1)

Or ( )P P( )P P P( )Pn( )n0 1( )0 1P P0 1P P( )P P0 1P P, ,( ), ,0 1, ,0 1( )0 1, ,0 1P P0 1P P, ,P P0 1P P( )P P, ,P P0 1P P ...,( )..., est orthogonale, donc ∀ ≠ ( )∀ ≠q k∀ ≠q k∀ ≠q k∀ ≠q k∀ ≠q k∀ ≠q k∀ ≠ k q, 0, 0(, 0( ), 0) =, 0=, 0, 0, 0P P, 0P PP P, 0P Pk, 0kP PkP P, 0P PkP Pq, 0qP PqP P, 0P PqP P .

Alors : 1 01 0 011 011 0
2

( )1 0)1 0⇔1 0⇔1 0(1 0(1 0)1 0)1 0)1 0+ =1 01 0+ =1 0 ≠+1 0+1 01 01 01 0X P1 01 0X P1 01 011 0X P1 011 01 0+1 0X P1 0+1 0P P1 0P P1 01 0P P1 01 0+ =1 0P P1 0+ =1 01 0+ =1 0P P1 0+ =1 0 orP Porn1 0n1 01 0X P1 0n1 0X P1 0q q1 0q q1 0q q1 0q q1 0)q q)1 0)1 0q q1 0)1 01 0+ =1 0q q1 0+ =1 01 0q q1 01 0+ =1 0q q1 01 0X P1 0q q1 0X P1 0q qq q1 0q q1 01 0q q1 0 orq qorP Pq qP P1 0P P1 0q q1 0P P1 01 0+ =1 0P P1 0+ =1 0q q1 0P P1 0+ =1 01 0+ =1 0P P1 0+ =1 0q q1 0P P1 0+ =1 0 orP Porq qorP Por1 0+ =1 0α1 0+ =1 0q q1 0q q1 0α1 0q q1 01 0+ =1 0q q1 0+ =1 0α1 0q q1 0+ =1 0 car de degré q

d’où PqPqP ≠ 0 et ∀ ∈  = −
( )+

∀ ∈q nq n∀ ∈q n∀ ∈q nq nq nq nq nq nq n∀ ∈q n∀ ∈q nq n
X PX P+X P+

P
q

nX PnX PqX PqX P
0q n0q n0

1X P1X P
2, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,q n, ,q nq n, , α est unique, donc

Pn+1 existe et est unique, et par récurrence.
La réponse A est bonne.

• P0 = 1, P X a P P t a dt a a P X1 1P X1 1P X a P1 1a P
1

1

1a P1a P2 0t a2 0t a 0a P0a P= +P X= +P X1 1= +1 1P X1 1P X= +P X1 1P X ( )( )a P( )a P P t( )P t1 1( )1 1a P1 1a P( )a P1 1a P 0( )0P t0P t( )P t0P tP t= +P t( )P t( )P t a d( )a d= +( )= +P t= +P t( )P t= +P t t a= =t a2 0= =2 0t a2 0t a= =t a2 0t a = =a P= =a P1= =1a P1a P= =a P1a Pa P= =a Pa P0a P= =a P0a P
−∫P t∫P t∫P t∫P tP t= +P t∫P t= +P ta Peta Pa P1 1a Peta P1 1a P d o′d o′ a Peta Pa P= =a Peta P= =a Pù .

En calculant les produits scalaires, on obtient :

P X b P c P X PX P P c2P X2P X 2
1 0b P1 0b P c P1 0c P 2X P2X P

0

1 1P c1 1P c1 1X P1 1X P1 1X P1 1X P1 1X P1 1X P 1 0P c1 0P c
1= +P X= +P X 2= +2 +1 0+1 0 ( )( )P P( )P PP P( )P P2 0( )2 02 0( )2 0P P2 0P P( )P P2 0P PP P2 0P P( )P P2 0P P = ( )1 1)1 1X P1 1X P)X P1 1X P( )( )( )( )P c( )P c1 0( )1 01 0( )1 0P c1 0P c( )P c1 0P c1 1( )1 11 1( )1 1X P1 1X P( )X P1 1X P P c1 1P c( )P c1 1P c1 01 11 0( )1 01 11 01 01 11 0( )1 01 11 0X P1 0X P1 1X P1 0X P( )X P1 1X P1 0X P P c1 0P c1 1P c1 0P c( )P c1 1P c1 0P c( )( )P c( )P cP c( )P c1 1( )1 1P c1 1P c( )P c1 1P c1 0( )1 0P c1 0P c( )P c1 0P c′P c′P c = −or + b1 1+ b1 1X P1 1X P+ bX P1 1X P P c+ cP cP c1 1P c+ cP c1 1P c= dP c= dP c1 0= d1 0P c1 0P c= dP c1 0P cP coP c

      
ùP cùP c

333

et X XX X b P X2X X2X X

0

2b P2b P 20 0b P0 0b P0 0
1
3( )( )P P( )P PP P( )P P2 1( )2 12 1( )2 1P P2 1P P( )P P2 1P PP P2 1P P( )P P2 1P P = ( ) ( )( )X X( )X XX X( )X X ( )( )P P( )P PP P( )P P0 1( )0 10 1( )0 1P P0 1P P( )P P0 1P PP P0 1P P( )P P0 1P P 0 0′0 0= =b P= =b P2= =2b P2b P= =b P2b P −+ b + c = d0 0= d0 0b Po sb Po sb Po sb P0 0o s0 0b P0 0b Po sb P0 0b P0 0o s0 0b P= =b Po sb P= =b Pb P0 0b P= =b P0 0b Po sb P= =b P0 0b Pb Poib Pb P= =b Poib P= =b Pb Ptb Pb P= =b Ptb P= =b P

      
ù0 0ù0 0o sùo s0 0o s0 0ù0 0o s0 0 .

Les réponses B et C sont fausses.
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• Soit
n( )( )Q( )Qn( )n ∈

orthogonale telle que ∀ n, deg Q nnQ nnQ nQ n=Q n. Notons λn le coefficient

dominant de Qn. Alors
1

λ n
nQ est de terme dominant 1, et

1
λ n

nQ
n























 ∈

a

les mêmes propriétés que n( )P( )Pn( )nPnP( )PnP ∈. Or, n( )P( )Pn( )nPnP( )PnP ∈ est unique, d’où :

1
λ n

n nQ Pn nQ Pn nQ P=Q P La réponse D est bonne.

• Question 4 : réponses C et D

• deg d degg dU ng d U n n n L nn ng dn ng degn negg dU ng dn ng dU ng d U nn nU nn
nL nnL ng dU ng d= =g dU ng d − =n n− =n n L n=L n( )2 2g d2 2g deg2 2eg U n2 2U nn n2 2n ng dn ng d2 2g dn ng degn neg2 2egn neg U nn nU n2 2U nn nU nn2 2nU nnU n2 2U nnU n= =2 2= =g d= =g d2 2g d= =g deg= =eg2 2eg= =eg U n= =U n2 2U n= =U n(2 2(U n(U n2 2U n(U nU n= =U n(U n= =U n2 2U n(U n= =U n)2 2)U n)U n2 2U n)U nU n= =U n)U n= =U n2 2U n)U n= =U ng d2 2g dg dU ng d2 2g dU ng dg dn ng d2 2g dn ng dg dU ng dn ng dU ng d2 2g dn ng dU ng dg d= =g d2 2g d= =g dg dU ng d= =g dU ng d2 2g d= =g dU ng dg ddoncg dg dn ng ddoncg dn ng dg d2 2g ddoncg d2 2g dg dn ng d2 2g dn ng ddoncg d2 2g dn ng dg d= =g d2 2g d= =g ddoncg d2 2g d= =g d soit .

Le coefficient dominant de UnUnU n( ) est le coefficient dominant de
n( )X( )X n( )n2( )2 ( )
,

soit 2 2 1 1n n2 2n n2 2 n1 1n1 1−(2 2(2 2n n(n n2 2n n2 2(2 2n n2 2 )1 1)1 11 1+1 1(1 1(1 1)...1 1...1 1 , donc le coefficient dominant de Ln est :

2 2 1 1

2

2

2

1
2

2
2

n n2 2n n2 2 n1 1n1 1

n
n

n

n
nn n n

−(2 2(2 2n n(n n2 2n n2 2(2 2n n2 2 )1 1)1 11 1+1 1(1 1(1 1)
= ( )

( )
=















...1 1...1 1

!

!

!

La réponse A est fausse.

• U n X X X U n X UnU nnU n
n

n nX Un nX U n Xn nn X Un nU′U n′U n= −U n= −U n ( )X X( )X X= −( )= −X X= −X X( )X X= −X X ( )X U( )X UX U−X U( )X U−X U ′
−( )2( )X X( )X X2X X( )X X
1 ( )2( )X U( )X U2X U( )X U1 2X X1 2X X

n
1 2

n
X X

n
X X1 2X X

n
X X( )1 2( )X X( )X X1 2X X( )X X

1
1 2

1
1 2X U1 2X Un n1 2n nX Un nX U1 2X Un nX U( )1 2( )X U( )X U1 2X U( )X U ′1 2′ =1 2=donc (2)

On dérive (2) (n + 1)-fois par la formule de Leibniz :

X U X
n

U
n

U n X Un
n

nUnU n
nU nnU nnU nnU n nX UnX U n2 1X2 1X

n2 1n
U2 1U n2 1n1 2X U1 2X Un1 2n

n1 2n 2 11 22 112 112 1

1
2

1

2
2U n2U n( )X U( )X U2( )2X U2X U( )X U2X U1 2( )1 2X U1 2X U( )X U1 2X UX U−X U( )X U−X U1 2+1 22 11 22 1+2 11 22 1+2 1+2 12 12 1




2 12 1


2 12 1


2 12 1




2 12 1


2 12 1


+

+












U n=U n+1 2+1 2(1 2(1 2)2 1)2 11 2)1 22 11 22 1)2 11 22 12 1+2 1(2 1(2 1) (U n(U n)U n)U n +111 2

1

1
( ) ( )+

+













n
n

Un
n

Soit : X U X U n n UnX UnX U n
nX UnX U nUnU n2 1X U2 1X U n2 1n1 2X U1 2X Un1 2nX UnX U1 2X UnX U n1 2n 2 11 22 1 1( )X U( )X U2( )2X U2X U( )X U2X U1 2( )1 2X U1 2X U( )X U1 2X UX U−X U( )X U−X U + =X U+ =X Un+ =nX UnX U+ =X UnX U n+ =n2 1+ =2 1X U2 1X U+ =X U2 1X U n2 1n+ =n2 1n1 2+ =1 22 11 22 1+ =2 11 22 1 +(n n(n n )+1 2+1 2(1 2(1 2)2 1)2 11 2)1 22 11 22 1)2 11 22 12 1+2 12 1+ =2 1+2 1+ =2 1(2 1(2 1+ =(+ =2 1+ =2 1(2 1+ =2 1)+ =)+ = ( ) or L

n
Un n n

n= ( )1
2 !n2 !nn2 !n

d’où X L n n n n Ln nX Ln nX L n n nLnL1 2X L1 2X Ln n1 2n nX Ln nX L1 2X Ln nX L 1 1L L1 1L LL Ln nL L1 1L Ln nL L( )X L( )X L2( )2X L2X L( )X L2X L1 2( )1 2X L1 2X L( )X L1 2X LX L−X L( )X L−X L′′1 2′′1 21 2+1 2n n1 2n n+n n1 2n n′ = +n n= +n n= +n n= +n n(n n(n n= +(= +n n= +n n(n n= +n n )1 1)1 1( )n n( )n n1 1( )1 1L L1 1L L( )L L1 1L Ln n1 1n n( )n n1 1n nL Ln nL L1 1L Ln nL L( )L L1 1L Ln nL L1 1= +1 1n n1 1n n= +n n1 1n n1 1= +1 1n n1 1n n= +n n1 1n n(1 1(1 1(n n(n n1 1= +1 1(1 1= +1 1n n1 1n n= +n n1 1n n(n n= +n n1 1n n )n nsoitn n1 1soit1 1L L1 1L LsoitL L1 1L LL Ln nL L1 1L Ln nL LsoitL L1 1L Ln nL LL L1 1L LΦL L1 1L LL Ln nL L1 1L Ln nL LΦL L1 1L Ln nL L .

La réponse B est fausse.

• t P t t P t Q t dt( )( )Φ( )Φ P Q( )P QP Q( )P Q( )( )( )P Q( )P Q( )P Q( )P Q = −t P= −t P(= −(= − )t P)t P ( )t t( )t t ′P t′P t( )P t( )P t= −= −= −= −= −= −  ( )Q t( )Q t
−∫= −∫= −2t P2t P

1

1

1 2t P1 2t P t t1 2t t)1 2)t P)t P1 2t P)t P′′1 2′′ ( )1 2( )t t( )t t1 2t t( )t tt t+t t1 2t t+t t

= − ′ ( ) ( )
− −∫ ∫= −∫ ∫= −(∫ ∫(= −(= −∫ ∫= −(= − )∫ ∫) ( )∫ ∫( ) ( )∫ ∫( )
− −∫ ∫− −∫ ∫t P∫ ∫= −∫ ∫= −t P= −∫ ∫= − )∫ ∫)t P)∫ ∫)∫ ∫t Q∫ ∫( )∫ ∫( )t Q( )∫ ∫( )∫ ∫t Q∫ ∫( )∫ ∫( )t Q( )∫ ∫( )∫ ∫t d∫ ∫( )∫ ∫( )t d( )∫ ∫( )∫ ∫t d∫ ∫( )∫ ∫( )t d( )∫ ∫( ) t t∫ ∫t t∫ ∫ P t′P t′ ( )P t( ) Q t( )Q t( ) dt

I

∫ ∫2∫ ∫∫ ∫t P∫ ∫2∫ ∫t P∫ ∫1∫ ∫1∫ ∫− −∫ ∫− −1− −∫ ∫− −

1

∫ ∫
1

∫ ∫ 1

1

1 2∫ ∫1 2∫ ∫( )∫ ∫( )1 2( )∫ ∫( )∫ ∫1 2∫ ∫)∫ ∫)1 2)∫ ∫) ′′∫ ∫′′1 2′′∫ ∫′′ ( )∫ ∫( )1 2( )∫ ∫( )∫ ∫t P∫ ∫1 2∫ ∫t P∫ ∫)∫ ∫)t P)∫ ∫)1 2)t P)∫ ∫)∫ ∫t Q∫ ∫1 2∫ ∫t Q∫ ∫( )∫ ∫( )t Q( )∫ ∫( )1 2( )t Q( )∫ ∫( )∫ ∫t d∫ ∫1 2∫ ∫t d∫ ∫( )∫ ∫( )t d( )∫ ∫( )1 2( )t d( )∫ ∫( ) t t1 2t t∫ ∫t t∫ ∫1 2∫ ∫t t∫ ∫+∫ ∫+t t+∫ ∫+1 2+t t+∫ ∫+
                          

On intègre I par parties en posant :
u t Q t

P t

= −u t= −u t(u t(u t(u t(u tu t= −u t(u t= −u t ) ( )Q t( )Q t

′ = ′′P t′′P t( )P t( )P t













2 1

v
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soit
′ ( ) ( ) ′ ( )
= ′ ( )













u t′u t′ =u t= Q t( )Q t( )Q t( )Q t( ) t Q)t Q)t Q ( )t( )
P t′P t′ ( )P t( )
2 1( )2 1( ) + −2 1+ −(2 1(+ −(+ −2 1+ −(+ −2 1u t2 1u t Q t2 1Q t( )Q t( )2 1( )Q t( ) t Q2 1t Q+ −t Q+ −2 1+ −t Q+ −2t Q2t Qt Q2 1t Q2t Q2 1t Q+ −t Q+ −2 1+ −t Q+ −2+ −t Q2 1+ −t Q+ −

v

I t P t Q t t P t Q t dt= −( ) ′ ( ) ( )  − ′ ( ) ( ) −
− −∫2

1

1

0

1

1

1 2
  

t P t Q t dt2

1

1

1−( ) ′ ( ) ′ ( )
−∫

d’où : t P t Q t dt( )( )Φ( )Φ P Q( )P QP Q( )P Q( )( )( )P Q( )P Q( )P Q( )P Q = −(= −(= − )t P)t P ( )t Q( )t Q ( )t d( )t d
−∫= −∫= −1= −1= − 2t P2t P

1

1

’ ’t Q’ ’t Q’ ’( )’ ’( )t Q( )t Q’ ’t Q( )t Q

La réponse C est bonne.

• Pour n p t L t L t dt Ln pt Ln pt L≠n p≠n p ( )( )L L( )L LL L( )L Ln p( )n pn p( )n p(( )( )( ))L L)L L( )L L)L L)( ))n p)n p( )n p)n p ( )t L)t L)t L)t L′ ( )t L( )t Ln p( )n pt Ln pt L( )t Ln pt L′ ( )t d( )t d( )t d( )t d ( )( )t L( )t L L( )Lp n( )p np n( )p nLp nL( )Lp nL(( )(t L(t L( )t L(t L )( ))p n)p n( )p n)p n
−∫, Φ Φt dΦ Φt dt LΦ Φt LΦ Φt LΦ Φt Ln pΦ Φn pt Ln pt LΦ Φt Ln pt LΦ Φt LΦ Φt Ln pΦ Φn pΦ Φt LΦ Φt LΦ Φ= −Φ Φ= −(Φ Φ(= −(= −Φ Φ= −(= − t L)t LΦ Φt L)t L′Φ Φ′ ( )Φ Φ( )t L( )t LΦ Φt L( )t Ln p( )n pΦ Φn p( )n pt Ln pt L( )t Ln pt LΦ Φt L( )t Ln pt L′Φ Φ′ ( )Φ Φ( )t d( )t dΦ Φt d( )t dt L=t LΦ Φt L=t LΦ Φ( )Φ Φ( )L L( )L LΦ ΦL L( )L LL L( )L LΦ ΦL L( )L Ln p( )n pΦ Φn p( )n pL Ln pL L( )L Ln pL LΦ ΦL L( )L Ln pL LL Ln pL L( )L Ln pL LΦ ΦL L( )L Ln pL L( )Φ Φ( )L L( )L LΦ ΦL L( )L LL Ln pL L( )L Ln pL LΦ ΦL L( )L Ln pL L(( )(Φ Φ(( )(L L)L L( )L L)L LΦ ΦL L( )L L)L LL Ln pL L)L Ln pL L( )L L)L Ln pL LΦ ΦL Ln pL L)L Ln pL L( )L Ln pL L)L Ln pL L = −Φ Φ= − t L( )t LΦ Φt L( )t L∫Φ Φ∫= −∫= −Φ Φ= −∫= −1Φ Φ1Φ Φ= −Φ Φ= −1= −Φ Φ= − 2t L2t Lt LΦ Φt L2t LΦ Φt L

1

1

.

Or : Φ L k k L n n L LL L p p L LL Lk kL kk kL k k Lk kk L n pn pL Ln pL LL Ln pL L n pn pL Ln pL LL Ln pL L( )L k( )L kk k( )k kL kk kL k( )L kk kL k= +L k= +L kk k= +k kL kk kL k= +L kk kL k ( )k L( )k Lk k( )k kk Lk kk L( )k Lk kk L= +( )= +k L= +k L( )k L= +k Lk k= +k k( )k k= +k kk Lk kk L= +k Lk kk L( )k L= +k Lk kk L (n n(n n ) ( ) = +p p= +p p= +p p= +p p(p p(p p= +(= +p p= +p p(p p= +p p ) ( )1 1n n1 1n n1 1n n1 1n n +1 1+(1 1(n n(n n1 1n n(n n1 1k L1 1k Lk k1 1k kk Lk kk L1 1k Lk kk Lk L( )k L1 1k L( )k Lk Lk kk L( )k Lk kk L1 1k L( )k Lk kk L 1donc1 1donc1 1 .

Si n p p p n p n p≠ +n p≠ +n p ( ) − +p p− +p p− +p p− +p p(p p(p p− +(− +p p− +p p(p p− +p p ) ( ) ( ) ≠, 1≠ +, 1≠ +n n≠ +n n, 1n n≠ +n n≠ +, 1≠ +n n≠ +n n, 1n n≠ +n n(, 1(≠ +(≠ +, 1≠ +(≠ +n n≠ +n n(n n≠ +n n, 1n n(n n≠ +n n 1 1n p1 1n p n p1 1n p)1 1) = −1 1= −n p= −n p1 1n p= −n p= −1 1= −(1 1(= −(= −1 1= −(= − )1 1) + +1 1+ +n p+ +n p1 1n p+ +n p(1 1( 0

donc L LL Ln pn pL Ln pL LL Ln pL L
n( ) = ( )L( )Ln( )n ∈

0 et


est orthogonale.

deg L nnL nnL nL n=L n et le coefficient dominant de Ln est 1
2

2
n

n
n















donc, d’après

l’assertion D de la question 3 : L
n

n
Pn n nPnP=















1
2

2

La réponse D est bonne.

> QCM 2 Automorphismes orthogonaux de E

• Question 1 : réponses B et D
• f x x xx xx x u uu uu uf x−f x x x−x x1f x1f xf x:  f x  , or x ux u u pu p=u p ( )x( )x , où p est la projection orthogonale

sur u. Donc f Id pf Id pf If I−f If I= −f Id p= −d pf Id pf I= −f Id pf I1f I1f I est linéaire, et f–1 est la projection orthogonale
sur u⊥ , donc ce n’est pas un automorphisme de E.

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

• f Id af Id af I paf Iaf If I= +f Id a= +d af Id af I= +f Id af I est linéaire.

∀ ∈ ( ) = += + = += + +x fx f∀ ∈x f∀ ∈Ex fE x xx xx x( )x x( ) = +x x= += +x x= + a xa xa x u uu uu u x ax a= +x a= += +x a= + x xx xx xx x u uu uu u a xa xa x uax f ax fx f,x f,
2 2 2 2a x2a x 22x a2x a

f x x ax a a xa xa xa x uaf xaf x( )f x( )f x = += +x a= +x ax a= +x a +(x a(x a )a x)a x
2 2 2a x2a x 22x a2x a

d’où f x x ax a a xa xa x uaf xaf x( )f x( )f x − =− =x a− =x ax a− =x a ( )a x( )a x+( )+a x+a x( )a x+a x
2 2 2( )2( )a x( )a x2a x( )a x
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f xaf xaf xf xesf xf xt un f xf xauf xf xtof xf xmorphisme orthogonal de f xf xE  f x

f x a a x ux uf x E,f x⇔ ∀f xf x⇔ ∀f x ∈ +a a∈ +a a∈ +E,∈ +E, ( )a a( )a a∈ +( )∈ +a a∈ +a a( )a a∈ +a a 2 02 02 02 02 02 0x u2 0x ux u2 0x u( )2 0( ) =2 0=22 022 0
(1)

Pour x = u, (1) devient : a a u uu u+(a a(a a )2 02 02 02 02 02 0u u2 0u uu u2 0u u2 0)2 0) =2 0=
1

2
2 0

2
2 0 .

Donc, si fa est un automorphisme orthogonal de E, a = 0 ou a = –2.
La réciproque est évidente. La réponse C est fausse.

• f Id pf Id pf If I−f If I= −f Id p= −d pf Id pf I= −f Id pf I2f I2f Id p2d p est la symétrie orthogonale par rapport à u⊥, donc la
réflexion par rapport au plan { }u{ }u ⊥. La réponse D est bonne.

• Question 2 : réponses B et D

Une rotation conserve le produit scalaire, donc si R existe :

R e R u e u e u e u1 1 3 1 1 1( ) ( ) = ⇔ = ⇔ − =

La réponse A est fausse.

• Soit R une rotation telle que R e e1 3e1 3e( )R e( )R e1 3( )1 3= −1 3= −1 3.

3 3( )R e( )R e R e( )R e R e( )R e1 2( )1 2R e1 2R e( )R e1 2R e 3 3( )3 3( )( )( )R e( )R e( )R e( )R e1 2( )1 2( )1 2( )1 2( )( )( )R e( )R e( )R e( )R e1 2( )1 2( )1 2( )1 2R e1 2R e( )R e1 2R e( )R e( )R e1 2R e ( )( )( )R e( )R e( )R e( )R e3 3( )3 3( )3 3( )3 3= −3 3= −3 3( )e R( )e R e R( )e R3 3( )3 3e R3 3e R( )e R3 3e R 2 3( )2 3e R2 3e R( )e R2 3e R= −( )= −3 3= −3 3( )3 3= −3 3 ( )( )( )e R( )e R( )e R( )e R2 3( )2 3( )2 3( )2 3e R2 3e R( )e R2 3e R( )e R( )e R2 3e R ( )( )( )e( )e( )e( )e2 3( )2 3( )2 3( )2 3e2 3e( )e2 3e( )e( )e2 3e( ), ,( )1 2( )1 2, ,1 2( )1 2R e1 2R e( )R e1 2R e, ,R e( )R e1 2R e( )( )( ), ,( )( )( )1 2( )1 2( )1 2( )1 2, ,1 2( )1 2( )1 2R e1 2R e( )R e1 2R e( )R e( )R e1 2R e, ,R e1 2R e( )R e1 2R e( )R e1 2R e( )R e1 2R e ( ), ,( )e R( )e R, ,e R( )e R 2 3( )2 3, ,2 3( )2 3e R2 3e R( )e R2 3e R, ,e R( )e R2 3e R( )( )( ), ,( )( )( )e R( )e R( )e R( )e R, ,e R( )e R( )e R2 3( )2 3( )2 3( )2 3, ,2 3( )2 3( )2 3e R2 3e R( )e R2 3e R( )e R( )e R2 3e R, ,e R2 3e R( )e R2 3e R( )e R2 3e R( )e R2 3e R est une base orthonormée

directe, donc :
R eR e e R e ae be

R eR e e R

2 3e R2 3e Re R2 3 2 1e a2 1e ae b2 1e b 2

3 3e R3 3e Re R3 3

( )R e( )R eR e( )2 3( )2 32 3( ) ⊥2 3⊥2 3 ( )e a( )e a2 1( )2 1e a2 1e a( )e a2 1e a= +e a= +e ae b= +e b2 1= +2 1e a2 1e a= +e a2 1e ae b2 1e b= +e b2 1e b

( )R e( )R eR e( )3 3( )3 33 3( ) ⊥3 3⊥3 3

soite Rsoite R

soite Rsoite R ( )e( )e3( )3(( )( = +











 ce= +ce= + d e1 2= +1 2= + d e1 2d e

et Mat R
a c
b dt Rt R(t R(t R) =

−





































0

0

1 0 0

R induit un automorphisme orthogonal dans le plan ( )e e( )e e1 2( )1 2e e1 2e e( )e e1 2e e1 2,1 2( )1 2,1 2e e1 2e e,e e1 2e e( )e e,e e1 2e e , de matrice

a c
b d














.

dét R = 1 = − dét
a c
b d















donc
a c
b d















est la matrice d’une symétrie,

soit :
cos sin

sin c

cos sin

sin c
θ θs sθ θs sinθ θin

θ θn cθ θn cosθ θos

θ θs sθ θs sinθ θin

θ θn cθ θn cosθ θos
n cθ θn c−n cθ θn c















( ) = −si= −sin c= −n cn cθ θn c= −n cθ θn c

−


et Mat R(t R(t Rt R

0

0= −0= −
1 0 0

= −= −




= −= −




= −= −= −= −


















La réponse B est bonne et la réponse C est fausse.

Une rotation conserve le produit scalaire, donc si 
NON
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• Si R est d’axe u telle que R e e1 3e1 3e( )R e( )R e1 3( )1 3= −1 3= −1 3 :

R u u(R u(R u) = −u= −u
−





= −= −




= −= −




= −= −= −= −


















−



































 =soit= −soit= −  

0

0= −0= −
1 0 0

1

1

1

1cos sin

si= −si= −n c= −n c= −
θ θs sθ θs sinθ θin

θ θn cθ θn c= −n c= −θ θ= −n c= − osθ θos 111

1−





































cos sin

sin c

cos

sin

θ θs sθ θs sinθ θin

θ θn cθ θn cosθ θos

θ
θ

θ
− =θ θ− =θ θs sθ θs s− =s sθ θs sinθ θin− =inθ θin

+ =θ θ+ =θ θn cθ θn c+ =n cθ θn cosθ θos+ =osθ θos









 ⇔

=
=










 ⇔ =θ⇔ =θ

1

1

1

0
0 [ ]2[ ]2π[ ]π

donc Mat Rt Rt R(t R(t R) = −
−





= −= −




= −= −




= −= −= −= −


















0 1 0

0 0= −0 0= − 1

1 0 0
et R est unique.

La réponse D est bonne.

• Question 3 : réponse D

• R r e ee e P e e e1 1R r1 1R r e e1 1e e1 2P e1 2P e 3 2e e3 2e e
2

R r=R rR r1 1R r=R r1 1R r 
1 11 1



1 11 11 11 1

e ee ee e


e e


e ee e

e ee ee ee ee e


e ee e


e e
 { }e e{ }e e1 2{ }1 2{ }1 2{ }1 2=1 2=1 2( )P e( )P e e e( )e e1 2( )1 2P e1 2P e( )P e1 2P e 3 2( )3 2e e3 2e e( )e e3 2e e( )e e( )e e e( )e3 2( )3 2e e3 2e e( )e e3 2e e 3( )3

⊥
1 11 1 1 2, ,1 2P e1 2P e, ,P e1 2P e, ,e e, ,e e, ,e e, ,e e

2
, ,

2
, ,


e e


e e, ,e e


e e


, ,


e e


e ee e


e e, ,e ee e


e e{ }, ,{ }e e{ }e e, ,e e{ }e e1 2{ }1 2, ,1 2{ }1 2( ), ,( )1 2( )1 2, ,1 2( )1 2P e1 2P e( )P e1 2P e, ,P e( )P e1 2P e ( ),( )π

ete eete ee e, ,e eete e, ,e e e eore ee e3 2e eore e3 2e eiente eiente ee e3 2e eiente e3 2e ee e par e e3 2 par 3 2e e3 2e e par e e3 2e eée eée ee e3 2e eée e3 2e e .

Donc : R e e R e e Mat R1 2R e1 2R e 3 1e R3 1e R 3 2e e3 2e e
1 0 0

0 0 1

0 1 0
( )R e( )R e1 2( )1 2R e1 2R e( )R e1 2R e = ( )e e( )e e3 2( )3 2e e3 2e e( )e e3 2e ee e= −e ee e3 2e e= −e e3 2e e ( )t R( )t R1( )1 = −0 0= −0 0= −





= −= −




= −= −




= −= −= −= −
















e Rete Re R3 1e Rete R3 1e R soit t Rt R .

R r e ee e P e e e2 2R r2 2R r e e2 2e e2 3P e2 3P e 1 3e e1 3e e
2

R r=R rR r2 2R r=R r2 2R r 
2 22 2



2 22 22 22 2

e ee ee e


e e


e ee e

e ee ee ee ee e


e ee e


e e
 { }e e{ }e e2 3{ }2 3{ }2 3{ }2 3=2 3=2 3( )P e( )P e e e( )e e2 3( )2 3P e2 3P e( )P e2 3P e 1 3( )1 3e e1 3e e( )e e1 3e e( )e e( )e e e( )e1 3( )1 3e e1 3e e( )e e1 3e e 1( )1

⊥
2 22 2 2 3, ,2 3P e2 3P e, ,P e2 3P e, ,e e, ,e e, ,e e, ,e e

2
, ,

2
, ,


e e


e e, ,e e


e e


, ,


e e


e ee e


e e, ,e ee e


e e{ }, ,{ }e e{ }e e, ,e e{ }e e2 3{ }2 3, ,2 3{ }2 3( ), ,( )2 3( )2 3, ,2 3( )2 3P e2 3P e( )P e2 3P e, ,P e( )P e2 3P e ( ),( )π

ete eete ee e, ,e eete e, ,e e e eore ee e1 3e eore e1 3e eiente eiente ee e1 3e eiente e1 3e ee e par e e1 3 par 1 3e e1 3e e par e e1 3e eée eée ee e1 3e eée e1 3e e .

Donc : R e e R e e Mat R2 3R e2 3R e 1 2e R1 2e R 1 3e e1 3e e
0 0 1

0 1 0

1 0 0
( )R e( )R e2 3( )2 3R e2 3R e( )R e2 3R e = ( )e e( )e e1 3( )1 3e e1 3e e( )e e1 3e ee e= −e ee e1 3e e= −e e1 3e e ( )t R( )t R2( )2 =

−



































e Rete Re R1 2e Rete R1 2e R soit t Rt R .

La réponse A est fausse.

• Mat f Mat R Mat R t f t f Ma Mat R t R t Rt R( )t f( )t f ( ) t f t f( )t f t f = =  ( )t R( )t R ( )t R( )t R = −
−





= −= −




= −= −




= −= −= −= −


















2 1Ma2 1Mat R2 1t R2 1t Rt R2 1t Rt R( )2 1( ) ( )2 1( )t R( )t R2 1t R( )t R
0 1 0

0 0= −0 0= − 1

1 0 0

×2 1×2 1 : on reconnaît la

rotation de la question 2 D, donc d’axe u. Pour en déterminer l’angle α,
on cherche la restriction de f au plan { }u{ }u ⊥. Pour cela, on construit la base

orthonormée directe ( )u u( )u u u( )u1 2( )1 2u u1 2u u( )u u1 2u u 3( )3, ,( ), ,1 2, ,1 2( )1 2, ,1 2u u1 2u u, ,u u1 2u u( )u u, ,u u1 2u u telle que : u
u
u3 13 13 1

1
33 133 1= == =3 1= =3 1( )e e( )e e e( )e3 1( )3 1e e3 1e e( )e e3 1e e2 3( )2 3e2 3e( )e2 3e+ −( )+ −e e+ −e e( )e e+ −e e2 3+ −2 3( )2 3+ −2 33 13 1 .
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( )u u( )u u1 2( )1 2u u1 2u u( )u u1 2u u1 2,1 2( )1 2,1 2u u1 2u u,u u1 2u u( )u u,u u1 2u u est alors une base orthonormée directe de { }u{ }u ⊥,

et : f u u u
f u u

f u u
1 1 2

1 11 1u1 1u

1 21 2u1 2u
( )f u( )f u1 1( )1 1=1 1=1 1(1 1(1 1)1 1)1 1 + ( )u u)u u

= ( )f u( )f u1 1( )1 1

= ( )f u( )f u1 2( )1 2
















co1 1co1 1u us su uu us su us su us su us s1 1s s1 1)s s) u u+u us su u+u uu u(u us su u(u uinu uinu u
cos

sin
α αu uα αu uα α1 11 11 1)1 1 (u us su uα αu us su us sα αs su us su uα αu us su u1 1s s1 1α α1 1s s1 1u u1 1u us su u1 1u uα αu us su u1 1u us sα αs s1 1s s1 1α α1 1s s1 1)s s)α α)s s)1 1)1 1s s1 1)1 1α α1 1s s1 1)1 1u u+u us su u+u uα αu us su u+u uu u(u us su u(u uα αu us su u(u uu uinu uα αu uinu u

α

α
d o′d o′ ù

u x y z x y z1 3x y z1 3x y z u1 3u 0x y z1 3x y z, ,x y z1 3x y z(1 3(1 3)1 3)1 3⊥ +x y z⊥ +x y z⊥ +u⊥ +u1 3⊥ +1 3u1 3u⊥ +u1 3u − =x y z− =x y z1 31 3 donc⊥ +donc⊥ + .

u1

1
2

= −= −
1

1

0
convient par exemple, et : u u u2 3u u2 3u u 1

1
6

2

= ∧u u= ∧u u2 3= ∧2 3u u2 3u u= ∧u u2 3u u =
−
−
−

1

1

f u( )f u( )f u1( )1 a pour coordonnées : 1
2

0 1 0

0 0 1

1 0 0

1

1

0

1
2

1

0

1

0 0 −
−



































 −



































 =

−

−





































donc : soit
cos

sin

α

α
α

π
= ( ) = −

= ( ) =

























= [ ]π[ ]π
f u( )f u( ) u

f u( )f u( ) u

1 11 1( )1 1( ) u1 1u

1 21 2( )1 2( ) u1 2u

1
2
3

2

2
3

[ ]2[ ]

La réponse B est fausse.

• Notons C1, C2, C3 les colonnes de A =
− −

− −
− − −



































1

3

2 1− −2 1− − 2

1 2− −1 2− − 2

2 2− −2 2− − 1
.

On a : C CC C C CC C C C C1C C1C C
2

2

2

1 21 2 1 2C C1 2C C 31 01 01 01 0C C1 0C CC C1 0C C= == =C C= =C CC C= =C C 2= =2 = ∧C C= ∧C CC C1 2C C= ∧C C1 2C C = −, e, e, e, eC C, eC C1 2, e1 21 2, e1 2C C1 2C C, eC C1 2C CC C1 2C C, eC C1 2C C1 0, e1 01 0, e1 01 0, e1 01 0, e1 01 0, e1 01 0, e1 0C C1 0C C, eC C1 0C CC C1 0C C, eC C1 0C C1 21 01 2, e1 21 01 2C C1 2C C1 0C C1 2C C, eC C1 0C C1 2C CC C1 2C C1 0C C1 2C C, eC C1 0C C1 2C C = ∧, e= ∧1 0= ∧1 0, e1 0= ∧1 0 t= ∧t= ∧ donc S est un

automorphisme orthogonal indirect. Or, A est symétrique, d’où : t A A AA A A= =A A A−1.
S est donc une symétrie orthogonale par rapport aux invariants de S.

v x y z A I
x
y
z

x y zx y z, ,x y z( ) ⇔ −A I⇔ −A I⇔ −(⇔ −(⇔ − )


































 = ⇔ =invariant ⇔ − 0 2x y0 2x y= ⇔0 2= ⇔ + +0 2+ +x y+ +x y0 2x y+ +x y= ⇔0 2= ⇔ 0.

S est donc la réflexion par rapport au plan P d’équation : x + y +2 z = 0.
La réponse C est fausse.
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Décomposition d’une rotation
Toute rotation R peut s’écrire sous la forme :

R s o sP P= ’

avec P P∩ ′ = ∆ axe de R, un des deux plans P et P’ étant arbitrairement
choisi.
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• f r uf r=f r 













 ,
2
3
π

or u e e e u x y z= +u e= +u e − ∈e e− ∈e e u x− ∈u x + +y z+ +y z1 2e e1 2e e= +1 2= + 3− ∈3− ∈ 2 0y z2 0y z =2 0=, :u x, :u x, :u x, :u x− ∈, :− ∈u x− ∈u x, :u x− ∈u xdonc− ∈ donc − ∈, : donc , :− ∈, :− ∈ donc − ∈, :− ∈ d qu xd qu xd q, :d q, :u x, :u xd qu x, :u xuationu xuationu xu x, :u xuationu x, :u xP Øu xP Øu xu x, :u xP Øu x, :u xd qP Ød qu xd qu xP Øu xd qu x′d q′P Ø′d q′u x′u xd qu x′u xP Øu xd qu x′u xu x, :u xd qu x, :u xP Øu xd qu x, :u x .

Donc il existe un plan P’ tel que f S o Sf S=f S′ , où S’ est la réflexion par rapport

à P’ (contenant u). ′ 



 ( )P PP P′P P′ =P P= P P


P P

 P P

P P


P P



P P


P P






P P



 (P P(r ur ur uP Pr uP PP Pr uP P

P Pr uP P


P P

r uP P



P P

r uP P


P Pr uP P






P P



r u





P P





P PP PP Pr uP PP Pr uP P,P P,P P

π
P P

π
P P

3
est unique.

La réponse D est bonne.

> QCM 3 Isométries et similitudes du plan

• Question 1 : réponse C

• f est définie analytiquement par :
′
′















=
−





























+














x
y

x
y

A

0 1

1 0

2

2
             

.

A =














= −avec
cos sin

sin c

θ θs sθ θs s−s s−θ θ−s s− inθ θin

θ θn cθ θn cosθ θos
θ

π
2

, est la matrice d’une rotation, donc f est un

déplacement. A I≠ ≠A I≠ ≠A I (≠ ≠(≠ ≠ )θ≠ ≠θ≠ ≠ 0 ,donc f n’estpasunetranslation,maisunerotation

de centre le point invariant I
x y
x y

I f r Idonc I fetI f
− =x y− =x y
+ =x y+ =x y










 (I f(I f)I f)I f = −r I= −r I= −r I= −r Ir Ir Ir I= −r Ir I= −r I


r I


r Ir I= −r I


r I= −r Ir I= −r Ir I= −r Ir Ir Ir Ir Ir I= −r Ir I= −r Ir Ir I= −r I


r I


r Ir I


r Ir I= −r I


r I= −r Ir I


r I= −r I 







2

2
I f2 0I f

2
, ,I f, ,I f r I, ,r II fetI f, ,I fetI fI f)I f, ,I f)I f


, ,


r I


r I, ,r I


r I


, ,


r I


r Ir I


r I, ,r Ir I


r II f2 0I f, ,I f2 0I f .

π

La réponse B est fausse.

• g est définie analytiquement par :
′
′















=
−





























































+
−










x
y

x
y

B

3
5

4
5

4
5

3
5

1

2

             










.

B =














= 













avec
cos sin

sin c
arccos

θ θs sθ θs sinθ θin

θ θn cθ θn c−n c−θ θ−n c− osθ θos
θ

3
5

, est la matrice d’une réflexion, donc

g est une isométrie, mais ce n’est pas un déplacement.
La réponse A est fausse.

• g est une réflexion si l’ensemble des invariants est non vide.

M x y
x y

x y
,(M x(M x ) ⇔

−













+ −x y+ −x yx y+ −x y

− +x y− +x yx y− +x y− +x y− +x y− +− +x y− +x yx y− +x y


x y


x yx y− +x y


x y− +x yx y− +x yx y− +x y

− +− +− +− +x y− +x yx y− +x yx yx y− +x y


x y


x yx y


x yx y− +x y


x y− +x yx y


x y− +x y


x y


x y


x y


x yx y


x y
invariant

3
5

1
4
5

x y
5

x y 1 0=1 0=

4
5

3
5

x y
5

x y1 2x y1 2x y1 2x yx y1 2x yx yx y


x y1 2x y


x yx yx y1 2x yx y

1 2

x yx yx yx y1 2x yx yx yx y


x yx y


x y1 2x yx y


x y +1 2+ 2 01 22 01 2

2 4 5 0

4 8 10 0
2 0=2 0

























⇔
− +2 4− +2 4 − =5 0− =5 0

− +4 8− +4 8 =











x y2 4x y2 42 4− +2 4x y2 4− +2 4

x y4 8x y4 8− +x y− +4 8− +4 8x y4 8− +4 8
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Donc D : 2 42 4 5 05 0x y2 4x y2 4− +2 4− +2 4x y− +x y2 4x y2 4− +2 4x y2 4 5 0=5 0 est la droite invariante par g, et g est la réflexion

d’axe D dirigé par u
→ ( )2 1,2 1,2 1 . La réponse C est bonne.

Toute rotation peut se décomposer en deux réflexions, donc

f s o s= ∆ ∆’ avec ∆ ∆ ∆ ∆∩ ′ = ′( ) = − [ ]I et ,
π

π
4

. On peut choisir la

direction de l’une des deux droites, donc on choisit ∆ // D.

h f o g s o s o s s o t v uD v
= = = ⊥∆ ∆ ∆’ ’ →

→ →
avec . La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponse B

Composée de deux rotations
La composée f de deux rotations affines d’angles θ et θ′ est un déplace-
ment, c’est-à-dire une rotation ou une translation.
La partie linéaire de f est la rotation vectorielle d’angle θ + θ′, et f est
une translation si et seulement si : θ θ π+ ′ = [ ]0 2 .

α α α α
α α

− = ( ) −( ) = → → ′ =
−( ) ( )

0, , ,
, ,

,donc et doncr B o r C t C C C u
u

r C r B


→

CCC ′ .
La réponse A est fausse.

• f r B o o r Af r=f r ( ) ( ) ( ), ,B o, ,B o ,β γr Cβ γr Cβ γB oβ γB o r Cβ γr Cβ γB oβ γB oβ γ)β γ)B o)B oβ γB o)B o)β γ) (β γ(r C(r Cβ γr C(r C(β γ(, ,β γ, ,r C, ,r Cβ γr C, ,r C, ,β γ, ,B o, ,B oβ γB o, ,B o r C, ,r Cβ γr C, ,r C, ,β γ, ,B o, ,B oβ γB o, ,B o), ,)β γ), ,)B o)B o, ,B o)B oβ γB o, ,B o)B o (, ,(β γ(, ,(r C(r C, ,r C(r Cβ γr C, ,r C(r C α est un dépla-

cement d’application linéaire associée aà la

rotation d’angle α β γ π+ +α β+ +α β γ π=γ π.

Or : r Idr Idr Iπr Iπr I≠r I≠r I donc f est une symétrie centrale.
La réponse B est bonne et la réponse

C est fausse.

• g s o t o sAB
AB

ABg s=g s ( ) ( )→ est une isométrie de

partie linéaire s o Id o s Id
AB AB
→s o→s o →s os o
AB


AB


AB


AB






s os o







AB


AB


AB


AB













= , donc g est

une translation. C’est une rotation si g = Id.

Or : A A B B g t
s t s

AB
g t

AB
g t

AB

→ →A A→ →A A → =B B→ =B B g t→ =g t
( )AB( )AB ( )AB( )AB

→

donc→ =donc→ = → . La réponse D est fausse.

B

A

α

β γ
C

u

C′



Toute rotation peut se décomposer en deux réfl exions, donc 

f sNON

α αNON
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• Question 3 : aucune réponse n’est bonne

• L’application f M z M z z a z b: ,f M: ,f M z M: ,z M z z: ,z z: ,f M: ,f M z M: ,z M z zz z: ,z z: ,z z: ,z z: ,z M: ,z M(: ,(: ,: ,(: ,)z M)z M: ,): ,z M: ,z M)z M: ,z Mz M: ,z M)z M ′ ′z z′ ′z z′ ′(: ,(: ,(: ,(: ,: ,(: ,′ ′(′ ′)z z)z zz z: ,z z)z z: ,z z): ,): ,z z: ,z z)z z: ,z zz z: ,z z)z z′ = +a z= +a zz Mz Mz M: ,z Mz M: ,z M est une similitude directe

du plan si a ba b∈ ∈a b a b a b∈ ∈ ∈ ∈a b∈ ∈a b a b∈ ∈a b*a b*a ba b a beta b a ba b∈ ∈a b a b∈ ∈a beta b a b∈ ∈a b . Or : a e= +a e= +a ea e= +a e( )a e( )a e i( )i= +( )= +a e= +a e( )a e= +a e = ⇔
1
2

1 0( )1 0( )a e( )a e1 0a e( )a e i( )i1 0i( )i= +( )= +1 0= +( )= +a e= +a e( )a e= +a e1 0a e( )a e= +a e = ⇔1 0= ⇔( )θ( )( )1 0( )θ( )1 0( ) θ π=θ π== ⇔

donc, pour θ = π, f n’est pas une similitude directe.
Les réponses A et D sont fausses.

• Si θ = ′0 1′0 1′ = +0 1= +,0 1,0 1z z0 1z z0 1′0 1′z z′0 1′ = +0 1= +z z= +0 1= + et f est une translation de vecteur d’affixe 1.
La réponse B est fausse.

• Si θ ≠ 0 et θ ≠ π, a ≠ 0 et a ≠ 1, donc f est une similitude qui n’est pas une
translation, donc elle admet un centre Ω d’affixe z0 tel que :

z e z e e z ei i
0 0z e0 0z e z e0 0z e 0

21
20 020 0

1
2

= +z e= +z ez e= +z ez e0 0z e= +z e0 0z e( )z e( )z e i i( )i i
0 0( )0 0z e0 0z e( )z e0 0z e1( )1= +( )= +z e= +z e( )z e= +z ez e0 0z e= +z e0 0z e( )z e= +z e0 0z e= +( )= +z e= +z e( )z e= +z ez e0 0z e= +z e0 0z e( )z e= +z e0 0z e1= +1( )1= +1z e1z e= +z e1z e( )z e= +z e1z ez e0 0z e1z e0 0z e= +z e1z e0 0z e( )z e0 0z e1z e0 0z e= +z e0 0z e1z e0 0z e + ⇔z e+ ⇔z e ( )e z( )e z1( )1 −( )− =θ θz eθ θz ei iθ θi iz ei iz eθ θz ei iz e( )θ θ( )i i( )i iθ θi i( )i i+ ⇔θ θ+ ⇔z e+ ⇔z eθ θz e+ ⇔z ei i+ ⇔i iθ θi i+ ⇔i iz ei iz e+ ⇔z ei iz eθ θz e+ ⇔z ei iz e θ θe zθ θe z eθ θee z( )e zθ θe z( )e z/ /i i/ /i i/ /2/ /2 1/ /1

+ ⇔/ /+ ⇔2+ ⇔2/ /2+ ⇔2 ( )/ /( )e z( )e z/ /e z( )e zi i( )i i/ /i i( )i ie zi ie z( )e zi ie z/ /e z( )e zi ie z1( )1/ /1( )1 θ θ/ /θ θi iθ θi i/ /i iθ θi ie zi ie zθ θe zi ie z/ /e zθ θe zi ie z ei ieθ θei ie/ /eθ θei iei i( )i iθ θi i( )i i/ /i iθ θi i( )i ie zi ie z( )e zi ie zθ θe z( )e zi ie z/ /e zi ie z( )e zi ie zθ θe zi ie z( )e zi ie z+ ⇔

soit :
1
2

10
2

0e e e z e i2e i2 zi ie ei ie ei iθ θi ie ei ie eθ θe ei ie e
θi i/ /i i2 2i i2 2/ /2 2i i2 2i iθ θi i/ /i iθ θi i2 2i i2 2θ θ2 2i i2 2/ /2 2θ θ2 2i i2 2e ei ie eθ θe ei ie e/ /e eθ θe ei ie e2 2e e2 2i i2 2e e2 2θ θ2 2i i2 2e e2 2/ /2 2e e2 2i i2 2e e2 2θ θ2 2e e2 2i i2 2e e2 2 / /e i/ /e ii i/ /i iθ θ/ /θ θe iθ θe i/ /e iθ θe ii iθ θi i/ /i iθ θi ie zi ie zθ θe zi ie z/ /e zθ θe zi ie z e ii ie iθ θe ii ie i/ /e iθ θe ii ie i( )2 2( )2 2e e( )e e e z( )e zi i( )i ie zi ie z( )e zi ie zi iθ θi i( )i iθ θi ie zi ie zθ θe zi ie z( )e zθ θe zi ie z/ /( )/ /2 2/ /2 2( )2 2/ /2 2i i/ /i i( )i i/ /i i2 2i i2 2/ /2 2i i2 2( )2 2/ /2 2i i2 2θ θ/ /θ θ( )θ θ/ /θ θ2 2θ θ2 2/ /2 2θ θ2 2( )2 2/ /2 2θ θ2 2i iθ θi i/ /i iθ θi i( )i i/ /i iθ θi i2 2i i2 2θ θ2 2i i2 2/ /2 2θ θ2 2i i2 2( )2 2i i2 2θ θ2 2i i2 2/ /2 2i i2 2θ θ2 2i i2 2e ei ie eθ θe ei ie e/ /e eθ θe ei ie e( )e ei ie eθ θe ei ie e/ /e ei ie eθ θe ei ie e2 2e e2 2i i2 2e e2 2θ θ2 2i i2 2e e2 2/ /2 2e e2 2i i2 2e e2 2θ θ2 2e e2 2i i2 2e e2 2( )2 2e e2 2i i2 2e e2 2θ θe e2 2i i2 2e e2 2/ /2 2i i2 2e e2 2θ θ2 2e e2 2i ie e2 2 i i/ /i i( )i i/ /i i2i i2/ /2i i2( )2/ /2i i2i iθ θi i/ /i iθ θi i( )i i/ /i iθ θi i2i i2θ θ2i i2/ /2θ θ2i i2( )2i i2θ θ2i i2/ /2i i2θ θ2i i2e zi ie zθ θe zi ie z/ /e zθ θe zi ie z( )e zi ie zθ θe zi ie z/ /e zi ie zθ θe zi ie z2e z2i i2e z2θ θ2i i2e z2/ /2e z2i i2e z2θ θ2e z2i i2e z2( )2e z2i i2e z2θ θe z2i i2e z2/ /2i i2e z2θ θ2e z2i ie z22 2i i2 2θ θ2 2i i2 2/ /2 2θ θ2 2i i2 2−2 2i i2 2θ θ2 2i i2 2/ /2 2i i2 2θ θ2 2i i2 2( )2 2i i2 2θ θ2 2i i2 2/ /i i2 2θ θ2 2i i2 2−2 2θ θ2 2i i2 2/ /2 2i i2 2θ θi i2 2 −( )− = ⇔e i= ⇔e i2e i2= ⇔2e i2e i/ /e i= ⇔e i/ /e ie iθ θe i/ /e iθ θe i= ⇔e i/ /e iθ θe ii iθ θi i/ /i iθ θi i= ⇔i i/ /i iθ θi ie ii ie iθ θe ii ie i/ /e iθ θe ii ie i= ⇔e ii ie iθ θe ii ie i/ /e ii ie iθ θe ii ie ie i−e i 














=e ie i= ⇔e i sin
2

d’où : z
i

0

2

=














 














sin

θ

De plus : a e ei i= +a e= +a ea e= +a e( )a e( )a e i i( )i i= +( )= +a e= +a e( )a e= +a e = 













1
2

( )1( )= +( )= +1= +( )= +a e= +a e( )a e= +a e1a e( )a e= +a e
2

2θ θi iθ θi iei ieθ θei iei i( )i iθ θi i( )i i θ/ cos donc f est de rapport k = 













cos .s .s .


s .


s .


s .




s .


s .


s .


s .


s .




s .


θ
2

• Si q , qq ,∈q ,q ,∈ 0q ,q ,∈q ,∈ 0q ,∈q ,0 =] [q ,] [q , p] [pq ,∈ 0q ,] [q ,∈ 0q ,0 =] [0 =q ,0 =q ,] [q ,0 =q , p0 =p] [p0 =pq ,∈ 0q ,0 =q ,∈ 0q ,] [q ,0 =q ,∈ 0q , 













: c0 =: c0 ==: c=0 ==0 =: c0 ==0 = osk0 =k0 =0 =: c0 =k0 =: c0 =
2

et l’angle de f est
q
2

.

Si q p qq p∈q p∈ =q p∈ =q pq p∈q p∈ =q p∈q p = −∈ == −∈ = −= −−= −, :∈ =, :∈ =
2

] [q p] [q p p] [p∈ =] [∈ =q p∈ =q p] [q p∈ =q p p∈ =p] [p∈ =p, :] [, :p, :p] [p, :p∈ =, :∈ =] [∈ =, :∈ =p∈ =p, :p∈ =p] [p, :p∈ =p2] [2∈ =2∈ =] [∈ =2∈ =∈ =, :∈ =2∈ =, :∈ =] [∈ =2∈ =, :∈ = 













k∈ =k∈ = cos et l’angle de f est
θθθθθ
2

+++++ p.

La réponse C est fausse.

> QCM 4 Isométries de l’espace

• Question 1 : réponses B et C

• dét M
a b c
c a b
b c a

a b c b c
a b c a b
a b c c a

T

C C C C C C C

= == =c a= =c a b= =b
+ +a b+ +a b
+ +a b+ +a b
+ +a b+ +a b

=

← +C C← +C C +

c a b

1 2C C1 2C C 3 1C C3 1C C 1 2C C1 2C CC C← +C C1 2C C← +C C 3

b c
a b
c a

( )a b( )a b c( )c+ +( )+ +a b+ +a b( )a b+ +a b
1

1

1

dét M a a b c ab bc c aTM aTM aM a= +M a( )M a( )M a b c( )b c= +( )= +M a= +M a( )M a= +M a b c+b c( )b c+b c + +a b+ +a b − −c a− −c ab b− −b bc c−c c( )2 2a b2 2a b+ +2 2+ +a b+ +a b2 2a b+ +a b 2c a2c a La réponse A est fausse.
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• M T est orthogonale est une base orthonorm e⇔ ( )( )1( )1( )C C( )1( )1C C1( )1( )C( )( ), ,( )( )C C( ), ,( )C C( )( )2 3( )( )C C( )2 3( )C C( )( )C( )2 3( )C( )( ), ,( )2 3( ), ,( )( )C C( ), ,( )C C( )2 3( ), ,( )C C( ) ém eém e (1)

(1) ⇔
= = == = == = == = =

= == == == == == = =













⇔
+ + =+ + (11

1

C CC C= = =C C= = == = =C C= = =1C C1 C= = =C= = =

C CC C1C C1 C CC CC CC C= =C C= == =C C= = C CC C

2 32 3= = =2 3= = == = =2 3= = =C C2 3C C= = =C C= = =2 3= = =C C= = =C2 3C= = =C= = =2 3= = =C= = =

2 22 22 2= =2 2= == =2 2= =C C2 2C C C C2 2C C= =C C= =2 2= =C C= =3 33 33 3= =3 3= == =3 3= =C C3 3C C= =C C= =3 3= =C C= = C C3 3C C1C C1C C

2 2+ +2 2+ + 21

0

1a b+ +a b+ +a b+ +a b+ +2 2a b2 2+ +2 2+ +a b+ +2 2+ + cc )))

(2)abab bcbc caca+ +bc+ +bc =











00

La réponse B est bonne.

• ϕ T TMest une rotation est orthogonale etT⇔ =T⇔ =TM⇔ =MTMT⇔ =TMTest orthogonale et⇔ =est orthogonale et⇔ =T⇔ =TM⇔ =M⇔ =T⇔ =TMT⇔ =T d t⇔ =d t⇔ =éd téd t⇔ =d t⇔ =é⇔ =d t⇔ = 1.

Or : (1) et (2) ⇒ dét M a b cTM aTM a= +M a= +M a b c+b c

De plus : c a b c ab bc c a( )a b( )a b c a( )c a+ +( )+ +a b+ +a b( )a b+ +a b = +c a= +c a + +b c+ +b c + +bc+ +bc( )2 2 2b c2 2b c= +2 2= + 2+ +2+ + 2

d’où : ϕ T

a b c

ab bc c a

a b c

a
rotation ⇔

+ +a b+ +a b =
+ +bc+ +bc =

+ +a b+ +a b =























⇔

2 2a b2 2a b+ +2 2+ +a b+ +a b2 2a b+ +a b 2 1

0

1

+ +++ ++ =
+ + =












b c+ +b c+ +
ab bc+ +bc+ + c a

1

0

La réponse C est bonne.

ϕ T Tsym trie orthogonaleé é

T T orthogonale et sym triqueé é⇔ M ⇔⇔
b c

a b c

ab bc c a

=
+ + = ±

+ + =






1

0

La réponse D est fausse.

• Question 2 : réponses A et D

• T

b c

a b c

ab bc c a

= −= −= − −= −= −


= −


= −= −= −

= −= −= −= −


= −


= −= −


= − 






b c=b c

+ +a b+ +a b = −
+ +bc+ +bc =
















On a
1
3

2
3

2
3

1

0

, ,
3

, ,
3

. donc ϕT est une symétrie

orthogonale.

M T =

− −− −

− −− −

− −− −













































































1
3

2
3

2
3

2
3

1
3

2
3

2
3

2
3

1
3

et v x y z
x
y
z

x y zT T

→
x y z, ,x y z( ) ∈ −( )Id( )Id( )T T( )T TIdT TId( )IdT TId∈ −( )∈ −T T∈ −T T( )T T∈ −T T⇔ −T T⇔ −T T( )M I( )M I( )T T( )T T⇔ −( )⇔ −M I⇔ −M I( )M I⇔ −M IT T⇔ −T T( )T T⇔ −T TM IT TM I⇔ −M IT TM I( )M I⇔ −M IT TM I⇔ −( )⇔ −T T⇔ −T T( )T T⇔ −T T



































 = ⇔Ke∈ −Ke∈ −r∈ −r∈ −( )ϕ( )∈ −( )∈ −ϕ∈ −( )∈ − yT T⇔ −T T( )T T⇔ −T T( )T T⇔ −T TT T  

= ⇔0 0x y z0 0x y z= ⇔0 0= ⇔ + +0 0+ +x y z+ +x y z0 0x y z+ +x y z =0 0== ⇔0 0= ⇔

ϕ
NON
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corrigéschapitre 14 : Espaces vectoriels euclidiens

Donc ϕT est la réflexion par rapport au plan P d’équation : x + y + z = 0

La réponse A est bonne.

• f est une application affine d’application linéaire associée ϕ T, donc f est
une isométrie. C’est une réflexion si Inv f ≠ ∅.

M x y z f f M M

x y z

x y z

x y

x y z, ,x y z( ) ∈ ⇔f f∈ ⇔f f ( )M M)M M= ⇔M M= ⇔M M

+ +x y z+ +x y z

+ +x y z+ +x y z = −(= −(= − )
+ +x y+ +x y

In∈ ⇔In∈ ⇔f f∈ ⇔v  ∈ ⇔f f∈ ⇔f f

2 2x y z2 2x y z+ +2 2+ +x y z+ +x y z2 2x y z+ +x y z2 3x y z2 3x y z =2 3=
2 2x y z2 2x y z+ +2 2+ +x y z+ +x y z2 2x y z+ +x y z2 6x y z2 6x y z = −2 6= −1= −1= −
2 2x y2 2x y+ +2 2+ +x y+ +x y2 2x y+ +x y

α
α

2 322 32z2 3z2 32 3=2 3





















 α

et

Inv ff ≠ ∅≠ ∅ ⇔ =⇔ =α⇔ =
2
3

Les réponses B et C sont fausses, la réponse D est bonne.

• Question 3 : réponses B et D

• T MTT MTT MT M=T M(T M(T M)T M)T M =


































0 0T M0 0T M1T M1T M

0 0 1

1 0 0

0 1 0

, ,T M, ,T M0 0, ,0 0T M0 0T M, ,T M0 0T MetT MetT M . On a
a b c

ab bc c a

+ +a b+ +a b =
+ +bc+ +bc =












1

0
donc ϕT,

application linéaire associée à g, est une rotation, et g est un déplacement.

• L’axe de ϕT est l’ensemble des invariants par ϕT.

v x y z x y zT

→
x y z, ,x y z( ) ∈ ⇔T∈ ⇔T x y z= =x y zIn∈ ⇔In∈ ⇔∈ ⇔v∈ ⇔ϕ∈ ⇔ϕ∈ ⇔ donc ϕT est une rotation d’axe  u

→
.

Soit K uK u I JI J K I
→ → → →→ → → →

= =K u= =K uK u= =K u = ∧K I= ∧K I =
−

1
K u

1
K u
→ →1→ →

3
1
3

1

1

1

1
I J

1
I J
→ →1→ →

2

1

1I J1I J
0

1
6

1

1

2

, e, e, eI J, eI JI J, eI JI J, eI JI J= −I J, eI J= −I JI J= −I J, eI J= −I J
2

, e
2

I J1I J, eI J1I JI JtI J

I J K
→ → →

, ,I J, ,I J







 








 est une base orthonormée directe.

θ étant l’angle de g, g I I J
→ → →g Ig Ig Ig Ig Ig Ig Ig Ig Ig Ig Ig Ig Ig Ig Ig Ig Ig Ig Ig Ig I

g Ig I → →→ →








 = ( ) (I J(I J( )I J)I J =

−
cos sinI JinI Jθ θI Jθ θI Jθ θI Jθ θI Jθ θθ θ)θ θ) I J+I Jθ θI J+I JI J(I Jθ θI J(I J(θ θ(I Js sI Jθ θI Js sI Js sθ θs sI Js sI Jθ θI Js sI Js sθ θs s)s s)θ θ)s s) I J+I Js sI J+I Jθ θI Js sI J+I JI J(I Js sI J(I Jθ θI Js sI J(I JI JinI Jθ θI JinI J

1
2

0

1

1

donc : soit

cos .

sin .

θs .θs .

θn .θn .

θ
π

s .=s .



s .s .s .s .s .s .s .s .s .s .s .s .s .s .s .s .s .s .s .s .s .
s .s . = −

n .=n .



n .n .n .n .n .n .n .n .n .n .n .n .n .n .n .n .n .n .n .n .n .
n .n . =

























≡
g Is .g Is .g Is .s .g Is .s .g Is .s .g Is .s .s .s .s .s .g Is .s .s .g Is .s .s .s .g Is .s .s .g Is .s .s .s .g Is .s .s .s .s .s .s .s .

s .s .g Is .s .s .s .s .s .s .s . I

g In .g In .g In .n .g In .n .g In .n .g In .n .n .n .n .n .g In .n .n .g In .n .n .n .g In .n .n .g In .n .n .n .g In .n .n .n .n .n .n .n .
n .n .g In .n .n .n .n .n .n .n . J

→ →→ →

→ →→ →

1
2

3

2

2
333

[ ]2[ ]2π[ ]π

La réponse A est fausse.

• g est un déplacement, donc une translation, une rotation ou un vissage.
MT ≠ I, donc g n’est pas une translation. g est un vissage si et seulement si
Inv g = ∅.



corrigés

304

M g
x z

x
y

z( )x y z( )x y zx y z, ,x y z( )x y z, ,x y z ∈ ⇔g∈ ⇔g
= +x z= +x z
= +x= +x
= +y= +y
















⇔ = −z= −zIn∈ ⇔In∈ ⇔∈ ⇔v  ∈ ⇔g∈ ⇔g∈ ⇔
β βx zβ βx z= +β β= +x z= +x zβ βx z= +x z

y
z

y1

2

2

z
y

− =

β ββ β




β β


β ββ ββ β


β ββ β










⇔
= +
= −
= −














2 1+ +2 1+ +2 1− =2 1− = + +2 1+ +

2

3z2 1z2 1

x z= +x z= +
z= −z= −

β2 1β2 1+ +2 1+ +β+ +2 1+ +

β

β

Donc : g gest un vissageg g est un vissage g g⇔ =g g⇔ =g gg g⇔ =g g ∅ ⇔∅ ⇔ ≠ −Ing gIng gg g⇔ =g gIng g⇔ =g gg g⇔ =g gvg g⇔ =g gg g⇔ =g gvg g⇔ =g g β 3

La réponse B est bonne.

• Si β π π≠ − 






π ππ π


π ππ π





π ππ π


π ππ π







 














3

2
3

2π π2π π
3

: ,: ,
: ,


: ,



: ,


: ,






: ,



: , ,g r: ,g r: ,=: ,=g r=: ,= D oD o

π π
D o

π πD oπ ππ π
D o

π ππ π
D o


D o



D o

π ππ π


π ππ π
D o

π π


π ππ π
D o






D o



2

D o
2

: ,D o: , t t=t t= o r D
π π

D
π π

v v
D o → →t t→ →t t=t t=→ →=t t= où D est l’axe du vissage,

dirigé par u
→
, et v

→
est colinéaire à u

→
.

Pour déterminer D et v
→

, on peut chercher v u
→ →

= λv u= λv u tel que h t o g
v

h t=h t− → définie

par

′ = +
′ = + −
′ = + −
















x z′x z′ = +x z= +
x= +x= +

z y′z y′ = +z y= +

β λ−β λ−
λ
λ

y 1

2
soit une rotation, c’est-à-dire Inv h ≠ ∅.

M x y z h
x z

z y

x z
x y z, ,x y z( ) ∈ ⇔h∈ ⇔h

= +x z= +x z
= +
= +z y= +z y −
















= +x z= +x z
In∈ ⇔In∈ ⇔∈ ⇔v  ∈ ⇔h∈ ⇔h

β λ−β λ−
λ
λ

β λ−β λ−
y yxy yx= +y y= +x= +xy yx= +x −y y− ⇔y y⇔λy yλ1y y1y y

2

= −== −= +

= += +



y yy y













y yy yy yy y







y yy y


y yy y











z= −z= − 2

3
1

λ

λ
β

= +
β

= +

donc v u
→ →

= +( )1
3

3β . La réponse C est fausse.

• D =
= + −

= + −

























Inv h
x z= +x z= +

z= +z= +
:

2
3

1

3
1

β

β
y

Si z x y Ay A= =z x= =z x y A=y A 













∈1z x1z xz x= =z x1z x= =z x
2
3 3

y A
3 3

y A
2
3 3

1, ,z x, ,z x y A, ,y A


, ,


, ,
3 3

, ,
3 3

y A
3 3

y A, ,y A
3 3

y A
3 3

, ,
3 3

,
β β

y A
β β

y A
β β

et, ,et, ,
β β

et
β β

doncy Adoncy Ay A, ,y Adoncy A, ,y A D.

La réponse D est bonne.
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