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Pour bien utiliser cet ouvrage

Les méthodes a retenir

Cette rubrique constitue une synthése des prin-
cipales méthodes a connaitre, détaillées étape par
étape, et indique les exercices auxquels elles se
rapportent.

vl

La page d’entrée de chapitre

Elle propose un plan du chapitre, les
théemes abordés dans les exercices, ainsi
qu'un rappel des points essentiels du cours
pour la résolution des exercices.




Enoncés des exercices

De nombreux exercices de difficulté croissante
sont proposés pour s'entrainer. La difficulté de
chaque exercice estindiquée sur une échelle de
1a4.

Du mal a démarrer ?

Des conseils méthodologiques sont proposés
pour bien aborder la résolution des exercices.

Corrrigés des exercices

Tous les exercices sont corrigés de facon détaillée.

IX
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Les nombres reels

B Plan Mm Themes abordés dans les exercices

* Equations, inéquations, systemes d’équations

—

Les méthodes a retenir

Enoncés des exercices 3 * Racine carrée, racines n-¢mes
Bl ] &) A e 7 5 e Manipulation du symbole Z de sommation d’un nombre fini de
Corrigés 6 termes et du symbole l_[ de produit d’'un nombre fini de facteurs

e Utilisation de la fonction partie entiere.

Points essentiels du cours
pouv la vésolution des exewvcices

e Résolution des équations et inéquations du premier et du second degré
dans R

* Raisonnement par récurrence

e Définition de la fonction partie enticre

* Notions de borne supérieure et borne inférieure dans R et le théoréme :
toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure
dans R.

mmmme | es méthodes a retenir

° On sait résoudre les équations et les inéquations du premier degré ou
du second degré (voir cours).

¢ Toujours tenir compte des particularités de 1’équation ou de I’in-
équation proposée : a ce niveau, s’il y a une question, c’est qu’il y a
une réponse exprimable.

Pour résoudre une équation ou une ¢ Effectuer un changement d’inconnue (ou un changement de
inéquation 2 une inconnue dans les variable) pouvant ramener 1’équation ou I’inéquation a une autre
réels plus simple. On prendra souvent comme nouvelle inconnue un grou-

pement intervenant plusieurs fois dans 1’équation ou I’'inéquation.

== Exercices 1.3, 1.8, 1.9

® Reconnaitre un développement remarquable, par exemple celui du
binéme de Newton.

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

== Exercice 1.1



Chapitre 1 « Les nombres réels

Pour résoudre un systeme
d’équations symétrique
(ou presque symétrique)
a deux inconnues x,y

Pour établir une inégalité
portant sur plusieurs réels

Pour établir une propriété faisant
intervenir une entier n quelconque

Pour résoudre une question portant
sur une ou des parties entiéres

° Montrer que 1’équation se ramene a f(x) = 0, ol f est strictement
monotone, ce qui établira que 1’équation admet au plus une solution.

= Exercice 1.4

® S’il y a des radicaux, essayer de les chasser par élévation(s) au carré,
ou faire intervenir la notion de quantité conjuguée.

== Exercice 1.2.

Essayer de faire intervenir la somme et le produit de x et y, en notant
S=x+yetP =xy, etenconsidérant S et P comme les nouvelles
inconnues.

== Exercice 1.5.

Voir aussi chapitre 17.

° Effectuer un changement de variable pouvant ramener 1’inégalité
voulue a une autre plus simple.

== Exercice 1.10

® Tenir compte éventuellement des rdles symétriques des réels qui
interviennent.

W= Exercice 1.6 b)

* Faire tout passer dans un membre, puis faire apparaitre une somme
de nombres tous positifs ou nuls (souvent des carrés de réels), pour
conclure a une positivité.

== Exercices 1.6, 1.11

* Appliquer convenablement I’inégalité de Cauchy-Schwarz ou I’iné-
galité de Minkowski.

= Exercice 1.12.

Voir aussi chapitre 6.

Essayer de faire une récurrence sur n. Pour y arriver, il faut que la pro-
priété a I’ordre n + 1 s’exprime simplement en faisant intervenir la
propriété a 1’ordre n.

== Exercice 1.13.

Utiliser essentiellement la définition de la partie entiere E (x) d’un
réel x :

E(x)eZ et E(x)<x <E(x)+1,
Oou encore :

E(x)eZ et x—1<E(x) <x.

== Exercices 1.7, 1.15.
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Enoncés des exercices

Raisonner par 1’absurde : supposer « € Q et déduire une contradic-
Pour montrer qu’un nombre réel o tion.

est irrationnel
== Exercices 1.17, 1.18, 1.19.

==mme Fnoncés des exercices

— Exemple de résolution d’une équation polynomiale a une inconnue dans R
< g 3, .2 1
Résoudre I’équation d’inconnue x e R :  x” +x"+x = -3
_— Exemple de résolution d’une équation avec racines carrées dans R

Résoudre 1’équation d’inconnue x € R :

V6 —x+V3—x=+/x +5+4—3x.

— Exemple de résolution d’une équation avec racine carrée dans R

Résoudre 1’équation d’inconnue x € R :  3x? —3x —4y/x2 —x +3 =6.

— Exemple de résolution d’une équation avec racines n -emes dans R
Résoudre 1’équation d’inconnue x € R : 4¢/x + 5¢/x = 9.

— Exemple de résolution d’un systeme d’équations algébriques dans les réels

2 4+xy+y=3
Résoudre le systeme d’équations d’inconnue (x,y) € R?: (S)
Y24+ yx +x=—1.

— Des inégalités sur des réels

2 _
a >3a b
a+b 4

a) Montrer:  V(a,b) € (R%)?,

a’ b? c? a+b+c
b) En déduire : ¥ (a,b,c) € (R*)?, > :
) En déduire @b,0) e ®) a—|—b+b+c+c+a/ 2
— Une partie entiére calculable

Montrer: Vn e N, E((v/n++n+ 1)2) =4dn+ 1.

Exemple de résolution d’une équation polynomiale a une inconnue dans R

—
Résoudre ’équation d’inconnue x € R 1 (x —7)(x — 5)(x +4)(x 4+ 6) = 608.
— Exemple de résolution d’une équation avec racines n -emes dans R
Résoudre I’équation d’inconnue x € R :
VA9 —x)(x —2) + V19 —x +v/x —2=7.
— Exemple de résolution d’une inéquation a une inconnue dans R

Résoudre 1’équation d’inconnue x € R :  2/x +3J/x > /.



Chapitre 1 « Les nombres réels

Une inégalité du second degré sur des réels

Montrer: YV (a,b,¢) € R?, (a+ b+ ¢)* < 4d® + 4b* + 2.

Une inégalité sur des réels
Soient n € N*, ay,...,a,, by,...,b, € R. Montrer :

(Xn:ak)2+(§bk)2 < ( y a,§+b,§)2.

k=1 k=1

Une inégalité sur des réels

n

Soient n € N*, ay,...,a, € [1 ,400[. Montrer : 1_[(1 +a) <2t <1 + Ha,—).
i=1

i=1

Une inégalité portant sur une sommation

<\/ﬁ+«/m—1-

n
Montrer, pour tout n € N* : Z

1
= vk
Somme de parties entieres

-1 2 4
Montrer: Vn € Z, E(nT)+E<n+ >+E(n+ ):n.

4 4

Un entier caché sous des radicaux

V543 + 4145 N V5443 — 4145
V3 V3

Montrer que le réel A = est un entier et le

calculer.

Etude d’irrationnalité pour une somme de deux racines carrées

Soient x,y € Q. tels que \/x et /y soient irrationnels. Montrer que /X + ./y est irra-
tionnel.

a) Soit n € N* tel que n ne soit le carré d'aucun entier. Montrer : /i ¢ Q.
b) Etablir: /2 + /3 ¢ Q.

Un exemple surprenant de rationnel issu d’irrationnels par exponentiation

Montrer qu’il existe (a,b) € (R, — Q)? tel que a” € Q.

Etude des sous-groupes additifs de R

Soit G un sous-groupe de (R,+), tel que G # {0}.

1) Montrer que G N R admet une borne inférieure o dans R, et que o 2> 0.
2) a) On suppose ici @ > 0. Démontrer : G = aZ.

b) On suppose ici a« = 0. Démontrer que G est dense dans R.

On a donc établi le résultat suivant :

Tout sous-groupe additif G de R est soit discret (c'est-a-dire qu'il existe o € R tel que
G = aZ), soit dense dans R.
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Du mal a démarrer ?

3) Soient w € R et Gy = {a + bw; (a,b) € Z?}.

a) Vérifier que Gy, est un sous-groupe additif de R.

b) On suppose ici w € Q. On note (p,q) le couple de Z x N* tel que :

w=— et pged(p,gq)=1.
q

1

Démontrer : Gy = — Z.
q

¢) On suppose ici w ¢ Q. Démontrer que G, est dense dans R.

meeee Du mal a démarrer ?

Faire apparaitre le développement d’un cube.

Essayer de faire disparaitre les /-, par élévation(s) au
carré.

Remarquer la présence, deux fois, de x> — x.
Utiliser un argument de stricte monotonie d'une fonction.

Puisque les deux équations du systéme se ressemblent,
on peut essayer de les additionner, par exemple.

a) Faire tout passer dans le premier membre, et étudier le
signe de cette différence.

b) Utiliser a) trois fois.
Revenir a la définition de la partie entiére d'un réel.

Essayer de grouper les quatre facteurs du premier
membre deux par deux, de maniere a faire apparaitre une
méme expression.

Remarquer la présence, en plusieurs endroits, des expres-

sions v/19 — x et v/x — 2.

Effectuer un changement de variable, en exploitant la
présence de x4 X113 x1/2,

Faire tout passer dans le deuxiéme membire, et étudier le
signe de cette différence.

La présence de carrés et de sommes fait penser a I'inéga-
lité de Cauchy-Schwarz.

Récurrence sur n.

Récurrence sur n.

Chacune des trois fractions intervenant dans I'énoncé se
simplifie si I'on connait la forme de n modulo 4.

En notant u et v les deux fractions de I'énoncé, étudier
u+v,u® +v3, u3v®, pour obtenir une équation satisfaite

par A.

Raisonner par I'absurde.

a) Raisonner par l'absurde et utiliser un argument d‘arith-
métique.

b) Raisonner par I'absurde et utiliser le résultat de a).

Considérer «/iﬁ.
La notation Ry — Q désigne R; privé de Q, c'est-a-dire:
Ry —Q={xeR;x¢ Q).

1) Montrer que G N R est une partie non vide et minorée
deR.
2) a) « Montrer « € G, en raisonnant par |'absurde.
» Pour montrer que tout élément g de G est dans «Z, considé-
rer E(§> ce qui revient a diviser g par «.
b) Montrer que G admet des éléments > 0 aussi petits que I'on
veut.

3) a) Revenir a la définition ou a la caractérisation d'un sous-
groupe.

b) Utiliser le théoréme de Bezout.

¢) Raisonner par l'absurde.



= Corrigés des exercices

On a successivement, par des calculs dans R, en faisant

apparaitre le développement de (x + 1)3 par la formule du bi-
nome de Newton :

3 2 1 3 2
x° +x +x:—§<:>3x +3x“+3x+1=0

=23+ +1)P =0 2x)°=(-@x+D)
= V2x=—@+1) = (1+v2)x =—1

1
1+/2

On conclut que I’ensemble des solutions de 1’équation propo-

—x=—

sée est { —

)

D’abord, les racines carrées qui interviennent dans
I’équation de 1’énoncé, notée (1), existent si et seulement si
6—x,3—x,x+5,4—3x sont tous > 0, ce qui revient a :

4
—S5<x < =
3
On a alors, en élevant au carré, les deux membres étant > O :

()= (V6—x+v3—x) =(Vx+5+4—3x)

<=9 —2x +2/6 —x+/3 —x
=9 —2x 4+ 2+/x + 54 — 3x

= 6—x)3—x) = (x +5)(4 — 3x)
— x?—9x + 18 = —3x* — 11x +20
4P +2x—2=0

22 4+x—-1=0

1
— x+1)2x—-1)=0<= x=-1 ou x:i.

Enfin, les deux réels trouvés sont dans 1’intervalle de défini-
tion dégagé plus haut.

On conclut que I’ensemble des solutions de 1’équation propo-

1
sée est { —1, —}.
2

On peut d’ailleurs contrdler ces deux résultats en reportant cha-
cune de ces valeurs dans (1).

On remarque que x n’intervient que par le groupement

x?> —x, donc on effectue le changement d’inconnue

y = x? — x. Ennotant (1) 1’équation proposée, on a alors, pour

y+3>0:
(1) <=3y —-4,/y+3=6
—3y—-6=4/y+3

3y—6>0
By —6)> = 16(y + 3)

y =2
<~
9y2 —52y —12=0
y=2
<~ 2 << y=6,

:6 = ——
y ou y 9

et la valeur 6 trouvée pour y vérifie y +3 > 0.

Ensuite :

y=6=x*—x=6
—xP—x—-6=0
— (x -3)(x+2)=0.

On conclut que I’ensemble des solutions de I’équation propo-
sée est {—2, 3}.

On peut d’ailleurs contrdler ces deux résultats en reportant cha-
cune de ces valeurs dans (1).

D’abord, les deux membres de I’équation proposée sont
définis si et seulement si : x = 0.

Lapplication [0 + oco[— R, x > 4/x +5Yx -9

est strictement croissante, donc I’équation proposée admet au
plus une solution.

D’autre part, le réel 1 est solution évidente.

On conclut que I’équation proposée admet une solution et une
seule, x = 1.



On a, par addition :
S) = x>+ y +2xy+x+y=2
= x4+ )+ @x+y)—2=0.
Notons s = x 4+ y. On a alors :
()= s"+s5-2=0=(—D(+2) =0
< s=1ou s=-2.
* Pour s = 1, en remplagant y par 1 — x, on obtient :
XHxy+y=3=x>+x+DA-x)=3
—2=0,

qui n’a pas de solution.

*Pours = —2,onay=—-2—xet:

S) <= x>+ @x+1D(-2—x)=3 —3x=5

3
X = —g
Ondéduit: y=—2—x=-2+42=—r
3 3
On conclut que 1’équation proposée admet une solution et une
. 5 1
seule, quiest: x = _§’ y= —g.

On peut d’ailleurs controler ce résultat en reportant ces valeurs
dans (S).

a) On a, pour tout (a,b) € (R%)? :

a’ 3a—b 4a* — (a + b)(3a — b)
a+b 4 4(a + b)

a2—2ab—}-bz_(a—b)2 0
d@+b)  4da+b)

d’ou I’inégalité voulue.
b) On applique le résultat de a) a (a,b), (b,c), (c,a), puis on
additionne :

a? o b? - c? >3a—b+3b—c+3c—a

a+b b+c c+a’ 4 4 4
_a+b+c
= 5 .

Par définition de la partie entiere, puisque 4n + 1 € Z,
ona:

E((Wn+vn+1)%) =4n+1
—dn+ 1< Wn+vn+ D2 <4n+2

—4dn+1<2n+1+2ynn+1) <4dn+2
2n < 24/nn + 1)

—
2Jnn+1) <2n+1

n*<n*+n
—
4n* +4n < 4n® +4n + 1,

et ces deux dernieres inégalités sont vraies, ce qui prouve, par
équivalences logiques successives, le résultat voulu.

Onremarqueque: (x —7)(x +6) = x> —x —42 et
x—5x+4) =x%2—x—20.
Ainsi, x n’intervient que par le groupement x> — x. On effec-

tue donc le changement d’inconnue y = x> — x. En notant (1)
I’équation proposée, on a alors :

(1) < (y —42)(y — 20) = 608
— y> — 62y +232=0.

Le discriminant A de cette équation du second degré est :
A =622 —4.232 =2916 = 542,
d’ou les solutions en y :

62 + 54

) ¢&=y= & y=4o0u y=>58.

On revient a x, en résolvant deux équations du second degré :

1+ 17

oy:4.<:>)CZ—){—4:()<:>_x:T
14+4/233
’y=58<:>x2—x—5820<:>x:—2 .

On conclut que 1’ensemble des solutions de 1’équation propo-
sée est :

{1—Jﬁ 1++/17 1—4/233 1+@}

2 7 2 2 ’ 2

D’abord, les deux membres de 1’équation sont définis si
et seulement si 19 — x et x — 2 sont > 0, ce qui revient a :
2<x < 19.

On remarque les groupements ~/19 — x et «/x — 2 et leurs car-
rés. On effectue donc un changement de notation, en posant :

u=+19 —x, v=+x—2.

W+ rrt=019—-x)+x—-2) =17

et, en notant (1) I’équation de 1’énoncé :

On a alors :

(D) = uv+u>+v>=17.

Puisque u et v interviennent de maniere symétrique, posons
S=u+vet P =uv.



On a alors :
W4 vt = @ 4 1)) — 2u?

= (S*—2P)* —2P> =S5 —45°P + 2P

2 — =
On déduit : (1) & {S P=7
S —48’P +2P2 =17
{ P=5*-17
),
ol : (2) &= $* —4S*(S* =) +2(S* = D* =17

= -5'+81=0¢= S =3,
carS=u+v=>0.

Ainsi : (1) < (§ =3, P =2), donc u,v sont les solutions
det? —3t+2=0, d’ou, a I’ordre pres:u=1,v=2.

u=1 J1I9—x =1
.{ <:> x
v=2 Jx—2=2
19—x=1
— x =18
x—2=16
u=2 J19—x =2
.{ @ x
U:l QA/X—ZZI
19—x =16
— < x = 3.
x—2=1

On conclut que I’ensemble des solutions de I’équation propo-
sée est {3, 18}.

On peut d’ailleurs contrdler ces résultats en reportant chacune
de ces valeurs dans (1).

D’abord, les termes de 1’inéquation existent si et seule-
ment six > 0.

Puisque 4/x et./x interviennent, notons # = x 12, de sorte que :

Ix = (tlz)% =8, Vxi= (tlz)% —
N (tlz)% — 6
On a alors, en notant (1) I’inéquation de I’énoncé :
N =2043" 21 = rE-3r-2)<0
S P+ DE-1-2) <0
S re+DE+DE -2 <0
= ¢+ -2 <0

Puisquet:xﬁ >0,onat+ 1> 0, donc:
N e=rrt—-2)<0—=0<r<2

— 0 < x <22 =4096.

L’ensemble des solutions de 1’inéquation proposée est donc
I’intervalle [0 ; 4 096].

On a, pour tout (a,b,c) € R?, en considérant qu’il s’agit
d’un trinéme en ¢, que 1’on met sous forme canonique :

44> 4+ 4b* +2¢% — (a + b + ¢)?
= 3a® + 3b%> + ¢* — 2ab — 2ac — 2bc
=c? —2(a + b)c + 3a* + 3b*> — 2ab
= (c—(@+b)’ = (@+b)* +3a> +3b* — 2ab
= (c —a—b)* +2a*> +2b* — dab
=(c—a—b)>+2(a—b)’>0,

d’ou I’inégalité voulue.

On a, en développant les carrés comme produits de
deux facteurs :

n 2 n 2 n 2
(L) - () -(%m)

k=1 k=1 k=1
Z ,/aiz—{—biz‘/ajz—}—b]?— Z aiaj— Z b,bj

1<i.j<n 1<i.j<n 1<i.j<n

) dy

1<i,j<n

olonanoté: dj; =./a} +b}\/a; + b} —a;a; — b;b;.

D’aprés 1’inégalité de Cauchy-Schwarz , pour tout
(i, )) €e{l,...n}?:

a,-aj +blbj § ,/aiz +bl.2,/a]2 —+ bjz,

donc d;; > 0, puis, en additionnant Z di; 2 0, ce qui

1<i,j<n

montre le résultat voulu.

Récurrence sur n.
* ’inégalité est évidente pour n = 1 (il y a méme égalité).
* Supposons I’inégalité vérifiée pour un n € N*.
Soient ay,...,a,+1 € [l +00[. Ona:

n+1 n

[Ja+a)= ( a +a,-)>(1 + any1)
i=1 1

i=

< 2! (1 + Ha,-><1 + ayy1)

hyp. réc. i=1

=1 <1 + a1 + ll[a,' + (ﬁ%‘)%ﬁ)-

i=1 i=1



Remarquons : ¥ (x,y) € [1 +oo[?, x4+ y < 1+ xy.

En effet, pour tout (x,y) € [1; +oo[? :

A+xy) -G+ =c-DHH-1)=20
D’ou,ici: a,41 + Ha, (H )a,,ﬂ.
i=1
n+1 n
Ondéduit: [ (1 +a) < 2" .2<1 + (Ha,v)a,,ﬂ)
i=1 i=1

n+1
= 2" <1 + Ha,-),
i=1
ce qui montre I’inégalité a I’ordre n + 1.

On a établi I’inégalité voulue, pour toutn € N*, par récurrence
sur n.

Récurrence sur n.
* ’inégalité est évidente pour n = 1.

* Supposons I'inégalité vraie pour unn € N*. On a:

< n+Vntl-l+—=

hyp. rec.

1
NCES

11 suffit donc de montrer :

1
\/'_1+«/m—1+—m
<Vn+l+vn+2-1 ().
Ona:
1 £
()<=>\/n_ n+2—./n
1 n+2)—n
<~ S
i+l © /nt2+/n
=2+ n<2/n+ 1

= («/m+ﬁ)2<4(n+1)

—2n+2+2ynn+2) <

— J/nn+2) <

dn + 4
n—+1
= nn+2)<(m+1)7? & 0<1

Ceci montre, par équivalences logiques successives, que 1’in-
égalité (1) est vraie, ce qui entraine 1’inégalité voulue pourn + 1.

On a démontré I'inégalité demandée, par récurrence sur 7.

Séparons en cas, selon le reste de la division euclidienne
de n par 4, et présentons les résultats dans un tableau :

—1
n E " E nt2 E nt4 Somme
2 4 4

4k 2k — 1 k k+1 4k
4k +1 2k k k+1 4k + 1
4k +2 2k k+1 k+1 4k +2
4k +3 | 2k+1 k+1 k+1 4k +3

Ceci établit le résultat voulu, par examen de tous les cas mo-
dulo 4.

J54f+41f 754\/’—41\/5
Notons u s .
NE] V3
Onaalors A=u-+vet:
3 _ 54f+41f 54/3 — 415
gy =36
3V3 3V3
25 5434415 5443 — 4145
e UV = .
33 33
_542.3-412.5 343
N 33 27

73 7\°
5-()

donc, comme uv € R :

wo =1
3
Dou: A®=(u+v)®=u®+3uv+3uv®+v°
= +v*) +3uvu +v) =36+ 7A.
A3 —TA-36=0 (1).

Une solution évidente est 4, donc :

Ainsi, A vérifie :

(1) = (A -4 (A>+4A+9)=0.

— 4.9 = —-20est < 0, donc, comme
A estréel, A> +4A + 9 n’est pas nul, et on conclut : A = 4.

Le discriminant A = 42

Raisonnons par I’absurde : supposons /x + ,/y € Q.

Comme 4/x et ./y sont des irrationnels, ils ne sont pas nuls,
donc /x + /y > 0, puis :

_ L=y
Aoy oy

Commex —y € Qet/x + ,/y € Q%, etque Q estun corps,
on déduit, du résultat précédent : /x — /y € Q.

Ensuite, comme @ est un corps :

VX = %((ﬁ + ) + Wx - ﬁ)) € Q, contradiction.
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Ce raisonnement par I’absurde établit que /x + ./y estun ir-
rationnel.
Par exemple, comme /2 et +/3 sont irrationnels (cf. exercice

1.18 a)), on déduit : /2 + /3 ¢ Q.

Raisonnons par l'absurde ; supposons qu'il existe
(p.q) € (N*)? tel que :

«/ﬁ=§ et pged(p.g)=1.

On a alors ng” = p>.

Par unicité de la décomposition d'un entier (= 1) en produit
de nombres premiers, il en résulte que les exposants des fac-
teurs premiers figurant dans la décomposition de n sont tous
pairs, et donc 7 est le carré d'un entier, contradiction.

On conclut: /7 ¢ Q.

Exemples: v2¢Q, V3¢ Q, V/5¢Q, V6¢Q.

b) Raisonnement par l'absurde. Notons ov = +/2 + +/3, et sup-
posons a € Q.

On a alors : azz(ﬁ+\/§)2:5+2\/6,

2
_5
d'ouﬁzaz

€ Q, contradiction, d'apres a).

Finalement : /2 ++/3 ¢ Q.

Notons u = +/2, v = ﬁﬁ.
On sait (cf. exercice 1.18 a)) : V2 € R, — Q.
Séparons en deux cas, selon que v est rationnel ou irrationnel.
*Siv € Q, alors le couple (a = V2,b = +/2) convient.
« Si v¢Q, alors, comme : vY2=(+/2V%)Y2 =22
=2€eQ, lecouple (a =v = (\/Z)‘/i, b = +/2) convient.
Ceci montre qu’il existe (a,b) € (Ry — Q) tel que a’ € Q :
en effet, ’un des deux couples (ﬁ, «/E), (ﬁﬁ,ﬁ)
convient.

Mais on ne sait pas décider lequel (au moins) convient !

1) Puisque G # {0}, il existe x € G tel que x # 0.
Six >0,alorsx € GNRY.Six <0, alors —x € GNRY.

Ainsi, G N R est une partie non vide et minorée (par 0) de R,
donc (théoreme de la borne inférieure dans R) G N R admet
une borne inférieure o dans R. Puisque O est un minorant de
GNRY dansR,ona: 0< a.

2) a) 1) Raisonnons par l'absurde : supposons « ¢ G. Puisque
2a > o, 2 n'est pas un minorant de G N R* dans R ; il existe
donc € G tel que a < 3 < 2av.

De méme, puisque 3 > a, 3 n'est pas un minorant de G N R*
dans R ; il existe donc v € G tel que v < v < f3.

Onaalors: 3—vye GNRY et f—7 < a,cequicontre-
dit la définition de «.

Ceciprouve: a€G.

Comme G est un sous-groupe de (R,+), il en résulte :

Vn € Z, na € G, clest-a-dire: aZ C G.

2)Soitg € G.Ennotantn = E (5),onana <g<mn+Da
«

etg—naeG(carge G,ae G,n €’).

Si g # na, alors g —na € GNRY et g —na < a, contra-
diction avec la définition de «.

Donc g =na € oZ.

Ceci montre G C aZ.

Finalement : G = oZ.

b) Soit (x,y) € R? tel que x < y. Puisque a = 0, il existe

gthelqueO<g<y—x;n0tonsn=E(£>+l.Ona
8

X
alorsn — 1 < — < n,dou:
8

x<ng=m—-1)g+g<x+g<y et ngegG.

Ceci montre que G est dense dans R.

3)a)*0 =0+ 0w € Gy

e Soientx,y € Gy,. llexiste a,b,c,d € Z telsque x = a + bw
ety=c+dw.Ona:

x—y=@—c)+b-—dw et (a—c,b—d)e7?
donc: x —y € Gy.
On conclut : G, est un sous-groupe de (R,+).

b, 1

ag+op 1.,
q

2) Puisque pged(p.q) = 1, d'apres le théoreme de Bezout, il

b) 1) Soit (a,b) € Z*>.Ona: a+bw =

existe (u,v) € Z> telque: up +vg =1.
up + vq

q

1
Alors: — = =v 4+ uw € Gy,

1
puis: — Z C Gy .
q

1
Onconclut: Gy = — Z.
q
c¢) Raisonnons par l'absurde : supposons que G, ne soit pas
dense dans R. D'apres 2), Gy, est alors discret, c'est-a-dire qu'il
existe a € R tel que G, = oZ.
Comme 1 =14+0we Gy et w=0+ lw e Gy, il existe
(p.q) €Z*telque: 1=apetw=aq.
Q@
Ilestclairqueax #0 etp #0,etona:w= &g €Q,
ap p
contradiction.
Ceci montre que G, est dense dans R.
Par exemple, en admettant que 7 est irrationnel (cf. exer-
cice 6.29), la partie {a + b; (a,b) € Z*} est dense dans R.



Les nombres

complexes

W Plan Wy Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 11 e Calcul algébrique sur les nombres complexes : sommes, produits, quo-

- , . tients, puissances, conjugués, modules, forme algébrique et forme trigo-

Enoncés des exercices 14 ) p Jug gebrg &
nométrique

Du mal a démarrer ? 18 * Equations algébriques simples, systemes d'équations algébriques

Corrigés 19 e Inégalités portant sur des modules, souvent en liaison avec une inter-

prétation géométrique

e Utilisation des nombres complexes pour la trigonométrie, formule
d'Euler, formule de Moivre

» Utilisation des nombres complexes pour la géométrie plane, utilisation
des rotations et des similitudes directes

* Manipulation des racines n-émes de 1 dans C.

Points essentiels du cours
pour la résolution des exevcices

* Calcul dans C, en particulier les propriétés algébriques de la conjugai-
son et du module

* Résolution des équations du premier et du second degré dans C

*  Propriétés de la forme trigonométrique d'un nombre complexe non nul

* Définition et propriétés des racines n-emes de 1 dans C

* Formule d'Euler et formule de Moivre

e Traduction sur les affixes d'une translation, d'une rotation, d'une simili-
tude directe.

Ca———————————————————————————————————

= | s méthodes a retenir

Utiliser la forme trigonométrique des nombres complexes.
Pour calculer la partie réelle .
. . p . , = Exercice 2.1.

et la partie imaginaire d'un
nombre complexe présenté comme De maniére générale, 1'écriture algébrique x +iy, (x,y) € R?, est
puissance d'un nombre complexe conseillée pour des calculs additifs, et 1'écriture trigonométrique

pel? (p,0) € R, x R, est conseillée pour des calculs multiplicatifs.

® On sait résoudre les équations du premier degré ou du second degré

2 p q Voir cours).
Pour résoudre une équation ( )

N . ° o 3 s e 4 14 . 40N
2 une inconnue dans les complexes Toujours tenir compte des particularités de 1'équation proposée : a ce

niveau, s'il y a une question, c'est qu'il y a une réponse exprimable.
== Exercices 2.2, 2.3, 2.5.
11
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Pour traduire

qu'un nombre complexe est réel,
qu'un nombre complexe

est imaginaire pur

Pour établir une inégalité
portant sur des modules
de nombres complexes

Pour résoudre un systéme
d'équations symétrique
a deux inconnues x,y

Pour traduire, en géométrie plane,
qu'un point est sur un cercle

° Effectuer un changement d'inconnue (ou un changement de
variable) pour ramener 1'équation a une autre équation plus simple.
On prendra souvent comme nouvelle inconnue un groupement
intervenant plusieurs fois dans I'équation.

== Exercice 2.8.

Utiliser les formules, pour tout z € C :

1 1
Ré(z) = 5(z+72), Im(z) = (z—72).
2 2i
Ainsi :
{ 1eERE&=7=2
z€iRé=z7=~-2z
== Exercice 2.4.
° Essayer d'utiliser 1'inégalité triangulaire :
V(@) eC lz+7I <zl + 1]
ou l'inégalité triangulaire renversée :
V) eC 2= 2zl — |2l

De maniere générale, il est conseillé de partir du membre le plus
compliqué.
== Exercices 2.6, 2.21, 2.22, 2.23

® Essayer de faire intervenir des carrés de module (au lieu des
modules eux-mémes), de facon a pouvoir utiliser la formule :

VzeC, |zI* =7z
= Exercice 2.11

* Si des modules de produits ou des modules de carrés interviennent,
essayer d'appliquer 1'inégalité de Cauchy et Schwarz.

== Exercice 2.19

° On peut étre amené a séparer en cas et a traiter les différents cas par
des méthodes différentes.

= Exercice 2.20.

Essayer de faire intervenir la somme et le produit de x et y, en notant
S=x-+yetP=uxy,eten considérant S et P comme de nouvelles
inconnues.

== Exercice 2.7.

Par les nombres complexes, si les points A,M ont pour affixes
respectives a,z, alors : M est sur le cercle de centre A et de rayon R
si et seulement si |z —a| = R.

== Exercice 2.9.
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Pour faire des calculs sur des
nombres complexes de module 1

Pour résoudre une question
portant sur des cosinus et des sinus

Pour déterminer 1'image dans C,
par une application f,
d'une partie P de C

Pour calculer une expression
faisant intervenir
des coefficients binomiaux

Pour établir une propriété faisant
intervenir un entier n quelconque

Pour calculer une somme faisant
intervenir une ou des racines
n-emes de 1 dans C

Les méthodes a retenir

Essayer d'utiliser, pour tout z € C* :

1
Izl =1l¢=7z=-,
Z

1

ce qui permet, lorsque |z| = 1, de remplacer 7 par —, ou inversement.
z

== Exercices 2.10, 2.13, 2.16.

Essayer de faire intervenir les nombres complexes, en utilisant la
formule :

Vx € R, cosx +isinx =e'*.
. . if
Pour transformer 1 +¢'? ou 1 — ¢'?, (0 € R), mettre e= en facteur :
B i 0 . Ll . 0
1 +¢e? =2e7cos -, 1 —¢? = —2ie7sin—.
2 2
== Exercice 2.15.

Essayer, si possible, en notant Z = f(z), d'exprimer z en fonction
de Z, puis remplacer z en fonction de Z dans les conditions définis-
sant P.

> Exercice 2.17.

Essayer d'appliquer la formule du bindme de Newton. Si les coeffi-
cients binomiaux sont régulicrement espacés (de trois en trois, par
exemple), faire intervenir des racines (par exemple cubiques) de 1
dans C.

== Exercice 2.18.
Essayer de faire une récurrence sur n. Pour y arriver, il faut que la pro-

priété a l'ordre n 4+ 1 s'exprime simplement en faisant intervenir la
propriété a l'ordre n.

== Exercice 2.24.

Essayer d'appliquer la formule du bindme de Newton :
* - n kyin—k __ n
vneN,Va,bec,;<k>ab =(a+b)

ou la formule sur la sommation d'une progression géométrique :

n I_Zn-H
VneN,VzeC—{l1}, Y f=—"—
p 1—z

== Exercices 2.25, 2.30.

13
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Pour traduire une configuration
de géométrie plane
par les nombres complexes

Essayer de faire apparaitre des rotations ou, plus généralement, des
similitudes directes.

c

Figure 2.1

Rappelons que, si A,B,C sont trois points du plan, d'affixes respec-
tives a,b,c, et si 0 € R, alors :

Y- b io
C =Rot (44 (B) <= AC = Roty(AB) <= c —a =¢'’(b —a).

== Exercices 2.27, 2.28.

=mmme Fnonceés des exercices

Exemple de calcul de la partie réelle et de la partie imaginaire d'un nombre
complexe donné par une puissance

1+i\/§>125

Calculer la partie réelle et la partie imaginaire du nombre complexe A = < T
i

Exemple de résolution d'une équation particuliére du 3¢ degré dans C

a) Résoudre 1'équation d'inconnue z € C :
(1 22— (16 —)z° + (89 — 161)z + 891 = 0.

b) Quelle particularité présente le triangle formé par les trois points dont les affixes sont
les solutions de (1) ?

Exemple de résolution d'une équation particuliere du 4¢ degré dans C

Résoudre I'équation, d'inconnue z € C :  (E) P44+ D>+ Bz +5*=0.

Etude de conjugaison et de module

1
Soit z € C — {1}. Montrer : li ciR<[z] =1
-z
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Enoncés des exercices

Résolution d'une équation dans C faisant intervenir un conjugué

Résoudre I’équation d’inconnue z € C : (1) =2

Etude d'inégalités sur des modules de nombres complexes

a) Montrer, pour tout z € C :
lz—(1+)]<1=VI0-1<|z—4 <VI0+1.

b) Traduire géométriquement le résultat de a).

Exemple de résolution d'un systéme de deux équations a deux inconnues dans C

X’y +xy>=6
Résoudre le systéme d’équations, d'inconnue (x,y) € C?: S)
24yt =0.

Exemple de résolution d'une équation particuliere du 4¢ degré dans C

Résoudre I’équation d’inconnue z € C :

(D 722z + (2 —2)(2z — 3) = 63.

Etude de cocyclicité pour quatre points du plan
Est-ce que les points A,B,C,D d'affixes respectives 9+ 3i, 6 4+ 10i,—4 + 14i,
—11 4 11i sont cocycliques ?

Si oui, déterminer le centre et le rayon du cercle qui les contient.

Etude de conjugaison et de modules de nombres complexes

1 lu —z|
u——-|=
Z |z]

Montrer : YuelU,VzeC

Inégalités sur des modules de nombres complexes
a—>b
1 —ab

< 1.

Soit (a,b) € C? tel que |a| < 1 et |b| < 1. Montrer : ‘

Un exemple d'involution d'un disque

z . .
est une involution de

Montrer que l'application f : z —> —z I

D={zeC; |z < 1}.

Propriétés des fonctions symétriques élémentaires de quatre nombres
complexes de modules égaux a 1

Soient a,b,c,d € U. On note 0,,0,,03,04 les fonctions symétriques élémentaires de
a,b,c,d.

_ a3 _ 02
a) Montrer : 1= — et o0, =—.
04 04

0103 2

o
eR, et —2eR,.
T4 04

b) En déduire :

Exemple d'intervention de la géométrie dans la résolution d'une équation
faisant intervenir des nombres complexes

Résoudre I'équation (1) e'* +¢'? +¢'? = 0, d'inconnue (x,y,z) € R>.

15



Chapitre 2 « Les nombres complexes

— Un calcul important et utile : somme des cosinus et somme des sinus de réels en
progression arithmétique

Pour n € N et (a,b) € R2, calculer C = Zcos(a +kb)etS = Zsin(a + kb).

k=0 k=0
— Utilisation de la conjugaison pour des nombres complexes de module 1
. b(c — a)?
Soient a,b,c € U tels que b # c. Onnote A = W Montrer : A € R,.
alc—
——— Un exemple d'image d'un quart de plan par une fonction homographique
z+1

Déterminer I'image par 'application f : z —> 1 du quart de plan

P:{ze(C; Ré(z) > 0 et Im(z)>0}.

—— Calcul de sommes de coefficients binomiaux de trois en trois

Calculer, pour n € N tel que n 2> 3, les sommes :

(o)) = Q) ()5
“=(2)+(5) ()

——— Exemple d'obtention d'inégalités portant sur des modules de nombres
complexes
Soientn € N*, z1,...,2, € C, M € R, tels que :
Yoa=0 et > |ul <M.
k=1 k=1
—1

n
Montrer: Vk e {l,...,n}, |z| < —M.
n
——— Exemple d'inégalité portant sur des modules de nombres complexes
Montrer, pour tout z € C : |z] < |z)* + |z — 1].
——— Calcul d'une borne supérieure faisant intervenir des nombres complexes

Déterminer  Sup |z> + 2iz].
lzI<1

——— Etude d'inégalité sur des sommes de modules de nombres complexes

n
. Tk
Soient n € N*, zy,...,z, € C*. On suppose E ﬁ =0.
k=1 1%k

n n P
Tk

a) Montrer: Vz € C, E |zx] = E (zx —z)m.
k=1 k=1 k

b) En déduire: Vz € C, Z lzel < Z lzx — zl.
=1 =1
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Enoncés des exercices

Obtention d'inégalités portant sur des modules de nombres complexes
a) Montrer, pour tout (u,v) € C>:  |u| + |v] < |u + v+ |u — v].
b) En déduire, pour tout (z;,22,23,24) € C*:
|z1] + |22l + |z3] + |z4]
Sz + 22l + |z + 23l + 1z + zal + 22 + 23] + |22 + 24| + |25 + 24]-

Exemple d'utilisation du raisonnement par récurrence pour 1'obtention d'une
inégalité portant sur les modules de plusieurs nombres complexes

Soientn € N*, D = {z eC; |zl £ 1},a1,...,an,b1,...,b,, € D. Montrer :

Hak - ku < Z lay — Dy|.
k=1 k=1 k=1

Exemple de calcul d'une somme faisant intervenir des racines n-émes de 1
n—1

Soientn € N —{0,1},z € C. Onnote w = e°7" et S, = > (24" Caleuler S,.
k=0
Etude de cocyclicité ou alignement de quatre points du plan
Soient A,B,C,D quatre points du plan deux a deux distincts, a,b,c,d leurs affixes res-

pectives. On suppose : (a + b)(c +d) = 2(ab + cd).

Montrer que A, B,C, D sont cocycliques ou alignés.

Triangle équilatéral dans le plan

Soient A, B, C trois points du plan affine euclidien, d'affixes respectives a,b,c.

a) Montrer que le triangle A BC est équilatéral direct si et seulement si : a + jb + j*c = 0.

b) En déduire que le triangle ABC est équilatéral si et seulement si :

a?> +b*+c* — (ab 4+ ac + be) = 0.

Exemple d'utilisation des nombres complexes pour la résolution d'une question
de géométrie plane

Dans le plan affine euclidien orienté, on construit, extérieurement a un parallélogramme
ABCD, les triangles équilatéraux BC E et C D F. Montrer que le triangle A E F est équi-
latéral.

Exemple de traduction d'une configuration géométrique par une condition sur
des nombres complexes

Soit z € C*. On note u,v les racines carrées complexes de z. Déterminer 1'ensemble des
7 € C* tels que les points d'affixes z,u,v forment un triangle rectangle de sommet le point
d'affixe z.

Exemple de calcul d'une somme double faisant intervenir des racines n -émes
de 1 dans C

n—1 n—1

Soit n € N*. On note w = e = et S, = Z Z (Z) wP™, Calculer S,.
p=0 g=p

17



Chapitre 2 < Les nombres complexes

18

sssee Du mal a démarrer ?

Utiliser la forme trigonométrique des nombres com-
plexes.

a) Grouper les deux termes contenant 16 et les deux
termes contenant 89.

Remarquer que, pour tout (a,b) € C? :
a®>+b%=(a+ib)(a —ib).

Utiliser: YVAeC, AciR<= A= —A.

Passer par la forme trigonométrique de z.

Faire apparaitre z — (1 + 1) dansz — 4, et utiliser I'inégalité
triangulaire et I'inégalité triangulaire renversée.

Exploiter les roles symétriques de x et y, en prenant
comme nouvelles inconnues la somme et le produit de x et y.

En groupant les facteurs z et 2z — 3 d'une part, 2z + 1 et
z — 2 d'autre part, faire apparaitre la méme expression 2z — 3z
et utiliser alors un changement d'inconnue.

Résoudre 2A = 2B = 2C = 2D, d'inconnue {2 d'affixe
z=x+1y, (x,y) € R2.
Remarquer que, puisque u € U ensemble des nombres
1
complexes de module 1, on peut remplacer u par —.
u

Aprés avoir Vvérifié I'existence de l'expression proposée,
mettre des modules au carré.

Se rappeler qu'une involution d'un ensemble D est, par
définition, une application f : D — D telleque f o f =1dp.

Par définition, les fonctions symétriques élémentaires de
a,b,c,d sont:
op=a+b+c+d, op=ab+ac+ad+ bc+ bd+ cd,
03 = abc + abd + acd + bed, o4 = abcd.
1
Exploiter: Vz e U, 7= —.
z

Traduire (1) par une configuration géométrique.

Passer par les nombres complexes, en formant C +1i S,
puis faire apparaitre une progression géométrique.

1
- Utiliser I'égalité u = —, pour tout u € U, ensemble des
nombres complexes de module 1.

* Pour établir A € Ry, on peut essayer de faire apparaitre A
comme carré du module d'un nombre complexe.

Pour traduire z € P par une condition portant sur f(z),
exprimer z en fonction de Z = f(z), puis passer a la partie
réelle et a la partie imaginaire de z.

Puisque les coefficients vont de trois en trois, on peut pen-
ser aux racines cubiques de 1 dans C, d'ou l'idée de former
A+B+C, A+jB+jC, A+jB+jC.

Puisque des carrés de modules interviennent, essayer d'ap-
pliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Appliquer judicieusement l'inégalité triangulaire et séparer
en cas selon la position de |z| par rapport a 1, a cause de la pré-
sence de |z| et de |z|%.

Obtenir une majoration convenable, par l'inégalité triangu-
laire, puis choisir z pour réaliser I'égalité dans I'inégalité obtenue.

a) Partir du membre le plus compliqué, le second.

b) Utiliser I'inégalité triangulaire.

a) Utiliser convenablement l'inégalité triangulaire.

b) Appliquer le résultat de a) a (z1,z2), a (z3,z4), puis a
(21 — 22, 23 — 24).

Récurrence sur n.

Utiliser le binome de Newton, une propriété de permuta-
tion de deux symboles X et enfin la sommation d'une progres-
sion géométrique.

Utiliser la caractérisation de quatre points (deux a deux dis-
. . ., d—a d-»b
tincts) cocycliques ou alignés: ——: eR.
c—a c—b

a) Traduire la configuration a l'aide d'une rotation, par
exemple de centre B.

b) Un triangle est équilatéral si et seulement s'il est équilatéral
direct ou équilatéral indirect

Passer par les nombres complexes. Traduire la configura-
tion a l'aide de rotations.

Se rappeler que le produit scalaire de deux vecteurs d'af-
fixes complexes a,b est donné par Ré (ab).

Utiliser une propriété de permutation de deux symboles de
sommation, le bindbme de Newton, et enfin la sommation d'une
progression géométrique.



= Corrigés des exercices

Mettons 1 4+ i+/3 et 1 + i sous forme trigonométrique :

H+iv3=yVI2+4/3 =+d=2,
1+i4/3
2

wIx

donc: 1+4+i/3=2—""=2¢

)

1+i
2

[14i]=+2,doncl+i=+2 — V2T
D’ou:

1+iv3 263 i(Lz) -
— = — =V2e \? 1) =26 12,
141 V2¢e'a

Puis :
e 125 125 A 1251
A:(ﬁe 12) =427 12 .
On calcule cette derniere exponentielle complexe :

1257 5T i<£—1)
e' 12 :ellz =e 2 12

(n_m
PR R B i T
1e112 =1e(4 3)=1el4e'3

L 14i 1-iy3
= = —
1 . .

1 .
- 2—ﬁ<(ﬁ_ D+ 3+ 1)1).
On obtient :

A=2/3-1)+2°(/3 + Di

et on conclut que la partie réelle de A est 26'(v/3 — 1) et que
la partie imaginaire de A est 2°'(+/3 + 1).

a)Ona:

(1) < Z2+iz2—16(z2+iz)+89(z+i) =0
=  (z+i)—16z(z +i) +89(z +i) =0
= (22— 162 +89)(z+1i) =0
= 72-162+89=0 (2) ou z=—i

Le discriminant A de 1'équation du second degré (2) est:
A =162 —4-89 =256 — 356 = —100 = (10i)%. Les solu-
tions de (2) dans C sont donc :

16 — 10i 16 + 10i
L _g_s5i o 21U

2 2
On conclut que l'ensemble des solutions de (1) est
{—i.8—-5i,8+5i}.

b) On peut éventuellement commencer par faire un schéma si-
tuant les trois points en question, pour deviner quelle réponse
apporter a cette question.

=8+ 5i.

y
5 8 +5i
//
0
LG 8 X
-5 8- 5i

Puisque
|8 4 5i) — (—i)| = I8 + 6i] = v/82 + 67 = /100 = 10
|8 + 5i) — (8 — 5i)| = |10i| = 10,

le triangle formé par les trois points dont les affixes sont les so-
lutions de (1) est isocele, de sommet d'affixe 8 + 5i.

Ona:
B) = FP+4+1)+iBz+5 =0
ou (Z+4z+1)—i(Bz+5 =0

19
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=7+ @+3)z+U+5)=0 (1)
ou 2+ (@4-3)z+(1-5)=0 (2).
L'équation (1) est du second degré. Son discriminant A est :
A= (44 3i)* —4(1 + 50)
=16—-9+24i —4—20i =3+ 4i.
On remarque que 3 +4i = (2 + i)2, ou bien on calcule les ra-

cines carrées complexes de 3 + 4i par la méthode habituelle.
On en déduit les solutions de (1) :

1 . N . .
E(—(4+31)—(2+1)) = S(-6—4) = -3-2i

l(—(4+3i)+(2+i))=l(—2—21)=—1—i
2 2 '

D'autre part, un nombre complexe z est solution de (2) si et seu-
lement si son conjugué 7 est solution de (1), donc les solutions
de (2) sont les conjuguées des solutions de (1).

Finalement, 1'ensemble des solutions de (1) est :

[-3-2i, —1-i, —3+2i, —-1+1i}.

+Z.Ona:

1
Notons A =
11—z

_ 1 1
Aei]R(z)A:—A(z)( +Z)=— R

1—z 1—z2

1+z 14z

1-z 11—z

= (1+2)0-2)=—-1-2)(1+2)
—2-27=0<=zz=1

— |z7’=1< |7] = 1.

Remarquer que le nombre O est solution.

Soit z € C*. Notons z = pel?, p e R*, 0 € R. Ona:

2
) ) p-=1
(1) & pe il = pP ¥l — {
—0 =360 [2n]

p=1
— — T
40 =0 (2] =0 [E]

On conclut que l'ensemble des solutions de (1) est
{0, 1,1, —1, —i}.

Soit z € C tel que ’z—(l—ki)‘ <1.0na:
tle—4=|e— A+ +(3+)|
<le—a+o[+1-3+i1<1+ VI
e—dl=|e— A+ - G-
> o= a+D|+B-il > -1+ V0.
Onconclut: v10—1< |z —4] < V10 + 1.

b) Le résultat de a) se traduit géométriquement par : le disque
fermé de centre 1 + i et de rayon 1 est inclus dans la couronne

fermée de centre 4 et de rayons +/10 — 1 et +/10 + 1 (qui est
d'ailleurs tangente au disque précédent en deux points).

Puisque x et y jouent des rdles symétriques, notons

PS=6
<~
$3=9+4+18=27

S=x+yetP=xy.Ona:

PS=6
S) =
§3—3PS=9

= ( { ou ou )
P=2 P =2 P=2j
Connaissant S et P, d'apres le Cours, x et y sont les solutions

de I'équation du second degré t> — St + P = 0, d'inconnue
teC.

S, P Equation ent Solutions en ¢
S=3,P=2 ?=3t+2=0 t=1,1r=2
§=3j, P=2" |2=3jt+2*=0 t=j,t=2j
S=32P=2j |?-3?+2=0| t=31t=2f

Finalement, 1'ensemble des solutions de (S) est :

{1.2), G.2). (%2, @.1), @j.p). @i}




Ona:
V) = (222-3)(@z+ D -2) =63

& (277 —32)(2z* — 3z — 2) = 63.
En notant Z = 2z> — 3z, on a donc :
(1) = Z(Z—-2) =63 < 7 -2Z — 63 =0.
11 s'agit d'une équation du second degré. Le discriminant A est :
A =2244.63 =256 = 16%. Les solutions en Z sont donc :
2—16 2416
_— = — et —_— = 9
2 2
D’ou:
(1) =272 —-3z=-7 ou 2z°—3z=9
27 —3z+7=0 (2) ou 222—-3z-9=0 (3).
Il s'agit maintenant de deux équations du second degré.
Le discriminant A, de (2) est Ay = 9 — 56 = —47, donc les

3 —i4/47 3414/47
solutions de (2) sont ; et + 14 .
Le discriminant A; de (3) est A3 = 9 + 72 = 81 = 92, donc
- 3 3+9
1 lutions de (3 t — =—— et —— =3.
es solutions de (3) son ) 2 e 7

Finalement, 1'ensemble des solutions de (1) est

{3 3 3—i4/47 3+i¢zﬁ}

2 4 4

1) Soient 2 un point du plan, z son affixe, (x,y) € R?
telque z = x +1iy.
Ona:
A = B = 2C = (2D
S@=9+(-3’=@ -6+ (- 10’
=@+ + -1 =@ +1D*+(—11)°
= x?+y* —18x — 6y +90
=x?+y? — 12x — 20y + 136
= x? + y? + 8x — 28y + 212
=x2 4+ y2 +22x — 22y +242
—6x — 14y +46 =0
20x —8y +76 =0
14x +6y +30=0

3x —7y+23=0|-1

= {5x—2y+19=0| I |—-1
Tx+3y+15=0 1
3x —Ty+23=0|5 |2
=
2x+5y—4=0 |73
29x +87 =0 {x=—3
—
29y —58 =0 y=2.

Ceci montre qu'il existe un point {2 du plan (et un seul), celui
d'affixe —3 + 2i, tel que {2 soit équidistant de A,B,C,D.
Autrement dit, A, B,C,D sont cocycliques, sur un cercle de
centre (2.

2) Le rayon de ce cercle est {2A (ou (2B, ou {2C, ou 2D).
Ona:

NA* = (=3-9)2+ (2—-3)2 = (—=12)> 4+ (—-1)? = 145,

donc le rayon du cercle est +/145.
On peut d'ailleurs contrdler :

NB* = (-3 -6+ (2 - 10)*
=97+ 8 =81 +64=145,
QC* = (-3+4>+2-14)°
=124 12% = 1 + 144 = 145,
ND* = (=34 11)> 4+ (2 — 11)?
=82 497 =64+ 81 = 145.

Par ailleurs, la notion de nombre complexe n'intervient pas de
maniere essentielle dans cet exercice.

. _ 1 1
Puisque u € U, onau = —, doncu = —, d’ou:
u u

1 1 1 Z—u
U——|=|z—z=| = —
% u % uz
CE-al g

|| |Z] |z]

* Montrons d'abord que I'expression proposée existe.

On a, pour tout (a,b) € C* tel que |a| < let|b] <1 :
l—ab=0<=ab=1= |a||b| = |ab| =1,

exclu, car |a||b| < 1, ce qui montre que 1 —ab # 0, donc
a—>b

1—ab

* On a, pour tout (a,b) € C? tel que |a| < 1 et|b| <1 :

existe.

a—>b
1 —ab

‘<1<=>|a—b|<|1—ﬁb|

& |a —b* < |1 —ab)?

= (@—b)(a—b) < (1 —ab)(l — ab)
< @a —ab — ba + bb < 1 —ab — ab + abab
> 1 +al*b]* —lal* — |b|* > 0
— (1 —]a)A =) >0,

et cette derniere inégalité est vraie, car |a| < 1 et [b| < 1.
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a—>b
1 —ab

On conclut : ‘

Remarque : Le méme calcul permet, plus généralement, d'ob-

—ab
tion des positions strictes de |a| et de |b| par rapport a 1.

tenir la position stricte de

‘ par rapport a 1 en fonc-

1)Soitz € D. Onaalors z # 1, donc f (z) = —z7 <
—2Z
existe, et :
z 11—z T—¢]
2)|=|—2 =z =|z =lz| <1,
If (@)l ’ T |||1—z| |||1—z| |z|

donc f(z) € D.

Ceci montre que f est une application de D dans D.

2) Pour montrer f o f = Idp, onvacalculer f o f(z) pour tout
z€D.

On a, pourtoutz € D :

(fo @ = f(f@)

S 478
1—f(2) 1-72 Z1_z
:_f(Z)l—f(z):ZI—z —%
: 14z
l1—z
B l—z l=Z+ZF=2z |l=x% _.

1—z l—z4+z—-221-2

On obtient f o f = Idp et on conclut que f est une involution
de D.

a)l)
Gi=a+b+c+d=a+b+c+d
I 1 1 1

A

bed + acd + abd + abce _ 03
abed T oy

2)

0, =ab +ac + ad + bc + bd + cd
=ab +ac +ad + bc + bd +cd
_1+l+1+1+1+1
“ab  ac ad bc  bd  cd

cd—l—bd—{—bc—i—ad—{—ac—i—ab_az

abcd o4

b) 1l s'ensuit :

0103 g3
1) =01— =001 = |01| eRy

04 04

2

03 02 — 2
2) — = 0p— = 020 = |O’2| € R+.

4 04

Notons A, B,C les points d'affixes respectives e'*, e'”, <.

Ainsi, A,B,C sont sur le cercle de centre O et de
rayon 1.

L'affixe du centre de gravité G du triangle ABC est
3 (e” +eV 4+ e”'). Ainsi, (x,y,z) estsolution de (1) si et seu-

lement si G = O.

Si G = O, c’est-a-dire si le centre de gravité G de ABC est
confondu avec le centre O du cercle circonscrit a ABC, alors
les médiatrices et les médianes du triangle A BC sont confon-
dues, donc ABC est équilatéral. La réciproque est évidente.
On conclut que (x,y,z) est solution de (1) si et seulement si le

triangle dont les sommets ont pour affixes e'*, e'”, e'* est équi-
latéral.

Autrement dit, 'ensemble des solutions de (1) est :

2 47
x,x+? +2k7r,x+?+2€7r s (x,kl) e RXZXZ

4 2
U{(x,x+?7r+2k7r,x+?ﬂ+2ﬁ7r); (k.0 € Rxez}.

Ona: C+iS= Zei(n+kb) _

n
eia Z (eib )k
k=0

k=0
Sib ¢ 2nZ, alors e # 1, donc :
. 1(n+1)h
C+iS=e¢e" 1
1(n+1)b ( 1(n+1)b 1(n+l)b>
- ib i_ _ib
e?2 ( —e 2)
.. (n+1b
oy 2isin——
= el(‘HT) 72
2isin —
2



On déduit C et S en prenant la partie réelle et la partie imagi-
naire.

Si b € 2nZ, I'étude est immédiate.

On conclut :
. (n+ Db
p\ Sih————
cos(a—|— %) 7127 sib ¢ 277
C= sin —
2
(n+1)cosa sib €27
. (n+ Db
nb SIHT
sin(a—|— —) ——=——  sib¢2nZ
§= 2 siné
2
(n+1) sina sib € 2nZ.

Remarquer d'abord que l'expression proposée existe,
puisque a # 0 etc # b.

c—a )
Notons z = ——. On a, puisque a,b,c € U :

c—b
1 1
=T » gz —c b b
Z: _:C a :a ¢ ¢ = =%
c—p» 1 1 ca b—c a
c b
D’ou
2
b(c—a)zzé c—a zézz
a(c—b)? a\c—b>b a’

b
= (—z)z =7z = |z]* e R,.
a

Exprimons, pour tout z € C — {1}, z en fonction de
Z = f(z). Ona:

1
Z:z—|—

— Zz—Z=z+1

Notonsz =x +iy, (x,y) e R, Z=X +iY, (X,Y) e R%

Calculons x,y en fonction de X,Y :

o X 4iY+1
SR S
((x+1)+iY)<(X—1)—iY)
((X—l)—i—iY)((X—l)—iY)
(X2 -147Y?) -2iY
X-1D2+y2
d’on
X2 4y -1 B -2
T orr YT oty
On a alors :
x>0
zeP<:>{
y>0
XEE VR . —2Y 3
—_— > —_— >
(X =12+ 12 X—-12+7Y2
X24+7v2-1>0 X2+7%2>1
<~ <—
-2Y >0 Y <0.
On conclut :

X24+Yv2>1
f(P):{Z=X+iY;(X,Y)eR2,{ e }

Y <0

z7—1 Ainsi, f(P) est la partie du plan extérieure au cercle de
Z 41 centre O et de rayon 1, et située au-dessous de 1'axe des abs-
S Zz—z1=Z+14=z=———, .
Z—1 cisses.
en remarquant que Z #= 1. (Voir schémas ci-dessous)
y y
P
f -1 1
o X 0 X
f(P)
-1
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En utilisant la formule du bindme de Newton :

A+B+cz(g)+(';)+(;)+(§)+...
-y (Z)=(1+1>"=2”

A+jB+j2C=<g)+j (’1‘)+j2 <z>+(§)+

i ( . ) = (14" =(="= (D"
k=0

A+ BHC =14 = ()" = (=1)}".

On résout ensuite un systeme d'équations, en utilisant les coef-
ficients indiqués :

A+B+C=2" 1 1 1
A+jB+jC = (D" 1 i J
A+PPB+iC = (=1)"" 1 j B

d'ou les valeurs de A,B,C :
n n:2n nin
3(2 + D+ D)
L/, 0 2nmw
1 n n:2n+2 nin+l
B= o (2 + (-1 o (1)
_ ! 2" 1H"2
= g( + (—=1)"2cos

2(n—;— 1)7r)

C= : (211 + (=D 4 (=1) n+2)

1, . 2-Dr
=§(2 F (=1 ZCosf).

n}. Puisque ZZ” =0, ona:

p=1

Soitk € {1,...,

2

2
|zl = ‘ - > %
I<p<n, p#k
D'apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, appliquée a
(Zp)lgpgn,p#k et (1)1§p§n, p#+k, ONLa:

2

Zp
I<p<n, p#k

<(LZ o) X )
I<p<n, p#k I<p<n, p#Fk
=n-1 Y Izl

I<p<n, p#k

D’ou :

1+ ! |z > = !
— 1

|Zk|2+—
<P+ Y
I<p<n, p#k

Zp

ISpsn, p#k

n
2 2
ol = 0 Il
p=1

M n—1
donc: |z < = M,

1+

n—1

n—1

et finalement : |z;| < M.

Soit z € C. On a, par l'inégalité triangulaire :

lzl =z =22+ 2 < |z =22+ 122 = |zl Iz = 1| + |z

+Siz| <
* Si |z] =1,
lz| < lz|* + 1z —1].

1, on déduit le résultat voulu : |z| < |z — 1| + |z|>.

alors |z| <|z|*>, donc a fortiori:

1) On a, pour tout z € C tel que |z| < 1, en utilisant

I'inégalité triangulaire :

|2° +2iz] < |2°] + 121zl = |z +2Jz| < 3

2) Voyons si on peut choisir z de fagon qu'il y ait égalité dans
chacune des deux inégalités précédentes. On sait qu'il y a éga-
lité dans I'inégalité triangulaire ici si et seulement si z° et 2i z

sont positivement liés, c'est-a-dire : z3> = 2i Az, A € R,. Pour
|z| = 1, on déduit, en passant aux modules, 1 =2\, A = 2
Puis: 22 =2iNz &=’ =iz &= > =1, car z # 0. Une

. . . 4 s 1 .
racine carrée complexe dei =e'2este' 4 = E(l i)

1
En prenant z = — (1 +i), ona: |z] =1,z =i,z =iz,

NG
23 +2iz| = |3iz| = 3|z| = 3.
On conclut : Sup|z> +2iz| = 3.

lzIs1

a)On a, pour tout z € C :

n — n —

ZkZk 22k
A )— =y
k=1

{2l =

n n
Zk
—E |Zk|_ZE E |zl

kllkl k=1



b) D'apres a), Z(ZA — Z)—

Z 2l € Ry,

et, par 1'inégalité triangulaire :

lek| = Z(Zk —z)— =
< ilzk - |M
k=1

lek—ZI

a) En utilisant I'inégalité triangulaire :
2ul = | + ) + @ = )| < e+ v+ Ju =]

201 = |G+ ) = @ = )| < Ju+ 0] + [u = v,

d'ou, en additionnant puis en simplifiant par 2 :

lul + |v| < |u+v|+ |u— vl

b)* D'apres a) appliqué a (z1,22) eta (z3,z4) alaplacede (u,v),
ona:

|21l + |z2| < |21 + 22| + |21 — 22|

et
|za] + lza] < |za + 24l + |23 — z4l,
puis en additionnant :
|z1] + |z2| + |z3| + |z4
< zi 4 22l + |23 + 24l + |21 — 22| + 23 — 24l

e D'apres a) appliqué a (z; — 22,23 — z4) a la place de (u,v),
ona:

[z1 — 22| + |23 — z4l

Slar—z2+23 — 24l + |21 — 22 — 23 + 24
= |(z1tz3) — (22 +Z4)’ + ‘(Zl +24) — (22 + 23)
< lz1 + zal + |22 + zal + |21 + zal + |22 + 23,
d’ou le résultat voulu :
|z1] + [z2] + |z3] + |z4l

<z + 22l + 1z + 23l + |21 + 24| + |22 + z3]
+|zo 4+ z4] + |23 + 24].

Raisonnons par récurrence sur 7.
La propriété est triviale pour n = 1.

Supposons la propriété vraie pour un n € N*, et soient

@hgo oo ,an+1,b1,. .. ,bn+1 eD.

n n
On a, en notant A,, = Hak, B, = l_[bk :

k=1 k=1
n+l1 n+1
[Ta = []o¢| = 14nan1 — Bubuial
k=1 k=1
= ‘An (an+l - bn+l) + (An - Bn)btz+l
< Al lans1 = bui| + [Aw = Bul [bata .

S lycar: Veefl,...n}), o] <1

D'autre part, d'apres 1'hypothese de récurrence :

An - Bn| < Zlak _bkl
k=1

D'une part, |A,|

Enfin: |b,.1] <1
n+1 n+1 n
Ondéduit : | [ Jax — ] o] < lawss — busil + Y la — bl
k=1 k=1 k=1

n+l

== Z lar — brl,
k=1

ce qui montre la propriété pour n 4 1.

On a établi la propriété voulue, pour tout n € N*, par récur-
rence sur 7.

On a, en utilisant le bindme de Newton, puis une per-
mutation de deux symboles de sommation :

n—1
Sn — Z(Z L wk)n _ ZZ( ) k)Zanl
k=0

0 =0

n n—l I n @ n—1
— Z( > ke n 4 Z(()anl Z(wl)k.
=0 k=0
On calcule cette derniere somme (portant sur l'indice k), en sé-

parant en cas selon que w’ est égal 2 1 on non :
n—1
esif =0oul =n,alorsw’ = 1, donc Z(wk)k =n
k=0
esif # 0 oul # n,alors,comme 0 < £ < n, onaw’ # 1,
d’ou :

_ (wn)l
I —wt

n—1 {\n
]_

E Wt (wg) = =0.

= 1 —w

Ainsi, dans S,, il ne reste que les termes d'indices ¢ = 0,

L =n,dou: S, = (g>z”n+ <Z>z0n =n("+1).
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Ona:
(a+b)(c+d)=2ab+cd)

<= ac +ad + bc + bd = 2ab + 2cd
<= ac+bd —ab — cd = ab + cd — ad — bc

= (a—d)(c—b)=(a—c)(b—-d)

a—d_ b—d

a—c  b-c

—d b—d — —

a : _ a d:b deR,
a—c b-—c a—c b-—c

ce qui montre que les quatre points A, B,C, D sont cocycliques
ou alignés.

a) ABC est équilatéral direct si et seulement si A se dé-

. . ™ <L
duit de C par la rotation de centre B et d'angle 3 c'est-a-dire :

(1) a—b=¢e%(c—b).

A

Mais '3 = —j2, donc :
(1) = a—-b+j*(c—b)=0a+jb+jc=0.

ABC équilatéral direct
b) (ABC est équilatéral) <= |ou

ABC équilatéral indirect

a+ijb+jc=0
<~ |ou
a+ijc+i?b=0

& (a+jp+ic)a+jb+jo) =0
— a* +b*+c* — (ab+ac + be) = 0.
Notons a,b,c,d les affixes complexes de A,B,C,D

respectivement. Puisque ABCD est un parallélogramme,
ona:a+c=>b+d.

Ona:
BCE équilatéral (indirect)

& BE =Rot_z(BC)

<:>e—b=e’%(c—b)=—j(c—b)
= e=b—jlc—b)=1+]jb—jc=—j’b—jc
cf. aussi 'exercice 2.27.
De méme, puisque CDF est équilatéral (indirect), on a :
f=-fc—jd.
Pour montrer que AE F est équilatéral (direct), on calcule :
ftja+ite=(jc—jd) +ja+7(=j’b — jo)
=—jc—jd+ja—jb—c
=ja—jb—(1+)ec—jd
=ja—jb+jc—jd=jla—-b+c—d)=0.

On conclut que AE F est équilatéral (direct).

Premiere méthode (algébrique)

Puisque u,v sont les racines carrées complexes de z, on a:
2

v=-—uetz=u".
Ona:

(z,u,v) rectangle en z
> Ré((—2)(v—2)) =0<= Ré (@—u")(—u—u’))=0
= @) (—u—u?)+u—u?)(—u —u*) =0
— —uu+ntu—unu’ +utu’ — ui—un’ +utu+u’nt =0
— —2ul’> +2u*=0
— [ul> =0 (exclu) ou |u|> =1

—uf=1 < |z]=1.



On conclut que I'ensemble cherché est U, ensemble de:
nombres complexes de module 1.

Deuxieme méthode (géométrique)

Y

Notons M, P, Q les points d'affixes respectives z,u,v. Pour que
le triangle M P Q soit rectangle en M, il faut et il suffit que M
soit sur le cercle de diametre P Q, ce qui équivauta OM = O P.
Et:

OM = OP <> |z| = lu| & |u]* = |u
— (IuI = 0 (exclu) ou |u|:1>

—lz| =1

On a, en utilisant une permutation de deux symboles X

et la formule du bindme de Newton :

Il
-
A~
S
~—
&
=
~—
€
)
|
gl
_l’_
&
<
€
S

Pour calculer cette sommation de progression géométrique,

voyons si (1 + w)w peut étre égal a 1 ounon. On a:

—1+£45

l+ww=l<=u+w—-1=0c=w= >

—14++5 ! -5
e
2 2
de 1 dans C (car de modules différents de 1), donc

(1 +ww £ 1.

Mais

ne sont pas des racines n-émes

On a alors, par sommation d'une progression géométrique et

puisque w" =1 :

1= (04ww)" 11 +w)
- 4ww

l —w—w?’
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Du mal a démarrer ?
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29
32
36
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Thémes abovrdés dans les exevcices

Convergence, divergence d’une suite, détermination de son éventuelle
limite

Séparation d’une suite en termes d’indices pairs, d’indices impairs, et,
plus généralement, étude de suites extraites

Montrer que deux suites réelles sont adjacentes

Calcul du terme général pour une suite usuelle, en particulier le cas des
suites récurrentes linéaires du second ordre a coefficients constants et
sans second membre

Etude d’une suite du type un+1 = f(uy).

Points essentiels du cours
pour la vésolution des exewvcices

Propriétés des suites convergentes et des suites de limite infinie, pour
les opérations algébriques et 1’ordre usuel, en particulier le théoreme
d’encadrement

Calcul du terme général pour les suites usuelles : suites arithmétiques,
suites géométriques, suites récurrentes linéaires du second ordre a coef-
ficients constants et sans second membre

Définition et propriétés des suites extraites, en particulier le cas des
suites formées par les termes d’indices pairs, d’indices impairs
Définition et propriétés des suites réelles monotones, des suites adja-
centes

Plans d’étude des suites du type u,+1 = f(un).
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Pour montrer qu’une suite
converge et trouver sa limite

Pour étudier
la convergence d’une suite

Pour étudier la convergence
d’une suite dans laquelle apparait
une distinction entre les termes
d’indices pairs et les termes
d’indices impairs

Pour montrer qu’une suite diverge

Pour étudier une suite extraite
d’une suite convergente

Pour montrer que deux suites
réelles (u,),, (v,), sont adjacentes

Pour calculer le terme général
d’une suite récurrente linéaire
du second ordre,

a coefficients constants

et sans second membre

=mme | es méthodes a retenir

Essayer d’exprimer le terme général u,, de fagon a pouvoir appliquer
les théoremes généraux (théoréme d’encadrement, opérations sur les
suites convergentes).

== Exercices 3.1, 3.2, 3.4, 3.5, 3.6

De maniere générale, privilégier I’application des énoncés des théo-
rémes du cours.

= Exercice 3.4

Ne revenir aux « epsilons » que dans les cas ou les énoncés des théo-
remes du cours ne s’appliquent pas directement.

== Exercices 3.16, 3.23.

Examiner le comportement des deux suites extraites, indices pairs,
indices impairs.

= Exercice 3.3.

Essayer de :
— trouver deux suites extraites et ayant des limites différentes

== Exercice 3.6 b)

— montrer que le terme général tend vers 400 ou tend vers —oo

— raisonner par I’absurde : supposer que la suite converge et amener
une contradiction.

== Exercice 3.22.

Appliquer le résultat du cours : la suite extraite considérée converge et
a la méme limite que la suite donnée.

== Exercice 3.15.

Etablir que :
1) I'une est croissante
2) ’autre est décroissante
3) la différence v, — u, tend vers O lorsque I’entier n tend vers
I’infini.
== Exercice 3.7.

Former 1’équation caractéristique et appliquer les formules du cours.

== Exercices 3.8, 3.9, 3.18 a).



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Pour calculer le terme général u,
d’une suite récurrente linéaire
du premier ordre

ou du second ordre,

a coefficients constants

et avec second membre

Pour étudier une suite récurrente
du type u, 1 = f(u,)

Pour étudier une suite ressemblant
aux types usuels de suites

Pour étudier deux suites

Wn)n, (vy), définies simultanément
par des relations de récurrence

les combinant

Les méthodes a retenir

Chercher une suite particuliere (v, ), satisfaisant la méme relation de
récurrence que (u,), et de la méme forme (a peu pres) que le second
membre. Former w, = u, — v,, qui est le terme général d’une suite
récurrente linéaire du premier ordre ou du second ordre a coefficients
constants et sans second membre, calculer w, et en déduire u, par
U, =V, +w,.

== Exercices 3.11, 3.12.

S’inspirer des exemples traités dans le cours.

Souvent, on pourra trouver la ou les valeurs nécessaires de 1’éventuel-
le limite ¢ de la suite (u,),. En effet, si u,, — £ et si f est continue
en £, alors f(£) = £. noee

W= Exercices 3.13 a), b), ¢)
Il se peut que (u,), soit croissante et majorée, ou décroissante et

minorée, donc convergente. En particulier, si f est croissante et si 1’in-
tervalle d’étude est stable par f, alors (u,), est monotone.

== Exercices 3.13 a), ¢)

Un dessin permet souvent de prévoir le comportement de la suite
(u,), et guide la marche a suivre.

== Exercice 3.13 ¢)

Une séparation en cas, selon la position du premier terme uy de la

suite par rapport aux points fixes de f, peut &tre nécessaire, suivie de
I’étude de la monotonie de la suite (u,),.

== Exercice 3.13 ¢)

On peut essayer d’utiliser une majoration de type géométrique.
== Exercice 3.13 b).
Essayer de se ramener aux types usuels de suites, souvent par chan-

gement d’inconnue, en ramenant 1’étude de u, a celle, par exemple,
de nu,, de Inu,, ...

== Exercice 3.14.

Essayer de :
— calculer les termes généraux u, et v,

== Exercice 3.12

— étudier la monotonie éventuelle des suites (i), (V)

== Exercices 3.20, 3.21

— raisonner sur les valeurs nécessaires des limites éventuelles

== Exercices 3.20, 3.21.
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=mmme Fnoncés des exercices

— Exemples de calcul de limites de suites réelles

Dans chacun des exemples suivants, montrer que la suite, dont on donne le terme général
u,, converge, et calculer sa limite :

l n 2n k n n —1
a)P;E(kx),xeR b)k;m c)k;(k>.

— Exemple de calcul de limite d’une suite complexe

Etudier la convergence de la suite complexe (u,),cn définie par ug € C et :

2u, —u,

VneN, u, = 3

(] Suites extraites d’indices pairs, d’indices impairs
Soient (a,b) € C?, (z,)nen UnNe suite complexe telle que :
Zon —> a et  zopp1 — b.
noo noo

Montrer que la suite (2, 2,+1)nen converge et déterminer sa limite.

—— Etude de limite pour une suite construite a partir de deux suites

Soient (u,)nen+, (Vy)nen+ deux suites a termes dans RY. On note, pour tout n € N :

u, —— 0
M?l + 1)2 noo
Wy = ——. Montrer : <— w, —> 0.
un + vn v, — 0 0o
noo
— Limites de trois suites

Soient (¢,,),, (Vy)n, (w,), trois suites réelles, a € R. On suppose :

Uy +v, +w, —>3a et ur+v:+w — 3a%.
noo noo

Montrer :
u, —a, v, —>a, w, —> d.
noo noo noo
— Limites de deux suites réelles a partir des limites de leur somme

et de leur produit

Soient (x,)nen, (Vn)nen deux suites réelles. On suppose :

Xp+y, ——SeR et x,y,—> P€eR.

noo noo
a) Montrer: S> —4P > 0.

b) Si §? — 4P > 0, montrer qu’on ne peut pas conclure que (x,)nen €t (Vy)nen CONVer-
gent.

¢)Si§? — 4P = 0, montrer que (X, )nen €t (V,)nen convergent et déterminer leurs limites.
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Enoncés des exercices

Exemple de deux suites adjacentes
Montrer que les suites définies, pour n > 1, par :
u, = — e v, = — u,,
! el kk! ! nn! )"
sont adjacentes.
Exemple de condition sur une suite récurrente linéaire du second ordre
a coefficients constants et sans second membre

Déterminer 1’ensemble des A € C tels que la suite (u,,) ., définie parug = 0, u; = A et :

1
VrneN, u, =1t — 7l

vérifie: VneN, |u,| < 1.

Suite de Fibonacci et coefficients binomiaux
$=0, ¢ =1
Yne N’ ¢n+2 = ¢n+l + (bn

a) Calculer ¢, en fonction de n, pour tout n de N.

Soit (¢,,)nen la suite réelle définie par :

b)Montrer: ¥n e N, ¢, — ¢,¢,0 = (=1)".

n+1
c) Etablir que (%) converge et trouver sa limite.
n=l1

n

d) Montrer :

nnen. 3 (1) o=o
k=0

2)¥neN, Y (- <Z> —
k=0

Relation de récurrence vérifiée par le carré du terme général d’une suite récur-
rente linéaire du second ordre a coefficients constants et sans second membre

Montrer que, si (i,),en est une suite récurrente linéaire du second ordre a coefficients
constants dans K, sans second membre, alors la suite (uﬁ),,eN est une suite récurrente
linéaire du troisieme ordre a coefficients constants et sans second membre, que 1’on préci-
sera.

Exemple de calcul du terme général d’une suite récurrente linéaire du second
ordre a coefficients constants et avec second membre

Calculer u,, pour tout n € N, sachant uy = 0,u; =1 et:
VneN, u,p =100, —21u, + 12n.

Exemple de calcul des termes généraux de deux suites récurrentes linéaires du
premier ordre a coefficients constants et avec second membre

On considere les deux suites réelles (u,,),en, (V,)nen définies par ug = vo =0 et:
Upy) = —Uy + 2Un +1
VneN,
V1 = —4u, + S5v, +2".

Calculer u, et v, en fonction de n.
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— Trois exemples de suites du type u,.1 = f(u,)

Etudier les suites réelles (i,),cn définies par:

1
M():l M0=2 M0€|:§ +OO|:
a) Uy b) c)

un+1_u2+1 un+1=‘/1+un 2

n Upp1 = /Uy — =
n+l1 n

9

— Exemple de suite réelle pour laquelle «,,; est donné en fonction de u, et de n

Etudier la suite réelle () nen+ définie par u; > Oet:

nu,

n+1"

VneN, u, =

—— Utilisation de plusieurs suites extraites
Soit (u,)seny une suite complexe telle que les suites extraites (uz,)pen, (U2p+1)pen,

(u3p) pen convergent. Montrer que (u,,) ey CONVerge.

—— Caractérisation de la convergence des suites a termes dans Z

Soit (u,)nen Une suite a termes dans Z. Montrer que (¢, ),cn converge si et seulement si
elle est stationnaire (c'est-a-dire : il existe N € N tel que (u,),>y soit constante).

I —— Un exemple de suite dans lequel u,, est donné en fonction de u,
Soit (#,).cn une suite complexe bornée telle que :
VneN, uy, =2u, —1.
Montrer que (u,,),cn st constante égale a 1.

——— Exemple de suite récurrente non linéaire

Soit (#,) ey la suite réelle définie par ug = u; = u, = 1 et:

Upiolnrg + 1
VneN, u; = —"2
un
a) Etablir: Vn e N, upiqg =4Upn —u,.
b) En déduire: Vn e N, u, € N*,
——— Etude d’une relation de récurrence non linéaire d’ordre 2

Existe-t-il une suite réelle (u, ),y telle que :

VneN, u, €l]0 + o0
VneN, Upy2 = fUpt1 — A/Un ?

——— Exemple de deux suites récurrentes simultanées

Soit (a,b) €10; 1[* tel que a < b. On considere les deux suites réelles (4,),>0, (Un)nz0
définies par up = a,vo = b et:

VneN, up =u", v =",

Montrer que (u,),>0 converge et que (v,),>o converge vers 1.
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Enoncés des exercices

Exemple de deux suites récurrentes simultanées}

On considere les deux suites réelles (u,,),>0, (Vn)a>0 définies par uy > 0, vy > 0 et, pour
toutn € N :

Upt1 = Unt1 =

un + UVL _ uVl + Y] unvn + vVl
2 7 3 ’
Montrer qu’elles convergent, ont la méme limite et que cette limite ¢ vérifie:

vlgﬁgul.

Suites de termes généraux sinna, cosna, pour o € R — 77 fixé.
Soit & € R — 7Z. Montrer que l'existence d'une des deux limites lim sinnc, lim cos na
noo noo

entraine celle de 'autre, et que I'existence des deux entraine une contradiction. Conclure.
Moyenne de Césaro, lemme de I’escalier, applications
a) Moyenne de Césaro

Soient (u,),en+ une suite dans C, et (v,),en+ 1a suite définie par :

Uy + -+ uy
—

VneN, v, =

Montrer que, si (#,),en+ converge vers £ € C, alors (v,),en+ converge aussi vers £.

b) Lemme de 1'escalier

. . u,
Soit (it,)nery une suite dans C telle que u,,4, — u, —> £ € C. Montrer : — — £.
noo n noo

. N . Unt
c) Soit (u,),en+ une suite a termes dans R . Montrer que, si ("—

) converge vers
Un neN*

un réel £ > 0, alors ({/u,) converge aussi vers £.

neN*

d) Déterminer les limites, quand n tend vers 1'infini de :

m\* n 1 1 1 ,[Gn)!
<n> ,%,;(’/n(n-i—l)...(n—l—n),;(’/l-3~...v(2n—l), Fﬂ e

Etude du dénominateur dans une suite de rationnels convergeant
vers un irrationnel

Soient x € R — Q et (u,),ey une suite de rationnels convergeant vers x ; pour tout n

de N, on note u,, = ﬁ, avec (pn,qn) € Z x N*,
n

Démontrer : ¢, —— +o00 et |p,| —— 4+ o0.
noo noo
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meeee Du mal a démarrer ?

a) Utiliser 'encadrement de définition de la partie entiere

pour déduire un encadrement de u,,.
2n

b) Le terme u, ressemble a v, = Z Pl car k semble négli-
k=0

geable devant n? dans k + n?.

c) Isoler les termes d'indices k =0, 1,n — 1, n.

Vu que la définition de u,+ en fonction de u,, est essen-
tiellement additive, on peut essayer de passer aux parties réelles
et imaginaires.

Etudier z,z,+1 en séparant en cas selon la parité de n.

Essayer d’obtenir des encadrements permettant d'appli-
quer le théoreme d’encadrement.
On pourra envisager la suite de terme général Max (u,,v,).

Considérer S, = (uy — a)® + (vy — @)% + (w, — a)?.

a) Etudier (x, — y,)>.
b) Utiliser des suites formées, alternativement, par les deux solu-
tions de I'équation 1> — St + P = 0, d'inconnue ¢ € R.
¢) Calculer (x, — yn)>.

Revenir a la définition de deux suites adjacentes.

Calculer u, en fonction de n.

a) Il s'agit d'une suite récurrente linéaire du second ordre
a coefficients constants et sans second membre : appliquer la
méthode du cours.

1-+/5
R
b) Utiliser a), ou bien faire une récurrence sur n.

_1+45

On notera, par exemple, r; = 5

r

¢) Utiliser a).
d) Utiliser a) et le binobme de Newton.

En notant v, = u2 et en supposant u, 2 = di,+1 + buy,
pourtoutn € N, déterminer («, 8, y) € K> pour que, pour tout
neN: v,43=0av,42+ Boptl + YUn.

Chercher une suite (v,),en, de la forme v, = an + b,
satisfaisant la méme relation de récurrence que (#;)nen. En
notant w, = u, — v,, (w,),eN est alors une suite récurrente
linéaire du second ordre, a coefficients constants et sans second
membre, et on peut donc calculer w, en fonction de n, puis u,
en fonction de n.

On notera I'analogie avec I'étude des équations différentielles
linéaires du second ordre a coefficients constants et avec
second membre.

Montrer que (u,),eN €st une suite récurrente linéaire du
second ordre, a coefficients constants, avec second membre, et
calculer u,, en fonction de n, comme dans I'exercice 3.11.

a) Etudier le signe et la monotonie de u,,.
b) Résoudre I'équation f (x) = x, qui a une solution et une seule,
notée «, puis majorer |u,+; — «| en faisant intervenir |u, — «/,
de facon a amener une suite géométrique convergeant vers 0.
c) Résoudre I'équation f(x) = x, qui a deux solutions «,B.
Séparer en cas selon la position de uq par rapport a « et .

Considérer v, = nu,.
Considérer les suites extraites (#64)geN €t (U6g+3)geN-

Pour montrer que, si (u,)xeN, @ termes dans Z, converge,
alors (u,),en est stationnaire, revenir a la définition en ¢, N de la
convergence d’une suite réelle.

Calculer, pour N fixé et p variable, uz»y — 1 en fonction de
uy — 1.

a) et b) Récurrences sur n.

Supposer qu’une telle suite existe et obtenir une contradic-
tion en étudiant sa monotonie et sa convergence.

Etudier la monotonie des deux suites et la position relative
de u, et v,.

Etudier la position relative de u, et v,, et la monotonie des
deux suites.

En supposant sinne —— £ € R, utiliser la suite extraite
noo

de terme général sin (n + 1)« et déduire :

, L—Lcosax e, i
cosna W= - Réitérer le raisonnement sur
noo sin o
' cosa — ¥

cosna pour déduire £ = . Résoudre le systéme de

sin o
deux équations a deux inconnues ¢,£" et déduire £ = ¢ = 0.
D’autre part, utiliser la formule fondamentale reliant cos et sin
pour déduire une contradiction.

a) Revenir a la définition en ¢, N de u,, —— £, et scinder
noo

n
Zuk en utilisant I'indice intermédiaire N.
k=1

b) Appliquer a) a la suite de terme général u,+1 — u, a la place
de u,.
¢) Prendre le logarithme et utiliser b).

d) Appliquer ¢).

Etudier, pour N € N* I'ensemble

EN:{%;(a,k)eZX{l,...,N} et

x — %‘ < 1},puis I'en-

semble {Ix —rl;re EN}, et le plus petit élément de celui-ci.



= CoOrrigés des exercices

a)Puisque : Vt € R, t — 1 < E(¢) < ¢, on déduit :

n

1
Vn e N*, pe kél(kx — 1) <u, < 2 E (kx),
1 1 1
cest-a-dire : Vn € N*, n x——<u, < "t X
n n 2n

X
On conclut, par le théoreme d'encadrement :  u,, ——> 7

noo

b) Puisque 0 < k < 2n, kest négligeable devant n2, ce qui nous
2n
invite a considérer v, = Z —et a essayer de montrer que u,,
n
k=0

se comporte comme v,,.

* D’une part, pour toutn € N* :

2n 2n
k 1 2n(2n+l) 2n+1
Un = Z =B Z P
=0 "
donc: v, —> 2.

noo

 D’autre part, pour tout n € N* :

un_vn|:

2n k 2n k
2w

k=0

f S
= \k+n> n? _k:() (k + n?)n?

donc |u, — v,| —— 0, d’ot u,, — v, —— 0.
noo noo

eEnfin: u,=w,—v,)+v, —> 0+2=2.

noo

¢)Pour toutn de N tel quen > 5 :

=) (1) +EG)

-1
Comme :Vk € {2,...,n—2}, (Z) > (;) = n(nz—)’

n—2

=il
2
ona:0<z<2) <(n—3) m, et donc :

On conclut : u, — 2.
noo

Notons, pour toutn € N : x, = Ré (u,,), y, = Im (u,).
On a, pour tout n € N, en séparant partie réelle et partie ima-
ginaire :
1
Py (2xn

— Xny1 =
2”)1 — U 3

3

: _xn) = gxn

Upy1 = 1
Yn+1 = 5(2)7;1 + yn) = Yn-

Ainsi, (x,),ey est géométrique, donc, pour tout n € N,

n
X, = <§> X0, et (Yu)nen st constante égale a .

. X . .
On déduit : u, = il +1iyp — 1y, et on conclut :
noo

3n

u, — ilm (ug).
noo

Notons, pour toutn € N @ u,, = z,2,11.
Ona:
Uzp = 22p22p+1 —> ab
poo
et

Up+1 = 22p+122p+2 —oo> ba = ab.
P

On conclut, d’apres un théoreme du cours :  u, —— ab.

noo

1) Supposons u, 0 etv, 0.
noo noo
Ona:
3 3 3 3 2 2
0< w _un—{—vn<un—l—vn—i—l/tnv,,—f—u,,v,1
SR T o5 p S 2 2
Mn + le ul‘l + Un

=Up + v, — Oa
noo

w, — 0.
noo

donc, par théoréeme d’encadrement :
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2) Réciproquement, supposons w, —— 0.
noo

Considérons, pour toutn € N : M, = Max (u,,v,).
Ona:

v My M,
= =0,

VieN wa = Z e T

car: ul+vi > M> et u?+v:<2M?2
D’apres le théoreme d’encadrement, on déduit : M, —— O.
noo

Puis, comme 0 < u,, < M, et0 < v, < M, ondéduit, encore
par le théoréme d’encadrement : u, 0 etv, 0.

noo noo

Considérons, pour toutn € N :
Sy = (n — a)* + (v, — a)* + (w, — a)*.
Ona:
Sy = u +v2 + w? —2a(u, + v, + w,) + 3a>

—>3a> —2a-3a+3a>=0.
Comme: VnelN, 0< (u,—a)?<8,

par le théoréme d’encadrement :

il en résulte,

(Un — a)* —> 0,
noo

puis u, —a — 0, u, — a.
noo noo

De méme: v, — a, w, — a.

noo noo
a)Ona:
(xn - yn)z = (xn + yn)2 - 4annn—oo> S2 —4P.
Comme, pour toutn € N, (x, — y,)? = 0, on déduit, par pas-
sage 4 la limite : S —4P > 0.

b) Puisque S?> — 4P > 0, I’équation t> — St + P = 0, d’in-
connue 7 € R, admet deux solutions notées #,f, et on a:
H # b.

Considérons les suites (x,),en €t (Vn)neny définies, pour tout
n € N, par:

t; sl n estpair
Xn =

t, sl nestpair
s Yn =

t, si n estimpair t; si n estimpair.

Alors: VneN, x,+y,=Setx,y, =P,

donc: x,+y,—— S et x,y, —>

noo noo
Cependant, les suites (x,),en €t (V,)nen, qui alternent deux élé-
ments distincts, divergent.

c)Ona:

(x, — yn)2 = (xn + yn)2 _4xnyn — Sz —4P =0,

noo

donc x,, — y, —— 0.
noo

Puis :

S

1
Xn = 5(()@1 + yn) + (xn - }’n)) ? 55

n = %((xn + yn) = (6 — yn)) — ;

On conclut que les suites (x,),cn €t (V,)qen convergent et ont

... S
pour limite 2

1) On a, pour toutn > 1 :

1
Uppg — Uy =14+ ——— u, —u,
i ( (n+1)(n+1)!)
Up

T+ D@+

20,

donc (u,),> est croissante.

2)On a, pour toutn € N :
1+ ! 14
Vn -V, = . n - =~ 0 n
e FESTICEST) o)
=(1+ ! ’ 4+
- n+Da+r) " i

2 1 1
=<( Fhe+D! 2__')”"
N R (GRS ) I

1 n
= 2 = D? )u,.
n(n+1)(n—|—1)!<n+(n+1)(n+1)! (+ )>”
Comme :
Vn>1,
2 " —m4+ 12 <2241+ 1)

"t aED @D

ondéduit: Vn =1, v,y —v, <0,
donc (v,),>; est décroissante.

Uy

3)Ona,pourtoutn > 1: v, —u, =

-, =

nn!

I1 s’ensuit, puisque (v,),> est décroissante :
Vn>1v0<un< Ungvlv

Uy Uy

puis: 0< v, —u, =

< .
nn! nn!

On déduit, par le théoreme d’encadrement : v, — u,, —> 0.
noo

On conclut, d’apres la définition de deux suites adjacentes, que
les suites (u,),>1 et (v,),>1 sont adjacentes.



La suite (u,),cy est une suite récurrente linéaire du
second ordre, a coefficients constants, sans second membre.

1
L équation caractéristique > — r + 1= 0, admet une solution

1
double égale x D’apres le cours, il existe donc (o, 3) € C? tel que :

VneN, u, =(an+ﬁ)<%> .

De plus :
up =0 o {ﬂZO
1
up=A (OH_/@)E:)\ a =2\
On obtient :
"
v =2l =) = .
neN, u, n<2> T
Calculons les premieres valeurs de % :
n [0(1|2|3 |4
1
" Aol ]2 |t
2= 412

g n 2
La suite (F) est décroissante, car, pour toutn > 1 :
>1

n+1

2n n—|—1
T Tom sL
2n71

Il en résulte que la suite (|u,]),>; est décroissante.

On a donc :

(VneN, |u,,|<1)<:>|u1|<1<:>|A|<1

et on conclut que I’ensemble cherché est {\ € C ; |A| < 1}.

a) Il s'agit d'une suite récurrente linéaire du second ordre
a coefficients constants.

L'équation caractéristique 7> — r — 1 = 0 admet deux solutions

-5 :1+«/§

réelles r; = 5 , 1 2

11 existe donc (A\;,)\;) € R? tel que :

VneN, ¢,=N\r{+ X\rl.

De plus :
{%:0 {)\1-1—/\2:0
¢ =1 Airy+ X =1
N
1_7’1—”2_ lﬁ'
A = = —
T h-n 5

Dou: VneN, ¢, = %(<¥> - <1 _2“6)").

b) 17 méthode (utilisant a)) :

Grii = Pubusa
1
= (@ = = 0 =D =)
1 n 2 n
= g("lrz) (r, —rp)° = (=17,
puisque 77, = —1.

2tme méthode (n'utilisant pas a)) :
Récurrence sur n. La propriété est immédiate pour n = 0.
Si elle est vraie pour un n de N, alors :

¢i+2 - ¢n+1¢n+3 = ¢i+2 - ¢n+1(¢n+2 + ¢n+1)
= ¢n+2(¢n+2 - ¢n+1) - (br21+1
= ¢n+2¢n - ¢i+l = _(_l)n = (_l)n+1'

¢ n rn+l_rn+1
o)t =2 L carlr] <1 <r. Ainsi:
¢n rZ _rl e
¢n+l 1+\/§
-/ .
& mo 2

d)I)On a, pour toutn € N :

i(;)@:i(z)%@_m

k=0

1

2 2
5(72" —ri") = ¢y,

<

enutilisant 1 +7, = r3et1 +r, = rZ, car r; et r, sont les so-

lutions de 1’équation caractéristique > —r — 1 = 0.

2) De méme, pour toutn € N :
- k"7 _ - k[P L Kk k
;(—n <k>¢k—;( D (k>ﬁ(r2 i
1 n n
(B £

k=0 k=0

= (a—ry—a-ry)=

G _(bn ’

1
E(”f —ré’) =
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en utilisant r; + r, = 1, car r, et r, sont les solutions de I’équa-
tion caractéristique r> —r — 1 = 0.

Par hypothése, il existe (a,b) € K> tel que :

VneN, u,,=au,y + bu,.
Soit (a, B,7) € K. On a, pour toutn € N :
v, = uﬁ, Upt1 = ufm, Upto = ufl+2 = (au,41 + bun)z,
Upt3 = Mi+3 = (ant2 + bty 1)
= (a(aun+1 + bu,) + bun+1)2
= ((a2 + b)uyi1 + abun)z.
D’ou:

VneN, Upt3 = QU4 + 5vn+1 + YUn

< VneN, ((a2 + b)uyyy + abu,,)2
= alau,, 1 + bu,,)2 + ﬁuiﬂ + fyui

<= Vnel,
(a* + b)zuiH + 2(a® + b)abu, . u, + azbzufl

= (ad® + ﬁ)uﬁ+1 + 2aabu,u, + (ab® + 7)14,21
@+b?=ad®>+p
< { 2(a® + b)ab = 2aab
a’h? = ab® + v
a=a*+b
— { B=(a*+Db)*— (@*+Db)a* =b(a*+Db)
v =a’bh® — (a* + b)b*> = —b>.

On a donc :

VneN, Un43 = (aZ + b)vn+2 + b(az arF b)vn+1 - bSUns

ce qui montre que la suite (v,),en est une suite récurrente li-
néaire du troisieme ordre, a coefficients constants, sans second
membre.

La suite (u,),en est une suite récurrente linéaire du
second ordre, a coefficients constants, avec second membre.

1) Cherchons une suite (v,),ey de la forme v, = an + b,
satisfaisant la méme relation de récurrence que (u,),cy. Ona :

VneN, v,y =100, —21v, + 12n
< VneN,

a(n+2)+b=10(a(n + 1) +b) — 21(an + b) + 12n
< VneN, (12a — 12)n + (12b — 8a) =0
12 —12=0 a=

— —
12b —8a =0 b=

Wi —

Ainsi, la suite (v,),en définie par: Vn e N, v, =n + 3

satisfait la méme relation de récurrence que (#,),en.

2) Notons, pour toutn € N, w, = u,, — v,. On a alors :

Vne N; Wpt2 = 10wn+1 - lenv

donc (w,,),en est une suite récurrente linéaire du second ordre,
a coefficients constants et sans second membre.

L’équation caractéristique 7> — 10r +21 = 0 est de discri-

minant A = 10> —4-21 = 16 > 0, donc elle admet deux

—4 10 + 4

solutions qui sont =3 et

=7. D’apres le
cours, il existe donc (\, 1) € R? tel que :
VneN, w, =N3"+ u7",

et on a donc :

2
VneN, u,=w,+v,=A3"+u7" +n+ -.

3
3) Enfin, en utilisant les coefficients indiqués :
2
5

up =1 A+ Tpt =1 -1]1
{4>\+3:—1 {/\:—1

— 1 — 1

du—=-=1 L= =

k=3 k=3

Finalement :
1 2
VneN, Uy =—3”+§7n+l’l+§

On peut contrdler les valeurs de u et de u;, par exemple.

*On a, pour toutn € N :

Uny2 = —Upy1 + 20541 + 1
= —upy — Su, + 10v, +2"1 41
= —ttnp1 — 8ty + 5(pir +un — 1)+ 2" +1
= 4du,y — 3u, +2" — 4,

Ainsi, la suite (u,),cy est une suite récurrente linéaire du se-
cond ordre, a coefficients constants, avec second membre.

* Cherchons une suite (a,),cy de laforme a, = a2" + fn + v,
(a,3,7) € R3, satisfaisant la méme relation de récurrence que
(Un)nen. On a:

VneN, a,,=4a,4 —3a, +2" —4
<= VnelN, a2 +60n+2)+7

= 402" 148 + 1) +4y—302" -3 —3y + 2" —4
e VneN, (—a—2)2"+ (=28 +4)=0

—a—2=0 o=-2

~28+4=0 B=2.



Ainsi, la suite (@, ),ey définiepar: Vn € N, a,=—-2"""'42n,
satisfait la méme relation de récurrence que (u,),en (On peut
choisir, par exemple, v = 0).

On a alors :

e Notons, pour toutn €e N :  w, =u, —a,.

VneN, w,»=4w,. —3w,,

donc (w,),en est une suite récurrente linéaire du second ordre,
a coefficients constants, sans second membre. L’équation

caractéristique > — 4r + 3 = 0 admet pour solutions 1 et 3.
D’apres le cours, il existe donc (\, 1) € R? tel que :

VneN, w, =+ u3"

et on a donc :
VneN, u, =w, +a, =X+ p3" — 2" +2n.
On a alors :
0=0 A+pu—2=0
—
Uy =—ug+2v+1=1 A+3u—4+2=1
3
Adp=2 =3
— —
A+3u=3 _L
2°
On a donc :
VneN 3+13" 2"t 42
n ,u, = — + =3"— n.
2 2
¢ Enfin, on calcule v, :
VneN,
1 1/3 1
Un = 5 (g + 1y = 1) =5<§ + 53”“ -2 420+ 1)
3 1
32t on — 1
+2+2 +2n )

|
=5<4+2-3"—3~2"+1+4n)=2+3"—3-2"+2n.

a) D'abord, il est clair que, pour tout n de N, u, existe
etu, > 0.
Comme (Vn € N, u,y1 < uy), (1,),>0 est décroissante.
Puisque (u,),>o est décroissante et minorée (par 0), elle
converge ; notons / = limu,,.
noo

On a, en passant aux limites dans 1’égalité de définition de la

l
suite (Up)n>0: [ = o] e ,d'ou [ =0.
Finalement: u, —— 0.

b) D'abord, il est clair que, pour tout# de N, u,, existe etu,, > 1.

Si (u,),>0 converge vers un réel /, alors, en passant aux limites
dans I’égalité de définition de la suite (u,,),>0, [ = +/1 +1,d'ou

R V5
s=—0—
5
Notons o = +2\/_. On a, pour tout n de N :

|un+l_a|=|V1+Mn_

|un — a|

= |M,,—Oé,
I+, +/T+a I+
dou: Vn eN,| |<<*1 )"| |
ou: Vn L |u, — a uy — af.
= 1+a 0
1
Comme 0 < < 1,il enrésulte : u, — o —— 0.
V14« " noo
, 14+4/5
Finalement : u, —— .
noo 2

1
c) Considérons 1’application f: [ = |:§ ; +oo[ — R,

x|—>f(x):,/x—§.

1
e festdérivable sur I et: Vx € I, f'(x) =

2,/x—%
9

donc f est strictement croissante sur /. En particulier :

1

Vel f(x)>f(§> =32

> 0,

—, donc [ est stable par f.

Puisque / est stable par f et que f est croissante sur /, on dé-
duit, par une récurrence immédiate, en séparant en deux cas
selon la position relative de ug et de u;, que la suite (u,),en
est monotone.

* On cherche les points fixes de f'; on a, pour toutx € [ :

fx)=x ———x

2
—Xx—=-= — — - =0
X 9 x2 x2 x—|—9
2
ou x = —.
3

Comme f est continue sur /, si (u#,),en converge, sa limite ¢

1
= x=
=3

. 1 2
est nécessairement 3 ou 3

1 2
Comme f est croissante sur /, les intervalles [5 §i| et

2
|:§ ; +oo|: sont stables par f.

De plus, en reprenant ces calculs avec des inégalités, on en
déduit le signe de f(x) — x selon la position de x par rapport

a

UJIN
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1 2 P
7 Z z
3 3
fx)—x |0 + 0 —
y
y=x
y =fix)
/
2
3
1
3
4
0o U wou iy 2 uyu u X
§ 071 _§ 271 0

. 1 1
e Si ug= 3 alors (u,),en est constante égale a —, donc

w

1
converge vers 3

, alors (u,),cn est croissante et majorée par

W N

1
e Si g < Uy <
1
3’ donc converge. Sa limite £ vérifie 3 <uy << 3 et
12 2
Le{—-,=¢,donc = —.
3'3 3

. 2 . . 2
*Siug = —, alors (u,),en est décroissante et minorée par 3

3
.. L. 2 1 2
donc converge. Sa limite £ vérifie £ > —etl € 33( donc
0= 2
= o
1 . 1 2
On conclut que (#,),cn converge vers 3 siug = —, et vers —

3

Siug > —.
3

D’abord, par une récurrence immédiate sur n2, pour tout
n € N*, u, existe et u,, > 0.

Considérons, pour toutn € N* : v, = nu,.
On a, pour tout n € N* :
1
2
Upny1 = (}’l r 1)MVH»l = nu, = Uy = VUn .

Ainsi, pour tout n € N* :

d’ou: u, = —uj
On déduit :
1
Inu, = —-Inn+ —Inu; —— — o0,
2"71 noo
et donc, par limite de 1’exponentielle en —oco, on conclut :

u, — 0.
noo

Notons /| = limus,, [, =limu,,,, I3 = limus,.
poo poo poo
La suite (ugq)gen, qui est extraite de (uz,)pen et de (#3p) pen,
converge vers [, et /3, d'ou [} = [5.

La suite (#6g43)qen, qui est extraite de (uzpi1)pen €t de
(u3p) pen, converge vers [, et I3, d'ou [, = [3.

On en déduit /; = [, et donc (u,),cn converge.

1) 11 est clair que, si (u,),en est stationnaire, alors elle
converge (vers I'élément sur lequel elle stationne).

2) Réciproquement, supposons u, —> [ € R.
noo

11 existe donc N € N tel que :

1
VneN, <n2N2>|un—l|<§).

Soitn € N telquen > N ;ona:

1 1
|un_uN|<|un_l|+|l_uN|<§+§<1

Comme (u,,uy) € 72,1l en résulte u,, = uy.
Ceci montre que (u,),cn est stationnaire.
Ona: VneN, uy, —1=2(u, —1).

Soit N € N fixé. On a alors, par une récurrence immédiate :

VPGN, usz—1:2p(uN—1).

Si uy #1, alors

luap | E) 400, en contradiction, si N #= 0, avec (#,)nen

2P (uy — 1)‘ —> 400, donc
poo

bornée.

Il s’ensuit uy = 1, pour tout N € N*.

D’autre part, en remplacant n par 0 dans I’énoncé, on obtient
Uy = 1.

Finalement (u,),<n est constante égale a 1.



D’abord, une récurrence immédiate montre que, pour tout
n €N, u,existe et u,, > 0.

a) Récurrence sur n.

ePourn=0,o0na:

Uz = =2, u =3,

M2M1+l 2
—:T 4 =

u3u2+1 _3
Uo _1

up
4M2—M0:4—1:3,

donc uy = 4u, — ug, la propriété est vraie pour n = 0.
* Supposons la propriété vraie pour un n € N.
On a, en raisonnant par équivalences logiques successives et

puisque u,42 =0 :

Upys = 4un+3 — Upt1
= UnyslUpi2 = 4un+3un+2 — Upp1Uny2
= Upraltnys + 1 = 4up 3y 0 — Uyl
> (Qupio — w3 + 1 =4u, 30,10 — Uny1Unyo
< Up2Upt +1= UpUpy3,

et cette derniere formule est vraie, ce qui montre la propriété
pour n + 1.

On conclut, par récurrence sur 7 :

VneN,

b) D’une part, comme ug = u; = u; € Z etuz =2 € 7, une
récurrence immédiate, utilisant le résultat de a) et quatre
termes successifs, montre : Vn € N, u, € Z.

D’autre part, comme on I’a vu au début : Vn € N, u, > 0.
VneN, u, e N*.

Uptq = 4Mn+2 — Up.

On conclut :

Supposons qu’une telle suite existe.

* On a, pour tout n € N : J/u, 1 — Ju, =u,» >0, donc
SUn1 > /Uy, PUIS U, > U,, ce qui montre que (i, ),en st
strictement croissante.

* Supposons que (#,),cn converge vers un réel noté £. On a
alors £ € R, et, en passant a la limite dans I’égalité de défi-
L=+ —L=0.

D’autre part, comme (u,),en est croissante et uy > 0, on a
£ > uy > 0, contradiction.

nition de (u,,)en :

Ceci montre que (¢, ),y diverge.

* Puisque (u, ),y est croissante et divergente, u, ——> 4+ 0.
noo

En particulier, il existe N € Ntel que : uy,; => 1. Onaalors :

Unio = JUnt1 — JUN < JUnt1 < Uyy1, en contradiction

avec la stricte croissance de (u,),en-

Finalement, on conclut qu’il n’existe pas de suite (u,,), < conve-
nant.

1) Par récurrence immédiate, pour tout n € N, u, et v,
existent et (u,,v,) €10; 1[%, en remarquant que :
Y (a,b) €10; 1%, a® =€ €]0; 1[.
Il en résulte, pour toutn € N :
O<u, <upy <1 et O<v, <v,p <.
Vn=>0, u, <v,.

e La propriété est vraie pour n = 0, par hypothese.

2) Montrons, par récurrence sur n :

* Supposons la propriété vraie pourunn € N. On a :
0<u, <v,
O<u,<v, <1=
e {lnunglnv,,<0
0<u, <v,
0< —Inv, < —Inu,
= —u,Inv, < v, Inu, & v," > u,"

= Uni1 < Upits
ce qui établit la propriété pour n + 1.
VneN, u, <v,.

3) Puisque (u,),>0 est croissante et majorée par 1, (u,),>0
O<uy< AL

De méme, (v,),>0 converge et sa limite p vérifie :

On a donc montré, par récurrence sur 7 :
converge et sa limite A vérifie :

O<v<pu<l.

Comme u, —> A\, v, —> [, et que, pour tout n € N,
noo noo

u, < v, < 1,on déduit, par passage a la limite : A < p < 1.

Inu, | =v,Inu,
d’ou, en passant

D’autre part : Vn € N, {
Inv,y =u,lnv,,

InA = puln A
a la limite, par continuité de In : (1) " pet
Inp = Aln p.
Et:
(p—DInA=0
(1)<=>{ <=>(>\:1 ou u:l).
A=Dlnp=0
A=1 ou M:l
Puisque{ ona: p=1.
0<A<s< <1

On conclut que (u,,),,>0 converge et que (v, ),>o converge vers 1.

e Une récurrence immédiate montre que, pour tout
n €N, u,etv, existent et sont > 0.

*On a, pour toutn € N :
Uy + vy
-
Wy = 2T F O
6

_ WP
= 6 = U,

Unt1 — Ungi

qu + hY unvn + le
3

ce qui montre, par décalage d’indices : Vn € N*, u, > v,.
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*On a, pour toutn € N* :

Uy + vy
Upy) — Up = ) — Uy )
donc (u,),en+ est décroissante.

De méme, pour tout n € N* :

1
Unt1 — Up = g(un + A/ UnVy + Un) —Un
1
= g(un + A Un Uy — 2vn)

_ %(ﬁ_ o) (Vi + 24 >0,

donc (v,,),en+ est croissante.

* On obtient, pour toutn € N* :

VS Ko SV KU Sy Sty S Sup S oy

Ainsi, (v,),en+ est croissante et majorée (par u,), donc converge
vers un réel p et v < p < uy, et (u,),en-est décroissante et
minorée (par v;), donc converge vers unréel A,et A > v; > 0.
* En passant a la limite dans la premiere égalité de définition
. . A+

des suites, on obtient : A = T,u, donc A = p.

On conclut : (#,),en et (v,)neny convergent, ont la méme limite
et cette limite £ (= A = p) vérifie : v; < £ < uy.

1) * Supposons sinnae — £ € R.

Ona:VneN,sinn+ 1)a = sinna cos a + sina cosna,
d'ou, puisque sina # O :

sin(n + 1)a — sinna cos «
VneN, cosna= .

sin «v

Comme sinnae — £ et sin(n + 1)ae — £ (car extraite
noo noo

de la précédente), il s'ensuit :

{— L cosa
cosnoy ——> ———.
noo sin «v

* De méme, si cosna —— £’ € R, alors
noo

cosna cosa — cos(n + 1)« U (cosa—1)

sinno = - -
sin «v noo sin av

2) Supposons sinna — £ et cosnaw — £'. D'apres 1),

noo noo
, 1 —cosa , 1 —cosa .
onadonc: ¢ =¢ ——— et{ = —¢ ——— . On déduit
sin «v sin «v

1 — 2
(1 + <7,C°SO‘) )E/ —0,dod ¢ =0,¢=0.
Sin &

Mais: Vn € N, cos?na + sin’na = 1, d'o, en passant a la

limite : €2 4+ ¢”> = 1, contradiction.

On conclut : pour tout  de R — 7Z, les deux suites (Sinna) ey
et (cosna),cy divergent.

Remarque :

Le résultat de cet exercice est utile dans la résolution d’exer-
cices sur les séries entiéres en 2¢ année, souvent sous la forme
affaiblie : sinna et cosna ne tendent pas vers 0 lorsque
I’entier n tend vers I’infini.

Par exemple, on peut montrer que sinna ne tend pas vers 0
lorsque ’entier n tend vers ’infini par un raisonnement
analogue, simplifié. Raisonnons par 1’absurde : supposons

sinnae ——> 0. Alors, par suite extraite :
noo
sin(n + 1)a —— 0. D’ou :
noo
sin (n + 1) — sinna cos a
cosna = - 0,
sin « noo
puis: cos’na + sin?na —— 0, contradiction.
noo
a) Soite > 0. Puisque u,, — ¢, il existe N, € N* tel
noo
que :

e
V}’lEN*, <H>N1:>|un_£|<5>

Soit n e Ntelquen > Ny +1.0na:

‘%Z(uk -0

k=1

n

<%Z|uk—z|

k=1

[v, — £]

n

1 1
S -+ = > — .
”k=1|uk |+n lup — £

k=N;+1

Ni
D’autre part, comme — Z lup — €] — 0, ilexiste N, € N
n =1 noo
tel que :

1
Vn e N¥, (n}Nz:> *Z|uk_€| < E)
B = 2
En notant N = Max(N;,N,), on a alors :

Vn e N, (n}N:>|u,l—£|<%+§:5>,

etdonc: v, —— £.
noo

b) Notons, pourn € N, o, = w41 — u, ; donc : o, —— £.
noo

[0 e s a6 P

D'apres a) : I L.
n— noo

Mais, pour tout n de N — {0, 1} :
ap+ ...+ ay
n—1

_ Uy, —up _ Uy Uy

n—1 n—1 n—1



u

Comme

—— 0, on déduit —— — ¢, puis :
n— noo n—1 noo

== : ‘.
n n—1 n noo

c)Ona: M—)1118,

Uy noo

Inu,,; —Inu, =In

Inu,

——— In¢,
noo

Inu,
etdonc: Yu, = exp (—M> — 0.
n

noo

2 n 22 1
) u=(n”> Uit 2004 4 one
U,

n+1 noo
n(2n> "
n noo

Uy, 1\" 1
2)Mn=n—,u+lz I1+—) =exp(nln{1+—
n!"  u, n n
1 1
= exp (n (— +o0 <—>)> =exp(l +o(l)) — e,
n n noo

n
donc — ——e.

d'ou, d'apres b) :

Un! nco
3Yu, = n(n—i—l)...(n—i—n)’
nn
Uyt _ 2(2” + 1) 14 l = ﬁ
u, n n no e

1 4
donc —~/n(n+1)...(n +n) — —.
n

noo €

1-3-...-Qu—1)

4)14,,:

nll
n 2 1 I\ 2
Upt _ n + 1+_ — 5z,
U, n+1 n noo €

1 2
donc —/1-3-...-2n—1) — —.
n noo €

3n)!
Suy = ———,
Vn = D
U1 3Gn+1)GBn+2) 1\~ 27
=1+ - —_ —,
Up (I’l + 1)2 n noo 62
1 ,/@Bn)! 27
donc — —_ —.
n? n! noo €2
Soit N € N*,
Pour chaque k de {1,...,N}, I'ensemble des rationnels de la

forme% (a € Z) tels que ‘x = %‘ < 1 est fini, puisque @ ne

peut prendre qu’un nombre fini de valeurs :
-2 <t k-1 <a <k +.

Il en résulte que 1'ensemble
Ey = {%;(a,k) e Zx{l.....N} et‘x—;—l‘ <1

est fini.

Comme x ¢ Q, nécessairement x ¢ Ey. L'ensemble
{lx —r|;r € Ey} est une partie finie non vide de R* , donc
admet un plus petit élément «.

Onadonc: VreEy, |x—r|=2a>0.
Comme u, —> x, il existe ny € N tel que :
noo

VneN,( 2n0:>|u,1—x|<%<a).

n
Onaalors: Vn > ng, u, ¢ Ey, dou: Vn > ng,q, > N.

On a ainsi prouvé :

VN eN InyeN,VneN,(n=2ny=q, > N),
clest-a-dire: ¢, ——> + 0.
noo

Enfin, puisque : Vn € N, p, = xg,,etquex € R*, on obtient :

|pn| —> +o00.
noo
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Fonctions reelles

ou complexes
d’'une variable reéelle

0 Plan mmmmmmmms

Les méthodes a retenir 47
Enoncés des exercices 49
Du mal a démarrer ? 52

Corrigés 53

Thémes abovrdés dans les exevcices

Résolution d’équations, de systemes d’équations a inconnues réelles
Résolution de certaines équations fonctionnelles

Manipulation des fonctions remarquables : paires, impaires, majorées,
minorées, bornées, périodiques, croissantes, décroissantes

Etude de la continuité d’une fonction, de 1’existence et de la valeur
éventuelle d’une limite

Existence de solutions d’équations, de majorants de minorants pour une
fonction.

Points essentiels du cours
pour la résolution des exevcices

Propriétés des fonctions ayant des limites finies ou des limites infinies,
pour les opérations algébriques et pour I’ordre usuel

Propriétés générales des fonctions continues
Propriétés de limite des fonctions monotones

Théoreme des valeurs intermédiaires, théoreme de la bijection monoto-
ne, théoréme de continuité sur un segment

Tout intervalle ouvert non vide de R rencontre Q et rencontre R — Q
Définition de la continuité uniforme, de la lipschitzianité.

= | ¢s méthodes a retenir

Pour résoudre
une équation fonctionnelle

Raisonner clairement par implication puis réciproque, ou exception-
nellement par équivalences logiques.

Essayer d’appliquer 1’équation a des valeurs ou des formes particu-
lieres de la (des) variable(s), ou passer a une limite.

1
Par exemple, si I’équation fait apparaitre x et —, essayer de ’appli-
X

quer a x eta l
Voir aussi lesxméthodes du chapitre 5.
== Exercices 4.1, 4.7, 4.8, 4.17.
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Pour résoudre une équation
a une inconnue réelle

Pour montrer
qu’une fonction est périodique

Pour montrer qu’une fonction f
n’a pas de limite (ni finie ni infinie)
en un point a

Pour manipuler
la fonction partie entiere

Pour montrer qu’une fonction f
admet une limite finie £ en un
point a

Pour obtenir une propriété d’une
fonction d’une variable réelle,
faisant intervenir

I’ensemble Q des rationnels

Pour montrer I’existence d’une
solution d’une équation f(x) = 0,
ou f est a variable réelle et a
valeurs réelles

Pour étudier les points fixes d’une
fonction f

Chapitre 4 - Fonctions réelles ou complexes d’une variable réelle

Essayer d’étudier les variations d’une fonction associée a 1’équation,
par exemple celle obtenue en faisant tout passer dans le premier
membre.

== Exercice 4.2.

Revenir a la définition.

= Exercice 4.3.

Chercher deux suites (u,),, (v,), dans ’ensemble de départ de f, de
limite a, de fagon que les suites (f (u,)), ., (f(v,)), aient des limites
différentes.

Cf. aussi les méthodes du chapitre 3.

== Exercice 4.5.

Se rapporter a la définition de la partie entiere d’un réel :

Ex) <x <EXx)+1
Vx eRR, {

Ex) e Z

x—1<Ex) <x
ou encore : Vx eR, {

E(x) € Z.

== Exercice 4.6.

Essayer de :

— appliquer les théorémes généraux sur les limites
— montrer que | f(x) — £| — 0.
X—>a

== Exercice 4.9.
Utiliser le fait que Q est dense dans R, c’est-a-dire :

Y (x,y) € R?, <x<y=>(EIreQ, x<r<y)),

ou, ce qui est équivalent : tout réel est limite d’au moins une suite de
rationnels.

== Exercices 4.10, 4.16.

Essayer de :

— étudier les variations de f, si f (x) est donnée par une formule expli-
cite

— appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires, si f est continue
sur un intervalle et prend des valeurs > 0 et des valeurs < 0.

== Exercices 4.11, 4.19, 4.21.

Essayer d’étudier la fonction auxiliaire g : x —> f(x) — x.

== Exercices 4.11, 4.12, 4.13.
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Pour montrer qu’une fonction
f : X — R est bornée

Enoncés des exercices

Essayer de :
— revenir a la définition, ¢’est-a-dire montrer qu’il existe M € R tel
que :

VxeX, |[fl<M

— appliquer le théoréme du Cours, si f est continue et si X est un seg-
ment de R.

= Exercice 4.14.

=mmme Fnonceés des exercices

Exemple d’équation fonctionnelle résolue par simple remplacement

Trouver toutes les applications f : R* — R telles que :

1
X

Vx € R, f(x)—|—3f< ):xz‘

Exemple de résolution d’une équation ayant une solution évidente,
par utilisation de la stricte monotonie
2 3
Résoudre dans R, I'équation : x5 +2x4 = 3.
Obtention d’une périodicité a partir d’une équation fonctionnelle

Soit f : R — R une application telle que :

f@x) =5
VxeR, fk)#3 et fx+1)=—"7.
f(x)=3
Montrer que f est 4-périodique.
Etude d’applications données par séparation de cas
x+1 si x < —1
Onnote f : R — R, x —> f(x) = 0 si —1<x<1
x—1 si 1 <x.

a) Tracer la représentation graphique de f.

Onnote g : R — R, y+— g(y) =Inf{x e R f(x) > y}.

b) 1) Montrer que g est correctement définie et calculer g(y) pour tout y € R.
2) Tracer la représentation graphique de g.

c) Préciser g o fet f o g et tracer leurs représentations graphiques.

Exemple de fonction n’ayant pas de limite en +-oco

Montrer que la fonction cos n’a pas de limite en 4-c0.
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Chapitre 4 - Fonctions réelles ou complexes d’une variable réelle

Etude de composition pour une application donnée par séparation de cas

1
xE( — si x =0

Onnotef : [0 1] — R, x+— f(x)= X
1 si x=0.

Démontrer :

Vxel0:1], f(f(0) = f).

Exemple d’équation fonctionnelle a plusieurs inconnues,
résolue par simple remplacement

Trouver tous les triplets (f,g,h) d’applications de R dans R tels que :

V(x,y) € R’ flxy+1) =xg(y) +h(x +y).

Exemple d’inéquation fonctionnelle avec utilisation d’une limite
Trouver toutes les applications f : ]0; +o0o[—> R telles que :

1
Y (x,y) €105 +ool’, [f(0) = fFDI < ——.
X+y

Obtention d’une limite par une condition sur la fonction

1
Soit f :]0; 1] —>]0; 4-o00[ une application telle que :  f(x) + m —
X) x—>

Montrer :  f(x) — 1.

Continuité et densité

Soit f : R —> R continue sur R et s'annulant en tout point de Q. Montrer : f = 0.

Etude de point fixe pour une application continue de [0 ; 1] dans lui-méme

Soit f : [0; 1] — [0; 1] continue. Montrer qu'il existe xo € [0; 1] tel que f (xp) = xo.

Un lien entre les points fixes de f et ceux de f o f

Soit f : R — R continue. On suppose que f'n’a pas de point fixe. Montrer que f o fn’a
pas de point fixe.

Etude de point fixe pour une application continue et décroissante

Soit f : R — R continue et décroissante. Montrer que f admet un point fixe et un seul.

Une propriété des fonctions continues et périodiques

Soit f : R — C continue et périodique. Montrer que f est bornée.

Etude de points fixes pour une application telle que f o f = f

Soit f :[0; 1] —> [0; 1] une application continue telle que f o f = f. Montrer que
I’ensemble des points fixes de f est un segment non vide de [0; 1].

Obtention de la croissance d’une fonction par utilisation de la densité et de la
continuité

Soient 7 un intervalle de R, f : I — R une application. On suppose que f est continue
sur I et que f|gn; est croissante. Montrer que f est croissante.
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Enoncés des exercices

Exemple d’équation fonctionnelle avec utilisation d’une itération
et de la continuité en un point

Trouver toutes les applications f : R — R continues en 0 et telles que :

x+y\ _ f)+ ()
3 - 2 '

V(x,y) e R?, f(

Exemple d’équation fonctionnelle avec utilisation de la continuité
sur un segment

Soit f : [0; 1] — R une application continue telle que :

1
Vxeo: 1], f<§)+f<x; >=3f(x).

Montrer: f = 0.
Exemple d’utilisation d’une fonction auxiliaire

Soit f : R — R continue et 1-périodique. Montrer :

Vae€]0;4oo[,Ic e R, f(c+a)= f(c).

Utilisation de I’injectivité dans I’étude de composées de fonctions

Existe-t-il f,g : R — R telles que :

VxeR, fogx)=x> et gof(x)=x>?

Une propriété de deux fonctions atteignant la méme borne supérieure

Soient (a,b) € R? tel que a < b, f,g : [a; b] —> R continues telles que :

Sup f(x) = Sup g(x).

x€la;b] x€la;b]
Montrer qu’il existe ¢ € [a; b] tel que:  f(c) = g(c).

Une équation fonctionnelle classique : applications continues
conservant ’addition

Trouver toutes les applications f : R — R continues telles que :

Va,y) €R% O f+y) = f)+ f().

Exemple d’application uniformément continue, par utilisation de la définition

Montrer que l'application f : x —> /X est uniformément continue sur R, .
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Chapitre 4 - Fonctions réelles ou complexes d’une variable réelle

52

mssee Du mal a démarrer ?

1
Appliquer I'hypothése a x et a —

Remarquer une solution évidente et utiliser une stricte
monotonie.

Calculer f(x 4+ 2), puis f(x + 4).

Séparer convenablement en cas, vu la définition de f.
Raisonner par I'absurde et utiliser des suites.
Remarquer: Vx e [0 1], f(x) > %

Appliquer I'hypothése a (x,y), (v,x), (0,y), (1,y),...

Pour x fixé, faire tendre y vers +oo.

2
Considérer (f(x) — —) et relier cette expression

fx)
1 \2
avec <f(x) Ak m) .

Utiliser I'expression séquentielle de la densité de Q
dans R.

Considérer l'application auxiliaire g:[0; 1] — R,
x —> g(x) = f(x) — x etutiliser le théoréme des valeurs inter-
médiaires.

Considérer l'application auxiliaire g:R — R,

X — f(x)—x.

Considérer  l'application  auxiliaire g:R — R,

x— f(x)—x.
Se ramener a un segment et utiliser un théoreme du cours.

Montrer que I'ensemble des points fixes de fest I'image du
segment [0; 1] par I'application continue f.

Pour (a,b) € I? fixé tel que a < b, approcher respective-
ment a et b par des suites (a,)nen €t (by)nen dans Q N 1 telles
que: VneN, a, < b,.

Considérer I'application g : x —> f(x) — f(0) et obtenir

2
g(t) = g<§t>, puis réitérer.

Considérer des points en lesquels fatteint ses bornes.

Considérer, pour a €]0; +oo[ fixé, I'application auxiliaire
g R—R, x+— f(x+a)— fx).

Montrer que, si (f,g) existe, alors fest injective, puis étudier
f(x) pourx € {—1,0, 1}.

Considérer des points en lesquels f et g atteignent leur

borne supérieure, puis étudier f — g.

Pour f convenant, montrer f(x) = xf (1), successivement
pourx € N, Z, Q, R.

Montrer: V (x1,x2) € (Ry)?, [ /x2— /1| < /2 —x1],

puis revenir a la définition de I'uniforme continuité.



= Corriges des exercices

1) Soit f convenant.

1
Soit x € R*. En appliquant I’hypothese a x et a — a la place
X

de x,ona:

f@)+3f<l>—x2 1
)= _

2
f(l) )= (1) 13
X X X

d’ou, en combinant avec les coefficients indiqués, pour faire

1 3
disparaitref(—) : 8f(x) = = - %2,
X X
3 * ] 3 2 3—)C4
Onobtient: Yx eR*, f(x)=_|— —x")= ]
8\ x

2) Réciproquement, considérons 1’application

3
R — R, xr— f(x)= f
8x
On a, pour tout x € R* :
1
fw+ar(L) 22 s
* x)  8x2 8
x2
B B = 1l 2
== ES————="—x",
8x2 8x2

donc f convient.
On conclut qu’il y a une application et une seule convenant,
3 —x*

. R* R,
f — X —> o2

* On remarque que 1 est solution.

Lo 2 3 .
e L application f : [0 + oo[— R, x + x5 + 2x7 eststric-
tement croissante, donc injective. Il en résulte que 1’équation
proposée admet au plus une solution.
Finalement, I’ensemble des solutions de 1’équation proposée
est {1}.

Soit x € R. Notons y = f(x). Ona:

B _fx+D =5
f(quz)—f((erl)qu)_7““”)_3
p—9
_y-—3 =4y +10
Y-S5 4 2y+4
y—3
_2y-=5
==
puis :
fx+4)=f(x+2)+2)
2y —5
_2f(x+2)—5_2y—2 -3
T o fx+2 -2 2y—5_2
y—2
-2y = fw).

—1

On conclut que f est 4-périodique.

a) y

b)1)+Soity € R. Lensemble {x € R f(x) > y} estune par-
tie de R, non vide car elle contient y + 2, et minorée, par
exemple par y — 2. D’apres un théoréme du cours, il en résulte
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que cet ensemble admet une borne inférieure dans R, d’ou I’exis-
tence de g(y).

* Soit y € R. Pour calculer g(y), on sépare en cas selon la
position de y par rapport a 0. On peut, a cet effet, s’aider du
schéma du a), en coupant la représentation graphique de f par
une droite parallele a I’axe des abscisses.

Hypothese sur y [{x € R; f(x) > y} | g(»)
y <0 Iy —1; 4o00[ y—1
y=0 115 +oo[ 1
y >0 ly+1;400[ |y+1

y—1 si y<O0
Onconclut: VyeR, g(y) =
y+1 si y=>0.

2)

8(y)

¢) * On calcule, pour tout x € R, g o f(x) en séparant en cas
selon la position de x par rapport a —1 eta 1.

x S ) g(f )
fO)=x+1<0|g(f&x)=@x+D)—1=x
fx)=0 g(f(x) =g0) =1
1<x f)=x—-1>0|g(f@®)=G@—-D+1=x

On conclut :
X si x < —1
VxeR, gof(x)=131 si —1<x<1
X si 1 <x.

* On calcule, pourtouty € R, f o g(y) en séparant en cas selon
la position de y par rapport a 0.

y gy f(g»)
y<0lg=y—1<-1|f(g»)=@-D+1=y
y=0 gy =1 flgm)=0
y>0|gm=y+1>1 |[fgM)=0+D-1=y

Onconclut:Vy € R, fog(y) =y, ouencore:f og = Idg.

Z
2= gofix)
1
-1 0 1 x
-1
t
t=fog(y)
0
y

Raisonnons par I’absurde. Supposons que la fonction cos
admette une limite £ en +o0o. Alors, pour toute suite réelle
(Xn)nen telle que x, —— + 0o, on aurait : cos x, —> £.

noo noo

Mais : VneN, cos(2nm) =1 et cos (g + 2n7r) =0,
d’ou ¢ =0 et £ = 1, contradiction.
On conclut que la fonction cos n’a pas de limite en +00.

Remarque : De la méme fagon, la fonction sin n’a pas de
limite en +o00.

On peut commencer par tracer la représentation graphique
de f.

Soitx € [0; 1]. Séparons en cas selon la position de xpar rap-

1
rtOeta—.
po ea2



y
1
A y=f
0 11 1 1 \1 X
54 3 2
*Six =0, alors f(x) = f(0) =1,
f(f@)=f)=1=f).
e Si l x <1, alors: 1§l<2, E(l>=l,
2 X X
1
f @) —xE(—) =x. f(r@)=fw.
X
¢Si0<x < alors :

E
1 1 1 1
=xE( = ——1l)=1-x21—=-==
fx)=x (x>>x(x ) X 73
1_
X

FG) = xE(l) <5
X

1
donc 2 < fx) <

=1

1, puis, d’apres ce que 1’on a vu dans

1
I’étude du cas 2 < x < | en remplagant x par f(x), ona:

F(f) = f@).
Onconclut: Vx €[0;1], f(f(x)= f(x).
1) Soit (f,g,h) convenant.
*On a, pour tout (x,y) € R?, en appliquant I’hypothése a (x, )
eta(y,x):
flxy+1) =xg(y) +hx+y)
et
(yx 4+ 1) = yg(x) + h(y + x),
do: xg(y) = yg(x).
En particulier, en remplacant x par 1 :Vy € R, g(y) = yg(1).

* On a, en appliquant I’hypothese a (0,y) :
VyeR, f(1) =hy).
* On a, en appliquant I’hypothese a (1,y) :

VyeR, f(y+1) =g +hr(dl+y) =ygl)+ f(D),

et donc, en appliquant cette formule 2 y — 1 ala place de y :
VyeR,
) =0-DgM+ f(1)=yg)+ f(1) —g).
Ennotant a = f(1) etb = g(1), onadonc, pourtouty € R :
f(y)=by+a—b, g(y) = by, h(y) = a.

2) Réciproquement, soient (a,b) € R2etf,g,h : R — Rles
applications définies par les formules ci-dessus. On a alors, pour
tout (x,y) € R?:

fxy+1) =bxy+1)+a—-b=bxy+a
=x8(y) + h(x + ),

donc (f,g,h) convient.

Finalement, I’ensemble des triplets convenant est :
[(f:xeR»—>bx+a—b€R,g:xeRn—>bx€R,

h:xe]Rn—>aeR); (a,b)eRZ]

1) Soit f convenant.

Soitx €]0; +oo[ fixé.Ona:0 < | f(x) — f(»)] < et

x+y

—— 0, donc, par théoreme d’encadrement :
X+Yy y—+

[f ) = fFI — 0, etdOHCf(y) — S ).

Ceci montre que f admet une limite en +00 et que cette limite
est f(x). Par unicité de la limite de f en 400, il s’ensuit que
f(x) ne dépend pas de x, et donc f est constante.

2) Réciproque évidente.

On conclut : les applications convenant sont les applications
constantes.
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donc: f(x) — ﬁ : 0

Ensuite : f(x) = ((f( ) =+ & )> (f( ) - f(x)))

1
— JQ+0 =1

x—0

Ceci montre : f(x) ——> 1.
x—0

Comparer avec I’exercice 3.6 ¢).

Soit x € R. Puisque Q est dense dans R, pour tout n
de N*, il existe r, € Q tel quex—%<r,, <x—|—%. On a
donc : r, —oo> x. Comme f est continue en x, il en résulte
S ) ?nf(x). Vn e N*, f(r,) =0, d'ou :
f(&x)=0.

Mais :

Considérons g : [0; 1] — R ; g est continue sur

x—f{x)—x
Iintervalle [0; 1] et g(0) = f(0) > 0,g(1) = f(1) -1 <0
donc, d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe
X0 € [0; 1] tel que g(xp) = 0, c'est-a-dire f (xp) = Xo.

Considérons 1’application

g:R—R, x+— gx) = f(x) —x.

Par hypothése : Vx € R, g(x) # 0. Comme g est continue
sur I’intervalle R (car f1’est), il en résulte, d’apres le théoreme
des valeurs intermédiaires : g > 0 ou g < 0, c’est-a-dire :

(Vx eR, gx) > 0) ou (Vx eR, gx) < 0).

1)Sig >0, alors:Vx € R, f(x) > x, donc, en appliquant
ceciaf(x)etax:

VxeR, fof(x)=f(f&x)> fx)>x,

etdonc f o f n’apas de point fixe.
2)Sig <0, alors: Vx € R, f(x) < x, donc, en appliquant

ceciaf(x)etax:

VxeR, fof)=f(f) < fx) <x,

et donc f o f'n’apas de point fixe.

On conclut finalement que f o f n’a pas de point fixe.

Considérons 1’application

g:R—R, x— gx) = f(x) —x.

* g est strictement décroissante, puisque f est décroissante et
que —Idg est strictement décroissante.

e g est continue sur R, car f et Idg sont continues sur R.

¢ Puisque f est décroissante, f admet en —oo une limite finie
ou la limite 400, donc g(x) —— + oo.

X—>—00
* Puisque f est décroissante, f admet en +0o une limite finie

ou la limite —oo, donc g(x) —— — oo.
x—>+00

D’apres un théoreme du cours (théoreme de la bijection mo-
notone), on déduit que g admet un zéro et un seul, donc f admet
un point fixe et un seul.

Notons T € R, une période de f.

Puisque f est continue sur le segment [0; 7'], f est bornée sur
ce segment : il existe M € R, tel que :

Vx € [0;T], | f()I <M

Puis, pour toutx de R, il existen € Z telquex —nT € [0; T'],
etona:

If@I=1fx—nD) <M

Finalement, f est bornée sur R.

Notons F' = {x € [0;1]; f(x) = x} I’ensemble des
points fixes de f. Montrons F' = f([0; 1]).

*Soitx € F. Onaalors x = f(x) € f([0; 1]).

Ceci montre : F C f([0; 1]).

* Réciproquement, soit x € f([0; 1]). Il existe € [0; 1] tel
que x = f(1), et on a: f(x)= f(f()=fof@t)=
f(@)=x, doncx € F.

Ceci montre : f([0; 1]) C F.

On obtient ainsi : F = f([0; 1]).

L’ensemble F est donc I’image du segment [0 ; 1] par I’appli-
cation continue f, donc (théoréme du cours), F' est un segment
non vide de [0; 1].

Soit (a,b) € I tel que a < b.

Puisque Q est dense dans R, il existe alors des suites (a,),en,
(bp)nen dans Q N 1 telles que :

a, — a, b, —— b, VneN, a, <b,.

noo noo

< f ().

Puisque a, —— a, b, — b et que f est continue en a et
noo

en b, on déduit, par passage a la limite dans une inégalité :

fla) < f ).

On conclut que f est croissante.

Comme f|gn; estcroissante,ona: Vn € N, f(a,)

1) Soit f convenant.
Considérons I’application
g:R—R, xr— gx) = f(x) — f(0).



* On a alors g(0) = 0 et, pour tout (x,y) € R?:

X+y . X+y B
(2) = (22) = s0

O+ W)
- 2

— f(0)

= %((fm — @)+ (fo) - f(O))>

8@+
=0

* En remplacant y par x, on obtient :

Vx eR, g(z?x) =g(x).

e Soit x € R. Par récurrence immédiate, on a alors :
VneN,

w=a(3) o))~ ~H(3))

n
Comme (3) x ——> 0 et que g est continue en O (puisque
noo
f Dest), on déduit, par passage a la limite lorsque I’entier n
tend vers ’infini : g(x) = g(0).
Ceci montre que g est constante, et donc f est constante.

2) Réciproquement, il est évident que toute application constante
convient.

Finalement, les applications cherchées sont les applications
constantes.

Puisque f est continue sur le segment [0 ; 1], d’apres un
théoreme du cours, f est bornée et atteint ses bornes. Il existe
donc x;,x; € [0; 1] tels que :

o= I F@. )= Sup S0,

xel0;1

Ona:

1
- sren=1(5 )+ (257 >2 108, F=27),
Fex) >0

- 3f(xz>=f<%)+f("27“><2 Sup f(x)=2f(x2),
x€[0;1]
fx) <0.
Onobtient: 0 < f(x)) < f(x) <0,
d’ou f(x1) = f(x2) =0etdonc f =0.

donc :

donc :

Soit a €]0; oo fixé. Considérons I’application

g:R—R, x—gx)= f(x+a)— fx).

Puisque f est continue sur R, donc sur le segment [0 ; 1], d’apres
un théoréme du cours, la restriction de fa [0; 1] est bornée et
atteint ses bornes. Il existe donc x;,x; € [0; 1] tels que :

f) = Inf f(), f) = Sup £,

xel0;1
Comme fest 1-périodique, on a alors (cf. aussi ’exercice 4.12) :

f(x2) = Sup f(x).

xeR

) = Inf £ o),

Ona:g(x)) = f(x; +a) — f(x;) = 0, par définition de x,,
et g(xp) = f(x2 +a) — f(xp) <0, par définition de x,.

Ainsi, g est continue sur U'intervalle R et g (x;) = 0, g(x,) < 0.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € R

fle+a)=f(o).

tel que g(c) = 0, c’est-a-dire :

Soit (f,g) convenant.

* Puisque I’application R — R, x —> x> estinjective, g o f
est injective, donc (propriété connue) f est injective.

+On a, pour tout x € R :
f&) =70 Hx) =fogo f(x)
= (fop)(f) = (f()™
Onremarque: Vx € {—1,0,1}, x3=x, d’oi:
Vre (=101}, f() = f&) = (f)’

etdonc:Vx e {—1,0,1}, f(x) € {0, 1}.
Ceci montre : f({—l,O, l}) C {0, 1}, ce qui contredit
I’injectivité de f.

Finalement, on conclut qu’il n’existe pas de couple (f,g)
convenant.

Puisque f et g sont continues sur le segment [a ; b],
d’apres un théoreme du cours, f et g sont bornées et atteignent
leurs bornes. 11 existe donc x;,x; € (a; b] tels que, en notant

M = Sup f(x)= Sup g(x), on ait: f(x;)=M et
x€la;b] x€la;b]

glx) =M.

On a alors :

(f =) = fx1) —glx1)) =M —g(x1)) 20
(f —8)x) = f(x2) — gx2) = f(x2) — M < 0.

Comme f — g estcontinue sur I’intervalle [a; b], il en résulte,
d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, qu’il existe

c €la;b]telque (f —g)(c) =0, donc f(c) = g(c).
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1) Soit f convenant.
¢ Une récurrence immédiate montre :
VneN,Vx e R, f(nx) =nf(x).
VneN, f(n)=nf(l).

* En appliquant I’hypothése a (x,—x), on déduit que f est im-
paire.

En particulier :

Ilenrésulte: Vx €Z, f(x)=xf(1).

* Soit r € Q. Il existe (p,q) € Z x N*tel que : r = E.
q

Ona: qf(r) = f(gr)= f(p) = pfb),
do: f(r) = gf(l) =rf(l).

* Soit x € R. Puisque Q est dense dans R, il existe une suite

(rn)nen de rationnels convergeant vers x. Alors :

f@ry) =r, f(1) —— xf(1).D'autre part, puisque f est conti-
noo

nueenx: f(r,) — f(x).

Onendéduit: Vx e R, f(x) =xf(1).

2) Réciproquement, pour tout A de R, I'application R — R

. —
convient. x ™

Finalement, les applications cherchées sont les R — R,

AeR X > \x

Ona: V(a,b) e R, Va+b< Ja+ /b,

comme on le voit en élevant les deux membres au carré.
Soit (x1,x;) € (R,)? tel que, par exemple, x; < x;.
Ona: /x,=+(x2—x1)+x1 <X —x+/%,
V= X S V=X

Soite > 0.

d'ou :

On a alors, pour tout (x;,x,) de (R,)? tel que x; < xp ¢
oo — x| <2 =
|f () — fxD)] = VX3 — /X, S VX —x1 e,

On a ainsi montré :

Ve >0, In >0, V(x;,x) € Ry)?,
n=¢e)

(2 =¥l Sn=> 170 = FE < ),

c'est-a-dire : f est uniformément continue sur R .



Deérivation

B Plan Mam Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 59 » Existence et calcul éventuel d’une dérivée premiere, d’une dérivée n-eme
Enoncés des exercices 62 * Existence de zéros d’une équation, par emploi du théoreme de Rolle ou
o du théoréeme des accroissements finis
Du mal a démarrer ? 66 , o . ) . .
o e Etude des variations d’une fonction, représentation graphique
Corrigés 68

* Séparation des zéros d’une fonction, résolution d’équations et
d’inéquations

e Résolution de certaines équations fonctionnelles

* Obtention d’inégalité a une ou plusieurs variables

¢ Convexité.

Points essentiels du cours

pour la résolution des exevcices

* Définition et propriétés algébriques de la dérivabilité, de la dérivée, de
la dérivée n-eme

* Formule de Leibniz pour la dérivée n-eme d’un produit

* Théoreme de Rolle, théoreme des accroissements finis, inégalité des
accroissements finis

¢ Lien entre dérivée et sens de variation

* Convexité pour une fonction réelle définie sur un intervalle de R : défi-
nition, inégalité de Jensen, lien avec la croissance de f” si f est dérivable,
lien avec le signe de f” si f est deux fois dérivable.

m=mmme | ¢s méthodes a retenir

Essayer d’appliquer les théorémes sur les opérations sur les fonctions

3 ; . dérivables (théoremes généraux).
Pour étudier la dérivabilité d’une .
fonction en un point, == Exercices 5.1, 5.2, 5.12

et éventuellement calculer ) )
la dérivée en ce point En un point en lequel les théorémes généraux ne s’appliquent pas :

— déterminer la limite d’un taux d’accroissement (définition de la dérivée)
== Exercices 5.3 a 5.5, 5.13,5.22 b), ¢)
59
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Chapitre 5 + Dérivation

Pour décider si une fonction f est
monotone sur un intervalle 7, ou
pour étudier les variations de f

Pour déterminer

le nombre et la situation des zéros
d’une fonctionf : I — R,

ol / est un intervalle de R

Pour calculer une dérivée n-éme

Pour montrer qu’une fonction f est
constante sur un intervalle

Pour montrer que
la dérivée d’une fonction
s’annule en au moins un point

— ou déterminer la limite de la dérivée a coté (théoreme limite de la
dérivée). Voir aussi I’exercice 7.24.

= Exercice 5.5

Calculer f' (si f est dérivable) et étudier le signe de f”(x) pour x € I.
== Exercices 5.1, 5.2, 5.5, 5.16 a)

On pourra étre amené a étudier le signe de f”(x) ou celui d’autres
fonctions liées a f.

== Exercice 5.12.
Etudier les variations de /. en étudiant le signe de f'(x), pour x € I,
si f est dérivable sur .

== Exercices 5.2, 5.16 b).

Essayer de :

— appliquer la formule de Leibniz si f s’exprime comme produit de
deux fonctions du type polyndome de bas degré et exponentielle
simple

== Exercice 5.3 a)
— utiliser une décomposition en éléments simples si f (x) est une fonc-

tion rationnelle de x

W= Exercice 5.3 b)

— linéariser si f est un produit de cos et sin, ou de ch et sh

== Exercice 5.3 ¢).

— conjecturer une formule pour " (x) et I’établir par une récurrence
sur n.

Montrer que f est dérivable et que f' = 0.
== Exercice 5.6.
Essayer de :
— appliquer le théoréme de Rolle a f
== Exercices 5.7, 5.8, 5.26

— appliquer le théoreme de Rolle a une fonction auxiliaire
== Exercices 5.9, 5.23
— appliquer le théoreme des accroissements finis a f ou a une fonction
auxiliaire

== Exercice 5.24.
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Pour montrer
qu’une dérivée successive

s’annule en au moins un point

Pour résoudre
une équation fonctionnelle

dans laquelle la fonction inconnue

est supposée dérivable

Pour déterminer

la borne inférieure

ou la borne supérieure

(si elles existent)

d’une fonctionf : I — R

Pour résoudre une équation
a une inconnue réelle

Pour établir une inégalité
a une variable réelle

Pour établir une inégalité
a plusieurs variables réelles

Pour montrer q’une fonction

f : I —> R est convexe

sur un intervalle 1

Les méthodes a retenir

Appliquer le théoreme de Rolle de fagon répétée, a la fonction donnée
ou a une fonction auxiliaire.

== Exercices 5.10, 5.11.
Dériver une ou plusieurs fois par rapport a une des variables du
contexte

== Exercices 5.12, 5.14.

Etudier les variations de f, en étudiant le signe de f’(x), pour x € I,
si f est dérivable sur 1.

== Exercices 5.13,5.15.

Faire tout passer dans le premier membre et étudier les variations de
la fonction définie par ce premier membre

== Exercice 5.17.
Voir aussi les méthodes du chapitre 4.

Faire tout passer dans le premier membre et étudier les variations de
la fonction définie par ce premier membre

== Exercices 5.18, 5.25, 5.27.

Voir aussi les méthodes du chapitre 4.

— Fixer toutes les variables sauf une, et étudier les variations d’une
fonction de cette variable

== Exercice 5.19
— Essayer de montrer qu’il s’agit d’une inégalité de convexité, par

exemple I’inégalité de Jensen appliquée a une fonction convexe bien
choisie et a certains points et coefficients.

== Exercices 5.21, 5.29, 5.31.

— Montrer f” > 0, si f est deux fois dérivable sur /

== Exercice 5.21 a).

— Montrer que [’ est croissante, si f est dérivable sur /

— Revenir a la définition de la convexité.
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Chapitre 5 + Dérivation

=mees Fnoncés des exercices

- Etude des variations d’une fonction

Soit (a,b) €]0; +oo[? tel que a < b. Montrer que I’application

In(1 + ax)
1105 +oo[— R, x > = —
S/ [ x S x) In(l+ bx)
est strictement croissante.
— Nombre et situations des zéros d’une fonction par étude des variations

de cette fonction

Combien le polyndome P = X° — 80X + 7 a-t-il de zéros réels ?

— Exemples de calculs de dérivées n -emes
Calculer, pour tout n € N, la dérivée n-eme des fonctions suivantes :
a)f R— R, x+— f(x)=x>—x+2)e"
1

DIf 1= Ll— R xr— f0) = 5

c)f  R— R, x+— f(x)= cos 2x sin x.

— Exemple d’étude de dérivabilité
Etudier la continuité, la dérivabilité, et la continuité de la dérivée pour f : R — R défi-
nie par :
1 .
f(x):{xzsin; S?x#O.
0 six =0
— Etude et représentation graphique d’une fonction explicitée

Etude et représentation graphique de la fonction f d’une variable réelle donnée par :
f(x)=41—2xy/1—x2
On pourra remarquer :  (x — /1 — x2)2 =1-2xy1—x2

— Utilisation de la dérivation pour déduire qu’une fonction est constante

Soit f : R — R une application telle que, pour tout (x,y) € R> tel que x # y :

3
£ @) = FO)I < Ix = y1F Il =y,
Montrer que f est constante.
— Exemple d’utilisation du théoréme de Rolle
Soit f : [—1; 1] — R de classe C', s’annulanten —1, 0, 1. On note :

g [-1:1] — R, x+— gx) =2x* 4+ x + f(x).

Montrer qu’il existe ¢ €] — 1; 1] tel que g'c) = 0.
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Enoncés des exercices

Exemple d’utilisation du théoreme de Rolle appliqué a une fonction auxiliaire
n
Soient n € N* ay,....a, e R tels que Zak =0. Montrer que 1’équation
k=1

n
Z kagx*! = 0 admet au moins une solution x €]0; 1.
k=1

Exemple d’utilisation du théoreme de Rolle appliqué a une fonction auxiliaire

Soient A € R, (a,b) e R? tel que 0 <a < b, f:[a;b] — R continue sur [a;b],
dérivable sur ]a ; b[, telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer qu’il existe ¢ € Ja ; b[ tel que :

e =22
c

Exemple d’utilisation répétée du théoreme de Rolle

Soit f : [—1;1] — R declasse C' sur[—1; 1], deux fois dérivable sur ] — 1; 1[, telle
que: f(=D=-1, f(0)=0, f()=1

Montrer: Jc €] —1;1[, f"(c) =0.

Exemple d’utilisation répétée du théoréme de Rolle

Soient (a,b) € R tel que a < b, f : [a;b] —> R de classe C' sur [a; b], deux fois
dérivable sur Ja ; b[, telle que :  f(a) = f'(a) = f(b) =0.

Montrer: 3dc €la; b[, f"(c)=0.

Exemple de résolution d’une équation fonctionnelle par dérivation

Trouver toutes les applications f : R — R dérivables telles que :
Yoy €R%Lfr+y) = f0) + f().

Calcul d’une borne inférieure par étude des variations d’une fonction

Calculer Inf <\/(x —1D24+9+V/(x —8)2+ 16>.
X€E

Exemple d’équation fonctionnelle dans laquelle la fonction inconnue
est supposée dérivable

Trouver toutes les applications f : R — R dérivables telles que :

V) eRYL fFEF ) =27 f0) + F(FO)).

Meilleur endroit pour transformer un essai au rugby

Au rugby, ou placer le ballon, sur une ligne perpendiculaire a la ligne d’essai et a gauche
des deux poteaux ou a droite des deux poteaux, pour avoir un angle maximal (dans le
plan) ?

Exemple de résolution d’une équation a une inconnue réelle,
par étude des variations d’une fonction

a) Montrer que, pour tout (a,b) € R? tel que 0 < a < b, 'application f : x —> b* — a*
est strictement décroissante sur [0 ; +00].

X

b) Application : Résoudre dans R 1’équation : \/8 + 450 + \/8 — /50 =4".
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Exemple de résolution d’une équation a une inconnue réelle,
par étude des variations d’une fonction

Résoudre dans R, : 17 +2° = (x +2)%

Exemple d’inégalité a une variable réelle

Montrer: VYx eR, vx24+ (x—D2+/(x+ D)2 +x2>2.

Exemple d’inégalité a plusieurs variables réelles

1 o
Soient a, b, o, 3 €10 ; +00[. Montrer : aa® + BB > (o + B)(ab) v+
et étudier le cas d’égalité.

Par exemple : ¥ (a,b) €10; +o0[?, 2/a +3vb > 5V ab.

Exemple d’utilisation de la convexité sans intervention de la dérivation

Soit f : [0; +0o[—> R convexe. Montrer que, s’il existe (a,b) €]0; +oo[* tel que
a<betf(a) < f(b), alors: f(x) —, oo

Comparaison de la moyenne arithmétique et de la moyenne géométrique

de n réels > 0

a) Vérifier que I’application f : ]0; +oo[—> R, x —> f(x) = —Inx est convexe.
b) En déduire, pour tout n € N* et tout (xy,...,x,) € (R})" :

Xi4 o+,
T

”xl...xn<

Autrement dit, la moyenne géométrique /X, - - - x, est inférieure ou égale a la moyenne
X + T + Xn

arithmétique I
Etude de la dérivabilité de |f]

Soient a € R, f : R — R dérivable en a.

a) Montrer que, si f (a) # 0, alors | f] est dérivable en a et : | f|'(a) = sgn (f(a))f’(a),
ou la fonction signe sgn est définie par :

-1 si <0
VteR, sgn(t) = 0 si t=0
1 si t>0.

b) Montrer que, si f (a) = 0 et f'(a) # 0, alors | f| est dérivable a gauche en a, dérivable
a droite en a, et non dérivable en a.

¢) Montrer que, si f(a) = 0 et f'(a) = 0,alors | f| est dérivable en a et |f| (a) = 0.

Exemple d’utilisation du théoréme de Rolle
Soient n € N, (aq,...,a,) € R"' —{(0,...,0)}, bo,....b, € R deux a deux distincts.

On note :

fR—R, x+— f(x):Zakeb“.
=0

Montrer que f s’annule en au plus n réels.
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Enoncés des exercices

Exemple d’utilisation du théoréme des accroissements finis

Soient @ €]0; +oo[, f : [0;a] — R de classe C' telle que f(0) = 0. Montrer :

3c€l0;al, f’(6)=%aaf’(a).

Un encadrement de sin x et de cosx entre des polynémes

On note, pour toutn € N, C,,S, : Ry — R les applications définies, pour tout x € R,
par:
2n

no 1yky2k )
C)l(-x):z&:]—x__{_..._'_(_])n d

£ (2h)! 2! 2n)!

n (_l)kx2k+l X3 2n+1
S =Y T m o)
(x) ; D X =3 ++ (=D 2n 1D

Montrer :
VneN,VxeRy, (—1)"(cosx — C,(x)) = 0et (—1)"*!(sinx — S, (x)) > 0.

Par exemple, pour tout x € R, :

< sinx < x.

3
X X X X7
L<cosx <1l — —+ — et x—?

Si un polynome P est scindé sur R, alors P’ I’est aussi
Soit P € R[X] tel que deg(P) > 2.

a) Montrer que, si les zéros de P sont tous réels et simples, alors il en est de méme pour P’.

b) Montrer que, si P est scindé sur R, alors P’ est aussi scindé sur R.

Exemple d’inégalité a une variable réelle

s sinx\®
Montrer: Vx € ]0; 5|:, ( ) > COSX.
X

Exemple d’inégalité a plusieurs variables réelles

T X sinx  mwX
Montrer, pour tout (x,y) € R%telque 0 < x < y < = : — < — < ——.
2y siny 2y

Obtention d’une inégalité a une variable réelle par utilisation d’une convexité
Montrer: Vx €]0; +oo[, 2° + 2 > 2v°+1,
Exemple d’utilisation de la convexité avec intervention de la dérivation

Soit f : [0; 4+00[— R dérivable et convexe. Montrer que I’application

g:[0; +oo[— R, x —> g(x) = f(x) — xf'(x) est décroissante.

Exemple d’inégalité de convexité

n
Soient n € N*, ay,...,a, €]0; 4+o0[ tels que Za, = 1. Montrer :
i=1

n 1 2 2 12
Z(ai+_) >w
a; n

i=1 !
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Théoréme de Darboux

Soient / un intervalle de R, f : I — R dérivable sur /. Montrer que f'(/) est un inter-
valle de R.

A cet effet, pour (a,b) € I* tel que a < b et f'(a) < f'(b) et pour ¢ €]f'(a); f'(b)[,
on pourra considérer I’application g : x — f(x) — cx.

messe Du mal a démarrer ?

Calculer f/(x) et étudier le signe de f'(x).
Etudier les variations de P.

a) Utiliser la formule de Leibniz.
b) Décomposer en éléments simples.

¢) Linéariser.

Montrer que f est dérivable en 0 par étude du taux d'ac-
croissement, et montrer que f’ n'est pas continue en 0.

A l'aide de lindication fournie dans I'’énoncé, obtenir
Déf(f) = [—1; 1] et f(x) = |x — +/1 — x2|. Etudier le signe de
x —+/1—x2.

Pour x € R fixé, étudier, lorsque y variable tend vers x, le
taux d’accroissement de fentre x et y.

Calculer g(—1), g(0), g(1) et utiliser le théoreme de Rolle.

Appliquer le théoreme de Rolle a la fonction
n
fixr— Zakxk.
k=1
Utiliser le théoréme de Rolle appliqué a la fonction auxi-

liaire g : x —> x* f(x).

Considérer I'application auxiliaire g : x —> f(x) — x et
utiliser le théoréme de Rolle de manieére répétée.

Utiliser le théoréme de Rolle de maniere répétée.

Pour y fixé, dériver par rapport a x.

Etudier les variations de la fonction intervenant dans
I'énoncé.

Soit fconvenant.Déduire: Vy e R, f(f() = f().

puis une équation fonctionnelle plus simple que celle de I'énon-
cé et dériver par rapport a y, pour x fixé.

Choisir un repére orthonormé adapté a la question, choi-
sir un parametre pour situer le ballon, et étudier les variations
d’'une fonction d'une variable réelle.

a) Mettre a* en facteur dans f(x).

z X
b) Etudier la monotonie stricte de x —— 4* — /8 + /50 etde
X
X — —v/8— /50 .

Etudier les variations de f : x —> 17 4+ 2% — (x + 2)2.

Etudier les variations de la fonction donnée par le premier
membre de l'inégalité de I'énoncé.

Simplifier un peu I'étude en notant u = Ina,v = Inb.
Pour u € R fixé, étudier les variations d'une fonction de la
variable v.

Comparer les taux d'accroissement de f entre a et b et
entre a et x, pour x € ]b; 400 variable.

Appliquer l'inégalité de Jensen.

a) Remarquer que, si f(a) # 0, fest de signe fixe au voisi-
nage de a.
b) et ¢) Etudier le taux d’accroissement de | f| entre a et x, pour
x variable tendant vers a.

Récurrence sur n.

A l'aide du théoréme des accroissements finis, remplacer
f(a) par af’(b) dans la fraction intervenant dans I'énoncé.

Récurrence sur n, avec étude de variations de fonctions.

a) Utiliser le théoréme de Rolle.

b) Reprendre I'étude du a) en tenant compte des ordres de mul-
tiplicité des racines.
sin3x 3

Etudier les variations de x —>

cos x
’ sint /4

Etudier les variations de f : t —> - sur :|0; 7 |:
Pour x €]0; 4+oo[, fixé, montrer que |'application

f:tel0;+oo[— 2+' est convexe.
Pour (x1,xp) € [O;-i—oo[2 tel que x; < xp, comparer
f'(x1), f'(x2) et le taux d’accroissement de fentre x| et x;.
1\2
Utiliser la convexité de la fonction x — (x+ —)
X
sur ]0; +oof et l'inégalité de Jensen.

Utiliser un point en lequel g atteint sa borne inférieure.



= Corrigés des exercices

L’application f est dérivable sur ]0; 4-oo[ et, pour tout
x €]0; +o0[ :

a
In(1+bx) — In (1 + ax)
e — 14+ ax 1+l;x
(ln(l +bx))
N (x)
= 27
A +ax)d +bx)(1n(1 +bx))
en notant

N :10; +o0o[— R,
x> N(x)=a(l +bx)In(1 4+ bx)—b(1 + ax)In (1 + ax),

et I’étude du signe de f’(x) se ramene a 1’étude du signe
de N(x).

L’ application N est dérivable sur ]0; +o0o[ et, pour tout
x €]0; 4o :

N'(x) = (abln(l + bx) + ab) — (ba In(l +ax) + ba)
= ab(ln(l +bx) — In(1 + ax)) > 0,
donc N est strictement croissante sur ]0 ; +00].
Deplus: N(x) — 0.
x—>0

Ilenrésulte: Vx €]0; 4+oo[, N(x) > 0.

On a donc :

Vx €]0; +oo[, f(x) >0,

et on conclut que f est strictement croissante.

L’application polynomiale P : R — R,

x —> P(x) = x> —80x + 7 est dérivable sur R et, pour
toutx € R :

P'(x) = 5x* =80 = 5(x* — 16)
=507 =P +4) =5 —2)(x +2)(x> +4),

d’ou I’on déduit le signe de P’(x) selon la position de x par
rapport a —2 eta 2.

De plus :
P(-2)=-32+160+7>0et P(2) =32—-160+7 < 0.

On dresse le tableau des variations de P :

X — 00 -2 -2 + o
, | T
P'(x) + 0 - 0 +
| |
>0 +
P(x)
_oo/ \<0/

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires et la stricte mo-
notonie de P par intervalles, on conclut que P admet exacte-
ment trois zéros réels.

De plus, ces zéros a,b,c vérifient: a < -2 <b <2 <c.

a) En notant u : x —> x> —x +2 et v:x +—> e,

ona f = uv. Ainsi, par produit, I’application f'est de classe C*>
sur R, et, d’apres la formule de Leibniz, pour toutn € N et tout
xeR:

n

=3 (Z) u® (" ().

k=0

Mais, comme u est un polynéme de degré 2, onau® = 0 pour
toutk > 3, d’ou,sin > 2 :

2
o= (Z) u® ()P (x).

k=0

De plus, v:x —— e* a pour dérivée elle-méme, d’ou, si
n=2:

£ (x) = (g) u(x) et + (’:) u'(x) e + (';) ' (x) e
= ((x2 x4+ +n@x—1)+ "7("2_ 1)2) "

= (x2 +@n—Dx + (n* —2n + 2)) e'.

Enfin, il est immédiat que cette derniere formule est aussi vraie
pourn =0 et pourn = 1.

b) On factorise le dénominateur de f(x) :
B —x4+1=xc-1D=x-1
== DEx—-D=x—-1D*x+1).
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Par décomposition en éléments simples dans R(X), il existe
(a,b,c) € R3 tel que :
1 _ a b c
X-D2X+D  X—D2 T X—1 Xt1

En multipliant par par (X — 1)? puis en remplacant X par 1,

on obtient: a = —.

2
En multipliant par X + 1 puis en remplacant X par —1, on ob-
1
tient: ¢ = —.
dent: ¢= -

En multipliant par X puis en faisant tendre X vers I’infini,

1
ona: b+c¢=0,dou b:—C:—Z.

Ainsi, on obtient la décomposition en éléments simples de f'(x) :

11 11 11
20—12 4x—1 4dx+1

Vxel-1;1[, f(x)=

que 1’on peut d’ailleurs contrdler par réduction au méme dé-
nominateur.

Notons u,v,w :] — 1; 1[— R les applications définies, pour
toutx €] —1; 1[, par:

1 1
M()C) = m, v(x) = m, I,U()C) = m

Ces applications u,v,w sont de classe C* sur ] —1;1[

etw = —v.

On a, par une récurrence immédiate, pour tout n € N et
toutx €] —1;1[:

(=1)"n! (—1D)"n!
(n) _ (n) —
u(x) = (x+1)n+l’ v ) = (x_l)nJrl’
(=D"(n+ 1!
(n) — _,ntD —
w(x) = —v (x) = G
On conclut :

1 1 1
FO@ = Zw" @) = 207w + u @)

_ L=+ D!
- E (.X _ 1)n+2

1 (=1)n!
4 (.X _ l)n+l

1 (=D"n!
4 (x o l)n+l :

c¢) Par linéarisation, on a, pour tout x € R :

f(x) = cos’xsinx = %(1 + cos2x) sinx
1 . 1 i
= Esmx—i— Ecos2xsmx
1 . r . .
=5 sinx + Z(sm3x — sinx)
1

1
= 7 sinx + 1 sin 3x.

Il en résulte, par addition, que f est de classe C* sur R et que,
pour toutn € N ettoutx € R :

1 1
fO ) = 7 sin <x +n§) + 73" sin <3x +n§)

Ou encore, en séparant en cas selon la parité de n, pour tout
peNettoutx € R :

1 1
f(2p)(x) — Z(_])P sinx + Z(—])"32p sin 3x

1 1
et (x) = Z(—l)" cosx + A—‘(—l)"?az”+l cos 3x.

1) D'une part, f est continue en tout point de R* par les
théorémes généraux.

D'autre part : | f(x)| < x> —— 0= f(0),
x—0

donc f est continue en 0.
Ainsi, f est continue sur R.

2) D'apres les théoremes généraux, f est dérivable en tout point
de R* et :

1 1
Vx € R*, f'(x) = 2x sin— — cos —.
X X
— f(© 1
D'autre part : M:xsin——>0,

X X x—0
donc f est dérivable en 0, et /(0) = 0.

Ainsi, f est dérivable sur R et :

six #0
0 six =0.

o1 1
2x sin — — cos —
X X

f'x) =

3) D'apres les théorémes généraux et le résultat précédent,
f' est continue en tout point de R*. D'autre part, puisque
! 1 -
2x sin — ——> 0 et que cos — n'a pas de limite en 0, f” n'a pas
X x—0 X
de limite en 0, et donc f” n'est pas continue en 0.

Ainsi, f’ est continue en tout point de R*, et discontinue en 0.

1) Existence et expression de f

*Ona, pourtoutx € [—1;1]:

(x—\/l—x2>2=x2—2x\/1—x2+(1—xz)
=1-2xy1—x2,

donc :

fx) = ‘x—\/l —le.

D’autre part, six € R — [—1; 1], alors /1 — x? n’existe pas,
donc f(x) n’existe pas.



Ainsi : Déf(f) =[—1;1] et:
Vxe[—1;1], f(x)=|x —+1—x2|.

* Pour supprimer I’intervention de la valeur absolue, étudions
le signe de x — +/1 — x2.

Soitx € [—1;1].

* Si xe[—1;0], alors x —+1—x2<0, donc
f(x) =+/1—x%—x.

*Six e€[0;1],ona:
xX—V1—=-x220= x>

1
S e > —.

V2

On conclut a I’expression de f, par séparation en cas :

1
VIi—x2—x si —1<x< —

f@)= |
x—+v1—x%2 si —<x<1.

l—x2e=x2>1-x2

2) Continuité

D’apres la formule donnant f dans I’énoncé, et par théoremes
généraux, f est continue sur [—1; 1].

3) Dérivabilité, dérivée

D’apres les formules obtenues ci-dessus, fest de classe C! sur

]—1;%[etsur:|%;l[et:

1 , _
\—[2[ fx)=

X

Vxei|—1; —
1 — x2

1 , X
Vxe}ﬁ;l[, f(x)=ﬁ+l>0.

1
On détermine le signe de f'(x) pour x € i| —1; —|: :

N2
X
"X)>0¢e= ——— —1>0=x+V/1—-2x2<0
f V1 —x2
x<0
— V] —x < —x
1 —x% < x?
x<0 |
= 1 &=xe —1;——[.
x> = ] N
2
D’aut t 6]1 1|:
autre part, pour x —; :
part, p 72
f(x)—f(l)_x—«/l—xz—l_1+\/1—x2
x—1 - x—1 - 1—x
J1
S+, o
V1 —x x—1-

donc f'n’est pas dérivable en 1, mais la représentation graphique
C de fadmeten (1,1) une demi-tangente parallele a y'y.

De méme, f n’est pas dérivable en —1 et C admet en (—1,1)
une demi-tangente parallele a y'y.

Ona:
B
fly — = ﬁl—lz—z,
H(T) ==
A
1) 2 =2

. L 1
donc, d’apres le théoreme limite de la dérivée, fadmet en —

2

une dérivée a gauche égale a —2 et une dérivée a droite égale

1
a2, donc f n’est pas dérivable en ﬁ La représentation gra-

phique C de f admet en ce point deux demi-tangentes.

On dresse le tableau des variations de f :

1 1
x |-1 V2 0 vz 1
S|+ + (l) - _!1 - 22l2 4+
l
V2 1
fx) / T /
1 T
y
V2
1 y=/ix)
- 1 0 1 1 x
V2 V2
Remarque :

C est formée de morceaux d’ellipses. En effet :
y=|xr —v1—x?
:>(y:x—\/1—x2 ou y=—x-+ 1—x2>
<:><x—y=\/1—x2 ou x+y=\/1—x2)
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=>((x—y)2=1—x2 ou (x—|—y)2=1—x2>

— (2x2—2xy+y2:1 ou 2x2—|—2xy+y2:1).

Soitx € R. On a, pour tout y € R — {x} :

<lx =y} |inlx =yl — o,
y—x

X

‘f(y)—f(X)
y—

par prépondérance de la puissance sur le logarithme.
Ceci montre que f est dérivable en x et que f’(x) = 0.

Puisque f est dérivable sur I’intervalle R et que f' =0, on
conclut que f est constante.

Ona:
g=D)=1+f(=DH=1, g0 =70 =0,
g()=3+f(1)=3.

Puisque g est continue sur I'intervalle [0; 1] et que g(0) =0
et g(1) = 3, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires,
il existe a €]0; 1[ tel que g(a) = 1.

Comme g est continue sur [—1; a], dérivable sur ] — 1; a[ et
que g(—1) = g(a) (= 1), d’apres le théoreme de Rolle, il
existec €] —1;a[C]—1; 1] tel que g'(c) = 0.

Lapplication f : [0; 1] — R, x —> f(x):Z axk
k=1
est continue sur [0;1], dérivable sur ]O;I1[ et
fO0) =0, f(1) = Zak = 0. D’apres le théoreme de Rolle,
k=1

il existe donc ¢ €]0; 1[ tel que f'(c¢) = 0, c’est-a-dire que

I’équation Zkakxk’l = (0 admet au moins une solution
k=1
dans ]0; 1[.
Considérons 1’application g:[a;b] — R,

x — g(x) = x* f(x).

L application g est continue sur [a ; b], dérivable sur Ja ; b[ et
g(a) = g(b) = 0. D’apres le théoreme de Rolle, il existe donc
c €la; bl tel que g'(c) = 0.

On a, pour tout x € Ja; b[ :

g'00) = MM )+ f () = 2SO 4+ xf ().

D’ou: Af(c) +cf'(c) =0, c’est-a-dire : f'(c) = —)\@.

Considérons I’application

g:[-1:1] — R, x+— gx) = f(x) —x.

Ona: g(=1)=g0) =g() =0.

Puisque g est continue sur [—1; 0] et sur [0; 1], dérivable
sur |—1;0[ et sur ]0;1[ et que g(—1) =g(0) et
g(0) =g(1), d’apres le théoreme de Rolle, il existe
ue]l—1;0letvel0;1[telsque: g'(u) =0etg' (v) =0.
Puisque g’ est continue sur [« ; v], dérivable sur Ju ; v[ et que
g'(u) = g'(v), d’apres le théoreme de Rolle, il existe
ce€lu;v[C]0; 1] tel que g”(c) = 0.

Mais, pour tout x €] — 1; 1[ :

g =fx -1, gl =f"(.

Jeel—-1;1[ f"(c)=0.

gx) = f(x) —x,

On conclut :

Puisque f est continue sur [a ; b], dérivable sur Ja ; b et
que f(a) = f(b) (= 0), d’apres le théoréeme de Rolle, il existe
d €la; b| tel que f'(d) = 0.

Puisque f” est continue sur [a ; d], dérivable sur Ja ; d[ et que
f'(a) = f'(d) (=0), d’apres le théoreme de Rolle, il existe
c€la;d[Cla;b[ tel que: f"(c) = 0.

1) Soit f convenant. En dérivant par rapport a x, on dé-
duit:V(x,y) € R% f'(x + y) = f'(x),etdonc f’ est constante.
Il existe donc (a,h) € R* telque : Vx € R, f(x) = ax + b.
2) Réciproquement, pour tout (a,b) de R?, l'application

f:R — R est dérivable et satisfait
X—ax+b

V(x,y) R flx+y) = f(x)+ f(),

si et seulement si b = 0.

Finalement, 1'ensemble des solutions est {R —> R; a € R}.
X—dax

1" méthode : utilisation des variations d’une fonction

Notons f : R — R I’application définie, pour tout x € R, par :

F@) =vVEx—12+9+/(x—8)2+16

= V/x2 —2x + 10 + v/x2 — 16x + 80.
L application f'est de classe C*° sur R eton a, pourtoutx € R :

2x —2
24/x2 = 2x + 10

2x — 16

F = 2% — 16x + 80

x—1 " x—8
SxT=2x +10 /x2—16x +80°




1

NS T

+(x— 1)(— %)(x2—2x+10)_%(2x —2)

1
+ -
/x2 —16x + 80

+(x— 8)(— %)(x2 — 16x + 80)"2 (2x — 16)

X2 =2x4+10-(x—1)°
T (2 —2x +10)32

x* — 16x +80 — (x — 8)?
(x2 — 16x + 80)3/2

9 o 16
>
(x2 — 16x + 80)3/2

= 0.
(x2 —2x + 10)3/2

1l en résulte que f’ est strictement croissante sur R.

De plus, f” est continue sur 'intervalle R et :

f'(x) — —2 < 0etf'(x) —+> 2> 0.

D’apreés le théoreme de la bijection monotone, f” s’annule en
un réel et un seul.

On a, pour tout x € R :

8 —x

V2 —2x +10  /x2— 16x 80

= (x — 1)*(x* — 16x + 80) = (8 — x)*(x* — 2x + 10)

o) =0 e 21

P 1)2<(x —8) + 16) — (o — 8)2<(x 1) +9)
= 16(x — 1)> = 9(x — 8)2

> 4x—1)=3(x —8) ou 4(x — 1) = —3(x — 8)
< x=-20 ou x =4.

Pour x = —20, les deux membres de 1’équation du départ de
ce calcul sont de signes stricts contraires, donc f'(—20) # 0.
Et:

3 —4 1 1
+ =———=0
V349 JE+16 V2 V2

On en déduit le tableau des variations de f':

'@ =

Sf"(x) +

f'(x) /

fix)

On conclut :

Inf f(x) = f(4) =32 +94+ /42 +16=7V2.

2¢me méthode : intervention de la géométrie

La question revient, dans R? usuel, & la recherche de
InﬂfR(AM + BM), ou A(1,3), B(8,—4), M(x,0).
X€

y

—4 B

Il est alors clair, par I’inégalité triangulaire, que la borne
inférieure cherchée existe et qu’elle est égale a AB, lorsque

M e [AB], c’est-a-dire pourx =4.Et: AB = 73/2.

1) Soit f convenant.

* En remplacant x par 0, on obtient :
VyeR, f()=7(fO)).

puis, en reportant dans 1’énoncé :

Vo) R fOt+y) =2 f0) + fFO).

¢ Puisque f est dérivable, on a alors, en dérivant par rapporta y,
pour x fixé :

Y(x,y) €R fxt+y) = ).

Déduisons-en que f’ est constante.
En remplagant y parO,ona: Yx € R, f/'(x*) = f/(0), donc :

VieR,, f'(t)= f'(0), et, en remplagant y par —x*,

onobtient: Yx e R, f/(0) = f'(—x*), donc:

vieR_, £0)=Ff@).

Il en résulte que f” est constante.
eIl existe donc (a,b) € R*telque: Yx € R, f(x) =ax +b.

2) Réciproquement, soient (a,b) e R* et f: R — R,
x +— f(x) =ax +b.
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Ona:
V,y) eR fFH ) =2 f0)+ F(FO))
—V(x,y) € R?,
a(x*+vy)+b=x*(ax +b) +alay +b)+b

— V(x,y) e R?, (a—a2)y—bx3 —ab=0

a—a*=0
a=0 a=1
—1b=0 <:)<{ ou { )
ab =0

On conclut que 1’ensemble des solutions de 1’équation propo-
sée est {0, Idr}, c’est-a-dire qu’il y a deux solutions et deux
seulement, qui sont I’application nulle et I’identité.

M(O, 1)

o A(a,0) B(b,0) *

On peut choisir un repere orthonormé (O ; i, j) de facon que
les poteaux correspondent aux points A(a,0), B(b,0), ou
0 <a < b, et le point cherché M est sur 1’axe Oy,
M(,1),t > 0.

Ona:

_(AM - BM)*

(()-()
CAMEOT

@b+
T @+ )B2+12)

A

—

(cos (AM, BM))2 -
Il

Notons :

(ab + u)*

f:[0; +o0[— R, m

ur— fu) =

L’application f est dérivable sur [0; +o00[ et, pour tout
u€[0;+oof :

) = 2(ab+u)(@®+u)(b>+u) — (ab+u)*(b>*+u+a* + u)
J= @+ u)? B + uy?
ab+u P,

T @+ w20 +uy

P(u) = 2(a® + u)(B> + u) — (ab + u)(d® + b* + 2u)

= (a’ +b" — 2ab)u + ab(2ab — a* — b*)
= (a — b)*(u — ab).
On en déduit le tableau des variations de f :

u | 0 ab + o

Flu) _ (:) R

fw) \ /

Ainsi, f atteint sa borne inférieure en u = ab, donc

2
(cos (m, sz)) atteint sa borne inférieure en t = +/ab.

.. L. T
Comme 1’application cos? est décroissante sur [0; 5], on

conclut que I’angle AM B est maximal pour t = Vab.

a) Le calcul du signe de f”(x) ne semble pas commode.
b X
Ona: Vx €[0;+oo[, f(x)= a‘((—) — 1).
a

Comme a > 1, I’application x — a”* est strictement crois-

b b\*
sante et > 0. Comme — > 1, I’application x — (—) —1
a a

est strictement croissante et > 0. D’apres le cours, par produit,
f est donc strictement croissante.

b) On a, pour tout x < 0 :

V8+350 >0, V8—/30 >1,4 <1,

car 0 < 8 — +/50 < 1 et donc x n’est pas solution de 1’équa-
tion proposée.

On peut donc supposer x 2> 0.

Notons u,v : [0; +00[—> R les applications définies, pour tout
x €[0; +ool, par :

u(x) =4 —/8++/50 et v(x)=—/8—450 .
On a: V8++/50~3,882... donc 1 <8+ +/50 < 4.

D’apres a), il en résulte que u est strictement croissante.

D’autre part, comme 0 < v'8 —+/50 < 1, v est strictement
croissante.

Donc<p=u+v:)m—>4"—(\/8+\/%X+\/8—«/%X)

est strictement croissante.

Il en résulte que I’équation proposée, équivalente a p(x) = 0,
admet au plus une solution.



D’autre part, on remarque :

©(2) = 4> — (8 + /50 + 8 — +/50) = 0.

On conclut que I’équation proposée admet une solution et une
seule, qui est x = 2.

L’application f : [0; +oo[—> R,
X— fX)=174+2" —(x+2)?=2" — x> —4x + 13
est de classe C* sur [0; +o0[ et, pour tout x € [0; 4o0] :
f'(x) = (In2)2° — 2x — 4,
Ona:

f"(x) = (In2)*2* —2.

" — X 2 - 2
ffx) =0 2" = _(1n2)2 <— xIn2= ln(—(ln2)2>

In2 —2InIn2
X=——
In2
Notons o = w ~2.057....
In2

Ona: f'(0)=1I2—-4<0 et f'(x) —+> +00.

Dressons le tableau des variations de f:
x |V a P

f'(x)

_ +
|

f'(x)

f(x)

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires et la stricte mo-
notonie sur [a; +o0o[, il existe 3 € Ja; +00[ unique tel que
B =0.

On en déduit que f admet au plus deux zéros réels.
Onremarque: f(3)=2%—-32—-4.34+13=0

et f5)=2>—5"—-4-5+13=0,

et on conclut que I’ensemble des solutions de 1’équation pro-
posée est {3, 5}.

Notons f : R — R,
X f(x) =/x2+ @ - D2+ /(x + D2 +x2.

L’ application f est de classe C! sur R et, pour tout x € R :

L 2 42(x— 1) 2(x 4+ 1) + 2x
)= 2/ (x— 12 2/(x+ )2 + 2
_ 2x — 1 2x 41

VR a2 ra

f(x) 20

Six > —,alors2x —1 >0et2x +1 >0, donc f'(x) = 0.

N =

. Alors :

N =

Supposons x <
2x + 1 1—2x
V& +1)2 42 - Vx2 4 (x —1)?
52, 0x+ D*(x* + (x — 1)?)
> (1-20)*((x + D>+ x%)
= @t 4 F DR —2x 4+ 1)
> (4x? —4x + D2x*+2x + 1)
= (@x*+ 1) +4x)(2x* + 1) — 2x)
> (@x*+1) — 4x)(2x* + 1) + 2x)
= 2. 2x(Ax>+ D) +2-4x2x*+1) =0
= x22x*+ 1) —@x*+1)) >0

— x 2> 0.
On en déduit le tableau des variations de f :
1
X | —oo 0 D) +
T
f'(x) -0 + +

fix)

Comme f(0) =2, onconclut: Vx e R, f(x) > 2,

ce qui est I'inégalité voulue.

1) Inégalité

Ennotantu = Ina,v = Inb, I'inégalité, notée (1), de I’énoncé
se re-écrit :

v utv

(1) < e + el > (a+ BetB.

Soit u € R fixé. Considérons I’application
u+v

fiR—R,v—> f(v) =aed + Fef — (a+ BeB.
L’application f est dérivable sur R et, pour toutv € R :

utv

f/(v) =eP —eatb,

Onad F@)>0es 2210 sy g
n a donc : v) > - > — av > f[u.
B atp
On en déduit le tableau des variations de f:
Bu
v | —o a + ©
T
f'(V) — 0 +
1
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De plus :

Ou

f<—> = aet 4 fet — (a + Pe O+
«

= et 4 fe@ — (a+ fed =0.
Onconclut: Yv € R, f(v) = 0, d’oul’inégalité demandée.

2) Etude du cas d’égalité

D’apres le tableau précédent, il y a égalité dans I’inégalité (1)

. . Bu
si et seulement si v = —. Et:
«

Pu A

v=— <= Inb= —Ina
« «

<= alnb = flna

b =dP.
Ainsi, il y a égalité dans (1) si et seulement si b = a”.
3) Exemple

En prenant o« = 2, 3 = 3, on obtient :

V(a,b) €]0; +00[2, 2a? +3b3 > 5(ab)s.

y
y=fx)

fib)

fla) g

o a b X
Soitx €]b; 4-o0l.
Puisque f est convexe, par croissance des pentes, on a :

fO-fl@ fO - fl@

xX—a b—a
dou: f(x) > w(x —a)+ f(a).
Comme M>O7 ona:
b—a
M(X—a)—{-f(a) —>  +00,
b—a E—>38D

et donc, par minoration : f(x) —> +o00.
x—+00

a) L’application f est deux fois dérivable sur ]O; +oo[

1
et: Vx €]0; +oof, f'(x)= = = 0, donc f est convexe.
X

b) Puisque f est convexe, on a, d’apres 1'inégalité de Jensen

. . .
appliquée aux coefficients \; = ... =\, = —, qui sont tous
n

> 0 et de somme 1 :

| 1
() f( ;xk) <Y~ fGw.
13 3

par croissance de 1’exponentielle, et on conclut a 1’inégalité de-
mandée.

a) * Si f(a) > 0, alors, comme f est continue en a
(car f est dérivable en a), il existe n > 0 tel que :
Vxela—n;a+n], fx) =0. On a alors :
Vxela—n;a+nl, |fl(x) = f(x), c’est-a-dire que |f|
coincide avec f au voisinage de a. Puisque f est dérivable en a,
| f| est alors aussi, et | f|'(a) = f'(a).
*Si f(a) <0, de méme, comme | f| coincide avec — f au voi-
sinage de a, on conclut que |f| est dérivable en a et que
If1'(@) = = f(a).
On peut regrouper ces deux résultats en utilisant la fonction
signe :

|fI'(@) = sgn (f (@) f'(a).

b) Supposons f'(a) > 0, le cas f'(a) < 0 étant analogue, ou

si ’on préfere, s’y ramenant en remplacant f par — f.

fx) = fla)
xX—a

Comme —> f'(a) >0, il existe > 0 tel

que :
f@x) = fla) >0

X —a

Vxela—n;al, f(x) <0

Vx ela—n;a+nl,

}

d’ou, puisque f(a) =0 :

Vx elasa+nl, fx)=0.
Autrement dit, | f| coincide avec — f au voisinage a gauche
de a et | f| coincide avec f au voisinage a droite de a.

On a alors :
[f1(x) — [ fl(@) — —f@
X —a x—a
et
[f1(x) — [ fl(@) — ().
X —a x—sat



fla)

y = fix)

donc | f| est dérivable a gauche en a, dérivable a droite en a,
etnon dérivableen a car f'(a) # — f'(a), puisque f'(a) # O.
¢)On a, pour x € R — {a}, en utilisant I'inégalité triangulaire
renversée :

1@ @] f®I= 1@
xX—a - Ix — al
) S ‘f(X) e |f'(@)] =0,
|X _a| X —a x—>a
S w —> 0, et on conclut que | f]| est

dérivable en a et que | f|'(a) = 0.

Effectuons une récurrence sur 7.

ePour n =0, f:R — R, x —> ape® ne s’annule en
aucun point, car ay 7= 0, donc la propriété est vraie pour
n=0.

* Supposons la propriété vraie pour un n € N.

Soient (ay,...,a,+1) € R™? —{(0,...,0)}, bo,...,bys1 € R
deux a deux distincts.

n+1

Notons f : R — R, x —> f(x) = Zakeb“.
k=0

Considérons I’application g : R — R,

n+l
x— g(x) =e 1 f(x) = Zake(bk—bwl)x.
k=0

On a, en isolant le terme d’indice n + 1 :

n
Vx eR, gx) = Zaw“’“’”“”‘ + dpy.
k=0

L application g est dérivable sur R et :

n
VxeR, gx) = Zak(bk — by )eBrnrx
=0

------ y=1()

Si (ag,. . .,a,) = (0,...,0), alors a,; # 0 et

f : x —> a,;,e"+1* ne s’annule en aucun point, donc s’annule
en au plus n + 1 points.

Supposons donc (ay,. .. ,a,) # (0,...,0).

Alors, comme by, . .. ,b,; sontdeux a deux distincts, les réels
ay(by — b,y1),pour 0 < k < n, sontnon tous nuls, et les réels
by — b,11,pour 0 < k < n, sont deux a deux distincts. On peut
donc appliquer 1’hypothese de récurrence aux familles
(ax (Bx —b,,H))(Kk@ et (bx —byi1)o<k<n 2 la place de
(ar)o<k<n et (br)o<k<n respectivement, ce qui montre que g’
admet au plus n zéros dans R.

D’apres le théoreme de Rolle, appliqué a g, il en résulte que g
admet au plus n + 1 zéros dans R, et finalement, f admet au
plus n + 1 zéros dans R.

On a ainsi établi le résultat demandé, par récurrence sur 7.

Puisque f est continue sur [0 ; a] et dérivable sur ]0; a[,
d’apres le théoréme des accroissements finis, il existe b € ]0; a[
tel que : f(a) — f(0) = af’(b), c’est-a-dire, puisque
FO=0: f@ =af'®).

On a alors :
2f(a) +af'(a) 2af'(b)+af'a) 2 , 1,
/ 3 e 2 / =)+ 5 f(a).
a 3a 3 3
C ! e[0;1] t 2_ 1 ! 1 cel
omme 3 ; et que 3= 3 e rée

%f’(b) + %f’(a) est entre f'(a) et f/(b). Enfin, puisque f’

est continue sur 'intervalle [b ; a], d’apres le théoreme des va-
leurs intermédiaires, f atteint toute valeur entre /' (b) et f'(a),

2 1
donc en particulier, f” atteint gf'(b) + gf’(a).

Ainsi, il existe ¢ € [b;a] C]0; a] tel que :

2f@) taf'(@)

©) = 2F(b) + 2 Fa) =
=30+ 1@ = =
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Notons, pour toutn € N, ¢,,7, : R, — R les appli-
cations définies, pour tout x € R, par:

Pu@) = (=1)""(cosx — C, (1))
et
¥, (x) = (=" (sinx — S, (x)).
Montrons, par récurrence surn : Vn € N, ¢, = Oete), = 0.
* Pour n = 0, on tombe sur des inégalités connues :
po(x) = —(cosx —1) =1— cosx

=0
Vx eR,,
Yo(x) = —(sinx —x) =x — sinx > 0.

* Supposons, pourunn € N : ¢, = 0ete, = 0.
On remarque :

w1 =S, et 8§ =Chp.
En effet, pour tout x € R, :

n+l k 2k—1
) (—1)*2kx

Cn) =) ——
B ; (26)!

n+l (_1)kx2k—l

&= (k=1

n (_1)p+1x2p+l

bilg aprDr - @

n+1 k 2k
, (—1F2k + Dx
Sn+1(~x) = Z (2]( + 1)'

k=0

n+1 k .2k
Z (=D"x
=] 2 W = C,,_H(x).

On a donc, pour tout x € Ry :
Gh1 (¥) = (1" (=
= (=1"(— sinx + S,(x))
= (=" (sinx — $,(x)) = ¥, (x)
Y, (x) = (=" (cosx — S, (x))

= (=1)"*?(cosx — Cpy1(x))

sinx — C,,(x))

= 1 (X).
Comme ¢, ., =1, >0, ¢, est croissante. De plus,
©,41(0) =0, donc ¢, = 0.
Alors, ¢, .| = ¢, = 0, donc 1, est croissante. De plus,
,11(0) =0, donc e, | = 0.
Ceci montre que la propriété est vraie pour n + 1.

Finalement, la propriété est vraie pour tout n € N, par récur-
rence sur n.
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a) Par hypothese, il existe n € N — {0,1}, A € R*,
(x1,...,x,) € R" tels que :

Xp <...<x, et P=)\H(X—xk).
k=1

Pour tout k de {1,...,n — 1}, P est continu sur [x;; Xxi1],
dérivable sur ]x; ; x [, et P(xx) = P(xx41) = 0, donc (théo-
reme de Rolle) il existe y; €]xg; xp41[ tel que P'(yx) = 0.

Puisque x; <y <x2 <...<Yu—1 <Xy, Yi,--.,Yy—1 SONL
deux a deux distincts. Comme P’ est de degré n — 1, il en ré-
sulte que les zéros de P’ sont tous réels et simples (ce sont

Vise o ’yn—])-
b) Par hypothese, il existe N € N*, X\ € R*, (x,...,xy) € R",
(ai,...,ay) € N9V tels que :

N
X1 <...<xy et PZAH(X—Xk)O[k.
k=1

Comme en a), il existe yi,...,yv—1 € R tels que :

Vke{l,...,N =1}, (y €lxisxipal et P'() =0).

D'autre part, pour tout k de {1,...,N} tel que oyx = 2, x; est
zéro de P’ d'ordre oy — 1.

On met ainsi en évidence des zéros de P’, deux a deux distincts :

Vise s YN-1
x1 (dordre oy —1),...,xy (d’ordre ay —1)|’

avec une convention évidente si oy = 1.

Comme

N N
(N=D+> (-1 = (Zm) —1
k=1

k=1
= deg(P) — 1 = deg(P"),

on conclut que P’ est scindé sur R.
N

Plus précisément, en notant n = E Q. :
k=1

N-1 N
P =nA[]X =y []X=x® .
k=1 k=1

Considérons I’application f : |:0; g[ —> R définie,
™
pour tout x € [0; 3 |:, par:

: 2
sinx(l — cos~x) 3

x> =
COS x COoS x

. L.
=tanx — sinxcosx — x> = tanx — 2 sin2x — x°.



L’application f est de classe C* sur [O; g[et, pour tout

T
0; =1 :
xe[ ,2[

f'(x) = (1 4 tan’x) — cos2x — 3x2,
F"(x) =2tanx(1 4 tan’x) + 2sin2x — 6x
= 2tanx + 2tan’x + 2sin2x — 6x,
£"(x) = (2 + 6tan’x) (1 + tan’x) + 4 cos2x — 6
= 8tan’x + 6tan*x + 4 cos2x — 4
= 8tan’x + 6 tan*x — 8sin’x

= 8(tan’x — sin’x) + 6 tan*x.

™ .
Onsait: Vx e ]0; 5|:, 0 < sinx < x < tanx,

m
2

On remonte alors les tableaux de variations :

dou: Vxe ]O; [ f"(x) > 0.

x |0 ?
()| 0 +

£ /
0 +

f'(x)

ftx)

On obtient: Vx € ]0; g[, f(x) >0, etonconclut:

g 3
Vx e ]O; E[, (smx) > COSX.
2 X

Considérons I’application

f:]O;g[—HR, m—>f(t)=¥.

On a, pour tout (x,y) € R%telque 0 < x < y < T,

2
sin 'y sin x
X sinx wx y X
- < . <3 . .
y siny 2y siny 2 sinx

>
y T X

2
= ;f(x) < f) < f).

Etudions les variations de f.

L application f est dérivable sur :|0; g [ et:

tcost — sint

™
Ve |0;=|, f @)=
L
L’application A:[O;%[—)R, t —> tcost — sint

est dérivable sur |:0; g[ et, pour tout f € |:0; g[,

A'(t) = —tsint <0 (et < 0sit £ 0),donc A est strictement
décroissante. Comme A(0)=0, il en résulte

Vte]O;g[, A(t) <0, puis: Vie }o;g[, £ <0,

et donc f est strictement décroissante.

sin ¢ s 2
Deplus, f(t)=—— — l et fl =) =—.
t  1—o0*t 2 s

N|§|

t |0
f'(1) =

f)

Puisque f est strictement décroissante, on a, pour tout (x,y) € R?

telqueO<x<y<7—2r:

I>f)>fQ) =

2
T

D’une part, on obtient :  f(y) < f(x).

D’autre part : & > f(y) car0 < f(x) <1,

S x)
S ) 2
LM 2

c .
fx) m

D’ou les inégalités demandées.

don

Pour x €]0; +o0[ fixé, considérons 1’application
£:10; +oo[—> R, t—> f(t) =25 = e¥'2 = /"2,

L’application fest deux fois dérivable sur 0 ; +o0[ et, pour tout
t €]0; +oo[ :

£/ @) =2"1In2 Inxe™,
£ =2"1n2 1nx<ln2 Inx(e'™)2 + Inx e”‘”)

=2"In2 (lnx)ze’l“"<(ln2) el 4 1) = 0.

Il en résulte que f est convexe.
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On a donc, par définition de la convexité de f:
VYa,b €]0; +oo[, VA e[0; 1],

fQa+A=Nb) SAf@+ 1= NfO).
1

En particulier, pour A = E,a =1,b=3,0na:
b
/\a+(l—/\)b:%:2,

—

donc: 2% < 5( 7 2"3>, Cesta-dire: 27 + 27 > 29

Soit (x1,x,) € [0; +o00[? fixé tel que x| < Xp.
Puisque f est convexe et dérivable, on a :

Se2) — fxn) <

X2 — X1

fn) < f(x2).

D’ou, en particulier, par 1’inégalité de droite :

f ) = fl) < O —x1) f'(x2),

fx2) = x2f'(x2) < 1) — x1 f'(x2).

De plus, comme f”(x) < f'(x;) et —x; < 0, 0ona:
—x1f'(0) < —x1 f'(x1).

F) —xf'(x2) < fx) —x1 f'(x1),
c’est-a-dire g(x;) < g(xy).

donc :

On obtient :

On conclut que g est décroissante.

Remarque : Si on suppose de plus f deux fois dérivable sur
[0; +o0[, on peut donner une résolution plus courte. En effet,
g est alors dérivable sur [0 ; 4+o0[ et :

Vx € [0; +ool,
gx) = f'(x) = f(x) —xf"(x) = —xf"(x) <0,

donc g est décroissante.

L’application f :]0; +0o[—> R,

N, 1
x— f=(x+-)] =x"+2+ =
X X
est deux fois dérivable et, pour tout x € ]0; 4-o0[ :

! 2 4 6
ffo)=2x——=, [fx)=2+—>0,

X X

donc f est convexe.

On a alors, d’apres 1'inégalité de Jensen :

n n

f(%z‘h) < %Zf(ai),

i=1 i=1

n
c’est-a-dire, puisque Za,- =1 g

i=1

1+ 2<12": +12
—Th - ait+ — )
n = 3 a;

i=1

2 1\2 1 2 24 1)2
et on conclut : Z (a,- + —) > n(— —|—n) — w
a; n n

i=l1

N

Soit (a,b) € I?> tel que, par exemple a <b et
f'@) < f'(b).
Soitc € ]f"(a); f'(b)I.

Considérons 1’application

g:la;b] — R, x+— gx)= f(x) —cx.

L application g est dérivable sur [a ; b] (car f est dérivable
sur ), donc g est continue sur le segment [a ; b]. D apres un
théoreme du cours, g admet donc une borne inférieure et at-
teint celle-ci : il existe d € [a; b] tel que g(d) = xel[%fm g(x).

Comme W — g = f'(a)—c<0, ona,
g(x) —gla)

au voisinage de a™ : < 0, donc g(x) < g(a).

X—a

Ceci montre que g n’atteint pas sa borne inférieure en a, donc

d #a.

8x) —g(b)

== ° -
x—>b x—>b~

. _ . 8(x) —g(b)
au voisinage de b~ : b
x —

Ceci montre que g n’atteint pas sa borne inférieure en b, donc
d £ b.

On a donc :

Comme g'(b)= f'(b)—c >0, ona,

> 0, donc g(x) < g(b).

dela;bl.
Puisque g atteint sa borne inférieure end, que d € la ; b[ et que
g estdérivableend, on a: g'(d) = 0, c’est-a-dire f'(d) = c.

Ceci montre :

Yeelf'(a); f/O)[, 3d €la;blC I, f'(d) =c,

donc 1f"(a); f'(W)[C f').
Autrement dit, des que f'(I) contient deux points, il contient

le segment qui les joint, et on conclut que f'(/) est un inter-
valle.



Integration

B Plan M Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 79 * Obtention d’inégalités portant sur des intégrales

Enoncés des exercices 81 ¢ Calcul simples d’intégrales

B el & Gl Es 85 * Détermination de certaines limites liées a des intégrales

Coias 87 * Recherche de limites d’intégrales

+ Etude et représentation graphique d’une fonction définie par une inté-
grale, le parametre aux bornes

* Résolution de certaines équations fonctionnelles.

Points essentiels du cours
pour la vésolution des exewvcices

*  Propriétés algébriques et propriétés relatives a 1’ordre usuel, pour les
intégrales, en particulier ’étude du cas ou une intégrale est nulle, et
I’inégalité de Cauchy et Schwarz

* Les méthodes usuelles pour transformer 1’écriture d’une intégrale :
intégration par parties, changement de variable, relation de Chasles

e Les propriétés de I’application x — / f@)de

* Formule de Taylor avec reste intégral, inégalité de Taylor et Lagrange.

mmmme | es méthodes a retenir

Essayer d’appliquer les théoremes du Cours portant sur les inégalités
sur des intégrales.

En particulier, si des intégrales de carrés ou de produits interviennent,
essayer d’appliquer I’inégalité de Cauchy-Schwarz.

= Exercices 6.1, 6.9, 6.10, 6.25, 6.28.

Pour obtenir une inégalité portant
sur une ou des intégrales
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Pour conclure qu’une fonction est
nulle, ayant un renseignement sur
une intégrale

Pour trouver une limite d’intégrale

Pour changer la forme de I’écriture
d’une intégrale, ou pour calculer
ou évaluer une intégrale dans

des cas simples

Pour amener une intégrale ayant
des bornes différentes de celles qui
interviennent dans 1’énoncé

Pour étudier ou dériver une
intégrale dépendant
d’un parametre aux bornes

Pour chercher la limite d’une suite
dont le terme général u,, est une
somme indexée par k

et dont les termes dépendant de k
etn

Essayer d’appliquer un théoréme du Cours :
sia<betsif:[a;b] — R estcontinue, positive ou nulle, telle

b
que/ f =0, alors f =0.
a
On peut aussi essayer d’utiliser une contraposée.

== Exercices 6.2, 6.11, 6.22.

On peut conjecturer la limite, qui est souvent dans les exemples
simples I’intégrale de la limite, et montrer que la différence entre
I’intégrale de 1’énoncé et la limite présumée tend vers 0.

== Exercices 6.6, 6.7, 6.13, 6.20.

Appliquer les méthodes de calcul d’intégrales et de primitives :
* primitives usuelles

e linéarité de 1’intégration

* relation de Chasles

* changement de variable

e intégration par parties.

On se ramene alors a la formule fondamentale de 1’analyse :
b
/ fx)dx = F(b) — F(a),

ol f'est continue sur [a ; b] et F est une primitive de f.

> Exercices 6.3, 6.4, 6.14, 6.18, 6.19, 6.21, 6.22, 6.29

On peut quelquefois exploiter un changement de variable qui échange
les bornes.

== Exercice 6.8.

Essayer d’appliquer la relation de Chasles ou d’effectuer un change-
ment de variable.

== Exercice 6.18.

Appliquer le théoreme du Cours sur les dérivées de x — / fet

v(x)
X —> f.

u(x) == Exercice 6.16.

Essayer de faire apparaitre une somme de Riemann.

* Dans des cas simples, il s’agit exactement d’une somme de Riemann.

* Mais souvent, u, n’est pas exactement une somme de Riemann.
Essayer alors de construire v, qui soit une somme de Riemann et qui
ressemble a u,, de facon que u, — v, —— 0 et que I'on puisse

noo

trouver la limite de v,, d’ou 1’on déduira la limite de u,,.
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Pour obtenir une inégalité portant
sur une fonction ou une intégrale

Pour obtenir un résultat portant
sur une intégrale

Pour résoudre une équation
fonctionnelle faisant intervenir
une intégrale a borne variable

Enoncés des exercices

Si le terme général u,, proposé contient un symbole de produit, on
peut essayer de se ramener a une somme en utilisant un logarithme.

== Exercices 6.5, 6.12.

Essayer d’utiliser une fonction auxiliaire, dont on étudiera les varia-
tions, ou I’inégalité des accroissements finis, ou 1’inégalité de Taylor-
Lagrange.

== Exercices 6.15, 6.24, 6.26.
On peut quelquefois essayer d’obtenir un résultat analogue portant sur
des sommes de Riemann, puis passer a une limite.
== Exercices 6.17, 6.27.
On peut essayer de dériver et faire apparaitre une équation différen-
tielle.

= Exercice 6.23.

= [Fnoncés des exercices

Inégalité sur une intégrale

Soit f : [0; 1] — R continue. On note M = Sup | f(x)|. Montrer :
xe[0;1]

1
[ v +ara—o)a] < m.

Changement de signe pour une fonction continue d’intégrale nulle
Soient (a,b) e R? tel que a <b, et f:[a;b] — R continue telle qu’il existe
b
x1 € [a; b] tel que f(x;) >0, et f f = 0. Montrer qu’il existe x, € [a; b] tel que
a
fx2) <.

Exemple de calcul simple d’une intégrale

2m
1
Calculer I = / y dx.
0

Exemple de calcul simple d’une intégrale puis d’une borne inférieure

1
Déterminer Inf / (x? — ax)* dx.
acR 0
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Limites de sommes de Riemann

Dans chacun des exemples suivants, montrer que la suite, dont on donne le terme général
u,, converge, et calculer sa limite :

n 1 n k2 1/n
a —_— b 14+ — .
);\/nz—}—an )Q< n2>

Exemples simples de détermination de limites d’intégrales

Déterminer les limites suivantes :

. by . T sinx . T nsinx
a) lim dx b) lim dx ¢) lim
noo Jo 1+x neo Jo x+n noo Jo x+n

dx.

Exemple simple de détermination de la limite d’une intégrale

1
Déterminer lim/ 14+ x"dx.
noo 0

Exemple de calcul d’une intégrale a I’aide d’un changement de variable

us

Calculer [ :/4 In (1 + tanx) dx.
0

Exemple d’utilisation de I’inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient f,g : [0; 1] —> R continues, telles que : f > 0, g > 0, fg > 1. Montrer :

(L)L)

Obtention d’une majoration a I’aide d’une intégrale

1
a) Montrer: Vn € N*, Zz <1+ Inn.
k=1

b) En déduire : Zd < n(l+ Inn).
d|n

Déductions sur une fonction a partir de renseignements sur des intégrales

1 1 1
Soit f : [0; 1] — R continue telle que : / f? =/ 73 =/ fal
0 0 0

ol f2 désigne f - f. Montrer: f =0 ou f = 1.

Limites de suites ressemblant a des sommes de Riemann

Dans chacun des exemples suivants, montrer que la suite, dont on donne le terme
général u,,, converge, et calculer sa limite :

n n k k
—a -3 *\2 _ mn — sin —
@)Y+ n+k+ D77 (P e ®) atpf=1 b);smn2 sin .

k=0

Exemples assez simples de détermination de limites d’intégrales

Déterminer les limites suivantes :

I 3u

2 .
a) lim e "M dx b) lim
u—s0% Jo u—s0%t J, X

COS X
dx.
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Enoncés des exercices

Obtention d’une inégalité sur une intégrale par changement
de I’écriture de I’intégrale

2T

Soit £ : [0; 2] — R de classe C? et convexe. Montrer : f(x)cosxdx = 0.
0

Détermination des fonctions satisfaisant une inégalité faisant intervenir
une intégrale, par utilisation d’une fonction auxiliaire

Déterminer I’ensemble des applications f : [0; +0co[—> R continues, telles que f > 0
et que :

Vx e[0: 400, f(x)< fvf(z)dt.
0

Exemple d’étude de fonction définie par une intégrale dépendant
d’un parametre aux bornes

Etude et représentation graphique de la fonction f d’une variable réelle donnée par :

2x N
f(x) =/ e " dr.

Obtention d’une inégalité sur des intégrales par passage a la limite a partir
d’une inégalité sur des sommes de Riemann

Soient f : [0; 1] — R continue et ¢ : R — R convexe. Montrer :

w(/olf)</ols00fi

Inégalité sur des intégrales par transformation de I’écriture

Soient k € R et f :[0; 40o[—> R une application k-lipschitzienne. On considere
I"application

l/Xf(t)dt si x#0
X Jo
f(0) si x=0.

F:[0;400[— R, x— F(x) =

k
Montrer que F' est E—Iipschitzienne.

Inégalité sur une intégrale par transformation de I’écriture

Soit f : [0; 1] —> R continue telle que : V (x,y) € [0; 177, xf(y)+yf(x) < 1.

!
Montrer : / f)dx <
0

N

Exemples de détermination de limites d’intégrales

Déterminer les limites suivantes :

s u
a) lim e 4y p) lim e’ / e dx.
0

u—+00 Jq U—s>+00

Résolution d’une équation fonctionnelle par intervention d’intégrales
Soit f : R — R continue telle que : Y (x,y) € R?, f(x +y) = f(x) + f().
Montrer : VxeR, f(x)=xf(1).
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Résolution d’une équation fonctionnelle faisant intervenir des intégrales
Trouver toutes les applications f : [0; 1] —> R continues telles que :

1

1 1
fedv=s+ / (F () d.
0 0

Résolution d’une équation fonctionnelle faisant intervenir une intégrale

Trouver toutes les applications f : R — R de classe C! telles que :
VxeR, (f(0) = / ((f(t))2 + (f’(t))2> dr —x + 1.
0

Obtention d’une inégalité portant sur des intégrales par utilisation
d’une fonction auxiliaire

Soient (a,b) € R*tel que a < b, f : [a; b] —> R de classe C' telle que f(a) =0 et:
Vxela;b], 0< f'(x) <L

Montrer:/ﬂb < </ah f)z.

Inégalités sur des intégrales

Soient (a,b) € R* tel que a < b, f : [a; b] —> R de classe C' telle que f(a) = 0.
a)Onnote: F : [a; b] — R, x —> F(x) =/ | f'(t)|dt.

Montrer: Vx € [a; D], |f(x)| < F(x).
2 1. b ’ b—a b ’ 2
b) En déduire : / [f(x)f(x0)]dx < T/ (f (x)) dx.

Inégalités sur les bornes de £, f', f”

Soit f : R — R deux fois dérivable sur R et telle que f et f” soient bornées sur R ;
on note My = Sup | f(x)| et My = Sup | f"(x)].
R

xeR xe

M, 1
a) Démontrer: Va e R}, Vx e R, |f'(x)] < = EMZa'
a

b) En déduire que f” est bornée sur R, et que, en notant M; = Sup | f’(x)|, ona:
xeR

M, < /2MyM,.
Calcul de I’intégrale de Poisson, par utilisation de sommes de Riemann

T
Pour x €]1; +oo[, calculer / In(1 —2x cost + x?) dt.
0

Etude d’une limite de suite d’intégrales nécessitant le retour
a la définition d’une limite

Soient (a,b) € R* tel que a < b, f : [a; b] —> R continue et > 0. Montrer :

1

(/ ey ) — sw o,

x€la;b]
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Irrationnalité de 7

Du mal a démarrer ?

1 Ky
a) Pour (a,b,n) € (N*)3, on note P, = —'X"(bX —a)"etl, = / P,(x)sinxdx.
n' 0

«) Montrer que, pour tout (a,b,n) de (N*)3, P, et ses dérivées successives prennent

a .\
en 0 et 5 des valeurs enti¢res (dans Z).

3) Montrer que, pour (a,b) € (N*)? fixé :

I, —— 0.

b) On suppose qu'il existe (a,b) € (N*)? tel que 7 = %.

«) Avec les notations de @), montrer : Yn € N*, I, € Z.

) En utilisant l'exercice 3.16, déduire une contradiction.

On a ainsi démontré que 7 est irrationnel (7 ¢ Q).

mesee Du mal a démarrer ?

Utiliser les théoremes sur les inégalités sur les intégrales.
Raisonner par I'absurde.

X
Remarquer que 1 + cosx = 2COSZE, pour transformer

I'expression dans l'intégrale.

Calculer, pour tout a € R, l'intégrale envisagée, puis cher-
cher la borne inférieure lorsque a décrit R.

a) Reconnaitre une somme de Riemann.

b) Aprés avoir pris le logarithme, reconnaitre une somme de
Riemann.

Conjecturer la limite et montrer que la différence entre
I'intégrale proposée et la limite conjecturée tend vers 0.

On peut conjecturer que la limite de [lintégrale

1
I, :/ V14 x"dx est l'intégrale de la limite, c’est-a-dire
0

1
1 :/ 1dx. Pour montrer I, —— I, on essaie de montrer :
0 noo
I, — 1| —— 0.
noo

Aprés s'étre assuré de I'existence de I, essayer d'utiliser
un changement de variable qui échange les bornes.

Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
a) Comparer une somme et une intégrale de la fonction
X —.

X
b) Remarquer que tout diviseur de n est de la forme

n
E(Z), kell,. ..n}.

1
Développer / (f = f)? et déduire f(1 — f) = 0.
0

Attention :si le produit de deux fonctions continues est la fonc-
tion nulle, on ne peut pas déduire directement que l'une des
deux fonctions est la fonction nulle. Utiliser le théoreme des
valeurs intermédiaires.

Faire intervenir une somme de Riemann v, ressemblant a

Up.

Conjecturer la limite et montrer que la différence entre I'in-
tégrale proposée et sa limite conjecturée tend vers 0, en trans-
formant I'écriture de cette différence ou en majorant convena-
blement sa valeur absolue.

Puisque f est supposée de classe C2, pour faire intervenir
f” dans l'intégrale, intégrer par parties deux fois.

Etudier les variations de la fonction auxiliaire

s
xt—>e ‘/.X f(@o)dr.
0

Etudier successivement : ensemble de définition, dérivée,

limites aux bornes. L'outil essentiel est le théoréme du Cours sur
I'étude d'une intégrale dépendant d’'un parametre aux bornes,
v(x)

f(r)dr.
u(x)

Montrer I'inégalité analogue sur des sommes de Riemann,
puis passer a la limite.

Transformer |'écriture de F(x) sous forme d'une intégrale a
bornes fixes 0 et 1 puis revenir a la définition d'une application
lipschitzienne.

1
Effectuer,dans/0 F) ¥, chacun des deux changements

de variable x = sinu, x = cosv, de facon a pouvoir utiliser
I'hypothese.
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7T - P22 .
a) Se ramener sur [0; E] et utiliser I'inégalité classique :

/4 2x
Vx e [0; —], sinx > —.
2 /4
b) Essayer de faire intervenir e** au lieu de e”z.
X
Considérer F : x — f et obtenir des relations simples
sur fet F. 0
1
Effectuer dans l'intégrale / f(x)dx le changement de
0

variable 7 = /x, x = 2, de facon a la rapprocher de la deuxié-
me intégrale de I'énoncé.

Dériver pour faire apparaitre une équation différentielle.

Remplacer b par une variable, pour considérer une fonc-
tion, et étudier les variations de cette fonction.

a) Utiliser la formule exprimant f a I'aide d’une intégrale
X
portant sur f’ :f (x) = f(a) +/ f/(t)de.
a

b) Comme un produit et un carré interviennent a l'intérieur
d'intégrales, penser a I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

a) Pour faire intervenir f, f’, f”, appliquer I'inégalité de
Taylor-Lagrange a f'sur [x —a; x] et sur [x ; x + a].
1

, M,
b) Etudier les variations de a +—> -0 + EMM'
a

On peut calculer des sommes de Riemann associées a I'in-
tégrale de I'énoncé, et obtenir cette intégrale par limite d'une
suite de sommes de Riemann.

L'application f, continue sur le segment [a ; b], est bornée
et atteint sa borne supérieure M en au moins un point x, et
f(x) est proche de M lorsque x est proche de x.

a) a) Utiliser la formule de Leibniz pour calculer les dérivées
successives deP,,.

B) Majorer convenablement 7.
b) a) Intégrer par parties, de facon itérée.
B) Montrer que I, = 0 a partir d'un certain rang, et amener une

bd
contradiction en considérant P, (5)



= Corrigés des exercices

D’abord, d’une part, f est continue sur le segment
[0; 1], d’ou I’existence de M, et, d’autre part, ’application
x —> f(x)+xf(1 — x) estcontinue sur le segment [0; 1],
d’ou I’existence de I’intégrale envisagée.

Ona:

[ (rw+xra-n)ad < [

< [ (1reo1+x170 - ) o

O +xf (1= )| dr

1
é[ (M + xM) dx
0

1 xZ 1 3
=Mf(1+x)dx=M|:x+—i| =M.
0 2 s 2

Raisonnons par I’absurde : supposons :
Vxela;b], f(x) =0.
b
Puisque / f =0 et que f est continue et positive ou nulle
a
sur [a ; b], onaalors f = 0, en contradiction avec I’hypothese
d’existence de x| € [a; b] tel que f(x;) > 0.

On conclut qu’il existe x, € [a; b] tel que f(x) < 0.

D’abord, I'intégrale envisagée existe, car I’application

1 4+ cosx

X —> est continue sur [0 ; 27].

2
27 1 27
Ona: I=/ ,/ﬂdxzf
0 2 0

X
COS —

dx.

X
cos —
2

Puisque I’application x

s s
cosf‘dx:/ cosf‘dx:Z/
2 o 2 0
T

s
:2/ cosfdxz 4sinf
0 2 2],

I =4.

est 2-périodique et paire,

ona:

/271’
0

cosf‘dx
2

=4

On conclut :

On calcule, pour tout a € R :

1 1
I(a) = / (x? —ax)*dx = / (x* = 2ax® + a®x?) dx
0 0

BES 2x4_|_2x31_1 a+a2
e R R R R
Ainsi, I (a) est un trinbme en a.

Pour chercher la borne inférieure de / (a) lorsque a décrit R,
on met / (a) sous forme canonique (on pourrait aussi étudier
les variations de la fonction a — I (a)) :

o= S N 3\’ 9 .3
D=3\ 72475)73\\“ 74 165
1 3 2+ 1
BEAG 80"
1 1 3
Ilenrésulteggﬂgfo (xz—ax)zdxzﬁ,obtenupourazz.

1< 1

n 4 k.
=12
n

a)Ona: VneN* u,=

On reconnait une somme de Riemann.

1

L’application [0;1] — R, x — ——

V14 2x
est continue sur [0; 1], donc :
1 1 1
Uy dx:[\/l—f—Zx] =V3-1
noo /0 1+ 2x 0

1E& k?
b)Ona:VneN* u,>0cetlnu,=-— ln<1+—2>.
n n

On reconnait une somme de Riemann.
L application [0; 1] —> R, x — In(1 + x?)
est continue sur [0; 1], donc :

1

In (1 + x?) dx.

Inu, —
noo 0

Il reste a calculer cette intégrale.
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Utilisons une intégration par parties, pour faire disparaitre le
logarithme :

1 1 1 2x
2 2
/(; ln(l—{—x)dx_[xln(l—‘f-x)]o—/(; x—1 2dx

. 1
:1n2—2/ l— — ) dx
0 1+X2

1
1
1n2—2+2/ — dx
0 1+x2

In2—-2+2 [Arctanx](l)

In2—24 =
=1In2-— —.
2

Enfin, comme I’exponentielle est continue sur R, on conclut :

u, — exp<1n2—2+ g) = 26%72.

noo

x"

a) Puisque, pour tout x € [0; I[, —— —— 0,
1+x noo

on conjecture que la limite est 0.
Ona:

1 x" 1
0< dx < "dx
\/o [+x \/ox
ntl 1l 1
=2 = 0,
l’l+10 }’l—|—1 noo

dx = 0.

1 n

donc: lim
noo Jo + x

noo

sin x
b) Puisque, pour tout x € [0; 7], —— —— 0,
X+n

on conjecture que la limite est 0.

T sin
Ona: OS/ xdx<
0

1
/—dx:z—>0,
o n

xX+n n  nco
o
. sin x
donc: lim dx =0.
noo Jo X +n
. n sin x .
c) Puisque, pour tout x € [0; 7], ——> sinx,
n noo

™
on conjecture que la limite est / sinx dx.
0

Ona:
nsin x T —xsinx
f dx — / smxdx‘ ‘
0o X+n 0o X+n
”xsinx
= dx———>0
0 x+n

. T nsinx
donc : lim dx = smxdx =[— cosx]o = 2.
noo Jo X +n 0

On a, pour tout n € N*, par utilisation d’une expression
conjuguée :

1 1
«/1+x"dx—f ldx| =
0

0

.£X¢T?F—1yn

X
=] ——
A VI +1

1 n+1 !
g/‘x"dx:[x ]
0 n+1 0

1
Ilenrésulte:/ «/l—l—x"dx—l—)O,
et donc : hm/ V14 xrde = 1.

D’abord, I'intégrale envisagée existe, car I’application

x —> In (1 + tanx) est continue sur le segment |:0; %]

On a, par le changement de variable y = g — x, qui échange
les bornes :

0
I 2];7 1n<1+tan<z —y)) (—dy)

7}

g 1 —tan 5 2
:/‘ln<b+————l>dy:/‘ln(————)dy
0 1 +tany 0 1 +tany

s

= /OX (1n2— In (1 +tany))dy

s

s
'/4 m2dy—1/4 In (1 + tan y) dy
0 0

T2 —1.
4

min2
T

Il enrésulte : 2/ = T In2, etfinalement: [ =

Les applications +/f, /& +/fg sont continues
sur [0; 1], d’apres les théoremes généraux.

On a, en appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz a /f et \/g :

(L)L e)= () =(f vm)-

1 1
Comme fg > 1, ona./fg > l,puis/ Jfg}/ 1=1,
0 0

d’ou le résultat voulu.



L 1 .
a) Comme [’application x —> — est continue et dé-
X

croissante sur [1;4oo[, on a, pour tout k € N* — {1} :

1 k1
% < / T dx, d’ou, pourtoutn € N* — {1}, par sommation :
k-1

"1
=1+/ —dx=14[Inx]{ =1+ Inn.
1 X

De plus, I'inégalité obtenue est aussi vraie pour n = 1.
b) Soit n € N*. Puisque les diviseurs (entiers > 1) de n sont

parmi les nombres de la forme E(%) lorsque k décrit

{1,...,n},ona:
ngi:E n giﬁznilgn(l—{—lnn)
dln k=1 k ok =k

Remarque :

L’inégalité semble assez fine lorsque n admet beaucoup de di-
viseurs, et semble assez grossiere lorsque n admet peu de di-
viseurs, en particulier lorsque n est premier.

Exemples :

pourn=12: » d=28 et n(1+ Inn) ~418...
din

pourn=13: Y d=14 et n(1+ Inn) ~463...
din

Ona:

1 1
/(f—f2)2=/ (F2—2f° + £
0 0

=/01f2—2/01f3+/01f4=0.

Comme (f — f*)? est continue et >0, on déduit
(f — A2 =0, puisf — f2 =0, c’est-a-dire f(1 — f) = 0.
Cecimontre: Vx € [0;1], (f(x) =0 ou f(x)= 1).

Pour montrer f = 0 ou f = 1, raisonnons par I’absurde : sup-
posons [ #Oetf £ 1.

Ilexistedonc a € [0; 1] telque f(a) # O etilexisteb € [0; 1]
tel que f(b) # 1. On a alors f(a) = 1 et f(b) = 0. Comme
f est continue sur I’intervalle [0; 1], d’apres le théoreme des

. .. 1
valeurs intermédiaires, f prend, par exemple la valeur 2

contradiction.

Onconclut: f=0ouf =1.

a) Notons, pour toutn € N* :

v,lzg(n+k)71=%i—lk,

k=0 1 4+ —
n

qui est une somme de Riemann et ressemble a u,,.

* Puisque 1’application x —> 1 est continue sur [0; 1],
X
on a, d’apres 1’étude des sommes de Riemann :

1

Un >
noo 0 1+X

1
dx=[ma +x)]0 = In2.
*On a, pour toutn € N* :

i <Y DD =Y 0+l =,
k=0 k=0

et
, > Xn:(n thk+Dm+k+1)P
k=0
n n+tl
- ;(n +h+DT = ;(n +p)
SRV
" n 2417
Ainsi : Vn e N, v,,—l—}— ! S Uy <V,
n  2n+1
Comme v, — l + In2 et v, —— In2,

n 21’1 —+ 1 noo noo
on en déduit, par le théoréeme d’encadrement : u, —— In2.
noo

k k
b)Pour 1 < k < n, etn assez grand, on a = petit, donc sin =
n n

k
ressemble a —.
P

D’ou I’idée de considérer, pour n € N* :

n n
k k1 k . k
v, = —sin— = — — sin —.
= sing =2 Ssing
k=1 =1
e Puisque I’application x —> x sinx est continue sur [0; 1],
d’apres I’étude des sommes de Riemann :
1

v, ——> x sinx dx

noo 0

1
= [—xcosx]l +/ cosxdx = sinl — cos 1.
1pp 0 0
* Pour comparer u, et v,, on va comparer, pour x € [0; +ool,
sinx et x. Plus précisément, on va montrer :
P
Vx e [0;+oo[, x — < < sinx < x.

1) L application ¢ : x —> sinx —x est de classe C' sur
[0; +oo[ et, pourtoutx € [0; +00[ : ¢/ (x) = cosx — 1 <O,
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d’ou le tableau des variations de ¢, et donc :
Vx €[0; 400, px)<O0.

X 0 +o00
@ (x) -

o0 | T

3
2)Lapplication ¢ : x —> sinx — x + % estde classe C? sur

[0; +ool et, pour tout x € [0; +o0] :

x2

Y (x) = cosx — 1 + 5
P'(x) = —sinx +x = —p(x) >0,

d’ou le tableau des variations de 1), et donc :
Vx € [0; 4oof, (x) = 0.

X 0 400
y (%) +
y (x) 0 +/'

On a donc I’encadrement conjecturé.

On a alors, pour tout n € N*, en appliquant le résultat précé-
dt*k*ll d i Itipliant 'k‘t
enta - ala place de x, puis en multipliant par sin s s

> 0, etenfinen sommantde k =1 ak =n:

e k BN ok "k .k
Z(;—@)Slnggun<2ﬁslng.
Comme :

S g k 3 3
0S ) G i S LN <G L7 = G =

1

ondéduit: Vn e N*, v, — = <u, <v,.
6n
Comme
1 . .
v, — — —> sinl — cos 1 et v, —— sinl — cos 1,
6}12 noo noo

on en déduit, par le théoréme d’encadrement :

u, — sinl — cos 1.
noo

: T
a) Puisque, pour tout x € |:(); E] eusinx

u—0t
iy

7
on conjecture que la limite est / 1dx.
0

On a, pour tout u € [0; +o0f :

s s
2 2

/ e ! sinx dx — / dx
0 0

us

[ v = i)ax

iy

7 .
_ f (] _ e’) dx.
0
On dispose de I’encadrement :

Vte[0;4+oof, 01 —e" < 1.
En effet, la premiere inégalité est évidente, et la deuxieme
résulte simplement, par exemple, de 1’étude des variations de
lafonctiont —> e " — 1 +1¢.

D’ou :

é/ udx:zu — 0.
0

2 u—s0t
iy

. 2 ™

On conclut:  lim / e "M dy = <.
u—0% Jo 2

b) Puisque cos x — 1, on conjecture que la limite cher-

X—>

3u
chée est aussi celle de / —dx.
X
u

3u 1
Ona: f —dx = [Inx]* = In(3u) — Inu = In3.
u X

On a, pour u € ]0; 400] :

3u 3u 3u

1 1 -

/ CcoS X dr — / =l = / COS X d

u X u X u X
3u 3u 2
1 2
= / ~ 2sin?2 dx < f (L) ax
w X 2 v X\ 2

3u |:x2]3ll B (314)2 —u?

= Zdx = =2u> — 0.

u 2 4 4 u—0t
3u
cos X
On conclut : / dx — In3.
I X u—>07t

On a, a I’aide d’une intégration par parties pour des fonc-
u= fx) {u =

tions de classe C!, avec
v = sinx

v = cosx

21 2 2m

f(x)cosxdx = [f(x) sinx]0 — f(x)sinx dx

27
= f(x)(—sinx)dx.
0

On effectue une deuxieme intégration par parties pour des fonc-
tions de classe C', mais en choisissant v a partir de v’, de facon



que le crochet soit nul, {

u=f'(x) {u/ = f"(x)

/

v = —sinx v=cosx — 1

2T

f'(x)(—sinx) dx
0

[f (x)(cosx — 1) / F(x)(cosx — 1) dx

2m
= f"(x) (1 = cosx) dx.
0 N—
>0

Comme f est de classe C? et convexe, on a f” > 0, et on

27

conclut : f(x)cosxdx = 0.

0

1) Soit f convenant. Considérons I’application

g:[0;+o0o[— R, x — g(x) =™ /X f()dr.
0

Puisque f est continue sur [0; +oo[, g est de classe C' sur
[0; +o0] et, pour tout x € [0; 400 :

g =- 7‘/ f)ydr+e™ f(x)
0

_ e_“‘(f(x) - / f(z)dt) <0
0

donc g est décroissante sur [0 ; +o0].

Comme g(0) = 0, il en résulte : 0.
0,

WV //\

Mais, d’autre part, par hypothese, f donc g > 0.

On déduit g =0, d’ou: Vx € [0; +o0], / f@)dr =0,
0

puis, en dérivant :  Vx € [0; +oo[, f(x) =0.

2) Réciproquement, il est clair que 1’application nulle convient.

On conclut que ’ensemble cherché est {0}, ou 0 est I’appli-
cation nulle de [0; +oo[ dans R.

—2

» Lapplication t — e~'" est continue sur R, donc, pour

2x
toutx € R, f(x) = / e~ dr existe. Ainsi : Déf(f) =R

On a, pour tout x € R :

—2x 2
f(—x):/ e dt

2

[u=—1]

2x 3
= —/ e du=—f(x),

donc f est impaire.

PO q o .
e D’apres le Cours, puisque ¢ — e~ est continue et que

X —> x et x —> 2x sont de classe C!, I'application f est de
classe C!surR et:

VrxeR, fl(x)=2e @ _e¢* =¥ (2 e _ 1).
On a, pour tout x > 0 :

1
) =0 e =_

<= 3x? = In2

In2
==, —.
3
In2
Notons o = =3 ~ (,481.
*On a, pour tout x >0 :
2x 2
Sf(x)z/ e " dt
< (2x —x) eV =xe —+> 0,

donc: f(x) —+> 0.

e Des valeurs particuliéres sont : f(0) =0, f/(0) =1
et, en utilisant la calculatrice : f(a)) >~ 0,286.

X 0 o +00
S += 0 =
fx) |0/ N0
y
= f(x)
_a ‘
(0] a 1 x

Puisque ¢ est convexe sur R, d’apres 1'inégalité de
Jensen, on a :

e ) <5

D’apres 1’étude des sommes de Riemann, puisque f est conti-
nue sur [0; 1] :
1

—Zf() S
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Puisque ¢ est convexe sur I’intervalle ouvert R, d’apres le Cours,
 est continue sur R, donc :

G2 G)=[1)

Puisque f est continue sur [0; 1] et que ¢ est continue sur R,
@ o festcontinue sur [0; 1], donc, d’apres I’étude des sommes

) 1 k !
de Riemann : ;ga(_f(—)) — po f.

n noo 0

On obtient donc, par passage a la limite dans une inégalité :
1 1
o [ 1)< [ eor
0 0

*On a, pour tout x € ]0; 4o0[, par le changement de va-

riableu:i,tzux:
X
1 x 1 1 1
F(x)=—/ f(t)dtz—f f(xu)xduz/ f(xu)du.
X Jo X Jo 0

D’autre part :

1
FO =0 = [ O
0
1
Ainsi: Vx € [0; +oo[, F(x)= / f(xu)du.
0
* On a, pour tout (x,y) € [0; +oo[? :

1 1
176 = Fo)l =] [ ferdu— [ rowal
1
—| [ (e = row)au
1
< /0 | Ge) — £ (o)

1 1
</ k|xu—yu|du=k|x—y|/ udu
0 0

241

u k
:k = [—] = = = ,
lx —yl 7l 2Ix bl

. ko
ce qui montre que F est E—hpschltzwnne.

1
Notonsl:/ f(x)dx.
0

On a, par les changements de variable u = Arcsinx et
v = Arccos x :

T
I:/2 f(sinu) cosu du
0

92

et
0 z
= f7T f(cosv)(—sinv)dv =f f(cosv)sinvdv,
s 0
2

d’ou, en additionnant et en utilisant 1’hypothese :

T
21:/ (f(sinu)cosu + f(cosu)sinu)du
0

< ldu = —.
<[ ra=3

Onconclut: I <

NGRS

a) * Le changement de variable y = m — x montre :

s
us ) 2 .
e*u S x dx — e*u s x dx’
T 0

2

d’ou : e M dx =2 e " dx.
0 0

T . 2x
e Montrons: VYx € |0; 30 sinx > —.
T

.. . 2x
L application ¢ : x —> sinx — — est de classe C' sur
™

0: 2|, et tout x € |0; =
, — |, €L, pour tout x 0= .
2 P 2

@' (x) = cosx — z, ©"(x) = —sinx.
™
X 0 o T
2
¢"(x) =
>0
N\
¢'(x) = N
<0
o@ | | T

2 2
Comme ¢'(0) =1— = >0 et d(z) = —— <0, il existe
m 2 s

a € i|0 ; 7_2r [ unique tel que ¢’ change de signe en «, d’ou les

variations de (.

Comme ¢(0) = @(%) = 0, onconclut ¢ > 0, ce qui montre

I’inégalité proposée.



* On a alors, pour tout u € R :

7r
0 < / efusinx dx = 2/
0 0

i

e*u S x dx

u—s>+00

ks
Finalement : / e "™ dx — 0.
0

b) On a, pour tout # € ]0; 00| :

N u
u f etu d[
0

7 u? —u?
i et =1 1-—e <1
=€ — =€ = \;

u u u

0< e’“z./ e’ dr <e”
0

u
dot: e / e’dt — 0.
0 u—>+00
X
Considérons F : R — R, x —> F(x):[ f(r)dt,
0
qui est de classe C! sur R et vérifie : F = f.

Ona: YV (t,x) € R?, f@) + f(x),

ft+x)=

d’ou, en intégrant entre O et y :

y y
Y (x,y) € R?, / f(t-l—x)dt:/ f@)dt + yf(x).
0 0

Mais, par le changement de variable u = ¢ + x, pour x fixé :
y x+y
/ f(t+x)dl:/ fw)du = F(x +y) — F(x).
0 X

On obtient ainsi :

Vx,y) R, Fx+y)=Fx) +FQ)+yf@).
En échangeant x et y, on a aussi :
Y(x,y) R, Fx+y) =F@()+ Fx) +xf(y),

d’ot : V(x,y) € R% yf(x) = xf ().
En particulier, on conclut, en remplacant y par 1 :

Vx eR, f(x)=xf().

Soit f : [0; 1] — R continue.

On a, par le changement de variable 7 = \/x, x = 2,

1 1
dx =2rdr: / f(x)dx:/ F@*)2e dr.
0 0

1 Peak 1
D’autre part, on remarque : 3= |:— = / x*dx. D’oir :
0

3 0
; /f(xz)

/ fx)dx =

/0 x dx+/ (FOD) dx —/(;Ifo(xz)dx
=/01 (x = F0) dx

N 2 . .
Ainsi, puisque x —> (x — f(x?))" est continue et positive
sur [0; 1] :

1 1 1
f feyde= 2+ f (f(x))* dx
0 0
1 2
_ f(x? _
:»/()(x f(x)) dx =0
= Vxel0;1], x— f(x) =0
= Vxel0;1], fx}) =x

= Vrel0;1], f@t)=/1.

On conclut qu’il existe une application f et une seule conve-
nant :

f:10;1] — R, xl—)«/;.

Soit f : R — R de classe C'.

On a, en dérivant et en prenant la valeur en O :

Vx elR,

()" = /0 X (FO) +(f®))dr —x+1

VxeR, 2f@) f'(x) = (f0) + (f () =
() =
VxeR, (f/x)— fx) =1
<~
(F)° =

Puisque 1’application f/ — f'est continue sur R, on a, en utili-
sant le théoreme des valeurs intermédiaires :

F=pr=le(f—f=-1 o f—f=1).

Soite € {—1,1}.
On résout I’équation différentielle (E) y' —y =e¢.
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11 s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre
avec second membre.

La solution générale de I’équation différentielle linéaire sans
second membre associée y' —y =0 est y:x > \e',

AeR.
Une solution particuliere de (E) est y = —¢.

La solution générale de (E) est donc y : x —> Ae* —¢,

A eR.
Alors :

(FO)Y =1 M-’ =1 N —2:A 42 =1
<— AMA—2)=0<= A=0 ou \=2e.

On conclut qu’il y a exactement quatre applications
f :R — R convenant, correspondant a ¢ = —1 ou 1, et a
A=0ou2e:

x+— —1, x—1, x—2¢e" —1, x— —2¢e" +1.

Considérons ¢ : [a ; b] —> R définie par :

X 2 a3
Vx ela;bl, «p(x)=(/ f) —/ I

L application ¢ est de classe Clsur[a;blet:Vx ela;b],

¢ =2 f F)F@ = (f®) = £,
ou on a noté
vilaibl >R x> g =2 f-(f0)

L’ application 1) est de classe C' sur [a;b]et:Vx € [a; b],

Yx) =2f@x) —2f @) f'x) =2fx) (1 - f'(x).
——
>0
Puisque f” > 0, f est croissante ; comme de plus f(a) = 0,
on a f >0, puis ¢ > 0, donc ¢ est croissante. Comme
Y(a) =0, on déduit ¢ > 0, ¢’ > 0, ¢ est croissante. Enfin,
comme p(a) = 0, onconclut p > 0. En particulier, p(b) = 0,
ce qui est I'inégalité voulue.

a) On a, pour tout x € [a; b] :

1 ()l = ‘f(a) +/ £ty dr

/X f(@t)dt

< / /(O df = F(x).

b) On déduit :
b b
/If(x)f’(x)ldx=/ 1F )] dx

b
< / F (o)l f()] dx

b

(Fe)’]

N~

b
=/ F(x)F/(x)dxz[

a

=5 (Foy - (F@y)
— %(F(b))z.

Enfin, en appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarza 1 et | '] :

(F®)* = (fb Fldx) = (/bl A ld)

a

<(f ra([ ere)

b
=(b-a) f (')’ dx,

d’ou le résultat voulu :

b—a

b b
/|f(x)f/(x)|dx<T/ (f/(x))zdx.

a) Soient a € R* , x € R.

Appliquons I’inégalité de Taylor-Lagrange a f sur [x — a ; x]
etsur[x;x +al:

2
£ —a) = f0 +af )] < M2

[fG+a) = fx) —af'@)| < %ZMZ.
D’oil, par inégalité triangulaire :
|f(x+a)— f(x —a) = 2af'(x)| =
|(f&+ @) = f @) =af 0) = (f & = @ = F ) +af )|
<[fa+a—f@=—af @[+|f(x — )= fx)+af )|
<a’My,

puis, encore par I"inégalité triangulaire :
2alf' @ =|(f& +a) = f(x =)

~(f&+a) = fr —a) = 2af ()|

<|fx+a)— fx —a)| +a*My <2My +a*M,



My 1
et donc : /@) < =2+ S Mo
a
b) L’application
My 1
¢ :10; +0o[— R, a+— p(a) = — + SMsa
a

est de classe C! et, pour tout a € ]0; +o0[ :

d’ou le tableau des variations de .

. My
a 72 —+00

¢'(a) - 0 I

o@ |~ 1

. 2M,
Ondéduit: Inf p(a) =¢|,[— | =V2MM,
a€l0;+oof M,
etdonc,d’aprésa): Vx e R, |f'(x)| < +/2MoM,.
Ainsi, f"estbornée sur R et: M) < /2MyM,.

Soit x €]1; 400[.

Remarquer d’abord, par une mise sous forme canonique :
Vtel[0;n], 1 —2xcost + x> = (x — (:ost)2 + sin?t > 0,

donc I’application f : t —> In (1 — 2x cost + x2) est conti-
nue sur [0; 7], d’ou ’existence de I'intégrale envisagée.

n—1
Zf( ), qui est une

Notons, pour tout n € N*, u
somme de Riemann, de sorte que
s ™
Uy —> f ftde = / In (1 — 2x cost + x*) dr.
noo 0 O

On a, pour toutn € N* ettoutk € {0,...,n
tion d’un trinéme dans C :

— 1}, par factorisa-

n n—1

(-t )= [l -%)
~(He-)(He-e=)

k=0
(ﬁ( 2ikTT 21 2i pT
_ e ))( (x—c% ))
p=2n—k \ 2o p=n+1
2n—1
:x—l (x_emzl;lﬂ')_x 1(x2" D,
zarll g4 x+1

et donc :
km
VneN, u,=— lnl_[ —2xcos—+x
T @ =D -1
=—h——FF=
n x+1
—1 1
= 2nmx+m (= (1- ,
n x+1 x2n
d’ou :

u, — 2mwinx.
noo

Finalement :

s
Vx el]l;+oo[, / In(1 —2xcost +x2)dt =2minx.
0

D’abord, puisque f est continue sur le segment [a ; b],
d’apres un théoreme du Cours, f est bornée. Notons
M = Sup f(x) et, pour toutn € N*,

x€la;b]
7 = (/b (f(x))ndx>%.

b B
eOna: VneN* ung(/ M") :M(b—a)%.
* Soit £ > 0 fixé.

Puisque f est continue sur le segment [a ; b], d’apres un théo-
reme du Cours, f atteint sa borne supérieure M. Il existe donc
Xo € [a; b] tel que f(xg) = M. Puis, comme f est continue
en xo, il existe n > 0 tel que :

Vxelxo—nixo+n Nla:b], f(x)=

En notant S le segment [xo — 175 xo + 7] N [a; b] et A lalon-
gueur de S (donc A > 0), on a alors :

VneN, u, > (/(f@))"dx)"
&

¢ Comme

M®b—a)t — M et (M—E>)\n — m-<

noo 2’
il existe N € N* tel que :
M — a)s

Yn2>=N, 2\ _ 1
(M——))\W > M —-«.

<M+e

2
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N, M—e<u

‘u, —— M.
noo

Onaalors:Vn > S M,

et on conclut

a) a) Soient (a,b,n) € (N*)?, k € N*. D'apres la formule
de Leibniz :

k —i
P® = % ; (’;) PORI(GE a)”)(k g

On a, pour tout i de N :

} 0 si i #n
X)) =
n! si i=n
et
*k=i) ,q 0 si i £k—n
(bx - a)") (5) _ 4
b'n! si i=k-—n

* Si k < n, alors, pour tout i de {0,...,k}, (X)?(0) =0 et

(0x-0r)"" (5)=0.
P® (b) =0€eZ.
*Sik > n,alors :
% (i)m((bx—a)")(m)(o) ez
@)= (LYo G

doi: PM(0) ez, P® (%) eZ.

dot: PH(0) =

PO =

) Notons M = Sup |bx — al.On a, pour tout n de N* :
xe[0;7T]

1 [ 1
1L < — | x"(bx —a)"dx < — 7M™,
n! Jo n!

Comme la factorielle 1’emporte sur 1’exponentielle,

71'"+1Mn
——> 0, etondéduit: I, —— 0.
n: noo noo

b) o) Soitn € N*. Intégrons I, par parties, de fagon itérée :

T s
I, = [— P,(x) cosx] +/ P!(x) cosx dx
0 0

[— P,(x) cosx]: + [P,:(x) sinx];r

s
—/ P/(x) sinx dx
0

[— P,(x) cosx]: + |:Pn'(x) sinx];T
u [P (x) cosx] + [— P! (x) sinx]: +...

™
+ [(—1)"+1Pn(2")(x) cosx] ,
0
puisque P, est de degré 2n, et donc P2"D = 0.

a .
Comme P,,P.,..., P> prennenten 0 et = des valeurs entieres

. . a
(cf. @) @) et que cos x et sinx prennent aussi en 0 et b (=m)

des valeurs entieres, on conclut: [, € Z.

[3) Puisque (I,,),cn+ esta valeurs dans Z et converge vers 0, d'aprés
l'exercice 3.16, il existe N € N* tel que : Vn > N, I, = 0.

En particulier : I,y = 0. Mais l'applicationx —— P,y (x) sinx
est continue sur [0; ] et a valeurs > 0 (car 7= =m et 2N est
pair). llenrésulte : Vx € [0; ], Poy(x) sinx = 0.

. . s ..
En particulier P,y (5) = 0, en contradiction avec :

P (5) = (55) = G (5) >0



Fonctions usuelles

B Plan Mam Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 97 * Résolution d’équations ou d’inéquations a une ou plusieurs inconnues

Enoncés des exercices 99 réelles

. Icul rtaines sommes ins produi
Du mal 3 démarrer 7 102 Calculs de certaines so Z et de certains produits l_[

* Obtention d’égalités ou inégalités a une ou plusieurs variables réelles

Corrigés 103 . . . . . . .
E * Etude et représentation graphique de fonctions faisant intervenir les

fonctions usuelles.

Points essentiels du cours
pour la résolution des exevcices

» Définition et propriétés des fonctions usuelles : In, exp, In,, exp,,
puissances, fonctions hyperboliques directes ou réciproques, fonctions
circulaires directes ou réciproques

+ FEtude et représentation graphique de chaque fonction usuelle

* Comparaison locale des fonctions logarithmes, puissances, exponen-
tielles

* Formulaire de trigonométrie circulaire, a savoir par coeur
* Déduction du formulaire de trigonométrie hyperbolique a partir du formu-
laire de trigonométrie circulaire, en remplacant cos par ch et sin par i sh.

= / \ °

: = | es méthodes a retenir

fﬁ On peut se ramener a des logarithmes népériens par la formule :
8 Pour manipuler Inx

= p—

E des logarithmes de base quelconque log,(x) = 1 —-

;T == Exercice 7.1.
E‘ Pour manipuler On peut quelquefois essayer de se ramener a des exponentielles (mais
< des fonctions hyperboliques directes, ce n’est pas toujours nécessaire ni utile).

a ch, sh, th, coth == Exercice 7.2.
@
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Pour manipuler des fonctions
hyperboliques réciproques,
Argsh, Argch, Argth, Argcoth

Pour manipuler
les fonctions circulaires directes
sin, cos

Pour résoudre une équation
(ou un systeme d’équations)
dans laquelle interviennent
des fonctions usuelles

Pour I’étude

et la représentation graphique
d’une fonction f faisant intervenir
des fonctions circulaires réciproques

Pour montrer que deux fonctions
sont égales sur un intervalle

Pour résoudre une équation dans
laquelle interviennent des fonctions
circulaires réciproques

Pour établir
une inégalité a une variable réelle

Essayer de :

— se ramener a des logarithmes, en utilisant les expressions logarith-
miques de ces fonctions

— composer par des fonctions hyperboliques directes.

== Exercice 7.3.

— Se rappeler que, pour tout x € R :

cos? + sin’x =1, |sinx| <1, |cosx| <1, |sinx| < |x|.
== Exercices 7.4, 7.5, 7.6, 7.15

— Penser a utiliser le formulaire de trigonométrie circulaire.

== Exercices 7.7, 7.8, 7.9.

Faire tout passer dans le premier membre et étudier les variations
d’une fonction, avec souplesse, c’est-a-dire en remplagant éventuelle-
ment 1’équation par une équation équivalente.

== Exercices 7.10, 7.11.

— Essayer un changement de variable qui pourrait permettre de sim-
plifier la fonction circulaire réciproque avec une fonction circulaire
directe.

== Exercices 7.12, 7.13, 7.21.

— Calculer la dérivée de f et essayer, dans certains cas, de reconnaitre
la dérivée d’une fonction plus simple.

Montrer que les dérivées sont égales (si les fonctions sont dérivables
sur un intervalle) et que les fonctions prennent la méme valeur en au
moins un point.

== Exercice 7.13.

Essayer de composer par une fonction circulaire directe, de facon a
faire disparaitre les fonctions circulaires réciproques. On essaiera de
maintenir des équivalences logiques, ou bien on raisonnera par impli-
cation et réciproque (lorsque la ou les valeurs obtenues sont assez
simples).

== Exercice 7.14.

Voir les méthodes du chapitre 4.

La présence d’une racine carrée peut inciter a essayer d’appliquer
I’inégalité de Cauchy et Schwarz pour des intégrales.

== Exercices 7.17, 7.19.
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Enoncés des exercices

== Fnoncés des exercices

— Exemple d’équation a une inconnue réelle, faisant intervenir des logarithmes
dans diverses bases

11
Résoudre dans ]0; +oo[ : log,x + log,x + loggx = 5

— Exemple de systeme de deux équations a deux inconnues réelles,
faisant intervenir ch et sh
chx +chy=4
Résoudre dans R? : (S)
shx +shy =1.
- Exemple d’équation a une inconnue réelle, faisant intervenir des fonctions

hyperboliques réciproques

1
Résoudre dans R : Argthx = Argch —.
X

— Exemple de résolution d’une équation a une inconnue réelle, faisant intervenir
cos et sin

Résoudre dans R : cos''x — sin!'x = 1.

— Exemple de résolution d’un systeme de deux d’équations a deux inconnues
réelles, faisant intervenir des sinus

sin(x + y) = 2x
Résoudre dans R? :
sin (x — y) = 2y.

— Calcul d’une limite faisant intervenir des cosinus en produit

n
. s Lo ka
Déterminer, pour a € |0; = | fixé, lim | | Ccos —.
2 noo 3 3 n

— Calcul d’un produit de cosinus

n—1 k
2%
Calculer, pour toutn € N*: A, = | | cos .
=0 2)1 — ]

— Un calcul de cos g
a) On considere 1’application
sin3x — sin2x

fi]—mn[—{0} — R, x+— f(x) = -
sin x

Montrer que f admet un prolongement continu g a | — 7 ; 7[ et exprimer g (sans fraction).

b) En déduire 1a valeur de cos g
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Exemple d’utilisation des formules de trigonométrie circulaire
T
Soient a,b € ]O; E[’ x,y €]0; 4o00[. Montrer :

. a—>b

. an

sina x X —

.bz—@—aib: +y.
sin y tan : x+y

Exemple d’équation portant sur des exponentielles
Résoudre dans R : 3" +4* =5*.

Exemple de résolution d’un systeme de deux équations a deux inconnues réelles,
faisant intervenir des exponentielles

x+e'=y+e
Résoudre dans R? :
x>+ xy+y> =27

Exemple d’étude de fonction faisant intervenir Arccos

Etude et représentation graphique de la fonction f d’une variable réelle donnée par :
f(x) = Arccos (2x? — 1).

Exemple d’étude de fonction faisant intervenir Arcsin

. /1 —sin
Etude et représentation graphique de f : x —> Arctan J .
X 1+ sinx

Une égalité entre fonctions composées de fonctions circulaires et hyperboliques,
directes et réciproques

1
Montrer: Vx € [0; +0o0o[, Arctan(shx) = Arccos (ﬁ)

Exemple de résolution d’une équation a une inconnue réelle, faisant intervenir
des Arcsin

Résoudre dans R : (1)  Arcsinx + Arcsin% - g

Exemple d’inégalité sur des sinus et des cosinus

a) Soientn € N —{0,1}, ay,...,a,, by,...,b, € [0; +00[. Montrer :
n n 2 n
(nai +nb,-) <@ +5>.
i= i=1 i=1

b) En déduire, pour tout (x,y,z) € R3 :

‘sinx sinysinz + cosxcosycosz' <1

1
Lien entre tan 6 et
cos

Soit P € R[X]. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) P est pair
(i) 30 e R[X], VO € ] - g; g[ P(tan0) = Q(L)

cos 260
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Enoncés des exercices

Exemple d’inégalité sur sinx

1
a) Montrer: Vx € |:0; g] sinx < Ea/ﬂx,
b) En déduire: V1 € [0; 7], sint < gm.

Exemple d’inégalités faisant intervenir des logarithmes

a) Montrer, pour tout (x,y) € R*tel que 0 < x < y : Y7 o x—i—y.
Iny — Inx 2
- k n(n+1)(4n +5)

b) En déduire, pour tout n € N* : Z < 7
k=1"1n (1 + z)

Exemple d’inégalité a une variable réelle, faisant intervenir un logarithme
1

1
Montrer: Vx €]0;4+o0[, In{1+4+ - ) < ——.
] : ( x>\¢x<x+1)

Exemple d’équation a une inconnue réelle, faisant intervenir des puissances
1

Résoudre dans R : x** = 5

Une fonction de deux variables réelles qui se simplifie
1 —xy

VI+2/1+y2

Simplifier, pour (x,y) € R?: f(x,y) = Arccos

Sommes d’Arctan

_|_
a) Montrer, pour tout (a,b) € [0; 1[2: Arctana + Arctanb = Arctan la b
—a

1 1 1
b) En déduire la valeur de : § = 5 Arctan 3 + 2 Arctan T + 3 Arctan 57

Equivalence logique entre des égalités faisant intervenir des intégrales

Montrer, pour tout (x,y) € R x ] — g ; g[ :

/* dr /-V dr
= — X = .
y o cht o cost

Un exemple de fonction de classe C*, autre que la fonction nulle, qui s’annule,
ainsi que toutes ses dérivées successives, en 0

e siox #0
Montrer que l'application f : R — R définie par : f(x) =
0

si x=0
estde classe C® surR,etque: VneN, f™@0)=0

Exemple de famille libre de trois fonctions, faisant intervenir des exponentielles
et sin

On note f: R — R, x — f(x) =e*"*. Montrer que la famille (f, f2, f o f) est
libre.

101
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Montrer que la restriction de sin a tout intervalle / de R, non vide ni réduit a un point, n’est
pas une fonction rationnelle, c¢’est-a-dire n’est pas le quotient de deux polyndmes a coef-

ficients réels.

La fonction sin n’est pas une fonction rationnelle

msme Dy mal a démarrer ?

- Inx
Utiliser la formule : log,x = —.
Ina
Se ramener a des exponentielles et faire le changement

d'inconnues X =¢*,Y =e¢”.

Composer, par exemple, par th pour se ramener a une
équation algébrique.

Montrer qu’on peut réduire l'intervalle d'étude, et compa-
rer avec cos >x + sin’x = 1.

Elever au carré et utiliser I'inégalité classique :
Vi eR, |sint| < [f|, ouencore :sin’t < 2.

Remarquer que tous les facteurs sont dans [0; 1] et que
(si @ # 0) la deuxieme moitié d’entre eux sont assez loin de 1.

sin 2a
Remarquer, pour tout a e R —7Z:

et effectuer un télescopage multiplicatif.

a) Développer sin3x et sin2x, puis simplifier la fraction
obtenue.

Raisonner par équivalences logiques successives, en utili-

sant des formules de trigonométrie circulaire.
" a—>b a+b
On pourra noter, pour la commodité : u = 7 v= >

Remarquer une solution particuliére.
En divisant par 5°, amener la stricte monotonie d'une fonction.

Remarquer que t — ¢ + €’ est injective, d’oli x = y.

Transformer I'écriture de f(x) en utilisant :
2cos2t — 1 = cos?2t.

5 T e
Remarquer sinx = cos <5 — x) et transformer I'écriture
de f(x).
Montrer que les deux membres sont dérivables, ont la

méme dérivée, et prennent la méme valeur en au moins un point.

Faire passer un terme de l'autre cété, situer les deux
membres dans certains intervalles, et composer par sin.

a) Récurrence sur n. Le cas n = 2 résulte de I'inégalité de
Cauchy et Schwarz.

Séparer clairement les deux sens de I'équivalence logique.
Pour (i) = (ii), exprimer la forme d'un polynéme pair et

1
exprimer tan®0 & l'aide de —.
cos <6

a) La présence d'une racine carrée peut inciter a essayer
d'appliquer I'inégalité de Cauchy et Schwarz.

t t

b) Appliquer a) a 3 eta T 3

, se ramener a I'étude des variations

2
y
a) En posant t = —
X

d’une fonction.
1
b) Remarquer : In (l + E) =Ink+1)— Ink.
La présence d'une racine carrée peut inciter a essayer d’ap-
pliquer I'inégalité de Cauchy et Schwarz. Si on n'y pense pas, on

peut étudier les variations d'une fonction, apres divers change-
ments de variable éventuellement.

. 1 .
Montrer x > 0, puis poser = x2 pour se ramener a une
équation plus simple, pour la résolution de laquelle on pourra
étudier les variations d’une fonction.

La présence de 1 + x? fait penser & une formule de trigo-

nométrie contenant 1 + tan’r. En notant
1—xy
t = Arctanx, u = Arctany, exprimer ————— en
V1= x2/1— y?

fonction de 7 et u. Séparer ensuite en cas selon la situation
det +u.

| S

a) Montrer que les deux membres sont dans [0 ; [ etont

la méme tan.
b) Grouper les termes de fagon a appliquer a) plusieurs fois.
Calculer les deux intégrales de I'énoncé.

Calculer, pour x € R*, f/(x) et f”(x), et en déduire la
forme de £ (x), par un raisonnement par récurrence.
Exploiter le théoreme limite de la dérivée.

Ecrire une combinaison linéaire nulle, dériver, simplifier,
dériver a nouveau.

Raisonner par I'absurde et considérer les degrés.



= Corrigés des exercices

On a, pour tout x € ]0; 4-o0[ :
11
log,x + log,x + loggx = >

Inx Inx Inx 11

2 md hms 2
Inx Inx Inx _11
In2  2In2  3In2 2
Inx 1+1+1 ! Inx 11 6_3
In2 2 3) 2 n2 2 11

&= Inx =3In2=In8 & x =8.

On conclut que I’équation proposée admet une solution et une
seule, qui est 8.

On a, par addition et par soustraction :
e +e’=5
S) =
eV =3,

Notons X =e*, Y =e¢”. Ona:

Aaplf =3 X+Y=5
S) &= 1+ 1 .
x 7= X+Y =3XY
X+Y=5
= 5

5
L’équation du second degré > — 5¢ + 3= 0 a pour discri-

5 55
inant A =25-4> =2
minan 3 3

55
SEVT 15+ /165
26

On obtient X et Y, a I’ordre prés, puis x et y par
x=InX,y=InY.

, donc admet pour solutions

i = , qui sont tous les deux > 0.

On conclut que le systeme proposé a deux solutions exacte-

15 — /165 In 15 + /165
6 ’ 6

ment, le couple <ln ) etle couple

renversé de celui-ci.

Les termes de 1’équation sont définis si et seulement si :
1 .
xe]l—1;1[x #0,— e[l;4o00[, ce qui revient a:
X

x €]0; 1[.

On a, pour tout x € ]0; 1[, puisque th est injective, en notant
(1) I’équation proposée :

1
(1) <= th (Argthx) = th (Argch —)
x

1
sh (Argch —)
X

—x =

1
ch(Argch—)
X
1
— —1
2 1
=% = <:>1: — =]
1 x2
X
1 ———1¢$xt—l¢$x——L
= =5 _ﬁ,
carx €10; 1[.

On conclut que I’équation proposée admet une solution et une

1
seule, —.
V2
1
On controle, pour x = —:
g 72
1+ :
1 1
Argthx = Argth — = - In V2
N/
V2
1 V2+1 1 5
=-1 =-1 2+1
ZHﬁ—l 2n((\[+))
= In(vV2+1),

et

Argch% — Argch+/2 = In (ﬁ +V (22— 1)

=1In (\/E-f' 1)
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1) Soit x € R une solution. Notons ¢t = —x. On a alors :
cos 1t + sin!'t = 1. Comme cos?s + sin?t = 1, on déduit :

(cos?t — cos''r) 4+ (sin?s — sin''t) = 0,

>0 >0

, donc

cos?t — cos''t =0 [ cost €{0,1}
d’ou , puis
sin’t — sin''r =0

sint € {0,1}
t=0 [27] outzg [27],

puisx =0 [27] ou x = —g [27].

2) La réciproque est immédiate.

On conclut que I’ensemble S des solutions de 1’équation pro-

poséeest: S = <— 7_2r o 27TZ> U 27Z.

1) Soit (x,y) une solution. On a alors :
sin?(x 4+ y) + sin?(x — y) = 4x? + 4y>.

Mais, d’autre part, on sait: V¢ € R, |sinz| < [f],

d’ou :
sin®(x + y) +sin’(x — y) < (x + y)> + (x — )
= 2x% +2y°.

On déduit : 4(x? 4+ y?) <2(x%+y?), dou x*>+y*=0,
puisx =y =0.

2) Réciproque évidente.

On conclut que le systeme proposé admet une solution et une
seule : (0,0).

n
ka
Notons, pour toutn € N* : u, =
k=1

1)Sia=0, alorsu, =1 —— 1.

2) Supposons a # 0.

Scindons (pour n 2> 4) le produit définissant u, en deux par-
ties : u, = v,w,, Ou:

<%) ﬁ ka

ka
cos —, w,= cos —.
n
1
o
k:E(§)+l

D’une part: 0 < v, <1, car chaque facteur de v, est
dans [0; 1].

E
U, =
k=

D’autre part, pour tout k € IE(%),,n} :

n—E| 2
a <2)
On a dong, par produit: 0 < w, < (cos 7> .
a
Comme 0 < cosz <1,
n n o n
etquen—E<5> >n——=— ——> +00,

2 2 ax

on déduit : w, —— 0.
noo

Dou: u, =v,w, —> 0.
noo

n
ka
On conclut : lim cos — = 0.
i3 T[]

On a, pour tout a € R : sin2a =2sinacosa,
sin 2a

donc, pour tout a € R — 7Z : cosa = ———.
2sina

Soitn € N tel que n 2> 2.
Ona:

k

2
Vkemwm—u,ﬁl%emnﬂcR—ﬂZ

D’ou, par télescopage :

2k+l7T
n—1 X n—1 Sin
2'm 2 —1
An:gCOSZ”—I :H —
= =Y 2sin
2n — 1
) 2I<+1ﬂ_ s
1 n—1 sm2n_1 _i n2n_1
e 2kp om o T
k=0 gsin S
o 2n — 1]
C s - T
omme =7 s
2 — 1 2n — 1
2"71' )
na: sin = —sin R
onas Siha 21
1
etdonc: A, = ——.
2}1
D’autre part : A; = cosm = —1.
—1 si n=1
Onconclut: Vn e N*, A, = 1



a) On dispose des formules de trigonométrie :
sin2x = 2sinx cosx, cos2x = 2cos’x — 1, d’ou :
sin3x = sin (2x + x) = sin2x cosx + sinx cos 2x
= 2sinx cos’x 4+ sinx(2cos’x — 1)
= sinx(4cos’x — 1).
On en déduit, pour tout x € | — 7; w[—{0} :

sin3x — sin2x
f&x)=—"F—"—

sin x

sinx (4 cos?x — 1) — 2sinx cos x

sinx
=4cos’x —2cosx — 1.
L application
g:l—m;m[— R, x —> g(x) =4cos’x —2cosx — 1

est continue et prolonge fa | — m; 7[, ce qui montre le résul-
tat demandé.

b) Notons a = ;—T Ona: ae]—m;a[—{0}

3 .27
sin — — sin —
et f(a) = — 3 =,
sin —
5
. 3w . 3r . 27
in— =sin|{7— — ) = sin —.
car s 5 sin [ 5 S 5
D’ou, d’apres a) : g(a) = f(a) =0,

donc: 4cos’a —2cosa—1=0.

On résout cette équation du second degré. Le discriminant A

2+£4/20 145

est: A =4+ 16 =20, donc cosa =

8 4
1 5
Mais cosa > 0, eton conclut : cosg = +4f ~ (,809...
a—>b a+b
Not =——,v= .
otons u > v 7

Onaalorsa=u+v, b=v—uetcosucosv #0. D’ou:
sina  x . .
- = — & ysin(u +v) = xsin (v — u)
sinb y
<= y(sinucosv + sinvcosu)
= x(sinvcosu — sinu cosv)

sinu cos v + sinv cos u

COS U COS ¥
sin v cosu — sinu cos v

COS U COS vV
<= y(tanu + tanv) = x(tanv — tan u)
tanu X—y
— (x + y)tanu = (x — y)tanv < = s
tan v xX+y

d’ou le résultat demandé.

* On remarque que 2 est solution :
P +42=9+16= 25=5

*Ona, pourtoutx € R :

344 = 5 = 3x+ 4X—1
- 5 5)

Considérons I’application f : R — R définie, pour tout
x € R, par:

3\* 4\* ‘
f("):<§> *(5) —l=ei gt~ 1.

L’application f est dérivable sur R et, pour tout x € R :

/ _ 3 xln2 4 xln2
f(x)_<ln§)e 5+<ln§)e 5 <0.
—— —— >0

>0

<0 <0

Il en résulte que f est strictement décroissante sur R, donc in-
jective, et donc 1’équation proposée admet au plus une solu-
tion.

Finalement, I’équation proposée admet une solution et une
seule, 2.

L’application f : R — R, ¢ +—— t + ¢ est dérivable
surRet: Vt € R, f/(t) =1+c¢e" >0, donc feststrictement
croissante, donc injective. D’ou :

x+e'=y+ey<=x=y.
Puis :
W xy+y?P =27 =3 =27 = x*=9
< x = £3.

On conclut que I’ensemble des solutions du systeme proposé
est {(—3, -3), (3, 3)}.

1) Ensemble de définition

On a, pour tout x € R :
1< 27 - 1< 1= 0< 207 <2
— P lexe[-1;1],
donc Déf (f) =[—1; 1].

On remarque que f est paire, et on peut donc restreindre
I’étudeax € [0; 1].

2) Transformation de [’écriture de f(x)
Soit x € [0; 1]. Notons r = Arccosx € [O; §i| Ona:
f(x) = Arccos (2x2 — 1)

= Arccos (2 cos*t — 1) = Arccos (cos 21).

Comme 2¢ € [0; 7], on obtient: f(x) = 2 Arccosx.
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3) Tracé de la représentation graphique de f

Pour x € [0; 1], on trace la représentation graphique de Arccos,
puis on multiplie les ordonnées par 2 (affinité d’axe x'x, de di-
rection y’y, de rapport 2), puis on effectue la symétrie par rap-
porta y'y.

y = Arccosx, x € [0; 1]
y=fx)

1) 1l est clair que Def(f) =R — {—g + 2k k € Z],

et que f est 2m-périodique. On peut donc restreindre 1'étude a
T 37
27 2|

De plus : Vx € Def(f), f(mr—x) = f(x).

On fera donc varier x dans ]—g R g], puis on effectuera la

. . . ™
symétrie par rapport a la droite d'équation x = o

2)Soitxe]—g;g].0na:
s
I —sinx I_COS(E_X>
1 +sinx

1+cos(g—x)
_ 2sin2(%_§) —tanz(z—£>,

T X\
2 cos? (f - 7)
4 2

etdonc: f(x) = Arctan )tan (g — f)‘ .

2

T X ™ L ™ X

Commez -3 € [0; 5[,011 déduit : f(x) = 1 7
m 3m T
3)Onaalors,p0urtoutxde[5,7[,W—xe]—5,5],

et donc :
T 1 x m
f(x)zf(ﬂ_x)zZ_E(W_X)ZE_Z‘

y
T
2
\M\\ﬂ\ oy =f ()
o 3n x;

(ST

Notons f,g : [0; +00[—> R les applications définies,
pour tout x € [0; 400, par :

f(x) = Arctan (sh x), g(x) = Arccos (L>
chx

Par composition, f et g sont continues sur [0 ; +o00[, dérivables
sur ]0; 4-o0l, et, pour tout x €]0; +oof :

F(0) chx chx 1
R B e = == = =
1+sh’x ch’x chx
@) 1 —shx chx shx
X) = — - = L2
8 1 ch’x chZy — 1 ch’x
ch’x
1
" chx’
donc f' = g'.

Il existe donc C € R tel que :
Vx e [0;+o0[, f(x)=gx)+ C.

En remplacant x par 0, comme f(0)=0 et
g(0) = Arccos 1 =0, ondéduit C =0 etonconclut: f = g.

On a, pour toutx € [—1; 1] :

(1) Arcsin% = g — Arcsin x.

Comme le premier membre de cette équation est dans

[ = g ; g et que le second est dans [0; 7], on a:
™ A . = ™ (2)
— — Arcsin - = =
g AT 2°2

(1) =
. X E .
sin [ Arcsin — | = sin [ — — Arcsinx 3).

2 2
Ona:

3) % = cos (Arcsinx) < % =1 —x2

x =20 x=0 2
<~ <~ —x=——.
x2 = 4(1 —x2) 5x2 =4 NE



. . . 2
Ainsi, I’équation (3) a une solution et une seule, x = —5,

et on a alors, pour cette valeur de x :

T Arcsinx € OW C r.r
= — Arcsinx 5= ==5=|
2 2 22

donc x est aussi solution de (2).

Finalement, 1’équation proposée a une solution et une seule,

qui est

7

a) Récurrence sur n.

e Pour n =2, on a, en utilisant I'inégalité de Cauchy et
Schwarz :

(@1ay + byby)? = <<Zi> ’ (Zi))z
<[ GG

= (a] + b}) (a3 + D).

2

* Supposons la propriété vraie pour unn € N — {0,1}.

byi1 € [0;400[. Ona:

(T o) = (£ (110
£ (1

2 n 2
ai) + (Hbi> >(af+1 + br%+l)'
i=1
1 est clair que : ¥ (a,3) € [0; +00%, o? + F < (a + B)%
comme on le voit en développant le carré au second membre.
D’ou:

n+1 n+1 n n 2
(]—[a,+]_[b) (]—[a,-+]_[b,-) (CRE
i=l i=l

n n+1
< (H(a? + b?))(a,,+1 +b,.) = [ [ @ +5).

hyp. réc.n i=1 i=1

Soient aly..,Qp+1, bl,..‘,

Ceci établit la propriété voulue, par récurrence sur 7.

b) On applique a) a n =3, a; = |sinx|,
a; = |sinz|, by = |cos x|, by = [cosy|, by =

a, = [siny|,
|cosz|, d’ou :

2
(Sinx sin y sinz + COS X cos y cos z>

. . . 2

< (l sinx| |siny||sinz| + | cosx||cos y| |cosz|)

< (sin’x 4+ cos?x)(sin?y + cos?y)(sin%z + cos?z) = 1,

et on conclut, en prenant les racines carrées, a I’'inégalité de-
mandée.

(i) = (i) :
On suppose P pair. Il existe n € N, ay,..

P= Xn:akxﬂf.
k=0

On a, pour tout 6 € ] —
P(tanf) = Z atan® 0 = ak (tan’0)¢

1 — cos?d 2 1 ¢
Z < cos 26 ) ;ak< cos 20 )

1 k
Pour chaque k € {0....,n}, (—2 = 1) se développe en
cos 20

.a, € R tels que

5

N
S

1
Q| ——= ), ot Oy estun polyndme de R[X].
cos 20

On a alors, en notant Q = Zak O :
k=0
P(tan 0) i Q( : ) Q( : )
= airdr| ——= = .
= cos 20 cos 20
(1) = () :

On suppose qu’il existe Q € R[X] tel que :

voe |- 7. 7| ptang) = o —
22| A= cos26 )’
Soit x € R. En notant § = Arctanx, onax = tanf et :
P(—x) = P(—tanf) = P(tan (—0))
=0 ! =0 !
- cos2(—0) ) — cos 260
= P(tanf) = P(x),

donc P est pair.

a) Lapplication f : |:0; g] — R,x — f(x) = sinx

est de classe C! sur [0; gj|, donc, pour tout x € [O; g] :

sinx = f(x) = £(0) +/X Fyd = / cost dt.
0 0

On applique I’inégalité de Cauchy et Schwarz :

X 2 X 7
sin’x = </ coszdt) < </ 12dt></ cosztdt>
0 0 0
=x/ cost dt
0
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s
2

z 1 4+ cos2t
gx/ cosztdtzx/ Ldt
0 0 2

s
2

t " sin 2¢ X
=x|= =,
2 4 ],

D’autre part, sinx > 0, car x € [0;

ST
[ A

Jrx.

Onconclut: Vx € [0; g], sinx <

N =

1
b) Soit ¢t € [0; 7]. Notons x = 5 En appliquant @) a x et a

g — X, qui sont dans [0; gi| on obtient :

0< sinx <

Nz

N =

et
T
0< cosx = sm(i —x> <
N . . 0 T
d’ou, par produit : sinx cosx < 1 x(z —x),

t t
etdonc : sint = sin2x < g (g — 5) = %\/l(ﬁ— 1).

a) On a, avec les notations de 1’énoncé, et en notant (1)
I’inégalité voulue :

(D)= 2(y—x) <x+y)(lny — Inx)

<:>2(X—1><<1+X>lnz.
x x X

En notant t = J €]l;4oo[, ona:
X

t—1
H<=20-1) <(t+1Int < Int > 2t—|——1'
Considérons
t—1
fill;+oo[— R, t +— f(t) = Int —2 ——.
t+1
L’application f est dérivable sur [1;4oo[ et, pour tout
tell;4ool:
, 1 t+H)—-@¢—-1) 1 4
f=--2——C— = :
t T+1) t (41D

G+ =4 @—1)
T+ D2 e+ 1)?

>0 et>0 sir#1.
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Il en résulte que f est strictement croissante sur [1; +-o00[.

De plus, f(1) =0, dou: Vte]l;+oo[, f(t) >0,
ce qui montre 1’inégalité voulue.

b) On a, pour tout n € N*, en utilisant a) appliqué a (k, k + 1)
ala place de (x,y) :

Z k . Z k+1)—k
Z ( 1>_Zkln(k+l)—lnk
In 1'+ E

k=1 k=1

<Xn:kw:ik2+lik
k=1 2 k=1 2k=l

nn+1)2n+1) ln(n—{—l)

6 2 2
n(n+1)
=== (2(2n + 1)+ 3)
nn+1)@n +5)

12
Premiere méthode : utilisation de l'inégalité de Cauchy

et Schwarz

On a, pour tout y € [0; +-o0[ :

I+y
(1n(1—|—y))2=(/ %dz)
1
1+y I+y 1
< 1%dr —dr
[ ra) ([ e)

2

1
D’ou, pour tout x € ]0; +o00[, en remplagant y par — :
X

1

(n(+) < 5=
n - X 1 = g
1
X 14 x(x+1)
X

1
et donc, puisque In (1 + f) >0:
X

1 1
SEHE
Seconde méthode : utilisation des variations d’une fonction
Par le changement de variable r = 1 + % >1,x= %
on a, en notant (1) I’inégalité demandée :

1 t—1
D= ht ——— & Int < —.

t NG



Puis, en posant u = «/t > 1, t = u> :

2

1
< 2Inu < u——.
u

(1) < In@?) < 2

L’ application
1
fill;+oo[— R, ut—> f(u)=u———2lnu
u

est dérivable sur [1; +oo] et, pour tout u € [1; 400 :

1 2 u+1-2 —1)?
=1+ -2 wtiz2 w1,
ur>  u

u? u?
Il en résulte que f est croissante sur [1; +00[.
De plus, (1) = 0. Onadonc f > 0, d’ou le résultat demandé

Si x € R est solution, alors x3 existe, donc x = 0.
3 1
De plus, 0 n’est pas solution, car: 0°° =0° =1 £ 7

1
x2

D’autre part, si x 2> 1, alors x? > 1, puis x** > 1, donc x
n’est pas solution.
On peut donc supposer : x €]0; 1[.
Notons 7 = x? > 0. Ona:
i 1 1 1 2
7 = 2 <= x2lnx = lnE <= tln(t") =—1n2

In2
& tlhnt+ — =0.
2
. In2
Considérons f :]0; 1] — R, t — f(r) =tInr + -
L’ application f est dérivable sur ]0; 1] et :

Vtel0;1], f/(¢) =1+ Int,

d’ou le tableau des variations de f :

t |0 e! 1
; [
f(t) = 0 +
l
In2 In 2
f® 7\ / 2
<0
i i In2
Et: fe)=—-e + — ~-0,021 <O.

Il en résulte que f s’annule en deux points exactement.

1 1.1 In2
De plus, on remarque: f(=-|==-In-4+—=0

2)"2"2" 2 :
N 1.1 12
S)=cm- 4 22 oo,
f<4) iy
Ansi: f6)=0e=rell ]
insi : = —, =t

4’2

Enfin, comme x = #2, on conclut que I’ensemble des solutions

1 1
de I’équati Seest { —, —¢.
e I’équation proposée es {1 5 4}

On peut controler :

*pour x = -¢

e pour x =

N
A=
N—
=

Il
N —

=}
IS
=
=
Il
S
Bl -
N————
=
Il
N =
=
=
=
Il

~. 0
4

Soit (x,y) € R?.

Notons t = Arctanx,u = Arctany.

On a donc :
2
x =tant, y =tanu, (t,u) € _r.T
’ ) ) 2,2 .
On calcule :
I —xy 1 —tanttanu

VI+2/T+y2 1+ a1+ tan’u

1 —tantz tanu _ 1 —tanztanu
1 1 - 1 1
| cost| |cosu|

cost cosu
= costcosu — sintsinu = cos (t + u).

Il en résulte, puisque cos (t + u) € [—1; 1] et que Arccos est
définie sur [—1; 1], que f est définie sur R?.

Deplus: t +u €] — m; m[. Séparons en deux cas :

® Premiercas: t+u € [0; 7|
Alors :

f(x,y) = Arccos (cos (t + u)) =t+u

= Arctan x + Arctan y.
e Secondcas: t+uec]—m;0]
Alors, —(t + u) € [0; «[, donc :
f(x,y) = Arccos (cos (1 + u))
= Arccos (cos ( —(t+ u))) =—(t+u)

= —(Arctanx + Arctan y).

Enfin :
t+u > 0<= Arctanx > —Arctany
<> Arctanx > Arctan (—y)
S xz-—ye=x+y=0.
On conclut :

Y (x,y) € R%, f(x,y) = sgn(x + y)(Arctan x + Arctan y),
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ot sgn : R — R est la fonction signe, définie par :

-1 si a<0
Va eR, sgn(a) = 0 si a=0
1 si a>0.

a) Soit (a,b) € [0; 1[%.

Notons u = Arctana v = Arctanb.

On a alors, par une formule de trigonométrie sur tan :

tan (u + v) tanu 4+ tanv a+b
an (u +v) = = .
1 —tanu tanv 1 —ab

2
Comme (u,v) € |:0; f|: ,onau—+v e |:O; g[etondéduit:

4

b
——, d’ou le résultat voulu.
1—ab

b) On applique a) de facon répétée :

u + v = Arctan

1 1
S = 2[ Arctan = + Arctan —
( rcan8+ rctan 18)

1 1
+3 (Arctan 3 + Arctan —)

57
1 n 1 1 n 1
= 2 Arctan 8 18 + 3 Arctan 8 57
{ 1 1 { 1 1
8 18 8 57

2 1
= 2 Arctan — + 3 Arctan —
11 7

2 1 1
= 2<Arctan 11 + Arctan 5) + Arctan 7

2 1

1tz
2 1

BT

1
= 2 Arctan + Arctan 7

1 1
= 2 Arctan — + Arctan —
3 7

1 1 1
= (Arctan 3 + Arctan §> + Arctan 3

W[ -
~| =

[SSAIN +

1
= Arctan + Arctan 3

1

1——. -
3
1

1
= Arctan — + Arctan —
2 3

1
3

| =
= +

= Arctan
1—

W[ =

Arctanl = =
= rctan = —.
4

On a, pour tout x € R :

e XChtdZ _ /S‘” du
o chr  Jy ch?t  u=she Jo 14 u?

= [Arctan u]g}”C = Arctan (sh x)

t touty € r.r
et, pour tou ==s=| 3
P y )

Yoodr Y cost siny gy
o cost o €os2t  w=sinr J, 1 —v?

= [Argth v]gi" Y = Argth (sin y).

.Tr O .
5i5|- Ona:

ey = Arctan (shx) = tany = shx

Soit (x,y) € R x ]

. tan y
— siny =tanycosy = ————
Vv 1+ tan?y
sh sh
== — 2 iy
V1+4sh’x  chx
—> x = Argth (siny)
e x = Argth(siny) = thx = siny
i i th
S siny _ smy _ X
cosy /1—sin?y /1 — thx
th
= lx = shx
chx

—> y = Arctan (shx).

On conclut a I’équivalence logique demandée.

Montrons, par récurrence, que, pour tout n de N, f est
de classe C" sur R et qu'il existe un polynome P, de R[X] tel
que :

f™0)=0

P(x) 3.

Vx eRY, f®(x) =

X 3n

La propriété est immédiate pour n = 0, en posant Py =1,
L
puisque e > —— 0.

x—0

Supposons-la vraie pour un n de N.

D'apres les théoremes généraux, f est de classe C"*! sur
] — o0; O[ et sur ]0; +o00[, et :

Vx e R*,  fO+D(y)
P/(x) _ 1 P(x) _1  P(x) 2 _1
R e @ —3n 3+l e =+ 3n x_3€ .



En notant P,y le polyndme de R[X] défini par :
P,y = X3P,; —3nX?P, +2P,,ona:

Pn-H(x) 7%
e .
x3(n+1)

Vx € R*, f‘(n-H)(x) =

Comme f™ est continue sur R, dérivable en tout point de R*,
et que (f™) (x) = £*+D(x) — 0 par prépondérance de
I'exponentielle sur les polynémg; on déduit (théoreme limite
de la dérivée) que £ est de classe C' surR et f"+1(0) = 0.
Finalement, festde classe C®surRet:Vn € N, f™(0) = 0.

Remarque : Nous verrons dans le Cours d'Analyse de 2° année
que cette application f, bien qu'étant de classe C* sur R, n'est
pas développable en série entiere autour de 0.

Soit (a,b,c) € R* tel que : af +bf>+cfo f=0.

Comme fest C*° sur R, par opérations, f, f2, f o f sont C*®
sur R et on a, par dérivation :

af +2bff +c(f o ) =0.
Ona:
Vx eR, f'(x)=e"" cosx.

On déduit, en simplifiant par f’(x) lorsque f'(x) # 0 :

VxeR— (g—}—wZ), a+2bf(x)+c(f' o f)x)=0.

Comme I’application figurant dans le premier membre est conti-
nue sur R, on déduit, par prolongement par continuité, que ce
premier membre est nul sur tous les réels :

a+2bf +c(f'of)=0.
A nouveau par dérivation : 2bf’ + c(f" o f) f' =0,
puis, par le méme raisonnement que ci-dessus :
2b+c(f"o f)=0.

A nouveau, par dérivation : ¢(f” o f)f’ =0, etdonc, par le
méme raisonnement que plus haut: ¢(f"” o f) =0.

"

On calcule, pour tout x € R, f”(x) en passant par f”(x) :
F(x) = e*"* cos’x — e’ sinx = e (cos2x — sinx),
£ (x) = e¥"* cos x(cos >x — sinx)
+ e¥" (=2 sinx cos x — Cos X)
= e’ (cos’x — 3sinx cosx — cosx)

sinx

= e cosx(cos’x — 3sinx — 1).

En particulier :

(f" o HO) = f"(f©O) = f"(1)

=e’ cos1(cos?l —3sinl — 1) # 0,

donc f” o f #0.
On déduit ¢ = 0, puis, comme 2bf" = 0 et que f’ n’est pas la
fonction nulle, on déduit b = 0, puis, comme af = 0 et que

fn’est pas la fonction nulle, on déduit a = 0.

Ceci montre que la famille (f, f2, f o f) est libre.

Raisonnons par 1’absurde ; supposons qu’il existe une
fonction rationnelle f, définie sur /, telle que :

Vx el sinx = F(x).

Il existe (P,Q) € R[X] x (R(X] — {0} tel que: F = g

De plus, comme sin n’est la fonction nulle sur aucun intervalle
de longueur > 0, on a nécessairement P # 0.

Remarquons que la fonction sin est deux fois dérivable sur /
et que sin” = —sin.

Onadonc: Vx € I, F'(x) = —F(x).
PQ—PQ

P ’
Ona: F = —,doncF' = 0

, d’ou, sur les degrés :

deg (F') = deg (P'Q — PQ') — deg (Q)
< (deg (P) + deg (Q) — 1) —2deg (Q)
= deg (P) — deg (Q) — 1 =deg (F) — 1,

puis, de méme, deg (F”) < deg (F') — 1,

d’ou deg (F") < deg (F) — 2.

On aboutit a une contradiction, puisque F” = —F et que
deg (F) € Z.

Finalement, on conclut que la restriction de la fonction sin a /
n’est pas une fonction rationnelle.

Remarque : La méme méthode montre que la restriction de la
fonction cos a I n’est pas une fonction rationnelle.

Ou bien encore, comme cos’ = —sin, si cos était une fonc-
tion rationnelle, par dérivation, sin le serait, ce qui contredi-
rait le résultat obtenu plus haut.
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Comparaison

locale des fonctions

B Plan Mm Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 113 e Calculs de limites, équivalents, développements limités, développe-

Enoncés des exercices 116 ments asymptotiques

¢ Développement limité, dével ment asymptoti ’une fonction
Dumal 3 démarrer? 119 Jcvelopp t limité, développement asymptotique d’une foncti
réciproque

ety 2 e Limite, équivalent, développement asymptotique d’une intégrale
dépendant d’un parametre

e Limite, équivalent, développement asymptotique des solutions d’une
équation a parametre.

Points essentiels du cours

pour la vésolution des exevcices

*  Propriétés des fonctions ou des suites ayant une limite finie ou une limi-
te infinie, pour les opérations algébriques et I’ordre usuel

e Définition et propriétés de 1’équivalence, de la négligeabilité

e Liens entre régularité d’une fonction et existence de développements
limités

*  Théoréeme de Taylor-Young

+ Equivalents et développements limités usuels, 2 savoir par coeur

* Notion de développement asymptotique, dans les cas simples usuels, et
leur manipulation.

= | ¢s méthodes a retenir

Essayer de :

— transformer 1’écriture de la fonction
Pour calculer une limite
se présentant sous une forme
indéterminée

== Exercice 8.1

— utiliser les prépondérances classiques des puissances sur les loga-
rithmes, et des exponentielles sur les puissances, c’est-a-dire plus
précisément les limites suivantes du Cours :
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Pour lever une indétermination
de la forme 1°°

Pour former un DL(0)
d’une fonction

Pour former un DL(a)
d’une fonction f : x —> f(x),
pour a + 0

Pour calculer un équivalent simple
d’une fonction en un point

1 «
im 0% 0 pour (@.f) e R x RY fixé

xX—> 400 xd

1in2)+xﬁ| Inx|* =0, pour (a,f) € R x R fixé
xX—>
lim — = 400, pour (a,a) €]1; +oo[xR fixé
x—>+00 x¥
lim a*|x|* =0, pour (a,a) €]1; +oo[ xR fixé.
X—>—0Q
== Exercice 8.4

— utiliser des équivalents, surtout pour les formes indéterminées

0 x oo, E, 9
oo 0
== Exercice 8.8 a)

— utiliser des développements limités, surtout pour la forme indéter-
minée oo — 0o.

== Exercices 8.8 b) a g).

Prendre le logarithme, ou encore écrire u(x)'™) = ev()nu@)

== Exercices 8.3 a), b).

Utiliser les DL(0) usuels et les opérations sur ces DL(0) : troncatu-
re, dérivation, primitivation, addition, loi externe, multiplication,
composition, inverse. Se ramener, si nécessaire, au voisinage de 0 par
transformation de I’écriture.

== Exercices 8.2 a), b), ¢), 8.9, 8.12 b)

Essayer d’anticiper 1’ordre auquel développer certaines parties de
I’écriture, afin d’arriver au bon ordre pour le développement limité
demandé.

== Exercices 8.7 b), ¢), d).

Faire un changement de variable pour se ramener a des DL(0).
Sia € R* notert = x —a.
Si a = 00, noter t = —.

X

Le résultat final, DL, (a), sera donné a I’aide d’un polyndéme en ¢,
ordonné selon les puissances croissantes de ?.
En aucun cas on ne développera les puissances de x — a.

== Exercice 8.2 d).
Essayer de :
— utiliser des équivalents si la fonction se présente comme un produit

== Exercices 8.5, 8.8

— utiliser des développements limités si la fonction se présente comme
une différence.
== Exercice 8.8.
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Pour étudier limite, équivalent,
développement limité
pour une fonction du type :

fix— u@x)’®

Pour obtenir le développement
limité a un ordre numériquement
fixé d’une fonction réciproque,
ou d’une fonction implicite,

ou d’une fonction satisfaisant
une équation différentielle

Pour obtenir
un développement asymptotique
d’une fonction

Pour obtenir

des renseignements locaux

sur les racines d’une équation
dépendant d’un parametre n € N
(par exemple)

Pour trouver la limite d’une

b
intégrale I, = / fu(x)dx
a

dépendant d’un parametre n € N
(par exemple)

Pour trouver un équivalent simple
d’une intégrale I,

dépendant d’un parametre n € N
(par exemple)

Les méthodes a retenir

Etudier d’abord In f(x) = v(x) Inu(x), puis reprendre 1’exponen-
tielle pour étudier f (x) = eV )

== Exercices 8.3 a), b), 8.4,8.5,8.8b),d),f), g) .

Montrer d’abord que la fonction en question est de classe C*°, donc
admet un développement limité a tout ordre, d’apres le théoreme de
Taylor-Young, puis, pour calculer le DL, procéder par coefficients
indéterminés.

== Exercices 8.13, 8.16.

Essayer de se ramener a un développement limité par transformation
de I’écriture, mise en facteur, changement de variable.

== Exercice 8.10.

Montrer d’abord I’existence de ces racines et les situer, a ’aide de
I’étude des variations d’une fonction.

Les renseignements seront obtenus successivement : limite, équiva-
lent simple, développement limité ou développement asymptotique,
etc.

== Exercices 8.17 a 8.19.

b
Essayer de deviner la limite ¢ de I,, qui est souvent / f(x)dx, si,
a

pourtoutx € [a; b], f,,(x) —— f(x), puis montrer |I, — {| —> O,
noo noo
par une majoration appropriée.

== Exercices 8.14 a), 8.15 b).

La question sera reprise et approfondie en deuxieéme année, a 1’aide,
en particulier, du théoréme de convergence dominée.

Essayer de transformer 1’écriture de 7, (changement de variable, inté-
gration par parties, relation de Chasles), de facon a ramener la
recherche d’un équivalent a la recherche d’une limite d’une autre inté-

grale.

== Exercices 8.14 b), 8.15 b).
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=mmee Fnoncés des exercices

— Exemples de calculs de limites sans emploi de développement limité

Calculer les limites suivantes :

2
li —
a)xin3<x2—5x+6 x2—4x—|—3>

b) lim (\/(x )@+ D - V& - Dix +2))

. N2+ 1 VxP 4 x+3
c) lim
x—2 x2—=3x+2

sh (chx)

d sy
) Am G

— Exemples de calculs de développements limités

Former le développement limité, a 1’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction f défi-
nie par la formule suivante (variable x) :

a) ordre 2, voisinage de 0, In (€* +2e" +3)

b) ordre 2, voisinage de 0, /8 + v/ 1 + 6x
c¢) ordre 6, voisinage de 0, ch (ln (ch x)).
d) ordre 2, voisinage de 1, In (1 + x?).

— Exemples de calculs de limites sans emploi de développement limité

Calculer les limites suivantes :

2 2 ch(lnx) 3 4 1 n
a) lim (thx)* ™% p) lim (—Arctanx) c) lim (— cosn + = sin —) .
x—>+00 x—>+oo \ T noo \ 4 3 n

— Exemple de calcul de limites de fonctions d’écritures proches

Déterminer les limites, lorsque x tend vers 0" de :

fo)y=x" =1, gx)=x""" hx) =x"".
— Exemple de fonctions équivalentes

Montrer que les quatre fonctions données par

(shx)™,  (shx)™, (chx)™, (chx)"",

sont équivalentes entre elles lorsque x tend vers +00.

— Exemples d’équivalents de sommations
Montrer :
2n n n
2
a) Ykl ~ @t b)Yy 2~ )Y Vo~ .
noo noo noo
k=nt1 k=0 k=1
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Enoncés des exercices

Exemples de calculs de développements limités

Former le développement limité, a 1’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction f défi-
nie par la formule suivante (variable x) :

1
a) ordre 3, voisinage de 0, Arctan
14 2x

1

b) ordre 2, voisinage de 0, —— — ——
) v g sin2x  sh’x

¢) ordre 8, voisinage de 0, ((cos ) = 1)tan3x

d) ordre 17, voisinage de 0, \/cos (x3) +ch(x3) — 2.

Exemples de calculs de limites par emploi de développements limités
Calculer les limites suivantes :

. 1 1 . sinx \ 2 . 3x—2sinx —tanx
a) lim [ — — —— b) lim c) lim
x—0 \ th’x  tan’x x—0 x—0 3x —2shx —thx
d) lim (2 +3" — 4%y e) lim (\/x“ 307 = 2Vt 20 /a4 03)
£ lim (tanx)® g) lim (3" +4' - 6)an 5

El
Exemple de développement limité d’une fonction composée
a) Former le DL,(0) de ¢ : t — Arctan (1 + 7).

b) En déduire le DL4(0) de f : x > Arctan |~

Exemple de recherche de parameétre de facon a obtenir un certain comportement
local pour une fonction

Déterminer A € R fixé pour que la fonction f, donnée par
f(x) = cotan®x + cotan’2x — A cotan3x,
admette une limite finie lorsque x tend vers 0, et déterminer alors cette limite.

Calcul des dérivées successives en un point, par intervention
d’un développement limité
Inx
Onnote f :10;2[— R, x — f(x) = P Calculer f® (1) pour k € {0,...,4}.

— x :
Exemples de calculs de développements limités

Former le développement limité, a 1’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction f défi-
nie par la formule suivante (variable x) :

20 1 )k+l
a) ordre 22, voisinage de 0, exp <Z . Xk )

k=1

2x
b) ordre 3, voisinage de 0, / In(1+17)In(1 —1¢)dr.
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Exemple de développement limité d’une fonction réciproque
Onnotef :R — R, x —> f(x) = In(1+x?) —x.
a) Montrer que f est bijective.

b) Former le DL,4(0) de f~'.

Exemple de recherche de limite et d’équivalent d’une intégrale

™

Y
On note, pour toutn € N : [, = / tan"x dx.
0

a) Calculer 1,, + I, ., et en déduire lim 7,.
noo

b) 1) Montrer, a I’aide d’une intégration par parties :
iy

T 1
Vn e N¥, / cos2x tan"x dx = 3 nl,.
0
2) En déduire un équivalent simple de 7, lorsque I’entier » tend vers I'infini.

Exemple de recherche de limite et d’équivalent d’une intégrale
2n

1
On note, pour toutn € N* : [, = / dx
0 14+ x"

a) Trouver lim /,,.
noo
2n—1
* dx
14 x"

1
b) On considere, pour toutn € N*: J, = /
0

1

I)Montrer: Vne N, |I,—J,| < ———.
) Montrer n |1, | < 1)
2) Calculer J, pour tout n € N*.

3) En déduire un équivalent simple de 7, lorsque I’entier n tend vers I’infini.

Exemple de développement limité d’une fonction donnée indirectement

Dans le plan euclidien rapporté a un repere orthonormé (O ; i,j), on considere 1’arc
paramétré C :

x=t+ sint, y=1+ cost, te]—m;n[

a) Montrer que C est la courbe représentative d’une fonction ¢ :] —1;1[—> R de
classe C*.

b) Former le DL4(0) de .

Etude locale des zéros d’un polyndme de degré 3 dont les coefficients dépendent
d’un parametre

On note, pour toutn € N :
P, =X —(n+2)X*+@2n+ DX —1eR[X].

a) Montrer que, pour tout n € N assez grand, P, admet trois zéros, notés a,,b,,c,, tels
2n+1

que: 0<a,<1<b, <3< < Cp.
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Du mal a démarrer ?

b) Montrer successivement :

¢, lim 400,

1
Onnote f :]1—1;1[— R, x —> f(x) = +
x

ay —> 0,
noo

¢ ~n, b, ——2,
noo noo

Exemple d’étude locale d’une fonction réciproque au voisinage de +oco

1 n 1
x+2

-1 x+1

a) Montrer que f est une bijection et que f~' est de classe C* sur R.

1
b) Former un développement asymptotique de f~'(y) a la précision 0<—z> lorsque y
y

tend vers 4+o00.

Exemple d’études asymptotiques de suites définies indirectement

Onnote, pourtoutn € N*: f, : R — R, x —> f,(x) =e* +x* — nx.

a) Montrer que, pour tout n € N*, f, admet un minimum y, atteint en un point et un seul

noté x,,.

b) Déterminer des équivalents simples de x,, et 4, lorsque ’entier n tend vers I’infini.

mssse Du mal a démarrer ?

Repérer d'abord s'il s'agit d'une forme indéterminée. Pour
lever l'indétermination, on transformera I'écriture de f(x) :
« calcul élémentaire, pour a)
- utilisation d'une expression conjuguée lorsqu’intervient la dif-
férence de deux racines carrées, pour b), c)

« expression des fonctions hyperboliques directes, pour d).

Composer les développements limités usuels, en se rame-
nant au voisinage de 0 par transformation de |'écriture.

Repérer d'abord s'il s'agit d'une forme indéterminée. Pour
lever l'indétermination, on transforme I'écriture de f(x), par
composition par le logarithme lorsque I'expression proposée
contient la variable aux deux étages.

Transformer I'écriture des fonctions de facon que la
variable n'intervienne plus sur plusieurs étages, en utilisant le
logarithme et I'exponentielle.

Prendre une notation permettant de grouper les quatre
fonctions en une seule. Puisque la variable x intervient aux deux
étages, passer par le logarithme.

Notons, dans chaque exemple, S, la sommation proposée.
a) Former S,, — (2n)! et isoler le dernier terme.
b) Calculer la sommation géométrique.
¢) Amener une somme de Riemann.

14+x

1+ 2x
ne tend pas vers 0 lorsque x tend vers 0. Dériver, développer, puis
primitiver.

a) On ne peut pas composer directement les DL, car

b), ¢), d) Déterminer d'abord |'ordre auquel il faudra développer
certaines parties de I'écriture de f (x).

a) Réduire au méme dénominateur et factoriser
tanx — th’x.
b),d),f),g) Prendre le logarithme.
¢) Chercher un équivalent du numérateur et un équivalent du
dénominateur.

1
e) Se ramener a utiliser le DL(0) de u — (1 + u) 2, par factori-
sation des x*.

a) Former d'abord le DL (0) de ¢’, puis primitiver.

sin x

b) Composer les DL de x — — 1 etde¢.
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Former un développement asymptotique de cotan’s a la
précision o(1), appliquera ¢t = x,t = 2x, t = 3x, pour déduire
un développement asymptotique de f(x) a la précision o(1).

Il serait trop long de calculer formellement les f® (x)
puis de remplacer x par 1. Passer par la notion de développe-
ment limité et utiliser le théoréme de Taylor-Young.

a) Reconnaitre dans la sommation la partie réguliere d’'un
DL(0) usuel. L'exemple est assez artificiel.

b) Former un DL(0) de la dérivée, puis primitiver.

a) Montrer qu’on peut appliquer le théoréme de la bijec-
tion monotone.
b) Montrer que f‘1 est de classe C*°, d’'ou l'existence du
DL4(0) d'apres le théoreme de Taylor-Young. Pour calculer le
DL4(0) de f‘l, procéder par coefficients indéterminés, en uti-
lisantx = f~'(f(x)), de préférenceay = f(f~'(»)).

a) Remarquer que les 7, sont toutes > 0.

1
b) 2) Montrer - — nl, —— 0.
2 noo

a) Encadrer convenablement 7,,.
b) 2) Remarquer la présence simultanée des expressions x” et
x"~!, cette derniére étant presque la dérivée de x” par rapport

ax.

a) Montrer que x :t —> t + sinz est une bijection de

] — 7 ; [ sur lui-méme, puis considérer ¢ = y ox~ L.

b) Montrer que ¢ est de classe C* au voisinage de 0, d’oU, par
le théoreme de Taylor-Young, I'existence d'un DL(0) de ¢ a tout
ordre. Procéder par coefficients indéterminés.

a) Etudier les variations de P,. Calculer P,(0), P,(1), P,(3),
P, (2551) et étudier leurs signes.

b) Utiliser les relations entre coefficients et racines d'une équa-

tion, afin d’avoir des liens entre a,,,b;,c;,.

a) Etudier les variations de f.

b) Noter x = f~'(y) et t =x +1, de sorte que y = f(x),
x =—1+41t, t —> 0. Utiliser I'égalité de définition de f.

a) Etudier les variations de f,, en calculant £, et £

b) « Comparer, pour x € [0; +o00[, e et x, pour déduire ensuite

Xp —> + o0.
noo

« En utilisant la relation f;(x,) =0, qui définit x,, déduire

X, ~ Inn.
noo

« Le minimum w,, est donné par 1, = f,(x,).



= Corrigés des exercices

On note, dans chaque exemple, f(x) 1’expression pro-
posée.
a) 11 s’agit de la forme indéterminée co — co.
On transforme 1’écriture de f (x), en factorisant d’abord les dé-
nominateurs :
fO) = —— >
YT E-D6a-3) G-Dhx-3

1 1 2
T x—=3\x—-2 x-—1
1 —x+3

x—=3 (x—=2)(x—1)
1 L 1

S =
(x=2)(x—1) »—3

12 2

b) 11 s’agit d’une forme indéterminée oo — oo.

Utilisons une expression conjuguée pour transformer 1’écriture

de f(x) :
fO) =V =@ +1) -/ -1Dx+2)

G-Dx+D)—@x=DE+2)
Ve =2)x+1)+J/x—Dkx+2)

—2x
T VG =D+ D+ =D +2)
3 -2
J0-9)(+ D+ /(-D(+3)
=2 1+ f(1==)(1+2
X X
— -1
xX—> 400

. . .. 0
c) Il s’agit d’une forme indéterminée 0

Utilisons une expression conjuguée, pour transformer I’ écriture

de f(x) :
Vx4 1— x> +x+3=

Cx2+ 1) — x> +x+3)
V2P T4+ /x2+x+3

_ P=5=2

T V22 14+t x+ 3

_ x=2)(x+1)
V22 14+ Vx2+x+3

et:x2—3x+2=(x—-2)(x—1), dou:
x+1 1
— —.
(x—1)<\/2x2—|—1+x/x2+x+3> =2 2

flx) =

00
d) Il s’agit d’une forme indéterminée —.
00

Transformons I’écriture de f(x) :

£ sh(chx) e~ —e—chx 2
x) = = . .

ch (shx) 2 Gz L grs
Comme e~ et e tendent vers +o00 et que e ="~ et e~*"* ten-
dent vers 0, lorsque x tend vers +00, ona:

ech)c
f(x) ~ _ echx—shx _ ee’x 1
x—s+oo eshx x—>400

a)
f(x) = In(* +2¢" +3)

1 2
=In 1+2x+5(2x)

1
+ 2(1 +x + 5.?62) +3+ o(xz)]
=In (6 +4x 4+ 322 + o(xz))

2 1
=1In6+1In <1—|— §x+ Exz—l—o(xz))
—_—

—0
— 6+ 2xtox? 12+122+(2)
=In 3x 2x 2 3x 2x o(x
2 1 4
=1In6+ <§x + Ex2> -3 §x2 +o(x?)

2 5
=1In6+ gx + 1—8x2 + o(x?).

b) On a, pour x tendant vers 0 :

1 1
Vitor=(0+6x) =1+ 56% — g(6x)2 +o(x?)

9
=143x — Exz + o(x?),
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puis : a) 11 s’agit d’une forme indéterminée 1°°.

Ona: In(f(x)) =e*InxIn(thx).
f(x)=\/8+7 V1+6x = \/9+3x—§x2+0(x2)

Comme thx — 1, o0na:

Xx—>—+00
1
1 1 2 h
=314 -x— 222+ 0(?) In(thx) ~ thr—1=>22_1
3 2 x—>+00 chx
—
—0 X —X 2 —X
e —e —2e’
1 /1 1 . 11 , = 76)( g — 1= o x:+oo _De ¥,
=314 (zx— 2] — = x>+ o)
2\3 2 8 9 N
D’ou:
_ (1 i —x +0(x2)> In (f(x)) T e Inx(—2e )= —2Ilnx x——>+)oo —00,
etonconclut: f(x) — 0.
19 2 x—>+00
=3+ X—*x +o(x?). . . .
2 24 b) 11 s’ agit d’une forme indéterminée 1°°. On a :
2
c)Ona: In (f(x)) = ch(nx)ln ( Arctanx)
PR
In(chx) =1In <1 + 5+ E + o(x4)> D’une part :
_f—a
=4t elnx 4 e~ Inx X+ ; X
x2 +x4 1/x2 2+ o ch(lnx) = > === =5
==—+=—)—=|= o(x
2 24 2\ 2 2
D’autre part, comme — Arctanx — 1:
1 . 1 n + ( 4) x—>+o00
=—x"— —x"+o(x"),
2 12 2 2
In [ —Arctan x ~ —Arctanx — 1 =
s x—+o00 T
puis :
2 T 2 1 2
= —| Arctanx — - | = ——Arctan— ~ ——.
s 2 T X x—+00 X

fx)=ch (ln (chx)) =ch ( T L + 0(x4)>

2 12 N 2 1
dod: 1 ~ Y- Z2)=_1
e oi:  I(f@) o~ 5(-=)=-—
— 1+ LN 4 4o 2+o(x6) doncIn(f(x)) —> —l, puis: f(x) —> e T.
T 2\2 12 x—too x—>too

c) L'expression proposée ressemble a une suite géométrique
1 1
=14 —x*— —x+0x°.

3 2% dont la raison serait, en valeur absolue, proche de Z Ona:
4 1 |4 < 1
d)Puisque x —> 1 # 0, oneffectue le changement de variable | 3 51" = == 0, donc, pour n assez grand : 3 sm Ny
t=x-—1 — 0,x=14¢ Ona: On a alors, pour n assez grand :
X—>

3 4 3 4 1
f@ = +2) =1 (141 +07?) g gin| < Gremni[3on )
2 < 3,1 7
:ln(2+21+t2):ln2+ln(l+t+E) Szt~ w
——
—50 donc :
2 1 3 4 \" 7\"
:ln2+(t+%)—§t2+0(t2) ’(ZCOSH‘FgSin;) S (g) ?)0,
=In2+r40@?), t=x-1. et on conclut que la limite cherchée existe et est égale a 0.
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X xInx
1)Ona: f(x) —erlnx _ ] — e lnx _ ]
Comme xInx — 0, ona '™ — 1,
x—>0F x—>0Tt
donc e™Inx —> —oo, puis: f(x) — =1,
x—>0t —0t
X _ - Inx _
2) Ona: g(x) = e(x‘ Dlnx _ e(ex X l)lnx.
Comme xInx —> 0, onae’™ —1 ~ xlnux,
x—>0F x—0t
puis (™ —DInx ~ x(lnx)2.
x—0t

Par prépondérance classique, x(Inx)? —> 0,

x—>0F

donc (™ —1)Inx —> O, puis: g(x) — 1.
x—07t x—>0t
3)Ona: h(x)=e v =g,
Commex —1 —> —1,ona (x —1)Ilnx —>+ +o00,
0

x—>0F

puis e Dhr oo el DI ny oo,
x—>07F x—>0F

h(x) — 0.

x—>07F

et enfin :

Notons f(x) 1'une quelconque des quatre expressions
proposées. Au voisinage de 400, onashx > 0 etchx > 0,
donc f(x) existe et f(x) > 0. Notons a = 1, § = *1 afin
de grouper les quatre fonctions en une seule écriture. On a ainsi :

In (e*‘ +26e*‘ )

e' 4+ ae™"

2

In (f(x)) =

Comme 1’expression dans le logarithme tend vers +oo, on fac-

e . e*
torise, a I’intérieur du logarithme, par > :

e+ 0 e e
ln<f> = 1n<2(1+ﬁe ))

=x—In2+ In(l + Be %)
— e
—0

=x— In2+ Be > + o),

que I’on peut affaiblir en :

In (%) = x—In2+o0(e™).
D’ou: In (f(x)) = e—f—ioze(x — In2+ o(e_)‘))
= %(xex —e'In2+ 0(1)),
On obtient :
fx) = e%(xc"—e“ 1n2+o(l))

~
xX—>+00

_ e%(xeuex 1n2) (1) e%(xeue-t In2)

Ceci montre que les quatre fonctions de I’énoncé sont équiva-
lentes, lorsque x tend vers +00, a une méme fonction (indé-

pendante des signes £ notés par « et [3), et donc sont équiva-
lentes entre elles.

a) Puisque k! croit tres rapidement lorsque & croit, on
peut conjecturer que le dernier terme de la somme est essen-
tiel. On isole alors les deux derniers termes et on a, par majo-
ration d’une somme de réels, pour toutn > 2 :

0< S, — (@n— D!+ (@2n))

2n—2
= Z K< (n—2)2n —2)! < 2n — 1)
k=n+1
Puis :
2n—-2
0SS, —2n)! = < Z k!) +2n—1D!'<2@2n - 1!,
k=n+1
S, — (2n)! 2
donc: 0K (2n) < — 0.

Qn)! T 2n o

Par théoréme d’encadrement, on déduit que le terme encadré
tend vers O et finalement :

2n
Z kL~ (2n)!

k=n+1

b) On calcule la sommation géométrique :

S, = sz

2”+1 1 2n+l —1 ~ 2n+l'
21 noo

1 I & k R
c)Ona: —S, = — Z —, etonreconnait une somme
n/n ne=\n

de Riemann. Comme 1’application f:[0;1] — R,
X —> 4/x estcontinue sur le segment [0 ; 1], d’apres le théo-

réme sur les sommes de Riemann :

1< [k i i 2 51" 2
_Z/__>/f=/ﬁdx=[_x%] =z,
n&Vn o Jy 0 3 o 3

2
Sn ~ gn«/ﬁ

et on conclut :

a) L’application f est de classe C' sur

-]

1
3 5 +oo[, et, pour tout x € [ :

, 1 (1+2x)—2(1+x)
flx) = 7 >
(l+x> (1+2x)
1+
1+ 2x
B = B 1
T A4+2x)2+A+x)? 24 6x +5x2
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On en déduit le DL,(0) de f”:

1 1 1

f/(_x):— 2:——
5

2+ 6x + 5x 21+<3x+§x2)

————

—0

= _% [1 = <3x + g#) + (Bx)* + o(xz)]

1 13
= (1 —3x+ 7x2 + o(xz))

1 3 13
=3 + 7= sz +o(x?).
D’apres le cours, puisque f est de classe C' et que £’ admet

un DL,(0), fadmet alors un D L3(0) obtenu par primitivation :

1 32 135
=)=t = = 3
f&x) = f(0) 2x+22 43+0(X)
1 3 13
= % = Ex + sz = EX3 + o(x?).

b)C ) 1 1 sh’x — sin2x
omme = =

* sin2x  sh’x sin2x sh2x

etquele DL,(0) de sin2x sh’x (au dénominateur) commence
par x*, il nous faut, pour sin 2y — sh’x au numérateur, un

DL (0), afin d’obtenir un DL, (0) de f.

On a, par linéarisation :

D 1 — cos2x
sin“x = ———
2
1 2x)?  (2x)* (2x)° a
- 5[]_(]_ TR TR
1 2
=x2— §x4 + ExG + o(x%),
puis :
I 1
in2x 1 2
Suex 7= §x4 + EX6 + o(xﬁ)

1 1

2 1 2
| —gxz + EX4 +o(x*)

|
N|'_‘
/N
—_
e
|
=
~
_|_
=
IS
e
Q
PN
=
'S
N
~——

De méme, en changeant certains signes :

I N U BPRPS
shzx_xz 3 IS.X oxX").

On conclut :
2 2
f&x) = 3 +o(x?).

2 2 3
c)Ona: (cosx) — 1 =e"meosy

Comme cosx —> 1, on déduit In cosx — 0, puis
x—0

x—0
x21n cosx —> 0. Ainsi :

x—0

2
(cosx)* —1 ~ x21n cosx ~ x2(cosx — 1)
xX—>

xX—>

) x? xt
~ F == ===
x—0 2 2

D’autre part : tan’x ~ x3.

x—0

Par produit, onadonc: f(x) ~ ——.
x—0 2

D’autre part, f est impaire, donc, sous réserve d’existence, la
partie réguliere du DLg(0) de f est la méme que celle du
DL+(0).

Enfin, f admet un DL a tout ordre car, par opérations, f est de
classe C* au voisinage de 0.

7
On conclut : f(x) = —% +o(xY).

d) La fonction x — cos (x?) + ch(x®) — 2 admet un DL(0)

a tout ordre, commencant par un terme en (x®)*, car les termes

constants s’éliminent et les termes en (x>)?s’éliminent aussi.
On a donc un DL, (0) de la forme :

cos(x) +ch(x) =2 =ax?+ -+ " +o(x"),

ol « (a montrer > 0) et A sont des constantes.

Puis :

Fx) =+/cos (x3) +ch(x3) —2

=ax2 4+ Ax" + o(x?)

1

A 2
— axﬁ(] +_._+_x11712+0(xn712))
(%

— ax6(1+...+0(x)1712))

= «/&x6 +.. 4 o(x"_6).

On choisit donc n de fagon que n — 6 = 17, c’est-a-dire
n=23.



On reprend le DL(0) de cos (x*) + ch (x*) — 2, dans lequel, a
cause des DL(0) de cos et ch, les termes en (x*)® s’éliminent :

cos(xH) +ch(x}) =2 =
(1 _ %()CS)Z 4 %()63)4 _ é(x3)6 +0(x23)>
1 1 3y2 1 3\4 1 3\6 23
+ +2—!(x) +4—!(x) +a(x) +o(x*)

1
_ _XIZ +0(X23),

T2
J&x) =4/ %x'z +o(xB) = \/%XQ/I +o(x!h)
V3 6

= ?x (1 +0(x“)) = €x6 +o(x").

Notons, dans chaque exemple, f(x) 1’expression pro-
posée.

a)Ona:
1 1 tan’x — th’x
fO) = o o =
th°x  tan‘x th”x tan“x
_ (tanx — thx)(tanx + thx)
N thx tan?x ’
Et:

P s
etanx —thx = (x + 5 +0(x3)> — <x -3 +0(x3)>

=28 4ol 2
= 3x ox?) ~. 3x,
etanx +thx = (x + o(x)) + (x + o(x))
=2x + o(x) '~02x,

etan’x ~ x%, th’x ~ x%
x—0 x—0

2
Zx3 - 2x
Dou:f(x) ~

b)Ona:
| .
ln(f(x)) = x—zln(m;x)

i In [%(x — % + 0(x3)>]

x2

izln (1 —% —|—0(x2))

= 3’ etonconclut: f(x) — =

2x2 x—>0 3

0 Xx°x

X
—0
1 ( P 4o 2)) 1
x—>0 x2 6 S x—>0 6’

1
donc In (f(x)) —>0 s eton conclut: f(x) —>0 es.

¢) On va chercher des équivalents pour les deux termes de la
fraction donnant f (x). Dans la recherche d’un équivalent de
3x — 2sinx — tanx, par addition de DL(0), on constate que

les termes en x s’éliminent et que les termes en x° s’éliminent
aussi.

On forme donc des DL5(0) :

x3 XS
3x —2sinx — tanx = 3x —Z(x = + = +0(x5)>

x32x3 3
—<X+?+F+0(X ))

2 2 5 5
5

3 5 5
=55 +o(x”) o T30k

3

X P .
3x —2shx —thx =3x —2 x+§+§+o(x)

x 20 5
‘(x‘?+ﬁ+0<x )>

. 2 2\ 5 5
—< 5 15>x + o(x?)

_ 3 5 5
——Ex —I—o(x)xHO —%x.

On conclut :  f(x) —>0 1.
d)Ona:

1
In(f(x) = —In Q" 4 3° — 4%

=

—_

—ZIn (exlnz +exln3 _ e)cln4)

=

1
- ;m((l +x1n2 + 0(x))

+(1+xln3+o(x)) — (1+xln4+o(x))>

%ln(l—i—xln%—l—o(x))

—0

1, 3 3
;(x In3 +o(x)) = In3 +o(1),

3
donc In (f(x)) —, In > puis, par continuité de I’exponen-

. 3
tielle : f(x) x:)() >
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¢) On a, en mettant x* en facteur dans chaque racine carrée :

, 3\? 2\? 1\?

fx) =x <1+—> —2(1+—) +<1+—)
X X X

_ 2 Lo L 9N L

_x[<1+2 x 8 x2> 2<1+2

of 11, Lo
= _—_— ol — = == ,
4 x2 72 4

S A—> —l-

et on conclut :
—0 4

f) Puisque x —> g_ # 0, faisons le changement de variable

t:x—E — 0+,x:E+t.Ona:
4 - 4
x—>(ﬂ>
)

= tan 2x In (tan x)

In (f(x))

=t 7T+2t1 t W—H = ! 1
) B S 1 =

1
= —m(ln(l +tant) — In (1 — tanr))

1 +tant
1 —tant

_ 1
S <[tant + o(tan t)] - [ —tant + o(tan t)])

1
= ———2tant tant
tan2t( ant + o(tant)

2tant 2t
t—0 tan2t —0 2t

dou: In(f(x)) — —L puis: f(x) — e\

i T\
N ()

g) Puisque x —> 1 # 0, faisons le changement de variable
p=x=l —>10, x=1+¢.0Ona:
xX—>

. ™ . <7T+7Tt> 1 1 2
etan— =tan| - + — | = — ~ =
2 272 a0 W
2
eln(3*+4" —6")=InB-3 +4.-4—-6-6")

=1k (3 /3 4 gellnd _ 6etln6)
—In <3(1 +1In3 +0(t)> +4(1 +ilnd + o(t))

—6(1 —|—tln6+0(t))>

—In (1 +(GIn3+4In4 — 6ln6)t+o(t)) — - )

noté «

D’ou :

2 2
In (£(x) @

6) ~ ——ar=-2,
t—0 7t ™

= tan % In (3" + 4 —

2
donc : In (f(x)) —> ——, puis:
T
[ — e F = () *
F4NTE ANTR O 07\F
(%) =) =)
a) On ne peut pas composer les DL (0) directement, car
141 —>0 1.
t—>

L’ application ¢ est de classe C' surR et :
1
242t 412

1
VteR, o) = =
PO =TT

On forme le DL;(0) de ¢’ :

1 2\
'@)==(1+1t+ =
@ (1) 2<++2)
——

—0

1
Et + o(1).

:%(1—t+0(z)) :%

D’apres le Cours, ¢ admet un DL, (0) obtenu en primitivant :

1 1t 11
w(t)—so(0)+—t—55+ o(t?) = —+§t—zt+o(t).

. sin x .

b) D’abord, au voisinage de 0, —— > 0, donc f(x) existe.
X

L’énoncé sous-entend que f'admet une limite finieen O ;ona :

g
f(x) :0 Arctan 1 = 1

. . [ sinx
On va utiliser le résultat de a), en remplacant ¢ par = I,
X

Formons le DL4(0) de cette expression, en partant d’un
DLs(0) de sinx :

sinx 1 1 1 5
P x—ax +§x +o(x”)

1 1 a
1— x4+ —x*+o(x"),

6" T 120
| 3
Sin x
=1 = iyt —
X (6 +120x>
—0
_1+1 12+] 4 1 122 1+(4)
B SR DY) A o
ey L *+o(x?),
= X o\xX
12" T 1440



sin x 1 1
1) =of - L2 4 4
x ) 99( 2" T iaa0” TOW)

T 1 Lo, L4 1 1, 2+ o~
=dr=( = =% =3 || = =( = =% o(x
472 12 1440 4 12

™ L, L, 4

2 2% T 70" Tow

Formons un développement asymptotique de cotant
lorsque ¢ tend vers O :
1 1

cotant = — =

tant 1 s
e 3 +o(t7)

Y S (z2)>_]—1<1—t2+ ()
_t< 3¢ ot 377 )

————
—0
Puis :
tan?s = ~ (1 ’2+ (12)2 ! 1 2[2+ ()
cotan’t = — (1 — —+o ==(l==40
72 3 2 3
1 2
=t—2—§+(1(1).

d’ou, en remplagant ¢ successivement par x, 2x, 3x :

=L _ 2 (L 2A<1 2 o)
ro=(z - (@r-3)Maw-3)+

5 A\ 1 2
_ (Z—g)x—z+§()\—2)+0(1)~

Si\ £ > 1 >

i —, alors —
4 4

de limite finie en 0.

45
SiA=—

2 2 (45 37

Finalement f admet une limite finie en O si et seulement si

, alors

45 o 37
A= R et cette limite est alors 5

L’application f est de classe C* sur ]0;2[, donc,
d’apres le théoreme de Taylor-Young, fadmet un DL (1) a tout
ordre, en particulier a I’ordre 4, et :

4
fO =Y ak-D"+ o (x=1*),
k=0

(k) 1)
ou ap =

0 pour k € {0,...,4}.

Notons 7 = x — 1 ﬁIO,x=1+h. Ona:

_ Inx  In(1+h) 1
fO=5—=———=(n0+n);—
hZ h3 /’L4 A

—<h—7+?—7+0(/’1)>

(1+h+h2+h3+h4+o(h4))
1, 5 7
=h+-h*+Zn+—ht K.
+ S+ 2 4 Sht o)

On a donc, par unicité du DL4(1) de f, par identification avec
la formule de Taylor-Young :

FO) =0lag=0, fPM)=1la; =1, fP() =2la, =1,

) =3las =5, fP(1) =4lay = 14.

a) On reconnait en la somme proposée la partie réguliere
du DL5;(0) de In(1 + x). Ona:

20 (_1)k+1 X2 22

X
In(l+x)= x4+ — — +o(x®).
; k 21 22

20 (_1)k+1
f(x):exp(z X xk>

k=1
21

~exp (40— 4 o)
= Xp X 21 22 o\X

22l 2
=(1 +x)exp<— 2T + B —|—o(x22)>

X21 x22 -
(1+x) 1_§+Z+O(X )

7 1 1
-1 _ & L W) 2
txoort (22 21)x +o(™)
= 14x— ile _ szz +()(x22)
21 462 '
b) L’application

g ]—1L1[—R, t+—g@t)=In(1+1t)In(l —1)

est continue sur ]—1;1[, donc [I’application

2x
fix f(t)dtestdeclasseClsurI=:|—%;%[et:
') =282x) — g(x)

=2In(1+4+2x)In(l —2x) — In(1 +x)In (1 — x).
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Pour obtenir un DL;(0) de f, on forme un DL,(0) de f”:
f'@0) =2(2x + 0(0)) (= 2x + o(x))
+ (x +0(0)) (x + o(x))
= —Tx* + o(x?).

Par primitivation d’un DL(0), on en déduit que f admet un
DL5(0) et que :

3
) = £(O) + (— 7% +o(x3)) - —;f o)

a) D’apres les théoréemes généraux, f est dérivable
sur R et, pour tout x € R :

2x 2x — 1 — x?

——l: =
14 x2 14 x2

(x — 1)?
1+ x2

&)= <0,
et f' ne s’annule que pour x = 1.

Deplus: f(x) —> +oo et f(x) — —o0.

7 —>+00
Il en résulte, d’apres le théoreme de la bijection monotone, que
[ est bijective.

b) D’apres a), on peut former le tableau de variation de f :

X |- oo 0 1 + o
f(x) - = I0 =
+ o i
\
(x)
i \1112—1
| —

Puisque festdeclasse C*®sur/ =] — o0o; 1[ etque f' ne s’an-
nule en aucun point de /, fréalise une bijection de / sur
J =1In2 — 1; +oo[, et la bijection réciproque, notée f ~' en-
core, est de classe C* sur J. Il en résulte, d’apres le théoréme
de Taylor-Young, que £~ admet un D L(0) a tout ordre, en par-
ticulier 4 ’ordre 4. 1l existe donc (a,b,c,d) € R* tel que :

') =ay + by +cy’ +dy* + o(y").

Ennotantx = f~!(y), ona:
y=f@x)=In(l+x>) —x= (xz— %x4+0(x4)> —X

1
= —x+x>— §x4 +o(xh).

d’ou :
x=f(f)
=a<—x+x2— %x“) +b(—x +x°)°
te(—x + 2% + d(=0)* + o(x*)
:a<_X+x2_ %x4) +b(x* = 2x% - x%)
te(—x +3x%) + dx* + o(x*)
= —ax + (a +b)x* + (=2b — o)x*
+< - %a +b+3c+ d)x“ + o(x").

Par unicité du DL4(0) de la fonction x — x, on déduit :

—a=1, a+b=0, —-2b—c=0,

1
—Ea—|—b+3c—|—d=0.

On résout ce systeme linéaire par cascade :

b=—-a=1,

d:la—b—3c:2.
2 2

a=—1, === =2,

On conclut au DL4(0) de £~ :

9
O =—y+y =2+ 5%+ 0 0Y.

Remarquer d’abord que, pour tout n € N, [, existe car

L . ™
I’application x —— tan"x est continue sur le segment |:O ; Zj|

a)*On a, pour toutn € N :

s
T
L+ 1= / tan"x (1 4 tan’x) dx
0
_ [tan"t'x 3 1
| on+1 Q a4l
e Comme, pourtoutn € N, 7, > 0, ona:

1
n+1’

0<111<In+ln+2:

d’ou, par théoreme d’encadrement : [, ——> 0.
noo

b) 1) Soit n € N*. On a, par une intégration par parties pour

des fonctions de classe C! :

iy

T
/ cos 2x tan" x dx
0

s s
sin 2x 4 4 sin2x 1
= tan"x | — / ntan"'x dx
2 @ 0 2 cos 2x

T .
1 4 sinx 1 1
=——n tan" ' xdx = = —nl,.
2 0 COSX 2




s
4

/ cos 2x tan” x dx
0

us

Y
< / | cos 2x | tan" x dx
0

noo

< / tan"xdx = I, —— 0,
0
1
donc - —nl, —— 0, 2nl, —— 1, et on conclut :
2 noo noo

1
I, ~ —.
noo 21

a)Ona:

1 x2n 1 . 1
0, = dx < xdx = —> 0,
0 1+)Cn 0 2I’l+1 noo

donc: I, —— 0.
noo

b) 1) On a, pour tout n € N* :

1 20 _ ,2n—1 1 2n __ ,2n—1
0, — 1| = f X g </ it i '

0 1—|—x" 0 1 + x"

1 2n—1 _ .2n 1

2/ X X dx < (x2n—l —in)dx
0 14+ x» 0
B x2n 2+t !
T l2n 2n+1 0
1 1 1

2 2+l 2n@n+ 1)

2) Soitn € N*. Pour calculer J,, faisons le changement de va-
riable t = x", dt = nx""'dx :

1 2=l U1 tdr 1! 1
J, = r= | -2 2 (1—— dr
0 l+x" 0 l’ll+t n Jo 1+l
1 P
:—[t—ln(l—}—t)] =201 — n2).
n 0 n
30 1l —J,| < ! d
mavuenl):|l, — J, — donc:
v S m@n+1)
1
I, —J, = 0(—).
n
1— In2

D’autre part, d’apres 2) :  J, = .
n

1
Dou: I,—J, = 0(—) =o0(J,), donc:
n

1—1In2
I~ J, = .
noo n

a) y

-7 o T X

L’application x :] — 7; 1[—> R, t +—— x(t) =1t + sint

est dérivable et :

Vte]l—m;n[, x(t) =1+ cost > 0.

Donc x réalise une bijection de | — 7 ; 7[ sur x(] — 7; 7[) =
| —m;=wl.

1

En notant ¢ = y o x~', C est la courbe représentative de .

De plus, comme x est de classe C* et que x ne s’annule en aucun
point, d’aprés le Cours, x~! est de classe C*. Puisque y est de
classe C*°, par composition, on conclut que ¢ est de classe C*.

b) Puisque ¢ est de classe C* sur | — 7; 7[, d’apres le théo-
reme de Taylor-Young, ¢ admet un DL (0) a tout ordre. En par-
ticulier, ¢ admet un D L4(0).

Comme ¢(0) = 2 et que ¢ est paire, ce D L4(0) estde la forme :
o) =2+ax*+bx*+ o 0(x4),
X—>

ou (a,b) € R? est a calculer.

En notant y = p(x) et t €] —7; [ tel que y =1+ cost,

ona: t—> 0 et:
x—>0

2
<p(x)=y=1—|—cost=1+<1—5+z+0(14))

2 4

t t
=== — e
2+24+0( )

D’autre part :

i 7
x=t+ sint=t+<l—§+0(t4)> =2t—€+0(14).

On déduit :

px) = 2 +ax® + bx* + o(xh
£y’ 4 4
=2+a ZZ—E +bQ2t)" + o(t")

= 2 _% 4 4
=244at" + 3a+16b "4 o(t").

Par unicité du DL,(0) de y, on obtient :

da=—1 20+ 16b = ~
=72 3 DY
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On conclut :

1 1
px) =2 — gxz = @x“ +o(x*h).
a) Le polynome P, est dérivable et :
P =3X*-2(n+2)X+@2n+1)
=X-D(BX—-@n+D).

2n + 1

On a > 1 pour n > 2. Supposons donc n > 2.

On forme le tableau des variations de P, :

2n+1
X |- 1 3 + ©
: | [
P/(x) T Y S
+ o
Pn(x)/ \/
— 00
On calcule :
P,0)=-1<0, P,(1)=n—-1>0,

P,(3) = —-3n+11 <0 pourn = 4.

2n + 1
——— > 3, donc, comme P, décroit sur

2 1 2 1
|:1; n;— ],ilenrésulte: P< n;— )<O.

D’apres le théoreme de la bijection monotone par intervalles,
on en déduit que, pour toutn € N assez grand, P, admet exac-
tement trois zéros réels, notés a,,b,,c, tels que :

Pourn > 4, on a

2 1
O<a,<1l<b, <3< nt

< Cy.

X |—0 0 a, 1 b, 3 3 ¢, +

B, (x) y
/<0 <0\ /

—® <0

b) D’apres les relations entre coefficients et racines, on a :
a, +b, +c, =n+2, a,b, + a,c, + b,c, =2n +1,
a,b,c, = 1.
2n +1
3

1) Puisque ¢, > ,ona: ¢, ——> -+ 00.
noo

1 1 .
< — —— 0, on déduit
nCn Cy  noo

2) Comme : 0<a, =

a, — 0.
3)Ona:c,=n+2)—b, —a,, et0<a, <1<b, <3,
donc: ¢, =n+2+4+ O(1), etdonc: ¢, ~ n.

noo

2 1= nbn_ ntn
4)Ona: b, = i a fn¢

. Comme a, —— 0,
Cn noo

l<b, <3 et O0<a,c,=—<1,o0na:

n

2n
2n+1—a,b, —a,c, ~ 2n, etdonc b, ~ — —— 2.
noo neo  Cp noo

1 1

5)Enfin: a, = ~
byc, ne 2n

a) L’application fest de classe C*®sur | —1; 1[ et:
Vxe]l—1;1[,

11 o
G—12 G+12 a+2?

o) =—

Deplus: f(x) —>++oo et f(x) — —oo.
x——1 x—>1-

D’apres le Cours, il en résulte que f est bijective et que f
est de classe C* sur R.

b) Notons x = f~'(y) pour y € R, de sorte que y = f(x).

Dapresa): x = f '(y) — —1%.

y—>+00

Notons t =x — (—1) =x + 1 —>+0+, 7= =l 4=,

x——1
I)Ona:
1 1 1
y_f(x)_x—l+x+l+x+2
1 1 1 1
= I =arF ~ -,
-2+t t 1+1 t—ot ¢

1 1 1
donct ~ —,dout=— 4 (—), puis :
y—>+oo y y y—+o0 \ y

1 1
x=—1+t=—1—|——+0(—).
y y

1
2)Notons u =x +1— —.
y

1
D’apreés /),onau = ()(—), donc uy — 0.
y

y—>+00

1
Onat=x+4+1=—4u, dou:
y



1 1
y_f(x)_—2+t+7+1+t
1 1 1
= T e
—2+—-+4u —+u l+-+u
y y y

(—% + 0(1)) +y(d+yw)~ "+ (1+0(D)

1
=5 +o) +y(1 - yu+o(uw)

1
=5 +o)+y—yu+o(u).
On a donc, par simplification d’un y par soustraction :

1 2 2
§+0(1)=y u+o(yu),

y—+o00 2

o 2 1 1 1 (1)
dot:yu ~ —,u u=—+4ol—|.

oo 2520 T 27 T3

On conclut au développement asymptotique suivant :

+ o !
y—>+00 y2 ’

11
Ty =—14-+—
ANGD St

a) Soit n € N*,

L’application f, est de classe C? sur R et, pour tout x € R :

fi(x) =¢e" +2x —n, flx)=¢e"+2>0.

On en déduit les variations de f,, :

X — o0 Xy + o0

J(®) +

£

2 N
Pn

Il en résulte que f, admet un minimum g, atteint en un point

et un seul noté x,,. Ainsi: f(x,) =0 et y, = f,,(x,).

b)1)*Ona:f(0)=1—-n <0, donc0 < x,.

» D’apres une inégalité classique, pour tout ¢ € | — 1; 4-00[,

In(1+7)<t,onal+r<e,r<e"—1<L¢,

) . n
doncn =e" +2x, < 3e™, doue™ > 3

n
X, = In— —— + o0,
noo

et donc :

X, ——> + 00.
noo

*Ona: n=e"+2x, =e"(l+2x,e7™).

Comme x, ——> 4 00, par prépondérance classique,
noo

x,e ' —— 0, d’oun ~ e™.
Ainsi: e =n+ o(n), d’ou :
X, = In (n + o(n)) =Inn+ In (l + 0(1)) = Inn 4+ o(1),

et on conclut :

X, ~ Inn.
noo

2)Ona:

et e” 4 2x, —n =0, donc e = —2x, +n, d’ol:

My = fn(xn) =e™ +X§ — nXy

Wy, = (—2)6,,—|—n)—|—xn2 —nx, = x,(—n +x, —2) +n.

Comme x, ~ Inn, ona —n+x, —2~ —n,
puis x,(—n +x, —2) ~ —nlnn,

et on conclut :

M, ~ —nlnn.
noo
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Calculs

de primitives

B Plan M Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 133 * Calculs de primitives
Enoncés des exercices 136 ¢ Calculs d’intégrales.

Du mal a démarrer? 138 . .
Points essentiels du cours

Corrigés 139 pour la résolution des exevcices

» Liste des primitives usuelles, a savoir par coeur

* Linéarité, primitivation par parties, changement de variable dans une
primitive

°  Méthodes du cours pour calculer les primitives de certains types de
fonctions.

memms | es méthodes a retenir

Pour calculer une primitive Essayer de primitiver par parties :
%é CLACER 02 = /f(x)g(x) 653, /u’(x)v(x) dx = u(x)v(x) — / u(x)v' (x) dx.
g ou f a une primitive simple
f% et g a une dérivée simple = Exercices 9.1 a), 9.7.
% Pour calculer une primitive D’apres le Cours, il existe QO € K[X], de méme degré que P, tel que :
B du produit d’un polynome I(x) = Q(x)e™ + Cte. Chercher Q par coefficients indéterminés.
é par une exponentielle : On est alors ramené a la résolution d’un systéme linéaire en cascade.
[=%]
3 I(x) = / P(x) e™ dx, == Exercice 9.1 b).
=]
E ou P € K[X], a € K*
S
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Pour calculer une primitive
du produit d’un polynome
par un cosinus ou un sinus :

I(x) = /P(x) cos fOx dx,

Jx) = /P(x) sin Bx dx,

ou P € R[X], § € R*

Pour calculer une primitive

du produit d’un polynéme,

d’une exponentielle, et d’un cosinus
ou sinus (trois facteurs) :

I(x) = fP(x) €™ cos fx dx,

Jx) = /P(x) €™ sin Ox dx,

ou P € R[X], « € R*, § € R*

Pour calculer une primitive
d’une fraction rationnelle

Pour calculer une primitive
d’une fraction rationnelle
en cosx et sinx :

I(x) = fR(cosx, sinx) dx

Considérer 1(x) +1iJ(x) = / P(x)eiﬂx dx, Calculer cette primitive
par coefficients indéterminés (complexes), puis prendre partie réelle et
partie imaginaire.

== Exercice 9.1 b).

Passer par une écriture en nombres complexes :

I(x)+iJ(x) = / P(x) e @D dy,

calculer cette primitive par coefficients indéterminés, puis prendre
partie réelle et partie imaginaire.

== Exercice 9.5.

La méthode générale consiste a utiliser une décomposition en élé-
ments simples.

== Exercices 9.2 a), b)

On peut quelquefois faire d’abord un changement de variable qui sim-
plifiera les calculs.

== Exercice 9.2 c).

Si R est un polyndme, linéariser.
== Exercices 9.3 a), b), 9.14

Sinon, appliquer les regles de Bioche, suivantes.
On forme w(x) = R(cosx, sinx) dx. Ne pas oublier le dx dans w(x).
* Si, pour tout x, w(—x) = w(x), on peut faire le changement de
variable t = cos x.
== Exercice 9.3 ¢)

* Si, pour tout x, w(m — x) = w(x), on peut faire le changement de
variable r = sinx.
== Exercice 9.3 d)

* Si, pour tout x, w(m + x) = w(x), on peut faire le changement de
variable r = tan x.
= Exercice 9.3 f)

. . . X
* Sinon, faire le changement de variable ¢ = tan 5

== Exercice 9.8.
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Pour calculer une primitive d’une
fraction rationnelle en chx et shx :

I(x) = /R(chx,shx)dx

Pour calculer une primitive
I(x) = /f(x) dx,

un méme groupement ©(x)
apparaissant plusieurs fois
dans f(x)

Pour calculer une primitive
d’une fonction rationnelle

Jax +b
enxeten | —— :
cx+d

o= [ e {228

Pour calculer une primitive
d’une fonction rationnelle

enxeten vax?+bx+c:

I(x) = /R(x, vax? 4+ bx + ¢) dx

Les méthodes a retenir

Si R est un polynome, linéariser.

== Exercices 9.4 a), b)

Sinon, appliquer les regles de Bioche, adaptées aux fonctions hyper-
boliques, suivantes.

Considérer w(x) = R(cos x, sinx) dx, obtenu en remplacgant ch x par
cos x, et shx par sinx dans I’énoncé. Ne pas oublier le dx dans w(x).

* Si, pour tout x, w(—x) = w(x), on peut faire le changement de
variable t = chx.

== Exercice 9.4 c)

* Si, pour tout x, w(m — x) = w(x), on peut faire le changement de
variable t = shx.

* Si, pour tout x, w(m+ x) = w(x), on peut faire le changement de
variable t = th x.

. . . X ~ .
* Sinon, faire le changement de variable ¢ = th 5 ou plut6t, ce qui est
souvent plus commode, faire le changement de variable u = e*.

= Exercice 9.9.

Essayer le changement de variable t = ¢(x), surtout si ¢’(x) apparait
en facteur dans f (x).

== Exercices 9.6, 9.7.

Lors d’un changement de variable dans un calcul de primitive, ne pas
oublier de traiter le dx.

Lors d’un changement de variable dans un calcul d’intégrale, ne pas
oublier aussi de modifier les bornes.

. . nf b .
Faire le changement de variable r = ad Id’ qui permet de se rame-
cxX

ner au calcul d’une primitive d’une fonction rationnelle en 7.

W= Exercice 9.10 a).

Mettre le trindbme sous forme canonique, pour se ramener, sous le
radical, par un changement de variable affine, a ’'une des trois
formes :

14+, 1—12, 2—1.

« Pour calculer / S(¢,v1+1%)dt, faire le changement de variable

@ = Argsht, qui permet de se ramener au calcul d’une primitive
d’une fonction rationnelle en ch ¢ et sh .

== Exercices 9.10 b), 9.12
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* Pour calculer / S (t, V1—12 ) dr, faire le changement de variable

0 = Arcsint, qui permet de se ramener au calcul d’une primitive
d’une fonction rationnelle en cos @ et sin 6.

== Exercice 9.12.
e Pour calculer S (t, NI l)dt, faire le changement de variable

@ = Argch (et), ou e = sgn (¢), qui permet de se ramener au calcul
d’une primitive d’une fonction rationnelle en ch ¢ et sh .

Pour calculer une intégrale Essayer de faire un changement de variable qui échange les bornes.
avec bornes particulieres == Exercice 9.13.

=mmee Fnoncés des exercices

— Exemples de calcul de primitives par primitivation par parties,
ou par connaissance de la forme du résultat

Calculer les primitives suivantes (variable x), en indiquant I’ensemble de validité

a)/x2lnxdx, b)/xzcosxdxet/xzsinxdx, c)/(—x3+x2—2x+3)e’xdx

— Exemples de calculs de primitives de fractions rationnelles

Calculer les primitives suivantes (variable x), en indiquant I’ensemble de validité

1 X4+ —x+1 x4
a)/x(x+1)(x+2)dx )/ 22+ 1) dx C)/x10+1dx

— Exemples de calculs de primitives ou d’intégrales de fonctions rationnelles
en sinx et cosx

Calculer les primitives suivantes (variable x), en indiquant I’ensemble de validité (ques-
tions a) a e)), et I'intégrale suivante (question f)) :

sin - )C

a)}/cos x dx b)/ sin x sin 2x sin 3x dx c)/

cos’x sinx — cosx sin x
)/ dx e)/ dx f)/ —  dx.
(2 + sinx)? 4 4 sinx + cosx sinx 4+ cosx

— Exemples de calculs de primitives de fractions rationnelles en shx et chx

Calculer les primitives suivantes (variable x), en indiquant I’ensemble de validité :

1
a)/sh4xdx b)/chxch3xdx c)figdx
shx ch’x
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Enoncés des exercices

Exemple de calcul d’une primitive du produit d’un polyndme, d’une exponentiel-
le et d’une fonction circulaire directe

Calculer / xe* cosx dx.

Exemples de calculs de primitives par changements de variable

Calculer les primitives suivantes (variable x), en indiquant I’ensemble de validité :
34 Inx [ e /
dx b —dx c W X2V/x + x dx.
@ / (4 + Inx)? ) Jer +1 ) vx

Exemples de calculs de primitives par primitivation par parties et changement
de variable

Calculer les primitives suivantes (variable x), en indiquant I’ensemble de validité :

Al A
a) / rcsm\/— b) / retan x dx.

(1—x)2 x?

Exemple de calcul d’une intégrale de fraction rationnelle en sinx et cos x
. o

Calculer I'intégrale I = / —.

o 3+ cosx

Exemple de calcul de primitive de fraction rationnelle en sh x et ch x

Calculer la primitive / 3 dx, en indiquant I’ensemble de validité

1
+chx

. oge . . . . n, ax + b
Exemples de primitives de fonctions faisant intervenir xrd
\ cx

ou vax? +bx +c

Calculer les primitives suivantes (variable x), en indiquant I’ensemble de validité
1 /1—x x—1 dx
a) [ =/ ——dx b)/idx c)/4.
/ xV1+x oo x24+2x+3

Exemples de primitive de fonction faisant intervenir /ax? + bx + ¢

Calculer la primitive / en indiquant I’ensemble de validité.

dx
x/x2+x+1
Exemple de calcul de primitive par changements de variable

1
V1= x24+ 1+ x2

Calculer la primitive / dx, en indiquant I’ensemble de validité.
Exemple de calculs d’intégrales avec bornes particulieres

Calculer :
“ Arct

a)I:/ ANY 4y, ael; +oof fixé
1 X

T

b)1=/4 In (1 + tanx) dx, puisJ:/
0

lln(l-i—x)dx K:/l Arctanxd)C
o 1+x? 0

1+x
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Calculer, pour tout (n,p) € N*: I, , = /

messse Du mal a démarrer ?

a) Primitiver par parties pour faire disparaitre le logarith-
me.

b) Grouper les deux intégrales pour faire intervenir e'.
¢) On connait, d'aprés le Cours, la forme du résultat.
a), b) Décomposer en éléments simples.

c) Effectuer le changement de variable t = x>, puisque I'expres-
sion sous l'intégrale contient (x°)? et x* dx.

a), b) Linéariser.

¢) Les regles de Bioche indiquent le changement de variable
I = cosx.

d) Les regles de Bioche indiquent le changement de variable

t = sinx.

e) Remarquer que le numérateur est presque la dérivée du
dénominateur.

f) Les régles de Bioche indiquent le changement de variable

t =tanx.
a), b) Linéariser.

¢) Les regles de Bioche, adaptées aux fonctions hyperboliques,
indiquent le changement de variable # = chx.

Faire intervenir une exponentielle complexe. Ensuite, faire
une primitivation par parties.

a) Effectuer le changement de variable ¢ = Inx, puis
reconnaitre une dérivée.

b) Effectuer le changement de variable r = +/e* + 1.

c) Effectuer le changement de variable t = /x, puis le change-
ment de variable u = 13 + 1.

a) Primitiver par parties pour faire disparaitre Arcsin /x,
puis utiliser le changement de variable = /x.

Exemple de calcul d’une intégrale avec bornes particulieres

™

2
cos ¥x cos 2px dx.
0

b) Primitiver par parties pour faire disparaitre Arctan, puis utili-
ser le changement de variable 7 = x2.

Les regles de Bioche indiquent le changement de variable

t =t a
=tan —.
2

Les régles de Bioche, adaptées aux fonctions hyperbo-

liques, indiquent de faire le changement de variable ¢ = th %

ou bien le changement de variable u = e*, ce dernier étant en
général plus simple a mettre en oeuvre.

1—x
1+x
b) Effectuer le changement de variable + = Argsh x, de sorte

a) Effectuer le changement de variable t =

que x = sht.

¢) Mettre le trinéme sous forme canonique, puis utiliser un chan-
gement de variable.

1
Commencer par le changement de variable y = —, puis
X

mettre un trindme sous forme canonique pour effectuer un
deuxiéeme changement de variable.

Utiliser une expression conjuguée pour séparer en deux
primitives, puis effectuer deux changements de variable diffé-
rents, un dans chaque primitive.

a) Effectuer un changement de variable qui échange les

1
bornes:y = —.
X

b) Effectuer un changement de variable qui échange les
b4
bornes: = 1" Pour calculer J, faire le changement de

variable r = tan x. Pour calculer K, intégrer par parties.

Linéariser cos*’x et calculer les intégrales

L

/ cos 2px cos 2gx dx, pour (p,q) € N2.
0



= Corrigés des exercices

a) La fonction f : x —> x%Inx a pour ensemble de
définition D =]0; +oo[ et f est continue sur D, donc

I(x) = / f(x) dx est défini pour tout x € D.

On a, par une primitivation par parties, pour des fonctions de
classe C!:

P
u(x) =

{ u'(x) = x?

v(x) = Inx i) =

’

3
1
X

» X3 X1
I(x)= [ x*Inxdx=—Inx — | — - —dx
3 3 x

J 1 1 1
%lnx—gfxzdx=§x31nx—§x3+C,

ou C est une constante.

On peut d’ailleurs contrdler ce résultat par dérivation.

b) Les fonctions f : x —> x?cosx et g : x —> x>sinx ont
pour ensemble de définition D = R et sont continues sur D,

donc 7 (x) =/f(x)dx et J(x) = /g(x) dx sont définis

pour tout x € D.

On a, en faisant intervenir I’exponentielle complexe :
I(x)+iJ(x) = /xz e dx.

D’apres le Cours, on connait la forme de cette primitive : il existe
(a,b,c) € C3 tel que :

/xz e” dx = (ax? + bx +¢) eV,
On a alors, par dérivation, pour tout x € D :
2 Jix d 2 ix
FE = —((ax +bx+c)e )
dx
= (ax® + bx + c)ie™ + 2ax + b) e'*
= (iax2 + (ib + 2a)x + (ic + b)) elr.

Il suffitdoncque: ia =1, ib+2a=0, ic+b=0.

On résout ce systeme en cascade, et on obtient :

1 2 b
i b=—=L_—9o =23
1 1 1

el f xle dx = (—ix? + 2x + 2i) €™ + C,
ou C est une constante (complexe).

On peut d’ailleurs controler ce résultat par dérivation.

On développe de fagon a pouvoir ensuite séparer la partie réelle
et la partie imaginaire :

I(x) +iJ(x) = (—ix* 4 2x + 2i)(cos x +isinx) + C
= (x?sinx 4 2x cosx — 2sinx)

+i(—x?cosx + 2x sinx + 2cosx) + C,
et on conclut :
I(x) = x?sinx + 2x cosx — 2sinx + C,
{ J(x) = —x?cosx + 2x sinx + 2cosx + C»,
ou Cy, C, sont des constantes (réelles).
On peut d’ailleurs contrdler ce résultat par dérivation.

c) La fonction f : x —> (—x3 4+ x% — 2x + 3)e™ a pour en-
semble de définition D = R et est continue sur D, donc

1(x) = / f(x)dx existe pour tout x € D.

On connait la forme du résultat : il existe (a,b,c,d) € R* tel
que, pour tout x € D :

I(x) = (ax® +bx>+cx +d)e™ +C,
ou C est une constante (réelle).
On a, en dérivant, pour tout x € R :
I'(x) = Gax* +2bx +c)e™ — (ax> + bx> + cx +d)e™
=(—ax’+ Ba—b)x>*+ Qb —c)x + (c —d)) e
11 suffit donc de trouver (a,b,c,d) solution du systeme :
—a = -1, 3a—b=1, 2b —c= -2, c—d=3.

On résout ce systeme en cascade, et on obtient :

a=1, b=3a—-1=2, c=2b+2=6, d=c—-3=3.
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On conclut : I(x) =] (x3 + 2X2 + 6x + 3) e* C,
ou C est une constante (réelle).

On peut d’ailleurs contrdler ce résultat par dérivation.

1
x(x+Dx+2)
semble de définition D = R — {—2, —1, 0} et f est continue

a) La fonction f : x —> a pour en-

sur D, donc I (x) = / f(x)dx est défini pour tout x € D.

On effectue une décomposition en éléments simples :

1 _a+ b o G
XX+DX+2) X X+1 X+2°

ol (a,b,c) € R? est a calculer.

On multiplie par X puis on remplace X par 0, et on obtient :
1

a=—.

2
On multiplie par X 4 1 puis on remplace X par —1, et on ob-
tient: b = —1.
On multiplie par X 4 2 puis on remplace X par —2, et on ob-
tient: ¢ = —.

2

On a donc :

1 11 1
XX+ DX+2) 2X X+1 +

1

X+2°

N~

ce que I’on peut d’ailleurs contrdler par réduction au méme
dénominateur dans le second membre.

On a donc :
10 /‘ 11 1 +1 1 d
X) = = = = = _— x
2x x+1 2x+2
1 (1 1 1 1
=5 [0 [ mqe+s [ e
2) x x+1 2) x+2
1 1
:§1n|x|—ln|x+1|+§1n|x+2|+C(x),
ou C:D —> R est une application constante sur chaque

intervalle de D, c’est-a-dire :
C:D=R—-{-2,-1,0} — R,

C, si x < =2

C, si —2<x<—1
xH— Cx) =

C; si —1l<x<0

Cy si 0<x,

ol (Cy, Cy, C3, Cy) € R,

On peut aussi écrire : I (x) = In M + C(x)
P ’ R TR '

X 4+x—x+1
x2(x2+ 1)
définition D =R* et est continue sur D, donc

b)Lafonctionf : x —> apour ensemble de

I(x) = / f(x) dx est défini pour tout x € D.

On effectue une décomposition en éléments simples :

cX+d

X+X-X+1 a b
X241’

E —
+atx

XX2+1) X2 +

ot E € R[X], (a,b,c,d) € R* sont a calculer.

On calcule E comme quotient de la division euclidienne de
X5+ X3 — X + 1 par X>(X? + 1), et on obtient : £ = X.

On multiplie par X? puis on remplace X par 0, et on obtient :
a=1.

On multiplie par X> + 1 puis on remplace X par i, et
P+id—i+1

on obtient: ci+d= 5 =—1+1i, d’ou
i

c=1,d=-1.

On calcule enfin d en remplagant X par 1, par exemple :

l=14+1+b, doub=—1.

Ainsi :
X+ X -X+1 11 X-1
————— X =
X2(X2+1) X2 X X241

On peut d’ailleurs controler ce résultat par réduction au méme
dénominateur dans le second membre.

D’ou :
1 1 X 1
1 = _— = = — dx
) /<x+x2 x+x2+1 x2—|—1)
x* 1 1 2
=————In|x|+ zIn(x"+ 1) — Arctanx + C(x),
2 X 2

ou C estune application constante sur chaque intervalle de R*,
c’est-a-dire :

C:.R*— R,

o si x <0
x— C(x) = (C1,Cy) € R2.

C, si x>0

4

¢) La fonction f : x +— 1 a pour ensemble de défini-

X
x10 +
tion R et est continue sur R, donc I (x) = / f(x)dx est dé-

fini pour tout x € R.



On a, par le changement de variable t = x :
= fl2i L f
x04+1 5/ 241
1 1 5
= gArctant +C = gArctan x7)+C,

ou C est une constante.

a) La fonction f : x —> cos*x a pour ensemble de
définition R et est continue sur R, donc / (x) = / f(x)dx est

défini pour tout x € R.

Linéarisons :

1+ cos2x)?
2

cos*x = (cos?x)? = <
1 2
= 4_1(1 + 2cos2x + cos “2x)

1 1 1
=7 + Ecos2x+ §(1 + cos4x)

3 1 1
= 3 + ZCOSZX+ gcos4x.

D’ou:

3 1 1
/cos4xdx:/<§+Zcos2x+gcos4x>dx
3

1 1
= gx + 3 sin2x + 2 sindx + C,

ou C est une constante.

b) La fonction f : x —— sinx sin 2x sin3x a pour ensemble
de définition R et est continue sur R, donc / (x) = / f(x)dx
est défini pour tout x € R.

Linéarisons :

sin x sin 2x sin 3x = sin 2x( sin x sin 3x)

1
sin2x<§(0052x — cos4x)>
1 . 1 .
= — sin2x cos 2x — = sin2x cos 4x
2 2
| 1 . .
= —sin4x — —(sin6x — sin2x)
4 4
o 2 —I—1 in4 . 6
= —sin2x + - sin4x — — sin 6x.
4 4 4
D’ou:
1(x) = L 2 —1—1 in4 L 6x ) dx
Xx) = 4smx 4smx 4smx
2 ! 4x + ! 6x +C
= ——c0s2x — — cos4x + — cos b6x ,
8 16 24

ou C est une constante.

sin3x

c¢)Lafonctionf : x —> ——— apour ensemble de définition
s8x

™
D=R—(§+7rZ> et est continue sur D, donc

I1(x) = / f(x)dx est défini pour tout x € D.

sin?3
Ennotant w(x) = f(x)dx =
®

—= dr, onaw(—x) = w(),

donc, d’apres les regles de Bioche, on peut effectuer le chan-
gement de variable # = cosx :

sin 2x
1(x) = -
COS °Xx
l=¢2
= —/ 3 dt = /(—1‘8 +17%dr

t—7 =5

t
=7—?+C1(f)=

sin x dx

C(x),

Tcos’x  5cosdx

ou C : D —> R est une application constante sur chaque in-
tervalle de D, c’est-a-dire

C(x)=cnsixe]—f+mr;f+mr[, nez C, cR.

2 2
d) La fonction f e il
a Tonction X —> ———  a pour ensembole de
C+sinxp P

définition R et est continue sur R, donc 7 (x) = / f(x)dx est

défini pour tout x € R.

En notant w(x) = f(x)d cos x

n notan = = ——dx,
i P E 2T sinx)?

ona w(m—x)=w(x), donc, d apres les regles de Bioche,

on peut effectuer le changement de variable r = sinx :
cos 2x 1—1¢2

Ix)= [ —————cosxdx = | ——dt.

(2 + sinx)? 2+1)?

Effectuons ensuite le changement de variable u =2 + ¢,
t=u—2:

1—(u—2)? —u?+4u—3
,(x):/#du:fﬂédu
u

u2

4 3 3
= —l+—— 5 )du=—u+4Injul+=+C
u u u

3
=—Q+D+4n2+t|+——+C
@40 +4I2+1]+ 5 +Cy

3

= —sinx +4In(2+ sinx) + ——— +
2 + sinx

ou C est une constante.
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sinx — cosx

e) Lafonction f : x —> a pour ensemble

4 + sinx + cosx
de définition R, et est continue sur R, donc 7 (x) = / f(x)dx

est défini pour tout x € R.

On remarque que le numérateur est I’opposé de la dérivée du
dénominateur, donc :

sinx — cos
/#dx = —In(4+ sinx + cosx) + C,
4+ sinx + cosx

ou C est une constante.

. sin x .

L application f : x —> ——————— est continue sur le
pp

sinx 4+ cosx

™ 9
segment |:0; Z], car le dénominateur est alors > 0, donc

T
I=/4 f(x) dx existe.
0

Premiere méthode : utilisation des régles de Bioche :

sin x
En notant w(x) = dx, on a w(m+ x) = w(x),

sinx + cosx
donc, d’apres les regles de Bioche, on peut effectuer le chan-

. dr
gement de variable r = tanx, x = Arctant, dx = s :
x . T
4 sin x 4 tan x
= — dx = ——dx
o Sinx 4+ cosx o tanx +1

1
t
- [ e
o E+D(E2+1)
On effectue une décomposition en éléments simples :

X _a
X+DX2+1) X+1

+bX+c
X241’

ou (a,b,c) € R? est a calculer.

On multiplie par X 4 1 puis on remplace X par —1, et on ob-

tient !
ient: a =——.
2

On multiplie par X*> + 1 puis on remplace X par i, d’ol :

bit i 1+i

1 C = = 9

Tir1T 2
1 1

doncb=—,c=—.
2 2

.. X 1 1 1 X+1

Ainsi: ———MM = —— ——— 4 ————

X+DHX2+1) 2X+1  2X2+1

ce que I’on peut contrdler par réduction au méme dénomina-
teur dans le second membre.

D’ou :
I 1 t+1
1:_/ S
2 /o t+1 241

1 1
5[— In(t+1)+ E1n(z2+ 1)+Arctant]

1

0
m—2In2

om2t tme+ D) =" o
= = — In — n = == — =|lll4 =
8 4 8

2 2 4
Seconde méthode : utilisation d’une autre intégrale associée
al:

T
4 COs X

Considérons J = —_—
o SInx 4+ cosx

Ona:
T sinx + z
Sinx + CosXx ™
I—I—J:/ .7dx=/ dx = —
o SInx + cosx 0
et:
s
Y

i g

4 cosx — sinx .

J—1= —_— dx=[1n|smx+ cosxl]
o SInx + cosx 0

:1nﬁ=11n2.
2
On déduit :
1=1((1+J)—(J—1))=l(f—llnz)
2 2\4 2
_7T—21n2
e

a) La fonction f : x — sh*x admet pour ensemble de
définition R et est continue sur R, donc 7 (x) = / f(x)dx est

défini pour tout x € R.

Linéarisons :
h2x — 1\?
sh*x = (sh’x)? = (L)
2
1. 5
=Z(ch 2x —2ch2x + 1)
1ch4 1 1 1
:*ﬁ—*chzx-}-*
4 2 2 4
_ ! h 4 ! h?2 —|—3
—80 5% 20 X 3
d’ou :

1 1 3
1(x) :/sh4xdx = / <§ch4x — icth—i— §> dx

1 1 3x
= §Sh4x = ZShZX =+ g “r‘C,

ou C est une constante.



b) La fonction f : x —— chx ch3x a pour ensemble de défi-
nition R et est continue sur R, donc /7 (x) = / f(x)dx est

défini pour tout x € R.

Linéarisons. A cet effet, rappelons d’abord la formule analogue
en trigonométrie circulaire :

1
cosacosh = E(COS (a+Db)+ cos(a—b)).

On remplace cos par ch et sin parish :

1
chachb = E(ch(a + b) +ch(a — b)).

|
I(x)= /chxch3xdx = E/(ch4x + ch2x) dx

1 1
gsh4x + Zsh2x + C,

ou C est une constante.

¢) La fonction f : x —

admet pour ensemble de
shxc

hx
définition R* et est continue sur R*, donc I (x) = / f(x)dx

est défini pour tout x € R*.

En notant w(x) = dx, onaw(—x) = w(x), donc,

sinx cos3x
d’apres les regles de Bioche adaptées aux fonctions hyperbo-
liques, on peut effectuer le changement de variable r = chx :

1
1 = —dx =
) / shx ch®x / sh2x ch’x ch* / = 1)ﬂ

On effectue ensuite le changement de variable u = > :

o e 1 du
(x)_/(zz—l)t4_2/(u—l)u2'

On effectue une décomposition en éléments simples :

1 _a +b+
X-DX*2 X-1 x2 X

oil (a,b,c) € R? est a calculer.
On multiplie par X — 1 puis on remplace X par 1, et on
obtient : a = 1.
On multiplie par X? puis on remplace X par 0, et on obtient :
b=—1.
On multiplie par X puis on fait tendre X vers I’infini, et on ob-
tient: a +c¢ =0, doncc = —a = —1.

1 1 1 1

Ainsi : = - —
X-1HX2 X-1 X2 X

ce que 1’on peut contrdler par réduction au méme dénomina-
teur dans le second membre.

1
(ln\u— 1|+— - ln|u|) + Ci(n)
1
<ln\t — 1| — In|?| + )+C2(t)

1 1
= —( In|ch®x — 1| — In (ch® — ) +cC
2< n |ch™x | n(ch“x) + ch2x> + C(x)

= In|thx|
ou C : R* — R est constante sur chaque intervalle de R*,
c’est-a-dire :
C:R* — R,
C si x <0
x— C(x) = (C1,C,) e R2.
C, si x>0

Lafonction f : x — xe"* cos x a pour ensemble de dé-
finition R et est continue sur R, donc 7/ (x) = / f(x)dx est

défini pour tout x € R.

Une primitivation par parties ne semble pas commode, car f (x)
est le produit de trois facteurs.

Considérons aussi J(x) = /xex sinx dx et passons par

I’exponentielle complexe :

I(x)+iJ(x) = /xe‘*(cosx +isinx)dx = /xe"e“ dx

:/xe('+i)" dx.

On peut maintenant faire une primitivation par parties, pour des

applications de classe C'! (ou utiliser la méthode des coefficients
indéterminés) :

{ ux) =x W) =1
. e(l+i)x
V' (x) = e+Dx v(x) = T
e(I+x e(I+)x
I(x)—l—l](x)—xl_l_1 / I_de
e+ RCESIR:

= C,
T Taxe T

ou C est une constante (complexe).
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Ona:

1—i . 1 —1)2 .
I(x)+i](x)=x 5 1e(l+1)x_( 41) e(1+1)x+c

i
%(1 —i)e*(cosx +isinx) + Ee"(cosx +isinx) + C
X . .
= Ee" (( cosx + sinx) + i(sinx — cosx))
1 . .
—|—§ex(— sinx +icosx) + C.
En séparant partie réelle et partie imaginaire, on conclut :
x . ..
I1(x) = Ee"(cosx + sinx) — Ee" sinx + C
X . 1
J(x) = Ee)‘(smx — cosx) + Eex cosx + Cs,

ou Ci,C; sont des constantes (réelles).

On peut contrdler ces deux résultats par dérivation.

3+ 1In
a) La fonction f : x —> +onx > @ pour ensemble

4+ Inx)
de définition D =10 ; +oo[—{e™*} =]0;e*[Ule™*; +o0o[ et

est continue sur D, donc I (x) = / f(x) dx est défini pour tout

x € D.
On effectue le changement de variable t = Inx, x = ¢/,
Ji
dx =e'dt: I(x) = * e
4 +1)?

On remarque que :

d/ e \ (1 L WG L
dt\d+t) \d4+t @+02) @+

t

Onadonc: I(x) = +Ci(t) =

C(x),
411 Zrmmx ™

ou C : D —> R est une application constante sur tout inter-
valle de D, c’est-a-dire :

C, si xe€]0;e
C:D—R, x> Ckx) =

C, si xele;+ool.
2x

Jer +1

tion R et est continue sur R, donc /(x) = / f(x)dx est

b) La fonction f : x +— a pour ensemble de défini-

défini pour tout x € R.
On effectue le changement de variable t = +/e* + 1,

2t
=21, x=In@*=1), dv = ——dr:
® X n( ) o

[ @=1* 2u _ .
I(X)—/‘ftz_ldt—z-/(l—l)dt

—2t3t +c—2mﬂ 3)+C
3 3

2
= g(ex —2)ve‘+l+C,

ou C est une constante.

c) Lafonction f : x —> /x2/x 4+ x a pour ensemble de dé-
finition D = [0; 4+oco[ et est continue sur D, donc

I(x) = [ f(x) dx est défini pour tout x € D.

Effectuons, pour x €]0; +oo[, le changement de variable
t =%, x=1t>dx =2¢dt:

I(x):/\/15+122td1:2/t2\/t3+1dt.

Effectuons ensuite le changement de variable u =3 + 1,
3t2dt =du :

2 4 ; 4 3
I(X)zgf\/;d“=§u%+c=§(t3+l)%+c

:%(x%+1)%+c,

ou C est une constante.

Ce résultat est encore valable pour x = 0, par continuité de /
en 0.

Arcsin y/x
3

(I —x)2
définition D =[0;1[ et est continue sur D, donc

La fonction f : x a pour ensemble de

I(x) = / f(x) dx est défini pour tout x € D.

Effectuons une primitivation par parties pour faire disparaitre
Arcsin/x :

u(x) = Arcsin \/x

V) = ——— = (1—x)
(1—x)3
) = e e
YT A T
_1 2
v(x) =2(1 —x)"2 =
1—x

1(x) = 2 A in /x / Ly
X—\/I—Tx ICSIN A/ X — mx.
[ —

notée J(x)



On a, par le changement de variable y = /x, x = y2,
dx =2ydy:

1 1
J(x):f72ydy:2/ dy
yd=y? 1—y2

1+y 1+ /%
=In|—|+C, =1 + Cy,
n‘l—y‘ TR T s
ou C, est constante.
On conclut :
2 Arcsi 1
160 = resin/x in +J/x ‘c
V1T —x 1—Jx

ou C est une constante sur [0; 1[.

Arctan x
2

b) La fonction f : x +—> a pour ensemble de défi-

nition D = R* etest continue sur D, donc / (x) = / f(x)dx

est défini pour tout x € D.

Effectuons une primitivation par parties pour faire disparaitre
Arctan x :

u(x) = Arctan x u'(x) =

1+ x2

R v(x)z—%

10 Arctan x +/ 1 d
x) = — .
X x(1+x2)

—_———

notée J (x)

On a, par le changement de variable y = x :

_f_ x& _1f dy
”x)‘/x2<1+x2) _2/y<1+y)
1 1 1
=3/ G-m5)
1
= 5(Inlyl = In|1+y) + C:(»)
= %(ln(xz) — In(1+x%))+ Cx),

et on conclut :

Arctan
I(x) = — al

1
+ In|x| — E1n(1 +x3) 4+ Ckx),

ou C estune application constante sur chaque intervalle de D,
c’est-a-dire :

C si x <0
C.:R*"—R, x+——>Ckx)=

C, si x>0.

L’application f : x —> est continue sur le

3+ cosx

segment [O; g] donc [ existe.

1
3+ cosx
w(—x) =w(x), ni wr—x)=wx), ni wT+x)=w).
Les regles de Bioche nous indiquent donc de faire le change-

En notant w(x) = dx, on n’a pas, pour tout x,

. X 2dt
ment de variable ¢ = tan —, x = 2 Arctant, dx = :
2 142
2dt
s 1 = 1

I—/Z dx _/ 1+122 _/ 2dt

B 3 B 1—¢2 J, 44212
0 + cosx 0 34 o 4+

1412

V2

b dr 1! 1
— _— = = - dt
0 2-‘1—[2 2 0 t 2
1+

1 1
= — Arctan —.

= %[ﬁArctan L]l 7 7

V2o

La fonction f : x —> a pour ensemble de dé-

34 chx
finition R et est continue sur R, donc 7/ (x) = / f(x)dx est

défini pour tout x € R.

dr
On a, par le changement de variable r = ¢*, x = Int, dx = " :

1 dt 2

0= —i=f =

L 64+t+— |t
R 2 (+ +f>

2
:/7&
2 +61+1

Le trindme >+ 6 + 1 est de discriminant A =36 — 4 =
32 >0, donc ce trindOme admet deux zéros réels

—6— /32
t| = f :_3_2\/5, 1) :—3+2\/§
Par décomposition en éléments simples dans R(X), il existe

(a,b) € R?* tel que :

2 . 2 _a o b
X2+6X+1 X-t)X-1) X—-t X-—-t

On multiplie par X —#; puis on remplace X par 7, et on

2 2 V2

obtient: a = - =,
nh—n —42 4
2
De méme : b:%_
. 2 V2 o1 V2 o1
Ainsi : 4+ = ,
X2 +6X+1 4 X—t, 4 X—1
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ce que I’on peut contrdler par réduction au méme dénomina-
teur dans le second membre.

D’ou :

2 1 2 1
£ dt+£/ dr
4 =1 4 t—10

2

V2
=——1Inl|t —1t¢ — In|t — ¢ C
1 n| 1+ 1 n| 2| +

le e*+3-22

n
4 e 43422

ou C est une constante.

I(x) = —

—x
a)Lafonctionf : x —> — a pour ensemble de
définition D =] — 1;0[U]0; 1] et est continue sur D, donc

I(x) = /f(x) dx est défini pour tout x € D.

1—
Effectuons le changement de variable ¢t = 1+x’
x
At+0rf=1-x,1+Mx=1-1r,
12 4 i
T2 T (14122

) = H—t2 - —4¢? i
& _/ —' (1+t2>2 /(1—r2)<1+z2)

—2 2
=[(——+—)d
/<l—t2+1+12>

= —2 Argsht + 2 Arctant + C,(¢)

2 Argsh |~ 42 Arctan .|~ 4 C(x)
= —2Argsh,/ —— rctan,, | —— ,
g 1+x 1+x &

ou C est constante sur chaque intervalle de D, c’est-a-dire :
C:1—1;0[U]0;1[— R,

C, si —1<x<0
x+— C(x) =
C, si 0<x <.

VxZ+1

tion R et est continue sur R, donc 7(x) = / f(x)dx est

b)Lafonctionf : x —> a pour ensemble de défini-

défini pour tout x € R.

Effectuons le changement de variable + = Argshx, x = sht,
dx =chrdr:

shr — 1
I —
x) / cht

=cht —t+C =+x>+1—Argshx + C,

chrdr = /(sht —1)dt

ou C est une constante.

c)Lafonctionf : x —> admet pour ensemble

1
VxZ+2x+3
de définition R et est continue sur R, donc 7 (x) = / f(x)dx

est défini pour tout x € R.

On a, par mise sous forme canonique :

x+1 2
x2+2x—|—3=(x+1)2+2=2(1+< ))
NG
x+1

On effectue donc le changement de variable 1 = ——,
x:t«/ﬁ—l,dx:ﬁdt:

V2 dt
V2 + 1)
x+1

V2

ou C est une constante.

I(x) = = Argshr + C

_/ dr
) V1t

€,

= Argsh

La fonction f : x +——> admet pour en-

1
xv/x24+x+1

semble de définition D = R* et est continue sur D, donc

I(x) = / f(x) dx est défini pour tout x € D.

1
X =,

><|»—-

Effectuons d’abord le changement de variable y =

dy'
¥

el 8
11 y? T+y+)?

ou e = sgn (y) = sgn (x).
On met ensuite le trindme sous forme canonique :

+y+1= +12+3—31+ y+1)°
yYHy+l=(ry+; =1 75 )|

2y +1

3

et on effectue le changement de variable r =

V3

o= e [ e [
3 V1412
20+2

2y +1
V3

= —e Argsht 4 C,(t) = —¢ Argsh

+ Ca(y)

= —sArgsh + C(x),

xf

ol e = sgnx est le signe de x, et C : R* — R est constante
sur chaque intervalle de RR*.



1
V1 —x24+ 1+ %2

semble de définition D = [—1; 1] etest continue sur [—1 ; 1],

La fonction f : x +——>

a pour en-

donc I (x) = / f(x)dx est défini pour tout x € D.
Utilisons une expression conjuguée, en supposant de plus
x #0:

V1 —x%2 =1+ x?

I(x) = dx
A= — 0+
1 V1 —x? 1 V1 2
= /der— /idx.
2 72 2 52

notée J (x) notée K (x)

 Pour calculer J(x), on utilise le changement de variable
t = Arcsinx, x = sint,dx = costdt :

2
cost cos “t
J(x) = - costdr = dr
sin 2t

sin 2t
1
:/( = —1>dt:—cotant—t+C1(t)
sin 2t

M= 2
L — Arcsinx + C(x),
X

ou C est constante sur chaque intervalle de [—1; 1] — {0}.

e Pour calculer K (x), on utilise le changement de variable
u = Argshx,x =shu,dx =chudu :

chu ch’u
K(x)=| ——chudu= | ——d
() / sh’u e / sh’u !

1
:/<_2 + 1>du = —cothu +u + D (u)
sh“u

V1 4+ x2

= ——— + Argshx + D(x),
X

ou D est constante sur chaque intervalle de [—1; 1] — {0}.

On a donc :
1 V1 —x?
I(x) = ——<— Yoo —Arcsinx)
2 X
1 V1 2
+5<— vite —|—Argshx> +E®)
X

1 1
= 2_<\/1 —x2— /1 +x2)+§Arcsinx
X

1
—|—§ Argshx + E(x)

1
+ — Arcsin
> X

X

T I+t
1

+§ Argshx + E(x),

ou E est, a priori, constante sur [—1 ; O[ et constante sur |0 ; 1].
Comme la fonction qui est dans le dernier membre

(sans E(x)) est continue sur [—1; 1], I’égalité est aussi vraie
pour x = 0, et on conclut :

I(x)

1 1
+ 3 Arcsinx + 3 Argshx + E,

x
T2+ /T+x2

ou E est une constante.

Arctan x

a) Lapplication f : x —> est continue sur le

1
segment |:— ; a], donc [/ existe.
a

Effectuons un changement de variable qui échange les bornes,

1
1 Arctan — ds aq 1
= — L === —Arctan — dz.
a l t2 1t t

t

d’ou, par addition :

a ‘l 1 a
21:/ —(Arctanx+Arctan —) dx:/ 1dx
1x X 1 2x

1
= z[lnx]"I =T Ina—In- ) =xlna.
2 7 2 a

On conclut : I = glna.
b) 1) Lapplication f : x — In (1 + tanx) est continue sur

le segment [0; Z]’ donc [ existe.

Effectuons un changement de variable qui échange les bornes,

™
=By B== =03

4 4

0 ™
1=/ In (1+tan (Z—t))(—dz)
%
5 1 —tant 7 2
=/ In 1_’_7% dl=/4ln — ) dr
0 1+ tant 0 1+ tant

s

T T
=/ (In2— In(1 +tanr))dr = Z1nz—1.
0

.. s T
Ainsi, 2] = —In2, eton conclut : I = 3 In2.
2) Par le changement de variable (dans /) u = tanx,

x = Arctanu, dx = on obtient :

u
1+ u?’

I /11(1+)d” 7, et s = L
= n u)——— = J, eton conclut : = —1nZz.
0 l+u2 8
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3) Par une intégration par parties, pour des fonctions de
classe C!:

1
1
K:/ Arctan x
0 1 +x

1 1 1
= [Arctanxln(l —}—)c)]0 —/ [ In (1 4+ x)dx
0

dx

=Tm2—7="m2
1 8

2n

Linéarisons cos “"x, en utilisant les nombres complexes :

1 ‘ ) 2n
cos 'y = <§(e”c + e’”‘))

1

2n
Z 2”) ix\k (o—ixy2n—k
— - (e)() (e 1X) n
z k=0<k

( ) 2(k n)ix
22n

2n

n

= 2 (o)
zi (( )2l
(o4

(2))
H() B (e
- ()42 () )

¢ . 2n 2n . ;
en ayant remarqué que = et en ayan
y que q n4gq n—gq ]

regroupé les termes d’indices deux a deux opposés.

1 2 n
Onadonc: I, , = 2n(< n>J]7+ZZ<n+q> P >v

ol on a noté, pour tout (p,q) € Z* :
pis

7
I 2/ cos2px dx, K, , :/
0 0

S

cos2px cos2gx dx.

s

=0, et J():—

. sin2px
Ona,sip #0, J, =
0

2p

Et, par linéarisation :

yis
1 17
Ky, = 5/0 (cos (2p +2¢)x + cos 2p — 2¢)x) dx

7 Upta + Jp—q)-

D’ou:
0 si p#g
U .
Kpo=13 S p=q#0
s . 0
— Sl =g =0,
2 P=q

2
Sip # 0, avec la convention ( " > =0sip>n, ona
p

donc :

1 2n T us 2n
e =g \nyp)a= 2w '
P n+p

i . 1 (2n\ 7 & 2n
Et,sip =0: I,l.p=ﬁ< )5_22n+1<n>'

Finalement, on conclut :

Y (n,p) € N?,
s 2n
by
22n+1 n+ P
T 2n)! <
n
2Tt pla—pt 7S
0 si p>n.
Remarque : En particulier, pour p = 0, on retrouve les inté-

grales de Wallis d’exposant pair :

VneN, /
0

ol

2n)! =«

2n _
cos "xdx = D)2 2
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Equations

differentielles

B Plan M Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 149 e Résolution d’EDLI, avec ou sans second membre
Enoncés des exercices 152 + Etude des raccords éventuels

B el & Gl Es 155 ¢ Résolution d’EDL?2 a coefficients constants

- * Résolution de certaines équations fonctionnelles.
Corrigés 157
Points essentiels du cours

pour la vésolution des exewvcices

¢ Résolution des EDL1 normalisées, sans second membre (formule du
cours), puis avec second membre (solution évidente ou méthode de
variation de la constante)

* Définition d’une dérivée, théoreme limite de la dérivée, pour 1’étude de
raccords

e Résolution d’EDL2 a coefficients constants, sans second membre

(formule du cours, plusieurs cas), puis avec second membre du type
exponentielle-polyndme.

mmmme | es méthodes a retenir

Par commodité, on utilise les abréviations suivantes :
ED pour : équation différentielle
EDL pour : équation différentielle linéaire
EDL1 pour : équation différentielle linéaire du premier ordre
EDL2 pour : équation différentielle linéaire du deuxieme ordre.

Pour résoudre une EDL1 Appliquer la formule du cours donnant la solution générale :
normalisée, sans second membre,
sur un intervalle : yix > )\exp(—/a(x)dx), AeR
/ _
(Eo) y' +ay=0 W= Exercice 10.1 a).
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Pour résoudre une EDL1

normalisée, avec second membre,

sur un intervalle :

E)y +ay=>b

Pour résoudre une EDL1
non normalisée,

avec ou sans second membre :

@ ay'+pfy =7~

Pour résoudre une EDL2
a coefficients constants
et sans second membre :

(Eo) y' +ay +by =0

Pour résoudre une EDL2
a coefficients constants
et avec second membre :

(E) y' +ay' +by =g,

ou g est une exponentielle-polynome

Résoudre d’abord I’EDL1 sans second membre associée
(Ep) ¥y +ay=0.

Chercher une solution particuliere de (E) par I'une des méthodes sui-
vantes :

* solution évidente

e principe de superposition des solutions

» méthode de variation de la constante.

Enfin, la solution générale de (E) est la somme d’une solution parti-
culiere de (E) et de la solution générale de (Ey).

== Exercices 10.1 b), 10.4.

Résoudre I’équation a(x) = 0, d’inconnue x.

Résoudre (e) sur chaque intervalle sur lequel «v ne s’annule pas, en la
normalisant, puis étudier le raccord des solutions en chaque point en
lequel o s’annule, par continuité, par dérivabilité.

== Exercices 10.5, 10.6, 10.7.
Former 1’équation caractéristique 7>+ ar +b =0, d’inconnue

r € K, et calculer son discriminant A = a* — 4b.

Premier cas : si I’équation caractéristique admet dans K deux solu-
tions ry,r distinctes, ¢’est-a-dire si :

K=RetA>0 ou (K=Cet A+DO0),
alors la solution générale de (Eg) sur R est:

yix b e+ e, (ML) € K>.

Deuxieme cas : si I’équation caractéristique admet dans K une solu-
. a ~ . . . 7z 7z
tion double, ry = —5 c’est-a-dire si A = 0, alors la solution géné-

rale de (Ep) sur R est :

yix b (Ax 4+ p) e 1%, A\ € K>.

Troisieme cas : si I’équation caractéristique n’admet pas de solution
dans K, c’est-a-dire si K =R et A < 0, alors la solution générale
de (Ep) sur R est:

y:x|—>e_%"(Acos( x)—i—Bsin( x)), (A,B) € R>.
== Exercice 10.2.
Résoudre I’EDL?2 sans second membre associée

(Ep) y"=ay +by=0.

Chercher une solution particuliere de (E) du méme type que le second
membre g de (E).
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Pour résoudre une ED non linéaire

Pour résoudre une ED de Bernoulli

x%y’ +axy +by =k

Pour résoudre une EDL
avec conditions supplémentaires,
par exemple conditions aux bords

Pour obtenir

des renseignements qualitatifs
sur les solutions d’une ED,
sans pouvoir, a priori,
résoudre cette ED

Pour résoudre
une équation fonctionnelle
ou une équation intégrale

Les méthodes a retenir

n
Plus précisément, si g : x —> Zem“‘Pk(x), ou neN* my,...,
k=1
m, € K, Py,...,P, € K[X], chercher une solution particuliere de (E)
n

de la forme y:x — Ze’"”Qk(x), ol Qi,...,0, € K[X] sont
k=1
inconnus et ou Qy est de degré :

deg (Py) si my n’est pas solution de 1’équation caractéristique
deg (Py) + 1 si my est solution simple de I’équation caractéristique

deg (Py) + 2 si my est solution double de 1’équation caractéristique.

Enfin, la solution générale de (E) est la somme d’une solution parti-
culiere de (E) et de la solution générale de (Ey).

== Exercice 10.3.
Essayer de se ramener a une ED a variables séparables (dont la réso-
lution reviendra a un calcul de primitives) ou a une EDL1 par change-

ment de variable et/ou changement de fonction inconnue, ou par grou-
pement de termes dans 1’écriture de I’ED.

== Exercices 10.8, 10.21, 10.22, 10.23.

Faire le changement de variable ¢ = In|x|, et donc faire aussi un
changement de fonction inconnue.

= Exercice 10.11.
Résoudre I’EDL puis traduire, sur la solution générale de I’EDL, les
conditions imposées.

= Exercice 10.13.
Utiliser I’ED elle-méme.

Souvent, a partir de I’'ED, on pourra déduire le sens de variation(s) de
la solution considérée.

= Exercice 10.14.

Essayer de se ramener a une ED, par dérivation.

== Exercices 10.9, 10.12, 10.20

On pourra étre amené a appliquer I’hypothese, par exemple, a x et a

1 .
—x,axeta—, ouad’autres expressions.
X

== Exercices 10.10, 10.17, 10.19.

On raisonnera souvent par condition nécessaire, et on n’oubliera donc
pas de traiter la réciproque.
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Pour résoudre certaines questions
portant sur des dérivées

Pour étudier les solutions
polynomiales d’une EDL1 ou une
EDL2 a coefficients constants et
avec second membre polynomial

y//+Ay/+By:C

On peut essayer de faire intervenir une ED.

En particulier, pour a € R, I’expression f” + af peut &tre reliée a la

dérivée de x —> e™ f(x).

= Exercice 10.15.

On peut essayer de faire intervenir I’application linéaire

y € R[X] — y" + Ay’ + By € R[X].

= Exercice 10.16.

=mme Fnoncés des exercices

Exemples d’EDL1 normalisées

Résoudre les ED suivantes, d’inconnue y : I —> R supposée dérivable :

a)y —xy=x, I=R

b)y +2y =4€" + sinx + cosx, [ =R.

Exemples d’EDL2 a coefficients constants et sans second membre

Résoudre les ED suivantes, d’inconnue y : R — R supposée deux fois dérivable :
a)y" —4y +3y=0, b))y —6y +9y=0, )y’ +y +y=0.
Exemples d’EDL?2 a coefficients constants et avec second membre

Résoudre les ED suivantes, d’inconnue y : R — R supposée deux fois dérivable :
a)y'+y=¢e'

b)y' —5y +6y=_02x>—4x+1)¢'

c)y' —4y +4y =Tsinx — cosx

d)y’ =3y +2y =x(e" +e ).

Exemples d’EDL1 normalisées
Résoudre les ED suivantes, d’inconnue y : I — R supposée dérivable :
)y = ytanx + si I Tz
a)y = ytanx + sinx, =|-=;=
y y )
b)xy' =2y =—Inx, [ =]0;+o0l.

Exemple d’EDLI1 avec étude de raccord

Résoudre 'ED (x* —x)y' — (x> —x+ 1)y =0, d’inconnue y: 1 — R, sur tout

intervalle ouvert 7 de R.
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Enoncés des exercices

Exemple d’EDL1 avec étude de raccord

Résoudre I'ED xy’ + (1 —x)y =e**, d’inconnue y: I —> R, sur tout intervalle
ouvert / de R.

Exemple d’EDLI1 avec étude de raccord

Montrer que I’ensemble S des applications f : ] — oo ; 1[—> R dérivables telles que :
Vxel—ooil[, x(x =D f'(x) = (x =2) f(x) =0

est un R-espace vectoriel et en donner une base et la dimension.

Exemple d’ED de Bernoulli

Trouver toutes les applications y : R — R, a valeurs > 0 sur R, dérivables, telles que

1
y(0) = 3 et solutions de ’'ED : y' + y — x2y?> = 0. On pourra effectuer le changement

_ 1
de fonction inconnue z = —.
y

Exemple d’équation intégrale se ramenant a une EDL1

Trouver toutes les applications f : R — R continues sur R et telles que :
1
Vx eR, 2/ fx)dt = f(x)
0
f=)=0, f()=1

Exemple d’équation fonctionnelle se ramenant a une EDL2

Trouver toutes les applications f : R — R dérivables sur R, telles que :

VxeR, f'(x)=<(f(x)+ f(—x).

N —

Equation différentielle d’Euler

a) Soient (a,b) € K2, I un intervalle de R tel que I C Rioul CRY, k: I —> K une
application continue. Montrer que I’équation différentielle

EB)  x*y'+axy +by=k
se ramene, par le changement de variable # = In |x|, a une EDL2 a coefficients constants.
b) Exemple : Résoudre I'ED (E) x?y’ +xy +y=x>4+x+1, dinconnue

vy :]0; +o00o[—> R, supposée deux fois dérivable.

Exemple d’équation fonctionnelle se ramenant a une EDL2 a coefficients
constants et sans second membre

Trouver toutes les applications f : R — R dérivables telles que :
(E) VxeR, / f@Odt = f/(x)+ 1.
0

Exemple de résolution d’une EDL4 a coefficients constants, sans second
membre, et avec conditions au bord

Résoudre : y¥ +y =0, y(x) - 0, y(=0, y(©=1,

d’inconnue y : [0; +oo[—> R supposée quatre fois dérivable.
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Exemple d’étude locale d’une solution d’une ED non linéaire
Soit y : [0; +oo[—> R declasse C', telleque: y =e > — e fe,

Déterminer les limites de y et y’ en 4-00.

Intervention d’une EDL1

Soient a €]0; +oo[, f : [0; +oo[—> R dérivable telle que f’+ af soit bornée.
Montrer que f est bornée.

Etude d’une EDL2 a coefficients constants et 2 second membre polynome :
intervention de 1’algebre linéaire

Soit P € R[X]. Montrer que 'ED y” + y = P, d’inconnue y : R — R, admet une
solution polyndme et une seule.

Exemple d’équation fonctionnelle se ramenant a une EDL2 d’Euler
Trouver toutes les applications f :]0; +oo[—> R telles que :

1
Vx €]0; +oof, f'(x)= f<a>

Exemple d’équation fonctionnelle se ramenant a une EDL4 a coefficients
constants

Trouver toutes les applications f : R — R deux fois dérivables sur R telles que :

VxeR, f'(x)— f(—x) +2f(x) = x>

Exemple d’équation intégrale se ramenant a une EDL1
Trouver toutes les applications f : [0; +0o[— R continues telles que :
2

Vx el[0;+ool, /X(x—?)t)f(t)dt = %
0

Exemple d’EDL2 a coefficients constants
et avec second membre non exponentielle-polynome

e—X
, d’inconnue y :]0; +oo[—> R.
X

Résoudre 'ED y” + 2y +y =

Exemple d’ED dans laquelle |y| intervient

Montrer que I'ED 2xy’ — |y| = x, d’inconnue y : R — R, x — y(x), dérivable
sur R, n’a pas de solution.

Exemple d’équation différentielle non linéaire du second ordre

Trouver toutes les applications f : R —> R deux fois dérivables sur R telles que :

==
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meese Du mal a démarrer ?

Il sagit d’'EDL1 normalisées, avec second membre.

Notons (E) I'ED proposée et (Eg) I'EDL1 sans second membre
associée.

D'aprés le Cours, la solution générale de (E) est la somme d'une
solution particuliere de (E) et de la solution générale de (Ey).
Commencer par résoudre (Ey) par la formule du Cours :

la solution générale de (Eg) y’ + ay = 0 est

y:xr—)kexp(—fa(x)dx), A e K.
Ensuite, chercher une solution particuliere de (E) :

+ il se peut qu'il y ait une solution évidente (a))

+ si le second membre de (E) est de la forme exponentielle-poly-
néme, chercher une solution particuliere du méme genre (b))
+ sinon, la méthode de variation de la constante s'applique tou-

jours (voir exercice 10.4).

Il s'agit d’EDL2 a coefficients constants et sans second
membre,donc on dispose d’une méthode et de formules de réso-
lution dans le Cours, faisant intervenir I'équation caractéristique.

Il s'agit d'EDL2 a coefficients constants, avec second
membre du type exponentielle-polynéme.

Notons (E) I'ED proposée et (Ep) I'EDL2 sans second membre
associée.

Former I'équation caractéristique de (Eo), résoudre cette équa-
tion caractéristique, et en déduire la solution générale de (Ey).

Chercher ensuite une solution particuliére de (E), du méme
genre que le second membre, avec une condition sur les degrés.

La solution générale de (E) est alors la somme d'une solution
particuliére de (E) et de la solution générale de (Ep).
Il s'agit d’'EDL1 normalisées, avec second membre.

Notons (E) I'ED proposée et (Ep) I'EDL1 sans second membre
associée.

D’aprés le Cours, la solution générale de (E) est la somme d'une
solution particuliére de (E) et de la solution générale de (Ey).

Commencer par résoudre (Eg) par la formule du Cours :
la solution générale de (Eg) y' +ay = 0 est

yix > Aexp(—/a(x)dx), rek.
Ensuite, chercher une solution particuliére de (E) :

«il se peut qu'il y ait une solution évidente (voir exercice 10.1 a))

Du mal a démarrer ?

+ si le second membre de (E) est de la forme exponentielle-
polynéme, chercher une solution particuliere du méme genre
(voir exercice 10.1 b))

+ sinon, la méthode de variation de la constante s'applique tou-
jours (a), b)).

Il sagit d’'une EDL1 non normalisée.

En notant (e) I'ED proposée, considérer I'ED (E) normalisée asso-
ciée, obtenue en divisant par le coefficient x> — x de y’ dans (e).

Résoudre (E) sur tout intervalle ouvert de R ne contenant pas
un point d’annulation —1, 0, 1 de ce coefficient, puis étudier les
raccords des solutions de (e) en ces points.

Il sagit d’'une EDL1 non normalisée.
En notant (e) I'ED proposée, considérer I'ED (E) normalisée
associée, obtenue en divisant par le coefficient x de y’ dans (e).
Résoudre (E) sur tout intervalle ouvert de R ne contenant pas
le point d’annulation 0 de ce coefficient, puis étudier les rac-
cords des solutions de (e) en ce point.

L'ED (ep) x(x — 1)y’ — (x —2)y =0 est une EDL1 non
normalisée.

Résoudre (ep) sur] —oco; O] et sur]O; 1[, puis étudier le raccord
en 0.

1
En notant z = —, montrer que I'ED de I'énoncé (qui est
y

non linéaire) se ramene a une EDL1 portant sur z. Résoudre
celle-ci, puis revenir a y, et traduire les conditions y > 0 et

(0)—1
y —§~

1) Soit f convenant. Montrer, en utilisant les hypotheses de
I'’énoncé, que fest alors de classe C! sur R et que f vérifie une
EDL1.Résoudre celle-ci et en déduire f.

2) Etudier la réciproque.
1) Soit f convenant. Montrer qu'alors f est deux fois déri-
vable et que /” = 0. En déduire la forme de f.

2) Etudier la réciproque.

a) Noter e =sgn(x), t = In|x| = In(ex), z(t) = y(x).
Montrer que I'ED d’Euler (E) (portant sur y) se raméne a une
EDL2 a coefficients constants (portant sur z), en calculant la
dérivée premiéere et la dérivée seconde de y, par composition.
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Montrer que, si fconvient, alors fest de classe C2.Traduire
(E) par I'éqgalité des dérivées et I'égalité des fonctions en un
point. Résoudre 'EDL2 ainsi apparue.

Résoudre 'EDL4. On admettra que le résultat du cours sur
la résolution des EDL2 a coefficents constants et sans second
membre s'étend au cas des EDL d’'ordre supérieur (a coefficients
constants et sans second membre). Traduire ensuite les condi-
tions au bord.

Montrer y’ > 0 et déduire que y est croissante. Etablir
que y ne peut pas avoir une limite finie en +o00. Conclure :

Sz o
y+—oo>+oo, puis y +—OO>O.

Noter g = f’ + af et considérer cette égalité comme une
EDL1 d'inconnue f. Calculer f en fonction de g, en utilisant la
méthode de variation de la constante. On obtiendra :

X
Vxe[0;4oof, flx)=e f e g(t)dt +e ™ £(0).
0
Exploiter alors le fait que g est bornée pour déduire que f est
bornée.

Montrer que l'application 7 :R[X] — R[X],
0 —> Q" + Q est linéaire et que, pour tout n € N, R, [X] est
stable par 7. Montrer ensuite que, pour tout n € N, I'endomor-
phisme 7, induit par 7 sur R, [X] est bijectif, en examinant sa
matrice dans la base canonique de R, [X]. Conclure que T est
bijectif.

1) Soit f convenant. Montrer qu‘alors f est deux fois déri-
vable et vérifie une EDL2 d’Euler, sans second membre (cf. exer-
cice 10.11). Noter ¢ = Inx, g(r) = f(x) et se ramener a une
EDL2 a coefficients constants (portant sur g). En déduire la
forme de f(x) pour x €]0; +ool.

2) Etudier la réciproque.

1) Soit f convenant. Montrer que f est quatre fois dérivable
sur R et satisfait une EDL4 a coefficients constants. Résoudre
celle-ci et en déduire la forme de f.

2) Etudier la réciproque.

1) Soit f convenant. En utilisant les hypothéses de I'énoncé,
montrer que f est de classe C! sur ]0; +oo[ et que f satisfait
une EDL1.Résoudre cette EDL1 et en déduire f = —1.

2) Vérifier la réciproque.

Il s'agit d'une EDL2 a coefficients constants, mais avec
second membre qui n‘est pas de la forme exponentielle-poly-
néme.

d X/l X1 ’
Remarquer que a(e' O +»)=e"0"+2y+y
d
t = (eXy) = e (v .
et que dx(e =0 +y)

Puisqu'il s'agit d’'établir un résultat exprimé par une néga-
tion, raisonner par l'absurde.

Etudier 'ED proposée d’abord sur ]0; +oo[, et en déduire la
forme de y(x) pour x €]0; +oo[. En particulier, montrer
y(0) > 0. En déduire le comportement de y(x) lorsque x est
presdeOetx < 0.

Aboutir a une contradiction.

1) Soit f convenant. Montrer que f et f” ne s'annulent en
aucun point. En déduire que f est trois fois dérivable sur R et
" !
que% = % Intégrer et en déduire que fsatisfait une EDL2 a
coefficients constants et sans second membre. Résoudre cette
EDL2 et en déduire la forme de f.

2) Etudier la réciproque.



= Corrigés des exercices

a)La solution générale de (Ey) y' — xy = 0 sur R est
x2
yozxr—>)\exp</xdx> =Xe7,AeR.

Une solution particuliere de (E) sur R, évidente, est
yixr— —1.
On conclut que la solution générale de (E) sur R est :
2
yixr—— —1+Xe7, AeR.

b) La solution générale de (Ey) y"+ 2y = 0 sur R est

Vo i X —> Aexp(—/de) =)Xe ™, AeR.
Vu la forme du second membre, on cherche une solution par-
ticuliere de (E) de la forme :

y:x+—>ae +bcosx +csinx, (a,b,c) € R,
On a alors :
Yy +2y=(ae*—bsinx+ccosx)+2(ae’+bcosx+csinx)

=3ae*+(2c — b) sinx + (¢ + 2b) cos x.

Ainsi, y est solution de (E) si :

3a=4, 2c—b=1, c+2b=1,
. 4 1 3
cest-a-dire: a=—-, b=—-, c=—.
3 5 5

Une solution particuliere de (E) est donc :
;o 1 i 3 .
x> —e" + —cosx + —sinx.
Y 3° 75 5
On conclut que la solution générale de (E) est :

4 1 3
Yixb— ge‘—{—gcosx—l-gsinx—{—)\e’z‘, AeR.

a) Léquation caractéristique r> — 4r + 3 = 0 admet
deux solutions réelles r; = 1 et r, = 3, donc la solution
générale de I’ED est :

yix— Aet +pe¥, (\p) e R

b) L équation caractéristique 7> — 6r + 9 = 0 admet une so-
lution réelle double ry = 3, donc la solution générale de (E)
est:

yix— Qx4+ pe*, (\p eRAL

c¢) L’équation caractéristique r> +r +1 =0 admet deux

. . —1+iv/3
solutions complexes non réelles r = —
—1—iv3
ry = fl\/— donc la solution générale de (E) est :
x 3 3
yix+e 2 (Acos <§x> + Bsin (%x)) s

(A,B) € R%.

a) » L équation caractéristique 7> + 1 = 0 admet deux
solutions complexes non réelles, r; = —i, r, =1, donc la
solution générale de (Ey) est y: x —> Acosx + Bsinx,
(A,B) € R%.

* Une solution particuliere de (E), évidente, esty : x —> 3 e*.

On conclut que la solution générale de (E) est :
1 X 3 2
yixr— Ee + Acosx + Bsinx, (A,B) € R“.

b) * L équation caractéristique 7> — 5r + 6 = 0 admet deux so-
lutions réelles distinctes r; = 2, r, = 3. La solution générale
de (Ey) estdonc: y:x —> Ae™ + pe*, (\,p) € R

* Puisque le second membre de (E) est de la forme P (x) e~ ou
P e R(X]etm =1 (doncm # 2 etm # 3),une solution par-
ticuliere de (E) estdelaforme y : x — Q(x)e", ou Q € R[X]
et deg(Q) =deg(P). Notons Q =aX>+bX+c, ou
(a,b,c) € R? estatrouver. Ona:
y(x) = (ax® + bx +¢)e”,
y'(x) = ((ax* + bx + ¢) + (2ax + b))e*
= (ax® + (b +2a)x + (c + b))e”,

V'(x) =
((ax2 + b+ 2a)x + (c + b)) + (2ax + (b + 2a)))e"

= (ax2 + (b +4a)x + (c +2b+ 2a))ex,

d’ot: y'(x) — Sy'(x) + 6y(x)

= (2ax2 + (2b — 6a)x + (2c — 3b + 2a))e‘.

Pour que y soit solution de (E), il suffit que :

20 =2, 2b—6a=—-4, 2c—3b+2a=1.
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On résout ce systeme en cascade, et on obtient :

a=1, b=1, c=1.

Ainsi, y : x —> (x2> 4+ x + 1) e* est une solution particuliere
de (E).

On conclut que la solution générale de (E) est :
y:R— R,
x— (24 x+De +xe* +pe*, O\ e R

On peut contrdler ce résultat par report dans 1’énoncé.

c) » L’ équation caractéristique r> — 4r + 4 = 0 admet une so-
lution réelle double ry = 2. La solution générale de (E;) est
donc y:x+— (Ax+ p)e*, (\p) € R%

* Vu le second membre, on cherche une solution particuliere

de (E) sous la forme

y:Xx —> asinx + bcosx, (a,b) € R? acalculer. On a alors :
y' —4y 4+ 4y = 3a + 4b) sinx + (3b — 4a) cos x.

3a+4b =17
Pour que y soit solution de (E), il suffit que : ,
3b—4a=-1
a=1
c’est-a-dire {
b=1.

Ainsi, une solution particuliere de (E) est :

Yy X+ sinx + cosx.
On conclut que la solution générale de (E) est :
y x> sinx + cosx + (\x + p)e*, (\p) € R

On peut controler ce résultat par report dans 1’énoncé.

d) » L équation caractéristique 7> — 3r + 2 = 0 admet deux so-
lutions réelles distinctes, r; = 1, r, = 2. La solution générale
de (Eg) estdonc: y:x —> et + pe*, (\,u) € R%.

* Puisque le second membre est x —> xe* + x e %, somme
d’exponentielles-polyndmes, que 1 (coefficient de x dans e*)
est solution simple de 1’équation caractéristique et que 2 (coef-

ficient de x dans e~>*) n’est pas solution de I’équation carac-
téristique, on cherche une solution particuliere de (E) de la forme

y 1 x — (ax*> +bx +c)e’ + (ux +v)e >,
ou (a,b,c,u,v) € R est a calculer.
On a, par un calcul immédiat :
y'(x) = (ax* + (b +2a)x + (c + b)) e*
+( —2ux + (u — 2v)) e >,
V'(x) = (ax2 + (b +4a)x + (c +2b + 2a)) e’
+(4ux + (dv — 4u)) e >,

d’ou, apres report :
y' —=3y"+2y =(—2ax + (2a — b)) e
+(12ux + (12v — Tu)) e .
Pour que y soit solution de (E), il suffit que :
—2a=1, 2a—b=0 12u=1 12v—-Tu=0,

1 1 7
a=——, b=—-1, u=—, v=—.
2 12 144

Ainsi, une solution particuliere de (E) est :

— L2 e+ 1 + T e "
X — =X — X X 5
Y 2 127 " 144

On conclut que la solution générale de (E) est :

1 1 7
y:xr—)<—§x2—x)e"—|—(Ex—i—m>e_2’r

+he +pe™, (\p eRA

c’est-a-dire :

a) La solution générale de (Ey) y’ — ytanx = 0 sur
T .
— = =| est:
2°2
ViXxb—> Aexp(— / —tanxdx> — )\~ Inlcosxl

=2 e—ln cos x

A
= ,AeR.
COS X

Pour trouver une solution particuliere de (E), on applique la
méthode de variation de la constante : on cherche une solution

1
particuliere de (E) de la forme y : x —> A(x) , ou
COS X

A : I —> R est une fonction inconnue, supposée dérivable.

On a alors :
Vxel, y(x) = y(x)tanx + sinx
N (x) .
<= Vxel, —— = sinx
COoS X

= Vxel, N(x)=sinxcosx
|
—Vxel, \x)= Esm X.
Une solution particuliere de (E) est donc :

A(x) 1 sin’x

COSX 2 COSX

yix >
On conclut que la solution générale de (E) est :

sin’x A

yixr— , AeR.
2cos x cos x



2
b) La solution générale de (Eg) y' — =y = 0 sur]0; +oo[ est :
X
2 21n x| 2
Yy iX > Aexp —dx | = \e =", AeR.
X

Pour trouver une solution particuliere de (E), on applique la
méthode de variation de la constante : on cherche une solution
particuliere de (E) de la forme y: x —> A(x)x2, oll
A : I —> R est une fonction inconnue, supposée dérivable.

On a alors :

Vxel, xy)—2y=—Inx &= Vx € l, /\’(x))c3 = —Inx

Inx

—SVxel Nx)=——
o

Inx 3
< Vxel \x)= ——3dx= —x " Inxdx.
X
On effectue une intégration par parties :
=2 =2 1
—xPhnxdv = Inx— [ = —dx
/ x 7 Inxdx 5 Inx 7
_Inx lfld _Inx | 1x7?
T2 2] T T T2
Inx o 1 4 Ct
=— 4+ — e.
2x%  4x?

Ainsi, une solution particuliere de (E) est :
—> A(x)x? n + :
T X xX)x* = =-Inx + —,
J 2 4
ce que I’on peut d’ailleurs contrdler.

On conclut que la solution générale de (E) est :

1 1
y:x»—)ilnx—kz—l—/\xz, ) e R,

On a, pour tout x eR : x* —x=x(x>-1) =
x(x—1Dx+1) =0 xe{-1,0,1}.

1) Résolution de (e) sur un intervalle ouvert ne contenant ni
—1, ni0, ni 1

Soit 7 un intervalle ouvert de R ne contenant ni —1, ni O,
ni 1, ¢’est-a-dire :

I C]—oo;—1[ ou IC]—1;0[ ou I C]O;4o0l.

2 =gl
x3—x

/

Sur cet intervalle : (e) <= (E) y — y=0.

LED (E) est une EDL1 normalisée et sans second membre.

La solution générale de (E) sur / est donc :

2 1
y:xr—>)\exp</x;7x+dx), A eR.

X X

On effectue un calcul de primitive, en utilisant une décompo-
sition en éléments simples :

X2 —-X+1 a b G

X -X+1 L
X X-U

X5—X X+ DXX—-1) X+1

ol (a,b,c) € R? est a calculer.

En multipliant par X 4 1 puis en remplacant X par —1, on
3

a=—.
2

En multipliant par X puis en remplagant X par 0, on obtient :
b=-—1.

obtient :

En multipliant par X — 1 puis en remplagant X par 1, on ob-

. 1
tient: ¢ = —.
2
L X2 -X+1 3 1 1 1 1
Ainsi : == — =4 -,
X3 -X 2X+1 X 2X-—1

ce que I’on peut contrdler par réduction au méme dénomina-
teur dans le second membre.

On a donc, pour tout x € [ :

3001 1 1o
= exp (2 dr— | —dr+> | —dx
y(x) exP(z/Hl * _/x T2 x-1 )

3 1
:/\exp<§ln|x+l|—ln|x|+§ln|x—l|>

_/\|x+1|%|x—1|%

|x]

2) * Raccord en —1
Soit / un intervalle ouvert de R contenant —1 et ne contenant
niOnil.

La solution générale de (e) sur / — {—1} est:

y:I—{-1} — R,

3 1
112 — 1]z
)\1% si x = —1
X
X > ; . (A\,) € R%
1|2 = 1l[|=
Azw sit x>
|x|

On a, pour tout (A\;,\;) € R? :y(x) —> Oety(x) — 0.
x——1- x——1

On prolonge donc y par continuité en —1 en posant y(—1) = 0.

N 3
A cause de I’exposant 2 sur |x + 1| dans I’écriture de y(x),

—y(—1
M —> 0, donc y est dérivable en —1
x—(=1) x—-12
ety (—1)=0.
De plus, (e) est alors clairement satisfaite en x = —1.
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* Raccord en 0
Soit / un intervalle ouvert de R contenant 0 et ne contenant ni
—1nil.
La solution générale de (e) sur I — {0} est :
3 1
a1 e

|x]

yix > A1, \) € R2.

3 1
+12x =12 .
= ey

|x]

Il est clair que y admet une limite finie en O si et seulement si
Al = X =0, etonaalors y = 0, fonction nulle.

* Raccord en 1

Soit 7 un intervalle ouvert de R contenant 1 et ne contenant ni
—1ni0.

La solution générale de (e) sur I — {1} est:

3 1
x+1]2|x — 1|2 X
/\1% A g <= il
X
yix b \ 1 A1, \) € R2.
lx + 12 x =12
M—————— six>1
|x]

On a, pour tout (A\;,\;) € R? : y(x) =, 0.
On prolonge donc y par continuité en 1 en posant y(1) = 0.

5 1
A cause de I’exposant 3 sur |x — 1| dans I’écriture de y(x),

y@) —y)

ona,siA\; #0ousi\ £0: 1
=

— =00,

x—1%

donc y n’est pas dérivable en 1.

Et,si Ay = X\, =0, alors y = 0, fonction nulle.

Finalement, on conclut que I’ensemble des solutions de 'ED
proposée sur tout intervalle ouvert / de R est :

e+ 130x — 1)

{y:[—>R,x0—>)\ “;AeR}, si O¢letlgl

||
{0} si 0Oeloulel

1) Résolution de I’EDL normalisée (E) associée a (e)
Soit / un intervalle ouvert de R tel que O ¢ 1.

* La solution générale de 'EDL]1 sans second membre asso-

1 —
ciée (Ey) y' + Txy =0 sur/est:

1—
y:xn—>)\exp<—/ xdx>:
X
1 et
Aexp / ——+1)dx)=Aexp(—In|x|+x) = e
X |x|

Comme O ¢ I, x ne change pas de signe sur /, donc, quitte a
changer A en —\, la solution générale de (E) sur 7 est :

5

y:xr—>/\e—, AeR.
X

¢ Pour trouver une solution particuliere de (E), on applique la
méthode de variation de la constante : on cherche une solution
A(x)e*

particuliere de (E) de la forme y:x — , ou
X

A : I — R estinconnue, supposée dérivable.

On a, pour tout x € [ :
Xy @)+ (1 —x)yk) = xX(x)e— = e
X

= Ax) =e'.

11 suffit donc de choisir A : x —> e*.

Une solution particuliere de (E) sur / est donc :

Alx)e* e
yixb— = —.
X X

Ensuite, la solution générale de (E) sur / est :

2x e*
yix+—— —+A—, AeR.
X X

2) Etude du raccord en 0
Soit 7 un intervalle ouvert de R tel que 0 € 1.

La solution générale de (e) sur I — {0} est :
y: I —{0} — R,

g

2x

e e .
— 4+ A — si x<0O
X X

X — A1, A) € R2.

2x e*
— + — si x>0
X X

On a: e”™ +\e' — 1+, donc, si \; # —1 alors
x—0~
y(x) — =£oo.
x—0~
De méme, si A\, # — 1, alors y n’a pas de limite finie en 0.

Supposons A\; = A\, = —1.

2 — F e'(e* — 1) 1-x
On a alors : y(x) = = ~ = 1.
X X x—0 X

donc y(x) — 1.
x—>0

Ainsi, y peut étre prolongée par continuité en 0 en posant
y(0) = 1.

er — e

si x#0
Onadonc:y:I — R, x —> X

1 si x=0

et y est continue en 0.



On étudie la dérivabilité de y en 0, en formant, par exemple,
un taux d’accroissement :

YW =y _1(e e
X T ox X
Pour trouver la limite (si elle existe) de ce taux d’accroisse-
ment, lorsque x — 0, utilisons des développements limités :

eX —ef —x 1 1 3 5
— = ;[<1+2x+27(2x) +o(x ))

—(1 +x+ %x2 + 0(x2)> = x]

1 /(3, 2 3 3
=0 Ex +o(x7) =5—|—0(1) x:)() ok

3
Ceci montre que y est dérivable en 0 et que y'(0) = ok

Enfin, il est alors clair que ’ED de 1’énoncé est satisfaite par
y au point 0.

Finalement, I’ensemble S; des solutions de I’ED proposée sur
tout intervalle ouvert / de R est :

2x )\x
{y:l—)R,Xn—)u;)\eR} si 0¢1
e2x_ex :/:O
six
{y:l—)R,xn—) x } si 0el.
1 si x=0

L’ensemble S est I’ensemble des solutions, sur
] — o0 1[, de ’EDLI sans second membre (non normalisée)

(o) x(x — Dy — (x —2)y =0,
donc, d’apres le Cours, S est un R-espace vectoriel.
1) Notons I =] —o00;0[oul =]0; 1.
L’ED (eg) est normalisable sur /, équivalente sur / a :
x—2

(Eo) ¥ — -1

y=0

La solution générale de (E) sur / est :

-2
Yy x> Aexp xidx ,AeR.
x(x —1)

On effectue une décomposition en éléments simples :

X-=-2 a b
p— _’__

ams e b) € R,
XX—1) - x Tx=1 @hs

En multipliant par X puis en remplacant X par O, on obtient :
a=2.

En multipliant par X — 1 puis en remplacant X par 1, on ob-
tient: b= —1.

- X-2 2 1
Ainsi : —— = — — ———,
XX-1) X X-1

ce que 1’on peut contrdler par réduction au méme dénomina-
teur dans le second membre.

D’ou:
= f 2= p)e)

= Xexp (2In|x| — Injx — 1) = A

lx — 1]

x2

=A

1—x"

Quitte a remplacer A par —J\, la solution générale de (E,)
2

x—1

2) Etude du raccord en 0

La solution générale de () sur ] —oo; O[U]O0; 1] est:

surfest: y:x+— A AeR.

si x <0

(A1, M) € R

si x>0

11 est clair que, pour tout (A\;,\;) € R?, y(x) — 0.

On prolonge donc y par continuité en 0 en posant y(0) = 0.

—y(0
On a alors : M = A2 al —> 0, doncy est
X — 1 x—o0*
dérivable en 0 et y'(0) = 0.
Enfin, ’ED (e) est alors satisfaite par y en 0.
Ainsi :
S = {y:]—oo;l[—>R,
2
A — si x<0
x—1
X —> 0 si x=0 ()\I,AZ)GRZ}.
2
Ao si x>0
x—1
En notant :
2
al si x <0

fi:l—o00; 1 [— R, x —>
0 si x>0

0 si

]—o00; 1[— R, x —> 2
f2 x si x>0,

il est clair que :

S={Mfi+Xfi () e R = Veat (i, f2).
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Enfin, la famille ( f, f>) est libre, car, pour tout (A, \;) € R? :

2
Vxe]l—00;0[, \\—— =0
x —1

AMi+Xf=0= 2
Vx el0;1[, A\ =0
x—1
A =0
{/\2:0

Finalement, S est un R-espace vectoriel, une base de S est
(f1,/2), etdim (S) = 2.

Pour y : R — R dérivable sur R et a valeurs > 0,

. o .
considérons z = —, qui est dérivable sur R. On a :
y

/

Y

/ 2.2 __ 1 2 _
EB) y+y—xy =0 =+-—x"=0
¥y

== 7 +z-x"=0
s (F) 7 —z=—x%
L’ED (F) est une EDL1 avec second membre.

La solution générale de ’EDL1 associée sans second membre
77 —z=0est z:x+—— Ae*Q, A eR.

Vu le second membre de (F), on cherche une solution particu-
liere de (F) de la forme

z2:x+— ax*+bx+c, (ab,c)eR.
Ona:
Vx eR, 7/(x) —z(x) = —x?

< Vx eR, 2ax +b) — (ax*>+bx +¢c) = —x*

—a=-—1 a=1 a=1
= 12a—b=0<4= 1b=2a < {b=2
b—c=0 c=>b c=2.

Ainsi, une solution particuliere de (F) est
Z7:iXx+— x*+2x+2,

ce que 1’on peut contrdler.

On en déduit la solution générale de (F) sur R :
zixb— x242x+2+ Xef, AeR.
Ensuite :

1
Y(0)=§<=>z(0)=34=>2+>\=3<=>)\=1.

Enfin, I’application

1 1
[ =
PR (EFDPFilde

est bien a valeurs > 0 sur R.

On conclut qu’il y a une application et une seule convenant,
I’application :
1

R R, B
. — x'—>x2+2x+2+e*’

1) Soit f convenant.

On a, pour tout x € R* fixé, par le changement de variable

1 X
u=1tx: f f(tx)dtzlf f(u)du,
0 X Jo

2 X
donc: f(x)= —/ f(u)du.
X Jo
Comme f est C° sur R, ’application x —> / f(u) du est
0
2
C! sur R, puis, par produit par x — —, il en résulte que f
X

est C! sur R*. Comme: Vx € R*, xf(x) = fo 7

on déduit alors, en dérivant : ’
Vx € R*, xf'(x)+ f(x) =2f(x).

Ainsi, f est solution sur R* de '’ED : xy’ —y = 0.

Par résolution de cette EDL1 sans second membre, il en résulte
qu’il existe (\, 1) € R? tel que :

Vxe]—o00;0[ f(x)=Xx
Vx €]0; 4oo[, f(x)= pux.

De plus, comme f est continue en 0, on a, en prenant la limite
lorsque x tend vers 0 :  f(0) = 0.

f(=1)=0 -A=0 A=0

Ensuite : — —
f=1 p=1 p=1.
0 si x<0

Onobtient: f:R — R, x»—){
x si x>0.

2) Réciproquement, considérons I’application f obtenue ci-des-
sus.

1l est clair que f est continue sur R et que f(—1) =0 et
f =1

On a, pour tout x € R, en séparant en deux cas selon le signe
de x :

1
] = 2/0 0dt =0 = f(x)
2/ f(tx)dt
0

1 278
siioz/() txdt=2x|:§i| =x = f(x).

0

On conclut que f convient.
Finalement, il y a une application, f et une seule convenant,
I’application :

0 si x<0
f:R— R, x+—
X si x> 0.



1) Soit f convenant.
On a alors, pour tout x € R, en appliquant I’hypothese a x et

a—x:
, 1
)= E(f(x) + f(=x))
et

fem=%0em+fu»

donc: VxeR, f'(—x)= f'(x).

D’autre part, puisque f est dérivable sur R, par opérations,
flix— %(f(x) + f(—x)) est dérivable sur R, donc f est
deux fois dérivable sur R.

On obtient alors, en dérivant :

Vi eR, f'(x)=5(f'(x) = f'(-x)=0.

N —

Il existe donc (a,b) € R®telque: Yx € R, f(x) =ax +b.

2) Réciproquement, soit (a,b) € R?.

Lapplication f : R — R, x —— ax + b estdérivable sur R
et,pour toutx € R :

1
flx) = E(f(x) + f(=x))

1
—a= E((ax+b)+(—ax+b))

a=>b.
On conclut que I’ensemble des applications f cherché est :

{f:]R—>]R, xH—>alkx+1); aeR}.

a) On va effectuer le changement de variable = In |x|
dans I’ED d’Euler (E) de 1’énoncé.
On note donc 7 = In|x|, J = {In|x|;x € [}, € = sgn (x),
z(1) = y(x).
Onaalors x = ¢, z est deux fois dérivable sur J, et, pour tout
xel:

W=z, yw=2_LX_ .l

e =dlns VRIS S Wi
wew 4oy dy o1
¥ = (') = —(707)
d,, 1, dy1
=a(z(t));+z(t)a(;)

%(Z’(l‘))%)% + z’(t)( = %)

/~

" 1 ’ 1
=7 (1); —Z (l)x—2

D’ou:

+ bz(t) = k(x)

E) = x2<z//(t) - Z/(t)) + ax A0

52 72 X
< '(t) + (a — DZ' (1) + bz(t) = k(ee").
Ainsi, (E) se rameéne a une EDL?2 a coefficients constants.

b) On applique la méthode de a).

Faisons le changement de variable 7 = Inx, x = ¢,
z(t) = y(x). On a:
’ ’ 1 " " l 1
Y@ =z@), yx)=20-, y@®) =205 —z20)—,
X X 5
donc :

(E) X2y 4+ xy +y=x+x+1
= @ -+ +z="+e +1

= +z=e"+e' +1 ().
La solution générale de I'EDL?2 sans second membre associée
(Fo) 2" +z=0estx —> Acost + Bsint, (A,B) € R?.

Puisque 2, 1, 0 ne sont pas solutions de 1’équation caractéris-
tique 72 + 1 = 0, on cherche une solution particuliere de (F)

sous la forme z : t —> ae* + be' +c, (a,b,c) € R® acal-
culer. On a :

VieR, ") +z2(t) =e* +¢' +1
< ViR, (4ae” +be)+(ae” +be +0)
=e¥ +e' 41
& VieR, Ga—1)e*+@2b—De' +(c—1)=0
= (5 —-1=0,2b—1=0, c—1=0)
<:><a=1, bzl, c=1>.
5 2
Ainsi, une solution particuliere de (F) est :
t—> lez’—i—le'—i—l.
5 2
La solution générale de (F) est donc :
z:R— R,
t—> %eZ’—{— %e’ + 1+ Acost + Bsint, (A,B) e R%.
On en déduit la solution générale de (E) :
y :10; +oo[— R,
X —> 1xz—}—lx—{—1—I—Acos(lnx)—{—Bsin(lnx),

5 2
(A,B) e R°.

163



164

Si f convient, alors f est dérivable, donc continue,

donc x|—>/ f est de classe C', donc comme
0

f’(x):—l—l—/ f@)dt, f'est C', donc fest C?surR.
0

Soit donc f : R —> R de classe C2. On a, par dérivation et
prise de valeur en un point :

(B) VxeR, /Xf(t)dlzf’(x)—i—l
0

{Vx eR, fx)=f"(x)
0= f'(0)+1.

Par résolution de cette EDL2 a coefficients constants et sans
second membre, f est de la forme :

f:R— R, x+—> Achx+ Bshx, (A,B) € R~

Vx e€R, f'(x)=Ashx+ Bchux,
donc: f(0)+1=0=B+1=0= B=-—1.
On conclut que I’ensemble des solutions de (E) est :

on a alors :

{f:R— R, x> Achx —shx; A € R}.

L’ED y® +y =0 est une EDL4 a coefficients
constants et sans second membre. L’équation caractéristique

r* 4+ 1 = 0 admet quatre solutions complexes deux 2 deux dis-
1
tinctes, qui sont ﬁ(il +1). La solution générale de
y® 4y =0 est donc :
% (Acos 2=+ Bsin—)
yixr—e cOs — sin —
V2 V2

notée u(x)

te V3 (CCOS % oL i %) (A,B,C,D) € R*.

notée v(x)

On a, pour tout (C,D) € R?: v(x) —> 0.

x—>+00

Si A # 0, alors u(2nmv/2) = T A, qui ne tend pas vers 0
lorsque l’entier n tend vers l’infini. Et, si B # 0,

u<<2n7r+ g)ﬁ) —e»m+Ep qui ne tend pas vers 0

lorsque ’entier n tend vers I’infini.

Ceci montre que :  y(x) —+> 0 A=B=0.
X—> 400

Supposons A = B = 0, donc :

_x X X
Vx e[0;4+o0[, xX)=¢e ﬁ(Ccos——i—Dsin—).
Yo V2 V2

Onaalors: y(0) =0« C =0.

Supposons donc C =0, d’ou :

_x X
Vx e[0; 400, y(x)=De v2sin—.
y «/E

Onaalors: Vx e€[0;+o0[,

_x 1 X 1 X
’(x):De ﬁ(——sin——}——COS—),
' N RN RN R

D
dou: Y0) =1 —=1<=D=+2.

V2

Finalement, il y a une application et une seule y convenant, 1’ap-
plication :

_x X
[0; +oo[— R, x —> V2e V3 sin —.
y «/5

1)Ona:

donc y est (strictement) croissante sur [0 ; 4+o00].
Supposons que y admette une limite finie £ en 4-00.
Alors :

V' (x) = e Y™ _ e 4 o=y

— e ft_e g0,
X—>+00 ———————
noté L

Il existe donc a € [0; +oo[ tel que :

Vit ela;+ool,

|~

Y =

On a alors :

Vx e€la;+oo[,

y(x)=y(a)+/ y’(t)dt>y(a)+(X—a)£ — o0,

2 X—>+00

en contradiction avec y(x) —> £.
x—>+00

Ainsi, y est croissante sur [0; +-o00[ et n’a pas de limite finie
en +oo,donc: y(x) —> +oo0.
xX—> 400

2)Onaalors: y'(x) =e?™ —e® ye>H® 5

x—>+00

1) La solution générale de I’EDL1 sans second membre
vy +ay=0estx —> e ™, a eR.
Pour trouver une solution particuliere de I’EDL1 avec second

membre (E) y' + ay = g, on applique la méthode de varia-
tion de la constante : on cherche une solution particuliere de



(E) delaforme y : x —> A(x)e ™, ou A : [0; +o00[— R
est I’inconnue, supposée dérivable. On a :

Vx €[0; 400, y'(x)+ayx) =gx)

= Vx e[0;+oof, N(x)e™™ = g(x)

= Vx e[0;+oof, V(x)=eYg(x)

< Vx e[0;+oo[, \x)= /OX e“g(r)dr.
Une solution particuliere de (E) est donc :

Xr—e fox e’ g(r)dr.

La solution générale de (E) est donc :

Xt—e ™ /X e“gt)dt + e ™, N eR.

0
Comme f est solution de (E), il existe donc A € R tel que :
Vx €[0; 4o, f(x)=e* /OX e“g(t)dt + e ™.

De plus, en prenant la valeuren O, ona: A = f(0).
On obtient :

Vx e€[0;+oof, f(x)=e /X e“g(t)dt +e ™ f£(0).
0

On a ainsi exprimé f en fonction de g (et de £(0)).

2) Par hypothese, g est bornée ; il existe donc M € R tel que :

Vit el0;4ool, [g)] < M.

On a alors, pour tout x € [0; 4-o00[ :

e (f 0) + / e“g(t) dz)
0
< e"”(lf(O)l + f e‘”|g<r)|dz>
0
e (If(O)I + M / T dz)
0

_ e*""(|f(0)| i M[e—m])
a o

- e""‘(lf(O)I + = 1)
a

—ax

lf @] =

M M M
= f O+ - _<irol+ =.

Ceci montre que f est bornée.

De plus, en utilisant la notation ||.||-,, on a obtenu :

1
[1£ 1o < 1F O + — 118 lloo-

Considérons 1’application
T :R[X] — R[X], Q0 +— T(Q) = 0" + 0.
Il est clair que T est linéaire et que :

VQ eR[X], deg(T(Q)) = deg(Q).

On va en déduire que T est bijective.

e Soit Q € R[X] telque T(Q) =0.0na:
deg (Q) = deg (T(Q)) = —o0, donc Q = 0.
Ceci montre que 7 est injectif.

* Soit P € R[X].

Si P =0, alors T(0) =0 = P, donc P admet au moins un
antécédent par 7.

Supposons P # 0 et notons n = deg (P).

Ona: VQ € R,[X], T(Q) € R,[X], donc R,[X] est stable
par 7. On peut donc considérer I’endomorphisme 7, de R, [X]
induit par 7.

Puisque: VP € R,[X], deg <Tn(P)> = deg (P),

la matrice de 7, dans la base canonique (1.X,...,X") de
R, [X] est triangulaire supérieure a termes diagonaux tous non
nuls. Il en résulte que 7,, est un isomorphisme de R-espaces
vectoriels. Il existe donc Q € R,[X] tel que:
P=T,(0)=T(0Q).

Ceci montre que 7 est surjective.

Ainsi, T est bijectif, donc, pour tout P € R[X], I’ED
y"4+y =P, d’inconnue y : R — R, admet une solution
polyndme et une seule.

1) Soit f convenant.
1
Comme f est dérivable, par composition, x —— f (4—) est
5
dérivable, donc f” est dérivable, et, pour tout x € ]0; +oo[ :
fr(x) = (L) = ]f L 1f()
U 4x2 4x ) T 4x2 4L T 4x2 -
4x
Ainsi, festsolution de "EDL2 d’Euler : (E) 4x2y” 4+ y = 0.

On effectue le changement de variable = Inx, et donc aussi
le changement de fonction inconnue, g(¢) = f(x). Onaalors :

fx)=g@®, f'x)= g/(l)la ) = g”(t)i2 - g/(t)iz~
X X X

Alors:  (E) <= Vi eR, 4(g"(1) —g'®) +g@) =0.

Il s’agit maintenant d’'une EDL2 a coefficients constants et sans

second membre. L’équation caractéristique 4r> — 4r + 1 = 0

1
admet une solution double ry = 7 11 existe donc (\,p) € R?

telque: VreR, gt) =\t + ,u)e%’.
Onobtient: Yx €]0; +o00[, f(x) = g(t) = (Alnx + p)/x.
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2) Réciproquement, soient (\, 1) € R? et
f:10;+oo[— R, x+—— (Alnx + p)/x.

L’application f est dérivable sur ]0; 4+-oco[ et on a, pour tout
x €]0; +o0[ :

1
flo) = f(a)

A 1 1 1
= — Al —— = (Aln— —
TVE T Olny 522 ( n4x+u)

<= A+ Alnx +AIn2 =0.

Ainsi : (Vx €10; +oof, f'(x) = f(%)) <— A=0.
7

On conclut que I’ensemble des applications f demandé est :
{f:10; +00o[— R, x> pv/x; peR},

et on peut contrdler que les applications obtenues conviennent.

1) Soit f convenant.

Alors, fest deux fois dérivable et :
VxeR, f'(x)=f(—x)—-2fx)+x* (1),
puis f est trois fois dérivable et :
VxeR, fOC)=—f"(—x)—-2f(x)+2x (2),
donc f est quatre fois dérivable et :
VieR, fO0)=f3x)-2f"0)+2 ).
En appliquant (2) a —x a la place de x,on a:

VxeR, fO(—x)=—f"(x)—2f (—x) — 2x.

Et on peut exprimer f'(—x) al’aide de (1), en fonction de 1 (x)

et f(x) (et x?). On obtient ainsi, pour tout x € R :
FOP@ =-3f"(x) —2f(=x) —2x +2
= =3f"(x) = 2(f" () +2f (x) — x%) = 2x +2
= —5f"(x) —4f(x) + 2x> — 2x + 2.
Ceci montre que f est solution de I'ED :
(B) y® +5y" +4y =2x" —2x +2.

Il s’agit d’'une EDL4 a coefficients constants et avec second
membre polyndme.

Considérons ’EDL4 sans second membre associée

(Eo) y¥ +5y" +4y = 0.

L’ équation caractéristique r* + 572 + 4 = 0 admet quatre so-

lutions, dans C, qui sont : i, —i, 2i, —2i. La solution générale

de (Ey) est donc :

y:x+— Acosx + Bsinx + Ccos2x + Dsin2x,
(A,B,C,D) € R*.

On cherche une solution particuliere de (E) sous la forme

y:ix > ax>+bx +c, (a,b,c)eR>acalculer.

On aalors: y® +5y” +4y = 52a) + 4(ax?> +bx +¢) =

4ax® 4+ 4bx + (10a + 4c¢).

Pour que y soit solution de (E) sur R, il suffit que :

4a =2, 4b=-2, 10a +4c =2,

c’est-a-dire :

1 2-10a 3

1
2’ 2 € 4 r

Ainsi, une solution particuliere de (E) est :

I, 1 3
X X = oX —
yix 2x 2x 1

ce que I’on peut contrdler.
On conclut que qu’il existe (A, B,C,D) € R* tel que :

1 1 3

v R, =ol=cp=—=

X € fx) 2x 2x 1
+ Acosx + Bsinx + C cos2x + D sin2x.

2) Réciproquement, considérons 1’application f définie par la
formule ci-dessus.

11 est clair que f est deux fois dérivable sur R, et on a, pour
toutx € R :

1
flx)=x— - Asinx+Bcosx — 2C sin2x + 2D cos 2x,

d’ou :
f/(=)

= —x — 3 + Asinx + Bcosx + 2C sin2x + 2D cos 2x,
etona:

f"(x)=1—Acosx — Bsinx —4C cos2x — 4D sin2x.

D’ou :
[ = f'(=x) +2f(x) = x> + (A — B)cos x
+ (B — A)sinx+(—2C—2D) cos 2x +(—2C — 2D) sin2x.
Il en résulte que f convient si et seulement si :

A—B=0
c’est-a-dire
C+D=0

B=A
D = =(C,



Finalement, 1’ensemble des applications f convenant est :
{ f R— R,

+ A(cosx + sinx) + C(cos2x — sin2x); (A,C) € ]Rz}.

1) Soit f convenant.
On a donc :

2

Vx e[0;4ool, x/ f(@)dt —3f tf(t)dt = >
0 0
Puisque f est continue, les applications f et t — tf () sont

X
continues, donc les applications x r—>/ f@)dr et
0

t—> / tf(¢) dt sont de classe C', d’ot, en dérivant :
0
Vx € [0;4ool, / f@)dt +xf(x) —3xf(x) = x,
0

c’est-a-dire : Vx € [0; +oo[, —2xf(x) —|—/ f(@)dr = x.
0

1 [ 1
Ilenrésulte: Vx €]0; 4ool, f(x)= —/ f@)ydr — —.
2x 0 2

Comme le second membre de cette derniere égalité est de
classe C' sur ]0; +o0[, on déduit que f est de classe C' sur
10; +-o0l.

On peut alors a nouveau dériver, d’ou :

—2xf'(x) = 2f(x) + f(x) =1,

Vx €]0; 400, 2xf(x)+ f(x) =—1.

Ainsi, f est solution, sur ]0; +oo[, d’une EDLI avec second
membre.

Vx €]0; 4o0[,

c’est-a-dire :

La solution générale de ’EDL1 sans second membre associée,
2xy 4+ y =0, est:

1 A
xn—))\exp</——dx>=—, A eR.
2x Jx

Une solution particuliere évidente de I’EDL1 avec second
membre est x —> —1.

La solution générale de I’EDL1 avec second membre est donc :

A
y:xn—>—l+ﬁ, AeR.
Ainsi, il existe A € R tel que :
Vx el0i ool f(x) =1+
X ; , f(x)=— —
Jx

Comme f est continue en 0, on a nécessairement A = 0 et donc

f=-1

2) Réciproquement, pour f = —1 (fonction constante égale
a—1), on a, pour tout x € [0; 400 :

/x(x 30 f(t)di = /x(—x 1 30)dr
0 0

3,1 2 3, x?
= | — xt —t = — — = =
[ *Ey ]0 Y=g

donc f convient.

Finalement, il y a une application f et une seule convenant, I’ap-
plication constante égale a —1.

Ona:
—X

()
Vx €]l0; +oof, y'+2y +y= r

1
&= Vx €]0;+ool, e +2y +y) = <

d /. 1
&= Vx €]0; +oo, —(e (y+y))=—
dx X
< 3INeR,Vx€]0; +oof, e (y +y) = Inx + A
d
< 3INeR,Vx €]0; +o0[, a(e"y):lnx—i—)\
< 3JXeR,IpeR,

e"y:/(lnx—l—)\)dx:xlnx—x—l—)\x—f—u.

En notant &« = A\ — 1, # = p, on conclut que I’ensemble des
solutions de I'ED proposée est :

{y :10; +oo[— R

x> (xInx +ax+0)e™; (a,0) € Rz}.

Raisonnons par 1’absurde : supposons qu’il existe
y : R — R, dérivable sur R, telle que 2xy" — |y| = x.

1) Etude sur10; 4+o00[
Ona: Vx €]0;+oo[, 2xy(x) = |y(x)|+x >0,
donc: Vx €]0;4oo[, y(x) >0,

ce qui montre que y est strictement croissante sur ]0; +oo[.
Comme de plus y est continue en O (car y est dérivable sur R),
il en résulte que y est strictement croissante sur [0 ; +o00].

D’autre part, en remplacant x par O dans ’ED, ona : y(0) = 0.

Ondéduit: Vx €]0; +oo[, y(x) > 0, etdonc,enrevenant
a I’équation, y satisfait, sur ]0 ; +oo[, une EDL1 avec second
membre : Vx €]0; 400, 2xy(x) — y(x) = x.

L’EDL associée sans second membre 2xy’ — y = 0 admet
pour solution générale :

1 1
xn—)/\exp</2—dx>=)\exp<§lnx>=)\\/§, AeR.
x
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Une solution particuliere, évidente, de I’EDL1 avec second
membre est x —> x.

Il existe donc A € R tel que :

Vx €l0;+oo[, y) =x+AJ/x,

puis, comme y est continue en 0 :

Vx €[0;4oo[, yx)=x+A/x.

Mais y est dérivable en 0, donc nécessairement, A = 0, car

X —> 4/x n’est pas dérivable en 0 et que x —> x est dérivable

en 0.
On a montré : Vx €[0;+oo[, y(x)=x.

Puisque y est dérivable en 0, on a donc : y'(0) = 1.

2) Etude de y au voisinage de 0 a gauche

yx)  y) —yO
me———= —
X x—0

Com: —>0 y(0) =1, ilexistea > 0

1
telque: Vx € [—«;0], M > =,
X 2

etdonc (icix <0): Vx e€[—a;0], y(x) < %,
d’ou, en, particulier: Vx € [—a;0[, y(x) <O.

En revenant a I’ED de 1’énoncé, on a donc :

Vx € [—a;0l, 2xy'(x) + y(x) = x.

Il s’agit d’'une EDL1 avec second membre, normalisable sur
[—a; 0.

La solution générale de I’EDL sans second membre associée,
2xy' 4+ y =0, est:

1 1%
X —> [ex — | —dx ) = —, e R.
pexp (- [ 5oax) ==
Une solution particuliere, presqu’évidente, de I’'EDL1 avec

X
second membre esty : x —> 3

Il existe donc ¢ € R tel que :
1

VxEPﬂ;M,y@)=§+

0

Sip # 0, alors y(x) —> o0, contradiction.
x—0~

Donc 4 =0, puis: Vx € [—a;0[, y(x) = %

Comme y est continue en 0, on a donc :
X

Vx e[—a;0], 3

y(x) =

1
11 en résulte, puisque y est dérivable en 0 : y'(0) = 3 contra-

diction avec y’(0) = 1 obtenu plus haut.

On conclut que 1’équation différentielle proposée n’a pas de
solution sur RR.

1) Soit f convenant.
Ona: VxeR, f@)f ) =1+ (f @) =1,
donc: YxeR, f(x)f"(x)# 0,

et donc fet f ne s’annulent en aucun point. On peut donc di-
1+ f/2

viser par f, d’ou : f” = . Comme f est deux fois déri-

2

vable, il en résulte, par opérations, que est dérivable,

donc f” est dérivable, f est trois fois dérivable.

On dérive alors les deux membres de 1’égalité de 1’énoncé :
ff//_f/ZZ 1 :>(ff//_f/2)/:0

<:>ff///_f/f//=0<:>f _f

f// - f .

Par primitivation, il existe donc C € R tel que :
Inolf’|=lnol|f|+C,

d’oti, ennotant A =e€ : | f"| = Al f].

D’autre part, f et f” sont continues sur R, puisque f est trois
fois dérivable sur R, et ne s’annulent en aucun point de 1’in-
tervalle R. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, cha-
cune des deux applications fet f” est donc de signe strict fixe.

Il en résulte qu’il existe € R (u = A ou = —A) tel que :
" =npf

De plus, pf? = f(uf) = ff" =1+ f? >0, donc pu > 0.

On résout alors ’EDL2 a coefficients constants et sans second
membre y” — 1y = 0. L’équation caractéristique 7> — 1 = 0
admet deux solutions réelles distinctes ry = /i, 1 = —/J1.
11 existe donc (a,b) € R tel que :

VxeR, f(x)=aeF*+be Vi,

2) Réciproquement, soit (a,b,w) € R x R x R7.

L’application f : x > ae“* + be " est deux fois dérivable
sur R et, pour tout x € R :

f(x)=ae” +be™, f'(x)=awe”™ —bwe ™,

f"(x) — awz ewx + bwz e—wx’

donc :
ff// _ f2 — 1
VxeR, w@e” +be™“)? — (awe”™ —bwe ™) =1

& 4dabu’ = 1.

On conclut que I’ensemble des applications f convenant est :
{f:R—>]R, X+ f(x) =ae” +be ™",

(a,b,w) € R x R x R*, 4abw’ = 1}.

Remarque : On peut aussi exprimer le résultat a 1’aide de fonc-
tions hyperboliques directes.



Notions sur

les fonctions de
deux variables reelles

B Plan M Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 169 + Etude de limite ou de continuité pour une fonction de deux variables

Enoncés des exercices 172 réelles

» Existence et calcul éventuel des dérivées partielles premieres, des déri-

Du mal a démarrer ? 174 . . .
vées partielles successives

Corrigés 176 ¢ Détermination de la classe d’une fonction de deux variables réelles

¢ Recherche d’extrémums locaux ou globaux pour une fonction réelle de
deux variables réelles

e Résolution d’EDP1, d’EDP2.

Points essentiels du cours
pour la vésolution des exevcices

» Définition et propriétés de la continuité d’une fonction f de deux
variables réelles, lien entre continuité de f et continuité des fonctions
partielles de f

* Définition et propriétés algébriques des dérivées partielles premicres,
des dérivées partielles successives, en particulier le théoreme de com-
position de deux fonctions de classe C!

* Définition de la notion d’extrémum local, lien avec la notion de point
critique
af

e Résolution de I’'EDP Pyl 2 finconnue, g donnée.
X

mmmme | es méthodes a retenir

e Essayer d’abord d’appliquer les théorémes généraux.

Pour étudier I’existence == Exercice 11.3
et la valeur

de la limite en un point, * S’il s’agit d’une forme indéterminée, se ramener d’abord, par chan-
ou pour étudier la continuité gement de variables par translation, a une étude en (0,0).

en un point, d’une fonction Former les fonctions partielles £ (-,0) et £(0,-).

de deux variables réelles Si ’une de ces deux fonctions partielles n’a pas de limite en 0, ou si

elles ont des limites en O différentes, alors fn’a pas de limite en (0,0).
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Chapitre 11 « Notions sur les fonctions de deux variables réelles

Pour étudier ’existence et la valeur
des dérivées partielles premieres
d’une fonction

de deux variables réelles

Pour étudier ’existence et la valeur
des dérivées partielles secondes

(ou successives) d’une fonction

de deux variables réelles

170

Si f(-,0) et £(0,-) admettent une méme limite finie £ en 0, envisager
des fonctions composées du type x —> f(x,x), x —> f(x,\x),
A € R, ou plus compliquées en tenant compte de 1’exemple proposé.
Si ces diverses fonctions (d’une variable) ont la méme limite £ en O,
on peut essayer d’établir que f admet ¢ pour limite en (0,0), en for-
mant | f(x,y) — £| et en essayant de majorer cette expression par une
expression plus simple et de limite 0 quand (x,y) tend vers (0,0). A
cet effet, il peut étre intéressant de faire un changement de variables,
par exemple en coordonnées polaires.

= Exercice 11.2
* Si f(x,y) est donné par séparation de cas, étudier, aux points liti-
gieux, les limites « des différents cotés ».

= Exercice 11.3.

* Essayer d’abord d’appliquer les théoréemes généraux, en particulier
le théoreme de composition des applications de classe C'.

== Exercices 11.1, 11.8

* En un point litigieux (c’est-a-dire en lequel les théoremes généraux
ne s’appliquent pas) (xo,yo), pour étudier I’existence et la valeur de

a—(xo, yo), former la fonction partielle f(-,yo) et étudier la dériva-
X

bilité de f (-,y0) en xp. On a ainsi, sous réserve d’existence :

0 /
%(Xoyyo) = (f(.30)) (x0).

De méme, sous réserve d’existence :
of /
5(xo,yo) = (f(x0.)) (o).

== Fxercice 11.5.

* Essayer d’abord d’appliquer les théoremes généraux, en particulier
le théoréme de composition des applications de classe C? (ou C",
ou C™), et calculer successivement les dérivées partielles premieres
puis secondes.

== Exercices 11.6, 11.14
* En un point litigieux, étudier successivement les dérivées partielles

premieres puis les dérivées partielles secondes, comme indiqué plus
haut.

== Exercices 11.11, 11.14.
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Pour déterminer

les extrémums locaux

d’une applicationf : U — R

de classe C! sur un ouvert U de R2.

Pour résoudre une équation aux
dérivées partielles

du premier ordre (EDP1)
d’inconnue f : U — R

de classe C!

sur un ouvert (convexe) U de R?

Pour résoudre une EDP2
d’inconnue f : U — R de classe C?
sur un ouvert (convexe) U de R?

Pour étudier une fonction de deux
variables réelles f : (x,y) —> f(x.y)

Les méthodes a retenir

Commencer par déterminer les points critiques de f, c’est-a-dire les
points en lesquels les deux dérivées partielles premieres de f s’annu-
lent simultanément. Puis, au voisinage d’un point critique (a,b) de f,
effectuer le changement de variables défini par x =a +h,
y = b+ k, exprimer f (x,y) — f(a,b) en fonction de & et k, et voir si
cette expression reste de signe fixe au voisinage de (0,0).

= Exercice 11.7.

On sait résoudre les deux EDP1

af af
— =8 - = ha
ax ay
ou g,h : U — R sont données (continues), par primitivation.
of

Par exemple, la solution générale de I’EDP1 8— = g est
X

f(x,y) — f g(x,y)dx + ©(y), ou p est une fonction quelconque

de classe C' (sur un intervalle a préciser).

On essaiera de se ramener a cette EDP1 simple par un changement de
variables (et donc un changement de fonction inconnue) donné (ou
suggéré) par I’énoncé.

= Exercice 11.10.

On sait résoudre les trois EDP2

% f f f
—_— = g, = h, —_— = k
dx2 0xdy dy?

ou g,h,k : U —> R sont données (continues) par deux primitivations
successives.

On essaiera de se ramener a 1’une de ces EDP2 par un changement de
variables (et donc un changement de fonction inconnue) donné (ou
suggéré) par I’énoncé.

3

= Exercice 11.12

Si I’on cherche les solutions d’une forme particuliere d’une EDP, on
peut essayer de se ramener a une ED.

== Exercice 11.13.

On peut essayer de se ramener a ne faire intervenir qu’une seule
variable, par exemple :
* en fixant une des deux variables et en faisant varier 1’autre

== Exercice 11.15
e en faisant intervenir une nouvelle variable qui regroupe x et y, par
exemple x? + y?

== Exercice 11.4.
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Chapitre 11 « Notions sur les fonctions de deux variables réelles

=mmse Fnonceés des exercices

Exemples de calculs de dérivées partielles premiéres par application
des théoremes généraux

Soit f : R? — R de classe C! sur R, On note :
g : RP—R, (tu)r— fQt—u,4t +3u),
h : R*— R, (t,u) —> f@>+2u> "),
k : R—R, t+— f@% 1.
Calculer les dérivées partielles premieres de g,/ et la dérivée premiere de k en fonction de

celles de f.

Exemples d’étude de limite pour des fonctions de deux variables réelles
Etudier I'existence et la valeur éventuelle d’une limite en (0,0) pour les fonctions f de
deux variables réelles définies par les formules suivantes :

Xy xy? o sinxshy 4 sinx —shy

_ b .
x2 + y? )x2+y2 Xy shx — siny

a)

Etude de continuité pour une fonction de deux variables réelles définie par cas

Etudier, en tout point de R2, la continuité de :

y'oosioy < x|

x* sy > |xl.

f:R2—>R, (x,y) —>

Un exemple de fonction de deux variables réelles bornée

ST . Xy " 2
Montrer que I’application f : (x,y) —> [T on? est bornée sur R°.

Exemples d’étude de dérivées partielles premiéres pour une fonction
de deux variables réelles

Etudier la continuité de £, I'existence des dérivées partielles premidres de f, la continuité
des dérivées partielles premieres de f, pour les fonctions f de deux variables réelles sui-

vantes :

)Czy

a)f ‘R?— R, (x,y)— { x2+ 2
0 si (x,y) = (0,0)

si (x,y) #(0,0)

b)f :R* — R, (x,y) —> x|yl

x(1—y) si y<x
c)f:10; 1P— R, (x,y) —>
(1—=x)y si y>ux.

Fonctions harmoniques

Une application f : U — R, de classe C? sur un ouvert U de R?, est dite harmonique

. . . ’fo,f .
si et seulement si Af =0, o0u Af = —- 4+ — est le laplacien de f.
ax2  09y?
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Enoncés des exercices

a) Vérifier que f : (x,y) — Arctan Y est harmonique sur R* x R.
X

of o 0 0
b) Montrer que, si f est de classe Clet harmonique, alors —f, —f, y —f —X —f sont
dx dy ox ay

harmoniques.

¢) Pour (x,y) € R?, soient z =x +iy € C et f(x,y) = In[e® | ; montrer que f est
harmonique sur R.

Exemples de recherche d’extrémums locaux de fonctions numériques
de deux variables réelles

Déterminer les extremums locaux des applications f suivantes, pour lesquelles on donne
I’ensemble de départ et I'image f (x,y) de (x,y) :

a)R?, x> +xy+y>+2x +3y b)R?, x3+y3 c)R?, x2 4 y? 4+ x3.

Etude de négligeabilité pour une fonction de deux variables réelles

On note f:R> — R, (x,y) —> xy*>+y> —x*y. Déterminer I’ensemble E des

a € R, tels que f(x,y) = ) 0 ©0) (||(x,y)||a), ou ||.|| est, par exemple, la norme
x,y)—> (0,

sur R? définie par ||(x,y)|| = |x| + |y|.

Nullité d’un polynome a deux variables
Soit P un polyndme a deux variables réelles et a coefficients réels. On suppose qu’il exis-
te un ouvert non vide U de R? tel que : V (x,y) € U, P(x,y) =0.

Montrer: P = 0.

Exemple d’équation aux dérivées partielles d’ordre 1

Trouver toutes les applications f : R? —> R de classe C' sur R? telles que :

0 a
vy e R, 2Ly +3 Ly = vy,
ox dy
en utilisant le changement de variables défini par :

u=x, v=23x-—2y.

Calcul de dérivées partielles secondes croisées en un point particulier

. . xy(x? —y?)
Soit f : R? — R définie par f(x,y) = o si (x,y) # (0,0) et £(0,0) =0.
xXTt+y
02 02
Comparer f (0,0) et f (0,0).
xdy ayox

Exemple de résolution d’une équation aux dérivées partielles d’ordre 2

Trouver toutes les applications f : R?> — R de classe C? sur R? telles que :
(.0 = f(x,0)
2 f 1 9%f
2 - —
V(x,t) € R, @(XJ)—EW(XJ)—O,

ou ¢ > 0 est fixé, en utilisant le changement de variables défini par :
X=x+ct,Y =x —ct.
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——— Recherche de solutions particulieres d’une EDP2
Trouver toutes les applications ¢ : R —> R de classe C? telles que I’application
f:U=R*xR—> R, définie par f(x,y) = ¢ (X) vérifie :
X
’f ’f y
Vx,y)eU, el xX,y) — a—yz(X,Y) =
I Exemple de détermination de la classe exacte d’une fonction de deux variables
réelles définie par cas
Déterminer la classe exacte de I’application f : R? — R définie par :
G ) £ 00
——— si (x,y ,
Viny) €R flxy) = (0740
0 si (x,y) =(0,0).
————— Exemple de recherche de minimum et de maximum pour une fonction

numérique de deux variables réelles

Déterminer le minimum et le maximum de :

0017 — R, (x,y) = x* +2xy —2y> + x + 3y.

Il sagit de calculer des dérivées partielles premiéres de
fonctions composées : appliquer les formules du Cours.

a) Examiner f(x,0) et f(x,x).
b) Etudier d'abord les fonctions partielles de f en (0,0) pour
déduire la seule limite possible. Majorer convenablement

If )1
sinx shy

¢) Grouper : s
x y

d) Examiner f(x,0) et f(x,x).

Soit (xo.y0) € R? fixé.
« Si yo # |x0|, appliquer les théorémes généraux.
+ Si yo = |xo|, déterminer les limites de fen (xp,yo) de part et
d'autre de y = |x|.

Noter ¢ = x% 4+ y? € [0; +00[ et majorer |f(x,y)| par
une expression g(t) assez simple et ne dépendant que de ¢, puis
étudier les variations de g.

a) 1) Appliquer les théoremes généraux sur I'ensemble
D =R*—{(0,0)}.

2) Etudier la continuité de fen (0,0), par exemple par une majo-
ration convenable de | f (x,y)|.

meeee Du mal a démarrer?

3) Former les fonctions partielles de fen (0,0), pour déduire I'exis-
tence et la valeur des dérivées partielles premieres de fen (0,0).

of  of

4) Etudier la continuité de P et @ en (0,0), par exemple en
formant % (x,0) et % (x,x).

b) 1) Appliquer les théorémes généraux sur R x R*.

2) Pour la continuité, appliquer les théorémes généraux sur R.
3) « Montrer que, pour tout (x,y) € R2, g (x,y) existe et la cal-
culer.

* Pour x € R fixé, former f(x,-) et étudier sa dérivabilité en 0.

9 0
4) Exprimer —f et —f et en déduire leur continuité.
dx  dy
¢) 1) Appliquer les théoréemes généraux sur I'ensemble

D= {(x,y) €10; 1[%; X#y}‘

2) Pour (xg,y0) €10; 1[> tel que xo = yo, étudier les limites de
f(x,y) lorsque (x,y) tend vers (xo,yp) avec y < x,avecy > x.

3) Soit (xp,y0) € R2 fixé tel que xp = yo. Former f(-,y0) et étu-
dier sa dérivabilité en xq.

9 9 92 92
a) Calculer a—f et —f puis —f et —f
X

> 57 &t gy7 dou Ay,
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af a
b) Calculer les dérivées partielles premiéres de ‘—f, '—f,
dx  dy
of of i . .
ya— — xa—, puis leurs dérivées partielles secondes non croi-
X y

sées, et enfin leurs laplaciens, et constater que ces laplaciens
sont nuls.

¢) Exprimer f(x,y) en fonction de x et y, puis calculer les déri-
vées partielles premiéres puis secondes non croisées de f, et
enfin son laplacien.

Dans chaque exemple, f est de classe C! sur un ouvert.
Déterminer les points critiques de f.

En un point critique (a,b) de f, former f(x,y) — f(a,b) et étu-
dier le signe de cette expression lorsque (x,y) est voisin de
(a,b). Si (a,b) # (0,0), on fera le changement de variable
h=x—a,k=y—b.

a) Montrer que f admet un point critique et un seul,

1 4
(_5’_§>‘ Effectuer le changement de variables

h=x+ : k=y+ : Iculer f(x,y) — f L 4 n
=x+ 3. k=y+ 3, calculer f(x.y 3 73) ¢
fonction de &,k puis chercher le signe de cette différence.

b) Montrer que f admet un point critique et un seul, (0,0).
Calculer f(x,y) — f(0,0) et montrer que cette différence peut
étre > 0 et peut étre < 0 au voisinage de (0,0).

¢) Montrer que f admet exactement deux points critiques,
2

0,0), [ —=,0.

00, (~30)

«Former f (x,y) — f(0,0) et étudier le signe de cette différence.

2
« Effectuer le changement de variables 7 = x + 3 k =y, puis

2
étudier le signe de la différence f(x,y) — f( — 3 O) expri-
mée en fonction de & et k.

En notant 7 = ||(x,y)|| = |x| + |y|, par exemple, majorer
| f(x,y)| par une expression ne dépendant que de t, puis
étudier le comportement de cette expression lorsque ¢ tend
vers 0.

Un ouvert non vide de R? contient au moins un pavé
fermé borné du type [a;b] x [c;d], a <b,c <d. Fixer
x € [a; b] et étudier P(x,-) quiest un polyndbme a une variable.

fx,y) }

Les méthodes a retenir

Noter f(x,y) = g(u,v) et calculer les dérivées partielles
premiéres de fen fonction de celles de g.En déduire que 'EDP1
proposée (portant sur l'inconnue fet les variables x,y) est équi-
valente a une EDP1 portant sur I'inconnue g et les variables u,v.
Résoudre cette EDP1 et revenir ensuite a I'écriture de f(x,y).

f f

0 0
Calculer —=(x,y) et ——(x,y) pour tout (x,y) € R2.
dx dy

0,
En déduire les expressions des fonctions partielles 3—f(0,')
X

a
et a—f (+,0), puis montrer que ces deux fonctions partielles sont
y

dérivables en 0, mais ont des dérivées différentes.

Noter g(X,Y) = f(x,t) et calculer les dérivées partielles

premiéres puis secondes non croisées de f en fonction des

dérivées partielles premiéres et secondes de g. Montrer que
2

g
dXaY

I'EDP2 de I'énoncé équivaut a = 0. Résoudre cette EDP2,

puis revenir a f (x,1).

Calculer les dérivées partielles premiéres et secondes non
croisées de f en fonction de ¢, par composition. Se ramener a
une équation différentielle linéaire sur ¢. Résoudre cette ED.

1) Montrer, en passant par les polaires par exemple, que

— 0, et conclure que f est de classe C°
x,y)—(0,0)

sur R2.

2) Calculer les dérivées partielles premieres de f en tout point
de R% en séparant les cas (x,y) # (0,0) et (x,y) = (0,0), puis
montrer, en passant en polaires par exemple, que les dérivées
partielles premiéres de f sont continues en (0,0). Conclure que
fest de classe C! surR2.

3) Calculer f7, en tout point de R? — {(0,0)} et montrer que 1
n‘a pas de limite en (0,0). Conclure que f n’est pas de classe C>
sur R?.

Le théoréme du Cours reliant point critique et extrémum ne
s'applique pas directement ici, car, d’une part, [0; 1]> n’est pas
un ouvert de R? et,d’autre part,on cherche des extrémums glo-
baux et non des extrémums locaux.

Fixer une des deux variables, par exemple fixer y € [0; 1], étu-
dier les variations de f(-,y), puis étudier les variations des
bornes de f(-,y), si elles existent.
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1) Par composition
8

| '

() — (6 = 2 — 1, y = 4 + 30 > 2t — u, 41 + 3u)

g est de classe C! sur R? et, pour tout (¢,u) € R? :

g E)f ax  df dy
%t = e
at ax ot dy dt
) a
= —f(2t —u, 4t +3u)2 + —f(2t —u, 4t + 3u)4,
dx ay
g af ox af dy
L= =412
ou dx du  dy du
af af

= —Qt —u,4t +3u)(—1) + — 2t —u, 4t + 3u)3.
dx dy
2) Par composition

(tu) — (x =t>+2u’, y =e™) li> F(+2u? ™),

=

h est de classe C! sur R? et, pour tout (¢,u) € R? :

oh Bf ox  df dy
—tu) = Y
at ax dt dy ot
a a
= —f(r2 +2u?, e"™)2r + —f(t2 +2u%, e™yue,
ox ay
oh 8f ox Bf By
—(t,u) =
ou x du ay u
f of

(t + 2u?, “‘)4u+—(t + 2u?, eyt e,

3) Par composition

i i P

t— (x =t ,)1:13‘)r—>f(12,t3
k est de classe C' sur R et, pour toutz € R :

/ Bfax 8f8y af 2 .3 af 2 3\2,2
k'(t = —(°,1)2t + =— (¢, t°)3¢t".
®= dx ot +8y at x( ) +8y( )

= Corrigés des exercices

a)Ici: Déf(f) =R> —{(0,0)}.
Ona: f(x,00=0 :0 0
o 1
et f(x,x)= 22:2){_)05,4:0
donc f'n’a pas de limite en (0,0).
En effet, si f admettait une limite ¢ en (0,0) alors, par com-
position, les fonctions x — f(x,0) et x — f(x,x) ad-

1
mettraient ¢ pour limite en 0, d’'ou £ =0 et £ = 2 contra-

diction.
b)Ici: Déf(f) =R? —{(0,0)}.
a: f(x,00=0 —>00 et  f(0,y)=0 —>00,

dong, si f admet une limite en (0,0), cette limite est nécessai-
rement égale a 0.
On a, pour tout (x,y) € R?> — {(0,0)} :

2

0<IfG = Ix|

—— <K

x24y2 X o0
d’ou, par théoréeme d’encadrement : f(x,y) —>
(x,y)—>(0,0)
c)lci: Déf(f) = (R¥)%.

Ona:

sinx shy sinx shy

faey)y=—=—-.-—  — 1-1=1,

Xy x Yy ) (0.0)

sinx shy

car —>
X @n—00 y

d)Ici: Déf(f) = {(x,y) € R?; shx — siny # 0}.

sin x

(x,y)—>(0,0)

Ona,pourx #0: f(x,0) = —> 1 et
shx x—0
inx — sh
ooy = BXTHX 11,
shx — sinx x—0

donc f'n’a pas de limite en (0,0).

Soit (xg,y0) € R? fixé.
1) Si yy < |xo], alors, au voisinage de (xg,yp), onay < |x|,
donc f(x,y) = y?, et donc, d’apres les théorémes généraux,
f est continue en (xg, yo)-



2) Si yo > |xo|, alors, au voisinage de (x¢,yp), onay > |x|,
donc f(x,y) = x*, et donc, d’apres les théoremes généraux,
f est continue en (xg,Y)-

3) Supposons yy = |xg|.

Ona: f(x,y) — yé

(x,3)—>(x0.y0), y<Ix|

et f(x,y) — xé.

(x,y)—>(x0.50), y>Ix|

Il en résulte que f est continue en (xy,yop) si et seulement si
2 4

Yo = Xo-

D’autre part, comme Yy = |xo|, on a y? = x2. De plus :

X =x5 = x}(1—x3) =0 x€{-1,0,1}.

On conclut que I’ensemble C des points (xo,y) € R? en les-
quels f est continue est :

C = {(x0.y0) € R?;

Yo # lxol ou (yo=lxol et xo € {~1,0,1})}.

Notons, pour tout (x,y) € R?,
t =x*+y?€[0;+ool.
On a, pour tout (x,y) € R?: |xy| < x>+ y* =1 et

1 _|_ex2+2)-2 > 1 +ex2+y2 =14¢,

d’ou :
eyl ! i
Pl = 1 o S e I
Considérons g:[0;+oo[— R, 1+ g(t) =te".

L’appli-cation g est dérivable sur [0; +oo[ et, pour tout
t €[0;4o00[:g'(t) = (1 —t)e™". On forme le tableau de va-
riation de g :

1
8'(1) + (:) -
8(1) 0/ \ .

Onadonc:Vre[0;+oof, 0 < g(t) <e !,

V(x,y) e R, If(x,y)l <e !,

ce qui montre que f est bornée.

d’ou :

a) 1) D’apres les théorémes généraux, fest de classe C'!
sur ouvert D = R? — {(0,0)}.
2) Continuité :

On a, pour tout (x,y) € R?:
2

If @)l = Iyl < Iyl

x4+ y? (x,5)—(0,0)

donc f(x,y) ( 0= £(0,0),

—
,)—>(0,0)
et donc f est continue en (0,0).

3) Existence des dérivées partielles premieres :

a
Ona: f(-,0) =0, donc a—f(0,0) existe et est égal a 0.
X
of . s
Ona: f(0,) =0, donc 8—(0,0) existe et est égal 2 0.
y

4) Continuité des dérivées partielles premieres :

* On a, pour tout (x,y) € D :

af( ) 2xy(x? 4+ y?) — (x%y)2x 2xy
— (0, y) = = ,
a (x2 4+ y2)2 (x4 y2)?

3

a
donc —f(x,O):O —> 0 et
0x x—0

af ot I
— = — = — — 0
xS e T2 27O

0
donc B_f n’a pas de limite en (0,0), donc n’est pas continue en
X
(0,0).

* De méme, pour tout (x,y) € D :

3f( ) X2+ yH) —xfyQy)  x*—x%y?
_— _)(,'7 = = 5
ay G2+ 5772 G2 + 5772
a 4
done Loy 51— 1
ay (x2)? x—0

0
et —f(O,y)=0 — 0£# 1,
ay y—0

0
donc B_f n’a pas de limite en (0,0), donc n’est pas continue en
y

(0,0).

Finalement :

« f est continue sur R?

e Les deux dérivées partielles premieres de f sont définies
sur R?

¢ Les deux dérivées partielles premiéres de f sont continues en
tout point de R?> — {(0,0)} et ne sont pas continues en (0,0).

b) 1) D’apres les théorémes généraux, f est de classe C' sur
I'ouvert R x R*.

2) Continuité : D’apres les théoréemes généraux, f est continue
sur R2,
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3) Existence des dérivées partielles premieres :

)
* Pour tout (x,y) € R?, %(x,y) existe et est égal a |y|.

a
e Pour tout (x,y) € R x R*, 3—f(x,y) existe et est égal a ex,
y

ou ¢ est le signe de y.

* Pour tout x € R*, comme f(x,-) : y —> x|y| n’est pas déri-

a
vable en 0, 8—f (x,0) n’existe pas.
y

a
e Comme f(0,-) =0, pour tout y € R, a—f(O,y) existe et est
y
égal a 0.
4) Continuité des dérivées partielles premicéres :
0
* D’apreés les théoremes généraux, B_f : R — R,
X

(x,y) —> |y| est continue sur R?.

0
 L’application —f (R x R*) U {(0,00} — R,

dy
x si y<O
x, ) — 43 —x si y>0 est continue sur R x R*
0 si (x,y)=(0,0)

par les théoréemes généraux, et continue en (0,0), car

x —> QOet—x

— 0.
(x,y)—>(0,0) (x,y)—>(0,0)

Finalement :

« f est continue sur R?

b b
U est définie sur R?, Déf (—f> = (R x R*) U {(0,0)}
0x dy

0 a . ..
. 3_f et B_f sont continues sur leurs ensembles de définition.
X y

¢) 1) D’apres les théoremes généraux, fest de classe C! sur1’ou-
vert {(x,y) €10; 1[5 x # y}.

2) Continuité :

Soit (xg,y0) €10; 1[> tel que xo = yo.

Ona:

fx,y) =x(1—y) —> Xo(1 — yo0) = xo(1 — xp),

(x,y)— (x0,Y0),
ysx

fx,y) =y —x) Yo(I = xp) = xo(1 — (x0),

6, )—>(x0,50)»
y>x
donc f est continue en (xg, Yo)-
3) Existence des dérivées partielles premiéres :

* Soit (xg,y) €10; 1[? tel que xo = Y.

x(1 — xo) six 2= yo=Xo
L application f (-, yp) : X —>
(I=x)yo si x<yo=xo

est dérivable a droite et a gauche en xy et:

(f¢230))4(0) = 1= x0, (£ (,30)), (x0) = =y = —0.

Puisque ces deux dérivées a droite et a gauche sont différentes,

a
f(-,y0) n’est pas dérivable en x(, donc B_f (x0,Yy0) n’existe pas.
X

0
¢ De méme, B_f (x0,y0) n’existe pas.
y

Finalement :

« fest continue sur ]0; 1[2

¢ Les deux dérivées partielles premieres de f sont définies sur
{(x.y) €10:1[%; x # y}

* Les deux dérivées partielles premieres de f sont continues sur
leur ensemble de définition.

a) D’abord, f est de classe C? sur 1’ouvert
U = R* x R. Pour tout (x,y) de U,ona:

af _ y
)T Ty
af X ’
5(%)’) PR
Bzf( ) 2xy
L xy) = —

i axz Y G2 4 2P

puis 5

82f( ) 2xy
Ly = ——
3y2 Y (X% + y2)2

d’ou Af =0, fest harmonique sur U.

af o a a
—f, —f, g=y o —x o sont de classe C2.
dx dy dx dy
On obtient, en utilisant le théoreme de Schwarz :
0 9’ 93

ax ) ox3

b) D’abord,

a
=—(Af)=0,
dx0y? Bx( H

a a
donc —f est harmonique, et de méme pour —f
ax dy

ag 3f af 3f
Loy L L
ax ax2  dy daxdy

dg _of  Bf _ ®f

= — =Y
dy  0dx dxdy dy?
9’g _ 3 f 32 f 3 f
—Z =y — =2 —x
| ox? ax3 9xdy 92xdy
puis 5
g ) 3 f O f 3 f
256 _ y — 5 =4
ay? dxdy dx0dy? ay?

Qo: Ag =y =(Af) —x —=(Af) =0,
dax ay
et donc g est harmonique.
c)Ona:
ze P =e *(x +1iy)(cosy —isiny)
=g~ ((x cosy + ysiny) +i(y cosy — x siny)) ,

d’ou: f(x,y) = Inle* | =e *(x cosy + ysiny).



11 est clair que f est de classe C? sur 1’ouvert R

On calcule, pour tout (x,y) de R? :

a
a—f(x,y) =e *(—x cosy — ysiny + cosy)
5

a
a—f(x,y) =e *(—xsiny+ ycosy+siny)
y

> f . :

W(x,y):e (x cosy+ysiny —2cosy)
uis )
P 92 f B '
a—yz(x,y):e (—x cosy — ysiny+2cosy)

d’ott Af = 0, f est harmonique sur I’ouvert R?.

Dans chaque exemple, festde classe C' sur I’ouvert R?.

flx,y)=2x+y+2
a) Pour tout (x,y) de R?, ,
H&y)=x+2y+3

1 4
37 3)°

1
Plagons-nous au voisinage de A et notons h =x + —,

donc f admet un point critique et un seul, A = (—

3
k=y+ o
= —:.0ona:
7T E
1 4 , )
fay) = f(=3.-5 ) =H +hk+E >0

(car de discriminant < 0).
Finalement, f admet un extremum local et un seul, en

1 4
<—— ——> : ¢’est un minimum local et

37 3
1 4 7
f(‘g’?)—‘a

fix,y) =322
fixy) =3y%

donc f admet un point critique et un seul (0,0).

b) Pour tout (x,y) de R?, {

On a, pour tout x de R : f(x,0) = x>.
Pour toute > 0,ona: f (%,O) >0 et f(—%,O) < 0.
Ceci montre : Ve > 0,

{ A(x1,y1) € B((0,0) : 5),
A(x2,y2) € B((0,0) 3 5),

f&x1,y1) > £(0,0)
f(x2,32) < £(0,0)

9

donc f n’admet pas d’extremum local en (0,0).

Finalement, f n’admet aucun extremum local.

filx,y) =2x+ 3x?2

fxy) =2y

donc f admet deux points critiques exactement :

¢) Pour tout (x,y) de R?, {

2
0 =(0,0) et A= (—5,0>.

¢) * On a, pour tout (x,y) de [—1 : +oo[ xR :
f@y) = f0,0=x"+y+x =@+ 1) +y* 20,
donc f admet en (0,0) un minimum local.

2
¢) * Au voisinage de A, notons 7 = x + §’k =y;ona:
2 2 2 3
fay) = fl=3.0) =k —h+h.

En particulier, pour tout 2 de R :

2 2
(o)1 (390

qui n’est pas de signe fixe au voisinage de 0.
Donc f n’est pas d’extremum local en A.

Finalement, f admet un extremum local et un seul, en (0,0) ;
¢’est un minimum local, et £(0,0) = 0.

Notons, pour tout (x,y) € R?:
t =G, = lx[+ |yl
On a, pour tout (x,y) € R?:

If )] = lxy* +y° —x*yl < Ixly® + |y + x*yl
<P+ +r=20+7.

Soitax € R,

eSia<3,alors2? +1 = o O(to‘), donc
1—>

) = o , “), don v € E.
fx,y) N (||(x NI ) (6%
(X, X 2x3 — x°
'Sia>3,0na:j( )= 0,
x| [x]*  x—0

donc f(x,y) n’est pas négligeable devant ||(x,y)||*, et donc

a¢E.
Onconclut: E =]—o00;3[.

Puisque U est un ouvert non vide de R?, il existe
(a,b,c,d) € R* tel que :

a<b, c<d, [a;b]x[c;d]CU.
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D’autre part, puisque P est un polyndme a deux variables réelles

et a coefficients réels, il existe N € N, P,...,Py € R[X] tels
N

que P = Z P.(X)Y*, enordonnant P suivant les puissances
k=0
deY.

Soit x € [a; b] fixé.

N
Ona: Vye€lc;d], ZPk(x)yk = P(x,y) =0.
=0

N

Ainsi, le polyndme Z Py (x)Yk de R[Y] s’annule en une in-
k=0

finité de points (les points de [c ; d]), donc est le polyndme nul.

Cecimontre : Vx € [a; b], Vk € {0,...,N}, P.(x) =0,

ou encore, en permutant les quantificateurs universels :

Vke{0,..,N},Vx €la;b], P(x)=0.

Soit k € {0,...,N}. Le polynéme P, de R[X] s’annule en une
infinité de points (les points de [a ; b]), donc P, = 0.

N N
Alors : = Z P(X)Yr = Zow =)
k=0 k=0

P(X,Y)

On a, pour tout (x,y) € R? et tout (u,v) € R? :

u=x LSU
{ — 3u—v
v=3x—2y ¥ = .

2

Considérons I’application g : R> —> R définie par :
2 3u—v
Y(u,v) € R*, gu,v) = f|u, — )
L’ application g est de classe C! sur R? et :
V(x,y) €R?, f(x,y) = g(x,3x —2y).

On a, pour tout (x,y) € R?, d’apres le cours :

af

0
_( y) = —g(X,3X —2y)+3—g(x,3x —2y)
u dv
a}
—f(x,y) = —Z—é(x,?)x —2y).
ay av
D’ou:
a 0
V(x,y) € R, 2—f(x,y)+3—f(x,y) =xy
ax ay
d 3u —
<=>V(M,U)ERZ, Z—g(u,v):u u-v
ou 2
2 1
< VY(u,v) € R, —(u v) = 714 —Zuv

La solution générale de cette derniere équation aux dérivées
partielles est obtenue en primitivant par rapport a u :

(u,v) L 12+C()
: — —u’ — =
g:(u,v 4u guv v),

otl C : R — R estn’importe quelle application de classe C'
sur R.

Finalement, les applications cherchées sont les f : R> — R
définies par :

Y(x,y) € R?,

Sy = lx = —x2(3x —2y) +C(3x —2y)

1 1
= —§x3 + szy + C(Bx —2y),

ott C : R — R estn’importe quelle application de classe C'
sur R.

D’apres les théorémes généraux, fest de classe C! sur
I’ouvert R? — {(0,0)} et, pour tout (x,y) de R? — {(0,0)} :

of xty +4x?y3 — 33
N = e
dx (x> +y%)
af x> —4x3y? — xy*
Sy =
dy > +y%)

D’autre part, f(-,0) : R — R, x +—— 0 est dérivable en 0 et

0
(f(-,0)) =0, donc a'—f(0,0) existe et est égal a 0.
5%
L of . s
De méme, 3 (0,0) existe et est égal a 0.
y

Ainsi, f(O) ‘R— R
y— 3Ly =-

?f of
dyox 0.0 = <8y (8x)> 0.0 =

,d’ou

De méme, f( 0 :R—R ,d’ofl
X —> (x 0) =
Pf o (D (0f
8x8y( 0= (Tc((')y)) 0.0 =1.
2f 82f

En conclusion : (0,0) # (0,0).
dxady ox

Remarque : D’apres le théoréme de Schwarz, par contre-

apposition, il en résulte que f n’est pas de classe C? sur R.

R? — R?
(x,t) —> (x +ct, x —ct)
classe C? sur R?, est bijective, et sa réciproque :
W=p!': R — R?
X.Y) — (3(X +7Y)

est de classe C? sur R?.

L application 91 : estde

(X =)

’ 2¢



Notons g = f o ¢. D’apres le cours, g est de classe C' sur R?,
et méme de classe C? sur R?. Comme f = g o1, on a, avec
des notations abusives :

of  dg 9X 8g8Y_8g+3g
dx X d9x  AY ax X  dY
af dg 0X  dg dY g g
of _ 08904 o080 _ 98 .98
ar 09X 9r Y ot aX oY
puis :
% f a ([ 0g g a (0g g
5§-ﬂﬂﬁ+ﬁ‘W?ﬁ+ﬁ)
82g 82g 82g
= —_— 2 _—
X2 Taxay = 9Y?
92 f 9 [ og g 3 [ dg g
— =t=|tz==0¢C =t—=(t= =0t=—
912 ax\ 9x oy Ay \ ax oY
_ 28,0 P8 o8
9X2 aXoY aY?2

Ainsi, f est solution de 1’équation aux dérivées partielles pro-
2

8 2
— 0 sur R%
axay U

posée si et seulement si g est solution de

La solution générale en g est :
g (X.Y) — g(X.,Y) = A(X) + B(Y),

ott A,B:R —> R sont quelconques de classe C? sur R?.
Finalement, la solution générale de I’équation proposée est :

iR — R, (x,1) —> f(x,t) =A(x +ct) + B(x —ct),

ot A,B : R — R sont quelconques de classe C? sur R.

Il est clair que fest de classe C? sur U. On a, pour tout

(x,y)de U:

af Y (Y

a(%}’) __x_z ® (;)

af Ly '

By ©N =¥ (3)

3 f 2y v\, Y (Y

| =19 (1) + 59 (3)

puis )

P sy (2)

ay2 "’ 2 NG
d’olt

9 f a*f y
VY(x,y) € U, @(x,y) - Tyz(%)’) = ;

&= Vx.y) eU,2 %w’ (%) i ((%)2 - 1) ¢ (%) - %

= VreR, @ —1D'@)+20 (1) =1t
La solution générale de 1’équation différentielle linéaire du pre-
mier ordre (1> — 1)z/(¢) + 2tz(t) =t est, sur chacun des in-

tervalles | —oo: —1[, ] —1:1[, ]1 : +o0[, donnée (apres
calculs) par :
A

H, A eR.

(t)—1+
W =3

Il en résulte que cette équation admet une solution sur R et une
1
seule, z : t 7

Finalement, les applications ¢ : R — R convenant sont les

p:R— R, CeR.
l‘n—>%+c

On peut d’abord remarquer que f est de classe C* sur
D =R? — {(0,0)}, d’apres les théorémes généraux.
1) Classe C°
* D’apres les théoremes généraux, f est continue sur D.

* En passant en coordonnées polaires, x = pcosf,y = psinf :

Gy xtyt p%sin*fcos*6
_)C7 = =
Y (x2 + y2)3 p6

2 i 4 2

= 0 0 < —

p-sin“fcos < p 00

donc f(x,y) ( )—>(0 0 0= £(0,0), cequi montre que fest
X, y)— (U,

continue en (0,0).
On conclut que f est de classe C° sur R.
2) Classe C'!

* D’apres les théorémes généraux, f est de classe C! sur I’ou-
vert D et on a, pour tout (x,y) € D :

fie,y) =40’y (x? 4+ yH) 7+ xfy (=3) (e + yH) 2
— x3y4(x2 + y2)74(4(x2 + yZ) _ 6x2)

x3y4(_2x2 +4y2)
(xz + y2)4

e D’autre part, I’application f(-,0) : R — R, x +— 0 est
dérivable en O et (f(-,O))/(O) =0, donc f/(0,0)existe et est
égal 2 0.
* On a, en passant en polaires :
p°(—=2cos?0 + 4sin%0)

8

| fiGe )| =

=p| —2cos?0+4sin?0| < 6p —>

(x,y)—>(0,0)

donc f/(x,y) ( 0 = f/(0,0), etdonc f est continue

—
x,y)—>(0,0)
en (0,0) puis sur R,

Comme f est symétrique, c’est-a-dire :

V(x,y) € R f(y,x) = f(x,y),
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on en déduit que f/ est aussi définie et continue sur R”.

Ainsi, f est de classe C! sur R?.

3) Classe C*
On a vu plus haut, pour tout (x,y) € D :
Fly) =2y (=22 + 4y (2 + D)7

Il en résulte que f7; existe sur D et que, pour tout (x,y) € D :

Fhy) =32y (=227 + 4y (P + ) 7
+ 27y (=4 + )
+ X7y (=227 + 4y (= (x* + y*) 2x
="y (? + y) 7 (3(—2x" + 47 (x> + )
—4x*(x* +y%) + (=25 + 4y*)(—8x7))
= xzy“(x2 + )}2)_5(6x4 — 30)52)72 + 12y4).

En particulier, f/(x,0) =0 — 0 et:

—0

” 6 2\—5 4 3 3
fa(x,x) =x"2x7) 7 (—12x") = 3 3 # 0,
donc f7; n’est pas continue en (0,0).

11 en résulte que f n’est pas de classe C? sur R?.

Finalement, f est de classe C' sur R?, et £ n’est pas de classe
C? sur R%,

* Soit y € [0; 1] fixé.
Considérons g : [0; 1] — R,

x —> g(x) = fx,y) = x> +2xy —2y* + x + 3y.
L’application g est dérivable sur [0 ; 1] et, pour toutx € [0; 1] :

g'(x) =2x +2y 4+ 1 > 0, donc g est strictement croissante.
On forme le tableau de variation de g :

x |0 1
8'(x) +
—2y2+5y+2
8(x)
—2y2+3y

e Considérons A,B :[0;1] — R définies, pour tout
y € [0; 1], par:

A(y) = —2y° + 3y, B(y) = —2y* + 5y + 2.

Les applications A, B sont dérivables sur [0; 1] et, pour tout
yel0;1]:
A'(y) = —4y + 3, B'(y) = —4y +5.

On en déduit les tableaux de variations de A et de B :

55
y |0 4 1
T
A'ly) + (I) -
A(y) / \
0 1
y [0 1
B'(y) +

B(y) /

Il en résulte que A admet un minimum, égal a 0, et que B admet
un maximum, égal a 5.

On conclut que fadmet un minimum et un maximum, qui sont
respectivement égaux a 0 et 5.
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Complements

de calcul integral

B Plan M Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 183 o
Enoncés des exercices 185
Du mal a démarrer ? 187

Corrigés 188

Calculs d’intégrales curvilignes, d’aires planes, d’intégrales doubles,
d’intégrales triples

Calculs de certaines intégrales simples en passant par des intégrales
doubles.

Points essentiels du cours
pour la résolution des exevcices

Définition et propriétés algébriques des intégrales curvilignes

Formules donnant une aire plane a 1’aide d’une intégrale curviligne ou
d’une intégrale double

Définition et propriétés algébriques des intégrales doubles, en particu-
lier le théoreme de Fubini, I’étude du cas particulier ou une intégrale
double est égale au produit de deux intégrales simples, et le change-
ment de variables en polaires

Définition et propriétés algébriques des intégrales triples, en particulier
le théoréme de Fubini, I’étude du cas particulier ou une intégrale triple
est égale au produit de trois intégrales simples, et les changements de
variables en cylindriques, en sphériques.

= | ¢s méthodes a retenir

Pour calculer une intégrale

curviligne f w ou (C) est
©)

une courbe orientée du plan et w

une forme différentielle

w(x.y) = P(x.y) dx + Q(x.y) dy

Paramétrer (C) : x =x(t), y = y(t),t € [a; b], puis remplacer x
par x(¢) et y par y(¢) dans w(x,y), y compris dans dx et dy :

b
f w=/ (P(x(t),y(t))x'(t)'i‘Q(x(t)’y(t)y/(t)» dr.
©) a

On est ainsi ramené au calcul d’une intégrale d’une application conti-
nue par morceaux sur un segment.
Meéthode analogue en dimension trois.

== Exercices 12.1, 12.5.
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Chapitre 12 - Compléments de calcul intégral

Pour calculer
’aire d’une partie de R?

Pour calculer une intégrale double

I= fff(x,ymxdy
D

Pour calculer une intégrale triple

I= // fx,y,z)dxdydz
D

Pour calculer ou étudier
une intégrale simple particulieére

184

Utiliser les formules du Cours, s’il s’agit d’une partie simple de R?,
limitée par une courbe (C) :

1 1
A:/ xdy:—/ ydx:—/ (xdy—ydx):—/ p*dé.
© © 2 Joy 2 Jo

Une fois le résultat obtenu, vérifier que 1’aire est positive et, si pos-
sible, a I’aide d’un schéma, que 1’ordre de grandeur du résultat est
cohérent.

W= Exercice 12.2.

e Découper D en tranches ou en piles, si D est une partie simple
de R?, et emboiter les intégrales simples :

= ([ )

¥

AL s

== Exercices 12.3, 12.7, 12.10 a), b)

ou

* Essayer un changement de variables permettant de se ramener a une
intégrale double plus simple. En particulier, si le domaine D (et la
fonction f) s’y préte, passer en polaires.

= Exercices 12.6, 12.10 ¢).

e Décrire D par inégalités convenables et emboiter les intégrales
simples.

== Exercice 12.4

* Essayer un changement de variables permettant de se ramener a une
intégrale triple plus simple. En particulier, si le domaine D (et le fonc-
tion f) s’y préte, passer en cylindriques ou en sphériques.

== Exercice 12.9.
On peut quelquefois passer par une intégrale double, en utilisant le
théoréme de Fubini.

== Exercices 12.11, 12.12, 12.13.
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Enoncés des exercices

=mmme Fnonceés des exercices

— Exemples de calcul d’intégrales curvilignes

Calculer les intégrales curvilignes I = / w dans les exemples suivants :
©

a)wx,y) =dy+ ydx

(C) est le cercle d’équation x? + y? = 1, parcouru une fois dans le sens trigonométrique
b) w(x,y) = x>dy + y>dx

(C) est le segment de droite [AB], de A(—1,0)vers B(1,1).

— Exemples de calculs d’aires planes
2

a) Calculer I’aire de la boucle de I’arc paramétré x = 13 — 3¢, y = t* — 8¢2.
b) Calculer I’aire intérieure a la lemniscate d’équation polaire p = +/ cos 26.
— Exemples de calculs d’intégrales doubles

Calculer les intégrales doubles / / f(x,y)dx dy dans les exemples suivants :
D

a)D={(x,y)eR*; 0<x<1L,0<y<x},  flx,y) =x%

1
b)D={(x,y) eR>; 0<x<1,0<y <xl, )=
) {x.» <x<1,0<y<x}, f@y) T
— Exemples de calculs d’intégrales triples

Calculer les intégrales triples / / f(x,y,z) dx dy dz dans les exemples suivants :
D
a)D={(x,y2) eR*; 0<x,0<y,0<z, x+y+z< 1}, flx,yz) =P

3
b) D = [O; g] , f(x,y,2) = sin(x +y+ 2).

— Exemple de calcul d’intégrale curviligne

Calculer I'intégrale curviligne I = / wol:w(x,y,z) =zdx +xdy + ydz,
©)

(C) est I’arc paramétré x = cost, y = sint, z = sht, r allantde —1 a 1.

— Exemple de calcul d’intégrale double

Calculer I'intégrale double /f f(x,y)dxdy, ou:
D

D={xy eR; 0<x,0<y, 2 +)y2 <1}, flxy) =2 y1—-x2— )2
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Chapitre 12 - Compléments de calcul intégral

— Un calcul d’intégrale double amenant des factorielles

a) Calculer, pour tout A € [0; +o0o[ et tout (p,q) € Nz,l’intégrale
A
I\(p.q) = / P\ =) dr.
0

b) En déduire, pour tout (p,q,r) € N?, la valeur de I'intégrale double J (p,q,r) = // f,
D

ot D={(x,y) €R?; 0<x, 0<y, x+y <1}, flr,y)=x"yi(l—x—y).

— Exemple de calcul d’intégrales emboitées
1 Arccos y 1
Calculer I = / ( _ dx) dy.
0 0 /4 + sinx Y
— Exemples de calculs d’intégrales triples

Calculer les intégrales triples / / / f(x,y,z) dx dy dz dans les exemples suivants :
D

a) D={(x,y2) eR; x> +y2<2,0<z< 1}, fx,y.2) =x3*2>

b)D={(x,y,2) eR}; x> +y* + 22 <1}, flx,y,2) = x°y*2

—— Exemples de calculs d’intégrales doubles

Calculer les intégrales doubles / f f(x,y)dx dy dans les exemples suivants :
D

1

@)D =[0:31x[0:2], flx,y)= >
1+ (Max (3x,2y))

1
X 2 —X qin 2
e*coscy +e*sin-y

b)D =[-a;a] x [Og] a>0fixé, fl(x,y)=

¢)D={(x,y) eR*; 0<y, x>+ —x <0, x* +y> -y >0}

fx,y) =x*+ y* —2xy.

I —— Exemple de calcul d’une intégrale simple via une intégrale double
1
a) Montrer : Vx € [0; 1], In(1 +x) = / dy.
o 1+xy
P "n(1 +x) . ! Arctan x
b) En déduire la valeur de ———— dx, puis celle de e Ear—
0 1 =+ x2 0 1 +x

——— Calcul de I’intégrale de Gauss

Pour a € R, on note :

D, ={(x,y) e R% x> +y* <a*}, A,={(xy) €eR% x| <a,ly|<a},

f : (xﬂy) > ei(szr).Z)’ 1” =/ f’ Ja = // f
Da Ag

a) Calculer 1, pour tout a de RY .
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Du mal a démarrer

b) Montrer, pour tout a de R : [, < J, < I, 45.

a
¢) En déduire : / e Vdy —— Y2
0

Soient (a,b) € R? tel que a < b, f,g : la; b] — R continues et croissantes. Montrer :

e Du mal a démarrer ?

Paramétrer (C) et appliquer la définition d'une intégrale
curviligne, permettant de se ramener a une intégrale simple.

a) Appliquer une des formules donnant I'aire plane limi-
tée par une courbe en coordonnées cartésiennes, par exemple

A= x dy.
©)

b) Appliquer la formule donnant l'aire plane limitée par une

1
courbe en coordonnées polaires, A= 2 ,02 do.
©)

Commencer par tracer D.
Emboiter les intégrales simples, dans I'ordre suggéré par la défi-
nition de D.

a) Emboiter les intégrales simples.
b) Développer sin (x + y + z) pour se ramener a des sommes

de produits d'intégrales simples.

Paramétrer (C) et appliquer la définition d'une intégrale
curviligne, permettant de se ramener a une intégrale simple.

Vu le domaine, passer en polaires.

a) Utiliser une intégration par parties, pour obtenir une
relation de récurrence entre les intégrales I,(p,q) et
L (p+ 1,q — 1), puis réitérer. Exprimer le résultat final a l'aide
de factorielles.

b) Utiliser a) deux fois.

NG

a——+00 2 ’

Une inégalité de Tchébychev portant sur des intégrales

(fabf)(fabg><(b—a)/abfg,

Remplacer I'emboitement d'intégrales simples définis-
sant / par une intégrale double et utiliser le théoréme de Fubini.

a) Vu le domaine, passer en cylindriques.

b) Vu le domaine, passer en sphériques.

a) Comme I'expression de f(x,y) dépend de la position
relative de 3x et 2y, séparer le domaine D en deux domaines et
appliquer la relation de Chasles.

b) S'assurer d'abord que le dénominateur de f (x,y) ne s'annu-
le pas. Emboiter les intégrales simples.

¢) Vu le domaine, passer en polaires.

a) Calculer l'intégrale.
b) En utilisant a), écrire l'intégrale proposée I sous la forme
d'uneintégrale double.Exprimer aussi / a I'aide du changement
de variables X = y, Y = x. En déduire une expression de I per-
mettant de séparer / en produit de deux intégrales simples.

a) Passer en polaires.
b) Faire un schéma.

¢) Exprimer J, comme produit de deux intégrales simples.

Calculer I'intégrale double
//I - (f) = ) (g(x) —g(y))dxdy

et exploiter les croissances de fet g.
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a) Le cercle (C), parcouru une fois dans le sens trigo-
nométrique, est paramétré par :

x = cost, y = sint, t allant de —7 a 7 par exemple.

On a donc :

I=/ w:/ (dy + ydx)
©) ©)

™
:/ (costdt + sint(—sint) dr)
-

s
=/ (cost — sin’t) dt
-7

m ™
= 2(/ costdt—/ sin*# dr)
parité 0 0

T 1 — cos2t
_ o ™ _ - =
= 2([ sint] /0‘ > dt)

_ [t sin21]7T _
= > =

0

1 1
b) Le segment [AB] est paramétré par y = Ex + o x allant

de —1al.Onadonc:

I:/ w:/ (x*dy + y*dx)
© ©

1 1 1 1\2
_ 21 L
_/_, (x 2dx+(2x+2) dx)

3, 1 1 3x3 1x2 1 9!
= (3 +—x+—)dx=[——+——+—x]1
=il -

4 2 4 43 4
= I,
a) La boucle est obtenue pour ¢ y
variant de —\[3 a \/§, d’ou : 0] 2 X
A= x dy
©)

V3
= f (3 = 30)(4® — 160)dr
-3

912
© 35

V3 ~45,13.

= Corrigés des exercices

b) Commencer par tracer la courbe (C) d’équation polaire
p = +/ cos 20, qui est une lemniscate.
y

b

©

Par symétrie, A = 2.A;, ou A, est |’aire limitée par la partie
(Cy) de (C) située dans le demi-plan correspondant a x > 0.

Ona:

A 1/ % do 1/§ 20d0
= = = = COos
"2 e’ 2)g

1

m
_1 sin207_1
20 2 _%_2'

Onconclut: A=2A4; = 1.

a y

0 X 1 X

On emboite les intégrales simples, comme I’indique le
domaine D :

1 by
Iz/:/xze”dxdy:/ (/ xze"ydy>dx
D 0 0
1
=/ [xe"y
0

1o 27" /1 1y 1 e-2
=|l-e" ——| =|=e—=)— == .
2 2], \27 2) 27 2

y=x 1 2
dx =/ (xe* —x)dx
y=0 0

—_—




b) On emboite les intégrales simples, comme I’indique le

domaine D :

1
12//0 Troarn Y
1 X ]
Z/o </0 <1+x2)(1+y2>dy)dx
1 1 x dy
_./0 1+X2</o 1+y2>dx

b y= o
= f . [Arctan y] dx = / — Arctan x dx
o 1+ x2 y=0 o 1+x2

I(At )21 1/m\> =
= | = (Arctan =—(-] =—.
ey =a\1) T3

a) Le domaine D peut étre défini par :
0<x<1, 0<y<l—-x, 0<z<Il—-x—y.

On emboite les intégrales simples :

I = /:/f e dx dydz
D
1 1—x 1—x—y
= / (/ (/ grtyte dz) dy) dx
0 0 0
! I )tz 12=1—x—y
ZA (/(; [ex+}+~]zzo ) dy)dx
1 1—x
= /0 (/(; (e—e”'y)dy)dx
! y=1—x
:/0 [ey —ex+y]i;0 dx

1 1
= / (e —x)—e+e")dx = / (e —ex)dx
0 0

2

_[x x]l_ 1 1_61
=|e ezo—ee2 =3 .

b) En développant le sinus d’une somme de trois termes,

ona:
sin(x +y +2) = sin((x + y) +2)
= sin(x + y)cosz + cos (x + y)sinz

= sinXx CcOSy coSZ 4 COSx siny cosz

+ cosxcosysinz — sinx sinysinz,

d’ou:

u
I:[f/ sin(x +y +z)dxdydz
D
:/// (sinxcosycosz+ COS X Sin 'y oS z
D

+ cosxcosysinz — sinx sinysinz)dxdydz

=3C%§ - §°3,

T T

3 T
ol on a noté : C=/ cos x dx, S:/ sin x dx.
0 0

Et: C ={[sin ]% ! S = [—cos ]Z‘_T 1 !
: =[sinx], = —, S=[—cosx]y =1——.
V) ’ V2
D’ou:
I =S83C*-5%
1 3 2 1
=(1—-——=[=—-(1-—=+=
(-%)G-(-%+2))
1
=(1-—=)v2=+v2-1.
(-%)
Ona:
I = (zdx +xdy + ydz)
©)

1
= / (sh t(—sinzdt) + cost(costdr) + sint(cht dt))
—1
1
= / (—shtsint + cos’t + sinf cht) dt
—1
1
L= 2/ (—shzsint + coszt)dt
parité, imparité 0

1 1
:—2/ shtsintdt+2/ costdr .
0 0

notée J notée K

A T’aide de deux intégrations par parties successives :

I
J=/ shtsinz dr
0
1
:[chtsint](l)—/ chzcostdr
0

1
=chlsinl — ([shtcost](l) +/ shtsintdl)
0

=chlsinl —shlcosl — J,

1
d’ou: J = E(chlsinl —shlcosl).
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1B 8
! ' 2t ¢ sin2t]'
K:/ cosztdt:/ ﬂdtz[——k o ]
0 0 2 2 2 o
1 o sin 2 1 o 1 . 1 1
== = — + —sin .
2T g T
On conclut :
I =—chlsinl +shlcosl+ sinlcosl+ 1.
Vu la forme du domaine, on passe en polaires :
I:// f(x,y)dxdy
D
=// f(pcosB,psinB)pdpdd
[0:Z]x10:1)
:[/ p?cos20y/1 — p2 pdpdh
[0:F]x10:1]
I 1
:(/ c0529d9)</ p3\/1—p2dp).
0 0
notée A notée B
Ona
T 20 0 sin2077
Z
A:/ I+cos20 o [0 sin201% 7
0 2 2 4 |, 4

Pour calculer B, faisons le changement de variable u = p® :
1
1
B :/ uv1l—u Edu, puis le changement de variable
0

v=A1—-u,u=1—2%du=—2vdv:

0 1
B = lf (1—u2)u(—2vdv)=f v2(1 —v?) dv
1 0

2
1 3 591
1 1 2
= 2_4d=v__v_ S
/O(U v)v[3 5. =3 5" 13
2
On conclut : I:z—zi
415 30

a)On a, si ¢ > 1, par intégration par parties pour des

fonctions de classe C' :

A
h@ﬂ)=/‘ﬂQ—4ym
0

tp-H A /\tp-H "
= A—1)4 A—0n9""dt
-]+ [ g

q
= —] +1,9—1).
p_H,\(P qg—1)

Il en résulte, en réitérant :

q

I\(p,q) = I 1,9 —1

A(P.q) p+1)\(p+ qg—1
=4 4 p+24-2)
p+1p+2

9 a9~ L 44,0
T otlpt2 prg NPT

Et:
A . tp+q+1 A )\p+q+l
horao = [ [ I
W= g pta+1)y pta+l
On conclut :
q q—l 1 )\p+q+l
I(p.q) =
p+1p+2 p+q p+qg+1
__ rq phg+1
(p+qg+ D! ’

b) On a, en emboitant les intégrales simples :

J(p.q.r) = // Sf(x,y)dxdy
D

1 1—x
= / (/ x"y"(l—x—y)’dy)dx
0 0
1 ll=s7
=/ x”(/ y"(l—x—y)"dy> dx
0 0

1
= / xPL_x(q.r) dx
0

1
:/ xp— LT e gy
0 (q+r+1)!

q'r! I |
= ml(ﬁﬂ‘i‘r-i- )
qg'r! pl(g+r+ 1!

T @D (prqgtr+2)

plqg!r!
~ (ptg+r+2)t

En notant
D:[(x,y)eRz;Ogygl,ogngrccosy}, on a
m
2

aussi : Dz{(x,y)e]RZ; 0<x<-,0<y< cosx}.



COS x

Yy = cos x

0 X

SIS

En utilisant le théoréme de Fubini :

yis
5 cosx 1
= ——dy ) dx
./0 ( 0 /4 + sinx y)

yis i

2 COS Xx 2
— " _dx=|2VA+ sinx|  =2V5-4.

0 /4 -+ sinx [ ]0

a) Vu le domaine, on passe en coordonnées cylin-
driques : x = pcosf,y = psinf, z =z. Alors:

—nr<O0<T
x2—|—y2<2z
(x,y,2) € D —{ <2z
0<z<1
0<z<1

<7

4
N

o o
NN

Il
NN D

1
V2z.

D’ou:

1 :// f(x,y,z)dxdydz
D

=// f(pcosb, psinb, z)pdpdfdz
A

:///Ap%oszesinzé'zzdpdedz
= (fT coszt9sir120d6’)<‘/(;1 <‘/(;\/27p5dp>z2dz).

—T

notée A notée B

cA

@ @ q
[ Zsin220d9=/ g(1—cos4(9)cu9

™ -7

. 1 P sin40\ 7" o
18 4 .4
1 67P=V22 1! 4T470 2
-B:[ [’i] zzdz:—/ SZSdz:—[i] =z
o L6y 6 Jo 316, 9

Onconclut: I =

2
9

b) Vu le domaine, on passe en coordonnées sphériques :

x =pcosfsing, y=psinfsing, 7= pcose.

Alors :
(x,y,2) € D &

A<—7r<0<7r, 0<p<m, 0<p<1>.

D’ou:

I:// f(x,y,z)dxdydz
D

=/f f(pcosBsin g, psinfsinp, pcos )
A

p*| sinp| dpdf de

= // (p° cos 20 sin 2@ 'sin *p cos 2p) p* sin o dp df d
A

= (/W 005267sin20d9>(/W Sin590005299d90)
r 0
([ o)

———
notée C

notée A notée B

Ona:

1 1
-A:/ Zsin229d6:/ g(l— cos 460) do

T -7
_ 1|:€ sin49i|7r o
8 4 | &
s -1
-B:/ sin‘pcospsinpdy = —/ (1 — 1222 dr
0 t=cos Y 1

1 1
=/ & —2t"+1%dt = 2/([2—2t4+t6)dt
—1 p 0

arité

SR 1 2 1 16
=2l 2+ | =224 )= —
3 5771, 3 57 105

1 91
p 1
e C = Bdp=|=| ==.
foee=[5]=3

T 16 1 4

O lut: I=ABC=—+ - — . — = ——.
n conclu 2 105 9 945
a)
3x =2y
2
D,
D,
o 4 3 X
3
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La droite d’équation 3x = 2y partage D en deux domaines D,
(correspondant a 3x < 2y) et D, (correspondant a 3x > 2y).
On a donc, par la relation de Chasles pour des intégrales
doubles :

1://Df=1.+12, ot 11:/le, 12:/D2f.

e Calcul de I, :

En emboitant les intégrales simples :

2y

200371 22 1
1]:/ </37dx)dy: A S
o \Jo 1+@y)? o 3 1+@2y)?

_/42 1 1d_1/4 22
=y Jy 31422 0 12), 142 ¢

1[1 a+ 2)]4 L7
= — | In ="—=n o
12 2T 12

e Calcul de I :

On découpe D, en deux domaines de facon a pouvoir encore
appliquer la relation de Chasles :

a1

3x
2

1
1+(3x)2dy>dx
3 2 1
+[1 (/0 1+ (3x)2 dy>dx

_/%3x 1 dx+/3 2 .
Jo 2 14Gx) ¢ 14+ (@3x)? )

4
3

- %[m (1+607)] + %[Arotan (3x)]3

4

3
1 2

=4 In17 + g(Arctan9 — Arctan4).

On conclut :

1 2
I=L+15L= 3 Inl7 + g(ArCtan9 — Arctan4).

m
En notant a = Arctan9 — Arctan4, ona a € ]0; §|: et, en
utilisant la formule de trigonométrie sur la tangente d’une dif-
9—-4 5

tang = ———— = —.
1+9-4 37

férence :

5 .
On a donc a = Arctan 77 et on peut exprimer / sous la

forme :

I ]1 17+2A t >
=—-In —Arctan —.
6 3 37

b) » Montrons d’abord que f est continue sur D.

On a, pour tout (x,y) € D :

5 s e*cos’?y =0
e'cos‘y+etsiny =0+«
S— e\ e " sin Zy =0
>0 >0
{ cos?y =0
sin?y =0
— cos’y + sin’y =0,
contradiction.

Ainsi, le dénominateur de f(x,y) ne s’annule pas, et, par
opérations, f est continue sur D.

* On a, par emboitement d’intégrales simples :

1=// fx,y)dxdy
D

‘ ¢ ! dy )d
_/_a</() e’ cos2y + e sin2y y) -

notée J(x)

Pour calculer J (x), les regles de Bioche indiquent le change-
ment de variable r = tan y.

On a alors :
2 1 1
= 1+ tany  1+2
2 2 r?
sin“y = 1 — cos yzm,
y = Arctant, dy:l,
1412
d’ou:

60 /‘ 1 dr
X) =
0 x 1 e r 1+

¢ 1+ 1¢2 1+ 12

1 1 1 e
o €+ 12> o 1+ (e ™)?

=1
= Arctan (™).
t=0

= [Arctan (t e’")]

On reporte dans / :

1= / Arctan (e7") dx

a

0 a
= / Arctan (e™") dx + / Arctan (™) dx
Chasles J_, 0

= / Arctan (e”) dy + / Arctan (™) dx
Y 0 0

4 1

= / (Actan (e*) + Arctan (—))dx
0 e

_ fﬂﬂdx _ ma

2 T 2



1\? 1
¢)Ona: x2+y2—x=0<:><x—§> +y2:1’

1 1
équation cartésienne du cercle de centre (5 , 0) et de rayon 7
De méme, x> + y> — y = 0 est une équation cartésienne du
1 1
cercle de centre (0, 5) et de rayon 7

On en déduit le tracé de D :
y

1

09—

19

Passons en coordonnées polaires :

0<o<2m, 0

N
A

x = pcosb,

Ona:

y = psinf,

y=0
(x,y) € D &

D’ou:

1=/:/ f()my)dxdy:// f(pcosb, psind) pdpdl
A

% C()Se
:/ (/ ; (0* —2p2c0508in9)pdp> do
0 sin
% COSG
:/ a- sin29)</ P dp) de.
0 sine

Et:

cosf p4 P=cos 0 1
/ pPdp=|= = —(cos*0 — sin*0)
sin 6 4 P=sin (% 4

1
= Z(cosze — sin?6)(cos 20 + sin26)

1
= —cos 26.
4

Donc :

| f
= 7/4(1 — sin26) cos 26 df
4 Jo

s

1[5 1.

=Z/0 (00529—5sm40)d9

1T sin20  cos401% 1//1 1\ 1 1
=z[ > TR L=z(<§‘§>‘§)=ﬁ-

d X
— In(1 = s
&y n(l +xy) T4y

a)Pour x € [0; 1], 0ona

1 y=1
donl: / * gy— [1n(1+xy)]‘ — ln(1 +x).
o 14+xy y=0
"In(1
b) D’apres a), en notant / :/ M dx,ona:
0 1+X2
1 - 1
= f f dy dx
o 1+xy 1+x2

f/D (1+xy)<1+x2> D
ouD = [0; 1]2.

En échangeant x et y (c’est-a-dire : en effectuant le change-
ment de variables affine X = y, Y = x, qui conserve D), on a
aussi :

_ y
! ‘//D DS haek

On obtient, par addition :

_ X y
= f/D ((1 A+ T A+m)a +y2>>dXdy

// x(1+y?) 4+ y(1 +x?)
= d.xd

> L+ +20(1 +y2)
x+y
dxdy.
f/D A+ 1y

Mais en « échangeant » x et y :

y . X
//D(l (1 +y2) dXdy‘//Da AT T

D’ou :

X
= S — T
//D A+ A+ 0
1 1 1
= /de /—dy = 2.
0 1+X2 0 1+y2 8
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Enfin, en intégrant par parties :

0 14 x2

' Arct 1 Undd
/ retanx dx:[Arctanxln(l—f—x)] / nd+9
0 0

14+ x
=2 T m2="m2
4 8 8

a) En passant en polaires :

m a
= // e_”zp dodp = (f d@) (/ e_”zp dp)
[=m:m]x[0;a] - 0

b) Puisque D, C A, C D,v/2 etf >0,0na:

flosihrs<lf,

cest-adire: I, < J, < I,v/2.

(0] aV_2

c)D’apresa)eth):
VaeR:, 7(1—e) < J, <7(l —e ),
d’ou, par le théoreme d’encadrement :  J, —— 7.
a——+00

D’autre part, pour tout a de R :

J, :// e*"ze”zdxdy: </ e*"zdx> </ e’yzdy> s
[—a;a]? —a —a
a 5 2
donc : (/ Che dx) — .
—a a——+00

194

a

Comme / e’ dx > 0, on déduit : f e dx —— JT,

a —a a—+00

et donc (par parité) :

/ e dx —— ﬁ
0

a—>+00 2

. 2 2 9
Remarque : Avec le vocabulaire de 2° année, x —— e estin-

tégrable sur [0; +oo, et :

/+oo o ﬁ
e dx = —.
0 2

Puisque f et g sont croissantes, on a, pour tout
(x,y) € la;b)*:

(fx) = fFDM)(gx) —g(y) =0.

D’ou, en intégrant sur le pavé [a ; b)*:
// (fx) = FM)(8x) — g(») dxdy > 0.
[a;b]

Notons / cette intégrale double et calculons / :

i = // (f(D)gx) = f)gy)
[a;b]?

— f(Me@) + f(»)g(y))dxdy
b b
- / F)gx) drdy — / F()g() dx dy

b b
- f e f Faddy

b b b b
=/ f(x)g(x)dX/ dy—/ f(x)dx/ () dy

b b b b
- / FO)dy / () dx + f dx / FOIEO)dy

a

:2(b—a>/ahfg—2(/abf)</ahg)'

On conclut :

(Z:bf)<‘/jg><(b—a)‘/{:bfg‘
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Vocabulaire

de la théorie
des ensembles

0 Plan mmmmmmmmms

Les méthodes a retenir 195
Enoncés des exercices 196
Du mal a démarrer ? 198

Corrigés 199

Thémes abovrdés dans les exevcices

+ Egalités et inclusions d'ensembles obtenus par opérations sur des par-
ties d'un ensemble

* Injectivité, surjectivité, bijectivité

* Image directe, image réciproque d'une partie par une application.

Points essentiels du cours

pour la vésolution des exewvcices

 Définition et propriétés des opérations N, U, Cg

* Définition du produit cartésien de deux ensembles

* Définition et propriétés de l'injectivité, de la surjectivité, de la bijec-
tivité pour les applications

* Définition de 1'image directe, de I'image réciproque d'une partie par une
application.

mmmme | es méthodes a retenir

Pour travailler
de maniere générale
sur des ensembles

Pour établir
une égalité d’ensembles

Essayer de passer par les éléments des ensembles, ou de calculer glo-
balement sur les ensembles. La deuxieme voie est en général plus
courte et plus claire (si elle est praticable).

= Exercices 13.1, 13.2.
On peut :

* soit montrer directement 1’égalité
* soit montrer deux inclusions : A C Bet B C A.

Dans chacune de ces deux options, on essaie de passer par les élé-
ments ou de calculer globalement sur les ensembles.

== Exercices 13.1, 13.2, 13.6.
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» Utiliser les définitions et les propositions du Cours sur la composée
de deux applications injectives (resp. surjectives)
Pour résoudre une question .
re une qu . el = Exercices 13.4, 13.7
portant sur injectivite, surjectivite,
bijectivité d’applications dans un

e » Utiliser le résultat de 1’exercice classique 13.4 (en le redémontrant).
cadre général

> Exercice 13.5.

Appliquer les définitions.
Pourf:E — F, A€ P(E), A’ € P(F), ona:

fA)={yeF 3acA, y=f)}

Pour manipuler, )y = [xeE f(x)e Al
dans un cadre général,
des images directes

ou des images réciproques
de parties par des applications y € fA) &= (Ela €A, y= f(a)),

et, pour tout x € E :

Autrement dit, pour tout y € F :

xe fTUA) < f(x) e A
> Exercice 13.7.

Passer par les éléments en utilisant les définitions :

Pour manipuler, x € UA,- — (Eli el, xe A,v)

dans un cadre général, iel

des réunions ou des intersections

de familles d’ensembles X € ﬂ A = (Vi el, xe A,-).
iel

> Exercice 13.6.

== Fnoncés des exercices

— Exemple de calcul ensembliste
Soient E un ensemble, A, B,C € ‘B(E). Montrer :

AUB=AUC& AUB=AUC,
ot on a noté B (resp. O)le complémentaire de B (resp. C) dans E.

- Exemple de calcul ensembliste
Soient E un ensemble, A, B,C € ‘B(E). On note

X=(ANBUMBNC)UCNA), Y=(AUB NMBUC)N(CUA).
Montrer: X =Y.
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Enoncés des exercices

Exemple d’application injective non surjective, exemple d’application surjective
non injective, étude de leurs composées

Soient f: N — N et g:N— N

x— x+1 { 0 siy=0
y}—)

y—1 siy>1

a) Btudier I'injectivité, la surjectivité, la bijectivité éventuelles de f et de g.

b) Préciser g o fetf o g.

Composée injective, composée surjective

Soient E,F,G des ensembles, f : E —> F, g : F —> G des applications. Montrer :
a) si g o f estinjective, alors f est injective

b) si g o f est surjective, alors g est surjective

c) si g o f estbijective, alors f est injective et g est surjective.

Etude d’injectivité et de surjectivité pour des composées

Soient E, F,G trois ensembles, f : E — F,g: F — G, h: G — E trois applica-
tions. Montrer :

a)sihogo fetgo foh sontsurjectives et f o h o g injective, alors f,g,h sont bijec-
tives.

b)sihogo fetgo foh sontinjectives et f oh o g surjective, alors f,g,h sont bijec-

tives.

Produit cartésien et famille d’ensembles

Soient E, F des ensembles, (A;);c; une famille de parties de E, (B;);c; une famille de par-
ties de F, indexée par le méme ensemble /, A une partie de E, B une partie de F.
Montrer :

a) U(Ai x B) = (UAi) x B

iel iel

b) | J(A x B)) = A x <U3i>

iel iel

¢) ﬂ(Ai x B)) = (ﬂA,) x (ﬂB,-).

iel iel iel

Images directes, images réciproques de parties par une application,
en liaison avec I’injectivité, la surjectivité

Soient E, F' deux ensembles, f : E —> F une application ; on considere les applications
f: B(E) — P(F) etf: P(F) — P(E) définies par :

{VA e P(E), f(A) = f(A)={yeF:idacA y=[f(a)
VA€ P(F), f(A) = [ A) = (xe B f) e A}
Démontrer :
a) f injective <= f injective <= f surjective
b) f surjective <= f surjective <= f injective
¢) f bijective <= f bijective <=> f bijective.
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Existence d’un point fixe pour une application croissante de J3(E) dans P (E)

Soient E un ensemble, f : P(E) —> P(E) une application croissante pour I’inclusion,
c’est-a-dire telle que :

VABER(E), (ACB= [(A)C [(B)).

Montrer que f admet au moins un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe X € ‘B(E) tel que :
f(X) =X.

mesee Du mal a démarrer ?

Séparer d'abord I'équivalence logique demandée en deux
implications, la seconde revenant a appliquer la premiére & B
et C alaplace de B et C respectivement.

Raisonner sur les ensembles, partantde A U B = A U C, pour
déduire A U B = A U C, al'aide des opérations sur les parties
de E.

On peut aussi
AU B =AU C, considérerx € A U B quelconque, et établir

raisonner sur les éléments : supposer

x € A U C, en séparant en cas selon la situation de x.

Partir de X (par exemple), transformer I'écriture de X en
utilisant des propriétés de N et U, pour arriver a Y par égalités
successives.

On peut représenter f et g par des schémas qui aident a
la compréhension des propriétés d'injectivité et de surjectivité.

a) Supposer g o f injective, et montrer que f est alors
injective en revenant a la définition de l'injectivité.

b) Supposer g o f surjective, et montrer que g est alors surjecti-
ve en revenant a la définition de la surjectivité.

Appliquer le résultat de I'exercice 13.4, en groupant par
associativité : (hog)o f, ho(go f).

Montrer ces égalités en passant par les éléments, par équi-
valences logiques.

Pour la commodité, on abrege injective en inj, surjective
en surj.
a) Montrer les deux équivalences logiques finj <= finj,
finj < fsurj , en séparant chaque équivalence logique en
deux implications.
Pour fNinj = finj et pourfsurj — finj, penser a utiliser
des singletons.
Pour finj = fsurj , montrer que, si fest injective, alors :

VAERE), A=fT(f(A).

b) Pour fsurj = fsurj et pour fsurj = finj, montrer
que, si fest surjective,alors: YA’ € P(F), A’ = f(f~'(A)).
Pourfsurj — fsurj et pourfinj — f surj, penser a utili-
ser des singletons.

Considérer A= {X e P(E): X C f(X)} et F= [ ] X.
xeA



=== Corriges des exercices

Premiére méthode :

1) On a successivement :

AUB=AUC=AUB=AU

aQ

A

< ANB=A4nN
— AUMANB=AUANCOC)

< (AUA)N(AUB)
=(AUANAUCQC
< AUB=AUC.
Ceci montre I'implication :
AUB=AUC=> AUB=AUC.
2) En appliquant le résultat précédent a (B,C) 2 la place de
(B,C), on obtient I'implication réciproque :
AUB=AUC=AUB=AUC

et on conclut a I’équivalence logique demandée.

Deuxieme méthode :

1) Supposons A U B=A U C.

*Soitx € A U B, doncx € A oux € B.
*Sixe A, alorsx € AU C.

*Six ¢ A, alors,commex € Aoux € B, ona:x € B, c’est-
a-dire x ¢ B. Ainsi,x ¢ Aetx ¢ B, doncx ¢ A U B,d’ou,
par I’hypothese, x ¢ A U C et, a fortiori, x ¢ C, c’est-a-dire
xeC,doncx e AUC.

Onamontré: x € A U C.

Ceciprouve: AU BC A U C.

* Comme B et C ont des roles symétriques dans I’hypothese
AUB=AUC, onaaussi: AUCC A U B.
Onconclut: AU B=AUC.

2) Pour la réciproque, on termine comme dans la premiere mé-
thode.

On a, par opérations dans ‘B(E) :
X=(ANB)UMBNC)U(CNA
=((AN B) U (BN C)) U (CN A)associativité de U

=((A U C) N B) U (C N A) mise en facteur de B
=((AUC)U (CNA)N(BU(C N A)
distributivité de U sur N
=(AUC)N((BUC)N (BUA)
distributivité de U sur N
=(AUBNBUCN(CUA) =Y.

a)l)
o1 2 ... X
7
1 2 3 ... x+1
[festinjective (évident) et non surjective (car 0 n’a pas d’anté-
cédent par f), donc non bijective.

2)
01 2 ... 'y
(.
001 ... y—1

g estnon injective (car g(0) = g(1) = 0) et est surjective (car,
pour tout x de N, x = g(x + 1)), donc non bijective.

b) 1)
o1 2 ... X
gof <1 2 3 ... x+1
o1 2 ... X
Ona: VxeN, (gof)(x) =gx+1)=x+1)—1=x,
donc: go f = Idy.

2)
o1 2 ... y
fog <0 o1 ... y—1
1 1 2 ... y
Ona:

{fog(0)=f(0)=1
VyeN, (fodM=fO—D=G-D+1=y|

donc f o g # Idy.
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a) Supposons g o f injective.
On a, pour tout (x;,x;) € E? :
fG) = fn) = g(fn) = g(f(x2))
< (go f)x1) = (go fx2)
— X} =X,

go finjective
donc f est injective.
b) Supposons g o f surjective.
Soitz € G. Puisque g o f est surjective, il existe x € E tel que
z=1(go f)(x). On a alors, en notant y = f(x) : y € F et
7= g(f(x)) = g(y). Ceci montre que g est surjective.
c) Supposons g o f bijective. Alors, g o f est injective et sur-
jective, donc, d’apres a) et b), f est injective et g est surjective.

a)Puisque h o (g o f) etg o (f oh) sontsurjectives, h
et g sont surjectives ; puisque (f o h) o g est injective, g est
injective. Il en résulte que g est bijective.

Enutilisant g=', f o h = (f o h o g) o g~ estinjective (com-
posée d’applications injectives), donc 4 est injective.
Ainsi, h est bijective, et enfin, f = (¢7'oh ) o(hogo f)
et f=(fohog)o(g'oh™t), donc f est surjective et
injective (comme composée de telles applications), donc
bijective.
b) De méme, schématiquement :
hogo f inj. f inj.
[ bij.
gofoh inj. |=—= {h inj. | = 5
h  inj.
fohog surj. [ surj.

hog= f'o(fohog)surj = hsurj., h bij.,
g=(gofoh)o(h "o f")inj.,
g=h"oflo(fohog) surij.

a) Soit (x,y) € E x F. On a successivement :

.y € Ji x B)
iel
<—diel, (x,y)eA;, xB
<=3Jiel, (xeA; et yeB)
> (3iel xeA) et yeB
@erA,- et yeB
iel

— (x,y) € (UA,-) x B,

iel

d’ou I’égalité d’ensembles : U (A; x B) = <UAi> x B.
iel iel

b) Comme en a), en permutant les roles des ensembles.

c) Soit (x,y) € E x F. On a successivement :
(x.y) €[ \(Ai x B)
iel
< Viel, (x,y)eA; xB;
& Viel, (xeA; et yeB)
< (Viel, xeA;) et (Viel, yeB)
<:>xeﬂA,- et yeﬂB,-

iel iel
X € (ﬂA,) X (mB,),
iel iel
d’ou I’égalité d’ensembles :

(A x B) = (ﬂA,-) x (ﬂB,»).

iel iel iel

a) o)) Supposons f injective. Soit (A,B) € (&B(E))2

tel que f(A) = f(B). Soit ae€A ; puisque
f(a) e f(A) = f(B), il existe b € B tel que f(a) = f(b).
Comme f est injective, on déduit a = b € B. Ceci montre
A C B,etdeméme B C A,d’ou A = B, et ﬁnalementf est
injective.

5) Supposonsf injective. Soit (a,b) € E?telque f(a) = f(b).
Ona:

fdah) = {f@} ={fB)} = f{bD),

d’ou, puisquef est injective, {a} = {b}, donc a = b.

Ceci montre que f est injective.

7) Supposons f injective.

Soit A € P(E). Montrons A = f~'(f(A)).

L’inclusion A C f~! (f(A)) est connue.

Soitx € f~!(f(A)) ;alors f(x) € f(A),doncilexiste a € A
tel que f(x) = f(a), puis, comme fest injective,x =a € A.
Ainsi: A= f~'(f(A)) = F(f(A)), ce qui montre que f
est surjective.

0) Supposons f surjective. Soit (a,b) € E? tel que
f(a) = f(b). lexiste (A',B’) € (<43(F))2 tel que {a} = f(A")
et {b)=f(B), et on a : f(b)= f(a) e A, donc
b € f~'(A) = {a}, b = a. Ceci montre que f est injective.
b) a) Supposons f surjective. Soit A" € P(F). Montrons :
A= f(F'@).

L’inclusionf(f*1 (A/)) C A’ est connue.

Soit y € A’. Puisque f est surjective, il existe x € E tel que
y = f(x),etonaalors x € f~'(A),

doncy = f(x) € f(f1(A)).



Ainsi : A’ = f(f7'(A)) = f(f~'(A)), ce qui montre que
f est surjective.

) Supposons f surjective. Soit y € F. Il existe A € P(E)

telle quef(A) = {y}. Commef(@) = f(©) =2 # {y},on
anécessairement A = .

Il existe donc a € A, et on a alors y = f(a), ce qui montre
que f est surjective.

) Supposons f surjective. Soit (A’,B’) € (‘,B(F))2 tel que
f(A’) = f(B’). Comme on I’a vu en b) «), on a alors :
A = f(f_l(A/)) = f(f‘l(B/)) =PB, cequimontrequef
est injective.

0) Supposons f injective. Soit y € F. Comme {y} # &, on
af ' (yh = fyh # f(@) =2.

Il existe donc x € E tel que f(x) € {y}, c’est-a-dire tel que
y = f(x). Ceci montre que f est surjective.

c) Se déduit trivialement de a) et b).

Considérons A = {X € P(E) X C f(X)} et notons

F=[]Jx

XeA
* On a, par définitionde f: VX € 4, X C F,

d’ou, puisque f est croissante : VX € A, f(X) C f(F).
Ainsi: VX e A, X C f(X) C f(F),

donc: VX e A X C f(F).

Il s’ensuit, par définition de F, que: F = U X C f(F).
XeA

Onamontré : F C f(F).

* Puisque f est croissante, on a alors : f(F) C f(f(F)),

ce qui montre : f(F) € A.

Par définition de F, comme f(F) € A, onaalors: f(F) C F.
On conclut: f(F) =F,

donc f admet au moins un point fixe, F.

Remarque :
Au lieu de considérer A et F' définis plus haut, on pouvait aussi

considérer B = {Y e BP(E) f(Y) C Y} etG = ﬂ Y, et mon-
YeB
trer, comme ci-dessus, que G est un point fixe de f.
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Structures

algebriques

B Plan Mam Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 203 « FEtude d'une loi interne

°  Montrer qu'un ensemble muni d'une loi interne est un groupe ou un
sous-groupe d'un groupe

Enoncés des exercices 205

Du mal a démarrer 7 209 . o
*  Montrer qu'un ensemble muni de deux lois internes est un anneau ou un

Corrigés 2n sous-anneau d'un anneau

e Calculs dans un ensemble muni d'une loi interne, dans un groupe, dans
un anneau, dans un corps

+ FEtude d'images directes, d'images réciproques de parties par un mor-
phisme.

Points essentiels du cours
pour la vésolution des exevcices

¢ Définitions de : loi interne, commutativité, associativité, neutre, €lé-
ment symétrisable, symétrique, distributivité

e Définitions de : groupe, sous-groupe, morphisme de groupes, endo-
morphisme d'un groupe, isomorphisme de groupes, automorphisme
d'un groupe

* Définitions de : anneau, sous-anneau, anneau inteégre, corps, SOuUs-corps

* Définitions de : image directe, image réciproque d'une partie par une
application

* Les exemples usuels : anneau Z, corps Q, R, C, pour les lois usuelles.

mmmme | es méthodes a retenir

Bien détailler chaque étape de raisonnement ou de calcul, car les auto-
matismes de calcul acquis dans les classes antérieures sur les opéra-
tions usuelles sur les nombres ne sont pas, a priori, valables pour des
lois internes quelconques.

w= Exercices 14.1, 14.2, 14.5, 14.8, 14.12 2 14.14,
14.16, 14.17, 14.19 a 14.22.

Pour effectuer des calculs
portant sur une loi interne
qui n’est pas une loi usuelle

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.
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204

Pour montrer qu’une loi interne
est commutative, ou est associative,
ou admet un neutre,

ou que certains éléments admettent
un symétrique

Pour montrer qu’une loi interne
dans un ensemble £
n’est pas commutative

Pour montrer qu’une loi interne
dans un ensemble £
n’est pas associative

Pour simplifier par un élément
dans un calcul,

par exemple, pour passer
deaxx=axyax=y

Pour montrer
qu’un ensemble £ muni d’une loi *
est un groupe

Pour montrer
qu’une partie H d’un groupe (G,-)
est un sous-groupe de G

Pour manipuler
des sous-groupes d’un groupe

Revenir aux définitions.

== Exercices 14.1, 14.2, 14.10, 14.11.

Trouver (a,b) € E> tel que a b # b x a.
= Exercice 14.2.

Trouver (a,b,c) € E3 tel que (@axb)xc# ax*x(bxc).
== Exercice 14.1.

Essayer de :
e montrer que a admet un symétrique a~
gauche

1 1

et composer par a~' 2

= Exercices 14.5, 14.13

» montrer que I’application v, : E —> E, x > a * x est injective

== Exercices 14.20, 14.21.

Ne pas oublier de montrer que * est interne dans E.
* Si la loi % n’est pas une loi usuelle, revenir a la définition d’un grou-
pe : montrer que * est associative, que E admet un neutre pour , et
que tout élément de E admet un symétrique pour .

== Exercices 14.2, 14.10, 14.17, 14.21

* Si la loi % est une loi usuelle, essayer de montrer que (E,*) est un
sous-groupe d’un groupe usuel (G,*) : montrer que E C G, que le
neutre de (G,*) est dans E, que, pour tout (x,y) € E?, x % yeE, et
que, pour tout x € E, le symétrique x~! de x dans G est dans E.

* Essayer de trouver un isomorphisme de (E,*) sur un groupe connu,
ou un morphisme d’un groupe connu sur (£, ).

= Exercice 14.10.

Essayer de :

— revenir a la définition de sous-groupe : montrer que H C G, que le
neutre de G est dans H, que, pour tout (x,y) € H?, xy € H, etque,
pour tout x € H, le symétrique x~! de x dans G est dans H

W= Exercices 14.7, 14.9, 14.11.

— montrer que H est le sous-groupe de G engendré par une certaine
partie de G.

Utiliser la définition de sous-groupe d’un groupe.

== Exercices 14.6, 14.7, 14.22.
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Pour montrer q’une application
f: (G — (GT)
est un morphisme de groupes

Pour montrer que
deux groupes sont isomorphes

Pour montrer que
deux groupes (G,*), (G',T)
ne sont pas isomorphes

Lorsqu’une hypothese est faite
pour tout élément d’un anneau

Pour montrer
qu’une partie B d’un anneau A
est un sous-anneau de A

Pour étudier une loi interne x
sur un ensemble fini £

Pour étudier
des propriétés d’un groupe fini

Enoncés des exercices

Revenir a la définition : montrer que :
Vx,y) € G, flxxy) = f)TF().

= Exercice 14.3.

Trouver un isomorphisme de I’un des deux groupes sur I’autre.

== Exercice 14.10.
Raisonner par 1’absurde : supposer qu’il existe un isomorphisme de
groupes f : (G,*) —> (G',T) et amener une contradiction.

= Exercice 14.18.

Penser a appliquer cette hypothese a x, ay,ax+y, al+x,...

= Exercice 14.12.

Revenir a la définition de sous-anneau d’un anneau : montrer que B
est un sous-groupe de (A,+), que, pour tout (x,y) € B2, xy € B, et
que 14 € B.

W= Exercices 14.4, 14.15.

Il peut étre utile de considérer, pour a € E fixé, les applications
Yo E— E, x— axx
0y E— E, x —> X *a.

En particulier, si v, est injective, alors vy, est surjective (car E est sup-
posé fini).

== Exercices 14.20, 14.21.

Penser a utiliser des arguments de dénombrement, de comptage.

= Exercice 14.22.

=mmee Fnonceés des exercices

Exemple d’étude de loi interne
Soit * la loi interne définie dans R par :
V(x,y) €R% xxy=x+4y+x>y.
a) Vérifier que * est commutative.
b) La loi * est-elle associative ?
¢) Montrer que R admet un neutre pour * et calculer ce neutre.

d) Résoudre les deux équations suivantes, d’inconnue x € R :
1) 1xx=0 2) 1xx=1.
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Exemple de groupe

On note * la loi interne dans G = C x R définie, pour tous (z,#), (z/,¢) € G par:
(@) x ()= (z+ 7, t +1 +1Im(z)).

Montrer que (G,*) est un groupe. Est-il commutatif ?

Automorphismes intérieurs d’un groupe
Soit (G,-) un groupe ; pour tout a € G, on note 7, : G — G 'application définie par :

T.(x) = axa™".

a) Vérifier que 7, est un automorphisme de G (appelé automorphisme intérieur associé
aa).

b) Vérifier: Y(a,b) € G, 7,07y = Ta.

Centre d’un anneau

Soit (A,+,-) un anneau. On définit le centre C de A par :
C={xeA;VaeA, axzxa}.

Montrer que C est un sous-anneau de A.

Calculs dans un groupe
Soient (G,-) un groupe, e son neutre, a,b € G tels que : ba = ab? et ab = ba*.

Montrer: a =b = e.

La réunion de deux sous-groupes n’est qu’exceptionnellement un sous-groupe

Soient (G,-) un groupe, H, K deux sous-groupes de G. Montrer que H U K est un sous-
groupe de G si et seulement si: H C Kou K C H.

Opération sur deux sous-groupes d’un groupe
Soit (G,-) un groupe. Pour tous sous-groupes H,K de G, on note :
HK = {hk; (h.k) € H x K}.
Soient H,K deux sous-groupes de G. Montrer que les quatre propriétés suivantes sont
deux a deux équivalentes :
(i) HK est un sous-groupe de G
(ii) K H est un sous-groupe de G
(iii) HK C KH
(iv) KH C HK.

Eléments d’ordre fini d’un groupe

Un élément x d’un groupe (G,-), de neutre e, est dit d’ordre fini si et seulement s’il exis-
te n € N* tel que x” = e ; si x est d’ordre fini, le plus petit entier n € N* tel que x" = ¢
est appelé I’ordre de x.

Soient (G,-) un groupe, (a,b) € G*. Montrer :

a) si a,b,ab sont d’ordre 2, alors ab = ba

b) si a est d’ordre fini, alors @' aussi, et a et a~! ont le méme ordre
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Enoncés des exercices

¢) si a est d’ordre fini, alors bab~" aussi, et a et bab~' ont le méme ordre

d) si ab est d’ordre fini, alors ba aussi, et ab et ba ont le méme ordre.

Image directe, image réciproque d’un sous-groupe par un morphisme

de groupes

Soient (G,-), (G',-) deux groupes, f : G —> G’ un morphisme de groupes.

a) Montrer que, pour tout sous-groupe H de G, f(H) est un sous-groupe de G'.

b) Montrer que, pour tout sous-groupe H' de G, f~'(H') est un sous-groupe de G.

Transfert de la structure de groupe

a) Soient (G,-) un groupe, E un ensemble, f : E —> G une application bijective.

On note * la loi interne dans £ définie par :

Vx,y€E, xxy=f'(f()f).

ot f~! désigne la bijection réciproque de f.

Démontrer que (E,*) est un groupe et que f est un isomorphisme de groupes de (E,)
dans (G,-).

On dit qu’il y a transfert de la structure de groupe, du groupe (G,-) sur (E, ).

b) Exemple : On note x la loi interne dans R définie par :

V(x,y) € R2, xsxy=/x3+y3.

Montrer que (R,*) est un groupe, isomorphe a (R,+).

Exemple de groupe et de sous-groupe

On note G I’ensemble des applications f : [0 + co[— [0 -+ oo[, de classe C!, telles
que: f >0, f(0)=0, lingrl f(x) = +o0.

a) Montrer que (G,o) est un groupe. Est-il commutatif ?

b) On note H I'ensemble des f € G telles que f(x) NS Montrer que H est un
X—>+00

sous-groupe de G et que H # G.

Anneaux booléiens
Soit (A,+,-) un anneau. On suppose : Vx € A, x* =x.

a) Montrer : Vx € A, 2x =0.
b) Etablir que A est commutatif.

Etude d’inversibilité dans un anneau

Soient A un anneau, (a,b) € A%. On suppose que ab est inversible 2 droite, c’est-a-dire
qu’il existe x € A tel que (ab)x = 1, et on suppose que ba n’est pas diviseur de zéro a
gauche, c’est-a-dire que, pourtouty € A: (ba)y =0=— y =0.

Démontrer que a est inversible dans A.
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Etude d’inverses dans un anneau

Soient A un anneau, (a,b) € A>. On note 1 le neutre de la deuxiéme loi de A. On sup-
pose que a, b, ab — 1 sont inversibles dans A.

a) On note ¢=ab— 1. Montrer que a —b~' est inversible dans A et que
(a—bHt=bc".

b) On note d =a~'— (a—b~")"'. Montrer que d est inversible dans A et que
d~' = —ca.

Exemples de sous-anneaux du corps Q

Soit p un nombre premier (p = 2). On considére :
A, = [er; 3(a,b) € Z x N, x=% et p,1b].

a) Démontrer que A, est un sous-anneau de Q (pour les lois usuelles).

b) Est-ce que A, est un sous-corps de Q (pour les lois usuelles) ?

Loi interne vérifiant une condition

Soit E un ensemble muni d’une loi interne notée multiplicativement, associative et telle
qu’il existe a € E tel que :

VyeE,Ix e E, y =axa.
a) Démontrer que (E,-) admet un neutre, noté e.

b) Etablir que a est symétrisable et exprimer le symétrique a~' de a.

Axiomes faibles de la structure de groupe

Soient £ un ensemble muni d’une loi interne - associative, et e € E tel que :

Vx e E, xe=x
Vx e E,3x' € E, xx' =e.

Montrer que (E,-) est un groupe.

Les groupes additifs Z et Z? ne sont pas isomorphes

Montrer que les groupes (Z,+) et (Z*,+) ne sont pas isomorphes.

Eléments nilpotents d’un anneau

Soit A un anneau. Un élément a de A est dit nilpotent si et seulement s’il existe n € N*
tel que a" = 0.

a) Soit (a,b) € A%. Montrer que, si a est nilpotent et si ab = ba, alors ab est nilpotent.
b) Soit a € A nilpotent. Montrer que 1 — a est inversible dans A et exprimer (1 —a)~'.

¢) Soit (a,b) € A%. Montrer que, si a et b sont nilpotents et ab = ba, alors a + b est nil-
potent.

Anneaux integres finis

Montrer que tout anneau integre fini est un corps.

Conditions suffisantes pour la structure de groupe sur un ensemble fini

Soit E un ensemble fini muni d’une loi de composition interne * associative pour laquel-
le tous les éléments de E sont réguliers. Etablir que (E,%) est un groupe.
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Soient (G,-) un groupe fini, H un sous-groupe de G, R la relation définie dans G par :

Du mal a démarrer ?

Théoreme de Lagrange sur les groupes

xRy« xy'eH.

a)} Montrer que R est une relation d’équivalence dans G.

b) Montrer que les classes d’équivalence modulo R ont toutes le méme cardinal.

¢) En déduire Card(G) = Card(H) x Card(G/R).

On a ainsi prouvé le théoreme de Lagrange : dans un groupe fini, 1’ordre de tout sous-

groupe divise I’ordre du groupe.

meeee Du mal a démarrer ?

b) Montrer que * n'est pas associative en calculant
(x *y)*zetxx(y=xz) pourun choix de (x,y,z) assez simple,
et en obtenant deux résultats différents.

Puisque G n'apparait pas comme sous-groupe d’'un grou-
pe connu, pour montrer que G est un groupe, revenir a la défi-
nition, en étudiant successivement |'associativité, I'existence
d'un neutre, I'existence d'un symétrique pour tout élément
de G.

Pour montrer que * n'est pas commutative, calculer (z,7) * (z/,¢')
et (z/,t') * (z,t) pour un choix assez simple, et en obtenant deux
résultats différents.

a) Revenir a la définition d'un automorphisme.

b) Pour (a.b) € G fixé, calculer, pour tout x € G, (z, o 1) (x).
Revenir a la définition de sous-anneau.

Montrer, par exemple, ba = (ba)(ab) et utiliser le fait
que, dans un groupe, tout élément est simplifiable.

Un sens est évident.

Pour I'autre sens, raisonner par l'absurde.

Faire un cycle d'implications, par exemple :
(i) = (iii) = (ii) = (iv) = (0).
Utiliser la notion de sous-groupe, par sa définition.

a) Montrer (ab)(ab) = (ba)(ab) puis composer a droite
dans chaque membre par l'inverse de ab.

b) Montrer que, si a" = e, alors (a=H" = e. Utiliser les roles
symétriques de a et a—! pour montrer que a et a~! sont de
méme ordre.
¢) Si a" = e, calculer (bab=1)".

d) Utiliser c).

Remarquer d’abord que les deux lois , dans G et dans G/,
sont notées de la méme facon par commodité, mais qu'il ne
s'agit pas, a priori, de la méme loi.

Appliquer a chaque étape les définitions (sous-groupe, mor-
phisme de groupes, image directe, image réciproque).

a) Pour montrer que (E,*) est un groupe, revenir a la défini-
tion de groupe, en se ramenant, grace a f, aux conditions sur G.

b) Utiliser f : R —> R, x —> x°.

a) Revenir a la définition de groupe, ou bien montrer que G
est un sous-groupe du groupe des bijections de [0 + oo[ sur
[0 + ool.

Se rappeler que, par définition, une application d'une partie
de R dans R est de classe C' si et seulement si elle est dérivable
et a dérivée continue. Pour |'associativité, utiliser I'associativité
de la loi o dans I'ensemble des applications de [0 + co[ dans
[0 + oof.

b) Utiliser la définition d'un sous-groupe (ou une caractérisa-

tion).Se rappeler que f(x) ~  x signifie :@ — 1.
x—> 400 X x—>+4o0
a) Appliquer I'hypothése a x et a 1 4+ x, ou 1 désigne le

neutre de la deuxieme loi (notée multiplicativement) de A.

b) Appliquer I'hypothése a x, ay, ax + y.
Calculer ba(bxa — 1).

a) Montrer : a —b~' = cb~!, puis calculer (@ — b~ ")~ a
partir de cette éqgalité. En effet, I'inverse d’'une somme ou d'une
différence (quand cet inverse existe) ne parait pas simple tandis
que l'inverse d'un produit (d’éléments inversibles) s'exprime
simplement.

b) Calculer d et obtenird = —a~ !¢ !, puis finir de facon ana-
logue a la solution de la question a).
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a) Les lois usuelles de Q sont respectivement I'addition et
la multiplication.

On se rappellera que, puisque p est premier, si p divise un pro-
duit d’entiers, alors p divise I'un des facteurs de ce produit.

b) Considérer I'élément p de A.

a) Obtenir I'existence de b € E tel que : a = aba. Pour
y € E, il existe x € E tel que y = axa ;calculer (ab)y et y(ba).
b) Faire intervenir b € E tel que a = aba,comme en a).

Appliquer I'nypothése a x € E, d'ou I'existence de x” € E
tel que xx” = e, puis penser a appliquer I'nypothése a x’, d'ou
I'existence de x” € E tel que x'x” = e. Combiner ensuite les
renseignements obtenus.

Raisonner par I'absurde. Supposer qu'il existe un isomor-
phisme de groupes f : (Z,+) — (Z>,+).
Considérer (a,b) = f(1) et des antécédents par fde (1,0) et de
0,1).

a) Soit (a,b) € A? tel que ab = ba.
« Montrer, par récurrence surk : Vk € N*, abk = b¥a.
* En déduire, par récurrence surk : Vk € N*, (ab)¥ = akb*.
b) Se rappeler la formule sur une sommation géométrique.

¢) Utiliser la formule du bindbme de Newton.

Soient A un anneau intégre fini, a € A — {0}. Il s'agit de
montrer que a est inversible dans A. Considérer les applica-
tions x —> ax et x —> xa de A dans A et utiliser le fait que A
est fini.

1) Pour x € E, montrer que les applications y —> x x y et
z+—> z*x de E dans E sont bijectives, d'ou I'existence de
ey € E tel que xxe, = x et I'existence de ¢, € E tel que
& *x = x. En déduire e, = &,.

Montrer que e, ne dépend pas de x, et, en notant e = ey, dédui-
re que e est neutre pour .

2) Montrer que, pour tout x € E, il existe x’ € e tel que
x*x' =e et il existe x” € E tel que x” xx = e, et déduire

x' =x".

a) Revenir a la définition d'une relation d’équivalence :
montrer que R est réflexive, symétrique, transitive.

b) En notant,pourx € G, x={z € G xRz} la classe d'équiva-
lence de x modulo /R, montrer que, pour tout (x,y) € G2, les
applications

0:x—7, t—ixly et B:F—Z%, s> sy 'x

sont correctement définies et sont réciproques I'une de l'autre,
donc sont bijectives.

¢) Compter le nombre total d’éléments de G, en les groupant
par classes modulo R ;les classes ont toutes le méme cardinal.
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a) On a, pour tout (x,y) € R?:
y*x:y+x+y2x2:x+y+x2y2:x*y,

donc * est commutative.

b) On a, par exemple :
AxDs (=) =0 +1+121%) % (=1) =3 % (=1)
=3+ (-1) +3* (-1 =11,
e (1 (=D) =1 (1+ D+ 1P1)*) =1%1
=14+14+1212=3 £ 11,

donc * n’est pas associative.

¢)Ona,pourtoutx € R :0%x =x%0=0, donc R admet
un neutre pour * et ce neutre est 0.

d) 1) On a, pour toutx € R :
lxx=0<1+x+x2=0,

et cette équation du second degré n’a pas de solution dans R
puisque son discriminant A = 1 —4 = —3 est < 0.

On conclut que I’équation 1xx =0 n’a pas de solution
dans R.

2) On a, pour tout x € R :
lsx=l<l+x+x’=1<x2+x=0
<=><x=—l ou x=0>.

On conclut que I’équation 1 x x = 1 admet exactement deux
solutions dans R, les réels —1 et 0.

Remarquer d’abord que * est bien une loi interne dans
G=CxR.

1) Associativité :

On a, pour tous (z,1), (z,t'), (z",t") € G :

((z.1) % (z,0)) % (2",1")

=(z+7,r+¢ +Im@2)) * (",t")

= <(z +2)+7", (t +¢ +ImzZ))+¢"+Im ((z + 2)2") )

= (z +7 + 7"t +1t +¢"+Im (zZ)+Im (zZ”)+Im (Zz”))

et

(z.0) % ((2,1)) % (2".1"))

=@ * (' +7", ¢ +1"+Im@'7")

= (z+(z/ +2"), t+(f'+1"+Im (Z/Z")) +Im (z(z’+z”)))

- (z+z’+z”, t+1 + ¢ +Im (Z2") +Im (Z2) +Im (ZZ”)).
On a donc :

((Zst) 3 (Z/st/)) % (Z”st”) — (Zst) 03 ((Z’!t,) 3 (Z”!t”))
et on conclut que * est associative.

2) Neutre :
On a, pour tout (z,7) € G :

(z,t) ¥ (0,0) = (z,5) et (0,0) * (z,t) = (z,1),

donc (0,0) est neutre pour .

3) Symétriques :

Soit (z,t) € G. On a, pour tout (z',¢') € G :
(z.1) * (z'.1") = (0,0)
(@,t") * (z,t) = (0,0)

(z+2.t+1 +1Im(Z2)) = (0,0)
(¢ +z ¢+t +Imz'2) = (0,0)

z4+7 =0 7=-z
= 1t++ImGE) =0 { t+1t' +Im(—|z[>) =0

' +1t4+ImZz) =0 t' +t+TIm(—z]*) =0

Ceci montre que (z,7) admet un symétrique (et un seul) et que
ce symétrique est (—z, —1).

On conclut que (G,*) est un groupe.



212

4) Commutativité :
Ona:

(1,0)xG,00=(1+i,0+0+i(1i))
=(+i.1)
(i,00x(1,00=(0+1,0+0+i(G 1)
=1+i,—1),

donc (1,0) * (Im,0) # (Im,0) * (1,0),

et on conclut que (G,*) n’est pas commutatif.

a)*V(x,y) € G,
Ta(xy) = a(xy)a™ = (axa™")(aya™") = 7,(0)7,(y)

donc 7, est un endomorphisme de G.

*Vx € G,
(Ta 0 Tg-1)(x) = T,(@ ' xa) = a(a™'xa)a™" = x
(Tp-1 0 T) (%) = Ty-1(axa™) = a ' (axa™Ha = x|’

donc: 7, 07,~1 =7,-1 07, =1dg, ce qui montre que 7, est
bijective, de réciproque 7,-1.

Ainsi, 7, est un automorphisme du groupe G.

b) Soit (a,b) € G>.Ona:

Vx e G, (1,07m)(x)=7,(bxb™") =a(bxb " a™'
= (ab)x(b'a™") = (ab)x(ab)™"
= Tap(X),
d’olt: 7,07 = Tup.

Ainsi, I’application @ —> 7, est un morphisme du groupe G
dans le groupe des automorphismes de G (muni de o).

Rappelons que, par définition, C est un sous-anneau
de A si et seulement si :

1) (C,+) estun sous-groupe de (A,+)
2) Vx,yeC, xyeC
3) 1eC.
1) C C A, évident.
e C#EDcar0eC, puisque: VaeA, ald=_0a (=0).
* Soit (x,y) € C2.Ona:

Yae A, ax—y)=ax —ay =xa —ya = (x —y)a,

donc x —yeC.

Ceci montre que (C,+) est un sous-groupe de (A,+).

2) Soit (x,y) € C>. Ona:

VYae A, (xy)a=x(ya) =x(ay) = (xa)y
= (ax)y = a(xy),

donc xy € C.
3)Ona: Yae A, la=al (=a), doncl € C.

On conclut que C est un sous-anneau de A.

Ona:
ba = ab* = (ab)b = (ba*)b = (ba)(ab).

Comme ba estinversible dans G, il s’ensuit, en multipliant les
deux membres par (ba)~' a4 gauche : e = ab. On a alors
b=a"', doncba = e.

Ensuite :
e =ab = ba’ = (ba)a = ea = a,

etonaainsia =epuish =a"' =e.

1) Si HC K ou K C H, alors HU K =K ou
H U K = H, donc H U K est un sous-groupe de G.
2) Réciproquement, supposons que H U K soit un sous-groupe
de G. Raisonnons par I’absurde : supposons H ¢ KetK ¢ H.
Il existe alors a € H tel que a ¢ K, et il existe b € K tel que
b¢H.
Puisque H U K est un sous-groupe de G et que a et b sont
dans H U K, on a ab € H U K, c’est-a-dire : ab € H ou
ab e K.

* Supposons ab € H. Comme b = a~'(ab), que a € H et
ab € H et que H est un sous-groupe de G, on déduitb € H,
contradiction.

* Supposons ab € K. Comme a = (ab)b™', que b € K et
ab € K et que K est un sous-groupe de G, on déduit a € K,
contradiction.

Ce raisonnement par 1’absurde, montre : H C Kou K C H.

(i) = (i) :
Supposons que H K soit un sous-groupe de G.

Soitx € HK.Comme x~! € HK,ilexiste (h,k) € H x K tel
que x~' = hk. On a alors :

x=@H'=wmk)'=k"'h' € KH.

Ceciprouve: HK C KH.
(iii) = (ii)
Supposons HK C KH.

* [l est clair que, en notant e le neutre de G, e = ee € KH.



e Soitx € K H.Ilexiste (h,k) € H x K telquex = kh.Ona
alors :

x'=@kn)'=nr""e HK C KH.
eSoientx,y € K H.Ilexiste (h,k) € H x K, (h',k') € H x K
telsquex = kh ety =k'h’.

On a alors :
xy = (kh)(K'h') = k(hk")h'.
Comme hk' € HK C KH,ilexiste (h",k") € H x K tel que
hk' =k"h"”,d ou :
xy =k(k"h")n' = (kk")(h"h") € KH.

Ceci montre que K H est un sous-groupe de G.

(@) = (@iv) : Se déduit de (i) = (iii) en échangeant H
et K.

(iv) = (@) : Se déduit de (iii) = (ii) en échangeant H
et K.

Finalement, les quatre propriétés envisagées sont deux a deux
équivalentes.

@ = @)
i) U
(iv) <= (i)

a)Ona:
(ab)(ab) = (ab)* = e = b* = beb = ba*b = (ba)(ab),
ab = ba.
b) Supposons a d’ordre fini, et notons 7 son ordre.

Ona: @)'=(@)'=e!=e,

d’ou, puisque ab est régulier a droite :

donc a~! est d’ordre fini et, en notant p son ordre,ona: p < n.

En échangeant les roles de a et a~' (puisque (¢~ ")~ = a),
on obtient aussi n < p.

Finalement a~! est d’ordre fini, et de méme ordre que a.

¢) Supposons a d’ordre fini, et notons »n son ordre.
Ona: (bab™")" =ba"b™' =beb™ =e,

donc bab~! est d’ordre fini et, en notant ¢ son ordre, on a :
q < n.

En échangeant les roles de b et b~', on obtient aussi n < q.
Finalement, bab~! est d’ordre fini, et de méme ordre que a.

d) Remarquer : ba = b(ab)b™" et appliquer c).

Notons e le neutre de G, ¢’ le neutre de G'.
a) Soit H un sous-groupe de G.

*Ona:e = f(e) € f(H), car festun morphisme de groupes
ete € H.

« Soit (¢,y) € (f(H))’. Tl existe (x,y) € H? tel que
x' = f(x) ety = f(y). Onaalors :

X'yt =f)f(y) = fxy) € f(H),

car f est un morphisme de groupes et xy € H.

*Soitx" € f(H).llexistex € Htelquex’ = f(x). Onaalors :
¥ = (f@) 7 = faTY e fl.

car f est morphisme de groupes et x ! € H.
On conclut : f(H) est un sous-groupe de G'.
b) Soit H' un sous-groupe de G'.
*Ona f(e) =¢ € H', car fest un morphisme de groupes et
e € H',donce e f~I(H.
e Soit (x,y) € (ffl(H/))z. On a alors f(x) € H et
f(y) e H,dou:

fay)=f)fG») eH,
car f est un morphisme de groupes et H' est un sous-groupe
de G'.Dou: xye f~I(H).
e Soitx € f~'(H’). Onaalors f(x) € H',d ou :

- -1

fah=(f@)" eH,
car f est un morphisme de groupes et H' est un sous-groupe
deG'.Dou: x~'e f7I(H.

On conclut : f~'(H’) est un sous-groupe de G.

a) Remarquer, pour alléger les calculs, que, pour tout
(x,y) € E*: f(x*y) = f(x)f(y), etque, fétantbijective,
on a, pour tout (a,b) € E?, f(a) = f(b) => a = b, ce qui
permettra, dans certaines conditions, de simplifier par f.

1) Neutre :

En notant e le neutre de (G,-) ete = f~'(e), onae = f(e)
et, pour toutx € E :

flxxe) = fx)f(e) = fx)e = f(x)
flexx) = f@f) =ef(x) = fx),

d’ou, puisque f estinjective: x xe =xete*xx = x,
ce qui montre que € est neutre pour * dans E.
2) Associativité :
On a, pour tout (x,y,z) € E> :
flaxy)xz) = faxy)f@) = (FO)fW)f@)
= (DM f@)=fO)f(y*2)
= f(x*(y x2)),

213



214

d’ou, puisque f est injective, (x * y) * z = x * (¥ * z), ce qui
montre que * est associative dans E.

3) Symétriques :
Soit x € E. Ennotant t = f(x) € G, t~' le symétrique de ¢
dans le groupe (G,-) etx’ = f~'(t™"), ona:

faxx)=fa)fx)=tt"'=e= f(e)
fOxx)=f@) fx)=t""t=e= f(o),

d’ou, puisque fest injective, x *xx' =c etx'xx = ¢,
ce qui montre que x admet un symétrique pour * dans E.

Finalement, (E,*) est un groupe.

4) Isomorphisme :

L’application f : E —> G est un morphisme de groupes et
[festbijective, donc f est un isomorphisme de groupes de (E, *)
dans (G,-).

b) D’apres le cours, (R,+) est un groupe.

3

L’application f : R — R, x —— x” est bijective et son

application réciproque est f~' : R — R, ¢ — /t. Ona:

Viry) €R: xxy =3 +y3 = 1 (f0) + f).
D’apres a), (R,*) est donc un groupe et f est un isomorphsime
de groupes, de (R,*) dans (R,+).

On conclut que (IR,%) est un groupe isomorphe a (R,+).

a) 1) Loi interne :
Soit (f,g) € G2. Alors, g o f : [0; +00o[—> [0; +oo[ existe,
g o festde classe C! par composition,
(gof)Y) =(@of)f/>0carf >0etg >0,
(g0 /)0) =g(f(0)) =g(0) =0,
et go f(x) N :Oo 400, par composition de limites, puisque

f(x) — 4ooetg(y) — —oo.
x—> 400 y—>+00

Il en résulte g o f € G et donc o est interne dans G.
2) Associativité :
La loi o est associative dans I’ensemble des applications de
[0 + oo dans [0 + oo, donc o est associative dans G.
3) Neutre :
En notant ¢ = Idj 4o, € est une application de [0; 4-o0[
dans [0; 4+oo[, de classe C!, ¢ =1>0, 0)=0,
e(x) = xx:m 400, donce € G.
Ona:

VfeG, foe=cof=Ff

donc € est neutre pour o dans G.

4) Symétriques :

Soit f € G. Comme f’ > 0, f est strictement croissante sur
I’intervalle [0 + ool.

Puisque f est continue, strictement croissante, que f(0) =0

et que f(x) — —+o00, d’apres le théoreme de la bijection
X—> 400
monotone, f est bijective, f~! est continue, f~1(0) =0 et
f'(x) — +o0. Deplus, puisque fest de classe C' et que
x—>+00

f/ ne s’annule pas (car f > 0), f~! est de classe C' sur
1
[0;+oc[et (f1) = ——— > 0. Ondéduit: f~'€G.
Frof
Ainsi: f7'eG et fof'=f"'lof=ce
On conclut que tout élément de G admet un symétrique pour
la loi * dans G.

D’apres 1), 2), 3), 4), G est un groupe pour la loi o.
5) Commutativité :

11 est clair que les applications

f:[0; +o00o[—> [0; +oo[, x —> 2x

et @ :[0; +00o[—> [0; +oo[, x —>e* — 1
sont éléments de G.

On a, pour tout x € [0; +oof :
(po fHx) =p2x) =e*—1
(fop)(x) = f(e" — 1) =2(e* — 1) =2¢e" — 2.

En particulier : (po f)(1) =e> —l et (fop)(1) =2e — 2,
donc (po f)(1) £ (fop)(1), doupo f £ foep.

Ceci montre que G n’est pas commutatif.

b) 1) Il est clair que H C G, par définition de H.

2) Le neutre € de G estdans H car e(x) =x ~ x.
xX—>+00

3) Soient f,g € H. Remarquons que, puisque g est strictement
croissante (car g’ > 0 sur I’intervalle [0; +oo[) et que
g(0) =0, on a g(x) > 0 pour tout x > 0. On a alors, pour
x>0:

(go N _e(f®) fo0 | _,

X f(x) X

donc (go f)(x) ~ x,dougofeH.

—> 400
4)Soit f € H. Comme f '(x) — +4ooety ~ f(y),
x—>+00 y—>+00
on a, par composition de limites :
')~ f(f')=x, doufeH.
x—>+00
On conclut : H est un sous-groupe de G.

5) Lapplication f : [0; +oo[—> [0; +o00[, x —> 2x est
élément de G (cf. a) 5)), mais n’est pas élément de H, car
f(x) + x.Cecimontre: H +# G.

x—>+00



a)Soitx € A. Enappliquant ’hypotheseaxetal + x,
ona:x>=xet(l+x)>=1+x.Alors:

A+x)P?=l4x = l14+2x4+x>*=1+x
= x+xlP=0=x4+x=0

<— 2x =0.

Onconclut: Vx e A, 2x =0.
b) Soit (x,y) € A%.
On applique 'hypothese ax,ay,ax + y,d’ou:

x+y=@+yl=x+xy+yx+y’
=x+y+ (xy+yx),

etdonc: xy+ yx =0.
Mais, d’apres a) : xy + xy = 2xy = 0.

On déduit, par soustraction : xy = yx, et on conclut que I’an-
neau A est commutatif.

Puisque ab est inversible a droite, il existe x € A tel
que : (ab)x = 1.
Ona:

ba(bxa — 1) = ba(bxa) — ba = b(abx)a — ba
=bla —ba = 0.
Comme ba n’est pas diviseur de zéro a gauche, il en résulte :

bxa — 1 =0, donc bxa = 1.

Ainsi, a(bx) = 1 et (bx)a = 1, donc a est inversible dans A
eta”! = bx.

a)Ona:a—b'=(ab— Db =cb'.
Comme c et b~! sont inversibles dans A, par produit, cb~" est
inversible dans A, donc a — b~ ! est inversible dans A et :

@a—bH=(bH'=0BHlc =bc .
b)Ona:

d=a'—@=-bH"'=a"=bc ' =@ c=b)!

=a'(c—ab)e™ =a '((ab—1) —ab)c™"

=a (=D '=—a"lc7.

Comme a~' et ¢~

a~'c!estinversible dans A, donc d est inversible dans A et :

sont inversibles dans A, par produit,

d—l — (_a—lc—l)—l — _(a—lc—l)—l

=—(H "aH ! = —ca.

a)Puisque A, C Q etque Q est un corps (donc un an-
neau), on va montrer que A, est un sous-anneau de I’anneau Q.

1
I)Onal = 1 etp/ 1 (le 1 du dénominateur), donc 1 € A,,.

2)Soientx,y € A,. Ilexiste (a,b) € Z x N*, (c,d) € Z x N*
tels que :

2 et pib et pid
== E 5 = = .
b p y p p
On a alors :
a c ad — bc
x—y:———:
b d bd

et (ad — be,bd) € Z x N* et p[ (bd), car p est premier.

Henrésulte: x—ye€A,.

3) Avec les mémes notations qu’en 2), on a :
ac

a ¢
57 bd’ (ac,bd) € Z x N*,

Xy ph (bd),

donc: xyeA,.

On conclut que A, est un sous-anneau de Q, pour les lois
usuelles.

b)Onap =

— |

etp/ 1, doncp e A,.

1
De plus, il est clair que p = 0. Mais— ¢ A, carp | p.
p

Ainsi, p n’a pas d’inverse dans A,.

On conclut que A, n’est pas un sous-corps de Q.

a) * En appliquant I’hypothese a a (a la place de y), il
existe b € E tel que : a = aba.

Montrons que ab est neutre a gauche et que ba est neutre a
droite.

* Soit y € E. Par hypothese, il existe x € E tel que y = axa.
Ona:
(ab)y = (ab)(axa) = (aba)(xa) = a(xa) =y
y(ba) = (axa)(ba) = (ax)(aba) = (ax)a = y.
Ceci montre que ab est neutre a gauche et que ba est neutre a
droite.

* On a alors : (ab)(ba) = ba car ab est neutre a gauche, et
(ab)(ba) = ab car ba est neutre a droite, d’ou ab = ba.

Ennotante = ab = ba, on conclut que e est neutre pour la loi
de E.

b)On a:
a(bab) = (ab)(ab) = ee = e
(bab)a = (ba)(ba) = ee = e,
donc a est symétrisable et a~! = bab.
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Soit x € E. Par hypothese, il existe x’ € E tel que
xx" = e, puis il existe x” € E tel que x'x” =e.Ona:

ex = e(xe) = (ex)e = (ex)(x'x") = ((ex)x/)x”

= (e(xx"))x" = (ee)x” = ex”,
d’ou :
xX'x = (x'e)x =x'(ex) = x'(ex") = (X'e)x" =x'x" =e,
etenfin: ex = (xx)x = x(x'x) = xe = x.

Ainsi, e est neutre et tout élément de £ admet un symétrique.

Finalement, (E,-) est un groupe.

Raisonnons par 1’absurde : supposons qu’il existe un
isomorphisme de groupes f : (Z,+) —> (Z*,+). Notons
(a,b) = f(1).

* Puisque (1,0) € Z? et que fest bijectif, il existe \ € Z tel que :
f(\) = (1,0). On a alors, puisque f est un morphisme de
groupes :

(1,0) = f(N) = Af(1) = Xa,b) = (A\a,\b).

Dou: da=1etAb =0, etdonc A\ #0etb =0.

* Puisque (0,1) € Z? et que f est bijective, il existe 1 € 7Z tel
que : f(p) = (0,1). On a alors, puisque f est un morphisme
de groupes :

O,1) = f(p) = pfQ) = pla,b) = (ua,ub).

D’ou:pa=0etub =1, etdonc pu #0eta=0.

On a alors : f(1) = (a,b) = (0,0) = f(0), ce qui contredit
I’injectivité de f.

Ce raisonnement par ’absurde montre qu’il n’existe pas d’iso-
morphisme du groupe (Z,+) dans le groupe (Z?,+), c’est-a-
dire que les groupes (Z,+) et (Z*,+) ne sont pas isomorphes.

a) Soit a € A nilpotentet b € A tel que ab = ba.
Montrons, par récurrence sur k : Yk € N*, ab® = b a.
* Pour k = 1, on a ab = ba par hypothese.

* Si ab* = b*a pour un k € N*, alors :
ab™! = a(b*b) = (ab")b = (b*a)b = b*(ab) = b* (ba)
= (b*b)a = b*"'a.

Ceci montre, par récurrence sur k : Yk € N*, ab* = bka.
* Montrons, par récurrence sur k : Vk € N*, (ab)* = a*b.

* Pour k = 1, on a trivialement ab = ab.

* Si (ab)* = a*b* pour un k € N*, alors :
(@b)**' = (ab)*(ab) = (a*b*)(ab) = d*(b*a)b = a* (ab)b
— (aka)(b"b) — ak+1bk+l,

Ceci montre, par récurrence surk: Yk € N*, (ab)* = a*b*.

e Puisque a est nilpotent, il existe n € N* tel que a" = 0.

Puisque ab = ba, ona: (ab)" =a"b" =0b" =0,

donc ab est nilpotent.

b) Puisque a est nilpotent, il existe n € N* tel que a" = 0.

On a alors :
l-a){l+a+a*+---+a"H=1—-a"=1-0=1
A+a+a?+---+aHYl-a)=1—-a"=1-0=1,

donc 1 — a est inversible et

n—1

(1—a)71=1+a+a2+...+a"*1=2ak'
k=0

c¢) Soient a,b € A nilpotents et tels que ab = ba.
Puisque a est nilpotent, il existe n € N* tel que a" = 0.
Puisque b est nilpotent, il existe p € N* tel que b” = 0.

Calculons (a + b)"*?~! en utilisant la formule du binéme de
Newton, ce qui est licite puisque ab = ba :

n+p—1
(a+b)r'= XI: (" e ])akb"ﬂ’*l*"

k=0 k
n—1
— (I’l+1) _l)ak bn+p—|—1<
k —_—
k=0 -0
carn+p—1—k=>p

n+p—1—k
n+p—1 k ntp—l—k _
+ > ( L ) d b =0,
k=n
=0
cark >n

donc a + b est nilpotent.

Soient A un anneau integre fini, a € A — {0}.

Puisque A est integre, les applications v, : A — A et

X——>ax

0q AX:;QA sont injectives, car :

V(x,y) € 42, (1,00 = 7,0) <= ax =ay
<~ ax—y)=0
:>x—y:O<:>x:y),

et de méme pour 4.



Comme A est fini, il en résulte que v, et J, sont bijectives. En
particulier, il existe (b,c) € A tel quey,(b) = 1 etd,(c) = 1,
c’est-a-dire tel que ab =1 etca = 1.

Ona: c¢=c(ab) = (ca)b=0b.

Ainsi: Vae A—{0},3be A, ab=ba = 1.

Tout élément de A — {0} admet un inverse, et finalement A est
un corps.

1) Soitx € E. Puisque x est régulier a gauche pour x,
I’application v, : )]3? r:;xE* y est injective. Comme de plus £

est fini, 7, est surjective. Il existe donc e, € E tel que

v, (ex) = x, c’est-a-dire x * e, = x.

De méme en utilisantd, : E —> E , qui est bijective, il existe
> Z%X

ex € Etelquee, xx = x.

Ona xkxx =x % (g, %xx) = (x *x&,) *x,

d’ou, par régularité de x a droite : x = x * ,.

Alors: x xe, =x xe, (= x),

d’ou, par régularité de x a gauche : e, = ¢,.

Comme : x * (e, xe,) = (x xe,) ke, = X * ey,

on déduit, par régularité de x a gauche : e, x e, = e,.

Soit alors (x,y) € E>.Ona:

(exxey) xey =e, ke, =e, % (e, xe,) = (e, xe)) *xey,

d’ou, par régularité de e, a droite : e, * e, = e, x e,
puis, par régularité de e, a gauche : e, = e,.
Ceci prouve que e, ne dépend pas de x.

On a ainsi montré I’existence d’un élément e de E neutre a droite
pourx: Vx € E, x xe = x.

Deplus: Vx € E,exx =e, %X =€, %X = X,
et donc e est neutre pour .

2) Puis :E E
) Puisque 7, y:x*y

il existe x’,x" € E tels que :

etd,: E — E sontbijectives,
T %X

xxx'=e et x"xx=e.

Alors :

X'=x"s)e=x"*xxxx)=&"*xx)xx' =exx' =x'.

Ceci montre que x admet un symétrique (qui est x”) pour .

Finalement, (E,*) est un groupe.

a) * Réflexivité : Vx € G,xx ' =e e H.
« Symétrie : Soit (x,y) € G>.Ona:

'e H = yx_1 = ()cy_l)_1 eH

XRYy & xy~
=y Rx.

« Transitivité : Soit (x,y,z) € G3.Ona:

xRy xy 'eH
YRz yz'eH
= xz =0y HyzHeH<= xRz

On conclut : R est une relation d’équivalence dans G.
Notons x la classe de x modulo R, pour x € G.

b) Soit (x,y) € G*. Pour tout ¢t de £, on a tx~'y € 9, car
(x'y)y'=tx"" e H.

On peut donc considérer I’application o : X —> y , et de méme,
t—>tx~ly

B:yr— X.
s> sy~ lx
Ona:Vtex, (Boa)t) = (x"'y)y 'x =1,
donc o o = Idg, et de méme, o o 3 = Id;.
Ceci montre que « et 3 sont des bijections réciproques 1’une

de I’autre. Comme G est fini, X et y sont alors finis et de méme
cardinal.

c¢) Puisque les classes modulo R sont deux a deux disjointes
et ont le méme cardinal, on a :

Card(G) = Card(e) x Card(G/R).
De plus, comme ¢ = H, on conclut :
Card(G) = Card(H) x Card(G/R).

En particulier : Card(H) | Card(G).
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Nombres entiers,

nombres rationnels

B Plan Mam Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 219 + Résolutions d'équations et d'inéquations dans N, N2 . ..
Enoncés des exercices 221 * Calculs de sommes simples ou multiples
S e & A e ? 9 * Obtention de formules portant sur des coefficients binomiaux

ot 295 *  Décomposition d'une permutation, manipulation des permutations

¢ Dénombrements.

Points essentiels du cours
pour la vésolution des exewvcices
* Définition et propriétés de N, principe de récurrence

e Les formules de sommation classique : sommation arithmétique, som-
mation géométrique, formule du bindme de Newton

» Définition et propriétés des coefficients binomiaux
* Définition et propriétés des permutations et du groupe symétrique &,,.

mmmme | ¢s méthodes a retenir

Essayer d’utiliser des inégalités, des encadrements, des arguments de
divisibilité et le fait qu’un entier naturel est > 0, ce qui peut permettre
de limiter les valeurs des inconnues.

Pour résoudre une équation simple
dont les inconnues sont des entiers

naturels
== Exercices 15.1, 15.7.

Pour établir une propriété Essayer de raisonner par récurrence.

pour tout entier naturel w> Exercices 15.2, 15.4.

Se rappeler que, pour tout (a,b) € 7> :
Pour améliorer une inégalité

. <b< = 1<b.
portant sur des entiers a atls

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

= Exercices 15.1, 15.7.
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Pour calculer certaines sommations
indexées par un entier

Pour calculer
des sommations doubles
ou des sommations triples

Pour dénombrer un ensemble fini

Pour calculer une sommation
faisant intervenir
des coefficients binomiaux

Pour calculer la signature &(o)
d’une permutation de {1... n}

Essayer de se ramener aux sommations classiques :
— la sommation géométrique

S
VneN,VxeC—{l}, Zx -

= x—1

— les sommations d’entiers, de carrés d’entiers, de cubes d’entiers

& nn+1) K, nn+DQ2n+1)
k= —7"—7, k= —m—mmMmmM

6
S (1)

— la formule du bindme de Newton

VneN,V(x,y) e C: (x+y)" = Z (Z)xky”k.

k=0

== Exercices 15.5, 15.6, 15.8, 15.9, 15.11, 15.12.

Essayer de :
— emboiter les sommations simples
— utiliser une permutation de symboles Z

== Exercices 15.5, 15.6, 15.11, 15.16.

Essayer de :
— appliquer les théoremes généraux de dénombrement, par exemple :
Card (E x F) = Card (E) - Card (F)
— mettre I’ensemble en bijection avec un ensemble fini de cardinal
connu
== Exercices 15.3, 15.14, 15.15.

Essayer de :
— remplacer les coefficients binomiaux par leur expression a I’aide de
factorielles

== Exercices 15.10, 15.11 a), 15.12, 15.16 a)

— utiliser la formule du bindme de Newton, directement, ou apres
dérivation, ou apres intégration.

w= Exercices 15.8, 15.9, 15.11, 15.12, 15.16.

Essayer de :
—calculer le nombre I(o) d’inversions de o, et on a alors
£(0) = (=D)'@
= Exercice 15.13.

— décomposer o en un produit de N transpositions, et on a alors
e(0) = (=D,
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Enoncés des exercices

=mmee Fnonceés des exercices

Exemple de résolution d’équation dans N*

Résoudre dans N3 : (1) 3x +2y*+ 73 =18.

Calcul d’une somme de coefficients binomiaux

n—p
p+k n+1
Montrer, pour tout (n e N? tel que
p (n,p) que p < 2; < ) (p o
Exemple de dénombrement géométrique
Soit n € N*. On donne, dans le plan, n droites D,,. .., D, paralleles entre elles et deux a
deux distinctes. Soit A un point du plan, n’appartenant a aucune des droites Dy,...,D,,

et soient A, A" deux droites du plan, passant par A, distinctes, et non paralleles a D .
En combien de « régions » le plan est-il partagé par les n + 2 droites Dy,...,D,,A,A ?

Exemple d’obtention d’inégalités faisant intervenir des entiers,
par raisonnement par récurrence

i+l 1:3--2n—1 1
< < .
2n+ 1 2-4...(2n) S+ 1

Montrer, pour toutn € N* :

Calcul d’une somme double

Calculer, pour tout n de N*, Z Min (i, ).

1<i<n
I<j<n

Calcul d’une somme triple

n

q P

Calculer, pour toutn € N : S, Z Z 2K,
q=0 p=0 k=0

Exemple de résolution d’une équation dans N?

Résoudre dans N? : (E) y3 = x>+ 8x% + 7x + 10.

Calcul d’une somme de produits de coefficients binomiaux

Montrer : V(n,p.q) € N?, Z(i) (nzk) N (P:q)'

k=0
" n\’ 2n
En particulier : Vn € N, Z ( ) = ( )
—\k n

Calcul d’une somme d’expressions contenant des coefficients binomiaux

n
n n (k)
Calculer, pour n € N*, Zk <Z> et Z -
k=0

—k+1

Calcul d’une somme faisant intervenir des coefficients binomiaux

S (—DF
Onnote, pourtoutn e N: §, = Z .

()
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a) Montrer, pour toutn € N :  nl(n+2)S, = (1 + (—1)”)(n + D

b) En déduire I’expression de S, en fonction de 7, selon la parité de n.

Calcul d’une somme double de produits de coefficients binomiaux

. . n i\ _(n n—k
a) Montrer, pour tout (n,k,i) € N : (i)<k>_(k)<n—i)'
n n n i
b) En dédui tout N, la valeur de S, = . .
) En déduire, pour tout n € a valeur de ZZ(;)(!{)

k=0 i=k

Calcul d’une somme faisant intervenir des coefficients binomiaux

n
" k )

Montrer, tout N: = .
ontrer, pour tout n € ;(k+l)(n—k+l) T DO T2

Exemple de détermination de la signature d’une permutation

Pour n € N*, quelle est la signature de la permutation

a:(l 2 3 ... n n+1 n+2 ... 2n—1 2n>(7
1 3 5 ... 2n—1 2 4 oo 2n—=2 2n)

Dénombrements de relations

Soient n € N* et E un ensemble fini a n éléments. Dénombrer dans E :

a) les relations, b) les relations réflexives,

c) les relations symétriques, d) les relations antisymétriques,

e) les relations réflexives et symétriques,  f) les relations réflexives et antisymétriques.

Dénombrement en base dix

Pour tout n € N*, combien y a-t-il de nombres entiers naturels dont 1’écriture en base dix
comporte exactement 7 chiffres dont un chiffre 1 et un seul ?

Formule d’inversion de Pascal

a) Montrer, pour tout (n,p,k) € N> telquep < k < n:

(G =GIG=)

b) Etablir, pour tout (1, p) € N> tel que p < n :

Xn:( l)nfk(n><k>_ 0 si p<n
=p k p) |1 s p=n.

n
¢) Soit (a,),en une suite a termes dans C. On note, pour toutn € N : b, = E ( ) ay.
k=0

Montrer, pour toutn € N :  a, = Z(_l)”_k (Z ) b
k=0
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Du mal a démarrer ?

Parité d’un nombre associé a une permutation

n
Soient n € N* impair, 0 € &,. Montrer que 1_[ (cr(k) — k) est un entier pair.

Centre de S,

k=1

a)Soientn € N, tel quen =2, (i,j) € {1,...,n}>telque i # j,etog € &,.

Montrer que o et T; ; commutent si et seulement si {7, j} est stable par o.

b)Soientn e N, telquen > 3,etce€ S, telleque: VpeS,,c0o0p=poo.

Démontrer : o = Id.

Autrement dit, le centre de &, est {Id}.

mssse Du mal a démarrer ?

Remarquer que, si (x,y,z) convient, alors z3 < 18, ce qui
limite les valeurs possibles de z. Raisonner ensuite de facon
analogue pour y.

Récurrence sur n, pour p fixé.
Faire un schéma illustrant la situation.

Raisonner par récurrence sur n.
Pour le passage de n an + 1, en utilisant I'nypothese de récur-
rence a l'ordre n, se ramener a une condition suffisante.
Décomposer la somme double demandée en deux
sommes emboitées.
Pour i fixé, la valeur de Min (i, j) dépend de la position de j par

rapport a i : utiliser la relation de Chasles pour les sommations.

Se rappeler les formules :

ii: n(n2+1)

i=1 i=1

., nr+DH@Rn+1)
et Y i ==

P
Pour g, p fixés, calculer ZZk. Puis, pour ¢ fixé, calculer
k=0

q P
Z (Z 2") et terminer par le calcul de S,,.

p=0 “g=0
Se rappeler,pour x € R — {1} etn € N, les formules :

n n+1_1 n 1
=g Z":M~
=0 r—1 k=0 2

Comparer x> + 8x2 + 7x + 10 avec x> et avec (x + 3)3.
Se rappeler que, pour tout (a.b) € Z*ona:
a>b<a=>b+1.
Autrement dit, une inégalité stricte entre entiers équivaut a une
inégalité large en gagnant une unité.
Dans I'égalité de polynémes
(1+X)7(1 4+ X)? = (1 +X)P*4, considérer les termes en X".

- Développer (1 + X)" par la formule du binédme de
Newton, puis dériver.
« Développer (1 4+ x)" par la formule du bindme de Newton,
puis intégrerde 0 a 1.

a) Remplacer le coefficient binomial par son expression a
I'aide de factorielles.
Remarquerque: n+2=m—k+ 1)+ (k+1).

a) Remplacer les coefficients binomiaux par leur expression
a l'aide de factorielles.
b) Utiliser a) puis la formule du binéme de Newton.

Remplacer les coefficients binomiaux par leur expression a
I'aide de factorielles, puis utiliser la formule du binéme de Newton.

Compter le nombre d'inversions.

Mettre en bijection les relations dans E et les tableaux a
double entrée dans E et a valeurs dans {0, 1}.
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Remarquer d'abord que I'écriture décimale d'un nombre
entier (non nul) ne commence pas par 0.

Compter les nombres entiers de n chiffres commencant par 1 et
n’ayant qu’un seul chiffre 1, et compter les nombres entiers de n
chiffres commencant par un chiffre autre que 0 et 1, et ne com-
portant qu’un seul chiffre 1.

a) Remplacer les coefficients binomiaux par leur expres-
sion a I'aide de factorielles.
b) Utiliser a) et la formule du bindbme de Newton.
¢) Calculer la somme demandée en remplagant by par son
expression, puis permuter les deux symboles de sommation et
utiliser b).

Raisonner par I'absurde. Si un produit d’entiers est impair,
alors chacun de ses facteurs est impair. D'autre part, étudier la

somme i (o(k) — k).

k=1

a) Séparer I'équivalence logique demandée en deux impli-
cations. La condition {i,j} stable par o signifie, par définition,
a({i,j}) C {i,j}, c'est-a-dire, puisque o est bijective

o(i)=j o(i)=j
o({i,j}) = {i,j}, ou encore: ou

o(j)=i a(j) =i.

b) Utiliser les deux transpositions t;; et zix.



= Corriges des exercices

Soit (x,y,z) € N3,
Si (x,y,z) convient, alors z> < 18, donc z < 2.
Pourz =0: (1) <= 3x +2y> = 8.

Si (x,y) convient, alors 2y < 18, y> < 9, y <
part, 3 | 2y2, donc 3 | y. On a donc y € {0,3}.

3, et, d’autre

cPoury=0: (1)< 3x=184+=x=6.
cPoury=3: ()<= 3x=0+<=x=0.
2)Pourz =1: (1) <= 3x+2y>=17.

Si (x,y) convient, alors 2y> < 17, y> < 8,5 < 9, doncy < 3

c’est-a-dire y < 2.

ePoury=0: (1)<=3x=17,x ¢ N.
cPoury=1: (1)< 3x=15=x=5.
cPoury=2: (1)<=3x=9=x=3.
3)Pourz =2: (1) < 3x+2y>=10.

Si (x,y) convient, alors 2y < 10, y> <5 <9, donc y < 3

c’est-a-dire y < 2.

ePoury=0: (1) <=3x=10,x ¢ N.
ePoury=1: (1)<=3x=8 x¢N.
ePoury=2: (1)<=3x=2,x¢N.

On conclut que I’ensemble S des solutions de (1) est :

S = {(6,0,0), (0,3,0), (5,1,1), 3,2,1)}.

Récurrence sur n, pour p fixé.
La propriété est évidente pour n = p.
Si elle est vraie pour un n (tel que n >

p), alors :
”i"(p—kk)_ "i’f(p—kk)
p p

+(n+l>

k=0 k=0 .
<n+1) <n+1> (n+2>
p+1 P p+1)°

Les droites D,,...,D, partagent le plan en n + 1
« parties ». Le point A se trouve dans I’une de ces parties et
une seule.

Chacune de ces parties, ne contenant pas A, est partagée en
trois « régions » par A et A’. La partie contenant A est parta-
gée en quatre régions.

S

3 +3 +3 +4 +3 +3
Exemple : n =5

On conclut que les n + 2 droites Dy,...,D,,A,A’" partagent

le plan en 3n + 4 régions.

Procédons a une récurrence sur 7.

Not tout n € N* 1:3---@n=D
ns, r n DUy ———
otons, pour tou N 70
2 1 1
ePourn=1: u; = —, etonabien: £ - < —
3 2 f
S e N+ fixg: Y]
* Supposons, pour un x6: ——— < u, .
= P . 2n + 1 " J—
3.--2n+1) 2n+1
Ona: u,, = =u, .
2-4..-2n+2) 2n+2
* On a, en utilisant "hypothese de récurrence :
vn+1 2n+1 vn+1 1
Upyy > . = = .
T4l 242 22142 2Jntl

Raisonnons alors par condition suffisante :

Jn+2 1 Vn+2
= >
2n+3 2Vn+1 2n+3

= 2n+3>2vn+1vn+2
= 2n+3)7 >4+ 1D +2)

Upty >

< 4n® + 120+ 9 > 4n* + 12n + 8 vrai

Jn+2

Ceci montre : .
2n+3

Upty >
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* On a, en utilisant I’hypothese de récurrence :

1 2n+1  2n+1
V2n+1 2n4+2  2n42°

Upy1 <

Puis :
1 V2n +1 1
Upy1 < — <
V2n+3 2n+2 V2n+3
< V2n+1V/2n+3 <2n+2

— 2n+1)@2n+3) < 2n +2)?
< 4n® + 8n + 3 < 4n® + 8n + 4 vrai.

1
J2n+3°

On a donc établi I’encadrement voulu, a I’ordre n + 1.

Ceci montre : U,y <

On conclut, par récurrence sur 7, a I’encadrement demandé.

En notant S, la somme demandée, on a :
Sy=>0 <ZMin(i,j)).
i=1 \ j=1
Comme Min (i, j) dépend de la position de j par rapport a i,

on scinde la somme relative a I’indice j en deux sommes :

n n n

> iMin(i,j) = le—kZi
j=1 j=1

i=1 i=1 j=itl

,-X;: (i(i ;_ ) + (n — i)i)

2 2 2 6

_n(n+ HD2n+1)
==

( 1) nn+1) 1 nn+DR2n+1)
=|n+ = = =

On a, par sommation géométrique, pour tout p € N :

P +1
ZZk:L LYY
= 2-1
Puis, pour tout g € N :
q

Z( 5 2k) =Xq:(2f’“—1)=2<i:2") —(g+D
0 p=0

p=0 k= = p=0

=22 — 1) —(g+ D=2 —g 3.

Ensuite, pour toutn € N :

n

q=0

q=0 q=0

B nn+1)

=40 —1
( ) 5

—3(n+1)

1
=25 — 5(n2 +7n + 14).

1) Soit (x,y) € N? une solution de (E).
eOna: y =x34+8x>+7x+10>x3, donc: y > x,
d’ou, puisque x et y sont des entiers : y > x + 1.

*Ona:
(x +3) = x> +9x% +27x 4+ 27

> x3 +8x% 4+ 7x + 10 = y°,
doncx +3 >y, puis: x+2 > y.

Ainsi: x +1 <y < x+ 2. Comme x et y sont des entiers,
onadonc: ye{x+1,x+2}.

2)ePoury=x+1,o0na:

(B) &= x* +8x* +7x + 10 = (x + 1)°

=3 4+3x2 +3x + 1
<:>5x2+4x+9=0,
e’
>0
qui n’a pas de solution dans N.
ePoury=x+2,o0na:
(EB) < x> +8x>*+Tx + 10 = (x +2)°
=x34+6x2+12x+8
=27 —5x+2=0

1
< x=2 ou x=§(§éN).

Ainsi :

x=2

x=2
(E){z}{ <:>{

Finalement, I’équation proposée admet une solution et une seule :
2,4).

On peut controler que (2,4) est bien solution de (E).

Considérons 1’égalité de polynomes :
A+X)P(1+X)7 = (1+X)Pte,

En utilisant la formule du bindme de Newton, on voit que le
coefficient de X" dans (1+X)?(1+X)? est



Z " 1 , et celui de X" dans (1 + X)”%9 est
k n—k

k=0

<p +a ) , d’ou I’égalité voulue.
n

En particulier, sip =g =n :
n 2 n
n n n 2n>
%) =20 (2)=()

e D’apres la formule du bindme de Newton, on al’éga-

14X = Z(Z)X"

k=0

lité de polyndme :
d’ou par dérivation : n(l +X)" ! = Z k (n ) =t
= \k

puis, en remplacant X par 1 : Zk (Z) =n2"""
k=0

* En utilisant des intégrales et la formule du binéme de
Newton :

n
1 . _ n n 1 a _ n (k)
/0(1+x)ax_2(k>/0xax_zm,

k=0 k=0

)

1 1 n+1 1 2n+l -1
etd’autrepart:/ (14 x)"dx = d+x) =
0 n—+ 1 0 n+ 1
(1)
- k 257 — |
d’ou : Z = .

k+1 n+l

a)On a, pour toutn € N :

(—DF
nl(n+2)8, _n‘(n+2)Z—
= o —h
= > (=D'@n+2k!(n —k)!
k=0
=Y (DY —k+ D)+ (k+ D)k!(n — k)!
k=0
=> (D!l —k + 1)
k=0

+ Y (=D ke + DI — k!

k=0

Z(—l) kl(n —k + 1)!

[p= k+l]
n+l
+ > (=D pln — p+ 1!
p=1
= (m+DI+ DM+ D!
télescopage

= (1+=D")m+ D).

b) D’apres a), pour toutn € N :

_(1+(—1) )(n+1)‘ ( a 1)”) n+1
" nl(n +2) n+2
En séparant en deux cas selon la parité de n, on conclut :
n+1 . .
2 si  n est pair
S, = n+2
0 si n est impair.
a)Ona:
n i\ n! il
i)\k) ilm—=10)! kG —k)!
n!
T (=)W —k)!
B n! (n—k)!
T kln—k)! (n— i) —k)!
_(n n—k
“\k n—i)’
cari —k=(mn—k)— (n—1i).

b) En utilisant a) ona:

= ( )2”" = =2
Newton = Newton

Remplagons les coefficients binomiaux par leur ex-
pression a I’aide de factorielles, dans la somme S, du premier
membre :

n

n!
aa ,; ki — Nk + D(n —k + 1)

n

n!
— (k+D!(n —k+1)!
Z 1 (n+2)!
= (1 + D +2) k+Dln—k+1)!
1 " n+2
B (n+1)(n+2)2(k+1>

k=0

1 z +2
it (n+1>(n+2),,_1< P )
_ 1
T+ 1)(n+2)

(£(57)-(5)-G3)
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En utilisant la formule du bindme de Newton, on conclut :
2n+2 )
S+ D+

n

On compte le nombre d’inversions de o, a I’aide de la
28me Jione de o :

2 est inversé vis-a-visde 3.,5,...,2n — 1
4 5,...2n—1

2n —2 2n — 1.

Le nombre I (o) d’inversions de o est donc :

n—1)n
I(o):(n—l)+(n—2)+...+l=%,
(n—n
d’ou la signature e(0) de o : €(0) = (—1) " 2 , ou encore :
E(L) (n—1n n
e(o) = (—1)"2’, car pour tout n € N*’T etE 3

sont de méme parité.

Notons E = {xi,...,x,}.

L’ensemble des relations dans E est en bijection avec ’ensemble
des tableaux a n lignes, n colonnes (indiquées par les éléments

de E), et contenant a la ligne i, colonne j, I’élément O si x; ¢ 55
I’élément 1 six; R x;.

a) Le nombre de relations dans E, qui est aussi le cardinal de
P(E x E), est 2,

b) Le nombre de relations réflexives dans E est le nombre de
tableaux comportant un 1 a chaque place diagonale ; c’est donc

2

onin, puisqu’il y a n” — n places « libres ».

c) Le nombre de relations symétriques dans E est le nombre
de demi-tableaux limités par la diagonale, et diagonale com-

. o9 n4n
prise ; c’estdonc 2™ 2 .

d) Soit (i,j) € {1,...,n)* tel que i < j.La condition d’anti-
symétrie pour une relation R se traduit, sur x; et x; par les trois
possibilités suivantes :

X; R)Cj et Xj 7%)(3,‘

X; #}Cj et X R.X,‘

X ¢Xj et xj¢x,-.

On en déduit que le nombre de relations antisymétriques dans £

n27n
est2" -3 2 ,carily a2” facons de remplir la diagonale, et il y
2
n

a paires de cases symétriques par rapport a la diagonale.

¢) Le nombre de relations réflexives et symétriques dans E est
le nombre de demi-tableaux limités par la diagonale, et diagonale

n?—

n
exclue ; c’estdonc 2™ 2 .

f) En utilisant 1a méthode de d), le nombre de relations réflexives

nzfn
et antisymétriques dans E est 3~ 2 .

Considérons un nombre entier naturel non nul, dont
I’écriture décimale comporte exactement z chiffres (donc le pre-
mier chiffre, a gauche, est différent de 0) et comportant un chiffre
1 et un seul.

* Le chiffre 1 peut étre en premier a gauche, les autres chiffres
étant quelconques, différents de 1. 11 y a 9"~! possibilités.

* Si le chiffre 1 n’est pas en premier a gauche, ily an —1
facons de placer ce chiffre 1. Le premier chiffre a gauche est
quelconque, différent de O et de 1, ce qui donne 8 possibilités
pour ce premier chiffre a gauche. Les chiftres autres que le pre-
mier a gauche et différents de 1 sont parmi 0,2, ...,9, ce qui donne
9"=2 possibilités de les placer.

On conclut que le nombre demandé est :

'+ —18-9"*=9""(9+8n—1))
=(8n+1)9" .

a) Remplacons les coefficients binomiaux par leur ex-
pression a I’aide de factorielles :

n kY n! k!
(k) (p) T kln—k)! plk—p)!

n!
T —0plk—p)!
_ n! (n—p)!
T pln—p)! -k - p)!

-(;)G20)

carn —k = (n—p)— (k— p).

b) On a, en utilisant a) :

S (1)(5)
-2 (3)(i28)
i (3)Fe(323)

k=p

n—p
= (" . ”f”)
[j=/<*p1( ) (P)Z( ) ( J

=0

n—p
=(_1)"—P<”) (—1)/’(”‘.”)
p ; j
= (" )+ D)
(=1 <p>(+( )

Newton
_JO si n#p
|1 si on=p.



¢)On a, pour tout n € N, en utilisant une permutation de deux

sommations :
n n k k
B (2 Eer () (£ (3
k=0 k=0 =0

R (1))

k=0 j=0

=22 () ()

=% (Z () G))

Remarquons d’abord que l_[ (cr(k)

k=1

— k) est un entier
relatif.

Raisonnons par I’absurde : supposons que ﬁ (a(k) = k) est
. o) -
D’autre part comme o est une permutation de {1,...n},
ona: Z o(k) = Zk puisque ces deux sommes compor-
=1

tent les mémes termes. D’ou :

> oty =Y k=0.
k=1 k=1
Mais n est impair et les o(k) —k sont tous impairs,

donci (ok)
=1

impair. Alors, pour tout k € {1,... — k est impair.

n

> (ok) —k) =

k=1

— k) est impair, contradiction.

Ce raisonnement par 1’absurde montre que 1_[ (a(k) — k) est
k=1

pair.

a) 1) Si o et T; ; commutent, alors :
o(i) = U(Ti,j(j)) =ocoT;(j)
=T,j00(j) = Ti,j(U(j))
o(j) = o, () = g 07 ;(i)
=1, 00() =T7,;(c@@)).
Comme o(i) # o(j) et que T, ; laisse fixes tous les éléments
de (1.1} = {i.j}, on a alors ((i) =i et o(j) = j) ou
(J(i) =jeto(j) = i), donc {7, j} est stable par o.
2) Réciproquement, supposons {7, j} stable par o.
On a donc (a(i) —ieto(f) = j) ou (U(i) — jeta(j) = i)
Tijo0(i) =00 ;(i)
d’ou facilement : {

Tij oo(j)= UOTi.j(j)-

D’autre part, {1,...,n} —
e), et on a, pour tout k de {1,. ..

{i,j} eststable par o (car o est bijectiv
ny—{i,j} e
T, 0 o(k) =T, (k) = o(k)
{ oo (k) =o(k).

donc T, j o o(k) = ooy (k)

Finalement: T;j00=00T;

b) Soit ie{l,...,n}. existe

(j,k) e {1,...
Comme o commute avec T, ; et T, x, d'apres a), {i,

n=3, il
,n}? tel que i, j,k soient deux a deux distincts.
J}etfi.k}

Puisque

sont stables par o, donc o (i) = i.
Ceci montre : o = Id.

La réciproque est évidente: Id commute avec toute permuta-
tion.
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Arithmétique

dans Z

0 Plan mmmmmmms

Les méthodes a retenir 231
Enoncés des exercices 233
Du mal a démarrer ? 236

Corrigés 238

Thémes abovrdés dans les exevcices

Montrer une divisibilité
Montrer qu'un entier est composé, c'est-a-dire n'est pas premier

Résolution d'équations diophantiennes, c'est-a-dire d'équations dont la
ou les inconnues sont dans Z

Résolution de congruences ou de systemes de congruences, a inconnues
dans Z

Petit théoreme de Fermat, théoreme de Wilson, et leurs utilisations.

Points essentiels du couwrs
pour la résolution des exevcices

Définition et propriétés de la divisibilité dans Z, théoreme de division
euclidienne dans Z, définition et propriétés des congruences

Définitions et propriétés des pged et ppcm

Définition et propriétés des nombres premiers entre eux, théoreme de
Bezout, théoreme de Gauss

Définition d'un nombre premier, existence et unicité de la décomposi-
tion primaire d'un entier > 2.

mmmme | es méthodes a retenir

Pour montrer qu’un entier A

(supérieur ou égal a 2)
est composé,

c’est-a-dire n’est pas premier

Montrer I’existence de (a,b) € N? tel que :

A=ab, a>=2, b=>=2.

A cet effet, on peut essayer de transformer 1’écriture de A, par
exemple en utilisant :

— une identité remarquable permettant d’amener une factorisation
de A

== Exercice 16.1

— une mise sous forme canonique d’un trindme ou d’un trindme bicarré

> Exercice 16.2.
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232

Pour montrer
qu’un entier a divise un entier b

Pour résoudre
une équation diophantienne

Pour résoudre une équation
faisant intervenir pged et/ou ppcm
de deux nombres entiers x,y

Pour montrer qu’un entier a
(donné numériquement)
divise un entier N

Pour obtenir
des congruences modulo 2, 4, 8

Pour déterminer le dernier chiffre
de I’écriture décimale
d’un entier naturel a

Essayer de :

— mettre a en facteur dans b, c’est-a-dire trouver un entier ¢ tel que
b=ac

— utiliser les congruences modulo a

== Exercices 16.3, 16.4, 16.7

— utiliser une récurrence

== Exercices 16.3, 16.8, 16.24

— montrer que, dans Z/aZ, ona b =0
— utiliser la décomposition primaire de a

= Exercice 16.30.

Essayer de :
— ramener 1’équation proposée, par équivalence logique ou par impli-
cation, a une équation plus simple

W= Exercices 16.12, 16.14

— faire intervenir des limitations (par inégalité ou par divisibilité) sur
les inconnues

== Exercices 16.10, 16.11

— montrer qu’il n’y a aucune solution, en raisonnant par 1’absurde et
en utilisant des congruences bien choisies

== Exercices 16.13, 16.16 b).

Essayer d’utiliser les entiers X,Y tels que, en notant d = x Ay,
on ait :

x=dX, y=dY, XAY=1.

== Exercices 16.20, 16.21.

Essayer de décomposer a en un produit de facteurs premiers entre eux
deux a deux, montrer que chacun de ces facteurs divise N, et en
déduire que a divise N.

== Exercice 16.30.
Essayer de séparer en cas selon la parité des nombres qui intervien-
nent

> Exercice 16.6.

Réduire a modulo 10.

> Exercice 16.9.
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Enoncés des exercices

Pour résoudre un systeme de Résoudre la premiere congruence, reporter dans la deuxieme, etc.

congruences simultanées . R
N g . == Exercices 16.17 4 16.19.
a une inconnue

Pour obtenir des résultats portant Essayer d’utiliser la décomposition primaire de 7.
P 9 . *
sur les diviseurs d’un entier n € N . Exercices 16.22, 16.28.

=== [noncés des exercices

— Exemple de nombre composé

Montrer que le nombre entier A = 5% + 40 est composé, ¢’est-a-dire non premier.

— Exemple de nombre composé

Montrer que, pour tout n € Z, le nombre entier n* — 20n% + 4 est composé, ¢’est-a-dire
n’est pas premier.

— Exemple de divisibilité
Montrer:  Vn e N, 14 | 3%+2 4 520+

— Exemple de divisibilité, utilisation de congruences

Montrer:  Vn e N, 11 | 37" 4 55+ 4 45+2,

— Exemple de nombre premier satisfaisant une condition simple

Trouver tous les nombres premiers p tels que p> + 2 soit aussi premier.

— Reste de la division euclidienne du carré d’un entier par 8

a) Soit a € Z. Montrer que le reste de la division euclidienne de a? par 8 est égal 2 0, 1,
ou 4.

b) Soit n € N. Montrer que, si 8 divise n — 7 (autrement dit : n = 7 [8]), alors n ne peut
pas étre la somme de trois carrés d’entiers.

— Exemple d’utilisation de congruences
Montrer, pour tout (x,y) € Z> :
13 | 7x +3y <= 13 | 5x +4y.
— Exemple de divisibilité, méthode de récurrence
Montrer: Vn e N, 16 | 32" — 5"2 _ 4y,
— Réduction d’un nombre par congruence

4
Quel est le dernier chiffre de 1’écriture décimale de a = 79

— Exemple de divisibilité

Déterminer ’ensemble E desn € Z telsque : n*>+7 | n® +5.
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— Condition pour qu’une racine carrée d’une certaine fraction soit un entier
11ln -5
Trouver tous les n € Z tels que eN
n+4
— Exemple d’équation diophantienne du second degré, avec factorisation

Résoudre dans Z? :  x? = 9y? — 39y + 40.

— Exemples d’équations diophantiennes n’ayant aucune solution,
par passage aux congruences modulo un entier bien choisi
a) Montrer que 1’équation x> — 3y?> = 17 n’a pas de solution dans Z>.

b) Montrer que I’équation x> 4+ y* = 3 n’a pas de solution dans Z>.

— Exemple d’équation diophantienne
Résoudre dans Z* I’équation : (1) X2 4+y2—2x+4y—-5=0.
— Condition de divisibilité par calculs modulo 5

Montrer, pour tout (a,b) € Z*>: 24a*> +1 =b* =5 | ab.

— Cubes modulo 7
a) Montrer, pour tout (x,y,z) € Z*: 7 | xX*+y  +72 =7 | xyz.
b) En déduire que le systeme d’équations
By +2=7

S)
xyz =702+ y*+zH+1

n’a pas de solution dans Z>.

— Exemple de résolution d’un systeme de trois congruences simultanées
a une inconnue

Résoudre dans Z le systeme de congruences :

Sx =7 [11] @))]
(S) Tx =11 [5] 2)
lix=5 [7)] A3).
— Exemple de résolution d’un systéme de trois congruences simultanées

a une inconnue

Résoudre dans Z le systeéme de congruences :

x=1 [6] )
(S) x =3 [10] 2)
x =7 [15] 3).
— Exemple de recherche d’une solution d’un systéeme non linéaire

de deux congruences simultanées a une inconnue

Déterminer le plus petit entier naturel x tel que :

x=6 [23] et x2=13 [23°].
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Enoncés des exercices

Résolution d’un systeme d’équations sur le pged et le ppcm de deux entiers
a) Pour (a,b) € (N¥)? fixé, résoudre dans (N*)? le systéme d’équations :

XAy=a

S

xVy=hb.
b) Exemples : Résoudre (S) dans chacun des deux exemples suivants :
1)a=10,b=22 2)a=38,b=280.
Exemple d’équation faisant intervenir le pged
et le ppcm de deux nombres entiers

Résoudre dans (N*)?: (1) 11(x A y) 4+ (x vV y) = 203.

Utilisation de décompositions primaires
Soitn € N*. Onsuppose : (Ja € N*, n=4a?) et (IbeN*, n="0).
Montrer: 3¢ € N*, n = ¢°.

Nombres de Fermat

Pour n € N, on note F,, = 2%" + 1. Montrer que les F, (n € N) sont premiers entre eux
deux a deux.

Exemple de divisibilité avec double exposant

Montrer: Vn e N, 13 | 2 + 10.

Exemple d’équation fonctionnelle

Démontrer qu’il n’existe pas d’application f : Z — Z telle que :
VxeZ, fof(x)y=x+1.

Etude de sommes de fonctions arithmétiques

On note, pour tout n € N*, d(n) le nombre de diviseurs de n dans N* et o(n) la somme
des diviseurs de n dans N*. Montrer, pour tout n € N* :

n n n n n n
a) Y _d(k) :ZE(T> b)Y (k) =ZiE<T>,

k=1 i=1 ! k=1 i=1 !
ou E(.) désigne la partie entiere.

Etude de produit de facteurs dans une factorielle

Soit n € N non premier et tel que n > 6. Montrer: n | (n —2)!.

Utilisation de décompositions primaires

Soit (a.,b,c,n) € (N*)*, tel que aAb=1 et ab=c". Montrer qu’il existe
(a,®) € (N2 telque: a=a"eth=/"

Petit théoréme de Fermat

Soi p un nombre premier (p = 2).

a)Montrer: Vk e {1,...,p—1}, p| (i)
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b) En déduire le petit théoréme de Fermat : Vn € Z,n? =n [p].
En particulier: Vn € Z, (pfn = n""'=1 [p]).

Exemple de divisibilité : utilisation du petit théoreme de Fermat

Démontrer, pour tout (x,y) € Z* : 56786730 | x®'y — xyS!.

On pourra utliser le petit théoréme de Fermat (cf. exercice 16.29) qui dit que, pour tout

nombre premier p et tout a € Z non multiplede p,ona: a?~' =1 [p].

Théoréeme de Wilson

Soit p € N — {0,1}. Démontrer que p est premier si et seulement si :

(p—Dl=-1 [p].

Exemple de résolution d’un systéeme de divisibilités

Trouver tous les (a, b, ¢) € (N — {0,1})3 tels que :

a | bc+1 et

memeee Du mal a démarrer ?

Factoriser A en utilisant une identité remarquable.

Factoriser le trinbme bicarré.

1" méthode : utilisation de congruences modulo 14
Réduire 312 4 5201 modulo 14, par calculs.

28 méthode : récurrence sur n

En notant u, = 3**2 4 52"*t1 montrer, par récurrence sur n,
que 14 | u,.Pourpasserde 14 | u,al4 | u,+1, exprimer i, 41
en faisant intervenir u,,.

3¢ méthode : reconnaitre une suite récurrente linéaire du second
ordre a coefficients constants et sans second membre.

Calculer 3%, 4%, 55 modulo 11, puis reporter dans I'expres-
sion de I'énoncé.

Examiner le cas p = 2.
Si p est impair, passer modulo 3.
a) Séparer en cas : a pair, a impair.

b) Calculer tous les restes possibles de la division euclidienne de
a® + b% + ¢? par 8, en utilisant le résultat de a).

Utiliser des congruences modulo 13.

Récurrence sur n. En notant u, = 320 — 5"+2 _dp,

exprimer u,1 en faisant intervenir u,,.

b|lca+1 et c¢|ab+1.

Réduire @ modulo 10. A cet effet, remarquer 74 = 1 [10],
et réduire 3% modulo 4.

De la divisibilité de I'’énoncé, déduire que n? + 7 divise une
expression du premier degré en n, puis utiliser :
V(a,b) €ZxZ*, (a | b= la| < |bl).
Sin convient,déduiren +4 | 1ln —5,puisn + 4 | 49.
Transformer I'équation proposée de fagon a factoriser.
a) Passer modulo 3.

b) Passer modulo 7.

Transformer I'équation proposée pour se ramener a une
somme de carrés.

Remarquer que, si 244>+ 1 = b?, alors, modulo 5 :
a2+ =1.
Calculer tous les x2 modulo 5, pour x € Z, puis tous les a® + b?
modulo 5 pour (a,b) € Z2.

a) Calculer tous les > modulo 7, puis tous les x> + y3 + 3.

Résoudre (1), puis reporter le résultat dans (2), et, enfin,
reporter dans (3).

Résoudre (1), puis reporter le résultat dans (2), et, enfin,
reporter dans (3).
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Résoudre la premiére congruence dans Z et reporter le
résultat dans la deuxiéme congruence. On obtient ainsi I'en-
semble des solutions du systeme de deux congruences.
Déterminer enfin dans cet ensemble le plus petit entier positif
ou nul.

a) Si a J b, montrer que (S) n'a pas de solution.
Si a | b, noter ¢ € N* tel que b =ac. Pour (x,y) € (N%)?,
considérerd = x A y, et (X,Y) € (N*)? tel que:
x=dX,y=dY, X AY =1.
Exprimer le résultat demandé, a I'aide de X,Y.
Pour (x,y) € (N*)2, noter d = x A vy, (X,Y) e (N*)2 tel
que:x =dX, y=dY, X ANY =1 etreporter dans I'équation.

Considérer la décomposition primaire de 7.

Pour (m,n) € N? tel notant

k = n — m,exprimer F, en faisant intervenir F,,.

que m<n, en

¢ 8n+6 a
Récurrence sur n. En notant u, = 2% + 10, exprimer

un+1 en faisant intervenir u,,.

Si f convient, considérer f o f o f et déduire qu'il existe
ac€Ztelque: Yx € Z, f(x)=x+ a. Reporter dans I'équa-
tion de I'énoncé et obtenir une contradiction.

Exprimer, pour tout k € N*, d (k) et o (k) comme somma-
tions indexées par i tel que i | k, puis permuter deux sym-
boles de sommation.

Il existe (a,b) € (N*)? tel que :

n=ab,1 <a<n,1<b<n.

Séparer lescas a #b, a = b.

Les méthodes a retenir

Utiliser les décompositions primaires de a, b, c.

|
a) Par définition, (Z):m donc

k!(p —k)! (i) = p! . Utiliser le théoréme de Gauss.

b) 1) Traiter le cas p = 2.
2) Pour p = 3, montrer, par récurrence sur n :
VneN,n” =n [p],

puis traiter le cas n € Z.

Former la décomposition primaire de 56 786 730 et remar-
quer que c’est un produit de nombres premiers deux a deux dis-
tincts, tels que, si p est I'un de ces nombres premiers,alors p — 1
divise 60. Utiliser le petit théoréeme de Fermat.

Séparer les deux sens de I'équivalence logique.
1) On suppose p premier.
Traiter le cas p = 2.

2 =T dans le groupe mul-

Pour p > 3, considérer I'équation x~ =
tiplicatif Z/pz — {A}. Montrer que 5,3,. .. ,p/—\2 peuvent se
grouper deux par deux de produit 1.

2) Réciproguement, on suppose p non premier. Utiliser un divi-

seurdde ptelque2 <d < p— 1.
1) Soit (a, b, ¢) convenant.
On peut se rameneraucasou: 2<a < b <c.

Montrer que a,b,c sont premiers entre eux deux a deux.
Considérer S = ab + bc + ca + 1, montrer abc | S.
Déduire (par exemple) abc < 20, puisa =2,b=3,c=17.

2) Etudier la réciproque.

237



238

On a, en utilisant une identité remarquable sur la
somme de deux cubes :

A= 545 _’_430 — (515)3 + (410)3
— (515 + 410) ((515)2 _ 515 ) 410 + (410)2) .

noté u

noté v
Tl estclairqueu € N etu > 2.
D’autre part, v € N et :
V= 515(515 _ 410) + (410)2 2 (410)2 2 2.

On conclut que A est composé.

Soitn € Z. On a, par factorisation d’un trindme bicarré :
n* —20n* +4 = (n* —2)* — 160
=n?—2—4n)(n* — 2 +4n)
=(n-2*-6)(n+2)*-6).
Deplus: (n—2)>—6# 1l et (n+2)>—6+£ £1,
car ni 5 ni 7 ne sont des carrés d’entiers.

On conclut que n* — 20n* + 4 est composé.

1" méthode : utilisation de congruences modulo 14

On a, modulo 14, pour toutn € N :
34n+2 + 52n+1 —9. (34)71 + 5. (25)n —=9.81" + 5.25"
[ﬁ]9~(—3) P+ (=3)

=14.(=3)" =0,

donc: 14 | 342 4 52+l

2¢ méthode : récurrence surn

Notons, pour toutn € N :  u,, = 3%+2 4 521+1,
eOna: uy=23>+5=14, donc 14 | uy.

* Supposons pourunzn € N fixé: 14 | u,. Exprimons u,,; en
faisant intervenir u,, :

Upp) = 34(ﬂ+|)+2 + 52(n+1)+l — 34n+6 + 52n+3

— 34 X 34n+2 + 52n+3 — 34(”11 _ 52n+l) + 52n+3
— 34”;1 + 52n+] (52 o 34) — 34un —56. 52n+]
=3, —4-14.5"""

= Corrigés des exercices

Comme 14 | u,, on déduit 14 | u,, ce qui prouve le résul-
tat demandé, par récurrence sur n.

3¢ méthode : reconnaitre une suite récurrente linéaire du se-
cond ordre a coefficients constants et sans second membre

Notons, pour toutn € N :
U, = 34n+l JL 52n+1 =9. (34)n+ 5. (52)n.

On reconnait le terme général d’une suite récurrente linéaire
du second ordre a coefficients constants et sans second membre.

L’ équation caractéristique a pour solutions 3* et 52, donc c’est,
avec une inconnue notée r, I’équation

r2—(3*+5%)r+3*.52=0. Onadonc:

VrneN, u =G+ 5u, —3* - 5u,.
Montrons, par récurrence a deux pas sur 7, que pour toutn € N :
14 | u,.

« La propriété est vraie pour n = 0, car uy = 3> +5 = 14.
e La propriété est vraie pourn = 1, car :

up =3%45 =729+ 125 =854 = 14 - 61.

*Sil4 | u,etld | u,y, alors, d’apres I’expression de u,,»
en fonction de u, et u, 1, ona: 14 | u, ;.

Ceci montre le résultat demandé, par récurrence sur 2, a deux pas.

Soit n € N. Notons
Uy, = 35n L 55n+l +45n+2 — (35)n L5 (55)n 4L 42 . (45)7:'

Ona,modulo11: 3°=243 =1 [11],5° =3125=1 [11],
4 =1024=1 [11].
dot: u,=1"4+5-1"+4>-1"=22=0 [11].

Onconclut: 11 | u,.

1) Sip est pair, alors, comme p est premier, p = 2, donc
p* +2 = 6, qui n’est pas premier.
2) Supposons p impair. Passons modulo 3.
* Si p=0 [3], alors, comme p est premier, p = 3, donc
p? +2 =11, qui est premier.
e Sip =41 [3], alors, modulo 3, p> +2=1+2=3=0,
donc, comme p? + 2 est premier, p> +2 =3, p = 1, exclu.

On conclut qu’il y a un nombre premier p et un seul conve-
nant, c’est p = 3.



a) * Si a est pair, alors 4 | a?, donc le reste de la divi-
sion euclidienne de a? par 8 est 0 ou 4.

* Si a est impair, il existe b € Z telque a =2b + 1, eton a
a’> =4b> +4b+1=4b(b+ 1)+ 1. Comme b(b+ 1) est
pair (car b ou b + 1 est pair), on en déduit que le reste de la
division euclidienne de a® par 8 est 1.

b) Supposons qu’il existe (a,b,c) € Z telquen = a® + b*> + .
Le reste r de la division euclidienne de n par 8 est donc parmi
les sommes de trois nombres puis parmi 0, 1, 4 (réduites modulo 8),
donc r € {0,1,2,3,4,5,6}, r = 7.

On a, pour tout (x,y) € 7?2, en utilisant des congruences
modulo 13 :

13| 7x4+3y<="7Tx+3y=0 241:31 2(7x +3y) =0
Ald3=
<:)14x+6y504:>x+6y5054?] 5(x +6y)=0
Al3=

5 5x+30y =0 < 5x +4y =0 < 13 | 5x +4y.

Notons, pour tout 7 € N, u,, = 326 — 5"+2 _4p,
Montrons, par récurrence surn : Vn € N, 16 | u,.

e Pour n=0, on a: ug=23°—5>=729—-25=704 =

16 - 44, donc 16 | uq.

* Supposons, pour un 7 € N fixé : 16 | u,. Exprimons u,
en faisant intervenir u,, :

Uny) = F2+D+6 _ gn+3 dn+1)
=9(u, + 5" +4n) — 5" —dn — 4
=9u, + (9 —5)5"2 +32n — 4
=9u, +32n + 45" — 1).
Comme Sﬁl [4], on a : 5" — lﬁl —1=0, donc

4 | 5"2 —1.Tlenrésulte: 16 | 4(5"t> — 1), etdonc, comme
16 | u, et 16 | 32, on déduit, par addition : 16 | u,.

On a montré, par récurrence surn : Vn € N, 16 | u,.

11 s’agit de trouver la classe de @ modulo 10.
On a, modulo 10: 7> =49 = —1,
donc 7* = (72)> = (—1)> = 1.
On va donc chercher la classe de 3%° modulo 4.

On a, modulo 4 : 3> =9 =1, donc, modulo 4 :
38 _ 3878 _ (32)834 =184 — 1.
Il existe donc k € N tel que : 38 =4k +1, dob:
4
a=7" =7 —H 1 =1F.7=7.
[10]

On conclut : le dernier chiffre de 1’écriture décimale de a est 7.

1) Soitn € Z tel que n> +7 | n® +5.
Comme n® +5=nn>+7) —Tn + 5,
ondéduit: n>+7 | —Tn+5.
Puisque n?> +7 £ 0, ilenrésulte : |n*> +7| < | —7Tn+5|.
En notant k = |n| € N, on a alors :
K4+7<|—Tn+5| <7k +5,

donc : k*? — 7Tk +2 < 0.
On résout cette inéquation du second degré. Le discriminant
est A = (=72 -8 =41 >0, donc le trindbme admet deux

T-VAL T4 AT
€ 5
2 2

Z€ros

, et donc, puisque k

N/ TV
2

7 —
On déduit : 7 <k <

7 — /41 7+ /41
est entier et que — ~ (0,298 et +T ~ 6,701,
ona:l <k <6.Cecimontre: —6 < 6.

<n
2) On teste tous les cas, pour —6 < n < 6, par exemple sous
la forme d’un tableau :

n -6 =5 —4 -3 =2 =1
n?+7| 43 32 23 16 11 8
n+5| =211 —-120 -59 -22 =3 4

n 0 1 2 3 4 5 6

n+7 17 8 11 16 23 32 43

n+5 5 6 13 32 69 130 221

Henrésulte: n*+7 | n*+5<= (n=3 ou n=4)
etonconclut: E = {3,4}.

-5

+4
1lln—-5=11(n+4) —49, d’ou :

Soit n € Z tel que € N. On a alors :

n+4 | 1ln —5. Mais :
n+4 | 49 etdonc:

n+4 € Divy(49) = {—49, -7, -1, 1,7, 49},

puis: n € {—53, —11, =5, =3, 3, 45}.

On teste tous les cas, par exemple sous la forme d’un tableau :

n -53 -11 -5 -3 3 45
1ln —5
12 18 60 —-38 4 10
n+4

1In—5
4

Ainsi, il existe un n € N et un seul convenant, c’est n = 3.

On conclut, que, pour toutn € Z : eN&n=3.
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Utilisons la mise sous forme canonique d’un trindme :
13\* 9
9y =39y +40=(3y— —) —-.
y v+ < y ) ) 4
d’ou :
x2 =9y? — 39y 440

13\* 9

2
P~ = 3—— —_ =
* (y 2) 4

= 4x* = (6y — 13)> -9

— (6y — 13)> —4x* =9

<= (6y — 13 —2x)(6y — 13+ 2x) =9
6y —13—-2x =u
= Jwv)eZ §6y—134+2x=v
uv =9

26y —13) =u+v

— Juv)e? {dx=v—u
uv =9
vV—u
P
4
> J(u,v) € 77, Lfu+v u—+v+26
- - 13) =
y=el =2 ° 12
uv =9

Deplus: Divz(9) ={-9, -3, —-1,1,3,9}

On consigne les résultats dans un tableau, en ne gardant que
les cas pour lesquels x et y sont entiers :

ul—-9 -3 -1 1 3 9
v| -1 -3 -9 9 3 1]
x|/ 1 1 21 =2
yl/ 1 1 37 3

L’ensemble des solutions de 1’équation proposée est donc
{2,3), (=2,3)}.

On peut controler ces résultats en reportant dans 1I’équation de
I’énoncé.

a) Utilisons des congruences modulo 3.
Soit (x,y) € Z* une solution. On a alors, modulo 3 :
=3y +17=17=-1.
x=0=x>=0

Mais :
x=41=x*=1.

Ainsi: Vx €Z, x>?=0 ou 1, d’ou une contradiction.

Ceci montre que 1’équation x> — 3y = 17 n’a pas de solution
dans Z*.

b) Utilisons des congruences modulo 7.

Soit (x,y) € Z? une solution.

Formons le tableau des cubes modulo 7 :

t 0|+l |+2 |43
£ 10 [£1 [£1 |F1

Ainsi: Vit € Z, t3ﬁ—l ou 0 ou I.

1l s’ensuit, par addition de deux termes parmi —1, 0, 1, que
x>+ est congru, modulo 7 a ’un des nombres :
—2,—-1,0, 1,2, etdonc : x> + y3 # 3 [7], contradiction.

Ceci montre que I’équation x3 + y> = 3 n’a pas de solution
dans Z2.

Soit (x,y) € 72,

Utilisons une mise sous forme canonique de trindmes :
X2+ y2—2x+4y—-5=0
= @ -2+ +4y) -5=0
= -1+ +27° =10
Ennotant X =x —1,Y =y +2,ona(X,Y) e Z? et :
(1) & X?>+7Y?=10.
La liste des carrés d’entiers 0, 1, 4, 9,. .. montre alors :

W=l X?=9
(1)<:>< ou )
Y?2=9 Y?2=1

X = =1 X =43
<=>< ou >
Y = =63 Y = =ell

2 ou x:O)
=

X

ouS

y=1ouy= —5)
(x =4 ou x = —2)
ou )
<y:—1 ou y:—3>
On conclut que I’ensemble S des solutions de (1) est :
S= {(2,1), (2,-5),(0,1), (0,=5), (4,=1D),

4.3, (-2,-1), (-2.-3)},

ou encore, en ordonnant les couples selon I’ordre lexicogra-
phique (comparaison du premier élément du couple, puis, si le



premier élément est le méme, comparaison du second élément
du couple) :

S = {(-2,-3), (=2,—1), (0,-5), (0,1), (2,-5),
2.1), (4,-3), (4,—D}.

On peut contrdler chacun de ces couples en reportant dans (1).

Soit (a,b) € 72 tel que 24a> + 1 = b

Calculons les carrés d’entiers modulo 5, par exemple sous forme
d’un tableau :

x |0 X1 #£2
x2|0 1 -1

Ainsi: Vx € Z, xzﬁ—l ou 0 ou 1.

D’autre part, modulo 5 : b> =24a> + 1= —a® + 1,
donc a*+b*=1.

Calculons les sommes de deux carrés modulo 5, par exemple
sous forme d’un tableau, donnant a* + 5> modulo 5 a partir
de a® modulo 5 et de 5> modulo 5 :

M-1fo |1
-1[-2(-1]0
Of-1[0]1
110 |1]2

On a donc, modulo 5 :
Z=0

a2—|—b251:><{
=1

Enfin, d’apres le tableau des carrés modulo 5, on a :
Vx eZ, (x250=>x50).
d’ou:

a=0o0ub=0, doncab =0, c’est-a-dire: 5 | ab.

a) Soit (x,y,z) € Z> tel que 7 | x* + y> + 2°.

Calculons les cubes modulo 7, par exemple sous forme d’un
tableau :

t |0 1 £2 £3
£10 £1 £1 +1

Raisonnons par 1’absurde : supposons 7/ x,7) y, 7/} z.

B E:i:l,y3 =41,7==+1.

On en déduit, par addition, en examinant toutes les (huit) pos-
sibilités, que : x° + y3 + z3 # 0, contradiction.

Alors, modulo 7 :

Ceci montre, modulo 7 :
PC+y+7=0= <x3EO ou y°=0 ou z350),

De plus, d’apres le tableau des cubes modulo 7 ci-dessus :
VieZ (f=0[11=>1=0[7).
On a donc, modulo 7 :
P4y +7=0= (xEO ou y=0 ou ZEO>
:>(7|xou7|you7|z>

— 7 | xyz.

b) Si le systéme (S) admet (au moins) une solution (x,y,z) € Z*,
alors, d’aprés la premiére équation, 7 | x> + y* 4 z3, donc,
d’apres a), 7 | xyz, ce qui contredit la deuxieme équation.

On conclut que (S) n’a pas de solution dans Z?3.

1) Résolvons la premiere équation (1) de (S).

Soit x € Z. On cherche I'inverse de 5 modulo 11. Cet inverse
existecar S A 11 = 1.

On remarque : (—2)-5=—10=1 [11], donc I'inverse
de 5 modulo 11 est —2. D’ou :

(1) 5x=7 [11] <= (—2)5x = (—2)7 [11]
= x=-3 [ll] e 3JaecZ, x=-3+1la.

2) On reporte ce résultat dans la deuxieme équation (2) de (S),
et on raisonne comme ci-dessus (en commencant par simpli-
fier les nombres modulo 5) :

2) Tx=11 [5]<=2x=1 [5]

= 2(-3+1la)=1 [51<22a =7 [5]

<< 2a=2 [5];?3(251)5?%2 [5]
AS=

< a=1|[5l<=3IbeZ, a=1+5b.

On obtient :

x=-3+1la=-3+11(1+5b) = 8 + 55b.

3) De méme, on reporte dans 1’équation (3) de (S) :

B) 1x=5 [Tl 4x=5 [T]
= 48 +55b) =5 [7] < 220b = 27 [7]
<~ 3b=1 [7]ﬁ5(3b)55»1 [7]

= b=5[ll<=3keZ, b=5+"k.

241



242

On obtient :
x =8+ 55b =8+ 55(5+ 7k) = 283 + 385k.
On conclut que I’ensemble des solutions de (S) est :

{283 4 385k ; k € Z}.

1) Résolvons la premiere équation (1) de (S). Ona:
(1) x=1 [6]<=3FJaecZ, x=1+6a.
2) Reportons dans la deuxieme équation (2) de (S) :
2) x=3 [10]<=1+6a =3 [10] <= 6a =2 [10]
< 3a=1 [5]

Comme 2-3=6=1 [5], 3 est inversible modulo 5 et son
inverse est 2, d’ou :

3a=1[5]<=2Ba)=2-1[S]<=a=2 [5]
< 3dbeZ, a=2+>5b.
On obtient :
x=14+6a=1+6(2+5b) =13+ 30b.
3) Reportons dans la troisieme équation (3) de (S) :
3) x=T7 [15] < 13+30b =7 [15]
<= 30b = -6 [15]
<= 0= —6 [15], impossible.

On conclut que (S) n’a pas de solution dans Z.

Soitx € Z. Ona:
x=6 [23] < dy € Z, x = 6+ 23y.
Reportons dans la deuxieéme congruence :
x? =13 [23%] < (6 +23y)* = 13 [23%]
= 36+ 1223y +23%y? = 13 [23%]
= 1223y = —23 [237]
— 12y = —1 [23].

On cherche I’inverse de 12 modulo 23. Cet inverse existe car
12A23 =1.

Ona: 2-12 =24 =1 [23], doncI’inverse de 12 modulo 23
est2. Dol :

12y = —1 [23] & 2 12y = 2(—1) [23]
e y=-2[23]

< 3Jz€Z, y=-2+23z.

Ainsi, x € Z est solution du systeme de deux congruences si
et seulement s’il existe z € Z tel que :

x = 6+23(—2+23z) = —40 + 23°z.
Il est alors clair que le plus petit entier naturel x convenant cor-
respondaz =1, etona: x = —40+4 23% = 489.
On conclut que I’entier cherché est égal a 489.

On peut contrdler que 489 satisfait les congruences de I’énoncé.

a) » Si afb,
(x,y) € (N2, x Ay | x Vy, (S)n’apas de solution.

alors, comme, pour tout

e Supposons a | b. Il existe c € N* tel que b = ac.

Soit (x,y) € (N*)2. Notons d =x Ay, (X,Y) e (N*)? tel
que:x =dX,y=dY, XANY =1.0na:

XANy=a d=a
S) <=>{
xVy=b dXY =b

d=ua
=
XY =c.

On conclut que I’ensemble des solutions de (S) est :
S= {(aX,aY); X|c¥= % XAY = 1}.

b)l)a=10, b=22:

Comme af b, ona: S =0.

2)a=28, b=80:

Ona:8 | 80, 80=8-10, ¢ =10. D’ou:

10
S:{(SX,SY);X RUSE x/\y=1}

= {(8X, 8Y) :

X=1 X=2 X=5 X =10
{ ou{ ou{ ou{ }
Y =10 Y=5 Yy=2 Y=1

= {(8, 80), (16,40), (40,16), (80,8)}.

Soit (x,y) € (N*)2,
Notonsd = x Ay, (X,Y) e (N*)? tel que :
x=dX,

y=dY, XAY=1.

On sait, d’apres le Cours, que 'onaalors: x V y = dXY. D’ou :

(1) <= 11d +dXY =203 <= d(11 + XY) =203 (2).

On forme la décomposition primaire de 203 : 203 =7 - 29.
De plus, comme (X,Y) € (N*)?:

203
2)=d < 1= 16,91... = d < 16.

1+1
ePourd =1:
(2) < 11+ XY =203 < XY =192 =2°.3.



On a donc, a I’ordre pres et puisque X A Y =1 :

X=1 X=3
(2)<:><{ ou { )
Y =192 Y =2°0=64
x=1 x=3
y =192 y =64
ePourd =7 :

Q)= 11+ XY =29 < XY =18=2.3%

On a donc, a I’ordre pres et puisque X A Y =1 :

X=1 X=2
(2)(:}({ ou { )
Y =18 Y=9
x =7 x =14
<:>< ou )
y =126 y =63

On conclut que I’ensemble S des solutions de (1) est formé de
(1,192), (3, 64), (7, 126), (14, 63) et de leurs permutés, ce
qui donne en tout exactement huit solutions.

N

Notons n = 1_[ p* la décomposition primaire de 7.
k=1
Puisqu’il existe a € N* tel que n = a?, ona:

Vkell,..,N}, 2| .
Puisqu’il existe b € N* tel que n = b*, ona:

Vke{l,.,N}, 3| a.
Comme 2 A 3 =1, il en résulte :

Vke{l,..N}, 6| a.

Ainsi, pour tout k € {1,...,N}, il existe B, € N tel que

Qp = 6ﬂk
T
On a alors, en notant ¢ = l_[ Pt
k=1

N 68 N 3 6
rt =[1r* = (Hm“) =
1 k=1

k=1

N
n —=
k=

Soientm,n € N telsquem < n,etd € N* undiviseur
commun a F,, et F, ; notons k = n — m.
Ona: F,=@") +1=(F - ¥ +1.
En développant par la formule du bindme de Newton, il en ré-
sulte: F,, | F, —2.

On déduit: d | 2.

Mais, d’autre part, F,, et F, sont impairs, d’oud = 1, et fina-
lement: F, AF,=1.

Notons, pour toutn € N : u, = 22" + 10.

Montrons, par récurrence surn : Vn € N, 13 | u,.
ePourn =0,0na: ug =22 110 = 2% + 10.
On a, modulo 13 :

264 — (2416 = 166 = 316 = (3%)5 .3

=27°.3=1.3=3.

Dou: up=3+10=13=0, etdonc: 13 | uo.
 Supposons pourunn € N fixé : 13 | u,.
Exprimons u, en faisant intervenir u,, :

o 228(u+])+6 T 10 = 22(8n+6)+8 + 10 = 228n+6'28 + 10

= (22) 410 = (u, — 10 + 10
[ﬁ](—IO)zs +10=3% +10.

On a, modulo 13 :

323 — 3256 _ (33)85 0B = (27)85 .3 [ﬁ] 185.3 =3
D’ou: u,q [§]3 +10=13=0, etdonc: 13 | u,y;.
On a montré, par récurrence surn : Yn € N, 13 | u,.

Raisonnons par I’absurde : supposons qu’il existe f
convenant.

On a alors, pour tout x € Z :
(FoNof)®)=(foNf®)=fx)+1
(fo(foN)@) =f((fo W)= fx+1),

d’ou, puisque la loi o est associative : f(x + 1) = f(x) + 1.

Un récurrence immédiate (récurrence montante et récurrence
descendante) permet de déduire :

Vx eZ, f(x)=x+ f(0).
Notons, pour la commodité, ' (0) = a € Z. Ainsi :

fZ—17Z x+— f(x)=x+a.
On a alors, pour tout x € 7 :
x+1=(fo )= f(f®) = fx+a)
=(@x+a)+a=x+2a,

d’ou 2a = 1, contradiction avec a € Z.

On conclut qu’il n’existe pas d’application f : Z — Z sa-
tisfaisant les conditions de I’énoncé.

a) Remarquons que, pour tout k € N*, par définition

ded): dk) = Zl.

ik
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On a donc, pour tout n € N*, par manipulation de symboles
de sommation :

Zd(k):i<zl):i< > 1)

k=1 ilk i=l ik, 1<k<n

$(5.-50)

i=1 Nk=i,2i, .., 1<k<n i=1

b) De méme, pour tout k € N*, par définition de o(k) :
oty = "i.

ik
On a donc, pour toutn € N* :

Yow=2(2i)=2( ¥ i)

k=1 k=1 ilk i=1

Puisque  n’est pas premier, il existe (a,b) € (N*)? tel
que :
n=ab, 1 <a<n, 1 <b<n.

Onaalors:a > 2eth >2,donch = — < —eta = — <

ISHIRS
NS
S S
NS

De plus : <n—-2<=n->4.

n

2
Commen > 6, onadonc: a<n—2etb<<n-—2.
I"cas:a +b

Dans ce cas, comme a et b sont distincts et < n — 2, le pro-
duit ab divise (n —2)! etdoncn | (n —2)!.

2¢cas:a=>b

On aalors a> =n > 6, donc a > 3.

Les entiers a et 2a sont distincts et 1 <a < n — 2.
Montrons: 1 <2a <n—2.0na:

2a<n-2=2a<ad’-2a*—-2a-2>0
= @-1)’-320=@-1*>3
—@—-1V’2de=a—-1>22a>3.
a—1eN a—12=20

Ainsi, a et 2a sont distincts et < n — 2, donc leur produit a(2a)
divise (n — 2)! .

Mais a(2a) = 2a> = 2netn | 2n. Onconclut: n | (n —2)! .

Considérons les décompositions primaires de a,b,c :

N N N
azl_[l’,-ri,b=l_[pfi, c=l—[pfi, o N € N* pi,....pn
i=1 i=1

i=1

sont premiers et deux a deux distincts, et les exposants sont
dans N.

D’une part, comme a Ab=1,0na:

Vie{l,...,N}, (r;=0o0us; =0).

Drautre part: Vi € {1,...,N}, r; +5; = nt;.
Ilenrésulte: Vi € {l,...,N},(n|rietn|s;).

1l existe donc . ..,ay,5,...,By dans N tels que :

Vi € {1,...,N}, (ri =nay, s; =np;).
N N
En notant a:l_[p[a" etﬁ:l_[p;‘,ona:
i=1 i=1

(a,p) e (N2, a=a", b=p"

a)Soitk e {1,...,p—1}.0Ona:

K(p — k)! (i) = p!, donc p divise k!(p — k)! (i)

Comme | <k < p—1 et que p est premier, on a :
pAGk) =1.Deméme: pA((p—K!)=1.

D’apres le théoréeme de Gauss, on déduit: p | (i )

b) 1) Traitons le cas p = 2.

11 est clair que, pour tout n de Z, n> et n ont la méme parité,
donc n> =n[2].

2) Supposons p 2> 3.

* Montrons, par récurrence surn :  Vn € N, n” =n [p].
La propriété est évidente pour n = 0.

Si elle est vraie pour un n de N, alors, en utilisant a) :
r—1 p
P =n? “+l=n"+1=n+1.
(+1) " +;<k>n * [17]n - [p]n+

* Enfin, comme p est impair, et en utilisant le résultat précé-
dent :

VneZ_, n’=—(—n)=—(—n)=n.
[p]

On forme d’abord la décomposition primaire du nombre
de gauche dans I’énoncé :

56786730 =2-3-5-7-11-13-31-61.

Soit p 1’un de ces facteurs premiers.

Alors:p —1 € {1,2,4,6, 10, 12,30, 60}, doncp — 1 | 60.

D’apres le petit théoreme de Fermat, on a, puisque p est pre-
mier, pour tout a € 7 tel que p ne divise pas a : a”~' =1 [p].
Commep — 1 | 60, ilenrésulte: a® =1 [p].



Soit (x,y) € Z2.
eSip | xoup | y, alorsp | x®'y — xy°®'.
* Supposons p| x etp/ y.Alors, comme on I’a vu plus haut :
x0=1 [p] et y°=1 [p], d’ou:

2y =yt =ay(x® =) =xy(1 =1 =0 [p].
Ceci montre : p | x%'y — xy®%'.

Ainsi, les facteurs premiers p considérés divisent x®'y — xy®!,
donc leur produit le divise aussi et on conclut :

56786730 | xy® — xy®'.

1) Supposons p premier.
Sip=2,alors(p—D!=1=—-1[2].
Supposons donc p > 3.
Dans le groupe multiplicatif Z/ pZ ~ {0}, I’équation x> = i

admet exactement deux solutions (qui sont 1et—1), puisque
Z/pZ est un corps.

len résulte : Vx € Z/ 7, — (-1,0,1}, x7' # x.
P2

Dans le produit l_[ k, on peut donc grouper les facteurs deux
k=2

p—2
a deux, de produits égaux a 1, d’ou : l_[k = 1. On a alors
k=2

p—1
k=p—1=—1,etainsi: (p—1)!
1

=1 [p].

~
Il

2) Réciproquement, supposons p non premier (et p 2> 2). Il
existe alors un diviseurd de p telque 2 < d < p — 1. Comme
d|(p—1!etd]| p, onne peut avoir (p — 1)! = —1 [p]
(sinon:d | —1).

1) Soit (a, b, ¢) convenant.

Par roles symétriques de a, b, ¢, on peut supposer, par exemple :

2<a<s<b<ec

eSoitde N*telque: 6 | aetd |b. Alors: 0 | a | be+ 1
etd | b | be, donc, par différence, § | 1, donc 6 = 1.

Ceci montre que a et b sont premiers entre eux.

Par roles symétriques de a, b, ¢, on déduit que a et ¢ sont pre-

miers entre eux, et que b et ¢ sont premiers entre eux.
Ceci montre que a, b, ¢ sont premiers entre eux deux a deux.

En particulier, comme a, b, ¢ sont tous > 2, il en résulte

qu’ils sont deux a deux différents, etdonc; 2 < a <b <c.
e Notons S = ab + bc +ca + 1 € N*.

Comme a | bc+ 1eta | ab+ ca, par addition: a | S.
Par roles symétriques de a, b,c, on déduit : a | S, b | S,
¢ | S. Comme a, b, c sont premiers entre eux deux a deux,

d’apres un théoréme du cours, il en résulte : abc | S et donc,

comme abc et S sont des entiers naturels non nuls : abc < S.

* Supposons b > 4. Alors, ¢ 2> 5 puis :

abc abc abc

achSzab—i—bc—i—ca—l—l:——i———i—T—i—l
c
abc+abc+abc+1_l9b+1
S5 Ty Ty ~ 20T

d’ou : abe < 20. Mais : abc > 2 -4 -5 = 40, contradiction.
¢ On a donc nécessairement b = 3, d’ou a = 2.

Enfin:c >4etc | ab+1=7, doncc=7.

Cecimontre: a=2,b=3,c=17.
2) Réciproquement :

2013.7+1=22,3|7-2+1=15,7]2-3+1=17,

donc (2, 3, 7) convient.

Finalement, il existe exactement six triplets (a,b,c) convenant,

déduits du triplet (2, 3, 7) par permutations.
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Polynomes, 17

fractions rationnelles

B Plan Mam Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 248 e Calculs dans K[X]
Enoncés des exercices 251 * Interventions de 1’algebre linéaire dans un contexte de polynomes

el & e B 2 e Calcul du quotient, du reste d’une division euclidienne dans K[X]

el 258 * Calculs de pged et ppcm dans K[X]

+ Etude des zéros d’un polyndme et de leurs ordres de multiplicité
* Factorisation de polyndmes (assez simples) dans C[X], dans R[X]
* Localisation des zéros d’un polyndme de C[X], de R[X]

e Calcul de fonctions symétriques de n complexes

* Résolution de systemes algébriques symétriques

* Décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples.

Points essentiels du cours

pour la vésolution des exewvcices

e Définition et propriétés de K[X]

¢ Division euclidienne dans K [X], divisibilité

e Définition et propriétés des pgcd et ppcm dans K[X]

* Polynomes premiers entre eux, théoreme de Bezout, théoreme de Gauss

e Définition des zéros d’un polynéme, de 1’ordre de multiplicité, lien
avec les dérivées successives

e Caractérisations des polynomes irréductibles de C[X], de R[X], factori-
sation d’un trindme, d’un trindme bicarré réel

e Définition des fonctions symétriques élémentaires de n complexes,
relations entre coefficients et racines d’un polyndme scindé

e Définition et propriétés de K (X), technique de la décomposition en élé-

/

. P -y
ments simples, formule portant sur—- ou P est scindé.
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Chapitre 17 « Polynémes, fractions rationnelles
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Pour montrer une propriété
portant sur des polynomes
indexés par un entier naturel n

Pour trouver tous les polynomes
satisfaisant une formule donnée

Pour déterminer le reste

de la division euclidienne
d’un polynome A

par un polynome B non nul

Pour montrer que a € K est zéro
d’ordre @ au moins
d’un polynome P de K[X]

Pour montrer que a € K est zéro
d’ordre o exactement
d’un polynéme P de K[X]

Pour calculer

certaines sommations
faisant intervenir

les coefficients binomiaux

Pour exprimer un polynome
comme combinaison linéaire
d’autres polynomes

=emee | es méthodes a retenir

On note K un corps commutatif, et K =R ou C.

Essayer d’utiliser un raisonnement par récurrence.

> Exercice 17.1.

Essayer de :
* étudier le degré

= Exercices 17.2, 17.23

e utiliser un argument de divisibilité.

= FExercice 17.10.

Revenir a la définition :

A=BQ+ R, deg(R) <deg(B),

et, si B est de bas degré, prendre la valeur en un ou des points annu-
lant B.
Eventuellement, passer par les nombres complexes.

== Exercices 17.3, 17.6.

Essayer de :
e mettre (X — a)“ en facteur dans P (X)
e utiliser la caractérisation du cours :

P(a)=0, P'(a)=0,..., P V@) =0.
Essayer de :
e mettre (X — a)“ en facteur dans P (X) et montrer que 1’autre facteur

n’est pas multiple de X — a
e utiliser la caractérisation du cours :

P(a) =0, P'(a)=0,..., P V@)=0, Pa) +0.

= Exercice 17.4.

Essayer d’écrire une égalité polynomiale venant de la formule du
bindme de Newton, puis prendre la valeur en certains points, apres
avoir éventuellement dérivé une ou plusieurs fois, ou primitivé.

== Exercice 17.5.
Essayer de faire intervenir I’algebre linéaire : espace vectoriel, bases,
dimension, application linéaire.

W= Exercice 17.19 c).
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Pour montrer que
deux polynomes A,B de K[X]
sont premiers entre eux

Pour montrer qu’un polynéome B
divise un polynome A

Pour calculer le pged
de deux polynomes A,B de K[X]

Pour calculer le quotient et le reste
de la division euclidienne d’un
polynéme A par un polynéme B

Pour déterminer

les éventuels zéros rationnels
d’un polynome P

a coefficients dans 7Z

Pour factoriser
un polynome de R[X]
en produit de facteurs irréductibles

Les méthodes a retenir

Essayer de :

e montrer que, pour tout D € K[X], si D | Aet D | B, alors D estune
constante

e montrer que, si D € K[X] estirréductibleetsi D | A et D | B, alors
il y a une contradiction

e montrer ’existence de U,V € K[X] telsque UA + VB =1 et uti-
liser le théoreme de Bezout.

Essayer de :
e mettre B en facteur dans A, par calculs élémentaires, par utilisation
d’identités remarquables

W= Exercices 17.11, 17.21

* montrer que le reste de la division euclidienne de A par B est nul
e montrer que tout zéro de B est zéro de A, avec un ordre de multipli-
cité dans A supérieur ou égal a celui dans B, si B est scindé

== Exercice 17.8.

Essayer de :
e utiliser la méthode des divisions euclidiennes successives

= Exercice 17.22

e factoriser A et B en produit de facteurs irréductibles, puis en dédui-
re leur pged.

Calculer d’abord le reste R, puis mettre B en facteur dans A — R,
pour obtenir le quotient Q tel que A = BQ + R.

= Exercice 17.9.

Soientn € N*, ay,...a, € Z, P = a,X" + ...+ ay € R[X].
Six € Q est zéro de P, alors il existe (p,q) € Z x N* tel que x = —
etpAg=1,etona: q

Clnpn + anflpn_lq +...+ alpq"_l =+ Cl()qn =0,

donc p | apg” et g | a,p". Comme p A g =1, il s’ensuit, d’apres le
théoréme de Gauss : p | ap et q | a,.
On essaie alors ces possibilités, qui sont en nombre fini.

= Exercice 17.13.

Se rappeler que, d’apres le cours, les polyndmes irréductibles de R[X]
sont les polyndmes de degré 1 et les polyndmes de degré 2 a discri-
minant < 0.

* On sait factoriser dans R[X] les polyndmes de degré 2 a discrimi-
nant > 0, donc aussi ceux qui s’y ramenent simplement.

== Exercice 17.12 a)
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Pour traduire que
deux polynomes de C[X]
ont au moins deux zéros communs

Pour étudier le nombre
et la situation des zéros
d’un polynome de R[X]
(qui n’a pas de zéro évident)

Pour obtenir une localisation des
zéros d’un polynéme de C[X]

Pour calculer
une fonction symétrique S
des zéros d’un polynome P scindé

» On sait factoriser les trindmes bicarrés X* + pX® + ¢, (p,q) € R?:
* si p? — 4g > 0, mettre sous forme canonique :

puis terminer la factorisation a ’aide de 1’identité remarquable sur
A2 _ BZ

x si p>? —4qg <0, donc g > 0, grouper X* et g pour débuter un
carré :

2
(X2 +va)" — g - X,
puis terminer la factorisation a 1’aide de 1’identité remarquable sur
A? — B2,
W= Exercices 17.12 b), ¢), f)

. o . 1
* Dans le cas d’un polynéome réciproque, faire intervenir Y = X + —,

et donc passer par les fractions rationnelles. X

= Exercice 17.12 ¢)

* Essayer d’utiliser les identités remarquables : formule du bindme de
Newton, sommation géométrique.

== Exercice 17.12 f)

* Eventuellement, en dernier recours, passer par les nombres com-
plexes, puis regrouper deux par deux les facteurs conjugués.

W= Exercice 17.12 d).

Ecrire que :  deg (pgcd (A,B)) > 2.
== Exercice 17.14.

Etudier les variations de la fonction polynomiale P sur R, ou les
variations d’une fonction associée a P et s’annulant en les mémes
points que P.

W= Exercices 17.24 a), 17.25 a).

Essayer d’appliquer judicieusement 1’inégalité triangulaire.

W= Exercice 17.25 b).

* Exprimer S en fonction des fonctions symétriques élémentaires des
zéros de P.
= Exercices 17.17, 17.28 b), 17.29

* Dans le cas des sommes de puissances des zéros de P, écrire que
chaque zéro de P annule P, puis multiplier par une puissance conve-
nable de ce zéro, et enfin sommer.

== Exercice 17.26.
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Pour déterminer une CNS
portant sur les coefficients
d’une équation algébrique sur C
pour que les zéros

vérifient une relation donnée

Pour décomposer une fraction
rationnelle F de K(X)
en éléments simples

Dans une étude faisant intervenir
P et P', ou P est scindé sur K

Enoncés des exercices

Traduire cette relation sur les fonctions symétriques élémentaires de
certains z€ros de I’équation et procéder a une élimination.

= Exercice 17.29.

N

. . . P
Commencer par éventuellement simplifier F, et obtenir F' = E ou

P e K[X], O € K[X] — {0}, et ou Q est factorisé en produit de fac-
teurs irréductibles sur K.

Ecrire la forme de la décomposition en éléments simples de F dans
K(X), avec des coefficients indéterminés.

Calculer les coefficients de cette décomposition en éléments simples :

* la partie entiere est le quotient de la division euclidienne de P par Q

e remarquer une éventuelle parité ou imparité
e utiliser la méthode de multiplication puis remplacement

e pour calculer les éventuels coefficients restants, prendre la valeur en
certains points, ou une limite en I’infini (apres avoir multiplié par une
puissance convenable de X)), ou bien faire passer les termes connus de

Iautre coté de 1’égalité de décomposition en éléments simples.

= Exercice 17.18.

Penser a utiliser éventuellement la formule du cours relative a la frac-
i

tion rationnelle 7

= Exercice 17.30.

=mmme FNnoncés des exercices

Exemple d’égalité de polynomes

(=n"

On note Py(X) = 1 et, pour toutn € N*: P, (X) = '
n!

XX=1---X=n+1).
Montrer: Vn € N, Z P(X)=P,X—-1).
=0

Exemple d’équations dont I’inconnue est un polynome
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue P € R[X] :

a) X2P" +2XP' —2P =0 b) X2P" +2XP' — P = 0.

Exemple de calcul du reste d’une division euclidienne de polynémes

Calculer, pour tout n € N fixé, le reste de la division euclidienne de X" par X2-X-2
dans R[X].
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Exemple de zéro multiple d’un polynéme
Soitn € N —{0,1}. On note :

P, = —DX"-22n — DX" +2n°X — 2n* = 3n+ 1) e RX].
Montrer que 1 est zéro d’ordre trois exactement de P,.

Calcul de sommations issues de la formule du binome de Newton

Soit n € N fixé. On note :

n n B n n .
P0=Z<k>Xk(l—X)" 5 P1=Zk(k)Xk(1—X) 5
k=0 k=0
P2:Zk2<Z)X"(1—X)”‘k.
k=0

Calculer Py, Py, P».

Exemple de calcul du reste d’une division euclidienne de polynémes

Soient a € R, P = H(X sinka + coska). Calculer le reste de la division euclidienne
k=1

de P par X% + 1 dans R[X].

Etude de polynémes premiers entre eux

Soit (A, B) € (K[X] — {0})°. Montrer :

AAB=1<= (A+B)A(AB) = .

Exemple d’étude de divisibilité en liaison avec les zéros d’un polynome
Déterminer I’ensemble des n € N* tels que X2+ X+ 1 divise (X*+ 1)" — X"
dans R[X].

Exemple de calcul du quotient et du reste d’une division euclidienne

de polynomes

Soit n € N —{0,1}. Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de
P=X"+(X—1)"+1 par X* — X dans R[X].

Exemple d’équation dont les inconnues sont des polynomes,
utilisation de la divisibilité

Résoudre Iéquation d’inconnue (P, Q) € (K [X])2 :
1) (X2 —5X+ TP+ (X—2)0 =2X — 3.

Exemple de divisibilité pour des polynomes formant une suite de polynémes

On note, pour tout n € N* : P, =X* +X*' +1 € R[X]. Montrer, pour tout
(m,n) € (N*)? :

n<m=— P, | P,.
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Enoncés des exercices

Exemples de factorisations de polynomes dans R[X]

Factoriser en produit de polyndmes irréductibles dans R[X] les polyndmes suivants :
a) X0 4+9X*+8 p)X*—2X>4+9 X*+X2-6

d) (X?—4X+ 1?2+ (3X —-5)? e) X +1 X6 —1.

Exemple de factorisation dans R[X], intervention de zéros rationnels
Factoriser P = 2X* — 3X? 4+ 3X? — 13X + 6 dans R[X], sachant que P admet deux
z€ros rationnels.
Exemple d’étude de deux polynomes ayant deux zéros communs
Déterminer une CNS sur (a,b) € C? pour que les deux polyndmes
A=X+X+a, B=X'+2X*+b
de C[X] aient au moins deux zéros communs.

Exemple de calcul d’un polynome connaissant ses valeurs et les valeurs de son
polynéme dérivé en certains points

Trouver tous les polyndmes de degré 3 de C[X] tels que :
PG =7 PP =i PO=j P@=7
Condition pour qu’un polynéme particulier de degré 4
soit le carré d’un polynome de degré 2
a) Déterminer une CNS sur (a,b) € R? pour que le polynéme
P=X'4aX’+bX*+ 12X +9
soit le carré d’un polynome de R[X].

b) Dans ce cas, factoriser P et P — 1 dans R[X].

Exemple de calcul d’une fonction symétrique des zéros d’un polynome
Soient  (a,b,c,d) € C*, P = X*+aX? +bX?® + X +d € C[X], z1, 22,23, 24 les
zéros de P dans C. Calculer S = Z zf@, somme comportant 12 termes, obtenus en mul-

tipliant le carré d’un zéro de P par un autre zéro de P.

Exemples de décompositions en éléments simples

Décomposer en éléments simples dans R(X) les fractions rationnelles F' suivantes :

X X
Y X DX -2 K ST )
X5 +1 X4+ X+1
) X1y DX+

Exemple d’intervention de 1’algebre linéaire dans une étude de polynomes

a) Montrer que, pour tout n € N, il existe P, € R[X] unique tel que
P,(X) + P,(X + 1) = 2X", et montrer deg (P,) = n.

A cet effet, on pourra considérer I’application

[ RX] — R[X], Pr— f(P)=PX)+PX+1).
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b) Etablir: Vn e N*, P/ =nP, .

c) Exprimer, pour toutn € N, P,(X + 1) en fonction de Py(X),...,P,(X) et en déduire
une relation de récurrence donnant P, en fonction de Py,. .., P, ;.

Exemple de divisibilité de polynomes, utilisation du théoreme de Gauss

Soient n € N*, P = Zx", 0= Zx"” € K[X]. Montrer: P | Q.

k=0 k=0

Exemple de divisibilité faisant intervenir une composition de polynomes

Montrer, pour tout P de K[X] : P(X) — X | P(P(X)) — X.

Pged de X — 1 et X? — 1
Soient (a,b) € (N*)2, § = pgcd(a,b).
Montrer :  pged(X? — 1,X> — 1) = X9 — 1, dans K[X].

Exemple d’équation dont les inconnues sont deux polynémes
Soient (a,b) € (N — {0,1})*, (P, Q) € (R[X])” tels que P* — 0 = 1.

Montrer que P et Q sont constants.

Exemple de calcul de fonction symétrique, non algébrique,
des zéros d’un polynéme

a) Montrer que le polynome P = X* — 11X + 12 de R[X] admet exactement trois zéros
réels, notés a, b, c et que :

—4<a<-3, l<b<?2<c<?3.

b) Calculer S = Arctana + Arctan b + Arctanc.

Localisation des zéros d’un polynéme
Soient n € N*, aq € C*, ay,...a,_; € C. On note

P=X"+a,. X"+ +ap, Q=X'—la,1[X""" = —la].

a) Montrer que, dans [0; +o00[, Q admet un zéro et un seul, noté p.

b) Etablir que, pour tout zéro z de P dans C, ona: |z| < p.

Calcul des sommes des mémes puissances des zéros d’un polynome

Soient (p,q) € C?, P = X3 + pX + ¢, z1, 22, 23 les zéros de P dans C.

a) On note, pour toutn € N, S, =z + 25 + 25.

1) Calculer Sy, Si, S,.

2)Montrer: VneN, S,.3+ pS,+1+¢S,=0.

3) En déduire S, Sy, Ss, Ss.

b) On, suppose de plus g # 0, et on note, pour toutn € Z_, S, =z} + 25 + 25.

Calculer S_1, S_», S_3, S_4.
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Enoncés des exercices

Exemple de résolution d’un systeme algébrique a trois inconnues
Résoudre le systéme d’équations d’inconnue (x,y,z) € C* :
x+y+z=1
S X+y+2=1
B4y 43 =-5

Calcul du discriminant d’une équation du troisieme degré

Soient (p,q) € C2, P = X3+ pX+¢q, 21,22, 23 les zéros de P dans C. On note

D = ((z1 — 22) (@1 — )22 — 23))".
a)Montrer: D = —P'(z1)P'(z2) P'(z3).

b) En déduire : D = —(4p> +274?).

¢) Conclure que P admet au moins un zéro au moins double si et seulement si

4p® +27¢°> = 0.

CNS pour que les coefficients d’une équation algébrique vérifient
une condition donnée

Déterminer une CNS sur A € C pour que deux des solutions de 1’équation
=47 AP~ 12:4+3=0 1)

soient de produit égal a 1, et résoudre 1’équation dans ce cas.

/
Exemple d’utilisation de la formule portant sur P

Soit P € R[X] tel que deg (P) > 1.
a) Montrer que, si P est scindé sur R, alors :
VxeR, (P?=PP")(x)>0.
b) Ce résultat est-il encore vrai si I’on ne suppose pas que P est scindé sur R ?

Polyndmes réels positifs
Soit P € R[X] ; montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
HVx eR,P(x) >0 (i)3(4,B) (]R[X])z, P = A+ B2
Calcul d’une somme en liaison avec une décomposition en éléments simples
Soientn € N*, zy,...,z, € C deux a deux distincts, P = ﬁ(X —Zi).
i=1
n k

Calculer, pour tout k € {0,...,n — 1}, Ay = Z ,Zi .
= P')
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Exemple de calcul de la valeur d’un polynome en un point connaissant sa valeur
en d’autres points

1
Soientn € N*, P € C,[X] tel que : Vk € {1,...n + 1}, P(k) = a

a) Montrer qu’il existe (a,b) € C? unique tel que :

et calculer (a,b).

n+1
XP—1=@X+b[[X-k
k=1

n+1

On fera intervenir le nombre harmonique H, ., = E T
k=1

b) Exprimer P(n + 2).

messse Du mal i\] démarrer ?

Récurrence sur n. Partir du coté le plus compliqué.
Raisonner sur les degrés.
a) Montrer que, si P convient, alors deg (P) = 1.

b) Obtenir une contradiction sur le degré de P, qui doit étre un
entier.

Le reste R est de degré inférieur ou égal a 1, donc s'écrit
R = aX + b, (a,b) € R?. Factoriser X> — X — 2, puis évaluer R
en les zéros de X> — X — 2.

Montrer: P, (1) = 0, P,(1) =0, P/(1) =0, P (1) #0.

Citer la formule du bindome de Newton, appliquée, par
exemple,a X et Y, dériver par rapport a X pour Y fixé, puis rem-
placer Y par | — X, et réitérer.

Le reste R est de degré inférieur ou égal a 1, donc de la
forme P = aX + B, («,B) € R%. Calculer et B en évaluant R
enieten —i.

Séparer I'équivalence logique demandée en deux impli-
cations.

Utiliser les zéros complexes j et j> de X? + X + 1.

» Le reste R est de degré inférieur ou égal a 1, donc est de
la forme aX + b, (a,b) € R%. Evalueren O eten 1 pour obtenir
les valeurs de a et b.

+ En notant Q le quotient,on a (X2 — X)Q = P — R. Factoriser,
dans P — R, par X et par X — 1.

Si (P, Q) convient,déduire X —2 | P — 1.

Exprimer la réponse en donnant P et Q en fonction d'un poly-
néme qui sert de parametre.

Montrer d'abord que, pour toutn € N*, P, | Py
a) Remarquer qu'il s'agit d’un trinbme en X3.

b), ¢) Il s'agit de trinémes bicarrés. On peut donc appliquer la
méthode du cours, qui consiste a grouper deux des trois termes
pour faire apparaitre un début de carré parfait.

d) Passer par les nombres complexes, en remarquant que, pour
tout (P, Q) € (RIX])” :
P2+ Q*=(P+iQ)(P—iQ).
e) Factoriser d'abord par X + 1. L'autre facteur est un polynéme
1

réciproque. Utiliser la notation Y = X + X

f) Factoriser d’abord par X? — 1. L'autre facteur est un trindbme
bicarré.

Dans chaque exemple, on contrélera le résultat obtenu, en
développant le produit.

Noter x = £ un zéro rationnel de P, ol (p.q) € Z x N* et
q
pAgq=1.Déduire p | 6 et g | 2, en utilisant le théoréeme de
1
Gauss. On obtiendra 2 et 2 comme zéros rationnels de P.

Envisager le pgcd de A et B dans C[X].
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Travailler d'abord sur P’ (qui est de degré 2) et pour lequel
on connait la valeur en deux points, puis sur P par primitivation.

a) Si P est le carré d'un polynéme de R[X], alors celui-ci
a
est de la forme X? + EX +c, ceR.
b) Utiliser les résultats obtenus dans la résolution de a).

Remarquer, par exemple, que S ressemble a

(Z)(Z)

a) Ne pas oublier la partie entiére, que I'on calculera, par
exemple, par division euclidienne.

b) Une fois obtenus deux des trois coefficients, on pourra calcu-
ler le troisieme en faisant tendre X vers I'infini, aprés avoir mul-
tiplié par X.

¢) Ne pas oublier la partie entiére, que l'on calculera, par
exemple, par division euclidienne. Une fois obtenus deux des
quatre coefficients, on pourra calculer les deux autres en faisant
passer les termes connus de 'autre c6té de I'égalité.

d) Calculer d'abord le coefficient relatif au péle 0, puis faire pas-
ser ce terme de I'autre coté de I'égalité, et enfin utiliser des divi-
sions euclidiennes successives.

a) Montrer que fest linéaire et que :
VP e R[X], deg(f(P))=deg(P).

En déduire que, pour tout n € N, R, [X] est stable par f et que
I'endomorphisme f,, de R, [X] induit par fsur R, [X] est bijectif.
b) Dériver et déduire f (P, —nP,_;) = 0.
¢) Utiliser la formule de Taylor pour les polynomes.

Remarquer que :

X-DP=X"1—-1 et X"-1Q=X)" -1
Intercaler P(X) entre P(P(X)) et X, et utiliser I'écriture

n
additive d'un polynéme, P = Zaka.
k=0

En supposant, par exemple, a = b, effectuer la division
euclidienne de a par b (dans N*) et la division euclidienne
de X — 1 par Xb — 1 (dans K[X]) en paralléle.

Montrer d'abord P A Q = 1.
En dérivant dans I'égalité de I'énoncé, déduire P | Q'et Q | P/,

puis raisonner sur les degrés.

a) Etudier les variations de P, ou bien évaluer P
en—4,-3,1,2,3.

Du mal a démarrer ?

b) En notant o = Arctana,. ..., et en utilisant une formule de
trigonométrie sur la tangente d'une somme de trois réels, cal-
culertan S.

a) Etudier les variations de la fonction

Q@)

¢ :10; +oo[— R, x+— ¢(x) = -

b) Utiliser 'inégalité triangulaire et a).

a)2) Ecrire que 1, 22, z3 sont zéros de P, multiplier par une
puissance de zy, z2, 23, puis sommer.

b) Montrer que la formule obtenue en a)2) est aussi valable
lorsque n est négatif.

Considérer le polynome (X — x)(X — y)(X — z). En notant
o1, 02, 03 les fonctions symétriques élémentaires de x, y, z, et
Sk = x* 4+ y* + 2% pour k € {1,2,3}, exprimer Sy, Sy, S3.

a) Ona P=X-z1)01, ou 01 =X—-22)X—23).
Dériver.

b) Exprimer D en fonction des fonctions symétriques élémen-
taires 21, X,, B3 de x2, y2, 22, et calculer celles-ci en fonction
des fonctions symétriques élémentaires oy, 02, 03 de x, y, z.

« En notant z1, 22, 23, 24 les solutions de (1) dans C et en
envisageant la condition zjzp =1, considérer les fonctions
symétriques élémentaires s, p de z1,z2, et les fonctions symé-
triques élémentaires s, p’ de z3,z4.

» Ayant obtenu la CNS cherchée, A = 4, en utilisant les calculs
précédents, déduire s, p, ', p’, puis z1, 22, 23, 24-
’
a) Utiliser la formule du cours portant surF puis dériver.
b) Trouver un contrexemple.

Séparer |'équivalence logique en deux implications.

Pour l'implication (i) = (ii), utiliser la décomposition pri-
maire de P dans R[X] et montrer, en notant

F={PeRX]; 3(A,B) € (RIX])>, P = A> + B2},
que F est stable par multiplication.

Xk

Utiliser la décomposition en éléments simples de 7

a) Remarquer que Q = X>P — 1 est de degré < n +2 et
s'annuleenl,...n+1.

Calculer b a I'aide du remplacement de X par 0.
!
Pour calculer a, envisagera.
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Récurrence sur n.

* La propriété est vraie pour n = 0, car
0
Z PX)=P,X)=1et Py(X—1)=1.
k=0
* La propriété est vraie pour n = 1, car
1
Y RX) =PX) + P(X) =1-X
k=0

etPAX-H=-X-D=1-X.
* Supposons la propriété vraie pour un n € N*. On a alors :

n+l

D PX) = (Z P, (X)) + P (X)
k=0 k=0

=PX-D+PnX)

_1)1
=(m) X-1...X—n)
(—l)n-HX(X | (X )
wrD KD X
_ G < -
= XD K=+ D -X)
_1n+1
=PnX-=1

Ceci montre que la propriété est vraie pour n + 1.

On conclut, par récurrence sur 7, que la propriété est vraie pour
toutn € N.

a) Il est clair que le polynome nul convient.

1) Soit P convenant tel que P # 0. Notonsn = deg (P) € N.
Le polynéome P s’écrit P=aX"+...4+a, ou
ao,...,a, € Reta, #0.

Puisque X> P” + 2X P’ — 2P = 0, le terme de degré n de ce po-
lyndéme estnul, doncn(n — 1)a, + 2na, — 2a, = 0, c’est-a-dire
(n®> +n —2)a, =0, d’ol, puisque a, = 0:n*+n—2=0.

On résout cette équation du second degré :

n2+n—2:0<=><n=1 ou n=—2).

= Corrigés des exercices

Comme n € N, on a nécessairement n = 1.
Ceci montre que P est de degré 1.

2)Ennotant P = aX + b, (a,b) € R?, on a alors :
X?*P" +2XP' — P =2aX — 2(aX + b) = —2b,
donc :
X’P"+2XP' —2P =0=b=0+= P =aX.

On peut contrdler que ces polyndmes conviennent bien.

On conclut que 1’ensemble des solutions de 1’équation propo-

sée est {aX; a € R}.

b) Le m&me raisonnement qu’en a), portant sur le degré de P,

montre que, si P # 0 et si P convient, alors, en notant

n> 4+n — 1 = 0. Mais les solutions de

-1-V5 —1++5
) et ) s

n =deg(P), ona:

cette équation du second degré sont

qui ne sont pas des entiers.

On conclut que I’ensemble des solutions de I’équation propo-
sée est {0}.

Par division euclidienne, il existe (Q,R) € (]R[X])2

unique tel que :

X'=X>*=X—-2)0+R et deg(R)<2.

1l existe donc (a,b) € R? unique tel que R = aX + b.
Comme X? — X —2 = (X4 1)(X —2), on déduit, en rem-
plagant X par —1, par 2 :
(-D)'=—-a+b
{ 2"=2a+b

—-1[2

1|1

On résout ce systeme linéaire de deux équations a deux in-
connues, par exemple en utilisant les coefficients indiqués, et
on obtient :

3a=2"—-(-1)", 3b=2"+2(-D".
On conclut : le reste de la division euclidienne de X" par
X2 —X—2est:

R= %(2" - (-D"X+ %(2" +2(=1)").



On calcule :

e P,()=(m—1)—22n —1)+2n> — 2n* —3n+ 1)=0
e P/ =2n(n— DX* ' —2n2n — )X + 212,
donc P/(1) =2n(n — 1) —2n(2n — 1) +2n* = 0
e P/ =2n(n—1)2n— DX*2—-2n2n — )(n — 1)X"?

=2n2n — 1)(n — H(X>%2 — X"72),
donc P/(1) =0
s PP=2n2n — )(n — )((2n — X3 — (n — 2)X"?),
donc PP (1) =2n(2n — 1)(n — Dn # 0.
Ainsi: P,(1) =0, P/(1) =0, P/(1) =0, PP(1) # 0.
On conclut, d’apres un théoréme du cours, que 1 est zéro d’ordre
trois exactement de P, .

D’apres la formule du bindme de Newton :

3 (Z)XWH — (X +Y)".

k=0

1) En remplagant Y par 1 — X, on obtient :

Po=) <Z>X"(1 —X) = (X4+01-X)" =1

k=0

2) Dérivons par rapport a X, pour Y fixé :
- Z k—1xyn—k n—1
Zk( )X Y = p(X 4+ YY),
k=1 k
puis multiplions par X :
>k (" ) XEY" = nX(X + ¥)".
= \k

En remplacant Y par 1 — X, on obtient :

P=)k <Z>Xk(1 — Xy
k=0

n—1

=nX(X+ (1 -X)" =nX.

3) Dérivons par rapport a X, pour Y fixé, dans 1’égalité obte-
nue plus haut :

©2 n xk-lyn—k —
x4 (1)
nX+Y)"" +nn - DXX+Y)" 2,

puis multiplions par X :

k2 <n>XkYnfk —
2

nXX+Y)" +n@m - DHXEX+Y)" 2

Enfin, en remplacant Y par 1 — X, on obtient :

P=) K <Z>Xk(1 —X)"* = nX + n(n — HX2
k=0

Par division euclidienne de P par X2 + 1, il existe
(O,R) € (]R[X])2 unique tel que :

P=X*+1)Q+R, deg(R) <2.

1l existe (v, 3) € R? unique tel que : R = aX + 3.
On a alors, en prenant la valeur en i, qui est un zéro complexe

deX?>+1:
ai + 8= RG) = P()

n n
= | |Gsinka + coska) = l_[ g
= k=1

k=1
u 1

= exp (Zika) = exp (i n(nT—l—)a>
k=1

nn+1)
a.
2

nn+1)
2 a +isin

En séparant partie réelle et partie imaginaire, on obtient :

. nn+1)
o =sin———a,

2

n(n + l)a

B = cos >

On conclut que le reste de la division euclidienne de P par
X%+ 1est:
. n(n+1) nn+1)
Xsin ————a + cos ———a.
2 2
ES8
(A+B)rnA=1

d
(A+ByAB=1|" "¢

Puisque AAB=1, on a {

(A+B)A(AB) =1.

<

Puisque A A B divise A et B, A A B divise A + Bet AB, donc
AANB=1.

Notons A =X>+X+1letP, = (X*+ 1) —X".
Comme A = (X — j)(X — j?) dans C[X], A est scindé simple
sur C, donc :

A| P, = (P,() =0 et P, =0).

De plus, comme P, € R[X], on a : P,(}*) = P,(j) = P,(j),
donc :

A| P, <= P,(j) =0.
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Et:
P))=0 (G*+1D"—j"=0

G 4 l)n zjn (_jZ)n =jn

= —=
:»{EO [27] <= n =0 [6].

On conclut que I’ensemble des n convenant est I’ensemble des
multiples de 6 dans N*.

Par division euclidienne de P par X> — X, il existe
(QO,R) € (R[X])2 unique tel que :

P=X-X)Q0+R et deg(R) <2.

1) 1l existe donc (a,b) € R? unique tel que R = aX + b.

Comme X?> — X = X(X — 1), prenons les valeurs en 0 et
enl:

P@0)=R0) =b

D’autre part: P(0) =1+ (—1)" et P(1) = 2. On déduit :

b=1+(-1)", a=P1)—b=1-—(-1)".
Ainsi, le reste R est :

R=(1-(=1")X+(1+(=D").

2) Ensuite, connaissant le reste, on va calculer le quotient par
factorisation :

X*-X)0=P-R
=X'+X-D"+1-(1-(=D")X-(14+(=D")
=X"+X-1D"—(1-(=D")X—(=1)"
=X'-X) + (X - D"+ (-D)"X = (-1)")
=XX""'-D+X-D(X-D"" = (D"
=XX-1 nfjxk +X-DX nf:(—l)"*k(x = 1)~
k=0 k=0

On conclut que le quotient Q est :

[N

n— n—2

0= X+ (=1)"Y (-DX-DE

k=0

=~
Il
S

Soit (P, Q) € (K[X])".

1) Si (P,Q) convient, alors :

X—-2|X=-20=—-X*-5X+7)P+(2X-3)
=—(X-29X-3)+1)P+2X-2)+1
=X-2)(-X=-3)P+2)—(P-1),

donc X —-2| P — 1.

On pouvait aussi remarquer que, si 1’on remplace X par 2
dans (1), on obtient P(2) =1, donc X —2 | P — 1.

Il existe donc A € K[X] telque: P —1=(X—2)A.
2) On a, pour tout A € K[X], ennotant P = (X —2)A + 1 :

()&= X -5X+D(X-2A+1)+X-2)Q
=2X-3
= X-2)(X*-5X+7A+ Q)
=-X*+7X—-10

= X-2)(X*-5X+7NA+ Q)
=X-2)(-X+5)

= X2 -5X+NA+Q0=-X+5

= 0 =—-X>=5X+7A+ (=X +5).

On conclut que I’ensemble des couples (P, Q) cherchés est :

{(P:(X—z)AH,

Q=—-(X2—5X+NA+(-X+5); Ae K[X]}.

On peut contrdler que les couples obtenus conviennent.

1) Soitn € N*. Ona:

P =X X +1=(X*) +X +1
=X 12X = (X 1) - (XY
=X +1-xX)X" + 14X
=X -x""+1npP,

ce qui montre : P, | P,

2) Soit (m,n) € (N*)? tel que n < m. On a successivement,
dapres 1) : Py | Poyi | Posa | ... | Pyt | Py, donc, par
transitivité de la divisibilité¢ : P, | P,,.



a) Il s’agit d’un trindme en X° :
X4+9X+8=+ DX +8)
=X+ DX - X+ DEX+2)(X> —2X +4).

Les deux trindmes du second degré apparus sont irréductibles
dans R[X], car de discriminants < 0.

b) Il s’agit d’un trindme bicarré :

Xt —2X2+9 = (X>+3)* —8X?
=X*+3-2V2X)X2 +3+2v2X)
= (X2 —2V2X+3)(X* +2vV2X +3).

Les deux trindmes du second degré apparus sont irréductibles
dans R[X], car de discriminants < 0.

¢) Il s’agit d’un trindme bicarré :
X' +X—6=X-2(X*+3)
= X = VDX +V2)(X* +3).
d) Passons par les nombres complexes :
X?—4X+ 1)+ (X -5*=
(X*—4X + D+iBX —5))(X* —4X + D—i(3X - 5))

=(X*— @4 -3D)X+(1-5i))

noté Q

(X* — (@ +3D)X+ (1+50)).

c’est E

Le polyndme Q est du second degré. Son discriminant est :
A=(4-3i)?-41-51)=3—-4 =2 —-i)~

Les zéros de Q dans C sont donc :

it el el ) B
2
et
M =3—_2i.
2
D’ou
0=(X-(1-1)X-03B=-2i)),
puis :
P=00

= [(x-a-i)x-3-20)]

[(x-a+D)(x-G+20)]

=[(X=a=D)(X=a+0)]
[(x-6-20)(x-G+20)]

=[(X=D+i) (X =D -i)]
[(x=3)+21)(x -3 -2i)]

=(X=D+1)((X=3)*+4)

= (X? - 2X +2)(X* — 6X + 13).

Les deux trindmes du second degré apparus sont irréductibles
dans R[X], car de discriminants < 0.

e)Ona:

X+1l=X+DX =X +X>=-X+1).

noté P

Le polyndme P est réciproque. On a, en passant par les frac-
tions rationnelles :

() (2) )

1
Ennotant Y = X + X’ on obtient :

_affs@ _ 1.1
P=X(X"=X+1-<+

P=X(Y"-2-Y+1)=X(Y"-Y- 1.

On factorise, dans R[Y], le trindbme du second degré apparu,
et on revient a la notation X :

| =5 1 5
P=X*Y- 4 Y - + 5
2 2
1 =45 1 —1-4/5
=X(X+=-+— ) X+=+—"—
(x+3+52)(x+ 5+ =72)
=1 1
= X2+‘/§—X+1 XZ—fSJr X+1).
2 2
On conclut :

X 4+1=X+1)

=1 541
<X2+‘/—TX+1)(X2— “[; X+1).

Les deux trindmes du second degré apparus sont irréductibles
dans R[X], car de discriminants < 0.
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f) 1" méthode :
Ona:

X—1=X-DX*+X2+ 1D
=X -DX+DX+X2+1).
On factorise le trindme bicarré obtenu :

LTl =081 =3
=(X*+D-X)(X*+ 1D +X)
=X X+ DX+X+1).

On conclut :
X —1=X-DX+DX+X+ DX =X +1)

Les deux trinomes du second degré apparus sont irréductibles
dans R[X], car de discriminants < 0.

2¢ méthode :

Les zéros de X® — 1 dans C sont les racines sixiemes de 1, qui
sont 1, —1,j, —j,j*, —j*, donc :

X0 —1
=X-DX+D(X-HEX-PH)(X+HX+jD)

=X-DE+DEX+X+ DX -X+1).

SoitxeQ,x=2, (pg) eZxN, pAg=1.
q

*Ona:

P(x) =0 = 2p* —3p’q +3p’q’ — 13pg® + 6¢* = 0
p16q* P16

— —

ql2p* q12,

d’apres le théoreme de Gauss, puisque p A g = 1.

Ceci montre que les éventuels zéros rationnels de P sont né-

. P .
cessairement de la forme — ou :
q

p e {£l, £2, £3, £6}, g € ({1, 2}.

On essaie toutes les possibilités, ou on remarque que P (2) = 0
1

et P <7> =0.
2

1
* On peut donc factoriser P par X — 2 et par X — X ou en-

core par 2X — 1 :
P=X-2)2X*+X*+5X-3)

=X-2)2X - DX® + X +3).

Le trindme qui apparait est irréductible dans R[X] car son dis-
criminant est < 0.

e Calculons le pged de A et B dans C[X], par divisions
euclidiennes successives :

X X+a

X4+2X2+b X3+X+a X2—aX +b

X2—aX+b [aX2+(1-b)X +a
(1-b + a?>)X + (a—ab)

Si A et B ont au moins deux zéros communs, alors
deg (A A B) > 2, donc:

(1 —b+a*>)X+ (a—ab) =0,

l1—-b+a>=0
d’ou : etdonca=0eth =1.
a—ab=0
* Réciproquement, pour a =0 etb =1, ona:
A=X+X=XX+1
et
B=X'42X>+1=X+1)?
donc A et B ont deux zéros communs dans C, les nombres com-
plexesiet —i.
On conclut que A et B ont au moins deux zéros communs dans C
si et seulement si: (a,b) = (0,1).

Soit P € C[X], de degré 3.
1)Ona:

P'(G)=]j (P =X)(§) =0
—
P'(H) =j (P —X)({® =0

X—j| P —X
—
X—i| P —X

SE-HPX-P P -X
i# 2

= X+X+1|P =X
Comme de plus P’ — X est de degré 2, si P convient, alors il
existe a € C telque: P’ — X =a(X®?+ X+ 1), d’olr :
P'=aX*+X+1)+X.
En primitivant, si P convient, alors il existe b € C tel que :

1
P:%X3+%X2+aX+b.



2) On a alors, pour un tel polyndéme P :

a a+1, . 2
2 41
DN = § a a
PG =] i itap+b=j| 1| -1
3 2
2a a+1
— — — 2b = —1
32 9t
a+1
( - —a)oz—p:jz—j
5 1 =—1
2 o= ¢
— 6 2 — 2
b=—-.
l—a=2 3

On conclut qu’il y a un polyndome P et un seul convenant :

1, 2
P=-—-X-X-"Z.
3 3

On peut controler que P convient bien.

a) Pour que P soit le carré d’un polyndme de R[X],
puisque P est de degré 4, il faut et il suffit qu’il existe c € R
tel que :

a 2
P= <X2+§X+c> ().
Et:

2
()= P=X"4+aX>+ (%+2c>xz+acx+c2

a_+2c=b c=3 e = =3
4

S Vac=12 < ja=4 ou Ja=-4
=9 b=10 b==2

On conclut que P est le carré d’un polyndme de R[X] si et seu-
lement si :

(a,b) = (4,10) ou (a,b) = (—4,-2).
b) 1) Cas (a,b) = (4,10) :
Onaalors ¢ = 3, donc P = (X?> +2X +3)% et :
P—1=X+2X+3)7>—1
= X24+2X+2)(X2 +2X +4)

et les trois trindmes du second degré qui apparaissent sont
irréductibles puisque leurs discriminants sont < 0.

2) Cas (a,b) = (—4,-2) :
Onaalorsc = —3et:
P=X-2X-3) = (X+D(X-3)°
=X+ 1D)*X-3)?

d’ou :
P—1=X>-2X-3)%-1
=X -2X—-4H)(X*-2X-2)
=(X-D*=5)(X-1*-3)
=X~-1-v5X~-1++/5)
X—1-V3)(X—1++3).

En notant sous le symbole Z le nombre de termes de

la sommation concernée, on remarque :

S = (Xﬁ:zlm)(;zl) = 3X4:Z12223.

Ennotant oy, 03, 03, 04 les fonctions symétriques élémentaires
de z1, 22, 23, 24, onadonc : S = 010, — 303.

De plus, d’apres les relations entre coefficients et zéros d’un
polyndme scindé, on a :

oy =—a, o0,=b, o03=—c.

On conclut: § = —ab + 3c.

a) La décomposition en éléments simples de Fest de
la forme :

b
+ =,

=15
* X-2

X—-1

ou E € R[X], (a,b) € R? sont a calculer.

e On calcule E par division euclidienne de X® par
X-1DX-2)=X>—-3X+2:

X3 X2-3X+2

3X2 - 2X X+3

7X -6

Onadonc: E = X+ 3.

* On calcule a par multiplication par X — 1 puis remplacement
de X par 1. On obtient: a = —1.

* On calcule b par multiplication par X — 2 puis remplacement
de X par 2. On obtient: b = 8.

On conclut a la décomposition en éléments simples :

X =X+3 .
X-DX-2)

X—-1 X-2°
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b) La décomposition de F est de la forme :

_ a o b " G
TX=-12 X-1 X+2

ol (a,b,c) € R3 est a calculer.

On calcule a par multiplication par (X — 1)? puis remplace-

ment de X par 1. On obtient: a = 3
* On calcule ¢ par multiplication par X + 2 puis remplacement
de X par —2. On obtient : ¢ = —%.
* Pour calculer ensuite b, on multiplie par X puis on fait tendre
X vers I’infini. On obtient 0 = b + ¢, donc b = —c = %
On conclut a la décomposition en éléments simples :
X _1 1 2.1 21
X-1D)2X+2) 3X-1D2 9X-1 9X+2°

c) La partie enticre est le quotient de la division euclidienne
de X5 + 1 par X>(X — 1)%.

XS 1 |X*—2X3+ X2
2X* — X3 41 X+2
3X3 —2X2+ 1

La DES de la fraction rationnelle F proposée est de la forme :

c d

b
F=X+2+—
MRS R S o ol

a,b,c,d € R.

On calcule a par multiplication par X? puis remplacement de
XparO: a=1.

De méme, par multiplication par (X — 1)? puis remplacement

deXparl: c=2.

b d 1 2
Puis:—+——=(F-X+2) - — - ———
nis 13+ gy = F-X42) -5 X —1)

X -2x24+1 1] 2
XX - 1)? X2 (X-1)2?
_3XP-5X242X 33X -2
XX =1)? T XX-=1)

On calcule b par multiplication par X puis remplacement
de X parO: b =2.

De méme, par multiplication par X — 1 puis remplacement de
Xparl: d=1.
2 2 1

= r——

) 1
Finalement: F =X + 2 + X2 X — 1)2 X—1

d) La partie entiere de la fraction rationnelle F proposée est
nulle, et la DES est de la forme :

A aX+b

Fo cX+d
XTIy

X+ 1)

eX+ f
X2+1’°

ou\a,...,f eR.

On calcule A\ par multiplication par X et remplacement de X
parO: A =1.

Puis :

I X 4+X4+1-X+1)7

X~ X(X2+ 1)

SR AR — 3 K
X(X2+ 1)

X5 —2X3 —3X +1
X+ 1)

Par divisions euclidiennes successives :

—X5 —2X3 —3X+1 X2 +1
—X3 —3X +1 -X3_-X X2 +1
—2X +1 0 —-X

Dou: a=-2,b=1,c=0,d=0,e=—-1f=0.

Finsloment: ko Ly “XHL X
nalement : = = — o
' XC+1)7 X2+1

a) * 1l est immédiat que I’application

[ iRX] — R[X],P+— f(P)=PX)+PX+1)

est linéaire, et, pour tout P € R[X], deg (f(P)) = deg (P),
car, si P =a, X"+ ...+ ap, ou agp,...,a, €R et a, #0,
alors, d’apres la formule du bindbme de Newton, f(P) est de
degré < n et le terme de degré n de f(P) est 2a,X" ou
2a, # 0.
Il en résulte que, pour toutn € N, R, [X] est stable par f et que
I’endomorphisme f,, de R, [X], induit par f sur R,[X], est bi-
jectif, car sa matrice dans la base canonique de R, [X] est tri-
angulaire supérieure a termes diagonaux tous non nuls.
* On conclut que, pour tout 7 € N, le polyndome 2X" admet un
antécédent et un seul par f dans R[X], donc il existe P € R[X]
unique tel que f(P) =2X",etona: deg(P,) =n.
b) Soit n € N*. On a, par dérivation :

P/ (X)+P.(X+1)=(0X" =2nX"" =n2X"™")

= n(PiX) + P X+ 1)),

d’ou :

(P,X) =nP,1(X) + (P,X+1) —nP,.1(X+ 1) =0



Notons Q, = P, —nP,_;. On adonc :
0,X)+ 0,X+1) =0,

c’est-a-dire f (Q,) = 0. Comme f est bijective (donc injective),
il en résulte Q, =0, et donc : P, —nP,_; =0, d’ou
P': = nPnfl.

c) Soitn € N.

* D’apres la formule de Taylor, puisque deg (P,) =n,ona:

n

PX+1 =) %Pn(k)(X).

k=0 **
Et, d’apres b), en réitérant :
Vk e{0,...,n},

POX)=nmn—1)...(n —k+ DP, (X

— P X
_E nfk( )

PX+D=)" (’;) P (X).

k=0

¢ En isolant le terme d’indice O de cette sommation, on a :
" /n
P,X+1)=P,X) + k; (k) P, (X),

et on conclut, en remplacant P, (X 4 1) par2X" — P,(X), que :
1K (n
PnXZXn__ P, (X),
X) > ; <k> ()
ou encore, en réordonnant la sommation par un changement

d’indice :

. 1 n—1 n
P =X" = 5 Z <k> P(X).

k=0

1)Ona:

X' —De=X" -1 X
k=0

— (Xn)n+l =] = (XnJrl)n —1

— (Xn+1 _ 1)S,

n—1
en notant S = Z(X"“)k € K[X].

=0
Ceci montre : X" —1 | (X" - 1)Q.
2)Montrons: (X" — DAX* —1)=X—1.
eOnsaitX—1|X"—letX—1]|X"* -1,
donc X —1| (X" —1) A X! —1).

eD’autre part :  X"t! — 1 = X(X" — 1) + (X — 1), donc,
si un polyndme D de K[X] divise X" — 1 et divise X" — 1,
alors D divise X — 1.

Cecimontre: (X" —DAXTl—1)=X-1.
n—1

3) Ennotant 7 = ZX", on a donc :
k=0

Xt _1=X-DP, X*—1=X-1T,
et((X—l)P)A((X—l)T):X—l, donc P AT = 1.
Ona: X—1)P | (X—-1)TQ, c’est-a-dire: P | T Q.

Comme P AT =1, il en résulte, d’apres le théoreme de
Gauss: P | Q.

n
En notant P = Zaka, (ag,...,a,) € K™, ona:
=0

P(P(X)) =X = (P(P(X)) — P(X)) + (PX) - X)
= (Zak(P(X))k - Zaka) +(P(X) — X)
k=0 k=0

ar(PX))* = Xb) + (P(X) — X).
k=0

Pour tout k de N*, P(X) — X | (P(X))k — Xk, puisque :

k—1

(P(X))k -X = (PX) —X) Z (P(X))iXk’l’i.

i=0

Onconclut: P(X)—X| P(P(X) —X.

Il est clair qu’on peut supposer a > b.
Effectuons la division euclidienne de a par b dans N* :
a=bqg+r,(q.r)e N2, o<r< b, puis celle de X* — 1 par
X’ — 1 dans K[X] :

X4 —1 P =1l
et —1
Xesbqr | Xasad
W=D ]

Ceci montre que le reste de la division euclidienne de X* — 1
parXb — 1 dans K[X] est X" — 1.

Ainsi, les algorithmes d’Euclide pour (a,b) dans Z et pour
(X* —1,X? — 1) dans K[X] sont menés simultanément.

Le dernier reste non nul, dans la suite des divisions euclidiennes
donnant le pged de X* — 1 et X? — 1, est donc X — 1, d’oi :

pged (X¢—1,X0 —1) =X — 1.
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e Puisque PP + Q(— Q%" = 1, d’apres le théo-
reme de Bezout: P A Q = 1.

* D’autre part, puisque P¢ — Q” = 1, en dérivant, on déduit :
aP'P' =bQ" ' Q.

Comme a —1 € N*, ona P | P!, donc P | bQ*'Q'.

Comme PAQ=1,onaP ABQO"™) =1,

puis, d’apres le théoreme de Gauss : P | Q'.

De méme, par roles symétriques de (P,a) et (Q,b), on obtient :

Q| P.

* Si P et Q ne sont pas constants, alors deg (P') = deg (P) — 1

etdeg (Q') = deg (Q) — 1, d’ou, d’apres le résultat précédent :
deg (P) S deg(Q) —1 et deg(Q) < deg(P) — 1,

contradiction.
Ceci montre que P ou Q est constant.
 Si, par exemple, P est constant, alors 0V =P%—1 est

constant, deg(Q’) =0, puis bdeg(Q)=0 donc
deg (Q) = 0, et on déduit que Q est constant.

Finalement, P et Q sont constants.

a) On calcule les valeurs de P aux points envisagés :

P(-4)=-8<0, P(-3)=18>0, P(1)=2>0,
P2)=-2<0, PB)=6>0.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, puisque P est

continu sur I’intervalle R, on déduit que P admet au moins trois
zéros réels a, b, c tels que :

—4d<a<-3, l<b<2<c<3.

D’autre part, comme P est de degré 3, P admet au plus trois
zéros réels, et on conclut que P admet exactement trois z€ros
réels, a, b, c.
b) Notons v = Arctana, 3= Arctanb, = Arctanc.
On a, si le dénominateur n’est pas nul, par une formule de tri-
gonométrie :
tan § = tan (v + B+ )
tan o + tan 3 + tany — tan o tan Stan -y
" 1 — (tancvtan 8 + tan o tan +y + tan Btan )
a+b+c—abc

l—(@b+ac+bc) 1—o,’

01 — 03

ol oy, 0y, 03 désignent les fonctions symétriques élémentaires
de a, b, c.

D’autre part, d’apres les relations entre coefficients et zéros d’un
polyndme scindé, on a :

0'1=0, 0'2=—11, 0'3=—12.

Enfin, d’apres les encadrements obtenus sur a, b, c, ona:

= ﬂ'. Vi ﬂe 7T.7T = 7T.7T
@ 2 T4l 220 7% |32l

3
d’ou, par addition: a« + 3+ v € ]0; Sl [ et on conclut :

4
s=2Z
4
a) Comme Q(0) = —|ap| < 0, le nombre O n’est pas
zéro de Q.
Considérons 1’application
¢ :]0; +oo[— R,
x — px) = Q@) =1—M—...— |a0|'
xll X xll
L application ¢ est dérivable sur ]0; 4-oo[ et :
Vx €]0; +oo[, ¢'(x) = | +...+ ldo| >0,

x2 xntl

donc ¢ est strictement croissante sur [0 ; +o00[.

|aol
De plus : ~ - —> —00 et — 1.
plu (IO(X) x—>071 X" x—o0t (’D(X) x—>+00

On dresse le tableau de variations de ¢ :

X 0 P 400
¢ (x) A
p(x) —00 7 0 Vi 1

D’apres le théoreme de la bijection monotone, ¢ admet un zéro
et un seul.

On en conclut que Q admet, dans [0 ; +00[, un zéro et un seul,
noté p.

b) Soit z un zéro de P dans C.
Comme 7" +a, 12" ' +...+ap = P(z) =0, on a, en iso-

lant le terme de degré n, puis en utilisant 1’inégalité triangu-
laire :

—1 -1
2" = |an12""" 4 ...+ ao| <lanal 2" + ...+ laol,

d’ou: Q(lz]) <0.
En utilisant ’application ¢ introduite en a), on a donc
©(lz]) <0, et on conclut, d’aprés le tableau de variations
de ¢ :

lz| < p.

Notons o, 03, 03 les fonctions symétriques élémen-
taires de 71, 22, 3.

D’apres les relations entre coefficients et zéros d’un polynome
scindé, on a :

o =0, 0 =P, 03 = —(.




a)l)Ona: Sy=3,5 =0,=0et:
&:ﬁ+ﬁ+ﬁ
= (z1 +22+23)° — 22121 + 2123 + 2223)

= crf — 20, = —2p.

2)On a, pour toutk € {1,2,3} :z,f + pzr +q = 0, d’ou, pour

tout n € N, en multipliant par z} : z;’” S pz;f“ +qz! =0,

puis en sommant pour k =1,2,3 :
Sn+3 + pSrH—I + an =0.

3) La formule obtenue en 2) permet de calculer les S, de proche
en proche :

S5 =—pS1 —qSo = -3¢,

Si=—pS—qS =2p°,

Ss = —pS3 —qS = —p(=3q9) —q(=2p) =5pq,

Se = —pSs — qSs = —p(2p®) — q(=3¢q) = —2p* + 3¢.

b) » On peut calculer S_; de plusieurs fagons, par exemple :

1 1 1
S,1=—+—+—
21 22 3

_utzmtziza o2 p

212223 g3 q

e Il est clair que la formule obtenue en a) 2) pour n € N est
aussi valable lorsque g # 0, (c’est-a-dire lorsque z;, z,, z3 sont
tous trois = 0) de maniere générale pour n € Z.

Ainsi, pour toutn € Z : S,.3 + pSy+1 +¢S, =0, donc :
1
Sn = —5(PS;:+1 ar Sn+3)-
On obtient :

1 p2
S, = —;(PS—l +8) = —>

(S

1 1/p?
S3=—=(pS2+S)=——|—5+3
q q\9q

B p3+3q2
==
1 1 3+ 3¢2
S4=—=(pS3+S51)= —*(—P¥—B>
q q q- q
_ pt4dpg?
==

Considérons le polyndme
P=X-0X-»NX-2),

qui se développe en P = X> — 0, X% 4+ 0,X — 03, ol 0y, 02,
o3 sont les fonctions symétriques élémentaires de x, y, z.

Pour la commodité, notons p = —oy, g = 05, ¥ = —03, de
sorte que x, y, z sont les zéros de P = X> + pX? + gX +r.

Notons, pour k € {1,2,3} : S = x* + y*¥ + 7~

Ona: S =0,=—p, = O'% — 20, = p* —2q, et d’autre
part, en additionnant les trois équations satisfaites par x, y, z :
S3 +pSz +q51 +3r=0, dou:

S3=—pS, —qS; —3r

—p(p* —2q) +qp —3r = —p’ +3pq — 3r.

Donc :
—-p=1 p=-—1
S) = 1 p*—-2g=1 —{g=0
—p*+3pg —3r=-5 r=2.

Ainsi, (x, y, z) est solution de (S) si et seulement si x,y,z sont
les zéros de P = X° — X2 + 2.

Le nombre —1 est solution évidente :
XC-X+2=X+DX>-2X+2).

Les solutions de cette équation sont —1, 1 —i, 1 +1i.

On conclut que les solutions de (S) sont (—1, 1 —i,141) et
ses permutés (six solutions en tout).

On peut contrdler que ce triplet convient bien.

a)Ona P=X-z)) X—2)X—1z3), d’ou, en
—_—

noté Q
dérivant : P’ = (X — z;) Q' + Q. puis, en prenant la valeur

enz : P'(z1) = 01(z1) = (21 — 22)(z1 — 23).

De méme :

P'(z2) = (22 — 21)(z2 — 73), P'(z3) = (z3 — 21)(z3 — 22).
On déduit, par produit :
D = ((z1 — 2)(&1 — )22 — 23))°

= —((z1 — 22)(z1 — 23))((z2 — 21) (22 — 23))
((z3 — 21)(z3 — 22))

= —P'(z1) P'(22) P'(z3)-
b) D’aprés a), comme P’ = 3X>+ p, ona:
—D = (321 + p)(3z; + p) (325 + p)-
En développant, on obtient :
—D =2722232% + Ip(232% + 2322 + 2220)

+3p2(2 + 25+ 23) + P
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Ennotant oy, 05, 03 les fonctions symétriques élémentaires de
21,22, 23 et Ty, 5, T celles de z7, 23, 23, ona:

2

2]:(7%—202, 22:0%—2(7.03, 33 = 03.

D’autre part, d’apres les relations entre coefficients et zéros d’un
polyndme scindé, on a :

o=0, oy=p, 03=-—4q.
D’ou:
¥ =-2p,

T =pt T3 =47

donc :

—D =27¢*+9p> — 6p° + p* = 4p® +274°.
Onconclut: D = —(4p> +27¢%).
c) Le polyndme P admet au moins un zéro au moins double

si et seulement si P’ s’annule en z; ou en z, ou en z3, ¢’est-a-
dire si et seulement si D = 0, ce qui équivaut a :

4p3 +27¢> = 0.
e Notons zi, 22, 23, 24 les solutions de (1) dans C,
01,02, 03,04 les fonctions symétriques élémentaires de

21, 22, 23, Z4- Ennotant (C) la condition proposée, on a, d’apres
les relations entre coefficients et solutions d’une équation :

O < (01=4, =X 03=12, 04=3, z1z2=1).

Notons s, p les fonctions symétriques élémentaires de z;, 2,
ets’, p’ celles de z3, 74, c’est-a-dire :

{S=Z1+Z2 {S,=Z3+Z4

P =2 P = z3z4.
Alors :
s+s' =4 p=1
ss'+p+p =A p=3
O <= {sp+s'p=12 <= {s+s =4

pp =3 3s+s' =12
p=1 ss'=A—4
p=1
p =3

< 1s=4
s'=0
A =4

La CNS cherchée est donc : A = 4.
* Supposons dorénavant A = 4.

En reprenant les calculs précédents, comme s =4 etp = 1,
71 et z, sont les solutions de z> — 4z + 1 = 0, donc, a I’ordre

pres,z; =2 — V3, 70 = 2 + /3 et,comme s’ = Oetp’ =3,
73 et z4 sont les solutions de z> + 3 = 0, donc, A 1’ordre pres,

73 = —i+/3, 24 = i/3.

Finalement, dans le cas A = 4, les solutions de (1) sont :

23, 2443, —iv3, iV3.

On peut controler ce dernier résultat.

a) Puisque P est scindé sur R, en notantn = deg (P),

il existe A € R*, xy,...,x, € Rtelsque: P = AH(X — Xz).
k=1

P’ < 1
On a alors, d’apres le cours, dans R(X) : — = Z .
P =1 X — Xk
P\ 1
En dérivant, on déduit : (—) = Z m———
P =1 (X — xk)
P//P _ P/2 _ n 1

c’est-a-dire : =— —_—
u P2 Z (X — xk)z

k=1
Soit x € R.

* Si x n’est pas un zéro de P, c’est-a-dire si, pour tout
k € {l,...,n}, x # x, alors on peut remplacer X par x; dans
le résultat précédent, d’ou :

 _ ” _ 2 . 1
(P? = PP")(x) = (P(x)) ; il
*Sixestzérode P, alors: (P — PP")(x) = (P'(x))* > 0.

Finalement :
Vx eR, (P?=PP")(x) > 0.

b) Le résultat précédent ne s’étend pas a tous les polynomes
de R[X] (non constants).

Par exemple, pour P = X? + 1, qui n’est pas scindé sur R,
ona: P’ =2X, P” =2, donc

P? — PP =4X> —2X*+ 1) =2X>-2=2X*-1),

1
et, en particulier : (P — PP") (E) <0, ce qui montre

quonn’apas: Yx eR, (P?— PP")(x) > 0.

Notons E = {P € R[X] ;Vx € R, P(x) = 0}
et F={P eR[X];3(A,B) € (R[X])z, P =A%+ B?).
Il est clair que F' C E ; autrement dit : (ii) = (i).

Réciproquement, soit P € E.



Remarquons d’abord que F contient tous les polynomes de la

forme M? (M € R[X]), etest stable par multiplication car, pour
tous A,B,C,D de R[X] :

(A% + B*)(C* + D*) = (AC + BD)* + (AD — BC)>.
Le cas ou P est une constante étant d’étude immédiate, sup-
posons deg(P) > 1.

Ilexiste A € R*, N € N, xq,...,xy € R deux a deux distincts,
ag,...,ay € N*, M eN, (p1,q1),....(pm.qu) € R? tels
que: (Vje{l,....M}, p; —4g; <0)

M

N
et P=A[[X—x)%[][X*+pX+4q)).
i=1

j=1
Puisque P € E, on déduit, en faisant tendre la variable
vers 400 : A > 0.

D’autre part, chaque o; (1 < i < N) est pair, car sinon P chan-
gerait strictement de signe au voisinage de x;. Pour chaque i
de {1,...,N} il existe donc 3; € N* tel que o; = 2/3;.

N
En notant Q = x/Xl_[(X —x)P et
|

M
§= H(XZ + pjX+g;),onadonc: P = Q*S.

j=1
D’autre part, par mise sous forme canonique d’un trindme, pour
tout j de {1,...,M} :

N 1 2
X2+ pX+q = (X+2) +<§ 4q,-—pf) €F.

Comme F est stable par multiplication, on déduit S € F ;

puis P = Q?S € F.

Soitk € {0,...,n — 1}.

Considérons la fraction rationnelle

Xk Xk

P X—-2z)..X—-2z)

Par décomposition en éléments simples, il existe Aj,...,\, € C

tels que :
Xk n )\i
P ; X—z

la partie entiere étant nulle car k < n — 1 etdeg (P) = n.

D’apres le cours, on a, pour tout i € {1,...,n}:

X* Z -
M=|— &)= L etdonc: Ay = A
<P/)(“ P =2

D’autre part, en multipliant par X puis en faisant tendre X vers
I’infini, on a :

" s 0 i
> oN=lim =
i=1 x—+o0 P(x) 1 si

k+1#n
k+1=n.

On conclut :

0 si 0<k<n—1

Ap =

1 si k=n—-1.

a)*Notons Q = X?P —1.0Ona:
Vke{l,.,n+1}, Q) =k*Pk)—1=0,

n+1
donc il existe U € C[X] unique tel que: Q = U l_[(X — k).

k=1
De plus, comme deg (P) < n, on a deg (Q) < n + 2, donc
deg (U) < 1. Il existe donc (a,b) € C? unique tel que

U =aX+b.

n+1

Onobtient: Q = (aX + b) H(X — k).
k=1

e Pour calculer b, prenons la valeur en 0 dans 1’égalité précé-
dente, ce qui fait disparaitre a :

n+l

0(0) = bl_[(—k) =b(-D)""'n+D!.
k=1
Et d’autre part : Q(0) = 0’P(0) — 1 = —1.

o, =D
On a donc : b_(n—i—l)!'

* Pour calculer a, remarquons que, puisque Q = X*P — 1,
on a, en dérivant : Q' = X?>P’ + 2XP, et donc Q'(0) = 0.
Mais, d’autre part, d’apres le cours :

Q/_ a n+1 1
0 _aX+b+ZX—k’

k=1

donc :
00 a "1 a
=2+ = 7 _Hn s
o0y b ; —k b Hl
donc a = bH,,.
On conclut : a:ﬂ s _ .
(n+1)! (n+ 1!
b)Ona:
n+l
Qn+2) = (an+2)+b)[[n+2 -k
k=1
(e 1y
= ((n n l)!Hn+1(n +2)+ oo 1)!)(;1 + 1)
=(=1)"(n+2)H,1 + (=1)"
puis :
1+ 0@ +2)
P(n+2) = NG
1
= a2 U+ V(@ +2H +1).
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Espaces vectoriels

B Plan Mam Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 271 ° Montrer qu'un ensemble est un ev (espace vectoriel), un sev (sous-

Enoncés des exercices 273 espace vectoriel)

¢ Etude d’intersections, de sommes, de sommes directes de deux sev ;

Du mal a démarrer ? 275 . .
montrer que deux sev sont supplémentaires dans un ev

Corrigés = *  Montrer qu’une famille est libre, qu’une famille est liée, qu’'une famille
est génératrice

¢ Calcul de la dimension d’un ev, d’un sev, du rang d’une famille de vec-
teurs.

Points essentiels du cours

pour la vésolution des exewvcices

e Définitions et propriétés de : ev, sev

e Définition et propriétés des combinaisons linéaires finies de vecteurs,
des familles libres, familles liées, familles génératrices

* Définition et propriétés de I’intersection et de la somme de deux sev ;
définition et caractérisation d’une somme directe de deux sev, de deux
sev supplémentaires dans un ev

¢ Si deux sev ont la méme dimension et si I’un des deux est inclus dans
I’autre, alors ils sont égaux

*  Formule de Grassmann
* Définition du rang d’une famille (finie) de vecteurs.
e

= | ¢s méthodes a retenir

K désigne un corps commutatif.
On abreége espace vectoriel en ev, et sous-espace vectoriel en sev

Pour montrer qu’un ensemble E Montrer que E est un sev d’un ev connu.
muni de lois usuelles est un ev = Exercice 18.5.

Essayer de :
e revenir a la définition d’un sev, c¢’est-a-dire montrer que F n’est pas
vide et que F est stable par addition et stable par loi externe

W= Exercices 18.7 a), 18.8

Pour montrer
qu’une partie F d’un ev E
est un sev de £
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272

Pour établir des relations
(souvent des inclusions)
entre sev d’un ev

Pour montrer
que deux sev F,G d’un ev E
sont supplémentaires dans E

Pour montrer qu’une famille finie
de vecteurs d’un ev E est libre

Pour montrer
qu’une famille de fonctions
est libre pour les lois usuelles

Pour montrer qu’une famille finie
de vecteurs est liée

* montrer que F est une intersection de sev, ou est une somme de sev
de E

* montrer que F est le sev de E engendré par une certaine famille,
comme étant I’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de
cette famille

* montrer que F est le noyau ou ’image d’une certaine application
linéaire (voir chapitre 19).

Essayer de :
* passer par les éléments

= Exercices 18.3, 18.10
o utiliser les propriétés des opérations sur les sev.

Essayer de :
emontrer F N G ={0}et F+G =EFE

w=> Exercices 18.2, 18.7 b), 18.8

* montrer que tout élément de E se décompose de fagon unique en
somme d’un élément de F et d’un élément de G

* si E est de dimension finie, montrer I'une des deux égalités
FNG={0}ouF+ G =E, et montrer :

dim (F) + dim (G) = dim (E)
* si E est de dimension finie, montrer qu’il existe une base F de F et

une base G de G telles que F U G, obtenue en juxtaposant F et G, soit
une base de E.

Revenir a la définition, c’est-a-dire montrer que, si une combinaison
linéaire de ces vecteurs est nulle, alors nécessairement tous les coeffi-
cients sont nuls

= Exercice 18.11 b)
On verra d’autres méthodes dans les chapitres 19 et 20.

Revenir & la définition de famille libre, et, suivant les exemples,
essayer de :
» remplacer la variable par des valeurs particulieres

» utiliser des passages a la limite
w=> Exercices 18.6 b), d)
* dériver une ou plusieurs fois, ou primitiver

== Exercice 18.6 a)
e utiliser des développements limités.

Revenir a la définition, c’est-a-dire trouver une combinaison linéaire de
ces vecteurs qui soit nulle et dont les coefficients ne soient pas tous nuls

= Exercice 18.6 ¢)
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Pour montrer qu’un vecteur x
d’un ev est dans le sev engendré
par une famille 7

Pour trouver une base d’un sev
engendré par une famille 7

Pour montrer qu’un sev F,
ou un ev, est de dimension finie

Pour déterminer la dimension
d’un sev de dimension finie d’un ev

Pour montrer que deux sev F,G
d’un ev E de dimension finie
sont égaux

Pour déterminer le rang d’une
famille finie 7 de vecteurs d’un ev

Enoncés des exercices

Montrer que x s’écrit comme combinaison linéaire d’éléments de F.

= Exercice 18.1.

Extraire de F une famille libre ayant le plus grand cardinal.

Essayer de :

* montrer que F admet une famille génératrice finie

* montrer que F est inclus dans un sev de dimension finie

* montrer que F est somme d’un nombre fini de sev de dimensions
finies.

Essayer de :
e trouver une base B de F, et on aura alors :
e utiliser la formule de Grassmann :

dim (F + G) +dim (F N G) = dim (F) + dim (G).

dim (F) = Card (B)

11 suffit de montrer, par exemple :
F CG et dim(F)=dim(G).

Extraire de F une sous-famille libre de plus grand cardinal. Le rang
de F est alors le cardinal de cette sous-famille.

== Exercice 18.9.

== Fnonceés des exercices

— Exemple de deux familles de deux vecteurs engendrant le méme sev

Montrer que, dans R?, les deux vecteurs T =(,1,0) et 7 = (1, 0, 1) engendrent le

méme sev que les deux vecteurs W=(,3 -2 etV =(1,4, =3).

— Supplémentaires et intersection

Soient E un K-ev, A, B des sev de E, C un supplémentaire de A N B dans B, c’est-a-dire
un sev de E tel que : (A N B) @ C = B. Montrer que A et C sont supplémentaires
dans A + B.

Intersection et somme de sev

Soient £ un K-ev, F,G, H des sev de E. On suppose :

Montrer :

FNGCFNH, F+GCF+H, HCG.

H=0G.
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— Exemple de recherche d’un supplémentaire d’un sev dans un ev
On note E = R* et on considere :
T =0, -L1, =D, ¥=(1,234, F=Vet(¥,V).
a) Former un systeme d’équations cartésiennes de F.
b) Déterminer un supplémentaire de F dans E, par une base, et par un systeme d’équa-

tions cartésiennes.

— Etude d’une partie de K* définie par une équation homogene de degré 2

Pour K = R ou C, on note :
Ex = {(x.y.2) e K*; x? +2y? + 2% 4+ 2xy + 2yz = 0}.
Est-ce que E estun K-ev ?

— Exemples d’études de liberté de familles finies de fonctions

Soient n € N*, (ay,...,a,) € R" tels que a; <... < a,. La famille d’applications
(fa;)1<i<n est-elle libre ou est-elle liée, dans les exemples suivants :

a)fo, R— R, x — |x —al
b)fy :R— R, x — e%*
¢)fy :R— R, x > cos(x +a;), pourn =3

1

X —a;

d) fo :R—Aar,....a,} — R, x+—

— Exemple de deux sev supplémentaires dans un ev de dimension infinie

On note E = R¥ le R-ev de toutes les applications de R dans R et :
F={feE; f(0=0}, A=Cp(F)={geE;g0)+0}
a) Véritier que F est un sev de E. Est-ce que A estun sev de E ?

b) Montrer que, pour toute g € A, la droite vectorielle Rg est un supplémentaire de F
dans E.

— Exemple de deux sev supplémentaires dans un ev, dans le contexte de ’analyse

Onnote E = C'([0; 1],R) le R-ev des applications de classe C Usur [0; 1] et a valeurs
1
réelles, F' = {f € E; / f=0, f(0)=0, f'(1) =0},
0
e [0;1] — R, x —> x¥ pour k € {0, 1, 2},

G = {agey + are; + azer; (ap, ar, az) € R}
Montrer que F et G sont deux sev de E supplémentaires dans E.
— Exemple de calcul du rang d’une famille de fonctions

Onnote f : R ——— > R, g: R ———— R. Quel est le rang de la famille
x> x+1 X —> x2

A= (f.g.fof fog.gofigog)?
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Soient £ un K-ev, A,B deux sev de E. Montrer que les deux propriétés suivantes sont

Du mal a démarrer ?

Etude du cas ou la réunion de deux sev est un sev

Racine carrée d’un entier non carré parfait

Soit N € N tel que N ne soit le carré d’aucun entier. Montrer :

b) (1,4/N) est Q-libre.

———
équivalentes :
(i)A U Bestunsevde E
(i) A C B ou B C A.
———
a) VN ¢Q
———

Une inégalité sur des carrés de dimensions de sev

Soient E un K-ev de dimension finie, F,G deux sev de E. Montrer :

(dim (F + G))’ + (dim (F N G))* > (dim (F))’ + (dim (G))’

et étudier le cas d’égalité.

meeee Du mal a démarrer ?

Montrer que X et Y se décomposent linéairement sur
U et U,etque W et U se décomposent linéairement sur

X oety.

Revenir a la définition de deux sev supplémentaires dans
unev,enmontrant: AN C={0} etA+C=A+B.

Partir d’'un élément quelconque x de G et exploiter les
hypothéses.
Pour exploiter x € F + H, décomposer x en somme d'un élé-
ment de F et d'un élément de H :avoir l'initiative de prendre
des notations.

a) En notant W = (x, y, z, £) un élément quelconque
de E, éliminer (a,b) € R® dans W =ax + b7.
b) Considérer, par W =(,000 et

o =(0, 1, 0, 0).

exemple,

Remarquer que la condition proposée revient a:
x+y)2+@+22=0.
Utiliser, pour tout (a,b) € K2:
a2+ =0a=b=0 si K=R
A +b =0 (a+ib=0 ou afib=0) siK=C.

Pour a), b), d), Montrer que, pour tout (A1,...,4,) € R" si

n
Z}‘ifﬂi =0, alors: Vie{l,...,n}, 1, =0.
i=1
a) Remarquer que f,, n'‘est pas dérivable en a,, tandis que

Says- -+ fa,_, sont dérivables en a,.

b) Multiplier par e~“** puis faire tendre x vers +oo.

¢) Remarquer que, pour tout i € {1,...,n}, f, se décompose
linéairement sur deux fonctions fixes.

d) Isoler f,, et étudier la limite lorsque x tend vers a,,.

a) Remarquer que A ne contient pas 0.

b) Pour g € A fixée, montrer que Rg et F sont supplémentaires
dans E en revenant a la définition de deux sev supplémentaires
dans un ev.

Pour décomposer un élément quelconque de E sur Rg et F,on
pourra raisonner par analyse et synthése.

1) Remarquer que G est donné comme sev engendré par
une certaine famille de E.
2) Pour montrer que F est un sev de E, revenir a la définition
d’un sev.
3) Montrer: F N G = {0}.
4) Pour u € E donnée, chercher (f,g) € F x G tel que
u = f + g, en cherchant d'abord g.

Exprimer les éléments de A.

L'implication (ii) = (i) est immédiate.

Pour (i) = (ii), raisonner par I'absurde.

a) Raisonner par l'absurde et utiliser (par exemple) le théo-
reme de Gauss.

b) Utiliser a).

Calculer la différence entre les deux membres de I'inégalité
voulue et utiliser la formule de Grassmann.
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1) 1l est clair, par exemple, que @ =3% —27 et
VU =4% —37. Cecimontre que I et U se décomposent

linéairement sur X" et 'y , donc :

Vect (0, V) C Vect (%, 75).

2) De méme, on déduit ¥ =37 — 27V et

Y =47 — 370, donc W et U se décomposent linéairement

sur X, et 7, donc : Vect (7,7) C Vect (W, 7).

On peut aussi remarquer que (%", ) est libre et que (7, 7")
est libre, donc Vect (7 s 7) et Vect (7 , 7) sont deux sev de
méme dimension finie égale a 2.

Finalement, Vect (%, U) = Vect (7,7), donc X et 7

engendrent le méme sev que et U .

Ona:
A+B=A+((AN B)+C()
= (A+@AnB)+cC

-+associative

= A+C
ANBCA

et
ANC = AN (N B)
ccB

= . @AanBNC
N commutative et associative

On conclut que A et C sont deux sev supplémentaires dans
A+ B.

Soitx € G.
Puisque x e GC F+G C F+H, il existe f € F,he H
telsque: x = f +h.
Onaalors: x € G, h € H C G, donc, puisque G est un sev
deE: f=x—-heG.
Onadonc:feFetfeG,dmncfeFNGCFNH,
d’ouf € H.
Ainsi, f € H et h € H, donc, puisque H est un sev de E :
x=f+heH.

= Corrigés des exercices

Cecimontre : G C H.
Comme, de plus, par hypothese, H C G, onconclut: H = G.

a)Soit W = (x, y,z, 1) € E.Ona:

WeF«<3@b)eR W=aX+by

X 1 1
—1 2
—3da@beR |’ | =a b
z 1 3
t —1 4
x=a+b
=—a+2b
e 3I@b er? {°
z=a+3b
t=—a+4b
2x —y =3a
x+y=3b
<= 3(a,b) € R?,
4z — 3t ="Ta
z+t=7b
2x—y 4z-3t
37
—
x+y z+t
37
14x — 7y — 122+ 9t =0
—
Tx + Ty =3z =3t =0.

On obtient ainsi un systeme d’équations cartésiennes de F, et
il n’y a pas unicité d’un systtme d’équations cartésiennes
de F.

b) * Considérons, par exemple : U = (1, 0, 0, 0),
v = ©, 1,0, 0), G = Vect (7, ?). Pour montrer que G
est un supplémentaire de F' dans E, il suffit de montrer que la
famille (X", 3, i, ) est libre.

1"¢ méthode : utilisation d’un déterminant

D’apres le cours sur les déterminants, puisque E est de dimen-
sion 4 et que la famille considérée contient 4 vecteurs, il suf-
fit de montrer que le déterminant D de cette famille dans la base



canonique de R* n’est pas nul. On a, en développant par rap-
port a la derniére colonne, deux fois de suite :

—_
AW N =
c o o~
S O = O

‘1 3‘:_7#0,

et on conclut que G est un supplémentaire de F dans E.
2¢ méthode :

Soit (a,b,c,d) e R*. Ona:

aX +bY 4 +dT =0

1 1 1 0 0
—1 2 0 1 0
< a ) +b 3 +c 0 +d ol=1o
-1 4 0 0 0
a+b+c=0 a=20
—a+2b+d=0 b=0
— —
a+3b=0 e=0
—a+4b=0 d=0.

Ceci montre que (7, 7 7, 7) est libre, et on conclut que
G est un supplémentaire de F dans E et qu’une base de G

est (o0, V).

e Il est clair qu'un systeme d’équations cartésiennes de G

z=0
est:{
t =0.

On a, pour tout (x,y,z) € K> :
x4+ 2y% + 2% + 2xy + 2yz
=@+ 2y +y) + O’ +2yz2+2%)
=@+ +0+2°%
1) SiK =R, alors :

Ep = {(x,y.2) € R*; (x + )’ + (y + 2)°> = 0}
—_——

>0 =0

:{(va,Z)€R3;X+y=0 ety—}—z:O},

donc Ey est un R-ev, c’est la droite vectorielle engendrée par
(1, =1, 1).

2)SiK = C, alors :
Ec ={(x.y,0) eR*; (x +y)*+ (y +2)* =0}
={(x.y.00eC; x+y+i(y+2 =0

ou (x+y)—i(y+2=0}=P U Q,

ou P estle plan vectoriel d’équation x + (1 +1)y +z =0, et
Q est le plan vectoriel d’équation x + (1 —i)y +z = 0.

On peut constater que E¢ est la réunion de deux plans vecto-
riels de C3, distincts entre eux.

On peut trouver deux éléments de E¢ donc la somme n’est pas
dans E¢. Par exemple, u = (i, —1,1) € E¢
etv=(—i,—1,1) € E¢c, maisu +v = (0, —2,2) ¢ Ec.

Ceci montre que E¢ n’est pas un sev de C.

a) Soit (A1,....\,) € R" tel que Y \i fu, = 0.

i=1
Supposons A, #= 0.
Alors, en isolant le terme A, f;, et en divisant par \,, on a:

n—1

fa,, = Z_i\_;fa;'

i=1

n—1
. . A
Mais f,, n’est pas dérivable en a, et Z ===
= M
en a,, car chaque f,, pour 1 <i <n—1, est dérivable
en a,.

fa; est dérivable

A =0.
Puis, de proche en proche : \,_; =0,...,A; =0.

Ceci amene une contradiction et montre :

On conclut que (f,,)1<i<n est libre.

b) Soit (A,...,\,) € R" tel que Z Ai fo; = 0, c’est-a-dire :

i=1

Vx eR, Xn:)\ie‘” =0.
i=1

Remarquons que, pour tout v €] —o0o; 0[ fixé, on a :

e™ — 0.

X—>+00

Multiplions par e “* et isolons le terme d’indice 7 :

n—1
VxeR, ZA,e(“f—“n” +\, =0.
i=1

elai—an)x > 0,

x—>+00

On a, pour chaque i € {1,...,n — 1} :
puisque a; — a, < 0.

On déduit A\, = 0, puis, en réitérant : \,_; =0,...,A\; =0.
On conclut que ( f,,)1<i<n est libre.

¢) Remarquons que, pour tout i € {1,...,n}) :

Ja; (x) = cos (x + a;) = cosa; cosx — sing;sin x.
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En notant
c:R— R, x+> cosx et s:R— R, x+— sinux,

on a donc :

Vie(l,...,n}, f, = (cosa;)c— (sing;)s.

Ceci montre que les f,,,1 < i < n, se décomposent linéaire-
ment sur les deux fonctions fixes c et s (indépendantes de 7).
Il en résulte, comme n > 3, que la famille (f;,)1<i<n est liée.

d) Soit (A,...,\,) € R" tel que Z)\,-fa,. = 0. On adonc :

i=1

VxeR—{a,...,a,), Z =0.

o X

Isolons, par exemple, le terme d’indice 7, et exprimons A\, :

Vx eR—{al,..

-ﬁan} >\n - _(x_an)z

F=@

Comme ay,...a,_ §0nt tous différents de a,, pour chaque

i€l =1} -

admet une limite finie lorsque x tend
al
n—1
vers a,, donc, par opérations, —(x — a,) E
i=1

— 0,
X —a; x—a

d’ou A\, =0.
En réitérant, on déduit \,_; = 0,...,A\; = 0.

On conclut que (f,)1<i<n est libre.

a) I)ellestclairque F C Eetque0 e F (ouona
noté 0 I’application constante nulle de R dans R).

* On a, pour tout o € R et toutes f,h € F :
(af +h)(0) =af0)+h(0)=a0+0=0,
doncaf +h e F.

On conclut que F estun sev de E.

2) Il estimmédiat que A n’est pas un sev de E, car, par exemple,
0¢A.

b) Soit g € A fixée.

1) Soit f € (Rg) N F. Il existe alors a € R tel que f = ag,
etona f(0) =0.D’ou:ag0) = f(0)=0.

Comme g(0) # 0, il en résulte & = 0, donc f = ag = 0.
Ceci montre : (Rg) N F = {0}.

2) Soit ¢ € E. On veut montrer que ¢ se décompose linéaire-
ment sur Rg et F, c’est-a-dire montrer qu’il existe o € R et
f e Ftellesque: p=ag+ f.

Raisonnons par analyse et synthese.

* S’il existe («, f) convenant,

alors (0) = ag(0) + f(0) = ag(0), donc o = %, puis
_ L O
f=p—ag=9p 20)°

» Réciproquement, montrons que le couple (a, f) précédem-
ment trouvé convient.

Notons donc o = %etf =@ — %g

petf(0) = <P(0)—m—0 doncf € F.

5(0)
Ceci montre que le couple (a, f) convient.
Rg)+ F=E.

Alors,af + g =

On a donc montré :

Finalement : Rg et F sont deux sev de E supplémentaires

dans E, ou encore : Rg est un supplémentaire de F' dans E.

Remarque : 11 est alors clair, puisque A est un ensemble infini,
que F admet une infinité de supplémentaires dans E.

I)eOna: F C Eet0Oe F.
* On a, pour tout o € R et toutes f,g € F':

1 1 1
‘/mf+@=a/1f+/g=o@+0=Q
0 0 0

(af +2)(©0) = af(0) +g0) =a0+0=0,
(af+o)(M) =af (1)+g'1)=a0+0=0,

doncaf +geF.

Ceci montre que F est un sev de E.

2) 1l est clair que G = Vect (e, €1, €;), donc G est un sev
de E.

3)Soitf € FNG.
1
D’une part,/ f=0, f(0)=0, f'(1) =0, et, d’autre part,
0

il existe (ag, a;,a;) € R? tel que f = apey + aje; + aze,
c’est-a-dire tel que :

Vx el[0;1], f(x)=ao+ax + ax?.

On a alors :
1
a ay
= - —:0
/0 f 0 a0+ ) + 3
fO=0 T | a=0
F(H)=0 ay+2a, =0
d():O a0=0
— 3a1+2a2:0<:> Ll]ZO
a1+2a2=0 612:07
d’ou f =0.

Ceci montre : F N G = {0}.



4)Soitu € E. Cherchons f € F, g € G tellesqueu = f + g.

Soient (ag, a;, a;) € R, g = apey + aje; +azer, f =u — g.
Onadoncdéjau = f+getge G.Ona:

1
/(u—g)=0
0

(U —£)©0)=0
w—g)'(1)=0

a2 /1
a = — = u
T T3 T,

ay = u(0)

feF<—u—-—gefF

a; + 2612 = M/(l)
ag = u(0)

1
ap ay

=1 -+ == —u(0
> T3 /Ou u(0)

ay +2a, = u'(1).

1l est clair que ce dernier systeme d’équations, d’inconnue
(ao, ai, a;) € R, admet une solution (et une seule). Il existe
donc (f,g) € F x G (unique) tel que u = f + g, ce qui
montre £ = F + G.

On conclut que F' et G sont deux sev de E supplémentaires
dans E.

Le point ci-dessus numéro 4), traité avec 1’unicité, rend alors
inutile le point numéro 3).

On peut enfin remarquer que G est de dimension trois et que
F n’est pas de dimension finie (on dit aussi que F est de
dimension infinie).

Exprimons les (six) éléments de A :

f@=x+1, gx)=x7,

fof)X)=@+D+1=x+2, (fog)x)=x>+1,
(goH)=@C+D*=x+2x+1, (gog)x)=x"

* On remarque que les cinq premiers éléments de A sont des
fonctions polynomiales de degré < 2, donc se décomposent

suru:x— L, v:x— x,w:x — x2.

D’autre part :

u=fof—f v=2f—fof, w=g.

Ainsi, le sev engendré par les cinq premieres fonctions de A
est le méme que celui engendré par (u,v,w), donc le rang de
cette famille de cinq éléments est égal a 3.

* Comme g o g est une fonction polynomiale de degré4, g o g
n’est pas dans le sev engendré par (u,v,w).

On conclut : rg (A) = 4.

(i) = (ii) : Supposons que A U B soit un sev de E.
Raisonnons par 1’absurde : supposons A¢ B et Bg A.
Il existe alors a € Atelque a ¢ B,etb € Btelqueb ¢ A.
Comme a e ACAUBetbe BC AUB,
on a par hypothese: a +b € AU B,
c’est-a-dire: a+be€Aoua+beB.
Sia+beA, commeb = (a+b)—a etque A est un sev
de E, on déduit b € A, contradiction.
De méme, si a + b € B, comme a = (a + b) — b, on déduit
a € B, contradiction.
ACBouBCA.

(ii) = (i) : Si, par exemple, A C B, alors AU B = B, donc
A U B estune sev de E.

Finalement :

a) Raisonnons par I’absurde : supposons ~/N € Q.
Il existe alors (p,g) € (N*)? tel que :

VN = s et pged(p.g) = 1.

On a donc : Ng* = p*. Alors ¢ divise p?> ; comme
pged(p,g) = 1, on déduit, par le théoreme de Gauss : g = 1.
Mais alors N = p?, contradiction.

Ceci montre : /N ¢ Q.
b) Soit (v, 3) € @ tel que a + Bv/N = 0.
Si B # 0, alors VN = —% € Q, contradiction.

Donc 3 =0, puis o = —B+/N =0.
Ceci montre que (1,4/N) est Q-libre.

Pour la commodité, notons d a la place de dim, et
notons P le premier membre de 1’inégalité voulue et S son
second membre.

<Ona:
P—S=(d(F + G))’+(d(F N G))* = (d(F))* - (d(G))’
=((@(F+6))’ = ()~ ((@(G)’ - (@F N 6))’)
= (d(F + G) — d(F))(d(F + G) + d(F))
—(d(G) —d(F N G))(d(G) +d(F N G)).
D’aprés la formule de Grassmann :
d(F +G)+d(F N G)=d(F)+d(G),

donc :

d(F +G)—d(F)=d(G) —d(F N G),
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ce qui permet de mettre d(G) — d(F N G) en facteur, puis de
réutiliser la formule de Grassmann :

P—S=(d(G)—d(F N G))
(d(F + G) +d(F) —d(G) —d(F N G))
= (d(G) —d(F N G))(2d(F) —2d(F N G)) >0,

cr FNGCGetF NGCF,doncd(F NG)<d(G) et
d(F N G) < d(F).

« Il y a égalité dans I’inégalité voulue si et seulement si P = §,
c’est-a-dire d(G)=d(F N G) ou d(F)=d(F N G).
Commme F N G est inclus dans F et est inclus dans G, on
conclut qu’il y a égalité si et seulement si G = F N G ou
F =F N G, c’est-a-dire si et seulementsiG C Fou F C G.



Applications

linéaires

B Plan M Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 281 * Détermination du noyau, de I’image d’une application linéaire, obten-
tion d’inclusions ou d’égalités faisant intervenir noyaux et images d’ap-
plications linéaires

Enoncés des exercices 283

Du mal a démarrer ? 286 . T S .
* Montrer qu’une certaine application linéaire est injective, est surjective,

Corrigés 288 est bijective
° Manipulation de projecteurs

e Détermination du rang d’une application linéaire, obtention de résultats
sur le rang d’une application linéaire.

Points essentiels du cours

pour la vésolution des exevcices

* Définition et propriétés des applications linéaires, opérations sur les
applications linéaires et les endomorphismes, définition et propriétés du
noyau et de I’image d’une application linéaire

e Définition et caractérisation des projecteurs d’un ev

*  Théoréeme du rang et conséquences pour les applications linéaires et les
endomorphismes en dimension finie.

.|

mmmme | es méthodes a retenir

K désigne un corps commutatif.
On abrege espace vectoriel en ev, et sous-espace vectoriel en sev.

Essayer de :
e revenir a la définition d’une application linéaire, c’est-a-dire mon-
trer :
9 Bt
Pour montrer qu’une application VAeEK,Vx,y € E, f(Ax+y)=Af(x)+ f(»)
f : E —> F est linéaire,
ou E et F sont des K-ev == Exercice 19.14

* montrer que f s’obtient, par certaines opérations, a partir d’applica-
tions linéaires.

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.
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Chapitre 19 - Applications linéaires

Pour manipuler noyau, image,
somme, loi externe, composition
d’applications linéaires

Pour déterminer le noyau d’une
application linéaire f : E —> F,
sans considération de dimension

Pour montrer qu’une application
linéaire f : E —> F est injective

Pour déterminer I’image d’une
application linéaire f : E — F,
sans considération de dimension

Pour montrer qu’une application
linéaire f : E — F est surjective

Pour montrer qu’une application
linéaire f : E —> F est bijective,
sans considération de dimension

Revenir aux définitions, avec les notations usuelles :
Ker(f) ={x € E; f(x) =0},
Im(f)={yeF;3IxeE, y=f}
(f +8)&) = fx) +g0),
AN = Af(x),
(g0 NHx) =g(f ().
== Exercices 19.1 a 19.4, 19.10.

Revenir a la définition :
Ker (f) = {x eE; f(x)= 0}.

Il s’agit donc de résoudre 1’équation f(x) = 0, d’inconnue x € E.

Montrer Ker (f) = {0}, c’est-a-dire montrer :
VX€eE, (fx)=0=x=0).
== Exercice 19.10.

Essayer de :
e revenir a la définition :

Im(f)={yeF:3Ixe€kE, y=fx)}

e chercher I'image par f d’une famille génératrice de E.

Montrer Im (f) = F, c’est-a-dire montrer :

VyeF,3xeE, y= f(x).
= Exercice 19.10.

Essayer de :
e montrer : Ker (f) = {0} etIm(f) = F

== Exercice 19.10
e trouver une application g : F — E telle que :
gof=1Idg et fog=Idp.

L application g est alors la réciproque de f, et g est linéaire.

== Exercices 19.5, 19.12.
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Pour manipuler un projecteur p
d’un ev E

Pour montrer

qu’un endomorphisme f
d’un ev E de dimension finie
est bijectif

Pour relier entre elles les dimen-
sions du noyau et de I’image d’une
application linéaire f : E — F,
ou E et F sont des ev

de dimensions finies

Pour manipuler le rang d’une
application linéaire f : E — F,
ou E et F sont des ev

de dimensions finies

/

Enoncés des exercices

Essayer de :
e utiliser I’égalité po p = p

== Exercices 19.5, 19.7, 19.11

« utiliser la décomposition de tout élément x de E sous la forme :

x= px) +(x—pw).
S—— [ —
€ Im(p) € Ker (p)
== Exercice 19.7.

11 suffit de montrer Ker () = {0} ouIm (f) = E.

Utiliser le théoréeme du rang :

dim (Ker (f)) + dim (Im (f)) = dim (E).

= Exercice 19.6.

Utiliser :

¢ la définition du rang d’une application linéaire :
rg (f) = dim (Im (/)
== Exercices 19.8, 19.9, 19.13, 19.15

¢ le théoreme du rang :

rg (f) = dim (E) — dim (Ker(f)).

w=> Exercices 19.6, 19.9, 19.13, 19.15.

=emee Fnoncés des exercices

—-— Etude de noyau et image d’une composée d’applications linéaires
Soient E,F,G des K-ev, f € L(E,F), g € L(F,G). Montrer :

a) f(Ker (g o f)) = Ker (g) N Im(f)

b) g'(Im(g o f)) = Ker (g) + Im (/).
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Chapitre 19 - Applications linéaires

284

Noyau et image de la composée de deux applications linéaires
Soient E, F,G trois K-ev, f € L(E,F), g € L(F,G). Montrer :
a)Ker(g o f) = f~'(Ker(g)) b) Ker(g o f) > Ker(f)
c)Im(g o f) = g(Im(f)) d)Im(g o f) C Im(g)

Etude du noyau et de I’image de deux applications linéaires
vérifiant des équations

Soient E,F,G des K-ev, f € L(E,F), g € L(F,G),h € L(G,F),k € L(F,E).
On suppose :
f=hogof et g=gofok.

Démontrer que Ker (g) et Im (f) sont supplémentaires dans F.

Etude d’applications linéaires f.g telles que

Ker (g of) = Ker (f) etIm (g of) = Im(g)

Soient E, F,G trois K-ev, f € L(E,F), g € L(F,G). Montrer :
a) Ker(g o f) = Ker(f) <= Ker(g) N Im(f) = {0}

b)Im(g o f) =Im(g) <= Ker(g) +Im(f) = F.

(On pourra utiliser I’exercice 19.2).

Etude de e — ap, oua € K et p est un projecteur

Soient £ un K-ev, e =Idg, p un projecteur de E tel que p #0, a € K — {1},
f = e —ap. Montrer que f € GL(E) et exprimer f .

Caractérisation des endomorphismes f tels que Ker (f) = Im (f)
en dimension finie

Soient £ un K-ev de dimension finie, n = dim (E), f € L(E). Montrer :

Ker (f) =Im(f) < (f2 =0 et n:2rg(f)).

Endomorphismes vérifiant une condition de rang

Soient £ un K-ev de dimension finie, n = dim (E), e = ldg, f,g € L(E) tels que :
ftg=e et 1g(f)+r1g(g) <n.

a) Etablir que Im ( £) et Im (g) sont supplémentaires dans E et que : rg (f) 4+ rg (g) = n.

b) En déduire que f et g sont des projecteurs.

Inégalités sur le rang de la somme de deux applications linéaires

Soient E, F deux K-ev de dimension finie, (f, ') € (L(E,F ))2. Montrer :
[rg(f) —12(f)] < re(f + 1) <re(f) +re(f).

Etude des endomorphismes de R? tels que f> = 0 et f2 £ 0

Soit f un endomorphisme de R* nilpotent d’ordre trois, ¢’est-a-dire tel que f° =0 et
f? # 0. Montrer :

Ker (f3) =Im(f), Im(f*) =Ker(f), rg(f) =2, rg(f) =1
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Enoncés des exercices

Caractérisation de deux applications linéaires dont la composée
est un isomorphisme

Soient E, F, G des K-ev, f € L(E,F), g € L(F,G). Montrer que les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1) g o f est un isomorphisme de E sur G

(ii) f est injective, g est surjective et /' = Ker (g) @ Im (f).

CNS pour que la somme de deux projecteurs soit un projecteur

Soient E un C-ev, p,q deux projecteurs de E. Démontrer que p + ¢ est un projecteur si et
seulementsi: pog=qgop=0.

Montrer que deux endomorphismes vérifiant une certaine équation commutent
entre eux

Soient E un C-ev de dimension finie, e = Idg, (f,g) € ([J(E))2 tel que :
fP—fog+2f—e=0.

Montrer: go f= fog.

Suites des noyaux et des images des itérés d’un endomorphisme
Soient E un K-ev de dimension finie n, et f € L(E). Pour tout p de N, on note
I, =Im(f") et K, = Ker(f”), avec, par convention, fO =1dg.

a) Montrer que (1)) ,ery est décroissante et que (K,)en €st croissante, ¢’est-a-dire :

VpeN { el
’ K,+1 D K

b) Montrer qu’il existe po € N tel que :
P < po == I, # 1
VpeN, { e
p = po= I, =1,

Autrement dit, la suite (/,,) ,ery Stationne, exactement a partir de 1’indice py.

, p<po= K, # K
c) Etablir: VpeN, { rren
p 2 Po — Kp = Kpo
Ainsi, la suite (K,) ey stationne aussi exactement a partir de I’indice py.

d) Montrer : py < n.

e) Démontrer que /,, et K, sont supplémentaires dans E.
Exemple d’espace vectoriel et d’application linéaire dans le contexte
de I’analyse
On note Ey = {f e C*R,R); f(0) = 0}, et, pour toute f € Ey, on considere 1’appli-
cation ¢(f) : R — R définie par :
Vx eR, ¢(f)x) = / 2 f()dr.
0

a) Montrer que Ej est un R-ev et que ¢ est un endomorphisme de Ey, injectif et non sur-
jectif.

b) Est-ce que E est de dimension finie ?

285



Chapitre 19 - Applications linéaires

286

Inégalité sur le rang de la composée de deux applications linéaires

Soient E, F,G trois K-ev de dimension finie, f € L(E,F), g € L(F,G).
a) Montrer :  Ker(g|im(s)) = Ker(g) N Im(f).

b) En déduire :  1g(g o f) = rg(f) — dim (Ker(g) N Im(f)).
c)Montrer:  rg(go f) = rg(f) +rg(g) — dim(F).

Soient E un K-ev, f € L(E). On suppose que, pour tout x de E, la famille (x, f (x)) est

Endomorphismes transformant tout vecteur en un vecteur qui lui est colinéaire

liée. Démontrer que f est une homothétie.

= Dy mal a démarrer ?

On peut raisonner par équivalences logiques successives,
en utilisant la définition d'image directe, d'image réciproque, de
noyau, d'image d'une application linéaire.

Utiliser la définition d'une image directe, d'une image
réciproque, du noyau et de I'image d'une application linéaire.
On pourra raisonner par équivalences logiques successives

1) Montrer Ker (g) N Im (f) = {0}, en passant par les élé-
ments et en utilisant f =hogo f.

2) Pour y € F fixé, obtenir une décomposition de y en somme
d’un élément de Ker (g) et d'un élément de Im ( f), en utilisant
g=go fok.

Séparer chaque équivalence logique demandée en deux
implications. Pour chaque implication, passer par les éléments et
utiliser la définition de l'intersection de deux sev, de la somme de
deux sev, du noyau et de I'image d’une application linéaire.

Exprimer p en fonction de f (si a # 0) et remplacer dans
p? = p. Obtenir ainsi une équation satisfaite par f.Isoler e addi-
tivement dans cette équation.

— :Montrer f2 = 0 et utiliser le théoréme du rang.
<= :Montrer Im (f) C Ker (f), puis comparer les dimensions
en utilisant le théoréme du rang.
a) Obtenir d'abord Im (f) + Im (g) = E, puis utiliser la
formule de Grassmann pour déduire Im (f) N Im (g) = {0}.
b) Montrer que, pour tout x € E :
f(x = f@) eIm(f) N Im(g).

On peut aussi montrer que fet g commutent.

1) Montrer Im (f + f/) C Im (f) + Im (f’) puis passer aux
dimensions.

2) Appliquer le résultat précédent a (f + f', —f’) au lieu de
(f .0
. RemarquerIm(fz) C Im (f)
et montrer Im (f2) # Im (f) en raisonnant par I'absurde.
Obtenir ainsi :
{0} G Im(f?) & Im(f) & R,

puis passer aux dimensions.

« Remarquer Ker (f2) D Ker (f) et utiliser le théoréme du rang.
(i) = (i) :

« Se rappeler que, pour des applications,on a :

g o finjective = finjective, g o fsurjective =—> g surjective,

* Montrer: Ker(g) N Im (f) = {0}.

Pour montrer Ker (g) +Im (f) = F, pour y € F donné, ame-
nerx € E tel que g(y) = g(f(x)), puis considérer y — f(x).
(i) = (i) :

* Montrer: Ker(go f) = {0}.

*Pourz € G, amenery € F tel que z = g(y), puis décomposer
linéairement y sur Ker (g) et Im (f).

Développer :
P+’ =P+Pop+a9)=p +pog+qop+q°.
Attention :a priori, p et ¢ ne commutent pas ; on ne peut donc
pas remplacer p o g par g o p.

Une implication est évidente.
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Pour la réciproque, ayant obtenu pog + g o p =0, penser a
composer par p ou par g a gauche ou a droite, pour déduire de
nouvelles égalités.

Obtenir (f —g+2e)o f =e.
Se rappeler que, d'apres le cours, si E est de dimension finie et
siu,v € L(E) vérifientuov =e, alorsvou = e.

a) Revenir a la définition d’'une image ou d’un noyau.
b) Considérer la suite (dim (Z,))

sante d’entiers naturels.

pen qui est une suite décrois-

¢) Utiliser b) et le théoréme du rang, pour relier dimension d'une
image et dimension d’'un noyau.

d) Montrer, pour tout p < po: I & I,

donc dim (/41) < dim (7,) — 1.

e) * Montrer: I,, N K,, = {0}, en utilisant la définition de po.
« Utiliser ensuite, par exemple, le théoréme du rang.

a)1) Vérifier que E( est un R-ev.

2) » D'abord, ne pas confondre ¢ ( f)(x), qui est un réel, et ¢ (f),
qui est une application de R dans R, et ne pas confondre ¢ ( f)
et ¢, qui est une application de Ey dans Ej.

Du mal a démarrer ?

Montrer que, pour toute f € Eg, ona:¢(f) € Eg, et montrer
que ¢ est linéaire.

» Remarquer que, pour toute f € Ey, ¢(f) estde classe C*° et :
Vx eR, (¢()) () =x*f ().
En déduire que ¢ est injectif.

+ Pour montrer que ¢ n'est pas surjectif, trouver au moins un
élément de E( n‘ayant pas d’antécédent par ¢. A cet effet,
remarquer que, pour toute f € Eq, (4(f))'(0) = 0.

Se rappeler d’abord que la notation g |im () désigne la res-
triction de g a Im (f) au départ :

g lmp :Im(f) — G, yr— g(»).
a) Revenir a la définition du noyau d'une application linéaire.
b) Appliquer le théoreme du rang a g | y) -
¢) Utiliser le théoreme du rang.

Pourtout x € E — {0}, il existe A, € K tel que f(x) = A,x,
mais, a priori, A, dépend de x. Il faut montrer que A, ne dépend
pas de x. A cet effet, pour (x,y) € (E — {0})2, considérer
fx), f(y), f(x +y), et séparer I'étude en deux cas selon que
la famille (x,y) est libre ou est liée.
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= Corrigés des exercices

a)On a, pourtout y € F:

y € f(Ker(go f))
= 3dxeKer(gof), y=f(x)
= 3IxekE, (gofx)=0et y=f(x)
< 3xckE, (g =0cet y=f(x)
g(y)=0cet (Ax€E, y=fx))
<y eKer(g) et y e Im(f)

<= yeKer(g) NIm(f).

On conclut : f(Ker (g o f)) = Ker(g) N Im (f).

b) On a, pour tout y € F:

yeg (Im(go f))
< g(y) €Im(go f)
—3dx ek, gy) =(go Hx)
< 3IxekE, g(y—fx))=0
& 3Ix e E, y— f(x) €Ker(g)
< 3Jzelm(f), y—zeKer(g)

<=y e Ker(g) +Im(f).

On conclut: g~ '(Ker(g o f)) = Ker (g) + Im (f).

a) On a, pour tout x de E :

x €Ker(go f) < (g0 fH(x) =0 <= g(f(x)) =0
< f(x) € Ker(g)

< x € ffl(Ker(g)),

d’ou: Ker(go f) = f~'(Ker(g)).

b) Comme Ker(g) D {0}, on déduitde a) :
Ker(g o f) = f~!(Ker(g)) D f~'({0}) = Ker(f).

¢)Ona: Im(go f) = (go [)(E) =g(f(E)) = g(Im(f)).
d) Comme Im(f) C F, on déduitde c) :

Im(g o f) = g(Im(f)) C g(F) = Im(g).

1) Soit y € Ker (g) N Im (f).
Alors, g(y) =0 etilexistex € Etelque y = f(x). Ona:

y=f&) =(hogo f)x)=(hog)(f(x)
= (hog)(y) =h(g(y)) =h(0) =0.

Ceci montre : Ker (g) N Im (f) = {0}.
2)Soity € F.Ona:

g =(gofok(y) =g((f o).
puis : g(y — (f ok)(y)) =0. On aalors :

y=(— o)+ f(k(),

€ Ker (g) € Im(f)

ce qui montre : Ker (g) +Im(f) = F.

On conclut que Ker(g) et Im(f) sont supplémentaires
dans F.

a) 1) Supposons Ker(g o f) = Ker(f).
Soit y € Ker(g) NIm(f) ; il existe x € E tel que y = f(x),
etg(y) =0.
D’ou: (go fH(x) =g(y) =0,
donc x € Ker(g o f) = Ker(f), puisy = f(x) =0.
Ceci montre : Ker(g) N Im(f) = {0}.

2) Réciproquement, supposons Ker(g) N Im(f) = {0}.
D’apres I’exercice 19.2, on adéja: Ker(g o f) D Ker(f).

Soit x € Ker(g o f). Alors f(x) € Ker(g) NIm(f) = {0},
donc f(x) =0, x € Ker(f).



Ceci montre Ker(g o f) C Ker(f), et finalement :
Ker(g o f) = Ker(f).
b) 1) Supposons Im(g o f) = Im(g).
Soit y € F. Comme g(y) € Im(g) =Im(g o f), il existe

x € Etelqueg(y) = (g o f)(x).Ondéduitg(y — f(x)) =0,
c’est-a-dire y — f(x) € Ker(g).

Onaalors y = (y — f(x)) + f(x) € Ker(g) + Im(f).

Ceci montre : Ker(g) + Im(f) = F.

2) Réciproquement, supposons Ker(g) + Im(f) = F.
D’apres ’exercice 19.2, onadéja: Im(go f) C Im(g).

Soitz € Im(g) ; il existe y € F tel que z = g(y). Il existe en-
suite u € Ker(g) etx € Etelsquey = u + f(x).Onaalors :

z=g() =g(f(®) = (g0 fHx) eIm(go f).
Ceci montre Im(g) C Im(g o f), et finalement :

Im(g o f) = Im(g).

Exprimons p en fonction de f, si c’est possible.

Sia=0, alors f =e, donc f € GL(E) et f~! =e.

1
Supposons a # 0. Alors, p = —(e — f), d’ou:
a

2 1 2 _ 1
pr=p= - f)=—(—f)

a a
—e—2f+ fP=ae—af

— P4 @=2)f =(a- e
1
fo(m(f—{—(a—Z)e)):e

(ﬁ(f—k(a—Z)e)) of =e.

Ceci montre que f € GL(E) et que
_ 1 .
== +@=-2e)

On peut remarquer que le résultat du cas a = 0 rentre dans ce
dernier résultat.

Finalement, f € GL(E) etf~' = a—il(f + (a —2e).

-
Supposons Ker (f) = Im (f).
*Ona,pourtoutx € E: f(x) € Im(f) C Ker(f),
donc f(f(x)) = 0, ce qui montre : f? = 0.

¢ En utilisant le théoreme du rang et I’hypothese, on a :
1g (f) = dim (E) — dimKer (f) =n —1g (f),

doncn =2rg (f).
—:
Supposons f2 =0 etn =2rg (f).

*Ona,pourtoutx € E: f(f(x)) = 0,donc f (x) € Ker (f),
ce qui montre : Im (f) C Ker (f).

¢ En utilisant le théoreme du rang :
dimKer (f) =n —rg(f) =2rg(f) —rg(f)
=g (f) = dimIm ().

Ilen résulte : Im (f) = Ker (f).

a)l)*Ona:
VieE, x=e() =f@x)+gx) elm(f)+Img).

donc Im(f)+Im(g) =E.

* Ensuite, pour étudier Im () N Im (g), appliquons la formule
de Grassmann :

dim (Im (f) N Im(g))
= dim (Im (f)) + dim (Im (g)) — dim (Im (f) +Im (g))

=r1g(f) +1g(g) — dim (E)

donc: Im(f) N Im(g) = {0}.
On conclut que Im (f) et Im (g) sont supplémentaires dans E.
2)Ona:
rg (f) +r1g(g) = dim (Im (f)) + dim (Im (g))
= dim (Im (f) ® Im (g)) = dim (E) = n.

b) De f + g = e, on déduit, en composant par f a droite :
f*+go f=f Onadonc, pourtoutx € E :

flx=f@) =(f = H) = g(f).

Onobtient: f(x — f(x)) € Im(f)
et flx—f)=g(f(x)€Im(g).

Comme Im (f) et Im (g) sont supplémentaires dans E, il en
résultef(x — f(x)) =0, dou f(x) = f2(x).

Ceci montre 2 = f, donc f est un projecteur.
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Par roles symétriques de f et g, g est aussi un projecteur.

Ou encore, comme f est un projecteur et que g = e — f, g est
un projecteur, le projecteur associé a f.

I)Ona: Im(f + f/) C Im(f) + Im(f"), car:
Vx € E, (f+ f)(x) = fx)+ f(x) € Im(f) +Im(f).
En passant aux dimensions :
rg(f + f) = dim (Im(f + f)) < dim (Im(f) + Im(f"))
< dim (Im(f)) + dim (Im(f"))
=rg(f) +rg(f).

2) En appliquant le résultat précédent a (f + f',— f') au lieu
de (f,f'), on obtient :

rg(f) <rg(f + f) +rg(—f) =rg(f + f) +rg(f),

donc: rg(f) —rg(f') <re(f + f).
En échangeant fet f': re(f") —ra(f) < re(f + f),
d’ou finalement :

lrg(f) —rg(f)I < reg(f + f).

Remarquer I’analogie avec I’inégalité triangulaire et 1’inéga-
lité triangulaire renversée, par exemple pour la valeur absolue
dans R :

Y (x,x") € R?,

bel = 1x'1] < x4 2] < Jxl 4 1)

e Puisque > = fo f,ona: Im(f?) CIm(f).
Montrons : Im (f?) # Im (f). A cet effet, raisonnons par
I’absurde : supposons Im (f2) = Im (f).

Soit x € E quelconque. On a: f(x) € Im (f) = Im (f?),
donc il existe r € E tel que f(x) = f(f(t)) = _fz(t).

D’ol, en composant par f: f2(x) = f3(t) = 0.

Ceci montre f> = 0, contradiction avec I’hypothése f2 # 0.
On a donc établi : Im (f?) G Im ().

D’autre part, {0} & Im (f?) car /> # 0, et Im(f) & R? car
sinon f serait surjective, donc bijective (puisque E est de di-
mension finie), contradiction avec f3 = 0.

Ainsi :
{0} G Im(f) & Im(f) & R,
il en résulte, en passant aux dimensions :
0<rg(fH) <rg(f) <3,
et donc, comme il s’agit de nombres entiers :

rg(fH=1 et rg(f)=2

*Ona:
fof?=0 Im (f?) C Ker (f)
=

f3:0<:>{
fPof=0 Im (f) C Ker (f?).

D’autre part, d’apres le théoreme du rang :

dim (Ker (f)) =3-1g(f)=3-2=1

= 1g (/%) = dim (Im (f2))
dim (Ker (f3)) =3-r1g(f)=3-1=2
— g (f) = dim (Im (/).

On conclut: Im(f?) =Ker(f) et Im(f)=Ker(f?).

Remarque :
Un exemple d’endomorphisme f convenant est, en notant
B = (i, j, k) la base canonique de R*, I’endomorphisme f
de R? défini par :
fo=j, =k fk) =0.
(1) = (i) :
Supposons que g o f soit un isomorphisme de E sur G.

e D’apres un résultat classique sur les applications (exer-
cice 13.4):

g o f injective f injective

g o f bijective <>

g o f surjective g surjective.

e Soit y € Ker(g) N Im (f). Alors, g(y) =0 et il existe
x € Etelque y = f(x). D’ou:

0=2g( =g(f() = (go NH).

Comme g o f est bijective (donc injective), on déduit x = 0,
puisy = f(x) =0.

Ceci montre : Ker (g) N Im (f) = {0}.

*Soity € F. Alors, g(y) € G. Comme g o f est bijective (donc
surjective), il existe x € E tel que g(y) = g(f(x)). Ona:

gly—f@) =g —g(fx) =0,

donc y — f(x) € Ker(g).
Ainsi :
y=—-rf)+ f .
[ ——; S——

€ Ker (g) € Im(f)

Ceci montre : Ker(g) +Im(f) = F.
On conclut: F = Ker (g) @ Im (f).



(ii)) = (i) :

On suppose finjective, g surjective et F' = Ker (g) @ Im (f).
* Soit x € Ker (g o f).

Alors, g(f(x)) =0, donc f(x) € Ker(g).

Ainsi, f(x) € Ker N Im(f) = {0}, donc f(x) =0, puis,
comme f est injective, x = 0.

Ceci montre que g o f est injective.

*Soitz € G.

Puisque g est surjective, il existe y € F tel que z = g(y).

Comme F =Ker (g)+Im(f), il existe u € Ker(g),
v elm(f) telsque y = u + v. On a alors :

z2=8(y) =gu+v) =g +g) = g).
——
=0

Comme v € Im (f), il existe x € E tel que v = f(x).

On adonc:
z=gW) =g(fx) = (go fHx).

Ceci montre que g o f est surjective.

On conclut que g o f est un isomorphisme de E sur G.
1) Tlestclairque,sipog = qo p =0,alorsp + g est
un projecteur, puisque :
P+9?=@+ao(@+aq)

=p'+pog+qop+q’=p+gq.

2) Réciproquement, supposons que p + g soit un projecteur
de E. On a alors :

P+a=(p+q’=p +pog+qop+q’
=p+pog+qop+g,
dou: pog+qgop=0.

En composant par p a gauche et a droite, on obtient

s

pog+pogop=0
pogop+qop=0

d’ou, en soustrayant: pog —qo p =0.
pogq+qop=0
poqg—qop=0
on déduit2pog =2gop =0,donc: pog=qgop=0.

)

Comme {

D’apres I’hypothese, f o (f — g+ 2¢) = e, donc f
admet un symétrique a droite pour la loi o dans £(E). Comme
E est de dimension finie, il en résulte (f — g +2e) o f = e,
c’est-a-dire: f2—go f +2f — e = 0. Par soustraction, on
déduit: gof=fog.

a) Soit p € N.
e Soity € I,4;.
lexistex € Etelquey = f7™'(x) = f7(f(x)),d’ouy € I,
Cecimontre : I, C I,.
* Soitx € K,,.
) = f(fP(x) = f(0) =0, doncx € Kpy;.

Ceci montre : K, C K.

Ona:

b) La suite d’entiers naturels (dim(l ,,))pEN est décroissante, donc
stationne sur un entier, noté ry.

11 existe un plus petit entier py de N tel que dim (/) = ro.
Soitp € N.

*Sip < po, alors dim(/,) > ro,donc: I, = I,.

* Si p > po, alors I, C I, et dim(/,) = dim(/,,), donc
Iy = Iy,
Ainsi (sipg > 1) :
E=IO D ooo Dlp()*l ;IPO = Ipg+1 = - -
c) Soitp € N.

* Sip < po, alors (cf. b)), dim ({,) > dim(/,,), d’ou, en uti-
lisant le théoréme du rang :

dim (K,) =n —dim (/,) < n —dim(/,,)) = dim (K},),

et donc, nécessairement, K, # K.

*Sip = po, alors (cf. a)), K, D K, et, en utilisant le théo-
reme du rang :

dim(K,) =n —dim (/,) = n —dim () = dim(K,),
dou: K, =K,.
Ainsi (sipg > 1) :

{O}ZK()C"‘CKP()*ngPO: potl = -

d)*Montrons : VY p < po, 1, # ;1.

A cet effet, raisonnons par I’absurde : supposons qu’il existe
p < potelque I, = I,, (onadonc, nécessairement, py > 1).

Soity € I, ;ilexiste x € E tel que y = f7~!(x). Comme
fP(x)el, =1, il existe t € E tel que f7(x) = P,
d’ou :

y =P x) = Rl (FP(x))
= R (frT) = £70@) € Iy,

On obtient ainsi /,,_; = I, contradiction.

*Onadonc: Vp < po, I &1, dou:

Vp < po, dim(l,y;)+1 < dim(7,).
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En sommant pour p, de 0 a pp—1, on obtient, apres simplifi-
cations :

dim(Z,,) + po < dim (Jp) = dim (E) = n,
d’ou: py < n.
e)e*Soitx € I,y N K, . llexistet € E tel que x = f7(t), et
fPx)=0,dou f2(t) =0.
Ainsi, t € Kyp, = Kp, (car2py = po),
etdoncx = fP(r) =0.
Ceci montre : [, N K,, = {0}.
* 1¢r¢ méthode
Soit x € E. Puisque f7(x) € I,,, = Lp, (car2py = po),
il existe t € E tel que f70(x) = f>0(¢). On a alors

x = fr@) + (x — f®),
avec fP(t) € I et x — fP(t) € K,
puisque f7(x — fP (1)) = fr(x) — f(r) = 0.
Ceci montre : I,, + K,, = E.
« 28me ;méthode
En utilisant le théoréme du rang :
dim (I, @ Kpy) = dim (1) +dim (K) = n,

donc I, ® K,, = E.

Finalement, /,, et K,,; sont supplémentaires dans E.

a)l)Ona Ey C C*(R,R) et0 € Ey.
Pour tout o € R et tout (f,g) € E} :

(af +8)0)=af0)+g0)=a0+0=0,
donc af + g € E,.
Ainsi, Ej est un R-ev, sev de C*(R, R).

2) « Soit f € Ey. Puisque I’application t — 2 f(t) est de
classe C* sur R, d’apres le cours sur les primitives, 1’appli-
cation ¢(f), qui en est une primitive, est de classe C* sur R,
et ¢(f) s’annule en 0, donc ¢(f) € Ej.

* On a, pour tout @ € R et tout (f,g) € EZ :

Vx eR, (qb(af + g))(x)

/ af + )0 dt
0

a/xtzf'(t)dt+/xg(t)dt
0 0

ag(f)(x) + o(g)(x)
(d(f) + d(8)) (x),

d’ou:
oaf +g) = ad(f) + ¢(g).
ce qui montre que ¢ est linéaire.

On conclut que ¢ est un endomorphisme de Ej.

* Soit f € Ker (¢). On a alors ¢(f) = 0, donc (6(f)) =0,
d’ou : Vx € R, x2f(x) =0. Il en résulte, en simplifiant
par x? : Vx € R*, f(x) = 0. Ainsi, f est nulle sur R*. Mais,
comme f est continue en 0 (car f est de classe C* sur R), il
s’ensuit £(0) = 0 et finalement f = 0.

Ceci montre Ker (¢) = {0}, donc I’application linéaire ¢ est
injective.
* Montrons, par exemple, que 1’application

e :R— R,

X —> X,

qui est élément de Ey, n’est pas atteinte par ¢.

Raisonnons par 1’absurde :
telle que e; = ¢(f).
On a alors, en dérivant :

supposons qu’il existe f € Ej

Vx € R, el (x) = x> f(x),

d’ou en particulier : ¢j(0) = 0, contradiction, car ¢} (0) = 1.

Ceci montre que e;, par exemple, n’est pas atteint par ¢, et on
conclut que ¢ n’est pas surjective.

b) Si E, était de dimension finie, comme ¢ est un endomor-
phisme injectif de Ey, ¢ serait surjectif, contradiction. Ceci
montre, par I’absurde, que E, n’est pas de dimension finie.

a) On a, pour tout y de F :

I
y € Ker(ghm(f)) - {;(i) Ti((];) l

< y € Ker(g) N Im(f).
b) Puisque :

rg(g o f) = dim (Im(g o f))

= dim (Im(glim())) = re(&limp) -
on a, d'apres le théoréme du rang :

rg(glm()) = dim (Im(f)) — dim (Ker(glim(s))) -
d'ou, en utilisant a) :
rg(g o f) = rg(f) — dim (Ker(g) N Im(f)).

¢) Comme : Ker(g) N Im(f) C Ker(g),ona:

dim (Ker(g) NIm(f)) < dim (Ker(g)),
d'ou, d'apres b) et le théoréme du rang :

rg(g o f) > rg(f) — dim (Ker(g))
=rg(f) — (dim(F) —rg(g))
= rg(f) +1g(g) — dim(F).



Par hypothese, pour tout x de E — {0}, il existe A\, € K
tel que f(x) = A\, x. [l estclair que, pour x € E — {0} fixé, A,
est unique et, a priori, dépend de x. Nous allons montrer que
A, ne dépend pas de x.
Soit (x,y) € (E — {0})*.
1) Supposons (x,y) libre.
On a: f(x) = \ox, f()’) = )‘yy7 j(x + )’) = /\x+y(x + y),
d’ou, par linéarité de f: A x + A,y = A, (x +y),
c’est-a-dire :  (Ayyy — A)x + Ay — Ay))y =0.
Comme (x,y) est libre,

on déduit Ay, — Ay = Ay — Ay =0, etdonc A\, = A,.

2) Supposons (x,y) lié.
Ilexiste « € K — {0} telque y = ax.Ona:
FO) = flax) = af(x) = adx
et
fO) =A\y=\ax,
d’ott (Ay — Ay)ax =0, etdonc A\, = A,.
On a ainsi prouvé que A, ne dépend pas de x.

Dong, il existe A € K tel que : Vx € E — {0}, f(x) = Ax.
De plus, trivialement :  f(0) = \0.

Finalement, f = A Idg, c’est-a-dire que f est une homothétie.

293






Matrices

B Plan Mam Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 295 * Calcul des puissances d’une matrice carrée assez simple

« Ftude de I'inversibilité et, éventuellement, calcul de 1’inverse d’une
matrice carrée

Enoncés des exercices 298

Du mal a démarrer ? 304 . ) )
* Etude d’ensembles structurés de matrices : groupes, anneaux, corps de

Corrigés 307 matrices

* Obtention de résultats portant sur des applications linéaires en dimen-
sion finie, en passant par des matrices, et, inversement, obtention de
résultats portant sur des matrices en passant par des applications
linéaires

* Détermination du rang d’une matrice

+ FEtude de matrices carrées semblables, non semblables.

Points essentiels du cours
pouv la vésolution des exewvcices
e Définitions et structures des ensembles usuels de matrices :
M, ,(K), M, (K), GL,(K), T, s(K), T, i(K), D, (K), S,(K), Ay (K)
* Matrices élémentaires
e Interprétation matricielle d’une application linéaire
e Définition et propriétés du rang d’une matrice
* Théoreme du cours sur A = PJ, ,,Q
* Définition et propriétés de la similitude des matrices carrées
* Définition d’une matrice carrée nilpotente.

mmmme | es méthodes a retenir

K désigne un corps commutatif.
On abreége espace vectoriel en ev, et sous-espace vectoriel en sev.

Essayer, autant que possible, de garder une notation globale (une lettre
Pour effectuer un calcul pour une matrice), ne faisant pas intervenir les termes des matrices.

sur des matrices
W= Exercices 20.2, 20.10, 20.12, 20.18, 20.20, 20.24, 20.26
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Chapitre 20 - Matrices

Pour effectuer un calcul
sur des matrices avec parametres

Pour calculer
les puissances A¥(k € N*, k € 7)
d’une matrice carrée A

Pour montrer

qu’une matrice carrée A € M, (K)
est inversible, et éventuellement
calculer son inverse

296

Lorsqu’intervient une matrice diagonale, ou une matrice trigonale,
passer aux termes des matrices.

== Exercices 20.1, 20.23, 20.25.

Essayer de décomposer linéairement ces matrices sur des matrices
plus simples, sans parametre, si c’est possible.

== Exercices 20.7, 20.12, 20.14.

* Essayer de décomposer A en combinaison linéaire d’une matrice
al,, o € K, et d’'une matrice simple, souvent une matrice nilpotente,
et utiliser la formule du bindme de Newton.

W= Exercices 20.7, 20.14 ¢)

* Dans certains exemples simples, calculer A? A3 et essayer de
conjecturer une formule pour A*, que 1’on montrera alors par récur-
rence sur k.

* La formule obtenue pour A¥, k € N sera souvent aussi valable pour
k eZ.

= Exercice 20.7

e D’autres méthodes, liées a la réduction des matrices carrées, seront
vues en deuxieéme année.

* Noter (Ei,...,E,) la base canonique de M, 1(K), (Cy,...,C,) la
famille des colonnes de A. Exprimer Ci,...,C, en fonction de
Ei,...,E, parladonnée de A, résoudre ce systeme en considérant que
les inconnues sont Eq,... ,E,, et en déduire I'inversibilité de A et

I’expression de I'inverse A~! de A.
== Exercice 20.4

* Associer a la matrice carrée A un systeme linéaire AX =Y, ou X,Y
sont des matrices-colonnes, et résoudre ce systeme en considérant que
I’inconnue est X.

* Conjecturer la forme B de la matrice inverse de A, et vérifier que
celle-ci convient, en calculant le produit AB (ou BA).

== Exercices 20.3, 20.11 ¢)

* Résoudre I’équation AB =1, (ou BA =1,) oll B est une matrice
carrée inconnue, d’une forme particuliere.

== Exercice 20.14 ¢)

* Former une équation simple sur A, puis isoler le terme en I,,.

W= Exercices 20.12, 20.20

e Se rappeler que toute matrice triangulaire a termes diagonaux tous
non nuls est inversible.

= Exercice 20.2
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Pour calculer le rang
d’une matrice A

Pour faire intervenir
le rang d’une matrice A

Pour montrer que deux matrices
carrées sont semblables

Pour montrer que deux matrices
carrées A,B ne sont pas semblables

Les méthodes a retenir

e Interpréter A comme matrice d’un certain endomorphisme f d’un
espace vectoriel E de dimension finie égale a n, montrer que f est
bijectif, exprimer f !, et en déduire A~

== Exercice 20.13.
e Déterminer la dimension du sev engendré par les colonnes de A (ou

la dimension du sev engendré par les lignes de A), qui est égale au
rang de A.

== Exercices 20.6, 20.15, 20.17, 20.22

e Faire apparaitre A sous la forme PJ, ,.Q, ou P et Q sont inver-
sibles.

== Exercice 20.26 a)
* Appliquer le théoréme du rang, pour A € M,, ,(K) :
rg (A) = p —dim (Ker (A)),
lorsqu’on peut déterminer Ker (A).

« Utiliser la définition du rang d’une matrice comme dimension du sev
engendré par les colonnes de A (ou par les lignes de A).

W= Exercice 20.16 a)

e Utiliser le théoréme du rang, qui permet de se ramener a 1’étude de
la dimension du noyau.
e Utiliser le théoreme du cours : rg (A) = r si et seulement s’il existe

P, Q inversibles telles que A = PJ, , ,Q,oul, ,, = ((I(;) Eg;) .

== Exercices 20.16 a), 20.22, 20.26.

Trouver une matrice carrée inversible P telle que : B = PAP~'.

== Exercices 20.18, 20.21 ¢), f).

Essayer de :
e montrer tr (A) # tr (B), ou det (A) # det(B), ourg(A) # rg(B).

w=> Exercices 20.21 a), b)

e montrer que 1’'une des deux matrices carrées A, B vérifie une équa-
tion polynomiale que ne vérifie pas I’autre.

= Exercice 20.21 d).
e montrer qu’il existe A € K tel que rg (A — AlL,) # rg (B — ALL,).

== Exercice 20.21 e).
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Pour manipuler des matrices
triangulaires

Pour manipuler
des transposées de matrices,
ou des traces de matrices carrées

Pour manipuler
des matrices symétriques
et des matrices antisymétriques

Utiliser les propriétés du cours sur les matrices triangulaires, en parti-
culier :

* la somme et le produit de deux matrices triangulaires supérieures
sont triangulaires supérieures

* une matrice triangulaire est inversible si et seulement si ses termes
diagonaux sont tous non nuls. De plus, dans ce cas, on connait les
termes diagonaux de la matrice inverse.

= Exercice 20.2.

Privilégier la notation globale des matrices, en utilisant les propriétés
de la transposition et de la trace :

“«A+B)=a'A+'B, (AB)='B'A

tr(eA + B)=atr(A) +tr(B),tr (AB) = tr (BA), tr (" A) = tr (A).

* Utiliser la définition, pour A € M,,(K) :
AeS,(K)— 'A=A,
AcA,(K)="A=—-A.

e Utiliser S,,(K) @ A,,(K) = M,,(K) et la décomposition :

1 1
VAeM,(K), A= E(AJHA)JFE(A —'A).

€ S, (K) e Ay (K)
e Utiliser :

dim (S,(K)) = ”(”—2“) dim (A,(K)) = ”(”—2_1)

== Fnonceés des exercices

Etude du produit d’une matrice carrée par une matrice diagonale,
de chaque coté

Soientn € N*, Ai,... Ay, iy, ..., € K —{0}, A = (a;;)ij € M,,(K).
On note B = ()x,-uja,-j),-j S Mn(K)
a) Montrer que, en notant D = diag (\y,...,\,), E = diag (u,...,x,), ona:
B = DAE.
b) En déduire que B est inversible si et seulement si A est inversible, et que, dans ce cas,
ennotant A~' = (ay;)i;, ona: B~' = (7' A )i
Groupe multiplicatif des matrices triangulaires a termes diagonaux tous égaux a 1
Soient n € N* et E I’ensemble des matrices A = (a;;)1<i,j<n de M, (K) telles que :
P> ] = a;j = 0

V.)€ (1. 0P, {l._j:m_l
- y= 1.

Montrer que E est un groupe multiplicatif.
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Enoncés des exercices

Exemple de groupe multiplicatif de matrices carrées d’ordre deux,
qui est un sous-groupe de GL,(R)

ht —asht
On note, pour tout (a,t) € R xR : M(a,t) = ( ac as ),

—asht acht
etG ={M(a,1); (a.1) e R% xR}

Montrer que G est un groupe pour la multiplication.

Exemple de calcul d’inverse d’une matrice carrée

1 ... ... 1

. . o S22
SmentneN,A=(Mm(l,j))1§“§n: o " | e M, (R).

1 2 n

Montrer que A est inversible et calculer A"

Exemple d’isomorphisme de C,[X] sur C"*!
Soient n € N*, (ay,. . .,a,) € C**'. On considere ’application

f:CuX] — C"', P+ f(P) = (P(ap), P'(@)....,P"(ay)).

Montrer que f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Exemple de calcul du rang d’une matrice carrée d’ordre n

Quel est le rang de A = (sin(i + j)) eM,(R) ?

I<i,j<n

Exemple de calcul des puissances d’une matrice carrée triangulaire
d’ordre trois

1

1
Calculer A" pour A = | 0 1| eM;R)etneZ.
0

1
1
0
Matrices carrées inversibles dont les lignes ont toutes la méme somme

Soient n € N*, A = (a;;);; € GL,(C). On suppose qu’il existe A € C tel que :
Vie(l,...n}, Y a;=A\
=

On note A~ = (b;;),;. Montrer A # 0 et :

4 1
Vie{l...n}, Y b;= N
j=1

Endomorphismes nilpotents d’ordre trois dans un espace vectoriel
de dimension trois

Soient E un K-ev de dimension trois, f € L(E) tel que: f* =0et f? # 0.

a) Montrer qu’il existe une base B de E telle que la matrice de f dans B soit

0 0 O
N={1 0 0
0 1 0
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b) Déterminer le commutant Cy de N dans M3(R), c’est-a-dire 1’ensemble
Cy={AeM;[R); AN = NA}.

c) En déduire, en notant e = Idg :

lg§€ L(E); go f = fog) = Vect(e, f, 7).

Matrices a termes > 0
On dit ici qu'une matrice a termes réels est positive si et seulement si tous ses termes
sont > 0.

a) Montrer que la somme de deux matrices positives est positive et que le produit de deux
matrices positives est positive.

b) Soient n € N*, A € M,,(R) positive. On suppose qu’il existe k € N* et X € M, (R)

positive telle que A*X = X. Montrer qu’il existe ¥ € M, ;(R) positive telle que
AY =Y.

Exemple de groupe de matrices carrées d’ordre trois, sous-groupe de GL3(R)

1 a a
a2 2
On note, pour tout a € R : M(a) = a 1+ D) D) € Mz (R),
a? a?
_ _Z 1— —
“ 2 2
etG ={M(a); a € R}.
0o 1 1
a)Ennotant I =z et U = 1 0 0], montrer:
-1 0 0

2
VaeR, M(a)=1+aU+ %U?

b) Montrer que ’application M : R — G, a ——> M (a) est bijective et que :

Y (a,b) € R, M(a+b) = M(a)M(b).

¢) En déduire que G est un sous-groupe de GL3(R) pour la multiplication.

d) Exprimer (M(a))k pour tout a € R et tout k € Z.

Etude des matrices combinaisons linéaires de I’identité et de la matrice de seuil,
dont tous les termes sont égaux a 1

a b
Soientn € N — {0,1}, (a,b) € K2, A = \\ e M, (K).
b a

Etudier I'inversibilité de A, et calculer A~' quand cet inverse existe.
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Enoncés des exercices

Exemple de calcul de I’inverse d’une matrice triangulaire dont les termes
sont certains coefficients binomiaux

Soit n € N*. On note A la matrice carrée réelle d’ordre n + 1 dont le terme situé a la
ligne i, colonne j est le coefficient binomial ({ ) , o, par convention, ce coefficient est
nulsii > j.
a) Montrer que 1’application

[ RIX] — R,X], PX)— P(X+ 1)

est un endomorphisme de I’espace vectoriel R, [X], et préciser la matrice de f dans la base
canonique de R, [X].

b) En déduire que A est inversible et exprimer A~".

Exemple de sous-anneau de M, (R)

. 1 0 1 1
S01ent1_(0 1),]—(0 1>6M2(R),

E = {M(x,y) =xI+yJ;(x,y) GRZ}.

a) Montrer que E est un R-ev ; en donner une base et la dimension.
b) Montrer que (E,+,-) est un anneau commutatif.
¢) Quels sont les éléments de E inversibles (pour - dans E)?

d) Résoudre les équations, d’inconnue X € E :
O XxX*’=1 (@()X>=0 (i) X*>=X.
e) Pour (x,y) € R?etn € N*, calculer (M (x,y))".

Calcul du rang d’une matrice dont les termes sont issus de la suite de Fibonacci

On note (¢, )qen 1a suite de Fibonacci, définie par ¢y =0, ¢, =1 et:

Yne Ns ¢n+2 = ¢n+l + ¢n'

Soitn € N — {0,1}. Déterminer le rang de la matrice A, = (¢; jJo<i.j<n € Mut1(R).

Décomposition des matrices de rang < 1 en produit d’une colonne par une ligne
Soientn € N*, H € M,,(K) telle que rg(H) < 1.

a) Montrer qu’il existe (U,V) € (M,,yl(l())2 telque: H=U"'"Vettr(H)="'VU.

b) Montrer : VA € M,,(K), HAH =t (AH)H.

Exemple de calcul du rang d’une matrice carrée d’ordre n

1 0 ... 0 1
1 1 . © o0
Soientn e N—{0,1}, A, =1¢ -, . - | eM®).
SO .10
0 ... 0 1 1

Déterminer le rang de A,,.
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Trois matrices deux a deux semblables, dont I’'une au moins est supposée
inversible

Soient A, B, C € M,,(K) telles que A soit inversible. Montrer que les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(1) A, B, C sont deux a deux semblables

(i) 3I(X,Y,2Z2) e (Mn(K))3, XYZ=A, YZX =B, ZXY =C.

Exemple de groupe multiplicatif de matrices carrées d’ordre trois,
qui n’est pas un sous-groupe de GL3(R)

1
On note, pour tout (a,b) € R x R* : M(a,b) = | 0 € M;3(R).
0

SN N
S S Q

a) Montrer que G est un groupe pour la multiplication des matrices carrées. Préciser 1’é1é-
ment neutre.

b) Est-ce que G est un sous-groupe de GL;(R) ?

Exemple de calcul de I’inverse d’un polynome de matrice carrée satisfaisant
une équation polynomiale

Soient n € N*, A € M,,(R) telle que : A> + A = I,. Montrer que A> + A + I, est inver-
sible et calculer son inverse.

Exemples de matrices carrées d’ordre trois, semblables, non semblables

Les matrices carrées d’ordre trois A et B sont-elles semblables, dans les exemples sui-
vants :

1 0 2 2 0 1
agA=(1 1 1], B=|1 1 2
0 2 1 1 -2 -1
2 1 1 3011
ppA=|0 2 1|, B=[0 1 1
00 1 00 1
01 0 0 0 0
ogA=[0 0o o). B=|0 0 1
0 0 0 0 0 0
00 1 01 0
dA=0 0 o), B=|0 0 1
0 0 0 0 0 0
11 1 1 0 1
egA=|0 2 o], B=|0 2 1
0 0 2 00 2
01 0 0 -1 0
pa=lo o 1], B=[0o 0o -1
0 0 0 0 0 0
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Enoncés des exercices

Exemple de calcul d’un couple (P,Q) de matrices inversibles tel que A = PJ,, , ,Q

1 2 3 1 0 0
Onnote : A=|1 —1 0], J=10 1 0] eM;sR). Montrer qu’il existe
1 1 2 0 0 0

(P,Q) € (GL3 (]R))2 tel que A = PJQ, et calculer un tel couple (P, Q).

Etude d’un endomorphisme de M, (K)

Soient n € N*, ay,...,a, € K deux a deux distincts.
On note D = diag (ay,...,a,) € M, (K) et on considere I’application

f M, (K) — M,(K), M+— f(M)=DM — MD.
a) Vérifier que f est un endomorphisme de 1’espace vectoriel M, (K ).

b) Déterminer Ker (f).

¢) Montrer que Im ( f) est ’ensemble F des matrices de M,,(K) dont tous les termes dia-
gonaux sont nuls.

Endomorphisme nilpotent sur un espace vectoriel de matrices carrées

Soientn € N*, A, B € M,,(C). On considére 1’application

f:M,(C) — M, (C), M +—> f(M)=AM — MB.

a) Vérifier que f est un endomorphisme de I’espace vectoriel M, (C).

b) Etablir :

V4
VpeN, VM eM,(C), f*(M)= Z <§:) (=" *A*MB*.
k=0

¢) En déduire que, si A et B sont nilpotentes, alors f est nilpotent.

Centre de M, (K)

Soit n € N*. Déterminer le centre de M,,(K), ¢’est-a-dire

{A eM,(K); YM € M,(K), AM = MA}.

Rangs de A, Re (A),Im (A), pour A € M, ,(C)
Soit (n,p) € (N*)2. On note, pour toute A = (a;;);; € M, ,(C) :
A= @;)ij. Re(A) = (Re(a),;. Im(A)=(Im(a;)),;.
qui sont dans M, (C).
a) Montrer, pour toute A € M,, ,(C) : g (A) =rg (A).

b) En déduire, pour toute A € M,,(C) :

rg (Re (A)) <2rg(A) et rg (Im (A)) < 2rg (A).
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c) 1) Donner un exemple de A € M,(C) telle que :
rg(A)=1, rg (Re (A)) =2, 1g (Im (A)) =2.

2) Donner un exemple de A € M,(C) telle que :

rg(A) =2, 1g(Re(A) =1, rg(Im(A)) = 1.

Matrices bistochastiques, matrices colonnes a termes > 0

Soient n € N*, A = (a;;);; € M,,(R) une matrice bistochastique, c’est-a-dire telle que :

V(l,_]) € {1,...,}’1}2, ajj 2 0

Vie(l...n), > a;=1
j=1

Viell,...n}, Y ay=1
i=1

Soit X = (x;)i1<i<n € M1 (R) telleque: Vi e{l,...,n}, x; = 0.

Onnote Y = AX = (i) i<i<n € M1 (R).

n n
Démontrer : l_[ v = Hx,».
i=1

i=1

mmese Du mal a démarrer ?

a) Effectuer le produit DAE, ou bien calculer le terme
général de ce produit.
b) Puisque D et E sont inversibles, B est inversible si et seule-
ment si A I'est, et dans ce cas B! = E-1A~-1 DL,

Montrer que E est un sous-groupe de GL, (K).

Montrer que G est un sous-groupe de GL,(R) pour la
multiplication.

En notant (ej,....e,;) la base canonique de M,, ; (R), et
(Cy,...,Cy) les colonnes de A, exprimer Cy,...,C, en fonc-
tion de ej.....e,, puis inverser le systeme d'équations, en cal-
culantey,....e, enfonctionde Cy,...,C,, ce quifournira A=

- Vérifier que fest linéaire.
« Considérer la matrice de f dans la base canonique de C,[X]
pour le départ et la base canonique de C"*! pour l'arrivée.

Montrer que les colonnes de A se décomposent linéaire-
ment sur deux colonnes simples et fixes (qui ne sont pas, a prio-
ri, des colonnes de A).

Décomposer A en A = I + J, calculer J2, J3, et utiliser la
formule du bindme de Newton, dans le casn = 0.
Montrer ensuite que la formule obtenue pour n = 0 est aussi
valable pourn < 0.

Considérer V = €M, 1(C) et traduire I'hypothese

par AV = AV.
1
Montrer A # 0 et déduire A~'V = SV

a) Considérer e; € E tel que fz(el) # 0, puis e2 = f(er),
e3 = f(e2),B= (e, 2, €3).
b) Passer, par exemple, par les (neuf) éléments de N.
¢) Traduire le résultat de b) en termes d’endomorphismes.
a) Revenir aux éléments des matrices.
k—1
b) Considérer ¥ = » "A'X = X + AX + ...+ A" x.
i=0
b) Calculer M (a)M (b) en utilisant a).
¢) Utiliser les résultats de b) pour montrer que G est un sous-
groupe de GL3(R).
d) Montrer (M(a))k = M (ka), par récurrence sur k pour k € N,
puis, pour k < 0, considérer l'inverse de M (a), qui est M (—a).

Décomposer linéairement A sur I, et sur la matrice U dont
tous les termes sont égaux a 1.
Remarquer que U? = nU. En déduire une équation du second
degré satisfaite par A.
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a) Pour obtenir la matrice de f dans la base canonique B
de R,[X], développer (X + 1)/ par la formule du binéme de
Newton.

b) Considérer I'application
g Ry[X] — R,y[X], P(X) — P(X—1).

b) Décomposer linéairement J? sur I et J. En déduire la
décomposition linéaire de M (x,y)M (x',y’) sur I et J.
¢) Pour (x,y) € R2 donné, résoudre I'équation
M(x,y)M(x',y") = I, d'inconnue (x,y’) € R?.
d) En notant X = M(x,y), calculer X2.
e) Décomposer linéairement M (x,y) sur [ et N = (O 1),

0 0
puis utiliser la formule du bindme de Newton.

Remarquer que, pour tout j € {0,...,n}, la colonne
numéro j + 2 de A, est la somme des colonnes numéros j + 1
etjde A,.

a) Remarquer que, puisquerg (H) = 1, les colonnes de H
sont colinéaires a une colonne fixe, qui n'est pas a priori une
colonne de H.

b) Montrer, avec les notations de a) : HAH = ('VAU)U 'V.
Appliquer le résultat de a) a AH a la place de H.

Opérer C,<— C, —C1 +Cy+ ...+ (=1)""1C,_y,
pour amener une n-eéme colonne plus simple.

D’abord, se rappeler que, par définition, deux matrices car-
rées A,B de méme format sont dites semblables si et seule-
ment s'il existe P € GL, (K) telle que B = P~'AP.

(i) = (ii) :

S'il existe P,Q € GL,(K) tellesque B = P~'AP

et C = Q'BQ, chercher X, Y, Z convenant, en les choisissant
de facon que les produits se simplifient.

(i) = (i) :

Montrer que X, Y, Z sont alors inversibles et que B = X tAX,
puis un résultat analogue pour C.

a) Montrer que G est stable pour la multiplication, que

J = M(0,1/2) est neutre dans G, et que tout M (a,b) admet un
symétrique pour la multiplication dans G, en résolvant le syste-
me d’équations

M(a,b)yM(c,d) = J

M(c,d)M(a,b) = J,
d’'inconnue (¢,d) € R x R*.
b) Remarquer que G n'est pas inclus dans GL3(R), ou encore,
remarquer que I3 n'est pas dans G.

Du mal a démarrer ?

Effectuer la division euclidienne de X° +X —1 par
X2+ X+1.

Rappels de cours :
« Par définition, deux matrices carrées (réelles d'ordre trois ici)
A,B sont dites semblables si et seulement s'il existe
P € GL3(R) telleque B = P~'AP.
- Si deux matrices carrées A, B sont semblables, alors :

tr(A) =tr(B), rg(A) =rg(B), det(A)=det(B),

mais les réciproques sont fausses.

a) Remarquer les traces.

b) Remarquer les déterminants.

¢) Puisque A et B se ressemblent en permutant les termes, cher-
cher une matrice P représentant une permutation de la base
canonique pour que B = P~'AP, ouencore PB = AP.

d) Remarquer A2 et B2.

e) Remarquer lesrangsde A — 21z et B — 213.

f) Chercher une matrice P inversible, diagonale a termes diago-
naux égaux a 1 ou —1,de faconque B = P~ 'AP.

Revenir a la preuve, dans le cours, de I'existence de (P, Q),
en considérant une application linéaire f : E — F représen-
tée par A : chercher une base de Ker (f), compléter celle-ci en
une base de E, calculer les images par f de ces vecteurs, et
compléter cette base de Im (/) en une base de F.

On contrélera le couple (P, Q) obtenu, en calculant le produit
PIQ.

b) Traduire f(M) = 0 par équivalences logiques, en pas-
sant par les termes des matrices. Obtenir: Ker (f) = D, (K).
¢) MontrerIm (f) C F, de maniere analogue a la solution de b),
en passant par les termes des matrices, puis comparer les
dimensions.

b) Récurrence sur p. Utiliser la formule fondamentale sur
les coefficients binomiaux :

P P p+1
(k—1)+<k)_( k )
c)Si A? =0 et BY =0, calculer f7*9(M).

Utiliser les matrices élémentaires E;; .

Se rappeler les propriétés de la conjugaison pour les
matrices a termes complexes (qui se redémontrent simplement
en revenant aux éléments des matrices) :

A+B=A+B,

dA=a s B = AB.
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a) Utiliser le théoréme du cours qui donne A = PJ,, O, avec

les notations usuelles.

b) Utiliser le résultat de l'exercice 19.8, traduit en termes de
matrices, ou redémontrer que le rang est sous-additif, c'est-a-

dire la formule :
rg (A + B) < rg(A) +r1g(B),

pour toutes A,B € M, ,(C).

» Montrer d'abord que Y est a termes tous > 0.

Examiner le cas ol I'un des x; est nul, et se ramener au cas ou

tous les x; sont > 0.
« Montrer que l'application f : x —> —Inx est convexe, et en
déduire que, pour tout (Ag,...,A,) €[0; +oo[? tel que

le =1,ona: f(Z)»jxj) < Z)\jf()cj).
j=1 j=1 j=1

Appliquer a A; = a;;.



= Corrigés des exercices

a) On calcule DAE :

—
ayp ... Q4
ay B/
Al ©) Aray Aidiy,
(O) )\n )\n anil )\n Ann
D DA
E
—_—
Hi (0)
0 Hn
Aar A, A1ai iy A,
)\nanl /\n App /\n Ap1 [y )\naml M
DA DAE=B

b) Puisque les \; et les j1; sont tous # 0, les matrices diago-
nales D et E sont inversibles, et D~' = diag (\',..., A1),
E~' =diag (u;",...,1;"). Comme B = DAE, il en résulte

que B est inversible si et seulement si A est inversible et que,
dans ces conditions :

B=(DAE)"' =E7'A™'D™" = (y; "oy X )i,

en appliquant @) 2 (E~', A=', D™') ala place de (D,A,E).

e Soient A,B € E. Comme A et B sont triangulaires
supérieures a termes diagonaux égaux a 1, A B I’est aussi, donc
AB e E.

o], € E.
*Si A € E, alors A est inversible et A~! est triangulaire su-
périeure a termes diagonaux égaux a 1, donc A~! € E.

Ainsi, E est un sous-groupe de GL,(K), donc est un groupe
(pour -).

Montrons que G est un sous-groupe de GL,(R) pour
la multiplication.

1) On a, pour tout (a,t) € RY x R :

—asht
acht

det (M(a,1)) = —aaC?htt
= a?(ch’t — sh’t) = a® # 0,

donc M(a,t) € GLy(R).
2)Ona: I,=M(1,0) € G, donc G # &.
3) Soient (a,t), (a’,t') e Ry x R. Ona:

—a’sht’
a’cht’
—aa'(chtsht’+shtcht’)
aa’(shtsht’'+chzcht’)

M(a,t)M (a',t")
_( acht  —asht a'cht’
~ \ —ashr achr —a’'sht’
[ ad’(chtcht'+shtsht’)
"\ —ad'(shtcht' +chtsht)

. < aa'ch(t +1)

—aa'sh(t +1)
—aa’'sh(t +1)

aa’ch(t +1)

=M(ad',t+1) €G,

car (aa’, t +1') e Ry x R.

4) Soit (a,1) e RZ x R.

D’apres 3)et2),ona (a™',—1) € R: xR et:
M@,HM@™",—t) = M(aa™",t — 1) = M(1,0) = I
M@, —tH)M(a,t) =M@ 'a,—t+1t)=M(1,0) =1, .

Ceci montre : (M(a,t))_1 =M@ "', —1) eG.

On conclut que G est un sous-groupe de GL,(R), donc G est
un groupe pour la multiplication.

Notons (ey,...,e,) la base canonique de M,, ; (R) et
Cy,...,C,les colonnesde A. Ona:

Ci=e+e+...+e,
C2:€1+2€2+...+2€”

Cn,1 =€ +2€2++(I’l— l)en,l —|—(n— ])en

C,=e1+2e,+...+(n—1)e,_1 +ne,
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el+ez+...+en=C1
€2+...+€,,:C2—C1

— :
en1t+e,=0C1—Chy
€n = Cn - Cnfl
e=C—(C;—C)=2C, —
e =(C;—C) —(C3—C)) =—C1+2C, — (5
—

€h—1 = (Cnfl - Cn72) - (Cn - Cnfl)
= _Cn72 + 2C‘nfl - Cn

e, =—0C 1+ Cn~
Ceci montre que A est inversible et que :
2 -1 0 ... 0
-1 2 .0
=il _ . . .
A = 0 .. .. .. 0
SO o2 -1
o ... 0 -1 1
On peut contrdler le résultat, par exemple pour n = 3
1 1 1 2 -1 0 1 0 0
1 2 2 -1 2 —-1]=10 1 0
1 2 3 0 -1 1 0 0 1

e La linéarité de f est immédiate. En effet, on a, pour
tout o € C et tous P,Q € C,[X] :

f@P+0) = (@P + O)@).....@P + 0)” (@)
= (aP@) + Q). .,
aP”(a,) + 0" (@)
= af(P)+ f(Q).
« On a, pour tout j € {0,...,n} :
S = (e, jai™ jG = Dad i 10, ,0).

La matrice de f dans la base canonique de C,[X] pour le dé-
part et la base canonique de C"*! pour I’arrivée est donc de la

forme :
0!
0o 1
: 2!
0O ... ... 0 n!
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Cette matrice est triangulaire supérieure a termes diagonaux
tous non nuls, donc cette matrice est inversible.

On conclut que f est un isomorphisme de C-espaces vectoriels,
de C,[X] sur C"*!.

Puisque sin(i 4+ j) = cos j sini 4 sin j cosi, pour

jeme

tout j de {1,...,n}, la j*"°colonne de A est :

sin 1 cos 1
cos j + sin j

sinn cosn

Ceci montre que les colonnes de A se décomposent linéaire-
ment sur deux colonnes fixes, donc rg(A) < 2.

Il est clair que, sin = 1, alors rg(A) = 1.

Si n > 2, les deux premieres colonnes de A forment une

in2 sin3
famille libre, puisque :123 2124 # 0, et on conclut :
rg(A) =2.
1 si n=1
Finalement : 1g(A) =
2 si n=>=2
0 1 1
Ennotant / =lzetJ =0 0 1], /etJcom-
0 0 O
mutentet A =1 + J.
0 0 1
Deplus,J2=(0 0 0],J°=0.
0 0 O

On en déduit, par la formule du bindme de Newton, pour tout n
de N —{0,1} :

A" (HJ)”:Z(Z)Jk:1+<'l’>1+<;)12

k=0
| nn+1)
2
“lo 1 n ’
0 0 1

ce dernier résultat étant a 1’évidence aussi valable pour
n e {0,1}.

1 n(n+1)
2
Notons, pourn € Z_, A, = 0 1 -
0 0 1



On a, pour tout n de Z_ :

A, A"
n(n+1) —n(—n+1)
1 _— 1 —n ——=
2 2
1o 1 n 0 1 —n
0 0 1 0 0 1
1 0 0
= 1 0| =1I.
0 1
Ceci montre (en prenantn = —1) que A est inversible, et que,
pour toutn de Z_, A" = A,.
nn+1)
! 2
Finalement, pour toutn de Z : A" = 0 1 n
0 0 1
1
Considérons V. =| : | e M, ;(C).Ona:
1
ap Qjp 1
AV = .
(2] o (2 1
D
Jj=1 /\
n A
>
j=1

Puisque A est inversible, on déduit :
V=(ATAV=A"1AV)=A"10V) = A"V
Si A =0, alors V = 0, contradiction.

Donc A # 0, puis: A~V = \7'v.

Ainsi :

Mv=alv=]| : : =

- 1
Onconclut: Vi e {1,...,n}, Zb,-_,- =3
j=1

a)Puisque f2 # 0, ilexistee; € E telque f2(e;) # 0.
Notons e, = f(e1),e3 = f(e2) = f*(er), B= (e, 2, €3).

Soit (aj, ay, a3) € K* tel que aje; + azye, + azes =0,
c’est-a-dire : aje; +a f(e;) + az f2(e;) = 0.

On déduit, en appliquant £2 et puisque > = 0 : a; f2(e;) = 0.
Comme f?(e;) # 0, on obtient a; = 0, puis, en reportant :
a, f(e)) +asf*(e;) =0. En appliquant f, on déduit de méme
a, =0, puis a3 f%(e;) = 0, donc a3 = 0.

Ceci montre que B est libre.

Comme dim (E) = 3 et que B est libre et de cardinal 3, il en
résulte que B est une base de E.

0
La matrice de fdans Best: N = | 1
0

= © @

0
0
0

8
h | € M3(K), quelconque. On a :
i

AN = NA <
a d g 0 0 0 0 O a d g
b e h I 0 0Oj=|1 0 O b e h
c f i 1 0 0 1 0 c f i
d g 0 0 0
< |e h O|l=a d g
f i 0 b e h
<—=d=0,g=0,e=a,h=d, g=0,

f=bi=e, h=0
<<—d=g=h=0,a=e=1i, f=h.

On conclut :
a 0 O
cN={ b a 0 ;(a,b,c-)eK3}.
c b a
c)D’apres b) :
1 0 0 0 0 O
CNz{a 0O 1 O)+b|1 0O O
0 0 1 0 1 0
0 0 O
+cl0 0 O ;(a,b,c)eK3}
1 0 0

= {aI3 +bN +cN?; (a,b,c) € K3}.
Il en résulte, en termes d’endomorphismes :
{geL(E); gof=fog}
= {ae+bf+cf2; (a,b,c) € Kz}
= Vect (e, f, f?).
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a) 1) Soient A = (a;;)ij, B = (bij)ij € M, ,(R) posi-
tives. On a alors A+ B = (a;; + b;j);; et, pour tout
(i,j) €f{l,....n}% a;; > 0eth; >0, dou a;; + b;; > 0, et
donc A + B est positive.

2) Soient A = (a;;)ij € M, ,(R), B = (bjr)jx € M, ;,(R)
positives. On a alors AB = (¢ix)ik,

ou, pour tout (i,k) € {1,...,n} x {1,....,q} :

P

Cik = Z a;jbjx > 0, comme somme de produits de nombres
Jj=1

tous > 0, et donc A B est positive.

k-1
b) Considérons ¥ = ZAiX.
iz0

D’apres a), comme A et X sont positives, par produit, pour tout
iefl,...,k—1}, A'X est positive, puis, par addition ¥ est
positive.

Ona:
AY = A(X + AX + ...+ AF1X)

=AX + A’X +... + ATX + AFX

=(AX+ ... + A" X))+ X =V.

Ainsi, Y convient.

0 1 1
a) En notant U = 1 0 O0],ona:
-1 0 0
0o 1 1 0o 1 1
U= 1 0 0 1 00
-1 0 0 -1 0 0
0 0 0
=10 1 11,
0 -1 -1
donc, pour tout a € R :
1 a a
a? a?
M@=|4 "3 7
o 2
_ _ 1— —
“ 2 2
1 0 0 0o 1 1 2 0 0 0
=0 I O)J4+al 1 0 O +5 0 1 1
0 0 1 -1 0 0 0 -1 -1

az >

b) * D’abord, il est clair que, pourtout a € R, onaM(a) € G
et que, pour tout (a,a’) € R? :

M) =M@d) = a=ad,

donc M est injective, et il est clair, par définition de G, que M
est surjective.

Ainsi, M est une bijection de R sur G.

* On a, pour tout (a,b) € R? :

M(@M(b) = (13 +alU + %ZUZ) (13 +bU + %ZUZ)

a? b?
:I3+(a+b)U+<—+ab+—>U2

2 2
- azb_*_ab2 U3—|—a2b2U4
2 2 4 '
Mais :
0 O 0 0O 1 1
vP=v*u=(0 1 1 1 0 0]=o0,
0 -1 -1 -1 0 0

puis U* = U3U =0, donc :
1
M@M®b) =1 + (a +b)U + E(a +b)2U? = M(a + b).

c¢) * La multiplication est interne dans G et est commutative,
d’apres b).

e La matrice M(0) =15 est neutre pour la multiplication
dans G.

*Ona, pourtout a € R :

M(a)M(—a) = M(a —a) = M(0) = I3, donc M(a) est in-
versible dans G et son inverse est M (—a).

En particulier : G C GL3(R).

Finalement, G est un sous-groupe de GL;(R).

d) Soit a € R.

1) Montrons, par récurrence sur k :
VkeN, (M@)" = Mka).
La propriété est évidente pour k = 0.
Si la propriété est vraie pour un k € N, alors :
k+1 k
(M(a)) =] (M(a)) M(a) = M (ka)M (a)
= M(ka+a) = M((k + l)a),

donc la propriété est vraie pour k + 1.

Ceci montre, par récurrence sur k, que la propriété est vraie pour
tout k € N.



2)On a, pour tout k € Z_, —k € N, et, d’apres c) et le résul-
tat précédent relatif a un exposant entier naturel, appliqué a
(—a,—k) :

(M(@)* = ((M(a))fl)ik -
— M((—k)(—a)) =

(M(-a)) ™"
M (ka).
On conclut :

Va eR,Vk e Z, (M) = M(ka).

En notant I =1, et U =(1) e M,(K), on a :
A= (a—-Db)I+bU.
Comme U? = nU, on déduit :

= (a — b)’I + (2(a — b)b + nb*)U

= (a —b)’I + (2(a — b) + nb)(A — (a — b)I)

= (2(a — b) + nb)A — ((a — b)* + nb(a — b))1,
donc :
A(A=(2(a—b)+nb)I) = —(a—b)(a+ (n—1b)I.

Sia#beta+ (n—1)b # 0, alors, en notant

- —((a — b)a+(n — 1)b))7' (A—(z(a —b)+ nb)l) .

ona AB = I, donc A est inversible et A~! = B.
Si a = b, alors A = aU, A n'est pas inversible.

Si a + (n — 1)b = 0, alors la somme des colonnes de A est
nulle, donc A n'est pas inversible.

a) * 1l est clair que, pour tout P (X) € R,[X],
)= P(X+1) e R,[X].
La linéarité de f est immédiate
P,0 e R,[X]:

: on a, pour tous a € R,

f@P+Q)=@P+0O)X+1

=aPX+ 1)+ 0X+1)=af(P)+ f(Q).

Ainsi, f est un endomorphisme de 1’espace vectoriel R, [X].

* On a, pour tout j € {0,...
ndme de Newton :

. NS g
f(Xf>—<X+1)f—Z<l.>x.

i=0

,n}, en utilisant la formule du bi-

La matrice de f dans la base canonique B = (1, X, ...
R, [X] est donc A, définie dans 1’énoncé.

,X") de

b) Considérons 1’application
g R,[X] — R,[X], PX) — P(X — 1),

qui est un endomorphisme de R, [X], comme ci-dessus pour f.
On a, pour tout P € R, [X] :

(g0 H(PX) =g(PX+D)

=P(X+1)-1)=PX)
(fog)(PX) = f(PX-D)
=P(X-1D+1)=PX),
donc :
go f=1Idg,x; et fog=Idg,x-
Il en résulte que A est inversible et que A~' = Matz(g).

Mais, comme plus haut pour f, a I’aide de la formule du bi-
ndme de Newton, on a, pour tout j € {0,...,n} :

iy i - imi [ J i
g(X’)—<X—1>J—;(—1)J (1>X

Onadonc: Mats(g) = (( )7~ {))

<
(...

Par exemple, pourn =3 :

Onconclut: A™' =

11 1 1
j 01 2 3
A= =
(<i>>o<i,j<3 00 1 3/
0 0 0 1
1 =l 1 =i
] o 1 -2 3
-1 _ —1) J —
<( )<i 0<i,j<3 0 0 -3
0 0 0 1

a) Par sa définition, E est le sev de M, (R) engendré
", J), donc E estun R-ev. Comme de plus (/,J) estal’évi-
Genew libre, (7,J) est une base de E, et donc dim(E) = 2.

2

1) = 2J — I, ona, pour tout

b) Enremarquant que J> = ((1)
(x,y,x,y") de R*:
M, )M, y) = xx'I + (xy' +yx)J +yy' 2J = 1)
= (xx' — yy) + (xy' + yx' + 2yy')J.
Ceci montre que la multiplication est interne dans £
Comme

+est interne dans £

V(x,y) e R*, =M (x,y) = M(—x,—y) € E
- est interne dans E

- est commutative dans E
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E estun sous-anneau commutatif de (M2 R),+, ) ,donc E est
un anneau commutatif.
¢) Soient (x,y),(x’,y) € R%. Ona:
{ xx' —yy =1
Mx,y))MX'y) =1
yx'+ (x +2y)y' =0.

Le déterminant § de ce systéme linéaire, d’inconnue (x',y’),
est: d=ux(x+2y)+y>=(x+y)>.
Six + y # 0, alors le systeme admet une solution (et une seule)
(x/,y") dans R?, donc M (x,y) est inversible dans E.
Si x+y =0, alors le systeme, qui est équivalent a

x(x'+y)=1
{ x(x'+y)=0
inversible dans E.

,n’apas de solution, donc M (x,y) n’est pas

Finalement, les éléments inversibles de E sontles M (x,y) tels
quex +y # 0.

d) Notons X = M (x,y), d’od X? = M (x? — y>,2(x + y)y).
x2—yr=1 {x2 -1

— s
2(x+y)y =0 y=0
donc S = {—1,1}.

(i)X2=1<:>{

x2—y*=0
(i) X> =0 <= = x+y=0,
20 +y)y=0
donc Sgiy = {M(x,—x); x € R}.
P=P =z
(i) X? = X
2+ y)y=y
1
P=x E(x—y):x
— { ou
Y= x+y=l
2
x=0 x =1
— ou s
donc S(ﬁi) = {0,1}
xX+Yy y

e)Ona: M(x,y) = <

0 1
othz( >
0 0

Comme / et N commutent et que N 2=0,ona, par la formule
du bindme de Newton :

):(x—|—y)1+yN,
0 x+y

n

(M) =3 (’,Z) (xr +3)"F YN

k=0
=@ +y" +nx+y)'yN
B ((x +)" ax+y)ly
0 (x + y)"

Notons Cy,...,C, les colonnes de A,,.

On a, pour tout j € {0,...,n — 2} :

o Pt
CG+Cu=| : |+| :
¢.i+n ¢.i+n+|
b + b P12
S R Y I o
Djn T Pjinti Pjtni2

Ainsi, chaque colonne de A,,, sauf C; et C;, est la somme des
deux colonnes précédentes.

Il en résulte que toutes les colonnes de A, se décomposent
linéairement sur C; et C,, doncrg (A4,) < 2.

0 1

e D’autre part: C, = 1 ,Cr = 1 , donc (Cy,C,) est

libre, d’ou: g (A,) = 2.
On conclut: rg(A,) = 2.

a) 1" méthode : Puisque rg(H) =1, il existe une

uj
colonne U = de M, ; (K) telle que les colonnes de H
Uy
soient colinéaires a U ; il existe donc vy,. ..,v, € K tels que :
Uivy ... UV,
H=wU...v,U)= =U"V.
UpV] ... Uy,

2¢me méthode :
Sirg(H) =0, alors H = 0, donc (U,V) = (0,0) convient.

Supposons rg (H) = 1. D’apres un théoréme du cours, il existe
P,0 e GL,(K) telles que H = PJQ, ou on a noté

e (1 ©

1
En notant C = €M, (K),ona C'C =1, donc:
0
A=PJQ=P(C'C)Q = (PC)('COQ).

En notant U = PC € M,,1(K) et V="'0C € M, ;(K),
onabien H=U"'V.

On a de plus, avec les notations précédentes :

tr(H) = Zukvk ='VU.
k=1



b) Soit A € M,,(K).Ona :
HAH =U'V)AU'V)=U(VAU)'V = (VAU)U 'V,

car'VAU € K.
D’aprés a) (appliqué a AH = (AU) 'V aulieude H ; on a bien
rg(AH) < 1),ona :

tr(AH) = '"VAU.

Ainsi: HAH =t(AH)H.

Notons Cy,...,C, les colonnes de A,. D’apres
le cours, par C, <—C, —C, +Cr+ ...+ —Dr'c,_,
ona:

1 0 ... 0 0
1 1 . 0 0
1g(A,) =r1g | o :
() BERETS | 0
0 ... 0 1 14!

* Si n est pair, alors la derniere colonne de A,, est nulle, et comme
les (n — 1) premieres colonnes de A, forment une famille libre
(d’apres la méthode de Gauss), on conclut : rg (A4,) =n — 1.

* Si n est impair, alors les n colonnes de A, forment une fa-
mille libre (d’apres la méthode de Gauss), donc : rg (A,) = n.

On conclut :

n—1 si nestpair

g (A,) = {

n si n estimpair.

On peut regrouper ces deux résultats en un seul :

—1
VneN-— {0,1}, rg (An) = 2E<HT> +1,

ou E(.) désigne la partie entiere.

(i) = (ii) :
Supposons A, B, C deux a deux semblables. Il existe donc
P,Q € GL,(K) tellesque B= P 'APet C = Q7'BQ.
Notons X = P e GL,(K),Y = Q0 € GL,(K),

Z = Q7 'BP~'. Puisque A et P sont inversibles, par inverse
et produit, B = P~'AP € GL,(K),

puis Z = Q7'BP~! € GL,(K).
Ona:

XYZ=PQQ 'BP™'=PBP' = A,
YZX = QQ 'BP'P =B,
ZXY =07 'BP'PQ=0"'BO=C.

() = () :
Supposons qu’il existe X, Y, Z € M,,(K) telles que :
XYZ=A, YZX =B, ZXY =C.

Puisque A estinversible etque XY Z = A, d’apres le cours sur
les matrices, ou celui sur les déterminants, X, Y, Z sont inver-
sibles.

Ona:
B=YZX=X"'X)YZX =X '(XYZ)X = X 'AX,
C=ZXY=ZXY(ZZ “)Y=2(XY2)Z7'=27AZ7",

donc A, B, C sont deux a deux semblables.

a) 1) G est stable pour la multiplication car, pour tous
(a,b), (c,d) € R x R*:

1 a a 1 ¢ ¢
M(a,b)M(c,d)y=|0 b b 0 d d
0O b b 0 d d
1 c+2ad c+2ad

=10 2bd 2bd

0 2bd 2bd

= M(c + 2ad, 2bd) € G.

2) On a, pour tout (a,b) € R x R* :
M(a,b)M(0,1/2) = M(a,b)
et
M(0,1/2)M(a,b) = M(a,b),
donc M (0,1/2) est neutre pour la multiplication dans G.

* Soit (a,b) € R x R*. Montrons que M (a,b) admet un sy-
métrique pour la multiplication dans G et calculons ce symé-
trique. On a, pour tout (¢,d) € R x R*:

M(a.b)M(c.d) = M(0,1/2)
{ M(c,d)M(a,b) = M(0,1/2)
M(c + 2ad 2bd) = M(0,1/2)
{ M(a + 2cb,2db) = M(0,1/2)
& c+2ad=0,2bd =1/2, a+2ch =0, 2db = 1/2

a

1
=e=-—gd= 2 #0.

Ceci montre que M (a,b) admet un symétrique pour la multi-

a 1
lication dans G et étri tM| — —, — ).
plication dans G et que ce symétrique es ( % 4b)

4) La multiplication est associative dans G car elle I’est dans
M;(R).
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b) G n’est pas un sous-groupe de GL;(R), car G n’est pas in-
clus dans GL3(R), puisque, par exemple M (0,1) n’est pas in-
versible dans GL3(R).

On peut aussi remarquer que le neutre I3 de GL;(R) n’est pas
dans G.

Cherchons I’éventuel inverse de A> + A + 1, sous
forme d’un polyndme en A.
A cet effet, pour utiliser I’hypothese A5 + A — I, = 0, effec-
tuons la division euclidienne de X> + X — 1 par X> + X + 1 :

X2+ X +1
X5 +X-1
—X4-X3 +X-1 X3-X2+1
X2+X-1
-2

Onadonc: X +X—-1=X+X+DHX>=X>+1)-2.
D’ou, en remplagant X par A :
0=A+A—-1,=(A*+A+1)A>— A’ +1, —21,.

1
On déduit : (A 4+ A + In)<E(A3 — A2+ 1,1)) =1,
et aussi I’autre égalité en permutant les deux facteurs, qui com-
mutent.

On conclut que A% + A + I, est inversible et que son inverse
(s 2
est 3 A —A+1, ).

a)Ona:tr(A) =3ettr(B) =2,
donc tr (A) # tr (B), et donc A et B ne sont pas semblables.

b)Ona:det(A) =4 etdet(B) = 3, doncdet (A) # det(B),
et donc A et B ne sont pas semblables.
0 0 1

c)NotonsP=|1 0 O
0 1 0

canonique (ey, ey, e3) de R3, de I’endomorphisme f défini par :

fler) = e, f(ex) =e3, f(e3) =ey.

Il est alors clair que P est inversible

, qui est la matrice, dans la base

0 1 0
etqueP'=[0 0 1|.Oncalcule PAP":
1 0 0
A =
0O 1 0 0O 1 0
0 0 O 0 0 1
0 0 O 1 0 0
0 0 1 0 0 O 0 0 O
1 0 0 0O 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 O 0 0 O
P PA PAP~'=B

On conclut que A et B sont semblables.

0 0 1
d)Onremarque A>=0etB>=|0 0 0| #0, donc A
0 0 0

et B ne sont pas semblables. En effet, si A et B étaient sem-
blables, il existerait P € GL3(R) telleque B = P~'AP, eton
aurait :

B*= (P 'AP? =P 'A’P =P '0P =0,
contradiction.

¢) On remarque que :

-1 1 1
rg(A—2L) =rg 0 0 0)=1

0 0 O

-1 0 1
rg(B—2L)=rg 0 0 1]}|=2

0O 0 0

Montrons que A et B ne sont pas semblables, en raisonnant
par I’absurde.

Supposons A et B semblables. Il existe alors P € GL3(R) telle
que B= P 'AP.Ona:
B—2L =P 'AP -2 =P (4 -215)P,

donc nécessairement : 1g (B —213) =1g(A —213),
contradiction.

On conclut que A et B ne sont pas semblables.

1 0 0
f)NotonsP=[0 —1 O | eGL3;R). OnaP'=P
0O 0 -1
et on calcule PAP~! :
A —1
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 -1 0
0 0 O 0o 0 -1
1 0 0 0O 1 0 0 -1 0
-1 0 0 0 -1 0 0 -1
0o 0 -1 0O 0 O 0 O 0
P PA PAP~'=B

On conclut que A et B sont semblables.

En notant C;, C,, C; les colonnes de A, on remarque
que C3 = C; + G etque (Cy, Cy) estlibre, doncrg (A) = 2.
D’apres le cours, il existe donc (P,Q) € (GL3 (]R))2 tel que
A = Pl33,0. Le but de I’exercice est de calculer un tel
couple (P, Q). A cet effet, on va suivre la preuve de ce théo-
reme du cours.
Notons By = (E, E,, E3) la base canonique de M3 ; (R) et f
I’application linéaire de Mj ;(R) dans lui-mé&me représentée
par la matrice A dans By au départ et a ’arrivée.



* Déterminons Ker (f).
X1
On a, pourtout X = | x, | € M5 (R) :

X3

X eKer(f) & f(X) =0 AX =0

X1 +2x +3x3=0

X3 = —X)
—{x—-x=0 =
Xy = X1.
X1 +x4+2x3=0
1
Une base de Ker ( f) est donc (U3), ou Uz = 1
—1

* On complete (U3) enune base B = (U, U,, Us) de M3 1 (R),
par exemple en choisissant :

1 0
U=E=|0], U=E,=|1
0 0
1
e Notons V, = f(U)) =AU, =| 1|,
1
2
Vo= fU) =AU, =| -1 ],
1

qui sont les deux premieres colonnes de A.
On complete (Vi, Vo) en une base C = (Vy, Vo, V)
de Ms 1 (R),

0
par exemple par V3 = E3 = | 0
1
On a alors :
1 0 0
Mats, 5, (f) = A et Matge(f) =10 1 0] =1
0 0 O

D’apres la formule de changement de bases pour une applica-
tion linéaire, ona: J3 5, = S"'AR, ot on a noté :

1 0 1
R=PassBp,B)=|0 1 1 |,

0 0 -1

1 2 0

S=Pass(Bp,O)=[1 —1 0

11 1

*Notons P = S et @ = R~ Onaalors (P, Q) € (GL3(R))’
et A= PJQ. On calcule facilement I’inverse de R et on
conclut qu’on peut choisir le couple (P, Q) défini par :

1 2 0 1 0 1
p=|1 -1 o], o=[o0 1 1
11 1 0 0 -1

Enfin, on, peut controler ce résultat en effectuant le produit PJQ
et en obtenant A.

a) La linéarité de f est immédiate. En effet, pour tout
a € K ettoutes M,N € M,,(K) :

f@M + N) = D(@aM + N) — (aM + N)D
=a(DM — MD) + (DN — ND)
=af (M) + f(N).

On conclut que f est un endomorphisme de 1’espace vectoriel
M, (K).
b)Soit M € M,,(K).Ona:

M eKer(f) < f(M)=0<= DM — MD =0

<= DM = MD.

Passons aux éléments des matrices ; notons M = (m;;);;.
Alors :

DM =MD

eV @.j) e{l,....n}% (DM); = (MD);

V(i j)e(l,....n?
D (D)i(M) =Y (M) (D)y;
k=1 k=1

— V(l,]) S {1, o0 ,n}z, aimij = m;;a;

=Y (@Q,j) efl,....n}* (@ —a)m; =0

VG, ) ell,... n) (i £ j = my =0),
car ay,...,a, sont deux a deux distincts.

Ainsi, Ker (f) est I’ensemble D, (K') des matrices diagonales
de M, (K).

c) Il est clair que F', ensemble des matrices de M, (K) a termes
diagonaux tous nuls, est un sev de M,,(K).

1) Montrons Im (f) C F.
Soit M = (m;;);j € M,,(K), quelconque. On a, pour tout
iefl,...,n}:

(f(M))ii = (DM — MD);;
=Y (D)(M)i; — Y (M) (D)i
k=1 k=1

= a;jm;; — my;a; =0,
donc f(M) € F.
Ceci montre : Im (f) C F.
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2) D’apres le théoreme du rang :
dim (Im (f)) = dim (M,,(K)) — dim (Ker (1))

= dim (M,,(K)) — dim (D, (K)) = n* — n.

D’autre part, il est clair que dim (F) = n®> — n.

En effet, une base de F est la famille de matrices élémen-
taires E;;, (i,7) € {1,... n¥ i + ]

On conclut: Im(f) = F.

a)* On a bien :
YM e M, (C), f(M)=AM — MB € M,,(C).

* On a, pour tout a € C et toutes M,N € M, (C) :
f@M + N)=A(aM + N) — (aM + N)B

=a(AM — MB) + (AN — NB)

=af (M) + f(N),
donc f est linéaire.
On conclut que f est un endomorphisme de I’espace vectoriel
M, (C).
b) Récurrence sur p.
Pour p = 0, la propriété est évidente.
Supposons la propriété vraie pour un p € N fixé :

VM e M,(C), f"(M)= i (‘Z) (—1)* AP~ M B*.

k=0

On a alors, pour toute M € M,,(C) :

P
£ = f(£70n) = f(; (i) (—D A" MB*)
_ P k p—k k
= (k)<—1) FAPFMBY)

‘Z) (—D*(A(AP*M B*) — (AP"*M B*)B)
i) (_l)k(Ap7k+1MBk _ ApkoBIH»l)

i’ (=1)k AP~5+1 pg B

k=0
~ (P
_ Z ( ) (_1)kA]7—kMBk+l
oo \k
P
_ Z p (_l)kA;1+1—kMBk
j=krt =\ k

p+1

_Z ( P 1) (—=1)/ "1 AP=itIprBI
=\J=
Jj=1

+1

-]

(i) (=1)kAPHI=k p B

~
1l

0
ptl

14 k—1 4 p—k+1 k
_ (—F1 AP+ B
> (7))
K (p p
_ 1k A (pHD—k k
;((k)+<k_l>>( HrA MBF,

+1
S <P+ 1) (—1)* AP+D=k A1 BE.
=0 k

ce qui montre la propriété pour p + 1.
Ainsi, par récurrence sur p, la formule voulue est établie.

¢) Supposons A et B nilpotentes. Il existe p,q € N* tels que
AP =0 et B? = 0. On alors, pour toute M € M,,(C) :

Pt p+q
+ _ _ 11k Ak +q—k
frremy =y ( L )( Dr Ak M BPte

q
=0
P
<P + Q> (=1)k Ak M BPHa*
7 k

q
+ 3 <p+q>(—l)kAkMB"+‘1’k

k=p+1 k

P
— (Z (p +q) (_l)kAkMBpfk)Bq
k=0 k
ptq p+q i
+ar( - ( N ) (—1)’<Ak—PMBP+q—k> =0.

k=p+1

Ceci montre /7™ = 0 et on conclut que f est nilpotent.

1) Soit A une matrice du centre de M,,(K).

On a, en particulier, pour tout (7, j) de {1,... n)?:
aip;
Comme AE[_,' = (O) (0)
i
1
Jj™ colonne
(O]
et EjA=|ay ... aj |<—i"™ ligne,
(0)
Vk =i, a; =0
on déduit : ViEj, a;=0
a;; = (ljj.

Ceci montre que, pour tout (i,) de {1,...,n}*> tel que i # j,
onaa;; = 0 et a;; = ajj.

ar (0)

Ainsi, A =
o\

= a”I,,.



2) Réciproquement, il est clair que, pour tout o de K, al, est
dans le centre de M, (K).

Finalement, le centre de M,,(K) est {al,; « € K}.

Rappelons d’abord les propriétés de la conjugaison pour
les matrices a termes complexes, qui se démontrent simplement
en passant par les éléments des matrices. On a, pour tout &« € C
et toutes matrices A, B a termes complexes, des lors que les

opérations sont possibles, les formules suivantes :
A+B=A+B, aA=aA, AB=AB.

a) Soit A € M,, ,(C). D’apreés un théoréme du cours, il existe
P € GL,(C), 0 € GL,(C) telles que A = PJ, , O, ou

L ( L (0)>
o o)
PJn,p,rQ = FJ}'I,p,ra-
PP-'=pP'P=1, donc PP '=P1P=1,

On déduit: A =
Mais :
ce qui montre que P est inversible. De méme, Q est inversible.

D’apres le méme théoréme du cours, en réciproque, on a
donc : rg (A) = r =rg (A).
b) Rappelons, cf. exercice 19.8 :
Y(4,B) € (M,(©)’, rg(A+ B) <rg(A) +12(B).
Ici:
1 _ —
rg (Re (A)) = rg (E(A +3) =1z (A+7A)
<1g(A) +1g(A) = 218 (4),

1 —
rg (Im (A)) =rg (E(A - A))

=rg(A—A) =rg(A+ (-A)
<rg(A) +r1g(—A) =r1g(A) +1g (A)
=2rg(A).

c)1)Pour A = (1
1 —1

1)
onaRe(A):(é Ol>,1 m(A) = ( )
)

etrg(A) =1, rg (Re (A)) = (Im (A) =

2)P0urA=<.] . ),
i —i

Re (A) = bl Im (A) =
on a Re =lg o) M =

etrg(A) =2, 1g(Re(A)) =1,1g (Im (4)) =

* Remarquons que, puisque les matrices A et X sont a

termes tous > 0, par produit de matrices, la matrice ¥ = AX

est a termes tous > 0, donc: Vi € {1,...,n}, y; = 0.

S’il existe i € {1,...,n} tel que x; = 0, alors :

]_[y, O—Hxl,

d’ou I'inégalité voulue, dans ce cas.

Supposons donc : Vi € {1,...,n}, x; > 0.

» Lapplication
f:10; +oo[— R, x — f(x) = —Inx
est deux fois dérivable et :
" 1
Vx €]0; +ool, f'(x) = — >0,
b

donc f est convexe.

Il en résulte, d’apres I’'inégalité de Jensen, que, pour tout

(Al,- -5 A\) €10; +ool” tel que ZAJ- =1,ona:

=1

f(Z/\jx,) < NSfG) ().
j=1 j=I1

Mais :

OR=1 —1H<Z/\j)€j) < Z)\j(—lnxj)
Jj=1 j=1
<~ ln<z/\jxj) 2 ln<l_[xj)\j>
=1 il

n n
— Z )\jx_,-
Jj=1

>]x"

j=1

Appliquons cecia \; = a;; = 0, pour i € {1,...,n} fixé:

n n
0= Y >[5
=1 j=1
On déduit, par produit de nombres tous 2> 0 :

n n n n n
aij \ _ aij

(1> 11(117) =1 (11)
i=1 i=1 \j=1 j=1 \i=l

n

n Zaff n
i=1
= .)Cj = | |)Cj.

j=1 j=1
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Déterminants,

systemes linéaires

0 Plan mmmmmmms

Les méthodes a retenir 319
Enoncés des exercices 321
Du mal a démarrer? 324
Corrigés 326

Thémes abovrdés dans les exevcices

Calculs de déterminants

Etude de ’inversibilité d’une matrice carrée, par I’étude de son déter-
minant

Etude de comatrice
Résolution de systemes linéaires.

Points essentiels du cours
pour la vésolution des exewvcices

Définition et propriétés de : déterminant d’une famille de n vecteurs
dans un ev de dimension n, déterminant d’un endomorphisme, détermi-
nant d’une matrice carrée

Calcul pratique des déterminants : opérations licites sur les colonnes,
sur les lignes, développement par rapport a une rangée

Définition de la comatrice d’une matrice carrée A € M,,(K) et formule :

A'com (A) = 'com (A) A = det (A)],.

m=mmme | ¢s méthodes a retenir

Pour calculer un déterminant
d’ordre trois ou quatre

K désigne un corps commutatif.

* Essayer de faire apparaitre des O par des opérations licites sur les
lignes ou sur les colonnes, pour développer ensuite par rapport a une
rangée ne contenant qu’un terme non nul, si possible.

== Exercices 21.1, 21.2

* Factoriser le plus possible au fur et & mesure des calculs.

= Exercices 21.1, 21.2.
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Pour calculer un déterminant
d’ordre n

Pour calculer le déterminant
d’une matrice carrée A
non donnée par ses éléments

Pour calculer le déterminant
d’un endomorphisme
d’un ev E de dimension finie

Pour résoudre un systeme affine
avec parametre(s)

Pour manipuler la comatrice
d’une matrice carrée A d’ordre n

* Essayer de faire apparaitre des O par des opérations licites sur les
lignes ou sur les colonnes, pour développer ensuite par rapport a une
rangée ne contenant qu’'un terme non nul, si possible, ou pour se
ramener au déterminant d’une matrice triangulaire.

W= Exercices 21.5 a), b), ¢), d), f), 21.11

* Factoriser le plus possible au fur et a mesure des calculs.

= Exercice 21.5

* Essayer, dans certains cas, de voir si une colonne est combinaison
linéaire des autres colonnes, ou si une ligne est combinaison linéaire
des autres lignes, auquel cas le déterminant est nul.

== Exercices 21.2 ¢), 21.5 e)

* Essayer de faire apparaitre des O par opérations licites sur les lignes
ou sur les colonnes, pour ensuite, en développant, faire apparaitre une
relation de récurrence, souvent d’ordre un ou d’ordre deux, et enfin
calculer le terme général de la suite ainsi considérée.

== Exercices 21.5 f), g), 21.11

* Le cas particulier des matrices tridiagonales a coefficients constants
est important.

== Exercice 21.5 f)

» Utiliser la multilinéarité et I’alternance du déterminant, lorsque les
colonnes (ou les lignes) se décomposent linéairement sur des colonnes
(ou des lignes) particulieres.

== Exercice 21.8.

Essayer d’amener une équation polynomiale satisfaite par A.

== Exercices 21.6, 21.10.

Se ramener au déterminant d’une matrice carrée, en considérant la
matrice de f dans une base convenable de E.

> Exercice 21.4.

Utiliser des combinaisons linéaires d’équations pour se ramener a un
systeme équivalent plus simple.

== Exercices 21.3, 21.7.

Essayer d’utiliser :

e la définition de com (A) : les termes de com (A) sont les cofacteurs
des termes de A
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Enoncés des exercices

e la formule du cours :
A'com(A) = 'com (A)A = det (A)L,,

qui, dans le cas particulier o A est inversible, permet de relier

com (A) et A~! par la formule :

1
A7l = t A).
dera) com@

W= Exercices 21.12, 21.13, 21.15.

=mmee Fnonceés des exercices

Exemples de calculs de déterminants d’ordre trois

Calculer les déterminants d’ordre trois suivants, en exprimant le résultat sous forme facto-

risée, pour (a,b,c) € K* :

a b ab 1 a bc 1 1 1
a)|la c¢ ac b)|1 b ca c)la®> b* ?
b ¢ bc 1 ¢ ab a b3

2a a—b—c 2a
d) |b—c—a 2b 2b .
2c 2¢ c—a—>b

Exemples de calculs de déterminants d’ordre quatre

Calculer les déterminants d’ordre quatre suivants, en exprimant le résultat sous forme fac-

torisée, pour a,b,c,d,.x € K :

a b ¢ b 1 a a* b+4c+d
a) b a b c b) 1 b b c+d+a
c b a b 1 ¢ ¢* d+a+b
b ¢ b a 1 d d& a+b+c
(I+x)7 2+x° G+x)* @+x)?
22 32 42 52
C) 32 42 52 62
42 52 62 72

Exemple de résolution d’un systéme affine a trois équations et trois inconnues,
avec parametre

Pour m € R fixé, résoudre le syst¢tme d’équations, d’inconnue (x,y,z) € R? :
mx+y+z=1
S) X+my+z=m

x—|—y+mz:m2.
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Chapitre 21 - Déterminants, systémes linéaires

— Déterminant de I’endomorphisme de transposition sur M, (R)

Soitn € N*, Onnote: f: M,(R) — M, (R), M — f(M) = "M.
a) Vérifier : f € L(M,(R)).

b) Calculer rg (f), tr (f), det (f).

— Exemples de calculs de déterminants d’ordre n

Calculer les déterminants suivants, pour n € N*, ay,...,a,,x,a,b € K :

a)ln n 3 ...n
nonono... njy
ap a as an
a, a +a—x as a,
b) | M a, a+a—x ... a,
a a as R L e A
X+ a ay ap ay
ap X+ ap ay ‘e ay
¢) det (aMax(i,j))l<_ g d) as as x+as; ... as
<i,j<n
a, a, a, cee X Ay gy
1 -1 o ... 0
a b . (0)
e) det((ij+i+j)|<i,j<n) N2 ab o0
: : b -1
a" a"'b ab b |4
1 +d? a 0 0
a 14a> . (0) :
gl o 0
: © . 144 a
0 e 0 a 1+a?l,
— Déterminant de la matrice obtenue en multipliant le terme général d’une matri-

ce carrée par (—1)+
Soientn € N*, A = (a;;);; € M,,(K).On note B = ((—l)i+fa,-j)ij e M, (K).

Montrer : det (B) = det (A).
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Enoncés des exercices

Exemple de résolution d’un systeme affine a n équations et n inconnues
Résoudre le systéme d’équations suivant :
X, =ax;+b
X3 =ax, +b
, d’inconnue (xy,...,x,) € C", de paramétre (a,b) € C.

X, =ax,_1 +b
Xy =ax, +b

Exemple de calcul d’un déterminant d’ordre r

Calculer le déterminant d’ordre n suivant, pour aj,...,a,,x € K fixés :
2
ay +x a|a, a\a,
ara a% +x ... aa,
D =
2
a,ag a,ay sy Xy,

Déterminant d’une matrice a termes entiers, pairs sur la diagonale,
impairs en dehors de la diagonale

Soientn € N*, A = (a;;);j € M,,(R) telle que :

Vie{l,...,n}, a; €27

VG j)ell,....np (i £j=a; eZZ—|—l).
a)Montrer: n+det(A) € 2Z+ 1.

b) En déduire que, si n est pair, alors A est inversible.

Signe du déterminant d’un polynome particulier de matrices carrées

Soient n € N*, A,B € M,,(R) telles que AB = BA, (p.q) € R? tel que p> —4q < 0.
Montrer :
det (A> 4+ pAB +¢B* > 0.

Déterminant de Vandermonde

a) Soient n € N*, (xy,...,x,) € K". On appelle déterminant de Vandermonde, et on
note ici V(xy,...,x,), 'élément de K défini par :
1 ox x2 . ar!
VOp..ox) =1 : = det (/i< jen)-
1 x, xrf x,’l“1 (1]
Montrer :

V(xi,...,X,) = l_[ (x; — x;j).

nzi>j>1
b) Calculer, pour n € N — {0,1} et xy,...,x, € K le déterminant :
1 x xy 2 o x.x
D = :
1 x, X7 X Xl
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Chapitre 21 - Déterminants, systémes linéaires

Matrice semblable a une comatrice et réciproquement
Soientn € N*, A,B € GL, (K) telles que det (A) = det (B). Montrer :

A ~com(B) <= B ~ com(A),
ot com désigne la comatrice, et ~ désigne la similitude des matrices carrées.

Exemple de calcul de la comatrice d’une matrice carrée inversible
14+n (1)

Soientn € N — {0,1}, A = . e M, (R).

M 14+n

a) Montrer que A est inversible et exprimer A~! A ’aide de A.

b) Calculer det (A).

c) Déterminer com (A).

Exemple de résolution d’un systeme de n + 1 équations a n + 1 inconnues

Soientn € N*, a € C.

Résoudre le systéme d’équations (S) d’inconnue (xo,...,x,) € C"1:

Xg = 1

Xo+x1=a

X0+ 2x, + x2 = a?

n . n
xo+( )+...+< )x,,:a".
1 n

Rang de la comatrice d’une matrice carrée

rg(A) = n = rg(com(A)) =n
Soientn € N —{0,1}, A € M,,(K). Etablir : { rg(A) =n — 1 = rg(com(A)) =
)

1
1g(A) < n —2 = rg(com(A)) = 0.

mssse Du mal a démarrer ?

Essayer de faire apparaitre des 0 par opérations licites sur
les lignes ou sur les colonnes, pour développer ensuite par rap-
port a une rangée contenant deux 0, ou pour combiner avec la
régle de Sarrus, valable pour les déterminants d’ordre 2 ou 3.

a) Essayer de faire apparaitre des O par opérations licites
sur les lignes ou sur les colonnes, pour développer ensuite par
rapport a une rangée contenant trois 0.
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b) Remarquer que, en notant s =a + b + ¢ + d, la quatrieme
colonne est combinaison linéaire des deux premieres colonnes.
¢) Par opérations licites sur les colonnes, se ramener a des
déterminants plus simples.

Par exemple, commencer par remplacer (S) par un systeme
équivalent plus simple. Ceci fera apparaitre m — 1 en facteur et
incitera a séparerencas: m # 1, m = 1.
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b) Former la matrice de fdans une base de M,, (R) formée
d’'une base de S, (R) suivie d'une base de A, (R).

a) Opérer Cj«— C; —C, pour j =1,...,n—1, et se
ramener au déterminant d'une matrice triangulaire.
b) Opérer L; «— L; — L; pour i =2,...,n, et se ramener au
déterminant d'une matrice triangulaire.
c) Opérer L; «— L; — L;jy; pour i = 1,...,n — 1, et se rame-
ner au déterminant d'une matrice triangulaire.
d) Opérer Cj <— C; — Cy pour j =2,...,n, pour faire appa-

n
raitre des 0, des x, des —x, puis opérer Lj<— L + Z L;, et
i=2

se ramener au déterminant d'une matrice triangulaire.
e) Remarquer que les colonnes du déterminant proposé se
décomposent linéairement sur deux colonnes fixes.
f) Développer le déterminant D, proposé par rapport a la
derniére colonne et obtenir une relation de récurrence donnant
D, +1 en fonction de D,,.
g) Développer le déterminant D, proposé par rapport a sa pre-
miére ligne (par exemple), puis développer le déterminant
d'ordre n — 1 obtenu par rapport a sa premiere colonne.
Montrer ainsi que la suite (D,,), est une suite récurrente linéai-
re du second ordre a coefficients constants et sans second
membre, d'ou le calcul de son terme général.

Premiere méthode : revenir a la définition du déterminant
d’une matrice carrée comme sommation de produits, indexée
par le groupe symétrique.

Seconde méthode : remarquer que B = DAD, ou D est la
matrice diagonale diag ((—1)')

1<i<n’

Remplacer (S) par un systéme équivalent, obtenu en
exprimant xz,...,x, en fonction de x;, et avec une derniére
équation portant sur xj.

Séparerencas: a" #1,a" = 1.

En notant B = (E;,...,E,) la base canonique de

aj

M, R),A= , le déterminant proposé est celui d'une

ay
famille de colonnes décomposées linéairement sur
Ei,...,E,, A. Utiliser la multilinéarité et I'alternance de detg.

Du mal a démarrer ?

a) Passer modulo 2.

b) Remarquer qu’un entier impair n’est pas nul.
Utiliser la factorisation de X? 4+ pX + ¢ dans C[X].

a) Commencer par calculer le déterminant de
Vandermonde pourn = 1,n =2,n = 3.

Montrer le résultat voulu, par récurrence sur n, en utilisant des
opérations licites sur les colonnes, permettant, dans le calcul du
déterminant a l'ordre n, de faire apparaitre le déterminant a
l'ordren — 1.

b) En multipliant, pour chaque i, la ligne numéro i par x;, se
ramener a un déterminant de Vandermonde.

+ Se rappeler que deux matrices carrées de méme ordre
A,C sont dites semblables si et seulement s'il existe une matri-
ce carrée inversible P telle que A = PCP~.

« Puisque A et B sont inversibles, on peut exprimer les coma-
trices de A et B a l'aide des inverses de A et B.

a) Décomposer linéairement A sur I, et la matrice
U € M, (R) dont tous les termes sont égaux a 1. Remarquer
que U? = nU, d’oti I'on déduit une équation du second degré
satisfaite par A, puis l'inversibilité de A et le calcul de A~
b) Opérer C1<— C1+Ca+...4+C,, puis Cj«<— C; —C;
pourj = 2,...,n, pour se ramener au déterminant d’'une matri-
ce triangulaire.
¢) Puisque A est inversible, on peut exprimer com (A) a l'aide de
A~ et utiliser le résultat obtenu en a).

Remarquer que le systeme est triangulaire. Calculer xo, x1,
Xy et conjecturer une formule pour xi,1 < k < n+ 1, que I'on
montrera par récurrence forte sur k.

Séparer I'étude en trois cas : rg(A) =n, 1g(A) =n—1,
rg(A) <n-—2.

1) Dans le cas rg (A) = n, faire intervenir l'inversibilité de A.

2) Dans le casrg (A) = n — 1, montrer rg (com (A)) = 1 en uti-
lisant la formule du cours A 'com (A) = det (A) I, et en remar-
quant qu‘alors Im (‘com (A)) C Ker (A).

3) Dans le casrg (A) < n — 2, montrer com (A) = 0.
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= Corrigés des exercices

a)
a b ab a b ab
a ac = 0 c—b a(c—>b)
b ¢ be|l M p_q 0 (b —a)c
La<—L3—Ly
a b ab
=(c—-b)b—-a)|0 1 a
1 0 ¢
= ac(c—b)(b—a).
Sarrus
b)
1 a bc 1 a bc
1 b ca = 0 b—a cla—>b)
1 ¢ ab|P2 000 ¢c—a bla-c
La<—I3—1L,
1 a be
=b-a)(c—a)|0 1 -—c
0O 1 —b
1 —c
= (b —-a)(c—a) . b = (a—>b)(b—rc)(c—a).
c)
1 1 1 1 0 0
a? b = a br—a*® *—-a
B b B3| B B BB
C3«—C3—C)
1 0 0
=0b—a)(c—a)l|a® b+a c+a
a> b*+ba+a> A +ca+a®
b+a c+a
= b— —
b-a)c—-a) b*>+ba+a*> c*+ca+ad®
b+a c+a
Ly——fz—aL,(b_a)(c_a) b? c?
b+a c—b
Cz<——?2—C1 (b N a)(c - a) b2 C2 e bZ
b+a 1
:(b—a)(c—a)(c—b)’ b2 c—|—b‘

= (b—a)(c—a)(c—Db)(ab+ ac + bc).

d)
2a a—b—c 2a
b—c—a 2b 2b
2¢ 2 c—a—>b
2a —(a+b+c) 0
= b—c—a a+b+c a+b+c
R 2¢ 0 —(@+b+0)
C3—C3—C)
2a -1 0
=@+b+o)i|b—c—a 1 1
2¢ 0 -1
a+b+c 0 O
= (@a+b+c)’|b+c—a 1 0
Li«—L+Ly+L3 2 0 —1
Ly«—Ly+L3
=—(a+b+c).
a)
a b ¢ b a b c—a 0
b a b c¢ . b a 0 c—a
c b a b C3<—_C3—C1 c b a-c 0
b ¢ b alcec,—clb c 0 a—c
a+c 2b 0 0
_ 2b a+c 0 0
[ Py G b a—c 0
Ly<—Lo+1Ly b 4 0 a—c
_ . latc 2D
=@-o9 2b  a+c

= (@—o)*((a+0o)’ - 2b)°)
=(a—c)*(a+c—2b)(a+c+2b).

b)Ennotants = a + b + c +d et Cy, C,, C3, C4 les colonnes
du déterminant proposé, on a :

b+c+d s—a 1 a

g— ctd+a | |s—b| _ 1 _ b

“ld4+a+b | | s—c = 1 G

a+b+c s—d 1 d
=SC1—C2.



Ainsi, les colonnes du déterminant proposé forment une famille
liée, donc ce déterminant est nul.

c)
(I+x)? Q2+x)? GB+x)? @+x)?
22 32 42 52
32 42 52 62
42 52 62 72
(1+x)? 2x+3 2x+5 2x+7
_ 2 5 7 9
E—=C=Cymis 32 7 9 11
j=2,3,4 6> 9 11 13
(1+x)? 2x+3 2 2
_ 22 5 2 2 —0
Cj«—Cj=Cj-1. 3 7 2 2 ‘
j=3,4 42 9 2 2

En notant L, L,, L3 les lignes successives (S), en
effectuant Ly«— L, — Ly et L3«— L3 — L), ona:

mx+y+z=1
S)sx+my+z=m

x—|—y—{—mz=m2
mx+y+z=1
1—mx+m—-1)y=m-—1
(I—=m)y+@m—Dz=m?>—m
mx+y+z=1
1-—mx—-y+1)=0

A =m)(y—z+m)=0.
Séparons en deux cas :

1"cas:m # 1 :

Alors :
mx+y+z=1
S)<—3{x—y+1=0
y—z+m=0
y=z—m
—{x=z—1—m
mz—1-m)+(z—m)+z=1 (E).
Et:

(EB) < m+2)z—m*+2m+1)=0.

_(m+1)?

eSim £ — 2, alors: (E) <= z = mr2 puis on obtient :

(m + 1)? 1
-m=——m=

m+2 m+2’

(m + 1)? m—+ 1
——l-m=—T"7_ ) = —e
xX=z m ) (m+1) mt2
*Sim=-2, alors : (E) <= 0z—1=0, qui n’a pas de

solution.

2¢cas:m=1:
Alors: (S)<=x+y+z=1.

On conclut que I’ensemble S des solutions de (S) est :

m+l 1 (m4 1) i
_ 1 -2
{( m+2"m+2 m+2 )} siom#letm#
SES %] sio o m=-2
{(x,y,l—x—y); (x,y)eRz} siom=1

a) On a, pour tout « € R et toutes A,B € M,,(R) :
f(@A+B)="(@A+B)=a'A+"'B
=af(A)+ f(B),

donc f € L(M,(R)).

b) D’apres le cours, les sev S, (R) et A, (R), formés respecti-
vement des matrices symétriques et des matrices antisymétriques,
sont supplémentaires dans M,, (R) et :

nn+1)

dim (S,(R)) = ———. 2G=1

dim (A, (R)) = ——

Il existe donc une base B de M, (R) formée successivement par
une base de S, (R) et une base de A, (R).

La matrice de f dans cette base est la matrice diagonale

1
D =diag(1,...,1,—1,...,—1) formée de @ termes
. X _.oonm—1) . N
égaux a 1, suivis de — termes égaux a —1.
I1 est clair alors que :
nn+1) nn-—1)
ig(f)=n, w(f)= - =n,
2 2
n(n+1) n(n—1) n(n—1)
det (f) =177 ()T = (DT
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a)
n
n 2 n
n 3 n
n n n [
1—n 0 0 0
2—n 0 0
0 3—n 0
Cie“zj_c'“
T loceogp=11 0 0 -1
0 0 0

=1=-nQ2=n)...(=Dn=(=D""n!.

b)
ai a as
a, ay+a;—x as
a; a a +az —x a,
a a as e G ta,—x
ai a as N a,
0 a —x 0 0
— 0 0 a, — x 0
Li«—L;—Ly, | - .
) : . 0
i=2,..., n
0 0 a1—x

c)

det (M G-D)

a a*> a?
a* a®> ad
—|d & o
a® a* a"
2 0 0
a’ —a’ 0

=@—-a>)@®—-ab)... @ "—aa"

= (a(l — @) (a*(1 —a))...(a" (1 —a))a"

=a
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_ n(n+1)
a)'=a:

(1—a)* .

1)

d)

x + ag aj aj e aj
a) X+ ap a) R a
as as x4+a; ... as
a, a, a, X +a,
x+a —x —x —X
a X 0 0
— a; 0 X 0
Cj«—C;—Cy, .
=2, : ) ) ’ :
a, 0 0o ... x
x4+a+...+a, 0 0 ... O
a x 0 ... 0
= as 0 x
Li<—Ly+(Lo+...4+Lp) )
: 0
a, 0 0 x

= x"! (x + ia,—).
i=1

e) Notons, pour j € {1,...
déterminant proposé. On a, pour tout j € {1,...,n} :

,n}, C; la colonne numéro j du

C/ = (l] +i+ j)lgign = (l(] + 1) + j)lgign
1 1
=G+D| ]+
n 1
Ainsi, C; se décompose linéairement sur deux colonnes fixes
(c’est-a-dire indépendantes de j).

Sin > 3, alors la famille des colonnes est liée, donc le déter-
minant proposé est nul.

Sin =1, alors le déterminant est égal a 3.

Sin = 2, alors le déterminant est

|-t

f) En notant D, le déterminant d’ordre n 4 1 proposé, on a,
par développement par rapport a la derniére colonne :

1 —1 0O ... 0
a b .0
Dn+| = az ab 0
: : b -1
a" a"'b ... ab b |,
1 —1 0 0
a b . (0)
= bDn ol . . 0
2 P b -1
a" nilb ab [n]



En mettant a en facteur dans la derniere ligne de ce dernier
déterminant, on fait apparaitre encore D,,, d’ou :

D,,, =bD,+aD, = (a+D)D,.
Il en résulte, par suite géométrique :
D1 =(a+0b)"Dy = (a+b)"
g) Notons D,, le déterminant proposé.

On a, pour n > 3, en développant par rapport a la 1°™ ligne :

14+ad*> a

0
D, = a\\\
a
0 a 1+ad* il
1+a* a a a 0—0
a \O 0 1+a* a
=(1+d% \ —-a \O
a a
0 , a
a 1+a”l,_y 0\\
a 1+alyy

=(1+a*)Dy_1 —a’Dy_s.

En notant Dy = 1,
comme D; =1 4+a’ et D, = (1 +a*)? —ad?,
laformule D,, = (1 + a*)D,_, — a*D,,_, est valable pour tout
n=?2.
On déduit: D, — D, | = a*(D,_1 — D,_»),
d’ou, par remplacements successifs :
D, — D,y = (@)" (D) — Dy) = a*,
puis, en sommant :
D,=a"+a" 4+ ... +a’>+Dy=a*+...+a*+ 1.
1 — g2+2

Si a® # 1, on peut écrire : D, = ————.
1—a?

Et,sia®>=1,alors D, =n+ 1.

Premiére méthode :
En notant B = (b;;);;, on obtient par la définition du déter-

minant :

det(B) = Y e(@bo).1 ---bowa

0e6,

+1
=Y @)D" agayr .. (=17 ag ,
0e6,

(O’(l)+..<+o'(n)>+(1+M+n)
= Z e(o)(=1) Ag(1),1 - - - Ao(n),n

ge6,
2(1+...
= Z g(o)(—=1) s +”)aa(l),l «o Aom),n
0e6,
= Z S(J)ag(l)yl - lomyn = det (A)
0e6,

Seconde méthode :

On remarque : V (i, j) € {1,...,n}%, b; = (—1)'a;;(—1).

Ainsi, B est le produit B = DAD, ou D est la matrice dia-

gonale D = diag ((—l)i) . On a alors :

I<i,j<n

det (B) = det (DAD) = det (D) det (A) det (D)

= (det (D))’ det (A) = (H(—l)f)2det (A) = det (A).
i=1

Xo=ax; +b
X3 =ax, +b=a(ax,+b)+b
=a’x;+ (a+ b
S) <=
Xp=a"x;+ @ *+...+1b
xi=ax; + @ '+...+1)b.
1) Casa” 1
(@ '+...+Db b

On obtient x; = , puis en repor-
a

1—a" 1—
tant :
b
X)=ax;+b=——, .. x, = .
l—a l—a
2) Casa" =1
n_ 1
a)Sia#1,alorsa™ +...+1="2 = =0, et donc:
a4 —

Xo =ax;+b
x3 =a’*x; + (a+ b

S) =
Xy =a"'x; 4+ @2+ ...+ Db.

0B) Sia=1etb#0,comme x; = x; +nb, (S)n’a pas de
solution.

7) Sia=1etb=0,alors (S) <= x; =x, = ... = X,.
Finalement :
b b g L1
l—a’ " 1—a sta”
{(xl,axl + b,a’x; + (a+ 1)b,...,
S = a5 +(a”’2+...+1)b); X E(C}
si(@"=1leta#1)
(%) si(a=1letb #0)
{(x1,...,x1); x; € C} si(a=1etb=0).

Notons B = (E;,...,E,) la base canonique de
M, (R), C; la colonne numéro j du déterminant D proposé,
a
pourj =1,...,n,A = . On aalors :
Ay
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2
ay +x a,a, a,a,
2
ara a; +x ... ara,
D=
2
a,a a,a, a, +x

= detg(alA + xE4,...,a,A + xE,).

En développant par multilinéarité et alternance, il ne reste que
n + 1 déterminants :

D = dets(xEy,... .xE,) + Y _ dets(xEy,...,q;4,...,xE,)

j=1

=x"+x"") adets(E,.....A,....E,).

j=1

Ona, pourj € {1,...,n} fixé, en développant successivement
par rapport a la derniere colonne, depuis la colonne 7 jusqu’a
la colonne j :

detz(E,...,A,...,E,) =

1 0 ... 0 ag O ... ... 0
0 % @ 3 ¢ .
S0 .0 (0
0 0 1 :
0 0 a O 0
1 0 ...0
© 0 .0
S .0
0 0 a, O 0 1y
1 0 a
0 . 0
=|: 0 = a;
() IR |
0 ... ... 0 gy

n
Finalement: D = x" 4 x"~! E a,2
j=1

a) Utilisons les congruences modulo 2.

Notons M = (m;;);; € M,,(Z/2Z) lamatrice carrée d’ordre n,
a coefficients dans Z /27, ou m;; est la classe de a;; modulo 2.
Puisque le déterminant d’une matrice carrée s’obtient par
somme de produits de termes de la matrice, il est clair, avec
les hypotheses de 1’énoncé, que, modulo 2 :

o 1 ... 1
det(A) = 0
@)) 1
1 1 0l

0 1 (1)
C]<—C|+=Cz+..<+cn 1
M 0 1
n—1 1 1 0l
11 1
0 1 (D
=m-D|: |
oM 0 1
11 1 0l
1 0 0
-1 0 (0
= -1 0
Ci<Ci—-C .
j=2,...n - (O) =l O
1 0 0 —1ly
=mn—-DED"N

D’ou :
n + det (A) =n +(n—D(=D""

Ju—

=n+m—-1)=2n-1
[2]” (n ) n

5

Finalement, n + det (A) est impair.

b) Si n est pair, alors, comme n + det (A) est impair, par dif-
férence, det (A) est impair, donc non nul, et on conclut que A
est inversible.

Puisque p?> — 4q < 0, le trindme réel X> + pX + ¢
admet deux zéros complexes conjugués (égaux si p* — 4q = 0,

distincts si p> — 4¢g < 0). Il existe donc z € C tel que :
X+ pX+g=X-2)X-2).
Ainsi: z+4+Z7=—petzz=g¢q.Onaalors:
(A—zB)(A—7ZB) = A> — zBA — ZAB + zZB?
= A’ — (z+2)AB +ZB°
= A> 4+ pAB +qB?,
d’ou :
det (A> + pAB + qB*) = det ((A — zB)(A —ZB))
= det (A — zB) det (A — ZB)
=det (A — zB)det (A — zB)

= |det(A —zB)|* > 0.



a)eSin=1: V(x;) = x;.

. 1 x
eSin=2: V(xi,x) = = X — Xj.
1 X2
eSin=3:
1 x X}
_ 2
Vxi,x,x3) =11 x X5
1 x; x2
1 0 0
— 1 _ 2 _
= X2 X1 Xy X1X2
Cre—Cr—xiC
OO s —x X2 —xix
C3—C3—x1Cy
1 X2
= (x2 — x1)(x3 — x1)
1 X3

= (x2 — x1)(x3 — x1)(x3 — Xx2).

*Ona, pourtoutn € N telquen > 3 :

2 n—1
1 x xy ... x
2 n—1
1 x x5 ... Xx;
V(xlv'-'vxn) = 1. . . . =
. . N . Cj«—Cj—x1Cj_;
1 x, x2 X! J=2en
1 0 0 0
2 n—1 n—2
1 xo—x1 x3—xix2 ... Xj —XX;
2 n—1 n—2
1 x,—x1 x;,—xix, ... X7 —Xxix,
n—2
I x ... x3
= —x1)...(x, —x1)
n—2
I x, ... x, [n—1]

= (g —x1) ... (6 = X))V (X3, .., Xp)-
On conclut, par récurrence sur n, ou encore, de proche en
proche :

n—1
V(xp,...,x%,) = H(

j=1

G5 = Xj)) = l_[ (x; —Xj)-

i=j+1 nzi>j=1

b) Pour faire apparaitre o, = x; ...x,, comme la derniere
colonne contient ce produit en omettant un facteur, multiplions,
pour chaque i € {1,...,n}, laligne numéro i du déterminant
D proposé par x; :

1 n—2

X1 el Xy X2 ... Xp
X1...x,D=x1...x,
n—2
I x, ... x) X1 e Xpet [
x x2 ... X o,
2 =il
p I coo I O )

X1 Xy ... X
= O'n
2 n—1
Xp Xy ... X)) Ly

On reconnait alors un déterminant de Vandermonde, a 1’ordre

pres des colonnes.
2 ooo n
| n—1 est

composée de n — 1 transpositions échangeant deux éléments

" . . 1
La permutation circulaire ¢ = (
n

consécutivement, donc e(c) = (—1)"~', d’ot, d’apres 1 alter-
nance du déterminant :

oD =x1...x,D = 0,(—=1)""'V(xi,...,x,).
Si xq,...,x, sont tous non nuls, on conclut :
D= (—1)""'"V(x,...,x,).

Supposons, par exemple x; = 0. Alors, en revenant a la défi-
nition de D :

n—1

1 x ... X Xo...Xp
1 ox ... X! 0
D =
=il
1 Xn .X:: 0 [n]
=(=1)""x . x,V(x2,. .. ,X0)

=(=D""0=0)...(x, —0)V(xa,...,x)

= (—D"'V(0,x2,....x,) = (=1D)"'V(x1,x2,. .., x,).

Finalement, pour tout (x,...,x,) € K" :

D= (=D""V(x,...,x,).

Puisque A,B € GL,(K), d’aprés une formule du
cours :

com(A) =det(A)'A7", com(B) =det(B)'B7".

1) Supposons A ~ com (B).
Il existe P € GL,(K) telle que : A = P com (B)P~".
Onaalors: A = Pdet(B)'B~'P!,

donc: 'B7l= = (B)P’IAP, puis :
— t(P—]AP)—l — IP—l lA—l IP
det (B) det (B)
1 it - =
= PtAT P =("P)"! A)'P.
det () (" P)” com (A)

Ceci montre : B ~ com (A).

2) Comme A et B ont des roles symétriques, la réciproque
s’obtient en échangeant A et B, d’ou le résultat voulu.
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a) En notant U la matrice carrée d’ordre n dont tous
les termes sont égaux a 1, on remarque que A = nl, + U.
Comme U? = nU, onobtient (A — nl,)?> = n(A —nl,),d ou
A% —3nA +2n°I, =0, puis :

1
A(— 57 (A —3nI,l)> =1,

et
1
—55(A=3nl))A=1,

Ceci montre que A est inversible et que

1
=1 __
A ——ﬁ(A_3}’lIn)'
b)On a:
1+n (1)
det (A) = ,
@)) 1+n
2n 1 1
n 1+n . (1)
Cy —C1+=C‘2+...+C” : 1
: S (1) |
2n 1 I 1+nly,
1 1 1
1 14n . (1
=2n|: 1
) 1
11 1 1+nly
1 0 0
1 n 0)
— 2n 0 =2nn""! = 2n".
¢ -¢j—C, o
j=2...n o (0 .
I 0 ... 1 =nly

c) Puisque A estinversible, on a, d’apres une formule du cours :

-1

= ‘com (A), donc :
det (A)

com (A) =det(A)' A~ =20 ¢ ( = L(A —3n m)
2n?

= —n""2(A —3nl,).

Il s’agit d’un systeme linéaire en cascade, c’est-a-dire
d’un systeme linéaire dont la matrice A est triangulaire. De plus,
les termes diagonaux de cette matrice triangulaire A sont tous

égaux a 1, donc non nuls, donc A est inversible. Ceci montre
que le systeme proposé (S) admet une solution et une seule.

Calculons les valeurs des premieres inconnues :
xo=1,xy=a—xp=a—1,
xn=a"—(@xo+2x)=a’—1-2(a—1)=(a— 1)
Montrons, par récurrence forte (bornée) sur k que :
Vk € {0,..

La propriété est vraie pour k = 0.

o), xe = (a — D

Supposons-la vraie de 0 jusqu’a k. On a alors :

k
xk+1=ak+l—2(kj.—l>x,-

=0
k
:akﬂ_z(k-l!'l)(a_ Iy
=0
kil

_ okl k'!‘l)( — 1) — (a— D!
a (Z( a a )

=a — ((@= 1D +1)" = @)

=(a— D,
ce qui établit le résultat pour k + 1.

On obtient ainsi :
Yk e{0,...,n}, xp = (a— D~

Finalement, I’ensemble S des solutions de (S) est :

S = {<l,a— L@a—1>2%... (- 1)")}.

1) Si rg(A) =n, alors det(A) #0 et, comme

1
<det(A) ‘A) com(A) =1,, com(A) est inversible, donc

rg(com(A)) =n.
2) Supposons 1g(A) =n — 1.
Comme A 'com(A) = det(A)I, =0,
ona Im(tcom(A)) C Ker(A), et donc :

rg(com(A)) = rg(tcom(A)) < dim (Ker(A)) .
Mais, d’apres le théoreme du rang :

dim (Ker(A)) =n—r1g(A)=1.

D’autre part, comme rg(A) = n — 1, il existe une matrice car-

rée d’ordre n — 1 extraite de A et inversible, et donc au moins
un des cofacteurs de A est = 0, d’oucom(A) = 0.

Finalement : rg(com(A)) = 1.

3) Sirg(A) < n — 2, alors tous les cofacteurs de A sont nuls,
puisque ce sont des déterminants de matrices carrées d’ordre n — 1
extraites de A, et on a donc com(A) = 0, rg(com(A)) =0.
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Les méthodes a retenir 333
Enoncés des exercices 336
Du mal a démarrer ? 341

Corrigés 343

Thémes abovrdés dans les exevcices

Montrer qu’une certaine application est un produit scalaire
Trouver une base orthogonale (orthonormale) d’un ev euclidien

Former la matrice, dans une base orthonormale, d’un projecteur ortho-
gonal, d’une symétrie orthogonale

Obtention d’inégalités par utilisation de l’inégalit¢é de Cauchy et
Schwarz et de I’inégalité triangulaire

Matrice et déterminant de Gram

Calculs, dans E3, de produits scalaires, de produits vectoriels, de pro-
duits mixtes, d’angles

Détermination de la nature et des éléments caractéristiques d’un endo-

morphisme othogonal de E3, a partir de sa matrice dans une base ortho-
normale directe.

Points essentiels du cours
pouv la vésolution des exewvcices

Définitions de : produit scalaire, famille orthogonale, famille ortho-
normale, orthogonal d’une partie

Inégalité de Cauchy et Schwarz, inégalité de Minkowski
Toute famille orthogonale a vecteurs tous non nuls est libre
Définition et propriétés de O(E), SO(E), 0,(R), SO, (R)

Définition d’un projecteur orthogonal, d’une symétrie orthogonale,
d’une réflexion

Définition et propriétés, dans E3, du produit scalaire, du produit vec-
toriel, du produit mixte

Classification des endomorphismes orthogonaux de E3.

e | es méthodes a retenir

On abrege espace vectoriel en ev, sous-espace vectoriel en sev, base
orthonormale en b.o.n., base orthonormale directe en b.o.n.d.
E, (resp. E3) désigne un ev euclidien orienté de dimension 2 (resp. 3).
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Chapitre 22 - Espaces vectoriels euclidiens

Pour montrer qu’une
application E x E — R
est un produit scalaire

Pour calculer la norme euclidienne

d’un vecteur x

Dans la manipulation d’une
combinaison linéaire de vecteurs,
pour faire disparaitre

tous les termes sauf ’'un d’eux

Pour manipuler
des orthogonaux de sev d’un ev E
muni d’un produit scalaire

Pour montrer qu’un vecteur x,
d’un ev E muni d’un produit
scalaire (.|.) et de la norme
euclidienne associée ||.||, est nul

Pour obtenir une inégalité,

en algebre, en analyse, en géométrie,

faisant intervenir des carrés
ou des racines carrées

Pour manipuler une matrice
ou un déterminant de Gram
(exercice classique)

Pour traduire
qu’une matrice carrée A € M, (R)
est orthogonale

Revenir a la définition d’un produit scalaire sur un espace vectoriel
réel.

== Exercices 22.4, 22.5.

Faire intervenir le produit scalaire et remplacer ||x||? par (x | x).

= Exercice 22.16.

Essayer de faire le produit scalaire avec un vecteur orthogonal a
presque tous les termes de la combinaison linéaire.

= FExercice 22.15.

» Utiliser la définition de I’orthogonal F* d’un sev F de E :
Ft={yeE;VfeF (fly =0}
» Utiliser les propriétés du cours sur 1’orthogonalité, en particulier :

FCFY FcG= G'cF*.

== Exercice 22.14.
* Essayer de montrer : [lx]|> = 0.
* Essayer de montrer: Vy e E, (x|y) =0.
== Exercices 22.16, 22.20.

Essayer d’utiliser ’inégalité de Cauchy et Schwarz

== Exercices 22.8, 22.9, 22.24.

Par définition, la matrice de Gram d’une famille finie (xi,...,x,)
de vecteurs d’un ev £ muni d’un produit scalaire (.|.) est:

G = ((xi | X)) 1<ij<n € My(R).

Penser a décomposer linéairement xy,...,x, sur une base orthonor-
male (eq,...,e,) de Vect(x,...,x,). En notant M la matrice des
coordonnées de (x1,...,x,) dans (ej,...,e,),onaalors : G = "MM.

Attention : M n’est pas, a priori, carrée.
== Exercice 22.12.

Utiliser I’une des caractérisations du cours :

* les colonnes de A forment une b.o.n. de M,, 1 (R) usuel

* les lignes de A forment une b.o.n. de M, ,(R) usuel

elAA =1,

s A'A =1,

*AecGL,(R)ettA=A""!

* A représente un endomorphisme orthogonal dans une b.o.n.

== Exercices 22.3, 22.9, 22.10, 22.19.
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Pour former la matrice
d’un projecteur orthogonal
sur un sev F de E

Pour traduire
une symétrie orthogonale s
par rapport a un sev F de E

Pour manipuler, dans E;,
le produit scalaire,

le produit vectoriel,

le produit mixte

Pour calculer I’angle
de deux vecteurs non nuls x,y
de E, ou de E3

Pour déterminer la nature et

les éléments caractéristiques de

I’endomorphisme f de E;3
représenté par

une matrice orthogonale (2
dans une b.o.n.d. B de E3

Pour traduire

qu’une matrice carrée réelle A

d’ordre trois
est orthogonale droite

Les méthodes a retenir

* Si I’on connait F*, décomposer un vecteur quelconque de E sur F
et FL.

 Déterminer une b.o.n. (vy,...v,) de F, puis appliquer la formule du
cours donnant le projeté orthogonal pr(x) d’un vecteur quelconque x
de E sur F :

P
pr(x) =) (x| x)ex.
k=1
== Exercice 22.7.

Utiliser, pour tout u € E :
s(uy+ueF et s(u)—uec Ft.

= Exercice 22.13.

Utiliser les propriétés du cours sur ces produits.
En particulier, la formule du double produit vectoriel est utile :

anbArc)=(@-c)b—(a-b)c.

== Exercices 22.12, 22.26.

Calculer le produit scalaire x - y, ce qui permet d’obtenir cos(x,y),
et éventuellement, calculer x A y, pour décider de I’ orientation.

== Exercice 22.1.

* Vérifier que 2 est orthogonale, par exemple par : ' 202 = I.

e Calculer det (£2). D’apres le cours : det (£2) = +1.

1) Si det (£2) = 1, alors f est une rotation.

Le cas f = Idg, est d’étude immédiate.

La droite supportant I’axe de f'est I’ensemble des invariants de f, obte-
nu en résolvant 2X = X, d’inconnue X € M, ;(R).

On détermine I’angle 6 de f par : tr (£2) = 1 4+ 2cosf et sinf est du
signe du produit mixte [x, f(x), I] pour n’importe quel vecteur x de
E5 non colinéaire a I, ou [ est le vecteur dirigeant et orientant I’axe
de f.

2) Dans le cas det (2) = —1, le programme officiel ne comporte que
I’étude du cas ou {2 est symétrique. Alors fest une réflexion, et le plan
de la réflexion f est I’ensemble des invariants de f.

== Exercice 22.3.

En plus de la caractérisation du cours :
A €SO3(R) < ("AA =15 et det(A) = 1),

on peut remarquer que ceci est équivalent a ce que les trois colonnes
successives Cy, Cp, C3 de A vérifient :
[ICill =1, |Gl =1, C1-C2=0, C3=C; ACs.
== Exercice 22.2.
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Chapitre 22 - Espaces vectoriels euclidiens

Essayer d’envisager la matrice de f dans une b.o.n.d. particuliere,
Pour manipuler un (seul) commengant par un vecteur normé # tel que f( &) = u , siun tel
endomorphisme orthogonal f de E3 u existe.

= Exercice 22.18.

=mmme Fnoncés des exercices

— Un vecteur de E; faisant un méme angle avec trois vecteurs donnés

Soient a,b,c € E; — {0}. On note :
ad=bnrc, V=cAra, =anb, v=]|lal|ld +]|b|l|b +|lc|lc
et on suppose v #= 0.

Montrer que v fait avec a,b,c des angles égaux, c’est-a-dire montrer que :

cos(;,;) = cos(ﬁ) = cos(;}).

— Calcul de termes d’une matrice carrée pour que celle-ci soit orthogonale droite
| 3 2 b
Trouver une CNS sur (a,b,c,d) € R* pour que la matrice A = 7 -2 —6 ¢ | soit
6 a d

orthogonale droite.

— Détermination de la nature et des éléments caractéristiques de I’endomorphisme
de E; représenté par une matrice orthogonale dans une base orthonormale
directe

Déterminer la nature de 1’endomorphisme f de E3, dont la matrice {2 relativement a une
base orthonormée directe (i, j,k) de E; est donnée, et préciser les éléments caractéris-

tiques de f':
1 31 V6
a) Q= I 1 3 -6
-6 6 2
1 -8 4 1
b) 2=— 9 4 7 4
1 4 -8
—-— Exemple de produit scalaire sur un espace vectoriel de fonctions,

exemple d’endomorphisme antisymétrique dans le contexte de ’analyse

On note E 1’ensemble des applications f : [—1; 1] —> R de classe C* sur R, telles
que :
VneN, fP—1)=f"1)=0.

a) Montrer que E est un R-espace vectoriel et que 1’application

1
(f,e)— (flg) = / fg est un produit scalaire sur E.
-1
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Enoncés des exercices

b) Vérifier que Iapplication 7' : f — f’ est un endomorphisme antisymétrique de E,
c’est-a-dire que :

V(f.g) € EX, (T(f)|g)=—(f]|T(®).

Exemple de produit scalaire sur un espace vectoriel de polynomes,
mise en évidence d’une base orthonormale

Soitn € N*. Onnote E = R, [X] et ¢ : E x E —> R D’application définie par :

n

V(P,Q) € E X E, p(P,0) =) PY0)0"©0).

k=0
a) Vérifier que ¢ est un produit scalaire sur E.

b) 1) Calculer, pour tout (i, j) € {1,...,n}?, (X!, X/).
2) En déduire une base orthonormale de (E, ).

Exemple de famille orthogonale pour un produit scalaire sur un espace
de fonctions

a) Montrer que, pour tout n € N, I’équation x tanx =1,

. s . .
d’inconnue x € ]mr; nmw+ > [ , admet une solution et une seule, notée x,,.

2+ x2
14 x2

b) On note, pour toutn € N, a, = et:

cos (x,1)
Van

Montrer que la famille (f,),eny est orthonormale pour le produit scalaire sur

1
E=C([~1;1].R) définipar: (f.g) —> (flg)=/ /8.
—1

fuil-1;1] — R, t+—

Former la matrice d’un projecteur orthogonal dans une base orthonormale
Former la matrice, dans la base canonique de R* usuel, du projecteur orthogonal p sur le
sous-espace vectoriel £ défini par :

. {( ) R4 X1+2X2+3X3+4X4=0}
= X1,X2,X3,X4) € 5 .
X1 +3X2+5)C3+7.X4 =0

Exemple d’obtention d’inégalité par utilisation de I’inégalité de Cauchy
et Schwarz

Montrer que, pour tout polyndme P € R[X] a coefficients tous > 0, et pour tout
(x,y) € Ry)* ona:

(P(/xy))> < P()P().

Inégalité sur la somme des valeurs absolues des termes d’une matrice orthogonale

Soit 2 = (a;j);j € O,(R). Montrer: Y |ay;| < ny/n.

I<i,j<n

337



Chapitre 22 - Espaces vectoriels euclidiens

338

Matrices simultanément orthogonales et triangulaires

Soit n € N*. Déterminer O, (R) N T, (R).

Etude d’une combinaison linéaire a coefficients +1 de trois vecteurs unitaires

Soient (E,(. | .)) un espace vectoriel euclidien, u,u,,u; € E unitaires.
On note, pour (g1,&2,€3) € (=110 : Vel epe3 = €1l + E2ltn + E3U3.

Calculer Z ||V51,52,53||2 et en déduire qu’il existe (g1,65,83) € {—1,1}3 tel
(€1,62,63)€l—1,1}3

que : ||V51,52,E3|| > \/§

Etude de I’endomorphisme x — x +a A x de E;

Soita € E5. Onnote: f : E3s — E3, x+— f(x) =x+a Ax.

Montrer : f € GL(E3) et exprimer f~!(y) en fonction de y, pour tout y € Ej.

Former la matrice d’une réflexion dans une base orthonormale de E;

Pour (a,b,c) € R? tel que a* + b* + ¢® = 1, former la matrice, relativement 2 une base
orthonormée (i,j,k) de E3, de la réflexion par rapport au plan P d’équation
ax +by+cz=0.

Etude d’orthogonaux de sous-espaces vectoriels

Soient E un R-espace vectoriel, (. |.) un produit scalaire sur £, et F,G des sous-espaces
vectoriels de E tels que :

FCcG* e F+G=E.
Démontrer: G+ = Fet Ft =G.
, n
Etude de I’application x — Z(ei | x)e;
i=1
Soit (E LG )) un espace vectoriel euclidien, n = dim (E).

a) Soit F = (ey,...,e,) € E". On considere I’application

n

fTE—E x> f(x)=) (e]x)e

i=1
1) Vérifier que f est un endomorphisme de I’espace vectoriel E.
2)Montrer: Ker(f) =F+ et Im(f) = Vect(F).

3) En déduire que f est bijective si et seulement si F est une base de E.

b) En déduire que, si E est de dimension finie, en notant B = (ey,. . .,e,) une base de E,
ona:

V(ci,...,cho) R, A e E,Vie{l,...,n}, (¢|v)=c;.
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Enoncés des exercices

Condition suffisante pour une base orthonormale
Soient (E (L .)) un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, n € N*¥,
(e1,...,e,) € E". On suppose :

Viell,...,n}, |le]] =1

n
VxeE, Y (e]x) =|x|/.
i=1
Démontrer que (ey,. . .,e,) est une base orthonormale de E.

Former la matrice d’une rotation dans une base orthonormale directe de E3

Soient B = (7), 7), 7) une base orthonormale directe de E3, (a,b,c) € R® tel que
AP+ =17 =di + b7 + ¢k . Former la matrice, dans B, de la rotation

. LY z . e 9 T(
vectorielle d’axe dirigé et orienté par u, et d’angle 5

Expression de I’'image d’un vecteur par une rotation vectorielle de E5

Soient u € Ej3, tel que ||u|| =1, 6 € R, f la rotation d’angle 6, d’axe dirigé et orienté
par u. Montrer : Vx € E3, f(x) = (1 —cos&)(u-x)u +cosfx +sinfu A x.

Rang de la différence de deux matrices orthogonales droites d’ordre trois
a) Soit R € SO5;(R) telle que R # I5. Montrer :  rg (I3 — R) = 2.
b) En déduire que, pour tout ({21, (2,) € (SOs (]R))2 tel que £2; # (2, ona:

1g () — () =2.

Toute application conservant le vecteur nul et la norme euclidienne est linéaire
Soient E,F deux R-espaces vectoriels dont chacun est muni d’un produit scalaire,
[I.1l£s 1].]] r les normes associées, f : E — F une application telle que f(0) = 0 et :

V() € EXIf) = FOlF = llx = ylle.

Démontrer que f est linéaire.

Caractérisation des projecteurs orthogonaux parmi les projecteurs

Soient £ un espace préhilbertien réel et p un projecteur de E. Montrer :

Ker(p) L Im(p) <= (¥x € E, [|p()I| < lIx[]).

Etude de projecteurs orthogonaux

Soient (E,(. | .)) un espace vectoriel euclidien, ||.|| la norme associée, p,q deux projec-
teurs orthogonaux tels que : Vx € E, [|p)|*> + [lg)|1* < ||x]%

Montrer que p o ¢ = g o p = 0 et que p + g est un projecteur orthogonal.

On pourra utiliser le résultat de 1’exercice 22.21.

Matrice et déterminant de Gram

Soit E un espace vectoriel euclidien. Pour n € N* et (xy,...,x,) € E", on note :

{ G(xl" .. 7xn) = ((-xi | xj)lgi,jén) € Mn(R)
V(XyeeesXy) = det(G(xl,. .. ,xn)).
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a) Btablir: rg(G(xi.....,x,)) = 1g(x1.....x,).
(X1, ,xp) lié <= Y(x1,...,x,) =0

b) Montrer : .
(X1,- .. ,x,) libre <= ~(xy,...,x,) >0

¢) On suppose ici (x1,. . .,x,) libre. Soient X = Vect({xy,...,x,}), x € E, px(x) le pro-
jeté orthogonal de x sur X, d = ||x — px(x)]| la distance de x a X. Montrer :

1
X, X, X) ) 2
d= (’Y( 1 )) )
VX1 X))
Exemple d’intervention du produit scalaire canonique sur M, (R)
Soientn € N*, A,B,C € M,,(R) telles que :
'‘AA=A'A, 'BB=B'B, AC=CB.

Démontrer: 'AC = C'B.
A cet effet, on munira M, (R) de son produit scalaire canonique et de la norme ||.|| asso-
ciée, et on calculera ||' AC — C ' B||>.
Exemple d’intervention de I’inégalité de Cauchy et Schwarz

Soientn € N*, ay,...,a, € Ry, by,....b, € R tels que : Z a;b; = 0. Montrer :

Ljii# ]
E bib; <0.
iLjii#j
Etude de la composée s o r o s, ol r est une rotation et s une réflexion de E;
Soient r une rotation et s une réflexion de E5. Déterminer la nature et les éléments carac-

téristiques de p = s o r o s en fonction des éléments caractéristiques de r et s.

Caractérisation des endomorphismes de E; conservant le produit vectoriel

Soit f € L(E3). Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) : festune rotation (ou I’identité)

(ii): f#0et: V(x,y) € Ef, fx Ay) = f(x)A f(D).
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meeee Du mal a démarrer ?

Pour évaluer cos(v,a), calculer v-a et obtenir :
v-a =||a||[b,c,a], d'olu:
v-a [b,c,a]

(v,a)
cos\va) = —= —
T ollllall ~ vl

D'apres le cours, A € SO3(R) si et seulement si les
colonnes (Cy,C,,C3) de A forment une base orthonormale
directe de M3 | (R), ce quirevienta:

ICiI=1, [ICll=1, Ci-C2=0, C3=CiAC.

- Vérifier 2 € O3(R).
« Calculer det (£2). On obtient det (£2) = 1 ou —1.
7)Casdet(2) =1:
D’aprés le cours, f est une rotation (le cas f = Idg, est d’étude
immédiate).
La droite supportant I'axe de f est 'ensemble des invariants de
f,obtenu en résolvant 2X = X, d'inconnue X € M3 1 (R).
On détermine I'angle 6 de fpar:tr (£2) = 1 4 2cos 6, etsin6 est
du signe du produit mixte [x, f(x), I] pour n'importe quel vec-
teur x de E3 non colinéaire a I, ou I est le vecteur unitaire diri-
geant et orientant |'axe de f.
2)Casdet(£2) = —1:
Le programme ne comporte ici que I'étude du cas ou £2 est
symétrique. Alors f est une réflexion et le plan de la réflexion f
est I'ensemble des invariants de f.

b) Utiliser une intégration par parties.

b) 1) Calculer (X')® en séparant en cas k < i,k = i,k > i,
puis calculer (X*)®(0) en séparant en cas k # i, k = i.

Xi
2) Montrer que (T) convient.
L Jo<i<n

a) Etudier, pour n € N fixé, les variations de la fonction :

1
<p::|nn;nn+%|:—>R, X —> ¢(x) =tanx — —.
X

b) Calculer, pour (p,q) € N2, (fp | fy), en utilisant des formules
de trigonométrie et la définition de x,,x,, qui permet, par
1
exemple, de remplacer tanx, par —.
X
P
» Former un systéeme d’équations de F, plus simple que
celui de I'énoncé, par exemple en exprimant x; et x; en fonction
de x3 et xy4.
+ En déduire un vecteur Vi, non nul, de F, puis un vecteur V5,
non nul,de F, orthogonal a V.

* En déduire une base orthonormale (v,v;) de F.

Du mal a démarrer ?

« Appliquer la formule du cours donnant le projeté orthogonal
d’un vecteur sur un sous-espace vectoriel de dimension finie
dont on connait une base orthonormale.

« En déduire la matrice de p dans la base canonique de R*.

Ecrire P additivement et appliquer I'inégalité de Cauchy et
Schwarz.

Appliquer I'inégalité de Cauchy et Schwarz dans R usuel
aux vecteurs (1) et (|a;;|)i;-

1)Si A = (a;j)ij € 0,(R) N T, s(R), considérer la premie-
re colonne et la premiére ligne de A, pour déduire a?; = 0 et
app = ... =ay, = 0. Réitérer.

2) Traiter la réciproque.

Développer la somme proposée et remarquer, par exemple,

que Z e1& =0.
(E1,e2)€l~ 1,112
On obtient : > [|Vey e.e5] P = 24
(e1,62,83){~1,113

* La linéarité de f est immédiate.
» Montrer Ker (f) = {0}.
» Pour y € E3, résoudre I'équation y = f(x), d'inconnue

x € E3. A cet effet, évaluer a - y et a A y.

Onobtient: f~'(y) = —any+(a-ya).

—{
T+ [lal? ™

cu'+ueP et
u' —u € P+, en passant par les coordonnées dans la base

Utiliser, pour u € E3 et u’ = Refp(u)

orthonormale (i, j,k) de E3.

1) Montrer G- C F,en passant par les éléments et en utili-
sant E = F + G.
2) A partirde F C G+, déduire G C F* et remarquer que F et
G ont des roles symétriques dans les hypothéses.

a) 2) - Linclusion F* C Ker (f) estimmédiate.
Pour l'autre inclusion, si x € Ker (f), calculer le produit scalaire
de f(x) etx.
* L'inclusion Im (f) C Vect (F) est immédiate.
Pour l'autre inclusion, faire intervenir les dimensions.

1) Pour j € {1,...,n} fixé, appliquer I'nypothése a ¢; a la

place de x, et déduire (e; | ¢;) = 0 pour i # j et |lej[1> = |le;l[*,

puis |lej|| = 1.

2) En vue de montrer que (ej,...,e,) est une base orthonor-

n 2
male de E, calculer ||x — Z(ei | x)ei|| , par développement.
i=1
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Soit X € Es. Calculer le projeté orthogonal ¢(X) de X
sur R, puis, par différence, le projeté orthogonal p(X) de
R sur 7. Calculer f(p(X)) & l'aide d'un produit vectoriel,
puis f(X) parf () = ¢(X) + f(p(¥)).

Passer ensuite aux coordonnées dans 5.

Utiliser une base adaptée a la rotation f.
a) A l'aide d’un changement de base orthonormale direc-
1 0 0
te,seramenera Ry = | 0 cosf® —sinf
0 sin6 cos 6
b) Remarquer :

21— 2 =21 — 27'2,) et 272, € SO3(R).

1) Montrer: Vx € E, ||f(X)|lr = |x||E-
2) Déduire: Y (x,y) € E2, < f(x), f(y) >pr=<x,y >f .
3)Pour € R, (x,y) € E2,

développer || f(Ax + y) — Af(x) — FO)|[*
et déduire f(Ax + y) = Af (x) + f ().

1) Supposons Ker (p) L Im (p).
Pour x € E, remarquer x — p(x) € Ker(p) et p(x) € Im(p),
et utiliser le théoreme de Pythagore.
2) Réciproquement, supposons : Vx € E, [|p(x)|| < [|x]].
Soient x € Ker(p),y € Im(p), donc p(x) =0 et y= p(y).
Appliquer l'inégalité d’hypothése a Ax + y a la place de x, pour
tout A € R.Déduire (x| y) = 0.

1) Pour x € E, appliquer I'inégalité de I'énoncé a p(x) a
la place de x. Déduire pog = 0,et go p =0.
2) Calculer (p + ¢)* en développant. Déduire que p + g est un
projecteur de E.
3) Montrer, pour tout x € E, p(x) L g(x), puis
[1(p + q)(x)|]* < ||x||? et conclure, en utilisant I'exercice 22.21.

a) » Considérer X = Vect (x1,...,x;), p = dim(X),
(e1,....ep) une base ortho- normale de X,

P
X = Zék,-ek la décomposition linéaire de x; sur (ey.....ep),

k=1
pour i € {1,...,n}.

Exprimer (x;|x;) et en notant
M = (i)ri € My (R),0ona:

G(x1,...,x,) = "MM.

déduire que, en

* Montrer: rg(*MM) =g (M).
b) Garder les notations de la solution de a).
Si (x1,...,x,) estlibre alors p = n et M est carrée.

¢)Noter y = x — px(x), doncx =y + px(x).

Calculer y (x,x1,...,x,) en utilisant la linéarité du déterminant
par rapport a la premiere colonne.

Se rappeler que le produit scalaire canonique sur M,, (R)
est défini par:

V(M,N) € (M,(R))’, (M|N)=1tr(‘ MN)

et se rappeler les propriétés de la trace pour les matrices
carrées, en particulier la formule :

V(X.,Y) e (M,,(R))Z, tr (XY) = tr (Y X).

n n n
Montrer:ij = (Za,b,»)/(Za,-), puis obtenir :
j=1 i=1

i=1

bib;

z, z
() - () (24)) /(22

Appliquer alors I'inégalité de Cauchy et Schwarz dans R" usuel.

1) Montrer que p est une rotation, en utilisant la propriété
de structure de O (E3) et le déterminant.
2) Calculer p(s()), ol le 7 est le vecteur unitaire dirigeant et
orientant I'axe de r, et en déduire que l'axe de p est dirigé et
orienté par s().
3) Calculer I'angle entre W et p(W), pour W € (s(7))J'.

(i) = (ii) :
Soit fune rotation de E3.
+ Déja, f conserve le produit scalaire.
» Montrer quef conserve le produit mixte, comme déterminant.
*Pour x,y € E3, montrer:

YueEs, (fxAy) = f)A () u=0

etdéduire f(x A y) = f(xX) A F(D).
(i) = (i) :
Soit f # 0 conservant le produit vectoriel.
- Montrer que fest injective. A cet effet, raisonner par I'absurde :
supposer qu'il existe x € E3 — {0} tel que f(x) = 0. Déduire

€L

que fest nulle sur Rx et que f est nulle sur x—, en remarquant

que tout vecteur de x est de la forme x A y pourun y € E3.

« Soit B = (i, j, k) une base orthonormale directe de E3. Noter
I=f@G),J=f(),K=f(k). Montrer K =1AJ,... puis
I-J=0,... puis I =[I,J,K]I, dou [I,/,K]=1, et enfin
HI1?=1,...

Déduire que f(B) est une base orthonormale directe de E3 et
conclure que fest une rotation vectorielle.



= Corrigés des exercices

Ona:
v-a=llalla"-a+||b||b -a+|lc||c"-a
=|lall(bAc)-a+|bl|(cna)-a+]lcl]l(@nb)-a

= llall[b,c.a]l + |1b]| [c.a,a] + ||c|| [a.b.a]

= |lal|[b,c,al,
d’ou
— v-a [b,c,a]
cos(v,a) = ——— = ———
[lv][ ]lall [lv]|
De méme :
— ,a,b — b,
cos(v,b) = lc.a ], cos(v,c) = La C].
[lv]] [|v]]

Comme [a,b,c] = [b,c,a] = [c,a,b], on conclut :

cos(v,a) = cos(v,b) = cos(v,c).

Notons C;,C,,C5 les colonnes de A. On a :
A € SO3(R)

= ||Cil| =1,

On calcule :
1
NP = (3" + (=27 +6%) = 1, donc [|C1]| = 1.
1
NCIP =1 5 (2 + (-6 +a*) =1

= a’>+40 =49 < a € {-3,3}.
e C,-Cr=0¢=6+12+6a =0+ a=-3.

* Supposons @ = —3. On a alors :
| 3 | 2 | 42
6 -3 —14
(s
! -2

On conclut que A est orthogonale droite si et seulement si :

a=-3, b=6, c=3, d=-2.

Gl =1,C1-Co=0, C3=CiAGC,.

a) * On calcule ' £202 = 13, donc {2 est orthogonale.
e Comme, de plus, det(£2) = 1, f est une rotation.

* Le support de I’axe de f est I’ensemble des invariants par f.
X
Pourtout X = | y
b4

de M; (R),ona:

—x+y+v/62=0
x—y—JEZ=0<=>{
V6x+6y—22=0

xX=y

NX =X
z=0

1
En notant / = —2(1' + j), I est normé, et 1’axe Z de fest

7

dirigé et orienté (par exemple) par /.
e Langle 0 de f vérifie : 1+2cosf = tr(f2) =2, d’ou :
1
cosf = —.
2

De plus, sin # est du signe de

1 3 1
1 V6
[,f@).,11=——=10 I 1|=——=>0.
442 0 -6 0 42

On déduit : 0 = g [27].
Finalement, f est la rotation d’axe dirigé et orienté par i + j
et d’angle g [27].

b) * On calcule '§2(2 = 15, donc {2 est orthogonale.

e Comme, de plus, det({2) = —1 et que {2 est symétrique, f
est une réflexion.

X
ePourtout X = | y | e M3, (R),ona :
z
x+4y+z=0
DX =X = {4x+16y+4z7=0

x+4y+2z=0.

Finalement, f est la réflexion par rapport au plan d’équation
parx +4y +z=0.
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a)l)* EC C®([-1;1,R)etO€ E.
* On a, pour tout o € R et toutes f1, f> € E :
VneN,

@fi+ D =af-D+ L (-1)=a0+0=0,

etde méme en 1, donc af) + f» € E.

On conclut que E est un R-sous-espace vectoriel de
C°°([—1 D1, R), donc E est un R-espace vectoriel.

1

2) « Pour tout (f,g) € E2, / fg existe, car fg est continue
-1

sur le segment [—1; 1].

* On a, pour tout (f,g) € E? :

(glf)zf_llgf=/_l]fg=(f|g),

donc (.].) est symétrique.

* On a, pour tout @ € R et toutes f, 81,82 € E :
1 1 1
(flagl+g2):f f(agl—l-gg):a/ fg1+/ f&
=il il =il

=a(flg)+ (f18),

donc (. |.) est linéaire par rapport a la deuxieme place.

1
*Ona: VfeE, (f|f)=/ f2>o.
-1

1
*Soitf € E.Si(f| f) =0, alors/ f* =0, donc, puisque
-1

f est continue sur [—1; 1] et que £2 >0, on déduit, d’apres
un théoréme du cours, f = 0.

On conclut que (. | .) est un produit scalaire sur E.
b) 1)sPourtoute f € E, T(f) = f existeet T(f) € E.
* On a, pour tout & € R et toutes fi, f> € E :

T(afi+ H)=(afi+ L) =af+ f
=aT(f1) +T(f),

donc T est linéaire.

On conclut que 7" est un endomorphisme de E.

2) Soit (f,g) € E%. On a, par une intégration par parties pour
des applications de classe C! sur un segment :

1 1
(T(H]g) =L f'g=1fgl, —L re

1
=— L §f=-(f|T®).

On conclut que 7 est un endomorphisme antisymétrique de E.

a)*On a, pourtout (P,Q) € E X E:
p(Q,P) =) 0P (0)

k=0

=Y PY0QY0) = ¢(P.0).
k=0

donc ¢ est symétrique.

*On a, pour tout @« € Rettous P,Q,R € E :
n

p(P.aQ+R) =) PPO)aQ+ RN 0)

k=0

= Y PPO(Y0) + RV ()
k=0

=a) PPOEYO +) PPYORY 0
k=0 k=0
= ap(P,Q) + ¢(P.R),

donc ¢ est linéaire par rapport a la deuxieme place.
n

*Ona,pourtout P € E: o(P,P) = Z (P(")(O))2 > 0.
=0

* Soit P € E tel que p(P,P) = 0.

On a alors Z (P(")(O))2 =0, donc :
[——;

k=0
=0

Vk € {0,....,n}, PO0) =0.

D’apres la formule de Taylor pour les polynomes, puisque
deg (P) < n, on aalors :

n (k)
PX) =) PEO i o,

k=0

On conclut que ¢ est un produit scalaire sur E.

b) 1) Soit (i, j) € {0,...,n}>. Ona:

iGi—1...(—k+DX* si k<i
(XH® = i si k=i
0 si k>i
donc :
, 0 si k#i
XH® ) =
! osi k=1
11 en résulte :
o I . 0 si i#]j
p(X,X7) =Y " XHPO0)X)P () =
k=0 iljl osi i =].

2) D’apres 1), (X )o<i<n €st une famille orthogonale pour ¢,
formée de vecteurs tous non nuls. Comme dim (E) =n + 1,
cette famille de n + 1 éléments est une base de E.



Deplus: Vie{0,...,n}, pX ,X) = (@G>
On conclut que <—‘> est une base orthonormale de
L Jo<i<n

(E,).

a) Soitn € N fixé. L’application
s 1
p: mr;mr—l—i — R, x> p(x) =tanx — —
X

est dérivable (donc continue) et :

1
Vx e :|n7r; nm+ g[, ¢ (x) = (1 + tan’x) + — >0,
X

donc ¢ est strictement croissante.

1
De plus : ¢(x) —— < Oetp(x) —
nm

x—>(nm)t

- +00.

x— mr+§)

D’apres le théoreme de la bijection monotone, il existe donc
X, € i|n7r; nmw+ g[ unique tel que ¢(x,) = 0, c’est-a-dire tel
que :

b) 1) Soit (p,q) e N*telquep ~ q. Ona:

X, tanx, = 1.

! cos(x,t) cos(x,1)

SN AN

cos((x, + x4)t) + cos((x, — xq)t)> dt.

1
(fp I fq) = /1 fl’fq =

- sz ] (

Comme x, +x, #0 (carx, >0 etx, > 0)etx, —x, #0
(car x, # x,),ona:

Uyl f)
_ 1 sin((xp + xq)t) n sin((xp — xq)t) :
NN Xp X Xp = Xq i

_ 1 <sin(xp + x,) B sin(x, — xq)>
VpA/Aq Xp Xy Xp — Xq
1 (smx,, cos x, + sinx, cos x,

N /a,./a, Xp + X4

_sinx, cos x, — sinx, cosxp>

Xp — Xq

COS X, COS X, <tan X, + tanx,

NN

tan x, — tan x, )

Xp + X4 X, — X4

1 1 1 1

COS X, COS X, ( By I By )

N Xp + Xg4 Xp — X4

_ cosx,,cosxq< 1 1 > _0
VAp~/Gq XpXg  XpXgq

2)On a, pour toutn € N :

1 U cos?(x,t)
IIfn||2=/ f,,2=/ —dr
-1 =il ap
1

= 2; [1 (1 —|—cos(2x,,t)) dr

1 sin(2x,1) 1"
= —|t4+ —
2a, 2x, L

1 et sin(2x,,) _ 1 o 1 2 tan x,,
a, 2, " a, 2x, 1+ tan’x,
1 1 12 2

—11 4+ — )= — + *n =1.

a, x2+1 a, 1+ x?2

On conclut que la famille ( f;,),<n est orthonormale pour le pro-
duit scalaire (.| .).

* Cherchons un systeme d’équations de F', plus simple
que celui de 1’énoncé :

(x1,X2,X3,%4) € F

X1+ 2x +3x3+4x4 =0

—
X1 +3x +5x34+7x4 =0

X1 = X3 +2X4
—

Xy = —2)63 — 3X4.

e Un vecteur (non nul) de F est donc, par exemple,
Vi = (1,—2,1,0), obtenu en choisissant x3 = 1, x4 = 0 eten
calculant alors x; et x,.

e Un vecteur (non nul) V, = (x;,x2,x3,x4) de F, orthogonal
a Vj, est caractérisé par le systeme d’équations :

X1 = X3+ 2x4
Xy = —2x3 — 3x4

X1 —2X2+X3=0.

En reportant les valeurs de x; et x, en fonction de x3 et x4, ce
systeme est équivalent au systeme :

X; = X3+ 2x4

Xy = —2X3 — 3)64
6)63 + 8)64 = 0
Choisissons x3 = 4, x4, = —3, par exemple.

Un vecteur V;, de F', non nul et orthogonal a V; est donc, par
Vo = (=2,1,4,-3).
4 1 V, 1

—:—V,U = ——=
Vil — V6 2 1Ivall /30

Ainsi, (vi,v,) est une base orthonormale de F'.

exemple :

* Notons v; = V.
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D’apres le cours, le projeté orthogonal p(X) d’un vecteur X

de R* sur F est donné par la formule :
p(X) = (v [ X)v1 + (02| X)va

1 1
= - X —(Vh | X)V,.
6(Vl| Wi+ 30( 21 X))V,

Ennotant X = (xy,x;,x3,X4), on a, sous forme de colonnes pour
la lisibilité des écritures :

1
1 -2
p(X) = g(xl — 2x3 + x3) 1
0
-2
1 1
+ 3—0(—2X1 + xp + 4x3 — 3x4) 4
-3
X1 — 2% + X3
1 =2x +4x — 2x3
6 Xp — 2x5 + x3
0

dx; — 2xp — 8x3 + 6x4
1 —2x1 + x5 +4x3 — 3x4
30 | —8x; + 4x, + 16x; — 124
6x1 — 3x, — 12x3 + 9x4

+

9x; — 12x, — 3x3 + 6x4
1 | —12x; + 21x; — 6x3 — 3x4
30 | —3x; — 6x, +21x3 — 12x4

6x1 — 3x, — 12x3 + 9x4

On conclut que la matrice de p dans la base canonique de R*
est:
3 -4 -1 2
11 -4 7 -2 -1
wl{-1 -2 7 -4
2 -1 -4 3

Par hypothese, il existe n € N, ay,...,a, € R, tels
que: P = Zaka.
k=0

On a, pour tout (x,y) € (R)?:

() = (P awmr)

— (¥ WavE) (aih)

k=0

Appliquons I’inégalité de Cauchy et Schwarz, dans R"*! usuel,

a (Mﬁk)ogkgn’ (ﬁﬁk) :

(X Wave)(avs"))
< (Z W) (L as)

= (Zakxk)(Zaky"> = P(x)P(y),
k=0 k=0

d’ou I’inégalité voulue.

Appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R"
usuel aux vecteurs # = (1) (toutes coordonnées égales a 1) et
a = (|aij|)i<i,j<n ; ON Obtient :

2
( > |al-,»|> = wla)’ <lulPllal? =n* )" a.

1<0,j<n 1<0,j<n

Comme A € O,(R),ona: Viel{l,...,n}, Zaizj =1,
=1

3
Z la;;| < n2.

1<i.j<n

d’ou : a,.zj = n, et finalement :
1<i,j<n

1) Soit A = (a;;)ij € 0,(R) N T, s(R).

La premiere colonne et la premiere ligne de A sont normées,
donc :

aj, =1 et aj,+ah,+...+aj, =1,

douay ef{-1,1}etap=...=ay;, =0.

Ensuite, la deuxieéme colonne et la deuxieme ligne de A sont
normées, donc, compte tenu du résultat précédent :

a,=1etay+...+a} =1,
d’ou ay € {—1,1} etapn =...=day = 0.
De proche en proche, on obtient : A = diag (a;y,. .. ,du,)
et (a117~- ~7ann) € {_171}}1

2) Réciproquement, pour tout (dy,. .. ,d,) € {—1,1}", il est clair
que la matrice A = diag (d,,...,d,) est orthogonale et trian-
gulaire supérieure, donc A € O,(R) N T, s(R).

On conclut :
On(R) N Tn,s(R) =
{diag(dl,...,d,,); (... dy) € {—1,1}"].

Ainsi, O, (R) N T, ((R)est un ensemble fini a 2" éléments.



1) On calcule la somme proposée, en développant :

2
> WVeasllf=

(e1,62,63)€{-1,1)3

2
Z llerur + eauy + c3us||
(€1,62,63)e{—1,113

(e1,62,63) (=11}
(3 + 2e160uy - up + 2e163 Uy - uz + 26263 Uy - Lt3)

=8 ><3—|—2< >, 6162)141 2
13

(€1.€2,€3)€{-1,1

+2( Z 6153>u1 - Uj
(—1.1}3

(€1,€2,€3)€
+2< Z 6263)142 s Uus.
(€1,62,83)e{—1,1}3
Mais :
Z €16 = 2 Z €1&2
(€1,62,83)e{—1,1}3 (e1,62)e{~1,11

=2(1-1+1- =D+ (=D -1+ (=D - (=D) =0,
et de méme pour les deux autres sommes.

On a donc :

o MVaaall? =24

(e1,62,63)€{-1,1)3
2) Cette derniere somme comporte huit termes.
1l existe donc (g,&5,€3) € {—1,1}> tel que :

24
||V€1,52,53||2 2 = = 3, d’ou :

= = Vey el = V/3.

1) » L’application f est linéaire, puisque, pour tout A € R
ettous x,x’ € Ej :

fOx+x)= x+x"+an(Ox+x)
=AXx+arx)+ &' +anx)
=Af(x) + f(x).

*On a, pour tout x € E; :

x € Ker (f) <= f(x) =0
—x+anrx=0
— x-(x+arx)=0
< x-x+x-(anx)=0
= |Ix|* + [x,a,x] = 0 = [|x|> =0

< x =0.

Ceci montre Ker (f) = {0}, donc I’endomorphisme f est
injectif.

¢ Puisque f est un endomorphisme injectif et que E5 est de di-
mension finie, on conclut que f est bijectif, ¢’est-a-dire :

f € GL(E).

2) Soit y € E;. Notons x = f~(y) ;
onadonc:y= f(x) =x+aAx, dou:
a-y=a-(x+anx)=a-x+a-(anx)=a-x
any=an(x+anx)=aAx+aA(aANx)
=anAx+(a-x)a—(a-a)x,
en utilisant la formule du double produit vectoriel :
Y (a,b,c) € E3 anbAc)=(a-c)b—(a-b)c.
On déduit :
x:y—a/\x:y—(a/\y—(a~x)a+||a||2x)
=y—a/\y+(a-x)a—||a||2x
=y—aAy+(a-ya—lall’x,
puis :
(I+llalP)x=y—any+@-ya.

On conclut :

VyeEs, f'(y= (y—any+@-ya).

1+ |all?

Soient (x,y,z) € R®, u = xi + yj + zk,
u' = Refp(u), (x',y,7) € R? tel que u' =x'i +y'j + k.
Onaalors: u'+uecP et u' —uec P

Il existe donc A e R tel que : x' —x = Aa, y —y = Ab,

7 —z=MA;dou:
O=a(x'+x)+b(Q +y)+c@ +72)
= 2ax + 2by + 2cz + A,

donc : A = —2(ax + by + c¢z), puis :

X' =x+Xa= (1 —-2a*)x —2aby —2acz
Yy =y 4+ Mb = —2abx + (1 —2b*)y — 2bcz
7 =7+ Ac = —2acx — 2bcy + (1 — 2¢?)z.

Finalement, la matrice cherchée est :

1 —2a®> —2ab —2ac
—2ab 1 -2b*> —2bc
—2ac —2bc 1—2c?
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1) * Par hypothése, on a déja: F C G*.
« Soit f € G.
Puisque f € G* CE=F +G, il existe u € F,v € G tels
que: f =u-+v.
Onaalors:v=f—u,feGueF cCG.
Comme G est un sev de E, il en résulte : v € G*.
Ainsi:v e Getve G, doncv=0, puisf =u € F.
Ceci montre : G+ C F.
Onconclut: G+ =F.
2) On a :

F+ > G*++. Mais on sait, d’apres le cours : G C G, d’ou:
G C F*.

Ainsi, le couple (G, F) vérifie les mémes hypotheses que le
couple (F,G) : G C FtetG + F = E. D’apres I), appliqué
4 (G,F) alaplace de (F,G), onadonc: F*=G.

F C G*, d’ol, en passant aux orthogonaux :

a) 1) Soienta € R,x,y € E.Ona:

flax+y) =Y (eilax +ye;
i=1

Z (a(e,- | x)e; + (e; |Y)€i)

i=1

o ;(e,- | x)e; + ;(ei [y)ei

af@)+ (),

donc f est linéaire.

On conclut que f est un endomorphisme de 1’espace vecto-
riel E.

2) e (i) : Soitx € F*.
Onaalors: Vie{l,...,n}, (e|x) =0,

donc: f(x) =) (e |x)e; = »_0Oe; =0, d’oix € Ker (f).
i=1

i=l1

Ceci montre : F+ C Ker (f).

d’ou, en faisant le produit scalaire par x :

n

(ii) : Soit x € Ker (f). On a donc f(x) = Z(ei | x)e; =0,
i=1
0=(0|x)= (Z(e,- | X)e;

x>
i=1

=) (e x)e|x) =) (e|x).
> 3L

Tlenrésulte:Vi € {1,...,n}, (e;|x) =0, etdonc:x € F*.
Ceci montre : Ker (f) C F*.
On conclut : Ker (f) = F*L.

«(i):Ona: Vx€eE, f(x)= Z(e,- | x)e; € Vect (F),
i=1

donc: Im(f) C Vect(F).

(ii) : D’apres le théoréme du rang et le résultat précédent :

dim (Im (f)) = dim (E) — dim (Ker (f)) = n — dim (FH
= n — dim ((Vect ()" ) = dim (Vect ().

Comme Im (f) C Vect (F) et que ces deux sev ont la méme

dimension, on conclut : Im (f) = Vect (F).

3) Puisque f est un endomorphisme de 1’espace vectoriel E de
dimension finie, on a :

f bijective <= f surjective <= Im(f) = E
<= Vect(F) = E.

D’autre part, puisque F a n éléments et que dim (E) = n,
F engendre E si et seulement si F est une base de E.

Finalement, f est bijective si et seulement si F est une base
de E.

b) Considérons 1’application f associée a B. Soit
(c1s...,cy) € R". D’apres a) 3), puisque B est une base de E,
n

festbijective,donc: v e E, f(v)= Zc,-e,- (D).
i=1

Et, puisque B est une base de E :

(1) <= i(ei [v)e; = iCiei
i=1 i=1

—Viell,...n}, (e|v)=c.

On conclut :

Y(ci,...,cp,) eR", Alv e E,Vie{l,...,n}, (¢|v)=c;.

1) On a, pour tout j € {1,...,n} :
lejlP = (eile)* = lleslI* + D (eile))?,
i=1 Qi j
donc :

D (eile)> =llejll> — llejll* = lle;I*(1 — lle;1I) < 0.
i

1l en résulte :

Vie{l,....n}, (i #j=>(eile) =0),

ce qui montre que (ey,...,e,) est une famille orthogonale.
De plus, on a alors, pour tout j € {1,...,n},

llej [1*(1 = lle;11?) = 0.

Comme e; # 0, car ||e;|| = 1, on déduit ||e;|| = 1.

Ainsi, (eq,...,e,) est une famille orthonormale de E.



2)Soitx € E. Ona:

x = i(ei [ xX)e;
i=1
= (x — Z(e,- [ x)e; | x — Z(ej |x)ej)
i=1 Jj=1

= (x|x) = Y _(ei [ x)(er | %)
i=1

2

= (e 1)@ le) + > (e 1 x)(e; | x)(ei | €))
Jj=1 iJ

= lxIP* = ) _(e: | x)?
i=1
=Y (e 1)+ (e |x)* = IxI? =) (e |x)* =0,
j=l1 i=1 i=1

n n
d’ou x — Z(ei | x)e; =0, etdonc x = Z(e, | x)e;.
i=1 i=1

Ceci montre que (ey,. . .,e,) engendre E.

Finalement, (ey,...,e,) est une base orthonormale de E.

Soit X € E;. Notons p(?) le projeté orthogonal de X sur
L

W, et g(X) le projeté orthogonal de X sur R . D’apres

le cours, puisque 7] =1, ona: q(?) =W | )W,

puis, par différence : p(¥) =x —q(X) =x — (W | X)W .

On aalors, en notant 7(X) = f(p(X)) :
f(X)=q(F)+r(X).

Comme il s’agit d’une rotation d’angle g,on a:

r() =W Ap(X)=T Ax— (U | X)T)

- =
= U N X.

On obtient (cf. aussi I’exercice 22.18, plus général) :
)= | )T +u AT,
En passant aux coordonnées dans la base orthonormale directe B,

on a, en notant (x,y,z) les coordonnées de X dans B, et
(X,Y,2) celles de f(X) :

X a X a a X
Y | = y bl+|b]|A]Yy
%Z c Z c c z

(ax + by + cz)a + bz —cy
= | (ax + by +cz)b+ cx —az
(ax + by + cz)c +ay — bx

2

a ab—c¢ ac+b X
=|ab+c b’ bc —a y
ac—b bc+a c? z

On conclut que la matrice de f dans B est :

a? ab—c ac+b
ab +c b? bc—a
ac—b bc+a c?

Puisque u est normé, il existe v,w € Ej tels que
B’ = (u,v,w) soit une b.o.n.d. de E3.

1 0 0
Ona: Matg(f)=| 0 cosf —sinf |,
0 siné cos 6

donc : f(v) =cosfv +sinfw, f(w) =—sinfv + cosfw.

Soient x € E3, (a,f3,7) € R tel que x = au + Bv + yw.
Ona:

f&) =af@) +6fw +vf(w)
= au + B(cos G v + sin @ w) + y(—sin b v + cos 0 w)
= au + cos 8 (fv + yw)sin 6 (—yv + fw).

Deplus: a=x-u,fo+yw=x —au=x — (x - u)u,
uAx =uA (au+ fv+yw) = fw — Y.
D’ou :

f(x) = (x-uu+cosb(x — (x - u)u) +sinfuAx

=1 —cosO)(u-x)u+cosfx+sinfu A x.

a) D’apres le cours, puisque R € SO3(R), R est une

matrice de rotation. Il existe donc P € O3(R) telle que
1 0 0

R=PR P ', ouR =|0 cosh

0 sind

De plus, comme R # I3, ona: 0 ¢ 2n7.
Onaalorslz; —R=1; — PRiP~' = P(; — R)P ! et:

—sinf
cos

0 0 0
Ii—R =[]0 cosf—1 —sin @
0 sin 6 cosf — 1
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Comme :
1 —f
cos.ﬁ S = (cosf — 1)> + sin’ 0
sin 6 cosf — 1

=2 —2cosf =2(1 —cosb) =0,
ona:rg (I3 — Ry) = 2, puis, par matrices carrées semblables :
rg(l; — R) =2.

b) Soient 21,22, € SO;(R) telles que Q| # €2,.
Ona: Q — Q=0 —Q'Q),
donc: rg(Q; — Q) =12 — Q;'Q).
Puisque SO;(IR) est un groupe pour la multiplication,
ona Q'R € SO;(R)
De plus, comme 2; # €2, ona Ql’le # I3.
D’aprés a), on a alors : rg (I; — 7'Q,) = 2,
eton conclut: rg (2, — ;) =2.

1) En remplacant y par 0 : Vx € E, || f(x)|| = ||x]].
2) Puis, pour tout (x,y) de E?:

< f),f(y) >

(ILf @) = FOIP =D = Lf DI

N = N =

(I = yIP = 1IxIP = 1IyIP) = < x,y > .
3) On a, pour tout (A\,x,y) deR x E x E :

|FOx +3) = (Af) + FO)|[*
= 1fOx + DI+ NI+ DI
22X < fOx+y),f(x) > =2 < fOx +y), () >
2N < f(x), f(y) >
= |1Ax + 1P+ X[+ 1yIP =24 < Ax +y.x >
—2<Xx+y,y>+2A<x,y>
=[lAx +y) —Ax—y[P =0,

dou: f(Ax+y) =Af(x)+ f(y), etdonc festlinéaire.

1) Supposons : Ker(p) L Im(p).
Soit x € E. Comme x — p(x) € Ker(p) et p(x) € Im(p),
ona, par I'hypothése : (x — p(x) | p(x)) = 0, etdonc, d’apres
le théoreme de Pythagore : ||x]|> = ||x — p(x)|]> + || p(x)][?,
dou: [[p)Il < [lx]].
2) Réciproquement, supposons : Vx € E, |[p(x)]] < ||x]].
Soient x € Ker(p), y € Im(p) ;donc p(x) =0 etp(y) =y.
Ona, pourtout A de R : [|p(Ox + y)?|| < [|Xx + y||?,
cest-a-dire : A?[|x||2 +2A(x | y) = 0.

Comme le trindme réel A —> X?||x||2 +2\(x | y) est
valeurs > 0 sur R, son discriminant est < 0, d’ou (x | y)> < 0,
etdonc (x | y) =0.

Ainsi : Vx € Ker(p),Vy € Im(p), (x|y) =0.
On conclut : Ker(p) L Im(p).

1) Soit x € E. En appliquant I’inégalité d’hypothese
ap(x) alaplacede x,ona:

lp(p@)|* + [|la(p@)| > < llp@)I.

Comme p o p = p, il s’ensuit Hq(p(x))”2 =0,

puis (g o p)(x) = 0.

Cecimontre : g o p = 0.

Comme p et g ont des roles symétriques, onaaussi:p o g = 0.

2) » On déduit :
(p+9?=p*+pogt+qop+q*=p'+q°=p+q,

donc p + ¢ est un projecteur.
e Soitx € E. Comme g o p =0,
onalm (p) C Ker(q) = (Im(¢))".
Comme p(x) € Im (p) et g(x) € Im(q), il en résulte
p(x) Lg(x), c’est-a-dire : (p(x) | g(x)) = 0.
* On a alors, pour tout x € E :

(P + DI = 1lpIP +2(p(x) | g(x)) + llg)II*

=lp®IP + llg@)II* < [1x]>.

D’apres I’exercice 22.21, on conclut que p + g est un projec-
teur orthogonal.

a) Notons X = Vect(xy,...,x,), p = dim(X), et soit
(e1,...,ep) une b.o.n. de X.

Chaque x; (1 <i < n) se décompose linéairement sur
(e1,---,€p) ;

il existe donc M = (§;)1<k<p, 1<i<n € M, (R) telle que :
P
Vief{l,...,n}, x;i= Z&kiek.
k=1
On a alors, pour tout (i, /) de {1,...,n}>:
P
(i | x;) = kaifkj-
=1
On reconnait ici le terme général du produit de deux matrices ;

en notant G pour G(xi,...,x,),onobtient: G = 'MM.
Montrons enfin : rg(* MM) = rg(M).



eOna: Im(*MM) C Im(* M),
donc: 1g(G) <rg(*M) =r1g(M).
e Soit U € Ker(G), c’est-a-dire tel que GU = 0. On a alors :

||MU||§ ='MU)MU) ="'U'MMU ='UGU =0,
donc MU =0, U € Ker(M).
Ainsi, Ker(G) C Ker(M), d’ou, par le théoreme du rang :
1g(G)=n — dim (Ker(G)) > n — dim (Ker(M)) =rg(M).

Finalement : rg(G(xl,. .. ,x,,)) =r1g(M) = rg(xy,...,Xxn).

b) 1) En utilisant @) :
(X140 ,Xp) lié <= 18(X1,...,X,) <N
< 1g(G(xy,....x0) <n
— det(G(xl,. .. ,xn)) =0

< v(x1,...,%,) =0.

2) ¢ Si (xq,...,x,) est libre, alors, avec les notations de a),
p=n,M e GL,(R), donc :

Y(X1,. .. Xy) = det(" MM) = det(' M)det(M)

= (det(M))* > 0.

e Réciproquement, si y(xy,...,x,) > 0, alors, d’apres 1),
(x1,...,x,) n’est pas lié, c’est-a-dire est libre.

c) Notons y = x — px(x). Puisque y € X+, ona:

V(XX e ey X))
Iy + px I (px®)lx1) (px (®)]xy)
(x11px (x)) (xrlxr) (er]xn)
(xn |pX ()C)) (€ |X1) (% |)C,,)
= [IYIPYCrs- - 520) + Y (Px (X)X, oK)

Comme px (x) € X, (px(x),x1,...,x,) estlié, donc (cf. a)) :

7(pX(-x)sxls- .. vxn) =0.

Ainsi, Y(x,X1,. ..,X,) = d*y(xy,...,x,), et finalement :

Je (fy(x,xl,. .. ,xn)> %.
’Y(Xh- .. ,)C,,)

Ona:
[['AC—C'Bl=tu("(fAC—C'B)('AC —C'B))
=t (('CA-B'C)('AC—C"'B))
=tr('CA'AC — "CAC'B—B'C'AC+B'CC'B)
=t ('C(A'AC) —tr ('C(AC)" B)

—tr (B('C'AC)) +tr (B('CC' B))
=tr("C"AAC) —tr ("CCB'B)
—tr (C'A(CB)) +tr ('CC('BB))
=tr('C'AAC) —tr ('CCB'B)
—tr ("C*AAC) +tr ("CCB'B) = 0.
On conclut *AC — C'B =0, c’est-a-dire ' AC = C' B.

Ona:
(£0)(£0)=Sas= 5 aby+San
i=1 j=1 ij iLjii#j i=1
=0

d’ou, puisque les a; sont tous > 0 :

- (£)/ (27}
j=1 i=1 i=1
On déduit :

n 2 n
2 > b;b,:(Zb,-) -y 5
i i=1

Qi i=1

~((e)/(5#)) -2
() - (5e) (29)/ (5#)
<((Zn) - (BNE)/ (B

Mais, d’apres I’inégalité de Cauchy et Schwarz dans R” usuel :
n 2 n n
(Son) <(2)(E0)
i=1 i=1 i=1
On conclut : Z bib; <0.

ijii#

1) Puisque (r,s) € (O(E3))2 et que O(E;) est un
groupe pour la composition,ona: p=soros € O(E3).

De plus :
det (p) = det (s or os) = det (s) det (r) det (s)

=(=D-1- (=) =1

351



352

On déduit p € SO(E3), donc p est une rotation.

2) Notons A I’axe de Ia rotation r, W un vecteur unitaire di-

rigeant et orientant Z, 0 I’angle de r, P le plan vectoriel le
la réflexion s.

°Ona:
p(s(ﬂ))) =(soro s)(s(7)) =(sor) (W)

=s(r(uw)) =s().

Ceci montre que s (%) dirige et oriente I’axe de la rotation p.

* Considérons le plan vectoriel 6 = 7{ orienté par le vec-
teur normal unitaire 7, et le plan vectoriel R = (s(7))L,
orienté par le vecteur normal unitaire s ().

Soit W € R. On a, puisque s est une réflexion :

s(W) -« =W -s()=0, donc: s(W) e Q.

De plus, modulo 27 :

X (W) = = (s, (()))
= = s (u)r 0 5(W)) = = H(s(W).r(s()) =0,

cars(W) € Q.

On conclut que p est la rotation d’axe dirigé et orienté par s (")

etd’angle — 6, o I estun vecteur dirigeant et orientant I’ axe
de r et 0 est I’angle de r.

(i) = (i) :
Supposons que f est une rotation de Ej. Il est clair que f # 0.

* Par définition, puisque f € O(E3), fconserve le produit sca-
laire.

e Onadet (f) = 1, donc, pour tout (x,y,z) € Ej :
[f), F(). f@)] = det(f)[x,y, 2] =[x, y, 2]
Ainsi, f conserve le produit mixte.

e Soit (x,y) € E%

Soitu € E5. Comme f est une rotation, f est bijective, donc il
existe z € E; telqueu = f(z). Ona:

(faA =F@AFO)-u
=(fGAYN = f@OALD)-fQR)

=faAY - f@Q-(fOAFD) - fQ)
=AY f@)=[fO), fFO), F(2)]
=@xAy)-z—Ix,y,2z2] = 0.

Ceci montre que le vecteur fixé f(x A y) — f(x) A f(y) est
orthogonal a tout vecteur de E3, donc est nul.

On conclut :

V) € B}, fxAy) =f&)AFO).

(i) = (i) :
Supposons f £ 0 et :

V(x,y) € E5, fxAy)=FfO)AFO).

» Montrons que f est injective.

Raisonnons par I’absurde : supposons qu’il existe x € E5 — {0}
tel que f(x) = 0.

On a alors :

VyeEs, fbAny)=fx)Af@)=0Ay=0.

Comme, pour toutu € x*,ilexiste y € E; telqueu = x Ay,
onaalors: f(u)= f(xAy)=0.

Ainsi, fest nulle sur la droite vectorielle Ru et sur le plan vec-
toriel u™. Comme E3 = Ru @ u™ et que fest linéaire, il en ré-
sulte f = 0, contradiction.

Ceci montre Ker ( f) = {0}, et on conclut que f est injective.

2) Soit B = (i, j, k) une base orthonormale directe de E5 (il
en existe au moins une).

Notons I = f(i), J = f(j), K = f(k).

On va montrer que (/, J, K) est une base orthonormale de E5.
“Ona: K=fk)=fGnrj)=fG)AFG=1AJ,
etdeméme: I=JAK,J=KAI.

eOndéduit: I-J=1-(KAI)=[Il,K,I]=0,
etdeméme: J-K=0,K -1=0.

Ainsi, (1,J,K) est une famille orthogonale.

* On a, en utilisant la formule du double produit vectoriel :

I=JAK=(KANI)ANUTANJ)
=((KAD-J)I=((KAD-T)J

=[K,LJII -[K,I.IlJ =[1,J,K]I,

d’ou, puisque / #0 : [I,J,K]=1.

sEnfin: |[I|P=1-I1=1-(JAK)=[I,J,K]=1,
etdeméme: [|J|>=1, ||K]|?=1.

On déduit que (/,J,K) est une base orthonormale directe
de E3.

Ainsi, f envoie une base orthonormale directe (i, j, k) en une
base orthonormale directe (/, J, K), donc, d’apres le cours,
f € SO(E3), c’est-a-dire que fest une rotation (ou I’identité).



Géométrie plane

B Plan Mam Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 353 * Manipulation de barycentres, de parties convexes

Enoncés des exercices 356 * Configuration de points alignés, de droites concourantes

Byl f e ? S5 * Calculs de distances, d’angles, de projetés orthogonaux, de bissectrices

- * Calculs dans la géométrie du triangle
Corrigés 361 ,
» Etudes de coniques, en particulier questions portant sur les tangentes

» Utilisation des nombres complexes en géométrie plane.

Points essentiels du cours
pour la vésolution des exewvcices

e Résolution de questions élémentaires en géométrie plane, portant sur
les points et les droites

e Définition du barycentre d’une famille finie de points pondérés, asso-
ciativité de la notion de barycentre

¢ Définition de la convexité

* Interprétation géométrique des nombres complexes, en particulier en
liaison avec les rotations et les similitudes directes

» Définitions et propriétés des coniques.
G

== | es méthodes a retenir

On abrege représentation paramétrique en RP, équation cartésienne
en EC.

A, désigne le plan affine.

&, désigne le plan affine euclidien orienté.

La notation [£,,R] par exemple, signifie que I’étude se situe dans &,
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. N PR rdiard
muni d’un repere orthonormé (direct) R = (O ; i, j).
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De maniere générale, pour étudier
une question de géométrie plane,
dans le plan affine 4, ou dans le
plan affine euclidien orienté &,

Pour résoudre les questions
élémentaires sur points et droites
dans le plan affine A, rapporté a

un repeére affine R = (0 ; ?,7)

* Si I’énoncé ne fait pas intervenir un repere, on pourra étudier la
question :
* ou bien sans faire intervenir de repere, de facon synthétique

== Exercices 23.2, 23.5, 23.7, 23.13, 23.15

* ou bien en faisant intervenir un repere adapté a la question (repere
affine pour A, repeére orthonormé direct pour &)

w= Exercices 23.4, 23.6, 23.8, 23.12, 23.14, 23.16.

* Si possible, faire un schéma illustrant la question.

Appliquer les formules du cours :
* RP de la droite passant par le point A(a,b) et dirigée par le vecteur
(non nul) 7(14,1}) :

AeR.

xX=a+ \u
y=b+>\v’

* EC de la droite passant par le point M (xq,yo) et dirigée par le vec-

teur (non nul) %@ (u,v) :

X—Xo U
y—>Y Vv

=0

* EC de la droite passant par les deux points M (x1,y;), Ma(x2,y2) :

X — X1 X2 — X1
y—=—JyY1 22—

* EC de la droite passant par les points A(a,0) et B(0,b) situés sur les
axes de coordonnées (ab # 0) :

X oy
I |
a + b
* EC de la droite passant par 1’origine O(0,0) et le point A(c,5)
(autre que O) :
Ox —ay=0
e Un vecteur directeur de la droite d’EC ax +by+c =0 est
—_—
u (b,—a)
e Deux droites D | ax +by+c¢=0, D' | adx+b'y+ ¢ =0 sont
paralleles si et seulement si :
a b
a/ b/

=0

* Trois points M; (x;,y;), i € {1,2,3}, sont alignés si et seulement si :

X3 — X1 X3 — X2
Y3i—=Y1 Y3—»

== Exercices 23.4, 23.6.
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Pour montrer que trois droites
D1,D,.D3 (deux a deux distinctes)
de A, sont concourantes

ou paralleles

Pour manipuler le barycentre G
d’une famille finie
(Ai, i) i € {1,....,n}

Pour étudier une hyperbole H
dans A, (et non dans &)

Pour former une EC de la tangente
T(ty) en un point M(t)) d’une
conique C dont on connait

une RP ¢ — M(¢)

Pour résoudre les questions
élémentaires sur points et droites
dans le plan affine euclidien
orienté &, rapporté a un repere

orthonormé direct R = (O ; 7,7)

Les méthodes a retenir

e Trouver un point situé sur ces trois droites, ou bien montrer que ces
trois droites sont toutes paralleles entre elles

* Si D; est donnée par une EC a;x +b;y +¢; =0, i € {1,2,3},
montrer :

ay b] Cq
an b2 Cr | = 0.
as b3 C3
== Exercices 23.4, 23.14.
Utiliser :
n
* la définition du barycentre : a,-_G—Xi = 6),
i=1
n
ou, pour tout point M € A, : MG = m Za,-MAl-

== Exercices 23.5, 23.7

* I’associativité de la notion de barycentre

== Exercices 23.5, 23.7.

Utiliser un repere affine dans lequel H admet une EC du type

xy =a’, a > 0 fixé.

== Exercice 23.8.

dM
La droite 7T (79) passe par M(ty) et est dirigée par a (to)
= Exercices 23.8, 23.12, 23.16, 23.17.
Appliquer les formules du cours :

* Distance de deux points M (xy,y) :

MMy = /(xa — x)* + (y2 — y1)?
== Exercices 23.1, 23.10

* Distance du point My(xo,yo) aladroite D | ax + by +c¢c =0
laxo + byo + |

d(Mo. D) = =
a

= Exercice 23.1

* Angle v (modulo 27) de deux vecteurs (non nuls) DI

- —>
V1 - U2

oSy = ————
-

vl T2 1]

et sin «v est du signe de det(;yf)(ﬁ), )

= Exercice 23.1.
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Pour déterminer
le projeté orthogonal H
d’un point M, sur une droite D

Pour calculer la distance de deux
points (sans repere explicite)

Pour relier entre elles

les longueurs des cotés

d’un triangle rectangle ABC,
rectangle en A

Pour obtenir des EC
des deux bissectrices A, A’

de deux droites données D;,D, de &,

Pour étudier une configuration
plane faisant intervenir

des rotations

ou des similitudes directes

Pour étudier les coniques de &,

. —
Caractériser Hpar: H € D et MoH 1 D.

== Exercice 23.1.

Ona: MM;=|MM)|*=MM, - MM, eton peut essayer
d’utiliser les propriétés du produit scalaire.

> Exercice 23.2.

* Utiliser le théoreme de Pythagore : BC 2= AB? + AC?
* Faire intervenir les angles ABC, ACB par leurs sinus ou leur cosi-
nus, par exemple : AB = ACcos ABC.

= Exercice 23.2.

Se rappeler que A U A’ est ’ensemble des points M de &, équidis-
tants de D, et D,.

= Exercice 23.3.

Essayer d’utiliser les nombres complexes

= Exercice 23.9.

On se réferera, suivant le contexte, a la définition monofocale, a la
définition bifocale pour les coniques a centre, a une représentation
paramétrique, a une équation cartésienne, a 1’équation polaire si O est
un foyer. Lorsqu’une seule conique intervient, souvent on pourra
choisir un repere orthonormé direct de &, de facon que, dans ce repe-
re, la conique admette une RP ou une EC tres simple.

w=> Exercices 23.12, 23.16, 23.17, 23.18.

=mmme [noncés des exercices

Exemples de calculs de coordonnées de points, d’équations de droites,
de distances, d’angles

[£5,R] On considere les trois droites

1 1
Dy | y=5x—5.

D =1-ux,
1y X 2 B

Dy | y=2x+2,

a) Calculer les coordonnées des points d’intersection respectifs A, B,C de D, et D3, D,
et D,, D, et Ds.

b) Calculer BC.

—

—

c) Calculer I’angle (CTZ\,CB).
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Enoncés des exercices

d) Former une équation cartésienne de la droite A passant par C et orthogonale a D, cal-
culer les coordonnées du point d’intersection E de A et de la droite x"x des abscisses, puis
calculer les coordonnées du projeté orthogonal F' de E sur D;.

e) Calculer la distance de F a D;.

Formule de Héron, donnant I’aire d’un triangle en fonction des longueurs
des cotés

- : +b+
[&:] Soient ABC un triangle, a = BC,b = CA,c = AB,p = %.

a)Montrer: a® = b? + ¢ — 2bccos A.
b) En déduire sin A en fonction de a,b,c.

. a b c
c) Etablir: —= = ——= = —=.
sin A sin B sinC
d) Montrer la formule de Héron, donnant I’aire S de ABC :

S=p(p—a)p—b)(p—o).

Former les équations cartésiennes des bissectrices de deux droites

[£:.R] Former les équations cartésiennes (dans le plan euclidien & rapporté a un
repere orthonormé) des bissectrices des deux droites

Dy |3x+4y+3=0, D, |12x—-5y+4=0

Théoréme de Ménélaiis, théoréeme de Céva
[A,] Soient ABC un triangle, A" € (BC), B’ € (CA), C' € (AB), distincts des som-
mets.

a) Théoreme de Ménélaiis
Montrer que A’, B’,C’ sont alignés si et seulement si :

b) Théoréme de Céva

Montrer que (AA’), (BB’), (CC’) sont concourantes ou paralléles si et seulement si :

Barycentres de sous-familles
[A;] Soient n € N*, (Ay,...,A,) € E", (a,...,a,,) e R" tel que a; + ...+, =0,
A;
{I,J} une partition de {I,...,n} telle que Za,« 0, G, = bary[ ] s
iel

iel i
A
G, = bary [a]] . Montrer que, si G # G», la direction de la droite (G;G,) ne
J djes
dépend pas du choix de {/,J}.

Alignement de points

[A2] Soit ABC un triangle. Deux droites A, A’, paralleles a (BC), coupent (AB) et (AC)
en D et E, D' et E’ respectivement. Les droites (C D) et (BE) se coupent en un point M.
Les droites (CD’) et (BE’) se coupent en un point M’. Montrer que les trois points
A, M, M’ sont alignés.
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Ensemble convexe construit a partir de deux ensembles convexes

[A;] Soient Cy,C, deux parties convexes de .A;. On note C I’ensemble des milieux des
segments [ M, M;] lorsque M, décrit C, et M, décrit C,. Démontrer que C est convexe.

Tangentes a une hyperbole
[A;] Soient H une hyperbole, D une asymptote de H, P,Q € H tels que P # Q.

La tangente en P (resp. Q) a H coupe D en un point noté R (resp. S). Montrer que la droi-
te (P Q) passe par le milieu / de (R,S).

Utilisation des nombres complexes pour I’étude d’une configuration plane
faisant intervenir des carrés

[£:] Soit ABC un triangle de &. On construit le carré indirect ABDE et le carré direct
ACFG. On note M le milieu de (B,C). Montrer: (AM) L (EG).

Longueur minimale d’un segment passant par un point donné et s’appuyant sur
les axes de coordonnées

[£3,R] Soient (a,b) € (]R”jr)2 et A(a,b). Trouver la longueur minimale d’un segment de
droite passant par A et s’appuyant sur les deux demi-droites Ox, Oy.

Caractérisation des hyperboles équilateres , ,
X

[£,,R] Soient (a,b) € (Rj)z, H T’hyperbole d’équation -~ = % =1, F(c,0) un foyer
a

de H, M,,M, les deux points de H d’abscisses égales a c. Montrer que H est équilatere

sietseulementsi: MM, =~/2c.

Tangente a une ellipse

[£:] Soient E une ellipse, F,F’ les foyers de E, A,A’ les sommets principaux de E,
T (resp. T') la tangente en A (resp. A") & E. Un point M décrit E. La tangente en M a E
coupe 7 (resp. T”) en un point P (resp. P’). Montrer que le cercle de diamétre [ P P'] passe
par F et F'.

Existence d’un point fixe pour un groupe fini d’applications affines
[A;] a) Soit G un groupe fini d’applications affines de E dans E.
Montrer qu’il existe A € E tel que : Vg € G, g(A) = A.

b) Soit f € Aff(E,E) telle qu’il existe n € N* tel que " = Idg.
Montrer: JA € E, f(A) = A.

Trois droites concourantes ou paralleles

[A>] Soit ABC un triangle. Soient D,E € (AB) tels que le milieu de (D,E) soit le
milieu de (A,B), F,G € (BC) tels que le milieu de (F,G) soit le milieu de (B,C),
H,K € (CA) tels que le milieu de (H,K) soit le milieu de (C,A). On note A’ (resp. B’,
resp C’) le milieu de (D,K) (resp. (E,F), resp. (G,H)). Montrer que les droites
(AA"), (BB’), (CC’) sont concourantes ou parall¢les.

Rayon du cercle inscrit dans un triangle

[£] Soient ABC un triangle acutangle (c’est-a-dire dont les trois angles sont aigus),
I (resp. r) le centre (resp. rayon) du cercle inscrit dans ABC, r4 le rayon du cercle centré
sur [BC] et tangent 2 (AB) eta (AC), rp.rc de méme. Montrer :

1 1 1 2

—+—+—==.
ra rp rc r



Du mal a démarrer ?

—— Tangente a une hyperbole
[£,] Soient H une hyperbole, A, A’ ses sommets, 7,7 les tangentes a H en A, A’ respec-
tivement. Un point M décrit la demi-hyperbole de H de sommet A’. La tangente en M a
H coupe T et T’ en deux points notés respectivement P, P’. Montrer : (FP) L (FP’).

——— Normales a une parabole
[£,,R] Soient p > 0, P la parabole d’équation y*> = 2px, M un point du plan tel qu’il
existe trois normales a P passant par M. Montrer que I’isobarycentre des trois pieds de ces
trois normales est sur x'x.

I —— Hyperboles équilatéeres passant par trois points donnés

[£2,R] a) Former I'équation générale des hyperboles équilateres passant par les trois
points
A2, B(@1,0), C(-1,0).

b) Montrer que ces hyperboles passent par un quatrieme point fixe que I’on déterminera.

mseee Du mal a démarrer ?
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¢) Calculer le cosinus de I'angle a l'aide d’un produit sca-
laire, puis le signe du sinus a I'aide d’'un déterminant.

a) Calculer ﬁz en intercalant A par la relation de
Chasles.
b) Exprimer cos A d’apres a), puis sinA = /1 — cos?A.
¢) Se déduit simplement de b).
d) Considérer le projeté orthogonal H de A sur (BC).

Un point M (x,y) appartient a la réunion des deux bissec-
trices de D et D; si et seulement si:d(M,D;) = d(M,D>).

Considérer le repére affine R = (A ; /ﬁ/?%)
Préciser les coordonnées de A,B,C,A’,B’,C’.
o A'B B'C C'A
En déduire les rapports —, —, —.
A'C B'A C'B

Combiner les égalités de définition de G| et G, pour faire

apparaitre G1G,.

Considérer le repére affine R = (A; EA_C>) Former
une équation cartésienne de (BC), puis de A,de A’. En dédui-
re les coordonnées de D, D', E,E’. Former des équations carté-
siennes de (CD) et (BE),de (CD’) et (BE'), puis calculer les
coordonnées de M, M’, et montrer que A,M, M’ sont alignés.

11—
Ex-primer M, N comme barycentres de points de C1,C>, et uti-
liser I'associativité de la notion de barycentre.

. 2 M N
Soient (M,N) € C*,» € [0; 1], P = bary o .

Utiliser un repere affine R = (0 ; _1)7) dans lequel H
admet une équation cartésienne xy = a?%, a > 0 fixé, et D est
I'axe des abscisses. Former une équation cartésienne de la tan-
gente en P (resp. Q) a H, puis calculer les abscisses de R, S, et

enfin montrer que (ﬁ,@) est liée.

Passer par les nombres complexes, en faisant intervenir

T
des rotations d'angle ii'

Noter P(x,0), 0(0,y) les extrémités du segment, calculer
P 0? en fonction, par exemple, de x, et étudier les variations de
la fonction ainsi obtenue.

Calculer les ordonnées de M, M, et en déduire que :
Mi{M> =~2¢ < a=b.

Paramétrer E par:x = acost, y = bsint, t € R.
Former une équation cartésienne de la tangenteen M a E.
En déduire les coordonnées de P,de P’ et du milieu I de (P, P’).
Montrer enfin: [P =1P' =IF =1F'.

a) Noter fi,. .., f, les éléments de G. Considérer l'isobary-
centre A de (f1(0).....,f,(0)), ot O € A, est fixé.

b) Considérer le sous-groupe engendré par f pour la loi o.

Considérer le repére affine R = (A ; EA_)C) Déterminer
les coordonnées de A,...K,A’,B’,C’. Former des équations
cartésiennes de (AA’), (BB'), (CC’). Montrer que ces trois
équations cartésiennes sont liées.
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Noter D le centre du cercle centré sur [BC] et tangent a
(AB) eta (AC), B',B” les projetés orthogonaux respectifs de 1
et D sur (AC), C’,C" les projetés orthogonaux respectifs de 7
et D sur (AB). Exprimer les aires des triangles ABD, ACD,
ABC,IAB,IBC,ICA.

Paramétrer H par des fonctions hyperboliques.
Pour M (—a cht,bsht) surlademi-hyperbole de H contenant A’,
former une équation cartésienne de la tangente en M a H, puis
calculer les coordonnées des points P,P’ et enfin calculer
!
FP.FP.
)
Paramétrer P : x = 25’ y =t, t € R. Former une équa-
p
tion cartésienne de la normale en un point N (¢) de P, puis tra-

duire que cette normale passe par M. Faire apparaitre ainsi une
équation du troisiéme degré, ayant pour solutions les ordon-
nées des trois pieds des normales et calculer la somme des
racines de cette équation, en utilisant la formule reliant les coef-
ficients et les racines d'une équation algébrique.

a) Dans I'équation générale des coniques, traduire qu'il
s'agit d'une hyperbole et que les deux directions asymptotiques
sont orthogonales.

On obtiendra :

X2+ 2dxy —y> —2(14+20)y—1=0, ArecR.

b) Traduire qu'un point M (x,y) fixé satisfait I'équation précé-
dente pour tout A € R.



= Corrigés des exercices

—

Y D, c) Notons v = (CT)L\,CTl)?) [27]. On a :
8/3 2
a / colinéaire et de méme sens que ,
4/3 1
2
4 1
et CB /3 colinéaire et de méme sens que U ,
8/3 2
B 4/3 < donc :
1 s 4
7 =S —— = =
17w S
F/° — 2 1
53 E | Dy det(;j)(u,7)=‘l 2‘=3>0,
2173 |0 A X
donc, d’apres le cours :  sina > 0.
4
D, On conclut: a = Arccos - ~ 0.64 ...
a 5
d) * Un vecteur directeur de D; est (1,—1), donc une équation
—4/3 cartésienne de la droite A passant par C (—5/3,—4/3) et or-
c thogonale a D est :
5 4
()l (5)-»
a)
y=1l-x x=1 sest-a-dire - 1_0 L 1
A(x,y) € D, N Dy _1 1 : . c’est-a- 1re.x—y—|—§— , ou encore : y—x+§.
YT T2 V= .
1 +l 1
[, =57 = X =——
B(r.y) € D b y=1-—x r= 3 E(x,y) € AN x'x Y 3 — 3
x,y) € Dy N D, <= _ _
y=2x+2 pod =0 p=0
3
* En notant F'(x,y) le projeté orthogonal de E sur D,, on a:
5
y=2x+2 x=—§ F e D, F e D,
C(x,y) € D, N D3 < —
e y:lx_l 4 (EF) L D, Zf 1D,
2 2 y——g-
y=2x+2
— 1
b) (x—l—g,y)J_(],Z)
5 1\? 4 4\2\?
re=mi=((-5+3) +(-5-3)) E
y=2x+42 x——E
1 — 1
= (L0, 00) _ V0 _ V5 L) 0s. Z g2y =0 _ 4
9 "9 3 ’ V=5
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e) D’apres la formule du cours donnant la distance d’un point
a une droite dont on connait une équation cartésienne, on a, pour

13 4
Fl ——,—)etD|x+y—1=0:

15°15
’ 13+ ‘
8 44/2
d(F7Dl)=i=—=i:1,l3.
JIZF 12 52 5
a) On a
2 2 2
a*=BC =(AC —AB? =AC +AB —2AC-AB
=b2+cz—2bccosX.
- P22
b) On déduit cos A = %, puis :
. =R b2+ 2 — a2\?2
sinA=1—cos’A = | — [ ———
Sin COS 2be
= s (4b2c2 — B+ - az)z)
4b2 2(2bc—b2 4+ a>)2be + b* + 2 —a?)
1 2 2 2 2
:4b2c2(a —(b—2c) )((b+c) —a)

TR 2(a—b—{—c)(a—|—b—c)(b—}—c—a)

(b+c+a)
1
1 16(p —b)(p — c)(p — a)p.

Comme A € 10; «[, ona sinA > 0, donc :

ind == b
s = = p(p—a)(p—Db)(p —o).

a abc
sinA  2Jp(p—a(p-D(p -0
donc, comme le deuxieéme membre de cette égalité est symé-

c)D’apres b) :

trique en a,b,c, on conclut :

a b c

sin A sin B sin C

Remarque : on peut obtenir ces égalités par une autre méthode.
En effet, en notant H le projeté orthogonal de C sur (AB),
ona: CH=ACsinCAH = bsinA

et CH = BCsinCBH = asin E, d’ou :

a b

sin A sin B

B a C

En notant H le projeté orthogonal de C sur (AB), on a:

1 1 ~ 1 =
S= EAB -CH = 5AB~ACsinA = EcbsinA.

On conclut, d’apres b): S = \/p(p —a)(p—>b)(p—c).

Ennotant A, A’ les deux bissectrices de D, et D5, on a,
pour tout point M (x,y) :

Me AUA < d(M,D)) =d(M,D,)

3x +4y+3|  [12x — 5y +4]
5 B 13
133x +4y+3) —5(12x =5y +4) =0
<—— |ou

133x +4y +3)+5(12x — 5y +4) =0.
Les bissectrices sont donc les droites d’équations :

—21x+77y+19=0,  99x +27y +59 =0.

Dans le repere (A; fTé,/Té), on dispose des coordon-
nées :
A(0,0), B(1,0), C(0,1), B'(0,b), C'(c,0), A'(a,1 —a),
3
{0,1})".

ou (a,b,c) € (R —

— —
*A'B (1 —a,—(1—a)) et A'C(—a,a), donc

A'B _ 1—a
AC o«
= =% B'C 1-b
e B'C (0,1 —b) et BA(0,—b), donc =——
B’A b
— — C'A G
e C'A (—c,0) et C'B(1 —¢,0), donc = —
C'B l=ec
! !’ ’ c —
a)Ona: (ABCahgnes)<:>‘ —1+a b =0

< c+ab—bc—ac=0.



_._‘_=]<:> 0
A'C B'A (C'B —a —b

<— (1 —a)(l =b)c+ab(l —c)=0

<= c+ab—ac—bc=0.

b) On forme les EC des droites (AA’), (BB’), (CC') :
(AA):(1—a)x —ay=0
(BB :bx+y—b=0
(CC") :x+cy—c=0.

Ces trois droites sont concourantes ou paralleles si et seulement

l—-a —a O
si b 1 —b| =0,
1 c —C

c’est-a-dire: —c +ab + ac + bc — 2abc = 0.

D’autre part :

A'B B'C CA —a 1-b —c
e—— = . . = —1
AC B'A C'B —a -b 1-c

<= —c+ab+ac+ bc —2abc =0.

Par définition de G, et G, :
S 0GE =Y oG = T .
iel jel
On déduit :
6) = Z oziGl_A),- aF Z O‘jm

iel jeJ

=Y (GG + GrA) + Y ;G A,

icl jel

= (ZO&,‘)G}GZ + Z(XszAj.
iel j=1
Donc :

(Z%)TGZ = —Xn:ajm
j=1

iel

n — —
== Za_/(GzAl + A14))
=

&

—_— n Ea—
:—< OZj)GzA] —ZajAlAj
Jj=1 j

=1

3

1 n

E Q=1

iel

Ainsi, GG, = — a;jA1A;j, donc (G G,) est diri-

gée par Z ;A A;, qui ne dépend pas du choix de {/,J}.
=1

Considérons le repere affine R = (A; A_>B,A_C)’).

Ona,dans R : A(0,0), B(1,0), C(0,1).

Une équation cartésienne de (BC) est: x +y = 1.

Puisque A et A’ sont paralleles a (BC), A et A" ont des équa-

tions cartésiennes : A|lx+y=X, A |x+y=\,

\) € (R

On déduit les coordonnées de D, D', E, E’, qui sont les points

d’intersection de A et A’ avec les axes de coordonnées :
DO0), D'(N.0), EQ.N), E'ON).

D’ou des équations cartésiennes de (CD) et (EF) :

oyl E+2=1, BE)|Z+2=1
A1 T

puis les coordonnées (x,y) du point d’intersection M de (C D)
et (BE) :

M(x.,y) € (CD) N (BE)

1 1
—+y=1 <l—v>x=1—x
— y = | :
x+ =1 = — ===
)\ ( )\2>y )\
A
X=—
A+ 1
=
. A
Y ENF
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L’énoncé sous-entend A # — 1 pour ’existence de M.
A L)
N+1UXN+1/

On déduit que M et M’ sont sur la droite d’équation y = x,
et on conclut que A, M, M’ sont alignés.

De méme, on obtient : M ’(

Soient (M,N) € C*, X\ € [0; 1],

P=bary|:A>/\I IT)\]'

Puisque (M,N) € C?, ilexiste M|, N, € Cy, M»,N, € C, tels
que M (resp. N) soit le milieu de [M; M;] (resp. [N1Nz]).

On a alors, par associativité de la notion de barycentre :

M N
P =
bary |\ I—A}
_bary[Ml Mz] bary|:N1 Nz]
— bary 11 11
L A 1- A
— bar (M, M, N, N,
Rt D U WS B U Y
M bar M, N bar M, N,
cbary| LA 1= YL 1-a
i I !

En notant

M N M. N
P1=bary[)\' 1_')\],P2=bary[)\2 1_2)\],

P, P
on a donc : P=bary[1] 12],
c’est-a-dire que P est le milieu de [Py P, ].
De plus, puisque (M;,N;) € C12 et que C; est convexe, on a
P, eC,. Deméme: P, € C,.

On déduit P € C et on conclut que C est convexe.

Notons O le centre de H. Il existe un repere affine
R=(0; ?,7) de A, tel que 7 dirige D et7 dirige I’autre
asymptote de H. L’hyperbole H admet, dans R, une équation

cartésienne xy = a’ ol a > 0 est fixé. Autrement dit, H

admet la représentation paramétrique :
a
y = T, t e R*

Puisque P,Q € H, il existe (#,v) € (R*)? tel que :

a* a*
P(a, —), Q(v, —).
u v

Latangente en P a H estdirigée par le vecteur dérivé (non nul),
2
a .
donc par (1 ,— 7) , Ou encore par (uz, —az). Une équation
u

cartésienne de la tangente en P a H est :

X —u u? 2
2 2 g
2 :0<:>a(X—u)+u(Y——>:O.

a
== =
u

u
Le point d’intersection R de cette tangente avec D est donné
par :

y=0 , X =2u
—
a2<X—u>+u2(Y—”7)=0 {yzo.

Ainsi : R(2u,0). De méme : S(2v,0).
On déduit le milieu / de (R,S) : I(u + v,0).

Montrons que / € (PQ), c’est-a-dire que (Fi,@) est liée.
Ona:

wu+v)—u @+v)—v
— —

det 5 (PI1.QI)= 2 P
ct ., ]) — _
u v

v u

= a? a’ | =0,
u v

donc (17)1,67) est liée.

On conclut que la droite (P Q) passe par le milieu / de (R, S).



E D

Passons par les nombres complexes. Notons par une minuscule
I’affixe du point correspondant : A(a), B(b),...
b+c

m = .

2

On a, puisque M est le milieu de (B,C) :

Puisque ABDE est un carré indirect,
— —

ona:AE =Rot_;,(AB),

dou: e—a=—-1(b—a),

etdonc: e=a—1i(b—a).

. L. — —
Puisque AC F G est un carré direct,ona: AG = Rot;»(AC),
dot:g—a=i(c—a),etdonc:g=a-+1i(c—a).

On déduit :

g_g:(a+i(c—a))—(a—i(b—a))

b—2|—c_a)

=i(c+b—2a)=2i(
=2i(m —a).

Il en résulte que EG se déduit de AM par la similitude directe

de rapport 2 et d’angle g

En particulier : (AM) L (EG).

Soient x,y € R* tels

P(x,0), 0(0,y). Ona:

que x >a,y>b, et

b
Ac(PQ) e 242 =lesay+br—xy=0
X oy

bx
<:}y=x—a'

y

0

b A

(0] a [" X

D’ou:

2 2 2 2 bx \?
PO =x"+y" =x"+ .
x—a

Considérons I’application

2 ( bx )2
fila;+o0o[— R, x +— f(x) =x"+ .
x—a

L’application f est de classe C Usur Ja; +oof et, pour tout
X €la; 400 :

Do bx  b(x—a)—bx _ 2ab*x
f(x)—2x+2x_ ° (x—a)2 —2X—m
2
= ﬁ((x —a) — abz).

On en déduit le tableau de variations de f,
en notant xo = (ab®)'? +a = a'?(@*? + b*3) :

X a X0 —+00
J(x) - 0 +
f ) N /

Le minimum de f, donc aussi de /f, est obtenu en x, et :

bxo \ 2 b*x}
xo—a) o (ab?)?/3?

fow) =23+ (

_ (02/31)4/3 +b2)x5

— (23 2/313
a23p4/3 =@ b7

On conclut que la longueur minimale cherchée est :

@3 + b3,

Notons ¢ et — les ordonnées de M, et M, respective-
ment avec (par exemple) ¢ > 0.

On a, en rappelant que ¢? = a” + b :

¢ ¢ s 2 2f € b*
a—z—ﬁ=l, d’ou t =b(——l)=—.
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On a donc :
MMy =2¢c &2t =2¢c < 21> =¢*
b4
<:>2—2=a2+b2
a
—a*+a*h* -2b"=0
— (@*—b*) (@ +2b*) =0
N———
>0
—a’=b << a=h.

D’autre part, d’apres le cours, H est équilatere si et seulement
sia=h.

Finalement, H est équilatere si et seulement si: M, M, = J2e.

y
T/ \ T
»
I
E M
P
A’ 0 %
F' F )A

D’apres le cours, il existe un repere orthonormé (direct)

- 2
R=(0; i, j)telque dans R, E admette la représenta-
tion paramétrique :

x =acost, y=bsint, teR.

Onaalors: F(c,0), F'(—c,0).
é

. dmM .
Latangente en M a E est dirigée par T d’ol une équation
cartésienne de la tangenteen M a E :

X —acost —asint

y —bsint  bcost

<= bcostx +asinty —ab =0.
Notons / le milieu de (P, P’), qui est aussi le point d’intersection
de (PP’) etde y'y.

Les coordonnées (x,y) de P sont données par :

=

X =a
bcostx +asinty —ab =0 { bﬂ'

V= sin ¢

1 t
De méme : P’(—a, bﬂ)

sin ¢

On en déduit les coordonnées du milieu 7 de (P, P’) :
b
{0, — ).
sint
2
IP*=d*+ (—bC,OS[> =IP?
sint

et

Iy ( b )2 _cEsin’t + b2

sint sin 2t
2 _ p2\qin2 2 -2
(@ =b)sint+b~ , 1l —sint
= =4 tb——s—
sin“t sin“t
,  ,CO087t 2
=a +b"—— =1IP".
sin“t

De méme: [F? =IP"”.
Onobtient: /P =P =IF = IF’, donc P,P’,F, F' sont sur
un méme cercle de centre I, le cercle de diametre [P P'].

a) Notons f,..., f, les éléments de G.

Soit O un point quelconque de E (il en existe au moins un) ;
notons A I’isobarycentre de f;(O),..., f,(O).

Soit i € {1,...,n}. Puisque f; est affine, f;(A) est 'iso-
barycentre de f;(f1(0)).....f;(f:(0)). Mais, d’autre part,
puisque G = {fi,...,f,} est un groupe, les éléments



fi o fi,...,fi o f, sontdeux a deux distincts et constituent G,
etonadonc: fi(A)=A.

b) Puisque " = Idg, le groupe engendré par f, formé par les
f¥ (k € Z) est fini. D’apres a), il existe donc A € E tel que :
Vk € Z, f*(A) = A. En particulier : f(A) = A.

Considérons le repere affine R = (A; AB,AC).
On a, dans R, les coordonnées :
A(0,0), B(1,0), C€(0.1).

Puisque D,E € (AB) et que (D,E) a le méme milieu que
(AB), il existe A € R tel que :

D(1 —X,0), E(\0).
De méme, il existe p, € R tels que :

F(p,1 — ),

G —p,p), HQO,v), K(@O,1—v).

On déduit les coordonnées de A’,B’,C’ :
1—X1-— -
A /\’ 1/’ B /\+,u’1 1 ’
2 2 2 2
1—
c p oty
2 2

On forme des équations cartésiennes des droites (AA”), (BB’),
(cc’y:

—>
M(x,y) € (AA") <= (AM,AA)) liée
1—A
2
1—v
2

=

y

<— 1-vyx—>10-=Ny=0,

M(x.y) € (BB') <= (BM.BB) liée

A+ p

a2
l—p

J 2

< 1-—wx-1)—-—A+p—2)y=0

x—1 1

=0

S A-—wx—A+p—=2y—0-p) =0,

M(x,y) € (CC’) «> (CM,CC) liée

L —p

X S
2
n+v

2
= (p+v—2)x—-1A—-pw(y—1=0.

=0

y—1 1

On remarque, par exemple, que la somme des trois premiers
membres de ces trois équations de droites est nulle.

* Si (AA’) et (BB’) sont sécantes en un point noté M,alors,
puisque la troisieme équation est 1’opposée de la somme des
deux premiéres équations, le point M est sur (CC’), ce qui
montre que les trois droites sont concourantes.

*Si (AA’) et (BB’) sont paralléles, alors, comme la troisieme
équation est 1’opposée de la somme des deux premieres, la droite
(CC') estparallele a (BB') eta (CC').

On conclut que les trois droites (AA’),(BB’),(CC") sont
concourantes ou paralleles.

Il y a un cercle et un seul, centré sur [BC] et tangent a (AB)
eta (AC), etle centre D de ce cercle est le point d’intersec-

tion de [ BC] et de la bissectrice intérieure de A.

Notons B’, B” les projetés orthogonaux respectifs de 7 et D sur
(AC), C’,C" les projetés orthogonaux respectifs de 7 et D sur
(AB).

En notant .4(.) I’aire d’un triangle, on a :
2A(ABD) = AB - DC" =cry
2A(ACD) = AC - DB" = bry.
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Comme D € [BC], on obtient :
2A(ABC) =2A(ABD) +2A(ACD) = (b + c)ra.
Par roles symétriques, on a aussi, en permutant les lettres :
2A(ABC) = (b +c)ra =(c+a)rg = (a+b)rc.
De méme :
2A(IAB) = AB - IC' =cr
2A(IBC) = BC - TA" =ar
2A(ICA) =CA-IB = br.
Comme / est intérieur au triangle ABC, on a, par addition
d’aires :
2A(ABC) =2A(IAB) +2A(IBC) +2A(UCA)
=@+b+or.

On a donc :

(a+b+c)r =2A(ABC) = (b+c)ry = (c+a)rp

= (a +D)rc,
d’ou
1 _ b+c 1 _ c+a
ra (a+b+or’rg  (@+b+or’
I a+b
re  (a+b+or’
puis :
1 1 1 b+c)+(c+a)+(@+b) 2
4 = = —.
ra  rg rc (a+b+c)r r
T T
y
P
F! <
= =

1l existe un repere orthonormé R = (O ; 7 , 7) tel que H ait
2 2
pour équation dans R : — — % =1,a>0,b> 0 fixés.
a

Une représentation paramétrique de H est alors

x =cacht, y=bsht,e e {—1,1},r e R.

Puisque M est sur la demi-hyperbole de H contenant A’,
M ades coordonnées : (—acht,bsht), t € R.

Un vecteur tangent en M a H est obtenu par dérivation :
(—asht,bcht).

On en déduit une équation cartésienne de la tangente 7 en M
aH:

x +acht
y —bsht

—ashr|
bchr |~

T |
<= bchtx +ashty+ab=0.

On détermine les points d’intersection de 7avec T et avec 7" :

X =a
Mx,y)eTN T <
xy) €T behix +ashty+ab=0
xX=a
— _ b1+ChZ
sht
X =—a
Mx,y)etN T
bchtx +ashty+ab=0
X =—a
— _ cht —1
/= sht

On obtient ainsi les coordonnées suivantes :

1+ chr he—1
Fe0), Pla-b20) p(—apS :
sht sht

1+ cht
d’oi ﬁ)<a—c, _pifte )
sht

— cht —1 .
FP'| —a—c, b , puis:
sht

ﬁ-ﬁ?’:(a—c)(—a—c)—bz=—a2+c2—b2=0.

On conclut: (FP) L (FP').
y
N, P
Ny
| !
1
| !
!
,I , M
| !
G/
0 o
l/ X
Iy
Iy
I
Iy
ly
Ny




Notons M (x,y) un point du plan.

2
Le point courant N de P est paramétré par : N (2— t) ,t e R
p

dN [t
Un vecteur tangent en N a P est —(7,1), ou encore
p

7 (t,p). Lanormale en N & P passe par M si et seulement si :

[2
(x——>+p@—0=a
2p

ou encore :
£+ @p*—2px)t —2p°y =0 (1).

Cette équation (1) du troisieme degré, d’inconnue 7, admet au
plus trois solutions réelles notées #;,t,,73. Notons Ny, N, N3
les points de P de parametres ?,%,13, et G ’isobarycentre de
(Ny,N,,N3). On calcule I’ordonnée de G :

1 1
Y6 = §(YN1 +yn, + ;) = 5(11 +hH+1)=0,

car le coefficient de #*> dans I’équation (1) est nul.

On conclut: G € x'x.

a) L’équation générale d’une conique [ est :
ax® +2bxy + cy? +2dx +2ey + f =0,
oua,...,f eR, (a,b,c) # (0,0,0).

La conique I”est une hyperbole si et seulement si : b> — ac > 0.
Dans ce cas, les directions des deux asymptotes sont données

par ax? + 2bxy + cy? = 0. Ces deux directions sont ortho-
gonales entre elles si et seulement si : ¢ = —a. De plus, on a

alors > — ac = b* +a*> > 0.

Ainsi, I’équation générale d’une hyperbole équilatere est :
I'| ax® 4+ 2bxy — ay? +2dx + 2ey + f =0,

oua,b,d,e, f €R, (a,b) # (0,0).

Ona:
Ael 3a+4b+4d+2e+ f =0
Bel'<=ia+2d+ f=0
Cerl a—-2d+ f=0

d=0
—{f=-a
e =—a —2b.

Ainsi, I’équation générale des hyperboles équilateres passant
par A,B,C est:

ax* +2bxy —ay* —2(a +2b)y —a =0,
ou (a,b) € R%, a #0.

d
En divisant par a et en notant A = —, 1’équation générale des
a

hyperboles équilateres passant par A, B,C est :
Iy | x> +2xxy—y* —2(1+20)y—1=0,

ou\ € R.
b) Soit M (x,y) un point du plan. On a :

VAeR, MeF/\

= VAER, Qxy —4pA+ (x> —y2=2y—1) =0

2xy —4y =0
—
x2—y2—2y—1=0
yx—2)=
—
X —y?—2y—1=0
=2 y=0
<:>< ou )
y2+2y—3= x2—1=0
x:2 x:2
<:>< ou
y=1 y=-3
——
A
x=1 7 ==l
ou ou )
y=0 y=0

On conclut que les hyperboles considérées passent toutes par
un quatrieme point fixe, le point D(2,—-3).
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Geometrie

dans l'espace

B Plan M Themes abordés dans les exercices

Les méthodes a retenir 371 ¢ Détermination des droites satisfaisant des conditions données

* Calculs de distances, d’angles, de plans bissecteurs, de droites bissec-
trices, d’aires de triangles, de volumes de tétraedres

Enoncés des exercices 374

Du mal a démarrer ? 376 . . ) .
*  Obtention d’un SEC de la perpendiculaire commune a deux droites non

Corrigés 378 coplanaires
e Calcul de la distance de deux droites

+ Etude de spheres.

Points essentiels du couwrs
pour la résolution des exevcices

* Résolution de questions élémentaires de géométrie dans 1’espace, sur
les points, les droites, les plans

* Détermination de la perpendiculaire commune a deux droites non
coplanaires

* Définition et propriétés des spheres.

mmmme | es méthodes a retenir

On abrege représentation paramétrique en RP, équation cartésienne en
EC, systeme d’équations cartésiennes en SEC.

Ajz désigne I’espace affine de dimension trois.

&; désigne I’espace affine euclidien orienté de dimension trois.

La notation [£3,R] par exemple, signifie que 1’étude se situe dans &,

muni d’un repere orthonormé (direct) R = (O ; ?,7,7).

Appliquer les formules du cours :

Pour résoudre * RP du plan passant par le point My(xo,yo,z0) et dirigé par une famil-
les questions élémentaires le libre (7 (uy,up,u3), 7(v1,v2,v3)) :

sur points, droites et plans
dans ’espace affine .4; muni
d’un repere affine R = (O; 77) y=yo+ Mz +pvy . (\p) €R?

X = X0+ Auy + pvg

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

7 =20+ \uz + pv3
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Chapitre 24 - Géométrie dans l'espace

372

Si I’inconnue de la question
est une droite D de A3 ou de &3

* EC du plan passant par le point My(xo, yo,20) et dirigé par une famil-
le libre (% (u1,uz,u3), U (v1,02,03)) :
X —X9o Up V1

y—Yo Uz V2
Z—2Z20 Uz vU3

=0

* EC du plan passant par trois points non alignés
M;(x;,yi,z:), i € {1,2,3} :

X — Xq X2 — X X3 — X1
y—=yYr Y2—Y1 Y3— M)
I—21 22— 3 —1

=0

e EC du plan passant par les points A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c)
situés sur les axes de coordonnées (abc #+ 0) :

Y

Tl iog
a b ¢

* Deux plans Plax + by +cz+d =0, Plax+b'y+c'z+d =0
sont paralleles si et seulement si :
Jk € R*, (a’ =ka, b =kb, ¢ = kc).

e Deux plans Plax + by +cz+d =0, P'lax+b'y+cz4+d =0
sont confondus si et seulement si :

Jk e R*, (a/ =ka, b =kb, ¢ =kc, d = kd).
* RP de la droite passant par le point A(a,b,c) et dirigée par le vec-
teur (non nul) 7 (v, 3,9) :
X=a+ ot
y=b+pt ,telR
z=c+t
* Un vecteur directeur de la droite donnée par un SEC
{ax+by+cz+d:0

ax+by+cdz+d =0
en résolvant le systeme associé sans second membre

a pour coordonnées (x,y,z) obtenues

{ax—l—by—i—cz:O

ax+Dby+cdz=0.
Définir D (si D n’est pas horizontale) par un SEC du type
xX=az+p A
{ , (a,b,p,q) e R".
y=bz+gq

Eventuellement, échanger les rdles des lettres x,y,z dans un tel systeme.

W= Exercices 24.10, 24.11, 24.14.



Pour résoudre
les questions élémentaires
sur points, droites et plans
dans ’espace affine euclidien
orienté & rapporté a un repere
orthonormé direct

= = =

R=@O; i,j,k)

Les méthodes a retenir

Appliquer les formules du cours :

* Distance de deux points M| (x1,y1,21), M2(x2,¥2,22) :

MMy =~/ (x2 — x1)2 4 (y2 — y1)> + (22 — 21)?
¢ Distance du point My(xg,y0,20) au plan Plax +by +cz+d =0:

laxo + byo + czo +d|
va*+b> +c?

= Exercice 24.2

d(Mo, P) =

* Distance du point My a la droite D passant par le point A et dirigée
par le vecteur (non nul) w

—
|AMy A W ||

d(Mo. D) =~
177 ]

W= Exercice 24.5

* Un vecteur normal au plan Plax + by +cz +d = 0 est U (a,b,c)

e EC du plan passant par le point My(xg,yo,20) et orthogonal au vec-
teur (non nul) @ (a,b.c) :

a(x —xo) +b(y —yo) +c(z—z0) =0
= Exercice 24.3

e Un vecteur directeur de la droite D de SEC
{ax+by+cz+d:0

ax+by+cdz+d =0

—
—
est o Au,

—
ot @ (a,b,c) et u' (@b ,c)

e L’angle o € [0; m] de deux vecteurs (non nuls) V1,705 est donné
par :

-,
T
ot [l vzl

e L aire du triangle ABC est donnée par :
1 - —
A(ABC) = §||AB A AC||
== Exercice 24.1
* Le volume du tétracdre ABC D est donné par :
1, - — —
V(ABCD) = 8| [AB, AC, AD]|

== Exercice 24.1.
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Pour déterminer

le projeté orthogonal H
d’un point M sur un plan P
(ou sur une droite D)

Pour obtenir

les équations cartésiennes

des deux plans bissecteurs IT, IT
de deux plans donnés P;,P, de &3

Pour déterminer

la perpendiculaire commune A
a deux droites D,D’

(non coplanaires)

Pour calculer la distance
de deux droites D,D’ de &;

Pour former

un SEC des bissectrices A, A’
de deux droites concourantes
DI,DZ de 53

pon _—9
Caractériser Hpar: He P et MH L P.

Se rappeler que IT U IT est ’ensemble des points M de & équidis-
tants de P; et Ps.
== Exercice 24.2.

—
7
u

« Un vecteur directeur v de A est W = 0 A u', od o dirige D

7 ..
et u' dirige D’
« A= P N P, ou Pest le plan contenant D et paralléle 3 W et P’
est le plan contenant D' et parallele 2 w .

== Exercice 24.6.

e Montrer la formule

— —>
d(D D/):M
’ —

@ A

—
ot A (resp. A”) est un point de D (resp. D) et 0 (resp. u’ ) dirige D
(resp. D).

> Exercice 24.7.

* Déterminer le point d’intersection A de D) et D,
« A et A sont les droites passant par A et dirigées par u; + u5 et
71) — 72), ou u_]) est un vecteur directeur de D; et 75 est un vecteur

directeur de D, tels que Nutll = w3l

> Exercice 24.8.

=mmme FNnonceés des exercices

Calcul de I’aire d’un triangle, du volume d’un tétraedre

[&5,R] a) Calculer I'aire du triangle défini par :

A(l, 2, -1), B(=1,1,0), €(,1,2).
b) Calculer le volume du tétraedre défini par :
AL, 2,3), B@G,-1,-1, C@2,0, 1, D(,L1,2).

Calcul de la distance d’un point a un plan
[&5,R] a) Calculer la distance du point A(1, 2, 3) auplan P | 2x —y —z—4=0.

b) Calculer la distance du point A(1, 1, 1) au plan P passant par le point B(2, 3, 1) et
dirigé par les vecteurs W, —1,2) et T (-1, 2, 1).
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Enoncés des exercices

Systeme d’équations cartésiennes de la droite projetée orthogonale d’une droite
sur un plan

[£3,R] Déterminer un systéme d’équations cartésiennes de la droite D’ projetée orthogo-
x=z+1

nale de la droite D surleplan P | x +2y —3z—1=0.
y=z-1

Equations cartésiennes des plans bissecteurs de deux plans

[&,R] Soient Py | 4x +4y —T7z—1=0, P, | 8x—4y+z—7=0.

Former les équations cartésiennes des plans I7, IT' bissecteurs de Py, P;.

Calculer la distance d’un point a une droite
x+y+z=2

[€3,R] Calculer la distance du point A(1, 2, 3) a la droite D { 2 —y43z=1.

Former un systéme d’équations cartésiennes de la perpendiculaire commune
a deux droites

[£€5,R] Former un SEC de la perpendiculaire commune aux deux droites :
D x—|—y—3z—|—4=07 D xzz—ll
2x—z+1=0 y=z—-1
Distance de deux droites
[£5,R] Calculer la distance entre la droite D passant par A(1,2,3) et dirigée par
—
W (=2,—1,1) etladroite D’ passant par A’(—1, 0, 1) et dirigée par u’ (—3,2, —1).

Former un systeme d’équations cartésiennes des bissectrices de deux droites
concourantes

[53,R]Onnote:Dl{x ot , z{x o

y=3z—-4 y=>5z—4.
a) Vérifier que D; et D, sont concourantes.

b) Former un systéme d’équations cartésiennes des bissectrices A, A" de Dy et D;.

Sphere circonscrite a un tétraedre

[&3,R] Déterminer le centre (2 et le rayon R de la sphere S circonscrite au tétraédre dont
les faces ont pour équations cartésiennes :

x+y+z=0, x+y—-z=2, x—y+z=4, —x+y+z=6.
Droite rencontrant deux droites données et passant par un point donné
y =2x y=—-2x

. D .

[A3,R] Soient A(1, 3,2), D, {
z=-1

z=1

Montrer qu’il existe une droite D et une seule passant par A et rencontrant D; et D, et
former un SEC de D.

Droites rencontrant trois droites données et orthogonales a un vecteur donné

[E3,R] Déterminer toutes les droites D rencontrant les trois droites

z=1 z=0 z=-1
D, D, D;
y=x-2 y=2x+3 y=-x+1

et orthogonales a W (2,4, -3).

375



Chapitre 24 - Géométrie dans l'espace

—— Reconnaitre une application affine remarquable

[A3,R] Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 1’application affine f
définie par la formule suivante, o M (x,y,z) décrit A; et f(M) a pour coordonnées

(',y,7)
X =—-y—z+1
y=-2x—-y—2z+4+2
=x+y+2z-1.
I —— Equations cartésiennes des spheres contenant un cercle donné et tangentes

a une droite donnée

[£5,R] Former les équations cartésiennes des spheres contenant le cercle

z=0 x=z+4
C et tangentes a la droite D

X242 —2y—1=0 y=2z+3.

I ——— Droites rencontrant quatre droites données

[A3,R] Trouver toutes les droites D de 1’espace rencontrant les quatre droites

x:] y:l Z:l _ _
D'{y:O’ D, {z:O’ D; {x:O’ Dylx=y=—6z.

I ——— Equation cartésienne d’une sphere tangente a deux droites données
en deux points donnés

[£5,R] Former une équation cartésienne de la sphere tangente en A(1,2,1) a
x+y—2z=1 2x +y+2z=-3
2x —y—3z=-3 x—y—z=4 ’

et tangente en A'(1,—1,—2) a D’ {

meese Du mal a démarrer ?

Appliquer les formules du cours : Vi
AM AW
1 1 Appliquer la formule du cours : d(A,D) = I & I
— — —>
@) A=ZIIAB AALII b)YV = ¢|(4B. AC. AD]]. ouMeDet® e B.

a) Appliquer la formule du cours :

d(A,P) = w, avec les notations habituelles. teur de D (resp. D’), la perpendiculaire commune A a D et D’

Va2 + b2 4 c2

b) Déterminer une équation cartésienne de P, puis appliquer la

—
D’aprés le cours, en notant w (resp. u" ) un vecteur direc-

—
est l'intersection du plan P contenant D et parallele 3 0 A u’

by
et du plan P’ contenant D’ et parallélea @ A u’ .
formule du cours comme en a).

Remarquer que D' est l'intersection de P et du plan P’ En notant H,H' les points d'intersection de D et D’ avec
contenant D et orthogonal a P. leur perpendiculaire commune, montrer :
Un point M est dans IT U IT' si et seulement si : = =
. , . [, u, AAT|
d(M,Py) =d(M, Py). dD,D)=HH = ————.
17 AWl
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b) En notant A le point d'intersection de D; et D,, et

ui, w5 des vecteurs directeurs de Dy, D, respectivement tels
que [|71 || = ||w3 ], les bissectrices A, A’ de D; et D, sont les

droites passant par A et dirigées par Ui+, Ul — .

Déterminer les coordonnées des quatre sommets
A, B, C, D du tétraédre, en résolvant quatre systemes linéaires
de trois équations a trois inconnues.
Déterminer le centre 2 de S par:2A = 2B = 2C = 2D,
puis le rayon R de S par R = 2 A, par exemple.

Montrer que D n’est pas horizontale, donc admet un sys-
téme d'équations cartésiennes du type
x=az+p
. (a,b,p.q)eR%
y=bz+q
Traduire les conditions de I'énoncé, ce qui donne un systeme
linéaire de quatre équations a quatre inconnues.

Montrer que, si une droite D convient, alors D n’est

pas horizontale, donc D admet un systeme d’'équations carté-
x=az+p

,(a,b,p,q) € R*. Traduire les
y=bz+gq
conditions de I'’énoncé, ce qui donne un systéme linéaire de
quatre équations a quatre inconnues.

siennes du type [

Du mal a démarrer ?

Remarquer que la matrice A associée a f vérifie A> = 1I3.
Déterminer 'ensemble des points invariants par fet I'ensemble
des vecteurs anti-invariants par 7

Déterminer un systéme d'équations cartésiennes de I'axe
de C, d'ou les coordonnées du centre £2 de S, avec un para-
métre. Ecrire une équation cartésienne de la sphére S de centre
£2 et contenant C, puis traduire que D est tangente a S, par
solution double d'une équation du second degré.

Montrer que, si D convient, alors D n’est pas horizontale,
donc D admet un systéme d'équations cartésiennes du type

x=az+p
D

y=bz+gq

, (a,b, p,q) € R*.

Traduire les quatre conditions de I'’énoncé, ce qui donne un sys-
téme de quatre équations a quatre inconnues.

Le centre §2 de la sphére S considérée est le point d'inter-
section de trois plans : le plan P contenant A et perpendiculai-
rea D, le plan P’ contenant A’ et perpendiculaire a D', le plan
IT médiateur de (A,A’). Former une équation cartésienne de
chacun de ces trois plans et en déduire les coordonnées de 2.
Le rayon R est ensuite donné par R = 2 A.
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a) Laire A du triangle ABC est donnée par :
1
A= 5||A_)B AAC.
—2 -1 -2

— —  —

Ici:AB=|—-1]|.ac=[-1]|.aBArAC 5 .
1 3 1

1AB A AC| = (C2)2 + 52 + 12 = /30.
1
On conclut : A:E«/:;o_

b) Le volume V du tétraedre ABC D est donné par :

V=é|[A_>B,R,A_D>]|.

2 1 0
Ic1:14_§= -3 ,A_C)’: -2 ,ﬁ: —1 1], dou:
—4 -2 —1
N 2 1 0
[AB,AC,AD]=|-3 -2 -1
-4 -2 -1
2 1 0
L% L - 2 __’—12 —01'21'
-1 00
1
Onconclut: V= =

a) On applique la formule du cours donnant la distance
d’un point a un plan défini par une équation cartésienne :
d(A.P) = 2-1—=2-3-4] 7
T VPHED D V6

b) Déterminons une équation cartésienne de P :

X
M|y|lerPe=(BM 7. 71=0
Z
x—2 1 -1
ely-3 -1 2|=0
z—1 2 1

= 5x-2)-3(y-2)+@z-1)=0

e —5x—3y+z+15=0.

= Corriges des exercices

On applique alors la formule du cours donnant la distance d’un
point a un plan défini par une équation cartésienne :
—5-3+1+4+15 8
d(A.P) = | A I B
VEDTHEPHE V35

Ona D' =P N P, ou P’ estle plan contenant D et
orthogonal a P.
1
Un pointde D est A | —1
0

Un vecteur directeur de D est @ | 1
1

1
Un vecteur (non nul) orthogonal a P est g 2
-3
On forme une équation cartésienne de P’:
X
M|y|eP @AM @ . 71=0
& x—1 1 1
<~ |(y+1 1 2 |=0

z i =3
— -Sx—-D+4(y+1)+z2=0
<— —Sx+4y+z+9=0.
Finalement, un systeme d’équations cartésiennes de D’ est :
x+2y—-3z—-1=0
{—5x+4y+z+9=0.

On a, pour tout M (x, y,z) € & :
Mell U Il' < d(M,P)) = d(M,Py)
[4x +4y =Tz =1 [Bx—4y+2z—7|
VR8T /B (1
[4x +4y =Tz—1] Bx—4y+z-7|
9 B 9
4x +4