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Partie 1

Analyse
dans R




Nombres réels

1" année

1. Premiéres propriétés
1.1  Corps ordonné

On dit que I'ensemble R des nombres réels est

e un corps pour dire qu'il est muni de deux opérations + et x, avec toutes les
propriétés dont vous avez 1'habitude ;

e un corps ordonné pour dire que la relation d'ordre < est compatible avec +
et x, c'est-a-dire :

VaoeR VbeR VecelR a <
VaeR VbeR Vec=>0 a <

b=—a+c<b+c
b= ac < bc
1.2 Reégles de calcul

n

x+y'= Z (Z) xk y"=* " (formule du bindme)
k=0

0\ n n!
u =
k)T K=k
n—1
X" — yn =(x— y) anfkflyk‘
k=0

1.3 Valeur absolue
 La valeur absolue d'un réel a, notée |a|, est définie par :
lal=a si a>=0 ; lal]=—a si a<0.
* Propriétés YVaeR VbeR
laf 20 5 |a|=0 <= a=0 ; lab|=la|lb|

la+b| <lal+1b] 5 |lal = 1bl| < la—b]|

1.4 Propriété d'Archiméde
Soit a € R et b > 0. Alors il existe k € N tel que bk > a.



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit.

Nombres réels

2. Intervalles
2.1 Définitions
Pour a < b, le segment [a,b] est défini par :
[a,b]={xeR ; a<x<b}
On utilise souvent la propriété :
celab] < 3FHtel01] c=ta+(1—-1)b

On définit de méme les autres types d'intervalles :
]Cl,b[, [a,b[, ]a,b], ]a,+00[, [a,+oo[, ] - Oo3b[9 ] - Oovb]’ ] - OO,+OO[: R

2.2 Propriété caractéristique
Une partie A de R est un intervalle si, et seulement si :

YVaocA Vbe A a<c<b=ceA.

2.3 Voisinage d'un point

Soit a € R. Une partie V de R est un voisinage de a si elle contient un intervalle
ouvert centré sur a.

2.4 Densitéde Q dans R

Tout intervalle ]a,b[ non vide contient au moins un rationnel et un irrationnel.

On dit que Q et son complémentaire R \ QQ sont denses dans R.

3. OrdredansR
3.1 Majoration, minoration

o Définitions

Soit A une partie de R. On dit que a est un majorant de A si x < a pour tout x
de A.

Si, en plus, a € A, alors a est le plus grand élément de A, noté max A.

Si A admet un majorant, on dit que A est majorée.

On définit de méme : minorant, plus petit élément, partie minorée.

* Unicité

Si une partie non vide de R admet un plus grand élément, ou un plus petit

élément, il est unique. Mais il peut ne pas exister.

Analyse dans R
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Nombres réels

@ Surveillez votre vocabulaire : un majorant, le plus grand élément.

» Cas particulier des entiers naturels
Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

Toute partie non vide majorée de N admet un plus grand élément.

3.2 Borne supérieure, inférieure

 Définitions

La borne supérieure de A est le plus petit élément (s'il existe) de 1'ensemble des
majorants de A.

La borne inférieure de A est le plus grand élément (s'il existe) de 1'ensemble des
minorants de A.

* Caractérisation

M est la borne supérieure de A si, et seulement si, on a, a la fois :
Vx € A x < M, cest-a-dire que M est un majorant ;

Ve>0 FIxe€A M —c < x,cest-a-dire que M — ¢ n'est pas un majorant.
m est la borne inférieure de A si, et seulement si, on a, a la fois :

Vx € A m < x, c'est-a-dire que m est un minorant ;

Ve>0 Jxe€A x <m+e,cest-a-dire que m + € n'est pas un minorant.
* Remarque

Si A admet un plus grand élément, alors c'est la borne supérieure de A.
Si A admet un plus petit élément, alors c'est la borne inférieure de A.

e Théoreme d'existence

Toute partie non vide et majorée (resp. minorée) de R admet une borne supérieure
(resp. inférieure).
3.3 Droite numérique achevée

Pour ne pas avoir de restriction dans le théoréme précédent, on considére un nou-

vel ensemble noté R obtenu a partir de R par I'adjonction de deux éléments notés
—00 et +00.

On prolonge 2 R la relation d'ordre en posant pour tout @ € R :

-0 <a<4+00.
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On définit ainsi la droite numérique achevée dont le plus grand élément est +oo,
le plus petit élément —oo.

Et le théoreme précédent se généralise :

Toute partie non vide de R admet une borne supérieure et une borne inférieure
dans R.

4. Approximations décimales
4.1 Valeurs approchées

Soit a e R, b € R, ¢ > 0. On dit que b est une valeur approchée de a a € pres si
la — b| < ¢, c'est-a-dire si b €la — €,a + <[.

On parle de valeur approchée par exces si b > a et par défaut sib < a.
4.2 Partie entiere

Etant donné un nombre réel x, il existe un plus grand entier relatif, noté E(x) ou
[x], tel que E(x) < x.

On l'appelle la partie entiecre de x. On a donc, par définition :
Ex) <x<Ex)+1.

Attention a ne pas confondre avec la suppression de la partie déci-
male quand x < 0 ; par exemple E(—4,3) = —5.

4.3 Valeurs décimales approchées
Soit x € R et n € N. Il existe un entier d unique tel que
dx107""<x<(d+1) x10™".

d est la partie entiere de 10"x.

d x 107" s'appelle la valeur décimale approchée de x a 107" pres par défaut,
et (d + 1) x 107" celle par exces.

Analyse dans R
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Fonctions numériques

1" année

1. Définitions
1.1 Fonction numérique

Définir une fonction numérique f sur une partie non vide E de R, c'est indiquer
comment faire correspondre au plus un réel y a tout x de E.

Le réel y est I'image de x par f et s'écrit f(x). On note :

f: E — R
x = f).

L'ensemble des réels qui ont effectivement une image par f est I'ensemble de défi-
nition de f. Il est noté Dy, ou D s'il n'y a pas d'ambiguité.

1.2 Représentation graphique

rdiard . . .
Le plan étant rapporté a un repere (0, i, J ), la représentation graphique de f
est I'ensemble C; des points de coordonnées (x, f (x)) avec x € Dy.

1.3 Images et images réciproques d'ensembles
Soit A C Dy. L'image de A par f est I'ensemble :
FA) ={fx);x e A}

Soit B C R. L'image réciproque de B par f est I'ensemble :
-1
f(B)={x € Dy; f(x) € B}.

@ Attention a ne pas confondre avec la réciproque d'une bijection. Ici,
on ne suppose rien sur f.

1.4 Restriction, prolongement

Soit f une fonction définie sur I et g une fonction définie sur J. Si I C J et si
f(x) = g(x) pour tout x de I, on dit que f est une restriction de g, ou que g est
un prolongement de f.
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Fonctions numériques

2. Premiéres propriétés
2.1 Parité
* fest paire si
Vx € Dy (=x) € Dy et f(—x)= f(x).
Son graphe est symétrique par rapport a (Oy).
* fest impaire si
Vx € Dy (=x) € Dy et f(—x)=—f(x).
Son graphe est symétrique par rapport a O.
2.2 Périodicité
[ est périodique, de période T (ou T-périodique), si
Vx € Dy (x+T)eDy et fx+T)=f(x).

Son graphe est invariant par les translations de vecteurs kT i avec k € Z.

2.3 Sens de variation
* festcroissante sur / si I C Dyet
Vxiel VYxoel X1 <Xy = f(x1) < f(x).
* fest décroissante sur I si I C Dyet
Vxi €l Vxpel X <xp = f(x1) = f(x2).
e fest monotone sur / si elle est croissante sur /, ou décroissante sur /.

* Avec des inégalités strictes, on définit: f strictement croissante, strictement
décroissante, strictement monotone, sur Dy.
2.4 Extremum
e fadmet un maximum (resp. minimum) global en xg si :
Vxe Dy f(x) < flxo)  (resp.f(x) = f(xo)).

* fadmet un maximum (resp. minimum) local en xy € Dy, s'il existe un intervalle
ouvert I C Dy, tel que :

Vxel f(x)< fxo) (resp.f(x) = f(xo)).
Un maximum ou un minimum local est dit extremum local en xg.

Un extremum est un maximum ou un minimum.

Analyse dans R
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Fonctions numériques

2.5 Fonction lipschitzienne
fest une fonction lipschitzienne de rapport k, ou k—lipschitzienne, si :

VxeD VyeD  [f(x)—fOWI<klx—yl.

Lorsque k < 1, fest dite contractante.

3. Relation d'ordre

3.1 Comparaison de fonctions

fet g étant deux fonctions, a valeurs réelles, définies sur le méme ensemble de
définition D,onnote f < g (resp.f > g) si:

VxeD f(x)<gk) (resp.f(x)=g)).
Sif > 0, fest dite positive.

3.2 Majorant, minorant
Si I'ensemble des images f (D) est majoré, ou minoré, ou borné, on dit que f est
majorée, ou minorée, ou bornée.

Sil'image f (1) de I admet une borne supérieure, ou une borne inférieure, on parle
de borne supérieure, de borne inférieure, de f sur I et on note :

sup f(x) ,‘fg fx).

xel

3.3 Propriétés
inf f(x) = —sup (- fx).

xel

Si, pour tout x € I, on a f(x) < g(x), alors sup f(x) < supg(x).

xel xel

Sil C J,onasup f(x) <sup f(x).

xel xeJ
4. Opérations sur les fonctions
4.1 Valeur absolue d'une fonction

f étant définie sur D, la fonction | f| est définie sur D par x +— |f(x)|.

On définit aussi f+ et f~ sur D par :
ST =sup (f(x),0) 5 f7(x) =sup (=f(x),0).
Onaalors f=ft—f" et |[fl=f"4+f".
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4.2 Opérations algébriques
Soit fet g deux fonctions numériques et \ un réel.

La fonction A f est définie sur Dy par :
AL x)=Af).
La fonction f + g est définie sur Dy N D, par :
(f+8) )= f(x)+g).
La fonction f g est définie sur Dy N D, par :
(f&)(x)=fx)gx).
La fonctiong est définie sur Dy N D, \ {x ; g(x) =0} par:

Sy _ [0
¢ = e

4.3 Composition

~1
On appelle composée de f par g la fonction, notée g o f, définie sur Dy N f(D,)
par :

(go f)(x) =g(fx).

Analyse dans R
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Limites : généralités

1" année

10

1. Limites
Soit f une fonction, a valeurs réelles, définie sur un intervalle / contenant au
moins deux points.

1.1 Limite d'une fonction en X

Soit x¢ un point appartenant a /, ou extrémité de /. On dit que f admet une limite
finie / en xg, et on note lim f(x) =1, si:
X—>Xo

Ve>0 35>0 Vxel |x—xl<d=|f(x)—1[]<e.

— Cette limite peut exister méme si f n'est pas définie en xy. Mais si f
i% est définie en xo et si lim f(x) existe, alors lim f(x) = f(xo) .
X—>Xp X—>X0

Si une fonction admet une limite / en xy, cette limite est unique.

1.2 Limite a gauche, limite a droite

¢ fadmet une limite a droite [ en xq si la restriction de fa I N Jxg,+o00[ admet

pour limite / en xy. On note : lim+ fx)y=1.

X*))CU

* fadmet une limite a gauche / en x si la restriction de fa I N ] — 0o, xo[ admet
pour limite / en x9. On note : lim f(x) =1.

X*))CO

* Si fest définie sur un intervalle de la forme ]xo — a,x¢ + a[, sauf en x, alors :

lim f(x) =1 <= lim f(x)= lim f(x)=1.

X—>Xo X=X, x%xJ

Si f est définie en xg, ces deux limites doivent aussi étre égales a f (x).
1.3 Limite infinie en x;

* On dit que f'tend vers +o0o quand x tend vers xg si :
VA>0 36>0 Vxel |x—x|<i—=— f(x)=A.

On note : lim f(x) = +o0.
xX—X0

* On dit que f tend vers —oo quand x tend vers xg si :
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VA>0 35>0 Vxel |x—x<d= f(x)<

On note : lim f(x) = —
X—Xo

1.4 Limite de florsque x tend vers +-00 ou —oo

* On dit que f a pour limite / quand x tend vers 400 si :

Ve>0 3dB>0 Vxel x>2B=|f(x)—-1I <
Onnote: lim f(x)=1.
x—>+00
On définit de maniére analogue lim f(x) =1.
X—>—00

e On dit que f tend vers +o00 quand x tend vers 400 si :

VA>0 3IB>0 Vxel x>2B— f(x) >
Onnote: lim f(x) =
X—>+00

On définit de maniere analogue lim f(x) =4o00 ...
X—>—00

2. Propriétés des limites

2.1 Propriétés liées a I'ordre

* Si fadmet une limite finie en xg, alors f est bornée au voisinage de x.

* Si f admet une limite finie / > 0 en x, alors il existe a > 0 tel que f > a au

voisinage de xo.

* Si fest positive au voisinage de x et admet une limite finie / en xo, alors [

e Sif < g auvoisinage de xp, et si lim f(x) =/ et lim g(x) = m,alors [
X—> X0 X—>Xo

¢ Théoreme d'encadrement (ou des gendarmes, ou sandwich)

Soit f, g et h trois fonctions définies au voisinage de xg, et vérifiant f <

au voisinage de xo.

20
<m

g<h

Si fet h ont la méme limite / (finie ou infinie) en xy, alors g a pour limite / en x.

* Soit fet g deux fonctions définies au voisinage de xp, et vérifiant f <

sinage de xg.

Si lim f(x) = 400, alors lim g(x) = +o0.
X—>X0

X—> X0

Si lim g(x) = —o0, alors lim f(x) = —o0.
X—>Xo X—> X0

g au voi-

Analyse dans R
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2.2 Opérations algébriques

Soit fet g deux fonctions définies au voisinage de x, et admettant des limites / et
m en xg, et A un réel.

Alors les fonctions f + g, A f et fg admettent respectivement pour limites en xg :
[+ m, \fetlm.

1 1
Si de plus m # 0, — a pour limite —-
g m

2.3 Fonction composée
* Soit f une fonction définie au voisinage de xy avec lim f(x) = ug et g définie
X—>Xo
au voisinage de u telle que lim g(u) =v.
Uu—ug

Alors g o f est définie au voisinage de xg et lim g(f(x)) =v.
X—>Xo

* Image d'une suite convergente

Soit f définie sur un intervalle I et a un point de /.
fapour limite / au point a si, et seulement si, pour toute suite (x,) convergeant

vers a, la suite ( f (xn)) converge vers [/, finie ou non.

Pour démontrer qu'une fonction f n'a pas de limite lorsque x tend
= vers a, il suffit de fournir un exemple de suite (x,) qui tende vers a
et telle que (f (x,)) soit divergente.

2.4 Cas des fonctions monotones

Soit fune fonction monotone sur ]a,b[. Elle admet en tout point x( de Ja,b[ une
limite a droite et une limite a gauche.

Lorsque f est croissante, si elle est majorée, elle admet en b une limite a gauche
finie, si elle n'est pas majorée, elle tend vers +oo quand x tend vers b~

Pour f décroissante, on a la propriété analogue en a.
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Limites: [ .
comparaisons locales

1" année

1. Comparaison au voisinage d'un point

Soit fet g deux fonctions définies sur /, et xo un point, fini ou infini, appartenant
a I, ou extrémité de /.

1.1 Définitions

* On dit que f est dominée par g au voisinage de xp s'l existe A > 0 tel que
| f(x)] < Alg(x)| pour tout x d'un voisinage J de xo.

notation: f = O(g).

Si g ne s'annule pas sur J, cela signifie quei est bornée sur J.
8

* On dit que f est négligeable devant g, ou que g est prépondérant devant f, au
voisinage de x( si, pour tout € > 0, il existe un voisinage J de xq tel que 1'on
ait | f(x)| < e]g(x)| pour tout x de J.

notation : f = o(g).

Si g ne s'annule pas au voisinage de x, cela signifie :

i (gy) =0

* On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de xp, siona f — g =o0(g).
Si g ne s'annule pas au voisinage de x, cela signifie :

i (gy) =

notation: f ~g ou f~g.
X0
La relation ~ est transitive. Si on sait que f ~ g et g ~ h, on en déduit que f ~ h.
X0 X0 X0 X0

1.2 Exemples fondamentaux

Au voisinage de 400, on a:

nx)*=o(x? et x’=0E*) o0 «a>0, >0, v>0.

Analyse dans R
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Au voisinage de 0, on a :

Inx|*=o0x" on a>0 et

1.3 Propriétés des fonctions équivalentes

) fi &
Sifi~gietfr~gy, alors fifa~gigret—~=—-
X0 X0 X0 f2 X0 g2

Sif~getsilim g(x) =1, alors lim f(x)=1.
X0 X—>Xo xX—>X0

Des deux théoremes précédents, il résulte que, lorsque 1'on a a cher-
cher la limite d'un produit ou d'un quotient, on peut remplacer cha-
cune des fonctions par une fonction équivalente, choisie pour sim-

plifier le calcul.

N

Mais attention a ne pas effectuer un tel remplacement dans une

somme, ni dans une fonction composée.

1.4 Equivalents classiques

. X
e —1~x ; sin x ~ x ; 1—cosx~—;
0 0 0o 2

In(1+x)~x ; tanx~x ; (1+x)%—1~ax.
0 0 0

2. Branche infinie d'une courbe

2.1 Définition

La courbe représentative Cr d'une fonction f admet une branche infinie lorsque

OM tend vers l'infini avec M € Cy.

2.2 Asymptote

Si liIP f(x) =1 (resp. lim f(x)=1),ladroite y = est une asymptote hori-
xX—>+00 X—>—00

zontale de Cy.

Si lim f(x) = 400 (resp. lim f(x) = —o00), la droite x = x( est une asymp-
X—>XQ X—>X0

tote verticale de Cy.

Si_lim [f(x) = (ax + b)] =0 (resp. im [f(x) =

+o00
y = ax + b est une asymptote oblique de Cy.

8<0.

(ax + b)] = 0), la droite
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2.3 Branche parabolique

Soit f admettant une limite infinie en 400 (resp. —o0o).

J @)
X
branche parabolique verticale.

J(x)

Si admet une limite infinie en +o00 (resp. —00), la courbe Cy présente une

Si

admet une limite finie a lorsque x tend vers +o0o (resp. —oo) et si

X
f(x) — ax a une limite infinie, la courbe Cr présente une branche parabolique de
pente a.

Analyse dans R
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1. Continuité

1.1 Continuité en un point

* fest continue en x si elle est définie en x( et si XILIEO f(x) = f(xo).

e f est continue a droite (resp. a gauche) en xp si xlir)r{l+ f(x) = f(xo) (resp.
lim f(x) = f(x0)). 0
x>

¢ Prolongement par continuité

Soit fune fonction définie sur I et xo ¢ 1. Si lim f(x) =/, la fonction f définie
X— X0

sur I U {xo} parf(xo) =1 etf(x) = f(x) pour x € I, est la seule fonction conti-
nue en xo dont la restriction a I soit f. On l'appelle le prolongement par conti-
nuité de fen xo.

1.2 Continuité sur un intervalle

* Soit E un ensemble qui soit un intervalle ou une réunion d'intervalles. Une
fonction f, définie sur E, est dite continue sur E, si f est continue en tout point
de E.

* L'ensemble C(/) des fonctions continues sur / constitue une algebre, c'est-a-
dire que, si f et g sont des éléments de C(I) et A un réel, les fonctions f + g,
fg et \fappartiennent a C(I), et les opérations ainsi définies posseédent toutes
les propriétés algébriques qui caractérisent la structure que l'on appelle une
algebre (cf. fiche. 44).

1.3 Image d'un intervalle

¢ Théoreme des valeurs intermédiaires

Si f'est continue sur un intervalle 7, alors f (1) est un intervalle.

¢ Image d'un intervalle fermé

Si fest continue sur un intervalle fermé 1, alors f(I) est un intervalle fermé.

En particulier, si une fonction f est continue sur [a,b], et si f(a) et f(b) sont de
signe contraire, I'équation f (x) = 0 admet au moins une solution dans [a,b].
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Continuité

¢ Cas d'une fonction strictement monotone

Soit f une fonction continue et strictement croissante (resp. décroissante) sur un
intervalle /.

f est une bijection de I sur f(I), et sa bijection réciproque f~! est continue et
strictement croissante (resp. décroissante) sur l'intervalle f (1).

Dans un repére orthonormé, les graphes de fet de f ! sont symétriques par rap-
port a la premiere bissectrice des axes.
2. Continuité uniforme
2.1 Définition
Une fonction f est uniformément continue sur D si :
Ve>0 3Ja>0 VxeD Vx'eD

x—X|<a=|f(x) - f&) <e

— Dans cette écriture logique, o dépend de e, mais pas de x ; d'ou
l'origine du mot uniforme.

La continuité uniforme sur D entraine la continuité sur D.

2.2 Théoréme de Heine

Toute fonction continue sur un segment est uniformément continue sur ce seg-
ment.

2.3 Cas d'une fonction lipchitzienne

Si f est lipschizienne sur D, alors elle est uniformément continue sur D.

Analyse dans R
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1. Définitions
1.1 Dérivée en un point

Soit f une fonction définie sur D et x, un élément de D tel que f soit définie au
voisinage de xg. On appelle dérivée de f au point xy le nombre (lorsqu'il existe) :

. f) = fxo) . flxo+h) — f(xo)
m = 1um

li li = f'(xp) .
xX— X0 X — Xo h—0 h f ( 0)
On dit alors que f est dérivable en xj.
. X) — J (X . . L. . . ..
Si lim M existe, f est dite dérivable a droite en x, et cette limite est

x—x; X — X0
appelée dérivée a droite de f en x, et notée £ (xo).
On définit de méme la dérivée a gauche en x(, notée fé (x0) .
fest dérivable en x si, et seulement si, f admet en xo une dérivée a droite et une
dérivée a gauche égales.
1.2 Fonction dérivée
fest dite dérivable sur E, si elle dérivable en tout point de E.
On appelle fonction dérivée de f sur E, la fonction, notée f’, définie sur E par :
x = fl(x).
1.3 Dérivées successives
Soit f dérivable sur E. Si f’ est dérivable sur E, on note sa fonction dérivée f” ou
f@. On l'appelle dérivée seconde de f.
Pour n entier, on définit par récurrence la dérivée n-ieme, ou dérivée d'ordre n, de
fenposant f©@ = £, puis f = (f"~VY, lorsque f "~V est dérivable sur E.
fest dite de classe C" sur E sif" existe sur E, et est continue sur E.

fest dite de classe C*, ou indéfiniment dérivable, si f admet des dérivées de tous
ordres.
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Fonctions dérivables

1.4 Interprétation graphique

f dérivable en x, signifie que le graphe de f'admet au point d'abscisse x( une tan-
gente de pente f'(xp). Son équation est :

y = fxo) = f'(x0) (x — xp).
fx) — f(xo0)

Si lim —————— = +00, f n'est pas dérivable en xy, mais le graphe de f
X—X0 X — Xo

admet au point d'abscisse x( une tangente parallele a Oy.

1.5 Dérivabilité et continuité

Toute fonction dérivable en x( est continue en xg.

Attention, la réciproque est fausse. Par exemple, la fonction x +— |x|
est continue, et non dérivable, en 0, car elle admet une dérivée a gau-
che et une dérivée a droite différentes.

2. Opérations sur les fonctions dérivables

2.1 Opérations algébriques

Si f et g sont dérivables en xo, il en est de méme de f + g, de fg, et de i si
g(xg) #0 ;etona: ¢
(f +8)(x0) = f'(x0) + &'(x0)
(f8)'(xo) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g'(x0)

(i)/(x _ J'(x0)g(x0) — f (x0)g'(x0)
g 82(x)

2.2 Fonction composée

Soit f une fonction dérivable en x( et g une fonction dérivable en f(xg), alors
g o f est dérivable en xo, et

(g 0 ) (x0) = g'(f (x0)) x f'(x0) .
2.3 Dérivée d'une fonction réciproque

Soit fune fonction continue strictement monotone sur un intervalle /. On suppose
que f est dérivable en f (xo) et que f'(xg) # 0.

Alors, la fonction réciproque f~! est dérivable en f (xo) et

Analyse dans R
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(FY(f(x0) =

1
S (x0)
2.4 Formule de Leibniz

Si fet g admettent des dérivées d'ordre n en x, alors il en est de méme de fg ; et
ona:

n

("0 =Y () £V c00g" P o)

k=0 k

20
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Etude globale | 7/
des fonctions dérivables

1" année

1. Théoréme de Rolle et des accroissements finis
1.1 Condition nécessaire d'extremum local
Si fadmet un extremum local en xq et si f est dérivable, alors f'(xg) = 0.

1.2 Théoréeme de Rolle

Soit f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[, et telle que
Sfla)=fb).

Alors il existe au moins un point ¢ €]a,b[ tel que f'(c) = 0.

Autre énoncé
Si f est dérivable, entre deux valeurs qui annulent f, il existe au moins une valeur
qui annule f".

1.3 Egalité des accroissements finis

Soit f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[. Alors il existe au
moins un point ¢ €]a,b[ tel que :

fO - fl@=0-af ().

@ Cette égalité, valable pour les fonctions de R dans R, ne se généra-
lise pas, ainsi que le théoreme de Rolle.

1.4 Inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[.
Sim < f/ < M, alors :

m(b—a)< f(b)— fla) <M (b —a).
En particulier, si | f| < M, alors | f (D) — f(a)| < M(Db —a).
1.5 Limite de la dérivée

Si f est continue sur [a,b], dérivable sur Ja,b[, et si f’ a une limite finie / en «,
alors f est dérivable a droite en a et f;(a) = I.

Analyse dans R
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@ Attention, il s'agit d'une condition suffisante de dérivabilité, mais
elle n'est pas nécessaire. Il peut arriver que f;(a) existe sans que f”
ait une limite en a.

2. Variations d'une fonction dérivable

2.1 Théoréme

Si, pour tout x € I, f’(x) = 0 alors f est constante sur /.

Si, pour tout x € I, f’(x) > 0 alors f est croissante sur /.

Si, pour tout x € I, f’(x) > 0 alors f est strictement croissante sur /.

Ce dernier résultat est encore valable si f’ s'annule en des point isolés, c'est-a-dire

tels que leur ensemble ne contienne pas d'intervalle.

2.2 Condition suffisante d'extremum local

f, [’ et f” étant continues sur |a,b[, si en xg € Ja,b[, on a f'(xg) =0 et
f"(x0) # 0, la fonction f présente un extremum local en xg.

C'est un maximum si f”(xg) < 0, un minimum si f”(xg) > 0.

3. Convexité
3.1 Partie convexe, fonction convexe

Une partie du plan est dite convexe si, dés qu'elle contient deux points A et B,
elle contient tout le segment [AB].

Une fonction f, définie sur un intervalle /, est convexe sur [ si la partie du plan
située au-dessus de la courbe est convexe ; c'est-a-dire si tout arc de sa courbe
représentative est situé au-dessous de la corde correspondante. Cette définition se
traduit par :

Vx; €l Vx, e I Vk €[0,1]
Slkxr + (1 —kx] < kf(x) + A —k) f(x2).

Si — f est convexe, f est dite concave.

3.2 Inégalité de convexité

f étant convexe sur I, si xy,...,x, appartiennent a I, si Aj,...,\, sont des réels

positifs tels que Z A =1, alors

i=l1



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit.

Etude globale des fonctions dérivables

f(Xn:)\ixz) < Xn:)\if(xi)-

i=1 i=1

3.3 Propriété des sécantes

Soit f une fonction convexe sur /, et xo un point fixé dans /. La fonction ¢ défi-
nie sur [ par :

f&x) — f(xo)

X — Xo

©(x) = pente (MoM) =

est croissante.

3.4 Fonctions convexes dérivables

Soit f une fonction dérivable sur I. f est convexe sur [ si, et seulement si, f’ est
croissante.

Si fest deux fois dérivable, cela correspond a f” positive.

Le graphique de toute fonction convexe dérivable est au-dessus de chacune de ses
tangentes.

Analyse dans R
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1. Fonction logarithme népérien

1.1 Définition et graphe y

Elle est définie pour x > 0 par :

Inl1=0; o /1

1
Vx >0 (Inx) = —-
X

Elle est strictement croissante.

lim Inx = —o0; lim Inx = 4o0.

x—0F x—-+00
L'unique solution de 1'équation In x = 1 est notée e (e &~ 2,718).
1.2 Propriétés algébriques
Va>0 Vb>0 VreQ

In(ab)y=Ina+Inb ; In(@)=rlna ; ln(%):lna—lnb.

1.3 Convexité

La fonction In est concave sur ]0,+o00[, ce qui entraine :
Vx > —1 In(1+x)<x.

La dérivée en x = 1 étant égale a 1, on a aussi : In (1 + x) fo.

2. Fonction exponentielle

2.1 Fonction exponentielle vA

C'est la fonction réciproque de la fonction In.
Elle est définie sur R, a valeurs dans ]0,+o0[,
strictement croissante.

Elle est notée exp, ou x — €.

=

1
VieR (e) =e'; —
lim e*=0; lim e =+4o00. 0 ! *
X——00 x——+00

24
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2.2 Propriétés algébriques
YVaeR VbeR VreQ

b —a 1 a—b €

ath—et et ; el=(") ; e'=— ; e"P=_.

€

2.3 Convexité
La fonction x — e est convexe sur R, ce qui entraine :

Vx e R 1+x<e".

La dérivée en x = 0 étant égale a 1, on a aussi: e* — 1~x.
0

3. Logarithme et exponentielle de base «

3.1 Logarithme de base a

La fonction logarithme de base a (a > 0;a # 1), est la fonction définie par :

In x
Vx >0 log,(x) = —-
Ina
1 1
Sa dérivée est:  (log,x) = — x —-
Ina «x

Ses propriétés algébriques sont les mémes que celles de la fonction In.

Si a = 10, log, est le logarithme décimal. On le note log.

3.2 Exponentielle de base a

La fonction exponentielle de base a (a > 0), est la fonction définie par :

Vx e R exp,(x) =a* = etlna,

Pour a # 1, c'est la fonction réciproque de la fonction log,.

X

y=a <= Iny=xlna < x=log,(y).

Sa dérivée est:  (a*) =Ina x a*.

@ Remarquez bien qu'ici, la variable est en exposant.

Ses propriétés algébriques sont les mémes que celles de la fonction exp.

Analyse dans R
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4. Fonctions puissances et comparaisons

4.1 Fonctions puissances

La fonction x — x”, pourx > Oet r € Q, est déja connue. On la généralise, pour
x >0etaeR,enposant :

x4 — lnx.

Les propriétés connues pour les exposants rationnels sont prolongées ; en parti-
culier (x*) = ax*~ !

@ Remarquez bien qu'ici I'exposant est constant.

Pour a < 0, la fonction x — x¢ est décroissante de +o00 a 0.

Pour a > 0, la fonction x — x¢ est croissante de 0 a +-00. Dans ce cas, on peut
prolonger la fonction par continuité en 0. La fonction prolongée est dérivable en
0,sia>1.

4.2 Comparaison des fonctions logarithmes et puissances

Pourb > 0,o0na:
In x

lim — =0 ; lim x’Inx =0.
x—>+00 xb x—0F

4.3 Comparaison des fonctions puissances et exponentielles

Pour a > 1 et b quelconque, on a :

X

lim — = +4o0.
xX—>—+00 xb

4.4 Comparaison des fonctions logarithmes et exponentielles

Poura > 1,ona:

In x

lim
x—+o00 q*
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5. Fonction exponentielle complexe
z = a + ib étant un nombre complexe, on définit e par :
e? = el = e%cos b +isinb).
On prolonge ainsi les propriétés de I'exponentielle réelle :
Vz; € C Vz, € Cy ei1t = il x e®2

vzeC VneZ ()" =e™.
z = a + ib étant un nombre complexe fixé, on définit une fonction de R dans C :
t — e* en posant :

e¥ = et — &9 (cos bt + i sin br) .
La dérivée d'une fonction de R dans C : 1 +— @(t) = f(t) +ig(¢) étant définie

par: ¢'(t) = f'(¢r) +ig'(¢), on obtient :

d .
a(eZI‘) — Zed .
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1. Fonctions circulaires et trigonométrie

1.1 Fonctions sinus et cosinus
Elles sont définies dans R et a valeurs dans [—1,1]. Elles sont 27-périodiques.
La fonction cos est paire ; la fonction sin est impaire.
Dérivées :
Vx € R (sinx) =cosx ; (cosx) = —sinx.

@ Si x est la mesure d'un angle, ces expressions des dérivées ne sont
correctes que si x est exprimé en radians.

Limites :

. sinx . 1 —cosx 1
lim =1 ; lim—m-=—.
x—0 Xx x—0 x2 2

1.2 Fonction tangente

sin x
ElleestdéﬁniesurD:R\{z+k7r;kEZ} par: tanx = .
2 CoS x
Elle est impaire et m-périodique.
Dérivée :
1
Vx € D (tan x) = 1 + tan’x = o
cos?x
Limite :
. tanx
lim =1.
x—0 X
1.3 Angles associés
cos (m— x) = —cos x ; sin(m — x) = sin x ; tan(m — x) = —tan x
cos (m+ x) = —cos x ; sin(7w 4+ x) = —sin x ; tan(7 4+ x) = tan x
m . LT m 1

cos (= —x) =sinx;sin(= —x) =cosx ;tan (= — x) =

(=) (=) =9~

™ . . T ™

cos (= = —sin x ; sin(—= =cos x ; tan(—= =—

(2+x) * (2+x) * (2+x) tan x

28
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1.4

1.5

1.6

Fonctions circulaires et réciproques

Formules d'addition

cos(a+b)=cosacosb—sinasinb ;
sin(a + b) =sina cosb +cosasinb ;

tana + tan b

t bh)y=— .
an(a +b) 1 —tanatanb

Formules de duplication

. . . 2tan a
sin2a = 2 sina cos a : cos 2a = cos’a — sin®a ; tan 2a = —
1 —tan“ a
. . a
Expressions en fonction de tan 3
a
En posant r = tan 3 ona:
1—12 . 2t 2t
cosa = ; siha=—— ; tana = ——-
1+1¢2 1+ 12 1—12

1.7 Transformation d'un produit en somme
1
cosacosb = E[COS (a + b) +cos (a — b)]
1
sina sinb = E[COS (a —b) —cos (a+b)]
1
sina cos b = E[sin(a +b) + sin(a — b)]
2. Fonctions circulaires réciproques
2.1 Fonction arc sinus
C'est la réciproque de la restriction a [ - g , g] de la fonction sinus.
_ &
y:arcsinx} {X;SHU’ . -
_ —— <y = ("]
1<x <1 B IV ) E
/]
. . L v
La fonction arcsin est impaire. >
Vx e]—LI1[ (arcsin x)’ : g
xel—1, arcsin x)' = ——-
V1 —x2 -3

N
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T
2

2.2 Fonction arc cosinus

C'est la réciproque de la restriction a [0,7] de la fonction cosinus.

y = arccos x X =cosy
—1<x<1 0<y<

arccos x

wla
PO P,

2.3 Fonction arc tangente

T
, =

C'est la réciproque de la restriction a ] —5°3 [ de la fonction tangente.

y = arctan x X = tany
R < y < T
X € —= =
2 2
La fonction arctan est impaire.
Vx eR (arctan x)’ !
X arctanx)’ =
1+ x2
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SIE]

arctan x

=y

SIE]

2.4 Propriétés

s
Vx € [—1,1] arcsinx + arccos x = 3

sin (arccos x) = +/1 — x2 = cos (arcsin x)

1 T
Vx >0 arctan x + arctan — = —

X 2

1 T
Vx <0 arctan x + arctan — = —5

X
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1. Fonctions hyperboliques
1.1 Définitions

et +e* et —e™* sh
Vx e R chx:% ; hx=—— ; thx= o

ch est paire ; sh et th sont impaires.

1.2 Propriétés algébriques

1
chx+shx=¢e" : ch®x—sh®’x=1 l—thzx:—2~
ch”x

1.3 Dérivées

1
Vx e R (shx) =chx ; (chx) =shx ; (thx)’:hTzl—thzx.
C X

1.4 Graphes

Le graphe de ch est situé au-dessus de celui de sh.

Le graphe de th est situé entre les deux asymptotes y = —l ety =1:

sh

32
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2. Fonctions hyperboliques réciproques

2.1 Fonction argument sinus hyperbolique
C'est la fonction réciproque de la fonction sh. La fonction argsh est impaire.

1

Vx eR (argsh x) = ——-
x2+1

2.2 Fonction argument cosinus hyperbolique

C'est la fonction réciproque de la restriction a [0,+oo[ de la fonction ch.

1

Vx €]l,4+o00[ (argch x)' = ——-
x2—1

2.3 Fonction argument tangente hyperbolique

C'est la fonction réciproque de la fonction th. La fonction argth est impaire.

Vx e]—1,1[ (argth x)' =

1—x2
2.4 Expressions logarithmiques
Vx e R argshx =1In (x +v/x2+ 1)
Vx € [1,400[ argchx =In (x ++/x2 —1)
1 1
Vx €] —1,1] argthx:—ln( +x>
2 I —x
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1. Généralités
Une suite numérique est une application de N dans R.

1.1 Suite bornée

Une suite (i) est majorée s'il existe un réel A tel que, pour tout n, u, < A. On
dit que A est un majorant de la suite.

Une suite (#,) est minorée s'il existe un réel B tel que, pour tout n, B < u,. On
dit que B est un minorant de la suite.

Une suite est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée, c'est-a-dire s'il
existe M tel que |u,| < M pour tout n.

1.2 Suite convergente
La suite (u,) est convergente vers [ si:

Ve>0 dnpeN Vn>ny |u,—1<e.

Une suite qui n'est pas convergente est dite divergente.
Lorsqu'elle existe, la limite d'une suite est unique.

— La suppression d'un nombre fini de termes ne modifie pas la nature
de la suite, ni sa limite éventuelle.

Toute suite convergente est bornée. Une suite non bornée ne peut donc pas étre
convergente.

1.3 Limites infinies

On dit que la suite (u,) tend

vers+oosi: VA>0 3dnpeN Vn>eny u,> A
vers —oo si: VA>0 3dnpeN Vn>eny u,<—-A
1.4 Limites connues
Pourk>1,a>0,8>0
k" a 1 8
im © 20 dim C—0: nm 9 g
n—+oo n! n—+oo k" n—+oo p&
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2. Opérations sur les suites
2.1 Opérations algébriques

Si (u,) et (v,) convergent vers [ et et I, alors les suites (1, + v,), (\u,) et
(u, v,) convergent respectivement vers [ +1', Al et 11'.

su’;éo,(

Si (u,) tend vers O et si (v,) est bornée, alors la suite (u, v,) tend vers 0.

Uy, l
— ) converge vers 7
n

2.2 Relation d'ordre

Si (u,) et (v,) sont des suites convergentes telles que l'on ait u, < v, pour

n>ngp,alorsona: lim u, < lim v,.
n—-+4o0o n——+oo

@ Attention, pas de théoreme analogue pour les inégalités strictes.

2.3 Théoréme d'encadrement

Si, a partir d'un certain rang, u, < x, < v, et si (u,) et (v,) convergent vers la
méme limite [, alors la suite (x,) est convergente vers /.

2.4 Suites extraites

 La suite (v,) est dite extraite de la suite (u,) s'il existe une application ¢ de N
dans N, strictement croissante, telle que v, = uy(n).
On dit aussi que (v,) est une sous-suite de (u,).

* Si (u,) converge vers /, toute sous-suite converge aussi vers /.

— Si une suite extraite de (u,) diverge, ou si deux suites extraites ont
% des limites différentes, alors (u,) diverge.

Si des suites extraites de (u,) convergent toutes vers la méme limi-
te [, on peut conclure que (u,) converge vers [ si tout i, est un terme
d'une des suites extraites étudiées. Par exemple, si (u2,) et (U2,+1)
convergent vers /, alors (u,) converge vers /.

2.5 Théoréme de Bolzano-Weierstrass

De toute suite bornée de réels, on peut extraire une sous-suite convergente.

Analyse dans R
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3. Suites monotones
3.1 Définition
La suite (u,) est croissante si u,4+; > u, pour tout n ;

décroissante si u,4) < u, pour tout n ;

stationnaire si u,+; = u, pour tout n.

3.2 Convergence

Toute suite de réels croissante et majorée est convergente.
Toute suite de réels décroissante et minorée est convergente.

Si une suite est croissante et non majorée, elle diverge vers +00.

3.3 Suites adjacentes

Les suites (u,) et (v,) sont adjacentes si :

(u,) est croissante ; (v,) est décroissante ; lim (v, —u,) =0.
n—400

Si deux suites sont adjacentes, elles convergent et ont la méme limite.

Si (u,) croissante, (v,) décroissante et u, < v, pour tout n, alors
elles convergent vers /; et /.

Il reste a montrer que /; = [, pour qu'elles soient adjacentes.

4. Suites complexes

Soit z, = x,, + iy,. La définition de la convergence de (z,) vers [ = a + ib est la
méme que pour les suites réelles, en remplacant la valeur absolue par le module.

Elle est équivalente a la convergence a la fois de (x,) vers a et de (y,) vers b.

Les opérations algébriques sur les limites de suites convergentes sont les mémes
que dans le cas de suites réelles.

Attention, < n'a aucun sens dans C. N'inventez donc pas de théore-
mes relatifs aux relations d'ordre.
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1" année

1. Suites arithmétiques et géométriques
1.1 Suites arithmétiques

Une suite (u,) est arithmétique de raison r si :
Vn e N Upy] = Uy + 7.
Terme général : u,, = ug + nr.
n—1
Somme des n premiers termes : E up=n
k=0

uo + Uy—1
2

1.2 Suites géométriques

Une suite (u#,) est géométrique de raison g #* 0 si :
Vn e N Uptl = q Up.

Terme général : u, = upq”.

. siog#1
Somme des n premiers termes : = 1—gq

=nug si g=1.
La suite (u,) converge vers O si |g| < 1. Elle est stationnaire si ¢ = 1. Elle
diverge dans les autres cas.
1.3 Suites arithmético-géométriques

Vn e N Upyl =au, +b.

Si a = 1, elle est arithmétique de raison b.

. b . .
Sia+1,v,=u, — 1 est géométrique de raison a.

a

2.  Suites récurrentes

2.1 Suites récurrentes linéaires d'ordre 2

* Une telle suite est déterminée par une relation du type :

H VneN auyip+buyy+cu, =0 avec a#0,c#0

et la connaissance des deux premiers termes ug et .

Analyse dans R
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L'ensemble des suites réelles qui vérifient la relation (1) est un espace vectoriel de
dimension 2. On en cherche une base par la résolution de I'équation caractéristique :

ar’+br+c=0 (E).

e Cas a, b, c complexes

Si A # 0, (E) adeux racines distinctes r; et r,. Toute suite vérifiant (1) est alors
du type :

u, =Ky ri + Ky rj
ou K et K, sont des constantes que 1'on exprime ensuite en fonction de ug et u; .

Si A =0, (E) a une racine double ry = _%. Toute suite vérifiant (1) est alors
du type :
u, = (Ki+Kyn)rg.
* Cas a, b, ¢ réels
Si A > 0 ou A =0, la forme des solutions n'est pas modifiée.
Si A <0, (E) adeux racines complexes conjuguées r; = o +ifetr, = a —if

que l'on écrit sous forme trigonométrique r; = p e et r, = pe™?. Toute suite
vérifiant (1) est alors du type :

u, = p"(Kj cosnf + K, sinn)) = p" A cos (nf — ).
2.2 Suites récurrentes u, | = f(u,)
¢ Pour étudier une telle suite, on détermine d'abord un intervalle I contenant tou-
tes les valeurs de la suite.
* Limite éventuelle
Si (u,) converge vers [ et si f est continue en /, alors f(I) = [.
¢ Cas f croissante

Si fest croissante sur /, alors la suite (u#,) est monotone.

La comparaison de u( et de u; permet de savoir si elle est croissante ou décrois-
sante.

* Cas f décroissante

Si f est décroissante sur I, alors les suites (u3,) et (#3,4+1) sont monotones et de
sens contraire.

jj? Cherchez a étudier si elles sont adjacentes ou non
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1'¢ année

1. Intégrale d'une fonction en escalier

1.1 Subdivision

On appelle subdivision o de [a,b], 1a donnée d'un nombre fini de points xo,. . . ,x,
telsque xo = a, x, = b, etxg <Xy < -+ < X1 < Xp.

On note S I'ensemble de toutes les subdivisions de [a,b].

Le pas d'une subdivision (x;)o<;<, €st le nombre :
max 1()Ci+1 —Xi).

o<i<n—

1.2 Fonction en escalier

Une fonction f, définie sur [a,b], est une fonction en escalier sur [a,b] s'il existe
o € S telle que f soit constante, et égale a [;, sur chaque intervalle ouvert
Ixi, X[

1.3 Intégrale d'une fonction en escalier

On appelle intégrale de la fonction en escalier f, le nombre :

n—1 b
I(f)=) L (xij1 —x) noté aussi / f(r)dr.
i=0 a

— Remarquez que le nombre 7 (f) est en fait une somme d'aires de rec-
% tangles et qu'il ne dépend pas de la valeur de f aux points x; de la
subdivision.

2. Intégrale d'une fonction continue par morceaux

2.1 Fonction continue par morceaux

Une fonction f, définie sur [a,b], est continue par morceaux sur [a,b] s'il existe
o € S telle que :
* fest continue sur chaque intervalle ouvert ]x;,x;+1[ ;

* fadmet en tout point de la subdivision une limite a gauche et une limite a droite
finies.

Analyse dans R

W
(=]



Intégrales définies

40

2.2 Approximation par une fonction en escalier

Soit f continue par morceaux sur [a,b].

Pour tout réel € > 0, il existe ¢ et ¢/, fonctions en escalier sur [a,b], telles que :
p<fsy et Y-p<e.

2.3 Intégrale d'une fonction continue par morceaux

Soit f continue par morceaux sur [a,b]. Il existe un réel unique / tel que, pour tou-
tes fonctions en escalier sur [a,b] ¢ et ¥ vérifiant p < f < 9, on ait :

I(p) < I <I1@W).

b
Ce nombre I s'appelle l'intégrale de f sur [a,b] , et se note I (f), ou / f(x)dx,
a

ou f.

la,b]
Ce nombre dépend de f, de a, de b, mais pas de la variable d'intégration, notée ici
X, qui est une variable muette, ce qui signifie qu'on peut la noter par toute lettre
non retenue pour un autre usage.

a b
Poura<b,0npose/ f(x)dx:—/ f(x)dx.
b a

2.4 Interprétation géométrique

b
/ f(x) dx correspond a l'aire du domaine du

plan situé sous le graphique de f, comptée

b

S f-------

— positivement pour la partie située au-dessus
de 1'axe des abscisses,

o/

— négativement pour la partie située en dessous.

3. Propriétés d'une intégrale

fet g sont des fonctions de R dans R, continues par morceaux sur les intervalles
considérés.

3.1 Invariance

b
L'intégrale / f(x) dx ne change pas si I'on modifie la valeur de f sur [a,b] en

un nombre fini de points.
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3.2 Linéarité
b b b
/ Lf(x) + ()] dx = f fx) dx + / ¢(x) dr.
b b
Vk e R / kf(x)dx:k/ f(x)dx.
3.3 Relation de Chasles
b c b
/ f(x)dx=/ f(x)dx—i-/ f(x) dx.

3.4 Relation d'ordre

b b
e Sia<b,etsif < g surla,b],alors : /f(x)dxé/ g(x) dx.

* Si f est continue et positive sur [a,b],on a :
b
/ fx)dx =0 <= Vx€la,b] f(x)=0.

3.5 Majoration de l'intégrale

b b
/f(x)dx]</ £ ()] da.

* Si, pour tout x € [a,b] (avec a < b),onam < f(x) < M, alors :

e Valeur absolue :

Sia<b

m\—f Jx) dx <

1 b
Le nombre 5 / f(x) dx est la valeur moyenne de f sur [a,b].
—al,

* Inégalité de la moyenne :

Sia<b

x€la,b]

En particulier :

b
[ rw x| <o -al swpis.

b
g x| < sup 1700] x [ lgo] dr.
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3.6 Inégalité de Cauchy-Schwarz

b
L'application : (f,g) — / f(x)g(x) dx définit un produit scalaire (cf. fiche

63) sur l'espace vectoriel des fonctions continues sur [a,b].
En particulier, I'inégalité de Cauchy-Schwarz prend la forme :

b b b
/ f(x)g(x)dx‘é\/ | rwax [ e

3.7 Sommes de Riemann

) 1 n—1 . 1

Plus généralement, si (xo,...,x,) est une subdivision de [a,b ] dont le pas tend
vers 0 quand »n tend vers l'infini, et ¢; un point quelconque de [ x;,x;+1] (le plus
souvent x; ou X;), on a alors :

n—1 b
lim Y i =) fe) = [ £ a.
i=0 “

4. Casd'une fonction a valeurs complexes

Soit t+— @(t) = f(t) +ig(t) une fonction de R dans C, définie sur [a,b].
( est continue par morceaux sur [a,b] si, et seulement si, f et g le sont.

L'intégrale de ¢ sur [a,b] est alors définie par :

b b b
/w)dt:/ f(t)dt+i/ g(t) dr.

Toutes les propriétés de l'intégrale d'une fonction continue par morceaux, a
valeurs réelles, qui ont encore un sens, sont prolongées, soit :

linéarité, relation de Chasles, majoration du module de I'intégrale :

b b
[ rwel< [ireia

N'oubliez pas qu'il n'y a pas de relation d'ordre dans C, ce qui fait
que f > 0, ou f < g, n'aurait pas de sens.
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1. Primitives d'une fonction continue
1.1 Définition

f étant définie sur un intervalle 7, une fonction F, définie sur /, est une primitive
de f, si elle est dérivable sur [ et si

Vx el F'(x)=f(x).
1.2 Théorémes

* Deux primitives de f different d'une constante, c'est-a-dire que, si F est une pri-
mitive de f sur un intervalle /, toutes les primitives de f sur / sont de la forme :
x +— F(x) + C ou C est une constante quelconque.

* Si fest continue sur un intervalle / contenant a, la fonction F définie sur I par
X
F(x) = f f(¢) dt, est une primitive de f. C'est l'unique primitive de f qui
a
s'annule en a.

On note / f(t) dt I'une quelconque des primitives de f.

* Pour toute primitive & de fsur I, on a :
. X
/ f@) dt =[h@)], = h(x) — h(a).
Le calcul d'intégrales de fonctions continues se rameéne donc a la recherche de
primitives.

» Pour toute fonction f de classe C' sur I, on a :
fx) — fla) = / f() de.
a

2. Méthodes de calcul
2.1 Linéarité

Si F et G sont des primitives respectives de fet de g sur [ et k un réel, alors, sur 7,
F + G est une primitive de f + g et kF une primitive de kf.

Analyse dans R
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— Pour les fonctions trigonométriques, on linéarise avec les formules
de transformation de produits en sommes (cf. fiche 9), ou avec les
formules d'Euler (cf. fiche 47). On utilise en particulier :

cos?x = %(1 + cos 2x) : sin’x = %(1 — €08 2x) ;

3

1 . 3
cos’x = Z(cos’a’x+3cosx) . sin

X = %(3 sin x — sin 3x) .

2.2 Intégration par parties

Soit u et v deux fonctions de classe C' sur un intervalle 1, et a et b des réels de
I.Ona:

b b
/u'(t)v(t) dt:[u(t)v(t)]z—f u(t) v'(r) dr.

ce qui s'écrit aussi, en terme de primitives :

/u’(t) v(t)dt = u()v(t) — /u(t) V(1) dr.

2.3 Cas classiques d'utilisation

P étant un polyndme et o # 0,

b
. pour/ P(t) sin (ot + () dr, on pose v(t) = P(t) et u'(t) = sin (ot + () ;

b
. pour/ P(t) cos (at + B) dr, on pose v(t) = P(t) et u'(t) = cos (ot + 0) ;

b
. pour/ P()e“*? dt, on pose v(t) = P(t) etu'(t) = e ;

a

b
* pour / P(#)Int dt, on pose v(t) =Intetu'(t) = P(z).

b b
* Pour calculer I = / e cosfBrdt ou J= / e sin Gt dt, on peut faire
a a

deux intégrations par parties « sans changer d'avis », c'est-a-dire en posant les
deux fois v(¢) = e%, ou les deux fois v(¢) = cos (3¢ ou sin Gf.
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Vous pouvez aussi utiliser 1'exponentielle complexe :

b y ela+iB) 1p
I:Re(/ e(“""d)’dt):Re([ - ]):
p a—+ifda

2.4 Intégration par changement de variable

Soit u une fonction de classe C! de [, 3] dans [a,b], et f une fonction continue
sur [a,b]. Alors :

<] u(B)

f f(u(t)) u'(t) dt = f(x) dx.
[0 u(a)

Si, de plus, u est bijective, on a :

u=l(b)
/f(x)dx f Fu@®)u' @) dr.
(a)

— Dans les exercices, le symbole dx se transforme comme une diffé-
rentielle :

x=u(l) = dx =u(¢)dr.

3. Primitives et fonctions rationnelles

3.1 Primitives d'une fonction rationnelle

* On décompose la fraction rationnelle en éléments simples dans R[X], c'est-a-
dire comme somme de sa partie entiere (polyndme dont on connait les primiti-
ves) et de fractions de la forme :

a ax +b

—_— et avec 2 4q < 0.
G—ay O GTEprgr P

On peut en calculer des primitives comme suit (n = 1 dans le second cas).

* Sur un intervalle ne contenant pas o, on a :

*oodr 1 1 X
/a(t—a)" - [_n—l(t—a)”—l]a sinl

= [t — o] sion=1.

o t+b *o2t * 1
/ #dtzzf zidw(b_@)/ S T
¢ "+ pttg 2J), t*+pt+gqg 2/ ), t*+pt+gq
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La premieére primitive se calcule en utilisant le changement de variable
u=rt>+ pt+gq.

En écrivant sous forme canonique le trindme t> + pt +¢q, le calcul de la
deuxiéme primitive se ramene, apres changement de variable, a :

= [arcana]
/auz—kl u = arcanua.

3.2 Primitives de fractions rationnelles en sinus et cosinus

On veut déterminer / f(x) dx, ou fest une fraction rationnelle en sin x et cos x.

Dans le cas ou f(x) dx est invariant
* lors du changement de x en —x, on peut poser u = cOS X ;
* lors du changement de x en ™ — x, on peut poser u = sin x ;

* lors du changement de x en 7 + x, on peut poser u = tan x.

. X
Sinon, on peut poser u# = tan 5

Dans tous les cas, on est conduit a un calcul du type f g(u) du ou g est une frac-

tion rationnelle en u.
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1. Formules de Taylor a valeur globale

1.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Soit fune fonction de classe C"*! sur I, xj et x des pointsde I. Ona:
(x (n+1)
fx)=P,(x)+ f (@) dt,

C20 g 4o ST oy

est I'approximation de Taylor alordre n ;

ou  P(x) = f(xo) +

et R,(x)= / ( f (4D (1) dt est le reste intégral d'ordre n.

1.2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f une fonction de classe C"*! sur 1. On suppose de plus qu'il existe A > 0 tel
que, pour tout x € I, on ait | f"V (x)| < A.

On obtient alors la majoration du reste :

|x _xo|n+l

IR, ()] < A Y

2. Formule de Taylor-Young

Soit f une fonction dérivable sur / jusqu'a 1'ordre n. Alors la fonction € définie au
voisinage de O par :

hn
flxo+h)= f(xo) +hf'(x0) +---+ ;f(n)(xo) + h'e(h)

est telle que ’llin%) e(h) =0.

Au lieu de h"e(h), on écrit souvent o(h").

Analyse dans R
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1. Généralités
1.1 Définition

Soit f une fonction définie au voisinage de xy. On dit que f admet un développe-
ment limité d'ordre n au voisinage de xp, s'il existe une fonction polyndme P, de
degré inférieur ou égal a n, et une fonction ¢, définies au voisinage de x telles
que :

fx) = P,(x) + (x —x0)"e(x) avec len} e(x) =0.

P, (x) est la partie réguliere et (x — xg)"e(x) le reste.

Dans ce cas, on a des fonctions équivalentes : f(x) ~ P,(x).
X0

% En posant x = xp + £, on peut toujours se ramener au voisinage de
t=0.

1.2 Propriétés des développements limités

¢ Troncature

Si f admet un développement limité d'ordre n au voisinage de O dont la partie
n

réguliere est P, (x) = Z agx* et si p < n, alors fadmet un développement limité
k=0

P
d'ordre p au voisinage de O dont la partie régulicre est P,(x) = Z agxk.
k=0

* Unicité
Si f possede un développement limité d'ordre 7 au voisinage de 0, il est unique.
* Parité

Soit f une fonction admettant un développement limité d'ordre n au voisinage

de 0, de partie réguliere P, (x) = Z agx*. Si f est paire (resp. impaire), alors les
k=0
coefficients a; d'indice impair (resp. pair) sont nuls.
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* Obtention d'un développement limité
La formule de Taylor-Young permet d'obtenir de nombreux développements limi-
tés.

Mais si f admet un développement limité d'ordre n (n > 2) au voisi-
nage de x, elle n'admet pas forcément de dérivée seconde en xj.

1.3 Développements limités de base

n

X X
(1+x)“=1+aF+'-~+oz(oz—1)...(a—n+1);+0(x")

avec les cas particuliers :

1 1 1 1
a=3 VT+x=14-x— =x*+ —x3 4+ o(x?)

2 8 16
1
a=-—1 —— =1—x+x>+- + (=D"x" +o(x")
1+x
1 1 1
I =1__ .2 3 3
« 3 T 2x+8x 16x + o(x”)
X xﬂ
ef=14+—=+-4+—=40(x")
1! n!
x? X% 2p+1
— - 4. (=P P
cosx =1 2!+ + (=1 (zp)!—i-o(x )
xZ 2p _—
= _ P+
chx_1+2!+ —i-(zp)!—i-o(x )
3 2p—1
by by
i =y — ... 1y 2p
sinx = x 3!4— + (—1) (2p_1)!+0(x )
x3 x21771 5
= S A p
shx—x+3!+ +(2p—1)!+0(x )
tanx = x + lx3 + Exs + o(x%)
3 15
thx:x—lx3+3x5+0(x6)
3 15
x2 )C3 n+1 "
1 1 = _ — J— —1" n
n(l+x)=x 2+3+ + ( )n+1+0(x )
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X0 =D 5 2p+2
arctanx:x—?—}—?—i—-n—i—mx”* + o(x?P1?)
arcsinx = x + lx3 + i)c5 + o(x%)

6 40

™ 33 s 6
arccosx:i—x—gx —%x + o(x®)
argshx = x — 1x3 + ix5 + o(x®)
6 40
_ x3 xS x2p+l pi
argthx—x+?+?+~-~+2p+l+0(x )

2. Opérations sur les développements limités

Considérons deux fonctions f et g admettant des développements limités de
méme ordre n au voisinage de 0, de parties régulieres respectives A, et B,,.

2.1 Combinaison linéaire

Si A et i sont des réels, alors A f + pg admet un développement limité au voisi-
nage de 0 dont la partie réguliere est A\A,, + uB,.

2.2 Produit

fg admet un développement limité d'ordre n au voisinage de 0, dont la partie
réguliere est formée des termes de degré inférieur ou égal a n du produit A, B,.

2.3 Quotient
Si B, (0) # 0 (soit g(0) # 0),£ admet un développement limité d'ordre n au voi-
8

en uti-

sinage de 0, dont la partie réguliere est obtenue a partir de A, (x) X
n

1
lisant le développement limité de T au voisinage de 0.

u
2.4 Composition

Si g o f est définie au voisinage de 0 et si f(0) = 0, alors g o f admet un déve-
loppement limité d'ordre n au voisinage de O, dont la partie réguliere s'obtient en
remplagant u dans B, (u) par A,(x) et en ne gardant que les mondmes de degré
inférieur ou égal a n.
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Développements limités

2.5 Primitive

Si f est continue, une primitive F de f admet le développement limité d'ordre
n + 1, au voisinage de 0, obtenu par intégration terme a terme de A, (x), le terme
constant étant F'(0).

2.6 Dérivée

Si f admet des dérivées jusqu'a l'ordre n (n > 2) sur un intervalle ouvert I conte-
nant 0, la fonction f” admet un développement limité d'ordre n — 1 dont la partie
réguliere s'obtient en dérivant terme a terme celle du développement limité de f.

3. Applications des développements limités

3.1 Etude locale d'une fonction

Pour 1'étude locale d'une fonction, ou pour la recherche d'une limite, on cherche
un développement limité comportant au moins un terme non nul.

limités intermédiaires doit &tre choisi de fagon cohérente. A chaque
étape, examinez si le terme suivant aurait eu de l'influence sur votre
résultat.

% Dans les opérations sur les fonctions, I'ordre des développements

3.2 Etude des branches infinies

Soit f définie sur un intervalle ]A,4-o0o[ ou ] — 0o, A[. Quand x tend vers l'infini,
1 1

X = — tend vers 0, et, en remplagant x par X on est ramené au voisinage de 0.
X

Lorsque x et f(x) tendent vers 1'infini, on obtient une asymptote oblique (si elle
existe) en effectuant le développement limité au voisinage de 1'infini :

f(x)=a+é+ik+0<ik>
X X X

X

c . b
ou —- est le premier terme non nul apreés —-

X X
Dans ce cas, la droite d'équation y = ax + b est asymptote a la courbe représen-
tative de f. Et la position relative de la courbe et de 'asymptote résulte du signe

c o
de —— lorsque x tend vers I'infini.
e
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1. Calcul approché des zéros d'une fonction
1.1 Généralités

* On détermine d'abord un segment I sur lequel I'équation f'(x) = 0 possede une
racine unique r qu'il s'agit d'approcher.
* On peut réduire progressivement l'intervalle ou se situe r par dichotomie.
e Mais il est souvent préférable de choisir une fonction g telle que :
— 1'équation f(x) = 0 soit équivalente sur / a g(x) = x ;
— il existe un intervalle J C I contenant r sur lequel g soit contractante et tel
que g(J) C J.

Alors toute suite récurrente définie par :
upeJ et VneN u,p = g(uy)

converge vers r.

Si plusieurs fonctions g peuvent convenir, on choisit celle dont le coefficient de
contraction est le plus faible pour que la convergence soit plus rapide.

1.2 Méthode de Newton-Raphson

Si f posseéde une dérivée continue ne s'annulant pas sur / on peut choisir la fonc-
tion g définie par :

fox)

fx)

Géométriquement, cela signifie :

gx) =x —

uq étant donné,

uy est l'abscisse de l'intersection de la tan-
gente au graphique de f au point (uo, f (1)) /
avec l'axe des x ; r

u, est l'intersection de la tangente au gra-
phique de f au point (uy, f(u;)) avec l'axe
desx ...
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La convergence de la suite (u,) est tres rapide car

RO NAC)
LFoP

entraine g’(r) = 0.

On peut donc choisir un intervalle J contenant r ou le coefficient de contraction
de g est aussi petit qu'on veut.

2. Calcul approché d'une intégrale

b
Le calcul exact de l'intégrale I = / f(x) dx est souvent tres difficile, sinon
a

impossible. On peut cependant obtenir des valeurs approchées de I par diverses
méthodes qui consistent a calculer l'intégrale d'une fonction simple, proche de f.

2.1 Méthode des rectangles

Elle consiste a approcher f par une fonction en escalier. Avec un partage de [a,b]

a . c
en n segments de méme longueur i = on obtient la valeur approchée R,

de!:

b—a

n—1
anhZf(x,-) avec x;=a-+ih=a+i
i=0

Lorque f posseéde une dérivée bornée sur [a,b], on a la majoration de l'erreur due
a la méthode :

(b—-aP ,
/I = Ryl < My ——— ou  M;= sup [f'(x)].
2n xela,b]
Cette majoration permet de déterminer n, apres avoir choisi la précision souhaitée.

Si f est croissante sur [a,b], R, est une valeur approchée par défaut. Si f est
décroissante, R, est une valeur approchée par exces.

2.2 Méthode des trapézes

Elle consiste a approcher le graphique de f par une ligne polygonale. Avec le par-
tage précédent de [a,b], on obtient, en remplacant les rectangles par des trapezes,
la valeur approchée T,, de I :

Analyse dans R
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+ f
T, = [f(a) f()+Zf(x,] avec x;=a-+i
n
Lorsque f posseéde une dérivée seconde bornée sur [a,b], on a la majoration de
I'erreur due a la méthode :

M, (b — a)?
M (b —a) My = sup £ (o).

' =T, <
127’!2 x€la,b]

Cette majoration permet de déterminer n, apres avoir choisi la précision souhaitée.
Si fest convexe sur [a,b],ona T, > I, et si fest concave sur [a,b],ona T, < I.
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Intégration sur
un intervalle quelconque

2% année

1. Intégrales généralisées (ou impropres)

1.1 Fonction localement intégrable

Soit f définie sur un intervalle / de R. On dit que f est localement intégrable sur
I si elle est intégrable sur tout segment inclus dans 1.

1.2 Cas d'une fonction non bornée sur un intervalle borné

Soit f une fonction localement intégrable sur la,b] avec a < b. Si la limite
b b
lim+ f(t) dr existe, on dit que l'intégrale / f(t) dt est convergente.

X—a x

Dans le cas contraire, on dit que 1'intégrale est divergente.

= Si f possede une limite a droite en @, il n'y a aucun probleme d'exis-
tence pour l'intégrale généralisée.

b
On définit de maniere analogue 1'intégrale généralisée / f(t) dt pour une fonc-
a

tion continue sur [a,b[.

— Etudier la nature d'une intégrale généralisée (ou impropre), c'est pré-
ciser si elle est convergente ou divergente.

1.3 Cas d'une fonction définie sur un intervalle non borné

Soit fune fonction localement intégrable sur [a,+00[.

X +00
Si la limite 1ir+n f(t)dt existe, on dit que l'intégrale f(@) dt est
X—>+00 a a
convergente.

Dans le cas contraire, on dit que 1'intégrale est divergente.

a
On définit de maniere analogue 1'intégrale généralisée / f(t) dt pour une fonc-
—00

Analyse dans R
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Intégration sur un intervalle quelconque

1.4 Généralisation

* Si fest localement intégrable sur Ja,b[, on pose
b c b
/ f(@)dr = / f() de +/ f () dt avec ¢ €]a,b[ quelconque

b

et on dit que f f(t) dr converge si, et seulement si, les deux intégrales du
a

second membre convergent.

* Si fest localement intégrable sur ]a,4oo[, on pose

400 b +00
f@)dt = / f(@) dr + f(t) dr avec b €]a,+o0o[ quelconque
a b

a
+00

et on dit que l'intégrale / f () dt converge si, et seulement si, les deux inté-
a
grales du second membre convergent.

* Si fest localement intégrable sur ] — co,+00[, on pose

+00 b +00
f@®) dt = / f(t)de + f () dt avec b €] — co,+00[ quelconque
00 —00 b

+00

et on dit que l'intégrale f(t) dr converge si, et seulement si, les deux inté-
—00
grales du second membre convergent.

2. Regles de convergence

2.1 Condition nécessaire de convergence sur [a,+00[

+00

Soit f une fonction localement intégrable sur [a,4+oo[. Si l'intégrale f(@) dr

converge et si lim f(x) existe, cette limite est nécessairement nulle.
X—> 400

% Si fn'a pas de limite, on ne peut rien dire de l'intégrale.

2.2 Comparaison de fonctions positives

Soit fet g localement intégrables et telles que 0 < f < g sur [a,4-00[.
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Intégration sur un intervalle quelconque

+00 +0o0o
Si / g(t) dt converge, alors f(t) dt converge aussi.
a

a

+00 +0o0
Si f(t) dt diverge, alors f g(t) dr diverge aussi.

2.3 Equivalence de fonctions positives

Soit fet g deux fonctions positives.

+oo +oo
Si f(x) B g(x), alors les intégrales f()dt et / g(t) dt sont de méme
o0 a

a
nature.

b b
Si f(x)~g(x), alors les intégrales / f(@)dt et / g(t) dt sont de méme

nature, c'est-a-dire qu'elles sont toutes les deux convergentes ou toutes les deux
divergentes.

Il est important que f et g soient de méme signe au voisinage du pro-
bleme étudié, sinon les fonctions peuvent étre équivalentes et leurs
intégrales de nature différente.

2.4 Situations de référence

+00 dt
Pour a > 0,ona: / t—aconverge = a>1.
a

@ dt
Pour a > 0,ona: / t—aconverge <— a<l.
0
1 400
/ Intdt et / e “dt (ohae R% ) sont convergentes.
0 0

2.5 Intégrales absolument convergentes

 Définition
Soit f une fonction localement intégrable sur [a,+oo[. On dit que f est absolu-

+0o0

ment convergente sur cet intervalle si / | f(¢)| dt converge.
a

¢ Théoreme

+o0 +o0
/ | f(¢)| dt converge —> f(t) dt converge.
a

a
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Intégration sur un intervalle quelconque

Si f est localement intégrable sur ]a,b], on a une définition et un théoréme ana-
logue.

3. Fonction intégrable sur un intervalle quelconque

3.1 Définitions

* Une fonction f, continue par morceaux sur un intervalle / est dite intégrable
sur [ si elle vérifie I'une des deux conditions équivalentes suivantes :

— la fonction f admet sur [ une intégrale absolument convergente ;

— il existe un réel M > O tel que, pour tout segment J inclus dans 7, on ait :
[1rona <.
J

* Si fest intégrable sur , on appelle intégrale de f sur I, et on note / f:
I

— l'intégrale de f sur [ si I est un segment,

— son intégrale impropre sur / si I n'est pas un segment.
3.2 Propriétés

* Les propriétés, vues dans le cadre de l'intégrale sur un segment, comme la
linéarité et 1'inégalité de la moyenne se prolongent.

e La relation de Chasles devient :

Si f est intégrable sur I et sur J, si I U J est un intervalle et si / N J est vide ou

réduit a un point, on a :
[refs=] r
1 J 107

¢ Dans le cas des fonctions a valeurs réelles, on a :

Si fest intégrable et f > 0, alors / f=0.
I

Si fet g sont intégrables et f < g, alors / f < /g.
I I

Si f est continue et positive :

/f:O < Viel f()=0.
1
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Intégration sur un intervalle quelconque

3.3 Théoréme de convergence dominée

Soit (f,) une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexes, continues par
morceaux sur /.

Si (f,) converge simplement sur / vers une fonction f continue par morceaux
sur /, et s'il existe une fonction ¢ continue par morceaux sur /, positive et inté-
grable sur /, telle que pour tout entier n, on ait | f;,| < ¢ (hypothese de domina-
tion), alors les fonctions f, et f sont intégrables sur [ et

/lf=lip/1fn.

3.4 Intégration terme a terme d'une série de fonctions

Soit (f,) une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexes, continues par

morceaux et intégrables sur /, telle que la série E fn converge simplement vers

une fonction f continue par morceaux sur / et telle que la série E / [ fal
1

converge.

Alors f est intégrable sur [ et

/If=§/lfn-

Analyse dans R
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1. Equations différentielles

Une équation différentielle est une relation entre une variable réelle ¢ et les

valeurs x (t),x'(7),. .., x"™(¢) d'une fonction inconnue et de certaines de ses déri-
vées, de la forme :

F(tx(®).x'(0),... x"@0) =0  (E)

ou F est une fonction continue.

L'ordre n de 1'équation différentielle est celui de la dérivée d'ordre le plus élevé
qui figure dans (E).

Si x est a valeurs dans R, 1'équation (E) est dite scalaire.

Si x est a valeurs dans R?, I'équation (E) est dite vectorielle.

On appelle solution de (E) sur /, ou intégrale de (E) sur /, toute fonction défi-
nie sur un intervalle ouvert I possédant des dérivées jusqu'a 1'ordre n et telle que :

vt el F(t,x(@®),x'(),....x" (@) =0.

Résoudre (E) dans I, c'est rechercher I'ensemble de ses solutions dans /.

La courbe représentant une solution de (E) est aussi appelée courbe intégrale
de (E).

Une solution x est dite maximale lorsqu'il n'existe pas de solution coincidant avec
x sur I et définie sur un intervalle strictement plus grand.

Le probleme de Cauchy est la recherche des solutions d'une équation différen-
tielle vérifiant des conditions initiales imposées.

2. Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Considérons une équation différentielle du premier ordre sous la forme :

x'=f@x)  (E)
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Généralités sur les équations différentielles

avec f définie et continue sur / x U ou [ est un intervalle ouvert et U un ouvert

0 0
de R”. On suppose que les dérivées partielles 8_f = B—f sont continues sur
X1 Xp

I xU.

Alors, pour tout (#p,x9) € I x U, il existe une solution maximale, et une seule, du
probléme de Cauchy associé.

Toute solution de (E) est une restriction de cette solution.

Analyse dans R
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1. Equations différentielles scalaires linéaires

1.1 Définitions

* Dans le cas du premier ordre, elles sont de la forme :

a®) x'(t) + b@) x(t) = f(1) 1)
ol a, b et f sont des fonctions données, continues sur un intervalle I, a valeurs
réelles ou complexes.
Pour la résolution, on se place sur un intervalle J C I tel que a ne s'annule pas
sur J.

e Dans le cas du second ordre, elles sont de la forme :
a()x" () +b(@) x'(t) + c(t) x(t) = f(t) @®

ol a, b, c et f sont des fonctions données, continues sur un intervalle /.

Pour la résolution, on se place sur un intervalle J C I tel que a ne s'annule pas
sur J.

L'équation est dite a coefficients constants si elle est de la forme :
ax"(t) +bx'(t) +cx(t) = f(1) @)

ol a, b et ¢ sont des constantes données, réelles ou complexes, avec a # 0.
1.2 Théorémes dus a la linéarité

* Toute solution de (1) est de la forme xp () + x5(¢) ol xp(¢) est une solution par-
ticuliere de (1) et xg(7) la solution générale de I'équation homogene associée :

a(t)x'(t) +b@)x(1) =0 2)
ou
ax"(t) +b)x' (1) +c(t)x(t) =0 (2)

* Les solutions complexes de (2) sur J forment un C-espace vectoriel de dimen-
sion 1 pour le premier ordre, 2 pour le second ordre.
Si a, b et ¢ sont a valeurs réelles, 'ensemble des solutions réelles de (2) sur J est

un R-espace vectoriel de dimension 1 pour le premier ordre, 2 pour le second
ordre.
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2. Résolution dans le cas du premier ordre

2.1 Résolution de I'équation homogéne associée

Ses solutions sont du type :

du

xs(f) = Ke 40 on A1) = / zi’;;

avec K constante arbitraire et 7y élément quelconque de /.

2.2 Recherche d'une solution particuliére
(méthode de Lagrange)

x1 étant une solution non nulle de (2), on introduit une fonction auxiliaire
inconnue K (¢) telle que x(¢#) = K (¢) x;(¢) soit solution de (1).

f @)
a(t)x(r)

Cette méthode s'appelle aussi méthode de variation de la constante.

Ceci conduit a K'(1) = ce qui permet de calculer K (¢) puis x ().

3. Résolution dans le cas du second ordre

3.1 Résolution de I'équation homogéne dans le cas
de coefficients constants

La fonction ¢ — €'’ est solution de (2) si, et seulement si, r vérifie I'équation
caractéristique :

ar*+br+c=0,

ce qui conduit a calculer A = b* — 4ac.

* Si A # 0, I'équation caractéristique a deux racines distinctes r; et r,. On a
alors :

xs(t) = K1 e + Ky e,
ol K; et K, sont des constantes quelconques.

* Si A = 0, I'équation caractéristique a une racine double ry. On a alors :
xs(1) = (K1t + Ky) e,

ol K; et K, sont des constantes quelconques.

Analyse dans R
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* Si aetb sont réels et si A < 0, I'équation caractéristique a deux racines com-
plexes conjuguées o = i3. On a alors :

xs(t) =e* (K, cos 3t + K5 sin 3t) ,
ou K, et K, sont des constantes réelles quelconques.

— En physique, on utilise la forme :
j%; K cos Bt + K, sin Bt = A cos (8t — @)

2 2 Kl . KZ
avec A = /K7 + K ,cos<p=7et s1n<p=7-

3.2 Résolution de (1) a coefficients constants dans quelques cas
* Cas ol f(t) est un polyndome P (¢) de degré n
Il existe une solution particuliere de (1) sous la forme d'un polynéme de degré
nsic#0;
n+1lsic=0etb+0;
n+2sic=b=0eta+#0.
La recherche de cette solution se fait par identification.

* Cas ol f(t) = e P(t) avec P polyndme et k constante

On effectue le changement de fonction inconnue

x(t) =¥ z(t)
oll z est une nouvelle fonction inconnue. En reportant x, x” et x” dans (1), on est
conduit a une équation en z du type précédent.

e Cas ol f () = e™ cos Bt P(t) ouf(t) =e™ sin Gt P(t) avec « et (3 réels, et
P polyndme a coefficients réels

Une solution particuliere est la partie réelle, ou la partie imaginaire, de la solution
particuliere obtenue pour 1'équation de second membre e+ P (z).
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2.3 Méthodes générales de résolution de I'équation compléte (1)

e Variation de la constante

Si x; est une solution de (2), ne s'annulant pas sur /, on peut chercher les solu-
tions de (1) sous la forme :

x(t) = u(®) x (1)

ol u est une fonction inconnue qui vérifie 1'équation différentielle linéaire du
premier ordre en u’ obtenue en reportant dans (1).

 Systeme fondamental de solutions

Si x; et x; sont deux solutions linéairement indépendantes de (2), on peut cher-
cher la solution de (1) sous la forme :

x (1) = u(t) x, (1) + v(t) x2(7)

ol u et v sont des fonctions inconnues soumises a la condition :
W' (@) x1() +v' () x@1@) =0.

Les fonctions u et v sont obtenues en résolvant le systéme :

{u’xl—l—v/xzzo
/o /A
u'xjp+v'x,=f

dont le déterminant

x1(t)  xa(r)

WO =@ X

appelé wronskien de x; et x,, ne s'annule pas sur / lorque x; et x, sont linéaire-
ment indépendantes. On obtient :

o0 /O v,(t):xl(t)f(t).

Wi =-—15 w(t)

» Utilisation de séries entieres

On peut chercher des solutions sous la forme d'un développement en série entiere.

— Cette méthode peut étre envisagée quand a(t), b(¢) et c(¢) sont des
polynomes simples. N'oubliez pas de vérifier que la (ou les) série
entiere obtenue a un rayon de convergence non nul.

Analyse dans R
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2% année

1. Systémes d'équations différentielles linéaires
a coefficients constants
1.1 Définitions et notations

Un systeme de p équations différentielles linéaires du premier ordre et a coeffi-
cients constants est de la forme :

x((t) = anxi(t)+---+a,x,) +bi(t)
() :
x;;(t) = aplxl(t)+"’+appxp(t)+bp(t)

ou les b; sont des fonctions continues de I dans R.

jgz On suppose que le nombre d'inconnues est égal a celui des équa-
tions.

Avec
x1(1) apg ... aipp bi(1)
X)) = : A= : : B(t) =
xp(1) apt ... app b, (1)
(S) s'écrit sous la forme matricielle :
X't)=AX@)+ B@).
Si B(t) = 0, le systeme est dit homogene.
1.2 Structure des solutions
L'ensemble des solutions du systéme différentiel linéaire homogene
X)) =AX1®) (S
est un espace vectoriel de dimension p.

Toute solution de (S) est la somme de la solution générale de (S’) et d'une solu-
tion particuliere de (S).

66
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Systémes différentiels linéaires

1.3 CasouA est diagonalisable

Soit A diagonalisable ; notons Aj,...,\, ses valeurs propres et Vi,...,V, une
base de R” de vecteurs propres associés.

L'espace vectoriel des solutions du systtme homogene (S”) admet pour base :

(V1 eM . WV eA"’).

2. Résolution de (S)
2.1 Parréductionde A

On a A=PRP~' ou R est diagonale ou triangulaire. Si 1'on pose
Y(t) = P7'X(t) et C(t) = P~'B(1), le systéme s'écrit :
Y#)=RY@®)+C@).

On résout ce systeme réduit et on en déduit X () = PY (¢).

@ Si B(t) # 0, cette méthode nécessite le calcul de P~! et peut étre
pénible.

2.2 Parla méthode de « variation des constantes »

Si (C1 ®),...,C, (t)) est une base de l'espace vectoriel des solutions de (S’), on

P
peut poser X (t) = Z u;(t) C;(t) ou les u; sont des fonctions de classe C! de I
i=1

dans R.

2.3 Parlarecherche d'intégrales premiéres indépendantes

Si A est une valeur propre de A, comme det(A — A],) = 0, il existe une combi-
naison linéaire, a coefficients non tous nuls, des lignes L; de la matrice A — Al

P
telle que Z a; L; =0.
i=1
En utilisant cette combinaison linéaire a partir des lignes de
X —-AX=(A-X,)X+B

p
on obtient une équation différentielle ordinaire qui donne y = E o X;.

i=1
Si A est diagonalisable, on obtient ainsi p combinaisons linéaires en x;, d'ou I'on
déduit les x;.
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Notions sur les équations
différentielles non linéaires

1'¢ année
et
2¢ année

1. Equations du premier ordre a variables séparables
Lorsque 1'équation est de la forme :
fx@)x'(@) =g,
ol fet g sont des fonctions données dont on connait des primitives F et G, on a :
F(x(1) =G@) +C,
et si F posséde une fonction réciproque F~!, on en tire :
x(t) = F (G +C),

relation qui donne toutes les solutions de 1'équation.
Cette solution générale dépend de la constante d'intégration C.

Dans le cas du probleme de Cauchy, C est déterminé par x (fp) = Xo.

E‘? En pratique, on peut écrire 1'équation sous la forme :
fx) dx =g() dr,

puis intégrer formellement les deux membres :

/f(x)dx _ /g(t) dar,

et exprimer x en fonction de ¢.

2, Systeme autonome de deux équations
du premier ordre

Il s'agit d'un systeme du type :

dx (x.)
2 - o,
m p(x,y
dy

E = Y(x,y)

ol ¢ et v sont de classe C! sur un ouvert  de R>.

68
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Notions sur les équations différentielles non linéaires

Le probleme de Cauchy a une solution maximale unique qui peut s'obtenir
comme ligne de niveau d'une fonction de deux variables f (x,y).

En un point régulier, les vecteurs gr—ac)l fet <§):8; ) sont orthogonaux.
Il est parfois possible de trouver un facteur intégrant k(x,y) :

% = k(x.y)y(@) = k(x,y) ¥x,y)

% = —k(x,y)x'@) = —k(x,y) .y

On obtient f par intégration, ce qui permet d'obtenir les trajectoires, mais pas les
fonctions du temps.

@ N'oubliez pas d'éliminer les points singuliers x'(z) = y’(¢) = 0.

Analyse dans R

=)}
O



Séries numériques

2% année

70

1.  Séries a termes réels ou complexes

1.1 Définitions
n
Soit (u,) une suite de nombres réels ou complexes. On note S, = Z Uy .
k=0
On dit que la série de terme général u,, est convergente lorsque la suite (S,) est
convergente vers S. Sinon, on dit qu'elle est divergente.

+00
Dans le cas d'une série convergente, on note S = Z Uy .
k=0
On dit que S est la somme de la série, que S, est la somme partielle d'ordre n et
+00
que R, = Z uy est le reste d'ordre n.
k=n+1

Pour toutn € N,ona S = S, + R, et il est équivalent de dire que la série Z U,

converge ou que lim R, = 0.
n— 00

1.2 Condition nécessaire de convergence

Si la série E u, converge, alors le terme général u,, tend vers 0.

— Si le terme général u, ne tend pas vers 0, alors la série E uy,

diverge.

1.3 Espace vectoriel des séries convergentes

Si Z u, et Z v, convergent et ont pour sommes respectives U et V alors, pour

tous nombres a et b, la série Z(au,, + bv,) est convergente et a pour somme
aU +bV.

1.4 Cas des séries complexes

Soit u,, = a, + ib,, avec a,, € R etb, € R. La série complexez u, converge si,

et seulement si, les deux séries réelles E a, et E b, convergent, eton a :
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Séries numériques

+00 +00 +00

Zun = Zan +ian.

n=0 n=0 n=0
1.5 Critére de Cauchy

La série Zun converge si, et seulement si, la suite (S,) est de Cauchy
(cf. fiche.26), c'est-a-dire :

Ve >0 IN e N Vn > N VpeN )Zuk’<€.

2, Séries a termes positifs

2.1 Caractérisation

Pour qu'une série de termes réels positifs converge, il faut et il suffit que la suite
des sommes partielles soit majorée.

2.2 Comparaison de deux séries
* Théoréeme de comparaison
Soit Z u, et Z v, deux séries telles que O < u,, < v, a partir d'un certain rang.

Si E v, converge, alors E u, converge.

Si Z u, diverge, alors Z v, diverge.

« Utilisation d'équivalents
Soit Z u, et Z v, deux séries a termes > 0 telles que u, J;;o Uy,.

Les deux séries sont alors de méme nature, c'est-a-dire qu'elles sont convergentes
ou divergentes en méme temps.

}E%v Ce théoreme s'applique aussi a des séries a termes < 0, mais il n'est

pas vrai pour des séries quelconques.

* Regle de Riemann

Soit E u, une série a termes positifs.

Si n“u,, est majoré avec « > 1, alors la série E u, converge.

Analyse dans R
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Séries numériques

Si n%u,, est minoré par A > 0 avec o < 1, alors la série E u, diverge.

* Régle de d'Alembert

. P . .. Un+1
Soit E u, une série a termes strictement positifs telle que —*  admette une
Uy
limite / quand n tend vers +o00.

Si I < 1, la série converge ; si [ > 1, la série diverge.

2.3 Comparaison d'une série a une intégrale

Soit f : [0,+o00[— R une fonction continue, positive et décroissante.

+00 +oo
La série Z f(n) et l'intégrale généralisée f(x) dx sont de méme nature.
n=0 0

3. Convergence absolue

3.1 Définition et théoréme
* Définition
Si Z |u,| converge, on dit que Z u, est absolument convergente.

¢ Théoréeme

Si une série est absolument convergente, alors elle est convergente et sa somme
vérifie :

+00
2w
n=0

@ La réciproque est fausse.

Une série convergente qui n'est pas absolument convergente est dite semi-
convergente.

+00
<Y lunl.
n=0

3.2 Produit de deux séries
Soit Z u, et Z v, deux séries absolument convergentes. Le produit des deux
séries est la série de terme général :

Wy, = UgVy + U1V + -+ Uy_1 V] + UV = E Upvg.
ptq=n
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Cette série est absolument convergente et I'on a :

j‘fw:(f)(ﬁ)

4. Séries de référence

4.1 Séries géométriques

La série de terme général (réel ou complexe) u,, = aq” est convergente (absolu-
ment) si, et seulement si, |g| < 1 et on a alors :

+00
> ag=a
n=0

1
I—g¢g

4.2 Séries de Riemann

1
Z — converge <— o« > 1.
nOé

- o 1
En particulier, la série divergente E — est appelée série harmonique.
n

4.3 Série exponentielle

Zﬂ
Pour tout z € C, la série de terme général — est absolument convergente et
n!

l'ona:

5. Séries alternées
5.1 Définition
Une série Z u, a termes réels est alternée si son terme général change de signe

alternativement.

En supposant uy > 0, on a donc u, = (—1)"a, ol a, = |u,|.

Analyse dans R
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5.2 Critére spécial des séries alternées

¢ Théoreme

Si la suite de termes positifs (a,) est décroissante et converge vers 0, alors la
+o00

série alternée Z(— 1)"a, est convergente.
n=0

* Exemple

) ) +oo l)nfl )
La série harmonique alternée Z ———— est convergente, mais n'est pas abso-
n=1 n
lument convergente.

e Majoration du reste
Dans les hypothéses du critere spécial des séries alternées, les suites (Sz,l) et
(S244+1) sont adjacentes.
+00
Le reste R, = Z (—l)kak est du signe de (—1)"+1 et vérifie :
k=n+1

|Rn| g Ap+1 -
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1. Normes et distances

1.1 Normes
* Définition

Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. Une norme sur E est une applica-
tion N de E dans R qui vérifie :

(H)Vx e E Nx)=20 et Nx) =0 = x=0;
2)VAe K VxeE N (Ax) = |\ Nx) ;
B)VxeE VyekE Nx+y) S Nx)+N(©y).

Le couple (E,N) est appelé espace vectoriel normé. On écrit souvent
N(x) = x|

* Exemples
a) E = K" ;pour x = (x1,...,x,) € E, on définit :

Ni(x) = || 4 - 4 |x]
N(x) = x4+ |x)?
Noo(x) = sup{|xi],....|x,[}

b) E = C([a,b],K) étant I'espace vectoriel des fonctions continues sur [a,b] et a
valeurs dans K, pour f € E on pose :

b b
N1<f>=/ IO E Nz<f>=,// FOPd.

N est la norme de la convergence en moyenne, N, la norme de la convergence
en moyenne quadratique.

¢) E = B(A,F) étant l'espace vectoriel des fonctions bornées définies sur un
ensemble A et a valeurs dans un espace vectoriel normé F, on pose :

Neo(f) = sup ILF @I

ou || || désigne la norme dans F.
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Espaces vectoriels normés

N est la norme de la convergence uniforme.

d) E étant muni d'un produit scalaire, N (x) = +/(x|x) définit une norme appelée
norme euclidienne si K = R et hermitienne si K = C. Les normes N, des exem-
ples a) et b) sont des normes euclidiennes ou hermitiennes.

e) Si (Ey,Ny),...,(E,,N,) sont des espaces vectoriels normés, on définit une
norme sur le produit cartésien E; x --- X E, en posant :

N(uy,...,up) = sup N;(u;).

1<i<p
1.2 Distance associée a une norme

* La distance entre deux éléments x et y de E est :
d(x,y) =y —xl.

* Propriétés
VxeE VyekFE dx,y) >0
Vx e E VyekE dx,y)=0 < x=y
Vxe E VyeE d(x,y)=d (y,x)
VxeE VyeE VzeE d(x,z) <d(x,y)+d((y,2)
* La distance entre deux parties A et B non vides de E est :
d(A,B) =inf{d (x,y); x € A,y € B}.
* Le diametre d'une partie non vide A est :
diam A = sup{d (x,y); x € A,y € A}.

Si diam A est fini, A est dite bornée.

Une application f définie sur un ensemble D et a valeurs dans E est dite bornée
si f(D) est une partie bornée de E.

1.3 Boules

La boule ouverte de centre a et de rayon r > 0 est :
Ba,r)y={xeE;|x—al] <r}.

La boule fermée de centre a et de rayon r > O est :

B*(a,r)={x e E;|x—al| <r}.

Analyse dans R”
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2. Suites d'éléments

2.1 Convergence

La définition est analogue au cas des suites dans R.

La suite (u,) est convergente vers [ si :
Ve >0 Iny e N Yn = ng lu, =1 < €.

Une suite qui n'est pas convergente est divergente.

Beaucoup de théoremes sur les suites numériques se généralisent : unicité de la
limite, opérations algébriques, théoréme de Bolzano-Weierstrass. ..

Ne généralisez pas les notions qui utilisent la relation < comme :
limites infinies, suites monotones, théoréme d'encadrement.

2.2 Normes équivalentes

Soit N et N’ deux normes sur E. On dit qu'elles sont équivalentes si toute suite
qui converge vers [ pour une norme, converge aussi vers [ pour l'autre norme.

Pour ceci, il faut, et il suffit, qu'il existe « > 0 et 3 > 0 tels que :

Vx € E aN'x) < Nx)<ON'(x).

/

% Pour montrer que N et N’ sont équivalentes, montrez que les fonc-
tions — et v sont bornées sur E \ {0}.

Pour montrer qu'elles ne sont pas équivalentes, montrez que 1'un de
ces quotients n'est pas borné.

2.3 Cas d'un espace vectoriel de dimension finie

Dans un espace vectoriel de dimension finie, deux normes quelconques sont tou-
jours équivalentes.

3. Topologie d'un espace vectoriel normé (E,N)

3.1 Voisinages d'un point

Une partie V est un voisinage de a € E s'il existe une boule ouverte centrée en a
et incluse dans V.
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3.2 Ouvertsde E

Une partie A de E est ouverte (ou est un ouvert) si elle est au voisinage de cha-
cun de ses points, ce qui s'écrit :

Vae A dr, >0 B(a,r,) C A.

% Deux normes équivalentes définissent les mémes ouverts.

Un point a est un point intérieur de A si A est un voisinage de a.
o o
L'ensemble des points intérieurs de A est l'intérieur A de A.Ona A C A.

Une partie A est ouverte si, et seulement si, A = A.

3.3 Fermésde E

Une partie A est fermée (ou est un fermé) si son complémentaire est un ouvert.
a est un point adhérent a A si toute boule B(a,r) avec r > 0 contient un point
de A. L'ensemble des points adhérents a4 A est I'adhérence A de A.Ona A C A.
Si A = E, on dit que A est dense dans E.

Une partie A est fermée si, et seulement si, A = A.

Une partie A est fermée si, et seulement si, pour toute suite d'éléments de A qui
converge dans E, la limite appartient a A.

te qui n'appartient pas a A, c'est donc démontrer que A n'est pas
fermée.

%7 r Fournir une suite d'éléments de A qui converge dans E vers une limi-

3.4 Frontiere

J— o
La frontiere d'une partie A est 'ensemble A \ A.
C'est I'ensemble des points a tels que toute boule B(a,r) avec r > 0 contient au
moins un vecteur de A et un vecteur qui n'appartient pas a A.

3.5 Pointisolé

Un point a de A est isolé si 1'on peut trouver une boule de centre a ne contenant
pas d'autre point de A autre que a.

Analyse dans R”
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Continuité

2% année

1. Fonctions continues

1.1 Limite

Soit E et F deux espaces vectoriels normés, f une application de D C E dans F,
a un point adhérenta Det [ € F.

f admet la limite / au point a si :

Ve > 0 dn=>0 Vx e D lx —al <n=|If(x) =1 Le.

— Les normes dans E et dans F sont notées de la méme facon pour ne
pas alourdir les notations.

1.2 Continuité
f est continue en a si elle est définie en a et si lim f(x) = f(a).

fest continue sur D C E si elle est continue en tout point de D.

Les opérations algébriques sont analogues au cas particulier des fonctions numé-
riques continues.

Deux fonctions continues de D dans F qui coincident sur une partie dense de D
sont égales.

1.3 Caractérisations de la continuité

¢ Caractérisation séquentielle

Pour que f soit continue en a, il faut, et il suffit, que, pour toute suite (u,) qui
converge vers a, la suite ( f (un)) converge vers f(a).

¢ Caractérisation topologique

S est continue sur D si, et seulement si, l'image réciproque de tout ouvert (resp.
fermé) de F est un ouvert (resp. fermé) de E.

@ Attention, si f est continue et si D est un ouvert (resp. fermé) de E,
on ne peut rien dire de I'image directe f (D).
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1.4 Homéomorphisme

f est un homéomorphisme si elle est bijective et si fet f~! sont toutes les deux
continues.

1.5 Fonctions lipschitziennes
Une fonction fde D dans F est lipschitzienne de rapport k > 0 si :
VxeD VyeD |f(y)— SOOI <kly—x|

Si0 < k < 1, on dit que f est contractante.

1.6 Continuité uniforme

fde D C E dans F est uniformément continue sur D si :

Ve >0 dn >0 Vx e D Vye D
lx=yl<n=1fx)—fMI <e.

Si f est lipschitzienne sur D, alors f est uniformément continue sur D.

2, Applications linéaires continues

2.1 Cas d'un espace de dimension finie

Si E est de dimension finie, toute application linéaire de E dans F est continue.

Si E,F,G sont de dimensions finies, toute application bilinéaire de E x F dans
G est continue.

2.2 Cas général

* Critére de continuité

Si f'est linéaire de E dans F, les propositions suivantes sont équivalentes :
— fest continue sur E ;

— fest continue en O ;

— f est uniformément continue ;

-dk=>0 VxeE |[fl <klx].

@ Vérifiez bien que f est linéaire avant d'appliquer ce critere de conti-
nuité.

Analyse dans R”
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* Espace des fonctions linéaires continues

L'ensemble des fonctions linéaires et continues de E dans F est un espace vecto-
riel. On le note L.(E,F).

2.3 Norme subordonnée

¢ Norme d'une application linéaire continue
En posant :

Il = Supnfi—x)” = sup [ f(x) = sup [[f()]

xz0 x|l Ixll<t Ixl=1

on définit une norme sur L.(E, F), dite norme subordonnée aux normes choisies
dans E et dans F.
¢ Norme d'une composée

Sif e L(E,F)etge L(F,G),alors go f € Lo(E,G) et:
lgo fII < lgll I fIl.

Cette propriété, vraie pour une norme subordonnée, n'est pas vérifiée
pour une norme quelconque.
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2% année

1. Ensembles compacts

1.1 Cas d'un espace de dimension finie

Dans un espace normé de dimension finie, un compact est une partie fermée et
bornée.

1.2 Cas général

 Définition

On dit qu'une partie A de E est une partie compacte, ou est un compact, si, de
toute suite d'éléments de A, on peut extraire une sous-suite convergente dans A.

* Propriétés

—Si A est un compact de E et B un compact de F, alors A x B est un compact
de E x F.

— Un fermé inclus dans un compact est un compact.
— Tout compact est fermé et borné.

1.3 Fonction continue sur un compact

Soit f une fonction continue de E dans F et A un compact de E.
* f(A) est un compact de F.

e fest uniformément continue sur A (théoréme de Heine).

2. Ensembles complets

2.1 Suites de Cauchy
Une suite (u,,) d'éléments d'un espace vectoriel normé E est de Cauchy si :

Ve>0 3dAnypeN V(p.g) e N?

(p =np et q>”0):>”“p_“q”<5

2.2 Propriétés

* Toute suite convergente est de Cauchy.

Analyse dans R”
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@ Attention, la réciproque n'est pas vraie si E quelconque.

* Toute suite de Cauchy est bornée.

* L'image d'une suite de Cauchy par une fonction uniformément continue est de
Cauchy.

2.3 Espaces complets

Un espace vectoriel normé E est dit complet si toute suite de Cauchy de E est
convergente.

On dit aussi que E est un espace de Banach.
2.4 Exemples

* Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach.

* Si F est complet, alors L£.(E,F) est complet pour la norme subordonnée aux
normes de E et de F.

%’ Remarquez que I'hypotheése concerne 1'espace d'arrivée.

En particulier, le dual topologique L.(E,K) d'un espace vectoriel normé E est un
espace de Banach.

2.5 Propriétés

* Dans un espace vectoriel normé E, toute partie A complete est fermée.
* Si E est complet, tout fermé A C E est complet.

* Si E est compact, il est complet.

2.6 Théoreme du point fixe

Soit E un espace de Banach et f une fonction de E dans E. Si f est contractante,
alors 1'équation f (x) = x a une solution unique / € E.

Toute suite définie par ug € E et u,+; = f(u,) converge vers /.
3. Connexité par arcs (dimension finie)

3.1 Partie connexe par arcs

Une partie A de E est connexe par arcs si, pour tout (a,b) € AZ? il existe une
fonction continue fde [0,1] dans A telle que f(0) =a et f(1) = b.
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3.2 Propriétés

» Toute partie convexe de E est connexe par arcs.
* Dans R, les parties connexes par arcs sont les intervalles.
* Si A est connexe par arcs et f continue, alors f(A) est connexe par arcs.

3.3 Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction a valeurs réelles, continue sur une partie connexe par arcs, a
et b deux vecteurs de A.

Pour tout réel x compris entre f (a) et f (), il existe ¢ € A tel que x = f(c).

85



27

Calcul différentiel
dans R”

1'¢ année

86

1. Fonction de R"” dans R”

1.1 Fonctions partielles

Une fonction f, de D C R” dans R?, est de la forme :
(X15 X)) B> (X1, X).
Si a = (ay,...,a,) estun point intérieur de D, les fonctions
Xi > far,. . @i 1,Xi,Qix 1, . ,0y)

définies sur un intervalle ouvert contenant a; sont les fonctions partielles asso-
ciées a f au point a.
Une fonction partielle est une restriction a une droite parallele a un axe.

Pour que f soit continue en a, il est nécessaire que les fonctions partielles soient
continues en a;. Mais ce n'est pas suffisant.

— Plus généralement, pour montrer que f'n'est pas continue en a, il suf-
fit de montrer que la restriction de f & une courbe continue passant
par a n'est pas continue.

Attention, méme si la restriction de f a toute droite passant par a est
continue, cela ne prouve rien.
1.2 Fonctions coordonnées

Onaf(x) = (fi(x),....f,(x)). Les fonctions, de R" dans R, x +> f;(x) sont les
fonctions coordonnées de f.

f est continue en a si, et seulement si, toutes ses fonctions coordonnées sont
continues en a.

1.3 Représentations graphiques (casp = 1)
Sin = 2, 'ensemble des points de R3:
S={(x.y.f(x,y) 5 (x.y) € D}

est la surface représentative de f.
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— Clest l'analogue de la courbe représentative d'une fonction a une
variable.

Sik € R, 'ensemble
{(x1,...,x0) €D 5 f(x1,...,x,) =k}

est la ligne de niveau & de la fonction f.

Sin = 2, c'est une courbe plane ; si n = 3, c'est une surface.

Si (x;,x7) représente un point sur une carte et si f (x,x,) désigne son
altitude, les lignes de niveau sont les courbes de méme altitude qu'on
trouve sur les cartes d'état-major.

2. Dérivées partielles (casp = 1)
Soit f une fonction numérique définie sur un ouvert D de R".

2.1 Dérivées partielles d'ordre 1

» Définition

Les dérivées partielles de f en a = (ay,...,a,) sont les dérivées des fonctions
partielles associées a f. On les note :
af ,
3@ ou Dif(a) ou fila).
l

« Fonction de classe C!

Si toutes les fonctions dérivées partielles :

a
(xlv-'axn) > ('xla‘°"xn)
ax,-

sont continues sur D, on dit que fest de classe C' sur D, ou que f est continfiment
différentiable sur D.

% Dans le cas général, fest de classe C! sur D si ses p fonctions coor-
données f; sont toutes de classe C' sur D.

Analyse dans R”
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* Vecteur gradient

Le gradient de f en a est le vecteur dont les composantes sont les dérivées par-
tielles premieres :

mif@0=Y" Wz

=1 8)C,'
Il est orthogonal a la ligne de niveau de f passant par a.

2.2 Dérivées partielles d'ordre supérieur
o Définition
Si les fonctions dérivées partielles admettent elles-mémes des dérivées partielles

en a, ces dérivées sont appelées dérivées partielles secondes, ou dérivées partiel-
les d'ordre 2, de fen a. On les note :

%(a)=i(%>(a) e 2 (.

0x; \0x; 0x;0x; :8x,~ 0x;

Les dérivées partielles d'ordre supérieur a 2 se définissent par récurrence de fagon
analogue.

+ Fonction de classe C

Si toutes les dérivées partielles d'ordre k sont continues sur D, on dit que f est de
classe C* sur D.

Si les dérivées partielles de tous ordres existent, f est dite de classe C*°.

* Théoréme de Schwarz

3 f o f
et
8)6,‘8)61‘ ana)C,‘

Si au moins une des deux dérivées partielles est continue en a,

alors :

2 2
3f(a)_ °f

ax,- ij - 8.Xj ax,-

(a).
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1. Différentielle

1.1 Fonction différentiable (cas général)

Soit f une fonction définie sur un ouvert D de R” et a valeurs dans R”. On dit que
f est différentiable en a € D s'il existe une application linéaire / € L(R",R”)
telle que :

i 1@t h) = fl@) =l _
m =
h—0 121

0.

Dans ce cas, 'application / est unique. On l'appelle la différentielle de f au point
a et on la note d f,,.

1.2 Théorémes (casp = 1)

Si f est différentiable en a, alors toutes les dérivées partielles premieres de fen a
existent.

Si fest de classe C' en a, alors fest différentiable en a.

Les deux réciproques sont fausses.

1.3 Notation différentielle (cas p = 1)

Si p = 1, toute application linéaire de R" dans R est de la forme :
h=(hy,...,hy) — L(h) = ZAi hi.
i=1

a
Si fest différentiable en a, on a nécessairement A; = a—f (a).
X
En notant dx; la i-ieme projection de R” sur R (définie par dx;(h) = h;), la dif-
férentielle de f s'écrit :

"~ 9
dfu=3 af (a) dx;.

iz1 ONi

Analyse dans R”
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1.4 Dérivée dans une direction (casp = 1)

La dérivée de f en a = (ay,...,a,) dans la direction du vecteur unitaire
7(a1,. ..,Q) est:
af flay +toy,....a, +tay) — f(ay,...,a,)

- — 1
o (@ z1—I>I(1) t

Lorsque f est différentiable, cette limite existe et vaut :
)
—;(a) = gradf(a) 7.

Cette dérivée directionnelle est maximum dans la direction du gradient et vaut

alors ||grad f (a)]].

— Si la dérivée directionnelle en a n'est pas égale au produit scalaire
% précédent, c'est une preuve que f n'est pas différentiable en a.

Sur les cartes d'état-major, le gradient indique la ligne plus grand
pente. Il est orthogonal aux lignes de niveau.

1.5 Matrice jacobienne (cas général)

Soit f : D — R” une fonction définie sur un ouvert D de R”, de classe C' en
a € D. On appelle matrice jacobienne de f au point a la matrice de sa différen-
tielle en a :

af1 afi af1
a @ Fo@ @
0 d 2]
%(a) aﬁ(a) afz(a)
Jf((,l): X1 X2 Xn
8fp 8fp 8fp
@ Fl@ o L@

1.6 Jacobien

Sin = p, le déterminant de J¢(a) est le jacobien de f au point a.

On le note M(a).
D(X] RPN ,x,,)
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2. Composition

2.1 Différentielle d'une composée

Soitf : D} C R" — R etg : D, C R? — R? deux fonctions définies sur des
ouverts tels que /(D) C D;.

Si fest différentiable en a et g différentiable en f(a), alors g o f est différentia-
bleen aetlona:

d(go fla =dgr@ o dfa,
c'est-a-dire sous forme matricielle :
Jeor (@) = Jo(f (@) x Jyp(a).
Dans le cas g =1 on a alors :

3gof), . Lk dg
@ = ; o, @ a—yk(f(a)).

2.2 Difféomorphisme
* Définition
Soitn = p, U unouvertde R"et V = f(U). On dit que fest un difféomorphisme

de U sur V si fest une bijection et si fet f~! sont de classe C! sur U et V respec-
tivement.

* Théoréme d'inversion locale
Soit f : D C R" — R" une fonction de classe C' sur un ouvert D.

Soit a € D tel que df, soit inversible, c'est-a-dire tel que le jacobien
D(f1,-- .. fa)
D(x1,...,x,)
Il existe un voisinage ouvert U de a tel que f soit un difféomorphisme de U sur

F ).

(a) soit non nul.

Analyse dans R”
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1. Définitions

Soit f une fonction numérique définie sur D C R".

f admet un maximum (resp. minimum) global (ou absolu) en a € D si
Vx e D f(x) < fla) (resp. f(x) = f(a))

f admet un maximum (resp. minimum) local (ou relatif) en a € D s'il existe un
voisinage V de a tel que :

VxeV  f(x) < f@)  (resp.f(x) = f(a))

2, Existence d'un minimum et d'un maximum globaux

Si D est compact (c'est-a-dire fermé et borné puisqu'on est en dimension finie) et
si f est continue, alors f admet un maximum et un minimum globaux atteints au
moins une fois.

3. Condition nécessaire d'extremum local

Si f présente un extremum local en a, et si f est différentiable en ce point, alors :

of

— —
3 (a)=0 ouencore gradf(a)= 0 .
Xi

Vi

Un point vérifiant cette condition est appelé point critique, ou point stationnaire,
de f.

tiques et les points ou f n'est pas différentiable (le plus souvent les

% Les éventuels extremums sont donc a chercher parmi les points cri-
points frontiere de D).

En l'absence de théoreme donnant une condition suffisante, étudiez
le signe de la différence f (x) — f(a) pour x voisin de a, ou, mieux,
le signe de

A(hy,...h,) = f(ar + h,....a, + hy) — f(a1,...,a,)

avec les h; voisins de 0.
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4., Condition suffisante d'extremum local
(cas de 2 variables)

Soit £ une fonction de classe C> sur un ouvert D C R? et (xq,yo) un point cri-
tique ; posons :

2 2 2
f . =9
R = W(xo,yo) ; §= (x0,y0) ; T = a—yz(XOJO)-

0x0dy

On a alors :

*si 2 — RT < 0, fprésente un extremum relatif en (xg,yo) ; il s'agit d'un maxi-
mum si R < 0 et d'un minimumsi R > 0 ;

*si S — RT > 0, fprésente un point-selle (ou point-col) en (x,yo) ; ce n'est pas
un extremum ;

— Le mot col vient de I'exemple de la fonction altitude et de la confi-
% guration (idéalisée) d'un col de montagne : minimum de la ligne de
créte, maximum de la route, sans étre un extremum du paysage.

Le mot selle vient de I'exemple d'une selle de cheval.

*si 2 — RT =0, on ne peut pas conclure 2 partir des dérivées secondes.

Analyse dans R”
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1. Intégrale double d'une fonction continue
sur un rectangle

1.1 Sommes de Darboux

Soit fune fonction continue sur un rectangle R = [a,b] X [c,d] et a valeurs réel-
les.

Soit xp=a<x;<---<x,=>b une subdivision de [a,b] et
Yo=c¢ <y <--- <Yy, =d une subdivision de [c,d].

Les mn rectangles R;; = [x;,x;+1] X [y;,y;+1] forment une subdivision o de R.

On appelle sommes de Darboux de f associées a o les nombres :

s(o) = Zinff x aire R;; et S(o) = Zsupf x aire R;;
ij Rij i Rij
L'ensemble des sommes s(o0), quand o varie, est majoré.
L'ensemble des sommes S(o), quand o varie, est minoré.
1.2 Intégrale

Si f est continue, la borne supérieure des s(o) est égale a la borne inférieure des
S(0). Cette valeur commune est appelée intégrale de f sur R et notée :

//Rf(x,y)dxdy ou //Rf

1.3 Sommes de Riemann

f étant continue sur R, soit ¢ la subdivision de R obtenue en partageant [a,b] en
m intervalles égaux et [c,d] en n intervalles égaux. Alors, on a :

AR EKRb—ad-c
/ﬁf(x,y)wdy=;ggzz L E )

noo =1 j=1

1.4 Propriétés de l'intégrale
 Linéarité

Soit fet g deux fonctions continues sur R et A ety deux réels ; alors :



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.
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//R [Xf(x.y) + pgx.y)] dxdy:)\//R [y dxdy+u//Rg(x,y) dx dy.

¢ Croissance

Soit fet g deux fonctions continues sur R telles que f(x,y) < g(x,y) pour tout
(x,y) € R ; alors :

// Fe) dxdysff g(x.y) drdy.
R R

On en déduit que :

'/Rf(x,y)dxdy‘ <//R|f<x,y>|dxdy.

1.5 Théoréme de Fubini

Soit fune fonction continue sur un rectangle R = [a,b] X [c,d] et a valeurs réel-
les.Ona:

//R f(x,y)dxdy=fab<fcdf(x,y) dy)dx=/6d</;bf(x,y) ar)dy

Ce théoreme permet de calculer l'intégrale double par deux intégrales simples
successives.

— I1 peut arriver que 'un des emboitements ne permette pas le calcul de
’% primitives et que 1'autre conduise au résultat.

1.6 Cas particulier

Dans le cas ou f s'écrit sous la forme d'un produit de deux fonctions continues a
une variable :

fx,y) =g h(y)

lI'intégrale double sur le rectangle est alors le produit de deux intégrales simples :

b d
//R f(x,y>dxdy=f ¢(x) d xf h(y) dy

Analyse dans R”
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2. Extension a une partie fermée bornée du plan

Soit f une fonction continue sur une partie A fermée bornée de R? et a valeurs
dans R. On peut prolonger la notion d'intégrale double de f sur A avec les mémes
propriétés que sur un rectangle.

2.1 Théoréme de Fubini

Soit ¢ et ¥ deux fonctions continues sur [a,b] avec ¢ < ¥ ; notons A l'ensem-
ble des points (x,y) € R? tels que :

a<x<b et px)<y<P©).

b P(x)
// S(x,y)dxdy =/ (/ S x,y) dy>dx
A a p(x)

Y4

Alors :

1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
)
I
1
|
I
1
|
I
1
|
I
i
X

a
On peut permuter les roles de x et de y.

2.2 Additivité par rapport au domaine d'intégration

Si A est la réunion de deux parties A; et A, fermées bornées telles que A; N A,
soit d'aire nulle, alors :

/fA f(x,y>dxdy=fA f(x,y>dxdy+f/A Flr.y) dedy.
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3. Changement de variables

3.1 Théoréeme

Soit f(x,y) une fonction continue sur le domaine D fermé et borné, en bijection

avec un domaine fermé et borné A au moyen des fonctions de classe C'
x = p(u,v) ety =Y(u,v) ; alors :

/fo(x,y)dxdy://Af(x(u,v),y(u,v)) ’gi’;i; dudv

dp dp
. . D(x,y) ou @,v) v (@,v)
Le déterminant =
D(u,v) 01 oY

——@,v)  —(u,v)
u av
est le jacobien du changement de variables.

3.2 Cas des coordonnées polaires

Le changement de variables x =pcosf et y =psinfl a pour jacobien
D(x,y)
D(p.0)

p,dol:

// f(x,y)dxdy:// f(pcosB,psinb) pdpdd
D A

Grace a cette transformation, l'intégration sur un disque, une cou-
ronne ou un secteur angulaire se ramene a une intégration sur un rec-
tangle.

Analyse dans R”
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1.1 Définition

Une forme différentielle de degré 1 est une application w, définie sur un ouvert
de R”, et a valeurs dans le dual L(R",R).

En notant dx; la i-iéme projection de R” sur R (définie par dx;(h) = h;), w
s'écrit :

V= (x1,....00) €U wx)= ZPi(x) dx;.
i=1
Les P;, applications de U dans R, sont les fonctions coordonnées de w.

— En physique, on associe a w le champ de vecteurs T/) de composan-
tes (P;,P,) dans le plan et (P;, P», P;) dans I'espace.

Si tous les P; sont de classe C¥ sur U, on dit que w est de classe Cksur U.

1.2 Forme exacte

Une forme différentielle w est exacte s'il existe une fonction fde U dans R telle
que :

df = w.

On dit alors que f est une primitive de w sur U.

% En physique, w exacte signifie que V estun champ de gradients.

1.3 Forme fermée
w est fermée si :
AP, 9P

Vi Vi
Xj 8)6,‘

% En physique, cette condition signifie que @[T/) = _0)
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1.4 Condition nécessaire pour w exacte

Une forme différentielle exacte de classe C' est toujours fermée.

% En physique, cela signifie que 1'on a toujours E)t(gr_aa f ) -70.

1.5 Ouverts particuliers

Un ouvert U de R” est étoilé s'il existe a € U tel que, pour tout x € U, le seg-
ment d'extrémités a et x soit inclus dans U.

Un ouvert U de R” est simplement connexe si toute courbe fermée incluse dans
U peut se ramener a un point par déformation continue.

1.6 Théoreme de Poincaré

Si U est un ouvert étoilé, ou si U est simplement connexe, alors :

wexacte sur U <— w fermée sur U.

@ Attention, cette équivalence exige une hypothese sur U. Elle n'est
pas vraie dans le cas du plan privé d'un point, de 1'espace privé d'une
droite.

2. Intégrale curviligne
2.1 Arcorienté

Soit I" un arc de courbe défini par la représentation paramétrique :

x = x(t)
y=y@ t € la,b]
z=2(t)

L'arc est orienté par le choix de 1'un des deux sens de parcours possibles, ce qui

. N .. . . 2 - -
revient a distinguer les vecteurs unitaires tangents (oppposés) 7 et T _.

2.2 Intégrale d'une forme différentielle le long d'un arc orienté

P, O et R étant des fonctions continues, on appelle intégrale curviligne de la
forme différentielle w = P dx + Q dy 4+ R dz le nombre noté :

/ w=/ Pdx+ Qdy+Rdz
r+ r+

Analyse dans R”
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et défini par :
b
I = f [P(x(0),y(®).z2(0)) x' () + O(x(1),y(1),2(1)) ¥'(2)

+R(x(®),y(1),2(1)) 2 (1)] dt
% En physique, il s'agit de la circulation de V le long de I".

2.3 Propriétés

* Linéarité par rapport a la forme différentielle

Alwi +)\2w2=>\1f Wi +>\2/ wy .
r+ r+

r+
* Additivité par rapport aux arcs

SiI" a pour origine A et pour extrémité B, et si C est un point de 'arc AB, alors :
/A w:/A w+/A w.
AB AC CB

Si AB est C' par morceaux avec des arcs AC et CB qui sont C', cette égalité sert

de définition a l'intégrale curviligne sur AB.
¢ Cas d'une forme exacte
Siw = df, alors

[ w=FB) = f(A)

ne dépend que des extrémités du chemin d'intégration. L'intégrale est donc nulle
si la courbe est fermée.

3. Formule de Green-Riemann

3.1 Théoréme

Soit D une partie fermée bornée du plan limitée par un bord C de classe C' par
morceaux, et P et Q des fonctions C I 'dans D.On a:

aQ oP
de—}—Qdy:/f — — —)dx dy,
/C”r D(Bx By)
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ol le symbole CT désigne le bord C, orienté de sorte qu'un mobile parcourant C
a toujours D a sa gauche.

3.2 Application aux formes différentielles exactes

La forme différentielle P dx + Q dy est exacte dans D si, et seulement si, son
intégrale sur toute courbe fermée contenue dans D est nulle.

3.3 Application a l'aire d'un domaine plan

1
aireD:—/ xdy — ydx.
2 Je+

101
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(f) désigne une suite de fonctions f,, définies sur un intervalle / de R et a valeurs
dans K =R ou C.

1. Suites de fonctions

(fn) désigne une suite de fonctions f, définies sur un intervalle / de R et a valeurs
dans K =R ou C.

1.1 Convergence simple

La suite (f,) converge simplement sur / vers une fonction f, de I dans K, si :

Vx el lim fu(r) = f ().

1.2 Convergence uniforme

f étant la limite simple de la suite (f,,), on dit que la convergence de (f,) vers f
est uniforme sur / si :

Him lfo = flle =0

ou |Ify = fllo = sup [fu(x) = fOOI.

— Le nombre || f, — flloo se calcule souvent avec 1'étude des variations
i% de la fonction f,, — f.

Quand ce calcul est trop difficile, cherchez a minorer ou a majorer.

La convergence uniforme de ( f,,) vers f entraine la convergence simple.

@ La réciproque est fausse.

1.3 Continuité de la limite
Si la suite (f,) converge uniformément vers f sur I, et si chaque f,, est continue

sur I, alors f est continue sur /.

— Si les f,, sont continues sur /, et si f n'est pas continue sur /, alors la
convergence n'est pas uniforme.
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11 suffit que la convergence soit uniforme sur tout segment inclus dans 7, pour que
f soit continue sur /.

1.4 Intégration de la limite

Si la suite (f,) converge uniformément vers f sur /, et si chaque f, est continue
sur I, alors pour tous a et b dans /, on a :

b b
/f(t)dt: “T / fu(®) dt

% Si cette égalité n'a pas lieu, alors la convergence n'est pas uniforme.

1.5 Deérivation de la limite

Soit (f,) une suite de fonctions de classe C' dans I, convergeant en un point
acl.
Si la suite des dérivées (f,) converge uniformément sur /, alors la suite (f,)

converge simplement vers une fonction f de classe C' dans I qui vérifie :

Vx el f(x)= liT fo(x).

2. Approximations uniformes

* Toute fonction f'de [a,b] dans K, continue par morceaux, peut étre approximée
uniformément par des fonctions en escalier, c'est-a-dire que, pour tout € > 0, il
existe une fonction en escalier ¢ telle que :

If = ¢lleo < €.

* Toute fonction f continue de [a,b] dans K, peut étre approximée uniformément
par des fonctions polynomiales, c'est-a-dire que, pour tout € > 0, il existe une
fonction polynomiale g telle que :

If—gllo <e.

* Toute fonction f continue et 7-périodique peut €tre approximée uniformément
par des polyndmes trigonométriques de méme période, c'est-a-dire des combi-

. o . L 2m
naisons linéaires d'expressions de la forme exp (1 T kx ) ouk e Z.

Analyse dans R”
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Soit (u,) une suite de fonctions définies sur un intervalle /. On considére les
sommes partielles définies par :

Sa(x) =Y ue(x) .
k=0
1. Convergence simple

On dit que la série Z u, converge simplement sur / si la suite (S,) converge
n
simplement et on note :

+oo
S(x):Zuk(x)z lim S,(x).
=0 n—-+00

2. Convergence uniforme

On dit que la série E u, converge uniformément sur / si la suite (S,) converge
n
uniformément sur /.

3. Convergence normale
3.1 Définition

On dit que la série E u, converge normalement sur / si la série des normes

n

Z llunllco converge.
n

3.2 Condition nécessaire et suffisante

La série E u, converge normalement sur / si, et seulement si, il existe une série
n
numérique a termes positifs a, telle que :

+00
VneN Vxel |u,(x)|<a, et Za,, convergente.
n=0
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— La recherche de a, peut se faire par majoration ou en étudiant les
variations de u,,.

3.3 Théoréme

La convergence normale de E u, entraine la convergence uniforme de E u, et,

n n

pour tout x € I, la convergence absolue de Z u,(x).

n

—F Si vous étes optimiste, pour étudier le mode de convergence d'une
série de fonctions, commencez par la convergence normale sur /, ou
sur tout segment de /.

C'est souvent facile a faire, et, si ¢ca marche, c'est un mode de conver-
gence qui entraine tous les autres.

4. Propriétés

Pour une série E u, qui converge uniformément (normalement entraine cette
n
condition) sur /, les théorémes sur les suites de fonctions conduisent a :

4.1 Continuité

Si les u,, sont continues sur I, alors la somme S est continue sur /.

4.2 Intégration

Si les u,, sont continues dans [ et si Z u, converge uniformément sur /, alors,

n
pour tous a et b dans I, on a :

/ab(guk(x)> dx =:z::(fabuk(x) dx)

gi On dit que 1'on a intégré terme a terme la série.

Analyse dans R”
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4.3 Dérivation

Si les u, sont de classe C! dans I et si E u,, converge uniformément, alors la
n

somme S est de classe C! et vérifie :

+00
Viel S =) ux).
k=0
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1. Convergence d'une série entiére

1.1 Série entiére

Une série entiere est une série de fonctions de la forme :

+00

Zun (z) avec u,(z)=a,7"

n=0

ou z est la variable réelle ou complexe et les a, des constantes réelles ou com-
plexes.

1.2 Lemme d'Abel

+00

Si la suite (|a,,| r”) est bornée, alors la série Z a, " converge absolument pour
n=0

tout z tel que |z| < 7.

1.3 Rayon de convergence

+00

Si E a, 7" est une série entiere, elle vérifie une, et une seule, des trois proprié-
n=0

tés :

* la série converge uniquement pour z = 0 ;

* il existe un nombre réel R > O tel que la série converge absolument pour tout z
tel que |z| < R, et diverge pour tout z tel que |z| > R ;

* La série converge absolument pour tout z.
Le nombre R du deuxieme cas est appelé rayon de convergence de la série entiere.
Dans le premier cas, le rayon de convergence est nul.

Dans le troisieme cas, on dit que le rayon de convergence est infini.

1.4 Détermination du rayon de convergence

* Le nombre R est la borne supérieure des ensembles :

+00
{reR,; Zan r" converge} ; {r € Ry ; |a,|r" borné}
n=0

Analyse dans R”
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* On détermine souvent R a partir de la régle de d'Alembert.

Si lim Mot @

22 = |z|*, en écrivant :
n—+0o  |u,(z)|

k i1
lz]" <1 < |z] < 7
1
on obtient R =\k/; .

@ Cette méthode suppose l'existence d'une limite, ce qui n'est pas tou-
jours le cas.

1.5 Mode de convergence

+00
* La série Z a, 7" de rayon de convergence R converge absolument dans 1'inter-
n=0
valle (ouvert) de convergence ] — R, R[ dans le cas réel ; dans le disque (ouvert)
de convergence B(0,R) dans le cas complexe.
Pour |z| > R, la série diverge.
Si |z| = R, il n'y a pas de résultat général.
* La convergence est normale, donc uniforme, sur tout compact inclus dans le
disque (ou l'intervalle) de convergence.

1.6 Opérations algébriques

+00 +0oo
Soit E a, 7" et E b, 7" deux séries entiéres, de rayons de convergence respec-
n=0 n=0

tifs Ry et R, et de sommes respectives f (z) et g(z).

e Linéarité
+o00

Pour tous o € R et § € R, la série entiére Z(a a, + Bb,) 7" a pour somme
n=0

af(z) + Bg(z) ; son rayon de convergence R est tel que :

R = min(Rl,Rz) si R1 3& R2
R >R si Ri =R,
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Séries entieres

* Produit
Si l'on pose :
n
cp=aob, +arb,_1+---+a,by= Zakbn—k
k=0
+00
la série entiere Z cn 7" a pour somme f(z)g(z) ; son rayon de convergence R est
n=0
tel que R > min(R,R;).
1.7 Continuité
+o00
Soit Z a, 7" une série entiére de rayon de convergence R # 0 et de somme f(z).
n=0

La fonction f est continue sur son disque de convergence (cas complexe) ou son
intervalle de convergence (cas réel).

2. Série entiére d'une variable réelle

2.1 Dérivation

+00

Si la série entiere f(x) = Zan x" a pour rayon de convergence R # 0, alors f
n=0

est dérivable dans ]| — R,R[ etl'on a :

+00
fl(x) = Zn a, x" .
n=1
Il en résulte que f est indéfiniment dérivable sur | — R, R[.

— Une série entiére et sa série dérivée ont méme rayon de convergen-
% ce. Mais, sur le bord de l'intervalle de convergence, les deux séries
ne sont pas toujours de méme nature.

toutx €] — R,R[ona:

=
2.2 Intégration “
+00 g

Si la série entiere f(x) = Zan x" a pour rayon de convergence R # 0, pour T
n=0 g

e

(]

(=

<
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X +00 xn+1
t)ydr = a, .
/0 fO@=3 0

La série entiere ainsi obtenue par intégration terme a terme a le méme rayon de
convergence que la série initiale.

3. Développement d'une fonction en série entiére

3.1 Série entiére associée a une fonction
Soit f une fonction d'une variable réelle, définie sur un intervalle ouvert U conte-
nant l'origine.

On dit que f'est développable en série enticre s'il existe une série entiere de rayon
de convergence R # O telle que :

400
Vx €]— R,R[NU f(x)=2anx".
n=0

On dit aussi que f est analytique en 0.

3.2 Condition nécessaire

400
Si f est développable en série entiere avec f(x) = Zan x", alors f est indéfini-
n=0

A0
n!
Donc, si le développement en série entiere de f existe, il est unique.
70
n!

ment dérivable et a,

La série x" est la série de Taylor de fen 0.

n=0
Plus généralement, f est analytique en x s'il existe un intervalle ouvert contenant
xo dans lequel la somme de sa série de Taylor en x( est égale a f (x), ce qui signi-

fie qu'il existe R > 0 tel que :

+00 ()
fx) = Z% (x —xp)" pour |x —xg| <R.
n=0 .

@ Attention, il peut arriver que f soit indéfiniment dérivable au voisi-

nage de 0 et que sa série de Taylor diverge pour tout x # 0, ou qu'el-
le converge et que sa somme soit différente de f(x).
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3.3 Condition suffisante

Si f est indéfiniment dérivable dans l'intervalle / défini par |[x — xp| < R et s'il
existe une constante M > 0 telle que :

vneN Vxel |fPw|<M
alors f est analytique en x.

3.4 Développements de base

. +o00 X"
e' = -~ R =+oc0
~ n!
+00 x2n
cos x = Z(—l)” ) R =+
n=0 .
chx = R =+o0
— (2n)!
f x2n+1
sinx =) ()" —— | R=+0c0
o 2n 4+ D!
+oo x2n+1
shx = _— R =+o00
; 2n + 1!
1 =
= n R = 1
1—x ;x
+200 xn+1
In(l1+x) = (=" R=1
o n—+1
+200é x2n+1
arctan x = Yy (—1)" R=1
P 2n+1
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1. Fonctions périodiques
1.1 Définition

Soit f une fonction définie sur R et a valeurs réelles ou complexes. Un nombre
T > 0 est une période de f'si :

VteR f@+T)=f@).

Le plus petit nombre T vérifiant la propriété est la période de f.

On dit aussi que f est T-périodique.
E? Une fonction T-périodique est entierement déterminée par sa restric-

tion a un intervalle de longueur T.

1.2 Propriétés

* L'intégrale d'une fonction continue de période 7, sur un intervalle de longueur
T, est indépendante des bornes, soit par exemple :

a+T T %
/ f(t)dt=/0 f(f)dl=/Tf(t)dt.
@ )

* Si f est dérivable, de période T, alors f” est aussi périodique de période 7.

1.3 Vocabulaire de la physique

1 2
f étant T-périodique, le nombre v = T est la fréquence et le nombre w = TW la

pulsation.
On appelle énergie moyenne de f sur une période le nombre :

1 a+T )
7/(1 FOPdr.

Sa racine carrée est appelée valeur efficace de f.
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Séries de Fourier

2. Série de Fourier d'une fonction
Soit f est une fonction T-périodique, continue par morceaux.

2.1 Coefficients de Fourier

¢ Forme réelle (n € N)

2 a+T 2 a+T
an:?/ f(t) cos nwt dt ;bnz?/ f () sinnwt dr .

* Forme complexe (n € Z)
1 a+T o
= — () dr .
a=7[ o

» Passage des coefficients complexes aux coefficients réels
a, =c, +c_, pour n >0
{bn =i(cy, —c—p) pour n > 1
* Passage des coefficients réels aux coefficients complexes
a, —ib, an, +1b,

ag
C():? etpourn > 1: cn:T  Cop =

2.2 Série de Fourier d'une fonction périodique

On associe a f une série qui, lorsqu'elle converge, définit une fonction S
périodique de période T.

¢ Forme réelle

oo
S(t) = %0 + ;an cos nwt + b, sin nwt .

* Forme complexe

+00 )
Sty = cpe™.
—0o0

2.3 Propriétés
 Parité

Si f est une fonction paire, pour tout n on a b, = 0, soit ¢, = c_,. Si fest
une fonction impaire, pour tout #n on a a, = 0, soit ¢, = —c_,.

Analyse dans R”
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¢ Coefficients de Fourier d'une dérivée

Si f est continue et C' par morceaux, les coefficients de Fourier de f et f’ sont
reliés par :

Forme complexe :

VYneZ can(fy=inwe,(f) ;

Forme réelle :

Vn € N* a,(f)=nwb,(f) et b,(f)=—-nwa,(f).

3. Convergence de la série de Fourier d'une fonction

3.1 Fonction C' par morceaux

On dit que fest C' par morceaux sur le segment [a,b] s'il existe une subdivision

ap=a <a; <---<ap,=>btelleque:

* f soit définie, continue, dérivable et a dérivée continue dans chaque intervalle
]aivai+1[ (i = Ov' .. 7p - 1)9

* f(t) et f'(¢t) posseédent une limite en chaque extrémité de ces intervalles.
3.2 Théoréme de Dirichlet

Si f est périodique de période T et est C' par morceaux sur tout un segment de
longueur 7, alors la série de Fourier de f est convergente et sa somme S vérifie :

FU)+ )

VieR S(t) = 5

De plus, la convergence est normale (donc uniforme) sur tout segment ot la fonc-
tion est continue, ou sur R si f'est continue sur R.

E"T Remarquez que si f est continue en #, alors S(¢) = f ().

3.3 Formule de Parseval

Si f est continue par morceaux sur un segment de longueur 7 on a la relation sui-
vante reliant I'énergie de f et les énergies des termes de sa série de Fourier :

%/g(wr[f(t)]zdt = (612_0)2 + % :XOT: (arzl + bﬁ) - f:: lcal?.
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Fonctions définies
par une intégrale

2% année

1. Casde l'intégrale définie
1.1 Existence et continuité

Soit f une fonction de deux variables, continue sur [a,b] x [c,d] ; alors la fonc-

d
tion F définie par F (x) = / f(x,t) dt est continue sur [a,b] et

b
/F(x)dx—/ /f(xt)dt / /f(xt)dx

1.2 Dérivabilité

0
Sifet a—f sont continues sur [a,b] X [c,d], alors F est dérivable sur [a,b] et on
X

a:

F'(x )_/ oo (o dr

Si de plus, u et v sont des fonctions de classe C' de [a,b] dans [¢,d], alors la fonc-
v(x)
tion G définie par G(x) = f(x,t) dt est dérivable et

u(x)

v(x) 9
G'(x) = /( ) %(x,t) dr + f(x,v(x)) v(x) — f(x,u(x)) u'(x).

2. Casde l'intégrale généralisée

Soit f une fonction de deux variables, continue sur 7 x]a,+oo[.
Lorsqu'elle existe, on considere la fonction F définie sur I par

+o00
F(x) = f(x,r)de.

Analyse dans R”
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2.1 Existence et continuité

S'il existe une fonction positive g définie, continue par morceaux et sommable sur
la,+ool, et qui vérifie :

Vx el vt € la,+oo[ [f(x,0)] < g(®)
alors F existe et est continue sur /.
2.2 Dérivabilité

0 .
Supposons en plus que f admette une dérivée partielle 8—f continue sur
X

I x]a,+o0[ et qu'il existe une fonction positive # définie, continue par morceaux
et sommable sur Ja,+oo[, et qui vérifie :

9
Vxel  Vtela,+oo |a—f(x,t)| < h(t)
X

+00 9
alors F est de classe C! sur I et F'(x) = / a—f(x,t) de.
X

2.3 Remarques

* Le théoreme précédent se généralise pour les dérivées successives de F.

* Pour la continuité et les dérivabilités successives, il suffit d'établir les hypothe-
ses de domination du type | f(x,?)| < g(¢) sur tout segment de /.

3. Fonction gamma
* Définition

La fonction I' est définie sur ]0,+oo[ par :
+0o0
I(x) = f e 't .
0

¢ Formule de récurrence

Vx € ]0,+00[ F'x+1)=xITkx)

En particulier, pour n € N : I'n)=m—1)!
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¢ Formule des compléments

Si 0<x<1 reoyrad—x) =

sin7x
1 oo
En particulier : F(E) =Jrn= 2/ e dt
0
* Formule de Stirling

n! = (g)" 27n [1+ %

+ 0(%)]

117






Partie 3
Algebre

génerale



<17/ | Logique binaire

1" année

1. Proposition logique

C'est un assemblage de lettres et de signes qui a une syntaxe correcte (le lecteur
sait le lire), une sémantique correcte (le lecteur comprend ce qu'il lit) et qui a une

seule valeur de vérité : vrai (V) ou faux (F).

Deux propositions seront considérées comme égales si elles ont toujours la méme

valeur de vérité.

2. Connecteurs logiques

A partir de propositions p,q,. ..

nies par des tableaux de vérité.

* Négation : non p (noté aussi —p)

p |[non p
14 F
F 1%

e Conjonction : p et g (noté aussi p A q)

* Disjonction : p ou g (noté aussi p V q)

e Implication : p = ¢
. Equivalence pE=q

on peut former de nouvelles propositions défi-

plqipetqg| pougq | p= —
Viv Vv Vv Vv 14
VI|F F \%4 F F
Fl|Vv F \%4 \%4 F
F|F F r Vv Vv

@ Le ou a un sens inclusif, a ne pas confondre avec le sens exclusif qui

figure dans « fromage ou dessert ».
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Logique binaire

3. Propriétés des connecteurs

non (non p) = p

non (p oug) = (non p) et (non q)
non (p etg) = (non p) ou (non q)
(p => q) = [(non p) ouq]

non (p = ¢) = [pet(nongq)]

% La négation d'une implication n'est donc pas une implication.

(p => q) = [(nongq) = (non p)]

— Cette seconde implication est la contraposée de la premiere. Faites
attention a l'ordre des propositions.

P=q=[p=qet(g=p)]

— Pour démontrer une équivalence, on démontre souvent une implica-
tion et sa réciproque.

4. Quantificateurs

¢ Notation

Les quantificateurs servent a indiquer la quantité d'éléments qui interviennent
dans une proposition. On utilise :

le quantificateur universel ¥

Vx  signifie : pour toutx ;

le quantificateur existentiel 3
dx  signifie : il existe au moins un x.
e Ordre

Si I'on utilise deux fois le méme quantificateur, I'ordre n'a pas d'importance.

On peut permuter les quantificateurs dans des écritures du type :

Vxe E VyeE p(x,y)
dxeE JyeE p,y)

le

énéra

Ve

Algébre g
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Mais si les quantificateurs sont différents, leur ordre est important.

Dans lI'écriture Vx ¢ E Jy e E  p(x,y) y dépend de x.

Dans l'écriture 3y e E Vx € E  p(x,y) vy estindépendant de x.

e Négation

Lanégation de «Vx € E x vérifie p » est « Ix € E tel que x ne vérifie pas p ».

La négation de « 3x € E x vérifie p » est « Vx € E x ne vérifie pas p ».

5. Quelques méthodes de démonstrations

¢ Déduction

Si p est vraie et si I'on démontre (p = ¢q), alors on peut conclure que g est
vraie.

Si la démonstration d'une implication vous résiste, pensez a exami-
ner la contraposée. Elle a le méme sens, mais il est possible que sa
démonstration soit plus facile.

e Raisonnement par 1'absurde

Pour démontrer que p est vraie, on peut supposer que p est fausse et en déduire
une contradiction.

Comme vous partez de non p, ne vous trompez pas dans la négation,
en particulier en ce qui concerne les quantificateurs.

* Disjonction des cas

Elle est basée sur :
[(p=q@)et(nonp = q)] = ¢

* Exemples et contre-exemples

Beaucoup de propositions mathématiques sont de type universel. Dans ce cas,
un exemple est une illustration, mais ne démontre rien,

un contre-exemple est une démonstration que la proposition est fausse.

* Raisonnement par récurrence
Voir fiche 41.
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Ensembles

1'¢ année

1. Notion d'ensemble

La notion d'ensemble est considérée comme primitive. Retenons que la caractéri-
sation d'un ensemble E doit étre nette, c'est-a-dire que, pour tout élément x, on
doit pouvoir affirmer ou bien qu'il est dans E (x € E), ou bien qu'il n'y est pas
(x ¢ E).

On note @ 1'ensemble vide, c'est-a-dire I'ensemble qui ne contient aucun élément.

E et F étant des ensembles, on dit que E est inclus dans F si, et seulement si, tous
les éléments de E appartiennent aussi a2 F. On note E C F.

On dit aussi que E est une partie de F, ou que F contient E.

L'ensemble des parties de E se note P(E). Dire que A € P(E) signifie que
ACE.

2. Opérationsdans P(E)

Soit £ un ensemble. A et B étant des parties de E, on définit :
* le complémentaire de A dans E: A={x € E; x ¢ A} ;
* l'intersectionde A etde B: ANB={xe€E; xe€Aetx € B} ;

Si AN B = @, c'est-a-dire s'il n'existe aucun élément commun a A et B, on dit
que les parties A et B sont disjointes ;

°la réunionde Aetde B: AUB={xe€E; xe Aoux € B}.

Ce « ou » a un sens inclusif c'est-a-dire que A U B est I'ensemble des éléments x
de E qui appartiennent a I'une au moins des parties A et B.

ladifférence: A\B={xcE; xcAetx¢ Bj=ANB;
* la différence symétrique :

AAB=(AUB)\(ANB)=(ANB)U(ANB).

AAB est I'ensemble des éléments qui appartiennent a une, et une seule, des par-
ties A et B.

énérale
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3. Recouvrement, partition

* Un recouvrement d'une partie A de E est une famille de parties de E dont la
réunion contient A.

 Une partition d'un ensemble E est une famille de parties non vides de E, deux
a deux disjointes, et dont la réunion est E.

4. Propriétés des opérations dans P(E)

Pour toutes parties A, B et C de E, on a les propriétés qui suivent.

¢ Complémentaire

2|

E=0 ; B=E ; =A ; siACBalors BC A.

* Lois de de Morgan

ANB=AUB : AUB=ANB.

¢ Réunion
AUB=BUA ; AU(BUC)=(AUB)UC

AUA=A ; AUg=A;, AUE=E.

¢ Intersection
ANB=BNA ; ANMBNC)=(ANBNC

ANA=A; ANg=2 ; ANE=A.

¢ Réunion et intersection
ANBUC)=ANBUANC)

AUBNC)=(AUB)N(AUC)

5. Produit cartésien

Le produit des ensembles A et B est 'ensemble, noté A x B, des couples (a,b)
olaeAethe B.

@ Attention, le couple (b,a) est différent du couple (a,b), sauf si a = b.

Plus généralement, le produit cartésien de n ensembles E; est :

E, X--~XEn={(.X1,...,.Xn);X] EE],...,.XnGEn}.

SiEi=---=E, = E,onlenote E".

124
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1'¢ année

1. Généralités
1.1 Définitions

Une application f de E dans F est définie par son ensemble de départ E, son
ensemble d'arrivée F, et son graphe I'.

I" est une partie de E x F telle que, pour tout x € E, il existe un seul couple
(x,y) € T'. L'élément y est I'image de x par f. On le note f (x).

i . . . f . E H F
L'application f'se note : E— F ou f: " fx)”

Les applications de E dans F forment un ensemble noté F(E, F).

L'application identique de E est I'application de E dans E définie par x + x. On
la note Idg.

1.2 Restriction, prolongement

Soit f une fonction de A dans F, et g une fonction de B dans F.

Si A C B et si, pour tout x de A, on a f(x) = g(x), on dit que f est une restric-
tion de g, ou que g est un prolongement de f.

1.3 Composition des applications

Soit E, F, G trois ensembles, f une application de E dans F, g une application de
F dans G.

La composée de fet de g est l'application de E dans G définie par :
X g( f (x)) .
On la note g o f. La composition des applications est associative.

2. Applications injectives, surjectives, bijectives

Soit fune application de E dans F.
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2.1 Applications injectives

[ est dite injective (ou est une injection) si elle vérifie I'une des deux propriétés
équivalentes :

VxeE Vx' €E x#+x = f(x)# f(x)
Vxe E Vx' €E fx)=fx)=x=x'.

@ Ne confondez pas avec la définition d'une application qui s'écrit :
VxeE Vx' €E x=x'"= f(x) = f(x)
Vxe E Vx'€E fx) # f&x) = x #+ x'.

2.2 Applications surjectives

fest dite surjective (ou est une surjection) si tout élément y de F est I'image d'au
moins un élément x de E, soit :

VyeF dxeE y=f(x).

2.3 Applications bijectives

fest dite bijective (ou est une bijection) si elle est a la fois injective et surjective.
Dans ce cas, tout élément y de F est 'image d'un, et un seul, élément x de E. A

tout y de F, on associe ainsi un x unique dans E noté f ~!(y). f~! est la bijection
réciproque de f. On a donc :

x=fTM = y=r0,
ce qui entraine f o f~! = Idr et f~'o f = Idg.

24 Théoreme

Soit fune application de E dans F, et g une application de F' dans G. On a les
implications qui suivent.

Si fet g sont injectives, alors g o f est injective.

Si g o f est injective, alors f est injective.

Si fet g sont surjectives, alors g o f est surjective.

Si g o f est surjective, alors g est surjective.

Si fet g sont bijectives, alors g o f est bijective, et (go )™ ! = flog™l
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Applications

3. Images directe et réciproque

3.1 Définitions

Soit f une application de E dans F.

Si A C E, on appelle image de A par f, la partie de F constituée par les images
des éléments de A :

f(A) ={f(x); x € A}.

Si B C F, on appelle image réciproque de B, la partie de E constituée par les x
dont I'image est dans B :

-1
f(B)={xeE; f(x) € B}.

Attention a ne pas confondre avec la réciproque d'une bijection. Ici,
on ne suppose rien sur f.

3.2 Théoréme

-1 _1
Al C A= f(A) C f(Ay) ;BI C By= f(B)) C f(By)

fATUAy) = f(AD U f(Ay) 5 f(A1NAy) C f(ADN f(A) 5

—1 -1 -1 -1 -1 -1
J(BiUBy) = f(B) U f(By) ; f(BiNBy) = f(B) N f(Ba).
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1. Relation binaire

Choisir une partie I' de E x E, c'est définir une relation binaire R sur E. Si
(x,y) € T', on dit que x et y sont en relation, et on note xRy.

Une relation binaire R, définie sur un ensemble E, est :

réflexive si elle vérifie : Vx e E xRx;
symétrique si Vxe E VyeE xRy— yRx;
antisymétrique si elle vérifie 1'une des deux propriétés équivalentes :

Vxe E VyekE (xRyetyRx) —=x =1y,
VxeE VyekFE (xRyetx # y) = non (yYRx).

transitive si elle vérifie :

Vxe E VyeE VzeE (xRy et yRz) = xRz.

@ Attention, l'antisymétrie n'est pas le contraire de la symétrie.
L'égalité est a la fois symétrique et antisymétrique. Une relation peut
n'étre ni symétrique, ni antisymétrique.

2. Relation d'ordre

2.1 Définitions

Une relation binaire R , définie sur un ensemble E, est une relation d'ordre si elle
est, a la fois, réflexive, antisymétrique et transitive.

Notons la <.

Une relation d'ordre < dans E est dite relation d'ordre total si deux éléments quel-
conques x et y de E sont toujours comparables, c'est-a-dire si I'on a x < y ou

y < X.

Dans le cas contraire, 1'ordre est partiel.

2.2 Exemples

< est un ordre total dans R. C est un ordre partiel dans P(E).
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2.3 Eléments particuliers

Soit A une partie d'un ensemble ordonné E.

* S'il existe un élément a de E tel que, pour tout x € A, on ait x < a, on dit que
a est un majorant de A, que A est une partie majorée de E.

De méme, un élément b de E est un minorant de A si b < x pour tout x de A. On
dit alors que A est une partie minorée de E.

Une partie bornée de E est une partie qui est a la fois majorée et minorée.

e Un élément a de E est appelé plus grand élément de A si a € A et si a est un
majorant de A. Si un tel élément existe, il est unique.

De méme, un élément b de E est le plus petit élément de A sib € A etsib estun
minorant de A.

* On appelle borne supérieure d'une partie majorée A, le plus petit des majorants
de A, et borne inférieure d'une partie minorée A le plus grand des minorants de
A.

Si ces bornes existent, elle sont uniques.

Dans (R,<), pour démontrer que a est la borne supérieure de A, on démontre
souvent :

— que c'est un majorant, soit x < a pour toutx € A ;

—que, pour tout € > 0, a — e n'est pas un majorant, c'est-a-dire qu'il existe
xeAtelquea —e < x.
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1. Nombres entiers naturels

1.1 Propriétés fondamentales de N

L'ensemble N des entiers naturels est totalement ordonné et vérifie les proprié-
tés :

Toute partie non vide de N a un plus petit élément.

Toute partie non vide majorée de N a un plus grand élément.

N n'a pas de plus grand élément.

1.2 Raisonnement par récurrence

Soit E(n) un énoncé qui dépend d'un entier naturel n.

Si E(0) est vrai, et si, quel que soit k > 0, I'implication E(k) = E(k + 1) est
vraie, alors 1'énoncé E(n) est vrai pour tout entier n.

Ce principe a diverses variantes, par exemple :
si E(0) est vrai, et si, quel que soit k > 0, I'implication

[EQ) et E(lyet ... et Eh)] = E(k+ 1)

est vraie, alors I'énoncé E (n) est vrai pour tout entier .

2. Ensembles finis

2.1 Définition

Un ensemble E est fini s'il existe une bijection d'un intervalle [[1,n]] de N sur E.
Le nombre 7 est le cardinal (ou nombre d'éléments) de E. On le note n = card E.

On convient que 1'ensemble vide est fini, et que card @ = 0.

Si E n'est pas vide, il existe une bijection strictement croissante, et une seule, de
l'intervalle [[1,n]] sur E.
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2.2 Inclusion
Soit E un ensemble fini. Toute partie A de E est finie, et on a :

cardA < card E ;

I'égalité des cardinaux ayant lieu si, et seulement si, A = E.

Attention, cette propriété, qui semble intuitive, n'est pas vraie pour
les ensembles infinis. Par exemple, 'ensemble P des entiers naturels
pairs est en bijection avec N, et pourtant P # N.

Une partie non vide A de N est finie si, et seulement si, elle est majorée.

2.3 Applications

Soit E et F deux ensembles finis de méme cardinal, et f une application de E dans
F. On a l'équivalence des trois propriétés :

fbijective <= finjective <= f surjective.

Dans ce cas, pour démontrer que f est bijective, il suffit de démontrer, soit que f
est injective, soit que f est surjective.

@ Cette propriété n'est pas vraie pour les ensembles infinis.

3. Sommes et produits

3.1 Notations

Dans R, considérons une famille d'éléments ay,...,a,.

n
On note cette famille (a;)<;<n, la somme des termes Z a; ou Z a;, le produit

i=1 I<i<n

n
des termes Ha,- ou 1_[ a;.

i=1 1<i<n
Lorsque l'indice décrit, non plus {1,...,n}, mais un ensemble fini /, on note de
méme (a;)er, E Xi, Hxi-

iel iel

En particulier, on utilise souvent / = {1,...,n} x {1,...,p} avec un indice noté

i,j,ouij.
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3.2 Quelques propriétés

Dty = Y x+ Yy i oy kx)=k Y x;

1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n
. — n .
[Teivo=]xx[]v: []ker=k"]] %
1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n
- E (T )= (S0
1<i<n 1<i<n 1<j<p 1<j<p  1<isn

I<j<p
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1. Opérations sur les ensembles finis

1.1 Réunion
La réunion de n ensembles finis est un ensemble fini. On a :

card (EU F) =card E +card F —card (EN F).

Dans le cas particulier d'ensembles E; deux a deux disjoints, on a :

card (E{UE,U...UE,) = anrd E;.

i=I
1.2 Produit cartésien
Le produit cartésien de 2 ensembles finis est un ensemble fini, et on a :

card (E x F) =card E x card F.

1.3 Bilan pour dénombrer
Quand une situation comporte plusieurs choix a réaliser,
on effectue un produit quand on doit faire un choix, puis un autre ...

on effectue une somme quand on doit faire un choix ou bien un autre ...

2. Dénombrement de listes

2.1 Nombre d'applications

Soit E et F deux ensembles finis de cardinaux respectifs p et n.
L'ensemble F(E, F) des applications de E dans F est fini et a pour cardinal n”.

On peut assimiler une application fde E dans F a la liste ordonnée des p images
des éléments de E, c'est-a-dire un élément du produit cartésien F7. On dit qu'il

s'agit d'une p-liste d'éléments de F.
Le nombre de p-listes d'éléments de F est n”.

C'est aussi le nombre de fagons d'extraire p boules parmi n boules, avec remise
et en tenant compte de l'ordre.
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2.2 Arrangements

Soit E et F deux ensembles finis de cardinaux respectifs p et n.
Le nombre d'applications injectives de E dans F est égal a :

n!
Al=ntn-1)..n—p+1)=——
(n—p)!

ou n! (lire factorielle n) est défini pour n € N par :

n'=1x2x---xn si neN* e 0'=1.

On dit que A} est le nombre d'arrangements de n éléments pris p 2 p.

A! est aussi le nombre de p-listes d'éléments de F, distincts deux a deux.

C'est aussi le nombre de facons d'extraire p boules parmi n boules, sans remise et
en tenant compte de I'ordre.

2.3 Permutations

Si E est un ensemble fini de cardinal n, toute application injective de E est bijec-
tive. On dit qu'il s'agit d'une permutation de E.

Il y a n! permutations de E.

C'est aussi le nombre de listes ordonnées ou tous les éléments de E figurent une
fois, et une seule.

3. Nombre de parties a p éléments dans un ensemble
an éléments

3.1 Dénombrement

Si p < n, le nombre de parties a p éléments dans un ensemble a n éléments est

L /n
noté < ) .
p

On l'appelle le nombre de combinaisons de n éléments pris p a p. On a :

!
() = o=

C'est aussi le nombre de fagons d'extraire p boules parmi n boules, en vrac et tou-
tes distinctes.
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3.2 Propriétés

C)=(",) (=202 = () ="=(,")
P n—p/ " \p/ pi\p=1/ " Ap P p—1/"
Le nombre total de parties d'un ensemble a n éléments étant 2", on a :

n

5(7)-=

p=0 P

. n n—1 n—1 . .
La relation ( ) = ( ) + ( ) permet de construire le triangle de
P P p—1

Pascal.
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1. Lois de composition interne
1.1 Définition

Une loi de composition interne sur un ensemble E est une application de E x E
dans E.

A un couple (x,y), on associe donc un élément, noté x * y, ou x + y, ou xy, ...,
appelé composé de x et de y.

1.2 Propriétés
* Une loi de composition interne * sur E est :

— associative si :
Vxe E VyeE VzeE (xxy)kz=xx(y*2) ;

— commutative si :

Vxe E VyekE X*y=yx*xx.

Elle admet un élément neutre e si :

Vx e E Xke=exXx =2Xx.

@ Attention, e ne dépend pas de x.

Si I'élément neutre existe, il est unique.

* Un élément x est inversible, ou symétrisable, s'il existe x’ tel que :
’ I
xxx' =x"xx=e.

x’ est dit alors inverse, ou symétrique, de x.

e Six et T sont deux lois de composition interne de E, on dit que * est distribu-
tive par rapport a T, si 'on a toujours :

xx(YTz)=(x*xy)T(x*27) et (T xx=((*xx)T(z*xx).
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2. Groupes

2.1 Définitions

Un ensemble non vide G, muni d'une loi de composition interne *, est un groupe
si

—la loi est associative ;

— il existe un élément neutre ¢ ;

— tout élément de G possede un symétrique dans G.

Si, de plus, la loi est commutative, on dit que le groupe est commutatif, ou abé-
lien.

Dans un groupe, tout élément est régulier (ou simplifiable), c'est-a-dire que 1'on a
toujours :

X*ky=X%Z—=—=>yY=2 ; YVkX=Z%xX—7Yy=2Z.

Généralement, un groupe est noté additivement ou multiplicativement. Le symé-
trique x’ de x est alors noté —x dans le premier cas, x~! dans le second.

2.2 Sous-groupes

Une partie stable H d'un groupe G est un sous-groupe de G si la restriction a H
de la loi de G y définit une structure de groupe.

Pour qu'une partie non vide H d'un groupe G soit un sous-groupe de G, il faut et
il suffit que :

Vx e H Vye H xy € H;
Vx e H x'eH.

ou encore

Vx e H Vye H xy_leH.

Les sous-groupes du groupe additif Z sont les ensembles :

nZ = {nx ; x € 7} ot neN.

L'intersection d'une famille de sous-groupes est un sous-groupe de G.

Attention, la réunion de deux sous-groupes de G n'est un sous-grou-
pe de G que si l'un est inclus dans I'autre.
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2.3 Morphismes de groupes

e Définitions

Soit G et G’ deux groupes notés multiplicativement. Une application f, de G dans
G’, est un morphisme de groupes si, et seulement si,

Vx € G Vy e G fxy)=rf@f»).

Si, de plus, f est bijective, on dit que f est un isomorphisme de groupes. Les deux
groupes sont alors isomorphes.

* Composition

Le composé de deux morphismes (resp. isomorphismes) de groupes est un mor-
phisme (resp. isomorphisme) de groupes.

* Noyau et image

Soit G et G’ deux groupes notés multiplicativement, d'éléments neutres respectifs
e et €, et fun morphisme de G dans G’. On a :

d=fl ; fehH=[fm]"
f(G) est un sous-groupe de G’ appelé image de f et noté Im f.

-1
N = f{e}) ={x;x €G,f(x) =¢'} est un sous-groupe de G que I'on appelle
le noyau du morphisme f. On le note Ker f.

fest injectif si, et seulement si, Ker f = {e}.

3. Groupe symétrique

Soit E un ensemble fini a n éléments , avec n > 1.

3.1 Définition

L'ensemble S(E) des bijections de E, muni de la loi de composition des applica-
tions, est un groupe appelé groupe des permutations (ou substitutions) de E.
S(E) est isomorphe a S,, groupe des permutations de l'intervalle [1,n] de N,

appelé groupe symétrique d'ordre n.

3.2 Décomposition d'une permutation en produit de cycles
 Définition
Un cycle (ou permutation circulaire) d'ordre p est une permutation o de E qui

laisse invariants n — p éléments de E, et telle que 1'on puisse ranger les p é1é-
ments restants (ai,...,d,) de manicre que :
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U(al) =daz, J(az) =4asz, ..., U(ap—l) =dap, J(GP) =da.

On note 0 = (ay,...,a,).
e Théoreme

Tout permutation de E est décomposable en produit de cycles disjoints, deux
cycles quelconques étant permutables.

3.3 Signature d'une permutation

* Transposition

On appelle transposition de E une permutation de E qui échange deux éléments
de E, et qui laisse invariants tous les autres. C'est donc un cycle d'ordre 2.
 Parité d'une permutation

Toute permutation de E est décomposable en un produit de transpositions. Cette
décomposition n'est pas unique, mais, pour une permutation donnée, la parité du
nombre de transpositions est fixe.

Si ce nombre est pair, on dit que la permutation est paire.

Si ce nombre est impair, on dit que la permutation est impaire.

* Signature

La signature d'une permutation o est le nombre, noté (o), égal a 1 si o est paire,
a —1 si o est impaire.

Pour déterminer £(o), la méthode la plus rapide consiste & décomposer o en pro-

duit de cycles, en sachant qu'un cycle d'ordre p peut se décomposer en p — 1
transpositions.

3.4 Groupe alterné

On a toujours e(coo’) =e(o) x e(0’).

Cette propriété signifie que l'application o +— (o) est un morphisme de S,
dans le groupe multiplicatif {—1,1}.

Le noyau de ce morphisme est 'ensemble des permutations paires. C'est un sous-
groupe de S, appelé groupe alterné, et noté A,,.
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1. Anneaux et corps

1.1 Structure d'anneau

 Définition
Un ensemble A, muni d'une loi notée + (dite addition) et d'une loi notée x (dite
multiplication), possede une structure d'anneau pour ces opérations si :

— A possede une structure de groupe commutatif pour I'addition ;
— la multiplication est associative et posséde un élément neutre ;
— la multiplication est distributive a gauche et a droite par rapport a I'addition.

Si la multiplication est commutative, I'anneau est dit commutatif.
* Regles de calcul
n n n n
x(Zyi>=nyi ; (Zyi)X=Zyix.
i=1 i=1 i=1 i=1

Dans un anneau commutatif, pour toutn € N, on a :

n

(x+y)' = Z (:) xky"=k " (formule du bindme),
k=0

n—1
X" — yn = (x — y) anfkflyk.
k=0

— Si I'anneau n'est pas commutatif, ces formules restent vraies pour des
éléments permutables, c'est-a-dire tels que xy = yx.

1.2 Sous-anneau

On dit qu'une partie B d'un anneau A, stable pour + et X, est un sous-anneau de
A, si la restriction a B des deux lois de A y définit une structure d'anneau, avec
le méme élément neutre pour X que dans A.
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Pour qu'une partie B d'un anneau A soit un sous-anneau de A, il faut et il suffit
que l, €e Bet:

Vxe B VYyeB x—yebB et xyeB.

1.3 Morphismes d'anneaux

A et B étant deux anneaux, une application f, de A dans B, est un morphisme
d'anneaux si I'on a toujours :

S+ =Ff)+fQ); fay)=fx) f); fa) =1p.

1.4 Structure de corps

« Eléments inversibles d'un anneau

Si A est un anneau non réduit a {0}, I'ensemble de ses éléments inversibles (c'est-
a-dire les éléments qui admettent un symétrique pour la multiplication) est un
groupe multiplicatif.

e Corps

Un corps est un anneau non réduit a {0} dont tous les éléments, sauf 0, sont inver-
sibles. Il est dit commutatif si I'anneau est commutatif.

Dans cet ouvrage, tous les corps seront supposés commutatifs, sans avoir besoin
de le préciser a chaque fois.
* Sous-corps

On dit qu'une partie L d'un corps K, stable pour + et x, est un sous-corps de K,
si la restriction a L des deux lois de K y définit une structure de corps, c'est-a-dire
si c'est un sous-anneau, et si l'inverse d'un élément non nul de L reste dans L.

Pour qu'une partie non vide L d'un corps K soit un sous-corps de K, il faut et il
suffitque 1 € L et que:

VxeL VyelL x—yeL et xyelL
{VxeL* xtelL® ou L* =L\ {0}
1.5 Anneau intégre
Lorqu'il existe, dans un anneau, des éléments a et b tels que
a#+0 et b#0 et ab=0,

on dit que a et b sont des diviseurs de zéro.

Un anneau intégre est un anneau commutatif, non réduit a {0}, et sans diviseur de
7€ro.
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Pour qu'un anneau commutatif, non réduit a {0}, soit integre, il faut et il suffit que
tout élément non nul soit simplifiable pour la multiplication.

1.6 Idéal d'un anneau commutatif

Soit A un anneau commutatif. Une partie / de A est un idéal si I est un sous-
groupe de (A,+) etsi, pourtout x € [ ettout a € A,ona xa € I.
L'intersection I N J et la somme / + J de deux idéaux sont des idéaux.

Un idéal est principal s'il est engendré par un seul élément.

Un anneau integre est principal si tous idéaux sont principaux.

2. Espaces vectoriels et algébres

2.1 Espace vectoriel
Voir fiche 52.

2.2 Algébre
 Définition
On dit qu'un ensemble E est une algebre sur un corps K, ou K-algebre, s'il est
muni de deux lois internes, notées + et x, et d'une loi externe sur K, notée ., avec
les propriétés :

(E,+,.) estun K-espace vectoriel,

(E,+,x) est un anneau.

YVAeK VxeE VyeE Axy)=QAx)y=x\y).
L'ensemble F(R,RR) des fonctions de R dans R, muni des opérations f + g, fg,
Af, est une algebre sur R.
* Sous-algebre
Une partie d'une algebre, stable pour les trois lois, est une sous-algebre si elle
possede une structure d'algebre pour la restriction des lois de l'algebre, c'est-a-
dire si c'est a la fois un sous-espace vectoriel et un sous-anneau.
e Morphismes
E et F étant deux algebres, une application f, de E dans F, est un morphisme d'al-
gebre si elle transporte les trois lois, c'est-a-dire si 1'on a toujours :

fa+ =)+ f0) 5 fay)=Ff0f() 5 fOx)=Af(x).

etsif(lg) = 1p.
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Un morphisme fde E dans F est
un isomorphisme si f est bijectif,
un endomorphisme si £ = F,
un automorphisme si £ = F et f bijectif.

énérale

Ve

Algébre g

=y
D
w



Arithmétique dans Z

1" année

144

1. Divisibilité dans Z

1.1 Division euclidienne

Pour tout (a,b) € Z x N*, il existe un élément unique (¢,r) € Z x N tel que :
a=bqg+r avec 0<r <b.

q est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.

1.2 Divisibilité

Si (a,b) € Z x 7Z, on dit que b divise a si, et seulement si, il existe g € Z tel que

a = bg.

On dit que a est un multiple de b, ou que b est un diviseur de a.

La relation de divisibilité est une relation d'ordre partiel dans N.

1.3 Nombres premiers

Un entier p est premier si p > 2, et si ses seuls diviseurs sont 1 et p.
Il y a une infinité de nombres premiers.

Si n n'est divisible par aucun nombre premier inférieur ou égal a /n, alors il est
premier.

Tout entier n, avec n > 2, s'écrit de facon unique comme produit de nombres
premiers.

1.4 Idéauxde?Z

Les idéaux de Z sont de la forme nZ avec n € N.

2. pgcd et ppcm
2.1 pgcd

 Définition
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. L'ensemble des nombres de N* qui divi-

sent a la fois a et b, admet un plus grand élément d, pour la relation d'ordre de
divisibilité.
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C'est le plus grand commun diviseur de a et de b. On le note pPGCD (a,b), ou
aVb.

Ona |a|Z+ |b|Z =dZ.
¢ Algorithme d'Euclide
Si g et r; sont le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b, on a :

avb=bVvr.

On recommence avec b et r;. Le dernier reste non nul de ce processus est le PGCD
de aetdeb.

¢ Nombres premiers entre eux

Si PGCD (a,b) = 1, on dit que a et b sont premiers entre eux.

. a . . L.
Soit r = b un nombre rationnel. Si d désigne le PGCD de a et de b, on a a = da’

a/

etb = db’, avec a’ et b’ premiers entre eux. On peut alors écrire r = " Clest la

forme irréductible de r.
2.2 ppcm

* Définition

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. L'ensemble des nombres de N* qui sont
multiples a la fois de a et de b, admet un plus petit élément m, pour la relation
d'ordre de divisibilité.

C'est le plus petit commun multiple de a et de b. On le note PpcM (a,b), ou a A b.
Ona |a|ZN|b|Z = mZ.

* Théoreme

PGCD (a,b)x pPPCM (a,b) = |a b|.

2.3 Théoréme de Bézout

Pour que deux entiers relatifs non nuls a et b soient premiers entre eux, il faut, et
il suffit, qu'il existe u et v dans Z tels que :

au+bv=1.

On obtient u et v avec l'algorithme d'Euclide.
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2.4 Théoréme de Gauss

Soit a, b, c trois entiers relatifs tels que a divise bc, et a premier avec b.

Alors a divise c.

3. AnneauZ/nZ

3.1 Congruences dans 7Z
Soit n € N*. La relation binaire dans 7Z :
a et b ont le méme reste dans la division parn <= n/(a — b)

se note @ = b (mod n) ; lire : a congrue a b modulo n.

On écrit Z/nZ pour désigner 1'ensemble des classes ainsi formées par regroupe-
ment :

a={beZ;a=b(modn)}.

3.2 Propriétés algébriques de Z/nZ

e Structure

Pour n > 2, Z/nZ muni des deux lois :

d+b=a+b:axb=axb
est un anneau commutatif.

* Eléments inversibles

Un élément a de Z/nZ est inversible si, et seulement si, a et n sont premiers
entre eux.

* Cas particulier

Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

* Indicatrice d'Euler

C'est le nombre ¢(n) des entiers compris entre 1 et n — 1 et premiers avec n.

Si n est premier, alors p(n) =n — 1.

3.3 Théorémes

¢ Théoreéme d'Euler

Si a et n sont premiers entre eux avecn > 2,ona:

a?™ =1 (modn).
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¢ Théoréme chinois

Soit p et g des entiers premiers entre eux. L'anneau Z/pgZ est isomorphe au
produit d'anneaux Z/pZ x Z/qZ.

¢ Petit théoreme de Fermat

Soit p un nombre premier. Pour tout entier a, on a :
a’ =a (mod p).

¢ Théoreme de Wilson

Pour que p divise (p — 1)! + 1, il faut et il suffit que p soit premier.
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1. Forme algébrique

1.1 Définitions

Tout nombre complexe z s'écrit, de maniere unique, sous la forme algébrique
z=x+1iy avec x et y réels, i étant un nombre complexe particulier tel que

i2=—1.

Le réel x s'appelle la partie réelle de z, et se note Re (z).

Le réel y s'appelle la partie imaginaire de z, et se note Im (z).
Siy =0, alors z est réel, dou R C C.

Si x = 0, alors z est un imaginaire pur.

= En électricité, on note z = x + jy pour ne pas confondre avec la
notation d'une intensité.

1.2 Egalité

Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont méme partie
réelle et méme partie imaginaire.

Attention, il n'y a pas d'inégalités dans C. N'écrivez jamais qu'un
nombre complexe est positif, ou négatif. Cela n'aurait aucun sens.

1.3 Opérations dans C

Soitz = x + iy etz = x’ 4 iy’. On définit 1'addition et la multiplication dans C par :
=@ FiIG+Y) 5 =@ =) i ).

Pour ces deux opérations, C est un corps.

1.4 Plan complexe

Soit (0,7, ) un repere orthonormal du plan.

L'application qui, a tout nombre complexe z = x + iy, fait correspondre le point
M de coordonnées (x,y) est une bijection. M est 1'image de z, et z I'affixe de M.
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L'affixe du vecteur « @ + U est le nombre complexe z = o +if3.

. —>
Si z4 et zp sont les affixes de A et B, le vecteur AB a pour affixe zz — z4.
La somme des nombres complexes correspond a 1'addition des vecteurs.

1.5 Conjugué d'un nombre complexe
 Définition
Le conjugué du nombre complexe z =x +1iy est le nombre complexe

Z=x —1iy.

@ Attention, vérifiez bien que x et y sont réels.

* Images
Les images des nombres complexes z et Z sont symétriques par rapport a 1'axe des
abscisses.

* Propriétés

= . e e S B z z

2=z ; z+Zd=z+7 ; =z ; = )==

Z 7/

z+7z7=2Re(z) ; z estimaginaire pur si, et seulement si, 7 = —Z.

z—7=2ilm(z) ; <z estréelsi,etseulementsi,z =7.

1
e Application au calcul de —
z

_ . . 1 21
Comme zZ = x? + y? est réel, on obtient la forme algébrique de —, ou de —, en
Z 22

multipliant le numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénominateur.

2. Forme trigonométrique

2.1 Module d'un nombre complexe

 Définition

Le module de z=x+1iy (ot x € R et y € R) est le nombre réel positif
Viz = \/m On le note |z|, ou p, ou r.

Si M est l'affixe de z, |z| est la longueur O M.

le
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* Propriétés
Le module d'un nombre complexe a les mémes propriétés que la valeur absolue
d'un nombre réel.

|zl =04¢=2z=0; [Re ()| < Iz| ; [Im @<zl ;

llzl = 12| < Iz = ZI < |zl +12] 5

lzZ'| = 1zllZ] 5 12" = |z|" pour n € N ; |£/| = IZ_/I si z/#0.
z 1z’

2.2 Forme trigonométrique
Tout nombre complexe non nul z s'écrit sous
forme trigonométrique :
z=p(cosf@+isinf) avec p>0. o IM
p = |z| est le module de z. p :
0 est un argument de z. On le note arg z. Il est VA 0 :
défini, modulo 27, par : o >u =

cosG:f et sinﬂzz-
p P

2.3 Propriétés de I'argument d'un nombre complexe non nul

Les égalités suivantes ont lieu a 2k7 prés (avec k € Z) :

arg (zz)=argz+arg7 ; arg(")=nargz avec neZ;

arg (%) =—argz ; arg (3) =argz—argz.
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1. Exponentielle complexe

1.1 Nombres complexes de module 1

L'ensemble U des nombres complexes de module 1 est un groupe multiplicatif.
Son image dans le plan complexe est le cercle trigonométrique.
Soit z € U. Si 6 est un argument de z, on a z = cos € + i sin 6.

On convient de noter cos 6 + i sin § = e,

L'application 6 — e’ est un morphisme surjectif du groupe additif R sur le
groupe multiplicatif U. Son noyau est 27Z.

1.2 Formule de Moivre

VOeR VnelZ (cos 0 +isin )" = cos nf +1isinnb ,

. . . i0\n __ .in
ce qui s'écrit avec la notation précédente :  (€7)" =e"”,
1.3 Formules d'Euler
Pour tout réel x et tout entier n, on a :
eix + efix eix _ efix
cosx =— ; sinx=——
2 2i
einx + efinx einx efinx
cosnx = ——— ; sinnx = :
2 2i

. On peut utiliser ces formules pour linéariser des polynomes trigono-
% métriques.

1.4 Exponentielle complexe

9
 Définition ©
. . . ‘@

On définit I'exponentielle du nombre complexe z = x + iy par : 5
. o o)

e =¢"e” =e"(cosy+isiny). P

£

L2

L'application, de C dans C, z > e® est un morphisme surjectif. Son noyau est 'g
2inZ. <
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* Equation e* = a
Le nombre complexe e* a pour module e*, et pour argument y.

Si a est un nombre complexe non nul donné, les solutions z = x + iy de l'équa-
tion e = a vérifient donc :

et =lal et y=arg(a).
e Propriétés
vzeC v e C efed = ettt
VzeC Vnel ()" = e™.

Si z est une constante complexe et ¢ une variable réelle, on a :

%(ezl) — ZCU.

2. Racines n-iémes d'un nombre complexe

2.1 Racines n-iemes de l'unité

Soit U, 1'ensemble des racines n-iemes de 1, c'est-a-dire 'ensemble des nombres
complexes z telsque 7" =1.0On a:

T T
U, = {uo,uy,...,u,_1} avec uy =cos — +isin — = (u])k
n n

Propriété
n—1
Up = 0.
k=0

2.2 Racines n-iémes d'un nombre complexe non nul
Tout nombre complexe non nul a = p(cosf+1isinf) possede n racines
n-iémes :

0+ 2k 0+ 2k
%k =W(cos u—i—isinu
n

A partir de I'une d'entre elles, on peut les obtenir toutes en la multipliant par les
éléments de U.

) avec ke{0,...,n—1}.
n



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Exponentielle complexe

2.3 Cas particulier des racines carrées

Pour déterminer les racines carrées de z = a + ib, il est plus commode de procé-
der par identification, c'est-a-dire de chercher les réels o et [ tels que

(a+iB)? =a +ib.
L'égalité des parties réelles et des parties imaginaires donne :

- F=a et 2apB=hb.

L'égalité des modules conduit a :
062+/62= /Oé2+/82.
On en déduit o et 3°, puis a et ( en utilisant le fait que o (3 est du signe de b.

— Ce calcul est utilisé lors de la résolution d'une équation du second
g degré a coefficients complexes.
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a = aj +1a; et b = by + b, sont deux nombres complexes donnés.

1. Transformations géométriques

* L'application de C dans C : z — z + b, se traduit sur les images par la transla-
tion de vecteur b W+ bhv.

* Si a # 1, l'application de C dans C : z — az + b, se traduit sur les images par
la similitude de rapport |a|, d'angle arg a, et dont le centre €2, a pour affixe

b
=1,

Cette transformation est la composée, dans n'importe quel ordre, de la rotation de
centre w et d'angle arg a, et de I'homothétie de centre €2 et de rapport |a|.

2. Distances et angles
* Soit A et B deux points distincts, d'affixes respectifs z4 et zp.

—
|za — zp| estlalongueur AB ; arg (zg — z4) est une mesure de I'angle (i ,AB).
* Soit A, B et C trois points, deux a deux distincts, d'affixes respectifs z4, 25, Zc.

—

ZB — ZA AB ' —
a pour module Yok et pour argument une mesure de l'angle (AC,AB).

iCc — <A

3. Applications

. . L. . ZB ZA .
* Les points A, B et C sont alignés si, et seulement si, est un réel.
Zc — XA

B —ZA

< -2, . . <
* AB et AC sont orthogonaux si, et seulement si,
ZCc —ZA

est un imaginaire pur.
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e Le triangle ABC est équilatéral, de sens direct, si, et seulement si,
zc—za=¢3 (s —24).

*Le triangle ABC est isocele et rectangle en A si, et seulement si,
Zc —Za = *i(zp — z4).

* Soit A, B, C et D quatre points, deux a deux distincts, d'affixes respectifs z4,
zp, Zc, zZp. Ils sont cocycliques ou alignés si, et seulement si,

ZB — ZcC ZB —ZD P
/ est réel.
A —ZC ZA —ZD
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1. Polyndmes a une indéterminée

1.1 Définitions

Un polyndme a une indéterminée, a coefficients dans un corps K, est une suite
de valeurs a; de K, nulle a partir d'un certain rang p. Un tel polyndme se note P,
ou P(X) :

PX)=ap+a X+ +a,X".

Les nombres a; sont les coefficients du polyndome P.

Si P # 0, le plus grand entier p tel que a, # 0 est le degré du polynome P. On
le note d° P, ou deg P.

a, est le coefficient dominant de P. Lorsque a, = 1, le polynome est dit unitaire,
ou normalisé.

Pour le polynéme nul P = 0, on convient de poser d°P = —o0.

L'ensemble des polyndmes a une indéterminée X, a coefficients dans K, se note
K[X].
On note K, [X] I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

1.2 Structure algébrique

n
Soit P = "a; X' etQ = b; X/ deux éléments de K[X], et A € K.

m
i=0 =0

¢ Addition de deux polynomes

P+ Q= chXk avec r = max (m,n) et ¢y = ay + by.
k=0
Ona:d°(P+ Q) <max(d°P,d°Q).Sid°P # d°Q, il y a égalité.

* Produit par un scalaire

AP =Y "(Aa)X'. SiA#0,0na:d°(\P)=d"P.
=0
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* Produit de deux polynomes

m+n
PQ = deXk avecdk = Z a; bj.
k=0 i+j=k
Ona:d°(PQ)=d°P+d°Q.
Pour les trois lois précédentes, K[ X] est une algebre sur K.
Les seuls éléments inversibles sont les polyndmes constants non nuls.

K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X], de dimension n + 1.

e Composé de deux polynomes

Le polynome composé de Pet Qest: Po Q = Z a; Q.
i=0

Ona d°(PoQ)=d°P xd°Q.

On écrit souvent P (Q) au lieude P o Q.

1.3 Fonctions polynomiales

P = Z a; X' étant un polyndme de K[X], la fonction polynomiale associée a
i=0
P est l'application 13, de K dans K, définie par :

X = f’(x) = Zaixi.
i=0

Si K est infini, vous pouvez confondre sans risque P et P. Ce n'est
pas le cas si K est fini.

1.4 Divisibilité

Si A = B Q (avec Q € K[X]), on dit que A est un multiple de B, ou que B est
un diviseur de A.

On dit que A et B sont des polyndmes associés lorsque A = A B, avec A € K*.

1.5 Division euclidienne

Soit A et B deux polyndmes de K[X], avec B # 0. Il existe des polynomes
uniques Q et R dans K[X], tels que :

A=BQ+ R avec d°R <d°B.

On dit que Q est le quotient, et R le reste, dans la division euclidienne de A par B.
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1.6 Polynéme dérivé

La définition et les propriétés du polynome dérivé sont analogues a celles de la
fonction associée.

2. Racines d'un polynome
2.1 Définition et caractérisation

Une équation algébrique est de la forme P(x) =0 ou P est un polyndme. Ses
racines sont les zéros, ou racines, de P.

Un zéro v de P est dit d'ordre k, ou de multiplicité k (avec k € N¥), si o est racine
d'ordre k de 1'équation P(x) =0. Cela signifie qu'il existe Q € K[X] tel que
P = (X —a)*Q avec Q(a) # 0.

Pour K = R ou C, un zéro o de P est d'ordre au moins k si, et seulement si :
P(@)=P()=---=PV)=0.

L'ordre est égal a k si, en plus, P® (a) # 0.

2.2 Théoréme de d'Alembert-Gauss

Tout polyndme de C[X] a au moins une racine dans C.

On en déduit qu'un polynéme de C[X], de degré n, a exactement n racines dans
C, en comptant chaque racine autant de fois que son ordre de multiplicité.

2.3 Polynome irréductible

Un polyndme P de K[X] est irréductible sid°P > 1, et s'il n'est divisible que par
les polyndmes associés a 1 ou a P.

2.4 Polynome scindé

Un polyndme P de K[X] est scindé s'il s'écrit comme produit de polyndmes de

degré 1, soit :

.
P=a,[[(X —an".
i=1
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2.5 Relations entres les coefficients et les racines

n
SiP = Z a; X' est de la forme ci-dessus, désignons par o, la somme des pro-
i=0
duits p a p des racines. On a la relation :

a,—
o, = (=17 L.

2.6 Décomposition d'un polynome

Tout polyndme de degré > 1 se factorise en un produit d'un élément de K* et de
polyndémes irréductibles unitaires.

Cette décomposition est unique, a 1'ordre des facteurs pres.

Dans C[X], les polyndmes irréductibles sont les polynomes de degré 1.

Dans R[X], les polyndmes irréductibles sont les polyndmes de degré 1, et les
polynémes aX? + bX + ¢ avec b*> — 4ac < 0.

Si P € R[X], on peut le considérer dans C[X], et si «v est un zéro non réel de P,
alors P admet aussi le conjugué & pour zéro, avec le méme ordre de multiplicité
que o.

2.7 Polynome d'interpolation de Lagrange

Soit (ag,ay,...,a,) des éléments de K, distincts deux a deux et des éléments
(by,b1,...,b,) de K.

Il existe un unique polyndme P de degré < n tel que :

Vie{O,...,n} P(a,-):b,».

H(X — Clj
Ce polyndme est P(x) = Z 7

l_[(al -

J#i

le
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1. Idéauxde K[X]

KI[X] est un idéal principal, c'est-a-dire que tout idéal est principal. Cela signifie

que, si 7 est un idéal non réduit a {0}, il existe un polyndome unitaire unique P tel
que I = P K[X]. On dit que P engendre I.

2. pgcd
2.1 Définition

Soit A et B deux polyndmes non nuls de K[X]. L'ensemble des polyndmes uni-
taires qui divisent a la fois A et B admet un plus grand élément pour la relation
d'ordre associée a la divisibilité.

C'est le plus grand commun diviseur de A et de B. On le note PGCD (A, B), ou
AV B.

11 s'agit du générateur unitaire de 1'idéal A K[X] + B K[X].
2.2 Algorithme d'Euclide

Si Q) et R; sont le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B, on
a:

AVB=BVR;.

On recommence avec B et R;. Le dernier reste non nul (normalisé€) de ce proces-
sus est le pGCD de A et de B.

2.3 Polynomes premiers entre eux

Si PGCD (A,B) = 1, on dit que A et B sont premiers entre eux.

3. ppcm
3.1 Définition

Soit A et B deux polyndmes non nuls de K[X]. L'ensemble des polynémes uni-
taires qui sont multiples a la fois de A et de B admet un plus petit élément pour
la relation d'ordre associée a la divisibilité.
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C'est le plus petit commun multiple de A et de B. On le note ppcM (A, B), ou
AN B.

11 s'agit du générateur unitaire de 1'idéal A K[X] N B K[X].
3.2 Théoréeme
Si A et B sont unitaires, on a :

PGCD (A,B) x PPCM (A,B) = AB.

4, Théoreme de Bézout

Pour que deux polynémes A et B de K[X] soient premiers entre eux, il faut et il
suffit qu'il existe deux polyndmes U et V de K[X] tels que :

AU+BV =1.

Si A et B sont premiers entre eux et non tous deux constants, il existe des poly-
ndmes Uj et Vy de K[X] uniques tels que :

AUp+BVy=1 avec d°Uy<d°B et d°Vy,<d°A.

5. Théoréme de Gauss

Si A, B et C sont trois polyndomes de K[X] tels que A divise B C, et A premier
avec B, alors A divise C.

le
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1. Décomposition en éléments simples
1.1 Définitions
* De fagon analogue a un nombre rationnel quotient de deux entiers, on définit

A
une fraction rationnelle 3 a partir des polyndmes A et B £ 0.

A
* On appelle degré de la fraction rationnelle F = 3’ le nombre d°A — d°B. On
le note d°F.
o [ = 3 étant une fraction rationnelle simplifiée, la fonction rationnelle associée
a F est la fonction F , de K dans K, définie par :

x> F(x) = 2?; quand I§(x) #+ 0.
X

F n'est pas définie pour les zéros de B. Ce sont les poles de F.

1.2 Forme générale de la décomposition

A
Une fraction rationnelle, de forme irréductible F = 3 (c'est-a-dire avec A et B

premiers entre eux), s'écrit de facon unique, sous la forme :

R
F:E+E avec d°R < d°B.

. . R . . .
E est la partie entiere, et 7 la partie fractionnaire de F.
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1.3 Partie polaire quand K = C

Si la factorisation de B en polynomes irréductibles comporte un terme (X — a)f
avec k € N*, on appelle partie polaire de F relative a ce terme une somme d'é1é-
ments simples du type :

Q n Q-1 R -
(X —a) (X —a)! X —a

Pour une fraction F donnée, les complexes «; existent et sont uniques.

1.4 Théoréme de décomposition

Toute fraction rationnelle, écrite sous forme irréductible, est égale, de fagon
unique, a la somme de sa partie entiere et des parties polaires relatives a chacun
des facteurs irréductibles intervenant dans la décomposition de B.

2. Méthodes pratiques de décomposition

2.1 Plan d’étude

* On met F sous forme irréductible en simplifiant par le PGCD du numérateur et
du dénominateur.

* On obtient E et R a l'aide de la division euclidienne de A par B.

* On factorise B en polyndmes irréductibles.

* On écrit la forme littérale de la décomposition en éléments simples de F, ou de
R

B
¢ On détermine les coefficients a 1'aide de diverses méthodes.

2.2 Détermination des coefficients

* La méthode la plus rudimentaire consiste a réduire au méme dénominateur la
forme décomposée, et a identifier les numérateurs.

* Vous pouvez remplacer X par des valeurs numériques, différentes des pdles.

* Sachant que la décomposition est unique, si F est paire, ou impaire, on obtient
des relations entre les coefficients.

* En utilisant la fraction sans partie entiere, lim x F(x) donne une relation entre
X—>00

coefficients.

* En multipliant F par (X — a)* et en remplacant X par a, on obtient cy.

énérale

Ve

Algébre g

-
()]
w



* Si a est un pdle simple, la partie polaire associée vérifie :
—a
A(a)
o= .

B'(a)

* Soit P un polynome dont les racines sont ay,...,a, d'ordre de multiplicité
respectifs my,. .. ,my.
Ona:
P 4~ X—ug

i=l1
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1. Définitions et premiéres propriétés

1.1 Espace vectoriel

Soit K un corps d'éléments neutres notés 0 et 1.

On dit qu'un ensemble non vide E est un espace vectoriel sur K, ou K-espace vec-
toriel, s'il est muni

¢ d'une loi de composition interne notée +,

* d'une loi de composition externe sur KK, c'est-a-dire d'une application de K x E
dans E: (A, x) — Ax,

telles que :
(E,+) estun groupe commutatif,
VieK VueK VxeE VyekE Aw)x =A(ux)

A+wx=Ax+pux ; Ax+y)=Ax+Ay ; lx=ux.

Les éléments de E sont des vecteurs ; les éléments de K sont des scalaires.

1.2 Exemples

* L'ensemble des vecteurs du plan ou de l'espace est un R-espace vectoriel.
* K est un espace vectoriel sur K.
¢ C est un C-espace vectoriel, mais aussi un R-espace vectoriel.
e Le produit E; x --- x E, de n espaces vectoriels sur le méme corps K est un
K-espace vectoriel pour les lois :
(.X],. . 7xn) + (yl"" ,)’n) = (x] +yl"" ’xl’l +yn)
A1y Xn) = (AX,. 00 A X))
* L'ensemble F (X, F) des applications d'un ensemble X dans un espace vectoriel
F, est un espace vectoriel pour les opérations f + g et A f.

e L'ensemble K[X] des polyndmes a coefficients dans K, I'ensemble K, [ X] des
polynomes de degré < n, sont des K-espaces vectoriels.
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1.3 Propriété
VieK VxekE Ax =0 <= A=0g ou x =0g.

De ce fait, les éléments neutres de K et de E, Ok et Og, seront représentés par le
méme symbole O sans inconvénient.

2. Sous-espaces vectoriels

2.1 Définition

Une partie non vide F d'un K-espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de
E si elle est stable pour les deux lois, et si la restriction a F des lois de E y défi-
nit une structure d'espace vectoriel.

En fait, il faut et il suffit que F vérifie :
VieK VxeF VyeF x+yekF AxeF

ou encore :

YVAeK VxeF VyeF x+AyeF.

% Pour montrer que F n'est pas vide, on vérifie en général que 0 € F.

2.2 Sous-espace engendré par une partie

 Toute intersection de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel
de E.

@ Attention, la réunion de sous-espaces vectoriels n'est pas en général
un sous-espace vectoriel.

* L'intersection F de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant une partie
A donnée est le sous-espace vectoriel engendré par A. C'est le plus petit (au
sens de l'inclusion) sous-espace vectoriel contenant A.

On dit aussi que A est une partie génératrice de F. On note F = Vect(A).

* Le sous-espace vectoriel engendré par A est égal a 1'ensemble des combinai-
sons linéaires finies de vecteurs de A, c'est-a-dire I'ensemble des vecteurs du

type :

Z)\[xi avec neN*' Vi )\ eK x €A.

i=I
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2.3 Somme de deux sous-espaces vectoriels

E, et E; étant deux sous-espaces vectoriels de E, on appelle somme de E; et de
E,, et on note E| + E,, I'ensemble des vecteurs du type x; + x, ou x; € E; et
Xy € Ez.

E| + E, est le sous-espace vectoriel engendré par E; U E,.

2.4 Somme directe de deux sous-espaces vectoriels

¢ Définitions

Quand tout vecteur x de F = E; 4+ E, s'écrit, de facon unique, sous la forme
X =x1 4+ xp avec x; € E| et x, € Ep, on dit que F est somme directe de E et de
E,,etonnote F = E| & E».

On dit aussi que E; et E; sont supplémentaires dans F.

¢ Théoréeme
E=E ®E < E=E +E)et E;NE,={0}.

2.5 Généralisation

* Somme de sous-espaces vectoriels
Soit (E;);c; une famille finie de sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.

On appelle somme des E;, et on note Z E;, I'ensemble des vecteurs du type
iel

in oux; € E; pourtouti € I.

iel

Z E; est le sous-espace vectoriel engendré par U E;.

iel iel

Si I ={l1,...,n}, la somme se note aussi E{ +---+ E,,.

* Somme directe de sous-espaces vectoriels

Quand tout vecteur x de Z E; s'écrit de facon unique sous la forme Z X; avec
iel iel
x; € E; pour tout i € I, on dit que la somme des E; est directe et on la note &P E;.
iel

Si I ={l,...,n},onnote aussi £, b --- D E,.

— Pour démontrer que la somme des E; est directe, la méthode la plus
rapide est de partir d'une somme nulle x; +--- 4 x, =0 avec
x; € E; pour tout i, et de démontrer que cela entraine que tous les x;
sont nuls.
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Dimension
d’un espace vectoriel

1'¢ année
et
2¢ année
1. Espaces vectoriels de dimension finie
1.1 Dépendance et indépendance linéaire
* On dit qu'une famille (x,...,x,) de vecteurs de E est une famille libre, ou que

les vecteurs sont linéairement indépendants, si :
n
Y Nx=0= Vi X\=0.
i=1

Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée, ou que les vecteurs sont linéai-
rement dépendants.

¢ Toute sous-famille non vide d'une famille libre est libre.
* Pour qu'une famille (xi,...,x,) soit liée, il faut, et il suffit, que 1'un de ses élé-

ments soit combinaison linéaire des autres.

% Cas particuliers : une famille qui contient le vecteur 0 est liée ; deux
vecteurs sont liés si, et seulement si, ils sont colinéaires.

1.2 Bases

* On appelle base d'un espace vectoriel E toute famille libre de E qui
engendre E.

* (ey,...,e,) est une base de E si, et seulement si, tout vecteur x de E peut
s'écrire de facon unique sous la forme :

n
X = E X €;.
i=1

Les scalaires x; sont les composantes du vecteur x.

* Théoreme de la base incomplete

Si E est un espace vectoriel non réduit a {0}, toute famille libre de E peut étre
complétée en une base de E.
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» Tout espace vectoriel non réduit a {0} posseéde au moins une base.

@ Attention a ne jamais dire la base de E, car il n'y a pas unicité.

1.3 Dimension d'un espace vectoriel
Si E possede une base comportant un nombre fini n de vecteurs, on dit que E est
de dimension finie.

Dans ce cas, toute base de E comporte aussi n vecteurs. On dit que » est la dimen-
sion de E ; on la note dim E.

On convient que l'espace vectoriel {0} est de dimension nulle.

1.4 Recherche de bases

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

Toute famille libre de E a au plus n vecteurs. Si elle comporte n vecteurs, c'est
une base.

Toute famille génératrice de E a au moins n vecteurs. Si elle comporte n vecteurs,
c'est une base.

1 Si on connait déja la dimension n de E, et si on considere une famille
de n vecteurs, pour démontrer que c'est une base, il suffit de démon-
trer : soit que la famille est libre, soit que la famille est génératrice.

2. Autres dimensions

2.1 Dimensionde £ x F

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies.

Si (ey,...,e,) estune base de E, et (fi,...,f,) une base de F, alors I'ensemble
des couples (¢;,0) et (0,f;)) ou 1 <i <netl<j< p,estunebasede E x F.

Par conséquent dim(E x F) =dimE + dim F'.

2.2 Dimension d'un sous-espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel F de E
est de dimension finie, et

dimF < dmE.

D'autre part, si dim F = dim E, alors F = E.
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Dimension d’un espace vectoriel

@ L'égalité des dimensions ne suffit pas pour conclure que F = E. Il
faut aussi une inclusion.

Sidim F = dim E — 1, on dit que F est un hyperplan de E.

= Comme exemples d'hyperplans, vous pouvez penser a une droite
dans le plan ou a un plan dans 1'espace.

2.3 Dimension d'une somme
* Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, on a :

dim(F + G) = dim F 4+ dim G — dim(F N G) .

En particulier, si F' et G sont supplémentaires :

dim(F @ G) = dim F + dimG.

* Tout sous-espace vectoriel F de E admet des supplémentaires, qui ont tous pour
dimension : dim E —dim F.

* F et G sont supplémentaires si, et seulement si, en réunissant une base de F et
une base de G, on obtient une base de E.
On dit qu'on a choisi une base de E adaptée a la somme directe.

Attention a ne pas partir d'une base de E, car il n'y a aucune raison
de pouvoir en extraire une base de F et une base de G, ni méme des
vecteurs de F ou de G.

¢ Généralisation
Si E est de dimension finie, on a :

dim @ E; = Z dimE; .

iel iel
Si la somme @B E; est directe, alors, pour que E = P E;, il faut et il suffit
e iel il
dimE =) dimE;.

iel
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Si aucun E; n'est réduit a {0}, la réunion d'une base de chaque E; constitue une
base de E si, et seulement si, E = P E;.
iel

2.4 Rang

u ille fini vecteu i i u sous- A\ i
Le rang d'une famille finie de vecteurs est la dimension du sous-espace vectoriel
qu'ils engendrent.

C'est aussi le nombre maximum de vecteurs linéairement indépendants que 1'on
peut extraire de la famille.
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Applications
linéaires

1" année

et

2% année

Soit E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps K.
1. Généralités

1.1 Définitions
Une application f de E dans F est dite linéaire si c'est un morphisme d'espaces

vectoriels, c'est-a-dire si :

Vxe E VyeE Viek
fa+ =+ 10 fAx)=Af(x).

ou encore :

VxeE VyeE VieK Vpek
JOAx+py)=Af@)+pfy).

La propriété précédente s'étend a toute combinaison linéaire :
n n
f<2)\ixi> = Z)\i fxa).
i=1 i=1

Si f est bijective, c'est un isomorphisme ; si E = F, c'est un endomorphisme ; si
f est bijective avec E = F, c'est un automorphisme.

On note :

L (E,F) lI'ensemble des applications linéaires de E dans F,
L (E) l'ensemble des applications linéaires de E dans E,
GL(FE) l'ensemble des automorphismes de E.

1.2 Opérations algébriques
La composée de deux applications linéaires est linéaire.
Si fest un isomorphisme, f~! est aussi un isomorphisme.

L (E,F) estun espace vectoriel.
SidinE =netdimF = p,onadimL (E,F) = np.
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L (E) est une algebre.

(GL(E),o) est un groupe, appelé groupe linéaire de E.

2. Noyau et image d'une application linéaire
2.1 Définitions

Soit f une application linéaire de E dans F.

* L'image d'un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de F.

En particulier, f (E) est un sous-espace vectoriel de F appelé image de f, et noté
Imf. 1l est engendré par les images des vecteurs d'une partie génératrice de E.

* L'image réciproque d'un sous-espace vectoriel de F' est un sous-espace vecto-
riel de E.

En particulier, } ({0}) est un sous-espace vectoriel de E. On l'appelle le noyau
de f, et on le note Ker f.

2.2 Théoréme
fsurjective <= Imf =F ; finjective <= Ker f = {0}.

2.3 Noyau d'une restriction

Soit f une application linéaire de E dans F et E| un sous-espace vectoriel de E.

La restriction de fa E;| a pour noyau :
Ker(ﬁEl) =Kerf NE.

La restriction de f a tout supplémentaire G de Ker f définit donc un isomorphisme
de G sur Imf.

2.4 Réflexe utile

fog=0 < Img C Kerf.
3. Image d'une famille de vecteurs
Soit f une application linéaire de E dans F.

3.1 Image d'une famille génératrice
Si G engendre E, alors f(G) engendre f(E).
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L'image d'une famille génératrice de E est une famille génératrice de F si, et seu-
lement si, f est surjective.
3.2 Image d'une famille libre

Si A est une partie liée dans E, alors f(A) est une partie liée dans F, ou, par
contraposition :

f(A) libre dans F — A libre dans E.
fest injective si, et seulement si, pour toute partie libre L de E, f (L) est une par-
tie libre de F.
3.3 Image d'une base

L'image d'une base de E est une base de F si, et seulement si, f est bijective.

4. Rang d'une application linéaire

4.1 Théoréme noyau-image

Soit fune application linéaire de E dans F. Si E = Ker f @ G, la restriction de f
a G est un isomorphisme de G dans Im f.

4.2 Théoréme durang

Si E est de dimension finie, on a :

dim E = dimKer f + dimIm f.

dimIm f est appelé rang de f, et souvent noté rg f. o
S

. &

4.3 Théoreme ‘v
Si E et F sont de méme dimension finie, on a : =
f bijective <= f injective <= f surjective. E

b

@ N'oubliez pas 1'hypothese sur E et F. g
S

3

4.4 Forme linéaire et hyperplan £
* Forme linéaire g
Soit E un K-espace vectoriel. On appelle forme linéaire sur E toute application )
linéaire de E dans K. =

-
N
n1
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L'ensemble des formes linéaires sur E est le K-espace vectoriel L(E,K).
On l'appelle I'espace dual de E et on le note E*.

Si E est de dimension finie, on a dim E = dim E*.

¢ Ecriture d'une forme linéaire

Si E est de dimension finie et admet (ey,. . .,e,) pour base, toute forme linéaire f
sur E est de la forme :

n n
X = ine,- — f(x)= Zozixi
i=1 i=1

ou les o; = f(e;) sont des scalaires qui caractérisent f.

* Forme linéaire et hyperplan

— Etant donnée une forme linéaire ¢ sur E non nulle, le sous-espace vectoriel
H = Ker ¢ est un hyperplan de E.

Toute forme linéaire 1) nulle sur H est colinéaire a .
— En dimension finie, un hyperplan admet donc une équation de la forme :

n
E Q; Xi =0.
i=1

¢ Base duale
Soit B = (ey,...,e,) une base d'un espace vectoriel E de dimension finie. Les

formes linéaires coordonnées (¢p,. . .,,) définies par

Vi Yj o pie) =4

constituent une base B* de E* appelée base duale de B.
% Le symbole de Kronecker 5{ vaut 1 sii = jetOsii # j.

Onadonc dim E = dim E*.

5. Détermination d'une application linéaire

e Soit A = (ay,...,a,) une base de E et B = (by,...,b,) une famille de n vec-
teurs de F.



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit.

Il existe une application linéaire unique f de E dans F telle que :

Vi e {1,. .. ,n} f(ai) = b,’.

*Ona: finjective <= B libre dans F ;
[ surjective <= B engendre F ;
fbijective <= B est une base de F.

* Conséquence : deux espaces vectoriels E et F' de dimensions finies sont iso-
morphes si, et seulement si, dim £ = dim F.
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1. Homothétie

Soit k € K*. L'homothétie de rapport k est I'application :

thE—>E
x b kx

% Dans cette définition, n'oubliez pas que k ne dépend pas de x.

2. Projections et symétries

2.1 Définitions

Soit F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Tout vecteur x de E s'écrit de fagcon unique sous la forme x = x| + x, avec
x1 € Fetxy e G.

L'application p de E dans E : x — p(x) = x; est linéaire.

C'est la projection sur F, parallelement a G.

L'application sr de E dans E : x > sp(x) = x| — x, est linéaire.
C'est la symétrie par rapport a F, parallelement a G.

On définit de méme la projection g sur G, parallelement a F, et la symétrie sg
par rapport a G, parallelement a F.

2.2 Propriétés
p+q=1g ; pog=qop=0;p°=p;q° =q;s;=1dg.
Kerp=Img=G ; Kerg=Imp=F.
p et sy sont liées par 1'égalité :

SF =2p—IdE.

2.3 Projecteurs

D'une facon générale, on appelle projecteur de E tout endomorphisme p de E tel
quepop=p.
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On a alors :

E =Kerp ®Imp,

et p est la projection sur Imp, parallelement a Kerp.

2.4 Symétries

D'une facon générale, on appelle symétrie de E toute application linéaire s, de E
dans E, telle que s o s = Idg.

Alors F={x e E; s(x)=x} et G={x € E; s(x) =—x} sont des sous-
espaces supplémentaires de E, et s est la symétrie par rapport a F, parallelement
agG.
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1. Définitions

1.1 Matrices
Une matrice a n lignes et p colonnes sur un corps K est un tableau d'éléments de
K comportant n lignes et p colonnes.
On note a;; I'élément d'une matrice A situé sur la ligne i et la colonne j. La
matrice A s'écrit :
ag ... dip
ou (aij) lljép;] ou (Clij) .

apy ... A

On dit que A est de format (n, p), ou de type (n,p).

@ Attention a ne pas confondre la matrice (a;;) et le scalaire a;;.

L'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes, a coefficients dans K, est noté
M, ,(K).
Sip =1, A est une matrice colonne que 1'on peut assimiler a un vecteur de K”.

Sin =1, A est une matrice ligne que l'on peut assimiler a une forme linéaire
appartenant a (K?)*.

Sin = p, A est une matrice carrée d'ordre n. M, ,(K) se note M, (K). Les élé-
ments ajy,...,a,, forment la diagonale principale de A.

Deux matrices A et B sont égales si elles sont de méme format, et si a;; = b;;
pour tout i et pour tout j.

1.2 Matrices particuliéres

Soit A = (a;;) une matrice carrée d'ordre n.
* A est triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j.
* A est triangulaire inférieure si a;; = 0 pour i < j.

* A est diagonale si a;; = 0 pour i # j. Elle est scalaire si A = a I,.
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2. Matrices et applications linéaires

2.1 Matrice d'une application linéaire de E dans F
Soit E et F des espaces vectoriels de dimensions p et n, munis de bases respec-
tives B = (e1,...,e,) et C = (fi,..., fn).

Soit f une application linéaire de E dans F. Elle est déterminée par la donnée des
vecteurs :

flej) =Zaijfi pour 1<j<p,
i=1

c'est-a-dire par la matrice A = (a;;) dont les vecteurs colonnes sont les compo-
santes de f (e¢;) dans la base de F qui a été choisie.

On dit que A est la matrice de f dans les bases B et C.

— A dépend donc a la fois de 'application linéaire qu'elle représente et
des bases choisies dans les espaces vectoriels de départ et d'arrivée.

Si E est de dimension n, dans toute base l'identité de E est représentée par la
matrice carrée I, qui comporte des 1 sur sa diagonale principale et des O ailleurs.

2.2 Bijection canonique entre M, ,(K) et £ (K”,K")

Fixons une base 5 dans E et une base C dans F. L'application ¢, de £ (E, F) dans
M, ,(K), f = @(f) = A, est une bijection.

En particulier, si £ = K?, F = K", et si B et C sont les bases canoniques de K”
et de K", ¢ est la bijection canonique de £ (K”,K") dans M,, ,(K).

2.3 Matricede f(x)

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies munis de bases respec-
tives B et C, et f une application linéaire de E dans F.

Soitx € E ety € F. Notons X la matrice colonne des composantes de x dans B,

Y la matrice colonne des composantes de y dans C, M la matrice de f dans les
bases B et C.

L'égalité vectorielle y = f(x) est équivalente a I'égalité matricielle :

Y =MX.

inéaire

t mult

z

ineaire e

Algébre |

181



182

2.4 Matrice d'une famille finie de vecteurs

Soit E un espace vectoriel de dimension finie #, muni d'une base B, et (x,...,x,)
une famille de vecteurs de E.

A chaque vecteur x;, on associe la matrice colonne X; de ses composantes dans
B.

A la famille (x,...,x,), on associe la matrice de format (n, p) obtenue en juxta-
posant les colonnes X ... X,.
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1'¢ année

1. Opérations sur les matrices

1.1 Espace vectoriel M, ,(K)
» Soit A € K, et A = (g;;) et B = (b;;) deux matrices de M, ,(K).
On définit :

)\AZ()\a,'j) et A+B=(a,‘j+bij).

Attention, on ne peut additionner deux matrices que si elles sont de
méme format.
Pour ces deux lois, M, ,(K) est un espace vectoriel.

* Pouri €{l,...,n} etje{l,...,p} fixés, on note E;; la matrice dont le coef-
ficient situé sur la ligne i et la colonne j est égal a 1, et dont les autres coeffi-

cients sont égaux a 0. (Ei ,~) 1<i<n €St la base canonique de M, ,(K), qui est donc
TIgi<p

de dimension n p.

* La bijection canonique ¢ de £ (K”,K") dans M, ,(K) est un isomorphisme.

1.2 Produit de matrices

Si A est de format (n, p) et B de format (p,q), on définit la matrice C = AB, de
format (n,q), par :

P
Vi VJ Cij = Zaik bkj.
k=1
@ Attention a la condition d'existence de AB :
nombre de colonnes de A = nombre de lignes de B.

Ce produit est la traduction de la composée des applications linéaires f o g.

Il en a donc les propriétés : il est associatif et non commutatif.
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2. Matrices carrées d'ordre n

2.1 Structures algébriques

M, (K) est une algebre isomorphe a £ (K").
Les matrices diagonales, les matrices triangulaires supérieures (ou inférieures)

constituent des sous-algebres.
2.2 Formule du bindme de Newton

Si A et B commutent, alors :

" m
vmeN (A+B)" = Ak Bk,
me ;(">

@ N'oubliez pas de vérifier la condition AB = BA.

2.3 Matrices inversibles

Une matrice A € M, (K) est inversible s'il existe B € M, (K) telle que :
AB=BA=1,.

Si B existe, elle est unique et on la note AL,
Les éléments inversibles de M, (KK) forment un groupe GL, (K), isomorphe au
groupe linéaire GL(K"). On a en particulier :

(AB'=B"1A"l.

Si A est inversible, I'endomorphisme f de E, muni d'une base B, qui lui est asso-
cié est inversible ; et A~! est la matrice de f~'.

Dans M,,(K), pour que A soit inversible, il suffit qu'elle soit inversible a droite,
ou a gauche.

3. Transposition

3.1 Définition
La transposée d'une matrice A de format (n, p), est la matrice de format (p,n),
notée ' A, de terme général b; e

Vie{l,...,p} Vje{l,...,n} bij=aj,~.
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Elle est donc obtenue a partir de A en échangeant les lignes et les colonnes.
3.2 Propriétés
’(’A):A ; "TAA=)A ; "(A+B)='A+'B ;

I(AB):tBtA : I(A_l)z(tA)_l.

3.3 Matrices symétriques, antisymétriques
Une matrice carrée A est symétrique si’A = A,
antisymétrique si ‘A = —A.

Les matrices symétriques et les matrices antisymétriques constituent des sous-
espaces vectoriels supplémentaires de M, (K).

3.4 Inverse de la transposée

Si A est inversible, A 1'est aussi eton a :

(IA)_l — t(A—l) .
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1. Changement de bases
1.1 Matrice de passage

Soit B = (ey,...,e,) et B = (€],...,e,) deux bases de E. On appelle matrice de
passage de la base B a la base B, 1a matrice P dont les colonnes C; sont les com-
posantes des vecteurs e} dans la base B.

P est la matrice de l'identité de E muni de B’, dans E muni de B.
Si P’ est la matrice de passage de B’ aB,ona P P’ = P' P = 1I,.
Toute matrice de passage est donc inversible.

Réciproquement, toute matrice inversible peut &tre considérée comme une
matrice de passage.

1.2 Effet d'un changement de bases

* sur les coordonnées d'un vecteur
Si X est la matrice colonne des composantes de x dans B, et X’ la matrice colonne
des composantes de x dans 5, on a :

X =PX', ouencore X =P 'X.

« sur l'expression d'une forme linéaire

Si une forme linéaire sur E est représentée par une matrice ligne
U= (ay,...,0,) dans une base B, et par U’ dans une base B’, on a
fx)=UX =U'X’, soit:

U =UP.

1.3 Matrices équivalentes, matrices semblables

Soit fune application linéaire de E dans F, B et B’ deux bases de E, C et C’ deux
bases de F.
Notons P la matrice de passage de B a B/,

O la matrice de passage de C a(C/,

A la matrice de f dans les bases B et C,

A’ la matrice de f dans les bases B et C'.
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On a alors :
A =07'AP.

Les matrices A et A" sont dites équivalentes. Elles représentent la méme applica-
tion linéaire dans des bases différentes.
SiE=FavecB=CetB =(C,alors P=Q,soit A’ = P"'AP.

Les matrices A et A’ sont dites semblables.

2. Rangd'une matrice

2.1 Définition

Soit A une matrice de format (n, p), E un espace vectoriel de dimension p, F un
espace vectoriel de dimension n.

Quelles que soient les bases B et C choisies dans E et F, le rang de l'application
linéaire f associée a A est toujours le méme. Ce rang est appelé rang de A.

C'est aussi le rang des vecteurs colonnes de A, c'est-a-dire la dimension du sous-
espace vectoriel qu'ils engendrent.

2.2 Rangde la transposée

A et'A ont méme rang. On peut donc définir le rang de A 2 partir de ses lignes.

2.3 Théoréeme

Une matrice de format (n, p) est de rang r (avec r < min(#n, p)) si, et seulement
si, elle est de la forme U J. V ou U et V sont des matrices carrées inversibles et
J,- 1a matrice de M,, ,(K) définie par son terme général :

1 sii=j<r,
Olij =
0 dans les autres cas.

En particulier, une matrice carrée d'ordre n est inversible si, et seulement si, son
rang est égal a n.
2.4 Calculdurang

Les opérations élémentaires sur les lignes, ou les colonnes, d'une matrice ne
modifient pas le rang. On les utilise pour se ramener a une matrice de rang connu.
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Changements de bases

3. Trace d'une matrice

3.1 Définition

La trace d'une matrice A = (a;;), carrée d'ordre n, est la somme de ses éléments
diagonaux, soit :

n
trA = Zaii e K.
i=1

3.2 Propriétés

tr(A+ B) =trA+tB ; tr(AA) = AtrA
tr(AB) = tr(BA) ;. tr(PMP™Y) =uM.

@ Attention, en général tr(ABC) # tr(BAC).

3.3 Trace d'un endomorphisme
 Définition

Si f est un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les
matrices qui le représentent sont semblables et ont la méme trace.

Cette trace commune est la trace de 1'endomorphisme f.

¢ Trace d'un projecteur
Le rang d'un projecteur est égal a sa trace.
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Systémes linéaires

1. Opérations élémentaires sur les matrices

1.1 Définition
Les opérations (ou manipulations) élémentaires sur les lignes d'une matrice sont :

e l'addition d'un multiple d'une ligne a une autre ligne, qui se code :
Ly « Li+aL;;

* la multiplication d'une ligne par un scalaire non nul, qui se code : L; « o L; ;
* I'échange de deux lignes, qui se code : L; <> L;.

1.2 Interprétation

N

Ces transformations sont équivalentes a la prémultiplication (multiplication a
gauche) par la matrice inversible obtenue en appliquant a , la transformation cor-
respondante.

Les opérations analogues sur les colonnes se codent :

C,‘ (—C,'+04Cj 5 Ci <—0¢Ci 5 Ci(—>Cj.
Elles sont équivalentes a la postmultiplication (multiplication a droite) par la
matrice inversible obtenue en appliquant & 7, la transformation correspondante.
1.3 Théoréme

En partant d'une matrice A, l'utilisation d'un nombre fini d'opérations élémentai-
res conduit a une matrice équivalente a A.

2. Systemes linéaires

2.1 Définitions

Un systeme de n équations linéaires a p inconnues, a coefficients dans K, est de
la forme :

anxi+---+apx, = b
(5

anl-x1+"'+anp-xp = bn-
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Les coefficients a;; et les seconds membres b; sont des éléments donnés de K.
Les inconnues xi,. . .,x, sont a chercher dans K.

Le systeme homogene associé a (S) est le systéme obtenu en remplacant les b;
par 0.

Une solution est un p-uplet (xi,...,x,) qui vérifient (S). Résoudre (S), c'est
chercher toutes les solutions.

Un systeme est impossible, ou incompatible, s'il n'admet pas de solution.

Deux systemes sont équivalents s'ils ont les mémes solutions.

2.2 Ecriture matricielle
Si on note :

X1 by ap ... aipp
X = , B= , A= . . s

Xp b, apl ... Qpp
(S) est équivalent a I'égalité matricielle: A X = B.

Attention a ce que les inconnues soient écrites dans le méme ordre
dans chaque équation.

2.3 Utilisation d'une application linéaire

K" et K? étant munis de leurs bases canoniques,

X est la matrice colonne des composantes d'un vecteur x € K7,
B est la matrice colonne des composantes d'un vecteur b € K",
A est la matrice d'une application linéaire f de K” dans K",

et le systeme (S) est équivalent a :
fx)=0>b.

Le systeme (S) a des solutions si, et seulement si, b appartient a Im f.

Dans ce cas, I'ensemble des solutions est :

xo + Ker f,

ou xo est une solution particuliere de (S).
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2.4 Ecriture vectorielle

Désignons par Ci,...,C, les colonnes de A. Elles représentent des vecteurs de
K", et le systeme (S) se ramene a une égalité dans K" :

x1C1+-~-+x,,C,,=B.

(8) est compatible si, et seulement si, B € Vect(Cy,...,Cp).

3. Méthodes de résolution

3.1 Systémes en escalier

e Définition

Un systeme (S) est en escalier, ou échelonné, si le nombre de premiers coeffi-
cients nuls successifs de chaque équation est strictement croissant.

* Réduction

Quand un systeme contient une équation du type :

Ox;+---4+0x,=0b,

si b # 0, le systeme est impossible ;

si b = 0, on peut supprimer cette équation, ce qui conduit au syteéme réduit.

3.2 Méthode du pivot de Gauss

Soit A la matrice associée au systeme (S).

En permutant éventuellement deux colonnes, on peut supposer que la premicre
colonne de A n'est pas nulle.

En permutant deux lignes si nécessaire, on peut supposer aj; # 0.

. . ail P .
Pour i > 1, les transformations L; < L; — — L; éliminent l'inconnue x; dans
ag

les lignes autres que L.
Le terme aj; est le pivot de 1'étape de 1'algorithme.

En réitérant le procédé, on aboutit a une matrice triangulaire.

sit comme pivot le terme de plus grande valeur absolue (méthode du
pivot partiel).

@ En calcul numérique, pour minimiser les erreurs d'arrondi, on choi-

inéaire

t mult

z

ineaire e

Algébre |

191



Systéemes linéaires

192

3.3 Rangd'un systéme

Le nombre d'équations du systeme réduit en escalier obtenu par la méthode de
Gauss est le rang r de la matrice A, ou du systeme (S).

3.4 Inconnues principales, inconnues secondaires

Soit r le rang de (S) et p le nombre d'inconnues.
Si r = p, (S) aune solution unique.

Sip > r, (S) aune infinité de solutions. Les r inconnues qui figurent au début
des r équations issues de la méthode de Gauss sont les inconnues principales.
Elles peuvent se calculer de fagon unique en fonction des p — r autres inconnues,
dites inconnues secondaires.

Le choix des inconnues principales et secondaires d'un systéme est
% largement arbitraire. Mais leur nombre est toujours le méme.

3.5 Méthode de Gauss-Jordan

Dans cette variante du pivot de Gauss, a chaque étape on fait apparaitre des zéros
a la fois au-dessus et au-dessous du pivot.

4, Systémes de Cramer
4.1 Définition

Un systeme est dit de Cramer s'il a une solution, et une seule.

Cette condition est équivalente a :

n=p et A inversible.

4.2 Application au calcul de A~!

A étant inversible, pour obtenir A~ il suffit de résoudre le systetme ¥ = AX, qui
admet pour solution X = A~'Y.
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Déterminants

1'¢ année

1. Formes multilinéaires alternées

1.1 Définitions

Soit E un K-espace vectoriel. Une application f, de E” dans K, est une forme
n-linéaire si chacune de ses applications partielles

X (X1, Xy, Xy)

est linéaire.

On dit de plus que f est alternée si f(xy,...,x;,...,Xx,) = 0 dés que deux coor-
données, au moins, sont égales.

f étant une forme n-linéaire alternée, o une permutation appartenant a S,, de
signature £(o), on a :

S oyse -3 Xom) = f(X1,...,x) €(0) .

1.2 CasoudimFE =n

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7.

Pour toute base (ei,...,e,) de E et tout A € K, il existe une forme n-linéaire
alternée unique f telle que

fler,....en) = A.

f étant une forme n-linéaire alternée non nulle, on a :

(x1,...,x,) famille liée de £ <= f(xy,...,x,) =0.

2. Déterminants

2.1 Déterminant de n vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7, et B = (ey,...,e,) une base de E.

On appelle déterminant de n vecteurs xi,. . .,x, de E, relativement a la base B de
E, la valeur notée detz(x,...,x,) de l'unique forme n-linéaire alternée det telle
que detg(ey,...,ep) = 1.
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n
Si pour tout i € {1,...,n}, on décompose x; = E a;jej, alors :
j=1

detg(x1,...,x,) = Z e(o) x al,o(1) X -« X Ay o(n) -
€S,

2.2 Déterminant d'une matrice carrée

Soit A = (a;;) une matrice carrée d'ordre n.

On appelle déterminant de A le déterminant de ses n vecteurs colonnes, considé-
rés comme éléments de K” rapporté a sa base canonique.

2.3 Déterminant d'un endomorphisme

Apres avoir montré que deux matrices semblables ont le méme déterminant, on
appelle déterminant d'un endomorphisme f, le déterminant commun a ses matri-
ces représentatives.

3. Propriétés des déterminants
3.1 Transposée
det A = det'A.

— Les propriétés relatives aux colonnes sont donc aussi valables pour
les lignes.

3.2 Propriétés d'une forme multilinéaire alternée

* On ne change pas la valeur d'un déterminant en ajoutant a une de ses lignes
(resp. colonnes) une combinaison linéaire des autres lignes (resp. colonnes).
Cette propriété est tres utilisée pour faire apparaitre des 0 sur une colonne (resp.
ligne).

* Multiplier une ligne (ou une colonne) d'un déterminant par un scalaire, c'est
multiplier le déterminant par ce scalaire.

% Si A € M, (K), on a donc det(AA) = \"det(A) puisqu'on peut met-
tre A en facteur dans chacune des n colonnes de A.

 Toute transposition sur les lignes (ou les colonnes) transforme detA en — detA.

3.3 Produit
det (AB) =det A xdet B.



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Déterminants

3.4 Développement suivant une rangée

+ Définitions

On appelle mineur de 1'élément a;; de A, déterminant d'ordre n, le déterminant
d'ordre n — 1 obtenu en supprimant la i-ieme ligne et la j-ieme colonne de A,
sans changer l'ordre des autres rangées.

Notation :  D;;.
On appelle cofacteur de I'élément a;;, le nombre A;; = (—1)"+/ D;;.

¢ Théoreme

Un déterminant est égal a la somme des produits deux a deux des éléments d'une
rangée (ligne ou colonne) par leurs cofacteurs.

On utilise ce résultat apres avoir fait apparaitre sur une méme rangée le plus pos-
sible de zéros.

— Ce mode de calcul peut aussi servir de définition par récurrence d'un
déterminant apres avoir démontré que le résultat du développement
est indépendant de la ligne, ou de la colonne, considérée.

C'est une définition plus accessible pour tous ceux que rebute un trop
grand formalisme mathématique.

* Application

Le déterminant d'une matrice triangulaire est égal au produit des éléments diago-
naux.

3.5 Calcul par blocs

Soit M une matrice carrée de la forme
A
M =
(5
ou A et D sont des matrices carrées. On a :

det M =det A xdetD.

oo}
~——

3.6 Matrice carrée inversible

A inversible <= det A # 0.

Onaalors det (A™!) = (det A)~".
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4. Quelques applications mathématiques
des déterminants

4.1 Calcul possible pour A~!
Cette méthode est quasi-impraticable si n > 3.

* On calcule la matrice des cofacteurs des éléments de A, appelée comatrice
de A.

* On transpose la comatrice de A.

* On divise par det A.

4.2 Rang d'une matrice

Le rang d'une matrice quelconque A, est égal au plus grand entier s tel que 1'on
puisse extraire de A une matrice carrée d'ordre s inversible, c'est-a-dire de déter-
minant non nul.

4.3 Formules de Cramer
La solution d'un systeme de Cramer d'écriture matricielle AX = B est donnée
par:
det(A;)
Xj =
det(A)

xJxN

ol A; est la matrice obtenue a partir de A en remplagant la j-iéme colonne par la
colonne des seconds membres B.

— Ces formules sont utiles quand les coefficients du systeme dépen-
dent d'un, ou plusieurs, parametre. Sinon la méthode du pivot de
Gauss est préférable.



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Réduction
des endomorphismes

2% année

1. Eléments propres d'un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel et f € L(E).

1.1 Définitions

* Un vecteur non nul x € E est un vecteur propre de f s'il existe A € K tel que
f(x) = Ax. Le scalaire A est la valeur propre associée a x.

* Un scalaire A € K est une valeur propre de f s'il existe un vecteur non nul
x € E tel que f(x) = Ax. Le vecteur x est un vecteur propre associé a .

e L'ensemble E) = {x € E; f(x) = Ax} = Ker(f — A1dg) est le sous-espace
propre associé a \.

* Le spectre de fest I'ensemble S,(f) des valeurs propres de f.

1.2 Propriétés

* ) est une valeur propre de f si, et seulement si, Ker(f — AIdg) # {0}.

En particulier, O est valeur propre de f si, et seulement si, Ker f # {0}, soit f non

injectif.

* Toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres toutes distinc-
tes, est libre.

» La somme de sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes est
directe.

% Attention, en général E # D E) . Par exemple, si f 2=0 avec
k
f # 0, 0 est la seule valeur propre possible et pourtant E #+ Ker f.

1.3 Polynéme caractéristique

Soit E de dimension finie et A une matrice carrée représentant un endomor-
phisme f dans une base fixée.
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* Définitions
Le polynéme P(\) = det(A — A1) est le polyndme caractéristique de A.

Deux matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique, ce qui permet
de définir le polyndme caractéristique d'un endomorphisme.

Les zéros de P, sont les valeurs propres de A. Si A est racine d'ordre m ) de Py,
on dit que A est valeur propre d'ordre m .
On a toujours 1 < dim(E)) < m) ou E) estl'espace propre associé.

e Cas ou P4 est scindé
On a alors :

tI'AZZn:/\k et detA:ﬁ)\k.
k=1 k=1

2. Diagonalisation

Soit E de dimension finie.

2.1 Définitions

Un endomorphisme f € L(E) est diagonalisable s'il existe une base de E dans
laquelle la matrice de f est diagonale, c'est-a-dire s'il existe une base de E formée
de vecteurs propres de f.

Une matrice carrée A est diagonalisable si elle est semblable a une matrice dia-
gonale D, c'est-a-dire si elle s'écrit

A=PDP!
ou P est la matrice de passage de la base canonique de K” & une base de vecteurs
propres de A.
2.2 Condition suffisante

Sidim E = n et si f a n valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable.

2.3 Condition nécessaire et suffisante

fdiagonalisable <= E est somme directe des sous-espaces propres ;
<= E admet une base de vecteurs propres ;
<= le polyndme caractéristique de f est scindé et, pour toute valeur propre Ax

d'ordre my, on a :

dim(E),) = my.
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2.4 Calculde A™

Si A est diagonalisable, il existe une matrice de passage P telle que
A= PDP~!. Onaalors A" = PD" P!,
Etsi D = diag(\;,...,\,) alors D™ = diag(A,...,A)).

3. Trigonalisation

3.1 Définition

Un endomorphisme f € L(E) est trigonalisable s'il existe une base de E dans
laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure.

Une matrice carrée A est trigonalisable si elle est semblable a une matrice trian-
gulaire supérieure.

3.2 Théoréeme

Si le polyndme caractéristique de f est scindé, f est trigonalisable.

% En particulier, tout endomorphisme est trigonalisable sur C.

Les éléments diagonaux de la matrice triangulaire représentant f sont les valeurs
propres de f.
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2% année
1. Polynome d'un endomorphisme

1.1 Définition

200

Etant donnés un endomorphisme f d'un K-espace vectoriel E et un polyndme
P(X)=ao+a; X +---+a, X? a coefficients dans K, on note P(f) l'endo-
morphisme de E défini par :

P() = aoldg +ar f - +ay 7.

1.2 Propriétés algébriques
Sif e LE), PeK[X],QeK[X]etAeK,ona:
(P+ Q) (/) =P+ 00 s AP)(f) =AP()) ;
(PO)(f)=P(f)oQ(f) = Q(f) o P(f).

Cette dernicre relation entraine que tous les polyndmes d'un méme endomor-
phisme commutent entre eux.

On peut dire aussi que, pour f donné, l'application P — P(f) est un morphisme
de l'algebre K[X] dans l'algebre L(E).

Ce morphisme n'est pas surjectif puisque L£(E) n'est pas commutatif.

1.3 Stabilité
Pour tout P € K[X], Im P(f) et Ker P(f) sont stables par f.

1.4 Propriété des valeurs propres
Pour tout P € K[X], si A est une valeur propre de f, alors P(\) est une valeur
propre de P(f).
1.5 Théoréme de décomposition des noyaux
Si P et Q sont premiers entre eux, on a :
Ker PO(f) = Ker P(f) & Ker Q(f).
2. Polynéme annulateur

2.1 Définition
On dit que P est un polyndome annulateur de fsi P(f) = 0.
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2.2 Polynome minimal

L'ensemble des polyndmes annulateurs de f, c'est-a-dire le noyau du morphisme
P+ P(f), estun idéal de K[X].

L'unique polyndme normalisé qui engendre cet idéal est le polyndme minimal de f.

3. Condition nécessaire et suffisante pour f diagonalisable

f est diagonalisable si, et seulement si, il existe un polyndme scindé, annulateur
de f, dont toutes les racines sont simples.

4., Théoréme de Cayley-Hamilton

4.1 Théoréeme

Si E est de dimension finie, le polyndme caractéristique de f est un polynome
annulateur de f.

Le polyndome minimal de f divise donc le polyndme caractéristique de f.

4.2 Application au calcul de A™
Si P est un polyndme annulateur de A, la division euclidienne
X" = P(X) Qn(X) + Ru(X)

entraine A" = R,,(A).

@ Cette méthode reste valable méme si A n'est pas diagonalisable.

4.3 Application au calcul de A~!

Si A est inversible, on a :

al +aA+---+a,A"=0 avec ay=detA +£0,

1
dou: ——[ayl+ +a A" |A=1
ao

A =Tt AT

ap
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1. Forme bilinéaire et forme quadratique
1.1 Définitions

* Forme bilinéaire symétrique
Une forme bilinéaire f sur E est une application de £ x E dans K, linéaire par
rapport a chaque variable.

Ele est symétrique si :
Vx.y)e EXE  f(x,y) = f(y.x).

Une application g de E dans K est une forme quadratique sur E s'il existe une
forme bilinéaire symétrique f telle que :

Vx € E q(x) = f(x,x).

q est la forme quadratique associée a f.

¢ Forme polaire d'une forme quadratique
Une forme quadratique ¢ sur E est associée a une seule forme bilinéaire symé-
trique f donnée par :

Voy) €ExE  f(xy) = i[qu +3) —q(x) —a)].

fest la forme polaire de q.

¢ Forme positive
Si K = R, une forme quadratique g, et sa forme polaire f, sont dites positives si :

Vx e E q(x) = 0.

» Forme définie positive
Si K = R, une forme bilinéaire symétrique f, et sa forme quadratique associée g,
est dite définie positive si :

Vx € E \ {0} q(x)>0.
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1.2 Casou E est de dimension finie
Soit E de dimension n et B = (ey,...,e,) une base de E.

* Matrice d'une forme bilinéaire
n n

Six = in e ety = ny e;, alors f(x,y) = in y; flei.e)).
i=1 j=1 i

La matrice de f dans la base B est la matrice A de M, (K) de terme général
a;jj = f(ei.ej).

X1 1
Enposant X =| : |et Y= ! |],ona:

Xn Yn

fx,y) ="XAY ='YAX

fest symétrique si, et seulement si, la matrice A est symétrique.

* Expression d'une forme quadratique
q(x) est un polynome homogene de degré 2 en xy,...,x, (combinaison linéaire
d'expressions du type )cl.2 ou x; x; avec [ # j).

Réciproquement, tout polyndme homogene de degré 2 par rapport aux coordon-
nées de x dans B est une forme quadratique sur E.

2. Espaces préhilbertiens réels

2.1 Produit scalaire

e Définitions

Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire
©, symétrique, définie positive.

On dit que (E,¢) est un espace préhilbertien réel.

p(x,y) senote < x|y > ou (x|y) oux.y.

* Exemples

n
Dans R" < X|Y >='XY = in)’i~

i=1
b
DansE:C([a,b],R) <flg >:/ f()g)de.

Dans M,(R) < A|B >=tr("AB)
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2.2 Norme euclidienne

E étant un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire, en posant

Vx € E Ixl=vV<x|x >,

on définit une norme sur E.
On obtient aussi une distance en posant d(x,y) = ||x — y||.

2.3 Relations entre produit scalaire et norme
« Egalité de polarisation
VxeE VyeE lx+ylP=IxlP+IyIP+2<x]y >,

ce qui permet d'obtenir le produit scalaire < x | y > en fonction des normes.
¢ Identité du parallélogramme
VieE YyeE  |lx+yIP+lx =yl = 2(Ix 1 + Iy1P).
Cette égalité est la généralisation de la propriété géométrique : dans

un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs des diago-
nales est égale a la somme des carrés des longueurs des cotés.

2.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz
VxeE VyeE |<x|y>|[<Ix|lyl.

Dans cette inégalité, I'égalité a lieu si, et seulement si, x et y sont liés.

— Pour retenir ce théoréme, pensez au cas particulier de deux vecteurs
du plan et a

XY = 1T lleos (F,75).
3. Espaces préhilbertiens complexes

3.1 Produit scalaire hermitien

» Définitions

Soit E un C-espace vectoriel. Un produit scalaire hermitien sur E est une appli-
cation ¢ de E x E dans C qui vérifie la symétrie hermitienne, soit :

Y(x,y) € E2 p(x,y) = o(y,x)

204
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est linéaire a droite, soit :

V(val’yz) S E3 v()\lvA2) S CZ
@, A1y + Aay2) = (e, y) + Ap(x,y2)

est donc semi-linéaire a gauche, soit :

Y(x1,x2,y) € E* Y(\,\) € C?
EOx1 + Aaxa,y) = A o(x1,Y) + A p(x2,)

est définie positive, soit :

Vx € E plx,x) =0 ; px,x) =0 < x=0.

— Remarquez que, grice a la symétrie hermitienne, on a bien
p(x,x) € R.

On dit que (E,¢) est un espace préhilbertien complexe.

p(x,y) senote < x|y > ou (x|y).

* Exemples

n
DansC" < X|Y >=’YY=Zx—l.yl._

i=1

b
Dans E =C([a,b],(C) <flg >=/ f(t) g(t)dr .

3.2 Norme hermitienne

E étant un C-espace vectoriel muni d'un produit scalaire hermitien, on définit une
norme sur £ en posant :

Vx e E Ixll =v<x|x >,

On obtient aussi une distance en posant d(x,y) = ||x — y||.

3.3 Relations entre produit scalaire et norme

Vxe E VyekE
lx + yI* = x> + IylI> +2Re < x|y >,

Ix 4+ v+ llx — ylI> = 2(Ix 1> + v -

4<x|y>=[x+yI*—llx —ylI* —illx +iyl* +illx — iyl
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3.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz
* Théoreme (inégalité de Cauchy-Schwarz)

VxeE VyeE |<x|y>|<Ixllyl.
Dans cette inégalité, I'égalité a lieu si, et seulement si, x et y sont liés.

* Corollaire (inégalité triangulaire)

Vxe VyekE lx +yll < lixll + 11yl

Dans cette inégalité, I'égalité a lieu si, et seulement si, x et y sont liés avec

<x|ly >e Ry
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Orthogonalité

2% année

Le corps de base est K =R ou C.

1. Vecteurs orthogonaux

1.1 Définitions

Deux vecteurs x et y sont orthogonaux si < x|y >=0; onnote x_Ly.

Une famille de vecteurs (x;);c; est orthogonale si ses vecteurs sont deux a deux
orthogonaux.

Une famille de vecteurs (x;);c; est orthonormale si elle est orthogonale et si les
vecteurs sont tous unitaires.

1.2 Propriété

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

1.3 Théoréme de Pythagore

Si (x;);es est une famille orthogonale finie, on a :

I ] =3 .

iel iel
@ Attention, si K = R, on a I'équivalence :
xly < lx+yI> = lxI>+ IyI?,
mais si K = C, on a seulement :
xly = llx+yI? = lxI*+lIyl>.

La réciproque est fausse car 1'égalité entraine seulement :
Re < x|y >=0.
2. Sous-espaces vectoriels orthogonaux

2.1 Définitions

Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace préhilbertien E.
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On dit que F et G sont orthogonaux, et on note F LG, quand :

VxeF VyeG <x|y>=0.

= Dans R3, on définit ainsi 1'orthogonalité d'une droite et d'un plan,
mais deux plans ne peuvent pas étre orthogonaux.

L'orthogonal de F est le sous-espace vectoriel défini par :

Fl={xeE;VyeF <ux|y>=0}.

2.2 Propriétés

Et={0} ; {0})! =E ; FIG < FCcG!' < GcF*
@ Attention, F LG n'entraine pas G = F*.
FCG=G*CcF'; Fc(FY) ; FnFt={0

@ Attention, en général E = F @ F* et F + (FL)L.

3. Supplémentaire orthogonal

3.1 Définition

Dans un espace préhilbertien E, deux sous-espaces vectoriels F' et G sont dits
supplémentaires orthogonaux quand :

E=F&®G et FI1G.
3.2 Propriété
Si F et G sont supplémentaires orthogonaux, on a F = G+, G = F+, dou
(FH)y' = F.
3.3 Projecteur orthogonal

p € L(E) est un projecteur orthogonal quand p?> = p et Im p L Ker p.

Im p et Ker p sont alors supplémentaires orthogonaux.
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4, Orthogonalité en dimension finie

4.1 Méthode d'orthogonalisation de Schmidt

Soit (xy,...,x,) une famille libre de E ; il existe une famille libre orthogonale
(¥15- - -,yn) telle que Vect(xy,...,x,) = Vect(y1,...,¥n)-

Dans la méthode de Schmidt, elle se construit par récurrence en posant :

< yilxx >

k—1
Y = X puis  yx = xx — Z ANy avec N\ =
P < yilyi >

@ Si K = C, faites attention a 1'ordre des produits scalaires dans A;.

4.2 Corollaire

Tout espace préhilbertien E de dimension finie n admet une base orthonormale.

4.3 Intérét d'une base orthonormale

Soit E muni d'une base orthonormale (eq,...,e,).

n
Six:E X;je, ona x5 =<e|lx>.
i=1

@ Attention a l'ordre du produit scalaire si K = C.

X et Y étant les matrices colonnes des coordonnées de x et de y, on a:

n
<xly>="XY ; |xll = V'XX ; d(e,y) = [ > i =yl
i=1

4.4 Théoréeme

Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien E de dimension finie n ;
alors E=F@F* .
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5. Casd'un sous-espace F de dimension finie dans un
espace E de dimension infinie

5.1 Théoréme
E=F@F*

On peut donc définir le projecteur orthogonal pr sur F.

Si (ey,...,ep) est une base orthonormale de F, on a:
P
Vx € E pF(x)=Z<e,~|x>e,~.
i=1
5.2 Définition

On appelle distance d'un élément x de E au sous-espace de dimension finie F le
nombre :

d(x.F) = inflx —z]|.

5.3 Théoréme

d(x,F) est un minimum atteint en un point, et un seul, z = pr(x),etlona:

Ix1* = Il pr@)II* 4+ d(x,F)?.

@ Attention, il est important que F soit de dimension finie.

5.4 Inégalité de Bessel

Si (ey,...,ep) est une base orthonormale de F, on a:

P
VieE ) | <elv > <l
j=1

210



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Espaces vectoriels
euclidiens

2% année

1. Définition et premiéres propriétés

1.1 Définition

Un espace vectoriel euclidien E est un espace préhilbertien réel de dimension
finie n.

1.2 Propriétés

Il existe une base orthonormale B = (ey,. . .,e,) de E et, dans une telle base, pour
toutx e Eetye E,ona:

x = <eilx>e ; <x|ly>="XY ; |x| = Zx..

n

i=1

Si F est un sous-espace vectoriel de E,ona E = F @ F*.

On peut définir le projecteur orthogonal pr sur F et (F L)L =F.

2. Isomorphisme avec le dual
Toute forme linéaire f sur un espace euclidien E s'écrit de facon unique sous la
forme f(x) =< a|x > ou a est un vecteur de E.

Onadonc H = (Ra)L. H est un hyperplan si f # 0, soit a # 0.

3. Orientation

3.1 Orientationde E

Une base orthonormale By étant choisie, on dit que B est une base directe si
detz, B > O et indirecte si detg, B < 0.

3.2 Orientation d'un hyperplan

Un hyperplan est orienté par le choix d'un vecteur normal 77 .

7
Une base B de H est dite directe si, et seulement si, (B, 7) est une base directe
de E.
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1. Définitions et caractérisations

212

1.1 Définition

Dans un espace vectoriel euclidien E, un endomorphisme f est dit orthogonal s'il
conserve le produit scalaire, soit

Vx € E VyeE < fNfQ) >=<x|y > ).

On dit aussi que f est une isométrie vectorielle.

% En fait, la condition (1) entraine f € L(E).

1.2 Conditions équivalentes
f € L(E) est orthogonal si, et seulement si, il vérifie I'une des conditions suivantes :
(2) fconserve la norme, soit

Vx e E Il =lxll
(3) il existe une base orthonormale B telle que f(B) soit une base orthonor-
male ;

(4) pour toute base orthonormale B, f(3) est une base orthonormale.

1.3 Corollaire

Un endomorphisme orthogonal f appartient a GL(E). Il est appelé automorphisme
orthogonal de E.

Ses seules valeurs propres réelles possibles sont 1 et —1.

1.4 Exemples

Les symétries orthogonales et les réflexions sont des automorphismes orthogo-
naux.

Mais une projection orthogonale distincte de l'identité n'en est pas un; si
x € Kerp avecx # 0,ona |[p(x)| < |lx]|.

1.5 Groupe orthogonal

L'ensemble des automorphismes orthogonaux de E est noté O(E) et appelé
groupe orthogonal de E. C'est un sous-groupe de GL(E).
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Endomorphismes orthogonaux

2. Matrices orthogonales

2.1 Définition

Une matrice carrée A est dite orthogonale si c'est la matrice de passage d'une base
orthonormale B & une base orthonormale 5'.

L'ensemble des matrices orthogonales d'ordre n est le groupe orthogonal d'ordre
n ; il est noté O(n).
2.2 Conditions équivalentes

Une matrice carrée est orthogonale si, et seulement si, ses vecteurs colonnes véri-
fient :

Vi VJ < C,'|Cj >= 5,"]'.
Une matrice carrée d'ordre n est orthogonale si, et seulement si :

"AA=1, & "A=A"",

2.3 Lien avec les endomorphismes

Soit B une base orthonormale d'un espace euclidien E et A la matrice de
f e L(E)dans B.On a:

AeOm) < feO(E).

Le groupe O(n) pour le produit de matrices est isomorphe au groupe O(E) pour
la composition des applications.
2.4 Déterminant d'une matrice orthogonale

Si A est une matrice orthogonale, on adet A = 1.

@ Attention, la condition est nécessaire mais non suffisante.

2.5 Groupe spécial orthogonal

On appelle groupe spécial orthogonal SO (E), ou groupe des rotations de E, le
sous-groupe de O(E) formé des automorphismes orthogonaux de déterminant
égala 1.

De méme pour les matrices : SO (n) = {A € O(n) ;det A = 1}.
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3. Casdeladimension 2

3.1 Rotations

La rotation d'angle € appartient a SO(E).
Dans toute base B orthonormale directe, sa matrice s'écrit :

cosf —sinf
sin 6 cos 0
OnadetA=1 e trA=2cosf.

3.2 Réflexions

La matrice de la réflexion d'axe A dans une base B est de la forme :
cosf sinf
sinf —cos 6
mais elle dépend de 5. Dans une base adaptée, elle s'écrit :
1 0
0 -1

A est 'ensemble des vecteurs invariants. On adet B = —1 ettr B = 0.

4, Casdeladimension3

Le classement se fait suivant la dimension de V = Ker (f — Idg), espace vecto-
riel des vecteurs invariants par f.

4.1 Casdim V =3
On a alors f = Idg.

4.2 Casdim V =2

fest alors la réflexion par rapport a V. Dans une base adaptée, sa matrice est :

1 0 O
0 1 0
0 0 -1

43 Casdim V =1

f est alors une rotation d'axe V. Si on oriente 1'axe et si on note son angle 6, sa
matrice dans une base adaptée directe, est :
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cosf —sinf O

sinf cosf O
0 0 1

Etude pratique d'une rotation

Si r est la rotation d'axe dirigé par un vecteur unitaire 7 et d'angle 6, on a :
HX)= (7. T)7W +cos[X —(W.X)7 | +sin07W AT .

Réciproquement, soit f un automorphisme orthogonal dont 1'ensemble des vec-
teurs invariants est une droite de vecteur directeur unitaire 7 .

C'est une rotation dont l'angle 6 vérifie trA =1+ 2cos§.
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2% année

1. Adjoint d'un endomorphisme

1.1 Définition

Soit f € L(E) ; I'adjoint de f est I'unique élément f* € L(E) tel que
VxeE VyeE < fX)|y >=<x|f*y) >

1.2 Propriétés

e L'application ¢ : f + f* est un endomorphisme involutif de L(E), c'est-a-
dire que 1'on a toujours :

*

(f+e=f+g + (\) =" 1 (F)=f
¢ Si B est une base orthonormale de E, on a :
A=matsf = 'A=matgf".
Henrésulte (fog) =g" o f*
Si fest inversible, alors f* est inversible et ( f *)_l = (1"
* Endomorphismes orthogonaux

feOE)  fr=f"

* Noyaux et images
Kerf* = (Imf)L ; Imf* = (Kerf)L ;org(ff) =rgf
f(F)CF < f*FYcF*

2. Endomorphismes symétriques

2.1 Définition
f € L(E) est symétrique, ou autoadjoint, si f = f*, c'est-a-dire :

VxeE VyekFE < f)]y >=<x|f(y) >
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Endomorphismes symétriques

@ Attention a ne pas confondre endomorphisme symétrique et symé-
trie.

On note S(E) l'ensemble des endomorphismes symétriques de E.

2.2 Propriétés
* Si A est la matrice de f dans une base orthonormale 5, on a
f symétrique <= A = A.
* S(E) est un sous-espace vectoriel de L(FE), mais pas une sous-algebre car, si
A et B sont symétriques, AB est symétrique si, et seulement si, AB = BA.
* p projecteur orthogonal <= p> = p et p* = p.

* s symétrie orthogonale <= s = s~ = g*.

2.3 Diagonalisation des endomorphismes symétriques
Soit f un endomorphisme symétrique de E.

* Le polyndme caractéristique de f est scindé sur R.

* fest diagonalisable dans une base orthonormale.

* E est somme directe orthogonale des sous-espaces propres de f.

* Corollaire

Si A est une matrice carrée symétrique, il existe une matrice diagonale D et une
matrice orthogonale P telles que :

A=PDP'=pD'P.

% Le calcul de P! est immédiat puisque P~! ='P.

2.4 Forme quadratique et valeurs propres
Soit A une matrice symétrique réelle et g la forme quadratique associée.
q est positive <= les valeurs propres de A sont > 0 ;

q est définie positive <= les valeurs propres de A sont > 0.
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Espaces affines

1'¢ année

1. Définitions

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n. On construit un espace affine
(ensemble de points) V de direction E en se donnant une application :

VXxE — \%
M,x) +— M+x

telle que :
VYAeV Y(x,y) € E? A+(x+y)=A+x)+y

VA € V, l'application x — A + x est une bijection de E sur V.

SiA+x = B,onnote x = ﬁ
Une origine O étant fixée dans V, 1'application de A dans E :
—
M- OM

est une bijection.

Le choix d'une origine permet donc d'identifier espace affine et espace vectoriel.
Les éléments de E seront alors indifféremment appelés vecteurs ou points.

2. Sous-espaces affines

2.1 Définitions

A étant un point de E et F un sous-espace vectoriel de E, I'ensemble
W=A4+F={A+x;x € F}

est un sous-espace affine de E.

W est de direction F et de dimension dim F.

2.2 Parallélisme

Soit deux sous-espaces affines W = A+ Fet W = A"+ F'.
On dit que W est paralleéle a W' si F est un sous-espace vectoriel de F”.

On dit W et W’ sont paralleles entre eux si F = F.
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2.3 Intersection

Deux sous-espaces affines W = A + F et W' = A’ + F’ ont une intersection non

vide si, et seulement si, AA" € F + F'.

Leur intersection est alors un sous-espace affine de direction F' N F’.

— Deux sous-espaces affines peuvent avoir une intersection vide sans
étre paralleles. Pensez a deux droites dans I'espace.
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1. Applications affines

1.1 Définitions
Soit V et V' deux espaces affines dont les directions respectives sont les espaces
vectoriels réels E et E'.
Une application f de V dans V' est dite affine s'il existe un point A de V et une
application linéaire ¢ € L(E,E’) tels que :

Vxe B f(A+x)=f(A)+ek).

@ est l'application linéaire associée a f.
On peut aussi écrire :
VM eV  o(AM) = f(A)[(B).
Sif(A) = A, on peut alors identifier ¢ et f.
Si ¢ est un isomorphisme, on dit que f est un isomorphisme affine.

Si E = E’ et si o est un automorphisme, on dit que f est une transformation affine.

1.2 Propriétés
* Une application affine conserve l'alignement et le parallélisme.

* La composée de deux applications affines f et g est une application affine dont
I'application linéaire associée est la composée des applications linéaires asso-
ciéesafetg.

* Les transformations affines de V forment un groupe pour la loi o. C'est le groupe
affine GA(V'). L'application :

GA(V) —> GL(E)
f - ®

est un morphisme surjectif de groupes.
1.3 Applications affines particuliéres

¢ Translations

Soitu € E. La translation ¢, est l'application affine qui, a M € V, associe M’ € V

—
tel que MM’ = u.
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Son application linéaire associée est l'identité de E.

L'ensemble des translations de V est un sous-groupe de GA(V).

* Homothéties

Soit A € Vetk € R\ {0,1}. L'homothétie #(A,k) de centre A et de rapport k est

l'application affine qui, 2 M € V, associe M’ € V tel que AM' = kAM .

Son application linéaire associée est kldg.

La composée de deux homothéties (A ,k) et h(A',k') est :

—si kk’ # 1, une homothétie de rapport kk’, dont le centre est aligné avec A et
A/ .

—si kk’ = 1, une translation.

L'ensemble des homothéties et translations de V est un sous-groupe de GA(V).

* Projections

Une projection est une application affine p telle que p o p = p.
Son application linéaire associée est un projecteur de E.

L'ensemble des points invariants de p est égal a p(A). C'est un sous-espace affine
de direction Im ¥. Le noyau Ker ¥ est un supplémentaire de Im ¥.

On dit que p est la projection sur p(A), parallelement a Ker .
* Symétries
Une symétrie est une application affine s telle que s o s = Idy4.
Son application linéaire associée est une symétrie de E.
1
p= E(IdA + 5) est une projection.
L'ensemble des points invariants de s est égal a p(A).
On dit que s est la symétrie par rapport a p(A), parallelement a Ker ¥.
o Affinités

Soit k € R et p une projection de A. On appelle affinité de rapport k, de base
p(A) et de direction Ker ¥, 1'application affine :

M M =kM+ (1 —kpM).
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2. Repeéres cartésiens

2.1 Définitions

Un repere cartésien R de V est un couple (O,B) ou O est un point de V appelé
origine et 3 une base de E.
. —_—
Les coordonnées de M € V dans R sont les composantes de O M dans B.
Si B est la base canonique de R”, R est le repére canonique de R”.
On écrit souvent les coordonnées de M sous forme d'une matrice-colonne X.

Un repere cartésien d'un sous-espace affine W est formé par un point de W et une
base de la direction de W.

2.2 Changement de repére

Soit (O',B") un nouveau repére de V ; notons P la matrice de passage de B a B’
et O la matrice-colonne des coordonnées de O’ dans R.

Soit M un point dont les coordonnées sont X dans le repére R et X’ dans le repére
R'.Ona:

X=PX' +0Q

C'est la traduction matricielle de OM = O'M + 0O’.

2.3 Représentation d'une application affine
Soit (0,B) un repere affine de E, (O’,8") un repére affine de E’ et f une appli-
cation affine de E dans E’.

Notons X les coordonnées de M dans E et X' les coordonnées de f (M) dans E’.
Elles sont reliées par une égalité matricielle du type :

X'=AX+ B.
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Barycentres | 74\,

1" année

1. Définition

Soit Ay,...,A, des points de E et af,...,q, des réels avec Za,- #+0.

i=1
Le barycentre du systeme des points pondérés {(A;,a;); 1 < i < n} est l'unique
point G tel que :

. —> —
On a alors, pour tout point P : Z a; PA; = ( a,-)PG .
@ En choisissant P = O, on peut ainsi calculer les coordonnées de G.

Si les coefficients «; sont tous égaux, G s'appelle l'isobarycentre des points A;.

2. Propriétés

* Le barycentre d'un systeme de points pondérés n'est pas modifié si 1'on multi-
plie tous les coefficients par un méme nombre non nul.

* Le barycentre d'un ensemble de points pondérés est inchangé si 1'on remplace
un sous-ensemble par son barycentre partiel (s'il existe) affecté de la somme des
coefficients des points remplacés.

* Si les n points appartiennent 2 un méme sous-espace affine, leur barycentre est
aussi dans ce sous-espace.

* L'image d'un barycentre par une application affine est le barycentre des images,
affectées des mémes coefficients.
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3. Parties convexes

3.1 Segment

M et N étant des points distincts de E, le segment d'extrémités M et N est l'en-
semble des barycentres a coefficients positifs de M et N, soit :

[MN]={AM+ (1 - XN ;Xe[0,1]}.

3.2 Partie convexe

Une partie A de E est convexe si, pour tout (M,N) € A2 le segment [M N] est
inclus dans A.

L'intersection de deux parties convexes, l'image d'une partie convexe par une
application affine, sont des parties convexes.
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Calcul vectoriel [ 7/1

1'¢ année

1.  Produit scalaire
1.1 Définition
La définition générale d'un produit scalaire figure dans la fiche 63.

On peut définir le produit scalaire de deux vecteurs i et v par,

e si I'un des vecteurs est nul :

—

W v =0:
* si les vecteurs non nuls définissent un angle 6 :

WU =TTV cosb.

1.2 Expression analytique

Si (i, j,k) est une base orthonormale et si W =xi +yj +zk et

v =x7 + y/? + z’? , alors :

WV =xx' +yy +z27.

2. Produit vectoriel

2.1 Orientation de I'espace

Un repere ( O,m,ﬁ,O_C)’) étant donné, considérons un observateur ayant les
pieds en O, la téte en C et regardant dans la direction de A. Le repere est dit

« direct si 1'observateur a le point B a sa gauche,

¢ indirect si I'observateur a le point B a sa droite.

% La définition plus théorique de I'orientation figure dans la fiche 65.

2.2 Définition

Le produit vectoriel de deux vecteurs @ et U est le vecteur w tel que :
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.. -
e si et U sont colinéaires, W = 0

s

. —>
U
. —
°si U

| Wl =17 |7 || sin (@, 7) etlerepere (0, %,V , W) est direct.

LR — s > N
et U ne sont pas colinéaires, W est orthogonal 2 % eta v, de norme

Onlenote W = W AV .

2.3 Propriétés
Le produit vectoriel est

* antisymétrique, car on a toujours :
— —
UAT ==V AU
* bilinéaire, car on a toujours :

(MHABIVAT =MATABAT 3 QAT =NUT AT)

2.4 Expression analytique

i dire - ;
Soit (i, j, k) est une base orthonormale directe de I'espace. Si l'on a
L =xi —I—y? YK etV =x1 —I—y’? +z’7,alors:

— — -
WAV =7 —2y) i +@x' —x2) [ + @y —yx)k

2.5 Double produit vectoriel
TATAD) =@V — (0.

2.6 Application

1, — —
E}|AB/\AC||.

L'aire d'un triangle ABC est égale a
3. Produit mixte
3.1 Définition

Le produit mixte de trois vecteurs 7,?,? de I'espace est le réel :

(W, T, W)=V AW)
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3.2 Propriétés

Le produit mixte est

* multilinéaire, c'est-a-dire linéaire par rapport a chacun des vecteurs,
e alterné, c'est-a-dire qu'il est nul si deux des vecteurs sont égaux.

Il en résulte que le produit mixte de trois vecteurs est changé de signe quand on
permute deux des vecteurs, et inchangé quand on effectue une permutation circu-
laire des trois vecteurs.

3.3 Expression analytique dans une base orthonormale directe

C'est le déterminant des coordonnées des vecteurs :

"

x x x
T W)=y y ¥
Z Z/ Z//

—x|” =]t N2

7z b4 y oy

3.4 Applications
Le volume du parallélépipede d'arétes OA, OB et OC est égal a

—_— —> —
|(0A,0B,00)]|.

Trois vecteurs sont coplanaires si, et seulement si, leur produit mixte est nul.
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1. Distances et angles

1.1 Distance d'un point a une droite ou a un plan

On munit le plan, ou l'espace, euclidien d'un repere orthonormal qui définit
I'orientation.

* Dans le plan

Soit D la droite d'équation :  ax + by +c = 0.

Le vecteur 77 (a,b) est normal a D.
laxo + byo + |
/a2 + b2

La distance de My(xo,yo) a D est: d(My,D) =
e Dans I'espace

Soit P le plan d'équation :  ax +by +cz+d =0.

Le vecteur W(a,b,c) est normal a P. La distance de My(xg,yo,z0) a P est :
laxo + byo + czo + d|

Ja? +b? 4 c?

La distance de M, a la droite D passant par A et de vecteur directeur U est:

d(My,P) =

IMA AT

d(My,D) = —
|l

1.2 Distance entre deux droites
¢ Perpendiculaire commune

Soit D, (Al,fl)) et Dy (Aj, u_z)) deux droites non paralleles définies par un point
et un vecteur directeur.

La perpendiculaire commune a D; et D, est l'unique droite A qui rencontre D et
D, et qui est orthogonale a D et D;.
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Elle est définie par :

_—
det (A\M,u7,u

A
MeA N
:det (oM 5,07 A u3) =

¢ Distance entre deux droites

L
d(Dy,D;) = |det(A1A2,u1,u2)}_

1.3 Angles
* Angle orienté de deux demi-droites du plan

Soit D; et D, deux demi-droites de vecteurs directeurs respectifs u_l) et 72) La

mesure de leur angle orienté est celle de I'angle de vecteurs (U7, 43).
¢ Angle de deux droites de 1'espace

Soit D; et D, deux droites de vecteurs directeurs respectifs Fl) et Z La mesure

T ui - us
de leur angle est le réel 6 € [0, —] tel que cos 6 = %
2 It Iz |l

* Angle de deux plans de l'espace

. . —> —>
Soit Py et P, deux plans de vecteurs normaux respectifs nj et n; . La mesure de

p n -
leur angle est le réel 6 € [0, =] tel que cos § = —_; _2> :
2 177 11173 |

e Angle d'une droite et d'un plan de 1'espace

Soit D une droite de vecteur directeur %7 et P un plan de vecteur normal .

—
La mesure de leur angle est le réel 6 € [0, g] tel que sin § = %
I A

2. Cercles et sphéres

2.1 Dansleplan

. Equation cartésienne d'un cercle
Le cercle de centre 2(a,b) et de rayon R a pour équation :

(x—a)+(-b*=R"

ométrie
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¢ Cercle de diametre [AB]

C'est I'ensemble des points M tels que MA-MB=0.

 Intersection d'un cercle et d'une droite

Soit C le cercle de centre 2 et de rayon R, et D une droite.

—Sid (2,D) < R, alors C et D ont deux points d'intersection. Ils sont sécants.
—Sid (2,D) = R, alors C et D ont un point d'intersection. Ils sont tangents.

—Sid(2,D) > R, alors C et D n'ont aucun point d'intersection. Ils sont exté-
rieurs.

2.2 Dansl'espace

« Equation cartésienne d'une spheére
La sphere de centre Q2(a,b,c) et de rayon R a pour équation :
x—a)’+(y—b)>+(z—c)* =R
e Sphere de diametre [AB]
—

C'est I'ensemble des points M tels que MA-MB =0.

 Intersection d'une sphere et d'un plan
Soit S la sphere de centre 2 et de rayon R, et P un plan.
- Sid (R2,P) < R, alors l'intersection de S et de P est un cercle.

— On se donne un cercle dans I'espace comme intersection d'une sphe-
re et d'un plan.

—Sid (2,P) = R, alors S et P ont un point d'intersection. Ils sont tangents.
—Sid (2,P) > R, alors S et P n'ont aucun point commun.

232



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Isométries du plan | 7/=

et de l'espace
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1. Définitions
1.1 Isométries

Une isométrie du plan (ou de I'espace) affine est une transformation affine qui
conserve les distances.

Une application affine f est une isométrie si, et seulement si, 'application linéaire
associée ¢ est un endomorphisme orthogonal.

L'ensemble des isométries est un sous-groupe du groupe affine du plan (ou de
I'espace).

1.2 Déplacements, antidéplacements

Sidet ¢ = 1, on dit que f'est un déplacement. Les angles orientés sont conserveés.

Si det ¢ = —1, on dit que f est un antidéplacement. Les angles orientés sont
changés de signe.

L'ensemble des déplacements est un sous-groupe du groupe des isométries.
2. Rotation

f est une rotation affine si, et seulement si, ¢ est une rotation vectorielle.

3. Réflexions
3.1 Définition

f est une réflexion par rapport a un hyperplan affine H si, et seulement si, ¢ est
une réflexion vectorielle, et si f possede un point invariant.

H est I'ensemble des points invariants par f.
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3.2 Théoréeme

Etant donnés deux points distincts A et B du plan ou de l'espace, il existe une
réflexion, et une seule, échangeant A et B.

3.3 Composée de deux réflexions dans le plan

La composée de deux réflexions par rapport aux droites D; et D, est :
e une translation si D; et D, sont paralleles,
e une rotation de centre 2 si D, et D, sont sécantes en 2.

Réciproquement, toute translation, et toute rotation, peut se décomposer en pro-
duit de deux réflexions.

3.4 Composée de deux réflexions dans l'espace

La composée de deux réflexions par rapport aux plans P; et P, est :
e une translation si P; et P, sont paralleles,
e une rotation d'axe A si Py NP, = A.

Réciproquement, toute translation, et toute rotation, peut se décomposer en pro-
duit de deux réflexions.

4. Déplacements du plan

Tout déplacement du plan est :
* s0it une translation (pas de point invariant),

* soit une rotation de centre 2 (€2 est le seul point invariant).

5. Antidéplacements du plan

Tout antidéplacement du plan est :
* soit une réflexion d'axe D (les points invariants forment une droite D),

* soit la composée commutative d'une réflexion d'axe D et d'une translation de
vecteur non nul appartenant a la direction de D.

. ’ . . —
Si I'on compose une réflexion sp et une translation 7, sans que
U

appartienne a la direction de D, il ne s'agit pas de la forme réduite et
la composition n'est pas commutative.



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Isométries du plan et de I'espace

6. Déplacements de I'espace

6.1 Vissage

On appelle vissage la composée d'une rotation r et d'une translation 7.

Tout vissage s'écrit, de fagon unique, sous la forme réduite :
rpofp =t or
ou r; est une rotation d'axe A et de méme angle que r et #; une translation de

vecteur appartenant a la direction de A.

jz*f 11 faut étre dans la forme réduite pour pouvoir permuter r; et ¢.

6.2 Théoreme

Tout déplacement de I'espace est, soit une translation, soit une rotation, soit un
vissage.

éométrie

G

235



7/ ¥ Similitudes directes

du plan

1" année

236

1. Définition

Soit k > 0. Une similitude plane directe s de rapport k est une transformation
affine du plan qui multiplie les distances par k et qui conserve les angles orien-
tés.

2. Décomposition

Une application du plan dans lui-méme est une similitude plane directe de rap-
port k si, et seulement si, elle est la composée d'un déplacement et d'une homo-
thétie de rapport k.

E? Cette décomposition n'est pas unique.

3. Forme réduite

Soit s une similitude plane directe.

* Si s posseéde au moins deux points invariants, c'est 1identité du plan.

* Si s n'a aucun point invariant, c'est une translation de vecteur non nul.

* Si s aun seul point invariant €2, alors s s'écrit de fagon unique, sous la forme :

s=roh=hor
ou & est I'homothétie de centre 2 et de rapport k et r la rotation de centre 2 et
d'angle 6.

Q est le centre de la similitude, 6 1'angle de la similitude, k le rapport de la simi-
litude.

4, Structure algébrique

L'ensemble des similitudes planes directes est un sous-groupe du groupe affine du
plan.
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5. Détermination d'une similitude plane directe

Etant donnés des points A,B,A’, B’ tels que AB # 0 et A’B’ # 0, il existe une
similitude directe s, et une seule, transformant A en A’ et B en B’.

. /' 1/ -3 . —)/
*Si A'B’ = AB, alors s est la translation de vecteur AA".

* Si A'B’ et AB sont colinéaires et distincts, s est une homothétie dont le centre
Q est a l'intersection de (AA’) et de (BB').

*Si A’B’ et AB ne sont pas colinéaires, notons / l'intersection de (AA’) et de
(BB’). Le centre 2 de la similitude s est a I'intersection des cercles (AA'I) et
(BB'I).

6. Utilisation des nombres complexes

* Théoreme

Une application f du plan dans lui-méme est une similitude directe si, et seule-
ment si, il existe deux nombres complexes a et b, avec a # 0, tels que tout point
M d'affixe z ait pour image M’ = f(M) d'affixe :

7 =az+b
¢ Forme réduite

b
*Sia=1ethb=>b;+ib,, alors fest la translation de vecteur w <b1) .
2

*Si a # 1, fest la similitude de rapport k = |a|, d'angle § = arg a et de centre

Q d'affixe
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1. Définition par foyer et directrice

Soit F un point du plan affine euclidien, D une droite ne passant pas par F, e un
réel strictement positif.

L'ensemble des points M tels que = ¢ est la conique de foyer F, de

MF
d(M,D)
directrice D et d'excentricité e.

C'est une ellipse si e < 1, une parabole si e = 1, une hyperbole si e > 1.

La perpendiculaire a D passant par F est I'axe focal de la conique.

2. Parabole

La parabole P et son axe focal ont un point commun unique, le sommet S.

Dans le repere orthonormal d'origine S et Y
admettant I'axe focal comme axe des abscis-
ses, I'équation de P est :

A

y2 =2px

=Y

ol p est le parametre de la parabole. SN F

F a pour coordonnées (g,O) ; D a pour P

p . 4
équation x = -3 D
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3. Ellipse

3.1 Equation réduite

L'ellipse £ et son axe focal ont deux points
communs, A et A’, sommets de 1'axe focal.

Le milieu O de [AA’] est le centre de £.

La médiatrice de [AA’] est I'axe non focal. Elle
coupe l'ellipse en B et B’, sommets de I'axe non B’
focal.

il
;

Si F’ et D’ sont les symétriques de F et D par b p

rapport a O, l'ellipse de foyer F’, de directrice D’ et d'excentricité e est la méme
ellipse.

On pose AA" =2a et BB’ =2b. Dans le repere orthonormal d'origine O et
admettant I'axe focal comme axe des abscisses et 1'axe non focal comme axe des
ordonnées, 1'équation de & est :

2
c _ a

En posant ¢ = +/a*> —b?>,ona FF' =2c, e = — et D a pour équation x = —-
a c

3.2 Représentation paramétrique

{x:acos& 0 e [0.27]

y=bsinf
3.3 Définition bifocale

Soit F et F’ deux points distincts du plan et a un réel tel que FF’ < 2a.

L'ensemble des points M du plan tels que MF + M F’ = 2a est une ellipse de
foyers F et F'.

— C'est avec ce point de vue qu'un jardinier dessine une ellipse pour
réaliser une composition florale.
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4. Hyperbole

4.1 Equation réduite

L'hyperbole H et son axe focal ont deux

points communs, les sommets A et A’ B‘ 3

Le milieu O de [AA’] est le centre de H. A Uy B ~
La médiatrice de [AA’] est I'axe non focal. 1 4 B x
ne rencontre pas 'hyperbole. ]

Si F’ et D’ sont les symétriques de F et D par > - M

rapport a O, I'hyperbole de foyer F’, de direc-
trice D’ et d'excentricité e est la méme hyperbole.

On pose AA" =2a, FF' =2c et b2 =c* — a2 Dans le repere orthonormal
d'origine O et admettant I'axe focal comme axe des abscisses et 'axe non focal
comme axe des ordonnées, 1'équation de H est :

c . . a
Onae = —etD apour équation x = —-
a c

4.2 Equation des asymptotes

4.3 Représentation paramétrique

{x:achH 0eR

y=>bsh@
4.4 Définition bifocale

Soit F et F’ deux points distincts du plan et a un réel tel que 0 < 2a < FF'.

L'ensemble des points M du plan tels que [M F — M F'| = 2a est une hyperbole
de foyers F et F'.
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1. Généralités

.7 . . . . . £
Soit F' une fonction vectorielle de classe C* (k aussi grand que nécessaire) défi-

nie sur une partie non vide D de R et 4 valeurs dans R? ou R, L'ensemble I" des
points M tels que

—— =
F

OM=TF@) teD

est une courbe paramétrée.

Si D est un intervalle, il s'agit d'un arc de courbe.

On dit que F (¢) est une représentation paramétrique de I', ou encore que I" a
pour équations paramétriques :

x=x(); y=y@) teD.

jE"T Une méme courbe I' (ensemble de points) a plusieurs paramétrages.

2. Représentation propre

Pour construire I', on détermine d'abord un domaine de représentation propre,
c'est-a-dire une partie D; de D telle que la courbe géométrique I' soit entierement
décrite, et une seule fois, lorsque ¢ décrit D;.

— Cette étape apparait lorsque x et y sont périodiques avec une pério-
g de commune, ou lorsqu'elles sont toutes les deux paires.

3. Domaine d'étude

Si x et y sont deux fonctions impaires, I est symétrique par rapport au point O
et il suffit de faire I'étude sur D; N R

Si x est paire et y impaire, I" est symétrique par rapport a la droite x’x et il suffit
de faire I'étude sur D; NR,.
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Si x est impaire et y paire, I' est symétrique par rapport a la droite y'y et il suf-
fit de faire 1'étude sur D NR,.

— D'autres invariances de I' peuvent étre utilisées, par exemple une
invariance par translation.

4, Etude locale

Soit p le plus petit entier tel que TV)(P) () # 6> et g (p < q) l'ordre de la pre-

miere dérivée telle que ( F P (1), F @ (to)) forme une base du plan vectoriel.

77)(1’) (to) est un vecteur directeur de la tangente en M (tp) a .

Sip # 1, le point M (ty) est stationnaire (ou singulier). Si p = 1, c'est un point
régulier. Sip = 1 et ¢ = 2, c'est un point birégulier.

Si p impair et g pair, M (#y) est un point ordinaire (cf. fig. 1).

Si p impair et g impair, M (tp) est un point d'inflexion (cf. fig. 2).

Si p pair et g impair, M () est un point de rebroussement de premicre espece
(cf. fig. 3).

Si p pair et g pair, M(tp) est un point de rebroussement de deuxieéme espece

(cf. fig.- 4).

—

(@)
Félo)
r = F®
______ Fu) fa
My
Figure 1
F @ F
szo) F(vlo)
r r
212 F®
______ Félo) —— F(‘lo)
My My
Figure 3 Figure 4
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5. Branches infinies

La courbe I' présente une branche infinie pour ¢ tendant vers 7y (fy fini ou non) si
au moins une des coordonnées x(¢) et y(¢) de M tend vers l'infini lorsque ¢ tend
Vers fo.

Six(t) - xo € R et y(t) - 00, alors la droite x = xq est asymptote a I".
Six(t) = oo et y(t) — yp € R, alors la droite y = yp est asymptote a I'.
t
Si x(t) — 00 et y(t) — 00, on cherche la limite éventuelle de % lorsque ¢
X

tend vers fy.

t
e Si thntl % =0, I'" présente une branche parabolique de direction x'x.
—l X
t
e Si liIItl % = +00, I" présente une branche parabolique de direction y'y.
1=ty X
o y(@) o o
¢ Si lim —— = q, limite finie non nulle, on étudie y(¢) — ax(z).
1—10 x(t)

—Si lim[y(#) —ax(t)] = oo, I' présente une branche parabolique de coef-
t—1ty

ficient directeur a.
—Si lim[y(¢) —ax(¢t)] = b, la droite y = ax + b est asymptote a I" et la
t—to
position de la courbe par rapport a I'asymptote est donnée par le signe de
y() —ax(t) —b.

6. Points multiples

A est un point multiple de I" s'il existe au moins deux valeurs #; # f, de D; tel-
les que M (t;) = M(t;) = A. On le détermine en résolvant :

x(t) =x() ;5 yt) =yt) 5 1 # to.
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1. Représentation polaire

Soit (0,??,?2)) un repere orthonormal du plan. A tout point M, distinct de O,
>
on peut associer des coordonnées polaires (p,0) telles que OM = p7 .

(0.7, V") est le repére polaire orthormal 1ié a M et défini par :

@) =0 ; (7,?>=§-

— Il n'y a pas unicité des coordonnées polaires d'un point. Si k € Z,
alors (p,0 + 2k7) et (—p,0 + 7 + 2km) reperent le méme point M.

Le point O est repéré par p = 0 et 6 quelconque.

Une courbe en coordonnées polaires est 1'ensemble des points M du plan dont les
coordonnées polaires sont liées par une relation du type p = f(0) ou f est une
fonction de R dans R dérivable autant de fois qu'il sera nécessaire.

2. Domaine d'étude

Soit I" la courbe d'équation polaire p = f(0) et D I'ensemble de définition de f.

On détermine d'abord un domaine de représentation propre, c'est-a-dire une par-
tie Dy de D telle que la courbe géométrique I' soit entierement décrite, une fois
et une seule, lorsque 6 décrit D;.

Si f est paire, I' est symétrique par rapport a la droite x’x et il suffit de faire
I'étude sur D} NR,.

Si f est impaire, I' est symétrique par rapport a la droite y'y et il suffit de faire
I'étude sur D} NR,.

3. Tangente en un point

En M(0) + O, T admet une tangente dirigée par le vecteur
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T =g O +p0)7 .

En M(6y) = O, I admet une tangente d'angle polaire 6.

4, Points d'inflexion

Les points d'inflexion de " correspondent aux valeurs de 6 pour lesquelles 1'une
des deux expressions suivantes s'annule en changeant de signe, avec p # 0 :

2 12 " 1 1\
PP +2p7 = pp" s —+(—) :
po\p

5. Branches infinies

* Si § — +00, la courbe I' présente une spirale.

*Si 0 — 0 et p= f(f) - +oo, alors I'axe OX d'angle 6, est une direction
asymptotique de I".

Dans le repere orthonormal direct (OX,0Y), l'ordonnée de M s'écrit
Y = p(0) sin (0 — 0y) et on étudie sa limite lorque 6 tend vers 6.

Si glirgl p(0) sin (0 — 0y) =1 (limite finie), alors I" admet pour asymptote la
—bo

droite Y = [.

Attention en tracant la droite ¥ = [ a bien utiliser le nouveau repere
@ (0X,0Y).

6. Equation polaire de quelques courbes

* Droite passant par O : 6 =cte.

1
* Droite ne passant pas par O : =
P pasp P acos @+ bsinf
e Cercle de centre O : p =cte.
* Cercle passant par O : p=acos 0+ b sinf.
* Conique de foyer O, de parametre p, d'excentricité e :

1+ e cos (0 — 6y

p
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1. Longueur d'un arc de courbe

Soit I' un arc de courbe de classe C> admettant une représentation paramétrique
M(t) = (x(t),y(t),z(t)) , avec t€la,b], dans un repeére orthormal

- = >
(0, i,j,k ) de I'espace.
—
L= OM'() T
En un point régulier, 7 = ———— est un vecteur unitaire qui dirige la tan-
oM’ )|

genteen M arl.
L'arc est orienté par le choix de 1'un des deux sens de parcours possibles, ce qui

. N . -4 -
revient a distinguer les vecteurs unitaires tangents (opposés) 7 4 et T _.

L'abscisse curviligne s est un paramétrage de I" tel que soit unitaire.

La longueur de I" est :

b
L=/ V() + y2(0) + 22(t) de

Elle est indépendante du paramétrage choisi.

On note souvent ds = /x'2(t) + y'2(¢) + z/2(t) dt ou s est I'abscisse curviligne.

2. Courbure d'une courbe plane

2.1 Repére de Frenet

— —
Le repere orthonormal direct (M, T , N ) est le repere de Frenet au point M.
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2.2 Formules de Frenet

En un point birégulier, on a :
d? _ ﬁ ) dﬁ _ ?
as gy T

ou vy est la courbure de I" au point M.

2.3 Repérage angulaire
da

Si a est l'angle (_1),7), onay=-—
s

2.4 Rayon de courbure
1

En un point birégulier M, la courbure est non nulle et R = — s'appelle rayon de
Y

courbure de I" en M. On a:
3

) x/z + /2 ;
en coordonnées paramétriques : R = (,7)])
x y/r _ y/ X"
3
24 2y,
. + 2
en coordonnées polaires : = %
p*+ 20" — pp

Le centre de courbure en M est le point / défini par MI=RN.
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1. Représentation d'une surface

Une surface S peut étre représentée :
— soit par une équation cartésienne f (x,y,z) = 0 ou f est une fonction de classe
C! de R? dans R,

— soit par des équations paramétriques OM = F (u,v).
OF oF
— —
Un point de S est régulier si gradf(x,y,z) #+ 0 , ou si (8—,8—) est une
u v

famille libre.

2, Plantangent

* En un point régulier M (x,y,z) de S, le plan tangent en M a S a pour équation :

0 a a
(X_x)af (x,y,Z)‘i‘(Y_)’) f(x»yvz)‘f‘(Z_Z) f(x’y’Z)ZO
X ay 0z

—
et grad f(x,y,z) estnormalen M a S.
* Sous forme paramétrique, le plan tangent en M a S est défini par les vecteurs
- = — -
) d aF . oF O0F
directeurs (—, —) et la normale par le vecteur directeur — A ——-
du dv ou av

3. Intersection de deux surfaces

* Pour déterminer explicitement l'intersection de deux surfaces S; et S,, il est pré-
férable que 1'une soit sous forme cartésienne et 'autre sous forme paramétrique.

On reporte alors les équations paramétriques de 'une dans 1'équation cartésienne
de l'autre.
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* En un point régulier M, de l'intersection de S; et de Sy, si les plans tangents
respectifs P; et P, sont distincts, la courbe S NS, a pour tangente la droite
7)1 N Pz.

4, Surfaces réglées

Une surface est réglée si elle peut étre engendrée par une famille de droites dites
génératrices de la surface.

% Les surfaces réglées les plus simples sont les cylindres et les cones.
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1. Cylindres

1.1 Définitions

Un cylindre de direction D et de courbe directrice C est l'ensemble des droites
paralleles a D et rencontrant C. Ces droites sont les génératrices du cylindre.

On suppose que C n'est pas une courbe plane dont le plan contient D.

Toute section du cylindre par un plan non parallele a D peut étre uti-
lisée comme courbe directrice plane. On dit que c'est une base du
cylindre.

Si le plan de section est orthogonal a D, on obtient une section droite I". On parle
alors de cylindre droit de base I'.

Un cylindre de révolution admet une section droite circulaire.

1.2 Plans tangents

Le plan tangent en un point M d'une génératrice A d'un cylindre est défini par A
et la tangente a C au point d'intersection de C et de A.

% C'est le méme pour tous les points de A.

1.3 Equations

La forme la plus générale de 1'équation d'un cylindre est f (P,Q) =0 ot P =0
et O = 0 sont les équations de deux plans non paralleles, leur intersection don-
nant la direction du cylindre.

Avec un repere adapté, I'équation d'un cylindre droit est de la forme g(x,y) = 0.
Un cylindre de révolution peut alors étre représenté

» sous forme cartésienne par : x> + y> = R?,

* sous forme paramétrique par :

x=Rcosf ; y=Rsinf ; z=z.

Il s'agit des coordonnées cylindriques d'un point de I'espace.



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Surfaces usuelles

2. Cones

2.1 Définitions

Un cdne de sommet S et de courbe directrice C est I'ensemble des droites passant
par S et rencontrant C. Ces droites sont dites génératrices du cone.

On suppose que C n'est pas une courbe plane dont le plan contient S.

utilisée comme courbe directrice plane. On dit que c'est une base du

@ Toute section du cone par un plan ne passant pas par S peut alors étre
cone.

2.2 Plans tangents

Soit M un point du cdne. Il appartient & une génératrice A qui rencontre en P une
base C du cone. Le plan tangent en M au cOne passe par S et contient la tangente
en PacC.

% C'est le méme pour tous les points de A.

2.3 Equations

P
La forme la plus générale de 1'équation d'un cone est f ( =0ou P =0,

r 0
R’ R
Q = 0et R = 0 sont les équations de trois plans dont l'intersection est le sommet
S.

Comme un cdne est invariant par toute homothétie de centre S, le cone est I'en-

semble des points M tels que SM = \SP o \ est un réel quelconque et P un
point quelconque de C.

3. Contours apparents
3.1 Pour une direction donnée

Soit S une surface et 0 *+ 0.

* Le cylindre circonscrit a S, de direction 7, est I'ensemble des tangentes a S

c e —
dirigées par « .
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* Le contour apparent de S, pour la direction 7 , est I'ensemble des points de S

dont la direction du plan tangent contient .

3.2 Pour un point donné

Soit S une surface et A un point.

* Le cone circonscrit a S, de sommet A, est I'ensemble des tangentes a S qui pas-
sent par A.

* Le contour apparent de S, du point de vue de A, est I'ensemble des points de S
dont le plan tangent contient A.

4, Surfaces de révolution

4.1 Définitions
Une surface de révolution X d'axe D est obtenue en faisant tourner une courbe C
autour de la droite D.

Tout plan contenant D est un plan méridien et son intersection avec X est une
méridienne.

Les cercles, intersections de X avec des plans perpendiculaires a D, sont les
paralleles de la surface.

4.2 Equations

La forme la plus générale de 1'équation d'une surface de révolution est
f(P,S)=0o0u P =0 etS =0 sont les équations d'un plan et d'une sphere.

L'axe de X est alors la droite perpendiculaire au plan et passant par le centre de
la sphere.

Toute équation de la forme g(x* + y?,z) = 0 représente une surface de révolu-

tion d'axe (O, ?) .
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1. Définitions

Une surface du second degré f(x,y,z) = 0, ou f est un polyndome de degré 2 par
rapport aux trois variables, peut étre soit deux plans, soit un cylindre, soit un
cone, soit une quadrique propre de 1'un des cinq types qui suivent.

On peut les décrire a partir de leurs équations réduites dans un repere orthormal.

2. Types de quadrique
* Ellipsoide

Equation réduite : — + == + = =1,
a

* Hyperboloide a une nappe

2 2 2
- S Yy T , Py
Equation réduite : Pl + n o 1. C'est une surface réglée.

* Hyperboloide a deux nappes

. o 22 2
Equation réduite : Pl + w o —1.
* Paraboloide elliptique

X2 y?

+5 =z

Equation réduite : —
4 a?  b?

» Paraboloide hyperbolique

2 2
Equation réduite : — — - z.  C'est une surface réglée.

a? b?
3. Centres de symétrie

Tout centre de symétrie d'une surface du second degré f(x,y,z) =0 vérifie

e —> . .
gradf(x,y,z) = 0, et larecherche d'une forme réduite se fait en prenant pour
origine un tel point.
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4., Réduction de I'équation d'une surface du second degré

Soit S une surface algébrique du second degré d'équation
f(x,y,z) =0 ou fest un polynome de degré 2.

Les termes de f de degré égal a 2 définissent une forme quadratique g dont la
matrice A est symétrique et réelle. A admet donc trois valeurs propres «, 3, 7.

e Cas ou les trois valeurs propres sont non nulles (soit rg ¢ = 3)

Si a, 3 et v sont de méme signe, S peut étre vide, réduite a un point, ou un ellip-
soide.

Si «, B et v ne sont pas de méme signe, S peut étre un cone, un hyperboloide a
une nappe ou a deux nappes.

* Cas ou une seule valeur propre est nulle (soitrg ¢ =2)

S peut étre vide, un paraboloide elliptique ou hyperbolique, une droite, deux
plans sécants, un cylindre elliptique ou hyperbolique.

» Cas ou deux valeurs propres sont nulles (soit rg ¢ = 1)

S peut étre vide, un plan, deux plans paralleles, ou un cylindre parabolique.
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uniforme 102, 104

convergence dominée (théoreme de)
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corps 141
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Cramer (formule de) 196
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D

d'Alembert (regle de) 72
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de) 200

déduction 122
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ensemble
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fini 130
espace
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de Banach 84
dual 176
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hyperbolique réciproque 33
partielle 86

forme
bilinéaire symétrique 202
définie positive 202
différentielle 98
exacte 98
fermée 98
linéaire 175
multilinéaire alternée 193
polaire d'une forme quadratique 202
positive 202
quadratique 202

formule

de Taylor avec reste intégral 47
du bindme 140, 184
Fourier
coefficients de 113
série de 113
Frenet
(formule de) 247
(repere de) 246
frontiere 79
Fubini (théoreme de) 95, 96

G

Gauss

(pivot de) 191

(théoréme de) 146, 161
Gauss-Jordan (méthode de) 192
gradient 88
Green-Riemann (formule de) 100
groupe 137

alterné 139

orthogonal 212

symétrique 138

spécial orthogonal 213

H

Heine (théoréeme de) 17
homéomorphisme 81
homothétie 178, 223
hyperbole 240
hyperboloide 253
hyperplan 171, 175

257



Index

258

idéal 142
image 6, 127, 174
directe 127
réciproque 6, 127
indépendance linéaire 169
inégalité
de convexité 22
de la moyenne 41
des accroissements finis 21
intégrale
curviligne 99
d'une fonction 39
généralisée 55
intégration
par changement de variable 45
par parties 44
intersection 123
intervalle 3
inversion locale (théoréme d’) 91

isomorphisme 173

Jacobien 90, 97

K

Kronecker (symbole de) 176

L

Lagrange (méthode de) 63
Leibniz (formule de) 20

ligne de niveau 87

limite 10
loi de composition interne 136

longueur d'un arc de courbe 246

M

majorant 3, 129

matrice
antisymétrique 185
de passage 186
équivalente 186
inversible 184
jacobienne 90
orthogonale 213
semblable 186
symétrique 185

méthode
des rectangles 53
des trapezes 53

mineur 195

minorant 3, 129

module 149

Moivre (formule de) 151

N

Newton-Raphson (méthode de) 52
nombre premier 144
nombres premiers entre eux 145
norme

euclidienne 204

hermitienne 205

subordonnée 82

équivalentes 78

noyau 174



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Index

o

opération élémentaire 189
orientation 211
ouvert 79

étoilé 99

simplement connexe 99

P

parabole 238
paraboloide 253
Parseval (formule de) 114
partie
convexe 22, 226
entiere 5, 162
fractionnaire 162
polaire 163
partition 124
Pascal (triangle de) 135
permutation 134
perpendiculaire commune 230
PGCD 144, 160
plan tangent 248
plus grand élément 3, 129
plus petit élément 3, 129
Poincaré (théoréme de) 99
point
adhérent 79
birégulier 242
critique 92
d'inflexion 242, 245
de rebroussement 242

intérieur 79

isolé 79
multiple 243
régulier 242
stationnaire 92, 242
point fixe (théoréme du) 84
point-col 93
point-selle 93
polynome(s)
annulateur 200
caractéristique 197
d'interpolation de Lagrange 159
irréductible 158
minimal 201
premiers entre eux 160
scindé 158
ppcM 145, 160
primitive 43
produit
cartésien 124
de deux séries 72
de matrices 183
mixte 228
scalaire 203, 227
scalaire hermitien 204
vectoriel 227
projecteur 178
orthogonal 208
projection 178, 223
prolongement 6, 125
par continuité 16
proposition logique 120
Pythagore (théoréme de) 207

Index

259



Index

Q de Riemann 73

tiere 107
quadrique 253 enhere

tielle 73
quantificateur 121 exponentiete

géométrique 73
R harmonique 73
harmonique alternée 74

i 152 :
racine n-ieéme 15 signature 139

raf:ine d'un polynome 158 similitude plane directe 236
raisonnement

par l'absurde 122

par récurrence 130
rang 172, 175, 187, 192

rayon

somme de sous-espaces vectoriels 168
sous-anneau 140

sous-espace propre 197

sous-espace vectoriel 167

- 1
de convergence 107 sous-groupe 137

de courbure 247
recouvrement 124
réflexion 214, 233
relation binaire 128

spectre 197

sphere 232

Stirling (formule de) 117
subdivision 39

repere cartésien 224 suite(s)

représentation propre 241 adjacente 36

restriction 6. 125 arithmético-géométrique 37

réunion 123 arithmétique 37

Riemann bornée 34
(régle de) 71 complexe 36
(sommes de) 42, 94 convergente 34
Rolle (théoréme de) 21 de Cauchy 83
rotation 214, 233 de fonctions 102

extraites 35
S géométrique 37

Schmidt (méthode d'orthogonalisation récurrente 37

de) 209 supplémentaire 168
Schwarz (théoréme de) 88 orthogonal 208
série surface

alternée 73 de révolution 252

260



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit.

réglée 249
symétrie 178, 223
systeme

de Cramer 192

autonome 68

en escalier 191

linéaire 189

T

Taylor-Lagrange (inégalité de ) 47
Taylor-Young (formule de) 47
théoreme

de la base incomplete 169

du rang 175

noyau-image 175
trace 188
translation 222
transposition 139, 184
trigonalisation 199

valeur
absolue 2, 8
approchée 5

propre 197

valeurs intermédiaires (théoréme des)
16, 85

variation de la constante 63
vecteur propre 197

vissage 235

voisinage d'un point 3

w

Wilson (théoreme de) 147
wronskien 65

261






	Table des matières
	Partie 1 – Analyse dans R
	1  Nombres réels
	2  Fonctions numériques
	3  Limites : généralités
	4  Limites : comparaisons locales
	5  Continuité
	6  Fonctions dérivables
	7  Étude globaledes fonctions dérivables
	8  Logarithmes, exponentielles et puissances
	9  Fonctions circulaires et réciproques
	10  Fonctions hyperboliques et réciproques
	11  Suites numériques
	12  Suites particulières
	13  Intégrales définies
	14  Calcul des primitives
	15  Formules de Taylor
	16  Développements limités
	17  Approximation
	18  Intégration sur un intervalle quelconque
	19  Généralités sur les équations différentielles
	20  Équations différentielles linéaires
	21  Systèmes différentiels linéaires
	22  Notions sur les équations différentielles non linéaires
	23  Séries numériques

	Partie 2 – Analyse dans Rn
	24  Espaces vectoriels normés
	25  Continuité
	26  Ensembles particuliers
	27  Calcul différentiel
	28  Différentiabilité
	29  Extremum d’une fonction à plusieurs variables
	30  Intégrales doubles
	31  Intégrales curvilignes
	32  Suites de fonctions
	33  Séries de fonctions
	34  Séries entières
	35  Séries de Fourier
	36  Fonctions définies par une intégrale

	Partie 3 – Algèbre générale
	37  Logique binaire
	38  Ensembles
	39  Applications
	40  Relations
	41  Entiers naturels
	42  Dénombrement
	43  Groupes
	44  Autres structures algébriques
	45  Arithmétique dans Z
	46  Nombres complexes
	47  Exponentielle complexe
	48  Nombres complexes et géométrie plane
	49  Polynômes
	50  Divisibilité dans K[X]
	51  Fractions rationnelles

	Partie 4 – Algèbre linéaireet multilinéaire
	52  Structure d’espace vectoriel
	53  Dimension d’un espace vectoriel
	54  Applications linéaires
	55  Applications linéaires particulières
	56  Écritures matricielles
	57  Calcul matriciel
	58  Changements de bases
	59  Systèmes linéaires
	60  Déterminants
	61  Réduction des endomorphismes
	62  Polynômes annulateurs
	63  Espaces préhilbertiens
	64  Orthogonalité
	65  Espaces vectoriels euclidiens
	66  Endomorphismes orthogonaux
	67  Endomorphismes symétriques

	Partie 5 – Géométrie
	68  Espaces affines
	69  Applications affines
	70  Barycentres
	71  Calcul vectoriel
	72  Géométrie euclidienne du plan et de l’espace
	73  Isométries du planet de l’espace
	74  Similitudes directes du plan
	75  Coniques
	76  Courbes planes paramétrées
	77  Courbes planes en coordonnées polaires
	78  Étude métrique des courbes planes
	79  Généralités sur les surfaces
	80  Surfaces usuelles
	81  Quadriques

	Index



