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Presentation de la Collection 
Mathematiques pour le deuxieme cycle 

Cette collection se propose de mettre a la disposition des etudiants de licence et 
de maitrise de mathematiques des ouvrages couvrant J'essentiel des programmes 
actuels des universites franqaises. Certains de ces ouvrages pourront etre utiles 
aussi aux etudiants qui preparent le CAPES ou J'agregation, ainsi qu'aux eleves 
des grandes ecoles. 

Nous avons voulu rendre ces livres accessibles a tous : les sujets traites sont 
presentes de maniere simple et progressive, tout en respectant scrupuleusement 
la rigueur mathematique. Chaque volume comporte un expose du cours avec des 
demonstrations detaillees de tous les resultats essentiels, et de nombreux exercices 
corriges. 

Charles-Michel Marle Philippe Pilibossian 





Avant-propos 

Ce livre est issu d'un cours que j'ai professe pendant plusieurs annees a l'Universite 
Pierre et Marie Curie. J' avais auparavant enseigne le Calcul differentiel comme on le fait 
traditionnellement dans les universites fran~aises (l'ouvrage [18] de la meme collection 
est, en partie, issu de cet enseignement), c'est-a-dire en me limitant, faute de temps, a 
la presentation des principales definitions et a la preuve des grands theoremes (inversion 
locale, fonctions implicites, existence et unicite des solutions maximales des equations 
differentielles sous les hypotheses de Cauchy-Lipschitz, differentiabilite par rapport aux 
donnees de Cauchy). Je m'etais aper~u du fait que cet enseignement etait trop abstrait pour 
faire sentir aux etudiants !'importance et l'interet du sujet. Je souhaitais leur presenter, a 
la suite du cours de Calcul differentiel, un enseignement ne necessitant pas beaucoup de 
connaissances prealables autres que celles normalement acquises dans ce cours, illustrant 
I 'utilisation de ces grands theoremes pour des applications precises, et ouvert sur des sujets 
de recherche actuels. La theorie des systemes dynamiques m'a semble satisfaire tous ces 
criteres. 

Certes, j 'ai dO me limiter, dans ce livre de niveau second cycle, aux aspects relativement 
elementaires de la theorie. Pour l'etude des aspects plus avances, les ouvrages (princi­
palement en langue anglaise) ne manquent pas; le lecteur pourra consulter les conseils de 
lecture et la liste bibliographique figurant a la fin du present ouvrage. 

J' aid' abord songe a commencer cet ouvrage par un chapitre de geometrie differentielle, car 
les varietes differentiables constituent le cadre naturel pour I' etude globale des systemes 
dynamiques differentiables. Quelques discussions avec des collegues m' en ont dissuade : la 
presentation, des le premier chapitre, de notions nouvelles relativement abstraites (varietes 
differentiables, espaces et fibres tangents et cotangents) risquait de decourager certains 
lecteurs. C'est pourquoij'ai choisi d'exposer d'abord la theorie dans le cadre des espaces 
affines de dimension finie. Cela suffit pour la presentation et l'etude de la plupart des 
notions ayant un caractere local. 

Cependant, la notion de variete differentiable apparait inevitablement, meme lorsque les 
systemes dynamiques consideres sont definis sur un ouvert d'un espace affine (ne serait­
ce que sous forme de varietes stable et instable d'un point d'equilibre hyperbolique). 
J' ai done presente les quelques notions de geometrie differentielle necessaires pour la 
comprehension de ce livre dans un dernier chapitre, avec d' autres complements. Le lecteur 
n'en aura pas besoin avant le chapitre V; aguerri par l'etude des quatre premiers chapitres 
il pourra, lorsqu'il en en eprouvera le besoin, se reporter au chapitre VII oil il trouvera un 
expose bref, mais rigoureux et complet, de toutes ces notions. 

II m'a semble utile aussi d'inclure dans le present livre les preuves de certains resultats de 
Topologie rarement donnees dans les cours de ce niveau. Le lecteur trouvera par exemple, 
au chapitre VII, une preuve du theoreme de Jordan, ainsi qu'une preuve elementaire de la 
simple connexite de l'interieur d'une courbe de Jordan (ce dernier resultat est en general 
enseigne a un niveau plus eleve, une fois acquise la theorie de l'homologie). Ces resultats 
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sont utilises au chapitre IV pour la demonstration du theoreme de Poincare-Bendixson, et 
au chapitre VI pour la theorie de l'indice. 

J'ai voulu eviter au lecteur d'avoir a se reporter trop souvent a d'autres parties eloignees du 
texte. C'est pourquoi le reperage des formules, par des signes tels que ( * ), ( **) ou ( *** ), 
est le plus souvent local; il n'a de valeur que dans le paragraphe courant. Les renvois a 
d'autres parties du texte se font par le numero de chapitre en chiffres romains, suivi des 
numeros de paragraphe et de sous-paragraphe et, eventuellement, de la lettre reperant le 
sous-sous-paragraphe. Exemples : V.6.3 designe le theoreme de Hartman et Grohman pour 
un systeme dynamique a temps continu. A l'interieur d'un meme chapitre, le numero de 
chapitre est omis. 

J'ai ete beaucoup encourage par les etudiants qui ont suivi mon cours et ont manifeste un 
reel interet pour les sujets traites. Je les remercie tous chaleureusement. Mes remerciements 
s'adressent aussi aux collegues qui se sont interesses a ce cours, parfois en participant 
a son enseignement: Dominique Bernardi, Jacky Cresson, Jean-Charles Moreau, Daniel 
Pecker, Bertrand Schuman, Bruno Vallet. 

Je remercie mon collegue et ami Paul Kree, qui a participe a l'enseignement dont est 
issu ce livre et m'a fait nombre de suggestions judicieuses : alors que je traitais des 
systemes dynamiques differentiables, il presentait aux etudiants les aspects probabilistes 
de la theorie. Nous avions songe a tirer de notre cours un livre commun, mais nos sujets 
d'interet ayant diverge, ce projet n'a pas abouti, ou plut6t s'est transforme pour aboutir 
d'une part a l'ouvrage [38] de Paul Kree dans la meme collection, d'autre part au present 
livre. 

Paulette Libermann et Tadashi Tokieda ont lu, l'une la totalite, l'autre les quatre 
premiers chapitres du manuscrit, et m'ont permis de faire de nombreuses corrections 
et ameliorations. Je leur exprime toute ma reconnaissance pour leur aide et pour l'interet 
qu'ils ont temoigne pour mon travail, en precisant que je reste seul responsable des 
imperfections qui peuvent subsister dans ce livre. 

La realisation de ce livre n'aurait pas ete possible sans les logiciels TEX et METAFONT, 
dus a Donald Knuth, utilises pour sa typographie, et le logiciel MetaPost (derive de META­
FONT) du a John Hobby, que j' ai employe pour faire les figures qui l'illustrent. Je me joins 
a toute la communaute mathematique pour remercier les createurs de ces logiciels de les 
avoir genereusement mis gratuitement a la disposition de tous. Une attitude qui contraste 
singulierement avec celle du plus grand nombre, de nos jours ou l' esprit mercantile est 
glorifie! 

Je remercie mon co-directeur de collection Philippe Pilibossian, ainsi que Corinne Baud, 
des Editions Ellipses, pour leur aide patiente et attentive. 

Paris, fevrier 2003 

Charles-Michel Marie 
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Chapitre premier 

Generalites sur les systemes dynamiques 

Nous presentons dans ce chapitre la notion de systeme dynamique. Nous faisons 
d'abord appel a !'intuition du lecteur afin de lui montrer que cette notion est bien 
adaptee a la representation mathematique de !'evolution de systemes physiques au 
cours du temps (du moins dans le cadre de la physique classique, deterministe et 
non relativiste). Nous en donnons ensuite une definition mathematique precise, tant 
pour les systemes a temps continu (definition 1.2) que pour les systemes a temps 
discret (definition 1.4). Ces definitions sont assez generales pour englober a la fois 
les systemes qui evoluent sans perte d'information (parametres par JR s'ils sont 
a temps continu, par Z s'ils sont a temps discret) et ceux qui sont irreversibles 
(parametres par JR+ ou par N). Nous definissons les concepts de trajectoire, d' orbite 
et d'ensemble limite d'un systeme dynamique. Puis nous montrons qu'un systeme 
dynamique a temps discret est entierement determine par une application, appelee 
generateur du systeme. Nous montrons de meme, sous certaines hypotheses de 
regularite et de differentiabilite ( qui seront supposees satisfaites dans la suite de ce 
livre), qu'un systeme dynamique a temps continu est entierement determine par un 
champ de vecteurs, appele generateur infinitesimal du systeme. Nous presentons 
enfin plusieurs exemples de systemes dynamiques : systemes associes a la methode 
de Newton, a la transformation de Gauss, systemes de Feigenbaum et de Henon, 
pendule plan sans frottement, fer a cheval de S. Smale. L'etude du pendule plan nous 
montrera qu'il peut etre utile d'employer comme espace des phases d'un systeme 
des objets plus generaux que des ouverts d'un espace vectoriel de dimension finie. 
Ces objets, les varietes differentiables, sont definis au chapitre VII. 

1. La notion de systeme dynamique 

1.1. Presentation intuitive. - Avant de definir de maniere precise la notion de systeme 
dynamique, nous allons essayer d'en donner une idee intuitive. Considerons un systeme 
physique (par exemple, le systeme solaire) dont l'etat varie en fonction du temps. Une 
origine du temps et une unite de temps etant choisies, l' ensemble des temps sera identifie 
a l' ensemble JR des reels. Supposons que l' etat du systeme, a un instant donne, puisse etre 
represente mathematiquement par un point d'un ensemble n. Par abus de langage, nous 
dirons "!'instant t", au lieu de dire !'instant represente (avec l'origine de temps et !'unite 
de temps choisies) par le reel t. De meme, nous dirons "l'etat x du systeme", au lieu de 
dire l'etat du systeme represente par !'element X de !'ensemble 0. 
Supposons aussi que lorsque l'etat du systeme, a un instant t 1 , est un point x 1 de 0, son 
etat x 2 a tout autre instant posterieur t2 ~ t 1 , s'il existe, est entierement determine par le 
point x 1 et par la duree t 2 - ti de l'intervalle de temps considere. Attention: il importe de 
remarquer que x 2 ne depend pas separement de t1 et de t2 , mais seulement de la difference 
t2 - t 1 (et bien sur aussi de x 1). 

a) Cas ou tousles mouvements sont positivement illimites. - Considerons d'abord 
le cas, un peu plus simple, ou quel que soit l' etat x0 du systeme a un instant initial donne 
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t0 , le systeme existe encore a tout instant posterieur t ?: t0 • Nous dirons alors que taus les 
mouvements du systeme sont positivement illimites. Dans ce cas, !'evolution du systeme 
au cours du temps est decrite par une famille { 'Pt ; t E JR+ } d'applications den dans 
n, parametree par I' ensemble JR+ des reels positifs ou nuls. Pour tout x E net tout t ?: 0, 
'Pt(x) est l'etat du systeme a la fin d'un intervalle de temps de longueur t, sachant que son 
etat au debut de cet intervalle de temps est x. 

La famille d'applications { 'Pt ; t E JR+ } verifie, pour taus t et s E JR+, 

'Pt o 'Ps = 'Ps+t · (1) 
En effet, soit x E n un etat du systeme et t0 E JR un instant. Si le systeme est dans I' etat x 
a !'instant to, son etat a !'instant to+ s est 'Ps(x); son etat a !'instant to+ s + t peut etre 
evalue en partant de l'etat x a !'instant t0 et en disant qu'apres une duree de temps des+ t, 
I' etat est cp s+t ( X); ii peut etre aussi evalue en partant de I' etat cps ( X) du systeme a I' instant 
to + s, et en disant qu' a partir de cet etat, apres une duree t, I' etat devient 'Pt (cps ( x)) . On 
a done bien, pour tout x E n et taus t et s E JR+, 

'Pt('Ps(x)) = 'Ps+t(x), 
ce qui exprime l'egalite (1). 
D'autre part, on a necessairement 

'Po= idn . (2) 
En effet, si l'etat du systeme a un instant t0 est un point x de n, son etat, a la fin d'un 
intervalle de temps de longueur nulle ayant pour debut !'instant t0 , est cp0 (x). Mais la 
fin d'un intervalle de temps de longueur nulle dont le debut est !'instant t0 est bien sOr 
!'instant t0 , et on a bien 

cpo(x) = x. 

b) Gas au de plus le systeme evolue sans perte d'information. - Supposons taus 
les mouvements du systeme positivement illimites et, de plus, que pour tout t E JR+, 
l'application 'Pt soit une bijection den sur lui-meme. Nous pouvons considerer la bijection 
reciproque 'P-t = (cpt)- 1 . Nous avons alors une famille d'applications bijectives den 
sur lui-meme { 'Pt ; t E JR}, parametree par !'ensemble JR de taus les reels. Nous dirons 
alors que le systeme evolue sans perte d'information, car la connaissance de l'etat a un 
instant particulier to suffit pour determiner I' etat a tout instant posterieur et aussi a tout 
instant anterieur a !'instant t0 . 

La famille d'applications { 'Pt ; t E JR} verifie (1) pour taus t et s E JR, ainsi que (2). 
En d'autres termes, t f---+ 'Pt est un homomorphisme du groupe additif JR dans le groupe 
des permutations de !'ensemble n. 

c) Gas general. - Nous allons malheureusement devoir compliquer un peu le schema 
decrit ci-dessus, pour tenir compte du fait que les systemes etudies ne sont en general pas 
etemels. Si, a un certain instant, I' etat du systeme considere est un point X de n, ii peut 
arriver qu'a la fin d'un intervalle de temps de longueur t > 0, le systeme n'existe plus; 
!'application 'Pt n'est alors pas definie au point x. Pour decrire !'evolution du systeme, 
nous devons done utiliser une famille { 'Pt ; t E JR+ } d' applications, parametree par 
!'ensemble JR+ des reels positifs ou nuls, chacune de ces applications 'Pt, a valeurs dans 
n, etant maintenant definie, non plus sur n entier, mais sur une partie Ut de n. Le meme 
raisonnement que celui fait ci-dessus, pour un intervalle de temps de duree nulle, montre 
que nous devons avoir 

Uo=O et 'Po= idn . (3) 
D'autre part, nous devons avoir necessairement, pour taus t 1 et t 2 reels verifiant 
0 :::; ti :::; t2, 



§ 1. La notion de systeme dynamique 3 

En effet, si x E Ut 2 , le systeme considere, suppose dans l' etat x a un instant t0 , existe 
encore a l'instant t 0 + t 2; il existe done aussi a tout instant compris entre t 0 et t 0 + t2 et, 
en particulier, a l'instant t 0 + t 1, ce qui prouve que x E Uti. 
Soient t-et s deux elements de JR+. Soit x E Us tel que <ps(x) E Ut. En raisonnant comme 
lors de la preuve de (l), nous voyons que x E Us+t et que 

<pt(<ps(x)) = <ps+t(x). (4) 

Reciproquement, si x E Us+t, alors x E Us, puisque O s s s s + t; si le systeme 
considere est dans l'etat x a un instant t 0 , son etat a l'instant to+ s est <p8 (x), et son etat 
a l'instant t 0 + s +test <p8 +t(x ). Par suite, <ps (x) E Ut et nous avons encore ( 4). 

d) Cas d'un systeme qui evolue sans perte d'information. - Supposons maintenant 
de plus que pour tout t E JR+, !'application <pt, definie sur la partie Ut de n, soit 
injective. Comme dans le paragraphe b) ci-dessus, nous dirons que le systeme evolue 
sans perte d'information (mais nous ne supposons plus necessairement les mouvements 
positivement illimites). Pour tout t E JR+, nous pouvons considerer !'application 
reciproque <p-t = (<pt)- 1; elle est definie sur la partie <pt(Ut) den, que nous noterons 
U-t· Nous avons ainsi une famille d'applications injectives { <pt ; t E IR}, parametree 
par !'ensemble IR de tousles reels. Cette famille d'applications verifie 

Uo =0, <po= idn, 

et, pour tout t E IR, 

Entin, pour tous t et s E IR et tout x E Us, on a <ps(x) E Ut si et seulement six E Us+t 
et, lorsque c' est le cas, 

<pt(<ps(x)) = <ps+t(x). 

Apres ces considerations, nous pouvons donner la definition : 

1.2. Definition. - On appelle systeme dynamique a temps continu sur un ensemble 
n une famille d 'applications { <pt ; t E JR+ } , ou { <pt ; t E IR}, parametree soit 
par l'ensemble JR+ des reels positifs ou nuls, soit par l'ensemble IR de tous les reels, 
verifi.ant les proprietes suivantes : 

(i) Chaque application <pt est defi.nie sur une partie Ut de n, et a valeurs dans n. 
(ii) L'application <po, defi.nie sur n entier, est idn. 

(iii) Si O S t1 s t2, alors Ut2 c Ut 1 • 

(iv) Soient t et s deux elements de l'ensemble (JR+ ou IR) qui parametre la famille 
d'applications consideree. Soit x E Us. Alors <ps(x) est element de Ut si et seulement 
si x est element de Us+t et, lorsque c'est le cas, 

<pt(<ps(x)) = <ps+t(x). 

L'ensemble n est appele espace des phases du systeme dynamique. 

1.3. Remarques 
a) Systeme dynamique parametre par R - Soit { <pt ; t E IR} un systeme dynamique 
sur n, au sens de la definition ci-dessus, parametre par !'ensemble IR de tousles reels. En 
plus des proprietes (i) a (iv) de la definition 1.2, ce systeme verifie aussi les proprietes 
suivantes: 

(v) Pour tout t E IR, on a U_t = <pt(Ut), et ]'application <pt est une bijection de 
Ut sur U_t, dont ]'inverse est <p-t· 

(vi) Si t2 S ti S 0, alors Ut 2 C Ut 1 • 
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Montrons d'abord (v). D'apres la propriete (ii), U0 = 0 et <po = idn. Puisque t - t = 0, 
on peut affirmer, compte tenu de la propriete (iv), que pour tout element x de Ut, <fJt(x) 
est element de U _t et que <fJ-t ( <fJt ( x)) = x. En echangeant les roles de t et -t, on conclut 
que <fJt est une bijection de Ut sur U_t, et que <fJ-t = (<fJt)- 1. 

Montrons maintenant (vi). Soit x E Ut2 , D'apres (v), <fJt2 (x) E U_t2 , Mais nous avons 
0::; t1 - t2::; -t2, done d'apres la propriete (iii), U-t2 c Uti-t2 , et <pt2 (x) E Ut1 -t2 , 

Mais alors, d'apres la propriete (iv), X E Uti. 
b) Systemes dynamiques mesurables, continus ou differentiables. - Nous n'avons 
fait jusqu' a present aucune hypo these sur I' espace des phases 0. Cet ensemble est presque 
toujours muni d'une certaine structure, conservee par toutes les applications <fJt· 
Par exemple, lorsque !'ensemble O est muni d'une tribu A de parties, dites parties 
mesurables de 0, et que les applications <fJt sont toutes mesurables (voir [38] pour la 
definition de ces notions), on dit qu'on a affaire a un systeme dynamique mesurable sur 
l'espace mesurable (0, A). 
Dans la suite, nous supposerons toujours que O est un espace topologique et que toutes 
les applications <fJt sont continues. Nous dirons alors que le systeme dynamique considere 
est continu. 
Le plus souvent, nous supposerons meme que O est un ouvert d'un espace affine reel 
de dimension finie et que les applications <fJt sont differentiables de classe GP (avec p 
entier 2: 1, ou p = +oo). Nous dirons alors que le systeme dynamique considere est 
differentiable. 
On rencontre aussi le cas ou Oest un ouvert d'un espace affine de dimension finie sur le 
corps lK = IR ou C, et ou les applications <fJt sont analytiques (on dit alors aussi qu'elles 
sont de classe cw). Le systeme dynamique considere est alors dit analytique. 
L' etude de quelques exemples nous montrera d' ailleurs qu'il est utile de considerer le cas, 
encore un peu plus general, ou l'espace des phases Oest une variete differentiable plutot 
qu'un ouvert d'un espace affine de dimension finie. La notion de variete differentiable 
sera definie plus loin (VIl.4.3). 
On rencontre aussi, dans l'etude des equations d'evolution, le cas ou l'espace des phases 
d'un systeme dynamique est un espace fonctionnel de dimension infinie. Ce cas ne sera 
pas aborde dans le present cours. 
c) Systemes dynamiques discrets. - Dans certains cas, ii est utile de restreindre 
!'ensemble des valeurs que peut prendre le parametre ten ne considerant qu'une famille 
denombrable de valeurs possibles, de la forme kT, avec T > 0 fixe et k E N ou k E Z. 
En prenant T pour unite de temps, nous pouvons nous ramener au cas ou la famille 
d'applications consideree est parametree par N ou par Z. 
Cette restriction de !'ensemble des valeurs possibles du parametre est faite parfois pour 
simplifier l'etude d'un systeme a temps continu. II arrive aussi qu'elle soit imposee par 
la nature du systeme physique qu'on veut representer mathematiquement (on peut penser 
par exemple au cas ou le systeme etudie est une piece metallique qu' on frappe a coups de 
marteau; le parametre, qui est alors le nombre de coups de marteau rei;us par la piece, est 
par nature a valeurs dans N). 
Nous sommes ainsi conduits a la definition suivante. 

1.4. Definition. - On appelle systeme dynamique a temps discret sur un ensemble 
0 une famille d'applications { <fJn ; n EN}, ou { <fJn ; n E Z }, parametree soit 
par ]'ensemble N des entiers naturels, soit par ]'ensemble Z des entiers relatifs, 
verifiant Jes proprietes suivantes : 

(i) Chaque application <fJn est definie sur une partie Un de 0, et a valeurs dans 
n. 
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(ii) £'application cp0 , defi.nie sur n entier, est idn. 

(iii) Si O :S n1 :S n2, alors Un 2 C Un 1 • 
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(iv) Soient n et m deux elements de l'ensemble (N ou Z) qui parametre la Eamille 
d'applications consideree. Soit x E Um. Alors cpm(x) E Un si et seulement si 
x E Um+n et, lorsque c'est le cas, 

cpn('Pm(x)) = <pm+n(,-z;) · 

2. Trajectoires, orbites et ensembles limites 

2.1. Avertissement. - Nous considerons dans ce paragraphe un systeme dynamique 
a temps continu { 'Pt ; t E JR} sur un espace des phases n, parametre par !'ensemble 
des reels Ill Nous allons definir quelques notions, comme celles de trajectoire, d' orbite 
et d'ensemble limite, et prouver quelques resultats simples concemant ces notions. Ces 
definitions gardent leur sens, moyennant parfois une legere adaptation, lorsque le systeme 
dynarnique est parametre par !'ensemble JR+ des reels positifs ou nuls, ou lorsque 
le systeme dynamique est a temps discret, parametre par N ou par Z. Les resultats 
etablis restent tous valables (moyennant parfois une legere adaptation) lorsque le systeme 
dynarnique considere est discret et parametre par Z; certains (mais pas tous) restent aussi 
valables lorsque le systeme est parametre par JR+ ou par N. Nous laisserons au lecteur le 
soin de faire les (tres legeres) adaptations necessaires. 

2.2. Definitions. - Soit { <pt ; t E JR} un systeme dynamique a temps continu sur 
un espace des phases 0, parametre par ]'ensemble des reels JR. Pour tout t E JR, 
on note Ut la partie den sur laquelle ]'application <pt est defi.nie. Pour tout point 
x den, on note Ix ]'ensemble des t E JR tels que x E Ut, c'est-a-dire tels que cpt(x) 
soit defi.ni. 

1. On appelle trajectoire d'un point x den l'application, defi.nie sur Ix et a valeurs 
dans n, t f----7 cpt(x). 

2. On appelle orbite d'un point x den la partie { 'Pt(x) ; t E Ix} de l'espace des 
phases n. 
3. Un element x den est dit pointfixe, ou point d'equilibre du systeme dynamique 
si son orbite est { x } . 

4. L'orbite d'un point x den est dite periodique six n'est pas un point d'equilibre 
et s'il existe un element T de Ix, verifi.ant T > 0 et cpT(x) = x. On dit alors que T 
est une periode de l'orbite periodique consideree. 

2.3. Proposition. - Les hypotheses et notations sont celles des definitions 
precedentes. 

1. L'orbite d'un point x den contient toujours le point x. 

2. Si Jes orbites d'un point x et d'un pointy de n ont une intersection non vide, 
elles sont confondues. 

3. La propriete "deux points x et y de n appartiennent a la meme orbite" 
est une relation d'equivalence sur n. La partition de l'espace des phases n en 
classes d 'equivalence (pour cette relation) est appelee portrait de phases du systeme 
dynamique. 

4. Soit x un point den dont l'orbite est periodique de periode T > 0. Alors Ix = JR, 
et l'orbite de x est aussi periodique de periode kT, pour tout entier k 2: 1. 
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Preuve: Soit x E 0. D'apres 1.2 (ii), 0 E Ix et rp0(x) = x, ce qui prouve 1. 
Si Jes orbites de x et de y se rencontrent en un point z, il existe s 1 E Ix et s2 E Iy tels 
que 'Psi (x) = 'Ps2 (y) = z. D'apres 1.2 (iv), s2 - s1 E Iy et nous avons 

X = 'P-s1 ° 'Ps2 (y) = 'Ps2-s1 (y) · 

Mais alors, toujours d'apres 1.2 (iv), pour tout t E Ix, t + s2 - s1 E Iy et <pt(x) = 
'Pt+s 2 -s1 (y). Nous avons ainsi prouve que l'orbite de x est contenue dans celle de y. 
L'inclusion inverse de demontre de meme, et ainsi nous avons prouve 2. 
La propriete 3 est consequence immediate des proprietes I et 2. 
Soit x un point de O dont l'orbite est periodique de periode T > 0. On a <pr(x) = x 
done, d'apres 1.2 (iv), rp2r(x) = <pro <pr(x) = x, ce qui prouve que 2T E Ix et que 
l'orbite de x est aussi periodique de periode 2T. On montre de meme que -T E Ix et 
que 'P-r(x) = x. Une recurrence facile permet alors de montrer que pour tout k E Z, 
kT E Ix et que 'Pkr(x) = x. La propriete 4 en decoule. D 

2.4. Definition. - Les hypotheses et notations etant celles des definitions 2.2, on 
suppose de plus que O est un espace topologique separe. Soit x un point de 0. 
On suppose Ix non borne a droite. On appelle ensemble w-limite (t) de x et on note 
Lw(x) l'ensemble des valeurs d'adherence de la trajectoire t t--+ 'Pt(x) du point x, 
lorsque t tend vers +oo. 
De meme, on suppose Ix non borne a gauche. On appelle ensemble a-limite (t) de x 
et on note L0 (x) !'ensemble des valeurs d'adherence de la trajectoire t t--+ 'Pt(x) du point 
x, lorsque t tend vers -oo. 

2.5. Proposition. - Les hypotheses et notations sont celles de la definition 
precedente. Soit x un point de O tel que Ix soit non borne a droite. On a alors les 
proprietes suivantes. 

1. £'ensemble Lw(x) est une partie fermee de 0. 
2. Soit y un point appartenant a l'orbite de x. Alors Iy est non borne a droite et 
Lw(Y) = Lw(x). 
3. On suppose de plus les applications 'Pt continues. Soit z E Lw(x). Alors l'orbite 
de z est contenue dans Lw ( x). 

Preuve: 

1. On rappelle que !'ensemble des valeurs d'adherence de !'application t i-+ 'Pt(x) 
lorsque t --+ +oo est !'intersection des adherences de toutes les parties de Ode la forme 
Ws = { 'Pt(x) ; t E Ix, t 2: s }. On peut ecrire 

Cela prouve que Lw(x) est ferme, puisqu'il est intersection de fermes. 
2. Soity unpointde l'orbite dex. On adonc y = <pe(x), pouruncertain OE R Appliquant 
1.2 (iv), on voit que pour tout t E Ix, on at - 0 E Iy et 

'Pt ( X) = 'Pt-9 ( <p9 ( X)) = 'Pt-9 (y) · 

( t) L' origine de ces termes est la suivante; la premiere lettre de I' alphabet grec, a, et la demiere lettre de cet alphabet, 

w, sont employees pour designer le debut et la fin de toutes choses. "Je suis !'alpha et !'omega, dit le Seigneur 

Dieu qui est, qui etait et qui vient, le tout-puissant. ... Je suis !'alpha et l'omega,le premier et le demier, le 

commencement et la fin". Apocalypse de Jean, I.8 et XXII.13. 
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Comme t peut prendre des valeurs arbitrairement grandes, on voit que Iy n'est pas borne 
a droite. De plus, pour tout s E JR, 

Ws = { Cft(x) ; t E Ix, t 2 s} = { cp7 (y) ; TE Iy, T 2 s - ()}. 

11 est facile d'en deduire que Lw(Y) = Lw(x). 
3. Soit z E Lw ( x) et z1 un point de l' orbite de z. 11 existe done () E JR tel que cpe ( z) = z1. 

Soit V un voisinage de z1. Puisque cpe est continue et applique z sur z1, (cpe)- 1(V) est 
un voisinage de z. Puisque z E Lw(x), il existe des reels t arbitrairement grands tels que 
'Pt(x) E (cp8)- 1 (V). Mais alors cp8 (cpt(x)), c'est-a-dire 'Pt+e(x), est element de V. En 
posant t + () = T, on voit qu'il existe des reels T arbitrairement grands tels que cp7 (x) soit 
element de V. Mais V etant un voisinage arbitraire de z1, cela prouve que z1 est element 
de Lw(x). D 

2.6. Remarques 

a) Ensembles a-limites. - On pourrait enoncer et prouver, pour les ensembles a-limites, 
une proposition analogue a 2.5. Nous laissons au lecteur le soin de le faire. 

b) Une convention graphique. - Lorsqu'on represente le portrait de phases d'un 
systeme dynamique a temps continu sur une figure, il est d'usage de placer, sur les 
courbes representant les orbites, des fleches pour indiquer le sens de parcours des orbites 
lorsque le temps t croit. Nous l' avons fait, par exemple, sur les figures 1.3 et 1.4 ci-apres. 

3. Generateur (infinitesimal) d'un systeme dynamique 

Nous allons montrer qu'un systeme dynamique a temps discret est entierement determine 
par la donnee d'une seule application, appelee generateur de ce systeme dynamique. 
Nous montrerons ensuite que moyennant certaines hypotheses supplementaires de 
differentiabilite, un systeme dynamique a temps continu est determine par la donnee 
d'un champ de vecteurs, appele generateur infinitesimal de ce systeme. 

3.1. Definition. - Soit { 'Pn ; n E N ou Z } un systeme dynamique a temps discret 
sur un ensemble n. On appelle generateur de ce systeme l'application cp 1 , defi.nie 
sur une partie U1 de 0, et a valeurs dans 0. 

3.2. Proposition. - Un systeme dynamique a temps discret { 'Pn ; n EN ou Z} 
sur un ensemble n est entierement determine par son generateur. Plus precisement, 
en notant Un la partie den sur laquelle est defi.nie l'application 'Pn, on a 

(i) pour tout n E N, 'Pn est l'iteree n-ieme de cp1 : 

Un+i = (cp1)- 1(Un) = (cpn)- 1(U1), 'Pn+1 = 'P1 o 'Pn = 'Pn o cp1 = (cp1r+1 

(ii) si le systeme dynamique est parametre par Z, ]'application cp 1 est une bijection 
de U1 sur U_1 dont ]'inverse est cp_ 1; de plus, pour tout n EN, 'P-n est l'iteree 
n-ieme de cp_ 1 ; ainsi, pour tout n E Z, 

'P-n = (cpn)- 1 = ('P-lr · 

Preuve: Nous avons (cp1)-1(U1) c U2 car un element de (cp1)-1(U1) est un element 
x de U1 qui verifie cp1(x) E U1; la propriete 1.2 (iv) montre alors que x E U2 . 

Reciproquement, nous avons aussi U2 c cp11(U1), car six E U2 , alors x E U1 compte 
tenu de la propriete 1.2 (iii) et alors, d'apres la propriete 1.2 (iv), cp1(x) E U1 done 
x E (cp1)-1(U1). On voit alors que !'application cp2, definie sur U2 , n'est autre que 
(cp1) 2 = 'Pl O 'Pl· 
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De proche en proche, on montre par le meme raisonnement que pour tout entier n E N, 
Un+l = (cp1)- 1(Un) = (cpn)-1(U1) et que 'Pn+l = (cp1)n+l = 'Pl o 'Pn = 'Pn o 'Pl· 
Si le systeme dynamique a temps discret considere est parametre par Z, on voit 
immediatement que cp1 est injective, que U_1 = cp1(U1), que cp_1 = (cp1)-1 et, plus 
generalement, que pourtout n E Z, 'P-n = (cpn)- 1 = ('P-1r. D 

3.3. Definition. - Soit { 'Pt ; t E R} un systeme dynamique a temps continu 
sur un ensemble n, parametre par ]'ensemble R de tous Jes reels. Nous faisons Jes 
deux hypotheses suivantes : 

(H 1) l'ensemble nest un ouvert d'un espace affine reel de dimension fi.nie; 
(H 2) pour tout point x E n, l'ensemble des t E R tels que x E Ut contient un 
intervalle ouvert centre sur l'origine, et ]'application t H 'Pt(x) est differentiable a 
l'origine. 

Posons, pour tout X E n, 
X(x) = dcpt(x) j ' 

dt t=O 
le terme fi.gurant dans le membre de droite designant la derivee a l'origine de 
]'application t H <f)t(x), ]'element X den etant considere comme fi.xe. Le champ 
de vecteurs X ainsi defi.ni sur n est appele generateur infinitesimal du systeme 
dynamique. 

3.4. Proposition. - Soit { 'Pt ; t E R} un systeme dynamique a temps continu 
verifi.ant Jes hypotheses (H 1) et (H 2) de la defi.nition precedente. Soit X son 
generateur infi.nitesimal. Pour tout point x E n, ]'ensemble Ix des t E R tels que 
x E Ut est un intervalle ouvert de R contenant l'origine. £'application, defi.nie sur 
Ix et a valeurs dans E, 

t H tp ( t) = 'Pt ( X) 
est une solution de ]'equation differentielle 

qui verifi.e la donnee de Cauchy 

dtf;(t) = X(tj;(t)) 
dt 

tj;(O) = x. 

Preuve: Nous savons deja, d'apres la propriete 1.2 (ii), que O E Ix. Soit to un element 
de Ix, et tun reel compris entre O et t0 . 

Si to 2: 0, on a O :::; t :::; t0 ; la propriete 1.2 (iii) montre alors que Uta c Ut; on a done 
X E Ut, c'est-a-dire t E Ix. 
Si t0 < 0 on a t0 :::; t :::; 0 et la propriete 1.3 (vi) montre qu'on a encore t E Ix. Nous 
avons ainsi prouve que Ix est un intervalle contenant 0. 
L'hypothese (H 2) montre que !'ensemble des s E R tels que 'Pt0 (x) E Us contient un 
intervalle ouvert ] - c:, c:[, avec c: > 0. La propriete (iv) de la definition 1.2 montre alors 
que pour tout reels verifiant -c: < s < c:, le point x est element de Uta+s· Autrement dit, 
Ix :J ]to - c:, to+ c:[, ce qui prouve que Ix est voisinage de t0 , qui est un quelconque de ses 
elements. Nous avons done prouve que Ix est ouvert. De plus, d' apres la propriete 1.2 (iv), 
pour tout s E ] - c:, c:[ , nous avons 

tf;(to + s) = 'Ps(t/J(to)). 

D'apres l'hypothese (H 2), l' applications H 'Ps ( tj;(t0 )) est differentiable a l'origine. Par 
suite, 1' application t H tjJ ( t) est differentiable au point t0 , et sa derivee en ce point est 

dtj;(t) j = dtj;(to + s) j = X(t/J(to)). 
dt t=to ds s=O 



§ 4. Exemples de systemes dynamiques 9 

Nous avons ainsi prouve que t f---7 1./;(t) est une solution de !'equation differentielle (*). 
D' apres la propriete 1.2 (ii), cette solution verifie ( **). D 

3.5. Commentaire. - La proposition 3.2 montre qu'un systeme dynamique a temps 
discret sur un ensemble nest constitue par les iterees d'une application cp1 d'une partie 
U1 de n dans n et aussi, si cp1 est injective, par les iterees de ( cp1 )- 1. Les systemes 
dynamiques discrets que nous considererons dans la suite seront generalement definis sur 
un ouvert n d'un espace affine reel de dimension finie, et leur generateur cp1 sera une 
application differentiable, et meme, le plus souvent, un diffeomorphisme d'un ouvert U1 

den sur un autre ouvert U_ 1 den. 
De meme, la proposition 3.4 montre que sous certaines hypotheses (les hypotheses (H I) 
et (H 2) de la definition 3.3) on peut, de maniere tres simple, associer a un systeme 
dynamique a temps continu son generateur infinitesimal, qui est un champ de vecteurs 
X. Les trajectoires du systeme dynamique sont des solutions de !'equation differentielle 
definie par ce champ de vecteurs. L' etude des systemes dynamiques a temps continu 
apparait done comme etroitement liee a celle des equations differentielles. C' est pourquoi, 
dans le chapitre II, nous allons rappeler les notions sur les equations differentielles dont 
nous aurons besoin dans la suite. 

4. Exemples de systemes dynamiques 

4.1. Un systeme a temps discret sur l'intervalle [O, 1]. - Soit g !'application de [O, 1] 
dans lui-meme 

g(x)=x2 , xE[O,l]. 
C'est un homeomorphisme, d'inverse 

g- 1(y) = v'Y, y E [O, l]. 
Soit { gn ; n E Z} le systeme dynamique a temps discret de generateur g. 11 est facile 
de montrer que ce systeme admet deux points d'equilibre, 0 et 1, et que pour tout point x 
verifiant O < x < 1, les ensembles w-limite et a-limite de x soot, respectivement, 

Lw(x)={O} et L 0 (x)={l}. 
4.2. La transformation de Gauss. - Pour tout reel x, notons [x] la partie entiere de x, 
c'est-a-dire le plus grand entier inferieur ou egal ax. Nous remarquons alors que x - [x] 
est un element de l'intervalle semi-ouvert [O, 1[. 
On appelle transfonnation de Gauss !'application g : ~ - {O} -+ [O, 1[, 

g(u) = 1- [t] · 
Soit I !'ensemble des reels irrationnels appartenant a l'intervalle ouvert JO, 1 [. 11 est facile 
de verifier que g applique !'ensemble I dans lui-meme. Le systeme dynamique ayant pour 
generateur l' application de Gauss g apparait naturellement dans l' etude du developpement 
en fraction continuee d'un reel irrationnel. 

4.3. Le systeme de Feigenbaum. - Soit :F l' application de l' intervalle [-1, 1] dans 
lui-meme 

:F(x) = 1 - µx 2 , x E [-1, 1], 
ou µ est un parametre reel verifiant O :::; µ :::; 2. On considere le systeme dynamique a 
temps discret { :Fn ; n E N } . Son comportement depend de la valeur du parametre 
µ (voir [24]). Lorsque ce parametre varie, on observe de brusques changements de 
comportement du systeme lorsque µ traverse certaines valeurs; ces modifications brusques 
de comportement soot appelees bifurcations de Feigenbaum. Le lecteur est invite a 
rechercher les points d'equilibre et les orbites periodiques du systeme. 11 pourra aussi, 
s'il dispose d'un ordinateur, en faire une etude experimentale. 
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4.4. La methode de Newton. - Soit f une fonction differentiable, definie sur un ouvert 
I de R a valeurs reelles. Le lecteur connait probablement deja la methode de Newton pour 
determiner, par approximations successives, les solutions de l' equation f ( x) = 0. Cette 
methode consiste a choisir un element x 0 de I, a calculer y0 = f (x0 ), puis, si Yo =I- 0, a 
determiner la tangente, au point de coordonnees (x0 , y0 ), au graphe de la fonction f, et 
a chercher l'abscisse x 1 du point ou cette tangente coupe l'axe des abscisses. Si x1 E I, 
on recommence toute la construction en rempla~ant xo par x1, et on obtient ainsi x2. On 
construit ainsi, de proche en proche, les termes d'une suite (x0 , x 1, ... , Xn, .. . ) (figure 
I.I). Lorsque cette suite converge vers un element x de I, cet element est solution de 
!'equation f(x) = 0. 

X 

Figure 1.1. La methode de Newton 

La methode de Newton consiste en fait a construire l'orbite, issue du point x 0 , du systeme 
dynamique a temps discret { Nn ; n E N}, engendre par I' application 

f(x) 
x t-----+ N(x) = x - f'(x) , 

definie sur !'ensemble U1 des elements x de I tels que f'(x) #- 0. 
11 est facile de voir que les points d'equilibre du systeme dynamique a temps discret de 
generateur N sont les elements x de I tels que f ( x) = 0 et f' ( x) =I- 0. 

4.5. Le systeme de Henon. - (Voir [32]). Considerons !'application 1l de JR2 dans 
lui-meme 

{ 
X = x cos a - (y - x 2 ) sin a, 

(x, y) t-----+ (X, Y), avec 2 
Y = x sin a + (y - x ) cos a , 

ou a est un parametre reel. Le systeme dynamique a temps discret { 1-ln ; n E N}, appele 
systeme de Henon, a un comportement tout a fait remarquable. Le lecteur est invite a en 
rechercher Jes points d'equilibre, les orbites periodiques et, s'il dispose d'un ordinateur, a 
en faire une etude experimentale. 

4.6. Le pendule plan. - Donnons un exemple de systeme dynamique a temps continu : 
le mouvement d'un pendule plan (figure 1.2). 
Le pendule est constitue par un point materiel de masse m ( t ), attache a une extremite d' une 

(t) La masse m n'apparai't pas dans Jes equations du mouvement en raison d'une propriete physique remarquable: 

l'egalite de la "masse inerte" et de la "masse pesante", decouverte par Galilee. La recherche d'une explication 

de cette remarquable propriete a ete une des motivations qui ont conduit Albert Einstein a decouvrir la theorie 

de la Relativite generale. 
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Figure 1.2. Pendule plan 
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tige rectiligne rigide de longueur l et de masse negligeable. La tige peut tourner, autour 
de son autre extremite, dans un plan vertical fixe. Le frottement est suppose negligeable. 
On appelle () l' angle ( oriente) que fait le pendule avec la verticale, cet angle etant O si 
le pendule est en position verticale avec le point materiel au dessous du point d'attache, 
et ±1r si le pendule est en position verticale avec le point materiel au dessus du point 
d'attache. 
Les equations du mouvement sont 

{ 
~~ = w, 

: = -f sin(). 

Nous avons note g !'acceleration de la pesanteur. Cette equation differentielle est associee 
a un champ de vecteurs qui est le generateur infinitesimal d'un systeme dynamique a 
temps continu. 
Apparemment, I' espace des phases du systeme est le plan JR 2 , avec pour coordonnees () 
et w. Mais en examinant les choses de plus pres, nous voyons qu'en fait () n'est pas un 
reel, mais un angle, c'est-a-dire un element du cercle trigonometrique 8 1 , isomorphe a 
JR/(21rZ). L'espace des phases est done non pas JR2 , mais le produit 8 1 x JR, c'est-a-dire 
un cylindre. Cet exemple montre que I' etude de systemes mecaniques, meme relativement 
simples, conduit a considerer des systemes dynamiques dont I' es pace des phases n' est pas 
un ouvert d'un espace affine, mais plutot une variete differentiable. Dans le cas present, 
nous pouvons cependant etudier le systeme comme si l'espace des phases etait JR2 (on dit 
que JR2 est le revetement universe[ du cylindre 8 1 x JR), a condition de ne pas oublier que 
() n'est defini que modulo 21r; nous devrons, apres l'etude, effectuer le quotient de JR2 par 
la relation d'equivalence pour laquelle (()1,w1) est equivalent a (e2,w2) si w1 = w2 et 
()l - ()2 = 2k1r, avec k E Z. 

Les points d'equilibre sont les couples (e,w) pour lesquels ~~ = 0 et~ = 0. Nous 

voyons que sur l'espace des phases vrai, c'est-a-dire sur le cylindre 8 1 x JR, il existe deux 
points d'equilibre, un point C de coordonnees () = 0 modulo 21r, w = 0, et un point 8 de 
coordonnees () = 1r modulo 21r, w = 0. Sur son revetement universel JR2 , chacun de ces 
points apparait une infinite de fois; nous dirons que chaque point d' equilibre a une infinite 
de representants; de sorte que nous avons pour points d'equilible les representants du 
point C, de coordonnees () = 2k1r, w = 0 et les representants du point 8, de coordonnees 
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w 

(} 

Figure 1.3. Portrait de phases dans JR2 du pendule plan. 

(} = (2k + l)1r, w = 0, avec k E Z. Sur la figure 1.3, qui represente le portrait de 
phases du systeme, apparaissent trois representants du point d'equilibre C, les points 
((} = -21r, w = 0), ((} = 0, w = 0) et ((} = 21r, w = O); et deux representants du point 
d'equilibre 8, les points (0 = -1r, w = 0) et (0 = 1r, w = 0). 

Posons 
1 

H((}, w) = 2 ml2w2 + mgl(l - cos(}). 

La fonction H a une signification physique importante : c' est l' energie to tale du pendule. 
Il est facile de verifier que pour toute solution t f-+ ( (} ( t), w ( t)) de l' equation diff erentielle 
du mouvement, H ( O(t), w(t)) reste constant. On exprime ce fait en disantqu'en l'absence 
de frottement, le pendule est un systeme mecanique conservatif : chaque mouvement a 
lieu a energie constante. On remarque que H admet un minimum relatif strict au point 
d'equilibre C (() = 0 modulo 21r, w = 0). 

Les figures 1.3 et 1.4 sont deux representations du portrait de phases du systeme. 

Sur la figure 1.3, l'espace des phases est le plan JR2 (avec pour coordonnees (} et w), 
revetement universe! de l'espace des phases vrai, le cylindre 8 1 x R Dans ce plan, nous 
avons trace les courbes d'equation H(O, w) = constante, ce qui donne l'allure qualitative 
du portrait de phases. 

Figure 1.4. Vue en perspective du portrait de phases du pendule plan. 

La figure 1.4 donne une vue en perspective du portrait de phases sur l'espace des phases 
vrai, le cylindre 8 1 x R Pour faire cette figure, nous avons plonge ce cylindre dans un 
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espace de dimension 3 (le lecteur pourra penser a l'espace physique usuel) en le courbant; 
la swface ainsi obtenue est done diffeomorphe a un cylindre, mais ses generatrices ne 
sont plus des lignes droites (ce sont des paraboles). Nous dirons que c'est une surface 
cylindrique. Cette courbure a ete choisie de telle sorte que les lignes d'energie fixee, 
d'equation H(O, w) = constante, soient les intersections de cette surface cylindrique avec 
des plans paralleles. La vue en perspective donnee sur la figure 1.4 est une projection sur 
un plan de l'objet de l'espace a trois dimensions ainsi construit, la direction de projection 
etant choisie de maniere telle que les projections des deux points d' equilibre C et S soient 
distinctes et bien visibles. 

Nous allons classifier les orbites du pendule plan selon leur energie. 

a) Il n'existe aucune orbite d'energie strictement negative. 

b) Il existe une orbite unique d'energie nulle; elle se reduit a un point, le point d'equilibre 
C (0 = 0 modulo 21r, w = 0). 

c) Les orbites d'energie h strictement comprise entre O et 2mgl sont toutes periodiques. 
Lors du mouvement sur une orbite de ce type, l'angle O (en convenant de choisir sa 
determination appartenant a l'intervalle ] - 1r, 1r[) varie entre deux valeurs extremes 
opposees, -OM(h) et OM(h), avec 

OM(e) = arccos ( 1 - ~l) . 
Le pendule oscille autour de sa position d'equilibre stable (qui correspond au point 
d'equilibre C). 

d) 11 existe exactement trois orbites distinctes d'energie 2mgl. L'une, reduite a un point, 
est le point d'equilibre S (0 = 1r modulo 21r, w = 0). Les deux autres sont des arcs de 
courbe partant du point d'equilibre Set aboutissant ace meme point, l'angle O variant 
de maniere monotone pendant le mouvement. L'un de ces arcs de courbe est situe sur le 
demi-cylindre w > 0, l'autre sur le demi-cylindre w < 0. Attention: ces orbites sont des 
arcs de courbe ouverts, adherents au pointd'equilibre S; ce point n'en fait pas partie. Sur la 
figure 1.3, ces orbites sont representees par les deux arcs de courbe qui joignent les points 
(0 = -1r, w = 0) et (0 = 1r, w = 0), situes, l'un dans le demi-plan w > 0, l'autre dans le 
demi-plan w < 0. Ces orbites sont dites homoclines, car chacune d'elles revient sur elle­
meme sous uncertain angle non nul. Nous montrerons plus loin que lors des mouvements 
correspondant a ces orbites, le point d'equilibre S n'est atteint qu'asymptotiquement, 
lorsque le temps t tend vers +oo ou vers -oo. Dans un mouvement de ce type le pendule 
fait, en un temps infini, un seul tour, en partant (pour t = -oo) de sa position d'equilibre 
instable (correspondant au point d'equilibre S) et en revenant ace point (pour t = +oo). 
Le mouvement a lieu dans le sens trigonometrique pour l' orbite homocline pour laquelle 
w > 0, et dans le sens inverse du sens trigonometrique pour l' orbite homocline pour 
laquelle w < 0. 

e) Entin les orbites d' energie h > 2mgl sont toutes periodiques, w restant de signe constant 
sur chacune d'elles; lors des mouvements correspondants l'angle O varie de maniere 
monotone (croissante si w > 0 et decroissante si w < 0). Lors de ces mouvements, le 
pendule toume dans son plan et fait, au cours du temps, un nombre illimite de tours, dans 
le sens trigonometrique si w > 0, dans le sens inverse du sens trigonometrique si w < 0. 
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4. 7. Le fer a cheval de Smale. - C' est un systeme dynamique a temps discret, decouvert 
et decrit pour la premiere fois par le grand mathematicien americain Stephen Smale [57] . 
Dans un plan euclidien £ 2, on considere une partie compacte S reunion d'un pave carre 
.6. et de deux demi-disques Do et D 1, de diametre egal au cote de .6., accoles a deux cotes 
opposes de ce carre. Une application continue et injective f, definie sur un ouvert Ude 
£ 2 , d'adherence compacte contenant S, et a valeurs dans ce meme ouvert U, applique 
S comme represente sur la figure I.5 : le pave .6. est etire dans une direction (sur la 
figure, la direction verticale) et comprime dans la direction perpendiculaire (sur la figure, 
la direction horizontale); les deux demi-disques sont comprimes; l' ensemble S est courbe 
en forme de fer a cheval, et place de maniere telle que les parties rectangulaires Ro et 
R 1 de .6. ( de sommets a, b, c, d et a', b', c', d', respectivement) et representees en gris 
sur la partie gauche de la figure 1.5, soient appliquees, respectivement, sur les parties 
rectangulaire R0 et R 1 de .6. (de sommets f(a), J(b), J(c), f(d) et f(a'), f(b'), J(c'), 
J(d'), respectivement), et representees en gris sur la partie droite de cette figure. 

a' b' a' b' 

d' c' f d' c' 

a b b .. , ,. 
I I 

d C d 

Do 

Figure I.5. L'application "fer a cheval" de S. Smale 

On remarquera qu'outre l'etirement vertical et la contraction horizontale, l'application 
f fait subir une rotation d'un demi-tour au rectangle R 1 pour l'appliquer sur son image 
J (R1) = R 1. On notera aussi, en observant la figure 1.5, que Ro et R 1 sont des rectangles 
dont le grand cote est horizontal, R0 et R 1 des rectangles dont le grand cote est vertical. 

On impose de plus a l'application f d'etre telle que sa restriction a chacun des rectangles 
Ro et R1 soit une application affine de ce rectangle, respectivement, sur le rectangle R0 et 
le rectangle R1 . On Jui impose aussi d' appliquer le complementaire, dans S, du rectangle 
ferme a'b' cd, dans l'interieur du demi-disque Do, et l'interieur du rectangle abc' d' dans 
l'interieur du demi-disque D 1 . On Jui impose enfin d'etre telle que sa restriction au demi­
disque ferme Do soit une application contractante de ce demi-disque dans l'interieur de 
lui-meme. D' apres le theoreme du point fixe VII.2.1 , la restriction de f a D0 possede un 
point fixe unique p, element de l'interieur de D 0 . Le systeme dynamique a temps discret 
considere est engendre par l'application f. Nous avons, d'apres la definition def, 

J(Ro) = R0 , J(R1) = R1, f- 1(R0 ) = Ro, f- 1(R1) = R1. (*) 
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Nous allons detenniner !'ensemble A des points x du pave~ tels que, pour tout n E Z, 
fn ( x) soit element de ~- Posons : 

A+ = { x E ~; Vn EN fn(x) E ~}, 

A_= { x E ~; Vn EN f-n(x) defini et E ~}. 
Nous avons alors A = A+ n A_. Nous allons prouver que 

+oo +oo 
A+= n f-n(Ro U R1), A_= n fn(R0 U R 1). 

n=O n = O 

En effet, un point x E ~ tel que pour tout n EN, fn(x) E Ro U R1 est element de A+, 
car Ro URI c ~ -Reciproquement, un point x E ~ tel qu'il existe n E N pour lequel 
fn(x) n'est pas element de Ro u R 1 ne peut pas etre element de A+, car Jn+l(x) est 
element soit de l'interieur de D 0 , soit de l'interieur de Di, done n'est pas element de~-

De meme, un point x E ~ tel que pour tout n E N, x E fn ( R 0 U RI) appartient a A_, car 
1-n ( x) est defini et element de R0 U R 1, done de ~- Reciproquement, un point x E ~ 
tel qu'il existe n E N pour lequel x 1. fn(R0 URI) ne peut pas etre element de A_, car 
alors soit 1-n(x) n'est pas defini, soit 1-n(x) est defini mais n'appartient pas a R 0 U R 1 ; 

dans ce dernier cas, 1-(n+I) (x) soit n'est pas defini, soit est defini mais n'est pas element 
de~. 

Soient ( i 0 , i 1 , ... , ik) et (j0 , jI, ... , j 1) deux suites finies dont les terrnes sont egaux a 0 
oul.Posons 

Rio i1 ... ik =Rion f-I(Rii) n · · · n f-k(Rik), 

Rioi1 ... i1 =Rion f(Rii) n ... n /(Ri1), 

R/oj1 ... i1 = R- . . n Rio ii .. ii 
io i 1 ... ik •o •1 . .. tk • 

Les Rio ii .. . ik sont des rectangles, dont le grand cote est horizontal et egal au cote du pave 
~. et dont le petit cote est vertical et d'autant plus petit que k est plus eleve. De meme, 
les Ri0 ii .. · ii sont des rectangles dont le grand cote est vertical et egal au cote du pave 
~. et dont le petit cote est horizontal et d'autant plus petit que lest plus eleve. Les Ri et 
Ri ont deja ete representes sur la figure 1.5. Sur la figure 1.6 nous avons represente, a titre 
d'exemple, les Rio ii, les Ri0 ii et leurs intersections. Remarquons que si les suites finies 
ayant le meme nombre de terrnes ( io, i1 , ... , ik) et (i~, ii, i~). dont les terrnes sont egaux 
a O ou 1, sont distinctes, Rio ii .. . ik et Ri~ i~ . .. i~ sont disjoints. De meme, si les suites 
finies ayant lememe nombrede terrnes (j0 ,j1 , ... ,jk) et (jb,j~,j,), dont les terrnes sont 
egaux a O ou 1, sont distinctes, Ri0 ii ... ik et Rib i~ .. . i~ sont disjoints. 

I 

Rao 

!i } " 1 

I 
] 

~I t: ill 
,_Ro 1 

I t. 
} 

fi l } 
[ ~I t ; I j 

![ 
IRO 0 

~ ll ~== RI O :::: t lf: I t 
( ; t 
~ t 

RI~ 
:;:; 

t~ i ~ ~= 
f I 

,. 
) 

i t ( 

I t 1 ':;: . 
(a) Les Rii (b) Les Rkl (c) Les Rf}= ~in Rkl 

Figure 1.6. Les rectangles Ri i et Rk 1 et leurs intersections 



16 Chapitre premier. Generalites sur les systemes dynamiques 

D'autre part, nous avons toujours 

Rioj1 ... j1. C Rjoii ··-/1, Rjoj1 ···!d1+1 C Rfoj1 ··-/1. 
io •1 ... •k •k+1 io •1 ... •k io •1 ... •k io •1 ... •k 

En utilisant les formules (*),nous voyons egalement que 

f( Rjoj1 ···fl)= R~oioj1 ... j1, 1-l(Rioj1 ···/1) = R~1 :·)1 . 
•o •1 ... •k •1 ... •k •o •1 ... •k Jo •o •1 ... •k • 

En examinant ces formules le lecteur remarquera que f et 1-1 agissent sur les Rfif: .·.·:t 
en faisant passer le premier indice d'une ligne (celui situe le plus a gauche dans cette 
ligne ), respectivement, de la ligne du bas a la ligne du haut, et de la ligne du haut a la ligne 
du bas, cet indice etant toujours place en premiere position. 

D'apres les expressions de A+, A_ et A, nous voyons qu'un point x E ~ est element de A 
si et seulement s' il existe deux suites infinies ( io, i 1, ... , in, ... ) et (jo, j1, ... , im, ... ) , 
dont les termes sont egaux a O ou 1, telles que pour tous k E N et l E N, le point x 
soit element de Rio ii ··· 11 • Lorsque ces deux suites infinies sont fixees, le point x E ~ 

•o •1 ·· · 'k 

qu'elles determinent existe (car !'intersection de la suite decroissante de compacts non 
vides ( Rf if: ::: {:: , n E N) est non vide) et est unique ( en raison du fait que les Rf i {: ::: /:: 
sont des paves carres dont le cote tend vers O lorsque n - +oo ). Nous avons done prouve 
qu' il existe une application bijective de l' ensemble A sur l' ensemble des couples ordonnes 
de suites infinies ( ( i 0 , i 1 , ... , in, ... ) , (j0 , j 1 , ... , im, ... ) ) dont les termes sont egaux a 
0 ou a 1. Mais un tel couple ordonne de suites infinies peut etre identifie a une suite infinie 
bilatere marquee 

( ... ,jm,···,jl,jo; io,il,···,in,···)-
Une telle suite bilatere est dite marquee pour indiquer qu'on a place une marque 
(representee par un point-virgule) entre deux termes consecutifs (ici les termes j 0 et 
i 0). Cette marque sert a indiquer que la premiere suite unilatere est formee par les termes 
places a droite du point-virgule, et la seconde par les termes places a gauche de ce signe. 

Cette identification est commode car elle permet de donner a I' application f la forme tres 
simple suivante : 

f: ( ... ,j1,jo; io,i1, ... ) i-+ ( .•• ,j1,jo,io; i1,i2, ... ) . 

L'application f a done pour effet de deplacer le point-virgule d'un cran vers la droite. 
Cette application, definie sur !'ensemble des suites bilateres marquees, est appelee shift 
de Bernoulli. 

La topologie de A (induite par celle du plan £2) est celle d'un e~pace de Cantor (voir par 
exemple [23) chapitre I paragraphe 9). 

Un point x de I' ouvert U sur lequel !'application fest definie est dit non errant (definition 
due a D. Birkhoff [9]) si pour tout voisinage V de x et tout entier N > 0, il existe un 
entier n 1 ~ N et un entier n 2 :S -N tels que fn 1 (V) n V =I= 0 et fn 2 (V) n V =I= 0. 
L'ensemble des points non errants du systeme dynamique a temps discret engendre par f 
est note 0(/). On montre aisement (voir parexemple [37) chapitre 7) que 0(/) n ~=A. 
L' ensemble A a de remarquables proprietes. En particulier, il contient une infinite d' orbites 
periodiques, de periodes aussi grandes qu'on le veut (ce sont les orbites des suites bilateres 
periodiques). 11 contient egalement une orbite partout dense dans A. Le lecteur trouvera 
dans les ouvrages [20, 29, 37, 50) une etude plus complete du fer a cheval de Smale et de 
l 'ensemble A. 
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5. Exercices 

Exercice 1.1. Les proprietes enoncees dans la proposition 2.3 restent-elles applicables 
aux systemes dynamiques parametres par JR.+ ou par N? Si elles ne le soot pas, donner des 
exemples de systemes pour lesquels elles ne soot pas verifiees. 

Exercice 1.2. Dans les hypotheses de la definition 2.4, quels soot les ensembles limites 
d'un point d'equilibre? d'un point dont l'orbite est periodique? 

6. Solutions 

Solution 1.1. Pour un systeme dynamique sur un ensemble n parametre par JR.+ ou par 
N, la propriete 1 de la proposition 2.3 reste vraie: l'orbite d'un point den contienttoujours 
ce point. Par contre, la propriete 2 de cette proposition ne subsiste pas. Considerons par 
exemple le systeme dynamique a temps discret, sur !'ensemble a deux elements { 0, 1 }, 
engendre par I' application 

f(O) = 0, f(l) = 0. 
L'orbite de O est { 0 }, et l'orbite de 1 est { 0, 1 }. ces deux orbites ont en commun 
le point O et ne soot pas confondues. La propriete 3 de la proposition 2.3 ne subsiste 
pas non plus, car pour une relation d'equivalence, deux classes d'equivalence soot soit 
disjointes, soit confondues. La propriete 4 de la proposition 2.3 subsiste, moyennant une 
legere adaptation : six est un point den dont l'orbite est periodique de periode T > 0, 
!'ensemble Ix est l'ensemble des temps tout entier, c'est-a-dire JR.+ ou N, selon que le 
systeme dynamique considere est parametre par JR.+ ou par N, et I' orbite de x est aussi 
periodique de periode kT, pour tout entier k ~ 1. 

Solution 1.2. Dans les hypotheses de 2.4, !'ensemble a-limite et !'ensemble w-limite 
d'un point d'equilibre x soot tous deux le singleton { x }. De meme, l'ensemble a-limite 
et !'ensemble w-limite d'un point dont l'orbite I est periodique soot tous deux egaux a 1 . 



Chapitre II 

Rappels sur les equations differentielles 

Nous indiquons dans ce chapitre les notions sur les equations differentielles dont 
nous aurons besoin dans la suite. Pour la plupart, ces notions sont enseignees en 
licence de mathematiques; elles sont rappelees ici sans demonstration. Le lecteur 
pourra trouver ces demonstrations dans tout cours de calcul differentiel, comme par 
exemple [18]. 
Certains resultats, malheureusement pas toujours enseignes en licence malgre leur 
importance, sont presentes avec leur demonstration. Il en est ainsi par exemple du 
theoreme des bouts (3.3), de la proposition relative a l'image directe d'un champ de 
vecteurs (5.1) et du theoreme de redressement local (5.2). 
Pour les equations differentielles satisfaisant les hypotheses du theoreme de Cauchy­
Lipschitz, nous introduirons (paragraphe 4) les concepts de flot et (pour les equations 
autonomes) de flot reduit. Nous verrons que les applications partielles construites 
avec le flot (ou le flot reduit) constituent un systeme dynamique a temps continu, 
naturellement associe a l' equation differentielle. Dans le cas ou l' equation est 
autonome, le champ de vecteurs qui lui est associe n'est autre que le generateur 
infinitesimal de ce systeme dynamique. 

1. Equations differentielles sous forme canonique 

1.1. Notations et conventions. - Dans ce paragraphe t: est un espace affine reel, dont 
l'espace vectoriel associe E est muni d'une norme. Nous devrons supposer parfois (par 
exemple dans l'enonce du theoreme de Cauchy-Lipschitz 2.8), de plus, que l'espace 
norme E est complet, c'est-a-dire est un espace de Banach. Rappelons que cette 
condition est automatiquement satisfaite lorsque E est de dimension finie. Rappelons 
aussi que toute application lineaire de JR. dans E est automatiquement continue et 
que l'espace .C(!R., E) de toutes les applications lineaires de JR. dans E est un espace 
vectoriel norme qui s'identifie a E, grace a l'isomorphisme conservant la norme qui, 
a un element <p de .C(IR., E), associe l'element <p(l) de E. L'isomorphisme reciproque 
associe, a chaque element x de E, l'application lineaire t f------t tx de JR. dans E. Nous 
utiliserons systematiquement cette identification. De meme, nous identifierons les espaces 

.C(!R., .C(IR., E)), .C ( JR., .C (JR., .C(!R., E))), etc ... , a E. Une application <p d'un intervalle 

ouvert I de JR. dans t: etant donnee, nous noterons <p1, <p11 , •• • , <p(n) ses derivees premiere, 

seconde, ... , d' ordre n, lorsqu' elles existent. Nous noterons aussi, occasionnellement, !~, 
d21/l dntll 

r r d' · ' 1 · A 1 d R 1 dt2 , ... , dtn ces envees, orsque ces notations paraitront p us commo es. appe ons 

que lorsque l' application <p est n fois differentiable sur I, ses derivees <p1, <p11 , ••• , 

<p(n) sont des applications de I, respectivement, dans .C(JR., E), .C(!R., .C(!R., E) ), ... , 

.c( JR., .C(!R., .C( ... E) .. . ) ) . Mais compte tenu des identifications mentionnees ci-dessus, 

nous pouvons considerer toutes les derivees <p1, <p11 , ••• , <p(n) de l'application r.p comme 
etant a valeurs dans E. 
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1.2. Definitions. - Une equation differentielle du premierordre, sousforme canonique, 
dans l'espace affine t: d'espace vectoriel associe E, est une relation de la forme 

cp'(t) = J(t, cp(t)), (1) 

oiz fest une application d'une partie fi de JR x t: dans E. Une solution (ou courbe 
integrate) de cette equation differentielle est une application differentiable cp d'un 
intervalle ouvert I de JR dans £ telle que, pour tout t EI, (t, cp(t)) soit element de 

fi et que (t, cp(t), cp'(t)) verifie la relation (1). 

1.3. Definitions. - Une equation differentielle autonome du premier ordre, sousforme 
canonique, dans l'espace affine£ d'espace vectoriel associe E, est une relation de 
la forme 

cp'(t) = X(cp(t)), (2) 
oiz X est un champ de vecteurs sur une partie Ode£, c'est-a-dire une application 
de O dans E. Une solution (ou courbe integrate) de cette equation differentielle est 
une application differentiable cp d 'un intervalle ouvert I de JR dans £ telle que, 
pour tout t EI, cp(t) soit element de O et que (cp(t), cp'(t)) verifie la relation (2). 
Les solutions (ou courbes integrales) de l'equation differentielle autonome (2) sont 
aussi appelees courbes integrates du champ de vecteurs X. 

En d' autres tennes, une equation differentielle du premier ordre, sous fonne canonique, 
de la fonne ( 1), est autonome si la partie fi de JR x t: sur laquelle l' application f est definie 
est de la fonne JR x 0, ou O est une partie de t:, et si, pour chaque x E 0, la fonction fest 
constante sur la partie JR x { x} de JR x 0. On dit alors que f ne depend pas de sa premiere 
variable t E R 
La proposition suivante indique une importante propriete de !'ensemble des solutions 
d'une equation autonome. 

1.4. Proposition. - Soit cp : I -----+ E une solution de l'equation differentielle 
autonome (2) et soit t0 ER Designons par Tt 0 : JR-----+ JR la translation 

t f---4 Tt0 (t) = t - to. 

Alors l'application cp o Tt0 du translate I+ to de l'intervalle I dans E est aussi 
solution de l'equation autonome (2). 

Preuve: Voir par exemple [18], chapitre IV, paragraphe 2.2. D 

2. Le theoreme d'existence et d'unicite 

Soit t: un espace affine reel dont l'espace vectoriel associe E est muni d'une nonne, et f 
une application d'une partie n de JR X t: dans E. On considere !'equation differentielle 

cp'(t) = f(t,cp(t)). (1) 

2.1. Definition. - Une solution cp : I -----+ t: de l'equation differentielle (1) est dite 
maximale si toute solution de (1) dont l'intervalle de definition contient I et dont 
la restriction a I coincide avec cp est egale a cp. 

2.2. Definitions. - Une donnee de Cauchy pour ]'equation differentielle (1) est un 
point (to, Xo) de la partie n de JR X t: sur laquelle est definie cette equation. On 
dit qu'une solution cp: I-----+ t: de l'equation (1) satfafait la donnee de Cauchy (to, xo) 
si to EI et cp(to) = xo. 
On appelle probleme de Cauchy la recherche d'une solution de l'equation (1) 
satisfaisant une donnee de Cauchy specifiee ( t 0 , x 0 ). 
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2.3. Definition. - Soit (to, Xo) E n. On appelle tonneau de securite ouvert (resp., 
ferme) de centre (to, x0 ) une partie de~ x t: de la forme Io x B 0 , ou 10 est un 
intervalle ouvert (resp., ferme) de centre t0 , de longueur 2l > 0, et Bo une boule 
ouverte (resp., fermee) de centre x 0 , de rayon r > 0, telle que 

Io x Bo c n et sup IIJ(t,x)/1 < y. 
(t,x)EloXBo 

2.4. Remarques 

a) Gas ou f est locaJ.,ement bornee. - Si f ~st localement bomee sur n, et en particulier 
si fest continue sur n, tout point interieur an est centre d'un tonneau de securite. Soit en 
effet (to, Xo) Un point interieur 3. 0. Puisque j est localement bomee, iJ existe Un YOisinage 
W de (to,xo) dans n sur lequel fest bomee; ii existe done unreel M > 0 tel que 
SUP(t,x)EW II! (t, X) II < M. Puisque (to, Xo) est interieur an, le voisinage w de (to, xo) 

dans nest aussi voisinage de (to, xo) dans ~ x t:. L'ensemble des parties de~ x t: de la 
forme [to-l, t 0 +l] x Bp(x0 , lM), avecl > 0, estun systeme fondamental de voisinages 
de (to, x0 ) dans ~ x t: (nous avons note Bp(x0 , lM) la boule fermee de£, de centre x 0 et 
de rayon lM). Pourl > 0 assez petit, nous avons done [to -l, t0 +l] x Bp(x0 , lM) c W, 
et nous voyons que [to - l, t0 + l] x Bp(x0 , lM) est un tonneau de securite ferme centre 
sur le point (to, xo). Bien entendu, ]to - l, to+ l[xB(xo, lM), ou B(xo, lM) designe 
la boule ouverte de t: de centre x 0 et de rayon lM, est un tonneau de securite ouvert de 
centre (to,xo). 

b) Homotbetique d'un tonneau de securite. - Soit Io x Bo un tonneau de securite 
(par exemple ferme) de centre (to, x 0 ). Notons Io = [to - l, t 0 + l], B 0 = Bp(x0 , r), 
avec l > 0, r > 0. Tout point (t1,x1) de O interieur a Io x Bo, c'est-a-dire verifiant 
lti - tol < let llx1 - xoll < r, est aussi centre d'un tonneau de securite Ii x B1. II suffit 
de prendre Ii = [t1 - li, t1 + li], B1 = Bp(x1, r1), en choisissant Li et r 1 de maniere 
telle qu'ils verifient 

r1 r 
li l' O<li:S:l-lt1-tol, O<r1:S:r-llx1-xoll-

Ces conditions impliquent en effet Ii x B 1 c Io x B0 c n, done 

sup IIJ(t,x)II :s; sup IIJ(t,x)II < ~l = rl1. 
(t,x)Eli xB1 (t,x)EloxBo 1 

Cette remarque est souvent utile pour l'etude de !'existence des solutions d'une equation 
differentielle. 

c) Interet des tonneaux de securite. - Soit <p : I - t: une solution de I' equation 
differentielle (1) satisfaisant la donnee de Cauchy (to, x0 ). L'existence d'un tonneau de 
securite Io x Bo de centre (to, xo) E ~ x t: permet de montrer que le graphe de la 
restriction de <pa In Io est contenu dans ce tonneau de securite. C'est ce qui resulte du 
lemme suivant, et c'est la le principal interet de la notion de tonneau de securite. 

2.5. Lemme. - Soit <p : I - t: une solution de l'equation differentielle (1) 
satisiaisant la donnee de Cauchy (t0 ,x0 ). S'il existe un tonneau de securite (par 
exemple ouvert) Io x Bo de centre (to, xo), la solution <p verifi.e, pour tout t E InI0 , 

llcp(t) - <p(to) II < r, 

ou r > 0 est le rayon de la boule Bo. Cela exprime que le graphe de la restriction 
de <pa In Io est contenu dans Io x B 0 . 
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Preuve : Soit 21 > 0 la longueur de l'intervalle 10 • D'apres la definition d'un tonneau 
de securite, nous avons 

sup IIJ(t,x)II = M < y. 
(t,x)EloxBo 

Supposons qu'il existe ti E In Io tel que llcp(t1) - cp(to) II :::=: r. Necessairement, t1 -=I to; 
supposons par exemple ti > t 0 • Posons 

tM = sup{ t E Info; t :::=:to, VOE [to,t], llcp(O)- cp(to)II < r}. 

Le reel tM existe, car c'est la borne superieure d'une partie de JR non vide (elle contient to) 
et majoree par ti. 11 appartient a l'intervalle [to, ti], done a In Io. Puisque cp est continue, 
nous avons 

llcp(tM)- cp(to)II = r. (*) 
D'autre part, d'apres la definition meme de tM, pour tout t E [to,tM[, (t,cp(t)) est 
element de Io X Bo, done 

llcp'(t)II = IIJ(t, cp(t))II :s: M < y. 
Mais alors, d'apres le theoreme des accroissements finis, 

llcp(tM) - cp(to)II :S: M!tM - to! :S: Ml< r, 

ce qui contredit ( * ). D 

2.6. Definitions. - Soient E et F deux espaces vectoriels normes, ou deux espaces 
afH.nes dont les espaces vectoriels asssocies sont normes. 

1. Une application f, definie sur une partie O de E et a valeurs dans F, est dite 
lipschitzienne s'il existe un reel k :::=: 0 tel que, pour tous xi et x2 E 0, 

IIJ(x2) - f(xi) II :S: kllx2 - xi II. 
Le reel k est appele rapport de l'application f. On dit alors aussi que f est k­
lipschitzienne pour dire qu'elle est lipschitzienne de rapport k. 

2. Dans les memes hypotheses, on dit que l'application f est localement lipschitzi­
enne si tout point x de O possede un voisinage ( dans O) tel que la restriction de f 
ace voisinage soit lipschitzienne, son rapport pouvant dependre du point x. 

3. Soit A un ensemble, et g une application definie sur une partie O de Ax E, 
a valeurs dans F. On dit que f est lipschitzienne relativement a sa seconde variable 
x E E s'il existe un reel k :::=: 0 tel que, pour tout a E A, tous x1 et x2 E E tels que 
(a,xi) et (a,x2) soient elements den, 

llg(a,x2) - g(a,x1)II :S: kllx2 - xiii. 

4. On suppose de plus l'ensemble A muni d'une topologie. L'application g est 
dite local,ement lipschitzienne relativement a sa seconde variable x E E si tout point 
( a, x) E O possede un voisinage W c A x E tel que la restriction de f a On W soit 
lipscbitzienne relativement a sa seconde variable (son rapport pouvant dependre 
du point (a,x) E O considere). 

2.7. Exemple important. - Soit £ un espace affine dont l'espace vectoriel associe 
E est norme et f une application definie sur un ouvert n de JR X £' a valeurs dans un 
autre espace vectoriel norme F. Si f est differentiable de classe GP, avec p :::=: 1, elle 
est localement lipchitzienne par rapport a sa seconde variable ( et meme par rapport a 
l 'ensemble ( t, X) E n des deux variables dont elle depend). Cela resulte en effet aisement 
de l'inegalite des accroissements finis. 
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2.8. Theoreme de Cauchy-Lipschitz. - Soit £ un espace affine dont l'espace 
vectoriel associe E est un espace de Banach reel, et f : n -----+ E une application 
d'une partie n de lll X £ dans E. On considere l'equation dilferentielle 

cp'(t) = f(t, cp(t)). (1) 

Soit (to, xo) E r2 une donnee de Cauchy, qu'on suppose centre d'un tonneau 
de securite ferme Io x Bo contenu dans r2 (avec Io = [to - l, to + l], l > 0, 
Bo = BF(x0 , r), boule fermee de centre xo et de rayon r > 0). On suppose aussi 
la restriction de f a Io x Bo continue, et lipschitzienne relativement a sa seconde 
variable. 11 existe alors une solution de l'equation differentielle (1) satisfaisant la 
donnee de Cauchy (to, x 0 ), defi.nie sur l'intervalle ouvert ]t0 -l, t0 +l[. Cette solution 
est unique, au sens suivant : toute autre solution de l'equation differentielle (1) 
satisfaisant la meme donnee de Cauchy (to, x 0 ) coincide avec elle sur l'intersection 
de son intervalle de definition avec l'intervalle ]to - l, t0 + l[. 
Preuve : Voir par exemple [ 18], chapitre V, paragraphe 2. 7. D 

2.9. Theoreme d'existence et d'unicite globales. - Soit £ un espac!!_ affine 
dont l'espace vectoriel associe E est un espace de Banach reel, et f : n -----+ E 
une application d'un ouvert n de lll x £ dans E. On suppose f continue sur 
n et localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable. On considere 
l'equation differentielle 

cp'(t) = f(t,cp(t)). (1) 

Pour toute donnee de Cauchy (to, Xo) En il existe une solution maximale unique 
de l'equation differentielle (1) satisfaisant cette donnee de Cauchy. 

Preuve : Voir par exemple [ 18], chapitre V, paragraphe 2.10. D 

3. Bouts d'une solution maximale 

Nous considerons dans ce paragraphe !'equation differentielle, dans l'espace affine£ dont 
l'espace vectonel associe E est norme, 

cp'(t) = J(t,cp(t)), (1) 

ou fest une application d'une partie n de lll x £ dans E. Les hypotheses sur E et f seront 
precisees en temps utile. 

3.1. Definition. - Soit cp une solution maximale de l'equation differentielle (1), 
]a, b[ son intervalle de definition (a pouvant etre fi.ni OU egal a -oo, et b fi.ni OU 

egal a +oo ). On appelle bout droit (resp., bout gauche) de cette solution maximale 
l'ensemble des valeurs d'adherence, lorsque t -----+ b (resp., lorsque t -----+ a), de 
l'application de ]a, b[ dans lll x £ : t 1-----+ (t, cp(t)). 

3.2. Commentaires 

a) Projection des bouts sur le Eacteur R - Il importe de remarquer que le bout droit 
(resp., gauche) de la solution cp est une partie de lll x £, qui peut eventuellement etre vide. 
Si cette partie est non vide, sa projection sur le facteur lll est necessairement le singleton 
{ b} (resp., le singleton {a}); en effet, b (resp., a) est la limite, done l'unique valeur 
d'adherence, de !'injection canonique de ]a, b[ dans lll, t 1-----+ t, lorsque t -----+ b (resp., 
lorsque t-----+ a). 
Nous voyons done que si b = +oo (resp., si a= -oo), le bout droit (resp., gauche) de la 
solution cp est vide. 
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b) Ensembles limites. - Supposons l'intervalle de definition de la solution maximale cp 
non borne a droite (resp., a gauche), c'est-a-dire de la forme ]a, +oo[ (resp., de la forme 
] - oo, b[). Le bout droit (resp., gauche) de la solution cp est alors vide. Afin d'etudier le 
comportement de cp(t) lorsque t--+ +oo (resp., lorsque t--+ -oo), il est utile d'introduire 
la notion d'ensemble w-limite (resp., d'ensemble a-limite) de cp : c'est, par definition, 
!'ensemble des valeurs d'adherence de !'application t ~ cp(t) lorsque t --+ +oo (resp., 
lorsque t --+ -oo). Les ensembles w-limite et a-limite de cp sont des parties de£, qui 
peuvent eventuellement etre vides. Leurs proprietes sont plus compliquees que celles des 
bouts. Nous les avons deja definis, pour les trajectoires d'un systeme dynamique, dans le 
chapitre precedent (1.2.4). 

3.3. Theoreme. - On se place dans Jes hypotheses du theoreme d'existence 
et d'unicite ~lobales 2.9 : l'espace vectoriel E associe a l'espace affine £_ est 
de Banach, n est un ouvert de IR x £, l'application f est continue sur n et 
localement lipschitzienne relativement a sa seconde variable. Les bouts d'une 
solution maximale cp : ]a, b[--+ £ de l'equation differentielle (1) ont les proprietes 
suivantes. 

(i) Si un bout ( droit ou gauche) de cp est non vide, il est contenu dans la frontiere 
den. 

(ii) Sib< +oo et s'il existe c > 0 tel que t ~ llcp'(t)II soit bornee sur ]b- t, b[, la 
limite 

lim cp(t) 
t--->b, tE]a,b[ 

existe, et le bout droit de la solution cp est le singleton { (b, limt--->b, tE Ja,b[ cp( t)) } . 
De meme, si -oo < a et s'il existe c > 0 tel que t ~ llcp'(t)II soit bornee sur 
]a, a+ c[, la limite 

lim cp(t) 
t--->a , tE ]a,b[ 

existe, et le bout gauche de la solution <p est le singleton { ( a, limt--->a, tE ]a,b[ cp( t)) } . 

(iii) Si b < +oo et si le bout droit de <p est vide (resp., si -oo < a et si le bout 
gauche de <pest vide), alors pour toute partie compacte K de£, il existe c > 0 tel 
que pour tout t E ]a, b[ verifiant b- c < t (resp., verifiant t < a+ t), cp(t) n'est pas 
element de K. 

Preuve : Nous etablirons ces proprietes pour le bout droit. Le cas du bout gauche est 
analogue. 

(i) Soit (b, y) un element du bout droit de <p. C'est une valeur d'adherence de !'application 

t ~ ( t, cp(t) ), qui prend ses valeurs dans 0. Par suite, (b, y) est adherent a 0. Supposons 

(b,y) E 0. Il existe alors un tonneau de securite ferme [b - l,b + l] x Bp(y,r), 
centre sur (b, y), contenu dans 0, avec l > 0, r > 0. Considerons le tonneau ferme 
de meme centre (b, y), homothetique du precedent dans le rapport 1/3, c'est-a-dire 
[b- l/3,b + l/3] x Bp(y,r/3). C'est un voisinage de (b,y); comme (b,y) est valeur 
d'adherence de t ~ (t, <p(t)), il existe s E ]a, b[ tel que 

(s,<p(s)) E [b-l/3,b+l/3] xBp(y,r/3). 

Autrement dit, 0 < b- s :S: l/3 et llcp(s) - YII :S: r/3. Mais alors [s - 2l/3, s + 2l/3] x 
Bp(<p(s), 2l/3) est un tonneau de securite ferme, de centre (s, cp(s)) (remarque 2.4.b). 
Le theoreme d'existence 2.8 nous permet alors d'affirmer que la solution maximale de 
(1) qui satisfait la donnee de Cauchy ( s, <p( s)) est definie sur un intervalle qui contient 
Js - 2l/3, s + 2l/3[. Mais cette solution n'est autre que <p, et puisque b - s :S: l/3, 
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Figure IL 1. Illustration de la preuve du theoreme 3.3. 

s + 2l/3 2".: b + l/3 > b. Nous avons ainsi prouve que b n'est pas l'extremite droite de 
l'intervalle de definition de la solution maximale cp, contrairement a la definition meme 
deb. Notre hypothese de depart, selon laquelle (b, y) appartient a 0, est done fausse. Le 
point ( b, y). element de l' adherence de n mais pas de n. est done necessairement element 
de la frontiere de n. 
(ii) Soit ( tn , n E N) une suite croissante de points de l'intervalle [b - t, b[, qui converge 
vers b. D'apres le theoreme des accroissements finis, pour tous pet q EN, 

llcp(tp) - cp(tq)II :S: sup llcp'(t)ll itp - tql :S: M ltp - tql, 
tE[b-c,b[ 

ou nous avons note Mun majorant de llcp'(t) II pour t E ]b - t, b[. Cette inegalite montre 
que la suite ( cp( tn) , n E N) est de Cauchy dans l' espace comp let£. Cette suite converge 
done vers un element ( de £. L'element ( ne depend pas du choix de la suite (tn), car 
avec deux suites croissantes (tn) et (t~) dans [b - t, b[ convergeant vers b, on peut, 
en considerant la reunion des termes de ces deux suites et en l'ordonnant selon l'ordre 
croissant, former une nouvelle suite croissante (sn), convergeant vers b, dont les suites 
(tn) et (t~) sont extraites; la convergence de la suite (cp(sn)) montre que les deux suites 
( cp(tn)) et ( cp(t~)), qui en sont extraites, ont la meme limite. Nous pouvons alors affirmer 
que !'application t I-* cp(t) a pour limite ( lorsque t-+ b, t E ]a, b[. Aussi, lorsque t -+ b, 
!'application t I-* (t, cp(t)) converge vers (b, e), et a done ce point de JR x £ pour unique 
valeur d'adherence. 

(iii) Si la propriete enoncee etait fausse, il existerait une partie compacte K de£ ayant 
la propriete suivante: pour tout entier n E N*, il existe unreel tn E [b - (1/n), b[ tel 
que cp(tn) EK. La suite (cp(tn), n EN), contenue dans un compact, admet une valeur 
d'adherence ( E K. Le point (b, () de JR x £ serait alors element du bout droit de cp, en 
contradiction avec l'hypothese selon laquelle ce bout droit est vide. D 

3.4. Commentaires 

a) Equations de.inies sur JR-X £. - Si le domaine de definition n de la fonction f est 
JR x £ entier, la frontiere de n est vide. Le theoreme 3.3 montre alors que les bouts droit 
et gauche de toute solution maximale de (1) sont vides. 

b) Explosions. - Considerons, pour simplifier, une equation differentielle autonome, 
~tisfaisant les hypotheses du theoreme d'existence et d'unicite globales 2.9. La partie 
n de JR x £ est al ors de la forme JR x n, ou n est un ouvert de l' espace affine £. Soit 
cp : ]a, b[-+ £ une solution maximale de cette equation, pour laquelle b < +oo (le cas 
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-oo < a donnerait lieu a un raisonnement analogue). Pourquoi ne peut-on pas prolonger 
cette solution au dela de b? Le theoreme 3.3 donne des elements de reponse : 

- ou ~en le bout droit de la solution est non vide, et il est contenu dans la frontiere 
de n = JR x n; comme la frontiere du facteur JR est vide, le bout droit de <.p est 
necessairement contenu dans { b} x Fr(O), ou Fr(O) designe la frontiere de l'ouvert 
n de £; la solution <.p ne peut etre prolongee au dela de b car elle a atteint la frontiere 
du domaine de definition de !'equation; 

- ou bien le bout droit de la solution <.pest vide; dans ce cas, pour toute partie compacte 
K de£, la valeur cp(t) de la solution "sort de K" (c'est-a-dire n'est plus dans K) 
lorsque t - b; en uncertain sens (precise ci-dessous) ou peut dire que la solution 
"part a l'infini", ou "explose", lorsque t - b. 

Le lecteur remarquera que lorsque £ est de dimension finie, ses parties compactes sont ses 
parties fermees et bornees. 11 est al ors tout a fait legitime de dire que cp( t) "part a l'infini" 
lorsque t - b pour dire que, pour toute partie compacte K de t:, cp( t) sort de K. Lorsque 
£ est de dimension infinie, il existe des parties fermees et bornees de £ non compactes, et 
cp( t) peut sortir de tout compact, lorsque t - b, tout en restant bornee. On peut cependant 
dire que cp(t) "part a l'infini" dans !'infinite des dimensions de£. 

4. Le flot d 'une equation diff erentielle 

Soit £ un espace afffine dont I' espace vectoriel associe E est un espace de Banach reel. 
Considerons l' equation diff erentielle 

cp'(t) = J(t, cp(t)), (1) 

ou fest une application d'un ouvert n de JR x £ dans E. Nous nous pla~ons dans les 
hyp~heses du theoreme d' existence et d'unicite 2. 9 : l' application f est supposee continue 
sur n et localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable. Nous savons alors, 
d' apres 2.9, que pour toute donnee de Cauchy (to, Xo) E Oil existe une solution maximale 
unique 'P(to,xo) de !'equation (1), definie sur un intervalle ouvert I(to,xo) de JR contenant 
t0 , verifiant 'P(to,xo)(t0 ) = x0 • Celajustifie la definition suivante. 

4.1. Definition. - On appelle flot ( OU Coulee) de 1 'equation differentielle ( 1), 
satisfaisant les hypotheses du theoreme d'existence et d'unicite 2.9, l'application 
iI> de la partie 

D = u I(to,xo) X { (to, Xo)} = { (t, to, Xo) E JR X n ; t E I(to,xo)} 

(to,xo)EO 

de JR X O dans £, 
(t, to, xo) f-+ iI>(t, to, xo) = 'P(t0 ,x0 )(t). 

4.2. Commentaire. - En d'autres termes, le flot iI> de !'equation differentielle (1) est 
!'application, fonction de trois variables t, to et x0 , ainsi definie: le cougle (to, xo) forme 
par les deux dernieres variables est une donnee de Cauchy, element de n. Ce couple etant 
fixe, la premiere variable test element de l'intervalle Ito ,xo sur lequel est definie la solution 
maximale de !'equation differentielle (1) qui satisfait la donnee de Cauchy (to, x 0 ); enfin, 
!'application t f-+ iI>(t, t 0 , x0 ) est precisement cette solution maximale. Le flot iI> verifie 
done a 

at iI>(t, to,xo) = J(t, iI>(t, to, xo)), iI>(to, t0 ,x0 ) = x0 . 
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Le concept de flot d'une equation differentielle est important et d'emploi commode, car 
il rassemble, sous forme d'une seule application, toutes les solutions maximales de cette 
equation. 

4.3. Exemple. - Le flot de l' equation differentielle, sur JR, 

y'(t) = y(t)' 
est defini sur JR x JR x JR, et a pour expression 

<I>( t, to, xo) = Xo et-to . 

4.4. Proposition. - Le f1ot <I> : D - £ de l'equation differentielle (1), qui est 
supposee satisfaire les hypotheses du tbeoreme d'existence et d'unicite 2.9, veri.ie 
les proprietes suivantes. 

1. Soient (to, Xo) En, t1 et t2 deux reels. On suppose le triplet (ti, to, Xo) element 
du domaine D de definition de <I>. Alors le triplet (t2, t0 , x0 ) est element de D si 
et seulement si (t2, ti, <I>(t1, t0 , xo)) est element de D. Lorsque c'est le cas, on a 

<I>(t2, to,xo) = <I>(t2, ti, <I>(t1, to, xo)). (*) 

2. En particulier, si le triplet ( t 1, to, xo) est element de D, alors (to, t 1, <I> ( ti , t0 , x0 )) 

est aussi element de D, et 

<I>(to,t1,<I>(t1,to,xo)) =xo. (**) 

Preuve: Voir par exemple [18], chapitre VI, paragraphe 2.3. D 

4.5. Remarque. - Afin de mieux mettre en evidence la signification des resultats 
enonces dans la proposition precedente, posons, pour tous t0 et t E JR, 

U(t,to) = { Xo E £ ; (t, to,xo) ED}, 
et, pour tout Xo E U(t,to)• 

<I>(t,to) (xo) = <I>(t, to, xo). 
Nous voyons alors que <I>(t,to) est une application, definie sur la partie U(t,to) de £, a 
valeurs dans £. La relation ( *) de la proposition precedente peut al ors etre mise sous la 
forme 

<I>(t2,to) = <I>(h,t1) 0 <I>(t1 ,to)· ( *) 
Pour donner tout son sens a la relation ( *) mise sous cette forme nouvelle, on doit ajouter 
la precision suivante: soit xo E U(ti,to)i alors <I>(ti,to)(xo) est element de U(t2,t1) si et 
seulement si x 0 est element de U(h,to)· 

Quant a la relation ( ** ), avec ces nouvelles notations, elle exprime le fait que !'application 
<I>(ti,to) : U(ti,to) - £ est injective et a pour image U(to,ti)• et que lorsqu'on laconsidere 
comme une bijection de U(ti ,to) sur son image, elle a pour inverse 

( <I>(ti,to))-l = <I>(to,t1) · 

Ces proprietes ressemblent beaucoup a celles des elements d'un groupe. Cependant, la 
famille d'applications { <I>(t,to) ; to E JR, t E JR}, munie des lois de composition et 
d'inversion donnees par les formules ( *) et ( **), n' est en general pas un groupe, car la 
loi de composition n'est pas definie pour tout couple ordonne d'elements : si <I>(ti,to) 
et <I>(si,so) sont deux elements de cette famille d'applications, !'application composee 
<I>(si,so) o <I>(ti,to) n'appartientala famille (sauf cas particulier) que si so= t1. On ditque 
cette famille d'applications, munie des lois de composition et d'inversion ( *) et ( **),est 
un groupe local. 

Le principal resultat concemant le flot d'une equation differentielle fait l' objet du theoreme 
suivant. 



§ 4. Le flot d'une equation differentielle 27 

4.6. Theoreme. - Soit t: un espace affine dont l'espace vectoriel associe E est 
un espace de Banach reel, n un ouvert de JR X t: et f : n - E une application 
continue, et localement lipschitzienne relativement a sa seconde variable. On note 
<I> le fJ.ot de l'equation differentielle 

rp'(t) = f(t, rp(t)). 
Le domaine de definition D du fJ.ot <I> est un ouvert de JR x JR x t:, et l'application 
<I> : D --+ t: est continue et localement lipschitzienne. 
Si, de plus, l'application fest differentiable de classe GP, le fJ.ot <I> est dilferentiable 
de classe GP. 

Preuve: Voir par exemple [18], chapitre VI, paragraphes 2.7 et 4.4. D 

4.7. Remarque. - Dans les hypotheses du theoreme precedent, lorsque !'application f 
est differentiable de classe GP, on a souvent a considerer les derivees (ou differentielles) 
partielles du flot <I>: (t,s,v) 1--+ <I>(t,s,v) par rapport a chacune des variables dont il 
depend (on a note (t, s, v) un element de D). Saderivee partielle par rapport a la premiere 
variable test facile a calculer: ainsi qu'on l'a vu en 4.2, elle est donnee par 

a 
at <I>(t, s, v) = f (t, <I>(t, s, v)). 

En differentiant les deux membres de cette egalite par rapport a v, et en remarquant que 
la differentiation par rapport a v et la derivation par rapport a t commutent, on peut ecrire 

a 
at (D3<I>(t, s, v)) = Dzf (t, <I>(t, s, v)) o D3 <I>(t, s, v), (*) 

ou on a note D3 <I> ( t, s, v) la differentielle partielle de <I> par rapport a sa troisieme variable 
v E t: au point (t, s, v) E D, et Dzf(t, x) la differentielle partielle de f par rapport 
a sa seconde variable x E t: au point (t, x) E 0. Ce sont des elements de l'espace 
C(E, E) des applications lineaires continues de E dans lui-meme. Pour s et v fixes, si 
l'on considere !'application t 1--+ <I>(t, s, v) comme connue, l'egalite ( *) ci-dessus est une 
equation differentielle lineaire dans C(E, E), dont t 1--+ D3<I>(t, s, v) est solution. On dit 
que cette equation est la linearisee de !'equation differentielle (1) le long de la solution 
t 1--+ <I>(t,s,v). 
Quant a la derivee partielle du flot <I> par rapport a sa seconde variable, on peut en obtenir 
une expression en derivant les deux membres de l' egalite 

<I>(t,s,<I>(s,t,v)) = v 
par rapport a la variable reelle s. Le membre de droite ne dependant pas de s, nous 
obtenons, en posant <I>(s, t, v) = u, 

a<I>(t, s, u) D ;r..( ) a<I>(s, t, v) _ 0 as + 3'±' t, s, u as - . 
Mais d'autre part 

a<I>(s, t, v) ( ( )) ( ) as = f S, <I> S, t, V = f S, U , 

et nous obtenons 
a<I>( t, s, u) ( )f ( ) as = -D3<I> t, s, u s, u . 

4.8. Corollaire. - Dans les hypotheses du theoreme precedent, et avec Jes notations 
de la remarque 4.5, pour tout couple (ti, to) de reels, l'ensemble 

U(t1 ,t0 ) = {x Et: ; (li,to,x) ED} 
est un ouvert de t:. Si cet ouvert est non vide, ]'application x 1--+ <I>(ti,to)(x) 
<I>(ti, to, x) est un homeomorphisme localement lipschitzien de U(ti,to) sur U(to,ti), 
dont ]'inverse est <I>(to,ti). Si, de plus, l'application f est differentiable de classe 
GP, l'application x 1--+ <I>(ti,to)(x) est un diffeomorphisme de classe GP de U(ti,to) 
sur U(to,ti). 
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Preuve : Voir par exemple [18), chapitre VI, paragraphe 2.8. D 

La demonstration du theoreme 4.6, assez delicate, est basee sur le lemme suivant, souvent 
commode pour majorer l'ecart entre deux solutions d'une equation differentielle. 

4.9. Lemme. - On se place dans Jes hypotheses de la defi.nition 4.1. Soit [a, b] 
un intervalle ferme et borne de JR, et w une partie de n verifi.ant Jes conditions 
suivantes: 

(i) la restriction de f a W est majoree en norme par un reel M ~ 0, et 
lipschitzienne relativement a sa seconde variable, de rapport k ~ 0; 

(ii) pour toute donnee de Cauchy (to, xo) E Wet tout t E [a, bl, le triplet (t, to, xo) 
est element du domaine D de defi.nition du Bot '1>, et (t,iI>(t,to,xo)) E W. 

On note C([a, b], £) l'espace des applications continues de [a, b] dans £, muni de la 
norme de la convergence uniforme. 
Alors l'application de W dans C([a, bl,£) qui, a chaque (to, xo) E W, associe la 
restriction a [a, b] de l'application t 1-------t iI>(t, t0 ,x0 ), est continue et lipschitzienne. 
Plus precisement, pour tous t E [a, b], (t0 ,x0 ) et (ti,x1) E W, on a 

11'1>( t, t1, x1) - '1>( t, to, xo) II ::; ek(b-a) (llx1 - Xo II + M it1 - to I) . 

Preuve: Voir par exemple [18), chapitre VI, paragraphe 2.5. D 

4.10. Cas d'une equation differentielle autonome. - On considere une equation 
differentielle autonome dans un espace affine £ dont l' espace vectoriel associe E est un 
espace de Banach reel, de la forme 

cp'(t) = X(cp(t)), (2) 

ou X est un champ de vecteurs sur un ouvert n de£, c'est-a-dire une application den 
dans E. On suppose l' application X continue et localement lipschitzienne. Les theoremes 
d'existence et d'unicite 2.8 et 2.9 sont evidemment applicables a cette equation, et 
permettent de definir son flot '1>. Celui-ci est defini sur un ouvert D de JR x JR x £, 
et a valeurs dans £. 
D'apres la proposition 1.4, pour toute solution cp de l'equation differentielle (2), definie 
sur un intervalle ouvert I de IR, et tout() E IR, l'application de I+() (translate de I par 
0) dans £, t 1-------t cp o T8 (t) = cp(t - 0) est aussi solution de l'equation (2). En raison 
de l'unicite de la solution maximale satisfaisant une donnee de Cauchy specifiee, cette 
propriete signifie que le flot iI> de l' equation differentielle ( 2) verifie la propriete suivante : 
pour tout() E JR, un triplet (t, to, xo) E JR x IR x £ est element de D si et seulement si 
(t - 0, to - 0, xo) est element de D; lorsque c'est le cas, 

iI>(t - 0, to - 0, xo) = iI>(t, to, xo). 

En particulier, en faisant () = to, nous voyons que ( t, t0 , x 0 ) est element de D si et 
seulement si (t - t0 , 0, x0 ) est element de D, et que lorsque c'est le cas, 

<I>(t, to, xo) = <I>(t - to, 0, xo). 

C' est pourquoi on utilise sou vent, plutot que le flot iI> lui-meme, le flot reduit de l' equation 
differentielle autonome (2), ainsi defini. 

4.11. Definition. - On considere l'equation differentielle autonome 

cp'(t) = X(cp(t)), (2) 

oil X est un champ de vecteurs continu et localement lipschitzien defi.ni sur sur 
un ouvert n d'un espace affine£, dont l'espace vectoriel associe E est de Banach. 
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Soit <I> son flot, et D l'ouvert de JR x JR x n sur lequel il est deEni. On appelle flot 
reduit de l'equation diHerentielle autonome (2) l'application w, deEnie sur l'ouvert 
Dr de JR X n: 

Dr={ (t,xo) E JR x E ; (t,0,xo) ED}, 
ayant pour expression 

W(t, Xo) = <l>(t, 0, Xo). 

4.12. Proprietes du flot reduit. - La connaissance du flot reduit equivaut a celle du flot 
lui-meme, puisque 
D = { (t, to,xo) E JR x JR x E; (t-to,xo) E Dr}, <I>(t, to,xo) = w(t-to,xo). 
D'apres le theoreme 4.6, le flot reduit est une application continue et localement 
lipschitzienne de Dr dans £. Lorsque !'application f est differentiable de classe GP, 
avec p ~ 1, le flot reduit est differentiable de classe GP. 
Exprime au moyen du flot reduit, le corollaire 4.8 prend la forme suivante. 

Pour tout t E JR, l'ensemble 
Ut = U(t,O) = {XE E ; (t, x) E Dr} 

est un ouvert de£. Si cet ouvert est non vide, l'application x 1-------t Wt(x) = w(t, x) 
est un homeomorphisme localement lipschitzien de Ut sur U _t, dont l'inverse est 
W-t· Lorsque de plus f est differentiable de classe GP, avec p ~ 1, l'application 
x 1-------t Wt(x) est un diHeomorphisme de classe GP de Ut sur U-t· 

Les regles de composition du flot, exprimees par la proposition 4.4 et la remarque 4.5, 
s'expriment, au moyen du flot reduit, sous la forme suivante. 

Soient ti et t2 deux reels, et X un element de l'ouvert Ut1. Alors w(t1, x) est element 
de Ut2 si et seulement si x est element de Uti +t2 , et lorsque c'est le cas, 

w( t2, w(ti, x)) = w(ti + t2, x), 
qu 'on peut ecrire aussi, de maniere abregee, 

Wt2 O Wt1 = Wt1 +t2 · 
On a bien entendu aussi, pour tout x E U, w(O, x) = x, c'est-a-dire 

Wo = idn. 

Dans le cas particulier ou le domaine Dr du flot reduit est egal a JR x n, c'est-a-dire ou 
toute solution maximale de !'equation differentielle autonome (2) est definie sur JR entier, 
l'application t 1-------t Wt est un homomorphisme du groupe additif JR dans le groupe des 
homeomorphismes localement lipschitziens de l'ouvert n de£ sur lui-meme. 

4.13. Systeme dynamique associe a one equation differentielle 
a) Gas d'une equation autonome. - On considere !'equation differentielle autonome, 
dans l'espace affine£ dont l'espace vectoriel associe E est un espace de Banach reel, 

'P'(t) = X('P(t)), (2) 
ou X est un champ de vecteurs localement lipschitzien defini sur un ouvert n de £. Soit 
w le flot reduit de cette equation (defini dans le paragraphe precedent). Pour tout t E JR 
nous no tons, comme dans le paragraphe precedent, Ut I' ensemble des elements x de n 
tels que ( t, x) soit element du domaine de definition Dr de w, et wt I' application, definie 
sur Ut et a valeurs dans n, 

Wt(x) = w(t, x). 
La famille d'applications { Wt t E JR} est un systeme dynamique a temps continu, au 
sens de la definition 1.1.2, admettant X comme generateur infinitesimal (definition 1.3.3). 
Cela resulte en eff et directement des regles de composition du flot reduit etablies dans 
le paragraphe precedent. Nous dirons que { Wt ; t E JR} est le systeme dynamique 
determine par le champ de vecteurs X. 
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b) Cas d'une equation non autonome. - On considere maintenant l'equation non 
autonome, dans l'espace affine t: dont l'espace vectoriel associe E est un espace de 
Banach reel, 

<.p1 (t) = f ( t, r.p(t)) ' (1) 

ou fest une application continue, definie sur un ouvert n de JR x t: et a valeurs dans E, 
localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable. Soit <I> le flot de cette equation, 
et D l'ouvert de JR x JR x t: sur lequel il est defini. Pour touts E JR, soit Vs l'ensemble 
des elements ( t, x) de O tels que ( t + s, t, x) soit element de D. 11 est facile de voir que 

pour touts E JR, Vs est un ouvert de 0. Soit Xs l'application de Vs dans JR x t: definie par 

Xs(t,x) = (t+s,<I>(t+s,t,x)). 

Les regles de composition du flot permettent aisement de montrer que Xs est une bijection 
de Vs sur V_s, et que la farnille d'applications { Xs ; s E JR} est un systeme dynarnique 
a temps continu, au sens de la definition 1.1.2. Son generateur infinitesimal est le champ 
devecteurs (t,x) H (1,f(t,x)),definisurn. 

Le lecteur aura sans doute reconnu, dans la construction des applications Xs presentee 
ci-dessus, le procede classique permettant d'associer a une equation differentielle non 
autonome dans t:, une equation differentielle autonome dans JR x t: (voir par exemple 
[18), chapitre IV, paragraphe 2.3 b). 

4.14. Une formule utile. - Les hypotheses et notations etant celles du paragraphe 4.11, 
nous supposons de plus le champ de vecteurs X de classe GP, avec p ~ 1. La formule ( *) 
de la remarque 4. 7 devient, puisque '11 ( t, x) = <I>( t, 0, x), 

a 
at (D2'11(t,x)) = DX(w(t,x)) o D2w(t,x), (*) 

ou D2 w designe la differentielle partielle du flot reduit w par rapport a sa seconde 
variable. Pour chaque element x E n considere comme fixe, l' equation ( *) est une 
equation differentielle lineaire dans l'espace vectoriel .C(E, E), a coefficients en general 
non constants, puisque DX ( '11 ( t, x)) depend en general de t. L' application t H D 2 '11 ( t, x) 
en est la solution qui verifie la donnee de Cauchy 

D2'1l(O,x) = idE, 

qu'on obtient en differentiant par rapport ax l'identite 

'11(0,x) =x. 

Supposons maintenant que a E n soit un point d'equilibre du champ de vecteurs X, 
c'est-a-dire un point tel que X(a) = 0. Nous savons alors que w(t, a) est defini pour tout 
t E JR, et est egal a a. En faisant x = a dans l'equation (*),nous obtenons 

a 
at (D2'11(t, a)) = DX(a) o D 2 w(t, a). (**) 

C'est une equation differentielle a coefficients constants dans .C(E, E). L'application 
t H D 2 w(t, a), qui en est la solution verifiant la donnee de Cauchy 

D2W(O, a) = idE, 

n'est autre que 
D2'11(t,a) = exp(tDX(a)). (***) 

Nous utiliserons plus loin cette formule, dans le cas ou E est de dimension finie; elle nous 
permettra notamment d' ex primer les valeurs propres de D 2 '11 t ( x, a) au moyen de celles 
de DX(a). 
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4.15. Courbes integrales, orbites et portrait de phases d'un champ de vecteurs 
Soit X un champ de vecteurs localement lipschitzien defini sur un ouvert n d'un espace 
affine t: dont l'espace vectoriel associe E est un espace de Banach reel, et 

<p1(t) = X(<p(t)) (2) 
!'equation differentielle autonome qui lui est associee. Ainsi que nous l'avons vu au 
paragraphe 4.13.a, le flot reduit '1! de cette equation determine un systeme dynamique a 
temps continu { '1! t ; t E JR } , admettant le champ X pour generateur infinitesimal. Afin 
d'alleger le langage, nous appellerons : 

- courbe integrate du champ de vecteurs X, toute solution maximale t 1----t <p(t) de 
l' equation differentielle ( 2) dont l' intervalle de definition contient l' origine 0, c' est-a­
dire toute trajectoire ( au sens de la definition I.2.2.1) du systeme dynamique determine 
parX; 

- orbite du champ de vecteurs X, toute orbite (au sens de la definition 1.2.2.2) du 
systeme dynarnique determine par X; 

- point d'equilibre du champ de vecteurs X, tout point d'equilibre (au sens de la 
definition I.2.2.3) du systeme dynamique determine par X; 

- portrait de phases du champ de vecteurs X, le portrait de phases (au sens de la 
proposition I.2.3.3) du systeme dynarnique determine par X. 

De meme, nous appellerons ensemble a-limite et ensemble w-limite d'un point x E n, 
relativement au champ de vecteurs X, les ensembles a-limite et w-limite du point x 
relativement au systeme dynamique determine par le champ X (au sens de la definition 
I.2.4). 

5. Transformation par diffeomorphisme 
Nous nous limiterons pour simplifier au cas d'une equation differentielle autonome. 

5.1. Proposition. - On considere l'equation dilierentielle autonome, dans l'espace 
a.ii.net: dont l'espace vectoriel associe E est un espace de Banach reel, 

<p1(t) = X(<p(t)), (*) 
ou X est un champ de vecteurs localement lipschitzien sur l'ouvert n de t:. Soit h 
un diffeomorphisme de classe Cq (avec q ~ 2) den sur un ouvert h(n) d'un autre 
espace a.ii.ne F, dont l'espace vectoriel associe F est un espace de Banach reel. On 
pose, pour tout y E h( n), 

(h*X)(y) = Dh(h-1(y)) ( X(h- 1(y))). 

Alors h*X est un champ de vecteurs localement lipschitzien sur l'ouvert h(n) de 
F, appele image directe du champ de vecteurs X par le diffeomorphisme h. Lorsque 
X est differentiable de classe GP (avec 1::; p::; q - l), h*X l'est aussi. 
D'autre part, soit <p : I --+ t: une solution de ]'equation dilierentielle (*). 
L'application composee 'ljJ =ho <p: I--+ Fest solution de l'equation differentielle 

'1/J'(t) = (h*X)('l/J(t)), (**) 
appelee image directe de l'equation differentielle ( *) par le diffeomorphisme h. Si 
<p est solution maximale de l'equation differentielle ( *), 'ljJ = h o <p est solution 
maximale de l'equation differentielle ( **). 

Preuve: Posons, pour allegerl'ecriture, Y = h*X. Soient y1 ety2 deux points de h(n), 
x1 = h-1(y1) et x2 = h-1 (y2) leurs antecedents dans n. Nous avons 

Y(yi) - Y(y2) = Dh(xi)(X(x1)) -Dh(x2)(X(x2)) 

= Dh(x1) (X(x1) - X(x2)) + (Dh(x1) - Dh(x2)) (X(x2)). 
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L'application Dh o h-1 est localement lipschitzienne, car composee de Dh, qui est 
differentiable de classe Gq-I ( avec q - 1 ~ 1 ), done localement lipschitzienne, et de h-1 , 

qui est differentiable de classe Gq puisque h est un diffeomorphisme de classe Gq, done 
localement lipschitzienne. L' application X o h-1 est elle aussi localement lipschitzienne, 
car composee de deux applications localement lipschitziennes. Les deux applications 
Dh o h-1 et X o h-1 soot done, a fortiori, localement bomees. Par suite, tout point de 
h(fl) possede un voisinage tel que, si y1 et y2 appartiennent ace voisinage, on ait 

IIDh(xi)(X(x1) - X(x2)) II :S Mk IIY1 -y2II, 
et aussi 

II (Dh(xi) - Dh(x2)) (X(x2)) II :S M'k'IIY1 -y2II, 
k, k', M et M' etant des constantes reelles positives. On en deduit 

IIY(y1) - Y(y2II '.S (Mk+ M'k')IIY1 - Y2II, 
ce qui prouve que le champ de vecteurs Y est localement lipschitzien. 

Si le champ de vecteurs X est differentiable de classe GP, avec 1 :Sp :S q - 1, le champ 
de vecteurs Y l'est aussi, car il s'exprime au moyen de Dh, de h-1 et de X, qui soot 
differentiables de classe GP. 

Enfin, soit cp : I --+ t: une solution de l' equation differentielle ( *). L' application h o cp est 
differentiable, comme composee d'applications differentiables. Calculons sa derivee en 
un point t de I : 

d(h:tt)) =Dh(cp(t)) (d:~t)) =Dh(h-1 ohocp(t))(Xoh-1 ohocp(t)) 

= (h*X)(hocp(t)). 

Ceci prouve que h o cp est solution de l' equation differentielle ( **). Si cp est maximale, on 

voit que ho cp l'est aussi, car si ce n'etait pas le cas, il existerait une autre solution:(/; de 

l' equation differentielle ( **) qui la prolonge strictement, et h-1 o :(/; serait une solution de 
( *) prolongeant strictement cp. D 

Le theoreme qui precede est a la base des transformations d'equations differentielles par 
"changement de fonction inconnue". Il va nous permettre d' etablir !'important resultat 
suivant. 

5.2. Theoreme de redressement local. - On considere l'equation differentielle 
autonome, dans l'espace affine t: dont l'espace vectoriel associe E est un espace de 
Banach reel, 

cp'(t) = X(cp(t)), (2) 
ou X est un champ de vecteurs differentiable de classe Gq (avec q ~ 2) sur l'ouvert 
n de t:. Soit a un point den tel que X(a) i- 0. 11 existe un voisinage ouvert U 
de a, contenu dans n, et un diffeomorphisme h, de classe Gq' de u sur un ouvert 
h(U) d'un autre espace affine F dont l'espace vectoriel associe F est un espace 
de Banach reel, tel que l'image directe du champ de vecteurs X lu (restriction a 
U du champ de vecteurs X) par le diffeomorphisme h soit un champ de vecteurs 
constant. 

Preuve : Soit !RX (a) le sous-espace vectoriel de dimension 1 de E engendre par X (a). 
On sait (c'est une consequence facile du theoreme de Hahn-Banach, voir par exemple 
[17], chapitre IX, paragraphe 2.9) qu'il existe un sous-espace vectoriel ferme H de E 
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supplementaire de IRX(a). L'espace affine F de l'enonce sera en fait le produit IR x H. 
L'application, de IR x H dans E, 

(0, v) 1---+ OX(a) + v, 

est un isomorphisme d'espaces de Banach (c'est-a-dire une application lineaire, continue, 
bijective et d'inverse continue). 
Soit \JI le flotreduit de !'equation (2). Pour (s, y) E IR x H assez voisin de l'origine (0, 0), 
nous pouvons poser 

g(s, y) = w(s, a+ y). 
Nous definissons ainsi une application g, definie sur un voisinage ouvert V de (0, 0) dans 
IR x H, a valeurs dans £, qui applique (0, 0) sur a. Nous voyons immediatement que cette 
application est differentiable de classe Cq. Sa differentielle a l'origine, notee Dg(O, 0), 
verifie, pour tout ( 0, v) E IR x H, 

Dg(O, 0)(0, v) = D 1 w(O, 0)0 + D2\J!(O, O)v = OX(a) + v, 

car aw1t, x) I = X(x) et w(O, x) = x, done D2 \J!(O, 0) = idE, Nous voyons ainsi 
t t=O 

que Dg(O, 0) est un isomorphisme de IR x H sur E. Le theoreme d'inversion locale 
montre alors qu'en restreignant eventuellement V, nous pouvons faire en sorte que g soit 
un diffeomorphisme de classe Cq de V sur son image g(V). Toujours en restreignant V, 
nous pouvons aussi faire en sorte que g(V) soit contenu dans n. Posons alors g(V) = U 
et h = g-1• Nous voyons que U est un voisinage ouvert de a contenu dans n, et h un 
diff eomorphisme de classe Cq de U sur l' ouvert V de IR x H. Soit Y = h* ( X I u) l' image 
directe, par le diffeomorphisme h, de la restriction a U du champ de vecteurs X. Le flot 
reduit de Y se deduit du flot reduit de X (restreint a U) par composition avec h et h-1 . 

Plus precisement, le flot reduit de Yest !'application 

(t,(s,y)) 1---+how(t,h-1(s,y)) = how(t,g(s,y)) =how(t,w(s,a+y)) 

= ho\J!(s+t,a+y) = (s+t,y). 

Cela prouve que le champ de vecteurs Y sur l'ouvert V de IR x H est le champ constant 
dont la composante sur le facteur IR est 1 et la composante sur le facteur H est nulle. D 

6. Exercices 

Exercice 11.1. On considere !'equation differentielle sur IR: 

dx 2 
-=X. 
dt 

Determiner son flot reduit en ayant soin de bien preciser son domaine de definition. 

Exercice 11.2. Meme question pour l' equation differentielle 

!: = x 2 -4. 

Exercice 11.3. Meme question pour !'equation differentielle 

dx 3 
dt = X . 

Exercice 11.4. Meme question pour !'equation differentielle 

dx 1 
dt - 2x' X > O. 
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Exercice 11.5. Meme question pour !'equation differentielle 
dx 3 
dt = X -X. 

Exercice 11.6. On note (e1 , e2 ) la base canonique de IR2 , x et y les coordonnees 
correspondantes. On considere le champ de vecteurs 

X(x, y) = xe1 + 2ye2. 

Trouverun diffeomorphisme du demi-plan { (x, y) E IR2 J x > 0} sur un autre ouvert de 
IR2 qui transforme ce champ de vecteurs en un champ constant. 

Exercice 11.7. Meme question pour le champ de vecteurs 

X(x, y) = e1 + sinxe2, 

mais on demande cette fois un diffeomorphisme de IR2 entier transformant ce champ de 
vecteurs en un champ constant. 

Exercice 11.8. Meme question pour le champ de vecteurs 

X(x, y) = xe1 + (1 - x2)e2 , 

mais on demande un diffeomorphisme defini sur l'ouvert { (x, y) E IR2 I -1 < x < 1 }, 
transformant ce champ de vecteurs en un champ constant. 

Exercice Il.9. Determiner toutes les solutions maximales de l' equation differentielle 
non autonome 

dx = -3x413 sin t 
dt ' 

en precisant soigneusement leurs intervalles de definition. Pour quelles donnees de Cauchy 
( t 0 , x0 ) la solution maximale verifiant cette donnee de Cauchy est-elle definie sur IR en tier? 

7. Solutions 

Solution 11.1. Le theoreme d' existence et d'unicite de Cauchy-Lipschitz est applicable a 
cette equation et montre que si une solution t f---7 x( t) s' annule pour une valeur particuliere 
de t, elle est identiquement nulle. Done une solution non identiquement nulle ne s' annule 
pour aucune valeur de t, ce qui permet d'ecrire pour la determiner 

d'ou 

ou, en posant x(t0 ) = xo, 

dx 
2=dt, 
X 

1 1 
- x(t) + x(t0 ) = t - to' 

Xo 
x(t) = 1 + xo(t - to) 

Le denominateur s'annule pour t = t 0 + 1/x0 . L'intervalle de definition de la solution 
maximale de }"equation qui prend la valeur x0 pour t = t0 est le plus grand intervalle de 
IR qui contient t0 et ne contient pas t0 + 1/x0 • C'est done 

- l'intervalle ] - oo, to+ 1/xo[ si xo > 0, 

- l'intervalle ]to+ 1/x0 , +oo[ si x0 < 0. 

Le flot de cette equation differentielle est l'application 

(!,to, xo) - <l>(t, to, xo) - L: + x:r~o - t) 
si xo -/- 0, 

si x0 = 0. 
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Son domaine de definition est !'ensemble des (t, t0 , x0 ) E JR3 qui verifient 

-oo < t < to + - s1 xo > , 
Xo 

1 . 
to + - < t < +oo s1 Xo < 0 , 

Xo 
l l · 0 

t E JR quelconque si xo = 0. 
Le flot reduit s 'en deduit en faisant t 0 = 0. C' est l' application 

{ 
Xo si xo -/- 0, 

(t,xo) 1---+ '1!(t,xo) = 01- txo 
si xo = 0. 

Son domaine de definition est !'ensemble des (t, x 0 ) E JR2 qui verifient 

1-oo < t < ~ si x 0 > 0, 
Xo 

1 . 0 - < t < +oo s1 Xo < , 
Xo 
t E JR quelconque si x 0 = 0. 
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Solution 11.2. En procedant comme dans l'exercice precedent, on obtient les resultats 
suivants. Le flot reduit de cette equation differentielle est !'application 

2 si x0 -/- 2, x0 -/- -2, 
{ 

xo + 2 + (xo - 2) exp(4t) 

(t, xo) 1---+ w(t, xo) = ;x2o + 2 - (xo - 2) exp( 4t) 
sixo = -2, 
si xo = 2. 

Son domaine de definition est !'ensemble des (t, x 0 ) E JR2 qui verifient 

t > -ln-- s1xo < -2, 
4 Xo - 2 l 1 Xo + 2 . 

t E JR quelconque si - 2 :S x 0 :S 2, 
1 Xo + 2 . 

t < -4 ln-- s1x0 > 2. 
Xo - 2 

Solution 11.3. En procedant comme dans l' exercice 11.1, on obtient les resultats suivants. 
Le flot reduit de cette equation est l' application 

{ 
xo si x0 -/- 0, 

(t, xo) 1---+ '1!(t, xo) = 0J1 - 2x5t 
si xo = 0. 

Son domaine de definition est !'ensemble des (t, x 0 ) E JR2 qui verifient 

{ t < 2~5 si x 0 -/- 0 , 

t E JR quelconque si x 0 = 0. 

Solution 11.4. Toujours en procedant comme dans l' exercice 11.1, on obtient les resultats 
suivants. Le flot reduit de cette equation est !'application 

(t,xo) 1---+ w(t,xo) = Jx5-t. 

Il est defini sur !'ensemble des (t, x0 ) E JR2 qui verifient x 0 > 0 (puisque cette condition 
a ete imposee a !'equation) et t < x5. 

Solution 11.5. Toujours en procedant comme dans l' exercice 11.1, on obtient les resultats 
suivants. Le flot reduit de cette equation a pour expression 

(t xo) 1---+ w(t xo) = xo 
' ' I 2 ( 2 1) (2t) y x 0 - x 0 - exp 



36 Chapitre II. Rappels sur les equations differentielles 

Son domaine de definition est 

D = { (t,xo) E IR2 Ix~ - (x~ - l)exp(2t) > 0}. 

Solution 11.6. Soit X un champ de vecteurs differentiable defini sur un ouvert d'un 
espace affine de dimension finie n. Pour obtenir un diffeomorphisme qui transforme (au 
moins sur une partie de son domaine de definition) ce champ de vecteurs en un champ 
constant, la methode generale, basee sur la preuve du theoreme 5.2, consiste a choisir un 
hyperplan (ou, plus generalement, une hypersurface) T qui coupe transversalement les 
courbes integrales du champ X, a munir T d'un systeme de coordonnees locales (ui) 
(1 ::; i ::; n - 1) et a associer, a chaque ( s, ( ui)), avec s E IR, le point au temps s de 
la courbe integrale du champ de vecteurs X qui passe, au temps 0, par le point de T 
de coordonnees ( ui). Le diffeomorphisme cherche est l' application inverse de celle ainsi 
construite. 

Dans le cas present, le champ de vecteurs X est defini sur le plan IR 2• La courbe integrale 
t f------+ ( x( t), y( t)) qui passe, pour t = 0, par le point ( x0 , y0 ) a pour expression 

x(t) = xoexp(t), y(t) = Yoexp(2t). 

Nous voyons que la droite d'equation x = 1 coupe transversalement, en un point unique, 
chacune des courbes integrales de X contenues dans le demi-plan x > 0. Nous pouvons 
done lui faire jouer le role de l'hyperplan designe ci-dessus par T. Comme systeme de 
coordonnees sur cette droite, nous prendrons l' ordonnee, notee u. L' application qui, a 
(s, u), fait correspondre le point au temps s de la courbe integrale de X qui passe, au 
temps 0, par le point (1, u) a pour expression 

(s,u) f------+ (x = exp(s), y = uexp(2s)). 

Son inverse est l' application 

( x, y) f------+ ( s = In x , u = ; 2 ) . 

C'est un diffeomorphisme, defini sur le demi-plan x > 0, qui transforme le champ de 
vecteurs X en champ constant. Les composantes de l'image du champ de vecteurs X par 
le diffeomorphisme (x, y) f------+ (s, u) s'obtiennent en effet en calculant 

d (s(x(t),y(t)))-(!: !;) (d:~t)) 
dt u(x(t),y(t)) - ou ou dy(t) 

ox oy dt 

= (-~t/x3 1/~2 ) ( ;y) 
= (~). 

Solution II. 7. La solution t f------+ ( x ( t), y ( t)) de cette equation differentielle qui prend la 
valeur (xo, y0 ) pour t = 0 est 

{ 
X ( t) = Xo + t , 
y(t) =Yo+ cosxo - cos(xo + t). 

Les courbes integrales sont des sinusoi:des qui se deduisent les unes dess autres par des 
translations parallelement a l' axe des ordonnees. Appliquons la meme methode que dans 
l'exercice precedent, en prenant pour T l'axe des ordonnees, et pour coordonnee sur cet 
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axe l' ordonnee, notee u. L' application qui associe, a ( s, u), le point au temps s de la courbe 
integrale qui, au temps 0, passe par le point (0, u), a pour expression 

( S, U) f--+ ( X = S , y = U + 1 - COS S) . 

Le diffeomorphisme cherche est l' application inverse de la precedente. Son expression est 

(x, y) f--+ (s = x, u = y - 1 + cosx). 

Solution 11.8. La solution t f--+ ( x ( t), y ( t)) de cette equation differentielle qui prend la 

valeur (xo, Yo) pour t = 0, avec lxo I < 1, est 

{ 
x(t) = x 0 exp(t), 

() x5(l - exp(2t)) 
y t =Yo+ t + 2 . 

Nous nous interessons aux courbes integrales contenues dans l'ouvert 

U = { (x, y) E 1R2 I -1 < x < 1}. 

Il n'existe aucune droite du plan JR2 qui rencontre chacune de ces courbes en un point 
unique. Par contre, la courbe d'equation 

1 
y = x2 - 1 ' -1 < X < 1 ' 

rencontre chacune de ces courbes en un point unique. Nous pouvons done lui faire jouer 
le role de l'hypersurface notee T dans l'exercice II.6. Nous parametrons cette courbe au 
moyen d'un parametre u, selon 

u f--+ (x(u) = u, y(u) = uz ~ 1) . 

Nous voyons ainsi que l'application 

( 
1 u2 (1- exp(2s))) 

(s,u)f--+ x=uexp(s), y= u 2 _ 1 +s+ 2 

est un diffeomorphisme, defini sur l'ouvert 

V = { (s, u) E 1R2 I -1 < u < 1, lul exp(s) < 1} 

et appliquant V sur l'ouvert U. Le diffeomorphisme inverse transforme le champ de 
vecteurs X en un champ constant. 

Solution 11.9. Cette equation differentielle est de la forme 

dx 
dt =f(t,x), 

la fonction f etant de classe 0 1• Le theoreme de Cauchy-Lipschitz montre que pour toute 
donnee de Cauchy (to, x0 ), il existe une solution maximale unique t f--+ x(t) verifiant 
x(t0 ) = x 0 • Si x 0 = 0, nous voyons immediatement que l'application constante t f--+ 0, 
definie sur JR entier, est solution; c'est done la solution maximale pour toute donnee de 
Cauchy de la forme (to, 0). Si x0 f- 0, l'unicite de la solution maximale verifiant une 
donnee de Cauchy montre que pour tout element t de l'intervalle de definition de la 
solution, x(t) f- 0. De plus, par continuite, nous voyons que x(t) est de meme signe que 
xo. Afin de determiner cette solution nous pouvons ecrire 

_! x-4 / 3 dx = sintdt 
3 ' 
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ouencore 
d(x- 113 ) = -d(cost), 

qui s'integre en 
x-1/ 3 - x;;- 113 = cos to - cost, 

d'ou !'expression de la solution 
Xo 

x(t)= 113 3· 
(1 + x0 (cost0 - cost)) 

L'intervalle de definition de cette solution est le plus grand intervalle ouvert contenant to 
sur lequel !'expression 1 + x~/3 ( cos t0 - cost), qui figure au denominateur du membre 
de droite de l'egalite ci-dessus, est non nul. C'est done le plus grand intervalle ouvert 
contenant t0 sur lequel on a 

1/3 1/3 x0 cost< 1 + x0 cos to, 

ouencore 

t { < cos to + x;;- 113 si xo > 0, 
cos 1/3 > cos to + x;;- si xo < 0 . 

En remarquant que cost est toujours compris entre -1 et 1 et prend, lorsque t parcourt 
IR, toutes les valeurs comprises entre -1 et 1, nous voyons que la solution maximale 
satisfaisant la donnee de Cauchy (to, x0 ) est definie sur IR entier si et seulement si 

-(1 + costo)-3xo < (1- cost0)-3 , 

avec, par convention, (1 - cost0 )-3 = +oo si cost0 = 1 et -(1 + cost0 )-3 = -oo si 
cos to = -1. Onremarque d'ailleurs quedans le planIR2 (coordonnees (t, x)), les courbes 
d'equations 

x(l - cos t)3 = 1 et x(l + cos t) 3 = -1 
sont des reunions de graphes de solutions maximales de !'equation differentielle etudiee 
(chaque composante connexe d'une de ces courbes est le graphe d'une solution maximale ). 
Dans le plan IR2 , la reunion de ces courbes est la frontiere de !'ensemble des donnees de 
Cauchy pour lesquelles les solutions maximales sont definies sur IR entier. 



Chapitre 111 

Points d'equilibre d'un systeme dynamique 

Nous etudions dans ce chapitre les elements remarquables les plus simples du 
portrait de phases d'un systeme dynamique: les points d'equilibre. Nous montrons 
d'abord (propositions 1.4 et 1.5) que sous des hypotheses assez peu restrictives, 
lorsqu'un element de l'espace des phases d'un systeme dynamique a un ensemble 
w-limite (resp., a-limite) reduit a un point en lequel le generateur (ou le generateur 
infinitesimal) du systeme est defini, ce point est un point d'equilibre du systeme. 

Nous introduisons ensuite les notions de point d'equilibre w-stable (ou a-stable) au 
sens de Liapounov et de point d'equilibre attractif (ou repulsif). Nous etablissons 
deux formes de !'important theoreme de Liapounov applicables, l'une aux systemes 
a temps discret (2.5), l' autre aux systemes a temps continu (2.6), et nous en donnons 
plusieurs applications. Nous etablissons ensuite deux variantes du theoreme de 
Liapounov; l'une est relative au bassin d'attraction d'un point d'equilibre; l'autre 
permet, dans certains cas, de prouver l'instabilite d'un point d'equilibre. 

Dans le paragraphe 5, nous decrivons tousles points d'equilibre isoles (ncl!uds, cols, 
foyers et centres) des champs de vecteurs lineaires dans le plan. 

Les paragraphes 6 et 7 etendent cette classification aux points d' equilibre isoles 
des champs de vecteurs differentiables, mais pas necessairement lineaires. Nous 
introduisons d' abord certaines notions, telles que celle de demi-droite tangente a une 
courbe parametree en une de ses extremites (6.4) et celle de direction caracteristique 
en un point d'equilibre (6.10) qui sont applicables en toute dimension. Entin, dans 
le paragraphe 7, nous faisons une etude directe du portrait de phases d'un champ 
de vecteurs differentiable dans le plan, au voisinage d'un point d'equilibre non 
degenere; nous montrons que la classification de ces points en nreuds, cols et foyers, 
faite precedemment pour les champs de vecteurs lineaires, subsiste dans ce contexte 
plus general. Au chapitre V, en utilisant des methodes beaucoup moins elementaires 
(theoreme de Hartman et Grobman et theoreme d'existence des varietes stable et 
instable) nous montrerons que certains de ces resultats s'etendent en dimension 
quelconque. 

1. Generalites sur les points d 'equilibre 
1.1. Rappel. - Soit { <pt ; t E 8 } un systeme dynamique sur un ensemble n, parametre 
par un ensemble des temps 8 qui pourra etre IR, JR+, N ou Z. Comme precedemment, pour 
tout t E 8, nous notons Ut le sous-ensemble den sur lequel !'application <pt est definie. 
Un point d 'equilibre de ce systeme ( definition 1.2.2) est un point a de n dont l' orbite est 
{a}, c'est-a-dire tel que pour tout t E 8 pour lequel a E Ut, <pt(a) =a.Bien entendu, 
si le point a n'appartient a Ut pour aucune valeur de t autre que t = 0, c'est un point 
d'equilibre; mais ce cas ne presente guere d'interet; nous l'ecarterons dans la suite. 

Les propositions qui suivent montrent que la connaissance du generateur ou du generateur 
infinitesimal d'un systeme dynamique (selon que ce systeme est a temps discret ou a temps 
continu) permet en general de determiner facilement ses points d' equilibre. 
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1.2. Proposition. - Soit { 'Pn ; n E N ou Z} un systeme dynamique a temps 
discret sur un ensemble n, et <p1 : U1 -> n son generateur. Un point a E U1 est 
point d'equilibre si et seulement si <p1 (a) = a. Lorsque c'est le cas, 'Pn(a) est defi.ni 
pour tout n E N si l'ensemble des temps est N, et pour tout n E Z si l'ensemble 
des temps est Z, et on a 'Pn(a) = a. 

Preuve : Si le point a de U1 est point d' equilibre, on a evidemment <p1 (a) = a. 
Reciproquement, si <p1(a) = a, alors a E U2 et <p2(a) = <p1 o <p1(a) =a.De proche en 
proche on voit que 'Pn (a) est defini pour tout n E N et verifie 'Pn (a) = a. Si le systeme 
dynamique est parametre par Z, <p1 est une bijection de U1 sur U-1, d'inverse 'P-1· On 
voit alors que a E U_1 et que 'P-i(a) = a. Puisque <p_2 = 'P-l o 'P-1, on voit que 
a E U_2 et que <p_2(a) = a. De proche en proche, on montre de meme que pour tout 
n E Z, a E Un et 'Pn(a) = a. D 

1.3. Proposition. - Soit £ un espace affine dont l'espace vectoriel associe E est 
un espace de Banach reel, 0 un ouvert de £, X : 0 -> E un champ de vecteurs 
localement lipschitzien defini sur n, w son Bot reduit et { Wt ; t E JR} le systeme 
dynamique qui lui est associe. Un point a den est point d'equilibre du systeme si 
et seulement si X(a) = 0. Lorsque c'est le cas, Wt(a) est defini pour tout t E JR et 
verifie Wt(a) = a. 

Preuve: L'application t f-+ Wt(a) est la solution maximale de l'equation differentielle 

<p' (t) = X ( <p(t)) 

qui verifie <p(O) = a. Si le point a est un point d'equilibre, cette application est une 
application constante, done sa derivee, en tout point de l'intervalle ouvert sur lequel elle 
est definie, est nulle; en particulier, sa derivee au point t = 0, qui n' est autre que X (a), 
est nulle. Reciproquement, si X(a) = 0, l'application constante t f-+ a, definie sur JR 
en tier, est visiblement solution de I' equation differentielle ( *) et prend la valeur a pour 
t = O; elle est maximale, puisque definie sur JR entier. D'apres le theoreme d'existence et 
d'unicite globales II.2.9, cette solution est necessairement }'application t f-+ Wt(a). D 

Les deux propositions suivantes montrent, d'abord pour un systeme dynamique a temps 
discret, puis pour un systeme dynamique a temps continu, moyennant des hypotheses peu 
restrictives en pratique, que si une orbite admet pour limite (lorsque le temps tend vers 
une extremite de son intervalle de definition) un point a de I' ensemble sur lequel est defini 
le generateur (ou le generateur infinitesimal) du systeme dynamique, alors le point a est 
un point d'equilibre. 

1.4. Proposition. - Soit { 'Pn ; n E N ou Z} un systeme dynamique a temps 
discret sur un ensemble n. On suppose que nest un espace topologique separe et 
que les applications 'Pn sont continues. Soit xo un point de O tel que 'Pn(xo) soit 
defi.ni pour tout n EN, et que limn->+oo 'Pn(xo) existe et appartienne a l'ensemble 
U1 sur lequel est defi.ni le generateur <p1 du systeme. Appelons a cette limite. 
Alors a est un point d'equilibre. Si de plus x 0 =I= a et si le generateur cp1 est une 
application injective, les points Xn = 'Pn(x) sont deux a deux distincts, et distincts 
de a. 

Preuve: Posons cp1 (a) = b. Supposons b =I= a. Puisque nest separe, ii existe un voisinage 
Ude a et un voisinage V deb disjoints, c'est-a-dire tels que Un V = 0 (voir figure III.1). 
Puisque cp1 est continue, ( cp1)-1 (V) est un voisinage de a, done Un ( cp1)-1 (V) est aussi 
un voisinage de a. Puisque limn->+oo 'Pn(xo) = a, ii existe un entier N tel que, pour tout 
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Figure IIl.1. Illustration de la preuve de la proposition 1.4. 

n 2: N, on ait 'Pn(x0 ) EU n (cp1)-1(V). Soit nun entier verifiant n 2: N. Nous avons 
alors 'Pn(xo) EU n (cp1)-1(V), done cp1 (cpn(xo)) = 'Pn+1(xo) E V, en contradiction 
avec 'Pn+i(x0 ) E U, puisque Un V = 0. Nous avons ainsi prouve que b = a, done 
(compte tenu de la proposition 1.2) que a est un point d'equilibre. 
Supposons de plus xo f. a et cp1 injective. Les points Xn = 'Pn(xo) sont deux a deux 
distincts car si ce n'etait pas le cas I'orbite du point x 0 serait periodique et on ne pourrait 
pas avoir limn-,+oo 'Pn(xo) = a. S'il existait un entier n E Z tel que 'Pn(xo) = a, 
necessairement cet entier serait > 0 puisque x 0 f. a, et il existerait un entier m 
verifiant O :S m < n tel que 'Pm(xo) f. a et 'Pm+i(xo) = a. Nous aurions alors 
cp1 (a)= cp1 (cpm(xo)) = a, ce qui contredirait l'injectivite de cp1. D 

1.5. Proposition. - Soit X : n - E un champ de vecteurs localement lipschitzien 
sur un ouvert n d'un espace affine£ dont l'espace vectoriel associe est un espace 
de Banach reel, w son flot reduit et { Wt ; t E JR.} le systeme dynamique qui 
Jui est associe. Soit x 0 un point de n et I(x0 ) = ]a, ,B[ l'intervalle ouvert de JR. 
contenant l'origine sur lequel est definie l'application t f-7 Wt(x 0 ). On suppose 
que limt-,13 Wt(x 0 ) existe et que c'est un element a de n. Alors a est un point 
d'equilibre. De plus, l'extremite droite ,B de l'intervalle I(x0 ) est egale a +oo et, 
si xo f. a, ]'application t f-7 Wt(xo) est injective et pour tout reel t E I(x0 ), 

Wt(xo) f. a. 

Preuve: Supposons X(a) f. 0. Considerons la solution t f-7 Wt(a) qui passe par a pour 
t = 0. Sa derivee au point t = 0 est X (a), qui par hypo these est non nul. 11 existe done un 
reel()> O tel que w8 (a) soit defini et non egal a a. Posons w8 (a) = b (voir figure III.2). 

D'apres les proprietes du flot reduit (II.4.12), !'application w8 est definie surun ouvert U8 

contenant a; elle a pour image un ouvert U _8 contenant b, et c' est un homeomorphisme 
de U8 sur U _8 , qui applique a sur b. Soient U un voisinage ouvert de a et V un voisinage 
ouvertde b tels que UnV = 0. Soit W = Un (w8 )-1(VnU_8 ). C'est un voisinagede a; 
comme limt-,13 Wt (x0 ) = a, il existe to E I(x0 ) tel que, pour touts E ]to, ,B[, W s (xo) soit 
element de W. Soit t E ]to, ,B[. Nous avons Wt(xo) E W, done We o Wt(xo) E Wo(W). 
Cela prouve que t + () E I(x0 ), et que wt+8 (x0 ), qui est egal a w8 o Wt(x 0 ), est element 
de W8 (W). Comme w8 (W) c V, et comme V n U = 0, wt+8 (x0 ) n'est pas element de 
U, done n'est pas non plus element de W puisque W c U. Cela contredit le fait que pour 
touts E ]to, .B[, w s(x0 ) E W. Nous avons done prouve que X(a) = 0. D'apres 1.3, le 
point a est bien un point d'equilibre. 

Montrons maintenant que ,B = +oo. Bien entendu, ,B > 0 puisque I(x0 ) contient 0. 
Supposons ,B fini. Le point (,8, a) de JR. x £ serait al ors element du bout droit de la solution 
maximale t f-7 Wt(x0 ) de !'equation differentielle associee au champ de vecteurs X. 
D'apres le theoreme II.3.3, (,8, a) devrait etre element de la frontiere de JR. x r2 dans 
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Figure III.2. Illustration de la preuve de la proposition 1.5. 

JR. x E. Ce n'est pas le cas puisque a est element den. Nous pouvons done conclure que 
{3 = +oo. 
Supposons x0 =I= a. L'application t 1-------t '1lt(x0 ) est injective, car si ce n'etait pas le cas 
l'orbite de x0 serait periodique et nous ne pourrions pas avoir limt-.+oo '1lt(x0 ) = a. 
De plus, si pour un element ti de I(x0 ), nous avions Wt1 (x0 ) = a, nous aurions deux 
solutions maximales de !'equation differentielle associee au champ de vecteurs X prenant 
la valeur a pour t = t 1 : la solution constante t 1-------t a, et la solution t 1-------t '1! t ( x0 ); si x0 =I= a, 
cette derniere solution n'est pas constante; nous aurions done deux solutions maximales 
distinctes verifiant la m~me donnee de Cauchy (ti, a), ce qui est impossible. Nous avons 
done prouve que pour tout t E I(x0 ), '1lt(x0 ) =I= a. D 

1.6. Remarque. - On peut bien entendu enoncer et prouver des propositions analogues 
aux propositions 1.4 et 1.5 ou on remplace les limites limn-.+oo ~n (xo) et limt-.t, '1! t ( Xo), 
respectivement par les lirnites limn-.-oo ~n(xo) et limt-.a Wt(xo). Nous laissons au 
lecteur le soin de le faire. 

2. Stabilite d'un point d'equilibre 

2.1. Definitions. - Soit { ~t ; t E 8 } un systeme dynamique sur un ensemble n, 
dont ]'ensemble des temps 8 peut etre JR., JR.+, N ou Z. On suppose que n est un 
espace topologique separe. Soit a E O un point d'equilibre. 

1. On dit que le point d'equilibre a est w-stable au sens de Liapounov si pour tout 
voisinage V de a, il existe un autre voisinage W de a tel que, pour tout point 
XE Wet tout t E 8 verifiant t ~ 0, ~t(X) est defini et appartient a V. 

2. On suppose que l'ensemble des temps 8 est JR. ou Z. On dit que le point 
d'equilibre a est a-stable au sens de Liapounov si pour tout voisinage V de a, il 
existe un autre voisinage W de a tel que, pour tout point x E W et tout t E 8 
verifiant t:::::; 0, ~t(X) est defini et appartient a V. 

2.2. Definitions. - Soit { ~t ; t E 8 } un systeme dynamique sur un ensemble 0, 
dont l'ensemble des temps 8 peut etre JR., JR.+, N ou Z. On suppose que n est un 
espace topologique separe. Soit a E O un point d'equilibre. 

1. On dit que le point d'equilibre a est attractif, ou asymptotiquementw-stable, s'il 
existe un voisinage W de a tel que, pour tout point x E W et tout t E 8 verifiant 
t ~ 0, ~t ( X) est defini et limt-.+oo ~t ( X) = a. 
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2. On suppose que l'ensemble des temps 8 est IR. ou Z. On dit que le point 
d'equilibre a est repulsif, ou asymptotiquement a-stable, s'il existe un voisinage W 
de a tel que, pour tout point x E W et tout t E 8 verifiant t ::; 0, 'Pt (x) est defini 
et limt---->-oo ,Pt(x) = a. 

2.3. Remarque. - Une lecture peu attentive des definitions ci-dessus peut laisser croire 
qu'un point d'equilibre attractif est automatiquement w-stable au sens de Liapounov. Il 
n' en est rien : on peut donner des exemples de points d' equilibre attractifs et non w-stables, 
ainsi que des exemples de points d' equilibre w-stables et non attractifs (voir exercice III.1 ). 

Nous allons etablir un important theoreme, du a Alexandre Liapounov, donnant des 
conditions suffisantes pour qu'un point d'equilibre soit w-stable, et aussi des conditions 
suffisantes pour qu'un tel point soit attractif. Nous l'enoncerons d'abord pour un systeme 
dynamique a temps discret, puis pour un systeme dynamique a temps continu ayant pour 
generateur infinitesimal un champ de vecteurs localement lipschitzien. Dans les deux cas, 
la preuve de la seconde partie du theoreme repose sur le lemme suivant. 

2.4. Lemme. - Soit { 'Pt ; t E 8} un systeme dynamique sur un ensemble n, 
dont l'ensemble des temps 8 peut etre IR., JR.+, N ou Z. On suppose que n est 
un espace topologique separe et que Jes applications 'Pt sont continues. Soit x0 

un point de D tel que, pour tout t E 8 verifiant t ~ 0, 'Pt(Xo) soit defini. On 
suppose aussi qu 'il existe une Eonction f, definie et continue sur un ouvert V de n, 
a valeurs reelles, telle que pour tout t E 8 verifiant t ~ 0, ,Pt(Xo) soit element de 
V, et que ]'application t ~ f('Pt(x 0 )) soit decroissante au sens large, c'est-a-dire 
telle que t :S s implique f('Pt(xo)) ~ f('Ps(xo)). Soit Lw(x0 ) ]'ensemble w-limite 
de xo (definition I.2.4). Alors f est constante sur V n Lw(x0 ). 

Preuve : La propriete est trivialement verifiee si V n Lw ( Xo) est vide OU reduit a un seul 
point. Supposons done qu'il existe au moins deux points distincts bet c de V n Lw(x0 ), 

et que f(b) =/- f(c). Supposons par exemple f(b) < f(c) (nous pouvons toujours nous 
ramener ace cas en echangeant bet c). La fonction f etant continue, ii existe un voisinage 
W deb et un voisinage W' de c tels que W c V, W' c V, W n W' = 0, et que, pour 
toutx E Wettoutx' E W',onaitf(x) < f(x').PuisquebetcsontelementsdeLw(x0 ), 

ii existe une infinite de reels s, pouvant etre arbitrairement grands, et une infinite de reels 
s', pouvant aussi etre arbitrairement grands, tels que <p8 (x0 ) E Wet ,p8 ,(x0 ) E W'. En 
choisissant s < s', nous avons f ( 'Ps (xo)) ~ f ( 'Ps' (xo)) car la fonction t ~ f ( ,Pt(xo)) 
est decroissante. Mais cela est en contradiction avec 'Ps(x0 ) E Wet 'Ps' (x0 ) E W'. Nous 
concluons que f(b) = f(c). D 

2.5. Theoreme de Liapounov; cas d'un systeme a temps discret. - Soit { 'Pn ; n E 
N ou Z } un systeme dynamique a temps discret sur un ensemble n. On suppose 
que nest un ouvert d'un espace afline de dimension finie £, que l'ensemble U1 sur 
lequel est defini le generateur rp1 du systeme est un ouvert et que ce generateur rp1 

est une application continue. Soit a E U1 un point d'equilibre. On suppose qu'il 
existe une Eonction f, definie sur un voisinage ouvert V de a, continue sur V, a 
valeurs reelles, verifiant Jes proprietes suivantes : 

(i) la Eonction f admet un minimum strict au point a : autrement dit, pour tout 
x E V, x =I- a, on a f(x) > f(a); 

(ii) pour tout x EV n U1 n (rp1)- 1 (V), on a f(,p1(x)) :S f(x). 

Alors le point d'equilibre a est w-stable au sens de Liapounov. 

Si de plus la Eonction f verifie : 
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(iii) pour tout x EV n U1 n (cp1)-1(V) verifiant x f:- a, on a f(cp 1(x)) < f(x), 

alors le point d'equilibre a est attractif. 

Preuve : Munissons l'espace vectoriel E associe a l'espace affine £ d'une norme 
quelconque, et l' espace £ de la distance associee. Soit Vi un voisinage de a. Puisque 
V est aussi voisinage de a, V n Vi est voisinage de a. 11 existe done r > 0 tel que la 
boule fermee Bp(a, r), de centre a et de rayon r, soit contenue dans V n Vi. Posons, 
pour alleger l'ecriture, K = Bp(a, r). Puisque cp1 est continue et verifie cp1(a) = a, et 
que U1 est voisinage de a, K n U1 n ( cp1 )-1 ( K) est voisinage de a. Il existe done un 
reel r' verifiant O < r' < r tel que la boule fermee Bp(a, r'), de centre a et de rayon r', 
soit contenue dans Kn U1 n ( cp1)-1(K). Soit B(a, r') la boule ouverte de centre a et de 
rayon r', et K - B(a, r') son complementaire relativement a K. C'est une partie den 
non vide (puisque O < r' < r ), fermee et bomee, done compacte. La restriction de f a 
K - B(a, r') est continue, done atteint son minimum men un point au moins; ce point 
est necessairement distinct de a, puisque a n'est pas element de K - B(a, r'). Par suite, 
m est strictement superieur a f (a). Po sons al ors 

W = { x E B(a,r') ; f(x) < m}. 
C'est un voisinage du point a contenu dans U1, done pour tout point x E W, cp1 (x) existe, 
et verifie f(cp 1(x)) :=:; f(x) < m. Comme West contenu dans (cp1)-1(K), cp1 (x) est 
element de K. 11 ne peut pas etre element de K - B(a, r'), car si c'etait le cas, nous 
aurions f ( cp1 ( x)) 2: m. Done cp1 ( x) est element de B ( a, r'), et meme de W, puisque 
f ( cp1 ( x)) < m. Nous pouvons done definir cp2 ( x) = cp1 ( cp1 ( x)), et nous voyons comme 
ci-dessus qu'il est element de W. De proche en proche, nous voyons de meme que pour 
tout en tier n 2: 1, le point 'Pn ( x) = cp1 ( 'Pn- I ( x)) est element de W. Comme W est un 
voisinage de a contenu dans Vi, nous avons prouve que le point d'equilibre a estw-stable 
au sens de Liapounov. 
Supposons maintenant de plus la propriete (iii) verifiee. En choisissant un voisinage Vi 
quelconque de a, on definit le voisinage W de a comme ci-dessus. Soit x 0 E W. Pour 
tout n EN, posons Xn = 'Pn(x0 ). La suite (xn, n EN) est contenue dans W, lui-meme 
contenu dans la boule fermee Bp(a, r'). Celle-ci etant compacte, la suite (xn, n E N) 
admet des valeurs d'adherence. Soit b l'une d'elles; c'est un element de Bp(a, r'), done 
aussi de U1, et bien entendu un element de Lw(x0 ). Nous voyons que cp1 (b) est defini, et 
appartient a V. De plus, cp1 (b), ainsi d'ailleurs que tout point de l'orbite deb, est element 
de Lw(x0 ). D'apres le lemme 2.4, f(cp 1(b)) = f(b). Mais cela n'est possible que si 
b = a = cp1 (a). Nous avons ainsi prouve que la suite ( Xn , n E N) admet a comme 
unique valeur d'adherence. Comme cette suite est contenue dans le compact Bp(a, r'), 
elle converge versa (voirpar exemple [17], chapitre IV, paragraphe 1.6 b). D 

2.6. Theoreme de Liapounov; cas d'un systeme a temps continu. - Soit X : n - E 
un champ de vecteurs localement lipschitzien sur un ouvert n d'un espace affine£ 
de dimension finie, dont l'espace vectoriel associe E est muni d'une norme, \[I son 
fl.ot reduit et { \[It ; t E JR } le systeme dynamique qui Jui est associe. Soit a E D 
un point d'equilibre. On suppose qu'il existe une fonction f, definie et continue 
sur un voisinage ouvert V de a, a valeurs reelles, verifiant Jes proprietes suivantes : 

(i) la fonction f admet un minimum strict au point a : autrement dit, pour tout 
x E V, xi- a, on a f(x) > f(a); 

(ii) la fonction f est differentiable sur V - {a} et, pour tout point x E V, x f:- a, 
on a ( df ( x), X ( x)) :=:; 0. 

Alors le point d'equilibre a est w-stable au sens de Liapounov. 
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Si de plus la fonction f veri.ie : 

(iii) pour tout point x EV, xi=- a, on a (df(x),X(x)) < 0, 

alors le point d'equilibre a est attractif. 
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Preuve : Soit Vi un voisinage de a. Puisque V est aussi voisinage de a, V n Vi est 
voisinage de a. 11 existe done r > 0 tel que la boule fermee BF ( a, r), de centre a et de 
rayon r, soit contenue dans V n Vi. Soit S = { x E f ; llx - all = r} la sphere de 
centre a et de rayon r. C'est la frontiere de la boule ferrnee Bp(a, r), et c'est une partie 
def fermee et bomee, done compacte (voir figure III.3). 

s 

Figure III.3. Illustration de la preuve du theoreme 2.6. 

Puisque la restriction de f a S est continue, elle atteint son minimum sur S en un point de 
S; comme a (J. S, ce minimum m verifie m > f(a). Soit 

W = { x EE ; llx - all < r et f(x) < m}. 

C'est un voisinage ouvert de a, contenu dans Bp(x, r), done aussi dans Vi. Soit x E W, 
et Ix !'ensemble des t E JR tels que Wt(x) existe. Six= a, nous avons bien sur Ia= JR et, 
pour tout t E JR, Wt(a) = a, done pour tout t E JR+, Wt(a) E Vi. Supposons maintenant 
x i=- a. Nous savons alors que pour tout t E Ix, Wt(x) i=- a. Montrons que pour tout 
t E Ix verifiant t ~ 0, Wt(x) est element de la boule ouverte B(a, r). Supposons que 
ce ne soit pas le cas et posons tm = inf{ t E Ix ; t ~ 0 et ll'1!t(x) - all ~ r }; nous 
avons Wtm (x) E Set, pour tout t verifiant O :s; t < tm, Wt(x) E B(a, r). La fonction 
t ~ f (wt ( x)) est differentiable en tout t E Ix tel que wt ( x) appartienne a V, done en 
tout t verifiant O :s; t :s; tm, et a pour derivee 

d d 
dt f ( '¥ t ( X)) = \ df ( '¥ t ( X)) , dt '¥ t ( X) / = \ df ( '¥ t ( X)) , X ( '¥ t ( X)) J :s; 0 , 

ce qui prouve que t ~ f(wt(x)) est decroissante sur [O,tm]. Par suite, f(Wt"'(x)) < 
f(x) < m. Ceci est en contradiction avec le fait que Wtm (x) E Set que m est la borne 
inferieure de f sur S. Nous avons ainsi prouve que pour tout t E Ix verifiant t ~ 0, 
wt ( x) est element de B ( a, r), done, a fortiori, element de BF ( a, r). Comme BF ( a, r) est 
compact, cela prouve (theoreme 11.3.3) que Wt(x) est defini pour tout t ~ 0 (autrement 
dit, que l'intervalle Ix n'est pas borne a droite) et appartient a B(a, r). Nous avons bien 
prouve que a est stable au sens de Liapounov. 
Supposons maintenant de plus la propriete (iii) verifiee. Choisissons un voisinage Vi 
quelconque de a, et definissons le voisinage W de a comme ci-dessus. Soit x E W. Pour 
tout t ~ 0, Wt ( x) appartient au compact BF ( a, r); l' application t ~ Wt ( x) admet done 
des valeurs d'adherence lorsque t ----+ +oo. Soit b une de ces valeurs d'adherence. C'est 
un element de Bp(a, r), done aussi de l'ouvert V, et un element de Lw(x). L'application 
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() f-t \J!9 (b) etant continue et prenant la valeur b pour() = 0, nous pouvons affirrner que 
pour()> 0 assez petit, \J!9 (b) est element de V. D'autre part, \J!9 (b) est, comme b, element 
de Lw ( x). D' a pres le lemme 2.4, nous avons necessairement f ( \J! IJ ( b)) = f ( b). Si b etait 
distinct de a, nous aurions 

d 
d() f(\J!o(x)) 18=0= (df(b)),X(b)) < 0, 

de sorte que pour () > 0 assez petit, nous aurions f ( \J! 8 ( b)) < f ( b). Cela prouve que 
b = a. Lorsque t --+ +oo, !'application t f-t Wt(x) a pour seule valeur d'adherence le 
point a, et prend ses valeurs dans un compact; elle converge done vers a. Nous avons 
prouve que le point a est attractif. D 

2.7. Remarques 

a) Derivee de Lie. - L'expression (df(x), X(x) ), qui figure dans l'enonce du theoreme 
deLiapounov 2.6, a une interpretation tres simple: soit t f-t Wt(x) la solution de }'equation 
differentielle associee au champ de vecteurs X passant par le point x pour t = 0. Nous 
avons alors, ainsi d'ailleurs que nous l'avons vu au cours de la demonstration, 

( df ( X) , X ( X)) = ! (J O \J! t ( X)) I t=O . 

On appelle souvent cette expression valeur au point x de la derivee de Lie de la fonction 
f selon le champ de vecteurs X, et on la note (£(X)f) (x). 
b) Points d'equilibre a-stables ou repulsifs. - 11 est facile d'enoncer etde prouverdes 
proprietes analogues a celles indiquees par les theoremes 2.5 et 2.6 en rempla~ant w-stable 
par a-stable et attractif par repulsif. Nous laissons au lecteur le soin de le faire. 

Nous allons appliquer le theoreme de Liapounov 2.6 pour prouver la stabilite et le caractere 
attractif de l'origine pour certains champs de vecteurs lineaires. 

2.8. Proposition. - Soit E un espace vectoriel reel de dimension finie, et A E 
£(E, E) un endomorphisme lineaire de E. On considere ]'equation differentielle 
lineaire 

<p1(t) = A(<p(t)). 
Si toutes Jes valeurs propres de A ont une partie reelle strictement negative (resp., 
strictement positive), l'origine de E est un point d'equilibre w-stable et attractif 
(resp., a-stable et repulsif) pour le systeme dynamique associe au !lot de cette 
equation differentielle. 

Preuve : Nous traiterons le cas ou les valeurs propres de A ont toutes une partie 
reelle strictement negative ( celui ou elles ont toutes une partie reelle strictement positive 
s'en deduit en changeant A en -A et ten -t). Remarquons d'abord que l'origine est 
evidemment un point d'equilibre, puisque A(O) = 0. D'apres l'hypothese faite sur les 
valeurs propres de A, il existe un reel M < 0, strictement superieur aux parties reelles 
de toutes les valeurs propres de A. Un theoreme d'algebre lineaire (rappele et prouve 
en VII.1.17) montre qu'il existe sur Eun produit scalaire euclidien (x,y) f-t (xly) tel 
que, pour tout x EE, 

(A(x) Ix) :S M(xlx). 
Posons, pour tout x E E, f(x) = (xix). C'est une fonction differentiable sur E, qui 
admet a l'origine un minimum strict puisque f(O) = 0 et que, pour tout x E E, x f 0, 
f (x) > 0. Pour tout x E E, nous avons 

(df(x),A(x)) = 2(A(x) Ix) :S 2M(xlx) < 0 pourtoutx EE, xi= 0, 

puisque M < 0. Le theoreme de Liapounov 2.6 s'applique done, et montre que l'origine 
est un point d'equilibre w-stable et attractif. D 
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Le theoreme VII.1.17, combine avec une inegalite, permet d'etendre le resultat ci-dessus a 
certains points d'equilibre d'equations differentielles pas necessairement lineaires. C'est 
l'objet de la proposition suivante. 

2.9. Proposition. - Soit X : n - E un champ de vecteurs de classe C 1 sur un 
ouvert n d'un espace affine£ de dimension finie, d'espace vectoriel associe E, \ll 
son Bot reduit et { Wt ; t E JR} le systeme dynamique qui lui est associe. Soit 
a E n un point d'equilibre, et A = DX(a) la differentielle de X au point a. Si 
toutes les valeurs propres de A ont une partie reelle strictement negative (resp., 
strictement positive), le point d'equilibre a est w-stable et attractif (resp., a-stable 
et repulsif). 

Preuve : Comme ci-dessus, nous traiterons seulement le cas ou les valeurs propres de 
A ont toutes une partie reelle strictement negative. II existe un reel M < 0 et un produit 
scalaire euclidien (x, y) I-* (xly) sur E tel que, pour tout x EE, 

(A(x) Ix) ~ M(xlx). 
Nous pouvons remplacer la norme dont l'espace E etait initialement muni par la norme 
x I-* llxll = (xlx) 1/ 2• Nous savons eneffetquec'estbien une norme (lanormeeuclidienne 
associee au produit scalaire considere) qui peut, sans que cela ne change rien, remplacer la 
norme initiale car sur l'espace E, de dimension finie, toutes les normes sont equivalentes. 
Posons,pourtoutx En, 

f(x) = (x - alx - a). 
L' application f est differentiable et admet au point a un minimum strict (f (a) = 0 et, 
pour tout x E n, xi= a, f(x) > 0). Nous avons, pour tout x E n, xi= a, 

(df(x),X(x)) = 2(x - a I X(x)). 
Mais, d'apres la definition meme de la differentielle, 

X(x) = X(a) + DX(a)(x - a)+ rJ(x - a), avec lim llrJ(x - a)II = 0 . 
x->a, x-f-a llx - all 

Nous en deduisons 
(df(x),X(x)) = 2(x - a I A(x - a)+ rJ(x - a)) 

= 2(x - a I A(x - a))+ 2(x - a I rJ(x - a)) 

~ 2M(x - alx - a)+ 2llx - all llrJ(x - a)II 

~ 2 (M + llrJ(x - a)II) llx - all 2 · 
llx-all 

Nous avons utilise l'inegalite de Schwarz pour ecrire 

(x - a i rJ(x - a))~ llx - all llrJ(x - a)II -

Mais puisque M < 0 et que 111~: :i~ II tend vers O lorsque llx - all tend vers 0, il existe 

un voisinage V du point a tel que, pour tout x E V, xi= a, on ait 

(df(x),X(x)) < 0. 
Les hypotheses du theoreme de Liapounov 2.6 etant satisfaites, ce theoreme montre que 
le point d' equilibre a est w-stable et attractif. D 

La proposition ci-dessous n'est pas !'analogue exact de la proposition precedente pour 
un systeme dynamique a temps discret, et sa demonstration ne necessite pas l' emploi du 
theoreme de Liapounov. Nous l'indiquons cependant car, avec une hypothese a peine plus 
restrictive, elle a l'avantage de permettre d'estimer la vitesse de convergence de la suite 
( (j?n ( x) , n E N) vers le point d' equilibre a. La remarque 2.11 ci-apres indique ce que 
serait I' analogue de la proposition precedente pourun systeme dynamique a temps discret. 
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2.10. Proposition. - Soit { 'Pn ; n E N ou Z} un systeme dynamique a temps 
discret sur un ouvert n d'un espace affine£ de dimension finie, d'espace vectoriel 
associe E. On suppose que le generateur cp1 de ce systeme est defini sur un 
ouvert U1 de £, U1 c n, et que cp1 est une application differentiable de classe 
C 1 de l'ouvert U1 sur un autre ouvert U-1 de £, U-1 C n. Soit a E U1 un 
point d'equilibre, et A = Dcp1 (a) la differentielle du generateur cp1 au point a. Si 
toutes les valeurs propres de A sont de module strictement inferieur a 1, le point 
d'equilibre a est w-stable et attractif. 

Preuve : Les valeurs propres de Dcp1 (a) etant toutes de module strictement inferieur a 
1, i1 existe unreel K, verifiant O < K < 1, tel que ces valeurs propres Ai verifient toutes 
O < l.\il < K. D'apres le theoreme d'algebre lineaire VII.1.17, i1 existe sur E une norme 
euclidienne,noteex 1--? llxll,telleque,pourtoutx EE, //A(x)//::::; Kllxll,Rempla~onsla 
norme dont 1 'es pace E etait initialement muni par cette norme euclidienne; cela ne change 
rien aux proprietes topologiques et uniformes de E, car cet espace etant de dimension 
finie, toutes les normes sont equivalentes. Rappelons que la norme de 1' endomorphisme 
A (associee a la norme euclidienne dont l'espace E est desormais muni) est 

IIAII = sup I/A(x)/1. 
xEE, llxll=l 

Nous avons done IIAII ::::; K < 1. Soit K 1 unreel verifiant K < K 1 < 1. L'application 
x 1--? I/ Dcp1 ( x) 11 est continue, puisque cp1 est de classe C 1, et elle prend au point a 
une valeur strictement inferieure a K 1. L'ensemble W des elements x de U1 tels que 
IIDcp1(x)II < K1 est done un voisinage du point a. Soit r > 0 tel que la boule 
ouverte B(a, r), de centre x et de rayon r, soit contenue dans W. D'apres l'inegalite 
des accroissements finis nous avons, pour tout x E B ( a, r), 

l/cp1(x)-all::::; sup IIDcp1(a+.\(x-a))l/llx-all::::;Killx-all-
os>..9 

Puisque K 1 < 1, cette demiere inegalite montre que six E B(a,r), cp1(x) est aussi 
element de B(a,r); il est done possible de definir cp2 (x) = cp1(cp1(x)), et a nouveau 
cpz(x) est element de B(a, r). De proche en proche, nous voyons que pour tout n E N, 
'Pn ( X) est defini et element de B ( a, r). De plus, 

ll'Pn(x) - al/ ::::; Kf llx - all, 

ce qui implique, puisque K 1 < 1, limn-+oo 'Pn(x) =a.Le point d'equilibre a est done 
attractif. Pour tout voisinage V de a, on peut choisir r assez petit pour que B ( x, r) c V; 
pour tout x E B(x, r) et tout n EN, 'Pn(x) est element de B(x, r), done aussi de V, ce 
qui prouve que a est w-stable. D 

2.11. Remarque. - On peut affaiblir les hypotheses de la proposition ci-dessus, en 
supposant seulement que le generateur cp1 est continu sur U1 et differentiable au point 
a, et que sa differentielle en ce point a toutes ses valeurs propres de module strictement 
inferieur a 1. Le meme resultat subsiste (le point d'equilibre a est w-stable et attractif). La 
demonstration, analogue a celle de la proposition 2. 9, utilise le theoreme de Liapounov 2.5. 

Le theoreme qui suit est un resultat classique de mecanique, qui etait connu avant le 
theoreme de Liapounov. 

2.12. Theoreme de Lejeune-Dirichlet. - Soit £ un espace affine de dimension finie 
dont l'espace vectoriel associe E est muni d'un produit scalaire euclidien, note 
(x, y) 1--? (xly). Soit U un ouvert de£ et <I> : U -----t IR. une fonction differentiable de 
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classe C 2 . Soit m unreel strictement positif. On considere l'equation diJierentielle 
du second ordre 

d2 x 
m dt2 = -grad<I>(x). (*) 

Si la fonction <I> admet un minimum relatif strict en un point a de U, le point a 
est un point d'equilibre w-stable. 

Preuve: Rappelons que grad<I>(x), appele gradient de <I> au point x, designe l'unique 
element de E tel que, pour tout y E E, 

(grad<I>(x) I y) = (d<I>(x),y), 

ou d<I>(x), element du dual E* = C(E, IR) de E, designe la differentielle de <I> au point x. 

Posons n = U x E et ~: = v. Nous obtenons ainsi une equation differentielle du premier 

ordre, pour le couple (x, v) E n, equivalente a !'equation differentielle du deuxieme 
ordre ( *) sur U, 

{ 
~: = v, 
dv 1 (**) 
dt = - m grad<I>(x). 

Le point (a, 0) den est bien sur un point d'equilibre pour cette equation differentielle, 
puisque grad<I>(a) = 0. Dans l'enonce du theoreme, nous avons dit que a etait point 
d'equilibre (pour !'equation differentielle du second ordre ( * )); c'est un leger abus de 
langage, pour dire que (a, 0) est pointd'equilibre pour !'equation differentielle du premier 
ordre ( **) a laquelle se ramene cette equation. 
Po sons 

1 
H(x, v) = 2m(vlv) + <I>(x). 

En Mecanique, H est l' energie du systeme considere : le premier terme du membre de 
droite est l'energie cinetique et le second l'energie potentielle. 
Il est facile de verifier que l 'energie H reste constante sur chaque courbe integrate de 
l'equation differentielle. En effet, 

! H(x(t), v(t)) = m(d~~t) J v(t)) + \ d<I>(x(t)), d:~t)) 

= -(grad<I>(x(t)) J v(t)) + (grad<I>(x(t)) J v(t)) 

=0. 

En appliquant le theoreme de Liapounov 2.6, avec pour f la fonction H, nous voyons que 
le point (a, 0) den est un point d'equilibre w-stable (mais en general pas attractif). D 

2.13. Remarque. - Le theoreme de Lejeune-Dirichlet s'etend aisement a des systemes 
mecaniques conservatifs plus generaux dont l' espace de configuration est une variete 
differentiable et l' energie cinetique une metrique riemannienne sur cette variete. 

2.14. Autre exemple d'application. - On considere l'equation differentielle dans IR3 

(coordonnees x, y, z), 
dx 
dt = 2y( z - 1) , 

dy 
dt = -x(z - 1), 

dz 3 
dt = -z . 
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L' origine est visiblement un point d' equilibre. Afin d' etudier sa stabilite, nous devons 
employer une fonction admettant a I' origine un minimum strict, satisfaisant les hypotheses 
du theoreme de Liapounov 2.6. Nous cherchons cette fonction sous la forme 

f(x, y, z) = ax2 + by2 + cz2 , 

ou a, bet c sont des constantes strictement positives. Soit t ._ (x(t),y(t),z(t)) une 
solution de cette equation differentielle. Nous avons 

! f (x(t), y(t), z(t)) = (4a - 2b)x(t)y(t) (z(t) - 1) - 2c(z(t))4. 

En prenant a = 1, b = 2, c = 1, nous voyons que f satisfait les hypotheses de la 
premiere partie du theoreme de Liapounov 2.6. Nous concluons que l'origine est un point 
d'equilibre w-stable (mais pas necessairement attractif). 

3. Bassin d'attraction d'un point d'equilibre 

3.1. Definitions. - Soit { 'Pt ; t E 8 } un systeme dynamique sur un ensemble n, 
dont ]'ensemble des temps 8 peut etre JR, JR+, N ou Z. On suppose que n est un 
espace topologique separe. Soit a En un point d'equilibre. 

On appelle bassin d'attraction du point a l'ensemble des elements x den tels que 
pour tout t E 8, t 2: 0, <{)t(X) soit defini, et que limt->+oo <{)t(X) = a. 

On appelle bassin de repulsion du point a l'ensemble des elements x de n tels que 
pour tout t E 8, t:::; 0, <{)t(X) soit defini, et que limt->-oo <{)t(X) = a. 

3.2. Remarque. - On voit qu'un point d'equilibre est attractif (resp., repulsif) au sens 
des definitions 2.2 si et seulement si son bassin d'attraction (resp., de repulsion) est un 
voisinage de ce point. 

Nous allons etablir un theoreme, base sur le meme principe que le theoreme de 
Liapounov 2.6, qui permet de reconnaitre si une partie compacte de I' ensemble n est 
contenue dans le bassin d'attraction d'un point d'equilibre. Sa demonstration utilise la 
definition ci-dessous et le lemme ci-apres. 

3.3. Definition. - Soit { 'Pt ; t E e } un systeme dynamique sur un ensemble 
n, dont l'ensemble des temps 8 peut etre IR ou Z. On dit que l'orbite d'un point 
X E O est complete si 'Pt ( X) est de.ini pour tout t E 8. 

3.4. Lemme. - Soit X : n ._ E un champ de vecteurs lipschitzien sur un ouvert 
n d'un espace affine t: de dimension .inie d'espace vectoriel associe E, '1! son Bot 
reduit et { Wt ; t E JR} le systeme dynamique associe. Soit X un point den tel 
que l'intervalle ouvert Ix sur lequel est de.inie l'application t f---7 Wt(x) soit non 
borne a droite, et dont l'ensemble w-limite Lw(x) est compact et contenu dans n. 
Pour tout element z de Lw(x), l'orbite de zest complete et contenue dans Lw(x). 

Preuve: Soit z E Lw(x). Puisque Lw(x) c n, z E n. L'intervalle lz sur lequel est 
definie l'application t f---7 Wt(z) est done non vide : ii est ouvert et contient l'origine. 
Notons-le ]a,b[. Pour tout elements de cet intervalle, '1ls(z) est element de Lw(x). 
En effet, soit Wun voisinage de Ws(z). Puisque Ws est continue, ('1!s)- 1(W) est un 
voisinage de z. Ce point etant element de Lw (x ), ii existe une infinite de reels t, pouvant 
etre arbitrairement grands, tels que '1! t (x) E ('1! s)-1 (W). Mais alors '1! s ( Wt(X)) existe, 
est egal a '1! s+t ( x), et est element de W. En posant s + t = T, nous voyons qu 'ii existe 
une infinite de reels T, pouvant etre arbitrairement grands, tels que '1!r(x) E W. Nous 
avons ainsi prouve que '1! s ( z) E Lw ( x). 
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Si, parexemple, b etait fini, 'll! s (z) sortirait de tout compact lorsque s - b (theoreme 11.3.3). 
Ce n'est pas le cas puisque 'll! s(z) est element de Lw(x ), qui est compact par hypothese. 
Done b = +oo, et de meme a = -oo. Nous avons bien prouve que l'orbite de z est 
complete et contenue dans Lw ( x). D 

3.5. Theoreme. - Soit X : f2 - E un champ de vecteurs localement lipschitzien 
sur un ouvert f2 d'un espace affine£ de dimension finie, d'espace vectoriel associe 
E, 'I]! son Bot reduit et { Wt ; t E JR} le systeme dynamique qui Jui est associe. Soit 
a E f2 un point d'equilibre. On suppose qu'il existe une fonction f, definie sur un 
voisinage ouvert V de a, continue sur V, a valeurs reelles, verifiant Jes proprietes 
suivantes: 
(i) la fonction f admet un minimum strict au point a : autrement dit, pour tout 
x EV, x-/- a, on a f(x) > f(a); 
(ii) la fonction f est differentiable sur V\ { a } et, pour tout point x E V, x f- a, 
on a ( df ( x), X ( x)) ::::; 0. 

Soit P une partie compacte de E contenue dans vnn, positivement invariante par 
le systeme dynamique, c'est-a-dire telle que pour tout x E P et tout t 2: 0, 'll!t(x) 
existe et soit element de P. On suppose qu'il n'existe aucune orbite complete du 
systeme contenue dans P sur laquelle la fonction f a une valeur constante, autre 
qu'eventuellement l'orbite du point a (qui est le singleton {a}). Alors le point 
d'equilibre a est element de P, et son bassin d'attraction contient P. Si de plus P 
est un voisinage de a, le point d'equilibre a est attractif. 

Preuve: Soitx E P. L'application t t--t 'll!t(x) estdefinie sur un intervalle Ix qui contient 
JR+, et prend ses valeurs dans le compact P. L' ensemble de ses valeurs d' adherence lorsque 
t - +oo, c'est-a-dire !'ensemble w-limite Lw(x), est done non vide et contenu dans P. 
On sait (1.2.5) que Lw(x) est ferme. Comme il est contenu dans le compact P, Lw(x) 
est compact. Soit z un element de Lw(x). D'apres le lemme precedent, son orbite est 
complete et contenue dans Lw(x), done aussi dans Pet dans V. Compte tenu de (ii), 
la fonction t t--t f (wt(x)) est decroissante au sens large. Le lemme 2.4 montre alors 
que fest constante sur Lw(x), done aussi sur l'orbite de z. Mais comme nous avons 
suppose qu'il n'y avait pas d'autre orbite complete contenue dans P sur laquelle fest 
constante qu'eventuellement le singleton {a}, nous voyons que z = a. L'application 
t t--t 'll!t(x), qui est a valeurs dans le compact Pet a pour unique valeur d'adherence a. 
lorsque t - +oo, converge vers a. Nous avons done prouve que a E Pet que Pest 
contenu dans le bassin d'attraction de a. Si de plus Pest un voisinage de a, ce point 
d'equilibre est attractif (remarque 3.2). D 

3.6. Exemple d'application. - Reprenons l'exemple 4.6 du chapitre I (pendule plan), 
mais en supposant maintenant qu'il ya une force de frottement proportionnelle a la vitesse 
angulaire. L' equation differentielle du mouvement devient 

{ !: =w, 

d!.v = _t!._ sinO - }5_ w 
r dt l m' 

ou k est une constante strictement positive. La fonction H est toujours definie par 
1 

H(O,w) = 2ml2w2 +mgl(l-cos0). 

En calculant la derivee de la fonction t t--t H ( 0 ( t), w ( t)), on obtient 

:t H(O(t),w(t)) = -kl2w2 ::::; 0. 
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Soit h unreel verifiant O < h < 2mgl, et P !'ensemble 

P={(O,w)ElR.2 ; -1r<0<1r, H(O,w)-.5:h}. 

On verifie aisement que P est une partie compacte de JR. 2 • Cela n' est pas immediatement 
visible a cause de la double inegalite stricte -1r < 0 < 1r. Mais compte tenu de l'autre 
condition H ( 0, w) -.5, h, nous pouvons remplacer -1r < 0 < 1r par -1r -.5, 0 -.5, 1r sans que 
cela modifie P; en effet, lorsque O = 1r modulo 21r, H ( 0, w) ~ 2mgl > h, done ( 0, w) 
n'est pas element de P. Il est aise de verifier que Pest positivement invariant, car H ne 
peut que decroitre lorsque t croit, et si initialement O est strictement compris entre -1r et 
1r, il le reste pour tout t > 0 car si ce n'etait pas le cas, il prendrait a uncertain instant 
la valeur -1r ou 1r, ce qui est impossible car a cet instant H serait strictement superieur 
ah. Entin, P ne peut contenir d'orbite complete sur laquelle H est constante, autre que 
le singleton { (0, 0) }, car des qu'il ya mouvement, w prend au cours du mouvement une 
valeur non nulle, et alors la derivee de H par rapport a t devient strictement negative. 
Comme Pest un voisinage du point (0, 0), le theoreme precedent montre que ce point est 
attractif et que Pest contenu dans son bassin d'attraction. 

4. Points d'equilibre instables 

Le theoreme suivant, base sur le meme principe que le theoreme de Liapounov 2.6, permet 
dans certains cas de reconnaitre qu'un point d'equilibre n'est pas w-stable. 

4.1. Theoreme. - Soit X : n ---+ E un champ de vecteurs localement lipschitzien 
sur un ouvert n d'un espace afHne £ de dimension finie, d'espace vectoriel associe 
E, '11 son fJ.ot reduit et { '1ft ; t E JR.} le systeme dynamique qui Jui est associe. 
Soit a E n un point d'equilibre. On suppose qu'il existe une fonction f, definie et 
continue sur un voisinage ouvert V de a, a valeurs reelles, et un ouvert W contenu 
dans V, verifiant Jes proprietes suivantes : 

(i) pour tout x E W, f(x) > f(a); 

(ii) la fonction f est differentiable sur W et, pour tout point x E W, on a 
(df(x),X(x)) > 0. 

(iii) le point a est element de V n Fr(W), OU Fr(W) designe la frontiere de l'ouvert 
W, et la fonction fest constante sur V n Fr(W). 

Alors le point d'equilibre a est w-instable (c'est-a-dire n'est pas w-stable). 

Preuve: Nous devons prouver qu'il existe un voisinage ouvert Vi de a tel que, pour tout 
voisinage Vz de a contenu dans Vi, il existe un point x de Vz tel que la proposition logique 

(P) pour tout t E JR.+, Wt ( x) est defini et element de Vi 
soit fausse. Prenons pour Vi un voisinage ouvert de a dont l' adherence Vi est compacte 
et contenue dans V. Soit Vz un voisinage de a contenu dans Vi (voir figure III.4). 

D'apres (iii), le point a est adherent a W. Comme Vz est un voisinage de a, Vz n W 
est non vide; soit x un point de V2 n W. Supposons que pour ce point x, la proposition 
logique P soit vraie. L'application t 1--+ Wt(x), definie sur JR.+, prend ses valeurs dans 
Vi, done a fortiori dans Vi, qui est compact. Elle admet done, lorsque t ---+ +oo, une 
valeur d' adherence z, element de Vi. Nous allons considerer successivement deux cas, qui 
couvrent toutes les possibilites. 

Premier cas. Supposonsque Wt(x) ne soitpas contenudans W pourtoutt ~ 0. Puisque 
West ouvert, il existe alors tm > 0 tel que pour tout t E [O, tm[, Wt(x) soit element de 
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Figure III.4. Illustration de la preuve du theoreme 4.1. 

Wet que Wt"' (x) ne soit pas element de W. Le point Wt"' (x) est necessairement element 
de la frontiere de W. Compte tenu de (ii), la fonction t r-t f ( '1! t ( x)) est strictement 
croissante sur l'intervalle [O, tm], Done f (wt"' (x)) > f(x) ~ f(a). Le point Wtm (x) ne 
peut pas etre element de V n Fr(W) puisque, d'apres (iii), la fonction fest constante sur 
cet ensemble et prend la valeur f (a). Done '1! t"' ( x) appartient a la partie de la frontiere 
de W qui n' est pas contenue dans V, ce qui prouve que ce point n' appartient pas a V. Ce 
resultat est en contradiction avec (P). 

Deuxieme cas. Supposons Wt(x) contenu dans W pour tout t ~ 0. Compte tenu de 
(ii), la fonction t r-t f('1!t(x)) est strictement croissante sur JR+. Le point z, element 
de Lw(x), n'est pas element de W. En effet, s'il l'etait, les points de l'orbite de z assez 
voisins de z, c'est-a-dire de la forme Ws(z), avec Isl assez petit, seraient aussi elements 
de W. En raisonnant comme dans la demonstration du lemme 3.4, on montrerait qu'ils 
sont elements de Lw(x). Le lemme 2.4 montrerait alors que fest constante sur la partie 
de l' orbite de z formee par ces points, et cela serait en contradiction avec (ii). Comme 
z est valeur d'adherence d'une application a valeurs dans W, et n'est pas element de 
W, c'est un element de la frontiere de W. S'il etait element de V, il serait element de 
V n Fr(W), et l'on aurait, compte tenu de (iii), f(z) = f(a). Cela serait en contradiction 
avec f(z) = limt-.+oof('1!t(x)) > f(x) ~ f(a). Nous voyons ainsi que z n'est pas 

element de V. Comme Vi c V, il existe un voisinage Vg de z tel que Vg n Vi = 0. Comme 
z est valeur d' adherence de l' application t r-t '1! t ( x) lorsque t --+ +oo, il existe t > 0 tel 
que Wt(x) E Vg, et ce resultat contredit (P). 

En conclusion, la proposition logique (P) est fausse, et nous avons prouve que le point a 
n 'est pas w-stable. D 

4.2. Exemple d'application. - Dans le plan JR2 (coordonnees x, y), considerons 
l' equation differentielle 

{: :y, 
dt -x. 

Le champ de vecteurs correspondant est 

a a 
x ( x, Y) = Yax + x ay , 

, , a a 1 h d llll2 , . ou on a note ox et oy es c amps e vecteurs constants sur IL'\,. , egaux, respectlvement, 

au premier et au second vecteur de la base canonique. Prenons pour fonction f et pour 
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ouvert W: 

f(x, y) = xy, W = { (x, y) E IR2 ; x > 0, y > 0}. 

11 est facile de verifier que les hypotheses du theoreme 4.1 sont satisfaites. L'origine (0, 0) 
est done w-instable. 

5. Points d'equilibre des champs lineaires en dimension 2 

5.1. Le probleme etudie. - Soit E un espace vectoriel reel de dimension 2, et 
A E C(E, E) un endomorphisme lineaire de E. Nous supposerons A injectif (done 
bijectif). L'equation differentielle lineaire 

cp'(t) = A(cp(t)) 

admet done l'origine pour unique point d'equilibre. Nous nous proposons de mettre, par 
le choix d'une base convenable de E, !'equation differentielle ( *) sous la forme la plus 
simple possible afin de determiner l'allure qualitative de son portrait de phase. 
Le polynome caracteristique de A est 

.X2 - Trace(A).X + det(A). 

Nous allons distinguer plusieurs cas, selon la realite et eventuellement le signe des zeros 
de ce polynome (c'est-a-dire des valeurs propres de A). 

5.2. Cas ou A a deux valeurs propres reelles distinctes. - Soient .X1 et .X2 ces valeurs 
propres. On sait qu'il existe une base (e1 , e2 ) de E telle que e1 soit vecteur propre de A 
associe a la valeur propre .X1, et e2 vecteur propre associe a .X2 • La matrice de A dans la 
base (e1, e2) est 

( ~
1 12) . 

En notant x et y les coordonnees associees a la base ( e1 , e2), l' equation differentielle ( *) 
s'ecrit 

Sa solution generale est 

{ 
dx 
dt = A1X, 

dy 
dt =-X2y. 

{ 
x(t) = x(O)e"1t, 

y(t) = y(O)e" 2t. 

On remarque que pour tout t E JR, x(t) et y(t) gardent un signe constant. 

Nous allons distinguer deux sous-cas, selon que les deux valeurs propres de A sont de 
meme signe ou de signes contraires 

a) Gas ou Jes deux valeurs propres de A sont de meme signe. - Designons par .X1 

la plus petite des deux valeurs propres. Nous avons done .X1 - .X2 < 0. Supposons x(O) et 
y(O) non nuls. Nous voyons alors que 

lim x(t) = 0 lim x(t) = { +oo si x(O)/y(O) > O, 
t---->+oo y(t) ' t---->-oo y(t) -oo si x(O)/y(O) < 0. 

Le portrait de phases est represente sur la partie gauche et la partie centrale de la figure III.5. 
La partie gauche, notee (a), est relative au cas ou .X1 < .X2 < 0, et la partie centrale, notee 
(b), au cas ou O < -X1 < -X2. Plus precisement, pour la partie gauche, nous avons pris 
-X1 = 2.X2 < 0, et pour la partie centrale .X2 = 2.X1 > 0. 
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(a) Nreud attractif 
(.X1 < .X2 < 0) 

(b) Nreud repulsif 
(0 < .X1 < .X2) 

Figure III.5. Valeurs propres .X1 et .X2 reelles distinctes 
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Lorsque les valeurs propres .X1 et .X2 sont strictement negatives, l'origine est un point 
d'equilibre w-stable et attractif. On dit que c'est un nreud attractif, ou un puits. 
Lorsque les valeurs propres .X1 et .X2 sont strictement positives, l'origine est un point 
d'equilibre a-stable et repulsif. On dit que c'est un nreud repulsif, ou une source. 
On remarque que dans les deux cas, les courbes integrales qui ont l'origine pour point 
limite sont presque toutes tangentes, en ce point, a I' axe parallele au vecteur propre associe 
a la valeur propre de A la plus petite en valeur absolue : l'axe des x, parallele au vecteur 
propre associe a .X1, lorsque O < .X1 < .X2; l'axe des y, parallele au vecteurpropre associe 
a A.2, lorsque A.1 < A.2 < 0. 
b) Cas ou les deux valeurs propres de A sont reelles de signes contraires. 
Supposons par exemple .X1 < 0 < .X2. Si x(O) f 0, nous avons 

lim x(t) = 0, lim x(t) = { +oo s~ x(O) > O, 
t->+oo t->-oo -oo Sl x(O) < 0. 

De meme, si y(O) f 0, 

lim y(t) = 0, 
t->-00 

{ +oo si y(O) > 0, 
lim y(t) = 

t->+oo -oo si y(O) < 0. 

Le portrait de phases est represente sur la partie droite, notee (c), de la figure III.5. Nous 
avons pris .X1 = -2.X2, avec .X2 > 0. L'origine n'est ni a-stable, ni w-stable, ni attractif, 
ni repulsif. On dit que c'est un col. 

5.3. Cas ou A a one valeur propre double. - Soit A cette valeur propre. Nous avons 
A E IR, A f O puisque nous avons suppose A inversible. Nous avons 

Trace(A) = 2.X, det(A) = .X2 . 

Deux sous-cas doivent etre distingues, selon qu'il existe ou non une base de E formee de 
vecteurs propres. 
a) Cas ou il existe une base de E formee de vecteurs propres. - Tout element non 
nul de E est alors vecteur propre, associe a la valeur propre .X; autrement dit, A= .X idE, 
L' equation differentielle ( *) s' ecrit 

~'(t) = .X~(t), 

et sa solution generale est 
~(t) = exp(.Xt)~(O). 

Les orbites du systeme dynamique associe a cette equation sont, d'une part, le singleton 
{ 0 } , puisque I' origine est I 'unique point d' equilibre, et d' autre part les demi-droites issues 
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Nreud attractif (A = A idE, avec A < 0) Nreud repulsif (A = A idE, avec A > 0) 

Figure IIl.6. Valeur propre A double reelle et A = A idE 

de l'origine (ouvertes, c'est-a-dire ne contenant pas l'origine). Le portrait de phases est 
represente sur la figure IIl.6. La partie gauche de cette figure est relative au cas ou A < 0 
et la partie droite a celui ou A > 0. 
Lorsque la valeur propre A est strictement positive, l'origine est un point d'equilibre 
a-stable et repulsif. On dit que c'est un nreud repulsif, ou une source. 
Lorsque la valeur propre A est strictement negative, l'origine est un point d'equilibre 
w-stable et attractif. On dit que c 'est un nreud attractif, ou un puits. 

b) Gas oil il n'existe pas de base de E formee de vecteurs propres. - II existe 
toutefois un vecteurpropre Ji associe a la valeurpropre A (tousles autres vecteurs propres 
lui etant proportionnels). Soit e2 un autre element de E tel que (!1 , e2 ) soit une base de 
E. La matrice de A dans cette base est 

avec µ'IO puisque e2 n'est pas vecteurpropre de A. Posons e1 = µJi. Alors (e1 , e2 ) est 
aussi une base de E, et la matrice de A dans cette base est 

L' equation differentielle ( *) s' ecrit, au mo yen des coordonnees x et y associees a la base 
(e1, e2), 

Sa solution generale est 

{ 
dx 
dt = Ax+y, 

dy 
dt = Ay. 

{ 
x(t) = (x(O) + y(O)t)e>.t, 

y(t) = y(O)e>.t. 

On remarque que pour tout t E IR, y(t) garde un signe constant, tandis que x(t) ne garde 
pas un signe constant: en supposant y(O) 'I 0, x(t) est du meme signe que y(t) lorsque 
t > -x(O)/y(O), et de signe contraire lorsque t < -x(O)/y(O). On remarque aussi que 
si y(O) -:/ 0, 

. x(t) 
hm -() = +oo, 

t---,+oo y t 
lim x(t) = -oo. 

h-oo y( t) 
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Nreud attractif (.\ < 0) Nreud repulsif (.\ < 0) 

Figure III. 7. Valeur propre .\ double reelle avec une seule direction propre 

Le portrait de phases est represente sur la figure III. 7. La partie gauche de cette figure est 
relative au cas ou .\ < 0 et la partie droite a celui ou .\ > 0. 
Lorsque la valeur propre .\ est strictement positive, l'origine est un point d'equilibre 
a-stable et repulsif. On dit que c'est un n<eud impropre repulsif, ou une source. 
Lorsque la valeur propre .\ est strictement negative, l'origine est un point d'equilibre 
w-stable et attractif. On dit que c'est un n<eud impropre attractif, ou unpuits. 
5.4. Cas ou A a deux valeurs propres complexes conjuguees. - On notera ces deux 
valeurs propres a+ i/3 et a - i/3, avec a et /3 reels et /3 > 0. On sait qu'il existe deux 
elements e1 et e2 de E tels que e1 + ie2 soit un vecteur propre de A (dans le complexifie 
Ee de E) associe a la valeur propre a - i/3, et e1 - ie2 un vecteur propre associe a la 
valeur propre a+ i/3. Les elements e1 et e2 de E sont lineairement independants car s'ils 
ne l'etaient pas, les elements e1 + ie2 et e1 - ie2 de Ee ne le seraient pas non plus, ce 
qui est impossible puisque ce sont des vecteurs propres associes a deux valeurs propres 
distinctes. La matrice de A dans la base ( e1 , e2 ) est 

(; -:) ' 
et l' equation differentielle ( *) s 'ecrit, au moyen des coordonnees associees a la base 
(e1, e2), 

{ 
dx 
dt = ax -/3y' 

dy 
dt = f3x + ay. 

Sa solution generale est 

{ 
x(t) = (x(O) cos/3t - y(O) sin/3t)eat, 

y(t) = (y(O) cosf3t + x(O) sin/3t)eat. 
Lorsque a = 0, toutes les orbites, autres que { 0 } , sont periodiques, de meme periode 
(21r)//3. L'origine est un point d'equilibre a-stable et w-stable, mais n'est ni attractif ni 
repulsif. On dit que c'est un centre. Le portrait de phases correspondant est represente sur 
la partie centrale, notee (b), de la figure 111.8. 
Lorsque a < 0, l'origine est un point d'equilibre w-stable et attractif. On dit que c'est 
unfoyer attractif. Le portrait de phases correspondant est represente sur la partie gauche, 
notee (a), de la figure III.8. 

Lorsque a > 0, l'origine est un point d'equilibre a-stable et repulsif. On dit que c'est 
unfoyer repulsif. Le portrait de phases correspondant est represente sur la partie droite, 
notee (c), de la figure III.8. 
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(a) Foyer attractif (a < 0) (b) Centre (a= 0) (c) Foyer repulsif (a > 0) 

Figure III.8. Valeurs propres complexes conjuguees a± i/3, avec /3 > 0 

5.5. Remarque. - Sur la figure III.8, les trajectoires du systeme tournent autour de 
l'origine, lorsque le temps t croit, dans le sens trigonometrique. Cela n'a evidemment 
aucun caractere intrinseque. Si nous avions choisi les elements e1 et e2 de E de maniere 
telle que e1 + ie2 soit associe a la valeur propre a + i/3, et e1 - ie2 a la valeur propre 
a - i/3, nous aurions obtenu un portrait de phases dans lequel les trajectoires tournent 
au tour de l' origine, lorsque t croit, dans le sens contraire du sens trigonometrique. 

6. Le flot d'un champ de vecteurs au voisinage d'un point d'equilibre 

6.1. Le probleme etudie. - Soit X un champ de vecteurs de classe C 1 defini sur un 
ouvert n d'un espace affine£ de dimension finie, d' espace vectoriel associe E, admettant 
un point d'equilibre a E n, c'est-a-dire verifiant X(a) = 0. Nous allons etudier l'allure 
qualitative, au voisinage du point a, des solutions de l'equation differentielle 

cp'(t) = X(cp(t)), (*) 
ainsi que l'allure qualitative, au voisinage du point a, du portrait de phases de cette 
equation. 
Po sons 

DX(a) = A. 
Nous nous limiterons ici au cas ou A est un element inversible de .C(E, E); le point 
d'equilibre a est alors dit non degenere. Dans ce cas, a est un point d'equilibre isole 
du champ de vecteurs X : en effet, d'apres le theoreme d'inversion locale, l'application 
differentiable X est, au voisinage de a, un diffeomorphisme local; le point a possede done 
un voisinage sur lequel X ne s' annule en aucun point autre que a. Signalons cependant 
que la definition 6.10 a un sens meme lorsque le champ de vecteurs X n'est pas suppose 
differentiable. 

Les notions que nous introduirons et les resultats que nous etablirons dans ce paragraphe 
sont (a l'exception de l'exemple 6.3) valables quelle que soit la dimension de l'espace £. 
Puis, dans le paragraphe 7, nous nous concentrerons sur le cas ou £ est de dimension 2. 
Nous reviendrons plus loin ( chapitre V) sur l' etude qualitative des courbes integrales d 'un 
champ de vecteurs au voisinage d'un point d' equilibre non degenere sans faire d'hypothese 
restrictive sur la dimension de£. Nous etablirons alors des resultats beaucoup plus precis 
(les theoremes de Hartman et Grohman, ainsi que le theoreme d'existence des varietes 
stable et instable d'un point d'equilibre hyperbolique). 

Precisons quelque peu ce que nous entendons par allure qualitative des solutions et du 
portrait de phases de l' equation differentielle ( *) au voisinage du point a. Nous etudierons 
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successivement des questions relevant de la Topologie, puis d'autres relevant du Calcul 
differentiel. Les questions relevant de la Topologie auxquelles nous tenterons de repondre 
sont: 

- le point a est-il w-stable, a-stable, attractif, repulsif? 
- existe-t-il une ou plusieurs courbes integrales de !'equation differentielle ( *) admet-

tant {a} comme ensemble w-limite (resp., a-limite), c'est-a-dire qui convergent vers 
a lorsque t --+ +oo (resp., lorsque t--+ -oo)? 

Les questions relevant du Calcul differentiel que nous examinerons sont : 

- s'il existe des courbes integrales de !'equation differentielle ( *) qui admettent {a} 
comme ensemble w-limite ou a-limite, ces courbes ont-elles au point a une tangente? 

- lorsque c'est le cas, comment peut-on determiner celle-ci? 
- si elles n' ont pas de tangente en ce point, les courbes qui admettent {a} comme 

ensemble w-limite ou a-limite forment-elles des spirales qui s'enroulent autour de a 
(l'espace f; etant ici suppose de dimension 2)? 

Nous allons voir que lorsque f; est de dimension 2, l'etude des valeurs propres et vecteurs 
propres de A permet de repondre a ces questions, sauf dans deux cas : 

- lorsque les valeurs propres de A sont imaginaires pures, 
- lorsque A admet une valeur propre reelle double (nous pourrons dans ce cas 

repondre aux questions relevant de la Topologie, mais non a celles relevant du Calcul 
differentiel). 

Dans tous les autres cas, f; etant toujours suppose de dimension 2, le portrait de phases 
de !'equation differentielle (*),au voisinage du point a, a qualitativement la meme allure 
que celui de !'equation differentielle lineaire, dans l'espace vectoriel E 

'1/J'(t) = A('l/J(t)) 

au voisinage de l'origine. Cette allure qualitative a ete etudiee dans le paragraphe 
precedent; elle est illustree par les figures III.5, III.6 et III.10. 

On peut interpreter ce resultat en remarquant que l' equation differentielle lineaire ( **), 
appelee linearisee de l 'equation differentielle ( *) au voisinage de a, apparait comme une 
approximation de cette equation; on peut en effet ecrire 

X(x) = X(a) + DX(a)(x - a)+ o(x - a), 

ou compte tenu de X(a) = 0 et de DX(a) = A, 

X(x) = A(x - a)+ o(x - a), 

ce qui veutdire que X(x)-A(x- a) est negligeable aupres dex - a. Lorsqu'on identifie 
1' es pace affine f; a l' espace vectoriel associe en prenant le point a pour origine, l' equation 
differentielle ( *) s 'identifie al' equation differentielle lineaire ( **) modifiee par une petite 
perturbation, qui est relativement d'autant plus petite qu'on se place plus pres du point a; 
il est done comprehensible que le flot de l' equation differentielle ( *) soit, au voisinage du 
point a, qualitativement comparable a celui de sa linearisee ( **) au voisinage de l' origine. 
On appelle methode de linearisation la pratique consistant a remplacer l' equation ( *) par 
sa linearisee (**), afin d'etablir certaines proprietes de !'equation initialement donnee 
(*).Bien entendu, les considerations qui precedent n'ayant aucun caractere rigoureux, la 
methode de linearisation doit etre justifiee par des resultats precis, que nous allons etablir. 

La proposition suivante repond a certaines questions relevant de la Topologie. 
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6.2. Proposition. - Soit X : n - E un champ de vecteurs de classe C 1 defini sur 
un ouvert n d'un espace affine E de dimension finie, a E n un point d'equilibre 
de ce champ, et A = DX (a). Si les valeurs pro pres de A ont tout es une partie 
reelle strictement negative (resp., strictement positive), le point d'equilibre a est 
w-stable et attractif (resp., a-stable et repulsif). 

Preuve: Nous n'avons fait que repeter la proposition 2.9, deja prouvee. D 

La proposition qui precede ne couvre pas le cas ou certaines valeurs propres de A sont 
imaginaires pures, de la forme ±i(3, avec (3 reel non nul. Nous avons vu que dans ce 
cas, lorsque de plus E est de dimension 2, I' origine est un centre pour I' equation lineaire 
( **); toutes les solutions de cette equation autres que la solution nulle sont periodiques 
de periode 21r / (3. On se doute bien qu'une perturbation du champ de vecteurs lineaire A, 
meme tres petite, risque fort de detruire le caractere periodique de la plupart des solutions. 
II n' y a done aucune raison pour que l' allure qualitative du portrait de phases de I' equation 
differentielle ( *) au voisinage du point d'equilibre a soit comparable a celle du portrait de 
phases de sa linearisee ( ** ), representee sur la figure 111.9. L'exemple ci-dessous illustre 
cette destruction de la periodicite par une petite perturbation. 

6.3. Exemple. - Dans le plan IR2 (coordonnees x et y) considerons le champ de vecteurs 

X(x, y) = (-f3y + >.x(x2 + Y2l)e1 + (f3x + >.y(x2 + y2l)e2, 

ou e1 = ( ~) et e2 = ( ~) sont les vecteurs de la base canonique de IR2, (3 et>. des reels, 

avec (3 > 0, et k un entier > 0. Ce champ de vecteurs est differentiable de classe C00 (et 
meme polynomial), et admet un point d'equilibre a l'origine. L'equation differentielle qui 
lui est associee s 'ecrit 

{ !: = -(3y + >.x(xz + yz)k, 
(*) !; = (3x + >.y(xz + Yzl. 

La differentielle de X a l' origine ( que nous identifions a sa matrice relativement a la base 
canonique de IR2) est 

A= DX(O) = (; -:) . 

La linearisee a I' origine de I' equation ( *) est done I' equation differentielle lineaire 
( obtenue en rempla<;ant >. par O dans ( *) ), 

{ !: = -(3y, 
dy (**) 
dt = (3x · 

Afin de determiner les solutions de ( *) autres que la solution identiquement nulle, nous 
utilisons des coordonnees polaires, en posant 

x = pcos(), y = psin(). 

Nous avons alors 

x dx + y dy = p dp = >.(xz + Y2l+1 = >.p2(k+l) 
& & & ' 
dx dy 2 d() 2 2 2 

-y dt + X dt = p dt = (3(x + y ) = (3p ' 

d'ou, puisque nous nous interessons aux solutions pour lesquelles p -=I= 0, 

dp = ). 2k+l d() = (3 
dt p ' dt . 
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En notant xo = Po cos Oo, Yo = Po sin Oo, avec Po > 0, la donnee de Cauchy pour t = 0, 
nous voyons que (p(t), O(t) ), done aussi (x(t), y(t)), est defini pour t E JR verifiant 

et a pour expression 

2>.kp6kt < 1 

{ 
p(t) = Po(l - 2>.kp6kt)-1/(2k), 

O(t) = Oo + {3t, 
ou, en revenant aux coordonnees cartesiennes x et y, 

{ 
x(t) = po(l - 2>.kp6kt)-If(Zk) cos(Oo + {3t), 

y(t) = po(l - 2>.kp6kt)-If(Zk) sin(Oo + {3t). 

Si).. < 0, cette solution de(*) est definie sur l'intervalle J - 1/(21>.lkP6k),+oo[, et 
tend vers le point d'equilibre O lorsque t ---+ +oo. L'origine est done un point d'equilibre 
w-stable et attractif. 

Si).. > 0, cette solution de (*)est definie surl'intervalle J-oo, 1/(21>.lkp5k)[, et tend vers 
le point d'equilibre O lorsque t ---+ -oo. L'origine est done un point d'equilibre a-stable 
et repulsif. 

Ainsi, lorsque >. =/- 0, l' equation differentielle ( *), a la difference de sa linearisee ( **), 
n'a pas de solution periodique, et a un portrait de phases qualitativement bien different 
(meme dans un voisinage arbitrairement petit de l'origine) de celui de sa linearisee. 

Nous n'avons pas encore repondu aux questions relevant de la Topologie dans le cas ou 
les valeurs propres de A = DX(a) sont reelles et de signes contraires; nous le ferons 
plus loin, en repondant en meme temps, pour ce cas, aux questions relevant du Calcul 
differentiel. 

Afin d'aborder les questions relevant du Calcul differentiel, considerons une courbe 
parametree dans [, c'est-a-dire une application continue cp : Jc, d[---+ [ d'un intervalle 
ouvert Jc, d[ de JR dans l'espace affine[. L'extremite gauche c de l'intervalle considere 
peut etre soit unreel fini, soit -oo, et de meme l'extremite droite d peut etre soit unreel 
fini, soit +oo. Soit a E [, et supposons que la courbe parametee cp admette ce point pour 
extremite droite, c'est-a-dire verifie 

lim cp(s) =a. 
s--+d 

Supposons egalement que pour tout s E Jc, d[, cp( s) =I- a. Pour tout s E Jc, d[, la demi­
droite d'origine a passant par le point cp(s), notee ~(s), est alors bien definie, puisque 
les points a et cp ( s) sont distincts. Nous dirons que la courbe parametree cp admet une 
demi-droite tangente en son extremite droite a si ~ ( s) admet une limite lorsque s tend 
vers d; lorsqu'elle existe, cette limite est la demi-droite tangente a cp en son extremite 
droite a. La proposition ci-dessous rend cette definition rigoureuse. 

6.4. Proposition. - Soit cp : Jc, d[---+ [ une courbe parametree dans un es pace afline 
[ de dimension fi.nie, d'espace vectoriel associe E, c'est-a-dire une application 
continue d'un intervalle ouvert Jc, d[ de JR dans [, Jes extremites c et d de cet 
intervalle pouvant etre soit des reels Enis, soit, respectivement, -oo et +oo. Soit 
a E [. On suppose que 

lim cp(s) = a 
s--+d 

et que pour tout s E Jc, d[, le point cp(s) est distinct de a. Soit e un vecteur non 
nul element de E. Les trois proprietes suivantes sont equivalentes. 
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Figure Ill.9. Demi-droite tangente a une courbe parametree en une extremite 

1. 11 existe une fonction continue .A, de.inie sur Jc, d[, a valeurs strictement 
positives, telle que 

lim .A(s) (cp(s) - a) = e. 
s-.d 

2. 11 existe une norme x f---+ llxll sur E telle que 

lim cp( s) - a = ~ . 
s-.d llcp(s) - all llell 

3. Pour toute norme x f---+ llxll sur E, on a 

lim cp(s) - a = ~ 
s-.d llcp(s) - all llell · 

Lorsque ces trois proprietes equivalentes sont satisfaites, on dit que la courbe 
parametree cp admet pour demi-droite tangente en son extremite droite (le point a) 
la demi-droite affine 

~ = { a + µe ; µ E JR+ } . 
L'element non nul e de E est dit vecteur directeur de cette demi-droite tangente; 
il est unique a multiplication par un reel strictement positif pres. 

Preuve: Les proprietes etudiees dans cette proposition sont illustrees par la figure Ill.9. 
La propriete 3 implique bien sur la propriete 2 qui, elle-meme, implique la propriete 1, 
puisqu'il suffit de prendre .\(s) = llell llcp(s) - a11- 1• 11 reste a prouver que la propriete 
1 implique la propriete 3. Supposons done la propriete 1 satisfaite, et soit x f---+ llxll une 
norme quelconque sur E. Pour touts E Jc, d[, nous avons 

cp(s) - a e cp(s) - a e e e 
llcp(s) - all - W = llcp(s) - all - .A(s)llcp(s) - all + .A(s)llcp(s) - all - W' 

d'ou 

II 11:~:~ = :II - 11:1111 ~ .A(s)llcpts) - all llA(s) (cp(s) - a) - ell 

+ I .A(s)llcpts) - all - 11~111 llell, 
Mais puisque lims-.d .A( s) ( cp( s) - a) = e, nous avons 

. 1 1 
;~.A(s)llcp(s) - all= llell, ;~ .A(s)llcp(s) _ all W, 
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et nous voyons que les deux termes du membre de droite de l'inegalite ci-dessus tendent 
vers O lorsque s - d. La propriete 3 est done satisfaite. 

Enfin, prouvons que s'il existe deux vecteurs e et e' elements de E non nuls, et deux 
fonctions continues>. et>.', definies sur Jc, d[ et a valeurs strictement positives, telles que 

lim >.'(s) (<p(s) - a) = e', 
s-d 

alors e et e' sont colineaires et de meme sens (cela signifie que chacun d'eux est egal au 
produit de l'autre par unreel strictement positit). Soit x ----t llx/1 une norme quelconque 
sur E. Puisque les proprietes 1 et 3 sont equivalentes, nous avons 

lim <p(s) - a = ~ = _!j___ 
s-d ll<p(s) - all llell lle'II ' 

ce qui prouve que e et e' sont colineaires et de meme sens. D 

6.5. Remarques 
a) La propriete 1 de l'enonce ci-dessus peut sembler moins commode d'emploi que les 
proprietes 2 ou 3, mais elle a l'avantage de ne pas necessiter !'introduction d'une norme 
sur E. 
b) Supposons que la courbe parametree c.p admette un point b de£ pour extremite gauche, 
c'est-a-dire que l'on ait 

lim <p(s) = b, 
s-c 

les autres hypotheses etant les memes que celles de la proposition precedente. En procedant 
comme dans cette proposition, on peut definir la demi-droite tangente a la courbe <pen son 
extremite gauche b; lorsqu'elle existe c'est la limite, lorsque s tend vers c, de la famille, 
parametree pars, de demi-droites ayant b pour origine et passant c.p( s). 

La proposition suivante, qui nous permettra de definir la notion de direction caracteristique, 
est l' analogue de la precedente, la courbe parametree <p etant remplacee par une suite. 

6.6. Proposition. - Soit (xn, n E N) une suite dans un espace affine £ de 
dimension finie, d'espace vectoriel associe E. On suppose que cette suite converge 
vers un element a de£ et que, pour tout n EN, Xn fa. Soit e un vecteur non nul 
element de E. Les trois proprietes suivantes sont equivalentes. 

1. 11 existe une suite (>.n, n E N), dont Jes termes sont des reels strictement 
positifs, telle que 

2. 11 existe une norme x I----* llxll sur E telle que 

1. Xn - a 
Im 

n-+= llxn - ail 

e 
llell . 

3. Pour toute norme x I----* llxll sur E, on a 

1. Xn - a 
Im 

n-+= llxn - all 

Lorsque ces trois proprietes equivalentes sont satisfaites, on dit que la suite 
(xn, n E N) converge vers a en venant de la direction de e. Cette direction est 
unique, tout autre vecteur non nul e' de E ayant Jes memes proprietes que e etant 
colineaire a e et de meme sens. 
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Preuve : Elle est identique a celle de la proposition 6.4. D 

La proposition suivante montre que la notion de demi-droite tangente a une courbe 
parametree en une de ses extremites et celle de suite convergeant vers un point en venant 
d'une direction donnee relevent du Calcul differentiel, car elles se transforment de maniere 
naturelle sous l'effet d'un diffeomorphisme. Cette proposition nous permettra de montrer 
( au chapitre VII) que ces notions conservent un sens lorsqu' on remplace l' espace affine £ 
par une variete differentiable. 

6.7. Proposition. - Soit h: U--+ V un diffeomorphisme de classe 0 1 d'un ouvert 
Ude l'espace affine£ sur un ouvert V de l'espace affine F, ces deux espaces etant 
de meme dimension finie, a un point de U et b = h( a). On note E et F les es paces 
vectoriels associes, respectivement, a £ et F. 

1. Soit cp : Jc, d[--+ U une courbe parametree dans U, ayant le point a pour 
extremite droite, c'est-a-dire verifiant lims--->d cp( s) = a, et admettant en ce point 
une demi-droite tangente de vecteur directeur e E E, e i= 0 (au sens de la 
proposition 6.4). Alors la courbe parametree ho cp : Jc, d[--+ V a pour extremite 
droite le point b = h( a), et admet en ce point la demi-droite tangente de vecteur 
directeur Dh(a)(e) E F. 

2. Soit (xn, n EN) une suite dans U qui converge vers le point a en venant de 
la direction d'un vecteur non nul e E E (au sens de la proposition 6.6). Alors la 
suite (h(xn), n EN) converge vers b = h(a) en venant de la direction du vecteur 
non nul Dh(a)(e) E F. 

Preuve : II nous suffit de prouver la propriete 1, la preuve de la propriete 2 etant 
pratiquement identique. Nous avons, puisque l'application h est continue, 

lim ho cp(s) = h(lim cp(s)) = h(a) = b, 
s--->d s->d 

ce qui prouve que la courbe parametree ho cp a bien b pour extremite droite. D'autre part, 
puisque <p admet en son extremite droite a la demi-droite tangente de vecteur directeur e, 
il existe une fonction continue .X, definie sur Jc, d[, a valeurs strictement positives, telle 
que 

lim .X(s) (cp(s) - a) = e. 
s--->d 

D'autre part nous avons, pour tout x E U, 

h(x) - b = h(x) - h(a) = Dh(a)(x - a)+ R(x - a), avec R(x - a)= o(x - a). 

Par suite, puisque Dh(a) est une application lineaire, 

.X(s) (ho cp(s) - b) = Dh(a) ( .X(s)(c.p(s) - a)) + .X(s)R(cp(s) - a). 

Faisons tendre s vers d. Nous savons que .X(s) (cp(s) - a) a pour limite le vecteur non nul 
e de E. Le premier terme du membre de droite de l'egalite ci-dessus a done pour limite 

lim Dh(a) (.x(s)(cp(s) - a)) = Dh(a)(e), 
s--->d 

qui est un element non nul de F, care est non nul et Dh(a) est un isomorphismede E sur 
F. D' autre part, comme R ( cp( s) - a) est negligeable aupres de cp( s) - a, le second terme 
.X(s)R(cp(s) - a) du membre de droite de l'egalite ci-dessus tend vers O lorsque s--+ d. 
Nous pouvons en effet ecrire, apres avoir muni de normes les espaces E et F, 

_ R(cp(s) - a) 
.X(s)R(cp(s) - a) - .X(s)llc.p(s) - all llc.p(s) _ all . 
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Lorsque s--+ d, le premier facteur du membre de droite, .X(s)llcp(s) - all, tend vers une 
R(cp(s) - a) 

limite finie llell, tandis que le second, llcp(s) _ all , tend vers 0. Nous avons done 

lim .X(s) (ho cp(s) - b) = Dh(a)(e), 
s->d 

ce qui prouve que la courbe parametree h o cp admet pour demi-droite tangente en son 
extremite droite b la demi-droite { b + µDh( a) ( e) ; µ E JR+ } . D 

6.8. Remarque. - Dans les hypotheses de la proposition 6.4, lorsque de plus la courbe 
parametree cp est differentiable, rien ne permet d'affirmer en general que lorsque s --+ d, 
la direction du vecteur tangent a la courbe au point cp( s) converge. Cependant, lorsque 
la courbe parametree cp est solution de !'equation differentielle associee a un champ de 
vecteurs X de classe C 1 admettant a comme point d'equilibre non degenere, on a le 
resultat suivant. 

6.9. Proposition. - Considerons l'equation differentielle 

cp' ( t) = X ( cp ( t)) , 
OU X est un champ de vecteurs de classe C 1 defi.ni sur un ouvert n d 'un espace 
a.iine £ de dimension finie, d'espace vectoriel associe E. Soit a un point d'equilibre 
non degenere de X, c'est-a-dire un point den verifi.ant X(a) = O et tel que DX(a) 
soit un element inversible de C(E, E). Soit t ~ cp(t) une solution de cette equation 
differentielle ayant {a.} pour ensemble w-limite (resp., pour ensemble a-limite), 
c'est-a-dire verifi.ant limt->+oo cp(t) = a (resp., lim->-oo cp(t) = a), et admettant 
en ce point la demi-droite tangente de vecteur directeur e E E, e =I- 0. Alors la 
courbe parametree t ~ X ( cp( t)), dans l 'espace vectoriel E associe a l'espace affine 
£ (t), tend vers l'origine O lorsque t --+ +oo (resp., lorsque t --+ -oo)) et admet 
en ce point la demi-droite tangente de vecteur directeur -e (resp., de vecteur 
directeur e). Le vecteur e est vecteur pro pre de DX (a) associe a une valeur pro pre 
strictement negative (resp., strictement positive). 

Preuve : Nous traiterons le cas ou {a} est ensemble w-limite de cp, la meme methode 
s'appliquant aussi au cas ou {a} est ensemble o:-limite de cp. D'apres 6.4, il existe une 
fonction continue A : t ~ .X(t), a valeurs strictement positives, telle que 

lim .X(t) (cp(t) - a) = e. 
t->+oo 

Puisque DX (a) est un isomorphisme, le theoreme d' inversion locale montre que le champ 
de vecteurs X (considere comme application de n dans E), restreint a un voisinage 
convenable de a dans n, est un diffeomorphisme de ce voisinage sur un voisinage de 
l' origine dans l' espace vectoriel E. La courbe parametree t ~ X ( cp( t)) est done, pour 
t assez grand, l'image de la courbe parametree t ~ cp(t) par le diffeomorphisme X. La 
proposition 6. 7 montre que cette courbe parametree, qui a pour extremite droite X (a) = 0, 
admet en ce point la demi-droite tangente de vecteur directeur DX(a)(e). Nous avons 
meme prouve (lors de la demonstration de la proposition 6.7) que 

lim .X(t)X(cp(t)) = DX(a)(e). 
t->+oo 

Mais puisque cp est solution de l' equation differentielle associee au champ de vecteurs X, 
cette egalite s'ecrit aussi 

lim .X(t) dcpd(t) = DX(a)(e). 
t->+oo t 

(t) En Mecanique, si la courbe parametree t ~ cp(t) est la trajectoire d'un point mobile, la 
courbe parametree t ~ X ( cp( t)) = cp' ( t) est appelee hodographe de cette trajectoire. 
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Soit t0 un element de l'intervalle de definition de cp et de .X. Posons, pour tout t ;:::,: t0 , 

O(t) = 1: .x~:) . 
La fonction t f---* O(t) est de classe C 1 et strictement croissante, done inversible, et son 
inverse(} f---* t( 0) est de classe C 1 . Prenons (} pour nouvelle variable independante. Posons 

Oo = 0( to) , OM= lim O(t), 'lj)(O) = cp(t(O)). 
t---;+oo 

Nous avons 

d'lj)(O) = dcp (t(O)) dt(O) = .X(t(O)) dcp (t(O)) 
d(} dt d(} dt ' 

et par suite 
. d'lj)(O) 

l1m -d(} = DX(a)(e). 
(}---;(}M 

Le vecteur e etant non nul et DX (a) etant un isomorphisme, DX (a) ( e) est non nul. 
Cela prouve que OM est fini, car dans le cas contraire, l'inegalite des accroissements finis 
montre que 'lj)(O) ne resterait pas borne lorsque (}-+ OM, Nous pouvons ecrire 

d~~O) = DX(a)(e) + r(O), avec lim r(O) = 0, 
{}---;(}M 

d'ou 

'lj)(OM) - 'lj)(O) = (OM - O)DX(a)(e) + fo 0
M r(r) dr, 

puis, apres avoir muni E d'une norme quelconque, 

Comme le membre de droite de cette inegalite tend vers O lorsque (} -+ (} M, nous en 
deduisons 

lim 'lj)(OM) -'lj)(O) = DX(a)(e), 
(}---;(}M (}M - (} 

ou, en revenant a la variable independante t, 

1 
lim +oo (a - cp(t)) = DX(a)(e). 

t---;+oo ft .X(s)-1 ds 

Mais nous avons aussi 
lim .X(t)(a - cp(t)) = -e. 

t---;+oo 

Nous pouvons done ecrire 

DX(a)(e) = - lim 1 e 
h+oo .X(t) J/00 .X(s)-1 ds ' 

ce qui ex prime que e est vecteur propre de DX (a) associe a la valeur propre 

1. 1 
- lill 

t-+00 .X(t) J/00 .X(s)-1 ds' 

qui est strictement negative. D 

Nous pouvons maintenant definir la notion de direction caracteristique. 
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6.10. Definition. - Soit X un champ de vecteurs continu defini sur un ouvert 
n d'un espace afline £ de dimension finie, d'espace vectoriel associe E, et a un 
point d'equilibre de ce champ de vecteurs. On suppose le point d'equilibre a isole, 
c'est-a-dire tel qu'il existe W1 voisinage U de a, U c n, sur lequel X ne s'annule 
en aucun point autre que a. Soit e un vecteur element de Enon nul. On dit que 
la direction dee est caracteristique (relativement au point d'equilibre a du champ 
de vecteurs X) s'il existe une suite (xn, n E N) dans U avec, pour tout n, Xn I- a, 
qui verifie les deux proprietes suivantes : 

(i) la suite (xn, n E N) converge vers a en venant de la direction de e ( au sens 
de la proposition 6.6), 

(ii) la suite (X(xn), n E N) converge vers O en venant soit de la direction dee, 
soit de la direction de -e (au sens de 6.6). 

La proposition ci-dessous montre que la notion de direction caracteristique se comporte 
bien lors d'une transformation par diffeomorphisme. 

6.11. Proposition. - Soit X un champ de vecteurs continu defini sur W1 ouvert 
n d'un espace afline £ de dimension finie, a W1 point d'equilibre isole de X, e un 
vecteur non nul de l'espace vectoriel E associe a£. Soit h un diHeomorphisme de 
classe C 1 den sur W1 ouvert h(O) d'un espace afline F de meme dimension que £, 
d'espace vectoriel associe F. Soit Y = h*(X) le champ de vecteurs sur h(O), image 
directe du champ de vecteurs X par le diffeomorphisme h (proposition II.5.1); 
rappelons qu 'il est defini par 

Y(y) = Dh(h- 1 (y)) ( X(h- 1 (y))). 

Le point h(a) est alors un point d'equilibre isole du champ de vecteurs continu 
Y, et le vecteur Dh(a)(e) est W1 element non nul de F, dont la direction est 
caracteristique ( relativement au point d 'equilibre h( a) de Y) si et seulement si la 
direction du vecteur e est caracteristique (relativement au point d'equilibre a de 
X). 

Preuve : C' est une consequence immediate de la definition 6.10 et de la proposition 
~- D 

La definition 6.10 d'une direction caracteristique a un sens meme lorsque le champ de 
vecteurs X n 'est pas suppose differentiable. Lorsque ce champ est differentiable et que 
DX(a) est un isomorphisme, la proposition 6.9 permet de penser qu'on doit pouvoir 
utiliser une caracterisation plus simple (les directions caracteristiques coincident avec les 
directions propres de DX(a)). La proposition suivante montre que c'est bien le cas. 

6.12. Proposition. - Soit X W1 champ de vecteurs de classe C 1 defini sur W1 ouvert 
n d'rn1 espace afline £ de dimension finie, a E n un point d'equilibre de X, et e 
un vecteur non nul element de l'espace vectoriel E associe a £. On suppose que 
DX(a) est un element inversible de £(E, E). La direction dee est caracteristique 
si et seulement si e est vecteur pro pre de DX (a). 

Preuve : Supposons e vecteur propre de DX(a) associe a la valeur propre .X. Celle-ci 
est necessairement reelle non nulle, puisque e EE et que DX(a) est un isomorphisme. 
Posons,pourtoutn EN, 

Xn = a+ 2-ne. 
Par construction, la suite ( Xn , n E N) converge vers a en venant de la direction dee. Mais 
DX (a) etant un isomorphisme, la restriction de X a un voisinage convenable de a est un 
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diffeomorphisme, et la proposition 6.7 montre que la suite (X(xn), n E N) converge 
vers X(a) = 0 en venant de la direction de DX(a)e = .Xe, c'est-a-dire de la direction de 
e si ,X > 0, et de celle de -e si ,X < 0. 

Reciproquement, supposons la direction dee caracteristique. D'apres la definition 6.10, 
il existe une suite ( Xn , n E N) dans n qui converge vers a en venant de la direction de 
e telle que, de plus, la suite (X(xn), n E N) converge vers Oen venant de la direction 
de Ee, avec E = ±1. Comme ci-dessus, X etant un diffeomorphisme local au voisinage de 
a, la suite (X(xn), n EN) converge vers Oen venant de la direction de DX(a)(e). Par 
suite, Ee et DX (a) ( e) sont colineaires et de meme sens, ce qui exprime que e est vecteur 
propre de DX (a) associe a une valeur propre de meme signe que E. D 

7. Cas d'un champ de vecteurs dans le plan 

7.1. Aper~u du contenu de ce paragraphe. - Nous poursuivons l'etude commencee 
dans le paragraphe precedent, en supposant main tenant l' espace affine £ de dimension 
2. Nous allons nous interesser a l'allure qualitative des courbes integrales t f------7 rp(t) de 
l' equation differentielle 

rp'(t) = X(rp(t)) 
(ou X est un champ de vecteurs continu defini sur un ouvert n de£) qui tendent, lorsque 
t--+ +oo (resp., lorsque t--+ -oo) vers un point d'equilibre isole a de X. 
Nous montrerons d'abord (proposition 7.2) que si la courbe parametree rp admet, en son 
extremite a, une demi-droite tangente (au sens de la proposition 6.4), la direction de cette 
demi-droite tangente est une direction caracteristique relativement au point d'equilibre a. 
Ce resultat n'utilise que tres peu d'hypotheses sur le champ de vecteurs X: ii suffit qu'il 
soit continu et admette en a un point d'equilibre isole; par contre, il utilise le fait que 
l'espace £ est de dimension 2. 
Puis, sous des hypotheses assez generales (verifiees notamment lorsque X est de classe 
C 1 et que DX(a) est un element inversible de C(E, E) non egal a un multiple de idE) 
nous montrerons que le comportement qualitatif de la courbe integrale rp au voisinage du 
point a est de l'un ou l'autre des deux types suivants, qui s'excluent mutuellement: 

- ou bien la courbe rp admet, au point a, une demi-droite tangente au sens de 
la proposition 6.4; dans ce cas, la direction de cette demi-droite tangente est 
caracteristique relativement au point d'equilibre a; 

- ou bien cette courbe fonne une spirale qui s 'enroule au tour du point a. 
Ce dernier comportement, illustre par les figure III.8 a et c, a une signification intuitive 
assez claire; nous devons cependant en donner une definition rigoureuse. Pour cela, une 
idee naturelle consiste a utiliser des coordonnees polaires au voisinage du point a, ce point 
etant choisi pour pole, et a convenir de dire que la courbe t f------7 rp( t) forme une spirale qui 
s'enroule autour de a lorsque t --+ +oo (resp., lorsque t --+ -oo) si l'angle polaire de rp(t) 
tend vers +oo, ou vers -oo, lorsque t--+ +oo (resp., lorsque t--+ -oo). C'estprecisement 
ce que formalise la definition 7.5 ci-dessous. Auparavant, la definition 7.3 donne un sens 
precis au concept de description parametrique d'une courbe en coordonnees polaires. Le 
theoreme 7.6 est l'enonce formel et precis du resultat annonce ci-dessus. Nous passerons 
ensuite a l'etude des divers types classiques de points d'equilibre non degeneres : ncl!uds, 
foyers et cols (propositions 7.7 et 7.10). 

7.2. Proposition. - Soit X un champ de vecteurs continu defi.ni sur un ouvert n 
de l'espace alfine £ de dimension 2, et a En un point d'equilibre isole de X. Soit 
rp:] - oo, d[--+ £ (resp., rp: Jc, +oo[--+ £) une solution de l'equation differentielle 

rp'(t) = X(rp(t)) 
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telle que, pour tout element t de son intervalle de definition, cp(t) f. a, et que 

lim cp(t) = a (resp., lim cp(t) =a). 
h-oo t-+oo 

On suppose que la courbe cp admet, en son extremite a, une demi-droite tangente 
au sens de la proposition 6.4. Alors la direction du vecteur directeur de cette demi­
droite tangente est caracteristique (relativement au point d'equilibre a), au sens 
de la definition 6.10 

Preuve: Nous supposerons par exemple cp definie sur Jc, +oo[ et limt-+oo cp(t) = a 
(le cas ou cette limite serait atteinte pour t - -oo etant analogue). Comme cp(t) 
converge, lorsque t - +oo, vers le point d'equilibre isole a, nous pouvons aussi (en 
rempla~ant si necessaire l'intervalle Jc, +oo[ parun sous-intervalle Jc', +oo[, avec c' > c 
et suffisamment grand) nous ramener au cas ou pour tout element t de l'intervalle de 
definition de cp, X ( cp( t)) f. 0. Pour tout element t de l'intervalle de definition de cp, l' arc 
de courbe cp([t, +oo[) va du point cp(t) au point a, et admet en chacun de ses points cp(s) 
(avec t :S: s < +oo) une tangente, de vecteur directeur X ( cp( s)). D'apres le theoreme de 
Rolle, on peut choisir s de maniere telle que ce vecteur soit parallele a la demi-droite issue 
de a et passant par cp(t) (voir figure III.10). 

a 

Figure III.10. Application du theoreme de Rolle 

Pour ceux qui ne seraient pas convaincus par cette application du theoreme de Rolle, voici 
une preuve calculatoire de cette propriete. Choisissons un repere affine de E; no tons x( t), 
y(t) les coordonnees de cp(t), a 1 et a 2 les coordonnees de a dans cette base. Fixons t et 
considerons l' expression suivante 

A(s) = (y(t) - az) (x(s) - a1) - (x(t) - a1) (y(s) - az) 

comme une fonction de la variable reelle s. Cette fonction est de classe C1 ; elle prend la 
valeur O pours= t, et tend vers O lorsque s - +oo; si sa derivee etait toujours de meme 
signe, cette fonction serait monotone et ne tendrait pas vers O lorsque s - +oo; nous 
pouvons done affirmer que la derivee de cette fonction ne garde pas un signe constant; 
comme cette derivee est continue, il existe un element s de [t, +oo[ ou elle s'annule, 
c'est-a-dire ou l'on a 

(y(t) - az) dx(s) - (x(t) - a1) dy(s) = 0, 
ds ds 

ce qui ex prime precisement le fait que les vecteurs cp( t) - a et X ( cp( s)) sont colineaires. 
Nous construisons alors deux suites croissantes (tn, n EN) et (sn, n EN) qui tendent 
toutes deux vers +oo en procedant comme suit; en supposant ces suites construites jusqu' au 
rang n - 1, nous choisissons pour tn unreel quelconque verifiant tn > sup(sn-I, 2n); 
puis nous prenons pour sn un element de [ tn, +oo [ tel que que X ( cp( Sn)) soit colineaire 
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a cp(tn) - a. Munissons l'espace vectoriel E associe a l'espace affine [ d'une nonne 
quelconque. Les deux suites 

(II:~::;= :II , n E w) et ( 11 ;~::; = :II , n E w) 
ont pour limite le vecteur directeur unitaire e de la demi-droite tangente a la courbe 
parametree cp en son extremite a. D'autre part, pour chaque n les vecteurs X(cp(sn)) 
et cp(tn) - a sont colineaires, mais peuvent etre de meme sens ou de sens contraires; 
cependant 1' ensemble des valeurs de n pour lesquelles ces vecteurs sont de meme sens, et 
celui des valeurs de n pour lesquelles ces vecteurs sont de sens contraires ne peuvent pas 
etre tous deux finis, puisque leur reunion est infinie. En remplai;ant la suite ( Sn , n E N) 
par une suite extraite, nous pouvons nous ramener a l'un des deux cas suivants : 

(i) pour tout n E N, X ( cp( sn)) et cp( tn) - a sont colineaires et de meme sens, 

(ii) pour tout n E N, X ( cp( sn)) et cp( tn) - a sont colineaires et de sens contraires. 

La suite 

( X(cp(sn)) ) 
IIX(cp(sn))II' n EN 

converge vers e dans le cas (i), vers -e dans le cas (ii). Dans les deux cas, la suite 
( cp( sn) , n E N) verifie les proprietes de la definition 6.10, et cela prouve que la direction 
de e est caracteristique. D 

7.3. Definition. - Soit cp une courbe parametree dans l'espace affine [ de 
dimension 2, c'est-a-dire une application continue d'un intervalle ouvert Jc, d[ de 
JR. dans [ (c pouvant etre Eni OU egal a -oo, et d fini OU egal a +oo). Soit a un 
point de [. On appelle description parametrique de cp en coordonnees polaires de pole 
a ( en abrege, description polaire de cp de pole a) un triplet ( h, p, 0), ou 

- h est un diffeomorphisme de classe C 1 d'un voisinage ouvert Ude a contenant 
cp(Jc, d[) sur un voisinage ouvert h(U) de l'origine de IR.2 , appliquant le point 
a sur l'origine, 

- p est une application continue de Jc, d[ dans JR.+, 
- (} est une application continue de Jc, d[ dans JR., 

tel que l'on ait, pour tout t E Jc, d[, 
h(cp(t)) = (p(t) cosO(t),p(t)sinO(t)). 

7.4. Commentaires 
a) Illustration. - La definition 7.3 est illustree par la figure III.11. 

y 

u r--: 
X 

Figure III.11. Description parametrique d'une courbe en coordonnees polaires 
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b) Interpretation. - L'application composee h o cp : Jc, d[ -----t JR2 est une courbe 
parametree dans IR2 • La definition 7.3 exprime tout simplement le fait que pour tout 
t E Jc, d[, (p(t), O(t)) sont des coordonnees polaires, au sens usuel, du point ho cp(t). 

c) Raison d'etre du diffeomorphisme h. - La definition 7.3 peut, a premiere vue, 
sembler inutilement compliquee : pourquoi prendre l'image de la courbe cp par un 
diffeomorphisme h et employer les coordonnees polaires usuelles dans IR2 , au lieu de 
mettre directement un systeme de coordonnees polaires dans E, avec le point a pour pole? 
Void la reponse. Pour munir E de coordonnees polaires de pole a, il faut pouvoir definir 
dans E une distance euclidienne et la notion d' angle oriente. Pour cela, nous devons choisir 
un repere affine (a, e1, e 2 ) de E, d'origine a, et convenir que cette base est orthonormee 
de sens direct. La structure euclidienne nous permet alors de definir, pour tout point x de 
E, la distance p(x) de ce point au point a; si le point x est distinct de a, nous pourrons 
aussi mesurer, sur le cercle trigonometrique de centre a, la longueur O(x) (definie modulo 
271') de l'arc oriente forme par le vecteur e1 et le vecteurunitaire (x- a)/llx - all- Comme 
au depart E n'etait muni d'aucune structure autre que sa structure d'espace affine de 
dimension 2, nous avons du faire un choix arbitraire, celui de la base (e1 , e2 ) de l'espace 
veectoriel E associe a E. Or a cette base nous pouvons associer l'application affine h de 
E dans IR2 qui applique a sur l'origine, et dont la partie lineaire applique les vecteurs e1 

et e2 , respectivement, sur le premier et le second vecteur de la base canonique de JR2• 

Nous voyons done que nous n'avons pas pu faire l'economie du diffeomorphisme h; tout 
au plus avons-nous pu lui imposer d'etre d'une forme particuliere, puisque dans cette 
construction c'est une application affine. 11 nous a semble preferable de ne pas imposer 
au diffeomorphisme h une telle restriction, car cela nous permettra d'adapter facilement 
la definition 7.3 au cas ou, au lieu de courbes parametrees dans un espace affine E de 
dimension 2, nous aurons a considerer des courbes parametrees sur une surface (variete 
differentiable de dimension 2). 

d) Existence. - Toute courbe parametree cp : Jc, d[ -----t E telle que, pour tout t E Jc, d[, 
cp(t) -I a, admet une description parametrique polaire de pole a. Soit en effet (a, e1, e2 ) 

un repere affine de E d'origine a. Tout point x de E peut, de maniere unique, s'exprimer 
sous la forme 

x =a+ h1(x) e1 + h2(x) e2. 

L'application h = (h1 , h2 ) : E -----t IR2 ainsi definie est une application affine bijective, 
done un diffeomorphisme. Choisissons, pour un element to de Jc, d[ particulier, une 
determination O(t0 ) de l'angle polaire de h( cp(t0 )) dans IR2• Pour tout t E Jc, d[, soient 
p(t) et O(t) les coordonnees polaires de h(cp(t)), la determination de O(t) etant choisie 
par continuite, a partir de celle prise pour O(t0 ). Nous voyons alors que (h, p, 0) est une 
description parametrique polaire de cp de pole a. 

7.5. Definition. - Les hypotheses generales etant celles de la definition 7.3, on 
suppose de plus que c = -oo (resp., que d = +oo), que 

lim cp(t) = a (resp., que lim cp(t) =a), 
t->-oo t->+oo 

et que pour ltl assez grand, cp(t) -I a. On dit que la courbe cp forme une spirale qui 
s'enroule autour du point a lorsque t -----t -oo (resp., lorsque t -----t +oo) si pour toute 
description parametrique polaire (h, p, 0) de pole a de cp, eventuellement restreinte 
a un sous-intervalle J- oo,d'[ de J - oo,d[ (resp., un sous-intervalle Jc',+oo[ de 
Jc, +oo[), l'angle polaire O(t) tend vers +oo ou vers -oo lorsque t -----t -oo (resp., 
lorsque t -----t +oo). 
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7.6. Theoreme. - Soit X un champ de vecteurs continu defini sur un ouvert n 
de l'espace affine£ de dimension 2, et a En un point d'equilibre isole de X. Soit 
c.p: J - oo, d[---+ £ (resp., c.p: Jc, +oo[---+ £) une solution de l'equation differentielle 

c.p' ( t) = X ( c.p( t)) 

telle que, pour tout element t de son intervalle de definition, c.p(t) -f= a, et que 

lim c.p(t) = a (resp., lim c.p(t) =a). 
t->-oo t->+oo 

1. On suppose que l'ensemble des vecteurs non nuls de l'espace vectoriel E associe 
a l'espace affine £ dont la direction est non caracteristique relativement au point 
d'equilibre a est dense. Alors le comportement de c.p(t) lorsque t ---+ -oo (resp., 
lorsque t ---+ +oo) est de l'un des deux types suivants : 

(i) ou bien la courbe c.p admet, en son extremite a, une demi-droite tangente au 
sens de la proposition 6.4; dans ce cas, la direction du vecteur directeur de cette 
demi-droite tangente est caracteristique (relativement au point d'equilibre a); 

(ii) ou bien la courbe c.p forme une spirale qui s'enroule autour du point a lorsque 
t ---+ -oo (resp., lorsque t ---+ +oo ), au sens de la definition 7.5. 

2. Si, de plus, aucune direction n'est caracteristique relativement au point 
d'equilibre a, le comportement (i) est exclu, et pour toute description parametrique 
polaire (h, p, 0) de pole a de c.p, eventuellement restreinte a un sous-intervalle 
J-oo, d'[ de J-oo, d[ (resp., un sous-intervalle Jc', +oo[ de Jc, +oo[), l'angle polaire 
O(t) varie, pour ltl assez grand, de maniere strictement monotone en fonction de t. 

Preuve : Nous traiterons le cas ou limt-,+oo c.p(t) = a (celui ou limt-,-oo c.p(t) = a 
etant tout a fait analogue). 

1. Soit (h, p, 0) une description parametrique polaire de c.p de pole a (nous savons, 
d'apres 7.4.d, qu'une telle description existe). Soit Y = h*(X) le champ de vecteurs 
image directe de X par le diffeomorphisme h; il est defini sur un voisinage de l'origine 
de JR 2 , par la formule 

Y(y) = Dh(h- 1(y))(X(h- 1(y))). 

Le champ de vecteurs Yest continu est admet l'origine pour point d'equilibre isole. La 
courbe parametree t I-* 'ljJ(t) =ho c.p(t) est solution de !'equation differentielle 

'l/J'(t) = Y('l/J(t)). 
Elle verifie, pour tout element t de son intervalle de definition, 'ljJ(t) -f= 0 et 

lim 'ljJ(t) = 0. 
t->+oo 

De plus, d'apres la proposition 6.11, pour tout vecteur non nul e de E, Dh(a)(e) est 
un vecteur non nul de IR.2 dont la direction est caracteristique (relativement au point 
d'equilibre O de Y) si et seulement si la direction de e est caracteristique (relativement 
au point d'equilibre a de X). Comme Dh(a) est un isomorphisme et comme, par 
hypothese, l' ensemble des vecteurs non nuls de E dont la direction est non caracteristique 
(relativement au point d' equilibre a de X) est dense, nous pouvons affirmer que l' ensemble 
des vecteurs non nuls de IR.2 dont la direction est non caracteristique (relativement au point 
d'equilibre Ode Y) est dense. 
D'autre part, en notant 'ljJ1 et 'ljJ2 les deux composantes de 'I/J, Y1 et Y2 les deux composantes 
de Y, nous pouvons ecrire 
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Un calcul simple (analogue a celui fait lors de l'etude de l'exemple 6.3) montre que Jes 
coordonnees polaires p(t) et O(t) sont des fonctions differentiables de t, qui verifient 

{ 
p(t) d~~t) = '¢,1(t)Yi('¢,(t)) +'¢,2(t)Y2('¢,(t)), 

(*) 
(p( t)) 2 d:~t) = -'¢,2 ( t) Y1 ( '¢,( t)) + '¢,1 ( t)Y2 ( '¢,( t)) . 

Nous allons montrerque lorsque t-+ +oo, O(t) admet une limite,finie ou non. Supposons 
que ce ne soit pas le cas. Les limites inferieure et superieure 

Om= liminf O(t) et OM= limsupO(t) 
t->+oo t->+oo 

(qui existent toujours dans iR = JR U { -oo, +oo}) sont alors distinctes. L'intervalle 
]Om, OM[ est non vide. Mais nous venons de voirque !'ensemble des vecteurs de JR2 dont 
la direction est non caracteristique (relativement au point d'equilibre Ode Y) est dense. 
II existe done un vecteur non nul de JR 2 dont la direction est non caracteristique et dont 
l'angle polaire One verifie 

Om< One< OM· 
D'apres Jes definitions des limites inferieure et superieure, on peut trouver des valeurs 
de t arbitrairement grandes pour lesquelles Om < O(t) < One, et aussi des valeurs de t 
arbitrairement grandes pour lesquelles One < O(t) < OM, La fonction O etant continue, 
si pour uncertain reel t elle verifie O(t) < One, et pour un autre reel t', One < O(t'), ii 
existe un troisieme reel t", compris entre t et t', tel que O(t") = One· Nous voyons ainsi 
qu'il existe des valeurs de t arbitrairement grandes pour lesquelles O(t) = One· De plus, 
lorsque t -+ +oo, I' angle polaire O oscille entre les valeurs Om et OM; par suite, la valeur 
One est traversee une infinite de fois en croissant, et une infinite de fois en decroissant. En 
utilisant ces proprietes, on voit qu'il existe une suite strictement croissante (tn, n E N) 
d'elements de l'intervalle de definition de O telle que limn->+oo tn = +oo et que, pour 
tout n EN, on ait 

dO(t) I { 2: 0 sin est pair, 
~ t=tn ::::; 0 si n est impair. 

Les points '¢,(tn) sont tous situes sur la demi-droite de JR2 issue de l'origine et d'angle 
polaire One (voir figure III.12), et forment une suite qui tend vers l'origine. D'apres 

I' expression de d:~t) donnee par les formules ( *) ci-dessus, nous avons 

_.,. (t )Yi (·'·(t )) .,. (t )Y (·'·(t )) { 2: 0 sin est pair, 
'//2 n 1 '// n + '//l n 2 '// n ::::; 0 si n est impair. 

La fonction, definie sur un voisinage ouvert de I' origine dans JR 2 , 

Y = (Y1, Y2) 1-----t -y2Yi(y) + Y1Y2(Y) 

est continue; pour chaque n E N, elle prend au point '¢,(tn) une valeur de meme signe 
que (-l)n; ses valeurs aux points '¢,(tn) et '¢,(tn+i) sont done de signes contraires. Par 
continuite, on voit qu'il existe un point Zn = (zn 1 , Znz) situe sur le segment de droite 
d'extremites '¢,(tn) et '¢,(tn+l) tel que 

-Zn 2Y1 (zn) + Zn 1Y2(zn) = 0. 

Cette egalite ex prime que pour tout n E N, les deux vecteurs Zn = ( Zn 1 , Zn 2 ) et 
Y(zn) = (Y1 (zn), Y2(zn)) (tous deux non nuls, puisque Zn i- 0 et que O est un point 
d'equilibre isole du champ de vecteurs Y) sont colineaires. Ces deux vecteurs peuvent 
etre de meme sens ou de sens contraires; !'ensemble des valeurs den pour lesquelles ces 
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0 

Figure III.12. Illustration de la preuve du theoreme 7.6 

deux vecteurs sont de meme sens et l' ensemble des valeurs de n pour lesquelles ils sont de 
sens contraires ne pouvant etre tous deux finis (puisque leur reunion est infinie), on peut 
supposer, en rempla~ant eventuellement la suite (zn, n E N) par une suite extraite, que 
l'une ou l'autre des deux proprietes ci-dessous est satisfaite: 

(i) ou bien pour tout n E N, les vecteurs Zn et Y(zn) sont colineaires et de meme sens, 
(ii) ou bien pour tout n E N, les vecteurs Zn et Y(zn) sontcolineaires etde sens contraires. 

La suite (zn, n E N) converge vers l'origine en venant de la direction d'angle polaire 
One, et la suite (Y(zn), n E N) converge vers Oen venant soit de la direction d'angle 
polaire One (dans le cas (i)), soit de la direction opposee, d'angle polaire One+ 1r (dans 
le cas (ii)). D'apres la definition 6.10, cela prouve que la direction d'angle polaire One 
est caracteristique relativement au point d'equilibre que le champ de vecteurs Y admet a 
l' origine. Ainsi, en supposant que Om < (} M, nous sommes arrives a une contradiction. 
Nous avons done prouve que les limites inferieure Om et superieure (}M de O(t) lorsque 
t---, +oo sont egales, c'est-a-dire que O(t) a une limite (finie ou non) lorsque t---, +oo. 
Si la limite de O(t) lorsque t---, +oo est finie, la courbe parametree 'lj; admet, a l'origine, 
une demi-droite tangente dont le vecteur directeur fa pour angle polaire limt---t+oo O(t). 
D'apres la proposition 6.7, la courbe parametree cp admet, en son extremite a, une demi-

droite tangente de vecteur directeur ( Dh( a) r 1 (f), et d' apres la proposition 7 .2, la 
direction de ce vecteur est caracteristique (relativement au point d'equilibre a du champ 
de vecteurs X). 
Supposons que l' on ait limt---,+oo 0( t) = +oo (le meme raisonnement s' applique au cas ou 
limt---,+oo 0( t) = -oo ). Pour prouver que la courbe cp forrne, lorsque t ---, +oo, une spirale 
qui s'enroule autour du point a, il suffit, d'apres la definition 7.5, de montrer que pour 
toute autre description parametrique polaire ( h', p', O') de cp, (}' ( t) tend, lorsque t ---, +oo, 
soit vers +oo, soit vers -oo. Or nous savons, d'apres ce qui precede, que O'(t) admet 
une lirnite, finie ou non, lorsque t ---, +oo. Si cette limite etait finie, la courbe parametree 
h' o cp admettrait a l'origine une demi-droite tangente; d'apres la proposition 6.7, la courbe 
cp elle-meme et son image h o cp par le diffeomorphisme h admettraient, respectivement 
en a et en l'origine, des demi-droites tangentes; mais alors O(t) tendrait vers une limite 
finie lorsque t ---, +oo, ce qui est en contradiction avec notre hypothese. Nous avons ainsi 
prouve que lorsque t ---, +oo, la courbe cp forrne une spirale qui s' enroule autour du point 
a. 
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2. Supposons que le point d' equilibre a de X n' admette aucune direction caracteristique. 
La courbe cp ne peut avoir, en son extremite a, de demi-droite tangente, puisque la direction 
du vecteur directeur de celle-ci serait caracteristique. Compte tenu de ce qui precede, nous 
savons que lorsque t - +oo, la courbe cp forme une spirale qui s' enroule au tour du point 
a. Soit (h, p, (}) une description parametrique polaire de cp, de pole a. Nous allons prouver 
que pour t assez grand, (}(t) varie de maniere strictement monotone en fonction de t. 

D'apres !'expression de d:~t) donnee par la formule (*) ci-dessus, il suffit de prouver 

que pour t assez grand, l' expression 

R(t) = -'l/J2(t)Y1 ('1/J(t)) + 'l/J1(t)Y2('1/J(t)) 
garde un signe constant. Supposons que ce ne soit pas le cas; comme cette expression est 
une fonction continue de t, il existe des valeurs de t arbitrairement grandes pour lesquelles 
R(t) = 0. Il existe done une suite strictement croissante (tn, n EN), qui tend vers +oo, 
telle que pour tout n E N, R(tn) = 0, ce qui exprime que dans IR2 , les vecteurs 'ljJ(tn) 
et Y ( '1/J( tn)) sont colineaires. Comme dans la premiere partie de cette demonstration, en 
rempla~ant eventuellement la suite ( tn , n E N) par une suite extraite, nous pouvons nous 
ramener a l'un ou l'autre des deux cas suivants : 

(i) pourtoutn E N,'ljJ(tn) etY('l/J(tn)) sontcolineairesetdememesens, 
(ii) pour tout n E N, 'ljJ(tn) et Y ( '1/J( tn)) sont colineaires et de sens contraires. 

. 'l/J(tn) 1 
Les pomts ll'l/J(tn)II sont elements du cercle trigonometrique S , qui est compact. En 

rempla~ant a nouveau la suite ( tn , n E N) par une suite extraite, nous pouvons nous 

ramener au cas ou la suite ( ll!~!:~II , n EN) converge. La limite de cette suite est 

un vecteur unitaire e de IR2 • Mais d'apres la definition 6.10, la direction de e est 
al ors une direction caracteristique, relativement au point d' equilibre que le champ de 
vecteurs Y admet a I' origine. D' apres la proposition 6.11, la direction du vecteur non nul 

(Dh(a) )-1 ( e) est caracteristique, relativement au point d'equilibre a de X. Comme nous 
avons suppose qu' aucune direction n' est caracteristique relativement ace point d' equilibre, 
nous avons abouti a une contradiction. Nous avons ainsi prouve que pour t assez grand, 
l'angle polaire (} varie de maniere strictement monotone en fonction de t. D 

Dans les deux propositions precedentes, nous n' avons pas eu besoin de supposer le champ 
de vecteurs X differentiable; il nous a suffi de le supposer continu. Dans les propositions 
suivantes, nous supposons le champ de vecteurs X differentiable de classe C 1 et le point 
d'equilibre a non degenere. 

La proposition suivante montre que lorsque les valeurs propres de DX (a) sont complexes 
conjuguees de partie reelle non nulle, le comportement qualitatif des courbes integrates 
de !'equation differentielle cp' (t) = X ( cp(t)) qui tendent vers le point d'equilibre a est le 
meme que celui des courbes integrates de I' equation linearisee '1/J' ( t) = DX (a) ( 'ljJ ( t)), 
illustre par la figure III.10. 

7.7. Proposition. - Soit X un champ de vecteurs differentiable de classe C 1 defini 
sur un ouvert n d'un espace affine£ de dimension 2. On note E l'espace vectoriel 
associe a£. Soit a En un point d'equilibre non degenere de X, c'est-a-dire un point 
tel que X(a) = 0 et que DX(a) soit un element inversible de C(E, E). On suppose 
les deux valeurs propres de DX(a) complexes conjuguees de la forme a ±i/3, avec 
a< 0 (resp., avec a> 0) et /3 reel non nul. Le point a qui, d'apres la proposition 
6.2, est w-stable et attractif (resp., a-stable et repulsif) possede alors la propriete 
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suivante : toutes les courbes integrales t - c.p(t) qui tendent vers ce point lorsque 
t --t +oo (resp., lorsque t - -ao) forment des spirales qui s'enroulent autour de 
ce point (au sens de la definition 7.5). On dit que a est unfoyerattractif (resp., un 
foyer repulsif). 

Preuve : D' apres la proposition 6.12, les directions caracteristiques en a sont les 
directions des vecteurs propres de DX(a). Cet endomorphisme, dont les valeurs propres 
sont complexes, n' a pas de vecteur propre reel. Par suite, toutes les directions sont non 
caracteristiques, relativement au point d'equilibre a. Le resultat annonce decoule done 
directement du theoreme 7 .6. D 

Nous allons maintenant traiter le cas ou les valeurs propres de DX(a) sont reelles et 
distinctes. Le resultat de notre etude sera la proposition 7 .10, dont la demonstration utilise 
les deux lemmes ci-dessous. Les demonstrations de ces deux lemmes etant assez delicates 
et faisant appel a des calculs peu eclairants, nous conseillons au lecteur de lire d' abord la 
proposition 7.10; ii aura ainsi une vue d'ensemble des resultats que nous allons etablir, 
avant d'aborder les preuves de ces deux lemmes. Le premier de ces lemmes sera utile 
aussi bien dans le cas ou les deux valeurs propres de DX (a) sont de meme signe que dans 
celui ou elles sont de signes contraires. 

7.8. Lemme. - Soit X un champ de vecteurs diHerentiable de classe C 1 defini 
sur un ouvert n d'un espace affine£ de dimension 2, d'espace vectoriel associe E. 
Soit a E n un point d'equilibre non degenere de X, c'est-a-dire un point tel que 
X(a) = 0 et que DX(a) soit un element inversible de .C(E,E). On suppose les 
deux valeurs propres de DX(a) reelles et distinctes. Soit e un vecteur propre de 
DX(a) associe a la valeur propre A. 

1. Si les deux valeurs pro pres de DX (a) sont de meme signe et si A est celle dont 
la valeur absolue est la plus petite, il existe une infinite de courbes integrales du 
champ de vecteurs X qui admettent {a} pour ensemble limite (a-limite si A> 0, 
w-limite si A < 0) et qui, toutes, admettent en leur extremite a une demi-droite 
tangente; parmi elles, une infinite ont en ce point une demi-droite tangente de 
vecteur directeur e, et une infinite ont en ce point une demi-droite tangente de 
vecteur directeur -e. 

2. Dans taus Jes cas, il existe au mains deux courbes integrales du champ de 
vecteurs X qui admettent {a} pour ensemble limite (a-limite si A> 0, w-limite si 
A < 0) qui, toutes deux, admettent en leur extremite a une demi-droite tangente; 
l'une d'elles a en ce point une demi-droite tangente de vecteur directeur e, et 
l'autre une demi-droite tangente de vecteur directeur -e. 

Preuve : Nous attirons !'attention du lecteur sur le fait que les deux valeurs propres de 
DX(a), lorsqu'elles sont de meme signe, ne jouent pas le meme role. Si e est un vecteur 
propre associe a la valeur propre la plus petite en valeur absolue, ii existe une infinite de 
courbes integrales distinctes du champ de vecteurs X ayant {a} pour ensemble limite avec, 
en ce point, une demi-droite tangente de vecteur directeur e. Si e est un vecteur propre 
associe a la valeur propre la plus grande en valeur absolue, le present lemme affirme 
I' existence de deux courbes integrales de X ayant {a} pour ensemble limite, l'une de ces 
courbes ayant en ce point une demi-droite tangente de vecteur directeur e, et l'autre une 
demi-droite tangente de vecteur directeur -e. Nous verrons plus loin (lemme 7.9) qu'il 
n' y a pas plus de deux courbes integrales de X ayant {a} pour ensemble limite avec, en ce 
point, une demi-droite tangente ayant pour vecteur directeur un vecteur propre de DX (a) 
associe a la valeur propre la plus grande en valeur absolue. 
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Choisissons un repere affine (a, e1, e2 ) de t:, d'origine a, les vecteurs e1 et e2 etant deux 
vecteurs propres de DX(a) associes respectivement aux valeurs propres distinctes .\1 et 
.\2. En notant X 1 (x, y) et X 2 (x, y) les composantes, dans la base (e1, e2), de la valeur 
prise par le champ de vecteurs X au point de coordonnees ( x, y), l' equation differentielle 
associee au champ de vecteurs X s' ecrit 

{ !: = X1(x,y), 
dy (*) 
dt = X2(x, y) . 

Le point d'equilibre a est le point de coordonnees x = 0, y = 0 et, compte tenu du choix 
des vecteurs de base, nous avons 

8X1(x,y) I =Ai, 
8x x=O,y=O 

8X1(x,y) I = O, 
8y x=O,y=O 

8X2(x,y) I = O, 
8x x=O,y=O 

8X2(x, y) I = Az . 
8y x =O,y=O 

En coordonnees polaires (p, 0), !'equation differentielle ( *) s'ecrit (voir exemple 6.3) : 

{ dt =X1(pcos0,psin0) cosO+X2(pcosO,psinO) sinO, 

dO (**) 
p dt = -X1(pcosO,psinO) sinO+Xz(pcosO,psinO) cos 0. 

La demonstration comporte alors trois etapes; la premiere est utile pour la preuve des 
parties 1 et 2 du lemme; la seconde nous permettra de prouver la partie 1 et la troisieme 
de prouver la partie 2. 

a) Premiere etape : construction de K . - Soient rt et r deux reels verifiant 
0 < rt < 1r /2, r > 0. Soit K !'ensemble des points de E dont les coordonnees polaires 
(p, 0) verifient 

o::;p:s;r, 

Figure 111.13. Le compact Ket sa frontiere {a} U AU BU C 

L'ensemble K est une partie compacte de E ayant la forme d'une part de tarte, illustree 
sur la figure 11113. Sa frontiere est reunion du point a (coordonnees x = 0, y = 0), du 
segment de droite A (ensemble des points dont les coordonnees polaires (p, 0) verifient 
0 = rt, 0 < p ::; r), du segment de droite B (ensemble des points dont les coordonnees 
polaires (p, 0) verifient O = - rt, 0 < p ::; r), et de l'arc de cercle C (ensemble des points 
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dont les coordonnees polaires (p, 0) verifient p = r, -rJ s e s rJ). Nous allons montrer 
, ' C O dp ' 1 ' qu en prenant r et rJ assez petits, nous pouvons 1arre en sorte que dt so1t non nu et a1t 

. ae . . . h d un s1gne constant sur K et que dt s01t non nul et a1t un s1gne constant sur c acun es 

segments de droite A et B, les signes pris par cette expression sur A et sur B etant opposes. 

Notons P(p, 0) et Q(p, 0) les membres de droite des egalites ( **) ci-dessus, consideres 
comme des fonctions de classe C 1 de (p, 0). Afin d'etudier leur signe, nous considerons 
la variable e comme fixee et nous faisons varier p, a partir de la valeur p = 0 pour laquelle 
les deux fonctions Pet Q s'annulent. Nous avons 

aP(p,O)_(aX1 2eax2 e(aX1 ax2)) 20 
ap - ax + tg ay + tg ay + ax cos ' 

aQ(p, e) (ax2 ax1 0 ax2 0 ax1) 0 . 0 --- = -- - -- + cotg -- - tg -- cos sm . 
ap ay ax ax ay 

Pour alleger l'ecriture, nous n'avons pas indique explicitement dans ces expression en 
quel point les valeurs des derivees partielles de X1 et de X2 doivent etre evaluees : c'est 
bien sur au point de coordonnees (p cos O, p sin 0). Nous ferons la meme convention dans 
la suite de la demonstration. 
Choisissons tout d'abord l'angle rJ de maniere telle que O < rJ < 7r /2 et que 

tg2 rJ < _0_tl_ - 5IA2I . 
En remarquant que lorsque p tend vers O les derivees partielles de X 1 par rapport a x et a 
y, au point de coordonnees (p cos O, p cos 0), tendent, respectivement vers A1 et 0, tandis 
que celles de X2 tendent, respectivement, vers O et A2 , nous voyons qu'il existe r > 0 tel 
que, pour tout p verifiant O s p s r, et tout O verifiant -rJ s O s rJ, nous ayons 

lax1_Aj<IA1I 1ax2_Aj<IA2I 1ax1 ax2j<IA1I 
ax 1 - 4 , ay 2 - 4 ' ay + ax - 4 ' 

et aussi 

I ax21 < IA2 - Ail I ax1 I < IA2 - Ail 
cotg rJ ax - 4 ' tg rJ ay - 4 . 

Nous voyons alors que pour tous (p, 0) verifiant O s p s r, -rJ s O s rJ, la valeur absolue 

d aX1 . , . , l d al l d aX2 2 O e ax est stnctement supeneure a a somme es v eurs abso ues e ay tg et de 

( ax1 ax2) . aP(p,O) A • axl . . A 

ay + ax tg e. Par smte, ap est de meme s1gne que ax , qm lm-meme 

est de meme signe que A1. Nous avons al ors, pour tous (p1, 0) verifiant O < p1 s r, 
-rJ s O s f/, 

P( 0) = 1P1 aP(p, 0) d Pi, a p. 
0 p 

Comme !'expression sous le signe d'integration est non nulle pour p > 0 et a un signe 
constant (celui de A1), nous voyons que P(p1 , 0) est non nul et de meme signe que A1. 

Un raisonnement tout a fait analogue permet de montrer que pour p1 verifiant O < p1 s r, 
Q(p1, -rJ) et Q(p1, rJ) sont non nuls et, respectivement, du signe de (A1 - A2) et du signe 
de (A2 - A1). 
D'apres les formules ( ** ), les signes de P(p, 0) et de Q(p, 0) sont, respectivement, ceux 

d dp d dO b" , , h . . bl e dt et e dt. Nous avons 1en prouve qu enc 01s1ssant convena ement r et f/, nous 

pouvons faire en sorte que 
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- dans K - {a}, et en particulier sur l' arc de cercle C, : soit partout non nul et de 

meme signe que .\1, 

- sur le segment de droite A, ~: soit partout non nul et de meme signe que .\2 - .\1, 

- sur le segment de droite B, ~: soit partout non nul et de meme signe que .\1 - .\2 • 

b) Deuxieme etape: cas oil .\1 et .\2 - .\1 sont de meme signe. - Dans ce cas, .\1 et 
.\2 sont de meme signe et, de plus, j.\1 I < j.\2 I. Nous raisonnerons en supposant .\1 < 0, 
mais notre raisonnement s'adapterait facilement au cas ou .\1 > 0 en changeant le sens 
de variation de t. Au moyen de fleches, nous avons represente sur la partie gauche de la 
figure IIl.14 le sens dans lequel les courbes integrales du champ de vecteurs X traversent 
la frontiere de K, lorsque le temps t croit. Cette figure permet de deviner que toute courbe 
integrale t f--+ cp(t) du champ de vecteurs X qui rencontre, pour t = to, le segment de 
droite A, ou le segment de droite B, ou encore l'arc de cercle C, entre, pour t > t0 et 
t - to assez petit, a l'interieur de K. Nous allons prouver ce resultat rigoureusement en 
supposant, par exemple, que cp(t0 ) E A (les cas ou cp(t0 ) E Bet ou cp(t0 ) E C pouvant 
etre traites de meme). 

Figure Ill.14. Sens de traversee de la frontiere de K 

Nous avons 

O(cp(to)) =rJ, O<p(cp(to)) sr, 
dO(cp(t)) I 

d < 0, t t=to 

dp( cp(t)) I 
dt t=to 

< 0. 

Il existe done€> 0 tel que, pour to - €st s to+€, cp(t) soit defini, et que l'on ait 

- pour to - € s t < t0 , 'f/ < 0 ( cp( t)) < 1r / 2, done cp( t) (/. K, 
0 

- pour to <ts to+€, 0 < O(cp(t)) < 'f/ et O < p(cp(t)) < r, done cp(t) EK et, a 
0 

fortiori, cp(t) EK. Nous avons designe par K l'interieur de K. 

Montrons maintenant que pour tout t 2:: t0 pour lequel cp(t) est defini, nous avons 
<p(t) E K . Raisonnons par l'absurde, en supposant qu'il existe t 1 > t0 tel que cp(ti) 
soit defini et n'appartienne pas a K. L'ensemble 

0 

{ t E ]to, ti[ ; pour tout r E ]to, t[ , cp(r) EK} 

est non vide (il contient ] to, to + c[) et majore par t 1 • ll admet done une borne superieure 
t2, qui verifie t0 + € s t2 s t 1. Puisque pour tout t verifiant to < t < t2, nous avons 

0 0 

<p{t) EKC Ket que K est ferme, nous avons cp(t2 ) E K; d'autre part cp(t2 ) (/.K, car 
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0 0 

si 1P(t2) appartenait a K, cet ensemble etant ouvert, nous aurions aussi 1P(t) EK pour 
t > t 2 et t - t2 assez petit, ce qui serait en contradiction avec la definition de t2. Done 
1P(t2) est element de la frontiere de K. Or cela n'est pas possible: 1P(t2) ne peut pas etre 
egal au point d'equilibre a, en raison du theoreme d'unicite de Cauchy-Lipschitz; il ne 
peut pas non plus etre element des segments de droite A ou B, ni de l'arc de cercle C, car 
le raisonnement fait ci-dessus pour 1P(t0 ) s'appliquerait a 1P(t2) et montrerait qu'il existe 
E:1 > 0 tel que pour t 2 - E:1 :S t < t2, 1P(t) r/. K, en contradiction avec la definition de t2. 
Ainsi, en supposant !'existence d'un element t 1 > t0 tel que 1P(t1 ) soit defini et ne soit 
pas element de K, nous aboutissons a une contradiction. Nous pouvons done affirmer que 
pour tout t 2: to tel que 1P(t) soit defini, 1P(t) E K. Comme K est compact, le theoreme 
II.3.3 (voir aussi le commentaire 11.3.4.b) montre que 1P(t) est defini pour tout t 2: to, et 
nous pouvons affirmer que !'ensemble w-limite de IP (ensemble des valeurs d'adherence 
de l' application t ~ IP( t) lorsque t - +oo) est non vide. Comme p ( IP( t)) varie de 
fa\!on strictement monotone en fonction de t, cet ensemble ne peut etre autre que {a}. 
Nous avons done prouve que limt-->+oo 1P(t) = a. Comme 1P(t) reste dans K pour tout 
t 2: to, la courbe IP ne forme pas une spirale qui s' enroule au tour du point a. Le theoreme 
7.6 permet alors d'affirmer que la courbe parametree IP admet, en son extremite a, une 
demi-droite tangente dont le vecteur directeur est vecteur propre de DX(a). Toujours 
parce que 1P(t) E K pour tout t 2: to, l'angle polaire de ce vecteur propre appartient 
a l'intervalle [-77, +77]; ce vecteur propre est done necessairement colineaire a e1 et de 
meme sens. Nous terminons la demonstration de la partie 1 du lemme en remarquant que 
tout ce que nous avons fait pour e1 s' applique aussi a -e1, qui est aussi vecteur propre de 
DX(a) associe a la meme valeur propre .\1. 

c) Troisieme etape : cas oil .\1 et .\2 - .\1 sont de signes contraires. - Ce cas se 
rencontre lorsque .\1 et .\2 sont de signes contraires, et aussi lorsque .\1 et .\2 sont de meme 
signe et que de plus l.\1 I > l.\2 I, Son etude est un peu plus delicate que celle du cas, etudie 
precedemment, ou .\1 et .\2 - .\1 etaient supposes de meme signe. Nous raisonnerons en 
supposant .\1 < 0, mais notre raisonnement s'adapterait facilement au cas ou .\1 > 0 en 
changeant le sens de variation de t. Au moyen de fleches, nous avons represente sur la 
partie droite de la figure III.14 le sens dans lequel les courbes integrales du champ de 
vecteurs X traversent la frontiere de K, lorsque le temps t cro1t. Cette figure permet de 
deviner que chaque courbe integrale t ~ IP( t) du champ de vecteurs X qui rencontre, pour 
t = to, l'arc de cercle C en un point autre qu'une des deux extremites de cet arc entre, pour 
t > t0 et t - t0 assez petit, a l'interieur de K. Elle permet aussi de deviner que pour un 
certain t > t0 , certaines de ces courbes sortent de Ken traversant le segment de droite A, 
que d'autres en sortent en traversant le segment de droite B, et qu'entre ces deux familles 
(la famille des courbes integrales qui sortent de K en traversant A et celle des courbes 
integrales qui sortent de K en traversant B), il doit exister au moins une courbe integrale 
qui reste dans K pour tout t 2: t0 • Lorsque t - +oo, cette derniere ne peut pas faire 
autre chose que tendre vers le point d' equilibre a; en ce point elle admet necessairement 
une demi-droite tangente de vecteur directeur e. Nous allons prouver rigoureusement ces 
proprietes. 

Soit pun point du segment de droite A non egal a une extremite de ce segment, et t ~ IP( t) 
la courbe integrale du champ de vecteurs X qui verifie 1P(O) = p. Montrons qu'il existe un 

0 

elementt1 < Otelquepourt1 < t < 0,1P(t) EK,etque1P(t1 ) E C(voirfigurell.17).Le 
raisonnement est semblable a celui fait ci-dessus. On montre d'abord qu'il existe c > 0 tel 

0 

que pour -E: :S t < 0, on ait 1P(t) EK. On montre ensuite que 1P(t) ne peut etre element 
de K pour tout t < O pour lequel il est defini : en effet, si IP( t) etait element de K pour 
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tout t < 0 pour lequel il est defini, la compacite de K permettrait de prouver que <p( t) est 
defini pour tout t < 0 et que !'ensemble a-limite de <pest non vide; comme p( <p(t)) croit 
lorsque t decroit, cet ensemble a-limite devrait etre contenu dans l'arc de cercle C; mais 
en tout point de C, le champ de vecteurs X est non tangent a cet arc de cercle; pour cette 
raison, !'ensemble a-limite de <p ne peut pas etre contenu dans C. 11 existe done ti < 0 
tel que <p(t1 ) ~ K. On considere alors !'ensemble 

0 

{tE [-oo,O[; pourtoutrE]t,0[, <p(r)existeet<p(r) EK}. 

Cet ensemble est non vide (il contient [-c, O[) et minore par t 1 ; il admet done une borne 
inferieure t2 < 0. En raisonnant comme ci-dessus, on montre que p(t2) appartient a 
la frontiere de K, ne peut pas etre le point d'equilibre a, et ne peut pas appartenir aux 
segments de droite A ou B. Par suite, <p(t2) EC. 
Nous avons prouve que la courbe integrale t 1--t <p(t) du champ de vecteurs X qui passe, 
pour t = 0, par un point p du segment de droite A autre que l'une des extremites de ce 

0 

segment, reste dans K pour t2 < t < 0 et atteint l' arc de cercle C pour t = t 2, en un point 
q = <p(t2). Nous avons ainsi defini une application XA : p 1--t q du segment de droite A 
(prive de ses extremites) dans l'arc de courbe C. Le theoreme d'existence et d'unicite de 
Cauchy-Lipschitz montre que cette application est injective, et la differentiabilite du flot 
permet de montrer qu'elle est continue (et meme que c'est un diffeomorphisme). Nous 
admettrons ici cette propriete, mais le lecteur soucieux de rigueur en trouvera la preuve 
dans le chapitre IV, ou nous etudierons l' application de Poincare. En faisant tendre le 
point p vers l 'extremite du segment de droite A ou ce segment rencontre l' arc de cercle C, 
nous voyons que !'application XA se prolonge par continuite ace point, et l'applique sur 
lui-meme. Ainsi prolongee, XA est une bijection continue du segment de droite A prive 
de son extremite a sur une partie connexe de l'arc de cercle C dont une extremite (qui est 
un point fixe de XA) est le point que A et C ont en commun. 
En procedant de la meme maniere, nous construisons une bijection continue xn du segment 
de droite B prive de son extremite a sur une partie connexe de l' arc de cercle C dont une 
extremite (qui est un point fixe de xn) est le point que Bet Cont en commun. 
Le theoreme d'existence et d'unicite de Cauchy-Lipschitz montre que les images des 
applications XA et XB sont des parties disjointes de l'arc de cercle C. Comme XA et XB 
sont toutes deux definies sur des segments de droite prives d'une de leurs extremites, leurs 
images sont aussi des arcs de cercle prives d'une de leurs extremites. 11 existe done au 
moins un point q0 de C qui n'est !'image d'aucun point de A par !'application XA, ni 
d'aucun point de B par !'application XB· Nous verrons plus loin que le point q0 est en fait 
unique; mais pour le moment il nous suffit de savoir qu'il existe. 
Soit alors 'ljJ la courbe integrale du champ de vecteurs X qui verifie 'ljJ(O) = q0 • Les 
memes raisonnements que ceux presentes ci-dessus permettent d'etablir successivement 

0 

les resultats suivants: il existe c > 0 tel que pour t verifiant O < t < c, 'ljJ(t) EK; si 'ljJ(t) 
n' etait pas element de K pour tout t > 0 pour lequel 'ljJ ( t) est defini, il existerait t 2 > 0 tel 
que 'ljJ(t2) soit defini et element de la frontiere de K; mais cela est impossible car 'ljJ(t2) 
ne saurait ni etre egal a a, ni etre element de A (car alors q0 serait image d'un point de A 
par XA), ni etre element de B (pour une raison similaire) ni etre element de C (en raison 
de la decroissance de p( 'ljJ(t)); on conclut, comme ci-dessus, que 'ljJ(t) est defini pour tout 
t > 0, que limt-,+oo 'ljJ( t) = a et que la courbe parametree 'ljJ admet, en son extremite a, 
une demi-droite tangente de vecteur directeur e1. 

On termine la demonstration de la partie 2 du lemme, done du lemme entier, en remarquant 
que tout ce qui a ete dit pour le vecteur propre e1 de DX(a) s'applique aussi a -e1. D 
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7.9. Lemme. - Soit X un champ de vecteurs differentiable de classe C 1 de.ini 
sur un ouvert n d'un espace affine £ de dimension 2, d'espace vectoriel associe 
E. Soit a E n un point d'equilibre non degenere de X, c'est-a-dire un point tel 
que X(a) = 0 et que DX(a) soit un element inversible de C(E, E). On suppose 
les deux valeurs propres .X1 et .X2 de DX(a) reelles, distinctes et telles que .X1 et 
A2 - A1 soient de signes contraires. Soient e1 et e2 des vecteurs propres de DX(a) 
associes, respectivement, aux valeurs propres .X1 et .X2. Parmi les courbes integrales 
de X qui admettent {a} pour ensemble limite, il y en a une qui admet, au point 
a, une demi-droite tangente de vecteur directeur e1 et une qui admet, au point a, 
une demi-droite tangente de vecteur directeur -e1 ; toutes les autres ont, au point 
a, une demi-droite tangente de vecteur directeur e2 ou -e2 . 

Preuve : Nous traiterons le cas ou .X1 < 0 done (puisque .X1 et .X2 - .X1 soot de signes 
contraires) .X2 - .X1 > 0. Le cas ou .X1 > 0 se traite de la meme maniere. La proposition 
6.9 montre que toute courbe integrale de X qui admet {a} pour ensemble limite et qui, 
au point a, possede une demi-droite tangente de vecteur directeur e1, admet le point {a} 
pour ensemble w-limite, puisque noius avons suppose .X1 < 0. Le lemme 7.8 montre qu'il 
existe au moins une courbe integrale de X qui aces proprietes. Nous devons montrerqu'il 
n'y en a qu'une. 
Comme pour la preuve du lemme 7.8, nous utilisons le repere affine (a, e1, e2) pour 
identifier £ a JR 2. Nous no tons x et y les coordonnees dans ce repere. Nous munissons JR 2 

de la norme 
z = (x, y) 1--t llzll = sup(lxl, IYI) · 

Soit w le flot reduit de X, et '111 le diffeomorphisme x 1--t '111 (x) = '11(1, x). Nous savons 
que a est element de l' ouvert U 1 c n sur lequel w 1 est defini, et que 

'll1(a)=a. 

D'apres la formule etablie au paragraphe II.4.14, nous avons 

D'lf 1(a) = exp(DX(a)). 

Les vecteurs de base e1 et e2 soot done vecteurs propres de Dw 1 (a) associes, respective­
ment, aux valeurs propres exp(.X1) etexp(.X2) (proposition VII.1.18). Puisque.X2-.X1 > 0, 
nous avons 

0 < exp(.X1) < exp(.X2). 
Soit R: U1 -----t E l'application 

z 1--t R(z) = 'lf1(z) - a- D'll1(a)(z - a). 

L' application Rest de classe C1 et verifie R( a) = O; sa differentielle en un point z de U1 
est DR(z) = Dw1(z) - D'l11(a); en particulier, nous avons DR(a) = 0. Soit c unreel 
verifiant 

0 exp(.X2) - exp(.X1) (*) 
< c < 2 . 

Puisque DR est continue et nulle au point a et que U1 est un ouvert contenant a, il existe 
r > 0 tel que la boule fermee de centre a et de rayon r soit contenue dans U1 et qu'en tout 
point z de cette boule, on ait 

IIDR(z)II :s; c. 
Soit k unreel verifiant O < k :s; 1 et S !'ensemble des points de£ (identifie a JR2 comme 
indique ci-dessus) dont les coordonnees (x, y) verifient 

0 :s; x :s; r, -kx :s; y :s; kx. 

Soient cp et 7/J deux courbes integrales du champ de vecteurs X qui verifient 

lim cp(t) = lim 7/J(t) = a 
t->+oo t->+oo 
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et qui toutes deux ont au point a une demi-droite tangente de vecteur directeur e1. Pour 
0 

t assez grand, <p(t) et 'ljJ(t) appartiennent a l'interieur S de S, puisque lorsque t --> +oo 
<p(t) et 'ljJ(t) tendent versa en venant de la direction de e1. De plus, site est unreel tel 

0 

que, pour tout t 2: te, le point <p(t) soit element de S, l'abscisse de <p(t) prend, lorsque 
t parcourt l'intervalle ]te, +oo[, toutes les valeurs comprises entre l'abscisse de <p(te) et 
O; la meme propriete est aussi verifiee par 'I/J. 11 existe done des reels to et tb tels que pour 

0 0 

tout t 2: t0 et tout t' 2: tb, on ait cp(t) ES et 'I/J(t') ES, et que de plus cp(to) et 'I/J(tb) aient 
meme abscisse x0 • La figure III.15 illustre la situation. Afin d'alleger les notations nous 
ecrirons 

<p(to) = zo = (xo, Yo), 'l/J(tb) = zb = (xo, Yb) . 
Nous allons supposer que Yb =I= Yo et montrer que cette hypothese conduit a une 
contradiction. 

Figure III.15. Illustration de la preuve du lemme 7.9 

Pour tout n E N, posons 

Zn = (Xn, Yn) = W 1 n(zo), Z~ = (x~, y~) = W 1 n(zb). 
Puisque Zn = <p(to + n) et z~ = 'ljJ(tb + n), nous pouvons affirmer que pour tout n EN, 

0 

Zn et z~ sont elements de S. D' apres la definition meme de S, et compte tenu de la norme 
que nous avons choisie sur IR2, nous avons, pour tout n E N, 

llznll = sup(lxnl, IYnl) = lxnl = Xn, llz~II = sup( Jx~I, IY~I) = lx~I = X~, 

ou nous avons aussi tenu compte du fait que Xn et x~ sont positifs. Montrons que, pour 
toutn EN, 

IY~ - Ynl 2: Ix~ - Xnl · (Hn) 
L'inegalite (Ho) est vraie, puisque Xb = Xo. Supposons l'inegalite (Hn) vraie pour 
0 :Sn :Sm, et montrons qu'elle est encore vraie pour n = m + 1. Nous avons 

z:n+l - Zm+i = (exp(.\1)(x~ - Xm),exp(.\2)(y~ -ym)) + R(z~) - R(zm). (**) 
Le segment de droite d'extremites Zm et z:n est contenu dans !'ensemble S, sur lequel 
IIDRII est majore par c. L'inegalite des accroissements finis (voir par exemple [18], 
chapitre I, paragraphe 5.6) montre que 

IIR(z~)-R(zm)II :S sup IIDR(zm+t(z~-Zm))ll ll z~-zmll::; cllz~-zmll- (***) 
099 

En utilisant ( **) et ( ***), nous obtenons 

IY~+l - Ym+il 2: exp(.\2)ly~ - Yml - c ll z~ - Zmll, 

Jx~+l - Xm+1 I ::; exp(.\1)lx~ - Xml + cllz:n - Zmll, 
( ****) 
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En retranchant la seconde inegalite de la premiere, nous obtenons 

IY:,,+1 - Ym+il - lx:n+l - Xm+1I 2:: exp(>.2)ly:,, - Yml - exp(>.1)lx:,, - Xml 
- 2cllz:,, - Zmll, 

Mais nous avons, puisque l'inegalite (Hm) est supposee vraie, 

llz:,, - Zmll = sup(lx:,, - Xml, IY:,, - Yml) = IY:,, - Yml, 
et par suite, compte tenu du choix de c ( voir ( *) ), 

IY:,,+1 -Ym+il- lx:n+l - Xm+il 2:: (exp(>.2)- exp(>.1)- 2c)ly:,,-Yml 2:: 0, 

qui n'est autre que l'inegalite (Hm+i). Nous avons ainsi prouve par recurrence que 
l'inegalite (Hn) est vraie pour tout n EN. 
La premiere inegalite ( **** ), dans laquelle nous rempla~ons m + 1 par n, peut maintenant 
s'ecrire 

ly~-Ynl 2:: (exp(>.2)-c)IY~-1-Yn-11, 
et par suite, pour tout n E N, 

IY~ - Ynl 2:: (exp(>.2) - stlYb - Yol, 
ce qui implique 

IY~I 2:: (exp(>.2) - stlYb - Yol - IYnl, 
ou encore, puisque IYnl s; Xn, 

IY~I 2:: (exp(>.2) - ctlYb - Yol - Xn · 
Mais nous avons 

Zn= (exp(>.1)Xn-l, exp(>.2)Yn-1) + R(Zn-1), 
En procedant comme ci-dessus et en tenant compte du fait que IYn-i I s; Xn-l, nous en 
deduisons 

d'ou pour tout n EN 
0 < Xn s; (exp(>.1) + stxo. 

De meme, puisque xb = x0 , pour tout n EN, 

0 < x~ s; (exp(>.1) + ctxo. 
Nous en deduisons 

IY~I 2:: (exp(>.2) - ctlYb -yol - (exp(>.1) + ctxo, 
puis 

IY~I > (exp(>.2) - €)n IYb-Yol -1. 
x~ - exp(>.1) + c xo 

Mais compte tenu de ( *), nous avons 

exp(>.2) - c 
exp(>.1) + € > 1 ' 

ce qui prouve que si Yb =I- Yo, alors, pour n assez grand, IY~ I 2:: 1, ce qui est est 
Xn 

0 

en contradiction avec le fait que pour tout n E N, z~ = (x~, y~) est element de S. 
L'hypothese selon laquelle Yb =I- Yo nous ayant conduit a une contradiction, nous avons 
necessairement Yb = y0 , c'est-a-dire cp(t0 ) = ¢(tb), et par suite, d'apres le theoreme 
d'existence et d'unicite de Cauchy-Lipschitz, pour tout t pour lequel ¢(t) est defini, 

¢(t) = cp(t + to - tb). 
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Les deux solutions cp et 'ljJ de !'equation differentielle associee a X ne different que par 
un changement de parametre correspondant a un changement de l'origine des temps; les 
courbes integrales qui leur sont associees sont done confondues. 
Deux courbes integrales distinctes de X ne pouvant avoir de point commun, !'existence 
d' au moins une courbe integrale qui a au point a une demi-droite tangente exclut l' existence 
de courbes integrales qui, lorsque t tend vers l' infini, convergent vers le point a en formant 
une spirale s' enroulant au tour de ce point. Toutes les courbes integrales de X qui admettent 
{a} pour ensemble limite, autres que celle, unique, qui a en a une demi-droite tangente 
de vecteur directeur e1 , et que celle, unique, qui a en a une demi-droite tangente de 
vecteur directeur -e1, ont done en a une demi-droite tangente de vecteur directeur e2 

ou -e2 puisque, d'apres la proposition 6.9, ce vecteur directeur doit etre vecteur propre 
de DX(a). D 

Nous pouvons maintenant enoncer: 

7.10. Proposition. - Soit X un champ de vecteurs differentiable de classe C 1 defini 
sur un ouvert n d'un espace affine£ de dimension 2, d'espace vectoriel associe E. 
Soit a E O un point d'equilibre non degenere de X, c'est-a-dire un point tel que 
X (a) = 0 et que DX (a) soit un element inversible de £( E, E). On suppose Jes 
deux valeurs propres )q et .X2 de DX(a) reelles et distinctes. Soient e1 et e2 des 
vecteurs propres de DX( a) associes, respectivement, aux valeurs propres A1 et A2. 
1. Supposons .X 1 < 0 < .X2 . II y a alors exactement deux courbes integrales de 
X qui tendent vers a lorsque t -t +oo; l'une admet en ce point une demi-droite 
tangente de vecteur directeur e1, et l'autre une demi-droite tangente de vecteur 
directeur -e1 . De meme, il y a exactement deux courbes integrales de X qui 
tendent versa lorsque t -t -oo; l'une admet en ce point une demi-droite tangente 
de vecteur directeur e2 , et l'autre une demi-droite tangente de vecteur directeur 
-e2 . Le point a n'est ni a-stable, ni w-stable, ni attractif, ni repulsif; on dit que 
c'est im col. 

2. Supposons A1 et A2 de meme signe, et I-Xii > I-X2I- Le point a est 
- w-stable et attractif si .X1 < .X2 < 0; on dit alors que c'est un nceud attractif; 

- a-stable et repulsif si O < .X2 < .X1 ; on dit alors que c'est un nceud repulsif. 

De plus, toutes Jes courbes integrales de X qui admettent {a} pour ensemble 
limite (w-limite si A1 < A2 < 0, a-limite si O < A2 < .X1) ont en a une demi-droite 
tangente. Parmi elles, exactement une a en ce point une demi-droite tangente de 
vecteur directeur e1, et exactement une a en ce point une demi-droite tangente 
de vecteur directeur -e1 ; toutes Jes autres ont en a une demi-droite tangente 
de vecteur directeur e2 ou -e2 . L'ensemble des courbes integrales de X qui ont 
en a une demi-droite tangente de vecteur directeur e2 et ]'ensemble des courbes 
integrales de X qui ont en a une demi-droite tangente de vecteur directeur -e2 

sont taus deux infinis. 

Preuve: 

1. Supposons .X1 < 0 < .X2. Nous voyons alors que .X1 et .X2 - .X1 sont de signes 
contraires; les conclusions du lemme 7.9 s'appliquent a e1 . Mais nous voyons aussi que 
A2 et A1 - A2 sont aussi de signes contraires; les conclusions de ce lemme s'appliquent 
done aussi a e2 • Les resultats annonces decoulent immediatement de ce lemme et de la 
proposition 6.9. 

2. Supposons .X1 et .X2 de meme signe, .X2 etant la valeur propre dont la valeur absolue 
est la plus petite. La partie 1 du lemme 7.8 montre que !'ensemble des courbes integrales 
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de X qui admettent {a} pour ensemble limite et qui ont en a une demi-droite tangente 
de vecteur directeur e2 et l' ensemble des courbes integrales de X qui admettent {a} pour 
ensemble limite et ont en a une demi-droite tangente de vecteur directeur -e2 sont tous 
deux infinis. D'autre part, puisque >11 et >i2 - >i1 sont de signes contraires, les resultats du 
lemme 7.9 s'appliquent a e1 . Les resultats annonces en decoulent. D 

7.11. Commentaires 

a) Allure qualitative du portrait de phases. - Les propositions 7.7 et 7.10 montrent 
qu' au voisinage d' un point d' equilibre non degenere a du champ de vecteurs X, lorsque les 
deux valeurs propres de DX (a) sont distinctes et ne sont pas imaginaires pures, l' allure 
qualitative du portrait de phases de l' equation differentielle associee a X est la meme 
que celle du portrait de phases de l'equation linearisee en a au voisinage de l'origine, 
representee sur les figures III.5, III.6 et III.10. La seule difference notable est la suivante: 
alors que certaines courbes integrales de l'equation linearisee sont des demi-droites (voir 
les figures III.5 et III.6), aucune de celles de l'equation differentielle associee a X n'est 
en general une demi-droite. 

b) Gas d'exception. - Les propositions 7.7 et 7.10 ne sont pas applicables lorsque 
DX (a) a des valeurs propres imaginaires pures. L' exemple 6.3 montre que le point a peut 
al ors, selon les cas, etre w-stable ou a-stable, attractif ou repulsif. L' etude de DX (a) ne 
suffit pas pour determiner le comportement qualitatif des courbes integrales au voisinage 
dea. 

Ces propositions ne sont pas non plus applicables lorsque DX (a) a une valeur propre 
reelle double. Dans ce cas, le signe de cette valeur propre nous renseigne deja sur la 
stabilite et le caractere attractif ou repulsif du point a, puisque la proposition 6.2 est 
applicable. Pour pousser plus loin l' etude qualitative du portrait de phases au voisinage de 
a, deux cas sont a examiner separement. 

c) Premier cas. - Le sous-espace propre associe a cette valeur propre est de dimension 
1. Soit e un vecteur propre de DX (a); tout autre vecteur propre est le produit de e par un 
reel non nul. D'apres le theoreme 7.6, les courbes integrales qui tendent vers le point a 
lorsque t - ±oo, soit admettent en a une demi-droite tangente, soit forment des spirales 
qui s 'enroulent autour du point a. En remarquant que deux courbes integrales distinctes 
ne peuvent pas se rencontrer, il est facile de voir que si une courbe integrale forme une 
spirale qui s 'enroule au tour de a, aucune courbe integrale tendant vers a ne peut avoir 
de demi-droite tangente en ce point, et par suite toutes les courbes integrales qui tendent 
vers a forment des spirales qui s 'enroulent autour de ce point. De meme, si une courbe 
integrale qui tend vers a admet une demi-droite tangente en ce point, aucune courbe 
integrale tendant vers a ne peut former de spirale s' enroulant autour de ce point; toutes les 
courbes integrales qui tendent vers a admettent done en ce point une demi-droite tangente. 
Le portrait de phases au voisinage de a peut done avoir deux allures, qualitativement bien 
diff erentes : 

- ou bien toutes les courbes integrales qui tendent vers a forment des spirales qui 
s 'enroulent au tour de ce point; 

- ou bien toutes les courbes integrales qui tendent vers a admettent en ce point une 
demi-droite tangente; d'apres la proposition 6.9, celle-ci a pour vecteur directeur soit 
e, soit -e. La figure III.7 donne un exemple de ce comportement. 
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d) Deuxieme cas. - L'isomorphisme DX(a) est proportionnel a idE; dans cecas toutes 
les directions sont caracteristiques; les hypotheses du theoreme 7 .6 ne sont plus satisfaites, 
et les courbes integrales qui convergent vers a peuvent avoir des comportements divers. 

7.12. Autre remarque. - Revenons au cas ou le point d'equilibre a est un col, c'est-a­
dire ou les deux valeurs propres de DX (a) sont reelles de signes contraires. L' ensemble 
forme par le point a et la reunion des deux courbes integrales qui tendent vers a lorsque 
t - +oo est appele variete stable de a. De meme, I' ensemble forme par le point a et la 
reunion des deux courbes integrales qui tendent versa lorsque t -+ -oo est appele variete 
instable de a. Les varietes stable et instable d'un point d'equilibre a seront etudiees plus 
en detail au chapitre V, dans un cadre plus general. Elles ont toujours en commun le point 
a. Elles peuvent avoir d' autres points en commun : lors de l' etude du portrait de phases du 
pendule plan (1.4.6 et figure 1.4), nous avons vu un exemple de col dont les varietes stable 
et instable sont confondues (il est vrai qu'il s'agit d'un champ de vecteurs defini non sur 
un ouvert du plan, mais sur un cylindre). Dans I'exemple suivant, les varietes stable et 
instable d'un col ont en commun un arc de courbe. 

Figure IIl.16. Courbes stable et instable ayant un arc commun 

7.13. Exemple. - On considere !'equation differentielle dans IR.2 (coordonnees x et y), 

{ !: = -x - y2' (*) 

!; = y+x2. 

11 Ya deux points d'equilibre: l'origine (x = 0, y = 0), et le point (x = -1, y = -1). 
Le systeme linearise a I' origine s' ecrit 

{ !~ = -u, 

dv 
dt = v. 

L'origine est done un col (aussi bien pour le systeme ( *) que pour le systeme linearise a 
l'origine). Les courbes stable et instable de l'origine (pour le systeme ( * )) sont tangentes, 
a l'origine, respectivement a l'axe des abscisses et a l'axe des ordonnees. 
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Le systeme ( *) est en fait un systeme hamiltonien, de la forme 

{ 

dx = _ 8H(x,y) 
dt ay ' 
dy 8H(x,y) 
dt = ax ' 

avec 
x3 +y3 

H(x, y) = xy + 3 
11 est facile d'en deduire que la fonction H est constante sur chaque courbe integrale. 
Cette remarque perm.et de determiner aisement l'allure qualitative du portrait de phases, 
representee sur la figure III.19. On remarque que les courbes stable et instable de 1' origine 
ont une partie commune formant une boucle, avec 1' origine pour point anguleux, contenue 
dans le quart de plan (x :::; 0, y :::; 0). 

7.14. Extension aux champs de vecteurs sur one surface. - Dans les paragraphes 6 
et 7, nous avons pris soin de n'introduire que des notions qui se transforment de maniere 
naturelle par diffeomorphisme (voir les propositions 6.7 et 6.11, la definition 7.3 et le 
commentaire 7.4.c). C'est pourquoi les resultats du paragraphe 7 restent applicables, 
moyennant une adaptation facile, aux champs de vecteurs definis sur une surface. 

8. Exercices 

Exercice 111.1. Donner un exemple de systeme dynamique ayant un point d'equilibre 
w-stable mais non attractif, ainsi qu'un exemple de systeme dynamique ayant un point 
d' equilibre attractif mais non w-stable. 

Exercice 111.2. On considere !'equation diffferentielle dans le plan 

{ 
dx = -2x-y2 
dt ' 
dy 2 
dt = -y- X . 

Etudier la stabilite et la stabilite asymptotique de l'origine. [On pourra utiliser pour 
fonction de Liapounov L(x, y) = x 2 + y2]. Determiner r > 0, aussi grand que possible, 
tel que le disque centre a l'origine de rayon r soit contenu dans le bassin d'attraction de 
l'origine. 

Exercice 111.3. Etudier Jes point d'equilibre de l'equation differentielle dans le plan 

{ !: =x-y, 

dy 2 
dt =x -1. 

Exercice 111.4. Etudier la stabilite de I' origine pour I' equation differentielle dans le 
plan 

{ !: = exp(-x - 3y) - 1, 

dy 2 
dt = -x(l - y ) . 

Exercice 111.5. Soit g : JR -----t JR }'application 

g(x) =ax+ bx2 + cx3 , 
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avec a, bet c E JR, a -=f 0. On considere les iteres deg, g0 = idll, g1 = g, g2 = go g, 
... , gn =go gn- 1, ... , qui constituent un systeme dynamique a temps discret admettant 
l'origine pour point d'equilibre. Etudier la stabilite et le caractere attractif ou repulsif de 
ce point. [Indications: on pourra distinguer les cas Jal < l, Jal = 1 et Jal > 1.] 

9. Solutions 

Solution 111.1. Dans le plan, le systeme dynamique associe a l' equation differentielle 

dx dy 
dt = -y ' dt = X ' 

admet l'origine pour point d'equilibre. Ce point est un centre, w-stable mais non attractif 
(voir 5.4 et figure Ill.8 b). 

Figure III.17. Point d'equilibre attractif mais non w-stable. 

Dans le plan, le systeme dynamique associe a l'equation differentielle 

dx 2 2 dy 
dt = X - y ' dt = 2XY ' 

a pour courbes integrales 

- des cercles centres sur l' axe des ordonnees, tous tangents en O a l' axe des abscisses, 
prives de l' origine, 

- les demi-axes (x > 0, y = 0) et (x < 0, y = 0), 

- l'origine 0, qui est un point d'equilibre. 

Toutes les courbes integrales, sauf les demi-axes (x > 0, y = 0) et (x < 0, y = 0), 
ont le singleton { 0} pour ensemble a-limite et pour ensemble w-limite. L'origine n'est 
ni w-stable, ni a-stable, car il existe des courbes integrales issues de points arbitrairement 
proches de l'origine, qui s'en eloignent autant qu'on veut lorsque t tend vers +oo ou 
vers -oo. Une seule chose empeche l'origine d'etre un point d'equilibre attractif (resp., 
repulsif) : le fait que le demi-axe (x > 0, y = 0) (resp., le demi-axe (x < 0, y = 0)) 
soit une courbe integrale qui ne tend pas vers l'origine lorsque t -+ +oo (resp., lorsque 
t -+ -oo ). Pour y remedier, il suffit de transformer le plan en sphere S 2 par projection 
stereographique. On obtient ainsi, sur la sphere S 2 , un champ de vecteurs ayant un unique 
point d'equilibre, le singleton reduit ace point etant ensemble a-limite et w-limite de tout 
point de la sphere. Ce point est, a la fois, attractif et repulsif, sans etre a-stable ni w-stable. 

La figure III.17 donne un autre exemple de systeme dynamique, cette fois dans le plan, 
ayant un point d' equilibre attractif mais non w-stable. 
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Solution 111.2. Le systeme linearise a l'origine s'ecrit 

{
du= -2u 
dt ' 
dv 
dt = -v. 

La matrice de ce systeme a pour valeurs propres - 2 et -1. L' origine est done un 
nreud attractif (proposition 7.10); c'est un point d'equilibre w-stable et attractif. On peut 
egalement obtenir ce resultat en utilisant pour fonction de Liapounov 

L(x, y) = x 2 + y2 . 

Soit t f--+ ( x( t), y( t)) une solution de I' equation differentielle etudiee. Nous avons 

dd L(x(t), y(t)) = 2x dxd(t) + 2y dyd(t) = -( 4x2 + 2xy(x + y) + 2y2), 
t t t 

ou pour allegernous avons ecritx pour x(t) et ypoury(t). Posons x = r cos(), y = r sin(), 
Nous obtenons 

:t L(x(t), y(t)) = -r2 (3 + cos(W) + v2r sin(W) sin(()+ 1r /4)) . 

En remarquant que cos(W) 2: -1 et que sin(W) sin(()+ 1r / 4) 2: -1, nous voyons que 

3 + cos(W) + v2r sin(W) sin(()+ 1r /4) 2: 2 - v2r. 

Done pour r < v'2, :t L(x(t),y(t)) :S 0, l'inegalite etant stricte side plus r cl 0. 

Le theoreme de Liapounov (2.6) montre que l'origine est un point d'equilibre stable et 
attractif. Pour tout reel p verifiant O < p < v'2, le disque ferme de centre l'origine et 
de rayon p est positivement invariant et ne contient aucune orbite complete sur laquelle 
Lest constante, autre que celle reduite au point d'equilibre. Le theoreme 3.5 montre que 
ce disque ferme est contenu dans le bassin d'attrtaction de l'origine. II est facile d'en 
deduire que le disque ouvert de centre I' origine et de rayon J2 est contenu dans ce bas sin 
d'attraction. 

Solution 111.3. Les points d'equilibre sont A= (1, 1) et B = (-1, -1). 
Le systeme linearise au point A s'obtient en posant x = 1 + u, y = 1 + v, en portant 
ces expressions dans l'equation en en negligeant les termes de degre superieur a 1. Nous 
ob tenons 

{
du= u-v 
dt ' 
dv 
dt = 2u. 

Les valeurs propres .\1 et .\2 de la matrice de ce systeme sont les racines de l'equation 

.\2 -.\+2=0. 

Elles sont distinctes, complexes conjuguees l'une de l'autre, de partie reelle positive. Le 
point A est done un foyer repulsif (proposition 7.7). 
En procedant de meme, on obtient pour systeme linearise au point B 

{
du= u-v 
dt ' 
dv 
dt = -2u. 

Les valeurs propres .\1 et .\2 de la matrice de ce systeme sont les racines de }'equation 

.\2 - .\- 2 = 0 
' 
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c'est-a-dire .X1 = -1, .X2 = 2. Elles sont reelles distinctes de signes contraires. Le point 
B est un col (proposition 7 .10). 

Solution 111.4. Le systeme linearise a l' origine est 

{
du= -u- 3v 
dt ' 
dv 
dt = -u. 

Les valeurs propres .X1 et .X2 de la matrice de ce systeme sont les racines de !'equation 

.X2 +-X-3=0. 

Elles sont reelles distinctes de signes contraires. L' origine est un col (proposition 7 .10). 

Solution 111.5. L' application g est differentiable de classe C00 et sa derivee a l' origine 
estg'(O) = a, non nulle par hypothese. D'apres le theoreme d'inversion locale, g restreinte 
a un voisinage assez petit W de l' origine, est un diffeomorphisme de W sur son image 
g(W). En restreignant eventuellement le systeme dynamique a WU g(W), nous pouvons 
supposer que l' ensemble des temps parametrant le systeme dynamique est .Z. 
D'apres la proposition 2.10, si lal = lg' (0) I < 1, l'origineest un pointd'equilibrew-stable 
et attractif. 
Toujours d'apres la proposition 2.10 (moyennant une legere adaptation consistant a 
raisonner sur le systeme dynamique de generateur g- 1), si si la/ = lg'(O)I > 1, l'origine 
est un point d'equilibre a-stable et repulsif. 
Il reste a traiter les cas ou la/ = 1. 

Supposonsd'aborda = 1. Nous voyons alorsquepour /xi assezpetit, g(x) = x+bx2+cx3 

est de meme signe que x. Nous pouvons done etudier separement les restrictions a JR+ et a 
JR- du systeme dynamique considere, puisque ces ensembles, ou du moins leur intersection 
avec un voisinage assez petit de l' origine, sont invariants par g. Plusieurs sous-cas sont a 
considerer suivant la valeur de b. 

Supposons b > 0. Nous avons alors: 

-pourx > 0, g(x) > x, 
-pourx < O,g(x) > x,donc /g(x)/ < Ix/. 

Le theoreme de Liapounov 2.5 (avec, pour fonction de Liapounov, la fonction x - /xi), 
nous montre que pour le systeme restreint a JR+, l' origine est a-stable et repulsif; tan dis 
que pour le systeme restreint a JR-, ce point est w-stable et attractif. Done pour le systeme 
complet, l'origine n'est certainement ni w-stable, ni a-stable. 

Supposons maintenant b < 0. Les memes conclusions subsistent, les roles de JR+ et de 
JR- etant echanges. 

Supposons maintenant b = 0. Le raisonnement est du meme type, mais le terme cx3 etant 
impair (alors que bx 2 etait pair), le comportement sera maintenant le meme sur JR+ et sur 
JR-. Les resultats, toujours bases sur le theoreme de Liapounov 2.5, sont les suivants : 

- sic> 0, l'origine est a-stable et repulsif, 
- si c < 0, l' origine est w-stable et attractif, 
- sic= 0, g(x) = x, et tousles points de JR sont points d'equilibre. 

Supposons maintenant a = -1. Alors pour Ix/ assez petit, g(x) et x sont de signes 
opposes. Calculons g2 ( x). Nous obtenons 

g2(x) = x - 2(b2 + c)x3 + o(x3 ). 
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Nous pouvons appliquer a g2 les resultats obtenus precedemment pour a = 1, et b = 0. 
Il est en effet facile de prouver que pour ce qui concerne la stabilite de I' origine et son 
caractere attractif ou repulsif, les proprietes des systemes dynamiques de generateur get 
de generateur g2 = g o g sont les memes. Nous obtenons : 

- si b2 + c > 0, l' origine est w-stable et attractif, 
- si b2 + c < 0, l'origine est a-stable et repulsif. 

Entin, si a = -1 et b2 + c = 0, avec b =/= 0, nous ob tenons en calculant g2 ( x), 

g2(x) = x + 4b4x5 + o(x5 ), 

et le theoreme de Liapounov montre que l' origine est a-stable et repulsif. 



Chapitre IV 

Orbites periodiques 

Apres les points d'equilibre, les orbites periodiques sont les elements remarquables 
les plus simples du portrait de phases d'un systeme dynamique. Nous nous concen­
trons, dans ce chapitre, sur l'etude des orbites periodiques des systemes a temps 
continu, car celle des orbites periodiques des systemes a temps discret se ramene 
immediatement a l'etude de points d'equilibre. Nous definissons !'application de 
retour de Poincare (2.6) et nous l'utilisons pour etudier la stabilite d'une orbite 
periodique. En suivant le traitement particulierement elegant qu' en donnent Hirsch 
et Smale [35], nous etudions, a titre d'exemple, l'orbite periodique de !'equation de 
Van der Pol. 

Entin, dans le demier paragraphe, nous etablissons le theoreme de Poincare­
Bendixson : un ensemble limite compact et sans point d' equilibre, pour le flot reduit 
d'un champ de vecteurs differentiable sur un ouvert d'un plan, est necessairement 
une orbite periodique. 

1. Generalites sur Ies orbites periodiques 

1.1. Rappel. - Soit { 'Pt ; t E 8 } un systeme dynamique sur un ensemble n, dont 
l'ensembledes temps 8 est IR. ouZ. Nous supposons done (remarque 1.1.3.a) que pour tout 
t E 8, l' application 'Pt est une bijection de la partie Ut de n, sur la partie U -t. L' orbite 
d'un point x E nest dite periodique (definition 1.2.2) six n'est pas un point d'equilibre et 
s'il existe TE 8, T > 0, tel que cpr(x) soit defini et egal ax. On dit alors que Test une 
periode de l'orbite de x. Nous avons prouve (proposition 1.2.3) que lorsque l'orbite d'un 
point x est periodique de periode T, l' ensemble Ix des elements t de 8 tels que 'Pt ( x) soit 
defini est egal a 8, et que pour tout entier k 2: 1, l'orbite de x est periodique de periode 
kT. En fait, la demonstration a ete faite dans le chapitre I en supposant 8 = JR., mais elle 
reste valable sans changement pour 8 = Z. 
La proposition suivante indique une propriete tres simple qui montre que la periodicite 
d'une orbite ne depend pas du choix d'un point particulier de cette orbite. 

1.2. Proposition. - Soit { 'Pt ; t E 8 } un systeme dynamique sur un ensemble 
n, dont l'ensemble des temps 8 est IR. ou Z. Soit x E n un point dont l'orbite 0 
est periodique de periode T > 0. 

1. Pour tout pointy de l'orbite O de x, l'orbite de y est periodique de periode T, 
et coincide avec O. 

2. On suppose que n est un espace topologique separe et que l'application 
t 1---+ 'Pt(x) est continue. £'ensemble des() E 8 verifiant () > 0 tels que l'orbite 
C'.J soit periodique de periode O possede un plus petit element Tm > 0, appele plus 
petite periode positive, ou periode primitive de l'orbite 0. Un reel O > 0 est tel que 
l'orbite O soit periodique de periode () si et seulement si () = kTm, ou k est un 
entier 2: 1. 



94 Chapitre IV. Orbites periodiques 

Preuve: 

1. Nous savons deja que !'ensemble Ix des elements t de 8 tels que 'Pt(x) soit defini est 
8 tout en tier. L' orbite Ode x est done { 'Pt ( x) ; t E 8 } . Soit y un point de cette orbite. 
Il existe t E 8 tel que y = <pt(x). On a 

<pr(y) =<pro <pt(x) = 'PT+t(x) = <pt o <pr(x) = <pt(x) = y. 

D'autre part, un point z den est element de l'orbite de y si et seulement s'il existe r E 8 
tel que 'Pr(Y) = z; en posant t + r = 0, nous voyons que zest element de l'orbite de y 
si et seulement s'il existe (} E 8 tel que <p0 (x) = z, c'est-a-dire si et seulement si zest 
element de l'orbite de x. 

2. Soit A !'ensemble des(} E 8 verifiant (} > 0 tels que O soit periodique de periode 0. 
Il est non vide puisque O est supposee periodique, et il est minore par 0. 11 admet done 
une borne inferieure Tm. Lorsque 8 = Z, Tm est element de A, car la topologie de Z 
etant discrete, la borne inferieure de A est en fait le plus petit element de A. Nous allons 
prouver que cela est vrai aussi lorsque 8 = R Nous avons Tm ~ 0 puisque Tm est 
borne inferieure d'une partie A de JR+. Si nous avions Tm = 0, alors pour tout c > 0, il 
existerait un element O de A verifiant O < 0 < c, et nous aurions, pour tout entier k E Z, 
'Pko(x) = x; l'application t f----t 'Pt(x) prendrait la valeur x sur une partie dense de JR; 
etant continue, cette application serait constante, et le point x serait un point d'equilibre 
du systeme dynamique, contrairement a nos hypotheses. Nous avons done prouve que 
Tm> 0. D'autre part, !'application t f----t <pt(x) etant continue, nous avons 

<pr,n (x) = lim <po(x) = x, 
0->T,n, OEA 

ce qui prouve que Tm est element de A. 
Nous savons deja que pour tout entier k ~ 1, l'orbite Oest periodique de periode kTm. 
Reciproquement, soit O E 8 verifiant O > 0 tel que O soit periodique de periode 0. Nous 
avons bien sur O 2:: Tm. Soit k le plus grand entier tel que kTm :S 0. Nous avons 

<po-kT,n (x) = <po o (<pr,n)-k(x) = x. 

Si O - kTm etait strictement positif, les egalites ci-dessus prouveraient que l'orbite Oest 
periodique de periode O - kT m; mais comme O - kT m < Tm, cela contredirait le fait que 
Tm est la plus petite periode positive de 0. Done O - kTm = 0. D 

1.3. Remarque. - Les proprietes ci-dessus ne subsitent pas lorsque l' ensemble des temps 
du systeme est JR+ ou N, car les applications <pt peuvent alors ne plus etre injectives. 

Les definitions ci-dessous sont les analogues, pour les orbites periodiques, des 
definitions III.2.1 et III.2.2 relatives aux points d'equilibre. 

1.4. Definitions. - Soit { 'Pt ; t E 8 } un systeme dynamique sur un espace 
topologique separe n, dont l'ensemble des temps 8 est JR ou Z. Soit O une orbite 
periodique, de periode T > 0. 

1. On dit que l'orbite periodique O est w-stable (re5p., a-stable) au sens de Liapounov 
si pour tout voisinage V de 0, il existe un autre voisinage W de O tel que, pour 
tout point x E W et tout t E 8 verifiant t 2:: 0 (resp., verifiant t :S 0), <pt(x) soit 
defini et element de V. 

2. On suppose l'espace n muni d'une distanced telle que sa topologie soit associee 
a cette distance. On dit que l'orbite periodique O est attractive (resp., repulsive) 
s'il existe un voisinage W de O tel que, pour tout x E W et tout t E 8 verifiant 
t 2:: 0 (resp., verifiant t :S 0), <pt(x) soit defini et que limt->+oo d(<pt(x), 0) = 0 
(resp., limt-,-oo d(<pt(x), 0) = 0). 
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3, On appelle bassin d'attraction (resp., bassin de repulsion) de l'orbite periodique 
t) ]'ensemble des z En dont l'ensemble w-limite Lw(z) (resp., ]'ensemble a-limite 
La(z)) est 0. 

1.5, Remarques 

a) Dans les hypotheses de la definition 1.4, l'orbite periodique Oest toujours contenue 
dans son bassin d'attraction et dans son bassin de repulsion; elle est attractive (resp., 
repulsive) si et seulement si son bassin d'attraction (resp., de repulsion) est un voisinage 
de O dans n. 

b) Soit { 'Pn ; n E Z} un systeme dynamique a temps discret sur un ensemble n, dont 
!'ensemble des temps est Z. Soit un entier k > 0. Posons, pour tout n E Z, 

t/Jn = 'Pnk · 
On voit immediatement que { t/Jn ; n E Z } est un syteme dynamique a temps discret, 
et qu'un point x den est point d'equilibre pour ce systeme si et seulement si l'orbite de 
x, pour le systeme { 'Pn ; n E Z }, est periodique de periode k. Lorsque !'ensemble n 
est un espace topologique separe, on voit aisement qu'un point d'equilibre x du systeme 
{ 1Pn ; n E Z} est w-stable (resp., a-stable) au sens de Liapounov si et seulement si 
l'orbite de x pour le systeme { 'Pn ; n E Z }, qui est periodique de periode k, est w­
stable (resp., a-stable) au sens de Liapounov. De meme, lorsque l'espace nest muni d'une 
distance et de la topologie associee a cette distance, un point d'equilibre x du systeme 
{ 1/Jn ; n E Z} est attractif (resp., repulsif) si et seulement si l'orbite de x pour le 
systeme { 'Pn ; n E Z }, qui est periodique de periode k, est attractive (resp., repulsive). 
En resume, la recherche des orbites periodiques de periode k du systeme { 'Pn ; n E Z } , 
et l' etude de leur stabilite et de leur caractere attractif ou repulsif, se ramene a la recherche 
des points d'equilibre du systeme { t/Jn ; n E Z} et a l'etude de leur stabilite et de leur 
caractere attractif ou repulsif. 
C'est pourquoi dans la suite nous allons nous interesser essentiellement aux orbites 
periodiques des systemes dynamiques a temps continu, dont l' etude necessite 1' emploi de 
methodes nouvelles. 

2. Temps de transit et application de Poincare 

2.1. Hypotheses generates et notations. - Dans tout ce paragraphe, X est un champ 
de vecteurs differentiable de classe GP (avec p 2: 1), defini sur un ouvert n d'un espace 
affine £ de dimension finie, d'espace vectoriel associe E. On note '1i son flot reduit et 
{ 'lit ; t E IR} le systeme dynamique associe. On rappelle (11.4.11) que le flot reduit 
'1! est une application differentiable de classe GP, definie sur un ouvert Dr de IR x n, a 
valeurs dans £. Pour tout (t, x) E Dr, on pose '1it(x) = '1.i(t, x). Lorsque t E IR est fixe, 
1' ensemble des x E £ tels que ( t, x) soit element de Dr est un ouvert Ut de £, contenu 
dans n, et '1i t est un diffeomorphisme de classe GP de Ut sur U -t. 
Le lemme suivant indique une propriete remarquable de la diff erentielle de 1' application 
'Vt, consequence facile des proprietes de composition du flot reduit. 

2.2. Lemme. - Sous Jes hypotl1eses et avec Jes notations precisees ci-dessus, soit 
a En et A E IR tels que (.X,a) E Dr, c'est-a-dire tels que '1.iA(a) soit defini. On 
pose '1i A (a) = b. La differentielle D'1i A (a) de '1i A au point a verifie 

D'1iA(a)(X(a)) = X(b), 
(et par suite, si X(a) f. 0, alors X(b) f. 0). On exprime ce resultat en disant que 
le diffeomorphisme '1i A laisse invariant le champ de vecteurs X. 



96 Chapitre IV. Orbites periodiques 

Preuve : Puisque b E n, le theoreme de Cauchy-Lipschitz permet d'affirmer que pour 
t E JR assez petit en valeur absolue, ( t, b) est element du domaine de definition du flot 
reduit \JI. D'apres les proprietes de composition de \JI (11.4.12), nous avons 

Wt(b) = Wt o W;.(a) = W;.+t(a) = W;. o Wt(a). 

Derivons par rapport a t, puis faisons t = 0. Nous obtenons 

:t Wt(b)lt=O = Dw;.(Wo(a)) (! Wt(a)lt=O) 

Mais nous avons 

Wo(a) = a, 

Le resultat annonce en decoule. D 

2.3. Proposition. - Soit X un champ de vecteurs de classe GP (p ~ 1) defini 
sur un ouvert n d'un espace affine E de dimension finie, et \JI son Bot reduit. Soit 
a En et A E JR tels que X(a) -=I= 0 et que W;.(a) soit defini. On pose W;.(a) = b. 
Alors X(b) -=I= 0. Soit Q un hyperplan affine de E (c'est-a-dire un sous-espace affine 
de E de codimension 1) passant par le point b et non parallele a X(b). II existe 
une application r, differentiable de classe GP, definie sur un voisinage ouvert V du 
point a dans n, a valeurs dans JR, verifiant 

r(a) = A et, pour tout XE V' Wr(x)(x) = w(r(x),x) est element de Q. 

L'application r est appelee application temps de transitjusqu'a Q. 

Preuve: Designons par E l'espace vectoriel associe a l'espace affine E. Par hypothese 
X(a) -=I= 0, et DW;.(a) est un isomorphisme de E sur lui-meme, puisque c'est la 
differentielle au point a du diffeomorphisme \JI;.. Le lemme ci-dessus montre alors que 
X(b)-/= 0. 
La figure IV.1 illustre la situation. 

' ' 

V 

X(a) l 

Figure IV .1. Application temps de transit jusqu' a Q 

Soit Q l'hyperplan vectoriel de E associe a l'hyperplan affine Q de E. Soit hQ une forme 
lineaire sur E ayant Q pour noyau. Un pointy de E est element de Q si et seulement 
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s'il est de la forme y = b + z, avec z E Q, c'est-a-dire tel que hQ(z) = 0. Considerons 
!'equation implicite 

hQ(w(t,x)-b) = o, (*) 
dans laquelle l'inconnue est t E JR, tandis que !'element x den est considere comme un 
parametre. Pour x = a, cette equation a pour solution t = .X. On va prouver qu'il existe 
une application r, definie sur un voisinage ouvert V du point a, a valeurs reelles, verifiant 
r( a) = .X, telle que pour tout x E V, !'equation implicite ci-dessus ait pour solution r(x ). 
Appliquons pour cela le theoreme des fonctions implicites. Nous devons verifier que la 
differentielle partielle de !'application (t, x) 1-------+ hQ (w(t, x) - b) par rapport a sa premiere 
variable t, au point (.X, a), est un isomorphisme de JR sur lui-meme; ou, en termes moins 
savants, que la derivee de I' application t 1-------+ hQ ( w ( t, a) - b), au point t = .X, est non 
nulle. Or en tenant compte de w(.X, a) =bet de DhQ(O) = hQ (qui resulte du fait que 
hQ est une application lineaire), nous avons 

! hQ (w(t, a) - b) It=,\ = DhQ (w(.X, a) - b) ( ! w(t, a) It=,\) = hQ (X(b)) Io, 
car par hypothese X (b) n' est pas parallele a l'hyperplan Q, c' est-a-dire n' est pas element 
du noyau de hQ, 
D' autre part, le flot reduit w est une application differentiable de classe GP, et l' application 
lineaire hQ est evidemment differentiable de classe C 00 , done !'application composee 
hQ o (w - b) est differentiable de classe GP. Les hypotheses necessaires a !'application 
du theoreme des fonctions implicites sont done satisfaites. Ce theoreme nous permet 
d'affirmer qu'il existe un voisinage ouvert V du point a contenu dans n, une application 
r, differentiable de classe GP, de V dans JR, et un voisinage W de (.X, a) dans JR x £, 
contenu dans l'ouvert Dr de JR x £ sur lequel le flot reduit west defini, tels qu'un couple 
( t, x) element de W verifie I' equation implicite ( *) si et seulement si x est element de 
Vet t = r(x). Pour terminer la preuve de la proposition, il suffit alors de remarquer que 
(t, x) verifie !'equation implicite ( *) si et seulement si W( t, X) est element de Q. D 

La proposition suivante est une variante de la proposition 2.3, a rapprocher du theoreme 
II.5.2 de redressement local d'un champ de vecteurs, qui nous sera utile plus tard. 

2.4. Proposition. - Soit X un champ de vecteurs differentiable de classe GP ( avec 
p 2': 1) de.ini sur un ouvert n d 'un espace affine £ de dimension .inie, et w son flot 
reduit. Soit a E n tel que X (a) I 0, et 'P un byperplan affine de £ passant par le 
point a et non parallele a X(a). Pour tout voisinage Ude a dans n, il existe un 
voisinage ouvert V de a dans n, contenu dans U, unreel 'f/ > 0 et une application 
(}: V - l - 'f/, +rJ[, differentiable de classe GP, verifiant Jes proprietes suivantes: 
(i) pour tout x EV, w(O(x), x) est element de 'P n V, 

(ii) lorsque x E 'P n V, O(x) = 0, 

(iii) ]'application (t, y) 1-------+ w(t, y) est un CP-diffeomorpbisme de ]-rJ, +rJ[ x (PnV) 
sur V, d'inverse x 1-------+ (-O(x ), w ( O(x ), x)). 

Preuve : Considerons !'application, definie sur le produit d'un voisinage de O dans JR et 
d'un voisinage de a dans 'P: 
, (t,y)1-------+'°I!(t,y). 
Etant definie par restriction du flot reduit w, cette application est differentiable de classe 
GP. Sa differentielle au point (0, a) est un isomorphisme de JR x P sur E, ou nous avons 
note E l'espace vectoriel associe a l'espace affine£ et P l'hyperplan vectoriel associe a 
l'hyperplan affine 'P; nous avons en effet, si u E JR et v E P, 

Dw(O, a)(u, v) = uX(a) + v ; 
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or, parhypothese, X(a) n'est pas parallele a P. Le theoreme des fonctions inverses montre 
qu'il existe un voisinage ouvert W de a dans l'hyperplan affine Pet unreel r, > 0, tels que 
!'application (t, y) ~ w(t, y), restreinte a ] - r,, +r,[ xW, soit un GP-diffeomorphisme. 
Son inverse est de la forme x ~ ( -{} ( x), W ( () ( x), x)). En restreignant W et en diminuant 
r, si necessaire, nous pouvons faire en sorte que w(] - r,, +r,[ x W) c U. Le voisinage 
V = w(] - r,, +r,[ xW) de a dans n verifie P n V = W, et le triplet (V, r,, ()) a toutes 
les proprietes desirees. D 

2.5. Corollaire de la proposition 2.3 : application de Poincare. - Soit X un champ 
de vecteurs de classe GP (p 2: 1) defini sur un ouvert n d'un espace affine E de 
dimension finie, et W son flot reduit. Soit a E n et A E IR tels que X (a) i= 0 et 
que WA (a) soit defini. On pose WA (a) = b. Soit Q un hyperplan affine de E passant 
par b et non par allele a X ( b), et P un hyperplan affine de E passant par a et non 
parallele a X(a). Comme dans la proposition 2.3, on designe par V le voisinage 
ouvert de a dans E sur lequel l'application temps de transit r est definie. Alors i1 
existe un voisinage ouvert U de a dans P contenu dans P n V, tel que 1 'application, 
definie sur U et a valeurs dans l'hyperplan affine Q, 

x ~ g(x) = w(r(x),x), 

soit un diHeomorphisme de classe GP de U sur un voisinage ouvert g(U) deb dans 
Q. L'application g est appelee application de Poincare associee a (A, a) et au couple 
d'hyperplans (P, Q). 

Le lecteur remarquera que dans cet enonce, U est un voisinage de a dans P, non dans £, 
et g(U) un voisinage deb dans Q, non dans E. 

Preuve : La figure N.2 illustre la situation. 

Figure N.2. Application de Poincare associee a (A, a) et (P, Q) 

L' application de V dans E, x ~ W ( r ( x), x), est de classe CP car w et r sont de classe CP. 
Puisque Vest un voisinage ouvert de a dans E et que a E P, V n P est un voisinage ouvert 
de a dans P. La restriction a V n P de l' application x ~ w ( r( x), x), consideree comme 
definie sur V n P et a valeurs dans E, est differentiable de classe GP, car elle est composee 
de !'injection canonique de P dans £ (qui est une application affine, done differentiable de 
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classe C00 ) et de !'application de V dans &, x 1--+ \J! ( r(x), x) qui, comme nous venons de 
le voir, est de classe GP. Cette meme application, x 1--+ w ( r ( x), x), definie sur V n P, mais 
consideree main tenant comme a valeurs dans l 'hyperplan affine Q, est encore differentiable 
declasse GP, car on peut la considerercomme composee de !'application x 1--+ w ( r(x ), x) 
a valeurs dans &, et d'une projection de & sur Q parallelement a un vecteur non parallele 
a Q quelconque, par exemple le vecteur X ( b); une telle projection est une application 
affine, done differentiable de classe C 00 • En resume, nous avons prouve que !'application 
x 1--+ g ( x) = w ( r ( x), x), definie sur V n P et a valeurs dans Q, est differentiable de 
classe GP. Nous allons montrer que la diff erentielle deg au point a est un isomorphisme de 
l'hyperplan vectoriel P associe a l'hyperplan affine P sur l'hyperplan vectoriel Q associe 
a l'hyperplan affine Q. 11 suffit, pour cela, de montrer que cette application lineaire est 
injective, car Pet Q sont de meme dimension. Soit done u E P, u f=- 0. Nous avons 

Dg( a)(u) = D1 \J! ( r( a), a) (Dr(a)( u)) + D2 \J! ( r( a), a)( u) , 

ou nous avons note D1 w( t, x) et D2 w( t, x) les differentielles partielles dew au point ( t, x) 
par rapport a sa premiere et a sa seconde variables, respectivement. Nous avons utilise le 
fait que !'injection canonique de P dans & etant une application affine, sa differentielle 
au point a est !'application lineaire associee, c'est-a-dire !'injection canonique de P 
dans E; l'image de u par cette differentielle est done tout simplement u, puisque ce 
vecteur est element de P. De meme, nous avons utilise le fait que la projection de & 
sur Q parallelement a X (b) etant une application affine, sa differentielle au point b est 
!'application lineaire associee; appliquee a un vecteur parallele a Q, cette application n'est 
autre que !'application identique. 
Mais puisque rest une application a valeurs reelles, Dr(a)(u) est unreel. D'autre part, 
d'apres la definition du flot reduit, 

d 
dt w(t,x) = X(w(t,x)), 

done en particulier 
d 
dt w(t,a)lt=,\ =X(w(>.,a)) =X(b). 

La differentielle partielle D 1 \J! ( r (a), a) est done l' application lineaire s 1--+ sX ( b) de JR 
dans l'espace vectoriel E associe a&. Nous avons done 

D1'1!(r(a),a)(Dr(a)(u)) = Dr(a)(u)X(b). 

D'autre part, compte tenu de r(a) =>.,nous avons 

D2'1!(r(a), a)(u) = D\J!,\(a)(u). 

Nous pouvons done ecrire 

Dg(a)(u) = (Dr(a)(u))X(b) + D\J!"'(a)(u). 

Mais puisque \J!"' est un diffeomorphisme, D\J!"' (a) est un isomorphisme de E sur lui­
meme. L'element u de P etant non nul, D\J!"'(a)(u) est non nul, et c'est un element de 
Dw "'(a) (P). Par hypothese, X(a) n'est pas parallele a l'hyperplan affine P, c'est-a-dire 
n'est pas element de l'hyperplan vectoriel P. L'isomorphisme Dw"'(a) applique X(a) 
sur X(b) d'apres le lemme 2.2, et applique P sur Dw"'(a)(P). Le vecteur X(b) n'est 
done pas element de D\J!"' (a) ( P). Le membre de droite de l' egalite ( *) ci-dessus est 
done somme de deux termes appartenant a deux sous-espaces vectoriels supplementaires 
de E; le premier, (Dr(a)(u))X(b), appartient au sous0 espace vectoriel de dimension 1 
engendre par le vecteur non nul X ( b); le second, D\J!"' (a) ( u), est element de D\J!"' (a) ( P). 
Le membre de droite de ( *) ne peut done etre nul que si chacun de ces deux termes est 
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nul. Or le second, DW>.(a)(u), est non nul puisque u est non nul et que Dw>.(a) est 
un isomorphisme. Nous avons ainsi prouve que le membre de droite de ( *) est non nul, 
c'est-a-dire que Dg(a) est un isomorphisme de P sur Q. 
Le theoreme d'inversion locale montre qu'il existe un voisinage ouvert Ude a dans P, 
contenu dans V n P, tel que g(U) soit un voisinage ouvert deb dans Q et que la restriction 
deg a U soit un diffeomorphisme de classe GP de U sur g(U). o 
L'enonce suivant traite du cas particulier ou l'orbite du point a est periodique de periode 
T > 0, et ou .X = T. 

2.6. Corollaire : application de retour de Poincare. - Soit X un champ de vecteurs 
de classe GP (p 2: 1) defini sur un ouvert n d 'un espace affine £ de dimension finie, 
et W son Bot reduit. Soit a En tel que X(a) =IO et que l'orbite O du point a soit 
periodique de periode T > 0. Soit Pun byperplan affine de£ passant par a et non 
par allele a X (a). 
1. 11 existe une application r, differentiable de classe GP, definie sur un voisinage 
ouvert V de a dans n, a valeurs reelles, verifiant 

r(a) = T et, pour tout x EV, Wr(x)(x) = w(r(x), x) est element de P. 
L 'application r est appelee application temps de transit jusqu 'a P. Sa restriction a 
V n P est appelee application temps de re tour dans P. 

2. 11 existe un voisinage ouvert U de a dans P, contenu dans V n P, tel que la 
restriction a U de l'application, definie sur U et a valeurs dans l'byperplan affine 
P, 

x 1--+ g(x) = w(r(x),x), 
soit un diffeomorpbisme de classe GP de U sur un autre voisinage ouvert g(U) de 
a dans P, verifiant g(a) = a. L'application g est appelee application de retour de 
Poincare (associee a l'orbite periodique 0, au point a et a l'byperplan affine P). 

Preuve : La figure IV.3 illustre la situation. 

Figure IV.3. Application de retour de Poincare associee a une orbite periodique 
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Puisque l'orbite O du point a est periodique de periode T, nous avons b = 'l!r(a) = a. 
Nous pouvons choisir l'hyperplan Q, pass ant par a et non parallele a X (a), confondu avec 
l'hyperplan P. 11 suffit alors d'appliquer la proposition 2.3 et son corollaire 2.5. D 

2.7.Definition.- Dans Jes hypotheses et avec Jes notations du corollaire precedent, 
on appelle systeme dynamique de retour de Poincare le systeme dynamique a temps 
discret, defini sur le voisinage ouvert U U 9(U) de a dans P, ayant pour generateur 
]'application de retour 9: U-* 9(U). 

2.8. Commentaire. - Explicitons la definition du systeme dynamique de retour. Posons 
U1 =U,91 =9,U-1 =9(U),9-1 =9-1.L'application91 =9estundiffeomorphisme 
du voisinage ouvert U1 de a dans P sur le voisinage ouvert U_1 de a dans P, dont 
!'inverse est le diffeomorphisme 9-l· Notons 90 !'application identique de U1 U U_1, 
Pour tout en tier n > 0, nous pouvons definir 9n en posant 9n = 91 o 9n- l; 1' application 
gn est definie sur l'ouvert Un = 9;;21 (U); de meme, nous pouvons definir 9-n en posant 
9-n = 9-1 o 9-(n-l)· Nous voyons que 9-n est definie sur U_n = 9n(Un), et n'est autre 
que g;:;:-1. Nous avons ainsi construit, surl'ouvert U1 U U_1 de P, un systeme dynamique 
a temps discret { 9n ; n E Z } , ayant 9 = 91 pour generateur. C' est le systeme de retour 
de Poincare. 

Le systeme de retour de Poincare admet le point a pour point d'equilibre. Nous allons voir 
que les proprietes de stabilite et le caractere attractif ou repulsif de ce point d'equilibre, 
pour le systeme a temps discret { 9n ; n E Z }, sont etroitement liees aux proprietes 
de stabilite et au caractere attractif ou repulsif de l' orbite periodique O, pour le systeme 
dynamique a temps continu { 1l1 t ; t E IR } . 

2.9. Theoreme. - Soit X un champ de vecteurs de classe GP (p ~ 1) defini sur 
un ouvert n d'un espace affine £ de dimension finie, et 1l1 son flot reduit. Soit 
a E n tel que X(a) f O et que l'orbite O du point a soit periodique de periode 
T > 0. Soit P un hyperplan affine de£ passant par a et non parallele a X(a), 
U un voisinage ouvert de a dans P sur lequel est definie l'application de retour 
de Poincare 9 : U - 9(U) (corollaire 2.6). L'orbite periodique O du systeme 
dynamique a temps continu { 1l1 t ; t E IR } est w-stable au sens de Liapounov 
(resp., a-stable au sens de Liapounov) si et seulement si le point a est point 
d'equilibre w-stable au sens de Liapounov (resp., a-stable au sens de Liapounov) 
du systeme dynamique a temps discret { 9n ; n E Z} engendre par l'application 
de retour 9 (definition 2. 7 et commentaire 2.8). 

Preuve : Supposons que le point a soit w-stable pour le systeme dynamique a temps 
discret engendre par 9 (le cas ou a est a-stable pour ce systeme est analogue). Soit W 
un voisinage ouvert de O dans n. La proposition 2.4 montre qu'il existe un voisinage 
ouvert V de a dans n, contenu dans W, un reel 17 > 0 et une application GP -
differentiable O: V - J-17, +17[ tels que (t, x) 1-t w(t, x) soit un GP-diffeomorphismede 
]-17, 17[ x (PnV) sur V, d'inverse y 1-t (-O(y), w ( O(y), y)). Endiminuant, si necessaire, 
la valeurde 17, nous pouvons supposerque w estdefinie et injective sur [-17, +17] x (PnV). 
Soit m le plus petit entier ~ 0 tel que 

(m - 1)17 < T < (m + 1)17. 

L'application t 1-t w( t, a) etant injective sur ]-17, +17[, nous avons necessairement m ~ 1. 
L'application temps de retour T etant continue et verifiant T(a) = T, nous pouvons, en 
restreignant eventuellement V, supposer que P n V c U et que pour tout x E P n V, 

(m- 1)17 < T(x) < (m + 1)17. (*) 
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Puisque a est w-stable pour { gn; n E Z }, il existe un voisinage ouvert U' de a dans P 
tel que, pour tout n EN et tout x E U', gn(x) soit defini et appartienne a P n V. Nous 
voyons alors que le domaine de definition de '1.i contient [-77, +oo[ xU'. 

La double inegalite (*) montre que w(](m - 1)77, (m + l)r,[ xU') n P contient g(U'). 
Choisissons une norme sur l'espace vectoriel E associe a£; pour tout n E N, soit Bn 
une boule ouverte de P, de centre a, de rayon rn > 0, dont !'adherence Bn est contenue 
dans U' ng(U'). Nous choisissons les rayons rn afin qu'ils forment une suite decroissante 
convergeant vers 0. Posons : 

W~ = w(J -17, (m + l)r,[ xBn). 

Nous pouvons ecrire 
m 

W~ = LJ '1ik17 ('1i(J -17, +17[ xBn)). 
k=O 

Comme w(l -17, +17[ xBn) est ouvert, W~ est une reunion d'ouverts, done un ouvert. 
Il contient l'orbite periodique 0, puisque [O, TJ x {a} c J - 17, (m + 1)17[ xBn. Nous 
allons montrer qu'il existe un entier n E N tel que W~ c W. Les W~ n (n - W) sont des 
parties compactes de n qui forment une suite decroissante d'intersection vide, puisque 
nnEN W~ = 0 est contenu dans W. 11 existe done bien n E N tel que W~ C Wet, a 
fortiori, W~ CW. 

Montronsenfinquepourtoutx E W~ettoutt E ~+,z = '1.i(t,x) E W~,cequiimpliquera 
z = '1.i(t, x) E W. D'apres la definition de W~, il existe s E] -77, (m+ l)r,[ et y E Bn tel 
que x = '1.i(s, y), done z = '1.i(t+s, y). Si t+s < (m+ l)r,, le point zest element de W~. 
Dans le cas contraire, soit YI = g(y). Comme Bn c U' n g(U'), YI est element de Bn et 
z = w(t+s-T(y), YI)· Sit+s-T(YI) < (m+ 1)77, z E W~. Dans lecas contraire,nous 
repetons le meme raisonnement en rempla~ant y par YI; nous posons y2 = g(yI), nous 
voyons que y2 E Bn et que nous pouvons ecrire z = w(t + s - T(y) - T(YI), y2). 

En repetant cette operation un nombre fini de fois, nous formons une suite finie 
(y, YI, ... , Yk) dans Bn telle que z = w(t + s - T(y) - T(YI) - · · · - T(Yk-I), Yk), 
avec t + s - T(y) - T(YI) - · · · - T(Yk-I) < (m + 1)77. Ceci prouve que z E W~. 

Reciproquement, supposons que l' orbite periodique O soit w-stable pour le flot reduit de 
X (le cas ou Oest a-stable pour ce systeme est analogue). Soit W' un voisinage ouvert 
de a dans P, W' c U. Nous allons prouver qu'il existe un autre voisinage W{ de a dans 
P, W{ c W', tel que pour tout x E W{ et tout n EN, gn(x) soit defini et appartienne a 
W'. Cela nous permettra de conclure que a est un point d'equilibre w-stable du systeme 
dynamique a temps discret engendre par !'application de retour g. 
Montrons d'abord qu'il existe r > 0 tel que l'unique point d'intersection de l'orbite 0 
avec le disque ferme de l'hyperplan affine P de centre a et de rayon r soit le point a. 
En d'autres termes, le reel r > 0 doit etre tel que six E P n O verifie llx - all ::;: r, 
alors necessairement x = a. Pour cela considerons, comme dans la demonstration de 2.3, 
une forme lineaire hp sur E ayant pour noyau l'hyperplan vectoriel P associe a P. Nous 
avons 

d 
dt hp('1.i(t,a))lt=o = hp(X(a))-/= 0, 

car par hypothese X(a) n'est pas parallele a P. L'application t 1-----t hp (w(t, a)) est done 
strictement monotone au voisinage de t = 0. Aussi ii existe c > 0 tel que, pour tout reel 
t verifiant ltl < c et t-/= 0, nous ayons hp('1.i(t,a))-/= hp(a), ce qui exprime que le 
point '1.i(t, a) n'est pas element de P. Soit A = 0 - { '1.i(t, a) ; ltl < c }. C'est une 
partie fermee (et meme compacte) de£, puisque c'est le complementaire, relativement 
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au compact 0, d'un petit arc de courbe ouvert contenant le point a. Comme a </. A, la 
distance d(a, A) est strictement positive. Soit run reel verifiant O < r < d(a, A) et assez 
petit pour que Bp(a, r) n P soit contenu dans W' (nous avons note Bp(a, r) la boule 
fermee de t:, de centre a et de rayon r). Nous avons alors 

Bp(a, r) n On P = {a}, 

ce qui prouve que r a bien les proprietes voulues. Posons 

D1 = B(a, r/2) n P, D2 = D1 n g-1(D1), D3 = (Bp(a, r) n P) - D2, 

ou nous avons note B(a, r/2) la boule ouverte de t: de centre a etde rayon r /2. Puisque a 
est le seul point de O appartenant a Bp(a, r) n P, et que ce point est element de D2, nous 
voyons que D3 n O = ©. Posons alors W = n - D3. C'est un ouvert de t: (car D3 est 
ferme), qui contient l'orbite periodique 0, done un voisinage de 0. Utilisons maintenant 
l 'hypothese selon laquelle l' orbite periodique O est w-stable : il existe un voisinage ouvert 
W1 de 0, contenu dans W, tel que pour tout x E W1 et tout t E JR+, w(t, x) est defini et 
element dew. 
Finalement, posons W{ = W1 n P n D 2 . C' est un voisinage ouvert de a dans P, contenu 
dans W'. Montrons qu'il a bien les proprietes voulues. Soit x E W{ et n E N. D'apres 
la definition de W1, gn(x) est defini et appartient a W, car compte tenu de la definition 
de !'application de retour g, il existe t E JR+ tel que gn(x) = w(t, x). De plus, gn(x) est 
bien sfir element de P, done de W n P. Mais nous avons 

W n P = P - D3 = D2 U { x E P ; llx - all > r} . 
En resume, nous avons prouve que pour tout x E W{, et tout n EN, gn(x) est defini et 
est element, soit de D2, soit de { x E P ; llx - all > r }. Mais D2 c W' et, d'apres la 
definition meme de D 2, g(D2 ) c D 1. Comme D 1 n { x E P ; llx - all > r} est vide, 
nous pouvons affirmer que g( x) E D 2 • De proche en proche, nous prouvons de meme que 
pour tout en tier n E N, gn ( x) est element de D 2 , done de W' . D 

Etahlissons d' abord une propriete qui nous sera utile pour prouver la proposition 2.11. 

2.10. Lemme. - Soit G une courbe simple compacte de classe GP (p 2": 1) plongee 
dans un espace affine t: de dimension finie. Cela signifie que G est une partie 
connexe et compacte de t: telle que, pour tout x E G, il existe un voisinage ouvert 
V de x dans t:, un intervalle ouvert I de JR contenant l'origine et une application 
differentiable et injective <.p: I - t:, de classe GP, dont la differentielle ne s'annule 
en aucun point de I, telle que 

<.p(O) = x et G n V c cp(I) c G. 

Soit a un point de G et P un hyperplan affine passant par a, ne contenant pas 
la tangente en a a l'arc de courbe G. Soit d la distance associee a une norme sur 
l'espace vectoriel E associe a £. Alors il existe un voisinage U de a dans P et un 
reel A verifiant O < ,\ :s; 1, tels que pour tout point z E U, 

-Xllz - all :s; d(z, G) :s; llz - all -
Preuve : Pour tout point z de t:, la distance d(z, G) = inf xEC llz - xii existe, puisque 
C est compacte, et majoree par llz - all, puisque a E G. La seconde inegalite (*) de 
l'enonce est done toujours verifiee. D'apres les hypotheses faites dans l'enonce, il existe 
un voisinage V de a dans t:, un intervalle ouvert I de JR con tenant l' origine et une 
application differentiable cp : I - t:, dont la differentielle ne s'annule pas, telle que 
rp(O) = x et G n V c cp(I) c G. Soit r > 0 telle que la boule fermee de£ de centre 
a et de rayon r soit contenue dans V. Raisonnons par l' absurde en supposant que pour 
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tout voisinage U de a dans P et tout reel A E JO, l], il existe un point z de U tel que 
-Xllz- all > d(z, C). Soit (en, n E N) une suite decroissante de reels strictement positifs, 
convergeant vers 0, avec co < 1/2. Pour tout n E N, il existe alors un point Zn E P 
verifiant 

llzn - all :S: Enr et Enllzn - all > d(zn, C). 
Comme C est compacte, il existe un point Xn EC tel que d(zn, C) = llzn - Xnll- On a 

llxn - all :S: llxn - Znll + llzn - all :S: 2llzn - all :S: 2cnr :S: r, 
ce qui prouve que le point Xn se trouve dans V, done qu' il existe tn E I tel que Xn = c.p( tn). 
Ces inegalites prouvent aussi que limn---.+oo Xn = a. Puisque En II Zn - all > llzn - Xnll, 
Xn est distinct de a, done tn -/= 0. En prenant si necessaire une suite extraite, nous pouvons 
supposer les tn tous de meme signe. La demi-droite issue de a passant par le point Xn a 
pour limite, lorsque n - +oo, une demi-droite tangente a la courbe C au point a. Posons 

Xn - a 
Yn = a+ llxn - all · 

La suite (Yn, n E N) converge vers un pointy de la droite tangente en a a la courbe C, 
tel que IIY - all = 1. Mais la distance de Yn a l'hyperplan P verifie 

d( n P) = d(xn, P) < llzn - Xn II 
y ' llxn - all llxn - all. 

< llzn - Xnll 
llzn - all - llzn - Xnll 
llzn - Xnll 1 < ----,-,-----.,- --.,.,...----,,---
llzn - all l _ llzn - Xnll 

llzn -all 
1 

<en--· - 1-En 
Puisque limn---.+oo d(yn, P) = 0, nous avons d(y, P) = 0, ce qui prouve que y E P. 
Cela contredit l'hypothese selon laquelle l'hyperplan P ne contient pas la tangente en a a 
l'arc de courbe C. En conclusion, il existe bien un voisinage Ude a dans Pet unreel A 
verifiant O < A :s; 1, tels que pour tout point z E U, la double inegalite ( *) ci-dessus soit 
verifiee. D 

2.11. Proposition. - Soit X un champ de vecteurs de classe GP (p 2: 1) defini 
sur un ouvert n d'un espace affine t:. de dimension finie, et '1! son Bot reduit. Soit 
a E n tel que X(a) -/= 0 et que l'orbite O du point a soit periodique de periode 
T > 0. Soit P un hyperplan affine de t:. passant par a et non parallele a X(a), U 
un voisinage ouvert de a dans P sur lequel est definie l'application de retour de 
Poincare g: U---* g(U) (corollaire 2.6). Soit z E 0. Les deux proprietes suivantes 
sont equivalentes : 

(i) il existe t0 E JR+ tel que le point x0 = '1!(t0 , z) soit element de U, que pour 
tout n EN, gn(xo) soit element de U, et que 

lim gn(xo) = a ; 
n---++oo 

(ii) pour tout t E JR+, '1!(t, z) est defini et, en notant d la distance associee a une 
norme sur E, 

lim d(w(t, z), 0) = O. 
t---++oo 

De plus, ces deux proprietes equivalentes impliquent la propriete : 
(iii) le point z appartient au bassin d'attraction de 0. 
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Preuve: Montrons d' abord que (i) implique (ii); supposons done la propriete (i) satisfaite. 
Pour tout n E N, posons Xn = gn(x) et, en notant T !'application temps de retour, 
Tn = r(xn). Nous avons 

n 

Xn+i = W(Tn,Xn) = W(Tn + Tn-1, Xn-1) = · · · = w(to + L Tm, Z). 
m=O 

Puisque limn--,+oo Xn = a et que !'application temps de retour T est continue, 
limn----+oo Tn = T(a) = T > 0. La serie de terme general Tm est done divergente. 
L'egalite ci-dessus prouve que w(t, z) est defini pour des valeurs arbitrairement grandes 
de t, done pour tout t E JR+. Raisonnons par l' absurde, en supposant que la propriete (ii) 
n'est pas verifiee. 11 existe alors c: > 0 et une suite croissante Um, m E N*) de reels 
positifs,avect1 > t 0 ,quitendvers+oo,telsquepourtoutm E N*,d(w(tm,z),O) > c:. 
Pour tout m EN*, il existe un entier n(m) EN tel que 

n(m) n(m)+l 

to + L Tk :S tm < to + L Tk . 
k=O k=O 

En remplai;ant si necessaire la suite ( tm , m E N*) par une suite extraite, nous pouvons 

supposer que la suite ( t0 + I:;~~) Tk , m E N*) est croissante et tend vers +oo. Posons 

n(m) 

Om = tm - to - L Tk . 
k=O 

Nous avons alors O :S Om :S Tn(m)+i. ce qui prouveque la suite (Om, m E N*) est bomee, 
done possede une valeur d' adherence O. En remplai;ant a nouveau la suite ( tm , m E N*) 
par une suite extraite, nous pouvons supposer que limn--,+oo Om = 0 E [O, T]. Nous 
avons, pour tout m E N*, 

w(tm, z) = w(Om, Xn(m)). 
Or lorsque m - +oo, le membre de droite de cette egalite a une limite, w(O, a), 
qui est un point de 0. Ceci contredit l'hypothese selon laquelle pour tout m E N*, 
d(w(tm, z), 0) > c:. Nous avons ainsi prouve que la propriete (ii) est verifiee. 

Montrons main tenant que (ii) implique (iii); supposons done la propriete (ii) satisfaite. Soit 
(tn , n E N) une suite de reels positifs, croissante et tendant vers +oo. La propriete (ii) 
impliqueque limn__..+00 d(w(tn, z), 0) = 0. Comrne O estcompacte, pour tout n EN, il 
existe un point Yn E O tel que d(w(tn, z), 0) = llw(tn, z) -Ynll· La suite (Yn, n EN) 
est contenue dans le compact 0, done admet une valeur d'adherence y E 0. Ainsi il y 
a au moins un pointy de O qui appartient a Lw(z). Mais d'apres la proposition 1.2.5, 
l'orbite du pointy, qui n'est autre que 0, est contenue dans Lw(z). Enfin la propriete (ii) 
montre que Lw(z) ne peut contenir aucun point autre que ceux de 0. Nous avons ainsi 
prouve que Lw(z) = 0, c'est-a-dire que z appartient au bassin d'attraction de 0. 

Montrons maintenant que (ii) implique (i); supposons done la propriete (ii) verifiee. La 
propriete (iii) l'est aussi, puisque nous avons prouve que (ii) implique (iii) La proposition 
2.4 montre qu'il existe un voisinage V de a dans n, unreel rt> 0 et une application GP­
differentiable O : V - l - rt, +rt[ tels que (t, x) f---+ w(t, x) soit un CP-diffeomorphisme 
de [-rt, +rt[ x (P n V) sur V, d'inverse y f---+ (-O(y), w ( O(y), y)). 

D'apres le lemme 2.10, il existe un voisinage U' de a dans P et un reel >. verifiant 
0 < >. :S 1 tels que, pour tout point x de U', 

>.llx - all :S d(x, 0) :S llx - all -
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Soit r > O tel que la boule B( a, r) de £ soit contenue dans V et que P n B( a, r) soit 
contenu dans Un U'. La propriete (ii) montre qu'il existe tm 2 0 tel que pour tout reel 
t ;:::,: tm, d(w(t, z), 0) < Ar. Comme B(a, r) est un voisinage de a, la propriete (iii) 
implique qu'il existe des reels t 2 0, arbitrairement grands, tels que \ll(t, z) E B(a, r). 
Mais alors w(O(w(t,z)), w(t, z)), c'est-a-dire w(t + O(w(t, z)), z) est element de U. 
En prenant t assez grand, nous pouvons supposer que to = t + O(w(t, z)) 2 tm. Nous 
avons ainsi prouve !'existence de t0 2 0 tel que x0 = w(to, z) EU. 

Posons x1 = g(x0 ) Nous avons x1 = w(r(xo),xo) = w(to + r(xo), z). Puisque 
to+ r(xo) 2 tm, d(x1 , 0) < Ar, done 

llx1 - all :S A-1d(x1, 0) < A-1 Ar= r, 

ce qui prouve que x 1 E P n B(a, r). De proche en proche, nous voyons de meme que 
pour tout entier n EN, Xn = gn(x0 ) E P n B(a, r). Nous avons, pour tout n EN, 

llxn - all :S A-1d(xn, 0). 

Comme limn--,+oo d(xn, 0) = 0, nous avons aussi limn--,+oo llxn - all = 0. 0 

2.12. Remarque. - En procedant de la meme maniere, on peut prouver un enonce 
analogue a celui de la proposition 2.11, les proprietes equivalentes (i) et (ii) etant 
remplacees par les proprietes (i') et (ii') ci-dessous: 

(i') il existe t0 E JR- tel que le point x0 = w(t0 , z) soit element de g(U), que pour 
tout n EN, g-n(xo) soit element de g(U), et que 

lim g-n(xo) = a ; 
n-->+oo 

(ii') pour tout t E JR-, '11 ( t, z) est defini et, en notant d la distance associee a une 
norme sur E, 

lim d(w(t, z), 0) = O. 
t-->-00 

Quant a la propriete (iii), impliquee par les proprietes equivalentes (i) et (ii), elle est 
remplacee par (iii') ci-dessous : 

(iii') le point z appartient au bassin de repulsion de 0. 

2.13. Theoreme. - Soit X un champ de vecteurs de classe GP (p ;:::,: 1) defini 
sur un ouvert n d 'un es pace affine £ de dimension finie, et '11 son flat reduit. Soit 
a E n tel que X(a) f- 0 et que l'orbite O du point a soit periodique de periode 
T > 0. Soit P un hyperplan affine de£ passant par a et non parallele a X(a), U 
un voisinage ouvert de a dans P sur lequel est definie l'application de retour de 
Poincare g: U--. g(U) (corollaire 2.6). Considerons Jes deux proprietes suivantes: 

(i) le point a est point d'equilibre attractif (resp., repulsif) du systeme dynamique 
a temps discret engendre par g ; 

(ii) l'orbite periodique O est attractive (resp., repulsive) pour le systeme dy-
namique a temps continu associe au champ de vecteurs X. 

La propriete (i) implique la propriete (ii). Reciproquement, si la propriete (ii) est 
satisfaite et si, de plus, l'orbite periodique O du systeme dynamique a temps 
continu { Wt ; t E IR} est w-stable (resp., a-stable) au sens de Liapounov, alors 
la propriete (i) est satisfaite et, de plus, le point d'equilibre a du systeme dynamique 
a temps discret engendre par g est w-stable (resp., a-stable) au sens de Liapounov. 
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Preuve : Nous traiterons le cas attractif (le cas repulsif etant analogue). Supposons a 
point d' equilibre attractif du systeme dynamique a temps discret engendre par l' application 
de retour g. 11 existe un voisinage ouvert W{ de a dans P, W{ c U, tel que pour tout 
x E W{ et tout n E N, gn(x) soit defini et limn--++oo gn(x) = a. En remarquant que 
r(gn(x)) converge, lorsque n - +oo, vers r(a) = T > 0, il est facile d'en deduire que 
pour tout x E W{ et pour tout t E ffi.+, '11( t, x) est defini. En restreignant eventuellement 
W{ et en utilisant la proposition 2.4, nous pouvons supposer qu'il existe r, > 0 tel que 
(t, x) f---7 w(t, x) soit un diffeomorphismede J-r,, +r,[ x W{ sur son image, cette derniere 
etant un voisinage ouvert de a dans n. Posons 

W1 = w(l- r,, +oo[ xW{). 
Nous voyons que W 1 est un ouvert de £ contenant l' orbite periodique O et contenu dans 
n. De plus, pour tout t ~ 0 et tout x E W1 , '11 ( t, x) est defini et la proposition 2.11 montre 
que Lw ( x) = 0. L' orbite O est done attractive au sens de Liapounov. 

Supposons main tenant l' orbite periodique O attractive et w-stable au sens de Liapounov 
pour le systeme dynamique a temps continu { '1ft ; t E ffi. }. Il existe done un voisinage 
ouvert W de O dans n tel que pour tout x E W et tout t ~ 0, '11 ( t, x) existe et que 
limt ..... +oo d(w(t, x), 0) = 0. Posons W' = 'P n W n U; c'est un voisinage de a dans U. 
Mais d'apres le theoreme 2.9, a est un point d'equilibre w-stable au sens de Liapounov du 
systeme dynamique a temps discret engendre par g. Il existe done un voisinage W" de a 
dans U tel que pour tout x E W" et tout n E N, gn(x) soit defini et appartienne a W'. 
Puisque W" c W, pour tout x E W", w(t, x) existe et limt--++oo d(w(t, x), 0) = 0. 
La proposition 2.11 montre al ors que pour tout x E W", limn----,+oo 11 gn ( x) - a I/ = 0, ce 
qui exprime que a est point d' equilibre attractif du systeme dynamique a temps discret 
engendre par g. D 

2.14. Remarque. - Dans le theoreme ci-dessus, la propriete (ii) seule n'implique pas la 
propriete (i). Cela n'a rien de surprenant: le fait d'etre attractif, ou repulsif, pour un point 
d' equilibre ou une orbite periodique, n' est pas une propriete locale. Le systeme dynamique 
a temps discret engendre par !'application de retour g est defini sur un voisinage du point 
a dans l'hyperplan 'P qui, en general, ne rencontre pas toutes les orbites du champ de 
vecteurs X; par consequent, ce systeme a temps discret ne saurait rendre compte de toutes 
les proprietes du systeme dynamique a temps continu associe a X. 

3. Orbites periodiques attractives 

En utilisant les theoremes 2.9 et 2.13, nous allons etablir une condition suffisante pour 
qu'une orbite periodique d'un champ de vecteurs de classe GP (p ~ 1) soit a la fois w­
stable et attractive. Nous aurons besoin de quelques resultats d' algebre lineaire, rappeles 
au chapitre VII. 

3.1. Theoreme. - Soit X un champ de vecteurs de classe GP ( avec p ~ 1) sur un 
ouvert n d 'im espace affine £, de dimension finie. On note '11 le .Bot reduit de X et 
{ Wt ; t E ffi.} le systeme dynamique associe. Soit a E n tel que X (a) =I= 0, dont 
l'orbite O est periodique de periode T > 0. On note D'11r(a) la differentielle du 
diffeomorphisme Wr au point a, et on suppose que cet automorphisme lineaire de 
l'espace vectoriel E associe a l'espace affine£ admet 1 pour valeur propre simple 
et a toutes ses autres valeurs propres de module strictement inferieur a 1. Alors 
l'orbite periodique O est w-stable et attractive. 

Preuve: D'apres le lemme 2.2, nous avons 
D'11r(a)(X(a)) = X(wr(a)) = X(a). 
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Comme nous avons suppose X (a) non nul, cela prouve que X (a) est vecteur propre 
de DiI!r(a), associe a la valeur propre 1. Nous avons suppose aussi que 1 etait valeur 
propre simple de DiI!r( a); le noyau de ( DiI!r(a)-idE) est done le sous-espace vectoriel 
IRX(a), de dimension 1, de l'espace E. Le polynome caracteristique IIA de DiI!r(a) est 
de la forrne 

ITA(,\) = (,\ - l)II1(>.), 
ou II1 (,\) est un polynome en une indeterminee ,\ non divisible par(,\ - 1), done premier 
avec ( ,\ - 1). Po sons 

P = ker II1 (DiI!r( a)) . 
Le theoreme VII.1.6 montre que Pest un sous-es pace vectoriel de E invariant par Dif! r (a) 
(c'est-a-dire verifiant DiI!r(a)(P) c P), supplementaire de IRX(a), done non parallele 
a X(a). Le sous-espace Pde E est de codimension 1 : c'est un hyperplan vectoriel. 
Pour construire une application de retour de Poincare, choisissons pour hyperplan affine P 
l 'hyperplan parallele a P passant par a. Comme precedemment, nous notons g l' application 
de retour de Poincare, U le voisinage ouvert de a dans P sur lequel elle est definie, et 
{ gn ; n E Z} le systeme dynamique a temps discret qu'elle engendre. 
Soit u E P. Lors de la demonstration de 2.5, nous avons calcule Dg(a)(u); compte tenu 
du fait que nous avons maintenant b = a et,\= T, nous avons 

Dg(a)(u) = (Dr(a)(u))X(a) + DiI!r(a)(u). 
Mais puisque DiI!r(a) laisse P invariant et que u E P, DiI!r(a)(u) est element de P. 
Comme Dg(a)(u) est aussi element de P, nous avons necessairement 

Dr(a)(u) = 0 pour tout u E P. 

Ainsi Dg(a) n'est autre que la restriction de DiI!r(a) a P. Ses valeurs propres sont les 
racines du polynome II1 , c'est-a-dire les valeurs propres de DiI!r(a) autres que 1. Par 
hypothese, elles sont toutes de module strictement inferieur a 1. La proposition III.2.10 
montre alors que a est un point d'equilibre w-stable et attractif du systeme dynamique 
a temps discret { gn ; n E Z }. Entin, les theoremes 2.9 et 2.13 montrent que l'orbite 
periodique O est w-stable et attractive. D 

3.2. Remarques 

a) On etablirait de meme une condition suffisante pour que l'orbite periodique O soit 
a-stable et repulsive (remplacer "DiI!r(a) admet 1 pour valeur propre simpe et a toutes 
ses autres valeurs propres de module strictementinferieur al" par "DiI!r(a) admet 1 pour 
valeur propre simple et a toutes ses autres valeurs propres de module strictement superieur 
a 1"). 

b) Le theoreme precedent est en pratique plus difficile a utiliser que son analogue III.2.10 
pour les points d' equilibre, car les conditions a verifier portent sur la differentielle de iI!r, 
et non sur la differentielle du champ de vecteurs X. 

4. Un exemple : l'equation de Van der Pol 

4.1. Motivations physiques. - Considerons un circuit electrique comportant une 
resistance R, une self[, et un condensateur C, disposes en triangle (voir figure IV.4). 
On note 1, 2 et 3 les sommets du triangle. La resistance est placee sur le cote 1-2, la self 
sur le cote 2-3 et le condensateur sur le cote 3-1. Choisissons un sens positif sur chaque 
cote, par exemple de 1 vers 2, de 2 vers 3 et de 3 vers 1, representes par des fleches 
sur la figure IV.4. Notons in, ic et ic l'intensite (comptee algebriquement) du courant 
electrique, a !'instant considere, dans la branche du circuit contenant la resistance, la self 
et la capacite, respectivement. 
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Figure IV.4. Circuit electrique avec resistance, self et condensateur 

La premiere loi de Kirchhoff, qui exprime qu' il n' y a pas accumulation de charge electrique 
aux sommets du triangle, nous donne les relations 

in = i1:, = ic = i. 
Notons Vi, Vz et Vi le potentiel electrique aux sommets 1, 2 et 3, respectivement. Ecrivons 
les equations qui lient l'intensite du courant qui passe dans chaque branche du circuit a 
la difference de potentiel entre les deux extremites de cette branche. Pour la branche 1-2, 
cette relation est la loi d'Ohm. Nous l'ecrirons sous la forme 

Vi - Vz = g(in), 

ou g est une fonction d'une variable reelle, car nous voulons pouvoir traiter le cas ou la 
resistance nest non lineaire, et meme (avec une fonction g pouvant prendre des valeurs 
negatives) celui ou cette resistance est en fait un generateur de courant electrique. 
Pour la branche 2-3, cette relation est la loi de Faraday. Elle s'ecrit 

di1:, 
L d() =Vz-V3, 

ou Lest une constante strictement positive appelee inductance de la self£ , et ou () designe 
le temps. 
Pour la branche 3-1, cette relation est la loi de la capacite, 

. _ C d(Vi - Vi) 
ic - d() , 

ou C est une constante strictement positive, la capacite du condensateur C. 
Posons 

W=Vi-V3. 
La premiere loi de Kirchhoff, la loi de Faraday et la loi d'Ohm nous permettent d'ecrire 

L :! = V2 - Vi= Vz - Vi+ Vi - Vi= W - g(i). 

De meme, la loi de la capacite et la premiere loi de Kirchhoff nous permettent d'ecrire cd; = -i. 

Nous avons done obtenu, pour le couple de fonctions (i, W), le systeme differentiel 

{ 
L !! = W - g( i) , 

C dW . 
d() = -i. 
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Posons 
e 

X = VLi, y=VCW, t=--
./W' 

et designons par f la fonction, d'une variable reelle x, 

J(x) = veg ( :r) 
Moyennant ce changement de fonctions inconnues (x et y au lieu de i et W) et ce 
changement d'unite de temps (mesure main tenant part au lieu de 0), le systeme differentiel 
ci-dessus devient 

{ !: = y - J(x), 

dy 
dt = -x. 

C'est une equation differentielle dans IR2 appelee equation de Lienard. 
Dans le cas particulier ou 

f(x) = x 3 - x, 
l'equation de Lienard est appelee equation de Van der Pol. 

4.2. Cas ou f est lineaire. - Considerons le cas ou la resistance R est lineaire. La loi 
d'Ohm s'ecrit 

Vi - Vi= Rin, 
ou R est une constante. Posons 

p=fiR. 
Remarquons au passage que pour une resistance au sens usuel, R et p sont strictement 
positifs. Le cas ou R et p sont nuls est celui ou le circuit considere est non dissipatif, et le 
cas ou R et p sont strictement negatifs celui ou dans la branche 1-2 du circuit, on a une 
source de courant electrique. 
L' equation de Lienard devient 

{ 

dx 
dt = -px+y, 

dy 
dt = -x. 

C' est une equation differentielle lineaire dans IR 2 , ayant pour matrice 

( -p 1) 
A= -1 0 . 

Le polynome caracteristique de A est 

IIA(,\) = ,\2 + p,\ + 1. 

Utilisant les resultats du paragraphe 5 du chapitre III, nous voyons que l' origine est 

- un nreud attractif pour -oo < p :S -2, 

- un foyer attractif pour - 2 < p < 0, 

- un centre pour p = 0, 

- un foyer repulsif pour O < p < 2, 

- un nreud repulsif pour 2 :S p < +oo. 
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4.3. Proprietes generales de l'equation de Lienard. - Revenons a !'equation de 
Lienard sous sa forme generale 

{ !: = y- f(x), 

dy 
dt = -x. 

Nous supposons la fonction f differentiable de classe GP, avec p ~ 1. 
Recherchons les points d'equilibre. Nous voyons immediatement qu'il en existe un seul, 
le point ( x = 0 , y = f ( 0)). Pour l' etude de la nature de ce point, nous employons la 
methode de linearisation, consistant a appliquer les propositions III.6.2, III.7.7 et III.7.10. 
L'equation linearisee au voisinage du point d'equilibre s'ecrit 

{
!:=v-f'(O)u, 

dv 
dt = -u. 

C' est l' equation qui a ete etudiee au paragraphe precedent, avec p = f' ( 0). 
La proposition III.6.2 nous pe1met d'affirmer que dans tousles cas ou toutes les valeurs 
propres de la matrice de !'equation linearisee ont une partie reelle non nulle, la nature 
( a-stable ou w-stable, attractive ou repulsive) du point d' equilibre de l' equation de Lienard 
est la meme que celle de l' origine pour l' equation linearisee. Nous pouvons done affirmer 
que le point d'equilibre (x = 0, y = f (0)) de !'equation de Lienard est 

- w-stable et attractif si f'(O) < 0, 

- a-stable et repulsif si f' (0) > 0. 

Les propositions III.7.7 et III.7.10 nous permettent de mieux preciser la nature de ce point 
d'equilibre. Elles montrent que ce point est 

- unnceudattractifsi-oo < f'(O) < -2, 

- un foyer attractif si - 2 < f' ( 0) < 0, 

- un foyer repulsif si O < f'(O) < 2, 

- un nceud repulsif si 2 < f' (0) < +oo. 

Lorsque f'(O) = 0, la methode de linearisation ne permet pas de conclure: l'origine est 
dans ce cas un centre pour l' equation linearisee, mais cela ne permet pas de connaitre la 
nature du point d'equilibre de !'equation de Lienard. 

Lorsque f' (0) = ±2, la proposition III.6.2 s'applique et montre que le point d'equilibre 
de l' equation de Lienard est w-stable et attractif si f' ( 0) = - 2, a-stable et repulsif si 
f'(O) = 2. Mais les propositions III.7.7 et III.7.10 ne s'appliquant pas, la methode de 
linearisation ne nous permet pas de dire si ce point d' equilibre est un foyer ou un nceud 
(voirIII.7.11 b). 

Il est egalement possible d'avoir des informations sur le point d'equilibre de !'equation de 
Lienard grace a la methode de Liapounov. Posons en effet 

E(x,y) = x 2 + (y- f(0)) 2 . 

Soit t 1---+ (x(t), y(t)) une solution de !'equation de Lienard. Nous avons 

:t E(x(t),y(t)) = -2x(t)(!(x(t)) - J(o)). 

Supposons qu'il existe c > 0 tel que, pour tout x E JR verifiant O < lxl < c, 
nous ayons x(f(x) - f(O)) > 0 (resp., x(f(x) - f(O)) < 0). Alors le theoreme de 
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Liapounov IIl.2.6 montre que le point d'equilibre (0, J(O)) est w-stable (resp., a-stable) 
au sens de Liapounov. 
Remarquons au passage que sous les memes hypotheses, le theoreme de Liapounov, du 
moins sous la forme III.2.6, ne permet pas d'affirmer que le point d'equilibre (0, J (0)) est 
repulsif (resp., attractif), car pour x(t) = 0, y(t) n'etant pas necessairement egal a f(O), 

ou encore ( x( t), y( t)) n'etant pas le point d'equilibre, on a :t E ( x( t), y( t)) = 0. 

4.4. Application a l'equation de Van der Pol. - Considerons maintenant !'equation 
de Van der Pol, 

{ !: = y - f(x), avec J(x) = x3 - x, 

dy 
dt = -x. 

L'unique point d'equilibre est l'origine (x = 0, y = 0). En posant 

E(x,y)=x2 +y2 , 

nous voyons, comme dans le paragraphe precedent, que pour toute solution t H 

(x(t), y(t)) de !'equation de Van der Pol, 

d ) 2 dtE(x(t),y(t) = 2(x(t)) (1- x(t)) (1 + x(t)). 

Nous voyons done que l'origine est un point d'equilibre a-stable. D'autre part, pour tout 
reel r verifiant O < r < 1, le disque ferme 

Dr = { (x, y) E IR2 ; E(x, y) :S r} 
est negativement invariant par le systeme dynamique associe a l' equation de Van der Pol, 
et ne contient pas d' orbite complete sur laquelle E est constante, autre que celle reduite au 
point d'equilibre. Le theoreme III.3.5 (moyennant les changements de signe appropries et 
le remplacement de "bassin d'attraction" par "bassin de repulsion") montre que l'origine 
est un point d' equilibre repulsif, et que le disque Dr est contenu dans son bassin de 
repulsion. 
L' equation linearisee, au voisinage de l' origine, est 

{
!:=u+v, 

dv 
dt = -u. 

La methode de linearisation permet d'affirmer que l'origine est un foyer repulsif. 

4.5. Sens de variation des coordonnees le long d'une courbe integrale 
Considerons les quatre parties ouvertes du plan JR2 , 

A= { (x, y) E IR2 ; X > 0, y > x3 - X}, 
B = { (x, y) E IR2 ; X > 0, y < x3 - X}, 
C = { (x, y) E IR2 ; X < 0, y < x3 - X}, 
D = { (x, y) E IR2 ; X < 0, y > x3 - X}. 

Pour toute solution t I---} cp( t) = ( x( t), y( t)) de l' equation de Van der Pol, nous voyons 
dx(t) dy(t) . 

que ~ et ~ ont un s1gne constant dans chacun des ouverts A, B, C et D du plan 

IR2 • Nous voyons egalement que d:~t) est nul sur la courbe d'equation y = x 3 - x, et 
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Figure IV.5. Sens de variation de t f--+ cp(t) 
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que d~~t) est nul sur l'axe des ordonnees, d'equation x = 0. En utilisant ces remarques, 

nous avons represente par des fleches, sur la figure IV.5, le sens de variation de x(t) et 
de y(t) dans chacun des ouverts A, B, C et D. Nous avons aussi indique la direction des 
tangentes aux orbites de !'equation aux points ou ces orbites traversent les courbes qui 
separent deux de ces ouverts, et le sens de la traversee lorsque t croit. 
La disposition des fleches sur la figure IV.5 permet de penser que les trajectoires de 
!'equation de Van der Pol tournent autour de l'origine dans le sens inverse du sens 
trigonometrique, en passant successivement, lorsque t croit, dans les ouverts A, B, C 
et D, puis a nouveau A, et ainsi de suite. Nous allons prouver ce resultat, de maniere 
rigoureuse. Mais prouvons d'abord le resultat tres simple ci-dessous, mettant en evidence 
une symetrie du portrait de phases. 

4.6. Lemme. - L'origine de IR2 est un centre de symetrie pour le portrait de 
phases de l'equation de Van der Pol. Plus precisement, sit f--+ (x(t),y(t)) est 
une solution de cette equation, la composee de cette solution avec la symetrie par 
rapport a l'origine, c'est-a-dire l'application t f--+ (-x(t), -y( t)) est aussi solution 
de l'equation. 

Preuve: Posons x(t) = -x(t), widetildey(t) = -y(t). Nous avons 

d!~t) = - d:~t) = -y(t) + f(x(t)) = fj(t) - f(x(t))' 

dfj(t) = - dy(t) = x(t) = -x(t) 
dt dt ' 

car la fonction f est impaire. Nous avons ainsi verifie que t f--+ ( x ( t), ff ( t)) est solution 
de !'equation de Van der Pol. D 

4.7. Lemme. - Soit y0 > 0, et t f--+ cp(t) = (x(t), y(t)) la solution maximale de 
]'equation de Van der Pol qui verifie x(O) = 0, y(O) = y0 . I1 existe deux reels t 1 (y0 ) 

et t2(yo), verifiant O < t1 (y0 ) < t2(y0), tels que cp(t) soit defini pour tout t verifiant 
0 ::St ::S t2(y0) et soit 

- element de l'ouvert A pour O < t < t1(Yo), 
- element de l'arc de courbe (x > 0, y = x 3 - x) pour t = t 1 (y0 ), 

- element de l'ouvert B pour t1 (yo) < t < t2(Yo), 
- element du demi-axe (x = 0, y < 0) pour t = t2(Yo). 
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Preuve : Nous avons 

x(O) = 0, 
dx(t) ~lt=O =Yo> 0, y(O) - f(x(O)) =Yo> 0. 

Par suite, pour t > 0 mais assez petit, 

x(t) > 0, y(t)- f(x(t)) > 0, 

ce qui exprime que <p( t) = ( x( t), y( t)) est element de A. 
Nous allons montrer que ip( t) ne peut pas etre element de A pour tout t > 0 pour lequel il 
est defini. Faisons un raisonnement par l'absurde, en supposant <p(t) EA pour tout t > O 
pour lequel ip(t) est defini. Les fonctions t 1---+ x( t) et t 1---+ y(t) sont done, respectivement, 
croissante et decroissante, et le point ip(t) est element, pour tout t > 0 pour lequel il est 
defini, de la partie K du plan JR2 

K = { (x, y) E IR2 ; 0 ~ x, x 3 - x ~ y ~Yo}, 

qui est une partie fermee et bornee de JR 2 , representee sur la figure IV.6. 

Figure IV.6. La partie K de JR2 

Le theoreme 11.3.3 nous permettraitalors d'affirmerque ip(t) estdefini pour tout t 2": 0. Les 
fonctions t 1---+ x(t) et t 1---+ y(t), monotones et bomees, ont une limite lorsque t--+ +oo. 
La proposition III.1.5 montre que le point limt--,+oo <p( t) est un pointd'equilibre. Ce point 
ne peut pas etre l' origine, car t - x ( t) est croissante et prend des valeurs strictement 
positives pour t > 0 assez petit. L'origine etant l'unique point d'equilibre de !'equation 
de Van der Pol, nous sommes arrives a une contradiction, et nous avons ainsi prouve par 
l'absurde que cp(t) ne peut pas etre element de A pour tout t > 0 pour lequel il est defini. 
Nous pouvons alors affirmer que le reel 

ti(y0 ) = sup{ t E JR; t > 0, cp(t) defini et cp(O) EA pour tout(} tel que O < (} < t} 

existe. Le point limt-->ti(yo) , t < t i (yo) cp(t) existe, puisque sur JO, t1(Yo)[, t 1---+ x (t) et 
t - y(t) sont monotones et bornees. Ce point appartient necessairement a la frontiere de 
A, et meme, plus precisement, a la partie de cette frontiere constituee par l' arc de courbe 
( x > 0, y = x 3 - x), car limt--,t1 (yo) x ( t) etant > 0, ce point n' est sOrement pas element 
de l'axe des ordonnees. Comme il appartient au domaine de definition de }'equation, ce 
point n'est autre que cp( t 1 (yo)), et nous sommes ainsi assures du fait que cp ( t 1 (yo)) est 
defini et appartient a l' arc de courbe ( x > 0, y = x 3 - x ). 
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Nous avons 

x(t1(Yo)) > 0, y(ti(yo))-f(x(t1(Yo))) =0, 

dd (y(t)-f(x(t)))I = -x(t1(yo)) < 0. 
t t=ti(yo) 

Par suite, pour t - t1 (y0 ) > 0 mais assez petit, 

x(t) > 0, y(t)- f(x(t)) < 0, 

ce qui exprime que <p(t) = (x(t), y(t)) est element de B. 
Supposons que pour tout t > ti(y0 ) tel que <p(t) soit defini, nous ayons <p(t) E B. Les 
fonctions t f-+ x(t) et t f-+ y(t) sont done decroissantes pour t > t 1 (y0 ). La premiere, 
x(t), minoree par 0, a une limite finie lorsque t - tmax, extremite droite de l'intervalle 
de definition de <p. Si la seconde, y(t), avait aussi une limite finie, <p(t) resterait, pour 
ti(y0 ) < t < tmax, dans une partie compacte de IR2 • D'apres le theoreme 11.3.3, nous 
devrions alors avoir tmax = +oo et le point limt-,+oo <p(t) serait un point d'equilibre. Le 
seul point d' equilibre de l' equation de Van der Pol etant l' origine, cela n' est pas possible. 
En effet, 

- ou bien y(t1(y0 )) < O; mais alors, t f-+ y(t) etant decroissante, limt->+oo y(t) < 0 
et limt->+oo <p( t) ne peut etre l' origine; 

- oubieny(t1(Yo)) 2 O;maisalorsx(ti(yo)) 2 lpuisque (x(t1(Yo)),y(ti(yo))) 

est sur l'arc de courbe (x > 0, y = x 3 - x); si nous avions limt-,+oo x(t) = 0, 
ilexisteraitO > t1(y0 ) telquex(O) = 1/2;lepoint (x(O),y(O)) etantelementde 
l'ouvert B, nous aurions y(O) < O; la fonction t f-+ y(t) etant decroissante, nous 
aurions limt->+oo y(t) < 0, et le point limt-,+oo <p(t) ne serait pas l'origine. 

Toujours sous l'hypothese selon laquelle pour tout t > t 1 (y0 ) tel que <p(t) existe, 
ce point est element de B, nous venons de voir qu'en supposant que limt-,tmax y(t) 
est fini, nous arrivons a une contradiction. Nous allons montrer qu'en supposant que 
limt-,tmax y(t) = -oo (ce qui est la seule autre possibilite, puisque t f-+ y(t) est 

d, . ) . . ' d' . Pu' dy( t) ( ) ecr01ssante , nous arnvons auss1 a une contra ictlon. 1sque ~ = -x t reste 

borne, y(t) ne peut tendre vers -oo lorsque t - tmax que si tmax = +oo. Considerons 
alors l' equation 

d:~t) = y(t) - f (x(t)). 

Puisque x(t) tend vers une quantite finie, que fest continue et que y(t) tend vers -oo, 

dx(t) d C 1 A • 1· (t) d' · 1 & ten vers -oo. e a entramera1t imt-,+oo x = -oo, en contra 1ct1on avec e 

fait que si <p(t) reste dans l'ouvert B, x(t) est minore par 0. 

En resume, nous avons prouve que l'hypothese selon laquelle, pour tout t > t 1 (y0 ) pour 
lequel <p(t) est defini, ce point appartient a l'ouve1t B, nous conduit, dans tous les cas 
possibles, a une contradiction. Nous pouvons done affirmer que 

t2(Yo) = sup{ t E IR ; t > t1 (yo) , <p(t) defini 

et <p( 0) E B pour tout O verifiant t1 (yo) < 0 < t} 

existe. Sur l'intervalle ]ti(y0 ),t2 (y0 )[, les fonctions t f-+ x(t) et t f-+ y(t) sont 
decroissantes; la premiere est minoree par O; la derivee de la seconde est egale a -x(t), 
done est bornee, et par suite (l'intervalle ]ti (y0 ), t 2 (y0 )[ etant lui aussi borne), y(t) est 
bomee. Les limites de ces deux fonctions lorsque t - t 2 (y0 ) existent done, et le point 
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limt---->t2 (yo) ip(t), dont ce sont les coordonnees, est necessairement element de la frontiere 
de B. Ce point ne peut pas etre l'origine (car t 2 (y0 ) est fini, or une courbe integrale ne 
peut tendre vers un point d'equilibre que lorsque t tend vers l'infini). Ce ne peut etre un 
element de l' arc de courbe ( x > 0, y = x 3 - x), car en tout point de cet arc de courbe, les 
orbites de l' equation de Van der Pol traversent cet arc de courbe, lorsque t crott, dans le 
sens allant de Avers B. Done le point limt-t2 ip(t) ne peut qu'etre element du demi-axe 
(x = 0, y < 0). C'est un element du domaine de definition de !'equation de Van der Pol; 
nous sommes done assures que t2(Yo) appartient a l'intervalle de definition de <p, et que 
ce point n' est autre que <p ( t2 (yo)). O 

4.8. Proposition. - Les hypotheses et notations etant Jes memes que celles du 
lemme precedent, il existe une suite reelle (tn(Yo), n EN), veriliant to(Yo) = O 
et, pour tout n E N*, 0 < tn (yo) < tn+ 1 (yo), telle que ip( t) soit defini pour tout t 
veri.iant O ~ t < supnEN tn(Yo) et soit, pour tout entier k EN, 

- element du demi-axe (x = 0, y > 0) pour t = t4k(Yo), 

- element de l'ouvert A pour t4k(Yo) < t < t4k+i(Yo), 

- element de l'arc de courbe (x > 0, y = x3 - x) pour t = t4k+1(y0), 

- element de l'ouvert B pour t4k+1 (yo) < t < t4k+2(Yo), 

- element du demi-axe (x = 0, y < 0) pour t = t4k+2(Yo), 

- element de l'ouvert C pour t4k+2(Yo) < t < t4k+3(Yo), 

- element de l'arc de courbe (x < 0, y = x3 - x) pour t = t4k+3(Yo), 

- element de l'ouvert D pour t4k+3(Yo) < t < t4(k+l)(Yo). 

Preuve: Pour alleger les notations, nous ecrirons tn au lieu de tn(Yo) lorsqu'il n'y a pas 
de risque de confusion. Nous avons pose t 0 = 0, et ip(O) est bien element du demi-axe 
(x = 0, y > O). D'apres le lemme4.7, les deux termes suivants dela suite, t 1 et t 2 , existent 
et ont les proprietes desirees; en particulier, x( t 2 ) = O et y( t 2 ) < 0. En rempla~ant y0 par 
-y(t2) et en utilisant a nouveau le lemme 4.7, nous voyons que la solution de !'equation 
de Van der Pol qui passe, pour t = 0, par le point (o, -y(t2)), traverse l'arc de courbe 
(x > 0, y = x3 - x) a un instant ti et le demi-axe (x = 0, y < 0) a un instant t~. 
Le lemme 4.6 montre que la composee de cette solution avec la symetrie par rapport a 
l'origine, c'est-a-dire la solution de !'equation qui passe, au temps t = 0, par le point 
(O,y(t2)), traverse l'arc de courbe (x < 0, y = x 3 - x) a !'instant ti et le demi-axe 
(x = 0, y > 0) a !'instant t~. En posant t3 = t2 + ti et t4 = t2 + t~, nous verifions que 
les deux termes suivants de la suite, t3 et t4 , existent et ont bien les proprietes desirees. 11 
ne reste plus qu' a effectuer une recurrence sur k, en reprenant le raisonnement qui precede 
apres avoir remplace y0 par y(t4k), D 

4.9. Proposition. - Les hypotheses et notations etant celles du lemme 4. 7, soit 
y0 > 0. Notons a(y0 ) l'ordonnee du point ip(t2 ) ou la courbe integrale, issue au 

temps t = 0 du point (0, y0 ), atteint, pour la premiere fois lorsque t croit a partir 
de 0, le demi-axe (x = 0, y < 0). L'application a a Jes proprietes suivantes. 

1. L'application a est differentiable de classe C 00 , strictement decroissante et a 
valeurs strictement negatives sur son domaine de definition JO, +oo[. 

2. Il existe un reel Yr > 0 unique tel que, pour tout y0 > 0, 

{ 
< 0 si Yo < Yr, 

a(yo) + Yo = 0 si Yo = Yr, 
> 0 si Yo> Yr· 
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preuve: L'application qui associe, au point (0, y0 ) du demi-axe (x = 0, y > 0) le point 
(0, o-(y0 )) du demi-axe (x = 0, y < 0), est une application de Poincare. Le corollaire 2.5 
permet d'affirrner qu'au voisinage de chaque point, c'est un diffeomorphisme de classe 
C00 • Par suite, I' application o- est de classe 0 00 et, au voisinage de chaque point, elle est 
strictement monotone. Nous allons voir qu'elle est strictement decroissante sur JO, +oo[. 
Supposons Yb > y0 > 0, et considerons les arcs de courbes integrales de I' equation de Van 
der Pol issus, a }'instant t = 0, respectivementdu point (0, yb) et du point (0, y0 ), le temps 
t variant, pour le premier de O a t2(yb), et pour le second de O a t2(Yo). Ces deux arcs 
de courbe sont contenus dans le demi-plan (x > 0) et, d'apres le theoreme d'existence et 
d'unicite, ils ne se rencontrent pas. On en deduit aisement que o-(yb) < o-(y0 ). Cela peut 
sembler evident, mais la demonstration rigoureuse de ce resultat repose sur le theoreme 
de Jordan (VII.3.13) etabli au chapitre VII. Notons cp la solution de l'equation de Van der 
Pol passant, pour t = 0, par le point (0, yo). Avec les notations de la proposition 4.8, soit 
r la reunion de I' arc de courbe 

{ cp(t); 0::; t::; t2(yo)} 

et de son symetrique par rapport a l'axe des ordonnees. Nous voyons que rest une courbe 
ferrnee simple. D'apres le theoreme de Jordan (voir VII.3.13), le complementaire def 
dans le plan IR2 a deux composantes connexes dont une seule est d'adherence compacte. 
Cette composante connexe est appelee "interieur de f", et I' autre "exterieur de f". Si nous 
avions o-(yb) > o-(y0 ), l'autre arc de courbe integrale, issu pour t = 0 d'un point (0, yb) 
situe dans l'exterieur de r, atteindrait, pour t = t2(yb), un point (0, o-(yb)) de l'interieur 
def; ii traverserait necessairement r pour une valeur de t comprise entre O et t2(Yb), en 
un point situe dans le demi-plan x > 0, done appartenant a la courbe integrale issue de 
(0, y0 ). Cela n'est pas possible en raison du theoreme d'existence et d'unicite. 
D' autre part, d' apres sa definition meme, I' application o- est a valeurs strictement negatives. 
Posons,pourtoutyo > 0, 

a(yo) = (o-(yo)) 2 - (yo) 2 . 

Nous pouvons ecrire 
a(yo) = (o-(yo) + Yo) (o-(yo) - Yo). 

En remarquant que o-(y0 ) - y0 est toujours strictement negatif, nous voyons que a(y0 ) 

et o-(yo) + Yo sont de signes contraires. Notons t - cp(t) = (x(t), y(t)) la courbe 
integrale de l'equation de Van der Pol qui verifie cp(O) = (0, y0 ). En remarquant que 
x(O) = x(t2(y0 )) = 0, nous avons 

t2(yo) d 
a(yo) = Jo dt (x(t) 2 + y(t) 2) dt 

t2(Yo) 

= - 2 JO X ( t) f ( X ( t)) dt . 

Nous allons montrer qu'il existe unreel y1 > 0 tel que, pour O < Yo < Y1, a(yo) > 0, et 
que sur l'intervalle [y1 , +oo[, a(y0 ) soit une fonction strictement decroissante de y0 qui 
tend vers -oo lorsque y0 tend vers +oo. Cela prouvera qu'il existe unreel Yr > 0 unique 
tel que a(yr) = 0 et que a(y0 ) est strictement positif pour O < y0 < Yr, et strictement 
negatif pour y0 > Yr· 

Soit t -1/J(t) = (x(t), y(t)) la courbe integrale de l'equation de Van der Pol qui verifie 
1/J(O) = (1, 0). Nous avons 

x(O) = 1 > 0, y(O)- f (x(O)) = 0, :t (ii(t)- f (x(t))) 't=O = -x(O) = -1 < 0, 
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done pour t < 0 assez petit en valeur absolue 

x(t) > o if(t)- f(x(t)) > o, 
ce qui exprime que '¢(t) est element de l'ouvert A de JR2 (voir figure IV.5). Nous allons 
montrer qu'il existe O < 0 tel que '¢(t) soit element de A pour O < t < 0, et que 
'¢(0) soit element du demi-axe (x = 0, y > 0). Supposons que pour tout t < 0 pour 
lequel '¢(t) est defini, nous ayons 'ljJ(t) E A. Pour t negatif et decroissant, x(t) serait 
decroissant et y(t) croissant. Etant minore par 0, x(t) aurait une limite lorsque t tendrait 
vers tmin, extremite gauche de l'intervalle de definition de '¢. Si if(t) etait borne, i1 
aurait aussi une limite finie lorsque t --+ tmin, en raison de sa monotonie. Le point 
limt----;tmin '¢( t) serait, d'apres III.1.5, un point d'equilibre, ce qui est impossible, l'unique 
point d'equilibre etant l'origine, car limt----;tmin y(t) est strictement positif. Nous devrions 

done avoir limt--,.tmin y( t) = +oo. Mais d' apres l' equation de Van der Pol, d~~t) tendrait 

vers un reel fini lorsque t --+ tmin· Si tmin etait fini, y(t) tendrait, lorsque t --+ tmin, 

vers une quantite finie; done necessairement tmin = -oo. Mais alors, d'apres !'equation 

de Van der Pol, d!~t) tendrait vers +oo, ce qui serait en contradiction avec le fait que 

x(t) reste minore par 0. Nous avons ainsi prouve par l'absurde que '¢(t) ne peut pas etre 
element de A pour tout t < 0 pour lequel il est defini. ll existe necessairement O < O tel 
que pour O < t < 0, 'ljJ(t) soit element de A et que '¢(0) soit element de la frontiere de 
A. En raison de la monotonie des composantes de'¢, 0 :S x(O) :S 1 et y(O) > 0, done 
'¢(0) ne peut pas etre element de la partie de la frontiere de A formee par l'arc de courbe 
(x ~ 0, y = x 3 - x). C'est pourquoi '¢(0) est necessairement element du demi-axe 
(x = 0, y > 0). Posons alors Y1 = y(O). Supposons y0 < y1. Les positions relatives des 
courbes integrales de !'equation de Van der Pol qui passent, pour t = 0, respectivement 
par les points (0, y0 ) et (0, y1) montrent que pour tout t verifiant O < t < t 2 (y0 ), nous 
avons necessairement O < x(t) < 1, et par suite x(t)f(x(t)) < 0. Nous en deduisons 

a(yo) = -2 fot 2 x(t)f(x(t)) dt > 0. 

Supposons main tenant y0 ~ Y1. Lorsque t parcourt l' intervalle [ 0, t2 ( y0 )] , x ( t) commence 
par croitre, a partir de sa valeur initiale x(O) = 0, atteint son maximum pour t = t 1 (yo), 
puis decroitjusqu'a sa valeur finale x ( t2(y0)) = 0. Le maximum de x(t), sur l'intervalle 
[ 0, t 2 (y0 )], est necessairement superieur ou egal a 1. Cela resulte des positions relatives 
de cette courbe integrale et de la courbe integrale qui passe par les points (0, y1) et (1, 0). 
II existe done deux reels T et r', verifiant O < T :S t 1(y0 ) :S r' < t 2 (y0 ), tels que 
x(r) = x(r') = 1. Decomposons l'integrale qui sert a exprimer a(y0 ) en une somme de 
trois termes : 

a(yo) = -2(Ii + I2 + h), 
avec 

Ii= 1,,. x(t)f(x(t)) dt, 

,,., 

[z = 1 x(t)f(x(t)) dt, 1t2(yo) 

h= ,,., x(t)f(x(t))dt. 

Sur l'intervalle JO, r[, x est une fonction differentiable de t, dont la derivee est partout 
strictement positive. Nous pouvons done prendre x comme variable independante pour le 
calcul de l'integrale Ii, et considerer t et y comme des fonctions de x. Nous avons 

f1 dt(x) f1 (dx(t) )-I [1 xf(x) 
Ii= lo xf(x)~dx = Jo xf(x) ~ dx = lo y(x) _ f(x) dx. 
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Compte tenu def (x) = x 3 - x ~ 0 lorsque O ~ x ~ 1, nous voyons que Ii ~ 0. De plus, 
lorsque nous rempla9ons Yo par Yb > Yo, nous voyons que pour tout x E [O, 1), y(x) est 
remplace par y'(x) > y(x). Autrement dit, Ii est a valeurs negatives, et c'est une fonction 
croissante de yo. 
Le meme raisonnement s'applique a l'integrale h, qui est aussi a valeurs negatives, et 
fonction croissante de y0 • 

Sur l'intervalle Jr, r'[, y(t) est une fonction differentiable, strictement decroissante de la 
variable t, dont la derivee -x(t) ne s'annule pas. Nous pouvons done calculer l'integrale 
[z en considerant y comme la variable independante, x et t etant maintenant des fonctions 
de y. Nous avons 

1
y(r') dt(y) 1y(r') (dy(t) )-1 

[z = x(y)f(x(y)) -d- dy = x(y)f(x(y)) -d- dy 
y(r) Y y(r) t 

1
y(r') 

=- x(y)((x(y)) 2 -1)dy. 
y(r) 

Comptetenudey(r') ~ y(r),etdex(y)((x(y)) 2 -1) 2 Opoury(r') ~ y ~ y(r),nous 

voyons que lz 2 0. De plus, lorsque nous rempla9ons Yo par Yb > Yo, nous voyons que 
le nouvel intervalle d'integration [y' ( r'), y' ( r)] contient strictement l' ancien intervalle 
d'integration [y(r'),y(r)], et que sur ce dernier, la nouvelle fonction a integrer pour le 

calcul de l'integrale ! 2 , x' (y) ( (x' (y)) 2 - 1), est, pour chaque valeur de y, superieure 

ou egale a l' ancienne fonction x (y) ( ( x (y)) 2 - 1) . Nous avons done prouve que I 2 est a 
valeurs positives et que c'est une fonction croissante de yo. 
Pour Yo 2 Y1, Ii + lz + h est une fonction croissante de yo (puisque somme de trois 
fonctions croissantes), done a(y0 ) = -2(/i + ! 2 + h) est une fonction decroissante de 
Yo, 
Enfin, pour prouver que a(y0 ) tend vers -oo lorsque y0 ---+ +oo, il suffit de prouver 
que lz tend vers +oo lorsque y0 ---+ +oo. Soit M > 0. Il existe un unique XM > 0 tel 
que f(xM) = x1- - XM = M + 1. Soit t f----+ x(t) = (x(t),y(t)) la solution maximale 
de l'equation de Van der Pol qui verifie x(O) = (xM, M + 1). En procedant comme 
ci-dessus, lorsque nous avons prouve que la solution t f----+ 'lj;(t) verifiant 'lj;(O) = (1, 0) 
rencontrait, pour uncertain reel () < 0, le demi-axe (x = 0, y > 0), nous voyons qu'il 

existe O < O tel que pour O < t < 0, x(t) soit element de A, et que x(O) soit element 
du demi-axe (x = 0, y > 0). Posons x(O) = (0, YM ). Nous voyons alors que pour 
Yo 2 YM, l'intervalle [y( r), y( r')] sur lequel on integre pour calculer l'integrale lz (avec 
Y pour variable independante) contient l'intervalle [M, M + 1], et que sur cet intervalle, 
la fonction integree prend des valeurs superieures ou egales a M. Done pour Yo 2 YM, 
nous avons ! 2 2 M, ce qui prouve que limyo--->+oo ! 2 = +oo. D 

4.10. Theoreme. - I1 existe lille orbite periodique unique de ]'equation de Van 
der Pol. Cette orbite periodique est w-stable et attractive. Son bassin d'attraction 
est IR2 - { (0, O) }. 

Preuve : D' apres la proposition 4.9, il existe unreel Yr > 0 unique tel que o-(yr) = -Yr· 
Soit t f----+ <p(t) la solution maximalede l'equation de Van der Pol qui verifie cp(O) = (0, Yr). 
Les notations etant celles de 4.7, 4.8 et 4.9, nous avons cp(tz(Yr)) = (O,o-(yr)) = 
(0, -yr), L'origine etant un centre de symetrie du portrait de phases, nous voyons que 
t4 (Yr) = 2tz (Yr) et que <p ( t4 (Yr)) = ( 0, Yr) = <p( 0). La solution <p est done periodique 
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X 

Figure IV.7. Portrait de phases de !'equation de Van der Pol 

de periode t4(Yr ). Autrement dit, l'orbite O du point (0, Yr) est periodique, de periode 
t4(Yr). 
Nous allons construire l' application de retour de Poincare associee al' orbite O, en prenant 
pour droite affine coupant cette orbite au point (0, Yr), l'axe des ordonnees. Compte tenu 
de la definition de a et du fait que l' origine est un centre de symetrie pour le portrait de 
phases, cette application de retour est l' application 

(O,y) ~ (O,r(y)), avec y > 0, r(y) = -a(-a(y)). 

Rappelons que d'apres 4.9 nous avons, pour y > 0, 

{ 
< 0 si y < Yr, 

a(y) + y = 0 si Y = Yr, 
> 0 si y > Yr· 

La fonction a etant strictement decroissante, nous en deduisons 

{ 
> 0 si y < Yr, 

r(y) - y = 0 si y = Yr, 
< 0 si y > Yr· 

De plus, rest strictement croissante, done r(y) - Yr = r(y) - r(yr) est toujours de meme 
signe que y - Yr· En utilisant ces proprietes il est facile de verifier que pour tout y > 0, 
la suite (rn(y), n EN) est 

- strictement croissante et majoree par Yr si y < Yr, 

- Constante et egale a Yr si y = Yr, 
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- strictement decroissante et minoree par Yr si y > Yr· 

Dans tousles cas, la suite (rn(y), n E N) a done une limite qui verifie, en raison de la 
continuite de r, 

Mais d'apres ce qui precede, Yr est l'unique point fixe de r sur JO, +oo[, done 
limn__..+00 rn(y) = Yr· 11 est alors facile d'en deduire que Yr est un point d'equilibre 
w-stable et attractif pour le systeme dynamique a temps discret de generateur r. D'apres 
les theoremes 2.9 et 2.13, cela suffit pour prouver que l'orbite periodique Oest w-stable 
et attractive. 
Soit (x0 , y0 ) un point de IR2 autre que l'origine, et t ~ 'lj;(t) la solution maximale 
de !'equation de Van der Pol qui verifie 'lj;(O) = (x0 , y0 ). En raisonnant comme dans 
la demonstration du lemme 4.7, il est facile de prouver qu'il existe T > 0 tel que 
'lf;(T) = (0, y), avec y > 0. Si y = Yr, l'orbite du point (xo, yo) n'est autre que 0. 
Si y f= Yr, nous avons d'apres ce qui precede limn__..+00 rn(y) = Yr· Les theoremes 2.9 
et 2.13 permettent alors d'affirmer que limt__..+00 d('l/J(t), 0) = 0. Nous avons ainsi 
prouve qu'il n'existe pas d'orbite periodique de !'equation de Van der Pol autre que 0, et 
en meme temps que le bassin d'attraction de Oest IR2 - { (0, 0) }. D 

4.11. Le portrait de phases de l'equation de Van der Pol. - 11 est represente sur la 
figure IV. 7. 

5. Le theoreme de Poincare-Bendixson 

5.1. Le probleme etudie. - Nous nous interessons dans ce paragraphe a un champ de 
vecteurs X, differentiable de classe GP (avec p 2:: 1), defini sur un ouvert n d'un espace 
affine£ de dimension finie. Nous noterons '1! son flot reduit. Apres quelques generalites 
valables en toute dimension, nous supposerons £ de dimension 2. 

Rappelons (definition 1.2.4) que !'ensemble w-limite (resp., a-limite) d'un point x E n, 
relativement au champ de vecteurs X, est !'ensemble, note Lw(x) (resp., La(x)) des 
valeurs d' adherence de l' application t ~ '1! t ( x) lorsque t ---> +oo (resp., lorsque 
t ---> -oo). Dans ce chapitre et le precedent, nous avons rencontre divers exemples 
d'ensembles limites. Ainsi un point d'equilibre, ou une orbite periodique, est !'ensemble 
w-limite de tout point de son bassin d'attraction, et ensemble a-limite de tout point de son 
bassin de repulsion. 

11 est facile de donner des exemples d'ensembles limites qui contiennent un point 
d'equilibre mais ne sont pas reduits a un seul point (exercice IV.2). 

Lorsque l'espace affine£ est de dimension 2, le theoreme de Poincare-Bendixson, que 
nous allons etablir, affirme que les seuls ensembles limites, relativement au champ de 
vecteurs X, qui sont compacts et ne contiennent pas de point d'equilibre sont les orbites 
periodiques. 

Ce resultat ne subsiste pas lorsque £ est de dimension superieure a 2 : des la dimension 
3, les ensembles limites, pour le systeme dynamique associe a un champ de vecteurs, 
meme s'ils sont compacts et sans point d'equilibre, peuvent etre tres compliques. Quant 
aux ensembles limites pour un systeme dynamique a temps discret, ils peuvent etre tres 
compliques meme lorsque la dimension de l' espace des phases est 2. 

5.2. Definition. - Soit X un champ de vecteurs differentiable de classe GP 
( avec p 2:: 1) defini sur un ouvert n d 'un espace affine £ de dimension Jinie. On 
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appelle section locale du flot de X une partie connexe 8, d'interieur non vide, d'un 
hyperplan affine de£ telle qu'en tout pointy E 8, X(y) soit transverse a 8 (c'est­
a-dire n'appartienne pas a l'hyperplan vectoriel associe a l'hyperplan affine dont 
8 est une partie). 

5.3. Remarque. - Dans le cas ou £ est de dimension 2, une section locale du flot de X 
est un segment de droite 8, non reduit a un point, tel que pour tout y E 8, X(y) ne soit 
pas parallele a 8. 

5.4. Proposition. - Soit X un champ de vecteurs differentiable de classe GP ( avec 
p ~ 1) defini sur un ouvert D d'un espace affine£ de dimension 2, et 8 une section 
locale du flot de X. Soit t f---4 cp(t) une courbe integrale non constante de X, ti 
(1 s; i s; 3) des elements de son intervalle de definition verifiant ti < t2 < t3 tels 
que les trois points Xi = cp( ti) soient elements de l'interieur de 8. On suppose de 
plus que pour tout t verifiant ti < t < t2 , cp(t) n'appartient pas a 8. Alors le point 
x 2 est situe, sur le segment de droite 8, entre les points x 1 et x3 . 

Preuve : La restriction de cp a l'intervalle ouvert ]ti, t 2[ est injective, car s'il existait 
(Ji et 02 tels que t 1 < 01 < 02 < t2 et que cp(01) = cp(02), la courbe integrale cp serait 
periodique; son image serait cp([01, 02]), done ne rencontrerait pas 8, contrairement a 
l 'hypothese. Dans le plan £, soit C la courbe formee par la reunion du segment de droite 
ferme [x1, x 2J et de l'arc de courbe { cp(t) ; ti < t < t2 }. C'est une courbe fermee 
sans point double, puisque cp(t1) = x1 et cp(t2) = x2, que cp I ]tih[ est injective et que, 

par hypothese, cp(t) r/-- 8 pour t1 < t < t2. D'apres le theoreme de Jordan deja utilise 
lors de la preuve de la proposition 4.8, enonce au chapitre VI (Vl.2.3) et demontre au 
chapitre VII (VIl.3.13), le complementaire de C dans £ a deux composantes connexes, 
appelees interieur de C et exterieur de C, dont une seule (l'interieur de C) est d' adherence 
compacte, la courbe C etant la frontiere de chacune de ces deux composantes. 

Si x 1 = x 2, la courbe integrale cp est periodique et a pour image cp([ti, t 2]); nous avons 
alors necessairement X3 = Xl = X2, et la propriete que nous VOUlons demontrer est 
trivialement satisfaite. Nous supposerons done dans ce qui suit x 1 i= x 2. Les points x1 
et x 2 etant interieurs au segment de droite 8, le complementaire dans 8 du segment de 
droite ferme [x1, x2] a deux composantes connexes, qui sont deux segments de droite. 
Nous noterons 8 1 celui auquel le point x 1 est adherent, et 82 celui auquel le point x2 

est adherent. Puisque pour tout t verifiant t 1 < t < b cp( t) n'est pas element de S, 
les segments de droite 8 1 et 82 ne rencontrent pas C; chacun d'eux, etant connexe, est 
contenu soit dans l'interieur, soit dans l'exterieur de C. 

Soit \JI le flot reduit de X. Puisque X(x2) n'est pas parallele a 8, le meme raisonnement 
que celui fait lors de la preuve du theoreme de redressement local 11.5.2 montre que la 
restriction de \JI a un voisinage assez petit de (0, x 2) dans JR x 8 est un diffeomorphisme. 
Comme de plus x 2 est interieur a 8 et distinct de x 1, ii existe des reels s > 0 et r > 0 tels 
que le segment de droite ferme K, porte par la meme droite affine que 8, de centre x2 et 
de longueur 2r, soit contenu dans 8 et ne contienne pas le point x 1, et que l' application 
\JI restreinte a [-s, sJ x K soit injective. En remarquant que cp ([t1, t 2 - sl) est compact, 
done ferme, et en utilisant la compacite de K, nous voyons qu'il existe unreels' verifiant 
0 < s' s; s tel que, pour touts verifiant O < s s; s' et tout y EK, \J!(s, y) ne soit element 
ni de 8, ni de cp([t1,t2 - sl); comme de plus cp([t2 - s,t2l) = w([-s,O] x {x2}), 
l'injectivite de \JI restreint a [-s, sJ x K montre que \J!(s, y) n'est pas non plus element 
de cp([t2 - s, t 2l), done n'est pas element de la courbe de Jordan C. Comme JO, s'J x K 
est connexe, nous pouvons affirmer que w( JO, s'J x K) est contenu soit dans l'interieur, 
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soit dans l' exterieur de C. 

(a) (b) 

Figure IV.8. Illustration de la preuve de la proposition 5.4. 
Comme ]xi, x2[ est une partie de la courbe fermee C, ce segment ouvert separe, 
localement, l'interieur de C de l'exterieur de C. Puisque le champ de vecteurs X est 
continu et que X(y) n'est parallele au segment ]xi, x2[ en aucun pointy de ce segment, 
X(y) est, pour tout y E ]xi, x 2[, dirige du meme cote: soit vers l'interieur de C, soit vers 
l'exterieur de C. Supposons parexemple que pour tout y E ]xi, x2 [, X(y) soit dirige vers 
l'interieurde C (figure IV.8 a). Alors pour y E]xi,x2[ et s reel assez petit, '1!(s,y) est 
element de l'interieur de C. D'apres ce qui precede, cela implique que '1! ( JO, 1o'] x K) est 
contenu dans l'interieur de C. Comme x2 est adherent a S2, Kn S2 f= 0; il existe done 
y E S2 tel que pour touts E JO, c'], '1!(s, y) soit element de l'interieur de C; mais nous 
savons aussi que ce pointy n'est pas element de C; comme y = '1!(0, y), la connexite 
de [O, 1] nous permet d'affirmer que yest element de l'interieur de C. Etant connexe et 
rencontrant l'interieur de C, S2 est contenu dans l'interieur de C. Nous voyons de meme 
que pour O < t - t 2 :::; c', cp(t) = w(t - t2, x2) est element de l'interieur de C. 

Le meme raisonnement, mais en rempla~ant x2 par xi et s > 0 par s < 0, montre que Si 
est contenu dans l'exterieur de C et que pout t < ti et ti - t assez petit, cp(t) est element 
de l'exterieur de C. 

Montrer que x2 est situe entre xi et x3, revient a montrer que X3 = cp(t3) est element de 
S2. 11 suffit pour cela de prouver que pour tout t > t 2 pour lequel cp( t) est defini, cp( t) est 
a l'interieur de C. Si ce n' etait pas le cas, il existerait tm > t 2 tel que pour t 2 < t < tm, 
cp(t) soit a l'interieur de C, et que cp(tm) E C. Or cp(tm) ne peut etre element de l'arc 
de courbe cp ([ti, t2l); sic' etait le cas, il existerait (} E [ti, t2] tel que cp( 0) = cp( tm); en 
supposant ti < (} on aurait, pour c > 0 assez petit, cp(O - c) E C et cp(tm - c) element 
de l'interieur de C, ce qui est impossible puisque cp( (} - c) = cp( tm - c); en supposant 
ti = 0 on aurait, pour c > 0 assez petit, cp( (} - c) element de I' exterieur de C et cp( tm - c) 
element de l'interieur de C, ce qui est impossible pour la meme raison. De meme, cp( tm) 
ne peut pas etre element du segment de droite ouvert ]xi, x 2 [, car le vecteur X ( cp( tm)) 
etantdirige vers l'interieur de C, cp(t) serait, pour tm - t positif et assez petit, a l'exterieur 
de G. Nous aboutissons a une contradiction, ce qui prouve que pour tout t > t 2 pour 
iequel cp(t) est defini, cp(t) est a l'interieur de C. 

Les memes raisonnements permettent bien sfu de traiter le cas ou pour tout y E [xi, x2], 
X(y) est dirige vers l'exterieur de C (figure IV.8 b). D 
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S.S. Corollaire. - Les hypotheses sont les memes que celles de la proposition 
precedente. Soient ti (1 ~ i ~ n) n elements de l'intervalle de definition de 'P 
verifiant ti < t2 < · · · < tn, tels que les points Xi = rp(ti) soient tous elements 
de S. Alors les points xi, x2, ... , Xn sont places, sur le segment de droite S, en 
fonction de leur indice 1, 2, ... , n, de maniere monotone, ce qui signifie que pour 
tout i (1 < i < n) le point Xi est entre les points Xi-i et Xi+i · 

Preuve : Si un des points xi est situe en une extremite de S (le segment de droite S 
etant alors ferme en cette extremite), X(xi) n'est pas parallele a S. Par continuite, pour 
x assez voisin de Xi, X(x) n'est pas parallele a S. Nous pouvons prolonger un peu S 
au-dela du point Xi sans que ce segment de droite cesse d'etre une section locale du 
flot de X. Nous pouvons ainsi nous ramener au cas ou tousles points xi sont interieurs 
a S. Nous pouvons aussi, en raccourcissant un peu S si necessaire, nous ramener au 
cas ou ce segment de droite est fe1me, les points Xi etant encore tous interieurs a ce 
segment. Considerons alors l'ensemble { t E [ti, tn]; rp(t) ES}. S'il n'etait pas fini, ii 
existerait un element() E [ti, tn] dont tout voisinage dans [ti, tn] contiendrait un element 
t E [t1 , tn], tel que ti-() et rp(t) E S. Le segment de droite S etant ferme, rp(O) en serait 
un element, et X ( rp(O)) serait non parallele a S; d'apres la proposition 2.4, ii existerait 
un c > 0 tel que pour tout t E [ti, tn] verifiant /t - 0/ < c, rp(t) n'appartienne pas a 
S. En supposant l'ensemble { t E [ti, tn] ; rp(t) E S} infini, nous avons abouti a une 
contradiction; cet ensemble est done fini. En ajoutant les elements de cet ensemble a 
la suite finie (t1 , t2, ... , tn) lorsqu'ils n'en faisaient pas deja partie, et en reordonnant 
cette suite, nous pouvons nous ramener au cas ou les seuls elements t E [ti, tn] tels que 
rp(t) E S soient les ti, avec 1 ~ i ~ n. Autrement dit, nous pouvons supposer que 
pour tout t E [ti, tn] verifiant, pour tout i (1 ~ i ~ n), t i- ti, rp(t) n'appartient pas a 
S. Pour tout i verifiant 2 ~ i ~ n - 1, la proposition precedente, appliquee au triplet 
(ti-i, ti, ti+i), montre que sur le segment de droite S, le point Xi est place entre les 
points Xi-i et Xi+i· Le resultat annonce en decoule immediatement. D 

5.6. Proposition. - Soit X un champ de vecteurs differentiable de classe CP ( avec 
p 2 1) defini sur un ouvert n d'un espace affine £ de dimension 2, x un point 
de n dont l'ensemble w-limite Lw(x) (resp., l'ensemble a-limite La(x)) est non 
vide. Soit S une section locale du flot de X. Alors Lw(x) (resp., La(x)) rencontre 
la section locale S en au plus un point. En particulier, si y E Lw(x) (resp., si 
y E La(x)), l'orbite de y (relativement au champ de vecteurs X) rencontre Sen 
au plus un point. 

Preuve: Nous traiterons le cas de Lw (x) (celui de La(x) etant analogue). Supposons que 
Lw(x) rencontre Sen deux points distincts, Yi ety2. En prolongeantun peu S si necessaire, 
nous pouvons supposer les points Yi et y2 interieurs a S. Soient U1 et U2 des voisinages 
ouverts disjoints, respectivement, de YI et de y2. Soit w le flot reduit du champ de vecteurs 
X. La proposition 2.4 montre que pour i = 1 ou 2, ii existe un voisinage ouvert V; de Yi, 
V; c Ui, un reel T/i > 0 et une application differentiable (Ji : V; - J - T/i, +rJi [ , tels que 
pour tout z E V;, w ( ()i ( z), z) E Sn V;. Puisque V; c Ui et que U1 et U2 sont disjoints, Vi 
et V2 sont disjoints. En restreignant si necessaire Vi et Vz, nous pouvons faire en sorte que 
W1 = Sn Vi et W2 = Sn Vz soient deux segments de droite ouverts disjoints, contenant 
respectivement y1 et y2. Puisque Yi et y2 sont elements de Lw(x), ii existe des reels t 
arbitrairement grands tels que w ( t, x) E Vi, et d' autres reels t, arbitrairement grands, tels 
que w(t,x) E Vz, Nous pouvons done construire une suite croissante (tn, n EN), qui 
tend vers +oo, telle que pour n impair, W ( tn, x) E Vi et pour n pair w ( tn, x) E V2. Nous 
pouvons aussi faire en sorte que pour tout n E N, tn+i - tn > 2 sup(r,1 , r,2). Posons, 
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pour tout n EN, 
1 _ { tn + (h ( W ( tn, x)) si n impair, 

tn - tn + 02 ( W ( tn, X)) si n pair. 
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La suite (t~, n E N) est strictement croissante et tend vers +oo, car pour i = 1 ou 2, Oi 
est a valeurs dans ] - 'r/i, +rti [. De plus, 

W ( t~, X) = W ( Oi ( W ( tn, X)) , W ( tn, X)) E Wi = S n lf; , 
avec i = 1 si n est impair et 2 si n est pair. Ce resultat contredit les conclusions du 
corollaire 5.5, car les points w(t~,x) ne sont pas disposes, sur le segment de droite S, 
de maniere monotone en fonction de leur rang, puisque pour n impair ils sont elements 
de W1 , et pour n pair elements de W2. En supposant que Lw(x) rencontre Sen deux 
points distincts, nous avons abouti a une contradiction. Ainsi, nous pouvons affirmer que 
Lw ( x) rencontre S en au plus un point. Entin, la derniere assertion est consequence de la 
proposition I.2.5, qui montre que si y E Lw(x), l'orbite de y, relativement au champ de 
vecteurs X, est contenue dans Lw(x). D 

5.7. Theoreme de Poincare-Bendixson. - Soit X un champ de vecteurs 
differentiable de classe GP (avec p ~ 1) defini sur un ouvert n d'un espace affine E 
de dimension 2, x un point den dont ]'ensemble w-limite Lw(x) (resp., l'ensemble 
a-limite La ( x)) est non vide, compact, contenu dans n et ne contient aucun point 
d'equilibre. Alors Lw(x) (resp., La(x)) est une orbite periodique. 

Preuve : Nous traiterons le cas de Lw(x) (celui de La(x) etant analogue). Soit 
y E Lw(x). La proposition I.2.5 montre que l'orbite de y est contenue dans Lw(x). 
Notons w le flot reduit de X. Son image etant contenue dans le compact Lw(x ), la courbe 
integrale t f-+ W(t, y) est definie pour tout t E JR, et !'ensemble Lw(Y) de ses valeurs 
d'adherence lorsque t - +oo est non vide et contenu dans Lw(x). Soit z E Lw(y). 
Puisque Lw(Y) C Lw(x) C net que Lw(x) ne contient pas de point d'equilibre, X(z) 
est defini et non nul. 11 existe une section locale S du flot de X ayant le point z pour point 
interieur. Comme z E Lw(Y), la courbe integrale t f-+ w(t, y) rencontre tout voisinage 
de z pour une infinite de valeurs de t, aussi grandes qu'on veut. Les propositions 2.4 et 
5.6 montrent que cette courbe integrale rencontre la section locale S pour une infinite de 
valeurs distinctes de t, mais en un point unique. Cette courbe integrale est done periodique. 
Nous avons ainsi prouve que pour tout y E Lw ( x), la courbe integrale pass ant par y est 
periodique, et contenue dans Lw ( x). Nous pouvons affirmer que Lw ( x) est une reunion 
d' orbites periodiques, et il ne nous reste plus qu' a prouver que Lw ( x) est en fait une seule 
orbite periodique. Soit I une orbite periodique contenue dans Lw ( x), z un point de I et S 
une section locale du flot de X ayant z pour point interieur. En restreignant eventuellement 
S et en utilisant la proposition 2.4, nous pouvons faire en sorte qu' il existe r, > 0 tel que, 
si \Jl(t, x) E S pourun certain reel t et sit' est un autre reel verifiant O < It' -ti :S: r,, alors 
\ll(t', x) r/:. S. L'ensemble A= { t E JR+ ; w(t, x) E S} est done fini ou denombrable. 
Puisque z E Lw(x ), lacourbe integrale t f-+ w(t, x) rencontre tout voisinagede z pourune 
infinite de valeurs de t, aussi grandes qu'on le veut. En considerant une suite decroissante 
de voisinages de z d'intersection { z} et en utilisant a nouveau la proposition 2.4, nous 
voyons qu'il existe une infinite d'elements de A, formant une suite croissante (tn, n E N) 
qui tend vers +oo, telle que la suite ( w ( tn, x) , n E N) converge vers z. L' ensemble A est 
done denombrable, ses elements forment une suite croissante ( sn , n E N) qui tend vers 
+oo, dont la suite (tn, n E N) est extraite. La suite (w(sn, x), n E N), qui d'apres le 
corollaire 5.5 est monotone sur S, et dont une suite extraite (w(tn, x), n EN) converge 
vers z, converge elle-meme vers z. Mais alors la proposition 2.11 montre que x est element 
du bassin d'attraction de 1, c'est-a-dire que Lw(x) = 1 . D 
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Voici quelques consequences du theoreme de Poincare-Bendixson. 

5.8. Corollaire. - Soit X un champ de vecteurs dilferentiable de classe GP ( avec 
p 2:: 1) defini sur un ouvert n d'un espace afline £ de dimension 2. Soit , une 
orbite periodique de X. 

1. Soit x un point den dont l'ensemble w-limite Lw(x) (resp., l'ensemble o:-limite 
La(x)) est,. Soit '1! le flot reduit de X et d la distance associee a une norme sur 
E. On a, si 1 = Lw(x), 

lim d(w(t,x),,) = 0, 
t-.+oo 

et si 1 = La(x), 
lim d(w(t,x),,) = 0. 

t->-00 

2. Soit B le bassin d'attraction (resp., de repulsion) de l'orbite periodique ,. 
Alors B - 1 est une partie ouverte de £. 

Preuve : La partie 1 a ete etablie lors de la preuve du theoreme de Poincare-Bendix son. 
Montrons 2, en supposant par exemple que Best le bassin d'attraction de,. Si B = 'Y, 
B - , = 0, qui est effectivement ouvert. Supposons B - 1 non vide, et soit x un point 
de cet ensemble. Le vecteur X ( x) est non nul car si ce n' etait pas le cas, x serait un point 
d'equilibre et n'appartiendrait pas au bassin d'attraction de,. Soit y un point de 1 , et S 
une section locale du flot de X ayant le point y pour point interieur. En restreignant S si 
necessaire, nous pouvons supposer que l'application de retour de Poincare g, associee a 
l'orbite periodique, et au sous-espace affine qui contient S, est definie sur S. Puisque 
y E Lw ( x), la proposition 2.4 montre ( comrne dans la derniere partie de la demonstration 
du theoreme de Poincare-Bendixson) que la courbe integrale t f----t '1!(t, x) rencontre S 
pour une infinite de valeurs positives de t formant une suite croissante (tn, n E N*) 
qui tend vers +oo. Les points correspondants Xn = '1!(tn, x) sont ranges, sur le segment 
de droite S, de maniere monotone en fonction de leur indice n, et forment une suite qui 
converge vers y. La reunion de l'arc de courbe integrale { '1!(t, x); ti < t < t2 } et du 
segment de droite ferme [xi, x2] est une courbe fermee simple C. D'apres le theoreme de 
Jordan (Vl.2.3 et VII.3.13), le complementaire de cette courbe dans £ a deux composantes 
connexes, qui sont deux ouverts, l'interieur de C et l'exterieur de C. L'orbite periodique 
,, qui d'apres la proposition 5.6 ne rencontre pas le segment de droite [xi, x 2], done pas 
non plus C, est contenue dans l'une de ces composantes connexes; supposons par exemple 
, contenue dans l'interieur de C (figure IV.9 a). 

Prenons unreel(} > t 2. Comrne dans la demonstration de la proposition 5.4, nous voyons 
alors que x est a l'exterieur de C, et '1!((}, x) a l'interieur de C. Soit V un voisinage 
ouvert de '1! ( (}, x) contenu dans 1' interieur de C. Comrne '1! 0 est un diffeomorphisme qui 
appliquex sur '1!((}, x), W = w;i(V) estun voisinageouvertde x. Soit W' l'intersection 
de Wet de l'exterieur de C; c'est aussi un voisinage ouvert de x. Pour tout z E W', 
'1! ( (}, z) E V. Le point z etant a 1' exterieur et le point '1! ( (}, z) a 1' interieur de C, i1 existe 
r E [O, OJ tel que '1!(r, z) EC. Siles courbes integrales de X passant par les points x et 
z sont distinctes, le point '1! ( r, z) est element du segment de droite ouvert ]xi, x2[, car 
C est reunion de cc segment de droite et d'un arc de la courbe integrale de X passant 
par x. Dans le cas contraire, nous pouvons choisir r de maniere que '1! ( r, z) soit egal a 
xi ou a x 2. Dans tousles cas, nous pouvons done supposer que '1!( r, z) E [xi, x 2]. Pour 
tout entier n 2:: 1 l'iteree d'ordre n, gn, de l'application de retour de Poincare applique 
le segment de droite [xi, x2] sur le segment de droite [xn+i, Xn+2J, done gn(w(r, z)) est 
element de ce segment de droite. Comme la suite (xn, n EN*) converge vers y, la suite 
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(a) (b) 

Figure IV.9. Illustration de la preuve du corollaire 5.8. 

(gn ( \Ji' ( T, z)) , n E N) converge aussi vers y. La proposition 2.11 montre al ors que z est 
element du bassin d'attraction de,. 
Le cas ou, est contenue dans l'exterieur de C (figure IV.9 b) est analogue; nous laissons 
au lecteur le soin de faire les adaptations necessaires. 
Nous avons ainsi montre que tout point de B - , possede un voisinage contenu dans 
B - ,, done que cet ensemble est ouvert. D 

5.9. Remarques 
a) Dans les hypotheses du corollaire ci-dessus, soit B le bassin d'attraction de l'orbite 
periodique,, et supposons B -, non vide. Le fait que cet ensemble soit ouvert n 'implique 
pas que l'orbite, soit attractive, car son bassin d'attraction peut etre situe d'un seul cote 
de 'Y, soit a l'exterieur, soit a l'interieur de,. 

b) Le corollaire 5.8 n'est applicable qu'aux champs de vecteurs sur un ouvert du plan. 
Le lecteur remarquera que c'est une propriete particuliere a la dimension 2 qui nous a 
permis d'etablir ces resultats : dans le plan, lorsqu'une orbite converge vers une orbite 
periodique en formant une spirale qui s'enroule autour (ou a l'interieur) de celle-ci, les 
orbites voisines sont contraintes de converger aussi vers cette orbite periodique, en formant 
des spirales emboitees les unes dans les autres. Cette propriete ne subsiste par dans un 
espace de dimension superieure a 2. 

Voici encore une consequence facile du theoreme de Poincare-Bendixson. 

5.10. Corollaire. - Soit X un champ de vecteurs differentiable de classe GP ( avec 
P ~ 1) defini sur un ouvert O d'un espace affine£ de dimension 2. Soit K une 
partie de O compacte, non vide et positivement invariante (resp., negativement 
invariante), c'est-a-dire, en notant \Ji' le Bot reduit de X, telle que pour tout x EK 
et tout t ~ 0 (resp., tout t :s; 0), w(t,x) soit defini et element de K. Alors K 
contient soit au mains un point d'equilibre, soit au mains une orbite periodique. 

Preuve : Soit x E K. Si X(x) = 0, x est un point d'equilibre et il n'y a plus rien 
a demontrer. Dans le cas contraire, supposons par exemple K positivement invariant. 
L'application t f-t \Ji'(t, x) est definie pour tout t ~ 0, et a valeurs dans le compact K. 
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L'ensemble de ses valeurs d'adherence, qui n'est autre que Lw(x), est done non vide, et 
compact puisque ferme et contenu dans le compact K. Le theoreme de Poincare-Bendixson 
montre alors que Lw(x), ou bien contient au moins un point d'equilibre, ou bien est une 
orbite periodique. O 

Le theoreme suivant donne, sous certaines hypotheses additionnelles, un resultat plus 
precis : !'existence dans K d'un point d'equilibre. Nous verrons plus loin (chapitre VI) 
que la theorie de l' indice permet d' en donner une demonstration plus simple. 

5.11. Theoreme. - Soit X un champ de vecteurs differentiable de classe GP ( avec 
p ~ l) defini sur un ouvert D d'un espace affine£ de dimension 2. Soit "f une orbite 

0 

periodique. On note K l'interieur de 'Y (au sens du theoreme de Jordan VII.3.13). 
0 0 

On suppose K contenu dans D. Alors K contient au mains un point d'equilibre. 
0 

Preuve : Supposons que K ne contienne aucun point d'equilibre. Munissons le plant: 
d'une structure euclidienne. Nous pouvons alors parler de l'aire A( C) entouree par une 
courbe fermee differentiable C dans £. Soit w le flot reduit de X. D'apres la definition 

0 

meme de l'interieur d'une courbe de Jordan, K = 'Yu K est une partie compacte den, 
positivement et negativement invariante, car la courbe integrale t i-. w( t, x) passant par 

0 

un point x de K ne peut rencontrer 1 , done est entierement contenue dans le compact K 
et, de ce fait, definie pour tout t E JR. Il existe dans K au moins une orbite periodique, la 
courbe 1 . L'ensemble des aires entourees par des orbites periodiques contenues dans K 
est non vide et minore par 0. Soit Am sa borne inferieure. 

0 

Montrons d'abord que Am < A(,). Soit x EK. Comme K est positivement et 
negativement invariant, Lw ( x) et L0 ( x) sont tous deux non vides et contenus dans K. 
Comme K ne contient pas de point d' equilibre, le theoreme de Poincare-Bendixson perrnet 
d'affirmerque Lw(x) et L0 (x) sontdes orbites periodiques. Montrons que l'une au moins 
de ces deux orbites est distincte de 1 . Supposons par exemple que Lw(x) = 1 . Prenons 
une section locale S du flot de X ayant un point de I pour point interieur. En procedant 
comme dans la demonstration de la proposition 5.4, nous pouvons construire une courbe 

0 

fermee simple C, contenue dans K, formee par un segment de droite compact porte par 
S et par un arc de la courbe integrale t i-. w ( t, x), telle que pour tout t < 0, w ( t, x) soit 
a l'interieur de C. Nous pouvons alors affirmer que L0 (x) est distinct de 1 , car contenu 
dans l'interieur de C, ce qui implique A(L0 (x)) < A(,). A fortiori Am < A(,). 
D'apres la definition meme de Am, il existe une suite ( 'Yn, n E N) d'orbites periodiques 
contenues dans K, pas necessairement deux a deux distinctes, telles que la suite des aires 
A( 'Yn) entourees par les courbes 'Yn converge vers Am, Prenons un point Xn sur chacune 
des orbites 'Yn· La suite (xn, n E N) est contenue dans le compact K, done admet une 
valeur d'adherence. En rempla~ant la suite bn, n E N) par une suite extraite, nous 
pouvons supposer que la suite ( Xn , n E N) converge vers une limite z E K. L' orbite 100 

de z est periodique, car si cc n' etait pas le cas, un raisonnement identique a celui qui nous 
a perrnis de prouver que Am < A(,) montrerait que L0 (z) et Lw(z) sont deux orbites 
periodiques distinctes. Le point z serait element du complementaire de Lw(z) dans son 
bassin d'attraction, et aussi du complementaire de L 0 (z) dans son bassin de repulsion. 
Or (corollaire 5.8) ces deux ensembles sont ouverts. Comme limn---,oo Xn = z, les points 
Xn seraient, pour n assez grand, elements du bas sin d' attraction de Lw ( z) et du bassin de 
repulsion de La(z), ce qui est impossible puisque L0 (xn) = Lw(Xn) = 'Yn· 
Soit L la longueur de l'orbite periodique 100. En utilisant !'application de retour de 
Poincare relative a 100, on montre que pour tout c > 0, il existe N(c) tel que pour tout 
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n 2: N(s), l'orbite periodique 'Yn soit contenue dans une bande de largeur c entourant 
'Yoo· La difference des aires A(,00 ) et A(,n) est de l'ordre de Ls. Elle tend done vers 0 
lorsque n ---+ +oo. Par suite, A(,oo) = Am, 

En remplas;ant I par 100, et en repetant le meme raisonnement, nous voyons qu' il existe une 
orbite periodique contenue a l'interieur de 100 qui entoure une aire strictement inferieure 

0 

a Am, ce qui contredit la definition meme de Am, En supposant que K ne contient pas 
0 

de point d'equilibre, nous arrivons a une contradiction. Nous avons ainsi prouve que K 
contient au moins un point d'equilibre. D 

Introduisons une definition qui nous sera utile pour formuler une derniere consequence du 
theoreme de Poincare-Bendixson. 

5.12, Definition. - Soit X un champ de vecteurs differentiable de classe GP 
( avec p 2:: 1) defini sur un ouvert n d 'un espace affine t: de dimension finie. On 
appelle cycle limite de X une orbite periodique I de X qui est ensemble w-limite, 
ou ensemble a-limite, d'au mains un point non element de 1 . 

5.13. Theoreme. - Soit X un champ de vecteurs differentiable de classe GP 
(avec p 2:: 1) defini sur un ouvert n d'un espace affine t: de dimension 2. Soit f 
une integrale premiere continue de X, c'est-a-dire une application continue de n 
dans un espace topologique separe, dont la restriction a chaque orbite de X est 
constante. On suppose qu'il n'existe aucun ouvert non vide den sur lequel f garde 
une valeur constante. Alors le champ de vecteurs X n 'admet aucun cycle limite. 

Preuve : Supposons qu'il existe un cycle limite I de X. Soit Ba son bassin d'attraction 
et Br son bassin de repulsion. Le corollaire 5.8 montre que Ba - 1 et Br - 1 sont ouverts. 
Par hypothese, l'un d' eux au moins est non vide. L'integrale premiere fest constante sur 
'Y· Comme elle est continue et constante sur chaque orbite, elle prend, en tout point de 
Ba et de Br, la meme valeur que sur 1 . Elle est done constante sur un ouvert non vide, 
contrairement a l'hypothese. Le champ de vecteurs X n'a done pas de cycle limite. D 

6. Exercices 

Exercice IV.1. Soit X un champ de vecteurs C 00 sur un ouvert n d'un espace affine 
de dimension finie. Soit x En tel que !'ensemble w-limite Lw(x) soit non vide. 

1) On suppose Lw(x) compact, contenu dans n. Montrer que Lw(x) est connexe. 

2) Donner un exemple montrant que si Lw(x) n'est pas compact, il peut avoir plus d'une 
composante connexe. 

Exercice IV.2. Soit X un champ de vecteurs C 00 sur un ouvert n d'un espace affine 
de dimension 2. Soit x E n tel que X(x) f- 0 et que !'ensemble w-limite Lw(x) soit 
compact, non vide, contenu dans n. 
1) Montrer que si x E Lw ( x), Lw ( x) est une orbite periodique. 

2) On suppose desormais que Lw(x) n'est pas une orbite periodique. Montrer que Lw(x) 
est reunion d'une famille non vide de points d'equilibre de X et d'une famille d'orbites 
de X non reduites a des points. 

3) On suppose de plus que les points d'equilibre de X sont isoles. Montrer que toute 
orbite I de X non reduite a un point contenue dans Lw ( x) est non periodique et que pour 
tout pointy E 1 , La (y) et Lw (y) sont des singletons, les points correspondants etant des 
points d'equilibre de X contenus dans Lw(x). 
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4) Donner un exemple dans lequel Lw(x) n'est ni un point d'equilibre, ni une orbite 
perioodique. 

Exercice IV.3. Le theoreme de Poincare-Bendixson est-il applicable sans changement 
a un champ de vecteurs 0 00 defini sur une surface compacte, par exemple un tore 1f'2? 

Exercice IV .4. On considere I' equation differentielle dans le plan ( coordonnees ( x, y)) : 

{ !: = x(l - x2) - y, 

dy 2 
dt = X + y(l - y ) . 

1) Determiner les points d'equilibre de cette equation et indiquer leur nature. 

2) On pose x 2 + y2 = r 2 • Calculer ~: en fonction des coordonnees polaires r et 0. En 

deduire que ~: est strictement positif si O < r < 1, et strictement negatif sir > J2. 
3) En utilisant le theoreme de Poincare-Bendixson, montrer que cette equation 
differentielle possede une orbite periodique contenue dans la couronne formee par les 
points dont la distance a I' origine est comprise entre 1 et vf2. 
Exercice IV.5. On considere !'equation differentielle dans JR2 

{ 
dx 2 2 
dt = (1- X - y )x - y, 

dy ( 2 2 
dt = X + 1 - X - y )y . 

Montrer qu'elle admet une orbite periodique unique 1 . Calculer !'application de Poincare 
pour cette orbite et prouver qu'elle est attractive. [Indication : utiliser des coordonnees 
polaires.] 

Exercice IV.6. Soit p un point d'equilibre attractif d'un systeme dynamique 
differentiable. Montrer que p possede un voisinage W tel que pour tout x E W, x =/ p, 
et tout t > 0, <I>t(x) existe et n'est pas egal ax (<I> designe le flot reduit du systeme). En 
d'autres termes, les orbites passant, pour t = 0, par un point x de W autre que p, ne sont 
pas periodiques et sont definies pour tout t 2: 0. Montrer que lorsqu'on remplace p par 
une orbite periodique attractive 1 , la meme propriete reste vraie. 

Exercice IV.7. On considere !'equation differentielle lineaire 

rp'(t) = A(rp(t)), 

ou A E .C(E, E), E etant un espace vectoriel reel de dimension finie. Montrer que cette 
equation ne peut pas avoir d'orbite periodique attractive. 

7. Solutions 

Solution IV.1. 

1) Supposons que Lw(x) ait au moins deux composantes connexes, et soit K l'une de 
celles-ci. Soit U un ouvert connexe contenant K, d'adherence compacte ne rencontrant 
pas les autres composantes connexes de Lw(c) (!'existence d'un tel ouvert est facile a 
etablir en recouvrant K par un nombre fini de boules ouvertes centrees sur des points de 
K, dont les adherences ne rencontrent pas les autres composantes connexes de Lw(x)). 
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La courbe integrale t f----; r.p( t) qui passe par le point x pour t = 0 rencontre tout voisinage 
d'un point de Ket tout voisinage d'un point d'une autre composante connexe de Lw(x) 
pour une infinite de valeurs de t, aussi grandes qu' on veut. Cette courbe traverse done la 
frontiere Fr U pour une infinite de valeurs tn de t, formant une suite croissante qui tend 
vers +oo. La suite (r.p(tn), n EN), contenue dans le compact FrU, admet une valeur 
d'adherence, qui est element de FrU et aussi de Lw(x). Mais cela est impossible car 
Lw(x) n Fr U = 0. Done Lw(x), suppose non vide et compact, est connexe. 

2) Considerons par exemple un champ de vecteurs dans le plan (coordonnees x, y) dont 
les courbes integrales contenues dans la bande { ( x, y) E JR 2 ; -1 < x < 1 } sont des 
spirales emboitees les unes dans les autres, qui s' enroulent au tour de I' origine, tendent vers 
l'origine lorsque t----+ -oo, et s'ecrasent contre les droites d'equations x = -1 et x = 1 
lorsque t----+ +oo. Pour tout point z = (x, y) autre que l'origine et dont la composante x 
verifie -1 < x < 1, Lw(z) est reunion des deux droites d'equations x = -1 et x = 1; 
cet ensemble a done deux composantes connexes. 

Solution IV.2. 

1) Puisque X(x) i= 0, il existe une section locale S du flot de X ayant x pour point 
interieur. La proposition 5.6 montre que Lw(x) rencontre Sen au plus un point. Comme 
x E Lw(x), Lw(x) rencontre S en un point unique, le point x. La courbe integrale 
t f----; r.p(t) du champ de vecteurs X qui passe par x pour t = 0 est contenue dans Lw(x) 
(car x E Lw(x)) et rencontre tout voisinage de x pour une infinite de valeurs de t. La 
proposition 2.4 montre alors que cette courbe rencontre S pour une infinite de valeurs de 
t. Comme ces rencontres ne peuvent avoir lieu qu'au point x, cette courbe integrale est 
periodique. 

2) Si Lw ( x), suppose compact et non vide, n' est pas une orbite periodique, le theoreme de 
Poincare-Bendixson montre que Lw ( x) contient des points d' equilibre de X. Si y E Lw ( x) 
est un element de Lw(x) qui n'est pas un point d'equilibre, toute l'orbite du pointy 
(non reduite a un point puisque y n'est pas point d'equilibre) est contenue dans Lw(x) 
(proposition 1.2.5). 

3) Soit y E ,. Comme Lw(x) est compact, La(Y) et Lw(Y) sont non vides et contenus 
dans Lw(x). Soit z E La(y). Si X(z) etait non nul, ii existerait une section locale S 
du flot de X ayant z pour point interieur; la proposition 2.4 montrerait que la courbe 
integrale de X passant par y rencontre S pour une infinite de valeurs de t, negatives et 
aussi grandes en valeur absolue qu'on le veut; cette courbe integrale etant contenue dans 
Lw(x), la proposition 5.6 montrerait que cette rencontre a lieu en un point unique, le 
point z; la courbe integrale passant par y passerait aussi par z et serait periodique. Mais 
I ors de la demonstration du theoreme de Poincare-Bendixson, nous avons vu que si Lw ( x) 
contient une orbite periodique, Lw ( x) est egal a cette orbite periodique. Comme nous avons 
suppose que Lw ( x) n' est pas une orbite periodique, nous voyons que X ( z) = 0. Tous les 
points de La(Y) sont done des points d'equilibre de X. Il en est de meme des points de 
Lw(y). Mais d'apres l'exercice IV.1, La(Y) et Lw(Y) sont connexes. Comme nous avons 
suppose les points d'equilibre de X isoles, La(Y) et Lw(Y) sont des singletons, les points 
correspondants etant des points d' equilibre de X contenus dans Lw ( x). Remarquons aussi 
qu'etant compact, Lw(x) ne contient qu'un nombre fini de points d'equilibre de X. 

4) Dans le plan (coordonnees (x, y)), posons 

x3 +y3 
H ( x, y) = xy + 3 , 
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et considerons l' equation differentielle 

{ 

dx = _ oH(x, y) kH( ) oH(x, y) 
dt oy + x, Y ox ' 

dy = oH(x, y) kH( ) oH(x, y) 
dt OX + X' y oy ' 

OU k est une Constante. Pour k = 0, cette equation a ete etudiee au paragraphe III.7.13· 

son portrait de phases est represente sur la figure III.19. Calculons d:. Nous obtenons , 

~! ~kH ( (~!)' + (~!)'). 
Nous voyons que dd~ est nul sur la courbe d' equation H = 0 et au point de coordonnees 

(-1, -1) (qui est le seul point ou H n'est pas nul et ou les deux derivees partielles de 
H sont nulles). Nous voyons done que lorsque k =I- 0, !'equation differentielle consideree 
a les memes points d'equilibre que dans le cas particulier ou k = O; ces points sont 
l' origine et le point de coordonnees ( -1, -1). De plus, la cubique d' equation H ( x, y) = O 
est une reunion d'orbites de cette equation differentielle, toujours comme dans le cas 
particulier ou k = 0. Lorsque k < 0 (resp., lorsque k > 0) la courbe fermee simple 
formee par la partie de la courbe d'equation H(x, y) = 0 contenue dans le quadrant 
{ (x, y) E IR2 ; x :::; 0, y :::; 0} est !'ensemble w-limite (resp., a-limite) de tout point 
interieur a cette courbe autre que le point d' equilibre ( -1, -1). Cette courbe fermee 
simple n'est pas une orbite periodique; c'est la reunion du point d'equilibre (0, 0) et de 
l' arc de courbe commun a la courbe instable et a la courbe stable de ce point. 

Solution IV.3. Remarquons d'abord que sur un tore 11'2 , il existe des courbes fermees 
simples, par exemple les paralleles, ou les meridiens, dont le complementaire dans 11'2 est 
connexe; le theoreme de Jordan ne s' applique done pas aux courbes fermees simples sur 
11'2 • Comme ce theoreme est un ingredient essentiel de la preuve du theoreme de Poincare­
Bendixson, on peut legitimement penser que ce demier theoreme n'est pas applicable aux 
champs de vecteurs sur 11'2 • L'exemple suivant montre que c'est bien le cas. Soit ((h, (}z) 
un systeme de coordonnees angulaires sur 11'2 , et considerons !'equation differentielle 

{ 
d!1 = k1' 

d(}2 _ k 
dt - 2 ' 

ou k1 et k2 sont deux constantes non nulles. Si le rapport k1 / k2 est irrationnel, chaque 
orbite de cette equation est dense sur le tore. Par suite, !'ensemble a-limite (ou !'ensemble 
w-limite) de chaque point de 11'2 est 11'2 entier. 

Solution IV.4. 
1) L'origine est l'unique point d'equilibre de cette equation, car c'est l'unique point 
commun aux deux cubiques d'equations y = x - x 3 et x = -y + y3• La matrice du 
systeme linearise en ce point a deux valeurs propres complexes conjuguees de partie reelle 
positive. L' origine est done un foyer repulsif. 

2) Nous avons 
dr dx dy 

r - = x - + y - = x2 + y2 - (x4 + y4) 
dt dt dt 

= r 2 - r 4 (cos4 (} + sin4 (}) 

= r2 - r4 ( 1 - sin2i2(})) . 
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Puisque sin2 (20) est toujours compris entre O et 1, nous avons 

2 4 dr 2 r4 
r -r <r-<r --. - dt - 2 

dr dr 
Nous voyons que pour O < r < 1, dt > 0, et que pour r > v2, dt < 0. 

3) Considerons deux cercles centres sur l'origine, de rayons 1 - c: et v2 + c:, avec 
o < c: < 1. La couronne ayant pour frontiere la reunion de ces deux cercles est compacte 
et positivement invariante par le flot de l' equation differentielle, car sur sa frontiere, le 
champ de vecteurs correspondant est dirige vers l'interieur. Par suite, !'ensemble w-limite 
de tout point de cette couronne est non vide et contenu dans cette couronne. Comme de plus 
cette couronne ne contient pas de point d'equilibre, le theoreme de Poincare-Bendixson 
montre que cet ensemble w-limite est une orbite periodique. 

Solution IV.S. L' equation satisfait les conditions du theoreme d' existence et d'unicite, et 
l' origine est un point d' equilibre. Pour etudierles solutions autres que le point d' equilibre, 
on peut poser 

x = r cos(} , y = r sin(} , avec r > 0 , 
car on est sOr que pour tout t, r restera > 0. On calcule alors 

dx . dy dr ( 2 
cos (} dt + sm (} dt = dt = r 1 - r ) , 

. dx dy d(} 
- smO- +cos(}-= r- = r. 

dt dt dt 
On voit done que r et (} sont solutions des equations differentielles 

dr 2 
dt = r(l - r ) , 

d(} = 1 
dt . 

L'equation satisfaite par(} a pour solution 

O(t) = 0(0) + t. 
L'equation satisfaite par r admet, sur la demi-droite r > 0, un point d'equilibre unique, 
r = 1. Ce point d'equilibre est w-stable et attractif car: 

dr 
- pour O < r < 1, dt > 0, 

dr 
- pour 1 < r, dt < 0. 

Le point d' equilibre r = 1 a done pour bassin attractifla demi-droite r > 0 entiere: toutes 
les solutions t 1-------t r(t) verifiant une donnee de Cauchy r(O) > 0 sont definies pour tout 
t > 0 et verifient limt-++oo r(t) = 1. 
Au point d'equilibre r = 1 de !'equation satisfaite par r, correspond une solution 
periodique du systeme initial, 

x(t) = cos(O(O) + t), y(t) = sin(O(O) + t). 
L' orbite correspondante 'Y, periodique de periode 21r, est le cercle de centre l' origine et 
de rayon 1. Elle est w-stable et attractive, et a pour bassin attractif IR2 \ { (0, 0) }. En effet, 
pour toute solutions t 1-------t (x(t), y(t)) autre que le point d'equilibre, nous avons 

lim d((x(t),y(t)),1) = lim lr(t)-11 = 0, 
t-++oo t-++oo 
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et, de plus, lr(t) - 11 est une fonction decroissante de t. 11 n'y a done pas d'autre orbite 
periodique. 

La determination de l' application de Poincare necessite la resolution de l' equation 
differentielle satisfaite par r. En posant u = r 2 , nous obtenons 

du 
u(l - u) = 2dt' 

d'ou nous deduisons lnl-u I =ln1~1+2t. 1 - U 1 - Uo 

En remarquantque r(t) -1 reste toujours de meme signe que r(O) -1, nous en deduisons 
la solution 

r(t) = r(O)et . 

J1 + (r(0)) 2 (e2t - 1) 

Prenons pour section de Poincare le demi-axe (x > 0, y = 0). L'application de Poincare 
est l'application qui associe, a un point d'abscisse x > 0 de ce demi-axe, le point ou la 
courbe integrale qui passe par ce point traverse de nouveau ce demi-axe pour la premiere 
fois lorsque t croit. L'expresion fJ(t) = fJ(O) + t montre que !'application temps de retour 
est constante, egale a 21r. L'application de Poincare g s'obtient done en remplai;ant, dans 
!'expression de r(t) ci-dessus, r(t) par g(x), r(O) par x et t par 21r: 

xe21r 

g(x) = J1 + x 2 (e41r - 1) 

Solution IV .6. D' apres la definition d'un point d' equilibre attractif, il existe un voisinage 
W de ptel que pour tout x E Wet tout t 2: 0, <I>t(x) soitdefini etque limt->+oo <I>t(x) = p. 
11 suffit done de montrer que si x =/. p, al ors pour tout t > 0, <I>t ( x) =/. x. 
Supposons qu'il existe T > 0 tel que <I>r(x) = x. L'orbite O(x) de x serait alors 
periodique de periode T, done compacte. D'apres le theoreme d'existence et d'unicite,p 
n'est pas element de cette orbite; done d(p, O(x)) > 0. Cela est en contradiction avec 
limt->+oo d( <I>t(x),p) = 0, puisque pour tout t > 0, <I>t(x) est element de O(x ). 
Remplai;ons main tenant p par une orbite periodique attractive 1 , et montrons que la meme 
propriete reste vraie. Plus precisement, montrons qu'il existe un voisinage W de I tel que, 
pour tout x E W, x (j. ,, et tout t > 0, <I>t ( x) soit defini et =/. x. 
D'apres la definition d'une orbite periodique attractive, il existe un voisinage W de, tel 
que, pour tout x E W et tout t 2: 0, <I>t ( x) soit defini et que limt->+oo d ( <I>t ( x), 1 ) = 0. 
11 reste seulement a demontrer que six (j. ,, alors <I>t(x) =/. x. Soit done x E W, x ~ 1, 
et supposons qu'il existe T > 0 tel que <I>r(x) = x. L'orbite O(x) du point x est alors 
periodique, done compacte. Elle n'est pas confondue avec I puisque x E O(x) et x ~ 'Y· 
D'apres le theoreme d'existence et d'unicite, elle estdisjointe de,, done d( O(x ), 1 ) > 0. 
Cela est en contradiction avec liint->+oo d ( <I>t ( x), 1 ) = 0, puisque pour tout t > 0, <I>t ( x) 
est element de O(x). 

Solution IV.7. Supposons qu'il existe une orbite periodique attractive,. Nous allons 
montrer que pour tout voisinage W de 1 , il existe un point x E W, x (j. 1 , dont l' orbite 
est periodique. D' apres l' exercice IV.6, ceci serait en contradiction avec l 'hypothese selon 
laquelle , est periodique et attractive, et nous aurons prouve le resultat desire. 
Soit Wun voisinage de 1 . 11 existe t > 0 tel que tout element x de E verifiant d( x, 1 ) < t 
soit element de W. Soit a un point de ,; necessairement a =/. 0, car I est une orbite 
periodique, pas un point d' equilibre. De plus, a n' est pas vecteur propre de A. En effet si 
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a etait vecteur propre de A, associe a la valeur propre ,\, la solution de I' equation pass ant 
par a pour t = 0 serait x(t) = exp(tA)(a) = e>-ta, elle ne serait pas periodique. Le 
vecteur A(a), tangent a l'orbite O au point a, n'est pas colineaire a a. II existe done un 
point x situe sur la demi-droite joignant l'origine au point a, non element de,, et verifiant 
llx - all < E. Le point x est element de W, et ii est de la forme x = ka, ou k est unreel 
strictement positif, verifiant llx - all = lk- 11 llall < E. La solution de l'equation passant 
par x pour t = 0 est 

'ljJ(t) = exp(tA)(x) = exp(tA)(ka) = kexp(tA)(a) = k<p(t), 

ou nous avons note t f--+ <p(t) la solution de l'equation qui passe par a pour t = 0. Comme 
cp est periodique, 'ljJ l'est aussi. Nous avons abouti a une contradiction, comme annonce. 



Chapitre V 

Linearisation et conjugaison 

Nous revenons dans ce chapitre sur une question deja abordee au chapitre III : la 
comparaison des portraits de phases, au voisinage d'un point d'equilibre isole, 
d'un systeme dynamique differentiable et de son linearise. Mais alors que les 
principaux resultats obtenus au chapitre III concemaient les champs de vecteurs 
sur un ouvert du plan, nous supposons main tenant l' espace des phases de dimension 
finie quelconque; nous donnons un sens precis a la comparaison de deux portraits 
de phases en introduisant la notion de conjugaison (topologique ou differentiable), 
et nous traitons de ce point de vue les systemes dynamiques a temps discret ou a 
temps continu. Les demonstrations que nous presentons suivent de pres celles du 
beau livre de M. C. Irwin [37). 

Nous etablissons le theoreme de Hartman et Grobman pour le voisinage d'un point 
d'equilibre hyperbolique, d'abord pour un systeme a temps discret (theoreme 5.4) 
puis pour un systeme a temps continu (theoreme 6.3). Nous definissons les ensembles 
stable et instable d'un pointd'equilibre. Nous prouvons (theoremes 7.11 et 7.13) que 
lorsque ce point est hyperbolique, ces ensembles sont des varietes diff erentiables, 
et nous determinons leur espace tangent au point d'equilibre. Ces resultats sont 
rapproches de ceux obtenus au chapitre III pour les champs de vecteurs sur un ouvert 
du plan. Finalement, nous donnons quelques breves indications sur la conjugaison 
differentiable (theoremes de Sternberg 8.1 et 8.2) et sur les varietes stable et instable 
d'une orbite periodique hyperbolique. 

1. Linearisation au voisinage d'un point d'equilibre 

1.1. Presentation du probleme. - Considerons un systeme dynamique { 'Pt ; t E 8 } 
sur un ouvert n d'un espace affine£ de dimension finie, l'ensemble des temps 8 pouvant 
etre JR, JR+, Z ou N. Nous supposons chaque application 'Pt (avec t E 8) definie sur un 
ouvert Ut de n, differentiable et de classe GP, avec p 2:: 2. 
Soit a En un point d'equilibre du systeme. Nous supposerons que l'ensemble des t E 8 
tels que 'Pt (a) soit defini est 8 tout en tier. Cette hypothese est peu restrictive en pratique : 
d'apres la proposition III.1.2, elle est satisfaite si le systeme dynamique considere est a 
temps discret et si a est element de l'ouvert U1 sur lequel est defini le generateur rp1 du 
systeme; d'apres la proposition III.1.3, elle est satisfaite aussi si le systeme dynamique 
considere est associe a un champ de vecteurs X de classe GP sur n. 
Nous avons, pour tout t E 8, 

'Pt(a) =a. 
En notant Dr.pt (a) la differentielle de 'Pt au point a nous pouvons ecrire, pour tout x E Ut, 
'Pt(x) = 'Pt(a) + Drpt(a)(x - a)+ 'r/t(x - a)= a+ Drpt(a)(x - a)+ 'r/t(x - a), (*) 

avec 
lim 'r/t(x - a) = 0 

x->a, xcf.a !Ix - all · 
Afin d'etudier les proprietes du systeme dynamique { 'Pt ; t E 8} au voisinage du 
point d'equilibre a, il peut sembler naturel de negliger en premiere approximation, 
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dans !'expression de 'Pt(x) donnee ci-dessus (*), le terme 1Jt(x - a) aupres du terme 
Dcpt(a)(x - a). C'est l'idee de base de la methode de linearisation. Pour rendre legitime 
l'emploi de cette methode, nous devons verifier plusieurs choses: 

- nous devons d'abord nous assurer que le systeme forme, pour t parcourant 8, par 
les expressions approchees des 'Pt(x), lorsqu'on neglige 1Jt(x), est bien un systeme 
dynamique, appele systeme linearise; cette verification est assez facile; 

- nous devons ensuite prouver que le comportement du systeme linearise, au voisinage 
du point a, est qualitativement identique, en un sens a preciser, a celui du systeme 
dynamique initial; comme nous le verrons, c'est assez difficile, et cela necessite 
certaines hypotheses, d'autant plus restrictives que l'on voudra donner un sens plus 
precis a la notion de comportement qualitativement identique. 

La proposition suivante montre que le systeme linearise est bien un systeme dynamique. 

1.2. Proposition. - Soit { 'Pt ; t E 8 } un systeme dynamique sur un ouvert 0 
d'un espace affine E de dimension finie, l'ensemble des temps 8 pouvant etre JR, 
JR+, Z ou N. On suppose chaque application 'Pt ( avec t E 8) definie sur un ouvert 
Ut den, differentiable et de classe GP, avec p 2: 2. Soit a E O un point d'equilibre 
du systeme. On suppose que pour tout t E 8, a est element de Ut, et on note 
Dcpt(a) la differentielle de 'Pt au point a. La famille d'applications lineaires de 
l'espace vectoriel E associe a l'espace affine E dans lui-meme 

{ Dept (a) ; t E 8 } 

est un systeme dynamique sur E, appele systeme linearise au point a du syteme 
{ 'Pt ; t E 8 }. 

Preuve : Soient t et s deux elements de 8. Puisque e = JR, JR+, Z ou N, t + s est 
element de 8. Les applications lineaires Dept (a), Dcp8 (a) et Dcpt+s (a) sont definies sur 
E tout entier, et a valeurs dans E. L'ouvert Ut n Us n Ut+s est non vide puisque a en est 
un element; pour tout element x de cet ouvert, nous savons ( definitions I.1.2 ou I.1.4) que 
'Ps(x) E Ut etque 

'Pt+s(x) = 'Pt o 'Ps(x). 
Differentions les deux membres de cette egalite : 

Dcpt+s(x) = Dept ( cp8 (X)) o Dcps(x). 

Faisons maintenant x = a. Compte tenu de 'Ps (a) = a, nous obtenons 

Dcpt+8 (a) = Dcpt(a) o Dcp8 (a). 

D'apres la definition l.1.2 si le systeme considere est a temps continu, OU la definition 1.1.4 
s' il est a temps discret, cette egalite prouve que { Dept (a) ; t E 8 } est bien un systeme 
dynamique sur E. D 

1.3. Remarque. - Dans les hypotheses de la proposition ci-dessus, le systeme dynamique 
initial { 'Pt ; t E 8} admet le point a pour point d'equilibre, et le systeme linearise 
{ Dcpt(a) ; t E 8} admet l'origine pour point d'equilibre. Cela vient du fait qu'en 
linearisant, nous avons identifie l' espace affine E a l 'espace vectoriel associe E en prenant 
le point a pour origine. 

La proposition suivante traite du generateur, ou du generateur infinitesimal, du systeme 
dynamique linearise. 

1.4. Proposition. - Les hypotheses et notations sont celles de la proposition 1.2. 
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1. On suppose le systeme dynamique { <pt ; t E 8 } a temps discret ( autrement 
dit 8 = Z OU NJ. Le generateur du systeme linearise { D<pt(a) ; t E 8} est 
D<p1 (a), differentielle au point a du generateur <p1 du systeme initial. 

2. On suppose que le systeme dynamique { <{}t ; t E 8 } est a temps continu et 
a pour generateur inEnitesimal un champ de vecteurs X de classe GP, defini sur 
l'ouvert n de£; on a done 8 =JR.Sur l'espace vectoriel E, le systeme dynamique 
linearise { D<pt (a) ; t E JR } admet pour generateur inEnitesimal le champ de 
vecteurs lineaire DX(a), differentielle au point a du generateur infinitesimal X du 
systeme initial. 

Preuve: 

1. On a D<p2 (a) = D<p1 (a) o D<p1 (a) = ( D<p1 (a)) 2 • De proche en proche on en 

deduit que pour tout n EN, D<pn(a) = (D<p1(a)f. Si 8 = Z, on a <{}-1 = <p11 done 

D<p_1 (a)= (D<p1 (a) )-1 ; on en deduit de proche en proche, cornme ci-dessus, que pour 

toutn EN, D<p_n(a) = (D<p-1(a)f = (D<p1(a))-n. 

2. Soit <I> le flot reduit du champ de vecteurs X. Le systeme dynamique s'exprime, au 
moyen dew, sous la forme <pt(x) = <I>(t,x). Nous avons, d'apres la definition du flot 
reduit (voir 11.4.11) 

dd <I>(t,x)I = X(<I>(to,x)). 
t t=to 

D'autre part, pour tout u EE, 

D<pt(a)( u) = D2<I>(t, a)( u) = :s ( <I>(t, a+ su)) ls=O, 
ou nous avons note D2<I>(t, a) la differentielle partielle de <I> par rapport a sa seconde 
variable, au point (t, a). Nous avons done 

dd (D<pt(a)(u))I = dd (dd <I>(t,a+su)I ) I . 
t t=to t S s=O t=to 

Puisque <I> est de classe GP, avec p :::=: 2, nous pouvons echanger I' ordre des deux 
derivations par rapport a s et a t, et ecrire 

dd (D<pt(a)(u)) 1- = dd (dd <I>(t, a+ su)I ) I 
t t-to S t t=to s=O 

= ! X ( <I>(to, a+ su)) ls=O 
= DX (<I>(t0 , a)) o D2<I>(t0 , a)( u) 

= DX(a) (D<pt0 (a)(u)), 

puisque <I>(to, a) =a.En particulier, pour t 0 = 0, nous avons 

! (D<pt(a)(u)) lt=O = DX(a)(u). 

Le syteme dynamique linearise { D<pt (a) ; t E JR } a done pour generateur infinitesimal, 
d'apres la definition 1.3.3, le champ de vecteurs lineaire DX(a). D 

2. Conjugaison topologique ou differentiable 

2.1. Definition. - Soient { <pt ; t E 8 } et { 1Pt ; t E 8 } deux systemes 
dynamiques ayant meme ensemble des temps 8 (celui-ci pouvant etre JR, JR+, 
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z ou N), le premier defini sur un ouvert n d'un espace affine [ et le second sur un 
ouvert T d'un espace affine F, Jes espaces [ et F etant de meme dimension finie. 

1. On dit que ces deux systemes dynamiques sont topologiquement conjugues s'il 
existe un homeomorphisme h: n---+ T tel que, pour tout t E 8, 

h O '{)t = 'l/Jt O h , ( *) 

2. On dit que ces deux systemes dynamiques sont GP -dijferentiablement conjugues 
(ou p est un entier 2: l) s'ils sont topologiquement conjugues et si, parmi Jes 
bomeomorphismes h qui verifient la relation ( *), il en existe au moins un qui est 
un cliffeomorphisme de classe GP. 

2.2. Commentaires 

a) Explicitons la signification de la relation ( *) ci-dessus : pour tout t E e et tout x E n, 
<pt ( x) est defini si et seulement si 'l/Jt ( h( x)) est defini, et lorsque c' est le cas, 

h(r.pt(x)) = 'l/Jt(h(x)). 

b) L'application h etant une bijection den sur T, la relation ( *) est equivalente a 
h o '{)t o h - l = 'lpt , OU a '{)t = h - l o 'lpt o h . 

On peut done dire que deux systemes dynamiques sont topologiquement conjugues (resp., 
CP-differentiablement conjugues) si l'un est image de l'autre par un homeomorphisme 
(resp., par un diffeomorphisme de classe GP). Cela montre evidemment que la conjugaison 
topologique et la conjugaison GP-differentiable sont des relations d'equivalence. 

La proposition suivante indique une condition necessaire et suffisante pour que deux 
systemes dynamiques a temps discret soient topologiquement (ou differentiablement) 
conjugues. 

2.3. Proposition. - Soient { '{)n ; n E 8 } et { 'l/Jn ; n E 8 } deux systemes 
dynamiques a temps discret, dont l'ensemble des temps est 8 =Zou N, le premier 
deE.ni sur un ouvert n d'un espace affine [ et le second sur un ouvert T d'un espace 
affine F, Jes espaces f et F etant de meme dimension E.nie. Soit r.p 1 le generateur du 
premier systeme et 'ljJ1 le generateur du second. Les deux systemes dynamiques sont 
topologiquement conjugues (resp., GP-differentiablement conjugues, avec p entier 
2: l) si et seulement s'il existe un homeomorphisme (resp., un GP-diffeomorphisme) 
h : n ---+ T tel que 

h O '{)1 = 'l/J1 0 h , 

Preuve : La condition indiquee est evidemment necessaire. Montrons qu'elle est 
suffisante. Supposons qu'il existe un homeomorphisme (resp., un GP-diffeomorphisme) 
h : n ---+ T tel que 

h O '{)1 = 'l/J1 0 h . 
Nous avons alors 

h O '{)2 = h O '{)1 O '{)1 = 'l/J1 0 h O '{)1 = 'l/J1 0 'l/J1 0 h = 'l/J2 0 h. 
De meme, nous montrerions aisement par recurrence que, pour tout n E .N, 

h o '{)n = 'l/Jn o h. ( **) 
Si 8 = .N, cela suffit pour etablir le resultat annonce. Si e = Z, r.p 1 et 'ljJ1 sont des 
bijections dont les inverses sont r.p_ 1 et 'l/J-1, respectivement. En composant les deux 
membres de ( *) avec 'ljJ_1 a droite et r.p_ 1 a gauche, nous obtenons 

h O '{}-1 = 'l/J-1 0 h, 
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Cornrne ci-dessus, nous en deduisons que l'egalite (**)est vraie pour tout n E Z. o 
La proposition suivante indique une condition necessaire et suffisante pour que deux 
systemes dynamiques a temps continu, ayant pour generateurs infinitesimaux des champs 
de vecteurs localement lipschitziens, soient GP -differentiablement conjugues. 

2.4. Proposition. - Soient X et Y deux champs de vecteurs localement lipschitziens 
de.finis, le premier sur un ouvert n d 'un espace affine E, le second sur un ouvert 
l' d'un espace affine F, Jes espaces E et F etant de meme dimension .finie. Les 
systemes dynamiques formes par Jes Bots reduits de ces deux champs de vecteurs 
sont GP -differentiablement conjugues ( avec p 2 2) si et seulement s'il existe un GP -
diffeomorphisme h: n -t l' tel que h*X = Y (notation de la proposition II.5.1), 
c'est-a-dire tel que, pour tout XE D, 

Dh(x)(X(x)) = Y(h(x)). 

Preuve : Soient <I> et w les flots reduits de X et de Y, respactivement. Siles systemes 
dynamiques constitues par <I> et w sont GP -differentiablement conjugues, il existe un 
GP -diffeomorphisme h : n -t l' tel que pour tout t E IR 

ho <l>t = Wt oh, 
ou en notant x un point de n tel que <l>t ( x) soit defini, 

h(<I>t(x)) = Wt(h(x)). 
Derivons par rapport a t; compte tenu de 

d d 
dt <I>t(X) = X(<I>t(x))' dt '¥t(Y) = Y(wt(Y))' 

nous obtenons 
Dh( X(<I>t(x))) = Y( '11t(h(x))). 

En particulier, pour t = 0, nous avons 

Dh(X(x)) = Y(h(x)). 

Reciproquement, supposons qu'il existe un GP-diffeomorphisme h : n -t l' verifiant la 
relation(**) ci-dessus pour tout x E n. La proposition II.5.1 et le theoreme d'existence 
et d'unicite de Cauchy-Lipschitz nous permettent d'affirmer que les flots reduits de X et 
de Y verifient, pour tout t E IR, la relation ( * ). D 

2.5. Remarque. - Faute de pouvoir definir l'image directe d'un champ de vecteurs parun 
homeomorphisme, il n' est pas possible de formuler une condition necessaire et suffisante 
du meme genre que celle de la proposition precedente pour que les systemes dynamiques 
constitues par les flots reduits de deux champs de vecteurs soient topologiquement 
conjugues. 

Afin de donner un caractere local a la notion de conjugaison (topologique ou differentiable), 
nous allons definir la restriction d'un systeme dynamique a une partie de son ensemble de 
definition. Cela fait l'objet des propositions suivantes. 

2.6. Proposition. - Soit { 'Pt ; t E e } un systeme dynamique sur un ensemble n, 
parametre par un ensemble de temps 8 pouvant etre IR, JR+, Z ou N. Pour chaque 
t E 8, notons Ut la partie de n sur laquelle l'application 'Pt est defi.nie. Soit W 
une partie non vide den. Pour chaque t E 8, posons 

fit= { x E W ; VOE 8 compris entre O et t, x E U8 et cp8 (x) E W} ; 
(nous convenons de dire que () E 8 est compris entre O et t s'il verifi.e soit O ::; () ::;_t, 
soit t ::; () ::; 0, selon que O ::; t ~u t ::; 0). Notons <i5t la restriction de 'Pt a Ut, 
consideree comme application de Ut dans W. Alors { <i5t ; t E 8 } est un systeme 
dynamique sur W, appele restriction a W du systeme dynamique { 'Pt ; t E 8 } . 
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Preuve : D' apres sa definition meme, chaque 0t est une application definie sur une partie 
Ut de W et a valeurs dans W. Pour t = 0, 0o = id w. 
Soient t1 et t2 E 8 verifiant O S t1 S t2, x E Ut2 et (} E 8 verifian_!. 0 S (} S t1. 
A fortiori, (} verifie O ::; (} s t2, ~one compte tenu de la definition de Uh, :: E U(j_, et 

({)o(x) E W; cela prouve que x E Ut 1 • Nous avons prouve que si Os t1 s t2, Ut 2 c Ut 1 • 

Soient t et s deux elements de 8, et x E ffs. Montrons que 0s(x) E fft si et seulement si 

XE Us+t· 
Supposons d' abord cps ( x) E fft. Soit (} E 8 compris entre O et s + t. Nous devons prouver 
que x E U0 et que ({)o (x) E W. Nous considerons successivement deux cas, qui epuisent 
les possibilites. 

Premier cas : (} est compris entre O et s. Puisque x E Us, nous avons alors x E Uo et 
({)o(x) E W. 
Deuxieme cas : (} est compris entre s et s + t. Alors (} = s + (, avec ( compris 
entre O et t. Puisque 0s(x) E Ut, nous avons 0s(x) E Uc; et cpc;(0s(x)) E W. Mais 

cpc; (0s(x)) = <pc; ( 'Ps(x)) = 'Ps+c;(x) = <po(x ), done <po(x) E W. 

Supposons maintenant x E ffs+t· Soit (} E 8 compris entre O et t. Nous devons prouver 
que 0s(x) E Uo et que cpo(0s(x)) E W. Quels que soient les signes de_s et ~et, s + (} 
est toujours compris, soit entre O et s, soit entre O et s + t. Comme x E Us n Us+t, nous 
avons x E Us+o et 'Ps+o(x) E W. Mais 'Ps+o(x) = cpo(cps(x)) = cpo(0s(x)), done 
cpo(0s(x)) E W. 

Nous avons bien prouve que sis et t sont deux elements de 8 et x un element de Us, alors 
0s(x) est element de Ut si et seulement six E ffs+t· Lorsque c'est le cas, nous avons 

0t(0s(x)) = 'Pt('Ps(x)) = 'Ps+t(X) = 0s+t(x). 
Compte tenu des definitions 1.1.2 (si le systeme est a temps continu) ou 1.1.4 (s'il est a 
temps discret), nous avons prouve que { 0t ; t E 8 } est bien un systeme dynamique. D 

2.7. Proposition. - Les hypotheses et notations sont celles de la proposition 
precedente. 

1. On suppose le systeme dynamique considere a temps discret : e = z OU N. 
Alors le generateur 01 du systeme restreint a W est la restriction a W n U1 du 
generateur <pi du systeme { 'Pt ; t E 8 } . 
2. On suppose le systeme considere a temps continu, avec 8 = R On suppose 
de plus que n est un ouvert d'un espace affine [ de dimension finie, que W est un 
ouvert de [ contenu dans n, et que le syteme dynamique { 'Pt ; t E 8 } admet un 
generateur infinitesimal X, qui est un champ de vecteurs localement lipschitzien 
sur n. Alors le systeme restreint a W admet pour generateur infinitesimal la 
restriction a W du champ de vecteurs X. 

Preuve : C' est une verification de routine qui ne presente aucune difficulte. Nous laissons 
au lecteur le soin de la faire. D 

2.8. Definition. - Soient { <pt ; t E 8 } et { "Pt ; t E 8 } deux systemes 
dynamiques ayant meme ensemble des temps 8 (celui-ci pouvant etre JR, JR+, 
Z ou N), le premier defini sur un ouvert n d'un espace affine [ et le second sur 
un ouvert i d'un espace affine F, Jes espaces £ et F etant de meme dimension 
Bnie. Soit A une partie den invariante par le premier systeme (c'est-a-dire telle 
que pour tout x EA et tout t E 8, <pt(x) soit defini et element de A), et B une 
Partie de i invariante par le second systeme. 
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On dit que le systeme dynamique { 'Pt ; t E 8} au voisinage de l'ensemble 
invariant A et le systeme dynamique { 't/Jt ; t E 8 } au voisinage de l'ensemble 
invariant B sont localement topologiquement conjugues (resp., localement GP. 
differentiablement conjugues, avec p 2: 1), s'il existe un voisinage ouvert V de 
A dans n et un voisinage ouvert W de B dans i tels que les restrictions 
des systemes, respectivement a V et a W, soient topologiquement conjugues 
(resp., CP-differentiablement conjugues) par un homeomorphisme (resp., un GP. 
diffeomorphisme) h: V ---t W tel que h(A) = B. 

2.9. Commentaire. - Nous utiliserons dans la suite la definition ci-dessus avec, pour 
partie invariante A den, soit un singleton {a} (le point a etant un point d'equilibre), soit 
une orbite periodique 0. 

3. Obstacles a la conjugaison 

Nous indiquerons dans la suite de ce chapitre des conditions suffisantes pour qu'un 
systeme dynamique soit localement topologiquement conjugue, au voisinage d'un point 
d' equilibre, au systeme linearise. Mais auparavant, nous allons donner quelques exemples 
illustrant certains obstacles a la conjugaison. 

L' existence de valeurs propres imaginaires pures du champ de vecteurs linearise, au 
voisinage d'un point d'equilibre, peut etre un obstacle a la conjugaison, comme le montre 
l'exemple suivant. 
3.1. Exemple. - Considerons I' equation differentielle, dans le plan JR 2 ( coordonnees x 
et y), 

{ 
dx 
dt = -wy + Ax(xz + yz)' 

dy 
dt = wx + Ay(xz + yz)' 

ou w et A sont deux constantes reelles. Pour determiner son flot reduit nous utilisons des 
coordonnees polaires, en posant 

x = p cos () , y = p sin() . 

11 est facile de voir que le systeme ( *) implique, si p -/- 0, 

dp 3 d() 
dt = .Ap ' dt = w . 

En notant xo = Po cos Oo, yo = po sin Oo, avec po > 0, la donnee de Cauchy pour t = 0, 
nous voyons que (p(t), O(t)), done aussi (x(t), y(t)), est defini pour t E JR verifiant 
2.Ap5t < 1, et a pour expression 

{ 
(t) _ Po 

p - J1 - 2.Ap5t ' 

O(t) = Oo +wt. 

L'origine est un point d'equilibre. II est facile de voir que c'est 

- un point d' equilibre w-stable et attractif ( definitions III.2.1 et III.2.2) si .A < 0, 

- un centre (paragraphe III.5.4) si .A = 0, 

- un point d'equilibre a-stable et repulsif (definitions III.2.1 et III.2.2)si .A> 0. 

L' equation differentielle obtenue en linearisant I' equation ( *) au voisinage de I' origine 
s'obtient tout simplement en rempla~ant .A par 0. Pour cette equation, l'origine est un 
centre, comme nous l'avons vu au paragraphe III.5.4. 
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par suite, si ,\ cf 0, le systeme dynamique forme par le flot reduit de l' equation differentielle 
( *) n' est certainement pas localement topologiquement conjugue, au voisinage de 
l'origine, au systeme linearise. A fortiori, pour,\ cf 0, ce systeme n'est certainement pas 
Jocalement differentiablement conjugue, au voisinage de l'origine, au systeme linearise. 

L'exemple suivant illustre l'obstacle a la conjugaison differentiable que peut constituer 
}'existence de resonances. Nous verrons plus loin qu'on dit qu'il ya resonance lorsqu'une 
des valeurs propres du champ de vecteurs linearise, au voisinage du point d'equilibre 
considere, s 'exprime comme une combinaison lineaire a coefficients en tiers des autres 
valeurs propres. Le lecteur remarquera que dans l'exemple ci-dessous, une des valeurs 
propres du champ de vecteurs linearise est egale au double de l' autre valeur propre. 

3.2. Exemple. - Considerons l'equation differentielle, dans le plan JR2 (coordonnees x 
et y), 

{ 
dx 2 
dt = 2x + y ' 

dy 
dt = y. 

L'origine est un point d'equilibre. Notant (x0 , y0 ) la donnee de Cauchy pour t = 0, un 
calcul facile montre que la solution correspondante est definie pour tout t E JR et a pour 
expression 

{ 
x(t) = (xo + y5t)e2t, 
y(t) = yoet. 

L'equation differentielle linearisee, au voisinage de l'origine, s'ecrit 

{ !: = 2u, 

dv 
dt = v, 

et en notant ( u0 , v0 ) la donnee de Cauchy pour t = 0, nous voyons que la solution, definie 
pour tout t E JR, est 

{ 
u(t) = uoe2t, 

v(t) = voet. 

Nous allons prouver qu'il n'existe pas de diffeomorphisme de classe C 2 , defini sur un 
voisinage de l' origine de JR 2 , appliquant 1' origine sur elle-meme, conjuguant localement, 
au voisinage de l' origine, les flots reduits de l' equation differentielle ( *) et de sa linearisee 
( ** ). Supposons qu'un tel diffeomorphisme existe, et notons le 

(x,y) ~ (u = l(x,y), v = g(x,y)). 

Les fonctions let g devraient verifier l (0, 0) = 0, g(O, 0) = 0, et pour tout reel t assez 
petit en valeur absolue, 

e2tl(x,y) = l(e2tx + te2ty2' ety)' 

etg(x, y) = g(e2tx + te2ty2' ety). 

Derivons la premiere relation par rapport a y. Nous obtenons 

e2t 1;(x, y) = 1; ( e2tx + te2ty2' ety )2te2ty 

+ 1; ( e2tx + te2ty2' ety )et. 

En faisant x = 0, y = 0, nous obtenons 

e2t 1;(0, O) = et 1;(0, O), 

(***) 
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ce qui implique J;(o, 0) = 0. 
Derivons une seconde fois !'expression ( ***) par rapport a y, puis faisons x = 0, y = o. 
Nous obtenons 

f~(O, 0)2te2t = O, 

ce qui implique J;(o, 0) = 0. 
L'application (x,y) - (u = f(x,y), v = g(x,y)) n'est certainement pas un c2_ 
diffeomorphisme local au voisinage de l'origine, puisque les deux derivees partielles de 
fa l'origine sont nulles. 

4. Quelques resultats preliminaires 

Nous allons etablir (ou rappeler) dans le present paragraphe quelques resultats qui seront 
utilises plus loin pour la demonstration du theoreme de Hartman et Grohman. 

Le lemme ci-dessous indique que lorsqu' on perturbe un isomorphisme lineaire d 'un espace 
de Banach en lui ajoutant une application lipschitzienne de rapport assez petit, le resultat 
obtenu est un homeomorphisme de cet espace de Banach. 

4.1. Lemme. - Soit E un espace de Banach, et B E GL(E) une application 
lineaire, continue, inversible et d'inverse continue de E dans lui-meme. Soit 
( : E - E une application lipschitzienne de rapport k verifiant k < (IIB-1 11)-1. 

Alors B + ( est un homeomorphisme de E sur lui-meme. 

Preuve : L' application B +( est continue puisque somme de deux applications continues. 
Montrons qu'elle est injective. Soient x et y deux points de E. Nous avons 

(B + ()(x) - (B + ()(y) = B(x - y) + ((x) - ((y), 

done, d'apres la seconde inegalite triangulaire, 

ll(B + ()(x) - (B + ()(y)ll 2 IIB(x - Y)ll - ll((x) - ((y)II · 
Mais B-1 (B(x - y)) = x - y, done 

llx -yll::; IIB-1 11 IIB(x -y)II, 
ou encore 

IIB(x - y) II 2 (IIB-1 11)-1 llx - YII -
D'autre part, puisque ( est lipschitzienne de rapport k, 

ll((x)- ((y)II::; kllx-yll, 
d'ou 

ll(B + ()(x)- (B + ()(y)ll 2 ( (IIB- 1 11)-1 - k) llx -yll-
Par hypothese, nous avons (IIB-1 11)-1 - k > O; l'inegalite ci-dessus prouve alors que 
B + ( est injective. 
Montrons maintenant que B + ( est ouverte. Pour cela, ii suffit de prouver que pour tout 
x E E et tout voisinage W de x, ( B + () (W) est un voisinage de ( B + () ( x). Les boules 
fermees de centre x et de rayon > 0 formant un systeme fondamental de voisinages du 
point x, ii suffit pour cela de montrer que pour tout r > 0, il existe p > 0 tel que l'image 
par B + ( de la boule fermee de centre x et de rayon r contient la boule fermee de centre 
( B + ()( x) et de rayon p. Nous allons voir que cette propriete est verifiee si l' on choisit 

p = ( (IIB-1 11)-1 - k )r. Soit done y EE verifiant 

IIY - B(x) - ((x) II ::; P · 
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Nous devons prouver qu'il existe z E E tel que llz - xii :s; r verifiant (B + ()(z) = y, 
c'est-a-dire B(z) + ((z) = y, ou encore, puisque Best inversible, 

z = B-1 (y - ((z)) . 

Posons, pour tout z EE, 
8(z) = B-1 (y - ((z)) . 

Nous sommes ramenes a prouver que !'application 8 possede un point fixe dans la boule 
fermee de centre x et de rayon p. Montrons pour commencer que 8 applique cette boule 
dans elle-meme. Nous avons 

8(z) - x = B- 1 (y- ((z) - B(x)) 

= B-1 (y- B(x) - ((x) + ((x) - ((z)) 

= B-1 (y- B(x) - ((x)) + B-1 (((x) - ((z)). 

Nous en deduisons, puisque IIY - B(x) - ((x) II :s; p, et que ( est k-lipschitzienne, 

ll8(z)-xll::; IIB-1IIP+ IIB-1llkr :s; r, 

puisque nous avons choisi p :s; ((IIB-111)-1 - k)r. Nous avons ainsi prouve que 8 

applique la boule fermee de centre x et de rayon r dans elle-meme. Montrons maintenant 
que la restriction de 8 a cette boule est contractante. Soient z1 et z2 deux elements de 
cette boule. Nous avons 

ll8(z1) - 8(z2)II = IIB-1 (((z1) - ((z2)) II 

::; IIB-1ll ll((z1) - ((z2)II 

:s; IIB-111 kllz1 - z2II -

Comme kllB-1 II < 1, nous avons bien prouve que 8 est contractante. La boule fermee 
de E de centre x et de rayon r etant un espace metrique complet, le theoreme du point 
fixe nous permet d'affirmer que 8 admet un point fixe unique dans cette boule. Ainsi que 
nous l'avons vu, cela implique que !'application B + ( est ouverte. 
Pour tout point x de E et tout r > 0, l' image par B + ( de la boule fermee de centre x et de 

rayon r contient la boule fermee de centre ( B + () ( x) et de rayon p = ( ( II B II) -l - k) r. 

Lorsque r --+ +oo, p --+ +oo. Par suite, B + ( est surjective de E sur lui-meme. Com.me 
nous avons deja prouve qu'elle est continue, injective et ouverte, !'application B + ( est 
un homeomorphisme. D 

Le lemme qui suit est une variante du theoreme du point fixe. 

4.2. Lemme. - Soit lE un espace de Banach, et T E .C(lE, JE) une application 
lineaire continue de lE dans lui-meme. On suppose idJE -T inversible et d'inverse 
continue (en fait, la continuite de l'inverse resulte d'un theoreme de Banach, il 
su.iit de supposer id!E -T inversible). Soit ff une application de lE dans lui-meme, 
lipschitzienne de rapport k. Si ce rapport verifie 

k < II (ide -f)-1 rl, 

alors T + ff admet un point fixe unique dans lE. 

Preuve: Montrons d'abord que les applications (idJE -f)-1 off et T + ff ont les memes 

points fixes. Un element g de lE est point fixe de T + ff si et seulement si 

T(g) + ff(g) = g, 
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ou encore si et seulement si 
ii(9 ) = (i<l]E -f)(9), 

ce qui equivaut, puisque idJE -Test inversible, a 
(id]E -f)-1 O rj(9) = 9, 

qui exprime que 9 est point fixe de (idJE -f)-1 o if. 
Montrons que (idJE -f)-1 o if est une application contractante. Soient 91 et 92 deux 
elements de lE. Nous avons 

11 (id]E -f)-1oif(9i) - (id]E -f)-1 o if(92) 11 

~ l[(id]E -f)-1ll l[rf(91)-rj(92)[[ 
~ kll(id]E -f)-11/ 1191 - 9211, 

Puisque nous avons suppose k < l/(idJE-f)-1r1. cette inegalite prouve que 

(idJE -f)-1 o if est contractante. L'espace lE etant complet, cette application admet dans 
lE un point fixe unique, qui est aussi l'unique point fixe de T + rf. D 

Nous aurons besoin, dans la suite, de prolonger a tout un espace vectoriel norme une 
application lipschitzienne definie sur une boule de cet espace, de maniere telle que 
!'application prolongee soit encore lipschitzienne. Le lemme ci-dessous montre que c'est 
possible. 

4.3. Lemme. - Soient E et F deux espaces vectoriels normes, k et p deux reels 
strictement positifs et rJ une application, definie sur la boule fermee de E centree 
sur l'origine et de rayon p, a valeurs dans F, lipschitzienne de rapport k. 11 existe 
une application if, definie sur E entier, a valeurs dans F, bornee et lipschitzienne 
de rapport 2k, dont la restriction a la bou1e fermee de centre l'origine et de rayon 
p est rJ. 

Preuve : L' application rJ est bomee, car elle est lipschitzienne et definie sur une partie 
bomee de E. Posons, pour tout x EE, 

{ 
rJ(X) 

if(x) = rJ ( t:il) si llxll > P. 

si llxll ~ P, 

L'application if ainsi definie sur E entier a visiblement rJ pour restriction a la boule de 
centre l'origine et de rayon p. Elle est bomee, car !'ensemble de ses valeurs est le meme 
que !'ensemble des valeurs de rJ. Montrons qu'elle est lipschitzienne de rapport 2k. Soient 
xi et x 2 deux points de E. 
Si llx1 II ~ pet llx2 II ~ p, nous avons 

1/if(xi) - if(x2)1/ = 1/rJ(xi) - rJ(x2)1/ ~ kllx1 - x2II -
Si llx111 ~ pet llx2 II > p, posons Y2 = {~11 . Nous avons 

Mais 

l/if(xi)-if(x2)1/ = l/rJ(x1)-rJ(Y2)1/ ~ kllx1-Y2II 
~ kllx1 - x2 + x2 - Y2II 
~ k(llx1 - x2II + llx2 - Y2II) · 

llx2 -Y2II = llx2 - 11 : 211 x2II 

= llx2II - P 

~ llx2II - llxill 
~ llx1 - x2II -
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Nous avons done 
ll11(x1) - 17(x2) II :S 2kllx1 - x2 II , 

. PX1 PX2 
S1 llxill > pet llx2II > p,posonsy1 = llxill' Y2 = llx2ll'Nousavons 

Mais 
ll11(xi) -17(x2)II = i11J(Y1)-77(y2)II :S kllY1 -y2II, 

IIYi - Y2II = II if~11 - ir:211 II = II t:/11 - if~11 + if~11 - if;:,1 II 
:::; 11:1 II (llx1 - x2 II + I llx1 II - llx2 II I) 

:S 2llx1 - x2II, 
Nous avons done encore 

ll11(x1) - 17(x2) II :S 2kllx1 - x2 II , 

147 

Cette inegalite etant verifiee dans tous les eas, 17 est lipschitzienne de rapport 2k. D 

Le resultat qui suit est une variante du lemme de Gronwall, qui nous servira a etablir 
diverses proprietes du flot reduit de champs de vecteurs lipschitziens. 

4.4. Lemme. - Soit un reel T > 0 et 1 : [O, T] - JR une application continue, 
verifiant, pour tout t E [O, TJ, 

1 (t) - K lat 1 (s) ds :SA+ Et+ Ceat, 

ou K, A, B, C et a sont des reels verifiant K > 0 et a -/= K. Alors, pour tout 
t E [O, Tl, 

B C 
,(t) :S AeKt + -(eKt - 1) + --(aeat - KeKt). 

K a-K 

Preuve: Posons, pour tout t E [O, TJ, 

r(t) = lat ,(s) ds. 

L'application rest continue sur [O, TJ et derivable en tout point t interieur a cet intervalle, 
de derivee f'(t) = ,(t). Nous avons 

r'(t) - Kf(t) :SA+ Bt + Ceat, 
ou encore 

d 
dt (e-Ktr(t)) :::; e-Kt(A + Bt + ceat). 

D'apres l'inegalite des accroissements finis nous avons, pour tout t E [O, TJ, 

e-Ktr(t) = e-Kt (r(t) - e0 r(O) :::; lat (A+ Bs + Cea8 )e-Ks ds. 

Un caleul facile, par integration par parties, de l'integrale figurant dans le membre de 
droite conduit a 

f t < - + - (e - 1) - - + -- (e - e ) ( ) ( A B ) Kt Bt C at Kt 
- K K 2 K a-K . 

D'autre part, nous avons aussi 

1 (t) = r'(t) :S Kf(t) +A+ Bt + Ceat. 
En rempla~ant, dans le membre de droite de l'inegalite ci-dessus, f(t) par le membre de 
droite de ( *) (ce qui ne fait que renforeer l'inegalite, puisque par hypothese K > 0), nous 
obtenons le resultat desire. D 
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Les deux lemmes qui suivent seront utilises dans le paragraphe 6. Leur demonstration 
utilise le lemme precedent. 

4.5. Lemme. - Soit X un champ de vecteurs lipschitzien, de rapport k > 0, defini 
sur un espace affine & dont l'espace vectoriel associe est un espace de Banach E. 
Son Bot reduit <I> est defini sur ~ x & tout entier, et pour chaque t E ~' <I>t est une 
application de & dans & lipschitzienne de rapport ekltl. 

Preuve : Soit x E & . Pour tout t E ~ tel que <I>t (x) soit defini, nous avons 

d 
dt <I>t(X) = X(<I>t(x)), 

d'ou, puisque (}> 0 (x) = x, 

Nous pouvons ecrire 

IIX(<I>s(x)) II::; IIX((}>s(x)) - X(x)II + IIX(x)II::; kllq>s(x) - xii+ IIX(x)II · 
Par suite, en supposant par exemple t > 0, 

ll<I>t(x) - xii :s; k 1tll(}>s(x) - xii ds + IIX(x)II t. 

En appliquant le lemme 4.4 a la fonction t f--* ')'(t) = ll(}>t(x) - xii, nous voyons que pour 
tout t 2: 0 pour lequel <I>t(x) est defini, nous avons 

ll(}>t(x) - xii ::; IIXix)II (ekt - 1). 

Supposons que l'extremite droite tM de l'intervalle ouvert sur lequel !'application 
t f--* (}>t(x) est definie soit finie. L'inegalite ci-dessus montre que lorsque t--+ tM, (}>t(x) 

reste borne; de plus, :t (}>t ( x) = X ( (}>t ( x)) reste aussi borne, puisque X est lipschitzien. 

L'application de l'inegalite des accroissements finis et du critere de Cauchy montre alors 
que la limite limt----ttM <I>t(x) existe. Le point (tM, limt__,.tM (}>t(x)) est element du bout 
droit de la solution t f--* (}>t(x). D'apres le theoreme 11.3.3, ce point doit appartenir a la 
frontiere de~ x E. Ce n'est pas possible, car cette frontiere est vide. Nous avons done 
necessairement tM = +oo. De meme, nous pouvons montrer que l'extremite gauche de 
l'intervalle sur lequel est definie l' application t f--* (}>t ( x) est -oo. 
Soient x 1 et x 2 deux elements de E, et t E R En utilisant (*),nous obtenons 

q>t(xi) - (}>t(X2) = X1 - X2 + 1t ( X((}>s(x1)) - X((}>s(x2))) ds. 

Nous en deduisons, pour t 2: 0, l'inegalite 

ll(}>t(xi) - (}>t(x2)II :s; JJx1 - x2JI + 1tllX((}>s(xi)) - X((}>s(x2)) II ds 

:s; JJx1 - x2 JJ + k 1t ll<I>s (x1) - q>s(x2) II ds. 

En appliquant le lemme 4.4, nous en deduisons 

ll(}>t(x1) - <I>t(x2)II :s; ektJJx1 - x2JJ. 

Pour t de signe quelconque, nous obtenons de meme 

II q>t (x1) - (}>t(x2) II ::; ekltl JJx1 - x2 JI . D 
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4.6. Lemme. - Soit E un espace de Banach, A E C(E, E) une application lineaire 
continue de E dans lui-meme et X un champ de vecteurs sur E tel que X - A soit 
borne et lipschitzien de rapport k > 0. Soient <I> le Bot reduit de X, et '11 le Bot 
reduit du champ de vecteurs lineaire A. Alors <I> et '11 sont definis sur JR x E tout 
entier, et pour tout t E JR, Gt = <I>t - Wt est une application bornee de E dans 
lui-meme, lipschitzienne de rapport e(IIAll+k)ltl - ellAll ltl. 

Preuve : Rappelons que le flot reduit du champ de vecteurs lineaire A a pour expression 

'll(t,x) = 'llt(x) = exp(tA)(x). 

n est done defini sur JR x E. D'autre part, X est lipschitzien de rapport IIAII + k; le 
lemme 4.5 montre que son flot reduit <I> est defini sur JR x E. 
Soient t E JR et x EE. Nous avons 

d 
dt <I>t(x) = X(<I>t(x)), 

d' ou, par difference, compte tenu de la linearite de A, 

d 
dt Gt(x) = X(<I>t(x)) - A('llt(x)) 

= X(<I>t(x)) -A(<I>t(x)) + A(<I>t(x) - 'Vt(x)). 

Compte tenu de Go ( x) = 0, nous en deduisons 

Gt(X) = 1t (X - A) (<I>s(x)) ds + 1t A(Gs(x)) ds. 

Pour t 2: 0, nous en deduisons l'inegalite 

IIGt(X) II ::; Mt+ IIAll 1t IIGs(x)II ds, 

ou nous avons note Mun majorant de IIX - All (qui, par hypothese, est borne sur E). En 
appliquant le lemme 4.4, nous en deduisons 

M 
IIGt(x) II ::; IIAII (ellAllt - 1). 

Pour t de signe quelconque, nous obtenons de meme 

IIGt(x) II < M (ellAll ltl - 1) 
- IIAII . 

Nous avons ainsi prouve que pour chaque t E JR, Gt est bornee. 
Soient maintenant t E JR, x 1 et x 2 E E. En utilisant (*),nous obtenons 

Gt(xi) - Gt(xz) = 1t ((x -A)(<I>s(x1)) - (X -A)(<I>s(xz))) ds 

+ 1t A(Gs(xi) - Gs(xz)) ds. 

Pour t 2: 0, nous en deduisons l'inegalite 

IIGt(X1) - Gt(X2)II::; k 1tll<I>s(x1) - <I>s(x2)II ds 

+ IIAll 1tl1Gs(x1)- Gs(x2)II ds. 
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Mais le champ de vecteurs X est lipschitzien de rapport IIAII + k; son flot reduit <I> verifie 
done, d'apres le lemme 4.5, 

Par suite, 

ll<I>s(x1) - <I>s(x2)II :'.S e(IIAl[+k)sllx1 - x2II -

lat ll<I>s(x1) - <I>s(x2) II :'.S llx1 - x211 fot e(IIAll+k)s ds 

< llx1 - x2II (e(IIAll+k)t _ l) 
- IIAll+k ' 

d'ou en reportant dans l'inegalite precedente 

IIBt(X1) - 8t(X2)II :S IIA11 fot11es(x1) - 8s(x2)II ds 

+ kllx1 - x2II (e(IIAll+k)t _ l) 
IIAII +k . 

En utilisant le lemme 4.4, nous en deduisons, apres simplification 
IIBt(xi) - 8t(x2)II :S (e(IIAll+k)t - ellAllt) llx1 - x2II -

Pour t de signe quelconque, on etablit de meme l'inegalite qui se deduit de celle ci-dessus 
en rempla~ant t par ltl dans le membre de droite. D 

5. Cas d'un systerne dynarnique a temps discret 
Commen~ons par etablir un theoreme qui constitue, en fait, l' essentiel du theoreme de 
Hartman et Grohman. 

5.1. Theoreme. - Soit E lll1 espace vectoriel norme de dimension finie sur le corps 
lK = JR ou C, et BE GL(E) une application lineaire inversible de E dans lui-meme 
dont toutes Jes valeurs propres sont de module f= 1. Il existe lll1 reel K > 0 ayant 
la propriete suivante : pour tout couple ( 'r/, () d'applications de E dans lui-meme, 
bornees et lipschitziennes de rapport k < K, il existe lll1 homeomorphisme unique 
h de E sur lui-meme tel que h - idE soit borne et que 

(B + TJ) oh= ho (B + (). 

Preuve : Nous allons d'abord choisir une norme particuliere sur E adaptee a 
l'isomorphisme B. Pour ce choix particulier de la norme de E, nous prouverons le 
theoreme, et nous pourrons meme donner une expression explicite du reel K. Nous mon­
trerons ensuite que le theoreme reste vrai lorsque E est muni d'une norme quelconque (le 
reel K n' etant bien sfu plus necessairement donne par la meme expression). 
Soient Ai les valeurs propres distinctes de B, et ni leurs multiplicites (1 :S i :S p). Les 
Ai etant toutes de module f= l, inf l:C:::i:C:::p j 1 - I.Xi 11 est strictement positif. Soit run reel 

verifiant O < r < inf ( 1, inf 1::;i::;pl 1 - I.Xii I). L'intervalle ferme [1 - r, 1 + r] ne contient 

le module d' aucune valeur propre de B. 
Le polynome caracteristique de Best IL::;i::;p(Ai -Ari. Soit le !'ensemble des elements 
i de { 1, 2, ... ,P} tels que I-Xii < 1, et Id !'ensemble des elements j de { 1, 2, ... ,P} 
tels que I.Xi I > 1. Les parties le et Id de { 1, 2, ... ,P} sont disjointes et de reunion 
{ 1, 2, ... ,P }. Le polynome caracteristique de Best done produit de deux polynomes 
premiers entre eux, I]iEic (Ai - .X)ni et I]jEid (Aj - .X)ni. Posons 

Ee= ker II (Ai idE -B)ni' Ed= ker II (Aj idE -Bri. 
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D'apres le theoreme d' algebre lineaire rappele en VII.1.6, Ee et Ed sont deux sous-espaces 
vectoriels de E, invariants par B, verifiant 

E = Ee EB Ed, 

tels que la restriction de B a Ee (resp., a Ed) ait pour polynome caracteristique 
rriEIJXi - .X)ni (resp., rriEI).Xi - .xri). Nous noterons Be et Bd les restrictions 
de B, respectivement a Ee et a Ed, considerees comme applications de Ee dans lui-meme, 
et de Ed dans lui-meme. Comme B est inversible, Be et Bd sont inversibles. 
Les valeurs propres de Be sont toutes de module< 1 - r, et les valeurs propres de Bd 
toutes de module> 1 + r. 
D'apres le theoreme VII.1.17, il existe sur l'espace vectoriel Ee une norme (euclidienne 
si le corps des scalaires est JR, hermitienne si ce corps est q telle que la norme associee 
de l' endomorphisme lineaire Be de Ee verifie 

IIBell :S 1 - r · 

D'autre part, Bd est une application lineaire inversible de Ed sur lui-meme, dont toutes 
les valeurs propres sont de module> 1 + r. Les valeurs propres de Bi1 sont les inverses 
des valeurs propres de Bd; elles sont done toutes de module < (1 + r)-1• D'apres 
le theoreme VII.1.17, il existe sur l' espace vectoriel Ed une norme ( euclidienne si le 
corps des scalaires est JR, hermitienne si ce corps est q telle que la norme associee de 
l'endomorphisme lineaire Bi1 de Ed verifie 

IIBi1 II :S 1 ! r · 

Ayant defini une norme sur chacun des sous-espaces Ee et Ed de E, nous definissons une 
norme sur E en posant, pour tout x EE, se decomposant en x =Xe+ Xd, avec Xe E Ee 
etxd E Ed, 

llxll = sup(llxell, llxdll) · 
Nous allons prouver que le theoreme est vrai, avec 

K = inf (IIB-1 11-1, ~) . 
Soient done rJ et ( deux applications de E dans lui-meme, bomees et lipschitziennes de 
rapport k < K. L'homeomorphisme h cherche devant etre tel que h - idE soit borne, 
s'ecrit sous la forme 

h = idE+g, 
ou g est une application continue et bomee de E dans lui-meme. Nous devons avoir 

(B + ry) o (idE +g) = (idE +g) o (B + (). 

Puisque rJ et ( sont lipschitziennes de rapport k < IIB-1 11-1, le lemme 4.1 montre que 
B + rJ et B + ( sont des homeomorphismes de E sur lui-meme. L'egalite (*) ci-dessus 
est done equivalente a 

(B + ry) o (idE +g) o (B + 0-1 = idE +g, 

ou,enrempla~antdans le membrededroite idE par (B+() o (B +()- 1, eten developpant 
le membre de gauche, 

Bo (idE +g) o (B + ()-1 + rJ o (idE +g) o (B + ()-1 = (B + () o (B + 0-1 + g, 

ou, apres simplification, 

Bog o (B + 0-1 + rJ o (idE +g) o (B + ()-1 = ( o (B + 0-1 + g. 



152 Chapitre V. Linearisation et conjugaison 

Posons, pour toute application continue et bornee 9 de E dans lui-meme, 

T(9)=Bo9o(B+()- 1 , (**) 
ff(9) = 1J o (idE +9) o (B + ()-1 - ( o (B + ()-1 . (***) 

L' egalite ( *) est equivalente a 
(T+ff)(9) =9, 

qui exprime que 9 est un point fixe de 'I' + ff. 
Soit lE = Cb(E, E) l'espace des applications continues et bornees de E dans lui-meme. 
Pour tout element 9 de cet espace, posons 

11911 = supjl9(x)jj. 
xEE 

Nous savons que muni de cette norrne, lE est un espace de Banach. Nous allons prouver 
que 'I' et ff sont des applications de lE dans lui-meme qui verifient les hypotheses du 
lemme 4.2; ce lemme nous perrnettra alors d'affirmer !'existence dans lE d'un point fixe 
unique de 'I' + ff. 
Pour toute application 9 E JE, T(9) est continue car composee d' applications continues, 
et pour tout x EE, 

IIT(9)(x)II = IIB O 9 ° (B + ()-1(x)II ::; IIBll ll9II, 
ce qui prouve que T(9) est bomee, et que sa norrne verifie 

IIT(9)il ::; IIBll ll9II -
Ainsi, 'I' applique lE dans lui-meme; sa definition montre que c' est une application lineaire. 
L'inegalite ci-dessus montre alors que 'I' est continue et que sa norrne verifie 

IITII ::; IIBII -
L' application lineaire T : lE ---t lE est inversible, et a pour inverse l' application qui associe, 
a tout element 'Y de JE, 

f- 1 (,) = B-1 o, o (B + (). 
Comme ci-dessus, nous voyons que la norrne de f- 1 verifie 

11f-111::; IIB-111. 
De meme, l' expression ( ***) montre que pour tout 9 E JE, ff(9) est une application continue 
de E dans E, car somme de composees d'applications continues. Les applications 77 et ( 
etant bomees, !'application ff(9) est evidemment bornee. Done ff est bien une application 
de lE dans lui-meme. Montrons qu'elle est lipschitzienne. Soient 91 et 92 deux elements 
de IE. Nous avons 

ff(91) - ff(92) = 1] o (idE +91) o (B + 0-1 - 77 o (idE +92) o (B + 0-1, 
done, pour tout x EE, 

llff(91)(x) -ff(92)(x)II = ll7J((idE +91) o (B + ()-1(x)) 

Nous avons done 

- 77((idE +92) o (B + ()-1(x)) II 
::; kjj (idE +91) o (B + ()-1(x) 

- (idE +92) 0 (B + o-1(x)II 
::; kll91 o (B + o-1(x) - 92 O (B + ()-1(x)II 
::; kll91 - 9211, 
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ce qui prouve que 'if est lipschitzienne de rap_Qort k. 
Nous allons maintenant montrer que idJE -T est inversible, et majorer la norme de son 
inverse. C' est la partie la plus difficile de la demonstration. 
Soit IEc = Cb(E, Ee) l'espace des applications continues et bomees de E dans Ee, et !Ed 
l'espace des applications continues et bomees de E dans Ed, Ce sont des sous-espaces 
vectoriels fermes de l' espace de Banach IE, done des espaces de Banach, et nous avons 

IE = IEc EB !Ed . 

L'expression ( **) montre que T applique IEc dans lui-meme et !Ed dans lui-meme. Nous 
noterons Tc et Td les restrictions de T, respectivement a IEc et a !Ed, considerees comme 
~plications de IEc dans lui-meme et de !Ed dans lui-meme. Puisque Test inversible, Tc et 
Td le sont aussi. 
Nous avons prouve ci-dessus que l'application lineaire T est continue et que sa norme 
verifie 

IITII :S IIBII-
De la meme maniere, on montre que Tc est continue, et que sa norme verifie 

III'cll :S JIBcll :S 1 - r < 1. 

Cette demiere inegalite prouve que idEc -Tc est inversible. Son inverse est donne par la 
somme de la serie normalement convergente 

00 

(i<llEc -Tc)-1 = i<llEc + 1: T:. 
k=l 

Nous en deduisons la majoration de la norme de (idlEc -fc)-1, 

00 00 

ll(idlEc -Tc)-1 JJ :S 1 + L IITcllk :S L(l - rl = ! · 
k=l k=O r 

Nous avons prouve ci-dessus que !'application lineaire f- 1 est continue et que sa norme 
verifie 

IIT-1 11 :S IIB-1 11-
De la meme maniere, on montre que Ti 1 est continue, et que sa norme verifie 

~ 1 
11Ti1 II :S 11Bi1 II :S 1 + r < 1. 

Cette demiere inegalite prouve que idJEd -Ti1 est inversible. Son inverse est donne par 
la somme de la serie normalement convergente 

00 

(id]Ed -f;;1)-1 = id]Ed + 1:(Td-1l. 
k=l 

Nous en deduisons la majoration de la norme de (idJEd -Ti 1 )-1, 

l+r 

r 

D'autre part, Td et Ti 1 - idJEd etant inversibles, la composee de ces applications, qui n'est 
autre que idJEd -'T,J,, est elle aussi inversible, et nous avons 

(.d T~ )-1 T~- 1 (T~- 1 "d )-1 
l ]Ed - d = d O d - l Ed , 
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d'ou, pour les normes, les inegalites 

~ ~ ~ 1 1 l+r 1 
//(id]Ed -Td)-1 11 ~ 11r;1ll l/(rd-1 - idJEJ- II~ -1 + - = - . r r r 

Nous avons ainsi prouve que les restrictions de idlE -Ta Ee et a Ed sont toutes deux 
invers!)?les, et que leurs inverses ont toutes deux une norme majoree par r- 1 . Par suite, 
idJE -T est inversible; pour tout element g de E, se decomposant en g = 9e + 9d, avec 
9e E Ee et 9d E Ed, nous avons 

(idlE -f)-1(g) = (idJE-f)-1(ge) + (id]E -f)-1(gd), 

done 
II (id]E -f)-1 (g) II ~ II (id]E -f)-1 (ge) II + II (id]E -f)-l(gd) II 

1 1 
~ -IIYell + -ll9dll r r 

2 
~ rllYII, 

et par suite 

ll(idJE-f)-111 ~ ~' 
r 

d'ou nous deduisons 
k < K ~ i ~ ll(idJE-f)-111-1. 

Le lemme 4.2 est done applicable au couple (T, if) et montre qu'il existe un unique element 
g de E = Cb(E, E) tel que 

(T + rf)(g) = g, 
ou, ce qui est equivalent, tel que 

(B + rJ) o (idE +g) = (idE +g) o (B + (). 

Nous devons, pour finir, prouver que idE +g est un homeomorphisme de E sur lui-meme. 
Remarquons que le resultat ci-dessus s'applique encore si nous echangeons les roles de 'f/ 
et (. II existe done un unique element g' de E tel que 

(B + () 0 (idE +g') = (idE +g') 0 (B + rJ). 

Nous pouvons alors ecrire 

(B + rJ)o(idE +g) o (idE +g') 

= (B + rJ) o (idE +g) o (B + 0-1 o (idE +9') o (B + rJ) 

= (idE +g) 0 (idE +g') 0 (B + rJ). 

Mais nous pouvons ecrire 

(idE +g) o (idE +g') = idE +g", avec g" = g' +go (idE +g'). 

D'apres son expression, g" est une application continue et bornee de E dans lui-meme, 
done un element de E, qui vetifie 

(B + rJ) 0 (idE +g") = (idE +g") 0 (B + rJ). 

Or le raisonnement qui precede s' applique encore lorsque ( = 'f/, et montre que l' element 
g" de E verifiant la relation ci-dessus est unique. Mais nous voyons immediatement que 
!'application nulle est element de E, et vetifie cette relation. Nous pouvons done affirmer 
que g" = 0, c'est-a-dire que 

(idE +g) O (idE +g') = idE . 
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Le meme raisonnement permet de prouver que 

(idE +g') O (idE +g) = idE, 

et nous permet de conclure que h = idE +g est un homeomorphisme de E sur lui-meme, 
d'inverse idE +g'. 
Soit maintenant x 1-+ llxlln une norme quelconque sur E. Cet espace etant de dimension 
finie, cette norme est equivalente a la norme x 1-+ llxll utilisee precedemment. Il existe 
done deux reels strictement positifs met M tels que, pour tout x EE, 

mllxll ::::; llxlln::::; Mllxll -
Une application 'f/ : E -t E, lipschitzienne de rapport k lorsque E est muni de la norme 
x 1-+ llxll, devient lipschitzienne de rapport k' = Mkm- 1 lorsque cet espace est muni de 
la norme x 1-+ llxlln· Le resultat que nous avons etabli reste done vrai lorsque E est muni 
d'une norme quelconque, moyennant un choix convenable du reel K. D 

5.2. Lemme. - Soit t: un espace affine dont l'espace vectoriel associe E est norme, 
cp : U -t t: une application differentiable de classe C 1, definie sur un ouvert U de 
£ et a valeurs dans £, et a un point de U. Pour tout reel k > 0, il existe unreel 
p > 0 tel que la boule fermee de centre a et de rayon p soit contenue dans U et 
que la restriction a cette boule de l'application 'f/, a valeurs dans l'espace vectoriel 
E, definie par 

x 1-+ 'f/(x) = cp(x) - cp(a) - Dcp(a)(x - a), 
soit lipschitzienne de rapport k. 

Preuve : Soit k > 0. L' application cp etant de classe C1, sa differentielle Dcp est continue, 
en particulier au point a. 11 existe done p > 0 tel que pour tout x E U verifiant II x - a II ::::; p, 
on ait 

IJDcp(x) - Dcp(a) II ::::; k. 
En diminuant la valeur de p si necessaire, on peut faire en sorte que la boule fermee de 
centre a et de rayon p soit contenue dans U. Soient x 1 et x 2 deux elements de cette boule. 
Notons [xi, x 2] = { x 1 + .X(x2 - x 1) ; 0 ::::; A ::::; 1} le segment de droite ayant ces 
deux points pour extremites. La boule fermee de centre a et de rayon p etant convexe, 
ce segment de droite est contenu dans cette boule. D' apres l' inegalite des accroissements 
finis, nous avons 

ll'f/(xi) - 'f/(X2) II ::::; sup IIDcp(z) - Dcp(a) II llx1 - x2II ::::; kllx1 - x2II, 
zE[x1,x2] 

ce qui etablit le resultat annonce. D 

5.3. Definition. - Soit { <pn ; n E Z } un systeme dynamique a temps discret defini 
sur un ouvert n d 'un espace affine t: de dimension finie, dont le generateur cp1 est 
un diffeomorphisme de classe C1 d'un ouvert U1 den sur un autre ouvert U_1 de 
n. Soit a E U1 un point d'equilibre, c'est-a-dire un point tel que cp1 (a)= a. On dit 
que ce point d'equilibre est hyperbolique si toutes Jes valeurs propres de Dcp1(a) 
sont de module i= 1. 

5.4. Theoreme de Hartman et Grohman pour un systeme discret. - Soit 
{ cpn ; n E Z} un systeme dynamique a temps discret defini sur un ouvert n d'un 
espace affine t: de dimension finie, dont le generateur cp1 est un diffeomorphisme de 
classe C1 d'un ouvert U1 den sur un autre ouvert U_1 den. Soit a E U1 un point 
d'equilibre hyperbolique de ce systeme. Alors le systeme dynamique considere, au 
voisinage du point d'equilibre a, et le systeme linearise en ce point (ayant pour 
generateur l'isomorphisme lineaire Dcp1 (a)), au voisinage de l'origine de l'espace 
vectoriel E associe a t:, sont localement topologiquement conjugues. 
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Preuve : Po sons B = Drp1 (a). C' est un isomorphisme de E sur lui-meme, car par 
hypothese rp1 est un diffeomorphisme. De plus, nous avons suppose toutes ses valeurs 
propres de module =I= 1. D' apres le theoreme 5 .1, il existe K > 0 tel que pour tout couple 
('f/, () d'applications de E dans E, bornees et lipschitziennes de rapport k < K, il existe 
un homeomorphisme unique h: E - E, tel que h - idE soit borne et que 

(B + rJ) oh= ho (B + (). 
Choisissons unreel k verifiant O < k < K. D'apres le lemme 5.2, il existe p > 0 tel que 
la boule fermee de centre a et de rayon p soit contenue dans U1 , et que la restriction a 
cette boule de !'application, a valeurs dans l'espace vectoriel E, 

x ~ rp1(x) - rp1(a) - B(x - a) 

soit lipschitzienne de rapport k /2, done bornee. Autrement dit, puisque rp1 (a) = a, nous 
pouvons ecrire 

rp1(x) =a+ (B + rJ)(x - a), 
et !'application 'f/, restreinte a la boule fermee de centre l'origine et de rayon p, est 
lipschitzienne de rapport k/2. D'apres le lemme 4.3, il existe une application if: E - E, 
dont la restriction a la boule fermee de centre l' origine et de rayon p co'incide avec la 
restriction de 'f/ a cette boule, et qui est bornee et lipschitzienne de rapport k. 
Les applications B et if verifient les hypotheses du theoreme 5.1 (nous rempla~ons, dans 
l'enonce de ce theoreme, ( par if et 'f/ par 0). ll existe done un homeomorphisme unique 
h : E - E tel que h - idE soit borne et que 

Bo h = ho (B + if) . 
Nous avons, d'apres la definition de if, 

if(O) = rJ(O) = rp1(a) - rp1(a) = 0, 

done nous devons avoir 

Bo h(O) =ho (B + rj)(O) = h(O). 

Comme 1 n'est pas valeur propre de B, cela implique necessairement h(O) = 0. 
Posons alors, pour tout x E £, 

h(x) = h(x - a). 

L' application h : £ - E est un homeomorphisme qui applique a sur l' origine, et qui 
verifie, pour tout x E £, 

Bo h(x) = h(a + (B + rj)(x - a)). 

Mais pour llx - all :'.S: p, nous avons if(x - a) = rJ(x - a), done, d'apres (*), 
a+ (B + rJ)(x - a)= rp1 (x), et nous pouvons ecrire 

sur la boule BF ( a, p) , B o h = h o rp1 . 

En utilisant la proposition 2.7, il est facile d'en deduire que la restriction du systeme 
dynamique { rpn ; n E Z } a la boule de centre a et de rayon p, et le systeme linearise en 
a, forme par les iterees de la restriction de B = Dip1 (a) a __!'image par h de cette boule, 
sont topologiquement conjugues par l'homeomorphisme h. Autrement dit, le systeme 
dynamique considere, au voisinage du point d'equilibre a, et son linearise en ce point, au 
voisinage de l' origine, sont localement topologiquement conjugues. D 
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6. Cas d'un systeme dynamique a temps continu 

Commen9ons par etablir un theoreme qui est l'analogue, pour un systeme dynamique a 
temps continu, du theoreme 5.1, et qui constitue, en fait, une version globale du theoreme 
de Hartman et Grohman. 

6.1. Theoreme. - Soit E un espace vectoriel norme de dimension finie sur le corps 
JI( = JR ou (['., et A E C(E, E) une application lineaire de E dans lui-meme dont 
toutes les valeurs propres ont une partie reelle f 0. 11 existe unreel K > 0 ayant 
la propriete suivante : pour tout champ de vecteurs X sur E tel que l'application 
X - A soit bornee et lipschitzienne de rapport k < K, les systemes dynamiques 
formes par le flot reduit de X et par le flot reduit du champ de vecteurs lineaire 
A sont topologiquement conjugues. 

Preuve : Soient Ai (1 ::::: i ::::: p) les valeurs propres distinctes de A. Par hypothese, 
nous avons iR.Xi f 0. Posons B = exp(A). C'est une application lineaire inversible 
de E dans lui-meme, dont les valeurs propres sont (proposition VII.1.18) µi = e.x;, 
done lµil = eiR>.; f 1. Nous pouvons done appliquer a B le theoreme 5.1, dans lequel 
nous rempla9ons rJ par 0. Nous voyons ainsi qu'il existe unreel K 1 > 0 ayant la propriete 
suivante : pour toute application ( : E -----t E, bornee et lipschitzienne de rapport strictement 
inferieur a K 1, ii existe un homeomorphisme unique h : E -----t E tel que h - idE soit 
borne etque 

Bo h = ho (B + () . 
Pour k > 0, l'application k f-f ellAll+k - ellAII est strictement croissante, tend vers 0 
lorsque k -----t O et vers +oo lorsque k -----t +oo. II existe done un unique K > 0 tel que 
ellAll+K - ellAII = K 1. Pour O < k < K, nous avons alors ellAll+k - ellAII < K 1. 

Soit X un champ de vecteurs sur E tel que X - A soit borne et lipschitzien de rapport 
k < K. Le champ de vecteurs X est lipschitzien de rapport IIAII + k; son flot reduit <I> est 
done defini sur JR x E (lemme 4.5). Quant au flot reduit du champ de vecteurs lineaire A, 
il a pour expression 

\J!(t,x) = 'Vt(x) = exp(tA)(x). 
Posons, pour tout t E JR et tout x E E, 

St(x) = <l>t(x) - 'Vt(x) = <I>t(x) - exp(tA)(x). 

Nous avons en particulier 

31(x) = <I>1(x) - exp(A)(x) = (<I>1 - B)(x). 

D'apres le lemme 4.6, 3 1 est une application de E dans lui-meme bornee et lipschitzienne 
de rapport ellAll+k - ell All, strictement inferieur a K 1, en raison de la definition meme de 
K. II existe done un homeomorphisme h: E -----t E, unique, tel que h - idE soit borne et 
que 

Boh=ho(B+31), 
c' est-a-dire 

'¥1 Oh= h O <I>1. 
Nous allons prouver que pour tout t E JR, nous avons aussi 

'Vt O h = h O <Pt , ( **) 

c'est-a-dire que l'homeomorphisme h conjugue les flots reduits de X et de A. Soit t E JR 
quelconque. Composons chacun des membres de l'egalite (*) avec 'Vt a gauche et <l>_t a 
droite. En remarquant que 'Vt et '111 d'une part, <l>_t et <I>1 d'autre part, commutent, nous 
obtenons 
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ou encore, en posant h' = wt o h o <I> -t, 

W 1 O h' = h' O <l>1 , 

qui est identique a ( *), h etant remplace par h'. Etant compose de trois homeomorphismes, 
h' est un homeomorphisme de E sur lui-meme. Nous allons prouver que h' - idE est 
borne; l'unicite de l'homeomorphisme h verifiant ( *) et tel que h - idE soit borne nous 

permettra alors d'affirmer que h' = h; compte tenu de <l>_t = ( <l>t)-1, cela est equivalent 
al' egalite ( **) que nous voulons prouver. 
En definitive, nous n'avons plus qu'a prouver que h' - idE est bornee. Nous avons 

h' - idE = Wt Oh O <l>_t - idE 

= Wt oho <I>-t - <l>t oho <l>_t + <I>t oho <I>-i - <I>t o <l>_t 

= (Wt - <I>t) oho <I>-t + <I>t oho <I>-t - <l>t o <I>-t. 

D' apres le lemme 4.6, wt - <I>t est borne; par suite, (wt - <I>t) oho <I>-t est borne. D' autre 
part, pour tout x E E, nous pouvons ecrire 

<I>t oho <I>-t(x) - <I>t o <I>-t(x) = <l>t ( (h - idE) (<I>-t(x))). 

Le champ de vecteurs X etant lipschitzien de rapport II All+ k, <l>t est lipschitzien de rapport 
e<IIAll+k)ltl. Comme h-idE est borne, l'egaliteci-dessus montre que <l>toho<l>_t-<l>to<l>_t 
est borne. Par suite, h' - idE l'est aussi. D 

6.2. Definition. - Soit X un champ de vecteurs differentiable de classe GP (p 2: l) 
defini sur un ouvert n d'un espace affine£ de dimension finie. Un point d'equilibre 
a E n de ce champ de vecteurs est dit hyperbolique si toutes Jes valeurs propres de 
DX (a) ont une partie reelle non nulle. 

6.3. Theoreme de Hartman et Grohman. - Soit X un champ de vecteurs 
differentiable de classe GP (p 2: l) defini sur un ouvert n d'un espace affine £ 
de dimension finie, et a E n un point d 'equilibre hyperbolique de ce champ de 
vecteurs. Le systeme dynamique forme par le .Bot reduit de X, au voisinage du 
point d'equilibre a, et son linearise en ce point, au voisinage de l'origine de l'espace 
vectoriel E associe a £, sont localement topologiquement conjugues. 

Preuve: Rappelons (proposition 1.4) que le systeme dynamique linearise au point a est 
forme par le flot reduit du champ de vecteurs lineaire DX(a), et qu'il admet l'origine 
pour point d'equilibre. Puisque les valeurs propres de DX( a) ont toutes une partie reelle 
non nulle, le theoreme 6.1 montre qu'il existe K > 0 ayant la propriete suivante : pour 
tout champ de vecteurs Y defini sur E tel que Y - DX (a) soit borne et lipschitzien de 
rapport k < K, les systemes dynamiques formes par les flots reduits de Yet de DX(a) 
sont topologiquement conjugues. 
Soit k unreel verifiant O < k < K. D'apres le lemme 5.2, il existe p > 0 tel que la boule 
fermee BF ( a, p), de centre a et de rayon p, soit contenue dans n et que la restriction a 
cette boule de !'application (definie sur une boule de l'espace affine£, et a valeurs dans 
l'espace vectoriel E), 

x 1----t X(x) - DX(a)(x - a) 
soit bornee et lipschitzienne de rapport k/2. Posons, pour tout y EE verifiant IIYII ~ p, 

rJ(Y) = X(a + y) - DX(a)(y). 

L'application 'f/, qui est composee de !'application precedente et de l'isomorphisme affine 
de E sur £ qui applique l'origine sur le point a, est bornee et lipschitzienne de rapport 
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k/2. D'apres le lemme 4.3, elle se prolonge en une application rj : E ----* E, bornee et 
lipschitzienne de rapport k. Posons, pour tout y EE, 

Y(y) = DX(a)(y) + rj(y). 

Le theoreme 6.1 montre que les systemes dynamiques formes par les flots reduits du 
champ de vecteurs Y et du champ de vecteurs DX (a) sont topologiquement conjugues; 
notons h : E ----* E l 'homeomorphisme qui les conjugue. 
Puisque rj(O) = 77(0) = 0, le champ de vecteurs Y admet l'origine pour point d'equilibre; 
son flot reduit etant topologiquement conjugue a celui du champ de vecteurs lineaire 
DX(a) (dont l'origine est l'unique point d'equilibre, puisque les valeurs propres de 
DX(a) sont toutes non nulles), le champ Y n'apas d'autre pointd'equilibre que l'origine. 
Par suite, nous avons necessairement h(O) = 0. 
Pour tout x En verifiant llx - all :S p, nous avons 

X(x)=Y(x-a). 

L'image directe, par l'isomorphisme affine x - x - a de l' espace affine£ sur son espace 
vectoriel associe E, du champ de vecteurs X restreint a la boule fermee BF ( a, p) de £ 
de centre a et de rayon p, est done le champ de vecteurs Y restreint a la boule fermee 
Bp(O, p) de Ede centre l'origine et de rayon p). Par suite, !'application h : x - h(x- a), 
composee de cet isomorphisme affine et de l 'homeomorphisme h, realise une conjugaison 
topologique du systeme dynamique constitue par le flot reduit du champ de vecteurs X 
restreint a BF ( a, p) et du systeme dynamique constitue par le flot reduit du champ de 

vecteurs lineaire DX(a) restreint a h(Bp(O,p)). Comme h(a) = 0, nous avons prouve 
que le systeme dynamique forme par le flot reduit de X, au voisinage du point d' equilibre 
a, et le systeme dynamique forme par le flot reduit de DX(a), au voisinage de l'origine, 
sont localement topologiquement conjugues. D 

7. Varietes stable et instable d'un point hyperbolique 

Rappelons une definition deja donnee au chapitre III (definition III.3.1), en introduisant 
une nouvelle terminologie mieux adaptee au cas des points d'equilibre hyperboliques. 

7.1. Definition. - Soit { cpt ; t E 8} lll1 systeme dynamique sur un ouvert n 
d'un espace affine£ de dimension finie, dont ]'ensemble des temps 8 peut etre IR, 
JR+' z OUN. Soit a E n lU1 point d'equilibre. 

On appelle ensemble stable (ou bassin d'attraction) du point a l'ensemble des 
elements X de f! tels que pour tout t E 8, t 2". 0, cpt(X) soit defini, et que 
limt-,+oo cpt(x) = a. 

Lorsque 8 = IR ou Z, on appelle ensemble instable ( ou bassin de repulsion) du point 
a ]'ensemble des elements X def! tels que pour tout t E 8, t :S 0, cpt(X) soit defini, 
et que limt-,-oo cpt(x) = a. 

7.2. Cas d'un systeme lineaire a temps discret. - Soit E un espace vectoriel de 
dimension finie et B E GL(E) une application lineaire inversible de E dans lui-meme 
dont toutes les valeurs propres sont de module i= 1. On considere le systeme dynamique 
a temps discret { Bn ; n E Z } ayant B pour generateur. Il admet l' origine pour point 
d'equilibre. 
Ainsi que nous l'avons vu lors de la demonstration du theoreme 5.1, l'espace E se 
decompose en une somme directe, 
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ou les deux sous-espaces vectoriels Ee et Ed de E sont invariants par B et tels que la 
restriction de B a Ee ait toutes ses valeurs propres de module < 1 et la restriction de B 
a Ed toutes ses valeurs propres de module > 1. Nous avons, pour tout Xe E Ee et tout 
Xd E Ed, 

lim Bn(xe) = 0 et, si Xe-/- 0, lim IIBn(xe)II = +oo, 
n-+oo n--oo 

lim Bn(xd) = 0 et, si Xd -/- 0, lim IIBn(xd) II = +oo. 
n--oo n-+oo 

Tout element X de E se decomposant, de maniere unique, en X = Xe + Xd, avec Xe E Ee 
et Xd E Ed, nous avons 

lim Bn(x) = 0 si et seulement si x E Ee, 
n-+oo 

lim Bn(x) = 0 si et seulement si x E Ed. 
n-t-oo 

L'ensemble stable de l'origine est done Ee, et !'ensemble instable Ed. 

7.3. Cas d'un systeme lineaire a temps continu. - Soit Eun espace vectoriel de 
dimension finie et A= £(E, E) une application lineaire de E dans lui-meme dont toutes 
les valeurs propres ont une partie reelle non nulle. On considere le systeme dynamique a 
temps continu { exp( tA) ; t E JR} forme par le flot reduit du champ de vecteurs lineaire 
A. 11 admet l'origine pour point d'equilibre. 
Comme ci-dessus, l'espace E se decompose en une somme directe, 

E = Ee EB Ed, 

ou Ee et Ed sont deux sous-espaces vectoriels de E invariants par A, tels que la restriction 
de A a Ee (resp., a Ed) ait toutes ses valeurs propres de partie reelle < 0 (resp., de partie 
reelle > 0). 
On rappelle (proposition VII.1.18) que si les valeurs propres distinctes de A sont .\, 
1 s; i s; p, les valeurs propres de exp(tA) sont µi(t) = e>-it. De plus, Ee et Ed sont 
invariants par exp(tA), et les valeurs propres de la restriction de exp(tA) a Ee (resp., a 
Ed) sont de module < 1 pour t > 0 (resp., pour t < 0) et de module > 1 pour t < 0 
(resp., pout t > 0). Par suite, pour x EE, nous avons 

lim exp(tA)(x) = 0 si et seulement si x E Ee, 
t-+oo 

lim exp(tA)(x) = 0 si et seulement si x E Ed. 
t--oo 

Les ensembles stable et instable de l' origine sont done, respectivement, Ee et Ed. 

7.4. Generalisation. - Soit { 'Pt ; t E 8 } un systeme dynamique sur un ouvert n d'un 
espace affine £ de dimension finie, dont l' ensemble des temps 8 est JR ou Z. Si le systeme 
est a temps discret, c'est-a-dire si 8 = Z, nous supposerons que son generateur cp1 est un 
diffeomorphisme de classe GP, p z 2, d'un ouvert U1 den surun autre ouvert U_ 1 den. 
Si le systeme est a temps continu, c'est-a-dire si 8 = JR, nous supposerons qu'il admet 
un generateur infinitesimal X, et que celui-ci est un champ de vecteurs differentiable de 
classe GP sur n. Dans les deux cas, pour tout t E 8, 'Pt est un diffeomorphisme de classe 
GP d'un ouvert Ut de n sur un autre ouvert U _t den. 

Soit a E nun point d'equilibre hyperbolique du systeme (au sens des definitions 5.3 si 
le systeme est a temps discret, 6.2 s'il est a temps continu). Le systeme linearise au point 
a, { Dept (a) ; t E 8 } , admet l' origine pour point d' equilibre hyperbolique. 11 est du 
type etudie dans les deux paragraphes precedents. L'espace vectoriel E associe a l'espace 
affine £ se decompose done en somme directe 

E = Ee EB Ed, 
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le sous-espace Ee etant !'ensemble stable et le sous-espace Ed !'ensemble instable de 
l'origine, pour le systeme linearise. 

D'apres le theoreme de Hartman et Grobman (5.4 si le systeme est a temps discret, 6.3 
s'il est a temps continu), le systeme considere est, au voisinage du point d'equilibre a, 
localement topologiquement conjugue au systeme linearise au voisinage de l' origine. Soit 
h un homeomorphisme d'un voisinage W de l'origine dans E sur un voisinage h(W) 
de a dans t:, appliquant l' origine sur a, qui realise la conjugaison. Cet homeomorphisme 
applique Ee n Wet Ed n W, respectivement sur les parties h(Ee n W) et h(Ed n W) 
den. Nous voyons ainsi que les parties h(Ee n W) et h(Ed n W) den sont contenues, 
respectivement, dans !'ensembles stable et dans !'ensemble instable du point d'equilibre 
a, pour le systeme etudie. 

On peut done penser que localement, au voisinage du point a, les ensembles stable et 
instable de ce point sont qualitativement analogues (en un sens a preciser) aux intersections 
avec W des sous-espaces Ee et Ed, puisqu'ils en sont les images parun homeomorphisme. 
Cependant, un homeomorphisme ne conserve pas les proprietes liees a la differentiablilite, 
de sorte que les considerations qui precedent ne nous renseignent pas sur l' eventuelle 
differentiablilite des ensembles stable et instable du point a. 
Heureusement, ainsi que nous allons le voir, on peut etablir directement, sans utiliser le 
theoreme de Hartman et Grobman, un resultat beaucoup plus precis, prouvant que les 
ensembles stable et instable du point a sont des varietes differentiables de classe GP. A ce 
titre, on peut parfaitement definir l'espace tangent au point a a !'ensemble stable (resp., 
a !'ensemble instable); nous prouverons que c'est le sous-espace affine de t: parallele a 
l'espace vectoriel Ee (resp., parallele a l'espace vectoriel Ed) passant par le point a. 

7.5. Hypotheses et notations. - Soit E un espace vectoriel de dimension finie et 
B E .C(E, E) une application lineaire inversible de E dans lui-meme, dont toutes les 
valeurs propres sont de module f 1. Comme dans la demonstration du theoreme 5.1, 
decomposons E en somme directe 

E = Ee EB Ed 
de deux sous-espaces vectoriels invariants par B, tels que la restriction Be de B a Ee ait 
toutes ses valeurs propres de module< 1, et la restriction Bd de Ba Ed toutes ses valeurs 
propres de module > 1. Soit r un reel verifiant O < r < 1 tel que l'intervalle ferme 
[1 - r, 1 + r] ne contienne le module d'aucune valeur propre de B. Remarquons que les 
valeurs propres de Be sont toutes de module< 1 - r, et les valeurs propres de Bd toutes 
de module > 1 + r; done les valeurs propres de H;;1 (inverses des valeurs propres de Bd) 

1 
toutes de module < --. 

l+r 
Nous savons (theoreme VII.1.17) qu'il existe sur Ee une norme euclidienne Xe 1---+ llxell 
telle que la norme associee de Be verifie II Bell :S: 1 - r, et sur Ed une norme euclidienne 

1 
xd 1---+ llxdll telle que la norme associee de Bi1 verifie 11Bi1 II :S: 1 + r. 

Munissons E de la norme 

llxll = llxe + Xdll = sup(llxell, llxdll), Xe E Ee, Xd E Ed, 
et convenons d'identifier E = Ee EB Ed avec le produit Ee x Ed, un element Xe+ Xd de 
E (avec Xe E Ee, Xd E Ed) etant identifie au couple (xe, Xd) E Ee x Ed. 
Soit pun reel > 0, W la boule ouverte de Ede centre l'origine et de rayon p, W son 
adherence (c'est-a-dire la boule fermee de centre l'origine et de rayon p). D'apres le choix 
de la norme sur E (identifie, comme nous l'avons indique ci-dessus, au produit Ee x Ed), 
nous avons 
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ou We et Wd sont les boules ouvertes, respectivementde Ee et de Ed, de centre l'origine 
et de rayon p, We et Wd leurs adherences, respectivement dans Ee et dans Ed. 
Soit 'f/ : W ---t E une application verifiant 'f/(0) = 0, lipschitzienne de rapport k, avec 
0 < k < r. Nous decomposons 'f/ en somme de deux applications 

'f/ ='f/e+'f/d, 

avec 'f/e : W ---t Ee et 'f/d : W ---t Ed, Ces deux applications verifient 'f/e(O) = 'f/d(O) = O, 
et elles sont lipschitziennes de rapport k. 
Nous allons nous interesser au systeme dynamique a temps discret ayant pour generateur 
!'application B + 'f/, definie sur W. Puisque (B + 'T/)(0) = 0, ce systeme admet l'origine 
pour point d' equilibre. Nous allons nous interesser en particulier aux ensembles stable et 
instable de l'origine, pour ce systeme. 
Dans le cas particulier ou 'f/ est differentiable, le systeme linearise au voisinage de l' origine 
est le systeme dynamique a temps discret ayant pour generateur !'application lineaire 
B + D'f/( 0), qui admet aussi l' origine pour point d' equilibre; l' ensemble stable de l' origine, 
pour ce systeme linearise, est un sous-espace vectoriel de E (le plus grand sous-espace 
vectoriel de E invariant par !'application lineaire B + D'f/(0) et tel que les valeurs propres 
de la restriction de B + D'f/(0) ace sous-espace soient toutes de module < 1). Nous 
montrerons que l' ensemble stable de l' origine, pour le systeme de generateur B + 'f/, 
admet un espace tangent a l'origine, et que cet espace tangent n'est autre que le sous­
espace vectoriel de E qui est l' ensemble stable de l' origine pour le systeme linearise, de 
generateur B + D'f/(0). L'ensemble instable de l'origine a des proprietes analogues. 
En particulier, lorsque la differentielle de 'f/ a l'origine est nulle, les espaces tangents a 
l' origine aux ensembles stable et instable de ce point, pour le systeme de generateur B + 'f/, 
sont les sous-espaces vectoriels Ee et Ed de E, respectivement. 

7.6. Proposition. - Les hypotheses et notations etant celles precisees ci-dessus, 
il existe une application lipschitzienne ge : We ---t Ed dont le graphe, c'est-a-dire 
]'ensemble 

{ (Xe, xd) E Ee X Ed ; Xe E We' Xd = ge(Xe) } ' 
est l'ensemble stable de l'origine pour le systeme dynamique a temps discret de 
generateur B + 'f/· 
De meme, le graphe de la restriction de ge a l'ouvert We de Ee est l'ensemble stable 
de l'origine pour le systeme dynamique a temps discret engendre par la restriction 
de B + 'f/ a l'ouvert W de E. 
De plus, si l'application 'f/ est differentiable de classe GP sur W (avec p 2:: 1), 
]'application ge est differentiable de classe GP sur We. 

Preuve : Soit lE l' ensemble des suites dans E qui convergent vers l' origine. Nous noterons 
x = (x(n), n EN) une suite element de lE (nous evitons de placer n en indice car nous 
utiliserons c et d pour indices afin de reperer les points appartenant a Ee ou a Ed). Pour 
chaque n EN, nous ecrirons 

x(n) = (xe(n),xd(n)), 

avec Xe(n) E Ee, xd(n) E Ed. 
Rappelons que l' espace IE, muni de la norme 

llxll = supllx(n)II, 
nEJ\I 

est un espace de Banach. 
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Soit IEw (resp., IEw) l' ensemble des suites elements de IE dont tous les termes sont dans 

W (resp., dans W). L' ensembe IEw est une partie fermee, done complete, de IE, con tenant 

IEw, qui en est une partie ouverte. 
Cherchons a quelle condition une suite x = ( x( n) , n E N), element de IEw , est telle 
que,pourtoutn EN, 

x(n) = (B + 77)n(x(O)). 
Nous obtenons aisement les conditions 

{ 
Xe(n) = Be(xe(n- 1)) + 7Je(x(n - 1)) pour tout n 2 1, 

xd(n) = Bi 1 ( xd(n + 1) - 7]d (x(n))) pour tout n 2 0. 

Ces expressions nous suggerent de definir une application x : We x IEw -t IE qui associe, 

a chaque ( ae, X) E We X IEw ' l' element y de IE defini par 

{ 
Ye(n) = { ';{(xe(n - 1)) + 7le(x(n - 1)) 

Yd(n) =B;;1 (xd(n+l)-77d(x(n))). 

Nous voyons alors qu'une suite x E IEw est telle que 

sin= 0, 
sin 2 1, 

pour tout n EN, x(n) = (B + 77)n (x(O)) 

si et seulement si 
X = x(xe(O), x), 

ou encore, si et seulement si la suite x est point fixe de !'application x I--) x(xe(O), x). 
D'autre part, un pointx(O) de W appartient a !'ensemble stable de l'origine si et seulement 
si, pour tout n EN, (B + 77t(x(O)) est defini et limn-++oo(B + 77r(x(O)) = 0, c'est-

a-dire si et seulement si la suite x = ( ( B + 77) n ( x ( 0)) , n E N) a tous ses termes bien 

definis et appartient a JEW . 

Nous allons montrer que pour chaque ae E We fixe, !'application de IEw dans IE : 

x I--) x(ae,x),admetunpointfixeunique;cepointfixeseraunesuitex = (x(n), n EN) 
dont le premier terme (xe(O), Xd(O)) verifiera necessairement Xe(O) = ae; quant a la 
composante xd ( 0), elle ne dependra que de ae, et nous pourrons la noter 9e ( ae), definissant 
ainsi une application 9e: We -t Ed; et nous aurons prouve que x(O) = (ae, ge(ae)) est 
l'unique point de !'ensemble stable de l'origine dont la projection sur Ee est ae. 
Soient ae E We, X et x' deux elements de IEw . Posons y = x( ae, X ), y' = x( ae, x'). 
Nous avons 

l Ye(n) -y~(n) = { ~e(xe(n-1) - x~(n-1)) sin= O, 

+77e(x(n - 1)) - 7]e(x'(n - 1)) sin 2 1, 

Yd(n) - y~(n) = B:i 1 (xd(n + 1) - x~(n + 1) - 7Jd(x(n)) + 7Jd(x'(n))). 

Nous en deduisons les majorations 

IIYe(n) -y~(n)II::; (IIBell + k) llx - x'II < (1- r + k)llx - x'II, 
l+k 

l!Yd(n)-y~(n)II::; IIB;;1 ll(l+k)llx-x'II < l+r llx-x'II, 
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ce qui prouve que l' application x f----+ x( ae, x) est lipschitzienne de rapport 

sup 1 - r + k, -- , ( 1 + k) 
l+r 

strictement inferieur a 1. 
Nous remarquons aussi que IIYe(O) II = llaell ~ p (cette demiere inegalite devenant stricte 
si ae E We), que pour tout n 2:: 1 

IIYe(n) II ~ (1 - r + k) llx(n - 1)11 ~ P 

et que pour tout n 2:: 0 

l+k 
IIYd(n)II ~ 1 + r sup(llxd(n + 1)11, llx(n)II) ~ P. 

De plus, dans chacune des deux suites d'inegalites ci-dessus, la demiere inegalite devient 
stricte si ae E We. 
Ces inegalites montrent que pour tout ae E We et tout x E IEw, y = x( ae, x) est une suite 

dans E qui tend vers O dont tousles termes sont elements de W, done un element de IEw· 

Si de plus ae E We, y = x( ae, X) est element de IEw. 
L'espace metrique IEw etant complet, le classique theoreme du point fixe (rappele en 

VII.2.1) permet d'affirmer que pour chaque ae E We, ii existe une suite x E JEW unique 

telle que x( ae, x) = x. Les inegalites discutees ci-dessus montrent de plus que si ae E We, 
la suite x telle que x(ae, x) = x est element de JEw. Ainsi que nous l'avons vu plus haut 
cela prouve qu'il existe une application 9e : We ---* Ed telle que pour tout ae E We, 
( ae, 9e(ae)) soit l'unique element de }'ensemble stable de l'origine dont la projection sur 
Ee est ae. Cela prouve aussi que pour tout ae E We, ( ae, 9e( ae)) est l'unique element de 
}'ensemble stable de l'origine pour le systeme dynamique engendre par la restriction de 
B + rJ a W dont la projection sur Ee est ae. 
D'autre part, l'application x est lipschitzienne de rapport 1 par rapport a sa premiere · 
variable. Un complement classique du theoreme du point fixe (rappele en VII.2.2) permet 
alors de montrer que !'application g qui associe, a chaque ae E We, le point fixe 
g(ae) E JEW de l'application x f----+ x(ae,x), est lipschitzienne de rapport 1/(1 - k). 
Or }'application 9e est la composee de g et de la projection de IE sur Ed qui, a une 
suite (x(n), n EN) fait correspondre xd(O). Cette projection etant lineaire de norme 1, 
!'application 9e est lipschitzienne, de rapport 1/(1 - k). 
Supposons maintenant rJ differentiable de classe GP sur W (avec p 2:: 1). L'expression de 
x et les inegalites etablies ci-dessus montrent alors que cette application se prolonge en 
une application, encore notee X, definie sur We x JE, differentiable de classe GP. Ainsi 
que nous l'avons vu ci-dessus, pour tout ae E We, l'application de IE dans lui-meme : 
x f----+ x(ae, x) est lipschitzienne de rapport sup(l - r + k, (1 + k)/(1 + r)). Par suite, 
la differentielle partielle de x par rapport a sa seconde variable, en tout point ( ae, x) de 
We X IE, verifie 

IIDzx(ae,x)II ~ sup (1-r+ k, ~ ::) < 1. 

Un autre complement du theoreme du point fixe (egalement rappele en VII.2.2) montre 
alors que }'application g qui associe, a chaque ae E We, le pointfixe g(ae) de l'application 
x f----+ x(ae, x), est differentiable de classe GP. Comme l'application 9e est composee deg 
et d'une projection (application lineaire continue, done differentiable de classe C00), elle 
est, elle aussi, differentiable de classe GP. D 



§ 7. Varietes stable et instable d'un point hyperbolique 165 

7.7. Remarque. - De la meme maniere, moyennant des hypotheses convenables (que le 
Iecteur est invite a preciser lui-meme) concernant le rapport de I' application lipschitzienne 
r,, on montre que I' ensemble instable de I' origine, pour le systeme dynamique de generateur 
B + 'f/, est le graphe d'une application 9d de Wd dans Ee, et que si la restriction de 'f/ a 
l'ouvert West differentiable de classe GP, la restriction de 9d a Wd est differentiable de 
classe GP. 

7.8. Proposition. - Les hypotheses et notations etant celles de la proposition 
precedente, on suppose de plus l'application 'f/ differentiable de classe GP sur 
W, avec p ;:::: 1. La differentielle, a l'origine, de l'application 9e : We -+ Ed, est 
l'application lineaire de Ee dans Ed dont le graphe est l'ensemble stable de l'origine 
pour le systeme dynamique linearise, de generateur B + DrJ(O). 

Preuve: Notons g: We-+ IE !'application qui associe, a chaque ac E We, le point fixe 
de !'application x f---4 x(ae, x ). Nous avons, pour tout ae E We, 

g(ae) = x(ae,g(ae)). 

Differentions cette expression au point (0, 0). En remarquant que g(O) 
identiquement nulle), nous obtenons pour tout be E Ee, 

Dg(O)(be) = Dx(O,O)(be,Dg(O)(be)). 

0 (suite 

En explicitant !'expression de Dx(O, 0), nous voyons que Dg(O) (be) est la suite 
z = ( z( n) , n E N), element de IE, qui verifie 

{ 
{ be 

Ze(n) = Be(ze(n- 1)) + D'f]e(O)(z(n-1)) 

Zd(n) = H;;1 (zd(n + 1) - D'f/d(O)(z(n))). 

sin= 0, 
sin;:::: 1, 

Ces formules sont exactement identiques a celles qui sont verifiees par la suite g(ae), 
a condition de remplacer ae par be et 'f/ par DrJ(O). Nous voyons done que pour 
tout be E Ee, Dg(O)(be) est !'unique suite z, convergeant vers 0, dont le premier 
terme z(O) = (ze(O),zd(O)) verifie ze(O) = be, qui satisfait, pour tout n EN, 

z(n) = (B + DrJ(O)t(z(O)). 
Quant a la differentielle de 9e a I' origine, on voit aisement que Dge( 0) ( be) n' est autre que la 
projection zd(O), sur le sous-espace Ed, du premier terme z(O) de la suite z = Dg(O)(bc). 
Autrement dit, Dgc(O) est !'application be f---4 Zd(O). Son graphe est le sous-espace 
vectoriel de E qui est I' ensemble stable de I' origine, pour le systeme dynamique linearise 
de generateur B + DrJ(O). D 

Avant d' etablir le theoreme principal de ce paragraphe, nous devons etudier les relations 
entre !'ensemble stable (resp., instable) d'un pointd'equilibre d'un systeme dynamique, et 
!'ensemble stable (resp., instable) de ce meme point pour le systeme dynamique restreint 
a un voisinage du point d'equilibre. C'est l'objet du lemme suivant. 

7.9. Lemme. - Soit { 'Pt ; t E 8} un systeme dynamique sur un ouvert n d'un 
espace affine £ de dimension finie, dont l'ensemble des temps 8 peut etre JR, JR+, 
Z ou N. Soit a E n un point d'equilibre de ce systeme, et W un voisinage de 
a, W C 0. Soit { 'Pt ; t E 8} la restriction a W de ce systeme dynamique 
(proposition 2.6). 

Le point d'equilibre a du systeme dynamique initial est aussi point d'equilibre du 
systeme restreint. 
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Un point x E n est element de l'ensemble stable du point a pour le systerne 
dynamique initial { cpt ; t E 8} si et seulement s'il existe () E 8, () 2 0, tel 
que cp0(x) soit defini et element de l'ensemble stable du point a pour le systerne 
restreint { 'Pt ; t E 8 } . 
De meme, lorsque 8 = JR OU Z, un point XE f2 est element de l'ensemble instable 
du point a pour le systeme dynamique initial { cpt ; t E 8} si et seulement s'il 
existe () E 8, () :S 0, tel que cpo(x) soit defini et element de l'ensemble instable du 
point a pour le systeme restreint { 'Pt ; t E 8 } . 

Preuve : Le fait que a soit aussi point d'equilibre du systeme restreint est consequence 
iimmediate de la definition des points d'equilibre (1.2.2) et de celle de systeme restreint 
(2.6). 

Nous traiterons le cas des ensembles stables, celui des ensembles instables etant analogue. 
Soit x un element de !'ensemble stable du systeme initial { cpt ; t E 8 }. On sait alors 
que cpt ( x) est defini pour tout t 2 0, t E 8, et que limt ..... +oo cpt ( x) = a. Puisque W est un 
voisinage du point a, il existe () E 8, () 2 0, tel que pour tout t E 8, t 2 (), cpt(x) E W. 
Pour tout s E 8, s 2 0, nous pouvons ecrire 

cps(cpo(x)) = cps+o(x) E W, 

et par suite 
lim cp8 (cpo(x)) = a, 

s-++oo 

ce qui prouve que cp0 ( x) est element de l' ensemble stable du point a pour le systeme 
dynamique restreint a W. 

Reciproquement, soit x E net() E 8, () 2 0, tel que cp0 (x) soit defini et element de 
!'ensemble stable de a pour le systeme dynarnique restreint a W. Necessairement, cpt(x) 
est defini pour tout t E 8 verifiant O :S t :S 0. Mais pour t E 8, t > (), nous pouvons 
ecrire 

cpt(x)=cps(cpo(x)), avec s=t-0E8, s2:'.:0. 
Comme cp0 (x) est element de !'ensemble stable de a pour le susteme dynarnique restreint 
a W, cela prouve que cpt(x) est defini et element de W pour tout t > 0, t E 8, et que 
lim ..... +00 cpt ( x) = a. Le point x est done element de l' ensemble stable du point a pour le 
systeme dynarnique initial. D 

7.10. Remarque. - Dans les hypotheses du lemme precedent, soit S !'ensemble stable 
du point a pour le systeme dynarnique initial et Sw !'ensemble stable du point a pour le 
systeme dynamique restreint a W. Nous avons evidemment 

Sw csnw. 
Cette inclusion est en general stricte, car etant donne un point x de S n W, il peut arriver 
que cpt(x) ne soit pas element de W pour certaines valeurs de t E 8, t 2 0, bien que 
limt ..... +oo cpt(X) soit egal a a. Un tel point X ne saurait etre element de Sw, puisque <pt(X) 
n'est pas defini pour tout t 2 0, t E 8. 
Il est facile maintenant d'etablir le theoreme suivant. Les notions de geometrie 
differentielle utilisees dans l'enonce de ce theoreme (variete differentiable, immersion, 
espace tangent) sont presentees dans le chapitre VII, auquel le lecteur pourra se reporter 
si necessaire. 

7.11. Theoreme. - Soit { cpn ; n E Z} un systeme dynamique a temps discret 
sur un ouvert n d 'un es pace affine £ de dimension finie, dont le generateur cp1 
est un diffeomorphisme de classe GP, p 2 2, d'un ouvert U1 den sur un autre 
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0 uvert U_ 1 den. Soit a E U1 un point d'equilibre hyperbolique de ce systeme. Les 
ensembles stable et instable du point a sont des varietes differentiables de classe 
GP, immergees dans n; on les appelle variete stable et variete instable du point a, 
respectivement. Les espaces tangents, au point a, a la variete stable et a la variete 
instable, sont les sous-espaces aiiines de E passant par le point a et paralleles, 
repectivement, au sous-espace stable Ee et au sous-espace instable Ed du systeme 
dynamique linearise de generateur Dc.p1(a). 

Preuve: Pour tout x E U1, nous pouvons ecrire, puisque c.p1 (a) = a, 

c.p1(x) =a+ Dc.p1(a)(x - a)+ 'f/(X - a). 

L'application 'f/ est differentiable de classe GP; a l'origine, nous avons 'f/(0) = 0 et 
D'f/(0) = 0. En restreignant 'f/ a un voisinage assez petit de l'origine, nous pouvons 
faire en sorte qu'elle soit lipschitzienne, de rapport aussi petit qu'on veut. Nous voyons 
done qu'en identifiant l'espace affine E a l'espace vectoriel qui lui est associe E au 
moyen de l'isomorphisme affine qui applique le point a sur l'origine, et en restreignant 
le systeme dynamique considere a un voisinage assez petit de l'origine, nous pouvons 
faire en sorte que le systeme ainsi restreint satisfasse les hypotheses du paragraphe 7.5 
et des proposition 7.6 et 7.8. Comme au paragraphe 7.5 ou nous avions identifie l'espace 
vectoriel E au produit Ee x Ed, nous identifions l' espace affine E a un produit Ee x Ed, 
avec Ee= a+ Ee, Ed =a+ Ed, Le point a est alors identifie au couple (a, a), que nous 
noterons ( ae, ad) pour eviter les confusions (ae designant le point a lorsqu'il est considere 
comme element du sous-espace affine Ee = a + Ee de E, et ad designant le point a 
lorsqu'il est considere comme element du sous-espace affine Ed = a+ Ed de E). Les 
propositions 7.6 et 7.8 nous permettent d'affirmer qu'il existe un voisinage ouvert W de 
a, ainsi identifie a (ae, ad), d'adherence compacte W c U1, de laforrne W = We x Wd, 
ou We (resp., Wd) est une boule ouverte de Ee de centre ae (resp., une boule ouverte de 
Ed de centre ad) pour une norme euclidienne convenablement choisie, ayant les proprietes 
suivantes: 

- !'ensemble stable (resp., instable) du point a pour le systeme dynamique engendre 
par la restriction de c.p1 a West le graphe d'une application 9e : We ----* Ed appliquant 

ae sur ad (resp., d'une application 9d : W d ----* Ee appliquant ad sur ae); l'ensemble 
stable (resp., instable) du point a pour la restriction a W de ce systeme dynamique 
est le graphe de la restriction de 9e a We (resp., de la restriction de 9d a Wd); 

- la restriction de 9e a We (resp., de 9d a Wd) est differentiable de classe GP. 

De plus, comme nous sommes dans le cas particulierement simple ou la differentielle de 
'f/ au point d'equilibre est nulle, nous pouvons aussi affirmer que 

- la differentielle de 9e au point ae (resp., de 9d au point ad) est !'application nulle de 
Ee dans Ed (resp., de Ed dans Ee), 

Raisonnons par exemple sur les ensembles stables. Designons par S !'ensemble stable 
du point a pour le systeme dynamique initialement donne (engendre par c.p1), et Sw 
l'ensemble stable du point a pour la restriction a W de ce systeme dynamique. D'apres la 
proposition 2.7, la restriction a W du systeme dynamique engendre par c.p1 est d'ailleurs 
tout simplement le systeme dynamique engendre par la restriction de c.p1 a W. Nous 
utiliserons dans ce qui suit les ouverts Wet We, respectivement de E et de Ee, et non plus 
leurs adherences Wet We· Desorrnais, 9e designera !'application de We dans Ed dont le 
graphe est Sw ( et non plus, comme ci-dessus, le prolongement de cette application a W J. 
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Soit ne la dimension de Ee. Puisque Sw est le graphe d'une application de classe GP 
definie sur un ouvert We de Ee, Sw est une variete differentiable de classe GP. 11 suffit en 
effet de composer la restriction a Sw de la projection de E sur Ee avec l'isomorphisme de 
Ee sur JRnc determine par le choix d'un repere affine de Ee, pour obtenir une application 
bijective 1/J de Sw sur un ouvert 1/J(W) de JRnc. Nous pouvons alors considerer (Sw, 1/J) 
comme une carte de Sw, dont le domaine est Sw en tier. L'injection canonique de Sw dans 
E est, en tout point, de rang ne, puisque Sw est le graphe d'une application differentiable 
9e definie sur un ouvert de Ee, dont la dimension est ne. 

Pour tout entier k 2: 0, soit Vk = <,Ok- 1(Sw ). Le lemme 7.9 montre que Vi est une 
partie de Set que ukEN vk = s. Soit 1Pk = 1P O <,Ok lvk. En remarquant que <,Ok est un 
diffeomorphisme, nous voyons que 1/Jk est une application bijective de Vk sur un ouvert 
de JRnc. Nous pouvons alors munir S d'une topologie, dont les ouverts sont les reunions 
quelconques de parties de la forme 1Pk - 1(0), pour tout k EN et tout ouvert Ode JRnc. 
Cette topologie est separee, car pour tout couple (b1 , b2) de points distincts de S, il existe 
un entier k 2: 0 tel que <,Ok (b1 ) et <,Ok(b2) soientdeux points (evidemment distincts) de Sw, 
ce qui permet de voir que b1 et b2 possedent des voisinages disjoints. Nous pouvons aussi 
munir S d'une structure de variete differentiable en prenant les (Vk, 1/Jk) comme cartes 
de S, et en verifiant que les changements de carte sont des diffeomorphismes de classe 
GP. Nous obtenons ainsi un atlas de classe GP, done defini sur cet ensemble une structure 
de variete differentiable de classe GP. Nous pouvons aisement verifier que l'injection 
canonique de S dans E est differentiable de classe GP et, en tout point, de meme rang ne 
que !'injection canonique de Sw dans E; c'est done une immersion. 

Enfin, d'apres 7.8 et VII.5.13, l'espace affine tangent en a a S est l'image de Ee par 
1' application affine v 1---t ( ae + v, ad + Dge ( ae) ( v)). Comme Dge ( ae) = 0, cet espace 
affine tangent est l'espace affine Ee parallele a Ee, passant par le point a= (ae, ad). 

Bien entendu, les meme considerations s' appliquent a l' ensemble instable du point a. D 

Afin d'etablir !'analogue du theoreme precedent pour un systeme dynamique a temps 
continu, nous utiliserons le lemme suivant. 

7.12. Lemme. - Soient X un champ de vecteurs localement lipschitzien sur un 
ouvert n d'un espace affine E dont l'espace vectoriel associe est un espace de 
Banach, a E n un point d'equilibre (c'est-a-dire un point tel que X(a) = 0), et 
w le fl.at reduit de X. Un point x E n appartient a ]'ensemble stable du point a, 
c'est-a-dire est tel que wt ( x) soit defini pour tout t 2: 0 et que limt--,+oo wt ( x) = a, 
si et seulement si Wn(x) est defini pour tout n EN, et limnEN, n-->+oo Wn(x) = a. 

Preuve: Puisque N c JR+, la condition est necessaire. Montrons qu'elle est suffisante. 
Supposonsdoncque Wn(x) soitdefinipourtoutn E N,etquelimnEN, n-->+oo Wn(x) = a. 
Pour tout reel t 2: 0, il existe n E N tel que n :S t < n + 1. Comme w n+ 1 ( x) est defini, 
Wt(x) l'est aussi. Il reste seulement a prouver que limt-->+oo Wt(x) = a. 
Le champ de vecteurs X etant localement lipschitzien, il existe un voisinage ouvert W 
du point a, W c n, et un reel k > 0, tels que la restriction de X a W soit lipschitzienne 
de rapport k. Soit p > 0 tel que la boule fermee de centre a et de rayon p soit contenue 
dans W. Nous allons montrer qu'il existe N 2: 0 tel que pour tout reel t verifiant t 2: N, 
11 Wt ( x) - a 11 :S p. Comme nous pouvons choisir p arbitrairement petit, nous aurons ainsi 
prouve que limt--,+oo Wt(X) = a. 
Puisque limnEN, n-->+oo Wn(x) = a, il existe N E N tel que pour tout n 2: N, 
/lwn(x) - a/I < pe-k. Soit alors t E JR verifiant t 2: N. Soit n E N, verifiant 
N :S n :S t < n + 1; nous avons t = n + (), avec O :S () < 1. Posons Wn(x) = Y· 
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Nous savons que IIY- all < pe-k, et que Wt(x) = w8 (y). Supposons que Ws(Y) ne soit 
pas element de W pour touts E [O, OJ. A fortiori, Ws(Y) n'est pas element de la boule 
fermee de centre a et de rayon p pour touts E [O, OJ. Le pointy etant interieur a cette 
boule, l' ensemble des s E [O, OJ tels que W s (y) appartienne a la frontiere de cette boule, 
c'est-a-dire tels que llws(Y) - all = p, est non vide. Soit Sm sa borne inferieure. Nous 
avons O < Sm :S O et, pour touts E [O, sm[, llws(Y) - all < p; nous avons aussi, par 
continuite, llwsm(y)- all= p. 
D'apres le lemme 4.5, tant que les courbes integrales considerees restent contenues dans 
l'ouvert W sur lequel X est lipschitzien de rapport k, pour touts E JR, W s est lipschitzien 
de rapport eklsl. Par suite, nous avons 

llwsm(y)- Wsm(a)II = llwsm(y)- all :s; eks,,,IIY- all< e-k(l-sm)p :s; p. 

Nous avons abouti a une contradiction puisque II w s.,, (y) - all devraitetre a la fois egal a p 
et strictement inferieur a p. Nous avons done prouve par l'absurde que w s(Y) est element 
de W pour touts E [O, OJ. Mais alors, 

llwt(x) - all = llwo(y) - Wo(a) II :S ek0 11Y - all < e-k(l-O) p :Sp, 

ce qui etablit le resultat desire. D 

Il est facile maintenant d'etablir le theoreme suivant. 

7 .13. Theoreme. - Soient X un champ de vecteurs differentiable de classe GP 
(p 2: 2) sur un ouvert n d 'un espace affine t: de dimension finie, a E n un point 
d'equilibre hyperbolique de ce champ de vecteurs (definition 6.2). Les ensembles 
stable et instable du point a, pour le systeme dynamique forme par le flat reduit de 
X, sont des varietes diHerentiables de classe GP, immergees dans n; on Jes appelle 
variete stable et variete instable du point a, respectivement. Les espaces tangents, 
au point a, a la variete stable et a la variete instable, sont Jes sous-espaces aflines 
de t: passant par le point a et paralleles, repectivement, au sous-espace stable Ee 
et au sous-espace instable Ed de l'origine pour le systeme dynamique linearise, de 
generateur infinitesimal DX(a). 

Preuve : D' apres le lemme 7 .12, l' ensemble stable du point a, pour le systeme dynamique 
a temps continu forme par le flot reduit de X, co'incide avec !'ensemble stable du point 
a pour le systeme dynamique a temps discret obtenu en donnant au temps des valeurs 
entieres. L'ensemble instable du point a possede bien sfu une propriete analogue. Les 
resultats annonces decoulent immediatement du theoreme 7 .11. D 

7.14. Remarques 
a) Dans les hypotheses des theoremes 7.11 ou 7.13, !'injection canonique de la variete 
stable (resp., instable) du point d'equilibre a dans l'espace E est une immersion, mais 
n' est en general pas un plongement. Pour s 'en convaincre, le lecteur pourra considerer les 
courbes stable et instable de l' origine pour le champ de vecteurs etudie dans l' exemple 
7.13 du chapitre III (figure III.19). 

b) Dans les hypotheses du theoreme 7 .13, supposons de plus l' espace affine t: de 
dimension 2. 

Siles valeurs propres de DX(a) sont reelles et de signes contraires, le point d'equilibre 
hyperbolique a est un col, au sens de la proposition III.7.10. La variete stable (resp., 
instable) de ce point est la reunion du point a et des deux courbes integrales admettant 
le point a comme point w-limite (resp., comme point a-limite). Nous les avons deja 
rencontrees au chapitre III (proposition III. 7 .10 et remarque III. 7 .11 ). 
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Siles valeurs propres de DX (a) ont toutes deux une partie reelle negative (resp., positive), 
le point d'equilibre a est un nreud attractif ou un foyer attractif (resp., un nreud repulsif 
ou un foyer repulsif) au sens des propositions IIl.7.7 et III.7.10. La variete stable (resp., 
instable) de ce point est de dimension 2; c'est un voisinage ouvert connexe du point a. 
Sa variete instable (resp., stable), de dimension 0, est le singleton {a}. Le theoreme 7.13 
nous donne alors moins de renseignements, sur l'allure qualitative du flot du champ de 
vecteurs X au voisinage du point a, que l' etude directe faite au chapitre III, paragraphe 7. 

Nous allons indiquer ci-dessous, sans demonstration, un resultat, concemant les points 
d'equilibre non hyperboliques, qui ressemble un peu aux theoremes affirmant !'existence 
des varietes stable et instable d'un point d'equilibre hyperbolique. Nous l'enoncerons par 
exemple pour un systeme constitue par le flot reduit d'un champ de vecteurs; un enonce 
analogue pourrait etre formule pour un systeme dynamique a temps discret. 

7 .15. Theoreme de la variete centrale. - Soient X un champ de vecteurs 
differentiable de classe GP (p 2: 2) sur un ouvert n d'un espace affine £ de 
dimension finie, a E n un point d'equilibre. Soit Ea le plus grand sous-espace 
vectoriel de l'espace vectoriel E asssocie a £, invariant par ]'application lineaire 
DX(a) et tel que la restriction de DX(a) ace sous-espace ait toutes ses valeurs 
propres de partie reelle nulle. Alors il existe une variete differentiable S, de classe 
GP' connexe, immergee dans n, contenant le point a, invariante par le Bot reduit 
du champ de vecteurs X, ayant pour espace tangent en a le sous-espace affine 
de£ passant par a parallele a E0 . On dit que S est une variete centrale du point 
d'equilibre a. 

Attention : la variete centrale n'est en general pas unique, ainsi que le montre l'exemple 
suivant. 

7.16. Exemple. - On considere !'equation differentielle dans ~ 2 (coordonnees (x, y), 

{ !: = x2, 

dy 
dt = -y. 

y 

0 

Figure V.l. Allure qualitative du portrait de phases 
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L'origine est un point d'equilibre et le systeme linearise en ce point s'ecrit 

{ !~ = 0, 

dv 
dt = -v. 

On remarque que le generateur infinitesimal du systeme linearise a une valeur propre 
nulle; un vecteur propre associe a cette valeur propre est le premier vecteur e1 de la base 
canonique de JR2 • Soit (x0 , y0 ) une donnee de Cauchy pour t = 0. Un calcul facile montre 
que la solution correspondante est definie pour tout t E JR verifiant 1 - tx0 > 0, et qu' elle 
a pour expression 

{ 
x(t) = 1 xo ' 

- txo 
y(t) = yoe-t. 

L'allure qualitative du portrait de phases est representee sur la figure V.1. 

On voit que toute courbe formee par la reunion d'une courbe integrale situee dans le 
demi-plan x < 0 et du demi-axe (x 2: 0, y = 0), est une variete centrale. 

7.17. Definition. - Soit { c.pt ; t E 8} un systeme dynamique defini sur un ouvert 
n d'un espace affine£ de dimension finie, dont l'ensemble des temps e est Zou 
R Si e = Z, on suppose que le systeme est engendre par un diffeomorphisme c.p1 
de classe GP, p 2: 2, d'un ouvert U1 sur un autre ouvert U_1 den. Si e = JR on 
suppose que le generateur infinitesimal du systeme est un champ de vecteurs X, 
de classe GP (avec p 2: 2) defini sur n. 
1. Un point z E n est dit point homocline s'il appartient a la fois a la variete 
stable et a la variete instable d'un point d'equilibre hyperbolique a du systeme, 
a f:. z. 

2. Un point z E O est dit point heterocline s'il appartient a la fois a la variete 
stable d'un point d'equilibre hyperbolique a dy systeme, a f:. z, et a la variete 
instable d'un autre point d'equilibre hyperbolique b du systeme, bf:. z, bf:. a. 

7.18. Quelques proprietes des points homoclines et heteroclines 

a) Orbite. - Soit z un point heterocline (rep., homocline). Ce point est element de 
Vs(a) n l,'i(b), ou a et b sont deux points d'equilibre hyperboliques distincts (resp., 
confondus) et distincts de z, Vs (a) la variete stable de a et l,'i (b) la variete instable deb. 11 
est facile de montrer que toute l' orbite du point z est contenue dans Vs (a) n l,'i ( b), done que 
tousles points de cette orbite sont des points heteroclines (resp., des points homoclines) 
(voir exercices V.2 et V.3). C'est pourquoi on dit que cette orbite est heterocline (resp., 
homocline ). 

Si le systeme est a temps continu, cette orbite est un arc de courbe parametre t 1---7 'lj;(t), 
verifiant limt-;-oo 'lj;(t) = b, limt-++oo 'lj;(t) = a. Nous avons rencontre des exemples 
d'orbites homoclines au chapitre I (mouvement du pendule plan I.4.6) et au chapitre IIII 
( exemple III. 7 .13). Dans ces exemples, l' espace des phases est de dimension 2 et le point 
d'equilibre considere est un col; les varietes stable et instable de ce point sont des courbes 
qui ont un arc en commun (ou qui peuvent meme etre confondues). 

Si le systeme est a temps discret, l' orbite du point z est une suite discrete de points deux a 
deux distincts (c.pn(z), n E Z), qui verifie limn-+-oo t.pn(z) = b, limn->+oo c.pn(z) = a. 
Nous allons examiner plus attentivement cette situation, en supposant de plus que Vs (a) 
et V;(b) se coupent transversalement au point z. 
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b) Intersection transverse. - Nous supposons desormais que le systeme dynamique 
considere est a temps discret. On dit que Vs (a) et V; ( b) se coupent transversalement au 
point z si les espaces tangents Tz Vs (a) et Tz V; ( b) sont deux sous-es paces supplementaires 
de l'espace vectoriel E associe a l'espace affine E. Lorsque c'est le cas, on montre 
aisement (exercice V.3) que Vs(a) et V;(b) se coupent transversalement en tout point 
(f?n(z) de l'orbite de z (n E Z). Comme de plus les varietes stable et instable d'un point 
hyperbolique sont connexes (exercice V.l), on voit que la variete instable Vs(b) forme, au 
voisinage du point a, une infinite de "plis", pour couper transversalement la variete stable 
Vs (a) en une suite de points deux a deux distincts ( (f?n ( z) , n E N) qui converge vers le 
point a lorsque n---+ +oo. De meme, la variete stable Vs(a) forme, au voisinage du point 
b, une infinite de "plis" pour couper transversalement la variete instable V; ( b) en uns suite 
de points deux a deux distincts ( (f?-n ( z) , n E N) qui converge vers le point b lorsque 
n ---+ +oo. En utilisant le fait que l'espace E se decompose en somme directe Ee EB Ed 
de deux sous-espaces dont l'un, Ee, est contracte et l'autre, Ed, dilate par D(f?1 (a), on 
montre qu'il existe un ouvert Ude V;(a) contenant le point a et, pour tout entier n 2: O, 
un ouvert Un de V;(b) contenant (f?n(z), tels que la suite (Un, n EN) converge, lorsque 
n ---+ +oo, vers U au sens de la convergence C1. Cela signifie que pour tout pointy E U, 
il existe existe une suite (Yn, n E N) de points, avec Yn E Un et Yn 1- U, qui converge 
vers y, et qui de plus est telle que la suite des es paces affines tangents a V; ( b) aux points Yn 
converge vers l' espace affine tangent en y a V; (a). Les memes considerations s' appliquent 
bien entendu a Vs ( b). La figure V.2, pour laquelle nous avons suppose Vs (a) et V; ( b) de 
dimension 1, illustre cette situation. 

Figure V.2. Points heteroclines avec intersections transverses 

Pour tout point x de V;(a), limn-,-oo (f?n(x) = a, done pour n negatif assez grand en 
valeur absolue, (f?n ( x) est element du voisinage ouvert U de a dans V; (a) considere ci­
dessus. Comme (f?;;, 1 est un diffeomorphisme qui laisse V;(a) et V;(b) invariantes, ce que 
nous avons en once pour les points de U reste vrai pour tout point x de V; (a) : il existe un 
voisinage ouvert U ( x) de x dans V; (a) et une suite de points Xn deux a deux disjoints de 
V;(b), n'appartenant pas a U(x ), qui converge vers x; de plus, la suite des espaces affines 
tangents en ces points a V; ( b) converge vers l' espace affine tangent a V; (a) au point x. La 
variete stable Vs (b) a, bien entendu, des proprietes analogues. 

Ces resultats restent applicables lorsque a= b, c'est-a-dire lorsque le point zest un point 
homocline, les varietes stable et instable du point a se coupant transversalement en ce 
point. Ils ont une importante consequence sur la topologie de V; (a) ( et de Vs (a)) : pour 
tout point x de cette variete, il existe un voisinage ouvert U(x) de ce point dans V;(a) et 
une suite ( Xn , n E N) de points de V; (a) n' appartenant pas a U ( x), qui converge vers x 
pour la topologie de n. Comme aucun point de cette suite n' appartient a U ( x), cette suite 
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ne converge pas vers x pour la topologie de "I-'i(a). La topologie de "I-'i(a) induit done, 
sur chaque ouvert de "I-'i(a), une topologie strictement plus fine que celle induite par la 
topologie den. En d'autres termes, "I-'i(a) n'est, au voisinage d'aucun de ses points, une 
sous-variete plongee dans 0. Il en est de meme de Vs (a). 

s. Conjugaison differentiable 

Nous allons citer, sans demonstration, des theoremes dus a S. Sternberg, donnant 
des conditions suffisantes de conjugaison differentiable locale. Nous renvoyons aux 
publications [58] de cet auteur pour les demonstrations. 

8.1. Theoreme de Sternberg pour un diffeomorphisme. - Soit E un es pace vectoriel 
reel de dimension finie n, et B E GL(E, E) une application lineaire inversible de 
E dans lui-meme. Soient µ1, ... , µn les valeurs propres de B (figurant chacune un 
nombre de fois egal a sa multiplicite). On suppose que pour tout i E { 1, 2, ... , n} 
et toute Eamille d'entiers m 1, m2, ... , mn, taus 2:: 0, verifiant "I:,7=1 mi 2:: 2, on a 

µi 'f' µfl µ";2 ... µ1;:n . 

Soit rJ une application de classe GP (avec p 2:: 1), definie sur un voisinage ouvert n 
de l'origine de E, et a valeurs dans E, verifiant TJ(O) = 0 et DrJ(O) = 0. Alors les 
systemes dynamiques discrets ayant pour generateurs, d'une part B + TJ, d'autre 
part B, sont localement Gq-differentiablement conjugues au voisinage de l'origine, 
q etant un entier 2:: 1 qui ne depend que de B et de p et qui, lorsque B est fixe, 
tend vers +oo lorsque p tend vers +oo. 

8.2. Theoreme de Sternberg pour un champ de vecteurs. - Soient X un champ 
de vecteurs de classe GP, p 2:: 1, defini sur un ouvert n d'un espace affine f, de 
dimension finie n, et a En un point d'equilibre. Soient A= DX(a), A1 , ... , An les 
valeurs propres de A (figurant chacune un nombre de fois egal a sa multiplicite). On 
suppose que pour tout i E { 1, 2, ... , n} et toute famille d'entiers m1, m2, ... , mn, 
taus 2:: 0, verifiant "I:,7=1 mi 2:: 2, on a 

Ai -=/ m1A1 + m2A2 + · · · + mnAn. 

Alors le systeme dynamique forme par le .Bot reduit de X au voisinage du point 
d'equilibre a, et le systeme linearise en ce point (forme par le .Bot reduit du 
champ de vecteurs lineaire DX(a)) au voisinage de l'origine, sont localement Gq­
differentiablement conjugues, q etant un entier 2:: 1 qui ne depend que de DX(a) 
et de pet qui, lorsque DX(a) reste fixe, tend vers +oo lorsque p tend vers +oo. 

8.3. Remarque. - Soit B E GL(E, E) une application lineaire inversible de E dans 
lui-meme, et µ 1 , ... , µn ses valeurs propres (toutes non nulles puisque B est inversible ). 
Si B satisfait les hypotheses du theoreme de Sternberg 8.1, les modules des µi sont tous 
=I= 1. Supposons en effet qu'une de ces valeurs propres, par exemple µ 1, soit de module 1. 
Si µ 1 n' est pas reelle, il existe necessairement une autre valeur propre egale a sa complexe 
conjuguee; notons-la µ 2 ; nous avons alors 

µ1 = (µ1) 2 µ2, 

contrairement a l'hypothese. Si µ 1 est reelle, elle est egale soit a 1, soit a -1, et nous 
avons 

ce qui est aussi contraire a l'hypothese. 

3 µ1 = µ1, 
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De meme, soit X un champ de vecteurs differentiable de classe GP sur un ouvert n de 
l'espace affine£ de dimension n, a E nun point d'equilibre. Si DX(a) satisfait les 
hypotheses du theoreme de Sternberg 8.2, ses valeurs propres .\1 , ... , An sont toutes de 
partie reelle non nulle. La preuve de cette assertion, analogue a celle donnee ci-dessus, est 
laissee au lecteur. 
Nous voyons done que lorsque les hypotheses dans lesquelles les theoremes de Sternberg 
peuvent etre employes sont satisfaites, les theoremes de Hartman et Grohman peuvent 
aussi etre appliques, ce qui n'a rien de surprenant puisque les theoremes de Sternberg 
donnent des resultats plus precis que ceux de Hartman et Grohman. 

9. Application aux orbites periodiques 

Pour terminer ce chapitre nous allons, dans ce dernier paragraphe, donner quelques breves 
indications montrant comment I' essentiel de ce qui a ete fait precedemment apropos des 
points d'equilibre hyperboliques peut s'etendre aux orbites periodiques hyperboliques. 
Mais donnons-en d'abord la definition. 

9.1. Definition. - Soit X un champ de vecteurs differentiable de classe GP ( avec 
p 2": 1) sur un ouvert n d 'un espace affine £ de dimension finie. On note W le flat 
reduit de X. Soit a En un point tel que X(a) i- 0, et dont l'orbite Oest periodique 
de periode T > 0. Soit DWr(a) la differentielle, au point a, du diffeomorphisme 
Wr. On dit que l'orbite periodique Oest hyperbolique si 1 est valeur propre simple 
de DWr(a) et si toutes les autres valeurs propres de D'lTr(a) sont de module i- 1. 

9.2. Commentaires 

a) On sait (voir le lemme IV.2.2, ainsi que la demonstration du theoreme IV.3.1) que 
1 est toujours valeur propre de DWr(a), de vecteur propre associe X(a). Les valeurs 
propres de Dwr(a) sont appelees multiplicateurs caracteristiques de l'orbite periodique 
0. Ils ne dependent que de 0, non du choix du point a de cette orbite. Un de ces 
multiplicateurs caracteristiques est done egal a 1. Un theoreme du a G. Floquet (voir par 
exemple [31] chapitre IV paragraphe 6) montre que Dwr(a) est de la forme exp(TB), 
ou B est un endomorphisme de l' espace vectoriel E associe a l' espace affine £. Les 
multiplicateurs caracteristiques µj sont done de la forme µj = exp(AjT), ou les Aj, 
appeles exposants caracteristiques de l'orbite 0, sont les valeurs propres de B. Un des 
exposants caracteristiques est done nul. 

b) Puisque les multiplicateurs caracteristiques de l' orbite periodique O ne dependent pas 
du choix du point a, l'hyperbolicite est une propriete de 0, non du point particulier a de 
cette orbite. 

c) Supposons l'orbite periodique O hyperbolique. En procedant comme dans la 
demonstration du theoreme IV.3.1, on construit une application de retour de Poincare 
g, associee a l'orbite 0, dont la differentielle Dg(a) au point a admet pour valeurs propres 
les valeurs propres de Dwr(a) autres que 1. Le point a est done un point d'equilibre 
hyperbolique pour le systeme dynamique a temps discret de generateur g. On peut alors 
appliquer a g le theoreme de Haitman et Grohman, et aussi le theoreme des varietes 
stable et instable. Cela permet d'etablir pour l'orbite Oun theoreme du type Hartman et 
Grohman. Les ensembles stable et instable de l'orbite periodique O peuvent etre definis 
de maniere globale : par exemple, l' ensemble stable de O est l' ensemble des points x E n 
tels que Wt(x) soit defini pour tout t 2": 0 et que limt-t+oo d(Wt(x), 0) = 0). On peut 
alors prouver que les ensembles stable et instable d'une orbite periodique hyperbolique 
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sont des varietes differentiables de classe GP, immergees dans n, qui toutes deux conti­
ennent l'orbite 0, et qui se coupent transversalement le long de cette orbite (cela signifie 
qu'en tout point x de l'orbite 0, la somme des espaces tangents en ce point aux varietes 
stable et instable est l'espace vectoriel E associe a l'espace affine£, et que !'intersection 
de ces sous-espaces est la droite parallele a la tangente au point x a l'orbite 0). On les 
appelle variete stable et variete instable de l' orbite periodique hyperbolique 0. La variete 
stable (resp., instable) de l'orbite periodique O est formee par la reunion des courbes 
integrales de X qui rencontrent la varietes stable (resp., instable) du point d'equilibre a, 
pour le systeme dynamique a temps discret ayant pour generateur l' application de retour 
de Poincare. 

d) La notion d'hyperbolicite, que nous avons definie pour les points d'equilibre et pour 
les orbites periodiques d'un systeme dynamique, garde un sens dans des situations plus 
generales, le point d' equilibre ou l' orbite periodique etant remplaces par un ensemble 
invariant pour le systeme dynamique considere. Ainsi par exemple, !'ensemble que nous 
avions note A lors de l' etude du fer a cheval de Smale (I.4. 7) est un ensemble invariant 
hyperbolique. Voir par exemple [63] chapitre 4, [37] chapitre 6, [29] chapitre 5. 

10. Exercices 

Exercice V.1. Dans les hypotheses des theoremes 7.11 et 7.13, montrer que les varietes 
stable et instable d'un point d'equilibre hyperbolique sont connexes. 

Exercice V.2. Soit X un champ de vecteurs de classe C 00 defini sur un ouvert n d'un 
espace affine £ de dimension finie, a et b deux points d'equilibre hyperboliques de ce 
champ (pas necessairement distincts). On suppose que la variete stable V8 (a) du point a 
et la variete instable Vi(b) du point b se coupent en un point z autre que a ou b. Montrer 
que l' orbite du point z est contenue dans Vs (a) n Vi ( b), et admet pour ensembles a-limite 
et w-limite, respectivement, les singletons { b} et {a}. 

Exercice V.3. Soit { cpn ; n E Z} un systeme dynamique a temps discret defini sur 
un ouvert n d'un espace affine£ de dimension finie, d'espace vectoriel associe E, dont 
le generateur cp1 est un diffeomorphisme de classe C 00 d'un ouvert U1 de n sur un autre 
ouvert U_1 den. Soient a et b E U1 deux points d'equilibre hyperboliques de ce systeme 
(pas necessairement distincts). On suppose que les varietes stable Vs(a) du point a et 
instable Vi(b) du point b se coupent en un point z autre que a ou b. 

1) Montrer que l'orbite { cpn(z) ; n E Z} du point zest contenue dans Vs(a) n Vi(b) et 
que 

2) On suppose que les varietes Vs (a) et Vi ( b) se coupent transversalement au point z 
(c'est-a-dire que les espaces tangents a V8 (a) et a Vi(b) en ce point sont deux sous­
espaces vectoriels supplementaires de E). Montrer que ces varietes se coupent aussi 
transversalement en chacun des points cpn(z), n E Z. 

11. Solutions 

Solution V.1. Nous traiterons le cas d'un systeme dynamique a temps discret 
{ 'Pn ; n E Z} defini sur un ouvert n d'un espace affine £ de dimension finie, les 
hypotheses etant celles du theoreme 7 .11. Le cas d 'un systeme dynamique a temps 
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continu est analogue. Soit a un point d'equilibre hyperbolique de ce systeme, Vs(a) 
et l1i (a) ses varietes stable et instable. Comme dans la demonstration du theoreme 7. I I, 
nous identifions Ea un produit Ee x Ed, le point a s'identifiant au couple (ae, ad), Nous 
avons vu qu'il existe un voisinage W de a dans n, de la forme W = We x Wd, ou We et 
Wd sont des boules ouvertes, respectivement de Ee et de Ed, de centres respectifs ae et ad, 
pour des normes convenablement choisies sur ces espaces, ayant les proprietes suivantes : 

(i) la variete stable du point a pour la restriction a W du systeme dynamique considere, 
notee Vs loe (a), est le graphe d 'une application de We dans Ed appliquant ae sur ad, 

(ii) un point x den est element de Vs(a) si et seulement s'il existe n E Z tel que <pn(x) 
soit defini et element de Vs loe (a). 

Soient X1 et x2 deux points de Vs(a). Il existe n1 et n2 E Z tels que <pn1 (xi) E Vs loe(a), 
<pn2 (x2) E Vsloe(a). Par suite, pour n 2: sup(n1, n2), <pn(xi) et <pn(x2) sont elements 
de Vs loe(a). Done X1 et X2 sont tous deux elements de <p;;:-1 (Vs loe(a)). Mais Vs loe(a) est 
connexe et contenu dans Vs(a), et <pn est un diffeomorphisme. Nous avons done prouve 
que deux points quelconques x 1 et x 2 de Vs(a) appartiennent a une meme partie connexe 
<p;;:- 1 (Vs loe (a)) de Vs (a), ce qui montre que Vs (a) est connexe. On montre de meme que 
l1i (a) est connexe. 

Solution V .2. Les varietes Vs (a) et l1i ( b) sont invariantes par le flot du champ de vecteurs 
X. Le point z etant element de ces varietes, toute l'orbite de ce point est contenue dans 
Vs( a) nl1i(b ). D'autre part, d'apres la definition memede Vs(a) etde l1i(b), La (z) = { b }, 
Lw(z) = {a}. 

Solution V.3. 

I) Le raisonnement est le meme que celui fait dans la solution de l' exercice precedent, 
pour un systeme dynamique a temps continu. 

2) Pour tout n E Z, <pn est un diffeomorphisme qui applique z sur <pn(z) et laisse invari­
antes les varietes Vs (a) et l1i ( b). Le prolongement aux vecteurs de ce diff eomorphisme 
applique done les espaces tangents a Vs (a) et a l1i ( b) au point z sur les espaces tangents a 
ces memes varietes au point <pn ( z). Comme les espaces tangents a Vs (a) et l1i ( b) au point 
z sont supplementaires dans E, les espaces tangents aces deux varietes au point <pn(z) le 
sont aussi. 



Chapitre VI 

La theorie de l'indice 

Les champs de vecteurs consideres dans ce chapitre sont supposes definis sur un 
ouvert du plan (paragraphes 3 et 4) ou, plus generalement, sur une surface, orientable 
ou non (paragraphe 5). Dans un paragraphe preliminaire, nous definissons le degre 
d'une application du cercle 8 1 dans lui-meme. Nous etablissons son invariance par 
homotopie et en deduisons le fameux theoreme de Brouwer (1.10) et ses corollaires 
(1.11 et 1.12). Nous definissons ensuite la notion de courbe de Jordan et enon~ons 
le theoreme de Jordan (2.3), que nous avons d'ailleurs deja utilise dans le chapitre 
IV. La preuve de ce theoreme, assez delicate, est reportee au chapitre VII, ou 
nous avons regroupe divers complements utiles pour la comprehension du present 
livre. Nous definissons le degre d'une application continue d'une courbe de Jordan 
orientee dans une autre. Cela nous permet de definir, au paragraphe 3, l'indice d'une 
courbe de Jordan relativement a un champ de vecteurs et d'etudier ses proprietes. 
Au paragraphe 4, nous montrons que l'indice d'une courbe de Jordan entourant un 
point d'equilibre isole unique ne depend que des proprietes du champ de vecteurs 
au voisinage de ce point d'equilibre, non de la courbe de Jordan consideree; cela 
nous conduit a la definition de l'indice d'un point d'equilibre isole d'un champ de 
vecteurs. Au paragraphe 5, nous etablissons le celebre theoreme de Poincare-Hopf, 
relatif a la somme des indices des points d'equilibre (supposes isoles) d'un champ 
de vecteurs sur une surface compacte. Nous donnons finalement quelques breves 
indications sur les generalisations possibles de cette belle theorie en dimension 
quelconque. 

1. Le degre d'une application du cercle dans lui-rnerne 

1.1. Le cercle trigonometrique 8 1• - Nous rappelons que le cercle trigonometrique 
S1 est l' ensemble des nombres complexes de module 1 : 

8 1 = { z E (C ; lzl = 1}. 

Nous munirons cet espace de sa topologie de sous-espace topologique de C. 
11 est souvent commode d'identifier (Ca JR2 , en associant au nombre complexe z = x + iy 
(avec x et y E JR), le point (x, y) de JR2 • C'est pourquoi !'ensemble (C est parfois appele, 
par abus de langage, plan complexe al ors qu' en fait on devrait dire droite complexe 
puisque c' est un espace vectoriel complexe de dimension 1. Le cercle trigonometrique 8 1 

s'identifie alors au cercle de JR2 (pour la distance euclidienne), de centre l'origine et de 
rayon 1: 

8 1 = { (x, y) E JR2 ; x 2 + y2 = 1}. 
Tout nombre complexe de module 1 s'exprime sous la forme exp(is), avec s E R 
Cela permet de parametrer 8 1 au moyen de l'angle polaire s. Il importe toutefois de 
remarquer que !'application de JR dans 8 1, s f-* exp(is), n'est pas injective, puisque 
exp(is1) = exp(is2) si (et seulement si) s2 - s1 = 2hr, avec k E Z. 
Le cercle trigonometrique 8 1 est un espace topologique compact, puisque c'est une 
Pattie fermee et bornee de (C (ou de JR2). On peut munir cet espace de la distance 
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euclidienne (restriction a S1 de la distance euclidienne de IR2); bien entendu, cette distance 
est compatible avec sa topologie. Cependant, nous utiliserons plutot une autre distance, 
uniformement equivalente a la distance euclidienne (done compatible elle aussi avec la 
topologie de S1 ), constituee par la longueur d' arc : deux points z1 et z2 de S1 etant donnes, 
nous definissons la distance de ces deux points, no teed( z1, z2), comme la longueur du plus 
petit arc du cercle trigonometrique d'extremites z1 et z2 • Plus explicitement, en identifiant 
S 1 a !'ensemble des nombres complexes de module l, soit s 1 l'unique reel element de 
[O, 21r[ telqueexp(is1) = z1, ets2 l'uniquereelelementde [O, 21r[ telqueexp(is2) = z2• 

Al ors 
d( ) _ { is1 - s2i si is1 - s2I :S 1r, 

zi, Zz - 21r - ls1 - s2I si is1 - s2I 2: 1r. 

Puisque nous avons muni S 1 d'une topologie, nous allons pouvoir parler d'applications 
continues de S 1 dans un autre espace topologique, ou d'un autre espace topologique 
dans S1. Mais nous aurons aussi a considerer des applications differentiables de si 
dans lui-meme, ou dans un ouvert f2 d'un espace vectoriel de dimension finie, et il 
convient de donner un sens precis a cette notion. Nous definirons plus loin la notion de 
variete differentiable, et nous verrons que le cercle trigonometrique S1 est une variete 
differentiable; la notion d'application differentiable de S1 dans lui-meme ou dans un 
ouvert d'un espace vectoriel de dimension finie (ou, plus generalement, dans une autre 
variete differentiable) prendra alors un sens evident. Cependant, pour ne pas anticiper, 
nous pouvons proceder comme suit. 

Soit rp : S 1 - f2 une application du cercle trigonometrique S 1 dans un ouvert f2 d'un 
espace vectoriel de dimension finie. En identifiant S1 al' ensemble des nombres complexes 
de module 1, posons, pour touts E IR, 

<p(s) = rp(exp(is)). 

L' application <p est main tenant une application de IR dans 0, periodique de periode 21r. 
Nous dirons que rp est differentiable (resp., differentiable de classe GP, avec p entier 2: 1), 
si <pest differentiable (resp., differentiable de classe GP). 

De meme, soit maintenant x : S1 - S 1 une application continue du cercle 
trigonometrique dans lui-meme. Soit z0 un point particulier de S 1, et soit s0 E IR tel 
que zo = exp(is0 ). Choisissons une determination de l'angle polaire de Z0 = x(zo); 
en suivant cette determination par continuite lorsque z varie sur S 1 a partir de sa valeur 
initiale z0 , nous voyons qu'il existe une application continue 1/J : IR - IR telle que 

x(zo) = exp(i'I/J(so)) 

etque,pourtouts E JR., 
x(exp(is)) = exp(i'I/J(s)). 

L' application 1/J verifiant cette demiere propriete n' est pas unique : on peut lui ajouter une 
constante de la forme 2k1r, avec k E Z. Cela ne nous empeche nullement de definir comme 
suit la differentiabilite de x : nous dirons que x est differentiable (resp., differentiable de 
classe GP, avec p entier 2: 1) si 1/J est differentiable (resp., differentiable de classe GP). 

Remarquons d'ailleurs qu'une application x : S 1 - S1 est differentiable (resp., 
differentiable de classe GP) au sens defini ci-dessus, si et seulement si l'application 
composee de x et de !'injection canonique de S1 dans le plan complexe (C (identifie a JR.2) 
est differentiable (resp., differentiable de classe GP), au sens de la differentiabilite d'une 
application de S 1 dans un espace vectoriel de dimension finie. 

Rappelons egalement la notion d' orientation du cercle trigonometrique S1. Orienter S1, 
c'est choisir, sur la courbe S1, un sens de parcours, qui sera considere comme positif 
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(le sens de parcours oppose etant considere comme negatit). ll existe exactement deux 
orientations possibles de 81, puisqu'il existe exactement deux sens de parcours de la 
courbe 8 1 : le sens dans lequel se deplace le point exp( is) lorsque le reels croit, et le sens 
dans lequel se deplace le point exp( is) lorsque s decroit. Dans toute la suite, sauf mention 
contraire explicite, nous supposerons le cercle 8 1 muni de !'orientation pour laquelle le 
sens de parcours positif est celui dans lequel se deplace le point exp( is) lorsque s croit. 

1.2. Definition. - Soit r.p : 8 1 --+ 8 1 une application continue du cercle 
trigonometrique dans lui-meme. On appelle degre de cp, et on note degr(rp), le 
nombre de tours (compte algebriquement) que fait le point r.p(z) sur 8 1 lorsque le 
point z fait un tour sur 8 1 . 

1.3. Commentaires 

a) Justin.cation de la defi.nition. ~ La definition ci-dessus peut sembler manquer 
quelque peu de rigueur, car elle utilise la notion intuitive de nombre de tours fait par 
un point sur le cercle 8 1, a laquelle nous devons donner un sens precis. Voici comment le 
faire. 
Ainsi que nous l' avons vu dans le paragraphe 1.1, lorsque nous avons donne un sens precis 
a la notion d'application differentiable de 8 1 dans lui-meme, nous pouvons associer, a 
!'application continue r.p : 8 1 --+ 8 1 , une application continue 'ljJ : JR. --+ JR. telle que, pour 
touts E JR., 

rp(exp(is)) = exp(i'I/J(s)). 
Soit s0 E R Le point z = exp( is) efffectue sur 8 1 un tour dans le sens positif lorsque 
s croit de so a so+ 21r. Quant au point rp(exp(is)), son angle polaire, dont nous avons 
choisi une determination, que nous suivons par continuite, varie de '1/J(so) a '1/J(so + 21r). 
Puisque nous avons 

exp('I/J(so + 21r)) = exp('I/J(so)), 
nous avons 

'1/J(so + 21r) - '1/J( so) = 21rn, avec n E Z. 
L' en tier n E Zest le nombre de tours fait par le point <p ( exp( is)), sur le cercle 8 1, lorsque 
s croit de so a s0 + 21r, c' est-a-dire lorsque le point z = exp( is) fait un tour sur 8 1. Bien 
entendu, le point z est suppose faire un tour sur 8 1 dans le sens positif, et le nombre de 
tours fait par rp( exp(is)) doit etre compte algebriquement, chaque tour fait dans le sens 
positif ayant la valeur 1 et chaque tour fait dans le sens negatif la valeur -1. L' en tier n 
ainsi defini est le degre de l' application r.p : 8 1 --+ S 1. 

Nous devons verifier que le degre ne depend pas des choix arbitraires qui ont servi a le 
definir. 

Si nous choisissons une autre determination '1/J' de !'application '1/J, necessairement de la 
forme 

'I/J'(s)='I/J(s)+21rk, avec kEZ, 
nous avons 

'1/J'(so + 21r) - '1/J'(so) = '1/J(so + 21r) - '1/J(so). 
La definition du degre n n' est done pas modifiee. 

Nous remarquons d'autre part que la fonction 

s 1---+ '1/J(s + 21r) - '1/J(s) 

est continue sur l 'espace connexe JR. et a valeurs entieres. Cette fonction est done 
necessairement constante. Ainsi, si nous rempla~ons so par un autre element sb de JR., 
nous avons 
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ce qui montre que la definition du degre n n' est pas modifiee. 

Remarquons enfin que si nous rempla~ons l' orientation usuelle de 8 1 par l' orientation 
opposee, la definition du degre n'est pas non plus modifiee, car ce changement affectera 
a la fois le sens dans lequel le point z = exp( is) parcourt 8 1 et le sens considere cornme 
positif pour le decompte du nombre de tours fait sur 8 1 par le point cp(z). 

b) Cas d'une application non surjective. - Supposons !'application continue cp : 
8 1 -+ 8 1 non surjective. Alors son degre est nul. Soit en effet '1/J : JR -+ JR une application 
continue telle que, pour tout s E JR, 

cp(exp(is)) = exp(i'lj;(s)), 

et soit s0 un point de R Puisque '1/J est continue et que l'intervalle [so, s0 + 21r] est 
compact et connexe, '1/J([s0 , so+ 21rl) est une partie compacte et connexe de JR, c'est-a­
dire un intervalle ferme et borne. Nous avons 

'lj;(so + 21r) -'lj;(so) = 21rn, 

ou l' en tier n est le degre de cp. Si celui-ci etait non nul, l' application s 1----+ 'ljJ ( s) prendrait, 
lorsque s parcourt l'intervalle [so, so+ 21r], toutes les valeurs comprises entre 'lj;(s0 ) et 
'lj;(s0 + 21rn); par suite, cp serait surjective, contrairement a notre hypothese. 

1.4. Proposition. - Soient cp1 : 8 1 -+ 8 1 et cp2 : 8 1 -+ 8 1 deux applications 
continues. L'application composee cp2 o cp1 a pour degre le produit des degres des 
applications cp1 et cp2. 

Preuve : Lorsque le point z fait un tour sur 8 1 , cp1 ( z) fait sur 8 1 un nombre de tours 
egal a degr(cp1); et lorsque z' = cp1 (z) fait un tour sur 8 1 , cp2 (z') fait sur 8 1 un nombre 
de tours egal a degr(cp2 ). Done lorsque z fait un tour sur 8 1, cp2 (cp1 (z)) fait sur 8 1 un 
nombre de tours egal a degr(cp1 ) degr(cp2 ). D 

1.5. Corollaire. - Le degre d'un homeomorphisme cp : 8 1 -+ 8 1 est egal soit a 
1, soit a -1, et verifie degr(cp) = degr(cp- 1). L'ensemble des homeomorphismes de 
8 1 se partitionne en deux classes: la classe des homeomorphismes de degre 1, qui 
contient l'application identique, et la classe des homeomorphismes de degre -1, 
qui contient ]'application conjugaison complexe z 1----+ z. 

Preuve : Remarquons d'abord que d'apres la definition meme du degre, !'application 
identique de 8 1 a pour degre 1. De meme, !'application conjugaison complexe z 1----+ z, 
restreinte a 8 1, a pour degre -1. 
Soit cp : 8 1 -+ 8 1 un homeomorphisme de 8 1 sur lui-meme. D'apres la proposition 
precedente 

degr(cp- 1) degr(cp) = degr(cp- 1 o cp) = degr(ids1) = 1. 

Comme le degre est a valeurs dans Z, ceci n'est possible que si degr( cp) et degr( cp-1) 

sont tous deux egaux a 1 ou tous deux egaux a -1. D 

1.6. Remarque. - 11 est facile de donner un exemple d' application du cercle 8 1 dans 
lui-meme ayant pour degre un entier n E Z quelconque: !'application z 1----+ zn, restreinte 
a.81. 

1.7. Proposition. - Soient cp1 : 8 1 -+ 8 1 et cp2 : 8 1 -+ 8 1 deux applications 
continues du cercle dans lui-meme, telles que, pour tout z E 8 1, Jes points cp1(z) 
et cp2 (z) ne soient pas diametralement opposes sur 8 1 . Alors cp1 et cp2 ont meme 
degre. 
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Preuve : Puisque pour tout z E 8 1, les points cp1 ( z) et cp2 ( z) ne sont pas diametralement 
opposes, ii existe un unique element B(z) de l'intervalle ouvert ] - 1r, 1r[ tel que 

cpz(z) = <p1(z) exp(iB(z)). 

Nous voyons de plus aisement que !'application e : JR ----+] - 1r, 1r[ est continue. Soit 
'ljJ 1 : JR ----+ JR une application continue telle que, pour tout s E JR, 

cp1(exp(is)) = exp(i'l1'1(s)). 

En posant, pour tout s E JR, 

'I/J2(s) = '11'1(s) + B(exp(is)), 

nous pouvons ecrire 

cpz(exp(is)) = <p1 (exp(is)) exp(iB(exp(is))) 

= exp(i('11'1(s) + B(exp(is)))) 

= exp(i'11'2(s)). 

Nous avons done, en prenant un element s0 de JR quelconque, 

degr( cpz) = 'l/'2 ( so + 21r) - 'l/'2 (so) 

comme annonce. 

= '11'1(s0 + 21r) + B(exp(i(so + 21r))) - '11'1(s0 ) - e(exp(is0 )) 

= ·1/Ji(so + 21r) - '11'1(so) 

= degr(cp1), 

D 

1.8. Definition. - Soient X et Y deux es paces topologiques separes, f O : X ----+ Y 
et Ji : X ----+ Y deux applications continues. On dit que f O et Ji sont homotopes s'il 
existe une application continue g : X x [O, 1] ----+ Y telle que, pour tout x E X, on 
ait 

g(x, 0) = fo(x) et g(x, 1) = Ji (x). 
Toute application continue g : X x [O, 1] ----+ Y verifi.ant ces proprietes est appelee 
homotopie de Jo a Ji. 

1.9. Proposition. - Si deux applications cp0 : 8 1 ----+ 8 1 et cp1 : 8 1 ----+ 8 1 sont 
homotopes, elles ont meme degre. 

Preuve : Soit g : 8 1 x [O, 1] ----+ 8 1 une homotopie de cp0 a cp1. L'application g est 
continue, definie sur un espace metrique compact et a valeurs dans un espace metrique, 
done uniformement continue (voir par exemple [17], chapitre VI, paragraphe 2.5, page 
90). Soit un reel E verifiant O < E < 1r. II existe rJ > 0 tel que pour tous (y, s) et 
(z, t) E 8 1 x [O, 1] verifiant d(y, z) < 77 et Is - ti < 77, on ait 

d(g(y,s),g(z,t))<E. (*) 

Pourtoutt E [O, 1], soitcpt: 8 1 ----+ 8 1 l'applicationz H cpt(z) = g(z, t). Enfaisanty = z 
dans l'inegalite (*),nous voyons que si deux elements sett de [O, 1] verifient Is - ti < 77, 
alors quel que soit z E 8 1, les points cp8 (z) et ({)t (z) ne sont pas diametralement opposes 
sur 8 1; par suite (proposition 1.7), cp8 et <pt ont meme degre. L'application t H degr( cpt) 
est done localement constante. Comme l' espace [O, 1] sur lequel elle est definie est connexe, 
cette application est constante (voir [17], chapitre V, exercice V.10). D 

1.10. Theoreme de Brouwer. - L'application identique de 8 1 dans lui-meme n'est 
Pas homotope a une application constante. 
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Preuve : Le degre de !'application identique de 8 1 est 1 (proposition 1.5), tandis que 
le degre d'une application constante est 0. La proposition 1.9 montre que ces deux 
applications ne sont pas homotopes. o 
1.11. Corollaire. - Dans le plan complexe C, soit D2 le disque ferme de centre 
l'origine et de rayon 1, dont la frontiere est le cercle trigonometrique 8 1 : 

D 2 = { z E C ; lzl :s; 1 } , 8 1 = { z E C ; lzl = 1 } . 

11 n'existe pas d'application continue de D 2 dans 8 1 ayant pour restriction a 31 

l'application identique de 8 1 . 

Preuve: S'il existait une application continue f : D 2 --, 8 1 telle que fls1 = id8 1, nous 
pourrions definir !'application g: 8 1 x [O, 1] --, 8 1 : 

g(z, t) = f((l - t)z). 

Cette application verifierait, pour tout z E 8 1 , 

g(z, 0) = z, g(z, 1) = f(O), 

et serait une homotopie de !'application identique de 8 1 a !'application constante 
z 1-------+ f(O). Ce resultat contredirait le theoreme de Brouwer. o 

Figure VI.1. Illustration de la preuve du theoreme du point fixe de Brouwer 

1.12. Autre corollaire : le theoreme du point fixe de Brouwer. - Toute application 
continue du disque ferme D2 ( defini dans le corollaire precedent) dans lui-meme 
admet un point Exe. 

Preuve: S'il existait une application continue h : D 2 --, D 2 sans point fixe, c'est-a-dire 
telle que pour tout z E D 2 , h(z) =f z, nous pourrions associer, a tout point z E D2, 

le point f(z) E 8 1, distinct de h(z), ou la demi-droite d'origine h(z) passant par le 
point z rencontre le cercle 8 1 (voir figure VI. l). Nous aurions ainsi defini une application 
continue f : D 2 --, 8 1 verifiant, pour tout z E 8 1, f (z) = z. Ce resultat contredirait le 
corollaire 1.11. D 

1.13. Remarques 

a) Les trois enonces qui precedent sont equivalents. Nous avons deduit le corollaire 1.11 
du theoreme de Brouwer 1.10, puis le corollaire 1.12 du corollaire 1.11. lnversement, il est 
facile de deduire le theoreme de Brouwer 1.10 du corollaire 1.11 ou du corollaire 1.12. En 
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effet, supposons qu'il existe une homotopie g : 8 1 x [O, 1] --+ 8 1 de id8 1 a une application 
constante. Posons, pour tout point z E D 2 , 

si z = 0, 
f(z) - {: ( 11:11' 1 - 11z11) si z i- 0, 

ou c est la valeur prise par !'application constante de 8 1 dans lui-meme x f---4 g(x, 1). 
L'application f : D 2 --+ 8 1 ainsi definie est continue (sa continuite a l'origine resulte du 
fait que pour tout x E 8 1, g(x, 1) = c). Sa restriction a 8 1 est ids1. Ce resultat contredit 
le corollaire 1.11. Consideree comme application du disque ferme D 2 dans lui-meme, 
!'application - fest sans point fixe, puisqu'elle applique D 2 dans 8 1 et que sa restriction 
a 8 1 est !'application antipodale x f---4 -x. Ce resultat contredit le corollaire 1.12. 

b) La reciproque de la proposition 1.9 est vraie : deux applications continues de 8 1 

dans lui-meme ayant meme degre sont homotopes. Plus generalement, ainsi que nous le 
verrons plus loin (6.1), pour tout entier n ~ 1, on peut etendre la definition du degre aux 
applications continues de la sphere 5n dans elle-meme; on montre que deux applications 
continues de 5n dans elle-meme sont homotopes si et seulement si elles ont meme degre. 
Nous n'aurons pas besoin de ce resultat dans le present livre. Le lecteur interesse en 
trouvera la preuve, par exemple, dans le livre de Dugundji [23]. 

2. Courbes de Jordan 

A partir de ce paragraphe, nous appellerons plan vectoriel un espace vectoriel reel de 
dimension 2, et plan affine, ou simplement plan, un espace affine reel de dimension 2. · 

2.1. Definitions. - Soit £ 2 un plan. On appelle courbe de Jordan dans £ 2 l'image 
d'une application continue et injective du cercle trigonometrique 8 1 dans £ 2 , c'est­
a-dire l'ensemble 

C = { cp(z) ; z E 8 1 }, 

ou cp : 8 1 --+ £ 2 est une application continue et injective. On dit alors que cp est 
une parametrisation de la courbe de Jordan C, ou encore que cp est une courbe de 
Jordan parametree dans £ 2 . 

2.2. Remarques 

a) Le cercle trigonometrique 8 1 est une courbe de Jordan dans le plan complexe (C 

(identifie a IR2), avec pour parametrisation !'injection canonique. 

b) Soit C une courbe de Jordan dans le plan £ 2• Une parametrisation cp de C est une 
application continue et injective de 8 1 dans £ 2 ; comme 8 1 est compact, !'application 
ip est fermee. Consideree comme application du cercle 8 1 sur la courbe C munie de la 
topologie induite par celle de £2 , cp est un homeomorphisme, car c'est une application 
continue, bijective et fermee. Dans la suite, une parametrisation cp de la courbe de Jordan 
C sera consideree soit comme une application continue et injective de 8 1 dans £ 2 ayant 
pour image C, soit comme un homeomorphisme de 8 1 sur C, selon le point de vue qui 
sera le plus commode. 

Nous aurons besoin dans la suite des theoremes de Jordan et de Riemann-Caratheodory­
Schoenflies, dont les enonces sont rappeles ci-dessous. Les demonstrations de ces 
theoremes sont assez delicates; le lecteur trouvera au chapitre VII, paragraphe 3, une 
demonstration complete du theoreme de Jordan et des indications detaillees concemant 
celle du theoreme de Riemann-Caratheodory-Schoenflies. 
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2.3. Theoreme de Jordan. - Soit C une courbe de Jordan dans un plan £ 2 . Le 
complementaire £ 2 - C de C dans £ 2 a exactement deux composantes connexes , 
toutes deux ouvertes, dont une seule est non bornee. Chacune de ces composantes 
connexes a pour frontiere la courbe C. La composante connexe non bornee de 
£ 2 - C, notee Ext( C) est appelee partie de £ 2 exterieure a la courbe C, ou ( avec un 
leger abus de langage) exterieur de C. La composante connexe bornee de £ 2 - C, 
notee Int(C), est appelee partie de £2 interieure a la courbe C, ou interieur de C. 

2.4. Theoreme de Riemann-Caratheodoy-Schoenflies. - Soit U un ouvert borne 
et simplement connexe (definition VII.3.14) du plan complexe C . On note D 2 et 
D 2 , respectivement, le disque ouvert et le disque ferme de centre l'origine et de 
rayon 1 dans le plan complexe C. 
1. (Theoreme de lliemann). 11 existe un diffeomorphisme holomorphe (c'est-a-dire 
analytique complexe, ainsi que son inverse), non unique, du disque ouvert D 2 sur 
l'ouvert U. 
2. (Theoreme de Caratheodory-Schoenflies). Soit C une courbe de Jordan dans 
un plan £ 2 . On munit £ 2 d'une structure d'espace affine complexe de dimension 
1, en l'identifiant a (C au moyen d'un isomorphisme affine. L'interieur Int(C) de 
la courbe de Jordan C est un ouvert borne et simplement connexe de £ 2 . Le 
theoreme de Riemann montre qu 'il existe un diffeomorphisme holomorphe ( non 
unique) de D 2 sur Int(C). De plus, tout diffeomorphisme holomorphe de D 2 sur 
Int(C) se prolonge, de maniere unique, en un homeomorphisme du disque ferme 
D 2 sur CU Int(C). La restriction de cet homeomorphisme au bord 8 1 du disque 
D 2 est un homeomorphisme de 8 1 sur C, c'est-a-dire une parametrisation de la 
courbe de Jordan C. 

Nous avons vu (corollaire 1.5) qu'un homeomorphisme du cercle 8 1 sur lui-meme avait 
pour degre 1 ou -1. Cela justifie les definitions suivantes. 

2.5. Definitions. - Soit C une courbe de Jordan dans un plan £2 • 

1. Deux parametrisations cp 1 : 8 1 -----+ C et cp2 : 8 1 -----+ C de cette courbe sont dites 
de meme orientation si le degre de l'homeomorphisme cp:;1 o cp1 : 8 1 -----+ 8 1 est 1, et 
d'orientations opposees si le degre de cet homeomorphisme est -1. 

2. On dit que la courbe de Jordan C est orientee losqu'on a choisi une classe de 
parametrisations de C, toutes de meme orientation; une parametrisation element 
de cette classe sera dite d'orientationpositive, et une parametrisation d'orientation 
opposee sera dite d'orientation negative. 

2.6. Quelques proprietes de l' orientation. - Nous allons examiner quelques proprietes, 
utiles pour la suite, de l' orientation des courbes de Jordan, notamment les relations existant 
entre !'orientation d'une courbe de Jordan et celle du plan qui la contient. 

a) Orientation d'un espace vectoriel ou affine. - Soit Eun espace vectoriel reel de 
dimension finie n 2: 1. Deux bases (e1 , ... , en) et (e~, ... , e~) de E sont <lites de meme 
orientation si le determinant de la matrice de changement de base est positif. La propriete, 
pour deux bases de E, d'etre de meme orientation est une relation d'equivalence sur 
!'ensemble des bases de E. II ya exactement deux classes d'equivalence. Par definition, 
orienter l'espace E, c'est choisir une de ces deux classes d'equivalence; les bases 
appartenant a la classe d'equivalence choisie seront dites d'orientation positive, et celles 
appartenant a l'autre classe d'orientation negative. 
Soit E un espace affine reel de dimension finie n, et E l'espace vectoriel associe. Par 
definition, orienter E, c 'est orienterl' espace vectoriel associe E. Lorsque cet espace affine 
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est oriente, un repere affine (a, e1 , ... , en) de£ (constitue par un point a de£ et une 
base ( e1, ... , en) de E) est( dit d' orientation positive si la base ( e1, ... , en) de E est 
d'orientation positive, et d'orientation negative dans le cas contraire. 

b) Orientation du plan associee a l'orientation d'une courbe de Jordan. - Soit £ 2 

un plan affine, E 2 le plan vectoriel associe et C une courbe de Jordan dans £ 2 • A chaque 
orientation de la courbe de Jordan C (au sens de 2.5), on peut associer une orientation 
du plan vectoriel E 2 , done aussi du plan affine £ 2 (au sens de 2.6 a), et reciproquement. 
Voici comment. 

Munissons E 2 d'un produit scalaire euclidien, et supposons d' abord la courbe de Jordan C 
differentiable de classe C 1 , c' est-a-dire telle qu'il existe une parametrisation cp : 8 1 --+ £ 2 

de la courbe C, differentiable de classe C 1, ayant la propriete suivante: pour touts E IR, 

d ( cp ( exp( is))) 
le vecteur tnagent a la courbe C au point x(s), t(s) = ds , est non nul. La 

droite parallele ace vecteur passant par le point x(s) = cp(exp(is)) est bien definie; 
c'est la tangente a la courbe C au point x( s). Il existe exactement deux vecteurs unitaires, 
opposes l'un de l'autre, normaux en x(s) a la courbe C. Le theoreme de Jordan montre 
qu'un et un seul de ces deux vecteurs, que nous noterons n(s), est dirige vers l'interieur 
de la courbe C, l'autre -n(s) etant dirige vers l'exterieur. Pour touts E IR, le couple 
ordonne de vecteurs ( t( s), n( s)) est une base de E 2 , qui depend continument des; comme 
s parcourt un espace connexe IR, les bases ( t( s), n( s)) ont toutes la meme orientation. 
L' orientation de E 2 associee a l' orientation de la courbe de Jordan C pour laquelle la 
parametrisation cp est d' orientation positive est, par definition, celle pour laquelle les bases 
( t(s ), n(s)) sont d'orientation positive. Inversement, si une orientation de E 2 est donnee, 
!'orientation de C qui lui est associee est, par definition, 

- l' orientation pour laquelle la parametrisation cp est d' orientation positive si pour tout 
s E IR, (t(s),n(s)) estunebasedeE2 d'orientationpositive; 

- l' orientation pour laquelle la parametrisation cp est d' orientation negative si pour tout 
s E IR, (t(s), n(s)) est une base de E 2 d'orientation negative. 

On verifie aisement que ces definitions ne dependent pas des choix arbitraires qui ont ete 
faits : choix de la parametrisation differentiable cp dans une classe de parametrisations 
toutes de meme orientation, et choix du produit scalaire euclidien de E. 

Lorsque la courbe de Jordan C n'est pas differentiable, le theoreme de Riemann­
Caratheodory-Schoenflies montre !'existence d'un homeomorphisme h du disque ferme 
D 2 sur CU Int(C), dont la restriction au disque ouvert D 2 est un diffeomorphisme, et 
dont la restriction a la frontiere 8 1 de ce disque est une parametrisation de C. Puisque 
S1 est differentiable, nous pouvons associer a chaque orientation de 8 1 une orientation 
du plan complexe C, et reciproquement. L'homeomorphisme h met en correspondance 
une orientation de 8 1 et une orientation de C; sa restriction au disque ouvert D 2 , etant 
un diffeomorphisme, met en correspondance une orientation du plan complexe (C et une 
orientation du plan £ 2 • Par suite, nous pouvons encore associer une orientation de C a 
une orientation du plan £ 2, et reciproquement. Il est aise de verifier ( en revenant au plan 
complexe et au cercle 8 1) que la correspondance ainsi etablie ne depend pas du choix 
de l'homeomorphisme h, pourvu toutefois que la restriction de cet homeomorphisme au 
disque ouvert D 2 soit un diffeomorphisme. 
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c) Courbes de Jordan dans un plan oriente. - Soit C une courbe de Jordan dans un 
plan E2 muni d'une orientation. Une orientation de C est dite positive si elle co'incide avec 
l' orientation associee a celle de E2 , et negative dans le cas contraire. U ne parametrisation 
de C est dite positive si l'orientation de C qu'elle determine est positive, et negative si 
l'orientation de C qu'elle determine est negative. 

Il est toujours possible de munir une courbe de Jordan C, dans un plan oriente E2 , d'une 
parametrisation positive. En effet, soit c.p : 8 1 -+ E2 une parametrisation quelconque de 
C. Si elle est negative, la parametrisation z I----* c.p(z), ou zest le complexe conjugue de z, 
est une parametrisation positive de C. 

d) Comparaison des orientations de deux courbes de Jordan. - Soient C 1 et C2 deux 
courbes de Jordan orientees dans un meme plan E2• On dit que ces deux courbes sont de 
meme orientation si les orientations de E2 associees aux orientations de ces deux courbes 
sont les memes. Dans le cas contraire, on dit que ces deux courbes sont d'orientations 
opposees. Soient c.p 1 une parametrisation de 0 1 et c.p2 une parametrisation de 0 2• On dit 
que c.p 1 et c.p 2 sont de meme orientation si les courbes 0 1 et 0 2 , munies des orientations 
determinees respectivement par c.p 1 et par c.p2 , sont de meme orientation. On dit que c.p1 et cp2 

sont d'orientations opposees si les courbes 0 1 et 0 2 , munies des orientations determinees 
respectivement par c.p 1 et par <p2, sont d'orientations opposees. Lorsque 0 1 et C2 sont 
confondues, cette convention est en accord avec la definition 2.5.1. 

La figure VI.2 illustre ces notions. On voit sur cette figure deux courbes de Jordan orientees, 
situees dans un meme plan, d' orientations opposees. 

Figure VI.2. Courbes de Jordan orientees d'orientations opposees 

Nous pouvons maintenant definir le degre d'une application continue d'une courbe de 
Jordan dans une autre, lorsque ces courbes sont soit toutes deux orientees, soit contenues 
dans un meme plan, soitcontenues l'une dans un plan affine et l'autre dans le plan vectoriel 
associe. 

2.7. Proposition. - Soient 0 1 et 0 2 deux courbes de Jordan et f : 0 1 -+ C2 une 
application continue. 

1. On suppose 0 1 et C2 orientees. Soient c.p 1 : 8 1 -+ 0 1 et c.p2 : 8 1 -+ C2 des 
parametrisations d'orientation positive, respectivement de C1 et de 0 2 . Le degre 
de l'application c.p21 of oc.p1 : 8 1 -+ 8 1 ne depend pas du cboix des parametrisations 
d'orientation positive c.p1 de 0 1 et c.p2 de 0 2 . On l'appelle degre de l'application 
continue f de la courbe de Jordan orientee 0 1 dans la courbe de Jordan orientee 
C2. 
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2. On suppose Jes courbes C1 et C2 , soit toutes deux contenues dans un meme 
plan affine £2, soit contenues l'une dans un plan affine £ 2 et l'autre dans le plan 
vectoriel associe E 2 . On munit le plan affine £ 2 ( done aussi le plan vectoriel associe 
£ 2) d'une orientation, et Jes courbes de Jordan C1 et C2 des orientations associees 
(au sens de 2.6 c). Le degre de ]'application f de la courbe orientee C1 dans la 
courbe orientee C2 ne depend pas du choix de l'orientation de £2 . On l'appelle 
degre de l'application f de C1 dans C2 , sans preciser le choix des orientations de 
ces deux courbes. 

Preuve : Supposons C1 et C2 orientees. Soient r.p1 et r.pi deux parametrisations de C1 
de meme orientation, r.p2 et r.p; deux parametrisations de C2 de meme orientation. Nous 
pouvons ecrire 

r.p;-1 of o c.p~ = (r.p;-1 o r.p2) o (r.p21 of o r.p1) o (r.p11 o r.p1), 

done (proposition 1.4) 

degr( c.p; -l o f o c.p~) = degr( r.p;-1 o r.p2) degr( r.p21 of o r.p1) degr( r.p11 o <pi) 

= degr(r.p21 of o r.p1) 

car degr( c.p; -i o r.p2) = degr( r.p11 o r.p1) = 1, puisque les parametrisations r.pi et r.p1 d'une 
part, c.p; et r.p2 d'une part, sont de meme orientation. Le resultat annonce en decoule. 

Lorsque C 1 et C2 ne sont pas orientees mais sont contenues dans un meme plan affine, ou 
contenues l'une dans un plan affine et l' autre dans le plan vectoriel associe, on peut choisir 
de maniere coherente leurs orientations, et definir alors le degre def comme ci-dessus; 
on voit immediatement que le degre ainsi defini ne depend pas du choix des orientations 
de C1 et de C2 , pourvu que ces orientations soient choisies de maniere coordonnee, car le 
remplacement de !'orientation de C1 par !'orientation opposee entraine le remplacement 
de l' orientation de C2 par l' orientation opposee. D 

2.8. Remarque. - Dans les hypotheses de la proposition 2.7, le degre d'une application 
continue f : C1 -----t C2 a une signification intuitive claire, analogue a celle que nous avons 
utilisee dans la definition 1.2. Lorsque C1 et C2 sont orientees, le degre def est le nombre 
de tours, compte algebriquement, que fait le point f ( x) sur C2 lorsque le point x fait, 
sur C1, un tour dans le sens positif. Lorsque C1 et C2 ne sont pas orientees, mais sont 
contenues dans un meme plan affine £ 2, ou sont contenues, l 'une dans un plan affine £ 2 et 
l'autre dans le plan vectoriel associe, il n'est pas necessaire, pour definir le degre def, de 
specifier les orientations choisie de ces deux courbes : ces orientations etant toutes deux 
associees a une meme orientation de £ 2 , lorsqu' on en modifie le choix on change a la fois 
l'orientation servant a compter algebriquement le nombre de tours fait par f(x) sur 0 2 et 
le sens considere comme positif dans lequel le point x doit parcourir C1. 

La proposition suivante etend aux applications d'une courbe de Jordan dans une autre les 
resultats etablis dans la proposition 1.4 et son corollaire 1.5. 

2.9. Proposition. - Soient C1, C2 et C3 trois courbes de Jordan orientees, 
f : C1 -----t C2 et g : C2 -----t C3 deux applications continues. 

1. Le degre deg of: C1 -----t C3 est le produit des degres def et deg. 

2. Si f : C1 -----t C2 est un homeomorphisme, son degre est egal a celui de 
l'homeomorphisme reciproque 1-1 : C2 -----t C1, et a pour valeur 1 ou -1. Plus 
precisement, soit c.p: S 1 -----t C1 une parametrisation de C1, d'orientation positive; 
le degre def est egal a 1 si la parametrisation f oc.p de C2 est d'orientation positive, 
a -1 si cette parametrisation est d'orientation negative. 
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Preuve: 

1. Soient r.p1, r.p2 et r.p3 des parametrisations positives de C1, C2 et C3. Nous pouvons 
ecrire 

r.p31 o (go n o r.p1 = ( r.p31 o 9 o r.p2) o ( r.p21 o tor.pi) . 
Grace a la proposition 1.4, nous en deduisons, comme dans la preuve de la proposition 
precedente, 

degr(g o f) = degr(g) degr(f) . 

2. Soient r.p1 et r.p2 des parametrisations positives de C1 et de C2, Puisque r.p21 of o cp1 
est un homeomorphisme de 8 1, nous avons (corollaire 1.5) 

degr(f) = degr(r.p21 of o r.p1) = ±1. 
De plus, la definition 2.5 nous permet d' affirmer que degr f = 1 si f o r.p1 et r.pz sont de 
meme orientation, et que degr f = -1 dans le cas contraire. o 

3. Indice d 'une courbe de Jordan relativernent a un champ de vecteurs 

3.1. Proposition. - Soit X un champ de vecteurs continu, defi.ni sur un ouvert n 
d'un plan afHne f 2 . Soit C une courbe de Jordan dans n, telle qu'en tout point 
x de C, on ait X(x) =I= 0. On munit le plan vectoriel E 2 associe au plan afHne f 2 

d 'une norme. On pose 
E = { v E E 2 ; I/vi/= 1}. 

Alors E est une courbe de Jordan contenue dans le plan vectoriel E 2 , et 
1 'application de C dans E : 

X(x) 
x .-t IIX(x) II 

est continue. Son degre ne depend pas du choix de la norme choisie sur E 2 ; on 
l'appelle indice de la courbe C relativement au champ de vecteurs X, et on le note 
Ix(C). 

Preuve: Munissons E 2 d'un produitscalaire euclidien, note ( u, v) .-t ( ulv ). L'ensemble 
8 = { u E E 2 ; (ulu) = 1} 

est une courbe de Jordan, car en choisissant une base orthonormee de E 2 et en identifiant 
E 2 a JR. 2 au moyen de cette base, nous pouvons identifier 8 au cercle trigonometrique 8 1. 
L'application qui associe, a chaque element v E E, le point d'intersection du cercle 8 et 
de la demi-droite issue de l'origine parallele av, est une application continue et bijective 
de S sur E, done (puisque S est compact) un homeomorphisme. Ceci prouve que E est 

bien une courbe de Jordan. L'application de C dans E : x .-t II~~:~ II est continue, car 

composee d'applications continues. Montrons que son degre ne depend pas du choix de 
la norme de E 2 • Soient done u .-t II u II 1 et u .-t II u 11 2 deux normes sur E 2 • Posons 

E1 = { v E E 2 ; llvll1 = 1}, E2 = { v E E 2 ; llvll2 = 1}. 
Soit h : E 1 --+ E 2 l' application qui associe, a chaque element v1 E E 1, le point v2 = h( v1) 
d'intersection de la demi-droite issue de l'origine parallele a v1 et de la courbe E2. 
L' application h est un homeomorphisme de degre 1. 

Or !'application de C dans E 2 : x .-t ll:(~illz est composee de !'application de C dans 

E1 : x .-t ll:(~)ll i, et de !'application h : E 1 --+ E2. La proposition 2.9 nous pennet 

d'affirmerquelesapplicationsx.-t ll:(~illi etx.-t ll:(~t ontmemedegre. D 
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3.2. Expression integrate de l'indice. - Choisissons un repere affine (0, e1, e2) 
de £2, et munissons cet espace de l' orientation pour laquelle ce repere est d' orientation 
positive. Identifions £ 2 a JR2 au moyen de ce repere et notons x et y les coordonnees 
correspondantes. Le champ de vecteurs X s'ecrit alors 

a a 
X(x, y) = P(x, y) ax + Q(x, y) ay, 

a a 
ou - et - sont les vecteurs de la base canonique de JR2 , et ou P et Q sont les 

ax ay 
composantes du champ de vecteurs X; ce sont des fonctions continues des coordonnees 
X ety. 
Choisissons une parametrisation d'orientation positive cp de la courbe de Jordan 0, et 
posons 

cp(exp(is)) = (x(s),y(s)). 
Supposons la parametrisation cp et le champ de vecteurs X differentiables de classe 0 1. 

Les applications s i---. x ( s), s i---. y ( s) et les fonctions P et Q sont al ors differentiables de 
classe 0 1. Nous allons voir qu'on peut dans ce cas exprimer l'indice Ix(O) au moyen 
d'une integrale. Afin d'alleger l'ecriture, nons noterons 

P(s) = P(x(s), y(s)), Q(s) = Q(x(s), y(s)). 
Les applications s i---. P( s) et s i---. Q( s) sont differentiables de classe 0 1, puisque 
composees d' applications differentiables de classe 0 1• L' angle oriente 0( s) ( defini modulo 
271") dont il faut faire tourner le vecteur de base e 1 pour le rendre parallele au vecteur 
X ( cp( s)) et de meme sens a pour tangente 

Q(s) 
tg O(s) = P(s) . 

Cet angle s' obtient en choisissant une determination particuliere de la fonction arc tangente 

d Q(s) C 1 1 d' . ' ' N b e P( 8 ) . a cu ons sa envee par rapport a s. ous o tenons 

dO(s) d Q(s) 
~ = ds arctg P(s) 

P 2 (s) d (Q(s)) 
= P2(s) + Q2 (s) ds P(s) 

1 ( dQ(s) dP(s)) 
= p2(s) + Q2(s) P(s) ds - Q(s) ds . 

Nous en deduisons la formule 
1 [ 2

1r 1 ( dQ(s) dP(s)) 
Ix(C) = 271" .Jo P2(s) + Q2(s) P(s) ds - Q(s) ds ds. 

3.3. Quelques exemples. - Dans les exemples ci-dessous, la courbe de Jordan Oest le 
cercle de centre l' origine et de rayon 1 dans le plan JR2 • 

a) Prenons pour champ de vecteurs 
a a 

X=xax +yay· 

Pour ce champ de vecteurs, l'origine est un nreud repulsif (voir 111.5.3 et figure III.7). 
Appliquons la formule du paragraphe precedent. Nous avons: 

cp(s) = (coss,sins), P(s) =coss, Q(s) =sins, 
done 

1 127r Ix(O) = - (cos2 s + sin2 s) ds = 1. 
271" 0 
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b) Prenons pour champs de vecteurs 

o o 
Y=-y-+x-. 

ox oy 
Pour ce champ de vecteurs, l' origine est un centre (voir III.5.4 et figure III.9). Nous avons 
cette fois 

y?(s) = (coss,sins), 

Nous obtenons done 

P(s) = - sins, Q(s) = coss. 

Jy(C) = _!_ f 2
7r (sin2 s + cos2 s) ds = 1. 

21r lo 
c) Prenons pour champs de vecteurs 

o o 
Z=x--y-. 

ox oy 
Pour ce champ de vecteurs, l'origine est un col (voir III.5.2 et figure III.6). Nous avons 
cette fois 

(J?( s) = ( cos s, sins) , P(s) = coss, Q(s) = -sins. 

Nous obtenons done 

[z(C) = _!_ f 2
rr (- cos2 s - sin2 s) ds = -1. 

21r lo 
La figure VI.3 illustre ces trois exemples. On peut d'ailleurs, par un examen un peu attentif 
de cette figure, trouver sans calcul les valeurs des indices Ix ( C), [y ( C) et I z ( C). 

y y y 

0 X X 0 X 

(a): Ix(C) = 1. (b): [y(C) = 1. (c): Iz(C) = -1. 

Figure VI.3. Indices de courbes entourant un nreud repulsif, un centre et un col 

Le theoreme ci-dessous indique que lorsqu' on fait varier, de maniere continue en fonction 
d'un parametre .X parcourant un espace topologique connexe, la courbe de Jordan C et le 
champ de vecteurs X, de maniere telle que le champ X ne s'annule sur C en aucun point 
et pour aucune valeur du parametre .X, l' indice Ix ( C) ne depend pas de .X. 

3.4. Theoreme. - Soit n un ouvert d'un plan afline £ 2 , E 2 le plan vectoriel 
associe, A un espace topologique connexe et X : A x n - E 2 une application 
continue. Pour chaque .XE A fixe, on note X>. : n - E 2 le champ de vecteurs sur 
n, dependant du parametre .X, defini par 

X>.(x) = X(.X,x), XE 0. 
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Soit d'autre part cp : A x 8 1 -------+ n une application continue telle que, pour tout 
,\EA fixe, l'application cp>,. : 8 1 -------+ 0, definie par 

cp>,.(z) = cp(.\ z), z E 8 1 , 

soit injective. Pour chaque ,\ E A, cp >,. est une courbe de Jordan parametree dans 
n, dependant du parametre >.. No tons C >,. = cp >,. ( 8 1) son image. Nous faisons 
l'hypothese suivante: 

pour tout,\ E A, le champ de vecteurs X>,. ne s'annule en aucun point de la 
courbe de Jordan C>,.. 

L'indice Ix>- (C>,.) est alors defini, et ne depend pas du parametre -X, element de A. 

Preuve : Nous allons montrer que l' application de A dans Z, ,\ 1--+ Ix>- ( C >,.), est continue. 
Nous le ferons, pour simplifier, en supposant que pour chaque ,\ E A fixe, le champ de 
vecteurs X>,. et la parametrisation cp>,. de la courbe de Jordan C>,. sont differentiables de 
classe C 1 (mais le resultat subsiste dans le cas general). Nous pouvons utiliser l' expression 
de l'indice au moyen d'une integrale indiquee en 3.2; l'indice est donne par l'integrale, 
par rapport a une variables parcourant l'intervalle ferme et borne [O, 21r], d'une fonction 
continue des et du parametre ,\; on sait que l'integrale est alors une fonction continue de 
,\. L'indice ne peut prendre que des valeurs entieres. Pour chaque n E Z, !'ensemble An 
des elements >. de A tels que Ix>- ( C >,.) = n est une partie de A a la fois ouverte et fermee. 
Comme A est connexe, chaque An est soit vide, soit egal a A tout entier. Nous avons ainsi 
prouve que Ix>- (C>,.) ne depend pas de-\. D 

3.5. Corollaire. - Soit n un ouvert d 'un plan £ 2, C une courbe de Jordan contenue 
dans n, X et Y deux champs de vecteurs continus, definis sur n, ne s'annulant en 
aucun point de C. On suppose de plus que pour tout point x EC, X(x) et Y(x) 
ne sont pas de directions opposees. Alors 

Ix(C) = Jy(C). 

Preuve : Nous pourrions deduire ce resultat de la proposition 1.7, mais nous preferons 
l' obtenir comme consequence du theoreme 3.4. Po sons, pour tout,\ E [O, 1 J et tout x E n, 

X>,.(x) = (1 - -X)X(x) + >.Y(x). 

Chaque X,\ est un champ de vecteurs continu sur n. Puisque pour tout point x E C, X (x) 
et Y(x) ne sont pas de directions opposee, X>,.(x) est non nul pour tout>. E [O, 1]. La 
famille de champs de vecteurs (X>,., >. E [O, 1]) dependant de maniere continue de-\, le 
theoreme precedent montre que l 'indice IX>. ( C) ne depend pas de >.. Le resultat annonce 
en decoule puisque X = X 0 , Y = X 1. D 

Le lemme suivant etablit une interessante propriete d'additivite de l'indice. 

3.6. Lemme. - Soit n un ouvert d 'un plan £ 2 , C une courbe de Jordan dans n et 
X un champ de vecteurs continu defini sur n. Soient a et b deux points distincts de 
C. On note C1 et C2 les deux arcs de la courbe C ayant pour extremites les points 
a et b. Soit D un arc de courbe continu dans l'ouvert n ayant pour extremites les 
points a et b, dont tous les points autres que ses deux extremites appartiennent 
a l'interieur de C. On suppose que le champ de vecteurs X ne s'annule en aucun 
point de CUD. Alors Ci U D et C2 U D sont deux courbes de Jordan sur lesquelles 
le champ de vecteurs X ne s'annule pas, et leurs indices relativement au champ 
de vecteurs X verifient 

Ix(C1 U D) + Ix(C2 U D) = Ix(C). 
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b 

Figure VI.4. Illustration de la preuve du lemme 3.6 

Preuve: Les arcs de courbe C1, C2 et D ont pour extremites les points a et b. Comme 
de plus tousles points de D autres que ses deux extremites sont a l'interieur de C, C1 u D 
et C2 U D sont bien des courbes de Jordan, representees sur la figure VI.4. Munissons le 
plan £ 2 d'une orientation, et supposons par exemple que pour !'orientation associee de 
la courbe de Jordan C1 U D, le sens de parcours positif soit celui pour lequel l'arc G1 

est parcouru de a vers b et l'arc D de b vers a. Le sens de parcours positif pour C est 
alors celui pour lequel C1 est parcouru de a vers b et C2 de b vers a. De meme, le sens 
de parcours positif pour C2 U D est celui pour lequel C2 est parcouru de b vers a et D 
de avers b. Munissons le plan £ 2 d'une structure euclidienne afin de pouvoir mesurer les 
angles, et choisissons une direction de reference. Notons b..(}(C1, a, b), b..(}(C2, b, a) et 
b..(}( D, b, a) la variation de l' angle que fait le vecteur X (x) avec la direction de reference 
lorsque le point x parcourt, respectivement, 

- l' arc de courbe C 1 de a vers b, 

- l' arc de courbe C2 de b vers a, 

- l' arc de courbe D de b vers a. 

Nous avons alors (voir figure VI.4) 

Ix(C1 U D) = b..(}(C1, a, b) + b..(}(D, b, a), 

Ix(C2 U D) = b..(}(C2, b, a) - b..(}(D, b, a), 

Ix(C) = b..(}(C1, a, b) + b..(}(C2, b, a). 

Nous avons done bien 

Ix(C1 U D) + Ix(C2 U D) = Ix(C). D 

3.7. Proposition. - Soit X: n - E un champ de vecteurs continu sur un ouvert 
n d'un plan £ 2 et C une courbe de Jordan dans n. On suppose que l'interieur de 
C est contenu dans n, et que le champ de vecteurs X ne s'annule en aucun point 
de l'interieur de C et en aucun point de C. Alors Ix(C) = 0. 

Preuve : D'apres le theoreme de Riemann-Caratheodory-Schoenflies, il existe un 
homeomorphisme h du disque ferme D 2 du plan complexe <C, sur la reunion C U Int ( C) 
de la courbe de Jordan C et de son interieur. Posons, pour tout A E [O, 1] et tout z E S1. 

cp(.X, z) = h(.Xz). 

Pour tout A E JO, 1], posons 

C;,.. = { cp(.X, z); z E S 1 } . 
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Nous observons que C 1 n'est autre que la courbe de Jordan C et que pour tout element A 
de l'intervalle ouvert JO, 1[, C>-. est une courbe de Jordan contenue dans Int(C); le champ 
de vecteurs X ne s' annule done en aucun point des courbes C >-., pour O < A ::::; 1. Le 
theoreme 3.4 montre alors que Ix(C>-.) ne depend pas de >i, toujours pour O < >i ::::; 1. 
Mais en prenant >i assez proche de 0, nous pouvons faire en sorte que C>,. soit contenue 
dans un voisinage arbitrairement petit du point h(O). Soit Y le champ de vecteurs, defini 
sur n, dont la valeur en chaque point est egale a X (h(O)). Comme le champ de vecteurs 
X est continu et ne s'annule pas au point h(O), pour A assez voisin de 0, ce champ de 
vecteurs n'est, en aucun point de C>-., de direction opposee a celle du champ de vecteurs 
constant Y. Nous avons done (corollaire 3.5) Ix(C>-.) = !y(C>-.), Mais puisque Yest un 
champ de vecteurs constant, ly ( C>-.) est nul. Finalement, nous obtenons bien 

Ix(C) = Ix(C>-.) = !y(C>-.) = 0. D 

3.8. Proposition. - Soit X : n ------* E un champ de vecteurs continu sur un 
ouvert n d'un espace vectoriel reel E de dimension 2, C1 et C2 deux courbes 
de Jordan dans n, telles que C2 soit contenue dans l'interieur de C1 . On suppose 
que lnt(C1 ) n Ext(C2 ) c net que X ne s'annule en aucun point de cet ensemble. 
On suppose aussi que X ne s'annule en aucun point de C1 et en aucun point de 
C2. Alors on a 

Preuve: Tra~ons deux arcs de courbe tres voisins, contenus dans Int(Ci) nExt(C2 ). Le 
premier, note ( a, b),joint un point a de C 1 a un point b de C2 • Le second, note ( c, d),joint 
un point c de C 2, voisin du point b, a un point d de C 1 voisin du point a. La figure VI.5 
illustre notre construction. 
Considerons la courbe D, formee par la reunion des arcs suivants : 

- l'arc (a, b), 
- l'arc de courbe, note C~. complementaire dans C 2 du petit arc de cette courbe allant 
deb a C, 

- l'arc (c, d), 
- l'arc de courbe, note Cf, complementaire dans C 1 du petit arc de cette courbe allant 
de a ad. 
Nous voyons que Dest une courbe de Jordan dont l'interieur est contenu dans n. Nous 
voyons aussi que le champ de vecteurs X ne s 'annule en aucun point de D, ni en aucun 
point de lnt(D). Nous avons done Ix (D) = 0. 
Nous allons evaluer Ix(D) au moyen de Ix(Ci) et de Ix(C2 ). Pour cela, choisissons 
une orientation de E et donnons a C 1, a C 2 et a Dune orientation positive. Nous voyons 
que lorsque D est parcourue dans le sens positif, l' arc Ci est parcouru dans le sens qui 
correspond a !'orientation positive de C 1, tandis que l'arc C~ est parcouru dans le sens 
inverse du sens correspondant a !'orientation positive de C2 • 

Notons ~O(a,b), ~O(C~). ~O(c,d) et ~()(CD les angles dont le vecteur X(x) toume 
lorsque le point x parcourt ( a, b), C~, ( c, d) et Ci, respectivement, dans le sens 
correspondant a !'orientation positive de D. D'apres la definition de l'indice, nous avons 

O = Ix(D) = ~O(a, b) + ~O(C~) + ~O(c, d) + ~O(CD. 

Faisons maintenant tendre vers O l'ecart entre les arcs (a, b) et (c, d), par exemple en 
maintenant le premier fixe et en faisant converger ( c, d) vers ( a, b ). Nous voyons que 
AO(c, d) converge vers -~O(a, b), car ces deux arcs tendent l'un vers l'autre mais sont 
parcourus dans des sens opposes. Nous voyons aussi que ~()(CD converge vers Ix(Ci), 
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Figure Vl.5. Construction de la courbe de Jordan D 

tandis que f::iO( C~) converge vers - Ix ( C2), car C~ est parcouru dans le sens inverse du 
sens qui correspond a l'orientation positive de C2 . En passant a la limite dans l'egalite 
(*), nous obtenons 

O = f::iO( a, b) - Ix( C2) - f::iO( a, b) + Ix( C1), 

d'ou le resultat annonce. D 

Dans un plan £ 2 , une orbite periodique C d'un champ de vecteurs X localement 
lipschitzien est une courbe de Jordan. Soit en effet T sa plus petite periode positive. Cette 
courbe est !'image d'une solution <.p : IR -----+ £2 de l'equation differentielle associee a X, 
periodique et de plus petite periode positive T. C' est done aussi I 'image d'une application 
continue et injective de I' espace quotient IR/T'll, (homeomorphe au cercle trigonometrique) 
dans £2 • Nous voyons de plus que le champ de vecteurs X ne s'annule en aucun point de 
l'orbite periodique C. 11 est done legitime de considerer l'indice Ix(C) de cette courbe, 
relativement au champ de vecteurs X. Nous avons alors le resultat remarquable suivant. 

3.9. Theoreme. - Soit X un champ de vecteurs localement lipschitzien sur un 
ouvert n d'un plan £ 2 , et C une orbite periodique de X. Son indice Ix(C) est egal 
a i. 
Preuve : Cette propriete peut paraitre assez evidente intuitivement : le champ de vecteurs 
X etant tangent a C en chacun de ses points, le vecteur X ( x) fait un tour lorsque le point x 
fait un tour sur la courbe C. Cependant, ii faut en faire une demonstration plus rigoureuse. 
Celle qui suit est due a Heinz Hopf. Le raisonnement est illustre par la figure VI.6. 
Par le choix d'un repere affine, nous identifions £ 2 a IR.2 (coordonnees x et y). Soit a 
un point de C ou la fonction ordonnee y atteint son minimum sur C (un tel point existe 
puisque C est compacte). En effectuant une translation, nous pouvons faire en sorte que 
a soit situe sur I' axe des abscisses. La courbe C est al ors contenue dans le demi-plan 
x 2: 0. De plus, c'est une courbe differentiable, puisque c'est une orbite d'un champ de 
vecteurs localement lipschitzien. Elle admet done une tangente en chacun de ses points, 
et sa tangente au point a est I' axe des abscisses. 
Soit T > O la periode primitive (c'est-a-dire la plus petite periode positive) de l'orbite 
periodique C. Soit t f---7 <.p(t) la courbe integrale du champ de vecteurs X passant par le 
point a pour t = 0. Nous definissons une partie compacte K de IR.2 en posant 

K = { (s, t) E IR.2 ; 0 :S s :St :ST}. 
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t y 

C 

T s a X 

Figure Vl.6. Illustration de la demonstration du theoreme 3.9. 

Nous definissons une application Z de K dans IR2 , c'est-a-dire un champ de vecteurs sur 
K, enposant 

{ 

cp(t) - cp(s) 

Z( t) _ llcp(t) - cp(s)II 
s, - X(cp(s)) 

IIX(cp(s))II 

sis i- t, 

sis= t. 

Compte tenu de d:~s) = X (cp(s)), nous voyons que Zest continu sur K. Nous pouvons 

meme prolonger Z en un champ de vecteurs ( encore note Z) continu, defini sur un 
voisinage ouvert de K dans IR 2 • La frontiere de K, no tee 8 K, est une courbe de Jordan 
dans IR 2 , et le champ de vecteurs Z ne s' annule en aucun point de cette courbe, ni en aucun 
point de son interieur, puisque le champ de vecteurs Z est de module 1 en tout point de 
K. Nous avons done, d'apres la proposition 2.8, 

lz(aK) = 0. 

Mais 8K est la reunion de trois segments de droite: 

- le segment 0"1, ayant pour extremites l'origine et le point ( s = T, t = T), 
-le segment 0"2 , ayant pour extremites les points (s = T, t = T) et (s = 0, t = T), 
- le segment 0"3, ayant pour extremites le point ( s = 0, t = T) et l' origine. 

Notons b.0(0"1), b.0(0"2) et b.0(0"3 ) les angles dont toume le vecteur Z(s, t) lorsque le 
point (s, t) parcourt les segments de droite 0"1, 0"2 et 0"3, respectivement, dans le sens 
correspondant a l' orientation positive de 8 K. Nous allons evaluer ces angles. 

X (cp(s)) 
Sur 0"1, nous avons Z(s, s) = IIX ( cp(s)) II' done b.0(0"1) = 21r Ix( C). 

Sur 0"2 , nous avons, puisque cp(T) = cp(O) = a, Z(s, T) = II:~~~ = :~:~II' et s decroit 

de Ta 0. Done b.0(0"2) = -1r. 

S Z(O t) cp(t) - cp(O) td' Ad T' 0 D "()( ) ur0"3, nous avons , = llcp(t) _ cp(O)II 'et ecro1t e a . one u 0"3 = -1r. 

Nous en deduisons 

c'est-a-dire lx(C) = 1. D 
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3.10. Corollaire. - Soit X un champ de vecteurs localement lipschitzien sur un 
ouvert n d'un plan E2, et C une orbite periodique de X dont l'interieur Int(G) 
est contenu dans n. I1 existe dans Int(C) au mains un point d'equilibre de X 

' c'est-a-dire au mains un point a E lnt(C) tel que X(a) = 0. 

Preuve: Supposons que X ne s'annule en aucun point de Int(C). D'apres la proposi­
tion 3.7, nous aurions alors Ix ( C) = 0, en contradiction avec le theoreme precedent. o 

4. Indice d'un point d'equilibre isole 

4.1. Proposition. - Soit X un champ de vecteurs continu sur un ouvert n d 'un plan 
E2, et a E n un point d'equilibre isole de X, c'est-a-dire un point de n verifiant 
X (a) = 0 et possedant un voisinage V C n tel que pour tout x E V, x f=. a, 
on ait X(x) f=. 0. Soit C une courbe de Jordan contenue dans n, telle que X ne 
s'annule pas sur C, dont l'interieur Int( C) est contenu dans n et contient un point 
d'equilibre unique de X, le point a. Alors l'indice Ix(C) ne depend pas du choix 
de la courbe de Jordan C, pourvu qu'elle ait les proprietes indiquees. On l'appelle 
indice du point d'equilibre isole a, et on le note Ix(a). 

Preuve : Le raisonnement est illustre par la figure VI. 7. 

Figure VI.7. Indice d'un point d'equilibre isole 

Soient C 1 et C2 deux courbes de Jordan contenues dans n, sur lesquelles le champ 
de vecteurs X ne s'annule pas et dont l'interieur, contenu dans n, contient un unique 
point d'equilibre de X, le point a. Puisque Int(C1 ) n Int(C2) est un voisinage ouvert 
de a, il contient une courbe de Jordan C3 dont l'interieur contient le point a. En 
appliquant la proposition 3.8 au couple de courbes de Jordan (C1 , C3 ), nous obtenons 
Ix ( C1 ) = Ix ( C3 ). En appliquant cette meme proposition au couple de courbes de Jordan 
(C2, C3), nous obtenons Ix(C2) = Ix(C3). Nous en deduisons Ix(C1 ) = Ix(C2). D 

4.2. Proposition. - Soit X un champ de vecteurs continu sur un ouvert n d'un 
plan E2 , et C une courbe de Jordan contenue dans n, telle que X ne s'annule 
pas sur C, dont l'interieur Int( C) est contenu dans n. On suppose que tous Jes 
points d'equilibre de X contenus dans Int(C) sont isoles (au sens precise dans 
la proposition 4.1). Alors ]'ensemble des points d'equilibre de X contenus dans 
Int(C) est un ensemble fini { a1, ... , an}, et l'indice de la courbe de Jordan C est 
la somme des indices des points d'equilibre contenus dans son interieur, 

n 

Ix(C) = L Ix(ai). 
i=l 
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Preuve : La demonstration est illustree par la figure Vl.8. 

Cs 

Figure VI.8. Indice d'une courbe de Jordan entourant des points d'equilibre isoles 

Si l'ensemble des points d'equilibre de X contenus dans Int(C) n'etait pas fini, ii aurait 
une valeur d'adherence, puisque Int( C) est compact. Cette valeur d'adherence serait, soit 
un point d'equilibre de X situe sur la courbe C (ce qui est impossible puisque X ne 
s'annule pas sur C), soit un point d'equilibre de X contenu dans Int( C) et non isole (ce 
qui est contraire a l'hypothese). Done l'ensemble des points d'equilibre de X contenus 
dans Int( C) est bien un ensemble fini. 
Tra~ons une petite courbe fermee Ci, contenue dans Int( C), entourant chacun des points 
d'equilibreai de X contenus dans Int( C) (1 ::; i ::; n). Puis, commedans la demonstration 
de la proposition 3.8, tra~ons deux arcs de courbe tres voisins l'un de l'autre, reliant 
chacune des courbes Ci a la courbe C. Nous obtenons ainsi une nouvelle courbe de Jordan 
D, sur laquelle le champ de vecteurs X ne s'annule pas, dont l'interieur est contenu dans 
net ne contient aucun pointd'equilibre de X. Un raisonnement identique a celui fait lors 
de la demonstration de 2.9 conduit a 

n 

0 = Ix(D) = Ix(C) - Llx(ai). D 
i=l 

Jusqu' a present nous n' avons pas eu besoin de supposer que le champ de vecteurs considere 
X etait differentiable. Dans la proposition suivante, nous supposons qu'il l'est, et nous 
comparons l'indice d'un point d'equilibre isole a de ce champ de vecteurs a l'indice de 
l'origine relativement au champ de vecteurs lineaire DX( a) (suppose inversible). 

4.3. Proposition. - Soit X un champ de vecteurs differentiable sur un ouvert n 
d'un plan t:. 2 , et a E n un point d'equilibre isole de ce champ de vecteurs. On 
suppose A= DX(a) inversible. Alors l'origine O de l'espace vectoriel E 2 associe a 
l'espace affine t:. 2 est un point d'equilibre isole du champ de vecteurs lineaire A, et 
nous avons 

lx(a) = IA(O). 
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Preuve : En prenant le point a pour origine, nous pouvons identifier le plan affine £2 
a l'espace vectoriel associe E 2 , le point a s'identifiant a 0. Nous avons alors, puisque 
X(O) = O et que A= DX(O), d'apres la definition meme de la differentielle, 

X(x) = A(x) + o(x), 
ou o(x) designe une quantite qui tend vers O plus vite que x, lorsque x - 0. D'autre part, 
nous avons pour tout x E E, x = A- 1 ( A(x)), done 

llxJI :S IIA- 1 11 IIA(x)JJ. 
En prenant p > 0 assez petit, nous pouvons done faire en sorte que pour tout x E E 
verifiant llxll :Sp, nous ayons x E net 

IIX(x) - A(x) JI :S JIA;x)II . 

Cela implique en particulier, pour llxll :Sp et x -=I= 0, X(x) -=I= 0. Cela montre aussi qu'en 
tout pointx du cercle S centre sur l'origine et de rayon p, X(x) et A(x) ne peuventpas etre 
de directions opposees. Le corollaire 3.5 montre alors que Ix(S) = lA(S). Mais comrne 
l'interieur de S ne contient pas d'autre point d'equilibre de X que l'origine, et pas d'autre 
point d'equilibre de A que l'origine, nous avons Ix(S) = Ix(O), et lA(S) = IA(O). 
D'ou Ix(O) = IA(O). D 

4.4. Corollaire. - Soit X un champ de vecteurs differentiable sur un ouvert n d'un 
plan £ 2, et a En un point d'equilibre isole de ce champ de vecteurs. On suppose 
A= DX(a) inversible. Alors Ix(a) est egal soit a 1, soit a -1. Plus precisement, 

- si l'origine est un nceud, un foyer ou un centre (au sens de III.5.2 a, III.5.3, 
III.5.4) pour le champ de vecteurs lineaire A, alors Ix(a) = 1, 

- si l'origine est un col (au sens de III.5.2 b) pour le champ de vecteurs lineaire 
A, alors Ix(a) = -1. 

Preuve : Dans le paragraphe 3.3, nous avons calcule l'indice du cercle 8 1 centre sur 
l'origine et de rayon 1, relativement a un champ de vecteurs lineaire, dans trois cas 
particuliers. Les autres cas peuvent etre traites par la meme methode. On voit ainsi que 
l'indice de 8 1 relativement a un champ de vecteurs lineaire est 1 si l'origine est un nreud, 
un foyer ou un centre, et -1 si l' origine est un col. Pour un champ de vecteurs differentiable 
X ayant un point d' equilibre isole a tel que DX (a) soit inversible, les resultats annonces 
decoulent done directement de la proposition precedente. D 

4.5. Remarque. - Il ne faudrait pas croire que l'indice d'un point d'equilibre isole d'un 
champ de vecteurs differentiable, en dimension 2, ne peut prendre que les valeurs 1 ou -1. 
Ce resultat a ete etabli en supposant que la differentielle DX (a) du champ de vecteurs, en 
ce point d' equilibre, est un isomorphisme. Si l' on s' affranchit de cette hypo these, l' indice 
peut prendre toute valeur element de Z. 
Par exemple, dans le plan complexe C, l'indice de l' origine relativement au champ de 
vecteurs X(z) = zn, avec n EN*, est n. L'indice de l'origine relativement au champ de 
vecteurs Y(z) = lzln+2z-n, avec n EN*, est -n. 

5. Le theoreme de Poincare-Hopf 

Dans tout ce paragraphe, nous convenons de dire differentiable pour differentiable de 
classe 0 00 • Nous convenons d'appeler surface une variete differentiable connexe, sans 
bord, de dimension 2. Le lecteur pourra se reporter si necessaire au chapitre VII, ou les 
quelques notions de geometrie differentielle utilisees ici sont presentees. 

La proposition suivante va nous permettre de definir l'indice d'un point d'equilibre isole 
d'un champ de vecteurs differentiable sur une surface. 
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5.1. Proposition. - Soit M une surface, X un champ de vecteurs differentiable sur 
M, et a un point d'equilibre isole de X. Soit (U, c.p) une carte admissible de M dont 
le domaine contient le point a. Soit c.p*X le champ de vecteurs, defini sur l'ouvert 
c.p(U) de JR.2, image directe de X par c.p. Le point c.p(a) est un point d'equilibre isole 
de c.p*X, dont l'indice Icp.x(c.p(a)) ne depend pas du choix de la carte admissible 
(U, c.p). Get indice est appele indice du point d' equilibre a relativement au champ de 
vecteurs X, et note lx(a). 

Preuve: Soient (U, c.p) et (V, 'ljJ) deux cartes admissibles telles que a E Un V. L'image 
directe, par !'application de changement de cartes 'lj;oc.p-1, du champ de vecteurs c.p*X, est 
le champ de vecteurs 'lj;*X. De plus, cette application est un diffeomorphisme qui applique 
c.p( a) sur ¢(a). Nous voyons ainsi que le calcul des indices Icp. x ( c.p( a)) et Iv,.x (¢(a)), 
au moyen de la formule integrale du paragraphe 3.2, donne le meme resultat, car une de 
ces integrales se deduit de l'autre simplement par un changement de variables. D 

5.2. Theoreme de Poincare-Hopf. - Soit M une surface compacte, et X un champ 
de vecteurs differentiable sur M dont tous Jes points d'equilibre sont isoles. Alors 
]'ensemble de ces points d'equilibre est fini et la somme des indices de ces points 
d'equilibre, relativement au champ de vecteurs X, depend de la surface M mais 
non du champ de vecteurs X considere. C'est un invariant topologique de M, 
appele caracteristique d'Euler de M, et note x(M). 

Preuve : Si !'ensemble des points d'equilibre de X etait infini, il aurait une valeur 
d'adherence (puisque la surface M est compacte); ce point serait un point d'equilibre non 
isole de X, ce qui contredirait l'hypothese. Cet ensemble est done bien fini, et la somme 
des indices des points d'equilibre de X est bien definie. 

La suite de la preuve utilise certains resultats concemant la classification des surfaces que 
nous allons brievement indiquer. 

On montre (voir par exemple [28, 41, 42, 60]) qu'une surface orientable compacte M 
est entierement caracterisee, a un diffeomorphisme pres, par un nombre entier positif 
ou nul g(M), appele genre de cette surface. Une surface orientable compacte de genre 
0 est diffeomorphe a une sphere 8 2 • Une surface orientable compacte de genre 1 est 
diffeomorphe a un tore T 2, c'est-a-dire au produit 8 1 x 8 1 de deux cercles. Plus 
generalement, une surface orientable compacte de genre g > 0 est homeomorphe a un 
"tore" a g trous (penser a la surface d'une brioche de fantaisie, dans laquelle le boulanger 
aurait fait un nombre de trous egal a g). On peut construire une telle surface, a partir d'une 
sphere, en faisant dans cette sphere 2g trous circulaires disjoints (c'est-a-dire en enlevant 
a cette sphere 2g petites calottes spheriques disjointes, chacune de ces calottes ayant pour 
bord un petit cercle trace sur la sphere). Puis on recolle, deux par deux les bards de ces 
trous, en veillant a identifier, dans chaque paire de trous, le bord d'un trou muni d'une 
certaine orientation avec le bord de I' autre trou muni de I' orientation opposee. La figure 
VI.9 represente schematiquement une surface de genre 2. 

Quant aux surfaces compactes non orientables, on peut, pour les classifier, proceder cornme 
suit. Soit M une surface compacte non orientable. On montre ( voir theoreme VII.6.5) qu' il 
existe une surface orientable Met une application differentiable etale r : M -4 M, telle 
que pour chaque pointy de M, r- 1(y) soit forme de deux points de M. La surface 
M est unique, a un diffeomorphisme pres. On dit que c'est le revhement orientable a 
deux feuillets de M. La surface non orientable M est caracterisee, a un diffeomorphisme 
pres, par le fait qu' elle est non orientable et par le genre de son revetement orientable a 
deux feuillets. Ainsi par exemple, l'espace projectif reel JP'(2, JR) (ensemble des droites 
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vectorielles de JR3 , voir VII.6.4 a) a pour revetement orientable a deux feuillets la sphere 
8 2 , de genre 0. La bouteille de Klein (obtenue, a partie d'une sphere, en faisant dans 
cette sphere deux trous circulaires disjoints et en recollant les bords de ces deux trous, 
ces bords etant munis de la meme orientation et les orientations des deux bords identifies 
etant mises en correspondance) a pour revetement orientable a deux feuillets le tore r2, 
de genre 1. La construction du revetement orientable a deux feuillets d'une surface non 
orientable connexe peut etre faite aussi lorsque la surface consideree n'est pas compacte. 
Ainsi, par exemple, le revetement orientable a deux feuillets d'une bande de Mobius est 
un cylindre (voir exercices VII.5, VII.6 et VII.7). 

Figure VI.9. Surface orientable col)lpacte de genre 2 

La demonstration comporte ensuite trois etapes. La premiere consiste a demontrer le 
theoreme pour une sphere; la seconde, a demontrer ce theoreme pour une surface 
orientable; enfin la troisieme, a le demontrer pour une surface non orientable. 

a) Premiere etape : cas de la sphere. - Supposons que la surface M soit la sphere 
8 2 • Choisissons un point m de cette sphere tel que X ( m) -/- 0. Tra~ons sur la sphere un 
petit cercle C de centre m, tel que la petite calotte spherique K dont il est la frontiere ne 
contienne aucun point d'equilibre. Raisonnons d'abord dans une carte (U, c.p) de 8 2 dont 
le domaine contient la calotte spherique K, telle que c.p( C) soit un cercle de centre cp(m) 
et que deux points diametralement opposes du cercle C aient pour images deux points 
diametralement opposes du cercle c.p( C). Ce sera le cas, par exemple, si cette carte est 
construite au moyen d'une projection stereographique ayant pour pole le point de la sphere 
M diametralement oppose am. Si le rayon de C est assez petit, l'image c.p*X du champ 
de vecteurs X est, sur un voisinage W du disque c.p(K), proche d'un champ de vecteurs 
constant non nul Y, dont la valeur est celle de c.p*X au point c.p(m). Plus precisement, 
en diminuant si necessaire le diametre du cercle C et en restreignant l'ouvert W, nous 
pouvons faire en sorte que l'on ait, sur W, llc.p*X - YII < (1/2)llc.p*XII- Soit h une 
fonction differentiable, definie sur c.p(U), a valeurs dans [O, l], egale a 1 sur un voisinage 
ouvert de c.p(K) dans Wet a support compact contenu dans W. Le champ de vecteurs 
c.p*X + h(Y - c.p*X) est egal a Y (done constant) sur le disque c.p(K), et egal a X en 
dehors d'un compact contenant ce disque et contenu dans W. Il est tangent au cercle c.p( C) 
en deux points diametralement opposes c.p(p) et c.p(q), et dirige vers l'interieur de c.p(K) 
sur l'une des deux moities du cercle c.p(C) d'extremites c.p(p) et c.p(q), et vers l'exterieur 
de c.p(K) sur l'autre moitie. Modifions le champ de vecteurs X en le rempla~ant, dans 
l'ouvert U, par c.p*(cp*X + h(Y - c.p*X)), et en le laissant inchange sur le reste de la 
sphere M. Cela ne modifie passes points d'equilibre et n'en cree pas de nouveaux. Ainsi 
modifie, le champ X est tangent au cercle C en deux points pet q, diametralement opposes 
sur ce cercle; sur un des demi-cercles d'extremites pet q, il est dirige vers l'interieurde la 
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Figure VI.10. Illustration de la preuve du theoreme de Poincare-Hopf pour 8 2 

calotte spherique K, et sur l'autre demi-cercle vers l'exterieur de cette calotte spherique. 
La figure VI.10 (a) illustre cette situation. 
Faisons une projection stereographique h de la sphere 8 2 , de sommet m. Rappelons que 
cela consiste a considerer la sphere 8 2 comme plongee dans l'espace IR.3 (muni du produit 
scalaire euclidien usuel), a prendre un plan affine de IR.3 perpendiculaire a la droite joignant 
le point m au centre de la sphere 8 2 , et a associer, a chaque point x de la sphere autre que 
le point m, le point h( x) ou la droite qui joint les points m et x rencontre ce plan. Cette 
projection stereographique est un diffeomorphisme de 8 2 - { m } sur le plan, qui applique 
le complementaire dans 8 2 de la petite calotte spherique de frontiere C, sur un disque dans 
le plan, de frontiere h(C). Ce disque est represente sur la figure VI.10 (b), sur laquelle 
nous avons porte les images h(C) du cercle C, h(p) et h(q) des points pet q. L'image 
h(M -K) du complementaire, dans la sphere M, de la calotte spherique K est l'interieur 
du cercle h( C), et l'image h(K - { m}) de la calotte spherique K privee du point m est la 
reunion du cercle h( C) et de son exterieur. Nous avons aussi represente schematiquement 
la direction et le sens du champ de vecteurs h*X, en divers points du cercle h( C). Nous 
voyons que le champ de vecteurs h*X est dirige dans le sens entrant sur une moitie du 
cercle h ( C), et dans le sens sortant sur 1' autre moitie. Nous voyons aussi que lorsqu' on fait 
un toursurlecercle h(C), le champ de vecteurs h*X faitdeux tours. L'indice h.x (h(C)) 
est done egal a 2. La projection stereographique pouvant etre consideree comme une carte, 
la proposition 5.1 montre que l'indice de chaque point d'equilibre a de X, relativement au 
champ de vecteurs X, est egal a 1 'indice de sa projection h( a), relativement au champ de 
vecteurs h*X. Comme les images par la projection stereographique h de tous les points 
d'equilibre de X sont contenues dans le disque de frontiere h(C), h.x (h(C)) est egal a 
la somme des indices des points d' equilibre de X. Nous avons ainsi prouve que la somme 
des indices des points d'equilibre du champ de vecteurs X, sur la sphere 8 2 , est egale a 
2. Elle ne depend pas du champ de vecteurs X considere. 

b) Deuxieme etape: cas d'une surface orientable compacte. - La demonstration du 
theoreme de Poincare-Hopf, pour une surface orientable compacte M de genre g ~ 1, 
utilise une technique dite "de chirurgie", qui consiste a enlever a la surface des petits 
morceaux cylindriques ne contenant pas de point d'equilibre du champ de vecteurs X, 
en nombre egal a g (voir figure VI. 11, ilustranttant !'application de cette technique a a 
surface de genre 2 representee sur la figure Vl.9). 
On bouche alors les trous en recollant des demi-spheres, et on obtient g + 1 surfaces, 
chacune d'elles etant de genre 0, done diffeomorphe a la sphere 8 2• Une de ces surfaces, 
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Figure Vl.11. La technique de "chirurgie" 

no tee M', provient de la partie principale de la surface M ( c 'est-a-dire du complementaire, 
dans M, des g morceaux cylindriques qui ont ete enleves) apres bouchage des trous par 
recollement de demi-spheres. Les g autres surfaces proviennent des g petits morceaux 
cylindriques qu'on a decoupes et transformes en surfaces diffeomorphes a des spheres en 
accolant a chacun d' eux deux demi-spheres. 
On prolonge a M' entiere le champ de vecteurs X. On peut le faire en ajoutant, sur chacune 
des demi-spheres qui ont servi a boucher les trous, un nombre fini de point d'equilibre (on 
peut en fait prolonger le champ de vecteurs X en ajoutant au plus un point d'equilibre par 
demi-sphere, mais le raisonnement qui suit n'utilise pas le nombre de ces points). On a 
done maintenant, sur la sphere M', un champ de vecteurs dont les points d'equilibre sont 
ceux du champ X et, en plus, un nombre fini d'autres points. Ces derniers se groupent en 
g classes, chacune de ces classes etant constituee par les points d'equilibre situes sur les 
deux demi-spheres qui ont servi a reboucher les deux trous laisses par l'enlevement d'un 
meme petit morceau cylindrique. La somme des indices des points d'une meme classe est 
egale a 2. Remarquons en effet qu'avec les memes deux demi-spheres, sur lesquelles on a 
prolonge le champ de vecteurs X, on peut boucher les deux extremites du petit morceau 
cylindrique qui avait ete 6te pour en faire une sphere. Comme le champ de vecteurs X n'a 
aucun point d'equilibre sur ce petit morceau de surface cylindrique, la somme des indices 
de ces points d'equilibre doit etre egale a la somme des indices des points d'equilibre 
d'un champ de vecteurs sur une sphere, c'est-a-dire a 2, d'apres la premiere partie de la 
demonstration. La somme des indices des points d' equilibre supplementaires ( c 'est-a-dire 
autres que les points d' equilibre du champ de vecteurs X initialement donne sur M) crees 
par chirurgie sur M' est done 2g. 
En ajoutant 2g a la somrne des indices des points d'equilibre de X sur M, on doit obtenir 
2, puisque 2g est la somrne des indices des points d'equilibres supplementaires crees par 
chirurgie sur M', et que M' est diffeomorphe a une sphere. 
On a done prouve que la somme des indices d'un champ de vecteurs X a points d'equilibre 
isoles, sur une surface orientable compacte M de genre g, est 

x(M) = 2(1- g). 

c) Troisieme etape : cas d'une surface non orientable compacte. - Soit M une 
surface non orientable, M son revetement orientable et r : M -----+ M !'application de 
revetement. 
Si M est compacte, son revetement orientable M l'est aussi. 
On peut prendre l'image reciproque r* X du champ de vecteurs X sur M par !'application 
de revetement r. C'est un champ de vecteurs sur M. A chaque point d'equilibre a de X, 
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correspondent deux points d'equilibre de r* X, les deux elements de r- 1(a). Commer 
est un diffeomorphisme local, les indices de chacun de ces deux points, relativement au 
champ de vecteurs r* X, sont egaux a l'indice Ix(a). La somme des indices des points 
d'equilibre de X est done 

1 - -
x(M) = 2x(M) = l-g(M), 

ou g(M) est le genre du revetement orientable M de M. 
5.3. Commentaires 

D 

a) On a vu au cours de la demonstration que la caracteristique d'Euler x( M) d'une surface 
orientable compacte M est paire, puisqu'elle s'exprime, au moyen du genre g(M) de cette 
surface, par la formule 

x(M) = 2(1- g(M)). 
b) La caracteristique d'Euler d'une surface orientable compacte a ete definie pour la 
premiere fois par Euler grace a une triangulation de cette surface. On appelle ainsi un 
decoupage de la surface en petits morceaux triangulaires (voir figure VI.12 a), deux 
morceaux differents pouvant avoir en commun un cote et les deux sommets qui en sont les 
extremites, ou un sommet. La connaissance d'une triangulation d'une smface orientable 
compacte M permet un calcul aise de la caracteristique d'Euler x(M). 

(a) Triangulation d'une surface (b) Champ de vecteurs adapte 

Figure VI.12. Triangulation d'une surface et champ de vecteurs adapte 

Notons s le nombre de sommets, f le nombre de triangles et a le nombre d'aretes de la 
triangulation. La caracteristique d'Euler de la surface est 

x(M) =s+f-a. 
En effet, on peut imaginer un champ de vecteurs sur M ayant un nc~ud attractif en chaque 
sommet de la triangulation, un nreud repulsif au centre de chaque triangle et un col au 
milieu de chaque arete. La figure VI.12 b indique l'allure qualitative du portrait de phases 
de ce champ de vecteurs, restreint a un des triangles. Le resultat annonce en decoule 
puisque l'indice d'un nreud est 1 et celui d'un col -1. 

Remarquons d'ailleurs que la meme formule est applicable a une decomposition de la 
surface M en polygones quelconques, ces polygones pouvant ne pas avoir tous le meme 
nombre de sommets. Le lecteur pourra verifier que la formule 

s+f-a=2 
est bien verifiee par le nombre de sommets s, le nombre de faces f et le nombre d'aretes 
a de la decomposition habituelle en 20 hexagones et 12 pentagones de la surface d'un 
ball on de football, comportant 60 sommets ( chacun etant commun a 2 hexagones et 1 
pentagone) et 90 aretes (dont 30 sont communes a deux hexagones et 60 a un hexagone et 
un pentagone). 
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c) La caracteristique d'Euler x(M) d'une surface orientable compacte M peut aussi etre 
calculee en utilisant une fonction de Morse sur cette surface, c'est-a-dire une fonction 
differentiable F : M - JR dont la differentielle premiere s' annule en des points isoles 
(ces points sont appeles points critiques de F) et dont la differentielle seconde (exprimee 
dans une carte), en chacun des points critiques, est une forme quadratique non degeneree. 
On montre (voir par exemple [34, 45, 46]) que sur toute surface differentiable compacte, 
i1 existe une fonction de Morse (et meme, en general, une infinite de fonctions de Morse). 
Soit Fune fonction de Morse sur M, s le nombre de points critiques ou la differentielle 
seconde de Fest definie negative (ce sont les points ou F admet un maximum local), J le 
nombre de points critiques ou elle est definie positive (ce sont les points ou F admet un 
minimum local), et a le nombre de points ou cette differentielle seconde est de type mixte 
u 2 - v2 (ces points sont parfois appeles points-selles de la fonction F). La caracteristique 
d'Euler de M est 

x(M) = s + f - a. 
Pour le prouver, i1 suffit de munir la surface M d'une structure riemannienne et de 
considerer le champ de vecteurs gradient de la fonction F, relativement a cette structure. 
Pour ce champ de vecteurs, les points ou F presente un maximum relatif sont des nc:euds 
attractifs, ceux ou F presente un minimum relatif des nc:euds repulsifs, et les points-selles 
de F sont des cols, d'indices respectifs 1, 1 et -1. 
Cette remarque a une application geographique interessante, du moins sur le plan 
theorique. Soit M la surface de la Terre (ou d'une autre planete), et Fla fonction "altitude" 
(par rapport a un niveau de reference, par exemple le niveau de la mer). Moyennant une 
idealisation raisonnable, on peut supposer que Fest une fonction de Morse. Nous voyons 
ainsi que la somme du nombre de sommets de montagnes et du nombre de fonds de 
cuvettes, diminue du nombre de cols, est egal a 2. Bien entendu, ce resultat est valable 
pour les planetes dont la surface est homeomorphe a une sphere. Pour une planete dont la 
surface serait un tore T 2 (s'il en existe), ce nombre serait 0. 

6. Variantes et extensions de la theorie de l 'indice 
6.1. La theorie de l'indice en dimension quelconque. - L' essentiel de la theorie de 
I' indice s 'etend a un champ de vecteurs X sur une variete differentiable M de dimension 
finie quelconque. Void comment. 

Nous avons defini (2. 7) le degre d 'une application continued 'une courbe de Jordan orientee 
dans une autre courbe de Jordan orientee. Plus generalement, on peut definir le deg re d'une 
application continue f d'une variete orientable compacte P, de dimension finie, dans une 
autre variete orientable Q, de meme dimension. La definition de cette notion est un peu 
plus simple lorsque les varietes P et Q, ainsi que !'application f, sont differentiables 
de classe suffisamment elevee (par exemple de classe C 00 ). Un pointy E Nest appele 
valeur reguliere de !'application f si pour tout element x de 1-1 (y), !'application lineaire 
Txf : TxP - TyQ, tangente en x a !'application f, est un isomorphisme. Un point 
de Q qui n'est pas valeur reguliere de f est dit valeur singuliere. Selon un important 
theoreme, appele theoreme de Sard, !'ensemble des valeurs singulieres de !'application f 
est de mesure nulle ( voir par exemple [ 59]); 1' ensemble des valeurs regulieres est done de 
mesure pleine, et a fortiori non vide. Soit al ors y une valeur reguliere de f. En raison de la 
compacite de P, !'image inverse 1-1(y) de ce point est un ensemble fini { x 1 , ... , xk}. 
On munit d'orientations les variete P et Q et on appelle degre de f (pour ce choix 
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d'orientations) et on note degr(f), l'element de Z 
k 

degr(f) = L ci , 
i=l 
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avec ci = 1 si l'isomorphisme TxJ est d'orientation positive et -1 s'il est d'orientation 
negative. On montre que degr(f) ne depend pas du choix de la valeur reguliere y. Le 
lecteur pourra verifier que lorsque M et N sont deux courbes de Jordan differentiables 
orientees, le degre ainsi defini coi:ncide avec celui defini en 2.7. 

Soit main tenant X un champ de vecteurs differentiable defini sur une variete differentiable 
M, de dimension n, et a un point d'equilibre isole de ce champ. Au lieu d'une courbe 
de Jordan entourant le point a, on considere maintenant une sphere ~n- 1, de dimension 
n - 1, plongee dans la variete M, ayant le point a dans son interieur (on peut en effet 
etablir, pour les spheres, I' analogue du theoreme de Jordan pour les courbes fermees 
planes sans point double, done definir l'interieur d'une sphere plongee dans M). Le point 
d'equilibre a etant isole, on peut choisir ~n-l de maniere telle que le champ de vecteurs 
X ne s'annule en aucun point de cette sphere, ni en aucun point interieur a cette sphere 
autre que le point a. Lorsque ~n-l et son interieur appartiennent au domaine d'une carte, 
on peut definir une application de ~n-l dans une autre sphere de meme dimension, et 
orienter ces deux spheres de maniere coordonnee; il suffit, pour cela, de munir ]Rn d'une 
structure euclidienne et d'une orientation et d'associer, a chaque point x de ~n-l, le 

vecteur unitaire 
11
1~:~ 

11
. Le degre de cette application d'une sphere de dimension n - 1 

dans une autre de meme dimension ne depend pas des choix ayant servi a le definir : 
choix de la sphere ~n-l plongee dans M ayant le point a dans son interieur, choix de la 
carte dont le domaine contient cette sphere et son interieur, de la structure euclidienne et 
de l'orientation de JRn. 11 ne depend que du champ de vecteurs X au voisinage du point 
d'equilibre a. On l'appelle indice du point d'equilibre a. 
Le theoreme de Poincare-Hopf 5.2 s'etend aux champs de vecteurs definis surune variete 
differentiable compacte M, de dimension finie quelconque : etant donne, sur la variete 
M, un champ de vecteurs X dont les points d'equilibre sont isoles, la somme des indices 
de ces points d'equilibre est un invariant topologique de la variete M, qui ne depend pas 
du champ de vecteurs X. Cet invariant est la caracteristique d'Euler de la variete M. Le 
lecteur interesse pourra se reporter aux ouvrages [34, 44, 46]. 

La notion de caracteristique d'Euler, et le theoreme de Poincare-Hopf, s'etendent aux 
varietes a bord; on doit dans ce cas imposer aux champs de vecteurs consideres d'etre 
transverses au bord de la variete. 

6.2. Le nombre d'intersection. - Le degre d'une application f : P -+ Q est un 
cas particulier d'un concept plus general : celui de nombre d'intersection de deux sous­
varietes orientees Pet Q d'une variete orientee W telles que dim P + dim Q = dim W, 
l'une au moins des deux sous-varietes P et Q etant compacte. Lorsque les deux sous­
varietes se coupent transversalement ( c 'est-a-dire lorsqu' en tout point x de P n Q, l' espace 
tangent Tx West somme directe de TxP et de TxQ), l'ensemble P n Q est fini; on peut 
affecter a chacun de ses points un indice, egal a ±1, selon que la base de Tx W formee par 
juxtaposition d'une based' orientation positive de TxP et d'une based' orientation positive 
de TxQ, est d'orientation positive ou negative (relativement a l'orientation choisie de W). 
La somme algebrique de ces indices est le nombre d' intersection de P et Q. 11 est invariant 
par homotopie, ce qui permet de le definir meme lorsque les sous-varietes P et Q ne 
se coupent pas transversalement. Le degre d'une application f : P -+ Q est le nombre 
d'intersection du graphe de f (application de P dans P x Q) avec le graphe d'une 
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application constante, dont la valeur est une valeur reguliere def. 

6.3. Le nombre de Lefschetz. - Un point d'equilibre isole d'un champ de vecteurs 
est un point d'equilibre du syteme dynamique a temps continu ayant ce champ pour 
generateur infinitesimal. Nous avons pu definir l'indice d'un tel point. Lorsque le systeme 
dynamique considere est, non plus a temps continu, mais a temps discret, que ce systeme 
a pour generateur une application differentiable g : M --+ M d'une variete differentiable 
compacte M, de dimension n, dans elle-meme, et qu'un point a de M est pointd'equilibre 
isole de ce systeme (c'est-a-dire verifie g(a) = a, et possede un voisinage ouvert V tel 
que, pour tout x E V, autre que a, g(x) f x), il existe un analogue de l'indice, appele 
indice de Lefschetz du point d'equilibre a. Pour le definir, nous pouvons nous ramener, au 
moyen d'une carte, au cas ou le voisinage V du point a est un ouvert d'un espace affine 
euclidien. Considerons alors une sphere ~n-l de centre a, assez petite pour etre contenue, 
ainsi que son interieur, dans I' ouvert V, et pour que son image par I' application g soit 
elle aussi contenue dans V. Nous pouvons alors definir une application de cette sphere 
dans une autre sphere de meme dimension en associant, a tout point x de ~n-1, le vecteur 

II;~:; = : 11 . Le degre de cette application est l'indice de Lefschetz du point a. 

Lorsque }'application g n'a que des points fixes isoles (done en nombre fini, puisque M 
est compacte), la somme des indices de Lefschetz de ces points est appelee nombre de 
Lefschetz de !'application g. Ce nombre n'est autre que le nombre d'intersection (dans 
M x M) du graphe deg et de la diagonale. Il reste invariant lorsqu' on deforme I' application 
g par homotopie. Lorsque g est homotope a I' application identique de M, le nombre de 
Lefschetz deg est egal a la caracteristique d'Euler de M. Voir [34]. 

7. Exercices 

Exercice VI.1. On identifie le plan IR.2 (coordonnees x et y) a <C, en associant a chaque 
(x, y) E IR.2 le complexe z = x + iy. Soit k EN. Etudier les equations differentielles 

(1) 
dz k 

dt = z ' (2) dz -k 
dt = z ' 

ou z = x - iy est le complexe conjugue de z, et ou k E N, k f 0. Montrer qu'elles 
ont pour seul point d'equilibre l'origine, et calculer l'indice de ce point relativement aux 
champs de vecteurs associes a ces equations. 

Exercice VI.2. Indiquer s'il existe, sur chacune des surfaces suivantes, un champ de 
vecteurs ne s'annulant en aucun point, et dans !'affirmative, donner un exemple d'un tel 
champ de vecteurs : 

(i) la sphere S 2 , 

(ii) l'espace projectif IP(2, JR), 

(iii) le tore 11'2 , 

(iv) la bouteille de Klein. 

8. Solutions 

Solution VI.1. Pour !'equation differentielle (1) comme pour !'equation differentielle 

(2), nous avons !: = 0 si et seulement si z = 0. Ces deux equations ont done l'origine 
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pour unique point d'equilibre. Pour calculer l'indice de ce point, considerons le cercle 
trigonometrique 8 1 , ensemble des points z E C de module 1, c'est-a-dire de la forme 
z = ei8 , avec OE R La valeur du champ de vecteurs associe a !'equation differentielle 
(1) (resp., (2)) au point ei8 est eikO (resp., e-ik8), et l'angle que fait ce vecteur avec l'axe 
des abscisses est kO (resp., -kO). Lorsque O vaarie de O a 21r, cet angle varie de 2k1r (resp., 
de -2k1r). Par suite, l'indice du cercle 8 1 relativement au champ de vecteurs associe a 
!'equation differentielle (1) (resp., (2)), c'est-a-dire l'indice de l'origine comme point 
d'equilibre de (1) (resp., de (2)), est k (resp., -k). 

Solution VI.2. D'apres le theoreme de Poincare-Hopf, une surface compacte sur 
laquelle il existe un champ de vecteurs ne s'annulant en aucun point a necessairement 
une caracteristique d'Euler nulle. Cette surface (si elle est orientable) ou son revetement 
orientable (si elle n'est pas orientable) est done necessairement de genre 1. C'est pourquoi 
il n'existe pas, sur la sphere 8 2 (de genre 0), ni sur l'espace projectif 1P'(2, JR) (dont le 
revetement orientable est la sphere 8 2) de champ de vecteurs continu ne s' annulant en 
aucun point. Le theoreme de Poincare-Hopf ne s'oppose pas a !'existence d'un tel champ 
de vecteurs sur le tore 11'2 ou sur la bouteille de Klein. Nous allons donner des exemples 
explicites de tels champs de vecteurs. 

Le tore 11'2 est le produit 8 1 x 8 1 de deux cercles. Notons 01 et (h les coordonnees angulaires 
(definies modulo 21r) sur ces cercles; nous appellerons ces angles, respectivement, la 

longitude et la latitude sur le tore. Le champ de vecteurs 0!1 
, dont les courbes integrales 

sont les paralleles du tore ( cercles de latitude constante) est un champ de vecteurs continu 

ne s' annulant en aucun point sur 11'2 • II en est de meme du champ de vecteurs 0!2 
, 

dont les courbes integrales sont les meridiens du tore, ou de toute combinaison lineaire a 
coefficients fonctions continues non toutes deux simultanement nulles de ces champs de 
vecteurs. 

La bouteille de Klein K est (voir exercice VIl.8) le quotient du tore 11'2 par la relation 
d'equivalence selon laquelle deux points du tore, de coordonnees angulaires (01 , 02 ) et 
( oi' 0~) sont equivalents si 

Oi=01+k1r et o;=(-ll02+2l1r, 

avec k et l E Z. La projection canonique 1r : 11'2 -t K est telle que tout point de la bouteille 
de Klein K ait deux antecedents dans 11'2 , dont les coordonnees angulaires sont de la forme 

(01, 02) et 01 + 1r, -02). Le champ de vecteurs 0!1, sur le tore 11'2, est projetable par la 

projection canonique 1r sur la bouteille de Klein, car les images des valeurs prises par 
ce champ aux points ( 01 , 02) et ( 01 + 1r, -02 ) cofocident. Sa projection est un champ de 
vecteurs continu ne s'annulant en aucun point sur la bouteille de Klein K. Par contre, le 

champ de vecteurs 0!2 
sur le tore 11'2 n'est pas projetable par 1r sur la bouteille de Klein, 

car les images des valeurs prises par ce champ aux points ( 01 , 02 ) et ( 01 + 1r, -02 ) sont 
deux vecteurs opposes, tangents a la bouteille de Klein K en un meme point. 



Chapitre VII 

Complements 

Certains resultats se rattachant a diverses branches des mathematiques, utilises 
dans les chapitres qui precedent, ne sont peut-etre pas toujours enseignes dans les 
premieres annees d'universite. Pour la commodite du lecteur, nous en donnons ici les 
enonces precis accompagnes, soit de demonstrations detaillees, soit des references 
aux ouvrages ou ces demonstrations peuvent etre trouvees. 

1. Complements d'algebre lineaire 

1.1. Complexification. - Soit Eun espace vectoriel reel de dimension finie. On appelle 
complexifie de E !'ensemble 

Ee = E + iE = { x + iy ; x et y E E } , 

muni de la structure d'espace vectoriel complexe ayant pour loi d'addition 

(x + iy) + (x' + iy') = (x + x') + i(y + y'), x, x', y ety' EE, 

et pour loi de multiplication par un scalaire complexe 

(a+ib)(x+iy)=(ax-by)+i(bx+ay), aetbEJR, xetyEE. 

On remarquera que <C n' est autre que le complexifie de JR et que, pour tout espace vectoriel 
reel Ede dimension finie, le complexifie Ee de E peut, de maniere naturelle, etre identifie 
au produit tensoriel <C@ E. 

Un endomorphisme A E £(E, E) de l'espace vectoriel reel E se prolonge, de maniere 
naturelle, en un endomorphisme Ac de I' espace vectoriel complexe Ee. II suffit en effet 
de poser, pour tout x + iy E Ee, avec x et y E E, 

Adx + iy) = A(x) + iA(y). 

1.2. Polynomes en un endomorphisme. - Soit E un espace vectoriel de dimension 
finie sur le corps 1K = JR ou <C et A E £( E, E) un endomorphisme de E. On pose 

A0 = idE, A1 = A et, pour toutentiern > 1, An= Ao An-l. 

Plus generalement, pour tout polynome PE IK[X] en une indeterminee X, a coefficients 
dans IK, 

P(X) = ao + a1X + · · · + anXn, avec ak E 1K, 0 :'.S k :'.S n, 

on note P(A) l'endomorphisme de E: 

P(A) = ao idE +a1A + · · · + anAn. 

1.3. Definition. - Soit E un espace vectoriel de dimension .i.nie sur le corps 
1K = JR ou <C et A E £(E, E) un endomorphisme de E. Un polynome PE IK[X] 
en une indeterminee X, a coefflcients dans IK, est dit polyn6me annulateur de A si 
P(A) = 0. 



§ 1. Complements d'algebre lineaire 209 

1.4. Polynome caracteristique, valeurs propres et vecteurs propres. - Soit E 
un espace vectoriel de dimension finie sur le corps JI( = JR ou <C, A E .C(E, E) un 
endomorphisme de E. Un scalaire A E JI( est dit valeur propre de A s'il existe v E E, 
V /= 0 , verifiant 

A(v) =.Xv. 
Un vecteur v E E, v -=I= 0, verifiant cette egalite est appele vecteur propre de A associe a 
la valeur propre .\. 

En d'autres termes, un scalaire ,X E JI( est valeur propre de A si l'une des conditions 
equivalentes ci-dessous est satisfaite (les autres etant alors bien entendu satisfaites aussi) : 

- on a ker(A - ,X idE) -=I= 0, 

- l'endomorphisme A - ,X idE n'est pas inversible, 

- on a det(A - .X idE) = o. 
Rappelons que le polynome en une indeterminee X : 

ITA(X) = det(A- XidE) 
est appele polyn{}me caracteristique de l 'endomorphisme A. Pour la notion de determinant 
d'un endomorphisme, le lecteur pourra se reporter, par exemple, au livre de F. Bories­
Longuet [10]. Un scalaire ,X E JI( est done valeur propre de A si et seulement si A est 
racine du polynome caracteristique de A. 
Lorsque OC = JR, certaines racines du polynome caracteristique ITA peuvent etre 
complexes, done ne pas etre elements du corps des scalaires JR . Par abus de langage, on les 
appelle tout de meme valeurs propres de A (en precisant eventuellement valeurs propres 
complexes de A). Ce sont en fait des valeurs propres non de A, mais de l' endomorphisme 
Ac de de l'espace vectoriel complexe Ee, complexifie de E, qui prolonge de maniere 
naturelle l'endomorphisme A (voir 1.1). Remarquons au passage que A et Ac ont meme 
polynome caracteristique. 

1.5. Theoreme de Cayley-Hamilton. - Soit E un espace vectoriel de dimension 
finie sur le corps JI(= JR ou <C, A E .C(E, E) un endomorphisme de E. Le polynome 
caracteristique ITA de l'endomorphisme A est un polynome annulateur de A au 
sens de la definition 1.3, c'est-a-dire verifie identiquement 

ITA(A) = 0. 

Preuve : Voir par exemple [10] theoreme VI.3.6 page 130. D 

1.6. Theoreme. - Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps JI( = JR 
ou <C, A E .C(E, E) un endomorphisme de E et PE OC[X] un polynome annulateur 
de A. 

1. Chaque valeur pro pre ( reelle ou complexe) de A est racine du polynome 
annulateur P. 

2. On suppose que P s'exprime comme un produit de deux polynomes P1 et P2 

premiers entre eux : 

Posons 

On a alors 
A(E1) c E1, A(E2) c E2, E = E1 EB E2. 

De plus, P1 (resp., P2) est un polynome annulateur de la restriction de A a E 1 

(resp., a Ez). Si de plus P est le polynome caracteristique de A, le polynome 
caracteristique de la restriction de A a E 1 (resp., a E2 ) est Pi (resp., P2 ), a une 
multiplication par un scalaire non nul pres. 



210 Chapitre VII. Complements 

Preuve: 

1. Soit >.. une valeur propre, reelle ou complexe, de A. Si 1K = C, ou si 1K = JR et>.. E IR, 
il existe un vecteur propre x E E, x -/= 0, associe a la valeur propre >... Si 1K = IR et 
>.. EC - JR, il existe encore un vecteur propre x E Ee, x -/= 0, du prolongement de A au 
complexifie de E. En convenant de noter encore A le prolongement de l'endomorphisme 
A au complexifie de E, nous pouvons ecrire, dans tousles cas, 

A(x) = >.x. 

En effectuant le quotient du polynome P(X) par X - >.., X designant l'indeterrninee, 
nous pouvons ecrire 

P(X) = (X - >..)Q(X) + P(>.) 
car le reste de ce quotient, de degre strictement inferieur a 1, est la constante P(>..). Nous 
avons, puisque P est polynome annulateur de A, 

0 = P(A) = (A - >..idE) o Q(A) + P(>..) idE . 

Appliquons au vecteur propre x les deux membres de cette egalite. Nous obtenons 

P(>..)x = 0, 

car, puisque A - >.. idE et Q(A) commutent, 

(A - >.. idE) o Q(A)(x) = Q(A) o (A - >.. idE)(x) = 0. 

Comme x-/= 0, l'egalite P(>..)x = 0 implique P(>.) = 0. 

2. Soit i = 1 ou 2, et x E Ei. Puisque Pi(A) et A commutent, nous avons 

Pi(A)(A(x)) = A(Pi(A)(x)) = 0, 

ce qui prouve que A(x) E Ei. Nous avons done bien A(Ei) c E1• 

Pour tout x E E nous avons, puisque Pest un polynome annulateur de A, 

0 = P(A)(x) = Pi(A)(P2(A)(x)) = P2(A)(Pi(A)(x)), 

ce qui prouve que 
A (A)(E) c E2, P2(A)(E) c E1. 

Puisque les polynomes P 1 et P 2 sont premiers entre eux, le theoreme de Bezout (voir 
par exemple [10) paragraphe VI.1.7 page 120, [2] lemme 2.1.8 page 34, [56] proposition 
III.14 page 46) montre qu'il existe des polynomes Q1 et Q2 tels que 

AQ1 +P2Q2 = 1. 

Par suite, 
Pi(A)Q1(A) + P2(A)Q2(A) = idE . 

Tout element X de E s' ecrit done sous la forme 

X = X1 + X2, 

avec 
xi= P2(A)(Q2(A)(x)) E E1, x2 = Pi(A) (Qi(A)(x)) E E2. 

Nous avons ainsi prouve que E = E1 + E 2. 

Soit x E E 1 n E 2. Nous avons alors 

xi = P2(A) ( Q2(A)(x)) = Q2(A) (P2(A)(x)) = 0 car x E E 2 , 

x2 = Pi(A)(Qi(A)(x)) = Q1(A)(Pi(A)(x)) = 0 car x E E 1 , 

et par suite x = x 1 + x 2 = 0. Nous avons prouve que E 1 n E 2 = {O}; comme d'autre 
part E = E1 + E2, nous avons bien E = E 1 t:B E 2. D'autre part, puisque E 1 = ker Pi (A) 
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et que E 2 = ker P2 (A), P 1 (resp., P 2) est un polynome annulateur de la restriction de A 
a E1 (resp., a E2). 

Dans une base de E reunion d'une base de E 1 et d'une base de E 2, la matrice de A est de 
la forme 

A= ( ~1 12) . 
Le polynome caracteristique de A s'exprime done comme un produit 

ITA = l11l12, 

ou l11 (resp., l12) est le polynome caracteristique de A1, restriction de A a E1 (resp., de 
A2, restriction de A a E2). 

D'apres la partie 1, appliquee a la restriction de A a E 1 (resp., a E 2), chaque racine, reelle 
ou complexe, du polynome l11 (resp., du polynome l12) est racine de P 1 (resp., de P 2). 
Comme les polynomes Pi et P 2 sont premiers entre eux, ils n'ont pas de racine commune. 

Si de plus Pest le polynome caracteristique ITA de A, nous avons l11l12 = P1P2 = ITA. 
Nous voyons ainsi que les racines de l11 (resp., de l12) sont les memes que celles de 
Pi (resp., de P2), avec les memes multiplicites. Nous avons done 

P1 = al11, P2 = a-1rr2, 

avec a E II(, a f. 0. D 

1.7. Theoreme. - Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps II( = JR 
ou C, A E £(E, E) un endomorphisme de E et ITA son polynome caracteristique. 
On suppose soit que II( = C, soit que II( = JR et que toutes Jes racines de ITA 
sont reelles. On note .X 1 , ... , Ap Jes racines distinctes de ITA, n 1 , ... , np leurs 
multiplicites respectives, et on pose, pour chaque k ( 1 ::; k ::; p), 

Ek= ker(A - Ak idE)nk. 

Nous avons alors, pour chaque k (1 ::; k ::; p), 

A(Ek) C Ek, et E = EBf= 1 Ek. 

De plus, le polynome caracteristique de la restriction de A a chaque Ek est 
(.Xk - xrk; par suite, Ek est de dimension nk. 

Preuve : Le polynome caracteristique ITA de A a pour expression : 

ITA (X) = (.X 1 - X)n1 (,X2 - X)n2 ••. (.Xp - X)np . 

Les polynomes (.Xk - X)nk (avec 1 ::; k::; p) etant deux a deux premiers entre eux, une 
application repetee du theoreme precedent conduit au resultat annonce. D 

Afin de traiter le cas ou II( = JR et ou certaines racines du polynome caracteristique ITA de 
A sont complexes, nous remarquons que pour chaque racine complexe µk = ak + i/3k de 
IIA (avec ak et f3k E JR, et f3k f. 0), le complexe conjugue µk = ak - if3k est aussi racine 
de ITA, de meme multiplicite que µk, Cette remarque nous conduit au theoreme suivant. 

1.8. Theoreme. - Soit E un espace vectoriel reel de dimension finie, A E £(E, E) 
un endomorphisme de E et ITA son polynome caracteristique. On note .X 1 , ... , Ap 
Jes racines reelles distinctes de ITA, n 1 , ... , np leurs multiplicites respectives. On 
note µ1 = a1 + i/31 , µ1 = a1 - i/31 , ... µq = aq + i/3q , µq = aq - i/3q Jes racines 
complexes distinctes de ITA. Pour chaque l (1 ::; l ::; q), on designe par m 1 la 
multiplicite commune aux deux racines complexes µ1 et µ1, conjuguees l'une de 
l'autre. On pose, pour chaque k (1 ::; k ::; p) et chaque l (1 ::; l ::; q), 

Ek= ker(A- Ak idEtk, Fz = ker((A- az idE) 2 + /3[ idE)m1 • 
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Nous avons alors, pour chaque k (1 :S k :Sp) et chaque l (1 :S l :S q), 

A(Ek) c Ek, A(F1) c F1, et E = (EBJ;=1Ek) EB (EBi=1F1). 
De plus, le polynome caracteristique de la restriction de A a chaque Ek est 
(.Xk - Xtk, et celui de la restriction de A a chaque F1 est ((a1 - X)2 + f3l)m1 ; 

par suite, Ek est de dimension nk et F1 de dimension 2m1. 

Preuve : Le polynome caracteristique IIA de A a pour expression : 
p q 

IIA(X) = II (Ak - xrk II ( (a1 - X) 2 + f3l) mi. 
k=l l=l 

Les polynomes (Ak - X)nk (avec 1 :S k :Sp) et ((a1 - X) 2 + f3l)m 1 (avec 1::; l::; q) 
etant deux a deux premiers entre eux, une application repetee du theoreme 1.5 conduit au 
resultat annonce. o 

Nous allons maintenant etudier la restriction de A a chacun des sous-espaces vectoriels 
Ek et F1 de E. Dans les enonces qui suivent, nous remplacerons Ek et F1 par E et F, 
respectivement. 

1.9. Proposition. - Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur le 
corps IT{ = JR ou <C, A E C(E, E) un endomorphisme de E dont le polynome 
caracteristique IIA a pour expression 

avec A E OC. Posons 
s = A idE ' N = A - s. 

Les endomorphismes S et N commutent, c'est-a-dire verifient So N = No Set 
ont pour somme S + N = A. L'endomorphisme N est nilpotent : il verifie Nn = 0. 

Preuve : Etant un multiple de idE, l'endomorphisme S commute avec tout autre 
endomorphisme, en particulier avec N. D'apres la definition meme de Set de N, nous 
avons bien S + N = A. Entin le polynome caracteristique de N est 

IIN(X) = det(A- .XidE -X idE) = IIA (X + .\) = (-lr Xn. 

Le theoreme de Cayley-Hamilton montre alors que Nn = (-l)nIIN(N) = 0. D 

1.10. Proposition. - Soit F un espace vectoriel reel de dimension finie et paire 
2m, A E ,C(F, F) un endomorphisme de F dont le polynome caracteristique IIA a 
pour expression 

IIA(X) = ((a - X) 2 + /32)m, 
avec a et /3 E IR, /3 i- 0. I1 existe une base (Ji, 91, h, 92, ... , f m, 9m) de F ayant 
Jes proprietes suivantes. Soit SE C(F, F) l'endomorphisme defini par 

S(fi) = afi - /391, 8(91) = {3fi + a91, 1 :S l :S m. 

Alors Jes endomorphismes S et N = A - S commutent, c'est-a-dire verifient 
So N = No S, ont pour somme S + N = A; de plus l'endomorphisme Nest 
nilpotent : il verifie Nm = 0. 

Preuve : Soit Fe le complexifie de F et Ac le prolongement de A a Fe. Le polynome 
caracteristique de Ac peut s 'ecrire 
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Les polynomes ( o: + i,B - xr et ( o: - i,B - X) rri etant premiers entre eux, le theoreme 1.5 
montre que 

Fe= Fc1 EB Fez, avec Fc1 = ker(o: + i,8- Ac)rri, Fez= ker(o: - i,8- Ac)rri. 

De plus, Ac(Fci) c Fc1, Ac(Fcz) c Fez, et les polynomes caracteristiques des 
restrictions de Ac a Fc1 et a Fez sont, respectivement, (o: + i,8- X)rri et (o: -i,8- X)rri. 
Soit (Y : Fe ---+ Fe la conjugaison complexe, definie par 

(Y( u + iv) = u - iv , u et v E F. 

Il est facile de verifier que (Y(Fc1) c Fez. Comme de plus (Yest un automorphisme de 
Fe (pour sa structure d'espace vectoriel reel), et comme Fci et Fez sont tous deux de 
meme dimension complexe m, nous avons (Y(Fc1) = Fez. Soit alors (e1 , ... , erri) une 
base de Fc1. Son image par (Y, ((Y(ei), ... , (Y(erri)) est une base de Fez. Posons, pour 
tout l ( 1 ::=; l ::=; m), 

Nous verifions immediatement que (Y(fz) = f1, (Y(g1) = g1. Les vecteurs Ji , g1 , fz, gz, 
... , f rri, grri sont done reels, c'est-a-dire elements de F, et forment une farnille libre, 
c 'est-a-dire une base de F. Definissons S E £ ( F, F) en posant, comme l' indique l' en once, 

S(fi) = o:fi - ,Bg1, f (gi) = .Bfi + o:g1 · 

Soit Sc le prolongement de Sa Fe. Un calcul facile montre que 

Sc(Fc1) c Fc1, Sc(Fcz) c Fez 

et que les restrictions de Sc a Fc1 et a Fez sont, respectivement, (o: + i,B) idpc1 et 
(o: - .B) idpc2 • Posons alors 

Ne =Ac-Sc. 
Nous avons Nc(Fci) c Fc1, Nc(Fcz) c Fez. La proposition 1.8 montre que les 
restrictions de Ne et de Sc a Fc1 (resp., a Fez) commutent, ont pour somme la restriction 
de Ac a a Fc1 (resp., a Fez), et que la restriction de Ne a Fc1 (resp., a Fez), elevee a la 
puissance m, est nulle. Par suite, nous avons 

Ne o Sc = Sc o Ne , Sc + Ne = Ac , N[!1' = 0. 

Comme Sc et Ac sont les propongements a Fe des endomorphismes Set A de F, la 
difference Nie = Ac - Sc est le prolongement a Fe de I' endomorphisme N = A - S de 
F. Par suite, nous avons 

N o S = So N, S + N = A, Nrri = 0. D 

1.11. Definitions. - Soit E un espace vectoriel de dimension fi.nie sur le corps 
]K = JR OU <C. 

1. Un endomorphisme S E £(E, E) est dit semi-simple s'il est diagonalisable 
(c'est-a-dire s'il existe une base de E formee de vecteurs propres de S), ou bien, 
dans le cas ou 1K = JR et ou le polynome caracteristique de Sn 'a pas que des racines 
reelles, si le prolongement Sc de S au complexifi.e Ee de E est diagonalisable. 

2. Un endomorphisme N E £(E, E) est dit nilpotent s'il existe un entier m 2:: 1 
tel que Nrri = 0. 

1.12. Proposition. - Soit E un espace vectoriel de dimension fi.nie sur le corps 
1K = JR ou <C. Un endomorphisme A E £(E, E) est semi-simple si et seulement 
s'il existe un polynome annulateur de A, non identiquement nul, dont toutes Jes 
racines (reelles ou complexes) sont simples. 
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Preuve : En rempla\(ant eventuellement A par son prolongement au complexifie de E, 
nous pouvons supposer que lK = <C. 

Supposons A semi-simple, done diagonalisable (puisque lK = <C), et soient Ai (1 :S: i :S: p) 
ses valeurs propres. En utilisant une base de E dans laquelle la matrice de A est diagonale, 
nous voyons que 

p 

P(X) = II (Ai - X) 
i=l 

est un polynome annulateur de A. 

Supposons qu'il existe un polynome annulateur de A dont les racines Ai (1 :S: i :S: p) 
sont toutes simples. Une application repetee du theoreme 1.6 montre que l'espace E se 
decompose en somme directe 

E = EBf= 1 Ei, avec Ei = ker(A - Ai idE), 

les sous-espaces Ei etant invariants par A, et la restriction de A a chaque Ei admettant 
Ai - X comme polynome annulateur. Nous voyons alors que dans une base de E formee 
par juxtaposition de bases des espaces Ei, la matrice de A est diagonale. o 

1.13. Theoreme. - Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps lK = JR 
ou <C et A E .C(E, E) un endomorphisme de E. I1 existe un couple unique (S, N) 
d'endomorphismes de E ayant Jes proprietes suivantes: S est semi-simple, Nest 
nilpotent, S et et N commutent, c'est-a-dire verifient So N = No S, et ont pour 
somme S + N = A. On dit que S est la partie semi-simple et N la partie nilpotente 
de l'endomorphisme A. De plus, l'endomorphisme A et sa partie semi-simple S ont 
Jes memes valeurs propres, avec Jes memes multiplicites. 

Preuve: Afin de prouver l'existence du couple d'endomorphismes (S, N), appliquons 
le theoreme 1.7 (lorsque lK = <C ou lorsque lK = Ill et que toutes les racines du polynome 
caracteristique de A sont reelles) ou le theoreme 1.8 (lorsque lK = Ill et que le polynome 
caracteristique de A n'a pas que des racines reelles). Nous pouvons ainsi decomposer E 
en une somme directe EB1= 1Ek, ou (EB1= 1Ek) EB (EB£= 1F1), de sous-espaces invariants 
par A. Les propositions 1.9 et 1.10 montrent que la restriction de A a chacun de ces 
sous-espaces Ek (resp., F1) se decompose en une somme SEk + NEk (resp., Sp1 + NF1) 

d'un endomorphisme semi-simple S Ek (resp., S Fi) et d'un endomorphisme nilpotent N Ek 
(resp., Np1) qui commutent. Soit S l'endomorphisme de E dont la restriction a chaque 
sous-espace Ek est SEk et dont la restriction a chaque sous-espace F1 est Sp1• De meme, 
soit N l 'endomorphisme de E dont la restriction a chaque sous-espace Ek est N Ek et dont 
la restriction a chaque sous-es pace F1 est N p 1• L' endomorphisme S est semi-simple, et 
l 'endomorphisme N nilpotent. Ces deux endomorphismes commutent et on pour somme 
A. De plus, en raison de la definition de S, A et S ont bien les memes valeurs propres 
avec les memes multiplicites. 

Soit maintenant (S', N') un autre couple d'endomorphismes de E ayant les memes 
proprietes que le couple (S, N) : S' est semi-simple, N' est nilpotent, S' et N' commutent 
etS' +N' = A. PuisqueS' commuteavec N' etaveclui-meme, S' commuteavec S' +N', 
c'est-a-dire avec A, done aussi avec tout polynome en A. De meme, N' commute avec 
tout polynome en A. Les sous-espaces Ek et F1, etant les noyaux de polynomes en A, 
verifient done 

S'(Ek) C Ek, S'(F1) CF,,, N'(Ek) C Ek, N'(F1) CF,,. 

La restriction de S a Ek est multiple de id Ek, done commute avec tout autre element 
de .C(Ek, Ek), et en particulier avec la restriction de S' a Ek. Comme N = A - S, la 



§ 1. Complements d'algebre Iineaire 215 

restriction de N a Ek commute aussi avec la restriction de S' a Ek, done aussi (puisque 
N' = A - S') avec la restriction de N' a Ek. Pour tout entier r, nous pouvons done 
developper la restriction de (N' - Nf a Ek en utilisant la formule du binome. Nous 
voyons ainsi que la restriction de N' - Na Ek est un endomorphisme nilpotent. Comme 
S - S' = N' - N, la restriction de S - S' a Ek est un endomorphisme a la fois nilpotent 
et semi-simple, car somme de la restriction de S' a Ek, qui est semi-simple, et de la 
restriction de Sa Ek, qui est multiple de id Ek. En diagonalisant la restriction de S - S' 
a Ek (ou, eventuellement, son prolongement au complexifie de Ek), nous voyons que la 
restriction de S - S' a Ek est identiquement nulle. Comme N' - N = S - S', la restriction 
de N' - Na Ek est nulle aussi. 

Le complexifie de chaque sous-espace F1 est somme directe de deux sous-espaces (notes 
Fn et Fc2 clans la preuve de la proposition 1.9) auxquels les raisonnement faits ci-dessus 
apropos de Ek s'appliquent. Nous voyons ainsi que les restrictions a chaque F1 de S - S' 
et de N' - N sont nulles. En definitive, nous avons S' =Set N' = N. D 

1.14. Remarque. - Lors de la demonstration du theoreme 1.13, nous avons 
obtenu !'expression de la partie semi-simple S de l'endomorphisme A en utilisant la 
decomposition de I' espace E en somme directe de sous-espaces invariants, calquee sur 
la decomposition du polynome caracteristique de A en produit de facteurs, deux a deux 
premiers entre eux, dont chacun est une puissance d'un polynome irreductible. On pourrait 
done penser que la determination effective des parties semi-simple S et nilpotente N de 
l'endomorphisme A necessite le calcul des racines du polynome caracteristique de A. II 
n' en est rien, ainsi que I' a observe le grand mathematicien frarn;ais Claude Chevalley ( voir 
[13], chapitre I, theoreme 7 page 71): alors qu'il est, en general, impossible de determiner 
de maniere exacte les racines du polynome caracte1istique de A des que son degre est 
superieur a 4, la partie semi-simple S et la partie nilpotente N de A peuvent toujours 
etre determinees explicitement de maniere exacte. Cela resulte en effet du lemme et de la 
proposition qui suivent. 

1.15. Lemme. - Soit P(X) un polynome en une indeterminee X, a coefficients 
dans un corps k CCC, dont toutes les racines (dans CC) sont simples. Soit P'(X) le 
polynome derive de P(X), B(X) et C(X) deux polynomes verifiant l'identite de 
Bezout 

B(X)P(X) + C(X)P'(X) = 1. 
Pour chaque entier n 2: 1, on definit un polynome DP,n(X) en posant 

Dp,1(X) = X, 

puis successivement, pour chaque entier n 2: 1, 

DP,n+i(X) = DP,n(X) - C(X)P(DP,n(X)). 

Alors pour tout n 2: 1, le polynome P(DP,n(X)) est multiple de (P(X) r et, pour 
tout n 2: 2, DP,n(X) - X est multiple de P(X). De plus, Jes polynomes DP,n(X) 
sont a coefficients dans le corps k, et ces coefficients s'expriment, au moyen de 
ceux de P(X), par des formules explicites exactes. 

Preuve : Puisque toutes les racines de P(X) sont simples, le polynome P(X) et son 
polynome derive P' ( X) sont premiers entre eux. Par suite, le theoreme de Bezout assure 
!'existence des polynomes B(X) et C(X) verifiant l'identite (*). 
Pour tout entier m 2: 1, notons Hm la propriete : pour tout entier n verifiant 1 :5_ n :5_ m, 
P(DP,n(X)) est multiple de (P(X) r et DP,n+I (X) - X est multiple de P(X). 
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Nous avons Dp, 1(X) = X, done P(Dp, 1(X)) = P(X), qui est bien multiple de 

(P(X)) 1 = P(X). D'autre part, 

Dp,2(X) = Dp,1(X) - C(X)P(DP,1(X)) = X - C(X)P(X), 

done Dp,2(X) - X = -C(X)P(X) est bien multiple de P(X). Nous avons prouve que 
la propriete H 1 est vraie. 

Supposons la propriete Hm vraie. Puisque DP,m+i (X) - X est multiple de P(X), il 
existe un polynome R(X) tel que 

DP,m+l (X) = X + R(X)P(X). 

En appliquant la formule de Taylor a l'ordre 1, nous obtenons 

P(DP,m+1(X)) = P(X + R(X)P(X)) 

= P(X) + P'(X)R(X)P(X) + G(X) (P(X)) 2, 

ou G(X) est un polynome. Ce resultat prouveque P(DP,m+i(X)) est multiple de P(X). 
L'expression ( **) montre alors que DP,m+2(X) - X est multiple de P(X). 

En rempla'ifant, dans P(DP,m+1(X)), DP,m+1(X) par son expression tiree de(**), et 
en appliquant la formule de Taylor a l'ordre 1, nous obtenons 

P(DP,m+i(X)) = P( DP,m(X) - C(X)P(DP,m(X))) 

= P(DP,m(X)) - P'(DP,m(X))C(X)P(DP,m(X)) 

+ K(X)(P(DP,m(X)) r, 
ou K(X) est un polynome. Mais d'apres l'hypothese de recurrence, DP,m(X) - X est 
multiple de P(X), ce qui permet d'ecrire, en utilisant la formule de Taylor a l'ordre 0, 

P'(DP,m(X)) = P'(X + L(X)P(X)) = P'(X) + M(X)P(X), 

ou L( X) et M ( X) sont des polynomes. En tenant compte de cette egalite dans l' expression 
de P(DP,m+i(X)), nous obtenons 

P(DP,m+i(X)) = P(DP,m(X)) - (P'(X) + M(X)P(X))C(X)P(DP,m(X)) 

+ K(X)(P(DP,m(X))) 2 

= P(DP,m(X)) ( 1- P'(X)C(X) - M(X)P(X)C(X) 

+ K(X)P(DP,m(X))). 

La formule ( *) montre que 1- P'(X)C(X) est multiple de P(X) et, d'apres l'hypothese 
de recurrence, P(DP,m(X)) est multiple de (P(X))m. L'expression ci-dessus montre 

alors que P(DP,m+dX)) est multiple de (P(X))m+l. Nous avons prouve que si la 
propriete H m est vraie, la propriete H m+ 1 l' est aussi. Comme par ailleurs nous avons 
prouve que H 1 est vraie, nous pouvons conclure que pour tout en tier m 2'.: 1, Hm est vraie. 

On sait de plus que B(X) et C(X) peuvent etre explicitement determines, de maniere 
exacte, grace a l'algorithme d'Euclide de division des polynomes suivant les puissances 
decroissantes de l'indeterrninee. Si le polynome Pest a coefficients dans un corps k C C, 
il en est de meme de son polynome derive P'(X), et aussi des polynomes B(X) et 
C(X). Les expressions des polynomes DP,m(X) montrent alors que les coefficients de 
ces polynomes sont elements du corps k et donnes par des formules explicites exactes. D 
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1.16. Proposition. - Soit E un espace vectoriel de dimension .finie sur le corps 
1K = JR ou <C, A E £(E, E) un endomorphisme de E et.\ (1 ~ i ~ p) les valeurs 
propres deux a deux distinctes (reelles ou complexes) de A. Soit P(X) le polynome 
en une indeterminee X 

p 

P(X) = Il(-Xi - X). 
i=l 

Pour tout entier n 2=: 1, soit DP,n(X) le polynome deduit du polynome P(X) par 
application du lemme 1.15. Alors il existe un entier m 2=: 1 tel que (P(A))m = 0, 
et Jes endomorphisme 

N = A- DP,m(A) 

sont, respectivement, la partie semi-simple et la partie nilpotente de l'endomor­
phisme A. De plus, si les coefficients de la matrice de A, dans une certaine base 
de E, sont elements d 'un corps k C K, les coefficients des matrices de S et de N, 
dans cette meme base, sont elements du corps k et s'expriment, en fonction des 
coefficients de la matrice de A, par des formules explicites exactes. 

Preuve : Soit mun entier superieur ou egal a la plus grande des multiplicites Ides valeurs 
propres de A. Le polynome ( P( X)) m est multiple du polynome caracteristique de A, done 
est un polynome annulateur de A. D'autre part, la definition de P(X) montre que toutes 
les racines de ce polynome sont simples; le lemme 1.15 peut done lui etre applique, et les 
polynomes DP,m(X) sont bien definis. Puisque P(DP,m(X)) est multiple de (P(X))m, 
qui est un polynome annulateur de A, nous avons 

P(S) = P(DP,m(A)) = 0. 

Le polynome P, dont toutes les racines sont simples, est un polynome annulateur de 
l'endomorphisme S. La proposition 1.12 montre que S est semi-simple. D'autre part, 
puisque DP,m(X) - X est multiple de P(X), (DP,m(X) - X)m est multiple de 

(P(X))m, done (DP,m(A) - A)m = 0. L'endomorphisme N = A - DP,m(A) est 
done nilpotent. D'autre part, l'endomorphisme S commute avec A (puisque c'est un 
polynome een A) et avec lui-meme, done aussi avec N = A - S. Nous avons ainsi prouve 
que S est la partie semi-simple et N la partie nilpotente de A. 

Remarquons enfin qu'il n'est pas necessaire de calculer les valeurs propres de A pour 
determiner le polynome P. Soit en effet IIA ( X) le polynome caracteristique de A, IIA (X) 
le polynome derive et Q(X) leur plus grand commun diviseur (pgcd). Le polynome P(X) 
n'est autre que le quotient de IIA(X) par Q(X). Supposons que dans une certaine base 
de l'espace E, la matrice de A soit a coefficients dans un corps k c K Les coefficients 
de IIA ( X) et de IIA ( X) sont des polynomes a coefficients en tiers en les coefficients de 
la matrice de A, done sont elements du corps k. Les polynomes Q(X) et P(X) sont 
obtenus grace a l'algorithme d'Euclide de division des polynomes selon les puissances 
decroissantes de l'indeterminee, qui conduit a des formules explicites, et leurs coefficients 
sont elements du corps k. Enfin S et N peuvent aussi etre determines explicitement et 
leurs matrices, dans la base de E consideree, sont elles aussi a coefficients dans k. D 

Nous pouvons maintenant etablir le theoreme que nous avons employe au chapitre III. 

1.17. Theoreme. - Soit E un espace vectoriel de dimension .finie sur le corps 
OC = JR ou <C, et A E £(E, E) un endomorphisme de E. Soient Aj, 1 ~ j ~ r, Jes 
valeurs propres (reelles ou complexes) de A. Soit K unreel strictement positif tel 
que l'on ait, pour tout j (1 ~ j ~ r), 

I.Xii< K. 
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Si, de plus, A est inversible, soit k un autre reel strictement positif tel que l'on ait, 
pour tout j (1 :S j :Sr), 

k < IAjl < K. 
On note ?R>.i la partie reelle de Aj, Soient met M deux reels (non necessairement 
positifs) tels que l'on ait, pour tout j (1 :S j :Sr), 

m < ?R>.i < M. 

Alors il existe sur l'espace vectoriel E un produit scalaire, euclidien si II( = IR, 
hermitien si OC = C, note (x, y) 1-+ (xly), ayant les proprietes suivantes : 

(i) pour tout x EE, 
IIA(x)II :S Kllxll, 

oil nous avons note x 1-+ llxll = (xlx) 1l 2 la norme sur E associee ace produit 
scalaire; 

(ii) si, de plus, A est inversible, pour tout x EE, 

kllxll :S IIA(x)II :S Kllxll 

(iii) si OC = IR, pour tout x E E, 

m(xlx) :S (A(x) Ix) :S M(xlx). 

Preuve : Rappelons que IR et (C sont munis, respectivement, d'un produit scalaire 
euclidien usuel (x1, x2) 1-+ (x1lx2) = x 1x 2, et d'un produit scalaire hermitien usuel 
(z1, z2) 1-+ (z1 lz2 ) = z1z2. Considerons d'abord le cas ou dimE = 1. Nous definissons 
sur E un produit scalaire (euclidien si OC = JR, hennitien si OC = (C) en l'identifiant au 
corps OC muni de son produit scalaire usuel; il suffit pour cela de prendre un element non 
nul quelconque de E pour vecteur de base. ll est facile de verifier que ce produit scalaire 
a bien les proprietes 1, 2 et 3. 

Considerons maintenant le cas ou OC = IR, dim E = 2, et ou les val~rs propres de A sont 
complexes conjuguees l'une de l'autre, de la forme >.=a+ i/3 et>.= a - i/3, avec a et 
/3 reels et /3 =I= 0. 11 existe une base ( e 1, e2) de E telle que 

A(ei) = ae1 + f3e2, A(e2) = -/3e1 + ae2. 

Munis sons E du produit scalaire euclidien pour lequel la base ( e1, e2) est orthonormee. 
Soit x = x1 e1 + x2e2 un element quelconque de E. Nous avons 

(A(x) Ix)= (xi+ x~)a, IIA(x)ll 2 = (A(x) I A(x)) =(xi+ x~)(a2 + /32). 

En d'autres termes, 

(A(x) Ix) = ?R>.(xlx), IIA(x)ll 2 = ll>.ll 2llxll 2 , 

ce qui prouve que ce produit scalaire euclidien a bien les proprietes 1, 2 et 3. 

Revenons au cas general. Faisons l'hypothese de recurrence suivante : si A est un 
endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension inferieure ou egale a n, il existe 
sur cet espace un produit scalaire verifiant les proprietes 1, 2 et 3. Soit maintenant Aun 
endomorphisme d'un espace vectoriel Ede dimension n + 1. Deux cas sont possibles, 
qui doivent donner lieu a des definitions adaptees a chaque cas, mais que nous traiterons 
ensuite ensemble. 

Premier cas : il existe une valeur propre >.1 de A qui est element du corps K Cela se 
produit si OC = C, et aussi si OC = JR et si une au mains des valeurs propres de A est reelle. 
Soit v1 E E un vecteur propre de A associe a la valeur propre >.1, E 1 le sous-espace 
vectoriel de E, de dimension 1, engendre par v1. Nous munissons E 1 du produit scalaire 
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(euclidien si ][{ = JR, hennitien si ][{ = <C), note (x, y) f----t (xJy)i, pour lequel le vecteur 
v1 estdenorme 1, c'est-a-dire verifie (v1lv1)i = 1. 

Deuxieme cas : il n'existe pas de valeur propre de A qui soit element du corps OC. En 
d' autres termes, ][{ = JR et aucune valeur propre de A n' est reelle. Soit al ors .X1 = a+ i/3, 
avec a et f3 E JR, f3 =I 0, une valeur propre complexe de A. Le nombre complexe conjugue 
.X1 = a - i/3 est aussi valeur propre de A. Soient v1 - iw1 et v1 + iw1 deux vecteurs 
non nuls elements du complexifie Ee de E (avec v1 et w1 E E), vecteurs propres du 
prolongement de A a Ee associes, respectivement, aux valeurs propres .X1 et .X1. Nous 
avons 

d'ou 

A(v1 - iw1) =(a+ i/3)(v1 - iw1) = (av1 + f3wi) - i(aw1 - f3v1), 

A(v1 + iw1) = (a - i/3)(v1 + iw1) = (av1 + f3wi) + i(aw1 - f3vi), 

A(v1) = av1 + f3w1, A(wi) = aw1 - f3v1. 
Soit E 1 le sous-espace vectoriel de E, de dimension 2, engendre par le couple (v1, w1). 
Ce sous-espace est invariant par A. Munissons-le du produit scalaire euclidien, note 
(x, y) f----t (xJy)i, pour lequel (vi, w1) est une base orthonormee. 

Dans les deux cas, nous avons pu definir un sous-espace vectoriel E 1 de E, invariant par 
A, et le munird'un produit scalaire (x, y) f----t (xly)i tel que, pourla restriction de A a E1, 
les proprietes 1, 2 et 3 soient verifiees. 

Soit E 2 un sous-espace vectoriel de E supplementaire de E 1• Nous avons done 
E = E1 EB E2. Notons p1 : E - E1 et p2 : E - E2 les deux projections, dont 
les noyaux sont, respectivement, E 2 et E 1 . Comme E 1 est invariant par A, nous pouvons 
noter A1 l'endomorphisme de E1, restriction de A a E 1. En general, E2 n'est pas invariant 
par A, ce qui nous conduit a definir l'endomorphisme A2 de E 2 en posant 

A2 = P2 0 AO iE2 , 

ou iE2 : E2 - E est !'injection canonique. 

Soit Aune valeur propre de A2 . Nous allons prouver A est aussi valeur propre de A. Si 
A = A 1 ou si ( dans le cas ou ][{ = JR) .X = A 1 , A est bien valeur propre de A. 11 nous reste a 
traiter le cas ou A =I .X 1, .X =I .X 1, c' est-a-dire ou .X n' est pas valeur propre de la restriction 
de A a E1. 

Soit u2 un vecteur propre de A 2 (ou, eventuellement, si ][{ = JR et si A n'est pas reel, un 
vecteur propre du prolongement de A2 au complexifie de E2 ) associe a la valeur propre 
A. Nous avons done 

Nous avons: 

A(u2) = P1 o A(u2) + P2 o A(u2) = P1 o A(u2) + .Xu2. 

Soit u1 l'element de E1 (ou, eventuellement, du complexifie de E1) tel que 

(A - .X)(u1) = -p1 o A(u2). 

ll existe, et il est unique, puisque .X n'est pas valeur propre de la restriction de A a E 1. 
Nous avons alors: 

A( u1 + u2) = .X( u1 + u2) , 
ce qui prouve que A est valeur propre de A. 

Soit un reel K > 0 et, si A est inversible, un autre reel k > 0 tels que les valeurs propres 
>.i de A verifient, pour tout j ( 1 :S j :S r), 

k <I.Xii< K. 
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Si ]I( = IR, soient de meme met M deux reels (non necessairement positifs) tels que les 
parties reelles ~Aj des valeurs propres de A verifient, pour toutj (1 :'S j :'Sr), 

m < ~Aj < M. 

Puisque ces inegalites sont strictes, il existe c > 0 tel que K - c > 0, M - c > 0 et que 
ces inegalites soient encore verifiees lorsqu'on remplace K par K - c, M par M - c, k 
park+ c et m par m + c. De plus, ces inegalites sont verifiees aussi par les valeurs propres 
de A 2 (et leurs parties reelles), puisque ce sont aussi des valeurs propres de A. D'apres 
l'hypothese de recurrence, il existe, sur E2, un produit scalaire (euclidien si ]I( = JR, 
hermitien si ]I(= (C), note (x, y) 1---t (x/yh, ayant les proprietes suivantes: 
(i) pour tout x2 E E2, 

JJA2(x2)JJ :'S (K - c)l/x21/2, 
ou nous avons note x 1---t l/x/1 2 = (x/x)~12 la norme sur E2 associee ace produit 
scalaire; 

(ii) si, de plus, A est inversible, ce qui implique que A2 est lui aussi inversible, pour tout 
X2 E E2, 

(k + c) llx21/2 :'S IIA2(x2) 11 2 :'S (K - c) llx21/2. 

(iii) si ]I( = IR, pour tout x2 E E2, 

(m + c)(x2lx2h :'S (A2(x2) J x2) :'S (M - c)(x2/x2h. 

Munissons l'espace E = E 1 EB E2 d'un produit scalaire, note (x, y) 1---t (x/y), defini par 
la formule 

(xly) = 11(P1(x) J P1(y)) 1 + (P2(x) I P2(y)) 2 , 
ou 17 est une constante strictement positive que nous allons determiner. 
Soit x = x1 + x2 un element quelconque de E, avec x1 E E1 et x2 E E2. Nous avons 

A(x) =Yi+ Y2, avec Y1 = A(xi) +Pio A(x2) E E1, Y2 = A2(x2) E E2. 
Nous en deduisons 

(Y1lx1)i = (A(xi) I x1) 1 + (Pi O A(x2) I x1) 1, (Y2lx2h = (A2(x2) J x2) 2 , 
etde meme 

(Y1IY1h = JIA(x1)JI~ + (A(xi) I P1 o A(x2))i +(Pio A(x2) I A(x1))i 

+ JIP1 o A(x2) JI~, 

(y2IY2h = JIA2(x2)JI~. 
En utilisant la definition de la norme d'une application lineaire et l'inegalite de Schwarz, 
nous obtenons les inegalites 

J (P1 ° A(x2) I A(x1)) 1 I :'S IIP1 °A O iE2 II IIA1 II llx1 II 1 /lx21/2, 

I ( A(xi) I P1 ° A(x2)) 1 I :'S IIP1 °A O iE2 II /IA1 II llxill 1 l/x2 ll2, 

JIP1 o A(x2) Jl 2 :'S IIP1 o Ao iE2 ll 2 llx2 II~. 
Nous utiliserons aussi l'inegalite elementaire, consequence de (a+ b) 2 2: 0, 

211llx1111 llx2ll2 :'S 77312 llx1 Iii+ 11112 llx2II~. 
En utilisant ces inegalites et l'hypothese de recurrence, nous obtenons la majoration de 
IIYll 2 : 

IIYll 2 :'S ( (K - c) 2 + //pi o A O iE2 I/ IIA1 l/11112)r,llx1 /Ii 

+ ((K - c) 2 + I/Pi O A O iE2 II IIA11/11 112 + IIP1oA O iE21/ 211) l/x21/ 2 · 
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En prenant r, > 0 assez petit, nous pouvons faire en sorte que 

( (K - c)2 + IIP1 °Ao iE2 II IIA1 llr,112) :::; K2, 
( (K - c)2 + IIP1 °A O iE2 II IIA1 llr,112 + IIP1 o Ao iE2 ll 2r,) :::; K 2. 

Nous obtenons alors 

IIYll2:::; K2(r,llxill2 + llx211 2) = K2llxll2. 
Ce resultat exprime que la propriete (i) est satisfaite. 
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Des calculs analogues montrentqu'en prenant r, > 0 assez petit on peut, si A estinversible, 
faire en sort que la propriete (ii) soit satisfaite et, si 1K = JR, que la propriete (iii) le soit 
aussi. D 

1.18. Proposition. - Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps 
JK = JR OU (C. 

1. Soit BE GL(E) une application lineaire inversible de E dans lui-meme. Soient 
Ai les valeurs propres distinctes (reelles ou complexes) de B, ni leurs multiplicites 
(1 :::; i :::; p). Les valeurs propres de B-1 sont µi = .Xi1, et leurs multiplicites sont 
ni. 

2. Soit A E .C(E, E) un endomorphisme de E, et Ai (1 :::; i :::; p) ses valeurs 
propres distinctes (reelles ou complexes). Pour tout t E JR, les valeurs propres de 
exp(tA) sont et>.;. 

Preuve: 

1. Soit n la dimension de E, etµ E IK, µ i= 0. Nous avons 

BO (B-1 - µidE) = -µ(B - µ-1 idE). 

Prenons le determinant des deux membres. Nous obtenons 

det(B) det(B- 1 - µ idE) = (-µr det(B - µ-1 idE). 

Mais det(B-1 - µidE) = IIB-1 (µ) et det(B - µ- 1 idE) = IIB(µ- 1 ), OU IIB-1 et IIB 
designent les polynomes caracteristiques de B-1 et de B. D'autre part 

IIB(A) = IT (Ai - A)n;, 
1::;i::;p 

d'ou, compte tenu de det(B) = IL::;i::;p .x:i' 

rrB-1 (µ) = IT (.x;t - µri. 
1::;i::;p 

Le resultat annonce en decoule immediatement. 

2. Si A est semi-simple, on peut choisir une base de E (ou eventuellement, si 1K = JR, 
du complexifie Ee de E) dans laquelle la matrice de A est diagonale; les coefficients 
diagonaux sont les valeurs propres Ai de A, chacune apparaissant un nombre de fois egal 
a sa multiplicite. La matrice de exp(tA), dans la meme base, est diagonale et a pour 
coefficients diagonaux et>.;, ce qui etablit le resultat. 
Si A n'est pas semi-simple, elle se decompose, de maniere unique, en une sornme 
A = S + N de deux application lineaires, avec S semi-simple et N nilpotente, qui 
cornmutent: So N =No S. Nous avons, puisque Set N cornmutent, 

exp(tA) =exp(t(S+N)) =exp(tS)exp(tN). 
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Mais puisque N est nilpotente, 
oo tn 

exp(tN) = idE + L 1 Nn = idE +NP(N), 
n=l n. 

ou P(N) est un polynome en N, car Nn = 0 pour n assez grand. Nous en deduisons 

exp(tA) = exp(tS) + N exp(tS)P(N). 

On verifie aisement que exp(tS) est semi-simple, N exp(tS)P(N) nilpotente, et que ces 
deux applications lineaires commutent. Par suite, exp( tS) est la partie semi-simple de 
exp(tA); les valeurs propres de exp(tA) sont les memes que celles de exp(tS), avec 
les memes multiplicites. Nous sommes ainsi ramenes au cas deja traite ou !'application 
lineaire consideree est semi-simple. o 

2. Complements au theoreme du point fixe 

Rappelons l'enonce de ce theoreme classique, dont on trouvera la demonstration, par 
exemple, dans 1' ouvrage [ 17) de la meme collection. 

2.1. Theoreme du point fixe. - Une application contractante (c'est-a-dire 
lipschitzienne de rapport strictement inferieur al) d'un espace metrique complet 
dans lui-meme possede un point fi.xe unique. 

Lors de la demonstration de la proposition 7.6 du chapitre V, nous avons utilise les 
complements ace theoreme enonces et demontres ci-dessous. 

2.2. Theoreme du point fixe avec parametre. - Soit A un ensemble, (X, d) un 
espace metrique complet et f : Ax X - X une application. On suppose qu'il 
existe unreel k < 1 tel que, pour tout A EA, l'application partielle 

f>..: X - X, f>..(x) = f(A,x), 

soit lipschitizienne de rapport k; on sait alors (theoreme 2.1) que cette application 
admet un point fixe unique g(A). On a ainsi defini une application g: A - X. 

1. On suppose que A est un espace topologique et que, pour chaque x E X fixe, 
l'application de A dans X : A f--> f (A, x) est continue. Alors l'application g : A - X 
est continue. 

2. On suppose que A est un espace metrique et que, pour chaque x E X fixe, 
l'application de A dans X : A f--> f(A, x) est continue. Soit U un ouvert non vide 
de A, V un ouvert non vide de X verifiant g(U) C V; on suppose qu'il existe un 
reel k1 > 0 tel que pour tout x E V, l'application de U dans X 

A f--> f(A,x) 

soit lipschitzienne de rapport k1 . Alors la restriction de g a U est lipschitzienne de 
rapport ki/(l - k). 

3. On suppose maintenant que A est un ouvert d'un espace de Banach E, X un 
ferme d'un espace de Banach F, et que l'application f: Ax X - X se prolonge en 
une application differentiable de classe GP (p ~ l), encore notee f, definie sur un 
ouvert W de E x F con tenant A x X, a valeurs dans F. On suppose egalement que 
pour tout A E A, la differentielle partielle de f par rapport a sa seconde variable, 
au point (A,g(A)) verifie 

"Dd(A,g(A))jj < 1. 

Alors l'application g: A - Fest differentiable de classe GP. 
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Preuve: 

1. Soient .X etµ deux elements de A, x et y deux elements de X. Nous avons 

d(fµ(x),Jµ(y)):::::; kd(x,y). 

Faisons x = g(.X) et y = g(µ). Nous obtenons 

d(f(µ,g(.X)),f(µ,g(µ))):::::; kd(g(.X),g(µ)). 

Mais d'autre part, d'apres la definition deg, 

f(.X,g(.X)) = g(.X)' f(µ,g(µ)) = g(µ)' 

done 

d(g(.X), g(µ)) = d(! (.X, g(.X))' f (µ, g(µ))) 

:::::; d(!(.x, g(.X))' f (µ, g(.X))) + d(f (µ, g(.X) ), f (µ, g(µ))) 

d'ou, compte tenu de ( * ), 

d(g(.X), g(µ)) :::::; d(! (.X, g(.X))' f (µ, g(.X))) + kd(g(.X), g(µ)) ' 

ou encore, puisque k < 1, 

d(g(.X),g(µ)):::::; l~kd(!(.X,g(.X)),f(µ,g(.X))). 

Mais par hypothese, .X E A etant considere comme fixe, l' application de A dans X : 
µ 1--+ f (µ, g(.X)) est continue, en particulier au point .X. Par suite, pour tout c > 0, il existe 
un voisinage Ue de A dans A tel que, pour toutµ E Ue, 

d(f(µ,g(.X)),f(.X,g(.X))):::::; (1-k)c. 

Done, pour toutµ E Ue, 

1 
d(g(.X), g(µ)) :S l _ k (1 - k )c = c, 

ce qui exprime que g est continue au point .X. 

2. Les hypotheses de 1 etant satisfaites, !'application g est continue. Soient .X etµ deux 
elements de U. Puisque g(.X) E V, nous avons, en notant 8 la distance dont est muni A, 

d(f(.X,g(.X)),f(µ,g(.X))) :S k18(.X,µ). 

En utilisant l'inegalite ( **) prouvee ci-dessus, nous en deduisons 

d(g(.X),g(µ)):::::; 1 ~ k 8(.X,µ), 

ce qui ex prime que la restriction de g a U est lipschitzienne de rapport ki/ ( 1 - k). 

3. Etant differentiable de classe GP, l' application fest a fortiori continue; les hypotheses 
de 1 sont done satisfaites; par suite, !'application g est continue. Soit A E A. Supposons 
momentanement g differentiable au point .X. Pour obtenir !'expression de sa differentielle 
en ce point, considerons l 'egalite, valable en tout point µ E A, 

f(µ,g(µ)) = g(µ), 

et differentions ses deux membres au pointµ = .X. Nous obtenons ainsi l'egalite 

Dif(.X,g(.X)) + Dzf(.X,g(.X)) o Dg(.X) = Dg(.X), 



224 Chapitre VII. Complements 

ou Dif et Dzf soot les differentielles partielles de f par rapport a sa premiere et a sa 
seconde variable, respeetivement. Cela s'ecrit aussi 

(idF -Dz!(>-., g(>-.))) o Dg()..) = Dif(>-., g(>-.)). 

Comme par hypothese IIDzf (>-., g(>-.)) II < 1, l'endomorphisme idF -Dz!(>-., g()..)) est 
inversible (voir par exemple [17], ehapitre IX, exemple 4.3 a). Nous pouvons done eerire 

Dg()..) = (idF-Dzf(>-.,g(>-.)))-l oDif(>-.,g(>-.)). 

Ainsi, en supposant g differentiable au point).., nous avons pu determiner !'expression de 
sa differentielle en ee point. Nous devons maintenant prouver que g est bien differentiabe 
au point>-.. D'apres la definition meme de la differentielle, il suffit pour eela de prouver 
que pour tout c > 0, il existe un voisinage Ude).. dans E, U c A, tel que, pour tout 
µEU, 

//g(µ) - g()..) - (idF -Dz!(>-., g(>-.)) )-lo Dif(>-., g(>-.))(µ - >-.)/1 ~ cJJµ - >-.J. 

Soit done c > 0 et posons, pour alleger l'ecriture, 

K(µ) = g(µ) - g()..) - (idF -Dzf(>-.,g(>-.)) )-lo Dif(>-.,g(>-.))(µ- )..) , 

que nous eonsiderons comme fonetion de µ E A (l' element ).. E A, figurant au membre de 
droite de l'egalite definissant K(µ), etant momentanement eonsidere eomme fixe). Nous 
devons prouver qu'il existe un voisinage Ude).. dans E, Uc A, tel que, si µEU, alors 

IIK(µ)II ~ cJJµ - >-.JJ. 

Or nous avons, pour tout µ E A, 

g(µ)-g()..) = (idF-Dzf(>-.,g(>-.)))-l o (idF-Dzf(>-.,g(>-.)))(g(µ)-g(>-.)) 

= (i<lF -Dzf(>-.,g(>-.)) )-l (g(µ) - g()..) 

- Dz!(>-., g(>-.)) (g(µ) - g(>-.))). 

En retranehant (i<lF -Dz!(>-., g(>-.)) )-1 
o Dif (>-., g(>-.)) (µ-)..)du premier etdu demier 

membre de cette suite d' egalites, nous obtenons 

K(µ) = (idF-Dzf(>-.,g(>-.)))- 1 (g(µ)-g()..) 

- Dzf ( >-., g(>-.)) (g(µ) - g(>-.)) 

- Dif (>-., g(>-.))(µ - )..) ) 

= (idF-Dzf(>-.,g(>-.)))- 1 (!(µ,g(µ))-f(>-.,g(>,.)) 

- DJ(>-.,g(>-.)) (µ - )..,g(µ) - g(>-.))). 

Posons: 

M = II (idF-Dzf(>-.,g(>-.)) )-1 11. 

Nous pouvons eerire, pour toutµ EA, 

IIK(µ)II ~ MI/J (µ, g(µ)) - 1 (>-., g()..)) - D 1 (>-., g()..)) (µ - ).., g(µ) - g()..)) 11 · (***) 



§ 2. Complements au theoreme du point fixe 225 

Soit k1 un reel verifiant 

IIDif(.X,g(.X))II < k1 · 
Puisque fest de classe GP (avec p 2': 1), Dif, Dz! et D f sont continues. De plus, West 
un ouvert de Ex F contenant (.X, g(.X) ), et A est un ouvert de E contenant .X; il existe 
done un voisinage ouvert convexe U de A dans E et un voisinage ouvert convexe V de 
g(.X) dans F tels que U x V c W, Uc A, et que pour tout(µ, x) EU x V, on ait 

IIDif(µ,x)II < k1 · 

De plus, g etant continue, on peut, en restreignant eventuellement U, faire en sorte que 
g(U) c V. L'inegalite des accroissements finis montre alors que pour tous µ 1 et µ2 E U, 
XE V, 

IIJ(µ1, x) - f(µ2,x)II :S k1llµ1 - µ211. 

Les hypotheses de 2 etant satisfaites, nous voyons que la restriction de g a U est 
lipschitzienne de rapport kif (1 - k ). 
Munissons l'espace produit Ex F de la norme 11(µ,x)II = sup(llµII, llxll). Soit unreel 
c1 > 0 dont nous specifierons plus loin la valeur. Puisque D f est continue nous pouvons, 
en restreignant eventuellement U et V, faire en sorte que 

sup IIDJ(µ,x)-DJ(.X,g(.X))II :S c1. 
(µ,x)EUxV 

En utilisant l'inegalite ( ***) ci-dessus et l'inegalite des accroissements finis, nous voyons 
que, pourµ EU, 

IIK(µ)II :S Mc1 sup(IIµ - -XII, Ilg(µ) - g(-X)II), 

ou encore, compte tenu du fait que la restriction de g a U est lipschitzienne de rapport 
ki/(1 - k), 

IIK(µ)II :S Mc1 sup ( 1, 1 ~ k) IIµ- -XII. 

En choisissant c1 de maniere telle que 

Mc1sup (1, 1 ~ k) :Sc, 

nous voyons que µ E U implique 

Nous avons done prouve que g est bien differentiable au point A. Comme A est un point 
quelconque de A, g est differentiable sur A. Sa differentielle 

Dg(.X) = (idp -Dzf (.X, g(.X)) )-1 
o Dif (.X, g(.X)) 

s'exprime au moyen de Dif, Dzf et g, qui sont continues; elle est done continue; 
autrement dit g est de classe 0 1. Si p > 1, Dif et Dzf sont de classe CP-1 , done a 
fortiori de classe 0 1, et l' expression de Dg montre que Dg est de classe 0 1 done que g 
est de classe 0 2; de proche en proche, cette meme expression montre que pour tout en tier 
q verifiant 1 :S q :S p - 1, Dg est de classe Cq, done g de classe cq+ 1. En definitive, nous 
avons prouve que g est de classe GP. D 
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3. Le theoreme de Jordan 

Nous allons dans ce paragraphe donner une preuve du theoreme de Jordan. Nous suivrons 
de pres la preuve figurant dans le livre de Dugundji [23], avec quelques emprunts a celle 
figurant dans le livre de Dieudonne [21]. Le lecteur pourra trouverune preuve assez voisine 
dans le livre de Queffelec [52] et une autre preuve dans le livre de Lefschetz [41]. Nous 
allons egalement esquisser la preuve du theoreme de Riemann-Caratheodory-Schoenflies, 
en admettant certains resultats d' Analyse complexe (le theoreme de representation 
conforme de Riemann et un complement ace theoreme du a Caratheodory). Le lecteur 
pourra trouver la preuve de ces resultats dans les ouvrage de Michel Herve [33], Pierre 
Dolbeault [22], Walter Rudin [55], Tristan Needham [48] ou Alain Yger [64]. 

Dans tout ce paragraphe, nous appellerons plan un espace affine reel de dimension 2. 

2.1. Lemme. - Soit K une partie compacte non vide d'un plan £ 2 . Alors £ 2 - K 
a une et une seule composante connexe non bornee. 

Preuve : Comme K est compacte, i1 existe une boule fermee B de £ 2 qui contient K. Son 
complementaire £ 2 - Best un ouvert non borne et connexe de £ 2 , contenu dans £ 2 - K, 
qui rencontre toute partie non bomee de £ 2• 11 existe done au mains une composante 
connexe non bomee de £ 2 - K, celle qui contient l' ouvert connexe £ 2 - B. S 'i1 existait 
deux composantes conn exes non bomees distinctes de £ 2 - K, toutes deux rencontreraient 
£ 2 - B, done (puisque £ 2 - B est connexe) toutes deux contiendraient £ 2 - B. Leur 
reunion serait connexe (voir [17], chapitre V, exercice V.1 page 83), ce qui contredirait la 
definition meme de composante connexe. C'est pourquoi i1 existe au plus une composante 
connexe non bomee de £ 2 - K, done exactement une. D 

Rappelons (voir par exemple [17], chapitre III, paragraphe 2.9) qu'un espace topologique 
X est dit normals 'il est separe et si pour tout couple ( F0 , F 1 ) de parties fermees non vides 
disjointes de X, i1 existe un voisinage Uo de F0 et un voisinage U1 de F 1 disjoints. 

2.2. Theoreme d'Urysohn. - Un espace topologique separe X est normal si et 
seulement si pour tout couple (Fo, F1) de parties fermees non vides disjointes de 
X, il existe une Eonction continue 1, definie sur X et a valeurs dans [O, 1], qui 
prend en tout point de F0 la valeur O et en tout point de F 1 la valeur 1. 

Preuve : Si, pour tout couple ( F0 , F 1 ) de parties fermees non vides disjointes de X, il 
existe une fonction continue 1 : X -----t [O, 1] telle que F0 c 1-1(0) et F 1 c 1-1(1), 
l'espace topologique X est normal car U0 = 1-1 ([O, 1/2 [) et U 1 = 1-1 ( ]1/2, ll) sont 
des voisinages ouverts disjoints, respectivement, de F0 et de F 1. 

Inversement, supposons X normal et soit ( F0 , F 1 ) un couple de parties fermees non vides 
disjointes de X. Soit D !'ensemble des nombres dyadiques (c'est-a-dire de la forme k2-n, 
avec k et n E N) appartenant a l'intervalle [O, 1]. Nous allons montrer qu' on peut associer 
a chaque element d de D un ouvert V ( d) de X verifiant 

Fo C V ( d) C V ( d) c X - F1 , 

de maniere telle que si d < d', al ors V ( d) c V ( d'). Posons, pour tout n E N, 

Dn = { 2kn ; k E N, 0 :S k :S 2n } . 

Les Dn sontdes ensembles finis dontlareunion est D. Nous avons Do = { 0, 1 }. Puisque 
X est normal, i1 existe un ouvert V(O) verifiant 

Fo C V(O) C V(O) C X - F1. 
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Prenons d'autre part V(l) = X - F 1. Ainsi definis, V(O) et V(l) ont bien les proprietes 
voulues. Nous avons done pu definir les V ( d) pour tout d E Do. 

Supposons que pour un en tier n E N, on ait pu definir les V ( d) pour tout d E LJ:=o Dm. 
Montrons qu'on peut definir les V(d) pour d E Dn+l· Nous avons Dn C Dn+i, et 
Dn+l - Dn est !'ensemble des nombres dyadiques de la forme k2-(n+l), avec k impair, 
1 :::; k :::; 2n+l - 1. Soit done d = (2p + 1)2-(n+i), avec p EN, p:::; 2n - l, un element 
de Dn+i· Les elements de Dn qui l'encadrent sont d1 = p2-n et d2 = (p + 1)2-n. Pour 
prouver !'existence de V(d), nous procedons comme pour prouver l'existence de V(O), 
mais en rempla~ant F0 par V ( d1) et F 1 par X - V ( d2 ) : l' es pace X etant normal, ii existe 
un ouvert V ( d) verifiant 

V(d1) C V(d) C V(d) C V(d2). 
Nous avons bien prouve, par recurrence, l' existence des V ( d) pour tout d E D. 

Posons, pour tout x E X, 

f(x) = { inf { d ED; x E V(d)} s~ x EX - Fi, 
1 Sl XE Fi. 

La fonction f est definie sur X en tier et a valeurs dans [O, 1 J. Elle prend la valeur O en tout 
point de F0 et la valeur 1 en tout point de F1. Pour prouver qu'elle est continue, il suffit 
de remarquer que pour tout x EX et tout voisinage W de y = f(x) dans [O, l], il existe 
deux nombres dyadiques d et d' E D tels que d < d' et Jd, d'[ c W. Nous voyons alors 
que V(d') - V(d) est un voisinage de x contenu dans 1-1(W). D 

3.3. Theoreme de prolongement de Tietze. - Soit X un espace topologique normal 
et A une partie fermee non vide de X. 

1. Toute fonction continue f : A ---+ IR se prolonge en une fonction continue 
F: X---+ IR, definie sur l'espace X entier; side plus f est bornee en module sur A, 
et si M est un reel strictement positif tel que pour tout a E A, on ait l'inegalite 
stricte IJ(a) I < M, on peut imposer a F d'etre bornee en module sur X et de 
verifier, pour tout XE X, l'inegalite stricte IF(x) I < M. 

2. Soit un entier n 2: 1. Toute application continue cp : A ---+ sn, a valeurs dans 
la sphere sn' se prolonge en une application continue cl> : u ---+ sn' definie sur un 
ouvert U de X contenant A. 

Preuve: 

1. Supposons d'abord f bomee en module sur A, et soit Mun reel strictement positif 
tel que pour tout a E A, If ( x) I < M. Les ensembles : 

A+= { a EA; f(a) 2: M/3} et A_ = { a EA; f(a):::; -M/3} 
sont disjoints et fermes dans A, done aussi dans X. Le theoreme d'Urysohn montre qu'il 
existe une fonction continue, definie sur X et a valeurs dans [O, l], prenant la valeur 0 
sur A_ et la valeur 1 sur A+; en retranchant a cette fonction la constante 1/2, puis en 
multipliant la nouvelle fonction ainsi obtenue par 2M /3, on obtient une fonction continue 
ho, definie sur X et a valeurs dans l'intervalle [-M/3, M/3], prenant la valeur -M/3 
sur A_ et la valeur M /3 sur A+. Cette fonction verifie 

2 1 
suplf(a) - ho(a)I :::; - M, sup lho(x)I :::; -3 M. 
aEA 3 xEX 

En appliquant a la fonction f - ho le meme raisonnement que celui applique ci-dessus 
a f, nous voyons qu'il existe une fonction continue h1, definie sur X et a valeurs dans 
[-2M/9, 2M/9], verifiant 

~~~IJ(a) - ho(a) - h1(a)I:::; (1) 2 
M, !~~lh1(x)I:::; ~ M. 
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De proche en proche, nous voyons ainsi qu'il existe une suite (hn, n E N) de fonctions 
continues definies sur X, verifiant, pour tout entier NE N, 

N (2)N+l 
!~~ J(a) - ; hn(a) :S 3 M, 

La seconde inegalite montre que la serie de fonctions de terme general hn est normalement 
convergente sur X. La somme de cette serie est done une fonction continue G, qui verifie 

M oo ( 2)n+1 
suplG(x)I :S 2 L 3 = M. 
xEX n=O 

Quant a la premiere inegalite, elle prouve que G est egale a f sur le ferme A. La fonction 
Gest un prolongement continu def al' espace X entier, qui verifie supxEX I G(x) I :S M. 
L'ensemble 

Ao = { x E X ; I G ( x) I = M } . 
est une partie fermee de X, disjointe de A puisque sur A, G est egale a f done prend 
des valeurs strictement inferieures a M en module. Si Ao est vide, nous pouvons pooser 
F = G, car la fonction G prend, en tout point de X, une valeur strictement inferieure a M 
en module. Si Ao est non vide, le theoreme d'Urysohn montre qu'il existe une fonction 
continue 7/J, definie sur X et a valeurs dans [O, 1], qui prend la valeur O sur A0 et la valeur 1 
sur A. La fonction F = G'ljJ est egale a f sur A et verifie, pour tout x E X, IF ( x) I < M, 
done a toutes les propprietes desirees. 

Si la fonction f n' est pas bomee sur A, nous pouvons la composer avec un 
homeomorphisme de JR sur l' intervalle ouvert ] - 1, 1 [ , par exemple l 'homeomorpphisme 

X 
X f-+ g(x) = -,-,. 

1 + X 

La fonction go f : A - l - 1, 1[ est continue et bomee. En lui appliquant le resultat de 
la premiere partie de la preuve, nous voyons qu' elle se prolonge en une fonction continue 
H, definie sur X et a valeurs dans JO, 1 [. 11 suffit alors de poser F = g-1 o H pour obtenir 
une fonction continue F, definie sur X entier, dont la restriction a A est f. 
2. Soit un entier n ~ 1 et cp : A - sn une application continue. La sphere sn 
etant identifiee 3. !'ensemble des elements X = (x1, ... , Xn+1) de JRn+l qui verifient 
I:~/ xr = 1, nous pouvons considerer les composantes 'Pl, ... , 'Pn+l de !'application 
cp. Ce sont des fonctions continues definies sur A et a valeurs dans [-1, l], verifiant, pour 

tout point a E A, I:~/ ( 'Pi (a)) 2 = 1. D' apres 1, chacune de ces fonctions se prolonge 
en une fonction continue <Pi : X - [-1, 1]. L' ensemble 

est un ouvert de X contenant A, sur lequel nous pouvons definir les fonctions 

</Ji ( X) 
X f-+ <.l>i(X) = 1/2. 

(I:;;;; (</Jj(x))2) 

Nous voyons alors que !'application <I> = (<1> 1, ... , <I>n+i) de U dans JRn+i est en fait a 
valeurs dans la sphere sn, et peut done etre consideree comme une application continue 
de U dans sn. Visiblement, la restriction de <I> a A n'est autre que cp. D 
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3.4. Theoreme de prolongement de Borsuk. - Soient X un espace topologique 
normal tel que l'espace produit X x [O, 1 J soit Jui aussi normal, A une partie fermee 
non vide de X, n un entier 2': 1, Jo et Ji deux applications continues definies sur 
A et a valeurs dans la sphere sn. On suppose que Jo et Ji sont homotopes et que 
JO se prolonge en une application continue F0 : X -+ sn. Alo rs Ji se prolonge elle 
aussi en une application continue F1 : X-+ sn, qu'on peut choisir homotope a F0 . 

Preuve : Soit cp : A x [O, l] -+ sn une homotopie de Jo a Ji. Nous definissons une 
application <I> : ( X x { 0 } ) U ( A x [O, l l) -+ sn en posant 

<I>(x, 0) = F0 (x), avec x EX, 

<I>(a, t) = cp(a, t), avec a EA, t E [O, l]. 

L'application <I> est definie et continue sur une partie fermee de Xx [O, l]. Le theoreme de 
prolongement de Tietze montre qu'elle se prolonge en une application continue, encore 
notee <I>, definie sur un ouvert W de X x [O, l] con tenant ( X x { 0 } ) U ( A x [O, l l), a 
valeurs dans sn. Posons 

V = { x E X ; { x } x [0, 1] C W } . 

En utilisant la compacite de [O, 1 J et le fait que W est ouvert, nous voyons que V est un 
ouvert de X qui contient A et qui est tel que V x [O, l] c W. 

Le theoreme d'Urysohn (applique au couple (A, X - V) de parties fermees disjointes de 
X) montre qu'il existe une fonction continue x: X-+ [O, l] prenant en tout point de A la 
valeur 1 et en tout point de X - V la valeur 0. Posons alors, pour tous x EX et t E [O, l], 

w(x, t) = <I>(x, x(x)t). 

Ceci definit bien !'application w sur Xx [O, l], car pour tout (x, t) E Xx [O, l], (x, x(x )t) 
est element de W, puisque si x E V, pour tout s E [O, l] nous avons (x, s) E W, 
done en particulier (x, cp(x)t) E W; et si x (j. V, alors cp(x) = 0, de sorte que 
(x, cp(x)t) = (x, 0) E X x { 0} c W. L'application west continue et a valeurs dans 
Sn; c'est une homotopie de F0 a !'application F 1 : X-+ sn, F 1 (x) = w(x, 1), dont la 
restriction a A est Ji. Nous avons prouve que Ji se prolonge en une application continue 
F1 : X -+ sn homotope a Fa. D 

3.5. Corollaire. - Soit A une partie fermee non vide d 'un espace affine reel £ de 
dimension finie quelconque. Etant donne un entier n 2': 1, une application continue 
de A dans la sphere sn se prolonge en une application continue de £ dans sn si 
et seulement si elle est homotope a une application constante. 

Preuve : Soit J : A -+ sn une application continue homotope a une application 
constante de A dans la sphere sn. Les espaces £ et £ x [O, 1 J etant normaux, nous 
pouvons appliquer le theoreme de prolongement de Borsuk. L' application constante de 
A dans sn se prolonge evidemment en une application constante definie sur £ entier; 
ce theoreme montre al ors que l' application J se prolonge elle aussi en une application 
continue de £ dans sn. 
Reciproquement, soit J : A -+ sn une application continue qui se prolonge en une 
application continue F : £ -+ sn. Soit pun point particulier de£. Posons, pour tout 
XE A et tout t E [O, l], 

cp(x, t) = F(x + t(p- x)). 
Ainsi, cp est une homotopie de J a !'application constante x f----+ F(p). D 
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3.6. Definitions. - Soit A une partie non vide d'un plan £ 2 . 

1. On dit que A separe deux points x et y de £ 2 - A si ces points appartiennent 
a deux composantes connexes distinctes de £2 - A. 

2. On dit que A separe £2 si £2 - A n 'est pas connexe. 

3.7. Lemme (Eilenberg). - Soit X un espace metrique compact. Une application 
continue f: X - S 1 est homotope a une application constante si et seulement s'il 
existe une application continue cp : X - JR telle que, pour tout x E X, 

f (x) = exp(icp(x)) . 

Preuve: Remarquons que l'egalite f(x) = exp(icp(x)) a une signification geometrique 
tres simple : f ( x) est un point du cercle trigonometrique S 1, dont cp( x) est l' angle polaire. 
Ce demier peut toujours etre defini modulo 21r. Le lemme d' Eilenberg equivaut a dire qu' on 
peut, de maniere continue lorsque x parcourt le compact X, choisir une determination de 
l' angle polaire de f ( x) ( cette determination etant al ors consideree comme un element de 
JR) si et seulement si f est homotope a une application constante. 

Supposons qu 'il existe cp : X - JR telle que pour tout x E X, f ( x) = exp ( icp( x)). 
Posons, pour tout x E X et tout t E [O, 1], 

g(x, t) = exp(i(l - t)cp(x)). 

Nous voyons que g est une homotopie def a une application constante x 1-+ exp(O) = 1. 

La preuve de la partie reciproque utilise la remarque suivante. Soient fk : X - S 1 et 
!1 : X - S 1 deux applications continues, telles que les points fk(x) et f1(x) ne soient 
jamais diametralement opposes sur S 1. Si l'une de ces applications (par exemple fk) peut 
s' ecrire sous la forme 

fk(x) = exp(icpk(x)), 
ou cpk : X - JR est continue, l'autre application cp1 peut s'ecrire elle aussi sous la 
meme forme. En effet, puisque pour tout x E X, les points fk(x) et J1(x) ne soot pas 
diametralement opposes, il existe un element unique 'lj)(x) de l'intervalle ouvert] - 1r, 1r[ 
tel que 

fz(x) = exp(i'lj)(x))fk(x). 
L' application 'lj) : X - JR ainsi definie est continue, de sorte que nous avons bien, pour 
toutx EX, 

fi(x) = exp(icp1(x)), 
ou cp1 = cpk + 'lj) est une application continue de X dans R 
Supposons f homotope a une application constante, et soit g : Xx [O, 1] une homotopie de 
f a une application constante. L' application g est continue et definie sur l' espace compact 
X x [O, 1]; elle est done uniformement continue. C' est pourquoi il existe un reel 'f/ > 0 
tel que si tk et t1 sont deux elements de [O, 1] verifiant ltk - ti! < 'f/, alors quel que soit 
x EX, g(x, tk) et g(x, t1) ne soot pas diametralement opposes sur S1. 

Decoupons l'intervalle [O, 1] en petits morceaux de longueur inferieure a 'f/, grace a une 
suite finie de points 

0 = to < ti < · · · < tm = 1 , ti+ 1 - ti < 'f/ pour 1 ~ i ~ m - 1 . 

L'application x 1-+ fm(x) = g(x, tm) = g(x, 1) est constante, done s'exprime sous 
la forme f(x) = exp(icp1 (x)), ou cp1 : X - JR est continue (puisque constante). De 
proche en proche, nous voyons que pour tout i E { 0, 1, ... , m - 1 }, !'application 
x 1-+ fi(x) = J(x,ti) peut s'exprimer sous la forme fi(x) = exp(icpi(x)), ou 
cpi : X - JR est une application continue. D 
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3.8. Critere d'Eilenberg. - Soient K une partie compacte non vide d'un plan £ 2 , 

x et y deux points distincts de £ 2 - K. Munissons £ 2 d'une structure euclidienne 
et posons, pour tout z E K, 

z-x 
f3x(z) = llz - xii ' 

z-y 
/3y(z) = llz - YII · 

La partie K de f 2 separe Jes points x et y si et seulement si Jes applications f3x 
et /3y, definies sur K et a valeurs dans S 1 (identiiie a l'ensemble des elements de 
norme 1 du plan vectoriel euclidien E 2 associe a f 2 ) ne sont pas homotopes. 

Preuve : Supposons que K ne separe pas x et y. Ces deux points appartiennent a une 
meme composante connexe Ude £ 2 - K. Comme £ 2 - K est un ouvert de £ 2 , c'est 
un espace topologique localement connexe; chacune de ses composantes connexes est un 
ouvert de £ 2 - K (voir [17], chapitre V, proposition 5.3), done aussi de £ 2, et par suite 
est connexe par arcs (voir [17], chapitre V, exercice V.3). C' est pourquoi il existe un arc 
parametre continu x: [O, l] - £ 2 - K tel que x(O) = x et x(l) = y. Posons, pour tous 
zEKettE[O,l], 

z - x(t) 
g(z, t) = llz - x(t) II · 

L'application g est une homotopie de f3x a /3y, 

Reciproquement, supposons que K separe x et y. Le lemme 3.1 montre que £ 2 - K 
a une et une seule composante connexe non bomee. Un au moins des deux points x et 
y appartient done a une composante connexe bomee U de £ 2 - K. En echangeant si 
necessaire x et y, nous pouvons supposer que x E U, composante connexe bornee de 
£ 2 - K. La frontiere de U ne rencontre pas U, car U est ouvert; elle ne rencontre pas non 
plus une autre composante connexe de £2 - K, car chacune de celles-ci est ouverte. Par 
suite, la frontiere de U est contenue dans K, et nous voyons que 

X=KUU=KUU 

est une partie fermee et bomee, done compacte, de f 2 • 

Puisque y n' est element ni de K, ni de U, nous pouvons poser, pour tout z E X, 
z-y 

/3y(z) = llz - YII · 
Nous avons ainsi prolonge a X !'application /3y, initialement definie sur la partie fermee 
K de X. Supposons les applications f3x et /3y homotopes. Puisque X et X x [O, l] sont 
normaux et que /3y se prolonge en une application continue de X dans S 1, le theoreme 
de prolongement de Borsuk (3.4) montre que !'application f3x se prolonge elle aussi en 
une application continue de X dans S 1, notee '!Jx, Prolongeons encore '!Jx a £ 2 entier en 
posant 

{ 
Z - X si Z E f 2 - U , 

'fix(z) = Rz - xii 
f3x(z) sizEU. 

Ainsi definie sur £ 2 entier, "fix est continue, car sur la frontiere de U, partie commmune 
aux deux fermes U et f 2 - U, les deux definitions de 'fix co'incident, la frontiere de U etant 
contenue dans K. Soit alors Run reel strictement positif assez grand pour que le compact 
X de f 2 soit contenu dans le disque ferme de f 2 de centre x et de rayon R. Posons, pour 
tout element z de ce disque, 

h(z) = x + R'!Jx(z). 
L'application h applique le disque ferme de centre x et de rayon R dans sa frontiere, et 
sa restriction a cette frontiere est l' application identique. L' existence de cette application 
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contredit le corollaire VI.1.11 du theoreme de Brouwer. En supposant f3x et /3y homotopes, 
nous arrivons a une contradiction. Nous avons ainsi prouve que f3x et /3y ne sont pas 
homotopes. D 

3.9. Theoreme (S. Janiszewski). - Soient A et B deux parties compactes non 
vides d'un plan £ 2, x et y deux points distincts de £ 2 - (AU B). On suppose que 
A ne separe pas x et y, que B ne separe pas x et yet que An Best connexe. Alors 
AU B ne separe pas x et y. 

Preuve : Munissons le plan £2 d'une structure euclidienne et d'une orientation, ce qui 
nous permet d'identifier le cercle de rayon 1 centre sur l' origine dans le plan vectoriel E 2 

associe au plan affine £ 2 au cercle trigonometrique. Pour tout z E A U B, po sons 
z-x 

f3x(z) = llz - xii ' 
z-y 

/3y(z) = llz - YII · 
Puisque f3x(z) et /3y(z) sont des complexes de module 1, nous pouvons poser 

J(z) = f3x(z)(/3y(z))- 1. 

Nous avons ainsi defini une application continue de AU B dans 8 1. Notons J A et f B les 
restrictions de J, respectivement, a A et a B. 

Puisque A ne separe pas x et y, le critere d'Eilenberg (3.8) montre que les restrictions a 
A de f3x et de /3y sont homotopes. Soit g : Ax [O, 1] -----t 8 1 une homotopie de f3x IA a 
/3y I A. Posons, pour tous z E A, t E [O, 1], 

hA(z, t) = g(z, t)(/3y(z))-1. 

L'application hA est une homotopie de J A a une application constante. Le lemme 3.7 
montre qu' il existe une application continue r.p A : A -----t JR telle que, pour tout z E A, 

J A ( z) = exp ( ir.p A ( z)) . 

En rempla~ant A par B, nous voyons qu'il existe aussi une application continue 
r.p B : B -----t JR telle que, pour tout z E B, 

JB(z) = exp(ir.pB(z)). 

Mais J A et JB sont les restrictions, respectivement a A et a B, d'une meme application 
continue J: AU B -----t 8 1• Par suite, pour tout z E An B, nous devons avoir 

'PA(z) - 'PB(Z) E 21rZ. 

Comme r.p A - r.p B est continue et que An Best connexe, r.p A - r.p B est constant sur An B. 
Soit 21rk sa valeur. Posons alors, pour tout z EAU B, 

{ r.p A ( z) si z E A , 
r.p(z) = 'PB(z) + 21rk si z EB. 

Comme les deux definitions de r.p co'incident sur An B, nous avons bien defini ainsi une 
application continue r.p de A U B dans JR, qui verifie, pour tout z E A U B, 

J(z) = exp(ir.p(z)). 

Le lemme 3.7 montre alors que J est homotope a une application constante. Soit 
h : AU B x [O, 1] -----t 8 1 une homotopie de J a !'application prenant la valeur constante 
exp( iO). Posons, pour tout z E AU B et tout t E [O, 1], 

g(z, t) = h(z, t) exp(-it0)/3y(z). 

L'application g : A u B x [O, 1] -----t 8 1 est une homotopie de f3x a /3y- Le critere 
d'Eilenberg (3.8) montre alors que A U B ne separe pas x et y. D 
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3.10. Lemme. - Soit C une courbe de Jordan dans un plan £ 2 . Tout point de C 
est adherent a £ 2 - C. 

Preuve : Munissons £ 2 d'une structure euclidienne. Soit z E C. Soit unreel r > 0 
assez petit pour que le disque ouvert D, de centre z et de rayon r, ne contienne pas C. 
Supposons que le disque D ne rencontre pas £2 - C; ce disque est alors contenu dans C 
(done strictement contenu dans C puisque nous avons choisi son rayon assez petit pour 
qu'il ne recouvre pas C). Soit alors cp : 8 1 ----* C une parametrisation de C, et posons 
s = cp-1 (z). Alors cp-1 (D) est un voisinage ouvert connexe des dans 8 1, non egal a 8 1 

entier. Puisque cp est un homeomorphisme de 8 sur C, nous avons 
cp-1 (D - { z}) = cp-1 (D) - { s}, 

ce qui prouve que cp-1 ( D - { z } ) n' est pas connexe. Comme cp est un homeomorphisme, 
D - { z} n'est pas connexe. Ceci est impossible (dans un plan, un disque prive de son 
centre est connexe). Nous avons prouve par l'absurde que D rencontre £ 2 - C. Comme 
tout voisinage de z contient un disque tel que D, tout voisinage de z rencontre £ 2 -C. D 

3.11. Proposition. - Soit C une courbe de Jordan dans un plan £2, et K une 
partie compacte de C non egale a C. Alors K ne separe pas £2 . 

Preuve : Soit cp : 8 1 ----* C une parametrisation de la courbe de Jordan C. Soit z0 un 
point de C - Ket s0 E 8 1 tel que cp(s0 ) = z0 • En changeant si necessaire l'origine des 
arcs sur le cercle trigonometrique 8 1, nous pouvons faire en sorte que s0 soit le point 
de 8 1 d'angle polaire 1r. Nous pouvons alors considerer la parametrisation cp comme une 
application continue de [-1r,1r] sur C, verifiant cp(-1r) = cp(1r) = zo, et cp(s) -=I= cp(s') 
pour tous sets' distincts elements de [-1r, 1r] dont l'un au moins est distinct de 1r et de 
-1r. Puisque C - K est un ouvert de C, ii existe unreel 1J verifiant O < 1J < 1r tel que 

K1 = cp([-TJ, 1Jl) ~ K. 
Nous voyons que K 1 est une partie fermee et connexe de C contenant K, et que la 
restriction de cp a [-TJ, 1J J est un homeomorphisme de cet intervalle ferme sur K 1 . N otons 
cp-1 : K 1 ----* [-TJ, 17] son inverse. 

Nous allons commencer par prouver que K 1 ne separe pas £ 2. Soient x et y deux points 
distincts de £2 - K 1. Avec les memes conventions et notations que dans l'enonce du 
critere d'Eilenberg (3.8), posons, pour tout z E K 1, 

z-x z-y 
f3x(z) = llz - xii ' (Jy(z) = llz - YII · 

Pour tout z E K 1 et tout t E [O, l], posons 

gx(z,t) =f3x(cp((l-t)cp-1(z))). 
Nous voyons que gx est une homotopie de f3x a une application constante. De meme, nous 
montrons que (Jy est homotope a une application constante. Il est alors facile de verifier 
que les applications f3x et /3y, toutes deux homotopes a des applications constantes, sont 
homotopes entre elles. Le critere d'Eilenberg (3.8) montre que K 1 ne separe pas x et y, 
done ne separe pas £ 2 , puisque x et y sont deux points quelconques de £ 2 - K 1 . 

Montrons maintenant que K ne separe pas £2• Puisque K c K 1, £2 - K ~ E. 2 - K 1 qui, 
comme nous venons de le voir, est connexe. Nous avons meme 

£ 2 - K = (£2 - K1) U (K1 - K). 
D'apres le lemme 3.10, tout point de C (done tout point de K 1 - K) est adherent a 
E.2 -C, done aussi a £2 -K1• Ainsi, !'adherence de £2 -K1 contient E. 2 -K. Un resultat 
classique de topologie (voir [17], chapitre V, paragraphe 2.1) permet alors d'affirmer que 
£2 - K est connexe. D 
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3.12. Corollaire. - Une courbe de Jordan C dans un plan £ 2 est la frontiere de 
chaque composante connexe de £ 2 - C. 

Preuve : Soit U une composante connexe de £ 2 -C. En raisonnant comme dans la preuve 
du critere d'Eilenberg 3.8, nous voyons que U est ouvert et que sa frontiere, notee Fr(U), 
est contenue dans C. 11 reste a prouver qu'inversement, tout point de C est point frontiere 
de U, c'est-a-dire (puisque ce point n'est pas element de U) est adherent a U. Supposons 
done qu'il existe un point z E C non adherent a U. Le lemme 3.10 montre que z est 
adherent a £ 2 - C; comme il n'est pas adherent a U, il est adherent a V = (£2 - C) - U. 
Nous remarquons que V est un ouvert (c'est la reunion des composantes connexes de 
£ 2 - C autres que U), non vide (puisque le point z lui est adherent) verifiant V n U = 0 
(car la frontiere de U est contenue dans C). Nous pouvons ecrire 

£2 - Fr(U) = U U (£2 - U). 

Les deux termes de la reunion figurant au second membre de cette egalite, U et £ 2 - U, 
sont des ouverts disjoints non vides (le premier, U, est non vide par hypo these; le second, 
£ 2 -U, est non vide car il contient V, qui est non vide ). Cette egalite prouve que £ 2-Fr(U) 
est un ouvertnon connexe de £ 2 , c'est-a-dire que Fr(U) separe £ 2• Comme Fr(U) est une 
partie fermee (done compacte) de C non egale a C, ce resultat est en contradiction avec 
la proposition 3.11. Ainsi, en supposant que Fr(U) n'etait pas egal a C, nous sommes 
arrives a une contradiction. Nous concluons que Fr(U) = C. D 

3.13. Theoreme de Jordan. - Soit C une courbe de Jordan dans un plan £ 2 . Le 
complementaire £ 2 - C de C dans £ 2 a exactement deux composantes connexes, 
toutes deux ouvertes, dont une seule est non bornee. Chacune de ces composantes 
conn exes a pour frontiere la courbe C. La composante connexe non bornee de 
£ 2 - C, notee Ext( C) est appelee partie de £ 2 exterieure a la courbe C, ou ( avec un 
leger abus de langage) exterieur de C. La composante connexe bornee de £ 2 - C, 
notee Int(C), est appelee partie de £ 2 interieure a la courbe C, ou interieur de C. 

Preuve : Le lemme 3.1 nous a montre que £ 2 - Ca une et une seule composante connexe 
non bomee. D' autre part, £ 2 - C, qui est un ouvert de £ 2 , est localement connexe; chacune 
de ses composantes connexes est ouverte dans £ 2 - C, done aussi dans £ 2 (voir [17], 
chapitre V, proposition 5.3). Le corollaire 3.12 nous a montre que la frontiere de chaque 
composante connexe de £ 2 - C est C. 11 nous reste a prouver que £ 2 - Ca une et une 
seule composante connexe bomee ou, ce qui revient au meme, a montrer que £ 2 - C n'est 
pas connexe et n'a pas plus de deux composantes connexes. 

Nous allons d'abord traiter le cas ou C contient un segment de droite. Grace a un 
isomorphisme affine, nous identifions £ 2 au plan euclidien JR2 , de maniere telle que 
ce segment de droite s'identifie a un intervalle ferme [a, b] de l'axe des abscisses, ayant 
pour milieu l'origine 0. Nous notons ]a, b[ ce meme segment de droite prive de ses deux 
extremites. Le complementaire de ]a, b[ dans C est un ferme qui ne contient pas l' origine 
0. La distance de O a ce ferme est done strictement positive, et il existe un reel r verifiant 

0 < r < d(m,C- ]a,b[). 

Dans le plan IR2 , desormais identifie a £ 2 , soient D le disque ouvert de centre O et de rayon 
r, S son bord, c'est-a-dire le cercle de centre O et de rayon r, c et d les points d'intersection 
de S avec le segment de droite [a, b] (voir figure VII.1 (a)). 
Posons 

D+ = { (x, y) E IR2 ; x 2 + y2 < r 2 , y > 0}, 
D- = { (x, y) E IR2 ; x 2 + y2 < r 2 , y < 0}. 
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(a) (b) 

Figure VII. I. Illustration de la preuve du theoreme de Jordan 

Le corollaire 3.12 montre que le disque D rencontre chaque composante connexe de 
JR2 -C. Mais D = n+ un-u Jc, d[, etle segmentdedroite Jc, d[, etantcontenudans C, 
ne rencontre aucune de ces composantes connexes. Done chaque composante connexe de 
JR 2 - C rencontre soit n+, soit n-. Si deux composantes connexes de JR 2 - C rencontrent 
n+, toutes deux contiennent n+, car n+ est connexe et ne rencontre pas C; leur reunion 
est connexe (voir [17], chapitre V, exercice V. l), ce qui prouve que ces deux composantes 
connexes sont confondues. Le meme raisonnement s'appliquant an-, nous voyons que 
JR2 - Ca au plus deux composantes connexes, une contenant n+ et l'autre contenant n-. 
D' autre part, le complementaire de SU [c, d] dans JR 2 est reunion des trois ouverts connexes 
disjoints n+, n- et { (x, y) E JR2 ; x2 + y2 > r 2 } • Par suite, si z+ est un point den+ 
et z- un point den- , SU [c, d] separe ces deux points. Comme SU C contient SU [c, d] 
et ne contient ni z+, ni z-, SU C separe z+ et z-. La reunion SU ( C- Jc, d[) du cercle 
Set du complementaire dans C de l'intervalle ouvert Jc, d[ est compacte, et ne separe pas 
z+ et z-, car le disque D est convexe, done connexe, contient z+ et z-, et ne rencontre 
pas SU ( C- Jc, d[). L'intersection de C et de SU ( C- Jc, d[) est I' arc de courbe connexe 
C- Jc, d[. Si C ne separait pas z+ et z-, le theoreme de Janiszewski (3.9) prouverait que 
SU (C- Jc, d[) UC = SU C ne separe pas z+ et z- . Or nous venons de prouver le 
contraire; nous avons done montre que C separe z+ et z-. Par suite, R.2 - Ca au moins 
deux composantes connexes distinctes. Comme nous avons prouve que le nombre de ses 
composantes connexes etait au plus 2, nous voyons que ce nombre est exactement 2. 

Supposons maintenant que C ne contient aucun segment de droite. Soient p et q deux 
points distincts de C et [p, q] le segment de droite qui les joint. Par hypothese, [p, qJ 
n'est pas contenu dans C, done il existe un point m de [p, q] appartenant a £2 - C. La 
composante connexe de (£2 - C) n [p, q] qui contient m est un segment de droite ouvert 
(c' est-a-dire ne contenant passes extremites), que nous notons Jr, s[. Ses extremites r et s 
sont deux points distincts de C. Nous avons ainsi prouve qu'il existe deux points distincts 
r et s de C, tels que le segment de droite qui les joint ne rencontre la courbe C en aucun 
point autre que r et s. Le complementaire dans C de I' ensemble a deux elements { r, s } 
a deux composantes connexes, les deux arcs de courbe ouverts (c'est-a-dire ne contenant 
pas leurs extremites) portes par la courbe C, ayant pour extremites r et s. Notons C 1 et 
C2 ces deux arcs (voir la figure VII.1 (b), sur laquelle nous avons represente C1, C2, le 
segment de droite [r, sJ et le point m, mais pas les points pet q, dont nous n'avons plus 
besoin, afin de ne pas embrouiller le dessin). 

Soit a un point de C 1• Munissons £ 2 d'une structure euclidienne. Le point a n'etant pas 
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element du fenne C2 u [r, s], sa distance ace ferme est strictement positive, et ii existe un 
reel r verifiant 

0 < r < d( a, C2 U [r, s]) . 
Soit D le disque de centre a et de rayon r. Nous remarquons que C1 U [r, s] et C2 U [r, s] 
sont deux courbes de Jordan, qui toutes deux contiennent le segment de droite [r, s]. 
Nous avons prouve ci-dessus que le complementaire de chacune d'elles dans le plan 
£2 a exactement deux composantes connexes. Soient U et U' les deux composantes 
connexes de £ 2 - ( C1 U [r, sl). Puisque D ne rencontre pas C2 U [r, s], nous avons 
D - C = (D n U) U (D n U'), les deux tennes D n Ude D n U' de cette reunion 
etant disjoints et, d' apres le corollaire 3.12, tous deux non vides. Deux points distincts de 
D n U ne sont pas separes par C1 U [r, s], puisqu'ils appartiennent tous deux a une meme 
composanteconnexe U det:2- ( C1 U[r, sl). lls ne sontpas nonplus separes parC2U[r, s], 
puisqu'ils sont tous deux contenus dans le connexe D, qui ne rencontre pas C2 U [r, s]. 
Comme ( C1 U [r, sl) n ( C2 U [r, sl) = [r, s] est connexe, le theoreme de Janiszewski 

montre que ces deux points ne sont pas separes par ( C1 U [r, sl) U ( C2 U [r, sl), done 
pas non plus par C, puisque C C ( C1 U [r, sl) U ( C2 U [r, sl). Nous avons done prouve 
que D n U est contenu dans une composante connexe de £2 - C. De meme, D n U' est 
contenu dans une composante connexe de £2 - C. Mais le corollaire 3.12 montre que 
chaque composante connexe de £ 2 - C rencontre D, en un point qui appartient soit a 
DnU, soitaDnU'. Nous voyons ainsi que £ 2-C a au plus deux composantes connexes, 
une qui contient D n U, l'autre qui contient D n U'. 

D'autre part, nous venons de voir que D n U et D n U' sont tous deux non vides. Soit 
b ED n U, b' ED n U'. Le compact C2 U [r, s] ne separe pas bet b', car ces deux points 
sont contenus dans le disque connexe D qui ne rencontre pas C2 U [r, s]. L'intersection 
de C et de C2 U [r, s] est l'arc de courbe fenne C2 U {r, s }, reunion de l'arc C2 et de ses 
deux extrernites, les points r et s, qui est connexe. La courbe C separe b et b'. En effet, si 
ce n'etait pas le cas, le theoreme de Janiszewski (3.9) montrerait que CU ( C2 U [r, sl) ne 

separe pas non plus bet b'. Comme C1 U [r, s] c CU ( C2 U [r, sl), C 1 U [r, s] ne separerait 
pas bet b', ce qui contredirait le fait que b E U, b' E U'. Nous avons ainsi prouve que le 
nombre de composantes connexes de £2 - C est au moins 2, done (puisque nous avons 
vu aussi que ce nombre est au plus 2) est exactement 2. D 

3.14. Definitions. - Soit U un ouvert d'un plan £ 2 . 

1. On dit que U est simplement connexe si toute application continue de S 1 dans U 
est homotope a une application constante. 

2. On munit £ 2 d'une structure euclidienne. On dit que la frontiere Fr(U) de U 
verifi.e la propriete de Schoenjlies si, pour tout point z de cette frontiere et tout reel 
R > 0, ii existe un reel r > 0 ayant la propriete suivante : soient z1 et z2 deux 
points de l'intersection de U et du disque ouvert de centre z et de rayon r; alors 
ii existe un arc de courbe continu qui joint Jes points z1 et z2, et qui est contenu 
dans ]'intersection de U et du disque ouvert de centre z et de rayon R. 

3.15. Exemple. - Afin de pennettre au lecteur de rnieux comprendre la signification 
de la propriete de Schoenflies, nous donnons un exemple d'ouvert simplement connexe et 
borne du plan complexe dont la frontiere ne verifie pas cette propriete. Posons 

U = { z E (C ; lzl < 1 et z tJ. [O, 1] } . 

Nous avons note [O, 1] le segment de droite fenne, porte par l'axe reel, d'extrernites O et 
1. La frontiere de U est la reunion de ce segment de droite et du cercle trigonometrique 
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8 1. Prenons pour point z le point 1 et pour Run reel strictement compris entre O et 1, par 
exemple 1/2. Pour tout reel r > 0, si petit soit-il, il existe des points z1 et z2 appartenant 
a l'intersection de U et du disque ouvert de centre 1 et de rayon r. Nous pouvons meme 
imposer a z1 d'avoir une partie imaginaire positive et a z2 d'avoir une partie imaginaire 
negative. Alors tout arc de courbe continu contenu dans U joignant z1 a z2 contourne le 
segment de droite [O, 1] en passant a gauche de l' origine 0, done ne peut etre contenu dans 
le disque de centre 1 et de rayon 1/2. 

3.16. Proposition. - Soit C une courbe de Jordan dans un plan £ 2 • L 'interieur 
Int ( C) de C est un ouvert borne et connexe de £ 2 dont la Eron ti ere C verifie la 
propriete de Schoenflies. 

Preuve : Nous savons deja (theoreme de Jordan 3.13) que Int ( C) est un ouvert borne et 
connexe de £2 dont Ia frontiere est C. Munissons £2 d'une structure euclidienne. Soit z 
un point de C et Run reel strictement positif. Nous pouvons, en diminuant si necessaire Ia 
valeur de R, faire en sorte que la courbe C ne soit pas entierement contenue dans le disque 
ferme de centre z et de rayon R. Soit cp : 8 1 ---t C une parametrisation de C. En modifiant 
si necessaire I'origine des arcs nous pouvons faire en sorte que cp(l) = z. Posons 

s1 = inf{ s E] - oo, O[; Vt E [s, OJ, llcp(exp(it)) - zll < R}, 

s2 = sup{ s E JO, +oo[ ; Vt E [O, s], llcp( exp(it)) - zll < R}. 

Les points p = cp ( exp( is1)) et q = cp ( exp( is2)) appartiennent a l'intersection de Ia 
courbe C et du cercle de centre z et de rayon R. Posons 

C1 = { cp(exp(is)); s1 < s < s2}, C2 = C - C1 . 

Nous voyons que C1 et C2 sont les deux arcs ouverts (c'est-a-dire ne contenant pas Ieurs 
extremites) de Ia courbe C ayant pour extremites les points pet q, C1 etant celui de ces 
deux arcs qui contient le point z. L'adherence de C2 est C2 = C2 U {p , q }. C'est un 
ferme qui ne contient pas z. 11 existe done un reel r verifiant 

0 < r < d(z,C2). 

L'arc C1 est contenu dans le disque ouvert de centre z et de rayon R, et I'arc· C2 est 
exterieur au disque de centre z et de rayon r (voir figure VII.2). 

Figure VII.2. Illustration de Ia preuve de Ia proposition 3.16 

Soient z1 et z2 deux points distincts de I'intersection de Int( C) avec le disque ouvert de 
centre z et de rayon r. Soit ~ le cercle de centre z et de rayon R. Nous allons d'abord 
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montrer que z1 et z2 appartiennent a la meme composante connexe bornee de £ 2 - ( :E UC). 
Le compact :EU C2 ne separe pas z1 et z2, car ce compact ne rencontre pas le disque 
de centre z et de rayon r, qui est connexe et contient les points z1 et z2. Par hypothese, 
la courbe C, qui est compacte, ne separe pas z1 et z2. L'intersection (:E U C2) n C est 
!'adherence C2 de C2, qui est connexe. Le theoreme de Janiszewski (3.9) montre alors que 
(:EUC2)UC ne separe pas z1 etz2. Puisque C2 estcontenudans C, (:EUC2) UC= :EUC. 
Nous avons prouve que :EU C ne separe pas z 1 et z2. 

Puisque :EU C :) :E, la composante connexe de £ 2 - (:EU C) qui contient les points z1 

et z2 est contenue dans la composante connexe de £ 2 - :E qui contient ces deux points, 
c'est-a-dire dans le disque ouvert de centre z et de rayon R. 
La composante connexe de £ 2 - (:EU C) qui contient z1 et z2 est un ouvert connexe de 
£2, done est connexe par arcs (voir [17], chapitre V, exercice V.3) et contenue dans le 
disque ouvert de centre z et de rayon R. C' est pourquoi il existe un arc de courbe continu 
joignant z1 a z2 contenu dans !'intersection de Int C et du disque ouvert de centre z et de 
~ooR D 

Les definitions et lemmes qui suivent vont nous permettre de prouver que l'interieur 
Int( C) d'une courbe de Jordan C est simplement connexe. 

3.17. Definitions. - Soient F, F1 et F2 des parties fermees non vides d'un plan £ 2 • 

1. On suppose F1 :) F 2 . On dit que F 2 est un retracte par defomiation de F1 s'il existe 
une application continue g : Fi x [O, 1] -+ Fi verifiant les proprietes suivantes : 

(i) pour tout x E Fi, g(x, 0) = x; 

(ii) pour tout y E F2 et tout t E [O, 1], g(y, t) = y; 

(iii) pour tout x E F1 , g(x, 1) E F2 . 

Une application g ayant ces proprietes est appelee retraction par deformation de F1 

sur F2. 

2. On dit que F est contractible s'il existe un point a de F tel que le singleton {a} 
soit un retracte par deformation de F. 

3.18. Lemme. - Soient Fi, F2 et F3 trois parties fermees non vi des d 'un plan £ 2 

telles que F1 :) F2 :) F3. On suppose que F2 est un retracte par deformation de 
F1 et que F3 est un retracte par deformation de F2. Alors F3 est un retracte par 
deformation de F1 . 

Preuve : Soient g : F1 x [O, 1) -+ F1 une retraction par deformation de F1 sur F2 et 
h : F2 x [O, 1] -+ F2 une retraction par defo1mation de F2 sur F3. Posons, pour tout 
XE F1 et toutt E [O, l], 

k( ) { g(x, 2t) si O :s; t :s; 1/2, 
x, t = h(g(x, 1), 2t - 1) si 1/2 < t :S 1. 

L'application k : Fi x [O, 1] -+ Fi ainsi definie est continue. Il est facile de verifier que 
c'est une retraction par deformation de Fi sur F3. D 

3.19. Lemme. - Soit X im espace topologique, U im ouvert d'un plan £ 2 et 
f : X -+ U une application continue. Si f(X) est contenu dans une partie F, 
fermee et contractible, de l'ouvert U, l'application fest bomotope (dans U) a une 
application constante. 

Preuve : Soit g : F x [O, 1] -+ F une retraction par deformation de F sur un singleton 
{a}, dont l'unique element est un point a de F. Posons, pour tout x E X et tout t E [O, l], 

h(x, t) = g(f(x), t). 
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L'application h : X x [O, l] ---+ U ainsi definie est une homotopie de f a !'application 
constante x H a. D 

3.20. Lemme. - Dans le plan JR2 , soit F le carre 

F = { (x, y) E JR2 ; 0 :S: x :S: 1, 0 :S: y :S: 1 } . 

Chacune des parties fermees suivantes du carre F est un retracte par deformation 
de F: 

(i) un de ses cotes, par exemple 

F1 = { ( X, y) E JR 2 ; 0 :S: X :S: 1 , y = 0 } 

(ii) la reunion de deux de ses cotes adjacents, par exemple 

F2 = { (x, y) E JR2 ; 0 :S: x :S: 1, y = 0} 

U { (x, y) E JR2 ; X = 0, 0 :S: y :S: 1} 

(iii) la reunion de trois de ses cotes, par exemple 

F3 = { ( X, y) E JR 2 ; 0 :S: X :S: 1 , y = 0 } 

U { (x, y) E JR2 ; X = 0, 0 :S: y :S: 1} 

U { (x, y) E JR2 ; X = 1, 0 :S: y :S: 1} 

(iv) le singleton forme par un de ses points, par exemple son centre : 

F4 = { (1/2, 1/2) } . 

Preuve : Pour construire une retraction par deformation du carre F sur une de ses parties 
fermees Fi (avec 1 :s; i :s; 4), on utilise une application continue et surjective Ji : F ---+ Fi, 
dont la restriction a Fi est !'application identique, puis on pose, pour tout point z E F et 
tout t E [O, l] : 

9i(z, t) = (1 - t)z + tfi(z). 
Pour application Ji : F ---+ F 1 , on peut utiliser la projection parallelement a l'axe des 
ordonnees, (x, y) H (x, 0). Pour application f 4 : F ---+ F4 , on prend !'application 
constante (x, y) H (1/2, 1/2). Pour application fz : F ---+ F 2 , on peut prendre, 
par exemple, la projection parallelement a la premiere bissectrice, et pour application 
h : F---+ F3, la projection de centre (1/2, 2). D 

3.21. Lemme. - Dans le plan JR2 , soit D une courbe de Jordan formee d'un 
nombre fini de segments de droite paralleles soit a l'axe des abscisses, soit a l'axe 
des ordo1111ees, tous de longueur 1, mis bout a bout. L'adherence F de l'interieur 
de cette courbe est une partie fermee contractible de JR2 . 

Preuve : En effectuant si necessaire une translation, nous pouvons supposer que les 
segments de droite dont la courbe D est la reunion sont definis par les equations et 
inequations : 

k :s; x :s; k + 1 et y = l, avec k et l E Z, si le segment considere est parallele a 
l' axe des abscisses, 

x = k et l :s; y :s; l + 1, avec k et l E Z, si le segment considere est parallele a 
l' axe des ordonnees. 

L'adherence F = DU Int(D) de l'interieur de la courbe de Jordan Dest reunion d'une 
famille finie, no tee C, de carres de la forme 

fl.k,l = { (x, y) E JR2 ; k :S: X :S: k + 1, l :S: y :S: l + 1} 
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Figure VII.3. Un exemple de compact F, en gris, et de sa frontiere D, en traits forts 

avec k et l E Z. La figure VII.3 indique schematiquement, sur un exemple, I' allure de F 
et de sa frontiere D. 

Si la famille Ca un seul element, Fest un carre de la forme t:i.k,l· Le lemme 3.20 montre 
alors que F est contractible, et la demonstration est terminee. 

Nous supposerons dans la suite que Ca plus d'un element. Nous allons prouverqu'il existe 
un element L:i.1 de C tel que la reunion de la famille C privee de cet element soit un ferme 
F1 ayant les proprietes suivantes : 

- la frontiere Di de F1 est une courbe de Jordan formee par des segments de droite 
de longueur 1 mis bout a bout, paralleles a un des axes de coordonnees, dont les 
extremites sont des points de coordonnees entieres; 

- le ferme Fi est la reunion de la courbe de Jordan D 1 et de son interieur; 

- le ferme F1 est contenu dans F et est un retracte par deformation de F. 

Une fois ce resultat acquis, la fin de la preuve du lemme 3.21 est facile. En effet, si Fi se 
reduit a un seul carre de la forme t:i.k,l, le lemme 3.20 montre qu'il est contractible, et le 
lemme 3.18 montre que Fest contractible. Dans le cas contraire, il suffit de recommencer 
toute la construction effectuee precedemment en rempla9ant F par Fi afin de construire 
F2, puis par F2 afin de construire F3 , et ainsi de suite. Apres un nombre fini d'etapes (egal 
au nombre n d'elements de C diminue d'une unite) nous aurons construit une famille de 
fermes 

F = Fo ::) F1 ::) ... ::) Fn-1 , 
chacun des Fi (avec 1 :s; i :s; n - 1) etant un retracte par deformation de F i -l, et Fn-i 
etant un carre de la forme t:i.k,l, contractible sur son centre d'apres le lemme 3.20. Une 
application repetee du lemme 3.18 montre que F est contractible. 

ll nous reste done seulement a prouver !'existence d'un element particulier L:i.1 de C ayant 
les proprietes indiquees. Cette preuve se decompose en trois parties. 

a) Premiere partie : existence de L:i.i. - Soit n le nombre d'elements de C. Nous 
avons deja regle le cas OU n = 1; nous supposons done n ~ 2. Soit L:i.n = t:i.kn ,ln un 
element particulier de C. Nous allons affecter a chaque element t:i.k,l de C un nombre 
entier p( t:i.k,i) ~ 0. Pour cela, nous remarquons que les centres des carres L:i.n et L:i.k,l 
peuvent etre joints, en general de plusieurs fa9ons, par un chemin continu contenu dans F, 
forme par des segments de droite de longueur 1 mis bout a bout, ces segments ayant pour 
extremites les centres de deux carres adjacents (c' est-a-dire ayant un cote commun). Nous 
noterons P(L:i.n, t:i.k,l) !'ensemble de ces chemins. La figure VII.4 presente un exemple de 
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chemin de ce type. Remarquons que la longueur d'un chemin element de P(b..n, b..k,t) est 
un entier de meme parite que kn - k + ln - l. Le nombre p(b..k,z) est le plus petit entier 
q tel qu'il existe un chemin element de P(b..n, b..k,z) , de longueur q. Ce nombre est done, 
lui aussi, de meme parite que kn - k + ln - l. 

Figure VII.4. Un exemple de chemin element de P(b..n, b..k,l) 

Il existe un element b..1 = b..k1 ,1i de C (pas necessairement unique) tel que p(b..1) soit le 
plus grand possible. Nous avons done 

p(b..k1 ,11 ) = sup{p(b..k,l); b..k,l EC}. (*) 

b) Deuxieme partie: b..1 a deux cotes adjacents elements de D. - Nous notons s 1, 
s2, s3 et s4 les sommets du carre b..1, [s1, s2], [s2, s3], [s3, s4] et [s4, s1] ses cotes. Parmi 
les carres de la forme b..k,l, il en existe exactement quatre qui ont un cote en commun avec 
b..1; nous les notons b..9 , b..h, b..d et b..b (les indices g, h, d et b signifiant gauche, haut, 
droit et bas, respectivement, voir figure VIl.5). 

b..h b..h 

S1 Sz S1 S2 

Lld Lld 

S3 S3 

!:lb 

(a) (b) 

Figure VII.5. Le carre b..1 et ses voisins 

Supposons qu'aucun des deux cotes opposes [s2, s3] et [s4, s1] du carre Li1 ne soitcontenu 
dans la courbe D. Nous allons montrer que cette hypothese conduit a une contradiction. 
Nous aurons ainsi prouve qu'un au moins des cotes [s2, s3] et [s4, s1) est contenu dans la 
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courbe D. Le meme resultat s'appliquant au couple de cotes opposes [s1, s2] et [s3, s4 ], 

nous aurons prouve que deux cotes adjacents (c'et-a-dire ayant un sommet en commun) 
au mains du carre 6.1 sont contenus dans D. 

Puisque [s2, s3] et [s4 , s1] ne sont pas contenus dans la frontiere D de F, les carres b..d et 
b..g sont contenus dans F, c'est-a-dire sont elements de C. 11 est alors facile de voir que 

En effet, l'inegalite ( *) montre que p(b..g) et p(b..d) sont inferieurs OU egaux a p(b..1). 
Comme d'autre part les entiers p(b..g) et p(b..d) sont de parite opposee a celle de p(b..1), 
ils sont necessairement inferieurs ou egaux a p(b..i) - 1. Si l'un d'eux etait strictement 
inferieur a p(b..1) - 1, il existerait un chemin, element de P(b..n, 6.1), de longueur 
strictement inferieure a p(b..1), ce qui contredirait la definition de p(b..1), La double 
egalite ( **) ci-dessus est done prouvee. Par suite, il existe un chemin r g, element de 
P(b..n, b..g), et un chemin rd, element de P(b..n, b..d), tous deux de longueur p(b..1) - 1, 
joignant le centre de b..n, respectivement, au centre de b..g et au centre de b..d, Ces deux 
chemins ne rencontrent le segment de droite qui joint les centres de b..g et de b..d qu'en 
leur extremite, car le cas contraire serait en contradiction avec l'inegalite ( *). Les deux 
chemins r g et rd peuvent se rencontrer en d' autres points que le centre de b..n; si c 'est 
le cas, la longueur entre deux points de rencontre consecutifs de ces deux chemins est 
necessairement la meme sur ces deux chemins, puisque tous deux sont, parrni les chemins 
elements de P(b..n, b..g) et P(b..n, b..d), les plus courts possibles. Soit c le dernier point 
de rencontre de ces deux chemins, en partant du centre de b..n, Soit r~ et r~ les chemins 
obtenus en ne gardant de r g que la partie qui va de c au centre de b..g, et de rd que la partie 
qui va de c au centre de b..d, Ces deux chemins n'ont en commun que le point c, et ils ne 
rencontrent le segment joignant les centres de b..g et de b..d qu' en leur extremite autre que 
c. La reunion D' de ces deux chemins et du segment de droite joignant les centres de b..g et 
de b..d est done une courbe de Jordan, contenue dans l' interieur de D. La droite passant par 
le centre du carre 6.1 parallele a l' axe des ordonnees coupe transversalement cette courbe 
au centre de 6.1 , done entre, par ce point, a l'interieur de D'. Comme l'interieur de D' est 
borne, cette droite ressort necessairement de l'interieur de D' par un autre point, que nous 
notons d, situe sur D', et tel que le segment de droite ouvert (c'est-a-dire ne contenant 
passes extremites) joignant d au centre de 6.1 soit contenu dans l'interieur de D', done 
a fortiori dans l'interieur de D. Le chemin forme par la reunion de la partie de rd allant 
du centre de b..n au point d et du segment de droite ferme joignant le point d au centre de 
6.1 est element de P(b..n, b..i). Sa longueur est strictement inferieure a p(b..n) (et meme 
a p(b..n) - 1). Ceci etant en contradiction avec la definition de p(b..1), nous avons prouve 
qu'un des cotes [s2, s3] et [s4 , s1] au mains est contenu dans D. 

c) Troisieme partie: D 1 est une courbe de Jordan. - Posons 

C1 = C - { 6.1}, F1 = LJ b..k,t, 
Llk,l EC1 

et notons D 1 la frontiere de F1. Nous voyons aisement que F1 est un ferme contenu dans 
F, dont la frontiere D 1 est une reunion de segments de droite de longueur 1 paralleles a un 
des axes de coordonnees, les extremites de ces segments etant des points de coordonnees 
entieres. Nous devons prouver que D 1 est une courbe de Jordan et que F 1 est un retracte 
par deformation de F. 

Nous venons de voir que deux cotes adjacents du carre 6.1 , au mains, sont contenus dans 
D. Trois de ces cotes au plus peuvent etre contenus dans D, car si les quatre cotes de 
ce carre l'etaient, F se reduirait a 6.1, contrairement a notre hypothese. Deux cas sont 
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done possibles : celui ou trois des cotes de b.. 1 sont con ten us dans D, le quatrieme cote 
ne l'etant pas, et celui ou deux cotes adjacents de ce carre sont contenus dans D, les deux 
autres cotes ne l'etant pas. Nous allons considerer successivement ces deux cas. 

Supposons que trois des cotes du carre b..1 soient contenus dans D, par exemple les cotes 
[s1, s2], [s2, s3] et [s3, s4], le quatrieme cote [s4, s1] ne l'etant pas (figure VII.6 a). Nous 
voyons alors que D1 s'obtient a partir de Den rempla¥ant la ligne brisee formee par la 
reunion des cotes [s1, s2], [s2, s3] et [s3, s4] par le cote [s4, s1]. Par suite, D 1 est bien 
une courbe de Jordan et Fi est bien la reunion de D 1 et de son interieur. Par ailleurs, le 
lemme 3.20 montre qu'il existe une retraction par deformation g : b..1 x [O, 1] -----, b..1 de 
b..1 sur son cote [s4, s1]. Posons alors, pour tout z E F et tout t E [O, 1], 

g(z, t) = { gz(z, t) si z E b..1, 
sin on. 

Ainsi definie, l 'application g est une retraction par deformation de F sur Fi. 
Supposons maintenant que deux cotes adjacents de b..1 soient contenus dans D, par 
exemple les cotes [s1, s2] et [s2, s3], les deux autres cotes ne l'etant pas (figure VII.6 b). 
Nous voyons alors que D 1 s'obtient a partir de D en rempla¥ant la ligne brisee formee 
par la reunion des cotes [s 1 , s2] et [s 2 , s3] par la ligne brisee formee par la reunion des 
cotes [s3, s4] et [s4, s1]. Si le sommet s4 est element de D, ce point est un point double de 
la courbe D 1 , qui n'est plus une courbe de Jordan. Dans le cas contraire, D 1 est bien une 
courbe de Jordan, F 1 est bien reunion de cette courbe et de son interieur et, en procedant 
comme ci-dessus, nous pouvons montrer qu'il existe une retraction par deformation de F 
sur Fi. 11 nous reste done a prouver que le sommet s4 n'est pas element de D. Supposons 
le contraire. Les carres b..9 et b..& sont elements de C, car leurs cotes [s4, s1] et [s3 , s4] ne 
sont pas contenus dans D. Un raisonnement analogue a celui fait pour prouver la double 
egalite ( **) permet de prouver que 

p(b..g) = p(b..b) = p(b..i) - 1. (***) 

Il existe done un chemin r 9 E P(b..n, b..9 ) et un chemin f& E P(b..n, b..&), tous deux de 
longueur p(b.. 1 ) - 1. En procedant comme lors de la construction de la courbe de Jordan 
D', on montre qu' en reunissant une partie de ces chemins, le segment de droite joignant 
les centres de b..9 et de b..1, et le segment de droite joignant les centres de b..b et de b..1, 
on forme une courbe de Jordan D" contenue dans l'interieur de D. La diagonale du carre 
b..1 qui joint les sommets s2 et s4 traverse la courbe de Jordan D" au centre du caiTe b..1 
done passe, en ce point, de l'exterieur a l'interieur de D" (ou inversement). Les sommets 
s2 et s4 ne peuvent done pas etre tousles deux elements de l'exterieur de D". Comme le 
sommet s2 est element de D, il est aussi element de l' exterieur de D". Par suite, le point 
S4 est element de l'interieur de D", done a fortiori element de l'interieur de D. Nous 
avons bien prouve que s4 n'est pas element de D. D 

3.22. Proposition. - Soit C une courbe de Jordan dans im plan £2 • L 'interieur 
Int(C) de cette courbe est un ouvert simplement connexe. 

Preuve : Soit 1 : 8 1 -----, Int( C) une application continue du cercle 8 1 dans l'interieur de 
la courbe C. Nous allons prouverque ,( 8 1) est contenu dans une partie fermee contractible 
de Int ( C), de la forme consideree dans le lemme 3.21. Le lemme 3.19 montrera al ors que 
1 est homotope a une application constante. La demonstration comporte plusieurs etapes. 

a) Construction d'un ferme F contenant 1 (81 ). - L'image 1 (81) de !'application 1 
et la courbe C sont deux parties compactes disjointes de £ 2, dont la distance (pour toute 
sutructure euclidienne sur £ 2) est strictement positive. Nous pouvons done identifier £ 2 

avec le plan ffi.2 muni de sa structure euclidienne usuelle, au moyen d'un isomorphisme 
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affine, de maniere telle que la distance de ,(S1) a C soit superieure a 2. Nous raisonnerons 
desormais en considerant C et ,(S1) comme des parties de IR2 . Considerons alors 
le quadrillage du plan JR2 forme par les droites, paralleles aux axes de coordonnees, 
d'abscisses ou d'ordonnees entieres. Pour tout couple (k, l) E '!!}, posons 

b.k,l = { (x, y) E IR2 ; k ~ x ~ k + 1, l ~ y ~ l + 1 } . 

Puisque d( 1 (S1 ), C) ~ 2, un carre !:).k,t qui rencontre ,(S1) ne rencontre pas C, done 
est contenu dans Int(C). Soit G la reunion de tous les carres de la forme b.k,t (avec 
(k, l) E Z 2) qui rencontrent 1 (51 ). Le nombre de ces carres etant fini (puisque 1 (51) est 
compact), Gest une partie compacte de IR2 , qui contient 1 (51) et qui est contenue dans 
Int(C). Comme chacun des carres b.k,t dont Gest la reunion est connexe et rencontre 
,(S1 ), qui est aussi connexe et contenu dan G, Gest connexe (voir (17), chapitre V). Son 
complementaire JR2 - Gest un ouvert non borne de IR2 qui contient CU Ext(C) et qui, 
d'apres le lemme 3.1, a une et une seule composanteconnexe non bornee, que nous notons 
H. Comme C U Ext( C) est connexe et non borne, i1 est contenu dans la composante 
connexe non bornee H de JR2 - G. Posons F = IR2 - H. Puisque H est ouvert, contient 
CU Ext( C) et ne rencontre pas G, Fest ferme, contenu dans Int( C), et contient G, done 
aussi 1 (51 ). De plus, Fest reunion d'une famille finie de carres de la forme b.k,t, avec 
(k,l) E Z2 . 

b) Preuve de la c01mexite de F. - Nous remarquons que Fest la reunion de Get des 
composantes connexes bornees de IR2 - G. Ces composantes connexes sont des ouverts 
dont !'adherence est contenue dans F, car Fest ferme. Nous pouvons done dire aussi 
que Fest reunion de Get des adherences des composantes connexes bornees de IR2 - G. 
Chaque composante connexe bornee de IR2 - Gest adherente a G. Par suite F, qui est 
reunion de G qui est connexe et des adherences des composantes connexes bornees de 
IR2 - G, qui sont connexes et rencontrent G, est connexe (voir (17), chapitre V, exercice 
V.l). 

c) Etude de la frontiere de F. - La frontiere Fr(F) est reunion d'une famille finie, 
notee S, de segments de droite de longueur 1, paralleles a un des axes de coordonnees, 
dont les extremites sont des points de coordonnees entieres. Ils sont de la forme 

Lk k+l, t = { (x, y) E IR2 ; k ~ x ~ k + 1, y = l} 

ou de la forme 

Lk,tt+1={(x,y)EIR2 ; x=k, l~y~l+l}. 

Nous allons prouver que cette frontiere est une courbe de Jordan et que F n'est autre que 
la reunion de cette courbe de Jordan et de son interieur. 

Considerons un segment de droite de longueur 1 element de S. Nous supposerons qu'il est 
parallele a 1' axe des abscisses (le raisonnement qui suit pouvant etre adapte immediatement 
au cas ou ce segment de droite est parallele a l'axe des ordonnees). Soit Lk k+l, t ce 
segment. Nous allons montrer que chaque extremite de ce segment appartient a un et 
un seul autre segment de droite element de S, distinct de Lk k+l, 1. Nous ferons le 
raisonnement pour l'extremite (k, l), le meme raisonnement s'appliquant aussi a l'autre 
extremite (k + 1, l). 

Puisque Lk k+l, 1 est contenu dans Fr(F), un et un seul des deux carres b.k,t ou b.k,t-l 
qui ont en commun ce cote, est contenu dans F. Supposons, par exemple, que b.k,t soit 
contenu dans F et que b.k,t-I ne le soit pas (le raisonnement etant le meme dans le cas 
contraire ). 
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S'il n'existait aucun segment de droite element de S autre que Lk k+I, 1 ayant pour 
extremite le point (k, l), il existerait un chemin continu, ne rencontrant pas Fr(F), forme 
par les segments de droite joignant successivement les centres des carres ilk,l, ilk-1,1, 

ilk-I,l-I et ilk,l-I· Le carre ilk,l-1 serait contenu dans F, ce qui contredirait le fait que 
Lk k+I, 1 est une partie de la frontiere de F. Voir figure VII.6 (a). 

Supposons qu'il existe deux segments de droite elements de S, autres que Lk k+I, l, ayant 
pour extremite le point (k, l), par exemple les segments de droite Lk, 11+1 et Lk-I k, l· 

Voir figure VII.6 (b). Le chemin continu forme par les segments de droite joignant 
successivement les centres des carres ilk,l, ilk-I,l, ilk-I,l-I et ilk,1-1 traverserait 
alors deux fois la frontiere de F; lors de la premiere traversee, il passerait de F a son 
complementaire, et lors de la seconde, de ce complementaire a F. Le carre ilk,1-1 serait 
contenu dans F, ce qui, comme nous l' avons vu ci-dessus, contredirait le fait que L k k+ 1 , 1 

est une partie de la frontiere de F. 

Supposons qu'il existe trois segments de droite elements de S, autres que Lk k+I, 1, 

ayant le point (k, l) pour extremite. Dans ce cas, les quatre segments de droite Lk k+I, 1, 

Lk-1 k, 1, Lk, 1-1 1 et Lk, 11+ 1 qui ont le point (k, l) pour extremite sont tous elements de 
S. Voir figure VII.6 (c). Par suite, les carres ilk,l et ilk-1,1-1 sontcontenus dans F, tandis 
que les carres ilk-I ,l et ilk,l-I ne le sont pas. Le point ( k, l) n' est pas element de ,( S 1), 

car s'il l'etait, ,(S1) rencontrerait les carres ilk-I,l et ilk,l-I; ceux-ci seraient alors 
contenus dans G, done aussi dans F, ce qui contredirait le fait que les quatre segments 
de droite Lk k+I, 1, Lk-I k, 1, Lk, l l+I et Lk, 1-11 font partie de la frontiere de F. La 
distance du point (k, l) au compact ,(S1) etant strictement positive, il existe unreel r > 0 
tel que le disque ouvert, note D, de centre (k, l) et de rayon r ne rencontre pas ,(S1 ). 

De plus, nous pouvons imposer a r d'etre strictement inferieur a 1; le disque Dest alors 
contenu dans l'interieurde la reunion des quatre carres ilk,l, ilk-1,1, ilk-1,1-1 et ilk,l-I· 

La figure VIl.6 (c) illustre la situation. 

ilk-1,l ilk l 
-' 

ilk-1,l ilk,l ilk-1,l ilk,l 

flk-1,l-I ilk,l-1 flk-1,l-I ilk,l-1 

(a) (b) (c) 

Figure VII.6. Illustration de la preuve de la proposition 3.22 

Soient p et q deux points appartenant a !'intersection du disque D avec l'interieur, 
respectivement, du carre ilk-I,l et du carre ilk,l-I· Soit A = (JR.2 - D) n (CU Int( C)). 
Les parties A et F de JR 2 sont compactes. Leur reunion AU F ne contient pas les points pet 
q. La partie F ne separe pas pet q, car ces points appartiennent au complementaire H de F, 
qui est connexe. La partie A ne separe pas non plus ces deux points, car ils sont tous deux 
contenus dans le disque ouvert D, qui est connexe et disjoint de A. Nous allons montrer 
que An Fest connexe. Puisque Fest contenu dans Int(C), An F = (JR.2 - D) n F. 
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Le disque D ne rencontrant pas ,(81 ), (IR.2 - D) n G est connexe, car reunion de 
,(81), qui est connexe, et de parties connexes (qui sont soit des carres b..i,j entiers, soit 
eventuellement !'intersection du carre flk,l ou du carre b..k-1,1-1 avec IR.2 - D) qui toutes 
rencontrent ,(81 ). Enfin, (IR.2 - D) n Fest connexe car reunion de (IR.2 - D) n G, qui est 
connexe, et de parties connexes (qui, comme ci-dessus, sont soit des carres b..i,j entiers, 
soit eventuellement l'intersection du carre flk,l ou du carre b..k-l,l-l avec IR.2 - D) qui 
toutes rencontrent (IR.2 - D) n G. 

Le theoreme de Janiszewski montre alors que AU F ne separe pas pet q, ce qui est 
manifestement faux, puisque le compact b..k,l Ub..k-l,l-l U (b..k-1,1-D) U (b..k,l-l -D), 
represente en gris sur la figure VII.6 (c), est contenu dans AU F et separe les points pet 
q. Nous avons ainsi prouve par l'absurde que les segments de droite Lk-1 k, l, Lk, 1_ 11 
et Lk, 11+1 ne peuvent pas etre tousles trois contenus dans Fr(F). 

Comme S est une famille finie, et comme chacune des deux extremites de chaque segment 
de droite element de S appartient aussi a un autre segment de droite element de S, la 
frontiere de F, qui n'est autre que la reunion des segments de droite elements de S, est 
reunion d'une famille finie de courbes de Jordan deux a deux disjointes. Montrons que 
Fr(F) est en fait une seule courbe de Jordan. Pour cela supposons que Fr(F) contienne 
deux courbes de Jordan disjointes. Le cas ou l'une de ces courbes est contenue a l'interieur 
de l'autre est exclu, car la frontiere de Fest aussi frontiere de IR.2 - F = H; la courbe 
interieure ne pourrait pas faire partie de la frontiere de H, qui est un ouvert non borne. Le 
cas ou chacune de ces courbes est contenue dans l' exterieur de l' autre est lui aussi exclu, 
car il est incompatible avec la connexite de F. 

d) Fin de la preuve. - Nous avons prouve que la frontiere de F est une courbe de Jordan. 
Il est alors facile de voir que H n'est autre que l'exterieur de cette courbe de Jordan. En 
effet, H est un ouvert connexe non borne, done est contenu dans Ext (Fr( F)). Tout point 

z de Ext(Fr(F)) est l'origine d'un arc de courbe continu, contenu dans Ext(Fr(F)), 
s'eloignant a l'infini. Cet arc de courbe rencontre necessairement H. Par suite le point z, 
qui peut etre joint a un point de H par un chemin continu ne traversant pas la frontiere 
de F (qui est aussi la frontiere de H) est un point de H. Le complementaire F de H est 
alors necessairement reunion de la courbe de Jordan Fr(F) et de son interieur. Le lemme 
3.21 montre que Fest contractible. Le lemme 3.19 montre enfin que 1 : 8 1 -----, Int( C) est 
homotope a une application constante. Comme I est une application continue quelconque 
de 8 1 dans Int( C), nous pouvons conclure que Int( C) est simplement connexe. D 

3.23. Theoreme de Riemann-Caratheodory-Schoenflies. - Soit C une courbe de 
Jordan dans un plan £ 2 , et Int(C) l'interieur de C. Dans le plan complexe C, soit 
8 1 le cercle trigonometrique, D le disque ouvert centre sur l'origine et de rayon 
1, et D =DU 8 1 le disque ferme de meme centre et de meme rayon. I1 existe un 
homeomorphisme de D sur Int(C) UC appliquant D sur Int(C) et 8 1 sur C, dont 
la restriction a D est un diffeomorphisme analytique. 

Preuve : Soit U un ouvert non vide, simplement connexe et borne du plan complexe C. 
Le theoreme de representation conforme de Riemann (voir [33] montre qu'il existe un 
diffeomorphisme analytique du disque ouvert D sur U. Un complement ace theoreme 
du a Caratheodory (voir encore [33]) montre que ce diffeomorphisme se prolonge en un 
homeomorphisme de D sur U, appliquant la frontiere 8 1 de D sur la frontiere Fr(U) de 
U, si et seulement si cette frontiere verifie la propriete de Schoenflies. Le plan £2 peut 
etre identifie, grace a un isomorphisme affine, au plan complexe C. Les propositions 3.16 
et 3.22 montrent que l' interieur de Cs 'identifie a un ouvert connexe, borne et simplemment 
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connexe de C, dont la frontiere C verifie la propriete de Schoenflies. Le resultat annonce 
en decoule immediatement. D 

4. Notions de geometrie differentielle 

4.1. Motivations. - Des le premier chapitre de ce livre nous avons rencontre, lors de 
l' etude du mouvement d'un pendule plan, un systeme dynamique dont l' espace des phases 
n' est pas un ouvert d'un espace affine de dimension finie. En fait, les objets mathematiques 
les mieux adaptes pour etre les es paces des phases de systemes dynamiques differentiables 
sont les varietes differentiables. Les etudes a caractere local, comme celle des points 
d'equilibre d'un systeme dynamique presentee dans le chapitre III, peuvent, sans perte de 
generalite, etre faites pour des systemes definis sur un ouvert d' un espace vectoriel ou affine 
de dimension finie. Meme dans ce cadre, l'etude d'objets definis globalement, tels que les 
ensembles stable et instable d'un point d'equilibre (chapitre V) utilise inevitablement 
la notion de variete differentiable et necessite certaines connaissances de geometrie 
differentielle. La theorie de l 'indice et le theoreme de Poincare-Hopf ( chapitre VI) auraient 
presente moins d'interet si nous nous etions restreints aux champs de vecteurs definis sur 
un ouvert du plan (ce qui, du reste, aurait presente quelques difficultes techniques et 
necessite des hypotheses supplementaires, car les ouve1ts non vides d'un plan ne sont pas 
compacts). 

Dans ce paragraphe et le suivant, nous presentons les quelques notions de geometrie 
differentielle utiles pour la comprehension des questions traitees dans ce livre. Nous 
esperons aussi que ce bref expose donnera au lecteur l'envie d'en apprendre davantage et 
facilitera son acces aux ouvrages plus complets, tels que [14, 15, 16, 26, 39, 40, 59, 62]. 

4.2. Definitions 

1. Une variete topologique de dimension n (n entier positif) est un espace 
topologique M dont tout point possede un voisinage ouvert homeomorphe a un 
ouvert de JR.n. 
2. Une carte de la variete topologique M, de dimension n, est un couple (U, rp), 
ou U est un ouvert de M, et rp un homeomorphisme de U sur un ouvert V = rp(U) 
de JR.n. Un atlas de M est une famille de cartes (Ui, rpi), i EI, ensemble d'indices, 
dont Jes domaines ui recouvrent M, c'est-a-dire telle que uiE/ ui = M. 

La notion de variete topologique est un peu trop generale pour les besoins les plus courants, 
ou l' on souhaite pouvoir utiliser le calcul differentiel. On introduit done la notion de variete 
differentiable, definie ci-dessous. 

4.3. Definitions 

1. Un atlas (Ui, rpi), i E I, d'une variete topologique M de dimension n est dit 
differentiable de classe GP (p entier 2: 1, ou p = oo) si pour tout couple ( i, j) E 12 tel 
que Ui n Uj cl 0, l'application ( dite changement de carte) <pi o rp-; 1 est differentiable 
de classe GP. Get atlas est dit analytique ou de classe cw si Jes applications de 
changement de carte sont analytiques. 
2. Deux atlas (Ui, rpi), i EI, et (UJ, rpj), j E J, de classe GP, de la meme variete 
topologique M, sont dits GP-equivalents si leur reunion est encore un atlas de 
classe GP, c'est-a-dire si pour tout couple ( i, j) E I x J tel que Ui n u; cl 0, Jes 
applications <pi o rp-; 1 et <pi o rpj -l sont differentiables de classe GP. 
3. Une variete differentiable de dimension n et de classe GP (avec p entier 2: 1, 
p = oo ou p = w) est une variete topologique de dimension n mm1ie d'ime classe 
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d'equivalence (au sens de la GP-equivalence definie ci-dessus) d'atlas de classe GP. 
Une va.riete differentiable de classe cw est aussi appelee variete analytique. 
4. Une variete differentiable etant donnee, Jes ca.rtes appa.rtenant a un atlas 
faisant pa.rtie de la classe d'equivalence qui definit sa structure differentiable sont 
dites admissibles (pour cette structure). 

4.4. Commentaires et exemples 
a) On impose souvent aux varietes differentiables d'etre des espaces topologiques separes 
(c'est-a-dire tels que pour tout couple (x, y) de points distincts de cet espace, i1 existe 
un voisinage de x et un voisinage de y disjoints). Cette propriete ne resulte pas des 
definitions ci-dessus (bien que celles-ci montrent que tout point d'une variete topologique, 
ou differentiable, possede un voisinage separe). Sauf mention explicite contraire, nous 
supposerons dans ce qui suit que les varietes considerees sont separees. 

b) Les varietes que nous considererons seront toujours supposees avoir un atlas fini 
ou denombrable. Ces varietes sont alors des espaces topologiques a base denombrable 
d'ouverts. 

c) Soit M une variete differentiable de dimension n, et (U, c.p) une carte admissible. 
L' application <p, a valeurs dans !Rn, an composantes; on la notera done <p = ( x1, ... , xn ). 
Les n fonctions xi (definies sur l'ouvert U de M et a valeurs reelles) sont appelees 
coordonnees locales associees a la carte (U, c.p). Soit (V, 'lj;) une autre carte admissible de 
M, telle que Un V =I= 0, et (y1, ... , yn) les coordonnees locales associees. L'application 
changement de carte 'ljJ o c.p- 1 n'est autre que !'application (x1 , ... , xn) 1--7 (y1 , ... , yn) 
exprimant les coordonnees locales associees a la carte (V, 'ljJ) en fonction des coordonnees 
locales associees a la carte (U, <p). 

d) Un ouvert de JR n est une variete anal ytique de dimension n : i1 suffit en effet de l' equiper 
de l'atlas comportant une carte unique, !'application identique. De meme, un ouvert d'un 
espace vectoriel (ou affine) de dimension nest une variete analytique de dimension n: le 
choix d'un repere nous ramene en effet immediatement au cas precedent. 

e) Un ouvert V d'une variete differentiable M de dimension net de classe GP est une 
variete differentiable de meme dimension et de meme classe. Pour toute carte admissible 
(U, c.p) de M telle que Un V soit non vide, (Un V, c.plunv) est une carte admissible de 
V. 

f) Pour definir une structure de variete differentiable de classe GP et de dimension n sur un 
ensemble M, sans necessairement avoir prealablement defini une structure topologique 
sur M, on peut utiliser une famille de parties Ui (i E J, ensemble d'indices) de M dont 
la reunion est M, et, pour chaque i, une application bijective 'Pi de Ui sur un ouvert 
Vi = <pi(Ui) de !Rn. On doit alors verifier que les applications de changement de carte 
<pj o c.p-; 1 sont des diffeomorphismes de classe GP. On montre que lorsque c'est le cas, 
i1 existe sur M une unique structure de variete differentiable de classe GP admettant les 
(Ui, 'Pi) pour cartes admissibles. C'est la methode employee dans les exemples (g) et (i) 
ci-dessous. 

g) Considerons le cercle trigonometrique 8 1, c'est-a-dire l'ensemble des points (x, y) du 
plan IR2 tels que x 2 + y 2 = 1. Soit (x0 , y0 ) un point de ce cercle. Choisissons unreel 
Bo tel que x0 = cos 00 , y0 = sin 00 . Ce reel est une determination particuliere de l'angle 
polaire du point (x0 , y0 ); i1 n'est pas unique, puisqu'on peut lui ajouter un multiple 
quelconque de 21r; on choisit arbitrairement une de ses valeurs possibles. Considerons 
alors l'application de l'intervalle ouvert ]00 - 1r,e0 + 1r[ dans le cercle, qui au reel e 
associe le point ( cos e, sin 0). Elle est injective, et a pour image le cercle 8 1 prive d'un 
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seul point, le point diametralement oppose a (xo, Yo). On notera U(xo,Yo) cette image, 
et 'P(xo,Yo) !'application inverse de celle definie ci-dessus. L'application 'P(xo,Yo) associe 
a chaque point (x, y) de U(xo,yo) une determination particuliere () de l'angle polaire de 
ce point, cette determination etant continue sur U(xo,Yo) et prenant la valeur Oo au point 
(x0 , y0 ). On definit la structure de variete differentiable de 8 1 en prenant pour cartes les 
(U(xo,Yo), 'P(xo,Yo)), pour plusieurs choix distincts du point (xo, Yo) (au moins deux, afin 
que les domaines de ces cartes recouvrent 8 1 ). Les applications de changement de carte 
sont simplement des changements de determination de l' angle polaire; elles sont de la 
forme ()' = () + 2k7r, avec k E Z, entier fixe. Ce sont des applications analytiques. Le 
cercle 8 1 est done une variete analytique de dimension 1. 

h) Si M et M' sont des varietes differentiables de classe GP, de dimensions respectives 
net n', le produit M x M' est une variete de classe GP, de dimension n + n'. En effet, 
si les (Ui, cpi), i E I forment un atlas de M et les (10, 'lpj ), j E J, un atlas de M', les 
(Ui x Yj, ( 'Pi, 'lpj)), ( i, j) E I x J, forment un atlas de M x M'. Par exemple, le cylindre 
8 1 x JR. est une variete differentiable de dimension 2. 

i) La sphere 8 2 est !'ensemble des points (x, y, z) de JR.3 qui verifient x2 + y2 + z2 = 1. 
On note U+, V+ et W+ (resp., U_, V_, W_) !'ensemble des points (x,y,z) de 8 2 tels 
que, respectivement, x > 0, y > 0, z > 0 (resp., x < 0, y < 0, z < 0). On note 'P+, x+ 
et'¢+ les applications, respectivement de U+, V+ et W+ dans JR.2 qui, au point (x, y, z) 
associent, respectivement, (y, z) (x, z) et (x, y). On definit, de la meme maniere, cp_, 
X- et 1-, definies, respectivement, sur U _, V _ et W _. La structure differentiable de 
8 2 est definie par l'atlas forme par les cartes (U+, 'P+), (V+, x+). (W+, '¢+), (U-, 'P-), 
(V_, x-), (W _, 1-). Les applications de changement de carte sont analytiques : en effet, 
'¢+ o cp = 1, par exemple, a pour expression 

(y,z) I-+ (-Vl -y2 - z2,y). 

La sphere 8 2 est done une variete analytique de dimension 2. 

Dans la suite de ce paragraphe nous considererons, pour simplifier, seulement des varietes 
differentiables de classe 0 00 • Mais les concepts que nous introduirons gardent leur sens 
pour les varietes differentiables de classe GP. Nous laissons au lecteur le soin d'adapter 
les enonces pour ce cas. 

4.5. Definitions. - Soient M et N deux varietes differentiables de classe 0 00 , de 
dimensions met n, respectivement, et f une application continue de M dans N. 

1. On dit que f est differentiable de classe C 00 au voisinage d'un point a de M 
si, pour une carte admissible (U, cp) de M telle que a E U et une carte admissible 
(V, '¢) de N telle que f(a) E V, ]'application'¢ of o cp-1 (definie sur l'ouvert cp(U) 
de JR.111 et a valeurs dans JR.n) est differentiable de classe 0 00 au voisinage du point 
cp( a). 
2. On dit que f est differentiable de classe C 00 si elle l'est au voisinage de tout 
point de M. 
3. On dit que f est un diffeomorphisme de classe C00 si elle est differentiable de 
classe 0 00 , bijective, et d'inverse 1-1 : N-+ M differentiable de classe 0 00 (ce qui 
implique m = n). 
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f 

Figure VII.7. Application differentiable d'une variete M dans une autre vruiete N 

4.6. Commentaire. - La notion d'application differentiable est illustree sur la 
figure VII.7. 
L'application 'I/; of o cp- 1 est appelee expression de !'application f dans les cartes (U, cp) 
et (V, 'I/;). 11 importe de remarquer que la notion d'application differentiable ne depend pas 
du choix des cartes admissibles (U, cp) et (V, 'I/;). Soient en effet (U', cp') et (V', 'I/;') des 
cartes admissibles, respectivement de Met de N, avec a E U', f(a) E V'. On peut ecrire 

'I/;' 0 j O cp' - l = ( 'I/;' 0 '1/;- l) 0 ( '1/J O j o cp- 1 ) 0 ( cp O cp'- 1 ) • 

Les applications de changement de crute 'I/;' o 'lj;- 1 et cp o cp' - l sont differentiables de classe 
c=. Done si 'I/; of o cp- 1 est differentiable de classe c= au voisinage du point cp(a), 
·1// of ocp'- 1 est differentiable de classe c= au voisinage du point cp' ocp- 1 ( cp( a)) = cp' ( a), 
comme composee d'applications de classe c=. 
Dans ce qui suit, nous sous-entendrons souvent le qualificatif "de classe c=" pour parler 
des varietes et applications differentiables. Nous dirons done "differentiable" pour dire 
"differentiable de classe c=". 
4.7. Theoreme.- Soient M, Net P trois varietes differentiables, f une application 
differentiable de M dans N et g une application differentiable de N dans P. 
L'application composee go f, de M dans P, est differentiable. 

La demonstration, qui ne presente pas de difficulte, est laissee a la bonne volonte du 
lecteur. 

4.8. Definitions. - Soient M et N deux varietes differentiables de dimensions 
respectives m et n, et f une application differentiable de M dans N. 

1. Soit a un point de M, (U, cp) une carte admissible de M et (V, 'I/;) une carte 
admissible de N telles que a E U, f(a) E V. On appelle rang de ]'application 
differentiable f au point a le rang de la differentielle de 'I/; of o cp- 1 au point cp(a). 
On verifie aisement qu'il ne depend pas du choix des cartes (U, cp) et (V, 'I/;). II est 
evidemment inferieur OU ega] a inf(m, n). 
2. On dit que f est une immersion (resp., une submersion) au point a si son rang 
en ce point est egal am (resp., an). On dit que f est une immersion (resp., une 
submersion) si c'est une immersion (resp., une submersion) en tout point de M. 
3. Une application qui est a la fois une immersion et une submersion est dite 
etale; on dit aussi que c'est un dijfeomorphisme local; on a bien entendu dans ce 
cas m = n. 
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4.9. Proprietes et exemples 

a) Si !'application differentiable f : M - Nest de rang constant k sur M, pour tout point 
a de M, il existe une carte admissible (U, <.p) de M avec a E U et une carte admissible 
(V, '1/J) de N avec J(a) E V, telles que 'ljJ of o <.p- 1 soit l'application 

(x1, ... , xm) f-+ (yl = Xl, ... , yk = xk, yk+l = O, ... , yn = O). 

En particulier, si fest une immersion, c'est-a-dire si k = m :S n, 'ljJ of o <.p- 1 est de la 
forme 

(xl, ... , xm) f-+ (yl = xl, ... , ym = xm, ym+l = 0, ... , yn = 0). 

Si fest une submersion, c'est-a-dire si k = n :S m, 'ljJ of o <.p- 1 est de la forme 

(xl' ... 'xm) f-+ (yl = xl' ... ' yn = xn). 

b) Une application differentiable etale bijective est un diffeomorphisme. 
c) Soient M1 et M2 deux varietes differentiables. Les projections p1 : (x1, x2) f-+ x1 et 
P2 : (x1, x2) f-+ x2 du produit M1 x M2, respectivement, sur M1 et sur M2, sont des 
submersions. 

La notion de surface, dans l' espace euclidien usuel de dimension 3, est sans doute familiere 
au lecteur. Ainsi que nous allons le voir, c' est un cas particulier de la notion de sous-variete 
d'une variete differentiable. 

4.10. Definition. - Soit M une variete differentiable de dimension m. Un sous­
ensemble N de M est une sous-variete de M, de dimension n (avec n :S m) s'il 
existe un atlas admissible (Ui, <pi) (i E I) de M ayant la propriete suivante: pour 
tout i E I tel que Ui n N -=I= 0, Ui n N est l'ensemble des points p E M dont Jes 
m - n dernieres coordonnees locales xk(p) (n + 1 :S k :S m), pour le systeme de 
coordonnees locales associe a la carte (Ui, 'Pi) sont nulles. Un atlas de M ayant 
cette propriete, et une carte de cet atlas, sont dits adaptes a la sous-variete N. 

4.11. Commentaire et exemples 

a) Soient net m deux entiers tels que 1 :Sn :Sm. L'ensemble des points de ~m dont les 
m - n demieres coordonnees sont nulles est une sous-variete de ~m, de dimension n, qui 
s'identifie a ~n. 

b) Une sous-variete N d'une variete differentiable M est une variete differentiable, car 
d'un atlas (Ui, 'Pi) de M adapte a N, on deduit un atlas (Ui n N, 'Pilu nN) de N. Pour 
cette structure de variete differentiable sur N, !'injection canonique de N dans M est une 
application differentiable, et plus precisement une immersion. 

c) Soit 8 2 la sphere unite de ~ 3 , c'est-a-dire !'ensemble des points (x, y, z) E ~ 3 tels que 
x2 +y2 + z2 = 1. Nous savons deja (4.4.i) que c'est une variete differentiable. Il est facile 
de verifier que c'est une sous-variete de ~ 3 . Soient en effet U+, t\, W + les demi-espaces 
~uve~s de ~ 3 sur lesquels on a, respectivement, x > 0, y > 0 et z > 0. De meme, soient 
u _, v_, w _ les demi-espaces ouverts sur lesquels on a, respectivement, x < 0, y < 0 et 

z < 0. On definit sur fi+ l'application 0'+ : (x, y, z) f-+ (u, v, w), en posant 

u = y , v = z , w = x2 + y2 + z2 - 1 . 

Il est facile de voir que ( fJ ±, 0'+) est une carte admissible de ~ 3 et que U + = fJ + n 8 2 est 
!'ensemble des points de U+ dont la troisieme coordonnee w, dans cette carte, est nulle. 
De plus, la restriction de 0'+ a fi+ n 8 2 n'est autre (si l'on omet la troisieme coordonnee 
locale w, qui prend la valeur 0) que l'application 'P+ definie en 4.4.i. En procedant de 
meme avec les cinq autres demi-espaces, on obtient un atlas de ~ 3 adapte a la sous-variete 
32. 



252 Chapitre VII. Complements 

4.12. Definition. - On appelle plongement d'une variete differentiable N, de 
dimension n, dans une variete differentiable M de dimension m 2: n une immersion 
(notion definie en 4.8) injective f de N dans M qui est aussi un homeomorphisme 
(c'est-a-dire une bijection continue d'inverse continue) de N sur J(N) muni de la 
topologie induite par celle de M. 

4.13. Proprietes et exemples 

a) L'injection canonique d'une sous-variete N de M dans M est un plongement. 
Reciproquement, si f : N - M est un plongement, f(N) est une sous-variete de 
M et f, consideree comme application de N sur f ( N), est un diffeomorphisme. 

b) Toute immersion injective d'une variete differentiable compacte dans une autre variete 
differentiable est un plongement. 

c) D'apres un celebre theoreme de Whitney, toute variete differentiable de dimension n 
peut etre plongee dans un espace numerique IR.N, pour N assez grand (N 2: 2n + 1). 

d) II existe des immersions injectives qui ne sont pas des plongements. C'est le cas par 
exemple de 1' application de JR dans JR 2 : 

t f----+ (cos(2Arctgt),sin(2Arctgt)), 

car l'image de cette application est le cercle de centre O et de rayon 1 prive du point 
( -1, 0), qui n 'est pas une partie fermee de JR 2• C' est egalement le cas de 1' application 
t f----; (x, y, z) de JR dans IR.3 , definie par 

x = (2 + cost) cos(v'2t), y = (2 + cost) sin(v'2t), z = sint. 

L'image de cette application n'est en effet pas fermee dans IR.3 ; son adherence est le tore 
de dimension 2, ensemble des points (x, y, z) de la forme 

x=(2+cosO)coscp, y=(2+cosO)sincp, z=sinO, 0:S0,cp:S21r, 

qu'on obtient en faisant toumer le cercle d'equations x = 2 + cos 0, y = 0, z = sinO 
autour de l'axe Oz. 

Soit f : M - N une immersion injective d'une variete differentiable M dans une autre 
variete differentiable N. Nous supposons que f n' est pas un plongement. Le sous-ensemble 
f ( M) de la variete N, muni de la topologie et de la structure de variete differentiable 
pour lesquelles f est un diffeomorphisme de M surf ( M) , est parfois appele sous-variete 
immergee de la variete N. Ce n'est pas une sous-variete au sens de la definition 4.10, 
car la topologie de J(M) (pour laquelle fest un diffeomorphisme, done a fortiori un 
homeomorphisme, de M sur f(M), est plus fine que la topologie induite par celle de 
N. Les varietes stable et instable d'un point fixe hyperbolique d'un systeme dynamique 
(theoremes V.7.11 et V.7.13) sont en general des sous-varietes immergees de l'espace des 
phases du systeme, non des sous-varietes au sens de la definition 4.10. 

e) Soit M une variete differentiable de dimension m. D'apres 4.4.h, le produit M x M est 
une variete differentiable de dimension 2m. L' application x f----+ ( x, x) est un plongement 
de M dans M x M, dont l'image est la diagonale ~ de M x M, c'est-a-dire !'ensemble 
des points (x, y) de M x M tels que x = y. Celle-ci est une sous-variete de dimension m 
deM x M. 

Nous indiquons ci-dessous, sans demonstration, deux resultats tres souvent employes pour 
reconnaitre une sous-variete. 
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4.14. Theoreme. - Soient M et P deux varietes differentiables, de dimensions 
respectives met p (m ~ p), et f: M-* P une application differentiable. 

1. Soit b un point de P tel que Mb= 1-1 (b) soit non vide. Si, en tout point de 
Mb, le rang de f est egal a p, Mb est une sous-variete de M de dimension m - p. 
2. Plus generalement, soit Q une sous-variete de dimension q de P (q :Sp) telle 
que MQ = 1-1 (Q) soit non vide. Si, en tout point de MQ, le rang def est egal a 
p, MQ est une sous-variete de M de dimension m - p + q. 

4.15. Commentaires et exemples 

a) La partie 1 du theoreme precedent est un cas particulier de la partie 2, car un point b de 
P peut etre considere comme une sous-variete de dimension Ode P. 

b) Pour tout entier n ~ 1, la sphere de dimension n, definie par 

n+l 
sn = { (x1, .. . ,xn+l) E ]Rn+l I I)xi)2 = 1} 

i=l 

est une sous-variete de dimension n de JR.n+ 1 . Cela resulte en effet du theoreme precedent, 
en prenant pour f !'application de JR.n+l dans JR: f(x 1, ... , xn+l) = ~~i/(xi) 2 • 

c) Soient Ji : E 1 -* M et fz : E 2 -* M deux submersions, respectivement des varietes 
differentiables E 1 de dimension k1 et E 2 de dimension k2 , surune variete M de dimension 
n. On appelle produitfibre de E 1 et E 2 au dessus de M, et on note E 1 XM E 2, le sous­
ensemble du produit E 1 x E 2 

E1 XM E2 = { (x1,x2) E E1 x E2 I fi(x1) = fz(x2)}. 

Le theoreme 4.14 permet de montrer que E 1 XM E 2 est une sous-variete de E 1 x E 2, 
de dimension k1 + k2 - n. En effet, c'est l'image reciproque, par la submersion (!1, fz) 
de E 1 x E 2 sur M x M, de la diagonale ~ de M x M (qui, d'apres 4.13 e, est une 
sous-variete de dimension n de M X M). Pour tout m E M, r;1(m) X J;;1(m) est 
une sous-variete de E 1 xM E2; le produit fibre E 1 XM E 2 n'est autre que la reunion de 
toutes ces sous-varietes, deux a deux disjointes, m parcourant M. Les deux composantes 
de !'application (!1, fz) sont egales sur E 1 XM E2 de E1 x E2, et determinent une 
application f : E 1 xM E 2 -* M, qui est une submersion, et on a, pour tout m E M, 
1-l(m) = f1l(m) X f2l(m). 

5. Les fibres tangent et cotangent 

5.1. Preliminaires. - La notion de vecteur en un point m de l' espace physique est sans 
doute familiere au lecteur: on !'imagine comme un segment de droite oriente 'it = mn 
ayant pour origine le point m et pour extremite un autre point n de l'espace physique. 
Cette representation des vecteurs est legitime dans l'espace physique habituel, qui a une 
structure d'espace affine. Rappelons en effet qu'un espace affine £, d'espace vectoriel 
associe E, est un ensemble sur lequel l'espace vectoriel E considere comme groupe 
abelien (la loi de composition etant !'addition) opere de maniere simplement transitive. 
On a done une application de E x £ dans £, no tee ('it, m) 1-------+ m + 'it, qui au couple 
forme d'un vecteur 'it E E et d'un point m E £ associe un autre point m + 'it E £, 
deduit de men le translatant par le vecteur 'it. Cette application est telle que pour tout 
point m E £ fixe, !'application 'it 1-------+ m + 'it est une bijection de E sur £ (revenant a 
identifier l' espace affine £ a l' espace vectoriel E qui lui est associe en choisissant une 
origine, le point m). C'est cette propriete qu'on exprime en disant que l'action de E sur 
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£ est simplement transitive. Par consequent, si ( m, n) est uncouple ordonne de points de 
£, il existe un vecteur unique v' E E tel que m + v' = n. On dit parfois qu'un element 
v' de E est un vecteur libre, et qu'un couple (m, v') forme d'un point m E £ et d'un 
vecteur v' E E est un vecteur lie attache au point m (ou d'origine m). Sin= m + v', 
le vecteur lie (m, v') est souvent note mn. 
Au lieu de l' espace physique ( ou d'un espace affine)£, considerons main tenant une variete 
differentiable M. 11 est tres souhaitable de pouvoir definir la notion de vecteur attache a 
un point m de la variete M (on dira vecteur tangent a Mau point m). Cela permettra, par 
exemple, de considerer des equations differentielles sur la variete M. Pour definir cette 
notion, nous ne pouvons plus proceder comme ci-dessus, car nous ne disposons plus de 
la notion d'espace vectoriel associe a M, cette variete n'etant pas, en general, une partie 
d'un espace affine. En d'autres termes, nous ne disposons plus de la notion de vecteur 
libre. Nous allons voir qu'en procedant d'une autre maniere, au fond tres naturelle, nous 
pouvons definir directement la notion de vecteur tangent a la variete M en un de ses 
points m, qui correspond, tres exactement, a la notion de vecteur lie d'origine m. Nous 
definirons aussi, par la meme methode, la notion duale de covecteur attache a un point 
d'une variete. Cette methode consiste a definir les vecteurs et covecteurs comme classes 
d'equivalence d'applications, pour des relations d'equivalence convenablement choisies. 
Un vecteur, attache a un point m d'une variete M, apparaitra comme la vitesse d'un point 
mobile sur M a l'instant ou il passe en m; un covecteur attache au point m, comme le 
gradient en ce point d'une fonction a valeurs reelles. 

5.2. Definition. - Soient M1 et M2 deux varietes differentiables de dimensions 
respectives n 1 et n 2 , a un point de M 1 et b un point de M 2 . Soient f et g deux 
applications differentiables defi.nies sur des voisinages ouverts du point a dans 
M1 (pas necessairement le meme voisinage pour Jes deux), a valeurs dans M2, 
appliquant toutes deux le point a sur le point b (!(a) = g(a) = b). On dit que f 
et g sont tangentes en a a l'ordre 1 si, pour une carte admissible (U1, ~1) de M1 
et une carte admissible (U2, ~2) de M2 telles que a E U1, b E U2, Jes applications 
~2 of o ~ 1 -l et ~2 o go ~ 1- 1 (defi.nies sur un voisinage ouvert de ~1 (a) dans 1Rn1 

et 8, valeurs dans ]Rn2 ) ont meme differentielle au point ~l (a), 

5.3. Commentaires 

a) La propriete definie ci-dessus ne depend pas du choix des cartes admissibles (U1, ~1) 
et (U2, ~2). Rempla,;ons en effet celles-ci par d'autres cartes admissibles (Uf, ~D et 
(Vi,~;). Nous pouvons ecrire 

I f I -l ( I -1) ( f -1) ( I -1) ~2 0 0 ~l = ~2 0 ~2 0 ~2 0 0 ~l O ~l O ~l ' 

I I -l ( I -1) ( -1) ( I -1) ~2 0 g O ~l = ~2 0 ~2 0 ~2 0 g O ~l O ~l O ~l . 

En appliquant la formule de differentiation d'une application composee, on voit aisement 
que si les applications ~ 2 of o ~ 1- 1 et ~ 2 o go ~ 1 - 1 ont meme differentielle au point 
~1(a), les applications~; of o ~i -let~; o go ~i -l ont meme differentielle au point 
~i (a). 
b) On verifie aisement que le fait d'etre tangentes en a a l'ordre 1 est une relation 
d 'equivalence sur l 'ensemble des applications differentiables definies sur un voisinage 
ouvert de a dans M1 et a valeurs dans M2 qui appliquent a sur b. 
c) On definit de meme, pour tout entier p 2". 1, la notion d'applications tangentes en a 
a l'ordre p; il suffit de remplacer les differentielles des applications ~2 of o ~ 1- 1 et 
~2 o go ~1-1 au point ~1 (a) par leurs developpements de Taylor a l'ordre pence point. 
Le fait d'etre tangentes en a a l'ordre pest aussi une relation d'equivalence. 
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5.4. Definitions. - Soit M une variete differentiable de dimension n, et p un point 
deM. 

1. On appelle vecteur tangent a M au point p une classe d'equivalence (pour la re­
lation d'equivalence d'etre tangentes en O a l'ordre 1) d'applications differentiables 
d'un intervalle ouvert de~ contenant l'origine O dans M qui appliquent O sur p. 
2. On appelle espace tangent a la variete Mau point pet on note TpM l'ensemble 
des vecteurs tangents en p a M. 
3. On appelle fibre tangent a la variete M, et on note TM, la reunion upEM TpM 
des espaces tangents a M en tous ses points, consideres comme deux a deux 
disjoints. 
4. On appelle covecteur attache au point p de la variete M une classe d'equivalence 
(pour la relation d'equivalence d'etre tangentes en pa l'ordre 1) d'applications dif­
ferentiables, definies sur un voisinage ouvert de p dans Met a valeurs dans ~' qui 
appliquent p sur l'origine 0. 
5. On appelle e~pace cotangent a la variete Mau point pet on noter; M l'ensemble 
des covecteurs attaches au point p de M. 
6. On appelle fibre cotangent a la variete M, et on note T* M, la reunion upEM r; M 
des espaces cotangents a M en tous ses points, consideres comme deux a deux 
disjoints. 

5.5. Commentaires 

a) Soit x une application differentiable d'un intervalle ouvert de~ contenant l'origine 
dans la variete M, appliquant O sur le point p. Le vecteur tangent a M au point p, classe 

d'equivalence de !'application X, est souvent note d~~s) I s=O' ou aussi x' (s) ls=O· 
Plus generalement, soit e : I --+ M une application differentiable d'un intervalle ouvert I 

de M dans R Pour tout t E I, on note d~~t) , ou e' ( t), le vecteur tangent a M au point e ( t), 

classe d'equivalence de !'applications f--+ e(t + s ). En composant !'application e avec la 
translations f--+ t + s (t etant considere comme fixe), nous obtenons une application qui 
applique l'origine Ode~ sur le point e(t), et cela nous a permis d'utiliser la definition 5.4 
d'un vecteur tangent. 
De meme, soit f une application differentiable d 'un voisinage ouvert du point p de la variete 
M dans R Le covecteur en p, classe d'equivalence de !'application x f--+ f (x) - f (p), est 
note df (p). La justification de cette notation apparaitra plus loin. 

b) Nous allons voir comment sont determines un vecteur v tangent a la variete Mau point 
p, et un covecteur rJ attache au point p, lorsqu'on a choisi une carte (U, <p) de M, telle que 
p E U. Notons (x 1 , ... , xn) les coordonnees locales associees a cette carte, c'est-a-dire 
les n composantes de 1' application <p. 
Le vecteur v est une classe d'equivalence d'applications differentiables d'intervalles de 
~ contenant l'origine dans M qui appliquent O sur p. Soit f un representant (c'est­
a-dire un element particulier) de cette classe. L' application <p o f a n composantes, 
qui sont les applications xi o f. Sa derivee a l'origine a done n composantes, les 

vi = d(xi~(s))) I , 1 :s; i :s; n. Le vecteur vest determine par ces n nombres 
S s=O 

reels. Ceux-ci ne dependent pas du choix du representant f de v, en raison de la definition 
meme de la propriete, pour deux applications, d'etre tangentes en O a l'ordre 1. On verra 
plus loin que 1' espace TpM tangent en pa la variete M est un espace vectoriel de dimension 
n, et que le choix d'une carte (U, <p) de M, telle que p E U, determine une base de cet 
espace. Les n reels vi sont les composantes du vecteur v dans cette base. 
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De meme, le covecteur r, est une classe d'equivalence d'applications differentiables, 
definies sur un voisinage ouvert de p dans M et a valeurs dans ~. qui appliquent p sur 
l'origine 0. Soit h un representant de cette classe. L'application ho <p-1 est une fonction, 
a valeurs reelles, de n variables reelles, les coordonnees usuelles sur ~n. Celles-ci, par un 
leger abus de notations, seront designees par x 1 ' .. . 'xn, comme les coordonnees locales 
attachees a la carte ( U, <p)). 
Remarquons au passage que pour eviter cet abus de notations, il nous faudrait utiliser des 
notations differentes pour les coordonnees locales sur U et pour les coordonnees usuelles 
sur ~n. Nous pourrions par exemple noter <pi les coordonnees locales sur U et xi les 
coordonnees usuelles sur ~n (1 :S i :S n). Nous aurions alors, bien entendu, <pi = xi o cp. 
La differentielle de ho <p- 1 au point <p(p) est la suite, comportant n termes, de ses 

, , o((ho<p- 1 )(x1, ... ,xn))' 
derivees partielles au point <p(p), 'f/i = a . . Le covecteur r, 

x' cp(p) 
est determine par les n nombres reels 'f/i. Ceux-ci ne dependent pas du choix du representant 
h de r,. On verra plus loin que l'espace T; M cotangent en pa la variete M est un espace 
vectoriel de dimension n, et que le choix d'une carte (U, <p) de M, telle que p E U, 
determine une base de cet espace. Les n reels 'f/i soot les composantes du covecteur r, dans 
cette base. 

c) Voyons comment changent les n nombre vi et les n nombre 'f/i qui representent, 
respectivement, le vecteur v et le covecteur r, dans la carte (U, <p), lorsqu'on remplace 
celle-ci par une autre carte admissible (U', <p1) telle que p E U'. On note y1 , • •. , yn les 
coordonnees locales associees. 
L'application changement de carte <p1 o<p- 1 est !'application (x1, .. . , xn) 1----7 (y1 , ... , yn) 
qui exprime les coordonnees locales yi associees a la carte (U', <p') en fonction des 
coordonnees locales xi associees a la carte (U, <p). Les composantes wi du vecteur v dans 
la base de TpM associee a la carte (U', cp') ont pour expression 

wi=d(yi(f(s)))I =~ay~/ d(xi(f(s)))I =~ay~, vi. 
ds s=O L,; 8xJ cp(m) ds s=O ~ 8xJ cp(m) 

J=l J=l 

Cette formule montre que les composantes wi de v dans la base de TpM associee a la 
carte (U', <p1 ) s'exprimentlineairementau moyen des composantes vi de ce vecteurdans la 

base associee a la carte (U, <p). La matrice ayant pour coefficients les 8
8Yi_ , (l'indice i 

xJ cp(m) 
indexant les lignes et l'indice j les colonnes), qui apparait dans cette formule, n'est autre 
que la matrice exprimant la differentielle, au point <p(p), de !'application changement de 
carte <p1 o <p- 1 • 

De meme, !'application changement de carte <po<p1- 1 , inverse de <p1 o<p-1 estl'application 
(y1 , ... , yn) 1----7 (x1 , ... , xn) qui exprime les coordonnees locales xi associees a la 
carte (U, <p) en fonction des coordonnees locales yi associees a la carte (U', <p1). Les 
composantes (i du covecteur r, dans la base de T; M associee a la carte ( U', <p1 ) ont pour 
expression 

o(ho<p1- 1 (y1, ... ,yn)) o((ho<p- 1)o(<po<p1- 1 )(y1, ... ,yn)) 
(i = oyi = oyi 

= ~ a(h o 'P-1 (x1. ... , xn)) axi I 
~ oxi 8yi cp'(m) 
J=l 

n axi 

= ~ 'r/i 8yi 'cp'(m) · 
J=l 
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Cette formule montre que les composantes (i de T/ dans la base de T; M associee a la 
carte (U', cp') s'expriment lineairement au moyen des composantes T/j de ce covecteur 

dans la base associee a la carte (U, cp). La matrice ayant pour coefficients les 8
8x~ I 

yi cp'(m) 

(i indexant les lignes et j les colonnes), qui apparait dans cette formule, est la transposee 
de la matrice exprimant la differentielle, au point cp' (m), de l'application changement de 

carte cp o cp'-1. On sait que cette matrice est l'inverse de la matrice des 8
8Y~ I . 

xJ cp(m) 

d) 11 est main tenant facile de voir pourquoi l' espace TPM tangent en p a la variete M 
est un espace vectoriel de dimension n. En utilisant la carte (U, cp), on a pu identifier cet 
espace a !Rn, puisqu' on a pu associer a tout vecteur v E TpM la suite de ses composantes 
( v1 , ... , vn) dans la base de TpM associee a cette carte. On peut done transporter sur 
TPM la structure d'espace vectoriel de !Rn. La structure ainsi obtenue ne depend pas 
du choix de la carte (U, cp), puisque lorsqu'on remplace cette carte par une autre carte 
admissible (U', cp'), les composantes (w1, ... , wn) du vecteur v dans la base associee a 
cette nouvelle carte se deduisent des composantes ( v1, ... , vn) de ce vecteur dans la base 
associee a l'ancienne carte (U, cp) par une transformation lineaire inversible. 
Le meme raisonnement montre que l'espace T; M, cotangent en pa la variete M, est 
aussi un espace vectoriel de dimension n. De plus, les formules exprimant les effets d'un 
changement de carte sur les composantes d'un vecteur et d'un covecteur, permettent de 
penser que les espaces TPM et T; M sont en dualite, chacun s'identifiant au dual de 
l'autre. Nous mettons ci-dessous en evidence ce couplage par dualite de maniere directe. 

e) En composant f, representant du vecteur v, et h, representant du covecteur T/, on obtient 
une fonction differentiable h o f, definie sur un voisinage de l' origine O de JR, et a valeurs 
reelles. Posons 

( ) = d(h on I 
TJ,V d . 

S s=O 
On note, comme ci-dessus, v1, ... , vn et T/l, ... , T/n les composantes, respectivement, du 
vecteur v et du covecteur T/ dans les bases de TpM et de T; M associees a la carte (U, cp) 
de M. Un calcul simple montre que 

n 

i=l 

Par suite, (TJ, v) ne depend pas du choix des representants f de vet h de T/, ni du choix de 
la carte (U, cp) (qui d'ailleurs n'intervient pas dans sa definition), mais seulement de vet 
de TJ, et definit un couplage entre les deux espaces TpM et T; M, qui perm.et d'identifier 
chacun de ces espaces au dual de l' autre. On voit de plus que les bases de TpM et de 
T; M associees a une meme carte (U, cp) de M sont duales l'une de l' autre. On les note, 

respectivement, (a!1 (p),.,., a~n (p)) et (dx1(p), ... , dxn(p)). 

f) Les raisonnements qui precedent montrent aussi que les fibre TM et T* M, respective­
ment tangent et cotangent a la variete differentiable M, sont des varietes differentiables 
de dimension 2n (double de la dimension de M). Traitons par exemple le cas de TM. A 
toute carte (U, cp) de M est naturellement associee une carte, notee (TU, Tep), de TM 
dont le domaine est TU (ensemble des vecteurs tangents a Men un point appartenant 
a l'ouvert U). Dans cette carte, les coordonnees locales d'un element v de TU sont les 
n coordonnees locales x 1 , ... , xn du point p auquel v est attache et les n composantes 
v1 , ... , vn de v dans la base de TpM associee a la carte (U, cp). 
On voit qu'il existe une application differentiable TM de TM dans M et une application 
differentiable 7rM de T* M dans M, qui associent a chaque vecteur v E TM (resp., a 
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chaque covecteur r, E T* M) le point p de M auquel ce vecteur (resp., ce covecteur) est 
attache. Pour tout point p E M, T ;/ (p) = TpM est l 'espace tangent et 1r M1 (p) = r; M 
I' espace cotangent en pa M. Ce soot des espaces vectoriels de dimension n, dont chacun 
s' identifie au dual de l' autre. De plus, tout point p E M possede un voisinage U (le domaine 
d'une carte admissible contenant p) tel que Ti/ (U) et 1r.M1 (U) soient diffeomorphes au 
produit U x !Rn. Ces proprietes soot celles d'un fibre vectoriel. Nous definissons cette 
notion ci-dessous. 

5.6. Definition. - Soit F un espace vectoriel de dimension finie. On appelle 
espace fibre vectoriel ( ou, plus simplement, fibre vectoriel) localement trivial de fibre­
type F un triplet ( E, 1r, M), ou E et M sont des varietes differentiables et 1r une 
application differentiable de E sur M, verifiant Jes proprietes suivantes. 

1. Pour tout point p EM, 1r-1(p) est muni d'une structure d'espace vectoriel de 
meme dimension que F. 
2. Pour tout point p0 E M, il existe un voisinage ouvert U de Po dans M et un 
diffeomorphisme x de 1r-1(U) sur U x F, tels que, pour tout p EU, la restriction 
de x a 1r-1 (p) soit un isomorphisme d'espaces vectoriels, de 1r-1 (p) muni de sa 
structure d'espace vectoriel definie en 1, sur {p} x F. 

Les varietes E et M, l'application 1r et la dimension k de la fibre-type F sont 
appelees, respectivement, espace total, base, projection canonique et rang du fibre 
vectoriel (E, 1r, M). Pour tout p EM, 1r-1(p) est appele fibre au point p (ou fibre 
au dessus de p). Un couple (U, x) tel que celui intervenant dans 2 ci-dessus est 
appele trivialisation locale de ( E, 1r, M) au voisinage du point p0 . 

Les trivialisations locales jouent, pour les fibres vectoriels, un role semblable a celui que 
jouent les cartes pour les varietes. 

5.7. Operations sur les fibres vectoriels. - On peut effectuer sur les fibres vectoriels 
ayant pour base une variete donnee M les memes operations que sur les espaces vectoriels. 
On peut notamment definir la somme directe, le produit tensoriel de deux ou plusieurs 
fibres vectoriels de meme base, ainsi que le dual d'un fibre vectoriel donne. Pour un 
expose plus approfondi de ces notions, le lecteur pourra se reporter par exemple au livre 
de Claude Godbillon [26]. Nous nous bornerons ici a indiquer, sans demonstration, un 
critere permettant de reconnaitre que deux fibres vectoriels soot en dualite, afin de pouvoir 
l'appliquer aux fibres tangent et cotangent. 

5.8. Proposition. - Soient (E, 1r, M) et (F, w, M) deux fibres vectoriels de meme 
base M. Soit E xM F le produit fibre de E et de F au dessus de M, muni de 
la structure de sous-variete de E x F definie en 4.15 c. On suppose qu'il existe 
une fonction differentiable, notee (x, y) f---+ (x, y), definie sur E XM F, a valeurs 
reelles, telle que, pour tout p E M, la restriction de cette fonction a Ep x Fp soit 
un couplage par dualite entre ces deux espaces vectoriels, permettant d'identifier 
chacun d'eux au dual de l'autre (c'est-a-dire une application bilineaire de Ep x Fp 
dans JR telle que, pour tout x E Ep non nul, il existe y E Fp tel que (x, y) =I= 0, 
et que pour tout y E FP non nul, il existe x E EP tel que (x, y) =I= OJ. On a pose 
EP = 1r-1 (p), FP = w-1(p). On dit alors que l'application (x, y) f---+ (x, y) est un 
couplage par dualite entre Jes fibres vectoriels ( E, 1r, M) et ( F, w, M), et chacun de 
ces deux fibres s'identifie au dual de l'autre. 

Nous pouvons done enoncer: 
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5.9. Theoreme. - Soit M une variete differentiable de dimension n. 
1. Pour tout point p EM, Jes espaces TpM et T;M, respectivement tangent et 
cotangent a M en p, sont des espaces vectoriels de dimension n en dualite ( chacun 
d'eux s'identifie au dual de l'autre). 
2. Le fibre tangent TM est l'espace total d'un fibre vectoriel localement trivial 
de fibre-type !Rn, de base M et de projection canonique TM ( application associant 
a chaque vecteur le point de M auquel il est attache). Le fibre cotangent T* M est 
l'espace total d'un fibre vectoriel, dual du precedent, dont la projection canonique 
est notee 1r M ( application associant a chaque covecteur le point de M auquel il est 
attache). 
3. La donnee d'une carte admissible (U, <p) de M determine automatiquement 
une carte admissible (TU, T<p) et une carte admissible (T*U,(p), respectivement 
de TM et de T* M, dont Jes domaines sont ]'ensemble TU des vecteurs tangents a 
M en un point de U et l'ensemble T* U des covecteurs attaches a un point de U. 

5.10. Remarque. - Par abus de langage, on designe souvent un fibre vectoriel par son 
espace total. C' est pourquoi on dit que TM est le fibre tangent et T* M le fibre cotangent 
a la variete M, alors qu'en toute rigueur ces termes designent les triplets (TM, TM, M) 
et (T* M, 1rM, M). 
5.11. Exemple: fibre tangent a un ouvert d'un espace affine. - Soit nun ouvert d'un 
espace affine £, de dimension finie, d' espace vectoriel associe E. Comme nous l' avons vu 
en 4.4 d, nest une variete differentiable. Pour tout point x den, l'espace Txn, tangent a 
n au point x, s'identifie, de maniere naturelle, a l'espace vectoriel { x} x E, isomorphe a 
l'espace vectoriel E associe a£. Le lecteur remarquera que nous avons evite d'identifier 
Txn a E car six et y sont deux points distincts den, les espaces tangents Txn et Tyn 
doivent etre disjoints. Un vecteur tangent en x a n s 'identifie done a un couple ( x, v), ou 
v EE, c'est-a-dire a un vecteur lie attache au point x. 

Quant au fibre tangent Tn, il s'identifie, de maniere naturelle au produit n x E, de base 
n, de projection canonique la projection sur le premier facteur Tn : n x E -----+ n. 

5.12. Prolongement d'une application differentiable aux vecteurs. - Soient M et 
N deux varietes differentiables, et f : M -----+ N une application differentiable de classe 
GP, avec p 2: 1. Soit x un point de M et v E TxM un vecteur tangent a M en ce 
point. Soit x : I -----+ M un representant du vecteur v. D'apres 5.4, I est un intervalle 
ouvert de JR contenant l'origine, et x(O) = x. L'application composee fox : I -----+ N 
est differentiable et verifie f o x(O) = f(x). Sa classe d'equivalence, pour la relation 
d'equivalence definie en 5.2, entre applications differentiables definies sur un intervalle 
ouvert con tenant l' origine, a valeurs dans N, et appliquant l' origine sur le point J ( x), est 
un vecteur tangent a la variete N au point f ( x). On verifie aisement que ce vecteur ne 
depend pas du choix du representant x choisi pour le vecteur v, mais depend du vecteur v 
et de l' application J. On le note Tx f ( v). 
Ainsi pour tout point x E M, nous avons defini une application v f-> Tx f ( v), definie sur 
l'espace vectoriel TxM, tangent en x a la variete M, a valeurs dans l'espace vectoriel 
Tf(x)N, tangent en f(x) a la variete N. On montre aisement que cette application est 
lineaire et a pour rang le rang def au point x (defini en 4.8). Par suite, Txf est injective 
si et seulement si f est une immersion au point s, surjective si et seulement si J est une 
submersion au point x. On l'appelle application lineaire tangente a !'application J au 
point x. 

Lorsque le point x parcourt la variete M, les applications lineaires tangentes al' application 
f en chacun des points de M se regroupent pour former une application, no tee T f, du 
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fibre tangent TM, dans le fibre tangent TN. Cette application est appelee prolongement 
aux vecteurs de !'application f. Pour tout point x de M, la restriction de T f a la fibre 
TxM est !'application lineaire tangente Txf: TxM-+ Tf(x)N. Nous avons done 

TN O T f = f O TM , 

ou TM : TM -+ M et TN : TN -+ N sont les projections canoniques des fibres tangents 
aux varietes M et N. 

En etudiant l' expression de l' application T f dans des cartes de TM et de TN associees a 
des cartes de Met de N (au sens de 5.9.3), on montre aisement que si fest differentiable 
de classe GP, avec p > 1, T fest differentiable de classe cp-l; si fest de classe C1, T f 
est continue (mais pas necessairement differentiable). 

Si f : M -+ N est un diffeomorphisme (de classe C00 ), T f : TM -+ TN est un 
isomorphisme de fibres vectoriels, et nous avons 

(Tf)-1 = T(f-1). 

5.13. Espace et fibre tangents a une sous-variete. - Soit M une variete differentiable 
et N une sous-variete de M. L'injection canonique iN : N -+ M est un plongement (done 
a fortiori une immersion). Par suite, pour tout point x E N, TxiN : TxN -+ TxM est 
une application lineaire injective, grace a laquelle l'espace tangent a la sous-variete Nau 
point x peut etre identifie a un sous-espace vectoriel de l 'espace tangent a la variete M en 
ce point. Le fibre tangent TN s'identifie done a un sous-ensemble du fibre tangent TM. 

Remarquons d'ailleurs que ces proprietes subsistent, sans changement, lorsque Nest une 
sous-variete immergee de M, au sens indique en 4.13 d. 

Supposons de plus que M soit un ouvert n d'un espace affine f de dimension finie, 
d'espace vectoriel associe E. Comme nous l'avons vu en 5.11, pour tout x E n, Txn 
s'identifie a l'espace vectoriel {x} x E, et TO s'identifie au produit n x E. Lorsque 
x E N, Tx N s 'identifie done a un sous-espace vectoriel { x} x Fx de { x} x E, ou Fx est 
un sous-espace vectoriel de E dependant du point x considere. On identifie souvent cet 
espace au sous-espace affine x + Fx de£, muni de la structure d'espace vectoriel pour 
laquelle le point x est l'origine. C'est dans ce sens que l'espace tangent en un point x a 
une surface (plongee dans un espace affine f de dimension 3) peut etre identifie a un plan 
affine def passant par le point x, muni de la structure de plan vectoriel d'origine x; on 
l'appelle alors plan tangent en x a cette surface. C'est aussi dans ce sens que l'espace 
tangent en un point x a une courbe (plongee dans un espace affine f de dimension finie 
quelconque) peut etre identifie a une droite affine de f passant par le point x, munie de 
la structure de droite vectorielle d'origine x; cette droite est appelee tangente en x a la 
courbe consideree. Ces identification doivent cependant etre employees avec prudence : 
dans le cas d'une surface plongee dans un espace affine f de dimension 3, !'intersection 
de deux plans affines de f, identifies aux espaces tangents a la surface consideree en deux 
points distincts, n'a pas de signification intrinseque (c'est-a-dire ne dependant que de la 
surface et des deux points consideres) : elle depend, de maniere essentielle, du plongement 
de la surface consideree dans f. 

5.14. Definitions. - Soit M une variete differentiable ( de classe C 00 ), TM son 
fibre tangent, et TM : TM -+ M la projection canonique. 

1. On appelle champ de vecteurs sur la variete M une section de la projection 
canonique TM, c'est-a-dire une application X : M -+ TM telle que TM o X = idM. 
2. Soit X un champ de vecteurs sur la variete diffferentiable M. On appelle 
equation dijferentielle associee a X, l'equation 

cp'(t) = X(cp(t)). (*) 
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Cette equation differentielle est dite autonome. Une solution de cette equation est 
une application differentiable cp : I -+ M d 'un intervalle ouvert I de JR dans M, 
telle que pour tout t EI, le couple (cp(t), cp'(t)) (notation definie en 5.5.a) verifie 
l'equation ( *). 
3. On appelle champ de vecteurs dependant du temps sur la variete M une applica­
tion Y : n -+ TM definie sur un ouvert n de JR x M et a valeurs dans TM, telle 
que pour tout (t,x) En, Y(t,x) soit element de l'espace vectoriel TxM, tangent 
en X a la variete M. 
4. Soit Y : n -+ TM un champ de vecteurs dependant du temps sur la variete 
M, defini sur un ouvert n de JR X M. On appelle equation dijferentielle associee a 
Y, l'equation 

1/J'(t) = Y(t,1jJ(t)). (**) 
Cette equation differentielle est dite non autonome. Une solution de cette equation 
est une application differentiable 1jJ : I -+ M d'un intervalle ouvert I de JR dans 
M, telle que pour tout t E J, le triplet (t, psi(t), 1/J'(t)) (notation definie en 5.5.a) 
verifie l'equation ( **). 

5.15. Flot d'un champ de vecteurs sur une variete. - Soit M une variete differentiable. 
On montre aisement que le theoreme de Cauchy-Lipschitz est applicable a !'equation 
differentielle autonome associee a un champ de vecteurs differentiable de classe GP (avec 
p 2: 1) sur une M. Il est applicable aussi a l' equation differentielle non autonome associee 
a un champ de vecteurs dependant du temps Y, de classe GP (avec p 2: 1) sur M. On peut 
definir le fiot et le fiot reduit du champ de vecteurs dependant du temps Y, ou du champ 
de vecteurs X, exactement comme on l'avait fait dans le chapitre II, lorsque la variete 
consideree etait un ouvert d'un espace affine de dimension finie. Les propriete du flot et 
du flot reduit etablies au chapitre II subsistent sans changement. 

5.16. Images directe et reciproque d'un champ de vecteurs par un diffeomorphisme 
Soient M et N deux varietes differentiables de meme dimension et f : M -+ N un 
diffeomorphisme. Nous supposons pour simplifier, que M, Net f soot de classe C 00 • 

Soit X : M -+ TM un champ de vecteurs de classe GP sur M, avec p 2: 1. Posons, pour 
tout pointy de N, 

f*X(y) = Tf( x(f- 1(y))). 

L'application f*X : N -+ TN est un champ de vecteurs de classe GP sur N, appele 
image directe du champ de vecteurs X par le diffeomorphisme f. On verifie aisement que 
pour toute solution cp de l' equation differentielle associee au champ de vecteurs X, f o cp 
est solution dee !'equation differentielle associee a f*X. 

Inversement, soit Y : N -+ TN un champ de vecteurs de classe GP sur N, avec p 2: 1. 
Po sons, pour tout point x de M, 

f*Y(x) = (Tf)- 1 (Y(f(x))). 

L'application f*Y : M -+ TM est un champ de vecteurs de classe GP sur M, appele 
image reciproque du champ de vecteurs Y par le diffeomorphisme f. L'image reciproque 
de Y par le diffeomorphisme f n' est autre que I 'image directe de Y par le diffeomorphisme 
1-1 : N-+ M. Nous pouvons ecrire: 

f*Y = (f- 1 )*X. 
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6. Orientation 

6.1. Preliminaires. - Nous avons rappele (paragraphe VI.2.6 a) la notion d'orientation 
d'un espace vectoriel ou affine de dimension finie. Nous allons etendre cette notion aux 
varietes differentiables en procedant comme suit: nous dirons qu'une variete differentiable 
M est orientee lorsque pour tout point x de M, une orientation de l'espace vectoriel 
tangent TxM a ete choisie, ce choix etant fait de maniere continue en fonction du point 
x considere. Nous devons cependant preciser ce que signifie la continuite du choix de 
!'orientation de TxM en fonction du point x. D'autre part, alors qu'un espace vectoriel ou 
affine de dimension finie peut toujours etre oriente, il n'en est pas de meme des varietes 
differentiables : une variete differentiable sera dite orientable lorsqu'il est possible de 
l' orienter. Les definitions qui suivent vont nous permettre de preciser ces notions. 

6.2. Definitions. - Soit M une variete differentiable de dimension n. 

1. On dit qu'on a choisi une orientation des fibres du fibre tangent TM lorsque 
pour tout point x de M, on a choisi une orientation de l'espace vectoriel tangent 
TxM, 

2. Une orientation des fibres de TM est dite continue lorsque tout point x de M 
possede un voisinage ouvert U sur lequel existent n champs de vecteurs continus 
X1, ... , Xn, tels que pour tout pointy de U, la base (Xi(y), ... , Xn(Y)) de TyM 
soit d'orientation positive. 

2. On dit que la variete differentiable M est orientable lorsqu 'il existe une 
orientation continue des fibres de TM. Lorsque c'est le cas, chaque orientation 
continue des fibres de TM est appelee orientation de la variete M, et on dit qu'on 
a oriente la variete M lorsqu'on a choisi une de ces orientations. 

6.3. Quelques proprietes 

a) Orientations possibles d'une variete orientable. - Tout comme un espace vectoriel 
ou affine de dimension finie, une variete orientable connexe possede exactement deux 
orientations distinctes. Une variete orientable non connexe, possedant p composantes 
connexes distinctes, possede 2P orientations distinctes, car chacune de ses composantes 
connexes est une variete orientable connexe qui possede deux orientations distinctes. 

b) Un critere d'orientabilite. - Soient M une variete differentiable de dimension n, 
(U1, <p1) et (U2, <p2) deux cartes admissibles de M telles que U1 n U2 =I= 0. On dit que 
ces deux cartes sont de meme orientation si pour tout point x E U1 n U2, la matrice 
jacobienne du changement de carte <p2 o <p11, au point <p1 (x ), a un determinant positif. 
Un atlas admissible (Ui, 'Pi), i E J, de la variete M tel que, pour tout couple (i, j) E / 2 

verifiant Ui n Uj =I= 0, les cartes (Ui, 'Pi) et (Uj, 'Pi) soient de meme orientation, est dit 
atlas oriente. La variete differentiable M est orientable si et seulement si elle possede un 
atlas admissible oriente. En effet, supposons que M possede un atlas admissible oriente 
(Ui, <pi), i E J. Pour tout point x de M, nous pouvons choisir une carte (Ui, <pi) telle 
que x E Ui et munir l'espace tangent TxM de !'orientation pour laquelle la base de 
TxM determinee par cette carte (voir 5.5 d) est d'orientation positive. Cette orientation 
ne depend pas du choix de la carte (Ui, <pi), et varie avec le point x de maniere continue, 
au sens de la definition 6.2 1. Par suite, l'atlas considere determine une orientation de la 
variete M. Reciproquement, si M est orientable, on peut, a partir d'un atlas admissible 
quelconque (Ui, 'Pi), i E J, de M, construire un atlas oriente. Nous pouvons en effet 
nous ramener d'abord au cas ou les Ui sont tous connexes, en reindexant si necessaire 
!'ensemble des cartes. Nous choisissons ensuite une orientation de M. Pour chaque i E J, 
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l'ouvert Ui etant connexe, deux cas sont possibles, qui s'excluent mutuellement: ou bien 
pour tout x E Ui, la base de TxM associee a la carte (Ui, 'Pi) estd'orientation positive, ou 
bien, pour tout x E Ui, cette base est d'orientation negative. Dans ce second cas, il suffit 
de remplacer 'Pi par sa composee avec une symetrie de !Rn par rapport a un hyperplan 
pour etre ramene au premier cas. L' atlas ainsi modifie est oriente. 

c) Un critere de non orientabilite. - Soit M une variete differentiable de dimension n 
et x: [O, l] ---. M une courbe parametree continue dans M. Supposons qu'on ait choisi, 
pour touts E [O, l], une orientation de l'espace tangent Tx.(s)M. Adaptant la definition 
6.2 2, nous dirons que !'orientation ainsi choisie depend continument de s si pour tout 
points E [O, 1 J, il existe un voisinage W des dans [O, 1 J, et n champs de vecteurs con tin us 
X 1 , ... , Xn definis sur un voisinage ouvert de x(s) dans M, tels que pour tout t E W, 

la base (x1 (x(t)), .. . , Xn (x(t))) soit de meme orientation que !'orientation choisie de 

Tx.(t)M. 

Posons x(O) = a, x(l) = b. En utilisant la compacite de [O, l], il est facile de prouver que 
lorsqu'on a privilegie une des deux orientations possibles de TaM on peut, de maniere 
unique, choisir pour touts E [O, l] une orientation de Tx.(s)M de maniere telle que cette 
orientation depende continument des et soit, pours = 0, celle que l'on a privilegiee. En 
faisant s = 1, nous determinons ainsi une orientation de nM, et nous dirons que cette 
orientation est deduite de celle specifiee de TaM par tramport continu le long de la courbe 
parametree X· 

Supposons maintenantque la courbe parametree x: [O, l] ---. M soit un lacet, c'est-a-dire 
qu'elle verifie a= x(O) = x(l) = b. Specifions une orientation de TaM, et transportons­
la le long du lacet x par transport continu. Nous obtenons ainsi une autre orientation de 
TaM. Si la variete M est orientable, il est facile de voir que ces deux orientations de TaM 
coi'ncident, quels que soient le point a et le lacet x consideres. Inversement, en utilisant 
le fait que chaque composante connexe d'une variete differentiable est connexe par arcs, 
on montre aisement que si variete M est non orientable, il existe un point a E M et un 
lacet continu x : [O, l] ---. M, verifiant x(O) = x(l) = a, tels qu'en transp011ant une 
orientation de TaM par transport continu le long de ce lacet, on obtienne !'orientation de 
TaM opposee a celle initialement choisie. 

6.4. Exemples 

a) Les espaces projectifs reels et complexes. - Soit 1K = JR ou C. On note IP'(n, OC) 
l'espace projectif de dimension n sur le corps OC, c'est-a-dire le quotient de ocn+i - {O} 
par la relation d'equivalence: X = (x 1, ... , xn+l) equivalent a y = (y1, ... , yn+l) s'il 
existe .\ E OC, .\ =I- 0, tel que y = .\x. 

On montre aisement (exercice VII.5) que l'espace projectif reel IP'(n, JR) est une variete 
differentiable de dimension n, orientable si n est impair et non orientable si n est pair. 

Nous n'avons defini dans cet ouvrage que les varietes differentiables reelles. Mais il est 
facile d'adapter les definitions 4.3 afin de definir la notion de variete analytique complexe 
de dimension ( complexe) n : les cartes d'une telle variete sont a valeurs dans en, et les 
changements de cartes sont des diffeomorphismes analytiques. Toute variete analytique 
complexe de dimension n possede une structure sous-jacente de variete analytique reelle 
de dimension 2n, qu'on obtient en identifiant ea IR.2 , done en a JR2n. On montre aisement 
que pour cette structure de variete reelle sous-jacente, toute variete analytique complexe est 
orientable. On montre aisement (exercice VII.5) que l'espace projectif complexe IP'(n, q 
est une variete analytique complexe de dimension n done ausssi, pour sa structure de 
variete reelle sous-jacente, une variete analytique reelle orientable de dimension 2n. 



264 Chapitre VII. Complements 

b) La bande de Mobius. - Sur le rectangle JR.x] - 1, 1[, considerons la relation 
d' equivalence 

(x1, yi) equivalent a (x2, Y2) si x2 - x1 = k7r, avec k E Z, et Y2 = (-llY1. 

Le quotient de JR x ] -1, 1 [ par cette relation d' equivalence est appele bande de Mobius. On 
montre ( exercice VII.6) que c' est une variete differentiable non orientable de dimension 2. 

c) La bouteille de Klein. - Dans le plan JR.2, considerons la relation d'equivalence 

( ) , . 1 , ( ) . { x2 - x1 = k1r , avec k E Z, et 
x 1, y1 eqmva ent a X2, Y2 s1 ( l)k 2z z E '71 Y2 - - Y1 = 1r , avec !LJ • 

La bouteille de Klein est une variete differentiable compacte, non orientable, de 
dimension 2 (exercice VIl.7). 

Le theoreme suivant montre qu'a toute variete differentiable non ~entable M, on peut 
associer de maniere naturelle une variete differentiable orientable M appelee revetement 
orientable a deuxfeuillets de cette variete. 

6.5. Theoreme.- Soit M une varietf_ differentiable connexe non orientable.].!_ existe 
une variete differentiable connexe M et une application differentiable 1r : M -+ M 
ayant les proprietes suivantes : 

(i) la variete ii est orientable; 

(ii) tout point x de M possede un voisinatr_e connexe V tel que 1r-1(V) ait 
exactement deux composantes connexes Vi et V2 et que la restriction de 1r 

a chacun des ~ soit un diffeomorphisme de ~ sur V ( avec i = 1 ou 2). 

De plus, le couple ( M, 1r) est unique a un diffeomorphisme pres, ce qui signifie que 
si M' est une variete differentiable connexe et 1r' : M' -+ M une application 
differentiable verifiant, comme ii et 1r, les proprietes (i) et (ii), il existe un 
diffeomorphisme h : M' -+ M tel que 1r' = 1r o h. 

Preuve : Nous nous bomerons a indiquer les grandes lignes de la construction d'un 

couple (M, 1r) verifiant les proprietes (i) et (ii). Pour plus de details et pour la preuve de 

l 'unicite de ( M, 1r) a un diffeomorphisme pres, le lecteur pourra consulter, par exemple, 
l'ouvrage de Claude Godbillon [27], chapitre VII paragraphe 5 et chapitre X paragraphe 
4. Soit n la dimension de M, et (Ui, <pi), i E J, un atlas admissible de cette variete. Soit 
d'autre parts : JR.n -+ ]Rn une symetrie de JR.n par rapport a un hyperplan (nous pouvons, 
par exemple, prendre pours !'application (x1, ... , Xn) t-----t (x1, ... , Xn-l, -xn)). Pour 
chaque i E I et e E { -1, 1 } , po sons 

{ <pi si e = 1, 
<p(i,e) = so <pi si e = -1. 

Considerons la somme topologique 

Z= ui x { ( i, .s) } . 
(i,e)Elx{ -1,1} 

C'est, de maniere naturelle, une variete differentiable dont les cartes (a domaines deux 
a deux disjoints) sont les (Ui x { (i,.s) }, <p(i,,,>). Nous definissons sur Z une relation 
d'equivalence en convenantque deux points (x, (i, .s)) et (y, (j, .s')) de Z sontequivalents 

si x = y et si de plus la matrice jacobienne de <p(1,,,,) o <p(i,1e) a, en tout point, un 
determinant positif. Le quotient de Z par cette relation d'eqmvalence peut ne pas etre 
connexe. Soit M une de ses composantes connexes. On verifie alors que M est une variete 
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differentiable connexe et orientable, de meme dimension n que M. Soit x un point de 

M, et (x, (i, c)) E Z un representant de x. Le point x de M depend de x, mais non du 

representant choisi; nous pouvons done poser 1r(x) = x. On verifie alors que 1r : M-+ M 
est une application differentiable qui verifie la propriete (ii). D 

6.6. Exemples. - Les revetements orientables de l'espace projectif reel JP'(2p, IR) de 
dimension paire 2p, de la bande de Mobius et de la bouteille de Klein sont determines 
dans les exercices VII.5, VII.6 et VII.7. Ce sont, respectivement, la sphere de dimension 
paire 8 2P, le cylindre 8 1 x] - 1, 1( et le tore 11'2 = 8 1 x 8 1. 

7. Exercices 

Exercice Vll.1. Determiner les parties semi-simples et nilpotentes des endomorphismes 
de IR2 dont les matrices sont donnees ci-dessous: 

A= ( ~ i) , B = ( ~ ! 1 ) , C = ( ~ ~) . 

Exercice VII.2. Que peut-on dire de l'endomorphisme de IR4 ayant pour matrice 

(~ ~ 1 D ? 

Exercice VII.3. Pour quelles valeurs des parametres a, b et c les endomorphismes de 
IR2 ou de IR3 ayant pour matrices 

-1) 
b ' C=(~ ~ ~) 

Q Q C 

sont-ils semi-simples? ou nilpotents? 

Exercice VII.4. [Exemples de varietes orientables]. 

1) Montrer que pour sa structure de variete reelle sous-jacente, une variete analytique 
complexe est toujours orientable. 

2) Montrer que l 'espace total du fibre tangent a une variete differentiable est toujours une 
variete orientable. 

Exercice VII.5. [Les espaces projectifs]. Ils ont ete definis en 6.4 a. 

1) Pour OC = IR ou C, montrer qu' il existe sur JP'( n, OC) une structure de variete differentiable 
telle que la projection de ocn+l - {O} sur JP'(n, OC) soit un diffeomorphisme loocal. On 
definira un atlas de JP'( n, OC) et on donnera l 'expression explicite des changements de carte. 

2) Montrer que l' es pace projectif reel JP'( n, IR) est orientable sin est impair et non orientable 
si n est pair. 

3) Montrer que le revetement orientable a deux feuillets de l' espace projectif reel JP'( 2p, IR), 
de dimension paire 2p, est la sphere 8 2P. 

Exercice VII.6. [La bande de Mobius]. Elle a ete definie en 6.4 b. 

1) Montrer que la bande de Mobius est une variete differentiable non orientable de 
dimension 2. Pour cela, on pourra en construire un atlas et donner l'expression explicite 
des changements de carte, puis utiliser le critere 6.3 c. 
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2) Montrer que le revetement orientable a deux feuillets de la bande de Mobius est le 
cylindre 8 1 x] - 1, 1[. 
3) Montrer que l' ensemble des droites non orientees du plan peut, de maniere naturelle, 
etre muni d'une structure de variete differentiable qui en fait une bande de Mobius. 
[Indication : on pourra prealablement definir une structure differentiable sur !'ensemble 
des droites orientees du plan.] 

Exercice VII.7. [La bouteille de Klein]. Elle a ete definie en 6.4 c. 

1) Montrer que la bouteille de Klein est une variete differentiable non orientable de 
dimension 2. Pour cela, on pourra en construire un atlas et donner l' expression explicite 
des changements de carte, puis utiliser le critere 6.3 c. 

2) Montrer que le revetement orientable a deux feuillets de la bouteille de Klein est le tore 
11'2 = 31 X 31, 

3) Construire un plongement de la bouteille de Klein dans IR4 . 

8. Solutions 

Solution VII.1. Le polynome caracteristique de A est IIA(X) = (1 - X) 2 • La seule 
valeur propre est 1, avec la multiplicite 2. Les parties semi-simple et nilpotente de A sont, 
respectivement, 

( ~ ~ ) et ( ~ ~ ) . 

Le polynome caracteristique de Best IIB(X) = -(1 + X)(l - X). Les deux valeurs 
propres, 1 et -1, sont simples. L'endomorphisme B est done semi-simple, et meme 
diagonalisable sur le corps R Soient e1 et e2 les vecteurs de la base canonique de JR2• 

Alors e1 et e1 - 2e2 sont vecteurs propres de B associes, respectivement, aux valeurs 
propres 1 et -1. 

Le polynome caracteristique de C est IIc(X) = -(1 + X)(l - X). Les deux valeurs 
propres, 1 et -1, sont simples. L'endomorphisme C est done semi-simple, et meme 
diagonalisable sur le corps R Les vecteurs e1 + e2 et e1 - e2 sont vecteurs propres de C 
associes, respectivement, aux valeurs propres 1 et -1. 

Solution VII.2. Notons e1, e2, e3 et e4 les vecteurs de la base canonique de IR4 . L'image 
de A est le sous-espace de dimension 1 engendre par e1 + 2e2 + 3e3 +4e4 , et son noyau est 
le sous-espace de dimension 3 engendre par e1 - e2, e2 - e3 et e3 - e4 , qui sont vecteurs 
propres associes a la valeur propre 0, de multiplicite 3. La seule autre valeur propre est 10, 
de multiplicite 1, dont e1 + 2e2 + 3e3 + 4e4 est un vecteur propre associe. Comme il ya 
une base de vecteurs propres, A est semi-simple, et meme diagonalisable sur le corps R 

Solution VII.3. Lorsque a f- 1, l'endomorphisme de matrice A a des valeurs propres 
simples, done est semi-simple. Lorsque a = 1, cet endomorphisme admet 1 pour valeur 
propre double. Sa decomposition en partie semi-simple et partie nilpotente est 

(~1 ~)=(~ ~)+(=~ ~). 
Done lorsque a = 1, A n'est ni semi-simple ni nilpotent. 

Lorsque b n' est egal ni a -1, ni a 3, les valeurs propres de B sont simples, B est done 
semi-simple. Lorsque b = -1, B est nilpotent. Lorsque b = 3, la decomposition de B en 
partie semi-simple et partie nilpotente est 

(1 -1) = (2 0) (-1 
1 3 0 2 + 1 

-1) 1 . 
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Done lorsque b = 3, B n'est ni semi-simple ni nilpotent. 

Le polynome caracteristique de C est IIc(X) = (1-X)2 (c- X). Comme 1 est toujours 
valeur propre, C n' est jamais nilpotent. 

Lorsque c = 1, C admet 1 pour valeur propre triple et a pour decomposition en partie 
semi-simple et partie nilpotente 

0 ! D G ! D+O ~ D 
Done lorsque c = 1, C n'est ni semi-simple ni nilpotent. 

Lorsque c i- 1, C admet 1 pour valeur propre double, et le sous-espace propre 
correspondant est de dimension 1 : il est engendre par le second vecteur e2 de la base 
canonique de IR3 . L' endomorphisme C n' et done, dans ce cas, ni semi-simple, ni nilpotent. 
L' algorithme de la proposition 1.16 permet de determiner ses parties semi-simple et 
nilpotente. Ce sont, respectivement, 

( ~ ~ ~) ct (~ ~ ~) 
0 0 C O O 0 

Solution VII.4. [Exemples de varietes orientables]. 

1) Soit (Uk, 'Pk), k E I, un atlas d'une variete analytique complexe M. Soient k et l deux 
elements de I. Le changement de cartes c.p1 o c.p,; 1 s'exprime par des formules de la forme 
( z1, ... , Zn) f-* ( Z 1, ... , Zn) , ou chaque Zi est une fonction holomorphe, a valeurs 
complexes, des n variables complexes z1, ... , Zn. Posons, pour chaque j (1 ::; j ::; n), 

zj = xj + iyj , zj = xj + i}'j . 

Les Xj et Yj sont maintenant 2n fonctions differentiables des 2n variables reelles 
x1, ... , Xn, y1, ... , Yn· La matrice jacobiennne du changement de cartes, pour la structure 
de variete reelle sous-jacente, a pour expression 

ax1 aX1 aX1 aX1 

ax1 axn ay1 ayn 

a.kn a.kn axn a.kn 

OX1 OXn 8y1 oyn 
8Y1 8Y1 8Yi 8Y1 

OX1 OXn 8y1 oyn 

{)Yn {)Yn {)Yn {)Yn 

ax1 OXn 8y1 OYn 

M . d' ' 1 1 . d C h · {)Xi {)Y; {)Y; {)Xi · ais apres esre ations e auc y-Riemann -0 = -0 , - = --- ,lamatnce 
Xj Yj OXj {)yj 

jacobienne de changement de cartes est de la forme ( _t 1) ,ou A et B sont des 

matrices n x n. Son determinant (detA) 2 + (detB) 2 est done positif. Le critere 6.3 b 
montre que la variete M, pour sa structure reelle sous-jacente, est orientable. 

2) Soit (Uk, 'Pk), k E I, un atlas d'une variete differentiable M. Soient k et l deux 
elements de I. Le changement de cartes c.p1 o c.p,; 1 s'exprime par des formules de la 
forme (x1, ... , Xn) f-* (y1, ... , Yn), ou chaque Yi est une fonction differentiable, a 
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valeurs reelles, des n variables reelles xi, ... ,xn, Pour les cartes associees de TM, le 
changementde cartes s'ecrit (xi,,,, ,Xn,Vi,,, ,vn) f-* (Yi,,,,, Yn,Wi,,,, ,wn), avec 

~ 8yi 
Wi = ~aVk, 

k=i Xk 
La matrice jacobienne du champ de cartes, pour le fibre tangent, a done pour expression 

8yi ayi o o 
8xi OXn 

8yn 8yn 
0 0 

8xi OXn 
n a2yi 

n a2yi 8yi 8yi L Vk L Vk 8xi OXn k=i 8xiOXk 8xn8Xk k=i 

Ln 8 2yn Ln 82Yn 8yn 8yn 
---Vk Vk 
8xi8xk OXnOXk 8xi 8xn k=i k=i 

Elle est de la forme ( ~ 1 ) ,ou A et B sont des matrices n x n. Son determinant 

(detA) 2 est done positif. Le critere 6.3 b montre que l'espace total TM du fibre tangent 
est une variete orientable. 

Solution VII.5. [Les espaces projectifs]. 

1) Notons 1r : JR.n+i - { 0} -+ IP'(n, IR.) la projection canonique. Pour chaque i 
(1 :S: i :S: n + 1), soit V; !'ensemble des elements x = (xi, ... , xn) de JR.n+i - { 0} tels 
que Xi f. 0, et Ui = 1r(ll;). Les V; sont des ouverts de JR.n+i - { 0 }, dont la reunion est 
JR.n+i - { 0 }. Soit 'I/Ji : V; -+ IR.n !'application 

'I/Ji : (xi, ... , Xn+i) f-* z = (zf = x~ , 1 :S: k :S: n + 1, k f. i) . 
Xi 

Deux elements x ety de V; sontequivalents si et seulement si '1/Ji(x) = '1/Ji(y). Il existedonc 
une application bijective 'Pi : Ui -+ IR.n telle que pour tout x E V;, 'I/Ji ( x) = 'Pi o 1r ( x). 

Munissons IP'(n, IR.) de la topologie pour laquelle chaque Ui est un ouvert et chaque 'Pi 
un homeomorphisme de Ui sur IR.n. On verifie d'ailleurs que cette topologie n'est autre 
que la topologie quotient de celle de JR.n+l - { 0} par la relation d'equivalence servant a 
definir IP'(n, IR.). Les (Ui, c.pi), 1 :S: i :S: n + 1, forment un atlas de IP'(n, IR.), qui definit sur 
cet espace une structure de variete topologique de dimension n. Nous allons prouver que 
cet atlas est differentiable. 

Soient i et j deux elements distincts de { 1, ... , n } . L' ensemble Ui n Ui est non vide, car 
1r-i (Ui n Ui) = V; n l1:i est !'ensemble des elements x = (xi, ... , Xn+i) tels que Xi f. 0 
et xi f. 0. Soit x un element de Ui n Ui. Notons 'Pi(x) = (Yk; 1 :S: k :S: n + 1, k f. i), 
et 'Pi (x) = (zz ; 1 :S: l :S: n + 1, l f. j). L'element x = (xi, ... , Xn+i) de JR.n+i - { 0 }, 
defini par 

_ { Yk si 1 :S: k :S: n + 1 , k f. i , 
Xk - 1 . k . 

Sl = 1,, 

est un representant de±. Nous avons done xi = Yi f. 0, et les composantes z1 de 'Pi(±) 
ont pour expression 

{ 
Yz si 1 :S: l :S: n + 1 , l f. i , l f. j , 
Yi 

Zz = 1 
- si l = i. 
Yi 
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L' application de changement de cartes 'P} o cp-; i est analytique ( et meme, plus precisement, 
algebrique puisqu'elle s'exprime au moyen de fractions rationnelles). L'atlas de JP>(n, JR) 
que nous avons construit est done analytique. 

Les memes raisonnements s'appliquent a JP>(n, q. 
2) Nous avons vu (4.15 b) que la sphere sn est une sous-variete de JRn+1, contenue 
dans l'ouvert JRn+i - { 0 }. Chaque point x de JP>(n, JR) a deux representants elements de 
Sn, qui SOnt deux points diametralement opposes (xi, ... , Xn+i), et (-xi, ... , -Xn+i), 
avec ~~i/ x; = 1. Nous voyons ainsi qu'on peut definir l'espace projectif JP>(n, JR) 
comme quotient de la sphere sn par la relation d'equivalence dont les classes sont les 
couples de points diametralement opposes. On verifie aisement que la topologie et la 
structure differentiable ainsi obtenues sur JP>(n, JR) coYncident avec celles construites dans 
la question precedente. 

Pour tout point x E sn, munissons l' es pace tangent Tx sn de l' orientation telle qu' en 
prenant une base d'orientation positive de cet espace et en lui ajoutant, comme n + 1-ieme 
vecteur, un vecteur dirige vers l 'exterieur de la sphere, on obtienne une base d' orientation 
positive de JRn+i. Nous avons ainsi defini une orientation de sn, done prouve que sn est 
une variete orientable. 

L'application antipodale x I--* -x transforme chaque vecteur de JRn+i en son oppose, 
done transforme une base de JRn+l en une base de meme orientation sin+ 1 est pair, 
d'orientation opposee sin+ 1 est impair. Cette application transforme un vecteur, attache 
au point x de sn et dirige vers l'exterieur de la sphere, en un vecteur attache au point 
-x de la sphere et dirige aussi vers l'exterieur. Par suite, le prolongement aux vecteurs 
de !'application antipodale x I--* -x transforme une base de Txsn d'orientation positive 
(pour !'orientation de sn definie ci-dessus) en une base de T_xsn 

- d'orientation positive sin est impair, 

- d'orientation negative sin est pair. 

Nous en deduisons que sin est impair, JP>(n, JR) est orientable car on peut orienter l'espace 
tangent en chacun de ses points d'une orientation telle que la projection canonique de 
sn sur JP>(n, JR) preserve !'orientation. Nous en deduisons aussi que sin est pair, JP>(n, JR) 
n'est pas orientable. Considerons en effet un demi-grand cercle de la sphere sn ,joignant 
deux points diametralement opposes x et -x. Sa projection sur JP>(n, JR) est un lacet 
ayant pour origine et pour extremite le point x (classe d'equivalence commune ax et 
-x). Choisissons une orientation de l'espace tangent TxlP'(n, JR), et transportons cette 
orientation par transport continu le long de ce lacet, comme indique en 6.3 c. En relevant 
sur la sphere ce transport continu, nous obtenons sur la sphere sn une orientation de 
l'espace tangent a la sphere en chaque point du demi-grand cercle joignant les points x et 
-x, dependant continftment du point considere. Comme la sphere sn est orientable, les 
orientations de Txsn et de T_xsn ainsi construites sont soit toutes deux positives, soit 
toutes deux negatives. Par suite l' orientation initialement choisie de TxlP'( n, JR) et celle 
obtenue par transport continu le long du lacet considere, sont opposees. Le critere 6.3 c 
permet de conclure. 

3) Nous avons vu dans la question precedente que pour tout entier n > 0, ii existe un 
revetement de JP>(n, JR) par la sphere sn, chaque point de JP>(n, JR) ayant dans sn deux 
antecedents diametralement opposes. 

Supposons n pair. La sphere sn etant orientable et l'espace projectif JP>(n, JR) ne l'etant 
pas, l'unicite du revetement orientable a deux feuillets (a un diffeomorphisme pres) nous 
permet d'affirmer que sn est bien le revetement orientable a deux feuillets de lP(n, JR). 
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Pour n impair, 3n et lP'(n, JR) sont deux varietes orientables. Pour n = 1, 8 1 et lP'(l, JR) 
sont diffeomorphes. Mais pour n > 1, ce n'est en general pas le cas: par exemple, pour 
n = 3, la sphere 8 3 s'identifie au groupe 8U(2) et lP'(3, IR) s'identifie au groupe 80(3). 

Solution VII.6. [La bande de Mobius]. Notons M la bande de Mobius et w : 
IR x J -1, 1 [---+ M la projection canonique. Les restrictions dew a J -1r /2, 1r /2 [ x J -1, 1 [ 
et a J0,1r[x]- 1,1[ sont injectives. Posons U1 = w(J - 1r/2,1r/2[xJ -1,1[, 
U2 = w( JO, 1r[ x J - 1, 1[, et notons c.p1 et c.p2 les inverses des restrictions de w, 
respectivement, a J - 1r /2, 1r /2[ x J - 1, 1[ et a JO, 1r[ x J - 1, 1[. Munissons M de la 
topologie pour laquelle U1 et U2 sont des ouverts, c.p1 et c.p2 des homeomorphismes. Nous 
obtenons ainsi un atlas ( (U1 , c.p1), (U2, c.p2)) de M, qui faitde M une variete topologique. 
Afin de determiner l' expression des changements de carte, nous remarquons que U1 n U2 
a deux composantes connexes, que nous noterons W et W', qui sont respectivement 

W = w(]O, 1r/2[ x J-1, 1[), W' = w(]-1r/2, 0[ x J-1, l[) = w(J1r/2,1r[ x J-1, 1[). 

L'application changement de carte cp2 o cp11 a pour expression 

-1( ) { (x,y) siO < x < 1r/2, 
'P20 'P1 x,y = (x-1r,-y) si1r/2<x<1r. 

L'application de changement de carte est differentiable. La bande de Mobius M est done 
une variete differentiable, de dimension 2. 

Nous attirons !'attention du lecteur sur le fait que la construction decrite ci-dessus est 
!'equivalent mathematique exact de la construction physique d'une bande de Mobius au 
moyen de deux rectangles de papier, de longueur 1r et de largeur 2 : on commence par 
coller ces deux rectangles ensemble de fa<ron telle qu'un des cotes de longueur 2 de l'un 
des rectangles soit exactement au milieu de l' autre rectangle, parallele aux deux cotes de 
longueur 2. On obtient ainsi un seul rectangle, de longueur 31r /2 et de largeur 2, dont la 
partie centrale est en double epaisseur. Puis on colle ensemble les deux parties en simple 
epaisseur du ruban ainsi obtenu, apres l' avoir vrille. 

Le critere 6.3 c, avec pour lacet la projection de [O, 1rJ x { 0 }, montre immediatement que 
la bande de Mobius n'est pas orientable. 

2) Le quotient de IR par la relation d'equivalence 

XI equivalent 3. X2 Si X2 - XI = 2k1r, avec k E Z, 

est le cercle trigonometrique 8 1. Le quotient de IR x J - 1, 1 [ par la relation d' equivalence 

(x1, Y1) equivalent a (x2, y2) si x2 - x1 = 2k1r et y2 = y1, avec k E Z, 

est done le cylindre 8 1 x J - 1, 1[. 11 est facile de voir que le quotient de ce cylindre par 
la relation d'equivalence 

(01, Y1) equivalent a (02, Y2) si 02 - 01 = k1r et Y2 = (-1ty1, avec k E Z, 

n'est autre que la bande de Mobius. Le cylindre est connexe et orientable, et sa projection 
sur la bande de Mobius M satisfait les conditions (i) et (ii) du theoreme 6.5. Le cylindre 
8 1 x J - 1, 1 [ est done bien le revetement orientable a deux feuillets de la bande de Mobius 
M. 
3) Soit £ 2 un plan affine. En choisissant pour origine, de maniere quelconque, un point 0 
de ce plan, nous l'identifions al' espace vectoriel associe E 2. Nous munissons E 2 d'une 
structure euclidienne et d'une orientation. Soit D. une droite affine orientee du plan £2, et 
P la projection orthogonale du point O sur cette droite. Nous pouvons associer a la droite 
orientee D. uncouple (0, y), ou O E 8 1 et y E JR, de la maniere suivante: 0 est l'angle 
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polaire d'un vecteur directeur de la droite orientee .6., et yest la longueur du segment de 
droite OP, c'est-a-dire la distance de l'origine O a la droite .6., affectee du signe + si la 
base de E 2 formee par le vecteur OP (d'origine O et d'extremite P) et par le vecteur 
directeur de .6., ranges dans cet ordre, est d'orientation positive, et du signe - dans le cas 
contraire. La correspondance .6. 1---t ((}, y) ainsi construite est une bijection de !'ensemble 
des droites affines du plan £2 sur le cylindre 8 1 x JR, qu'on peut employer pour definir, 
sur l' ensemble des droites orientees de £2, une structure de variete differentiable. 
Supposons maintenant que .6. soit une droite affine non orientee du plan £ 2• Nous pouvons 
!'orienter de deux manieres differentes. Nous obtenons ainsi deux droites orientees .6. + 
et .0.-, auxquelles correspondent deux points (0, y) et((}+ 1r, -y) du cylindre 8 1 x R 
Nous voyons done que !'ensemble des droites affines non orientees du plan £2 s'identifie 
au quotient du cylindre 8 1 x IR par une relation d'equivalence, qui n'est autre que celle 
rencontree dans la question precedente. La seule difference notable est la suivante : dans la 
question precedente, le cylindre considere etait 8 1 x J - 1, 1[, tandis que dans la question 
presente c'est 8 1 x R Mais comme IR et J - 1, 1[ sont diffeomorphes, nous pouvons 
quand meme conclure que !'ensemble des droites affines non orientees du plan possede 
une structure de variete differentiable naturelle pour laquelle il s'identifie a une bande de 
Mobius. 

Le lecteur est invite a construire, de maniere analogue, une structure de variete 
differentiable sur !'ensemble des droites affines non orientees de lR.3 . 

Solution VII.7. [La bouteille de Klein]. 

1) N otons K la bouteille de Klein et w : IR 2 -+ K la projection canonique. La restriction de 
w a tout rectangle ouvert de la forme Ja, b[ x Jc, d[, avec O < b- a ::s; 1r, 0 < d- c ::s; 21r, 
est injective et a pour image une partie U(a,b,c,d) de K. On note 'P(a,b,c,d) l'inverse de la 
restriction dew a Ja, b[ x Jc, d[. On munit K de la topologie pour laquelle les U(a,b,c,d) 

sont des ouverts et les 'P(a,b,c,d) des homeomorphismes. On verifie d'ailleurs que cette 
topologie n'est autre que la topologie quotient de celle de lR.2 par la relation d'equivalence 
qui definit K. L'ensemble des (U(a,b,c,d), 'P(a,b,c,d)) constitue un atlas de K, qui en fait 
une variete topologique connexe de dimension 2. 

Afin de donner une forme relativement simple aux formules de changement de carte, nous 
imposerons aux reels a, b, c, d de verifier O < b - a ::s; 1r /2, 0 < d - c ::s; 1r. En raison 
de ces inegalites, !'intersection du domaine de definition de deux cartes, s'il est non vide, 
est connexe. Soient alors (U(a,b,c,d), 'P(a,b,c,d)) et (U(a' ,b' ,c' ,d'), 'P(a' ,b' ,c' ,d')) deux cartes 
verifiant ces conditions. Nous avons U(a,b,c,d) n U(a' ,b',c' ,d') i= 0 si et seulement s'il existe 
deux entiers k et l tels que l' on ait, a la fois, 

Ja + k1r, b + k1r[ n Ja', b'[ i= 0 
et 

{ Jc+ 21rl, d + 21rl[ n Jc', d'[ i= 0 si k est pair, 
J - d + 21rl, -c + 21rl[ n Jc', d'[ i= 0 si k est impair. 

Lorsque c' est le cas, chacun des en tiers k et l est unique ( en raison des inegalites imposees ). 
L'application de changement de carte 'P(a' ,b' ,c' ,d') o c.p(a\,c,d) a pour expression 

(x,y) 1---t (x' = x+ k1r, y' = (-lly + 2l1r). 

Les applications de changement de carte etant differentiables, la bouteille de Klein K est 
une variete differentiable. 

En appliquant le critere 6.3 c au lacet w([O, 1rJ x { 0} ), on montre aisement que K est non 
orientable. 
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2) Le quotient de JR2 par la relation d'equivalence 

(x1, yi) equivalent a (x2, Y2) si x2 - x1 = 2k7r, Y2 - Y1 = 2l1r, avec k E Z, l E Z, 

est le tore 1I'2 = 8 1 x 8 1. La bouteille de Klein K, est le quotient de ce tore par la relation 
d'equivalence 

( /3 ) , . , ( /3 ) . { a2 - a1 = k1r, avec k E Z, et 
a 1, 1 eqmvalenta a2, 2 s1 /3z-(-l)k/31 = 2l1r, aveclEZ. 

On verifie aisement que la projection canonique de 1I'2 sur K est un revetement a deux 
feuillets. Comme 1I'2 est connexe et orientable, ce revetement est le revetement orientable 
a deux feuillets de K. 

3) Rappelons d'abord les formules permettant de plonger le tore 1I'2 = 8 1 x 8 1 dans JR3 . 

Soient R et r deux reels verifiant O < r < R. L'application f: (cp, 0) 1----> (x, y, z), ayant 
pour expression 

{ 
x = ( R + r cos 0) cos cp , 

y = (R + rcosO) sincp, 

z = r sinO, 

est un plongement du tore 1I'2 dans JR3 • On peut modifier legerement ces formules 
afin d'obtenir un plongement de la bouteille de Klein K, dans JR4 • Soit en effet 
g : ( cp, 0) 1----> (x, y, z, t) !'application de 1I'2 dans JR4 definie par 

! x = (R + rcosO) cos(2cp), 

y = (R + r cos 0) sin(2cp), 

z = r sin (J cos cp , 

t = r sin (J sin cp . 

On verifie que deux points du tore de coordonnees angulaires ( cp, 0) et ( cp', O') ont meme 
image si et seulement si l'on a, soit cp = cp' et (J = O' (modulo 21r), soit cp' = cp + 1r et 
0 + O' = 0 (modulo 21r). L'image de 1I'2 par !'application g s'identifie done au quotient 
du tore par la relation d'equivalence rencontree dans la question precedente lors de la 
construction du revetement a deux feuillets de la bouteille de Klein par le tore. 

Afin de s'assurer qu'on a bien construit ainsi un plongement, il suffit de verifier que la 
matrice jacobienne de !'application g est partout de rang 2, ce qui ne presente pas de 
difficulte. 



Bibliographie 

1. Conseils de lecture 

Les sujets traites dans le present livre sont presentes aussi dans la plupart des ouvrages 
recents sur les systemes dynamiques, tels que [3, 4, 5, 19, 20, 25, 29, 35, 36, 37, 50, 51, 
61, 63). Pour la plupart, ces ouvrages sont plus complets et d'un niveau plus eleve que le 
present livre. Quelques uns cependant sont accessibles a des etudiants de deuxieme cycle : 
c'est le cas, notamment, de l'ouvrage de M. Demazure [19) (issu d'un cours enseigne a 
l'ecole Polytechnique), de l'ouvrage de M. Hirsch et S. Smale [35) (ou le lecteur trouvera 
d'interessantes applications des systemes dynamiques a l'ecologie) et de l'ouvrage de 
R. Devaney [20). Ce dernier est particulierement recommande, car il expose, de maniere 
remarquablement claire, les idees essentielles de la theorie des systemes dynamiques 
d'abord dans le cas simple ou l'espace des phases est de dimension 1; de plus il traite 
certains aspects importants (tels que la stabilite structurelle, les systemes chaotiques, la 
dynamique symbolique, !'iteration d'applications analytiques dans le plan complexe ou 
la sphere de Riemann) qui n'ont ete qu'effleures, ou n'ont pas ete abordes dans le present 
livre. 

L'ouvrage de M.C. Irwin [37), relativement concis, offre une excellente presentation du 
theoreme de Hartman et Grohman et du theoreme des varietes stable et instable, avec des 
demonstrations completes et elegantes. 

Les tres riches ouvrages deJ.H. Hubbard et B.H. West [36), L. Perko [51) etF. Verhulst [61) 
presentent a peu pres tous les sujets traites dans ce livre, plus quelques autres tels que 
la methode de moyennisation, la stabilite structurelle, les bifurcations. lls contiennent de 
nombreux exemples. 11 en est de meme des ouvrages de J. Guckenheimer et P. Holmes [29) 
et de S. Wiggins [63], plus orientes vers l'etude des dynamiques chaotiques. 

Les ouvrages deR. AbrahametJ. Robbin [l], D.V. Anosov, VJ. Arnol'detS.P. Novikov [3, 
4, 5), G.D. Birkhoff [9], M. Chaperon [12), J.-P. Frarn;oise [25), J. Moser [47), J. Palis et 
W. de Melo [50), sont, a notre avis, d'un niveau plus eleve. Les sujets qui y sont traites 
(transversalite, genericite, formes normales, stabilite structurelle, bifurcations, ... ) n'ont 
pas ete abordes dans le presentlivre. L'ouvrage de J. Palis et W. de Melo [50) estcependant 
partiellement abordable pour un etudiant de second cycle. Celui de M. Chaperon [12) 
comporte une etude approfondie des theoremes de conjugaison differentiable du type du 
theoreme de Sternberg. 

Le petit livre d'Edward Nelson [49], tres original, interessera les lecteurs qui souhaitent 
rapprocher les mecaniques classique et quantique. 11 contient une etude approfondie des 
proprietes du flot d'un champ de vecteurs au voisinage d'un point d'equilibre (il presente, 
notamment, le theoreme de Sternberg que nous avons cite sans demonstration), et compare 
ces proprietes a celles des groupes a un parametres d'operateurs unitaires dans un espace 
de Hilbert. 

L'ouvrage de P. Hartman [31) est un grand classique sur la theorie des equations 
differentielles, extremement riche. Le lecteur y trouvera, notamment, une etude des 
points d'equilibre des champs de vecteurs sous des hypotheses plus generales que celles 
faites dans le present livre, des equations differentielles non autonomes a coefficients 
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periodiques, des equations du second ordre. Le livre de M. Roseau [53], celui de M. Rouche 
et J. Mawhin [54], presentent une etude tres approfondie de la stabilite, y compris pour 
les equations non autonomes. Les tres riches ouvrages de V.I. Amol'd [6, 7, 8], abordent 
une foule de questions interessantes. 

Pour les quelques notions de Topologie algebrique et de Topologie differentielle 
abordees dans ce livre, le lecteur pourra consulter les ouvrages de C. Godbillon [27], 
W.S. Massey [44] etS. Lefschetz [41], de V. GuilleminetA. Pollack [30],M.W. Hirsch [34] 
et J.W. Milnor [45, 46]. Les notions concemant les surfaces que nous avons utilisees fi­
gurent dans les livres d'A. Gramain [28], D. Lehmann et C. Sacre [42] et J. Stillwell 
[60]. 

Les ouvrages d'Y. Choquet-Bruhat [14], C. Godbillon [26], J. Lafontaine [39], 
S. Lang [40], S. Sternberg [59], F.W. Warner [62] permettront au lecteur d'approfondir 
les notions de Geometrie differentielle brievement presentees au chapitre VII. Le lecteur 
trouvera aussi ces notions dans les livres d'Y. Choquet-Bruhat, C. DeWitt-Morette et 
M. Dillard-Bleik [15, 16], avec de nombreuses applications a des problemes de Physique 
mathematique. 

Les quelques notions d' Algebre lineaire que nous avons utilisees seront trouvees dans les 
ouvrages de G. Allaire et M. Sidi Kaber [2], F. Bories-Longuet [10], C. Chevalley [13] 
et P. Saux Picart [56]; celles d' Analyse complexe dans les ouvrages de H. Cartan [11], 
P. Dolbeault [22], M. Herve [33], T. Needham [48] et W. Rudin [55]. 
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Contmue ( onentation -), 262 
Contractible (partie -), 238 
Coordonnees locales, 248 
Covecteur, 254, 255 
Coulee (d'une equation differentielle), 25 
Couplage par dualite, 258 
Courbe de Jordan, 183 
Courbe integrale, 19 31 
Cycle limite, 129 

D 
Degre (d'une application), 

179,186,187,204 
Demi-droite tangente, 62 
Derivee de Lie, 46 
Description polaire, 70 
Diffeomorpfiisme (de varietes), 249 
- local (de varietes), 250 

Differentiable (variete -), 247 249 
- (systeme dynamique-), ' 4 

Direction caracteristique, 66 
Donnee de Cauchy, 19 
Droite complexe, 177 
Dual (d'un fibre vectoriel), 258 

E 

Eilenberg (lemme d' -), 
-;-- (cntere d'-), 

Energie totale, 
Ensemble a-limite ou w-limite 
Ensemble instable ou stable ' 
, (d'un point d'equilibre), 
Equation de Lienard, 
- de Van der Pol, 

differentielle, 
differentielle associee 

a un champ de vecteurs, 
Equivalents (atlas CP--), 
Espace cotangent, 
Espace fibre vectoriel, 
Espace tangent, 
Espace total (d'un fibre vectoriel), 
Espace de Cantor, 
Espace des phases, 
Etale (application-), 
Exposants caracteristiques, 
Expression (d'une application), 
Exterieur 

(d'une courbe de Jordan), 

F 

230 
231 

12 
6,23,31 

159 
110 
110 

19 

260,261 
247 
255 
258 
255 
258 

16 
3 

250 
174 
250 

184,234 

Fei~enbaum (bifurcation de -), 9 
Fer a cheval de Smale, 14 
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Fibre (d'un fibre vectoriel), 
Fibre cotangent, 
Fibre tangent, 

vectoriel, 
Floquet (theoreme de -), 

258 
255,259 
255,259 

258 
174 

Flot (d'une equation differentielle), 
25,261 

reduit (d'une equation differentielle), 
28,29,261 

Foyer (attractif, repulsif), 57, 76 

G 
Gauss (transformation de-), 9 
Generateur (d'un systeme dynamique), 7 
- infinitesimal 

(d'un systeme dynamique), 8 
Genre, 199 
Gradient, 254 
Grohman (theoreme de Hartman et-), 

155,158 
Groupe local, 26 

H 
Hartman et Grohman (theoreme de -), 

Heterocline, 
Hodographe, 
Homocline, 
Homotopes (applications-), 
Homotopie, 
Hyperbolique 

(point d'equilibre -), 
- (orbite periodique-), 

( ensemble invariant -), 

I 

155,158 
171 
65 

13,171 
181 
181 

155,158 
174 
175 

Image directe ou reciproque (d'un champ 
de vecteurs ), 31, 261 

lmmergee (sous-variete-), 252 
Immersion, 250 
Iodice de Lefschetz, 206 

d'une courbe de Jordan, 188 
d'un point d'equilibre, 

Inductance, 
196,199,205 

109 
lnterieur (d'une courbe de Jordan), 

Intersection (nombre d' -), 

J 
Janiszewski (theoreme de-), 
Jordan ( courbe de - ), 

(theoreme de-), 

L 
Lacet, 
Lefschetz (nombre de-), 
Liapounov (theoreme de-), 
Lienard (equation de-), 
Limite (ensemble-), 
Linearisee (d'une equation 

differentielle ), 
Lipschitzienne (application -

ou localement-), 

184,234 
205 

232 
183 

226,234 

263 
206 

43,44 
110 

6,23,31 

27,59 

21 

Localement conjugues 
(systemes dynamiques -), 

Localement trivial (fibre-), 
Loid'Ohm, 

de Faraday, 
de la capacite, 

M 
Marquee (suite bilatere -), 
Max1male (solution-), 
Meme orientation 

(courbes de Jordan de-), 
(cartes de-), 

Mesurable (partie -), 
Methode de linearisation, 

de Newton, 
Mobius (bande de-), 
Multiplicateurs caracteristiques, 

N 

Index 

142 
258 
109 
109 
109 

16 
19 

186 
262 

4 
59 
10 

264 
174 

Negative ( orientation ou parametrisation-), 
186 

Nilpotent (endomorphisme -), 213 
Nreud attractif, 55, 56, 57, 85 

impropre, 57 
repulstf, 55, 56, 57, 85 

Nombre d'intersection, 205 
de Lefschetz, 206 

Non autonome (equation differentielle -), 
19,261 

Non degenere (point d'equilibre -), 58 
Non errant (point-), 16 
Normal (espace topologique-), 226 

0 
Orbite, 
Orientable (variete-), 
Orientation (des fibres), 

(du cercle tri~onometrique), 
(d'une variete), 
negative, positive, 
(de meme-), 

Orientations opposees, 
Oriente (atlas-), 
Orientee (courbe de Jordan-), 

(variete-), 

p 
Parametrisation 

5,31 
262 
262 
178 
262 
184 
184 

184,186 
262 
184 
262 

(d'une courbe de Jordan), 183 
Partie mesurable, 4 
Parties nilpotente et semi-simple 

(d'un endomorphisme), 214 
Peri ode, 5 
- primitive, 93 
Periodique, 5 
Plan complexe, 177 
Plan tangent (a une surface), 260 
Plongement, 252 
Plus petite periode positive, 93 
Poincare (application de-), 98 
- (apphcation de retour de-), 100 
Poincare-Bendixson (theoremede-), 125 
Poincare-Hopf (theoreme de-), 199 
Point d'equilibre, 5, 31, 39 



Index 

Point critique (d'une fonction 
differentiable), 

Point fixe (theoreme du-), 
Point-selle (d'une fonction 

differentiable), 
Polaire ( description -), 
Pole (d'une description polaire), 
Polynome annulateur 

(d'un endomorphisme), 
Polynome caracteristique 

(d'un endomorphisme), 
Portrait de phases, 
Positive (parametrisation 

ou orientation-), 
Primitive (periode -), 
Probleme de Cauchy, 
Produit fibre, 

204 
222 

204 
70 
70 

208 

209 
5,31 

tensoriel (de fibres vectoriels), 
Projection canonique 

(d'un fibre vectoriel), 
Prolongement aux vecteurs 

186 
93 
19 

253 
258 

(d'une application), 
Propriete de Schoenflies, 
Puits, 

R 

258 

260 
236 

55,56,57 

Rang (d'une application), 250 
(d'un fibre vectoriel), 258 

Rapport (d'une application lipschitzienne), 
21 

Reduit (flot- d'une equation differentielle ), 
28,29,261 

Repulsif (point d'equilibre -), 43 
Repulsive (orbite periodique-), 94 
Restriction 

(d'un systeme dynamique), 
Re tour 

(application de - de Poincare), 
- (systeme dynamique de-

de Poincare), 
Retracte par deformation, 
Retraction par deformation, 
Revetement orientable a deux 

universe!, 
Riemann ( theoreme de 

- -Caratheodory-Schoenflies ), 

s 
Schoenflies (theoreme de 

140 

100 

101 
238 
238 

feuillets, 
199,264 

11 

246 

Riemann-Caratheodory- -), 246 
- (propriete de -), 236 
Section locale ( du flot 

d'un champ de veccteurs), 122 
Semi-simple (endomorphisme), 213 
Shift de Bernoulli, 16 
Simplement connexe (ouvert-), 236 
Simplement transitive (action-), 254 
Smale (fer a cheval de-), 14 
Solution (d'une equation 

differentielle ), 19, 261 
Somme directe (de fibres vectoriels), 258 
Source, 55,56,57 
Sous-variete, 251 

immergee, 252 

Stable (point d'equilibre -
au sens de Liapounov), 

Stable (point d'equilibre 
asymptotiquement -), 

- (orbite periodique-
au sens de Liapounov), 

Sternberg (theoreme de-), 
Submersion, 
Surface, 
Systeme dynamique, 
- determine par un 

champ de vecteurs, 
- linearise, 
Separe (partie qui - deux points), 

T 
Tangente (a une courbe), 
Tangentes (applications-), 
Temps de retour (application-), 
Temps de transit (application-), 
Theoreme de Brouwer, 

de Floquet, 
de Hartman et Grohman, 
de Janiszewski, 
de Liapounov, 
de Poincare-Bendix son, 
de Poincare-Hopf, 
de Riemann-Caratheodory­

-Schoenflies, 
de Sard, 
de Sternberg, 
de Tietze, 
d'Urysohn, 
du point fixe, 

Tonneau oe securite, 
Topologiquement conjugues, 
Trajectoire, 
Transformation de Gauss, 
Transport continu, 
Transverse (intersection -), 
Triangulation (d'une surface), 
Trivialisation locale 

(d'un fibre vectoriel), 

u 
Urysohn (theoreme d'-), 

Valeur prot?re, 
- reguiiere, 

V 

- singuliere, 
Van der Pol (equation de-), 
Variete analytique, 
- centrale, 

differentiable, 
instable ou stable, 

279 

42 

42,43 

94 
173 
250 
198 
3,4 

29 
137 
230 

260 
254 
100 

96, 100 
181 
174 

155,158 
232 

43,44 
125 
199 

246 
204 
173 
227 
226 
222 

20 
139 
1, 5 

9 
263 
172 
203 

258 

226 

209 
204 
204 
110 
248 
170 
247 

topologique, 
Vecteur, 

directeur, 
prop re, 
libre, 

87,167,169,175 
247 

253,254,255 

lie, 
- tangent, 
Venant (en - de la direction), 
Vitesse, 

62 
209 
254 
254 

254,255 
63 

254 
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La collection Mathematiques 2'J cycle se propose de mettre a la disposition des 
etudiants de licence et de ma1trise de mathematiques des ouvrages couvrant 
l'essentiel des programmes actuels des universites franc;;:aises. Certains de ces 
ouvrages pourront etre utiles aussi aux etudiants qui preparent le CAPES ou 
l'agregation, ainsi qu'aux eleves des grandes ecoles. 
Nous avons voulu rendre ces livres accessibles a tous : Jes sujets traites sont 
presentes de maniere simple et progressive, tout en respectant scrupuleuse­
ment la rigueur mathematique. Chaque volume compo1te un expose du cours 
avec des demonstrations detaillees de tous Jes resultats essentiels et de nom­
breux exercices. Les auteurs de ces ouvrages ont tous une grande experience 
de l'enseignement des mathematiques au niveau superieur. 

Ce livre est issu d'un cours professe pendant plusieurs annees a 
l'Universite Pierre et Marie Curie, en maitrise de mathematiques. Sa 
lecture ne necessite pas de connaissances prealables autres que celles 
habituellement enseignees dans un cours de Calcul differentiel en 
licence de mathematiques. Le lecteur pourra trouver ces connais­
sances, par exemple, dans l'ouvrage Calcul dif.ferentiel de la meme 
collection, par Anne Cot, Gilles Christo! et !'auteur du present livre. 
L'etude des systemes dynamiques offre une occasion d'illustrer !'utili­
sation des grands theoremes enseignes en Calcul differentiel (inver­
sion locale, fonctions implicites, .. . ) pour des applications precises. 
De plus, elle permet d'acceder rapidement a des sujets de recherche 
actuels . 
Afin de rendre cet ouvrage facilement accessible, nous avons choisi 
de presenter la theorie dans le cadre des espaces affines de dimen­
sion finie , plutot que dans celui des varietes differentiables .... Celj!...Sl.Jf;;.. 
fit pour !'introduction et l'etude de la plupart qes notionJ ayant un 
caractere local. Cependant, les varietes differentiables apparaissent 
inevitablement, meme lorsque les systemes dynamiques consideres 

I 
sont definis sur un ouvert d'un espace affine (ne serait-ce que sous 
forme de varietes stable et instable d'un point d'equilibre hyperbo­
lique). Nous avons done presente les quelques notions de geometrie 
differentielle necessaires pour la comprehension de ce livre dans un 
dernier chapitre, avec d'autres complements . Le lecteur n'en aura pas 
besoin avant le chapitre V ; aguerri par l'etude des quatre premiers 
chapitres il pourra, lorsqu'il en eprouvera le besoin, se reporter au 
chapitre VII ot'i il trouvera un expose bref, mais rigoureux et complet, 
de toutes ces notions. 


