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Présentation de la Collection
Mathématiques pour le deuxiéme cycle

Cette collection se propose de mettre & la disposition des étudiants de licence et
de maitrise de mathématiques des ouvrages couvrant ’essentiel des programmes
actuels des universités frangaises. Certains de ces ouvrages pourront étre utiles
aussi aux étudiants qui préparent le CAPES ou D’agrégation, ainsi qu’aux éléves
des grandes écoles.

Nous avons voulu rendre ces livres accessibles a tous : les sujets traités sont
présentés de maniére simple et progressive, tout en respectant scrupuleusement
la rigueur mathématique. Chaque volume comporte un exposé du cours avec des
démonstrations détaillées de tous les résultats essentiels, et de nombreux exercices
corrigés.

Charles-Michel Marle Philippe Pilibossian






Avant-propos

Ce livre est issu d’un cours que j’ai professé pendant plusieurs années a 1’Université
Pierre et Marie Curie. J’avais auparavant enseigné le Calcul différentiel comme on le fait
traditionnellement dans les universités francgaises (I’ouvrage [18] de la méme collection
est, en partie, issu de cet enseignement), c’est-a-dire en me limitant, faute de temps, a
la présentation des principales définitions et a la preuve des grands théorémes (inversion
locale, fonctions implicites, existence et unicité des solutions maximales des équations
différentielles sous les hypotheses de Cauchy-Lipschitz, différentiabilité par rapport aux
données de Cauchy). Je m’étais apercu du fait que cet enseignement était trop abstrait pour
faire sentir aux étudiants I’importance et I’intérét du sujet. Je souhaitais leur présenter, a
la suite du cours de Calcul différentiel, un enseignement ne nécessitant pas beaucoup de
connaissances préalables autres que celles normalement acquises dans ce cours, illustrant
I’utilisation de ces grands théorémes pour des applications précises, et ouvert sur des sujets
de recherche actuels. La théorie des systémes dynamiques m’a semblé satisfaire tous ces
critéres.

Certes, j’ai dii me limiter, dans ce livre de niveau second cycle, aux aspects relativement
¢élémentaires de la théorie. Pour 1’étude des aspects plus avancés, les ouvrages (princi-
palement en langue anglaise) ne manquent pas; le lecteur pourra consulter les conseils de
lecture et la liste bibliographique figurant & la fin du présent ouvrage.

J’ai d’abord songé a commencer cet ouvrage par un chapitre de géométrie différentielle, car
les variétés différentiables constituent le cadre naturel pour I’étude globale des systémes
dynamiques différentiables. Quelques discussions avec des collegues m’en ont dissuadé : la
présentation, des le premier chapitre, de notions nouvelles relativement abstraites (variétés
différentiables, espaces et fibrés tangents et cotangents) risquait de décourager certains
lecteurs. C’est pourquoi j’ai choisi d’exposer d’abord la théorie dans le cadre des espaces
affines de dimension finie. Cela suffit pour la présentation et 1’étude de la plupart des
notions ayant un caracteére local.

Cependant, la notion de variété différentiable apparait inévitablement, méme lorsque les
systemes dynamiques considérés sont définis sur un ouvert d’un espace affine (ne serait-
ce que sous forme de variétés stable et instable d’un point d’équilibre hyperbolique).
J’ai donc présenté les quelques notions de géométrie différentielle nécessaires pour la
compréhension de ce livre dans un dernier chapitre, avec d’autres compléments. Le lecteur
n’en aura pas besoin avant le chapitre V; aguerri par 1’étude des quatre premiers chapitres
il pourra, lorsqu’il en en éprouvera le besoin, se reporter au chapitre VII ot il trouvera un
exposé bref, mais rigoureux et complet, de toutes ces notions.

Il m’a semblé utile aussi d’inclure dans le présent livre les preuves de certains résultats de
Topologie rarement données dans les cours de ce niveau. Le lecteur trouvera par exemple,
au chapitre VII, une preuve du théoréme de Jordan, ainsi qu’une preuve élémentaire de la
simple connexité de I’intérieur d’une courbe de Jordan (ce dernier résultat est en général
enseigné a un niveau plus élevé, une fois acquise la théorie de I’homologie). Ces résultats
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sont utilisés au chapitre IV pour la démonstration du théoréme de Poincaré-Bendixson, et
au chapitre VI pour la théorie de I’indice.

J’ai voulu éviter au lecteur d’avoir a se reporter trop souvent a d’autres parties éloignées du
texte. C’est pourquoi le repérage des formules, par des signes tels que (x), (x*) ou (x*x),
est le plus souvent local; il n’a de valeur que dans le paragraphe courant. Les renvois a
d’autres parties du texte se font par le numéro de chapitre en chiffres romains, suivi des
numéros -de paragraphe et de sous-paragraphe et, éventuellement, de la lettre repérant le
sous-sous-paragraphe. Exemples : V.6.3 désigne le théoréme de Hartman et Grobman pour
un systéme dynamique 2 temps continu. A I’intérieur d’un méme chapitre, le numéro de
chapitre est omis.

J’ai été beaucoup encouragé par les étudiants qui ont suivi mon cours et ont manifesté un
réel intérét pour les sujets traités. Je les remercie tous chaleureusement. Mes remerciements
s’adressent aussi aux collégues qui se sont intéressés a ce cours, parfois en participant
a son enseignement : Dominique Bernardi, Jacky Cresson, Jean-Charles Moreau, Daniel
Pecker, Bertrand Schuman, Bruno Vallet.

Je remercie mon collégue et ami Paul Krée, qui a participé a 1’enseignement dont est
issu ce livre et m’a fait nombre de suggestions judicieuses : alors que je traitais des
systémes dynamiques différentiables, il présentait aux étudiants les aspects probabilistes
de la théorie. Nous avions songé a tirer de notre cours un livre commun, mais nos sujets
d’intérét ayant divergé, ce projet n’a pas abouti, ou plutot s’est transformé pour aboutir
d’une part a ’ouvrage [38] de Paul Krée dans la méme collection, d’autre part au présent
livre.

Paulette Libermann et Tadashi Tokieda ont lu, I'une la totalité, I’autre les quatre
premiers chapitres du manuscrit, et m’ont permis de faire de nombreuses corrections
et améliorations. Je leur exprime toute ma reconnaissance pour leur aide et pour I’intérét
qu’ils ont témoigné pour mon travail, en précisant que je reste seul responsable des
imperfections qui peuvent subsister dans ce livre.

La réalisation de ce livre n’aurait pas été possible sans les logiciels TgX et METAFONT,
dus a Donald Knuth, utilisés pour sa typographie, et le logiciel MetaPost (dérivé de META-
FONT) dii a John Hobby, que j’ai employé pour faire les figures qui I’illustrent. Je me joins
a toute la communauté mathématique pour remercier les créateurs de ces logiciels de les
avoir généreusement mis gratuitement a la disposition de tous. Une attitude qui contraste
singulierement avec celle du plus grand nombre, de nos jours ot ’esprit mercantile est
glorifié!

Je remercie mon co-directeur de collection Philippe Pilibossian, ainsi que Corinne Baud,
des Editions Ellipses, pour leur aide patiente et attentive.

Paris, février 2003

Charles-Michel Marle
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Chapitre premier

Généralités sur les systéemes dynamiques

Nous présentons dans ce chapitre la notion de syst¢eme dynamique. Nous faisons
d’abord appel a I’intuition du lecteur afin de lui montrer que cette notion est bien
adaptée a la représentation mathématique de 1’évolution de systemes physiques au
cours du temps (du moins dans le cadre de la physique classique, déterministe et
non relativiste). Nous en donnons ensuite une définition mathématique précise, tant
pour les systemes a temps continu (définition 1.2) que pour les systémes a temps
discret (définition 1.4). Ces définitions sont assez générales pour englober a la fois
les systémes qui évoluent sans perte d’information (paramétrés par R s’ils sont
a temps continu, par Z s’ils sont a temps discret) et ceux qui sont irréversibles
(paramétrés par Rt ou par N). Nous définissons les concepts de trajectoire, d’ orbite
et d’ensemble limite d’un systeme dynamique. Puis nous montrons qu’un systéme
dynamique & temps discret est entierement déterminé par une application, appelée
générateur du systeme. Nous montrons de méme, sous certaines hypotheses de
régularité et de différentiabilité (qui seront supposées satisfaites dans la suite de ce
livre), qu’un systéme dynamique a temps continu est entierement déterminé par un
champ de vecteurs, appelé générateur infinitésimal du systeme. Nous présentons
enfin plusieurs exemples de systémes dynamiques : systémes associés a la méthode
de Newton, a la transformation de Gauss, systemes de Feigenbaum et de Hénon,
pendule plan sans frottement, fer a cheval de S. Smale. L’étude du pendule plan nous
montrera qu’il peut étre utile d’employer comme espace des phases d’un systéme
des objets plus généraux que des ouverts d’un espace vectoriel de dimension finie.
Ces objets, les variétés différentiables, sont définis au chapitre VII.

1. La notion de systeme dynamique

1.1. Présentation intuitive. — Avant de définir de maniére précise la notion de systéme
dynamique, nous allons essayer d’en donner une idée intuitive. Considérons un systéme
physique (par exemple, le systéme solaire) dont 1’état varie en fonction du temps. Une
origine du temps et une unité de temps étant choisies, I’ensemble des temps sera identifié
al’ensemble R des réels. Supposons que I’état du systeme, a un instant donné, puisse étre
représenté mathématiquement par un point d’un ensemble €2. Par abus de langage, nous
dirons “I’instant ¢”, au lieu de dire I’instant représenté (avec 1’origine de temps et 1’unité
de temps choisies) par le réel ¢. De méme, nous dirons “I’état = du systéme”, au lieu de
dire I’état du systeme représenté par 1’élément = de I’ensemble (2.

Supposons aussi que lorsque 1’état du systéme, a un instant ¢;, est un point z; de €2, son
état 5 2 tout autre instant postérieur to > t1, s’il existe, est entiérement déterminé par le
point x; et par la durée ¢t — t; de I’intervalle de temps considéré. Attention : il importe de
remarquer que 3 ne dépend pas séparément de ¢; et de ¢2, mais seulement de la différence
to — ty (et bien sir aussi de z1).

a) Cas ol tous les mouvements sont positivement illimités. — Considérons d’abord
le cas, un peu plus simple, oit quel que soit I’état zo du systéme a un instant initial donné
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to, le systéme existe encore a tout instant postérieur ¢ > t,. Nous dirons alors que tous les
mouvements du systéme sont positivement illimités. Dans ce cas, I’évolution du systéme
au cours du temps est décrite par une famille { ¢; ; t € Rt } d’applications de 2 dans
(2, paramétrée par I’ensemble R* des réels positifs ou nuls. Pour tout z € Q et toutt > 0,
o+ (z) est I’état du systéme a la fin d’un intervalle de temps de longueur ¢, sachant que son
état au début de cet intervalle de temps est z.
La famille d’applications { ¢; ; t € Rt } vérifie, pour tous t et s € R,

Pt O Ps = Pgtt - (1)
En effet, soit z € € un état du systeme et £y € R un instant. Si le systéme est dans I’état =
a I’instant o, son état & I’instant to + s est @s(x); son état a ’instant £o + s + ¢ peut étre
évalué en partant de 1’état = a ’instant ¢( et en disant qu’apres une durée de temps de s+ ¢,
’état est 44+ (); il peut étre aussi évalué en partant de 1’état ¢, (z) du systéme a ’instant
to + s, et en disant qu’a partir de cet état, aprés une durée ¢, I’état devient p; (,(z)). On
a donc bien, pour tout = € Qettous t et s € R,

z (803(53)) = ps4t(T),

ce qui exprime 1’égalité (1).
D’autre part, on a nécessairement

po = idg . (2)
En effet, si I’état du systéme a un instant ¢o est un point = de 2, son état, a la fin d’un
intervalle de temps de longueur nulle ayant pour début I’instant ¢, est @o(z). Mais la
fin d’un intervalle de temps de longueur nulle dont le début est 1’instant £, est bien sir
I’instant tq, et on a bien

po(r) =x.
b) Cas ou de plus le systéme évolue sans perte d’information. — Supposons tous
les mouvements du systéme positivement illimités et, de plus, que pour tout ¢ € R,
I’application ¢; soit une bijection de 2 sur lui-méme. Nous pouvons considérer la bijection
réciproque ¢_; = (¢;)~ . Nous avons alors une famille d’applications bijectives de 2
sur lui-méme { ¢; ; t € R}, paramétrée par I’ensemble R de tous les réels. Nous dirons
alors que le systéme évolue sans perte d’information, car la connaissance de 1’état a un
instant particulier ¢y suffit pour déterminer 1’état a tout instant postérieur et aussi a tout
instant antérieur a I’instant ¢.
La famille d’applications { ; ; t € R} vérifie (1) pour tous ¢ et s € R, ainsi que (2).
En d’autres termes, ¢ — (o est un homomorphisme du groupe additif R dans le groupe
des permutations de 1’ensemble 2.

c¢) Cas général. — Nous allons malheureusement devoir compliquer un peu le schéma
décrit ci-dessus, pour tenir compte du fait que les systémes étudiés ne sont en général pas
éternels. Si, a un certain instant, 1’état du systeéme considéré est un point z de €2, il peut
arriver qu’a la fin d’un intervalle de temps de longueur ¢t > 0, le syst¢éme n’existe plus;
I’application ; n’est alors pas définie au point z. Pour décrire 1’évolution du systeme,
nous devons donc utiliser une famille { ¢; ; ¢t € Rt } d’applications, paramétrée par
’ensemble R* des réels positifs ou nuls, chacune de ces applications (;, 4 valeurs dans
2, étant maintenant définie, non plus sur €2 entier, mais sur une partie U; de 2. Le méme
raisonnement que celui fait ci-dessus, pour un intervalle de temps de durée nulle, montre
que nous devons avoir

Uy = et po = idg . (3)
D’autre part, nous devons avoir nécessairement, pour tous t; et t, réels vérifiant
0<¢ <ty

Ui, CUy, .
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En effet, si z € Uy,, le systéme considéré, supposé dans 1’état = a un instant %o, existe
encore a ’instant to + to; il existe donc aussi a tout instant compris entre g et to + ¢ €t,
en particulier, a ’instant ty + ¢, ce qui prouve que z € Uy, .

Soient t-et s deux éléments de R* . Soit z € Uj tel que ¢s(z) € U;. En raisonnant comme
lors de la preuve de (1), nous voyons que z € U, et que

Pt (903 (‘T)) = ps+t() - (4)

Réciproquement, si z € Ugyy, alors € Us, puisque 0 < s < s + ¢; si le systeme
considéré est dans 1’état = a un instant £, son état a I’instant ¢y + s est @4(z), et son état
al’instant to + s + ¢ est p,4+(). Par suite, p,(z) € Uy et nous avons encore (4).

d) Cas d’un systéme qui évolue sans perte d’information. — Supposons maintenant
de plus que pour tout ¢ € R*, I'application ¢;, définie sur la partie Uy de €2, soit
injective. Comme dans le paragraphe b) ci-dessus, nous dirons que le systeme €évolue
sans perte d’information (mais nous ne supposons plus nécessairement les mouvements
positivement illimités). Pour tout ¢ € R*, nous pouvons considérer 1’application
réciproque ¢_; = ()~ !; elle est définie sur la partie p;(U;) de 2, que nous noterons
U_;. Nous avons ainsi une famille d’applications injectives { ¢; ; t € R}, paramétrée
par I’ensemble R de tous les réels. Cette famille d’applications vérifie

UOIQ, (,00=idQ,

et, pour toutt € R,
U_t = ps(Us) , ot = ()"
Enfin, pour tous ¢t et s € R et tout z € Uy, on a ps(x) € Uy si et seulement si ¢ € Uy
et, lorsque c’est le cas,
Pt (303 (:L’)) = @s1t(T) .
Apres ces considérations, nous pouvons donner la définition :

1.2. Définition. — On appelle systéme dynamique a temps continu sur un ensemble
Q) une famille d’applications { ¢; ; t € Rt }, ou {y; ; t € R}, paramétrée soit
par I’ensemble Rt des réels positifs ou nuls, soit par 'ensemble R de tous les réels,
vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Chaque application ¢ est définie sur une partie U; de Q, et & valeurs dans Q.
(ii) L’application ¢q, définie sur 2 entier, est idg.
(i) Si0 <ty <ty alors Uy, C Uy,.

(iv) Soient t et s deux éléments de I’ensemble (Rt ou R) qui paramétre la famille
d’applications considérée. Soit x € Us. Alors @4(z) est élément de Uy si et seulement
si z est élément de Uy et, lorsque c’est le cas,

i (0s(2)) = Pstt(z) -
L’ensemble Q) est appelé espace des phases du systéme dynamique.

1.3. Remarques

a) Systéme dynamique paramétré par R. — Soit{ ¢; ; t € R} unsysteéme dynamique

sur €2, au sens de la définition ci-dessus, paramétré par 1’ensemble R de tous les réels. En

plus des propriétés (i) a (iv) de la définition 1.2, ce systeme vérifie aussi les propriétés

suivantes :

(v) Pour tout t € R, on a U_; = ¢:(Uy), et Papplication ¢; est une bijection de
U, sur U_;, dont 'inverse est ¢_;.

(vi) Sity <ty <0, alors Uy, C Uy,.
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Montrons d’abord (v). D’apreés la propriété (ii), Uy = Q et o = idq. Puisque ¢t — ¢ = 0,
on peut affirmer, compte tenu de la propriété (iv), que pour tout élément z de Uy, ()
est élémentde U_; et que p_; (<pt (:c)) = z. En échangeant les roles de ¢ et —£, on conclut
que @; est une bijection de Uy sur U_¢, et que ¢_t = (¢;) L.

Montrons maintenant (vi). Soit z € Uy,. D’apres (v), ¢, (z) € U_s,. Mais nous avons
0 <ty — ty < —tq, donc d’apres la propriété (iii), U_s, C Uy, —4,, et @1, (z) € Up,—¢,.
Mais alors, d’apres la propriété (iv), z € Uy, .

b) Systémes dynamiques mesurables, continus ou différentiables. — Nous n’avons
fait jusqu’a présent aucune hypothese sur I’espace des phases (2. Cet ensemble est presque
toujours muni d’une certaine structure, conservée par toutes les applications ;.

Par exemple, lorsque I’ensemble 2 est muni d’une tribu A de parties, dites parties
mesurables de €, et que les applications ¢; sont toutes mesurables (voir [38] pour la
définition de ces notions), on dit qu’on a affaire a un systéme dynamique mesurable sur
’espace mesurable (2, .A).

Dans la suite, nous supposerons toujours que §2 est un espace topologique et que toutes
les applications ¢; sont continues. Nous dirons alors que le syst¢éme dynamique considéré
est continu.

Le plus souvent, nous supposerons méme que §2 est un ouvert d’un espace affine réel
de dimension finie et que les applications ¢, sont différentiables de classe C? (avec p
entier > 1, ou p = +00). Nous dirons alors que le syst¢tme dynamique considéré est
différentiable.

On rencontre aussi le cas ol €2 est un ouvert d’un espace affine de dimension finie sur le
corps K = R ou C, et ou les applications ¢; sont analytiques (on dit alors aussi qu’elles
sont de classe C*). Le systeéme dynamique considéré est alors dit analytigue.

L’étude de quelques exemples nous montrera d’ailleurs qu’il est utile de considérer le cas,
encore un peu plus général, ot I’espace des phases {2 est une variété différentiable plutot
qu’un ouvert d’un espace affine de dimension finie. La notion de variété différentiable
sera définie plus loin (VI1.4.3).

On rencontre aussi, dans I’étude des équations d’évolution, le cas ou 1’espace des phases
d’un systeme dynamique est un espace fonctionnel de dimension infinie. Ce cas ne sera
pas abordé dans le présent cours.

c) Systémes dynamiques discrets. — Dans certains cas, il est utile de restreindre
I’ensemble des valeurs que peut prendre le paramétre ¢ en ne considérant qu’une famille
dénombrable de valeurs possibles, de la forme kT, avec T > 0 fixé et k € Nou k € Z.
En prenant T' pour unité de temps, nous pouvons nous ramener au cas ou la famille
d’applications considérée est paramétrée par N ou par Z.

Cette restriction de I’ensemble des valeurs possibles du parametre est faite parfois pour
simplifier I’étude d’un systéme a temps continu. Il arrive aussi qu’elle soit imposée par
la nature du systéme physique qu’on veut représenter mathématiquement (on peut penser
par exemple au cas ou le systeme étudié est une picce métallique qu’on frappe a coups de
marteau; le parametre, qui est alors le nombre de coups de marteau regus par la piece, est
par nature a valeurs dans N).

Nous sommes ainsi conduits a la définition suivante.

1.4. Définition. — On appelle systéme dynamique a temps discret sur un ensemble
) une famille d’applications { ¢, ; n € N}, ou {¢, ; n € Z}, paramétrée soit
par I'ensemble N des entiers naturels, soit par I’ensemble Z des entiers relatifs,
vérifiant les propriétés suivantes :

(1) Chaque application @, est définie sur une partie U, de 2, et a valeurs dans
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(ii) L’application g, définie sur ) entier, est idq.
(iii) Si0 < ny < ng, alors Up, C Uy, .
(iv) Soient n et m deux éléments de I’ensemble (N ou Z) qui paramétre la famille

d’applications considérée. Soit x € U,,. Alors o, (z) € U, si et seulement si
z € Up4n et, lorsque c’est le cas,

Pn (‘Pm(x)) = Pm+n(T) -

2. Trajectoires, orbites et ensembles limites

2.1. Avertissement. — Nous considérons dans ce paragraphe un systéme dynamique
a temps continu { ¢; ; ¢t € R} sur un espace des phases €2, paramétré par I’ensemble
des réels R. Nous allons définir quelques notions, comme celles de trajectoire, d’orbite
et d’ensemble limite, et prouver quelques résultats simples concernant ces notions. Ces
définitions gardent leur sens, moyennant parfois une légere adaptation, lorsque le systeme
dynamique est paramétré par ’ensemble R™ des réels positifs ou nuls, ou lorsque
le systtme dynamique est a temps discret, paramétré par N ou par Z. Les résultats
établis restent tous valables (moyennant parfois une légere adaptation) lorsque le systeme
dynamique considéré est discret et paramétré par Z; certains (mais pas tous) restent aussi
valables lorsque le systéme est paramétré par Rt ou par N. Nous laisserons au lecteur le
soin de faire les (trés 1égeres) adaptations nécessaires.

2.2. Définitions. — Soit { p; ; t € R} un systéme dynamique & temps continu sur
un espace des phases Q, paramétré par I’ensemble des réels R. Pour tout t € R,
on note Uy la partie de ) sur laquelle ’application ; est définie. Pour tout point
z de Q, on note I, I'ensemble des t € R tels que x € Uy, c’est-a-dire tels que ()
soit défini.

1. On appelle trajectoire d’un point x de ) ’application, définie sur I et a valeurs
dans Q, t — ().

2. On appelle orbite d’un point z de 2 la partie { ¢;(z) ; t € I, } de I'espace des
phases €.

3. Un élément z de §2 est dit point fixe, ou point d’équilibre du systéme dynamique
si son orbite est { z }.

4. L’orbite d’un point = de §) est dite périodique si x n’est pas un point d’équilibre
et 8’il existe un élément T de I, vérifiant T > 0 et pr(x) = . On dit alors que T
est une période de ’orbite périodique considérée.

2.3. Proposition. —  Les hypothéses et notations sont celles des définitions
précédentes.

1. L’orbite d’un point x de §2 contient toujours le point x.

2. Si les orbites d’un point = et d’un point y de §2 ont une intersection non vide,
elles sont confondues.

3. La propriété “deux points = et y de ) appartiennent & la méme orbite”
est une relation d’équivalence sur §2. La partition de ’espace des phases {2 en
classes d’équivalence (pour cette relation) est appelée portrait de phases du systéme
dynamique.

4. Soit z un point de Q dont 'orbite est périodique de période T > 0. Alors I, = R,
et Porbite de x est aussi périodique de période kT, pour tout entier k > 1.
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Preuve : Soit z € §2. D’apres 1.2 (ii), 0 € I; et po(z) = z, ce qui prouve 1.
Si les orbites de z et de y se rencontrent en un point z, il existe s; € I et s2 € I, tels
que @;, (z) = @5, (y) = 2. D’apres 1.2 (iv), s — s1 € I, et nous avons

T=Q_g 0Ps,(Y) = Psy—s,(¥) -

Mais alors, toujours d’aprés 1.2 (iv), pour tout t € I, t + s — 51 € I et py(z) =
@Pt+s,—s, (y)- Nous avons ainsi prouvé que 1’orbite de z est contenue dans celle de y.
L’inclusion inverse de démontre de méme, et ainsi nous avons prouvé 2.

La propriété 3 est conséquence immédiate des propriétés 1 et 2.

Soit z un point de © dont I’orbite est périodique de période T > 0. On a pr(z) = =
donc, d’apres 1.2 (iv), par(z) = @1 © pr(z) = z, ce qui prouve que 27" € I, et que
I’orbite de z est aussi périodique de période 2T'. On montre de méme que -1 € I; et
que ¢_7(z) = z. Une récurrence facile permet alors de montrer que pour tout k € Z,
kT € I, et que prr(x) = z. La propriété 4 en découle. O

2.4. Définition. — Les hypothéses et notations étant celles des définitions 2.2, on
suppose de plus que 2 est un espace topologique séparé. Soit x un point de 2.
On suppose I, non borné & droite. On appelle ensemble w-limite (1) de x et on note
L, (z) I’ensemble des valeurs d’adhérence de la trajectoire t — ¢(z) du point z,
lorsque t tend vers +oco.

De méme, on suppose I, non borné & gauche. On appelle ensemble a-limite (T) de
et on note L, (x) I’ensemble des valeurs d’adhérence de la trajectoire ¢ — ;(x) du point
z, lorsque ¢ tend vers —oo.

2.5. Proposition. — Les hypothéses et notations sont celles de la définition
précédente. Soit x un point de §2 tel que I soit non borné & droite. On a alors les
propriétés suivantes.

1. L’ensemble L, (z) est une partie fermée de (2.

2. Soit y un point appartenant & I'orbite de z. Alors I,, est non borné a droite et
Lu(y) = Lo (z).

3. On suppose de plus les applications ¢, continues. Soit z € L (x). Alors 'orbite
de z est contenue dans L, (z).

Preuve :

1. On rappelle que I’ensemble des valeurs d’adhérence de I’application ¢ +— ()
lorsque ¢ — +o00 est I’intersection des adhérences de toutes les parties de €2 de la forme
W, ={i(z) ; t€l,,t> s} Onpeutécrire

Ly(z) = (| Ws.
sER

Cela prouve que L, (z) est fermé, puisqu’il est intersection de fermés.
2. Soit y un point de I’ orbite de z. Onadonc y = gg(x), pour un certain § € R. Appliquant
1.2 (iv), on voit que pour toutt € I,onat — 6 € I et

o1(z) = pr—o(pa(x)) = vi-s(y) -

L’origine de ces termes est la suivante; la premiére lettre de I’alphabet grec, o, et la derniére lettre de cet alphabet,
w, sont employées pour désigner le début et la fin de toutes choses. “Je suis I’alpha et I’omega, dit le Seigneur
Dieu qui est, qui était et qui vient, le tout-puissant. ... Je suis I’alpha et I’omega,le premier et le dernier, le
commencement et la fin”. Apocalypse de Jean, 1.8 et XXII.13.
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Comme ¢ peut prendre des valeurs arbitrairement grandes, on voit que I, n’est pas borné
a droite. De plus, pour tout s € R,

We={oz); tel,,t>s}={ep:(y); 7€, 7>s5-06}.

11 est facile d’en déduire que L, (y) = L, (z).

3. Soit z € L, () et z; un point de ’orbite de z. Il existe donc 6 € R tel que wg(2) = 21.
Soit V un voisinage de z;. Puisque ¢y est continue et applique z sur 21, (pg) "1 (V) est
un voisinage de z. Puisque z € L, (), il existe des réels ¢ arbitrairement grands tels que
pi(z) € (08) "1 (V). Mais alors pg(¢p¢(z)), c’est-a-dire p;1¢(z), est élément de V. En
posant ¢ + 6 = 7, on voit qu’il existe des réels T arbitrairement grands tels que ¢ (z) soit
élément de V. Mais V' étant un voisinage arbitraire de 2, cela prouve que z; est élément
de L, (z). ]

2.6. Remarques

a) Ensembles a-limites. — On pourrait énoncer et prouver, pour les ensembles a-limites,
une proposition analogue a 2.5. Nous laissons au lecteur le soin de le faire.

b) Une convention graphique. — Lorsqu’on représente le portrait de phases d’un
systtme dynamique a temps continu sur une figure, il est d’'usage de placer, sur les
courbes représentant les orbites, des fleches pour indiquer le sens de parcours des orbites
lorsque le temps ¢ croit. Nous 1’avons fait, par exemple, sur les figures 1.3 et 1.4 ci-apres.

3. Générateur (infinitésimal) d’un systeme dynamique

Nous allons montrer qu’un systéme dynamique a temps discret est entierement déterminé
par la donnée d’une seule application, appelée générateur de ce systeéme dynamique.
Nous montrerons ensuite que moyennant certaines hypothéses supplémentaires de
différentiabilité, un systtme dynamique a temps continu est déterminé par la donnée
d’un champ de vecteurs, appelé générateur infinitésimal de ce systéme.

3.1. Définition. — Soit { v, ; n € NouZ } un systéme dynamique & temps discret
sur un ensemble Q2. On appelle générateur de ce systéme ’application i, définie
sur une partie Uy de 2, et 4 valeurs dans §2.

3.2. Proposition. — Un systéme dynamique & temps discret { ¢, ; n € NouZ}
sur un ensemble ) est entiérement déterminé par son générateur. Plus précisément,
en notant U, la partie de §2 sur laquelle est définie I’application ¢,, on a

(i) pour tout n € N, @, est l'itérée n-iéme de ¢; :

Unt1= (1) " (Un) = (0n) H(U1),  @n41=0100n = pnopr = (p1)"t ;
(ii) sile systéme dynamique est paramétré par Z, application  est une bijection
de U, sur U_; dont l’inverse est ¢_1 ; de plus, pour tout n € N, ¢_,, est I'itérée
n-iéme de ¢_1 ; ainsi, pour tout n € Z,
¢—n = (pn) 7" = (p-1)".
Preuve :  Nous avons (¢;)~(Uy) C U, car un élément de (1) ~1(Uy) est un élément
z de Uy qui vérifie p1(z) € Us; la propriété 1.2 (iv) montre alors que z € Us.
Réciproquement, nous avons aussi Uz C @7 *(Uy), car si z € Uy, alors z € U; compte
tenu de la propriété 1.2 (iii) et alors, d’aprés la propriété 1.2 (iv), ¢1(z) € U; donc
z € (p1)~1(U;). On voit alors que ’application 9, définie sur U, n’est autre que
(<P1)2 = Y1091.
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De proche en proche, on montre par le méme raisonnement que pour tout entier 7 € N,
Unt1 = (91) " (Un) = (¢n)"H(U1) et que pni1 = (1)t = 1 0 o = pn 0 1.

Si le systtme dynamique a temps discret considéré est paramétré par Z, on voit
immédiatement que ¢; est injective, que U_1 = ¢1(Ui), que p_; = (p1)~ " et, plus
généralement, que pour tout n € Z, p_n, = () "' = (p-1)". 0

3.3. Définition. — Soit {¢; ; ¢t € R} un systéme dynamique & temps continu
sur un ensemble Q, paramétré par I'ensemble R de tous les réels. Nous faisons les
deux hypothéses suivantes :

(H 1) ’ensemble 2 est un ouvert d’un espace affine réel de dimension finie;

(H 2) pour tout point x € 2, I'ensemble des t € R tels que = € U, contient un
intervalle ouvert centré sur l’origine, et I’application t — y;(z) est différentiable a
Porigine.

Posons, pour tout z € §2,

d
X(2) = ‘p;ix) t=0’
le terme figurant dans le membre de droite dgsignant la dérivée a lorigine de

lapplication t — @4(z), I’élément x de §? étant considéré comme fixé. Le champ
de vecteurs X ainsi défini sur ) est appelé générateur infinitésimal du systéme
dynamique.

3.4. Proposition. — Soit {¢; ; t € R} un systéme dynamique & temps continu
vérifiant les hypothéses (H 1) et (H 2) de la définition précédente. Soit X son
générateur infinitésimal. Pour tout point x € §2, ’ensemble I, dest € R tels que
x € U, est un intervalle ouvert de R contenant 'origine. L’application, définie sur
I, et a valeurs dans F,

t = Y(t) = pi(z)
est une solution de I’équation différentielle

dp(t)
—~ = X(@) (%)

qui vérifie la donnée de Cauchy
P(0) ==z. (%)

Preuve : Nous savons déja, d’apres la propriété 1.2 (ii), que 0 € I. Soit £y un élément
de I, et t un réel compris entre 0 et ¢g.

Sitg > 0,ona0 <t < tp; la propriété 1.2 (iii) montre alors que Uy, C Uy; on a donc
z € Uy, c’est-a-dire t € I.

Sito < Oonaty <t < 0etlapropriété 1.3 (vi) montre qu’on a encore t € I;. Nous
avons ainsi prouvé que I, est un intervalle contenant 0.

L’hypothése (H 2) montre que I’ensemble des s € R tels que ¢4, (z) € U, contient un
intervalle ouvert | — ¢, ¢[, avec € > 0. La propriété (iv) de la définition 1.2 montre alors
que pour tout réel s vérifiant —e < s < ¢, le point z est élément de Uy, 1 s. Autrement dit,
I; D to —€,to+€[, ce qui prouve que I est voisinage de o, qui est un quelconque de ses
éléments. Nous avons donc prouvé que I est ouvert. De plus, d’apres la propriété 1.2 (iv),
pour tout s € | — ¢, €[, nous avons

P(to+ ) = s (¥(t0)) -
D’apres I’hypothese (H 2), I’application s — ¢, (% (to)) est différentiable a I’origine. Par
suite, I’application ¢ — 1 (¢) est différentiable au point to, et sa dérivée en ce point est

dt) | _ddltots) | _ X (¥(to)) -

dt  lt=to ds L:o
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Nous avons ainsi prouvé que ¢ — 1 (t) est une solution de 1’équation différentielle (x).
D’apres la propriété 1.2 (ii), cette solution vérifie (#x). O
3.5. Commentaire. — La proposition 3.2 montre qu’un syst¢tme dynamique a temps
discret sur un ensemble §2 est constitué par les itérées d’une application ¢, d’une partie
U; de Q dans © et aussi, si p; est injective, par les itérées de (¢1)~1. Les systémes
dynamiques discrets que nous considererons dans la suite seront généralement définis sur
un ouvert §2 d’un espace affine réel de dimension finie, et leur générateur ¢, sera une
application différentiable, et méme, le plus souvent, un difféomorphisme d’un ouvert U
de Q sur un autre ouvert U_ de Q.

De méme, la proposition 3.4 montre que sous certaines hypotheses (les hypothéses (H 1)
et (H 2) de la définition 3.3) on peut, de maniére trés simple, associer a un systeme
dynamique a temps continu son générateur infinitésimal, qui est un champ de vecteurs
X. Les trajectoires du systéme dynamique sont des solutions de 1’équation différentielle
définie par ce champ de vecteurs. L’étude des systemes dynamiques a temps continu
apparait donc comme étroitement liée a celle des équations différentielles. C’est pourquoi,
dans le chapitre II, nous allons rappeler les notions sur les équations différentielles dont
nous aurons besoin dans la suite.

4. Exemples de systemes dynamiques

4.1. Un systeme a temps discret sur intervalle [0, 1]. — Soit g ’application de [0, 1]
dans lui-méme
g(z) = 22, z €[0,1].
C’est un homéomorphisme, d’inverse
9w =y, yelo1].
Soit { g" ; n € Z} le systtme dynamique a temps discret de générateur g. Il est facile
de montrer que ce systeéme admet deux points d’équilibre, 0 et 1, et que pour tout point
vérifiant 0 < z < 1, les ensembles w-limite et a-limite de = sont, respectivement,
L,(z)={0} et La(z)={1}.
4.2. La transformation de Gauss. — Pour tout réel z, notons [z] la partie entiére de z,
c’est-a-dire le plus grand entier inférieur ou égal a z. Nous remarquons alors que z — [z]
est un élément de I’intervalle semi-ouvert [0, 1].
On appelle transformation de Gauss ’application G : R — {0} — [0, 1],
1 1

G(u) =~ [a]
Soit I I’ensemble des réels irrationnels appartenant a 1’intervalle ouvert ]0, 1[. I est facile
de vérifier que G applique I’ensemble I dans lui-méme. Le systéme dynamique ayant pour
générateur I’ application de Gauss G apparait naturellement dans I’étude du développement
en fraction continuée d’un réel irrationnel.
4.3. Le systeme de Feigenbaum. — Soit F I’application de I’intervalle [—1, 1] dans
lui-méme

F(z)=1-pz*, zel[-1,1],

ou p est un parametre réel vérifiant 0 < p < 2. On considere le systéme dynamique a
temps discret { F* ; n € N}. Son comportement dépend de la valeur du paramétre
w1 (voir [24]). Lorsque ce parameétre varie, on observe de brusques changements de
comportement du systéme lorsque y traverse certaines valeurs; ces modifications brusques
de comportement sont appelées bifurcations de Feigenbaum. Le lecteur est invité a
rechercher les points d’équilibre et les orbites périodiques du systeme. Il pourra aussi,
s’il dispose d’un ordinateur, en faire une étude expérimentale.
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4.4. La méthode de Newton. — Soit f une fonction différentiable, définie sur un ouvert
I de R, a valeurs réelles. Le lecteur connait probablement déja la méthode de Newton pour
déterminer, par approximations successives, les solutions de ’équation f(z) = 0. Cette
méthode consiste a choisir un élément z, de I, a calculer yo = f(xo), puis, si yo # 0, 2
déterminer la tangente, au point de coordonnées (o, Yo), au graphe de la fonction f, et
a chercher I’abscisse 1 du point ou cette tangente coupe 1’axe des abscisses. Si z1 € I,
on recommence toute la construction en remplagant xg par x1, et on obtient ainsi z3. On
construit ainsi, de proche en proche, les termes d’une suite (2o, Z1, - - ., Zn,...) (figure
I.1). Lorsque cette suite converge vers un élément = de I, cet élément est solution de
I’équation f(z) = 0.

Y

Figure I.1. La méthode de Newton

La méthode de Newton consiste en fait & construire I’orbite, issue du point z, du systeme
dynamique a temps discret { N ; n € N}, engendré par I’application
f(=z)

z N(z) =z @)
définie sur I’ensemble U; des éléments z de I tels que f/(z) # 0.
11 est facile de voir que les points d’équilibre du systéme dynamique a temps discret de
générateur NV sont les éléments z de I tels que f(z) = 0et f'(z) # 0.
4.5. Le systtme de Hénon. — (Voir [32]). Considérons I’application # de R? dans
lui-méme

X =zcosa— (y—2?)sina,
(z,y) = (X,Y), avec : 2
Y =zsina+ (y — z°)cosa,

ol @ est un paramétre réel. Le systéme dynamique a temps discret { H™ ; n € N}, appelé
systéeme de Hénon, a un comportement tout a fait remarquable. Le lecteur est invité a en
rechercher les points d’équilibre, les orbites périodiques et, s’il dispose d’un ordinateur, a
en faire une étude expérimentale.

4.6. Le pendule plan. — Donnons un exemple de systeme dynamique a temps continu :
le mouvement d’un pendule plan (figure 1.2).

Le pendule est constitué par un point matériel de masse m (1), attaché a une extrémité d’une

La masse m n’apparait pas dans les équations du mouvement en raison d’une propriété physique remarquable :
I'égalité de la “masse inerte” et de la “masse pesante”, découverte par Galilée. La recherche d’une explication
de cette remarquable propriété a été une des motivations qui ont conduit Albert Einstein a découvrir la théorie
de la Relativité générale.
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Axe horizontal

Point matériel

Direction verticale

Force de pesanteur

Figure I.2. Pendule plan

tige rectiligne rigide de longueur [ et de masse négligeable. La tige peut tourner, autour
de son autre extrémité, dans un plan vertical fixe. Le frottement est supposé négligeable.
On appelle 0 I’angle (orienté) que fait le pendule avec la verticale, cet angle étant O si
le pendule est en position verticale avec le point matériel au dessous du point d’attache,
et £ si le pendule est en position verticale avec le point matériel au dessus du point
d’attache.

Les équations du mouvement sont

@ _
at Y
dw g .
E——TSII’IG.

Nous avons noté g 1’accélération de la pesanteur. Cette équation différentielle est associée
a un champ de vecteurs qui est le générateur infinit€simal d’un syst¢éme dynamique a
temps continu.

Apparemment, 1’espace des phases du systéme est le plan R?, avec pour coordonnées @
et w. Mais en examinant les choses de plus prés, nous voyons qu’en fait  n’est pas un
réel, mais un angle, ¢’est-a-dire un élément du cercle trigonométrique S, isomorphe a
R/(27Z). L’espace des phases est donc non pas R?, mais le produit S* x R, ¢’est-a-dire
un cylindre. Cet exemple montre que I’étude de systémes mécaniques, méme relativement
simples, conduit a considérer des systémes dynamiques dont I’espace des phases n’est pas
un ouvert d’un espace affine, mais plut6t une variété différentiable. Dans le cas présent,
nous pouvons cependant étudier le systéme comme si 1’espace des phases était R? (on dit
que R? est le revétement universel du cylindre S* x R), a condition de ne pas oublier que
6 n’est défini que modulo 27; nous devrons, aprés 1’étude, effectuer le quotient de R? par
la relation d’équivalence pour laquelle (0;,w;) est équivalent a (62, ws) si w; = wq et
01 — 6, = 2kn, avec k € Z.

dw

Les points d’équilibre sont les couples (6, w) pour lesquels %g— =0et i 0. Nous

voyons que sur ’espace des phases vrai, ¢’est-a-dire sur le cylindre S* x R, il existe deux
points d’équilibre, un point C' de coordonnées § = 0 modulo 27, w = 0, et un point .S de
coordonnées = m modulo 2, w = 0. Sur son revétement universel R?, chacun de ces
points apparait une infinité de fois; nous dirons que chaque point d’équilibre a une infinité
de représentants; de sorte que nous avons pour points d’équilible les représentants du
point C, de coordonnées 8 = 2k , w = 0 et les représentants du point S, de coordonnées
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Figure 1.3. Portrait de phases dans R? du pendule plan.

0 = (2k+ )7, w = 0, avec k € Z. Sur la figure 1.3, qui représente le portrait de
phases du systéme, apparaissent trois représentants du point d’équilibre C, les points
(0 =-2m, w=0),(0 =0, w=0)et (0 =27, w = 0); et deux représentants du point
d’équilibre S, les points (6 = —7, w =0) et ( =7, w = 0).

Posons 1

H0,w) = 3 mi?w? + mgl(1 — cos9).
La fonction H a une signification physique importante : c’est 1’énergie totale du pendule.
1l est facile de vérifier que pour toute solution t — (6(t),w(t)) de1’équation différentielle
du mouvement, H (6(t), w(t)) reste constant. On exprime ce fait en disant qu’en I’absence
de frottement, le pendule est un syst¢tme mécanique conservatif : chaque mouvement a
lieu a énergie constante. On remarque que H admet un minimum relatif strict au point
d’équilibre C (8 = 0 modulo 27, w = 0).
Les figures 1.3 et 1.4 sont deux représentations du portrait de phases du systeme.

Sur la figure 1.3, I’espace des phases est le plan R? (avec pour coordonnées 6 et w),
revétement universel de ’espace des phases vrai, le cylindre S x R. Dans ce plan, nous
avons tracé les courbes d’équation H (6, w) = constante, ce qui donne 1’allure qualitative
du portrait de phases.

Figure I.4. Vue en perspective du portrait de phases du pendule plan.

La figure 1.4 donne une vue en perspective du portrait de phases sur 1’espace des phases
vrai, le cylindre S! x R. Pour faire cette figure, nous avons plongé ce cylindre dans un
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espace de dimension 3 (le lecteur pourra penser a 1’espace physique usuel) en le courbant;
la surface ainsi obtenue est donc difféomorphe a un cylindre, mais ses génératrices ne
sont plus des lignes droites (ce sont des paraboles). Nous dirons que c’est une surface
cylindrique. Cette courbure a été choisie de telle sorte que les lignes d’énergie fixée,
d’équation H (6, w) = constante, soient les intersections de cette surface cylindrique avec
des plans paralléles. La vue en perspective donnée sur la figure 1.4 est une projection sur
un plan de I’objet de I’espace a trois dimensions ainsi construit, la direction de projection
étant choisie de maniére telle que les projections des deux points d’équilibre C et S soient
distinctes et bien visibles.

Nous allons classifier les orbites du pendule plan selon leur énergie.

a) Il n’existe aucune orbite d’énergie strictement négative.

b) 1l existe une orbite unique d’énergie nulle; elle se réduit a un point, le point d’équilibre
C (@ = 0 modulo 27, w = 0).

¢) Les orbites d’énergie h strictement comprise entre 0 et 2mgl sont toutes périodiques.
Lors du mouvement sur une orbite de ce type, ’angle # (en convenant de choisir sa
détermination appartenant a l’intervalle | — mr, 7[) varie entre deux valeurs extrémes
opposées, —0ar(h) et Opr(h), avec

O (e) = arccos (l - —h—) .
mgl

Le pendule oscille autour de sa position d’équilibre stable (qui correspond au point
d’équilibre C).

d) Il existe exactement trois orbites distinctes d’énergie 2mgl. L’une, réduite a un point,
est le point d’équilibre S (§ = 7 modulo 27, w = 0). Les deux autres sont des arcs de
courbe partant du point d’équilibre S et aboutissant a ce méme point, ’angle § variant
de mani¢re monotone pendant le mouvement. L’un de ces arcs de courbe est situé sur le
demi-cylindre w > 0, I’autre sur le demi-cylindre w < 0. Attention : ces orbites sont des
arcs de courbe ouverts, adhérents au point d’équilibre S; ce point n’en fait pas partie. Sur la
figure 1.3, ces orbites sont représentées par les deux arcs de courbe qui joignent les points
(0 =—m, w=0)et (0 =m, w=0),situés, I'un dans le demi-plan w > 0, I’autre dans le
demi-plan w < 0. Ces orbites sont dites homoclines, car chacune d’elles revient sur elle-
méme sous un certain angle non nul. Nous montrerons plus loin que lors des mouvements
correspondant a ces orbites, le point d’équilibre S n’est atteint qu’asymptotiquement,
lorsque le temps ¢ tend vers +o00 ou vers —oo. Dans un mouvement de ce type le pendule
fait, en un temps infini, un seul tour, en partant (pour ¢ = —o0) de sa position d’équilibre
instable (correspondant au point d’équilibre .S) et en revenant a ce point (pour ¢ = 4-00).
Le mouvement a lieu dans le sens trigonométrique pour I’ orbite homocline pour laquelle
w > 0, et dans le sens inverse du sens trigonométrique pour 1I’orbite homocline pour
laquelle w < 0.

e) Enfin les orbites d’énergie h > 2mgl sont toutes périodiques, w restant de signe constant
sur chacune d’elles; lors des mouvements correspondants I’angle 6 varie de maniere
monotone (croissante si w > 0 et décroissante si w < 0). Lors de ces mouvements, le
pendule tourne dans son plan et fait, au cours du temps, un nombre illimité de tours, dans
le sens trigonométrique si w > 0, dans le sens inverse du sens trigonométrique si w < 0.
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4.7. Le fer a cheval de Smale. — C’est un systéme dynamique a temps discret, découvert
et décrit pour la premiére fois par le grand mathématicien américain Stephen Smale [57].
Dans un plan euclidien £2, on considere une partie compacte S réunion d’un pavé carré
A et de deux demi-disques Dy et D1, de diametre égal au c6té de A, accolés a deux cotés
opposés de ce carré. Une application continue et injective f, définie sur un ouvert U de
&2, d’adhérence compacte contenant S, et a valeurs dans ce méme ouvert U, applique
S comme représenté sur la figure 1.5 : le pavé A est étiré dans une direction (sur la
figure, la direction verticale) et comprimé dans la direction perpendiculaire (sur la figure,
la direction horizontale); les deux demi-disques sont comprimés; I’ensemble S est courbé
en forme de fer a cheval, et placé de maniere telle que les parties rectangulaires Ry et
Ry de A (de sommets a, b, ¢, d et a’, V', ¢, d', respectivement) et représentées en gris
sur la partie gauche de la figure 1.5, soient appliquées, respectivement, sur les parties
rectangulaire R? et R de A (de sommets f(a), f(b), f(c), f(d) et f(a'), fF(¥'), f(),
f(d"), respectivement), et représentées en gris sur la partie droite de cette figure.

f(®) f()
Dy f(a) ~ (d)
B , . ,
¢ B f G el e
a 11— b al--lEmml el |
iR
d [t c db--F H---F L {c
Dy f(d) w \4) f(a/)
F(o) (Do) f(D1 F(¥)

Figure I.5. L application “fer a cheval” de S. Smale

On remarquera qu’outre 1’étirement vertical et la contraction horizontale, 1’application
[f fait subir une rotation d’un demi-tour au rectangle R, pour I’appliquer sur son image
f(R1) = R!. On notera aussi, en observant la figure L.5, que Ry et R; sont des rectangles
dont le grand coté est horizontal, R® et R! des rectangles dont le grand coté est vertical.

On impose de plus a I’application f d’étre telle que sa restriction a chacun des rectangles
Ry et Ry soit une application affine de ce rectangle, respectivement, sur le rectangle R? et
le rectangle R. On lui impose aussi d’appliquer le complémentaire, dans S, du rectangle
fermé a’b’cd, dans I’intérieur du demi-disque Dy, et I’intérieur du rectangle abc’'d’ dans
Iintérieur du demi-disque D;. On lui impose enfin d’étre telle que sa restriction au demi-
disque fermé Dy soit une application contractante de ce demi-disque dans ’intérieur de
lui-méme. D’apres le théoréme du point fixe VIL2.1, la restriction de f a Dy posseéde un
point fixe unique p, élément de I’intérieur de Dy. Le systeéme dynamique & temps discret
considéré est engendré par I’application f. Nous avons, d’apres la définition de f,

f(Ro)=R%, f(R)=R', fYR%)=Ro, [f'R')=Ri. (*)
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Nous allons déterminer 1’ensemble A des points  du pavé A tels que, pour tout n € Z,
f™(x) soit élément de A. Posons :
Ap={zeA; VneNf*(z)eA},

A_={ze€A; VneN f(z)définiet € A}.
Nous avons alors A = A N A_. Nous allons prouver que

+o00 +o00
Ar=[)f"RoURy), A_=[)f"(ROUR").
n=0 n=0

En effet, un point z € A tel que pour tout n € N, f*(z) € Ry U R; est élément de A,
car Ry U Ry C A. Réciproquement, un point x € A tel qu’il existe n € N pour lequel
f™(z) n’est pas élément de Ry U R; ne peut pas étre élément de A, car f*1(x) est
élément soit de I’intérieur de Dy, soit de I'intérieur de D;, donc n’est pas élément de A.
De méme, un point z € A tel que pour toutn € N,z € f*(R° U R') appartient 2 A_, car
f™(x) est défini et élément de R° U R*, donc de A. Réciproquement, un point z € A
tel qu’il existe n € N pour lequel z ¢ f™(R® U R') ne peut pas étre élément de A_, car
alors soit f~™(x) n’est pas défini, soit f ~™(z) est défini mais n’appartient pas 8 R° U R';
dans ce dernier cas, f~("*+1(z) soit n’est pas défini, soit est défini mais n’est pas élément
de A.
Soient (49,41, - - .,) €t (jo, j1,- - - ,J1) deux suites finies dont les termes sont égaux a 0
ou 1. Posons

Rigiy ..ix = Rig N f T (Riy) NN f5(Ry,),

Rjod1--Jt — RIo ﬂf(Rj‘) ne--- ﬂfl(Rj‘),

RPN = Rigiy iy NRIOT 0,
Les R;, i, ... 1, sontdes rectangles, dont le grand coté est horizontal et égal au c6té du pavé
A, et dont le petit c6té est vertical et d’autant plus petit que k est plus élevé. De méme,
les R7° 713t sont des rectangles dont le grand c6té est vertical et égal au cté du pavé
A, et dont le petit coté est horizontal et d’autant plus petit que ! est plus élevé. Les R; et
R7 ont déja été représentés sur la figure 1.5. Sur la figure 1.6 nous avons représenté, 2 titre
d’exemple, les R;, ;,, les R7° 71 et leurs intersections. Remarquons que si les suites finies
ayant le méme nombre de termes (g, 41, . . ., %) €t (g, ], i), dont les termes sont égaux
a 0 ou 1, sont distinctes, R;;, ..., €t Ri'o i ..., sont disjoints. De méme, si les suites
finies ayant le méme nombre de termes (jo, j1, - - - , Jk) €t (4§, 41, jr.)» dont les termes sont
égaux 2 0 ou 1, sont distinctes, R70Jt - & et RJoJ1 Ik sont disjoints.

E_E
H
Rl 0
I
RO 0
(a) Les R (b) Les R*! () Les R¥] = R;; N RF!

Figure 1.6. Les rectangles R; j et R*' et leurs intersections
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D’autre part, nous avons toujours

RJo_71 CRJOJl - Ji RJOJl JlJl+1 CRJojl g

1021 . '“c Tht+1 1011 ... 1k ) 701 - 10 %1 ... Tk

En utilisant les formules (*), nous voyons également que

f(RJoh )_ 10]0]1 - Ji , f— (Rjoh ) Rt

10 21 20 11 'Jo to 11 i "

En examinant ces formules le lecteur remarquera que f et f ! agissent sur les Rf;’ fll
en faisant passer le premier indice d’une ligne (celui situé le plus a gauche dans cette
ligne), respectivement, de la ligne du bas a la ligne du haut, et de la ligne du haut a la ligne

du bas, cet indice étant toujours placé en premiere position.

D’aprés les expressions de A, A_ et A, nous voyons qu’un point z € A est élémentde A
si et seulement s’il existe deux suites infinies (4o, %1, . .., in,--.) €t (Jo,J1, - - Jmy - -)s
dont les termes sont egaux a 0 ou 1, telles que pour tous k € Net! € N, le point
soit élément de ng fll . Lorsque ces deux suites infinies sont fixées, le point z € A
qu’elles déterminent exlste (car I’intersection de la suite décroissante de compacts non
Jo j1 -

vides (R} 1‘ ‘I, n € N) est non vide) et est unique (en raison du fait que les R?° 7!

sont des pavés carrés dont le coté tend vers 0 lorsque » — +00). Nous avons donc prouve
qu’il existe une application bijective de I’ensemble A sur I’ensemble des couples ordonnés
de suites infinies ((4o, %1, - - .,%n,---)» (Jo,J1, - -»Jms - - -)) dont les termes sont égaux 2
0 ou a 1. Mais un tel couple ordonné de suites infinies peut &tre identifi€ & une suite infinie
bilatére marquée

(...,jm,...,jl,jo N io,il,...,in,...).

Une telle suite bilatére est dite marquée pour indiquer qu’'on a placé une marque
(représentée par un point-virgule) entre deux termes consécutifs (ici les termes jp et
1p). Cette marque sert a indiquer que la premiére suite unilatére est formée par les termes

placés a droite du point-virgule, et 1a seconde par les termes placés a gauche de ce signe.

Cette identification est commode car elle permet de donner a I’application f la forme trés
simple suivante :

f3(~--,j13j0; 7:0’?:1,“‘)H("'le)jo;io; il)i2a"‘)'

L’application f a donc pour effet de déplacer le point-virgule d’un cran vers la droite.
Cette application, définie sur I’ensemble des suites bilatéres marquées, est appelée shift
de Bernoulli.

La topologie de A (induite par celle du plan £2) est celle d’un espace de Cantor (voir par
exemple [23] chapitre I paragraphe 9).

Un point 2 de I’ouvert U sur lequel I’application f est définie est dit non errant (définition
due a D. Birkhoff [9]) si pour tout voisinage V de z et tout entier N > 0, il existe un
entier n; > N et un entier np < —N tels que f*1(V)NV #£ Qet f,2(V)NV £ 0.
L’ensemble des points non errants du systéme dynamique a temps discret engendré par f
est noté (). On montre aisément (voir par exemple [37] chapitre 7) que Q2(f) NA = A.
L’ensemble A a de remarquables propriétés. En particulier, il contient une infinité d’ orbites
périodiques, de périodes aussi grandes qu’on le veut (ce sont les orbites des suites bilatéres
périodiques). Il contient également une orbite partout dense dans A. Le lecteur trouvera
dans les ouvrages [20, 29, 37, 50] une étude plus compléte du fer a cheval de Smale et de
I’ensemble A.
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5. Exercices

Exercice I.1.  Les propriétés énoncées dans la proposition 2.3 restent-elles applicables
aux systémes dynamiques paramétrés par R* ou par N? Si elles ne le sont pas, donner des
exemples de systémes pour lesquels elles ne sont pas vérifiées.

Exercice I.2. Dans les hypothéses de la définition 2.4, quels sont les ensembles limites
d’un point d’équilibre? d’un point dont I’orbite est périodique?

6. Solutions

Solution L1.  Pour un systéme dynamique sur un ensemble §2 paramétré par R* ou par
N, la propriété 1 de la proposition 2.3 reste vraie : 1’orbite d’un point de 2 contient toujours
ce point. Par contre, la proprié€té 2 de cette proposition ne subsiste pas. Considérons par
exemple le systeéme dynamique a temps discret, sur I’ensemble a deux éléments { 0,1},
engendré par 1’application
f(0)=0,  f(1)=0.

L'orbite de 0 est {0}, et 'orbite de 1 est { 0,1 }. ces deux orbites ont en commun
le point O et ne sont pas confondues. La propriété 3 de la proposition 2.3 ne subsiste
pas non plus, car pour une relation d’équivalence, deux classes d’équivalence sont soit
disjointes, soit confondues. La propriété 4 de la proposition 2.3 subsiste, moyennant une
légere adaptation : si z est un point de §2 dont I’orbite est périodique de période T" > 0,
I’ensemble I, est I’ensemble des temps tout entier, ¢’est-a-dire R* ou N, selon que le
systéme dynamique considéré est paramétré par R* ou par N, et I’orbite de z est aussi
périodique de période kT, pour tout entier k > 1.

Solution I.2.  Dans les hypotheses de 2.4, ’ensemble a-limite et 1’ensemble w-limite
d’un point d’équilibre z sont tous deux le singleton { z }. De méme, I’ensemble q-limite
et I’ensemble w-limite d’un point dont I’orbite -y est périodique sont tous deux égaux a .
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Rappels sur les équations différentielles

Nous indiquons dans ce chapitre les notions sur les équations différentielles dont
nous aurons besoin dans la suite. Pour la plupart, ces notions sont enseignées en
licence de mathématiques; elles sont rappelées ici sans démonstration. Le lecteur
pourra trouver ces démonstrations dans tout cours de calcul différentiel, comme par
exemple [18].

Certains résultats, malheureusement pas toujours enseignés en licence malgré leur
importance, sont présentés avec leur démonstration. Il en est ainsi par exemple du
théoréme des bouts (3.3), de la proposition relative a I’image directe d’un champ de
vecteurs (5.1) et du théoréme de redressement local (5.2).

Pour les équations différentielles satisfaisant les hypotheses du théoréme de Cauchy-
Lipschitz, nous introduirons (paragraphe 4) les concepts de flot et (pour les équations
autonomes) de flot réduit. Nous verrons que les applications partielles construites
avec le flot (ou le flot réduit) constituent un systéme dynamique & temps continu,
naturellement associé a 1’équation différentielle. Dans le cas ou 1’équation est
autonome, le champ de vecteurs qui lui est associé n’est autre que le générateur
infinitésimal de ce systéme dynamique.

1. Equations différentielles sous forme canonique

1.1. Notations et conventions. — Dans ce paragraphe £ est un espace affine réel, dont
I’espace vectoriel associé E est muni d’une norme. Nous devrons supposer parfois (par
exemple dans 1’énoncé du théoréme de Cauchy-Lipschitz 2.8), de plus, que 1’espace
normé E est complet, c’est-a-dire est un espace de Banach. Rappelons que cette
condition est automatiquement satisfaite lorsque E est de dimension finie. Rappelons
aussi que toute application linéaire de R dans E est automatiquement continue et
que I'espace L(R, E) de toutes les applications linéaires de R dans F est un espace
vectoriel normé qui s’identifie a F, grice a I’isomorphisme conservant la norme qui,
a un élément ¢ de L(R, E), associe I’élément (1) de E. L'isomorphisme réciproque
associe, a chaque élément x de E, I’application linéaire ¢ — tx de R dans E. Nous
utiliserons systématiquement cette identification. De méme, nous identifierons les espaces

L(R,L(R, E)), £(R, L(R, L(R, E))) etc..., 3 E. Une application ¢ d’un intervalle

ouvert I de R dans £ étant donnée, nous noterons ', ¢, . . ., (™ ses dérivées premicre,

. . . d
seconde, . . ., d’ordre 1, lorsqu’elles existent. Nous noterons aussi, occasionnellement, d—f ,
d%p d™p

HT g ces dérivées, lorsque ces notations paraitront plus commodes. Rappelons
que lorsque 1’application ¢ est n fois différentiable sur I, ses dérivées o', ", ...,

¢(™ sont des applications de I, respectivement, dans L(R, E), L(R,L(R, E)), ...,
£<R, L(R,L(...E).. )) Mais compte tenu des identifications mentionnées ci-dessus,

nous pouvons considérer toutes les dérivées ¢, ¢”, ..., p{™) de I’application p comme
étant a valeurs dans F.
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1.2. Définitions. — Une équation différentielle du premier ordre, sous forme canonique,
dans espace affine £ d’espace vectoriel associé E, est une relation de la forme

¢'(t) = f(t 0(t), (1)
ou f est une application d’une partie Q de R x € dans E. Une solution (ou courbe

intégrale) de cette équation différentielle est une application différentiable ¢ d’un
intervalle ouvert I de R dans € telle que, pour tout t € I, (t, ¢(t)) soit élément de

Q et que (t,p(t), ¢'(t)) vérifie la relation (1).

1.3. Définitions. — Une équation différentielle autonome du premier ordre, sous forme
canonique, dans espace affine £ d’espace vectoriel associé F, est une relation de
la forme

¢'(t) = X (o(t)), (2)
ou X est un champ de vecteurs sur une partie §2 de &€, ¢’est-a-dire une application
de Q2 dans E. Une solution (ou courbe intégrale) de cette équation différentielle est
une application différentiable ¢ d’un intervalle ouvert I de R dans £ telle que,
pour tout t € I, (t) soit élément de 2 et que (p(t), ¢/ (t)) vérifie la relation (2).
Les solutions (ou courbes intégrales) de I’équation différentielle autonome (2) sont
aussi appelées courbes intégrales du champ de vecteurs X .

En d’autres termes, une équation différentielle du premier ordre, sous forme canonique,
de la forme (1), est autonome si la partie 2 de R x & sur laquelle I’application f est définie
estde la forme R x €2, ou 2 est une partie de &, et si, pour chaque x € €2, la fonction f est
constante sur la partie R x {z} de R x Q. On dit alors que f ne dépend pas de sa premiére
variable t € R.

La proposition suivante indique une importante propriété de 1’ensemble des solutions
d’une équation autonome.

1.4. Proposition. — Soit ¢ : I — FE une solution de I’équation différentielle
autonome (2) et soit ty € R. Désignons par Ti, : R — R la translation

t— Ty (t) =t —to.
Alors I'application ¢ o Ty, du translaté I + to de I'intervalle I dans E est aussi
solution de I’équation autonome (2).

Preuve :  Voir par exemple [18], chapitre IV, paragraphe 2.2. O

2. Le théoréme d’existence et d’unicité

Soit £ un espace affine réel dont I’espace vectoriel associé E est muni d’une norme, et f
une application d’une partie {2 de R x £ dans E. On considere 1’équation différentielle

o'(t) = f(t,0(t)) 1)

2.1. Définition. — Une solution ¢ : I — £ de ’équation différentielle (1) est dite
maximale si toute solution de (1) dont 'intervalle de définition contient I et dont
la restriction a I coincide avec ¢ est égale a .

2.2, Définitions. — Une donnée de Cauchy pour ’équation différentielle (1) est un
point (to,xo) de la partie Q de R x & sur laquelle est définie cette équation. On
dit qu’une solution ¢ : I — & de I’équation (1) satisfait la donnée de Cauchy (to, xo)
sito € I et p(to) = zo.

On appelle probléeme de Cauchy la recherche d’une solution de I’équation (1)
satisfaisant une donnée de Cauchy spécifiée (to, xo).
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2.3. Définition. — Soit (to,x0) € Q. On appelle tonneau de sécurité ouvert (resp.,
fermé) de centre (to,xo) une partie de R x € de la forme Iy x By, ol Iy est un
intervalle ouvert (resp., fermé) de centre to, de longueur 21 > 0, et By une boule
ouverte (resp., fermée) de centre xo, de rayon r > 0, telle que

IyxByCQ et sup ”f(t,:v)||<§.
(t,z)elo x Bo

2.4. Remarques

a) Cas ol f est localement bornée. — Si f estlocalement bornée sur Q,eten particulier
si f est continue sur €2, tout point intérieur a {2 est centre d’un tonneau de sécurité. Soit en
effet (o, Zo) un point intérieur a 2. Puisque f est localement bornée, il existe un voisinage
W de (to, o) dans § sur lequel f est bornée; il existe donc un réel M > 0 tel que
sup »yew || (£ )| < M. Puisque (to, 2o) est intérieur 2 Q, le voisinage W de (to, o)
dans € est aussi voisinage de (to, o) dans R x £. L’ensemble des parties de R x £ de la
forme [to — I, to +1] X Bp(zo, M), avecl > 0, est un systéme fondamental de voisinages
de (to, zo) dans R x £ (nous avons noté Br(xo, M) laboule fermée de £, de centre z et
de rayon [M). Pour | > 0 assez petit, nous avons donc [to — I, to +{] X Bp(zo,IM) C W,
et nous voyons que [to — I, to + ] X Bp(xo, M) est un tonneau de sécurité fermé centré
sur le point (to, o). Bien entendu, |¢o — I, to + I[x B(xo, M), ou B(zo, M) désigne
la boule ouverte de £ de centre o et de rayon [M, est un tonneau de sé€curité ouvert de
centre (to, Zo).

b) Homothétique d’un tonneau de sécurité. — Soit Iy x Bg un tonneau de sécurité
(par exemple fermé) de centre (to, o). Notons Iy = [to — I, to + ], Bo = Bp(xo,7),
avec [ > 0, r > 0. Tout point (¢;,21) de Q intérieur & Iy x By, c’est-a-dire vérifiant
|t1 —to] < let||z1 — zo|| < 7, est aussi centre d’un tonneau de sécurité I; x Bj. Il suffit
de prendre I; = [t; — l1,t1 + l1], By = Bp(x1,71), en choisissant [; et ; de maniére
telle qu’ils vérifient

%=§, O<lh<l—|ta—to], O<ri<r—|z1—20]-
1
Ces conditions impliquent en effet I; x By C Iy x By C 2, donc
T T1
sup Hf(t, :B)“ <  sup Hf(t,a;)” <1
(tlx)ell X By (t,l‘)EIQXBo l ll

Cette remarque est souvent utile pour I’étude de I’existence des solutions d’une équation
différentielle.

¢) Intérét des tonneaux de sécurité. — Soit ¢ : I — & une solution de I’équation
différentielle (1) satisfaisant la donnée de Cauchy (o, zo). L'existence d’un tonneau de
sécurité Iy x By de centre (to,z0) € R x & permet de montrer que le graphe de la
restriction de ¢ a I N Iy est contenu dans ce tonneau de sécurité. C’est ce qui résulte du
lemme suivant, et c’est 1a le principal intérét de la notion de tonneau de sécurité.

2.5. Lemme. — Soit ¢ : I — & une solution de ’équation différentielle (1)
satisfaisant la donnée de Cauchy (%o, xo). S’il existe un tonneau de sécurité (par
exemple ouvert) Iy x By de centre (to, Zo), la solution ¢ vérifie, pour tout t € INIy,

() = o(to)|| <,

ot r > 0 est le rayon de la boule By. Cela exprime que le graphe de la restriction
de ¢ a I NI, est contenu dans Iy X By.
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Preuve :  Soit 21 > 0 la longueur de I’intervalle Ip. D’apres la définition d’un tonneau
de sécurité, nous avons
r
sup ||f(t,a:)|| =M< 7
(t,z)€Tox Bo
Supposons qu'il existe ¢; € TN 1o tel que ||¢(t1) — p(to)|| > r. Nécessairement, t1 # to;
supposons par exemple ¢; > to. Posons
tm =sup{teInly; t>to, VOE[to,t], |[@(0) — p(to)| <7}
Le réel ¢ existe, car ¢’est la borne supérieure d’une partie de R non vide (elle contient £g)
et majorée par ¢;. Il appartient a I’intervalle [to, 1], donc a I N Ip. Puisque ¢ est continue,
nous avons
[e(tar) = o(to)|| =7 (%)
D’autre part, d’aprés la définition méme de ¢, pour tout ¢ € [to, tml, (¢, ¢(t)) est
élément de Iy x By, donc

le' @l = |1t o) <M< 5.
Mais alors, d’apres le théoreme des accroissements finis,
le(tar) — e(to)|| < Mltar —tol < Mi<r,
ce qui contredit (). O

2.6. Définitions. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, ou deux espaces
affines dont les espaces vectoriels asssociés sont normés.

1. Une application f, définie sur une partie Q2 de E et a valeurs dans F, est dite
lipschitzienne s’il existe un réel k > 0 tel que, pour tous z; et z2 € ,

(| £ (22) — f(z1)|| < kllwz — 2]
Le réel k est appelé rapport de Papplication f. On dit alors aussi que [ est k-
lipschitzienne pour dire qu’elle est lipschitzienne de rapport k.

2. Dans les mémes hypotheéses, on dit que I’application f est localement lipschitzi-
enne si tout point x de Q posséde un voisinage (dans Q) tel que la restriction de f
a ce voisinage soit lipschitzienne, son rapport pouvant dépendre du point x.

3. Soit A un ensemble, et g une application définie sur une partie Q de A x E,
a valeurs dans F. On dit que f est lipschitzienne relativement a sa seconde variable
x € E 5'il existe un réel k > 0 tel que, pour tout a € A, tous , et x> € E tels que
(a,x1) et (a,z2) soient éléments de 2,

ll9(a,22) — g(a,z1)|| < kllz2 — 21]-

4. On suppose de plus I’ensemble A muni d’une topologie. L’application g est
dite localement lipschitzienne relativement a sa seconde variable x € E si tout point
(a,z) € Q posséde un voisinage W C A x E tel que la restriction de f & QNW soit
lipschitzienne relativement & sa seconde variable (son rapport pouvant dépendre

du point (a,z) € Q considéré).

2.7. Exemple important. — Soit £ un espace affine dont ’espace vectoriel associé
E est normé et f une application définie sur un ouvert 2 de R x &, a valeurs dans un
autre espace vectoriel normé F'. Si f est différentiable de classe C?, avec p > 1, elle
est localement lipchitzienne par rapport a sa seconde variable (et méme par rapport a
I’ensemble (¢, z) € 2 des deux variables dont elle dépend). Cela résulte en effet aisément
de I’'inégalité des accroissements finis.
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2.8. Théoréme de Cauchy-Lipschitz. — Soit £ un espace affine dont I’espace
vectoriel associé E est un espace de Banach réel, et f : 2 — E une application
d’une partie  de R x € dans E. On considére I’équation différentielle

¢'(t) = f(t,0(t)) . 1)
Soit (to,xo) € ) une donnée de Cauchy, qu’on suppose centre d’un tonneau
de sécurité fermé Iy x By contenu dans 2 (avec Iy = [to — l,to + 1], I > 0,

By = Bp(xo,r), boule fermée de centre xy et de rayon r > 0). On suppose aussi
la restriction de f a Iy x By continue, et lipschitzienne relativement & sa seconde
variable. Il existe alors une solution de I’équation différentielle (1) satisfaisant la
donnée de Cauchy (to, To), définie sur I'intervalle ouvert |to—1, to+![ . Cette solution
est unique, au sens suivant : toute autre solution de I’équation différentielle (1)
satisfaisant la méme donnée de Cauchy (to, zo) coincide avec elle sur I'intersection
de son intervalle de définition avec I'intervalle |to — [, to + [ .

Preuve : Voir par exemple [18], chapitre V, paragraphe 2.7. O

2.9. Théoréme d’existence et d’unicité globales. —  Soit £ un espace affine
dont I'espace vectoriel associé E est un espace de Banach réel, et f : @ — E
une application d’un ouvert 2 de R x £ dans E. On suppose f continue sur
Q et localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable. On considére
Péquation différentielle

¢'(t) = f(t e(t)) - (1)

Pour toute donnée de Cauchy (to, zo) € Q il existe une solution maximale unique
de I’équation différentielle (1) satisfaisant cette donnée de Cauchy.

Preuve :  Voir par exemple [18], chapitre V, paragraphe 2.10. a

3. Bouts d’une solution maximale

Nous considérons dans ce paragraphe 1’équation différentielle, dans 1’espace affine £ dont
I’espace vectoriel associé E est normé,

o'(t) = f(t, (1)), 1)

ou f est une application d’une partie QdeR x £ dans E. Les hypothéses sur E et f seront
précisées en temps utile.

3.1. Définition. — Soit ¢ une solution maximale de I’équation différentielle (1),
la,b[ son intervalle de définition (a pouvant étre fini ou égal & —oo, et b fini ou
égal & +00). On appelle bout droit (resp., bout gauche) de cette solution maximale
Pensemble des valeurs d’adhérence, lorsque t — b (resp., lorsque t — a), de
Papplication de |a,b[ dans R x € : t — (¢, (t)).

3.2. Commentaires

a) Projection des bouts sur le facteur R. — 1l importe de remarquer que le bout droit
(resp., gauche) de la solution ¢ est une partie de R x £, qui peut éventuellement &tre vide.
Si cette partie est non vide, sa projection sur le facteur R est nécessairement le singleton
{b} (resp., le singleton { a }); en effet, b (resp., a) est la limite, donc I’'unique valeur
d’adhérence, de I'injection canonique de ]a,b[ dans R, ¢ — t, lorsque ¢ — b (resp.,
lorsque t — a).

Nous voyons donc que si b = +o00 (resp., si @ = —00), le bout droit (resp., gauche) de la
solution ¢ est vide.
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b) Ensembles limites. — Supposons I’intervalle de définition de la solution maximale ¢
non borné 2 droite (resp., & gauche), ¢’est-a-dire de la forme ]a, +o0o[ (resp., de la forme
] — 00, b]). Le bout droit (resp., gauche) de la solution ¢ est alors vide. Afin d’étudier le
comportement de ¢(t) lorsque t — +00 (resp., lorsque ¢ — —00), il est utile d’introduire
la notion d’ensemble w-limite (resp., d’ensemble a-limite) de o : c’est, par définition,
I’ensemble des valeurs d’adhérence de 1’application ¢ — (¢) lorsque ¢ — +oo (resp.,
lorsque ¢ — —00). Les ensembles w-limite et a-limite de ¢ sont des parties de £, qui
peuvent éventuellement tre vides. Leurs propriétés sont plus compliquées que celles des
bouts. Nous les avons déja définis, pour les trajectoires d’un systeéme dynamique, dans le
chapitre précédent (1.2.4).

3.3. Théoreme. — On se place dans les hypothéses du théoréme d’existence
et d’unicité globales 2.9 : I'espace vectoriel E associé a l'espace affine & est
de Banach, Q est un ouvert de R x &, application f est continue sur §2 et
localement lipschitzienne relativement a sa seconde variable. Les bouts d’une
solution maximale ¢ :]a,b[ — £ de I’équation différentielle (1) ont les propriétés
suivantes.
(i) Si un bout (droit ou gauche) de ¢ est non vide, il est contenu dans la frontiére
de 2.
(ii) Si b < +o0 et s’il existe € > 0 tel que t — “cp’(t)” soit bornée sur |b— ¢€,b[, la
limite

t—rbl,utrel]a,b[ W(t)
existe, et le bout droit de la solution ¢ est le singleton { (b, lim;_,; te1a,p[ ©(t)) }-
De méme, si —00 < a et s’il existe € > 0 tel que t — Hgo’(t)“ soit bornée sur
la,a + €[, la limite

t—a ,I?GI Ja,b[ (p(t)

existe, et le bout gauche de la solution ¢ est le singleton { (a, lim;_,q, te]a,b <p(t)) }
(iii) Si b < +o0 et si le bout droit de ¢ est vide (resp., si —oo0 < a et si le bout
gauche de o est vide), alors pour toute partie compacte K de £, il existe € > 0 tel
que pour tout t € |a, b[ vérifiant b— € < t (resp., vérifiant t < a+¢€), p(t) n’est pas
élément de K.

Preuve : Nous établirons ces propriétés pour le bout droit. Le cas du bout gauche est
analogue.

(1) Soit (b, ) un élément du bout droit de ¢. C’est une valeur d’adhérence de I"application
t — (t,¢(t)), qui prend ses valeurs dans 2. Par suite, (b, y) est adhérent a (2. Supposons

(b,y) € Q. 1l existe alors un tonneau de sécurité fermé [b — [,b + l] x Br(y,r),
centré sur (b,y), contenu dans 2, avec [ > 0, » > 0. Considérons le tonneau fermé
de méme centre (b,y), homothétique du précédent dans le rapport 1/3, c’est-a-dire
b—1/3,b+1/3] x Br(y,r/3). C’est un voisinage de (b,y); comme (b,y) est valeur
d’adhérence de t — (¢, ¢(t)), il existe s €]a, b[ tel que
(s,9(s)) € [b—1/3,b+1/3] x Br(y,7/3).

Autrement dit, 0 < b— s < I/3 et ||p(s) — y|| < /3. Mais alors [s — 21/3, s + 21/3] x
Br(ip(s),21/3) est un tonneau de sécurité fermé, de centre (s, ¢(s)) (remarque 2.4.b).
Le théoréme d’existence 2.8 nous permet alors d’affirmer que la solution maximale de

(1) qui satisfait la donnée de Cauchy (s, ¢(s)) est définie sur un intervalle qui contient
s — 21/3,s + 21/3[. Mais cette solution n’est autre que ¢, et puisque b — s < 1/3,
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b+1/3 s+2/3 b+l R

i
i
b

0 b—1l s=21/3 b-1/3
Figure II.1. Ilustration de la preuve du théoréme 3.3.

s+2l/3 > b+1/3 > b. Nous avons ainsi prouvé que b n’est pas I’extrémité droite de
I'intervalle de définition de la solution maximale (, contrairement a la définition méme
de b. Notre hypothese de départ, selon laquelle (b, y) appartient a §2, est donc fausse. Le
point (b, y), élément de I’adhérence de €2 mais pasde 0, est donc nécessairement élément
de la frontidre de 2.

(ii) Soit (¢, , n € N) une suite croissante de points de I'intervalle [b — €, b[, qui converge
vers b. D’apres le théoréme des accroissements finis, pour tous pet g € N,

HSO(tp) - ‘P(tq)” < sup ”‘PI(t)” [ty — tq] < M |ty — 4],
te[b—e,b|

ou nous avons noté M un majorant de ||<p' (¢) || pour ¢t € |b — ¢, b[. Cette inégalité montre
que la suite (lp(tn) ,MEN ) est de Cauchy dans I’espace complet £. Cette suite converge
donc vers un élément £ de £. L’élément & ne dépend pas du choix de la suite (¢,), car
avec deux suites croissantes (t,) et (¢,,) dans [b — €, b convergeant vers b, on peut,
en considérant la réunion des termes de ces deux suites et en 1’ordonnant selon 1’ordre
croissant, former une nouvelle suite croissante (s,), convergeant vers b, dont les suites
(tn) et (t,) sont extraites; la convergence de la suite (¢(s,)) montre que les deux suites
(¢(tn)) et (¢(t,)), qui en sont extraites, ont la méme limite. Nous pouvons alors affirmer
que I’application ¢ — (t) a pour limite £ lorsque t — b, ¢t € |a, b[. Aussi, lorsque t — b,
I’application ¢ — (t, go(t)) converge vers (b, £), et a donc ce point de R x &€ pour unique
valeur d’adhérence.

(iii) Si la propriété énoncée était fausse, il existerait une partie compacte K de £ ayant
la propriété suivante : pour tout entier n € N*, il existe un réel ¢, € [b— (1/n),b| tel
que p(t,) € K. La suite (¢(t,) , n € N), contenue dans un compact, admet une valeur
d’adhérence £ € K. Le point (b,§) de R x & serait alors élément du bout droit de ¢, en
contradiction avec 1’hypoth¢se selon laquelle ce bout droit est vide. a

3.4. Commentaires

a) Equations définies sur R x €. — Si le domaine de définition Q de la fonction fest
R x & entier, la fronti¢re de €2 est vide. Le théoréme 3.3 montre alors que les bouts droit
et gauche de toute solution maximale de (1) sont vides.

b) Explosions. — Considérons, pour simplifier, une équation différentielle autonome,
satisfaisant les hypothéses du théoréme d’existence et d’unicité globales 2.9. La partie
2de R x & est alors de la forme R x 2, ou € est un ouvert de I’espace affine £. Soit
¢ :]a,b[ — & une solution maximale de cette équation, pour laquelle b < +oo (le cas
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—00 < a donnerait lieu a un raisonnement analogue). Pourquoi ne peut-on pas prolonger
cette solution au dela de b? Le théoréme 3.3 donne des éléments de réponse :

— ou bien le bout droit de la solution est non vide, et il est contenu dans la frontiere
de 2 = R x Q; comme la frontiére du facteur R est vide, le bout droit de ¢ est
nécessairement contenu dans { b } x Fr(£2), ot Fr(£2) désigne la frontiere de I’ouvert
2 de &; 1a solution ¢ ne peut étre prolongée au dela de b car elle a atteint la frontiére
du domaine de définition de 1’équation;

— ou bien le bout droit de la solution ¢ est vide; dans ce cas, pour toute partiec compacte
K de &, la valeur ¢(t) de la solution “sort de K (c’est-a-dire n’est plus dans K)
lorsque ¢ — b; en un certain sens (précisé ci-dessous) ou peut dire que la solution
“part a ’infini”, ou “explose”, lorsque ¢t — b.

Le lecteur remarquera que lorsque € est de dimension finie, ses parties compactes sont ses
parties fermées et bornées. Il est alors tout 2 fait 1égitime de dire que ¢(t) “part a I’infini”
lorsque ¢t — b pour dire que, pour toute partie compacte K de &, ¢(t) sort de K. Lorsque
£ est de dimension infinie, il existe des parties fermées et bornées de £ non compactes, et
o(t) peut sortir de tout compact, lorsque ¢ — b, tout en restant bornée. On peut cependant
dire que (t) “part a I’infini” dans 1’infinité des dimensions de £.

4. Le flot d’une équation différentielle

Soit £ un espace afffine dont 1’espace vectoriel associé F est un espace de Banach réel.
Considérons I’équation différentielle

¢'(t) = f(t,0(¢)), (1)

ou f est une application d’un ouvert Q de R x € dans E. Nous nous placons dans les
hypotheses du théoréme d’existence et d’unicité 2.9 : I’application f est supposée continue
sur {2 et localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable. Nous savons alors,
d’apres 2.9, que pour toute donnée de Cauchy (to, zo) € §2il existe une solution maximale
unique @, «,) de I’équation (1), définie sur un intervalle ouvert I3, 5,) de R contenant
to, vérifiant ¢ (4, z,)(to) = To. Cela justifie la définition suivante.

4.1. Définition. — On appelle flot (ou coulée) de I’équation différentielle (1),
satisfaisant les hypothéses du théoréme d’existence et d’unicité 2.9, I’application
® de la partie

D= U I(to,Io) X {(to,l‘o)} = {(t,to,il)o) € R x ﬁ ; tE I(to,:to)}
(to,z0)€Q

de R x ) dans g,
(t’ to, :BO) — (D(ty to, mO) = (p(to,xo)(t) .

4.2, Commentaire, — En d’autres termes, le flot ® de 1’équation différentielle (1) est
I’application, fonction de trois variables ¢, to et zo, ainsi définie : le couple (o, zo) formé
par les deux derniéres variables est une donnée de Cauchy, élément de Q. Ce couple étant
fixé, la premiére variable ¢ est élément de I’intervalle Iy, ., sur lequel est définie la solution
maximale de 1’équation différentielle (1) qui satisfait la donnée de Cauchy (to, zo); enfin,
’application ¢ — ®(¢, to, 2o) est précisément cette solution maximale. Le flot ® vérifie
donc

0
&‘I)(t, to, o) = f(¢, B(t, to, o)), P(to,t0,%0) = Zo .
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Le concept de flot d’une équation différentielle est important et d’emploi commode, car
il rassemble, sous forme d’une seule application, toutes les solutions maximales de cette
équation.

4.3. Exemple. — Le flot de I’équation différentielle, sur R,
y'(t) =y,
est défini sur R x R x R, et a pour expression
O(t, to, o) = To et~

4.4. Proposition. — Le flot ® : D — & de I'équation différentielle (1), qui est
supposée satisfaire les hypothéses du théoréme d’existence et d’unicité 2.9, vérifie
les propriétés suivantes.
1. Soient (to, xo) € (2, t1 et to deux réels. On suppose le triplet (t1,to, o) élément
du domaine D de définition de ®. Alors le triplet (t2,to,xo) est élément de D si
et seulement si (tz, t1, ®(t1, to, xo)) est élément de D. Lorsque c’est le cas, on a

®(t2, to, z0) = ®(t2,t1, ®(t1, o, 20)) - (*)
2. En particulier, si le triplet (t1,to, zo) est élément de D, alors (to,t1, ®(t1, to, Zo))
est aussi élément de D, et

®(to, t1, ®(t1,t0, Z0)) = @0 - ()
Preuve :  Voir par exemple [18], chapitre VI, paragraphe 2.3. a
4.5. Remarque. — Afin de mieux mettre en évidence la signification des résultats

énoncés dans la proposition précédente, posons, pour tous ¢ et t € R,
Uitte) = {20 €E; (t,t0,20) €D},
et, pour tout zo € Uy 4,),
D (1,10) (o) = (¢, t0,T0) -

Nous voyons alors que ®(; ;,) est une application, définie sur la partie U s,) de £, a
valeurs dans £. La relation (*) de la proposition précédente peut alors étre mise sous la
forme

P(t5,t0) = Pta,t) © Pta o) - (*)
Pour donner tout son sens a la relation (*) mise sous cette forme nouvelle, on doit ajouter
la précision suivante : soit o € Uy, 1) alors @y, 1) (To) est élément de Uy, 4, si et
seulement si z est €lément de U, +,)-
Quant a la relation (*x), avec ces nouvelles notations, elle exprime le fait que 1’application
D11 ,t0) : Utt10) — € estinjective et a pour image Uy, +,), €t que lorsqu’on la considére
comme une bijection de Uy, 1,) sur son image, elle a pour inverse

(Q(tl,to)) = (I)(io,tl) .

Ces propriétés ressemblent beaucoup a celles des éléments d’un groupe. Cependant, la
famille d’applications { D) ; to €ER, tER }, munie des lois de composition et
d’inversion données par les formules () et (xx), n’est en général pas un groupe, car la
loi de composition n’est pas définie pour tout couple ordonné d’éléments : si @, ¢,)
et ®(5,,5,) sont deux éléments de cette famille d’applications, 1’application composée
D(s,,50) © P(2,,10) N"appartient a la famille (sauf cas particulier) que si so = ¢;. On dit que
cette famille d’applications, munie des lois de composition et d’inversion (*) et (*x), est
un groupe local.

Le principal résultat concernant le flot d’une équation différentielle fait I’ objet du théoréme
suivant.
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4.6. Théoreéme. — Soit £ un espace affine dont I’espace_vectoriel associé E est
un espace de Banach réel, Q! un ouvert de R x € et f: 2 — E une application
continue, et localement lipschitzienne relativement & sa seconde variable. On note
® le flot de I'équation différentielle

¢'(t) = f(t, (1)) -
Le domaine de définition D du flot ® est un ouvert de R x R x &, et ’application
® : D — £ est continue et localement lipschitzienne.
Si, de plus, 'application f est différentiable de classe CP, le flot ® est différentiable
de classe CP.

Preuve : Voir par exemple [18], chapitre VI, paragraphes 2.7 et 4.4. a
4.7. Remarque. — Dans les hypothéses du théoréme précédent, lorsque 1’application f
est différentiable de classe CP, on a souvent a considérer les dérivées (ou différentielles)
partielles du flot @ : (¢,s,v) — ®(¢,s,v) par rapport a chacune des variables dont il
dépend (on a noté (¢, s, v) un élément de D). Sa dérivée partielle par rapport a la premiére
variable ¢ est facile a calculer : ainsi qu’on I’a vu en 4.2, elle est donnée par

g—t-@(t, s,v) = f(t,®(¢,s,v)).

En différentiant les deux membres de cette égalité par rapport a v, et en remarquant que
la différentiation par rapport a v et la dérivation par rapport 4 ¢ commutent, on peut écrire

gt(D3q>(t7 S, 'U)) = -DZf(ta Q(t; S, ’U)) o D3¢’(t, S, ’U) ’ (*)

ou on a noté D3®(¢, s, v) la différentielle partielle de P par rapport a sa troisieéme variable
v € & au point (¢,s,v) € D, et D, f(t, z) la différentielle partielle de f par rapport
a sa seconde variable z € £ au point (¢,2) € 2. Ce sont des éléments de I’espace
L(E, E) des applications linéaires continues de E dans lui-méme. Pour s et v fixés, si
I’on considere I’application ¢ — ®(t, s, v) comme connue, 1’égalité (*) ci-dessus est une
équation différentielle linéaire dans L(FE, E), dont t — D3®(t, s, v) est solution. On dit
que cette équation est la linéarisée de 1’équation différentielle (1) le long de la solution
t— D(t,s,v).
Quant a la dérivée partielle du flot ® par rapport a sa seconde variable, on peut en obtenir
une expression en dérivant les deux membres de 1’égalité

®(t,s,9(s,t,v)) =v
par rapport a la variable réelle s. Le membre de droite ne dépendant pas de s, nous
obtenons, en posant ®(s, t,v) = u,

0%(t, s, u) 3@(5 t,v)

. s ( S U ) =0.
Mais d’autre part P
d(s,t,v
% = £(s,®(s,,v)) = £(5,u),
et nous obtenons 9%(¢
% = —D3®(t,s,u)f(s,u).

4.8. Corollaire.— Dans les hypothéses du théoréme précédent, et avec les notations
de la remarque 4.5, pour tout couple (t1,to) de réels, ’ensemble
U(tl,to) = {JL’ €& > (t1,t01$) € D}

est un ouvert de £. Si cet ouvert est non vide, I'application T — @, 4)(T) =
®(t1,t0, ) est un homéomorphisme localement lipschitzien de U, 1) sur U, 1),
dont l'inverse est @, 1,). Si, de plus, I'application f est différentiable de classe
CP, I'application T — ®(4, ;,)(z) est un difféomorphisme de classe CP de Uy, 1)
sur Uy 1,)-
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Preuve :  Voir par exemple [18], chapitre VI, paragraphe 2.8. O

La démonstration du théoréme 4.6, assez délicate, est basée sur le lemme suivant, souvent
commode pour majorer I’écart entre deux solutions d’une équation différentielle.

4.9. Lemme. — On se place dans les hypothéses de la définition 4.1. Soit [a, b]

un intervalle fermé et borné de R, et W une partie de € vérifiant les conditions

suivantes :

(i) la restriction de f a W est majorée en norme par un réel M > 0, et
lipschitzienne relativement & sa seconde variable, de rapport k > 0;

(ii) pour toute donnée de Cauchy (to, o) € W et tout t € [a, b, le triplet (t, to, zo)
est élément du domaine D de définition du flot D, et (t, (¢, to,:z:o)) eEW.

On note C([a, b], £) Pespace des applications continues de [a,b] dans €, muni de la

norme de la convergence uniforme.

Alors I'application de W dans C([a,b],€) qui, & chaque (to,z0) € W, associe la

restriction & [a, b] de I’application t — ®(t,to,x0), est continue et lipschitzienne.

Plus précisément, pour tous t € [a,b], (to,z0o) €t (t1,21) € W, on a

12(8, t1,21) = @(8, to, @) || < "~ (Jlar — zoll + M |61 — to])

Preuve :  Voir par exemple [18], chapitre VI, paragraphe 2.5. a
4.10. Cas d’une équation différentielle autonome. — On considére une équation

différentielle autonome dans un espace affine £ dont ’espace vectoriel associé E est un
espace de Banach réel, de la forme

¢'(t) = X (p(t)) (2)
ou X est un champ de vecteurs sur un ouvert 2 de £, ¢’est-a-dire une application de 2
dans E. On suppose I’application X continue et localement lipschitzienne. Les théorémes
d’existence et d’unicité 2.8 et 2.9 sont évidemment applicables a cette équation, et
permettent de définir son flot ®. Celui-ci est défini sur un ouvert D de R x R x &,
et a valeurs dans £.
D’apres la proposition 1.4, pour toute solution ¢ de I’équation différentielle (2), définie
sur un intervalle ouvert I de R, et tout § € R, I’application de I + @ (translaté de I par
0) dans £, t — @ o Tp(t) = (t — @) est aussi solution de I’équation (2). En raison
de I'unicité de la solution maximale satisfaisant une donnée de Cauchy spécifiée, cette
propriété signifie que le flot & de 1’équation différentielle (2) vérifie la propriété suivante :
pour tout @ € R, un triplet (¢, to,zo) € R x R x & est élément de D si et seulement si
(t —0,t0 — 0, z0p) est élément de D; lorsque c’est le cas,

‘I)(t — 0, to — 0,.’.30) = ‘I)(t, to, :L‘o) .
En particulier, en faisant § = to, nous voyons que (¢, %o, o) est €lément de D si et
seulement si (¢ — to, 0, zo) est élément de D, et que lorsque c’est le cas,
®(t, 20, 0) = ®(t — 0,0, T0) -
C’est pourquoi on utilise souvent, plutot que le flot ® lui-méme, le flot réduit de I’équation
différentielle autonome (2), ainsi défini.

4.11. Définition. — On considére ’équation différentielle autonome

¢'(t) =X (p(8)) (2)
ou X est un champ de vecteurs continu et localement lipschitzien défini sur sur
un ouvert 2 d’un espace affine £, dont I’espace vectoriel associé E est de Banach.
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Soit @ son flot, et D P'ouvert de R x R x Q sur lequel il est défini. On appelle flot
réduit de ’équation différentielle autonome (2) application ¥, définie sur I'ouvert
D, deRxQ:
D, ={ (t,a;O) ERXE ) (t,O,(EQ) € D} )
ayant pour expression
\Il(ta wO) = ¢(ta 0) 1'0) .

4.12, Propriétés du flot réduit. — La connaissance du flot réduit équivaut a celle du flot
lui-méme, puisque

D= { (t,to,(l?o) ERXRxE ) (t - t01a"0) € D'r } ) é(ta t01$0) = \I,(t - th:vO) .
D’aprés le théoreme 4.6, le flot réduit est une application continue et localement
lipschitzienne de D, dans £. Lorsque 'application f est différentiable de classe CP?,
avec p > 1, le flot réduit est différentiable de classe CP.

Exprimé au moyen du flot réduit, le corollaire 4.8 prend la forme suivante.

Pour tout t € R, ’ensemble

U, = U(t,O) = {17 €& ; (t,iﬂ) € D,-}
est un ouvert de £. Si cet ouvert est non vide, I'application x — ¥(z) = ¥(t, z)
est un homéomorphisme localement lipschitzien de U; sur U_;, dont I'inverse est
W_,. Lorsque de plus f est différentiable de classe CP, avec p > 1, I’application
z — Uy(z) est un difféomorphisme de classe CP de U sur U_;.

Les régles de composition du flot, exprimées par la proposition 4.4 et la remarque 4.5,
s’expriment, au moyen du flot réduit, sous la forme suivante.

Soient t, et to deux réels, et x un élément de I'ouvert Uy, . Alors ¥(t, ) est élément
de Uy, si et seulement si z est élément de Uy, +4,, et lorsque c’est le cas,
‘I,(tZ’ ‘I’(tl’z)) = \P(tl + t2a 217) )
qu’on peut écrire aussi, de maniére abrégée,
Uy, 0 Wy, = Wiy 44y -
On a bien entendu aussi, pour tout z € U, (0, z) = z, c’est-a-dire
Ty =1idg .

Dans le cas particulier out le domaine D, du flot réduit est égal a R x (2, c’est-a-dire ou
toute solution maximale de 1’équation différentielle autonome (2) est définie sur R entier,
I’application ¢ +— ¥, est un homomorphisme du groupe additif R dans le grcupe des
homéomorphismes localement lipschitziens de I’ouvert €2 de € sur lui-méme.
4.13. Systéme dynamique associé & une équation différentielle
a) Cas d’une équation autonome. — On considere I’équation différentielle autonome,
dans I’espace affine £ dont I’espace vectoriel associé E est un espace de Banach réel,
¢(t) = X (1)) (2)
ol X est un champ de vecteurs localement lipschitzien défini sur un ouvert €2 de &. Soit
U le flot réduit de cette équation (défini dans le paragraphe précédent). Pour tout t € R
nous notons, comme dans le paragraphe précédent, U; ’ensemble des éléments x de §2
tels que (¢, z) soit élément du domaine de définition D, de U, et ¥, 1’application, définie
sur U, et a valeurs dans €2,
Uy (z) = ¥U(t,x) .
La famille d’applications { ¥; ; ¢ € R } est un syst¢tme dynamique a temps continu, au
sens de la définition 1.1.2, admettant X comme générateur infinitésimal (définition 1.3.3).
Cela résulte en effet directement des régles de composition du flot réduit établies dans
le paragraphe précédent. Nous dirons que { ¥, ; t € R} est le systéme dynamique
déterminé par le champ de vecteurs X.
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b) Cas d’une équation non autonome. — On considére maintenant 1’équation non
autonome, dans I’espace affine £ dont I’espace vectoriel associ€é E est un espace de

Banach réel,
(p,(t) = f(ta ‘p(t)) v (1)
ou f est une application continue, définie sur un ouvert 2 de R x £ et a valeurs dans F,
localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable. Soit @ le flot de cette équation,
et D I'ouvert de R x R x & sur lequel il est défini. Pour tout s € R, soit V, ’ensemble
des éléments (¢, z) de  tels que (¢ + s, t, z) soit élément de D. 11 est facile de voir que
pour tout s € R, V, est un ouvert de 2. Soit x, I’application de V, dans R x £ définie par
Xs(t,z) = (t+5,B(t+s,t,2)).
Les régles de composition du flot permettent aisément de montrer que X s est une bijection
de V, sur V_,, et que la famille d’applications { xs ; s € R} est un systtme dynamique
a temps continu, au sens de la définition I.1.2. Son générateur infinitésimal est le champ
de vecteurs (t,z) — (1, f(t,)), défini sur .
Le lecteur aura sans doute reconnu, dans la construction des applications x, présentée
ci-dessus, le procédé classique permettant d’associer a une équation différentielle non
autonome dans £, une équation différentielle autonome dans R x £ (voir par exemple
[18], chapitre IV, paragraphe 2.3 b).
4.14. Une formule utile. — Les hypotheses et notations étant celles du paragraphe 4.11,
nous supposons de plus le champ de vecteurs X de classe C?, avec p > 1. La formule ()
de la remarque 4.7 devient, puisque ¥(¢,z) = (¢, 0, z),
9
ot
ou D,V désigne la différentielle partielle du flot réduit ¥ par rapport a sa seconde
variable. Pour chaque élément x € Q considéré comme fixé, I’équation (*) est une
équation différentielle linéaire dans I’espace vectoriel L(E, E), a coefficients en général
non constants, puisque DX (¥ (¢, z) ) dépend en général de ¢. L application ¢ — Do U (¢, 7)
en est la solution qui vérifie la donnée de Cauchy
Dy¥(0,z) = idg,
qu’on obtient en différentiant par rapport a x I’identité
U(0,z) =x.
Supposons maintenant que a € 2 soit un point d’équilibre du champ de vecteurs X,
c’est-a-dire un point tel que X (a) = 0. Nous savons alors que ¥(¢, a) est défini pour tout
t € R, et est égal a a. En faisant z = a dans 1’équation (), nous obtenons
9
ot
C’est une équation différentielle a coefficients constants dans £(E, E'). L’application
t — Dy¥(t,a), qui en est la solution vérifiant la donnée de Cauchy

D,%(0,q) = idg,

(D2¥(t,z)) = DX (¥(t,z)) o D2 ¥ (¢, z), (%)

(D2¥(t,a)) = DX (a) o Do ¥(t,a). (xx)

n’est autre que

Dy¥(t,a) = exp(tDX(a)). (k)
Nous utiliserons plus loin cette formule, dans le cas ou E est de dimension finie; elle nous
permettra notamment d’exprimer les valeurs propres de D, ¥, (z,a) au moyen de celles
de DX (a).
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4.15. Courbes intégrales, orbites et portrait de phases d’un champ de vecteurs

Soit X un champ de vecteurs localement lipschitzien défini sur un ouvert €2 d’un espace
affine £ dont I’espace vectoriel associé F est un espace de Banach réel, et

¢'(t) = X (p(t)) )
I’équation différentielle autonome qui lui est associée. Ainsi que nous 1’avons vu au
paragraphe 4.13.a, le flot réduit ¥ de cette équation détermine un systtme dynamique a
temps continu { ¥; ; ¢ € R}, admettant le champ X pour générateur infinitésimal. Afin
d’alléger le langage, nous appellerons :

— courbe intégrale du champ de vecteurs X, toute solution maximale ¢ — ¢(t) de
I’équation différentielle (2) dont I’intervalle de définition contient 1’ origine 0, ¢’est-a-
dire toute trajectoire (au sens de la définition 1.2.2.1) du systéme dynamique déterminé
par X;

— orbite du champ de vecteurs X, toute orbite (au sens de la définition 1.2.2.2) du
systeme dynamique déterminé par X;

— point d’équilibre du champ de vecteurs X, tout point d’équilibre (au sens de la
définition 1.2.2.3) du syst¢me dynamique déterminé par X;

— portrait de phases du champ de vecteurs X, le portrait de phases (au sens de la
proposition 1.2.3.3) du systeme dynamique déterminé par X.

De méme, nous appellerons ensemble a-limite et ensemble w-limite d’un point z € 2,
relativement au champ de vecteurs X, les ensembles «-limite et w-limite du point z
relativement au syst¢me dynamique déterminé par le champ X (au sens de la définition
1.2.4).

5. Transformation par difféomorphisme
Nous nous limiterons pour simplifier au cas d’une équation différentielle autonome.

5.1, Proposition. — On considére I’équation différentielle autonome, dans ’espace
affine € dont I’espace vectoriel associé E est un espace de Banach réel,

¢'(t) = X (p(t)), (%)
o X est un champ de vecteurs localement lipschitzien sur 'ouvert Q de €. Soit h
un difféomorphisme de classe C? (avec q¢ > 2) de ) sur un ouvert h(2) d’un autre
espace affine F, dont I’espace vectoriel associé F' est un espace de Banach réel. On
pose, pour tout y € h(2),

(h«X)(y) = Dh(h™*v)) (X (h")))

Alors h, X est un champ de vecteurs localement lipschitzien sur I'ouvert h(2) de
F, appelé image directe du champ de vecteurs X par le diffomorphisme h. Lorsque
X est différentiable de classe CP (avec 1 < p < q— 1), h.X l'est aussi.
D’autre part, soit ¢ : I — & une solution de I’équation différentielle (x).
L’application composée ¥ = h oy : I — F est solution de I’équation différentielle

P (t) = (R X) (¥(2)) (%)
appelée image directe de 'équation différentielle (x) par le difféomorphisme h. Si
¢ est solution maximale de I’équation différentielle (x), 1 = h o ¢ est solution
maximale de I’équation différentielle (xx).

Preuve : Posons, pour alléger I’écriture, Y = h.X. Soient y; et y, deux points de h(2),
z1 = h™Y(y1) et T2 = h~1(y2) leurs antécédents dans 2. Nous avons
Y(y1) — Y (y2) = Dh(z1) (X (21)) — Dh(z2) (X (z2))
= Dh(z1) (X (z1) — X(x2)) + (Dh(z1) — Dh(z2)) (X (z2)) -
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L’application Dh o h~! est localement lipschitzienne, car composée de Dh, qui est
différentiable de classe C9~! (avec ¢ — 1 > 1), donc localement lipschitzienne, etde A1,
qui est différentiable de classe C? puisque h est un difféomorphisme de classe C?, donc
localement lipschitzienne. L’ application X o h™? est elle aussi localement lipschitzienne,
car composée de deux applications localement lipschitziennes. Les deux applications
Dhoh~!et X o h~! sont donc, a fortiori, localement bornées. Par suite, tout point de
h(£2) possede un voisinage tel que, si y; et y2 appartiennent a ce voisinage, on ait

| DR(z1) (X (21) - X(z2))|| < Mk lly1 — v2ll,

et aussi
| (Dh(z1) — Dh(z2)) (X (22))|| < M'K|lyr — w21,
k, k', M et M' étant des constantes réelles positives. On en déduit

1Y (1) — Y (g2l < (Mk + M'K')lly1 — all,

ce qui prouve que le champ de vecteurs Y est localement lipschitzien.

Si le champ de vecteurs X est différentiable de classe C?, avec 1 < p < ¢ — 1, le champ
de vecteurs Y I’est aussi, car il s’exprime au moyen de Dh, de h™! et de X, qui sont
différentiables de classe CP.

Enfin, soit ¢ : I — & une solution de ’équation différentielle (x). L’application & o ¢ est
différentiable, comme composée d’applications différentiables. Calculons sa dérivée en
un pointtde I :

d(ho o(t))

7 = Dh(p(t)) <i2i—t)> =Dh(h™ o hop(t))(X o R~ oho(t))

= (h.X) (h o (p(t)) .
Ceci prouve que h o ¢ est solution de 1’équation différentielle (*x). Si ¢ est maximale, on
voit que h o o I’est aussi, car si ce n’était pas le cas, il existerait une autre solution ¢ de

I’équation différentielle () qui la prolonge strictement, et h~1 o 9 serait une solution de
(*) prolongeant strictement . O

Le théoréme qui précede est a la base des transformations d’équations différentielles par
“changement de fonction inconnue”. I va nous permettre d’établir I’important résultat
suivant.

5.2. Théoréme de redressement local. — On considére ’équation différentielle
autonome, dans I’espace affine £ dont I’espace vectoriel associé E est un espace de

Banach réel,

¢'(t) = X (e(t), (2)
ot X est un champ de vecteurs différentiable de classe C? (avec q > 2) sur I'ouvert
Q de €. Soit a un point de 2 tel que X (a) # 0. Il existe un voisinage ouvert U
de a, contenu dans (2, et un difféomorphisme h, de classe C?, de U sur un ouvert
h(U) d’un autre espace affine F dont I’espace vectoriel associé F est un espace
de Banach réel, tel que I'image directe du champ de vecteurs X IU (restriction a
U du champ de vecteurs X ) par le diffomorphisme h soit un champ de vecteurs
constant.

Preuve :  Soit RX (a) le sous-espace vectoriel de dimension 1 de E engendré par X (a).
On sait (c’est une conséquence facile du théoréme de Hahn-Banach, voir par exemple
[17], chapitre IX, paragraphe 2.9) qu’il existe un sous-espace vectoriel fermé H de E
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supplémentaire de RX (a). L’espace affine F de 1’énoncé sera en fait le produit R x H.
L’application, de R x H dans E,

(0,v) — 06X (a)+ v,

est un isomorphisme d’espaces de Banach (c’est-a-dire une application linéaire, continue,
bijective et d’inverse continue).
Soit ¥ le flot réduit de I’équation (2). Pour (s, y) € R x H assez voisin de I’origine (0, 0),
nous pouvons poser

9(s,y) = ¥(s,a+y).
Nous définissons ainsi une application g, définie sur un voisinage ouvert V' de (0, 0) dans
R x H, a valeurs dans £, qui applique (0, 0) sur a. Nous voyons immédiatement que cette
application est différentiable de classe C9. Sa différentielle a 1’origine, notée Dg(0, 0),
vérifie, pour tout (0, v) € R x H,

Dg(0,0)(6,v) = D;%(0,0)0 + D,¥(0,0)v = 60X (a) + v,
oY (t,x)

o X(z) et ¥(0,z) = z, donc D,¥(0,0) = idg. Nous voyons ainsi

que Dg(0,0) est un isomorphisme de R x H sur E. Le théoréme d’inversion locale
montre alors qu’en restreignant éventuellement V', nous pouvons faire en sorte que g soit
un difféomorphisme de classe C? de V' sur son image g(V'). Toujours en restreignant V,
nous pouvons aussi faire en sorte que g(V') soit contenu dans 2. Posons alors g(V) = U
et h = g—1. Nous voyons que U est un voisinage ouvert de a contenu dans 2, et & un
difféomorphisme de classe C? de U sur’ouvert V de R x H. SoitY = h, (X |U) I’image
directe, par le difféomorphisme k, de la restriction a U du champ de vecteurs X. Le flot
réduit de Y se déduit du flot réduit de X (restreint & U) par composition avec h et A=,
Plus précisément, le flot réduit de Y est I’application

(t,(5,9)) — ho¥(t,h ' (s,y)) = ho U(t,g(s,y)) = ho (2, ¥U(s,a +y))
=ho¥(s+taty)=(s+ty).

Cela prouve que le champ de vecteurs Y sur I’ouvert V de R x H est le champ constant
dont la composante sur le facteur R est 1 et la composante sur le facteur H est nulle. 0O

6. Exercices

Exercice IL1. On considere 1’équation différentielle sur R :
dz
_— = mz
dt
Déterminer son flot réduit en ayant soin de bien préciser son domaine de définition.
Exercice IL.2. Méme question pour 1’équation différentielle
dz 2

— =z"—4.
at "
Exercice IL.3. Méme question pour 1’équation différentielle
dz 3
a? =X
Exercice II.4. Méme question pour 1’équation différentielle
dz 1

@ _ 0.
dt 2z’ T2
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Exercice ILS. Méme question pour I’équation différentielle
dr N

dt

Exercice IL6.  On note (e1,ez) la base canonique de R?, z et y les coordonnées
correspondantes. On considére le champ de vecteurs

X(z,y) = zey + 2ye,.
Trouver un difféomorphisme du demi-plan { (z,y) € R? | z > 0 } sur un autre ouvert de
R? qui transforme ce champ de vecteurs en un champ constant.
Exercice IL7. Meéme question pour le champ de vecteurs

X(z,y) =e1 +sinzes,
mais on demande cette fois un difféomorphisme de R? entier transformant ce champ de
vecteurs en un champ constant.
Exercice IL8. Méme question pour le champ de vecteurs

X(:c,y) =ze; + (1 - 1:2)62 )
mais on demande un difféomorphisme défini sur I’ouvert { (z,y) € R? | ~l<z<1},
transformant ce champ de vecteurs en un champ constant.
Exercice IL.9. Déterminer toutes les solutions maximales de 1’équation différentielle
non autonome d
T .
= = _35%3sint ,

en précisant soigneusement leurs intervalles de définition. Pour quelles données de Cauchy

(to, zo) la solution maximale vérifiant cette donnée de Cauchy est-elle définie sur R entier?

7. Solutions

SolutionIL.1. Le théoréme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz est applicable a
cette équation et montre que si une solution ¢ — x(¢) s’annule pour une valeur particuli¢re
de t, elle est identiquement nulle. Donc une solution non identiquement nulle ne s’annule
pour aucune valeur de £, ce qui permet d’écrire pour la déterminer

dzx
$_2 == dt,
d’ou
" 1 + =t—t
o) " zlto)
ou, en posant z(to) = o,
1 + :Eo(t - to)

Le dénominateur s’annule pour ¢ = to + 1/zo. L’intervalle de définition de la solution
maximale de 1”équation qui prend la valeur zo pour ¢t = £, est le plus grand intervalle de
R qui contient ¢, et ne contient pas to + 1/xo. C’est donc

— I'intervalle | — 0o, t9 + 1/zo[ sizo > 0,

- D'intervalle [ty + 1/x0, +00[ sizo < 0.

Le flot de cette équation différentielle est I’application
To

iz - 0l 20 = { a9 570

Si.CBoZO.
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Son domaine de définition est 1’ensemble des (¢, to, 7o) € R3 qui vérifient

1 .
—co<t<tg+ — sizyg>0,
To

1
t0+x—<t<+oo sizg <0,

0
teR quelconque si g = 0.
Le flot réduit s’en déduit en faisant £y = 0. C’est I’application
Lo .
(¢, z0) — ¥ (t,x0) = { 1 —tzg st 70,
0 sizo=0.

Son domaine de définition est I’ensemble des (t, zo) € R? qui vérifient

1 .
—o<t< — sizg>0,

Zo
1 .
$—<t<+oo sizg <0,
0
teR quelconque si zp = 0.

Solution II.2.  En procédant comme dans 1’exercice précédent, on obtient les résultats
suivants. Le flot réduit de cette équation différentielle est 1’application

Zo + 2+ (zo — 2) exp(4t) Sizo £ 2, 50 £ 2

— To + 2 — (2o — 2) exp(4t)
(t,z0) — T(t, o) _5 Sizo= 2,
2 sizg=2.
Son domaine de définition est I’ensemble des (¢, zo) € R? qui vérifient

1 2

t>—lnz0+ sizg < —2,
4 o —

teR quelconque si —2 < zp < 2,
1 2

t<—ln$0+ sizg > 2.
4  xo-—

SolutionII.3. En procédant comme dans I’exercice IL. 1, on obtient les résultats suivants.

Le flot réduit de cette équation est I’application
Zo

(¢, o) > U(t,z0) = { V1 —2z3t
0
Son domaine de définition est I’ensemble des (¢, zo) € R? qui vérifient

1 .
{t<ﬁ Sl(l;o?éo,

sixo 7é0,

Si.’L‘o=0.

0
teR quelconque sizg = 0.

Solution II.4.  Toujours en procédant comme dans I’exercice I1.1, on obtient les résultats
suivants. Le flot réduit de cette équation est I’application

(¢, o) > U(t, o) = /28 —t.

1 est défini sur I’ensemble des (t, o) € R? qui vérifient o > 0 (puisque cette condition
a été imposée a I’équation) et t < z3.

Solution IL.5. Toujours en procédant comme dans I’exercice I.1, on obtient les résultats

suivants. Le flot réduit de cette équation a pour expression

— 1:0
(t, o) — U(t, mo) = V7% — (@2 — 1) exp(20)
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Son domaine de définition est
D= {(t,z0) €R?* | zF — (a3 — 1) exp(2t) > 0 }.

Solution IL.6.  Soit X un champ de vecteurs différentiable défini sur un ouvert d’un
espace affine de dimension finie . Pour obtenir un difféomorphisme qui transforme (au
moins sur une partic de son domaine de définition) ce champ de vecteurs en un champ
constant, la méthode générale, basée sur la preuve du théoreme 5.2, consiste a choisir un
hyperplan (ou, plus généralement, une hypersurface) T° qui coupe transversalement les
courbes intégrales du champ X, & munir 7" d’un systéme de coordonnées locales (u;)
(1 <4 < n—1)eta associer, & chaque (s, (u;)), avec s € R, le point au temps s de
la courbe intégrale du champ de vecteurs X qui passe, au temps 0, par le point de T'
de coordonnées (u;). Le difféomorphisme cherché est I’application inverse de celle ainsi
construite.

Dans le cas présent, le champ de vecteurs X est défini sur le plan R2, La courbe intégrale
t — (z(t),y(t)) qui passe, pour t = 0, par le point (o, yo) a pour expression

z(t) =zoexp(t),  y(t) =yoexp(2t).
Nous voyons que la droite d’équation z = 1 coupe transversalement, en un point unique,
chacune des courbes intégrales de X contenues dans le demi-plan £ > 0. Nous pouvons
donc lui faire jouer le réle de I’hyperplan désigné ci-dessus par 7. Comme systéme de
coordonnées sur cette droite, nous prendrons 1’ordonnée, notée u. L’application qui, a
(s,u), fait correspondre le point au temps s de la courbe intégrale de X qui passe, au
temps 0, par le point (1, u) a pour expression

(s,u) — (z =exp(s), y =uexp(2s)).
Son inverse est I’application

(z,y) — (s=1n:c, u= 5—2) .

C’est un difféomorphisme, défini sur le demi-plan z > 0, qui transforme le champ de
vecteurs X en champ constant. Les composantes de 1’image du champ de vecteurs X par
le difféomorphisme (z,y) — (s, u) s’obtiennent en effet en calculant

9s  0s dz(t)
da (s(:c(t),y(t))) _[ 0z Oy dt
dt \ u(z(t),y(t)) du  Ou dy(t)

Oz B_y dt

B (—2157:& 1/(;2) (2@)
_ (3) .

Solution IL.7.  La solution ¢ — (z(t),y(t)) de cette équation différentielle qui prend la
valeur (g, yo) pour t = 0 est

x(t) = zo + ¢,
y(t) = yo + coszg — cos(zg + t) .

Les courbes intégrales sont des sinusoides qui se déduisent les unes dess autres par des
translations parall¢lement a 1’axe des ordonnées. Appliquons la méme méthode que dans
I’exercice précédent, en prenant pour 1" I’axe des ordonnées, et pour coordonnée sur cet
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axe I’ordonnée, notée u. L’application qui associe, a (s, u), le point au temps s de la courbe
intégrale qui, au temps 0, passe par le point (0, u), a pour expression

(s,u)— (z=s,y=u+1—coss).
Le difféomorphisme cherché est 1’application inverse de la précédente. Son expression est

(z,y)— (s=z,u=y—1+cosz).

Solution II.8. La solution ¢t — (:c(t), y(t)) de cette équation différentielle qui prend la
valeur (zo,yo) pour t = 0, avec |zo| < 1, est

(t) = zoexp(t),

2(1 —ex
y(t) =yo+t+ 7 (1 ; p(2%)) .

Nous nous intéressons aux courbes intégrales contenues dans I’ ouvert
U={(z,y)eR®|-1<z<1}.

Il n’existe aucune droite du plan R? qui rencontre chacune de ces courbes en un point

unique. Par contre, la courbe d’équation

1
y_l'z—:[,

-l<z<1,

rencontre chacune de ces courbes en un point unique. Nous pouvons donc lui faire jouer
le rdle de I’hypersurface notée T dans 1’exercice I1.6. Nous paramétrons cette courbe au
moyen d’un parameétre u, selon

1
U (:c(u) =u, y(u) = o 1) .
Nous voyons ainsi que 1’application
1 u?(1 — exp(2s))
(s,u)r—>(:c—uexp(s),y—uz_l-l—s-l— 5

est un difféomorphisme, défini sur I’ouvert
V={(s,u) eR?*|-1<u<1, |[ulexp(s) <1}

et appliquant V' sur I’ouvert U. Le difféomorphisme inverse transforme le champ de
vecteurs X en un champ constant.

Solution I1.9.  Cette équation différentielle est de la forme

X~ ft),

la fonction f étant de classe C. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz montre que pour toute
donnée de Cauchy (to, o), il existe une solution maximale unique ¢ +— x(t) vérifiant
z(to) = xo. Si zo = 0, nous voyons immédiatement que 1’application constante ¢ +— 0,
définie sur R entier, est solution; c’est donc la solution maximale pour toute donnée de
Cauchy de la forme (tp,0). Si zo # 0, I'unicité de la solution maximale vérifiant une
donnée de Cauchy montre que pour tout élément ¢ de ’intervalle de définition de la
solution, z(t) # 0. De plus, par continuité, nous voyons que z(t) est de méme signe que
Zo. Afin de déterminer cette solution nous pouvons écrire

—%x_‘*/‘q’dz =sintdt,
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ou encore
d(z™%) = —d(cost),
qui s’intégre en
g3 — :661/3 = costp — cost,
d’ou I’expression de la solution
To
#(t) (1+ z/®(cost — cos t))3 '

Lintervalle de définition de cette solution est le plus grand intervalle ouvert contenant ¢
sur lequel I’expression 1 + mé/ 3(cos to — cost), qui figure au dénominateur du membre
de droite de 1’égalité ci-dessus, est non nul. C’est donc le plus grand intervalle ouvert
contenant ¢ sur lequel on a

:c(l,/e'cost <l1 +:v(1,/3costo,

ou encore
< costp +:1:51/3 sizg >0,
cost -1/3 .
> costp + sizg < 0.
En remarquant que cost est toujours compris entre —1 et 1 et prend, lorsque ¢ parcourt
R, toutes les valeurs comprises entre —1 et 1, nous voyons que la solution maximale
satisfaisant la donnée de Cauchy (¢p, Zo) est définie sur R entier si et seulement si

—(1 + costp)"3zp < (1 — costy) 3,

avec, par convention, (1 — costg) ™ = +o0 si costo = 1 et —(1 + costp) ™2 = —oo si
costo = —1. On remarque d’ailleurs que dans le plan R? (coordonnées (¢, z)), les courbes
d’équations

z(l—cost)®=1 et z(1+cost)®=-1
sont des réunions de graphes de solutions maximales de I’équation différentielle étudiée
(chaque composante connexe d’une de ces courbes est le graphe d’une solution maximale).
Dans le plan R?, la réunion de ces courbes est la frontiére de 1’ensemble des données de
Cauchy pour lesquelles les solutions maximales sont définies sur R entier.



Chapitre Il

Points d’équilibre d’'un systéme dynamique

Nous étudions dans ce chapitre les éléments remarquables les plus simples du
portrait de phases d’un syst¢éme dynamique : les points d’équilibre. Nous montrons
d’abord (propositions 1.4 et 1.5) que sous des hypotheses assez peu restrictives,
lorsqu’un élément de I’espace des phases d’un systéme dynamique a un ensemble
w-limite (resp., a-limite) réduit a un point en lequel le générateur (ou le générateur
infinitésimal) du systéme est défini, ce point est un point d’équilibre du systéme.

Nous introduisons ensuite les notions de point d’équilibre w-stable (ou a-stable) au
sens de Liapounov et de point d’équilibre attractif (ou répulsif). Nous établissons
deux formes de I’important théoréme de Liapounov applicables, 1’'une aux systemes
a temps discret (2.5), I’autre aux systémes a temps continu (2.6), et nous en donnons
plusieurs applications. Nous établissons ensuite deux variantes du théore¢me de
Liapounov; I’une est relative au bassin d’attraction d’un point d’équilibre; 1’autre
permet, dans certains cas, de prouver 1’instabilité d’un point d’équilibre.

Dans le paragraphe 5, nous décrivons tous les points d’équilibre isolés (nceuds, cols,
foyers et centres) des champs de vecteurs linéaires dans le plan.

Les paragraphes 6 et 7 étendent cette classification aux points d’équilibre isolés
des champs de vecteurs différentiables, mais pas nécessairement linéaires. Nous
introduisons d’abord certaines notions, telles que celle de demi-droite tangente a une
courbe paramétrée en une de ses extrémités (6.4) et celle de direction caractéristique
en un point d’équilibre (6.10) qui sont applicables en toute dimension. Enfin, dans
le paragraphe 7, nous faisons une étude directe du portrait de phases d’un champ
de vecteurs différentiable dans le plan, au voisinage d’un point d’équilibre non
dégénéré; nous montrons que la classification de ces points en neeuds, cols et foyers,
faite précédemment pour les champs de vecteurs linéaires, subsiste dans ce contexte
plus général. Au chapitre V, en utilisant des méthodes beaucoup moins élémentaires
(théoréme de Hartman et Grobman et théoréme d’existence des variétés stable et
instable) nous montrerons que certains de ces résultats s’étendent en dimension
quelconque.

1. Généralités sur les points d’équilibre

1.1. Rappel. — Soit{ ¢; ; t € O } unsysteéme dynamique sur un ensemble 2, paramétré
par un ensemble des temps © qui pourra étre R, R*, N ou Z. Comme précédemment, pour
tout ¢ € ©, nous notons U; le sous-ensemble de 2 sur lequel 1’application ¢; est définie.
Un point d’équilibre de ce systeme (définition 1.2.2) est un point a de 2 dont I’orbite est
{a}, c’est-a-dire tel que pour tout ¢ € © pour lequel a € U, pi(a) = a. Bien entendu,
si le point a n’appartient a U; pour aucune valeur de ¢ autre que ¢ = 0, c’est un point
d’équilibre; mais ce cas ne présente guere d’intérét; nous 1’écarterons dans la suite.

Les propositions qui suivent montrent que la connaissance du générateur ou du générateur

infinitésimal d’un systéme dynamique (selon que ce systéme est a temps discret ou a temps
continu) permet en général de déterminer facilement ses points d’équilibre.
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1.2, Proposition. — Soit { ¢, ; n € N ou Z} un systéme dynamique & temps
discret sur un ensemble 2, et p; : Uy — 2 son générateur. Un point a € U; est
point d’équilibre si et seulement si p;(a) = a. Lorsque c’est le cas, n(a) est défini
pour tout n € N si ’ensemble des temps est N, et pour tout n € Z si I’ensemble
des temps est Z, et on a p,(a) = a.

Preuve : Si le point a de U; est point d’équilibre, on a évidemment ¢;(a) = a.
Réciproquement, si p;(a) = a, alors a € Us et p2(a) = @1 o p1(a) = a. De proche en
proche on voit que ¢, (a) est défini pour tout n € N et vérifie ,(a) = a. Si le systéme
dynamique est paramétré par Z, @1 est une bijection de U; sur U_;, d’inverse ¢_;. On
voit alors que a € U_; et que ¢_1(a) = a. Puisque p_5 = p_; 0 p_1, on voit que
a € U_, et que ¢_5(a) = a. De proche en proche, on montre de méme que pour tout
n€Z,a€U,etpy(a)=a. O

1.3. Proposition. — Soit £ un espace affine dont ’espace vectoriel associé¢ E est
un espace de Banach réel, Q un ouvert de £, X : Q — E un champ de vecteurs
localement lipschitzien défini sur 2, ¥ son flot réduit et { U; ; t € R} le systéme
dynamique qui lui est associé. Un point a de §) est point d’équilibre du systéme si
et seulement si X (a) = 0. Lorsque c’est le cas, Ui(a) est défini pour tout t € R et
vérifie ¥4(a) = a.

Preuve : L’application ¢t — W;(a) est la solution maximale de I’équation différentielle

¢'(t) = X (p(2)) (%)
qui vérifie p(0) = a. Si le point a est un point d’équilibre, cette application est une
application constante, donc sa dérivée, en tout point de I’intervalle ouvert sur lequel elle
est définie, est nulle; en particulier, sa dérivée au point ¢ = 0, qui n’est autre que X (a),
est nulle. Réciproquement, si X (a) = 0, I’application constante ¢ — a, définie sur R
entier, est visiblement solution de 1’équation différentielle (*) et prend la valeur a pour
t = 0; elle est maximale, puisque définie sur R entier. D’apres le théoréme d’existence et
d’unicité globales I1.2.9, cette solution est nécessairement ’application ¢t — ¥y(a). O

Les deux propositions suivantes montrent, d’abord pour un systéme dynamique a temps
discret, puis pour un syst¢éme dynamique a temps continu, moyennant des hypoth¢ses peu
restrictives en pratique, que si une orbite admet pour limite (lorsque le temps tend vers
une extrémité de son intervalle de définition) un point a de I’ensemble sur lequel est défini
le générateur (ou le générateur infinitésimal) du systéme dynamique, alors le point a est
un point d’équilibre.

1.4. Proposition. — Soit { ¢, ; n € N ou Z} un systéme dynamique & temps
discret sur un ensemble 2. On suppose que ) est un espace topologique séparé et
que les applications ¢, sont continues. Soit £o un point de 2 tel que y,(xo) soit
défini pour tout n € N, et que lim,—,+ « @n (o) existe et appartienne a I’ensemble
U, sur lequel est défini le générateur p; du systéme. Appelons a cette limite.
Alors a est un point d’équilibre. Si de plus To # a et si le générateur ¢, est une
application injective, les points T, = ¢, (x) sont deux a deux distincts, et distincts
de a.

Preuve: Posons 1(a) = b. Supposons b # a. Puisque € est séparé, il existe un voisinage
U de a et un voisinage V de b disjoints, c’est-a-dire tels que U NV = § (voir figure I11.1).
Puisque ¢; est continue, (¢1) ~1(V) est un voisinage de a, donc U N (1)~ (V) est aussi
un voisinage de a. Puisque lim,,_, ; o ¥n(Zo) = a, il existe un entier N tel que, pour tout
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Vv
*Qnt1(To)

b= 1 (a)

(5

Figure III.1. Illustration de la preuve de la proposition 1.4.

n > N, on ait ¢, (7o) € U N (p1)~1(V). Soit n un entier vérifiant n > N. Nous avons
alors wn(z0) € U N (p1)~H(V), donc ¢1(¢n(20)) = @nt1(z0) € V, en contradiction
avec Yn+1(xo) € U, puisque U NV = (). Nous avons ainsi prouvé que b = a, donc
(compte tenu de la proposition 1.2) que a est un point d’équilibre.

Supposons de plus £y # a et y; injective. Les points z, = @, (o) sont deux a deux
distincts car si ce n’était pas le cas 1’orbite du point z, serait périodique et on ne pourrait
pas avoir lim,_, 0 @n(Zo) = a. S’il existait un entier n € Z tel que ¢, (z0) = a,
nécessairement cet entier serait > 0 puisque zp # a, et il existerait un entier m
vérifiant 0 < m < n tel que Ym(xo) # a et Ymi1(To) = a. Nous aurions alors
¢1(a) = ¢1(¢m(z0)) = a, ce qui contredirait I'injectivité de 1. m]

1.5. Proposition. — Soit X :  — E un champ de vecteurs localement lipschitzien
sur un ouvert ) d’un espace affine £ dont ’espace vectoriel associé est un espace
de Banach réel, ¥ son flot réduit et { ¥, ; t € R} le systéme dynamique qui
lui est associé. Soit o un point de 2 et I(xo) =]a, | Iintervalle ouvert de R
contenant l’origine sur lequel est définie I’application t — U:(zo). On suppose
que lim;_,3 ¥;(zo) existe et que c’est un élément a de Q. Alors a est un point
d’équilibre. De plus, I'extrémité droite § de I'intervalle I(xg) est égale & +oo et,
si £o # a, lapplication t — W(xo) est injective et pour tout réel t € I(xzo),
\I’t (:L'o) 7é a.

Preuve: Supposons X (a) # 0. Considérons la solution ¢ — W¥;(a) qui passe par a pour
t = 0. Sa dérivée au point ¢t = 0 est X (a), qui par hypothese est non nul. Il existe donc un
réel 6 > 0 tel que Wy (a) soit défini et non égal a a. Posons ¥y (a) = b (voir figure I11.2).

D’apres les propriétés du flot réduit (I1.4.12), I’application ¥y est définie sur un ouvert Uy
contenant a; elle a pour image un ouvert U_g contenant b, et ¢’est un homéomorphisme
de Uy sur U_g, qui applique a sur b. Soient U un voisinage ouvert de a et V un voisinage
ouvertde btelsque UNV = 0. Soit W = UN(Tg)~1(VNU_p). C’est un voisinage de a;
comme lim;_,g U;(x0) = a, ilexiste to € I(zo) tel que, pour tout s € |to, B[, ¥s(zo) soit
élément de W. Soit t € ]to, B[. Nous avons ¥;(zo) € W, donc ¥y o Wy(zo) € Wo(W).
Cela prouve que t + 6 € I(xo), et que W1 4(z0), qui est égal a ¥y o Uy (xp), est élément
de ¥y(W). Comme ¥y(W) C V,etcomme VNU =, Uy (xo) n’est pas élément de
U, donc n’est pas non plus élément de W puisque W C U. Cela contredit le fait que pour
tout s €Jto, B[, ¥s(xo) € W. Nous avons donc prouvé que X (a) = 0. D’aprés 1.3, le
point a est bien un point d’équilibre.

Montrons maintenant que 3 = +o0o. Bien entendu, 8 > 0 puisque I(zo) contient 0.
Supposons £ fini. Le point (3, a) de R x & serait alors élément du bout droit de la solution
maximale ¢ — Wy(zo) de I’équation différentielle associée au champ de vecteurs X.
D’apres le théoréme 11.3.3, (3, a) devrait étre élément de la frontiere de R x §2 dans
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Figure I1.2. Illustration de la preuve de la proposition 1.5.

R x E. Ce n’est pas le cas puisque a est élément de 2. Nous pouvons donc conclure que
B = +o0.

Supposons o # a. L’application ¢ — W;(zo) est injective, car si ce n’était pas le cas
I’orbite de zo serait périodique et nous ne pourrions pas avoir lim;—, ;o ¥:(z0) = a.
De plus, si pour un élément ¢; de I(xo), nous avions ¥y, (zp) = a, nous aurions deux
solutions maximales de 1’équation différentielle associée au champ de vecteurs X prenant
la valeur a pour t = ¢; : la solution constante ¢ — a, et la solution t — ¥;(xo); si o # a,
cette derni¢re solution n’est pas constante; nous aurions donc deux solutions maximales
distinctes vérifiant la méme donnée de Cauchy (¢1, a), ce qui est impossible. Nous avons
donc prouvé que pour tout ¢ € I(zo), ¥i(xo) # a. O

1.6. Remarque. — On peut bien entendu énoncer et prouver des propositions analogues
aux propositions 1.4 et 1.5 ou on remplace les limites lim,, —, o0 ¥n (Zo) etlim;—, g ¥¢(x0),
respectivement par les limites lim,_, o ¢n(zo) et lim;—,o ¥i(xo). Nous laissons au
lecteur le soin de le faire.

2. Stabilité d’un point d’équilibre

2.1. Définitions. — Soit { ¢; ; t € O} un systéme dynamique sur un ensemble ,
dont ’ensemble des temps © peut étre R, R*, N ou Z. On suppose que §) est un
espace topologique séparé. Soit a € () un point d’équilibre.

1. On dit que le point d’équilibre a est w-stable au sens de Liapounov si pour tout
voisinage V' de a, il existe un autre voisinage W de a tel que, pour tout point
x € W et tout t € © vérifiant t > 0, @.(x) est défini et appartient 4 V.

2. On suppose que l’ensemble des temps © est R ou Z. On dit que le point
d’équilibre a est a-stable au sens de Liapounov si pour tout voisinage V de a, il
existe un autre voisinage W de a tel que, pour tout point x € W et tout t € ©
vérifiant t < 0, @;(x) est défini et appartient & V.

2.2. Définitions. — Soit { ¢; ; t € O} un systéme dynamique sur un ensemble 2,
dont ’ensemble des temps © peut étre R, R*, N ou Z. On suppose que § est un
espace topologique séparé. Soit a € () un point d’équilibre.

1. On dit que le point d’équilibre a est attractif, ou asymptotiquement w-stable, s’il
existe un voisinage W de a tel que, pour tout point x € W et tout t € © vérifiant
t >0, pi(x) est défini et lim;—_, 1 o0 pi(2) = a.
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2. On suppose que ’ensemble des temps © est R ou Z. On dit que le point
d’équilibre a est répulsif, ou asymptotiquement a-stable, s’il existe un voisinage W
de a tel que, pour tout point x € W et tout t € © vérifiant t < 0, () est défini
et lim;—, oo 91 (x) = a.

2.3. Remarque. — Une lecture peu attentive des définitions ci-dessus peut laisser croire
qu’un point d’équilibre attractif est automatiquement w-stable au sens de Liapounov. I
n’en estrien : on peut donner des exemples de points d’équilibre attractifs et non w-stables,
ainsi que des exemples de points d’équilibre w-stables et non attractifs (voir exercice I11.1).

Nous allons établir un important théoréme, di a Alexandre Liapounov, donnant des
conditions suffisantes pour qu’un point d’équilibre soit w-stable, et aussi des conditions
suffisantes pour qu’un tel point soit attractif. Nous 1’énoncerons d’abord pour un systéme
dynamique a temps discret, puis pour un syst¢me dynamique a temps continu ayant pour
générateur infinitésimal un champ de vecteurs localement lipschitzien. Dans les deux cas,
la preuve de la seconde partie du théoréme repose sur le lemme suivant.

2.4. Lemme. — Soit {¢; ; t € ©} un systéme dynamique sur un ensemble €,
dont l'ensemble des temps © peut étre R, RT, N ou Z. On suppose que ) est
un espace topologique séparé et que les applications y; sont continues. Soit xg
un point de ) tel que, pour tout t € © vérifiant t > 0, pi(xo) soit défini. On
suppose aussi qu’il existe une fonction f, définie et continue sur un ouvert V de €2,
a valeurs réelles, telle que pour tout t € © vérifiant t > 0, pi(xo) soit élément de
V, et que I'application t — f (got(:co)) soit décroissante au sens large, c’est-a-dire
telle que t < s implique f(i1(z0)) > f(s(20)). Soit L, (o) Pensemble w-limite
de zo (définition 1.2.4). Alors f est constante sur V N Ly, (xo).

Preuve : La propriété est trivialement vérifiée si V N L, (xo) est vide ou réduit a un seul
point. Supposons donc qu’il existe au moins deux points distincts b et ¢ de V' N Ly, (zo),
et que f(b) # f(c). Supposons par exemple f(b) < f(c) (nous pouvons toujours nous
ramener a ce cas en échangeant b et ¢). La fonction f étant continue, il existe un voisinage
W de b et un voisinage W' de ctelsque W Cc V, W' Cc V, W N W' = 0, et que, pour
toutz € Wettoutz’ € W', onait f(z) < f(z'). Puisque b et c sont éléments de L, (xo),
il existe une infinité de réels s, pouvant étre arbitrairement grands, et une infinité de réels
¢, pouvant aussi étre arbitrairement grands, tels que @, (zo) € W et @y (7o) € W'. En
choisissant s < s', nous avons f (s (o)) > f (s (o)) car la fonction t — f(¢¢(z0))
est décroissante. Mais cela est en contradiction avec @s(zo) € W et @y (z9) € W’. Nous
concluons que f(b) = f(c). O

2.5. Théoréme de Liapounov; cas d’un systéme a temps discret. — Soit { ¢, ; n €
N ou Z} un systéme dynamique a temps discret sur un ensemble Q. On suppose
que §) est un ouvert d’un espace affine de dimension finie £, que ’ensemble U; sur
lequel est défini le générateur o, du systéme est un ouvert et que ce générateur ¢;
est une application continue. Soit a € U, un point d’équilibre. On suppose qu’il
existe une fonction f, définie sur un voisinage ouvert V de a, continue sur V, a
valeurs réelles, vérifiant les propriétés suivantes :

() Ila fonction f admet un minimum strict au point a : autrement dit, pour tout
zeV,z#a,ona f(z)> fla);

(i) pour tout z € VNU N (p1)"1(V), on a f(p1(z)) < f(=).

Alors le point d’équilibre a est w-stable au sens de Liapounov.

Si de plus la fonction f vérifie :
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(iii) pour tout x € VN U; N (1)~ (V) vérifiant x # a, on a f(<p1 (a:)) < f(x),
alors le point d’équilibre a est attractif.

Preuve : Munissons 1’espace vectoriel E associé a 1’espace affine £ d’une norme
quelconque, et I’espace £ de la distance associ€e. Soit Vi un voisinage de a. Puisque
V est aussi voisinage de a, V N V; est voisinage de a. Il existe donc r > 0 tel que la
boule fermée Br(a,r), de centre a et de rayon 7, soit contenue dans V' N V;. Posons,
pour alléger I’écriture, K = Bp(a,r). Puisque ¢; est continue et vérifie ¢;(a) = a, et
que U; est voisinage de a, K N Uy N (1) 1(K) est voisinage de a. Il existe donc un
réel 7' vérifiant 0 < 7’ < r tel que la boule fermée Br(a,r’), de centre a et de rayon 7/,
soit contenue dans K N U; N (¢1) ~(K). Soit B(a, r’) 1a boule ouverte de centre a et de
rayon 7/, et K — B(a,r’) son complémentaire relativement & K. C’est une partie de
non vide (puisque 0 < 7’ < r), fermée et bornée, donc compacte. La restriction de f a
K — B(a, ') est continue, donc atteint son minimum m en un point au moins; ce point
est nécessairement distinct de a, puisque a n’est pas élément de K — B(a, r’). Par suite,
m est strictement supérieur a f(a). Posons alors

W ={zeB(ar); flz)<m}.

C’est un voisinage du point a contenu dans U, donc pour tout point z € W, 3 (z) existe,
et vérifie f(p1(z)) < f(z) < m. Comme W est contenu dans (1) "} (K), ¢1(z) est
élément de K. Il ne peut pas étre élément de K — B(a, '), car si ¢’était le cas, nous
aurions f(y1(z)) > m. Donc ¢ (x) est élément de B(a, '), et méme de W, puisque
f(¢1(z)) < m. Nous pouvons donc définir @2(z) = 1 (1(z)), et nous voyons comme
ci-dessus qu’il est élément de W. De proche en proche, nous voyons de méme que pour
tout entier n > 1, le point v, (z) = ¢1(Pn—1 (z)) est élément de W. Comme W est un
voisinage de a contenu dans V;, nous avons prouvé que le point d’équilibre a est w-stable
au sens de Liapounov.

Supposons maintenant de plus la propriété (iii) vérifiée. En choisissant un voisinage V;
quelconque de a, on définit le voisinage W de a comme ci-dessus. Soit 2o € W. Pour
tout n € N, posons z,, = ¢, (o). La suite (z,, , n € N) est contenue dans W, lui-méme
contenu dans la boule fermée Bp(a,r’). Celle-ci étant compacte, la suite (z,, , n € N)
admet des valeurs d’adhérence. Soit b I’'une d’elles; ¢’est un élément de Br(a, '), donc
aussi de U1, et bien entendu un élément de L, (xo). Nous voyons que ; (b) est défini, et
appartient a V. De plus, ¢, (b), ainsi d’ailleurs que tout point de 1’orbite de b, est élément
de L, (zo). D’aprés le lemme 2.4, f(p1(b)) = f(b). Mais cela n’est possible que si
b = a = pi(a). Nous avons ainsi prouvé que la suite (z,, n € N) admet a comme
unique valeur d’adhérence. Comme cette suite est contenue dans le compact Br(a, '),
elle converge vers a (voir par exemple [17], chapitre IV, paragraphe 1.6 b). O

2.6. Théoréme de Liapounov; cas d’un systéme a temps continu. — Soit X : Q@ — F
un champ de vecteurs localement lipschitzien sur un ouvert 2 d’un espace affine £
de dimension finie, dont I’espace vectoriel associé E est muni d’une norme, ¥ son
flot réduit et { U; ; t € R} le systéme dynamique qui lui est associé. Soit a €
un point d’équilibre. On suppose qu’il existe une fonction f, définie et continue
sur un voisinage ouvert V de a, a valeurs réelles, vérifiant les propriétés suivantes :
(i) Ia fonction f admet un minimum strict au point a : autrement dit, pour tout
zeV,z#a,o0na f(x)> fla);

(ii) la fonction f est différentiable sur V — {a } et, pour tout point x € V, x # a,
on a (df (z), X (z)) < 0.

Alors le point d’équilibre a est w-stable au sens de Liapounov.
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Si de plus la fonction f vérifie :
(iti) pour tout point z € V, © # a, on a (df (x), X (z)) < 0,
alors le point d’équilibre a est attractif.

Preuve : Soit V; un voisinage de a. Puisque V' est aussi voisinage de a, V NV est
voisinage de a. Il existe donc > 0 tel que la boule fermée Br(a,r), de centre a et de
rayon 7, soit contenue dans V N Vy. Soit S = {z € £ ; |z — a|| = r} la sphére de
centre a et de rayon 7. C’est la frontiere de la boule fermée Br(a, ), et c’est une partie
de € fermée et bornée, donc compacte (voir figure I11.3).

‘I‘tm (fL‘)

Figure I11.3. Illustration de la preuve du théoréme 2.6.

Puisque la restriction de f a S est continue, elle atteint son minimum sur S en un point de
S; comme a ¢ S, ce minimum m vérifie m > f(a). Soit

W={z€E,; |z—a|<retf(z)<m}.

C’est un voisinage ouvert de a, contenu dans Br(x,7), donc aussi dans V3. Soit z € W,
et I; ’ensemble des ¢ € R tels que ¥ (x) existe. Si x = a, nous avons bien siir I, = Ret,
pour tout ¢t € R, ¥;(a) = a, donc pour tout t € R*, ¥;(a) € V;. Supposons maintenant
x # a. Nous savons alors que pour tout ¢ € I, ¥;(z) # a. Montrons que pour tout
t € I, vérifiant ¢ > 0, U,(z) est élément de la boule ouverte B(a,r). Supposons que
ce ne soit pas le cas et posons t,, = inf{¢t € I, ; ¢t > 0et|¥:(zx) —al > r}; nous
avons U;_(x) € S et, pour tout ¢ vérifiant 0 < ¢ < t,,, ¥1(x) € B(a,r). La fonction
t — f(U4(z)) est différentiable en tout ¢ € I tel que ¥;(z) appartienne 3 V, donc en
tout ¢ vérifiant 0 < ¢t < ¢,,, et a pour dérivée

d

di (‘I’t(fﬂ)) = <df(‘1’t($)), % ‘I’t(fv)) = <df(‘1’t(fﬂ)),X(‘I’t($))> <0,

ce qui prouve que ¢t — f(Ty(z)) est décroissante sur [0, ¢,,]. Par suite, f (¥, (z)) <
f(x) < m. Ceci est en contradiction avec le fait que ¥;_(x) € S et que m est la borne
inférieure de f sur S. Nous avons ainsi prouvé que pour tout ¢ € I, vérifiant ¢ > 0,
U, (z) est élément de B(a, ), donc, a fortiori, élément de Br(a, 7). Comme Bp(a, ) est
compact, cela prouve (théoréme 11.3.3) que Uy (z) est défini pour tout ¢ > 0 (autrement
dit, que I’intervalle I, n’est pas borné a droite) et appartient a B(a,r). Nous avons bien
prouvé que a est stable au sens de Liapounov.

Supposons maintenant de plus la propriété (iii) vérifiée. Choisissons un voisinage V;
quelconque de a, et définissons le voisinage W de a comme ci-dessus. Soit z € W. Pour
tout ¢ > 0, U, (x) appartient au compact Br(a,r); 1’application ¢ — ¥, (z) admet donc
des valeurs d’adhérence lorsque ¢ — +o00. Soit b une de ces valeurs d’adhérence. C’est
un élément de Br(a, ), donc aussi de ’ouvert V, et un élément de L, (z). L’application
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6 — Wy(b) étant continue et prenant la valeur b pour § = 0, nous pouvons affirmer que
pour § > 0 assez petit, Uy (b) est élément de V. D’autre part, Ug(b) est, comme b, €lément
de L,,(x). D’apres le lemme 2.4, nous avons nécessairement f(¥g(b)) = f(b). Si b était
distinct de a, nous aurions

d
75§ (To(@)) |o_o= (df (1)), X (v)) <0,

de sorte que pour 6 > 0 assez petit, nous aurions f(¥e(b)) < f(b). Cela prouve que
b = a. Lorsque ¢ — +o00, ’application ¢ — W¥,(x) a pour seule valeur d’adhérence le
point a, et prend ses valeurs dans un compact; elle converge donc vers a. Nous avons
prouvé que le point a est attractif. O

2.7. Remarques

a) Dérivée de Lie. — L expression {df (z), X (z)), qui figure dans 1’énoncé du théoréme
de Liapounov 2.6, a une interprétation trés simple : soit¢ — U, (z) la solutionde I’équation
différentielle associée au champ de vecteurs X passant par le point x pour ¢ = 0. Nous
avons alors, ainsi d’ailleurs que nous 1’avons vu au cours de la démonstration,

(df(x), X @) = T (fowuta)) |

On appelle souvent cette expression valeur au point = de la dérivée de Lie de la fonction
f selon le champ de vecteurs X, et on la note (£(X) f)(z).

b) Points d’équilibre ai-stables ou répulsifs. — 1l est facile d’énoncer et de prouver des
propriétés analogues a celles indiquées par les théorémes 2.5 et 2.6 en remplagant w-stable
par a-stable et attractif par répulsif. Nous laissons au lecteur le soin de le faire.

Nous allons appliquer le théoréme de Liapounov 2.6 pour prouver la stabilité et le caractére
attractif de 1’origine pour certains champs de vecteurs linéaires.

2.8. Proposition. — Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, et A €
L(E,FE) un endomorphisme linéaire de E. On considére ’équation différentielle

linéaire

¢'(t) = A(p(t)) .
Si toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement négative (resp.,
strictement positive), Porigine de E est un point d’équilibre w-stable et attractif
(resp., a-stable et répulsif) pour le systéme dynamique associé au flot de cette
équation différentielle.

Preuve : Nous traiterons le cas ou les valeurs propres de A ont toutes une partie
réelle strictement négative (celui ou elles ont toutes une partie réelle strictement positive
s’en déduit en changeant A en —A et ¢t en —t). Remarquons d’abord que I’origine est
évidemment un point d’équilibre, puisque A(0) = 0. D’aprés I’hypothése faite sur les
valeurs propres de A, il existe un réel M < 0, strictement supérieur aux parties réelles
de toutes les valeurs propres de A. Un théor¢me d’algebre linéaire (rappelé et prouvé
en VIL.1.17) montre qu’il existe sur E un produit scalaire euclidien (z,y) — (z|y) tel
que, pour tout x € E,
(A(z) | z) < M(z|z).
Posons, pour tout z € E, f(x) = (z|z). Cest une fonction différentiable sur E, qui
admet a I’origine un minimum strict puisque f(0) = 0 et que, pourtoutz € E, z # 0,
f(z) > 0. Pour tout € E, nous avons
(df (z), A(z)) = 2(A(z) | ) < 2M(z|z) <0 pourtoutz € E, z#0,

puisque M < 0. Le théoreme de Liapounov 2.6 s’applique donc, et montre que I’origine
est un point d’équilibre w-stable et attractif. O
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Le théoréme VII.1.17, combiné avec une inégalité, permet d’étendre le résultat ci-dessus a
certains points d’équilibre d’équations différentielles pas nécessairement linéaires. C’est
I’objet de la proposition suivante.

2.9. Proposition. — Soit X : Q — E un champ de vecteurs de classe C' sur un
ouvert ) d’un espace affine £ de dimension finie, d’espace vectoriel associé E, ¥
son flot réduit et {¥; ; t € R} le systéme dynamique qui lui est associé. Soit
a € Q un point d’équilibre, et A = DX (a) la différentielle de X au point a. Si
toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement négative (resp.,
strictement positive), le point d’équilibre a est w-stable et attractif (resp., a-stable
et répulsif).

Preuve : Comme ci-dessus, nous traiterons seulement le cas ou les valeurs propres de
A ont toutes une partie réelle strictement négative. Il existe un réel M < 0 et un produit
scalaire euclidien (z,y) — (z|y) sur E tel que, pour tout z € E,

(A(z) | z) < M(z|z).
Nous pouvons remplacer la norme dont I’espace E était initialement muni par la norme
& — ||z|| = (z|z)'/2. Nous savons en effet que c’est bien une norme (la norme euclidienne
associée au produit scalaire considéré) qui peut, sans que cela ne change rien, remplacer la
norme initiale car sur I’espace F, de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.
Posons, pour tout z € €2,

f(@)=(z—alz—a).
L’application f est différentiable et admet au point ¢ un minimum strict (f(a) = 0 et,
pour tout z € Q, = # a, f(x) > 0). Nous avons, pour tout z € 2, x # a,

(df (z), X (z)) =2(z —a | X(z)).
Mais, d’apres la définition méme de la différentielle,
X(z)=X(a)+ DX(a)(z — a) +n(z — a), avec lim M:o.
z—a, z#a ”.’l) — a||
Nous en déduisons
(df (z), X (z)) =2(z —a | A(z — a) + n(z — a))
=2(x—a| Al —a))+2(z—a|n-a))

< 2M(z —alz — a) + 2|z — af| [n(z — o)
< 9 (M-I— ”77('7; _ a’)”) ||£E _ 0”2'
= — al
Nous avons utilisé ’inégalité de Schwarz pour écrire
(z—a|n(z—a) < |z - alllln(z - a).
In(z — a)|l
|z —a
un voisinage V' du point a tel que, pour tout z € V, z # a, on ait
(df (z), X(x)) < 0.
Les hypothéses du théoréme de Liapounov 2.6 étant satisfaites, ce théoréme montre que
le point d’équilibre a est w-stable et attractif. O

Mais puisque M < 0 et que tend vers 0 lorsque ||z — a|| tend vers 0, il existe

La proposition ci-dessous n’est pas 1’analogue exact de la proposition précédente pour
un systeme dynamique a temps discret, et sa démonstration ne nécessite pas 1’emploi du
théoréme de Liapounov. Nous I’indiquons cependant car, avec une hypothése & peine plus
restrictive, elle a I’avantage de permettre d’estimer la vitesse de convergence de la suite
(@n(z), n € N) vers le point d’équilibre a. La remarque 2.11 ci-aprés indique ce que
serait ’analogue de la proposition précédente pour un systéme dynamique a temps discret.
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2.10. Proposition. — Soit { ¢, ; n € N ou Z} un systéme dynamique a temps
discret sur un ouvert Q) d’un espace affine £ de dimension finie, d’espace vectoriel
associé E. On suppose que le générateur o, de ce systeme est défini sur un
ouvert Uy de €, Uy C Q, et que ;1 est une application différentiable de classe
C' de louvert U, sur un autre ouvert U_, de £, U_; C Q. Soit a € U; un
point d’équilibre, et A = Dy, (a) la différentielle du générateur ¢, au point a. Si
toutes les valeurs propres de A sont de module strictement inférieur a 1, le point
d’équilibre a est w-stable et attractif.

Preuve : Les valeurs propres de Dy (a) étant toutes de module strictement inférieur a
1, il existe un réel K, vérifiant 0 < K < 1, tel que ces valeurs propres \; vérifient toutes
0 < |A;] < K.D’apres le théoréme d’algebre linéaire VII.1.17, il existe sur E une norme
euclidienne, notée = — |z, telle que, pour tout z € E, || A(z)|| < K||z||. Remplagons la
norme dont ’espace E était initialement muni par cette norme euclidienne; cela ne change
rien aux propriétés topologiques et uniformes de E, car cet espace étant de dimension
finie, toutes les normes sont équivalentes. Rappelons que la norme de I’endomorphisme
A (associée a la norme euclidienne dont I’espace F est désormais muni) est

lAl= sup |A=)].
z€E, ||z||=1

Nous avons donc ||4]| < K < 1. Soit K; un réel vérifiant K < K; < 1. L’application
& +— || Dy (z)| est continue, puisque ¢, est de classe C?, et elle prend au point a
une valeur strictement inférieure a K. L’ensemble W des €léments = de U; tels que
|[Dp1(z)|| < K1 est donc un voisinage du point a. Soit 7 > 0 tel que la boule
ouverte B(a,r), de centre z et de rayon r, soit contenue dans W. D’aprés 1'inégalité
des accroissements finis nous avons, pour tout z € B(a, ),

”gol(:c) - a|| < sup HD<p1(a + Az — a))“ lz —a] < Ki||lx—al .
0<A<1

Puisque K; < 1, cette derniere inégalité montre que si z € B(a,r), p1(x) est aussi
élément de B(a,7); il est donc possible de définir p3(z) = ¢1(p1(z)), et 2 nouveau
@2(z) est élément de B(a, 7). De proche en proche, nous voyons que pour tout n € N,
vn(x) est défini et élément de B(a, ). De plus,

[¢n(z) ~ a|| < KTz - al,

ce qui implique, puisque K; < 1, lim,,_, ;o ¥n(z) = a. Le point d’équilibre a est donc
attractif. Pour tout voisinage V' de a, on peut choisir r assez petit pour que B(z,7) C V;
pour tout x € B(x,r) et tout n € N, p,(z) est élément de B(z,r), donc aussi de V, ce
qui prouve que a est w-stable. a

2.11. Remarque. — On peut affaiblir les hypothéses de la proposition ci-dessus, en
supposant seulement que le générateur ¢; est continu sur U; et différentiable au point
a, et que sa différentielle en ce point a toutes ses valeurs propres de module strictement
inférieur a 1. Le méme résultat subsiste (le point d’équilibre a est w-stable et attractif). La
démonstration, analogue a celle de 1a proposition 2.9, utilise le théoréme de Liapounov 2.5.

Le théoréme qui suit est un résultat classique de mécanique, qui était connu avant le
théoréme de Liapounov.

2.12. Théoréme de Lejeune-Dirichlet. — Soit £ un espace affine de dimension finie
dont I’espace vectoriel associé E est muni d’un produit scalaire euclidien, noté
(z,y) — (z|y). Soit U un ouvert de € et ® : U — R une fonction différentiable de
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classe C?. Soit m un réel strictement positif. On considére I’équation différentielle
du second ordre
d’*x

mﬁ = —grad@(a:) . (*)
Si la fonction ® admet un minimum relatif strict en un point a de U, le point a
est un point d’équilibre w-stable.

Preuve : Rappelons que grad®(z), appelé gradient de ® au point z, désigne 1’unique
élément de F tel que, pour touty € E,

(grad®(z) | y) = (d®(z),y),
ou d®(z), élément du dual E* = L(E, R) de E, désigne la différentielle de ® au point z.

dz . L . .
Posons 2 = U x E' et priaicl Nous obtenons ainsi une équation différentielle du premier

ordre, pour le couple (z,v) € Q, équivalente a I’équation différentielle du deuxiéme
ordre () sur U,
dt (+%)
& . gradd(a)
=, &rade(z).

Le point (a,0) de § est bien sir un point d’équilibre pour cette équation différentielle,
puisque grad®(a) = 0. Dans 1’énoncé du théoréme, nous avons dit que a était point
d’équilibre (pour I’équation différentielle du second ordre (x)); c’est un léger abus de
langage, pour dire que (a, 0) est point d’équilibre pour 1’équation différentielle du premier
ordre (**) a laquelle se ramene cette équation.
Posons 1

H(z,v) = §m('u|'u) + &(x).
En Mécanique, H est I’énergie du systeme considéré : le premier terme du membre de
droite est 1’énergie cinétique et le second 1’énergie potentielle.
11 est facile de vérifier que ’énergie H reste constante sur chaque courbe intégrale de
I’équation différentielle. En effet,

%H(m(t)’fu(t)) = m(dt;it) ‘ v(t)) + <d<1>(a:(t)), dfiftt)>
= —(grad®(a(t) | v(®) + (grad®(2(t)) | v(t))
=0.

En appliquant le théoréme de Liapounov 2.6, avec pour f la fonction H, nous voyons que
le point (@, 0) de 2 est un point d’équilibre w-stable (mais en général pas attractif). O

2.13. Remarque. — Le théoréme de Lejeune-Dirichlet s’étend aisément 2 des systémes
mécaniques conservatifs plus généraux dont ’espace de configuration est une variété
différentiable et I’énergie cinétique une métrique riemannienne sur cette variété.

2.14. Autre exemple d’application. — On considere ’équation différentielle dans R3
(coordonnées z, y, 2),

dz

— =2 1
dy

E (L‘(Z 1),
d_



50 Chapitre ITI. Points d’équilibre d’un systéme dynamique

L’origine est visiblement un point d’équilibre. Afin d’étudier sa stabilité, nous devons
employer une fonction admettant a I’origine un minimum strict, satisfaisant les hypotheses
du théoréme de Liapounov 2.6. Nous cherchons cette fonction sous la forme

f(z,y,2) = ax® + by® + c2?,
oll a, b et ¢ sont des constantes strictement positives. Soit ¢ — (z(t),y(t), 2(t)) une
solution de cette équation différentielle. Nous avons

& 10,900, 2(0) = (ta - Wa()y(2) (o) ~ 1) ~ 2e(x(2)) "

En prenant ¢ = 1, b = 2, ¢ = 1, nous voyons que f satisfait les hypothéses de la
premiere partie du théoréme de Liapounov 2.6. Nous concluons que 1’origine est un point
d’équilibre w-stable (mais pas nécessairement attractif).

3. Bassin d’attraction d’un point d’équilibre

3.1. Définitions. — Soit { ¢; ; t € O} un systéme dynamique sur un ensemble 2,
dont I’ensemble des temps © peut étre R, RT, N ou Z. On suppose que 2 est un
espace topologique séparé. Soit a € 2 un point d’équilibre.

On appelle bassin d’attraction du point a I’ensemble des éléments x de Q) tels que
pour tout t € O, t > 0, ;(x) soit défini, et que lim;_, | o Y1(Z) = a.

On appelle bassin de répulsion du point a P’ensemble des éléments x de ) tels que
pour tout t € O, t < 0, pi(x) soit défini, et que lim;—, oo @1 () = a.

3.2. Remarque. — On voit qu’un point d’équilibre est attractif (resp., répulsif) au sens
des définitions 2.2 si et seulement si son bassin d’attraction (resp., de répulsion) est un
voisinage de ce point.

Nous allons établir un théoréme, basé sur le méme principe que le théoréme de
Liapounov 2.6, qui permet de reconnaitre si une partie compacte de 1’ensemble 2 est
contenue dans le bassin d’attraction d’un point d’équilibre. Sa démonstration utilise la
définition ci-dessous et le lemme ci-apres.

3.3. Définition. — Soit {; ; t € ©} un systéme dynamique sur un ensemble
Q, dont I’ensemble des temps © peut étre R ou Z. On dit que orbite d’un point
x € Q est complete si p(x) est défini pour tout t € O.

3.4.Lemme. — Soit X : Q — E un champ de vecteurs lipschitzien sur un ouvert
2 d’un espace affine £ de dimension finie d’espace vectoriel associé E, ¥ son flot
réduit et { ¥, ; t € R} le systéme dynamique associé. Soit x un point de § tel
que l’intervalle ouvert I, sur lequel est définie I’application t — ¥(z) soit non
borné & droite, et dont ’ensemble w-limite L, (z) est compact et contenu dans Q.
Pour tout élément z de L, (z), I'orbite de z est compléte et contenue dans L, (z).

Preuve :  Soit z € L,(z). Puisque L,(z) C Q, z € Q. Lintervalle I, sur lequel est
définie ’application ¢ — ¥;(z) est donc non vide : il est ouvert et contient 1’origine.
Notons-le ]a,b[. Pour tout élément s de cet intervalle, ¥ (2) est élément de L, (z).
En effet, soit W un voisinage de U,(z). Puisque ¥, est continue, (¥,) (W) est un
voisinage de z. Ce point étant élément de L, (z), il existe une infinité de réels ¢, pouvant
étre arbitrairement grands, tels que ¥;(z) € (¥,) ' (W). Mais alors ¥, (¥,(z)) existe,
est égal a U,y 4(x), et est €lément de W. En posant s + ¢t = 7, nous voyons qu’il existe
une infinité de réels 7, pouvant étre arbitrairement grands, tels que ¥, (z) € W. Nous
avons ainsi prouvé que ¥4(z) € L, (z).
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Si, par exemple, b était fini, ¥, (2) sortirait de tout compact lorsque s — b (théorémeIL.3.3).
Ce n’est pas le cas puisque U, (2) est élément de L, (z), qui est compact par hypothese.
Donc b = +o00, et de méme a = —oo. Nous avons bien prouvé que 1’orbite de z est
compléte et contenue dans Ly, (z). O

3.5. Théoreme. — Soit X : Q@ — E un champ de vecteurs localement lipschitzien
sur un ouvert 2 d’un espace affine £ de dimension finie, d’espace vectoriel associé
E, U son flot réduit et { ¥, ; t € R} le systéme dynamique qui lui est associé. Soit
a € Q un point d’équilibre. On suppose qu’il existe une fonction f, définie sur un
voisinage ouvert V de a, continue sur V', & valeurs réelles, vérifiant les propriétés
suivantes :

(i) la fonction f admet un minimum strict au point a : autrement dit, pour tout
z€eV,x#a,ona f(x) > fla);

(i) la fonction f est différentiable sur V\{ a } et, pour tout point x € V, x # a,
on a (df (), X (z)) < 0.

Soit P une partie compacte de E contenue dans V NS}, positivement invariante par
le systéme dynamique, c’est-a-dire telle que pour tout x € P et tout t > 0, V()
existe et soit élément de P. On suppose qu’il n’existe aucune orbite compléte du
systéme contenue dans P sur laquelle la fonction f a une valeur constante, autre
qu’éventuellement orbite du point a (qui est le singleton {a}). Alors le point
d’équilibre a est élément de P, et son bassin d’attraction contient P. Si de plus P
est un voisinage de a, le point d’équilibre a est attractif.

Preuve: Soitz € P.Lapplicationt — ¥, (x) est définie sur un intervalle I, qui contient
R*, et prend ses valeurs dans le compact P. L’ensemble de ses valeurs d’adhérence lorsque
t — 400, c’est-a-dire 1’ensemble w-limite L, (z), est donc non vide et contenu dans P.
On sait (I.2.5) que L, (z) est fermé. Comme il est contenu dans le compact P, L, (x)
est compact. Soit 2 un élément de L (x). D’apreés le lemme précédent, son orbite est
compléte et contenue dans L, (x), donc aussi dans P et dans V. Compte tenu de (ii),
la fonction ¢ — f(P4(x)) est décroissante au sens large. Le lemme 2.4 montre alors
que f est constante sur L, (x), donc aussi sur ’orbite de z. Mais comme nous avons
supposé qu’il n’y avait pas d’autre orbite complete contenue dans P sur laquelle f est
constante qu’éventuellement le singleton { a }, nous voyons que z = a. L’application
t — Wy(x), qui est & valeurs dans le compact P et a pour unique valeur d’adhérence a
lorsque ¢ — +00, converge vers a. Nous avons donc prouvé que a € P et que P est
contenu dans le bassin d’attraction de a. Si de plus P est un voisinage de a, ce point
d’équilibre est attractif (remarque 3.2). ad
3.6. Exemple d’application. — Reprenons 1’exemple 4.6 du chapitre I (pendule plan),
mais en supposant maintenant qu’il y a une force de frottement proportionnelle a la vitesse
angulaire. L’équation différentielle du mouvement devient

@_,

a7’

dw g . k
~ E——isme—gw,

ou k est une constante strictement positive. La fonction H est toujours définie par
1
H(O,w) = 3 mi%w? + mgl(1 — cos@).

En calculant la dérivée de la fonction t — H (6(t),w(t)), on obtient
d

7 H(0(0),w(t) = ~ki*w® <0.
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Soit h un réel vérifiant 0 < h < 2mgl, et P I’ensemble
P={(Qw)eR?®; —m<f<m, HO,w)<h}.

On vérifie aisément que P est une partie compacte de R2. Cela n’est pas immédiatement
visible a cause de la double inégalité stricte —m < 6 < 7. Mais compte tenu de 1’autre
condition H(#,w) < h, nous pouvons remplacer —7 < 6 < 7 par —7 < < 7 sans que
cela modifie P; en effet, lorsque # = m modulo 27, H(0,w) > 2mgl > h, donc (0,w)
n’est pas élément de P. Il est aisé de vérifier que P est positivement invariant, car H ne
peut que décroitre lorsque ¢ croit, et si initialement @ est strictement compris entre —7 et
m, il le reste pour tout ¢ > 0 car si ce n’était pas le cas, il prendrait a un certain instant
la valeur —7r ou , ce qui est impossible car a cet instant H serait strictement supérieur
a h. Enfin, P ne peut contenir d’orbite compléte sur laquelle H est constante, autre que
le singleton { (0, 0) }, car dés qu’il y a mouvement, w prend au cours du mouvement une
valeur non nulle, et alors la dérivée de H par rapport a ¢ devient strictement négative.
Comme P est un voisinage du point (0, 0), le théoréme précédent montre que ce point est
attractif et que P est contenu dans son bassin d’attraction.

4. Points d’équilibre instables

Le théoreme suivant, basé sur le méme principe que le théoréme de Liapounov 2.6, permet
dans certains cas de reconnaitre qu’un point d’équilibre n’est pas w-stable.

4.1. Théoreme. — Soit X : Q@ — E un champ de vecteurs localement lipschitzien
sur un ouvert ) d’un espace affine £ de dimension finie, d’espace vectoriel associé
E, ¥ son flot réduit et { ¥y ; t € R} le systéme dynamique qui lui est associé.
Soit a € Q un point d’équilibre. On suppose qu’il existe une fonction f, définie et
continue sur un voisinage ouvert V de a, a valeurs réelles, et un ouvert W contenu
dans V, vérifiant les propriétés suivantes :

(i) pour tout x € W, f(z) > f(a);

(ii) la fonction f est différentiable sur W et, pour tout point t € W, on a
(df (z), X (z)) > 0.

(iii) le point a est élément de V NFr(W), ott Fr(W) désigne la frontiére de 'ouvert
W, et la fonction f est constante sur V N Fr(W).

Alors le point d’équilibre a est w-instable (c’est-a-dire n’est pas w-stable).

Preuve: Nous devons prouver qu’il existe un voisinage ouvert V; de a tel que, pour tout
voisinage V, de a contenu dans V1, il existe un point = de V; tel que la proposition logique

(P) pourtoutt € Rt, ¥;(x) est défini et élément de V;

soit fausse. Prenons pour V; un voisinage ouvert de a dont ’adhérence V; est compacte
et contenue dans V. Soit V5 un voisinage de a contenu dans V; (voir figure 1I1.4).

D’apreés (iii), le point a est adhérent 3 W. Comme V, est un voisinage de a, Vo N W
est non vide; soit z un point de V2 N W. Supposons que pour ce point z, la proposition
logique P soit vraie. L’application ¢ +— W,(z), définie sur R*, prend ses valeurs dans
V1, donc a fortiori dans V1, qui est compact. Elle admet donc, lorsque ¢ — 00, une
valeur d’adhérence z, élément de V;. Nous allons considérer successivement deux cas, qui
couvrent toutes les possibilités.

Premier cas. Supposons que ¥; () ne soit pas contenu dans W pour tout¢ > 0. Puisque
W est ouvert, il existe alors t,,, > 0 tel que pour tout ¢ € [0, ¢,,[, U:(z) soit élément de
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2

Figure I1I.4. Tllustration de la preuve du théoréme 4.1.

W et que ¥;_ (z) ne soit pas élément de W. Le point ¥;_ (z) est nécessairement élément
de la fronti¢re de W. Compte tenu de (ii), la fonction ¢ — f(¥y(z)) est strictement
croissante sur 'intervalle [0, tm). Donc f(Us,, (z)) > f(z) > f(a). Le point ¥y, (z) ne
peut pas étre élément de V N Fr(W) puisque, d’apres (iii), 1a fonction f est constante sur
cet ensemble et prend la valeur f(a). Donc ¥, (z) appartient  la partie de la fronti¢re
de W qui n’est pas contenue dans V, ce qui prouve que ce point n’appartient pas a V. Ce
résultat est en contradiction avec (P).

Deuxiéme cas. Supposons ¥;(x) contenu dans W pour tout ¢ > 0. Compte tenu de
(ii), la fonction ¢ — f(¥;(x)) est strictement croissante sur R™. Le point z, élément
de L, (), n’est pas élément de W. En effet, s’il Iétait, les points de I’orbite de z assez
voisins de z, c’est-a-dire de la forme ¥,(z), avec |s| assez petit, seraient aussi €léments
de W. En raisonnant comme dans la démonstration du lemme 3.4, on montrerait qu’ils
sont éléments de L, (z). Le lemme 2.4 montrerait alors que f est constante sur la partie
de I’orbite de 2 formée par ces points, et cela serait en contradiction avec (ii). Comme
z est valeur d’adhérence d’une application a valeurs dans W, et n’est pas élément de
W, c’est un élément de la frontiere de W. S’il était élément de V/, il serait élément de
V NFr(W), et I’on aurait, compte tenu de (iii), f(2) = f(a). Cela serait en contradiction
avec f(z) = limy_, oo f(¥s(x)) > f(z) > f(a). Nous voyons ainsi que z n’est pas
élément de V. Comme V; C V/, il existe un voisinage Vs de z tel que VasNV; = (). Comme
z est valeur d’adhérence de 1’application ¢ — W;(x) lorsque ¢ — +00, il existe ¢ > 0 tel
que ¥;(x) € V3, et ce résultat contredit (P).

En conclusion, la proposition logique (P) est fausse, et nous avons prouvé que le point a

n’est pas w-stable. o
4.2. Exemple d’application. — Dans le plan R? (coordonnées z, y), considérons
I’équation différentielle

dz

at Y,

dy

2=

Le champ de vecteurs correspondant est

o 15)
X(z,y) =Y5, +w@,

N . 0 0 2 4 .
ou on a noté 9 et % les champs de vecteurs constants sur R*, égaux, respectivement,

au premier et au second vecteur de la base canonique. Prenons pour fonction f et pour
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ouvert W :
f(:c,y)=a:y, W={(.’I),y)€R2; x>0,y>0}'

1l est facile de vérifier que les hypotheses du théoréme 4.1 sont satisfaites. L’origine (0, 0)
est donc w-instable.

5. Points d’équilibre des champs linéaires en dimension 2

5.1. Le probleme étudié. — Soit E un espace vectoriel réel de dimension 2, et
A € L(E, E) un endomorphisme linéaire de E. Nous supposerons A injectif (donc
bijectif). L’équation différentielle linéaire

¢'(t) = A(p(t) (%)
admet donc I’origine pour unique point d’équilibre. Nous nous proposons de mettre, par
le choix d’une base convenable de E, I’équation différentielle (*) sous la forme la plus
simple possible afin de déterminer 1’allure qualitative de son portrait de phase.
Le polyndme caractéristique de A est

A? — Trace(A)\ + dét(A).

Nous allons distinguer plusieurs cas, selon la réalité et éventuellement le signe des zéros
de ce polyndme (c’est-a-dire des valeurs propres de A).

5.2. Cas ou A a deux valeurs propres réelles distinctes. — Soient \; et A2 ces valeurs
propres. On sait qu’il existe une base (e1, e3) de E telle que e; soit vecteur propre de A
associé a la valeur propre A1, et ey vecteur propre associé a A,. La matrice de A dans la

base (e, e2) est
M 0
0 X /-

En notant z et y les coordonnées associées a la base (e, e2), 1’équation différentielle (x)
§’écrit

dzx
PrEREELE
dy _
P

Sa solution générale est
{ z(t) = z(0)e™?,

y(t) = y(0)e* .
On remarque que pour tout ¢ € R, z(t) et y(t) gardent un signe constant.

Nous allons distinguer deux sous-cas, selon que les deux valeurs propres de A sont de
méme signe ou de signes contraires

a) Cas ou les deux valeurs propres de A sont de méme signe. — Désignons par \;
la plus petite des deux valeurs propres. Nous avons donc A; — A2 < 0. Supposons z(0) et
y(0) non nuls. Nous voyons alors que

z(t) . xz(t)  [+4oo siz(0)/y(0) >0,
15760 y(8) 0,  Mim y(®) ~ | —oo siz(0)/y(0) <O0.

Le portrait de phases est représenté sur la partie gauche et la partie centrale de la figure I11.5.
La partie gauche, notée (a), est relative au cas ou A\; < Ay < 0, et la partie centrale, notée
(b), au cas ot 0 < A; < ;. Plus précisément, pour la partie gauche, nous avons pris

A1 = 2A; <0, et pour la partie centrale Ay = 2\; > 0.
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y // <
> N X X
(a) Neeud attractif (b) Neeud répulsif (c) Col
A1 < X2 <0) 0O <A <) A1 <0< A9)

Figure IIL.5.  Valeurs propres A; et g réelles distinctes

Lorsque les valeurs propres A; et A, sont strictement négatives, 1’origine est un point
d’équilibre w-stable et attractif. On dit que c’est un neeud attractif, ou un puits.
Lorsque les valeurs propres A; et Ay sont strictement positives, 1’origine est un point
d’équilibre a-stable et répulsif. On dit que c’est un neeud répulsif, ou une source.
On remarque que dans les deux cas, les courbes intégrales qui ont I’origine pour point
limite sont presque toutes tangentes, en ce point, a1’ axe parallele au vecteur propre associé
a la valeur propre de A la plus petite en valeur absolue : I’axe des z, parall¢le au vecteur
propre associé a A1, lorsque 0 < A; < Ag; ’axe des y, paralléle au vecteur propre associé
a Az, lorsque \; < Ay < 0.
b) Cas ol les deux valeurs propres de A sont réelles de signes contraires. —
Supposons par exemple \; < 0 < A;. Siz(0) # 0, nous avons
. . +oo siz(0) >0,

t—lf-lrfloo z(t) =0, t—l}I—ncox(t) - {—oo si a:EO) < 0.
De méme, si y(0) # 0,

Jim y(t) =0, lim y(t) =

t—+o0

+oo siy(0) >0,

—oo siy(0) < 0.
Le portrait de phases est représenté sur la partie droite, notée (c), de la figure III.5. Nous
avons pris A\; = —2\,, avec A\ > 0. L'origine n’est ni a-stable, ni w-stable, ni attractif,
ni répulsif. On dit que c’est un col.

$.3. Cas ou1 A a une valeur propre double. — Soit ) cette valeur propre. Nous avons
A € R, A # 0 puisque nous avons supposé A inversible. Nous avons
Trace(A) = 2, dét(A) = \?
Deux sous-cas doivent étre distingués, selon qu’il existe ou non une base de F formée de
vecteurs propres.
a) Cas ou il existe une base de E formée de vecteurs propres. — Tout élément non
nul de E est alors vecteur propre, associé a la valeur propre \; autrement dit, A = A idg.
L’équation différentielle (x) s’écrit
¢'(8) = Aep(t),
et sa solution générale est
p(t) = exp(At)p(0) .
Les orbites du systéme dynamique associé a cette équation sont, d’une part, le singleton
{0}, puisque I’ origine est 1’'unique point d’équilibre, et d’autre part les demi-droites issues
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Neeud attractif (A = Aidg, avec A < 0) Neeud répulsif (A = Aidg, avec A > 0)

Figure II1.6.  Valeur propre A double réelle et A = Aidg

de I’origine (ouvertes, c¢’est-a-dire ne contenant pas 1’origine). Le portrait de phases est
représenté sur la figure I11.6. La partie gauche de cette figure est relative au cas ou A < 0
et la partie droite a celui out A > 0.

Lorsque la valeur propre A est strictement positive, 1’origine est un point d’équilibre
a-stable et répulsif. On dit que c’est un neud répulsif, ou une source.

Lorsque la valeur propre A est strictement négative, 1’origine est un point d’équilibre
w-stable et attractif. On dit que c’est un neeud attractif, ou un puits.

b) Cas ot il n’existe pas de base de E formée de vecteurs propres. — Il existe
toutefois un vecteur propre f associé a la valeur propre A (tous les autres vecteurs propres
lui étant proportionnels). Soit ez un autre élément de F tel que (f1, e2) soit une base de
E.La matrice de A dans cette base est

(65);

avec p # 0 puisque e n’est pas vecteur propre de A. Posons e; = pf1. Alors (eq, e2) est
aussi une base de F, et la matrice de A dans cette base est

(63)

L’équation différentielle () s’écrit, au moyen des coordonnées z et y associées a la base
(e1,e€2),
dz
=
dt zT+y,
dy
— = y.
at ~ Y
{ z(t) = (z(0) + y(0)¢) M,
y(t) = y(0)e .
On remarque que pour tout ¢ € R, y(¢) garde un signe constant, tandis que z(t) ne garde

pas un signe constant : en supposant y(0) # 0, z(t) est du méme signe que y(t) lorsque
t > —x(0)/y(0), et de signe contraire lorsque ¢ < —xz(0)/y(0). On remarque aussi que

siy(0) #0,

Sa solution générale est

z(t) . ox(t)
im —= = +00, lim —F =-00
t—+oo y(t) t——oco y(t)
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Noeeud attractif (A < 0) Neeud répulsif (A < 0)

Figure IIL.7.  Valeur propre A double réelle avec une seule direction propre

Le portrait de phases est représenté sur la figure II1.7. La partie gauche de cette figure est
relative au cas ou A < 0 et la partie droite a celui ou A > 0.
Lorsque la valeur propre A est strictement positive, 1’origine est un point d’équilibre
a-stable et répulsif. On dit que c’est un neeud impropre répulsif, ou une source.
Lorsque la valeur propre A est strictement négative, 1’origine est un point d’équilibre
w-stable et attractif. On dit que c’est un neeud impropre attractif,, ou un puits.
5.4. Cas o A a deux valeurs propres complexes conjuguées. — On notera ces deux
valeurs propres ¢ + i3 et a — i3, avec a et B réels et 8 > 0. On sait qu’il existe deux
éléments e; et ey de E tels que e; + ey soit un vecteur propre de A (dans le complexifié
E¢ de E) associé a la valeur propre o — i3, et e; — ies un vecteur propre associé a la
valeur propre o + 3. Les éléments e; et e; de E sont linéairement indépendants car s’ils
ne I’étaient pas, les éléments e; + iez et e; — tex de E¢ ne le seraient pas non plus, ce
qui est impossible puisque ce sont des vecteurs propres associés a deux valeurs propres
distinctes. La matrice de A dans la base (e1, e2) est

a —p

B o)’
et I’équation différentielle () s’écrit, au moyen des coordonnées associées a la base
(e1,€2),

dz
E—ax_ﬂya
dy
E—ﬁm+ay.

Sa solution générale est
{ z(t) = (z(0) cos Bt — y(0) sinﬂt)eat ,

y(t) = (y(0) cos Bt + z(0) sin Bt) e .

Lorsque v = 0, toutes les orbites, autres que { 0 }, sont périodiques, de méme période
(2m)/B. L origine est un point d’équilibre a-stable et w-stable, mais n’est ni attractif ni
répulsif. On dit que c’est un centre. Le portrait de phases correspondant est représenté sur
la partie centrale, notée (b), de la figure IIL8.

Lorsque o < 0, I’origine est un point d’équilibre w-stable et attractif. On dit que c¢’est
un foyer attractif . Le portrait de phases correspondant est représenté sur la partie gauche,
notée (a), de la figure II1.8.

Lorsque & > 0, I’origine est un point d’équilibre a-stable et répulsif. On dit que ¢’est
un foyer répulsif. Le portrait de phases correspondant est représenté sur la partie droite,
notée (c), de la figure I11.8.



58 Chapitre III. Points d’équilibre d’un systéme dynamique

5O

(a) Foyer attractif (o < 0) (b) Centre (o = 0) (c) Foyer répulsif (o > 0)

Figure II1.8.  Valeurs propres complexes conjuguées o % (3, avec 3 > 0

5.5. Remarque. — Sur la figure IIL8, les trajectoires du systeme tournent autour de
I’origine, lorsque le temps ¢ croit, dans le sens trigonométrique. Cela n’a évidemment
aucun caractére intrinséque. Si nous avions choisi les éléments e; et e de E de maniere
telle que e; + ey soit associé a la valeur propre « + if3, et e; — %€z a la valeur propre
o — i3, nous aurions obtenu un portrait de phases dans lequel les trajectoires tournent
autour de I’origine, lorsque ¢ croit, dans le sens contraire du sens trigonométrique.

6. Le flot d’un champ de vecteurs au voisinage d’un point d’équilibre

6.1. Le probléme étudié. — Soit X un champ de vecteurs de classe C* défini sur un
ouvert €2 d’un espace affine £ de dimension finie, d’espace vectoriel associé E, admettant
un point d’équilibre a € 2, c’est-a-dire vérifiant X (a) = 0. Nous allons étudier I’allure
qualitative, au voisinage du point a, des solutions de I’équation différentielle

¢'(t) = X (p(1), (%)
ainsi que I’allure qualitative, au voisinage du point a, du portrait de phases de cette
équation.
Posons
DX(a)=A.

Nous nous limiterons ici au cas ou A est un élément inversible de L(E, E); le point
d’équilibre a est alors dit non dégénéré. Dans ce cas, a est un point d’équilibre isolé
du champ de vecteurs X : en effet, d’apres le théoréme d’inversion locale, I’application
différentiable X est, au voisinage de a, un difféomorphisme local; le point a posséde donc
un voisinage sur lequel X ne s’annule en aucun point autre que a. Signalons cependant
que la définition 6.10 a un sens mé€me lorsque le champ de vecteurs X n’est pas supposé
différentiable.

Les notions que nous introduirons et les résultats que nous établirons dans ce paragraphe
sont (a ’exception de I’exemple 6.3) valables quelle que soit la dimension de I’espace £.
Puis, dans le paragraphe 7, nous nous concentrerons sur le cas ou £ est de dimension 2.
Nous reviendrons plus loin (chapitre V) sur I’étude qualitative des courbes intégrales d’ un
champ de vecteurs au voisinage d’un point d’équilibre non dégénéré sans faire d’hypothese
restrictive sur la dimension de €. Nous établirons alors des résultats beaucoup plus précis
(les théoremes de Hartman et Grobman, ainsi que le théor¢me d’existence des variétés
stable et instable d’un point d’équilibre hyperbolique).

Précisons quelque peu ce que nous entendons par allure qualitative des solutions et du
portrait de phases de 1’équation différentielle () au voisinage du point a. Nous étudierons
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successivement des questions relevant de la Topologie, puis d’autres relevant du Calcul
différentiel. Les questions relevant de la Topologie auxquelles nous tenterons de répondre
sont :

— le point a est-il w-stable, a-stable, attractif, répulsif?

— existe-t-il une ou plusieurs courbes intégrales de 1’équation différentielle (x) admet-
tant {a} comme ensemble w-limite (resp., a-limite), ¢’est-a-dire qui convergent vers
a lorsque t — +-00 (resp., lorsque ¢t — —00)?

Les questions relevant du Calcul différentiel que nous examinerons sont :

— ¢’il existe des courbes intégrales de 1’équation différentielle (*) qui admettent {a}
comme ensemble w-limite ou a-limite, ces courbes ont-elles au point @ une tangente?

— lorsque c’est le cas, comment peut-on déterminer celle-ci?

— si elles n’ont pas de tangente en ce point, les courbes qui admettent {a} comme
ensemble w-limite ou o-limite forment-elles des spirales qui s’enroulent autour de a
(U'espace £ étant ici supposé de dimension 2)?

Nous allons voir que lorsque £ est de dimension 2, I’étude des valeurs propres et vecteurs
propres de A permet de répondre a ces questions, sauf dans deux cas :

— lorsque les valeurs propres de A sont imaginaires pures,

— lorsque A admet une valeur propre réelle double (nous pourrons dans ce cas
répondre aux questions relevant de la Topologie, mais non a celles relevant du Calcul
différentiel).

Dans tous les autres cas, £ étant toujours supposé de dimension 2, le portrait de phases
de I’équation différentielle (*), au voisinage du point a, a qualitativement la méme allure
que celui de I’équation différentielle lin€aire, dans 1’espace vectoriel £

P'(t) = A((2)) (xx)

au voisinage de ’origine. Cette allure qualitative a été étudiée dans le paragraphe
précédent; elle est illustrée par les figures IIL.5, II1.6 et II1.10.

On peut interpréter ce résultat en remarquant que 1’équation différentielle linéaire (¥x),
appelée linéarisée de 1’équation différentielle (x) au voisinage de a, apparait comme une
approximation de cette équation; on peut en effet écrire

X(z)=X(a)+ DX(a)(x —a) +o(z —a),
ou compte tenude X (a) =0etde DX (a) = A,
X(z)=A(x—a)+o(z—a),

ce qui veut dire que X () — A(x — a) est négligeable aupres de z — a. Lorsqu’on identifie
I’espace affine £ a 1’espace vectoriel associé en prenant le point a pour origine, 1’équation
différentielle (*) s’identifie a 1I’équation différentielle linéaire (*+) modifiée par une petite
perturbation, qui est relativement d’autant plus petite qu’on se place plus pres du point a;
il est donc compréhensible que le flot de 1I’équation différentielle (*) soit, au voisinage du
point a, qualitativement comparable a celui de sa linéarisée () au voisinage de 1’origine.
On appelle méthode de linéarisation la pratique consistant a remplacer 1’équation () par
sa linéarisée (xx), afin d’établir certaines propriétés de 1’équation initialement donnée
(*). Bien entendu, les considérations qui précédent n’ayant aucun caractere rigoureux, la
méthode de linéarisation doit étre justifiée par des résultats précis, que nous allons établir.

La proposition suivante répond a certaines questions relevant de la Topologie.
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6.2. Proposition. — Soit X : Q — E un champ de vecteurs de classe C* défini sur
un ouvert 2 d’un espace affine £ de dimension finie, a € §2 un point d’équilibre
de ce champ, et A = DX (a). Si les valeurs propres de A ont toutes une partie
réelle strictement négative (resp., strictement positive), le point d’équilibre a est
w-stable et attractif (resp., a-stable et répulsif).

Preuve . Nous n’avons fait que répéter la proposition 2.9, déja prouvée. O

La proposition qui précéde ne couvre pas le cas ou certaines valeurs propres de A sont
imaginaires pures, de la forme +:¢(3, avec [ réel non nul. Nous avons vu que dans ce
cas, lorsque de plus £ est de dimension 2, I’origine est un centre pour 1’équation linéaire
(#x); toutes les solutions de cette équation autres que la solution nulle sont périodiques
de période 27 /(3. On se doute bien qu’une perturbation du champ de vecteurs linéaire A,
méme tres petite, risque fort de détruire le caractere périodique de la plupart des solutions.
11 n’y a donc aucune raison pour que 1’allure qualitative du portrait de phases de I’équation
différentielle (*) au voisinage du point d’équilibre a soit comparable a celle du portrait de
phases de sa linéarisée (xx), représentée sur la figure IIL9. L’exemple ci-dessous illustre
cette destruction de la périodicité par une petite perturbation.

6.3. Exemple. — Dans le plan R? (coordonnées z et 3/) considérons le champ de vecteurs
X(z,y) = (—By + Az(@® + y*)F)er + (Bz + My(z® + y*)*)ez,
1 0
0 1
avec 3 > 0, et k un entier > 0. Ce champ de vecteurs est différentiable de classe C™ (et
méme polynomial), et admet un point d’équilibre a I’origine. L’équation différentielle qui
lui est associée s’écrit d
x
= =By +a(at + D)k,
(%)

—3t/ = Bz + My(z? + y2)k
La différentielle de X a I’origine (que nous identifions a sa matrice relativement a la base
canonique de R?) est

oue; = etey = sont les vecteurs de la base canonique de R?, B et A des réels,

A=DX(0) = (g ‘Oﬂ> .

La linéarisée a 1’origine de 1’équation (%) est donc I’équation différentielle linéaire
(obtenue en remplagant A par 0 dans (x)),

dx =By, ()
dy* K%

Afin de déterminer les solutions de () autres que la solution identiquement nulle, nous
utilisons des coordonnées polaires, en posant

x = pcosd, y = psinf.

Nous avons alors
dz dy d
- k1 _ y 2(k+1)
T Fy = =AY =0 ;
dz dy 2dd 5 o 2
Y g T T =P g =By =06,
d’ou, puisque nous nous intéressons aux solutions pour lesquelles p # 0,

@zAka—}-l =,B

dt ’
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En notant zo = po cos g, Yo = po sin by, avec pg > 0, la donnée de Cauchy pour ¢ = 0,
nous voyons que (p(t), 0(t)), donc aussi ((t), y(t)), est défini pour ¢ € R vérifiant

2\kp2Ft < 1

et a pour expression

p(t) = po(1 — 2X\kp2kt) =1/ (2k)
0(t) = 6o + Bt,
ou, en revenant aux coordonnées cartésiennes et y,

a(t) = po(1 — 2Xkp3*t) ™/ ¥ cos(0 + Bt) ,
y(t) = po(1 — 2X\kp2kt) =1/ %) sin(0, + Bt) .

Si A < 0, cette solution de (*) est définie sur I'intervalle | — 1/(2|A|kp3¥), +-oo, et
tend vers le point d’équilibre 0 lorsque ¢ — +o00. L’origine est donc un point d’équilibre
w-stable et attractif.

Si\ > 0, cette solution de (*) est définie sur ’intervalle | — oo, 1/(2|A\|kpa¥)][ , et tend vers
le point d’équilibre O lorsque t — —oo. L’origine est donc un point d’équilibre o-stable
et répulsif.

Ainsi, lorsque A # 0, ’équation différentielle (), a la différence de sa linéarisée (xx),
n’a pas de solution périodique, et a un portrait de phases qualitativement bien différent
(méme dans un voisinage arbitrairement petit de 1’origine) de celui de sa linéarisée.

Nous n’avons pas encore répondu aux questions relevant de la Topologie dans le cas ol
les valeurs propres de A = DX (a) sont réelles et de signes contraires; nous le ferons
plus loin, en répondant en méme temps, pour ce cas, aux questions relevant du Calcul
différentiel.

Afin d’aborder les questions relevant du Calcul différentiel, considérons une courbe
paramétrée dans &, c’est-a-dire une application continue ¢ : |c,d[— € d’un intervalle
ouvert ]c,d[ de R dans I’espace affine £. L’extrémité gauche c¢ de I’intervalle considéré
peut étre soit un réel fini, soit —oo, et de méme I’extrémité droite d peut étre soit un réel
fini, soit 4+o00. Soit a € &, et supposons que la courbe paramétée ¢ admette ce point pour
extrémité droite, c’est-a-dire vérifie

lim p(s) = a.

Supposons également que pour tout s €]c, d[, ¢(s) # a. Pour tout s € |c, d[, la demi-
droite d’origine a passant par le point ¢(s), notée A(s), est alors bien définie, puisque
les points a et ¢(s) sont distincts. Nous dirons que la courbe paramétrée ¢ admet une
demi-droite tangente en son extrémité droite a si A(s) admet une limite lorsque s tend
vers d; lorsqu’elle existe, cette limite est la demi-droite tangente a ¢ en son extrémité
droite a. La proposition ci-dessous rend cette définition rigoureuse.

6.4. Proposition. — Soit ¢ : |c, d[ — £ une courbe paramétrée dans un espace affine
& de dimension finie, d’espace vectoriel associé E, c’est-a-dire une application
continue d’un intervalle ouvert |c,d| de R dans &, les extrémités c et d de cet
intervalle pouvant étre soit des réels finis, soit, respectivement, —oo et +00. Soit
a € £. On suppose que

lim o(s) = a

s—d
et que pour tout s €]c, d[, le point ¢(s) est distinct de a. Soit e un vecteur non
nul élément de E. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes.
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im,—q A(s)p(s)

QA(8n)(87)
A 30(33)

A(s3) (53

As2)@(

32)

Figure I11.9. Demi-droite tangente a une courbe paramétrée en une extrémité

1. Il existe une fonction continue A, définie sur |c,d[, 4 valeurs strictement

positives, telle que
lin}l A(s)(p(s) —a) =e.
8—

2. I existe une norme z — ||z|| sur E telle que
o(s) —a e

s=d [lp(s) —all ~ lell”
3. Pour toute norme x + ||z|| sur E, on a
o(s) —a e

T —all Tl
Lorsque ces trois propriétés équivalentes sont satisfaites, on dit que la courbe
paramétrée ¢ admet pour demi-droite tangente en son extrémité droite (le point a)
la demi-droite affine
A={a+pe; peR"}.
L’élément non nul e de E est dit vecteur directeur de cette demi-droite tangente;
il est unique & multiplication par un réel strictement positif prés.

Preuve :  Les propriétés étudiées dans cette proposition sont illustrées par la figure IIL.9.
La propriété 3 implique bien siir la propriété 2 qui, elle-méme, implique la propriété 1,
puisqu’il suffit de prendre A(s) = |le|| |[¢(s) — a|~1. Il reste & prouver que la propriété
1 implique la propriété 3. Supposons donc la propriété 1 satisfaite, et soit z > ||z|| une
norme quelconque sur E. Pour tout s € |¢, d[, nous avons

o(s)—a e  p(s)—a e e

€
(&) —al " Tel ~ Te(®—al ~ X)) —all * X@e(s) —all el
d’ou

o(s)—a e

H le(s) —all el 8)(@(3) —a) —¢

1
< 3O —af N
1
¥ ‘A(S)Ilso(S) 1 e

Mais puisque lim,_,4 A(s) (¢(s) — a) = €, nous avons

, 3 _
lim A(s) () —all = lell, - lim S, neu
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et nous voyons que les deux termes du membre de droite de 1’inégalité ci-dessus tendent
vers 0 lorsque s — d. La propriété 3 est donc satisfaite.

Enfin, prouvons que s’il existe deux vecteurs e et ¢/ éléments de E non nuls, et deux
fonctions continues A et \’, définies sur ]c, d| et a valeurs strictement positives, telles que
lim A(s)(p(s) —a) =€ lim X' (s)(p(s) —a) =€
lim \(s) (p(s) —a) =e,  lim X(s)(p(s) — ) =¢,

alors e et €’ sont colinéaires et de méme sens (cela signifie que chacun d’eux est égal au
produit de I’autre par un réel strictement positif). Soit 2 — ||z|| une norme quelconque
sur E. Puisque les propriétés 1 et 3 sont équivalentes, nous avons

o(s) —a e e

lim ——— = = —
s—d lp(s) —al el lle']’
ce qui prouve que e et ¢’ sont colinéaires et de méme sens. O

6.5. Remarques
a) La propriété 1 de 1’énoncé ci-dessus peut sembler moins commode d’emploi que les
propriétés 2 ou 3, mais elle a I’avantage de ne pas nécessiter I’introduction d’une norme
sur E.
b) Supposons que la courbe paramétrée  admette un point b de £ pour extrémité gauche,
¢’est-a-dire que I’on ait

lim p(s) = b,
les autres hypotheses étant les mémes que celles de la proposition précédente. En procédant
comme dans cette proposition, on peut définir la demi-droite tangente a la courbe ¢ en son
extrémité gauche b; lorsqu’elle existe c’est la limite, lorsque s tend vers c, de la famille,
paramétrée par s, de demi-droites ayant b pour origine et passant ¢(s).

La proposition suivante, qui nous permettra de définir la notion de direction caractéristique,
est I’analogue de la précédente, la courbe paramétrée ¢ étant remplacée par une suite.

6.6. Proposition. — Soit (z,, n € N) une suite dans un espace affine £ de
dimension finie, d’espace vectoriel associé E. On suppose que cette suite converge
vers un élément a de £ et que, pour tout n € N, x,, # a. Soit e un vecteur non nul
élément de E. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes.

1. II existe une suite (M., n € N), dont les termes sont des réels strictement
positifs, telle que

nETwAn(wn —a)=e.

2. Il existe une norme z + ||z|| sur E telle que

. :En_a‘ (A
lim ——— = —.
n—teo [z, —al el

3. Pour toute norme z +— ||z|| sur E, on a
. Tn—a e
lim ——— = -——.
w2 oo flom ol el

Lorsque ces trois propriétés équivalentes sont satisfaites, on dit que la suite
(Zn, n € N) converge vers a en venant de la direction de e. Cette direction est
unique, tout autre vecteur non nul ¢’ de E ayant les mémes propriétés que e étant
colinéaire & e et de méme sens.
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Preuve : Elle est identique a celle de la proposition 6.4. O

La proposition suivante montre que la notion de demi-droite tangente a une courbe
paramétrée en une de ses extrémités et celle de suite convergeant vers un point en venant
d’une direction donnée relévent du Calcul différentiel, car elles se transforment de mani¢re
naturelle sous I’effet d’un difféomorphisme. Cette proposition nous permettra de montrer
(au chapitre VII) que ces notions conservent un sens lorsqu’on remplace 1’espace affine £
par une variété différentiable.

6.7. Proposition. — Soit h : U — V un difféomorphisme de classe C* d’un ouvert
U de Pespace affine £ sur un ouvert V de ’espace affine F, ces deux espaces étant
de méme dimension finie, a un point de U et b = h(a). On note E et F les espaces
vectoriels associés, respectivement, a £ et F.

1. Soit ¢ :]c,d[— U une courbe paramétrée dans U, ayant le point a pour
extrémité droite, c’est-a-dire vérifiant lim,_, 4 p(s) = a, et admettant en ce point
une demi-droite tangente de vecteur directeur e € E, e # 0 (au sens de la
proposition 6.4). Alors la courbe paramétrée h o ¢ :|c,d[— V a pour extrémité
droite le point b = h(a), et admet en ce point la demi-droite tangente de vecteur
directeur Dh(a)(e) € F.

2. Soit (zn, n € N) une suite dans U qui converge vers le point a en venant de
la direction d’un vecteur non nul e € E (au sens de la proposition 6.6). Alors la
suite (h(z,), n € N) converge vers b= h(a) en venant de la direction du vecteur
non nul Dh(a)(e) € F.

Preuve : 1l nous suffit de prouver la propriété 1, la preuve de la propriété 2 étant
pratiquement identique. Nous avons, puisque I’application h est continue,

lim h o o(s) = h(lim o(s)) = h(a) = b,

ce qui prouve que la courbe paramétrée h o ¢ a bien b pour extrémité droite. D’autre part,
puisque ¢ admet en son extrémité droite a la demi-droite tangente de vecteur directeur e,
il existe une fonction continue A, définie sur |c, d[, a valeurs strictement positives, telle
que

lim A(s s)—a)=e.

lim \(s) () — a) = ¢
D’autre part nous avons, pour tout z € U,
h(z) — b= h(z) — h(a) = Dh(a)(x —a) + R(z —a), avec R(z—a)=o0(z—a).

Par suite, puisque Dh(a) est une application linéaire,
() (h o p(s) — b) = Dh(a) (/\(s) (o(s) — a)) +A(s)R(p(s) — a) .

Faisons tendre s vers d. Nous savons que A(s) (¢(s) — a) a pour limite le vecteur non nul
e de E. Le premier terme du membre de droite de 1’égalité ci-dessus a donc pour limite

lim Dh(a) (A(s) ((s) — @) ) = Dh(a)(e),

qui est un élément non nul de F', car e est non nul et Dh(a) est un isomorphisme de E sur
F.D’autre part, comme R (go( s) — a) est négligeable aupres de ¢(s) — a, le second terme
A(8)R(i(s) — a) du membre de droite de 1’égalité ci-dessus tend vers 0 lorsque s — d.
Nous pouvons en effet écrire, aprés avoir muni de normes les espaces E et F',

R(p(s) — a)

A(s)R(p(s) — a) = A(s)[lo(s) — all Tols) —a]
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Lorsque s — d, le premier facteur du membre de droite, A(s)||¢(s) — al|, tend vers une
R(p(s) — a)
le(s) —al
.P—r»l}i A(8) (ko @(s) — b) = Dh(a)(e),

ce qui prouve que la courbe paramétrée h o ¢ admet pour demi-droite tangente en son
extrémité droite b la demi-droite { b + uDh(a)(e) ; p € R* }. a
6.8. Remarque. — Dans les hypothéses de la proposition 6.4, lorsque de plus la courbe
paramétrée ¢ est différentiable, rien ne permet d’affirmer en général que lorsque s — d,
la direction du vecteur tangent a la courbe au point ¢(s) converge. Cependant, lorsque
la courbe paramétrée  est solution de I’équation différentielle associée a un champ de
vecteurs X de classe C' admettant a comme point d’équilibre non dégénéré, on a le
résultat suivant.

limite finie ||e||, tandis que le second, , tend vers 0. Nous avons donc

6.9. Proposition. — Considérons ’équation différentielle

¢'(t) = X (p(t))
ot X est un champ de vecteurs de classe C' défini sur un ouvert ) d’un espace
affine € de dimension finie, d’espace vectoriel associé E. Soit a un point d’équilibre
non dégénéré de X, c’est-a-dire un point de §2 vérifiant X (a) = 0 et tel que DX (a)
soit un élément inversible de L(E, E). Soit t — (t) une solution de cette équation
différentielle ayant {a} pour ensemble w-limite (resp., pour ensemble a-limite),
c’est-a-dire vérifiant lim;_, | o p(t) = a (resp., im_, _o ¢(t) = a), et admettant
en ce point la demi-droite tangente de vecteur directeur e € E, e # 0. Alors la
courbe paramétrée t — X (go(t)), dans ’espace vectoriel F associé & ’espace afline
€ (1), tend vers I'origine 0 lorsque t — +oo (resp., lorsque t — —0)) et admet
en ce point la demi-droite tangente de vecteur directeur —e (resp., de vecteur
directeur e). Le vecteur e est vecteur propre de DX (a) associé & une valeur propre
strictement négative (resp., strictement positive).

Preuve :  Nous traiterons le cas out {a} est ensemble w-limite de ¢, la méme méthode
s’appliquant aussi au cas ot {a} est ensemble a-limite de ¢. D’aprés 6.4, il existe une
fonction continue A : ¢ — A(t), a valeurs strictement positives, telle que

t_lhrpoo A(E) (p(t) —a) =e.

Puisque D X (a) est un isomorphisme, le théoréme d’inversion locale montre que le champ
de vecteurs X (considéré comme application de 2 dans FE), restreint & un voisinage
convenable de a dans €2, est un difféomorphisme de ce voisinage sur un voisinage de
I’origine dans 1’espace vectoriel E. La courbe paramétrée t — X (go(t)) est donc, pour
t assez grand, I'image de la courbe paramétrée ¢ — ¢(t) par le difféomorphisme X. La
proposition 6.7 montre que cette courbe paramétrée, qui a pour extrémité droite X (a) = 0,
admet en ce point la demi-droite tangente de vecteur directeur DX (a)(e). Nous avons
méme prouvé (lors de la démonstration de la proposition 6.7) que

Jim X ((t) = DX(a)(e).

Mais puisque ¢ est solution de 1’équation différentielle associée au champ de vecteurs X,

cette égalité s’écrit aussi
: do(t) _
t_l}_lrzloo)\(t) 7l DX (a)(e).

En Mécanique, si la courbe paramétrée ¢ +— (t) est la trajectoire d’un point mobile, la
courbe paramétrée ¢ — X ((p(t)) = '(t) est appelée hodographe de cette trajectoire.
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Soit to un élément de I’intervalle de définition de ¢ et de A. Posons, pour tout ¢ > ¢,
b ds
to /\(8) .

La fonction t — 6(t) est de classe C* et strictement croissante, donc inversible, et son
inverse 6 — t(0) est de classe C. Prenons 0 pour nouvelle variable indépendante. Posons

B0 =0(to), Om = lim 0(t), ¥(0)=p(t0)).

o(t) =

Nous avons
WO 22(u6) % = 7(000) % (16)).
t it
et par suite l' 5(6) L
A, ~ap — PX()e).

Le vecteur e étant non nul et DX (a) étant un isomorphisme, DX (a)(e) est non nul.
Cela prouve que 6y est fini, car dans le cas contraire, 1’inégalité des accroissements finis
montre que (@) ne resterait pas borné lorsque § — 0ps. Nous pouvons écrire

%20) = DX(O;)(C) + 7'(0) , avec el_iglM 1-(0) =0 ,

d’ou
oM
W(0n1) — $(8) = (6 — 6)DX (a)(e) + /0 r(r) dr,

puis, apreés avoir muni E d’une norme quelconque,
— oM

O — 0
Comme le membre de droite de cette inégalité tend vers O lorsque & — 67, nous en
déduisons

1

0M 2 sup ”’I‘(T)” .

TelolaM l

. Y(On) —P(0) _
01—1>%1M 0M -0 - DX(G‘) (6) ’
ou, en revenant a la variable indépendante ¢,

1

lim ——— (a—¢(t)) = DX(a)(e).
A, s )T (4 #(0) = DX @)@
Mais nous avons aussi

Jim A)(a—(t) = -
Nous pouvons donc écrire
1
X (a)(e) =—

lim
t=+oo \(1) [7° A(s)~1ds

€,

ce qui exprime que e est vecteur propre de DX (a) associé a la valeur propre
lim 1
t—»+oo +°° 1
) [, A(s)™ ds’

qui est strictement négative. O

Nous pouvons maintenant définir la notion de direction caractéristique.



§6. Leflot d’un champ de vecteurs au voisinage d’un point d’équilibre 67

6.10. Définition. — Soit X un champ de vecteurs continu défini sur un ouvert

Q) d’un espace affine £ de dimension finie, d’espace vectoriel associé E, et a un

point d’équilibre de ce champ de vecteurs. On suppose le point d’équilibre a isolé,

c’est-a-dire tel qu’il existe un voisinage U de a, U C Q, sur lequel X ne s’annule

en aucun point autre que a. Soit e un vecteur élément de E non nul. On dit que

la direction de e est caractéristique (relativement au point d’équilibre a du champ

de vecteurs X ) s’il existe une suite (z,,, n € N) dans U avec, pour tout n, x,, # a,

qui vérifie les deux propriétés suivantes :

(i) Ia suite (z,, n € N) converge vers a en venant de la direction de e (au sens
de la proposition 6.6),

(ii) la suite (X (zn), n € N) converge vers 0 en venant soit de la direction de e,
soit de la direction de —e (au sens de 6.6).

La proposition ci-dessous montre que la notion de direction caractéristique se comporte
bien lors d’une transformation par difféomorphisme.

6.11. Proposition. — Soit X un champ de vecteurs continu défini sur un ouvert
Q d’un espace affine £ de dimension finie, a un point d’équilibre isolé de X, e un
vecteur non nul de ’espace vectoriel E associé a €. Soit h un difféomorphisme de
classe C* de Q sur un ouvert h(2) d’un espace affine F de méme dimension que &,
d’espace vectoriel associé F'. Soit Y = h,(X) le champ de vecteurs sur h(2), image
directe du champ de vecteurs X par le difféomorphisme h (proposition I1.5.1);
rappelons qu’il est défini par
Y(y) = Dh(h™ @) (X (h7' )

Le point h(a) est alors un point d’équilibre isolé du champ de vecteurs continu
Y, et le vecteur Dh(a)(e) est un élément non nul de F, dont la direction est
caractéristique (relativement au point d’équilibre h(a) de Y') si et seulement si la

direction du vecteur e est caractéristique (relativement au point d’équilibre a de
X).

Preuve : C’est une conséquence immédiate de la définition 6.10 et de la proposition
6.7. O

La définition 6.10 d’une direction caractéristique a un sens méme lorsque le champ de
vecteurs X n’est pas supposé différentiable. Lorsque ce champ est différentiable et que
DX (a) est un isomorphisme, la proposition 6.9 permet de penser qu’on doit pouvoir
utiliser une caractérisation plus simple (les directions caractéristiques coincident avec les
directions propres de D X (a)). La proposition suivante montre que c’est bien le cas.

6.12. Proposition. — Soit X un champ de vecteurs de classe C'! défini sur un ouvert
2 d’un espace affine £ de dimension finie, a € Q2 un point d’équilibre de X, et e
un vecteur non nul élément de I’espace vectoriel E associé a £. On suppose que
DX (a) est un élément inversible de L(E, E). La direction de e est caractéristique
si et seulement si e est vecteur propre de DX (a).

Preuve :  Supposons e vecteur propre de DX (a) associé a la valeur propre A. Celle-ci
est nécessairement réelle non nulle, puisque e € E et que DX (a) est un isomorphisme.
Posons, pour tout n € N,

Tn=a+2""e.
Par construction, la suite (z,, , n € N) converge vers a en venant de la direction de e. Mais
DX (a) étant un isomorphisme, la restriction de X a un voisinage convenable de a est un
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difféomorphisme, et la proposition 6.7 montre que la suite (X (z,), n € N) converge
vers X (a) = 0 en venant de la direction de DX (a)e = e, ¢’est-a-dire de la direction de
esiA > 0, etdecellede —esi A < 0.

Réciproquement, supposons la direction de e caractéristique. D’apres la définition 6.10,
il existe une suite (z,, n € N) dans €2 qui converge vers a en venant de la direction de
e telle que, de plus, la suite (X (zn), n € N) converge vers 0 en venant de la direction
de ee, avec € = 1. Comme ci-dessus, X étant un difféomorphisme local au voisinage de
a, la suite (X (z,), n € N) converge vers 0 en venant de la direction de DX (a)(e). Par
suite, ee et DX (a)(e) sont colinéaires et de méme sens, ce qui exprime que e est vecteur
propre de DX (a) associé a une valeur propre de méme signe que e. O

7. Cas d’un champ de vecteurs dans le plan

7.1. Apercu du contenu de ce paragraphe. — Nous poursuivons 1’étude commencée
dans le paragraphe précédent, en supposant maintenant 1’espace affine £ de dimension
2. Nous allons nous intéresser a 1’allure qualitative des courbes intégrales ¢ — (t) de
I’équation différentielle

¢'(t) = X (p(t))

(ot X est un champ de vecteurs continu défini sur un ouvert 2 de £) qui tendent, lorsque
t — 400 (resp., lorsque ¢ — —00) vers un point d’équilibre isolé a de X.

Nous montrerons d’abord (proposition 7.2) que si la courbe paramétrée ¢ admet, en son
extrémité a, une demi-droite tangente (au sens de la proposition 6.4), la direction de cette
demi-droite tangente est une direction caractéristique relativement au point d’équilibre a.
Ce résultat n’utilise que trés peu d’hypothéses sur le champ de vecteurs X : il suffit qu’il
soit continu et admette en a un point d’équilibre isolé; par contre, il utilise le fait que
I’espace £ est de dimension 2.

Puis, sous des hypoth¢ses assez générales (vérifiées notamment lorsque X est de classe
C! et que DX (a) est un élément inversible de £(E, E) non égal 2 un multiple de idg)
nous montrerons que le comportement qualitatif de la courbe intégrale ¢ au voisinage du
point a est de 1’un ou I’autre des deux types suivants, qui s’excluent mutuellement :

— ou bien la courbe ¢ admet, au point a, une demi-droite tangente au sens de
la proposition 6.4; dans ce cas, la direction de cette demi-droite tangente est
caractéristique relativement au point d’équilibre a;

— ou bien cette courbe forme une spirale qui s’enroule autour du point a.

Ce dernier comportement, illustré par les figure IIL.8 a et ¢, a une signification intuitive
assez claire; nous devons cependant en donner une définition rigoureuse. Pour cela, une
idée naturelle consiste a utiliser des coordonnées polaires au voisinage du point a, ce point
étant choisi pour pole, et a convenir de dire que la courbe ¢ — (t) forme une spirale qui
s’enroule autour de a lorsque ¢ — +o00 (resp., lorsque ¢ — —o0) si ’angle polaire de (t)
tend vers 400, ou vers —oo, lorsque ¢ — 400 (resp., lorsque t — —o00). C’est précisément
ce que formalise la définition 7.5 ci-dessous. Auparavant, la définition 7.3 donne un sens
précis au concept de description paramétrique d’une courbe en coordonnées polaires. Le
théoréme 7.6 est 1’énoncé formel et précis du résultat annoncé ci-dessus. Nous passerons
ensuite a I’étude des divers types classiques de points d’équilibre non dégénérés : nceuds,
foyers et cols (propositions 7.7 et 7.10).

7.2. Proposition. — Soit X un champ de vecteurs continu défini sur un ouvert

de I'espace affine € de dimension 2, et a € Q un point d’équilibre isolé de X . Soit

@ :]—o00,d[— & (resp.,  :]c, +0o[ — €) une solution de I’équation différentielle
¢(t) = X (o(t))
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telle que, pour tout élément t de son intervalle de définition, ¢(t) # a, et que
lim @(t)=a (resp., lim p(t)=a).
t——o0 t—+o00

On suppose que la courbe ¢ admet, en son extrémité a, une demi-droite tangente
au sens de la proposition 6.4. Alors la direction du vecteur directeur de cette demi-
droite tangente est caractéristique (relativement au point d’équilibre a), au sens
de la définition 6.10

Preuve : Nous supposerons par exemple ¢ définie sur ¢, +0o[ et lim;, o @(t) = a
(le cas ou cette limite serait atteinte pour ¢ — —oo étant analogue). Comme ¢(t)
converge, lorsque ¢ — 400, vers le point d’équilibre isolé a, nous pouvons aussi (en
remplagant si nécessaire 1’intervalle |c, +00[ par un sous-intervalle |¢/, +o0o[,avec ¢’ > ¢
et suffisamment grand) nous ramener au cas ou pour tout élément ¢ de 1’intervalle de
définition de o, X (<p(t)) # 0. Pour tout élément ¢ de ’intervalle de définition de ¢, I’arc
de courbe ¢([t, +00[ ) va du point ¢(t) au point a, et admet en chacun de ses points ¢(s)
(avec t < s < +00) une tangente, de vecteur directeur X (ip(s)). D’aprés le théoréme de
Rolle, on peut choisir s de maniere telle que ce vecteur soit parallele a la demi-droite issue
de a et passant par ¢(t) (voir figure III.10).

Figure III.10.  Application du théoréme de Rolle

Pour ceux qui ne seraient pas convaincus par cette application du théoreme de Rolle, voici
une preuve calculatoire de cette propriété. Choisissons un repére affine de £; notons z(t),
y(t) les coordonnées de ¢(t), a; et as les coordonnées de a dans cette base. Fixons ¢ et
considérons I’expression suivante

A(s) = (y(t) — az) (z(s) — a1) — (z(t) — a1) (y(s) — a2)

comme une fonction de la variable réelle s. Cette fonction est de classe C*; elle prend la
valeur 0 pour s = ¢, et tend vers 0 lorsque s — +00; si sa dérivée était toujours de méme
signe, cette fonction serait monotone et ne tendrait pas vers 0 lorsque s — +00; nous
pouvons donc affirmer que la dérivée de cette fonction ne garde pas un signe constant;
comme cette dérivée est continue, il existe un élément s de [t,+oo| ou elle s’annule,
c’est-a-dire ou I’on a
dz(s) dy(s)
(y(t) - ‘12) “ds (x(t) - al) “ds
ce qui exprime précisément le fait que les vecteurs ¢(t) — a et X ((s)) sont colinéaires.
Nous construisons alors deux suites croissantes (¢, , n € N) et (s, , n € N) qui tendent
toutes deux vers 400 en procédant comme suit; en supposant ces suites construites jusqu’au
rang n — 1, nous choisissons pour ¢, un réel quelconque vérifiant ¢, > sup(s,—1,2");
puis nous prenons pour s,, un élément de [t,,, +00[ tel que que X (ap(sn)) soit colinéaire

=0,
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a ¢(t,) — a. Munissons I’espace vectoriel E associé a ’espace affine £ d’une norme
quelconque. Les deux suites
(_f(tn)_‘“ neN) ot <s0_<s)—_a neN)

~ \letta) —a’ % \TeGsn) —al? \
ont pour limite le vecteur directeur unitaire e de la demi-droite tangente a la courbe

paramétrée ¢ en son extrémité a. D’autre part, pour chaque n les vecteurs X (¢(s,))
et ¢(t,) — a sont colinéaires, mais peuvent &tre de méme sens ou de sens contraires;
cependant 1’ensemble des valeurs de n pour lesquelles ces vecteurs sont de méme sens, et
celui des valeurs de n pour lesquelles ces vecteurs sont de sens contraires ne peuvent pas
étre tous deux finis, puisque leur réunion est infinie. En remplagant la suite (s, , n € N)
par une suite extraite, nous pouvons nous ramener a I’un des deux cas suivants :

(i) pourtoutn € N, X (p(sn)) et ¢(tn) — a sont colinéaires et de méme sens,
(ii) pourtoutn € N, X (¢(sn)) et ¢(tn) — a sont colinéaires et de sens contraires.

La suite

M s n e N

[ X ((sn)
converge vers e dans le cas (i), vers —e dans le cas (ii). Dans les deux cas, la suite
(¢(sn) , n € N) vérifie les propriétés de la définition 6.10, et cela prouve que la direction
de e est caractéristique. O

7.3. Définition. — Soit ¢ une courbe paramétrée dans l’espace affine £ de
dimension 2, c’est-a-dire une application continue d’un intervalle ouvert |c,d|[ de
R dans £ (c pouvant étre fini ou égal & —oo, et d fini ou égal & +00). Soit a un
point de €. On appelle description paramétrique de p en coordonnées polaires de péle
a (en abrégé, description polaire de ¢ de péle a) un triplet (h, p,0), ot
— h est un difféomorphisme de classe C! d’un voisinage ouvert U de a contenant
<p(]c, d[) sur un voisinage ouvert h(U) de 'origine de R?, appliquant le point
a sur lorigine,
— p est une application continue de |c,d| dans RY,
— @ est une application continue de ]c,d| dans R,

tel que l'on ait, pour tout t € ]c,d|,

h(p(t)) = (p(t) cos(t), p(t)sinb(t)) .
7.4. Commentaires
a) Illustration. — La définition 7.3 est illustrée par la figure II1.11.

Figure II.11.  Description paramétrique d’une courbe en coordonnées polaires
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b) Interprétation. — L’application composée h o ¢ :]c,d[— R? est une courbe
paramétrée dans R2. La définition 7.3 exprime tout simplement le fait que pour tout
t €le,dl, (p(t),0(t)) sont des coordonnées polaires, au sens usuel, du point h o ¢(t).

¢) Raison d’étre du difféomorphisme h. — La définition 7.3 peut, a premi¢re vue,
sembler inutilement compliquée : pourquoi prendre 1’image de la courbe ¢ par un
difféomorphisme h et employer les coordonnées polaires usuelles dans R, au lieu de
mettre directement un syst¢me de coordonnées polaires dans £, avec le point a pour pole?
Voici la réponse. Pour munir £ de coordonnées polaires de pdle a, il faut pouvoir définir
dans € une distance euclidienne et la notion d’angle orienté. Pour cela, nous devons choisir
un repére affine (a, e1,e2) de £, d’origine a, et convenir que cette base est orthonormée
de sens direct. La structure euclidienne nous permet alors de définir, pour tout point z de
£, la distance p(z) de ce point au point a; si le point z est distinct de a, nous pourrons
aussi mesurer, sur le cercle trigonométrique de centre a, la longueur 8(z) (définie modulo
27) de I’ arc orienté formé par le vecteur e; et le vecteur unitaire (z — a)/||z — a||. Comme
au départ £ n’était muni d’aucune structure autre que sa structure d’espace affine de
dimension 2, nous avons di faire un choix arbitraire, celui de la base (e, e3) de I’espace
veectoriel E associé a £. Or a cette base nous pouvons associer 1’application affine h de
£ dans R? qui applique a sur ’origine, et dont la partie linéaire applique les vecteurs e;
et e, respectivement, sur le premier et le second vecteur de la base canonique de R2.
Nous voyons donc que nous n’avons pas pu faire I’économie du difféomorphisme h; tout
au plus avons-nous pu lui imposer d’étre d’une forme particuliere, puisque dans cette
construction c’est une application affine. Il nous a semblé préférable de ne pas imposer
au difféomorphisme h une telle restriction, car cela nous permettra d’adapter facilement
la définition 7.3 au cas o, au lieu de courbes paramétrées dans un espace affine £ de
dimension 2, nous aurons 2 considérer des courbes paramétrées sur une surface (variété
différentiable de dimension 2).

d) Existence. — Toute courbe paramétrée ¢ : |c, d[— £ telle que, pour tout ¢ €]c,d[,
©(t) # a, admet une description paramétrique polaire de pdle a. Soit en effet (a, e, €2)
un repere affine de £ d’origine a. Tout point = de £ peut, de maniére unique, s’exprimer
sous la forme
z=a+ hi(z)er + ha(x)ez.

Lapplication h = (hy, hs) : € — R? ainsi définie est une application affine bijective,
donc un difféomorphisme. Choisissons, pour un élément to de |c,d[ particulier, une
détermination 6(to) de I’angle polaire de h(p(to)) dans R2. Pour tout ¢ € Jc, d[, soient
o(t) et 8(t) les coordonnées polaires de h(p(t)), la détermination de 6(t) étant choisie
par continuité, a partir de celle prise pour 6(to). Nous voyons alors que (h, p, #) est une
description paramétrique polaire de ¢ de pdle a.

7.5. Définition. — Les hypothéses générales étant celles de la définition 7.3, on
suppose de plus que ¢ = —oo (resp., que d = +0), que

lim ¢(t) =a (resp., que lim ¢(t)=a ),
t——o00 t—+o00

et que pour |t| assez grand, ¢(t) # a. On dit que la courbe ¢ forme une spirale qui
s’enroule autour du point a lorsque t — —oo (resp., lorsque t — +00) si pour toute
description paramétrique polaire (h, p,8) de péle a de p, éventuellement restreinte
a un sous-intervalle | — 0o, d'[ de | — 00,d[ (resp., un sous-intervalle ]c’,+oo[ de
le, +o0[ ), I’angle polaire 6(t) tend vers +oo ou vers —oo lorsque t — —oo (resp.,
lorsque t — +00).
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7.6. Théoréme. — Soit X un champ de vecteurs continu défini sur un ouvert §2
de ’espace affine € de dimension 2, et a € Q un point d’équilibre isolé de X . Soit
@ :] —o00,d[— & (resp., ¢ :]c, +oo[ — E) une solution de I’équation différentielle

¢'(t) = X (p(t))
telle que, pour tout élément t de son intervalle de définition, ¢(t) # a, et que
. lim ¢(t) =a (resp., . Iigl pt)=a).
——00 —T 00

1. On suppose que I’ensemble des vecteurs non nuls de I’espace vectoriel E associé
a Pespace affine £ dont la direction est non caractéristique relativement au point
d’équilibre a est dense. Alors le comportement de ¢(t) lorsque t — —oo (resp.,
lorsque t — +00) est de I’'un des deux types suivants :

(i) ou bien la courbe ¢ admet, en son extrémité a, une demi-droite tangente au
sens de la proposition 6.4 ; dans ce cas, la direction du vecteur directeur de cette
demi-droite tangente est caractéristique (relativement au point d’équilibre a);

(ii) ou bien la courbe ¢ forme une spirale qui s’enroule autour du point a lorsque
t — —oo (resp., lorsque t — +00), au sens de la définition 7.5.

2. Si, de plus, aucune direction n’est caractéristique relativement au point
d’équilibre a, le comportement (i) est exclu, et pour toute description paramétrique
polaire (h,p,0) de pdle a de ¢, éventuellement restreinte & un sous-intervalle
]—00,d'[ de ]—o0,d][ (resp., un sous-intervalle |¢/, +o0o[ de e, +00[ ), 'angle polaire
0(t) varie, pour |t| assez grand, de maniére strictement monotone en fonction de t.

Preuve : Nous traiterons le cas ou lim;—, ;o ¢(t) = a (celui ou lim;—, o p(t) = a
étant tout a fait analogue).

1. Soit (h, p,0) une description paramétrique polaire de ¢ de pdle a (nous savons,
d’apres 7.4.d, qu’une telle description existe). Soit Y = h.(X) le champ de vecteurs
image directe de X par le difféomorphisme h; il est défini sur un voisinage de 1’origine
de R?, par la formule

Y(y) = Dh(h™' @) (X (A7) -

Le champ de vecteurs Y est continu est admet 1’origine pour point d’équilibre isolé. La
courbe paramétrée t — 1 (t) = h o p(t) est solution de 1’équation différentielle

P(t) =Y (y(t)).
Elle vérifie, pour tout élément ¢ de son intervalle de définition, 1(t) # 0 et
De plus, d’aprés la proposition 6.11, pour tout vecteur non nul e de E, Dh(a)(e) est
un vecteur non nul de R? dont la direction est caractéristique (relativement au point
d’équilibre 0 de Y) si et seulement si la direction de e est caractéristique (relativement
au point d’équilibre a de X). Comme Dh(a) est un isomorphisme et comme, par
hypothese, ’ensemble des vecteurs non nuls de F dont la direction est non caractéristique
(relativement au point d’équilibre a de X) est dense, nous pouvons affirmer que I’ensemble
des vecteurs non nuls de R? dont la direction est non caractéristique (relativement au point
d’équilibre 0 de Y) est dense.
D’autre part, en notant i, et 1), les deux composantes de 1, Y; et Y; les deux composantes
de Y, nous pouvons écrire

dip1 (t)

%t(t) =Y, (¥(t)).
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Un calcul simple (analogue a celui fait lors de I’étude de 1’exemple 6.3) montre que les
coordonnées polaires p(t) et 6(¢) sont des fonctions différentiables de ¢, qui vérifient

o) 20 — (1 (6(0) + 2O (410),
(ptt))* 20 d"(t) = (Vi (D) + 1 (Y2 ((2))

Nous allons montrer que lorsque t — +00, 0(t) admet une limite, finie ou non. Supposons
que ce ne soit pas le cas. Les limites inférieure et supérieure
O = 11m 1nf 0(t) et Op =limsupb(t)

t—+o00

(%)

(qui existent toujours dans R = R U { —00, 400 }) sont alors distinctes. L’intervalle
10, O] est non vide. Mais nous venons de voir que 1’ensemble des vecteurs de R? dont
la direction est non caractéristique (relativement au point d’équilibre 0 de Y') est dense.
11 existe donc un vecteur non nul de R? dont la direction est non caractéristique et dont
I’angle polaire 0,,. vérifie
O, < 0pc < 0.

D’apres les définitions des limites inférieure et supérieure, on peut trouver des valeurs
de t arbitrairement grandes pour lesquelles 6,,, < 0(t) < 0,,., et aussi des valeurs de ¢
arbitrairement grandes pour lesquelles 6,. < 6(t) < 0. La fonction 6 étant continue,
si pour un certain réel ¢ elle vérifie 6(t) < 0y, et pour un autre réel ¢/, 0, < 6(t'), il
existe un troisiéme réel t”/, compris entre ¢ et ¢/, tel que O(t”) = 6,.. Nous voyons ainsi
qu’il existe des valeurs de ¢ arbitrairement grandes pour lesquelles 6(¢) = 6,,.. De plus,
lorsque ¢ — 400, I’angle polaire € oscille entre les valeurs 6, et 0,;; par suite, la valeur
0. est traversée une infinité de fois en croissant, et une infinité de fois en décroissant. En
utilisant ces propriétés, on voit qu’il existe une suite strictement croissante (¢, , n € N)
d’éléments de ’intervalle de définition de @ telle que lim,, , o t, = +00 et que, pour

tout n € N, on ait
do(t > 0 sinest pair,
ot =0, B {2 P

dt <0 sin estimpair.

Les points (¢, ) sont tous situés sur la demi-droite de R? issue de I’origine et d’angle
polaire 6, (voir figure II1.12), et forment une suite qui tend vers 1’origine. D’apres

ds(t)

dt
>0 sinestpair,

()Y (9(6) + (o) V) { 20 o T
La fonction, définie sur un voisinage ouvert de I’origine dans R?,

y=(y1,92) = —42Y1(y) + 11 Ya(y)
est continue; pour chaque n € N, elle prend au point ¥ (¢,) une valeur de méme signe
que (—1)™; ses valeurs aux points 1(t,) et ¥(t,1) sont donc de signes contraires. Par
continuité, on voit qu’il existe un point z, = (2,1, 2n2) situé sur le segment de droite
d’extrémités 1 (t,) et P(tny1) tel que
—2n2Y1(2n) + 2n1Y2(2,) = 0.

Cette égalité exprime que pour tout n € N, les deux vecteurs z, = (2p1,2n2) €t
Y(2,) = (Y1(2n), Y2(2a)) (tous deux non nuls, puisque 2, 7 O et que 0 est un point
d’équilibre isolé du champ de vecteurs Y) sont colinéaires. Ces deux vecteurs peuvent
&tre de méme sens ou de sens contraires; I’ensemble des valeurs de n pour lesquelles ces

I’expression de donnée par les formules (x) ci-dessus, nous avons
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Figure II.12.  Illustration de la preuve du théoréme 7.6

deux vecteurs sont de méme sens et 1’ensemble des valeurs de n pour lesquelles ils sont de
sens contraires ne pouvant étre tous deux finis (puisque leur réunion est infinie), on peut
supposer, en remplagant éventuellement la suite (2, , n € N) par une suite extraite, que
I’'une ou I’autre des deux propriétés ci-dessous est satisfaite :

(i) ou bien pour tout n € N, les vecteurs 2, et Y (z,) sont colinéaires et de méme sens,
(ii) oubienpourtoutn € N, les vecteurs z,, et Y (2,,) sont colinéaires et de sens contraires.

La suite (z,, n € N) converge vers I’origine en venant de la direction d’angle polaire
0y, et 1a suite (Y(zn) , M E N) converge vers 0 en venant soit de la direction d’angle
polaire 8, (dans le cas (i)), soit de la direction opposée, d’angle polaire 0,,. + 7 (dans
le cas (ii)). D’apres la définition 6.10, cela prouve que la direction d’angle polaire 6,,.
est caractéristique relativement au point d’équilibre que le champ de vecteurs Y admet a
I’origine. Ainsi, en supposant que 6,, < 0pr, nous sommes arrivés a une contradiction.
Nous avons donc prouvé que les limites inférieure 6, et supérieure 8, de 6(t) lorsque
t — 400 sont égales, ¢’est-a-dire que 0(t) a une limite (finie ou non) lorsque ¢ — +o00.
Si la limite de 0(t) lorsque ¢ — 400 est finie, la courbe paramétrée ¢ admet, a 1’origine,
une demi-droite tangente dont le vecteur directeur f a pour angle polaire lim;_, o 6(%).
D’apres la proposition 6.7, la courbe paramétrée ¢ admet, en son extrémité a, une demi-
droite tangente de vecteur directeur (Dh(a))_l( f), et d’apres la proposition 7.2, la
direction de ce vecteur est caractéristique (relativement au point d’équilibre @ du champ
de vecteurs X).

Supposons que I’on ait lim;_, ; o0 0(t) = +00 (le méme raisonnement s’applique au cas ou
lim¢—, 4 00 8(t) = —00). Pour prouver que la courbe ¢ forme, lorsque ¢ — +00, une spirale
qui s’enroule autour du point a, il suffit, d’aprés la définition 7.5, de montrer que pour
toute autre description paramétrique polaire (h’, p’, 8’) de , 8'(t) tend, lorsque ¢ — +o0,
soit vers +00, soit vers —oo. Or nous savons, d’aprés ce qui précede, que 0'(t) admet
une limite, finie ou non, lorsque t — +oc0. Si cette limite était finie, la courbe paramétrée
h' o p admettrait a 1’ origine une demi-droite tangente; d’aprés la proposition 6.7, la courbe
@ elle-méme et son image h o ¢ par le difféomorphisme h admettraient, respectivement
en a et en ’origine, des demi-droites tangentes; mais alors 6(t) tendrait vers une limite
finie lorsque t — 400, ce qui est en contradiction avec notre hypothése. Nous avons ainsi
prouvé que lorsque t — 400, la courbe ¢ forme une spirale qui s’enroule autour du point
a.
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2. Supposons que le point d’équilibre @ de X n’admette aucune direction caractéristique.
La courbe ¢ ne peut avoir, en son extrémité a, de demi-droite tangente, puisque la direction
du vecteur directeur de celle-ci serait caractéristique. Compte tenu de ce qui précede, nous
savons que lorsque ¢ — 400, la courbe ¢ forme une spirale qui s’enroule autour du point
a. Soit (h, p, 8) une description paramétrique polaire de , de pdle a. Nous allons prouver
que pour ¢ assez grand, 6(¢) varie de maniere strictement monotone en fonction de t.

d9(t)

D’apres 1’expression de o donnée par la formule (x) ci-dessus, il suffit de prouver
que pour t assez grand, I’expression

R(t) = —a(t)Y1((t)) + 1 (t) Y2 ((t))

garde un signe constant. Supposons que ce ne soit pas le cas; comme cette expression est
une fonction continue de ¢, il existe des valeurs de ¢ arbitrairement grandes pour lesquelles
R(t) = 0. Il existe donc une suite strictement croissante (¢, , n € N), qui tend vers +oo,
telle que pour tout n € N, R(t,) = 0, ce qui exprime que dans R?, les vecteurs ¥ (t,)
et Y ((t,)) sont colinéaires. Comme dans la premiére partie de cette démonstration, en
remplagant éventuellement la suite (¢, , n € N) par une suite extraite, nous pouvons nous
ramener a I’un ou I’autre des deux cas suivants :

(i) pour tout n € N, 9(t,) et Y (¢ (t,)) sont colinéaires et de méme sens,
(ii) pourtoutn € N, 9(t,) et Y ((¢,)) sont colinéaires et de sens contraires.

P(tn)
P(tn)

remplagant a nouveau la suite (¢, , n € N) par une suite extraite, nous pouvons nous
P(tn)
()l
un vecteur unitaire e de R2. Mais d’aprés la définition 6.10, la direction de e est
alors une direction caractéristique, relativement au point d’équilibre que le champ de
vecteurs Y admet a I’origine. D’aprés la proposition 6.11, la direction du vecteur non nul
(Dh(a)) ! (e) est caractéristique, relativement au point d’équilibre a de X . Comme nous
avons supposé qu’aucune direction n’est caractéristique relativement a ce point d’équilibre,
nous avons abouti a une contradiction. Nous avons ainsi prouvé que pour ¢ assez grand,
I’angle polaire € varie de maniére strictement monotone en fonction de t. O

sont éléments du cercle trigonométrique S*, qui est compact. En

Les points

ramener au cas ou la suite ( , nE N) converge. La limite de cette suite est

Dans les deux propositions précédentes, nous n’avons pas eu besoin de supposer le champ
de vecteurs X différentiable; il nous a suffi de le supposer continu. Dans les propositions
suivantes, nous supposons le champ de vecteurs X différentiable de classe C* et le point
d’équilibre a non dégénéré.

La proposition suivante montre que lorsque les valeurs propres de DX (a) sont complexes
conjuguées de partie réelle non nulle, le comportement qualitatif des courbes intégrales
de I'équation différentielle ¢’ (t) = X ((t)) qui tendent vers le point d’équilibre a est le
méme que celui des courbes intégrales de ’équation linéarisée ¢'(t) = DX (a)(v(t)),
illustré par la figure II1.10.

71.7. Proposition. — Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe C' défini
sur un ouvert () d’un espace affine £ de dimension 2. On note E ’espace vectoriel
associé a £. Soit a € Q un point d’équilibre non dégénéré de X, c’est-a-dire un point
tel que X (a) = 0 et que DX (a) soit un élément inversible de L(E, E). On suppose
les deux valeurs propres de DX (a) complexes conjuguées de la forme o +1i03, avec
a < 0 (resp., avec a > 0) et (3 réel non nul. Le point a qui, d’aprés la proposition
6.2, est w-stable et attractif (resp., a-stable et répulsif) posséde alors la propriété
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suivante : toutes les courbes intégrales t — ¢(t) qui tendent vers ce point lorsque
t — 400 (resp., lorsque t — —oo) forment des spirales qui s’enroulent autour de
ce point (au sens de la définition 7.5). On dit que a est un foyer attractif (resp., un
foyer répulsif).

Preuve : D’aprés la proposition 6.12, les directions caractéristiques en a sont les
directions des vecteurs propres de DX (a). Cet endomorphisme, dont les valeurs propres
sont complexes, n’a pas de vecteur propre réel. Par suite, toutes les directions sont non
caractéristiques, relativement au point d’équilibre a. Le résultat annoncé découle donc
directement du théoréme 7.6. a

Nous allons maintenant traiter le cas ou les valeurs propres de DX (a) sont réelles et
distinctes. Le résultat de notre étude sera la proposition 7.10, dont la démonstration utilise
les deux lemmes ci-dessous. Les démonstrations de ces deux lemmes étant assez délicates
et faisant appel a des calculs peu éclairants, nous conseillons au lecteur de lire d’abord la
proposition 7.10; il aura ainsi une vue d’ensemble des résultats que nous allons établir,
avant d’aborder les preuves de ces deux lemmes. Le premier de ces lemmes sera utile
aussi bien dans le cas ol les deux valeurs propres de D X (a) sont de méme signe que dans
celui ot elles sont de signes contraires.

7.8. Lemme. — Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe C' défini
sur un ouvert {2 d’un espace affine £ de dimension 2, d’espace vectoriel associé E.
Soit a € Q un point d’équilibre non dégénéré de X, c’est-a-dire un point tel que
X(a) = 0 et que DX (a) soit un élément inversible de L(E, E). On suppose les
deux valeurs propres de DX (a) réelles et distinctes. Soit e un vecteur propre de
DX (a) associé a la valeur propre \.

1. Si les deux valeurs propres de DX (a) sont de méme signe et si A est celle dont
la valeur absolue est la plus petite, il existe une infinité de courbes intégrales du
champ de vecteurs X qui admettent {a} pour ensemble limite (a-limite si A > 0,
w-limite si A < 0) et qui, toutes, admettent en leur extrémité a une demi-droite
tangente; parmi elles, une infinité ont en ce point une demi-droite tangente de
vecteur directeur e, et une infinité ont en ce point une demi-droite tangente de
vecteur directeur —e.

2. Dans tous les cas, il existe au moins deux courbes intégrales du champ de
vecteurs X qui admettent {a} pour ensemble limite (c-limite si A > 0, w-limite si
A < 0) qui, toutes deux, admettent en leur extrémité a une demi-droite tangente;
I'une d’elles a en ce point une demi-droite tangente de vecteur directeur e, et
l'autre une demi-droite tangente de vecteur directeur —e.

Preuve : Nous attirons I’attention du lecteur sur le fait que les deux valeurs propres de
DX (a), lorsqu’elles sont de méme signe, ne jouent pas le méme role. Si e est un vecteur
propre associé a la valeur propre la plus petite en valeur absolue, il existe une infinité de
courbes intégrales distinctes du champ de vecteurs X ayant {a} pour ensemble limite avec,
en ce point, une demi-droite tangente de vecteur directeur e. Si e est un vecteur propre
associé a la valeur propre la plus grande en valeur absolue, le présent lemme affirme
’existence de deux courbes intégrales de X ayant {a} pour ensemble limite, I’'une de ces
courbes ayant en ce point une demi-droite tangente de vecteur directeur e, et I’autre une
demi-droite tangente de vecteur directeur —e. Nous verrons plus loin (lemme 7.9) qu’il
n’y a pas plus de deux courbes intégrales de X ayant {a} pour ensemble limite avec, en ce
point, une demi-droite tangente ayant pour vecteur directeur un vecteur propre de DX (a)
associé a la valeur propre la plus grande en valeur absolue.
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Choisissons un repeére affine (a, €1, €2) de £, d’origine a, les vecteurs e; et e, étant deux
vecteurs propres de DX (a) associés respectivement aux valeurs propres distinctes A; et
Az2. En notant X, (z,y) et X2(x,y) les composantes, dans la base (e, e2), de la valeur
prise par le champ de vecteurs X au point de coordonnées (, y), I’équation différentielle
associée au champ de vecteurs X s’€crit

dz

i Xl(mi y) )
< (+)
?E = Xz(fl},y) )

Le point d’équilibre a est le point de coordonnées z = 0, y = 0 et, compte tenu du choix
des vecteurs de base, nous avons

9X1(a, ) 8X1(2,y) _
oz =0, y=0 — Ay By =0, y=0 ’
0Xs(z,y) _ 0Xs(x,y) _
— 7 =0, _— =X
Oz =0, y=0 By =0, y=0
En coordonnées polaires (p, #), 1’équation différentielle (*) s’écrit (voir exemple 6.3) :
z—‘: = X;(pcosf, psinf) cos@ + X,(pcosb, psind) sinf,
(%)
do
P = —Xi(pcosf, psind) sin@ + Xy(pcosé, psinf) cosf.

La démonstration comporte alors trois étapes; la premic¢re est utile pour la preuve des
parties 1 et 2 du lemme; la seconde nous permettra de prouver la partie 1 et la troisiéme
de prouver la partie 2.

a) Premiére étape : construction de K. — Soient n et r deux réels vérifiant
0 <n<m/2,7>0.S0it K I’ensemble des points de E dont les coordonnées polaires
(p, 0) vérifient

Figure III.13. Le compact K et sa fronti¢re {a} UAUBUC

L'ensemble K est une partie compacte de E ayant la forme d’une part de tarte, illustrée
sur la figure I1.13. Sa frontiere est réunion du point a (coordonnées z = 0, y = 0), du
segment de droite A (ensemble des points dont les coordonnées polaires (p, ) vérifient
0 =17, 0 < p < r), du segment de droite B (ensemble des points dont les coordonnées
polaires (p, 9) vérifient § = —n, 0 < p < 1), et de ’arc de cercle C (ensemble des points
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dont les coordonnées polaires (p, ) vérifient p = r, —n < 6 < n). Nous allons montrer
dp

qu’en prenant 7 et 7 assez petits, nous pouvons faire en sorte que I soit non nul et ait

) do . . .
un signe constant sur K et que p7 soit non nul et ait un signe constant sur chacun des
segments de droite A et B, les signes pris par cette expression sur A et sur B étant opposés.

Notons P(p, 0) et Q(p, #) les membres de droite des égalités (*%) ci-dessus, considérés
comme des fonctions de classe C! de (p, ). Afin d’étudier leur signe, nous considérons
la variable § comme fixée et nous faisons varier p, a partir de la valeur p = 0 pour laquelle
les deux fonctions P et () s’annulent. Nous avons

PO _ (3514205 g (204 22)) o
Bp _<6:c +tg“o By +tgo By + o cos“ 6,

9Q(p,6) _ (0Xa _ 09X 20 %) .
3~ \dy g + cotg 6§ 5 tgd 3y cosfsinf.

Pour alléger 1’écriture, nous n’avons pas indiqué explicitement dans ces expression en
quel point les valeurs des dérivées partielles de X et de X, doivent &tre évaluées : c’est
bien siir au point de coordonnées (p cos @, psin ). Nous ferons la méme convention dans
la suite de la démonstration.

Choisissons tout d’abord I’angle 1 de maniére telle que 0 < 7 < /2 et que

|A1]
52|

En remarquant que lorsque p tend vers 0 les dérivées partielles de X; par rapporta x et a
y, au point de coordonnées (p cos 8, p cos ), tendent, respectivement vers A; et 0, tandis
que celles de X, tendent, respectivement, vers 0 et A2, nous voyons qu’il existe » > 0 tel
que, pour tout p vérifiant 0 < p < 7, et tout @ vérifiant —n < 6§ < 7, nous ayons

tg®n <

8X, | |8Xs Dol |8X:  8Xa| _ M|
- < = —_— < — —_—t —— < —
‘6:1; )‘1_4’.311 /\2_4’ dy or |~ 4’
ot auss! 8Xs| _ 2 — | 8X1| _ Pa— A
2| o A2 =M 1 o P2—M|
cotgn‘ oz |~ 4 0 87 oy |- 4

Nous voyons alors que pour tous (p, #) vérifiant 0 < p < r, —n < 0 < 7, la valeur absolue

X . ‘. R 0X.
de ——* est strictement supérieure a la somme des valeurs absolues de 22 tg? 0 et de

Oz By
0X, | 0Xy .. 9P(p,0) A X1 ...
. Par , m 931 ui lui-
( By + 9z ) tg . Par suite Bp est de méme signe que 5y > qui lui-méme

est de méme signe que A;. Nous avons alors, pour tous (p;,#) vérifiant 0 < p; < 7,
-n<0<n, o 9P(p,0)
' OP(p,
P = ——=dp.
(Pl, 9) o ap dp
Comme I’expression sous le signe d’intégration est non nulle pour p > 0 et a un signe
constant (celui de A1), nous voyons que P(p1, 6) est non nul et de méme signe que ;.
Un raisonnement tout a fait analogue permet de montrer que pour p; vérifiant0 < p; <,
Q(p1,—n) et Q(p1,n) sont non nuls et, respectivement, du signe de (A, — o) et du signe
de (/\2 — Al)
D’apres les formules (xx), les signes de P(p, 6) et de Q(p, 6) sont, respectivement, ceux
dp do . . ..
de — et de —. Nous avons bien prouvé qu’en choisissant convenablement 7 et 7, nous

dt L dt
pouvons faire en sorte que
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dans K — {a}, et en particulier sur I’arc de cercle C, % soit partout non nul et de

méme signe que A,

. 0 . A o
sur le segment de droite A, r soit partout non nul et de méme signe que Ay — Ap,

— sur le segment de droite B, o soit partout non nul et de méme signe que A; — As.

b) Deuxieéme étape : cas ott A1 et Ay — A\; sont de méme signe. — Dans ce cas, A; et
A2 sont de méme signe et, de plus, |A;| < |Az|. Nous raisonnerons en supposant A\; < 0,
mais notre raisonnement s’adapterait facilement au cas ou A\; > 0 en changeant le sens
de variation de ¢. Au moyen de fléches, nous avons représenté sur la partie gauche de la
figure II1.14 le sens dans lequel les courbes intégrales du champ de vecteurs X traversent
la frontiére de K, lorsque le temps ¢ croit. Cette figure permet de deviner que toute courbe
intégrale t — ¢(t) du champ de vecteurs X qui rencontre, pour ¢ = to, le segment de
droite A, ou le segment de droite B, ou encore I’arc de cercle C, entre, pour ¢ > ¢o et
t — to assez petit, a I'intérieur de K. Nous allons prouver ce résultat rigoureusement en
supposant, par exemple, que p(to) € A (les cas out p(tg) € B et out p(ty) € C pouvant
gtre traités de méme).

Casouldy <A <0 Casou i <Oetoudy — A1 >0

Figure II.14.  Sens de traversée de la fronticre de K

Nous avons

0(90(t0)) =n, 0< p(‘P(tO)) S T, %(_t—?_)- dp((‘ft(t)) |t=to

Il existe donc € > 0 tel que, pour tp — € < t < to + €, (t) soit défini, et que ’on ait
- pourty —e < t < to,n < O(p(t)) < 7/2,donc p(t) ¢ K,

—pourty <t <to+¢0<0(p(t) <netd < p(p(t)) <, donc p(t) €K et, a

<0, <0.

't:to

o
Jfortiori, o(t) € K. Nous avons désigné par K I’intérieur de K.
Montrons maintenant que pour tout t > to pour lequel ¢(¢) est défini, nous avons
¢(t) € K. Raisonnons par ’absurde, en supposant qu’il existe ¢, > to tel que o(¢;)
soit défini et n’appartienne pas a K. L’ensemble
o
{t €lto,t1[ ; pourtoutr €lto,t[, p(r) EK}

est non vide (il contient ]¢o, to + €[ ) et majoré par ¢;. Il admet donc une borne supérieure
t2, qui vérifie to + € < to < t;. Puisque pour tout ¢ vérifiant ¢y < t < t2, nous avons

©(t) eKC K et que K est fermé, nous avons p(t;) € K; d’autre part o(t;) ¢K, car
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o

si p(t2) appartenait a I% , cet ensemble étant ouvert, nous aurions aussi ¢(t) €K pour
t > tg et t — to assez petit, ce qui serait en contradiction avec la définition de ¢,. Donc
©(t2) est élément de la frontiére de K. Or cela n’est pas possible : ¢(¢2) ne peut pas étre
égal au point d’équilibre a, en raison du théoréme d’unicité de Cauchy-Lipschitz; il ne
peut pas non plus étre élément des segments de droite A ou B, ni de I’arc de cercle C, car
le raisonnement fait ci-dessus pour ¢(to) s’appliquerait a ¢ (¢2) et montrerait qu’il existe
g’ > 0tel que pour tp — &’ < t < ta, p(t) ¢ K, en contradiction avec la définition de ¢s.
Ainsi, en supposant I’existence d’un élément ¢, > to tel que ¢(t1) soit défini et ne soit
pas élément de K, nous aboutissons a une contradiction. Nous pouvons donc affirmer que
pour tout t > £, tel que o(t) soit défini, p(t) € K. Comme K est compact, le théoreme
11.3.3 (voir aussi le commentaire I1.3.4.b) montre que ¢(t) est défini pour tout ¢ > ¢, et
nous pouvons affirmer que I’ensemble w-limite de ¢ (ensemble des valeurs d’adhérence
de I’application ¢t + ¢(t) lorsque ¢ — +00) est non vide. Comme p(p(t)) varie de
facon strictement monotone en fonction de ¢, cet ensemble ne peut étre autre que {a}.
Nous avons donc prouvé que lim;—, o @(t) = a. Comme ¢(t) reste dans K pour tout
t > to, la courbe ¢ ne forme pas une spirale qui s’enroule autour du point a. Le théoréme
7.6 permet alors d’affirmer que la courbe paramétrée ¢ admet, en son extrémité a, une
demi-droite tangente dont le vecteur directeur est vecteur propre de DX (a). Toujours
parce que (t) € K pour tout ¢ > to, ’angle polaire de ce vecteur propre appartient
a I’intervalle [—n), +7)]; ce vecteur propre est donc nécessairement colinéaire a e; et de
méme sens. Nous terminons la démonstration de la partie 1 du lemme en remarquant que
tout ce que nous avons fait pour e; s’applique aussi @ —e;, qui est aussi vecteur propre de
DX (a) associé a la méme valeur propre A;.

¢) Troisiéme étape : cas ot A1 et A2 — A1 sont de signes contraires. — Ce cas se
rencontre lorsque A; et A, sont de signes contraires, et aussi lorsque A; et A, sont de méme
signe et que de plus |A1| > |A2]. Son étude est un peu plus délicate que celle du cas, étudié
précédemment, ou \; et A2 — A; étaient supposés de méme signe. Nous raisonnerons en
supposant A; < 0, mais notre raisonnement s’adapterait facilement au cas o A\; > 0 en
changeant le sens de variation de ¢. Au moyen de fléches, nous avons représenté sur la
partie droite de la figure III.14 le sens dans lequel les courbes intégrales du champ de
vecteurs X traversent la frontie¢re de K, lorsque le temps ¢ croit. Cette figure permet de
deviner que chaque courbe intégrale t — ¢(t) du champ de vecteurs X qui rencontre, pour
t = to, I’arc de cercle C en un point autre qu’une des deux extrémités de cet arc entre, pour
t > tp et t — to assez petit, a 'intérieur de K. Elle permet aussi de deviner que pour un
certain ¢ > ¢y, certaines de ces courbes sortent de K en traversant le segment de droite A,
que d’autres en sortent en traversant le segment de droite B, et qu’entre ces deux familles
(la famille des courbes intégrales qui sortent de K en traversant A et celle des courbes
intégrales qui sortent de K en traversant B), il doit exister au moins une courbe intégrale
qui reste dans K pour tout ¢ > . Lorsque ¢ — +o00, cette derniére ne peut pas faire
autre chose que tendre vers le point d’équilibre a; en ce point elle admet nécessairement
une demi-droite tangente de vecteur directeur e. Nous allons prouver rigoureusement ces
propriétés.

Soit p un point du segment de droite A non égal 4 une extrémité de ce segment, et t — (t)
la courbe intégrale du champ de vecteurs X qui vérifie ¢(0) = p. Montrons qu’il existe un

o

élément t; < Otel que pourt; < ¢t <0, p(t) €K, etque p(t1) € C (voir figure I1.17). Le
raisonnement est semblable a celui fait ci-dessus. On montre d’abord qu’il existe £ > 0 tel

o]
que pour —¢ < ¢ < 0, on ait ¢(t) €K. On montre ensuite que (¢) ne peut étre élément
de K pour tout ¢ < 0 pour lequel il est défini : en effet, si ¢(t) était élément de K pour
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tout t < 0 pour lequel il est défini, la compacité de K permettrait de prouver que o(t) est
défini pour tout ¢ < 0 et que I’ensemble a-limite de ¢ est non vide; comme p (¢ (t)) croit
lorsque ¢ décroit, cet ensemble a-limite devrait &tre contenu dans 1’arc de cercle C'; mais
en tout point de C, le champ de vecteurs X est non tangent a cet arc de cercle; pour cette
raison, ’ensemble a-limite de ¢ ne peut pas €tre contenu dans C. 1l existe donc ¢; < 0
tel que ©(t1) ¢ K. On considere alors I’ensemble

{t € [-00,0[ ; pourtoutT €]t,0[, ©(7)existeet p(7) €K }.

Cet ensemble est non vide (il contient [—¢, 0] ) et minoré par ¢;; il admet donc une borne

inférieure to < 0. En raisonnant comme ci-dessus, on montre que ¢(t) appartient a

la frontiére de K, ne peut pas €étre le point d’équilibre a, et ne peut pas appartenir aux

segments de droite A ou B. Par suite, ¢(t2) € C.

Nous avons prouvé que la courbe intégrale ¢ — ¢(t) du champ de vecteurs X qui passe,

pour ¢ = 0, par un point p du segment de droite A autre que I’'une des extrémités de ce
o}

segment, reste dans K pour ¢t2 < ¢t < 0 et atteint I’arc de cercle C pour ¢ = ¢2, en un point
q = (t2). Nous avons ainsi défini une application x 4 : p — ¢ du segment de droite A
(privé de ses extrémités) dans 1’arc de courbe C'. Le théoréme d’existence et d’unicité de
Cauchy-Lipschitz montre que cette application est injective, et la différentiabilité du flot
permet de montrer qu’elle est continue (et méme que c’est un difféomorphisme). Nous
admettrons ici cette propriété, mais le lecteur soucieux de rigueur en trouvera la preuve
dans le chapitre IV, ol nous étudierons 1’application de Poincaré. En faisant tendre le
point p vers I’extrémité du segment de droite A ou ce segment rencontre 1’arc de cercle C,
nous voyons que 1’application x 4 se prolonge par continuité a ce point, et I’applique sur
lui-méme. Ainsi prolongée, x4 est une bijection continue du segment de droite A privé
de son extrémité a sur une partie connexe de I’arc de cercle C dont une extrémité (qui est
un point fixe de x 4) est le point que A et C' ont en commun.

En procédant de la méme maniére, nous construisons une bijection continue x g du segment
de droite B privé de son extrémité a sur une partie connexe de 1’arc de cercle C dont une
extrémité (qui est un point fixe de x g) est le point que B et C ont en commun.

Le théoreme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz montre que les images des
applications x 4 et xp sont des parties disjointes de 1’arc de cercle C. Comme x4 et xB
sont toutes deux définies sur des segments de droite privés d’une de leurs extrémités, leurs
images sont aussi des arcs de cercle privés d’une de leurs extrémités. Il existe donc au
moins un point gy de C' qui n’est I'image d’aucun point de A par I’application x 4, ni
d’aucun point de B par I’application x g. Nous verrons plus loin que le point go est en fait
unique; mais pour le moment il nous suffit de savoir qu’il existe.

Soit alors 1 la courbe intégrale du champ de vecteurs X qui vérifie 9(0) = qo. Les
mémes raisonnements que ceux présentés ci-dessus permettent d’établir successivement

o

les résultats suivants : il existe € > 0 tel que pour ¢ vérifiant 0 < ¢ < ¢, ¥(t) €K; si 9(t)
n’était pas élément de K pour tout ¢ > 0 pour lequel 9 (¢) est défini, il existerait ¢ > 0 tel
que 9)(¢2) soit défini et élément de la frontiére de K'; mais cela est impossible car 1)(t2)
ne saurait ni étre égal a a, ni &tre élément de A (car alors g serait image d’un point de A
par x 4), ni étre élément de B (pour une raison similaire) ni étre élément de C' (en raison
de la décroissance de p(%(t)); on conclut, comme ci-dessus, que 9(t) est défini pour tout
t> 0, que lim¢—, { o ¥(t) = a et que la courbe paramétrée ) admet, en son extrémité a,
une demi-droite tangente de vecteur directeur e;.

On termine la démonstration de la partie 2 du lemme, donc du lemme entier, en remarquant
que tout ce qui a été dit pour le vecteur propre e; de DX (a) s’applique aussia —e;. O
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7.9. Lemme. — Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe C' défini
sur un ouvert Q0 d’un espace affine £ de dimension 2, d’espace vectoriel associé
E. Soit a € Q un point d’équilibre non dégénéré de X, c’est-a-dire un point tel
que X(a) = 0 et que DX (a) soit un élément inversible de L(E, E). On suppose
les deux valeurs propres A1 et Ay de DX (a) réelles, distinctes et telles que \; et
A2 — A1 soient de signes contraires. Soient e; et ey des vecteurs propres de DX (a)
associés, respectivement, aux valeurs propres A1 et \,. Parmi les courbes intégrales
de X qui admettent {a} pour ensemble limite, il y en a une qui admet, au point
a, une demi-droite tangente de vecteur directeur e; et une qui admet, au point a,
une demi-droite tangente de vecteur directeur —e; ; toutes les autres ont, au point
a, une demi-droite tangente de vecteur directeur e; ou —es.

Preuve : Nous traiterons le cas ou A; < 0 donc (puisque A; et Ao — A; sont de signes
contraires) A\, — A; > 0. Le cas oit A\; > O se traite de la méme manie¢re. La proposition
6.9 montre que toute courbe intégrale de X qui admet {a} pour ensemble limite et qui,
au point a, posséde une demi-droite tangente de vecteur directeur e;, admet le point {a}
pour ensemble w-limite, puisque noius avons supposé A\; < 0. Le lemme 7.8 montre qu’il
existe au moins une courbe intégrale de X qui a ces propriétés. Nous devons montrer qu’il
n’y en a qu’une.
Comme pour la preuve du lemme 7.8, nous utilisons le repére affine (a, €1, e3) pour
identifier £ 3 R?. Nous notons z et y les coordonnées dans ce repére. Nous munissons R?
de la norme
z = (z,y) — |lz| = sup(|z], [y]) -
Soit ¥ le flot réduit de X, et ¥; le difféomorphisme z +— ¥, (z) = ¥(1, z). Nous savons
que a est élément de I’ouvert U; C €2 sur lequel ¥, est défini, et que
¥i(a) =a.
D’apres la formule établie au paragraphe 11.4.14, nous avons
DV,(a) =exp(DX(a)).
Les vecteurs de base e; et e sont donc vecteurs propres de DV (a) associés, respective-
ment, aux valeurs propres exp(\; ) etexp(Az) (proposition VIL1.18). Puisque A\p—A; > 0,
nous avons
0 < exp(A1) < exp(A2) .
Soit R : U; — E I’application
2+ R(z) =¥1(2) —a— D¥y(a)(z —a).
L application R est de classe C! et vérifie R(a) = 0; sa différentielle en un point z de U;
est DR(z) = D¥;(z) — D¥;(a); en particulier, nous avons DR(a) = 0. Soit € un réel
vérifiant

0 < e < EXPA2) —exp(A1) (%)

Puisque DR est continue et nulle au point a et que U; est un ouvert contenant a, il existe
7 > 0 tel que la boule fermée de centre a et de rayon r soit contenue dans U; et qu’en tout
point 2 de cette boule, on ait

|DR(2)|| < €.
Soit k un réel vérifiant 0 < k < 1 et S ’ensemble des points de £ (identifié 2 R? comme
indiqué ci-dessus) dont les coordonnées (z, y) vérifient

0<z<r, —kr<y<kzx.
Soient ¢ et ¢ deux courbes intégrales du champ de vecteurs X qui vérifient

im0 = lim v(0) =o
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et qui toutes deux ont au point ¢ une demi-droite tangente de vecteur directeur e;. Pour

o
t assez grand, ¢(t) et (¢) appartiennent a ’intérieur S de .S, puisque lorsque ¢ — +o0
¢(t) et 9(t) tendent vers a en venant de la direction de e;. De plus, si ¢, est un réel tel

o
que, pour tout ¢ > t., le point ¢(t) soit élément de S, 1’abscisse de ¢(t) prend, lorsque
t parcourt I’intervalle ]t., +oo[, toutes les valeurs comprises entre 1’abscisse de ¢(t.) et
0; 1a méme propriété est aussi vérifiée par 1. Il existe donc des réels to et ¢} tels que pour

o o
tout t > to et tout t’' > g, on ait p(t) €S et Y (t') €S, et que de plus p(to) et P(ty) aient
méme abscisse xo. La figure II1.15 illustre la situation. Afin d’alléger les notations nous
écrirons
p(to) = 20 = (T0,%o) , P(to) = 25 = (To, Yo) -
Nous allons supposer que y # yo et montrer que cette hypothése conduit a une
contradiction.

Figure III.15.  Illustration de la preuve du lemme 7.9

Pour tout n € N, posons
Zn = (xn,yn) = \pln(zo) ) z;z = (:c;uy;z) = \Dln(z(,)) i
Puisque 2, = ¢(to + n) et 2}, = ¥(t, + n), nous pouvons affirmer que pour tout n € N,
o
2, et 2/, sont éléments de S. D’apres la définition méme de S, et compte tenu de la norme
que nous avons choisie sur R2, nous avons, pour tout n € N,
Iznll = sup(|znl, [yn]) = |Zn] = 2n, Izl = sup(|27 ], lynl) = |2n| = 27,
ou nous avons aussi tenu compte du fait que z,, et z,, sont positifs. Montrons que, pour
toutn € N,

. Y — Ynl| > |25, — 20 (Hn)
L'inégalité (Hp) est vraie, puisque z) = xo. Supposons 1'inégalité (H,) vraie pour
0 <n < m, et montrons qu’elle est encore vraie pour n = m + 1. Nous avons

!

Zmy1 = Zmt1 = (€xp(M1)(T7, — Zm), €xP(A2) (Y — Ym)) + R(27,) — R(zm) . (%)
Le segment de droite d’extrémités z,, et 2}, est contenu dans I’ensemble S, sur lequel
IDR|| est majoré par €. L’inégalité des accroissements finis (voir par exemple [18],
chapitre I, paragraphe 5.6) montre que

1R (zh,) ~ B(zm) || < OS<1§1<)1||DR(zm+t(Zin—zm))|| 27— 2m || < €ll 2, —2m . (%)

En utilisant (+x) et (s#x), nous obtenons
Iyﬁn+1 - ym+1| > eXp()‘2)ly£n - ym| - ellz:n - zm” ’

’ / / (3okk)
lxm—l—l - $m+1' < exp(Al)Ia;m - il7m| + Ellzm - Zm” )
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En retranchant la seconde inégalité de la premiére, nous obtenons
Ymt1 = Ymt1] = [Tmg1 = Tmr1l 2 exp(A2) Y — Ym| — exp(M1)l27, — Tm
— 2€||2L, — zml| -
Mais nous avons, puisque 1’inégalité (H,,,) est supposée vraie,
||Z1In — Zml|| = SuP(’“’:n - T, Iy:'n - yml) = Iy':n = Yml|,
et par suite, compte tenu du choix de € (voir (%)),

[Yri1 — Ymt1| = |[Tg1 — Tme1] = (exp(A2) — exp(A1) — 26)|yh, — Ym| = 0,
qui n’est autre que 1’'inégalité (H,,+1). Nous avons ainsi prouvé par récurrence que
’inégalité (H,,) est vraie pour toutn € N.

La premiére inégalité (x+x*x), dans laquelle nous remplagons m + 1 par n, peut maintenant
§’écrire
lyn — ynl 2 (exp(A2) — €) lyn—1 — Yn—-l,
et par suite, pour tout n € N,
[ — ynl 2 (exp(X2) — €)"lyo — %0l »
ce qui implique
n
lynl > (exp(A2) — €)"lyo — yol — ynl,
ou encore, puisque |y, | < Zp,
9] > (exp(A2) — €)" |45 — Yol — @n -
Mais nous avons
zn = (exp(A1)Tn—1,€xP(A2)Yn—1) + R(2p-1) .
En procédant comme ci-dessus et en tenant compte du fait que |y,—1| < T,—1, nous en
déduisons
0 <z < (exp(A1) + €)@n—1,
d’ot pour toutn € N
0 <z, < (exp(\1) +e)n:co.
De méme, puisque zq = zo, pour tout n € N,
0 <z, < (exp(A1) +€)"xo.
Nous en déduisons
Y| > (exp(A2) —€)" [y — yol — (exp(M1) + )"0,
puis

lynl < (exp()\z)—e)" Yool |

zl, — \exp(A\1) +¢ Zo
Mais compte tenu de (*), nous avons
exp(A2) —
p(A2) — ¢ >1
exp(A1) + ¢
/
ce qui prouve que si Y5 # Yo, alors, pour n assez grand, I—:‘;/—/”—l > 1, ce qui est est
n

o
en contradiction avec le fait que pour tout n € N, 2/, = (z},, /) est élément de S.
L’hypothése selon laquelle yj # yo nous ayant conduit a une contradiction, nous avons
nécessairement y, = yo, c’est-a-dire p(to) = (tf), et par suite, d’apres le théoréme
d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz, pour tout ¢ pour lequel 3(t) est défini,

Y(t) = p(t+to —tg) -
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Les deux solutions ¢ et ¥ de 1’équation différentielle associée a X ne différent que par
un changement de parametre correspondant & un changement de 1’origine des temps; les
courbes intégrales qui leur sont associées sont donc confondues.

Deux courbes intégrales distinctes de X ne pouvant avoir de point commun, I’existence
d’aumoins une courbe intégrale qui a au point ¢ une demi-droite tangente exclut I’ existence
de courbes intégrales qui, lorsque ¢ tend vers I’infini, convergent vers le point a en formant
une spirale s’enroulant autour de ce point. Toutes les courbes intégrales de X qui admettent
{a} pour ensemble limite, autres que celle, unique, qui a en a une demi-droite tangente
de vecteur directeur e;, et que celle, unique, qui a en @ une demi-droite tangente de
vecteur directeur —e;, ont donc en a une demi-droite tangente de vecteur directeur e;
ou —eq puisque, d’apres la proposition 6.9, ce vecteur directeur doit &tre vecteur propre
de DX (a). O

Nous pouvons maintenant énoncer :

7.10. Proposition. — Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe C* défini
sur un ouvert ) d’un espace affine £ de dimension 2, d’espace vectoriel associé E.
Soit a € ) un point d’équilibre non dégénéré de X, c’est-a-dire un point tel que
X(a) = 0 et que DX (a) soit un élément inversible de L(E, E). On suppose les
deux valeurs propres A1 et Ao de DX (a) réelles et distinctes. Soient e; et ez des
vecteurs propres de DX (a) associés, respectivement, aux valeurs propres A1 et A,.

1. Supposons A\; < 0 < Ap. Il y a alors exactement deux courbes intégrales de
X qui tendent vers a lorsque t — +00; I'une admet en ce point une demi-droite
tangente de vecteur directeur e;, et I’autre une demi-droite tangente de vecteur
directeur —e;. De méme, il y a exactement deux courbes intégrales de X qui
tendent vers a lorsque t — —oo; I'une admet en ce point une demi-droite tangente
de vecteur directeur e;, et I'autre une demi-droite tangente de vecteur directeur
—ez. Le point a n’est ni a-stable, ni w-stable, ni attractif, ni répulsif; on dit que
c’est un col.
2. Supposons A\; et A, de méme signe, et |A;| > |Az2|. Le point a est
— w-stable et attractif si \; < Ay < 0; on dit alors que c’est un neeud attractif ;
— a-stable et répulsif si 0 < Ay < A1 ; on dit alors que c’est un naeud répulsif .

De plus, toutes les courbes intégrales de X qui admettent {a} pour ensemble
limite (w-limite si \; < A2 < 0, a-limite si 0 < Ay < A1) ont en a une demi-droite
tangente. Parmi elles, exactement une a en ce point une demi-droite tangente de
vecteur directeur e;, et exactement une a en ce point une demi-droite tangente
de vecteur directeur —e; ; toutes les autres ont en a une demi-droite tangente
de vecteur directeur e; ou —e,. L’ensemble des courbes intégrales de X qui ont
en a une demi-droite tangente de vecteur directeur ey et I’ensemble des courbes
intégrales de X qui ont en a une demi-droite tangente de vecteur directeur —e;
sont tous deux infinis.

Preuve -

1. Supposons A; < 0 < X,. Nous voyons alors que A; et A, — A; sont de signes
contraires; les conclusions du lemme 7.9 s’appliquent a e;. Mais nous voyons aussi que
Az et A\; — A2 sont aussi de signes contraires; les conclusions de ce lemme s’appliquent
donc aussi a e,. Les résultats annoncés découlent immédiatement de ce lemme et de la
proposition 6.9.

2. Supposons \; et A\, de méme signe, 2 étant la valeur propre dont la valeur absolue
est la plus petite. La partie 1 du lemme 7.8 montre que I’ensemble des courbes intégrales
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de X qui admettent {a} pour ensemble limite et qui ont en a une demi-droite tangente
de vecteur directeur e, et I’ensemble des courbes intégrales de X qui admettent {a} pour
ensemble limite et ont en a une demi-droite tangente de vecteur directeur —ep sont tous
deux infinis. D’autre part, puisque A; et A2 — A1 sont de signes contraires, les résultats du
lemme 7.9 s’appliquent & e; . Les résultats annoncés en découlent. O

7.11. Commentaires

a) Allure qualitative du portrait de phases. — Les propositions 7.7 et 7.10 montrent
qu’au voisinage d’un point d’équilibre non dégénéré a du champ de vecteurs X, lorsque les
deux valeurs propres de DX (a) sont distinctes et ne sont pas imaginaires pures, ’allure
qualitative du portrait de phases de I’équation différentielle associée a X est la méme
que celle du portrait de phases de 1’équation linéarisée en a au voisinage de 1’origine,
représentée sur les figures II1.5, I11.6 et II1.10. La seule différence notable est la suivante :
alors que certaines courbes intégrales de 1’équation linéarisée sont des demi-droites (voir
les figures II1.5 et II1.6), aucune de celles de 1’équation différentielle associée 8 X n’est
en général une demi-droite.

b) Cas d’exception. — Les propositions 7.7 et 7.10 ne sont pas applicables lorsque
DX (a) a des valeurs propres imaginaires pures. L’ exemple 6.3 montre que le point a peut
alors, selon les cas, étre w-stable ou a-stable, attractif ou répulsif. L’étude de DX (a) ne
suffit pas pour déterminer le comportement qualitatif des courbes intégrales au voisinage
de a.

Ces propositions ne sont pas non plus applicables lorsque DX (a) a une valeur propre
réelle double. Dans ce cas, le signe de cette valeur propre nous renseigne déja sur la
stabilité et le caractere attractif ou répulsif du point a, puisque la proposition 6.2 est
applicable. Pour pousser plus loin I’étude qualitative du portrait de phases au voisinage de
a, deux cas sont a examiner séparément.

¢) Premier cas. — Le sous-espace propre associé a cette valeur propre est de dimension
1. Soit e un vecteur propre de DX (a); tout autre vecteur propre est le produit de e par un
réel non nul. D’apres le théoréme 7.6, les courbes intégrales qui tendent vers le point a
lorsque ¢ — 00, soit admettent en a une demi-droite tangente, soit forment des spirales
qui s’enroulent autour du point a. En remarquant que deux courbes intégrales distinctes
ne peuvent pas se rencontrer, il est facile de voir que si une courbe intégrale forme une
spirale qui s’enroule autour de a, aucune courbe intégrale tendant vers a ne peut avoir
de demi-droite tangente en ce point, et par suite toutes les courbes intégrales qui tendent
vers a forment des spirales qui s’enroulent autour de ce point. De méme, si une courbe
intégrale qui tend vers a admet une demi-droite tangente en ce point, aucune courbe
intégrale tendant vers a ne peut former de spirale s’enroulant autour de ce point; toutes les
courbes intégrales qui tendent vers a admettent donc en ce point une demi-droite tangente.
Le portrait de phases au voisinage de a peut donc avoir deux allures, qualitativement bien
différentes :

— ou bien toutes les courbes intégrales qui tendent vers a forment des spirales qui
s’enroulent autour de ce point;

— ou bien toutes les courbes intégrales qui tendent vers a admettent en ce point une
demi-droite tangente; d’apres la proposition 6.9, celle-ci a pour vecteur directeur soit
e, soit —e. La figure II1.7 donne un exemple de ce comportement.
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d) Deuxiéme cas. — L’isomorphisme DX (a) est proportionnel a id i; dans ce cas toutes
les directions sont caractéristiques; les hypothéses du théoreme 7.6 ne sont plus satisfaites,
et les courbes intégrales qui convergent vers a peuvent avoir des comportements divers.

7.12. Autre remarque. — Revenons au cas ot le point d’équilibre a est un col, c’est-a-
dire ot les deux valeurs propres de D X (a) sont réelles de signes contraires. L’ensemble
formé par le point ¢ et la réunion des deux courbes intégrales qui tendent vers a lorsque
t — +oo est appelé variété stable de a. De mé€me, I’ensemble formé par le point a et la
réunion des deux courbes intégrales qui tendent vers a lorsque ¢ — —oo est appelé variété
instable de a. Les variétés stable et instable d’un point d’équilibre a seront étudiées plus
en détail au chapitre V, dans un cadre plus général. Elles ont toujours en commun le point
a. Elles peuvent avoir d’autres points en commun : lors de I’ étude du portrait de phases du
pendule plan (1.4.6 et figure 1.4), nous avons vu un exemple de col dont les vari€tés stable
et instable sont confondues (il est vrai qu’il s’agit d’un champ de vecteurs défini non sur
un ouvert du plan, mais sur un cylindre). Dans I’exemple suivant, les variétés stable et
instable d’un col ont en commun un arc de courbe.

S

Figure I11.16. Courbes stable et instable ayant un arc commun

W

7.13. Exemple. — On considere 1’équation différentielle dans R? (coordonnées z et ),

d_y =y+z°
dt '

'y a deux points d’équilibre : I’origine (z = 0, y = 0), et le point (z = —1, y = —1).
Le systeme linéarisé a 1’ origine s’écrit

- dt
Ijonglne est donc un col (aussi bien pour le systeme (*) que pour le systeme linéarisé a
Uorigine). Les courbes stable et instable de I’origine (pour le systéme (x)) sont tangentes,
al origine, respectivement a 1’axe des abscisses et a I’axe des ordonnées.
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Le systéme (*) est en fait un syst€me hamiltonien, de la forme

do __OH(z,y)
dt oy
dy _ 0H(,y)
d oz
avec
3,.3
H(a:,y)=:cy+w +y )

Il est facile d’en déduire que la fonction H est constante sur chaque courbe intégrale.
Cette remarque permet de déterminer aisément 1’allure qualitative du portrait de phases,
représentée sur la figure I11.19. On remarque que les courbes stable et instable de I’ origine
ont une partie commune formant une boucle, avec I’ origine pour point anguleux, contenue
dans le quart de plan (z < 0, y < 0).

7.14. Extension aux champs de vecteurs sur une surface. — Dans les paragraphes 6
et 7, nous avons pris soin de n’introduire que des notions qui se transforment de maniére
naturelle par difféomorphisme (voir les propositions 6.7 et 6.11, la définition 7.3 et le
commentaire 7.4.c). C’est pourquoi les résultats du paragraphe 7 restent applicables,
moyennant une adaptation facile, aux champs de vecteurs définis sur une surface.

8. Exercices

Exercice III.1.  Donner un exemple de syst¢eme dynamique ayant un point d’équilibre
w-stable mais non attractif, ainsi qu'un exemple de syst¢me dynamique ayant un point
d’équilibre attractif mais non w-stable.

Exercice ITL.2.  On considére I’équation diffférentielle dans le plan

dx 2
& =T
dy_ 2
a - YT

Etudier la stabilité et la stabilité asymptotique de I’origine. [On pourra utiliser pour
fonction de Liapounov L(z,y) = x2 + y?]. Déterminer r > 0, aussi grand que possible,
tel que le disque centré a 1’origine de rayon r soit contenu dans le bassin d’attraction de
I’origine.

Exercice IIL3.  Etudier les point d’équilibre de I’équation différentielle dans le plan

dw _
dt_ ya
dy_ 2
pr =x“—1.

Exercice IIL4.  FEtudier la stabilité de I’origine pour 1'équation différentielle dans le
plan

dz

P =exp(—z —3y) -1,
dy _ 2

i z(1—y*).

Exercice ITLS. Soit g : R — R I’application
9(z) = ax + bx? + cz®,
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avec a, bet ¢ € R, a # 0. On considére les itérés de g, ¢° = idg, g' =g, 9> =goy,
...gt=go g™ 1, ..., qui constituent un systéme dynamique a temps discret admettant
I’origine pour point d’équilibre. Etudier la stabilité et le caractére attractif ou répulsif de
ce point. [Indications : on pourra distinguer les cas |a| < 1, |a| = Let|a| > 1.]

9, Solutions

Solution ITL1. Dans le plan, le syst¢tme dynamique associé a 1’équation différentielle
dx dy

@&~ Y a
admet I’origine pour point d’équilibre. Ce point est un centre, w-stable mais non attractif
(voir 5.4 et figure IIL.8 b).

T,

e

Figure I11.17. Point d’équilibre attractif mais non w-stable.

Dans le plan, le systéme dynamique associ€ a 1’équation différentielle

dz 2 2
—— =1 — - =2z
dt y ) dt y )
a pour courbes intégrales
— des cercles centrés sur 1’axe des ordonnées, tous tangents en 0 a I’axe des abscisses,
privés de I’origine,
— les demi-axes (z > 0, y =0)et (x <0, y =0),
— Torigine 0, qui est un point d’équilibre.
Toutes les courbes intégrales, sauf les demi-axes (z > 0, y = 0) et (x < 0, y = 0),
ont le singleton { 0 } pour ensemble a-limite et pour ensemble w-limite. L’origine n’est
ni w-stable, ni a-stable, car il existe des courbes intégrales issues de points arbitrairement
proches de 1’origine, qui s’en €loignent autant qu’on veut lorsque ¢ tend vers +oo ou
vers —oo. Une seule chose empéche 1’ origine d’étre un point d’équilibre attractif (resp.,
répulsif) : le fait que le demi-axe (z > 0, y = 0) (resp., le demi-axe (z < 0, y = 0))
soit une courbe intégrale qui ne tend pas vers I’origine lorsque ¢ — 400 (resp., lorsque
t — —00). Pour y remédier, il suffit de transformer le plan en sphére S? par projection
stéréographique. On obtient ainsi, sur la sphére S2, un champ de vecteurs ayant un unique
point d’équilibre, le singleton réduit a ce point étant ensemble a-limite et w-limite de tout
point de la sphere. Ce point est, 2 la fois, attractif et répulsif, sans étre a-stable ni w-stable.

La figure II1.17 donne un autre exemple de systéme dynamique, cette fois dans le plan,
ayant un point d’équilibre attractif mais non w-stable.
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Solution IIL2. Le systéme linéarisé a I’ origine s’écrit
du

E=—2U,
W _
a7

La matrice de ce systéme a pour valeurs propres —2 et —1. L'origine est donc un
nceud attractif (proposition 7.10); ¢’est un point d’équilibre w-stable et attractif. On peut
également obtenir ce résultat en utilisant pour fonction de Liapounov

L(z,y) = 2> +¢>.
Soit t — (z(t), y(t)) une solution de I’équation différentielle étudiée. Nous avons

%L(x(t),y(t)) =2z d:;it) + 2y dg,(;it) = —(42° + 2zy(z + y) + 2¢%) ,

ou pour alléger nous avons écrit ¢ pour z(t) ety pour y(t). Posons z = 7 cos 6,y = rsiné.
Nous obtenons

(%L(a:(t), y(t) = —r%(3 + cos(20) + v2rsin(26) sin(d + T/4)).
En remarquant que cos(20) > —1 et que sin(20) sin(@ + w/4) > —1, nous voyons que
3+ cos(20) + V/2rsin(26) sin(0 + 7/4) > 2 — V2r.

Donc pour 7 < /2, %L(m(t),y(t)) < 0, I’inégalité étant stricte si de plus r # 0.
Le théoreme de Liapounov (2.6) montre que 1’origine est un point d’équilibre stable et
attractif. Pour tout réel p vérifiant 0 < p < /2, le disque fermé de centre I’origine et
de rayon p est positivement invariant et ne contient aucune orbite compléte sur laquelle
L est constante, autre que celle réduite au point d’équilibre. Le théoréme 3.5 montre que
ce disque fermé est contenu dans le bassin d’attrtaction de ’origine. I est facile d’en
déduire que le disque ouvert de centre I’origine et de rayon /2 est contenu dans ce bassin
d’attraction.

Solution ITL3.  Les points d’équilibre sont A = (1,1) et B = (—1,-1).

Le systeme linéarisé au point A s’obtient en posant x = 1 + u, y = 1 + v, en portant
ces expressions dans I’équation en en négligeant les termes de degré supérieur a 1. Nous
obtenons

Les valeurs propres \; et A\p de la matrice de ce systéme sont les racines de 1’équation
A —A+2=0

Elles sont distinctes, complexes conjuguées ’une de 1’autre, de partie réelle positive. Le
point A est donc un foyer répulsif (proposition 7.7).
En procédant de méme, on obtient pour systéme linéarisé au point B
du
dt
dv
dt
Les valeurs propres A; et A\, de la matrice de ce systéme sont les racines de 1’équation
A2 —A-2=0,

u—v,

—2u.
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c'est-a-dire A\; = —1, Ay = 2. Elles sont réelles distinctes de signes contraires. Le point
B est un col (proposition 7.10).

Solution IIL.4.  Le systéme linéarisé a I’ origine est

d
Zl% =—-u—3v,
dv u
a7
Les valeurs propres A; et A2 de la matrice de ce systeme sont les racines de I’équation
M4 A-3=0.

Elles sont réelles distinctes de signes contraires. L’ origine est un col (proposition 7.10).

Solution ITLS. L application g est différentiable de classe C'™° et sa dérivée a I’origine
estg’(0) = a, non nulle par hypoth¢se. D’apres le théoréme d’inversion locale, g restreinte
4 un voisinage assez petit W de 1’origine, est un difféomorphisme de W sur son image
g(W). En restreignant éventuellement le systéme dynamique 2 W U g(W), nous pouvons
supposer que I’ensemble des temps paramétrant le systtme dynamique est Z.

D’apres la proposition 2.10, si |a] = |¢’(0)| < 1,1’origine est un point d’équilibre w-stable
et attractif.

Toujours d’apres la proposition 2.10 (moyennant une légere adaptation consistant a
raisonner sur le systéme dynamique de générateur g 1), si si |a| = |¢/(0)| > 1, origine
est un point d’équilibre a-stable et répulsif.

Il reste a traiter les cas ou |a| = 1.

Supposons d’abord @ = 1. Nous voyons alors que pour || assez petit, g(z) = z+bx?+cz>
est de méme signe que x. Nous pouvons donc étudier séparément les restrictions A R* et 2
R~ du systeme dynamique considéré, puisque ces ensembles, ou du moins leur intersection
avec un voisinage assez petit de 1’origine, sont invariants par g. Plusieurs sous-cas sont a
considérer suivant la valeur de b.

Supposons b > 0. Nous avons alors :

—pourz > 0, g(x) > =z,

—pour z < 0, g(z) > =z, donc |g(z)| < |=|.

Le théoréme de Liapounov 2.5 (avec, pour fonction de Liapounov, la fonction z — |z|),
nous montre que pour le systéme restreint 3 R™, I’origine est a-stable et répulsif; tandis
que pour le systeme restreint 2 R™, ce point est w-stable et attractif. Donc pour le systéme
complet, I’origine n’est certainement ni w-stable, ni a-stable.

Supposons maintenant b < 0. Les mémes conclusions subsistent, les roles de Rt et de
R~ étant échangés.

Supposons maintenant b = 0. Le raisonnement est du méme type, mais le terme cz® étant
impair (alors que bz ? était pair), le comportement sera maintenant le méme sur RT et sur
R~. Les résultats, toujours basés sur le théoréme de Liapounov 2.5, sont les suivants :

—sic > 0, ’origine est a-stable et répulsif,
—si ¢ < 0, Iorigine est w-stable et attractif,
—sic =0, g(z) = z, et tous les points de R sont points d’équilibre.

Supposons maintenant ¢ = —1. Alors pour |z| assez petit, g(z) et = sont de signes
opposés. Calculons g%(z). Nous obtenons

g*(z) =z — 2(b% + ¢)z® + o(z?).
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Nous pouvons appliquer a g2 les résultats obtenus précédemment pour @ = 1, et b = 0,
Il est en effet facile de prouver que pour ce qui concerne la stabilité de I’origine et son
caractere attractif ou répulsif, les propriétés des systémes dynamiques de générateur g et
de générateur g2 = g o g sont les mémes. Nous obtenons :

— i b? 4 ¢ > 0, ’origine est w-stable et attractif,
— i b% + ¢ < 0, I’origine est a-stable et répulsif.

Enfin, sia = —1 et b2 4+ ¢ = 0, avec b # 0, nous obtenons en calculant g*(z),
g% (z) = z + 40z + o(z?) ,

et le théoréme de Liapounov montre que 1’origine est a-stable et répulsif.



Chapitre IV

Orbites périodiques

Apres les points d’équilibre, les orbites périodiques sont les éléments remarquables
les plus simples du portrait de phases d’un systeme dynamique. Nous nous concen-
trons, dans ce chapitre, sur 1’étude des orbites périodiques des systémes a temps
continu, car celle des orbites périodiques des systemes a temps discret se ramene
immédiatement a 1’étude de points d’équilibre. Nous définissons 1’application de
retour de Poincaré (2.6) et nous 1’utilisons pour étudier la stabilité d’une orbite
périodique. En suivant le traitement particulitrement élégant qu’en donnent Hirsch
et Smale [35], nous étudions, a titre d’exemple, 1’orbite périodique de 1’équation de
Van der Pol.

Enfin, dans le demier paragraphe, nous établissons le théoréme de Poincaré-
Bendixson : un ensemble limite compact et sans point d’équilibre, pour le flot réduit
d’un champ de vecteurs différentiable sur un ouvert d’un plan, est nécessairement
une orbite périodique.

1. Généralités sur les orbites périodiques

1.1. Rappel. — Soit { ¢: ; t € © } un systtme dynamique sur un ensemble 2, dont
’ensemble des temps O est R ou Z. Nous supposons donc (remarque 1.1.3.a) que pour tout
t € ©, 'application ; est une bijection de la partie U; de €2, sur la partie U_;. L’orbite
d’un point z € 2 est dite périodique (définition 1.2.2) si z n’est pas un point d’équilibre et
s'ilexiste T' € ©, T > 0, tel que pr(x) soit défini et égal & z. On dit alors que T est une
période de I’orbite de z. Nous avons prouvé (proposition 1.2.3) que lorsque I’orbite d’un
point z est périodique de période T', I’ensemble I, des éléments ¢ de O tels que ¢4 (x) soit
défini est égal a ©, et que pour tout entier £ > 1, I’orbite de z est périodique de période
kT En fait, 1a démonstration a été faite dans le chapitre I en supposant © = R, mais elle
reste valable sans changement pour © = Z.

La proposition suivante indique une propriété trés simple qui montre que la périodicité
d’une orbite ne dépend pas du choix d’un point particulier de cette orbite.

1.2. Proposition. — Soit {p; ; t € ©} un systéme dynamique sur un ensemble
§, dont I’ensemble des temps © est R ou Z. Soit x € Q un point dont I'orbite O
est périodique de période T > 0.

1. Pour tout point y de I’orbite O de z, I'orbite de y est périodique de période T,
et coincide avec O.

2. On suppose que 2 est un espace topologique séparé et que l’application
t — @i(x) est continue. L’ensemble des 6 € © vérifiant @ > 0 tels que lorbite
O soit périodique de période 6 posséde un plus petit élément T,, > 0, appelé plus
petite période positive, ou période primitive de P'orbite O. Un réel 6 > 0 est tel que
Porbite O soit périodique de période 0 si et seulement si = kT,, ot k est un
entier > 1.
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Preuve :

1. Nous savons déja que I’ensemble I, des éléments ¢ de © tels que ;(z) soit défini est
© tout entier. L orbite O de z est donc { ¢;(z) ; t € © }. Soity un point de cette orbite,
Il existe t € O tel que y = ¢¢(x).On a

er(y) = pr o pi(x) = prie(z) = o pr(z) = @i(x) = y.
D’autre part, un point z de €2 est élément de I’orbite de y si et seulement s’il existe 7 € ©
tel que ¢, (y) = 2; en posant ¢t + 7 = 6, nous voyons que z est élément de I’orbite de y

si et seulement s’il existe § € O tel que wo(x) = 2, C’est-a-dire si et seulement si z est
élément de I’orbite de x.

2. Soit A I’ensemble des 6 € © vérifiant 8 > 0 tels que O soit périodique de période 6.
II est non vide puisque O est supposée périodique, et il est minoré par 0. Il admet donc
une borne inférieure T5,. Lorsque © = Z, T,, est élément de A, car la topologie de Z
étant discréte, la borne inférieure de A est en fait le plus petit élément de A. Nous allons
prouver que cela est vrai aussi lorsque © = R. Nous avons 77, > 0 puisque T, est
borne inférieure d’une partie A de R*. Si nous avions T}, = 0, alors pour tout € > 0, il
existerait un élément 6 de A vérifiant 0 < 0 < ¢, et nous aurions, pour tout entier k € Z,
wke(x) = z; application ¢ — ¢;(x) prendrait la valeur z sur une partie dense de R;
étant continue, cette application serait constante, et le point z serait un point d’équilibre
du systéme dynamique, contrairement a nos hypothéses. Nous avons donc prouvé que
T > 0. D’autre part, 1’application ¢ — ¢ (z) étant continue, nous avons

= l‘ =
o, (T) 6_’T11H’19€A900(93) T,

ce qui prouve que 75, est élément de A.

Nous savons déja que pour tout entier £ > 1, I’orbite O est périodique de période kT5,,.
Réciproquement, soit § € © vérifiant @ > 0 tel que O soit périodique de période 6. Nous
avons bien siir @ > T,,. Soit k le plus grand entier tel que k7;,, < 6. Nous avons

Po—kT,, (2) = po o (pr,,) *(z) =x.
Si 0 — kT, était strictement positif, les égalités ci-dessus prouveraient que 1’orbite O est
périodique de période 0 — kT, ; mais comme 0 — kT},, < T,,, cela contredirait le fait que
T, est la plus petite période positive de O. Donc 8 — kT, = 0. 0

1.3. Remarque. — Les propriétés ci-dessus ne subsitent pas lorsque I’ensemble des temps
du systéme est R* ou N, car les applications ; peuvent alors ne plus étre injectives.

Les définitions ci-dessous sont les analogues, pour les orbites périodiques, des
définitions I1.2.1 et I11.2.2 relatives aux points d’équilibre.

1.4. Définitions. — Soit {y; ; t € ©} un systéme dynamique sur un espace
topologique séparé 2, dont 'ensemble des temps © est R ou Z. Soit O une orbite
périodique, de période T > 0.

1. On dit que I'orbite périodique O est w-stable (resp., a-stable) au sens de Liapounov
si pour tout voisinage V de O, il existe un autre voisinage W de O tel que, pour
tout point x € W et tout t € © vérifiant t > 0 (resp., vérifiant t < 0), @(x) soit
défini et élément de V.

2. On suppose ’espace Q2 muni d’une distance d telle que sa topologie soit associée
a cette distance. On dit que l'orbite périodique O est attractive (resp., répulsive)
s’il existe un voisinage W de O tel que, pour tout x € W et tout t € © vérifiant
t > 0 (resp., vérifiant t < 0), pi(x) soit défini et que limy—, o0 d(pt(z),0) = 0
(resp., limy—,_o d(p1(z), 0) = 0).
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3. On appelle bassin d’attraction (resp., bassin de répulsion) de I'orbite périodique
O l’ensemble des z € Q) dont I’ensemble w-limite L, (z) (resp., ’ensemble c-limite

La(2)) est O.

1.5. Remarques

a) Dans les hypothéses de la définition 1.4, I’orbite périodique O est toujours contenue
dans son bassin d’attraction et dans son bassin de répulsion; elle est attractive (resp.,
répulsive) si et seulement si son bassin d’attraction (resp., de répulsion) est un voisinage
de O dans 2.

b) Soit { ¥n ; 71 € Z} un systéme dynamique a temps discret sur un ensemble 2, dont
’ensemble des temps est Z. Soit un entier k£ > 0. Posons, pour tout n € Z,

Yn = Pnk -

On voit immédiatement que { ¢, ; n € Z } est un sytéme dynamique a temps discret,
et qu'un point = de {2 est point d’équilibre pour ce systeme si et seulement si I’orbite de
x, pour le systtme { ¢, ; n € Z}, est périodique de période k. Lorsque I’ensemble 2
est un espace topologique séparé, on voit aisément qu’un point d’équilibre z du systéme
{¢n ; n € Z} est w-stable (resp., a-stable) au sens de Liapounov si et seulement si
’orbite de z pour le systtme { ¢, ; n € Z}, qui est périodique de période &, est w-
stable (resp., a-stable) au sens de Liapounov. De méme, lorsque I’espace €2 est muni d’une
distance et de la topologie associée a cette distance, un point d’équilibre  du systeme
{¢n ; m € Z} est attractif (resp., répulsif) si et seulement si I’orbite de  pour le
systtme { @, ; n € Z}, qui est périodique de période k, est attractive (resp., répulsive).
En résumé, la recherche des orbites périodiques de période k du systtme { @, ; n € Z},
et’étude de leur stabilité et de leur caractére attractif ou répulsif, se raméne a la recherche
des points d’équilibre du systeme { ¢, ; n € Z } et a I’étude de leur stabilité et de leur
caractere attractif ou répulsif.

C’est pourquoi dans la suite nous allons nous intéresser essentiellement aux orbites
périodiques des systemes dynamiques a temps continu, dont I’étude nécessite I’emploi de
méthodes nouvelles.

2. Temps de transit et application de Poincaré

2.1. Hypotheses générales et notations. — Dans tout ce paragraphe, X est un champ
de vecteurs différentiable de classe CP (avec p > 1), défini sur un ouvert 2 d’un espace
affine £ de dimension finie, d’espace vectoriel associé E. On note ¥ son flot réduit et
{¥, ; t € R} le systtme dynamique associé. On rappelle (I1.4.11) que le flot réduit
U est une application différentiable de classe CP, définie sur un ouvert D, de R x £, a
valeurs dans . Pour tout (¢,z) € D, on pose ¥;(z) = U(t,z). Lorsque t € R est fixé,
ensemble des z € £ tels que (¢, z) soit élément de D, est un ouvert U, de £, contenu
dans , et U, est un difféomorphisme de classe CP de U; sur U_;.

Le lemme suivant indique une propriété remarquable de la différentielle de 1’application
U4, conséquence facile des propriétés de composition du flot réduit.

2.2. Lemme. — Sous les hypothéses et avec les notations précisées ci-dessus, soit
a€ et e R tels que (N, a) € D,, c’est-a-dire tels que ¥y (a) soit défini. On
pose Wy (a) = b. La différentielle DV (a) de ¥y au point a vérifie

D¥x(a)(X(a)) = X(b),
(et par suite, si X(a) # 0, alors X (b) # 0). On exprime ce résultat en disant que
le difféomorphisme ¥, laisse invariant le champ de vecteurs X.
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Preuve : Puisque b € , le théoréme de Cauchy-Lipschitz permet d’affirmer que pour
t € R assez petit en valeur absolue, (¢,b) est élément du domaine de définition du flot
réduit ¥, D’apres les propriétés de composition de ¥ (I1.4.12), nous avons

U,(b) = Uy 0 Up(a) = Uprys(a) = Tx 0 Uy(a).

Dérivons par rapport a ¢, puis faisons ¢ = 0. Nous obtenons

d d
axpt(b)|t:0 = D, (To(a)) (—(E\Dt(a)lt:o) :

Mais nous avons

d d
To(a) = a, Ei‘l"(b)lt=0 = X(b), axI:t(a)|t:0 = X(a).
Le résultat annoncé en découle. 0O

2.3. Proposition. — Soit X un champ de vecteurs de classe C? (p > 1) défini
sur un ouvert ) d’un espace affine £ de dimension finie, et ¥ son flot réduit. Soit
a € QeteR tels que X(a) # 0 et que ¥y(a) soit défini. On pose ¥y(a) = b.
Alors X (b) # 0. Soit Q un hyperplan affine de £ (c’est-a-dire un sous-espace affine
de £ de codimension 1) passant par le point b et non parallele & X (b). Il existe
une application 7, différentiable de classe C?, définie sur un voisinage ouvert V du
point a dans ), & valeurs dans R, vérifiant

T(a) =X et, pour toutz €V, W, (z)=T(7(z),z) est élément de Q.
L’application T est appelée application temps de transit jusqu’a Q.
Preuve : Désignons par E ’espace vectoriel associé a I’espace affine £. Par hypothése
X(a) # 0, et DUy(a) est un isomorphisme de E sur lui-méme, puisque c’est la
différentielle au point a du difféomorphisme ¥,. Le lemme ci-dessus montre alors que
X (b) #£0.
La figure IV.1 illustre la situation.

Figure IV.1. Application temps de transit jusqu’a Q

Soit Q I’hyperplan vectoriel de E associé a I’hyperplan affine Q de £. Soit hg une forme
linéaire sur E ayant () pour noyau. Un point y de £ est élément de Q si et seulement
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s'il est de la forme y = b + 2, avec z € Q, c’est-a-dire tel que hg(z) = 0. Considérons
1’équation implicite

hQ(‘If(t, x) — b) =0, (%)
dans laquelle I’inconnue est ¢ € R, tandis que I’élément x de §2 est considéré comme un
parametre. Pour z = a, cette équation a pour solution ¢ = A. On va prouver qu’il existe
une application 7, définie sur un voisinage ouvert V' du point a, a valeurs réelles, vérifiant
r(a) = A, telle que pour tout z € V, I’équation implicite ci-dessus ait pour solution 7(x).
Appliquons pour cela le théoreme des fonctions implicites. Nous devons vérifier que la
différentielle partielle de I’ application (¢, z) — hq (¥(t, ) —b) par rapport  sa premidre
variable ¢, au point (), a), est un isomorphisme de R sur lui-méme; ou, en termes moins
savants, que la dérivée de I’application ¢ — hq(¥(t,a) — b), au point ¢ = X, est non
nulle. Or en tenant compte de (A, a) = b et de Dhg(0) = hg (qui résulte du fait que
hg est une application linéaire), nous avons

4 ho(¥(t,0) ~b)],_, = Dha(¥(\,a) ~b) (% w(t, a)|t:/\> — ho(X(8) #0,
car par hypothese X (b) n’est pas paralléle a I’hyperplan Q, ¢’est-a-dire n’est pas €lément
du noyau de hq.

D’autre part, le flot réduit ¥ est une application différentiable de classe C?, et 1’application
linéaire hg est évidemment différentiable de classe C*°, donc I’application composée
hq o (¥ — b) est différentiable de classe CP. Les hypothéses nécessaires a I’application
du théoréme des fonctions implicites sont donc satisfaites. Ce théoréme nous permet
d’affirmer qu’il existe un voisinage ouvert V' du point a contenu dans €2, une application
T, différentiable de classe CP, de V dans R, et un voisinage W de ()\,a) dans R x €,
contenu dans I’ouvert D, de R x £ sur lequel le flot réduit ¥ est défini, tels qu’un couple
(t,z) élément de W vérifie 1’équation implicite () si et seulement si z est élément de
V ett = 7(x). Pour terminer la preuve de la proposition, il suffit alors de remarquer que
(t, z) vérifie I’équation implicite (x) si et seulement si ¥ (¢, z) est élément de Q. ]

La proposition suivante est une variante de la proposition 2.3, a rapprocher du théoréme
I1.5.2 de redressement local d’un champ de vecteurs, qui nous sera utile plus tard.

24. Proposition. — Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe CP (avec
p > 1) défini sur un ouvert ) d’un espace affine £ de dimension finie, et ¥ son flot
réduit. Soit a € Q tel que X (a) # 0, et P un hyperplan affine de £ passant par le
point a et non paralléle & X (a). Pour tout voisinage U de a dans {2, il existe un
voisinage ouvert V de a dans 2, contenu dans U, un réel n > 0 et une application
0:V —]—n,+n[, différentiable de classe CP, vérifiant les propriétés suivantes :
(i) pour tout z € V, ¥(8(z), ) est élément de PNV,
(i) lorsque t € PNV, () = 0,
(iii) 'application (t,y) — ¥(t,y) est un CP-difféomorphisme de | —n, +n[ x(PNV)
sur V, d’inverse  — (—8(z), ¥(0(z), z)).
Preuve :  Considérons I’application, définie sur le produit d’un voisinage de 0 dans R et
d’un voisinage de a dans P :
, (t,y) ~ T(t,y).
Etant définie par restriction du flot réduit U, cette application est différentiable de classe
CP. Sa différentielle au point (0, a) est un isomorphisme de R x P sur E, ol nous avons
noté F 1’espace vectoriel associé a I’espace affine £ et P ’hyperplan vectoriel associé a
hyperplan affine P; nous avons en effet, siu € Retv € P,

DY(0,a)(u,v) =uX(a)+v ;



98 Chapitre IV. Orbites périodiques

or, par hypothese, X (a) n’est pas parall¢le a P. Le théoréme des fonctions inverses montre
qu’il existe un voisinage ouvert W de a dans I’hyperplan affine P etunréel n > 0, tels que
I'application (¢, y) — ¥(¢,y), restreinte & | — , +n[ xW, soit un CP-difféomorphisme,
Son inverse est de la forme z — (—6(z), ¥ (8(z),z)). Enrestreignant W et en diminuant
7 si nécessaire, nous pouvons faire en sorte que ¥ (] — n, +n[ xW) C U. Le voisinage
V =¥(] — n,+n[ xW) de a dans 2 vérifie P NV = W, et le triplet (V, 7, 8) a toutes
les propriétés désirées. a

2.5. Corollaire de la proposition 2.3 : application de Poincaré. — Soit X un champ
de vecteurs de classe CP (p > 1) défini sur un ouvert §2 d’un espace affine £ de
dimension finie, et ¥ son flot réduit. Soit a € §2 et XA € R tels que X(a) # 0 et
que ¥ (a) soit défini. On pose ¥ (a) = b. Soit Q un hyperplan affine de £ passant
par b et non paralléle 4 X (b), et P un hyperplan affine de £ passant par a et non
parallele & X (a). Comme dans la proposition 2.3, on désigne par V le voisinage
ouvert de a dans £ sur lequel I’application temps de transit T est définie. Alors il
existe un voisinage ouvert U de a dans P contenu dans PNV, tel que I’application,
définie sur U et a valeurs dans I’hyperplan affine Q,

z - g(z) = ¥(1(z),3),

soit un difféomorphisme de classe CP de U sur un voisinage ouvert g(U) de b dans
Q. L’application g est appelée application de Poincaré associée a (), a) et au couple
d’hyperplans (P, Q).

Le lecteur remarquera que dans cet énoncé, U est un voisinage de a dans P, non dans &,
et g(U) un voisinage de b dans Q, non dans £.

Preuve : La figure IV.2 illustre la situation.

Figure IV.2. Application de Poincaré associée a (), a) et (P, Q)

L'applicationde V dans £,z — ¥ (7(z), x), est de classe CP car ¥ et 7 sont de classe C?-
Puisque V est un voisinage ouvertde a dans £ etque a € P, VNP est un voisinage ouvert
de a dans P. La restriction 2 V NP de 'application z — ¥ (7(z), z), considérée comme
définie sur V NP et a valeurs dans &, est différentiable de classe CP, car elle est composée
de I’injection canonique de P dans & (qui est une application affine, donc différentiable de
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classe C*) et de I’application de V dans £, z — ¥ (7(z), ) qui, comme nous venons de
Je voir, est de classe CP. Cette méme application, z — ¥ (7(z), ), définie sur V NP, mais
considérée maintenant comme a valeurs dans I’hyperplan affine @, est encore différentiable
de classe CP, car on peut la considérer comme composée de 1’application z — ¥ ('r(:v), :c)
3 valeurs dans &, et d’une projection de £ sur Q parallélement a un vecteur non parallele
a Q quelconque, par exemple le vecteur X (b); une telle projection est une application
affine, donc différentiable de classe C'°°. En résumé, nous avons prouvé que 1’application
z — g(x) = ¥(r(z),z), définie sur V NP et & valeurs dans Q, est différentiable de
classe CP. Nous allons montrer que la différentielle de g au point @ est un isomorphisme de
1’hyperplan vectoriel P associ€ a I’hyperplan affine P sur ’hyperplan vectoriel Q) associé
a I’hyperplan affine Q. Il suffit, pour cela, de montrer que cette application linéaire est
injective, car P et () sont de méme dimension. Soit donc u € P, u # 0. Nous avons

Dg(a)(u) = D1¥(7(a), a) (D7(a)(u)) + D2¥(7(a), a)(u)

ounous avons noté D; U (t, x) et Do U (¢, x) les différentielles partielles de ¥ au point (¢, z)
par rapport a sa premicre et a sa seconde variables, respectivement. Nous avons utilisé le
fait que I’injection canonique de P dans £ étant une application affine, sa différentielle
au point a est I’application linéaire associée, c’est-a-dire I’injection canonique de P
dans E; I'image de u par cette différentielle est donc tout simplement u, puisque ce
vecteur est élément de P. De méme, nous avons utilisé le fait que la projection de £
sur Q parallelement a X (b) étant une application affine, sa différentielle au point b est
I’application linéaire associée; appliquée a un vecteur parallele a Q, cette application n’est
autre que I’application identique.

Mais puisque 7 est une application a valeurs réelles, D7(a)(u) est un réel. D’autre part,
d’apres la définition du flot réduit,

%\If(t, 2) = X (¥(t,3)),

donc en particulier

;;it W (t, a)lt:,\ = X(\IJ(A, a)) = X(b) .

La différentielle partielle D, ¥ (7(a), a) est donc I’application linéaire s — sX (b) de R
dans I’espace vectoriel E associé a £. Nous avons donc

D1¥(7(a),a) (D7(a)(u)) = Dr(a)(u)X(b).
D’autre part, compte tenu de 7(a) = A, nous avons
Dy¥(7(a),a)(u) = DYy (a)(u).
Nous pouvons donc écrire
Dg(a)(u) = (D7(a)(w)) X (b) + D¥x(a)(w). (*)

Mais puisque ¥, est un difféomorphisme, DV (a) est un isomorphisme de E sur lui-
méme. L’élément u de P étant non nul, DU, (a)(u) est non nul, et ¢’est un élément de
DV, (a)(P). Par hypothése, X (a) n’est pas parallele a I’hyperplan affine P, ¢’est-a-dire
West pas élément de I’hyperplan vectoriel P. L’isomorphisme D (a) applique X (a)
sur X (b) d’apres le lemme 2.2, et applique P sur DV, (a)(P). Le vecteur X (b) n’est
donc pas élément de DV (a)(P). Le membre de droite de I’égalité () ci-dessus est
donc somme de deux termes appartenant A deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
de E; le premier, (D7 (a)(u))X (b), appartient au sous-espace vectoriel de dimension 1
engendré par le vecteur non nul X (b); le second, DV (a)(u), est élément de DV » (a)(P).
Le membre de droite de (*) ne peut donc étre nul que si chacun de ces deux termes est
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nul. Or le second, DV (a)(u), est non nul puisque u est non nul et que DV (a) est
un isomorphisme. Nous avons ainsi prouvé que le membre de droite de (*) est non nul,
c’est-a-dire que Dg(a) est un isomorphisme de P sur Q.

Le théoréme d’inversion locale montre qu’il existe un voisinage ouvert U de a dans P,
contenu dans V NP, tel que g(U) soit un voisinage ouvert de b dans Q et que la restriction
de g a U soit un difféomorphisme de classe CP de U sur g(U). 0

L’énoncé suivant traite du cas particulier ou I’orbite du point a est périodique de période
T>0,etour="T.

2.6. Corollaire : application de retour de Poincaré. — Soit X un champ de vecteurs
de classe CP (p > 1) défini sur un ouvert 2 d’un espace affine £ de dimension finie,
et ¥ son flot réduit. Soit a € §2 tel que X (a) # 0 et que 'orbite O du point a soit
périodique de période T > 0. Soit P un hyperplan affine de £ passant par a et non
paralléle & X (a).
1. II existe une application 7, différentiable de classe CP, définie sur un voisinage
ouvert V de a dans ), & valeurs réelles, vérifiant
m(a) =T et, pourtoutx €V, U, )(x)=U(r(z),z) est élément de P.

L’application T est appelée application temps de transit jusqu’a P. Sa restriction 3
V NP est appelée application temps de retour dans P.
2. 1l existe un voisinage ouvert U de a dans P, contenu dans V NP, tel que la
restriction a4 U de application, définie sur U et & valeurs dans I’hyperplan affine
P,

z - g(z) = ¥(7(z),2),
soit un difféomorphisme de classe C? de U sur un autre voisinage ouvert g(U) de
a dans P, vérifiant g(a) = a. L’application g est appelée application de retour de
Poincaré (associée a orbite périodique O, au point a et a I’hyperplan affine P).

Preuve : La figure IV.3 illustre la situation.

Figure IV.3. Application de retour de Poincaré associée a une orbite périodique
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puisque 1’orbite O du point a est périodique de période T', nous avons b = ¥r(a) = a.
Nous pouvons choisir I’hyperplan Q, passant par a et non parall¢le 2 X (a), confondu avec
I’hyperplan P. 11 suffit alors d’appliquer la proposition 2.3 et son corollaire 2.5. O

2.7. Définition. — Dans les hypotheéses et avec les notations du corollaire précédent,
on appelle systéme dynamique de retour de Poincaré le systéme dynamique & temps
discret, défini sur le voisinage ouvert UUg(U) de a dans P, ayant pour générateur
I’application de retour g : U — g(U).

2.8. Commentaire. — Explicitons la définition du systéme dynamique de retour. Posons
Uy =U,g1 =9,U_1 =¢g(U),g—1 = g~*. Lapplication g; = g est un difféomorphisme
du voisinage ouvert U; de a dans P sur le voisinage ouvert U_; de a dans P, dont
I’inverse est le difféomorphisme g_;. Notons gy ’application identique de U; U U_;.
Pour tout entier 7 > 0, nous pouvons définir g,, en posant g, = g1 o g,—1; [’application
gn est définie sur I’ouvert U,, = g;_ll (U); de méme, nous pouvons définir g_,, en posant
g—n = 9—1°g—_(n—1). Nous voyons que g_, est définie sur U_,, = g,(U,), et n’est autre
que g, . Nous avons ainsi construit, sur I’ouvert U; U U_; de P, un systéme dynamique
A temps discret { g, ; n € Z}, ayant g = g; pour générateur. C’est le systéme de retour
de Poincaré.

Le systeme de retour de Poincaré admet le point a pour point d’équilibre. Nous allons voir
que les propriétés de stabilité et le caractére attractif ou répulsif de ce point d’équilibre,
pour le systéme a temps discret { g, ; n € Z}, sont étroitement liées aux propriétés
de stabilité et au caractere attractif ou répulsif de 1’orbite périodique O, pour le systéme
dynamique a temps continu { ¥; ; t€R}.

2.9. Théoréme. — Soit X un champ de vecteurs de classe CP (p > 1) défini sur
un ouvert 2 d’un espace affine £ de dimension finie, et ¥ son flot réduit. Soit
a € Q tel que X(a) # 0 et que orbite O du point a soit périodique de période
T > 0. Soit P un hyperplan affine de £ passant par a et non paralléle & X (a),
U un voisinage ouvert de a dans P sur lequel est définie ’application de retour
de Poincaré g : U — g(U) (corollaire 2.6). L’orbite périodique O du systéme
dynamique & temps continu {¥; ; t € R} est w-stable au sens de Liapounov
(resp., a-stable au sens de Liapounov) si et seulement si le point a est point
d’équilibre w-stable au sens de Liapounov (resp., a-stable au sens de Liapounov)
du systéme dynamique & temps discret { g, ; n € Z} engendré par I’application
de retour g (définition 2.7 et commentaire 2.8).

Preuve :  Supposons que le point a soit w-stable pour le systéme dynamique a temps
discret engendré par g (le cas oll a est a-stable pour ce systéme est analogue). Soit W
un voisinage ouvert de O dans 2. La proposition 2.4 montre qu’il existe un voisinage
ouvert V' de @ dans §2, contenu dans W, un réel n > 0 et une application CP-
différentiable @ : V — |—n, +n[ tels que (¢, z) — ¥(t, z) soit un CP-difféomorphisme de
I=n,9[x(PNV) surV,d’inverse y > (—8(y), ¥(0(y),)). En diminuant, si nécessaire,
la valeur de 7, nous pouvons supposer que ¥ est définie et injective sur [—7, +7] X (PNV).

Soit m le plus petit entier > 0 tel que
(m—-1)n<T< (m+1)n.

L'application ¢t — ¥(t, a) étant injective sur | —7, +n[ , nous avons nécessairement m > 1.
L'application temps de retour 7 étant continue et vérifiant 7(a) = T', nous pouvons, en
Testreignant éventuellement V, supposer que P NV C U et que pour toutz € PNV,

(m—1)n <7(x) <(m+1)n. (%)



102 Chapitre IV. Orbites périodiques

Puisque a est w-stable pour { g™ ; n € Z }, il existe un voisinage ouvert U’ de a dans P
tel que, pour tout n € N et tout z € U’, g™(z) soit défini et appartienne 2 P N V. Nous
voyons alors que le domaine de définition de ¥ contient [—n, +oo[ xU".

La double inégalité (*) montre que ¥ (](m — 1)n, (m + 1)n[xU’) NP contient g(U").
Choisissons une norme sur 1’espace vectoriel E associé a £; pour tout n € N, soit B,
une boule ouverte de P, de centre a, de rayon r,, > 0, dont ’adhérence B,, est contenue
dans U’ Ng(U"). Nous choisissons les rayons r,, afin qu’ils forment une suite décroissante
convergeant vers 0. Posons :

W, =¥(]—n,(m+1)n[xB,).

Nous pouvons écrire

Wy, U T ((] —n, +n[xBn)) -
k=0

Comme ¥ (] — n,+n[ xB,) est ouvert, W}, est une réunion d’ouverts, donc un ouvert.
11 contient I’orbite périodique O, puisque [0,T] x {a} C] — 1, (m + 1)n[ X B,,. Nous
allons montrer qu’il existe un entier n € N tel que W/, C W. Les W/, N (2 — W) sont des
parties compactes de §2 qui forment une suite décroissante d’intersection vide, puisque
Nnen W), = O est contenu dans W. Il existe donc bien n € N tel que W, C W et, a
fortiori, W’ cWw.

Montrons enfin que pourtoutz € W/, ettoutt € R+, z = ¥(t, z) € W}, cequi impliquera
= U(t,x) € W.D’apres la définition de W/, il existe s €] —n, (m+1)n[ ety € B, tel
quez = U(s,y),donc z = ¥(t+s,y).Sit+s < (m+1)n, le point z est élément de W,..
Dans le cas contraire, soit 41 = g(y). Comme B,, C U’ N g(U’), y1 est élément de B, et
=U(t+s—7(y),y1).Sit+s—7(y1) < (m+1)n, z € W,,. Dans le cas contraire, nous
répétons le méme raisonnement en remplagant y par y;; nous posons y2 = g(¥y1), nous
voyons que y, € B, et que nous pouvons écrire z = U(t + s — 7(y) — 7(y1), v2).
En répétant cette opération un nombre fini de fois, nous formons une suite finie
(¥, Y1, .-, Yx) dans B, telle que 2 = U(t + s — 7(y) — 7(y1) — -+~ — T(Yk—1), Yk)>
avect+ s —7(y) — 7(y1) — - - — 7(yk—1) < (m + 1)n. Ceci prouve que z € W}..
Réciproquement, supposons que 1’orbite périodique O soit w-stable pour le flot réduit de
X (le cas ou O est a-stable pour ce systéme est analogue). Soit W’ un voisinage ouvert
de a dans P, W’ C U. Nous allons prouver qu’il existe un autre voisinage W de a dans
P, W| C W', tel que pour tout z € W1 et tout n € N, g™(z) soit défini et appartienne a
W'. Cela nous permettra de conclure que a est un point d’équilibre w-stable du systéme
dynamique a temps discret engendré par I’application de retour g.
Montrons d’abord qu’il existe 7 > 0 tel que I’unique point d’intersection de 1’orbite O
avec le disque fermé de I’hyperplan affine P de centre a et de rayon r soit le point a.
En d’autres termes, le réel 7 > 0 doit étre tel que si z € P N O vérifie ||z — a|| < 7,
alors nécessairement = a. Pour cela considérons, comme dans la démonstration de 2.3,
une forme linéaire hp sur E ayant pour noyau I’hyperplan vectoriel P associé a P. Nous
avons d

pr hp(¥(t,a))|,_, = hp(X(a)) #0,

car par hypothese X (a) n’est pas parallele a P. L’application ¢ — hp (¥(¢,a)) est donc
strictement monotone au voisinage de ¢ = 0. Aussi il existe ¢ > 0 tel que, pour tout réel
t vérifiant |t| < € et t # 0, nous ayons hp(¥(t,a)) # hp(a), ce qui exprime que le
point ¥(t, a) n’est pas élément de P. Soit A = O — { U(¢,a) ; |t| < €}. C’est une
partie fermée (et méme compacte) de £, puisque c’est le complémentaire, relativement
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au compact O, d’un petit arc de courbe ouvert contenant le point . Comme a ¢ A, la
distance d(a, A) est strictement positive. Soit 7 un réel vérifiant 0 < r < d(a, A) et assez
petit pour que Bg(a,r) NP soit contenu dans W’ (nous avons noté Br(a,r) la boule
fermée de £, de centre a et de rayon 7). Nous avons alors

Br(a,r)NONP={a},
ce qui prouve que 7 a bien les propriétés voulues. Posons
D1 =B(a,r/2)r‘|'P, D2=D1 ﬂg_l(Dl), D3= (BF((I,T)HP) —Dz,

ot nous avons noté B(a, r/2) la boule ouverte de £ de centre a et de rayon /2. Puisque a
est le seul point de O appartenant a Br(a, ) NP, et que ce point est élément de D7, nous
voyons que D3 N O = . Posons alors W = Q — D3. C’est un ouvert de £ (car D3 est
fermé), qui contient 1’orbite périodique O, donc un voisinage de . Utilisons maintenant
I’hypothese selon laquelle I’ orbite périodique O est w-stable : il existe un voisinage ouvert
W; de O, contenu dans W, tel que pour tout z € Wi et tout ¢ € R+, U (¢, z) est défini et
élément de W.

Finalement, posons W{ = W1 NP N D,. C’est un voisinage ouvert de a dans P, contenu
dans W'. Montrons qu’il a bien les propriétés voulues. Soit z € W/ et n € N. D’apres
la définition de Wy, g™ (z) est défini et appartient & W, car compte tenu de la définition
de I’application de retour g, il existe ¢t € R* tel que g™ (z) = U(t,z). De plus, g"(z) est
bien siir élément de P, donc de W N P. Mais nous avons

WNP=P-D3=DU{z€P; [z—al>r}.

En résumé, nous avons prouvé que pour tout z € W, et tout n € N, g™(z) est défini et
est élément, soit de Dy, soitde {z € P ; ||z — al| > r }. Mais D, C W et, d’apres la
définition méme de D, g(D;) C Dy.Comme Dy N{z € P ; |z — a| >} estvide,
nous pouvons affirmer que g(z) € D,. De proche en proche, nous prouvons de méme que
pour tout entier n € N, g™ (z) est élément de D5, donc de W' . 0

Etablissons d’abord une propriété qui nous sera utile pour prouver la proposition 2.11.

2.10. Lemme. — Soit C une courbe simple compacte de classe CP (p > 1) plongée
dans un espace affine £ de dimension finie. Cela signifie que C est une partie
connexe et compacte de £ telle que, pour tout x € C, il existe un voisinage ouvert
V de x dans &, un intervalle ouvert I de R contenant ’origine et une application
différentiable et injective p : I — £, de classe CP, dont la différentielle ne s’annule
en aucun point de I, telle que

©(0) =z et CNVcCcy(l)cC.

Soit @ un point de C' et P un hyperplan affine passant par a, ne contenant pas
la tangente en a & I’arc de courbe C. Soit d la distance associée & une norme sur
Pespace vectoriel E associé & £. Alors il existe un voisinage U de a dans P et un
réel A\ vérifiant 0 < A < 1, tels que pour tout point z € U,

Alz —all < d(z,C) <[|lz —af. (x)

Preuve :  Pour tout point z de &, la distance d(z, C) = inf,cc ||z — x| existe, puisque
C est compacte, et majorée par ||z — al|, puisque a € C. La seconde inégalité (x) de
I'énoncé est donc toujours vérifiée. D’aprés les hypothéses faites dans I’énoncé, il existe
un voisinage V de a dans &, un intervalle ouvert I de R contenant 1’origine et une
application différentiable ¢ : I — &, dont la différentielle ne s’annule pas, telle que
9(0) =zetCNV C p(I) C C.Soit 7 > 0 telle que la boule fermée de € de centre
a et de rayon 7 soit contenue dans V. Raisonnons par 1’absurde en supposant que pour
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tout voisinage U de a dans P et tout réel A €10, 1], il existe un point z de U tel que
A|z—a| > d(z,C). Soit (¢, , n € N) une suite décroissante de réels strictement positifs,
convergeant vers 0, avec g < 1/2. Pour tout n € N, il existe alors un point z,, € P
vérifiant
lzn —a]l S enr et enllzn —al > d(2,,C).
Comme C est compacte, il existe un point z,, € C tel que d(2,,C) = ||z, — Z,|.- On a
Izn — all < llZn — 2all + 20 — all < 2]|2n — all < 2ear <7,
ce qui prouve que le point z,, se trouve dans V', donc qu’il existe t,, € I telque x, = @(t,).
Ces inégalités prouvent aussi que lim,,_,; o Z,, = a. Puisque €, (|2, — a| > |2, — 2.,
T, estdistinct de a, donc t,, # 0. En prenant si nécessaire une suite extraite, nous pouvons
supposer les ¢,, tous de méme signe. La demi-droite issue de a passant par le point x,, a
pour limite, lorsque . — +00, une demi-droite tangente a la courbe C' au point a. Posons
Tp—Q
|zn —all
La suite (y, , » € N) converge vers un point y de la droite tangente en a a la courbe C,
tel que ||y — a| = 1. Mais la distance de y,, a I'hyperplan P vérifie
d(Tn, P) < 120 — Tal|

Yn = a+

W P) = g —al = o =l
|20 — Tal
T lzn — all = lzn — z4|
12n — za| 1
= |lzn —all 1— l[2n — x|
l2n — all
Sén T En

Puisque lim,,, 4 o0 d(yn, P) = 0, nous avons d(y, P) = 0, ce qui prouve que y € P.
Cela contredit I’hypothése selon laquelle I’hyperplan P ne contient pas la tangente en a a
I’arc de courbe C. En conclusion, il existe bien un voisinage U de a dans P et un réel
vérifiant 0 < A < 1, tels que pour tout point 2z € U, la double inégalité (x) ci-dessus soit
vérifiée. 0
2.11. Proposition. — Soit X un champ de vecteurs de classe CP (p > 1) défini
sur un ouvert €2 d’un espace affine £ de dimension finie, et ¥ son flot réduit. Soit
a € Q2 tel que X(a) # 0 et que l'orbite O du point a soit périodique de période
T > 0. Soit P un hyperplan affine de £ passant par a et non paralléle a X (a), U
un voisinage ouvert de a dans P sur lequel est définie I’application de retour de
Poincaré g : U — g(U) (corollaire 2.6). Soit z € . Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :
(i) il existe to € R* tel que le point To = U(ty, z) soit élément de U, que pour
tout n € N, g™(zo) soit élément de U, et que

. n o

LHm g% (z0) =a ;
(i) pour tout t € Rt, U(t, z) est défini et, en notant d la distance associée & une

norme sur E,
lim d(¥(t,z),0) =0.
t—+-o00

De plus, ces deux propriétés équivalentes impliquent la propriété :
(iii) le point z appartient au bassin d’attraction de O.
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Preuve: Montrons d’abord que (i) implique (ii); supposons donc la propriété (i) satisfaite.
Pour tout n € N, posons z, = g™(x) et, en notant 7 ’application temps de retour,
1, = T(»). Nous avons

Tnt1 = Y(Tn, Tn) = V(T + Tno1, Tn—1) =+~ = \I!(to + Z Tm,z> .
m=0

Puisque lim, .4 Zn = a et que I'application temps de retour 7 est continue,
limp—too T = 7(a) = T > 0. La série de terme général 7,,, est donc divergente.
L’égalité ci-dessus prouve que ¥ (¢, z) est défini pour des valeurs arbitrairement grandes
de t, donc pour tout ¢ € R*. Raisonnons par 1’absurde, en supposant que la propriété (ii)
n’est pas vérifiée. Il existe alors € > 0 et une suite croissante (¢, , m € N*) de réels
positifs, avec t1 > to, qui tend vers +00, tels que pour tout m € N*, d(¥(tm, 2),0) > e.
Pour tout m € N*, il existe un entier n(m) € N tel que

n(m) n(m)+1
to+ > Tk <tm<to+ » %
k=0 k=0

En remplagant si nécessaire la suite (¢, , m € N*) par une suite extraite, nous pouvons
supposer que la suite (¢ + EZ(:"J) Tk, m € N*) est croissante et tend vers +oo. Posons
n(m)
Om =t —to — Z‘rk.
k=0
Nous avons alors 0 < 0., < Tp(m)4-1, € qui prouve que la suite (6, , m € N*) est bornée,
donc possede une valeur d’adhérence 6. En remplagant a nouveau la suite (¢,, , m € N*)
par une suite extraite, nous pouvons supposer que lim, ;o 0, = 8 € [0,T]. Nous
avons, pour tout m € N*,
U(tm, 2) = U(Om, Tn(m)) -
Or lorsque m — 400, le membre de droite de cette égalité a une limite, ¥ (6, a),
qui est un point de O. Ceci contredit I’hypothese selon laquelle pour tout m € N*,
d(¥(tm, 2),0) > €. Nous avons ainsi prouvé que la propriété (ii) est vérifiée.

Montrons maintenant que (ii) implique (iii); supposons donc la propriété (ii) satisfaite. Soit
(t., n € N) une suite de réels positifs, croissante et tendant vers +oo. La propriété (ii)
implique que limp, o0 (¥ (tn, 2), ©) = 0. Comme O est compacte, pour toutn € N, il
existe un point y, € O tel que d(¥(tn,2),0) = || ¥(tn,2) — yn||- La suite (yn , n € N)
est contenue dans le compact O, donc admet une valeur d’adhérence y € O. Ainsi il y
a au moins un point y de O qui appartient a L,,(2). Mais d’apres la proposition 1.2.5,
I'orbite du point y, qui n’est autre que O, est contenue dans L, (z). Enfin la propriété (ii)
montre que L,,(2) ne peut contenir aucun point autre que ceux de O. Nous avons ainsi
prouvé que L, (2) = O, c’est-a-dire que z appartient au bassin d’attraction de O.
Montrons maintenant que (ii) implique (i); supposons donc la propriété (ii) vérifiée. La
propriété (iii) 1’est aussi, puisque nous avons prouvé que (ii) implique (iii) La proposition
2.4 montre qu’il existe un voisinage V de a dans €, un réel > 0 et une application CP-
différentiable @ : V —] — n, 4| tels que (¢, z) — ¥(t, ) soit un CP-difféomorphisme
de [~n, +n[x(PNV)sur V, d’inverse y — (—0(y), ¥(6(y),y)).

D’aprés le lemme 2.10, il existe un voisinage U’ de a dans P et un réel \ vérifiant
0 < X < 1 tels que, pour tout point z de U’,

Alz —all < d(z,0) < ||lz - af .
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Soit 7 > 0 tel que la boule B(a,r) de £ soit contenue dans V' et que P N B(a,r) soit
contenu dans U N U’. La propriété (ii) montre qu’il existe ¢,, > 0 tel que pour tout réel
t > tm, d(\Il(t, 2), (’)) < Ar. Comme B(a, ) est un voisinage de a, la propriété (iii)
implique qu’il existe des réels ¢ > 0, arbitrairement grands, tels que ¥ (¢, 2) € B(a,r).
Mais alors ¥ (8(¥(t,2)), ¥(t, 2)), ¢’est-a-dire ¥ (¢ + 0(¥(t, 2)), z) est élément de U.
En prenant ¢ assez grand, nous pouvons supposer que to = ¢ + 0(¥(¢,2)) > tm. Nous
avons ainsi prouvé I’existence de tp > 0 tel que zo = ¥(to, 2) € U.

Posons ©; = g(zo) Nous avons z; = ¥(7(z0),%0) = ¥(to + 7(x0),2). Puisque
to + 7(x0) = tm, d(z1, O) < Ar, donc

lz1 —all < A7Yd(z1,0) < A7 Ar =,

ce qui prouve que z; € P N B(a,r). De proche en proche, nous voyons de méme que
pour tout entier n € N, z,, = g"(z0) € P N B(a, ). Nous avons, pour toutn € N,

”mn - (l“ < )\_ld(.’I}n, O) .

Comme limy,,—, 4 o d(Zr, @) = 0, nous avons aussi lim,_, o [|Zn — a| = 0. 0

2.12. Remarque. — En procédant de la méme maniere, on peut prouver un énoncé
analogue a celui de la proposition 2.11, les propriétés équivalentes (i) et (ii) étant
remplacées par les propriétés (i’) et (ii’) ci-dessous :
(") il existe to € R~ tel que le point o = U(to, 2) soit élément de g(U), que pour
tout n € N, g~"(xo) soit élément de g(U), et que
. n o
Jim g7 (z0) = a ;
(ii") pour tout t € R™, ¥(t,2) est défini et, en notant d la distance associée a une

norme sur F,
lim d(¥(¢,z),0) =0.
t——o0

Quant a la propriété (iii), impliquée par les propriétés équivalentes (i) et (i), elle est
remplacée par (iii’) ci-dessous :
(iii’) le point z appartient au bassin de répulsion de O.

2.13. Théoréeme. — Soit X un champ de vecteurs de classe CP (p > 1) défini
sur un ouvert ) d’un espace affine € de dimension finie, et ¥ son flot réduit. Soit
a € ) tel que X(a) # 0 et que 'orbite O du point a soit périodique de période
T > 0. Soit P un hyperplan affine de £ passant par a et non paralléle a X (a), U
un voisinage ouvert de a dans P sur lequel est définie ’application de retour de
Poincaré g : U — g(U) (corollaire 2.6). Considérons les deux propriétés suivantes :
(i) le point a est point d’équilibre attractif (resp., répulsif) du systéme dynamique
a temps discret engendré par g;
(ii) Porbite périodique O est attractive (resp., répulsive) pour le systéme dy-
namique & temps continu associé au champ de vecteurs X .
La propriété (i) implique la propriété (ii). Réciproquement, si la propriété (ii) est
satisfaite et si, de plus, 'orbite périodique O du systéme dynamique & temps
continu { ¥; ; t € R} est w-stable (resp., a-stable) au sens de Liapounov, alors
la propriété (i) est satisfaite et, de plus, le point d’équilibre a du systéme dynamique
a temps discret engendré par g est w-stable (resp., a-stable) au sens de Liapounov-
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Preuve : Nous traiterons le cas attractif (le cas répulsif étant analogue). Supposons a
point d’équilibre attractif du syst¢me dynamique a temps discret engendré par 1’application
de retour g. Il existe un voisinage ouvert W{ de a dans P, W C U, tel que pour tout
z € Wi ettout n € N, g™(x) soit défini et lim,,—, ;o0 g”(z) = a. En remarquant que
T(g"’(.’l;)) converge, lorsque n — +00, vers 7(a) = T > 0, il est facile d’en déduire que
pour tout z € W{ et pour tout t € R*, U(¢, x) est défini. En restreignant éventuellement
W] et en utilisant la proposition 2.4, nous pouvons supposer qu’il existe 7 > 0 tel que
(t,z) — ¥(t,z) soit un difféomorphisme de ] —n, +n[ x W] sur son image, cette derniere
étant un voisinage ouvert de a dans 2. Posons
Wy =¥(] —n, +oo[ xWJ).

Nous voyons que W est un ouvert de £ contenant I’ orbite périodique O et contenu dans
2. De plus, pour tout ¢ > O et toutz € W1, ¥(¢, ) est défini et la proposition 2.11 montre
que Lo, (z) = O. L'orbite O est donc attractive au sens de Liapounov.

Supposons maintenant I’orbite périodique O attractive et w-stable au sens de Liapounov
pour le systéme dynamique a temps continu { ¥; ; ¢ € R }. Il existe donc un voisinage
ouvert W de O dans 2 tel que pour tout z € W et tout t > 0, U(¢, z) existe et que
lim¢— 400 d(¥(t, ), 0) = 0. Posons W/ = P N W NU; c’est un voisinage de a dans U.
Mais d’apres le théoréme 2.9, a est un point d’équilibre w-stable au sens de Liapounov du
systtme dynamique 2 temps discret engendré par g. Il existe donc un voisinage W de a
dans U tel que pour tout z € W et tout n € N, g™(z) soit défini et appartienne a3 W"'.
Puisque W C W, pour tout z € W”, U(¢, z) existe et limy— .00 d(¥(t,z), O) = 0.
La proposition 2.11 montre alors que pour tout € W”, limn—, 1.0 ||g™(2) — a|| = 0, ce
qui exprime que a est point d’équilibre attractif du syst¢éme dynamique a temps discret
engendré par g. O

2.14. Remarque. — Dans le théoréme ci-dessus, la propriété (ii) seule n’implique pas la
propriété (i). Cela n’a rien de surprenant : le fait d’étre attractif, ou répulsif, pour un point
d’équilibre ou une orbite périodique, n’est pas une propriété locale. Le systéme dynamique
a temps discret engendré par I’application de retour g est défini sur un voisinage du point
a dans I’hyperplan P qui, en général, ne rencontre pas toutes les orbites du champ de
vecteurs X ; par conséquent, ce systéme a temps discret ne saurait rendre compte de toutes
les propriétés du systéme dynamique a temps continu associé a X.

3. Orbites périodiques attractives

En utilisant les théorémes 2.9 et 2.13, nous allons établir une condition suffisante pour
qu’une orbite périodique d’un champ de vecteurs de classe C? (p > 1) soit 2 la fois w-
stable et attractive. Nous aurons besoin de quelques résultats d’algebre linéaire, rappelés
au chapitre VIIL

3.1. Théoréme. — Soit X un champ de vecteurs de classe CP (avec p > 1) sur un
ouvert §) d’un espace affine £, de dimension finie. On note ¥ le flot réduit de X et
{¥; ; teR} le systéme dynamique associé. Soit a € Q) tel que X(a) # 0, dont
Porbite O est périodique de période T > 0. On note DU (a) la différentielle du
difféomorphisme U7 au point a, et on suppose que cet automorphisme linéaire de
Pespace vectoriel E associé & I’espace affine £ admet 1 pour valeur propre simple
et a toutes ses autres valeurs propres de module strictement inférieur & 1. Alors
Porbite périodique O est w-stable et attractive.

Preuve : D’aprés le lemme 2.2, nous avons
DW(a) (X(a)) = X (¥r(a)) = X(a).
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Comme nous avons supposé X (a) non nul, cela prouve que X (a) est vecteur propre
de DUrp(a), associé a la valeur propre 1. Nous avons supposé aussi que 1 était valeur
propre simple de D¥(a); le noyau de (D\IIT (a)—id E) est donc le sous-espace vectoriel
RX (a), de dimension 1, de I’espace E . Le polyndme caractéristique IT4 de DWr(a) est
de la forme

ITa(A) = (A= DIL(A),
ou IT; (A\) est un polyndme en une indéterminée A non divisible par (A — 1), donc premier
avec (A — 1). Posons

P =kerII; (D¥r(a)) .
Le théoréme VII.1.6 montre que P est un sous-espace vectoriel de E invariant par DV (a)
(c’est-a-dire vérifiant DU (a)(P) C P), supplémentaire de RX (a), donc non parallele
a X (a). Le sous-espace P de FE est de codimension 1 : ¢’est un hyperplan vectoriel.
Pour construire une application de retour de Poincaré, choisissons pour hyperplan affine P
I’hyperplan parall¢le a P passant par a. Comme précédemment, nous notons g I’application
de retour de Poincaré, U le voisinage ouvert de a dans P sur lequel elle est définie, et
{g™ ; n € Z} le systtme dynamique a temps discret qu’elle engendre.
Soit u € P. Lors de la démonstration de 2.5, nous avons calculé Dg(a)(u); compte tenu
du fait que nous avons maintenant b = a et A = T, nous avons

Dg(a)(u) = (D7(a)(v))X (a) + D¥r(a)(u).
Mais puisque DU (a) laisse P invariant et que u € P, DUp(a)(u) est élément de P.
Comme Dg(a)(u) est aussi élément de P, nous avons nécessairement

Dr(a)(u) =0 pourtout u € P.

Ainsi Dg(a) n’est autre que la restriction de DWr(a) a P. Ses valeurs propres sont les
racines du polyndme II;, c’est-a-dire les valeurs propres de DWr(a) autres que 1. Par
hypothese, elles sont toutes de module strictement inférieur a 1. La proposition I11.2.10
montre alors que a est un point d’équilibre w-stable et attractif du systtme dynamique
a temps discret { g” ; n € Z}. Enfin, les théorémes 2.9 et 2.13 montrent que 1’orbite
périodique O est w-stable et attractive. 0

3.2. Remarques

a) On établirait de méme une condition suffisante pour que I’orbite périodique O soit
a-stable et répulsive (remplacer “DW¥r(a) admet 1 pour valeur propre simpe et a toutes
ses autres valeurs propres de module strictement inférieur a 1” par “DW 1 (a) admet 1 pour
valeur propre simple et a toutes ses autres valeurs propres de module strictement supérieur
al”).

b) Le théoreme précédent est en pratique plus difficile a utiliser que son analogue I11.2.10
pour les points d’équilibre, car les conditions a vérifier portent sur la différentielle de ¥,
et non sur la différentielle du champ de vecteurs X.

4. Un exemple : ’équation de Van der Pol

4.1. Motivations physiques. — Considérons un circuit électrique comportant une
résistance R, une self £ et un condensateur C, disposés en triangle (voir figure IV.4).

On note 1, 2 et 3 les sommets du triangle. La résistance est placée sur le coté 1-2, la self
sur le coté 2-3 et le condensateur sur le c6té 3—1. Choisissons un sens positif sur chaque
coté, par exemple de 1 vers 2, de 2 vers 3 et de 3 vers 1, représentés par des fleches
sur la figure IV.4. Notons iR, ic et i¢c I'intensité (comptée algébriquement) du courant
électrique, a I’instant considéré, dans la branche du circuit contenant la résistance, la self
et la capacité, respectivement.
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Figure IV4. Circuit électrique avec résistance, self et condensateur

La premiére loi de Kirchhoff, qui exprime qu’il n’y a pas accumulation de charge électrique
aux sommets du triangle, nous donne les relations

iR =1ic=1tc=1.
Notons Vi, Vz et Vz le potentiel électrique aux sommets 1, 2 et 3, respectivement. Ecrivons
les équations qui lient I’intensité du courant qui passe dans chaque branche du circuit a

la différence de potentiel entre les deux extrémités de cette branche. Pour la branche 1-2,
cette relation est 1a loi d’Ohm. Nous 1I’écrirons sous la forme

I/1 - V2 =g (ZR) )
ou g est une fonction d’une variable réelle, car nous voulons pouvoir traiter le cas ou la
résistance R est non linéaire, et méme (avec une fonction g pouvant prendre des valeurs
négatives) celui ou cette résistance est en fait un générateur de courant électrique.
Pour la branche 2-3, cette relation est la loi de Faraday. Elle s’écrit

di

LEE
de
ou L est une constante strictement positive appelée inductance de la self £ , et o 6 désigne
le temps.
Pour la branche 3-1, cette relation est la loi de la capacité,
. d(Va — W
ie=C (Vs 1) ,

de

ol C est une constante strictement positive, la capacité du condensateur C.
Posons

=V2_‘/3a

W = V1 - 1/3 .
La premiére loi de Kirchhoff, la loi de Faraday et la loi d’Ohm nous permettent d’écrire
L%=V2"V3=V2_VI+VI_V3=W_9(7:)'
De méme, la loi de la capacité et la premiére loi de Kirchhoff nous permettent d’écrire
aw .
C E = —1.
Nous avons donc obtenu, pour le couple de fonctions (i, W), le systeme différentiel
di .
L @ =W - g (?’) ’
c™W _

do
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Posons
z=+VLi, y=VCWwW, t=

et désignons par f la fonction, d’une variable réelle z,

fla)=vCo () .

Moyennant ce changement de fonctions inconnues (z et y au lieu de ¢ et W) et ce
changement d’unité de temps (mesuré maintenant par ¢ au lieu de ), le systéme différentiel
ci-dessus devient

0
VvLC’

dz
E =Yy - f ($) )
dy _
dt
C’est une équation différentielle dans R? appelée équation de Liénard.
Dans le cas particulier olt

fle)=4°—=,
I’équation de Liénard est appelée équation de Van der Pol.
4.2. Cas ou f est linéaire. — Considérons le cas ou la résistance R est linéaire. La loi
d’Ohm s’écrit
Vi - Vo= Rigr,
ol R est une constante. Posons

C

Remarquons au passage que pour une résistance au sens usuel, R et p sont strictement
positifs. Le cas ou R et p sont nuls est celui ou le circuit considéré est non dissipatif, et le
cas ou R et p sont strictement négatifs celui ou dans la branche 1-2 du circuit, on a une
source de courant électrique.

L’équation de Liénard devient

dt
C’est une équation différentielle linéaire dans R?, ayant pour matrice

A= ( A ) .
Le polyndme caractéristique de A est
Ta(A) =A%+ pA+1.
Utilisant les résultats du paragraphe 5 du chapitre III, nous voyons que 1’origine est

— un nceud attractif pour —oo < p < -2,
— un foyer attractif pour —2 < p < 0,

un centre pour p = 0,

un foyer répulsif pour 0 < p < 2,

un neeud répulsif pour 2 < p < +00.
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4.3. Propriétés générales de 1’équation de Liénard. — Revenons a 1’équation de
Liénard sous sa forme générale
dr
dt
dy
dt
Nous supposons la fonction f différentiable de classe CP, avec p > 1.
Recherchons les points d’équilibre. Nous voyons immédiatement qu’il en existe un seul,
le point (z =0, y = f£(0)). Pour I’étude de la nature de ce point, nous employons la
méthode de linéarisation, consistant a appliquer les propositions I11.6.2, I11.7.7 et II1.7.10.
L’équation linéarisée au voisinage du point d’équilibre s’écrit
o= PO,
dv
primiaCT
C’est I’équation qui a été étudiée au paragraphe précédent, avec p = f/(0).
La proposition II1.6.2 nous permet d’affirmer que dans tous les cas ou toutes les valeurs
propres de la matrice de 1’équation linéarisée ont une partie réelle non nulle, la nature
(a-stable ou w-stable, attractive ou répulsive) du point d’équilibre de I’équation de Liénard
est la méme que celle de I’origine pour 1’équation linéarisée. Nous pouvons donc affirmer
que le point d’équilibre (z = 0, y = f(0)) de I’équation de Liénard est
— w-stable et attractif si f/(0) < 0,
— a-stable et répulsif si f/(0) > 0.

Les propositions II1.7.7 et II1.7.10 nous permettent de mieux préciser la nature de ce point
d’équilibre. Elles montrent que ce point est

— un neeud attractif si —oo < f'(0) < —2,
— un foyer attractif si —2 < f/(0) < 0,

- un foyer répulsif si 0 < f/(0) < 2,

- un neeud répulsif si 2 < f/(0) < +oo.

Lorsque f/(0) = 0, la méthode de linéarisation ne permet pas de conclure : 1’origine est
dans ce cas un centre pour I’équation linéarisée, mais cela ne permet pas de connaitre la
nature du point d’équilibre de 1’équation de Liénard.

y—f(w),

Lorsque f/(0) = +2, la proposition IIL6.2 s’applique et montre que le point d’équilibre
de I’équation de Liénard est w-stable et attractif si f/(0) = —2, a-stable et répulsif si
f'(0) = 2. Mais les propositions IIL.7.7 et I11.7.10 ne s’appliquant pas, la méthode de
linéarisation ne nous permet pas de dire si ce point d’équilibre est un foyer ou un neeud
(voir II1.7.11 b).

I est également possible d’avoir des informations sur le point d’équilibre de I’équation de
Liénard grace a 1a méthode de Liapounov. Posons en effet

2
E(z,y) =2+ (y— f(0))".
Soit t — ((t), y(t)) une solution de I’équation de Liénard. Nous avons

94 Blat), y(t) = 22 (f(2(0) - £0))

Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout z € R vérifiant 0 < |z| < e,
nous ayons z(f(x) — £(0)) > 0 (resp., z(f(z) — £(0)) < 0). Alors le théoréme de
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Liapounov I1.2.6 montre que le point d’équilibre (0, f(O)) est w-stable (resp., a-stable)
au sens de Liapounov.

Remarquons au passage que sous les mémes hypotheses, le théoréme de Liapounov, dy
moins sous la forme II1.2.6, ne permet pas d’affirmer que le point d’équilibre (0, f (0)) est
répulsif (resp., attractif), car pour z(t) = 0, y(¢) n’étant pas nécessairement égal a f(0),

d
ou encore (x(t),y(t)) n’étant pas le point d’équilibre, on a p E(z(t),y(t)) =0.

4.4. Application a I’équation de Van der Pol. — Considérons maintenant I’équation

de Van der Pol,

%:y—f(:c), avec f(z)=2a°—-=z,

W_ .

t
L’unique point d’équilibre est 1’origine (x = 0, y = 0). En posant
E(z,y) = z* +y°,

nous voyons, comme dans le paragraphe précédent, que pour toute solution ¢
(z(t),y(t)) de I’équation de Van der Pol,

%E(w(t),y(t)) = 2(:c(t))2(1 —x(t)) (1 + z(¢)) .

Nous voyons donc que I’origine est un point d’équilibre a-stable. D’autre part, pour tout
réel r vérifiant 0 < r < 1, le disque fermé

DT:{(xay) € R? ) E(a:,y) ST}

est négativement invariant par le syst¢tme dynamique associé a 1’équation de Van der Pol,
et ne contient pas d’orbite compléte sur laquelle E est constante, autre que celle réduite au
point d’équilibre. Le théoréme II1.3.5 (moyennant les changements de signe appropriés et
le remplacement de “bassin d’attraction” par “bassin de répulsion”) montre que 1’origine
est un point d’équilibre répulsif, et que le disque D, est contenu dans son bassin de
répulsion.

L’équation linéarisée, au voisinage de I’origine, est

L
dt—u v,
d__,
dt

La méthode de linéarisation permet d’affirmer que I’origine est un foyer répulsif.

4.5. Sens de variation des coordonnées le long d’une courbe intégrale
Considérons les quatre parties ouvertes du plan R?,

A={(m,y)eR2; x>0, y>:c3—:v},
B={(z,y)€R’; 2>0, y<az*-z},
C={(z,y) €R®; <0, y<z*-z},
D={(z,9) eR?; <0, y>z°-z}.
Pour toute solution ¢ — ¢(t) = (z(t),y(t)) de I’équation de Van der Pol, nous voyons
dx(t)  dy(t)

que 7 et 7 ont un signe constant dans chacun des ouverts A, B, C et D du plan
dx(t)

R2. Nous voyons également que — est nul sur la courbe d’équation y = 2% — z, et
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Figure IV.5. Sens de variation de ¢ +— ¢(t)
ay(t)

que —— est nul sur I’axe des ordonnées, d’équation z = 0. En utilisant ces remarques,

dt
nous avons représenté par des fleches, sur la figure IV.5, le sens de variation de z(t) et

de y(t) dans chacun des ouverts A, B, C et D. Nous avons aussi indiqué la direction des
tangentes aux orbites de I’équation aux points ou ces orbites traversent les courbes qui
séparent deux de ces ouverts, et le sens de la traversée lorsque ¢ croit.

La disposition des fleches sur la figure IV.5 permet de penser que les trajectoires de
I’équation de Van der Pol tournent autour de I’origine dans le sens inverse du sens
trigonométrique, en passant successivement, lorsque ¢ croit, dans les ouverts A, B, C
et D, puis a nouveau A, et ainsi de suite. Nous allons prouver ce résultat, de manicre
rigoureuse. Mais prouvons d’abord le résultat trés simple ci-dessous, mettant en évidence
une symétrie du portrait de phases.

4.6. Lemme. —  L’origine de R? est un centre de symétrie pour le portrait de
phases de I’équation de Van der Pol. Plus précisément, si t — (z(t),y(t)) est
une solution de cette équation, la composée de cette solution avec la symétrie par
rapport & lorigine, c’est-a-dire Iapplication t — (—z(t), —y(t)) est aussi solution
de ’équation.

Preuve :  Posons Z(t) = —xz(t), widetildey(t) = —y(t). Nous avons

) _ ) _ )4 £ e0) =500 - £(30),

dt dt
dy(t) _ dy(t) ~
L = 2 a(t) = -3¢t
car la fonction f est impaire. Nous avons ainsi vérifié que ¢ — (5(t), ﬂ(t)) est solution
de I’équation de Van der Pol. O

4.7. Lemme. — Soit yo > 0, et t — p(t) = (z(t),y(t)) la solution maximale de
Péquation de Van der Pol qui vérifie £(0) = 0, y(0) = yo. Il existe deux réels t, (1)
et t2(yo), vérifiant 0 < t1(yo) < t2(yo), tels que (t) soit défini pour tout t vérifiant
0 <t <ty(yo) et soit

— élément de I'ouvert A pour 0 < t < t;(yo),

— élément de I’arc de courbe (z >0, y = x3 — ) pour t = t,(yo),
— élément de I'ouvert B pour t1(yo) < t < t2(vo),

— élément du demi-axe (x =0, y < 0) pour t = t5(y).
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Preuve : Nous avons

d:fz—it)lho =% >0, y(0)— f(z(0)) =90 > 0.

Par suite, pour £ > 0 mais assez petit,
z(t) >0,  y) - f(z@) >0,

ce qui exprime que ¢(t) = (z(t), y(t)) est élément de A.

Nous allons montrer que ¢(t) ne peut pas étre élément de A pour tout ¢ > 0 pour lequel il
est défini. Faisons un raisonnement par 1’absurde, en supposant ¢(t) € A pour tout ¢ > (
pour lequel o(t) est défini. Les fonctions ¢ — z(t) et ¢ — y(t) sont donc, respectivement,
croissante et décroissante, et le point (t) est élément, pour tout ¢ > 0 pour lequel il est
défini, de la partie K du plan R?

K={(z,y) eR?; 0<z,2°-z<y<y},

z(0) =0,

qui est une partie fermée et bornée de R?, représentée sur la figure IV.6.

Figure IV.6. La partie K de R?

Le théoreéme I1.3.3 nous permettrait alors d’affirmer que ¢ (t) est défini pour tout ¢ > 0. Les
fonctions ¢ — z(t) et ¢t — y(t), monotones et bornées, ont une limite lorsque ¢ — +o0.
La proposition ITI.1.5 montre que le point lim;_, o, () est un point d’équilibre. Ce point
ne peut pas étre 1’origine, car ¢ — z(t) est croissante et prend des valeurs strictement
positives pour ¢ > 0 assez petit. L’origine étant ’'unique point d’équilibre de 1’équation
de Van der Pol, nous sommes arrivés a une contradiction, et nous avons ainsi prouvé par
I’absurde que @(t) ne peut pas étre élément de A pour tout ¢ > 0 pour lequel il est défini.
Nous pouvons alors affirmer que le réel

t1(yo) =sup{t € R; ¢ >0, (t) défini et p(#) € A pourtoutf telque 0 < 6 < ¢ }

existe. Le point lim,_,;, (yo), t<t:(yo) ©(t) €xiste, puisque sur ]0,¢1(yo)[, t — z(t) et
t — y(t) sont monotones et bornées. Ce point appartient nécessairement a la frontiére de
A, et méme, plus précisément, a la partie de cette frontiere constituée par I’arc de courbe
(>0, y =23 —x), car lim,_4, () 2(¢) étant > 0, ce point n’est sirement pas élément
de I’axe des ordonnées. Comme il appartient au domaine de définition de 1’équation, c€
point n’est autre que ¢ (¢1(yo)), et nous sommes ainsi assurés du fait que ¢ (t1(yo)) est
défini et appartient a ’arc de courbe (z > 0, y = z° — z).
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Nous avons

2(ti) >0, y(ti(w0)) — £(2(t1(w0))) =0,
() - £@0)]_ = —altso) <.

t=t1(yo)

Par suite, pour ¢ — 1 (yo) > 0 mais assez petit,
z(t) >0, yt) - f(=(®) <0,

ce qui exprime que p(t) = (z(t), y(t)) est élément de B.

Supposons que pour tout ¢ > ¢1(yo) tel que o(t) soit défini, nous ayons o(t) € B. Les
fonctions ¢ — x(t) et t — y(t) sont donc décroissantes pour ¢ > ¢1(yo). La premiére,
z(t), minorée par 0, a une limite finie lorsque ¢ — #max, extrémité droite de I’intervalle
de définition de . Si la seconde, y(t), avait aussi une limite finie, ©(t) resterait, pour
t1(30) < t < tmax, dans une partie compacte de R%. D’apres le théoréme 11.3.3, nous
devrions alors avoir tmax = +00 et le point lim;—, 4 oo (t) serait un point d’équilibre. Le
seul point d’équilibre de I’équation de Van der Pol étant I’origine, cela n’est pas possible.
En effet,

— ou bien y(t1(yo)) < 0; mais alors, ¢ — y(t) étant décroissante, lim;—, oo y(t) < 0
et lim;_, | o (t) ne peut étre I’origine;

— ou bien y(t1(yo)) > 0; mais alors z(¢1(yo)) > 1 puisque (x(h(yo)),y(tl(yo)))
est sur I’arc de courbe (z > 0, ¥y = x> — z); si nous avions lim;_, | o, z(t) = 0,
il existerait @ > ¢;(yo) tel que z(#) = 1/2; le point (z(6), y(8)) étant élément de
I’ouvert B, nous aurions y(f) < 0; la fonction ¢ — y(¢) étant décroissante, nous
aurions lim;_, o y(¢) < 0, et le point lim;_, ; o, ©(¢) ne serait pas 1’origine.

Toujours sous I’hypothese selon laquelle pour tout ¢ > ¢;(yo) tel que p(t) existe,
ce point est élément de B, nous venons de voir qu’en supposant que lim;—;___y(¢t)
est fini, nous arrivons a une contradiction. Nous allons montrer qu’en supposant que
lim,, ,, y(f) = —oo (ce qui est la seule autre possibilité, puisque ¢ — y(t) est
dy(t)
dt
borné, y(t) ne peut tendre vers —oo lorsque ¢ — tmax que si tmax = +00. Considérons

alors 1’équation

décroissante), nous arrivons aussi a une contradiction. Puisque = —x(t) reste

B — ) - (i)

Puisque z(t) tend vers une quantité finie, que f est continue et que y(t) tend vers —oo,
dx(t

tend vers —oo. Cela entrainerait lim;_, oo (¢) = —00, en contradiction avec le
fait que si (t) reste dans I’ouvert B, z(t) est minoré par 0.

En résumé, nous avons prouvé que I’hypothése selon laquelle, pour tout ¢ > ¢;(yo) pour
lequel (t) est défini, ce point appartient a I’ouvert B, nous conduit, dans tous les cas
possibles, a une contradiction. Nous pouvons donc affirmer que

ta(yo) =sup{t €R ; t > t1(yo), p(t) défini
et p(0) € B pour tout § vérifiant ¢1(yo) < 6 <t }

existe. Sur I'intervalle ]t (yo),t2(y0)[, les fonctions ¢t + xz(t) et ¢t +— y(t) sont
décroissantes; la premiére est minorée par 0; la dérivée de la seconde est égale a —z(t),
donc est bornée, et par suite (intervalle J¢1(yo), t2(yo)[ étant lui aussi borné), y(t) est
bornée. Les limites de ces deux fonctions lorsque ¢ — t2(yo) existent donc, et le point
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lim¢_,4,(yo) ©(t), dont ce sont les coordonnées, est nécessairement élément de la frontiére
de B. Ce point ne peut pas étre 1’origine (car ¢3(yp) est fini, or une courbe intégrale ne
peut tendre vers un point d’équilibre que lorsque ¢ tend vers I’infini). Ce ne peut étre un
élément de I’arc de courbe (z > 0, y = x® — x), car en tout point de cet arc de courbe, les
orbites de 1’équation de Van der Pol traversent cet arc de courbe, lorsque ¢ croit, dans le
sens allant de A vers B. Donc le point lim;_,:, ©(¢) ne peut qu’étre élément du demi-axe
(x =0, y < 0). Cest un élément du domaine de définition de I’équation de Van der Pol;
nous sommes donc assurés que t2(yo) appartient a 1’intervalle de définition de ¢, et que
ce point n’est autre que ¢ (¢2(yo0))- 0

4.8. Proposition. — Les hypothéses et notations étant les mémes que celles du
lemme précédent, il existe une suite réelle (t,(yo), n € N), vérifiant to(yo) = 0
et, pour tout n € N*, 0 < t,(y0) < tnt1(%0), telle que p(t) soit défini pour tout ¢
vérifiant 0 < ¢ < sup,cn tn(yo) et soit, pour tout entier k € N,

~ élément du demi-axe (x =0, y > 0) pour t = t4x(yo),

— élément de 'ouvert A pour tax(yo) < t < tag+1(¥0),

— élément de I'arc de courbe (z > 0, y = z° — ) pour t = tak11(¥0),
— élément de 'ouvert B pour tq11(yo) < t < taxs2(¥0),

— élément du demi-axe (x =0, y < 0) pour t = t4x+2(¥0),

— élément de I'ouvert C pour tar2(yo) < t < tars3(¥o),

— élément de I’arc de courbe (z < 0, y = z° — ) pour t = t4x13(¥0),

élément de I'ouvert D pour tax+3(yo) < t < t4(k+1)(%0)-

Preuve :  Pour alléger les notations, nous écrirons ¢, au lieu de ¢, (yo) lorsqu’il n’y a pas
de risque de confusion. Nous avons posé t, = 0, et ©(0) est bien élément du demi-axe
(x =0, y > 0).D’apres le lemme 4.7, les deux termes suivants de la suite, ¢; et to, existent
et ont les propriétés désirées; en particulier, z(t2) = 0 et y(¢2) < 0. En remplagant yo par
—y(t2) et en utilisant & nouveau le lemme 4.7, nous voyons que la solution de 1’équation
de Van der Pol qui passe, pour ¢ = 0, par le point (0, —y(tg)) , traverse I’arc de courbe
(z > 0, y = 2% — x) 4 un instant ¢| et le demi-axe (z = 0, y < 0) a un instant ¢,.
Le lemme 4.6 montre que la composée de cette solution avec la symétrie par rapport a
I’origine, c’est-a-dire la solution de 1’équation qui passe, au temps ¢ = 0, par le point
(0,y(t2)), traverse I'arc de courbe (z < 0, y = z° — z) a I'instant ¢] et le demi-axe
(x =0, y > 0) a I'instant ¢}. En posant ¢t3 = t5 + t} et t4 = t2 + ¢4, nous vérifions que
les deux termes suivants de la suite, 3 et ¢4, existent et ont bien les propriétés désirées. 11
ne reste plus qu’a effectuer une récurrence sur k, en reprenant le raisonnement qui précede
apres avoir remplacé yo par y(tax). 0

4.9. Proposition. — Les hypothéses et notations étant celles du lemme 4.7, soit
Yo > 0. Notons o(yo) l’ordonnée du point ¢(t2) ou la courbe intégrale, issue au
temps t = 0 du point (0,yo), atteint, pour la premiére fois lorsque t croit a partir
de 0, le demi-axe (x = 0,y < 0). L’application o a les propriétés suivantes.

1. L’application o est différentiable de classe C™, strictement décroissante et &
valeurs strictement négatives sur son domaine de définition |0, +00].

2. 1l existe un réel y, > 0 unique tel que, pour tout yo > 0,

<0 Siy0<y‘r7

o(yo)+yo{=0 si Yo = yr,
>0 siyo> yr.
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Preuve : L’application qui associe, au point (0, o) du demi-axe (z = 0,y > 0) le point
(0, (o)) du demi-axe (z = 0,y < 0), est une application de Poincaré. Le corollaire 2.5
permet d’affirmer qu’au voisinage de chaque point, c’est un difféomorphisme de classe
C'™. Par suite, I’application ¢ est de classe C'*° et, au voisinage de chaque point, elle est
strictement monotone. Nous allons voir qu’elle est strictement décroissante sur ]0, +o00[.
Supposons yg > yo > 0, et considérons les arcs de courbes intégrales de I’équation de Van
der Polissus, & I’instant ¢ = 0, respectivement du point (0, y) et du point (0, 3o), le temps
¢ variant, pour le premier de 0 a t2(yg), et pour le second de 0 a ¢2(yo). Ces deux arcs
de courbe sont contenus dans le demi-plan (z > 0) et, d’apres le théoréme d’existence et
d’unicité, ils ne se rencontrent pas. On en déduit aisément que o (y,) < o(yo). Cela peut
sembler évident, mais la démonstration rigoureuse de ce résultat repose sur le théoréme
de Jordan (VIL3.13) établi au chapitre VII. Notons ¢ la solution de I’équation de Van der
Pol passant, pour ¢ = 0, par le point (0, yo). Avec les notations de la proposition 4.8, soit
I la réunion de I’arc de courbe

{o(t); 0<t<ta(yo)}

et de son symétrique par rapport a 1’axe des ordonnées. Nous voyons que I est une courbe
fermée simple. D’apr¢s le théoréme de Jordan (voir VII.3.13), le complémentaire de I'
dans le plan R? a deux composantes connexes dont une seule est d’adhérence compacte.
Cette composante connexe est appelée “intérieur de I'”, et I’autre “extérieur de I'”. Si nous
avions o (y§) > o(yo), I’autre arc de courbe intégrale, issu pour ¢ = 0 d’un point (0, y{)
situé dans I'extérieur de T, atteindrait, pour ¢ = ¢3(yp), un point (0, o (yp)) de I’intérieur
de T'; il traverserait nécessairement I" pour une valeur de ¢ comprise entre 0 et t2(yg), en
un point situé dans le demi-plan z > 0, donc appartenant a la courbe intégrale issue de
(0, 40). Cela n’est pas possible en raison du théoréme d’existence et d’unicité.

D’autre part, d’apres sa définition méme, I’application o est a valeurs strictement négatives.
Posons, pour tout yy > 0,

a(yo) = (0(30))” ~ (30)*.
Nous pouvons écrire
a(yo) = (U(yo) + yo) (U(yo) - yo) .
En remarquant que o (yo) — yo est toujours strictement négatif, nous voyons que a(yo)
et o(yo) + yo sont de signes contraires. Notons ¢ — ¢(t) = (z(t),y(t)) la courbe
intégrale de 1’équation de Van der Pol qui vérifie ¢(0) = (0,yo). En remarquant que
2(0) = z(t2(yo)) = 0, nous avons

t2(yo)
a(yo) = /0 % (z(t)* + y(t)?) dt

t2(yo)
= —2/0 z(t) f(z(t)) dt.

Nous allons montrer qu’il existe un réel ; > 0 tel que, pour 0 < yo < y1, (o) > 0, et
que sur I'intervalle [y;, +00[, a(yo) soit une fonction strictement décroissante de yo qui
tend vers —oo lorsque yo tend vers +o0. Cela prouvera qu’il existe un réel y, > 0 unique
tel que a(y,) = 0 et que a(yo) est strictement positif pour 0 < yo < ¥y, et strictement
négatif pour yo > ;.

Soit t s 4h(t) = (Z(t),¥(t)) la courbe intégrale de I’équation de Van der Pol qui vérifie
%(0) = (1,0). Nous avons

30)=1>0, 0)- /() =0, %(g(t) ~f@E®))|_ =-80)=-1<0,
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donc pour ¢ < 0 assez petit en valeur absolue
T(t)>0 ) - f(@(¢) >0,

ce qui exprime que 9(t) est élément de I’ouvert A de R? (voir figure IV.5). Nous allons
montrer qu’il existe # < 0 tel que ¥(¢) soit élément de A pour 8 < t < 0, et que
¥(0) soit élément du demi-axe (x = 0,y > 0). Supposons que pour tout ¢ < O pour
lequel 9(t) est défini, nous ayons 1(t) € A. Pour ¢ négatif et décroissant, Z(¢) serait
décroissant et §(¢) croissant. Etant minoré par 0, #(¢) aurait une limite lorsque ¢ tendrait
vers tmin, €xtrémité gauche de l'intervalle de définition de . Si y(t) était borné, il
aurait aussi une limite finie lorsque ¢ — tmin, €n raison de sa monotonie. Le point
lim¢_,;_, . 9(t) serait, d’apres II1. 1.5, un point d’équilibre, ce qui est impossible, I’unique
point d’équilibre étant 1’origine, car lim,_,;_, ¥(t) est strictement positif. Nous devrions

. NPT dy(t
donc avoir lim;—,;_,_ 9(t) = +00. Mais d’apres 1’équation de Van der Pol, y(®)

vers un réel fini lorsque ¢ — tmin. Si tmin était fini, y(¢) tendrait, lorsque ¢ — #;,,
vers une quantité finie; donc nécessairement ¢,,;, = —o00. Mais alors, d’apres 1’équation

de Van der Pol, dz(t)

Z(t) reste minoré par 0. Nous avons ainsi prouvé par ’absurde que 1)(t) ne peut pas étre
élément de A pour tout ¢t < 0 pour lequel il est défini. Il existe nécessairement 8 < 0 tel
que pour @ < t < 0, 9(¢) soit élément de A et que () soit élément de la frontiére de
A. En raison de la monotonie des composantes de ¥, 0 < Z(0) < 1 et g(#) > 0, donc
1(0) ne peut pas étre élément de la partie de la frontiere de A formée par 1’arc de courbe
(x >0, y = 2% — z). C’est pourquoi ¥(0) est nécessairement élément du demi-axe
(x = 0,y > 0). Posons alors y; = y(f). Supposons yo < y;. Les positions relatives des
courbes intégrales de 1’équation de Van der Pol qui passent, pour ¢ = 0, respectivement
par les points (0, yo) et (0,y;) montrent que pour tout ¢ vérifiant 0 < ¢ < t2(yo), nous
avons nécessairement 0 < (t) < 1, et par suite z(t) f (z(t)) < 0. Nous en déduisons

tendrait

tendrait vers 400, ce qui serait en contradiction avec le fait que

a(yo) = —2/0 " o(6)f (2(t)) dt > 0.

Supposons maintenant yo > ;. Lorsque ¢ parcourt I’intervalle [O, tz(yo)] , z(t) commence
par croitre, a partir de sa valeur initiale £(0) = 0, atteint son maximum pour ¢ = ¢, (yo),
puis décroit jusqu’a sa valeur finale z(¢2(yo)) = 0. Le maximum de z(¢), sur I'intervalle
[0, tz(y[))] , est nécessairement supérieur ou égal a 1. Cela résulte des positions relatives
de cette courbe intégrale et de la courbe intégrale qui passe par les points (0,y;) et (1,0).
Il existe donc deux réels 7 et 7/, vérifiant 0 < 7 < #1(yo) < 7 < t2(yo), tels que
z(7) = z(7') = 1. Décomposons I’intégrale qui sert a exprimer c(yo) en une somme de
trois termes :
a(yo) = —2(Iy + I + I3) ,

avec

. . t2(yo)
h= [s@fao)d, L= [ sofe0)d b= [ a0rEo)d

Sur 'intervalle |0, 7[, = est une fonction différentiable de ¢, dont la dérivée est partout
strictement positive. Nous pouvons donc prendre  comme variable indépendante pour le
calcul de I’intégrale I, et considérer ¢ et y comme des fonctions de x. Nous avons

e dt(z) , [ de@®)\™' [P zf(x)




§4. Unexemple: I’équation de Van der Pol 119

Compte tenude f(z) = 23—z < 0lorsque 0 < z < 1, nous voyons que I; < 0. De plus,
Jorsque nous remplagons yo par y, > Yo, nous voyons que pour tout z € [0,1], y(z) est
remplacé par y'(z) > y(z). Autrement dit, I; est a valeurs négatives, et ¢’est une fonction
croissante de yo.

Le méme raisonnement s’applique a I’intégrale I3, qui est aussi a valeurs négatives, et
fonction croissante de .

Sur I’intervalle |7, 7'[, y(t) est une fonction différentiable, strictement décroissante de la
variable t, dont la dérivée —z(t) ne s’annule pas. Nous pouvons donc calculer 'intégrale
I, en considérant y comme la variable indépendante, x et ¢ étant maintenant des fonctions
de y. Nous avons

(") y(') -1
n= [ asew) Gla= [ wwrew) (YY) @

_ /yy(fl) () ((:L‘(y))z _ 1) dy .

()

Compte tenude y(7') < y(7),etde z(y) ((ar:(y))2 — 1) > 0poury(7') <y < y(r),nous
voyons que Iz > 0. De plus, lorsque nous remplagons yo par ¥} > o, nous voyons que
le nouvel intervalle d’intégration [y'(7'),y’(7)] contient strictement I’ancien intervalle
d’intégration [y(7'),y(7)], et que sur ce dernier, la nouvelle fonction 2 intégrer pour le

calcul de lintégrale I, z'(y) ((a:’ (y))2 - 1), est, pour chaque valeur de y, supérieure

ou égale a I’ancienne fonction z(y) ((:c(y))2 — 1). Nous avons donc prouvé que I est &

valeurs positives et que c¢’est une fonction croissante de yo.

Pour yo > y1, I1 + Iz + I3 est une fonction croissante de yo (puisque somme de trois
fonctions croissantes), donc a(yo) = —2(I; + I2 + I3) est une fonction décroissante de
Yo.

Enfin, pour prouver que a(yp) tend vers —oo lorsque yo — 400, il suffit de prouver
que I tend vers +oo lorsque yo — +o00. Soit M > 0. Il existe un unique zas > 0 tel
que f(zar) =z} — zm = M + 1. Soit t — x(t) = (Z(t), y(t)) la solution maximale
de I’équation de Van der Pol qui vérifie x(0) = (xp, M + 1). En procédant comme
ci-dessus, lorsque nous avons prouvé que la solution ¢ — 1)(t) vérifiant ¥(0) = (1,0)
rencongait, pour un certain réel 0 < 0, le demi-axe (x = 0,y > 0), nous voyons qu’il
existe § < 0 tel que pour h<t<o, x(t) soit élément de A, et que x(@\) soit élément
du demi-axe (z = 0,y > 0). Posons x(é\) = (0,yas). Nous voyons alors que pour
Yo > yu, intervalle [y(T),y(T’ )] sur lequel on intégre pour calculer I’intégrale I (avec
Y pour variable indépendante) contient I’intervalle [M, M + 1], et que sur cet intervalle,
la fonction intégrée prend des valeurs supérieures ou égales a M. Donc pour yo > Y,
hous avons I, > M, ce qui prouve que limy,_, ;o Iy = +00. O

4.10. Théoréme. — Il existe une orbite périodique unique de I’équation de Van

der Pol. Cette orbite périodique est w-stable et attractive. Son bassin d’attraction
est R* — {(0,0) }.

Preyve : D’apres la proposition 4.9, il existe un réel ¥ > 0 unique tel que o (y,) = —y».
Soit ¢  (¢) la solution maximale de I’équation de Van der Pol qui vérifie ¢(0) = (0, y).
Les notations étant celles de 4.7, 4.8 et 4.9, nous avons ¢(t2(yr)) = (0,0(yr)) =
(0, —yr). Lorigine étant un centre de symétrie du portrait de phases, nous voyons que
ta(y,) = 2t,(y,) et que ¢(ta(yr)) = (0,y-) = ¢(0). La solution ¢ est donc périodique
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Figure IV.7. Portrait de phases de 1’équation de Van der Pol

de période t4(y,). Autrement dit, I’orbite O du point (0, y,-) est périodique, de période

g (yr ) .
Nous allons construire I’application de retour de Poincaré associée a1’ orbite O, en prenant

pour droite affine coupant cette orbite au point (0, y,-), ’axe des ordonnées. Compte tenu
de la définition de o et du fait que 1’origine est un centre de symétrie pour le portrait de
phases, cette application de retour est 1’application

(Oa y) = (O,T(y)) y avec y > 01 T(y) = _0(—0(3/)) .
Rappelons que d’aprés 4.9 nous avons, pour y > 0,

<0 siy<yr

dw+y{=0 siy =y,
>0 siy> y,.

La fonction o étant strictement décroissante, nous en déduisons
>0 siy <y,
r(y)—yq =0 siy=y,,
<0 siy> y,.

De plus, 7 est strictement croissante, donc 7(y) — ¥ = 7(y) — r(y,) est toujours de méme
signe que y — ¥,. Bn utilisant ces propriétés il est facile de vérifier que pour tout y > 0,
la suite (r(y) , n € N) est

— strictement croissante et majorée par y, si y < ¥y,
— constante et égale a ¥, si y = yr,
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— strictement décroissante et minorée par y, siy > y,.
Dans tous les cas, la suite (7™(y), n € N) a donc une limite qui vérifie, en raison de la
continuité de r,

: n _ : n+1 _ : n
r( fim r(y)) = lim o™ (y) = lim 7%(y).

Mais d’aprés ce qui préceéde, y, est 'unique point fixe de r sur ]0,+oo[, donc
limp—to00 7" (y) = yr. Il est alors facile d’en déduire que y, est un point d’équilibre
w-stable et attractif pour le syst¢éme dynamique a temps discret de générateur r. D’apres
les théorémes 2.9 et 2.13, cela suffit pour prouver que 1’orbite périodique O est w-stable
et attractive.

Soit (o, %0) un point de R? autre que ’origine, et t +— (t) la solution maximale
de I’équation de Van der Pol qui vérifie 1(0) = (zo, yo). En raisonnant comme dans
la démonstration du lemme 4.7, il est facile de prouver qu’il existe 7 > 0 tel que
(1) = (0,y), avec y > 0. Si y = y,, I'orbite du point (xo,yo) n’est autre que O.
Si y # yr, nous avons d’apres ce qui précéde lim, o 7*(y) = y,. Les théorémes 2.9
et 2.13 permettent alors d’affirmer que lim;_, 4o d(3(t),0) = 0. Nous avons ainsi
prouvé qu’il n’existe pas d’orbite périodique de I’équation de Van der Pol autre que O, et

en méme temps que le bassin d’attraction de O est R? — { (0,0) }. O
4.11. Le portrait de phases de I’équation de Van der Pol. — 1l est représenté sur la
figure IV.7.

5. Le théoréme de Poincaré-Bendixson

5.1. Le probleme étudié. — Nous nous intéressons dans ce paragraphe a un champ de
vecteurs X, différentiable de classe CP (avec p > 1), défini sur un ouvert {2 d’un espace
affine £ de dimension finie. Nous noterons ¥ son flot réduit. Aprés quelques généralités
valables en toute dimension, nous supposerons £ de dimension 2.

Rappelons (définition 1.2.4) que 1’ensemble w-limite (resp., a-limite) d’un point z € €,
relativement au champ de vecteurs X, est I’ensemble, noté L, (z) (resp., La(x)) des
valeurs d’adhérence de I’application ¢ — W(z) lorsque ¢ — +o0o (resp., lorsque
t — —o00). Dans ce chapitre et le précédent, nous avons rencontré divers exemples
d’ensembles limites. Ainsi un point d’équilibre, ou une orbite périodique, est I’ensemble
w-limite de tout point de son bassin d’attraction, et ensemble a-limite de tout point de son
bassin de répulsion.

Il est facile de donner des exemples d’ensembles limites qui contiennent un point
d’équilibre mais ne sont pas réduits a un seul point (exercice 1V.2).

Lorsque ’espace affine £ est de dimension 2, le théoréme de Poincaré-Bendixson, que
nous allons établir, affirme que les seuls ensembles limites, relativement au champ de
vecteurs X, qui sont compacts et ne contiennent pas de point d’équilibre sont les orbites
périodiques.

Ce résultat ne subsiste pas lorsque £ est de dimension supérieure 2 2 : dés la dimension
3, les ensembles limites, pour le systéme dynamique associé a un champ de vecteurs,
méme s’ils sont compacts et sans point d’équilibre, peuvent étre trés compliqués. Quant
aux ensembles limites pour un systéme dynamique a temps discret, ils peuvent étre tres
compliqués méme lorsque la dimension de 1’espace des phases est 2.

5.2. Définition. —  Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe CP
(avec p > 1) défini sur un ouvert ) d’un espace affine € de dimension finie. On
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appelle section locale du flot de X une partie connexe S, d’intérieur non vide, d’un
hyperplan affine de £ telle qu’en tout point y € S, X (y) soit transverse & S (c’est-
a-dire n’appartienne pas & I’hyperplan vectoriel associé a I’hyperplan affine dont
S est une partie).

5.3. Remarque. — Dans le cas ot £ est de dimension 2, une section locale du flot de X
est un segment de droite S, non réduit a un point, tel que pour tout y € S, X (y) ne soit
pas parallcle a S.

5.4. Proposition. — Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe C? (avec
p > 1) défini sur un ouvert 2 d’un espace affine £ de dimension 2, et S une section
locale du flot de X. Soit t — ¢(t) une courbe intégrale non constante de X, t,
(1 <1i < 3) des éléments de son intervalle de définition vérifiant t; < t < t3 tels
que les trois points z; = (t;) soient éléments de I'intérieur de S. On suppose de
plus que pour tout t vérifiant t1 < t < to, p(t) n’appartient pas a S. Alors le point
Xy est situé, sur le segment de droite S, entre les points x; et x3.

Preuve : La restriction de ¢ a I'intervalle ouvert ]tq,t2[ est injective, car s’il existait
0 et 6, tels que t; < 01 < 02 < tg et que (0;) = (), la courbe intégrale ¢ serait
périodique; son image serait ¢ ([61,62]), donc ne rencontrerait pas S, contrairement 3
I’hypothé¢se. Dans le plan £, soit C' la courbe formée par la réunion du segment de droite
fermé [zq, 2] et de I’arc de courbe { p(t) ; t1 < t < t3 }. C’est une courbe fermée
sans point double, puisque @(t1) = x1 et p(t2) = x3, que | Jt1,22] €St injective et que,
par hypothése, p(t) ¢ S pour ¢; < t < t. D’apres le théoreme de Jordan déja utilisé
lors de la preuve de la proposition 4.8, énoncé au chapitre VI (VI1.2.3) et démontré au
chapitre VII (VIL.3.13), le complémentaire de C dans £ a deux composantes connexes,
appelées intérieur de C et extérieur de C, dont une seule (I’intérieur de C) est d’adhérence
compacte, la courbe C étant la frontiére de chacune de ces deux composantes.

Si z; = =2, la courbe intégrale ¢ est périodique et a pour image ¢ ([t1,t2]); nous avons
alors nécessairement 3 = 1 = 22, et la propriété que nous voulons démontrer est
trivialement satisfaite. Nous supposerons donc dans ce qui suit z; 7# z3. Les points z;
et x, étant intérieurs au segment de droite S, le complémentaire dans S du segment de
droite fermé [z, x2] a deux composantes connexes, qui sont deux segments de droite.
Nous noterons S; celui auquel le point z; est adhérent, et S, celui auquel le point z,
est adhérent. Puisque pour tout ¢ vérifiant ¢; < t < ta, p(t) n’est pas élément de S,
les segments de droite S; et Sz ne rencontrent pas C; chacun d’eux, étant connexe, est
contenu soit dans I’intérieur, soit dans I’extérieur de C.

Soit ¥ le flot réduit de X . Puisque X (x2) n’est pas parallele a .S, le méme raisonnement
que celui fait lors de la preuve du théoréme de redressement local I1.5.2 montre que la
restriction de U a un voisinage assez petit de (0, z2) dans R x S est un difféomorphisme.
Comme de plus z; est intérieur 2 S et distinct de z1, il existe des réels € > 0 et 7 > 0 tels
que le segment de droite fermé K, porté par la méme droite affine que S, de centre z2 €t
de longueur 2r, soit contenu dans S et ne contienne pas le point z;, et que 1’application
U restreinte a [—¢, €] x K soit injective. En remarquant que ¢ ([t1, t2 — €]) est compact,
donc fermé, et en utilisant la compacité de K, nous voyons qu’il existe un réel ' vérifiant
0 < €’ < etel que, pour tout s vérifiant 0 < s < &’ ettouty € K, ¥(s, y) ne soit élément
ni de S, ni de ¢([t1,t; — €]); comme de plus ([t; — €,t5]) = ¥([—¢,0] x {x2}),
I'injectivité de W restreint a [—¢, €] x K montre que ¥(s,y) n’est pas non plus élément
de ¢([t2 — €,t2]), donc n’est pas élément de la courbe de Jordan C. Comme ]0,¢] x K
est connexe, nous pouvons affirmer que ¥(]0,¢’] x K) est contenu soit dans 1’intérieut,
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soit dans I’extérieur de C.

Z1

(a) ()

Figure IV.8. Illustration de la preuve de la proposition 5.4.

Comme |z1,z2] est une partic de la courbe fermée C, ce segment ouvert sépare,
localement, I’intérieur de C' de I’extérieur de C. Puisque le champ de vecteurs X est
continu et que X (y) n’est paralléle au segment |z, z2[ en aucun point y de ce segment,
X (y) est, pour tout y € |z, x2[, dirigé du mé€me coté : soit vers I’intérieur de C, soit vers
I’extérieur de C. Supposons par exemple que pour tout y € |z, z2 [, X (y) soit dirigé vers
Iintérieur de C (figure IV.8 a). Alors pour y € ]z1,x2| et s réel assez petit, ¥(s, y) est
élément de I'intérieur de C. D’aprés ce qui précéde, cela implique que ¥ (]0, €] x K) est
contenu dans I’intérieur de C. Comme x5 est adhérent a Sy, K N Sy # 0; il existe donc
y € S» tel que pour tout s €]0,¢'], ¥(s,y) soit élément de I'intérieur de C; mais nous
savons aussi que ce point y n’est pas élément de C; comme y = ¥(0, y), la connexité
de [0, 1] nous permet d’affirmer que y est élément de I’intérieur de C. Etant connexe et
rencontrant I’intérieur de C, S, est contenu dans I’intérieur de C. Nous voyons de méme
que pour 0 < t — ty < €', p(t) = U(t — tq, z2) est élément de Iintérieur de C.

Le méme raisonnement, mais en remplagant z par z; et s > 0 par s < 0, montre que Sy
est contenu dans I’extérieur de C et que pout ¢t < ¢; et t; — ¢ assez petit, ¢(t) est élément
de ’extérieur de C.

Montrer que z, est situé entre 1 et x3, revient 2 montrer que z3 = @(t3) est élément de
S, 11 suffit pour cela de prouver que pour tout ¢ > £, pour lequel (¢) est défini, p(t) est
a I'intérieur de C. Si ce n’était pas le cas, il existerait t,, > t tel que pour ty < t < tp,,
©(t) soit a I'intérieur de C, et que ¢(tm) € C. Or ¢(t,) ne peut étre élément de 1arc
de courbe ([t1,12)); si ¢’était le cas, il existerait § € [¢1,t2] tel que (8) = ¢(tm); en
supposant ¢; < @ on aurait, pour € > 0 assez petit, p(0 — €) € C et (t,, — €) élément
de I'intérieur de C, ce qui est impossible puisque (0 — €) = @(t,, — €); en supposant
t1 = 0 on aurait, pour € > 0 assez petit, (6 — ) élément de ’extérieur de C et (tm —€)
€lément de I’intérieur de C, ce qui est impossible pour la méme raison. De méme, (¢, )
D€ peut pas étre élément du segment de droite ouvert |z, za[, car le vecteur X ((p(tm))
¢tant dirigé vers I’intérieur de C, (t) serait, pour ¢,,, — ¢ positif et assez petit, 2 ’extérieur
de C. Nous aboutissons 2 une contradiction, ce qui prouve que pour tout ¢ > t, pour
lequel ((t) est défini, p(t) est A I'intérieur de C.

Les mémes raisonnements permettent bien séir de traiter le cas o pour tout y € [x1, Z2),
X(y) est dirigé vers I’extérieur de C (figure IV.8 b). O
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5.5. Corollaire. — Les hypothéses sont les mémes que celles de la proposition
précédente. Soient t; (1 < i < n) n éléments de I'intervalle de définition de ¢
vérifiant t; < ty < --- < t,, tels que les points x; = @(t;) soient tous éléments
de S. Alors les points 1, X2, ..., Tn Sont placés, sur le segment de droite S, en
fonction de leur indice 1, 2, ..., n, de maniére monotone, ce qui signifie que pour
tout ¢ (1 <4 < n) le point x; est entre les points x;_1 et T;y1.

Preuve : Si un des points z; est situé en une extrémité de S (le segment de droite §
étant alors fermé en cette extrémité), X (x;) n’est pas parallele a S. Par continuité, pour
x assez voisin de x;, X () n’est pas parallele a S. Nous pouvons prolonger un peu $
au-dela du point x; sans que ce segment de droite cesse d’€tre une section locale du
flot de X. Nous pouvons ainsi nous ramener au cas ou tous les points z; sont intérieurs
a S. Nous pouvons aussi, en raccourcissant un peu .S si nécessaire, nous ramener au
cas ou ce segment de droite est fermé, les points z; étant encore tous intérieurs a ce
segment. Considérons alors ’ensemble { ¢ € [t1,%,]; ©(t) € S }. S’il n’était pas fini, il
existerait un élément 0 € [t1, t,] dont tout voisinage dans [¢1, t,,] contiendrait un élément
t € [t1,tn], tel que t # B et p(t) € S. Le segment de droite S étant fermé, ©(0) en serait
un élément, et X (go(e)) serait non parallele a S; d’aprés la proposition 2.4, il existerait
un € > 0 tel que pour tout ¢ € [t1,t,] vérifiant |t — 8] < €, p(t) n’appartienne pas 3
S. En supposant I’ensemble {t € [t1,¢,] ; @(t) € S} infini, nous avons abouti A une
contradiction; cet ensemble est donc fini. En ajoutant les éléments de cet ensemble a
la suite finie (¢3, t2, . .., t,) lorsqu’ils n’en faisaient pas déja partie, et en réordonnant
cette suite, nous pouvons nous ramener au cas ou les seuls éléments ¢ € [t1,,,] tels que
@(t) € S soient les ¢;, avec 1 < ¢ < n. Autrement dit, nous pouvons supposer que
pour tout ¢ € [t1,t,] vérifiant, pour tout ¢ (1 < 7 < m), ¢ # t;, p(t) n’appartient pas a
S. Pour tout ¢ vérifiant 2 < ¢ < n — 1, la proposition précédente, appliquée au triplet
(ti—1, t;, tiy1), montre que sur le segment de droite S, le point z; est placé entre les
points z;—; et x;41. Le résultat annoncé en découle immédiatement. O

5.6. Proposition. — Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe CP (avec
p > 1) défini sur un ouvert 2 d’un espace affine £ de dimension 2, x un point
de Q2 dont I'ensemble w-limite L, (x) (resp., I’ensemble a-limite L,(x)) est non
vide. Soit S une section locale du flot de X. Alors L, (z) (resp., Lo(x)) rencontre
la section locale S en au plus un point. En particulier, si y € L, (z) (resp., si
Yy € Ly(z)), Porbite de y (relativement au champ de vecteurs X ) rencontre S en
au plus un point.

Preuve: Nous traiterons le cas de L, (x) (celui de L, () étant analogue). Supposons que
L, (z) rencontre S en deux points distincts, y; et y2. En prolongeantun peu S si nécessaire,
nous pouvons supposer les points y; et y2 intérieurs a S. Soient Uy et U, des voisinages
ouverts disjoints, respectivement, de y; et de y2. Soit U le flot réduit du champ de vecteurs
X. La proposition 2.4 montre que pour 2 = 1 ou 2, il existe un voisinage ouvert V; de ¥;,
Vi C U;, un réel ; > 0 et une application différentiable 0; : V; — ] — n;, +m;/, tels que
pour tout z € V;, ¥(0;(2), z) € SNV;.Puisque V; C U; etque U; et U, sont disjoints, Vi
et V, sont disjoints. En restreignant si nécessaire V; et Va, nous pouvons faire en sorte que
W1 = SNV et Wy = SNV, soient deux segments de droite ouverts disjoints, contenant
respectivement y; et yo. Puisque y; et yo sont éléments de L, (z), il existe des réels ¢
arbitrairement grands tels que ¥ (¢, z) € Vi, et d’autres réels ¢, arbitrairement grands, tels
que ¥(t,z) € Va. Nous pouvons donc construire une suite croissante (¢, , n € N), qui
tend vers +o00, telle que pour n impair, ¥(¢,,z) € V; et pour n pair ¥(t,, z) € Va. Nous
pouvons aussi faire en sorte que pour tout n € N, ¢,,117 — ¢, > 2sup(ny, 7). Posons,
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pour tout 7 € N,

v {tn + 01 (¥ (tn,x)) sin impair,

"\ ta +02(¥(ts, ) sinpair
La suite (£, , » € N) est strictement croissante et tend vers +o0, car pour s = 1 ou 2, 6;
est 4 valeurs dans | — n;, +;[. De plus,
\D(t:w ZII) = \P(ez(\IJ(tna IE)), ‘Il(tna 1")) € Wi = S N V; )

avec © = 1 si m est impair et 2 si n est pair. Ce résultat contredit les conclusions du
corollaire 5.5, car les points U (¢, ,x) ne sont pas disposés, sur le segment de droite .S,
de maniére monotone en fonction de leur rang, puisque pour n impair ils sont éléments
de W1, et pour n pair éléments de W5. En supposant que L, (z) rencontre S en deux
points distincts, nous avons abouti a une contradiction. Ainsi, nous pouvons affirmer que
L. (z) rencontre S en au plus un point. Enfin, la derni¢re assertion est conséquence de la
proposition 1.2.5, qui montre que si y € L, (), I'orbite de y, relativement au champ de
vecteurs X, est contenue dans L, (z). O

57. Théoréeme de Poincaré-Bendixson. —  Soit X un champ de vecteurs
différentiable de classe CP (avec p > 1) défini sur un ouvert €2 d’un espace affine £
de dimension 2, z un point de Q2 dont I’ensemble w-limite L, (z) (resp., ’'ensemble
a-limite L (x)) est non vide, compact, contenu dans §) et ne contient aucun point
d’équilibre. Alors L, (z) (resp., L,(x)) est une orbite périodique.

Preuwve : Nous traiterons le cas de L, (z) (celui de L, (x) étant analogue). Soit
y € Luo(z). La proposition 1.2.5 montre que I’orbite de y est contenue dans L, (x).
Notons ¥ le flot réduit de X. Son image étant contenue dans le compact L, (x), la courbe
intégrale t — Y(t,y) est définie pour tout ¢ € R, et ’ensemble L, (y) de ses valeurs
d’adhérence lorsque ¢ — 400 est non vide et contenu dans L, (z). Soit z € L,(y).
Puisque L, (y) C Ly, (z) C 2 et que L, (x) ne contient pas de point d’équilibre, X (2)
est défini et non nul. Il existe une section locale .S du flot de X ayant le point 2 pour point
intérieur. Comme 2 € L, (y), la courbe intégrale ¢ — (¢, y) rencontre tout voisinage
de z pour une infinité de valeurs de ¢, aussi grandes qu’on veut. Les propositions 2.4 et
5.6 montrent que cette courbe intégrale rencontre la section locale S pour une infinité de
valeurs distinctes de ¢, mais en un point unique. Cette courbe intégrale est donc périodique.
Nous avons ainsi prouvé que pour tout y € L, (), la courbe intégrale passant par y est
périodique, et contenue dans L, (z). Nous pouvons affirmer que L, (z) est une réunion
d’orbites périodiques, et il ne nous reste plus qu’a prouver que Ly, () est en fait une seule
orbite périodique. Soit «y une orbite périodique contenue dans L, (z), z un point de y et S
une section locale du flot de X ayant z pour point intérieur. En restreignant éventuellement
S et en utilisant la proposition 2.4, nous pouvons faire en sorte qu’il existe 7 > 0 tel que,
$i¥(t, z) € S pour un certain réel £ et si ¢’ est un autre réel vérifiant 0 < [t/ —¢| < 0, alors
U(t',z) ¢ S.L’ensemble A = {te R*; ¥(t,xz) € S} estdonc fini ou dénombrable.
Pllisque 2 € L, (x),lacourbe intégrale t — U (¢, z) rencontre tout voisinage de z pour une
infinité de valeurs de ¢, aussi grandes qu’on le veut. En considérant une suite décroissante
de voisinages de z d’intersection {2} et en utilisant 2 nouveau la proposition 2.4, nous
voyons qu’il existe une infinité d’éléments de A, formant une suite croissante (¢, , n € N)
qui tend vers 400, telle que la suite (¥(tn, ), n € N) converge vers z. L'ensemble A est
donc dénombrable, ses éléments forment une suite croissante (8n, n € N) qui tend vers
+00, dont la suite (t, , n € N) est extraite. La suite (¥(sn,z), n € N), qui d’apres le
Corollaire 5.5 est monotone sur .S, et dont une suite extraite ( U(ty,z), n € N) converge
Vers z, converge elle-méme vers 2. Mais alors la proposition 2.11 montre que  est élément
du bassin @’ attraction de v, ¢’est-a-dire que L, (x) = 7. O
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Voici quelques conséquences du théoréme de Poincaré-Bendixson.

5.8. Corollaire. — Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe CP (avec
p > 1) défini sur un ouvert 2 d’un espace affine £ de dimension 2. Soit v une
orbite périodique de X .

1. Soit z un point de §2 dont ’ensemble w-limite L,,(z) (resp., I’ensemble a-limite
L.(x)) est . Soit U le flot réduit de X et d la distance associée a une norme syr
E. On a, si y = L,(z),

Jim d(¥(t,2),7) =0,

et siy = Ly(x),
lim d(¥(¢,z),7) =0.
t——o00

2. Soit B le bassin d’attraction (resp., de répulsion) de I'orbite périodique 7.
Alors B — «y est une partie ouverte de £.

Preuve : La partie 1 a été établie lors de la preuve du théoréme de Poincaré-Bendixson.
Montrons 2, en supposant par exemple que B est le bassin d’attraction de y. Si B = v,
B — v = 0, qui est effectivement ouvert. Supposons B — -y non vide, et soit z un point
de cet ensemble. Le vecteur X (z) est non nul car si ce n’était pas le cas, « serait un point
d’équilibre et n’appartiendrait pas au bassin d’attraction de <. Soit y un point de «, et §
une section locale du flot de X ayant le point y pour point intérieur. En restreignant S si
nécessaire, nous pouvons supposer que 1’application de retour de Poincaré g, associée a
I’orbite périodique <y et au sous-espace affine qui contient S, est définie sur S. Puisque
y € L, (), la proposition 2.4 montre (comme dans la derni¢re partie de la démonstration
du théoréme de Poincaré-Bendixson) que la courbe intégrale ¢t — ¥(¢, z) rencontre S
pour une infinité de valeurs positives de ¢ formant une suite croissante (¢, , n € N*)
qui tend vers +00. Les points correspondants ., = ¥(¢,,x) sont rangés, sur le segment
de droite S, de mani¢re monotone en fonction de leur indice n, et forment une suite qui
converge vers y. La réunion de I’arc de courbe intégrale { ¥(¢,z) ; t; <t <ty }etdu
segment de droite fermé [z, 2] est une courbe fermée simple C. D’aprés le théoréme de
Jordan (VI.2.3 et VIL.3.13), le complémentaire de cette courbe dans £ a deux composantes
connexes, qui sont deux ouverts, I’intérieur de C et I’extérieur de C. L’ orbite périodique
<, qui d’apres la proposition 5.6 ne rencontre pas le segment de droite [z, 2], donc pas
non plus C, est contenue dans I’une de ces composantes connexes; supposons par exemple
4 contenue dans I'intérieur de C' (figure IV.9 a).

Prenons un réel 6 > t,. Comme dans la démonstration de la proposition 5.4, nous voyons
alors que z est a ’extérieur de C, et ¥(0,z) a I'intérieur de C. Soit V un voisinage
ouvert de ¥(0, z) contenu dans I’intérieur de C. Comme ¥y est un difféomorphisme qui
applique z sur ¥(6,z), W = ¥, (V) estun voisinage ouvert de z. Soit W’ I'intersection
de W et de I’extérieur de C; c’est aussi un voisinage ouvert de z. Pour tout z € W',
U(0,2) € V. Le point z étant a I’extérieur et le point ¥(6, z) a I'intérieur de C, il existe
T € [0, 6] tel que ¥(7,2) € C. Si les courbes intégrales de X passant par les points = et
z sont distinctes, le point ¥ (7, z) est élément du segment de droite ouvert |1, z2[, car
C est réunion de ce segment de droite et d’un arc de la courbe intégrale de X passant
par z. Dans le cas contraire, nous pouvons choisir 7 de maniére que (7, 2) soit égal 2
%1 ou & 2. Dans tous les cas, nous pouvons donc supposer que ¥ (7, 2) € [z1,z2]. Pour
tout entier n > 1 I'itérée d’ordre n, g™, de I’application de retour de Poincaré applique
le segment de droite 71, z2) sur le segment de droite [Z541, Tnt2), donc g™ (¥(7, z)) est
élément de ce segment de droite. Comme la suite (z,, , n € N*) converge vers ¥, la suité
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I1

(a) (b)

Figure IV.9. Illustration de la preuve du corollaire 5.8.

(g" (\I! (r, z)) , NE N) converge aussi vers y. La proposition 2.11 montre alors que z est
élément du bassin d’attraction de +.

Le cas ou vy est contenue dans 1’extérieur de C' (figure IV.9 b) est analogue; nous laissons
au lecteur le soin de faire les adaptations nécessaires.

Nous avons ainsi montré que tout point de B — y posséde un voisinage contenu dans
B — v, donc que cet ensemble est ouvert. a

5.9. Remarques

a) Dans les hypoth¢ses du corollaire ci-dessus, soit B le bassin d’attraction de 1’orbite
périodique v, et supposons B —y non vide. Le fait que cet ensemble soit ouvert n’implique
pas que 1’orbite v soit attractive, car son bassin d’attraction peut &tre situé d’un seul coté
de v, soit a ’extérieur, soit a I’intérieur de .

b) Le corollaire 5.8 n’est applicable qu’aux champs de vecteurs sur un ouvert du plan.
Le lecteur remarquera que c’est une propriété particuliere a la dimension 2 qui nous a
permis d’établir ces résultats : dans le plan, lorsqu’une orbite converge vers une orbite
périodique en formant une spirale qui s’enroule autour (ou a I'intérieur) de celle-ci, les
orbites voisines sont contraintes de converger aussi vers cette orbite périodique, en formant
des spirales emboitées les unes dans les autres. Cette propriété ne subsiste par dans un
espace de dimension supérieure a 2.

Voici encore une conséquence facile du théoréme de Poincaré-Bendixson.

5.10. Corollaire. — Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe CP (avec
P > 1) défini sur un ouvert ) d’un espace affine £ de dimension 2. Soit K une
partie de Q compacte, non vide et positivement invariante (resp., négativement
Invariante), c’est-a-dire, en notant ¥ le flot réduit de X, telle que pour tout z € K
€t tout ¢ > 0 (resp., tout t < 0), U(t,x) soit défini et élément de K. Alors K
contient soit au moins un point d’équilibre, soit au moins une orbite périodique.

Preuve Soit x € K. Si X(z) = 0, = est un point d’équilibre et il n’y a plus rien
& démontrer. Dans le cas contraire, supposons par exemple K positivement invariant.
Lapplication ¢ U(t, x) est définie pour tout ¢ > 0, et a valeurs dans le compact K.
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L’ensemble de ses valeurs d’adhérence, qui n’est autre que L, (z), est donc non vide, et
compact puisque fermé et contenu dans le compact K. Le théoréme de Poincaré-Bendixsop
montre alors que L, (), ou bien contient au moins un point d’équilibre, ou bien est une
orbite périodique. 0
Le théoréme suivant donne, sous certaines hypotheses additionnelles, un résultat plug
précis : I’existence dans K d’un point d’équilibre. Nous verrons plus loin (chapitre V)
que la théorie de I’indice permet d’en donner une démonstration plus simple.

5.11. Théoréme. — Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe CP (avec
p > 1) défini sur un ouvert Q d’un espace affine £ de dimension 2. Soit vy une orbite

périodique. On note K Pintérieur de vy ( au sens du théoréeme de Jordan VII.3.13).

On suppose K contenu dans Q2. Alors K contient au moins un point d’équilibre.

Preuve :  Supposons que K ne contienne aucun point d’équilibre. Munissons le plan £
d’une structure euclidienne. Nous pouvons alors parler de I’aire A(C') entourée par une
courbe fermée différentiable C' dans €. Soit ¥ le flot réduit de X. D’aprés la définition

o
méme de I’intérieur d’une courbe de Jordan, K = yU K est une partie compacte de (,
positivement et négativement invariante, car la courbe intégrale ¢ — ¥(¢,x) passant par

un point z de Io{ ne peut rencontrer -y, donc est enti€rement contenue dans le compact K
et, de ce fait, définie pour tout ¢ € R. Il existe dans K au moins une orbite périodique, la
courbe v. L’ensemble des aires entourées par des orbites périodiques contenues dans K
est non vide et minoré par 0. Soit A,, sa borne inférieure.

o
Montrons d’abord que A,, < A(y). Soit x €K. Comme K est positivement et
négativement invariant, L, (x) et Lo (z) sont tous deux non vides et contenus dans K.
Comme K ne contient pas de point d’équilibre, le théor¢me de Poincaré-Bendixson permet
d’affirmer que L, (z) et L, (x) sont des orbites périodiques. Montrons que 1’une au moins
de ces deux orbites est distincte de . Supposons par exemple que L, (z) = <. Prenons
une section locale .S du flot de X ayant un point de «y pour point intérieur. En procédant
comme dans la démonstration de la proposition 5.4, nous pouvons construire une courbe

o

fermée simple C , contenue dans K, formée par un segment de droite compact porté par
S et par un arc de la courbe intégrale ¢ — (¢, x), telle que pour tout ¢ < 0, ¥(¢, z) soit
a I’intérieur de C. Nous pouvons alors affirmer que L, () est distinct de +y, car contenu
dans I'intérieur de C, ce qui implique A(Lqy(z)) < A(y). A fortiori Ap < A(7).
D’apres la définition méme de Ay, il existe une suite (7, , » € N) d’orbites périodiques
contenues dans K, pas nécessairement deux a deux distinctes, telles que la suite des aires
A(~yn) entourées par les courbes 7y, converge vers A,,. Prenons un point z,, sur chacune
des orbites 7y,. La suite (z,, n € N) est contenue dans le compact K, donc admet une
valeur d’adhérence. En remplagant la suite (7y,, n € N) par une suite extraite, nous
pouvons supposer que la suite (x,, , n € N) converge vers une limite z € K. L’ orbite Yoo
de z est périodique, car si ce n’était pas le cas, un raisonnement identique a celui qui nous
a permis de prouver que A,, < A(7y) montrerait que L,(2) et L, (z) sont deux orbites
périodiques distinctes. Le point z serait élément du complémentaire de L, (z) dans son
bassin d’attraction, et aussi du complémentaire de L,(z) dans son bassin de répulsion.
Or (corollaire 5.8) ces deux ensembles sont ouverts. Comme lim,, 0 Z,, = 2, les points
z,, seraient, pour n assez grand, éléments du bassin d’attraction de L, (z) et du bassin de
répulsion de L, (z), ce qui est impossible puisque Ly (Zr) = Lw(Zn) = Yn.

Soit L la longueur de 1’orbite périodique Yo0. En utilisant ’application de retour de
Poincaré relative & Yo, 0n montre que pour tout € > 0, il existe N (€) tel que pour tout
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n > N(¢), I'orbite périodique 7, soit contenue dans une bande de largeur € entourant
oo~ L2 différence des aires A(voo) €t A(¥n) est de I'ordre de Le. Elle tend donc vers 0
Jorsque 7@ — 4-00. Par suite, A(Veo) = Am.

Enremplagant y par v, €t en répétant le méme raisonnement, nous voyons qu’il existe une
orbite périodique contenue a I'intérieur de v, qui entoure une aire strictement inférieure

o
2 Am, ce qui contredit la définition méme de A,,. En supposant que K ne contient pas
(o]

de point d’équilibre, nous arrivons a une contradiction. Nous avons ainsi prouvé que K
contient au moins un point d’équilibre. O

Introduisons une définition qui nous sera utile pour formuler une derni¢re conséquence du
théoréme de Poincaré-Bendixson.

5.12. Définition. — Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe CP
(avec p > 1) défini sur un ouvert §} d’un espace affine £ de dimension finie. On
appelle cycle limite de X une orbite périodique v de X qui est ensemble w-limite,
ou ensemble a-limite, d’au moins un point non élément de v.

5.13. Théoreme. — Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe CP
(avec p > 1) défini sur un ouvert §) d’un espace affine £ de dimension 2. Soit f
une intégrale premiére continue de X, c’est-a-dire une application continue de 2
dans un espace topologique séparé, dont la restriction a chaque orbite de X est
constante. On suppose qu’il n’existe aucun ouvert non vide de ) sur lequel f garde
une valeur constante. Alors le champ de vecteurs X n’admet aucun cycle limite.

Preuve :  Supposons qu’il existe un cycle limite v de X. Soit B, son bassin d’attraction
et B, son bassin de répulsion. Le corollaire 5.8 montre que B, — -y et B, — +y sont ouverts.
Par hypothese, I’un d’eux au moins est non vide. L’intégrale premiére f est constante sur
v. Comme elle est continue et constante sur chaque orbite, elle prend, en tout point de
B, et de B;, la méme valeur que sur -y. Elle est donc constante sur un ouvert non vide,
contrairement a I’hypothése. Le champ de vecteurs X n’a donc pas de cycle limite. O

6. Exercices

Exercice IV.1.  Soit X un champ de vecteurs C* sur un ouvert  d’un espace affine
de dimension finie. Soit z € (2 tel que ’ensemble w-limite L, () soit non vide.

1) On suppose L, (z) compact, contenu dans 2. Montrer que L, () est connexe.

2) Donner un exemple montrant que si L, () n’est pas compact, il peut avoir plus d’une
composante connexe.

Exercice IV.2.  Soit X un champ de vecteurs C* sur un ouvert {2 d’un espace affine
de dimension 2. Soit z € € tel que X (x) # 0 et que I’ensemble w-limite L, (z) soit
compact, non vide, contenu dans €2.

1) Montrer que si z € Ly, (), L., (z) est une orbite périodique.

2) On suppose désormais que L, () n’est pas une orbite périodique. Montrer que L, ()
est réunion d’une famille non vide de points d’équilibre de X et d’une famille d’ orbites
de X non réduites a des points.

3) On suppose de plus que les points d’équilibre de X sont isolés. Montrer que toute
orbite v de X non réduite 2 un point contenue dans L., (z) est non périodique et que pour
tout point y € v, Lq(y) et L., (y) sont des singletons, les points correspondants étant des
Points d’équilibre de X contenus dans L, (x).
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4) Donner un exemple dans lequel L, (z) n’est ni un point d’équilibre, ni une orbite
périoodique.

Exercice IV.3. Le théoreme de Poincaré-Bendixson est-il applicable sans changement
a un champ de vecteurs C* défini sur une surface compacte, par exemple un tore T2?

Exercice IV.4. On considere I’équation différentielle dans le plan (coordonnées (, y)):
dz
dt
dy
dt

1) Déterminer les points d’équilibre de cette équation et indiquer leur nature.

dr

dt

est strictement positif si 0 < r < 1, et strictement négatif si 7 > /2.

=-’C(1—$2)—y,

=z+y(l-9%).

2) On pose 22 + y? = r2. Calculer — en fonction des coordonnées polaires 7 et 6. En

dr
dt
3) En utilisant le théoréme de Poincaré-Bendixson, montrer que cette équation
différentielle posséde une orbite périodique contenue dans la couronne formée par les
points dont la distance a I’ origine est comprise entre 1 et v/2.

déduire que

Exercice IV.5.  On considére I’équation différentielle dans R?

dr 2 9
= (-2~ ey,
dy_ 2 2
dt—:c+(1 z—y)y.

Montrer qu’elle admet une orbite périodique unique . Calculer I’application de Poincaré
pour cette orbite et prouver qu’elle est attractive. [Indication : utiliser des coordonnées
polaires.]

Exercice IV.6. Soit p un point d’équilibre attractif d’un systtme dynamique
différentiable. Montrer que p posséde un voisinage W tel que pour tout x € W, z # p,
et tout t > 0, ®,(x) existe et n’est pas égal a z (P désigne le flot réduit du systéme). En
d’autres termes, les orbites passant, pour ¢ = 0, par un point z de W autre que p, ne sont
pas périodiques et sont définies pour tout ¢ > 0. Montrer que lorsqu’on remplace p par
une orbite périodique attractive -y, la méme propriété reste vraie.

Exercice IV.7. On considére I’équation différentielle linéaire

¢'(t) = A(e(?))
ol A € L(E, E), E étant un espace vectoriel réel de dimension finie. Montrer que cette
équation ne peut pas avoir d’orbite périodique attractive.

7. Solutions

Solution IV.1.

1) Supposons que L, (z) ait au moins deux composantes connexes, et soit K 1’une de
celles-ci. Soit U un ouvert connexe contenant K, d’adhérence compacte ne rencontrant
pas les autres composantes connexes de L, (c) (I’existence d’un tel ouvert est facile 2
établir en recouvrant K par un nombre fini de boules ouvertes centrées sur des points de
K, dont les adhérences ne rencontrent pas les autres composantes connexes de L, (x))-
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La courbe intégrale ¢ — ¢(t) qui passe par le point z pour ¢ = 0 rencontre tout voisinage
d’un point de K et tout voisinage d’un point d’une autre composante connexe de L, ()
pour une infinité de valeurs de ¢, aussi grandes qu’on veut. Cette courbe traverse donc la
frontiere Fr U pour une infinité de valeurs t,, de ¢, formant une suite croissante qui tend
vers +00. La suite (¢(t,), n € N), contenue dans le compact Fr U, admet une valeur
d’adhérence, qui est élément de FrU et aussi de L, (xz). Mais cela est impossible car
L,(z) NFrU = 0. Donc L, (z), supposé non vide et compact, est connexe.

2) Considérons par exemple un champ de vecteurs dans le plan (coordonnées z, y) dont
les courbes intégrales contenues dans la bande { (z,y) € R?; —1 < z < 1} sont des
spirales emboitées les unes dans les autres, qui s’enroulent autour de I’ origine, tendent vers

I’origine lorsque ¢ — —oo, et s’écrasent contre les droites d’équations x = —letz =1
lorsque ¢ — +o00. Pour tout point 2 = (z, y) autre que ’origine et dont la composante
vérifie —1 < x < 1, L,(2) est réunion des deux droites d’équations z = —l etz = 1;

cet ensemble a donc deux composantes connexes.

Solution IV.2.

1) Puisque X (x) # 0, il existe une section locale .S du flot de X ayant z pour point
intérieur. La proposition 5.6 montre que L, (z) rencontre .S en au plus un point. Comme
z € Ly(x), L,(z) rencontre S en un point unique, le point z. La courbe intégrale
t — (t) du champ de vecteurs X qui passe par z pour ¢ = 0 est contenue dans L, ()
(car z € L, (x)) et rencontre tout voisinage de z pour une infinité de valeurs de ¢. La
proposition 2.4 montre alors que cette courbe rencontre .S pour une infinité de valeurs de
t. Comme ces rencontres ne peuvent avoir lieu qu’au point z, cette courbe intégrale est
périodique.

2) Si L,,(x), supposé compact et non vide, n’est pas une orbite périodique, le théoréme de
Poincaré-Bendixson montre que L, (z) contient des points d’équilibre de X. Siy € L, ()
est un élément de L, (x) qui n’est pas un point d’équilibre, toute I’orbite du point y
(non réduite a un point puisque y n’est pas point d’équilibre) est contenue dans L, ()
(proposition 1.2.5).

3) Soit y € v. Comme L, (x) est compact, L,(y) et L, (y) sont non vides et contenus
dans L, (z). Soit 2 € L,(y). Si X (z) était non nul, il existerait une section locale S
du flot de X ayant z pour point intérieur; la proposition 2.4 montrerait que la courbe
intégrale de X passant par y rencontre S pour une infinité de valeurs de ¢, négatives et
aussi grandes en valeur absolue qu’on le veut; cette courbe intégrale étant contenue dans
L, (x), 1a proposition 5.6 montrerait que cette rencontre a lieu en un point unique, le
point 2; la courbe intégrale passant par y passerait aussi par z et serait périodique. Mais
lors de la démonstration du théoréme de Poincaré-Bendixson, nous avons vu que si L, ()
contient une orbite périodique, L, (z) est égal a cette orbite périodique. Comme nous avons
supposé que L, (x) n’est pas une orbite périodique, nous voyons que X (z) = 0. Tous les
points de L, (y) sont donc des points d’équilibre de X. Il en est de méme des points de
L, (y). Mais d’apres I’exercice IV.1, L, (y) et L, (y) sont connexes. Comme nous avons
supposé les points d’équilibre de X isolés, L, (y) et L, (y) sont des singletons, les points
correspondants étant des points d’équilibre de X contenus dans L, (x). Remarquons aussi
qu’étant compact, L, (x) ne contient qu’un nombre fini de points d’équilibre de X.

4) Dans le plan (coordonnées (z, y)), posons

:c3+y3

H(z,y) =zy+ T
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et considérons 1’équation différentielle

dx OH (z,y) 0H(z,y)
bt il S R SRR ¥ < 4 =
dt Ay +kH(,y) Oz
dy _ 9H(z,y) 0H (z,y)
— = —— + kH(z,y) ——,
dt 0x +kH () Jdy
ou k est une constante. Pour k = 0, cette équation a été étudiée au paragraphe I11.7.13;
son portrait de phases est représenté sur la figure I11.19. Calculons R Nous obtenons
dH oH\* [(8H\®
— =kH || — - .
(5 (5))
Nous voyons que —— est nul sur la courbe d’équation H = 0 et au point de coordonnées

(—1,—1) (qui est le seul point ou H n’est pas nul et ou les deux dérivées partielles de
H sont nulles). Nous voyons donc que lorsque k # 0, I’équation différentielle considérée
a les mémes points d’équilibre que dans le cas particulier ot k = 0; ces points sont
I’origine et le point de coordonnées (—1, —1). De plus, la cubique d’équation H (z,y) = 0
est une réunion d’orbites de cette équation différentielle, toujours comme dans le cas
particulier ou £k = 0. Lorsque £ < O (resp., lorsque £ > 0) la courbe fermée simple
formée par la partie de la courbe d’équation H(z,y) = 0 contenue dans le quadrant
{ (z,y) eR?; <0,y < 0} est ’ensemble w-limite (resp., a-limite) de tout point
intérieur a cette courbe autre que le point d’équilibre (—1, —1). Cette courbe fermée
simple n’est pas une orbite périodique; c’est la réunion du point d’équilibre (0, 0) et de
I’arc de courbe commun a la courbe instable et a la courbe stable de ce point.

Solution IV.3. Remarquons d’abord que sur un tore T?, il existe des courbes fermées
simples, par exemple les paralleles, ou les méridiens, dont le complémentaire dans T? est
connexe; le théoreme de Jordan ne s’applique donc pas aux courbes fermées simples sur
T?. Comme ce théoréme est un ingrédient essentiel de la preuve du théoréme de Poincaré-
Bendixson, on peut 1égitimement penser que ce dernier théoréme n’est pas applicable aux
champs de vecteurs sur T2. L’exemple suivant montre que c’est bien le cas. Soit (61, 62)
un systéme de coordonnées angulaires sur T?, et considérons 1’équation différentielle

g,
@
do,

@

ol k1 et k2 sont deux constantes non nulles. Si le rapport k; /k2 est irrationnel, chaque
orbite de cette équation est dense sur le tore. Par suite, I’ensemble a-limite (ou I’ensemble
w-limite) de chaque point de T? est T? entier.

Solution IV 4.
1) L'origine est I’unique point d’équilibre de cette équation, car c’est 1’'unique point
commun aux deux cubiques d’équations y = z — 2% et £ = —y + y°. La matrice du

systéme linéarisé en ce point a deux valeurs propres complexes conjuguées de partie réelle
positive. L’origine est donc un foyer répulsif.

2) Nous avons
"w T VT

=72 — r*(cos* 0 + sin* 0)

_ 2 (1 B sin2(20))
5 .

22+ 9% — (z* + oY)
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Puisque sin®(26) est toujours compris entre 0 et 1, nous avons

4
r? —rt <7’d <r—T—.
dt 2

Nous voyons que pour 0 < 7 < 1, == > 0, et que pour 7 > v/, % <0.

dt

3) Considérons deux cercles centrés sur 1’origine, de rayons 1 — ¢ et v/2 + ¢, avec
0 < € < 1. La couronne ayant pour frontiére la réunion de ces deux cercles est compacte
et positivement invariante par le flot de 1I’équation différentielle, car sur sa frontiére, le
champ de vecteurs correspondant est dirigé vers 1’intérieur. Par suite, I’ensemble w-limite
de tout point de cette couronne est non vide et contenu dans cette couronne. Comme de plus
cette couronne ne contient pas de point d’équilibre, le théoréme de Poincaré-Bendixson
montre que cet ensemble w-limite est une orbite périodique.

Solution IV.5. L’équation satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité, et
I’origine est un point d’équilibre. Pour étudier les solutions autres que le point d’équilibre,
on peut poser

T =rcosd, y=rsind, avecr > 0,
car on est siir que pour tout ¢, r restera > 0. On calcule alors
dz dy dr
R ng—=— 1-
cos 7 + sin il r(1—r?),
dz dy do
—singZ 0—=r—=r.
sin gt + cos 2t T pr T
On voit donc que 7 et 6 sont solutions des équations différentielles
dr
1— 2
2 ==,
de
— =1.
dt

L’équation satisfaite par 6 a pour solution
0(t) =6(0) +¢.

L’équation satisfaite par » admet, sur la demi-droite 7 > 0, un point d’équilibre unique,
r = 1. Ce point d’équilibre est w-stable et attractif car :

dr
—pour0<r<1,— >0,
pour0 < r ke

dr
— pour 1 , = .
pourl <r dt<0

Le point d’équilibre 7 = 1 a donc pour bassin attractif 1a demi-droite 7 > 0 entiére : toutes
les solutions ¢ +— r(t) vérifiant une donnée de Cauchy (0) > 0 sont définies pour tout
t > 0 et vérifient lim—, 4 o 7(t) = 1.

Au point d’équilibre » = 1 de 1’équation satisfaite par 7, correspond une solution
périodique du systéme 1n1t1al

z(t) = cos(0(0) + t) , y(t) =sin(6(0) + ¢t).

L'orbite correspondante -y, périodique de période 2, est le cercle de centre I’origine et
de rayon 1. Elle est w-stable et attractive, et a pour bassin attractif R2\{(0,0)}. En effet,
pour toute solutions ¢ — (z(t),y(t)) autre que le point d’équilibre, nous avons

Jimd((w(),9(®),7) = Jlim_|r($)—1] =0,
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et, de plus, |r(t) — 1| est une fonction décroissante de ¢. Il n’y a donc pas d’autre orbite
périodique.

La détermination de 1’application de Poincaré nécessite la résolution de 1I’équation
différentielle satisfaite par 7. En posant u = 72, nous obtenons

d
_ e 2dt
u(l — u)
d’ol nous déduisons
Uo
1 =In 2t.
. 1—u ’ 1—wug +

En remarquant que r(¢) — 1 reste toujours de méme signe que 7(0) — 1, nous en déduisons

la solution
r(0)e?

V14 (r0) (e - 1)

Prenons pour section de Poincaré le demi-axe (x > 0, y = 0). L’application de Poincaré
est ’application qui associe, a un point d’abscisse > 0 de ce demi-axe, le point ou la
courbe intégrale qui passe par ce point traverse de nouveau ce demi-axe pour la premiére
fois lorsque ¢ croit. L’expresion #(t) = 6(0) + ¢ montre que I’application temps de retour
est constante, égale a 2. L’application de Poincaré g s’obtient donc en remplagant, dans
I’expression de 7(t) ci-dessus, 7(¢) par g(x), 7(0) par z et ¢ par 27 :

2m
g9(z)

r(t) =

_ ze
V1+a2(etr —1)

SolutionIV.6. D’apres ladéfinition d’un point d’équilibre attractif, il existe un voisinage
W de ptel que pour toutz € W ettoutt > 0, ;(x) soit défini et que lim;—, 4 oo P1(z) = p.
11 suffit donc de montrer que si x # p, alors pour tout £ > 0, ®;(z) # x.

Supposons qu’il existe T > 0 tel que ®p(x) = z. L'orbite O(z) de z serait alors
périodique de période T', donc compacte. D’apres le théoréme d’existence et d’unicité, p
n’est pas élément de cette orbite; donc d ( ,(’)(:1:)) > 0. Cela est en contradiction avec
lim;_, 400 d(®¢(z),p) = 0, puisque pour tout ¢ > 0, D¢ (z) est élément de O(z).
Remplagons maintenant p par une orbite périodique attractive 7y, et montrons que la méme
propriété reste vraie. Plus précisément, montrons qu’il existe un voisinage W de -y tel que,
pourtoutz € W,z ¢ v, ettout t > 0, () soit défini et # x.

D’apres la définition d’une orbite périodique attractive, il existe un voisinage W de -y tel
que, pour tout z € W et tout ¢ > 0, ®;(z) soit défini et que limy—, 100 d(®4(z),v) = 0.
I reste seulement a démontrer que si = ¢ +, alors ®;(z) # . Soitdoncz € W,z ¢ 7,
et supposons qu’il existe 7" > 0 tel que P (z) = x. L'orbite O(z) du point z est alors
périodique, donc compacte. Elle n’est pas confondue avec «y puisque z € O(z) etz ¢ 7.
D’aprés le théoréme d’existence et d’unicité, elle est disjointe de -y, donc d(O(z), ) > 0.
Cela est en contradiction avec limy— 4.0 d(®4(x),~) = 0, puisque pour tout ¢ > 0, P;(z)
est élément de O(x). ‘

Solution IV.7.  Supposons qu’il existe une orbite périodique attractive . Nous allons
montrer que pour tout voisinage W de v, il existe un point z € W, = ¢ ~, dont 1’orbite
est périodique. D’aprés I’exercice IV.6, ceci serait en contradiction avec 1’hypothése selon
laquelle +y est périodique et attractive, et nous aurons prouvé le résultat désiré.

Soit W un voisinage de «. Il existe € > 0 tel que tout élément z de E vérifiant d(z,y) <€
soit élément de W. Soit a un point de -y; nécessairement a # 0, car -y est une orbite
périodique, pas un point d’équilibre. De plus, a n’est pas vecteur propre de A. En effet s1



§7. Solutions 135

a était vecteur propre de A, associé a la valeur propre ), la solution de 1’équation passant
par a pour t = 0 serait z(¢) = exp(tA)(a) = e*a, elle ne serait pas périodique. Le
vecteur A(a), tangent a ’orbite O au point a, n’est pas colinéaire 2 a. Il existe donc un
point & situé sur la demi-droite joignant 1’origine au point a, non élément de -, et vérifiant
|z — all < €. Le point z est élément de W, et il est de la forme z = ka, ou k est un réel
strictement positif, vérifiant ||x — a|| = |k — 1| ||a|| < €. La solution de I’équation passant
par z pour t = 0 est

Y(t) = exp(tA)(z) = exp(tA)(ka) = kexp(tA)(a) = ke (t)

ot nous avons noté ¢ — (t) la solution de 1’équation qui passe par a pour ¢ = 0. Comme
o est périodique, 9 I’est aussi. Nous avons abouti 2 une contradiction, comme annoncé.



Chapitre V

Linéarisation et conjugaison

Nous revenons dans ce chapitre sur une question déja abordée au chapitre III : la
comparaison des portraits de phases, au voisinage d’un point d’équilibre isolé,
d’un systtme dynamique différentiable et de son linéarisé. Mais alors que les
principaux résultats obtenus au chapitre III concernaient les champs de vecteurs
sur un ouvert du plan, nous supposons maintenant 1’espace des phases de dimension
finie quelconque; nous donnons un sens précis a la comparaison de deux portraits
de phases en introduisant la notion de conjugaison (topologique ou différentiable),
et nous traitons de ce point de vue les systémes dynamiques a temps discret ou a
temps continu. Les démonstrations que nous présentons suivent de pres celles du
beau livre de M. C. Irwin [37].

Nous établissons le théoréme de Hartman et Grobman pour le voisinage d’un point
d’équilibre hyperbolique, d’abord pour un systéme a temps discret (théoreme 5.4)
puis pour un systeme a temps continu (théoréme 6.3). Nous définissons les ensembles
stable et instable d’un point d’équilibre. Nous prouvons (théorémes 7.11 et 7.13) que
lorsque ce point est hyperbolique, ces ensembles sont des variétés différentiables,
et nous déterminons leur espace tangent au point d’équilibre. Ces résultats sont
rapprochés de ceux obtenus au chapitre I pour les champs de vecteurs sur un ouvert
du plan. Finalement, nous donnons quelques bréves indications sur la conjugaison
différentiable (théorémes de Sternberg 8.1 et 8.2) et sur les variétés stable et instable
d’une orbite périodique hyperbolique.

1. Linéarisation au voisinage d’un point d’équilibre

1.1. Présentation du probléme. — Considérons un systéme dynamique { : ; t € ©}
sur un ouvert 2 d’un espace affine £ de dimension finie, I’ensemble des temps © pouvant
étre R, R*, Z ou N. Nous supposons chaque application ¢, (avec t € ©) définie sur un
ouvert U; de (2, différentiable et de classe CP, avec p > 2.
Soit @ € 2 un point d’équilibre du systeme. Nous supposerons que 1’ensemble des ¢t € ©
tels que ¢ (a) soit défini est © tout entier. Cette hypothése est peu restrictive en pratique :
d’apres la proposition III.1.2, elle est satisfaite si le syst¢tme dynamique considéré est a
temps discret et si a est élément de 1’ouvert U; sur lequel est défini le générateur o du
systéme; d’apres la proposition III.1.3, elle est satisfaite aussi si le systéme dynamique
considéré est associé a un champ de vecteurs X de classe C? sur Q.
Nous avons, pour tout ¢ € O,
vi(a) =a.

En notant Dy (a) la différentielle de . au point a nous pouvons écrire, pour tout z € Us,

vt(z) = pi(a) + Dypi(a)(z — a) + me(z — a) = a+ Dypy(a)(z — a) + ni(z — a), (¥)
avec

mE—a) _,
z—a, T#a ”.'1) — a|| N

Afin d’étudier les propriétés du systeéme dynamique {¢; ; ¢t € ©} au voisinage du
point d’équilibre a, il peut sembler naturel de négliger en premiére approximation,
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dans I’expression de o:(x) donnée ci-dessus (*), le terme 7;(z — a) auprés du terme
Dy:(a)(x — a). C’est I’idée de base de la méthode de linéarisation. Pour rendre légitime
I’emploi de cette méthode, nous devons vérifier plusieurs choses :

— nous devons d’abord nous assurer que le syst¢me formé, pour ¢ parcourant O, par
les expressions approchées des ¢:(z), lorsqu’on néglige 7:(z), est bien un systéme
dynamique, appelé systéme linéarisé; cette vérification est assez facile;

— nous devons ensuite prouver que le comportement du systeme linéarisé, au voisinage
du point a, est qualitativement identique, en un sens a préciser, a celui du systeme
dynamique initial; comme nous le verrons, c’est assez difficile, et cela nécessite
certaines hypothéses, d’autant plus restrictives que I’on voudra donner un sens plus
précis a la notion de comportement qualitativement identique.

La proposition suivante montre que le systeme linéarisé est bien un syst¢eme dynamique.

1.2. Proposition. — Soit { p; ; ¢t € ©} un systéme dynamique sur un ouvert 2
d’un espace affine £ de dimension finie, ’ensemble des temps © pouvant étre R,
R*, Z ou N. On suppose chaque application ¢, (avec t € ©) définie sur un ouvert
U; de Q, différentiable et de classe C?, avec p > 2. Soit a € Q un point d’équilibre
du systéme. On suppose que pour tout t € O, a est élément de U;, et on note
Dy:(a) la différentielle de ¢; au point a. La famille d’applications linéaires de
Pespace vectoriel E associé a I’espace affine € dans lui-méme

{Dpi(a) ; teO}

est un systéme dynamique sur E, appelé systéme linéarisé au point a du sytéme
{wt ; tE ® }

Preuve : Soient t et s deux éléments de ©. Puisque © = R, R, Z ou N, ¢ + s est
élément de ©. Les applications linéaires Dy (a), Dys(a) et D,y s(a) sont définies sur
E tout entier, et a valeurs dans E. L’ouvert U; N Us N U4 est non vide puisque a en est
un élément; pour tout élément x de cet ouvert, nous savons (définitions 1.1.2 ou I.1.4) que
ws(z) € Uy et que
Pe15(T) = @1 0 ps(a).
Différentions les deux membres de cette égalité :
Doty s(z) = Doy (0s(x)) 0 Dopg(x) .
Faisons maintenant ¢ = a. Compte tenu de 5 (a) = a, nous obtenons
Dypyis(a) = Dpy(a) o Dpsy(a) -
D’apres la définition 1.1.2 si le systéme considéré est a temps continu, ou la définition 1.1.4
s'il est a temps discret, cette égalité prouve que { Dy;(a) ; t € © } est bien un systéme
dynamique sur E. 0
1.3. Remarque. — Dans les hypothéses de la proposition ci-dessus, le systéme dynamique
initial {; ; t € © } admet le point a pour point d’équilibre, et le systeéme linéarisé
{Dp(a) ; te® } admet I’origine pour point d’équilibre. Cela vient du fait qu’en
linéarisant, nous avons identifié I’espace affine £ 4 ’espace vectoriel associé E en prenant
le point a pour origine.
La proposition suivante traite du générateur, ou du générateur infinitésimal, du systeme
dynamique linéarisé.

L4. Proposition. — Les hypothéses et notations sont celles de la proposition 1.2.
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1. On suppose le systéme dynamique { ¢; ; t € ©} a temps discret (autrement
dit © = Z ou N). Le générateur du systéme linéarisé { Dpy(a) ; t € O} est
Dy, (a), différentielle au point a du générateur ¢; du systeme initial.
2. On suppose que le systéme dynamique {; ; t € © } est a temps continu et
a pour générateur infinitésimal un champ de vecteurs X de classe CP, défini syr
Pouvert §) de £ ; on a donc © = R. Sur I’espace vectoriel E, le systéme dynamique
linéarisé {D<pt (a) ; t € R} admet pour générateur infinitésimal le champ de
vecteurs linéaire DX (a), différentielle au point a du générateur infinitésimal X dy
systéme initial.
Preuve :
1. Ona Dy,(a) = Dyi(a) o Dp;(a) = (Dpy (a))z. De proche en proche on en
déduit que pour tout n € N, Dy, (a) = (Dpi(a))”.Si®© = Z,ona p_1 = 7" donc
Dy_1(a) = (Dy1(a)) !, on en déduit de proche en proche, comme ci-dessus, que pour
toutn € N, Dp_n(a) = (Dyp-1(a))" = (Dp1(a)) "
2. Soit @ le flot réduit du champ de vecteurs X . Le systeme dynamique s’exprime, au
moyen de ¥, sous la forme @;(z) = ®(¢,z). Nous avons, d’apres la définition du flot
réduit (voir [1.4.11) J

Zo(t,s)| = X(2(to,)).

dt ( /B) t=tg ( ( 0 x))
D’autre part, pour tout u € E,

Diu(a)w) = Dy®(t,0)(u) = = ((t,a+ su))|

ol nous avons noté D, ®(¢, a) la différentielle partielle de ® par rapport a sa seconde
variable, au point (¢, a). Nous avons donc
8—0> |t—t0 ’

d d (d
dt (D%( )(u ))‘t—to dt (d (t a+ su)
Puisque ® est de classe CP, avec p > 2, nous pouvons échanger 1’ordre des deux
dérivations par rapport a s et a ¢, et écrire
d
= (D<pt( )(w) < a(t, a+su)|t_ )
X(®
( (to,a + su)) o
(®(to, a)) o D2®(to,a)(u)
(a

=DX )(Dsoto(a’)(u)) ’

puisque ®(to, a) = a. En particulier, pour ¢, = 0, nous avons
d
= (Dp@)(w)|_ = DX(a)w).

Le syteme dynamique linéarisé { Dyy(a) ; t € R } adonc pour générateur infinitésimal,
d’apres la définition 1.3.3, le champ de vecteurs linéaire DX (a). o

)

t to s=0

d
ds
d
ds
= DX

2. Conjugaison topologique ou différentiable

2.1. Définition. — Soient {p; ; t € ©} et {¢+ ; t € O} deux systémes
dynamiques ayant méme ensemble des temps © (celui-ci pouvant étre R, R,
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7, ou N), le premier défini sur un ouvert §) d’un espace affine £ et le second sur un
ouvert T d’un espace affine F, les espaces £ et F étant de méme dimension finie.
1. On dit que ces deux systémes dynamiques sont topologiquement conjugués s’il
existe un homéomorphisme h : @ — T tel que, pour tout t € ©,

hopt=1oh. (%)

2. On dit que ces deux systémes dynamiques sont CP-différentiablement conjugués
(ot p est un entier > 1) s’ils sont topologiquement conjugués et si, parmi les
homéomorphismes h qui vérifient la relation (x), il en existe au moins un qui est
un difféomorphisme de classe CP.

2.2. Commentaires

a) Explicitons la signification de la relation () ci-dessus : pour tout ¢ € © et tout z € {2,
() est défini si et seulement si )¢ (h(a:)) est défini, et lorsque c’est le cas,

h(pe(z)) = ¥ (h(x)) -
b) L application h étant une bijection de 2 sur Y, la relation () est équivalente a
hopioh ™ =4,, oud @, =h"loysoh.
On peut donc dire que deux systémes dynamiques sont topologiquement conjugués (resp.,
CP-différentiablement conjugués) si ’un est image de 1’autre par un homéomorphisme

(resp., par un difféomorphisme de classe CP). Cela montre évidemment que la conjugaison
topologique et la conjugaison CP-différentiable sont des relations d’équivalence.

La proposition suivante indique une condition nécessaire et suffisante pour que deux
systtmes dynamiques a temps discret soient topologiquement (ou différentiablement)
conjugués.

2.3. Proposition. — Soient {p, ; n € ©} et {¢, ; n € O} deux systémes
dynamiques & temps discret, dont I’ensemble des temps est © = Z ou N, le premier
défini sur un ouvert § d’un espace affine £ et le second sur un ouvert Y d’un espace
affine F, les espaces € et F étant de méme dimension finie. Soit ¢, le générateur du
premier systéme et i, le générateur du second. Les deux systémes dynamiques sont
topologiquement conjugués (resp., CP-différentiablement conjugués, avec p entier
> 1) si et seulement s’il existe un homéomorphisme (resp., un CP-difféomorphisme)
h:Q — 7T tel que
hopi=4v10h.

Prewve : La condition indiquée est évidemment nécessaire. Montrons qu’elle est
suffisante. Supposons qu’il existe un homéomorphisme (resp., un CP-difféomorphisme)
h:Q — T tel que
hopi;=1v10h. (*)
Nous avons alors
hops=hopiop; =tp1ohopr =910¢oh=10h.
De méme, nous montrerions aisément par récurrence que, pour tout n € N,
h°¢n=¢n°h‘ (**)
Si ® = N, cela suffit pour établir le résultat annoncé. Si © = Z, ¢, et 1, sont des
bijections dont les inverses sont ¢_; et ¥_;, respectivement. En composant les deux
membres de () avec ¥_; a droite et ¢_; & gauche, nous obtenons

hop_1=1v%_10h.
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Comme ci-dessus, nous en déduisons que 1’égalité (xx) est vraie pour tout n € Z. O

La proposition suivante indique une condition nécessaire et suffisante pour que deux
systemes dynamiques a temps continu, ayant pour générateurs infinitésimaux des champs
de vecteurs localement lipschitziens, soient C?-différentiablement conjugués.

2.4. Proposition. — Soient X et Y deux champs de vecteurs localement lipschitziens
définis, le premier sur un ouvert §2 d’un espace affine £, le second sur un ouvert
T d’un espace affine F, les espaces £ et F étant de méme dimension finie. Les
systémes dynamiques formés par les flots réduits de ces deux champs de vecteurs
sont CP-différentiablement conjugués (avec p > 2) si et seulement s’il existe un CP-
difféomorphisme h : @ — T tel que h,X =Y (notation de la proposition IL.5.1),
c’est-a-dire tel que, pour tout = € (2,
Dh(z)(X(z)) =Y (h(z)) .

Preuve :  Soient @ et ¥ les flots réduits de X et de Y, respactivement. Si les systemes
dynamiques constitués par ® et ¥ sont CP-différentiablement conjugués, il existe un
CP-difféomorphisme h : @ — T tel que pour tout ¢t € R

hO@t=\I’t0h, (*)
ou en notant z un point de 2 tel que @;(z) soit défini,
Dérivons par rapport a t; compte tenu de

da) =X (@), SUG) =Y (W),

Dh(X(@t(x))) - Y(\I!t (h(w))) .
En particulier, pour ¢t = 0, nous avons
Dh(X(z)) =Y (h(z)). ()
Réciproquement, supposons qu’il existe un CP-difféomorphisme h : @ — Y vérifiant la
relation (*x) ci-dessus pour tout x € 2. La proposition IL.5.1 et le théoréme d’existence
et d’unicité de Cauchy-Lipschitz nous permettent d’affirmer que les flots réduits de X et
de Y vérifient, pour tout ¢ € R, la relation (x). 0

2.5.Remarque. — Faute de pouvoir définir I’image directe d’un champ de vecteurs par un
homéomorphisme, il n’est pas possible de formuler une condition nécessaire et suffisante
du méme genre que celle de la proposition précédente pour que les systémes dynamiques
constitués par les flots réduits de deux champs de vecteurs soient topologiquement
conjugués.

nous obtenons

Afin de donner un caractére local a la notion de conjugaison (topologique ou différentiable),
nous allons définir la restriction d’un systéme dynamique a une partie de son ensemble de
définition. Cela fait 1’objet des propositions suivantes.

2.6. Proposition. — Soit { ¢ ; t € ©} un systéme dynamique sur un ensemble §},
paramétré par un ensemble de temps © pouvant étre R, R*, Z ou N. Pour chaque
t € ©, notons U, la partie de Q sur laquelle I'application p; est définie. Soit W
une partie non vide de €. Pour chaque t € ©, posons
U, = {zeW ; V9e©comprisentre O ett, z € Up et pg(x) € W} ;5

(nous convenons de dire que 6 € © est compris entre 0 et t 5’il vérifie soit 0 < 0 <t
soit t < 6 < 0, selon que 0 < t out < 0). Notons @; la restriction de ¢; a Ut,
considérée comme application de U, dans W. Alors {@t ; te€ O} est un systeme
dynamique sur W, appelé restrictiona W du systéme dynamique { p; ; t€ ©}.
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Preuve : D’aprés sa définition méme, chaque @ estune application définie sur une partie
U de W et a valeurs dans W. Pour ¢t = 0, o = idyy.

Soient t; et t, € © vérifiant 0 < ¢; < ¢y, x € Uy, et § € O vérifiant 0 < 0 < ¢;.
A fortiori, 0 vérifie 0 < 0 < t,, donc compte tenu de la définition de ﬁtz, xz € Uy et
wo(x) € W; celaprouve que x € (7}1. Nous avons prouvé que si 0 < ¢; < to, ﬁtz C 17}1.
Soient ¢ et s deux éléments de O, et z € U,. Montrons que Ps(z) € U, si et seulement si
T € ﬁs+t' _

Supposons d’abord @, (z) € Uy. Soit @ € © compris entre 0 et s+ t. Nous devons prouver
que = € Uy et que py(z) € W. Nous considérons successivement deux cas, qui épuisent
les possibilités.

Premier cas : 6 est compris entre O et s. Puisque = € U,, nous avons alors z € Uy et
<p9(:12) cw.

Deuxieme cas : 6 est compris entre s et s + t. Alors § = s + ¢, avec ¢ compris
entre 0 et t. Puisque 3,(z) € Uy, nous avons @,(z) € Ue et ¢ (Ps(z)) € W. Mais
0c (P5(2)) = @c(ps(2)) = Psrc(@) = po(x), donc pg(z) € W.

Supposons maintenant € [7'3+t. Soit § € © compris entre 0 et . Nous devons prouver
que Ps(z) € Up et que wg(Ps(z)) € W. Quels que soient les signes de s etde t, s + 0
est toujours compris, soit entre 0 et s, soit entre 0 et s + ¢. Comme x € (75 N 173+t, nous
avons © € Uspg et pyro(z) € W. Mais py10(z) = po(0s(z)) = o(Ps(x)), donc
7 (833(55)) eEW.

Nous avons bien prouvé que si s et ¢ sont deux éléments de © et z un élément de U,, alors
@s(z) est élément de U, si et seulement si z € U,y . Lorsque c’est le cas, nous avons

Gt (Pa(2)) = @1 (05 (@) = Poy1(x) = Paye () -
Compte tenu des définitions 1.1.2 (si le systéme est a temps continu) ou 1.1.4 (s’il est a
temps discret), nous avons prouvé que { @; ; t € © } est bien unsystéme dynamique. 0O

2.7. Proposition. — Les hypothéses et notations sont celles de la proposition
précédente.

1. On suppose le systéme dynamique considéré a temps discret : © = Z ou N.
Alors le générateur ¢, du systéme restreint 4 W est la restriction 4 W N U; du
générateur ¢; du systéme { p; ; t€ O }.

2. On suppose le systéme considéré & temps continu, avec © = R. On suppose
de plus que §) est un ouvert d’un espace affine £ de dimension finie, que W est un
ouvert de £ contenu dans 2, et que le sytéme dynamique { ¢: ; t € © } admet un
générateur infinitésimal X, qui est un champ de vecteurs localement lipschitzien
sur ). Alors le systéme restreint & W admet pour générateur infinitésimal la
restriction & W du champ de vecteurs X .

Preyve: C’estune vérification de routine qui ne présente aucune difficulté. Nous laissons
au lecteur le soin de la faire. a

2.8. Définition. — Soient {p; ; t € ©} et {¢; ; t € O} deux systémes
dynamiques ayant méme ensemble des temps © (celui-ci pouvant étre R, R,
Z ou N), le premier défini sur un ouvert 2 d’un espace affine £ et le second sur
un ouvert T d’un espace affine F, les espaces £ et F étant de méme dimension
finie. Soit A une partie de Q) invariante par le premier systéme (c’est-a-dire telle
que pour tout x € A et tout t € ©, pi(z) soit défini et élément de A), et B une
partie de Y invariante par le second systéme.
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On dit que le systéme dynamique {¢; ; t € ©} au voisinage de I’ensembje
invariant A et le systéme dynamique {4, ; t € ©} au voisinage de I’ensemb]e
invariant B sont localement topologiquement conjugués (resp., localement Cp.
différentiablement conjugués, avec p > 1), s’il existe un voisinage ouvert V (e
A dans Q et un voisinage ouvert W de B dans Y tels que les restrictiong
des systémes, respectivement a V et a W, soient topologiquement conjugués
(resp., CP-différentiablement conjugués) par un homéomorphisme (resp., un CP-
difféomorphisme) h: V — W tel que h(A) = B.

2.9. Commentaire. — Nous utiliserons dans la suite la définition ci-dessus avec, pour
partie invariante A de 2, soit un singleton { a } (le point a étant un point d’équilibre), soit
une orbite périodique O.

3. Obstacles a la conjugaison

Nous indiquerons dans la suite de ce chapitre des conditions suffisantes pour qu’un
systeme dynamique soit localement topologiquement conjugué, au voisinage d’un point
d’équilibre, au systéme linéarisé. Mais auparavant, nous allons donner quelques exemples
illustrant certains obstacles a la conjugaison.

L’existence de valeurs propres imaginaires pures du champ de vecteurs linéarisé, au
voisinage d’un point d’équilibre, peut €tre un obstacle a la conjugaison, comme le montre
I’exemple suivant.

3.1. Exemple. — Considérons I’équation différentielle, dans le plan R? (coordonnées x

ety),

dz 2 9

X = —wy + Az(z® + y°),

; (+)

d_zt/ =wz + My(z? +y?),
ol w et A sont deux constantes réelles. Pour déterminer son flot réduit nous utilisons des
coordonnées polaires, en posant

x = pcosh, y = psinf.

Il est facile de voir que le systéme () implique, si p # 0,

dp de

= ® — =

at =~ @Y
En notant o = pg cos 6o, Yo = po sin by, avec po > 0, la donnée de Cauchy pour ¢ = 0,
nous voyons que (p(t), 8(t)), donc aussi (z(t), y(t)), est défini pour ¢t € R vérifiant
2\pdt < 1, et a pour expression

V1 —2X\pkt
0(t) = 6o + wt.

L’origine est un point d’équilibre. Il est facile de voir que c’est
— un point d’équilibre w-stable et attractif (définitions II1.2.1 et I1.2.2) si A < 0,
— un centre (paragraphe II1.5.4) si A = 0,
— un point d’équilibre a-stable et répulsif (définitions II1.2.1 et I11.2.2)si A > 0.

L’équation différentielle obtenue en linéarisant I’équation () au voisinage de I’origine
s’obtient tout simplement en remplagant A par 0. Pour cette équation, 1’origine est un
centre, comme nous 1’avons vu au paragraphe 1I1.5.4.
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par suite, si A # 0, le systeme dynamique formé par le flot réduit de I’équation différentielle
(x) n’est certainement pas localement topologiquement conjugué, au voisinage de
|’origine, au systéme linéarisé. A fortiori, pour A # 0, ce systéme n’est certainement pas
Jocalement différentiablement conjugué, au voisinage de I’origine, au systeme linéarisé.

L’exemple suivant illustre 1’obstacle a la conjugaison différentiable que peut constituer
I’existence de résonances. Nous verrons plus loin qu’on dit qu’il y a résonance lorsqu’une
des valeurs propres du champ de vecteurs linéarisé, au voisinage du point d’équilibre
considéré, s’exprime comme une combinaison linéaire a coefficients entiers des autres
valeurs propres. Le lecteur remarquera que dans I’exemple ci-dessous, une des valeurs
propres du champ de vecteurs linéarisé est égale au double de I’autre valeur propre.

3.2. Exemple. — Considérons I’équation différentielle, dans le plan R? (coordonnées x
ety),

Zﬁ=2-’v+y2,

¢ (%)
dy _

a v

L’origine est un point d’équilibre. Notant (xo, ¢o) la donnée de Cauchy pour ¢ = 0, un
calcul facile montre que la solution correspondante est définie pour tout ¢ € R et a pour
expression

{uw=@mmw8%

y(t) = yoe' .
L’équation différentielle linéarisée, au voisinage de I’origine, s’écrit
% = 2u,
df) _, (%)
d

et en notant (ug, vo) la donnée de Cauchy pour ¢ = 0, nous voyons que la solution, définie
pour tout t € R, est
{ u(t) = upe®*,

v(t) = voet.
Nous allons prouver qu’il n’existe pas de difféomorphisme de classe C?, défini sur un
voisinage de I’ origine de R?, appliquant 1’ origine sur elle-méme, conjuguant localement,
au voisinage de 1’ origine, les flots réduits de 1’équation différentielle () et de sa linéarisée
(*x). Supposons qu’un tel difféomorphisme existe, et notons le

(wiy) = ('U, = f(m1y) y U =g(z,y)) .
Les fonctions f et g devraient vérifier £(0,0) = 0, g(0,0) = 0, et pour tout réel t assez
petit en valeur absolue,

2 f(x,y) = f(e®x + te?y?, ely),
e'g(z,y) = g(e®z + te®y?, e'y).
Dérivons la premiére relation par rapport a y. Nous obtenons
eth;(a:, y) = fo(e¥z + te®y?, e'y)2te®y
+ fo(e”z + te®y?, e'y)e’. (k)
En faisant z = 0, y = 0, nous obtenons

e*£,(0,0) = €' £,(0,0),
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ce qui implique f; (0, 0) = 0.
Dérivons une seconde fois 1’expression (*+x) par rapport a y, puis faisons ¢ = 0, y = ),
Nous obtenons

f2(0,0)2te* =0,
ce qui implique f.(0,0) = 0.
L’application (z,y) — (v = f(,9),v = g(z,y)) n’est certainement pas un C2.
difféomorphisme local au voisinage de 1’origine, puisque les deux dérivées partielles de
f alorigine sont nulles.

4. Quelques résultats préliminaires

Nous allons établir (ou rappeler) dans le présent paragraphe quelques résultats qui seront
utilisés plus loin pour la démonstration du théoréme de Hartman et Grobman.

Le lemme ci-dessous indique que lorsqu’on perturbe un isomorphisme lin€aire d’un espace
de Banach en lui ajoutant une application lipschitzienne de rapport assez petit, le résultat
obtenu est un homéomorphisme de cet espace de Banach.

4.1. Lemme. — Soit E un espace de Banach, et B € GL(FE) une application
linéaire, continue, inversible et d’inverse continue de E dans lui-méme. Soit

¢ : E — E une application lipschitzienne de rapport k vérifiant k < (|| B *lll)_l.
Alors B + ¢ est un homéomorphisme de E sur lui-méme.

Preuve: 1 application B+( est continue puisque somme de deux applications continues.
Montrons qu’elle est injective. Soient z et y deux points de E. Nous avons

(B+¢)(x) — (B+¢)(y) = Bz —y) +{(x) = ¢(y),
donc, d’apres la seconde inégalité triangulaire,
[(B+¢)(z) = (B+ W) > ||Blx—1y)| - ||<(z) —<®)] -
Mais B~} (B(z — y)) =« — y, donc
lz =yl < 1B~ || Bz - )],
ou encore

—1y -1
[B-y)| = UB7) " lz—yl-
D’autre part, puisque ¢ est lipschitzienne de rapport &,

I¢@) = <@ < kllz -y,

d’ou .
I(B+ 0@ - B+ = (1B - k)llz -yl

Par hypothése, nous avons (||B‘1||)_1 — k > 0; I’inégalité ci-dessus prouve alors que
B + ( est injective.
Montrons maintenant que B + ¢ est ouverte. Pour cela, il suffit de prouver que pour tout
x € FE et tout voisinage W de z, (B + ¢)(W) est un voisinage de (B + ¢)(z). Les boules
fermées de centre z et de rayon > 0 formant un systéme fondamental de voisinages du
point z, il suffit pour cela de montrer que pour tout 7 > 0, il existe p > 0 tel que I’'image
par B + ¢ de la boule fermée de centre x et de rayon r contient la boule fermée de centre
(B + ¢)(x) et de rayon p. Nous allons voir que cette propriété est vérifiée si I’on choisit

p= ((||B‘1||)_1 - k)r. Soit donc y € E vérifiant

ly = B(z) = ¢(=)]| < p.
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Nous devons prouver qu’il existe z € E tel que ||z — z|| < r vérifiant (B + {)(2) = ¥,
c'est-a-dire B(z) + {(2) = y, ou encore, puisque B est inversible,
z=B7'(y—{(2)).
Posons, pour tout z € F,
6(z) = B~ (y— {(2))
Nous sommes ramenés a prouver que 1’application © posséde un point fixe dans la boule

fermée de centre x et de rayon p. Montrons pour commencer que © applique cette boule
dans elle-méme. Nous avons
))

O(z) —z =B~ '(y—¢(2) — Bz
=B (y— B(z) — {(z) +¢{(z) — ¢(2))
=B~ '(y— B(z) - (=) + B~ (¢(z) — ¢(2)) -
Nous en déduisons, puisque ||y — B(z) — {(z)|| < p, et que { est k-lipschitzienne,
18(2) ~z|| < IB~ o+ |B~H|lkr < 7,

puisque nous avons choisi p < ((||B‘1||)—1 — k) . Nous avons ainsi prouvé que ©

applique la boule fermée de centre x et de rayon r dans elle-méme. Montrons maintenant
que la restriction de © a cette boule est contractante. Soient z; et 23 deux éléments de
cette boule. Nous avons

1©z1) = ©z2)|| = |B7 (¢(21) = ¢(22) |
< IB7HH[¢(z1) = ¢ (=2)]|
< IB7 M kller — 2l -
Comme k||B~!|| < 1, nous avons bien prouvé que © est contractante. La boule fermée
de E de centre x et de rayon r étant un espace métrique complet, le théoréme du point
fixe nous permet d’affirmer que © admet un point fixe unique dans cette boule. Ainsi que

nous I’avons vu, cela implique que I’application B + ( est ouverte.
Pour tout point z de F et tout r > 0, I’image par B + { de la boule fermée de centre z et de

rayon 7 contient la boule fermée de centre (B + ¢)(z) et de rayon p = ((H Bl o k) 7.

Lorsque r — +00, p — +00. Par suite, B + ( est surjective de E sur lui-méme. Comme
nous avons déja prouvé qu’elle est continue, injective et ouverte, 1’application B + ¢ est
un homéomorphisme. O

Le lemme qui suit est une variante du théoréme du point fixe.

4.2. Lemme. — Soit E un espace de Banach, et T e LI(]E E) une application

linéaire continue de E dans Iui-méme. On suppose idg —T inversible et d’inverse
continue (en fait, la continuité de 'inverse résulte d’un théoréme de Banach, il

suffit de supposer idg —T inversible). Soit i une application de E dans lui-méme,
lipschitzienne de rapport k. Si ce rapport vérifie

, 11
k< |(ide =T)7Y| ",
alors T + 7 admet un point fixe unique dans E.

Preuve :  Montrons d’abord que les applications (ld]E T) ofet T+ 7 ont les mémes
points fixes. Un élément g de EE est point fixe de T + 7 si et seulement si

T(g) +7(g) =g,



146 Chapitre V. Linéarisation et conjugaison

ou encore si et seulement si N
_1(g) = (ide —T)(g) ,
ce qui équivaut, puisque idg —7" est inversible,
(idg—T) " oi(g) =g,
qui exprime que g est point fixe de (idg —T) ! o 7.
Montrons que (idg —T)‘l o 7] est une application contractante. Soient g; et g» deux
¢léments de [E. Nous avons N
|| (ide —T') ~*ofi(g1) — (idg —T) ™ o 7i(ga)

< ||ide ~D) 7| [[i(g1) — Ag2) |

< k|| (idg —T) 7 llgx — g2l
Puisque nous avons supposé k < |(idg 7)1 I ™!, cette inégalité prouve que
(idg —ff)“l o 7] est contractante. L’espace [E étant complet, cette application admet dans
E un point fixe unique, qui est aussi I’'unique point fixe de T+ . O

Nous aurons besoin, dans la suite, de prolonger a tout un espace vectoriel normé une
application lipschitzienne définie sur une boule de cet espace, de maniére telle que
I’application prolongée soit encore lipschitzienne. Le lemme ci-dessous montre que ¢’est
possible.

4.3. Lemme. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, k et p deux réels
strictement positifs et 1 une application, définie sur la boule fermée de E centrée
sur origine et de rayon p, a valeurs dans F, lipschitzienne de rapport k. Il existe
une application 7, définie sur E entier, & valeurs dans F, bornée et lipschitzienne
de rapport 2k, dont la restriction & la boule fermée de centre I’origine et de rayon
p est .
Preuve : L’application 7 est bornée, car elle est lipschitzienne et définie sur une partie
bornée de E. Posons, pour tout z € E,

) n(z) szl < p,

nx) = pz .

iz) o lzll > p.

L’application 7] ainsi définie sur E entier a visiblement 7 pour restriction a la boule de
centre I’origine et de rayon p. Elle est bornée, car I’ensemble de ses valeurs est le méme
que I’ensemble des valeurs de 7. Montrons qu’elle est lipschitzienne de rapport 2k. Soient
T et zo deux points de E.
Si||z1] < pet||zz2]| < p, nous avons

[fi@1) — i(@)|| = (1) - n(@2)]| < kller — 2.

. T
Si||z1|| < pet ||z2|| > p, posons yz = P2 Nous avons

[|z2]|
(1) — 7i(z2) || = ||n(=1) — n(y2)| < kllz1 — v2ll
< kllzy —z2 + 22 — 2|

< k(lz1 — z2| + |lm2 — w2l]) -

Mais
lz2 — yall = ||z2 — ——
2]
= ||zl — p
< Jlas)| — [Ja1

< oy — 2 -
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Nous avons donc
[|7i(x1) — ”I(fvz)H < 2k||z1 — szH

Si ||z1] > pet||z2]| > p, posons y; = ”p 0 ¥2= “ 2” . Nous avons
|7i(z1) — 7i(z2) || = ||n(y1) — n@2)]|| < kllyr — well -
Mais
ly1 — || = pr1  pT2 prL P2 pT2  PT2
lzall [zl lzoll Mol Nzl 2]
P
< = (le1 — 22| + | |[Z1]] — (|22l
Bk | )
S 2“:171 — :1,'2H .

Nous avons donc encore
(1) — (@) || < 2k||z1 — 22 -
Cette inégalité étant vérifiée dans tous les cas, 7 est lipschitzienne de rapport 2k. O

Le résultat qui suit est une variante du lemme de Gronwall, qui nous servira a établir
diverses propriétés du flot réduit de champs de vecteurs lipschitziens.

44. Lemme. — Soit un réel T > 0 et v : [0,T] — R une application continue,
vérifiant, pour tout t € [0, T,

K/ s)ds < A+ Bt + Ce™*,

ou K, A, B, C et a sont des réels vérifiant K > 0 et a # K. Alors, pour tout
t€ (0,77,

C
-K

B
y(t) < Aeft + E(e’“ -1+ (ce®t — KeX?).

Preuve :  Posons, pour tout ¢ € [0, T,

F(t):./o v(s)ds.

L’application I" est continue sur [0, T'] et dérivable en tout point ¢ intérieur a cet intervalle,
de dérivée I'(t) = (t). Nous avons
I'(t) — KT(t) < A+ Bt + Ce,

ou encore d
i (e7X'T(t)) < e ®*(A+ Bt + Ce™).

D’apres I’inégalité des accroissements finis nous avons, pour tout ¢ € [0, T,
t
e KII(t) = e X*(T'(t) — €°T(0) < / (A+ Bs+Ce**)e Ko ds.
0

Un calcul facile, par intégration par parties, de I’intégrale figurant dans le membre de
droite conduit &

A B>( by Bt C e gy o)

F(t)<<K+K2 ?‘}‘ K(
D’autre part, nous avons aussi
v(t) =T'(t) < KT'(t) + A + Bt + Ce**.
En remplagant, dans le membre de droite de I’inégalité ci-dessus, I'(¢) par le membre de
droite de (*) (ce qui ne fait que renforcer I’inégalité, puisque par hypothése K > 0), nous
obtenons le résultat désiré. O
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Les deux lemmes qui suivent seront utilisés dans le paragraphe 6. Leur démonstration
utilise le lemme précédent.

4.5. Lemme. — Soit X un champ de vecteurs lipschitzien, de rapport k > 0, définj
sur un espace affine £ dont Pespace vectoriel associé est un espace de Banach E.
Son flot réduit ® est défini sur R x € tout entier, et pour chaque t € R, ®; est une
application de £ dans € lipschitzienne de rapport e*l!l.
Preuve : Soitz € £. Pour tout ¢ € R tel que ®;(x) soit défini, nous avons

d
7 Py (z) = X (D:(2)),

d’ot, puisque Po(z) = z,

Oy(z) =z + /0 X (®(x)) ds. (%)

Nous pouvons écrire
X (@u(a)]| < X (2a(a)) ~ X(@)| + [ X (@] < k|@0(2) ] + [ X (@]

Par suite, en supposant par exemple ¢ > 0,
t
|84(2) — 2] < k/o |®a(z) — 2| ds+ | X ()| ¢

En appliquant le lemme 4.4 a la fonction ¢ — (t) = ||®:(z) — ||, nous voyons que pour
tout ¢ > 0 pour lequel &;(x) est défini, nous avons
X(z
|@:(z) — || < [X@I ](c ) (e —1).
Supposons que ’extrémité droite tps de I’intervalle ouvert sur lequel I’application
t — () est définie soit finie. L'inégalité ci-dessus montre que lorsque ¢t — tps, P4(x)

reste borné; de plus, i Oi(z) =X (<I>t(rc)) reste aussi borné, puisque X est lipschitzien.
L’application de ’inégalité des accroissements finis et du critére de Cauchy montre alors
que la limite lim;_¢,, ®¢() existe. Le point (tar, lime—,, ®¢(z)) est élément du bout
droit de la solution ¢ +— ®;(x). D’aprés le théoreme I1.3.3, ce point doit appartenir a la
frontiere de R x E. Ce n’est pas possible, car cette frontiere est vide. Nous avons donc
nécessairement tp; = +o00. De méme, nous pouvons montrer que 1’extrémité gauche de
I’intervalle sur lequel est définie 1’application ¢ — ®;(z) est —oo.

Soient z; et z2 deux éléments de E, et t € R. En utilisant (x), nous obtenons

i
(I>t(331) — <I>t(:l:2) =T — T2+ / (X(@s(azl)) - X(q)s(l‘z))) ds.
0
Nous en déduisons, pour ¢ > 0, I’inégalité

|94(21) — @u(@2)]| < N2 - 2l + / X @4(20) - X (@4(22)) | ds

< |lzy — x| + k/OtH‘I’s(iEl) — ®,(z2)| ds.
En appliquant le lemme 4.4, nous en déduisons
| @4(21) — u(2)|| < €¥l|m1 — 22l
Pour ¢ de signe quelconque, nous obtenons de méme
| @1(1) — Bo(x2) || < €1]|zy — . O
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4.6. Lemme. — Soit E un espace de Banach, A € L(E, E) une application linéaire
continue de E dans lui-méme et X un champ de vecteurs sur E tel que X — A soit
porné et lipschitzien de rapport k > 0. Soient ® le flot réduit de X, et ¥ le flot
réduit du champ de vecteurs linéaire A. Alors ® et ¥ sont définis sur R x E tout
entier, et pour tout t € R, ©; = ®; — U, est une application bornée de E dans
Jui-méme, lipschitzienne de rapport ellAII+RI _ el Al ¢l

Preuve : Rappelons que le flot réduit du champ de vecteurs linéaire A a pour expression
U(t,z) = Uy(x) = exp(tA)(z).

Il est donc défini sur R x E. D’autre part, X est lipschitzien de rapport || A + &; le
lemme 4.5 montre que son flot réduit @ est défini sur R x E.
Soientt € Retx € E. Nous avons

d d

Z0(2) = X(@(2), 2 Ti(0) = A(T()),

d’ou, par différence, compte tenu de la linéarité de A,
d
Egt( T) = X((I’t(x)) - A(\Ift(:c))
= X (®4(z)) — A(Ds(x)) + A(Di(z) — V().
Compte tenu de ©g(z) = 0, nous en déduisons
i i
04(z) = / (X — A4)(2.(2)) ds + / A(6,(2)) ds. (%)
0 0
Pour ¢ > 0, nous en déduisons I’inégalité
1
|©:(a)l| < Me+ 1141 [ €. )] ds,

oll nous avons noté M un majorant de || X — A|| (qui, par hypothese, est borné sur E). En
appliquant le lemme 4.4, nous en déduisons

©:(= M. a1y

W= &y

Pour ¢ de signe quelconque, nous obtenons de méme
M
B (z)]| < - (eIIAII It 1y.
1@l < )

Nous avons ainsi prouvé que pour chaque ¢ € R, ©; est bornée.
Soient maintenant ¢t € R, z; et 2 € E. En utilisant (x), nous obtenons

Oulen) = Buaa) = [ ((X = A)(®s(on) = (X = 4) (@1 (22))) s
+/ A(O4(x1) — Os(x2)) ds
0

Pour ¢ > 0, nous en déduisons I’inégalité

t
1©¢(z1) — O4(@2)|| < k /0 |®s(z1) — @s(z2)|| ds

+141 [ 10.(a1) - 0,(aa)] ds.
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Mais le champ de vecteurs X est lipschitzien de rapport || A|| 4+ k; son flot réduit ® vérifie
donc, d’apres le lemme 4.5,
1Ba(21) = @s(2)[| < 4D 2y — za] .

Par suite, ) )
/ [|@s(z1) — ®s(2)|| < [0 —:Uz”/ ell4ll+k)s g
0 0

|z1 — 2| (1Al +k)t
i 2l ~1
ATk © )
d’ou en reportant dans I’inégalité précédente

102 (21) — Ou(e2)]| < 4] /0 104 (1) — a(2)|| ds

kllzy — x| All4-k)t
_|___”_A”_+_k(e(ll [I+F) ~1).
En utilisant le lemme 4.4, nous en déduisons, aprés simplification
[©¢(@1) — ©s(2)| < (eWAIHRY — el ) |lzy — ).
Pour ¢ de signe quelconque, on établit de méme 1’inégalité qui se déduit de celle ci-dessus
en remplagant ¢ par |t| dans le membre de droite. O

5. Cas d’un systéme dynamique a temps discret

Commengons par établir un théoréme qui constitue, en fait, I’essentiel du théoréme de
Hartman et Grobman.

5.1. Théoréeme. — Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie sur le corps
K =R ouC, et B € GL(FE) une application linéaire inversible de E dans lui-méme
dont toutes les valeurs propres sont de module # 1. Il existe un réel K > 0 ayant
la propriété suivante : pour tout couple (1, () d’applications de E dans lui-méme,
bornées et lipschitziennes de rapport k < K, il existe un homéomorphisme unique
h de E sur lui-méme tel que h — idg soit borné et que

(B4+n)oh=ho(B+().

Preuve : Nous allons d’abord choisir une norme particuliere sur E adaptée a
I'isomorphisme B. Pour ce choix particulier de la norme de E, nous prouverons le
théoréme, et nous pourrons méme donner une expression explicite du réel K. Nous mon-
trerons ensuite que le théoréme reste vrai lorsque E est muni d’une norme quelconque (le
réel K n’étant bien siir plus nécessairement donné par la méme expression).

Soient ); les valeurs propres distinctes de B, et n; leurs multiplicités (1 < 7 < p). Les
Ai étant toutes de module # 1, infi<;<p|1 — ||| est strictement positif. Soit 7 un réel
vérifiant 0 < r < inf(l, infi<i<p|l— |)\i||>. L’intervalle fermé [1 — r, 1 + 7] ne contient
le module d’aucune valeur propre de B.

Le polyndme caractéristique de B est ]'[1<1 <p (i — A)™:. Soit I, I’ensemble des éléments
ide{1,2,...,p} tels que |\;| < 1, et 1] l’ensemble des éléments j de {1,2,...,p}
tels que |/\ | > 1. Les parties I. et I; de {1,2,...,p} sont disjointes et de reumoﬂ
{1,2,...,p}. Le polynéme caractéristique de B est donc produit de deux polyndmes
premlers entre eux, [ [;c; (A — A)™ et ][y, (A — A)™ . Posons

—kerH ;idg —B)™ Ed—ker H jidg —
i€l Jeld
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D’apres le théoréme d’algebre linéaire rappelé en VI 1.6, E,. et E; sont deux sous-espaces
vectoriels de E, invariants par B, vérifiant

E=E.®E;,
tels que la restriction de B a E (resp., a E4) ait pour polyndme caractéristique
[Lier, (A — A)™ (resp., Hle 1,(A — A)™). Nous noterons B et By les restrictions

de B, respectivementa . eta Eg, considérécs comme applications de E. dans lui-méme,
et de F4 dans lui-méme. Comme B est inversible, B, et By sont inversibles.

Les valeurs propres de B, sont toutes de module < 1 — r, et les valeurs propres de By
toutes de module > 1 + 7.

D’apres le théoreme VII.1.17, il existe sur I’espace vectoriel E. une norme (euclidienne
si le corps des scalaires est R, hermitienne si ce corps est C) telle que la norme associée
de I’endomorphisme linéaire B, de E. vérifie

”Bc” <l-r.

D’autre part, By est une application linéaire inversible de E4 sur lui-méme, dont toutes
les valeurs propres sont de module > 1 4 r. Les valeurs propres de Bd'1 sont les inverses
des valeurs propres de By; elles sont donc toutes de module < (1 + 7)~L. D’aprés
le théoreme VIL.1.17, il existe sur ’espace vectoriel E4 une norme (euclidienne si le
corps des scalaires est R, hermitienne si ce corps est C) telle que la norme associée de
I’endomorphisme linéaire B; ' de E; vérifie

1

Bl < —.
1B < 15
Ayant défini une norme sur chacun des sous-espaces E. et E4 de E, nous définissons une
norme sur E en posant, pour tout x € E, se décomposant en x = x. + x4, avec x. € E,
etxy € By,
lzll = sup(llzcll, llzall) -

Nous allons prouver que le théoréme est vrai, avec

K =inf (||B‘1|]‘1 ")

Soient donc 7 et ¢ deux applications de E dans lui-méme, bornées et lipschitziennes de
rapport £ < K. L’homéomorphisme h cherché devant étre tel que h — idg soit borné,
s’écrit sous la forme
h =idg +g,
ol g est une application continue et bornée de E dans lui-méme. Nous devons avoir
(B +n) o (idg +g) = (idg +g) o (B + (). (*)

Puisque 7 et ¢ sont lipschitziennes de rapport £ < ||B~!|| =1, le lemme 4.1 montre que
B + et B + ¢ sont des homéomorphismes de E sur lui-méme. L’égalité (x) ci-dessus
est donc équivalente a

(B+mn)o(idp+g)o (B+{) " =idg+g,

ou, en remplagant dans le membre de droite id g par (B+¢{)o(B+¢) ™!, eten développant
le membre de gauche,

Bo(idg+g)o (B+¢) ™ +no(idp+g)o(B+() ™ =(B+o(B+() ™  +y,
0u, apres simplification,
Bogo(B+¢) ' +no(idg+g)o(B+¢) " =(o(B+()7}
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Posons, pour toute application continue et bornée g de E dans lui-méme,
T(9)=Bogo(B+()™, (+4)
ii(g) =no(idp+g) o (B+{) ™" —¢o(B+¢) . ()
L’égalité () est équivalente a R
(T+m)(9) =9
qui exprime que g est un point fixe de T' + 7).
Soit E = Cy(E, E) 'espace des applications continues et bornées de E dans lui-méme.
Pour tout élément g de cet espace, posons

ligll = sup||g(z)]|-
z€eFE

Nous savons que muni de cette norme, E est un espace de Banach. Nous allons prouver
que T et 7 sont des applications de E dans lui-méme qui vérifient les hypothéses du
lemme 4.2; ce lemme nous permettra alors d’affirmer I’existence dans E d’un point fixe

unique de T + 7.
Pour toute application g € E, T( g) est continue car composée d’applications continues,
etpour toutzr € F,

IT (B+O)7 (@) < IBll gl
ce qui prouve que T(g) est bornée, et que sa norme vérifie
IT(9)|l < 1Bl llgll-

Ainsi, T applique E dans lui-méme; sa définition montre que c’est une application lin€aire.
L’inégalité ci-dessus montre alors que 7" est continue et que sa norme vérifie

7] < 11B] -
L’application linéaire T : E — Eestinversible, eta pour inverse 1’application qui associe,
a tout élément y de E,

“Hy)=B7loyo(B+().
Comme ci-dessus, nous voyons que la norme de 7~ vérifie
I~ < 1B~

De méme, I’expression (*x) montre que pourtout g € E, 7)(g) estune application continue
de E dans F, car somme de composées d’applications continues. Les applications 7 et {
étant bornées, 1’application 7(g) est évidemment bornée. Donc 7 est bien une application
de E dans lui-mé&me. Montrons qu’elle est lipschitzienne. Soient g; et go deux éléments
de [E. Nous avons

f(g1) — 7(g2) =no (idg +g1) o (B+¢) ™' —no(idg+g2) o (B+{) 7",
donc, pour tout x € E,
[7(g1) () — 7(g2) () || = ||n((idE +41) o (B +¢) ()

—n((idg +g2) o (B+¢) 7' (@) ||
Skll<idE+gl>o(B+<)"1< )

— (idg+g2) o (B+¢) " (2)|
<kllgio(B+¢)H(z)—gao (B +¢) @)
< kllg1 — g2l -

Nous avons donc
[7(g1) — 7(g2)]|| < Kllgr — g,
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ce qui prouve que 7) est lipschitzienne de rapport &.

Nous allons maintenant montrer que idg —7" est inversible, et majorer la norme de son
inverse. C’est la partie la plus difficile de la démonstration.

Soit E. = Cy(E, E.) I’espace des applications continues et bornées de E dans E., et Eq
I’espace des applications continues et bornées de E dans E4. Ce sont des sous-espaces
vectoriels fermés de 1’espace de Banach EE, donc des espaces de Banach, et nous avons

E=E.0E,;.

L’expressi’(\)n (**) montre que T applique E. dans lui-méme et E; dans lui-méme. Nous
noterons T et fd les restrictions de f, respectivement a E. et a E4, considérées comme
@Pplications de E. dans lui-méme et de E; dans lui-méme. Puisque 7 est inversible, T et
T, le sont aussi. R
Nous avons prouvé ci-dessus que 1’application linéaire T" est continue et que sa norme
vérifie R

1T < 1B]l.

A~

De la méme maniere, on montre que T, est continue, et que sa norme vérifie
Tl < || Bel €1 -7 < 1.

Cette derni¢re inégalité prouve que idg, —T est inversible. Son inverse est donné par la
somme de la série normalement convergente

~
C

o0
(idg, —T.) ™' = idg, + > _ T
k=1
Nous en déduisons la majoration de la norme de (idg, ——Tc) -1
R o 0o 1
IGde, ~To) 7| <1+ 3 ITel* <> (1 -n)F ==
k=1 k=0

Nous avons prouvé ci-dessus que I’application linéaire T~ est continue et que sa norme
vérifie
Fi-1 -1
1T~ < 1B~

De la méme maniére, on montre que fd' ! est continue, et que sa norme vérifie
N 1
T/ <IB7 < ——<1.
1T < 1B < 15

Cette derniére inégalité prouve que idg, — 7T, ! est inversible. Son inverse est donné par
la somme de la série normalement convergente

(idg, —T; ") ™! =idg, + > (T H)F.
k=1
Nous en déduisons la majoration de la norme de (idg, —T\d' -1,

Al N /1 \ 14r
e, ) <1+ S0 < 35 () =L

D’autre part, T et T, 1 _idg . étant inversibles, la composée de ces applications, qui n’est
autre que idg, —7T4g, est elle aussi inversible, et nous avons

(idg, —Ty)~' = Ty ' o (T ! —idg,) !,
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d’ot, pour les normes, les inégalités
1 147 1

147 r T

e, ~Ta) ™| < 1T M (T —ide) ™| <

Nous avons ainsi prouvé que les restrictions de idg ~Ta E. et a [Eg sont toutes deux
inversi/l\ales, et que leurs inverses ont toutes deux une norme majorée par r~1. Par Suite,
idg —T est inversible; pour tout élément g de E, se décomposant en g = g. + g4, avec
gc € E. et g4 € E4, nous avons

(ide —T)~X(g) = (idg —T)Y(g¢) + (idg —T) "*(ga) ,

donc . N ~
[|(ide =T) " (g)|| < ||(ide =T) " (gc)|| + || (ide —T) ~*(9a)|
< Zllgell + ~llgal
= ; gell + ; 9d
2
et par suite .
e D)) < 2,

d’ou nous déduisons , R )
k<K<g<|Gde-T)7|".
Le lemme 4.2 est donc applicable au couple (7T, 1) et montre qu’il existe un unique élément
gde E = Cy(E, E) tel que
(T+mn)(g) =g,
ou, ce qui est équivalent, tel que
(B+mn)o(idg +9) = (idg +g) o (B +().
Nous devons, pour finir, prouver que id g +¢ est un homéomorphisme de E sur lui-méme.

Remarquons que le résultat ci-dessus s’applique encore si nous échangeons les roles de 7
et ¢. Il existe donc un unique élément g’ de E tel que

(B +¢)o(idp+g') = (idg +9') o (B +1).
Nous pouvons alors écrire
(B +n)o(idE +9) o (idE +¢')
= (B+mn)o(idp+g) o (B+¢) " o(idp+g') o (B+1)
= (idg +g) o (idg +¢') o (B +n).
Mais nous pouvons écrire
(idg +g) o (idg +¢') = idg +¢", avec ¢g”" =g +go(idg+g').

D’apres son expression, g est une application continue et bornée de E dans lui-méme,
donc un élément de E, qui vérifie

(B+n)o(idg+g") = (idg +¢") o (B+1).

Or le raisonnement qui préceéde s’applique encore lorsque { = 7, et montre que I’élément
9" de E vérifiant la relation ci-dessus est unique. Mais nous voyons immédiatement que
I’application nulle est élément de E, et vérifie cette relation. Nous pouvons donc affirmer
que ¢’ = 0, ¢’est-a-dire que

(idg +g) o (idg +¢') = idg .
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Le méme raisonnement permet de prouver que

(idg +¢') o (idg +9) = idE,
et nous permet de conclure que h = id g +g est un homéomorphisme de E sur lui-méme,
d’inverse idg +4¢'.
Soit maintenant x — ||z||, une norme quelconque sur E. Cet espace étant de dimension
finie, cette norme est équivalente a la norme = +— ||z|| utilisée précédemment. Il existe
donc deux réels strictement positifs m et M tels que, pour tout z € E,

mllz|| < |lzll. < Mllz] .
Une application n : E — E, lipschitzienne de rapport k lorsque E est muni de la norme
z +— ||z||, devient lipschitzienne de rapport k' = Mkm ™" lorsque cet espace est muni de
la norme z — ||z||,,. Le résultat que nous avons établi reste donc vrai lorsque E est muni

d’une norme quelconque, moyennant un choix convenable du réel K. O

5.2. Lemme. — Soit £ un espace affine dont ’espace vectoriel associé E est normé,
¢ : U — € une application différentiable de classe C*, définie sur un ouvert U de
& et a valeurs dans £, et a un point de U. Pour tout réel k > 0, il existe un réel
p > 0 tel que la boule fermée de centre a et de rayon p soit contenue dans U et
que la restriction a cette boule de I’application n, a valeurs dans I’espace vectoriel
E, définie par
z — 1(z) = p(z) — p(a) — Dy(a)(z — a),
soit lipschitzienne de rapport k.
Preuve : Soitk > 0.L application ¢ étant de classe C, sa différentielle Dy est continue,
en particulier au point a. Il existe donc p > 0tel que pourtoutx € U vérifiant |z —a| < p,
on ait
| De(z) — Dp(a)|| < k.
En diminuant la valeur de p si nécessaire, on peut faire en sorte que la boule fermée de
centre a et de rayon p soit contenue dans U. Soient z; et z2 deux €léments de cette boule.
Notons [z1,%2] = {21 + A(@2 —21) ; 0 < A < 1} le segment de droite ayant ces
deux points pour extrémités. La boule fermée de centre a et de rayon p étant convexe,
ce segment de droite est contenu dans cette boule. D’apres 1’inégalité des accroissements
finis, nous avons
[n(z1) —n(@2)|| < sup  [|Dp(2) — Dp(a)|| &1 — 22|l < kllzr — a2,
z€[z1,z2]
ce qui établit le résultat annoncé. O

5.3. Définition. — Soit { p, ; m € Z} un systéme dynamique & temps discret défini
sur un ouvert €2 d’un espace affine £ de dimension finie, dont le générateur ¢, est
un difféomorphisme de classe C' d’un ouvert U; de ) sur un autre ouvert U_; de
2. Soit a € U; un point d’équilibre, c’est-a-dire un point tel que ;(a) = a. On dit
que ce point d’équilibre est hyperbolique si toutes les valeurs propres de Dyi(a)
sont de module # 1.

S.4. Théoréeme de Hartman et Grobman pour un systtme discret. —  Soi
{¢n ; n€Z} unsystéme dynamique & temps discret défini sur un ouvert Q d’un
espace affine £ de dimension finie, dont le générateur ¢; est un difféomorphisme de
classe C' d’un ouvert U, de §) sur un autre ouvert U_; de 2. Soit a € U; un point
d’équilibre hyperbolique de ce systéme. Alors le systéme dynamique considéré, au
voisinage du point d’équilibre a, et le systéme linéarisé en ce point (ayant pour
générateur 'isomorphisme linéaire Dy (a)), au voisinage de I'origine de espace
vectoriel E associé a £, sont localement topologiquement conjugués.
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Preuve : Posons B = Dy;(a). C’est un isomorphisme de E sur lui-mé€me, car par
hypothése ¢; est un difféomorphisme. De plus, nous avons supposé toutes ses valeurs
propres de module # 1. D’aprés le théoréme 5.1, il existe K > 0 tel que pour tout couple
(n,¢) d’applications de F dans E, bornées et lipschitziennes de rapport k < K, il existe
un homéomorphisme unique h : E — E, tel que h — idg soit borné et que

(B+n)oh=ho(B+().

Choisissons un réel k vérifiant 0 < k < K. D’apres le lemme 5.2, il existe p > 0 tel que
la boule fermée de centre a et de rayon p soit contenue dans U, et que la restriction 3
cette boule de I’application, a valeurs dans 1’espace vectoriel F,
x - ¢1(z) —1(a) — B(z — a)

soit lipschitzienne de rapport k/2, donc bornée. Autrement dit, puisque ¢1(a) = a, nous
pouvons écrire

p1(x) =a+ (B+n)(z—a), (%)
et ’application 7, restreinte a la boule fermée de centre ’origine et de rayon p, est
lipschitzienne de rapport k/2. D’apres le lemme 4.3, il existe une application 7] : E — E,
dont la restriction a la boule fermée de centre 1’origine et de rayon p coincide avec la
restriction de 7 a cette boule, et qui est bornée et lipschitzienne de rapport k.
Les applications B et 7 vérifient les hypotheéses du théoreme 5.1 (nous remplagons, dans
I’énoncé de ce théoréme, ¢ par 7 et i par 0). Il existe donc un homéomorphisme unique
h: E — E tel que h — idg soit borné et que

Boh=ho(B+71).
Nous avons, d’apres la définition de 7],
7(0) = n(0) = p1(a) — ¢1(a) =0,
donc nous devons avoir
Boh(0) =ho(B+7)(0)=h(0).

Comme 1 n’est pas valeur propre de B, cela implique nécessairement A(0) = 0.
Posons alors, pour tout z € £,
h(z) = h(z — a).
L’application h: € — Eestun homéomorphisme qui applique @ sur ’origine, et qui
vérifie, pour tout z € £,

Boh(z) =i~z(a+(B+'77)(:c—a)).

Mais pour ||z — al| < p, nous avons 7j(z — a) = n(z — a), donc, d’aprés (%),
a+ (B +n)(x — a) = ¢1(x), et nous pouvons écrire

sur la boule Bp(a,p), Boh=hoy;.

En utilisant la proposition 2.7, il est facile d’en déduire que la restriction du systéme
dynamique { ¢, ; n € Z} alaboule de centre a et de rayon p, et le systéme linéarisé en
a, formé par les itérées de la restriction de B = D¢ (a) a I'image par h de cette boule,
sont topologiquement conjugués par I’homéomorphisme h. Autrement dit, le systéme
dynamique considéré, au voisinage du point d’équilibre a, et son linéarisé en ce point, au
voisinage de 1’origine, sont localement topologiquement conjugués. o
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6. Cas d’un systéme dynamique a temps continu

Commengons par établir un théoréme qui est ’analogue, pour un syst¢éme dynamique a
temps continu, du théoréme 5.1, et qui constitue, en fait, une version globale du théoréme
de Hartman et Grobman.

6.1. Théoréme. — Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie sur le corps
K=RouC, et A€ L(E,FE) une application linéaire de E dans lui-méme dont
toutes les valeurs propres ont une partie réelle # 0. Il existe un réel K > 0 ayant
la propriété suivante : pour tout champ de vecteurs X sur E tel que I’application
X — A soit bornée et lipschitzienne de rapport k < K, les systémes dynamiques
formés par le flot réduit de X et par le flot réduit du champ de vecteurs linéaire
A sont topologiquement conjugués.

Preuve :  Soient \; (1 < ¢ < p) les valeurs propres distinctes de A. Par hypothese,
nous avons R\; # 0. Posons B = exp(A). C’est une application linéaire inversible
de E dans lui-méme, dont les valeurs propres sont (proposition VIL1.18) u; = e,
donc |pi| = e®* # 1. Nous pouvons donc appliquer a B le théoréme 5.1, dans lequel
nous remplagons 7 par 0. Nous voyons ainsi qu’il existe un réel K3 > 0 ayant la propriété
suivante : pour toute application ¢ : E — E, bornée et lipschitzienne de rapport strictement
inférieur a K, il existe un homéomorphisme unique h : E — E tel que h — idg soit
borné et que
Boh=ho(B+().
Pour k > 0, I’application k > ellAll+* _ el Al est strictement croissante, tend vers 0
lorsque £ — 0 et vers 400 lorsque k& — +-o00. Il existe donc un unique K > 0 tel que
elAlI+E _ el Al = K. Pour 0 < k < K, nous avons alors ell4ll+* — ell4ll < K,
Soit X un champ de vecteurs sur E tel que X — A soit borné et lipschitzien de rapport
k < K.Le champ de vecteurs X est lipschitzien de rapport || A|| + &; son flot réduit ® est
donc défini sur R x E (lemme 4.5). Quant au flot réduit du champ de vecteurs linéaire A,
il a pour expression
U(t,z) = Uy(x) = exp(tA)(z).
Posons, pour toutt € Rettoutxz € F,
Ei(z) = ®4(z) — Ui(z) = O4(x) — exp(tA)(x) .
Nous avons en particulier
Ei(z) = ®1(z) — exp(4)(z) = (21 — B)(z).

D’apres le lemme 4.6, =, est une application de E dans lui-méme bornée et lipschitzienne
de rapport ell4ll++ — el All strictement inférieur A K1, en raison de la définition méme de
K. 1l existe donc un homéomorphisme h : E — E, unique, tel que h — id g soit borné et
que

Boh=ho(B+5),

c’est-a-dire

Uyo0h=hod,. (*)
Nous allons prouver que pour tout ¢ € R, nous avons aussi

\I’tOhZhO@t, (**)

¢’est-3-dire que 1’homéomorphisme h conjugue les flots réduits de X et de A. Soit t € R
qQuelconque. Composons chacun des membres de 1’égalité () avec ¥, a gauche et D_; a
droite. En remarquant que ¥; et ¥; d’une part, ®_; et ®; d’autre part, commutent, nous
obtenons

\Dlo (\I’tOth)_t) = (\I’tohoq)_t) Oq)]_,
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ou encore, en posant i’ = ¥y oho &_,,
\If10h/=h,lo‘191,

qui est identique 2 (), h étant remplacé par /. Etant composé de trois homéomorphismes,
h' est un homéomorphisme de E sur lui-méme. Nous allons prouver que h' — idg est
borné; I’unicité de I’homéomorphisme h vérifiant () et tel que h — idg soit borné nous
permettra alors d’affirmer que A’ = h; compte tenude ®_; = (9;) !, cela est équivalent
a I’égalité (+*) que nous voulons prouver.

En définitive, nous n’avons plus qu’a prouver que h’ — idg est bornée. Nous avons

h,—idE=\Dt0h0¢_t—idE
=U,0ho®_; —Piohod®_; +D;0hodP_;, — P, 0d_;
=(\I’t—q)t)OhO(I)_t-l-q)tOhoq)_t—(I)tO@_t.

D’apres le lemme 4.6, U; — @, est borné; par suite, (U; — P;) o ho &_; est borné. D’ autre
part, pour tout x € E, nous pouvons écrire

B, 0hod_4(z) — By od_y(z) = @t((h - idE)(cp_t(a:))) .

Le champ de vecteurs X étant lipschitzien de rapport || A ||+, ®; est lipschitzien de rapport
eUl4lI+R)IEl Comme h—id g est borné, 1’égalité ci-dessus montre que ;0ho® _; —P,0d_,
est borné. Par suite, k' — idg 1’est aussi. O

6.2. Définition. — Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe C? (p > 1)
défini sur un ouvert 2 d’un espace afline € de dimension finie. Un point d’équilibre
a € ) de ce champ de vecteurs est dit hyperbolique si toutes les valeurs propres de
DX (a) ont une partie réelle non nulle.

6.3. Théoréme de Hartman et Grobman. —  Soit X un champ de vecteurs
différentiable de classe CP (p > 1) défini sur un ouvert 2 d’un espace affine £
de dimension finie, et a € §) un point d’équilibre hyperbolique de ce champ de
vecteurs. Le systéme dynamique formé par le flot réduit de X, au voisinage du
point d’équilibre a, et son linéarisé en ce point, au voisinage de I’origine de ’espace
vectoriel E associé a £, sont localement topologiquement conjugués.

Preuve : Rappelons (proposition 1.4) que le syst¢éme dynamique linéarisé au point a est
formé par le flot réduit du champ de vecteurs linéaire DX (a), et qu’il admet 1’origine
pour point d’équilibre. Puisque les valeurs propres de DX (a) ont toutes une partie réelle
non nulle, le théoréme 6.1 montre qu’il existe K > 0 ayant la propriété suivante : pour
tout champ de vecteurs Y défini sur E tel que Y — DX (a) soit borné et lipschitzien de
rapport k < K, les systémes dynamiques formés par les flots réduits de Y et de DX (a)
sont topologiquement conjugués.
Soit k un réel vérifiant 0 < k < K. D’apres le lemme 5.2, il existe p > 0 tel que la boule
fermée Br(a, p), de centre a et de rayon p, soit contenue dans €2 et que la restriction a
cette boule de I’application (définie sur une boule de I’espace affine £, et a valeurs dans
I’espace vectoriel E),

x— X(z) — DX(a)(z — a)
soit bornée et lipschitzienne de rapport k/2. Posons, pour tout y € E vérifiant ||y|| < p,

N(y) = X(a+y) — DX(a)(y).

L’application 7, qui est composée de 1’application précédente et de I’isomorphisme affine
de E sur £ qui applique I’origine sur le point a, est bornée et lipschitzienne de rapport
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k/2. D’aprés le lemme 4.3, elle se prolonge en une application 77 : E — E, bornée et
lipschitzienne de rapport k. Posons, pour touty € E,

Y(y) = DX(a)(y) +7(y) -
Le théoréme 6.1 montre que les systeémes dynamiques formés par les flots réduits du
champ de vecteurs Y et du champ de vecteurs DX (a) sont topologiquement conjugués;
notons h : E — E ’homéomorphisme qui les conjugue.
Puisque 7(0) = n(0) = 0, le champ de vecteurs Y admet I’origine pour point d’équilibre;
son flot réduit étant topologiquement conjugué a celui du champ de vecteurs linéaire
DX (a) (dont I’origine est 'unique point d’équilibre, puisque les valeurs propres de
DX (a) sont toutes non nulles), le champ Y n’a pas d’autre point d’équilibre que I’origine.
Par suite, nous avons nécessairement ~(0) = 0.
Pour tout z € Q vérifiant ||z — a|| < p, nous avons

X(x)=Y(z—a).

L’image directe, par I’isomorphisme affine z — x — a de I’espace affine £ sur son espace
vectoriel associé F, du champ de vecteurs X restreint a la boule fermée Br(a, p) de €
de centre a et de rayon p, est donc le champ de vecteurs Y restreint a la boule fermée
Br(0, p) de E de centre I’origine et de rayon p). Par suite, 1’application h:z— h(z—a),
composée de cet isomorphisme affine et de I’homéomorphisme h, réalise une conjugaison
topologique du systeme dynamique constitué par le flot réduit du champ de vecteurs X
restreint & Br(a, p) et du systtme dynamique constitué par le flot réduit du champ de
vecteurs linéaire DX (a) restreint 2 h(Bg(0, p)). Comme h(a) = 0, nous avons prouvé
que le syst¢tme dynamique formé par le flot réduit de X, au voisinage du point d’équilibre
a, et le systéme dynamique formé par le flot réduit de DX (a), au voisinage de 1’origine,
sont localement topologiquement conjugués. O

7. Variétés stable et instable d’un point hyperbolique

Rappelons une définition déja donnée au chapitre III (définition III.3.1), en introduisant
une nouvelle terminologie mieux adaptée au cas des points d’équilibre hyperboliques.

7.1. Définition. — Soit { p; ; t € ©} un systéme dynamique sur un ouvert )
d’un espace affine £ de dimension finie, dont ’ensemble des temps © peut étre R,
R*, Z ou N. Soit a € 2 un point d’équilibre.

On appelle ensemble stable (ou bassin d’attraction) du point a l’ensemble des
éléments x de Q tels que pour tout t € ©, t > 0, ¢s(x) soit défini, et que
limy, 1 oo 1 (z) = a.

Lorsque © = R ou Z, on appelle ensemble instable (ou bassin de répulsion) du point
a I'ensemble des éléments z de §) tels que pour tout t € ©, t < 0, p4(z) soit défini,
et que limy—, oo 1(z) = a.

7.2. Cas d’un systéme linéaire 4 temps discret. — Soit F un espace vectoriel de
dimension finie et B € GL(E) une application linéaire inversible de E dans lui-méme
dont toutes les valeurs propres sont de module # 1. On considere le systéme dynamique
a temps discret { B” ; n € Z} ayant B pour générateur. Il admet I’origine pour point
d’équilibre.

Ainsi que nous I’avons vu lors de la démonstration du théoréme 5.1, ’espace E se
décompose en une somme directe,

E=E669Ed,
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ol les deux sous-espaces vectoriels E, et E; de E sont invariants par B et tels que 1a
restriction de B a E ait toutes ses valeurs propres de module < 1 et la restriction de B
a E; toutes ses valeurs propres de module > 1. Nous avons, pour tout z. € E, et tout
z4 € Eq,

lim B™(z.) =0 etsiz.#0, lilzloo 1B™(zc)|| = +o0,

n—-+00
lim B™(zq) =0 et sizg#0, lim [B"(zq)| = +oo.
n——00 n—+00

Tout élément z de E se décomposant, de maniére unique, en £ = . + T4, avec T, € E,
et x4 € E4, nous avons

lim B"(z) =0 sietseulementsi z¢€ E.,
n—-+00

lim B™(z) =0 sietseulementsi z € Ey.
n— —00

L’ensemble stable de I’ origine est donc E., et I’ensemble instable Fg.

7.3. Cas d’un systéme linéaire & temps continu. — Soit £ un espace vectoriel de
dimension finie et A = L(FE, E') une application linéaire de F dans lui-mé&me dont toutes
les valeurs propres ont une partie réelle non nulle. On considére le systeme dynamique a
temps continu { exp(td) ; teR } formé par le flot réduit du champ de vecteurs linéaire
A. Il admet I’origine pour point d’équilibre.
Comme ci-dessus, I’espace E se décompose en une somme directe,

E=E.®E,,

ou E. et E4 sont deux sous-espaces vectoriels de F invariants par A, tels que la restriction
de A a E. (resp., a E) ait toutes ses valeurs propres de partie réelle < 0 (resp., de partie
réelle > 0).

On rappelle (proposition VII.1.18) que si les valeurs propres distinctes de A sont );,
1 < 4 < p, les valeurs propres de exp(tA) sont u;(t) = e*t. De plus, E. et E; sont
invariants par exp(tA), et les valeurs propres de la restriction de exp(tA) a E. (resp., &
E4) sont de module < 1 pour £ > 0 (resp., pour ¢ < 0) et de module > 1 pour ¢ < 0
(resp., pout ¢ > 0). Par suite, pour z € F, nous avons

. 1121 exp(tA)(x) =0 sietseulementsi z € E.,
—1+00
. lim exp(tA)(z) =0 sietseulementsi z € Ey.
——00

Les ensembles stable et instable de 1’origine sont donc, respectivement, E, et E;.

7.4. Généralisation. — Soit{ ¢ ; ¢ € © } un systéme dynamique sur un ouvert {2 d’un
espace affine £ de dimension finie, dont I’ensemble des temps © est R ou Z. Si le systéme
est a temps discret, ¢’est-a-dire si © = Z, nous supposerons que son générateur ; est un
difféomorphisme de classe CP, p > 2, d’un ouvert U, de 2 sur un autre ouvert U_; de €.
Si le systéme est a temps continu, c’est-a-dire si © = R, nous supposerons qu’il admet
un générateur infinitésimal X, et que celui-ci est un champ de vecteurs différentiable de
classe CP sur €. Dans les deux cas, pour tout ¢ € ©, @, est un difféomorphisme de classe
CP d’un ouvert U; de  sur un autre ouvert U_; de €.

Soit @ € 2 un point d’équilibre hyperbolique du systéme (au sens des définitions 5.3 si
le systeme est a temps discret, 6.2 s’il est a temps continu). Le systéme linéarisé au point
a, { Dp(a) ; t € © }, admet origine pour point d’équilibre hyperbolique. 11 est du
type étudié dans les deux paragraphes précédents. L’espace vectoriel E associé a I’espace
affine £ se décompose donc en somme directe

E=FE.®E,,
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le sous-espace E. étant ’ensemble stable et le sous-espace E; I’ensemble instable de
I’origine, pour le systéme linéarisé.

D’apres le théoréme de Hartman et Grobman (5.4 si le systéme est a temps discret, 6.3
s’il est & temps continu), le systéme considéré est, au voisinage du point d’équilibre a,
localement topologiquement conjugué au systéme linéarisé au voisinage de I’ origine. Soit
h un homéomorphisme d’un voisinage W de I’origine dans E sur un voisinage h(W)
de a dans &, appliquant I’origine sur a, qui réalise la conjugaison. Cet homéomorphisme
applique E. N W et Eq N W, respectivement sur les parties h(E. N W) et h(Eq N W)
de 2. Nous voyons ainsi que les parties h(E. N W) et h(E; N W) de 2 sont contenues,
respectivement, dans I’ensembles stable et dans 1’ensemble instable du point d’équilibre
a, pour le systéme étudié.

On peut donc penser que localement, au voisinage du point a, les ensembles stable et
instable de ce point sont qualitativement analogues (en un sens a préciser) aux intersections
avec W des sous-espaces E. et 4, puisqu’ils en sont les images par un homéomorphisme.
Cependant, un homéomorphisme ne conserve pas les propriétés liées a la différentiablilité,
de sorte que les considérations qui préceédent ne nous renseignent pas sur 1’éventuelle
différentiablilité des ensembles stable et instable du point a.

Heureusement, ainsi que nous allons le voir, on peut établir directement, sans utiliser le
théoréme de Hartman et Grobman, un résultat beaucoup plus précis, prouvant que les
ensembles stable et instable du point a sont des variétés différentiables de classe CP. A ce
titre, on peut parfaitement définir I’espace tangent au point ¢ a ’ensemble stable (resp.,
a I’ensemble instable); nous prouverons que c’est le sous-espace affine de £ parallele a
I’espace vectoriel E. (resp., parallele a ’espace vectoriel E;) passant par le point a.

7.5. Hypothéses et notations. — Soit F un espace vectoriel de dimension finie et
B € L(E, E) une application linéaire inversible de E dans lui-méme, dont toutes les
valeurs propres sont de module # 1. Comme dans la démonstration du théoréme 5.1,
décomposons E en somme directe
E=E.®E4

de deux sous-espaces vectoriels invariants par B, tels que la restriction B, de B a E. ait
toutes ses valeurs propres de module < 1, et la restriction By de B a E4 toutes ses valeurs
propres de module > 1. Soit 7 un réel vérifiant 0 < r < 1 tel que 'intervalle fermé
[1 — 7,1+ 7] ne contienne le module d’aucune valeur propre de B. Remarquons que les
valeurs propres de B, sont toutes de module < 1 — 7, et les valeurs propres de By toutes
de module > 1+ r; donc les valeurs propres de Bgl (inverses des valeurs propres de Bg)

toutes de module <
1+7

Nous savons (théoréme VII.1.17) qu’il existe sur E, une norme euclidienne z. > ||z.||
telle que la norme associée de B, vérifie || B.|| < 1 — r, et sur E4 une norme euclidienne
. 1 _ 1

T4+ ||z4|| telle que la norme associée de B vérifie | B[ < T
Munissons E de la norme

lzll = |z + zall = sup(llzcll, lzall) ,  @c € Ec, va € Eq,
et convenons d’identifier £ = E, @ E,; avec le produit E, X E4, un élément x. + =4 de
E (avec z. € E., x4 € Ey) étant identifié au couple (z.,z4) € E. X Ej. L
Soit p un réel > 0, W la boule ouverte de E de centre 1’origine et de rayon p, W son
adhérence (c’est-a-dire la boule fermée de centre 1’origine et de rayon p). D’apres le choix
de la norme sur E (identifié, comme nous I’avons indiqué ci-dessus, au produit E. x Ey),

nous avons o
W=W,xW;, W=W.,xWy,
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ou W, et W, sont les boules ouvertes, respectivement de E, et de Eg4, de centre I’origine
et de rayon p, W, et W, leurs adhérences, respectivement dans E. et dans Eg.

Soit n : W — E une application vérifiant 7(0) = 0, lipschitzienne de rapport k, avec
0 < k < r. Nous décomposons 7 en somme de deux applications

n="c+Nd,

avec 7). : W — E,etng: W — Eq. Ces deux applications vérifient 7¢(0) = 74(0) = 0,
et elles sont lipschitziennes de rapport k.

Nous allons nous intéresser au systéme dynamique & temps discret ayant pour générateur
I’application B + 7, définie sur W. Puisque (B + 1)(0) = 0, ce systeme admet 1’origine
pour point d’équilibre. Nous allons nous intéresser en particulier aux ensembles stable et
instable de 1’origine, pour ce syst€me.

Dans le cas particulier ou 7 est différentiable, le systeme linéarisé au voisinage de 1’origine
est le systtme dynamique a temps discret ayant pour générateur 1’application linéaire
B+ Dn(0), qui admet aussi I’ origine pour point d’équilibre; ’ensemble stable de 1’ origine,
pour ce systeme linéarisé, est un sous-espace vectoriel de E (le plus grand sous-espace
vectoriel de E invariant par I’application linéaire B + Dn(0) et tel que les valeurs propres
de la restriction de B + Dn(0) a ce sous-espace soient toutes de module < 1). Nous
montrerons que 1’ensemble stable de I’origine, pour le systtme de générateur B + 7,
admet un espace tangent a 1’origine, et que cet espace tangent n’est autre que le sous-
espace vectoriel de E qui est I’ensemble stable de 1’origine pour le systéme linéarisé, de
générateur B + Dn(0). L’ensemble instable de I’ origine a des propriétés analogues.

En particulier, lorsque la différentielle de i a I’origine est nulle, les espaces tangents a
I’origine aux ensembles stable et instable de ce point, pour le systéme de générateur B +1),
sont les sous-espaces vectoriels E, et E; de E, respectivement.

7.6. Proposition. — Les hypothéses et notations étant celles précisées ci-dessus,
il existe une application lipschitzienne g. : W — Ey dont le graphe, c’est-a-dire
I’ensemble

{ (xc,.Td) €EEXEq; z. €W, x4 =gc(xc) }a
est I'ensemble stable de 'origine pour le systéme dynamique & temps discret de
générateur B + 1.
De méme, le graphe de la restriction de g. a I'ouvert W, de E, est ’ensemble stable
de lorigine pour le systéme dynamique a temps discret engendré par la restriction
de B +n a l'ouvert W de E.
De plus, si I’application n est différentiable de classe CP sur W (avec p > 1),
Papplication g. est différentiable de classe CP sur W..

Preuve: Soit E1’ensemble des suites dans E qui convergent vers I’ origine. Nous noterons
T = (w(n) , M E N) une suite €lément de E (nous évitons de placer n en indice car nous
utiliserons c et d pour indices afin de repérer les points appartenant a E. ou a Eg). Pour
chaque n € N, nous écrirons

CL'(T&) = (xc(n))wd(n)) )

avec z.(n) € E,, z4(n) € Ey.
Rappelons que 1’espace E, muni de la norme

lz|| = sup||z(n)]|,
n€EN

est un espace de Banach.
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Soit Eg7 (resp., Ey) I'ensemble des suites €léments de [E dont tous les termes sont dans

W (resp., dans W). L’ensembe Ey; estune partie fermée, donc complete, de E, contenant
Ew, qui en est une partie ouverte.
Cherchons a quelle condition une suite z = (z(n), n € N), élément de Eg, est telle
que, pour tout . € N,

z(n) = (B+n)"(z(0)).
Nous obtenons aisément les conditions

zc(n) = Be(zc(n—1)) + nc(z(n — 1)) pourtout n>1,
z4(n) = Bd_l(a:d(n +1) -4 (:c(n))) pour tout n > 0.

Ces expressions nous suggérent de définir une application x : W, x Eg7 — E qui associe,
a chaque (ac, z) € W, x Ey7 » I’élément y de E défini par

e sin=0,
Ye(n) = {Bc(wc(n 1)) +n.(z(n-1)) sin>1,

ya(n) = By (iﬂd(n +1) —mq (:v(n))) :
Nous voyons alors qu’une suite z € Eq;7 est telle que

pourtoutn € N, z(n) = (B +n)"(z(0))

si et seulement si
z = x(x.(0),z),

ou encore, si et seulement si la suite z est point fixe de Iapplication z — x(z.(0), ).
D’autre part, un point z-(0) de w appartient a I’ensemble stable de I’ origine si et seulement
si, pour tout n € N, (B + n)™((0)) est défini et limn—, 4 0o (B + 7)™ (2(0)) = 0, c’est-
a-dire si et seulement si la suite z = ((B +n)"(z(0)), n € N) a tous ses termes bien
définis et appartient & Eg.
Nous allons montrer que pour chaque a. € W, fixé, I’application de E;7 dans E :
z — x(ac, x),admet un point fixe unique; ce point fixe sera une suite z = (z(n), n € N)
dont le premier terme (z.(0),z4(0)) vérifiera nécessairement z.(0) = a; quant  la
composante z4(0), elle ne dépendra que de a., et nous pourrons la noter g.(a.), définissant
ainsi une application g. : W, — Ejg; et nous aurons prouvé que z(0) = (ac, gc(ac)) est
'unique point de I’ensemble stable de 1’origine dont la projection sur E. est a..
Soient a, € W,, z et =’ deux éléments de Ey7. Posons y = x(ac,z), ¥’ = x(ac, ).
Nous avons

0 sin =20,

Ye(n) — yi(n) = { Be(ze(n —1) — z¢(n - 1))
+ne(x(n—1)) = ne(a’(n—1)) sin>1,

ya(n) = yu(n) = B (zaln +1) = ay(n+1) = na(w(n)) +na(a'(n)) )
Nous en déduisons les majorations

lve(m) — g (m]| < (IBell + k) llz — ')l < (1= + k) |2 — 2|,
1+k
147

[ya(n) = ya(m)|| < IBF 1+ k)lle — 2| < lz — ',
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ce qui prouve que 1’application  — X(a., ) est lipschitzienne de rapport
1+k
up(l—7r+k, —— ),
sub ( + 1+ r)

strictement inférieur a 1.
Nous remarquons aussi que ||y.(0)|| = ||ac|| < p (cette derniere inégalité devenant stricte
si a, € W,), que pour toutn > 1

lye()|| < (L—7+k)|z(n-1)] < p

et que pour toutn > 0

lyam)l < T sup(lzatn -+ DI, o)) < p.

De plus, dans chacune des deux suites d’inégalités ci-dessus, la derniére inégalité devient
stricte si a. € We. o
Ces inégalités montrent que pour tout a. € W, ettoutx € Ey, y = x(ac, x) est une suite

dans E qui tend vers 0 dont tous les termes sont éléments de W, donc un élément de Ewr.

Si de plus a. € W, y = x(a., z) est élément de Eyy.
L’espace métrique Ey;> étant complet, le classique théoréme du point fixe (rappelé en

VII.2.1) permet d’affirmer que pour chaque a. € W, il existe une suite z € Eg7 unique

telle que x(a., ) = z. Les inégalités discutées ci-dessus montrent de plus que sia. € W,
la suite  telle que x(a., x) = x est €lément de Ew . Ainsi que nous 1’avons vu plus haut
cela prouve qu’il existe une application g. : W, — Ej telle que pour tout a. € W,
(ac, gc(ac)) soit I’'unique élément de 1’ensemble stable de 1’origine dont la projection sur
E. est a.. Cela prouve aussi que pour tout a, € W,, (ac, g-(ac)) est 'unique élément de
I’ensemble stable de I’ origine pour le systeéme dynamique engendré par la restriction de
B +n a W dont la projection sur E, est a..

D’autre part, I’application  est lipschitzienne de rapport 1 par rapport a sa premiére -
variable. Un complément classique du théoréme du point fixe (rappelé en VIL.2.2) permet
alors de montrer que 1’application g qui associe, a chaque a. € W,, le point fixe
g(ac) € Eyr de I'application  — x(ac, ), est lipschitzienne de rapport 1/(1 — k).
Or I’application g. est la composée de g et de la projection de E sur E4 qui, & une
suite (z(n), n € N) fait correspondre z4(0). Cette projection étant linéaire de norme 1,
I’application g, est lipschitzienne, de rapport 1/(1 — k).

Supposons maintenant 7 différentiable de classe C? sur W (avec p > 1). L’expression de
x et les inégalités établies ci-dessus montrent alors que cette application se prolonge en
une application, encore notée x, définie sur W, x [E, différentiable de classe CP. Ainsi
que nous 1’avons vu ci-dessus, pour tout a. € W, I’application de E dans lui-méme :
& + x(ac,z) est lipschitzienne de rapport sup(1 — 7 + k, (1 + k) /(1 + r)). Par suite,
la différentielle partielle de x par rapport a sa seconde variable, en tout point (a.,z) de
W, x E, vérifie

1Dsx(ae, 7)|| < sup (1 etk %) .

Un autre complément du théoréme du point fixe (également rappelé en VIL2.2) montre
alors que I’application g qui associe, a chaque a. € W, le point fixe g(a.) de ’application
x — x(ac, x), est différentiable de classe CP. Comme 1’application g. est composée de g
et d’une projection (application linéaire continue, donc différentiable de classe C*°), elle
est, elle aussi, différentiable de classe CP. o
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7.7. Remarque. — De la méme mani¢re, moyennant des hypotheses convenables (que le
lecteur est invité a préciser lui-méme) concernant le rapport de 1’application lipschitzienne
7, on montre que I’ensemble instable de I’ origine, pour le syst¢éme dynamique de générateur
B + n, est le graphe d’une application g4 de Wy dans E., et que si la restriction de 7 a
I’ouvert W est différentiable de classe CP?, la restriction de g4 a Wy est différentiable de
classe CP.

7.8. Proposition. — Les hypothéses et notations étant celles de la proposition
précédente, on suppose de plus I'application n différentiable de classe CP sur
W, avec p > 1. La différentielle, & I'origine, de I’application g. : W, — Eg4, est
I'application linéaire de E. dans E4 dont le graphe est I’ensemble stable de I’origine
pour le systéme dynamique linéarisé, de générateur B + Dn(0).

Preuve : Notons g : W, — E I’application qui associe, a chaque a. € W, le point fixe
de I’application z +— x(ac, z). Nous avons, pour tout a. € W,

glac) = X(amg(%)) .

Différentions cette expression au point (0,0). En remarquant que g(0) = 0 (suite
identiquement nulle), nous obtenons pour tout b, € E.,

Dg(O) (bc) = DX(O) 0) (bcy Dg(O) (bc)) .

En explicitant I’expression de Dx/(0,0), nous voyons que Dg(0)(b;) est la suite
z = (2(n), n € N), élément de E, qui vérifie

be sin=0,
ze(n) = {Bc(zc(n— 1)) + Dne(0)(2(n — 1)) sin>1,

24(n) = B3 (zd(n +1) — Dpg(0) (z(n))) .

Ces formules sont exactement identiques a celles qui sont vérifiées par la suite g(a.),
a condition de remplacer a. par b. et n par Dn(0). Nous voyons donc que pour
tout b € E., Dg(0)(b:) est I'unique suite z, convergeant vers 0, dont le premier
terme 2(0) = (2c(0),2q(0)) vérifie 2.(0) = b., qui satisfait, pour tout n € N,
z(n) = (B + Dn(O))n(z(O)).

Quant a la différentielle de g. a1’ origine, on voit aisément que Dg.(0)(b.) n’est autre que la
projection z4(0), sur le sous-espace Eg4, du premier terme 2(0) de la suite z = Dg(0)(b.).
Autrement dit, Dg.(0) est I’application b, +— 2z4(0). Son graphe est le sous-espace
vectoriel de F qui est I’ensemble stable de I’ origine, pour le syst¢me dynamique linéarisé
de générateur B + Dn(0). ]

Avant d’établir le théoréme principal de ce paragraphe, nous devons étudier les relations
entre I’ensemble stable (resp., instable) d’un point d’équilibre d’un systéme dynamique, et
I’ensemble stable (resp., instable) de ce méme point pour le systéme dynamique restreint
a un voisinage du point d’équilibre. C’est I’objet du lemme suivant.

79. Lemme. — Soit { ¢; ; t € ©} un systéme dynamique sur un ouvert 2 d’un
espace affine £ de dimension finie, dont ’ensemble des temps © peut étre R, R*,
Z ou N. Soit a € Q un point d’équilibre de ce systéme, et W un voisinage de
a, W C Q. Soit {¢; ; t € ©} la restriction &4 W de ce systéme dynamique
(proposition 2.6).

Le point d’équilibre a du systéme dynamique initial est aussi point d’équilibre du
systéme restreint.
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Un point z € Q) est élément de I’ensemble stable du point a pour le systéme
dynamique initial {@; ; t € O} si et seulement s’il existe § € ©, § > 0, te]
que wg(x) soit défini et élément de ’ensemble stable du point a pour le systéme
restreint { @y ; t€ O},

De méme, lorsque © = R ou Z, un point z € §2 est élément de ’ensemble instable
du point a pour le systéme dynamique initial { p; ; t € © } si et seulement g’j]
existe § € ©, 0 < 0, tel que pg(x) soit défini et élément de I’ensemble instable dy
point a pour le systéme restreint { gy ; t€ O }.

Preuve : Le fait que a soit aussi point d’équilibre du systeme restreint est conséquence
iimmédiate de la définition des points d’équilibre (1.2.2) et de celle de systeme restreint
(2.6).

Nous traiterons le cas des ensembles stables, celui des ensembles instables étant analogue,
Soit 2 un élément de I’ensemble stable du systeme initial { ¢; ; ¢ € © }. On sait alors
que @i (x) est défini pourtoutt > 0, € ©, et que lim;—, 1 o0 @t (z) = a. Puisque W estun
voisinage du point a, il existe § € ©, § > 0, tel que pour toutt € O, ¢t > 6, p;(x) € W,
Pour tout s € @, s > 0, nous pouvons écrire

0s (o (x)) = @sro(z) €W,
et par suite
Jim ¢s(we(2)) =a,
ce qui prouve que g(z) est élément de ’ensemble stable du point a pour le systéme
dynamique restreint a W.
Réciproquement, soit x € Q et § € O, § > 0, tel que wp(x) soit défini et élément de
I’ensemble stable de a pour le systétme dynamique restreint 8 W. Nécessairement, o (z)
est défini pour tout ¢ € © vérifiant 0 < ¢ < . Mais pour ¢t € ©, t > 6, nous pouvons
écrire
©i(z) = ps(po(x)), avec s=t—0€0O, s>0.
Comme @p(x) est élément de 1’ensemble stable de a pour le sustéme dynamique restreint
a W, cela prouve que ¢;(x) est défini et élément de W pour tout ¢t > 6, ¢t € O, et que
lim_,; o ¢:(z) = a. Le point z est donc élément de 1’ensemble stable du point a pour le
systéme dynamique initial. 0

7.10. Remarque. — Dans les hypotheses du lemme précédent, soit S 1’ensemble stable
du point a pour le systtme dynamique initial et Sy 1’ensemble stable du point a pour le
systeme dynamique restreint a8 W. Nous avons évidemment

SwcCSNW.

Cette inclusion est en général stricte, car étant donné un point z de S N W, il peut arriver
que ¢:(x) ne soit pas élément de W pour certaines valeurs de ¢t € ©, t > 0, bien que
limg—, 4 oo 1 () soit égal A a. Un tel point z ne saurait &tre élément de Sy, puisque @(x)
n’est pas défini pour tout ¢ > 0, ¢ € ©.

Il est facile maintenant d’établir le théoréme suivant. Les notions de géométrie
différentielle utilisées dans 1’énoncé de ce théoréme (variété différentiable, immersion,
espace tangent) sont présentées dans le chapitre VII, auquel le lecteur pourra se reporter
si nécessaire.

7.11. Théoréme. — Soit { v, ; n € Z} un systéme dynamique & temps discret
sur un ouvert 2 d’un espace affine £ de dimension finie, dont le générateur Y1
est un difféomorphisme de classe CP, p > 2, d’un ouvert U; de Q2 sur un autre
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ouvert U_; de §2. Soit a € Uy un point d’équilibre hyperbolique de ce systéme. Les
ensembles stable et instable du point a sont des variétés différentiables de classe
CP, immergées dans §2; on les appelle variété stable et variété instable du point a,
respectivement. Les espaces tangents, au point a, a la variété stable et a la variété
instable, sont les sous-espaces affines de £ passant par le point a et paralléles,
repectivement, au sous-espace stable E. et au sous-espace instable E4 du systéme
dynamique linéarisé de générateur Dy (a).

Preuve : Pour tout & € Uy, nous pouvons écrire, puisque ¢; (a) = a,
v1(z) =a+ Dy;i(a)(xz —a) + n(z — a).

L’application 7 est différentiable de classe CP; a ’origine, nous avons 7(0) = 0 et
Dn(0) = 0. En restreignant 7 & un voisinage assez petit de 1’origine, nous pouvons
faire en sorte qu’elle soit lipschitzienne, de rapport aussi petit qu’on veut. Nous voyons
donc qu’en identifiant 1’espace affine £ a I’espace vectoriel qui lui est associé E au
moyen de I’isomorphisme affine qui applique le point a sur I’origine, et en restreignant
le systéme dynamique considéré & un voisinage assez petit de 1’origine, nous pouvons
faire en sorte que le systéme ainsi restreint satisfasse les hypotheses du paragraphe 7.5
et des proposition 7.6 et 7.8. Comme au paragraphe 7.5 ol nous avions identifi€ 1’espace
vectoriel E au produit E, x Eg, nous identifions I’espace affine £ a un produit £, x &g,
avec &, = a + E,, &4 = a + E,4. Le point a est alors identifié au couple (a, a), que nous
noterons (a., ag) pour éviter les confusions (a. désignant le point a lorsqu’il est considéré
comme ¢élément du sous-espace affine £, = a + E. de &, et ag désignant le point a
lorsqu’il est considéré comme élément du sous-espace affine £ = a + Eg4 de £). Les
propositions 7.6 et 7.8 nous permettent d’affirmer qu’il existe un voisinage ouvert W de
a, ainsi identifié a (a., a4), d’adhérence compacte W C U,, de laforme W = W, x W,
ou W, (resp., Wy) est une boule ouverte de £, de centre a. (resp., une boule ouverte de
&4 de centre a4) pour une norme euclidienne convenablement choisie, ayant les propriétés
suivantes :

— I’ensemble stable (resp., instable) du point a pour le systtme dynamique engendré
par la restriction de ¢; 2 W est le graphe d’une application g. : W, — &, appliquant
a. sur agq (resp., d’une application g4 : Wd — &, appliquant a4 sur a.); I’ensemble
stable (resp., instable) du point a pour la restriction 3 W de ce systtme dynamique
est le graphe de la restriction de g. a W, (resp., de la restriction de g4 a W),

— larestriction de g. a W, (resp., de g4 2 Wy) est différentiable de classe CP.

De plus, comme nous sommes dans le cas particuli¢rement simple ou la différentielle de
7 au point d’équilibre est nulle, nous pouvons aussi affirmer que

— la différentielle de g. au point a. (resp., de g4 au point a4) est I’application nulle de
E. dans E; (resp., de E4 dans E.).

Raisonnons par exemple sur les ensembles stables. Désignons par .S 1’ensemble stable
du point a pour le systtme dynamique initialement donné (engendré par i), et Sw
I’ensemble stable du point a pour la restriction & W de ce systéme dynamique. D’aprés la
proposition 2.7, la restriction a W du systéme dynamique engendré par ¢, est d’ailleurs
tout simplement le systéme dynamique engendré par la restriction de ¢; a W. Nous
utiliserons dans ce qui suit les ouverts W et W, respectivement de £ et de &, et non plus
leurs adhérences W et W . Désormais, g. désignera I’application de W, dans €4 dont le

graphe est Sy (et non plus, comme ci-dessus, le prolongement de cette application a WC).
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Soit n. la dimension de &.. Puisque Sy est le graphe d’une application de classe CP
définie sur un ouvert W, de €., Sw est une variété différentiable de classe CP. Il suffit en
effet de composer la restriction a Sy de la projection de £ sur £ avec I’isomorphisme de
& sur R™ déterminé par le choix d’un repére affine de &, pour obtenir une application
bijective 1 de Sy sur un ouvert 3)(W) de R™. Nous pouvons alors considérer (Sw, 1)
comme une carte de Sy, dont le domaine est Sy entier. L’injection canonique de Sy dans
& est, en tout point, de rang n., puisque Sy est le graphe d’une application différentiable
g définie sur un ouvert de &, dont la dimension est 7.

Pour tout entier k£ > 0, soit Vi = ¢r~1(Sw). Le lemme 7.9 montre que V. est une
partie de S et que (J,en Vi = S. Soit ¢k = 9 0 g |Vk' En remarquant que @i est un
difféomorphisme, nous voyons que %, est une application bijective de Vi sur un ouvert
de R™<. Nous pouvons alors munir S d’une topologie, dont les ouverts sont les réunions
quelconques de parties de la forme 4, ~*(O), pour tout & € N et tout ouvert O de R™,
Cette topologie est séparée, car pour tout couple (b;, b2) de points distincts de .S, il existe
unentier £ > 0 tel que i (b1) et i (b2) soient deux points (évidemment distincts) de Sy,
ce qui permet de voir que b; et by posseédent des voisinages disjoints. Nous pouvons aussi
munir S d’une structure de variété différentiable en prenant les (V%, ¥x) comme cartes
de S, et en vérifiant que les changements de carte sont des difféomorphismes de classe
CP. Nous obtenons ainsi un atlas de classe CP, donc défini sur cet ensemble une structure
de variété différentiable de classe CP. Nous pouvons aisément vérifier que I’injection
canonique de S dans E est différentiable de classe C? et, en tout point, de méme rang n,
que I’injection canonique de Sy dans E; c’est donc une immersion.

Enfin, d’apres 7.8 et VIL.5.13, ’espace affine tangent en a a S est I’'image de E. par
I'application affine v — (ac + v, aq + Dgc(ac)(v)). Comme Dg.(a.) = 0, cet espace
affine tangent est I’espace affine £, paralléle a E, , passant par le point a = (a., aq).

Bien entendu, les méme considérations s’appliquent a I’ensemble instable du pointa. O

Afin d’établir ’analogue du théoréme précédent pour un systeme dynamique a temps
continu, nous utiliserons le lemme suivant.

7.12. Lemme. — Soient X un champ de vecteurs localement lipschitzien sur un
ouvert ) d’un espace affine £ dont l’espace vectoriel associé est un espace de
Banach, a € Q un point d’équilibre (c’est-a-dire un point tel que X (a) = 0), et
¥ le flot réduit de X. Un point x € 2 appartient a I’ensemble stable du point a,
c’est-a-dire est tel que V;(x) soit défini pour tout t > 0 et que lim;_, o Y (z) = @,
si et seulement si ¥, (z) est défini pour tout n € N, et limueN, noto0o ¥n(z) =a.

Preuve : Puisque N C R*, la condition est nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante.
Supposons donc que ¥, () soitdéfini pour toutn € N, et que limpen, noto00 ¥n(z) = a.
Pour tout réel ¢ > 0, il existen € Ntelque n < ¢ < n + 1. Comme ¥, (z) est défini,
W, (x) I’est aussi. Il reste seulement a prouver que lim;—, 1 o0 ¥¢(z) = a.

Le champ de vecteurs X étant localement lipschitzien, il existe un voisinage ouvert W
du point a, W C Q, et un réel k > 0, tels que la restriction de X a W soit lipschitzienne
de rapport k. Soit p > 0 tel que la boule fermée de centre a et de rayon p soit contenue
dans W. Nous allons montrer qu’il existe N > 0 tel que pour tout réel ¢ vérifiant ¢ > N,
|¥:(z) — a|| < p. Comme nous pouvons choisir p arbitrairement petit, nous aurons ainsi
prouvé que lim;_, o ¥¢(z) = a.

Puisque limuen, notoo Un(Z) = @, il existe N € N tel que pour tout n > N,
[[¥n(z) — a|| < pe*. Soit alors t € R vérifiant ¢ > N. Soit n € N, vérifiant
N<n<t<n+1l;nousavonst =n+ 0, avec 0 < 6 < 1. Posons ¥,(z) = ¥-
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Nous savons que ||y — al| < pe™*, et que ¥;(z) = Ty(y). Supposons que ¥, (y) ne soit
pas élément de W pour tout s € [0, 6]. A fortiori, ¥,(y) n’est pas élément de la boule
fermée de centre a et de rayon p pour tout s € [0, 6]. Le point y étant intérieur a cette
boule, I’ensemble des s € [0, 6] tels que ¥,(y) appartienne a la frontiere de cette boule,
c’est-a-dire tels que || ¥s(y) — a|| = p, est non vide. Soit s,, sa borne inféricure. Nous
avons 0 < s,,, < 6 et, pour tout s € [0, 5[, || Ts(y) — aH < p; nous avons aussi, par
continuité, | ¥, (y) — al| = p.

D’apres le lemme 4.5, tant que les courbes intégrales considérées restent contenues dans
’ouvert W sur lequel X est lipschitzien de rapport k, pour tout s € R, ¥, est lipschitzien
de rapport e*I8!, Par suite, nous avons

[Ts... (%) = T, (a)|| = ||¥s,. () — a]| < " |ly —af| < e™*07om)p < p.

Nous avons abouti 2 une contradiction puisque || ¥, (y) — a|| devrait étre a 1a fois égal a p
et strictement inférieur a p. Nous avons donc prouvé par 1’absurde que ¥, (y) est élément
de W pour tout s € [0, 4]. Mais alors,

| Te(z) — a]| = | Ta(y) — To(a)|| < ey —al| < e Dp < p,

ce qui établit le résultat désiré. O

11 est facile maintenant d’établir le théoréme suivant.

7.13. Théoreme. — Soient X un champ de vecteurs différentiable de classe CP
(p > 2) sur un ouvert 2 d’un espace affine £ de dimension finie, a € Q un point
d’équilibre hyperbolique de ce champ de vecteurs (définition 6.2). Les ensembles
stable et instable du point a, pour le systeme dynamique formé par le flot réduit de
X, sont des variétés différentiables de classe CP, immergées dans 2; on les appelle
variété stable et variété instable du point a, respectivement. Les espaces tangents,
au point a, a la variété stable et a la variété instable, sont les sous-espaces affines
de £ passant par le point a et paralléles, repectivement, au sous-espace stable E.
et au sous-espace instable E4 de ’origine pour le systeme dynamique linéarisé, de
générateur infinitésimal DX (a).

Preuve: D’apreslelemme7.12,1’ensemble stable du point a, pour le syst¢me dynamique
a temps continu formé par le flot réduit de X, coincide avec 1’ensemble stable du point
a pour le systtme dynamique a temps discret obtenu en donnant au temps des valeurs
entieres. L’ensemble instable du point a posséde bien siir une propriété analogue. Les
résultats annoncés découlent immédiatement du théoréme 7.11. O

7.14. Remarques

a) Dans les hypothéses des théorémes 7.11 ou 7.13, I’injection canonique de la variété
stable (resp., instable) du point d’équilibre a dans I’espace E est une immersion, mais
n’est en général pas un plongement. Pour s’en convaincre, le lecteur pourra considérer les
courbes stable et instable de 1’origine pour le champ de vecteurs étudié dans 1’exemple
7.13 du chapitre III (figure I11.19).

b) Dans les hypothéses du théoréme 7.13, supposons de plus ’espace affine £ de
dimension 2.

Si les valeurs propres de DX (a) sont réelles et de signes contraires, le point d’équilibre
hyperbolique a est un col, au sens de la proposition II1.7.10. La variété stable (resp.,
instable) de ce point est la réunion du point a et des deux courbes intégrales admettant
le point a comme point w-limite (resp., comme point c-limite). Nous les avons déja
rencontrées au chapitre III (proposition II1.7.10 et remarque I11.7.11).
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Si les valeurs propres de DX (a) ont toutes deux une partie réelle négative (resp., positive),
le point d’équilibre a est un nceud attractif ou un foyer attractif (resp., un nceud répulsif
ou un foyer répulsif) au sens des propositions IIL.7.7 et I11.7.10. La variété stable (resp.,
instable) de ce point est de dimension 2; c’est un voisinage ouvert connexe du point q,
Sa variété instable (resp., stable), de dimension 0, est le singleton {a}. Le théoréme 7.13
nous donne alors moins de renseignements, sur I’allure qualitative du flot du champ de
vecteurs X au voisinage du point a, que I’étude directe faite au chapitre IIl, paragraphe 7,

Nous allons indiquer ci-dessous, sans démonstration, un résultat, concernant les points
d’équilibre non hyperboliques, qui ressemble un peu aux théorémes affirmant I’existence
des variétés stable et instable d’un point d’équilibre hyperbolique. Nous I’énoncerons par
exemple pour un systeéme constitué par le flot réduit d’un champ de vecteurs; un énoncé
analogue pourrait étre formulé pour un syst¢me dynamique a temps discret.

7.15. Théoréme de la variété centrale. — Soient X un champ de vecteurs
différentiable de classe CP (p > 2) sur un ouvert §) d’un espace affine £ de
dimension finie, a € §2 un point d’équilibre. Soit Ey le plus grand sous-espace
vectoriel de ’espace vectoriel E asssocié a &, invariant par I’application linéaire
DX (a) et tel que la restriction de DX (a) & ce sous-espace ait toutes ses valeurs
propres de partie réelle nulle. Alors il existe une variété différentiable S, de classe
CP?, connexe, immergée dans 2, contenant le point a, invariante par le flot réduit
du champ de vecteurs X, ayant pour espace tangent en a le sous-espace affine
de £ passant par a paralléle a Ey. On dit que S est une variété centrale du point
d’équilibre a.

Attention : la variété centrale n’est en général pas unique, ainsi que le montre 1’exemple
suivant.
7.16. Exemple. — On considere I’équation différentielle dans R? (coordonnées (z, y),
dz
—_ = :L‘Z s
dt
dy
dt

! N

- - > >

K

Figure V.1. Allure qualitative du portrait de phases
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L origine est un point d’équilibre et le systéme linéarisé en ce point s’écrit
du
dt
dv
dt
On remarque que le générateur infinitésimal du systéme linéarisé a une valeur propre
nulle; un vecteur propre associé a cette valeur propre est le premier vecteur e; de la base
canonique de R2. Soit (z0, ¥o) une donnée de Cauchy pour ¢ = 0. Un calcul facile montre
que la solution correspondante est définie pour tout ¢ € R vérifiant 1 — tzo > 0, et qu’elle

a pour expression

Zo

1-—th‘0’

y(t) = yoe *.

L allure qualitative du portrait de phases est représentée sur la figure V.1.

z(t) =

On voit que toute courbe formée par la réunion d’une courbe intégrale située dans le
demi-plan £ < 0 et du demi-axe (z > 0, y = 0), est une variété centrale.

7.17. Définition. — Soit {y; ; t € ©} un systéme dynamique défini sur un ouvert
2 d’un espace affine £ de dimension finie, dont ’ensemble des temps © est Z ou
R. Si © = Z, on suppose que le systéme est engendré par un difféomorphisme ¢,
de classe CP, p > 2, d’un ouvert U; sur un autre ouvert U_; de . Si © = R on
suppose que le générateur infinitésimal du systéme est un champ de vecteurs X,
de classe CP (avec p > 2) défini sur §2.

1. Un point z € Q est dit point homocline s’il appartient & la fois a la variété
stable et & la variété instable d’un point d’équilibre hyperbolique a du systéme,
a# z.

2. Un point z € Q est dit point hétérocline s’il appartient & la fois a la variété
stable d’un point d’équilibre hyperbolique a dy systéme, a # z, et & la variété
instable d’un autre point d’équilibre hyperbolique b du systéme, b # z, b # a.

7.18. Quelques propriétés des points homoclines et hétéroclines

a) Orbite. — Soit z un point hétérocline (rep., homocline). Ce point est élément de
Vs(a) N V;(b), ot a et b sont deux points d’équilibre hyperboliques distincts (resp.,
confondus) et distincts de z, V;(a) la variété stable de a et V;(b) la variété instable de b. 11
est facile de montrer que toute 1’orbite du point z est contenue dans V;(a)NV;(b), donc que
tous les points de cette orbite sont des points hétéroclines (resp., des points homoclines)
(voir exercices V.2 et V.3). C’est pourquoi on dit que cette orbite est hérérocline (resp.,
homocline).

Si le systeéme est & temps continu, cette orbite est un arc de courbe paramétré ¢ — (t),
vérifiant lim;—, oo ¥(t) = b, lim;—,; o0 ¥(t) = a. Nous avons rencontré des exemples
d’orbites homoclines au chapitre I (mouvement du pendule plan 1.4.6) et au chapitre III
(exemple I11.7.13). Dans ces exemples, 1’espace des phases est de dimension 2 et le point
d’équilibre considéré est un col; les variétés stable et instable de ce point sont des courbes
qui ont un arc en commun (ou qui peuvent méme étre confondues).

Si le systéme est a temps discret, I’orbite du point z est une suite discréte de points deux a
deux distincts (¢n(2), n € Z), qui vérifie lim,—, —oo ©n(2) = b, limy— 0o Pn(2) = a.
Nous allons examiner plus attentivement cette situation, en supposant de plus que V(a)
et V;(b) se coupent transversalement au point z.
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b) Intersection transverse. — Nous supposons désormais que le systtme dynamique
considéré est a temps discret. On dit que V;(a) et V;(b) se coupent transversalement ay
point z si les espaces tangents T, V;(a) et T, V;(b) sont deux sous-espaces supplémentaires
de I’espace vectoriel F associé a I’espace affine £. Lorsque c’est le cas, on montre
aisément (exercice V.3) que V;(a) et V;(b) se coupent transversalement en tout point
©n(2) de lorbite de z (n € Z). Comme de plus les variétés stable et instable d’un point
hyperbolique sont connexes (exercice V.1), on voit que la variété instable V;(b) forme, ay
voisinage du point @, une infinité de “plis”, pour couper transversalement la variété stable
Vs(a) en une suite de points deux a deux distincts (¢, (2), n € N) qui converge vers le
point a lorsque n — +o00. De méme, la variété stable V(a) forme, au voisinage du point
b, une infinité de “plis” pour couper transversalement la variété instable V;(b) en uns suite
de points deux a deux distincts (¢_,(2), n € N) qui converge vers le point b lorsque
n — +o0o. En utilisant le fait que I’espace E se décompose en somme directe E. & E,
de deux sous-espaces dont I'un, E,, est contracté et 1’autre, Ey4, dilaté par D1 (a), on
montre qu’il existe un ouvert U de V;(a) contenant le point ¢ et, pour tout entier n > 0,
un ouvert U,, de V;(b) contenant ¢, (z), tels que la suite (U, , n € N) converge, lorsque
n — +00, vers U au sens de la convergence C. Cela signifie que pour tout point y € U,
il existe existe une suite (y» , n € N) de points, avec y, € Uy, et y, ¢ U, qui converge
vers y, et qui de plus est telle que la suite des espaces affines tangents a V;(b) aux points y,,
converge vers I’espace affine tangent en y a V;(a). Les m&€mes considérations s’appliquent
bien entendu a V,(b). La figure V.2, pour laquelle nous avons supposé V,(a) et V;(b) de
dimension 1, illustre cette situation.

Figure V.2. Points hétéroclines avec intersections transverses

Pour tout point z de V;(a), lim, o @n(z) = a, donc pour n négatif assez grand en
valeur absolue, ¢, (z) est élément du voisinage ouvert U de a dans V;(a) considéré ci-
dessus. Comme ;! est un difféomorphisme qui laisse V;(a) et V;(b) invariantes, ce que
nous avons énoncé pour les points de U reste vrai pour tout point x de V;(a) : il existe un
voisinage ouvert U (z) de z dans V;(a) et une suite de points z,, deux a deux disjoints de
Vi(b), n’appartenant pas & U(z), qui converge vers z; de plus, la suite des espaces affines
tangents en ces points a V;(b) converge vers I’espace affine tangent a V;(a) au point z. La
variété stable V;(b) a, bien entendu, des propriétés analogues.

Ces résultats restent applicables lorsque a = b, ¢’est-a-dire lorsque le point 2 est un point
homocline, les variétés stable et instable du point @ se coupant transversalement en ¢€
point. Ils ont une importante conséquence sur la topologie de V;(a) (et de V;(a)) : pour
tout point z de cette variété, il existe un voisinage ouvert U(z) de ce point dans V;(a) et
une suite (z, , n € N) de points de V;(a) n’appartenant pas a U(z), qui converge vers &
pour la topologie de 2. Comme aucun point de cette suite n’appartient a U (z), cette suite
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ne converge pas vers z pour la topologie de V;(a). La topologie de V;(a) induit donc,
sur chaque ouvert de V;(a), une topologie strictement plus fine que celle induite par la
topologie de 2. En d’autres termes, V;(a) n’est, au voisinage d’aucun de ses points, une
sous-variété plongée dans 2. Il en est de méme de V;(a).

8. Conjugaison différentiable

Nous allons citer, sans démonstration, des théorémes diis a S. Sternberg, donnant
des conditions suffisantes de conjugaison différentiable locale. Nous renvoyons aux
publications [58] de cet auteur pour les démonstrations.

8.1. Théoréme de Sternberg pour un difféomorphisme. — Soit E un espace vectoriel
réel de dimension finie n, et B € GL(E, F) une application linéaire inversible de
E dans lui-méme. Soient 1, ..., un les valeurs propres de B (figurant chacune un
nombre de fois égal 4 sa multiplicité). On suppose que pour tout i € {1,2,...,n}
et toute famille d’entiers my, my, ..., My, tous > 0, vérifiant 2;;1 m; > 2,0na
i By g

Soit 1 une application de classe CP (avec p > 1), définie sur un voisinage ouvert 2
de lorigine de E, et & valeurs dans E, vérifiant 7(0) = 0 et Dn(0) = 0. Alors les
systemes dynamiques discrets ayant pour générateurs, d’une part B + n, d’autre
part B, sont localement C?-différentiablement conjugués au voisinage de 1’origine,
q étant un entier > 1 qui ne dépend que de B et de p et qui, lorsque B est fixé,
tend vers +o0o lorsque p tend vers +o0.

8.2. Théoréme de Sternberg pour un champ de vecteurs. — Soient X un champ
de vecteurs de classe CP, p > 1, défini sur un ouvert 2 d’un espace affine £ de
dimension finie n, et a € 2 un point d’équilibre. Soient A = DX (a), A1,...,An les
valeurs propres de A (figurant chacune un nombre de fois égal a sa multiplicité). On
suppose que pour tout i € {1,2,...,n} et toute famille d’entiers my, ma, ..., My,
tous > 0, vérifiant 35, m; > 2, on a

Ai FmiAL +modo + -+ My, .

Alors le systéme dynamique formé par le flot réduit de X au voisinage du point
d’équilibre a, et le systéme linéarisé en ce point (formé par le flot réduit du
champ de vecteurs linéaire DX (a)) au voisinage de I’origine, sont localement C?-
différentiablement conjugués, q étant un entier > 1 qui ne dépend que de DX (a)
et de p et qui, lorsque DX (a) reste fixé, tend vers +oo lorsque p tend vers +oo.

8.3. Remarque. — Soit B € GL(E, E) une application linéaire inversible de E dans
lui-méme, et y1, . .., . ses valeurs propres (toutes non nulles puisque B est inversible).
Si B satisfait les hypothéses du théoréme de Sternberg 8.1, les modules des ; sont tous
# 1. Supposons en effet qu’une de ces valeurs propres, par exemple y1, soit de module 1.
Si p11 n’est pas réelle, il existe nécessairement une autre valeur propre égale A sa complexe
conjuguée; notons-la uo; nous avons alors

2
p1 = (p1)"pe2,
contrairement a 1’hypothese. Si u; est réelle, elle est égale soit a 1, soit a —1, et nous
avons
3
m1 = M1,
e qui est aussi contraire & I’hypothése.
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De méme, soit X un champ de vecteurs différentiable de classe C? sur un ouvert ) de
I’espace affine £ de dimension n , a € £ un point d’équilibre. Si DX (a) satisfait leg
hypothe¢ses du théoréme de Sternberg 8.2, ses valeurs propres Ay, . .., A, sont toutes de
partie réelle non nulle. La preuve de cette assertion, analogue a celle donnée ci-dessus, est
laissée au lecteur.

Nous voyons donc que lorsque les hypotheéses dans lesquelles les théorémes de Sternberg
peuvent étre employés sont satisfaites, les théoremes de Hartman et Grobman peuvent
aussi étre appliqués, ce qui n’a rien de surprenant puisque les théorémes de Sternberg
donnent des résultats plus précis que ceux de Hartman et Grobman.

9. Application aux orbites périodiques

Pour terminer ce chapitre nous allons, dans ce dernier paragraphe, donner quelques bréves
indications montrant comment 1’essentiel de ce qui a été fait précédemment a propos des
points d’équilibre hyperboliques peut s’étendre aux orbites périodiques hyperboliques.
Mais donnons-en d’abord la définition.

9.1. Définition. — Soit X un champ de vecteurs différentiable de classe CP (avec
p > 1) sur un ouvert §2 d’un espace affine £ de dimension finie. On note ¥ le flot
réduit de X . Soit a € Q un point tel que X (a) # 0, et dont I'orbite O est périodique
de période T' > 0. Soit D¥r(a) la différentielle, au point a, du difféomorphisme
Up. On dit que orbite périodique O est hyperbolique si 1 est valeur propre simple
de D¥r(a) et si toutes les autres valeurs propres de DUr(a) sont de module # 1.

9.2. Commentaires

a) On sait (voir le lemme IV.2.2, ainsi que la démonstration du théoréme IV.3.1) que
1 est toujours valeur propre de DUr(a), de vecteur propre associé X (a). Les valeurs
propres de D¥r(a) sont appelées multiplicateurs caractéristiques de 1’ orbite périodique
O. IIs ne dépendent que de O, non du choix du point a de cette orbite. Un de ces
multiplicateurs caractéristiques est donc égal a 1. Un théoréme di a G. Floquet (voir par
exemple [31] chapitre IV paragraphe 6) montre que D¥r(a) est de la forme exp(T'B),
ou B est un endomorphisme de I’espace vectoriel E associé a 1’espace affine £. Les
multiplicateurs caractéristiques p; sont donc de la forme p; = exp(A;T), ou les Aj,
appelés exposants caractéristiques de 1’ orbite O, sont les valeurs propres de B. Un des
exposants caractéristiques est donc nul.

b) Puisque les multiplicateurs caractéristiques de 1’orbite périodique O ne dépendent pas
du choix du point a, I’hyperbolicité est une propriété de O, non du point particulier a de
cette orbite.

¢) Supposons 1’orbite périodique O hyperbolique. En procédant comme dans la
démonstration du théoréme IV.3.1, on construit une application de retour de Poincaré
g, associée a I’ orbite O, dont la différentielle Dg(a) au point @ admet pour valeurs propres
les valeurs propres de DWUr(a) autres que 1. Le point a est donc un point d’équilibre
hyperbolique pour le syst¢me dynamique a temps discret de générateur g. On peut alors
appliquer a g le théoréme de Hartman et Grobman, et aussi le théoreme des variétés
stable et instable. Cela permet d’établir pour 1’orbite O un théoréme du type Hartman et
Grobman. Les ensembles stable et instable de 1’orbite périodique © peuvent étre définis
de maniére globale : par exemple, ’ensemble stable de O est I’ensemble des points = € Q
tels que ¥y (z) soit défini pour tout ¢ > 0 et que limy—, oo d(¥:(z), O) = 0). On peut
alors prouver que les ensembles stable et instable d’une orbite périodique hyperbolique
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sont des variétés différentiables de classe CP, immergées dans €2, qui toutes deux conti-
ennent I’orbite O, et qui se coupent transversalement le long de cette orbite (cela signifie
qu’en tout point z de I’orbite O, la somme des espaces tangents en ce point aux variétés
stable et instable est I’espace vectoriel E associé a I’espace affine £, et que 1’intersection
de ces sous-espaces est la droite parallele a la tangente au point = a 1’orbite ©). On les
appelle variété stable et variété instable de I’ orbite périodique hyperbolique O. La variété
stable (resp., instable) de 1’orbite périodique O est formée par la réunion des courbes
intégrales de X qui rencontrent la variétés stable (resp., instable) du point d’équilibre a,
pour le systéme dynamique a temps discret ayant pour générateur 1’application de retour
de Poincaré.

d) La notion d’hyperbolicité, que nous avons définie pour les points d’équilibre et pour
les orbites périodiques d’un syst¢me dynamique, garde un sens dans des situations plus
générales, le point d’équilibre ou I’orbite périodique étant remplacés par un ensemble
invariant pour le syst¢me dynamique considéré. Ainsi par exemple, I’ensemble que nous
avions noté A lors de I’étude du fer & cheval de Smale (1.4.7) est un ensemble invariant
hyperbolique. Voir par exemple [63] chapitre 4, [37] chapitre 6, [29] chapitre 5.

10. Exercices

Exercice V.1. Dans les hypothéses des théorémes 7.11 et 7.13, montrer que les variétés
stable et instable d’un point d’équilibre hyperbolique sont connexes.

Exercice V.2.  Soit X un champ de vecteurs de classe C°° défini sur un ouvert 2 d’un
espace affine £ de dimension finie, a et b deux points d’équilibre hyperboliques de ce
champ (pas nécessairement distincts). On suppose que la variété stable V;(a) du point a
et la variété instable V;(b) du point b se coupent en un point 2z autre que a ou b. Montrer
que I’orbite du point z est contenue dans V;(a) NV;(b), et admet pour ensembles a-limite
et w-limite, respectivement, les singletons {b} et {a}.

Exercice V.3.  Soit {, ; n € Z} un systtme dynamique a temps discret défini sur
un ouvert §2 d’un espace affine £ de dimension finie, d’espace vectoriel associé E, dont
le générateur ¢; est un difféomorphisme de classe C* d’un ouvert U; de 2 sur un autre
ouvert U_; de Q. Soient a et b € U; deux points d’équilibre hyperboliques de ce systéme
(pas nécessairement distincts). On suppose que les variétés stable V;(a) du point a et
instable V;(b) du point b se coupent en un point z autre que a ou b.

1) Montrer que I'orbite { n(2) ; n € Z } du point z est contenue dans V;(a) N V;(b) et
que

lm ¢n(z) =0,  lim ¢n(z) =a.

n
2) On suppose que les variétés V;(a) et V;(b) se coupent transversalement au point z
(c’est-a-dire que les espaces tangents 2 V,(a) et 2 V;(b) en ce point sont deux sous-
espaces vectoriels supplémentaires de F). Montrer que ces variétés se coupent aussi

transversalement en chacun des points ,,(2), n € Z.

11. Solutions

Solution V.1. Nous traiterons le cas d’un systtme dynamique a temps discret
{on; n e Z} défini sur un ouvert 2 d’un espace affine £ de dimension finie, les
hypothéses étant celles du théoréme 7.11. Le cas d’un systtme dynamique A temps
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continu est analogue. Soit a un point d’équilibre hyperbolique de ce systtme, V,(q)
et Vi(a) ses variétés stable et instable. Comme dans la démonstration du théoréme 7.11,
nous identifions £ a un produit £, x &y, le point a s’identifiant au couple (a., az). Nous
avons vu qu’il existe un voisinage W de a dans (2, de la forme W = W, x Wy, ou W, ¢t
W, sont des boules ouvertes, respectivement de £ et de €4, de centres respectifs a. et a4,
pour des normes convenablement choisies sur ces espaces, ayant les propriétés suivantes :

(i) la variété stable du point a pour la restriction 8 W du syst€me dynamique considéré,
notée Vs 0c(a), est le graphe d’une application de W, dans £, appliquant a. sur a4,

(ii) un point z de Q2 est élément de V;(a) si et seulement s’il existe n € Z tel que ¢, (z)
soit défini et élément de V; joc(a).

Soient z, et z; deux points de V;(a). Il existe n; et ny € Z tels que ¢y, (T1) € Viioc(a),
©Ony(T2) € Vsioc(a). Par suite, pour n > sup(ni, n2), ¢n(z1) et ¢, (z2) sont éléments
de V;10c(a). Donc 1 et x4 sont tous deux éléments de ;! (Vs, loc(a)). Mais V; joc(a) est
connexe et contenu dans V;(a), et ¢, est un difféomorphisme. Nous avons donc prouvé
que deux points quelconques z; et z3 de V;(a) appartiennent 2 une méme partie connexe
ot (%loc(a)) de Vs(a), ce qui montre que V;(a) est connexe. On montre de méme que
Vi(a) est connexe.

Solution V.2, Les variétés V,(a) et V;(b) sont invariantes par le flot du champ de vecteurs
X. Le point z étant élément de ces variétés, toute I’orbite de ce point est contenue dans
Vs(a)NV;(b). D’autre part, d’aprés la définition méme de V; (a) etde Vi(b), Lo (2) = { b},
L,(z) ={a}.

Solution V.3.

1) Le raisonnement est le méme que celui fait dans la solution de 1’exercice précédent,
pour un syst¢me dynamique a temps continu.

2) Pour tout n € Z, ¢, est un difféomorphisme qui applique z sur ¢, () et laisse invari-
antes les variétés V;(a) et V;(b). Le prolongement aux vecteurs de ce difféomorphisme
applique donc les espaces tangents a V;(a) et 2 V;(b) au point z sur les espaces tangents 2
ces mémes variétés au point ¢, (z). Comme les espaces tangents a Vs (a) et V;(b) au point
z sont supplémentaires dans FE, les espaces tangents a ces deux variétés au point @, (2) le
sont aussi.



Chapitre VI

La théorie de I'indice

Les champs de vecteurs considérés dans ce chapitre sont supposés définis sur un
ouvert du plan (paragraphes 3 et 4) ou, plus généralement, sur une surface, orientable
ou non (paragraphe 5). Dans un paragraphe préliminaire, nous définissons le degré
d’une application du cercle S! dans lui-méme. Nous établissons son invariance par
homotopie et en déduisons le fameux théor¢me de Brouwer (1.10) et ses corollaires
(1.11 et 1.12). Nous définissons ensuite la notion de courbe de Jordan et énongons
le théoréme de Jordan (2.3), que nous avons d’ailleurs déja utilisé dans le chapitre
IV. La preuve de ce théoréme, assez délicate, est reportée au chapitre VII, ou
nous avons regroupé divers compléments utiles pour la compréhension du présent
livre. Nous définissons le degré d’une application continue d’une courbe de Jordan
orientée dans une autre. Cela nous permet de définir, au paragraphe 3, I’indice d’une
courbe de Jordan relativement 2 un champ de vecteurs et d’étudier ses propriétés.
Au paragraphe 4, nous montrons que 1’indice d’une courbe de Jordan entourant un
point d’équilibre isolé unique ne dépend que des propriétés du champ de vecteurs
au voisinage de ce point d’équilibre, non de la courbe de Jordan considérée; cela
nous conduit a la définition de I’indice d’un point d’équilibre isolé d’un champ de
vecteurs. Au paragraphe 5, nous établissons le célebre théoréme de Poincaré-Hopf,
relatif & la somme des indices des points d’équilibre (supposés isolés) d’un champ
de vecteurs sur une surface compacte. Nous donnons finalement quelques bréves
indications sur les généralisations possibles de cette belle théorie en dimension
quelconque.

1. Le degré d’une application du cercle dans lui-méme

L1. Le cercle trigonométrique S'. — Nous rappelons que le cercle trigonométrique
S est ’ensemble des nombres complexes de module 1 :
S'={z€C; |z|]=1}.
Nous munirons cet espace de sa topologie de sous-espace topologique de C.
Il est souvent commode d’identifier C & R2, en associant au nombre complexe 2z = x + iy
(avec z et y € R), le point (z,y) de R2. C’est pourquoi I’ensemble C est parfois appelé,
par abus de langage, plan complexe alors qu’en fait on devrait dire droite complexe
puisque c’est un espace vectoriel complexe de dimension 1. Le cercle trigonométrique S*
$’identifie alors au cercle de R2 (pour la distance euclidienne), de centre 1’origine et de
rayonl:
S'={(z,y)eR?; z?+y*°=1}.

Tout nombre complexe de module 1 s’exprime sous la forme exp(is), avec s € R.
Cela permet de paramétrer S* au moyen de I’angle polaire s. Il importe toutefois de
Temarquer que I’application de R dans S*, s — exp(is), n’est pas injective, puisque
€xp(is;) = exp(isz) si (et seulement si) sz — §; = 2km, avec k € Z.

cercle trigonométrique S est un espace topologique compact, puisque c’est une
Partie fermée et bornée de C (ou de R2?). On peut munir cet espace de la distance
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euclidienne (restriction 2 S* de la distance euclidienne de R?); bien entendu, cette distance
est compatible avec sa topologie. Cependant, nous utiliserons plutdt une autre distance,
uniformément équivalente a la distance euclidienne (donc compatible elle aussi avec I
topologie de S1), constituée par la longueur d’arc : deux points z; et 2, de S* étant donnés,
nous définissons la distance de ces deux points, notée d(21, 22), comme la longueur du plus
petit arc du cercle trigonométrique d’extrémités z; et 2,. Plus explicitement, en identifiant
S1 a ’ensemble des nombres complexes de module 1, soit s; I'unique réel élément de
[0, 27| tel que exp(és1) = 21, et s2 I'unique réel élément de [0, 27| tel que exp(isz) = z,,

Alors .
|s1 — 82| si|sy — 89| <,

(21, 22) = {27r — |81 — 82| si|sy —s2| >

Puisque nous avons muni S d’une topologie, nous allons pouvoir parler d’applications
continues de S! dans un autre espace topologique, ou d’un autre espace topologique
dans S!. Mais nous aurons aussi & considérer des applications différentiables de S!
dans lui-méme, ou dans un ouvert {2 d’un espace vectoriel de dimension finie, et il
convient de donner un sens précis a cette notion. Nous définirons plus loin la notion de
variété différentiable, et nous verrons que le cercle trigonométrique S est une variété
différentiable; la notion d’application différentiable de S' dans lui-méme ou dans un
ouvert d’un espace vectoriel de dimension finie (ou, plus généralement, dans une autre
variété différentiable) prendra alors un sens évident. Cependant, pour ne pas anticiper,
nous pouvons procéder comme suit.

Soit ¢ : S' — Q une application du cercle trigonométrique S* dans un ouvert Q d’un
espace vectoriel de dimension finie. En identifiant S 2 1’ensemble des nombres complexes
de module 1, posons, pour tout s € R,

$(s) = p(exp(is)) .
L’application ¢ est maintenant une application de R dans €2, périodique de période 2.
Nous dirons que ¢ est différentiable (resp., différentiable de classe CP, avec p entier > 1),
si @ est différentiable (resp., différentiable de classe CP).

De méme, soit maintenant ¥ : S' — S! une application continue du cercle
trigonométrique dans lui-méme. Soit zp un point particulier de S, et soit 5o € R tel
que zp = exp(isp). Choisissons une détermination de I’angle polaire de Zy = x(20);
en suivant cette détermination par continuité lorsque z varie sur S' a partir de sa valeur
initiale zo, nous voyons qu’il existe une application continue 7 : R — R telle que

X(#0) = exp(it(s0))
et que, pour tout s € R,
x(exp(is)) = exp(iyh(s)) .
L’application 1) vérifiant cette derni¢re propriété n’est pas unique : on peut lui ajouter une
constante de la forme 2k, avec k € Z. Cela ne nous empéche nullement de définir comme
suit la différentiabilité de x : nous dirons que  est différentiable (resp., différentiable de
classe CP, avec p entier > 1) si ¢ est différentiable (resp., différentiable de classe C?).

Remarquons d’ailleurs qu’une application x : S' — S! est différentiable (resp.
différentiable de classe CP) au sens défini ci-dessus, si et seulement si 1’application
composée de x et de I’injection canonique de S* dans le plan complexe C (identifié a R?)
est différentiable (resp., différentiable de classe CP), au sens de la différentiabilité d’une
application de S* dans un espace vectoriel de dimension finie.

Rappelons également la notion d’orientation du cercle trigonométrique S*. Orienter S >
c’est choisir, sur la courbe S1, un sens de parcours, qui sera considéré comme positif
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(le sens de parcours opposé étant considéré comme négatif). Il existe exactement deux
orientations possibles de S', puisqu’il existe exactement deux sens de parcours de la
courbe S : le sens dans lequel se déplace le point exp(is) lorsque le réel s croit, et le sens
dans lequel se déplace le point exp(is) lorsque s décroit. Dans toute la suite, sauf mention
contraire explicite, nous supposerons le cercle S! muni de 1’orientation pour laquelle le
sens de parcours positif est celui dans lequel se déplace le point exp(is) lorsque s croit.

1.2. Définition. —  Soit ¢ : S' — S! une application continue du cercle
trigonométrique dans lui-méme. On appelle degré de ¢, et on note degr(yp), le
nombre de tours (compté algébriquement) que fait le point ¢(z) sur S! lorsque le
point z fait un tour sur S*.

1.3. Commentaires

a) Justification de la définition. — La définition ci-dessus peut sembler manquer
quelque peu de rigueur, car elle utilise la notion intuitive de nombre de tours fait par
un point sur le cercle S*, i laquelle nous devons donner un sens précis. Voici comment le
faire.
Ainsi que nous I’avons vu dans le paragraphe 1.1, lorsque nous avons donné un sens précis
2 la notion d’application différentiable de S* dans lui-méme, nous pouvons associer, a
I’application continue ¢ : ST — S?, une application continue 9 : R — R telle que, pour
tout s € R,
p(exp(is)) = exp(iR(s)).
Soit so € R. Le point z = exp(is) efffectue sur S* un tour dans le sens positif lorsque
s croit de so  so + 2. Quant au point ¢ (exp(is)), son angle polaire, dont nous avons
choisi une détermination, que nous suivons par continuité, varie de ¥(sp) a ¥(so + 27).
Puisque nous avons
exp((s0 + 2m)) = exp(#(s0))
nous avons
P(so + 2m) — Y(so) =27n, avec n€Z.
L’entier n € Z est le nombre de tours fait par le point ¢ (exp(z's) ) , sur le cercle S*, lorsque
s croit de so a so + 2, ¢’est-2-dire lorsque le point 2 = exp(is) fait un tour sur S*. Bien
entendu, le point 2 est supposé faire un tour sur S! dans le sens positif, et le nombre de
tours fait par ¢ (exp(is)) doit étre compté algébriquement, chaque tour fait dans le sens
positif ayant la valeur 1 et chaque tour fait dans le sens négatif la valeur —1. L’entier n
ainsi défini est le degré de I’application ¢ : ' — S
Nous devons vérifier que le degré ne dépend pas des choix arbitraires qui ont servi a le
définir.

Si nous choisissons une autre détermination 1’ de I’application ), nécessairement de la
forme
Y (s) = (s) + 2wk, avec k€ Z,
nous avons
P'(s0 +2m) — 9’ (s0) = P(s0 + 27) — P(50) -
La définition du degré n n’est donc pas modifiée.
Nous remarquons d’autre part que la fonction
s P(s+2m) — P(s)
est continue sur I’espace connexe R et a valeurs enti¢res. Cette fonction est donc

nécessairement constante. Ainsi, si nous remplagons s par un autre élément s de R,
hous avons

Y(sp + 2m) — Y(sg) = ¥P(s0 + 2m) — P(s0)
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ce qui montre que la définition du degré n n’est pas modifiée.

Remarquons enfin que si nous remplagons I’orientation usuelle de S* par I’orientation
opposée, la définition du degré n’est pas non plus modifiée, car ce changement affectera
4 la fois le sens dans lequel le point z = exp(is) parcourt S* et le sens considéré comme
positif pour le décompte du nombre de tours fait sur S* par le point ¢(z).

b) Cas d’une application non surjective. — Supposons 1’application continue ¢ :
S — S non surjective. Alors son degré est nul. Soit en effet 1/ : R — R une application
continue telle que, pour tout s € R,

¢ (exp(is)) = exp(ig)(s)),

et soit so un point de R. Puisque 9 est continue et que ’intervalle [so, so + 27 est
compact et connexe, ¢([so, So + 27r]) est une partie compacte et connexe de R, ¢’est-3-
dire un intervalle fermé et borné. Nous avons

Y(s0 + 2m) — P(s0) = 27n,

ou I’entier n est le degré de . Si celui-ci était non nul, I’application s — (s) prendrait,
lorsque s parcourt I'intervalle [so, So + 2], toutes les valeurs comprises entre ¥(sg) et
(8o + 2mn); par suite, o serait surjective, contrairement a notre hypothese.

1.4. Proposition. — Soient ¢; : S* — S! et o : S' — S deux applications
continues. L’application composée @2 o 1 a pour degré le produit des degrés des
applications ) et ;.

Preuve : Lorsque le point z fait un tour sur S, ¢;(2) fait sur S* un nombre de tours
égal 2 degr((p1); et lorsque 2’ = ¢1(z) fait un tour sur S*, pq(2’) fait sur S* un nombre
de tours égal 2 degr(y2). Donc lorsque 2 fait un tour sur S, @2 (1(2)) fait sur S un
nombre de tours égal a degr () degr(ps). ]

1.5. Corollaire. — Le degré d’un homéomorphisme ¢ : S — S est égal soit &
1, soit & —1, et vérifie degr(y) = degr(¢~!). L’ensemble des homéomorphismes de
S se partitionne en deux classes : la classe des homéomorphismes de degré 1, qui
contient I’application identique, et la classe des homéomorphismes de degré —1,
qui contient I’application conjugaison complexe z +— Z.

Preuve : Remarquons d’abord que d’aprés la définition méme du degré, 1’application
identique de S! a pour degré 1. De méme, I’application conjugaison complexe z — %,
restreinte a S, a pour degré —1.

Soit ¢ : ' — S un homéomorphisme de S* sur lui-méme. D’aprés la proposition
précédente

degr(¢™!) degr(p) = degr(¢™! o ¢) = degr(idg:) = 1.

Comme le degré est  valeurs dans Z, ceci n’est possible que si degr(y) et degr(p™")
sont tous deux égaux a 1 ou tous deux égaux a —1. o

1.6. Remarque. — 1l est facile de donner un exemple d’application du cercle S* dans
lui-méme ayant pour degré un entier n € Z quelconque : I’application z — 27, restreinte
ast

1.7. Proposition. — Soient ¢; : S* — S! et ¢, : S1 — S deux applications
continues du cercle dans Iui-méme, telles que, pour tout z € Sy, les points ©1(2)
et po(z) ne soient pas diamétralement opposés sur S'. Alors p; et g2 ont méme
degré.
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Preuve : Puisque pour tout z € S, les points ¢ (2) et g5 (z) ne sont pas diamétralement
opposés, il existe un unique élément 6(z) de 'intervalle ouvert | — w, [ tel que

p2(2) = 1(2) exp(if(2)) -
Nous voyons de plus aisément que 1’application § : R —] — m,n[ est continue. Soit
1 : R — R une application continue telle que, pour tout s € R,

1 (exp(is)) = exp (i1 (s)) .
En posant, pour tout s € R,
Pa(s) = P1(s) + 0(exp(is)),
nous pouvons écrire
w2 (exp(is)) = o1 (exp(is)) exp(if(exp(is)))
= exp(i (¥1(s) + O(exp(is))))
= exp(iz/;z(s)) .

Nous avons donc, en prenant un élément so de R quelconque,
degr(p2) = 2(s0 + 27) — a(s0)
= 1h1(so + 2m) + 0 (exp(i(so + 2m))) — P1(s0) — O(exp(iso))
= 11(s0 + 2m) — ¥1(50)
= degr(ep1),
comme annonce. O

1.8. Définition. — Soient X et Y deux espaces topologiques séparés, fo: X =Y
et f1: X — Y deux applications continues. On dit que fy et fi sont homotopes s’il
existe une application continue g : X x [0,1] = Y telle que, pour tout z € X, on
ait

9(z,0) = fo(z) et g(z,1) = fi(z).
Toute application continue g : X x [0,1] — Y vérifiant ces propriétés est appelée
homotopie de fo A f;.

1.9. Proposition. — Si deux applications g : S — S* et ¢, : S — S* sont
homotopes, elles ont méme degré.

Preuve : Soit g : S x [0,1] — S une homotopie de ¢g a ;. L’application g est
continue, définie sur un espace métrique compact et a valeurs dans un espace métrique,
donc uniformément continue (voir par exemple [17], chapitre VI, paragraphe 2.5, page
90). Soit un réel ¢ vérifiant 0 < € < . Il existe n > 0 tel que pour tous (y,s) et
(2,t) € S x [0, 1] vérifiant d(y, z) < net|s —t| < 1, on ait

d(g(y,s),9(2,1) <e. ()
Pourtoutt € [0, 1], soitp; : ST — S I’application z — ¢;(2) = g(z,t). Enfaisanty = 2
dans I’inégalité (*), nous voyons que si deux éléments s et ¢ de [0, 1] vérifient |s — ¢| < 7,
alors quel que soit z € S, les points ¢4(2) et p;(2) ne sont pas diamétralement opposés
sur S1; par suite (proposition 1.7), ¢, et ¢o; ont méme degré. L’ application ¢ — degr(y;)
estdonc localement constante. Comme I’espace [0,1] sur lequel elle est définie est connexe,
cette application est constante (voir [17], chapitre V, exercice V.10). ]

L10. Théoréeme de Brouwer. — L’application identique de S' dans lui-méme n’est
pas homotope & une application constante.
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Preuve : Le degré de I’application identique de S* est 1 (proposition 1.5), tandis que
le degré d’une application constante est 0. La proposition 1.9 montre que ces deux
applications ne sont pas homotopes. O

1.11. Corollaire. — Dans le plan complexe C, soit D? le disque fermé de centre
Dorigine et de rayon 1, dont la frontiére est le cercle trigonométrique S* :

D2={z2€C; |2|<1}, S'={z€C; |z|=1}.

Il n’existe pas d’application continue de D% dans S' ayant pour restriction & S
Papplication identique de S*.

Preuve: S’il existait une application continue f : D2 — S telle que f|g1 = idg1, nous
pourrions définir I’application g : S* x [0,1] — St :

9(z,t) = f((1 - t)2).
Cette application vérifierait, pour tout z € S,
g(z,O) =2, g(z: 1) = f(O) )

et serait une homotopie de I’application identique de S' a I’application constante
z — f(0). Ce résultat contredirait le théoréme de Brouwer. ]

Figure VI.1. Illustration de la preuve du théoréme du point fixe de Brouwer

1.12. Autre corollaire : le théoréme du point fixe de Brouwer. — Toute application
continue du disque fermé D? (défini dans le corollaire précédent) dans Iui-méme
admet un point fixe.

Preuve : S’il existait une application continue h : D? — D2 sans point fixe, c’est-a-dire
telle que pour tout z € D2, h(z) # 2, nous pourrions associer, a tout point z € D?
le point f(z) € S, distinct de h(z), ou la demi-droite d’origine h(z) passant par le
point z rencontre le cercle S ! (voir figure VL.1). Nous aurions ainsi défini une application

continue f : D2 — S? vérifiant, pour tout z € S*, f(z) = z. Ce résultat contredirait le
corollaire 1.11. o

1.13. Remarques

a) Les trois énoncés qui précedent sont équivalents. Nous avons déduit le corollaire 1.11
du théoréme de Brouwer 1.10, puis le corollaire 1.12 du corollaire 1.11. Inversement, il est
facile de déduire le théoréme de Brouwer 1.10 du corollaire 1.11 ou du corollaire 1.12. En
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effet, supposons qu’il existe une homotopie g : S* x [0, 1] — S* deidg: a une application
constante. Posons, pour tout point z € D2,

£(2) = {9 (Ep1-tal) sz o
Cc

siz =0,
ot ¢ est la valeur prise par 1’application constante de S' dans lui-méme z — g(z,1).
L’application f : D2 — S ainsi définie est continue (sa continuité a 1’ origine résulte du
fait que pour tout z € S*, g(x, 1) = ¢). Sa restriction a S* est idg1. Ce résultat contredit
le corollaire 1.11. Considérée comme application du disque fermé D? dans lui-méme,
I’application — f est sans point fixe, puisqu’elle applique D? dans S et que sa restriction
a S! est I’application antipodale x — —z. Ce résultat contredit le corollaire 1.12.

b) La réciproque de la proposition 1.9 est vraie : deux applications continues de S!
dans lui-mé€me ayant méme degré sont homotopes. Plus généralement, ainsi que nous le
verrons plus loin (6.1), pour tout entier n > 1, on peut étendre la définition du degré aux
applications continues de la sphére S™ dans elle-méme; on montre que deux applications
continues de S™ dans elle-méme sont homotopes si et seulement si elles ont méme degré.
Nous n’aurons pas besoin de ce résultat dans le présent livre. Le lecteur intéressé en
trouvera la preuve, par exemple, dans le livre de Dugundji [23].

2. Courbes de Jordan

A partir de ce paragraphe, nous appellerons plan vectoriel un espace vectoriel réel de
dimension 2, et plan affine, ou simplement plan, un espace affine réel de dimension 2.

2.1, Définitions. — Soit £2 un plan. On appelle courbe de Jordan dans £? I’image
d’une application continue et injective du cercle trigonométrique S dans £2, c’est-
a-dire I’ensemble

C={ep(2); z€8'},
ot p : S — £2? est une application continue et injective. On dit alors que ¢ est
une paramétrisation de la courbe de Jordan C, ou encore que ¢ est une courbe de
Jordan paramétrée dans E2.

2.2, Remarques

a) Le cercle trigonométrique S* est une courbe de Jordan dans le plan complexe C
(identifié 2 R?), avec pour paramétrisation I’injection canonique.

b) Soit C' une courbe de Jordan dans le plan £2. Une paramétrisation o de C est une
application continue et injective de S* dans £2; comme S! est compact, I’application
o est fermée. Considérée comme application du cercle S* sur la courbe C' munie de la
topologie induite par celle de £2, ¢ est un homéomorphisme, car c’est une application
continue, bijective et fermée. Dans la suite, une paramétrisation ¢ de la courbe de Jordan
C sera considérée soit comme une application continue et injective de S* dans £2 ayant
pour image C, soit comme un homéomorphisme de S* sur C, selon le point de vue qui
sera le plus commode.

Nous aurons besoin dans la suite des théorémes de Jordan et de Riemann-Carathéodory-
Schoenflies, dont les énoncés sont rappelés ci-dessous. Les démonstrations de ces
théorémes sont assez délicates; le lecteur trouvera au chapitre VII, paragraphe 3, une
démonstration compléte du théoréme de Jordan et des indications détaillées concernant
celle du théoréme de Riemann-Carathéodory-Schoenflies.
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2.3. Théoréme de Jordan. — Soit C une courbe de Jordan dans un plan €2, [
complémentaire £2 — C de C dans £? a exactement deux composantes connexes,
toutes deux ouvertes, dont une seule est non bornée. Chacune de ces composanteg
connexes a pour frontiere la courbe C. La composante connexe non bornée de
E% - C, notée Ext(C) est appelée partie de E* extérieure & la courbe C, ou (avec up
léger abus de langage) extérieur de C. La composante connexe bornée de £2 — C,
notée Int(C), est appelée partie de £? intérieure & la courbe C, ou intérieur de C.

2.4. Théoréme de Riemann-Carathéodoy-Schoenflies. — Soit U un ouvert borng
et simplement connexe (définition VII.3.14) du plan complexe C . On note D? et
D2, respectivement, le disque ouvert et le disque fermé de centre Iorigine et de
rayon 1 dans le plan complexe C.

1. (Théoréme de Riemann). Il existe un difféomorphisme holomorphe (c’est-a-dire
analytique complexe, ainsi que son inverse), non unique, du disque ouvert D? syr
Pouvert U.

2. (Théoréme de Carathéodory-Schoenflies). Soit C' une courbe de Jordan dans
un plan £2. On munit £? d’une structure d’espace affine complexe de dimension
1, en l'identifiant & C au moyen d’un isomorphisme affine. L’intérieur Int(C) de
la courbe de Jordan C est un ouvert borné et simplement connexe de £2. Le
théoréme de Riemann montre qu’il existe un difféomorphisme holomorphe (non
unique) de D? sur Int(C). De plus, tout difféomorphisme holomorphe de D? sur
Int(C) se prolonge, de maniére unique, en un homéomorphisme du disque fermé
D? sur C UInt(C). La restriction de cet homéomorphisme au bord S du disque
D? est un homéomorphisme de S sur C, c’est-a-dire une paramétrisation de la
courbe de Jordan C.

Nous avons vu (corollaire 1.5) qu'un homéomorphisme du cercle S! sur lui-méme avait
pour degré 1 ou —1. Cela justifie les définitions suivantes.

2.5. Définitions. — Soit C' une courbe de Jordan dans un plan £2.

1. Deux paramétrisations ¢; : S' — C et 3 : S — C de cette courbe sont dites
de méme orientation si le degré de ’homéomorphisme ;' o ¢y : S — S est 1, et
d’orientations opposées si le degré de cet homéomorphisme est —1.

2. On dit que la courbe de Jordan C est orientée losqu’on a choisi une classe de
paramétrisations de C, toutes de méme orientation; une paramétrisation élément
de cette classe sera dite d’orientation positive, et une paramétrisation d’orientation
opposée sera. dite d’orientation négative.

2.6. Quelques propriétés de ’orientation.— Nous allons examiner quelques propriétés,
utiles pour la suite, de I’orientation des courbes de Jordan, notamment les relations existant
entre 1’orientation d’une courbe de Jordan et celle du plan qui la contient.

a) Orientation d’un espace vectoriel ou affine. — Soit E un espace vectoriel réel de
dimension finie n > 1. Deux bases (e, . ..,en) et (€],...,e,) de E sont dites de méme
orientation si le déterminant de la matrice de changement de base est positif. La propriété,
pour deux bases de F, d’étre de méme orientation est une relation d’équivalence sur
I’ensemble des bases de E. I y a exactement deux classes d’équivalence. Par définition,
orienter 1’espace FE, c’est choisir une de ces deux classes d’équivalence; les bases
appartenant 2 la classe d’équivalence choisie seront dites d’orientation positive, et celles
appartenant a 1’autre classe d’orientation négative.

Soit £ un espace affine réel de dimension finie n, et E 1’espace vectoriel associé. Par
définition, orienter £, c’est orienter I’espace vectoriel associé E. Lorsque cet espace affine
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est orienté, un repere affine (a, ei,...,e,) de € (constitué par un point a de &€ et une
base (e1,...,e,) de E) est( dit d’orientation positive si la base (ey, ..., e,) de E est
d’orientation positive, et d’orientation négative dans le cas contraire.

b) Orientation du plan associée & I’orientation d’une courbe de Jordan. — Soit £2
un plan affine, E? le plan vectoriel associé et C une courbe de Jordan dans £2. A chaque
orientation de la courbe de Jordan C' (au sens de 2.5), on peut associer une orientation
du plan vectoriel E2, donc aussi du plan affine £2 (au sens de 2.6 a), et réciproquement.
Voici comment.

Munissons E2 d’un produit scalaire euclidien, et supposons d’abord la courbe de Jordan C
différentiable de classe C?, ¢’ est-a-dire telle qu’il existe une paramétrisation ¢ : S — £2
de la courbe C, différentiable de classe C, ayant la propriété suivante : pour tout s € R,

d(go(exp(is)))

le vecteur tnagent a la courbe C' au point z(s), t(s) = ,estnon nul. La

droite parallele & ce vecteur passant par le point z(s) = p(exp(is)) est bien définie;
c’est la tangente & la courbe C au point z(s). Il existe exactement deux vecteurs unitaires,
opposés I’un de I’autre, normaux en z(s) a la courbe C. Le théoréme de Jordan montre
qu’un et un seul de ces deux vecteurs, que nous noterons n(s), est dirigé vers I’intérieur
de la courbe C, I'autre —n(s) étant dirigé vers I’extérieur. Pour tout s € R, le couple
ordonné de vecteurs (¢(s),n(s)) estune base de E2, qui dépend continfiment de s; comme
s parcourt un espace connexe R, les bases (£(s),n(s)) ont toutes la méme orientation.
L orientation de E? associée a I’orientation de la courbe de Jordan C pour laquelle la
paramétrisation  est d’orientation positive est, par définition, celle pour laquelle les bases
(t(s), n(s)) sont d’orientation positive. Inversement, si une orientation de E? est donnée,
I’orientation de C' qui lui est associée est, par définition,

— D’orientation pour laquelle la paramétrisation ¢ est d’orientation positive si pour tout
s € R, (t(s),n(s)) est une base de E? d’orientation positive;

— T’orientation pour laquelle la paramétrisation ¢ est d’orientation négative si pour tout
s € R, (t(s),n(s)) est une base de E? d’orientation négative.

On vérifie aisément que ces définitions ne dépendent pas des choix arbitraires qui ont été
faits : choix de la paramétrisation différentiable ¢ dans une classe de paramétrisations
toutes de méme orientation, et choix du produit scalaire euclidien de E.

Lorsque la courbe de Jordan C n’est pas différentiable, le théoréme de Riemann-
Carathéodory-Schoenflies montre I’existence d’un homéomorphisme h du disque fermé
D2 sur C U Int(C), dont la restriction au disque ouvert D? est un difféomorphisme, et
dont la restriction 2 la frontiere S* de ce disque est une paramétrisation de C. Puisque
S! est différentiable, nous pouvons associer a chaque orientation de S* une orientation
du plan complexe C, et réciproquement. L’homéomorphisme h met en correspondance
une orientation de S* et une orientation de C; sa restriction au disque ouvert D?, étant
un difféomorphisme, met en correspondance une orientation du plan complexe C et une
orientation du plan £2. Par suite, nous pouvons encore associer une orientation de C' a
une orientation du plan £2, et réciproquement. Il est aisé de vérifier (en revenant au plan
complexe et au cercle S) que la correspondance ainsi établie ne dépend pas du choix
de I’homéomorphisme h, pourvu toutefois que la restriction de cet homéomorphisme au
disque ouvert D? soit un difféomorphisme.



186 Chapitre VI. La théorie de ’indice

¢) Courbes de Jordan dans un plan orienté. — Soit C une courbe de Jordan dans yp
plan £2 muni d’une orientation. Une orientation de C est dite positive si elle coincide aveg
I’orientation associée a celle de £2, et négative dans le cas contraire. Une paramétrisation
de C est dite positive si I’orientation de C' qu’elle détermine est positive, et négative i
’orientation de C qu’elle détermine est négative.

1l est toujours possible de munir une courbe de Jordan C, dans un plan orienté £2, d’upe
paramétrisation positive. En effet, soit ¢ : S — £? une paramétrisation quelconque de
C. Si elle est négative, la paramétrisation z — ((Z), ou Z est le complexe conjugué de 2,
est une paramétrisation positive de C.

d) Comparaison des orientations de deux courbes de Jordan. — Soient C et C deux
courbes de Jordan orientées dans un méme plan £2. On dit que ces deux courbes sont de
méme orientation si les orientations de £2 associées aux orientations de ces deux courbes
sont les mémes. Dans le cas contraire, on dit que ces deux courbes sont d’orientations
opposées. Soient ¢, une paramétrisation de C; et 9 une paramétrisation de Cs. On dit
que @; et @, sont de méme orientation si les courbes C; et Cy, munies des orientations
déterminées respectivement par o1 et par ¢z, sont de méme orientation. On dit que ¢, et ,
sont d’orientations opposées si les courbes C et Cy, munies des orientations déterminées
respectivement par ¢ et par @2, sont d’orientations opposées. Lorsque C; et C; sont
confondues, cette convention est en accord avec la définition 2.5.1.

La figure V1.2 illustre ces notions. On voit sur cette figure deux courbes de Jordan orientées,
situées dans un méme plan, d’orientations opposées.

Figure VI.2. Courbes de Jordan orientées d’orientations opposées

Nous pouvons maintenant définir le degré d’une application continue d’une courbe de
Jordan dans une autre, lorsque ces courbes sont soit toutes deux orientées, soit contenues
dans un méme plan, soit contenues 1’une dans un plan affine et I’autre dans le plan vectoriel
associé.

2.7. Proposition. — Soient C; et C, deux courbes de Jordan et f : C; — Cy une
application continue.

1. On suppose C; et C, orientées. Soient ¢; : S* — C) et @y : S — Co des
paramétrisations d’orientation positive, respectivement de C; et de C,. Le degré
de 'application p; ' o fop; : S — S! ne dépend pas du choix des paramétrisations
d’orientation positive p; de C1 et 2 de Cz. On I’appelle degré de I’application
continue f de la courbe de Jordan orientée C; dans la courbe de Jordan orientée

Cs.
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2. On suppose les courbes C; et C,, soit toutes deux contenues dans un méme
plan affine &2, soit contenues I'une dans un plan affine £% et I’autre dans le plan
vectoriel associé E*. On munit le plan affine £2 (donc aussi le plan vectoriel associé
E?) d’une orientation, et les courbes de Jordan C et C» des orientations associées
(au sens de 2.6 c). Le degré de I’application f de la courbe orientée Ci dans la
courbe orientée Cy, ne dépend pas du choix de I'orientation de £2. On I’appelle
degré de I'application f de Cy dans Cy, sans préciser le choix des orientations de
ces deux courbes.

Preuve :  Supposons C; et Cs orientées. Soient ¢; et ] deux paramétrisations de C;
de méme orientation, 9 et 4 deux paramétrisations de C2 de méme orientation. Nous
pouvons écrire
—1 -1 _ —
0y o fopi = (g ows)o(pylofowr)o(prt o),
donc (proposition 1.4)
degr(y ™" o f o)) = degr(yph " 0 2) degr(ip3 ! o f 0 1) degr(py " 0 1)
= degr(p; o f 0 1)

car degr(h " opy) = degr(p7 ! o 1) = 1, puisque les paramétrisations ¢} et o7 d’une
part, 5 et ¢ d’une part, sont de méme orientation. Le résultat annoncé en découle.

Lorsque C et Cs ne sont pas orientées mais sont contenues dans un méme plan affine, ou
contenues 1’une dans un plan affine et 1’autre dans le plan vectoriel associé, on peut choisir
de maniére cohérente leurs orientations, et définir alors le degré de f comme ci-dessus;
on voit immédiatement que le degré ainsi défini ne dépend pas du choix des orientations
de C) etde Cy, pourvu que ces orientations soient choisies de maniere coordonnée, car le
remplacement de 1’orientation de C; par I’orientation opposée entraine le remplacement
de I’orientation de C par I’ orientation opposée. a

2.8. Remarque. — Dans les hypothéses de la proposition 2.7, le degré d’une application
continue f : C; — C, a une signification intuitive claire, analogue a celle que nous avons
utilisée dans la définition 1.2. Lorsque C; et C, sont orientées, le degré de f est le nombre
de tours, compté algébriquement, que fait le point f(z) sur C, lorsque le point z fait,
sur C, un tour dans le sens positif. Lorsque C; et C» ne sont pas orientées, mais sont
contenues dans un méme plan affine £2, ou sont contenues, I’une dans un plan affine £2 et
I’autre dans le plan vectoriel associé, il n’est pas nécessaire, pour définir le degré de f, de
spécifier les orientations choisie de ces deux courbes : ces orientations étant toutes deux
associées & une méme orientation de £2, lorsqu’on en modifie le choix on change a la fois
I’orientation servant & compter algébriquement le nombre de tours fait par f(z) sur C; et
le sens considéré comme positif dans lequel le point z doit parcourir Cj.

La proposition suivante étend aux applications d’une courbe de Jordan dans une autre les
résultats établis dans la proposition 1.4 et son corollaire 1.5.

2.9. Proposition. —  Soient C;, Cy et Cs trois courbes de Jordan orientées,
f:C1— Cy et g: Cy — Cs deux applications continues.

1. Le degréde go f : C; — Cj3 est le produit des degrés de f et de g.

2. Si f: C, — Cy est un homéomorphisme, son degré est égal & celui de
Phoméomorphisme réciproque f~' : C; — Ci, et a pour valeur 1 ou —1. Plus
Précisément, soit ¢ : S — C; une paramétrisation de C,, d’orientation positive;
le degré de f est égal 41 si la paramétrisation fop de Cy est d’orientation positive,
4 —1 si cette paramétrisation est d’orientation négative.
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Preuve :
1. Soient @1, @2 et @3 des paramétrisations positives de C1, C2 et C3. Nous pouvons
écrire . .
g o(goflopi=(p; ogowa)olpy of o).
Griéce a la proposition 1.4, nous en déduisons, comme dans la preuve de la proposition

précédente,
degr(g o f) = degr(g) degr(f) .
2. Soient ¢, et p; des paramétrisations positives de C; et de Co. Puisque ;" o f o ¢,
est un homéomorphisme de S*, nous avons (corollalre 1.5)
degr(f) = degr(py " o f o p1) = £1.
De plus, la définition 2.5 nous permet d’affirmer que degr f = 1 si f o ;1 et @3 sont de
méme orientation, et que degr f = —1 dans le cas contraire. 0

3. Indice d’une courbe de Jordan relativement a un champ de vecteurs

3.1. Proposition. — Soit X un champ de vecteurs continu, défini sur un ouvert §)
d’un plan affine £2. Soit C une courbe de Jordan dans (2, telle qu’en tout point
x de C, on ait X (z) # 0. On munit le plan vectoriel E? associé au plan affine £2
d’une norme. On pose
S={veE®; |u]=1}.
Alors Y est une courbe de Jordan contenue dans le plan vectoriel E?, et
Papplication de C dans X :
X(z)
—_ )
@I
est continue. Son degré ne dépend pas du choix de la norme choisie sur E?; on
Pappelle indice de la courbe C relativement au champ de vecteurs X, et on le note
Ix(C).
Preuve: Munissons E? d’un produit scalaire euclidien, noté (u, v) — (u|v).L’ensemble
S={ucE?; (uu)=1}
est une courbe de Jordan, car en choisissant une base orthonormée de E? et en identifiant
E? aR? au moyen de cette base, nous pouvons identifier S au cercle trigonométrique S*.
L’application qui associe, a chaque élément v € X, le point d’intersection du cercle S et
de la demi-droite issue de 1’ origine paralléle a v, est une application continue et bijective
de S sur ¥, donc (puisque .S est compact) un homéomorphisme. Ceci prouve que X est
X(z)
@]
composée d’applications continues. Montrons que son degré ne dépend pas du choix de
la norme de E2. Soient donc u +— |lu||; et u — ||u||, deux normes sur E2. Posons
Si={veE’; |vli=1}, Ta={veE?; |ul.=1}.
Soith : 3; — ¥, I’application qui associe, a chaque élémentv; € X1, le pointvy = h(v1)
d’intersection de la demi-droite issue de 1’origine parallele a v; et de la courbe Ya.
L’application h est un homéomorphisme de degré 1.

bien une courbe de Jordan. L’application de C dans ¥ : x +— est continue, car

X
Or I’application de C dans 33 : x — i est composée de I’application de C dans
1 X () ”2
X () S y t
itz W et de I’application h : ¥; — X,. La proposition 2.9 nous perme
1

_X(=@) X(x)

etz — ———— ont méme degré. O
x@I, X @),

d’affirmer que les applications x —
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3.2. Expression intégrale de I’indice. — Choisissons un repeére affine (0, e;, e2)
de £2, et munissons cet espace de 1’orientation pour laquelle ce repére est d’orientation
positive. Identifions £ 2 2 R? au moyen de ce repére et notons et y les coordonnées
correspondantes. Le champ de vecteurs X s écrit alors

X(,9) = Ple,p) g + Qo)

0 0 . N
ol 97 et 3 sont les vecteurs de la base canonique de R?, et ot P et Q sont les
Y
composantes du champ de vecteurs X ; ce sont des fonctions continues des coordonnées
rety.
Choisissons une paramétrisation d’orientation positive ¢ de la courbe de Jordan C, et

posons
o (exp(is)) = (2(s),(s)).
Supposons la paramétrisation ¢ et le champ de vecteurs X différentiables de classe C?.
Les applications s — x(s), s — y(s) et les fonctions P et Q) sont alors différentiables de
classe C'. Nous allons voir qu’on peut dans ce cas exprimer I'indice Ix(C) au moyen
d’une intégrale. Afin d’alléger I’écriture, nons noterons
P(s) = P(z(s),y(s)),  Q(s) = Q(z(s),y(s)).
Les applications s — P(s) et s — Q(s) sont différentiables de classe C?, puisque
composées d’applications différentiables de classe C*. L’ angle orienté 0(s) (défini modulo
27) dont il faut faire tourner le vecteur de base e; pour le rendre parallele au vecteur
X (i(s)) et de méme sens a pour tangente
Q(s)

tgd(s) = P(s) "

Cet angle s’ obtient en choisissant une détermination particuliére de la fonction arc tangente

Qs)
e 5y

Calculons sa dérivée par rapport a s. Nous obtenons

do(s) _ d Q(s)
s —Earctgm
( )

2
P*(s) di (Q(s
j (P

" P2(s) + Q%(s) ds \ P(
1
P%(s) + Q%(s)

Nous en déduisons la formule

o dQ(s) dP(s)
Ix(C) = Er-/o P(s) + O(s) (P( ) s Q(S)T) ds

3.3. Quelques exemples. — Dans les exemples ci-dessous, la courbe de Jordan C est le
cercle de centre 1’origine et de rayon 1 dans le plan R2.

a) Prenons pour champ de vecteurs

X =

Qo ZE).

Pour ce champ de vecteurs, I’origine est un neeud répulsif (voir IL5.3 et figure II1.7).
Appliquons la formule du paragraphe précédent. Nous avons :

©(8) = (cos s,sins), P(s) =coss, Q(s)=sins,
donc

1 2m
Ix(C) = %/o (cos® s +sin’s)ds = 1.
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b) Prenons pour champs de vecteurs

Pour ce champ de vecteurs, I’origine est un centre (voir II1.5.4 et figure I11.9). Nous avons
cette fois

©(8) = (cos s, sin s) P(s) = —sins, Q(s)=-coss.

Nous obtenons donc

2w
Iy(0)=§l7—r/0 (sin® s + cos®s) ds =1.

¢) Prenons pour champs de vecteurs

0 0
Z=0— —y—.
Yo Y Oy
Pour ce champ de vecteurs, 1’origine est un col (voir II1.5.2 et figure I11.6). Nous avons
cette fois

©(s) = (cos s, sins) , P(s) =coss, Q(s)=—sins.
Nous obtenons donc
1 2m
I(C) = —/ (—cos®s —sin’s)ds = —1.
2 0

La figure V1.3 illustre ces trois exemples. On peut d’ailleurs, par un examen un peu attentif
de cette figure, trouver sans calcul les valeurs des indices Ix (C), Iy (C) et Iz(C).

y4 Yy Y
\
< 0 T 0 z 0 z
a
A
(@: Ix(C)=1. (b):Iy(C) = 1. (¢):Iz(C) = -1

Figure V1.3. Indices de courbes entourant un nceud répulsif, un centre et un col

Le théoreme ci-dessous indique que lorsqu’on fait varier, de maniére continue en fonction
d’un paramétre )\ parcourant un espace topologique connexe, la courbe de Jordan C et le
champ de vecteurs X, de maniére telle que le champ X ne s’annule sur C en aucun point
et pour aucune valeur du parametre A, I’indice Ix (C') ne dépend pas de .

3.4. Théoréme. — Soit  un ouvert d’un plan affine £2, E? le plan vectoriel
associé, A un espace topologique connexe et X : A x Q — E? une application
continue. Pour chaque \ € A fixé, on note X : Q — E? le champ de vecteurs sur
2, dépendant du paramétre )\, défini par

Xi(z) =X\ x), z €.
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Soit d’autre part ¢ : A x S' — § une application continue telle que, pour tout
) € A fixé, I'application ¢y : S* — Q, définie par

pa(2) = (A, 2), ZESI,
soit injective. Pour chaque A € A, @) est une courbe de Jordan paramétrée dans

), dépendant du paramétre X. Notons Cx = ,(S') son image. Nous faisons
I’hypothése suivante :

pour tout A € A, le champ de vecteurs X ne s’annule en aucun point de la
courbe de Jordan C),.

L’indice Ix, (C) est alors défini, et ne dépend pas du parametre A, élément de A.

Preuve: Nous allons montrer que I’application de A dans Z, A — Ix, (C)), estcontinue.
Nous le ferons, pour simplifier, en supposant que pour chaque A € A fixé, le champ de
vecteurs X et la paramétrisation ¢y de la courbe de Jordan C) sont différentiables de
classe C'* (mais le résultat subsiste dans le cas général). Nous pouvons utiliser I’expression
de I’indice au moyen d’une intégrale indiquée en 3.2; I’indice est donné par I’intégrale,
par rapport a une variable s parcourant I’intervalle fermé et borné [0, 2], d’une fonction
continue de s et du parametre A; on sait que I’intégrale est alors une fonction continue de
). L’indice ne peut prendre que des valeurs entiéres. Pour chaque n € Z, ’ensemble A,
des éléments A de A tels que Ix, (Cx) = n est une partie de A a la fois ouverte et fermée.
Comme A est connexe, chaque A, est soit vide, soit égal a A tout entier. Nous avons ainsi
prouvé que Ix, (C») ne dépend pas de . O

3.5. Corollaire. — Soit Q un ouvert d’un plan £2, C une courbe de Jordan contenue
dans 2, X et Y deux champs de vecteurs continus, définis sur €2, ne s’annulant en
aucun point de C. On suppose de plus que pour tout point x € C, X(z) et Y (z)
ne sont pas de directions opposées. Alors

Ix(C) = Iy(C).

Preuve : Nous pourrions déduire ce résultat de la proposition 1.7, mais nous préférons
I’obtenir comme conséquence du théoréme 3.4. Posons, pour tout A € [0, 1] et tout z € €2,

Xa(z) = (1 = VX (z) + Y (2).

Chaque X est un champ de vecteurs continu sur 2. Puisque pour tout point z € C, X (x)
et Y (z) ne sont pas de directions opposée, X (z) est non nul pour tout A € [0,1]. La
famille de champs de vecteurs (X, A € [0,1]) dépendant de maniére continue de A, le
théoréme précédent montre que ’indice Ix, (C) ne dépend pas de A. Le résultat annoncé
en découle puisque X = Xy, Y = X;. O

Le lemme suivant établit une intéressante propriété d’additivité de I’indice.

3.6. Lemme. — Soit 2 un ouvert d’un plan £%, C une courbe de Jordan dans 2 et
X un champ de vecteurs continu défini sur Q2. Soient a et b deux points distincts de
C. On note C; et C, les deux arcs de la courbe C ayant pour extrémités les points
a et b. Soit D un arc de courbe continu dans 'ouvert §2 ayant pour extrémités les
points a et b, dont tous les points autres que ses deux extrémités appartiennent
a lintérieur de C. On suppose que le champ de vecteurs X ne s’annule en aucun
point de CUD. Alors C1UD et Co UD sont deux courbes de Jordan sur lesquelles
le champ de vecteurs X ne s’annule pas, et leurs indices relativement au champ
de vecteurs X vérifient

Ix(ClLJD)-I-Ix(CzUD) =Ix(C).
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C

Figure VI.4. Illustration de la preuve du lemme 3.6

Preuve : Les arcs de courbe C, Cy et D ont pour extrémités les points a et b. Comme
de plus tous les points de D autres que ses deux extrémités sont a I’intérieur de C, C, U D
et Cy U D sont bien des courbes de Jordan, représentées sur la figure VL.4. Munissons le
plan £2 d’une orientation, et supposons par exemple que pour 1’orientation associée de
la courbe de Jordan C; U D, le sens de parcours positif soit celui pour lequel I’arc C}
est parcouru de a vers b et ’arc D de b vers a. Le sens de parcours positif pour C est
alors celui pour lequel C; est parcouru de a vers b et C de b vers a. De méme, le sens
de parcours positif pour Cy U D est celui pour lequel Cy est parcouru de b vers a et D
de a vers b. Munissons le plan £2 d’une structure euclidienne afin de pouvoir mesurer les
angles, et choisissons une direction de référence. Notons AG(C1, a, b), AG(Ca,b,a) et
AG(D, b, a) la variation de I’angle que fait le vecteur X (z) avec la direction de référence
lorsque le point z parcourt, respectivement,

— I’arc de courbe C; de a vers b,
— I’arc de courbe C; de b vers a,
— T’arc de courbe D de b vers a.
Nous avons alors (voir figure VI.4)
Ix(CLUD) = A4(Ci,a,b) + A§(D,b,a),
Ix(CoUD) = A0(Cs,b,a) — AO(D,b,a),
Ix(C) = A§(Cy,a,b) + AG(Cy, b, a) .
Nous avons donc bien
Ix(C1UD)+Ix(CoUD)=1Ix(C). O

3.7. Proposition. — Soit X : 2 — E un champ de vecteurs continu sur un ouvert
Q2 d’un plan €% et C une courbe de Jordan dans 2. On suppose que lintérieur de
C est contenu dans (2, et que le champ de vecteurs X ne s’annule en aucun point
de l'intérieur de C et en aucun point de C. Alors Ix(C) = 0.

Preuve : D’aprés le théoréme de Riemann-Carathéodory-Schoenflies, il existe un
homéomorphisme h du disque fermé D2 du plan complexe C, sur la réunion C U Int(C)
de la courbe de Jordan C et de son intérieur. Posons, pour tout A € [0, 1] et tout z € S™

oA, z) = h(A2).
Pour tout A €]0, 1], posons
Cr={p\2); 2€8'}.
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Nous observons que C; n’est autre que la courbe de Jordan C' et que pour tout élément A
de I'intervalle ouvert ]0, 1[, C) est une courbe de Jordan contenue dans Int(C); le champ
de vecteurs X ne s’annule donc en aucun point des courbes Cy, pour 0 < A < 1. Le
théoréme 3.4 montre alors que Ix (Cy) ne dépend pas de A, toujours pour 0 < A < 1.
Mais en prenant A assez proche de 0, nous pouvons faire en sorte que C) soit contenue
dans un voisinage arbitrairement petit du point ~(0). Soit Y le champ de vecteurs, défini
sur €2, dont la valeur en chaque point est égale 2 X (h(0)). Comme le champ de vecteurs
X est continu et ne s’annule pas au point h(0), pour A assez voisin de 0, ce champ de
vecteurs n’est, en aucun point de Cy, de direction opposée a celle du champ de vecteurs
constant Y. Nous avons donc (corollaire 3.5) Ix(C)) = Iy (C)). Mais puisque Y est un
champ de vecteurs constant, Iy (C)) est nul. Finalement, nous obtenons bien

Ix(C) = Ix(C\) = Iy(Cy) =0. 0

3.8. Proposition. — Soit X : Q@ — F un champ de vecteurs continu sur un
ouvert 2 d’un espace vectoriel réel E de dimension 2, C; et Cy deux courbes
de Jordan dans 2, telles que Cy soit contenue dans lintérieur de C,. On suppose
que Int(C1) N Ext(Cy) C Q et que X ne s’annule en aucun point de cet ensemble.
On suppose aussi que X ne s’annule en aucun point de C; et en aucun point de
C,. Alors on a

Ix(C1) = Ix(Cy).

Preuve : Tragons deux arcs de courbe tres voisins, contenus dans Int(C; ) NExt(Cs). Le
premier, noté (a, b), joint un point a de C; a un point b de C,. Le second, noté (¢, d), joint
un point ¢ de Cs, voisin du point b, a un point d de C; voisin du point a. La figure VL5
illustre notre construction.

Considérons la courbe D, formée par la réunion des arcs suivants :

—Tarc (a, b),

— T’arc de courbe, noté C%, complémentaire dans Cy du petit arc de cette courbe allant
debac,

— l'arc (¢, d),

— l’arc de courbe, noté C7, complémentaire dans C; du petit arc de cette courbe allant
deaad.

Nous voyons que D est une courbe de Jordan dont I’intérieur est contenu dans 2. Nous
voyons aussi que le champ de vecteurs X ne s’annule en aucun point de D, ni en aucun
point de Int(D). Nous avons donc Ix (D) = 0.

Nous allons évaluer Ix (D) au moyen de Ix(C1) et de Ix(C3). Pour cela, choisissons
une orientation de E et donnons a C;, a C» et a D une orientation positive. Nous voyons
que lorsque D est parcourue dans le sens positif, 1’arc C] est parcouru dans le sens qui
correspond a 1I’orientation positive de C}, tandis que I’arc C% est parcouru dans le sens
inverse du sens correspondant 2 I’ orientation positive de Cs.

Notons Af(a,b), AO(C}), Ab(c,d) et AG(C)) les angles dont le vecteur X () tourne
lorsque le point z parcourt (a,b), C3, (c,d) et C}, respectivement, dans le sens
correspondant a 1’ orientation positive de D. D’aprés la définition de I’indice, nous avons

0 =Ix(D) = Af(a,b) + AG(Cy) + Ab(c,d) + AJ(CY) . (%)
Faisons maintenant tendre vers O 1’écart entre les arcs (a,b) et (c,d), par exemple en
maintenant le premier fixe et en faisant converger (c,d) vers (a,b). Nous voyons que

Ab(c, d) converge vers —Af(a, b), car ces deux arcs tendent 1"un vers 1’autre mais sont
Parcourus dans des sens opposés. Nous voyons aussi que A@(C}) converge vers Ix(C}),
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Figure VLI.5. Construction de la courbe de Jordan D

tandis que AG(C}) converge vers —Ix(Cs), car C est parcouru dans le sens inverse du
sens qui correspond a I’orientation positive de Co. En passant a la limite dans 1’égalité
(%), nous obtenons

0 = Ab(a,b) — Ix(C2) — Ab(a,bd) + Ix(C1),

d’ou le résultat annoncé. O

Dans un plan £2, une orbite périodique C d’un champ de vecteurs X localement
lipschitzien est une courbe de Jordan. Soit en effet 7" sa plus petite période positive. Cette
courbe est I’image d’une solution ¢ : R — £2 de ’équation différentielle associée 3 X,
périodique et de plus petite période positive T'. C’est donc aussi I’image d’une application
continue et injective de 1’ espace quotient R /T'Z (homéomorphe au cercle trigonométrique)
dans £2. Nous voyons de plus que le champ de vecteurs X ne s’annule en aucun point de
I’orbite périodique C. 11 est donc 1égitime de considérer I’indice Ix (C') de cette courbe,
relativement au champ de vecteurs X . Nous avons alors le résultat remarquable suivant.

3.9. Théoreme. — Soit X un champ de vecteurs localement lipschitzien sur un
ouvert Q d’un plan £2, et C une orbite périodique de X . Son indice Ix(C) est égal
al.

Preuve : Cette propriété peut paraitre assez évidente intuitivement : le champ de vecteurs
X étant tangent & C' en chacun de ses points, le vecteur X () fait un tour lorsque le pointz
fait un tour sur la courbe C. Cependant, il faut en faire une démonstration plus rigoureuse.
Celle qui suit est due a Heinz Hopf. Le raisonnement est illustré par la figure VI.6.

Par le choix d’un repere affine, nous identifions €2 2 R? (coordonnées x et y). Soit a
un point de C ou la fonction ordonnée ¥ atteint son minimum sur C' (un tel point existe
puisque C est compacte). En effectuant une translation, nous pouvons faire en sorte que
a soit situé sur I’axe des abscisses. La courbe C est alors contenue dans le demi-plan
z > 0. De plus, c’est une courbe différentiable, puisque ¢’est une orbite d’un champ de
vecteurs localement lipschitzien. Elle admet donc une tangente en chacun de ses points,
et sa tangente au point g est 1’axe des abscisses. .
Soit T > 0 la période primitive (c’est-a-dire la plus petite période positive) de 1’orbite
périodique C. Soit t — ¢(t) la courbe intégrale du champ de vecteurs X passant par le
point a pour t = 0. Nous définissons une partie compacte K de R? en posant

K={(st)eR*; 0<s<t<T}.
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Figure V1.6. Illustration de la démonstration du théoréme 3.9.

Nous définissons une application Z de K dans R?, ¢’est-a-dire un champ de vecteurs sur
K, en posant
o(t) — p(s)

o= si s #t,
Z(s,t) = M sis=t
1% (0(s)) ]|

Compte tenu de dfl—(s) =X (go(s)) , nous voyons que Z est continu sur K. Nous pouvons
méme prolonger Zsen un champ de vecteurs (encore noté Z) continu, défini sur un
voisinage ouvert de K dans R?. La fronti¢re de K, notée 0K, est une courbe de Jordan
dans R?, et le champ de vecteurs Z ne s’annule en aucun point de cette courbe, ni en aucun
point de son intérieur, puisque le champ de vecteurs Z est de module 1 en tout point de
K. Nous avons donc, d’apres la proposition 2.8,

I(0K)=0.
Mais 0K est la réunion de trois segments de droite :
— le segment 1, ayant pour extrémités 1’origine et le point (s =T, ¢t = T),
— le segment o, ayant pour extrémités les points (s =T,t =T) et (s =0,t =T),
— le segment o3, ayant pour extrémités le point (s = 0,¢ = T) et I’origine.
Notons Af(o1), Ab(o2) et Ab(o3) les angles dont tourne le vecteur Z (s, t) lorsque le

point (s,t) parcourt les segments de droite o1, o2 €t o3, respectivement, dans le sens
correspondant a 1’orientation positive de 0K . Nous allons évaluer ces angles.

X
Sur o1, nous avons Z (s, s) = M, donc Af(o1) = 2nIx(C).
1X ((5))
Sur o2, nous avons, puisque ¢(T) = ¢(0) = a, Z(s,T) = ”WES;;QOE;; et s décroit
©(0) —

de T 2 0. Donc Af(03) = —.
p(t) — p(0)
lo(t) — (0]

Sur o3, nous avons Z(0, t) = ,ett décroit de T" a 0. Donc Af(03) = —r.

Nous en déduisons

1
0= IX(C) - % - 5, C,est-é'dire Ix(C) =1. O
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3.10. Corollaire. — Soit X un champ de vecteurs localement lipschitzien sur yp
ouvert Q d’un plan £2, et C une orbite périodique de X dont I'intérieur Int(C)
est contenu dans Q. I existe dans Int(C) au moins un point d’équilibre de X,
c’est-a-dire au moins un point a € Int(C) tel que X (a) = 0.

Preuve :  Supposons que X ne s’annule en aucun point de Int(C). D’aprés la proposi-
tion 3.7, nous aurions alors Ix (C) = 0, en contradiction avec le théoréme précédent. [

4. Indice d’un point d’équilibre isolé

4.1. Proposition. — Soit X un champ de vecteurs continu sur un ouvert {2 d’un plan
E?% et a € Q un point d’équilibre isolé de X, c’est-a-dire un point de Q vérifiant
X(a) = 0 et possédant un voisinage V C 2 tel que pour tout * € V, & # q
on ait X(x) # 0. Soit C une courbe de Jordan contenue dans €, telle que X ne
s’annule pas sur C, dont 'intérieur Int(C) est contenu dans ) et contient un point
d’équilibre unique de X, le point a. Alors I'indice Ix(C) ne dépend pas du choix
de la courbe de Jordan C, pourvu qu’elle ait les propriétés indiquées. On ’appelle
indice du point d’équilibre isolé a, et on le note Ix(a).

Preuve : Le raisonnement est illustré par la figure VI.7.

Cl CZ

Cs

Figure VI.7. Indice d’un point d’équilibre isolé

Soient C; et Cy deux courbes de Jordan contenues dans §2, sur lesquelles le champ
de vecteurs X ne s’annule pas et dont ’intérieur, contenu dans €2, contient un unique
point d’équilibre de X, le point a. Puisque Int(C) N Int(Cy) est un voisinage ouvert
de a, il contient une courbe de Jordan Cs dont I’intérieur contient le point a. En
appliquant la proposition 3.8 au couple de courbes de Jordan (C}, C3), nous obtenons
Ix(C:) = Ix(Cs). En appliquant cette méme proposition au couple de courbes de Jordan
(C2, C3), nous obtenons Ix (C2) = Ix(Cs). Nous en déduisons Ix (C;) = Ix(C2). O

4.2, Proposition. — Soit X un champ de vecteurs continu sur un ouvert 2 d’un
plan €2, et C une courbe de Jordan contenue dans 2, telle que X ne s’annule
pas sur C, dont I’intérieur Int(C) est contenu dans §). On suppose que tous les
points d’équilibre de X contenus dans Int(C) sont isolés (au sens précisé dans
la proposition 4.1). Alors 'ensemble des points d’équilibre de X contenus dans
Int(C) est un ensemble fini { a1, . ..,an }, et indice de la courbe de Jordan C est
la somme des indices des points d’équilibre contenus dans son intérieur,
n

Ix(C) = ZIX(ai) :
=1
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Preuve : La démonstration est illustrée par la figure VLS.

Figure VL.8. Indice d’une courbe de Jordan entourant des points d’équilibre isolés

Si ’ensemble des points d’équilibre de X contenus dans Int(C) n’était pas fini, il aurait
une valeur d’adhérence, puisque Int(C') est compact. Cette valeur d’adhérence serait, soit
un point d’équilibre de X situé sur la courbe C (ce qui est impossible puisque X ne
s’annule pas sur C), soit un point d’équilibre de X contenu dans Int(C) et non isolé (ce
qui est contraire a I’hypothese). Donc 1’ensemble des points d’équilibre de X contenus
dans Int(C) est bien un ensemble fini.

Tragons une petite courbe fermée C;, contenue dans Int(C'), entourant chacun des points
d’équilibre a; de X contenus dans Int(C) (1 < ¢ < n). Puis, comme dans la démonstration
de la proposition 3.8, tracons deux arcs de courbe trés voisins 1’'un de 1’autre, reliant
chacune des courbes C; a la courbe C. Nous obtenons ainsi une nouvelle courbe de Jordan
D, sur laquelle le champ de vecteurs X ne s’annule pas, dont I’intérieur est contenu dans
(2 et ne contient aucun point d’équilibre de X . Un raisonnement identique a celui fait lors
de la démonstration de 2.9 conduit a

n

0=Ix(D)=1Ix(C) - Y Ix(a:). 0

=1

Jusqu’a présent nous n’avons pas eu besoin de supposer que le champ de vecteurs considéré
X était différentiable. Dans la proposition suivante, nous supposons qu’il ’est, et nous
comparons I’indice d’un point d’équilibre isolé a de ce champ de vecteurs a I’indice de
Porigine relativement au champ de vecteurs linéaire D X (a) (supposé inversible).

4.3. Proposition. — Soit X un champ de vecteurs différentiable sur un ouvert )
d’un plan €2, et a € Q) un point d’équilibre isolé de ce champ de vecteurs. On
suppose A = DX (a) inversible. Alors I’origine 0 de ’espace vectoriel E? associé &
Pespace affine £? est un point d’équilibre isolé du champ de vecteurs linéaire A, et
nous avons

Ix(a) = 14(0).
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Preuve : En prenant le point a pour origine, nous pouvons identifier le plan affine £2
a I’espace vectoriel associé E?, le point a s’identifiant a2 0. Nous avons alors, puisque
X(0) =0etque A = DX(0), d’apres la définition méme de la différentielle,

X(z) = A(z) +o(z),
ou o(z) désigne une quantité qui tend vers 0 plus vite que z, lorsque  — 0. D’autre part,
nous avons pour toutz € E, z = A~!(A(z)), donc

lzll < A7 {|A)]]-
En prenant p > 0 assez petit, nous pouvons donc faire en sorte que pour tout £ € E
vérifiant ||z|| < p, nous ayons z € Q et

[A@)]
5

[ X (2) - A(2)|| <

Cela implique en particulier, pour ||z]| < peta # 0, X (x) # 0. Cela montre aussi qu’en
tout point z du cercle S centré sur 1’ origine et de rayon p, X (z) et A(z) ne peuvent pas étre
de directions opposées. Le corollaire 3.5 montre alors que Ix(S) = I4(S). Mais comme
I’intérieur de .S ne contient pas d’autre point d’équilibre de X que 1’ origine, et pas d’ autre
point d’équilibre de A que I’origine, nous avons Ix(S) = Ix(0), et I4(S) = I4(0).
D’ou Ix(0) = 14(0). a

4.4. Corollaire. — Soit X un champ de vecteurs différentiable sur un ouvert Q d’un
plan €2, et a €  un point d’équilibre isolé de ce champ de vecteurs. On suppose
A = DX (a) inversible. Alors Ix(a) est égal soit & 1, soit & —1. Plus précisément,
- si Dorigine est un nceud, un foyer ou un centre (au sens de II1.5.2 a, I11.5.3,
I11.5.4) pour le champ de vecteurs linéaire A, alors Ix(a) =1,

— si Porigine est un col (au sens de II1.5.2 b) pour le champ de vecteurs linéaire
A, alors Ix(a) = —1.

Freuve : Dans le paragraphe 3.3, nous avons calculé I’indice du cercle S! centré sur
lorigine et de rayon 1, relativement 2 un champ de vecteurs linéaire, dans trois cas
particuliers. Les autres cas peuvent étre traités par la méme méthode. On voit ainsi que
I’indice de S relativement 2 un champ de vecteurs linéaire est 1 si I’origine est un nceud,
un foyer ou un centre, et —1 sil’origine est un col. Pour un champ de vecteurs différentiable
X ayant un point d’équilibre isolé a tel que DX (a) soit inversible, les résultats annoncés
découlent donc directement de la proposition précédente. O
4.5. Remarque. — 1l ne faudrait pas croire que 1’indice d’un point d’équilibre isolé d’un
champ de vecteurs différentiable, en dimension 2, ne peut prendre que les valeurs 1 ou —1.
Ce résultat a été établi en supposant que la différentielle DX (a) du champ de vecteurs, en
ce point d’équilibre, est un isomorphisme. Si 1’on s’affranchit de cette hypotheése, I’indice
peut prendre toute valeur élément de Z.

Par exemple, dans le plan complexe C, I’indice de I’origine relativement au champ de
vecteurs X (z) = 2™, avec n € N*, est n. L’indice de 1’origine relativement au champ de
vecteurs Y'(z) = |2|"*t227", avec n € N*, est —n.

5. Le théoréme de Poincaré-Hopf

Dans tout ce paragraphe, nous convenons de dire différentiable pour différentiable de
classe C°°. Nous convenons d’appeler surface une variété différentiable connexe, sans
bord, de dimension 2. Le lecteur pourra se reporter si nécessaire au chapitre VII, ot les
quelques notions de géométrie différentielle utilisées ici sont présentées.

La proposition suivante va nous permettre de définir I’indice d’un point d’équilibre isolé
d’un champ de vecteurs différentiable sur une surface.
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5.1. Proposition. — Soit M une surface, X un champ de vecteurs différentiable sur
M, et a un point d’équilibre isolé de X . Soit (U, @) une carte admissible de M dont
le domaine contient le point a. Soit ¢, X le champ de vecteurs, défini sur I’ouvert
¢(U) de R?, image directe de X par ¢. Le point ¢(a) est un point d’équilibre isolé
de ¢« X, dont Pindice I,, x (cp(a)) ne dépend pas du choix de la carte admissible
(U, p). Cet indice est appelé indice du point d’équilibre o relativement au champ de
vecteurs X, et noté Ix(a).

Preuve :  Soient (U, p) et (V, 1) deux cartes admissibles telles que a € U N V. L’image
directe, par ’application de changement de cartes ¥ o ¢!, du champ de vecteurs ©, X, est
le champ de vecteurs ¥, X . De plus, cette application est un difféomorphisme qui applique
¢(a) sur 1(a). Nous voyons ainsi que le calcul des indices I, x (¢(a)) et Iy, x (¥(a)),
au moyen de la formule intégrale du paragraphe 3.2, donne le méme résultat, car une de
ces intégrales se déduit de 1’autre simplement par un changement de variables. O

5.2. Théoréme de Poincaré-Hopf. — Soit M une surface compacte, et X un champ
de vecteurs différentiable sur M dont tous les points d’équilibre sont isolés. Alors
Pensemble de ces points d’équilibre est fini et la somme des indices de ces points
d’équilibre, relativement au champ de vecteurs X, dépend de la surface M mais
non du champ de vecteurs X considéré. C’est un invariant topologique de M,
appelé caractéristique d’Euler de M, et noté x(M).

Preuve : Si I’ensemble des points d’équilibre de X était infini, il aurait une valeur
d’adhérence (puisque la surface M est compacte); ce point serait un point d’équilibre non
isolé de X, ce qui contredirait I’hypothese. Cet ensemble est donc bien fini, et la somme
des indices des points d’équilibre de X est bien définie.

La suite de la preuve utilise certains résultats concernant la classification des surfaces que
nous allons bri¢vement indiquer.

On montre (voir par exemple [28, 41, 42, 60]) qu’une surface orientable compacte M
est enti€rement caractérisée, a un difféomorphisme prés, par un nombre entier positif
ou nul g(M), appelé genre de cette surface. Une surface orientable compacte de genre
0 est difféomorphe a une sphére S%. Une surface orientable compacte de genre 1 est
difféomorphe 2 un tore T2, c’est-d-dire au produit S' x S de deux cercles. Plus
généralement, une surface orientable compacte de genre g > 0 est homéomorphe a un
“tore” a g trous (penser a la surface d’une brioche de fantaisie, dans laquelle le boulanger
aurait fait un nombre de trous égal a g). On peut construire une telle surface, a partir d’une
sphére, en faisant dans cette sphere 2g trous circulaires disjoints (c’est-a-dire en enlevant
a cette sphére 2g petites calottes sphériques disjointes, chacune de ces calottes ayant pour
bord un petit cercle tracé sur la sphére). Puis on recolle, deux par deux les bords de ces
trous, en veillant a identifier, dans chaque paire de trous, le bord d’un trou muni d’une
certaine orientation avec le bord de 1’autre trou muni de I’orientation opposée. La figure
VL9 représente schématiquement une surface de genre 2.

Quant aux surfaces compactes non orientables, on peut, pour les classifier, procéder comme
suit. Soit M une surface compacte non orientable. On montre (voir théorémiy I1.6.5) qu’il
existe une surface orientable M et une application différentiable étale 7 : M — M, telle
que pour chaque point y de M, r~1(y) soit formé de deux points de M. La surface
M est unique, a un difféomorphisme prés. On dit que c’est le revétement orientable 2
deux feuillets de M. La surface non orientable M est caractérisée, a un difféomorphisme
pres, par le fait qu’elle est non orientable et par le genre de son revétement orientable a
deux feuillets. Ainsi par exemple, ’espace projectif réel P(2,R) (ensemble des droites
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vectorielles de R3, voir VIL.6.4 a) a pour revétement orientable a deux feuillets la sphere
S2, de genre 0. La bouteille de Klein (obtenue, a partie d’une sphere, en faisant dang
cette sphere deux trous circulaires disjoints et en recollant les bords de ces deux trous,
ces bords étant munis de la méme orientation et les orientations des deux bords identifiés
étant mises en correspondance) a pour revétement orientable a deux feuillets le tore T2,
de genre 1. La construction du revétement orientable a deux feuillets d’une surface non
orientable connexe peut étre faite aussi lorsque la surface considérée n’est pas compacte,
Ainsi, par exemple, le revétement orientable a deux feuillets d’une bande de Mobius est
un cylindre (voir exercices VILS, VIL6 et VIL7).

Figure VI.9. Surface orientable compacte de genre 2

La démonstration comporte ensuite trois étapes. La premiére consiste a démontrer le
théoréme pour une sphére; la seconde, & démontrer ce théoréme pour une surface
orientable; enfin la troisi¢éme, a le démontrer pour une surface non orientable.

a) Premiére étape : cas de la sphére. — Supposons que la surface M soit la sphére
S2. Choisissons un point m de cette sphére tel que X (m) # 0. Tragons sur la sphére un
petit cercle C' de centre m, tel que la petite calotte sphérique K dont il est la frontiére ne
contienne aucun point d’équilibre. Raisonnons d’abord dans une carte (U, ) de S? dont
le domaine contient la calotte sphérique K, telle que ¢(C) soit un cercle de centre p(m)
et que deux points diamétralement opposés du cercle C aient pour images deux points
diamétralement opposés du cercle ¢(C). Ce sera le cas, par exemple, si cette carte est
construite au moyen d’une projection stéréographique ayant pour pdle le point de la sphere
M diamétralement opposé a m. Si le rayon de C est assez petit, I'image . X du champ
de vecteurs X est, sur un voisinage W du disque ¢(K), proche d’un champ de vecteurs
constant non nul Y, dont la valeur est celle de ¢, X au point ¢(m). Plus précisément,
en diminuant si nécessaire le diametre du cercle C et en restreignant 1’ouvert W, nous
pouvons faire en sorte que ’on ait, sur W, ||« X — Y| < (1/2)]@«X||. Soit h une
fonction différentiable, définie sur ¢(U), a valeurs dans [0, 1], égale a 1 sur un voisinage
ouvert de ¢(K) dans W et a support compact contenu dans W. Le champ de vecteurs
w0« X + h(Y — ¢, X) est égal a Y (donc constant) sur le disque ¢(K), et égal a X en
dehors d’un compact contenant ce disque et contenu dans W. Il est tangent au cercle ¢(C)
en deux points diamétralement opposés ¢(p) et (q), et dirigé vers Iintérieur de p(K)
sur I’une des deux moitiés du cercle p(C) d’extrémités ¢(p) et ¢(g), et vers I’extérieur
de ¢(K) sur I’autre moitié. Modifions le champ de vecteurs X en le remplagant, dans
I’ouvert U, par ¢* (go*X + (Y — X )), et en le laissant inchangé sur le reste de la
sphére M. Cela ne modifie pas ses points d’équilibre et n’en crée pas de nouveaux. Ainsi
modifié, le champ X est tangent au cercle C en deux points p et g, diamétralement opposés
sur ce cercle; sur un des demi-cercles d’extrémités p et g, il est dirigé vers I’intérieur de 1a
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Figure VL.10. Illustration de la preuve du théoréme de Poincaré-Hopf pour S

calotte sphérique K, et sur I’autre demi-cercle vers I’extérieur de cette calotte sphérique.
La figure VI.10 (a) illustre cette situation.

Faisons une projection stéréographique h de la sphére S2, de sommet m. Rappelons que
cela consiste a considérer la sphére S? comme plongée dans I’espace R® (muni du produit
scalaire euclidien usuel), 4 prendre un plan affine de R® perpendiculaire 2 la droite joignant
le point m au centre de la sphére S2, et i associer, a chaque point z de la sphére autre que
le point m, le point A(x) o la droite qui joint les points m et = rencontre ce plan. Cette
projection stéréographique est un difféomorphisme de S — { m } sur le plan, qui applique
le complémentaire dans S? de la petite calotte sphérique de frontiére C, sur un disque dans
le plan, de fronti¢re h(C). Ce disque est représenté sur la figure VI.10 (b), sur laquelle
nous avons porté les images h(C) du cercle C, h(p) et h(q) des points p et g. L’image
h(M — K) du complémentaire, dans la sphére M, de la calotte sphérique K est I’intérieur
du cercle h(C), et I'image h(K — {m}) de la calotte sphérique K privée du pointm est la
réunion du cercle h(C) et de son extérieur. Nous avons aussi représenté schématiquement
la direction et le sens du champ de vecteurs h, X, en divers points du cercle A(C). Nous
voyons que le champ de vecteurs h, X est dirigé dans le sens entrant sur une moitié du
cercle h(C'), et dans le sens sortant sur I’autre moitié. Nous voyons aussi que lorsqu’on fait
un tour sur le cercle h(C), le champ de vecteurs k., X fait deux tours. L'indice I, x (h(C))
est donc égal a 2. La projection stéréographique pouvant étre considérée comme une carte,
la proposition 5.1 montre que I’indice de chaque point d’équilibre a de X, relativement au
champ de vecteurs X, est égal a I’indice de sa projection h(a), relativement au champ de
vecteurs h, X . Comme les images par la projection stéréographique  de tous les points
d’équilibre de X sont contenues dans le disque de frontiere h(C), In, x (h(C)) est égal a
la somme des indices des points d’équilibre de X . Nous avons ainsi prouvé que la somme
des indices des points d’équilibre du champ de vecteurs X, sur la sphére S2, est égale a
2. Elle ne dépend pas du champ de vecteurs X considéré.

b) Deuxiéme étape : cas d’une surface orientable compacte. — La démonstration du
théoréme de Poincaré-Hopf, pour une surface orientable compacte M de genre g > 1,
utilise une technique dite “de chirurgie”, qui consiste a enlever a la surface des petits
morceaux cylindriques ne contenant pas de point d’équilibre du champ de vecteurs X,
en nombre égal a g (voir figure VI. 11, ilustranttant I’application de cette technique a a
surface de genre 2 représentée sur la figure VL.9).

On bouche alors les trous en recollant des demi-sphéres, et on obtient g + 1 surfaces,
chacune d’elles étant de genre 0, donc difféomorphe a la sphere S2. Une de ces surfaces,
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(D TV

Figure VI.11. La technique de “chirurgie”

notée M’, provient de la partie principale de la surface M (c’est-a-dire du complémentaire,
dans M, des g morceaux cylindriques qui ont ét€ enlevés) aprés bouchage des trous par
recollement de demi-sphe¢res. Les g autres surfaces proviennent des g petits morceaux
cylindriques qu’on a découpés et transformés en surfaces difféomorphes a des sphéres en
accolant a chacun d’eux deux demi-sphéres.

On prolonge a M’ entiére le champ de vecteurs X . On peut le faire en ajoutant, sur chacune
des demi-sphéres qui ont servi a boucher les trous, un nombre fini de point d’équilibre (on
peut en fait prolonger le champ de vecteurs X en ajoutant au plus un point d’équilibre par
demi-sphére, mais le raisonnement qui suit n’utilise pas le nombre de ces points). On a
donc maintenant, sur la sphére M’, un champ de vecteurs dont les points d’équilibre sont
ceux du champ X et, en plus, un nombre fini d’autres points. Ces derniers se groupent en
g classes, chacune de ces classes étant constituée par les points d’équilibre situés sur les
deux demi-spheres qui ont servi a reboucher les deux trous laissés par I’enlévement d’un
méme petit morceau cylindrique. La somme des indices des points d’une méme classe est
égale a 2. Remarquons en effet qu’avec les mémes deux demi-spheres, sur lesquelles on a
prolongé le champ de vecteurs X, on peut boucher les deux extrémités du petit morceau
cylindrique qui avait ét€ 6té pour en faire une sphére. Comme le champ de vecteurs X n’a
aucun point d’équilibre sur ce petit morceau de surface cylindrique, la somme des indices
de ces points d’équilibre doit étre égale a la somme des indices des points d’équilibre
d’un champ de vecteurs sur une sphére, c’est-a-dire a 2, d’apres la premiére partie de la
démonstration. La somme des indices des points d’équilibre supplémentaires (c’est-a-dire
autres que les points d’équilibre du champ de vecteurs X initialement donné sur M) créés
par chirurgie sur M’ est donc 2g.

En ajoutant 2¢ a la somme des indices des points d’équilibre de X sur M, on doit obtenir
2, puisque 2g est la somme des indices des points d’équilibres supplémentaires créés par
chirurgie sur M’, et que M’ est difféomorphe a une sphére.

On a donc prouvé que la somme des indices d’un champ de vecteurs X a points d’équilibre
isolés, sur une surface orientable compacte M de genre g, est

x(M) =2(1-g).

¢) Troisiéeme étape : cas d’une surface non orientable compacte. — Soit M une
surface non orientable, M son revétement orientable et 7 : M — M 1’application de
revétement. .

Si M est compacte, son revétement orientable M 1’est aussi.

On peut prendre 1'image réciproque 7* X du champ de vecteurs X sur M par I’application
de revétement 7. C’est un champ de vecteurs sur M. A chaque point d’équilibre a de X,
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correspondent deux points d’équilibre de 7* X, les deux éléments de r~*(a). Comme r
est un difféomorphisme local, les indices de chacun de ces deux points, relativement au
champ de vecteurs 7* X, sont égaux a I’indice Ix(a). La somme des indices des points
d’équilibre de X est donc

x(M) = £ x(M) =1~ (),

ou g(ﬁ ) est le genre du revétement orientable M de M. ]
5.3. Commentaires

a) On a vu au cours de la démonstration que la caractéristique d’Euler x (M) d’une surface
orientable compacte M est paire, puisqu’elle s’exprime, au moyen du genre g(M) de cette

surface, par la formule
X(M) =2(1 - g(M)).

b) La caractéristique d’Euler d’une surface orientable compacte a été définie pour la
premiere fois par Euler grice a une triangulation de cette surface. On appelle ainsi un
découpage de la surface en petits morceaux triangulaires (voir figure VI.12 a), deux
morceaux différents pouvant avoir en commun un c6té et les deux sommets qui en sont les
extrémités, ou un sommet. La connaissance d’une triangulation d’une surface orientable
compacte M permet un calcul aisé de la caractéristique d’Euler x(M).

(a) Triangulation d’une surface (b) Champ de vecteurs adapté

Figure VI.12. Triangulation d’une surface et champ de vecteurs adapté

Notons s le nombre de sommets, f le nombre de triangles et a le nombre d’arétes de la
triangulation. La caractéristique d’Euler de la surface est

x(M)=s+f—a.
En effet, on peut imaginer un champ de vecteurs sur M ayant un nceud attractif en chaque
sommet de la triangulation, un nceud répulsif au centre de chaque triangle et un col au
milieu de chaque aréte. La figure VI.12 b indique I’allure qualitative du portrait de phases
de ce champ de vecteurs, restreint & un des triangles. Le résultat annoncé en découle
puisque I’indice d’un nceud est 1 et celui d’un col —1.
Remarquons d’ailleurs que la méme formule est applicable & une décomposition de la
surface M en polygones quelconques, ces polygones pouvant ne pas avoir tous le méme
nombre de sommets. Le lecteur pourra vérifier que la formule

s+f—-a=2

est bien vérifiée par le nombre de sommets s, le nombre de faces f et le nombre d’arétes
a de la décomposition habituelle en 20 hexagones et 12 pentagones de la surface d’un
ballon de football, comportant 60 sommets (chacun étant commun 2 2 hexagones et 1
pentagone) et 90 arétes (dont 30 sont communes & deux hexagones et 60 a un hexagone et
un pentagone).
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¢) La caractéristique d’Euler x (M) d’une surface orientable compacte M peut aussi &tre
calculée en utilisant une fonction de Morse sur cette surface, c’est-a-dire une fonction
différentiable F' : M — R dont la différentielle premiere s’annule en des points isolés
(ces points sont appelés points critiques de F) et dont la différentielle seconde (exprimée
dans une carte), en chacun des points critiques, est une forme quadratique non dégénérée,
On montre (voir par exemple [34, 45, 46]) que sur toute surface différentiable compacte,
il existe une fonction de Morse (et méme, en général, une infinité de fonctions de Morse),
Soit F' une fonction de Morse sur M, s le nombre de points critiques ou la différentielle
seconde de F est définie négative (ce sont les points ou F' admet un maximum local), f le
nombre de points critiques ou elle est définie positive (ce sont les points ou F' admet un
minimum local), et a le nombre de points ou cette différentielle seconde est de type mixte
u? — v? (ces points sont parfois appelés points-selles de la fonction F'). La caractéristique
d’Euler de M est

X(M)=s+f—-a.
Pour le prouver, il suffit de munir la surface M d’une structure riemannienne et de
considérer le champ de vecteurs gradient de la fonction F', relativement a cette structure,
Pour ce champ de vecteurs, les points ou F' présente un maximum relatif sont des nceuds
attractifs, ceux ou F’ présente un minimum relatif des nceuds répulsifs, et les points-selles
de F' sont des cols, d’indices respectifs 1, 1 et —1.
Cette remarque a une application géographique intéressante, du moins sur le plan
théorique. Soit M la surface de la Terre (ou d’une autre planéte), et F' la fonction “altitude”
(par rapport a un niveau de référence, par exemple le niveau de la mer). Moyennant une
idéalisation raisonnable, on peut supposer que F’ est une fonction de Morse. Nous voyons
ainsi que la somme du nombre de sommets de montagnes et du nombre de fonds de
cuvettes, diminué du nombre de cols, est égal a 2. Bien entendu, ce résultat est valable
pour les planétes dont la surface est homéomorphe & une sphére. Pour une planéte dont la
surface serait un tore 7' (s’il en existe), ce nombre serait 0.

6. Variantes et extensions de la théorie de ’indice

6.1. La théorie de I’indice en dimension quelconque. — L’essentiel de la théorie de
I'indice s’étend a un champ de vecteurs X sur une variété différentiable M de dimension
finie quelconque. Voici comment.

Nous avons défini (2.7) le degré d’une application continue d’une courbe de Jordan orientée
dans une autre courbe de Jordan orientée. Plus généralement, on peut définir le degré d’une
application continue f d’une variété orientable compacte P, de dimension finie, dans une
autre variété orientable (), de méme dimension. La définition de cette notion est un peu
plus simple lorsque les variétés P et ), ainsi que ’application f, sont différentiables
de classe suffisamment élevée (par exemple de classe C*). Un point y € N est appelé
valeur réguliére de 1’application f si pour tout élément z de f ~!(y), I’application linéaire
T.f : TP — T,Q, tangente en z a I'application f, est un isomorphisme. Un point
de @ qui n’est pas valeur réguliére de f est dit valeur singuliére. Selon un important
théoréme, appelé théoréme de Sard, I’ensemble des valeurs singuliéres de 1’application f
est de mesure nulle (voir par exemple [59]); I’ensemble des valeurs réguli¢res est donc de
mesure pleine, et a fortiori non vide. Soit alors y une valeur réguliére de f. En raison de la
compacité de P, 1'image inverse f~'(y) de ce point est un ensemble fini { z1, .. ., Tk }-
On munit d’orientations les variété P et Q et on appelle degré de f (pour ce choix
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d’orientations) et on note degr(f), I’élément de Z

k
degr(f) = Zei )
i=1

avec €; = 1 si I'isomorphisme T, f est d’orientation positive et —1 s’il est d’orientation
négative. On montre que degr(f) ne dépend pas du choix de la valeur réguliere y. Le
lecteur pourra vérifier que lorsque M et N sont deux courbes de Jordan différentiables
orientées, le degré ainsi défini coincide avec celui défini en 2.7.

Soit maintenant X un champ de vecteurs différentiable défini sur une variété différentiable
M, de dimension n, et a un point d’équilibre isolé de ce champ. Au lieu d’une courbe
de Jordan entourant le point a, on considére maintenant une sphere ¥ 1, de dimension
n — 1, plongée dans la variété M, ayant le point a dans son intérieur (on peut en effet
établir, pour les sphéres, 1’analogue du théoré¢me de Jordan pour les courbes fermées
planes sans point double, donc définir I’intérieur d’une sphere plongée dans M). Le point
d’équilibre a étant isolé, on peut choisir ¥"~! de maniére telle que le champ de vecteurs
X ne s’annule en aucun point de cette sphére, ni en aucun point intérieur a cette sphere
autre que le point a. Lorsque £™~! et son intérieur appartiennent au domaine d’une carte,
on peut définir une application de £~ dans une autre sphére de méme dimension, et
orienter ces deux spheres de maniére coordonnée; il suffit, pour cela, de munir R™ d’une
structure euclidienne et d’une orientation et d’associer, a chaque point z de ¥"7!, le

vecteur unitaire % Le degré de cette application d’une sphere de dimension . — 1
dans une autre de méme dimension ne dépend pas des choix ayant servi a le définir :
choix de la sphere ="~ plongée dans M ayant le point a dans son intérieur, choix de la
carte dont le domaine contient cette sphére et son intérieur, de la structure euclidienne et
de I’orientation de R™. Il ne dépend que du champ de vecteurs X au voisinage du point
d’équilibre a. On I’appelle indice du point d’équilibre a.

Le théoreme de Poincaré-Hopf 5.2 s’étend aux champs de vecteurs définis sur une variété
différentiable compacte M, de dimension finie quelconque : étant donné, sur la variété
M, un champ de vecteurs X dont les points d’équilibre sont isolés, la somme des indices
de ces points d’équilibre est un invariant topologique de la variété M, qui ne dépend pas
du champ de vecteurs X . Cet invariant est la caractéristique d’Euler de la variété M. Le
lecteur intéressé pourra se reporter aux ouvrages [34, 44, 46].

La notion de caractéristique d’Euler, et le théoréme de Poincaré-Hopf, s’étendent aux
variétés a bord; on doit dans ce cas imposer aux champs de vecteurs considérés d’étre
transverses au bord de la variété.

6.2. Le nombre d’intersection. — Le degré d’une application f : P — @ est un
cas particulier d’un concept plus général : celui de nombre d’intersection de deux sous-
variétés orientées P et () d’une variété orientée W telles que dim P + dim @ = dim W,
'une au moins des deux sous-variétés P et @) étant compacte. Lorsque les deux sous-
variétés se coupent transversalement (c’est-a-dire lorsqu’en tout point z de PNQ), I’espace
tangent T, W est somme directe de T, P et de T,,Q)), I’ensemble P N @ est fini; on peut
affecter a chacun de ses points un indice, égal a +1, selon que la base de T, W formée par
juxtaposition d’une base d’orientation positive de T}, P et d’une base d’orientation positive
de T, Q, est d’orientation positive ou négative (relativement a I’ orientation choisie de W).
La somme algébrique de ces indices est le nombre d’intersection de P et Q. Il est invariant
par homotopie, ce qui permet de le définir méme lorsque les sous-variétés P et @ ne
e coupent pas transversalement. Le degré d’une application f : P — @ est le nombre
@’intersection du graphe de f (application de P dans P x Q) avec le graphe d’une
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application constante, dont la valeur est une valeur réguliere de f.

6.3. Le nombre de Lefschetz. — Un point d’équilibre isolé d’un champ de vecteurs
est un point d’équilibre du syttme dynamique a temps continu ayant ce champ pour
générateur infinitésimal. Nous avons pu définir I’indice d’un tel point. Lorsque le systéme
dynamique considéré est, non plus a temps continu, mais a temps discret, que ce systéme
a pour générateur une application différentiable g : M — M d’une variété différentiable
compacte M, de dimension n, dans elle-méme, et qu’un point @ de M est point d’équilibre
isolé de ce systeme (c’est-a-dire vérifie g(a) = a, et posséde un voisinage ouvert V te]
que, pour tout z € V, autre que a, g(x) # x), il existe un analogue de I’indice, appelé
indice de Lefschetz du point d’équilibre a. Pour le définir, nous pouvons nous ramener, au
moyen d’une carte, au cas ou le voisinage V' du point a est un ouvert d’un espace affine
euclidien. Considérons alors une sphére X"~ de centre a, assez petite pour étre contenue,
ainsi que son intérieur, dans 1’ouvert V/, et pour que son image par I’application g soit
elle aussi contenue dans V. Nous pouvons alors définir une application de cette sphére
dans une autre sphére de méme dimension en associant, i tout point z de ™71, le vecteur
”zég_—iz”. Le degré de cette application est I’indice de Lefschetz du point a.

Lorsque I’application g n’a que des points fixes isolés (donc en nombre fini, puisque M
est compacte), la somme des indices de Lefschetz de ces points est appelée nombre de
Lefschetz de I’application g. Ce nombre n’est autre que le nombre d’intersection (dans
M x M) du graphe de g et de la diagonale. Il reste invariant lorsqu’on déforme I’ application
g par homotopie. Lorsque g est homotope a 1’application identique de M, le nombre de
Lefschetz de g est égal a la caractéristique d’Euler de M. Voir [34].

7. Exercices

Exercice VI.1.  On identifie le plan R? (coordonnées x et y) a C, en associant 2 chaque
(z,y) € R? le complexe z = x + iy. Soit k € N. Etudier les équations différentielles

dz dz
(1) %_2 ’ (2) E“‘Z)

oll Z = x — iy est le complexe conjugué de z, et ou k € N, k # 0. Montrer qu’elles
ont pour seul point d’équilibre I’origine, et calculer I’indice de ce point relativement aux
champs de vecteurs associés a ces équations.

Exercice VI.2.  Indiquer s’il existe, sur chacune des surfaces suivantes, un champ de
vecteurs ne s’annulant en aucun point, et dans ’affirmative, donner un exemple d’un tel
champ de vecteurs :

(i) la sphere S2,

(ii) I’espace projectif P(2,R),
(iii) le tore T2,
(iv) la bouteille de Klein.

8. Solutions
Solution VL.1.  Pour ’équation différentielle (1) comme pour I’équation différentielle

dz . . 2 . LR
(2), nous avons pri 0 si et seulement si 2 = 0. Ces deux équations ont donc 1’origine
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pour unique point d’équilibre. Pour calculer I’indice de ce point, considérons le cercle
trigonométrique S*, ensemble des points z € C de module 1, ¢’est-a-dire de la forme
z = €%, avec # € R. La valeur du champ de vecteurs associé a 1’équation différentielle
(1) (resp., (2)) au point €% est **? (resp., e~**?), et I’angle que fait ce vecteur avec 1’axe
des abscisses est k6 (resp., —k8). Lorsque 0 vaarie de 0 a 27, cet angle varie de 2k (resp.,
de —2km). Par suite, I’indice du cercle S! relativement au champ de vecteurs associé a
I’équation différentielle (1) (resp., (2)), c’est-a-dire I’indice de ’origine comme point
d’équilibre de (1) (resp., de (2)), est k (resp., —k).

Solution VI.2.  D’aprés le théoreme de Poincaré-Hopf, une surface compacte sur
laquelle il existe un champ de vecteurs ne s’annulant en aucun point a nécessairement
une caractéristique d’Euler nulle. Cette surface (si elle est orientable) ou son revétement
orientable (si elle n’est pas orientable) est donc nécessairement de genre 1. C’est pourquoi
il n’existe pas, sur la sphére S? (de genre 0), ni sur I’espace projectif P(2, R) (dont le
revétement orientable est la sphére S2) de champ de vecteurs continu ne s’annulant en
aucun point. Le théoréme de Poincaré-Hopf ne s’oppose pas a I’existence d’un tel champ
de vecteurs sur le tore T? ou sur la bouteille de Klein. Nous allons donner des exemples
explicites de tels champs de vecteurs.

Le tore T? estle produit S* x S de deux cercles. Notons 6 et 8 les coordonnées angulaires
(définies modulo 27) sur ces cercles; nous appellerons ces angles, respectivement, la

longitude et 1a latitude sur le tore. Le champ de vecteurs 20, dont les courbes intégrales

1
sont les paralléles du tore (cercles de latitude constante) est un champ de vecteurs continu

. 0
ne s’annulant en aucun point sur T2. Il en est de méme du champ de vecteurs 50
2
dont les courbes intégrales sont les méridiens du tore, ou de toute combinaison linéaire a
coefficients fonctions continues non toutes deux simultanément nulles de ces champs de

vecteurs.

La bouteille de Klein K est (voir exercice VIL8) le quotient du tore T? par la relation
d’équivalence selon laquelle deux points du tore, de coordonnées angulaires (61, 6;) et
(61, 05) sont équivalents si

0, =0, +kn et 0= (—1)%0; + 2Ix,
avec k et € Z.Laprojection canonique 7 : T? — K est telle que tout point de la bouteille
de Klein K ait deux antécédents dans T2, dont les coordonnées angulaires sont de 1a forme

o}
(01,02) et 6, + m, —02). Le champ de vecteurs 50,7 S le tore T?, est projetable par la
1

projection canonique 7 sur la bouteille de Klein, car les images des valeurs prises par
ce champ aux points (61, 62) et (61 + 7, —03) coincident. Sa projection est un champ de
vecteurs continu ne s’annulant en aucun point sur la bouteille de Klein K. Par contre, le

champ de vecteurs £~ sur le tore T? n’est pas projetable par 7 sur la bouteille de Klein,
2

car les images des valeurs prises par ce champ aux points (61, 6,) et (6; + 7, —65) sont
deux vecteurs opposés, tangents a la bouteille de Klein K en un méme point.



Chapitre VII

Compléments

Certains résultats se rattachant a diverses branches des mathématiques, utilisés
dans les chapitres qui précedent, ne sont peut-€tre pas toujours enseignés dans les
premicres années d’université. Pour la commodité du lecteur, nous en donnons ici les
énoncés précis accompagnés, soit de démonstrations détaillées, soit des références
aux ouvrages ou ces démonstrations peuvent tre trouvées.

1. Compléments d’algebre linéaire
1.1. Complexification. — Soit F un espace vectoriel réel de dimension finie. On appelle
complexifié de E I’ensemble
Ec=FE+iE={z+1iy; zetye E},
muni de la structure d’espace vectoriel complexe ayant pour loi d’addition
(z+iy)+ @' +iy)=(@+2)+ily+y), =z, 2, yety €E,
et pour loi de multiplication par un scalaire complexe
(a+ib)(z +iy) = (ax — by) + i(bx +ay), aetbeR, zetyc E.

On remarquera que C n’est autre que le complexifié de R et que, pour tout espace vectoriel
réel E de dimension finie, le complexifié¢ E¢c de E peut, de maniére naturelle, étre identifié
au produit tensoriel C @ E.

Un endomorphisme A € L(E, E) de ’espace vectoriel réel E se prolonge, de maniére
naturelle, en un endomorphisme A¢ de 1’espace vectoriel complexe Ec. Il suffit en effet
de poser, pour tout z + iy € Ec,avecz ety € E,

Ac(z + 1y) = A(z) + iA(y) .
1.2. Polynomes en un endomorphisme. — Soit E' un espace vectoriel de dimension
finie sur le corps K =R ou C et A € L(FE, E) un endomorphisme de E. On pose
A% =idg, A' = A et,pourtoutentiern >1, A" = AoA"!.
Plus généralement, pour tout polyndme P € K[X] en une indéterminée X, a coefficients
dans K,
PX)=a+a1 X+ -+a, X", avecar€K,0<k<n,
on note P(A) I’endomorphisme de E :
P(A) =qoidg+a1A+ -+ a,A™.
1.3. Définition. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps
K=R ouC et A € L(E, FE) un endomorphisme de E. Un polynéme P € K([X]

en une indéterminée X, a coefficients dans K, est dit polynéme annulateur de A si
P(A) =0.
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1.4. PolynOéme caractéristique, valeurs propres et vecteurs propres. — Soit E
un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K = Rou C, A € L(E, E) un
endomorphisme de E. Un scalaire A € K est dit valeur propre de A s’il existe v € E,
v # 0, vérifiant
A(v) = v

Un vecteur v € E, v # 0, vérifiant cette égalité est appelé vecteur propre de A associé a
la valeur propre .

En d’autres termes, un scalaire A € K est valeur propre de A si I’'une des conditions
équivalentes ci-dessous est satisfaite (les autres étant alors bien entendu satisfaites aussi) :

— onaker(A — Aidg) # 0,

— I’endomorphisme A — X idg n’est pas inversible,

— onadét(A— Nidg) =0.
Rappelons que le polyndme en une indéterminée X :

IM4(X) =dét(A— X idg)

est appelé polynéme caractéristique de ’endomorphisme A. Pour la notion de déterminant
d’un endomorphisme, le lecteur pourra se reporter, par exemple, au livre de F. Bories-
Longuet [10]. Un scalaire A € K est donc valeur propre de A si et seulement si A est
racine du polyndme caractéristique de A.

Lorsque K = R, certaines racines du polyndme caractéristique II4 peuvent Etre
complexes, donc ne pas étre éléments du corps des scalaires R . Par abus de langage, on les
appelle tout de méme valeurs propres de A (en précisant éventuellement valeurs propres
complexes de A). Ce sont en fait des valeurs propres non de A, mais de 1’endomorphisme
Ac de de I’espace vectoriel complexe Ec, complexifié de E, qui prolonge de maniére
naturelle I’endomorphisme A (voir 1.1). Remarquons au passage que A et Ac ont méme
polyndme caractéristique.

1.5. Théoreme de Cayley-Hamilton. — Soit F un espace vectoriel de dimension
finie sur le corps K =R ou C, A € L(E, E) un endomorphisme de E. Le polynéme
caractéristique 114 de I'endomorphisme A est un polynéme annulateur de A au
sens de la définition 1.3, c’est-a-dire vérifie identiquement

IT4(A) =0.

Preuve :  Voir par exemple [10] théoréme VI1.3.6 page 130. a

1.6. Théoréme. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K = R
ouC, A € L(E, E) un endomorphisme de E et P € K[X] un polynéme annulateur
de A.

1. Chaque valeur propre (réelle ou complexe) de A est racine du polynéme
annulateur P.

2. On suppose que P s’exprime comme un produit de deux polynémes P; et P,
premiers entre eux :
P=PP,.
Posons
El =kerP1(A), E2=keIP2(A).
On a alors
A(El) C By, A(Ez) CE,, E=FE 6®E,.
De plus, P, (resp., P;) est un polynéme annulateur de la restriction de A & F;
(resp., & E). Si de plus P est le polynéme caractéristique de A, le polynéme
caractéristique de la restriction de A a E1 (resp., a Ez) est P, (resp., P»), a4 une
multiplication par un scalaire non nul prés.
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Preuve :

1. Soit A une valeur propre, réelle ou complexe,de A.SiK = C,ousiK =Ret A € R,
il existe un vecteur propre z € E, x # 0, associé a la valeur propre A. Si K = R ¢t
A € C — R, il existe encore un vecteur propre z € Ec, x # 0, du prolongement de A ay
complexifié de E. En convenant de noter encore A le prolongement de I’endomorphisme
A au complexifié de E, nous pouvons écrire, dans tous les cas,

Alz) = Az.

En effectuant le quotient du polyndme P(X) par X — A, X désignant I’indéterminée,
nous pouvons écrire

P(X) = (X - A)Q(X) + P(A)
car le reste de ce quotient, de degré strictement inférieur a 1, est la constante P(\). Nous
avons, puisque P est polyndme annulateur de A,

0=P(A)=(A—-Aidg) o Q(A) + P(\) idg .
Appliquons au vecteur propre z les deux membres de cette égalité. Nous obtenons
PNz =0,
car, puisque A — A idg et Q(A) commutent,
(A= Aidg) o Q(A)(z) = Q(A) o (A— Nidg)(z) =0.
Comme z # 0, ’égalité P(A\)z = 0 implique P(\) = 0.
2. Soiti =1ou2, etz € E;. Puisque P;(A) et A commutent, nous avons
Pi(A)(A(z)) = A(P,(A)(z)) = 0,

ce qui prouve que A(z) € E;. Nous avons donc bien A(E;) C E;.
Pour tout € E nous avons, puisque P est un polyndme annulateur de A,

0= P(A)(z) = P1(4) (P2(4)(z)) = P(4) (P1(A)(z)),
ce qui prouve que

P (A)(E) CE;, Py(A)(E)CE;.

Puisque les polyndmes P; et P, sont premiers entre eux, le théoréme de Bézout (voir

par exemple [10] paragraphe VI.1.7 page 120, [2] lemme 2.1.8 page 34, [56] proposition
II1.14 page 46) montre qu’il existe des polyndmes @Q; et Q- tels que

P1Q1 - P2Q2 =1.
Par suite,
P(A)Q1(A) + P (A)Q2(A4) =idg .
Tout élément = de F s’écrit donc sous la forme
=1+,

avec
z1 = P(A)(Q2(4)(2)) € E1, = Pi(A)(Q1(4)(2)) € E;.
Nous avons ainsi prouvé que E = E; + Es.

Soit x € F; N E,. Nous avons alors
T = Pz(A) (Qz(A)(:L’)) = Qz(A) (Pz(A)(a:)) =0 carz € Es,
z2 = P1(A) (Ql(A)(:c)) =Q@1(4) (PI(A) (:c)) =0 carze€ E;,

et par suite z = x; 4+ 2 = 0. Nous avons prouvé que E; N E; = {0}; comme d’autre
part £ = E; + Ej, nous avons bien E = E; @ E,. D’autre part, puisque F; = ker Pi(4)
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et que Ey = ker P,(A), P, (resp., P») est un polyndme annulateur de la restriction de A
a F; (resp., a Ey).
Dans une base de F réunion d’une base de F; et d’une base de F,, la matrice de A est de

la forme 4 0
_ 1
A= ( , Az) .

Le polyndme caractéristique de A s’exprime donc comme un produit

g =141,
ou II; (resp., IIz) est le polyndme caractéristique de A;, restriction de A a E; (resp., de
A,, restriction de A a E»).
D’apres la partie 1, appliquée a la restriction de A a E (resp., a E5), chaque racine, réelle
ou complexe, du polyndme II; (resp., du polyndme II,) est racine de P, (resp., de Pz).
Comme les polyndmes P; et P, sont premiers entre eux, ils n’ont pas de racine commune.
Si de plus P est le polyndme caractéristique I1 4 de A, nous avons I1,1I; = P P, =11 4.
Nous voyons ainsi que les racines de II; (resp., de II,) sont les mémes que celles de
Py (resp., de P,), avec les mémes multiplicités. Nous avons donc

P =all;, P,=a 'y,
aveca € K, a # 0. O

1.7. Théoréme. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K = R
ouC, A € L(E, E) un endomorphisme de E et I14 son polynéme caractéristique.
On suppose soit que K = C, soit que K = R et que toutes les racines de Il4
sont réelles. On note Ay, ..., Ap les racines distinctes de Il4, ny,..., n, leurs
multiplicités respectives, et on pose, pour chaque k (1 < k < p),

E'k = ker(A — )\k idE)m" .
Nous avons alors, pour chaque k (1 < k < p),
A(Ek) CEy, et E= GBZ:lEk'

De plus, le polynéme caractéristique de la restriction de A a chaque Ej est
(A — X)™ ; par suite, E) est de dimension ny,.

Preuve :  Le polyndme caractéristique IT4 de A a pour expression :
a(X) =AM = X)X = X)™"2 - (Ap — X))

Les polyndmes (Ax — X )™ (avec 1 < k < p) étant deux a deux premiers entre eux, une
application répétée du théoréme précédent conduit au résultat annoncé. o

Afin de traiter le cas ou K = R et ou certaines racines du polyndme caractéristique IT4 de
A sont complexes, nous remarquons que pour chaque racine complexe ux = ax + 10k de
IT4 (avec oy et By € R, et B # 0), le complexe conjugué fix = o, — i3 est aussi racine
de IT4, de méme multiplicité que py. Cette remarque nous conduit au théoréme suivant.

1.8. Théoréme. — Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, A € L(E, E)
un endomorphisme de E et I14 son polynéme caractéristique. On note Ay, ..., A,
les racines réelles distinctes de 114, n1,. .., n, leurs multiplicités respectives. On
note py = a1 +1f1, o1 =01 — P, ... pg = 0q +ifq, fig = 0g — i3y les racines
complexes distinctes de I14. Pour chaque | (1 < | < q), on désigne par m; la
multiplicité commune aux deux racines complexes y; et Jij, conjuguées I'une de
Pautre. On pose, pour chaque k (1 < k < p) et chaquel (1 <1< q),

Ey =ker(A— \yidp)™, F;=ker((A—aidg)® +B2idg)™ .
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Nous avons alors, pour chaque k (1 < k < p) et chaquel (1 <1< gq),
A(Ex) CEx, A(F)CF, e E= (@f;:lEk) @ (EB?lel) .
De plus, le polynéme caractéristique de la restriction de A & chaque Ej est

(Ak — X)™, et celui de la restriction de A a chaque F, est ((og — X)* + ,Blz)m';
par suite, Fy est de dimension ny et F; de dimension 2m,.

Preuve : Le polyndme caractéristique IT4 de A a pour expression :
P q
Ia(X) = [TOw = X)™ [ [ (e = X)% + 67)™.
k=1 =1
Les polynomes (A, — X)™ (avec 1 < k < p) et ((y — X)? + 52)™ (avec 1 < 1 < q)
étant deux a deux premiers entre eux, une application répétée du théoréme 1.5 conduit au
résultat annoncé. O

Nous allons maintenant étudier la restriction de A a chacun des sous-espaces vectoriels
E), et F; de E. Dans les énoncés qui suivent, nous remplacerons Ej, et F; par E et F,
respectivement.

1.9. Proposition. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur le
corps K = R ou C, A € L(E,FE) un endomorphisme de E dont le polynéme
caractéristique I14 a pour expression

MaX)=(A=-X)",
avec )\ € K. Posons
S=ANidg, N=A4-S9.

Les endomorphismes S et N commutent, c’est-a-dire vérifient SoN = N o S et
ont pour somme S+ N = A. L’endomorphisme N est nilpotent : il vérifie N™ = (.

Preuve : FEtant un multiple de idg, I’endomorphisme S commute avec tout autre
endomorphisme, en particulier avec N. D’apres la définition méme de S et de N, nous
avons bien S + N = A. Enfin le polyndome caractéristique de IV est

In(X)=dét(A— Nidg —Xidg) =I4(X + A) = (-1)"X™.
Le théoréme de Cayley-Hamilton montre alors que N™ = (—1)"IIN(N) = 0. ]
1.10. Proposition. — Soit F' un espace vectoriel réel de dimension finie et paire

2m, A € L(F, F) un endomorphisme de F dont le polynéme caractéristique I14 a
pour expression

Ia(X) = ((a - X)*+ %),
avec a et B € R, B # 0. Il existe une base (f1, g1, f2,92,---, fm, gm) de F ayant
les propriétés suivantes. Soit S € L(F, F) 'endomorphisme défini par

S(fi)=afi—Bg, Sl@)=Bfi+ag, 11<m.

Alors les endomorphismes S et N = A — S commutent, c’est-a-dire vérifient
SoN = NoS, ont pour somme S+ N = A; de plus 'endomorphisme N est
nilpotent : il vérifie N™ = (.

Preuve ;. Soit Fg le complexifié de F' et Ac le prolongement de A a Fg. Le polyndme
caractéristique de Ac peut s’écrire

Mae(X) = (o +i8 — X)™ (e~ if — X)™.
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Les polyndmes (a+i8— X )™ et (a— if— X )™ étant premiers entre eux, le théoréme 1.5
montre que

FC = FCI D Fcz , avec FCI = ker(a + ’L,B — Ac)m , ch = ker(a - z,B - Ac)m .

De plus, Ac(Fc1) C Fri, Ac(Fra) C Fea, et les polyndmes caractéristiques des
restrictions de Ac a Fg; et 3 Fgo sont, respectivement, (o + 168 — X)™ et (¢ —i3 — X)™.
Soit o : Fr — Fg la conjugaison complexe, définie par

olut+iv)=u—1iv, uetv€EF.

I est facile de vérifier que o(Fc1) C Fea. Comme de plus o est un automorphisme de
F¢ (pour sa structure d’espace vectoriel réel), et comme Fg; et Fra sont tous deux de
méme dimension complexe m, nous avons o(Fg;) = Fge. Soit alors (e1, .. ., €,) une
base de Fc;. Son image par o, (o(e1),. .., o(em)) est une base de Fgs. Posons, pour
tout! (1 <1 <m),
1 1
fi= 5(61 +ole), = 27.(61 —o(er)).

Nous vérifions immédiatement que o (f;) = fi, 0(g1) = gi. Les vecteurs f1, g1, f2, g2,

., fm s gm sont donc réels, c’est-a-dire éléments de F', et forment une famille libre,
c’est-a-dire une base de F'. Définissons S € L(F, F') en posant,comme I’indique 1’énoncé,

S(fi) =afi—Ba, fla)=0Bfi+ag.

Soit Sc le prolongement de S & Fi. Un calcul facile montre que
Sc(Fc1) C Fer, Sc(Fc2) C Fea

et que les restrictions de Sc & Fg et & Fgp sont, respectivement, (a + 44) id Fg, ©t
(a—p)id F,- Posons alors

NC = AC — SC .
Nous avons N¢(Fg1) C Fei, Ne(Fee) C Feo. La proposition 1.8 montre que les
restrictions de N¢ etde Sc a F¢; (resp., a Fra) commutent, ont pour somme la restriction
de Ac a a Fg; (resp., a Fro), et que la restriction de N¢ a Fg; (resp., a Fgz), élevée a la
puissance m, est nulle. Par suite, nous avons

NcoSc=ScoNc, Sc+ Ngc=Ac, N =0.

Comme Sc et Ac sont les propongements a F¢ des endomorphismes S et A de F, la
différence N¢ = Ac — Sc est le prolongement a F¢ de I’endomorphisme N = A — S de
F'. Par suite, nous avons

NoS=SoN, S+N=A, N™=0. 0

1.11. Définitions. — Soit FE un espace vectoriel de dimension finie sur le corps
K=RouC.

1. Un endomorphisme S € L(E,E) est dit semi-simple s’il est diagonalisable
(c’est-a-dire s’il existe une base de E formée de vecteurs propres de S), ou bien,
dans le cas oti K = R et ol Ie polyndme caractéristique de S n’a pas que des racines
réelles, si le prolongement S¢ de S au complexifié E¢ de E est diagonalisable.

2. Un endomorphisme N € L(E, E) est dit nilpotent s’il existe un entier m > 1
tel que N™ = 0.

L.12. Proposition. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps
K = R ou C. Un endomorphisme A € L(E, E) est semi-simple si et seulement
8’il existe un polynéme annulateur de A, non identiquement nul, dont toutes les
racines (réelles ou complexes) sont simples.
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Preuve : En remplagant éventuellement A par son prolongement au complexifié de E,
nous pouvons supposer que K = C.

Supposons A semi-simple, donc diagonalisable (puisque K = C), et soient A; (1 <4 < p)
ses valeurs propres. En utilisant une base de E dans laquelle la matrice de A est diagonale,

nous voyons que
P

P(X) =[] - X) (*)
i=1

est un polyndme annulateur de A.

Supposons qu’il existe un polyndme annulateur de A dont les racines A; (1 < 4 < p)

sont toutes simples. Une application répétée du théoréme 1.6 montre que I’espace E se

décompose en somme directe
E= EBf___lEi , avec E,; = ker(A — /\1; ldE) y

les sous-espaces E; étant invariants par A, et la restriction de A a chaque E; admettant
A; — X comme polyndme annulateur. Nous voyons alors que dans une base de E formée
par juxtaposition de bases des espaces E;, la matrice de A est diagonale. O

1.13. Théoréme. — Soit F un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K = R
ouC et A€ L(E,E) un endomorphisme de E. Il existe un couple unique (S, N)
d’endomorphismes de E ayant les propriétés suivantes : S est semi-simple, N est
nilpotent, S et et N commutent, c’est-a-dire vérifient So N = N o S, et ont pour
somme S + N = A. On dit que S est la partie semi-simple et N la partie nilpotente
de ’endomorphisme A. De plus, ’endomorphisme A et sa partie semi-simple S ont
les mémes valeurs propres, avec les mémes multiplicités.

Preuve : Afin de prouver ’existence du couple d’endomorphismes (S, N), appliquons
le théoréme 1.7 (lorsque K = C ou lorsque K = R et que toutes les racines du polynome
caractéristique de A sont réelles) ou le théoréme 1.8 (lorsque K = R et que le polynome
caractéristique de A n’a pas que des racines réelles). Nous pouvons ainsi décomposer E
en une somme directe ©f_; Ex, ou (@}_; Ex) & (&f_;F1), de sous-espaces invariants
par A. Les propositions 1.9 et 1.10 montrent que la restriction de A a chacun de ces
sous-espaces Fy, (resp., F;) se décompose en une somme Sg, + Ng, (resp., Sk, + Nr,)
d’un endomorphisme semi-simple Sg, (resp., Sr,) et d’un endomorphisme nilpotent N,
(resp., Ng,) qui commutent. Soit .S ’endomorphisme de E dont la restriction a chaque
sous-espace Ej, est Sg, et dont la restriction a chaque sous-espace F; est Sg,. De méme,
soit N I’endomorphisme de E dont la restriction a chaque sous-espace Ej, est N, etdont
la restriction a chaque sous-espace Fj est Np,. Lendomorphisme .S est semi-simple, et
I’endomorphisme N nilpotent. Ces deux endomorphismes commutent et on pour somme
A. De plus, en raison de la définition de S, A et S ont bien les mémes valeurs propres
avec les mémes multiplicités.

Soit maintenant (S’, N') un autre couple d’endomorphismes de F ayant les mémes
propriétés que le couple (S, N) : S’ est semi-simple, N’ est nilpotent, S’ et N’ commutent
et S+ N’ = A.Puisque S’ commute avec N’ et avec lui-méme, S’ commute avec S’ +N',
c’est-a-dire avec A, donc aussi avec tout polyndme en A . De méme, N’ commute avec
tout polyndme en A. Les sous-espaces Ej, et Fj, étant les noyaux de polyndmes en A,
vérifient donc

S'(Ex) C Ex, S'(F)CF, N'(E))CE;,, N'(F)CEF.

La restriction de S a E); est multiple de idg,, donc commute avec tout autre élément
de L(Ex, Ey), et en particulier avec la restriction de S’ 2 Ej. Comme N = A — 5, 12
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restriction de N a Ey commute aussi avec la restriction de S’ a Fy, donc aussi (puisque
N' = A — 8’) avec la restriction de N’ a E}. Pour tout entier 7, nous pouvons donc
développer la restriction de (N’ — N)" a E}, en utilisant la formule du bindme. Nous
voyons ainsi que la restriction de N’ — N a Ej; est un endomorphisme nilpotent. Comme
S —S'"= N'— N,larestrictionde S — S’ & Fj, est un endomorphisme 2 la fois nilpotent
et semi-simple, car somme de la restriction de S’ & Fy, qui est semi-simple, et de la
restriction de S a Ey, qui est multiple de idg, . En diagonalisant la restriction de S — .S’
a Ej (ou, éventuellement, son prolongement au complexifi€é de E}), nous voyons que la
restriction de S — S’ & E}, estidentiquement nulle. Comme N’ — N = S —.5’, larestriction
de N’ — N a FE, est nulle aussi.

Le complexifié de chaque sous-espace F; est somme directe de deux sous-espaces (notés
Fy et Foo dans la preuve de la proposition 1.9) auxquels les raisonnement faits ci-dessus
a propos de Ej, s’appliquent. Nous voyons ainsi que les restrictions a chaque F; de S — S’
etde N’ — N sont nulles. En définitive, nous avons S’ = Set N’ = N. ]

1.14. Remarque. — Lors de la démonstration du théoréme 1.13, nous avons
obtenu I’expression de la partie semi-simple S de I’endomorphisme A en utilisant la
décomposition de I’espace £ en somme directe de sous-espaces invariants, calquée sur
la décomposition du polyndme caractéristique de A en produit de facteurs, deux a deux
premiers entre eux, dont chacun est une puissance d’un polynéme irréductible. On pourrait
donc penser que la détermination effective des parties semi-simple S et nilpotente N de
I’endomorphisme A nécessite le calcul des racines du polyndme caractéristique de A. 11
n’en est rien, ainsi que I’a observé le grand mathématicien frangais Claude Chevalley (voir
[13], chapitre I, théoréme 7 page 71) : alors qu’il est, en général, impossible de déterminer
de manicre exacte les racines du polyndme caractéristique de A deés que son degré est
supérieur a 4, la partie semi-simple S et la partie nilpotente N de A peuvent toujours
étre déterminées explicitement de maniére exacte. Cela résulte en effet du lemme et de la
proposition qui suivent.

1.15. Lemme. — Soit P(X) un polynéme en une indéterminée X, a coefficients
dans un corps k C C, dont toutes les racines (dans C) sont simples. Soit P'(X) le
polynéme dérivé de P(X), B(X) et C(X) deux polynémes vérifiant I'identité de
Bézout

B(X)P(X)+C(X)P'(X)=1. (%)
Pour chaque entier n > 1, on définit un polynéme Dp,(X) en posant
Dpa(X) =X,
puis successivement, pour chaque entier n > 1,
Dpp+1(X) = Dpn(X) — C(X)P(Dppn(X)) . (+%)

Alors pour tout n > 1, le polynéme P (Dp,, (X)) est multiple de (P(X))n et, pour
tout n > 2, Dp,(X) — X est multiple de P(X). De plus, les polynémes Dp (X)
sont & coefficients dans le corps k, et ces coefficients s’expriment, au moyen de
ceux de P(X), par des formules explicites exactes.

Preuve : Puisque toutes les racines de P(X) sont simples, le polyndme P(X) et son
polyndme dérivé P’(X) sont premiers entre eux. Par suite, le théoréme de Bézout assure
Pexistence des polyndmes B(X) et C(X) vérifiant I’identité ().

Pour tout entier m > 1, notons H,, la propriété : pour tout entier n vérifiant 1 < n < m,
P(Dp (X)) est multiple de (P(X))" et Dpni1(X) — X est multiple de P(X).
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Nous avons Dp1(X) = X, donc P(Dp,;(X)) = P(X), qui est bien multiple de
(P(X))! = P(X). D’autre part,
Dpa(X) = Dpy(X) — C(X)P(Dpy(X)) = X — C(X)P(X),
donc Dp(X) — X = —C(X)P(X) est bien multiple de P(X). Nous avons prouvé que
la propriété H; est vraie.
Supposons la propriété H,, vraie. Puisque Dp ,41(X) — X est multiple de P(X), i]
existe un polyndme R(X) tel que
Dpmi1(X) = X + R(X)P(X).
En appliquant la formule de Taylor a I’ordre 1, nous obtenons
P(Dpm+1(X)) = P(X + R(X)P(X))
= P(X) + P(X)R(X)P(X) + G(X)(P(X))’,
oll G(X) estun polyndme. Ce résultat prouve que P(Dp,m+1(X)) est multiple de P(X).
L’expression (**) montre alors que Dp ,+2(X) — X est multiple de P(X).
En remplagant, dans P(Dp,m41(X)), Dp,m+1(X) par son expression tirée de (+), et
en appliquant la formule de Taylor & I’ordre 1, nous obtenons
P(Dpm+1(X)) = P(Dpm(X) = C(X)P(Dpm(X)))
= P(Dpm(X)) — P'(Dpm(X))C(X)P(Dpm(X))

+ K(X)(P(Dpm(X)))

ot K (X) est un polyndme. Mais d’aprés I’hypothése de récurrence, Dp ,(X) — X est
multiple de P(X), ce qui permet d’écrire, en utilisant la formule de Taylor a I’ordre 0,

P'(Dpm(X)) = P'(X + L(X)P(X)) = P'(X) + M(X)P(X),
ou L(X) et M (X) sont des polyndmes. En tenant compte de cette égalité dans 1’expression
de P(Dp m41(X)), nous obtenons

P(Dpmi1(X)) = P(Dpm(X)) — (P/(X) + M(X)P(X))C(X)P(Dpm(X))
+ K(X) (P(Dp,m(X)))2
= P(Dpm(X)) (1 - P'(X)C(X) - M(X)P(X)C(X)
+ K(X)P(Dp,m(X))) .

La formule (*) montre que 1 — P/(X)C/(X) est multiple de P(X) et, d’aprés I’hypothese
de récurrence, P(Dp,, (X)) est multiple de (P(X))™. L’expression ci-dessus montre
alors que P(Dp,n11(X)) est multiple de (P(X ))mH. Nous avons prouvé que si la
propriété H,, est vraie, la propriété H,,,; ’est aussi. Comme par ailleurs nous avons
prouvé que H; est vraie, nous pouvons conclure que pour tout entier m > 1, H,, est vraie.

On sait de plus que B(X) et C(X) peuvent &tre explicitement déterminés, de maniére
exacte, grice a I’algorithme d’Euclide de division des polyndmes suivant les puissances
décroissantes de 1’indéterminée. Si le polyndme P est a coefficients dans un corps k£ C C
il en est de méme de son polyndme dérivé P'(X), et aussi des polyndmes B(X) et
C(X). Les expressions des polyndmes Dp ,,(X) montrent alors que les coefficients de
ces polyndmes sont éléments du corps k et donnés par des formules explicites exactes. U
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1.16. Proposition. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps
K=RouC, A€ L(E,E) un endomorphisme de E et A\; (1 < i < p) les valeurs
propres deux & deux distinctes (réelles ou complexes) de A. Soit P(X) le polynéme

en une indéterminée X ’

PX) =[] - X).
i=1
Pour tout entier n > 1, soit Dp ,,(X) le polynéme déduit du polynéme P(X) par
application du lemme 1.15. Alors il existe un entier m > 1 tel que (P(A4))™ =0,
et les endomorphisme

S =Dpn(4), N=A-Dpn(4)

sont, respectivement, la partie semi-simple et la partie nilpotente de ’endomor-
phisme A. De plus, si les coefficients de la matrice de A, dans une certaine base
de F, sont éléments d’un corps k C K, les coefficients des matrices de S et de N,
dans cette méme base, sont éléments du corps k et s’expriment, en fonction des
coeflicients de la matrice de A, par des formules explicites exactes.

Preuve : Soit m un entier supérieur ou égal a la plus grande des multiplicités ldes valeurs
propres de A. Le polyndme (P (X) ) ™ est multiple du polyndme caractéristique de A, donc
est un polyndme annulateur de A. D’autre part, la définition de P(X) montre que toutes
les racines de ce polyndme sont simples; le lemme 1.15 peut donc lui étre appliqué, et les
polyndmes Dp,, (X) sont bien définis. Puisque P(Dp,m (X)) est multiple de (P(X))™,
qui est un polyndme annulateur de A, nous avons

P(S) = P(Dpm(4)) =0.

Le polyndome P, dont toutes les racines sont simples, est un polyndme annulateur de
I’endomorphisme S. La proposition 1.12 montre que S est semi-simple. D’autre part,
puisque Dp,m(X) — X est multiple de P(X), (Dpm(X) — X)™ est multiple de
(P(X))™, donc (Dpm(A) — A)™ = 0. L’endomorphisme N = A — Dp,,(A) est
donc nilpotent. D’autre part, ’endomorphisme S commute avec A (puisque c’est un
polyndme een A) et avec lui-méme, donc aussi avec N = A — S. Nous avons ainsi prouvé
que S est la partie semi-simple et N la partie nilpotente de A.

Remarquons enfin qu’il n’est pas nécessaire de calculer les valeurs propres de A pour
déterminer le polyndme P. Soit en effet IT 4 (X) le polyndme caractéristique de A, IT', (X))
le polyndme dérivé et Q(X) leur plus grand commun diviseur (pgcd). Le polyndme P(X)
n’est autre que le quotient de I 4(X) par Q(X). Supposons que dans une certaine base
de I’espace E, la matrice de A soit a coefficients dans un corps £ C K. Les coefficients
de T14(X) et de IT’; (X)) sont des polyndmes a coefficients entiers en les coefficients de
la matrice de A, donc sont éléments du corps k. Les polyndmes Q(X) et P(X) sont
obtenus grice a 1’algorithme d’Euclide de division des polyndmes selon les puissances
décroissantes de 1’indéterminée, qui conduit a des formules explicites, et leurs coefficients
sont éléments du corps k. Enfin S et N peuvent aussi étre déterminés explicitement et
leurs matrices, dans la base de E considérée, sont elles aussi a coefficients dans k. O

Nous pouvons maintenant établir le théoréme que nous avons employé au chapitre I1I.

1.17. Théoréme. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps
K =R ouC, et A € L(E, E) un endomorphisme de E. Soient \j, 1 < j <, les
valeurs propres (réelles ou complexes) de A. Soit K un réel strictement positif tel
que I'on ait, pour tout j (1< j<r),

IA]‘|<K.
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Si, de plus, A est inversible, soit k un autre réel strictement positif tel que I'on ait,
pour tout j (1 <j<r),
k<A< K.
On note R\; la partie réelle de \;. Soient m et M deux réels (non nécessairement
positifs) tels que on ait, pour tout j (1 <j <r),
m < §R)\j <M.
Alors il existe sur I’espace vectoriel E un produit scalaire, euclidien si K = R,
hermitien si K = C, noté (x,y) — (z|y), ayant les propriétés suivantes :
(i) pour tout z € F,
|A)|| < Kllz]l,
ott nous avons noté « — ||z|| = (z|z)'/? la norme sur E associée & ce produit
scalaire ;
(ii) si, de plus, A est inversible, pour tout ¢ € E,

k|l < [|A@)] < Kll=]| ;

(iii) si K =R, pour tout x € F,
m(zlz) < (A(z) | z) < M(z|z).

Preuve : Rappelons que R et C sont munis, respectivement, d’un produit scalaire
euclidien usuel (z1,z2) — (z1]|z2) = x1x2, et d’un produit scalaire hermitien usuel
(#1,22) — (21]|22) = 21%z. Considérons d’abord le cas ot dim E = 1. Nous définissons
sur E un produit scalaire (euclidien si K = R, hermitien si K = C) en I’identifiant au
corps K muni de son produit scalaire usuel; il suffit pour cela de prendre un élément non
nul quelconque de E pour vecteur de base. 1l est facile de vérifier que ce produit scalaire
a bien les propriétés 1, 2 et 3.

Considérons maintenant le cas ou K = R, dim ' = 2, et ou les valeurs propres de A sont
complexes conjuguées 1'une de I’autre, de la forme A = a + ¢F et A = o — i3, avec v et
B réels et B # 0. Il existe une base (e, e2) de E telle que

Ale1) = aer + Pex, Alez) = —Per + aey.

Munissons E du produit scalaire euclidien pour lequel la base (e;, e2) est orthonormée.
Soit z = x1€; + x2e2 un élément quelconque de F. Nous avons

(A(2) | 2) = (&2 + 2D, [|A@)])" = (A2) | A)) = (23 +23)(a® + B2).
En d’autres termes,
(A(z) | 2) = RA@lz), ||A@)|* = IM2le)?,

ce qui prouve que ce produit scalaire euclidien a bien les propriétés 1, 2 et 3.

Revenons au cas général. Faisons I’hypothése de récurrence suivante : si A est un
endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension inférieure ou égale a n, il existe
sur cet espace un produit scalaire vérifiant les propriétés 1, 2 et 3. Soit maintenant A un
endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n + 1. Deux cas sont possibles,
qui doivent donner lieu a des définitions adaptées a chaque cas, mais que nous traiterons
ensuite ensemble.

Premier cas : il existe une valeur propre A; de A qui est élément du corps K. Cela se
produit si K = C, et aussi si K = R et si une au moins des valeurs propres de A est réelle.
Soit v; € E un vecteur propre de A associé a la valeur propre A1, E; le sous-espace
vectoriel de E, de dimension 1, engendré par v;. Nous munissons E; du produit scalaire
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(euclidien si K = R, hermitien si K = C), noté (z,y) — (z|y)1, pour lequel le vecteur
vy est de norme 1, ¢’est-a-dire vérifie (v1|v1); = 1.
Deuxi¢me cas : il n’existe pas de valeur propre de A qui soit élément du corps K. En
d’autres termes, K = R et aucune valeur propre de A n’est réelle. Soit alors A\; = a + 3,
avec aet 8 € R, 8 # 0, une valeur propre complexe de A. Le nombre complexe conjugué
A1 = a — if3 est aussi valeur propre de A. Soient v; — sw; et v; + iw; deux vecteurs
non nuls éléments du complexifié E¢ de E (avec v; et w; € FE), vecteurs propres du
prolongement de A & Eg associés, respectivement, aux valeurs propres A; et A;. Nous
avons

A(v1 —iwr) = (a +if) (v1 — w1) = (av1 + Pwi) — i(awr — Pu1),

A(vy +1wy) = (o — 8)(v1 + 2w1) = (v + Bwy) + i(aw; — Buy),
d’ou

A(v1) = avy + Bwr, A(wi) = aw; — Pu; .

Soit F; le sous-espace vectoriel de F, de dimension 2, engendré par le couple (vq, w1).
Ce sous-espace est invariant par A. Munissons-le du produit scalaire euclidien, noté
(z,y) — (z|y)1, pour lequel (v1, w:) est une base orthonormée.
Dans les deux cas, nous avons pu définir un sous-espace vectoriel E; de E, invariant par
A, et le munir d’un produit scalaire (z, y) — (z|y); tel que, pour la restriction de A a F;,
les propriétés 1, 2 et 3 soient vérifiées.
Soit E» un sous-espace vectoriel de E supplémentaire de E;. Nous avons donc
E = F, ® Ey. Notons p; : E — Ej etpy, : E — Ej les deux projections, dont
les noyaux sont, respectivement, F, et ;. Comme FE; est invariant par A, nous pouvons
noter A; ’endomorphisme de F1, restriction de A a F;. En général, E» n’est pas invariant
par A, ce qui nous conduit a définir I’endomorphisme A, de E; en posant

Ay =proAoig,,
ouig, : F2 — FE est'injection canonique.
Soit A une valeur propre de A,. Nous allons prouver A est aussi valeur propre de A. Si
A = Ap ousi (dans le cas o K = R) A = A, A est bien valeur propre de A. Il nous reste a

traiter le cas ol A # Aq, A # \p, c’est-2-dire ol A n’est pas valeur propre de la restriction
deda El.

Soit u2 un vecteur propre de A (ou, éventuellement, si K = R et si A n’est pas réel, un
vecteur propre du prolongement de A, au complexifié de E,) associé a la valeur propre
A. Nous avons donc

Az (uz) = Auy .
Nous avons :
A(uz) = p1 o A(uz) + p2 © A(u2) = p1 0 A(uz) + Auz .
Soit u; 1’élément de E; (ou, éventuellement, du complexifié de E) tel que
(A= A)(u1) = —p1 o A(uz) .

1l existe, et il est unique, puisque A n’est pas valeur propre de la restriction de A a F;.
Nous avons alors :

A(uy +u2) = Aur +us),
ce qui prouve que A est valeur propre de A.
Soit un réel K > 0 et, si A est inversible, un autre réel & > 0 tels que les valeurs propres
Aj de A vérifient, pour tout j (1 < j < r),

k<|/\j,<K.
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Si K = R, soient de méme m et M deux réels (non nécessairement positifs) tels que leg
parties réelles R\ ; des valeurs propres de A vérifient, pour tout j (1 < j <),

m<RA; <M.

Puisque ces inégalités sont strictes, il existe e > O tel que K —¢ > 0, M — € > O et que
ces inégalités soient encore vérifiées lorsqu’on remplace K par K —e, M par M — ¢, k
par k+ ¢ et m par m+-€. De plus, ces inégalités sont vérifiées aussi par les valeurs propres
de A; (et leurs parties réelles), puisque ce sont aussi des valeurs propres de A. D’aprés
I’hypothése de récurrence, il existe, sur E,, un produit scalaire (euclidien si K = R,
hermitien si K = C), noté (z,y) — (x|y)2, ayant les propriétés suivantes :
(i) pour tout x, € E,,
[|Az2(z2)|| < (K —e)||zall2,

N 1/2 e a .

ol nous avons noté = — ||z||2 = (a:|:c)2/ la norme sur E, associée a ce produit
scalaire;

(ii) si, de plus, A est inversible, ce qui implique que A est lui aussi inversible, pour tout
Tq € Ey,

(k+e)llzallz < || Az(z2)||, < (K — &)z

(iii) si K = R, pour tout z, € F»,

(m + €)(w2]T2)2 < (Az(w2) | T2) < (M —€)(@2|32)2 .
Munissons I’espace E = E), @ E; d’un produit scalaire, noté (z,y) — (z|y), défini par
la formule

(zly) = n(p1(2) | M), + (P2(2) | P2(¥)),,
ou 7 est une constante strictement positive que nous allons déterminer.

Soit z = x; + x5 un élément quelconque de F, avec z; € E; et z, € E,. Nous avons
Alz)=y1+y2, avec y1=A(z1)+pioA(x2) € E1, y2=Az(x2) € Es.
Nous en déduisons
(yilzr = (A1) | 21), + (Pro Az2) | 31),, (y2l@2)2 = (A2(z2) | 22),,

et de méme

(yily)1 = || A1)} + (A1) | p1o A(@2)), + (p1 0 A(z2) | A1),

2
+ ||P1 o A(wz)lll )
(y2ly2)2 = ||A2($2)||§-

En utilisant la définition de la norme d’une application linéaire et 1’inégalité de Schwarz,
nous obtenons les inégalités

|(p1 0 A(2) | A(z1)),] < llpro Aoig,|| | Arll =11 |22z,

|(A(z1) | 1o A(z2)) | < llp1 0 Aoig, | [ Aull |21l 122,

1o A@a)|[” < llpr 0 Ao i, | 12 3.

Nous utiliserons aussi 1’inégalité élémentaire, conséquence de (a + b)? > 0,
2nllz1 ]y o2l < n°/2 @11} + 02 [l2a 13

En utilisant ces inégalités et I’hypothése de récurrence, nous obtenons la majoration de
llyll? :

Iyl* < (K —&)® + Ipr 0 Ao igy | [ Aslln*/*)mll1 1}
+ (K = €)? + llp1 o Aoip,|l | Ailln'/? + l|py 0 A o igy|*n) 12|
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En prenant 7 > 0 assez petit, nous pouvons faire en sorte que
(K =)+ 1o Aoig, | [|A1lln/?) < K?,
(K =€)+ |proAcig, | Ailln'/? + ||lpy 0 Aoig,||*n) < K*.
Nous obtenons alors
Iyll? < K2 (nllz |1 + llz2l?) = K|l
Ce résultat exprime que la propri€té (i) est satisfaite.

Des calculs analogues montrent qu’en prenant 7 > 0 assez petit on peut, si A estinversible,
faire en sort que la propriété (ii) soit satisfaite et, si K = R, que la propriété (iii) le soit

aussi. O
1.18. Proposition. — Soit F un espace vectoriel de dimension finie sur le corps
K=R ouC.

1. Soit B € GL(FE) une application linéaire inversible de F dans lui-méme. Soient
i les valeurs propres distinctes (réelles ou complexes) de B, n; leurs multiplicités
(1 < i < p). Les valeurs propres de B™! sont u; = \] 1 et leurs multiplicités sont
n;.

2. Soit A € L(E,E) un endomorphisme de E, et \; (1 < i < p) ses valeurs
propres distinctes (réelles ou complexes). Pour tout t € R, les valeurs propres de
exp(tA) sont et*:.

Preuve :
1. Soitn ladimensionde E, et 4 € K, p 7# 0. Nous avons
Bo (B~ — pidg) = —u(B — ptidg).
Prenons le déterminant des deux membres. Nous obtenons
dét(B) dét(B™! — pidg) = (—u)" dét(B — p~idg).
Mais dét(B~! — pidg) = lp-1(u) et dét(B — p~lidg) = Hp(p~?), ou [p-1 et IIp
désignent les polyndmes caractéristiques de B! et de B. D’autre part
I\ = [] i—=N™,
1<i<p
d’ol, compte tenu de dét(B) = [, <;<, A
Mp-1(w) = [] O -
1<i<p
Le résultat annoncé en découle immédiatement.

2. Si A est semi-simple, on peut choisir une base de E (ou éventuellement, si K = R,
du complexifi¢ Ec de F) dans laquelle la matrice de A est diagonale; les coefficients
diagonaux sont les valeurs propres A; de A, chacune apparaissant un nombre de fois égal
a sa multiplicité. La matrice de exp(tA), dans la méme base, est diagonale et a pour
coefficients diagonaux e, ce qui établit le résultat.

Si A n’est pas semi-simple, elle se décompose, de maniére unique, en une somme
A = S + N de deux application linéaires, avec S semi-simple et N nilpotente, qui
commutent : S o N = N o S. Nous avons, puisque S et N commutent,

exp(tA) = exp(t(S + N)) = exp(tS) exp(tN).
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Mais puisque N est nilpotente,

o0
t" .
exp(tN) =idg + ) , TN" = idg +NP(N),
= nl
ou P(N) est un polyndme en IV, car N” = 0 pour n assez grand. Nous en déduisons
exp(tA) = exp(tS) + N exp(tS)P(N).
On vérifie aisément que exp(tS) est semi-simple, N exp(¢.S)P(N) nilpotente, et que ces
deux applications linéaires commutent. Par suite, exp(tS) est la partie semi-simple de
exp(tA); les valeurs propres de exp(tA) sont les mémes que celles de exp(tS), avec
les mémes multiplicités. Nous sommes ainsi ramenés au cas déja traité ou I’application
linéaire considérée est semi-simple. O

2. Compléments au théoréme du point fixe

Rappelons 1’énoncé de ce théoréme classique, dont on trouvera la démonstration, par
exemple, dans I’ouvrage [17] de la méme collection.

2.1. Théoréeme du point fixee —  Une application contractante (c’est-a-dire
lipschitzienne de rapport strictement inférieur & 1) d’un espace métrique complet
dans lui-méme possede un point fixe unique.

Lors de la démonstration de la proposition 7.6 du chapitre V, nous avons utilisé les
compléments a ce théoreme énoncés et démontrés ci-dessous.

2.2. Théoréme du point fixe avec parametre, — Soit A un ensemble, (X,d) un
espace métrique complet et f : A x X — X une application. On suppose qu’il
existe un réel k < 1 tel que, pour tout A € A, Papplication partielle

f/\:X_’X, f/\(m)=f(/\aw),

soit lipschitizienne de rapport k ; on sait alors (théoréme 2.1) que cette application
admet un point fixe unique g(A). On a ainsi défini une application g : A — X.

1. On suppose que A est un espace topologique et que, pour chaque ¢ € X fixé,
Papplication de A dans X : A — f(\, z) est continue. Alors ’applicationg : A — X
est continue.

2. On suppose que A est un espace métrique et que, pour chaque z € X fixé,
Papplication de A dans X : X\ — f(A,z) est continue. Soit U un ouvert non vide
de A, V un ouvert non vide de X vérifiant g(U) C V ; on suppose qu’il existe un
réel k1 > 0 tel que pour tout x € V, Papplication de U dans X

A f(A )
soit lipschitzienne de rapport k. Alors la restriction de g 4 U est lipschitzienne de
rapport k1 /(1 — k).
3. On suppose maintenant que A est un ouvert d’un espace de Banach E, X un
fermé d’un espace de Banach F', et que ’application f : A x X — X se prolonge en
une application différentiable de classe C? (p > 1), encore notée f, définie sur un
ouvert W de E x F contenant A x X, a valeurs dans F'. On suppose également que
pour tout \ € A, la différentielle partielle de f par rapport & sa seconde variable,
au point (X, g(X)) vérifie

|P2f ()| < 1.
Alors lapplication g : A — F est différentiable de classe CP.
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Preuve :
1. Soient A et i deux éléments de A, x et y deux éléments de X . Nous avons

d(fp(x)) fp(y)) <kd(z,y).
Faisons x = g(\) et y = g(u). Nous obtenons
a(f (1, 900), £ (1, 9(w)) ) < kd(9(), 9(1). (+)
Mais d’autre part, d’aprés la définition de g,
FvaN) =g(0),  flu9(w) =g,

donc
d(g(X),g(pw) =d

<d

9N, £l 9(1)) )
FO9N), £, gN) ) +d(f (1, 9N), £, 9(w))

d’ou, compte tenu de (x),
g(u

a9, 9(w) < d(F (A 9N), £, 9(N) ) + kd(9(N), (1))
ou encore, puisque k£ < 1,
d(g(N),9(m) < 1= d(F (N 9), Fli gN)) (+4)

Mais par hypothése, A € A étant considéré comme fixé, 1’application de A dans X :
w—f (u, g()\)) est continue, en particulier au point \. Par suite, pour tout & > 0, il existe
un voisinage U, de A dans A tel que, pour tout y € U,

d(f(900), fA,9N) ) < (1= ke

Donc, pour tout i € Uy,

1
d(g(N),9(w) < T— (L —k)e =
ce qui exprime que g est continue au point .

2. Les hypothéses de 1 étant satisfaites, 1’application g est continue. Soient A et u deux
éléments de U. Puisque g(A) € V, nous avons, en notant ¢ la distance dont est muni A,

d(F(090), £ (1,9N) ) < ki3, )

En utilisant ’inégalité (x) prouvée ci-dessus, nous en déduisons

A9, 9(1)) < 1o 60

ce qui exprime que la restriction de g & U est lipschitzienne de rapport k1 /(1 — k).

3. Etantdifférentiable de classe CP,1’application f est a fortiori continue; les hypothéses
de 1 sont donc satisfaites; par suite, I’application g est continue. Soit A € A. Supposons
momentanément g différentiable au point A. Pour obtenir I’expression de sa différentielle
en ce point, considérons 1’égalité, valable en tout point 4 € A,

fleg(p) = g(p),

et différentions ses deux membres au point . = A. Nous obtenons ainsi I’égalité
D1 f(A, g(N) + Daf (X, g(N)) o Dg(A) = Dg(),
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ou D, f et D, f sont les différentielles partielles de f par rapport a sa premiere et i sa
seconde variable, respectivement. Cela s’écrit aussi

(idr ~D2f (A, g()) © Dg(A) = Drf (A, g(V)

Comme par hypothese || D2f (2, g()))|| < 1, I’endomorphisme id — Dz f (A, g(A)) est
inversible (voir par exemple [17], chapitre IX, exemple 4.3 a). Nous pouvons donc écrire

Dg() = (idr ~Daf (A o)) o Dif(Ag().-

Ainsi, en supposant g différentiable au point A, nous avons pu déterminer 1’expression de
sa différentielle en ce point. Nous devons maintenant prouver que g est bien différentiabe
au point A. D’apres la définition méme de la différentielle, il suffit pour cela de prouver
que pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage U de A dans E, U C A, tel que, pour tout
weU,

-1
90 = 90 = (idr —D2f (A, 9(V)) 0 DLf (A g(N) (s = N)|| < ell— Al
Soit donc € > 0 et posons, pour alléger I’écriture,

K(u) = g(p) — g(\) — (idF —sz(/\,g(k)))_l oDi1f(Ag\)(k—2X),

que nous considérons comme fonctionde p € A (I’élément A € A, figurant au membre de
droite de 1’égalité définissant K (u), étant momentanément considéré comme fixé). Nous
devons prouver qu’il existe un voisinage U de A dans E, U C A, tel que, si u € U, alors

1K (]| <ellw—Al-
Or nous avons, pour tout u € A,

9(w) —g(\) = (idp —Daf (), g()\))) o (idF‘ —Daf(A, g(/\))) (9(k) — (V)
= (idr—D2f (7 9)) " (9() - g
= Daf (A, g() (9(k) — 9(N) ) -

-1
En retranchant (idp —Dy f (N, g(A))) o D1 f(X,g(N))(n— ) du premier et du dernier
membre de cette suite d’égalités, nous obtenons

K(u) = (ide ~Daf ()~ (o) — 9N
= D2f (A, g(N) (9(w) — 9(N))
— Dif (A g(N) (1 - N)
= (idr =Daf (0 o)) (£(m9w) - £ (1 90N)

~ DF (A gN) (1~ M g(k) — gV))
Posons :

M= “ (idp —sz(/\,g()\)))_IH .

Nous pouvons écrire, pour tout i € A,

K < M| £, 9(8)) = £ (0 90) = DA 9O) (1= X, 9(a0) — g V) |- ()
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Soit k7 un réel vérifiant

“D1f(/\,9()\))|| < k.
Puisque f est de classe CP (avec p > 1), Dy f, D2 f et D f sont continues. De plus, W est
un ouvert de E x F contenant (A, g())), et A est un ouvert de E contenant J; il existe
donc un voisinage ouvert convexe U de A dans E et un voisinage ouvert convexe V de
g(A) dans F'telsque U x V .C W, U C A, et que pour tout (u,z) € U x V, on ait

lle(,u,:c)H < k1.

De plus, g étant continue, on peut, en restreignant éventuellement U, faire en sorte que
g(U) C V. Linégalité des accroissements finis montre alors que pour tous ; et up € U,
zeV,

| f(p1, ) — fp2,2)|| < kallpr — pall -
Les hypotheses de 2 étant satisfaites, nous voyons que la restriction de g a U est
lipschitzienne de rapport k; /(1 — k).
Munissons I’espace produit E x F de la norme ||(u, z)|| = sup(||ul|, [|z]]). Soit un réel
€1 > 0 dont nous spécifierons plus loin la valeur. Puisque D f est continue nous pouvons,
en restreignant éventuellement U et V, faire en sorte que

sup | Df(w,2) = DF (A 9 W) < e
(¢, z)EUXV

En utilisant I’inégalité (xxx) ci-dessus et I’inégalité des accroissements finis, nous voyons
que, pour 4 € U,

1K )| < Mexsup(Ilu = M, [lg(w) — gV])

ou encore, compte tenu du fait que la restriction de g a U est lipschitzienne de rapport
kl/ (1 - k)’

k
] < Mevsup (1, 152 ) =

En choisissant €; de maniére telle que
k1
M 1, — ) <
elsup< ’1—k> <e,

nous voyons que u € U implique

[K ()| < ellw—All-

Nous avons donc prouvé que g est bien différentiable au point A. Comme A est un point
quelconque de A, g est différentiable sur A. Sa différentielle

Dg(¥) = (idp ~D2f (A, g(M)) o Dif(X,9(N)

s’exprime au moyen de D;f, D, f et g, qui sont continues; elle est donc continue;
autrement dit g est de classe C'. Si p > 1, D, f et Do f sont de classe CP~1, donc a
fortiori de classe C, et I’expression de Dg montre que Dg est de classe C! donc que g
est de classe C?; de proche en proche, cette méme expression montre que pour tout entier
g vérifiant 1 < g < p— 1, Dg est de classe C, donc g de classe C7+1. En définitive, nous
avons prouvé que g est de classe CP. a
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3. Le théoréeme de Jordan

Nous allons dans ce paragraphe donner une preuve du théoréme de Jordan. Nous suivrong
de pres la preuve figurant dans le livre de Dugundji [23], avec quelques emprunts a celle
figurant dans le livre de Dieudonné [21]. Le lecteur pourra trouver une preuve assez voisine
dans le livre de Queffélec [52] et une autre preuve dans le livre de Lefschetz [41]. Noug
allons également esquisser la preuve du théoréme de Riemann-Carathéodory-Schoenflies,
en admettant certains résultats d’Analyse complexe (le théoréme de représentation
conforme de Riemann et un complément a ce théoréme di a Carathéodory). Le lecteur
pourra trouver la preuve de ces résultats dans les ouvrage de Michel Hervé [33], Pierre
Dolbeault [22], Walter Rudin [55], Tristan Needham [48] ou Alain Yger [64].

Dans tout ce paragraphe, nous appellerons plan un espace affine réel de dimension 2.

2.1. Lemme. — Soit K une partie compacte non vide d’un plan £%. Alors £2 — K
a une et une seule composante connexe non bornée.

Preuve: Comme K estcompacte, il existe une boule fermée B de £2 qui contient K. Son
complémentaire £2 — B est un ouvert non borné et connexe de £2, contenu dans £2 — K,
qui rencontre toute partie non bornée de £2. Il existe donc au moins une composante
connexe non bornée de £2 — K, celle qui contient 1’ouvert connexe £2 — B. S’il existait
deux composantes connexes non bornées distinctes de £2 — K, toutes deux rencontreraient
&% — B, donc (puisque £2 — B est connexe) toutes deux contiendraient £2 — B. Leur
réunion serait connexe (voir [17], chapitre V, exercice V.1 page 83), ce qui contredirait la
définition méme de composante connexe. C’est pourquoi il existe au plus une composante
connexe non bornée de £2 — K, donc exactement une. O

Rappelons (voir par exemple [17], chapitre III, paragraphe 2.9) qu’un espace topologique
X estdit normal s’il est séparé et si pour tout couple (Fyp, F1) de parties fermées non vides
disjointes de X, il existe un voisinage Uy de Fy et un voisinage U; de F; disjoints.

2.2. Théoreme d’Urysohn. — Un espace topologique séparé X est normal si et
seulement si pour tout couple (Fy, F1) de parties fermées non vides disjointes de
X, il existe une fonction continue f, définie sur X et & valeurs dans (0, 1], qui
prend en tout point de Fy la valeur 0 et en tout point de F; la valeur 1.

Preuve : Si, pour tout couple (Fp, F1) de parties fermées non vides disjointes de X, il
existe une fonction continue f : X — [0,1] telle que Fo C f~1(0) et F; C f7(1),
I’espace topologique X est normal car Up = f~1([0,1/2[) et Uy = f~1(]1/2,1]) sont
des voisinages ouverts disjoints, respectivement, de Fy et de Fj.

Inversement, supposons X normal et soit (Fp, F1) un couple de parties fermées non vides
disjointes de X . Soit D ’ensemble des nombres dyadiques (c’est-a-dire de la forme k27",
avec k et n € N) appartenant a I’intervalle [0, 1]. Nous allons montrer qu’on peut associer
a chaque élément d de D un ouvert V(d) de X vérifiant

FcV@dcVd cX-F,

de maniére telle que si d < d’, alors V(d) C V(d’). Posons, pour tout . € N,

Dn={2£n; keN, 0§k§2"}.
Les D,, sontdes ensembles finis dont la réunion est D. Nous avons Dy = { 0, 1 }. Puisque
X est normal, il existe un ouvert V' (0) vérifiant

F()CV(O)C 0)cX-—-F.
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Prenons d’autre part V(1) = X — Fj. Ainsi définis, V' (0) et V(1) ont bien les propriétés
voulues. Nous avons donc pu définir les V' (d) pour tout d € Dy.
Supposons que pour un entier . € N, on ait pu définir les V (d) pour toutd € |J,_q Dm.
Montrons qu’on peut définir les V' (d) pour d € D, ;. Nous avons D,, C Dy, et
D, 1 — D, est’ensemble des nombres dyadiques de la forme k2—(»+1) avec k impair,
1<k<2*! 1 Soitdoncd = (2p+1)2~(+1) avecp € N, p < 2" — 1, un élément
de Dy, 1. Les éléments de D,, qui I’encadrent sont d; = p2~™ etdy = (p+ 1)27™. Pour
prouver ’existence de V' (d), nous procédons comme pour prouver I’existence de V(0),
mais en remplagant Fy par V' (d;) et F} par X — V' (d,) : I’espace X étant normal, il existe
un ouvert V' (d) vérifiant

V(dy) cV(d) cV(d) Cc V(dy).
Nous avons bien prouvé, par récurrence, 1’existence des V' (d) pour toutd € D.

Posons, pour tout z € X,
flz) = {inf{deD; zreV(d)} size X -F,
1 sixz € F.
La fonction f est définie sur X entier et a valeurs dans [0, 1]. Elle prend la valeur 0 en tout
point de Fj et la valeur 1 en tout point de Fj. Pour prouver qu’elle est continue, il suffit
de remarquer que pour tout z € X et tout voisinage W de y = f(z) dans [0, 1], il existe
deux nombres dyadiques d et d’ € D tels que d < d’ et |d, d'[ C W. Nous voyons alors

que V(d') — V(d) est un voisinage de = contenu dans f~1(W). O

3.3. Théoréme de prolongement de Tietze. — Soit X un espace topologique normal
et A une partie fermée non vide de X .

1. Toute fonction continue f : A — R se prolonge en une fonction continue
F : X — R, définie sur I’espace X entier; si de plus f est bornée en module sur A,
et si M est un réel strictement positif tel que pour tout a € A, on ait I'inégalité
stricte | f(a)l < M, on peut imposer & F d’étre bornée en module sur X et de
vérifier, pour tout = € X, I'inégalité stricte |F (z)| < M.

2. Soit un entier n > 1. Toute application continue ¢ : A — S™, a valeurs dans
la sphére S™, se prolonge en une application continue ® : U — S™, définie sur un
ouvert U de X contenant A.

Preuve :

1. Supposons d’abord f bornée en module sur A, et soit M un réel strictement positif
tel que pour tout @ € A, | f(z)| < M. Les ensembles :
Ay ={a€A; fla>M/3} et A_={a€A; f(a)<-M/3}

sont disjoints et fermés dans A, donc aussi dans X. Le théoréme d’Urysohn montre qu’il
existe une fonction continue, définie sur X et a valeurs dans [0, 1], prenant la valeur 0
sur A_ et la valeur 1 sur A, ; en retranchant a cette fonction la constante 1/2, puis en
multipliant la nouvelle fonction ainsi obtenue par 2M /3, on obtient une fonction continue
ho, définie sur X et & valeurs dans I’intervalle [—M /3, M /3], prenant la valeur —M /3
sur A_ et la valeur M/3 sur A, . Cette fonction vérifie

2 1
sup|f(a)—ho(a), < §M’ sup|ho(m)| < §M
a€A zeX

En appliquant a la fonction f — hg le méme raisonnement que celui appliqué ci-dessus
a f, nous voyons qu’il existe une fonction continue h;, définie sur X et a valeurs dans
[—2M/9,2M /9], vérifiant

2 2
sup| £(a) — ho(a) — hu(a)]| < (—) M, sup|hi(a)] <

a€cA 3 z€X

M.

Nel i} V)
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De proche en proche, nous voyons ainsi qu’il existe une suite (h, , n € N) de fonctiong
continues définies sur X, vérifiant, pour tout entier N € N,

9\ N+1 1 /9\ N+
< —_
< (3) M, sup|hN(’c I 3 <3) M.

La seconde inégalité montre que la série de fonctions de terme général h,, est normalement
convergente sur X . La somme de cette série est donc une fonction continue G, qui vérifie

M [ee] 2 n+1
mloel<y 3 (5) =

n=0

N
f(a) - Z hn(a)
n=0

sup
a€A

Quant a la premiére inégalité, elle prouve que G est égale a f sur le fermé A. La fonction
G estun prolongement continu de f a I’espace X entier, qui vérifie sup, ¢ x |G(a:)| <M.
L’ensemble
Ao={zeX; |G)|=M}.

est une partie fermée de X, disjointe de A puisque sur A, G est égale a f donc prend
des valeurs strictement inférieures a M en module. Si Ag est vide, nous pouvons pooser
F = @G, car la fonction G prend, en tout point de X, une valeur strictement inférieure & M
en module. Si A, est non vide, le théoréme d’Urysohn montre qu’il existe une fonction
continue %), définie sur X et a valeurs dans [0, 1], qui prend la valeur O sur Ay et la valeur 1
sur A. La fonction F' = G est égale a f sur A et vérifie, pour tout x € X, |F(a:)| <M,
donc a toutes les proppriétés désirées.

Si la fonction f n’est pas bornée sur A, nous pouvons la composer avec un
homéomorphisme de R sur ’intervalle ouvert | — 1, 1[, par exemple I’homéomorpphisme
T

La fonctiongo f : A —] — 1,1] est continue et bornée. En lui appliquant le résultat de
la premiére partie de la preuve, nous voyons qu’elle se prolonge en une fonction continue
H, définie sur X et a valeurs dans ]0, 1[. Il suffit alors de poser F' = g~ o H pour obtenir
une fonction continue F', définie sur X entier, dont la restriction a A est f.

2. Soit un entier n > l et : A — S™ une application continue. La sphere S™
étant identifiée a I’ensemble des éléments z = (z1,...,Z,+1) de R?H! qui vérifient

Z"+11 z2 = 1, nous pouvons considérer les composantes 1, . . ., @n+1 de I’application
. Ce sont des fonctions continues définies sur A et a valeurs dans [—1, 1], vérifiant, pour

tout point @ € A, ZnH( (a))2 = 1. D’apres 1, chacune de ces fonctions se prolonge
en une fonction continue ¢; : X — [—1, 1]. L’ensemble

n+1
U= {:vEX; 3 (4i(@)” %0}
i=1

est un ouvert de X contenant A, sur lequel nous pouvons définir les fonctions

T = (1)1(37) — +1¢i(x) - 73
(254 (#5(@)?)
Nous voyons alors que I’application ® = (®1,...,®,1) de U dans R™*! est en fait

valeurs dans la sphére S™, et peut donc étre considérée comme une application continue
de U dans S™. Visiblement, la restriction de ® a A n’est autre que . o
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3.4. Théoréme de prolongement de Borsuk. — Soient X un espace topologique
normal tel que Pespace produit X x [0, 1] soit lui aussi normal, A une partie fermée
non vide de X, n un entier > 1, fo et f; deux applications continues définies sur
A et a valeurs dans la sphére S™. On suppose que fo et f1 sont homotopes et que
fo se prolonge en une application continue Fy : X — S™. Alors f; se prolonge elle
aussi en une application continue F; : X — S™, qu’on peut choisir homotope a Fy.

Preuve :  Soit ¢ : A x [0,1] — S™ une homotopie de fo & f1. Nous définissons une
application ® : (X x {0}) U (4 x [0,1]) — S™ en posant

®(z,0) = Fo(z), avecz e X,
®(a,t) = p(a,t), aveca€c A, te]0,1].

L application ® est définie et continue sur une partie fermée de X x [0, 1]. Le théoreme de
prolongement de Tietze montre qu’elle se prolonge en une application continue, encore
notée ®, définie sur un ouvert W de X x [0, 1] contenant (X x {0}) U (A x [0,1]), 2
valeurs dans S™. Posons

V={zeX; {z}x[0,]]CcW}.

En utilisant la compacité de [0, 1] et le fait que W est ouvert, nous voyons que V' est un
ouvert de X qui contient A et qui esttel que V' x [0,1] C W.

Le théor¢me d’Urysohn (appliqué au couple (A, X — V) de parties fermées disjointes de
X) montre qu’il existe une fonction continue x : X — [0, 1] prenant en tout point de A la
valeur 1 et en tout point de X — V' la valeur 0. Posons alors, pour tous z € X ett € [0, 1],

U(z,t) = ®(z, x(z)t) .

Ceci définit bien 1’application ¥ sur X x [0, 1], car pour tout (z,t) € X x [0, 1], (z, x(z)t)
est élément de W, puisque si z € V, pour tout s € [0,1] nous avons (z,s) € W,
donc en particulier (z,p(z)t) € W; et si z ¢ V, alors p(z) = 0, de sorte que
(z, p(x)t) = (z,0) € X x {0} C W. Lapplication ¥ est continue et a valeurs dans
S™; c’est une homotopie de Fy a ’application Fy : X — S™, Fy(z) = ¥(z, 1), dont la
restriction & A est f;. Nous avons prouvé que f; se prolonge en une application continue
Fy : X — S™ homotope a Fp. O

3.5. Corollaire. — Soit A une partie fermée non vide d’un espace affine réel £ de
dimension finie quelconque. Etant donné un entier n > 1, une application continue
de A dans la sphére S™ se prolonge en une application continue de £ dans S™ si
et seulement si elle est homotope & une application constante.

Preuve : Soit f : A — S™ une application continue homotope a une application
constante de A dans la sphére S™. Les espaces £ et £ x [0,1] étant normaux, nous
pouvons appliquer le théoréme de prolongement de Borsuk. L’application constante de
A dans S™ se prolonge évidemment en une application constante définie sur £ entier;
ce théoréme montre alors que 1’application f se prolonge elle aussi en une application
continue de £ dans S™.

Réciproquement, soit f : A — S™ une application continue qui se prolonge en une
application continue F' : £ — S™. Soit p un point particulier de £. Posons, pour tout
T € Aettoutt € [0,1],

o(z,t) = F(z +t(p — x)) .
Ainsi, ¢ est une homotopie de f a I’application constante z — F'(p). O
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3.6. Définitions. — Soit A une partie non vide d’un plan £2.

1. On dit que A sépare deux points x et y de £2 — A si ces points appartiennent
a deux composantes connexes distinctes de £2 — A.

2. On dit que A sépare £ si £2 — A n’est pas connexe.

3.7. Lemme (Eilenberg). — Soit X un espace métrique compact. Une application
continue f : X — S* est homotope a une application constante si et seulement s’il
existe une application continue ¢ : X — R telle que, pour tout x € X,

f(z) = exp(ip(z)) .

Preuve: Remarquons que I'égalité f(x) = exp(ip(x)) a une signification géométrique
trés simple : f(z) estun point du cercle trigonométrique S, dont () est 1’angle polaire,
Ce demier peut toujours étre défini modulo 27. Le lemme d’Eilenberg équivaut a dire qu’on
peut, de maniere continue lorsque x parcourt le compact X, choisir une détermination de
I’angle polaire de f(z) (cette détermination étant alors considérée comme un élément de
R) si et seulement si f est homotope & une application constante.

Supposons qu’il existe ¢ : X — R telle que pour tout z € X, f(z) = exp(igo(x)).
Posons, pour tout € X ettoutt € [0,1],

g(z,t) = exp(i(1 — t)p(z)) .
Nous voyons que g est une homotopie de f a une application constante z +— exp(0) = 1.

La preuve de la partie réciproque utilise la remarque suivante. Soient f : X — S et
fi + X — S deux applications continues, telles que les points fx(x) et fi(z) ne soient
jamais diamétralement opposés sur S*. Si I’une de ces applications (par exemple f;) peut
s’écrire sous la forme
fu(z) = exp(ipx())

ou ¢ : X — R est continue, 1’autre application ¢; peut s’écrire elle aussi sous la
méme forme. En effet, puisque pour tout z € X, les points fi(z) et f;(x) ne sont pas
diamétralement opposés, il existe un élément unique ¢(x) de I'intervalle ouvert | — , 7|

tel que
fi(x) = exp(ip(x)) fu ().
L application ¢ : X — R ainsi définie est continue, de sorte que nous avons bien, pour
toutx € X,
fiz) = exp(ip())
oll ¢; = @k + 9 est une application continue de X dans R.
Supposons f homotope a une application constante, et soit g : X x [0, 1] une homotopie de
f aune application constante. L’application g est continue et définie sur 1’espace compact
X x [0,1]; elle est donc uniformément continue. C’est pourquoi il existe un réel > 0
tel que si tx et ¢; sont deux éléments de [0, 1] vérifiant |tx — t;| < 7, alors quel que soit
z € X, g(z, t) et g(z, t;) ne sont pas diamétralement opposés sur S*.
Découpons ’intervalle [0, 1] en petits morceaux de longueur inférieure a 7, grice a une
suite finie de points
O=to<t1 < - <ty =1, tiv1i—ti<nppourl <i:<m-—1.
Lapplication  — f,(z) = g(z,tn) = g(x,1) est constante, donc s’exprime sous
la forme f(z) = exp(ip1(z)), ob 1 : X — R est continue (puisque constante). De
proche en proche, nous voyons que pour tout ¢ € {0,1,...,m — 1}, ’application
z — fi(z) = f(z,t;) peut s’exprimer sous la forme fi(z) = exp(ip;(z)), ol
@i : X — R est une application continue. O
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3.8. Critére d’Eilenberg. — Soient K une partie compacte non vide d’un plan £2,
x et y deux points distincts de £2 — K. Munissons £2 d’une structure euclidienne
et posons, pour tout z € K,
z2—x z2—y
2 By(2) = —L
lz =" ™

pela) = ool

La partie K de £? sépare les points x et y si et seulement si les applications (3,
et By, définies sur K et a valeurs dans S* (identifié 4 I'ensemble des éléments de
norme 1 du plan vectoriel euclidien E* associé & £2) ne sont pas homotopes.

Preuve : Supposons que K ne sépare pas z et y. Ces deux points appartiennent a une
méme composante connexe U de £2 — K. Comme £2 — K est un ouvert de £2, c’est
un espace topologique localement connexe; chacune de ses composantes connexes est un
ouvert de £2 — K (voir [17], chapitre V, proposition 5.3), donc aussi de £2, et par suite
est connexe par arcs (voir [17], chapitre V, exercice V.3). C’est pourquoi il existe un arc
paramétré continu  : [0, 1] — &% — K tel que x(0) = z et (1) = y. Posons, pour tous
z€Kette[0,1],
z — x(t)

AGANFErOTE
L’application g est une homotopie de 3, a 3.
Réciproquement, supposons que K sépare z et y. Le lemme 3.1 montre que £2 — K
a une et une seule composante connexe non bornée. Un au moins des deux points x et
y appartient donc 4 une composante connexe bornée U de £2 — K. En échangeant si
nécessaire x et y, nous pouvons supposer que £ € U, composante connexe bornée de
&% — K. Lafrontiére de U ne rencontre pas U, car U est ouvert; elle ne rencontre pas non
plus une autre composante connexe de £2 — K, car chacune de celles-ci est ouverte. Par
suite, la frontiére de U est contenue dans K, et nous voyons que

X=KuU=KuU

est une partie fermée et bornée, donc compacte, de £2.
Puisque y n’est élément ni de K, ni de U, nous pouvons poser, pour tout z € X,
Z-Y
W =
Nous avons ainsi prolongé a X I’application 3, initialement définie sur la partie fermée
K de X. Supposons les applications 3, et 3, homotopes. Puisque X et X x [0, 1] sont
normaux et que (3, se prolonge en une application continue de X dans S?, le théoréme
de prolongement de Borsuk (3.4) montre que {application Bz se prolonge elle aussi en
une application continue de X dans S, notée 3. Prolongeons encore 3, a £2 entier en
posant
z2—x
Bo(z) = { [z —al
Br(2) sizeU.

Ainsi définie sur £2 entier, BI est continue, car sur la frontiére de U, partie commmune
aux deux fermés U et £2 — U, les deux définitions de ﬁz coincident, la frontiére de U étant
contenue dans K. Soit alors R un réel strictement positif assez grand pour que le compact
X de &2 soit contenu dans le disque fermé de £2 de centre z et de rayon R. Posons, pour
tout élément z de ce disque,

size&%2-U,

h(z) =x + RB.(2).
L’application h applique le disque fermé de centre z et de rayon R dans sa frontiere, et
sa restriction a cette frontiére est 1’application identique. L’existence de cette application
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contredit le corollaire VI.1.11 du théoréme de Brouwer. En supposant 3; et 8, homotopes,
nous arrivons a une contradiction. Nous avons ainsi prouvé que 3, et B, ne sont pas
homotopes. a

3.9. Théoréme (S. Janiszewski). — Soient A et B deux parties compactes non
vides d’un plan £2, z et y deux points distincts de £2 — (AU B). On suppose que
A ne sépare pas x et y, que B ne sépare pas ¢ et y et que AN B est connexe. Alors
AU B ne sépare pas x et y.

Preuve : Munissons le plan £2 d’une structure euclidienne et d’une orientation, ce qui
nous permet d’identifier le cercle de rayon 1 centré sur I’origine dans le plan vectoriel E?2
associé au plan affine £2 au cercle trigonométrique. Pour tout z € A U B, posons

R _ 2oy
A P R PR

Puisque 3. (2) et By (2) sont des complexes de module 1, nous pouvons poser

-1
F(2) = Ba(2) (By(2)) -
Nous avons ainsi défini une application continue de A U B dans S*. Notons f4 et fg les
restrictions de f, respectivement, a A et a B.

Puisque A ne sépare pas zx et y, le critere d’Eilenberg (3.8) montre que les restrictions a
A de B, et de B, sont homotopes. Soit g : A x [0,1] — S une homotopie de 3, | al
By | 4~ Posons, pour tous z € 4, t € [0,1],

-1
ha(z,t) = g(z,t) (ﬁy(z)) :
L’application h4 est une homotopie de f4 a une application constante. Le lemme 3.7
montre qu’il existe une application continue w4 : A — R telle que, pour tout 2 € A,
fa(z) = exp(ipa(2)) .
En remplacant A par B, nous voyons qu’il existe aussi une application continue
¢B : B — Rtelle que, pour tout 2z € B,
fB(2) = exp(ipp(2)) .
Mais f4 et fp sont les restrictions, respectivement a A et a2 B, d’une méme application
continue f : AU B — S, Par suite, pour tout 2 € A N B, nous devons avoir
va(z) — pB(2) € 27Z.
Comme 4 — pp est continue et que AN B est connexe, 4 — @p est constant sur AN B.
Soit 27k sa valeur. Posons alors, pour tout 2 € AU B,
_ Jpa(z) size A,
w(z) = {goB(z) +27k siz € B.

Comme les deux définitions de ¢ coincident sur A N B, nous avons bien défini ainsi une
application continue ¢ de A U B dans R, qui vérifie, pour tout z € AU B,

f(2) = exp(ip(2)) .
Le lemme 3.7 montre alors que f est homotope a une application constante. Soit
h: AUB x [0,1] — S! une homotopie de f a I’application prenant la valeur constante
exp(46). Posons, pour tout z € AU B ettoutt € [0, 1],

9(z,t) = h(z,t) exp(—itd) By(2) .
L’application g : AU B x [0,1] — S! est une homotopie de B, 2 B3,. Le critére
d’Eilenberg (3.8) montre alors que A U B ne sépare pas z et . O
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3.10. Lemme. — Soit C une courbe de Jordan dans un plan £%. Tout point de C
est adhérent 4 £2 — C.

Preuve : Munissons £2 d’une structure euclidienne. Soit z € C. Soit un réel 7 > 0
assez petit pour que le disque ouvert D, de centre z et de rayon r, ne contienne pas C.
Supposons que le disque D ne rencontre pas £2 — C; ce disque est alors contenu dans C
(donc strictement contenu dans C' puisque nous avons choisi son rayon assez petit pour
qu’il ne recouvre pas C). Soit alors ¢ : S — C une paramétrisation de C, et posons
s = p~1(2). Alors (D) est un voisinage ouvert connexe de s dans S, non égal a S*
entier. Puisque ¢ est un homéomorphisme de S sur C, nous avons
¢ H(D—{2})=¢ (D) - {s},

ce qui prouve que ! (D —{ 2z }) n’est pas connexe. Comme ¢ est un homéomorphisme,
D — {2} n’est pas connexe. Ceci est impossible (dans un plan, un disque privé de son
centre est connexe). Nous avons prouvé par I’absurde que D rencontre £2 — C. Comme
tout voisinage de z contient un disque tel que D, tout voisinage de z rencontre £2 —C. O

3.11. Proposition. — Soit C' une courbe de Jordan dans un plan £2, et K une
partie compacte de C non égale & C. Alors K ne sépare pas £2.

Preuve : Soit ¢ : S' — C une paramétrisation de la courbe de Jordan C. Soit zp un
pointde C — K et so € S* tel que ¢(s0) = z0. En changeant si nécessaire 1’ origine des
arcs sur le cercle trigonométrique S*, nous pouvons faire en sorte que s soit le point
de S* d’angle polaire . Nous pouvons alors considérer la paramétrisation ¢ comme une
application continue de [—, 7] sur C, vérifiant p(—7) = () = 20, et p(8) # @(s')
pour tous s et s’ distincts éléments de [—, 7] dont ’un au moins est distinct de 7 et de
—m. Puisque C' — K est un ouvert de C, il existe un réel n vérifiant 0 < n < 7 tel que

Ki=¢([-n,m) D> K.
Nous voyons que K est une partie fermée et connexe de C contenant K, et que la
restriction de ¢ a [—n), n] est un homéomorphisme de cet intervalle fermé sur K. Notons
¢! K; — [-n,n] son inverse.
Nous allons commencer par prouver que K ne sépare pas £2. Soient z et y deux points
distincts de £2 — K. Avec les mémes conventions et notations que dans I’énoncé du

critere d’Eilenberg (3.8), posons, pour tout z € K,
Z2—z z—y
Bal2) = T, Byle) = P
P R P

Pour tout z € K et tout ¢ € [0, 1], posons

9:(2,t) = B (((1 — )91 (2)))
Nous voyons que g, est une homotopie de 3, a une application constante. De m€me, nous
montrons que 3, est homotope a une application constante. Il est alors facile de vérifier
que les applications 3, et 3, toutes deux homotopes a des applications constantes, sont
homotopes entre elles. Le critére d’Eilenberg (3.8) montre que K ne sépare pas z et y,
donc ne sépare pas £2, puisque x et y sont deux points quelconques de £2 — K.
Montrons maintenant que K ne sépare pas £2. Puisque K C K1,£? — K D £%2 — K, qui,
comme nous venons de le voir, est connexe. Nous avons méme

- K= (- K))U (K~ K).
D’aprés le lemme 3.10, tout point de C (donc tout point de K; — K) est adhérent a
E2—C, donc aussi 2 £2 — K. Ainsi, I’adhérence de £2 — K contient £2 — K. Un résultat
classique de topologie (voir [17], chapitre V, paragraphe 2.1) permet alors d’affirmer que
&% — K est connexe. o
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3.12. Corollaire. — Une courbe de Jordan C dans un plan £? est la frontiére de
chaque composante connexe de £2 — C.

Preuve: Soit U une composante connexe de £2 —C. Enraisonnant comme dans la preuve
du critére d’Eilenberg 3.8, nous voyons que U est ouvert et que sa fronti¢re, notée Fr(U),
est contenue dans C. Il reste & prouver qu’inversement, tout point de C est point frontiére
de U, c’est-a-dire (puisque ce point n’est pas élément de U) est adhérent a U. Supposons
donc qu’il existe un point z € C non adhérent a U. Le lemme 3.10 montre que z est
adhérent a £2 — C'; comme il n’est pas adhérent 2 U, il est adhérenta V = (€2 - C) - U,
Nous remarquons que V' est un ouvert (c’est la réunion des composantes connexes de
£? — C autres que U), non vide (puisque le point z lui est adhérent) vérifiant VN T = )
(car la frontiere de U est contenue dans C). Nous pouvons écrire

E2-F(U)=UU(E*-T).

Les deux termes de la réunion figurant au second membre de cette égalité, U et £2 — T,
sont des ouverts disjoints non vides (le premier, U, est non vide par hypothese; le second,
£2—T, estnon vide car il contient V, qui est non vide). Cette égalité prouve que £ —Fr(U)
est un ouvert non connexe de £2, ¢’est-a-dire que Fr(U) sépare £2. Comme Fr(U) est une
partie fermée (donc compacte) de C non égale a C, ce résultat est en contradiction avec
la proposition 3.11. Ainsi, en supposant que Fr(U) n’était pas égal a C, nous sommes
arrivés a une contradiction. Nous concluons que Fr(U) = C. o

3.13. Théoréme de Jordan. — Soit C' une courbe de Jordan dans un plan £2. Le
complémentaire £2 — C de C dans £? a exactement deux composantes connexes,
toutes deux ouvertes, dont une seule est non bornée. Chacune de ces composantes
connexes a pour frontiére la courbe C. La composante connexe non bornée de
E% —C, notée Ext(C) est appelée partie de £ extérieure 3 la courbe C, ou (avec un
léger abus de langage) extérieur de C. La composante connexe bornée de £% — C,
notée Int(C), est appelée partie de £ intérieure & la courbe C, ou intérieur de C.

Preuve: Lelemme 3.1 nous a montré que £2 — C aune et une seule composante connexe
non bornée. D’ autre part, £2 — C, qui est un ouvert de £2, est localement connexe; chacune
de ses composantes connexes est ouverte dans £2 — C, donc aussi dans £2 (voir [17],
chapitre V, proposition 5.3). Le corollaire 3.12 nous a montré que la frontiére de chaque
composante connexe de £2 — C est C. Il nous reste a prouver que £2 — C a une et une
seule composante connexe bornée ou, ce qui revient au méme, 2 montrer que £2 — C n’est
pas connexe et n’a pas plus de deux composantes connexes.

Nous allons d’abord traiter le cas ou C contient un segment de droite. Grace a un
isomorphisme affine, nous identifions £2 au plan euclidien R?, de maniére telle que
ce segment de droite s’identifie & un intervalle fermé [a, b] de ’axe des abscisses, ayant
pour milieu I’origine 0. Nous notons ]a, b ce méme segment de droite privé de ses deux
extrémités. Le complémentaire de |a, b[ dans C est un fermé qui ne contient pas 1’origine
0. La distance de 0 a ce fermé est donc strictement positive, et il existe un réel r vérifiant

0<r<d(im,C—]a,b[).

Dans le plan R?, désormais identifié a £2, soient D le disque ouvert de centre 0 et de rayon
7, S son bord, ¢’est-a-dire le cercle de centre 0 et de rayon 7, ¢ et d les points d’intersection
de S avec le segment de droite [a, b] (voir figure VIL1 (a)).
Posons

D+={(:c,y)E]R2; :B2+y2<7‘2, y>0},

D‘={(x,y)€R2; m2+y2<r2,y<0}.
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C2

(b)

Figure VIL.1. Illustration de la preuve du théoréme de Jordan

Le corollaire 3.12 montre que le disque D rencontre chaque composante connexe de
R?—C.Mais D = D*UD~U]c, d[, et le segment de droite ]c, d[, étant contenu dans C,
ne rencontre aucune de ces composantes connexes. Donc chaque composante connexe de
R? — C rencontre soit D, soit D~. Si deux composantes connexes de R? — C rencontrent
D, toutes deux contiennent D, car D} est connexe et ne rencontre pas C; leur réunion
est connexe (voir [17], chapitre V, exercice V.1), ce qui prouve que ces deux composantes
connexes sont confondues. Le méme raisonnement s’appliquant 8 D~, nous voyons que
R? — C a au plus deux composantes connexes, une contenant D+ et I’autre contenant D™,

D’autre part, le complémentaire de SU |[c, d] dans R? est réunion des trois ouverts connexes
disjoints D¥, D~ et { (z,y) € R?; z?+4y? > r? }. Par suite, si 2* est un point de D+
et z~ un pointde D~, S U [c, d] sépare ces deux points. Comme S U C contient S U [c, d]
et ne contient ni 2, ni 2=, S U C sépare z* et 2. La réunion S U (C—]c, d[) du cercle
S et du complémentaire dans C' de ’intervalle ouvert ]c, d[ est compacte, et ne sépare pas
2% et 27, car le disque D est convexe, donc connexe, contient 2t et 27, et ne rencontre
pas SU(C—]ec,d[). L'intersection de C et de SU (C— ¢, d[ ) est I’arc de courbe connexe
C—]e,d]. Si C ne séparait pas 2" et 2™, le théoréme de Janiszewski (3.9) prouverait que
SU(C—-]e,d[)UC = SUC ne sépare pas z+ et z~. Or nous venons de prouver le
contraire; nous avons donc montré que C sépare 2+ et 2. Par suite, R? — C a au moins
deux composantes connexes distinctes. Comme nous avons prouvé que le nombre de ses
composantes connexes était au plus 2, nous voyons que ce nombre est exactement 2.

Supposons maintenant que C' ne contient aucun segment de droite. Soient p et ¢ deux
points distincts de C et [p,q] le segment de droite qui les joint. Par hypothése, [p, q]
n’est pas contenu dans C, donc il existe un point m de [p, q] appartenant a £2 — C. La
composante connexe de (£2 — C) N [p, ] qui contient m est un segment de droite ouvert
(c’est-a-dire ne contenant pas ses extrémités), que nous notons |r, s[. Ses extrémités r et s
sont deux points distincts de C. Nous avons ainsi prouvé qu’il existe deux points distincts
r et s de C, tels que le segment de droite qui les joint ne rencontre la courbe C en aucun
point autre que 7 et s. Le complémentaire dans C de 1’ensemble a deux éléments { 7, s }
a deux composantes connexes, les deux arcs de courbe ouverts (c’est-a-dire ne contenant
pas leurs extrémités) portés par la courbe C, ayant pour extrémités r et s. Notons C; et
C ces deux arcs (voir la figure VIL1 (b), sur laquelle nous avons représenté Ci, Ca, le
segment de droite [r, s et le point m, mais pas les points p et ¢, dont nous n’avons plus
besoin, afin de ne pas embrouiller le dessin).

Soit @ un point de C;. Munissons £2 d’une structure euclidienne. Le point a n’étant pas
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élément du fermé C,, U [r, s], sa distance a ce fermé est strictement positive, et il existe un
réel r vérifiant
0<r<d(aCyUlrs]).

Soit D le disque de centre a et de rayon . Nous remarquons que C; U [r, s] et Cy U [r, 5]
sont deux courbes de Jordan, qui toutes deux contiennent le segment de droite [r, s].
Nous avons prouvé ci-dessus que le complémentaire de chacune d’elles dans le plan
£? a exactement deux composantes connexes. Soient U et U’ les deux composantes
connexes de £ — (C; U [r, s]). Puisque D ne rencontre pas Cs U [r, s], nous avons
D—-C=(DnNnU)U(DNU’),les deux termes D NU de D N U’ de cette réunion
étant disjoints et, d’apres le corollaire 3.12, tous deux non vides. Deux points distincts de
D NU ne sont pas séparés par C; U [r, s, puisqu’ils appartiennent tous deux a une méme
composante connexe U de £2— (C1 U[r, s]). Ils ne sont pas non plus séparés par C,U[r, ],
puisqu’ils sont tous deux contenus dans le connexe D, qui ne rencontre pas Co U [r, s].
Comme (Cy U [r,s]) N (C; U [r,s]) = [r,s] est connexe, le théoréme de Janiszewski
montre que ces deux points ne sont pas séparés par (C1 U [r, s]) U (C2 U [r, 5]), donc
pas non plus par C, puisque C C (C1 U [r, s]) U (C2 U [, s]). Nous avons donc prouvé
que D N U est contenu dans une composante connexe de £2 — C. De méme, D N U’ est
contenu dans une composante connexe de £2 — C. Mais le corollaire 3.12 montre que
chaque composante connexe de £2 — C rencontre D, en un point qui appartient soit 3
DnNU,soita DNU’. Nous voyons ainsi que £2 — C a au plus deux composantes connexes,
une qui contient D N U, 1’autre qui contient D N U”.

D’autre part, nous venons de voir que D N U et D N U’ sont tous deux non vides. Soit
be DNU,b € DNU'.Le compact Cy U [r, s] ne sépare pas b et b/, car ces deux points
sont contenus dans le disque connexe D qui ne rencontre pas Cy U [r, s]. L’intersection
de C etde C2 U [r, s] est I’arc de courbe fermé C U {r, s}, réunion de I’arc C et de ses
deux extrémités, les points et s, qui est connexe. La courbe C' sépare b et b'. En effet, si
ce n’était pas le cas, le théoréme de Janiszewski (3.9) montrerait que C' U (C’z Ulr, s]) ne
sépare pas non plus b et b’. Comme Cy U[r, s] € CU (C; U[r, s]), C1 U[r, s] ne séparerait
pas bet b, ce qui contredirait le fait que b € U, & € U’. Nous avons ainsi prouvé que le
nombre de composantes connexes de £2 — C est au moins 2, donc (puisque nous avons
vu aussi que ce nombre est au plus 2) est exactement 2. O

3.14. Définitions. — Soit U un ouvert d’un plan £2.

1. On dit que U est simplement connexe si toute application continue de S* dans U
est homotope a une application constante.

2. On munit £% d’une structure euclidienne. On dit que la frontiére Fr(U) de U
vérifie la propriété de Schoenflies si, pour tout point z de cette frontiére et tout réel
R > 0, il existe un réel r > 0 ayant la propriété suivante : soient z; et zo deux
points de I'intersection de U et du disque ouvert de centre z et de rayon r; alors
il existe un arc de courbe continu qui joint les points z; et z3, et qui est contenu
dans I'intersection de U et du disque ouvert de centre z et de rayon R.

3.15. Exemple. — Afin de permettre au lecteur de mieux comprendre la signification
de la propriété de Schoenflies, nous donnons un exemple d’ouvert simplement connexe et
borné du plan complexe dont la frontiere ne vérifie pas cette propriété. Posons

U={z€C; |z|<letz¢[0,1] }.

Nous avons noté [0, 1] le segment de droite fermé, porté par I’axe réel, d’extrémités 0 et
1. La frontiére de U est la réunion de ce segment de droite et du cercle trigonométrique



§3. Le théoréeme de Jordan 237

S, Prenons pour point z le point 1 et pour R un réel strictement compris entre 0 et 1, par
exemple 1/2. Pour tout réel » > 0, si petit soit-il, il existe des points 2; et z appartenant
a I’intersection de U et du disque ouvert de centre 1 et de rayon r. Nous pouvons méme
imposer a z; d’avoir une partie imaginaire positive et a 2o d’avoir une partie imaginaire
négative. Alors tout arc de courbe continu contenu dans U joignant z; a z; contourne le
segment de droite [0, 1] en passant a gauche de 1’origine 0, donc ne peut &tre contenu dans
le disque de centre 1 et de rayon 1/2.

3.16. Proposition. — Soit C une courbe de Jordan dans un plan £2. L’intérieur
Int(C) de C est un ouvert borné et connexe de £2 dont la frontiére C vérifie la
propriété de Schoenflies.

Preuve : Nous savons déja (théoréme de Jordan 3.13) que Int(C) est un ouvert borné et
connexe de £2 dont la frontiére est C. Munissons £2 d’une structure euclidienne. Soit z
un point de C et R un réel strictement positif. Nous pouvons, en diminuant si nécessaire la
valeur de R, faire en sorte que la courbe C ne soit pas enti¢rement contenue dans le disque
fermé de centre z et de rayon R. Soit ¢ : S! — C une paramétrisation de C. En modifiant
si nécessaire 1’origine des arcs nous pouvons faire en sorte que (1) = z. Posons

sy =inf{s €] —00,0[ ; Vt € [s,0], “ga(exp(it)) — z“ <R},
sy =sup{s €]0,+oo[ ; Vt € [0,5], ||¢(exp(it)) —z|| <R }.
Les points p = p(exp(is1)) et ¢ = p(exp(isz)) appartiennent a I’intersection de la
courbe C et du cercle de centre z et de rayon R. Posons
C1={p(exp(is)); s1<s<s2}, Co=C-0Ci.

Nous voyons que C et C5 sont les deux arcs ouverts (c’est-a-dire ne contenant pas leurs
extrémités) de la courbe C' ayant pour extrémités les points p et ¢, C étant celui de ces
deux arcs qui contient le point z. L’adhérence de C> est C2 = Co U {p, ¢}. C’est un
fermé qui ne contient pas z. Il existe donc un réel r vérifiant

0<r<d(zC).

L’arc C; est contenu dans le disque ouvert de centre 2 et de rayon R, et I’arc' Cy est
extérieur au disque de centre z et de rayon r (voir figure VIL2).

disque de rayon r disque de rayon R

Figure VIL.2. Illustration de la preuve de la proposition 3.16

Soient 2; et 2, deux points distincts de I’intersection de Int(C) avec le disque ouvert de
centre z et de rayon 7. Soit X le cercle de centre 2 et de rayon R. Nous allons d’abord
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montrer que 2; et z, appartiennent  la méme composante connexe bornée de £2 — (SUCQC).
Le compact ¥ U C, ne sépare pas 2; €t 2, car ce compact ne rencontre pas le disque
de centre z et de rayon r, qui est connexe et contient les points 2; et zp. Par hypothese,
la courbe C, qui est compacte, ne sépare pas z; et z2. L'intersection (X U Cy) N C est
I’adhérence C de Cs, qui est connexe. Le théoréme de Janiszewski (3.9) montre alors que
(XUC5)UC ne sépare pas 2; et 2. Puisque C, est contenu dans C, (XUC2)UC = ZUC.
Nous avons prouvé que X U C ne sépare pas 2; et 2.

Puisque ¥ U C D ¥, la composante connexe de £2 — (¥ U C) qui contient les points 2,
et 2y est contenue dans la composante connexe de £2 — ¥ qui contient ces deux points,
c¢’est-a-dire dans le disque ouvert de centre z et de rayon R.

La composante connexe de £2 — (X U C) qui contient z; et 2, est un ouvert connexe de
&2, donc est connexe par arcs (voir [17], chapitre V, exercice V.3) et contenue dans le
disque ouvert de centre z et de rayon R. C’est pourquoi il existe un arc de courbe continu
joignant z; a z2 contenu dans I’intersection de Int C et du disque ouvert de centre z et de
rayon R. O

Les définitions et lemmes qui suivent vont nous permettre de prouver que I’intérieur
Int(C') d’une courbe de Jordan C est simplement connexe.

3.17. Définitions. — Soient F', F; et F des parties fermées non vides d’un plan £2.
1. On suppose F; D F,. On dit que F5 est un rétracte par déformation de F; s’il existe
une application continue g : Fy x [0,1] — F vérifiant les propriétés suivantes :
(i) pour tout x € F1, g(z,0) = z;

(ii) pour tout y € F» et tout t € [0,1], g(y,t) =y;

(iii) pour tout x € Fy, g(x,1) € F5.

Une application g ayant ces propriétés est appelée rétraction par déformation de F;

sur Fy.

2. On dit que F est contractible s’il existe un point a de F tel que le singleton {a }
soit un rétracte par déformation de F'.

3.18. Lemme. — Soient F, F» et F3 trois parties fermées non vides d’un plan £?
telles que Fy D F, D F3. On suppose que F» est un rétracte par déformation de
Fy et que F3 est un rétracte par déformation de F5. Alors F3 est un rétracte par
déformation de F;.

Preuve : Soient g : Fy x [0,1) — F) une rétraction par déformation de F; sur F; et
h : Fy x [0,1] — F; une rétraction par déformation de F; sur F3. Posons, pour tout
x € Fyettoutt € [0,1],
g(z, 2t) si0<t<1/2,
k(z,t) = {h(g(:c,l),Qt— 1) si1l/2<t<1,
L’application k : F; x [0,1] — F} ainsi définie est continue. Il est facile de vérifier que
c’est une rétraction par déformation de Fj sur Fj. a

3.19. Lemme. — Soit X un espace topologique, U un ouvert d’un plan £* et
f + X — U une application continue. Si f(X) est contenu dans une partie F,
fermée et contractible, de 'ouvert U, I’application f est homotope (dans U) a une
application constante.

Preuve :  Soitg : F' x [0,1] — F une rétraction par déformation de F sur un singleton
{ a }, dont’'unique élément est un point a de F'. Posons, pour tout z € X et tout ¢t € [0, 1],

h(z,t) = g(f(z),t).
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L’application h : X X [0,1] — U ainsi définie est une homotopie de f a I’application
constante x — a. O

3.20. Lemme. — Dans le plan R?, soit F le carré
F={(z,y)eR?; 0<z<1, 0<y<1}.
Chacune des parties fermées suivantes du carré F est un rétracte par déformation
de F :
(1) un de ses cétés, par exemple

Fi={(zy) eR®; 0<z<1,y=0};

(ii) la réunion de deux de ses cotés adjacents, par exemple
F={(zy)eR?®; 0<z<1,y=0}
U{(z,y) €eR?®; 2=0,0<y<1};
(iii) la réunion de trois de ses cétés, par exemple
F3={(w,y)€R2; 0<z<1l,y=0}
U{(z,y)eR*; 2=0,0<y<1}
U{(z,y)eR?; 2=1,0<y<1};

(iv) Ie singleton formé par un de ses points, par exemple son centre :
F4= {(1/2’1/2)}'

Preuve : Pour construire une rétraction par déformation du carré F' sur une de ses parties
fermées F; (avec 1 < ¢ < 4), on utilise une application continue et surjective f; : F' — Fj,
dont la restriction a F; est ’application identique, puis on pose, pour tout point z € F' et
toutt € [0,1] :
9i(2,t) = (1 = t)z + tfi(2) .

Pour application f; : FF — F}, on peut utiliser la projection parallélement a I’axe des
ordonnées, (z,y) — (z,0). Pour application f4 : FF — Fy, on prend I’application
constante (z,y) — (1/2,1/2). Pour application fo : F — Fj, on peut prendre,
par exemple, la projection parallelement a la premiere bissectrice, et pour application
f3 : F — F3,laprojection de centre (1/2,2). O

3.21. Lemme. — Dans le plan R?, soit D une courbe de Jordan formée d’un
nombre fini de segments de droite paralleles soit a I’axe des abscisses, soit & I’axe
des ordonnées, tous de longueur 1, mis bout & bout. L’adhérence F' de I'intérieur
de cette courbe est une partie fermée contractible de R?.

Preuve : En effectuant si nécessaire une translation, nous pouvons supposer que les
segments de droite dont la courbe D est la réunion sont définis par les équations et
inéquations :
- k<z<k+1lety=1I avecketl € Z, sile segment considéré est parallele a
I’axe des abscisses,
- z=ketl<y<l+1,avecketl € Z, si le segment considéré est parall¢le a
I’axe des ordonnées.
L’adhérence F' = D U Int(D) de I'intérieur de la courbe de Jordan D est réunion d’une
famille finie, notée C, de carrés de la forme

Ak,l={(:t:,y)€]R2; kSmSk+l,l§y§l+1}
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Figure VII.3. Un exemple de compact F', en gris, et de sa frontiere D, en traits forts

avec k et [ € Z. La figure VIIL3 indique schématiquement, sur un exemple, I’allure de F’
et de sa frontiére D.

Si la famille C a un seul élément, F' est un carré de la forme Ay ;. Le lemme 3.20 montre
alors que F’ est contractible, et la démonstration est terminée.

Nous supposerons dans la suite que C a plus d’un élément. Nous allons prouver qu’il existe
un élément A; de C tel que la réunion de la famille C privée de cet élément soit un fermé
F; ayant les propriétés suivantes :

— la fronti¢re D; de Fj est une courbe de Jordan formée par des segments de droite
de longueur 1 mis bout a bout, paralleles & un des axes de coordonnées, dont les
extrémités sont des points de coordonnées enti¢res;

— le fermé F} est la réunion de la courbe de Jordan D; et de son intérieur;
— le fermé F; est contenu dans F’ et est un rétracte par déformation de F'.

Une fois ce résultat acquis, la fin de la preuve du lemme 3.21 est facile. En effet, si F; se
réduit a un seul carré de la forme Ay ;, le lemme 3.20 montre qu’il est contractible, et le
lemme 3.18 montre que F est contractible. Dans le cas contraire, il suffit de recommencer
toute la construction effectuée précédemment en remplagant F' par F; afin de construire
F5, puis par F; afin de construire F3, et ainsi de suite. Aprés un nombre fini d’étapes (égal
au nombre n d’éléments de C diminué d’une unité) nous aurons construit une famille de
fermés
F=FpDFD>...DF,_1,

chacun des F; (avec 1 < 4 < n — 1) étant un rétracte par déformation de F;_1, et F;,_;
¢tant un carré de la forme Ay ;, contractible sur son centre d’aprés le lemme 3.20. Une
application répétée du lemme 3.18 montre que F' est contractible.

II nous reste donc seulement a prouver I’existence d’un élément particulier A; de C ayant
les propriétés indiquées. Cette preuve se décompose en trois parties.

a) Premiere partie : existence de A;. — Soit n le nombre d’éléments de C. Nous
avons déja réglé le cas ou n = 1; nous supposons donc n > 2. Soit A,, = Ay, 4, un
€élément particulier de C. Nous allons affecter & chaque élément Ag; de C un nombre
entier p(Ag,;) > 0. Pour cela, nous remarquons que les centres des carrés A,, et Ag,
peuvent étre joints, en général de plusieurs fagons, par un chemin continu contenu dans F',
formé par des segments de droite de longueur 1 mis bout & bout, ces segments ayant pour
extrémités les centres de deux carrés adjacents (c’est-a-dire ayant un coté commun). Nous
noterons P(A,,, Ag,;) 'ensemble de ces chemins. La figure VIL4 présente un exemple de
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chemin de ce type. Remarquons que la longueur d’un chemin élément de P(A,,, Ag,;) est
un entier de méme parité que k, — k + I, — l. Le nombre p(Ag ;) est le plus petit entier
g tel qu’il existe un chemin élément de P(A,, A1), de longueur g. Ce nombre est donc,
lui aussi, de méme parité que k, — k + 1, — L.

\o)

Figure VIL4. Un exemple de chemin élément de P(A,,, A1)

Il existe un élément A; = Ay, ;, de C (pas nécessairement unique) tel que p(A;) soit le
plus grand possible. Nous avons donc

(A, ;) = sup{p(Ax,;); Ak €C}. (*)

b) Deuxiéme partie : A; a deux c6tés adjacents éléments de D. — Nous notons s,
S92, 83 et sq les sommets du carré Ay, [s1, S2], [S2, 3], [83, 84] €t [s4, 81] ses cOtés. Parmi
les carrés de la forme Ay j, il en existe exactement quatre qui ont un coté en commun avec
Ay; nous les notons Ag, Ap, Ag et Ay (les indices g, h, d et b signifiant gauche, haut,
droit et bas, respectivement, voir figure VILS).

Ay, Ap
81 89 S1 52
Ag A1 Ad Ag A1 Acl
84 83 84 83
Ab Ab
(@ (b)

Figure VIL5. Le carré A; et ses voisins

Supposons qu’aucun des deux cotés opposés [s2, s3] et [s4, s1] du carré A; ne soit contenu
dans la courbe D. Nous allons montrer que cette hypothese conduit a une contradiction.
Nous aurons ainsi prouvé qu’un au moins des cotés [s2, s3] et [s4, $1] est contenu dans la



242 Chapitre VII. Compléments

courbe D. Le méme résultat s’appliquant au couple de cOtés opposés [s1, 82] et [s3, s4],
nous aurons prouvé que deux cotés adjacents (c’et-a-dire ayant un sommet en commun)
au moins du carré A; sont contenus dans D.

Puisque [s2, s3] et [s4, s1] ne sont pas contenus dans la frontiere D de F, les carrés A, et
A4 sont contenus dans F, c’est-a-dire sont éléments de C. Il est alors facile de voir que

p(Ag) =p(Ag) =p(A1) — 1. (%)

En effet, I'inégalité () montre que p(Ay) et p(Ag) sont inférieurs ou égaux a p(A,).
Comme d’autre part les entiers p(Ag) et p(Ag) sont de parité opposée a celle de p(A;),
ils sont nécessairement inférieurs ou égaux a p(A;) — 1. Si I'un d’eux était strictement
inférieur a p(A;) — 1, il existerait un chemin, élément de P(A,,A;), de longueur
strictement inférieure 2 p(A;), ce qui contredirait la définition de p(A;). La double
égalité (xx) ci-dessus est donc prouvée. Par suite, il existe un chemin I'y, élément de
P(An,Ay), et un chemin Iy, élément de P(A,, Ag), tous deux de longueur p(A;) — 1,
joignant le centre de A, respectivement, au centre de Ay et au centre de Ay. Ces deux
chemins ne rencontrent le segment de droite qui joint les centres de A, et de A; qu’en
leur extrémité, car le cas contraire serait en contradiction avec I'inégalité (x). Les deux
chemins I'y et I’y peuvent se rencontrer en d’autres points que le centre de Ay; si c’est
le cas, la longueur entre deux points de rencontre consécutifs de ces deux chemins est
nécessairement la méme sur ces deux chemins, puisque tous deux sont, parmi les chemins
éléments de P(A,, Ay) et P(An, Ag), les plus courts possibles. Soit ¢ le dernier point
de rencontre de ces deux chemins, en partant du centre de A,,. Soit 'y et I'}; les chemins
obtenus en ne gardant de Iy que la partie qui va de c au centre de Ay, et de I'g que la partie
qui va de c au centre de A4. Ces deux chemins n’ont en commun que le point c, et ils ne
rencontrent le segment joignant les centres de A4 et de Ag qu’en leur extrémité autre que
c. Laréunion D’ de ces deux chemins et du segment de droite joignant les centres de A4 et
de Ag4 est donc une courbe de Jordan, contenue dans 1’intérieur de D. La droite passant par
le centre du carré A parallele a I’axe des ordonnées coupe transversalement cette courbe
au centre de Ay, donc entre, par ce point, a I’intérieur de D’. Comme I’intérieur de D’ est
borné, cette droite ressort nécessairement de I’intérieur de D’ par un autre point, que nous
notons d, situé sur D', et tel que le segment de droite ouvert (c’est-a-dire ne contenant
pas ses extrémités) joignant d au centre de A; soit contenu dans I'intérieur de D', donc
a fortiori dans I'intérieur de D. Le chemin formé par la réunion de la partie de I'; allant
du centre de A,, au point d et du segment de droite fermé joignant le point d au centre de
A est élément de P(A,, A;). Sa longueur est strictement inférieure a p(A,,) (et méme
ap(A,) — 1). Ceci étant en contradiction avec la définition de p(A), nous avons prouvé
qu’un des cdtés [sq, s3] et [s4, $1] au moins est contenu dans D.

¢) Troisiéme partie : Dy est une courbe de Jordan. — Posons
Ci=C-{A}, F= U AV

Ak €ECy

et notons D, la frontiére de F}. Nous voyons aisément que Fj est un fermé contenu dans
F, dontla frontiére D, est une réunion de segments de droite de longueur 1 paralleles a un
des axes de coordonnées, les extrémités de ces segments étant des points de coordonnées
enticres. Nous devons prouver que D; est une courbe de Jordan et que F} est un rétracte
par déformation de F.

Nous venons de voir que deux cotés adjacents du carré A;, au moins, sont contenus dans

D. Trois de ces cOtés au plus peuvent étre contenus dans D, car si les quatre cotés de
ce carré |’étaient, F' se réduirait a A, contrairement a notre hypothése. Deux cas sont
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donc possibles : celui ou trois des cdtés de A, sont contenus dans D, le quatrieéme cdté
ne 1’étant pas, et celui ou deux cotés adjacents de ce carré sont contenus dans D, les deux
autres cOtés ne 1’étant pas. Nous allons considérer successivement ces deux cas.

Supposons que trois des cotés du carré A; soient contenus dans D, par exemple les cotés
[s1, 2], [82, s3] et [s3, s4], le quatrieme cdté [s4, s1] ne 1’étant pas (figure VIL.6 a). Nous
voyons alors que D; s’obtient a partir de D en remplagant la ligne brisée formée par la
réunion des cdtés [sy, s3], [s2, s3] et [s3,84] par le cOté [sq4, s1). Par suite, D; est bien
une courbe de Jordan et F est bien la réunion de D; et de son intérieur. Par ailleurs, le
lemme 3.20 montre qu’il existe une rétraction par déformation g : A; x [0,1] — A; de
A; sur son cOté [s4, s1]. Posons alors, pour tout z € F et tout ¢ € [0, 1],

~ _ Jg(z,t) size€ A,

§zt) = {z sinon.
Ainsi définie, I’application g est une rétraction par déformation de F' sur Fj.

Supposons maintenant que deux cOtés adjacents de A; soient contenus dans D, par
exemple les cOtés [sq, s2] et [s2, s3], les deux autres cotés ne 1’étant pas (figure VIL6 b).
Nous voyons alors que D; s’obtient a partir de D en remplagant la ligne brisée formée
par la réunion des cotés [s1, s2] et [s2, s3] par la ligne brisée formée par la réunion des
cOtés [s3, s4] et [s4, s1]. Si le sommet s4 est élément de D, ce point est un point double de
la courbe Dy, qui n’est plus une courbe de Jordan. Dans le cas contraire, D est bien une
courbe de Jordan, F} est bien réunion de cette courbe et de son intérieur et, en procédant
comme ci-dessus, nous pouvons montrer qu’il existe une rétraction par déformation de F’
sur F1. Il nous reste donc a prouver que le sommet s4 n’est pas élément de D. Supposons
le contraire. Les carrés Ay et Ay, sont éléments de C, car leurs cOtés [s4, s1] et [s3, s4] ne
sont pas contenus dans D. Un raisonnement analogue a celui fait pour prouver la double
égalité (sx) permet de prouver que

p(Ag) = p(As) =p(A;1) - 1. (k)
1l existe donc un chemin I'y € P(A,,Ay) et un chemin I'y € P(A,, Ap), tous deux de
longueur p(A;) — 1. En procédant comme lors de la construction de la courbe de Jordan
D', on montre qu’en réunissant une partie de ces chemins, le segment de droite joignant
les centres de Ay et de A, et le segment de droite joignant les centres de A, et de A,
on forme une courbe de Jordan D" contenue dans I’intérieur de D. La diagonale du carré
A; qui joint les sommets s; et s4 traverse la courbe de Jordan D au centre du carré A,
donc passe, en ce point, de 1’extérieur a I'intérieur de D" (ou inversement). Les sommets
9 et s4 ne peuvent donc pas étre tous les deux éléments de 1’extérieur de D”'. Comme le
sommet s, est élément de D, il est aussi élément de ’extérieur de D”. Par suite, le point
s4 est élément de I'intérieur de D", donc a fortiori élément de I’intérieur de D. Nous
avons bien prouvé que s, n’est pas élément de D. o

3.22. Proposition. — Soit C' une courbe de Jordan dans un plan £%. L’intérieur
Int(C) de cette courbe est un ouvert simplement connexe.

Preuve: Soit~y : S — Int(C) une application continue du cercle S! dans I’intérieur de
la courbe C. Nous allons prouver que y(S*) est contenu dans une partie fermée contractible
de Int(C), de la forme considérée dans le lemme 3.21. Le lemme 3.19 montrera alors que
v est homotope a une application constante. La démonstration comporte plusieurs étapes.

a) Construction d’un fermé F contenant v(S'). — L’image y(S*) de I’application y
et la courbe C sont deux parties compactes disjointes de £2, dont la distance (pour toute
sutructure euclidienne sur £2) est strictement positive. Nous pouvons donc identifier £2
avec le plan R? muni de sa structure euclidienne usuelle, au moyen d’un isomorphisme
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affine, de maniére telle que la distance de y(.S*) a C soit supérieure a 2. Nous raisonnerons
désormais en considérant C' et v(S') comme des parties de R%. Considérons alors
le quadrillage du plan R? formé par les droites, paralleles aux axes de coordonnées,
d’abscisses ou d’ordonnées entiéres. Pour tout couple (k, [) € Z2, posons

Ari={(z,y) €ER?*; k<z<k+1,I1<y<l+1}.

Puisque d(v(S?),C) > 2, un carré A, qui rencontre y(S*) ne rencontre pas C, donc
est contenu dans Int(C). Soit G la réunion de tous les carrés de la forme Ay ; (avec
(k,1) € Z?%) qui rencontrent y(S*). Le nombre de ces carrés étant fini (puisque y(S1) est
compact), G est une partie compacte de R2, qui contient y(.S') et qui est contenue dans
Int(C). Comme chacun des carrés Ay ; dont G' est la réunion est connexe et rencontre
~(S8*), qui est aussi connexe et contenu dan G, G est connexe (voir [17], chapitre V). Son
complémentaire R? — G est un ouvert non borné de R? qui contient C' U Ext(C) et qui,
d’apres le lemme 3.1, a une et une seule composante connexe non bornée, que nous notons
H. Comme C U Ext(C) est connexe et non borné, il est contenu dans la composante
connexe non bornée H de R? — G. Posons F' = R? — H. Puisque H est ouvert, contient
C UExt(C) et ne rencontre pas G, F est fermé, contenu dans Int(C), et contient G, donc
aussi y(S*). De plus, F est réunion d’une famille finie de carrés de la forme Ay, avec
(k,1) € Z2.

b) Preuve de la connexité de F'. — Nous remarquons que F est la réunion de G et des
composantes connexes bornées de R? — G. Ces composantes connexes sont des ouverts
dont I’adhérence est contenue dans F, car F est fermé. Nous pouvons donc dire aussi
que F est réunion de G et des adhérences des composantes connexes bornées de R? — G.
Chaque composante connexe bornée de R? — G est adhérente a G. Par suite F, qui est
réunion de G qui est connexe et des adhérences des composantes connexes bornées de
R? — @G, qui sont connexes et rencontrent G, est connexe (voir [17], chapitre V, exercice
V.1).

¢) Etude de la frontiére de F. — La frontiére Fr(F') est réunion d’une famille finie,
notée S, de segments de droite de longueur 1, parall¢les a un des axes de coordonnées,
dont les extrémités sont des points de coordonnées entieres. Ils sont de la forme

ka+1’[={(w,y)€R2; k§w§k+1,y=l}
ou de la forme
Ly ={(z,y) €eR®; =k, I<y<l+1}.

Nous allons prouver que cette frontiere est une courbe de Jordan et que F' n’est autre que
la réunion de cette courbe de Jordan et de son intérieur.

Considérons un segment de droite de longueur 1 élément de S. Nous supposerons qu’il est
parallele a1’ axe des abscisses (le raisonnement qui suit pouvant étre adapté immédiatement
au cas ou ce segment de droite est paralltle a ’axe des ordonnées). Soit Ly k41,1 €€
segment. Nous allons montrer que chaque extrémité de ce segment appartient a un et
un seul autre segment de droite élément de S, distinct de Li k+1,;. Nous ferons le
raisonnement pour 1’extrémité (k, [), le méme raisonnement s’appliquant aussi a 1’autre
extrémité (k + 1,1).

Puisque Ly, 41,; est contenu dans Fr(F'), un et un seul des deux carrés Ay ; ou Ag i1
qui ont en commun ce cté, est contenu dans F. Supposons, par exemple, que A soit
contenu dans F' et que A ;—; ne le soit pas (le raisonnement étant le méme dans le cas
contraire).
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S’il n’existait aucun segment de droite €lément de S autre que Ly r41,; ayant pour
extrémité le point (k, 1), il existerait un chemin continu, ne rencontrant pas Fr(F’), formé
par les segments de droite joignant successivement les centres des carrés Ay ;, Ag—1,1,
Ag_1,1-1et Ag_1.Le carré A serait contenu dans F, ce qui contredirait le fait que
Ly, k41,1 est une partie de la fronti¢re de F'. Voir figure VIL6 (a).

Supposons qu’il existe deux segments de droite éléments de S, autres que L k41,1, ayant
pour extrémité le point (k, ), par exemple les segments de droite Lk ;141 €t Lx—1 &, 1.
Voir figure VIL6 (b). Le chemin continu formé par les segments de droite joignant
successivement les centres des carrés A, Ag—_1,1, Ag—1,1-1 €t Ak traverserait
alors deux fois la frontiere de F'; lors de la premiere traversée, il passerait de F' a son
complémentaire, et lors de la seconde, de ce complémentaire a F'. Le carré Ag ;1 serait
contenu dans F, ce qui, comme nous I’avons vu ci-dessus, contredirait le faitque Ly k41,1
est une partie de la fronticre de F'.

Supposons qu’il existe trois segments de droite éléments de S, autres que L k41,1,
ayant le point (k, ) pour extrémité. Dans ce cas, les quatre segments de droite L, k1,1,
Li_1k,1 Lk, 1-11 €t Li_; 141 quiont le point (k, [) pour extrémité sont tous éléments de
S. Voir figure VIL6 (c). Par suite, les carrés Ay ; et Ag_1,;—1 sontcontenus dans F, tandis
que les carrés Ag_q ; et Ag;—1 ne le sont pas. Le point (k, [) n’est pas élément de v(S?),
car §’il I’était, v(S') rencontrerait les carrés Ag_;,; et Ak, —1; ceux-ci seraient alors
contenus dans G, donc aussi dans F', ce qui contredirait le fait que les quatre segments
de droite Ly x1,1, Lk—1 k1> Lk ,1 141 €t Ly ;—1, font partie de la frontiere de F'. La
distance du point (k, [) au compact y(S*) étant strictement positive, il existe un réel 7 > 0
tel que le disque ouvert, noté D, de centre (k, ) et de rayon r ne rencontre pas y(S*).
De plus, nous pouvons imposer a r d’€étre strictement inférieur a 1; le disque D est alors
contenu dans I’intérieur de la réunion des quatre carrés Ay j, Ag_1,1, Ag—1,1—1 €t Dk 1.
La figure VIL6 (c) illustre la situation.

Ag—1, AVY Ag_1, AV Ag-1, Ag

] ) ) t)

\
j

Ak—1,1-1 A1 Ag—1,-1 Aki-1 Ap-1i-1 Agi-1

(a) (b) (©)

Figure VIL6. Illustration de la preuve de la proposition 3.22

Soient p et ¢ deux points appartenant a I’intersection du disque D avec I’'intérieur,
respectivement, du carré Ak_1; et du carré Ak ;—;. Soit A = (R* — D) N (CUInt(C)).
Les parties A et F' de R? sont compactes. Leur réunion AU F ne contient pas les points p et
q.Lapartie F' ne sépare pas p et g, car ces points appartiennent au complémentaire H de F',
qui est connexe. La partie A ne sépare pas non plus ces deux points, car ils sont tous deux
contenus dans le disque ouvert D, qui est connexe et disjoint de A. Nous allons montrer
que AN F est connexe. Puisque F' est contenu dans Int(C), AN F = (R2 — D)N F.
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Le disque D ne rencontrant pas y(S!), (R? — D) N G est connexe, car réunion de
v(S1), qui est connexe, et de parties connexes (qui sont soit des carrés A; ; entiers, soit
éventuellement I’ intersection du carré Ay ; oudu carré Ag_; ;1 avec R? — D) qui toutes
rencontrent y(S1). Enfin, (R? — D) N F est connexe car réunion de (R* — D) NG, qui est
connexe, et de parties connexes (qui, comme ci-dessus, sont soit des carrés A; ; entiers,
soit éventuellement 1’intersection du carré Ay ; ou du carré Ag_; ;-1 avec R? — D) qui
toutes rencontrent (R? — D) N G.

Le théoréme de Janiszewski montre alors que A U F' ne sépare pas p et g, ce qui est
manifestement faux, puisque le compact Ay ;UAg_1,;—1 U(Ag—1,— D) U(Ag, -1 — D),
représenté en gris sur la figure VIL6 (c), est contenu dans A U F et sépare les points p et
q. Nous avons ainsi prouvé par 1’absurde que les segments de droite Lx_1 k1, Lk, 1—1
et Ly, ; 141 ne peuvent pas étre tous les trois contenus dans Fr(F').

Comme S est une famille finie, et comme chacune des deux extrémités de chaque segment
de droite élément de S appartient aussi & un autre segment de droite €lément de S, la
frontiere de F', qui n’est autre que la réunion des segments de droite €léments de S, est
réunion d’une famille finie de courbes de Jordan deux a deux disjointes. Montrons que
Fr(F) est en fait une seule courbe de Jordan. Pour cela supposons que Fr(F’) contienne
deux courbes de Jordan disjointes. Le cas ou I’une de ces courbes est contenue a I’ intérieur
de I’autre est exclu, car la frontiére de F est aussi frontiere de R? — F = H; la courbe
intérieure ne pourrait pas faire partie de la frontiére de H, qui est un ouvert non borné. Le
cas ou chacune de ces courbes est contenue dans 1’extérieur de 1’autre est lui aussi exclu,
car il est incompatible avec la connexité de F'.

d) Fin de la preuve. — Nous avons prouvé que la fronti¢re de F est une courbe de Jordan.
11 est alors facile de voir que H n’est autre que 1’extérieur de cette courbe de Jordan. En
effet, H est un ouvert connexe non borné, donc est contenu dans Ext (Fr(F')). Tout point
z de Ext(Fr(F)) est I'origine d’un arc de courbe continu, contenu dans Ext(Fr(F)),
s’éloignant a I’infini. Cet arc de courbe rencontre nécessairement H. Par suite le point 2,
qui peut étre joint & un point de H par un chemin continu ne traversant pas la frontiere
de F (qui est aussi la fronti¢re de H) est un point de H. Le complémentaire F' de H est
alors nécessairement réunion de la courbe de Jordan Fr(F’) et de son intérieur. Le lemme
3.21 montre que F est contractible. Le lemme 3.19 montre enfin que y : S1 — Int(C) est
homotope & une application constante. Comme <y est une application continue quelconque
de S* dans Int(C), nous pouvons conclure que Int(C) est simplement connexe. a

3.23. Théoréme de Riemann-Carathéodory-Schoenflies. — Soit C une courbe de
Jordan dans un plan £2, et Int(C) I'intérieur de C. Dans le plan complexe C, soit
S1 le cercle trigonométrique, D le disque ouvert centré sur I'origine et de rayon
1, et D= DU S! le disque fermé de méme centre et de méme rayon. Il existe un
homéomorphisme de D sur Int(C) U C appliquant D sur Int(C) et S* sur C, dont
la restriction a4 D est un difféomorphisme analytique.

Preuve :  Soit U un ouvert non vide, simplement connexe et borné du plan complexe C.
Le théoreme de représentation conforme de Riemann (voir [33] montre qu’il existe un
difféomorphisme analytique du disque ouvert D sur U. Un complément & ce théoreme
dii a Carathéodory (voir encore [33]) montre que ce difféomorphisme se prolonge en un
homéomorphisme de D sur U, appliquant la frontiére S* de D sur la frontiere Fr(U) de
U, si et seulement si cette frontiére vérifie la propriété de Schoenflies. Le plan £ peut
étre identifié, grice A un isomorphisme affine, au plan complexe C. Les propositions 3.16
et 3.22 montrent que I’intérieur de C's’identifie 2 un ouvert connexe, borné et simplemment
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connexe de C, dont la fronti¢re C vérifie la propriété de Schoenflies. Le résultat annoncé
en découle immédiatement. a

4. Notions de géométrie différentielle

4.1. Motivations. — Dgs le premier chapitre de ce livre nous avons rencontré, lors de
I’étude du mouvement d’un pendule plan, un systeme dynamique dont 1’espace des phases
n’est pas un ouvert d’un espace affine de dimension finie. En fait, les objets mathématiques
les mieux adaptés pour étre les espaces des phases de systeémes dynamiques différentiables
sont les variétés différentiables. Les études a caractere local, comme celle des points
d’équilibre d’un syst¢me dynamique présentée dans le chapitre III, peuvent, sans perte de
généralité, Etre faites pour des systemes définis sur un ouvert d’un espace vectoriel ou affine
de dimension finie. Méme dans ce cadre, 1’étude d’objets définis globalement, tels que les
ensembles stable et instable d’un point d’équilibre (chapitre V) utilise inévitablement
la notion de variété différentiable et nécessite certaines connaissances de géométrie
différentielle. La théorie de I’indice et le théoréme de Poincaré-Hopf (chapitre VI) auraient
présenté moins d’intérét si nous nous étions restreints aux champs de vecteurs définis sur
un ouvert du plan (ce qui, du reste, aurait présenté quelques difficultés techniques et
nécessité des hypothéses supplémentaires, car les ouverts non vides d’un plan ne sont pas
compacts).

Dans ce paragraphe et le suivant, nous présentons les quelques notions de géométrie
différentielle utiles pour la compréhension des questions traitées dans ce livre. Nous
espérons aussi que ce bref exposé donnera au lecteur I’envie d’en apprendre davantage et
facilitera son acces aux ouvrages plus complets, tels que [14, 15, 16, 26, 39, 40, 59, 62].

4.2. Définitions

1. Une variété topologique de dimension n (n entier positif) est un espace
topologique M dont tout point posséde un voisinage ouvert homéomorphe & un
ouvert de R™.

2. Une carte de la variété topologique M, de dimension n, est un couple (U, ),
ou U est un ouvert de M, et ¢ un homéomorphisme de U sur un ouvert V = ¢(U)
de R™. Un atlas de M est une famille de cartes (U;, ;), i € I, ensemble d’indices,
dont les domaines U; recouvrent M, c’est-a-dire telle que | J;c; U; = M.

La notion de variété topologique est un peu trop générale pour les besoins les plus courants,
oul’on souhaite pouvoir utiliser le calcul différentiel. On introduit donc la notion de variété
différentiable, définie ci-dessous.

4.3. Définitions

1. Un atlas (U;, y;), © € I, d’une variété topologique M de dimension n est dit
différentiable de classe CP (p entier > 1, ou p = 00) si pour tout couple (i, j) € I? tel
que U; NU; # B, Papplication (dite changement de carte) p;o ;" est différentiable
de classe CP. Cet atlas est dit analytique ou de classe C* si les applications de
changement de carte sont analytiques.

2. Deux atlas (U, i), i € I, et (U}, %), j € J, de classe CP, de la méme variété
topologique M, sont dits CP-équivalents si leur réunion est encore un atlas de
classe CP, c’est-a-dire si pour tout couple (i,5) € I x J tel que U; N UJ'. # 0, les
applications ¢f; o ;" Let ;0 (p;_l sont différentiables de classe CP.

3. Une variété différentiable de dimension n et de classe CP (avec p entier > 1,
P =00 ou p = w) est une variété topologique de dimension n munie d’une classe
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d’équivalence (au sens de la CP-équivalence définie ci-dessus) d’atlas de classe CP.
Une variété différentiable de classe C* est aussi appelée variété analytique.

4. Une variété différentiable étant donnée, les cartes appartenant a un atlas
faisant partie de la classe d’équivalence qui définit sa structure différentiable sont
dites admissibles (pour cette structure).

4.4. Commentaires et exemples

a) On impose souvent aux variétés différentiables d’€tre des espaces topologiques séparés
(c’est-a-dire tels que pour tout couple (x,y) de points distincts de cet espace, il existe
un voisinage de x et un voisinage de y disjoints). Cette propriété ne résulte pas des
définitions ci-dessus (bien que celles-ci montrent que tout point d’une vari€té topologique,
ou différentiable, poss¢de un voisinage séparé). Sauf mention explicite contraire, nous
supposerons dans ce qui suit que les variétés considérées sont séparées.

b) Les variétés que nous considererons seront toujours supposées avoir un atlas fini
ou dénombrable. Ces vari€tés sont alors des espaces topologiques a base dénombrable
d’ouverts.

¢) Soit M une variété différentiable de dimension n, et (U, ) une carte admissible.
L’application ¢, & valeurs dans R™, a n composantes; on la noteradonc ¢ = (z!,...,z?).
Les n fonctions z* (définies sur 'ouvert U de M et a valeurs réelles) sont appelées
coordonnées locales associées a la carte (U, ¢). Soit (V, 1) une autre carte admissible de
M, telleque UNV # 0, et (y!,...,y") les coordonnées locales associées. L’application
changement de carte ) o ! n’est autre que 'application (z,...,z") — (¥},...,y")
exprimant les coordonnées locales associ€es a la carte (V, 1) en fonction des coordonnées
locales associées a la carte (U, ¢).

d) Un ouvertde R™ est une variété analytique de dimension n : il suffit en effet de 1’équiper
de I’atlas comportant une carte unique, 1’application identique. De méme, un ouvert d’un
espace vectoriel (ou affine) de dimension n est une variété analytique de dimension n : le
choix d’un repere nous ramene en effet immédiatement au cas précédent.

e) Un ouvert V d’une variété différentiable M de dimension n et de classe CP est une
variété différentiable de méme dimension et de méme classe. Pour toute carte admissible
(U, ) de M telle que U N V soit non vide, (U NV, p|unv) est une carte admissible de
V.

f) Pour définir une structure de variété différentiable de classe C? et de dimension n sur un
ensemble M, sans nécessairement avoir préalablement défini une structure topologique
sur M, on peut utiliser une famille de parties U; (i € I, ensemble d’indices) de M dont
la réunion est M, et, pour chaque %, une application bijective y; de U; sur un ouvert
Vi = ¢i(U;) de R™. On doit alors vérifier que les applications de changement de carte
Vi oY, ! sont des difféomorphismes de classe CP. On montre que lorsque c’est le cas,
il existe sur M une unique structure de variété différentiable de classe CP admettant les
(Us, ;) pour cartes admissibles. C’est la méthode employée dans les exemples (g) et (i)
ci-dessous.

g) Considérons le cercle trigonométrique S*, ¢’est-a-dire 1’ensemble des points (z,y) du
plan R? tels que 2 + y? = 1. Soit (2o, o) un point de ce cercle. Choisissons un réel
6o tel que xp = cos by, yo = sinfy. Ce réel est une détermination particuliére de 1’angle
polaire du point (xo,yo); il n’est pas unique, puisqu’on peut lui ajouter un multiple
quelconque de 27; on choisit arbitrairement une de ses valeurs possibles. Considérons
alors 1'application de I’intervalle ouvert |0 — m, 6o + [ dans le cercle, qui au réel 6
associe le point (cos 6, sin@). Elle est injective, et a pour image le cercle S* privé d’un
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seul point, le point diamétralement opposé a (Zo, yo). On notera U(y, 4,) cette image,
et ©(z4,40) 1’ application inverse de celle définie ci-dessus. L’application (z, 44) associe
a chaque point (z, y) de U(z,,y,) une détermination particuliére 6 de 1’angle polaire de
ce point, cette détermination étant continue sur U, ,,) €t prenant la valeur 6y au point
(0, ¥o). On définit la structure de variété différentiable de S* en prenant pour cartes les
(U(zo,50)> P(z0,y0))» POUr plusieurs choix distincts du point (zo,yo) (au moins deux, afin
que les domaines de ces cartes recouvrent S*). Les applications de changement de carte
sont simplement des changements de détermination de 1’angle polaire; elles sont de la
forme 0’ = 0 + 2km, avec k € Z, entier fixé. Ce sont des applications analytiques. Le
cercle S est donc une variété analytique de dimension 1.

h) Si M et M’ sont des variétés différentiables de classe CP, de dimensions respectives
n et ', le produit M x M’ est une variété de classe CP, de dimension n + n'. En effet,
si les (U;, ;). @ € I forment un atlas de M et les (V},%;), j € J, un atlas de M’, les
(Ui x V;, (@i, %)), (4,5) € I x J, forment un atlas de M x M’. Par exemple, le cylindre
S! x R est une variété différentiable de dimension 2.

i) La sphere S? est I’ensemble des points (z, y, z) de R® qui vérifient z2 + y% + 2% = 1.
On note U, V et W, (resp., U_, V_, W_) I’ensemble des points (z,y, z) de S? tels
que, respectivement, z > 0,y > 0, 2 > 0 (resp., z < 0,y < 0, z < 0). On note ¢4, X+
et 4, les applications, respectivement de U,, V, et W, dans R? qui, au point (z, y, 2)
associent, respectivement, (y, 2) (z, z) et (z,y). On définit, de la méme maniére, ¢_,
X— et ¥_, définies, respectivement, sur U_, V_ et W_. La structure différentiable de
5?2 est définie par I’atlas formé par les cartes (Uy, 04.), (Vi, x4 ), (W, ¥y), (U—, p-),
(V-,x=), (W_,4_). Les applications de changement de carte sont analytiques : en effet,
¥y o !, par exemple, a pour expression

(y,2) = (—V1-y? = 22y).
La sphére S? est donc une variété analytique de dimension 2.

Dans la suite de ce paragraphe nous considérerons, pour simplifier, seulement des variétés
différentiables de classe C'*°. Mais les concepts que nous introduirons gardent leur sens
pour les variétés différentiables de classe CP. Nous laissons au lecteur le soin d’adapter
les énoncés pour ce cas.

4.5. Définitions. — Soient M et N deux variétés différentiables de classe C*°, de
dimensions m et n, respectivement, et f une application continue de M dans N.

1. On dit que f est différentiable de classe C*® au voisinage d’un point a de M
si, pour une carte admissible (U, p) de M telle que a € U et une carte admissible
(V,%) de N telle que f(a) € V, I’application 1o f o p~! (définie sur Pouvert o(U)
de R™ et a valeurs dans R™) est différentiable de classe C*° au voisinage du point
p(a).

2. On dit que f est différentiable de classe C* si elle ’est au voisinage de tout
point de M.

3. On dit que f est un difféomorphisme de classe C* si elle est différentiable de
classe C™, bijective, et d’inverse f ' : N — M différentiable de classe C*® (ce qui
implique m = n).
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Figure VII.7. Application différentiable d’une variété M dans une autre variété N

4.6. Commentaire. — La notion d’application différentiable est illustrée sur la
figure VIL7.

L application 1 o f o ¢! est appelée expression de I’application f dans les cartes (U, @)
et (V, v). Il importe de remarquer que la notion d’application différentiable ne dépend pas
du choix des cartes admissibles (U, ¢) et (V, 9). Soient en effet (U’, ¢’) et (V',4’) des
cartes admissibles, respectivement de M etde N, aveca € U’, f(a) € V'. On peut écrire

Wofou = oy o (Yo fop ) o(poy ).
Les applications de changement de carte 1’ op L et o'~ ! sont différentiables de classe
C*. Donc si 9 o f o o~ est différentiable de classe C™ au voisinage du point ¢(a),
¥'ofoy' ™! est différentiable de classe C* au voisinage du point ¢’op™? (¢(a)) = ¢'(a),
comme composée d’applications de classe C*°.

Dans ce qui suit, nous sous-entendrons souvent le qualificatif “de classe C'*” pour parler
des variétés et applications différentiables. Nous dirons donc “différentiable” pour dire
“différentiable de classe C'*°”.

4.7. Théoreme.— Soient M, N et P trois variétés différentiables, f une application
différentiable de M dans N et g une application différentiable de N dans P.
L’application composée g o f, de M dans P, est différentiable.

La démonstration, qui ne présente pas de difficulté, est laissée a la bonne volonté du
lecteur.

4.8. Définitions. — Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions
respectives m et n, et f une application différentiable de M dans N.

1. Soit a un point de M, (U, ¢) une carte admissible de M et (V,%) une carte
admissible de N telles que a € U, f(a) € V. On appelle rang de Papplication
différentiable f au point a le rang de la différentielle de 1) o f o =1 au point p(a).
On vérifie aisément qu’il ne dépend pas du choix des cartes (U, ¢) et (V, ). 1l est
évidemment inférieur ou égal 4 inf(m,n).

2. On dit que f est une immersion (resp., une submersion) au point a si son rang
en ce point est égal & m (resp., 4 n). On dit que f est une immersion (resp., une
submersion) si c’est une immersion (resp., une submersion) en tout point de M.
3. Une application qui est & la fois une immersion et une submersion est dite
étale; on dit aussi que c’est un difféomorphisme local; on a bien entendu dans ce
cas m = n.
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4.9. Propriétés et exemples
a) Sil’application différentiable f : M — N estde rang constant k sur M, pour tout point
a de M, il existe une carte admissible (U, ¢) de M avec a € U et une carte admissible
(V,) de N avec f(a) € V, telles que 3 o f o p~! soit ’application

(z!,...,2™) — (¥t =2,...,yF =2k ¢y =0,...,y" =0).
En particulier, si f est une immersion, c’est-a-dire sik = m < n, 9o foyp lestdela
forme

(xl’“.’wm)'_)(ylle, . )y m’ym+l Oa"',ynzo)'
Si f est une submersion, c’est-a-dire si k = n < m, 1 o f o o~ ! est de la forme
(@...,a™) = (gt =o'y = "),

b) Une application différentiable étale bijective est un difféomorphisme.

¢) Soient M et M, deux variétés différentiables. Les projections p; : (z1,Z2) — 1 et
p2 : (%1,%2) — 2 du produit M; X My, respectivement, sur M et sur My, sont des
submersions.

Lanotion de surface, dans I’espace euclidien usuel de dimension 3, est sans doute familiére
au lecteur. Ainsi que nous allons le voir, ¢’est un cas particulier de la notion de sous-variété
d’une variété différentiable.

4.10. Définition. — Soit M une variété différentiable de dimension m. Un sous-
ensemble N de M est une sous-variété de M, de dimension n (avec n < m) s’il
existe un atlas admissible (U;, ;) (i € I) de M ayant la propriété suivante : pour
tout i € I tel que U; N N # 0, U; N N est ’ensemble des points p € M dont les
m — n derniéres coordonnées locales z*(p) (n + 1 < k < m), pour le systéme de
coordonnées locales associé & la carte (U;, p;) sont nulles. Un atlas de M ayant
cette propriété, et une carte de cet atlas, sont dits adaptés & la sous-variété N.

4.11. Commentaire et exemples
a) Soient n et m deux entiers tels que 1 < n < m. L’ensemble des points de R™ dont les
m — n derniéres coordonnées sont nulles est une sous-variété de R™, de dimension n, qui
s’identifie a R™.
b) Une sous-variété N d’une variété différentiable M est une variété différentiable, car
d’un atlas (U;, ¢;) de M adapté a N, on déduit un atlas (U; N N, ‘Pllu ~n) de N. Pour
cette structure de variété différentiable sur IV, I’injection canonique de N dans M est une
application différentiable, et plus précisément une immersion.
¢) Soit 52 la sphere unité de R3, ¢’est-a-dire I’ensemble des points (x, 7, z) € R3 tels que
22 +y?+ 22 = 1. Nous savons déja (4.4.i) que c’est une variété différentiable. Il est facile
de vérifier que ¢’est une sous-variété de R3. Soient en effet [7+ , I7+, W+ les demi-espaces
ouverts de [ R® sur lesquels on a, respectivement, z > 0, y > 0 et z > 0. De méme, soient
U_, V., W_ les demi- i-espaces ouverts sur lesquels on a, respectivement, £ < 0,y < O et
z < 0. On définit sur U+ I’application ¢ : (z,y, z) (u, v, w), en posant

U=y, v =2z, w = z* +y 2421,
1 est facile de voir que (U, $4.) est une carte admissible de R3 et que U = Uy NS est
I’ensemble des points de U, dont la troisiéme coordonnée w, dans cette carte, est nulle.
De plus, la restriction de ¢ a (7+ N S? n’est autre (si 1’on omet la troisiéme coordonnée
locale w, qui prend la valeur 0) que 1’application ¢ définie en 4.4.i. En procédant de

méme avec les cinq autres demi-espaces, on obtient un atlas de R® adapté  la sous-variété
S2.
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4.12, Définition. — On appelle plongement d’une variété différentiable N, de
dimension n, dans une variété différentiable M de dimension m > n une immersion
(notion définie en 4.8) injective f de N dans M qui est aussi un homéomorphisme
(c’est-a-dire une bijection continue d’inverse continue) de N sur f(N) muni de Ia
topologie induite par celle de M.

4.13. Propriétés et exemples

a) L'injection canonique d’une sous-variété N de M dans M est un plongement.
Réciproquement, si f : N — M est un plongement, f(IN) est une sous-variété de
M et f, considérée comme application de N sur f(NN), est un difféomorphisme.

b) Toute immersion injective d’une variété différentiable compacte dans une autre variété
différentiable est un plongement.

¢) D’apres un célebre théoreme de Whitney, toute variété différentiable de dimension n
peut étre plongée dans un espace numérique RY, pour N assez grand (N > 2n + 1).

d) 11 existe des immersions injectives qui ne sont pas des plongements. C’est le cas par
exemple de I’application de R dans R? :

t — (cos(2Arctgt),sin(2Arctgt)),

car I’image de cette application est le cercle de centre O et de rayon 1 privé du point
(—1,0), qui n’est pas une partie fermée de R2. C’est également le cas de 1’application
t — (z,y, z) de R dans R3, définie par

& = (2 + cost)cos(V2t), y=(2+ cost)sin(V2t), z=sint.

L’image de cette application n’est en effet pas fermée dans R3; son adhérence est le tore
de dimension 2, ensemble des points (z, y, z) de la forme

x=(24cosf)cosp, y=(2+cosh)sing, z=sinf, 0<0,p<2r,

qu’on obtient en faisant tourner le cercle d’équations x = 2 + cosf, y = 0, 2 = sinf
autour de I’axe Oz.

Soit f : M — N une immersion injective d’une variété différentiable M dans une autre
variété différentiable V. Nous supposons que f n’est pas un plongement. Le sous-ensemble
f(M) de la variété N, muni de la topologie et de la structure de variété différentiable
pour lesquelles f est un difféomorphisme de M sur f(M) , est parfois appelé sous-variété
immergée de la variété N. Ce n’est pas une sous-variété au sens de la définition 4.10,
car la topologie de f(M) (pour laquelle f est un difféomorphisme, donc a fortiori un
homéomorphisme, de M sur f(M), est plus fine que la topologie induite par celle de
N. Les variétés stable et instable d’un point fixe hyperbolique d’un syst¢me dynamique
(théorémes V.7.11 et V.7.13) sont en général des sous-variétés immergées de 1’espace des
phases du systeme, non des sous-variétés au sens de la définition 4.10.

e) Soit M une variété différentiable de dimension m. D’apres 4.4.h, le produit M x M est
une variété différentiable de dimension 2m. L’application  — (z, ) est un plongement
de M dans M x M, dont I’image est la diagonale A de M x M, ¢’est-a-dire ’ensemble
des points (z,y) de M x M tels que z = y. Celle-ci est une sous-variété de dimension m
de M x M.

Nous indiquons ci-dessous, sans démonstration, deux résultats trés souvent employés pour
reconnaitre une sous-variété.
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4.14. Théoréeme. — Soient M et P deux variétés différentiables, de dimensions
respectives m et p (m > p), et f: M — P une application différentiable.

1. Soit b un point de P tel que My, = f~1(b) soit non vide. Si, en tout point de
My, le rang de f est égal & p, M, est une sous-variété de M de dimension m — p.
2. Plus généralement, soit Q) une sous-variété de dimension q de P (q < p) telle
que Mg = f~1(Q) soit non vide. Si, en tout point de Mg, le rang de f est égal a
p, Mg est une sous-variété de M de dimension m — p + q.

4.15. Commentaires et exemples

a) La partie 1 du théoréme précédent est un cas particulier de la partie 2, car un point b de
P peut étre considéré comme une sous-variété de dimension 0 de P.

b) Pour tout entier n > 1, la sphére de dimension 7, définie par
n+1

St={(,...,a") R | ) (&')* =1}
=1

est une sous-variété de dimension n de R™*1, Cela résulte en effet du théoréme précédent,
en prenant pour f I'application de R™! dans R : f(z!,...,z"+1) = S0t (2F)2.

¢) Soient f; : E; — M et fo : E; — M deux submersions, respectivement des variétés
différentiables F; de dimension k1 et E» de dimension k5, sur une variété M de dimension
n. On appelle produit fibré de F et Eo au dessus de M, et on note E7 X pr E, le sous-
ensemble du produit F; x Fy

Ey xp By = { (z1,22) € E1 x Ey | fi(z1) = fa(z2) }

Le théoréme 4.14 permet de montrer que E; X pr E2 est une sous-variété de E; x Eo,
de dimension k; + k2 — n. En effet, c’est I'image réciproque, par la submersion ( f1, f2)
de E; x Ey sur M x M, de la diagonale A de M x M (qui, d’apres 4.13 e, est une
sous-variété de dimension n de M x M). Pour tout m € M, f*(m) x f;*(m) est
une sous-variété de Ey X ps Eo; le produit fibré E; x ps Ea n’est autre que la réunion de
toutes ces sous-vari€tés, deux a deux disjointes, /m parcourant M. Les deux composantes
de I’application (f1, f2) sont égales sur E; xpr Es de E; x Es, et déterminent une
application f : E; xp Fs — M, qui est une submersion, et on a, pour tout m € M,

f7Hm) = f'(m) x f3 ' (m).

5. Les fibrés tangent et cotangent

5.1. Préliminaires. — La notion de vecteur en un point m de 1’espace physique est sans
doute familiére au lecteur : on 1’imagine comme un segment de droite orienté ¥ = mmn
ayant pour origine le point m et pour extrémité un autre point n de 1’espace physique.
Cette représentation des vecteurs est 1égitime dans I’espace physique habituel, qui a une
structure d’espace affine. Rappelons en effet qu'un espace affine £, d’espace vectoriel
associé E, est un ensemble sur lequel I’espace vectoriel E considéré comme groupe
abélien (la loi de composition étant 1’addition) opére de maniére simplement transitive.
On a donc une application de E x £ dans &, notée (7',m) — m + ¥, qui au couple
formé d’un vecteur ¥ € F et d’un point m € £ associe un autre point m + v € &,
déduit de m en le translatant par le vecteur 7. Cette application est telle que pour tout
point m € £ fixé, I'application ¥ +— m + ¥ est une bijection de E sur £ (revenant a
identifier ’espace affine £ a I’espace vectoriel E qui lui est associé en choisissant une
origine, le point m). C’est cette propriété qu’on exprime en disant que I’action de E sur
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& est simplement transitive. Par conséquent, si (m, n) est un couple ordonné de points de
£, il existe un vecteur unique T € FE tel que m + T = n. On dit parfois qu’un élément
@ de F est un vecteur libre, et qu'un couple (m, ") formé d’un point m € € et d’un
vecteur 7 € E estun vecteur lié attaché au point m (ou d’origine m). Sin = m + ¥,
le vecteur lié (m, 0’) est souvent noté .

Aulieu de I’espace physique (ou d’un espace affine) £, considérons maintenant une variété
différentiable M. Il est trés souhaitable de pouvoir définir la notion de vecteur attaché 3
un point m de la variété M (on dira vecteur tangent a3 M au point m). Cela permettra, par
exemple, de considérer des équations différentielles sur la variété M. Pour définir cette
notion, nous ne pouvons plus procéder comme ci-dessus, car nous ne disposons plus de
la notion d’espace vectoriel associ€ a M, cette variété n’étant pas, en général, une partie
d’un espace affine. En d’autres termes, nous ne disposons plus de la notion de vecteur
libre. Nous allons voir qu’en procédant d’une autre mani€re, au fond trés naturelle, nous
pouvons définir directement la notion de vecteur tangent a la variété M en un de ses
points m, qui correspond, trés exactement, a la notion de vecteur lié d’origine m. Nous
définirons aussi, par la méme méthode, la notion duale de covecteur attaché a un point
d’une variété. Cette méthode consiste & définir les vecteurs et covecteurs comme classes
d’équivalence d’applications, pour des relations d’équivalence convenablement choisies.
Un vecteur, attaché a un point m d’une variété M, apparaitra comme la vitesse d’un point
mobile sur M a ’instant ou il passe en m; un covecteur attaché au point m, comme le
gradient en ce point d’une fonction a valeurs réelles.

5.2. Définition. — Soient M; et M, deux variétés différentiables de dimensions
respectives n; et ny, a un point de M; et b un point de M,. Soient f et g deux
applications différentiables définies sur des voisinages ouverts du point a dans
M, (pas nécessairement le méme voisinage pour les deux), & valeurs dans My,
appliquant toutes deux le point a sur le point b (f(a) = g(a) = b). On dit que f
et g sont tangentes en a & l'ordre 1 si, pour une carte admissible (Uy, 1) de M;
et une carte admissible (Us, p2) de M, telles que a € Uy, b € U, les applications
w20 fop; ™1 et pyo0gop;~! (définies sur un voisinage ouvert de p;(a) dans R™
et a valeurs dans R™ ) ont méme différentielle au point ;(a).

5.3. Commentaires
a) La propriété définie ci-dessus ne dépend pas du choix des cartes admissibles (Us, 1)
et (Ua, p2). Remplagons en effet celles-ci par d’autres cartes admissibles (U7, ¢}) et
(U3, ¢4). Nous pouvons écrire

whofopi™ =(phowa ) o(pzofopi)o(prop ™),

whogow = (ghows ) o(progopit)o(propi ).
En appliquant la formule de différentiation d’une application composée, on voit aisément
que si les applications o, o f o 171 et 3 0 g 0 ;™! ont méme différentielle au point
¢1(a), les applications ¢} o f o ) "' et v} 0 g o ¢}~ ont méme différentielle au point
¢1(a).
b) On vérifie aisément que le fait d’étre tangentes en a a 1’ordre 1 est une relation
d’équivalence sur I’ensemble des applications différentiables définies sur un voisinage
ouvert de a dans M, et a valeurs dans M, qui appliquent a sur b.
¢) On définit de méme, pour tout entier p > 1, la notion d’applications tangentes en a
a lordre p; il suffit de remplacer les différentielles des applications @z o f o ;7! et
@2 0 g o1~ au point ¢; (a) par leurs développements de Taylor & I’ordre p en ce point.
Le fait d’€tre tangentes en a a I’ordre p est aussi une relation d’équivalence.
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5.4. Définitions. — Soit M une variété différentiable de dimension n, et p un point
de M.

1. On appelle vecteur tangent & M au point p une classe d’équivalence (pour la re-
lation d’équivalence d’étre tangentes en 0 & I’ordre 1) d’applications différentiables
d’un intervalle ouvert de R contenant ’origine 0 dans M qui appliquent 0 sur p.
2. On appelle espace tangent & la variété M au point p et on note T, M I’ensemble
des vecteurs tangents enp a M.

3. On appelle fibré tangent & la variété M, et on note T M, la réunion Upe v oM
des espaces tangents & M en tous ses points, considérés comme deux & deux
disjoints.

4. On appelle covecteur attaché au point p de la variété M une classe d’équivalence
(pour la relation d’équivalence d’étre tangentes en p a 'ordre 1) d’applications dif-
férentiables, définies sur un voisinage ouvert de p dans M et & valeurs dans R, qui
appliquent p sur Dorigine 0.

5. On appelle espace cotangent a la variété M au point p et on note T,; M I'ensemble
des covecteurs attachés au point p de M.

6. On appelle fibré cotangent & la variété M, et on note T* M, la réunion Upe m M
des espaces cotangents a M en tous ses points, considérés comme deux & deux
disjoints.

5.5. Commentaires

a) Soit x une application différentiable d’un intervalle ouvert de R contenant ’origine
dans la variété M, appliquant O sur le point p. Le vecteur tangent a M au point p, classe
dx(s)

d’équivalence de I’application y, est souvent noté |s=0, ou aussi x’(8)|s=o-

Plus généralement, soit £ : I — M une application différentiable d’un intervalle ouvert [

dg(t)

de M dans R. Pour tout¢ € I, on note —a % &'(t), le vecteur tangent & M au point£(£),

classe d’équivalence de I’application s +— £(t + s). En composant I’application £ avec la
translation s — ¢ 4 s (¢ étant considéré comme fixé), nous obtenons une application qui
applique I’origine 0 de R sur le point £(t), et cela nous a permis d’utiliser la définition 5.4
d’un vecteur tangent.

De méme, soit f une application différentiable d’un voisinage ouvert du point p de la variété
M dans R. Le covecteur en p, classe d’équivalence de ’application z +— f(z) — f(p), est
noté df (p). La justification de cette notation apparaitra plus loin.

b) Nous allons voir comment sont déterminés un vecteur v tangent a la variété M au point
p, et un covecteur 7 attaché au point p, lorsqu’on a choisi une carte (U, ) de M, telle que
p € U. Notons (z!,...,z") les coordonnées locales associées a cette carte, ¢’est-2-dire
les n composantes de I’application ¢.

Le vecteur v est une classe d’équivalence d’applications différentiables d’intervalles de
R contenant I’origine dans M qui appliquent O sur p. Soit f un représentant (c’est-
a-dire un élément particulier) de cette classe. L application ¢ o f a n composantes,
qui sont les applications z¢ o f. Sa dérivée 4 I’origine a donc m composantes, les

v — d(z*(f(s)))

réels. Ccux-f:iis ne dépgﬁgent pas du choix du représentant f de v, en raison de la définition
méme de la propriété, pour deux applications, d’étre tangentes en 0 a ’ordre 1. On verra
plusloin que I’espace T, M tangent en p a la variété M est un espace vectoriel de dimension
n, et que le choix d’une carte (U, p) de M, telle que p € U, détermine une base de cet
espace. Les n réels v* sont les composantes du vecteur v dans cette base.

, 1 <4 < n. Le vecteur v est déterminé par ces n nombres
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De méme, le covecteur 7 est une classe d’équivalence d’applications différentiables,
définies sur un voisinage ouvert de p dans M et & valeurs dans R, qui appliquent p sur
Iorigine 0. Soit A un représentant de cette classe. L’application h o ¢! est une fonction,
a valeurs réelles, de n variables réelles, les coordonnées usuelles sur R™. Celles-ci, par un
1éger abus de notations, seront désignées par =, .. .,z™, comme les coordonnées locales
attachées a la carte (U, ¢)).

Remarquons au passage que pour éviter cet abus de notations, il nous faudrait utiliser des
notations différentes pour les coordonnées locales sur U et pour les coordonnées usuelles
sur R™. Nous pourrions par exemple noter * les coordonnées locales sur U et z* les
coordonnées usuelles sur R” (1 < 5 < n). Nous aurions alors, bien entendu, ¢* = z¢ o ¢,
La différentielle de h o p~! au point ¢(p) est la suite, comportant n termes, de ses

-1 1 n
O(heow )(:c.,...,a: ))‘ . Le covecteur 7
ozt ©(p)

est déterminé par les 7 nombres réels ;. Ceux-ci ne dépendent pas du choix du représentant

h de n. On verra plus loin que I’espace T; M cotangent en p 2 la variété M est un espace
vectoriel de dimension n, et que le choix d’une carte (U, ) de M, telle que p € U,
détermine une base de cet espace. Les n réels 7; sont les composantes du covecteur 7 dans
cette base.

dérivées partielles au point ¢(p), 7; =

¢) Voyons comment changent les n nombre v* et les n nombre 7; qui représentent,
respectivement, le vecteur v et le covecteur 7 dans la carte (U, ), lorsqu’on remplace

celle-ci par une autre carte admissible (U’, ¢') telle que p € U’. On note yt,. .., y" les
coordonnées locales associées.
Lapplication changement de carte ¢’ o™ " est1'application (z,...,z") — (y*,...,y™)

qui exprime les coordonnées locales y* associées a la carte (U, ') en fonction des
coordonnées locales z? associées a la carte (U, ¢). Les composantes w* du vecteur v dans
la base de T, M associée a la carte (U’ ') ont pour expression

VA0 TR 4 (1(5)

ds s=0 = 8:03 L’(m) ds

vl
p(m)

=0 . 81;-7
Jj=1

Cette formule montre que les composantes w* de v dans la base de T, M associée 2 la

carte (U’, ') s’expriment linéairement au moyen des composantes v* de ce vecteur dans la
Y2

W | (indices

027 lp(m)

indexant les lignes et I’indice j les colonnes), qui apparait dans cette formule, n’est autre

que la matrice exprimant la différentielle, au point (p), de ’application changement de

carte ¢/ o0 ™1,

De méme, I’application changement de carte o' ~! inverse de @' o~ est1’application

(y',...,y™) — (z!,...,2™) qui exprime les coordonnées locales z* associées a la

carte (U, p) en fonction des coordonnées locales 7 associées a la carte (U’, ¢'). Les

composantes ; du covecteur 7 dans la base de T, M associée 4 la carte (U, ¢') ont pour

expression

- Oho @ (y',..,y™) _ O((hop ™) o(pod )y, y™)
¢ 3y’: 3yi

_i (hoy™ lfcl,...,:c"))?x_j

B Oz Ay |y (m)

base associée a la carte (U, ). La matrice ayant pour coefficients les
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Cette formule montre que les composantes ¢; de i dans la base de T,; M associée a la

carte (U’, ') s’expriment linéairement au moyen des composantes 7; de ce covecteur
J

Oyt |y’ (m)
(¢ indexant les lignes et j les colonnes), qui apparait dans cette formule, est la transposée

de la matrice exprimant la différentielle, au point ¢'(m), de I’application changement de
2

dans la base associée a la carte (U, ¢). La matrice ayant pour coefficients les

- . . . . 0
carte @ o ¢ !, On sait que cette matrice est I’inverse de la matrice des Y .
0z7 lp(m)

d) Il est maintenant facile de voir pourquoi ’espace T, M tangent en p a la variété M
est un espace vectoriel de dimension n. En utilisant la carte (U, ¢), on a pu identifier cet
espace a R™, puisqu’on a pu associer a tout vecteur v € T, M la suite de ses composantes
(v,...,v™) dans la base de T, M associée a cette carte. On peut donc transporter sur
T, M la structure d’espace vectoriel de R™. La structure ainsi obtenue ne dépend pas
du choix de la carte (U, ¢), puisque lorsqu’on remplace cette carte par une autre carte
admissible (U’, ¢’), les composantes (w?,. .., w™) du vecteur v dans la base associée a
cette nouvelle carte se déduisent des composantes (v?, ..., v™) de ce vecteur dans la base
associée a ’ancienne carte (U, ¢) par une transformation linéaire inversible.

Le méme raisonnement montre que I’espace Ty M, cotangent en p a la variété M, est
aussi un espace vectoriel de dimension n. De plus, les formules exprimant les effets d’un
changement de carte sur les composantes d’un vecteur et d’un covecteur, permettent de
penser que les espaces T, M et T,; M sont en dualité, chacun s’identifiant au dual de
I’autre. Nous mettons ci-dessous en évidence ce couplage par dualité de manicre directe.
e) En composant f, représentant du vecteur v, et h, représentant du covecteur 7, on obtient
une fonction différentiable h o f, définie sur un voisinage de I’origine 0 de R, et a valeurs
réelles. Posons

d(ho f)

n,0) = .
< ’ ) ds s=0
On note, comme ci-dessus, v',...,v™ et 7, ..., 7N, les composantes, respectivement, du

vecteur v et du covecteur 7 dans les bases de T, M et de Ty M associées a la carte (U, p)
de M. Un calcul simple montre que

(mv) =D mv’.
=1

Par suite, (7, v) ne dépend pas du choix des représentants f de v et h de 7, ni du choix de
la carte (U, v) (qui d’ailleurs n’intervient pas dans sa définition), mais seulement de v et
de 7, et définit un couplage entre les deux espaces T, M et T,; M, qui permet d’identifier
chacun de ces espaces au dual de ’autre. On voit de plus que les bases de T, M et de
Ty M associées a une méme carte (U, ¢) de M sont duales 'une de 1’autre. On les note,

respectivement, (%(p), ey ai—n(p)) et (dzt(p),. .., dz"(p)).

f) Les raisonnements qui précédent montrent aussi que les fibré TM et T* M, respective-
ment tangent et cotangent a la variété différentiable M, sont des variétés différentiables
de dimension 2n (double de la dimension de M). Traitons par exemple le cas de TM. A
toute carte (U, @) de M est naturellement associée une carte, notée (T'U, T'p), de TM
dont le domaine est TU (ensemble des vecteurs tangents a M en un point appartenant
a I'ouvert U). Dans cette carte, les coordonnées locales d’un élément v de T'U sont les
n coordonnées locales !, ..., z™ du point p auquel v est attaché et les n composantes
v!,...,v™ de v dans la base de T, M associée 2 la carte (U, ).

On voit qu’il existe une application différentiable 7ps de T'M dans M et une application
différentiable 7y, de T*M dans M, qui associent & chaque vecteur v € T'M (resp., 2
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chaque covecteur n € T* M) le point p de M auquel ce vecteur (resp., ce covecteur) est
attaché. Pour tout point p € M, ‘r]\_,,1 (p) = T, M est I’espace tangent et 7r1T,,1 (p) = oM
’espace cotangent en p a M. Ce sont des espaces vectoriels de dimension n, dont chacun
s’identifie au dual de I’autre. De plus, tout pointp € M possede un voisinage U (le domaine
d’une carte admissible contenant p) tel que 73, (U) et w3, (U) soient difféomorphes au
produit U x R™. Ces propriétés sont celles d’un fibré vectoriel. Nous définissons cette
notion ci-dessous.

5.6. Définition. — Soit F' un espace vectoriel de dimension finie. On appelle
espace fibré vectoriel (ou, plus simplement, fibré vectoriel) localement trivial de fibre-
type F un triplet (E,m, M), oi E et M sont des variétés différentiables et m une
application différentiable de E sur M, vérifiant les propriétés suivantes.

1. Pour tout point p € M, n~}(p) est muni d’une structure d’espace vectoriel de
méme dimension que F'.

2. Pour tout point py € M, il existe un voisinage ouvert U de pp dans M et un
difféomorphisme x de n~*(U) sur U x F, tels que, pour tout p € U, la restriction
de x & m~1(p) soit un isomorphisme d’espaces vectoriels, de w~(p) muni de sa
structure d’espace vectoriel définie en 1, sur {p} x F.

Les variétés E et M, Papplication w et la dimension k de la fibre-type F sont
appelées, respectivement, espace total, base, projection canonique et rang du fibré
vectoriel (E,m, M). Pour tout p € M, m~'(p) est appelé fibre au point p (ou fibre
au dessus de p). Un couple (U, x) tel que celui intervenant dans 2 ci-dessus est
appelé trivialisation locale de (E, 7, M) au voisinage du point py.

Les trivialisations locales jouent, pour les fibrés vectoriels, un réle semblable a celui que
jouent les cartes pour les variétés.

5.7. Opérations sur les fibrés vectoriels. — On peut effectuer sur les fibrés vectoriels
ayant pour base une variété donnée M les mémes opérations que sur les espaces vectoriels.
On peut notamment définir la somme directe, le produit tensoriel de deux ou plusieurs
fibrés vectoriels de méme base, ainsi que le dual d’un fibré vectoriel donné. Pour un
exposé plus approfondi de ces notions, le lecteur pourra se reporter par exemple au livre
de Claude Godbillon [26]. Nous nous bornerons ici a indiquer, sans démonstration, un
critere permettant de reconnaitre que deux fibrés vectoriels sont en dualité, afin de pouvoir
I’appliquer aux fibrés tangent et cotangent.

5.8. Proposition. — Soient (E,n, M) et (F,w, M) deux fibrés vectoriels de méme
base M. Soit E xp; F' le produit fibré de E et de F au dessus de M, muni de
la structure de sous-variété de E x F' définie en 4.15 ¢. On suppose qu’il existe
une fonction différentiable, notée (x,y) — (z,y), définie sur E x pr F, & valeurs
réelles, telle que, pour tout p € M, la restriction de cette fonction a E, x F, soit
un couplage par dualité entre ces deux espaces vectoriels, permettant d’identifier
chacun d’eux au dual de lautre (c’est-a-dire une application bilinéaire de Ep x Fp
dans R telle que, pour tout ¢ € E, non nul, il existe y € F, tel que (z,y) # 0,
et que pour tout y € F, non nul, il existe z € E, tel que (z,y) # 0). On a posé

» =1 Y(p), F, = w~l(p). On dit alors que I'application (z,y) — (z,y) est un
couplage par dualité entre les fibrés vectoriels (E, m, M) et (F,w, M), et chacun de
ces deux fibrés s’identifie au dual de 'autre.

Nous pouvons donc énoncer :
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5.9. Théoréme. — Soit M une variété différentiable de dimension n.

1. Pour tout point p € M, les espaces T,M et T,; M, respectivement tangent et
cotangent & M en p, sont des espaces vectoriels de dimension n en dualité (chacun
d’eux s’identifie au dual de Pautre).

2. Le fibré tangent TM est ’espace total d’un fibré vectoriel localement trivial
de fibre-type R™, de base M et de projection canonique 7 (application associant
4 chaque vecteur le point de M auquel il est attaché). Le fibré cotangent T* M est
Pespace total d’un fibré vectoriel, dual du précédent, dont la projection canonique
est notée wps (application associant & chaque covecteur le point de M auquel il est
attaché).

3. La donnée d’une carte admissible (U, ) de M détermine automatiquement
une carte admissible (TU,Tp) et une carte admissible (T*U, ¢), respectivement
de TM et de T* M, dont les domaines sont I’ensemble TU des vecteurs tangents a
M en un point de U et ’ensemble T*U des covecteurs attachés & un point de U.

5.10. Remarque. — Par abus de langage, on désigne souvent un fibré vectoriel par son
espace total. C’est pourquoi on dit que T'M estle fibré tangent et T™ M le fibré cotangent
a la variété M, alors qu’en toute rigueur ces termes désignent les triplets (7'M, T, M)
et (T*M,mp, M).

5.11. Exemple : fibré tangent a un ouvert d’un espace affine. — Soit §2 un ouvert d’un
espace affine £, de dimension finie, d’espace vectoriel associé F. Comme nous 1’avons vu
en 4.4 d, 2 est une variété différentiable. Pour tout point = de (2, ’espace T,.€2, tangent a
2 au point z, s’identifie, de mani¢re naturelle, a I’espace vectoriel {z} x E, isomorphe a
I’espace vectoriel F associé a £. Le lecteur remarquera que nous avons évité d’identifier
T,$2 a E car si z et y sont deux points distincts de (2, les espaces tangents T2 et T, {2
doivent étre disjoints. Un vecteur tangent en z a §2 s’identifie donc a un couple (z, v), ot
v € E, ¢’est-a-dire a un vecteur 1i€ attaché au point x.

Quant au fibré tangent T°€2, il s’identifie, de maniére naturelle au produit 2 x E, de base
2, de projection canonique la projection sur le premier facteur 7 :  x E — Q.

5.12. Prolongement d’une application différentiable aux vecteurs. — Soient M et
N deux variétés différentiables, et f : M — N une application différentiable de classe
C?, avec p > 1. Soit z un point de M et v € T, M un vecteur tangent a M en ce
point. Soit x : I — M un représentant du vecteur v. D’aprés 5.4, I est un intervalle
ouvert de R contenant 1’origine, et x(0) = z. L’application composée fox : [ — N
est différentiable et vérifie f o x(0) = f(z). Sa classe d’équivalence, pour la relation
d’équivalence définie en 5.2, entre applications différentiables définies sur un intervalle
ouvert contenant ’origine, a valeurs dans NN, et appliquant I’origine sur le point f(z), est
un vecteur tangent a la variété N au point f(x). On vérifie aisément que ce vecteur ne
dépend pas du choix du représentant y choisi pour le vecteur v, mais dépend du vecteur v
et de I’application f. On le note T f(v).

Ainsi pour tout point x € M, nous avons défini une application v — T3 f(v), définie sur
I’espace vectoriel T, M, tangent en z a la variété M, a valeurs dans 1’espace vectoriel
Tf(z)N, tangent en f(x) a la variété N. On montre aisément que cette application est
linéaire et a pour rang le rang de f au point z (défini en 4.8). Par suite, T}, f est injective
si et seulement si f est une immersion au point s, surjective si et seulement si f est une
submersion au point . On 1’appelle application linéaire tangente a I’application f au
point z.

Lorsque le point z parcourt la variété M, les applications linéaires tangentes a 1’application
f en chacun des points de M se regroupent pour former une application, notée T'f, du
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fibré tangent 7'M, dans le fibré tangent T'N. Cette application est appelée prolongement

aux vecteurs de I’application f. Pour tout point z de M, la restriction de T'f a la fibre

T, M est I’application linéaire tangente T’ f : T, M — T’ ;) N. Nous avons donc
voTf=forpy,

outy : TM — Metry : TN — N sont les projections canoniques des fibrés tangents

aux variétés M et N.

En étudiant I’expression de 1’application T' f dans des cartes de T'M et de T'N associées a

des cartes de M et de N (au sens de 5.9.3), on montre aisément que si f est différentiable

de classe CP, avec p > 1, T'f est différentiable de classe CP~; si f est de classe C1, T'f

est continue (mais pas nécessairement différentiable).

Si f: M — N estun difféomorphisme (de classe C*®), T'f : TM — TN est un
isomorphisme de fibrés vectoriels, et nous avons
-1 -1
(TH"=T({).

5.13. Espace et fibré tangents a une sous-variété. — Soit M une variété différentiable
et N une sous-variété de M. L’injection canonique ¢y : N — M est un plongement (donc
a fortiori une immersion). Par suite, pour tout point x € N, Tpin : TN — T, M est
une application linéaire injective, grice a laquelle I’espace tangent a la sous-variété¢ N au
point z peut étre identifié a un sous-espace vectoriel de I’espace tangent a la variété M en
ce point. Le fibré tangent T'N s’identifie donc a un sous-ensemble du fibré tangent 7M.

Remarquons d’ailleurs que ces propriétés subsistent, sans changement, lorsque N est une
sous-variété immergée de M, au sens indiqué en 4.13 d.

Supposons de plus que M soit un ouvert {2 d’un espace affine £ de dimension finie,
d’espace vectoriel associé E. Comme nous 1’avons vu en 5.11, pour tout z € 2, T,,Q
s’identifie & ’espace vectoriel {z} x E, et T2 s’identifie au produit 2 x E. Lorsque
x € N, T, N s’identifie donc & un sous-espace vectoriel {z} x F; de {z} x E, ou F; est
un sous-espace vectoriel de £ dépendant du point z considéré. On identifie souvent cet
espace au sous-espace affine z + F,; de £, muni de la structure d’espace vectoriel pour
laquelle le point z est I’origine. C’est dans ce sens que I’espace tangent en un point  a
une surface (plongée dans un espace affine £ de dimension 3) peut étre identifié a un plan
affine de £ passant par le point z, muni de la structure de plan vectoriel d’origine x; on
I’appelle alors plan tangent en z a cette surface. C’est aussi dans ce sens que 1’espace
tangent en un point & a une courbe (plongée dans un espace affine £ de dimension finie
quelconque) peut étre identifié a une droite affine de £ passant par le point z, munie de
la structure de droite vectorielle d’origine z; cette droite est appelée rangente en z a la
courbe considérée. Ces identification doivent cependant étre employées avec prudence :
dans le cas d’une surface plongée dans un espace affine £ de dimension 3, ’intersection
de deux plans affines de £, identifiés aux espaces tangents a la surface considérée en deux
points distincts, n’a pas de signification intrinséque (c’est-a-dire ne dépendant que de la
surface et des deux points considérés) : elle dépend, de manicre essentielle, du plongement
de la surface considérée dans £.

5.14. Définitions. — Soit M une variété différentiable (de classe C*), TM son
fibré tangent, et Tas : TM — M la projection canonique.

1. On appelle champ de vecteurs sur la variété M une section de la projection
canonique Ty, ¢’est-a-dire une application X : M — TM telle que Tpy 0 X = idpm-
2. Soit X un champ de vecteurs sur la variété diffférentiable M. On appelle
équation différentielle associée a X, I’équation

o (t) = X ((t)) (*)
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Cette équation différentielle est dite autonome. Une solution de cette équation est
une application différentiable ¢ : I — M d’un intervalle ouvert I de R dans M,
telle que pour tout t € I, le couple (¢(t), ¢'(t)) (notation définie en 5.5.a) vérifie
Péquation (x).
3. On appelle champ de vecteurs dépendant du temps sur la variété M une applica-
tion Y : Q — T M définie sur un ouvert §2 de R x M et a valeurs dans T M, telle
que pour tout (t,z) € Q, Y (t,x) soit élément de I’espace vectoriel T, M, tangent
en x & la variété M.
4. SoitY : 2 > TM un champ de vecteurs dépendant du temps sur la variété
M, défini sur un ouvert €2 de R x M. On appelle équation différentielle associée a
Y, Iéquation

W) =Y (£, 0(2). (4)
Cette équation différentielle est dite non autonome. Une solution de cette équation
est une application différentiable ¢ : I — M d’un intervalle ouvert I de R dans
M, telle que pour tout t € I, le triplet (¢, psi(t), 1'(t)) (notation définie en 5.5.a)
vérifie ’équation (xx).

5.15. Flot d’un champ de vecteurs sur une variété, — Soit M une variété différentiable.
On montre aisément que le théoréme de Cauchy-Lipschitz est applicable a 1’équation
différentielle autonome associée a un champ de vecteurs différentiable de classe CP (avec
p 2> 1) surune M. Il est applicable aussi a I’équation différentielle non autonome associée
a un champ de vecteurs dépendant du temps Y, de classe C? (avec p > 1) sur M. On peut
définir le flot et le flot réduit du champ de vecteurs dépendant du temps Y, ou du champ
de vecteurs X, exactement comme on 1’avait fait dans le chapitre II, lorsque la variété
considérée était un ouvert d’un espace affine de dimension finie. Les propriété du flot et
du flot réduit établies au chapitre II subsistent sans changement.

5.16. Images directe et réciproque d’un champ de vecteurs par un difféomorphisme
Soient M et N deux variétés différentiables de méme dimension et f : M — N un
difféomorphisme. Nous supposons pour simplifier, que M, N et f sont de classe C'°.
Soit X : M — T'M un champ de vecteurs de classe CP sur M, avec p > 1. Posons, pour
tout point y de N,
£X@) =TFH(X(FW))-

L’application f,X : N — TN est un champ de vecteurs de classe CP sur N, appelé
image directe du champ de vecteurs X par le difféomorphisme f. On vérifie aisément que
pour toute solution ¢ de 1’équation différentielle associée au champ de vecteurs X, f o
est solution dee I’équation différentielle associée a f.X.

Inversement, soit Y : N — TN un champ de vecteurs de classe C? sur N, avec p > 1.
Posons, pour tout point z de M,

£Y@ = @hH™ (¥ (f@)).

L’application f*Y : M — TM est un champ de vecteurs de classe C? sur M, appelé
image réciproque du champ de vecteurs Y par le difféomorphisme f. L’image réciproque
de Y parle difféomorphisme f n’est autre que 1’image directe de Y par le difféomorphisme
f~1: N — M. Nous pouvons écrire :

FY=("X.
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6. Orientation

6.1. Préliminaires. — Nous avons rappelé (paragraphe V1.2.6 a) la notion d’orientation

d’un espace vectoriel ou affine de dimension finie. Nous allons étendre cette notion aux

variétés différentiables en procédant comme suit : nous dirons qu’une variété différentiable

M est orientée lorsque pour tout point & de M, une orientation de 1’espace vectoriel

tangent T, M a été choisie, ce choix étant fait de maniére continue en fonction du point

x considéré. Nous devons cependant préciser ce que signifie la continuité du choix de

I’orientation de T, M en fonction du point . D’autre part, alors qu’un espace vectoriel ou

affine de dimension finie peut toujours &tre orienté, il n’en est pas de méme des variétés -
différentiables : une variété différentiable sera dite orientable lorsqu’il est possible de

’orienter. Les définitions qui suivent vont nous permettre de préciser ces notions.

6.2. Définitions. — Soit M une variété différentiable de dimension n.

1. On dit qu’on a choisi une orientation des fibres du fibré tangent T M lorsque
pour tout point z de M, on a choisi une orientation de I’espace vectoriel tangent
T.M.

2. Une orientation des fibres de T'M est dite continue lorsque tout point x de M
posséde un voisinage ouvert U sur lequel existent n champs de vecteurs continus
X1,...,X,, tels que pour tout point y de U, la base (X1(y),. .., Xn(y)) de T,M
soit d’orientation positive.

2. On dit que la variété différentiable M est orientable lorsqu’il existe une
orientation continue des fibres de T M. Lorsque c’est le cas, chaque orientation
continue des fibres de T M est appelée orientation de la variété M, et on dit qu’on
a orienté la variété M lorsqu’on a choisi une de ces orientations.

6.3. Quelques propriétés

a) Orientations possibles d’une variété orientable. — Tout comme un espace vectoriel
ou affine de dimension finie, une variété orientable connexe posséde exactement deux
orientations distinctes. Une variété orientable non connexe, possédant p composantes
connexes distinctes, posséde 2P orientations distinctes, car chacune de ses composantes
connexes est une variété orientable connexe qui poss¢de deux orientations distinctes.

b) Un critére d’orientabilité. — Soient M une variété différentiable de dimension n,
(U1, 1) et (U, p2) deux cartes admissibles de M telles que U; N Uz # 0. On dit que
ces deux cartes sont de méme orientation si pour tout point x € U; N Us, la matrice
jacobienne du changement de carte @, o 7', au point ¢, (), a un déterminant positif.
Un atlas admissible (U, ¢;), i € I, de la variété M tel que, pour tout couple (3, j) € I
vérifiant U; N U; # B, les cartes (Us, @;) et (Uj, p;) soient de méme orientation, est dit
atlas orienté. La variété différentiable M est orientable si et seulement si elle possede un
atlas admissible orienté. En effet, supposons que M posseéde un atlas admissible orienté
(Ui, ¢i), @ € I. Pour tout point  de M, nous pouvons choisir une carte (U;, ;) telle
que z € U; et munir ’espace tangent T, M de I’orientation pour laquelle la base de
T, M déterminée par cette carte (voir 5.5 d) est d’orientation positive. Cette orientation
ne dépend pas du choix de la carte (U;, ¢;), et varie avec le point z de maniére continue,
au sens de la définition 6.2 1. Par suite, I’atlas considéré détermine une orientation de la
variété M. Réciproquement, si M est orientable, on peut, a partir d’un atlas admissible
quelconque (Us, ¢;), @ € I, de M, construire un atlas orienté. Nous pouvons en effet
nous ramener d’abord au cas ou les U; sont tous connexes, en réindexant si nécessaire
I’ensemble des cartes. Nous choisissons ensuite une orientation de M. Pour chaque ¢ € I,
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I’ouvert U; étant connexe, deux cas sont possibles, qui s’excluent mutuellement : ou bien
pour tout z € U;, la base de T, M associée a la carte (U;, ;) est d’ orientation positive, ou
bien, pour tout z € U;, cette base est d’orientation négative. Dans ce second cas, il suffit
de remplacer ; par sa composée avec une symétrie de R™ par rapport a un hyperplan
pour étre ramené au premier cas. L’atlas ainsi modifié est orienté.

¢) Un critére de non orientabilité. — Soit M une variété différentiable de dimension n
et x : [0,1] — M une courbe paramétrée continue dans M. Supposons qu’on ait choisi,
pour tout s € [0, 1], une orientation de I’espace tangent T} () M. Adaptant la définition
6.2 2, nous dirons que ’orientation ainsi choisie dépend continiment de s si pour tout
point s € [0, 1], il existe un voisinage W de s dans [0, 1], et n champs de vecteurs continus
Xi,...,X, définis sur un voisinage ouvert de x(s) dans M, tels que pour tout t € W,

la base (X 1(x(®), .-, Xn (x(t))) soit de méme orientation que I’ orientation choisie de
TLwM.

Posons x(0) = a, x(1) = b. En utilisant la compacité de [0, 1], il est facile de prouver que
lorsqu’on a privilégié une des deux orientations possibles de 7, M on peut, de maniére
unique, choisir pour tout s € [0, 1] une orientation de T} ()M de maniére telle que cette
orientation dépende continiiment de s et soit, pour s = 0, celle que I’on a privilégiée. En
faisant s = 1, nous déterminons ainsi une orientation de 7, M, et nous dirons que cette
orientation est déduite de celle spécifiée de T,, M par transport continu le long de la courbe
paramétrée x.

Supposons maintenant que la courbe paramétrée x : [0, 1] — M soit un lacet, c’est-a-dire
qu’elle vérifie a = x(0) = x(1) = b. Spécifions une orientation de T, M, et transportons-
la le long du lacet x par transport continu. Nous obtenons ainsi une autre orientation de
T.M. Silavariété M est orientable, il est facile de voir que ces deux orientations de T, M
coincident, quels que soient le point a et le lacet x considérés. Inversement, en utilisant
le fait que chaque composante connexe d’une variété différentiable est connexe par arcs,
on montre aisément que si variété M est non orientable, il existe un point @ € M et un
lacet continu x : [0,1] — M, vérifiant x(0) = x(1) = a, tels qu’en transportant une
orientation de T, M par transport continu le long de ce lacet, on obtienne I’orientation de
T.M opposée a celle initialement choisie.

6.4. Exemples

a) Les espaces projectifs réels et complexes. — Soit K = R ou C. On note P(n, K)
I’espace projectif de dimension 7 sur le corps K, ¢’est-a-dire le quotient de K»*+1 — {0}
par la relation d’équivalence : z = (z!,...,z™"1) équivalenta y = (y!,...,y" ") s’il
existe A € K, A # 0, tel que y = Ax.

On montre aisément (exercice VIL5) que ’espace projectif réel P(n,R) est une variété
différentiable de dimension 7, orientable si 7 est impair et non orientable si 7 est pair.

Nous n’avons défini dans cet ouvrage que les variétés différentiables réelles. Mais il est
facile d’adapter les définitions 4.3 afin de définir la notion de variété analytique complexe
de dimension (complexe) n : les cartes d’une telle variété sont a valeurs dans C™”, et les
changements de cartes sont des difféomorphismes analytiques. Toute variété analytique
complexe de dimension n posseéde une structure sous-jacente de variété analytique réelle
de dimension 2n, qu’on obtient en identifiant C 2 R?, donc C™ a2 R?™. On montre aisément
que pour cette structure de variété réelle sous-jacente, toute variété analytique complexe est
orientable. On montre aisément (exercice VIL5) que 1’espace projectif complexe P(n, C)
est une variété analytique complexe de dimension 7 donc ausssi, pour sa structure de
variété réelle sous-jacente, une variété analytique réelle orientable de dimension 2n.
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b) La bande de Mobius. — Sur le rectangle Rx | — 1, 1[, considérons la relation
d’équivalence
(z1,y1) équivalent a (zo, 1) Sizy — 1 = k7, aveck € Z, etys = (—1)%y; .

Le quotientde Rx | —1, 1] par cette relation d’équivalence est appelé bande de Mobius. On
montre (exercice VIL.6) que ¢’est une variété différentiable non orientable de dimension 2.

¢) La bouteille de Klein. — Dans le plan R?, considérons la relation d’équivalence

( ¢quivalent 2 ( ) si Ty —x1 = kT, aveck € Z, et

1, y1) équivalent & (2, y2) s ya — (—1)ky; = 2lw, avecl € Z.
La bouteille de Klein est une variété différentiable compacte, non orientable, de
dimension 2 (exercice VIL.7).

Le théoréme suivant montre qu’a toute variété différentiable non orientable M, on peut
associer de maniére naturelle une variété différentiable orientable M appelée revétement
orientable a deux feuillets de cette variété.

6.5. Théoréme.— Soit M une variété différentiable connexe non orientable. Il existe
une variété différentiable connexe M et une application différentiable = : MM
ayant les propriétés suivantes :
(i) la variété M est orientable;
(ii) tout point x de M posséde un voisinage connexe V tel que w~1(V) ait
exactement deux composantes connexes 171 et 172 et que la restriction de m
a chacun des V; soit un difféomorphisme de V; sur V (aveci =1 ou 2).

De p]us, le couple (M ) est unique & un dn"feomorpmsme preés, ce qui signifie que
si M est une variété différentiable connexe et " M' — M une application
différentiable vérifiant, comme M et 7r, Ies propr1etes (i) et (i), il existe un
difféomorphisme h : M M — M tel que ™’ =moh.

Preuve : Nous nous bornerons a indiquer les grandes lignes de la construction d’un
couple (M\ , ™) vérifiant les propriétés (i) et (ii). Pour plus de détails et pour la preuve de
I’unicité de (]/VI\ , ) & un difféomorphisme prés, le lecteur pourra consulter, par exemple,
I’ouvrage de Claude Godbillon [27], chapitre VII paragraphe 5 et chapitre X paragraphe
4. Soit n la dimension de M, et (U;, ¢;), © € I, un atlas admissible de cette variété. Soit
d’autre part s : R® — R™ une symétrie de R™ par rapport a un hyperplan (nous pouvons,
par exemple, prendre pour s I’application (x4, ...,%,) — (Z1,...,%n—1, —Ty)). Pour
chaquei € ITete € { —1,1}, posons

e sie=1,
SO(Z,E) - s0; sie =-—1.

Considérons la somme topologique

Z = Z U; x{(i,€) }.
(e)elx{—1,1}
C’est, de maniére naturelle, une variété différentiable dont les cartes (a2 domaines deux
a deux disjoints) sont les (U; x { (i,€) }, ¢(i,¢))- Nous définissons sur Z une relation
d’équivalence en convenant que deux points (z, (4, €)) et (y, (j, €’ )) de Z sont équivalents
si x = y et si de plus la matrice jacobienne de ¢(; 1y o go( a, en tout point, un
déterminant posmf Le quotient de Z par cette relation d’ equlva{ence _peut ne pas étre
connexe. Soit M une de ses composantes connexes. On vérifie alors que M est une variété
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différentiable connexe et orientable, de méme dimension n que M. Soit Z un point de
M, et (z,(¢,€)) € Z un représentant de Z. Le point 2 de M dépend de Z, mais non du
représentant choisi; nous pouvons donc poser 7(Z) = x. On vérifie alorsque 7 : M — M
est une application différentiable qui vérifie la propriété (ii). O

6.6. Exemples. — Les revétements orientables de 1’espace projectif réel P(2p, R) de
dimension paire 2p, de la bande de Mobius et de la bouteille de Klein sont déterminés
dans les exercices VILS5, VIL6 et VIL.7. Ce sont, respectivement, la sphere de dimension
paire S??, le cylindre S'x ] — 1, 1] et le tore T? = S* x S*.

7. Exercices

Exercice VIL.1. Déterminer les parties semi-simples et nilpotentes des endomorphismes
de R? dont les matrices sont données ci-dessous :

a=(51) ==( 4) o= (2 8):

Exercice VIL2. Que peut-on dire de ’endomorphisme de R* ayant pour matrice
1 111

2.2 2 2},
3 3 3 3|
4 4 4 4

Exercice VIL.3. Pour quelles valeurs des parametres a, b et ¢ les endomorphismes de
R? ou de R? ayant pour matrices

100
A=<_01 g) B=(1 "bl) c=12 11
0 0 ¢
sont-ils semi-simples? ou nilpotents?

Exercice VIL4. [Exemples de variétés orientables].

1) Montrer que pour sa structure de variété réelle sous-jacente, une variété analytique
complexe est toujours orientable.

2) Montrer que 1’espace total du fibré tangent a une variété différentiable est toujours une
variété orientable.

Exercice VILS. [Les espaces projectifs]. Ils ont été définis en 6.4 a.

1) Pour K = R ou C, montrer qu’il existe sur P(n, K) une structure de variété différentiable
telle que la projection de K™*! — {0} sur P(n, K) soit un difféomorphisme loocal. On
définira un atlas de P(n, K) et on donnera I’expression explicite des changements de carte.
2) Montrer que ’espace projectif réel P(n, R) est orientable sin est impair et non orientable
si 7 est pair.

3) Montrer que le revétement orientable a deux feuillets de 1’espace projectif réel P(2p, R),
de dimension paire 2p, est la sphére S2P.

Exercice VIL6. [La bande de Mobius]. Elle a été définie en 6.4 b.

1) Montrer que la bande de Mobius est une variété différentiable non orientable de
dimension 2. Pour cela, on pourra en construire un atlas et donner I’expression explicite
des changements de carte, puis utiliser le critére 6.3 c.
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2) Montrer que le revétement orientable a deux feuillets de la bande de Mobius est le
cylindre S'x | —1,1].

3) Montrer que ’ensemble des droites non orientées du plan peut, de maniere naturelle,
étre muni d’une structure de variété différentiable qui en fait une bande de Mobius.
[Indication : on pourra préalablement définir une structure différentiable sur I’ensemble
des droites orientées du plan.]

Exercice VIL7. [La bouteille de Klein]. Elle a été définie en 6.4 c.

1) Montrer que la bouteille de Klein est une variété différentiable non orientable de
dimension 2. Pour cela, on pourra en construire un atlas et donner 1’expression explicite
des changements de carte, puis utiliser le critere 6.3 c.

2) Montrer que le revétement orientable a deux feuillets de la bouteille de Klein est le tore
T? = 81 x S

3) Construire un plongement de la bouteille de Klein dans R*.

8. Solutions

Solution VIL.1. Le polyndme caractéristique de A est I14(X) = (1 — X)2. La seule
valeur propre est 1, avec la multiplicité 2. Les parties semi-simple et nilpotente de A sont,

respectivement,
10 et 01
0 1 0 0/°

Le polyndme caractéristique de B est IIg(X) = —(1 4+ X)(1 — X). Les deux valeurs
propres, 1 et —1, sont simples. L’endomorphisme B est donc semi-simple, et méme
diagonalisable sur le corps R. Soient e; et ez les vecteurs de la base canonique de R2.
Alors e; et e; — 2e, sont vecteurs propres de B associ€s, respectivement, aux valeurs
propres 1 et —1.

Le polyndme caractéristique de C est IIo(X) = —(1 + X)(1 — X). Les deux valeurs
propres, 1 et —1, sont simples. L’endomorphisme C est donc semi-simple, et méme
diagonalisable sur le corps R. Les vecteurs e; + e3 et e; — ez sont vecteurs propres de C
associés, respectivement, aux valeurs propres 1 et —1.

Solution VIL2. Notons e, €3, €3 et e4 les vecteurs de la base canonique de R%. L’ image
de A est le sous-espace de dimension 1 engendré par e; + 2e5 + 3e3 +4e4, et son noyau est
le sous-espace de dimension 3 engendré par e; — ez, €2 — €3 €t e3 — €4, qui sont vecteurs
propres associés a la valeur propre 0, de multiplicité 3. La seule autre valeur propre est 10,
de multiplicité 1, dont e; + 2e5 + 3es + 4e4 est un vecteur propre associé. Commeil y a
une base de vecteurs propres, A est semi-simple, et méme diagonalisable sur le corps R.

Solution VIL3. Lorsque a # 1, ’endomorphisme de matrice A a des valeurs propres
simples, donc est semi-simple. Lorsque @ = 1, cet endomorphisme admet 1 pour valeur
propre double. Sa décomposition en partie semi-simple et partie nilpotente est
0 1\ _ (10 -1 1
<—1 2)‘ 0 1)+ -1 1)‘
Donc lorsque @ = 1, A n’est ni semi-simple ni nilpotent.
Lorsque b n’est égal ni 2 —1, ni a 3, les valeurs propres de B sont simples, B est donc

semi-simple. Lorsque b = —1, B est nilpotent. Lorsque b = 3, la décomposition de B en
partie semi-simple et partie nilpotente est

(1 3)=(@ )+ (T 7)
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Donc lorsque b = 3, B n’est ni semi-simple ni nilpotent.

Le polyndme caractéristique de C est Il (X ) = (1 — X)?(c — X). Comme 1 est toujours
valeur propre, C' n’est jamais nilpotent.

Lorsque ¢ = 1, C' admet 1 pour valeur propre triple et a pour décomposition en partie
semi-simple et partie nilpotente

100 1 00 0 0O
21 1)=(0107]+|2 01
0 01 0 01 0 00

Donc lorsque ¢ = 1, C n’est ni semi-simple ni nilpotent.

Lorsque ¢ # 1, C admet 1 pour valeur propre double, et le sous-espace propre
correspondant est de dimension 1 : il est engendré par le second vecteur e, de la base
canonique de R3. L’endomorphisme C n’et donc, dans ce cas, ni semi-simple, ni nilpotent.
L’algorithme de la proposition 1.16 permet de déterminer ses parties semi-simple et
nilpotente. Ce sont, respectivement,

1 00 0 0O
011 et 2 00
0 0 ¢ 0 00

Solution VIL.4. [Exemples de variétés orientables].

1) Soit (U, ¢k), k € I, un atlas d’une variété analytique complexe M. Soient & et [ deux

éléments de I. Le changement de cartes ¢; o go,zl s’exprime par des formules de la forme

(215 y2n) — (Zl,. .-y Zn), ou chaque Z; est une fonction holomorphe, a valeurs

complexes, des n variables complexes 21, . . ., 2,. Posons, pour chaque j (1 < j < n),
2=z +1y;, Z;=X;+1Y;.

Les X; et Y; sont maintenant 2n fonctions différentiables des 2n variables réelles

T1y.++yTn,Y1,. .., Yn. La matrice jacobiennne du changement de cartes, pour la structure
de variété réelle sous-jacente, a pour expression

0X, 0X: 090X, 0X;

Bz, dr, Oy OYn

X, 90X, 06X, X,

0z, ox, On Oyn

)% oy, on oY,

oz 0z, Oy: Y

oY, oy, oY, oy,

ozy 0z, Oy BYn

0X; _ovi oY 90X la matrice
dz;  Oy;’ Oz, dy;’

_AB ﬁ) ,ou A et B sont des
matrices 7 x n. Son déterminant (dét A)? + (dét B)? est donc positif. Le critére 6.3 b
montre que la variété M, pour sa structure réelle sous-jacente, est orientable.

2) Soit (Uk, ¢x), k € I, un atlas d’une variété différentiable M. Soient k et [ deux
¢éléments de I. Le changement de cartes ; o <p;1 s’exprime par des formules de la
forme (1,...,2,) — (y1,...,Yn), o0 chaque y; est une fonction différentiable, &

Mais d’apres les relations de Cauchy-Riemann

jacobienne de changement de cartes est de la forme
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valeurs réelles, des n variables réelles z1, ..., z,. Pour les cartes associées de T'M, le
changement de cartes s’écrit (z1, . . . ,mn,vl ey Up) (yl, ey Yny W, - - -, W) , AVEC

_ 3%
. Z 3:I3k

La matrice jacobienne du champ de cartes pour le fibré tangent, a donc pour expression

oy oy
= = 0 0
/ o oz,
Oyn, 6g}n ) i
0 0
o1 0z,
%y, 0%y oy Oy
0r10z Uk 02,01 Uk 8z 8zn
=1 10Tk k1 nOTk 1 n
O A S A
= 0z10z) = 01,0y, k 01, amn/
Elle est de la forme <g 21) ,ou A et B sont des matrices n X n. Son déterminant

(dét A)? est donc positif. Le critére 6.3 b montre que I’espace total TM du fibré tangent
est une variété orientable.

Solution VILS. [Les espaces projectifs].

1) Notons 7 : R**! — {0} — P(n,R) la projection canonique. Pour chaque i
(1 < i< n+1),soit V; 'ensemble des éléments z = (z1,...,T,) de R™1 — {0} tels
que z; # 0, et U; = w(V;). Les V; sont des ouverts de R**! — {0}, dont la réunion est
R™*! — {0}. Soit 4; : V; — R™ I’application

Ui (1, ., Tng1) > 2= (zf= Z—k, 1<k<n+1,k#i
1
Deux éléments x et y de V; sont équivalents si et seulement si ¢; (z) = ;(y). Il existe donc
une application bijective ; : U; — R™ telle que pour tout z € V;, ¥;(z) = ¢; o m(x).
Munissons P(n, R) de la topologie pour laquelle chaque U; est un ouvert et chaque @;
un homéomorphisme de U; sur R™. On vérifie d’ailleurs que cette topologie n’est autre
que la topologie quotient de celle de R®*! — {0} par la relation d’équivalence servant a
définir P(n, R). Les (U;, ¢;), 1 < ¢ < n + 1, forment un atlas de P(n, R), qui définit sur
cet espace une structure de variété topologique de dimension . Nous allons prouver que
cet atlas est différentiable.
Soient i et j deux éléments distinctsde { 1,. .., n }. L’ensemble U; N U; est non vide, car
a~H(U; N U;) = V;NV; est’ensemble des éléments = (x1,...,Zn41) telsque z; # 0
et z; # 0. Soit & un élément de U; N U,. Notons ; (%) = (yx; 1 <k<n+1, k#1),
etp;(@) =(z1; 1<I<n+1,1l+#j).Lélémentz = (z1,...,Tns1) de]R"+1 {0},
défini par
i ={% sil<k<n+1l,k#1,
k 1 sik=1,
est un représentant de &. Nous avons donc z; = y; # 0, et les composantes 2; de ; ()
ont pour expression

oGi1<i<nsl, 40,147,

A=y 1 .
— sil=1.
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L’application de changement de cartes p; op; ! est analytique (et méme, plus précisément,
algébrique puisqu’elle s’exprime au moyen de fractions rationnelles). L’atlas de P(n, R)
que nous avons construit est donc analytique.

Les mémes raisonnements s’appliquent a P(n, C).

2) Nous avons vu (4.15 b) que la sphére S™ est une sous-variété de R™*!, contenue
dans I’ouvert R®*+! — { 0 }. Chaque point & de P(n, R) a deux représentants éléments de
S™, qui sont deux points diamétralement opposés (Z1, . - ., Tn41)s €t (—Z1, ...y —Tnt1),
avec Z?:ll z? = 1. Nous voyons ainsi qu’on peut définir ’espace projectif P(n, R)
comme quotient de la sphére S™ par la relation d’équivalence dont les classes sont les
couples de points diamétralement opposés. On vérifie aisément que la topologie et la
structure différentiable ainsi obtenues sur P(n, R) coincident avec celles construites dans
la question précédente.

Pour tout point £ € S™, munissons 1’espace tangent 7,S™ de 1’orientation telle qu’en
prenant une base d’orientation positive de cet espace et en lui ajoutant, comme 7 + 1-i¢me
vecteur, un vecteur dirigé vers I’extérieur de la sphére, on obtienne une base d’orientation
positive de R®+1, Nous avons ainsi défini une orientation de S™, donc prouvé que S™ est
une variété orientable.

L’application antipodale z — —z transforme chaque vecteur de R™*! en son opposé,
donc transforme une base de R**! en une base de méme orientation si n + 1 est pair,
d’orientation opposée si n + 1 est impair. Cette application transforme un vecteur, attaché
au point z de S™ et dirigé vers 1’extérieur de la sphére, en un vecteur attaché au point
—z de la sphere et dirigé aussi vers 1’extérieur. Par suite, le prolongement aux vecteurs
de I’application antipodale x — —z transforme une base de 7,.S™ d’orientation positive
(pour I’ orientation de S™ définie ci-dessus) en une base de 7, .S™

— d’orientation positive si n est impair,

— d’orientation négative si n est pair.

Nous en déduisons que si n est impair, P(n, R) est orientable car on peut orienter 1’espace
tangent en chacun de ses points d’une orientation telle que la projection canonique de
S™ sur P(n, R) préserve I’orientation. Nous en déduisons aussi que si 7 est pair, P(n, R)
n’est pas orientable. Considérons en effet un demi-grand cercle de la sphére S™, joignant
deux points diamétralement opposés = et —x. Sa projection sur P(n,R) est un lacet
ayant pour origine et pour extrémité le point £ (classe d’équivalence commune a z et
—z). Choisissons une orientation de I’espace tangent 7;P(n,R), et transportons cette
orientation par transport continu le long de ce lacet, comme indiqué en 6.3 c. En relevant
sur la sphere ce transport continu, nous obtenons sur la sphére S™ une orientation de
I’espace tangent a la sphére en chaque point du demi-grand cercle joignant les points x et
—z, dépendant continiiment du point considéré. Comme la sphére S™ est orientable, les
orientations de T, S™ et de T, S™ ainsi construites sont soit toutes deux positives, soit
toutes deux négatives. Par suite 1’orientation initialement choisie de T;PP(n,R) et celle
obtenue par transport continu le long du lacet considéré, sont opposées. Le critére 6.3 ¢
permet de conclure.

3) Nous avons vu dans la question précédente que pour tout entier n > 0, il existe un
revétement de P(n, R) par la sphére S™, chaque point de P(n, R) ayant dans S™ deux
antécédents diamétralement opposés.

Supposons 7 pair. La sphére S™ étant orientable et 1’espace projectif P(n, R) ne 1’étant

pas, I’unicité du revétement orientable a deux feuillets (a un difféomorphisme pres) nous
permet d’affirmer que S™ est bien le revétement orientable a deux feuillets de P(n, R).
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Pour n impair, S™ et P(n, R) sont deux variétés orientables. Pour n = 1, S* et P(1,R)
sont difféomorphes. Mais pour n > 1, ce n’est en général pas le cas : par exemple, pour
n = 3, la sphére S° s’identifie au groupe SU(2) et P(3, R) s’identifie au groupe SO(3).

Solution VIL.6. [La bande de Mobius]. Notons M la bande de Mdobius et w :
Rx]—1,1[— M laprojection canonique. Les restrictionsde w a | —m /2, 7/2[ x ] —1,1]
et 2 ]0,m[x] — 1,1[ sont injectives. Posons U; = w(] — n/2,7/2[x] — 1,1[,
U, = w(]0,m[x] — 1,1[, et notons ¢; et @z les inverses des restrictions de <o,
respectivement, 8 | — w/2,7/2[x] — 1,1 eta ]0,w[x] — 1,1[. Munissons M de la
topologie pour laquelle U; et U, sont des ouverts, ; et o des homéomorphismes. Nous
obtenons ainsi un atlas (U, ¢1), (Us, ¢2)) de M, qui fait de M une variété topologique.
Afin de déterminer I’expression des changements de carte, nous remarquons que U; N U,
a deux composantes connexes, que nous noterons W et W', qui sont respectivement

W= w(]o’ 7T/2[ X]—]., 1[) ) W= w(]_ﬂ'/Q: O[X ]_1,1[) = w(]"r/2)7r[ X ]_1’1[) .
L’application changement de carte @2 o 501—1 a pour expression

(z,y) si0<z<m/2,

-1 —
p2 001 (T,9) —{(a;_ﬂ,_y) sin/2<z<m.

L’application de changement de carte est différentiable. La bande de Mobius M est donc
une variété différentiable, de dimension 2.

Nous attirons I’attention du lecteur sur le fait que la construction décrite ci-dessus est
I’équivalent mathématique exact de la construction physique d’une bande de Mobius au
moyen de deux rectangles de papier, de longueur 7 et de largeur 2 : on commence par
coller ces deux rectangles ensemble de fagon telle qu'un des cdtés de longueur 2 de I’'un
des rectangles soit exactement au milieu de 1’autre rectangle, parall¢le aux deux cotés de
longueur 2. On obtient ainsi un seul rectangle, de longueur 37 /2 et de largeur 2, dont la
partie centrale est en double épaisseur. Puis on colle ensemble les deux parties en simple
épaisseur du ruban ainsi obtenu, apres 1’avoir vrillé.

Le critére 6.3 c, avec pour lacet la projection de [0, 7] x { 0 }, montre immédiatement que
la bande de Mobius n’est pas orientable.

2) Le quotient de R par la relation d’équivalence
x; équivalenta 3 sizo — 3 = 2kw, avec k € Z,
est le cercle trigonométrique S'. Le quotient de Rx | — 1, 1[ par la relation d’équivalence
(z1,y1) équivalent a (z2,y2) size — x1 = 2kmetys =y, aveck € Z,

est donc le cylindre S*x ] — 1, 1[. Il est facile de voir que le quotient de ce cylindre par
la relation d’équivalence

(01,y1) équivalent a (03,y2) sify — 0 = kmety, = (—1)Fy;, aveck € Z,

n’est autre que la bande de Mobius. Le cylindre est connexe et orientable, et sa projection
sur la bande de Mobius M satisfait les conditions (i) et (ii) du théoréme 6.5. Le cylindre
S'x]—1,1[ est donc bien le revétement orientable a deux feuillets de la bande de Mobius

M.

3) Soit £2 un plan affine. En choisissant pour origine, de maniére quelconque, un point O
de ce plan, nous I’identifions a 1’espace vectoriel associé E2. Nous munissons E? d’une
structure euclidienne et d’une orientation. Soit A une droite affine orientée du plan £2, et
P la projection orthogonale du point O sur cette droite. Nous pouvons associer a la droite
orientée A un couple (0,y), ou @ € S! et y € R, de la maniére suivante : § est 1’angle
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polaire d’un vecteur directeur de la droite orientée A, et y est la longueur du segment de
droite OP, c’est-a-dire la distance de 1’origine O a la droite A, affectée du signe + si la
base de E? formée par le vecteur OP (d’origine O et d’extrémité P) et par le vecteur
directeur de A, rangés dans cet ordre, est d’orientation positive, et du signe — dans le cas
contraire. La correspondance A +— (6, y) ainsi construite est une bijection de ’ensemble
des droites affines du plan £2 sur le cylindre S* x R, qu’on peut employer pour définir,
sur I’ensemble des droites orientées de £2, une structure de variété différentiable.
Supposons maintenant que A soit une droite affine non orientée du plan £2. Nous pouvons
Iorienter de deux maniéres différentes. Nous obtenons ainsi deux droites orientées AT
et A~, auxquelles correspondent deux points (6, y) et (§ + m, —y) du cylindre S* x R.
Nous voyons donc que ’ensemble des droites affines non orientées du plan £2 s’identifie
au quotient du cylindre S! x R par une relation d’équivalence, qui n’est autre que celle
rencontrée dans la question précédente. La seule différence notable est la suivante : dans la
question précédente, le cylindre considéré était S* x | — 1, 1[, tandis que dans la question
présente c’est S' x R. Mais comme R et ] — 1, 1[ sont difféomorphes, nous pouvons
quand méme conclure que 1’ensemble des droites affines non orientées du plan possede
une structure de variété différentiable naturelle pour laquelle il s’identifie a une bande de
Mobius.

Le lecteur est invité & construire, de maniere analogue, une structure de variété
différentiable sur I’ensemble des droites affines non orientées de R®.

Solution VIL.7. [La bouteille de Klein].

1) Notons K la bouteille de Klein et o : R? — K la projection canonique. La restriction de
w a tout rectangle ouvert de la forme Ja, b x J¢,d[,avec0 < b—a < 7,0 < d—c < 2,
est injective et a pour image une partie U, 5 ¢ 4) de K. On note ¢, 5 ¢ ) I'inverse de la
restriction de w & ]a, b[ X ]¢, d[. On munit K de la topologie pour laquelle les U(q 5, c,q)
sont des ouverts et les @, p,c 4y des homéomorphismes. On vérifie d’ailleurs que cette
topologie n’est autre que la topologie quotient de celle de R? par la relation d’équivalence
qui définit K. L’ensemble des (U(q,b,c,d), P(a,b,c,d)) constitue un atlas de K, qui en fait
une variété topologique connexe de dimension 2.

Afin de donner une forme relativement simple aux formules de changement de carte, nous
imposerons aux réels a, b, ¢, d de vérifier 0 < b—a < 7/2,0 < d — ¢ < 7. En raison
de ces inégalités, I’intersection du domaine de définition de deux cartes, s’il est non vide,
est connexe. Soient alors (U g b,c,d)> P(a,be,d)) €t (Uar bt e ,d')s P(a’,br, ' ,@)) deux cartes
vérifiant ces conditions. Nous avons Ug b c,0) NU(a b/, a) 7 0 si et seulement s’il existe
deux entiers k et [ tels que 1’on ait, a la fois,
la+km, b+ kn[N]a,b'[# 0
et
le+ 2nl,d + 2xl[N]c,d'[# 0 si k est pair,
{ | —d+2nl,—c+2nl[N]c,d'[# 0 sik estimpair.
Lorsque c’est le cas, chacun des entiers k et [ est unique (en raison des inégalités imposées).
L’application de changement de carte ©(q/ ' 7, d) © (pz:z{b,c, 4) apour expression

(z,y) = (2" =z +km, y' = (=1)*y + 2Um).

Les applications de changement de carte étant différentiables, la bouteille de Klein X est
une variété différentiable.

En appliquant le critere 6.3 ¢ au lacet w ([0, 7r] x { 0 }), on montre aisément que K est non
orientable.
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2) Le quotient de R? par la relation d’équivalence
(z1,y1) équivalent A (zo,y2) Sizy — 1 = 2k7, Yo —y1 =2n, aveck € Z, l € Z,

est le tore T2 = S1 x S1. La bouteille de Klein K est le quotient de ce tore par la relation
d’équivalence

.. . . | as —ay =km, aveck € Z, et
(a1, B1) équivalent & (az, B2) si {ﬁj— (—ll)kﬂl " olr, avecleZ.

On vérifie aisément que la projection canonique de T? sur K est un revétement & deux
feuillets. Comme T? est connexe et orientable, ce revétement est le revétement orientable
a deux feuillets de K.
3) Rappelons d’abord les formules permettant de plonger le tore T? = S* x S* dans R3,
Soient R et r deux réels vérifiant 0 < » < R. L’application f : (p,0) — (z,y, 2), ayant
pour expression
x=(R+rcosf)cosyp,
y=(R+rcosf)singp,
z=rsiné,
est un plongement du tore T? dans R3. On peut modifier 1égérement ces formules
afin d’obtenir un plongement de la bouteille de Klein K dans R*. Soit en effet
g: (v,0) — (z,y, z,t) I'application de T? dans R* définie par
z = (R + rcos@) cos(2¢p),
y = (R + rcosf)sin(2y),
z=rsinfcosp,
t=rsinfsingp.
On vérifie que deux points du tore de coordonnées angulaires (¢, ) et (¢, 6’) ont méme
image si et seulement si 1’on a, soit ¢ = ¢’ et § = @' (modulo 27), soit ¢’ = ¢ + 7 et
0 + 6’ = 0 (modulo 27). L’image de T? par I’application g s’identifie donc au quotient
du tore par la relation d’équivalence rencontrée dans la question précédente lors de la
construction du revétement a deux feuillets de la bouteille de Klein par le tore.

Afin de s’assurer qu’on a bien construit ainsi un plongement, il suffit de vérifier que la
matrice jacobienne de 1’application g est partout de rang 2, ce qui ne présente pas de
difficulté.
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les équations non autonomes. Les trés riches ouvrages de V.I. Arnol’d [6, 7, 8], abordent
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trouvera aussi ces notions dans les livres d’Y. Choquet-Bruhat, C. DeWitt-Morette et
M. Dillard-Bleik [15, 16], avec de nombreuses applications a des problemes de Physique
mathématique.

Les quelques notions d’Algebre linéaire que nous avons utilisées seront trouvées dans les
ouvrages de G. Allaire et M. Sidi Kaber [2], F. Bories-Longuet [10], C. Chevalley [13]
et P. Saux Picart [56]; celles d’ Analyse complexe dans les ouvrages de H. Cartan [11],
P. Dolbeault [22], M. Hervé [33], T. Needham [48] et W. Rudin [55].
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Adapté (atlas — a une sous-variété), 251
Admissibles (cartes —), 248
Analytique (atlas -), 247
—  (systeme dynamique —), 4
Annulateur (polyndme —

d’un endomorphisme), 208
Application de Poincaré, 98
— de retour de Poincaré, 100
— linéaire tangente, 259
— temps de retour, 100
—  temps de transit, 96, 100
Associée (équation différentielle —

a un champ de vecteurs), 260
Asymptotiquement stable

(point d’équilibre -), 42,43
Atlas, 247
— orienté, 262
Attractif (point d’équilibre -), 42
Attractive (orbite periodique -), 94
Autonome

(équation différentielle -), 19, 261

B

Base (d’un fibré vectoriel), 258
Bassin d’attraction

(d’un point d’équilibre), 50
—  (d’une orbite périodique), 95
Bassin de répulsion

(d’un point d’équilibre), 50
—  (d’une orbite périodique), 95

Bendixson (théoréme de Poincaré-—), 125
Bernoulli (shift de -), 16

Bézout (théoréme de -), 210
Borsuk (théore¢me de prolongement
e-), 229
Bout (droit ou gauche), 22
Brouwer (théoreme de -), 181
C

Capacité, 109
Caractéristique (direction -), 67
—  d’Euler, 199, 205
—  (polyndme —

d’un endomorphisme), 209
Carathéodory (théoréme de

Riemann- — -Schoenflies), 246
Carte, 247
—  (changement de -), 247
Cauchy (probleme de —, donnée de —, 19
Centre, 57
Champ de vecteurs, 260
—  dépendant du temps, 261
Col, 55,85
Compléte (orbite -), 50
Complexifié (d’un espace

vectoriel réel), 208

Conjugués (systemes dynamiques—), 139
Conservatif (systéme mécanique ), 2
Continu (systeme dynamique —),

Continue (orientation —), 262
Contractible (partie —), 238
Coordonnées locales, 248
Covecteur, 254, 255
Coulée (d’une équation différentielle), 25
Couplage par dualité, 258
Courbe de Jordan, 183
Courbe intégrale, 19, 31
Cycle limite, 129

D

Degré (d’une application),
& PP 179, 186, 187, 204
Demi-droite tangente, 62

Dérivée de Lie, 46
Description polaire, 70
Difféomorphisme (de variétés), 249
— local (de variétés), 250
Différentiable (variété —), 247, 249
—  (systéme dynamique -), 4
Direction caractéristique, 66
Donnée de Cauchy, 19
Droite complexe, 177
Dual (d’un fibré vectoriel), 258
E
Eilenberg (lemme d’-), 230
—  (critere d’-), 231

Energie totale, 12

Ensemble q-limite ou w-limite, 6, 23, 31
Ensemble instable ou stable
_ (d’un point d’équilibre), 159
Equation de Liénard, 110
— de Van der Pol, 110
— différentielle, 19
— différentielle associée
_ aun champ de vecteurs, 260, 261
Equivalents (atlas CP--), 247
Espace cotangent, 255
Espace fibré vectoriel, 258
Espace tangent, 255
Espace total (d’un fibré vectoriel), 258
Espace de Cantor, 16
Espace des phases, 3
Etale (application -), 250
Exposants caractéristiques, 174
Expression (d’une application), 250
Extérieur

(d’une courbe de Jordan), 184, 234

F

Feigenbaum (bifurcation de -), 9
Fer a cheval de Smale, 14
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Fibre (d’un fibré vectoriel), 258
Fibré cotangent, 255,259
Fibré tangent, 255,259
—  vectoriel, 258
Floquet (théoréme de -), 174
Flot (d’une équation différentielle), 261
—  réduit (d’une équation différentielle),
28, 29, 261
Foyer (attractif, répulsif), 57,76
G
Gauss (transformation de —), 9
Générateur (d’un systeme dynamique), 7
— infinitésimal
(d’un systéme dynamique), 8
Genre, 199
Gradient, 254
Grobman (théoréme de Hartman et -),
155, 158
Groupe local, 26
H
Hartman et Grobman (théoréme de -),
155, 158
Hétérocline, 171
Hodographe, 65
Homocline, 13,171
Homotopes (applications —), 181
Homotopie, 181
Hyperbolique
Fpoint équilibre -), 155, 158
—  (orbite périodique -), 174
—  (ensemble invariant -), 175

I

Image directe ou réciproque (d’un cham;l)
e vecteurs), 31,26

Immergée (sous-variété ), 252
Immersion, 250
Indice de Lefschetz, 206
— d’une courbe de Jordan, 188

— d’un point d’équilibre,
196, 199, %(O)g

Inductance,
Intérieur (d’une courbe de Jordan),
184,234
Intersection (nombre d’-), 205
J
Janiszewski (théoréme de —), 232
Jordan (courbe de -), 183
—  (théoréme de -), 226,234
L
Lacet, 263
Lefschetz (nombre de —), 206
Liapounov (théoréme de -), 43,44
Liénard (équation de -), 110
Limite (ensemble ), 6,23,31
Linéarisée (d’une équation
différentielle), 27,59
Lipschitzienne (application —
ou localement —I;, 21

Localement conjugués
(systemes dynamiques —), 142
Localement trivial (fibré —), 258
Loi d’Ohm, 109
— de Faraday, 109
— de la capacité, 109

M
Marquée (suite bilatére -), 16
Maximale (solution —), 19

Méme orientation

(courbes de Jordan de -), 186
—  (cartes de -), 262
Mesurable (partie -), 4
Méthode de linéarisation, 59
— de Newton, 10
Mobius (bande de -), 264
Multiplicateurs caractéristiques, 174

N
Négative (orientation ou paramétrisation1 ;3)6’
Nilpotent (endomorphisme —), 213
Neeud attractif, 55, 56, 57, 85
—  impropre, 57
—  répulsif, 55, 56, 57, 85
Nombre d’intersection, 205
— de Lefschetz, 206

Non autonome (équation différentielle -),

9

Non dégénéré (point d’équilibre -), 58

Non errant (point —), 16
Normal (espace topologique —), 226
(0]

Orbite, 5,31
Orientable (variété —), 262
Orientation (des fibres), 262
—  (ducercle trigonométrique), 178
—  (d’une variété), 262
— négative, positive, 184
—  (de méme -), 184
Orientations opposées, 184, 186
Orienté (atlas —3), 262
Orientée (courbe de Jordan -), 184
—  (variété -), 262
P

Paramétrisation

(d’une courbe de Jordan), 183
Partie mesurable, 4
Parties nilpotente et semi-simple

(d’un endomorphisme), 214
Période, 5
—  primitive, 93
Périodique, 5
Plan complexe, 177
Plan tangent (2 une surface), 260
Plongement, 252
Plus petite période positive, 93
Poincaré (application de -), 98
— (a %hcation de retour de -), 100
Poincaré-Bendixson (théorémede -), 125
Poincaré-Hopf (théoréme de —), 199
Point d’équilibre, 5,31, 39
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Point critique (d’une fonction

différentiable), 204
Point fixe (théoréme du -), 222
Point-selle (d’une fonction

différentiable), 204
Polaire (description —), 70
Pdle (d’une description polaire), 70
Polynome annulateur

d’un endomorphisme), 208
Polyndme caractéristique

d’un endomorphisme), 209
Portrait de phases, 5,31
Positive (paramétrisation

ou orientation —), 186
Primitive (é)ériode -, 93
Probléme de Cauchy, 19
Produit fibré, 253
— tensoriel (de fibrés vectoriels), 258
Projection canonique

(d’un fibré vectoriel), 258
Prolongement aux vecteurs

(d’une application), 260
Propriété de Schoenflies, 236
Puits, 55, 56, 57

R
Rang (d’une application), 250
—  (d’un fibré vectoriel), 258

Rapport (d’une application lipschitziennfzz)l,
Réduit (flot — d’une équation différentielle),

28, 29, 261

Répulsif (point d’équilibre -), 43
Répulsive (orbite périodique -), 94
Restriction

(d’un systéme dynamique), 140
Retour

(application de — de Poincaré), 100
— Fsystéme dynamique de -

de Poincaré), 101
Rétracte par déformation, 238
Rétraction par déformation, 238

Revétement orientable a deux feuillets,

199, 264
—  universel, 11

Riemann (théoréme de
— -Carathéodory-Schoenflies), 246

S

Schoenflies (théoréme de

Riemann-Carathéodory- -), 246
—  (propriété de -), 236

Section locale (du flot
d’un champ de veccteurs), 122
Semi-simple (endomorphisme), 213
Shift de Bernoulli, 16
Simplement connexe (ouvert —), 236
Simplement transitive (action -), 254
Smale (fer a cheval de -), 14

Solution (d’une équation

diftérentielle), 19, 261
Somme directe (de fibrés vectoriels), 258
Source, 55, 56, 57
Sous-variété, 251
—  immergée, 252

Stable (point d’équilibre —
au sens de Liapounov),

Stable (point d’équilibre
asymptotiquement —),

—  (orbite périodique —
au sens de Liapounov),

Sternberg (théoréme de -),

Submersion,

Surface,

Systéme dynamique,

déterminé par un

champ de vecteurs,

linéarisé, )

Sépare (partie qui — deux points),

T

Tangente (2 une courbe),

Tangentes (applications —),

Temps de retour (application —),

Temps de transit (application —),

Théoréme de Brouwer,

de Floquet,

de Hartman et Grobman,

de Janiszewski,

de Liapounov,

de Poincaré-Bendixson,

de Poincaré-Hopf,

de Riemann-Carathéodory-
-Schoenflies,

de Sard,

de Sternberg,

de Tietze,

d’Urysohn,

du point fixe,

Tonneau de sécurité,
Topologiquement conjugués,
Trajectoire,

Transformation de Gauss,
Transport continu,
Transverse (intersection —),
Triangulation (d’une surface),
Trivialisation locale

(d’un fibré vectoriel),

NEEN

U
Urysohn (théoreme d’-),
A"
Valeur proFre,
— régulicre,

— singuliére,

Van der Pol (équation de -),
Variété analytique,
centrale,
différentiable,
instable ou stable,

topologique,
ecteur,

directeur,
fgropre,

ibre,

lié,

tangent,
Venant (en — de la direction),
Vitesse,
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42,43
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173
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198
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29
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230

260
254
100
96, 100
181
174

155,15
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232
43,44
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199

246
204
173
227
226
222
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139
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263
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La collection Mathematiques 2¢ cycle se propose de mettre a la disposition des
étudiants de licence et de maitrise de mathématiques des ouvrages couvrant
'essentiel des programmes actuels des universités francaises. Certains de ces
ouvrages pourront étre utiles aussi aux étudiants qui préparent le CAPES ou
l'agrégation, ainsi qu’aux éleves des grandes écoles.

Nous avons voulu rendre ces livres accessibles a tous : les sujets traités sont
présentés de maniere simple et progressive, tout en respectant scrupuleuse-
ment la rigueur mathématique. Chaque volume comporte un exposé du cours
avec des démonstrations détaillées de tous les résultats essentiels et de nom-
breux exercices. Les auteurs de ces ouvrages ont tous une grande expérience
de l'enseignement des mathématiques au niveau supérieur.

Ce livre est issu d'un cours professé pendant plusieurs années a
I'Université Pierre et Marie Curie, en maitrise de mathématiques. Sa
lecture ne nécessite pas de connaissances préalables autres que celles
habituellement enseignées dans un cours de Calcul différentiel en
licence de mathématiques. Le lecteur pourra trouver ces connais-
sances, par exemple, dans l'ouvrage Calcul différentiel de la méme
collection, par Anne Cot, Gilles Christol et I'auteur du présent livre.
L'étude des systemes dynamiques offre une occasion d'illustrer 1'utili-
sation des grands théoréemes enseignés en Calcul différentiel (inver-
sion locale, fonctions implicites,...) pour des applications précises.
De plus, elle permet d'accéder rapidement a des sujets de recherche
actuels.

Afin de rendre cet ouvrage facilement accessible, nous avons choisi
de présenter la théorie dans le cadre des espaces affines de dimen-
sion finie, plutdt que dans celui des variétés différentiables, Cela suf-.
fit pour l'introduction et l'étude de la plupart des notions ayant un
caractere local. Cependant, les variétés différentiables apparaissent
inévitablement, méme lorsque les systemes dynamiques considérés
sont définis sur un ouvert d'un espace affine (ne serait-ce que sous
forme de variétés stable et instable d'un point d'équilibre hyperbo-
lique). Nous avons donc présenté les quelques notions de géométrie
différentielle nécessaires pour la compréhension de ce livre dans un
dernier chapitre, avec d'autres compléments. Le lecteur n'en aura pas
besoin avant le chapitre V ; aguerri par I'étude des quatre premiers
chapitres il pourra, lorsqu'il en éprouvera le besoin, se reporter au
chapitre VII ou il trouvera un exposé bref, mais rigoureux et complet,
de toutes ces notions.
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