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AVANT-PROPOS

La motivation initiale de cet ouvrage a été la transcription de cours donnés
oralement aux ingénieurs de la direction des Etudes et Recherches d’EDF. Depuis
la premiére mouture du texte, la maturation a été longue mais, citons Héraclite
(cinquiéme siécle avant notre ere), « Le temps est un enfant qui joue, en déplacant
les pions ». Ces cours proposaient une introduction au calcul différentiel, quelques
éléments de la théorie qualitative des équations différentielles et quelques prolon-
gements sur des idées plus récentes concernant les systémes dynamiques. Lorsqu'’il
a été question de passer de I'’exposé oral a une version écrite, il est apparu qu'’il
serait bon d’en étoffer le contenu. Pour ce faire, nous avons utilisé la matiére
d’un autre cours consacré aux équations différentielles, non publié jusqu’'alors et
enseigné par le premier auteur au niveau de la licence de Mathématique a I'uni-
versité de Bourgogne. Dans l'intention de rendre le contenu plus autonome, nous
avons aussi décidé d'y adjoindre des prérequis sur le calcul différentiel ainsi que
des notions plus avancées de topologie différentielle. Les quelques apergus sur les
systémes dynamiques présentés lors des premiers cours oraux ont alors pu étre
développés en une introduction plus conséquente a ce vaste sujet.

Nous sommes ainsi arrivés a un ouvrage structuré en deux tomes, avec comme
idée directrice de faire en sorte que le texte se suffise a lui-méme et soit le plus
progressif possible. L'ensemble peut se lire et s’utiliser a plusieurs niveaux. On
peut se limiter au tome 1, comportant deux parties (I, 1), pour trouver un cours
classique sur les équations différentielles, abordable dans le cadre de la licence
de Mathématique, ou une initiation a des notions de base indispensables aux
applications. Le tome 1 permet de rendre cette initiation autonome, indépendante
d’une formation universitaire en Mathématique. Le tome 2 est une ouverture vers
la théorie moderne des systémes dynamiques. Il peut étre utilisé dans le cadre
d’un master de Mathématique ou de Physique. Il peut aussi étre employé avec
profit par toute personne cherchant des compléments sur certains aspects récents

de la théorie des systémes dynamiques.
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Comme il est dit plus haut, la partie I, assez courte, est consacrée a des pré-
requis de calcul différentiel et de topologie différentielle. Cette partie ne contient
pas de longs développements; on y trouvera peu de démonstrations. On se
contente d'y définir les termes et notions de base utilisés par la suite, concer-
nant aussi bien le calcul différentiel dans un espace euclidien (différentielle d’une
application, développement limité, formules de Taylor, étude d’une fonction au
voisinage d'un point critique) que la topologie différentielle (variétés, espace tan-
gent, plongements), cadre naturel pour développer la théorie des systémes dyna-
miques et méme celle des simples équations différentielles. Illustrons notre propos.
Un systeme différentiel défini dans, un espace euclidien, mais astreint a laisser inva-
riantes des intégrales premieres, (par exemple un systéme mécanique intégrable),
va se restreindre a des sous-variétés de cet espace euclidien (par exemple a des
sphéeres). De méme, un systéme bi-périodique dans le plan s’étudie au mieux s'il
est considéré comme un systéme sur le tore T~ Il est donc important de pouvoir
disposer du langage de base de la topologie différentielle. Dans cette partie, on a
aussi introduit le théoréme de Sard, car celui-ci sert en particulier de base a la
notion de propriété générique, notion indispensable pour la théorie des systémes
dynamiques.

La partie Il peut étre considérée comme la matiére d'un cours classique sur
la théorie qualitative des équations différentielles, par exemple dans I'esprit du
livre de Lefschetz [15], c’est-a-dire dans la tradition qui a été initiée par Poincaré
[22]. Les démonstrations sont souvent données avec quelques détails (cependant,
on n’établit pas la différentiabilité des trajectoires, mais seulement leur existence
et leur unicité en tant que courbes continues, ce qui suffit a donner une idée assez
précise de la nature du théoréme de Cauchy, a la source de la théorie qualitative des
équations différentielles). On développe dans cette partie les principales notions
qualitatives de base dérivant d’une notion centrale, celle du flot d’'un champ de
vecteurs. Le texte inclut par exemple le théoréeme de Poincaré-Bendixson relatif
a la trivialité des récurrences dans le plan, avec comme préalable une preuve du
théoréme de Jordan pour une courbe simple plongée dans le plan, le théoreme du
voisinage tubulaire, la notion d’indice pour un point singulier isolé pour un champ
en dimension 2, la notion d’application de Poincaré pour une orbite périodique,
celle de suspension d’un difféeomorphisme et un chapitre sur les notions de stabilité
de points singuliers et d’orbites périodiques de champs et de diffeomorphismes.

Le flot d’'un champ de vecteurs est un exemple de systeme dynamique et le
tome 2 est une introduction plus systématique a I’étude des systemes dynamiques.
Nous n’avons pas voulu développer ni méme introduire tous les aspects de la
théorie moderne de ces systéemes. Le tome 2 ne propose donc pas une présentation
systématique des systémes dynamiques et certains domaines essentiels sont a peine



Avant-Propos

abordés, comme par exemple la théorie ergodique, ou bien celle des systemes
hamiltoniens. On a voulu au contraire se concentrer sur quelques themes de nature
assez topologique et les développer précisément. On trouvera ainsi un chapitre
consacré a I'exposition des idées de René Thom sur les notions de généricité et de
transversalité, un chapitre sur les propriétés locales au voisinage des singularités
hyperboliques, un chapitre consacré a la stabilité structurelle et deux autres a la
théorie des bifurcations. Un dernier chapitre est consacré au modele de Lorenz. Il
est I'occasion de jeter un pont entre les systemes dynamiques en dimension infinie
et leur réduction éventuelle en dimension finie.

Les références au tome 1 sont toujours précédées par un | ou Il selon la partie
concernée a l'intérieur de celui-ci ; les références au tome 2 sont toujours précédées
par un Ill. Les références internes, que ce soit dans une partie du tome 1 ou dans
le tome 2, sont faites sans la mention du chiffre romain.

Le deuxiéme auteur remercie le LMD (Laboratoire de météorologie dyna-
mique) puis le CERES (Centre d’enseignement et de recherche sur I'environne-
ment et la société) de I’Ecole normale supérieure, de lui avoir permis I'écriture de
cet ouvrage, en collaboration avec Robert Roussarie.

R. Roussarie, J. Roux
5 mai 2011
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PRELIMINAIRES DE CALCUL
DIFFERENTIEL

1.1. Différentielle
1.1.1. Définitions

Soit / une application d’un ouvert 17 de M" & valeurs dans ou n et p sont
deux entiers quelconques > 1.

Définition 1.1. On dit que / est différentiable en a EU s’il existe une applica-
tion linéaire L de R” dans R” telle que

f{a + h)~ f{a) = L[h] + \\i\\efh) (1.1)

pour h suffisamment voisin de 0 G ; e{h) est une application définie
au voisinage de 0 G avaleurs dans MP et £{h) —0 avec —0; | = désigne
une norme quelconque de par exemple la norme euclidienne. L’application
/| est dite différentiable si elle est différentiable en chaque point a de U.

Une application différentiable en un point a est donc une application dont
I’accroissement en ce point peut étre approché par une application linéaire. Une
application différentiable est nécessairement continue.

Remarque IA. (a) On désignera par I’espace linéaire des applications
linéaires de dans MP. Une application linéaire de dans M" est représentée
par une matrice a p lignes et n colonnes {Lij)ij ou i G p} est I'indice

de ligne et j G{1,... ,n} est l'indice de colonne. Si h est un vecteur de on
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désigne par L[h] G LIP I'évaluation de L sur h. Explicitement, si h = (/;i,..., hn)'?
et L[h] = (r>1, on a ~ijhj pour r= 1,... ,p. Ainsi £(M”,LUP)
s’identifie & I'espace Mat(p, n) des matrices a p lignes et n colonnes.

Il est important de noter que cette identification est liée au fait que I'on utilise
les bases canoniques de et choix qui semble aller de soi. Il sera cependant
indispensable de pouvoir changer de bases et, dans ce cas, l'identification se fera
par un isomorphisme différent : la matrice représentative sera modifiée par com-
position de matrices carrées, a droite et a gauche. Il faudra donc bien distinguer

I'espace linéaire de lI'espace isomorphe (aprés choix de bases) des ma-
trices Mat(p,n). Pour une application différentiable au point a, on distingue la
différentielle appartenant a de la (matrice) jacobienne représentative

dans Mat(p,n). Pour simplifier et par abus de notations, on les notera toutes les
deux par d/(a), mais il faudra étre attentif au fait que la jacobienne est une ma-
trice qui dépend du choix des bases. Dans le cas ou l'on utilisera une base autre
que la base canonique, on réservera la notation df{a) pour la différentielle et I'on
choisira un nom différent pour la jacobienne, par exemple Jf{a).

(b) est considéré comme I’espace vectoriel des vecteurs colonnes a n compo-
santes dans R. Le symbole T désignant la transposition des matrices, la transpo-
sée de la ligne (hi,..., hn) est le vecteur colonne (/ii,..., hn)» GR”™ (les vecteurs
lignes sont les éléments du dual : LLI™). C'est cette notation qui a été utilisée ci-
dessus. Cependant cette convention rigoureuse serait difficile & maintenir tout au
long du texte. Elle nous conduirait par exemple a noter par : /((xi,... ~Xn)'Y la
fonction a n variables notée usuellement par /(xi,..., Xn)- Sauf lorsqu‘on voudra
mettre Vaccent sur le fait que le vecteur considéré est un vecteur colonne (colonne
d’'une matrice, vecteur considéré comme matrice colonne dans un produit matri-
ciel, etc.) on notera par (/ii,..., hn) le vecteur de M""de composantes : hi”.., ,hn-
Il n'y aura pas en général de confusion possible et ce petit abus de notation
allégera le texte.

(c) Notations de Landau : une application de la forme N ee{h) est repré-
sentée par le symbole o] |/]]). Ce symbole désigne donc toute application négli-
geable devant L{lL| c’est-a-dire dont le quotient par LFL] tend vers 0 quand h
tend vers 0. Plus généralement, on peut remplacer |W]l par une fonction posi-
tive test quelconque ip définie au voisinage de 0 dans le symbole of(p) dé-
signe une application arbitraire, définie au voisinage de 0 G de la forme
cp{h)e{h) ou e{h) est une application définie au voisinage de 0 G a valeurs
dans RP et tendant vers 0 lorsque h tend vers 0. Par exemple o(l) désigne une
application qui tend vers 0. On introduit aussi le symbole 0{(p) pour désigner
toute application F{h) pour laquelle il existe une constante Mp telle que I'on
ait \\Hh\\ < Mf<dans un voisinage de 0 € R" (ici ] = ] est une norme de
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L’intérét des notations de Landau est d’éviter d’avoir & donner des noms au
reste d’une formule, comme on I'a fait dans la définition de la différentielle par
exemple. D’autre part, ces symboles sont régis par des régles de calcul évidentes :
o{(p) + o((p) C o(NO((’p) C ofcp), o{(P)0{rj) C of(pr)), etc. (remarquez que
les symboles o((), 0 {ip) désignent des claisses d’applications, d’ou I'utilisation du
symbole C ci-dessus).

Il est facile de montrer que I'application linéaire L de la formule (1.1) est
uniquement définie. Cela conduit a la définition :

Définition 1.2. Supposons qu'une application / soit différentiable en un point
a. L'unique approximation linéaire L intervenant dans la formule (1.1) est ap-
pelée différentielle de f en a. On la note df{a). Son évaluation sur un vecteur
he sera notée df{a)[h] G MP, On dit qu'une application f de U C
dans MP est différentiable (sur U) si elle est différentiable en tout x E U. Sa
différentielle est I'application x EU df{x) E

Remaique 1.2. 1l est trés facile de vérifier qu’'une application différentiable sur un
ouvert U est aussi continue sur U. Par contre, il existe des fonctions continues qui
ne sont pas différentiables. Par exemple la fonction W\ est continue sur M, mais
n’est pais différentiable en x = 0.

Lorsque n = 1, l'application f est une courbe de M On pourra supposer
gue le domaine de définition U est un intervalle ouvert | E M Dans ce cas,
la différentielle va s’identifier avec la multiplication du nombre h par le vecteur
dérivé”™ vecteur que l'on note f\a) = ~{a) E M {t désigne la coordonnée sur I).
On peut définir directement le vecteur dérivé comme limite :

/(g + h)~ f{a)

/'(a) = lim(™"o,/i#0) h (1.2)
La relation avec la différentielle est donnée par
df{a)[h] = hf'{a). (1.3)

(Attention a la position de la variable h : c’est un scalaire qui doit étre mis
devant le vecteur f'{a) !)

On peut évidemment identifier dans ce cas différentielle et vecteur dérivé grace
a I'application p \L C £(R, RT") i==L[l] GR”, qui est un isomorphisme linéaire :
on a f'{x) = p{df{x)).
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Il est a remarquer que cet isomorphisme est canonique, c’est-a-dire uniquement
défini par le fait que {1} est une base distinguée de M : seul R, parmi tous les
espaces vectoriels sur R, a une telle base distinguée.

En toute dimension n, on peut se ramener a ne considérer que des vecteurs de
R~ en introduisant les dérivées directionnelles.

Définition 1.3. Soit / définie sur un ouvert U G R et ; G R'A On appelle
dérivée directionnelle de f dans la direction u le vecteur dérivé en t = 0 de
la courbe t B> f[a + tu) (autrement dit de la restriction de / a la droite
t\-~a + tu). On note cette dérivée : /4 (a).

En particulier, on peut considérer les directions des vecteurs de la base
canonique de R™ :ei = (0,..., 1,..., 0) dont les composantes sont nulles sauf
un 1 en i-éme position, pour i = 1,... ,n. On appelle dérivée partielle dans
la i-eme direction (ou plus simplement : dHndice i) la dérivée directionnelle
/4(a). Elle est notée # (a) € RP, si (0MN,... ,Xn) sont les coordonnées de R”,
ou simplement dif{a) s’il n'y a pas d’ambiguité sur le nom des coordonnées.

Si une dérivée partielle 8 {x) est définie pour tout point x, on a une nouvelle

application ~ définie sur U. Un cas trés particulier de la formule de composi-
tion des différentielles (qui sera rappelée plus loin) est la relation suivante entre
différentielle et dérivées partielles.

Pwposition 1.1. Supposons que f soit différentiable en a E U. Alors pour tout
UGR' la dérivée directionnelle fu(a) existe et on a :

fL(a) = df{a)[u], (1.4)

d'ou il suit I'expression de la différentielle en termes des dérivées partielles
dordre 1 =

df{a)[{hi,....hn)] = ~hidif{a). (1.5)

Inversement, si les n dérivées partielles existent et sont continues, la différen-
tielle existe alors en tout point et est donnée par (1.5) [€].

Remarque 1.3. Remarquez qu'il n’est pas vrai qu’une application soit différentiable
si et seulement si toutes les dérivées partielles existent. La fonction de R™ définie
par f{x,y) = pour (x,y) ~ (0,0) et /(0,0) = 0 est continue avec des
dérivées partielles définies en tout point, mais n’est pas différentiable en (0,0).
En effet, un calcul direct montre que les dérivées directionnelles existent en (0,0)
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et ont pour expression (“b«2) @ 0. L’application n
1¢(0,0) n’est pas linéaire, ce qui serait le cas si la fonction / était différentiable
en (0,0), d’apres (1.4).

L’expression (1.5) est capitale et nous allons I'expliciter plus loin. Disons déja
qu’elle permet en pratique de calculer la différentielle d/(a) en exprimant que sa
matrice représentative a pour colonnes les vecteurs dif{a).

On peut itérer la définition de différentielle : si une application f de U dans
MP est différentiable sur G, elle définit une nouvelle application df de U k valeurs
dans £(R™,M7) ~ et ainsi de suite. Ceci permet de définir les notions de
fc-différentiabilité et de fonction de classe C™

Définition 1.4. On dit qu’une application / U~ M est K fois différentiable
si I'on peut définir par récurrence les différentielles successives = d{d"™)
pour tout s,0<s<fc —1 (conventionnellement, on pose d~f = /). Cette dé-
finition a un sens pour K= +00. On dit alors que la fonction est indéfiniment
différentiable.

On dit qu’une application est (de classe) pour 1< A< +00, si elle est
K fois différentiable et que toutes les différentielles successives jusqu’a I'ordre K
sont continues. On dira que / est si elle est pour tout k. On étend cette

définition a A= 0 en disant qu’'une application est une application continue.
Enfin une application analytique réelle sera dite de classe C™.

Remarque 1.4. Une application est de classe si et seulement si elle est de
classe pour tout A G N. Comme une application différentiable est continue,
il revient au méme de dire qu’'une application de classe est une application in-
définiment différentiable. Dans le chapitre 3, nous définirons les dérivées partielles
d’ordre supérieur. Cela nous permettra de généraliser la proposition 1.1.

1.1.2. Expressions de la différentielle

Nous allons examiner I'expression de la différentielle en partant de cas parti-
culiers pour aller au cas général.

(@) Casn = 1, P quelconque. Nous avons déja traité de ce cas. Ici, il n'y a qu’une
direction, et la différentielle de / :t G/ va étre équivalente a la donnée
du vecteur dérivé La relation entre ces deux notions est précisée
dans la formule (1.3). La simplicité de ce cas particulier par rapport au cas
général tient au fait que si / est différentiable, I'application qui a chaque X
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(b)

(c)

fait correspondre le vecteur dérivé f'{X) est a nouveau une application de / a
valeurs dans MP. On peut itérer la définition de I'application vecteur dérivé :
on a l'application dérivée seconde /" = ~ et ainsi de suite. Nous allons faire
un grand usage des vecteurs dérivés par la suite. Si la variable t est le temps,
I'application sera appelée une trajectoire (elle représente un mouvement) ;
le vecteur dérivée s'appelle la vitesse., le vecteur dérivée seconde s'appelle
Vaccélération (du mouvement).

Cas n quelconque, p = 1. Dans ce cas, / est une fonction (a n variables).
Chaque dérivée partielle dif est aussi une fonction. La différentielle en un
point a est une forme linaire, encore appelée covecteur. L’espace des formes
linéaires >C(M™R) est appelé espace dual de et est souvent noté M,
Rappelons que la base duale {ej,..., €} de est définie par les conditions
e*[cj] = 6ij (le symbole de Kronecker : Sij = 0sii ™ j,6u = 1). Autrement
dit, e* est la projection de sur sa ¢-eme composante. En appliquant la
définition de la différentielle, on voit que dxi = e* (ou, par abus de notation,
on note par Xi la fonction projection). C'est la notation que nous utiliserons
dorénavant pour e*. Avec cette notation, on écrira (1.5) sous la forme :

df{a) = 'f2,dif{a)dxi. (1.6)
=1
Comme est isomorphe a R”, la différentielle d’une fonction / est une

application x G {7  {d\f{x),..., dnf{x)) GR".

Le cas général : n et p quelconques.

L’'application f : U C M® MP s'écrit f{x) = {fi{x),..., fp{x)), ou les
fonctions fi sont les composantes de / (en toute rigueur, on devrait écrire
ifi{x),..., fp{x))'*N. 1l est trivial que la différentiabilité de I'application
f en a soit équivalente a la différentiabilité de toutes les fonctions compo-
santes. En fait la différentielle dfi{a) = Yl]=i djfi{a)dxj forme la z-éme ligne
de la matrice représentative de df{a), encore appelée matrice jacobienne de
f en a (cela suit par exemple du théoréme 1.1 ci-aprés, en remarquant
que fi = T O/, ou i est la projection sur la z-me coordonnée dans R™).
Comme il a été noté plus haut, les vecteurs colonnes de cette matrice sont les
dérivées partielles (vectorielles) djf{a) = {djfi{a),...,djfp{a))'. On peut
donc écrire (avec un léger abus de notation : identification des applications
linéaires et de leurs matrices représentatives) :

#(<) = (N (<) = (jli(@)- 0= j=1,..n @7

oU z est I'indice de ligne {p lignes) et j I'indice de colonne (n colonnes).
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Exemfie. Soit I'application / : (xi,X2)  f(xi,X2) = {xiX2,x| + de dans

(ici n = P = 2). Calculons les différentes dérivées partielles m =

2xiX2, = 2xi et finalement » L’expression de la différentielle est
donc :
X 2x\2
df (xi,X2) =
2\ Zxl )

1.1.3. Composition des différentielles

Théoréme L1 [61. Soit U un ouvert de et V un ouvert de une application
f de U dans W telle que f{U) C V et g une application de V dans On
suppose que f soit différentiable en a £ U et que g soit différentiable en f{a).
Alors Vapplication composée g o f est différentiable en a et sa différentielle est
égale a :
d{g Of){a) = dg{f{a)) o df{a). (1.8)
Autrement ditj a la composition des fonctions correspond la composition des
différentielles.

Remarquez que la définition de la notion de dérivée directionnelle en a G
U C R” d'une application / utilise la différentiation de I'application composée
de I'application affine ip : t a+ tu avec /. Comme d(p{O)[h] = hu, la formule
(1.4) :/i(a) = df{a)[u] de la proposition 1.1 est une conséquence directe du
théoréme 1.1.

Le théoreme 1.1 permet d’établir par récurrence sur la classe de différentiabi-
lité le résultat théorique suivant :

Proposition 1.2. Soit f une application de U dans et g une application de V
dans R9 comme dans le théoréme. Supposons que ces applications soient différen-
tiables de classe avec 0 < k < 00. Alors Vapplication composée g o f est aussi

de classe C™

Il est tres important pour la pratique du calcul différentiel d’expliciter la for-
mule (1.8). Pour simplifier les notations, nous allons désigner les applications par
le nom de la variable de I'espace but : si g = v ™N), y = (Yi? eeejdip),
2: (zi,... ,Z¢) sont les coordonnées de R™,R”™ et R™ respectivement, on désigne
f{x) par y(x), g{y) par z{y) et gof[x) par z{x). Alors, la régle de composition (1.8)
s'écrit :

dzi dyj

dx j’\:i dy dxi

(1.9)
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Exemple. Soit F{xi,X2,xs) = "I\ + . On prend U = - {0}, V =
y = f{ruX2™s) = Xi+X2+x| et g{y) = y/y. On vérifie immédia-
tement que n = S = g = | et que F = go f. D'aprés la formule (1.6)

et la convention sur d™ on a dF{xi,X27xs) = La for-
mule (1.9) nous donne = ~ ~ donc finalement
dF{xi,X2,xs) = xidxi + X2dx2 + Xsdxs).

Y/LLEHLEXN

1.2. Formule des accroissements finis

La définition de la différentielle nous dit que celle-ci approxime I'accroisse-
ment de l'application d’une maniere asymptotique, lorsque I'accroissement h de
la variable tend vers 0. Il est possible de donner une estimation plus quantita-
tive de I'accroissement de l'application, sous des conditions trés générales sur la
différentielle. Considérons des normes sur et M, notées toute deux <[l On
rappelle que si L G >C(M", M?), on appelle norme d’opérateur de L la norme définie
par |IUl = Sup{lILI/ilI] | h eR”™ avec |}l] = 1}. C’'est cette norme que l'on
considere ci-dessous. On a alors le théoréme des accroissements finis :

Hiéoréme 1.2 [6]. Soit f une application différentiable de Vouvert U <Z RF a va-
leurs dans R™. Soit a™b deux points de U tels que le segment de droite [a,6] soit
contenu dans U. Supposons que Sup{| 1d/(A)illl 1 G[a 6]} = M soit fini. Alors

WO -/(a) 11<M]]6-all. (1.10)

1.3. Théoréme de lI'inverse, difFéomorphisme
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Théoréme 1.3 (Théoréme de I’'inverse [6]). Soit U un ouvert de aG/7etf

i7  E” une application de classe j 1< r < 00. On suppose que la différentielle
df{a) est un isomorphisme linéaire de Alors™ il existe un ouvert W C U,
contenant a, et un ouvert de E” contenant f{a) tels que f soit une bijection

de W sur W'J la bijection réciproque étant aussi de classe

Remarque 1.5. La différentielle df{a) est représentée par la matrice jacobienne
des dérivées partielles (ift(a)). Dire que cette différentielle est un isomorphisme
linéaire est équivalent a dire qu’elle est bijective et cette condition est équivalente
adet(] I(a)) = [~(a)l ™O.

En appliquant le théoréeme de composition des différentielles a I'identité / o
f~~ = 1d, on obtient df{x) o d{f~"){f{x)) = Id. La différentielle df{x) est un
isomorphisme linéaire pour tout x 6 W, donc inversible. Il en résulte que d{f~")
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s’exprime en fonction de /,/ “~et de df : d{f~"){y) = (d)~"~({/“"(y)), pour
y GW'. Cette formule permet de montrer facilement, par récurrence sur la classe
de différentiabilité, que I'application inverse d’'une application de classe est
nécessairement de classe comme il est affirmé dans I'’énoncé du théoréme.

Définition 1.5. Une bijection / d'un ouvert W de sur un autre ouvert W'
de R”™ qui est diflFérentiable de classe ainsi que son inverse de W' sur W est
appelée difféfomorphisme de classe C™ de W sur son image.

L’application inverse d’un difféomorphisme de classe  est aussi un difféomor-
phisme de classe O'. Le théoréme de I'inverse dit que I'application / est un difféo-
morphisme local en a, au sens ou il est nécessaire de restreindre / a un voisinage W
du point a : la partie linéaire en a de / (sa différentielle en a) est globalement
inversible, mais I'application n’'est en général elle-méme que localement inversible
au voisinage de a.

Remarque 1.6. Une application peut étre différentiable et étre un homéomorphisme
sans étre un difféeomorphisme. Par exemple, la fonction x est un homéomor-
phisme de classe de R sur R mais n’est pas un difféomorphisme car son inverse
X b=signe(X)Ja: ]V est continu mais non de classe CN

Les propriétés différentiables de classe C™ sont par définition celles qui sont
invariantes par les difféomorphismes de classe C* : par exemple, le fait pour deux
courbes d’étre tangentes en un point est une propriété de classe le fait pour
une courbe d’avoir une courbure finie est une propriété différentiable de classe
et ainsi de suite.

Un difféomorphisme de lI'ouvert W sur l'ouvert W' est aussi ce qui est tra-
ditionnellement appelé changement de coordonnées locales (autrefois, on disait :
changement de coordonnées curvilignes car un tel changement envoie en général
les droites sur des courbes). Dans cette interprétation, les nouvelles coordonnées
sont les coordonnées de l'ouvert W et les coordonnées anciennes (celles que I'on
change) sont les coordonnées de I'ouvert W\

Par exemple, considérons le plan usuel muni d'une origine O et d'une base
orthonormale qui définit une orientation du plan. Soit la fonction $ : (0,r) i~
(rcosO,r sin0) qui, a tout couple (0,r) de nombres réels, associe le point M
du plan de coordonnées x = rcos9 et y = rsind. Tout couple (0,r) tel que
$(0,r) = M est un systéeme de coordonnées polaires de M (figure 1.1). Ce sys-
téme se construit de la facon suivante : soit Ou l'axe, passant par M, tel que
{Ox,0u) ait pour mesure 9 (mesuré en radians). Le vecteur unitaire u de Ou a

11



Chapitre 1. Préliminaires de calcul différentiel

12

Figure 1.1. Coordonnées polaires.

pour coordonnées {x = cosOY = sin6). On a donc OM = riT, de sorte que M est
le point de Ou d’abscisse r sur Ou. Remarquons que l'application est surjective
mais non injective. Remarquons tout d'abord que : Distinguons
ensuite les deux cas suivants :

1. M est a l'origine, alors r = 0 et O est arbitraire.
2. M n'est pas a l'origine, alorsr ~ 0 :r = + avec e = + 1. Le nombre
9 doit satisfaire aux conditions

COS0 = sin6 =

Comme la somme des carrés des valeurs imposées a cos 9 et sin 9 est égale a
1,il'y a, pour chaque choix de e, des solutions en 9 qui forment une classe de
nombres réels congrus modulo 27t. L’application ™ est donc bien surjective
mais non injective globalement ; elle n’est bijective que localement en (r, 0).

On remarque que

sin9 rcos9\

0s 9 sin0 vy

La différentielle est toujours inversible sauf pour r = 0. Donc, pour différentes
raisons, I'application  n’est pas un difféomorphisme global. Mais si on restreint
(r,0) aunrectangleouvert :U= 1 0 > a v e ¢ 0<0®@2— < 2 I'appli-
cation devient un difféomorphisme de U sur son image.

Un autre exemple est celui des coordonnées sphériques en dimension 3. Dans
I'espace ordinaire, choisissons une origine O et une base orthonormale (;1, 62 63.
A tout (2, Ar) G faisons correspondre le point M de coordonnées cartésiennes
X = rcos Acos (?y = rcos Asiny? 2 = rsinA : autrement dit, M = Ar) =
(r cos Acos(/:?, r cos Asin(/?, r sin A). On vérifie facilement que = X"+ ynN+
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I’ensemble des points de I'espace pour lesquels r est égal a une constante donnée,
est une sphére de centre O. D’ou le nom de coordonnées sphériques donné aux

variables (™, A,r) (figure 1.2).

Figure 1.2. Coordonnées sphériques.

Comme dans le cats des coordonnées polaires, I'application $ : (2, A,r) G
M{Xjy~z) G est surjective et non injective. Pour retrouver un dif-
féomorphisme, il faut restreindre convenablement le domaine de par exemple
aun ouvert U = {(r,A(/?) G MO < r,Ai < A< A2 < (f < (") avec
“f < Al < A2< | etO < @Z < ZIT. L’'application $ est alors un dif-
féomorphisme de U sur son image qui est un secteur sphérique ouvert, centré a
I'origine.

Remarque 1.7.

(@) En dimension 1, une fonction qui vérifie en chaque point d’'un intervalle
ouvert | les hypotheses du théoreme de I'inverse est un difféfomorphisme
global : la fonction est un difféfomorphisme de | sur son image. En effet
une fonction de dérivée non nulle en chaque point d’un intervalle ouvert est
strictement monotone : elle est donc nécessairement injective, et une appli-
cation qui est localement un difféomorphisme (au voisinage de chaque point
de son domaine de définition) et injective est un difféomorphisme global.
Cette propriété de monotonicité est bien évidemment basée sur l'existence
d’'un ordre sur R, compatible avec la topologie.

(b) Il n’existe pas de tel ordre en dimension > 2. En conséquence, si la dimension
est > 2, une application peut vérifier en tout point de son domaine de

13
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définition U les conditions du théoréme (df{x) inversible en tout point)
sans étre pour cela un difféomorphisme global sur i7, méme si U est connexe.

Par exemple I'application exponentielle complexe expz = 8 une dérivée
complexe égale a et elle est donc non nulle en tout ~ GC (ce qui implique
gue, en tant qu’application de M? dans sa différentielle est inversible).

Et pourtant cette application est périodique de période 2m et n’est donc
pas un difféomorphisme global Remarquez d’ailleurs que I'image de C par
eN est égale a C \ {0} et on peut montrer que C n’est pas homéomorphe a
C\{0}.

1.4. Théoréme des fonctions implicites

14

Nous allons maintenant montrer qu’'une application différentiable ayant en
un point une différentielle surjective est localement surjective et méme qu’elle
est équivalente a difféeomorphisme local prés (c’est-a-dire a un changement de
coordonnées pres) a une projection linéaire. Ce résultat, qui généralise le théoreme
de I'inverse, en est en fait une conséquence directe.

Nous allons tout d’abord introduire quelgues notations pour une application
définie sur un espace produit :

Définition 1.6. Soit n™p deux entiers quelconques > 1 et un ouvert U de
X On considére des coordonnées x e MPety E Sup-

posons que / soit une application différentiable de C/ a valeurs dans pour
un g G N. Soit (a, b) E U (cette notation (a, b) signifie que I'on prend a E

et b E M?). On notera par fa{y) = f{ci,y) et par fb{x) = /(x,6) les appli-
cations partielles définies respectivement sur U M{a} xXW~" et U MMP x {6}.
Ces applications sont différentiables (comme composées d’injections linéaires
avec /). On dira que leurs différentielles dfa{y)™dfb{x) sont des différentielles
partielles de f. Elles sont définies respectivement sur M et M espaces que
I'on préfere noter {0} x et M™ x {0}, pour rappeler qu’ils sont paramétrés
par les coordonnées y et x respectivement.

Remarquez que dfa{y) = df{a,y)\{o}xR" et que dft{x) = df{x,b)\*pNQy La
matrice jacobienne de dfa{y) est formée des n derniéres colonnes de la matrice
jacobienne de df{a”y) et celle de dfs{x) des p premieres colonnes de celle de
df{x,b).

On a alors le théoreme suivant, lorsque I'espace de définition de la fonction
est donné comme un produit.



1.4. Théoréme des fonctions implicites

Théoréeme 1.4 (Forme moderne du théoréme des fonctions implicites [6]). Soit n”p

deux entiers quelconques > | et un ouvert U de = MP X On consi-
dére des coordonnées x £ M™ et y E M Supposons que f soit une application
de classe r > 1 de U a valeurs dans Soit un point {a™) E MP x
Posons f{a”b) = c¢. On suppose que la différentielle dfa(b) : {0} x i- soit
inversible. Alors, il existe des voisinages ouverts T de a E MP et de b ERP, un
diffeomorphisme H de classe ,de T x T' dans U, de laforme

H{x,y) = (x,h{x,y)), (1.11)
avec H{a,c) = {a,b) (ce qui est équivalent a dire que h{a,c) = b), qui Vvérifie
Videntité

y sur T XT. (1.12)

f oH{x,y) = f{x,h{x,y))

Ce théoréme est une conséquence directe du théoréme de l'inverse. En effet,
il suffit d'appliquer le théoreme de l'inverse a F{x,y) = {x,f{x,y)) qui est une
application de classe de i7 a valeurs dans E” x E”. On vérifie sans peine que
la différentielle de F est inversible en {a, b). Le difféomorphisme H inverse de F
donné par le théoréme des fonctions implicites peut étre restreint & un voisinage du
point (a, c), de la forme = TXTP Ce difféeomorphisme H s’écrit manifestement,
comme F elle-méme, sous la forme H{x,y) = {x,h{x,y)).

La forme particuliére de fait que ce difffomorphisme préserve globalement
chacun des sous-espaces {x} X et donc qu'il envoie tout facteur EN x {y}
sur le graphe d”une application de classe de T a valeurs dans E'A Nous allons
maintenant exploiter cette remarque pour énoncer la forme classique du théoréme
des fonctions implicites dans lequel on fait mention explicitement d’une fonction
implicite.

Théoreme 1.5 (La forme classique du théoreme des fonctions implicites). On  sup-
pose vérifiées les conditions du théoréme précédent et on désigne par T et T' les
ouverts donnés par ce théoréme. Alors il existe une application : X (p{x) de
classe , de T avaleurs dans E®, avec (p{a) = b, un voisinage ouvert W de a, et
un voisinage ouvert V de (a, b) dans U, tels que

{{x,y)eV 1 f{x,y) = c}= Graphe(i™) = {(x,¥?(a;)) | xeW}. (1.13)

Remarque 1.8. Le théoreme précédent affirme que I'équation {f{x,y) = c} peut
se résoudre localement en la variable y pour donner le graphe d'une application
y = ~x). Cette application ip est donc donnée implicitement par I'équation, d’ou
le nom donné classiquement au théoréeme (trouver I'application p a valeurs dans
E'~est équivalent a trouver ses n fonctions composantes, d’otl le nom de théoréme
des fonctions implicites).

15
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Il est important de remarquer que Non peut appliquer le théoréeme a une appli-

cation d’un ouvert 17 C a valeurs dans avec n < g, en un point G
ou la différentielle est surjective. En effet, a isomorphisme linéaire pres, on peut
alors écrire que = E~~" x E” ou le facteur EM ™ x {0} est le noyau de df(z?).

La différentielle est alors inversible sur le facteur {0} x E'~et on peut appliquer
le théoréme 1.5.

Dans la pratique, voici comment procéder. On détermine la matrice jacobienne
de I’'application. La différentielle df(z”) est surjective si et seulement si sa matrice
jacobienne représentative a un déterminant mineur n x n non nul. A une per-
mutation prés des coordonnées {zi”*... ,Z0)™ on peut supposer que c'est le mineur
sur les n derniéres coordonnées qui est non nul. Renommons les coordonnées par
(,y) = (aM,... ,a™p,yi,... ,2/n) avec p = q —n. Le théoréme des fonctions im-
plicites donne alors n fonctions (pi{x)”... \pr{X)® composantes d'une application
(f{x) a valeurs dans E”, solution de I'équation f{x,(p{x)) = c = f{z")" Cette
équation vectorielle est évidemment équivalente a un systeme de n équations en
dimension 1 :/;0k, (f{X)) = ci pour r= 1,..., n.

Le théoréme des fonctions implicites est un théoréme d”existence qui ne permet
pas de donner une expression explicite a lI'application y?. Bien au contraire, ce
théoréeme permet de construire de nouvelles fonctions a partir de fonctions déja
connues (par exemple la fonction arcsinus par inversion de la fonction sinus). Il
est cependant possible de calculer explicitement la différentielle de  au point b
Pour cela, différentions I'équation

f{x,ip{x)) = ¢,
ouf:Uc "i=>R”. On obtient :
dxf{x, (p{X)) + dyf{X, ip{x)) Od(p{x) = o,

et en particulier dxf{a, b)+dyf{a, b)od(p{a) = 0 {dxf et dyf désignent les différen-
tielles partielles dans les directions de R” et R™). L’hypothése faite est précisément
que dyf{a, b) est inversible. On peut donc calculer d(p{a) en fonction des dérivées
partielles de / en {a, b) :

d(p{a) = -dyf{a,b)~" o dxf{a,b).

Plus généralement on pourra calculer explicitement toutes les dérivées par-
tielles de ip au point a.

Exermpie. Soit la fonction /, définie sur R™ de coordonnées (x,y,z) :

f m(x,y, 2) (X, y,2) = XN+ xy™- 2 + "N
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Par (1.6) on calcule que
df{x,y, z) = {2x + y™Mdx + {2xy - z™N)dy + {-Syz"+ Az")dz.

On peut appliquer le théoréme des fonctions implicites aux points {X"y”z) ou
la différentielle df{x, y, z) est surjective, ce qui est ici équivalent a dire qu’elle n’est
pas nulle. On appellera ensemble singulier de / I'ensemble S/ des points ou cette
condition n’est pas satisfaite :

Tf= {2x+ 2" = 2xy —z= "y~ + AN = (O},

Il est facile de vérifier que E/ = {(0,0,0)}. En particulier, on peut appliquer le
théoréme des fonctions implicites au point (1,0,0). En ce point, remarquons que
17(1,0,0) = 2 (les deux autres dérivées partielles sont nulles) et que /(1,0,0) = 1.
Par le théoreme des fonctions implicites, il existe donc une fonction unique x =
(p{y,z), définie au voisinage de (0,0), vérifiant f{(p{y,z)"y”z) = 1 et <200 = 1
On a

d(p{0, 0) 4 (100 A {1,0,0)dy + ~ il,0,0)dz] = 072,

que l'on écrit, avec un abus de notation, d(p{0,0) = 0.
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VARIETES ET SOUS-VARIETES

Les sous-espaces vectoriels ou bien affines G considérés en algebre
linéaire sont les modeéles et les premiers exemples des sous-variétés de dimension
A de Ces espaces conservent les propriétés locales des espaces affines mais

peuvent avoir des propriétés globales tres différentes. Il est d’autre part intéressant
de pouvoir considérer plus généralement des variétés, et pas seulement des sous-
variétés plongées dans En effet, beaucoup d’exemples importants sont donnés
de facon naturelle par une construction indépendante de tout plongement.

Les sous-variétés, et plus généralement les variétés, sont les objets de la topo-
logie différentielle. lls servent de cadre au calcul différentiel moderne. Nous allons
commencer en précisant la notion tres utile de variété dont les sous-variétés seront
des exemples plongés. Le théoréme des fonctions implicites joue un réle essentiel
dans la construction des sous-variétés.

2.1. Variétés différentiables

On rappelle qu'un homéomorphisme d'un espace topologique sur un autre
est une bijection bi-continue. Deux espaces topologiques sont dits homéomor-
phes s'il existe un homéomorphisme de I'un sur I'autre. Etre homéomorphe est
manifestement une relation d’'équivalence, et deux espaces homéomorphes sont
indiscernables du point de vue de leurs propriétés topologiques.
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2.1.1. Définitions

Déunition 2.1. Une variété différentiable V, de dimension p, de classe avec
P GNet0O< 5< 00, est un espace topologique muni d’'un recouvrement ou-
vert {Ui}i”i (1j ensemble d’indices quelconques) et, pour chaque z G/, d'une
application ipi : Ui tels que :

1. Chaque 7yi est un homéomorphisme de I'ouvert Ui sur son image Cli =
ouvert de

2. Si Ui nUyj 0, I'application pj o : pi{Ui fl Uj) ~ est un dif-
féomorphisme de classe de I'ouvert pi{Ui fl Uj) de R sur son image
Pj{Ui N Uj) (un homéomorphisme si s = 0) (figure 2.1).

Ui N Ui

~i{UI)

AU n Uj) p>j{Ui n Uj)
Figure 2.1. Changement de cartes.

Chaque paire (C/i, pi) est appelée carte de la variété et la collection des cartes
{{Ui'~Mi)]iei est un atlas. Les applications pj o pT™ sont appelées : change-
ments de carte. Cette terminologie vient de la considération des cartes d'un atlas
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géographique de la Terre. En effet, le dessin de chaque carte définit implicitement
une application (celle qui fait correspondre a chaque point de la région sur la
Terre, définie par une carte, le point correspondant sur le dessin). Il est clair que
les changements de cartes sont implicitement supposés étre différentiables.

A vrai dire, on ne parle de variété différentiable que si s > 1. Pour s = 0, on
parle de variété topologique et, dans ce cas, la condition (2) de la définition est
automatiquement vérifiée, avec la convention qui consiste a dire qu’'un homéomor-
phisme est un difféomorphisme de classe C™ Une variété de classe avec s > 1,
est naturellement de toute classe pour tout a, O < o < s. Si les changements
de cartes sont de classe (analytiques réels), on dit que la variété est analytique
réelle. Dans la suite, on ne considérera, sauf mention expresse du contraire, que
des variétés de classe variétés que I'on appellera tout simplement variétés
différentiables. On rappelle que I'on identifie avec C de la maniére canonique
en posant z = x + iy E C pour tout (x,y) G Une variété a cartes a valeurs
dans identifié a et a changements de cartes holomorphes, est dite variété
complexe ou holomorphe (de dimension n).

Une variété de dimension 1 est appelée courbe. Une variété de dimension 2 est
appelée surface. Si, sous I'identification canonique de avec C, les changements
de cartes sont holomorphes, on dit que la surface est une surface de Riemann (ou
bien une courbe holomorphe).

Définition 2.2. Soit V une variété comme plus haut définie par un atlas J/1 =
{{Ui,(fi)}i”Ni. On dit qu’une paire {UXp) d’'un ouvert U de V et d’'un homéo-
morphisme @ de U sur un ouvert de R™ est une carte compatible avec I'atlas
si, pour tout Ui tel que &/ M/~ 710, le point (2) de la définition précédente est
vérifié pour les deux paires (Ui,("i), {Uxp). On dit qu'un atlas est maximal s’il
contient toutes les cartes compatibles avec lui-méme. Un atlas quelconque est
alors inclus dans un unique atlas maximal. On identifie la notion de structure
différentiable d’une variété avec la donnée d'un atlas maximal.

Remarque 2.1.

1. Si ([/, (p est une carte, avec pour image (p{U) = il ouvert de R™ I'appli-
cation (p~ définie sur il est appelée paramétrisation locale ou systeme de
coordonnées locales.

2. En particulier, pour qu'un changement de cartes locales assure la méme va-
leur a I'intégrale d’une forme différentielle sur une variété U, on est conduit a
n’autoriser que les changements de cartes pour lesquels le jacobien du chan-
gement de variable, i.e. le changement de coordonnées locales par ipi (associé

21



Chapitre 2. Variétés et sous-variétés

a un ouvert est strictement positif pour tout % Si un tel atlas maxi-
mal existe, alors la variété est orientable. Le choix d’un tel atlas définit une
orientation sur V. Le ruban de Mdbius - voir I'item 5 du paragraphe 2.1.3
- est un exemple de variété non orientable.

3. Il est trées commode de considérer I'atlas maximal de la structure différen-
tiable de y, pour pouvoir choisir la bonne carte pour traiter tel ou tel
probleme (par exemple, en chaque point m GV et pour tout voisinage W
de m dans V, on peut choisir une carte (17, (?) telle que m G 17 C W). Par
contre, pour des raisons pratiques, on essayera de définir la structure de
la variété en exhibant un atlas qui ne contienne qu’'un minimum de cartes,
comme on va le voir dans les exemples qui suivent (un tel atlas sera appelé :
atlas de définition de la variété).

2.1.2. Topologie quotient

22

Avant de donner quelques exemples de variétés, il convient peut-étre de rap-
peler quelques notions de base concernant la notion de topologie quotient. Si E
est un ensemble muni d’une relation d’équivalence on appelle ensemble quo-
tient, désigné par E/TZ, I'ensemble des classes d’'équivalence. L'application p qui,
a chaque x E B associe sa classe d’équivalence X est appelée projection cano-
nigue : X = p{x). Si maintenant E est un espace topologique, on définit sur
I’espace quotient E/TZ une unique topologie, dite topologie quotient™ dont on sup-
posera toujours muni I’espace quotient. Cette topologie est la plus fine topologie
qui rend continue la projection canonique. Ses ouverts sont les images par p des
ouverts de E saturés (ou invariants) par 72" c’est-a-dire des ouverts qui sont la
réunion de classes d’équivalence.

Cette topologie est caractérisée par la propriété suivante :

Si F est un espace topologique quelconque”™ les applications continues de EjTZ
dans F sont les applications obtenues par passage au quotient des applications de
E dans F qui sont a la fois continues et TZ-invariantes (une application f sur E
est TZ-invariante si XTZy implique que f{x) = f{y) ; une telle application passe au
quotient, c”est-a-dire induit une application f sur E/1Z définie par f{x) = f{x)).

A titre d’exemple, on peut considérer E = R avec pour relation d’équivalence
TZ la congruence modulo Z : tTZt' t —f e Z. On note I'espace quotient R/Z.
Les applications continues sur R/Z sont obtenues par passage au quotient des
applications continues et l-périodiques.

Un domaine fondamental pour le quotient est une partie D C E qui a une
intersection non vide avec chaque classe d’équivalence. On peut induire sur D
la topologie et la relation d’équivalence. L’inclusion de D dans E passe alors
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au quotient pour définir un homéomorphisme de D/TZ sur E/TZ Pour traiter
du quotient, on peut alors remplacer E par le domaine fondamental D. Cela sera
d’autant plus avantageux que le domaine D sera petit. Par exemple, dans le cas du
quotient M/Z, on peut prendre D = [0,1]. Les classes d’'équivalence sur D sont des
classes a un seul élément {t} pour les t g]0, 1] et la classe a deux éléments : {0,1}.
Autrement dit, I'espace topologique M/Z s’obtient en identifiant les extrémités du

segment [0, 1].

2.1.3. Exemples de variétés

1. Un ouvert U de est trivialement une variété : la structure est définie
par I'unique carte {UNld). L'intérét de cet exemple est d'inclure le calcul
différentiel élémentaire sur les ouverts de dans le cadre général de la
topologie différentielle.

2. Le cercle = M/Z . On verra dans le paragraphe 2.2.3 qu’une réalisation de
comme sous-variété de M est le cercle trigonométrique, ce qui explique
le nom de cercle. Considéré comme sous-variété, on désignera par 5%,
car le cercle trigonométrique est la sphére de dimension 1. La notation
est justifiée par le fait que le cercle est aussi le tore de dimension 1. Le tore
général de dimension n est introduit dans I'exemple suivant.

Détaillons un peu la construction de T~. On considere I'espace quotient de
M par la relation de congruence des réels modulo les entiers : deux réels xy
sont identifiés si et seulement si x —y G Z. Soit p la projection canonique
de M sur son quotient.

Une remarque essentielle est que, si 0 < r < 1, la projection canonique p
induit une injection sur I'intervalle JtoUo + pour tout to G M. Autrement
dit, la projection de cet intervalle coincide avec la projection de son saturé
1’0)(;0+ t[+Z. Il en résulte immédiatement que pQto™o + r[) est un ouvert
du quotient, et de plus que p est un homéomorphisme Jto>"0 + [ sur son

image (passer au quotient les sous-intervalles ouverts de + TD.
On peut alors définir une structure de variété sur de dimension 1 (et de
classe C°°), par les deux cartes suivantes ([/¢,(/Pi), i = 1,2,
Ui NORT °
1= . =
P gs P gs

On peut inverser p sur les deux images W\ et U2 pour définir les homéomor-
phismes ipi = {p\ui)~" L’ouvert Uii]U2 de a deux composantes connexes
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9/8
78 ---
5/8 -1

1/2 (0%
3/8-

1/8

-1/8-H

Figure 2.2. L'arc de cercle Ui (resp. U2) est représenté en tirets (resp. pointillés). Le
sens de rotation sur est le sens trigonométrique.

= P(q - ID 2= pdl. ID (figure 2.2). Considérons

02=MV2=22{V2) =] [

et

L'application envoie O2 dans lui-méme et Oi sur O3. Dans les deux
cas, les valeurs t et ip2 différent par un élément de Z.

Il en résulte a la fois que (2o = tetip2n =t+1
(notez qu’une fonction continue sur un intervalle et a valeurs dans Z doit
étre constante). Le cercle est donc une variété (topologique) avec un
atlas de définition & deux cartes.

3. On peut généraliser I'exemple précédent de la facon suivante. On considére

une action différentiable d’un groupe discret G agissant de fagon propre et
libre sur une variété V (voir [12] par exemple, p. 70-72). Une telle action
est donnée par une application p : (j,x) G G x V NV, telle
que p(j =y,x) = p{l*p{y =3)) et que, pour tout / G G, l'application
X N p{I™) soit un difféfomorphisme de V (c'est-a-dire une application
différentiable ayant un inverse différentiable. Voir la définition 2.4). Dire
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que l'action est libre et propre est équivalent a dire que tout point a G V,
posséde un voisinage ouvert U tel que les différents ouverts 7 « U soient
deux a deux disjoints. Par exemple le groupe G = Z (groupe discret pour
I’addition) agit sur V = Mpar translation : (7, xX) GZxM 1*x+7 GM Cette
action est évidemment libre. De plus cette action est propre, car l'intervalle
U=] —"+ XN+ X[ est tel que M{U) M7 = 0 pour tout 7 G Z — {0}.
Par contre I'action définie par (7, x) 7 ex = 2% pour 7 G Z n’est ni
propre ni libre car 7(0) = 0 pour tout 7 GZ. Dans la théorie des systémes
dynamiques, un tel ouvert U est dit erratique (pour l'action considérée).

On peut alors munir I'espace quotient V/p des orbites de I'action p d’'une
structure de variété en prenant l'atlas de définition suivant : les ouverts
sont les images par la projection sur le quotient des ouverts erratiques et les
applications de cartes sont les inverses locaux de I'application de projection.
Il suffit évidemment de se limiter & un recouvrement ouvert du quotient.
C’est précisément ce que I'on a fait dans I'exemple précédent de I'action
de Z sur Men prenant les deux ouverts W\ et 2 Dans cet exemple, tout
intervalle ouvert de longueur strictement plus petite que 1 est un ouvert
erratique.

La variété obtenue est appelée variété quotient et est notée V/p. Si V est
une variété complexe et que chaque difféeomorphisme x i-> p(7, x) est holo-
morphe, la variété quotient V/p est une variété complexe.

L 'action de Z»™ sur par translation (qui généralise I'exemple de : cas
n = 1) est une application de cette construction. En effet, toute boule de

de rayon strictement plus petit que | est erratique pour l'action de Z” car,
si deux points x et y de sont tels que x —y E Z~—{0}, ils ne peuvent
pas appartenir a une méme boule de rayon strictement plus petit que  On
définit de cette fagon le tore de dimension n : T =

Dans I’identification canonique de avec C, les translations sont des difféo-
morphismes holomorphes. Il en résulte que T est naturellement une surface
de Riemann (car les changements de cartes sont des translations).

. Le ruban de Mobius. Considérons l'action p de Z sur de coordonnées
(x,y), donnée par p : (X, Y) x 1,-y).

Le quotient R™/p est appelé : ruban de Moébius. Un domaine fondamental D
de I'action de p est la bande [0,1] x R, de bord dD = ({0} x R) N)-
Le ruban de Mo6bius peut donc se construire en identifiant les points (0, y)
et (1, —y) pour tout y GR, sur le bord de D (figure 2.3).
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On peut généraliser le ruban de Mobius en toute dimension n + 1 en rem-
plagant M par de coordonnées (yi,... ,4n) et en prenant pour p :

p{X,yi,...,.yn) = (x+ , - 'y n )

Les voisinages tubulaires d’une courbe simple (plongement de S*) dans une
surface sont difféfomorphes soit a un ruban simple {S™ x M) soit a un ruban
de Mobius. Une surface est non orientable si et seulement si elle contient
une courbe simple avec un voisinage tubulaire type ruban de Mdobius. Cette
remarque se généralise en toute dimension.

La bouteille de Klein et I'espace projectif réel {S*/p ou p est I'application
X b= —x) sont des exemples de surfaces compactes sans bord non orientables.

. La sphére de Riemann. On appelle projectif complexe de dimension 1 ou

sphere de Riemann : P~(C), I'espace des droites complexes de C™ passant
par l'origine, autrement dit I'espace quotient

@€ - {0)) H(z, Z) - ZY~  zZ'- 2'Z - 0}

La classe d'équivalence de (z°Z) E C™ —{0} est notée : [z°Z]. On munit
cet espace de la topologie quotient. On peut recouvrir P~(C) par les deux
ouverts Ui = {[2, 1]12 G C} et U2 = {[1,Z]]Z G C}. Les applications
ifi :[zM] ~ Zet (f2: [I"Z] 1> Z sont des homéomorphismes de W\ et
U2 sur c. On définit ainsi deux cartes et (i 2i*d)- Le changement
de cartes @~ est le diffeomorphisme holomorphe de z G C —{0}

Z = \ E C —{0} : en effet, dire que Z = (p2 0o ~i*{z) revient a dire que
[z, 1] = ce qui s'écrit zZ = 1. Ces deux cartes font de P~(C) une
surface de Riemann, puisque le changement de carte est holomorphe.

Il est, d’autre part, clair que topologiguement P~(C) peut étre interprété
comme l'adjonction d’un point a I'infini au plan (réel) des z (point de coor-
donnée complexe Z = 0 dans la carte (PZ2))- La surface P~(C) est donc
homéomorphe a la sphére, d’ou le nom de sphére de Riemann. On rappelle
qu'adjoindre le point infini 00 & un espace topologique E (opération connue
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également sous le nom de compactification d’Alexandrojf) signifie que Non
considére I'espace E = E U{00} muni de la topologie définie par les deux
conditions suivantes : I'injection de E dans E est un homéomorphisme sur
son image, et les complémentaires des parties compactes de E forment un
systeme fondamental de voisinages de 00 dans E. Dans le cas particulier
de la sphére, la compactification d’'Alexandroff peut étre réalisée pratique-
ment en utilisant la projection stéréographique a partir du pdle Nord, le
point Q0 étant alors identifié au pole Nord. Nous décrivons la projection
stéréographique a la sous-section suivante.

7. Si Ml et M2 sont des variétés de classe avec des atlas de définition
{Ui,™)iei et {Wjj'ipj)j™j respectivement, alors la collection {Ui x VjNipi x
~Aj)ixj~Ixj définit, sur le produit topologique M\ x M2, une structure de
variété de classe C® que l'on appellera variété produit et que l'on dési-
gnera évidemment par Mi x M2. On a clairement que dim(Mi x M2) =
dim(Mi) -f dim(M?2). L'opération de produit est associative a difféomor-
phisme prés (voir la définition de difféeomorphisme ci-dessous), ce qui permet
de définir un produit quelconque de variétés M\ x M2... x M, a difféomor-
phisme prés. Par exemple, est diffeomorphe a X ... X T?, n fois.

2.1.4. Difféomorphisme entre variétés

Définition 2.3. Soit M et N deux variétés différentiables de classe CN On dira
gu'une application f : M ™ N est une application de classe si, pour toute
paire de cartes {U\p) de M et (V,”0 de N telle que f{U) C V, l'application
composée est de classe (au sens usuel pour les applications entre
ouverts d’espaces euclidiens). On définit de la méme facon les applications
analytiques réelles et holomorphes.

On a donné la définition de différentiabilité d'une application entre variétés,
en la lisant localement dans des cartes. De la méme facon, pour s > 1, on peut
transposer la plupart des concepts du calcul différentiel élémentaire. Par exemple,
on définira le rang de f au point x ~ U C M comme le rang de la diflFérentielle
dfipOf O . Il est immédiat de voir que cette définition est indépendante
du choix des cartes et (V,'0) (avec x EU).
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Définition 2.4. On dit que f : M N est un difféfomorphisme de classe si
et seulement si / est bijective et si /, ainsi que son application inverse
sont de classe CN On dit alors que M et N sont difFéomorphes en classe CN

Deux variétés difFéomorphes sont des espaces topologiques homéomorphes
mais la réciproque est Fausse. Le premier contre-exemple a été Fourni dans les
années 1960 par J. Milnor, qui a construit des sphéeres exotiques de dimension 7 :
ces sphéres exotiques sont des variétés de classe qui sont homéomorphes, mais
non difFéomorphes, a la sphere variété que Non définira dans le prochain pa-
ragraphe. Ceci est une afFaire trés délicate et il n’est pas question d’en dire plus
ici.

Deux variétés difFéomorphes en classe C®, s > 1, ont méme dimension (car
les difFérentielles (1{doo f o sont nécessairement des isomorphismes
linéaires). Ce résultat est méme vrai pour s = 0, comme conséquence du Fait que
la dimension est un invariant topologique, ce qui est un théoréme proFond de la
topologie algébrique !

Pour des variétés de classe le Fait d’étre difFéomorphes en classe est
une relation d’équivalence. Cette relation généralise la notion de changement de
coordonnées entre ouverts euclidiens. Les propriétés de la topologie différentielle
en classe sont précisément les propriétés qui sont invariantes par les difFéo-

morphismes de classe (pour les propriétés locales, celles qui sont invariantes
par choix de cartes). Par exemple : un ordre de contact K entre deux courbes
tracées sur une surFace de classe si A < s, est une propriété de la topologie

difFérentielle en classe CN

Une autre construction de la sphére de dimension 2
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Soit = {(x,y,z) G x™ y™+z"= 1} la sphére unité de Introduisons,
pour couvrir 57, les deux ouverts suivants : Ui = {p E cz{p) < 1} et U2 =
{p G** : z{p) > —1}. On définit la projection stéréographique Ili : Ci i-> a

partir du p6le Sud, par

Ui{x,y,z) = ("bPi) = 147 1+ 72
(notez que ™ ~ i voir figure 2.4).
De méme, soit la projection stéréographique, a partir du péle Nord, U2 :U2 "
définie par T2{x,y,z) = (6,78 = (i~, ©;”), (notez que § = = A~ :voir
figure 2.4). Les deux paires (17i, Hi) et {U2, 112) définissent deux cartes sur 5~ avec
pour changement de cartes : Ili o nA~(2) = = 4 sur Hi(t/i flU2) = C —{0}
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Figure 2.4

(on a identifié M? avec C en posant z = X + iy). Géométriquement, ce changement
de cartes est I'involution de par rapport au cercle unité.

Cet atlas est a comparer a celui défini plus haut sur la sphére de Riemann. La
seule différence est que le changement de cartes z ~ est remplacé par z l.
On passe de I'un a l'autre par la composition par le difféomorphisme z z. Nen
résulte immédiatement que la sphere de Riemann est difféomorphe en classe
a la sphere (notez que la sphére de Riemann est holomorphe, mais que 5~ est
seulement définie en classe C°°).

L’application de coordonnées sphériques @ induit une application, que nous
noterons encore @, de sur 5° définie par

X = cos Acos y = cos Asin(p, z = sin A,

(on a posé r = 1dans I'application de coordonnées sphériques). Cette application
induit une application de classe entre le tore et la sphére 5™ qui est surjec-
tive, mais loin d'étre un difféomorphisme (par exemple le cercle 7 = {A = T1/2}
est envoyé sur le pole Nord). On peut d’ailleurs montrer facilement que la sphére
et le tore ne sont pas homéomorphes : par exemple, le cercle 7 a un complémen-
taire connexe sur T/, alors que son image par un éventuel homéomorphisme de T™
sur serait une courbe simple dont le complémentaire sur aurait 2 compo-
santes connexes (ce qui est assez intuitif, mais suit en toute rigueur d’un théoréme
de Jordan). Si I'on ne peut pas paramétrer toute la sphére par les coordonnées
sphériques, on peut utiliser ces coordonnées pour obtenir des coordonnées locales
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(longitude et latitude) en dehors des deux péles. Par exemple, si on prend un rec-
tangle 2= aglAi ,A2[x](/pi,("q_5 avec -] < Ai < A2< f et \ipi - ipR2\< 2,
alors I'application @ sur [2est une paramétrisation locale de la sphére, autrement
dit I'inverse d’'une application de carte. On peut recouvrir par de telles cartes
toute la sphére moins les deux pdles.

2.2. Sous-variété d’un ouvert de

2.2.1. Codimension. Sous-espaces vectoriels transverses

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Considérons 5 et T deux sous-
espaces vectoriels de E, On note par S + T le sous-espace vectoriel formé des
sommes X + y ou X parcourt S ety parcourt T. SiS+ T on dit que SetT
sont des sous-espaces transverses (dans E). Si de plus SfIT = {0}, on dit que E
est somme directe des sous-espaces S et T ou bien que S et T sont supplémentaires
dans E. La somme directe de deux sous-espaces vectoriels S et T est notée par
S®T (on admet le cas trivial S = E~T = {0} pour lequel E = S® {0} = S).
On a trivialement que E = S® T est isomorphe au produit vectoriel S x T. Ces
notions s’étendent a un nombre fini quelconque de sous-espaces Ei”... ,E® C E.
On définit la somme

A Ei= {xi+ ..+ Xk \Xie€Ei r=1,..., AL
r

Si E = Ei et Ei MEj = {0} pour i ¢ j, on dit que les sous-espaces
E\",,. “"Ek sont supplémentaires ou bien que E est leur somme directe, que I'on
note E = ®IEi et qui est isomorphe au produit vectoriel TliEi. La décomposition
de chaque vecteur de E en somme X = Y2i ~vec X{ EEIN = ... est alors
unique. Il s’ensuit immédiatement que :

dim(0i¢;¢) = y~d[m{Ej).
i
Il est possible maintenant de définir la codimension d’un sous-espace vectoriel.
Définition2.5. La codimension d'un sous-espace S de E™ notée : codim”(iS"),

est égale a dim(E'/5"), c’est-a-dire a la dimension de I'espace vectoriel quotient
de E par S.

Si S est un sous-espace de 15, il est facile de trouver un autre sous-espace
T ae E tel que S et T soient supplémentaires dans E. La projection canonique
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P:E E/S induit alors un isomorphisme de T sur E/S. Il en résulte que
codim”(S') = dim(£J/S") = dim(jB) —dim(5").

Si S, T sont des sous-espaces de E, alors S fl T est un sous-espace de S et T.
On a le résultat suivant concernant les dimensions :

Lenrnie 2.1.
dim(S") + dim(T) = dim(S'MT) -hdim(S'-h T). (2.1)

Démonstration. Choisissons S" C S, supplémentaire de S fl T dans S ainsi que
T' Z T supplémentaire de S fl T dans T. Il est clair que S", T' et SZT sont
supplémentaires dans 5 H T, d’ou il résulte que :

dim(5') + dim(T") + dim(5 M) = dim{S -f T). (2.2)
Comme
dim(5") -hdim(S' MT) = dim(5",
et
dim(T") + dim{S MT) = dim(T),
on obtient (2.1) en ajoutant dim(S' MT) aux deux membres de (2.2). ]

La formule (2.1) est évidemment équivalente & la formule suivante sur les
codimensions :

codim(S") + codim(T) = codim(S' MT) -hcodim(S' + T). (2.3)

On remarquera que, si I'on a dim(S') + dim(T) < dim(E"), 5 et ' ne peuvent
pas étre transverses (méme si dim(S' M T) = {0}). D’autre part, si dim(S') -h
dim(r) = dim(£"), alors S et T sont transverses si et seulement si 5 et T sont
supplémentaires.

2.2.2. Définition d’une sous-variété d’un ouvert de

Définition 2.6. Soit U unouvert etp GN,0<p <n. OnditqueVCU
est une sous-variété de classe de dimension p (et de codimension n —p)
de U si, pour tout a G F, il existe un voisinage ouvert W de x dans U et
un difffomorphisme ~ : W W X de VF sur son image tel que
$(VF nU) = T>(VF) n {W X {0}). On dit que la paire (VF, i>) est un difféomor-
phisme (local) de trivialisation de la sous-variété.
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Remarque 2.2.

1.

Il serait équivalent a la définition ci-dessus de considérer une collection de
difféfomorphismes de trivialisation choisie telle que les Ui re-
couvrent V, c'est-a-dire telle que V C UiNUI.

En effet, si est une telle collection, chaque point x e V ap-
partient a I'un des Ui et, inversement, si pour chaque point x G V on a
une paire la collection des {Wx""x)xev est telle que les Wx re-

couvrent V. Evidemment, on aura intérét a choisir une collection avec un
minimum d’éléments.

Considérons une telle collection. Soit deux éléments (Uiy™i) et (C/j,T>j) de

la collection, tels que V HUIiHUj ~0. Alors 0 se restreint en un
difféfomorphisme d’un ouvert de W sur son image. Il en suit immédiatement
que si on pose U = WiDV et (pi = Ni\ui =Ui la collection (i7i, pi) est

un atlas de variété pour V (avec la topologie induite par E”). Donc toute
sous-variété est naturellement une variété (de méme classe et dimension).

La question inverse a été résolue par Whitney : toute variété de dimension p
et de topologie a base dénombrable peut se réaliser comme sous-variété fermée
de (on trouvera une démonstration facile pour une réalisation dans
nD+i p. 90-91). On dit alors que la variété est plongée dans
I’espace euclidien (voir plus loin la définition de plongement).

Pour p = 2, on peut améliorer ce résultat : toute surface compacte orientable
peut se réaliser facilement comme sous-variété de En effet, pour tout
fc G N, considérons le polynéme :

A+ 1\2 ]

Faaty) = ((M M) -yMoril((a:-rn™ + YN-N)e
La région compacte Uk = {Pk{x"y) > 0} est égale a fi/. = D \ ou
D est le grand disque fermé D =
sont les petits disques ouverts Di = J(x —n)™f < g]. Il s’ensuit que la

surface de d’équation
Sic = {z = Pk{x,y)],

est une surface orientable de genre k (une sphére si k = O™un tore si A=1et,
plus généralement, une surface de genre k (appelée aussi « tore a k trous »)
si A> 2) (figure 2.5) (voir définition 4.13 pour le genre d’'une surface).
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2.2.3. Premiers exemples de sous-variétés

Nous donnerons, grace a l'introduction de la notion de valeur réguliere d’'une
application, dans la section 2.3, un procédé assez systématique pour la construc-
tion de sous-variétés. Cependant on peut examiner immédiatement quelques
exemples.

1. Un ouvert U C 17 est une sous-variété de codimension 0 de U,
2. Un ensemble de points isolés de U est une sous-variété de dimension 0 de U.

3. Tout sous-espace affine de dimension p dans est une sous-variété de
dimension p de

4. Le cercle trigonométrique = {z EC | M = 1} est une sous-variété
de C (on le note car c'est la sphére de dimension 1, que l'on
peut définir par AN AT | = 1}). Pour établir que

est une sous-variété de M, on donnera plus loin un argument général basé
sur la notion de valeur réguliére d’application. Remarquez que I’application

te LI exp(2ITrt) G passe au quotient en un homéomorphisme de
= R/Z sur S™ 1l sera facile de vérifier que cette application quotient
est un difféeomorphisme de sur 5°, de classe (et méme analytique

réelle). Donc est une réalisation en tant que sous-variété du cercle T
On confondra dorénavant et et I'on utilisera plutdt la notation qui
est plus commune.

5. On appelle courbe simple toute sous-variété de dimension 1. Si elle est com-
pacte et connexe, elle est difféomorphe a 5. Le cercle trigonométrique est
un exemple d’une telle courbe simple de Une courbe simple non com-
pacte et connexe est dite courbe unicursale. Elle est difféfomorphe a R (par
contraste, il existe une variété de dimension 1 a base d”ouverts non dénom-
brable, dite la grande droite, qui ne peut pas se réaliser comme courbe simple
dans aucun espace euclidien).
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6. Soit V une sous-variété de R”, de dimension d et de classe C® et W une
sous-variété de R"*, de dimension e et de classe CN Alors V x W est une
sous-variété de R+~ = R” x R”* de dimension d -} e et de classe C\

7. Soit W un ouvert de RT' et (p une application de classe G® de W a valeurs
dans R™. Alors le graphe de p ;

Graphe((") = {{X,(p{X))\x € 1V},

est une sous-variété fermée de classe G® de l'ouvert ¢/ = TV x R" de
En effet, = {x,y - (p{x)) est un difféeomorphisme de classe C de
I'ouvert U sur lui-méme qui envoie Graphe(y?) sur RP x {0}.

A titre d’exemple, considérons la fonction / : x G M /(x) G M définie
par : f{x) = sin(”) pourx Oet/(0) =0 CS G N). Cette fonction est
de classe mais n’est pas de classe Son graphe est une sous-variété
de qui est aussi de classe mais non de classe

2.2.4. Espace tangent en un point d’une sous-variété
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On sera intéressé a I'étude des courbes tracées sur une sous-variété F, par
exemple aux trajectoires d'un champ de vecteurs tangent a cette sous-variété.
Pour cela, il est utile de considérer en chaque point x e V I'’ensemble des vecteurs
tangents aux différentes courbes sur y, passant par x.

Définition 2.7. Soit X un point d’une sous-variété V d’'un ouvert U C Un
vecteur tangent en a a U est un vecteur u e de la forme r; = ~(0), ou
c:t G/ Inc{t) GU est un arc de courbe défini sur un intervalle ouvert |
au voisinage de 0 G M, différentiable en i = 0 et contenu dans (c’est-a-dire
tracé sur) V (pour tout tel, c{t) GU). On appelle espace tangent en x a V,
I’ensemble TxV de tous les vecteurs tangents en g a U.

Pmposition 2.1. Soit V une sous-variété de Vouvert U C de classe et de
dimension p. Pour tout x e V, Vespace tangent TxV est un sous-espace vectoriel
de de dimension p.

Démonstration. On considére un difféomorphisme de trivialisation 14 1n RA x RA“A
avec XGWny, $(x) = (0,0) et $(fU Hy) C R™ x {0}.

Vérifions que d™NX)[TxV] = R™ x {0}. En effet, si c{t) est une courbe passant
par X comme dans la définition ci-dessus, o c{t) GR” x {0} pour tout t assez
proche de 0 GR, d’'ou il résulte que

Oc(0) = d$(a@)(§(0)) = d”x)(u) Gre X {0}.
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Inversement, si w E MP et si on considére la courbe c{t) = $ il vient :
d™x){~{0)) =w. m

Remanque 2.3. Pour garder une trace du point x, on a coutume de dessiner |'espace
affine {x} + TXV" espace affine qui est souvent lui-méme appelé a tort « espace
tangent ». L’intérét de cet espace affine est qu’il est la meilleure approximation
au premier ordre de la surface au point x.

Exemple d"espace tangent Si V est le graphe d’une application @ : W i-"M" comme
plus haut, et X G TV, le plan tangent au point (x,(/)(x)) GV est égal a

T, ip())y = {(w,d(p{)[W])\w e

Si {ci},z = 1,... ,p, est la base canonique de T (PN ~st engendré par
le systeme de vecteurs : {(e™d{(?(X)[eT)}i=i?...p de MP x M. Par exemple, pour
le graphe d'une fonction numérique [p = q — 1), la droite tangente (affine) en
(X,(/9(x)) est dirigée par le vecteur (1, (/?'(x))", autrement dit, c’est la droite par
(X,(/?(x)) de pente (pX).

2.3. Valeur réguliére d’application différentiable

2.3.1. Equation cartésienne d’une sous-variété

Définition 2.8. Soit U un ouvert de etf U\ une application diffé-
rentiable (on suppose que 0 < p < n).

1 Un point X e U est un point régulier de / si et seulement si : rang df{x) =
n-p. Le rang est alors maximum et df{x) est une application linéaire

surjective.

2 Uny G est une valeur réguliére si et seulement si tout x G
(c’est-a-dire tout x tel que /(x) = y) est un point régulier de /.

Un point (ou bien une valeur) non régulier(ére) est dit singulier(ére).

Remanque 2.4. Remarquez que tout y 0 f{U) est qualifié de valeur réguliére. Au-
trement dit, toute valeur non atteinte est réguliére ! L’image par / de I'ensemble
des points singuliers s’identifie a I'ensemble des valeurs singuliéres. Par contre, la
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contre-image de I'ensemble des valeurs singuliéres contient I'ensemble des points
singuliers, mais peut étre strictement plus large (considérez par exemple la fonc-
tion / : X =T —xN) (figure 2.6).

Figure 2.6. Graphe de /. L'ordonnée yM du point M de coordonnées {xm = \/3/3, yM =
2\/3/9) est une valeur singuliére de /. La contre-image de yM est constituée, sur Taxe
des X, des points d’abscisses xm et xa des points.M et A (xm (resp. x”) est un point
singulier (resp. régulier)).

Le théoréme des fonctions implicites permet d’établir un lien entre les notions
de sous-variété et de valeur réguliére.

Théoréme 2.1. Soit U un ouvert de et y E W™~'p une valeur réguliére de f
Uts application de classe avec k > 1. Alors, ou bien f~™y) = 0, ou
bien f~~{y) est une sous-variété fermée de U de dimension p et de classe C™

Démonstration. La preuve est une conséquence directe du théoreme des fonctions
implicites et de la définition de sous-variété. Soit y = c une valeur réguliére et

supposons que V = soit non vide. Considérons xg un point quelconque
dans V. Par hypothese, la différentielle d/(x0) est de rang maximum et / est de
classe avec k > 1. Il existe un isomorphisme linéaire de avec R* X R™ p

tel que, au point xq = {a™b), I'application d/(a”o)]{o}xM”™-p soit un isomorphisme
linéaire de R™“ . On peut appliquer le théoréme des fonctions implicites au point
Xq : il existe un voisinage ouvert W de (a,c), un voisinage ouvert T = Ti XT2 de
(a, b) dans R™ x RM“ A et un difféfomorphisme H de classe de T sur W = H(T)
tels que H{a, ¢) = (a, 6) = xq et foH{ui,U2) = r;2pour tout (r;l,red) GTi XT2. La
paire (W, = H~") est un difféfomorphisme de trivialisation pour V au voisinage
du point Xq. D’aprés la définition 2.6, W est donc une sous-variété. Cette sous-
variété est fermée car / étant de classe est afortiori continue. |
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Définition 2.9. Si ¢ est une valeur réguliére atteinte de / : C i-> la
sous-variété V = /~"(c) est formée des points de U solutions de lI'équation :
{/(x) = c}. Cette équation est appelée équation cartésienne de V.

Exemples
1 La sphére unité 5™ dans a pour équation cartésienne :
={x,v,2) e Y, 2) = = 1}
La différentielle de / en un point [x*y”z) quelconque est égale a
df{x"y, z) = 2{xdx + ydy + zdz).

L'unique point singulier de / est lI'origine. Comme /(0,0,0) = 0, la valeur 1
est réguliere et atteinte car f{x"y”~z) 0o quand |](&:,y.,)]] —o00 et donc
/ doit prendre, sur tout rayon, la valeur intermédiaire 1. Il s’ensuit que
la sphére est une surface de (sous-variété de dimension 2). En fait,
sans utiliser le théoréme des fonctions implicites, il est facile de trouver un
atlas de cartes de trivialisation pour cette structure différentiable et donc,
d’aprés le premier item de la remarque 2.2, prouver ainsi que la sphére
unité *3" est une sous-variété de dimension 2. Il suffit de remarquer en toute
généralité que, si un ouvert U sur une sous-variété V de classe de RP
est I'image d’'un graphe d’'une application T de classe L AV
(avec W ouvert de et pH =n), alors (j7, est une carte de V.
Par exemple U = {(x,y,r) G S*\z > 0} est I'image du graphe Tr(x,y) =
au-dessus de il = {x™ + y* < 1}. En considérant I'application
—ITet les applications similaires associées aux autres axes de coordonnées de
on définit un atlas sur 5~. Toutes les structures de variété que l'on
a construites jusqu’ici sur la sphere coincident, comme on peut le vérifier
facilement. En fait la sphére 5 n’a qu’une seule struture de variété de

classe C/.

2. On peut définir de la méme maniere la sphere unité dans pour
tout n GN. La sphére est I'ensemble {—1,1} et la sphére est le cercle
trigonométrique. Les spheres et les tores forment deux familles de

variétés, définies en toute dimension n > 1 qui ne coincident que pour n —
1 :5™ = T~ mais S™ n’est pas dififéomorphe a (ni méme homéomorphe)
dés que n> 2. Ceci est un résultat classique mais non trivial de la topologie
algébrique (cf. par exemple [9]).
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Lorsqu’une sous-variété est définie par une équation cartésienne, il est facile
de déterminer ses plans tangents par linéarisation de son équation cartésienne en
chaque point :

Pwposition 2.2. Soit f : U une application de classe fc> 1, et a une
valeur réguliére atteinte. Si x e V —/~"(ce), on a

TAV = Ker df{x) = {ue R™N\df{x)[u] = 0}.

Démonstration. On sait que dim{TxV) = dim(Ker df{x)) = p. Il suffit donc de
montrer que TxV C Ker df{x). Considérons pour ce faire un arc de courbe quel-
conque c(t), comme dans la définition 2.7. On a / oc{t) = a, d'ou il suit que
df{x){~{0)) = 0 et donc que : ~(0) G Ker df{x). Ce raisonnement montre que
TXV C Ker df{x). m

Exemples
1. Pour la sphére 5" définie par /(x,y, z) = x™+ y™+ on a:
T{x,y,2)S™ = Ker d/((x,y,2)) = {([/, V., W) GR™\xU + yV + zW = 0},

ce qui s'interpréte comme le 2-plan perpendiculaire au vecteur (x,y,z). On
voit sur cet exemple que le plan tangent en m = {x"y~z) est orthogonal au
vecteur gradient V/(m) = résultat est évidem-
ment vrai pour toute fonction convenable et en toute dimension.

2. Soit / : in donnée par f{x"y,z) = {X2Y) avec X = + Yy —
et y = xyz. Les différentielles des deux composantes de / sont égales a
dX{x"y"z) = 2xdx + 2ydy —2zdz et dY{x*y"z) = yzdx + xzdy + xydz.
L’ensemble des points singuliers est formé des trois axes de coordonnées
et des quatre droites {x = *y = diz]. L'ensemble des valeurs singuliéres
est donc formé des points du demi-axe {X > 0, K = 0} et de la courbe

d’équation {X — = x~}. Pour toute valeur réguliere (a,/?), les équa-
tions {X{x"y"z) = a, y(x,y,2) = /?} définissent une courbe simple
dans R™. En chague point (x*y"z) G on a un espace tangent (ici une

droite tangente d’'équation cartésienne {([/, V, W) GRA|X{7 +yV + zW = 0O,
yzU + xzV + xyW = 0}).

2.3.2. Existe-t-il beaucoup de valeurs réguliéres ?

Une application suffisamment diflFérentiable posséde toujours beaucoup de va-
leurs réguliéres comme I'a montré M. Sard (voir une preuve dans [1] par exemple) :
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Théoréeme 2.2 (Théoreme de Sard). Soit f une application de
classe C”. Alors Vensemble des valeurs singuliéres de f est de mesure de Lehesgue
nulle dans R”~'P(on dit aussi que c’'est un ensemble négligeable).

Rappelons qu'un ensemble ~ C est dit négligeable dans si, pour tout e >
0, on peut trouver un recouvrement dénombrable de A par des boules 5®, z G N,
telles que SiVol(J5™) < e. (Ici, vol{Bi) désigne le volume euclidien de la boule
autrement dit sa mesure de Lebesgue au sens de M"). Un ensemble est négligeable
dans si et seulement s’il est de mesure de Lebesgue nulle dans Par exemple :
RN C R™ est de mesure nulle dans RN On dit qu’une propriété est vraie presque
partout s’il existe A C avec mes(”) = 0O tel que la propriété soit vraie en tout
point Xe R —A.

Remarque 2.5. Si A ¢ R®est de mesure nulle, —A est dense dans R™. (En effet
pour tout G ouvert non vide de Gn{R”™ —A) 0; sinon il existe un tel ouvert
non vide tel que G fl (M* —A) = 0, alors G C A et ceci est impossible car A est
de mesure nulle.)

Le théoréme de Sard est difficile a démontrer en toute généralité. Pour donner
une idée de sa démonstration, nous allons en prouver un cas particulier (preuve
inspirée de [2]).

Proposition 2.3. Si f : R ~ R est une fonction de classe alors I'ensemble des
valeurs singuliéres est négligeable.

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour /][a,6] oh [a 6 est un inter-
valle borné quelconque. En effet si / : M M est une fonction sur M, si E est
I’ensemble de ses points singuliers et E™ est I'ensemble des points singuliers de
la restriction /|[_n,n]T alors E® = E fl [n,n] d’ou E = UNE™ Il en résulte que
/(E) = Unfi™n)- Si chaque /(E”™i) est négligeable, /(E) est aussi négligeable
comme réunion dénombrable d’ensembles négligeables.

Considérons donc une fonction / de classe définie sur un intervalle borné
[a, 6]. Comme la dérivée seconde f" est continue, il existe un réel M > 0 tel que

~ A~ pour tout X G [a,6] (car I'intervalle est compact). Soit E = {x G
[a, 6]]1/'(x) = 0} I'ensemble des points singuliers et /(E) I’ensemble des valeurs
singulieres. Soit n > 1 un entier quelconque. Subdivisons l'intervalle [a, 6] en n
sous-intervalles égaux : /1,..., ™= [a+ ~{b —a),a+ ™6 —a)]).

Pour n’importe quelle partie bornée K de M, on appelle long(ii) la longueur
du plus petit intervalle contenant K. Nous allons montrer que si E fl 7 0, alors
long(/(/”)) ~ ~ (intuitivement, les intervalles li contenant un point singulier
ont une « image pliée » qui est, de ce fait, de longueur équivalente au carré de
la longueur de li). Pour cela, choisissons un point singulier xqg G E fl 7* et un x
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quelconque dans li. La formule de Mac-Laurin a Tordre 2 appliquée a / entre les
points xqg et X donne

f{x) - f{xo) = f'(x0){x - Xo) + - Xof

pour un 0 Gli. Comme /'(xq) = 0, que |/] est bornée par M et que \X—xo] <
O i vient
M|fe-a]2 1

\f{x) - f{xo)\ < ;2

Ceci implique évidemment que long(/(/i)) < Comme il a été an-
noncé plus haut, on constate que Timage est « pliée » quadratiquement autour
d’une valeur singuliére (figure 2.7).

Figure 2.7
Soit pour A < n les sous-intervalles intersectant S. L’ensemble
/(E) des valeurs singuliéres est recouvert par f{lii)" . =, qui sont aussi des

intervalles (des boules de R!), et on a

. . M]6-a]2 1 M\b - ajJ2 1
S~=ilong(/(/i,)) < n=
n

En faisant tendre n vers I'infini, on obtient que /(E) est négligeable. ]
Remarque 2.6.

1. Le théoreme de Sard nous permet de dire que I'ensemble des valeurs singu-
lieres est de mesure nulle, c’est-a-dire que / a toujours trés peu de valeurs
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singuliéres. Par contre, les points singuliers peuvent étre trés nombreux. Par
exemple, si Mon considére la fonction / a valeur constante, f{x) = c E

pour tout X E tous les x E sont points singuliers alors que c est
I'unique valeur singuliére.

Le théoréme de Sard n’a d’intérét que si / a des valeurs réguliéres atteintes.
Par exemple, si / est la fonction a valeur constante ¢ G les valeurs
régulieres sont exactement les valeurs non atteintes, c’est-a-dire I'ensemble
WA-P - {c}.

La démonstration du théoréeme de Sard pour toute paire de nombres
(n,p), 0 < P < n, est similaire a celle qui est donnée ci-dessus pour (1,0). On
montre que le fait que I'application / « contracte » fortement (ou « plie »)
I'espace au voisinage de ses points singuliers a pour conséquence que
I’ensemble des valeurs critiques est de mesure nulle dans LLI™p. La difficulté
de la preuve générale tient au fait que les points critiques peuvent étre plus
ou moins dégénérés.

Il n’est pas nécessaire que I'application soit de classe En fait, pour toute
paire (n,p) comme ci-dessus, il existe un entier minimal A)(n,p) tel que le
théoréme de Sard soit valide pour les applications de classe (voir [1]

pour une démonstration du théoréme avec une évaluation de cette borne
fc(n,p)). Pour n = P = 1, la régularité suffit pour le résultat.

On peut généraliser le théoreme de Sard aux applications entre deux va-
riétés (on dit qu'un sous-ensemble A d’une variété N de dimension q est
négligeable dans N si pour toute carte (17, gp) de N I’ensemble ip{AMU) est
négligeable dans

. Sif o avec p > 1, le théoréme reste valide. Dans ce cas, une
valeur est réguliére si et seulement si elle est non atteinte et on a précisément
le résultat suivant : si f est de classe C® Vensemble /(M~) est négligeable
dans Ce résultat est en fait beaucoup plus facile a établir que le
théoréme 2.2 (voir [4], corollaire p. 125 par exemple). De ce résultat suit
par exemple que toute sous-variété d’un espace euclidien, de codimension
> 1, y est négligeable. Ce résultat est trés important dans la théorie de
I'intégration : il assure par exemple que le bord d’un domaine d’intégration
raisonnable est de mesure nulle. Enfin il faut noter que le résultat serait
faux sous la seule hypothése de continuité : on sait construire par exemple
des applications continues du cercle dans dont I'image remplit toute la

surface d’un carré! (courbe de Peano).
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7. Si/ est une application polynomiale ou analytique, on a des résultats beau-
coup plus précis. Par exemple si P{x) est une fonction polynomiale de degré
n > 1, le nombre de points singuliers (comptés avec leur multiplicité) et
donc le nombre de valeurs singuliéres est borné par n —1 par le théoréeme
de d’Alembert. Si/ est une fonction holomorphe sur C, ses points singuliers
sont isolés : ils forment un ensemble au plus dénombrable, ainsi que I'en-
semble des valeurs singuliéres, qui est donc trivialement négligeable dans C.

2.4. Compléments sur les variétés

2.4.1. Espace tangent a une variété

42

Dans ce paragraphe, nous allons définir I’espace tangent en chaque point d’une
variété, ainsi que la différentielle d’'une application différentiable entre deux varié-
tés. Sauf mention expresse du contraire, et cela ne sera pas explicitement précisé,
toute variété et application est supposée de classe C”. Pour commencer, nous
allons définir ce que I'on appelle un vecteur tangent en un point d’'une variété M.

Définition 2.10. Soit m G M. Un arc différentiable sur M passant par m est
une courbe différentiable ¢ :i G/ M, avec | un intervalle ouvert contenant
0 GM, et c(0) = m. Soit Am I'ensemble de tels arcs. On introduit la relation
d’équivalence suivante entre ces arcs : ¢ ™ ¢' si et seulement s’il existe une
carte (C/, () avec m G 17 et des restrictions de ¢, d a des intervalles /, V telles

que c{l),c'{lI') CCTet« (0 ) =« (0 ).

Un vecteur tangenten m & M est une classe d’équivalence ¢ dans Am pour
cette relation d’équivalence. L’'ensemble des vecteurs tangents en m a M est
appelé espace tangenten m a M et est noté TmM. On notera par TM ['union
ensembliste TM ensemble que I'on appelle fibré tangent de M.

La définition précédente a pour principal mérite de donner une définition in-
trinseque de la notion de vecteur tangent au point m de la variété M. Pour ob-
tenir la structure vectorielle de TmM et travailler pratiquement avec les vecteurs
tangents, on choisira une carte de M contenant le point m. Dans une telle carte,
I’espace tangent TmM sera identifié a I’espace euclidien et le vecteur v G TmM
sera tout simplement représenté par un vecteur de M™

Proposition 2.4. Soit m E M et (UWYp) une carte telle que m £ U. L’ application
"m ea A~ TmM In G MP est une bijection. Cette bijection induit sur
TmM une structure d’espace vectoriel de dimension p® indépendante du choix de
la carte.
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Démonstration. Le fait que Mapplication est une bijection suit de la définition de
vecteur tangent en m a M, une fois que N'on a remarqué que tout vecteur v E MP
est image de la classe d’équivalence de I'arc c{t) = (p~"\tv) défini sur un intervalle

assez petit.

Soit une deuxiéme carte {U\ “p) telle que m G U'. Comme I'application linéaire
d{(p' O est un isomorphisme linéaire de les deux cartes induisent
la méme structure vectorielle sur TmM. m

Une situation plus concréte est celle d’une sous-variété dans un ouvert eucli-
dien. Rappelons que si M est une sous-variété d’un ouvert euclidien T, elle peut
étre considérée comme une variété (voir I'item 2 de la remarque 2.2). On a main-
tenant deux définitions de I'espace tangent TmM pour m EM : la définition 2.7
et la définition 2.10 de la présente section. Il est clair que ces deux définitions
coincident puisque, dans la premiere définition, on a défini les vecteurs de TmM
comme les vecteurs dérivés en c(0) = m aux courbes c{t) tracées sur M. Un tel
vecteur dérivé s’identifie a la classe d’équivalence ¢ de la définition 2.10.

L’avantage du point de vue des sous-variétés M d’'un ouvert de M”™ est qu’un
vecteur tangent est alors simplement un vecteur de et non pas une classe
d’équivalence comme dans la définition 2.10. De ce point de vue, lI'espace tangent
TmM s’identifie a un sous-espace vectoriel de M. On a vu, par exemple, que
dans le cas de la sphere 5%, I'espace tangent TmS”™ est le sous-espace vectoriel de
dimension 2 de R”, orthogonal au vecteur m G S~ C R™. D’autre part, ce point
de vue n’est pas restrictif, puisque toute variété (a base dénombrable) peut étre
réalisée comme sous-variété, grace au théoréme de Whitney. Evidemment, si I'on
veut prouver que ce que l'on définit ainsi sur une variété M est intrinseque, on
devra prouver l'indépendance des raisonnements par rapport au choix de la réali-
sation de M comme sous-variété. Cela peut étre assez laborieux. C’est pourquoi
on préférera, lorsque cela sera possible, travailler directement avec la notion de
variété, sans choisir une réalisation au caractére arbitraire, comme sous-variété.

Considérons maintenant les applications différentiables entre variétés.

Définition 2.11. Soit M et N des variétés de dimension p et q respectivement
et f : M N une application différentiable. On définit la différentielle de /
enm GM par df{m) : TmM i=TfA"m)» formule

dffm)[c] = (/oc),

ou c{t) est un arc différentiable quelconque de M en m.

43



Chapitre 2. Variétés et sous-variétés

Ici encore, le principal intérét de cette définition est d'étre intrinséque. Cette
définition a aussi le mérite de mettre en relation la différentielle df{m) avec le
transport par / d’arcs de courbes passant par m, relation qui nous sera trés utile
lorsque l'on traitera des champs de vecteurs. Pour montrer que df{m) est bien
défini et travailler pratiguement avec cette notion de différentielle, on considérera
des cartes de M et TV, choisies respectivement au voisinage des points m et f(m)

Pmposition 2.5. Soit ([/, (f) et (V, des cartes de M et N respectivement, telles
gque m EU et f(U) C V. Alors nous avons

df{m) = odi'ipofo ip-"){ip{m)) O

aJ *TfYIM | >HP et sont les isomorphismes définis dans
la proposition 2.4-

La proposition précédente signifie que, dans les cartes choisies, la différen-
tielle df{m) s’identifie avec la différentielle usuelle dfipo f o qui est
une application linéaire de MP dans si Tk et TV sont de dimension p et g
respectivement. Autrement dit, la différentielle df{m) est représentée par une
matrice jacobienne.

2.4.2. Plongement, immersion, submersion
Rappelons que le rang d’une application linéaire est la dimension de son image.

Définition 2.12. Soit / une application différentiable d'une variété M de dimen-
sion m dans une autre variété TV de dimension n.

1. On dit que f est une immersion si en chaque point Xx E M e rang de /
est égal a m.

2. On dit que f est une submersion si en chaque point Xx EM ‘e rang de f
est égal a n.

Le rang de / en x est le rang de I'application différentielle df{x) : T"M
TV. Pratiquement, on calcule ce rang en prenant des cartes. Evidemment,
I'existence d’'une immersion suppose que m < n et celle d’'une submersion, que
m> n.
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Les plongements sont des cas particuliers d'immersion, d’un grand intérét :

Définition 2.13. Une application différentiable d’une variété M dans une variété
N est un plongement si / est une immersion injective et est un homéomorphis-
me de M sur son image f{M).

On peut généraliser sans difficulté la notion de sous-variété aux variétés géné-
rales en adoptant la méme définition que dans le cas d’un ouvert de

Définition 2.14. Soit M une variété de dimension m. On dit que Q C M est
une sous-variété de M de dimension q si pour chaque point a G Q il existe
une carte (W, (p) de M, telle que a E W et p{W Q) soit un ouvert de

X {0} C X On dit que (Wcp) est une trivialisation locale
de la sous-variété M.

Un exemple trivial de sous-variété de la sphére est donné par le cercle
Y—{(x,y,r) GRAx*+ y"=  Z= 0}. Remarquez que la notion de sous-variété
est héréditaire : si L est une sous-variété de Q et Q une sous-variété de M, alors
L est une sous-variété de M.

La notion de plongement est équivalente a celle de sous-variété. Plus exacte-
ment on a :

Lemme2.2. Sif est un plongement de M dans N ~alors f{M) est une sous-variété
de N et f est un difffomorphisme sur son image (considérée comme variété).
Inversement, si M C N est une sous-variété de N, Vinclusion de M (considérée
comme variété) dans N est un plongement.

Démonstration. Supposons que f soit un plongement de M dans N. Soit a un
point quelconque de M. L’hypothése implique que I'on peut trouver une carte
de N telle que /(a) EW et telle que W M/(M) = f{W), ou W est
un ouvert domaine d'une carte dans M. On peut alors choisir (W, p) comme une
trivialisation locale de U —f{M). Cet argument appliqué en chaque point a G M,
montre que V est une sous-variété. L'application f est un homéomorphisme de
M sur V qui est de plus différentiable et de rang égal & m en tout point : c’est
donc un difféomorphisme de M sur V.

Inversement, si M est une sous-variété, il suit directement des définitions que
I'inclusion de M dans N est un plongement. ]

Le lemme a pour signification qu’un plongement peut étre vu comme une
simple reparamétrisation de la sous-variété, définie par un difféomorphisme de
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cette sous-variété. Dans le cas d’'une sous-variété M de R”" I'identification de
TmM avec un sous-espace de comme on l'a fait dans la section 2, revient a
identifier TmM avec d/(m)[T~M], si / désigne l'inclusion de M dans

Comparons maintenant les notions d’immersion et de plongement. Une im-
mersion n’est pas nécessairement injective. Par exemple, I'immersion de dans

définie par x = cos2t, y = sin3i dont I'image est une courbe de Lissajoux, est
une immersion avec des points doubles. Mais, méme lorsque I'immersion est injec-
tive, il peut se faire que I'image de M soit notablement différente de la variété M
elle-méme, au sens par exemple que la topologie de M puisse étre plus fine que la
topologie induite par N sur I'image /(M) (c’est-a-dire, avec plus d’ouverts). Par
exemple, pour I'immersion injective de M dans représentée dans la figure 2.8,
chaque voisinage du point a coupe /(M) en un ensemble dont la contre-image par
/ contient un intervalle de la forme ]a,+00). On peut méme trouver des immer-
sions de R dans R”, dont I'image est dense sur une surface. On aura par exemple
de telles pathologies avec certaines orbites de champs de vecteurs de R™.

r\y)

Figure 2.8

Pour un plongement, les pathologies signalées ci-dessus ne peuvent pas arri-
ver. La proposition suivante, qui donne une condition suffisante pour que I'appli-
cation / soit un homéomorphisme sur son image, est trés utile pour vérifier qu’'une
immersion est un plongement :

Pwposition 2.6. Si f est une immersion injective d’'une variété compacte dans une
autre variété, alors f est un plongement.

Démonstration. En effet, une application injective continue d'un compact dans un
espace topologique séparé (un ouvert de R™ par exemple, et donc une variété en
général) est un homéomorphisme. [

Exemple. L'application 4>: {0,ip) (X,y,z) définie par :

X={R+rcos9cos(fy {R+rcos9)sin(p’z=rsin9,
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avec iT > r > 0, est un plongement du tore ' —”~j1? dans Cette application
peut étre vue comme une paramétrisation globale du tore de révolution 4>(T").
C'est une surface de révolution autour de I'axe Oz.

Remarquons que le plongement peut étre compliqué, par exemple un nceud
de Considérons Il'application / :i G i=/(t) G suivante :

1(¢) = ((2 + cos 3t) cos 2i, (2 + cos 3t) sin 2i, sin 3t).

Figure 2.9. Nceud de tréfle dans R,

On remarque que / est de rang un et est donc une immersion. De plus / est
une application injective de et elle est donc un plongement dans R”™ d’apres
la proposition 2.6. Le cercle plongé est noué™ c’est-a-dire que l'on ne peut pas
prolonger / en un plongement du disque D = H?” = 1}. Ce fait semble assez
intuitif en examinant la figure 2.9 : il semble que si I'on cherche a construire une
immersion du disque, on doive nécessairement introduire des self-intersections et
méme des points singuliers. La non-existence d’'un plongement est cependant trés
difficile a démontrer rigoureusement, et ne peut se faire que dans le cadre de la
théorie des nceuds.

KeTawwme 2.7. Résumons les différences entre les notions d’immersion et de plon-
gement. L’'image d’une immersion peut posséder éventuellement des points de
self-intersection (immersion non injective). Si la variété M que I'on immerge par
une application (p n’est pas compacte, et méme si I'immersion est injective, I'ap-
plication P n’est pas nécessairement un homéomorphisme entre M et son image
p{M) (munie de la topologie induite). Heureusement, cette pathologie n’arrive
pas si M est compacte et, dans ce cas, plongement est synonyme d’immersion
injective.

Une sous-variété de dimension 1 est appelée tout simplement une courbe plon-
gée, une sous-variété de dimension 2 est une surface plongée. La figure 2.10 montre
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différents objets de dimension 1 ou 2. Dans l'encadré FI1 (resp. F2), la courbe
(resp. surface) n’est pas dérivable (resp. différentiable) au point A (resp. le long
du segment CD), le rang de I'application en ce point (resp. segment CD) est égal
a zéro (resp. un), nous n'avons donc pas une immersion. Dans les encadrés F3 et
F4, nous avons respectivement un point double et une ligne de points doubles,
nous n’avons donc pas de plongement. Dans les encadrés F2, FA et F6, on montre
des objets de dimension 2. Dans I'encadré D2, on montre une surface avec une
ligne de singularité. Dans I'encadré F4, on montre une immersion d’une surface
et dans F6 une sphére plongée.

Figure 2.10

2.4.3. Distance sur une variété
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Dans un espace topologique, il est trés intéressant de pouvoir utiliser une dis-
tance définissant la topologie, lorsque cela est possible, c’est-a-dire lorsque I'espace
est métrisable. C’est justement le cas pour les variétés, comme on va le voir main-
tenant. En fait, sur une variété M, on peut définir des distances trés particuliéres
associées aux métriques riemanniennes. On suppose que M est une variété de
dimension n et de classe C/.

Définition 2.15. Une meétrique riemannienne sur une variété M est la donnée
d'un produit scalaire (=*a sur chaque espace tangent TM. On suppose de
plus que sur chaque carte (i7,y?), le produit scalaire est une expression :
n
{G,v)m =~ gij{(p{m))uivj,
hj=i
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ou it = (t"i,...,Un) = “m(u) et V= (vi,..., Vn) = respectivement, sont
les représentants dans des vecteurs tangents it, u G TmM® comme dans la
proposition 2.4 ci-dessus. Dire que (*, *) est un produit scalaire est équivalent
a dire que la forme quadratique est définie positive pour tout
m E U Enfin, on suppose que les fonctions x  gij{x) sont sur Q = MNU)j
pour tout 2j G{1,... ,n}.

Par exemple le produit scalaire euclidien définit une métrique riemannienne
constante sur avec gij{fm) = Gj (symboles de Kronecker).

Une métrique riemannienne permet de définir une norme sur chaque espace
tangent, par || = x/(*Myn pour u G TmM. Si maintenant 7 :i G [0,1] M
est un chemin de classe dans M, on définit sa longueur par

] dy
long(7) JE Q) dt.

Remarquez que I'hypothése de différentiabilité faite sur le chemin 7 implique
que la fonction t 1> ||| est continue, et donc que I'intégrale ci-dessus existe
au sens de Riemann.

On peut maintenant définir une distance sur M en posant, pour toute paire
de points Xy EM

dist(o:,™) = Inf~{long(7)},

ot 7 est un chemin quelconque de classe entre x et y, c’est-a-dire tel que
7(0) = Xet 7(1) = y. La fonction distance est continue sur M x M. Il en résulte
évidemment que la topologie définie par la distance est la topologie de la variété
vue comme espace topologique (en fait, les boules fermées de rayon assez petit sont
difféeomorphes a des boules fermées euclidiennes). On utilisera une telle distance
chaque fois que I'on souhaitera faire une démontration sur M a l'aide de suites
et d’arguments du type « 5% » (plutdt qu’une démonstration utilisant les ouverts
et fermés de M). Evidemment, pour les démonstrations locales (c’est-a-dire au
voisinage d’un point), il sera plus commode de choisir une carte pour se ramener a
travailler dans avec la norme euclidienne de si on le souhaite. Evidemment,
I'intérét des métriques riemanniennes va bien au-dela de la simple possibilité de
définir des distances sur M (voir [4] p. 421, par exemple, pour une introduction
a la géométrie riemannienne).

L’existence d’'une métrique riemannienne sur une variété M quelconque peut
étre déduite du théoréeme de plongement de Whitney. En effet, rappelons que ce
théoréme permet de considérer M comme sous-variété d’'un espace euclidien
Soit (=, ¢ le produit scalaire euclidien de IR™. On peut alors définir une métrique
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riemannienne (=, )X sur M par simple restriction de ce produit scalaire, en posant
pour tout XEM et urve T™M :

{U,v)y: = {U,V)

ou, dans le membre de droite, on considére les deux vecteurs r;,u comme des
vecteurs de On appelle cette métrique la métrique riemannienne induite par
le plongement de M dans . La condition de différentiabilité de la définition
est trés facilement vérifiée. Considérons pour ce faire une trivialisation locale de
la variété. Cette trivialisation donne, par restriction a M, une application de
carte dont l'inverse est une paramétrisation locale, c’est-a-dire une immersion
X = "ip{x) avec x = (ii,...,; MH? d'un ouvert de a valeurs dans R™ (avec
une image dans M évidemment). Pour calculer le coefficient gij{x) de la métrique
riemannienne dans la carte, il suffit de se rappeler que pour la forme quadratique
Q{A"B) = 'MQijAiBj”™ on a gij = Q(ei,ej), ou ei”ej sont les vecteurs de la base
canonique d’indices i et j. Ici, cela donne I'expression :

9ij{x) axn (2.4)
qui est manifestement une fonction de x Gil.

La construction que I'on vient de faire est encore valable, plus généralement,
si I'on considere une immersion (p d'une variété M dans R”. Il suffit de poser :

{u,v)x = {d(p{)[u].dip{x)[V])

pour tout )G M et n,UG T~M, pour définir une métrique riemannienne sur M
(on retrouve la formule donnée pour une sous-variété M, en prenant pour @VI'in-
clusion de M dans R”).

Remarquons que l'on aurait pu obtenir plus simplement une distance sur la
sous-variété M de R”, en restreignant simplement la distance euclidienne. Si M
est compacte, cette distance est équivalente a la distance associée a la métrique rie-
mannienne induite (deux métriques sur un ensemble sont dites équivalentes si leur
rapport reste compris entre deux constantes positives). Si M n’est pas compacte,
les deux distances définissent la topologie de M mais ne sont pas équivalentes en
général.

Il est possible de construire des métriques riemanniennes sur une variété M
sans recourir a un plongement dans un espace euclidien, en recollant des métriques
riemanniennes définies localement dans des cartes, a l'aide d'une partition de
I'unité sur M (voir [12] par exemple).
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2.4.4. Transversalité

Nous allons maintenant introduire, et expliquer brievement, la notion de trans-
versalité introduite par René Thom au début des années 1960, pour généraliser la
notion de valeur réguliére d’une application, et donner, de ce fait, une plus grande
portée au théoreme des fonctions implicites. Nous reviendrons plus tard, dans le
tome 2, sur cette notion de transversalité pour montrer comment elle a permis a
Thom d’exploiter le théoréme de Sard pour introduire la notion de généricité.

Définition 2.16. Soit P une sous-variété de de dimension p et / une appli-
cation différentiable d’un ouvert U de a valeurs dans On dit que / est
transverse en X E U a P si et seulement si f[x) ™ P, ou bien si :

f(X)EP et df(X)[RA]+TIAMP = (2.5)

ce qui suppose que p + m > n (voir figure 2.11). On dit que / est transverse
a P si/ est transverse a P en tout point x EU. Remarquez qu’une fagon tri-
viale pour / d'étre transverse a P est que f{U) soit disjoint de P. (La notation
d/(ee)[R""] désigne le sous-espace vectoriel de E™, image de E”*par I'application
linéaire df{x).)

Figure 2.11. Application / transverse a une sous-variété P, dans le cas p = 2
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Remarque 2.8. Les espaces d/()[]R"/] et C M” sont transverses dans M’ au
sens défini au début du paragraphe 2.2.1, d’ou la terminologie. Par ailleurs, ces
espaces ne sont pas nécessairement supplémentaires.

La figure 2.12 illustre cette notion de transversalité. Dans le cas de la fi-
gure 2.12 (a), ou n = 3,m = 2,p = 2, on Vérifie que :

dim(T/(a;)P) = d[m{df{x){RP)) = 2 et dim(T~(a.)P No(/(&;)(RP)) = 1.

Les espaces et d/(a:)(RP) sont transverses mais non supplémentaires.
Par contre dans le cas de la figure 2.12 (b) oun = 3,m = I,p = 2, on vérifie que :

dim(Ty(™)P) = 1, dim(d/(x)(RT")) = 2 et f\df{x){W)) = {0}.

Dans ce cas, les espaces et df{x){MP)) sont supplémentaires.

Espaces supplémentaires. Espaces transverses.

Figure 2.12

Notation, f transverse a P en x sera noté : f(hxP et / transverse a P (en x pour
tout X e U) sera noté : /itiP.

Remaique 2,9, La notion de transversalité généralise la notion de valeur réguliére
d’une application : dire qu’une application / admet a G comme valeur réguliére
est équivalent a dire que / est transverse au point {a}, considéré comme sous-
variété de dimension 0 de R. En effet, pour tout point régulier x G / “”~(a), le
rang de df{x) est maximum et égal a n, et donc : df{x)[W"] = R~. Dés lors, la
relation (2.5) est satisfaite avec P = {a}, sous-variété de R~ de dimension zéro
pour laquelle Ta{oi} = {0}.
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Le théoreme suivant généralise alors le théoreme 2.1.

Théoréme 2,3. Soit P une sous-variété de de classe 1< A< +o00, etf une
application de méme classe de différentiabilité, d'un ouvert U de a valeurs
dans Supposons que f soit transverse a P et que f{U)nP mw&0. Alors f~~{P)
est une sous-variété de U de classe CN De plus la codimension de f~"~{P) dans
U est égale a celle de P dans (autrement dit la codimension est préservée par
contre-image). (Figure 2.13 avec m = 2, n = U= etP = S

Démonstration. Soit x E U tel que f{x) G P. Considérons un difféomorphisme de
trivialisation {W, $) de P tel que f{x) G W. On suppose que P est de codimension
p. Par la définition 2.6, on a "{PDW) = W) fl x {0}) C xW. Siu
est la projection linéaire de X R™ sur R™, I'inclusion ci-dessus est équivalente
aPnwW = {0O4>) N0) :en effet si *{x) = (a, b) G R~ x {0}, cela signifie que
6 = 0, c'est-a-dire que (a, 6) G &~"(0) et donc que X G 4>"07r* N0) = (7ro%)“ ~0).

En prenant la contre-image par /, on obtient que sur l'ouvert f-\w)
de /7, 0n a

147~'n/-1(P) = (Tro$o/)-1(0).

L'hypothese de transversalité implique que O est une valeur réguliére de o
4>0/. Le théoréme 2.1 implique donc que VP fl f~~{P) est une sous-variété de
codimension p de W'. L’ensemble f~"~{P) étant une sous-variété de codimension
P au voisinage de chacun de ses points, est globalement une sous-variété de U
de codimension p. Comme toutes les applications utilisées sont de classe C», la
sous-variété f~"~{P) est aussi de classe C m

Il sera tres utile de pouvoir considérer une variété M a la place de I'ouvert U.
On peut le faire aisément en travaillant dans des cartes.
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Définition 2.17. Soit P une sous-variété de et / une application différen-
tiable d’une variété M de dimension m a valeurs dans W™ On dit que / est
transverse en X GM a P si et seulement si /(x) ~ P, ou bien si

f(x)eP et dffx)[TAM] + TIM)P = (2.6)

On dit que / est transverse a P si/ est transverse a P en tout point x G M.
Remarquez qu’une facon triviale pour / d'étre transverse a P est que f{M)
soit disjoint de P

Remarque 2.10. Soit (C/, ) une carte de M avec x G M. La condition de transver-
salité (2.6) s'écrit de la facon suivante dans la carte (P,

f{x) GP et d{fo(p N(px + AP - 2.7)

Remarquez que l'application / o “~représente la fonction / dans la paramé-
trisation de U donnée par la carte.

En utilisant la notion de sous-variété d’'une variété introduite dans la section
précédente, le théoréme 2.3 se généralise aisément :

Théoréme 2.4. Soit P une sous-variété de de classe 1< A< +oo0, etf une
application de méme classe de différentiabilité¢™ d'une variété M a valeurs dans
Supposons que f soit transverse & P et que f{M) MNP 0. Alors /~~(P) est une
sous-variété de M de classe C™. De plus la codimension de f~~{P) dans M (c’est
la différence entre la dimension de M et celle de f~"~{P)) est égale a celle de P
dans

Comme dans le cas d’'un espace euclidien considéré dans la section précédente,
on définit facilement la notion de plongement d’une variété Q dans une variété M :
une sous-variété peut toujours étre considérée comme image d’'un plongement
d'une variété qui lui est diffeomorphe (d’'ou parfois une certaine ambiguité du
langage). Soit P et Q deux sous-variétés d’un ouvert euclidien U de On dit
que P et Q sont transverses au point x GP MQ, si

TAP + T:,Q = R™

Cela est équivalent a dire que I'inclusion de Q dans U est transverse au point x
a P (ou inversement, que l'inclusion de P dans U est transverse a Q). On dira que
les deux sous-variétés P et Q sont transverses si elles sont transverses en chacun de
leur point d’intersection. Remarquez que si P et Q sont données par des équations



2.4. Compléments sur les variétés

cartésiennes : P = /~"(a), Q = avec a et P des valeurs réguliéres de
f:U Wetg:U alors dire que P et Q sont transverses est équivalent
a dire que (a,/3) est valeur réguliére de I'application (/, ) : U W X Il en

résulte que s'il n’est pas vide, I'’ensemble P HQ = (f*g)~"No;P) est aussi une
sous-variété de U.
Plus généralement, on a le corollaire suivant du théoréeme 2.4 :

Cowllaiw 2.1. Soit P et Q deux sous-variétés transverses dans un ouvert U de R?
d™intersection non vide. Alors leur intersection est une sous-variété de Pj de Q,
et aussi de U. De plus cette sous-variété P TIQ est de dimension égale a dimP
dimQ —n.

Par exemple, soit le plan P = = O et la sphere Ce sont deux sous-
variétés de R™; le plan H est transverse a la sphére S L'intersection de ces deux
sous-variétés est le cercle 7 = {x"+ = 1,~= 0}. Ce cercle est de dimension

1= dimiL HdimS —3.
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POINTS SINGULIERS DE FONCTIONS

3.1, Dérivées partielles d’ordre supérieur

3.1.1. Définitions, notations et propriétés de base

Soit f : U R une fonction définie sur un ouvert U de n > 1. On a déja
défini les dérivées partielles du premier ordre, lorsqu’elles existent, par

n Ny f{xo + tei) - f{xo
_ feMo) = { ) {)’

ot 6i = (0,..., 1,,.. ,0~ est le i-éme vecteur de la base canonique de R", dont
la ;-eme composante vaut 1 et les autres valent O.

On définit, lorsque c’est possible, les dérivées partielles de tout ordre kK E N
par la formule de récurrence commencgant avec k = 2 \

Qk-1j

X)= gy dxinn. dxin @0

dxin... dxin ¢

Comme conséquence du lemme de Schwarz relatif au cas particulier des déri-
vées secondes, on prouve, en toute généralité [6], le Théorem 3.1.

Jhéoieme 3.1. Si f est une fonction de classe C», alors

dnf d~f
dxin... dxin cba’\a(k)

pour toute permutation a de {1,..., A}.
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Cette symétrie permet de réordonner I'écriture des dérivées partielles. On peut
commencer par les dérivées par rapport a la coordonnée Xi, lorsqu’il y en a, puis
par rapport a X2 et ainsi de suite. De cette facon, chaque dérivée partielle d'ordre k
peut s’écrire :

avec _L _i_ —k

A\ ... dn
Le symbole dx/ est mis pour la répétition de je dérivations par rapport a
la coordonnée avec la convention que je = 0 signifie qu'il n'y a pas de déri-
vation dans cette coordonnée. On peut écrire de fagon encore plus condensée, en
introduisant le multi-indice j = (ji,..., jn) » ~ sa longueur j] — +. :
d\j\f
r =
ax{” ... &n

On peut définir, lorsque c’est possible, la différentielle d’ordre k par la formule

de récurrence :
ef{x) = dd'~"{x),

a partir de la définition initiale dPf = /. Comme nous n’utiliserons pas cette
notion dans la suite, nous n’essayerons pas de donner une forme plus explicite a
la différentielle d'ordre k en général. Disons seulement que d”f{x) est une forme
/c-linéaire et symétrique dont les coefficients sont les dérivées partielles d’ordre k
au point X

En appliquant par récurrence la proposition 1.1, on voit que la fonction /
est de claisse si et seulement si toutes ses dérivées partielles existent et sont
continues jusqu'a l'ordre fc, et qu'une fonction est de classe si et seulement
si ses dérivées partielles de tout ordre existent (dans ce dernier cas, les dérivées
partielles sont différentiables en vertu de la proposition 1.1 et donc sont automati-
quement continues). Evidemment, tout ceci s’étend & une application quelconque,
en considérant ses fonctions composantes.

3.1.2. Approximation de / au voisinage d’un point
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Définition 3.1. On dit que f : U ~ Lladmet en xq G ¢ un développement
limité d’ordre A, de partie principale le polyndéme de degré P~{h) (polynéme
dans les n composantes /;i,... ,/i™ de h G M7, si I'on peut écrire / sous la
forme :

f{xo0 + h) = P"Ah)+oi\\h\n-
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On peut développer le polyndme P~{h) en composantes homogénes :
P~{h) = PU+ Pi{h) +... + Pk{h).

Evidemment Pq= /(0) Pi{h) —df{x{))[h]. L’existence d'un développement
limité a I'ordre 1 en Xqest donc équivalente a la différentiabilité de / en xq.

Le développement limité est unique, s’il existe. Il donne I'approximation de la
fonction / au point généralisant I'approximation affine fournie par la différen-
tielle.

L’existence d'un développement limité est assurée pour les fonctions de classe
de différentiabilité suffisante :

Théoréeme 3.2 (Formule de Taylor avec reste de Young [6]). Soit f une fonction sur
rouvert U de de classe telle que toutes les dérivées partielles d™ordre k
existent enxo, alors f{x¢) +h) = Tk{h”x0) P of\\M\\\Y ouTk{h,XQ) est le polyndme
de Taylor ordre k en xq :
k
Tk{h,xo) = f{xo0) + ; ~d”™f{xo)h\ (3.1
Ul=i

Outre les notations df et PJ]introduites plus haut pour un multi-indice i =
(1,... ,in), on a posé ci-dessus : L.hr etz = it ilhavec O = 1.
Chaque terme de la sommation est un mon6éme en /ii,...,

Remarque 3.1. Considérons par exemple le terme homogéne de degré 2 dans la
formule (3.1). Dans la littérature, il apparait souvent sous la forme

d*~fjxo)

~ePf{xo){h,h) = J ¢ dxjdxn

ij=I

(3.2)

QU d"f{xo) désigne la différentielle de / d'ordre 2, calculée au point xq. Cette
différentielle d’ordre 2, appelée aussi hessienne de f en xq lorsque ce point est
singulier, est une forme bilinéaire qui s’applique a une paire de vecteurs w,u G

d f{xo){u,v) = 2~ é)xidxj

Compte tenu du lemme de Schwarz, on peut regrouper les termes et retrouver
I’écriture proposée dans la formule (3.1). Considérons par exemple le cas n = 3.
Les choix possibles de i tels que \\= 2™ lorsque n = 3, sont

i= (200,020,002, (1,10, 011, O1,1).
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Notons, pour simplifier I’écriture, par (X,y,z) (au lieu de (a;i,a:2,a;3)) les trois
composantes d'espace et par {h, k, I) les trois composantes du vecteur h ¢ La
formule (3.2) s'écrit (toutes les dérivées partielles étant prises au point xq)

53 + fy2kn + + fxyhk + fj~°kl + f 7zhl,
K|=2

Ou lI'on note par
Plus généralement, on a les deux écritures équivalentes du terme homogene
de degré | de la formule de Taylor :

u E . =E U «/mn. (3.3)

\i\=I

oU le terme de droite est obtenu a partir du terme de gauche par le regroupement
des mondmes qui sont égaux, compte tenu du lemme de Schwarz.

La formule de Taylor ci-dessus est celle qui est utilisée dans les calculs sur les
développements limités. Sous des conditions légérement plus générales sur /, on
peut avoir une expression plus précise du reste ii(/i, xq), dont ci-dessus on retient
seulement Tordre : o(] |/i]|7. Si la fonction / est de classe on a les estimations
suivantes du reste [0 :

1. Reste intégral R{h,x0) = Jg M E]|i|=fc+i + th)h™Ndt.

2. Reste de Lagrange Posons : Mk+i{y) = Sup{ll/l1=ii Eli]=fc+i

pour tout y N U Comme / est MKk~ i{y) est continue en y, ce qui
implique que M/c+i(/i,xo)  Sup{Mfc+i(y)]y e [xo,xg +h]} < oo. Alors on
a Testimation suivante, dite par reste de Lagrange :

I-R(i,70)] < Mk+i{h,xo)\\h\\ <!

Le reste de Lagrange est utile pour les estimations précises des calculs nu-
mériques sur les fonctions (intégration numérique, etc.). Le reste intégral permet
de relier directement le reste a la fonction / et retient les hypothéses de diffé-
rentiabilité. Par exemple, il a pour conséquence immédiate que si une fonction /
de classe s’'annule en 0 ¢ [/, alors elle s'écrit f{x) = Xi(pi{x) pour des
fonctions ipi de classe C/.



3.2. Points singuliers d’'une fonction sur un ouvert

3.2. Points singuliers d’une fonction sur un ouvert

Soit U un ouvert de et une fonction / : [/ i® M. Lorsqu’elle est différen-
tiable, on va maintenant étudier I'allure locale de cette fonction au voisinage de
ses points singuliers.

3.2.1. Extremums

Definition 3.2. On dit que / admet un minimum en a G i7 si et seulement si
fi'x) > f{o) pour tout xx e C. Le minimum est strict si f(x) > f{a) pour tout
X~ a. Le point a est un minimum relatif (strict) si c’est un minimum (strict)
sur un de ses voisinages ouverts.

Un maximum (strict) (relatif) de / est un minimum (strict) (relatif) de
—/. Enfin un extremum (strict) (relatif) est un minimum ou un maximum
(strict) (relatif).

Les extremums d’une fonction jouent un réle trés important dans beaucoup
d’applications. Ainsi les minima d’une fonction potentielle, dont un champ de
forces dérive, sont des positions d'équilibre stable du systéme. Les maxima d’une
loi de probabilité correspondent aux états localement les plus probables.

Délnition 3.3. Soit une fonction f comme ci-dessus, on dit que a est un point
singulier de / si df{a) = O.

Lemme 3/1. Si ae U est un extremum relatif d’'une fonction différentiable f sur
I'ouvert [/, alors a est un point singulier de f.

Démonstration. Supposons que la fonction différentiable / admette un extremum
relatif en a. Quitte a remplacer f par —/, on peut suposer que ce point est un
minimum relatif. Soit n ¢ un vecteur quelconque et la fonction ipu 't

~uft) = f{a+ fonction que I'on peut voir (si n ™ 0) comme la restriction de
/ a la droite passant par a et dirigée par le vecteur u. Cette fonction est définie
et différentiable sur un certain intervalle ouvert ] —r/;1y[. Par la définition 1.3, sa
dérivée en t = 0 est égale a la dérivée directionnelle /¢;(a). Supprimons l'indice n
de qu pour simplifier la notation. On peut choisir Ij assez petit pour que 0 soit un
minimum de (?, c'est-a-dire que g>{t) > (p{0) pour t g] — /7 /1. 1l en résulte que le
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rapport d’'accroissement Acp{t) = est négatif pour t < Oest positif pour
i > 0. En prenant la limite de ce rapport pour t 0_, on constate que <V(0) < O
et, inversement, que ~'{0) > 0 pour t — O|. D’ou il suit que (™(0) = 0. Comme,
par la proposition 1.1, on a dffa)[u] = /¢(a), il vient df{a)[u] = 0. Cette égalité
étant vraie pour tout u G il s’en suit que df{a) = Oet donc que a est un point
singulier de f. m

Remarque 3.2. 1l est essentiel de supposer U ouvert dans ce lemme ou du moins
que I'extremum appartient a I'intérieur du domaine. Ainsi, la fonction f{x) = x
atteint son maximum sur le fermé [0,1] en x = 1 (point qui est une extrémité de
I'intervalle) et I'on voit que /' (1) 720,

La proposition précédente dit qu’il convient de rechercher les extremums d’une
fonction différentiable parmi ses points singuliers. Evidemment, certains points
singuliers ne sont pas des extremums : par exemple le point O pour la fonction
f{x) = x”. Nous allons maintenant donner une condition suffisante pour qu’un
point singulier soit un extremum. Nous aurons besoin, pour cela, d’utiliser le déve-
loppement de la fonction au second ordre en son point singulier et des propriétés
des formes quadratiques, propriétés que nous allons rappeler.

3.2.2. Rappels sur les formes quadratiques
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Une forme bilinéaire sur est une application (™: X M d’expression
(f{u,v) = pour tous les i = (r¢l,..., >V = {vi,.,. ,Vn) G Si

(H{u,v) = {A{u),v),

QU (=, 9 désigne le produit scalaire euclidien de R'A On dit que la forme bilinéaire
(f est symétrique si (p{u™v) = (p{v, u) pour tous les r;, u G R”, ce qui est équivalent
a dire que la matrice A est symétrique (ay  Uji pour tout Zj). A toute forme
bilinéaire (p symétrique on associe une forme quadratique Q{u) = p{u”™u). Les
formes quadratiques sur R™ ne sont rien d’autre que les polyndmes homogenes de

degré 2. L'unique forme bilinéaire symétrique associée a une forme quadratique
s'appelle sa forme polaire. Elle est donnée par la formule

v) = +v)- Qfu) - Q{v)).

Inversement, on a

Qu) —n N ‘D dijUiuj.
i=I i<j
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On appelle rang de la forme quadratique, le rang de la matrice symétrique
associée {aij)ij. On dit que la forme quadratique est définie si son rang est maxi-
mal, c’est-a-dire si la matrice associée est inversible (de déterminant non nul).
Un théoréme standard de Gauss classifie les formes quadratiques, a changement
linéaire de coordonnées prés (voir [8,19]) :

Théoiéme 3.3. Soit Q une forme quadratique de rang r, 0 < r < n. Alors il existe
un entier 5, 0 < 5 < r et un isomorphisme linéaire L de BA tels que

QoL{hu....hn) =J2hl- E (3.4)
i—+ z=s+l

On convient que la premiére somme est absente si s = 0 et que la seconde
somme est absente si s = r.

Remarque 3.3.

1. La paire (r, D), appelée signature (de Sylvester) de la forme quadratique Q,
est un invariant de Q pour l'action du groupe linéaire. Autrement dit, une
forme quadratique Q admet une réduction (3.4) unigue en combinaison de
carrés. Par contre, I'isomorphisme linéaire L n’est pas unique. Par exemple,
dans le cas d'une forme quadratique définie qui se réduit a £+ < >, on
peut composer L a droite par un élément quelconque du groupe orthogonal.

2. La réduction d’'une forme quadratique dans le groupe orthogonal est une
question beaucoup plus difficile. Elle est équivalente a la réduction des ma-
trices symétriques dans ce groupe. On rappelle que toute matrice symétrique
est diagonalisable dans le groupe orthogonal, ce qui revient a dire que toute
forme quadratique est réductible, dans un systéme orthonormé de coordon-
nées, a une combinaison de carrés avec des coefficients réels.

3. L’ensemble des formes quadratiques non dégénérées, ayant une signature
donnée (r, n —r), est un ouvert de I'’ensemble de toutes les formes quadra-
tigues non dégénérées, qui est lui-méme un ouvert dense de lI'ensemble de
toutes les formes quadratiques. Donc, si une forme quadratique Q' est assez
proche d’une forme quadratique non dégénérée, il suit, du théoreme 3.3, que
Q' est conjuguée a Q, c’est-a-dire qu’il existe un isomorphisme linéaire L
tel que = QoL. On peut voir ce résultat comme une propriété de stabi-
lité des formes quadratiques non dégénérées. Cette remarque nous sera utile
dans la démonstration du lemme de Morse.
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Définition 3.4. On dit qu'une forme quadratique définie est positive si s —n,
c'est-a-dire si elle se réduit & une somme de n carrés. Elle est dite définie
négative si s = 0 et r = n, c'est-a-dire si —Q est définie positive.

Lenune 3.2. Une forme quadratique est définie positive si et seulement si Q{u) > Q
pour tout r; G —{0}; et si et seulement s'il existe une constante M > 0 telle

que Q{u) > M||"]p.

Démonstration. Il est clair que s'il existe M > 0 comme dans I’énoncé, alors Q{u) >
0 pour tout UE —{0} et par le théoreme 3.3 la forme quadratique doit étre
définie positive.

Supposons inversement que Q soit une forme quadratique définie positive. Le
théoréme 3.3 implique que Q{u) > 0 pour tout r; 0. La restriction de Q a la
sphére unité S~ est une fonction continue et strictement positive. Comme la
sphére est compacte, il existe M > 0 telle que Q{u) > M pour tout u G
La forme Q étant une fonction homogene de degré 2, on a Q{Xu) = \"Q{u) pour

tout A c Met tout ; c M Si on applique cette formule a i 0et A= Tin,
il vient que Q{u) = Il 1”31 17%). Comme G on a > M et
donc Q{u) > M]]ulp (le vecteur 0 G vérifie trivialement I'inégalité). ]

3.2.3. Condition suffisante d’extrémalité

Revenons maintenant a I'étude des fonctions. On va montrer comment repérer
les extremums parmi les points singuliers et plus généralement comment étudier
une fonction au voisinage d’'un point singulier (rappelons qu’au voisinage d’'un
point régulier, la situation est réglée par le théoreme des fonctions implicites).

On suppose donc que a G T est un point singulier de / (c'est-a-dire que
df(a)=0). On va supposer de plus que / est (au moins) de classe On peut
alors écrire la formule de Taylor a I'ordre 2 avec reste de Young :

52/ o
fla + h)- f{a) = éf&l i {a)hihj + of\\h\f). (3.5)

La partie principale du terme de droite est une forme quadratique

... {a)hihj,
2 131 dXIdX-J

appelée hessienne de / au point singulier a. Rappelons que, au coeiRcient | prés, sa
forme bilinéaire associée est la différentielle d’ordre deux de / au point singulier a.
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Cette différentielle d’ordre deux a pour expression
~ N
(fi{a){u,v) =
ij=I
pour des vecteurs quelconques ri,u G La forme quadratique (hessienne) Q{h)
s'écrit donc Q{h) = ~d?f{a){h”~h).
On peut maintenant définir un point singulier non dégénéré.

Définition 3.5. Un point singulier a e U d’une fonction / est non dégénéré, si
la hessienne de / en ce point est définie (de déterminant différent de zéro).

L’étude locale au voisinage du point singulier va se faire par comparaison
entre I'accroissement de / et sa hessienne, en appliquant les propriétés des formes
guadratiques rappelées plus haut. On a le résultat suivant :

Théoréme 3.4. Soitf : U R unefonction de classe  sur Vouvert U deW”. Soit
a e U un point singulier et Q{h) la hessienne en a. On a les propriétés suivantes :

1. Si a est un point singulier non dégénéré™ alors a est isolé parmi les points
singuliers de f (il existe un voisinage W de a dans U tel que tous les points
deW —{a} soient réguliers).

2. Si Q{h) est définie positive™ alors a est un minimum relatif strict de f.
3. Si Q{h) est définie négative, alors a est un maximum relatif strict de f.

4- Si Q{h) est définie, ni négative ni positive, alors a nest pas un extremum
de f.

5. Si Q{h) nest pas définie, on ne peut pas conclure quant a la nature du point
singulier qui peut étre, ou bien ne pas étre, un extremum.

Démonstration.

1. On considére la fonction F : x G F{x) = G

Cette fonction est de classe et sa différentielle est la matrice

Cette matrice est inversible au point a. On peut donc appliquer le théoréme
de l'inverse a F : il existe un voisinage WJ de a dans U tel que F soit une
bijection sur son image. Comme F(a) = 0, on en déduit que F(x) ™ O si
Xe W —{a} : en conséquence, tout point x e W —{a} est point régulier
de f.
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2. Grace au lemme 3.2, on sait qu’il existe une constante positive M > Otelle
que Q{h) > M| |/i]p. La formule de Taylor a I'ordre 2 en a implique que

fla+ h)-f{a)>{M + eh)\\n\W

pour une fonction continue e{h) qui tend vers 0 pour /i — 0 G

Choisissons un voisinage ouvert de a dans U tel que &) < ~
pour tout a + G PP. Il en résulte que pour tout a + G W, on a
I(a + h)y —/(a) > : le point a est donc un minimum strict sur W.

3. Il suffit d’appliquer le point précédent a la fonction —/.

4. Grace au théoréeme 3.3, on peut choisir des coordonnées de I  pour lesquelles
la hessienne Q a pour expression

Q{h) = hi + ... + —_— .,
avec 1< s < n—1 Posons

fl - /71{a}+(M«x{0}) et /2 = /]{a}+({O}xM ~-A)-

En utilisant les deux points précédents avec Xg G {a} + {W x {0}) et yn-s »~
{a} + ({0} X on obtient que a est un minimum strict pour 1 (car

= f{~) < fins) = fii”s)) et un maximum strict pour /2 (car / 2(a) =
/(a) > f{yn-s) = /2(yn-s))- Dans tout voisinage W de a, on peut donc
trouver un point X et un point y tels que f{y) < f(a) < /(x), ce qui
implique que a n’est pas un extremum de /.

5. Considérons les deux fonctions f{x) = x™ et g{x) = X Ces deux fonctions
ont a l'origine un point singulier avec une dérivée seconde nulle. Or la fonc-
tion / a un minimum strict en 0 alors que g est strictement monotone. On
ne peut donc rien dire lorsque Q{h) (qui correspond ici a la dérivée seconde)
n’est pas définie. ]

La conclusion du point 4 du théoreme ci-dessus est un peu décevante. En fait,
on peut préciser le comportement d'une fonction de classe au voisinage de
tout point singulier non dégénéré. Commencons par un résultat général et facile
en dimension 1 :

Pioposition 3.1. Soit/ :/  JRune fonction de classe définie sur un intervalle
ouvert /, voisinage de 0. Supposons que f ait une de ses dérivées successives en O

qui soit non nulle. Soit k > 1 le plus petit entier tel que ~ (0) 0. Alors il existe
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un difféeomorphisme ® de classe C°°, d'un intervalle ouvert J de Qsur I, tel que
®0 =0 et

lod (X)) = /(Qxx~
ou + est le signe de ~ (0).

Démonstration. Posons pour simplifier, g{x) = f{x) —/(0). On a~0) = O et
est le plus petit entier tel que ™~ (0) ~ 0. Appliquons au point 0 la formule de
Taylor avec reste intégral a I'ordre k. La formule se résume au seul reste et I'on
obtient que g{x) = x\(p{x) pour une certaine fonction (p de classe sur /, avec
pour expression explicite :

ip{x) = Sy tx)dt.
p{x) (k-iy f1-¢Y gen (9
La fonction if est de classe car I'intégrant (1 — est lui-méme
de classe en (t,x). La formule de Taylor (avec reste de Young) de / enx = 0
s’écrit
f{x) = ip(O)x™ + ofx'") =
d’ou il suit (/?2(0) = ' unicité de la formule. On en tire que (™0) ® 0.

Soit e = * le signe de (/20). On peut écrire que
if{x) = eN(l +?7(x)),

ou A constante strictement positive et rl{x) = est
une fonction de classe sur /, telle que 7(0) = 0. Il existe alors un voisinage
ouvert PF de 0 sur lequel la fonction {I+r]{x))k est définie et de classe C”. Posons
H{x) = Akx{I-\-T]{x))k. Dés lors g{x) = xNp{x) = e{H{X)h. H est de classe

et H'{0) = Ak > 0. Par le théoréme de I'inverse, H est un difféomorphisme sur
un intervalle ouvert contenant Qet I'on a sur cet intervalle :

f{x) - 1(0) = 9{x) = e{H{x)f.

Si d est le diffeomorphisme inverse de if, on a, sur son domaine de définition J,
que / OP(X) = /(0) + eX™ oll e = + est le signe de ~ ( 0. n
Remanjue 3.4. Soit / une fonction de classe définie sur un ouvert U de Si
toutes les dérivées partielles de / en xqg sont nulles, on dit que la fonction / —/ ( xq)

est plate en xq. Supposons que l'on soit en dimension n = 1 et que la fonction
/| —I(x0) soit non plate en xq. Cela est équivalent a dire que I'une des dérivées

successives ™ (x 0) n'est pas nulle. On appelle ordre de / en xq le plus petit entier

k > | avec la propriété que ~ (~ 0O & 0.
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Le résultat précédent permet de dire, en particulier, que si 0 est un point
singulier non dégénéré (/'(0) = 0, /"(0) 7~0), Inapplication / s’écrit comme une
fonction quadratique dans des coordonnées bien choisies. Ce résultat se généralise
en dimension quelconque par le lemme de Morse suivant. Notons par p».-(a)]
le déterminant de la hessienne de / au point a. Nous avons :

Théoreme 3.5 (Lemme de Morse). Soit f : U R une fonction sur un ouvert U
de de classe C”~. On suppose que a E U est un point singulier non dégénéré

(8Ma) = 0i=1,...,netld> ~M1~ Alors il existe un voisinage ouvert B
de 0 G et un difféomorphisme ~ de B sur son image ~{B) = W dans 17, de
classe tel que $(0) = a et

lod(Xb...,X,,)) =/l(@+"*x2- ~ XI (3.6)
i=I ¢=S+1

({s™n —s) est la signature de la hessienne de f au point a).

Démonstration. En dimension n = 1, c’est la proposition 3.1 avec K= 2. Avant de
passer au cas général, nous allons donner une preuve détaillée en dimension 2.

On peut supposer sans inconvénient que le point a est l'origine. L’hypothése
est alors que l'origine est un point singulier et que la forme bilinéaire d~/(0,0) est
non dégénérée. La formule de Taylor a I'ordre un avec reste intégral s’écrit

f{x,y) - 1(0,0)= Jfo @ - O(ff{tx, ty){{x, y), {x, y))dt,

soit
y) - 1(0.0) = a(x, y)x* + 27°{x,y)xy + 7 (@, (3.7)

avec a{x,y) = jqO --)F 2{tx,ty)dt, p{x,y) = ii{1l-t)fry{tx,ty)dt et 7(3.y) =
/q (1 —t)fy2{ix,ty)dt, ces trois fonctions étant de classe C°° (par dérivation sous
le signe somme) sur un ouvert U de l'origine (0,0).

Remarqguons tout d’abord que I'on peut toujours supposer que a(0,0) > 0. En
effet :

1 Si a(0,0) < 0, on remplace / par —f.

2. Si «(0,0 = Oet que 7(0,0 @ O, on permute les coordonnées, c’est-a-dire
on remplace f{x,y) par f{y,x).
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3. Sia(0,0 =700 = o, remarquons que det(d~/(0,0) = —4(/?(0,0))» ¢ 0.

On fait le changement de variables linéaire \x = Xy = Y J1X.
La fonction F{X,Y) = f{X,Y + X) —/(0,0) s'écrit ;

F{X,Y) = a{X, Y){Xf + 27X, Y)X{Y + X) + 7O, Y){Y + X f

avec a(X,F) = a{X,Y + X), p{X,Y) = f3{X,)Y + X) et j{X,Y) =
T(X,Y + X). Il est clair que (5(0,0) = 7(0,0) = 0 et /3(0,0) ~ 0.

En développant, on obtient :
F{X,Y) = A{X, V)X + B{X, Y)XY + C(X, Y)Y"

avec A = a+ 2P+ B =2P+ et C = ™ Maintenant on a A(0,0) =
27(0,0) et ron est ramené au premier cas.

On est donc ramené au seul cas ol, dans I'expression (3.7), le coefficient a(0,0)
est strictement positif, ce que I'on va supposer dorénavant.

La fonction a{Xyy) étant continue, elle reste strictement positive dans un
voisinage de I'origine. En ne mentionnant plus la dépendance en (X, y) pour alléger
I'écriture, on peut écrire localement au voisinage de (0,0 :

«7 =122 2
Yy

+ 2Pxy + 7j/~r zZa (X+ —y  + a

Comme d~/(0,0) est non dégénérée par hypothése, on a (07 —137)(0,0) ~ 0.

Soit B un voisinage ouvert de l'origine dans M, dans lequel les deux fonctions
a et O7 —0" n'ont pas de zéros, et soit e = *1 le signe de la fonction 07 —

Définissons alors les fonctions u et u par : u{x,y) = Oa{x,y) (e + et

v{x,y) = elles sont de classe C°° et d’aprées (3.7)

f{x,y) - /(0,0 = urr,y)» + ev{x, yf.

Enfin I'application : (rc,j/) 1> (rqu) est un changement de coordonnées au
voisinage de (0,0), le déterminant du jacobien a l'origine s'écrit

V a

det(L)®(0,0)) = det 00 =(e07- 02) 0O > 0.
0 ziEl

La matrice jacobienne étant inversible, le théoréeme de l'inverse permet de
conclure, c’est-a-dire d’affirmer que est un difffomorphisme de classe de B
sur son image "{B).

69



Chapitre 3. Points singuliers de fonctions

70

Pour démontrer le lemme de Morse en dimension n, on considére comme pré-
cédemment la formule de Taylor & Tordre un avec reste intégral

f{x) - /(0) = x"Q{x)x,

QU Q{X) est la matrice symétrique

Q{x) = / @ v(ff{tx)dtr
Jo

qui est une fonction de classe de x. Soit B un voisinage de 0 G dans lequel
la matrice Q{x) soit non dégénérée et de signature constante, égale a celle de Q(0).
En utilisant le théoréme 3.3 (voir aussi la remarque 3.3), on trouve une fonction
M \X M{x)" de classe C~, a valeurs dans les matrices inversibles, définie au
voisinage de 0 G M, telle que Q{x) = M{x)'*Q{0)M{x).

Posons maintenant : y = M{x)x. On a

f{x) - /(0) = x*M{xf'Q{U)M[x)x = y*Q{Q)y.

Comme Q(0) = (I1/2)d~/(0) est de signature (s,n —D5), il existe, d'aprés le
théoréme 3.3, un changement linéaire de coordonnées (c’'est-a-dire un changement
de base) y = Su ou S est une matrice inversible, conservant la signature, tel que

y*Q{Q)y = unrSMQ{Q)Su = ~ ~ U
i=l j=r+l
Enfin I'application X y = M{x)x a pour différentielle a I'origine la matrice
M (0) qui est inversible. C’est donc, toujours par le théoréme de I'inverse, un dif-
féomorphisme entre deux voisinages de I'origine dans Comme S est inversible,
on peut définir I'application x ~ u = S~ 0 M{x)x qui est aussi un dififéomor-
phisme local. Le difféeomorphisme inverse vérifie la conclusion souhaitée :

I($(u))-1(O=y~rnf- Ua
=1

Remarque 3.5.

1. On peut voir dans le lemme de Morse une généralisation non linéaire de la
réduction de Gauss des formes quadratiques.

2. On peut démontrer le lemme de Morse pour une fonction de classe C™
Compte tenu de I'expression du reste intégral a I'aide des dérivées secondes
dans la formule de Taylor, le difféfomorphisme $ de conjugaison construit
dans la démonstration, sera seulement de classe C™
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Le théoreme 3.5 nous permet d’affirmer que les formes quadratiques non-
dégénérées, en écriture réduite comme dans (3.6), sont des modéles pour le com-
portement d’'une fonction au voisinage d’'un point singulier non dégénéré. Il est
facile de dessiner le dessin, des lignes de niveaux de ces modeéles en dimension 2
(figure 3.1), et des surfaces de niveaux en dimension 3 (figure 3.2). Dans les
coordonnées initiales, le dessin doit étre modifié par un difféfomorphisme local
(figure 3.3).

Figure 3.1

Figure 3.3
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En dimension 2, un point singulier non dégénéré de hessienne définie positive
ou négative est appelé centre (figure 3.1). Un point singulier avec une hessienne
mixte (se réduisant a une différence de deux termes carrés) est appelée point
de selle ou col (allusion a la forme dans du graphe de la fonction modele
Q(a;y) = -1/2; figure 3.1).

En dimension n > 3, on appelle encore centres les points singuliers de hes-
sienne définie, positive ou négative. Le point singulier, correspondant a la va-
leur singuliére, est entouré par des hypersurfaces de niveau, qui sont des spheres
concentriques au point singulier. La configuration locale pour les points singuliers
de signature intermédiaire va dépendre de la dimension n et de cette signature.
Considérons par exemple le cas n = 3. On a dans ce cas deux possibilités corres-
pondant aux signatures {+,+,—} et {+,— —J= Evidemment, on passe d’un cas
a l'autre en changeant le signe de la fonction, ce qui ne change pas globalement
les surfaces de niveau. On peut donc considérer le cas de la forme quadratique
Qxynz) = dont les surfaces de niveau sont représentées dans la
figure 3.2.

La surface singuliére (5“ ~(0) est un cdne. On a deux types possibles de surfaces
de niveau réguliéres : des hyperboloides a une nappe, difféfomorphes a *5* x M en
considérant Q~"{a) avec a < 0, et des hyperboloides a deux nappes (union de
deux surfaces difféomorphes a M") en considérant Q~"{a) avec a > 0.

Etude globale d’une fonction de Morse
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Pour une fonction de classe la hessienne est bien définie, cela autorise la
définition suivante :

Définition 3.6. Une fonction de Morse est une fonction de classe dont tous
les points singuliers sont non dégénérés (on dit encore qu’ils ont le type de
Morse).

Gréace au lemme de Morse, on connait le comportement local d’une fonction
de Morse au voisinage de chacun de ses points singuliers. Entre deux valeurs
singuliéres, il est facile de montrer que I'on peut trivialiser la fonction, du moins si
I'on reste sur une région compacte. Plus précisément, on a le résultat suivant [12] :

Pmposition 3.2. Soit f : U >K une fonction sur un ouvert U de de classe

Considérons un intervalle [a,/3] inclus dans les valeurs réguliéres atteintes
de lafonction et supposons que / “ ~([a,/3]) soit une partie compacte de U. Alors,
V = f~~{a) est une sous-variété compacte de codimension 1 de U (hypersurface
compacte) et / “~([a,/3]) est diffeomorphe a V x [a,/?], par un difféfomorphisme
envoyant V x {y} sur f~~{y) pour touty G [a,/?].
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Il est alors possible de faire des études globales qualitatives de fonctions en
combinant la proposition 3.2 avec le lemme de Morse. Considérons par exemple
la fonction / : (x,y) G = xy{x + y —1). Calculons la différentielle
de /

df{x,y) = y{2x + y - Ddx + x{x + 2y - 1)dy.

On trouve quatre points singuliers qui sont tous non dégénérés : / est une
fonction de Morse. Trois d’entre eux sont des points de selles : O = (0,0), A =
(1,0), B = (0,1). Le quatriéeme point C = (©, ™), situé dans I'intérieur du triangle
[O, A, 5], est un centre pour lequel / admet un minimum relatif (figure 3.4). Nous
allons montrer ce résultat.

Figure 3.4

On détermine facilement cette nature des points singuliers en calculant le
développement limité de / a l'ordre 2 en chacun de ces points. Considérons par
exemple le point C. On introduit des coordonnées locales {X”Y) au voisinage du
point C en posant \x = | + X,y = ~+ T. Le développement limité de / en
(X,F) s’écrit :

H{XY) =71 Q +X,i+y) =-" +i(x2+ +XY)+o(lIX.NI2).

Le discriminant de la forme quadratique + XY est égal a —3. Cette
forme quadratique est donc définie positive et C est un centre (en fait X» + +

XY = (X + O+ est somme des carrés des coordonnées X + C et Y),
Les autres points singuliers peuvent se traiter de la méme fagon. Remarquez que
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leur nature est imposée par le fait que la ligne de niveau /~~"~0) est formée de
Tunion de trois droites transverses se coupant aux points O, A, B. On peut obtenir
maintenant une représentation globale des lignes de niveaux. On considere tout
d’abord la fonction dans I'intérieur U du triangle [OAB] et pour les valeurs prises
dans ce triangle, c’est-a-dire pour a G O[. Pour a > — mais proche de cette
derniére valeur, les lignes de niveaux sont des cercles plongés entourant le centre C,
comme il suit du théoréme 3.5 : ces lignes de niveau sont des images difféomorphes
de cercles + i = Const. On peut appliquer ensuite la proposition 3.2 a une
région de la forme P]) avec a > et proche de — et /2 < Qet
proche de 0. En faisant tendre /3 vers 0, on obtient finalement un difféfomorphisme,
entre un disque ouvert (centré en 0 G M) et I'intérieur du triangle, qui envoie les
cercles concentriques sur les lignes de niveau de / dans U. Ce difféomorphisme se
prolonge en un homéomorphisme envoyant le bord du disque sur le triangle. On
peut faire de la méme fagcon I'étude des lignes de niveau a I'extérieur du triangle.
Une petite difficulté tient au fait que cet extérieur n’est pas compact. Une fagon
de procéder est de faire I'étude dans un disque dont on fait ensuite tendre le
rayon vers l'infini. Le résultat final est que les six régions complémentaires, dans
I'extérieur des trois droites formant / “~(0), sont remplies de courbes unicursales
disjointes, qui sont composantes connexes de lignes de niveau.

3.3. Point singulier d’une fonction sur une sous-variété

3.3.1. Définitions et exemples
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Soit V C U une sous-variété d’'un ouvert de et / une fonction différentiable
sur U. On veut maintenant étudier, par exemple, les extremums de la fonction res-
treinte : f\y. Cette question apparait dans beaucoup d’applications : pensez a la
recherche des équilibres possibles d’un systéme mécanique sujet a des contraintes.
Ces contraintes sont modélisées par I'appartenance du point représentatif du sys-
téme a une sous-variété de I'espace total du systeme sans contraintes (cet espace
total est en général un ouvert dense d’'un espace euclidien (cf. [3] par exemple)).

On peut généraliser sans difficulté a f\y les définitions 3.2 (en fait, ces défi-
nitions n’utilisent que lI'ordre de M et I'espace de définition de la fonction peut
étre quelconque). Par contre, il convient de donner un sens a la notion de point
singulier.

Définition 3,7. Soit V et f comme ci-dessus. On dit que a E V est un point
singulier de /]y (on disait autrefois : un point singulier lié) si et seulement s'il
existe une carte (W, (p) telle que a G WJ et ip{a) soit un point singulier de la
fonction f ocp~ (au sens usuel d'une fonction définie sur un ouvert euclidien).
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Remarque 3.6.

1 1l est clair que la définition ci-dessus peut étre donnée directement sur une
variété. Cela sera le cas pour toutes les notions que nous allons introduire
dans ce paragraphe : on pourrait considérer directement une fonction sur
une variété et non la restriction d’une fonction & une sous-variété. La seule
raison pour se limiter a ce cas est que les exemples de fonctions seront plus
explicites.

2. La définition donnée ci-dessus est cohérente dans le sens qu’elle ne dépend
pas du choix de la carte (PF, ¢p). En effet, si on considéere une deuxiéme carte
(IF',(/9 on voit que I'application f o(p~" différe localement de I'application
/ O par composition a droite du difféfomorphisme (po (P~ d'ouverts
euclidiens. Or, et c’est une remarque tres générale, on peut aisément vé-
rifier que toutes les définitions locales introduites dans le cadre du calcul
différentiel sont indépendantes du choix des coordonnées locales. Il s'en suit
gqu’une notion introduite dans une carte d’une sous-variété est indépendante
du choix de la carte, par exemple la notion de point singulier (cela suit im-
médiatement de la regle de composition des différentielles appliquée aux
applications (po (P~ et / o (p~Y). Cela va étre aussi le cas des notions que
nous allons introduire dans la suite de ce paragraphe, et on se dispensera
en général de répéter cette remarque a chaque occasion.

3. Il est clair que si a G F est un point singulier de / en tant que fonction sur C/,
ce point est afortiori point singulier de f\y. La réciproque est évidemment
fausse. Par exemple sur le premier exemple ci-dessous, la fonction hauteur
2 : M, restreinte a la sous-variété a le point a comme point
singulier, alors qu’elle n’a pas de points singuliers en tant que fonction de R™.

On peut définir le rang et la signature de la hessienne en un point singulier a de
f\y en utilisant une carte comme plus haut. L’expression de la hessienne dépend
évidemment du choix de la carte, mais pas le rang et la signature. On dira que le
point singulier est non dégénéré si la hessienne est une forme quadratique de rang
maximal. Une fonction f\y dont tous les points singuliers sont non dégénérés est
appelée fonction de Morse de la sous-variété.

Exemples. Considérons la fonction hauteur / : {x"y"2) f{x"y,z) = 2 et la
sphére S” (on suppose que lI'axe Oz est verticall). La fonction restreinte /152
admet deux point singuliers : (0,0,1) et (0,0,-1). Pour étudier la nature du point
a= (0,0, 1) par exemple, on peut représenter la sphére localement au voisinage du
point a comme le graphe de I'application w: (x) z = Mx7Yy) = —XN —
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On a une carte locale (WP, (p) au voisinage de a, en inversant cette application de
graphe : (p = Il en résulte que :

foip ~tx.y) =f on(x,y) =

Cette fonction a pour développement limité :

\/| = 1- +  +dll@yll.

Le point a est donc un maximum non dégénéré. En eflFet, que le point a soit un
point singulier est trivial car la partie linéaire du développement limité est nulle
(elle est absente dans ce développement!). Que ce soit un maximum est évident
car la hessienne est définie négative comme étant réduite, au coefficient ~ pres, a
moins la somme des carrés des coordonnées (hessienne de signature {— —3}) :on
peut alors appliquer le point (3) du théoreme 3.4.

Un exemple moins trivial est obtenu en considérant a nouveau la fonction
hauteur et un tore plongé de facon verticale dans (a2 la maniéere d’'une chambre
a air posée verticalement sur un plan horizontal (figure 3.5)). Par exemple, on
peut choisir le plongement de paramétrisation globale : $(0,(?) donnée par

X=rsinO\y={R+ rcos6)sirup] z={R+ rcos6)cosp+ R+

avec R > r > 0. Des applications de paramétrisation locale (inverses d’appli-
cations de carte) en sont déduites en restreignant convenablement 6 et (p. La
fonction hauteur en restriction f\y est donnée dans chaque carte par la fonction
coordonnée z = {R+ rcos6)cos (p+ R+ r.

On peut observer que f\y a quatre points singuliers en 6 = O et (p =
0,7T. Cela se déduit immédiatement de I'expression des dérivées partielles

Il = -ifcos(/?sin0 et ~ = (jR + cos6){-simp). Ces points sont non dégéné-
rés : un maximum, un minimum et deux points de selle. Par exemple, pour
0= 7, = 0, on a le point singulier A de coordonnées (0,0,2R). En ce point, on

a le développement limité

:2R-f-%Un R r(p0+0{/l? (p%x

_______ T

par rapport aux coordonnées locales u —6 — comme it > r > 0, la partie
quadratique du développement est une différence de deux carrés : la signature

de la hessienne est donc égale & (—1, 1), d’ou il suit que le point A est un point
singulier non dégénéré de type selle (figure 3.5).
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3.3.2. Multiplicateurs de Lagrange

La localisation des points singuliers d’'une fonction restreinte f\y est facilitée
par la caractérisation suivante :

Pioposition 3.3. Soit f et V comme ci-dessus. Alors a ™ V est un point singulier
de f\y si et seulement si
TaV C Ker df{a). (3.8)

Démonstration. On choisit une carte {W\p) telle que a G W il est clair qu’'un
point a est singulier pour f\y si et seulement si, pour tout chemin différentiable
c{t) passant par a (c(0) = a), et tracé sur V (comme dans la définition 2.7 de
I'espace tangent), la fonction composée / o c{t) admet Ocomme valeur singuliére.
Cela est équivalent a df{a)[*{0)] = 0. On en conclut que TaV C Ker df{a) si
a est un point singulier de f\y. Inversement, si cette inclusion est vérifiée, on a

= 0 pour tout chemin tracé sur V comme plus haut, et on en conclut
que a est un point singulier de /]v. [ ]

Nous allons donner quelques formulations analytiques de la condition donnée
dans la proposition 3.3. Supposons que V soit définie localement par une équation
cartésienne au voisinage d’un point singulier a. Explicitement, supposons que V
soit de dimension p < net que sur l'ouvert /7', voisinage de a dans i/, on se donne
une application g : U' ~ de classe telle que V A pour une
valeur réguliére a G Introduisons des composantes : a = (ai,... ,a™_p) et
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g{x) = (*l,... ,Pn-p)* Soit X E V PiU'. Comme le rang de dg{x) est maximum,

on a
Ker dg{x) = Ker dgi{x) fl... fl Ker dgn-p{x)"

ol les noyaux Ker dgi{x) sont des hyperplans 2 & 2 transverses. Rappelons que
TxV = Ker dg{x). La condition (3.8) se traduit donc par la condition d’inclusion

Ker dgi{a) fl... HKer dgn-p{o) C Ker df{a).
Par dualité, on obtient une formule équivalente pour les formes linéaires
df{a) € R{dgi{a),.. .,dgn-p{a)},

ce qui signifie que la forme df{a) appartient a I'espace vectoriel engendré par les
formes dgi{a). Cette relation d’appartenance se traduit par I'existence de coeffi-
cients Al,..., Xn-p tels que

n—p
df{a) = "Y~Xidgiia) ; (3.9)
composante par composante, cette égalité s’écrit

n—p .
df Ea)q- '—dgl(g),N pour J'= (3.10)

Les coefficients Ai,..., A,_, sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

3.3.3. Le cas de la codimension 1
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Considérons deux fonctions f et g définies sur un méme ouvert U. Soit a
une valeur réguliére de / et /? une valeur réguliére de g. Posons Va = f~"~{a) et
Wp — g~"{P)- Supposons que a E Va MWp. On voit que f\w admet a comme
point singulier si et seulement s'il existe un A tel que df{a) = Xdg{a). Mais par
hypothése, df{a) et dg{a) sont des formes non nulles. Donc A~ O, et I'on peut
écrire que dg{a) = ~d/(a), autrement dit a est aussi un point singulier pour g\v\
On a ainsi une relation symétrique : a est un point singulier de g\y" si et seulement
si a est un point singulier de A\wp- Cette symétrie est trés claire au niveau des
plans tangents :

Ker df{a) = TaVa = TaWp = Ker dg{a). (3.11)

On dit, dans ce cas, que les deux hypersurfaces Va et Wp sont tangentes, ou
bien ont un contact au point a, ce qui est bien évidemment une relation d’équi-
valence.



3.3. Point singulier d’'une fonction sur une sous-variété

C'est la situation qui se présente dans les exemples donnés plus haut ou la
fonction g est la fonction hauteur. Un point a sur la surface Va (la sphére ou
bien un tore dans les exemples proposés) est un point singulier pour la fonction
hauteur, si et seulement si la surface est tangente en a au plan horizontal passant
par a. Il est possible de dire plus : a est un point singulier non dégénéré pour
A\W@ si et seulement si a est un point non dégénéré pour g\v. De plus la nature
des points singuliers est identique : a est un extremum pour f\wp si et seulement
si a est un extremum pour g\y* et, pour des surfaces en dimension 3, le point a
est un point de selle pour A\wp si et seulement si c’est le cas pour g\y"

Remarquons de plus que l'on peut regarder les propriétés de contact, non
plus entre deux hypersurfaces particulieres Va et mais entre deux familles
d’hypersurfaces Va et Wp, lorsque a et P varient. En effet, si les surfaces V&Q et
WPQ ont un point de contact non dégénéré en uq, alors le théoréme des fonctions
implicites va nous fournir deux fonctions P(a) et a(a), définies pour a voisin de
ao, avec P{ao) = Pqget a(d;0) = ao, telles que Va ait un contact avec Wp("a)
point a{a). Le point de contact (ou de tangence) entre les hypersurfaces décrit
la courbe 7 définie par la fonction a : a a{a) transverse aux deux familles
d’hypersurfaces.

Chacune de ces familles définit ce qui est appelé un feuilletage™ et cette
courbe 7 est le lieu des contacts entre les deux feuilletages (figure 3.6). Pour
les différents P on a une série d’intersections avec Va pour a fixé. La figure 3.6
montre des intersections du type centre, mais on peut aussi avoir des intersections
du type selle.

Figure 3.6. Dans la partie gauche de la figure, a et p sont variables. La partie droite de
la figure montre les intersections (du type centre) des surfaces Wp {P variable) avec une
méme surface Va (o fixé).
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Deuxieme partie

Theorie élémentaire
des équations difféerentielles






GENERALITES

Dans toute cette partie I, comme le suggere le qualificatif élémentaire, on
ne considérera, sauf mention expresse du contraire, que des champs de vecteurs
définis sur des ouverts euclidiens. Une théorie plus générale sera abordée dans le
tome 2.

1.1. Définition des champs de vecteurs

Soit U un ouvert de R”. On désigne par C°°{U) I'espace des fonctions de
classe C°° et a valeurs réelles.

Définition 1.1. Soit {Xi{x),... ,Xn{x)) : U R”, une application de
classe C°°. On associe a cette application un opérateur de dérivation sur I'es-
pace C°°(C/) :

/ 6 -AX-fe C°{U)

défini par

X-f{x) = Y.Xi{x)"{x)

Le symbole X désigne donc Topérateur de dérivation : X —

dit que X est un champ de vecteurs sur U. Cette terminologie traduit le fait que
X est la donnée d'un vecteur X{x) — {Xi{xX)"... "Xn{x))'* G en chaque
point X e U On notera plutdt ce vecteur X{x) = Xi{x)-" pour rappeler
la définition de X comme opérateur de dérivation. Cette notation revient a
identifier ~ avec le ¢-éme vecteur de la base canonique de
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Remarque 1.1.

1. La dérivation X ef est aussi appelée dérivée de Lie de f par le champ de

vecteurs X. Elle est alors notée Lxf- C’est cette terminologie de dérivée de
Lie qui est utilisée pour I'extension de l'opérateur de dérivation aux champs
différentiels plus généraux que I'on peut définir sur U : formes différentielles,
champs de tenseurs, métriques riemanniennes, etc.

. On dit que X est de classe si chaque composante Xi du champ est de

classe . Dans ce cas, I'opérateur X envoie I'espace CU) des fonctions de
classe dans l'espace On a donc un changement d’espace, que
I'on évitera en considérant les champs de classe ce que l'on fera, sauf

mention expresse du contraire.

. Il est important, pour traiter les applications, de considérer des ouverts

U] MA, et ceci pour pouvoir écarter les points ou X devient infini (fi-
gure 1.1). Par exemple, considérons le potentiel newtonien relatif & K parti-
cules. Chacune des particules est repérée par six variables : les coordonnées
de sa position et les composantes de sa vitesse. Donc, le systéme des K par-

ticules est représenté par un point de Cependant on doit écarter I'en-
semble fermé A G ol 2 particules coincident et prendre U = —A
(figure 1.1).

X2

Figure 1.1. Collision de deux particules X\ et X2-

On supposera toujours que le domaine de définition U d’'un champ de vec-
teurs est un ensemble ouvert d’'un espace euclidien Cette condition est
indispensable pour pouvoir parler aisément de propriétés liées a la différen-
tiabilité.

Le lemme suivant va nous permettre d’introduire une vision beaucoup plus
géométrique des champs de vecteurs, justifiant d’ailleurs la terminologie utilisée.

Lemme 1.1. On considére un champ de vecteurs X sur un ouvert U CW~. Soit
X E U et 'ipft) un arc de courbe différentiable, mp : t E I U défini sur un
intervalle ouvert I contenant 0, tel que 'if(f)) = x et ~(0) = M(O) —X{x) E
(on peut dire guau temps t = 0 Varc réalise le vecteur X{x), valeur du champ au
point x). Alors

X of{x) = = dfix)[X(X)] = | (/ 07)(0). 1.1)
2=1



1.2. Image d’un champ par un difféomorphisme

Démonstration. La formule justement
I'expression de df{x)[X{x)] donnée dans I'équation (1-1.5). D’'autre part, par le
théoreme I-1.1 de différentiation des applications composées, on obtient que

° = dfiHy) ° dip{o[l] = di{ip{t))[E{)],
ce qui donne le résultat en prenant t = 0.

Remarque 1.2. 1l suit du lemme que la dérivée de Lie X <f{x) peut se voir en
chaque point x comme la dérivation ponctuelle le long du vecteur X{x) (plus
exactement le long d'un arc réalisant ce vecteur). Cette observation justifie la
terminologie de champ de vecteurs pour désigner I'opérateur. Si I'on introduit le
champ gradient de la fonction / défini par V/(x) = Y17=i

X «f{x) s'interpréte comme le produit scalaire < X(x), V/(x) >.

1.2. Image d’'un champ de vecteurs
par un difféomorphisme

Soit y = G{x) un difféfomorphisme de classe > 1, de lI'ouvert U C
de coordonnée », sur l'ouvert V C de coordonnée y. Un tel difféomorphisme
permet de transporter de facon isomorphe I'espace sur l'espace

par I'application
G* .cr+nU)

définie par la composition G*(/)(x) = f o G{x). Cette application G* est tout
simplement I’action du changement de coordonnées G sur l'espace des fonc-
tions CM+NU).

On va maintenant définir le transport d’un champ de vecteurs X par le dif-
féomorphisme G

Définition 1.2. Soit G : U ™ V un difféomorphisme de classe et X =
Y /=i champ de vecteurs de classe sur U. Alors le champ de vec-
teurs Y de classe C®, défini pour tout y GV, par

Y{y) = dG{G-\y))[X{G-\y))\, (1.2)
est le champ transporté du champ X par le difffomorphisme G. On le note

y = G*(X).
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Pwposition 1.1. Soit le champ Y transporté du champ X par le diffeomorphisme G
défini par la définition 1.2. Alors le champ Y vérifie les deux propriétés suivantes.

1. Pour tout f Y -f (y)= X-(/oG) (G-I(y)).

2. Soit (Jun arc de courbe différentiable réalisant le vecteur X{x)~ comme dans
le lemme 1.1. Alors le vecteur Y{G{x)) est réalisé par Varc transporté 'ip =
G Oxp Autrement dit :

Y{G{x)) = ~(0), (1.3)

Démonstration. Démontrons tout d'abord le point (2). Si Y(G(x)) = dG{x)[X{x)]
et Xp est un arc réalisant X{x)” on a

F(G(x))=UG(x)["(0)] =7£0).

ou ¥ = G OX* ce qui est la formule souhaitée. Comme évidemment '0(0) =
G{xp{0)) = G(x), le vecteur Y{G{x)) est réalisé par I'arc transporté xp = Goxp. Le
point (1) est alors une conséquence du lemme 1.1, car la formule (1.1) est licite
pour le champ Y avec ¥ dans le rdle de »p:

Q{foGoi,){O):X-{foG){x),
ce qui démontre le résultat puisque x = G "\y). m
Remaique 1.3. Le point (1) de la proposition énonce que
G*(X).l = X.G*(/).

Le transport des champs de vecteurs par G* est donc l'opération duale
du transport des fonctions par G*. L’'opérateur G* est une bijection et
G») N= {G Nf.

Exemple. Considérons I'application de coordonnées polaires

(r, 0) (x,y) = (rcosQ,rsin0),

restreinte a l'ouvert U = {0 <r, e g]0,27¢} pour en faire un difféomorphisme
de U sur son image I = \ Ox {Ox désigne le demi-axe des X positifs).



1.3. Equation différentielle d’'un champ de vecteurs

Soit Y{X,y) —x-" + on veut trouver le champ

X(r,9) = a(r,9)™+/3(r,9)]; 1.4)

sur U tel que $*(X) = Y. Pour ce faire, on introduit un arc : 'ip(t) = {r{t)"6{t))
réalisant X{r”6) en un point (r, 0) quelconque de U. En écrivant g la dérivée »
d’une fonction p de i et en utilisant le lemme 1.1, on a :

r(0) =/2(r,®, (90) = a(r,6.

L'arc image par $ est 'ip(t) = (r(t) cos 6{t),r{t) sin 0{t)). Par dérivation, on obtient
(on omet I'indication de la variable t pour alléger I'écriture) :

X—rcos0— sin0, y = rsin9+ 9rcos9.

En prenant t = 0, grace a la formule (1.3) (le réle de G est joué par $, la
premiére (resp. seconde) composante du champ Y est x (resp. ¥)) on obtient, par
identification, un systéme d’équations pour a = a(r, 0,yO= /3(r, 0 :

X= (8cos0—rasin0, y = j3sin9+ racos9.
Ce systéme se résout en a = 0,/3 = r, ce qui donne par (1.4) X{r"9) = r".

Remarque 1.4. 1l est peu satisfaisant de devoir se restreindre a un ouvert V comme
on I'a fait dans I'exemple ci-dessus : cet ouvert V est le plan avec une coupure
le long de l'axe Ox, et, de plus, cette coupure est arbitraire. En fait, $ est un

difféomorphisme entre la surface X sur laquelle vit la variable (r, ) et
—{0} (M™ est diffétomorphe a M et on identifie = M/Z avec M/27&Z par
I'application t N 9{t) = 27rt). Le champ de vecteurs X(r, 0) = est invariant

par rotation et, en conséquence, il définit un champ de vecteurs sur R x S, ce
qui permet de considérer la formule T>*(-X) =Y sur cette surface toute entiére.
On doit évidemment définir ce que I'on appelle un champ de vecteurs sur une
variété. Nous reviendrons sur cette question dans le tome 2. Ici, les champs de
vecteurs sur X s’identifient aux champs a(r, 9)-" invariants par
la translation (r, 0) i-> (r,0 + 279, c’est-a-dire tels que a(r,0) = a(r,0 + 270 et
P{r,0) = P(r,e + 27r).

1.3. Equation différentielle d’un champ de vecteurs

Le lemme 1.1 montre I'intérét que I'on a a considérer un arc de courbe réalisant,
eni = Oet en un point x, la valeur du vecteur X{x) :un tel arc permet de calculer
la dérivation par ce vecteur. Nous allons maintenant introduire des courbes g){t)
réalisant le champ de vecteurs pour tout t.
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Définition 1.3. Soit X un champ de vecteurs défini sur un ouvert U G
L’équation différentielle de X est I'équation

A (i) = xMt)). (1.5)

Ici ip{t) est une courbe différentiable, définie sur un intervalle ouvert /| C M.
On I'appelle courbe intégrale de I'équation différentielle (ou du champ de vec-
teurs). La variable t est en général appelée temps (allusion aux équations de la
mécanique). On appelle trajectoire du champ, toute courbe intégrale telle que
0 G/ ; la valeur ("™(0) est appelée condition initiale de la trajectoire.

Un champ de vecteurs peut modéliser le champ des vitesses d’évolution d’un
systeme dont les points représentatifs appartiennent a U. Dans ce cas, chaque
trajectoire du champ X est une évolution a partir de la condition initiale x = (p{0).
Cette interprétation, en particulier en mécanique, explique la terminologie que
nous utilisons : temps™ pour désigner la variable des courbes intégrales appelées
trajectoires.

Remarque 1.5.

1. Pour une trajectoire paramétrée par le temps t, le vecteur dérivé ~{t)

(vitesse) est en général noté gift). De méme, I'accélération ™ (¢ ) est notée
(f{t) (notations de Leibniz).

2. Soit (p:t E1 ™ U une courbe intégrale du champ de vecteurs X et r E |
une valeur quelconque du temps. On pose (p{T) = xqg. Alors, r étant fixée,
lacourbe p:tE J=1\{r} dft) = g){r + t) E U est une trajectoire
par xqg. Pour le vérifier, on introduit sur J la fonction u{t) = i -fr, ce qui
permet d'écrire @ = (pou. On a évidemment ~{t) = 1et donc, en utilisant
le théoréme de composition des différentielles :

(1.6
courbe intégrale, on a :
N (n(i)) =X (ifo u(t)) = X . 1.7)

En comparant (1.6) et (1.7), on obtient que ~{t) = X('0(t)) pour tout
t E J Comme '0(0) = (p{r) = xq, la courbe 0 est donc bien une trajectoire
de X par le point xq.
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On peut donc se limiter aux trajectoires du champ : toute courbe intégrale
se déduit d'une trajectoire par translation dans le temps. C’est ce que nous
ferons dorénavant.

3. Le point (2) de la proposition 1.1 nous dit que si G est un difféomorphisme

de U sur V envoyant le champ de vecteurs X sur le champ Y =
alors G envoie de facon bijective les trajectoires de X sur celles de Y.

1.4. Equations différentielles générales

Considérons un ouvert U de = MXx X... X X et une

application F de clatsse de U a valeurs dans (E On peut associer a cette
application I'équation différentielle suivante :

(1.8)

QJ (f{t)™ appelée solution de (1.8), est une fonction vectorielle définie sur un in-
tervalle ouvert /, a valeur dans £ fois différentiable et J1est un parametre
dans W2, On a noté ™~ par Si on considére les composantes de F sur
I’équation (vectorielle) (1.8) est équivalente & un systéme différentiel de n équa-
tions en dimension 1 (c’est une terminologie ancienne; nous parlerons plutdt
d’équation différentielle, omettant le qualificatif de vectorielle).

Définition 1.4. Le nombre n est la dimension de I'équation (1.8). On dit que
celle-ci est d'ordre | (I'équation différentielle d’'un champ de vecteurs est
d’ordre 1). Si F ne dépend pas du temps t (dépendance triviale!), on dit que
I’équation est autonome. Une équation non autonome est donc une équation
dépendant non trivialement du temps. Enfin J1est le paramétre. Pour chaque
valeur de J1on a donc une équation diflFérentielle, et lorsque I'équation dépend
non trivialement d'un parametre, on dit souvent que I'on a affaire a une famille
d’équations différentielles.

Nous aurons le loisir de revenir sur ces notions a de multiples occasions. Ici,
dans cette introduction, nous allons nous contenter de montrer qu’une équa-
tion différentielle générale se raméne toujours formellement a I'équation diffé-
rentielle d’un champ de vecteurs, c'est-a-dire & une équation d’ordre 1, auto-
nome, sans parameétre. Il suffit pour cela d’ajouter des variables supplémentaires
dans l'espace d’arrivée de la fonction inconnue, ainsi que des lignes supplémen-

taires d’équation. Précisément, on introduit une nouvelle équation ou le temps
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est désigné par r, t étant maintenant considéré comme une fonction de r. Soit :
r™ (N, .. * (pe-i{n™ solution de Téquation différentielle :

dt
dr

dr

d(po

dr

dni N 1.9
= "2

dr

d(fe-
dr

Cette équation différentielle (1.9) est celle d’'un champ de vecteurs sur l'ou-
vert /7. Il y a une correspondance bi-univoque entre les courbes intégrales
de (1.9) et les solutions de (1.8). En effet, si (p{t) est une solution de (1.8),
ipfr) = (r,y?2(r),(/2(™)(r),... (2™ ~)(r). A) est une courbe intégrale de (1.9). In-
versement, si V/\(r) est une courbe intégrale de (1.9), A(r) est constant, t = r
a une constante additive prés, et la composante (fo{t) est solution de (1.8), car
les composantes sont les dérivées successives de comme l'imposent les pre-
miéeres lignes de (1.9), et la substitution de ces fonctions dans la derniére ligne
donne précisément I'équation (1.8).

Exemple (équations de la mécanique). Les équations de la mécanique classique sont
des équations différentielles d’ordre 2 pouvant étre non autonomes (par exemple
dans le cas d’'un mouvement représenté dans un repére lui-méme en mouvement),
et pouvant dépendre de parametres (masses...). Supposons pour simplifier que
I’équation soit autonome et sans parameétre. Elle prend la forme

dp”
~dn dt

Le second membre de I’équation est le champ des forces (aux masses pres). Ce
champ des forces dépend ici de la posiéion ip et de la vitesse ~ du systéme, et

I’équation nous dit que I'accélération ~ est déterminée par le champ des forces.
Le passage de I'équation (1.8) a I'’équation (1.9) est ce qu’on appelle en mécanique
le passage (ou l'écriture) du systéme dans Vespace des positions-vitesses, espace
que nous appellerons improprement Vespace de phase™ comme il est classique en
mécanique. Le passage dans I’espace de phase consiste donc a introduire la vitesse
comme variable indépendante a cété de la position.
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Remarque 1.6. Cette dénomination espace de phase vient du fait que, dans le
formalisme hamiltonien de la mécanique, on remplace les variables de positions-
vitesses par des variables généralisées qui sont dans les cas classiques les variables
angles-actions (par exemple I'angle d’un pendule; I'action est liée a I'énergie). Le
terme phase fait allusion a ces variables angles.
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CHAMPS DE VECTEURS LINEAIRES

L’intégration et I'étude des propriétés des champs de vecteurs linéaires se ra-
meénent a des questions d’algebre linéaire. Ces champs sont d’une grande impor-
tance pratique car ils sont utilisés pour la modélisation de beaucoup de systémes
simples : oscillations linéaires de la mécanique, circuits électriques, etc. Les champs
de vecteurs linéaires forment une des seules classes de champs que I'on peut inté-
grer explicitement. Ils nous serviront aussi a introduire et a illustrer les propriétés
et concepts des systémes non linéaires qui seront étudiés dans la suite : existence
et unicité des trajectoires, flot, points singuliers, diagramme de phase, etc.

2.1. Etude théorique

DéumtionZ.l. Soit A = {aij)ij une matrice carrée de dimension n (on écrira
A G Mat(n,n), espace des matrices réelles carrées de dimension n). On lui

associe un champ de vecteurs
X{Xi, ===, ®) = X] S ~00 I (2.2)
i=l \j=i
L’équation des trajectoires de ce champ est

O

AMP{Y). (22

Ici, désigne I'application de la matrice A G Mat(n,n) sur le vec-
teur (fit) ¢ ou bien si I'on préfére, le produit de la matrice par le vecteur
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colonne. Cette équation vectorielle est équivalente aux n équations

n
n pour i=

Avant de donner I’expression du flot d’'un champ linéaire, nous allons rappeler

guelques faits basiques concernant les fonctions analytiques & valeur matricielle
et en particulier I'exponentielle complexe.

Définition2.2. Soit A ¢ Mat(n,n). On appelle norme d’opérateur de A (asso-
ciée a la norme euclidienne) la norme déflnie par

IWI = Sup{l1™@)I1 ITelRM]ai]] = 1},

OU |IxIl désigne la norme euclidienne de

On montre facilement que |JA| est bien une norme sur Mat(n,n). On dit que
cette norme est la norme matricielle induite par la norme vectorielle |}J} L'intérét
de cette norme par rapport a d'autres normes classiques que lI'on peut déflnir sur
Mat(n,n) est qu’elle vérifle trivialement

I TI<TIALLIAL et \\A.B\\<

pour tout X G guelles que soient A, B E Mat(n, n). On peut montrer que |JAI
est égale a la borne supérieure des modules des valeurs propres de A, si A est une
matrice normale (AA”™ = A”A dans le cas réel). On ne prouvera pas ce résultat
non trivial car on n’en fera pas usage dans cet ouvrage.

Soit f{z) la somme d’une série de puissances de la variable complexe 2,

f{z) = a0 + aiz + azz™+ ... N\ <),

dont le rayon de convergence est r > 0. Soit B ¢ Mat(n,n) telle que sa norme
d’opérateur vérifie ||B]] < r, alors la série

ug + a\B “‘hu2B"™+ ...

est absolument convergente. En effet, le terme général anB”* a une norme (d’opé-
rateur) majorée par [a]]IBlI" qui est le terme général d'une série numérique
absolument convergente. On considérera ici la série exponentielle = eN =
I+z+”7~ + ...+ ]]-f... dont le rayon de convergence est infini. On peut donc définir

pour tout B ¢ Mat(n,n), I'exponentielle matricielle e® = I+ B + ™ + ...
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On peut étendre la propriété fonctionelle de I'exponentielle numérique
e® - a l'exponentielle matricielle a la condition que les matrices
A"B E Mat(n,n) commutent :

si [XA°B] = A eB —B <A = 0, alors - (2.3)

Ce résultat peut s’établir directement par regroupement de termes dans les
séries. La formule de Campbell-Hausdorff est I'expression générale que I'on peut
écrire si A et B ne commutent pas. Donc, en général, on a n -en,
Une conséquence importante de cette propriété fonctionnelle de I'exponentielle
est que, pour tout B ¢ Mat(n,n), on a G GI(n,M) (le groupe linéaire des
automorphismes de c’est-a-dire le groupe pour la composition des matrices
de Mat(n,n) inversibles). En effet | = ee~", L’inverse de la
matrice est donc la matrice e~".

Pour tout A ¢ Mat(n,n), on va considérer la fonction de la variable réelle t a
valeur matricielle : t Cette série converge normalement sur tout intervalle
[—T,T]. Sur un tel intervalle, cette série est dérivable terme a terme, ainsi que
toutes ses dérivées successives. On dit que cette fonction est analytique. Comme
on peut prendre T quelconque, t i est une fonction analytique sur M tout
entier.

Il est possible de calculer les trajectoires d’'un champ de vecteurs linéaire a
I'aide de cette exponentielle matricielle.

Théoréme 2.1. Soit X le champ de vecteurs linéaire associé a la matrice A &
Mat(n,n). Alors, par tout x il passe une et une seule trajectoire ip{t,x),
définie pour tout t ¢ M. Cette trajectoire est donnée par laformule

ip{t, x) = e™Mx. (2.4)

Démonstration. Fixons un T > 0. La série » est dérivable terme a terme (car

~ terme général d’une série normalement convergente). On a
donc

JA- aa

Soit maintenant x € R" quelconque. Considérons la courbe (p(t, x) ~ A .
On a

op

d '/ = d WA\ - Ny — —
it {t,x) = —{&"V""%) = a(e’\ X = Ao eN = Acpft,x) et (20, x) = X,

ce qui signifie que (t,x) est une trajectoire du champ par x, définie pour tout
t e R. Montrons maintenant que cpf{t) = ~{t,x) est unique avec cette propriété.
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Pour ce faire, considérons une deuxiéme trajectoire par x, définie pour tout t.
Comme la matrice est inversible pour tout t, d’inverse on peut écrire
iff sous la forme = e™Mc{t) ou c{t) = est une courbe différentiable

définie sur M. Ecrivons que ?? est trajectoire par x

dt 4t dt oft) = c(0) = X

On a donc '0(i) = (f{t"™x).

Quelques propriétés utiles de I'exponentielle
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Dans la démonstration ci-dessus, on a utilisé quelques propriétés de I’'applica-
tion exponentielle t propriétés que nous allons rappeler :

1

A commute avec ce qui est une conséquence directe de la commutation
de A avec £ pour tout i et du passage a la limite dans la sommation de la
série.

lie®) - Am formule établie ci-dessus par dérivation sous le signe
somme. Il en résulte que la fonction matricielle R{t) = est solution de
I’équation différentielle matricielle

= A-R, 25

dt (2.5)

avec la condition initiale i?(0) = |. Cette fonction matricielle est appelée

résolvante de I'équation différentielle (2.2) car la solution de I'équation dif-

férentielle (2.2) passant par x s'écrit M(t™x) = e™Mx —R{t)x” ceci quel que
soit X

O Cette formule peut étre vue comme une conséquence
de (2.3) puisque les matrices tA et tA commutent. On peut I'établir plus
astucieusement sans utiliser I'argument de commutativité, en remarquant

que les deux courbes t et t iN 0 eN'X sont trajectoires
de (2.2) par x, pour tout X, puis en utilisant le résultat d’'unicité établi
dans le théoréme. Il en résulte que pour tout t et r, les matrices et
commutent.

est une matrice inversible pour tout t G M. En effet, en appliquant le
point précédent, on a : 0 =/ : la matrice est inversible,
d’inverse Ces matrices forment un sous-groupe du groupe Gl(n, M)
des matrices inversibles, appelé groupe a un paramétre.



2.1. ETUDE THEORIQUE

Remarque 2.1. L’équation (2.5) peut paraitre plus compliquée que I’'équation (2.2)
puisque I'on passe de n équations dans a n? équations dans Mat(n,n). Ce-
pendant, il est utile de considérer (2.5) parce que tous ses éléments sont dans
Mat(n, n) et qu’on peut maintenant exploiter toute la structure d’algebre de cet
espace.

LemmeZ.l. Soit R{t) une solution quelconque de Veéquation différentielle ma-
tricielle (2.5). Soit W{t) = det(i7(t)), la fonction déterminant, encore appelée
Wronskien de Inéquation différentielle. Alors W{t) est solution de réquation diffé-
rentielle ~ = (TraceA) <W, et est donc égale a

wW{t) = (2.6)
Cette formule s’appelle formule de Jacohi-Liouville.

Démonstration. L'équation différentielle (2.5) s’écrit

dRij AGIKRK .
at - ai J pour i,j =
Désignons par = {Ruy... ™Rin) i-eme ligne de la matrice R. On peut
réécrire I'équation (2.2) en lignes :
d/\
~N = pour r=1,...,0. 2.7)
Maintenant, W{t) = det(i'i,..., ©,) est une forme n-linéaire par rapport aux
lignes © 1,..., Il en résulte que

N N N N N
, T

dw dni -
— = det(— , 2, == ) + det(l'i, — ,
L+ det(Ni,Tr2,...,0),
soit en remplagant par (2.7) :

A = det(” aurk, li2, = - T'n) +
K K

En développant cette formule, et en utilisant le fait que le déterminant est une
forme alternée sur ses lignes, ce qui entraine que le déterminant est nul dés que
deux de ses lignes sont égales, on obtient finalement

n = (& «-) = (IVaceTl) m
i=l

La formule (2.6) s'obtient par intégration, compte tenu du théoréeme 2.1. =
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Le théoreme 2.1 nous permet d’afhrmer que les solutions définies sur M (ou si
lon préfére, les trajectoires définies sur I  forment I'ensemble S = {£V""%\x G
On peut faire les remarques suivantes :

1. L'ensemble S s’identifie au noyau de I'application linéaire

f  O—A(.

C’est donc un espace vectoriel sur ' 1 Cela peut aussi se vérifier directement
sur la définition de S.

L’application x G (p{t,x) = e”™x est un isomorphisme linéaire car
est inversible. C’est un exemple du théoréme d’existence et d’unicité de
Cauchy que I'on démontrera en toute généralité dans le prochain chapitre.

. Soit R{t) la matrice résolvante de I'équation (2.2) et (Mi(t),..., <) ses

colonnes. De l'équation ~ = Ao 1l suit que q@ E S pour tout i =
l,...,n. Donc, pour tout ¢ = (ci,...,Cn) G la combinaison linéaire
@\ = J2i appartient a S. Inversement, comme -AO) = /, les vecteurs
{(/?1(0),..., (/?7n(0)} forment une base de Donc, pour tout G 5, on
peut résoudre par rapport a ¢ I'équation : x = (p{0) = (c’est
en fait I'’équation x = R{0)c). Cela signifie que {(/?i,... est une base
vectorielle de 5 = , (™n}-

Plus généralement, considérons n solutions ?/;i,... .,/ G S telles que I'en-

semble {'0i(O),..., '0On(O)} forme une base de MA (il faut et il suffit pour cela
que la matrice R{t) ayant pour colonnes les soit solution de I’équation dif-
férentielle matricielle (2.5) et que R{0) soit inversible). Alors {dh1”\.. ~chr}
est une base de S. Un tel systeme de fonctions {dx”... ~dn} est appelé
systéme fondamental de solutions de I'équation différentielle (2.2). Chaque
solution s'écrit (fi = Cldr pour un certain choix des A qui s'appellent les
constantes d4ntégration de (p. Ces constantes d’intégration (ci,..., ¢®) sont
a distinguer des conditions initiales (xi,... ,>,). On passe du vecteur c des
constantes d’intégration au vecteur x des conditions initiales par la formule
X = iT(0yc, formule que I'on doit inverser pour résoudre le probléme inverse.

. Pour chaque i G M, I'application x i-> = NMt™X) = eMX est un isomor-

phisme linéaire de M™. De plus, ona o pour tous i, r G K. On
a ici une illustration de ce que I'on appelle le flot \t d’'un champ de
vecteurs, notion qui sera introduite dans le chapitre 3, pour les champs de
vecteurs quelconques.



2.1. ETUDE THEORIQUE

Equation linéaire non autonome

On peut considérer plus généralement des champs de vecteurs linéaires non
autonomes, c'est-a-dire avec des coefficients aij{t) dépendant du temps. Une partie
des remarques faites plus haut restera valable, en particulier le fait que I'espace
de toutes les solutions définies sur M est un espace vectoriel de dimension n. Il
n’est, par contre, pas possible de trouver - en général - une expression explicite
pour ces solutions. On se reportera aux traités sur les équations différentielles
ordinaires ([23] par exemple) pour en savoir plus. On peut également sortir du
cadre des équations linéaires en considérant des équations affines, autonomes ou
non. Un cas trés proche de celui des équations différentielles linéaires a coefficients
constants, sera celui d’une équation différentielle affine de la forme

(p() = A(p + B{Y), (2.8)

oU A G Mat(n,n) et B{t) est une fonction vectorielle, 5 :tGM B{t) G La
remarque essentielle est que si ipi et (P2 sont deux solutions définies sur M, alors
(f2 —(pi est solution sur M de I’équation linéaire associée : (p = Ap. Il s’en suit
immédiatement le résultat suivant :

Ptvposition 2,1.  espace des solutions de (2.8) est Vespace affine égal a
{00} + 5,

ou 00 est une solution particuliére de (2.8) et S est Vespace vectoriel des solutions
sur R de Véquation linéaire associée.

Ainsi, pour résoudre (2.8), il suffit de Iui trouver une solution particuliére
00- C’est I'occasion pour nous d’'introduire la trés utile méthode de variation des
constantes : on recherche Qo sous la forme Oo(t) = e™MXx(t) (d'ou la terminologie :
on rend variable la constante x de I'équation autonome). Ecrivons que e™Xx(t) est
solution de (2.8 :

d dx{t) )
Ey{e""x{t)) = Ao e™Mx{t) -f - = Ao é7x{t) + B{t).
G
Soit
dx{t)
dt

qui se résout par une simple quadrature. On obtient finalement une solution par-
ticuliére égale par exemple a

~o(0 = | e ®~fi(s)ds. (2.9)
Jo
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Cette solution particuliére vérifie $0(0) = 0, mais cela n’est pas une propriété
essentielle : on peut appliquer la proposition 2.1 avec une solution o quelconque.
Un changement du choix de solution particuliére va simplement se traduire par un
changement de I'application entre constantes d’intégration et conditions initiales.

En pratique, il arrive de trouver directement une solution particuliére sans
avoir nécessairement recours a la formule intégrale (2.9). Par exemple, si I'équation
différentielle vectorielle (2.8) provient d’une équation différentielle d'ordre n en
dimension 1 de la forme :

(2.10)
i=|

avec b{t) une fonction polynomiale de degré A, on va chercher directement comme
solution particuliere, une fonction polynomiale de degré K (sans d’ailleurs avoir a
passer par I'équation différentielle vectorielle d’ordre 1 associée).

Passage dans le complexe

Il est toujours loisible de considérer A comme une matrice opérant dans et
de rechercher les solutions (f :t e R (p{t) G ; on dit que Von passe dans le
complexe (on pourrait méme complexifier le temps, mais on entrerait alors dans
un cadre théorique trés différent). L’équation passée dans le complexe se résout
exactement comme dans le réel. La solution générale est donnée par e™Xx avec
X E CA et toutes les autres considérations faites dans le cadre réel restent valables
en remplacant M par C. L’intérét de ce passage dans le complexe, méme si I'on est
seulement intéressé par les solutions réelles, est que le traitement gagne en géné-
ralité comme on va le voir dans le prochain paragraphe (en raison essentiellement
du théoréme fondamental de I'algébre : tout polyndme non constant a au moins

une racine dans C). Une fois trouvées les solutions a valeurs complexes, il nous
restera évidemment a rechercher parmi elles les solutions a valeurs réelles. Pour
ce faire, on utilisera essentiellement la remarque suivante : si Pest une solution a
valeurs complexes, alors ™ + ¢ (ou ” désigne le complexe conjugué de z) est une

solution réelle.

2.2. Résolution explicite

Dans cette section, nous allons utiliser I'algébre linéaire pour rendre plus ex-
plicite I'expression théorique e™x des solutions de I'équation différentielle (2.2),
obtenue dans le théoréme 2.1. Pour ce faire, nous allons examiner I'effet sur I'équa-
tion d’'un changement linéaire des coordonnées de W™
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Lenune 2.2. Soity = Px un changement linéaire des coordonnées de (avec
P G GI(n,M)). Soit x{t) une solution de Inéquation (2.2) : x{t) = Ax{t). Alors
y{t) = Px{t) est solution de Véquation différentielle linéaire : y{t) = Ay{t) avec
A = P OAo P~" et inversement.

Démonstration. On a x(t) = P~"y{t). Il s’en suit que

dx,
AOP-~y{t) = - AN P
0 y{t) dt

et donc que
/(\jt = P OA OP ’\y{t)/.\

On a utilisé ci-dessus la linéarité de la dérivation et de I'application u  Au.

Les champs de vecteurs linéaires se comportent donc, par rapport aux chan-
gements linéaires des coordonnées, comme des endomorphismes linéaires (intui-
tivement, cela correspond au fait que la valeur d’une solution, ainsi que sa
dérivée gt)™ sont des vecteurs de R”, entre lesquels I'équation différentielle éta-
blit une correspondance linéaire). On peut donc appliquer a I'équation linéaire
la théorie de la réduction des endomorphismes linéaires dans le groupe linéaire
(diagonalisation, mise sous forme de Jordan, etc.) et les notions associées (valeurs
et vecteurs propres, etc.).

Voici tout d’abord un résultat général de réduction a la dimension 1.

Lemme 2.3. Toute équation différentielle linéaire en dimension n se raméne, apres
passage dans le complexe, a la résolution de n équations affines non autonomes de
dimension 1 de laforme x{t) = ax{t) + b{t), ou les coefficients a sont les valeurs
propres de la matrice A et les fonctions b : t E LLI  b{t) G C se calculent par
récurrence.

Démonstration. Par un changement linéaire de coordonnées complexes, on peut
réduire la matrice A a une matrice triangulaire inférieure, c’'est-a-dire que l'on
peut supposer que aij = Osir < j (on peut utiliser la réduction standard par
la méthode de Gauss). Les termes diagonaux au sont alors nécessairement les
valeurs propres de la matrice. Dans ces coordonnées de triangulation, I'équation
différentielle prend la forme

Xi(t) = ana;i(i)

,2(1) = «21*1(0 + «22*2(0
¢ (2.11)

*NO0 “ «nI*I(0  «n2*2(0 ‘D e=='b«nNn*n(0
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Soit (xi,...,X,) la condition initiale de la trajectoire cherchée. On résout
tout d’abord la premiére équation linéaire en On obtient xi{t) = xie““ * En
reportant cette fonction xi (i) dans la deuxieme équation, on obtient une équation
affine sur la fonction X2:t ER  X2{t) :

x2{t) = a22x2{t) + azixie"““"

On peut résoudre cette équation par la méthode de variation de la constante
en dimension 1 (voir équation (2.9)), en définissant b{t) par 021~16: * Le scalaire
(2 jouant le rdle de la matrice A, on obtient

X2{t) = e“22 ("2 + a2ixi re (“* - “22)®ds),
Jo

c'est-a-dire
X2{t) = e Ma2+ aziXit)

sian = (P2, et

X2{t) = (x2+ (€0ii-°22)* - 1)
oYl- a2

si ail /~ci22- Par récurrence, si on suppose calculées, pour ~ < n, les composantes
xi(i),... de la solution, on a une équation affine pour

N — + OML(1).

ou BM (i) = Ni=i est une fonction connue. On obtient xe”i{t) par la
méthode de la variation de la constante. ]

La résolution est particulierement simple si la matrice A se diagonalise. Nous
allons examiner successivement le cas d’'une diagonalisation sur M puis sur C.
L’intérét de ce dernier cas est qu’il existe un ensemble ouvert et dense de matrices
qui se diagonalisent sur C. Autrement dit, on peut toujours perturber une matrice
aussi peu que voulu pour la rendre diagonalisable sur C. En effet, une matrice
A G M(n,n) est trivialement diagonalisable sur C si toutes ses valeurs propres
sont racines simples de son polynéme caractéristique car, dans ce cas, il y a n
espaces propres de dimension 1, indépendants deux a deux.

Le fait que I'ensemble des matrices A réelles a valeurs propres simples (dans C)
est un ensemble ouvert et dense de I'espace des matrices réelles Mat(n,n) est un
fait assez banal et connu, mais nous allons tout de méme en donner une preuve
dans la petite digression suivante.



2.2. Résolution explicite

Petite digression algébrique

Le nombre complexe zq € C est une racine non simple d'un polynéme complexe
Pa{z) = QJa = (oo,...,ari) G si et seulement si il est aussi
racine de son polyndme dérivé P'a{z). L’ensemble D c des a = (ao,... ,a,
pour lesquels Pa{z) a une racine non simple, est donc la projection de I'’ensemble
algébrique S = {PMNz) = P'Mz) = 0} C par la projection Tr(r,a) = a, de

dans (on dit que I'on élimine r entre les deux polyndémes).

Rappelons qu’un ensemble algébrique S (complexe) dans est un ensemble
défini par un systéme de K équations polynomiales

{Pi(u) - P2{u) = = Pk{u) = 0}
pour G et Pi,..., Pg des polyndmes complexes. On définit de maniére ana-
logue les ensembles algébriques réels.
L’ensemble D = «S) est lui-méme un ensemble algébrique de Cela suit
par exemple du théoréeme de Tarski-Seidenberg [5], [26]
SiSc est un ensemble algébrique complexe de sa projection D =
7r(P), ou T est la projection canonique de x O sur est un ensemble

algébrique complexe de CA.

Remarque 2.2. Le théoréme de Tarski-Seidenberg est un résultat fondamental des
mathématiques. Il va nous servir ici a établir le fait que l'ensemble des ma-
trices diagonalisables sur C forme un ouvert dense de Mat(n,n). Ce type de
propriété sera généralisé plus loin par la notion de généricité. Le théoréme de
Tarski-Seidenberg donne une notion de généricité dans le cadre potynomial.

Le théoreme de Tarski-Seidenberg est partiellement un énoncé de logique : en
effet la projection d'un ensemble algébrique S de X avec {u™) G x
peut se voir comme I’élimination du quantificateur « 3 » devant la variable n dans
les équations de S.

Par contre, la projection d'un ensemble algébrique réel peut trés bien ne pas
étre un ensemble algébrique réel. Par exemple la courbe algébrique {xy 1} C
a pour projection : R —{0} sur I'axe des x. Or, un ensemble algébrique de M est
soit un ensemble fini de points, soit M tout entier.

L’ensemble algébrique P, dit (ensemble) discriminant, est donné par une
seule équation algébrique : {P(ao,..., a») = 0}. Le polyndme D (polyndbme
sur les variables ao,...,a”) est appelé (polyndme) discriminant et sa valeur
P(ao,... ,&Y) s'appelle le discriminant du polyndme Pa- Il est assez facile et élé-
mentaire de trouver I'expression de ce polyndme discriminant D qui est égal au
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déterminant d'une matrice (2n —1,2n — 1) dont les entrées sont données en
fonction de ao,...,ari (voir [11] par exemple; on trouvera facilement son ex-
pression par le net, entre autres voir les sites : http ://wikipedia.org ou bien
www.bibmath.net/dico/). Pour le polynéme ao + a\z + ~Nde degré 2, on a
évidemment D(ao,ai,a2) = af —4aoaZ. Ce polyndme D est a coefficients ra-
tionnels (donc réels!). Si on identifie le polyndbme P a son vecteur de coeffi-
cients (aoj.-.jun), on écrira indifféfremment son discriminant : D{P) ou bien
£)(ao,... ,Un)- La condition D{P) ~ 0, pour un polynéme P réel ou complexe,
signifie que toutes ses racines sur C sont simples (et pas seulement les racines sur
R si le polynéme est réel).

Revenons maintenant a une matrice réelle A G Mat(n, n). La condition de

racine simple revient a écrire que le discriminant du polyn6me caractéristique
P{A) est non nul, ce qui s’exprime par lI'inéquation algébrique

{D(A) = D{P{A)) / 0}

sur les coefficients de la matrice A. Comme les coefficients du polyndme caracté-
ristique P{A) sont des polyndmes des coefficients de la matrice A, le polynéme D
est un polynéme a coefficients rationnels sur I'espace des coefficients de la ma-
trice A {D est un polynéme défini sur I'espace : Mat(n,?® ). Nous sommes
maintenant a méme de montrer que :

Pwposition 2.2. L ~ensemble des matrices ayant toutes leurs valeurs propres simples
sur ¢ (ou bien, ce qui est la méme chose, ayant n valeurs propres sur C, deux a
deux distinctes) est un ouvert dense de Mat(n,n).

D’aprés ce qui précéde, I'ensemble des matrices a valeurs propres simples est le
sous-ensemble de M(n,n) défini par I'inéquation réelle {D{A) 0}. Remarquons
que ce polynéme D n’est pas le polyndme nul. En effet, considérons une matrice
diagonale O dont les coefficients diagonaux sont réels et 2 & 2 distincts. Les valeurs
propres de Aqgsont précisément ces coefficients diagonaux et donc, par définition,
D{Aq) 0. Le résultat élémentaire suivant, sur les ensembles algébriques réels,
implique alors la proposition 2.3 :

Pwposition 2.3. Soit S = {u\Qi{u) = ... = Qk{u) = 0} un ensemble algébrique
réel dans avec : u = {u\,... ,Up) la variable de RP. Supposons que l'un au
moins des polyndmes Qi n'est pas le polynéme nul. Alors U = RP —T, est un
ouvert dense de RP.
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2.2. Résolution explicite

Démonstration. Tout d’abord, remarquons qu’il suffit de prouver le résultat pour
A= 1 En effet, si A> 1, supposons par exemple que Qi n’'est pas le polyndéme
nul. Comme : EP\{U\Qi{u) = 0} C \' S, le fait que W \{r] Ql(r¢) = 0} est
un ouvert dense implique qu’il en est de méme pour W\T,.

Soit donc Q{u) un polynéme non nul. L'ensemble U = W \ Q{u) = 0}
est un ouvert de MP car I'application Q : u Q{u) est continue, et cet ouvert
est non vide car Q n’est pas le polyndme nul. On démontre ensuite que U est
dense par récurrence sur la dimension p, c’est-a-dire sur le nombre des variables.
Si P = 1, le polynbme Q étant non nul a un degré g € N, et il a au plus g racines.
L’ensemble U est dense car il est I'ensemble complémentaire de cet ensemble fini
des racines. Supposons maintenant que l'affirmation soit démontrée pour toute
dimension o < p et considérons un polyndme quelconque non nul des variables

Supposons par I'absurde que U = MP\{u\ Q{u) = 0} ne soit pas dense. Cela
est équivalent a dire que I'ensemble {u] Q{u) = 0} possede un point intérieur,
donc qu’il existe p intervalles ouverts non vides pour tout
(lii,... ,Up) e i X... X W, on 3it Q{ui,... ,r;p) = 0.

Pour tout (R2,..., W) GVZ2X ... X la fonction ui +* Q(r¢l, 2, ..., W) est
alors identiquement nulle sur I'intervalle Vf. Comme on peut écrire le polyndme Q

comme un polyndéme a une variable ui avec pour coefficients des polynémes sur
les variables rz2, ..., tip, soit

Q{ui,...,Up) = "*Qi{u2,... ,Upu\,
i=0

il suit de la premiere étape de la récurrence (p = 1) que les polyndmes Q2y <tQp
prennent la valeur 0 sur V2 X.. .xVp. Par hypothése de récurrence, ces polynémes
sont donc nuis et donc le polyndme Q aussi, ce qui est en contradiction avec

I’lhypothése. [
Remanque 2.3. Comme tout ensemble algébrique complexe sur est aussi un
ensemble algébrique réel sur la proposition 2.3 s’applique évidemment aux

ensembles algébriques complexes (avec un des polyndmes de définition non nul)
et, par exemple, a une équation polynomiale complexe Q{u) = 0, avec Q polyndme
complexe non nul.

Dans la terminologie de René Thom que nous introduirons dans le cha-
pitre 111-3, on dit que la propriété de diagonalisation sur C pour les matrices
réelles est une propriété générique.

Fin de la digression.
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1. Supposons que A soit diagonalisable sur R.

Il suffit pour cela, mais il n'est pas nécessaire, que les valeurs propres soient
toutes réelles et deux a deux distinctes. Cette condition est ouverte mais
non générique. Soit y = (z/i? ===byn) vecteur des coordonnées dans la
base de diagonalisation de et Ai,..., les valeurs propres comptées avec
leur multiplicité. Alors I'équation différentielle se réduit a n équations en
dimension 1, une pour chaque coordonnée :

pour 2= 1,...,n.

Ces équations s’intégrent en MNi{t) = pour une condition initiale y =
(yi) ===>yn)- Pour obtenir I'expression des solutions dans les coordonnées
initiales, il suffit de se donner I'expression des vecteurs propres : si M est
le vecteur propre de la valeur propre A® alors {ui,... ,u”} est la base de
diagonalisation et la solution avec condition initiale x = Ya=iW s'écrit
(p{t,x) = Autrement dit, les fonctions vectorielles At

1,... ,n forment une base de I'espace vectoriel S des solutions sur

Supposons que A soit diagonalisable sur C

Une condition suffisante mais non nécessaire est que les valeurs propres de A
soient deux a deux distinctes. Cette condition est générique dans Mat(n,n),
c'est-a-dire vérifiée pour un ensemble ouvert et dense dans Mat(n,n).

Pour exploiter cette condition, on va passer dans le complexe, c’est-a-dire
considérer I'équation différentielle dans et rechercher dans un premier
temps toutes les solutions a valeurs dans C”. Soit

lil,... [ifc, Ai,Ai,..., AANAN, avec k+ 2i = n,

la liste des valeurs propres comptées avec leur multiplicité, ot I'on a indiqué
d'abord les K valeurs propres réelles, puis les i paires de valeurs propres
complexes conjuguées (le fait que les valeurs propres non réelles apparaissent
par paires conjuguées vient du fait que le polyndme caractéristique de la
matrice est réel, puisque la matrice elle-méme est réelle). Soit

Li,... v AN AN,

des vecteurs propres correspondant aux valeurs propres ci-dessus, avec

Li G Le vecteur A est le vecteur dans les composantes sont conjuguées
de celles de A. On peut choisir les vecteurs L™, associés aux valeurs propres
réelles d’étre réels. En effet, de ALi = fiiLi on tire que ALi = jliLi] alors,

le vecteur Li + Li est a la fois réel et vecteur propre de la valeur propre
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réelle [jLi. De méme, si Hj est un vecteur propre de la valeur propre non
réelle Aj, le vecteur conjugué Hj est vecteur propre de la valeur propre \j.

On associe a ces vecteurs propres une base des solutions sur R a valeurs
dans

Les k premiéres fonctions sont réelles et les autres sont conjuguées deux a
deux. Il est tres facile de remplacer ces paires par des paires de fonctions
réelles engendrant le méme sous-espace C-vectoriel :

i

Explicitement, si Hj = Aj 1-iBj® avec Aj*Bj GR”™ et Xj = aj + iPj avec
aj™M3j) GR, on a

( Re{e™AH))
\ hn{e”AH)j)

eA("cos{Pjt)Aj —sm{Pjt)Bj)
{cos{Pjt)Bj -f sm{Pjt)A))

Les fonctions vectorielles
.,eN'=%,Re(enNi*iti),Im(enN*iii),... ,Re{fenH e ), He)

sont réelles et forment une base des solutions a valeurs dans C~. Elles
forment donc également une base des solutions a valeurs dans R”™ (il suffit
de prendre des combinaisons avec coefficients réels).

2.3. Les champs linéaires de vecteurs de

Nous allons examiner, a titre d’illustration, les champs de vecteurs de R™.
Pour simplifier, nous allons nous placer dans la situation générique ou la matrice
A G Mat(2,2) du champ est inversible, et discuter en fonction des valeurs propres
des différentes situations possibles. Dans tous les cas, I'origine est I'unique zéro
du champ. La trajectoire par l'origine est constante et les autres trajectoires sont
des courbes réguliéres.
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1. Les valeurs propres sont réelles et distinctes.

Soit Al, A2 les valeurs propres avec Ai < AZ. La matrice A est dia-
gonalisable dans la base des vecteurs propres V\ (associé a Ai) et V2
(associé a A2). La trajectoire avec condition initiale (x,y) & s’écrit
", (x,y)) = xeNVVi + ye™N\2. D'un point de vue topologique, nous avons
trois cas possibles représentés dans la figure 2.1 : le champ s’appelle une
source si O < Al < A2 un puits si Ai < A2 < Oet un point de selle si
Al < 0 < A2 Les sources ou puits sont appelés nceuds. La terminologie
« point de selle » vient de I'exemple du gradient d’une fonction de M? au
voisinage d’'un point de Morse de type selle.

r

Figure 2.1. De gauche a droite, on montre une source, un point de selle et un puits.

2. Les valeurs propres sont non réelles et conjuguées.

Soit A = a + et A = a —¢3 les valeurs propres (on suppose que
/3 1~0). On considére une base {H., H} de vecteurs propres conjugués. Po-
sons H = V + iWH = V —iW leur décomposition en partie réelle et
imaginaire. De AH = XH = {a + iP){V + iW)”™ on tire que AV = aV —pW
et AW = PV + aW. En écrivant I'équation différentielle dans la base {V~W}
avec des coordonnées (X, F), c'est-a-dire si I'on pose M = XV + YW” on a
M- XV+YW =AM = A{XV +YW) = X{aV - pW) + Y{pV+ aW) =
{aX + PY)V + {—PX -haY )W et on obtient par identification I'expression

i f =
Il f = -/3X +ar’

La matrice A de cette équation différentielle est une matrice de simili-
tude : elle est la matrice réelle correspondant a la multiplication complexe
(@ —ip){X + iY). Il est donc judicieux d’identifier a C en posant
Z = X -hiY. L'équation différentielle prend alors la forme : z = Xz, qui
est tout simplement une équation en dimension 1 complexe. Cette équation
s’intégre en

z(tj z) —ze = z8 (2.12)
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La derniére expression peut s’écrire, en vertu de la formule de Moivre,
ze™\{cosPt —isinpt) (en remplacant z par X + iY et en développant, on
retrouve dans ce cas particulier, les expressions données dans le paragraphe
précédent). La formule (2.12) permet de tracer trés facilement les trajec-
toires. On peut distinguer trois cas topologiquement distincts. Si a < 0, les
trajectoires hors l'origine sont des courbes qui spiralent vers l'origine : on
dit que le champ est un foyer de type puits. Si e > 0, les trajectoires hors
I'origine sont des courbes qui spiralent en s’éloignant de l'origine : on dit
qgue le champ est un foyer de type source. Enfin si a = 0, les trajectoires
sont des cercles entourant l'origine : on dit que le champ est un centre. Voir
la figure 2.2 dans le cas ou /3> 0.

Cas d™une valeur propre double non nulle.

Nécessairement, la valeur propre \ ~ 0 doit étre réelle (car la matrice est
supposée réelle). La matrice A peut se mettre sous forme triangulaire, et
I’équation différentielle prend alors la forme :

dx

— = XX

dt

Qy: ax + )'I»'

avec un coefficient a que I'on peut choisir égal a0 ou 1. Dans lecas o = 0, on
a une matrice diagonale, qui se traite comme dans le point (1) ci-dessus. Le
champ est une source si J1> 0 et un puits si J1< 0. Supposons maintenant
que a = 1. On peut intégrer la premiere ligne. On obtient x{t"*x) = xe™. On
reporte ensuite cette fonction dans la seconde ligne. On obtient une équation
non autonome en y :

f = Ay+ xex,

109



Chapitre 2. Champs de vecteurs linéaires

qui s’'intégre par la méthode de variation de la constante. On obtient aprés
intégration y{t™x"y)) = e™M{xt + y). Le champ est un nceud dégénéré, de
type puits si A< 0 et de type source si A> 0. Voir la figure 2.3 dans le cas
ou A< Oetee< 0

Remanjue 2.4. Nous avons vu qu’'un champ de vecteurs linéaire a matrice diago-
nalisable se réduit a une somme directe de champs de dimension 1 réels ou com-
plexes. On peut donc obtenir le dessin des trajectoires pour toutes les équations
génériques (a matrice inversible et diagonalisable sur C), en faisant des produits
des cas de dimension 1 et 2 réelle (la dimension 1 est complétement triviale ;
remarquer que dans le point (1) ci-dessus, on avait des produits de champs de
dimension 1). A titre d’exemple, un champ linéaire de dimension 3 sera toujours
le produit d’'un champ de dimension réelle 1 par I'un des cas de dimension réelle 2
décrits ci-dessus (figure 2.4).

Figure 2.4. Cas ou une valeur propre Ai est réelle positive et ou les deux autres valeurs
propres sont imaginaires conjuguées.
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PROPRIETES GENERALES
DES TRAJECTOIRES

3.1. Le principe du point fixe

On rappelle qu’un espace de Banach est un espace vectoriel normé dans lequel

toute suite de Cauchy converge. L’espace de dimension finie, est un espace
de Banach. Il en est de méme pour I'espace C{F) des fonctions continues sur un
compact ® c avec la topologie de la convergence uniforme définie par la
norme Il/llo = Sup{]/(X)];x G F}, ou pour les espaces des fonctions de
classe r ¢ N, sur une boule fermée 5 c avec la topologie de la conver-
gence uniforme en classe définie par la norme W\ = Sup{\djr {X)\\x ¢ F,
0< Il <r}.

Définition 3.1. Soit M un espace métrique muni d’'une distance notée d{x”y).
On dit que f : M M est une application lipschitzienne, de constante de
Lipschitz K G Si

d{f{x)J{y)) < Kd[x,y), pour tout x,y e M.
On dit que / est une contraction lipschitzienne si X < 1.
Remanjue 3.1. Une fonction lipschitzienne reste lipschitzienne si on remplace la

métrique par une métrique équivalente. Par contre le fait d’étre une contraction
lipschitzienne pour une fonction dépend du choix de la métrique.
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L’intérét pour un espace E d’étre de Banach est de permettre de trouver un
point X ~ solution d’'un probléme d’existence, en construisant une suite de
Cauchy dont la limite sera solution du probléeme posé. Beaucoup de problemes
seront résolus par I'application du résultat suivant :

Théoréme 3.1 (Principe du point fixe). Soit F ¢ E un fermé dans un espace de
Banach E et f : F F une contraction lipschitzienne. Alors Vapplication f a
un et un seul point fixe xq, c’est-a-dire tel que f{x0) = xq. Pour tout x E Fy on a
xq = limri->-f-00/°(3"); ou désigne I'itérée n fois de I'application f.

Démonstration. Montrons tout d'abord que, pour tout x G F, la suite (/\(x)) est
une suite de Cauchy de E. Pour tout p > 1dans N, on a :

| 1/o(p+D(?) _ < KA\r{x) - rP-"\x)\\.

En itérant cette formule entre 1 et n pour tout entier n > 1, on obtient (avec
la convention = 1d)

AN\ri-+2) (X)) -r{xX)\N\N<KA\N\F{x)-x\\.
Soit maintenant p G N. Il suit de I'inégalité triangulaire que

Rn
[Mo(n+p+D(™Y) - n{X)\\ <{K- + ... + KMP)O\\KX) - g]] < PEANULIRANN

Comme —f")\\ 0 lorsque n +00, la suite {f*'{x)) est
une suite de Cauchy de E.
Soit xo = limn->-i-00/°(")- Comme F est fermé , xg ¢ F. D’autre part, comme

f est continue :
f{xo0) = /(limn-~+00/°" (a;})) = lim,-~+00/°"+'N&) = xq,

ce qui prouve que xq est un point fixe de f. Finalement, montrons que ce point
fixe est unique. Supposons que X\ soit également un point fixe de /, on a :

[lai - xoll = |]/(eei) - /(x0)Il < K\\xi - xo]].

Comme K <1, I'inégalité ci-dessus implique que Ijxi —o]] = 0, et donc que
Xo = X\ ]
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3.2, Existence et unicité locales des trajectoires

On rappelle que si X est un champ de vecteurs sur un ouvert U de une
trajectoire de X par x G [/ est une courbe dérivable p : t E1 ~ (p{t) G C,
définie sur un intervalle ouvert | contenant 0 G R, telle que ("(0) = x et M{t) =

pour tout t E I. Voici maintenant le théoréeme de Cauchy existence
et d”unicité des trajectoires dans le cas « Lipschitz  dont la preuve est inspirée
de [6].

Théoreme 3.2. Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert U e W® On suppose
guhl existe une constante K > 0 telle que

AN - X{Y\\ < K\\x-y\\ pour tout x.yEIJ,

c’'est-a-dire que l'application X : x X(x) est Lipschitz de constante K. Alors
on a:

L Existence locale des trajectoires

Soit A C un compact non vide. Alors il existe r > 0, dépendant de A,
une fonction P: (t, x) G [, r] x A =0, continue et dérivable par rapport
at E [T, r], telle que, pour tout x E A, la courbe

X) i g]l- r,r[-"~ip{t,x) EA

soit une trajectoire par x. Cela signifie que (™(0,x) = x et =
X(("™(t,x)) pour tout (t,x) G [—T,r] XA.

2. Unicité locale des trajectoires

Soit (fl :tEh ™ Uet(@2=t™h ~ U deux trajectoires par x E U. Alors
il existe un intervalle J de 0, 3 c /i f1/2; Qe Pi\j = Q-

Démonstration.
(1) Existence locale
L’équation des trajectoires

dp . . _ ..
dt (I’X) - X{lp{t,X)), (31)

avec <20, xX) = Xet (pcontinue et dérivable en i, est équivalente a I'équation
yi(i,x) = x+ [ X{(f{s,x))ds, 3.2)
Jo
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avec ( continue. En effet, remarquez que si une fonction continue vérifie I'équa-
tion (3.2), elle est dérivable en t et vérifie (3.1). Inversement, on obtient (3.2) par
intégration de (3.1). On va résoudre I'équation intégrale (3.2). Le second membre
de cette équation définit un opérateur fonctionnel

A{(p){t™x) = X+ J[o X[<p{s.x))ds, (3.3)

et, d’aprés I'équation (3.2), on a A{") = c'est-a-dire que la trajectoire @ est
un point fixe de A. Nous allons trouver ip en appliquant le principe du point
fixe 3.1. Nous devons pour cela définir convenablement un espace de Banach E et
un fermé F sur lequel A va opérer comme une contraction lipschitzienne.

Pour tout r > 0 et compact A d [/, on pose
Soit E = C(A€,M"), I'espace de Banach des applications continues, muni de la
norme NN\ = Sup{| 1("\(, XI[R" | (t,x) Gylr}? ot IHIRN est une norme quelconque
de Pour tout X d A" et avec un abus écriture classique™ on désigne également
par X la projection (t,x) ™ Xx. Cette projection X appartient a l'espace avec,
évidemment, W\ = |]|x]JRn Soit un e > 0.

Considérons

F={pe E I Yy—x\\<e et (p{0™) = x*x e AP (3.4)

F est un fermé de E. Nous allons montrer que la paire (F, A) vérifie les conditions
du théoréme 3.1 pour £,r assez petits.

1 A est défini sur  sie > 0 est assez petit.

Comme A est compact, sa distance au bord de [/, dist(A,9C/), est positive
et on peut choisir un s tel que

0 < e < dist{A,dU). (3.5)
On prend un tel e pour définir I'ensemble F par (3.4). Si
A{e) = {m I dist(m,T4) < s}
est le voisinage de A, on a A{e) C U pour un £ > 0 vérifiant (3.5).
Maintenant, si G F on a \(p{t"Y) —=\\" < e pour tout (t,x) G [—t,r] x4,

et donc (p{t,x) G A{e) ; on peut par conséquent calculer X{(p{t,x)) quel que
soit t G [T,r], et définir A{p>).
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2. A{F) ¢ F, si T> Q est assez petit.

Comme A{e) est un compact dans U et que X est continu, on a iii =
Sup{l IXWMi™ 1y e A{e)} < +00. Si if e F, on en déduit, d'aprés (3.3),
que

HA4V)3EX)-xTTIRN = 1 [ XG&S)ds][iRn < [ [IXOiR>ds < r/7i.
Jo Jo

Pour que A{i”Y) G F, il suffit donc de choisir r tel que
tKi < e, (3.6)
ou le e est la valeur choisie en (3.5).

3. A est une contraction lipschitzienne de F, si «+ > 0 est assez petit.
Soit },'0 GF, on a :

[Alip) - A{li)){t.x) = [ [X((/7(s,2))-X(i/)(s,a;))]ds,
Jo
d’ou il suit que
HHLAG)-A(VA) () [ IKn < [ 1IX((/2(s,x)) - X('0(s,a::))] |iRnds.
Jo
La propriété de Lipschitz implique que
[ 1X(Up(s,&)) - X(V'(s,a)) | liRn < K\\ip{s,x) -ip{s,x)\\Kn,
et donc
VAP - Alip{tX)\\Kn < K [ [1(pGa) - ~>G,XINRNITS.
Jo
En prenant les extremums, d’abord a droite puis a gauche dans cette inéga-
lité, on obtient, dans la norme de I'espace
HITA) - Alip\\ < TK\\ip- -01L
Il suffit donc de prendre r > 0 assez petit pour que :
L=rK <1, (3.7)

afin que A soit une contraction lipschitzienne de constante L.

Si £,r vérifient les trois conditions (3.5), (3.6) et (3.7), les conditions du
théoreme 3.1 sont vérifiées pour la paire (A™F) : il existe une et une seule
application (?: (t,x) Nt~x) vérifiant A<<p) = if.
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(2) Unicité locale
On peut appliquer le point (1), avec A = {a;}, pour trouver une trajectoire
par X, définie sur des intervalles | = [—t,r] avec r > 0 assez petit. Si 0:t G
J I~ [/ est une autre trajectoire par x, on peut choisir r assez petit pour que
I C J. Alors ipll est un autre point fixe de I'opérateur A et, comme ce point fixe
est unique, on doit avoir (p= "ip\l m

Nous allons proposer une autre démonstration de I'unicité locale des trajec-
toires, en établissant une estimation de I’écart de deux trajectoires quelconques
en fonction du temps t.

ftoposjiioji 3.1 (Inégalité de Gronwall). Soit UMX et K comme dans Vénoncé du
théoréeme 3.2. Soit cpi et (P2 des trajectoires par les points xi et X2 respectivement.
Supposons que ces deux trajectoires soient définies sur Vintervalle de temps [, r].
Alors

N\ - i) JRn < IPR2- & |IRe™M pour Vi € [-r,r]. (3.8)

En particulier™ si X\ = X2, on obtient (f2{t) = ~\{t) pour Vt G [—t,r], ce qui
donne le résultat d”unicité locale des trajectoires.

Démonstration. Si (p est une trajectoire de A, la courbe 1 p ~{—t) est une trajec-
toire du champ —X. Il suffit donc de prouver (3.8) pour t G [0,r]. On a

P2ft) - MM{t) = {X2- Xi) + [ [Z(</?2(s)) - X(iy9i(s))]ds,
Jo

et, en appliquant la propriété de Lipschitz, on obtient
\2{t) - E{ONNM < N\ - Xiwun + K [ 10326 - </Pi(s)] IKn(is. ]
Jo

L’inégalité (3.8) sur [0, r] suit alors du lemme suivant :

Lemme 3.1. Soitu :t G [0, r] i~ M une fonction positive, continue et telle que
v{t)<a + K i v{s)ds, (3.9)
Jo

pour des constantes a,K >0. Alors v{t) < ae™ pour tout t G [0,r].

Démonstration. Posons V{t) = jQv{s)ds. L’inégalité (3.9) est équivalente a
I'inégalité

dv .

— {t)<a + KVit). (3.10)
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On peut écrire V{t) = avec ®(i) = V{t)e De (3.10) on déduit
que : N (i) < ae~"™\. Par intégration, on obtient

[ "M * =0 (()-®(0)<n(1-e-"n).
Comme ®(0) = ¥(0) = 0, on a;
V{t) - @ (i)er" Kt 1),

et donc, par définition de V{t) et en appliquant (3.10) :

vit) = A {t) < a+ KV{t) <a + K- - 1) = gekt
Remarquons que si le champ X est de classe avec K > [\ suit de la
formule ~ X(cp) que si ip est avec s < alors ip est donc (p est

En fait on peut démontrer la dépendance par rapport a la variable (t, x)
(voir [6] par exemple).

Théoreme 3.3 (Théoreme de Cauchy en classe C?). Soit X un champ de vecteurs
sur un ouvert U C On suppose que X est de classe avec fc > 1, fini.
Soit W un ouvert tel que W soit compact et contenu dans U. Alors il existe
T=r(W', k) > {) et une application (p: (t, X) g1—r, r[XW d, de classe telle
Qe pour tout x G VE Ja courbe t  gNt”X) soit une trajectoire unique par Xx.

Remarque 3.2.

1 Unchamp X de classe est localement lipschitzien. En fait, on peut établir
le théoréme 3.2 pour des champs de vecteurs localement lipschitziens (c’est-
a-dire en restriction a tout ouvert relativement compact).

2. Si X est un champ C”, on peut lui appliquer le théoréme 3.3 pour tout
k GN. Comme en général le nombre r(VE, fc) —0 pour A  +o00, le théo-
reme 3.3 ne s’applique pas directement a A= +00. Le résultat est tout de
méme vrai pour K = +00 comme on le montrera ci-apres (paragraphe 3.3.2).

3. Cauchy a lui-méme établi une version du théoreme d’existence et d’unicité
locales pour les champs de vecteurs analytiques.

4. Le champ N + n'est pas localement Lipschitz sur R™. D’autre part,
par chaque point (xq,0), il passe deux trajectoires de classe : I'axe des x
et la cubique, graphe de la fonction y = (x—xqg)\. Ceci montre que le résultat
d’unicité n’est pas vrai en général pour les champs X qui sont seulement
continus et non localement Lipschitz.
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Remarque 3.3. La notion de lipschitzité mérite quelques commentaires. Plagons-
nous pour simplifier dans le cas d'une fonction a une variable. Une fonction conti-
nue, linéaire par morceaux, avec un nombre fini de morceaux est lipschitzienne.
Par exemple la fonction f{x) M\ est lipschitzienne. Cette fonction n’'est pas
dérivable a l'origine. La propriété d’étre lipschitzienne ne nécessite donc pas que
la fonction / soit dérivable partout.

Il existe méme des fonctions qui sont dérivables partout et qui ne sont pas
lipschitziennes. Cela est le cas si leur dérivée n’est pas bornée. Par exemple, soit
la fonction / définie par f{x) = pour x ~ 0 et par f{x) = 0 pour
X = 0, Cette fonction est dérivable partout, mais sa dérivée n’est pas bornée
méme localement a I'origine et elle n'est donc pas de classe C™ Par contre, il suit
du théoréme des accroissements finis qu'une fonction de classe en dimension
guelconque est localement lipschitzienne, comme il a déja été mentionné & propos
des champs de vecteurs dans le point 1 de la remarque 3.2.

3.3. Flot d’un champ de vecteurs

3.3.
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1. Trajectoire maximale

Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert U de On suppose que X est
au moins Lipschitz de facon que I'on puisse appliquer le théoreme 3.2. Nous allons
maintenant globaliser la notion de trajectoire.

Définition 3.2. On dit que (px{t) est une trajectoire maximale de X par le point
Xe U si et seulement si gx t E Ix =] —T1(x), T20)[b> U est une trajectoire,
telle que si .t G/ b> [/ est une autre trajectoire par x, alors I C Ix

(f = (@A (figure 3.1). (La notation cpx{t) est provisoire.)

Praposition 3.2. Pour tout x E U, il existe un intervalle ouvert Ix, voisinage de O,
et une trajectoire ~x «Ix ~ U avec ip{0) = x qui est maximale. De plus {<Px>Ix)
est unique.

Démonstration. L 'unicité de (g"™Mx) vient de la définition de la maximalité. En
effet, si {(p™l) est une deuxiéme solution maximale, alors Ix D I et ™ = ipxX\j et
inversement | D Ix ™ ipx = dou Ix =1 ¢et (p= (¢

L 'existence repose sur le lemme 3.2.

Lenrnie 3.2. Si 9\ et g sont deux trajectoires par x, définies respectivement sur
Il et 12, alors (pi = (2 sur/107/2-
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Démonstration. Considérons I'ensemble O — {t ~ \N Q12 \"i{t) = Alors
O est un fermé parce que défini par I'ensemble des t vérifiant I'équation —
~2{i) = 0 avec (/% et ~2 continues.

Mais O est aussi un ouvert En effet, si {iqg} ~ O? 0 suit du point (2) de
la remarque 15 que r (’\l("0+ r) etr sont deux trajectoires
par xo, définies pour r voisin de 0. Ces deux trajectoires doivent coincider sur
un voisinage J de 0, d’aprés le point (2) du théoréeme 3.2 (unicité locale). En
conséquence {to} + J C O. Comme cela est vrai pour tout to E il en résulte
que O est un ouvert comme voisinage de chacun de ses points.

L’ensemble O est donc a la fois ouvert et fermé dans H/2 qui est connexe
(car c’est un intervalle). D’'autre part 0 ~ 0 car {0} G O. Il en résulte que
o=/1nl2 par la définition méme de la connexité (sinon on aurait partagé
Il n 12 en deux ouverts disjoints et non vides, ce qui n'est pas possible). Ceci
acheve la preuve du lemme. [ ]

Maintenant on peut achever la preuve de la proposition 3.2. On va construire
la trajectoire maximale {(px~Ix) par une technique « marteau-pilon » consistant a
considérer la réunion de toutes les trajectoires par X.

Fin de la preuve de la proposition 3.2. Soit Ix = J3{~ | J intervalle de
définition d’'une trajectoire par x}. Posons (px{t) = (pj{t) si / G J, J domaine de
définition de :J =[/. Lafonction ipx est ~e~définie (car sit E InJ\ (pj{t) =
~j'{t) d'aprés le lemme 3.2). Maintenant g est une trajectoire (puisqu’en chaque
t elle coincide avec une trajectoire) et elle est maximale : en effet si est
une trajectoire quelconque par x, on a par construction que J C Ix  (fj = ™~»\J®
et donc que ipx est trajectoire maximale par x d’apres la définition 3.2. Ce qui
termine la preuve de la proposition 3.2. ]
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Dorénavant, par trajectoire par x, nous entendrons la trajectoire maximale
par X et nous la noterons (p{t"x) et non plus (pt)® Nous pouvons maintenant
traduire la propriété d’unicité sur les trajectoires maximales elles-mémes :

Pwposition 3,3. Soit X E U ety = ip{r,x) pour un certain r G —ri(x), T2(x)[.
Alors 1- ri(y), T2AY)[=] - ti{x), T2{x)[-{t] et pour tout t e] - Ti{y),T2(y)[ on a
la formule d’addition suivante :

if{t + T.x) = (p{t,ip{T,x)) = (p{t.y). (3.11)

Démonstration. Pour t voisin de 0, les deux applications t (P{t™Mp{r™x)) et
t In (f{t + r, x) sont deux trajectoires par y, donc coincident. Elles sont égales
sur leur domaine de définition. Par maximalité, il vient ] —Ti(y),T2(y)[D] —

On a l'inclusion opposée en inversant X et y. m

Définition 3.3. On appelle orbite de X par x Varc géométrique orienté (par
I'orientation du temps croissant), défini comme classe d’'équivalence de la tra-
jectoire maximale par x, modulo les changements de paramétrisation h a dé-
rivée positive (on dit que h préserve l'orientation donnée par le temps).

Notation. On notera par 7~ I'orbite du champ X par le point x, ou simplement
par /a s'il n'y a pas d’ambiguité. On écrit souvent un peu abusivement 7~
[iI™(p{t,x) (en fait, I'orbite n’est pas seulement un ensemble de points, mais plus
précisément un arc géométrique orienté).

Il suit du théoréme de l'unicité de chaque trajectoire maximale que les orbites
sont les éléments d’une partition de U. En effet, siy G Ta, on a g = 7y, donc
I'orbite 73 est la classe d’équivalence de x par la relation d'équivalence : appartenir
a une méme orbite. L'espace quotient de U pour cette relation d’équivalence est
appelé espace des orbites du champ de vecteurs et on désigne par portrait de phase
la description de cet espace.

Soit maintenant W = Uxct/ cR x U ou Ix est le domaine de définition
de la trajectoire maximale par X. L’ensemble W est la réunion des intervalles de
définition de la solution maximale dans le produit R x U.
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Définition 3.4. Le flot de X est rapplication
ip:WnU,

définie par Ix 3t ip{t’™)y ou (f{t,x) est la solution maximale de X par
xeU.

Autrement dit, on considére la fonction définie en considérant I'ensemble des
fonctions t ("(t, X) pour les différents points x E U. On introduit cette notion car
elle posséde les bonnes propriétés qui sont présentées dans le prochain paragraphe.

Notation. Le flot sera noté dans la suite par (f{t"*x) ou simplement q@ La mention
du flot levera toute ambigurité, il suffira de revenir a la définition 3.4.

3.3.2. Propriétés différentiables du flot

Théoreme 3.4. Soit W = U{] —ti{x)"Tx)[x{xN\ x E U} ¢ R x U le domaine du
flot de X. Alors

1 W est un ouvert deR x U.

2. L ™application flot (p : W U est continue si X est Lipschitz. Si X est de
classe C, avec | < k < +00, Vapplication (p est également de classe C™

Remarque 3.4. Le théoréme précédent est vrai pour A = 00, contrairement au
théoréme local 3.3 qui n’était valable que pour les valeurs finies de k.

Preuve du théoréeme 3.4. Nous allons tout d’abord montrer simultanément les
points (1) et (2) pour X Lipschitz ou de classe C® k fini. Nous on déduirons
ensuite le cas A= +o00 par un argument d'unicité.

(i) X Lipschitz ou bien de classe k fini.

Soit {to”x0) un point quelconque dans W. Considérons a = (p{[Oflo]™x0) C U.
L'ensemble a est compact (image du compact [Oflo] x {xq} par une application
continue) ; on peut donc choisir un voisinage ouvert A de a dans U tel que A soit
compact et A C U (figure 3.2).

L’idée de la démonstration est la suivante : on peut décomposer un parcours
de longueur t arbitraire en N petits pas de longueur t/N pour lesquels on peut
appliquer le théoréme local 3.2, ou bien 3.3, selon le cas.

Pour ce voisinage A de a, il existe r > 0 donné par le théoréme local. On
choisit N tel que Nr > to. En utilisant le flot local 'ip{t,x) sur [, r] x A, on
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Figure 3.2

peut définir I'application  {t/NX) = pour (i,x) G [0,A™] x A.
Rappelons que le r du théoréme local dépend du voisinage A et de /c, mais qu'il
est indépendant du point x choisi dans ce voisinage. Par construction, I'application
(¢,%) if {t/N,x) est continue, ou de classe C" selon le cas.

Maintenant les points 'll{to/N”xq), ijj{to/Nilj{to/N"~x0))... et ainsi de suite
jusqu'a N compositions, appartiennent, par récurrence, a a. En effet le point
"ip{to/N™ xq) g o car localement les trajectoires des flots (pet Y passant par xq sont
confondues grace au résultat d’'unicité locale; de méme 'ij){to/N"il){to/N"x0)) ap-
partient a (7car localement les trajectoires des flots ipet  passant par 'ijj{to/N"® xq)
sont confondues, et ainsi de suite.

Par continuité, les applications

i {NAX) PN ), ) {/NA AN, X)) > ipi/N, ip/NC X))

et ainsi de suite pour N compositions, sont définies pour (i,x) G/ x5 ou /
est un voisinage de to et 5 C A est un voisinage de xq. D’autre part, en rai-
son de l'unicité des trajectoires locales et de la proposition 3.3, nous avons que
IP/NX) = ip{t/NSON ID{ZNNID{/NAX) = ip{2t/N”X)... et ainsi de suite pour
N compositions, pour (t,x) ™ | x B. Finalement, en considérant exactement N
compositions, nous obtenons que :

ip{t,x) = "ip/NNiIp{t/NNiIp{t/NA... ,x)) ...~ {N compositions), (3.12)

pour tout (t,x) E1 X B. Nrésulte de ceci que le flot ip est défini sur le voisinage
/ x B du point (to,xo0) et donc que | x B ¢ W. Comme (to”x0) est un point
guelconque de PF, ce domaine W est un ouvert de R x U. Ce qui démontre le
point 1. Le terme de droite de la formule (3.12) est une composition d'applications
continues si X est Lipschitz, d'aprés le théoréme 3.2, et d’applications de classe
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si X est de classe A< oo, d’aprés le théoréme 3.3. Il s’ensuit que le flot est
continu ou de classe selon le cas. Ce qui démontre le point 2.

(if) X de classe C/.
Supposons que le champ X soit maintenant de classe C”~. Le champ X est

de classe pour tout k > 1. En raison de l'unicité du flot en toute classe, le
flot trouvé au point (i) en classe est identique a celui trouvé au point (i) en
classe On a donc un et un seul flot, indépendant de la classe considérée. Ce

flot unique étant de classe guel que soit /c, est de classe

Remarque 3.5. Si X est un champ analytique, on montre que son flot est analy-
tique.

3.3.3. Groupe a l-parameétre

Définition 3.5. Soit X, de classe C”sur U. On dit que le flot de X est complet
(on dira aussi que le champ est complet) si W = Mx C.

Autrement dit, on a alors Ix = LUpour tout x E U et on pourra considérer
(Pt*x) pour tout AGM

Les champs de vecteurs linéaires sont des exemples typiques de champs a flot
complet. En effet, le flot du champ d’équation différentielle x = Ax est donné
par la formule exponentielle p{t"x) = eV formule qui est déflnie pour tout t
et tout X Une forme équivalente de la déffnition d’'un flot complet est I'existence
d’'un temps d’intégration flni mais uniforme :

Lemme3.3. Supposons qudl existe un 5 > t) tel que pour tout x E U on ait
[.5] C bk, autrement dit que la trajectoire maximale en chaque point soit défi-
nie sur au moins un intervalle [5,5]. Alors le champ X est a flot complet. La
réciproque est évidemment triviale.

Démonstration. Supposons qu’il existe un 5 > 0 comme dans I'énoncé. On peut
écrire la formule d’addition (3.11) pour t,r G [<§ avec X quelconque. Chaque
trajectoire maximale est donc déflnie sur I'intervalle [—25,25]. De la méme ma-
niére on montre, par récurrence, que chaque trajectoire maximale est déflnie sur
[b, bl], pour tout AG N, donc sur tout LLI m

Pour les champs de vecteurs a flot complet, la proposition 3.3 prend la forme
trés simple suivante, que I'on appellera formule de translation :
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Pioposition 3.4. Considérons X aflot (p complet. Alors, pour tout G M et tout
X~NU ona:

(pft, (pfr, x)) = p{t + r, x). (3.13)
On rappelle qu’un difféomorphisme sur un ouvert [/, est une application
inversible de U sur [/, de classe C™ dans les deux sens (/ et de classe CN).

L’ensemble des difféomorphismes de classe de U est donc un groupe pour la
composition, groupe que I'on notera DiS™U). Nous avons alors le Théorem 3.5

Théoreme 3.5. Soit X aflot complet, de classe C”, alors :
1 Pour toutt G M, : X b=p{t,x) est un diffeomorphisme de U sur U.
2. Quels que soient tifl* GR, ° ni2-

Remarque 3.6. Le point 2 du théoreme 3.5 signifie que I'application t ipt est un
homomorphisme du groupe M muni de I'addition dans le groupe des difféomor-
phismes sur U (d’aprés le point 1) muni de la loi de composition.

Preuve du théoréme 3.5. On a tout d'abord la formule du point 2 grace a la propriété
de translation. En effet, pour tout x E U :

¥(@i+1)(N) = +h,x) = (p{h,(p{t2,x)) = tiv>2{x)) = (fti °~t2(x)-
Démontrons maintenant le point 1. Pour tout x E U, nous avons

(pofx) = X = ~t-t{x) = (pt Oip-t(x) = O(pt{x),

donc jA& admet comme inverse.

Or, pour tout i, I'application x Pt{x) est C® d’apres la propriété 2 du flot,
que t soit positif ou négatif. Donc pt et son inverse p-t sont C". Ce qui termine
la preuve. [ ]

Déanition 3.6. Soit p un flot complet. L’application t pt sera aussi appelée
groupe a un parameétre (de difféeomorphismes de U).

On a donc un changement de point de vue : au lieu de considérer les trajec-
toires (maximales) une par une, on regarde pour chaque i, le mouvement global
sur U défini par x Pt{x). Pour i = 0, on a l'identité et, pour t croissant, la
déformation peut étre de plus en plus accentuée; mais pour chaque t, pt reste un
difféfomorphisme (imaginer la déformation réguliére d’'une membrane élastique)
(figure 3.3).
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Figure 3.3. Déformation d'un segment a par un flot (ot pour des temps croissants
to<h <2

Prenons I'exemple du champ de vecteurs X = plsiH LLP étudié
dans le paragraphe 2.3. Son groupe a 1-paramétre est le groupe des rotations du
plan.

Rematxjue 3.7. Si (p n'est pas complet, nous n'avons pas un groupe de dififéomor-
phismes, mais un pseudo-groupe de difféomorphismes : pour chaque ouvert FF, tel
que W soit compact et contenu dans f/, il existe des pt pour des Y\ < tw avec
(ft difféeomorphisme de W sur son image. Les pt se composent sur des domaines
restreints : si W, W' sont deux domaines avec des temps correspondants t\ = tw
et t2 = tw4 ~M2N sera défini et coincidera avec Pti+t2 sui’ nw?)
(voir la figure 3.4) ; on rappelle que = p-f Remarquez que lI'on ne peut pas
prendre W = /7, car alors le seul temps d’'intégration possible pour I'ouvert U
est égal Kk tu = 0 (en fait on a montré dans le lemme 3.3 que p est complet si
et seulement tu ¢ 0). La collection des {T/F, ou W C  avec W compact,
U ouvert et P : W ™ U est un diffetomorphisme sur son image, est appelée le
pseudo-groupe des difféfomorphismes locaux sur U. Les {W”pt} pour W\ < tw
appartiennent a ce pseudo-groupe.

Les champs non complets sont nombreux. Donnons-en trois exemples.

1. Soit X un champ quelconque, non identiquement nul, sur un ouvert U
Considérons un point xq E U tel que X{xq) ® 0. Alors le champ Y obtenu
en restreignant X kV —U —{”o} n’est pas a flot complet. On le voit de
la fagon suivante. Soit p le flot de X sur U et un temps to > 0 tel que yo =
p{—to™>x0) ® xo, et donc que yo e V (un tel temps to existe car X{x0) ¢ O;
sinon on aurait (\(t, xq) = xqg et lI'orbite serait constituée du seul point xo, ce
qui n’est possible que si X{xq) = 0). On a évidemment : p{to,yo) = xq QY.
Remarquons que le flot de Y sur V s’obtient par restriction du flot de X a
une partie du domaine du flot de X (car V C U). En conséquence, le fait
que p{toryo) dV implique que I'intervalle de définition Iy de la trajectoire
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Figure 3.4

dans y dey par le point yo ne peut pas contenir la valeur to (en effet tous les
points de la trajectoire de V par po doivent appartenir & V par définition).
L’intervalle est donc de la forme 1 —T2(po),Ti(yo)l avec Ti(po) < to (en
fait il est facile de voir que Ti(po) = to). En conséquence, Iy™ /M et le flot
de Y n’est pas complet.

. Equation de Newton Cette équation différentielle est définie dans

uc espace de phase des positions-vitesses (X,i). Précisément U =
I6n _ [ ou A est I'ensemble des chocs : {xi = Xj\i ®

Le potentiel tend vers l'infini lorsqu'on se rapproche de A et l'on peut
avoir des chocs en temps fini a partir de certaines conditions initiales (x, X)
{I(x,x) ®] ~ 00,00[), par exemple si on lache deux particules (n = 2) a une
distance non nulle mais avec des vitesses initiales nulles. Plus généralement,
il est possible pour un nombre quelconque n de particules, de trouver des
conditions initiales telles que le mouvement aboutisse a un choc d’au moins
deux des particules en un temps fini, c'est-a-dire que lI'on peut arriver a
la frontiere du domaine en un temps fini avec une loi en I/x” (un choc
intervient lorsque la trajectoire atteint la frontiére dU et I'instant du choc
est la borne supérieure de 77).

Le flot des équations de Newton n’est donc pas complet.

. Soit le champ X = x™-sur L L’équation différentielle de ce champ »

a pour flot explicite

(F{t,x0) = 1i(j<ot’ (3.14)
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Alors si xq > 0, on a oo lorsque t Le flot n’est donc

pas déflni en ~ et Ixg =] —oo0, ~[. De maniére analogue, Ixg =]”?o00[

si Xq < 0. Par contre Iq =] —o00,+00[= M car la formule (3.14) donne
(™(i,0) = 0. Le flot n'est donc pas complet et son domaine de définition,
W = LixeR X{"} C est la région connexe ouverte située entre les deux
branches de I'hyperbole {xt = 1} (région hachurée dans la flgure 3.5). La
partie droite de la flgure montre le portrait de phase.

Figure 3.5. Le domaine W du flot de

3.3.4. Equivalence a des champs de vecteurs a flot complet

Pour simplifler, nous allons supposer que les champs de vecteurs considérés
sont de classe C”. Nous allons montrer que si X n’est pas complet sur U = il
est facile de trouver une fonction / telle que f{x)>0 pour tout x G de classe
CA, telle que Y = fX soit complet.

Tout d’abord, remarquons que si deux champs sont proportionnels par un
facteur positif, ils ont les mémes orbites :

Pwposition 3.5. Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert U et f une fonction
de classe telle que f{x) > 0 pour toutx £ U (on écrira f > 0). Alors le champ
de vecteurs Y = fX a les mémes orbites que le champ X.

Remarque 3.8. Soit (p™ et les flots de X et F respectivement. Considérons
un point X e U quelconque, et soit IX et JX les intervalles de déflnition des
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trajectoires (maximales) de X et F respectivement. Soit et 7/J les orbites par
X, respectivement des champs X et F. Il suit de la définition 3.3, que 7~ = 7J
(avec X ety définis comme dans la proposition 3.5) si et seulement s’il existe un
difféomorphisme h : t h{t) de Ix sur X" avec h'{t) > O pour tout tel que

Pleuve de lapwposition 3.5. Il suffit de montrer que si x Gt/, /™ orbite de X par
X et 7J orbite par x de F, alors 7~ C 7J (en effet comme X  J, le méme

raisonnement montrerait que &§ C 7~ d'ol on concluerait que 7 = 7%)-

Pour un méme point x, soit (p* :t E1 ™~ U (resp. (P :5 G J 17) la
trajectoire maximale de X (resp. F). On cherche un difféomorphisme s = h{t) de
/ dans J, a dérivée positive, tel que

(™M) = (P Oh{Y™ yt GI.

Supposons le probleme résolu (c'est-a-dire que h existe !). Par dérivation on a :

3.15
dt ds ( )

(L’ordre des facteurs dans le terme de droite de (3.15) est justifié par le fait

que ~{t) est un scalaire et que est un vecteur.)
Puisque v™\(s) est la trajectoire de F, I'équation (3.15) implique que

oh{t)) = ~ (i) F((/3 (1)), (3.16)
pour tout t G/. Puisque F = /X, on a aussi que
=/(v?1(i)) (3.17)

pour tout t G1. En substituant (3.17) dans (3.16), on obtient que

(3.18)

On suppose maintenant que X (x) 70 (sinon (p™(t,x) = cp”™(t,x) = X et dans
ce cas on peut prendre h(t) = t). Pour tout i G/, on a alors que X(cp”(t)) 7/0.

En effet si X((p/*(to)) = 0 pour un certain to, I'orbite de (p”\(to) se réduirait a
ce point. Mais comme cette orbite est aussi celle de x, on aurait que (p™\(t) = x et
donc X (x) = O, contrairement & I'hypothése (nous reviendrons sur cette question
de la classification des orbites dans le chapitre 4).
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Comme X{(p~{t)) ~ 0 pour tout t G/ et que / > O, on déduit de (3.18) que
W ~ folJpm  fonction h est donc égale a

HO = £ o (3.19)
f Oip™Nu)'
Cette formule définit un difféomorphisme h de classe préservant l'orienta-
tion, car / et sont de classe et que N n > 0.
Soit h la fonction définie par (3.19) et {s) la trajectoire par x de Y. Alors la
courbe M\t) = ("h{t)) vérifie (3.16) et donc également (3.15). On en conclut
que ~M{t) est trajectoire par x de X et donc que /~ C 7J. =

Définition 3.7. Deux champs de vecteurs X, Y sur [/, comme dans la proposition

précédente, sont dits -équivalents (la relation : il existe une fonction / > O
de classe telle que Y = fX est manifestement une relation d’'équivalence
dans I'espace des champs de vecteurs sur U),

Il existe un critére suffisant basé sur la compacité, pour que la trajectoire
(maximale) de X par x soit compléte (c'est-a-dire Ix = M). L’exemple des champs
linéaires montre que ce critére n’est pas nécessaire.

Lejnme3.4 (critére de complétude). Soit x e U et Ix =] —ti{x),T2{x)[ le do-
maine de définition de la trajectoire maximale par x. Soit 7+ = ~
NO,T2(X)[, x), /a demi-orbite positive parx. Si'j™ est bornée, alors T2[x) = -foo.
Si Vorbite ~x elle-mé&me est bornée, alors Ix = M

Démonstration. Nous allons montrer que T2{x) = +00 si 7~ est bornée. Supposons
au contraire que T2{x) < +00 et considérons une suite {ti)i convergeant vers T2{x)
dans [0,T2(x)]. Comme 7J est compact et que t MNt™X) est continue, il existe
y G 7J et une sous-suite de {ti)i, que nous noterons encore {U)i, telle que

Eyt-

Par le théoreme de Cauchy 3.2, il existe un voisinage compact B de y et
un T > 0 tels que, pour tout z E B, la trajectoire par z est définie sur [—r,r]
(figure 3.6).

Revenons a la suite {U)i. Si i est assez grand, on a : \i —T2(x)] < r/2 et
yMti,X) E B. On peut alors prolonger la trajectoire de (p{ti,x) jusqu'a « + U >
T2{x). D’ou la contradiction avec I’hypothése que T2{x) < +oo0, il suit donc que

T2{x) = +o0.
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Supposons maintenant que l'orbite elle-méme soit bornée. On peut répéter

le raisonnement précédent a la demi-orbite négative 7“ = [Jt<o ’\(’\5\)5
demi-orbite positive par x du champ —X. On obtient ainsi que —ri(x) = —&0 et
donc que /3: R. n

Exemple d™application. Supposons que I'on a une boule B de rayon fini, telle que
le champ soit rentrant sur gB. De cette condition suit que les trajectoires issues
des points de B ne peuvent pas sortir de J5 ce qui implique que la demi-orbite
W™ est contenue dans le borné B pour tout x dans B. On peut donc lui appliquer
le critére de complétude. Il en résulte que X est complet sur B pour lest > 0
(ce qui veut dire que [0, +oo[ C pour tout x ™ B).

Grace au critere de complétude que l'on vient d’établir, on déduit le corol-
laire 3.1

Coiullaiie 3.1. Si X est un champ borné sur R®, alors le flot de X est complet

Démonstration. L'hypothése signifie qu'il existe M > 0 tel que G R”, on ait
\\X{Y)\\<M.

Soit alors X un point quelconque dans R™ et ("\(t, x) la trajectoire maximale
par X définie sur IX =] —ti{x),T2{x)[. Montrons par exemple que TXx) = -foo (la
démonstration serait la méme pour prouver que ri{x) = —0 en remplacant X
par —X).
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Faisons un raisonnement par l'absurde en supposant que T2{x) < +o00. Utili-
sons sur [0,i] C [0,T2(x)[ le théoréme des accroissements finis

. dp
\\ip{t,x)-x\\ < (0, \\
p{t.x) OS;[JO?i] de( X)

Or nous avons ™ (6,x) = X{ip{0,x)) et [IXWI] < M, Vy G M". Il vient donc
\\p{tX) - all < M =fi] < Mt2(x), WVt G [0T2(=)].

Le flot (p est donc borné et, d’apres le critere précédent, on a T2{x) = -foo. Il
en résulte une contradiction et la preuve du corollaire. [

Maintenant il est facile de construire une fonction / > 0, de classe telle
que Y = fX soit complet si X ne l'est pas.

Cowllaiw 3.2. Tout champ de vecteurs sur est -équivalent a un champ
aflot complet.

Démonstration. On définit / : x i=f{x) = Alors évidemment / > 0O
\/i+11"M"WII

et / est si X est C”. Le champ Yix) = , 7  jX{x) est naturelle-

ment borné sur car |IK@)|l < 1 et, d’aprés le corollaire 3.1, le champ Y est
complet. [ ]

Pour un champ X défini sur un ouvert U quelconque de il est plus difficile
de construire une fonction / telle que fX soit a flot borné. Par contre, il suit
trivialement du corollaire 3.1 que tout champ de vecteurs a support compact est
complet (le support d’'un champ X est le complémentaire de I'ouvert des points
ou le champ est nul). Cela étant, on peut toujours multiplier un champ par une
fonction positive égale a 1 sur un compact quelconque de [/ et a support
compact dans U. Cette remarque implique le résultat suivant :

Pmposition 3.6. Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert U de et W un
sous-ouvert de U, afermeture compacte dans U. Alors il existe une fonction f de
classe positive sur U, & support compact dans U et identique a 1 sur W telle
gue fX soit un champ complet sur U.

Le champ Y = fX est C°°-équivalent a X sur I'ouvert W (mais pas sur lI'ouvert
U en général). Ce résultat permettra de faire des études locales sur X dans des
ouverts U, en remplagant X par des champs complets.
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3.3.5. Exemples de flots

1. En dimension 1

L’exemple de base est celui du champ linéaire de flot = xe"L
Pour A /0, on a deux portraits de phase différents, selon le signe de A
(flgure 3.7).

. : {0} = zéro de X.

Figure 3.7. Portraits de phase du champ Ax” : a gauche pour A > 0, a droite pour
A<Q

Le champ de vecteurs général de classe sur R est de la forme

ou / est une fonction de classe sur R. Comme un ouvert quelconque
de R est une réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints et qu’un
intervalle ouvert de R est difféfomorphe a R, I'étude d'un champ sur un
ouvert quelconque se raméme a I'étude des champs sur R.

Soit Ey = {x GR I/(x) = 0}, I'ensemble des zéros de /. Chacun de ces
points est un zéro (ou point singulier) du champ X et il est une orbite
(singuliere) du champ. Ceci est trivial, cependant ce sera vu en détail dans
le prochain chapitre. Le complémentaire de S est un ouvert de R et donc une
réunion dénombrable d’intervalles ouverts (éventuellement en nombre flni).
Certains de ces intervalles peuvent avoir +00 et/ou —00 comme extrémité.
On a donc :
R —Ey = An-
n

ou n décrit un ensemble flni, ou bien N, et ou chaque An est un intervalle
ouvert. Montrons que chaque intervalle An est une orbite de X. Soit x G
An =]oi,P[ et soit 'jx l'orbite de x. Tout d’abord, comme les différentes
orbites sont deux a deux disjointes, on a cla,/?[. Ensuite il suit, de
I'unicité des trajectoires, que X st un intervalle ouvert : jx =]o™b[c]a, H.
Nous voulons montrer que ]a, 6[=]a,/3[. Montrons par exemple que b = A3
Si cela n’était pas, on aurait a < b < (3 et b serait flni. De plus, X{b) 70
(puique 60 Ey) et I'orbite par b contiendrait tout un intervalle ]6—r 6+r[c
]a, P[. Cette orbite aurait tout I'intervalle Jo—r, ﬂen commun avec l'orbite
de X. A nouveau, en raison de l'unicité des trajectoires, cette orbite par
X devrait contenir I'intervalle [6,6+ r[, ce qui est en contradiction avec la
définition du point @

Les orbites de X sont donc, d’'une part, les zéros de la fonction / et, d'autre
part, les intervalles ouverts AT composantes connexes du complémentaire
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de Tensemble Sj des zéros de /. Il est donc immédiat de déduire le portrait
de phase de X, du graphe de / : figure 3.8.

Remarquez que lon peut obtenir par quadrature le flot de X sur chaque
intervalle An- Soit An un de ces intervalles et »x G An- L’équation dif-

férentielle des trajectoires, "{t"x) — s’intégre en donnant
n N An- On obtient le flot Mt™x) en inversant
la fonction t{") — définie a x fixé sur l'intervalle An- Cette inversion

est possible car (™) = yuy  Osi ~ ¢ An- Le domaine de définition Ix de
la trajectoire maximale par x est I'intervalle ouvert Ix = t{An) sur lequel la
trajectoire est la fonction (p{t)™ inverse de la fonction t{cp). On retrouve que
I'orbite de x est I'intervalle An = (p{Ix) puisque t{") est un difféomorphisme
de An sur Ix-

Remanjue 3.9. Les propriétés qualitatives (par exemple la stabilité des points
singuliers) qui seront étudiées dans les chapitres suivants ne dépendent que
du portrait de phase, qui est déduit de I'étude du signe de /. L’étude de
ces propriétés qualitati\es ne nécessite pas l'intégration du champ. Cette
remarque illustre parfaitement les idées qualitatives de Poincaré (voir [22]).

En dimension supérieure ou égale a 2

En général il n'y a pas de possibilité d’'obtenir le flot de X par simple
guadrature. C’est justement la raison pour laquelle on développe la théorie
qualitative dont il sera question a partir du prochain chapitre. Rappelons
cependant que I'on sait intégrer simplement les champs de vecteurs linéaires
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et en déduire leur portrait de phase. On a décrit les portraits de phase des
champs linéaires génériques dans le chapitre précédent. On verra, dans le
chapitre 111-3, que l'intérét des champs de vecteurs génériques vient de ce
gu’ils servent de modeéle local, aux voisinages des points singuliers génériques
de champs de vecteurs quelconques.

Certains champs de dimension supérieure & 2 se raménent & des champs de
vecteurs en dimension 1, et sont donc étudiables de facon élémentaire.

Figure 3.9. Portrait de phase du champ X. On n'a dessiné que quelques orbites repré-
sentatives.

Considérons par exemple le champ de avariables séparées : X = /(M) +

o{y)8" avec f,g des fonctions de classe Si ipi{t,x) et sont les
flots des deux champs unidimensionnels et g{y)”, le flot de X est
égal a (x, 1)) = {{EYNP2{tY)). On en déduit facilement le portrait
de phase de X a partir des portraits de phase des champs unidimensionnels
(dans la figure 3.9 on a dessiné le portrait de phase du champ X = 2x{x —



ANALYSE QUALITATIVE
DES TRAJECTOIRES

4.1. Champ sur une variété, intégrale premiére

Dans cette section, nous allons étendre la notion de champ de vecteurs aux
variétés différentiables. Pour cela, nous allons utiliser les notions d’espace tangent
en un point d’une variété, et de différentielle pour une application différentiable
entre deux variétés, notions introduites dans le chapitre 1-2. Nous examinerons
le cas particulier d’'un champ de vecteurs tangent a une sous-variété d’un ouvert
Uc et la notion d’intégrale premiére. Sauf mention expresse du contraire,
et cela ne sera pas explicitement précisé, toute variété, toute application, tout
champ de vecteurs, etc. sont supposés de classe

Définition 4.1. Soit M une variété de dimension p, munie d'un atlas
{{Uiy<M)}iei- Un champ de vecteurs X sur M sera défini par la donnée d'une
famille de champs de vecteurs telle que Xi est défini sur chaque ou-
vert Ui = (pi{Ui) C MP, et telle que les différents champs Xi soient compa-
tibles dans les intersections de cartes au sens suivant : si {*R f/j ~ O, alors
N — n sur ipi{Ui n Uj) C fti (figure 4.1). (L'image G/™{Z) par
difféomorphisme d’'un champ de vecteurs Z sur un ouvert euclidien a été définie
dans le paragraphe 1.2)
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Figure 4.1

L’inconvénient de cette définition est de dépendre du choix de I'atlas. Pour
nous débarreisser de cette limitation, nous allons utiliser la notion de vecteur
tangent en un point quelconque de M, ainsi que la notation de lI'espace (ou fibré)
tangent TM = TxM” ou TxM est I’'espace tangent au point x e M (figure 4.2).

Considérons un champ de vecteurs X, comme dans la définition 4.1. Soit m G
Ui, Ui étant le domaine d’'une des cartes de cette définition. Dans cette carte,
le vecteur Xi{(pi{m)) est identifi¢ a un vecteur X{m) G T~M. D’autre part, si
(UjNipj) est une autre carte telle que m G /7D CJj, la condition de compatibilité
mentionnée dans la définition 4.1 implique que ce vecteur X{rn) est le méme
pour les deux cartes. On associe ainsi au champ de vecteurs X une application
me M X{m) G TM, telle que X{m) G TmM pour tout m G M. Pour traduire
cette condition, on dit que cette application est une section du fibré tangent. On
identifie le champ X avec la section m X{m) ainsi définie. Cette facon de
considérer un champ de vecteurs comme une section de TM est indépendante
du choix des cartes. Elle est malheureusement un peu abstraite et, pour travailler
avec le champ de vecteurs X, il sera indispensable de se rappeler que, dans chaque
carte, ce champ s’identifie avec un champ de vecteurs sur un ouvert euclidien.
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Toutes les notions introduites pour les champs de vecteurs sur les ouverts
euclidiens s’étendent sans difficulté aux champs de vecteurs sur les variétés. Tout
d’'abord, on a de facon directe que les théorémes d’existence et d’unicité locales 3.2
et 3.3 sont valables sur les ouverts domaines de cartes. Il en résulte I'existence et
I'unicité des trajectoires maximales et la notion de flot. La méme démonstration
gue celle donnée dans le théoreme 3.4 est valable pour le flot d’un champ sur une
variété M : le flot est une application définie sur un ouvert W de M x M, et il
est de méme classe de différentiabilité que le champ. Le critere de complétude
(lemme 3.4) se démontre comme dans le cas euclidien. On en déduit le résultat

suivant :

Pwposition 4.1. Tout champ de vecteurs sur une variété compacte est aflot com-
plet.

Soit G un difféomorphisme entre deux variétés M et N. On peut maintenant
utiliser la notion de différentielle introduite dans le paragraphe 1-1.1.1 pour définir
I'image d'un champ par G, exactement de la méme fagon qu’entre deux ouverts
euclidiens (voir définition 1.2) :

Définition 4.2. Soit G un difféomorphisme entre deux variétés M et N. Soit X
un champ de vecteurs sur M. Alors, on appelle champ de vecteurs image de
X par G, le champ Y défini par

Y{y) = dG{G-\y))[X{G-Hy)], WEN. (4.1)

On note le champ Y par G™{X).

Remarque 4.1.

1. En utilisant des cartes, on démontre que la formule (4.1) définit bien un
champ sur N.

2. La formule (4.1) est la méme que celle utilisée pour les difféomorphismes
entre ouverts euclidiens (paragraphe 1.2). Par la méme démonstration que
dans ce cats, on montre que G envoie les orbites de X sur celles de Y =
G™X). Plus précisément, si (p™Mt"™x) est le flot de X et (p™Nty) est le flot
dey, ona:

G O(pNt™x) = G(x)),

pour tout (t,x) dans le domaine de définition du flot de X.
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3. Si M est une variété, on désigne par X{M) I'ensemble de tous les champs
de vecteurs sur M. Cet ensemble est naturellement un espace vectoriel,
car, en utilisant la structure vectorielle de chaque espace tangent on
peut définir la somme de deux champs de vecteurs et le produit par un
réel d’'un champ de vecteurs en posant : {X + y)(x) = X{x) + Y{x) et
(AAT)(a) = XX{x). Clairement, I'application X ~ G*(X) est linéaire. Cette
application a pour inverse Y — (G“")*(y’) : G* est donc un isomorphisme
linéaire de X{M) sur X{N).

Exemple des champs sur les tows. Considérons le tore T = comme il a été
défini dans le sous-paragraphe 1-2.1.3 et soit p : la projection canonique.
On remarque que, pour tout m G la différentielle dp{m) est un isomorphisme
de TmM” = sur Si X est un champ de vecteurs sur T#, alors on peut le

relever en un champ X sur en posant : X{m) = dp{m)~"{X{p{m))). Ce champ
de vecteurs est invariant par translation par les éléments de Z». Inversement, si
X est un champ de vecteurs sur invariant par les translations entiére”®, il se
projette en un champ de vecteur X de vérifiant : X{p{m)) = dp{m)[X{m)].
On peut donc identifier les champs de vecteurs sur avec les champs de
invariants par les translations par les éléments de Z~. Par exemple, tout champ
de vecteurs constant sur s’identifie avec un champ de vecteurs de T~. On
appelle ces champs de vecteurs : champs de Kronecker du tore. lls jouent un
role essentiel en mécanique. On y reviendra dans la prochaine section. On peut
généraliser cette identification a toute variété construite par quotient d’une autre
par I'action d’un groupe discret (les translations de Z” dans le cais du tore T#),
agissant librement et proprement (voir le sous-paragraphe 1-2.1.3).

Nous allons maintenant revenir a une situation plus concréte en considérant
des sous-variétés d’ouverts euclidiens. Dans ce cas, nous avons un moyen plus
direct de nous donner un champ sur M :

Définition 4.3. Soit M une sous-variété de I'ouvert U et X un champ de
vecteurs sur U. On dit que X est tangent a M si, pour tout m ¢ M, on a
X{m) ¢ TmM.

Considérons un champ tangent a une sous-variété M, comme dans la défini-
tion 4.3. En considérant un recouvrement de M par des ouverts de trivialisation,
puis I'atlas associé de M, il est clair que la restriction X\M ae X aux points
de M est un champ de vecteurs sur la variété plongée M. En effet, si (Wi, 4>")
est I'un des ouverts de trivialisation, il lui correspond la carte {Wi fl M(pi) avec
ipi :WnM MP X {0} c X et le champ X\ M est donné par la collection
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des champs X{ = x {O}) (remarquez que, en utilisant la définition de
champ image introduite plus haut, on peut écrire : Xi = {ipi))X\Wi D M). On
peut mxontrer qu’inversement, tout champ X sur une variété M a topologie a base
dénombrable s’obtient, par restriction, par un plongement i de M dans un espace
euclidien d’'un champ de vecteurs de tangent a la sous-variété ((M). Ce
qui fait qu’il ne serait pas restrictif de ne considérer que de tels champs tangents
a des sous-variétés.

Définition 4.4. Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert U de On dit que
la fonction différentiable / est une intégrale premiere de X si, en tout point
X Gt/, on a X «f{x) —O0.

Soit if le flot de X. Il suit du lemme 11 que X <f{(p{t"x)) =
Donc, si / est intégrale premiére, / o ip{t*"Xx) est constante en temps, et on peut
écrire que / o (p{t,x) = f{x) pour tout t; autrement dit, la fonction / est laissée
invariante par le flot du champ. Si a est une valeur réguliére de /, le champ X
est tangent a I’hypersurface V =

Remaique 4.2. Ce phénomeéne arrive fréguemment. Il n’est pas rare que des sur-
faces soient tangentes au flot d’'un champ, par exemple si le champ admet des
intégrales premieres : pensez aux équations différentielles de la mécanique.

4.2. Type topologique des trajectoires

Pour simplifier I’'étude, on va supposer que X est de classe et complet sur
une variété M. Nous avons vu, par exemple au corollaire 3.2, que tout champ
de de classe est C°°-équivalent a un champ complet, et, comme toutes

les notions qualitatives que nous allons introduire ne dépendent que de I'espace
des orbites, et non pas du temps explicitement, on ne perd rien en faisant cette

hypothése.
Soit donc @: W = R XM M e flot de X, et la trajectoire par x.

Définition 4.5. Le groupe des périodes en X, = {t GR |gNit™X) = x}, est
I’ensemble des temps de retour en x, de la trajectoire par x.

Pwpriétés de

(@) Px = Py, siy e jx Px ne dépend que de l'orbite "x on du point sur
Vorbite 7a.
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En effet, sit E on a = x ; par ailleurs, siy G 77, il existe un r tel
que y = ip{r™x). Alors (formule de translation) il vient :

y = if{T,x) = ("r, X)) = +r, @ = ipft, (T, x)) = ip{t.y),

autrement dit t G Py siy G /. Il est clair que I'on montrerait de méme que t E Py
entraine t GPasia G 1™ par I'unicité des orbites, y E jx est équivalent a g G "
(c’est la méme orbite !). On en conclut que PA = PY, siy G 7a.

(b) Px est un sous-groupe additif de R :si A2 ~ Px alors n
(p-t2in™) — ce qui entraine que t\ —t2 E Px-

(c) Px est fermé dans R. En effet Px est défini par I'équation {(f{t"x) —x = 0}
out ip{t*x) —X est une application continue, donc Px est fermé comme image
réciproque du fermé {Q}.

Px est donc un sous-groupe additiffermé de R. La proposition suivante carac-
térise ces sous-groupes :

Proposition 4,2. Soit G un sous-groupe additif fermé de R. On a alors les trois
possibilités suivantes : G = {0}, G = R, ou bien G est le sous-groupe discret

ZT = {nT;n GZ} pourun T > 0.

Démonstration. Supposons G ™ {0}. Soit G+ = {t \t > Oett E G}. Cet ensemble
n'est pas vide car G {0} par hypothése et posséde des éléments positifs.
Alors T = Inf G- est fini :on aT > Oou bien T = 0.

Premier cas : T > 0. Soit t G G, on peut écrire t = pT + r pour uny G N
etun rester, 0 < r < T. Puisque pT EGett EG, alors r E G*car G est un
sous-groupe additif de R. Comme T G G est l'infimum des t G G, t > 0, on doit
avoir r = 0. Il en résulte que t —pT et donc que G = ZT (le sous-groupe additif
de R engendré par T, qui est égal a I’ensemble —2T, —T,0,T, 2T,

Deuxiéme cas : T = 0. On peut trouver des t{ > 0, G G]|_avec {ti)i —0. Soit
t G R quelconque. Pour tout i, il existe un nombre pi E Z tel que piti < t <
{pi H Dti. Posons gi = piU. On a \g —t\< ce qui signifie que {gi)i t puisque
ti 0] comme G est fermé et que gi EG, il vient t EG = G. Puisque t GR est
arbitraire, G = G = R, ce qu'’il fallait démontrer. n

On peut caractériser les deux cas = RetZT, T > 0de la facon suivante :
Proposition 4.3. Nous avons les équivalences suivantes :

1 Px AN —0  Ix = {N)-
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2 Px=2Zr, T >0 T3 est homéomorphe au cercle (en fait ™x
difféomorphe au cercle ; on dit aussi que 'jx “st une courbe compacte
simple de classe dans M).

Définition 4.6. Un point x tel que X(x) = 0 est dit point critique du champ X,
ou zéro de X, ou point d™équilibre, ou point singulier ou état stationnaire du
champ X, et {x} est appelé orbite singuliére de X. Si Px = ZT, T > 0, l'or-
bite jx est appelée orbite périodique du champ. Dans ce dernier cas, T est
appelé la période (minimale) de 77

Remarque 4.3. 1l suit du point 1 de la proposition 4.3, que si X (x) /0 alors, pour
tout y G 7a;, on a aussi X[y) /0. En effet, si X{y) = 0, alors [y] serait une orbite
singuliére disjointe de l'orbite ~x car cette derniére orbite contient au moins un
point X non singulier (rappelons qu’en vertu du théoréme d’unicité de Cauchy, les
orbites de X sont deux a deux disjointes).

Pceuve de lapmposition 4.3. Le point 1 est presque évident. Nous avons :
" — _ if{t, X) = X ViG

P X{(f{t.x)) = 0,

et en particulier X{x) = 0. Inversement, si X{x) = 0, la courbe (p{t) = x vérifie
(p{0) = Xet ~{t) = 0, yt G M. Cette courbe est donc la trajectoire par X, ce qui
implique que ~x = {~} et conclut le point 1.

Supposons maintenant que Px = ZT avec T > 0. Posons ip{t) = (p{t,x). Cette
application est périodique de période T. Elle se factorise donc par la projection
canonique Il de M sur M/ZT. Ce quotient M/ZT est une variété de dimension 1,

difféomorphe a = R/Z par le difféomorphisme u e R/Z ~ T.u G R/ZT.
(on identifiera maintenant le quotient R/ZT avec S"). On rappelle que est
difféomorphe au cercle trigonométrique par le difféomorphisme t E G
r = {z GC, 1 21= 1}. La factorisation permet de définir une application 'ip: N

U, telle que ip= Tpo U (figure 4.3).

Figure 43
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Comme (p est continue, il en est de méme pour Tp De plus, cette application
est injective car T est la période minimale et que Non a identifié avec M/ZT.
Comme Tpest une application injective et continue du compact sur son image
Ta, c’est un homéomorphisme de sur l'orbite

L’application étant de classe il suit, de la définition méme de la structure
de variété sur 5°, que Ip est aussi de classe C”. Maintenant, observons que (p (et
donc Tp est de rang 1, c'est-a-dire que pour tout i, ~{t) ¢ 0. En effet, on a par
hypothése que ~(0) = X{x) ¢ Qei donc ~0 pour tout i, comme on l'a
vu dans la remarque 4.3. L’application Tp est donc une immersion injective
de la variété compacte dans M : c’est donc un plongement de classe C”, et
T3 est une courbe simple compacte de classe de U (c’est-a-dire une courbe
Cee°-difféomorphe au cercle SN).

La réciproque : jx homéomorphe a Fg, = est plus délicate a démon-
trer. On I'admettra. Ce qui termine la preuve de la proposition 4.3.

Le cas Px = {O} correspond & I'obtention d’une orbite ~x apériodique. C'est
le cas qui peut présenter une topologie la plus compliquée. La trajectoire définie
par ip est de rang un, c’'est-a-dire que, pour tout i, X{p)[t)) & O; l'orbite est
donc une immersion injective de classe de M dans U. Cette orbite est une
courbe en bijection avec M, mais sa topologie peut étre trés compliquée car
n'est pas nécessairement un plongement (en fait la topologie induite par U peut
étre strictement moins fine que la topologie de M). Un exemple de ce phénoméne
sera donné dans le prochain chapitre ou I'on expliquera en détail la construction
du flot irrationel sur le tore T/, qui est flot d’'un champ de Kronecker particulier.
Ce champ peut étre obtenu par restriction a une sous-variété de ou de
Ce dernier cas apparait dans les équations linéaires de la mécanique, a deux
degrés de liberté. Les notions qualitatives d’ensemble limite, récurrence... que
nous présenterons dans le prochain chapitre, ont été essentiellement introduites
pour étudier de telles orbites.
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Soit X un champ de vecteurs, défini sur une variété M de dimension n, que
I’'on supposera, par commodité, de classe Soit p e M un point ot X{p) @® 0.
Un tel point est appelé point régulier du champ X, par opposition aux points
singuliers ou le champ s’annule. Nous allons montrer qu’au voisinage d’un point
régulier, le champ a pour modeéle le champ constant
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Délnttion 4.7. Une section locale E (non nécessairement plane) de X en p est
une sous-variété difféomorphe au disque unité D~ de (disque ou boule
de rayon 1 dans telle que p G intE (intE désigne I'intérieur de E, égal a
E —OE ou (9E est le bord de E). On suppose que X{x) est transverse a T"E
(espace tangent de dimension (n —1)) pour tout x G E : on écrira Xrha,E pour
tout X G E.

Nous pouvons illustrer cette définition par la figure 4.4 suivante.

XX

Figure 4.4

Remarque 4.4. Dire que X{x) est transverse a TVE signifie que la droite
M {X(x)} C TxM est transverse au (n—I)-plan TVE au sens défini dans la partie I.
Ici, cela revient a dire que R {X(x)} © T"E = TxM (pour x fixé, on désigne par
R {X (x)} la droite vectorielle {uX{x) Ju G

Pioposition 4.4. Pour tout point p régulier de X, on peut trouver une section locale.

Démonstration. Tout d'abord, en se restreignant a une carte contenant p, on peut
supposer que X est défini sur un ouvert U de R”. Considérons un hyperplan H
de R™ de dimension (n —1) passant par p, transverse & X (p); il est toujours
possible de trouver un tel hyperplan en complétant le vecteur X(p) ~ Oen une
base vectorielle de R™ (voir figure 4.5). Alors, puisque I'application x GiT =X (x)
est continue, il existe e > 0 tel que X{x) &xH pour |Kk—pll < e (|| = Inorme
euclidienne de R™).
Pour obtenir une section locale par p, il suffira alors de prendre le disque plan
T, = {Xx e H \Iljx—pll < e} qui est bien difffomorphe au disque unité de
Ce qui termine la preuve. [ ]
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Figure 4.5

Remarque 4.5. Dans la pratique, on peut avoir besoin de sections locales qui soient
difFéomorphes au disque sans étre planes (dans la carte choisie), la construction
précédente peut étre aisément généralisée. Considérons par exemple une hypersur-
face V dans M (c’est-a-dire une sous-variété de dimension (n —1)), passant par p
et transverse a X{p) en ce point. Soit dist(x,y) une distance sur M et définissant
la topologie (par exemple associée a une métrique riemannienne, voir la défini-
tion 1-2.15). Alors, si e > 0 est assez petit, I'’ensemble T, = {x e V \dist(p, x) < e}

est une section a X par p.

Nous voulons montrer que, au voisinage de chaque point p régulier, on peut
trouver une carte (voisinage paramétré) dans laquelle le champ est trivial (autre-
ment dit est un champ constant). Introduisons pour ce faire la définition impor-
tante suivante :

Définition 4.8. Soit p E M un point régulier de X. Un voisinage tubulaire (flow-
box en anglais) S de X, au voisinage de p, est un voisinage avec une paramé-
trisation (c'est-a-dire avec un difiéomorphisme C”*)

$ : (y,n) GDN"N x [-r, +r] C M,

tel que $* (~) = X et $(0,0) = p (figure 4.6).

Il est utile de faire une série de remarques a propos des notations et du sens
de cette définition.

Remarque 4.6.

1. On entend, par difféomorphisme défini sur le fermé Dn4 -r,+r], une
application qui s’étend en un diffeomorphisme d’'un voisinage ouvert de
E)n-i ayj- 0Qjj image, comme il a été défini dans la partie I.
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trajectoires du champ constant

Figure 4.6. Voisinage tubulaire B.

La notation 4>*X désigne le transport du champ X par le diffeomorphisme
4> (voir paragraphe 1.2). La relation 4* (~) = X signifie que le champ de
vecteurs X se lit ~ dans des coordonnées locales (V,ry) G Dn4 X [-r,r\
de WM

On rappelle qu’un difféomorphisme, d’un ouvert de sur son image dans
une variété M, est la terminologie moderne pour le choix d'un systeme
de coordonnées locales™ que I'on considére maintenant étre Vinverse d’une
application de carte : ici, par exemple, {Y*u) G pn— -T, r] sont de
nouvelles coordonnées ou le champ va s’écrire comme le champ constant

La classe de est la méme que celle de X, c’est-a-dire de classe Dans
ce qui suit, il suffirait que X soit de classe C® ainsi que 4> pour pouvoir
établir I'existence de voisinages tubulaires et des applications de Poincaré.

Le champ ~ est un champ constant de composantes (0,..., 0,1) (horizontal
sur la figure 4.6), c’est-a-dire de composantes nulles en y dans et 1
en U Par intégration en temps, ce champ ~ fournit la solution u{t) =
ug -h t~Y{t) = Yol a partir de la condition initiale (Ybj'~0)- Si on prend
r;0 = O, le temps t joue le role de la coordonnée u.

Il suit, de cette définition, que S = x {0}) est une section locale par
le point P, car D~ x {0} est transverse & ~ et 4>est un difféomorphisme
(conservant donc les propriétés différentielles).

. On dit que le voisinage tubulaire B exprimé en les coordonnées (Y~u) G
An-i N [, r] est une « carte de trivialisation » du champ de vecteurs X,
puisqu’en ces coordonnées, X prend l'expression la plus simple possible, a
savoir un champ constant en la coordonnée u.
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Nous allons maintenant établir I'existence de voisinages tubulaires au voisinage
de tout point régulier p d'un champ de vecteurs AT, défini sur une variété M
guelconque de dimension n.

Pioposition 4,5. En tout point régulier p E M d™un champ de vecteurs X, on peut
trouver des voisinages tubulaires.

Démonstration. Par le choix d'une carte contenant p, on peut supposer que X

est défini sur un ouvert U de Choisissons une section locale passant par
le point P image de I'immersion injective 7%, : G D~ t= /) G M, avec
v = 5i,... et '0(0) = p. Soit @ le flot de X. Considérons l'application

définie par : (V) i=in(;,r¢) = ip{wNip{v)). Cette application de classe est
définie, pour ug > 0 assez petit, sur l'ouvert D'’~"x] —uqg”uol. Soit

pour 2= 1,... ,n —1. Comme est une section locale par p, le systéme
de vecteurs {Yi,..., Yi_i,X(p)} est, par la définition 4.7, une base de W™ Nous
allons évaluer la différentielle di~(0,0) sur la base , Q~ i’ U1}’ Comme

(p{0,x) = X, on adi'(0,0)[™] = Yi,pourz=1,...,n -1etd”(0,0)["] = X{p).
L’application linéaire di”(0,0) est donc un isomorphisme linéaire de W™

On peut donc appliquer le théoréme de I'inverse 1-1.3 a au point 0 G :on
peut choisir le disque D/~ et uq tel que  soit un difféomorphisme de classe
sur son image B ¢ U

Il reste a vérifier la relation = X.Ona:

A ) (v,u) = d™Mv,u)[-*]{v,u) = ...
dn, dcp, ,

Comme, par définition, ~(u,'u) = (p(t2'0(u)), cela signifie que (™) = X]™. Ce
qui termine la démonstration.

Remarque 4.7. A cause de la formule (™) = X, on voit que les lignes [v =
constante} sont envoyées sur les trajectoires de X. C’est le flot lui-méme qui sert
a définir la carte de trivialisation locale. On a choisi la carte de fagon que, partant
d’une section transverse au champ, on se déplace le long des trajectoires de telle
maniére que les lignes ainsi obtenues soient, par définition de la nouvelle carte,
des droites paralleles a I'axe On, dans les coordonnées de la nouvelle variable
g= (n,'u) G X [T, r].
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Remanjue 4.8. Le voisinage tubulaire que Mon peut construire, en un point p régu-
lier, est loin d'étre unique et peut étre adapté aux besoins. Au voisinage tubulaire
B = "{Dn4 -r;0,04]) est associée une section locale S = ~Ax {0} et
le temps r = ug. Les deux choix suivants sont intéressants dans la pratique :

(@) On peut choisir S arbitraire et donc, par exemple, aussi large que pos-
sible (cette idée sera utilisée pour construire une section globale du champ,
lorsque cela est possible). En effet, si S est une section quelconque (c’est-a-
dire une sous-variété compacte connexe de dimension (n —1) transverse a
X en chacun de ses points), on peut trouver r > 0 et une boite B difféo-
morphe a S x [—,r] avec "Ix;x{o} = signifie que $(m,0) = m
pour tout m G S). Le voisinage tubulaire S x [—r,r] est un épaississement
de la section locale E. Evidemment, plus S est pris grand, plus r doit étre
choisi petit. Le voisinage tubulaire prend alors la forme d'une large plaque
mince paralléle a la section E (figure 4.7).

Figure 4.7. Voisinage en forme de plague mince. En trait gras, la section E. Le champ X
est signalé par des fleches.

(b) A Tl'inverse, on peut choisir un segment de trajectoire F =
avec r > O quelconque plongé dans U (si I'orbite de p est apériodique, on
peut prendre r arbitrairement grand). On peut alors trouver un voisinage
tubulaire B tel que F =~ ({0} x [, r]), ou {0} G Pour construire un
tel voisinage, on doit prendre une section locale E de diamétre suffisamment
petit, d’autant plus petit que r est choisi grand. Le voisinage tubulaire prend
alors la forme d'un long tube autour du segment de trajectoire F (figure 4.8).

Dans ces deux cas, l'existence du voisinage tubulaire ne peut pas se dé-
duire uniquement du théoréme de l'inverse et nécessite un argument global. Par
exemple, dans le cas (a), on peut appliquer le théoréme de l'inverse en chacun
des points de E, pour montrer que l'application 4> est localement inversible. Elle
sera un difféomorphisme global a condition d’étre injective. Cette injectivité sera
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Figure 4.8. Voisinage en forme de tube. En trait pointillés, le segment de trajectoire F.

vérifiée pour r > 0 choisi assez petit. Elle se déduit du fait que S est une sous-
variété plongée dans M.

. Indice des points singuliers isolés

Définition 4.9. Soit X un champ de vecteurs sur une variété M de dimension n,
et P G M un point singulier de X {X{'p) —0). Dans des coordonnées locales,
X G ouvert de contenant p, telles que p ait pour coordonnées 0, le champ
s'écrit

X{x) = dX{0){x)+o{\\x\\).

On appelle spectre des valeurs propres de X en p I'’ensemble des valeurs
propres de la matrice jacobienne A = dX{0) comptées avec leur multiplicité.

Cette définition est justifiée par le fait que le spectre des valeurs propres de
X en p ne dépend pas de la carte choisie, en effet :

Lejnme 4.1. Par un changement de coordonnées locales en p, la partie linéaire A
est transformée par une conjugaison linéaire A PAP~" oa P ~ GL(n,IR).

Démonstration. Supposons que Y = G{x) soit un changement local de coordonnées
avec, pour simplifier, G(0) = 0. Le champ image Y = G”™{X) est donné par

Y{y) = dG{G-")[X{G-%
En posant dX{0) = A et P = dG(0), on a:
Y{y) = {P + OI\\Y\\)[AIP-\y) + olI2]])] = PAP-\y) + ol lyll).

d’ou il résulte que dY{0) = PAP~". [
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Définition 4.10. On dit que le point singulier p du champ X est non dégénéré
si aucune des valeurs propres de X en p n’est nulle. Cela est équivalent a dire
gue la partie linéaire de X en p, dans tout systeme de coordonnées locales, est
une matrice inversible.

Dans la section 2.3, on a classifié les champs linéaires non dégénérés de
en fonction de la distribution des valeurs propres, en point de selle (si les valeurs
propres sont réelles de signe contraire), nceud (si elles sont réelles de méme signe)
et centre ou foyer (si elles sont complexes conjuguées).

Lenune 4.2. Sip est un point singulier non dégénéré de X, alors ce point est isolé
parmi les points singuliers de X (autrement dity il existe un voisinage W de p
dans M, tel que p soit I'unique point singulier de X contenu dans W).

Démonstration. Restreignons X sur une carte de coordonnées x G O voisinage
de p de coordonnées 0. Dire que p est non dégénéré signifie que dX{0) est une
matrice inversible. On peut donc appliquer le théoréme de I'inverse a I'application
X X{x) au voisinage de p = 0 : il existe un voisinage W de p dans Q tel que
X soit une bijection sur son image. Comme X (0) = 0, on a X(x) 0 pour tout
XeW - {0} ]

Remarque 4.9. L’exemple du champ x-" + montre gu’un point singulier, ici
le point (0,0), peut étre isolé sans pour cela étre non dégénéré.

Nous allons nous restreindre dorénavant aux champs X de vecteurs sur les
surfaces, c'est-a-dire sur les variétés de dimension deux. Pour un point singulier
isolé p de X, nous allons définir un invariant important appelé Vindice de X en
p. Rappelons tout d’abord que si 7/ est un lacet ou chemin fermé de R* —{0}
(donné par une application continue de —R/Z dans R —{0}), on appelle
indice de 7 par rapport a0 *Indo(7), nombre de tours que 7 fait autour de {0},
tours comptés dans le sens direct (le sens direct en mathématique, dit aussi sens
trigonométrique, est le sens inverse a celui des aiguilles d’'une montre).

De maniere plus précise, on peut définir cet indice pour un lacet différentiable
par morceaux par la formule

=a /
oU R™ est identifié avec C (le 0 dans la notation indique que l'indice est calculé
par rapport a l'origine). On vérifie que I'indice du lacet t tourne n

fois autour de I'origine est bien égal a ?i, ce qui justifie cette définition analytique.
La figure 4.9 montre un lacet d’indice 2 par rapport a l'origine.
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Remaique 4.10. Le choix de la paramétrisation du lacet 7 par t vient du
fait que on considére ce lacet comme application de = M/Z, et donc comme
une application périodique de période 1. Evidemment, la formule intégrale (4.2),
et donc la définition de I'indice, sont indépendantes du choix de la paramétrisation
et en particulier de la période. On pourrait par exemple paramétrer 7 par 1 1>
qui est une application de période 2.

On peut étendre la définition de I'indice aux lacets continus, en remarquant
que toutes les approximations différentiables d’un lacet continu 7, suffisamment
C/-proches de 7 ont le méme indice, et en définissant I'indice de 7 comme égal a
I'indice de ces approximations différentiables.

Une propriété capitale de l'indice est d’étre invariant par homotopie. Si
M et N sont deux espaces topologiques et f~g des applications continues

de M dans une homotopie entre f et g est une application continue
F :(xrg) GM X [0,1] I* N telles que f{x) = F{x™0) et g{x) = F{x,l). Si,
par exemple, M est compact et N = on peut interpréter une homotopie
comme un chemin continu entre / et g™ dans l’espace de Banach C(M, des

applications continues, espace muni de la topologie de la convergence uniforme.
On dira que deux lacets continus de M? —{0} sont homotopes, s'il sont définis
par deux applications homotopes (a travers les applications continues de dans

R2-{ Op.

Définition 4.11. Un lacet dans —{(G}, homotope & un point, est un lacet
constant.

Il est clair, d’aprés (4.2), qu'un lacet constant est d’indice nul.

Pwposition 4.6. Si les deux lacets 70 et 71 sont homotopes dans K {0}, alors
Indo(70) = Indo(7i)-
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Démonstration. Soit F \  x [0,1] — {0} une homotopie continue entre
70 7i. On peut approximer F par une application différentiable i7, qui sera
une homotopie entre deux lacets différentiables Fqet Fi, C-proches de 70 et 71
respectivement. Par définition, on a Indo(70) = Indo(Fo) et Indo(7i) = Indo(Fi).
Notons Tu le lacet donné par t e Par la formule (4.2), il est clair
que l'application u ™ Indo(Fr¢) est continue. Comme cette fonction est a valeurs
dans Z, elle doit étre constante. On a donc Indo(Fo) = Indo(Fi), ce qui achéve la
démonstration. =

Remaique 4.11. 1l est facile de montrer qu’inversement, si deux lacets de M? —{0}
ont méme indice par rapport a l'origine, alors ils sont homotopes dans —{0.

Nous allons maintenant définir I'indice d’'un champ de vecteurs en un point
singulier isolé d’une surface :

Déliintion 4.12. Soit un champ de vecteurs X sur une surface et p un point
singulier. Soit U un ouvert de coordonnées d’'une carte, dans laquelle le point
P = O est isolé parmi les points singuliers. On supposera que est difféomorphe

a ce qui n’est pas une restriction. Soit un r > 0 assez petit, pour que le
cercle de rayon r et centré en p = O soit contenu dans 17. Alors I'indice du
champ A en P est égal, par définition, a I'indice du lacet Tr : t de

RN —{(Q} (autrement dit, du lacet obtenu en restreignant les valeurs du champ
au cercle de rayon r, centré a l'origine). Cet indice appartient a Z et sera noté
IndpX.

L'indice ainsi défini est indépendant du choix de r. En effet si ri < \2sont deux
rayons assez petits, I'application F : (t,w) >F{t"u) = X{[uri + {I—u)r2jg¥¥¥) est
une homotopie entre P et F’2 dans R* —{0}. L’indice est aussi indépendant de la
carte choisie, a condition que I'application de carte préserve l'orientation. En effet,
si G : 0 Ir Q' = R™ est un changement de cartes, avec G(0) = O, I'image du cercle
de rayon r sera une courbe simple entourant l'origine et qui tend vers l'origine
lorsque r 0. or, dans le calcul de I'indice, on peut évidemment remplacer le
cercle de rayon r par une telle courbe. Ainsi I'indice Ind™A est intrinséquement
défini, ce qui justifie la notation : Ind™A. C’est de plus, par la définition 4.12, un
invariant local : il ne dépend que des valeurs de X dans un voisinage arbitraire du
point singulier P et, pour le calculer, on peut toujours supposer que le champ est
défini sur R™. Remarquez que I'indice ne change pas si on remplace le champ par
un champ équivalent, et méme si on remplace X par —X. En effet, si Tr est un
lacet de R —{0} associé a X, le lacet —" associé a —X est obtenu a partir du
lacet P~ par une rotation d’'angle t Or deux lacets de R —{0}, différents par une
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rotation, sont homotopes comme il suit facilement de la proposition 4.6. Enfin, si
le point singulier est non dégénéré, I'indice ne dépend que de sa partie linéaire :

Ptvposition 4.7. Supposons que X soit défini sur avec un point singulier non
dégénéré a Vorigine : X{x) = Xaqa{x) + o] Ix]]), ou X g est la partie linéaire de X.
Alors IndoA'o = IndoX.

Démonstration. On peut écrire : X{x) = Xa{x) + |MI6@) ot e : x ~ efx) est
une application qui tend vers 0 pour X 0. D’autre part, puisque X gest donnée
par une matrice inversible, il existe a > Otel que ||Xo@)]] > a]|x|]. Choisissons
r > 0 assez petit pour que @Il < | si IMl < r. Pour tout r; E M, posons
Xu{x) = Xqg+ u]llglIEX). Alors F{t"u) = Xu{rev¥¥) est une homotopie a valeurs
dans M? —{0}, et le résultat suit de la proposition 4.6 et de la définition 4.12 de
I'indice d’un champ. ]

Il est trés facile de calculer les indices des champs linéaires non dégénérés. En
fait, par des arguments élémentaires d’homotopie, il suffit de considérer les deux
cas : Xt = x-~ = y-~. Par exemple, si X = Xx-~ — avec A, ZE et un
point de selle linéaire quelconque de X, la famille Xt = {1 —t)X + pour
O< t < 1, va donner I’'homotopie souhaitée. Appliquons la définition 4.12, alors
I'indice IndoAT+ est celui du lacet t , et I'indice de X - est celui du lacet
11 2™ On adonc : IndoX#+ = #1.

On nommera, dorénavant, un point singulier non dégénéré d'un champ (non
linéaire) selon la nature de sa partie linéaire. Par exemple, un point de selle d’'un
champ est un point dont la partie linéaire est de type selle, c’est-a-dire avec des
valeurs propres réelles de signe opposé. Le calcul de I'indice des champs linéaires

combiné avec la proposition 4.7, permet de calculer I'indice pour un point
singulier isolé général :

Pwposition 4.8. Soit P un point singulier non dégénéré d’'un champ de vecteurs X
sur une surface. Alors IndpX = —1 si p est un point de selle, et il est égal a +1
dans tous les autres cas (la figure f.10).

Par exemple, considérons sur le champ de vecteurs X (x,y) —y-~—sinx”,
qui est le champ représentatif de I’équation du pendule dans I'espace de phase. Ce
champ admet un point singulier en (0, 0) avec comme spectre de valeurs propres :
{i, —94. On a donc que Ind(0™0)» — 1- Le point (0, % est au contraire un point de
selle de spectre {1,-1}. On a donc Ind(o, )-* = “ L

Remanque 4.12. L’indice en un point singulier isolé mais dégénéré peut prendre
des valeurs autres que + 1. Reprenons I'exemple de la remarque 4.9. Soit le champ
X{x,y) = x™ +- pour lequel l'origine de C est un point a la fois
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Foyer quelconque

Ind = -1 Ind = +1

Figure 4.10. Lacets d'indice 2 par rapport & I'origine {0}.

singulier et dégénéré. Alors I'indice de ce champ par rapport a l'origine est égal
a0

En effet, pour calculer I'indice de ce champ, il suffit de calculer I'indice par
rapport a l'origine du lacet j ¢ ™ = (cos 2r«i, sin™ 21ryy (figure 4.11).

_/\X

Figure 4.11. Le domaine d’existence du lacet 7 est a I'extérieur du domaine hachuré.
Evidemment, le cobne de sommet {0} (resp. la demi-circonférence) peut étre choisi avec
un angle au sommet (resp. un rayon) arbitrairement petit.

Or le lacet 7, ne coupant pas le demi-axe des y négatifs : Oy- = {(0,y) G

ly < O}, est homotope dans  —{ O} a un lacet constant, et il est donc d’indice
nul (c’est une conséquence directe, comme on I’a vu, de la définition 4.11). Evi-
demment, le lacet 7 peut étre enfermé dans une région plus petite, mais ce qui va
importer, comme on va le voir, est qu’il soit contenu dans un ouvert homéomorphe
a deR2- {0

L’affirmation qu’'un lacet ne coupant pas Oy- est d’indice nul peut s’établir de
la fagon suivante. Choisissons un homéomorphisme —Oy- > On peut
prendre 02 avec (D) = log(2) (on choisit la branche du log complexe
telle que log(l) = Oetalors iI"NI(M~-{0}) = B={z=x+iyGC|]-] <y<”™}),
et 2 comme étant un difféomorphisme de B sur (42 est trés facile a exhiber)
(la figure 4.12 montre la construction de 7).
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Figure 4.12. L'image de la partie hachurée de la figure gauche par = log(z) est la
bande B non hachurée de la figure droite.

Pour r > 0 quelconque, on définit la fonction ip sur [0, +00) par : (p{t) =
g(t-r)(t-2) pour t G]r,2r[, et par (p{t) = 0 pour t G [0,r] U [2r,+00). Soit main-
tenant : ipit) = Cette derniére fonction est croissante, et a va-

leurs dans rintervalle [0,1]. Elle est égale a O sur l'intervalle [0,r] et & 1 sur
I'intervalle [2r,+00). On lui associe I'application de dans définie
par : hi{x) = ~]Ixl])a. Si Bp désigne le disque de rayon p > O centré a I'ori-
gine de RN on remarque que l'application h\ envoie le disque Br sur l'origine
et est égale a l'identité en dehors du disque B2r- Soit maintenant I'homotopie
H:{x*) G x [01] I H{x*u) = (1 —u)x + uhi{x) G  reliant I'identité
pour r; = O a I'application hi pour u = 1 Comme H{x"*u) = x pour x 0 B2~
I’application

G :(x,u) I G(x,u) = OH{™x)"u)
se prolonge contindment en une application, encore notée G, de x [0,1], a
valeurs dans telle que G(Q,iz) = 0. Supposons maintenant que r soit choisi

assez grand pour que 07(57 C Br. Alors I'application G : (7,'u)  G{"u)
est une homotopie dans M? —{O} entre le lacet 7 et le lacet constant 71 défini
par 1157i(i) = i™~0) G —{0}. Comme un lacet constant dans  —{0} est
trivialement d’indice nul, 7 est aussi d’indice nul.

Si X est un champ de vecteurs a singularités isolées sur une surface com-
pacte M, le nombre des singularités est fini, car tout sous-ensemble discret d’un
espace compact est fini.
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On peut alors définir un indice global pour X en faisant la somme des indices
aux points singuliers :

IndM”~ = MIndp X 1X{p) = 0}.

Dans cette définition, on suppose que IndM~ = Osi le champ X n'a aucune
singularité. Le principal résultat concernant I'indice est le théoreme suivant, dont
on pourra trouver une démonstration élémentaire dans [18].

Tbéoeme 4.1 (Théoréme de Poincaré-Hopf). Soit M une surface compacte. Alors
I'indice IndM-~ dépend pas du champ de vecteurs X a singularités isolées.

Le nombre qui apparait dans I'énoncé ne dépend que de la surface compacte.
Il est clair d’autre part que la compacité est une hypothése indispensable dans
I’énoncé, car sur une surface non compacte, par exemple, on peut trouver des
champs dont tous les zéros sont non dégénérés mais en nombre infini.

On appelle ce nombre la caractéristique d’'Euler de M. Cette caractéristique
est notée A'(M), et le théoréme 4.1 se traduit par la formule de Poincaré-Hopf
pour un champ de vecteurs X, a points singuliers isolés, sur une surface M

N:{M) = IndMX. (4.3)

Il y a bien d’autres facons de calculer et d’interpréter X{M) et, en particulier,
on peut montrer que la caractéristique d’Euler est un invariant topologique, c’est-
a-dire invariant par homéomorphisme, ce qui ne suit pas de fagon évidente de notre
définition (on trouvera une définition directe de X{M), par exemple dans [9]).

Le théoreme de Poincaré-Hopf nous donne un moyen, trés pratique, de cal-
culer la caractéristique d’Euler X{M), en considérant des champs de vecteurs
particuliers sur la surface compacte M. Par exemple, on peut considérer le champ
nord-sud sur la sphére qui a un point source au pbdle Nord, un point puits au podle
Sud, et dont les autres trajectoires vont du pdle Nord au péle Sud en suivant les
méridiens (figure 4.13).

On trouve donc que XSy = 2. Comme le tore posséde des champs de
vecteurs sans points singuliers (par exemple les champs constants non nuis), on a
X{T?") = 0. On peut aussi trouver des champs particuliers sur toutes les surfaces
compactes, mais c’est un peu plus délicat.

Inversement, la formule de Poincaré-Hopf (4.3) donne une contrainte a priori,
sur tout champ que I'on peut mettre sur une surface. Par exemple, si IndM-~ ® 0,
alors tout champ de vecteurs sur M doit avoir des points singuliers. C’est bien
évidemment le cas de la sphere Remarquez qu’un tel champ sur la sphere
a au moins deux points singuliers, si les points singuliers sont non dégénérés.
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Figure 4.13. La sphére coupée selon I'équateur.

Par contre, il existe un champ sur 5%, avec un seul point singulier d’indice égal
a 2, obtenu en compactifiant par adjonction du point oo et en étendant a
équivalence prés le champ ~ de : 'unique point singulier sera le point oo. Le
champ ~ a pour équation différentielle dans la coordonnée complexe 2

z=1 (4.4)

On étudie le voisinage de l'infini en faisant ~  ~ (I'infini correspond a Z = 0).

Dans cette coordonnée Z, I'équation (4.4) s’écrit Z — " Le point infini
est I'unique point singulier du champ ~ étendu a 5™ (voir figure 4.14). L’indice
du point singulier Z = Oest I'indice de la courbe t = NAME)

d’indice 2 (voir formule (4.2)).

a Dans la carte Z

Figure 4.14. Prolongement du champ

On peut étendre le théoréeme de Poincaré-Hopf, ainsi que la définition de
la caractérisque d’Euler, aux surfaces compactes a bord. Par exemple, on a
A' (D) = 1, si est le disque (considérer le champ radial sur D?). Ainsi, tout
champ de vecteurs, transverse ou tangent au bord d’un disque, a au moins un
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point singulier dans le disque. On se servira plus loin de ce résultat en conjonc-
tion avec le théoreme de Poincaré-Bendixson 5.2. En général, sur une telle surface,
la formule de Poincaré-Hopf s’étend aux champs X, a singularités isolées, qui sont
soit transverses, soit tangents a chacune des composantes du bord. Pour calculer
la caractéristique d'Euler d'une surface a bord, il suffit de prendre le double de
la surface, en identifiant deux copies de la surface sur le bord et en prenant le
champ X sur une copie et le champ —X sur l'autre copie, en identifiant les deux
bords par un difféomorphisme (voir la figure 4.15 qui illustre le double du disque
avec pour champ X :le champ radial).

On peut effectuer le recollement de fagon a obtenir un champ différentiable.
Il en résulte que I'indice global de X sur une surface a bord ne dépend que de la
surface. On appelle encore caractéristique d’'Euler I'invariant ainsi obtenu. Il est
évidemment égal a la moitié de celui de la surface double. Plus généralement, si
deux surfaces compactes a bord Mi et M2 ont un bord difféomorphe (c’est-a-dire
si leurs bords ont le méme nombre de composantes connexes), on peut les recoller
sur leur bord commun pour obtenir une surface sans bord M. La caractéristique
d’Euler de cette surface M est alors la somme des caractéristiques de M\ et de M 2.
On considere les champs Xi et X2sur Mi et M2, a singularités isolées, transverses
au bord et se recollant comme un champ de M.

Ainsi, la caractéristique d’Euler d’un disque est égale & +1 : pour le voir, il
suffit de considérer le champ radial + 427~ Qui est transverse au bord, avec
un point singulier de type source a l'origine. Comme le double d’'un disque est
une sphére, on retrouve ainsi que A'(S") = 2. La caractéristique d’Euler d’un
anneau est égale a O, car le double de I'anneau est un tore qui est de caracté-
ristique nulle. Celle du tore moins un disque ouvert est égale & —t (on obtient
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le tore, de caractéristique O, en recollant un disque, et on a vu qu'un disque est
de caractéristique égale a 1).

La caractéristique d’'Euler d’'une surface est en relation avec son genre, le
chapitre 111-4 fera souvent référence a cette notion. Nous allons en dire quelques
mots ici, en nous restreignant aux surfaces compactes, orientables, connexes et
sans bord.

Le genre d’une surface se définit comme suit :

Définition 4.13. Le genre g d'une surface connexe est le nombre maximum de
courbes fermées simples, sans points communs, que I'on peut tracer sur cette
surface sans la déconnecter (c’est-a-dire que le complémentaire de ces courbes
reste connexe).

Concrétement, si I'on considére que la surface est en papier, le genre est le
nombre maximal de découpages (de « coups de ciseaux ») que I'on peut effectuer,
sans que la surface soit découpée en plusieurs morceaux. Il est donc clair que la
sphere est de genre Oet que le tore est de genre 1 (avec un coup de ciseau,
on ne découpe pas le tore (en deux) ; avec deux, on le peut). Cette notion est
topologique : deux surfaces n'ayant pas le méme genre ne sont pas homéomorphes,
ceci permet de distinguer la sphére du tore. Plus généralement pour le « tore a
g trous » T, le genre est précisément égal au nombre des trous. Par exemple,
le tore usuel est le tore a 1 trou T, et, pour g = 2, on obtient une surface
en forme de « bretzel ». Il est d’autre part facile de trouver sur Tg un champ de
vecteurs avec exactement 2g —2 points de selle.

Il en résulte la relation importante reliant la caractéristique d’'Euler X{M) au
genre g de la surface (voir [17]) :

X{Tl) = 2-2g. (4.5)

Toute surface compacte, orientable, connexe et sans bord, est homéomorphe
a l'une des variétés Tg (on considére que est le tore & Otrou Tq) et on peut
montrer que ces surfaces sont deux a deux non homéomorphes [9]. Il résulte donc
de la formule (4.5) que toute surface compacte, orientable, connexe et sans bord,
est caractérisée, a homéomorphisme pres, par son genre ou bien sa caractéristique
d’Euler. Par exemple, pour la sphére 5®, vue comme Tq, le genre est égal a 0 et
A'(S™) = 2; pour le tore T~ = T, le genre est égal a 1 et A'(T~) = O,



RECURRENCE

Soit X un champ de vecteurs sur une variété M. On suppose que X est un
champ de vecteurs a flot complet, c’est-a-dire a flot déflni sur M x M. On veut
s’intéresser au comportement des trajectoires pour t H-00 (ou —o00).

Définition 5.1 (Ensembles cj-limite et a-limite d’un point). Soit X e M. On
note
("™{x) = {y e M \3 {td)i ™ + oo, ip{ti,x)-"y}

et
ax(x) = {y e M \3 {ti)i -00, v}

Autrement dit, I'ensemble a{x) est I'’ensemble uj{x) pour le champ —X. S’il
n'y a pas d'ambiguité, on écrira simplement u{x),a{x).

L’ensemble w-limite du point X est I'’ensemble des limites possibles de points de
la trajectoire par X, pour des t tendant vers + oo (méme définition pour I'ensemble
ct-limite du point X pour des t tendant vers —o00).

Exemples d’ensembles limites.

(a) Considérons le champ de vecteurs linéaire X = —x”™ + y§™- Si mo =
(2¢0,0), on a w{mo) = {(0,0)} ; si mo = (0,r/0), on a a{mo) = {(0,0)}. Tous les
autres ensembles limites sont vides.

(b) L’exemple précédent montre qu’'un ensemble limite u>{m) peut se réduire a
un seul point singulier mo du champ, et alors on a nécessairement que (p{t, m)
mo pour t 2+ Q0. Inversement, si >mo pour t —+o00, alors o'(m) =
{mo} et X(mo) = O(si A(mo) O, l'orbite de mo ne serait pas réduite au point
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mo et serait contenue dans uj{Tno) comme on le verra ci-apres, ce qui contredirait
I’'hypothése que m) mo)* En général, mo " co{x) m) —mo car Lo{m)
n’est pas réduit au seul point mo* Dans la figure 5.1, on montre quelques exemples
d’ensembles a;-limites possibles : un point singulier comme dans I'exemple ci-
dessus, une orbite périodique, une connection de selle formée de 2 orbites (un
point singulier s de type selle et une orbite, dont les 2 ensembles limites sont ce

point ).
0.0) N0 ot
(@ U{n) = (0.0) {0 oj{r) =7 (¢) aimo) = T U {s}
Figure 5.1. Exemples d’ensembles limites.
. Propriétés des ensembles limites

Comme on I'a signalé plus haut : = cxx{x) ; il suffira donc d’étudier
les ensembles u>{x) associés a X. On choisit une distance dist(x,j/) définissant la
topologie de M, par exemple la distance associée a une métrique riemannienne
(voir la définition 1-2.15).

Pmposition5.1. Siy E alors uj{x) — u>{y). Autrement dit, I'ensemble u{x)
ne dépend que de l'orbite 7 de x. Si 784 = 7, on pourra donc noter par 0'(7)
I'ensemble co(x).

Démonstration. Comme y E jX x E jy, il suffit de montrer que x E 'Jy

0j(x) C 0oj{y). Supposons donc que X = g>{r,y) pour un certain r € K (ce qui
traduit que x E 7y), et considérons 2 G 0j{x), c'est-a-dire ; 2 = limjyj(ii,ee) pour
une suite {ti)i -foo. On a (p{U,x) = ip{ti,(p(r,y)) = (pfti + T,y). Comme la
suite {ti + T)i —=-100, on obtient que : z = \imi(p{ti + r,y) E cofy). Ce qui
conclut. ]
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Pmposition 5.2. L 'ensemble u){x) est fermé dans U.

Démonstration. Soit {yj) — Yy avec yj G iv{x). Considérons un n G N quelconque.
On peut trouver j{n) tel que dist(yj(jj).,y) < Pour tout j, par définition de
Uj{x), il existe {tij)i +00 telle que ip{tij,x) yj pour i +00. En particulier,
il existe i{n) € N tel que dist(y?(ij(,j)i(,), X), yj{n)) < Par inégalité triangulaire,
nous obtenons que, pour tout n GN, on a dist(i/p(ij(,)j(,),x),y) < ™ et donc que
y € u{x). m

Remaique 5.1. En fait on a la définition équivalente suivante, pour tout Tq G

M) = n li >r}. (5.1)
T>To

Cette définition montre directement que ui{x) est fermé (comme intersection
de fermés).

Définition 5.2. On dit que K C M est invariant par le flot (p{t™x) si “"t{K) =
(p{ti K) C K pour tout i GM. En appliqguant le difféomorphisme (p-t a cette
inclusion, on obtient que K C (p-t{K) pour tout t. Ainsi, K est invariant par
le fiot si et seulement si fpt{K) — K pour tout t e R. Remarquez que K est
invariant par le fiot du champ X si et seulement s’il est une réunion d’orbites
de X

De la méme facon, on peut définir I'invariance pour les temps positifs ou
pour les temps négatifs.

Proposition 5.3. L ”ensemble ujx (~) “st invariant par le flot du champ X.

Démonstration. Ecrivons ux{”) = oj{x). Si y Gct;(x), il existe une suite {ti)i 00
telle que (p{ti™x) Y\ mais alors, pour tout t fixé, par continuité de ip et la
formule de translation, on a : ~t™y) = \imi(p{t"ip{ti”x)) = \imi (p{t + ti*x) G u{x)
lorsque {ti)i +00. On a donc : (p{t"y) G uifx) pour tout et ceci pour tout
y G (ji{x). Ce qui démontre que ip{t"uj{x)) C fi{x). L]

Ainsi, pour tout t G M, on a Ij{x) = u{(p{t™x)) = (p{t"uj{X)) (transporté de
(1i{X) par ipt).

Pmposition 5.4. Siy E gi{xY* alors a;(y) C u{x).

Démonstration. Cette propriété suit immédiatement du fait que u{x) est fermé et
invariant par le fiot. ]
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La figure 5.1-(c) montre un exemple d’ensemble limite u{m) ou 5 G uj{m) et
uj{s) = {5} *

Remanjue 5.2. Il peut se faire que uj(x) soit vide (cf. X = sur M). Par contre,
si la demi-orbite positive 7+ = X) |i > 0} a une fermeture dans M qui est
compacte, alors nécessairement u)}{x) ™ 0 est compact. En effet, dans ce cas, si
[W)i +00, on peut extraire une sous-suite (i”n))n telle que converge

dans M. D’autre part cuf{x) est compact comme partie fermée du compact /7.
Dans le cas M = il suffit que 7/~ soit bornée.

Définition 5.3. Si K C M est un fermé, on définit la distance de x E M a K
par dist{x,K) = Infy”K dist(x,y).

Comme K est fermé, dist(x,ii) = Osi et seulement si x E K.

Définition 5.4. Soit K un fermé de M. On dit alors que ™Mt™x) — K pour
t +00 si:
dist{(p{t"x)"K) 0 pour t —>+ 00.

On peut encore définir cette convergence de la fagon suivante : pour tout
£> 0 soit Ve{K) —{y ¢ M Idist(y,ii) < e} le ~-voisinage de RT, alors :

(p{t™x) —K {ve > 0, BTgtel que : t>Te=" E Ve{K)}.

Remanque 5.3. Si K\ ¢ K2 sont deux fermés de M et si (p{t"x) K\ alors on
a aussi que <Nt K2. lje plus grand fermé de M avec cette propriété est
évidemment la variété M elle-méme ! L’intérét de la proposition suivante est de
montrer, au contraire, que cj(x) est le plus petit fermé avec cette propriété.

Pwposition 5.5. Soit X E M et supposons que /~ soit compact dans M (rappelons
gue, sous cette condition, uj{x) est compact non vide). Alors g™t,x)

—>u{x) pour t +00 et, de plus, si K est un fermé tel que ™{t,x) K pour
t  +o00, alors UKX) c K. Autrement dit, uj{x) est le plus petit fermé K qui soit
limite de <p{t,x) pour t —+ oo0.

Démonstration. La seconde affirmation est triviale : si K est un fermé tel que
~Mt,x) K pour t — + 00, alors K doit contenir toutes les limites des suites
{<p{ti,x))i, avec {ti)i + 00, c'est-a-dire que 1u{x) C K.

Pour démontrer que (p{tx) —a;(x), faisons un raisonnement par I’absurde.
Supposons que (p{t,x) iv{x). Alors il existe e > 0O et une suite (ti)i —+00
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tels que (p{ti~x) ~ Ve{u{x)). Mais comme jx fI est compact, on
peut extraire une sous-suite convergente de cette suite telle que (pftij™x) y N
Ve{uj{x)). Comme évidemment ti{x) C Ve{oi{x)) on adonc y 0 cj{x) ; or I'existence
de la sous-suite implique que y G U{X)” nous avons une contradiction. Ce qui
démontre la proposition. ]

On voit donc que I'ensemble 0;(x), lorsqu’il est compact non vide, est le plus
petit ensemble qui attire la trajectoire.

Pmposition 5.6. Soit x E M et supposons que qi soit compact dans M. Alors uj{x)
est connexe.

Démonstration. Faisons un raisonnement par I'absurde. Nous savons que uj{X) est
compact non vide. Si u{x) est non connexe, on peut I'écrire comme union de deux
compacts K et L non vides disjoints : 0j{x) = KU L avec fIL = 0. Sie > 0 est
assez petit, Ve{K) fl Vs{L) = 0 et Ve{K) UVe{L) C M est compact. Choisissons
un tel £ Soit B = Ul4(L) U7T C M. Comme (p{t,x) u{x) C B, il
existe un T tel que Mt™*x) EB sit > T. Comme K et L sont contenus dans
(U™ on peut trouver deux suites {U)it'Ni — -foo avec tit[ > T, telles que
G Ve{K) et G Ve{L) pour tout i. On suppose que les deux suites
sont choisies telles que ti < th< pour tout i. Par raison de connexité du
segment d’orbite (/?([ti,t],x), pour tout i il existe un temps & avec U < ri <
tel que (p{ri*x) appartienne au compact C = B —Ve{K) U Ve{l) (si un tel ri
n'existait pas, on ne pourrait pas avoir Ve{K) fl Ve{L) = 0). En extrayant une
sous-suite de ces temps r® on obtient une suite convergente dans C. Il en résulte
que a;(a;)nC ™ 0, ce qui est une contradiction, puisque tj{x) C K(ii)UK(L) C S,
avec inclusion stricte de Ve{K) UVe{L) dans B, entraine que o;(a;) fl C = 0. |

Remarque 5.4. La nécessité de faire I’'hypothése que M soit compacte dans la pro-
position précédente n’'est pas trés intuitive. La figure 5.2 illustre cette nécessité.
Dans cette figure, la trajectoire par x tourne dans le plan en formant une spi-
rale, pour t croissant indéfiniment vers l'infini, en restant confinée entre les deux
droites horizontales paralleles D et D'. Il est clair que qi n’est pas bornée donc
non compacte. L’ensemble Cc;-limite est la réunion de ces deux droites D et D',
réunion qui est un ensemble non connexe.
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Figure 5.2. Si7T n’est pas compact, u){x) peut étre non connexe.

Définition 5.5. On pose :

L+(X) =jjto, L {X)= W  UL-{X).

X X

L'ensemble L{X) est appelé ensemble limite du champ X. Il est invariant
par le flot de X, et c'est le plus petit fermé vers lequel tendent toutes les
trajectoires, aussi bien pour les temps positifs que pour les temps négatifs.

Orbites récurrentes

Soient X GM et l'orbite du champ X,

Définition 5.6. On dit que x est positivement récurrent si x ” Gj{x). Autrement
dit, s’il existe une suite {ti)i +00 telle que (p{ti”™x) —x. Cela signifle aussi
gue, quel que soit le voisinage V de x* quel que soit T, il existe t > T tel que
(p{tjix) G V. Si un point est positivement récurrent, il en est de méme pour
chaque point de son orbite. On dira que l'orbite est positivement récurrente.
La trajectoire d'un point positivement récurrent X revient indéflniment dans
V (pour des temps allant vers +00) : c”est le phénoméne de récurrence.

On définit de la méme fagon les points et orbites négativement récurrents.

Remaique 5.5. Usuellement on dit récurrent pour positivement récurrent. De
méme, pour dire que le point x est négativement récurrent pour le champ X,
on dit souvent que x est positivement récurrent pour le champ —X.

Remarque 5.6. Tous les exemples de points récurrents proposés dans la suite (ré-
currences triviales, flot irrationnel) sont récurrents a la fois positivement et néga-
tivement.
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Exemples triviaux de lecunence

1. Si X(x) = 0 (i.e. X est un point critique), alors a{x) = a{x) = {x} (car on
a évidemment : (p{t™X) = x, pour tout t).

2. 1l est aussi immédiat de voir que si lI'orbite jx est périodique, alors uj{x) =
a{x) = Ix. D'une part comme ”x est compact, on a 0;(x),a(x) C 73. Inver-
sement, si y ¢ 7x, on peut écrire que y —”™{r”*x) pour un certain r ¢ m, et
si T est la période de 77, il s’ensuit que y = (p{t + ¢T,x) pour tout i E Z
On adonc que y ¢ 0;(X) ety ¢ a(x) (prendre U= r + iT" pour i —: 00).

Définition 5.7. Les points singuliers et les orbites périodiques sont appelés or-
bites récurrentes triviales.

Nous allons maintenant détailler un exemple d’orbite récurrente non triviale.

Flot irrationnel sur le tore

Nous allons donner un exemple orbite apériodique dans ou dont la
fermeture remplit une surface, c’est-a-dire une sous-variété de dimension 2. Cette
sous-variété sera difféomorphe au tore T~ obtenu comme quotient de R™ par le
groupe des translations entiéres (voir paragraphe 1-2.1.2).

(1) Construction du flot sur le tore
Rappelons que pour obtenir I'espace quotient ' = on peut se limiter a
un domaine fondamental de I'action du groupe sur , c’est-a-dire un compact
de R™ qui est traversé par chaque orbite de I'action (les orbites sont les classes
d’équivalence de la relation d’équivalence p de passage au quotient). On peut
prendre comme domaine fondamental le carré [0,1] x [0,1]. Le quotient C/p est
obtenu par les identifications sur le bord du carré par les formules : (x, 0 ~ (x, 1)
et (Oy) NI(l,y). Comme C est compact, on obtient un homéomorphisme de C/p
avec T~ Cet espace quotient C/p est donc une représentation topologique de
(figure 5.3).
Pour commencer, nous allons construire un champ de vecteurs sur T~. Rappe-
lons qu’un champ X sur T est déterminé par un champ X sur R”™ invariant par les
X+ m
KJ \y +p
avec (m,p) G Z~. Les orbites de X sont alors les orbites de X considérées dans
I'espace T

translations entiéres de Z”, c’est-a-dire les translations de type
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©, 1 D (1,2)
)
(a;,0) ~ (a;,1)
cylindre
("1,0) (quotient par rapport ay) (O'yZo:e (1’2)
(puis quotient par rapport a x)
on identifie A et B, C et D
Figure 5.3

Nous allons considérer I'exemple particulier d’'un champ constant (champ de
Kronecker) : Xa = dont I'équation différentielle est :

Nous avons »—a i = 0, ce qui signifie que la fonction y —ax est une intégrale
premiere de Xa- Les orbites sont donc les droites de pente a, d’'équation {y —
ax + P}, pour P quelconque dans M (figure 5.4). Selon la valeur de a, on obtient
deux types d’orbites.

B identifié a C, etc.

Figure 5.4

i) Les orbites sont périodiques a ¢ Q (on pose d= ~ avecp G Z, g G N et
P, g premiers entre eux). La période est égale a g : chaque orbite « se ferme » en
faisant g tours dans le sens des x et p tours dans le sens des y, avec une période
égale a g. En effet si x X+ g,onagy=p(x+ g)+ ¢3soit

y=-x+P+p\

comme p est entier, le systéme « se ferme » par une translation de g en x (ce qui
revient dans l'identification précédente par le tore a faire g tours dans le sens des
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X) et une translation de p en y (a savoir p tours dans le sens des y). Par ailleurs,
I'intégration du champ X p donne

=t+ xq

= —+ yo
si m = (xo™yo) G On vérifie facilement que si t G]0,g[, on a :
—m 02z~

ce qui implique que la (plus petite) période est égale a La figure 5.5 illustre le
cas g = 2et P =1 (on tourne deux fois dans le sens des x lorsqu’on tourne une
fois dans le sens des ).

1y

Un tour dans le sens transversal des Y,
01 deux tours dans le sens longitudinal des X.

Figure 55. Cas q= 2,p= L

Pour P et g quelconques, on a intérét a visualiser les orbites tout d’abord dans
le rectangle Tpg= [0,p] x [0,9] C L’'orbite de (0,0) par exemple est la droite
joignant (0,0) a (p, g) (c’est-a-dire y = ~x :on tourne p fois dans le sens des x
lorsqu’on tourne g fois dans le sens des y (figure 5.6)). Ramenée par translations
entiéres dans le carré C —Txg = [0,1]1x [0,1] (le domaine fondamental du quotient

= R~N/Z7), cette orbite est représentée, sip =3 et g = 2, par 3 segments de
droites paralléles. Projetée dans le tore '™, cette orbite coupe 3 fois le cercle
FI = M/Z X {0} et 2 fois le cercle F2={0} x M/Z.

ii) Les orbites sont apériodiques sia Dans ce cas, les orbites ne se ferment
pas. On dit que I'on a affaire a un flot irrationnel sur le tore. L’ensemble des points
de 70Mr1 (ou Pi est le cercle du tore associé a>= Oet 70 est I'orbite par le point
0 = (0,0)) est dense dans Pi. En effet cet ensemble est la projection, dans le cercle
R/Z, de I'ensemble des points G = {m + na](m,n) G Z”} qui est dense dans R, si
et seulement si a est un nombre irrationnel. En effet G est un sous-groupe additif
de R, non réduit a {0}. Si sa fermeture G était un groupe discret, il serait de la
forme Z{T} pour un T /0. On aurait alors G = G et il existerait (m,n) G Z*
tel que m -f na = 0. Ceci signifierait que a serait rationnel, ce qui n’est pas le
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©.2 (3,2)
q fois
0.1 (N
(0,0 (3,0)
P lois

Figure 56. Casp= 3, = 2

cas. D’apres la proposition 4.2, si G n’est pas discret, il doit étre dense dans R. Il
en résulte aisément que l'orbite 70 elle-méme est dense dans le tore : 79 = TA. Le
méme résultat est vrai quelle que soit I'orbite. Chaque orbite de points du tore
est donc dense dans T/.

(2) On peut plonger dans R”

Pour cela, on fait tourner un cercle du plan (x,y) autour de lI'axe Oz (fi-
gure 5.7). On peut ensuite prolonger X g, a irrationnel, a R™ (nous ne le ferons
pas ici). On obtient alors un exemple de champ X dans R™ ayant une orbite apé-
riodique 7, telle que 7 est une surface plongée dans difféomorphe au tore T
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Dans la topologie des orbites apériodiques peut donc étre trés compliquée.
Remarquez que dans I'exemple décrit, chaque boule ouverte de coupant le tore
plongé, intersecte chaque orbite en une infinité d'intervalles ouverts : il en résulte
que la topologie induite par sur chaque orbite est strictement moins fine que
la topologie de M

(3) Plongement du flot irrationel dans
Considérons le systéme mécanique formé de deux oscillateurs linéaires non
couplés. On peut se figurer, par exemple, le systeme formé par deux ressorts
élastiques sans aucune interaction. L’équation différentielle d’'un tel systéme est
formée par lajuxtaposition de deux équations différentielles linéaires du deuxieme
ordre :
¢l +ulixi = 0
2 +@n2r2 = 0N
Les nombres et sont les fréquences des deux équations. On rappelle que

I'on peut passer dans I'espace de phase R” de coordonnées (xi,yi,X2,22) pour
obtenir I'’équation différentielle d’'un champ de vecteurs linéaire :

= yi
yi = -ujixi
(5.2)
(',2 = y2
= _ (~ 272
Ce champ admet deux intégrales premiéres Ei = + 41) et E2 =

Nti2X2 + y2)- Si m = {xi,yi,X2,y2) G est une condition initiale telle que
a= Ei{xi,yi) > Oet 6= £93252/2) > 0, la trajectoire par m est portée par un
tore Tab plongé dans R”, produit des deux ellipses {Ei{xi,yi) = a} Cc R x {0}
et {E2{x2,y2) = b} C {0} X On peut paramétrer Tab par {61,62) G en
posant

/4 Vb
xi = 228001 yi = y/asinGi, X2 = —m

GZCDSOZ) 22 = V”/sin02-

L’équation différentielle (5.2) se restreint sur Tab en I'équation du champ
constant \6\ = U, 62 = WZ2. Ce champ est équivalent (& la division par U\
prés) au champ ou a = ™ est le rapport des deux fréquences. Le flot
du systéme restreint a chaque tore Tab est donc irrationnel dés que le rapport des
fréquences est irrationnel.

Fin de I'exemple du flot irrationnel sur le tore.
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Voici maintenant un théoréme d’existence pour les orbites récurrentes. Ce
théoréme est non trivial car il nécessite l'utilisation du lemme de Zorn (voir par
exemple [13]).

Pwposition 5.7. Si la demi-orbite positive 7/~ est a fermeture compacte dans M,
Vensemble uj{x) contient au moins une orbite récurrente.

Démonstration. On considére I'’ensemble A de tous les compacts invariants non
vides contenus dans u{x). Comme u{x) est lui-méme un compact invariant et
non vide (cf. la proposition 5.3 ainsi que la remarque 5.2), oi\ o A A 0- Dans A
on considere l'ordre partiel d’'inclusion au sens large.
Montrons que A est un ensemble inductif décroissant. Cela signifie que si
KI D K2 D ... est une chaine totalement ordonnée d'éléments, il existe un
élément K £ A plus petit que tous les éléments de la chaine. Pour montrer cette
propriété, il suffit de montrer que K = f]-Ki E A. En effet, K est compact et
invariant comme intersection de compacts invariants. Pour montrer que X 0,
il suffit d'utiliser la définition suivante des ensembles compacts : un ensemble A
est compact, si et seulement si, pour toute famille de fermés de A, dont
toutes les sous-familles finies ont une intersection non vide, on a également que
Fi ~ 0. Ici, pour une chaine totalement ordonnée {Ki}i”j d’'éléments de A,
une partie finie est totalement ordonnée, donc de la forme Ki* 2 ... D Ki™ Il en
résulte que 0=l Ki- = A 0- De la définition de compact rappelée plus haut,
il suit donc que Plig/ Ki A Donc A est un ensemble inductif décroissant.
Alors par le lemme de Zorn”™ on peut trouver un élément minimal K g dans A
(peut-étre non unique). Rappelons qu'un ensemble minimal Kgest un ensemble
qui est tel que si K' C Kg™alors K' = Kq. Puisque K g est non vide, il existe
2 6 Kq. Montrons que 2 est nécessairement récurrent (c’est-a-dire ~ G 0j{z)).
Pour cela, considérons cj(z). C’est un compact invariant non vide : ui{z) ¢ A.
De plus, ZE K g implique que C ATo, car K g est fermé et invariant. Comme

u{2 c aL a u{z) C Kqg. L'ensemble K g étant minimal, il suit que u{z) =
K g et donc que z G o;(z), ce qui signifie que 2 est un point récurrent. Ce qui
conclut. -

Dans les exemples de la figure 5.1, le point (0,0), l'orbite 7 et le point de
selle s sont des orbites récurrentes pour les figures (a), (b) et (¢) respectivement.
L’exemple (c) montre que tous les points d’un ensemble o;-liinite ne sont pas né-
cessairement récurrents (a I’exception de s, aucun autre point de 7 est récurrent).

La proposition 5.7 permet éventuellement de montrer que le champ a des
orbites récurrentes (il suffit que X possede une partie compacte invariante non
vide). Dans le prochain paragraphe, nous aurons l'occasion d’utiliser ce critére
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d’existence pour les champs de vecteurs du plan. Comme la preuve de la propo-
sition 5.7 utilise le lemme de Zorn, elle est non constructive : elle ne donne pas
explicitement une orbite récurrente.

5.3. Récurrence pour les champs de vecteurs
d’un ouvert de la spheéere

Par souci de simplicité, on supposera dans cette section que X est de classe
et de flot complet. Rappelons que les orbites récurrentes trivialement sont les
points singuliers et les orbites périodiques. On a vu avec le flot irrationnel sur
(que I'on peut étendre en un champ de M"Y un exemple de récurrence non triviale.
Au contraire, nous allons voir que, sur toutes les récurrences sont triviales.
Dans ce paragraphe, on supposera que X est un champ de vecteurs déflni sur
un ouvert de la sphére S Un tel ouvert est, soit la sphére toute entiére, soit un
ouvert de En fait, il se trouve que la situation est plus simple pour la sphére,
qui a l'avantage d’étre compacte, et, en particulier, tous les champs de vecteurs
y sont a flot complet par la proposition 4.1. On essayera donc, lorsque cela sera
possible, de se ramener a la considération de champs de vecteurs sur la sphére.
Par exemple, tout champ de vecteurs polynomial de est équivalent & un
champ qui s’étend a la sphére en un champ analytique. Précisons un peu cette
construction. On identifle a C par l'identification habituelle (1,y) ¢ 2=
X + iy ~ C. Nous avons montré, au paragraphe 1-2.1.4, que l'on peut identifler
la sphére 5™ a I'espace projectif P~(C) (voir I'item 5 du paragraphe 1-2.1.3),
déflni par les deux cartes Ml = (C,r), M2= (C,Z), et le changement de carte
Z = ~ déflni pour z E C \ {0}, avec pour image C \ {0} = {Z ™ 0}. La sphére
52 =z c u {00 ou M = {z = 0} dans la carte M2, apparait donc comme la
compactification de C (la carte M1l) obtenue par adjonction du point 0O,
Considérons maintenant un champ polynomial X sur En utilisant la va-
riable complexe z, un tel champ a pour équation différentielle : i = P(™, r), ou
P est un polynéme a coefficients complexes en Supposons que le degré de

P soit égal a n ¢ N. La fonction p(~z/°z" pour Y\ +00 et tend vers

I'infini si n > 1. Cela conduit a introduire le champ de vecteurs X d’équation
différentielle :
P{z,z)
z= 1+ {z2Y (5.3)
Le champ de vecteurs X est analytique en 2, c’est-a-dire réel analytique
en x,y. La fonction 1+ {zz)™ étant strictement positive sur C, le champ X est

Ce°-équivalent au champ X.
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Opérons le changement de cartes z Z — " sur Téquation (5.3). Nous obte-
nons :

1+{zzy

La fonction Q[Z"Z) — ~j est un polyndme de degré inférieur ou

égal & 2n en Z, Z. Le second membre de I'équation (5.4) est donc analytique en
Z, pour tout Z, y compris en Z = 0. Le champ X qui est défini par (5.3) dans
la carte (C,z) et par (5.4) dans la carte {C,Z) est un champ de vecteurs réel
analytique sur *\

On peut aussi prolonger le champ X en un champ défini sur le disque en
identifiant a lI'intérieur de Cela peut se faire a partir de la compactification
sur que nous venons de décrire, en faisant un éclatement du point oo. Cette
opération d’éclatement (ou de désingularisation) sera décrite dans le chapitre Il1-
6. Cette compactification sur le disque est appelée compactification de Poincaré
(voir [25] par exemple).

1. Préambule : le théoréme de Jordan

La propriété topologique du plan qui sera utilisée est la suivante :

Théoréme 5.1 (Théoréme de Jordan : [9], [7] pages 261 & 264). Soit / une courbe
fermée simple plongée topologiquement dans la sphére (cMest-a-dire un homéo-
morphisme de sur son image). Alors j a exactement deux composantes
connexes A et B. Ces deux composantes A et B ont / pour frontiére commune”®
et leurs fermetures A et B sont homéomorphes au disque fermé.

Rappelons que la frontiere dO d'un ouvert O est égale a O —O.
Comme le plan s’identifie a la spheére privée d'un point, le théoreme
précédent est complétement équivalent a la version suivante sur le plan.

Comllaiie 5.1. Soit 7 une courbe fermée simple plongée topologiquement dans le
plan M?. Alors S"™—J a exactement deux composantes connexes : Vune bornée
A et l'autre non bornée B. Ces deux composantes A et B ont 7 pour frontiére
commune et A est homéomorphe au disque fermé.

Remarque 5.7. Le théoreme de Jordan est faux pour les surfaces autres que la
sphére et le plan (autrement dit pour les surfaces de genre supérieur ou égal a 1,
voir la définition 4.13 du genre). Par exemple, le cercle R/Z x {0} C M/Z x M/Z
(le tore de dimension 2) a un complément connexe. On le voit immédiatement en
remarquant que ce complémentaire est égal a 7r* ~(]0,1[), ou west la projection de
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X M/Z sur son premier facteur et ]0,1[ est considéré comme intervalle ouvert
de R/Z.

La démonstration du théoréme de Jordan, pour les courbes simples topolo-
gigues générales, fait appel a des méthodes indirectes de topologie algébrique
(voir [9] par exemple). En effet une telle courbe peut étre assez pathologique :
pensez aux courbes fractales (flocon de Koch par exemple) qui peuvent avoir une
longueur infinie. Par contre, le cas des courbes par morceaux est beaucoup
plus simple, quoiqu’il serait assez long de donner une preuve en détails. Cela
étant, comme nous n’allons utiliser le théoréeme de Jordan que pour les courbes

par morceaux, il semble intéressant d’avoir une idée d’une preuve possible du
théoréme dans ce cas.

Esquisse d’une preuve du théoreme de Jordan
pour une courbe par morceaux

(a) Considérons une courbe par morceaux / dans le plan. Cette courbe
est formée d’'arcs réguliers successifs 7i,...,7£ de classe C® numérotés de
facon cyclique, les arcs /~et 7i|i ayant le point pi comme unique point commun,
(PiT ===jPk) sont les sommets de 7, ce sont les seuls points ou le vecteur dérivé
peut étre discontinu en direction orientée : si I’angle entre les deux cdtés adjacents
d’'un sommet est différent de tt Il peut méme se faire que I'angle entre deux cotés
adjacents en un sommet p soit nul, auquel cas le point p est un point cuspidal de
7 (figure 5.8).

Figure 5.8. Exemple de sommet p cuspidal.

Dans ce cas, comme les arcs /~sont de classe on peut trouver un systéme
de coordonnées locales (a:y) au voisinage de p avec p = (0,0), (a;,y) e B =
[—1,1] X [—1,1], dans lequel les deux arcs adjacents en p, dont I'union est -Bfl 7,
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sont donnés par les graphes de deux fonctions :x G [0,]] [—1,1]. Par
hypothese, on peut supposer que ~(0) = ~(0) = 0, et que, pour tout x ¢ [0,1],
on ait (p{x) < 0 (x). Il est alors trés facile de contruire un homéomorphisme H du
voisinage B dans lui-méme, qui soit I'identité dans un voisinage du bord de B et
qui envoie Br\” sur I'union P des trois arcs suivants : le graphe de ip au-dessus de

[N 1], le segment vertical [™M(7),'0(7M)] X et le graphe de  au-dessus de [ 1]
(figure 5.9).
17
7 0
H

Figure 5.9. L’homéomorphisme H envoie BC\"* sur P. P est indiqué en traits plus épais
sur la partie droite de la figure.

On peut appliquer cette construction a chaque sommet ou I'angle est nul,
c’est-a-dire en chaque sommet cuspidal. Les différents homéomorphismes locaux
se prolongent par I'identité en un homéomorphisme global de JRY qui envoie la
courbe 7 sur une courbe  par morceaux, avec la propriété que les angles a chaque
sommet entre cOtés adjacents sont non nuis. Comme la propriété a démontrer est
invariante par homéomorphisme, il suffit de la démontrer pour une telle courbe
que I'on va encore appeler 7.

(b) On peut approcher cette courbe 7 par une courbe P linéaire par morceaux,
telle quhl existe un homéomorphisme du plan envoyant 7 sur P. Pour construire
cet homéomorphisme, on commence par choisir des points suffisamment proches
sur 7 :ci,... (en y incluant les sommets), de facon que les c6tés correspon-
dants 7i,... ,7/ soient des graphes au-dessus des segments linéaires joignant les
sommets (7" joint gi a gi+i)- Soit 7 la nouvelle courbe ainsi définie. Plus précisé-
ment, en utilisant a nouveau le théoréme des fonctions implicites et la non-nullité
des angles aux différents sommets de 7 (remarquez qu’aux points ajoutés en de-
hors des sommets de 7, I'angle vaut ), on peut trouver une suite de domaines
rectangulaires Ti,... ,T/ dont les intérieurs sont disjoints deux a deux, tels que.
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dans Ti™ I'arc 7/ soit un graphe dans des coordonnées locales. Les cotés de Ti sont
évidemment choisis paralleles aux axes de coordonnées locales et les extrémités
de  sont portées par deux cotés opposés du bord de (figure 5.10).

Figure 510

On peut alors construire dans chaque Ti un homéomorphisme égal a I'iden-
tité sur le bord de Ti et envoyant /~sur le segment linéaire joignant les extrémités
de ce coté. Ces homéomorphismes locaux se prolongent en un homéomorphisme
global de (a support compact, c’est-a-dire égal a I'identité en dehors d'un com-
pact) envoyant la courbe 7 sur la courbe linéaire par morceaux F, construite en
reliant linéairement les points ..., g/. Soit S (F) I'ensemble fini de ces extrémités
(sommets)™ extrémités des segments linéaires (arétes) constituant F.

On peut supposer que la fonction hauteur y n'ait que des extremums isolés
sur F. Ces extremums appartiennent alors nécessairement a S (F). On peut aussi
supposer que les points de S (F) sont a des hauteurs différentes (figure 5.11).
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Une courbe linéaire par morceaux avec ces propriétés sera dite générique. Les
maxima et les minima de la fonction hauteur y alternent le long d’une telle courbe
r que l'on supposera orientée dans le sens direct. La fonction y est strictement
croissante lorsqu’on va d'un minimum a un maximum, et strictement décroissante
lorsqu’on va d’'un maximum a un minimum. Si r, s sont deux points distincts de
r, on notera par (r,5) le chemin linéaire par morceaux entre r et 5 le long de
r parcourue dans le sens direct. Comme la propriété a établir est invariante par
homéomorphisme, il suffira donc de Vétablir dans le cas particulier des courbes
linéaires par morceaux génériques.

(c) Pour commencerJnous allons établir le résultat lorsque lafonction y ma que
2 extremumsJun minimum ym en {xm*ym) et un maximum yM en {xm”Vm)- En
effet, dans ce cas, pour chaque y E]Jym™2m [? u existe exactement 2 points {xi{y)"\y)
et {x2{y)"y) appartenant a Fqg. La réunion des intervalles [xi{y),X2{y)] x {y}
avec les deux points {xm”~ym)i{*M)yM) est un ensemble D homéomorphe au
disque, avec Fq pour bord (il est d’ailleurs facile de construire un homéomor-
phisme explicite entre le disque euclidien et D ; voir figure 5.12).

disque standard

Figure 5.12. Cas a deux extremums. Le disque topologique D est a gauche sur la figure.
Fgest le bord du disque topologique D. Le disque standard est le disque euclidien usuel.

(d) Supposons maintenant que F soit une courbe linéaire par morceaux, généri-
que, telle que la fonction hauteur ait strictement plus de deux extremums (ce
nombre est un nombre pair 2s avec s > 1). Alors, on peut construire un homéo-
morphisme h de JRY a support compact, tel que la courbe h{T) soit linéaire par
morceaux, générique, avec une fonction hauteur ayant deux extremums de moins
gue ceux de F.

Pour ce faire, on choisit, en parcourant F dans le sens direct, un quadruplet
de sommets p, m, M, g avec, par exemple, la configuration suivante :
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1. m est un minimum, M est un maximum, le chemin (p, g) ne contient pais
d’autre extremum dans son intérieur, et (p, m) est une aréte de F (ce qui
n’est pas supposé pour (m, M) et (M, g)).

2. La droite horizontale par m coupe (M, g) en un point intérieur r (ce point
est nécessairement unique).

Figure 5.13. Le disque topologique D est hachuré. Le sous-ensemble L de F est indiqué
en traits plus épais.

3. Si D est le disque topologique ayant pour bord l'union des arcs
(M”r) et le segment horizontal [r, m], alors (p, m) n’est pas contenu dans D
(figure 5.13).

Quoique assez intuitive, I'existence d’'une telle configuration, ou bien d’une
configuration équivalente (obtenue en permutant les rdles ou bien I'ordre du maxi-
mum et du minimum), est probablement le point le plus délicat de la preuve. Nous
admettons cette existence. Nous allons maintenant passer a la construction de h.

Remarquez tout d’abord que le disque topologique D peut couper L C
F — (p,r). Cela suppose que L coupe le segment horizontal ouvert Im,r[ (fi-
gure 5.13). On peut, dans ce cas, trouver un homéomorphisme hi, égal a I'identité
sur un voisinage de (p, r), envoyant F sur une courbe Fi linéaire par morceaux et
générique, avec un méme nombre d’extremums que F, tout en envoyant L dans le
complémentaire de D (figure 5.14).

Le segment horizontal ouvert ]Jm, r[ est maintenant disjoint de Fi. Soit r' un
point sur (r, g), distinct de r. Si r' est choisi assez proche de r, on peut maintenant
trouver un deuxiéeme homéomorphisme n2 qui laisse fixe Fi en dehors de (m,r') =
(m,M) u (M,r') c FI, et qui envoie ce chemin sur le segment linéaire oblique
[m,r'] (figure 5.15). Soit h = h2o0 hi. La courbe F2 = /i(F) est linéaire par
morceaux et générique, avec deux extremums de moins, les points m et M :on a
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Figure 5.14. On prend h\ dans Bi comme indiqué dans la figure, avec h\ = Id dans
Bs —B2 (en notant I'identité par 1d).

remplacé l'oscillation verticale (p, m) U (m, M) U (M, Q) a deux extremums par le
chemin (p, m)U[m, r'Ju(r', g) C Fz, sur lequel la fonction hauteur est strictement
décroissante et donc sans extremum (figure 5.15).

M

Figure 5.15. Deuxiéme étape de I'élimination. On supprime les extremums m et M en
remplacant « {p™"M\Mg) » par « (p , m , »

(e) Comme la propriété, pour une courbe fermée, d'étre le bord d’un disque
topologique est invariante par homéomorphisme, le résultat pour les courbes li-
néaires par morceaux, génériques, suit par récurrence des points (c) et (d). En
effet, partant d’'une courbe linéaire par morceaux, générique, F quelconque avec
21 extrema, on peut construire en appliquant (d) une suite d’homéomorphismes
fil,... qui, appliqués de facon récurrente, diminue de 2 le nombre d’extre-
mums de la fonction hauteur a chaque étape. Si h = h/_i o... 0/, la courbe /i(F)
qui n'a plus que 2 extremums, est le bord d'un disque topologique d'aprés (c).

Grace aux points (a), (b), il s’ensuit le théoréme de Jordan pour les courbes
par morceaux. [
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5.3.2. Théoréeéme de Poincaré-Bendixson

On peut maintenant prouver le Théoréme 5.2

Théoréme 5.2 (Théoréme de Poincaré-Bendixson). Soit X un champ défini sur un
ouvert U C S Alors, X n'a pas de récurrence non triviale (si x est un point
récurrent, alors X{x) = O, ou bien ~st périodique).

Démonstration. Prouvons ce théoréme par I'absurde. Supposons donc que l'orbite
par Xsoit une orbite récurrente non triviale. Cela suppose que X(x) ® 0. On peut
alors choisir un voisinage tubulaire B. Avec un léger abus de notation, on écrira
B = [T, r] XI ou X= (0,0), etsi {u,y) = [, r] x I alors X = -~ sur B.

Comme est récurrente, la trajectoire (p{t, x) revient indéfiniment dans B
et donc sur | par une petite translation en temps; c'est-a-dire que l'on peut
choisir une suite de temps t\ < t2 <e''< U < ..., {ti)i — >0 telle que
Xi = (p{ti,x) G/. On peut supposer {xi)i — >X et comme [~ est supposée non
périodique les X{ = (f{ti,x) sont deux a deux disjoints. On peut, d’autre part,
supposer que t\ est le premier temps de retour sur /, c'est-a-dire que ip(t, x) d/,
pour t g]O7il.

Considérons l'arc de trajectoire I entre x = Qet X\ = ip{t\,x). Soit de plus
a = [x,xi] C I. Comme X\ est le premier point de retour, a M est composé des
deux points X et xi, et (7UI' = C est une courbe par morceaux, homéomorphe
au cercle, qui est incluse dans U C S\ D’apres le théoréme 5.1, la région complé-
mentaire de C dans iS" est la réunion de deux composantes connexes : A\ et A2
(figure 5.16).

Figure 5.16. C est montrée en traits plus épais.

Supposons que A2 soit la composante dans laquelle entre la trajectoire pour
t > et t—ti petit. Montrons que, pour tout t tel que t > ti, on aip(t, x) ¢ A2.En
effet, pour entrer a nouveau dans A\, par raison de connexité, la trajectoire devrait
recouper la courbe C : soit F, soit a. Cela est équivalent a dire qu’il existerait un
T > 0 tel que ipft\ + T, x) ¢ C et g{t,x) ¢ A2 pour t\ < t < t\ + T. Nous avons
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les deux possibilités suivantes : + T,X) G F ou bien + T,Xx) G a. Nous
allons montrer que ces deux possibilités sont impossibles.

Dans le premier cas, on aurait unt’, O< t' < tel que X) = ip{t\+T"x)
et donc +ti-1\ x) = X Comme T + > 0, l'orbite  serait périodique,
ce qui n’est pats le cas, car nous avons supposé que la récurrence par X était non
triviale.

La deuxieme possibilité serait que ip{t\ + T, x) G o Alors, pour tout ry > 0
assez petit, + T - rj,X) appartenant a A2, serait contenu dans le voisinage
tubulaire S, a droite de I. Cela implique que + T,x) = + T,X))
aurait une composante négative ou nulle le long de ce qui n’est évidemment
pas le cas.

Nous venons de montrer que t™x) G A2 pout t > ti. Montrons maintenant
que cela est en contradiction avec I’hypothése (x) —x. Cette hypothése signifie
que, si i est assez grand, Xi = (p{ti,x) G / sera tres proche de x. Pour un tel
point Xi et si 7> 0 est assez petit, on a (>(—77, Xi) G Ai et donc qfti —rj™x) G Ai
(figure 5.17).

Figure 5.17. A2 (resp. Ai) est la partie hachurée (resp. non hachurée).

Mais évidemment, pour un indice i assez grand, {U—7j > ii, ce qui implique
que ip{ti —ri”X) G A2 comme nous l'avons vu ; on arrive a une contradiction car

Al et A2 sont disjoints. Ce qui démontre le théoréme. |
Remarque 5.8. 1. Un ouvert U de peut étre considéré comme un ouvert de
57N = U {00 Le théoréme 5.2 est donc vrai pour un champ X défini sur

un ouvert U C MY, et en particulier pour U = M2,

2. La méme démonstration, que celle utilisée dans le théoréeme 5.2, permet de
montrer que, si | est un intervalle transverse au champ, et si une trajectoire
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X) coupe | pour une suite d’instants successifs t\ < ... <ti < ... en des
points Xi = (p{ti™x) (éventuellement une infinité de fois), alors I'application
ti —Xi est monotone : la trajectoire doit nécessairement tourner en formant
une spirale (figure 5.18).

Figure 5.18. lllustration du théoréme de Poincaré-Bendixson : comportement en spirale
de I'orbite par un point X non récurrent du champ.

5.3.3. Applications du théoreme de Poincaré-Bendixson

Le théoreme de Poincaré-Bendixson est I'outil principal que I'on peut utiliser

dans I'étude qualitative d'un champ de vecteurs sur un ouvert du plan. Nous
allons en donner deux exemples.

Existence d’'orbite périodique

Le premiére application concerne la recherche des orbites périodiques. Elle a

été invoquée dans l'introduction de cet ouvrage.

Pwposition 5.8 (Piege a orbite périodique). Soit X un champ défini sur un voisi-
nage d’'un anneau A (c’est-a-dire d’une région compacte difféomorphe a S”x [0, 1).
Supposons que X soit sans singularités sur A et entrant dans A le long de dA.
Alors, X a au moins une orbite périodique dans A (figure 5.19).

Démonstration. Le champ X est défini sur un voisinage ouvert U de A. On peut
supposer que X n’a pas de zéros sur U. Soit x G 17 et 7~ la demi-trajectoire
positive. Puisque le champ est entrant sur I'anneau, les trajectoires ne peuvent
pas en sortir et donc /A~ C A => jx C A. D’aprés la proposition 5.7, 7T, qui
est non vide et compact (comme fermé du compact A) contient des points récur-
rents y. Comme U est un ouvert de et que, par hypothese, X{y) ¥ O pour
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Figure 5.19

tout y G A, il suit du théoréme de Poincaré-Bendixson que 7~ est périodique
dans A. m

Le type de preuve ci-dessus (de I'existence d’une solution périodique) est de-
venu classique dans la théorie des systemes dynamiques : elle a été utilisée par
exemple pour I’équation de Van der Pol. Le point difficile est de repérer un anneau
adéquat pour le champ.

Théoréme du grand voisinage tubulaire

Théoréme 5,3, Soit X un champ défini sur un voisinage d*un rectangle curviligne T
de sommets AABAC”D (c’est-a-dire que T est un domaine difféomorphe au carré
[0,1] X [0,1]~. On suppose que les cotés AB et DC sont des arcs de trajectoires™
gue le champ est transverse et entrant dans T le long du coté AD et transverse
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et sortant de T le long de BC (figure 5.20). On suppose de plus que X na pas
de zéros dans T. Alors T est, a équivalence prés, un grand voisinage tubulaire
pour X au sens suivant : il existe un difféeomorphisme  du carré [0,1] x [0,1] de
coordonnées {u,v) sur T qui envoie le champ constant ~ sur un champ fX (ou
f est une fonction de classe et positive).

Démonstration. Supposons que le c6té entrant AD soit paramétré par une applica-
tion UG ]0,1] avec u{0) = D et z/(I) = A. Pour tout v, la trajectoire de
X par X—1i'{v) doit quitter T en un temps fini t{v). En effet, dans le cas contraire,
I'ensemble limite d{x) serait un compact non vide contenu dans l'ouvert U, inté-
rieur de T. Par la proposition 5.7, cv{x) doit contenir une orbite récurrente 7 qui,
d’'aprés le théoréme de Poincaré-Bendixson appliqué a U, est un zéro de X, ou
bien une orbite périodique. Le premier cas est exclu par hypothése. Si, d’autre
part, { était une orbite périodique, elle serait le bord d’'un domaine D deU difféo-
morphe au disque (I'intérieur de D est la composante connexe bornée de 7,
donnée par le théoréme de Jordan). Le champ X, qui est tangent au bord dD = 7,
devrait avoir au moins un zéro dans D (en effet, le disque D compact a une carac-
téristique d’Euler égale a 1, le champ X doit donc avoir un point singulier dans
D en vertu du théoréme 4.1 de Poincaré-Hopf).

La fonction t w t{v) est de classe comme il suit facilement du théoreme
des fonctions implicites (on reviendra sur ce point a propos de I'application de
Poincaré, qui sera définie dans le chapitre 6). D’autre part t{v) > 0 pour tout
V G [0,1] (remarquez aussi que ip{t{v),u{v)) G BC). Considérons maintenant

I'application  : {u,v) G [0,1] x [0,1] définie par 5™(u,u) = ip{ut{v),v{v)).
Si U ~u', on aura pour tout u,u’ que 17(iz,u) / Il en résulte que  est
un difféomorphisme qui envoie le champ ~ sur le champ /X, ou / est définie par
f{™u,v)) =t{v). m

Le théoreme précédent permet d’établir la trivialité du portrait de phase sur de
grands domaines : en effet, elle fournit un difféomorphisme du carré sur le rectangle
curviligne T, en envoyant un champ constant sur un champ équivalent au champ
X. Son intérét est que les conditions du théoréeme sont de nature topologique,
puisqu’elles portent : sur le fait que le domaine est homéomorphe au disque,
sur le comportement du champ sur le bord du domaine, enfin sur I'absence de
points singuliers dans le domaine. Il est relativement facile de I'étendre & d’autres
situations similaires. Par exemple, si le domaine considéré est difféomorphe a un
disque D et que le champ de vecteurs, sans singularités sur un voisinage de D,
n'a que deux points de contact avec le bord dD, pour lesquels la trajectoire a
un contact quadratique et est située localement a I'extérieur de D, comme il
est montré sur la figure 5.21. On dit que deux courbes de ont un contact
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5.3
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quadratique en p, s’il existe un difféomorphisme local de en p envoyant : p sur
I'origine, une des courbes sur I'axe des X et I'autre sur le graphe d’'une fonction
y = ™x), telle que (p(0) =~(0) = 0et ~(0) ~ 0. Une autre conséquence facile
du théoréme est que, si un champ X est défini dans un voisinage d'un anneau
A, sans point singulier, transverse entrant a A sur une composante Ci de dA™
transverse sortant sur I’autre composante C2 et avec un arc de trajectoire joignant
Cl avec C2, alors il existe un diffécomorphisme  de [0, 1] x 5°, de coordonnées
(¢, v) avec u E [0,1] et E *5 tel que X sur A = i~([0,1] x 57) soit équivalent au
champ constant On trouvera un exemple d'application du théoréme du grand
voisinage tubulaire dans la preuve du théoréme 111-4.2.

Figure 5.21. Aux points a et 6la trajectoire du champ a un contact quadratique avec dD.

4. Vers la théorie de Poincaré-Bendixson

Le théoréme 5.2 est le point de départ de la théorie de Poincaré-Bendixson,
qui vise a la classification des ensembles limites des champs de vecteurs sur les
ouverts du plan (voir [21] par exemple). Nous nous contenterons de montrer que,
dans le cas ou I{x) contient une orbite périodique, on peut préciser davantage le
comportement de la trajectoire par Xx.

Pioposition 5.9. Supposons que 1i{x) contienne une orbite périodique 7 . Alors
u{x) = 'y ou bien, ce qui est équivalent : (p{t,x) ~ 7 pourt 00.

Démonstration. Soit y E 7 C uj{x). On peut trouver un segment | transverse a
X au point y (figure 5.22). Les intersections de avec | forment une suite or-
donnée de points Xi, définis par (p{ti,x) = Xi pour des temps U, adhérente a .
En vertu de la remarque 5.8, la suite {ti)i est monotone et tend en croissant vers
I'infini (rappelons que cette remarque peut étre établie par des arguments tout
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a fait analogues a ceux utilisés dans la démonstration du théoréme de Poincaré-
Bendixson). L'orbite 7 étant périodique est compacte. En utilisant cette propriété
de compacité de 7, on peut alors établir que, si di est la distance entre le seg-
ment d’orbite Ti entre les points consécutifs Xi et Xi+i et I'orbite 7, la suite {di)i
tend vers 0 quand i tend vers +00. Comme pour t > 0 atssez grand le point

appartient a la réunion des segments P il s’ensuit que ™Mt"x) —7 pour
t +00. 1

Figure 5.22

Remarque 5.9. Ce résultat est valable pour tout champ en dimension 2 sur une
surface quelconque.

Par contre, si uj{x) contient un point critique et si uj{x) est supposée compacte”
la situation est beaucoup plus compliquée (on sait que u{x) ne peut pas contenir
d’orbite périodique en vertu de la proposition 5.9). Par exemple, la théorie de
Poincaré-Bendixson permet de montrer que si X est analytique et que tous ses
zéros sont isolés, alors uj{x) est un polycycle singulier P (aussi appelé graphique)
qui est une réunion finie de points singuliers connectés par des séparatrices qui sont
des trajectoires tendant vers des points singuliers pour t —> dzoo. Evidemment,
F peut aussi se réduire a un seul point singulier. Le paragraphe précédent et la
proposition 5.9 sont les premiers pas dans cette théorie de Poincaré-Bendixson.

Ainsi, par exemple, si le champ X est entrant dans le disque et si X est analy-
tique a zéros isolés, on connait tous les ensembles u possibles : orbites périodiques
(si Uj{x) ne contient pas de zéros isolés) ou polycycles (figure 5.23). Dans tous
les cas, la trajectoire tend vers uj{x) comme il a été dit a la proposition 5.5. Ce
résultat n’'est pas facile a démontrer mais il donne toute la phénoménologie du
comportement des solutions des champs de vecteurs des ouverts de la sphére.
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point singulier

Figure 5.23. Exemples d’ensembles limites.

On trouvera plus de détails sur la théorie de Poincaré-Bendixson, ainsi que
d'autres exemples de polycycles dans [21].
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6

ORBITES ET CHAMPS PERIODIQUES

Dans ce chapitre nous étudions le comportement du flot d’'un champ de vec-
teurs (autonome) au voisinage d'une orbite périodique 7p. Une fois choisie une
section S a l'orbite par le point p, telle qu’elle a été déflnie dans le chapitre 4, on
peut déflnir I'application de retour h sur la section, aussi appelée application de
Poincaré : cette application est le premier retour sur S des trajectoires issues de
points de S. C’est un difféfomorphisme défini localement sur S au voisinage du
point p. On peut lire sur I'application de Poincaré toutes les propriétés locales du
flot au voisinage de 7p, & équivalence preés.

Certains champs de vecteurs ont des sections globales (voir section 6.2), cou-
pées par toutes les trajectoires. Une fois choisie une section globale S pour un tel
champ, on peut définir I'application de Poincaré globale h qui est un difféomor-
phisme de la sous-variété S de codimension 1 sur elle-méme. En fait, un difféo-
morphisme h d’une variété S définit une dynamique discréte par itérations (on
introduit succintement cette idée dans le présent chapitre ; ce point de vue consis-
tant a considérer un difféomorphisme comme une dynamique, sera amplement
développé dans le tome 2). On peut lire sur le difféomorphisme h toutes les pro-
priétés du flot du champ, examiné a équivalence pres. Par exemple, les orbites
périodiques du champ sont en correspondance biunivoque avec les orbites pério-
digues de h. La correspondance entre champ avec section globale en dimension n
et diffSomorphisme en dimension n —1, admet une correspondance inverse : on
peut suspendre tout difféomorphisme en dimension n —1 en un champ de vecteurs

avec section globale en dimension n.

A un champ de vecteur non autonome X{x”t) dépendant périodiquement du
temps, et défini « spatialement » sur une variété M, on associe un champ auto-
nome X + ~ | en considérant le temps t comme une variable supplémentaire (voir
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chapitre 1). A cause de Japériodicité, ce champ passe ai“quotient sur la variété
M X en un champ X. Si X est complet, le champ X admet M x {0}, par
exemple, comme section globale. L’étude du champ non autonome X se rameéne,
de cette fagon, a I'étude de la dynamique discrete sur M, obtenue par I'intégration
de X sur une période.

Dans la suite, et comme dans les chapitres précédents, on appellera champ
de vecteurs un champ de vecteurs supposé autonome, sauf mention expresse du
contraire.

6.1. Orbites périodiques
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Soit X un champ de vecteurs défini sur une variété M de dimension n. On le
suppose (quoique suffise dans la suite). On rappelle que @ désigne le flot
de X. Par commodité, on suppose aussi que le flot est complet, c’est-a-dire que

X) est défini pour tout (i, x) c Mx M.

On suppose que /p est une orbite périodique du champ X. Considérons une
section S au champ X, contenant le point p dans son intérieur (figure 6.1). La
notion de section a été définie dans le chapitre 4 de cette partie. Rappelons qu’une
section, pour un champ X dans une variété M de dimension n, est une sous-variété
difféomorphe au disque ouvert de dimension n —1, transverse au champ en chacun
de ses points. Pratiquement, on peut construire des sections par tout pointp EM
ou X{p) ™ 0, en restreignant le champ a un ouvert de carte contenant le point p.
et en choisissant pour section un disque dans un hyperplan H transverse
en P au vecteur X(p), dans I'image de la carte (un ouvert de

Figure 6.1. Le voisinage ouvert W est I’ensemble ombré. Dans cette figure, E est plongée
dans M.

Pour étudier le voisinage de I'orbite périodique 77 on va lui associer une
application d'un voisinage W de p dans E, a valeurs dans S. Cette application
est dite application de Poincaré ou aussi application de premier retour pour une
raison évidente de définition.
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Nous établissons tout d’'abord I'existence d'un temps de premier retour des
trajectoires issues des points de E, assez proches du point p :

Pwposition 6.1. Soit 7/ une orbite périodique de période (minimale) p ™" et T,
une section locale par p. On suppose que

71s = {p}, (6.1)

ou S désigne lafermeture de S dans M. Alorsj on peut trouver un voisinage ouvert
W dep dans S et une fonction t:x EW telle que t{x) soit le temps
de premier retour de la trajectoire ~(t"x) sur S (c'est-a-dire que ip{t{x)"x) G E
et (f{t"x) ~ E pour 0 <t < t{x)). Evidemment on at(jp) = T.

Coinmentaiie. L’'hypothése 7 périodique, p G 7, interdit que X{p) = 0 (propo-
sition 4.3), et donc il existe une section locale par p (proposition 4.4). La pro-
position 6.1 implique, par continuité, que X{(p{t{X),x)) 0 pour x G VF, W
suffisamment petit, et que la trajectoire (p{t{x)x) est transverse a W pour x e W.

Démonstration. Soit un voisinage tubulaire (5, < autour du point p, ou $ est un
N

difféfomorphisme de pn+ r, r[ sur B (voir figure 6.2). On peut supposer que

ANn-i N ¢ remarque 4.8 pour la discussion de la possibilité d’un

tel choix) et que E fI 7 ={p}, grace a (6.1). Puisque T > 0 est la période de 7, il
vient (p(T,p) = p et
(p(1O,T1,p)nE = 0, (6.2)

si0< T'< T. Choisissons T' tel que T r < T' < T. Le point ip{T\p) est dans
B a gauche de E.

Figure 6.2. Le voisinage tubulaire B est le domaine ombré de la figure associée au cas

unidimensionnel.

189



Chapitre 6. Orbites et champs périodiques

190

Par continuité, il existe un e > 0 tel que pour \X\—PN\ < e et )x G S, on ait
G int B et soit a gauche de S.
Soit W = {x ET,nB \|pxk—p I < e} c S. Il suit de (6.2), que Non peut choisir
e assez petit pour que
(*(10, T, x)ME = 0, (6.3)

pour tout Xe W.

Soit U: B [T, r] la fonction définie par u{m) = no ® (1) ot ® = et
‘Fest la projection F(kr;) = u. Remarquez que on passe du point m GB a la
section E en un temps —u{m). On pose alors, pour x G P,

t{x) =T" -u{ip{T",x)). (6.4)

Cette fonction est évidemment C”. D’autre part, on a ip{t{x),x) G E (fi-
gure 6.3). En effet

(p{t{x), x) = ip{-u{(p{T", x)) + T, x) = cp{-u{ip{T\ x)), ip{T\ X))

appartient a E, comme il a été remarqué plus haut.

Figure 6.3. llustration de la formule (6.4). En trait gras le temps t{x).

Le temps t{x) que Von vient de définir est le temps de premier retour. En effet,
comme ip{T\x) est a gauche de E, on a u{<p{T\x)) < 0 et donc

(6.5)
Comme 7?(]0,i(a:)[,&) = ¢5@0.7'1.x)u (2o, —u{ip{T",X)[,ip{T",x))™ on a donc

que Y0 i(a;)[, x) fl S = 0, en vertu de (6.3) et de (6.5). Le fait que t{p) = T suit
directement de la condition (6.1). .
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Remaique 6.1. La condition (6.1) est 1a pour assurer que le temps de retour t{p)
soit égal & la période T, et aussi que le temps de retour soit continu en p. Cette
condition peut se réaliser en choisissant une section en p assez petite. Remarquez
que si cette condition n’est pas remplie, il peut se faire que (/?(]O,T[,p) fl dT, ~ O,
ou = S —S est le bord de S. L'application t \ t{x) sera alors discontinue
en p. En effet la condition ci-dessus signifie qu’il existe une valeur Ti, 0 < Ti < T
telle que (/p(Ti,p) & On peut alors trouver un point p\ de S, arbitrairement
proche de p, pour lequel le temps de retour est proche de T, et, inversement, un
point p2 arbitrairement proche de p, pour lequel le temps de retour est proche
de TI, d'ou la discontinuité du temps de retour. Cette pathologie peut arriver
pour certaines sections trop grandes du champ (figure 6.4).

Figure 6.4. lllustration de la discontinuité éventuelle du temps de retour si la section
est trop grande.

Nous allons maintenant considérer Vapplication de premier retour on applica-
tion de Poincaré associée au premier temps de retour d’'une orbite périodique.

Pwposition 6.2. Soit W le voisinage de p dans S comme dans la proposition 6.1.
On définit I'application h : W T, par h{x) — p{t{x)™x). Alors h est un
difféomorphisme (aussi différentiable que le champ X si ce champ est de classe
de différentiabilité finie), de W sur son image h{\V) C S (voir figure 6.5).

Démonstration. Comme la fonction temps de retour t : X t{x) ainsi que le flot
(f{t,x) sont (voir la preuve de la proposition 6.1 et le théoreme 3.4 car le
champ X est supposé - dans ce chapitre - C°°), I'application h est également de
claisse C/. 1l reste a prouver qu’elle admet un inverse différentiable.

L'idée est de considérer le champ —X. Il est trivial de constater que si (p{t,m)
est le flot de X, alors "if{t,x) = (p{—t,m) est le flot du champ —X. Il en résulte
que, partant de y = h{x), on atteint x par le flot au temps —t{x) et que ce
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temps est le temps de premier retour pour le champ —X, a partir du point V.
Donc si ff(y) est I'application de Poincaré de —X relative a S, A est définie sur
h(W) et
H(y) = Ho h{x) = x, Yxe W,

Autrement dit, H est donc I'inverse a gauche de h (figure 6.6).

En inversant I'argument, on obtient que h(x) = ho H{y) —y, pour tout
y e h(W)™ ce qui signifie que H est aussi inverse de /r a droite et donc que
h ei H sont des applications inverses I'une de l'autre : H = h~" sur W. L’ap-

plication H est en tant qu’'application de Poincaré du champ —X et donc
h est un difféfomorphisme de W sur h{W). Ce qui conclut la preuve de la
proposition. [ ]

Définition 6.1. On appelle application de premier retour ou application de
Poincaré relative a la section E, l'application de W dans S définie par
h{x) = (p{t{X)"™X). Pour tout X e W le point h{x) est donc la premiére in-
tersection pour les temps croissants de la trajectoire de x avec E (figure 6.5).

Remaique 6.2. On peut faire les observations suivantes a propos de I'application
de Poincaré :

1 L’application h dépend des choix de E et de PP c E, et W doit étre choisi
assez petit. On peut dire que l'application de Poincaré est une définition
purement locale.

2. Généralement h{W) n’est pas inclus dans W (cela pourra étre, par exemple,
le cas si I'orbite 7 est asymptotiquement stable, au sens oll on le définira dans
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le prochain chapitre). Aussi, on ne peut pas prendre, en général, W = T,
méme si la section S est choisie petite.

3. L’application de Poincaré h ne dépend pas des trajectoires mais seulement
des orbites (malgré le fait que la définition utilise le fiot (/?), car on peut
justement définir h comme le premier point d’intersection, autre que >, de "X
avec S, lorsque I'on parcourt jXx dv's le sens des t croissants. Ainsi, puisque
X et fX (ou f{x) > Oet/ est ont les mémes orbites (proposition 3.5),
ces deux champs de vecteurs ont les mémes applications de retour (définies
pour les mémes VP et S).

On peut généraliser les notions de temps et d’application de retour, en définis-
sant des temps et des applications de transitions entre deux sections locales a une
orbite quelconque, non nécessairement périodique. Soit Si et S2 deux sections
locales, respectivement par deux points différents pi et p2 choisis sur la méme
orbite 7. Il existe un plus petit temps T12 > 0 pour aller de pi ap2- On suppose
aussi que

A[0TiZ,P) NsS2= P2

De la méme facon que plus haut, on peut montrer que si Wi est un voisinage
ouvert assez petit de pi dans Si, il existe un temps de (premiere) transition
N2(™) de classe qui est le temps minimal pour aller de % G WPi a S2 (on
a évidemment (12(~1) = ~12)- On définit ensuite une application de transition
entre Wi et S2 par huix) = ~{ti2{oc)"x). Cette application de transition est un
difféomorphisme de WA sur son image dans S2.
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Le point hi2{x) est le premier point d’arrivée pour les temps positifs sur E2,
de la trajectoire par x e W\. L’application h\2 ne dépend que des orbites, car
c’est le passage d'une section & une autre le long d’'une méme orbite dans le sens
des temps croissants. Si Ei,E2, et E3 sont trois sections consécutives, on aura
évidemment I'égalité /113(x) = h2M{x) o /112(x) sur un voisinage assez petit de p\
dans ElI.

Supposons a nouveau que l'orbite 7 soit périodique et soit pi,p2 ~ 7 - Si h\
et h2 sont des applications de Poincaré relatives & Ei et E2, h\2 une transition
de El dans E2, /121 une transition de E2dans Ei (définies au voisinage de p\ et p2
respectivement), on a la figure 6.7 et les égalités vérifiées localement au voisinage
de pi,P2 respectivement :

h\ = /i2i Oh\2
h2 = h\2 Oh2i °
d’ou il suit
M2 o/il = 12 01/i12)
ce qui s’écrit aussi
h2 = h\2 oh\o . (6.6)

La formule (6.6) correspond au diagramme de commutation (6.7).

Si Si
e hi2 (6.7)
/.

hi2

Figure 6.7

Le dififéomorphisme h\2 est une conjugaison entre h\ et /12, sur des voisinages
assez petits de pi et p2- Si I'on identifie localement les sections, le difféomorphisme
de conjugaison hi2 peut étre interprété comme un changement de coordonnées qui
transforme hi en /12-

Lorsque deux difféfomorphismes different par conjugaison, nous verrons qu’ils
ont les mémes propriétés dynamiques. Comme le choix de la section locale E
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est arbitraire, les propriétés qui ont un sens, qui sont intéressantes, sont celles
qui s'affranchissent de cet arbitraire ; c’est-a-dire que les bonnes notions relatives
a h sont celles qui sont invariantes par conjugaison™ et ce sont celles que l'on
va exclusivement étudier. Par exemple, la stabilité d’'une orbite périodique, les
multiplicateurs de Floquet, sont invariants par conjugaison, c’est-a-dire que ce
sont des propriétés ou quantités qui sont indépendantes du choix de la section
locale.

Commentaire : utilité de I'application de Poincaré

L’application de Poincaré sert a I'étude des propriétés locales du champ de
vecteurs au voisinage de l'orbite périodique 7. Naturellement toutes les proprié-
tés locales ne seront pas obligatoirement détectables par cette application. Par
exemple, notons que I'application de Poincaré h « ne voit pas » le temps de retour
(puisque deux champs multiples I'un de I'autre par une fonction / > Oet ont
méme application de Poincaré /i, mais ils n'ont pas nécessairement le méme temps
de retour). Par exemple encore, I'application de Poincaré ne pourra pas fournir la
valeur des périodes des orbites périodiques coupant la section.

Par contre, toute propriété locale invariante par équivalence du champ est, par
définition, détectable par h (locale signifie ici : ne dépendant que de la donnée du
champ dans un voisinage arbitraire de I'orbite périodique). Les propriétés locales
en question seront celles qui sont invariantes par conjugaison de I'application de
Poincaré, car pour étre intéressantes, elles doivent étre indépendantes du choix
de la section. Voici quelques exemples.

1. La stabilité d’'une orbite périodique s'étudie grace aux valeurs propres de h
qui sont appelés les multiplicateurs de Floquet] or ces multiplicateurs sont
invariants par conjugaison, et donc indépendants du choix de la section
locale. On reviendra sur cette question dans le prochain chapitre. Le lecteur
peut s’en convaincre en considérant, par exemple, des systémes linéaires.
Les applications ai, /12 et hi2 sont alors représentées respectivement par
des matrices A, B et S, et la relation (6.6) se traduit par A = SBS~";
les matrices A et B sont semblables et ont mémes valeurs propres. Nous
étudierons la stabilité des orbites périodiques dans le prochain chapitre.

2. Certaines des orbites périodiques voisines de I'orbite périodique considé-

rée sont détectées grace a h. On dit qu'un point X est k-périodique pour
h--W 2~ T six, h{x),h"-\x) GW avec h"{x) = &et h"{x) ™ x pour
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Dans cette définition, on note par bl I'itéré j fois de /i,

c'est-a-dire : bl= ho ho ... oh.
j fois

Remarquez que lI'on pourrait ne pas pouvoir itérer h indéfiniment et méme
une seule fois, car pour certains x G on peut avoir h{x) ~ W. D’autre
part, cette propriété de retour dépend du choix de W, choix qui a un ca-
ractére arbitraire. Il n'y a que le point p que l'on peut & coup sQOr itérer
indéfiniment par /r, car h{p) = p.

Si X est un point fc-périodique de h, I'orbite 7~ de X qui lui correspond est
évidemment elle-méme périodique de période

Tx = t{x) + t{h{x)) + ... + t{h™~"x)).

Evidemment Tx est approximativement de I'ordre de AT, car pour X voisin
de p, t{x) T (c’est un raisonnement par continuité :si x ~ p, t{x) —=T
et I'on suppose que le nombre K est fixé).

Cependant, il y a des orbites périodiques de X que l'on pourrait ne pas
repérer en ne considérant que les points périodiques de h. Ce sont les orbites
pour lesquelles pour un certain itéré hx) ~ W, et on ne peut plus
poursuivre I'itération de ! En quelque sorte, cette orbite s’écarte trop de 7.
Il peut donc exister des orbites périodiques coupant W ne correspondant pats
a des points périodiques de /r : il n’y a donc pas correspondance entre les
orbites périodiques de X et celles de h. Naturellement, plus on restreint
plus on risque de perdre des orbites périodiques du champ ; en particulier,
étant donné deux orbites périodiques, on ne peut pas a priori leur associer
une section locale commune.

Les deux faits évoqués ci-dessus montrent que certaines propriétés dynamiques
du champ de vecteurs, au voisinage d’'une orbite périodique, s’étudient par des
propriétés correspondantes de I'application de Poincaré. Cela a conduit a consi-
dérer les propriétés dynamiques de I'itération d’un difféomorphisme, comme on le
fera dans le tome 2. Un inconvénient lié a I'utilisation de I'application de Poin-
caré tient a son caractére local, qui fait que I'on ne peut pas, en principe, l'itérer
indéfiniment a partir de n'importe quel point x de son domaine de définition.

Cela ne sera pas le cas si le champ X posséde une section globale, comme on
va le voir dans le prochain paragraphe. On aura, dans ce cas, une correspondance
parfaite entre les propriétés dynamiques du champ (propriétés définies a équiva-
lence prés, c’est-a-dire indépendantes du temps d’intégration), et les propriétés
dynamiques de I'application de Poincaré (propriétés définies a conjugaison pres).
Dans le cats particulier des champs de vecteurs non autonomes périodiques, qui
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seront considérés dans le dernier paragraphe, on pourra méme considérer les pro-
priétés liées au temps d’intégration, car le retour sur la section se fera, dans ce
cas, en un temps constant : la période du champ de vecteurs.

6.2. Section globale, suspension

6.2.1. Section globale pour un champ de vecteurs

Définition 6.2. Soit X un champ de vecteurs sur une variété M de dimen-
sion n. Soit E une sous-variété connexe et fermée de dimension n —1 (une
hypersurface). S C M est une section globale si les propriétés suivantes sont
vérifiées :

1. Toute orbite coupe E.

2. X est transverse a E pour tout G E, ce qui s’écrit : X E pour tout
X G E, ou bien simplement : X (T,

3. La trajectoire par x G E revient sur E pour un temps de premier retour
t{X) > 0. On exige également cette propriété de retour pour le champ
—X (c’est-a-dire pour les temps décroissants du flot de X).

Remarque 6.3. Cette définition implique que la variété M est égale a la réunion
des orbites des points de la section E. On dit que M est obtenue par saturation
de E par le flot de X. De plus, partant d'un point quelconque X G M, on arrive
sur E en un temps fini, aussi bien positif ou négatif. Ainsi E sera une section
globale pour X si et seulement si elle est une section globale pour —X.

Propriétés.
1. On peut appliquer a ce temps de retour I'étude locale faite précédemment :

X G E I ix) G est une fonction En effet, si p G E et si
p' = Mt{p),p) est le premier point de retour, il suit dufait que E est fermée
gue l'on peut trouver une section locale E' en p', contenue dans E, telle
que (p([0, t(p)].p) ME' = p'; comme dans le paragraphe précédent (proposi-
tion 6.1), on montre que le premier retour sur E se fera aussi sur E', pour
les X G E suffisamment proches de p. On peut alors appliquer le résultat du
paragraphe précédent pour obtenir que t{x) est de classe C/.
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La fonction h{x) = Lp{t{X)""X) est appelée application de premier retour ou
bien application de Poincaré relative a S.

2. Comme pour le cas local, la classe de différentiabilité de h est égale a celle
du champ, donc ici de classe C”. L'application h est un difféfomorphisme
global (et non plus local) de la section S sur elle-méme. En conséquence, on
pourra donc itérer h indéfiniment, sans restriction.

3. L’existence de S comme section globale et la définition de h ne dépendent
que des orbites de X. Aussi ces notions ne dépendent de X qu’a équiva-
lence prés (on peut remplacer X par /X, avec / > 0 et de classe C/).

4. Un champ de vecteurs avec section globale est assez particulier. Par exemple,
chaque orbite est réguliére, puisqu’elle doit couper la section transversale-
ment (donc en un point ou le champ n’est pas nul). Il en résulte qu'un
champ de vecteurs avec une section globale n'a pas de points singuliers (voir
le commentaire de la proposition 6.1 pour lajustification de cette assertion).

6.2.2. Suspension d’'un difféomorphisme
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Soit X un champ de vecteurs sur une variété M, muni d’une section globale S.
Rappelons que tout champ C°°-équivalent a X admet aussi S comme section
globale. Nous allons tout d’'abord montrer que I'on peut toujours changer un tel

champ a équivalence pres, de fagon que le temps de retour sur S soit constant :
Pivposition 6.3. Soit X un champ de vecteurs sur une variété muni d’une sec-
tion globale S. Alors, il existe une fonction positive f sur M, telle que le

temps de premier retour sur M pour le champ fX soit égal a 1, quel que soit le
point x G S.

Démonstration. On rappelle que la fonction premier temps de retour t{x) est de
classe et strictement positive pour tout x. Désignons par @ le fiot de X. Soit
® : S X [01] M I'application de classe définie par ®(k,r¢) = cp{ut{x),x).
Cette application qui est localement inversible, est un difféfomorphisme global sur
Sx]10, 1[et envoie S x {0} et S x {1} difféomorphiquement sur E (on peut dire que
I'on passe de M a E x [0,1] en coupant M le long de E). Le champ de vecteurs X se
releve en un champ de vecteurs sur E x [0,1], c’est-a-dire tel que ®*(X) = X,
et il est donné explicitement par X{x,u) = {d®{x,u))~"[X{P{x,u))]. Les orbites
de X sont les segments {x} x [0,1] : autrement dit ce champ est tangent a la
direction de la variable n et dirigé dans le sens des n croissants. Il s’écrit donc :
X(x,u) /(x,u)-" pour une fonction /(x, r;) de classe et partout strictement
positive.
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Nous allons maintenant modifier le champ X a équivalence prés pour avoir
un temi” de premier retour égal a 1. Pour ce faire, nous allons plutét modifier le
champ X. Considérons tout d’abord une fonction -0 : r; 6 [0,1] M de classe
qui soit nulle sur [0, 7] et [l —7 1], pour un 777 O< 7 < et telle que O(u) > O
pour tout U g]77, 1 —70 (on peut par exemple choisir : ip{u) = exp
pour Ugld, 1 — 7.

Nous allons considérer sur S x [0,1] le champ de vecteurs
Y{x*u) —exp{—X{x)"ip{u))X{x"u),

ou \{x) est une fonction de classe définie sur S, a choisir. Rappelons que,
par construction, le cham”™"X passe au quotient par i> c’est-a-dire : $*(X) = X.
Comme les champs X et Y coincident dans un voisinage des deux composantes
du bord de S X [0,1] (gréace au choix de la fonction 0), le champ Y passe aussi
au quotient : il existe un champ de vecteurs Y sur M tel que **(Y) —Y. Comme
Y = X sur tout un voisinage de S ¢ M et que $ est un difféfomorphisme en
restriction & Ex]0,1[ le champ Y est aussi de classe C*. Les champs X et Y
étant C°°-équivalents, il en sera de méme pom les champs X et Y.

L’'équation de la trajectoire du champ Y issue du point (x,0) se résume en
I’équation unidimensionnelle :

L s.x) = exp(-ARK)0(r(5.a:)/(re(5.0).%)

pour la f-composante u(s, x), ou s est le temps d’intégration pour le champ Y (la
composante en X est nulle). Il en résulte que le temps s(x) pour aller de (t,0) a
(a, 1) est égal a

exp(A(1)'0(ry)

-du.

Jo f{u.x)

Remarquez que cette intégrale a un sens car le dénominateur f{u”"x) est une
fonction strictement positive. Nous voulons trouver une fonction A(x), de classe

telle que 5(x) = 1. Pour ce faire, considérons la fonction

5(x) =

. du
S{X,X)=j exp{X-ip{u))j”®
o JTU, X)
définie pour {X, A) GS x K. Remarquons que
ds . du
= (X,A) = exp(AN(ii)) > 0,
f{u,x)

pour tout (x,A). D’autre part, il est trés facile de vérifier que, pour tout x fixé,
on a :s(x. A) 20 pour A——00 et s{x*A) —+00 pour A —+ 00. Pour chaque
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x G S, la fonction A1~ s{x, A) est donc un difféomorphisme de M sur ]0, +00) : il
en résulte qu’il existe une (unique) fonction A(x) telle que 5(Q) = 5(x, A(x)) = 1. 1l
suit du théoreme des fonctions implicites que cette fonction A(x) est de classe C/.

Le champ Y correspondant est CN-équivalent au champ X et a un temps de
retour sur E constant et égal a 1. =

Remarque 6.4. La démonstration donnée ci-dessus a lI'avantage d’étre élémentaire.
En utilisant un peu de topologie différentielle, il est possible de donner une preuve
plus succinte. En effet, la premiére partie de la démonstration ci-dessus montre
que M est I'espace total d’une fibration différentiable sur 5, de fibre S. (Voir [12]
par exemple pour la définition de fibré différentiel.) Le champ X est transverse a
cette fibration. On peut alors relever le champ constant ~ du cercle (paramétré
par Umodulo Z), en un champ Y parallele a X. Ce champ est C°~-équivalent au
champ X et le temps de retour sur S est égal a 1, le temps pour parcourir avec
le flot du champ constant. En effet si t: M est I'application de fibration et
si (\(t, X) est le flot de V, on a wo (p(t, X) = k{x) + 1, puisque le flot de ™ est égal
aipQthu) = t+ u.

On peut remarquer que cet argument donnerait un champ analytiguement
équivalent au champ X si ce dernier champ était analytique (réel), ce que ne
permet pas d’obtenir la démonstration de la proposition 6.3.

A partir de maintenant, on va supposer que le temps de retour sur S est
égal a 1. Dans ce cas, I'application de Poincaré est donnée par h{x) = (~(l,x).
Posons Si = ("(i. S). Si est une hypersurface de M pour tout t avec évidemment
Un = S) pour tout n 6 Z. En fait, pour tout t, I'hypersurface S™ est une section
globale. En particulier, on voit que E" est transverse au champ en remarquant que
le difféomorphisme de M, ipt : X cpt{x) = c/?(i,x), envoie S sur S*, en envoyant
le vecteur X{x) sur le vecteur X{("{t,x)).

Nous allons montrer que le champ de vecteurs X provient d’'un champ trivial
de S x M par un passage au quotient.

Praposition 6.4. Soit X un champ de vecteurs sur une variété M, muni d’une sec-
tion globale E, et une fonction temps de retour sur S constante et égale a 1. Soit
$ Il'application de S x M sur M définie par :

$(x,r¢) = cp{u™x).

Alors, é est un difffomorphisme local (une application localement inversible)
et, pour tout Ue R :
$(S X M ) = S,.
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De plus, pour tout (e, it) GS x E, on a:
<1O(x,M)[-"] = X (P (x,«)). (6.8)

Remaique 6.5. Dans la formule : ~(x~u) = cp(uyx), on joue sur le double statut
de E qui est une sous-variété de M (terme de droite de la formule), et donc aussi
une variété (terme de gauche de la formule).

Preuve de la pwposition 6.4. On a ~(u,x) = X{(f{u,x)) = X($(ee,ii)) =
ce qui est I'égalité souhaitée. Remarquons que i*(a;,u)|2x{«} = ‘éuls
est un difFéomorphisme de S sur S,, (voir la remarque ci-dessus). Il en résulte que

di(ee,u)|sx{} = d"puli:

est un isomorphisme de T~E sur on a vu que
= X(*{x,u)).

Il en résulte que $ est un difféomorphisme local, car X ($(x,r¢)) est transverse
2 Nafx )

On peut définir un difféomorphisme F de E x M sur lui-méme par la formule
F{x,u) = {h~x)"u + 1).

Comme F(E x {r¢}) = E x {u-bl}, il est clair que ce difféomorphisme agit sur
E x R de fagon propre et libre. Rappelons (voir I'item 3 du paragraphe 1-2.1.3),
que cela est équivalent a dire que tout point (x~u) admet un voisinage W tel que
W MM MW) = 0 pour tout n E Z —{0}, ou PN~ désigne l'itéré n fois de F
pour le produit de composition. Comme on I'a vu au paragraphe 1-2.1.3, on peut
alors définir une variété quotient (E x M)/F en identifiant {x, u) avec F{x, u) pour
tout {x~u) ¢ E x M. D'autre part, le champ de vecteurs constant ~ est invariant
par F, c’est-a-dire -P*(~) = ~ -WMinduit donc un champ de vecteurs sur la variété
quotient, champ que I'on notera encore Compte tenu de h~~x) = (N—1,x),
on a

D(F(x,u)) = Oy?2(-1,x), g+ 1) = iffu+ 1, (2(-!, X)) = (\re, X) = DO, U).

Cela signifie que I'application @ est invariante par F, et donc induit une ap-
plication ® par passage au quotient (voir paragraphe 1-2.1.2)

®:(E x M)/[F M.
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Cette application est un difFéomorphisme de (S x R)/F sur M, car il est
défini par passage au quotient d’'un difFéomorphisme @ local (au quotient, ce
qui est valide pour les homéomorphismes Test pour les difféomorphismes), et deux
points de (E X R)/F ont méme image par ™™\ et seulement s'ils difféerent par un
itéré de F. Par définition du quotient, ona® = po®, oup désigne la projection
canonique de S x Msur (S XxR)/F. Compte tenu de la Formule (6.8), il en résulte
que @ *(~) = X. Nous avons donc montré le résultat suivant :

Pivposition 6.5. Soit X un champ de vecteurs avec une section globale S. Soit h
Vapplication de Poincaré relative a 1] et F{x,u) = {h~*x)"u + 1) le difféomor-
phisme de T, x R. Alors, il existe un difféfomorphisme @ de la variété quotient
S X M/F sur M qui envoie le champ constant ~ sur le champ X.

Le sous-ensemble D = E x [0,1] ¢ E x M est un domaine Fondamental pour la
variété quotient (E x R)/F. On peut donc construire ce quotient en restreignant
I'identification & D, comme nous l'avons expliqué au paragraphe 1-2.1.2 :

(ExM)/F-Ex [0,1/0k0) -(/i-~X),!).

On peut dire que I'on a coupé M le long de E, pour obtenir une variété qui
est difféomorphe & E x [0,1] (figure 6.8).

E~ E X {0}
n

i@),0 ~ @)
27 {x, 0 ~ (h-\x),I)

Figure 68 A gauche, E x [0,1] avec une trajectoire du champ constant A droite,
le quotient E x [0,1]/(k, 0) AJ(h

On constate que dans cette identification de la variété M, coupée le long
de E, avec E x [0,1], on a (/r(k),0) ~ (K 1) ou, d’'une Fagon équivalente, (>k,0) »
{h~™x), 1). L'inconvénient de cette construction a partir de E x [0,1], est que I'on
doit montrer ensuite comment munir le quotient d’une structure différentielle telle
gue le champ constant ©~ induise un champ sur le quotient. Ce probléme est
évidemment résolu par la construction du quotient de E x M présentée ci-dessus.

Inversement, si h est un difféeomorphisme d’'une hypersurFace E sur elle-méme,
on peut réaliser ce difféomorphisme comme application de Poincaré d’un champ X,
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obtenu en considérant le quotient M = (S x M)/.F, avec F(x, u) = 1),
sur lequel on considére le champ X induit par le champ constant Cette opé-
ration s’appelle : suspension du difféfomorphisme h. Il est & remarquer que la
variété M, a diffeomorphisme prés (mais pas le champ X, méme a équivalence
prés!), ne dépend de h qu’a isotopie prés (une isotopie entre deux difféomor-
phismes d’'une variété S est un chemin continu qui les relie, dans l'espace des
difféomorphismes). Par exemple si h est isotope a I'identité de E, la variété M est
difféomorphe a E x 51.

Si E est un ouvert de la variété obtenue est alors difféomorphe a un
ouvert de On peut réaliser explicitement le plongement de M ™ T, x de
la facon suivante. On considére E C R~ R"™ x R~ de coordonnées (p >
0, )13, ..., Xn) et I'on plonge E x 5* dans R™ en envoyant ((p > O, »3, ..., Xn)~0) G
E X sur le point {X\ = pcos9,X2 = psinO,)+3,. . ., (Autrement dit, on
considére le produit d’'une demi-droite tournant autour de l'origine de R™ par un
facteur de

La variété quotient M n’est pas nécessairement un ouvert de R™ ; par exemple
si le difféomorphisme h ne préserve pas l'orientation, ou bien si E n’'est pas un
ouvert de RN/

Considérons, par exemple, un difféomorphisme h de S Si h préserve I'orien-
tation, il est isotope a I'identité et la variété M est alors difféomorphe au tore
Si, par exemple, h est une rotation 0 0 -f a, on retrouve les champs constants
sur déja discutés dans la section 5.2. Rappelons que si I'angle a de la rotation
est irrationnel, on obtient un flot irrationnel sur le tore, flot dont les orbites sont
denses sur le tore. Inversement, on peut montrer que tout champ du tore sans
orbite périodique, ni point singulier, admet une section globale difféomorphe au
cercle S™ Un tel champ est alors obtenu par la suspension d’'un difféomorphisme
de sans orbite périodique.

On voit donc qu’il y a identification compléte entre I'étude des champs X avec
une section globale E (considérés a équivalence prés) et I'étude des difféomor-

phismes sur E
section globale E
X champ sur M ----- < =—h difféomorphisme sur E.
suspension

L’'intérét de cette identification vient du fait qu’il existe une correspondance
parfaite entre propriétés dynamiques de X et h. On définit une dynamique par h
en considérant I'itération x I h~{x) = /ro ===0 h{x). Les propriétés de cette
dynamique (récurrence, stabilité, etc.) seront définies et étudiées dans le tome 2.
Par exemple :

X est périodique pour X x est périodique pour h;
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- les propriétés de stabilité de X correspondent biunivoquernent a celles de h
(ces propriétés seront définies et étudiées dans le prochain chapitre).

C’est pourquoi on considere I'étude des systémes dynamiques discrets (itéra-
tion d'un difféfomorphisme) comme un cas particulier de I'étude des équations
différentielles.

Remanque 6.6. A une section globale S, pour un champ dans une variété de
dimension n, on sait maintenant associer un difféomorphisme de Poincaré de di-
mension n—1. 1l faut distinguer ce difféomorphisme de celui obtenu en discrétisant
le flot du champ X avec un temps 5> 0, supposé fixé a une valeur petite (le pas
d’intégration) : on obtient de cette facon une application x » Qui est un
difféomorphisme en dimension n. Cette discrétisation est le difféomorphisme que
I'on construit numériquement pour simuler le champ : les trajectoires du difféo-
morphisme (fs sont contenues dans les orbites de X et, si le pas est tres petit,
elles approchent bien les orbites du champ. Par contre les propriétés de “ys sont
trés peu génériques”™ c’est-a-dire exceptionnelles en un certain sens (on verra dans
le tome 2 une définition précise de la généricité). Cette non-généricité vient du
fait que posséde beaucoup de courbes invariantes (les trajectoires de X, juste-
ment). Un difféomorphisme tel que (¢s ost dit parfois intégrable ou bien plongeable
dans un flot. Les propriétés de (ps et celles de X sont trés différentes en général
(en ce qui concerne la stabilité structurelle, dont il sera question dans le cha-
pitre 111-4). Pour étre plus précis, disons que I'on ne peut obtenir numériquement
qu’une approximation 'O de la discrétisation gs (plus ou moins bonne selon la
méthode d’intégration utilisée). Pour ce difféfomorphisme perturbé 0, il peut ap-
paraftre des propriétés nouvelles (par exemple des points homoclines transverses.,
dont on donnera la définition dans le paragraphe 111-4.7), tres éloignées de celles
des trajectoires du champ que lI'on veut intégrer. La raison en est que |I'approxima-
tion O a des chances d’étre beaucoup plus générique que le difféomorphisme (ps
On reviendra sur ces questions dans le chapitre 111-4.

Par contre, comme il a été dit plus haut, le flot d’'un champ X avec une section
globale et son application de Poincaré h ont les mémes propriétés dynamiques.

6.3. Champs de vecteurs périodiques
Nous allons maintenant considérer un cas particulier de champ de vecteurs
avec une section globale, associé aux champs de vecteurs non autonomes pério-

diques et complets dépendant périodiquement du temps.
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Définition 6.3. Un champ de vecteurs dépendant périodiquement du temps,

avec une période T > 0, sur une variété M est une famille de champs
de vecteurs de M, telle que X{x,t) = X{x~t + T). Pour chaque
(x,t) EM XR, on a E TxM" et le caractére doit étre Vérifié

pour chaque ouvert de carte 77 de M dans M x R.

Comme nous l'avons vu dans le paragraphe 1.4, I'équation différentielle du
champ non autonome

At) = xMt),t), (679)

est équivalente a I'équation différentielle autonome :

dt (6.10y
Ts ~
QU I'on désigne par s le temps d'intégration de (6.10).
Cette équation est celle du champ de vecteurs X{x~u) = X{x~u) +
ou la somme est faite dans TXM © M, pour chaque

(x*™) E M X M. On considere le champ X défini par passage au quotient sur
M= (M XM)/(xti) ~ (x,g+T)=M X (on identifie M /Z{T} avec S").
Rappelons la correspondance entre solution de (6.9) et trajectoire du champ X,
que nous avons décrite dans le paragraphe 1.4. Soit (x,to) EM x M. Si t
est une solution de (6.9) vérifiant = a, alors

D3{x, to) = t0), to + s) (6.11)

est la trajectoire de X par (x,iq)- Le théoréeme d’existence et d’'unicité des trajec-
toires appliqué au champ X de classe implique que la solution pt{",to) existe
et est unique, du moins pour des valeurs de t proches de to- On voit que la solution
(pt{x,t0) constitue la cmnposante spatiale de la trajectoire du flot de X. L’autre
composante du flot de X est la composante temporelle t{s) = to+ s. Cette compo-
sante, essentiellement triviale, traduit seulement le changement entre le temps 5
d’intégration de X et le temps initial to de I'’équation non autonome (6.9).

Les solutions (fti”to) de I’équation non autonome dépendent de deux valeurs
du temps : la valeur initmle to et la valeur finale t. Grace a (6.11), la formule
d’addition pour le flot de X (proposition 3.3) se traduit sur ipt de la fagon suivante :
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Pwposition 6.6. Sito”ti"t2 sont trois temps quelconques (non nécessairement choi-
sis en ordre croissant), on a :

(6.12)

chaque fois que les différents termes de laformule sont bien définis.

Démonstration. Posons t\ = to+ set t2=to s+ r. La formule d'addition pour

le flot de X s'écrit :
1ps+T{x,to) = 'IpT{i’'s{x,t0)). (6.13)

Par (6.11), le terme de gauche est égal a :

1ps+r{x, to) = {ipto+s+Ax, To), (0+ 5+ t). (6.14)
Considérons maintenant le terme de droite de (6.13) :

i'r{i's{x,to)) = 'IpT{Pto+s{x,to),to + S),

soit :
lpr{i's{x,to)) = i(Pto+s+T{Pto+s{x,to),to + s),to + S+ t). (6.15)

En égalant les premiers termes des membres de droite de (6.14) et (6.15), on

obtient :
Pto+s+T{y~to+s{x,t0),to + s) = ipto+s+riXjto),

ce qui est la formule souhaitée. Cette formule est illustrée a la figure 6.9. [

Figure 6.9

Définition 6.4. On dit qu'un champ non autonome défini sur M x M est com-
plet si, pour toute condition initiale (e,i0)>  solution (pt{X, to) est définie pour
tout i GM.

206



6.3. Champs de vecteurs périodiques

Pwposition 6.7. Un champ”périodique X{x”~t) est complet si et seulement si le
champ autonome associé X est aflot complet.

Démonstration. La preuve est immédiate d’aprés la formule (6.11). ]

On suppose dorénavant que le champ”périodique X{xU) est complet, ou, de
facon équivalente, que le champ associé X est a flot complet.

Remarque 6.7.

1 Dire que le champ X n’est pas complet revient a dire qu’il existe une suite
de temps U > 0, avec {ti)i 0, et des points Xi G M, tels que la solution
(pt{xi) ne soit déflnie que pour desj < U. Géométriquement, cela se traduit
par le fait que la trajectoire de X, par le point (xi,0) et pour les temps
positifs (c’est-a-dire le graphe de dans M x M+), est toute entiére
contenue dans l'anneau M x [0,”4 et se rapproche asymptotiqguement de
M x {ti} pour t ti.

2. Nous avons vu que si X est complet, alors il admet la sous-variété M x
{0} comme section globale. L’inverse est aussi vrai. En effet, un champ est
complet si et seulement s'il peut s’intégrer sur un temps uniforme 5 > O,
temps qui peut étre arbitrairement petit (uniforme signifie ici : indépendant
de la condition initiale; voir le lemme 3.3). Or ici, si le champ X admet
M x {0} comme section globale, c’est qu’il s’intégre au moins sur un temps
égal a la période T a partir des points de M x {0}. Comme tous les points
de M x sont atteints a partir des points de M x {0}, ce temps minimum
d’intégration T est valide pour toutes les conditions initiales dans M x
le champ X est donc complet car on peut prendre 6 = T. Remarque”que
I'on vient d’établir I'équivalence entre les trois affirmations suivante”: X est
complet X est complet a partir des points de M x {0} X admet
M X {0} comme section globale.

3. Un champ autonome non complet, considéré comme champ périodique X
de période T, sera aussi non complet en ce sens. Ainsi, le champ de X{x) =
intégré a la fin de la section 3.3.3 nous donne un exemple facile de
cette assertion (les trajectoires de X sont les graphes des trajectoires de X
dans le plan des (i,x) (voir la figure 3.5)). Remarquez que I’'on consideére ici,
d’une maniére qui peut sembler paradoxale, giéun champ autonome est un
champ non autonome particulier] c’est un champ dépendant trivialement
du temps, c’est-a-dire n’en dépendant pas! Un champ autonome est ainsi
considéré comme périodique dans le temps avec n’importe quelle période.
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4. Pour que le champ X soit complet, il suffit gue M soit compact ou bien, plus
généralement, que X{x,t) soit a support contenu dans une partie K xR"
avec K partie compacte de M (comme X est périodique de période T, il
suffira que X|m x [ot] soit a support dans K x [0,T]).

Si X est complet, il est possible de préciser davantage le rapport entre le flot de
X et les solutions ipt{x,to) de I'équation non autonome. Remarquons tout d'abord
qu’en vertu de la formule (6.11), ipt Wm(z,io)  ¥>t{x,to) = (f{t,x,to) définit une
application C°° de Mx M x R a valeurs dans M. Toujours en vertu de (6.11), pour
tout s fixé, I'application {X, to) {(fto+s(x, to), to+s) est un difiéomorpisme C°° de
M xR . Ce difféomorphisme envoie M x{to} sur M x {ig+ s}- M en résulte que pour-
tout {to,s) G M x R, l'application : x >=m(ptQ+s{x,to) est un difffomorphisme C°°
de M X {io} sur M X {to + s}.

Nous allons dorénavant fixer ig = 0 et poser (pt{x) = v?t(x, 0), autrement dit,
on considére les solutions a partir du temps 0. Pour tout i G R, l'application
pt X~ tpt{x) est un difféfomorphime C°° de M x {0} ~ M sur M x {t} k M.
Cette application ipt est appelée : la famille de difféfomorphismes C°° associée au
champ de vecteurs non autonome X{x,t). Il est important de noter que cette
famille ipt n’est pas un flot en général, c’'est-a-dire que lI'on n’'a pas en général
I'identité ipt°?T = M+T, saufsi la dépendance de X{x,t) en t est triviale, c'est-
a-dire si le champ est autonome. Pour voir plus précisément pourquoi ip n'est pas
un flot, utilisons la formule (6.12). On a, pour s,r ¢ R :

PR — Ps\e{Ptix), t), (6.16)

Or, en général pr+s{z,r) ¢ Ps{™) si z e M,t ¢ O, si le champ X n’est pas
autonome : autrement dit, la solution s i=Pstt{z, t), a partir du temps r, ne se
ramene pas en général a la solution Ps{”) a partir du temps O, car, précisément
le ehamp X a pu changer de valeurs entre les instants 0 et r.

Voici un petit exemple pour illustrer ce qui précede. Considérons le champ
27T-périodique de R suivant : X{x,t) = sini”. Pour ce champ, on a pt{x,to) =
cost —costo + X d'ou : ipt{x) —cost —1+ x (d'apres ce qui précéde, on pose
Pt{x) = pt{x,Qi)). Si I'on prend deux temps t,r quelconques, on en déduit que
Pt+rix) = cos{t--r) - 1-be alors que ipt o pT{X) = cosi - 1-f pT{X) = cost +
QBT - 2+ X Comme en général cos(i -fr) @ cost + cost - 1, on aura aussi en
général que Pt+rix) bpb° PT{X).

Inversement, toute famille C°° de difféomorphismes pt de M, avec i G R, est
le flot d’'un champ non autonome et complet de M. Explicitement, le champ est
donné par la formule :

X{t,pt{x)) = ~{t,x). (6.17)
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Le champ non autonome X{t"x) s’appelle le générateur infinitésimal de la
famille Dans beaucoup de problemes ou l'on veut construire une famille
de difféomorphismes, il est plus facile de construire le générateur infinitésimal
associé, puis d’obtenir la famille de difféomorphismes par intégration (voir [12]
pour plus de détails et des exemples d’applications). Ici, de plus, le champ est
supposé T-périodique : cela se traduit par l'identité :

pour tout (X) GM X (6.18)

Remarque 6.8. En chaque point x ¢ M, le champ X{x,t) fiuctue périodiquement
dans le temps. L’allure des solutions dans M est donc fort différente de celle d'un
champ de vecteurs autonome. Si I'on pense a I'écoulement d’'un fluide dans une
variété M, régi par une équation différentielle autonome, on observe des lignes
d’écoulement immobiles, figées dans le temps : ces lignes sont les trajectoires
du champ. On dit que I'écoulement est laminaire (pensez au cours d'une riviére
calme). Si le fluide est régi par un champ non autonome, les lignes d’écoulement se
recoupent sans cesse, ce qui se manifeste en chaque point x par une fluctuation de
la direction de I'écoulement en fonction du temps. On dit que I’écoulement est tur-
bulent. Pensez par exemple au cours d’une riviéere a proximité d'une arche de pont,
ou bien a I'écoulement du gaz dans une flamme turbulente, lorsque I'écoulement
est périodique dans le temps.

Les courbes 1 ™ t{” ) ne sont donc pas en général les trajectoires d’'un champ
de vecteurs de M. Il peut se faire par exemple que ces courbes aient des auto-
intersections, c’est-a-dire que lI'on ait )xc M et t\ d t2 tels que X\ = ~qg(a;) =

~ 2 avec des vecteurs dérivés X (xi,ii),X (x2,¢2) non colinéaires (si M
est de dimension 2, en X\ = X2 la courbe a une auto-intersection transverse). Le
champ X aura fiuctué entre les deux passages successifs au méme point xi = £2-
On revient évidemment a des trajectoires d’'un champ de vecteurs (le champ X),
si I'on considére les graphes t I (~¢(x),i) dans M x S Les courbes t Tt((™)
peuvent étre simplement interprétées comme les projections des orbites de X sur
le facteur M du produit M x S™

La sous-variété T, = M x {0} (et plus généralement chaque M x {t}) est
une section globale du champ X, avec un temps de retour constant égal a T,
ce qui nous ramene dans le cadre du paragraphe précédent. Le difféomorp”~isme
de M :x I h{x) = ip{T”X) est I'application de Poincaré h aissociée a X, car
le premier temps de retour est égal a T. L’application de Poincaré du champ
autonome X, associé au champ périodique X, s’obtient donc par intégration de
Véquation différentielle non autonome (6.9) sur une période™ a partir du temps
t = 0. On a déja dit que cette application permet d’étudier toutes les propriétés
qualitatives du champ ne dépendant que des orbites. Ici, de plus, comme le retour a
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lieu a intervalles de temps fixes (la période), on a aussi accés a certaines propriétés
dépendantes du temps, par exemple les périodes d’'orbites périodiques de X : si
I'application de Poincaré a un point fixe périodiqgue x ¢ M de période Ac N,
le champ X a une orbite périodique par chaque point de période /cI', et
inversement.

Remanjue 6.9.

1. Le calcul de l'application de Poincaré surja section M x {0}, qui permet
une étude qualitative compléte du champ X a équivalence prés, ne demande
que la connaissance des solutions de (6.9) a partir du temps t = 0, solutions
notées ipt{x). Remarquez que si I'on change la section M x {O} par la section
M X {to}, la nouvelle application de Poincaré est donnée par hi : x
(ptQ~TiNto). Ce difféomorphisme h\ est conjugué a /i et a donc les mémes
propriétés dynamiques, comme il a été dit dans le paragraphe précédent.

Rappelons, d’'un autre c6té, que la connaissance compléte des solutions
(pt{x,to) de (6.9) ne se réduit pas a la connaissance de la famille de dif-
féomorphisn”®s (ft{x). Ce paradoxe vient du fait que toutes les propriétés
du flot de X ne se traduisent pas a travers les applications de Poincaré
(par exemple, la valeur maximale atteinte par |[|"N@&)]] le long d’une orbite
périodique, si M = U ouvert de et si JJ=J] désigne la norme euclidienne).

2. Le champ de vecteurs X avec une section globale, que I'on considére ici,
semble différer du champ qui serait obtenu par suspension de l'application
de Poincaré, par le fait que X a une composante non triviale sur M, alors que
le champ suspendu est le quotient du champ trivial (de composante nulle le
long de M). Evidemment, ceci est illusoire, car les deux champs sont conju-
gués par un diffeomorphisme et leur étude est complétement équivalente. Il
faut retenir seulement que cette étude est ramenée a celle de I'application
de Poincaré, qui se calcule par intégration du champ X sur une période, et
que, malheureusement, il n'y a pas, en général, de méthode explicite pour
obtenir cette application de Poincaré.

Exemple de champ périodique. Soit I'équation x + g{x) = “Mt), ou g{x) est une
fonction de >xc V (o ¥ = Mou bien V = S"), et Nt) est une fonction périodique
de période T. Sim = 0k y) ¢ M = ¥ x M, le champ de vecteurs s’écrit :

X{t,m) = + {-g{x) + (6.19)
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et Téquation du second ordre s'écrit, de facon équivalente, comme I'équation dif-
férentielle du champ X(t~*m) :

AX =y
y=-9{x) + Nt °

Si g{x) = sinx, on a I'’équation d’'un pendule soumis a une force extérieure
périodique (par exemple, le pendule est constitué par une bille en fer attachée a
un fil rigide et la bille oscille dans un plan vertical dans un champ magnétique
périodique). On rappelle que I'intégration de I'équation du pendule non excité
est tres simple, puisque les orbites sont contenues dans les lignes de niveau de la
fonction énergie E{x,y) = —cosx. Par contre, comme nous l'avons dit plus
haut, I'étude du pendule excité va se ramener a celle de I'application de Poincaré,
qui est une application du plan dans lui-méme. Le comportement dynamique de
cette application peut étre tres compliqué. Par exemple, elle peut avoir des point
homoclines transverses et, en conséquence, une sous-dynamique de type « fer a
cheval » que I'on étudiera dans le chapitre 111-4. En particulier ce comportement
peut exhiber différentes formes de chaos.
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STABILITE DES TRAJECTOIRES

Dans ce chapitre nous envisageons deux notions de stabilité {stabilité au sens
de Lyapounov” stabilité au sens asymptotique). Nous allons considérer ces notions
pour les deux types de récurrence triviale d’'un champ de vecteurs X : les points
singuliers et les orbites périodiques, et aussi pour un point fixe d’un difiéomor-
phisme. On veut que pour une petite perturbation des conditions initiales, le
mouvement soit peu perturbé a long terme.

Dans le chapitre I11-4 oh parlera de la stabilité structurelle du champ, c’est-
a-dire que I'on considérera une perturbation de Véquation elle-méme. Un champ
de vecteurs structurellement stable est un champ dont le portrait de phase reste
équivalent a lui-méme aprés une petite perturbation.

Ces notions de stabilité sont tres différentes. Il est possible qu’une propriété
soit instable au premier sens mais reste stable par perturbation de I’équation ; par
exemple dans une dynamique chaotique, il peut se faire qu’aucune trajectoire ne
soit stable alors que la dynamique peut étre stable du point de vue structurel.

Nous supposerons que X est un champ sur une variété M, cpioique une
grande partie de l'étude puisse se faire pour les champs de vecteurs de classe
C™ Rappelons que, pour nous, champ signifie champ autonome. Un champ non
autonome périodique X ne sera considéré que par l'intermédiaire de son champ
mitonome associé X, comme il a été expliqué dans la section 1.4. Un tel champ
X pourra avoir des orbites périodiques, mais n’aura pas de points singuliers. Si
un champ non autonome sur une variété M est non périodique, on ne pourra lui
associer qu’un champ autonome sur M xM (sans possibilité de passer au quotient),
et ce champ n’aura ni point singulier ni orbite périodique, ce qui implique que
les résultats du présent chapitre lui seront inapplicables. Les notions particuliéres
de stabilité, que lI'on pourrait développer pour un tel champ, sortent du cadre
de cet ouvrage (on trouvera une étude de la stabilité dans le cas non autonome
dans [14,24]).
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Nous supposerons aussi que le champ est a flot complet, car nous considé-
rons, dans la suite, la limite des trajectoires lorsque le temps t tend vers I'inAni.
Rappelons qu’un champ sur une variété compacte est toujours complet, et qu’'un
champ sur par exemple, peut étre rendu complet par multiplication par une
fonction positive, c’est-a-dire & équivalence prés. Si le champ provient d’un
champ non-autonome de cette multiplication va modifler la dépendance
particuliére du champ par rapport au temps, puisque I'équation t = 1 va étre
remplacée par I'équation i = /(x,t), ou / est la fonction multiplicative. Certaines
guestions dépendant explicitement de la variable temps ne peuvent plus alors étre
considérées, mais leur étude sort du cadre de cet ouvrage.

Dans le cas des points singuliers d’'un champ de vecteurs X, les notions de
stabilité que nous allons introduire sont locales, c’est-a-dire définissables dans
une carte contenant le point singulier x, et indépendantes du choix de la carte,
comme on le vérifiera facilement. Autrement dit, dans le cas des points singuliers,
on peut toujours considérer que M = LI et que la distance choisie est associée a
la norme euclidienne || =]] de on peut donc prendre dist(x,i/) = Jx—W\

Par contre, une orbite périodique d’'un champ de vecteurs sur une variété M
n’est pas nécessairement contenue dans un seul domaine de carte. L'utilisation
d’une distance sur M, telle que nous I'avons introduite dans le chapitre 1-2, est
alors tres utile pour définir les notions de stabilité relatives a une telle orbite.
Cependant, nous verrons que ces notions se raménent aux notions relatives a
une application de Poincaré associée a l'orbite périodique. On est alors ramené a
une étude locale : celle d’'un difiéomorphisme d’une section S au voisinage d’un
point fixe. Pour cette étude, on peut supposer a nouveau que le difféomorphisme
est défini sur un ouvert de et travailler avec la norme euclidienne. C’est

évidemment ce que l'on fera.

7.1. Stabilité d’'un point singulier de champ de vecteurs
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On a vu que sip E M est un point singulier, c'est-a-dire si X{p) = O, alors
(p{t"p) = P : on reste au point p. C'est pourquoi on appelle les points singu-
liers : points d’équilibre ou points stationnaires. Si, maintenant, x est une position
voisine, on voudrait savoir si (p{t"x) reste voisin de p, pour t —+o00.

L’'étude de la stabilité est locale. Dire que I'on s’intéresse aux propriétés locales
signifie, précisément, que l'on s’intéresse aux propriétés indépendantes du choix
de la carte et de sa taille. Nous allons choisir une carte (t/, ) telle quep E  avec
'O(p) = 0G Dans [/, le champ de vecteurs X est représenté par un champ
de vecteurs encore noté X, défini sur le voisinage ouvert Q = {11) de O E
Pour ce champ, on a X(0) =0. Le lecteur pourra aisément se convaincre que les
définitions et I'étude peuvent se transcrire en termes intrinséques (indépendants
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du choix de la carte choisie au voisinage de p G M, ainsi que de la distance utilisée
pour définir la topologie).

7.1.1. Différents types de stabilité

Stabilité au sens de Lyapounov

DéSnition 7.1. Soit X un champ de vecteurs sur le voisinage Q de {0} dans
On suppose que X(0) = 0. On dit que {0} est un point singulier stable (au
sens de Lyapounov), pour les temps positifs, si I'on a la condition suivante :

Ve > 0 assez petit, 3J(e) > 0 tel que. Va Gil avec [Nl < ¢i(e).

on a
(Pp{tx) cil et IEta)ll < e, Vi> 0.

L'orbite > 0} reste donc dans la boule 57(0), pourvu que l'on
parte d'un point X situé a moins de 6{e) de l'origine. C'est une propriété de
confinement de la trajectoire. Evidemment, on doit avoir ;(e) < e, car la condition
VYDl < e, Vt > 0 doit étre vrai en particulier pour t = 0 et que (p(O,a) = x.

Comme il a été dit plus haut, la notion précédente est invariante par chan-

gement de coordonnées local en {0} G et donc permet de définir la stabilité
au sens de Lyapounov d’un point singulier p d'un champ sur une variété quel-
conque M.

Pour ce faire, on rappelle que {Wiji™j est un systéme fondamental de voisi-
nages, si chaque Wi est un voisinage de > et si, pour tout voisinage W de x, il
existe un Wi tel que Wi C W. On rappelle aussi que W est invariant par le fiot
(ft pour les temps positifs si (pt"W) C W pour tout t > 0 (voir définition 5.2).

Voici une formulation purement topologique et intrinséque de cette notion
(c’est-a-dire n’'utilisant pas explicitement la distance) :

Lenmie 7.1. Soit X un champ de vecteur sur une variété M. Le point singulierp est
stable au sens de Lyapounov si et seulement s41 posséde un systéme fondamental
de voisinages invariants par gt pour les temps positifs.

Démonstration. Par choix d’une carte au voisinage de p, tout revient a démontrer
le lemme pour un champ X défini sur un voisinage 2 de I'origine avec X(0) = O.
Supposons que le point 0 soit stable au sens de Lyapounov. Pour tout £ > 0 assez
petit, I'ensemble Ws(®) = Ut>0 invariant par le flot pour tout
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t > 0. En effet, grace a la formule de translation (3.13) de la proposition 3.4, pour
tout r > Oon a

Ws() = 13 <1+ r,Bse){x) ¢ m-
t>0

D’autre part, W\(e) est un voisinage car il contient = (/?(0,5™(9)(x)).

Comme par hypothése (pft, C Be{x) pour tout i > 0, on a aussi W"¢)

ce qui montre que la collection {W”(e)}e>0 est un systeme fondamental de
voisinages.

Inversement, supposons que l'on a un systéme fondamental W de voisinages
invariants. Soit e > 0 quelconque. Il existe un élément W G W tel que W ¢
Be{x). Comme W est un voisinage de x, il existe ;(e) > 0 tel que C W.
Maintenant, siy G on a? GW, et donc MNt™y) e W C Be{x) pour tout
t > 0. Cet argument, appliqué a tout £ > 0, montre que x est stable au sens de
Lyapounov. [

Remarque 7.1. 1l existe des notions similaires pour i  —o00 ou pour N\  +o00 .
Cette derniére forme de la stabilité au sens de Lyapounov est clairement indépen-
dante du sens de parcours du temps. Elle est équivalente a I'existence d’un systéme
fondamental de voisinages du point singulier, invariants par le flot {pour tous les
temps et pas seulement pour les temps positifs). C’est cette notion qui est naturelle
en mécanique pour les systémes conservatifs.

Stabilité asymptotique
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La stabilité au sens de Lyapounov d’'un point singulier p implique le confi-
nement des orbites issues de points voisins au voisinage de p, mais pas que les
trajectoires issues de ces points tendent vers p pour t —+00. Nous allons intro-
duire maintenant une notion plus forte qui implique cette convergence. Comme
la notion est locale, nous allons de nouveau supposer que X est un champ sur un
ouvert voisinage de l'origine 0 G M, et que X(0) = 0.

Définition 7.2 (Stabilité asymptotique d'un point singulier). Soit X un champ
de vecteur sur un ouvert voisinage de l'origine 0 G M, on suppose (tou-
jours) X(0) = 0. on dit que {0} est asymptotiquement stable s’il existe po > 0
tel que, pour tout e > O, il existe un t{e) tel que :

Hall<po et i>i(e) ~ [IGa)ll < e.
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Remarque 7.2. Pour tout x G (boule fermée) on a donc : 0. De
plus, d'apres la définition 7.2, cette convergence est uniforme dans S pq(O) (le t{e)
ne dépend pas de x). En fait un argument simple, utilisant la compacité de S pqg(O)
comme dans le lemme 7.2 ci-dessous, montre que l'uniformité suit de la propriété
de convergence pour chaque point : (p{t"™x) 0 pour tout X G5 pg(0).

On dira, évidemment, qu’un point singulier p d’'un champ de vecteur X sur

une variété M est asymptotiquement stable, si son représentant dans une carte

avec 'ipfp) = O, et donc dans toute telle carte, est stable au sens de la
définition 7.2.

Relation entre les deux formes de stabilité

La stabilité asymptotique implique la stabilité au sens de Lyapounov :

Lemme 7.2. Soit un point singulier p d™un champ X. Alors, sip est asymptotique-
ment stable, il est aussi stable au sens de Lyapounov.

Démonstration. On peut supposer que le champ est défini sur un ouvert fl de M?,
comme plus haut, avec p = 0. Soit ~ > 0. Par hypothése, il existe un temps t{e)
et un po > 0O tels que, pour tout X G ”po(O) et tout t > t{e), on ait ||Ei0]] < e,
ce qui peut se traduire par :

(™([i(e),+00) X 5po(0)) C 5e(0). (7.1)

Nous allons maintenant nous occuper des points (p{t,x), pour t G [0,i(E:)].
En fait, £ > 0 étant fixé, on va montrer qu'il existe ¢(s) assez petit pour que
INODI] < s dés que : K] < ¢(s) et t G [0,t(£)]. Ceci se traduit par :

¥([0,7(£)]x B5(,)(0))c 5,(0). (7.2)

Pour ce faire, on utilise la compacité de I'intervalle [0,t(£)]. Comme I'origine
est un point singulier, on a (p(i,0) = 0 pour chaque i G M. Soit un i G [0,i(s)]
quelconque. L’'application ip étant continue en (t,x), il existe >0et > 0tels
que (p{Jt —at,t at[xBs™{0)) C -0O). Comme fintervalle [0,t(e)] est compact,
on peut extraire un sous-recouvrement fini du recouvrement ouvert {Jt —at,t +
Ni[Mte[o,i(E)]- Autrement dit, il existe : ti,...,tk G [0,i(E:)] tels que [0,t(e)] C

—at-,U -h QiJ. Si maintenant on pose

6{e) =Inf{5i, \i = I,...,k},

on a ¢(e) > 0 et on obtient I'inclusion (7.2) souhaitée (figure 7.1).
Le résultat suit maintenant des deux inclusions (7.1) et (7.2) en prenant ;(e) =
min(po,(5(s)). [ ]
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5(e)

Figure 7.1. Chaque rectangle représente un domaine du type J{ —o.~, U-f ot-[XBs™ (0).

Le lemme 7.2 n'admet pas de réciproque : la stabilit¢ de Lyapounov n’en-
tratne pas la stabilité asymptotique. Considérons par exemple le champ linéaire
a coefficients constants et réels :

d d d d
X =y-—- X— + a ,
0X oy dx

les deux premiers termes correspondent a des termes de rotation, et les deux
derniers a des termes de contraction, ou de dilatation, selon le signe de a. L’origine
0G est l'unique point singulier. Le systéme associé a ce champ de vecteurs est

de la forme f = Ay, ou yl est la matrice de simUttude :

On a expliqué, dans le chapitre 2, comment intégrer simplement ce systéeme. Il
suffit pour cela d’'introduire la variable complexe z = x + iy. Le systéme se réduit
a I'équation différentielle linéaire de C :

Z= {a —i)z»
qui s'intégre par la formule :
(%G, z) = ze
Remarquez que \ip{t"2\ = |[r]e™ Il en résulte immédiatement la discussion
suivante de la stabilité de l'origine :

1. sia = 0O, les orbites sont des cercles concentriques a I'origine (figure 7.2). On
dit que l'origine est un centre. On a évidemment la stabilité de Lyapounov
sans la stabilité asymptotique (les trajectoires ne tendent pas vers l'origine

lorsque t + Q0.

2. Si a < O rorigine est un foyer attractif : la trajectoire par z ~ 0 E C,
quel que soit ce point, tend vers l'origine, lorsque t — + 00, en spiralant
(figure 7.2). On a la stabilité asymptotique.
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3. Sia > 0, l'origine est un foyer répulsif: la trajectoire par ~ 70  C, quel que
soit ce point, s’écarte, en tournant en forme de spirale, de l'origine, lorsque
t +00 (figure 7.2). On peut dire que I'origine est asymptotiquement stable
pour t —>—00 (ou bien que I'origine est asymptotiquement stable pour le
champ —X).

Figure 7.2

7.1.2. Théorémes de stabilité
Fonction de Lyapounov

Soit P un point singulier d’'un champ de vecteurs X, défini sur une variété M.
La définition de la fonction de Lyapounov fait appel a la notion de dérivée de Lie :
X o = Lxf~ d’une fonction / par un champ de vecteurs X (voir la définition 1.1).

Définition 7.3. Une fonction de Lyapounov F, pour le champ X, au voisinage
du point singulier p, est une fonction différentiable définie sur un voisinage

ouvert U de p, telle que

1. Le point P est un minimum absolu strict de F : F{x) > F{p) pour tout
xeU - {p}.

2. La dérivée de Lie : X F = LxF est inférieure ou égale 2 0 : X «F{x) < 0
en tout point Xe U

Remarque 7.3. 1. Si F est une fonction de Lyapounov, cette fonction décroit le
long de chaque trajectoire de X dans U. Cela suit de la formule de dériva-
tion : X eF((p(t,x)) = ~ (™ ° (UM établie au lemme 1.1. 1 en résulte.
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d’apres Titem 2 de la définition 7.3, que pour tout x E {, la fonction a une

variable :
{F O(p){t"™x)

est a dérivée négative et est donc décroissante.

2. Soit F une fonction sur un ouvert de Son gradient VF admet la
fonction —F comme fonction de Lyapounov, car

VE-(-F) = |2

3. Il n'y a pas de méthode générale pour exhiber une fonction de Lyapounov.
C’est pour chaque probléme une question de savoir-faire. Pour les systemes
mécaniques ou électriques, I’énergie est souvent une fonction de Lyapounov.
Par exemple, dans un systéme mécanique non conservatif, tel un pendule
avec frottement, I'énergie totale du systéme est une fonction de Lyapounov,
au voisinage de tout minimum local strict du potentiel.

Les théoremes suivants sont dis a Lyapounov :

Théoreme 7.1. Supposons quHl existe une fonction de Lyapounov Fj pour le
champ Xj au voisinage du point singulier p E Alors le point p est stable au
sens de Lyapounov.

Démonstration. Si F est une fonction de Lyapounov, il en est de méme pour F —
F{p). On peut donc supposer que la fonction de Lyapounov F vérifie que F{p) = 0
et F{x) > 0six e U—{p}. On peut aussi supposer que F est définie sur le domaine
d’une carte (t/, contenant le point p, avec Q = "ip{U) = 5 pq(0), pour un certain
po > 0. Sur la boule ouverte le champ représentatif de X admet alors la
fonction F Oif comme fonction de Lyapounov. Comme le champ X est défini sur
I'ouvert ii, pour ne pas alourdir les notations, on peut supposer que la fonction F
est aussi définie sur il et qu’elle admet en ~(p) = 0 E il un minimum absolu
strict, avec de plus X <F{x) < 0 pour tout x E il. Pour tout e : 0 < 6 < po? on
pose
H{e) = Inf{F{x) I |BIl =¢}.

Comme F{x) > 0 pour x 0, on aiafe) > 0 pour 0 < £ < po- Ceci est une
conséquence du théoreme du minimum atteint, appliqué a la fonction continue F
restreinte au compact : dB™0)) = {|IX]I] = e] (F est continue car elle est supposée
différentiable).

Pour tout e : 0 < e < Po, on considére I'ensemble ouvert

H{e)
W, = {xe Be{0) IF(x) <
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Comme F(0) = 0, cet ensemble contient l'origine et est donc un voisinage
ouvert de l'origine. Choisissons un ¢(e), 0 < ((e) < e, tel que C
Alors, si |l < 6{e) on aura que [K(*Il < s pour tout i < O, ce qui est
le résultat souhaité. En effet, comme on I'a vu a la remarque 7.3, la valeur de F
diminue le long de la trajectoire de X. On a donc que, pour tout t < 0, F{ip{t,x)) <
F{x) < Comme la valeur de F, en tout point du bord de la boule est
supérieure ou égale a la trajectoire partant du point x situé dans la boule
ne peut pas atteindre ce bord. Il s’en suit bien que Mt~x) G 5°(0) pour tout
t> 0 |

Théoréme 1.2. Sous les hypothéses du théoréeme précédent, supposons que F soit
de classe et que Von ait : X eF{x) < 0 pour tout x E U —{p}. Alors le point
p est asymptotiquement stable.

Démonstration. Comme dans la preuve du théoréme précédent, on peut supposer
que le champ X est donné sur la boule ouverte fi = Bp™(0) et que le point singulier
est situé a l'origine. La fonction de Lyapounov est admet F(0) = 0 comme
valeur minimale stricte et vérifie X «F{x) < 0 pour tout x EU —{p}. Choisissons
un p quelconque, tel que 0 < p < po? Que nous supposerons dorénavant fixé. On
considére le voisinage ouvert de I'origine : Wp C ft, défini comme I'ouvert dans
la preuve du théoréme 7.1.

D’aprés la remarque 7.2, il suffit de prouver que pour tout x E Wp —{0},
~A(t,x) —0 pour t — + 00. Cette demi-orbite ne passant pas par 0 (qui est un
point singulier), on a l'inégalité stricte : X <eF{cp{t,x)) < 0 pour tout t > O,
et donc, encore par la remarque 7.3, la fonction t i® F{(p{t,x)) est strictement
décroissante. D'autre part, toute la demi-trajectoire positive /~ est contenue dans
le compact Bp{0) C fl. L'ensemble cu-limite de x, noté cjx, est donc un compact
non vide dans Bp{0), car il est un ensemble fermé dans le compact Bp{0) (voir
proposition 5.2). Nous allons montrer que cet ensemble ne peut pas contenir de
point de —{0}. Comme il est non vide, il en résultera que Ux = {0} et donc
que Mt,x) 0 lorsque t —+ 00, d’aprés la proposition 5.5.

Supposons donc, par I'absurde, qu’il existe un point xq ™ ojx —{0}. En ce
point xq on a X <F{x0) ¢ O. Il en résulte que dF{x0) ® 0 et X{xq) ¢ 0. Par le
théoréme des fonctions implicites, I'équation {F{x) = F(xq)} définit localement
une hypersurface de classe passant par le point xqg, et transverse en ce point au
vecteur X{xq), comme il suit aussi de la condition : X <F{xq) ® 0. On a vu dans
la proposition 4.4 que I'on pouvait choisir une section locale S par le point xq,
contenue dans cette hypersurface, puis construire un voisinage tubulaire B tel que
Bn{F{x) = E*(x0)} = S (voir proposition 4.5 ou le role de M est joué, ici, par I'hy-
persurface {x|F(x) = F(xq)} fermé de ; comme la fonction F et donc S sont
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seulement de claisse il en est de méme pour le difFéomorphisme de trivialisation
du champ X dans 5, mais cela n'a pas d’'importance pour la suite de la preuve).
Le point xo appartenant a il existe une suite strictement croissante de temps :
{W)i + 00, telle que appartienne a B pour tout i et {<Nti"™X))i xq.
De plus, comme on l'a fait par exemple dans la preuve du théoréeme 5.2 de
Poincaré-Bendixson, on peut choisir les U pour que (/?(t"\,x) ¢ S pour tout i. On
a maintenant une contradiction. En effet, pour deux indices quelconques i < j on
aura ti < tj et donc F{ip{ti™x)) > F{ip{tj,x)) puisque la fonction t i® F{(p{t"x))
est strictement décroissante. Or, comme a la fois (p{ti,x) et (p{tj”x) appartiennent
as c {F{X) = F{xg)}* on a aussi F{(p{ti™*x)) = FH{<™tj”™X)) = F (xq). ce qui est
absurde. ]

Voici un exemple d'application du théoréme 7.1. On considére I'équation du
pendule avec frottement : x+ + s i n x = 0,oup c Net A> 0 (le frottement
est linéaire lorsque p =0). On considére le champ de vecteurs associé :

—_ 1 N
X = yﬁ\x +sina&e )",
défini dans I'espace de phase des (X, Yy) & X i1 (la transformation d’une équation
du second ordre en un champ de vecteurs dans l'espace de phase est expliquée
dans le paragraphe 1.4). La fonction d’énergie totale F(x,y) = —cosx, du
systéme conservatif correspondant a A = 0, est une fonction de Lyapounov au
voisinage du point d’équilibre (0,0) pour les A> 0. En effet, le point (0,0) est un
minimum local de Morse pour F (voir le paragraphe 1-3.2) et :

X eF(x,y) = yzF - (AYY +sinx) —

= ysinx —(AyY™W™ + sinx)y = <0

Comme la fonction — s'annule sur tout I'axe des x, on ne peut ap-
pliquer le théoréeme 7.2. Malgré cela, il est tres facile de montrer que la fonction
d’énergie F est strictement décroissante au voisinage de (0,0), le long de chaque
trajectoire distincte de ce point. Comme dans la preuve du théoréme 7.2, on en
déduit alors que ce point d’équilibre est asymptotiquement stable : chaque tra-
jectoire du pendule, avec une condition initiale assez proche de (0,0), va tendre
vers la position d’équilibre.

critére de stabilité

Soit X un champ de vecteurs sur une variété M de dimension n ety ¢ M un
point singulier de X. Par choix d’'une carte, X est représenté par un champ de
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vecteurs défini sur un voisinage ouvert de 0 6 et p est situé a l'origine. On
notera encore ce champ par X. Développons-le a lI'ordre un, a savoir \X{x) =
Ax + d]] X II) ou A est une matrice de

Dans la section 4.4, le spectre des valeurs propres de X en p est défini, par la
définition 4.9, comme la donnée des valeurs propres de A (dans C), comptées avec
leur ordre de multiplicité. Nous avons montré par le lemme 4.1 que ce spectre est
indépendant du choix de la carte.

Voici maintenant un théoréme, donnant un critére de stabilité asymptotique,
basé sur les propriétés du spectre des valeurs propres. Ce théoréme est une consé-
quence du théoréeme 7.2.

Théoteme 7.3 (Critére de stabilité d’un point singulier pour les champs de vecteurs).
Si P est un point singulier de X et si toutes les valeurs propres du spectre en p
ont une partie réelle strictement négative, alors p est asymptotiquement stable.

Démonstration. On choisit une carte locale, au voisinage du point singulier p = 0,
dans laquelle le champ s'écrit X{x) = Xi{x) + O(] [xlp) avec une partie linéaire,
X\{x) — AX" donnée par une matrice A. On va établir le théoréeme par une
succession de lemmes simples.

La preuve va consister a vérifier, tout d'abord, qu’aprés un changement linéaire
de coordonnées bien choisi, la forme quadratique Q{x) = ~(xf -h... + x”) est une
fonction de Lyapounov pour le champ linéaire Xi, avec X\ «Q{x) < 0 pour
X 0. Le résultat est direct si la matrice A est diagonale sur M. En effet, si

{AL,..., Xji} ¢ m est le spectre des valeurs propres, cela suit de I'observation que
X\ «Q — {AXNx) —AIxX™ -f-... "hAnxl < -H\\NA (7.3)
avec —pi = Sup{Ai,..., An} < O car, par hypothése, < O pour tout i. On

va tout d’'abord montrer que l'inégalité (7.3) reste vraie, dans un bon systéme
de coordonnées, pour une matrice quelconque, a un U > O arbitraire prés, si on
prend pour —i la borne supérieure des parties réelles des valeurs propres. Pour ce
faire, nous allons utiliser le résultat suivant de triangulation sur C d’'une matrice
guelconque, qui est une forme faible de la mise sous forme de Jordan (voir [16]
par exemple). ]

Lemme 7.3. Soit A ¢ Mat(?2n) une matrice réelle de spectre :
{Xi,... ,Xi,aiziPi,... ,ast iPs}

ou Xi™aj™Pj ¢ M ein = /+ 2s. Alors, A est conjuguée dans Gl(n,I aune matrice
S + N avec les propriétés suivantes :
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1 se décompose en somme directe : ®i=iNi Ei=Rsii<|let
Ei = pouri= 1+ + s.

2. S laisse invariant cette décomposition : S{Ei) C Ei pour touti = 1”~... I +s.

3. La restriction de S au facteur Ei est la multiplication par Xi pour i < I, et

est la similitude &Pi | lpouri I+ 1,... A+s.

aini J
4. La matrice N est triangulaire supérieure au sens suivant : si v E E\, alors
N{v) = 0O; et si v Ek avec k >2” alors N{v) G ®i=iEi.

Remanjue 7.4. Les conditions 1 et 2 du lemme 7.3 déterminent complétement la
matrice S. Cette matrice contient | termes diagonaux correspondant aux valeurs
propres réelles de A, puis s mineurs diagonaux de dimension 2 correspondant aux
paires de valeurs propres complexes conjuguées de A. Tous les autres termes de
S sont nuis, cette matrice est diagonalisable sur C.

Remarque 7.5. La condition 3 implique clairement que la matrice N est une ma-
trice triangulaire supérieure stricte (& éléments diagonaux nuis). Cette condition
est plus générale que celle portant sur une matrice nilpotente élémentaire, qui
est une matrice triangulaire supérieure stricte composée uniquement de zéros a
I'exception de la premiére sur-diagonale composée uniquement de 1. C'est ce type
de matrice nilpotente élémentaire qui est exhibée dans le théoréme classique de
Jordan (voir [16] par exemple). Dans notre cas, la matrice nilpotente N n’est pas
élémentaire, c’est ce qui nous fait appeler le lemme 7.3 la forme faible de Jordan.

On désigne par |I5]] la norme d’opérateur d’une matrice associée a la norme
euclidienne de (voir la définition 2.2). Alors on peut, dans cette norme, rendre
aussi petite que voulu la norme de la matrice N du lemme ci-dessus :

Lemme 7.4. Soit 6 > 0 un nombre positif arbitraire. On peut choisir la conjugaison
dans le lemme précédent pour que HA'H< 5 Autrement ditj A est conjuguée dans
GIl(n,M) a S+ N® comme dans le lemme 7.5, avec IIAH< 6.

Démonstration. On conjugue tout d’abord A a une matrice S + N comme dans
le lemme 7.3. Soit un 7z, 0 < < 1, nombre que nous allons choisir dans la
suite. Considérons I'élément P G GI(n,M) égal a I'homothétie de rapport sur
chaque facteur Ei pour i = 1,... ,Z+ s. La conjugaison B PBP~" laisse la
matrice S invariante. Soit Nij avec 1 < z< J < n, les coefficients éventuellement
non nuis de N. En utilisant la condition 3 du lemme 7.3, on Vvérifie sans peine
gue chaque coefficient de N = PNP~"" éventuellement non nul, est de la forme
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Nij = pour 1 < Z<j < n, ot k{i®j) est un entier strictement positif.
Remarquez que :

Mi=swr E E". E“?='}1 E Ew

car \uj\ < 1 pour tout j. Comme < i/ pour tout {i,j) (puisqu’on a choisi
tel que O< < 1), on a [ivil < iyNNij\ pour tout d’ou il résulte que :
Il suffit alors de choisir u > 0 assez petit pour que NS m

On suppose maintenant, comme dans I'’énoncé du théoréme, que les valeurs
propres de la matrice A ont des parties réelles strictement négatives. Soit —i < O
la borne supérieure de ces parties réelles, c’est-a-dire :

-1Z = Sup {Xi, 2= 1,...,/, aj, j=1,...,s}. (7.4)

On suppose choisi le systéme de coordonnées linéaires {xi,..., Xn) dans lequel
A est égale a S+ N, comme dans le lemme 7.4, et on désigne par (e, 9 le produit
scalaire euclidien de

Lemme 75. Le nombre ji étant défini par (7.4), supposons que [X]] < 6 pour un

certain 0> 0. Alors :
{AX,X) <-{iM-5)\\X\Y. (7.5)

Démonstration. Soit u GR”. On a :
{Au,u) = {Su,u) + {Nu,u). (7.6)

Les facteurs Ei sont deux a deux orthogonaux. Si on décompose u = u.
avec Ui G Ei, on peut écrire que {Su,u) =
Maintenant si z < /, on a {Sui,Ui) = {XiUi,Ui) = AMIui]f. Sij > / + 1,on a

un = G R~ et donc Suj = + aj_/zz?). 1l en résulte
que {Suj,Uj) = sij o> 1 -f-1.
On obtient donc :
(AN
{Su,u) = A aj- i\ W < -ig il (7.7)
i=l j=I+i
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car |Izlp = Yli=i J théoreme de Pythagore ((7.7) est une inégalité
stricte si |J| ~ O).
Par le lemme de Schwarz, on a (Nu™u) < [JIXUll < llull Comme [KK]] est la

norme d’opérateur associée a la norme euclidienne de on a JIA%Il < \\\\en'ai!
et donc

(ivna)<]17VI1I.IH]2<5]H]2. (7.8)

Le résultat suit des inégalités (7.7) et (7.8). ]

Le théoréme est une conséquence du théoréme 7.2 et du lemme 7.6.

Lemme 7.6. Soit S > 0 tel quee —206 > 0. Plagons-nous dans le systeme de
coordonnées x = (Xi,..., Xn) fourni par le lemme LY\ Alors il existe un voisinage
ouvert Q de Vorigine sur lequel la fonction quadratique Q{x) = + .o+ xXN
vérifie

X-Q{x)<-{fi-20)\\x\\\ (7.9)

Démonstration. La dérivée de la fonction Q par rapport au champ X{x) =
E"=i-"i(®)A est égale a

X .Q{x) = Y~AXiXiix) = (X{x),x). (7.10)
i=l

Dans les coordonnées choisies, le champ X s’écrit

X{x) = Ax-\- o(] IXI I
Il en résulte que (X{X)"x) = (Ax"™xX) + O(]Ix]p). Compte tenu de l'inéga-
lité (7.5), cela implique qu’il existe une fonction 'ip{X) qui tend vers 0 quand X
tend vers l'origine, telle que (X{x)""x) < —{ji —6 —'0(X))| [x|p. Si I'on choisit un

voisinage ouvert i de I'origine sur lequel [O(X)] < 5, on a I'inégalité

(X{x),x) < -(at-2)]IxIR (7.11)

dans tout f2, qui se réduit a I'inégalité (7.9) compte tenu de (7.10).

Fin de laPreuve du Théoreme 7.3. La fonction Q posséde un minimum absolu strict

a l'origine 0 & et elle est évidemment de classe I L'inégalité (7.9) implique
que Q est une fonction de Lyapounov sur 17, telle que X =Q(x) < 0 pour tout
x G12—{0}. La stabilité asymptotique suit alors du théoréme 7.2. ]
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KeTawpe 7.6. Vérifier ou prouver que toutes les valeurs propres ont une partie
réelle négative n’'est pas évident. Cependant, le lecteur intéressé trouvera, par
exemple dans le chapitre 2 de [23], une série de résultats concernant les signes
des parties réelles des zéros du polyndme caractéristique en fonction de critéres
portant sur les coefficients de ce polynéme.

On peut tirer, de I'inégalité (7.9), une estimation gquantitative de la vitesse de
convergence des trajectoires vers lI'origine. Soit un 5 > 0 comme dans le lemme 7.6.
Choisissons un P = p{6) > 0 tel que Bp{0) C fi. Remarquons que lI'on peut choisir
5 > 0 aussi petit que voulu, mais que I'on doit choisir p{d) 0 pour 5-~0. On
désigne par (p le flot de X. Dans Bp{0) on a I'inégalité différentielle suivante.

Lemme 7.7. Soit p = p{8) comme ci-dessus. Soitt > Q et x tels que ("\(i,X) G
Bp{Q). Alors

dt (7.12)
Démonstration. On a X)Ip = {(p{t")Nip{t"™x)). En utilisant la bilinéarité et
la symétrie du produit scalaire euclidien, on obtient :
—{(p{t.x),ip{t,x)) = 2{(p{t,x), ~"{t,x)). (7.13)
Comme ~{t,x) = X{ip{t,x)), on a
(F(i,e),~(i,2)) = {X{ip{t,x)),ip{t,x)). (7.14)

Le point (p{t,x) appartenant a Bp{0) par hypothése, il suit de (7.11) que
{X{cp{t.x)),ip{t.x)) < -{fi-20)\\(p{t,x)\f,
et donc I'inégalité (7.12) souhaitée d’'aprés (7.14) et (7.13).

Montrons que si g G 5p(0), alors toute la demi-trajectoire positive de X est
aussi contenue dans cette boule :

Lemme 7.8. Soit x G 57(0), avec p = p{5). alors pour toutt > 0 on a (*(i,x) G
L1, 0).

Démonstration. Soit F = {r G M* ]ip{r,x) G Bp{0)}. C’est un fermé non vide,
car il contient 0 G M*'. Supposons que F ™ R*. Soit alors

re=Inf{rGR+ .. .+,
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Par définition, on a ip{T,x) ¢ 5~(0) pour tout r < et il existe une suite
(nyJ T, tels que r* > et (f{Ti,x) 0 Bp{0) pour tout i. Par continuité,
cela implique que p{tqg,x) ¢ dBp{0) = Sp, la sphére de rayon p. Or, le champ de
vecteurs X est transverse et rentrant en chaque point de Sp. Cela suit de I'inégalité
< X(x),x >< 0 vérifiée en tout x e Sp (cette inégalité signifie que I'angle entre
le vecteur sortant extérieur X et le vecteur X{x) est strictement supérieur a |).
Dong, il existe 7> Otel que, pour tout r g]t"—'ﬁ’,r"[, le point (p{r,x) est situé
a I'extérieur de -Bp(O), ce qui est en contradiction avec la définition de r”. ]

Nous pouvons maintenant intégrer l'inéquation différentielle (7.12) tout au
long d’une orbite partant de x G Sp(0), pour obtenir I'estimation suivante de la
convergence de (fi{t"x) vers l'origine.

Pivposition 7.1. Soit P = p{5) comme plus haut et x E 5p(0), alors pour tout
teR'"N

b )11 < lxlle-f"-* )Y (T.15)
Démonstration. Le point x étant fixé, posons f{t) = [||(ptX)|p. D’'apres le

lemme 7.8, la fonction f{t) est définie pour tout t > 0, et d'aprés le lemme 7.7,
cette fonction (qui est C”) vérifie I'inéquation différentielle

dt (t) < -2{ii - 20)f{t)

pour tout t > 0, avec, comme condition initiale, /(0) = \X\X“ Posons g{t) =

on voit que ™ > 0. En dérivant f{t) = on obtient
- 2{p- < -2{p - 20g{He """\
ce qui impliqgue que ~{t) < 0, et donc que g{t) < g{0) = [|INIP- En reve-
nant a la fonction /, on obtient f{t) < et donc l'inégalité (7.15)
souhaitée. ]

Remarque 7.7. La formule (7.15), qui donne une forme forte et quantitative de
convergence asymptotique, est appelée convergence exponentielle. Remarquez que
le coefficient p —25, qui contrdle la convergence, peut étre choisi (par restriction
du domaine de validité) aussi proche que voulu de /i, constante ne dépendant que
du spectre des valeurs propres du champ X au point singulier.
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7.2. Stabilité d’une orbite périodique

7.2.1. Différents types de stabilité pour une orbite périodique

Les définitions de stabilité, pour une orbite périodique 7 d'un champ X sur
une variété M, vont reprendre celles introduites plus haut pour les points singu-
liers, I'orbite jouant le réle du point. Cependant, comme l'orbite périodique n’est
pas nécessairement contenue dans une seule carte, on ne peut pas considérer la si-
tuation d’un champ de vecteurs sur un ouvert de Pour contourner cette petite
difficulté, nous allons faire appel au choix d’une distance dist(x,y) pour définir la
topologie de M. Rappelons qu’une telle distance peut étre, par exemple, obtenue
a partir d’'une métrique riemannienne choisie sur M, comme il a été expliqué au
paragraphe 1-2.4.3.

Lyapounov a introduit sa notion de stabilité pour toute trajectoire (et non pas
seulement pour les points singuliers) :

~Nt~x) est stable si et seulement si pour tout y assez proche de x, y[t?Yy) reste
proche de ~t™x) pour tout t > 0. Autrement dit, pour tout e > 0 et tout t >0, il
existe un 6{e) > 0, tel que :

dist(x,y) < 5(e) = dist((*(i,x),(*(i,y)) < e.

C’est cette notion de stabilité qui est utilisée pour les champs non autonomes
et non périodiques. Cette notion pourrait étre utilisée pour les orbites périodi-
ques des champs autonomes, mais elle est trés restrictive, car elle exige que les
points g/Nt,x) et (f{t,y) restent proches, ceci pour tout temps t > 0. Aussi, on
a intérét a affaiblir cette exigence en demandant seulement que pour y voisin
de I'orbite 7 le point ~(t,y) reste également proche de 7 pour les temps t > O.
On rappelle que la distance d’un point x a un fermé non vide F est définie par
dist(x, F) = Inf{dist(x, y)\y ™ F}, On a alors la définition suivante de la stabilité
de Lyapounov pour les orbites périodiques :

Délnition 7.4 (Stabilité de Lyapounov d’une orbite périodique). Supposons
que 7 soit périodique. On dit que 7 est stable (au sens de Lyapounov) si et
seulement si pour tout e > O, il existe 5(¢) tel que :

dist(y,7) < 5() Vi > O:dist((/2(i,y).7) < e (7.16)
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La stabilité au sens de Lyapounov d’une orbite périodique 7 par le point xq
n'implique pas que

dist(x,?/) < 5(6)  dist((/?(t,x),(/?(t,y)) < 6. (7.17)

Ceci est illustré dans la figure 7.3 : on y voit l'orbite périodique en trait
continu avec les points x et (p{ti™x) d'une part, l'orbite périodique perturbée en
trait pointillé avec les points y et d’autre part. On reste prés de l'orbite
périodique mais on ne contrdle pas ce qui se passe, les points Mt\X) et ip{ti®y)
ne sont pas nécessairement proches méme si les points x et y le sont. L’orbite
périodique 7 est stable, au sens de Lyapounov, alors que I'implication (7.17) est
fausse.

N ®1,x)

Figure 7.3. L'orbite périodique 7 est en trait continu.

Voici un exemple explicite de ce phénoméne. Sur l'anneau ouvert A —

I"x]0,1[, paramétré par (0,r) GM/Zx]0,1][, on considére le champ de vecteur
-l (en plongeant A dans par exemple par le difféomorphisme (0,r) I* (x =
e'c0os27T0,y = e”sin27T0), on peut considérer A comme un ouvert de R?). Clai-
rement, toutes les orbites sont périodiques et stables au sens de Lyapounov. Par
contre, elles ont des périodes différentes, la période par le point = (Or) étant
égale a  Si lI'on prend deux points quelconques O<ri<r2<1
on voit que les trajectoires par ces deux points auront un écart angulaire de la
variable B maximal, c’est-a-dire égal a ~ pour la suite des temps th = 9 \,j (2

avec n G Z. Si l'on plonge I'anneau dans comme ci-dessus, il est clair que
mp niri si T2~ ri, alors que la distance euclidienne entre les deux points
atteints aux temps tn est égale & -h et tend vers 2e™ ~ Osi r2~ ri.

Comme dans le cas des points singuliers, on peut donner une formulation
équivalente de la stabilité, au sens de Lyapounov, d’'une orbite périodique, en
termes de l'existence d’'un systeme fondamental de voisinages invariants de I'or-
bite. La démonstration est complétement similaire a celle donnée pour un point
singulier (voir lemme 7.1), il suffit de remplacer la norme de par la distance
riemannienne dist(x,y) (voir le paragraphe 1-2.4.3).
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Lenune 7.9. Une orbite périodique 7 est stable au sens de Lyapounov si et seule-
ment si 7 possede un systeme fondamental de voisinages invariants par ipt pour
les temps positifs.

On définit de la méme maniere la stabilité asymptotique des orbites pério-
diques :

Définition 7.5. On dit qu’'une orbite périodique 7 est asymptotiquement stable
s'il existe un voisinage il de 7 tel que, pour tout e > O, il existe un t{e) avec
la propriété suivante :

VX G \ft> t{e) => dist((/?(t,x),7) <e.

Comme dans le cas des points singuliers, pour qu’une orbite soit asympto-
tiguement stable, il faut et suffit que, pour tout x c il, on ait (p{t™Y) —7.
L’uniformité de la convergence suit de la compacité de l'orbite 7. De méme, la
stabilité asymptotique entraine la stabilité de Lyapounov.

La stabilité de Lyapounov d’'une orbite critique 7, point singulier ou orbite
périodique, est préservée par équivalence entre champs de vecteurs. Cela suit
trivialement de la forme équivalente de la définition, en termes de I'existence d’un
systeme fondamental de voisinages invariants de l'orbite. La stabilité asympto-
tique est aussi préservée par équivalence car cette stabilité revient a dire que
©t*x) ~ 7 pour les points X voisins de 7, condition qui est aussi clairement in-
variante par équivalence C”. Ces remarques suggérent que les notions de stabilité
doivent pouvoir se traduire et s’étudier a travers les applications de Poincaré de 7.
C’est ce que nous allons examiner dans la suite de ce chapitre, aprés avoir défini,
dans le prochain paragraphe, les notions de stabilité au voisinage d’'un point fixe
de difféfomorphisme.

7.2.2. Différents types de stabilité pour un point fixe
de difféomorphisme

Soit S une variété de dimension m. On suppose que / est un diffeomorphisme
défini au voisinage d'un point fixe p de f (point tel que : f{p) = p). Dans la suite,
/ sera une application de Poincaré associée a une orbite périodique, mais il est
intéressant de donner une définition indépendante de ce contexte, valable pour
toute dynamique discrete locale.

Dire que f est définie au voisinage du point fixe p signifie que / est définie sur
un voisinage ouvert arbitraire VP de p ¢ S. On peut prendre pour W un domaine
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de carte, et donc supposer que / est définie sur un ouvert de C’est ce que l'on
va supposer dorénavant. Cela va nous permettre d’utiliser la norme euclidienne
Il =l de On désigne par la boule de centre p et de rayon po dans

Définition 7.6.

1 On dit que le point fixe p est stable, au sens de Lyapounov, si, pour tout
6> 0, il existe 6{e) > Otel que :

\\Xx-p 1< 5(e) Vnc N, Ir{x) - p |ke

2. On dit que p est asymptotiquement stable s’il existe po > o tel que
BpQ c W, avec la propriété suivante. Pour tout e > 0, il existe i(e) &
tel que :
\\x-p\\< poett> t{e) M1 p{x) - p |ke

Dans les définitions ci-dessus, est le diflFéomorphisme obtenu en itérant / n
fois : /A~ =/ O... O/, n fois.

Remarque 7.8. On a une analogie manifeste entre les notions de stabilité au voisi-
nage d’un point fixe de difféfomorphisme et celles données pour un fiot de champ
de vecteurs, au voisinage d’un point singulier : le temps continu t du fiot est sim-
plement remplacé par le «temps discret » n. Les remarques et propriétés valables
pour les champs sont encore vraies ici, a savoir que la stabilité de Lyapounov est
équivalente a I’existence d’un systeme fondamental de voisinages invariants par le
difféfomorphisme /. De méme que la stabilité asymptotique implique la stabilité
de Lyapounov. De plus, la stabilité asymptotique est impliquée par la convergence
f'A{x) p pour n —+00, pour les points x assez voisins de p, I'uniformité s’en
déduisant par un simple argument de compacité.

7.2.3. Relation entre la stabilité d’une orbite périodique
et celle de ses applications de Poincaré

Soit X un champ de vecteurs, 'jp une orbite périodique par un point p G M.
On choisit une section locale S par p. Soit h :W ~ {W c E) une application
de Poincaré associée. D’apres sa définition 4.7, S est difféfomorphe au disque unité
de muni de la distance euclidienne. Les diamétres ci-dessous sont définis
par la norme euclidienne associée a cette distance. On suppose que p = 0. On a
alors la proposition suivante :
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Proposition 7.2. Le pointp est un point fixe stable au sens de Lyapounov (respecti-
vement au sens asymptotique) pour le difféomorphisme h si et seulement si jp est
une orbite stable au sens de Lyapounov (respectivement au sens asymptotique) du
champ de vecteurs X.

Démonstration. On utilise la méme idée de compacité, considérée précédemment
dans le lemme 7.2 : on utilise le fait que le temps de retour de h est borné.

Comme les preuves des différentes implications sont similaires, nous allons
nous contenter de faire I'une d”entre elles, a savoir que si h est stable au sens
de Lyapounov, alors /p est stable au sens de Lyapounov. Le cas asymptotique se
traite de la méme fagon, ainsi que les réciproques.

Supposons donc que h soit stable au sens de Lyapounov en p. Alors il existe
un systéme fondamental de voisinages compacts Ui ¢ W de p, invariants par h
(voir remarque 7.8) ; c'est-a-dire que h{Ui) C Ui et diam{Ui) 0 pour i 00.

Pour tout on considere le saturé Wi de Ui par les trajectoires, obtenu en
prenant toutes les trajectoires partant de U soit

Wi = \J{<pt{x)\xeUi}. (7.18)
i>0

Les Wi sont des voisinages invariants de /p pour les temps positifs du flot car,
pour tout r > O, on a

r{wi) = U W (x) IXet/J c W.
©0

Soit x £ Ui et t(x) le temps de premier retour. Comme h(Ui) C Ui (figure 7.4),
on repassera par les points déja atteints de Wi aprés le temps de retour ;(x), car
on repart d'un ensemble h{Ui) plus petit que Ui. Dans la définition du saturé par
(7.18), il suffit donc de se restreindre aux temps 0 <t < t(x), soit

Wi= U {iptix) Ix € Ui}.

On peut choisir W compact. Le temps t{x) est alors borné pour x e W. Soit
Tl = Sup{t(x) \x E W}. On peut alors remplacer, dans la formule ci-dessus, le
temps variable t{x) par le temps Ti, et écrire pour tout i

Wi= \J {"pMX) \x&Ui] = <p{[0,Ti] x Ui).
t<Ti

On définit diam(W7) par

diam(Wj) = sup{dist((/2(i,y), 7p) 1(i, y) 6 [0, Ti] x Ui}
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Alors on a diam(W1i) —0 lorsque i 00 (c’est-a-dire que Wi — /p au sens de la
topologie de Hausdorff, lorsque i 00).

Pour démontrer ce point, on va utiliser un argument simple de compacité,
argument déja utilisé par ailleurs comme il a été dit. Voici cet argument. La
fonction a deux variables f{t,y) = 77 est continue et positive. De
plus, f{t,0) = O, puisqu'on est sur 7~ pour y = 0. Soit maintenant un ~ > 0
quelconque. Par continuité de /, il existe, pour tout t G [0,Ti], un > 0 et un
S > Otels que f{]t—rit,t+r]t[xBst{0)) < e. Comme [0,Ti] est compact, il existe un
ensemble fini {t\,... ,tk\ tel que les intervalles Jt\ —7]ti ,Jtk — +

recouvrent [0Ti]. Si 6 = Inflat. Jz= 1,..., fc}, on a /([O,Ti] x S~(0)) < e
et donc diam(W;) < e. Cela sera réalisé si diam(/7;) < S c’est-a-dire si i est assez
grand.

Cela montre que les Wi forment un systéme fondamental de voisinages de
Ip, invariants par ~t par définition, et donc que 7~ est Lyapounov-stable (voir
remarque 7.8). [ ]

Remarque 7.9, Ainsi, les stabilités de T~ se réduisent a celles du difféomorphisme
de Poincaré h associé a une section quelconque. Si on change de section, on change
h a conjugaison prés, ce qui ne modifie pas les propriétés de stabilité du difféo-
morphisme. Ceci est évidemment cohérent avec la proposition ci-dessus.
7.2.4. Théoremes de stabilité
Fonction de Lyapounov pour un difféfomorphisme
On peut étendre la notion de fonction de Lyapounov pour un difféfomorphisme

local h, au voisinage d'un point fixe.
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Définition 1J1. Une fonction de Lyapounov F pour un difféomorphisme local
/i, au voisinage du point fixe p, est une fonction différentiable définie sur un
voisinage ouvert U de p telle que :

1 Le point P est un minimum absolu strict de F : F{x) > F{p) pour tout
XeU - {p}.

2. En tout point x ¢ C/, on a F{h{x)) < F{x) : la valeur de F diminue
lorsque on itére h.

On a des versions similaires des théorémes 7.1 et 7.2 pour les difféomorphismes.
Les démonstrations sont trés comparables et on ne les répétera pas.

Théoreme 7.4. Supposons qu'il existe une fonction de Lyapounov F pour le difféo-
morphisme local h au voisinage du point fixe p. Alors le point p est stable au sens
de Lyapounov. Si de plus on a une inégalité stricte F{h{x)) < F{x) pour tout
X E U —{p}, alors p est asymptotiquement stable.

Critére de stabilité

Choisissons une carte locale au voisinage de p, telle que p = 0. Soit
h{x) = Hx + o{ X

ou H N GI(m,IR), partie linéaire de h en 0, est une matrice inversible. Comme
dans le cas d’'un point singulier de champ de vecteurs (définition 4.9), le spectre
des valeurs propres de h en p est I'ensemble des valeurs propres de H dans C,
comptées avec leur ordre de multiplicité. Ici, comme H est inversible, toutes les
valeurs propres sont non nulles. Ce spectre est indépendant du choix de la carte :
par changement de carte, H est modifiée par conjugaison en une matrice semblable
PHP~" ayant méme spectre que H.
On a le critére suivant de stabilité asymptotique :

Théoreme 7.5 (Critere de stabilité pour les difféomorphismes). Supposons que
toutes les valeurs propres du spectre de h au point fixe p aient un module stricte-
ment inférieur a 1 (toutes les valeurs propres sont a l'intérieur du cercle unité de
C). Alors p est un point asymptotiquement stable de h. Plus précisément, il existe
un K < 1 etunp> 0 tels que, pour une certaine norme euclidienne =1 de
on ait

\\h-{)\\<K-\\x\\
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pour tout n e N et pour tout x G ~p(0O), boule a fermeture contenue dans le
domaine de définition de h : on a une convergence géométrique uniforme des
itérés de h vers 0, apartir de tous les points de Bp(ff) (la convergence est uniforme

puisque INORI] < Kp).

Démonstration. La preuve est en fait plus facile que dans le cas des champs de
vecteurs. Comme elle est assez simililaire, nous allons en donner seulement les
grandes lignes.

On a : h{x) = Hx + o]Ix]]) sur un domaine de définition [/, que lNon peut
supposer étre un ouvert de Soit a = sup”™ JA|, les  étant les valeurs propres
de H. L’hypothése est que 0 < a < 1. Comme dans le cas des champs de vecteurs,
on a le résultat algébrique suivant, obtenu en choisissant une réduction triangulaire
convenable de H : pour tout 6 > 0, on peut trouver des coordonnées linéaires de

telles que dans ce systéeme de coordonnées, encore noté : x = {x\,... , Xm" la
norme d"opérateur de x Hx soit bornée par a + 6 : |[]il] < a + «.

Comme dans le cas des champs, on en déduit I'existence d'un p = p[d), tel
que dans la boule ii = ~p(0), supposée contenue dans [/, on ait :

| IMX)] |<(a + 25)|M].

On choisit 5 > 0 assez petit pour que K = a + 25 < 1. Pour cette valeur K,
on a donc :
L[/i(M)H<~INI (7.19)

si X G il. Cela implique en particulier que /r'2) C O et que l'on peut itérer
indéfiniment h dans if. On peut aussi itérer I'inégalité (7.19), ce qui donne

\\h-)NN<KANNN<K Ap,

pour tout n G N. Les itérés h™{x) convergent géométriquement en norme vers le
point fixe O. n

Application aux orbites périodiques
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Définition 7.8 (Multiplicateurs de Floquet). Soit h : W Il I'application de
Poincaré relative a une section locale E par p. Les multiplicateurs de Floquet
de 7p sont les éléments du spectre des valeurs propres de h au point fixe p.
Autrement dit, si H = dh{p), partie linéaire de h en p dans une carte de W,
les multiplicateurs de Floquet sont les valeurs propres de H dans C, comptées
avec leur multiplicité.
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Les multiplicateurs de Floquet sont aussi appelés les exposants de Floquet.
Dans la littérature on les trouve aussi sous les noms de multiplicateurs (ou fac-
teurs) caractéristiques, qui sont a distinguer des exposants caractéristiques dé-
signant, on le rappelle, les exposants des exponentielles solutions des systémes
différentiels linéaires.

Le spectre des valeurs propres est indépendant du choix de la carte (des coor-
données de W) mais aussi du choix de S : en effet si Si et s 2 sont deux sections,
on passe de hi a /12 par une conjugaison (voir le chapitre 6) ; c’est pour cela que
I'on peut parler des multiplicateurs de I'orbite : ils sont indépendants de la section
considérée.

Il suit alors de la proposition 7.2 et du théoréme 7.5 qu’une orbite périodique
est asymptotiquement stable si ses multiplicateurs de Floquet sont de module
strictement inférieur a 1.

Remarque 7.10. Soit X un champ de vecteurs de flot @@ Supposons que X{p) = 0.
Alors P est un point fixe du difféomorphisme (pt pour tout t. Si p est un point fixe
asymptotiquement (resp. Lyapounov) stable pour X alors, pour tout i > 0, p est
un point fixe asymptotiquement (resp. Lyapounov) stable du difféfomorphisme
Cela suit immédiatement des définitions.

Remarquons, par ailleurs, que si A est la partie linéaire de X en p = 0, alors

est celle de (pt (en effet si X{x) — 1 + o] Pk]]) alors, pour tout t 0, (pt{") =

X+ of\\X\\)). Donc si {Al,..., An} est le spectre de X en 0,
est celui de (pt- La condition Re{\i) < 0 implique que < 1 (car
~ R e { X )t g\Qutceci est cohérent avec les théorémes précédents.

Remarque 7.11. L’'application du théoréme de Lyapounov aux orbites périodiques
nécessite le calcul pratique des exposants de Floquet, par exemple par intégra-
tion numérique d'une équation variationnelle au premier ordre le long de I'orbite
périodique (cette équation permet de contréler la partie linéaire du flot transver-
salement a l'orbite).

Petit apercu sur la stabililité dans le cas conservatif

Le critére de stabilité du théoreme 7.5 suppose que le difféomorphisme est dissi-
patif et utilise I'existence d'un « effet dissipatif linéaire ». Dans le cas conservatif,
c’est-a-dire pour un difféomorphisme symplectique qui, par définition, préserve
une 2-forme symplectique (voir la définition dans [3] par exemple), I'étude de la
stabilité est beaucoup plus difficile. Il a fallu attendre les années 1960 pour avoir
un premier résultat de stabilité en dimension 2 (dans ce cas un difféomorphisme
symplectique est un difféfomorphisme préservant l'aire de
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Théoréme 7.6 (Kolmogorov-Arnold-Moser). Soit h un difféomorphisme local en

0 G ayant ce point comme point fixe. Supposons que h préserve l'aire
(a,irefh{V)) = aire(V"), pour tout ouvert V C Supposons que le développement
limité de h s’écrive en coordonnées polaires (r, 6) comme suit :
NN = i
\r G O+ fio + +all r I (7.20)
ri = r+ ... !

alors, si /il @ 0O, l'origine est stable pour h au sens de Lyapounov.

La preuve de ce théoréme est trés difficile. On pourra en trouver une approche
dans le petit livre de Moser [20]. Il admet des versions analytique (Arnold) ou
bien différentiable (Moser). Nous les admettrons évidemment.

Remarque 7.12. Le théoréme de Kolmogorov-Arnold-Moser concerne les difféo-
morphismes de Nous en avons donné ci-dessus une version faible. En fait, Ar-
nold dans le cas analytique, et Moser dans le cas différentiable, ont montré qu’une
infinité de courbes invariantes entouraient I'origine en s’y accumulant : c’est I'exis-
tence de ces courbes invariantes qui implique la stabilité au sens de Lyapounov. Il
n’existe pas de critére de stabilité comparable pour les difféomorphismes symplec-
tiques en dimension 2n, avec n > 1. Il existe seulement des critéres pour I'existence
générique de tores invariants de dimension n, dont la dimension est trop petite
pour assurer la stabilité de Lyapounov : des trajectoires « peuvent s’échapper »
en passant entre les tores. Ce phénoméne est appelé : diffusion d’Arnold.

Remarque 7.13. Les hypothéses du théoreme 7.6 sont génériques pour les difféo-
morphismes symplectiques (elles sont Vvérifiées pour presque tous les h symplec-
tiques au voisinage d’'un point fixe elliptique, c’est-a-dire dont la partie linéaire
est une rotation). Un tel diffétomorphisme conservatif ne peut pas avoir de partie
radiale non triviale (en conséquence, on peut supposer que ri —r est une fonction
plate dans (7.20)). S’il existe une fonction de Lyapounov, elle doit étre conservée,
ce qui est une situation hautement non générique pour les difféomorphismes gé-
néraux. Cela fait que le théoréme 7.2 perd de son intérét dans le cas conservatif,
et fait au contraire tout I'intérét du théoréme 7.6 de Kolmogorov-Arnold-Moser
dans le cas symplectique.

Remarque 7.14. Si I'on tronque la formule (7.20) a I'ordre 2, on obtient un difféo-
morphisme h2 qui laisse invariants les cercles et y induit une rotation différentielle
9 B+ Bo+ laird ou /,0 est une rotation a l'origine (on constate que cette rota-
tion dépend de r par le terme en fii). C’est cette rotation différentielle qui est le
mécanisme de la stabilité dans la démonstration du théoréme 7.6.
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Théorie élémentaire des équations différentielles
avec éléments de topologie différentielle

Robert Roussarie et Jean Roux

Cet ouvrage est une introduction élémentaire a la théorie des équations
différentielles. Il est destiné a illustrer un cours classique sur les équations
différentielles dans le cadre d'une licence de mathématiques, mais |l
peut également servir d'initiation aux notions de base indispensables aux
applications.

Une premiére partie est consacrée a des pré-requis de calcul différentiel et de
topologie différentielle : définition des termes et notions de base utilisées par
la suite, concernant aussi bien le calcul différentiel dans un espace euclidien
que la topologie différentielle.

La deuxieme partie est la matiere d'un cours classique sur les équations
différentielles. Les champs linéaires et les propriétés générales des
trajectoires sont donc évidemment exposés. Mais, dans la tradition initiée par
Henri Poincaré, on insiste aussi sur les aspects qualitatifs du comportement
des solutions, avec l'introduction de la notion de flot d'un champ de vecteurs,
qui joue un role fondamental car elle sert de base a I'étude essentielle des
propriétés de récurrence et de stabilité des orbites. La notion d'application
de Poincaré d'une orbite périodique est développée et quelques résultats
importants de la théorie qualitative sont démontrés.

Les lecteurs trouveront un développement de cet ouvrage dans le tome Il
publié dans la méme collection {\Vers la théorie des systémes dynamiques).

Robert Roussarie, ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, a soutenu une
thése en mathématiques sur la théorie des feuilletages. Il a été chercheur
au CNRS puis professeur a I'Université de Bourgogne. Il est un spécialiste
des équations différentielles (bifurcations des champs de vecteurs du plan,
16"~ probléme de Hilbert, systémes lents-rapides en dimension 2).

Jean Roux a soutenu une thése en mathématiques a I'Université de Paris.
Il a été ingénieur-chercheur aux Etudes et Recherches de I'EDF et maitre
de conférences en analyse numeérique aux Ponts et Chaussées. Il est
actuellement enseignant en mathématiques appliquées au département
Géosciences de I'ENS.
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