Table des matiéres

1 Equations différentielles linéaires 9
1 Le premier ordre . . . . . . . .. 10
1.1 Un peu de vocabulaire . . . . . . . . ... . Lo 10
1.2 Résolution de I’équation homogéne . . . . . . . . . ... ... ... ... 10
1.3 Résolution de ’équation compléte . . . . . . . . ... 11
2 Le deuxiéme ordre a coefficients constants . . . . . . .. . ... ... L. 12
2.1 Un peu de vocabulaire . . . . . . . . . ... Lo 12
2.2 Résolution de I’équation homogéne . . . . . . . . . .. ... ... ... 13
2.3 Résolution de I’équation compléte . . . . . . .. ..o 14
3 Le deuxiéme ordre a coefficients non constants . . . . . . ... ... ... ... .. 15
3.1 Un peu de vocabulaire . . . . . . . . . . .. ... o 15
3.2 Le probléme de Cauchy . . . . .. .. ... .. .. Lo 16
3.3 Résolution de (£) quand on connait une solution de (H) qui ne s’annule pas
SUr [ . . o e 17
3.4 Wronskien de deux applications . . . . . ... ... oo 17
3.5 Résolution de (£) quand on connait une base de Sy ; méthode de variation
des constantes . . . . . . ... e e 18
2 Espace vectoriel normé 21
1 Un peu de vocabulaire . . . . . . . . . . ... 23
1.1 Norme et distance . . . . . . . . . . . . .. 23
1.2 Boules . . . . . . e 23
2 Norme euclidienne . . . . . . . . . . . e e e 24
2.1 Produit scalaire réel . . . . . . .. 24
2.2 Norme associée a un produit scalaireréel . . . . . . .. ... .. ... ... 25
2.3 Expression du produit scalaire en fonction de la norme . . . . . . . ... .. 25
2.4 Inégalité de Schwarz . . . . . . . . .. ... L 26
2.5 Inégalité de Minkowski, ou inégalité triangulaire . . . . . . ... .. .. .. 27
3 Produit scalaire sur un espace vectoriel complexe . . . . . . . .. .. ... 27
3.1 Norme et distance associées & un produit scalaire hermitien . . . . . . . .. 28
3.2 Expression du produit scalaire en fonction de la norme . . . . . . . ... .. 29
3.3 Inégalité de Schwarz . . . . . . . . .. ... Lo 29
3.4 Inégalité de Minkowski, ou inégalité triangulaire . . . . . . ... .. .. .. 30
4 Les normes fondamentales sur K™ . . . . . . .. .. ... .. ... ... 30
4.1 Lanorme N7 . . . o o o o 30
4.2 La norme euclidienne ou norme No . . . . . . . . . . .. ... ... 31
4.3 Lanorme Moo -« o v v v oo e e e e e e e 31
5  Les normes fondamentales sur C([a,b]) . . . . . .. .. ..o L. 31
5.1 La norme de la convergence en moyenne . . . . . . . . . . ... ... .. .. 31
5.2 La norme de la convergence en moyenne quadratique . . . . . . . . ... .. 32
5.3 La norme de la convergence uniforme . . . . . ... ... ... ... ... 32
6  Les normes fondamentales sur M,, ,(K) . . .. ... .. ... .. ... ... .. .. 32



TABLE DES MATIERES

7 Les suites dans un espace vectoriel normé . . . . . ... ... oL 32
7.1 Suites convergentes . . . . . .. ..o 33

7.2 Reéglesdecalcul . . . . . . . . .. 33

8 Applications lipschitziennes . . . . . . . . . . . ... 34
8.1 Un peu de vocabulaire . . . . . . . . . . ... .o 34

8.2 Exemples . . . . . . 34

8.3 Opérations algébriques . . . . . . . . .. L Lo 35

9 Comparaison des NOTMes . . . . . . . . . oo vt e e 36
9.1 Comparaison de NOrmes . . . . . . . . . oLl 36

9.2 Normes équivalentes . . . . . . . . . . . ... 36

9.3 Exemples . . . . . .o 37

9.4 Equivalence des normes en dimension finie . . . . . . . . ... ... ... .. 38

3 Suites dans un espace vectoriel normé de dimension finie 39
1 Parties bornées . . . . . . .. e 40
1.1 Un peu de vocabulaire . . . . . . . . . ... Lo 40

1.2 Espace vectoriel des applications bornées . . . . .. .. ... ... 41

2 Suites . ... 42
2.1 Suites convergentes et coordonnées . . . . . . . ... 42

2.2 Cas des suites complexes . . . . . . . .. .. Lo 42

3 Suites de Cauchy . . . . . . . . . L 42
3.1 Un peu de vocabulaire . . . . . . . . . . ... o 42

3.2 Convergence des suites de Cauchy . . . . .. ... ... ... ... 43

4 Relations de comparaison entre suites . . . . . . . . .. ... L. 44
4.1 Domination, notation O . . . . . . . ... ... L Lo 44

4.2 Négligeabilité, notationo . . . . . . . ... .. Lo 45

4.3 Equivalence, notation N 45

4.4 Comparaison logarithmique de deux suites de ]0,+oc0[ . . . . . ... .. .. 46

5 Suites réelles . . . . . . L 46
5.1 Les grands théorémes . . . . . . . .. ... Lo o 46

5.2 Suites définies & I'aide d’une relation de récurrence . . . . . . . . .. .. .. 47

5.3 Suites classiques . . . . . . ... L e e 47

4 Séries numériques 51
1 Introduction . . . . . . . . oL 52
2 Généralités . . . . . .. e e e 52
2.1 Un peu de vocabulaire . . . . . . . . ... L 52

2.2 Condition NECESSAIRE de convergence, divergence grossiére . . . . . . . 53

2.3 Convergence des séries a termes complexes . . . . . . . . . ... ... ... 53

2.4 Critere de Cauchy . . . . . . . . . . . 53

2.5 Combinaison linéaire de séries convergentes . . . . . . . . .. .. ... ... 53

3 Lesexemplesde base . . . . . . . . .. . 54
3.1 La série géométrique . . . . . . . . ..o 54

3.2 Série a destruction de termes ou série télescopique . . . . . . .. .. .. .. 54

3.3 La série du logarithme . . . . . . . .. ... .. Lo oo 55

3.4 La série de arctangente . . . . . . . . .. . ... o 56

3.5 La série de 'exponentielle . . . . . . . ... ... o oL 57

3.6 Lasériedu binébme . . . . . . .. ... L 57

4 Les séries a termes positifs . . . . . .. .. oo o 58
4.1 La situation . . . . . . . . . .. e 58

4.2 Le théoréme fondamental . . . . . . . . .. . ... ... ... ... ..., 59

4.3 Série majorante, série minorante . . . . . . . .. ... L. 59

4.4 Reégle des équivalents . . . . . . . . .. L Lo 60

4.5 Comparaison logarithmique, régle de D’Alembert . . . . . . . .. .. .. .. 60



TABLE DES MATIERES

4.6 Comparaison & une série de Riemann . . . . . . . .. ... ... ... ... 61

5 Série absolument convergente . . . . . . .. ... oL L L oo 62
5.1 L’absolue convergence, qu’est-ce? . . . . . . . ... o 62

5.2 Utilisation de O et o . . . . . . . . . . . 62

5.3 Reégle des équivalents . . . . . . . . ..o L Lo 62

5.4 Régle de D’Alembert . . . . . . ... L 63

5.5 Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes . . . . . .. .. 63

6 Série alternée . . . . . . Lo 64
6.1 L’alternance, qulest-ce? . . . . . . .. Lo 64

6.2 Critére spécial de convergence . . . . . . . . . . . .. . oL 64

6.3 Les séries alternées de Riemann . . . . . . . . .. .. ... ..., 65

7 Transformation suite-série . . . . . . . . . . ... 66
7.1 Le principe . . . . . . L 66

7.2 Laconstante d’Euler v . . . . . . . . ... oo 66

7.3 La formule de Stirling . . . . . . . . ... . o Lo 66

8 Développement décimal d’'un nombreréel . . . . . . .. ..o oo 67
5 Continuité en dimension finie 69
1 Topologie d’un espace vectoriel normé de dimension finie . . . . . . . .. ... ... 70
1.1 Parties ouvertes, parties fermées . . . . . . .. ..o 70

1.2 Réunion et intersection . . . . . . .. .. Lo oo 70

1.3 Points adhérents, points intérieurs . . . . . . .. ... ... ... 71

14 Caractérisation séquentielle . . . . . . . .. . .. ... L. 71

2 Limite d'une application . . . . . . . . . .. L 72
2.1 Limite d’une application en un point . . . . . . . .. ... ... 72

2.2 Limite et coordonnées . . . . . . . .. ... Lo 72

2.3 Limite et suites . . . . . . . . .. L 73

2.4 Extension de la notion de limite . . . . .. . ... ... ... L. 74

2.5 Opérations algébriques . . . . . . . . .. .. L 74

2.6 Relations de comparaison . . . . . . . . ... L Lo 75

3 Continuité . . . . . . . . . e 76
3.1 Généralités . . . . . .. e 76

3.2 Caractérisation de la continuité . . . . . . . . . . .. .. ... ... 76

3.3 Continuité et applications lipschitziennes . . . . .. .. ... .. ... ... 76

3.4 Opérations algébriques . . . . . . . . .. .. Lo 77

3.5 Image réciproque de parties ouverte et fermée . . . . . . .. ... ... L. 77

4 Compacité . . . . . . . 78
4.1 Généralités . . . . . .. e 78

4.2 Compacité et application continue . . . . . ... .. ... ... ....... 79

5 Continuité des applications linéaires et bilinéaires . . . . . . . . . . .. ... .. .. 79
6 Suite et série de fonctions 81
1 Convergence simple . . . . . . . . L L 82
2 Convergence uniforme des suites de fonctions . . . . .. . .. ... oL 83
2.1 Généralités . . . . . . L 83

2.2 Norme de la convergence uniforme . . . . . . . ... ... 0L 84

2.3 Interprétation géométrique . . . . . . ... Lo 85

2.4 Convergence uniforme sur tout segment . . . . . . ... ... ... 85

3 Convergence uniforme des séries de fonctions . . . . . ... ... ... ... ..., 85
3.1 Généralités . . . . . . e 85

3.2 Convergence normale d’une série de fonctions . . . . . . . . ... ... ... 86

3.3 Convergences normale et uniforme sur tout segment . . . . . .. ... ... 87

4 Continuité . . . . . . . . . e e e 88

4.1 Continuité de la limite uniforme . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 88



TABLE DES MATIERES

4.2 Permutation de deux limites . . . . . . . .. . . ... L oL 88
4.3 Applications aux séries . . . . . . ... 89
5 Quelques espaces fonctionnels . . . . . . . .. L Lo 90
5.1 Subdivision . . . . . . . .. e 90
5.2 Fonctions en escalier sur un segment . . . . . . . . .. ... ... 90
5.3 Fonction en escaliersur R . . . . . . . ... . .o o oL 91
5.4 Fonctions continues par morceaux sur un segment . . . . . . .. . .. ... 91
5.5 Fonctions continues par morceaux sur un intervalle quelconque . . . . . . . 92
5.6 Polynoémes trigonométriques . . . . . . . .. ..o 92
6 Approximation des fonctions d’une variable réelle . . . . . . . .. ... ... .. .. 95
6.1 Approximation uniforme par des fonctions en escalier . . . . ... ... .. 95
6.2 Approximation uniforme par des polyndémes . . . . . . ... ... L. 96
6.3 Approximation uniforme par des polyndmes trigonométriques . . . . . . . . 96
7 Dérivation des fonctions vectorielles 97
1 Dérivée, fonction dérivée . . . . . . . . .. e 98
1.1 Dérivee en un point . . . . .. .. Lo L 98
1.2 Dérivée et développement limité d’ordreun . . . . . . . . . ... ... L. 98
1.3 Dérivées a droite, a gauche . . . . . . ... Lo 99
1.4 Fonction dérivée . . . . . . . . . . L L 99
2 Opérations . . . . . . . . . e 99
2.1 Linéarité de la dérivation . . . . . . . . .. . ... .. ... ... ..., 99
2.2 Composantes d'une dérivée . . . . . . . . ... 100
2.3 Composition avec une application numérique . . . . . . . . . .. ... ... 101
2.4 Composition avec une application linéaire . . . . . . .. . .. .. ... ... 102
2.5 Composition avec une application bilinéaire . . . . . . . . .. .. ... ... 102
3 Dérivées d’ordre supérieur . . . . . . . .. Lo 104
3.1 Généralités . . . . . .. e 104
3.2 Exemples . . . . . .. 104
3.3 Opérations . . . . . . . . . e e 105
3.4 Difféeomorphisme . . . . . . ..o L 106
3.5 Fonction de classe C¥ par morceaux . . . . . .. .. ... .. .. ...... 107
8 Série de Fourier 109
1 Série trigonométrique . . . ... oL 110
1.1 Qu’est-ce qu’une série trigonométrique? . . . . . .. ... 110
1.2 Caractérisation des séries trigonométriques qui convergent normalement sur
R e 110
1.3 Calcul des coefficients ¢ . . . . . . . . . ... 110
2 Coefficients de Fourier . . . . . . . . . . .. . L 111
2.1 Fonctions complexes 2m-périodiques et continues par morceaux . . . . . . . 111
2.2 Coefficients de Fourier d'une fonction . . . ... ... ... ... ...... 111
2.3 Propriétés des coefficients de Fourier . . . . . . . .. ... ... .. ..... 112
2.4 Ordre de grandeur des coeflicients de Fourier et régularité de la fonction . . 115
2.5 Série de Fourier . . . . . . . .. L L 116
3 Convergence en moyenne quadratique . . . . . . .. ... L oL 116
3.1 Inégalité de Bessel . . . . . . . . . . 116
3.2 Convergence en moyenne quadratique de la suite (Sn( f ))n vers f . . .. .. 117
3.3 Les coefficients de Fourier déterminent la fonction . . . . ... ... .. .. 119
4 Convergence ponctuelle . . . . . . . . ... 119
4.1 Cas des fonctions de classe C1 . . . . . . . . . . ... ... ... 119

4.2 Cas des fonctions de classe C! par morceaux . . . . . . . . .. .. ...... 120



TABLE DES MATIERES

9 Intégrale des fonctions vectorielles sur un segment 123
1 Intégrale des fonctions en escalier . . . . . . .. . ... L oL oL 125
1.1 Généralités . . . . . . . L 125

1.2 Linéarité par rapport a la fonction . . . . . .. ... ... 125

1.3 Image de l'intégrale par une application linéaire . . . . . . . . . . . .. ... 126

1.4 Inégalité de la moyenne . . . . . . . . ... Lo oo 126

2 Intégrale des fonctions continues par morceaux . . . . . . . .. ... ... ... 126
2.1 Définition de lintégrale . . . . . . . . . ... oo 127

2.2 Linéarité par rapport a la fonction . . . . . . . ... ... oL 128

2.3 Intégrale de deux fonctions qui coicident sauf sur une partie finie d’un segment 128

2.4 Image de l'intégrale par une application linéaire . . . . . . . . . . . .. ... 128

2.5 Inégalité de la moyenne . . . . . . .. ... Lo 129

2.6 Positivité et croissance de l'intégrale . . . . . . . . . .. ... ... 130

2.7 Additivité de l'intégrale par rapport a l'intervalle d’intégration . . . . . . . 131

2.8 Notation [0 . . ... 131

3 Convergences en moyenne et en moyenne quadratique . . . . . . .. ... .. ... 132
3.1 Norme de la convergence en moyenne sur C([a,b]) . . . . . .. .. ... ... 132

3.2 Produit scalaire sur C([a,b]) . . . . . . . ... . Lo 132

3.3 Norme de la convergence en moyenne quadratique . . . . .. .. ... ... 133

4 Intégration des suites de fonctions continues . . . . . . . .. ... L 133
4.1 Convergence uniforme et convergence en moyenne . . . . . . .. .. . ... 134

4.2 Intégration terme a terme d’une série de fonctions continues . . . . . . . . . 134

4.3 Convergence simple et convergence en moyenne . . . . . . . . .. .. .. .. 135

5 Primitives et intégrale d’une fonction continue . . . . . . . . .. ... ... L. 135
5.1 Primitive d’une fonction continue . . . . . . . ... ... oL 135

5.2 Théoréme fondamental du calcul intégral . . . . . . .. .. ... ... ... 136

5.3 Applications . . . . . . .. 137

6 Calcul intégral . . . . . . . ..o 138
6.1 Formule d’intégration par parties . . . . . . . . .. ... ... 138

6.2 Changement de variable . . . . . . . .. .. ... ... 139

7 Accroissements finis . . . ... oL 140
7.1 Cas des fonctions réelles . . . . . . . . . ... 140

7.2 Inégalité des accroissements finis . . . . . . . . .. ... ..., 141

7.3 Prologement des fonctions de classe C¥ . . . . . . .. ... .. ... ... .. 142

7.4 Caractérisation des fonctions de classe C¥ par morceaux sur un segment . . 142

8 Formules de Taylor . . . . . . . . . . . . 143
8.1 Egalité de Taylor a Pordre k. . . . . . . . . . .. . 143

8.2 Majoration dureste . . . . . . ... Lo 143

8.3 Formule de Taylor-Young . . . . . . . ... .. .. .. ... ... 144

9 Suites et séries de fonctions de classe C* . . . . .. .. ... ... 145
9.1 Dérivation de la limite d’une suite de fonctions . . . . . . . ... ... ... 145

9.2 Dérivation terme a terme d’une série de fonctions . . . . . . .. ... .. .. 146

9.3 Dérivée de la fonction exponentielle . . . . . .. .. .. ... ... ... 147

10 Intégrales dépendant de ses bornes . . . . . . . . ... . Lo oL 147
101 Intégrale du type z — [i- £(O)dt . . .. ... ... 147

10.2  Intégrale du type z — f;’:(zzw) fe)yde ..o 148

11 Intégrales dépendant d’'un parameétre . . . . . . . . . . ... oL 148
11.1  Continuité sous le signe [ . . . . . ... ... o L 148

11.2  Dérivation sous le signe f ............................ 149

11.3  Intégration souslesigne [ . . .. .. .. ... ... L. 151



TABLE DES MATIERES

10 Intégrale des fonctions numériques sur un intervalle

1

Intégrale des fonctions positives . . . . . . . . . .. o

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6

Intégrale d’une fonction sommable . . . . . . ... ... oL
Sommabilité par réunion croissante de segments . . . . . .. ... ...
Intégrabilité sur un segment . . . . . . ... Lo Lo
Intégrabilité par intersection . . . . . . . . . .. ..o
Sommabilité sur [a, b & l'aide d’une primitive . . . . . . . ... L.
Les références fondamentales . . . . . .. . .. ..o oL

Opérations sur les fonctions intégrables . . . . . .. ... ... ... ...

2.1
2.2
2.3

Sommabilité par combinaison linéaire & coefficients positifs . . . . . . . ..
Sommabilité par comparaison . . . . . . .. ...
Intégrabilité sur [a, +oo[ a aide d’'une série . . . . . . . ... .. ... ...

Fonctions sommables & valeurs réelles ou complexes . . . . . . . . ... ... ....

3.1
3.2
3.3

Fonction intégrable, sommable . . . . . .. .. ... ... ... .......
Intégrale d’une fonction intégrable (ou sommable) . . . . . ... ... ...
Outils d’intégration . . . . . . . . . . . ...

Sommabilité et intégrale impropre . . . . . . . ... ...

4.1

4.2
4.3

Sommabilité sur [a, b[ et accroissement d’une primitive . . . . . . ... ...

— 400
sint
L’exemple / %dt ............................
0

Intégrale impropre . . . . . . . . ...

Espaces de fonctions sommables . . . . . . . .. ... L oo L

5.1
5.2
5.3

Norme de la convergence en moyenne . . . . . . . . . . . .o o0
Fonction de carré intégrable (ou sommable) . . . . . ... ... ... ...
Norme de la convergence en moyenne quadratique . . . . .. .. ... ...

Les théorémes de convergence . . . . . . . . . . . o e

6.1
6.2
6.3

Le théoréme de convergence monotone de Beppo Levi . . . . .. ... ...
Application & l'intégration terme & terme d’une série de fonctions . . . . . .
Le théoréme de convergence dominée d’Henri Lebesgue . . . . ... .. ..

Intégrale dépendant d’un paramétre . . . . .. ... ..o

7.1
7.2

Continuité . . . . . . . . . . e
Dérivation sous le signe f ;» formule de Leibniz . . ... ......... ..

11 Série entiére

1
2

Introduction . . . . . . . . e

Rayon de convergence d’une série entiére . . . . . . . .. ... oL

2.1
2.2
2.3

Généralités . . . . . . L
Calcul du rayon de convergence . . . . . . . . . . .. .o
Opérations algébriques et rayon de convergence . . . . . . . . .. ... ...

Propriétés de la somme d’une série entiére . . . . . . .. ... L.

3.1
3.2
3.3
3.4

Continuité de la somme . . . . . . . .. ...
Intégration terme a terme . . . . ... ..o Lo
Dérivation terme & terme . . . . . . . . ...
Sommation de séries entiéres . . . . . . . . . .. ...

Fonction développable en série entiére . . . . . . . . . . . . ... ... ...

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

Un peu de vocabulaire . . . . . . . . . . . ... o
Analyse de la situation . . . . . . . . .. ... o
Exemples de fonctions de classe C*° non développables en série entiére . . .
Synthése . . . . . . . e
Exemples de développement en série entiére . . . . . . . . .. ... ... ..

153
155
155
155
157
158
159
160
161
161
161
164
166
166
167
170
171
171

172

172
173
173
174
175
176
176
177
179
180
180
182

185
186
187
187
188
189
190
191
192
192
194
194
194
195
195



TABLE DES MATIERES

12 Calcul différentiel en plusieurs variables

1

w

Limite, continuité . . . . . . . . . . .. e e
1.1 Rappel. . . . . o o e
1.2 Limite suivant un vecteur . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
Applications continiment différentiables . . . . . . . .. .. ... ...
2.1 Dérivée suivant un vecteur. . . . . . . . .. ... Lo
2.2 Fonctions de classe C* . . . . . . . . .. ...
2.3 Dérivée suivant un vecteur pour les fonctions de classe Ct . . . . . . .. ..
2.4 Développement limité a I’ordre un des fonctions de classe C1 . . . . . . . .

Différentielle d’une fonction . . . . . . . . . . . e e e

Composition des applications de classe C1 . . . . . . ... . ... ... ... ....
4.1 Lasituation . . . . . . . . .. L
4.2 Un cas particulier g =1 . . . . . . . ... . L
4.3 Lecasgénéral . . . . . . . . . . . L

4.4 Une application . . . . . . . . . .

Coordonnées polaires . . . . . . . . . ... L
5.1 Argument d’un nombre complexe . . . . .. ..o
5.2 Repére polaire du plan euclidien . . . . . . . ... ... ... L.
5.3 Changement de variables en coordonnés polaires . . . . . . ... .. .. ..
Difféomorphismes de classe C1 . . . . . . . . . ...
6.1 Généralités . . . . . . L
6.2 Caractérisation des difféomorphismes a l'aide du jacobien . . .. .. .. ..
6.3 Equations aux dérivées partielles et changement de variables . . . . .. ..

Fonctions numériques de classe Ct . . . . . . . ...

7.1 Lalgébre CL(U) . . . . . o oo
7.2 Gradient d’une fonction numérique . . . . . . .. .. L.
7.3 Extrema d’une fonction numérique . . . . . . . ..o
7.4 Point critique d’une fonction numérique . . . . . . ... oL
7.5 Inégalité des accroissements finis . . . . . . . . ... ... ...

Dérivées partielles d’ordre supérieur . . . . .. . .. ..o Lo oo



TABLE DES MATIERES




Chapitre 1

Equations différentielles linéaires

Sommaire

1 Lepremierordre . . . . . . . ¢ v v v i i it e e e e e e e e e e e e 10
1.1 Un peu de vocabulaire . . . . .. .. ... oo 10
1.2 Résolution de I’équation homogéne . . . . . . . .. ... ... ... ... 10
1.2.1 Lerésultat . . . . . .. .. . 10
1.2.2 Le probléeme de Cauchy . . . . .. .. ... ... .. ... ... 11
1.3 Résolution de I’équation compléte . . . . . .. . ... oL L 11
1.3.1 Leprincipe . . . . . . . .. Lo 11
1.3.2 Méthode de la variation de la constante . . . . . . .. ... .. 11
1.3.3 Le probléeme de Cauchy . . . . .. .. ... ... .. ...... 12
1.3.4 Principe de superposition des solutions . . . . .. .. ... .. 12
2 Le deuxiéme ordre & coefficients constants . . . .. ... ....... 12
2.1 Un peu de vocabulaire . . . . . . .. .. . L oo 12
2.2 Résolution de I’équation homogéne . . . . . . . .. ... ... ... ... 13
2.2.1 Equation caractéristique . . . .. .. ... ... ... ..... 13
2.2.2 Dimension de ’espace des solutions . . . . .. .. .. ... .. 13
2.2.3 Lecascomplexe . . . . .. . ... ... . 13
2.2.4 Lecasréel . . . . . . . .. .. 14
2.3 Résolution de I’équation compléte . . . . . .. . ... L. 14
2.3.1 Leprincipe . . . . . . . .. L 14
2.3.2 Principe de superposition des solutions . . . . .. .. ... .. 14
2.3.3 Passage du complexe auréel . .. . ... .. ... ... ... 15

2.34 Recherche d’une solution particuliére dans le cas d’un second
membre de la forme P(t)exp(ut),P e K[X],p e K. . . .. .. 15
3 Le deuxiéme ordre a coefficients non constants . . . . ... ... .. 15
3.1 Un peu de vocabulaire . . . . . . .. .. . Lo oo 15
3.2 Le probléme de Cauchy . . . . . ... ... ... ... .. .. 16

3.3 Résolution de (£) quand on connait une solution de (H) qui ne s’annule
passur I . . ... e 17
3.4 Wronskien de deux applications . . . . . . .. ... ... ... 17

3.5 Résolution de (£) quand on connait une base de Sy ; méthode de varia-

tion des constantes . . . . . . . . ... 18




10

Equations différentielles linéaires

1 Le premier ordre

1.1 Un peu de vocabulaire

Définition 1.1 (Equation différentielle linéaire du premier ordre).
On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre, une équation du type :

¥ =a(t)z +b(t) (&)

ol a et b sont des fonctions continues d’un intervalle I & valeurs dans K, K étant I’'un des corps
R ou C.

Définition 1.2 (Equation homogéne).
On appelle équation homogéne ou encore équation sans second membre associée a (£), équa-
tion :

¥ =a(t)z (H)

Remarque. Dans ces définitions, le coefficient de 2’ vaut 1 : on dit alors que 1’équation est norma-
lisée ou encore résolue en x’.

Si ce n’est pas le cas, on divise ’équation par le coefficient de z’. Par exemple, tz' +z = 1
doit s’écrire 2’ = —t~1z +t~1 et l'intervalle I considéré est I'un des deux intervalles ]—oo, 0[ et
10, +-o00[.

Tous les théorémes de cette section sont relatifs & des équations normalisées.

Définition 1.3 (J-solution).
Si J est un sous-intervalle de I, une J-solution de (£) (resp. (H), est une fonction x de classe
C! sur J telle que :

vte J, 2'(t) = a(t)z(t) + b(t) (resp. z'(t) = z(t))

Remarque. Si Jy est un sous-intervalle de J, la restriction & J; de toute J-solution de (£) (resp.
(H)), est une Ji-solution de (&) (resp. (H)).

1.2 Reésolution de I’équation homogéne
1.2.1 Le résultat

Théoréme 1.1 (fondamental).
Toutes les solutions de (H) sont définies sur I, ce sont des I-solutions.
L’ensemble des I-solutions de (H) constituent une droite vectorielle sur K dirigée par la fonc-
tion
t €I exp(A(t))

ot A est une primitive de a sur I.

x est une I-solution de (H) <= 3k e K, Vt € I, x(t) =k exp(A(t))

PREUVE. I suffit de démontrer que t € I — x(t) exp(—A(t)) est une fonction constante, si, et
seulement si, z est solution de (H). Or

Vel %(:p(t) exp(fA(t))) = o/(t) exp(—A(t)) — z(t) A'(t) exp(—A(t))
= (2/(t) — a(t) (1)) exp(—A(t))

z est solution de H <= 2’ = a(t)x

— %(m(t) exp(—A(t))) =0 (exp(—A(t)) ne s’annule pas)

< Jke KVt el zt) exp(—At)) =k

car une fonction dont la dérivée est nulle sur un intervalle est constante. cqfd
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Remarques.
Toute solution de (H) nulle en un point de I est identiquement nulle sur I.
Deux solutions de (H) qui coincident en un point de I, sont identiques sur 1.
Les I-solutions de I’équation différentielle 2’ + a(t) x = 0 sont les fonctions

te Il kexp(—At))

ou A est une primitive de a sur I et k une constante de K.

1.2.2 Le probléme de Cauchy

Pour toute donnée initiale (tg,x0) € I x K, il existe une unique solution z de (H) telle que
x(tp) = xg, & savoir

witel v z(t) xoexp</t:a(u)du>

1.3 Reésolution de I’équation compléte
1.3.1 Le principe

Théoréme 1.2. Soit X une I-solution de (€) ; alors, x est une I-solution de (£) si, et seulement
st, © — X est une I-solution de (H).

PREUVE. On a X’ = a(t)X + b(t) et

(z—X)=at)(z—X) <= 2’ - X' =2"— (a(t) X +b(t)) = a(t)(z — X)
<~ ' =a(t)r +b(t)
<= 1 est une I-solution de (€)

cqfd
Remarque. On obtient les I-solutions de (£) en ajoutant & une I-solution (particuliére) de (£) une
I-solution (quelconque) de (H).

Comment trouver cette solution particuliére ? C’est 'objet de la méthode de la variation de la
constante.

1.3.2 Meéthode de la variation de la constante

On pose © = z exp(A), soit z(t) = z(t)exp(A(t)) pour t € I (on effectue un changement de
fonction inconnue) ; z est une fonction de classe C! sur I si, et seulement si, z est une fonction de
classe C! sur I, et, pour tout t € I,

2/ (t) = a(t)z(t) + b(t) <= 2'(t)exp(A(t)) + 2(t) A'(t) exp(A(t)) = a(t)z(t) exp(A(t)) + b(t)
<~ 2/(t)exp(A(t)) = b(t)

Ainsi x est solution de (€) si, et seulement si, z est solution de z’ exp(A4) = ¢, i.e.

JdkekK, vtel, z(t) = /t exp(—A(u))c(u) du + k

to

Remarquez que 2 est une primitive (sur I) de la fonction continue (sur I) t — c(t) exp(—A(t)), ce
qui donne le
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Théoréme 1.3. Toute solution de (E) est définie sur I.
L’ensemble des I-solutions de (€) constituent une droite affine sur K.

x est une I-solution de (£) <—

JdkekK, Vtel, z(t) = (/ exp(—A(u))c(u) du + k:> exp(A(1))

to

1.3.3 Le probléme de Cauchy

Pour toute donnée initiale (tg,20) € I x K, il existe une unique solution z de (&) telle que
x(tp) = xg, & savoir

tel— (/t exp(—A(u))c(u) du+ 9:0) exp(A(t)) avec A(t) = /t a(u) du

to t()

Remarques. Deux solutions de (£) qui coincident en un point de I, sont identiques sur I.

Si J est un sous-intervalle de I, toute J-solution de (£) se prolonge en une unique I-solution
de ().

1.3.4 Principe de superposition des solutions

Proposition 1.4. Si x1 est solution de @’ = a(t)x + b1(t) et x2 solution de z' = a(t) x + ba(t),
alors (z1 + x2) est solution de @’ = a(t) x + (b1(t) + b2(t))

PREUVE.
(z1+ 22)' =2 + b = (a(t) 1+ b1) + (a(t) z2 + b2)
= a(t)(z1 + x2) + (b1 + b2)

cqfd

2 Le deuxiéme ordre a coeflicients constants

2.1 Un peu de vocabulaire

Définition 2.1 (Equation linéaire du deuxiéme ordre & coefficients constants).
On appelle équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre & coefficients constants, une équa-
tion du type :

2 +ar +bx=c(t) (€)
ol a et b sont des scalaires de K et ¢ une fonction continue d’un intervalle I & valeurs dans K.

Définition 2.2 (Equation homogéne).
On appelle équation homogéne associée o (&), 'équation

2 +ar’ +bx=0 (H)

Définition 2.3 (J-solution).
Si J est un sous-intervalle de I, une J-solution de (£) est une fonction = de classe C? sur J
telle que :

vtedJ, 2'(t)+ax'(t)+ba(t) = c(t)
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2.2 Résolution de I’équation homogéne

2.2.1 Equation caractéristique

Proposition 2.1. t € R — exp(rt) est une R-solution de (H) si, et seulement si, v est solution
de r? +ar 4+ b= 0; cette équation est appelée équation caractéristique.

PREUVE. Puisque z(t) = exp(rt), on obtient z/(t) = r exp(rt) et 2”(t) = r?exp(rt). Alors,
0 = 2" (t)+az’'(t)+bx(t) = (exprt)(r’ +ar+b) < r’+ar+b=0carVt € R, exp(rt) # 0. cqfd

2.2.2 Dimension de I’espace des solutions

Théoréme 2.2. Les solutions de (H) sont définies sur R, ce sont des R-solutions ; elles consti-
tuent un K-espace vectoriel de dimension 2.

PREUVE. Soit r une solution de I’équation caractéristique r2 +ar-+b = 0. On utilise le changement

de fonction

: x = exp(rt)y. En dérivant et en substituant z dans 1’équation, on trouve :

2 = rexp(rt)y + exp(rt)y’

P ——— exp(rt)y + 27 eXp(Tt)y/ + exp(?"t)y

1

0= (r2 exp(rt)y + 2rexp(rt)y’ + exp(rt)y") + a(r exp(rt)y + exp(rt)y') +bexp(rt)y
= (r2 +ar +b)exp(rt)y + (2r + a) exp(rt)y’ + exp(rt)y”
=0+ (2r +a) exp(rt)y’ + exp(rt)y”

La fonction x est donc solution de (H) si, et seulement si, (2r + a)y’ + 3" = 0.
Si r est une racine simple de ’équation caractéristique, 2r + a n’est pas nul, et

2r+a)y +y" =0

> Jk €K, VteR, y'(t) = kyexp(—(2r + a)t)
k1
2r+a
< 3\, ko) €K?, Vt €R, z(t) = exp(rt)y(t) = A exp(—(r + a)t) + kz exp(rt)

<= (k1 ko) e K? VEtER, y(t) = —

exp(—(2r + a)t) + ks

Rappelons que —(r + a) est 'autre racine (simple) de 1’équation caractéristique.
Si r est une racine double de 1’équation caractéristique, 2r + a est nul, et

yl

=0 «— 3(]{31,/{2) EK2, Vit € R, y(t) = k1 + kot

<= (k1 ko) € K*, Vt € R, z(t) = exp(rt)y(t) = (k1 + kat) exp(rt)
cqfd

2.2.3 Le cas complexe

Proposition 2.3. Soit A = a? — 4b le discriminant de l’équation caractéristique.
St A #£ 0, Uéquation caractéristique posséde deuz racines distinctes r1 et ro et les deux fonctions
non proportionnelles t — exp(rit) et t — exp(rat) constituent une base de l’espace des R-solutions

de (H).

A#0:

x est une R-solution de (H) <= 3(ki,ke) € C*,Vt € R, x(t) = ky exp(rit) + ko exp(rat)

Si A = 0, I’équation caractéristique posséde une racine double r. Dans ce cas, t — texprt est
une R-solution de (H) et les deux fonctions non proportionnelles t — exp(rt) et t — texp(rt)
constituent une base de l’espace des solutions de (H).
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A=0:
x est une R-solution de (H) <= 3(ki, ko) € C?,Vt € R, x(t) = (k1 + kat) exp(rt)

2.2.4 Le cas réel

Proposition 2.4. Si A > 0, I’équation caractéristique posséde deux racines réelles distinctes 1
et ro et les deux fonctions non proportionnelles t — exp(rit) et t — exp(rat) constituent une base
de Uespace des R-solutions de (H).

A>0:
x est une R-solution de (H) <= 3(k1,k2) € R*, Vt € R, z(t) = ky exp(rit) + ko exp(rat)

Si A < 0, I’équation caractéristique posséde deux racines complexes conjuguées ri = « + i3
et o = a — i avec § # 0, et les deux fonctions non proportionnelles t — exp(at)cos(St) et
t — exp(at) sin(Bt) constituent une base de l'espace des solutions de (H).

A<O:
x est une R-solution de (H)
< (ki k2) € R*,Vt € R, z(t) = (k1 cos(Bt) + ks sin(Bt)) exp(at)

Si A =0, l'équation caractéristique posséde une racine double réelle r ; les deux fonctions non
proportionnelles t — exp(rt) et t — texp(rt) constituent une base de l’espace des R-solutions

de (H).

A=0:
z est une R-solution de (H) <= 3(k1,ks) € R%Vt € R, 2(t) = (ki + kaot) exp(rt)

2.3 Résolution de I’équation compléte
2.3.1 Le principe

Théoréme 2.5. Soit X une I-solution de (£); alors, x est une I-solution de (£) si, et seulement
si, © — X est une I-solution de (H)
PREUVE. Ona X" +a X'+ bX =c(t) et
(r—X)"+alr—X) +blx—X)=2"+ar’ +bx — (X" +aX' +bX)

=" +ax’ + bz — c(t)

=0

<= 1 est une I-solution de (&)

cqfd

Remarque. On obtient les I-solutions de (£) en ajoutant & une I-solution (particuliére) de (€) une
I-solution quelconque de (H).

2.3.2 Principe de superposition des solutions

Proposition 2.6. Soient ¢y et co deux fonctions continues sur le méme intervalle I.
Six1 est une I-solution de " +ax’'+bx = ¢1(t) et xo une I-solution de "' +ax’'+bx = ca(t),
alors (x1 + x2) est une I-solution de "' + ax’ +bx = c1(t) + ca(t)

PREUVE.
(x1 +22)" +a(zy +22) + bz +22) = (2] +ax] +bx1) + (25 + axh + baxs)
= c1(t) + ca(t)
cqfd
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2.3.3 Passage du complexe au réel

Proposition 2.7. Si X est une I-solution de x" + ax’ +bx = c(t), alors X est une I-solution
de 2" +ax' + bx = c(t).

Si les scalaires a et b sont réels et X une I-solution de x” + ax’ + bx = c(t), alors Re(X)
(resp. Sm(X)) est une I-solution de " +ax’+bx = Re (c(t)) (resp. 2" +az’+bz = Sm (c(t)) ).

PREUVE. Ona X =X’ et X = X”. De méme Re(X') = Re(X)', Re(X") = Re(X)”, Sm(X') =
Sm(X)" et Sm(X"”) = Sm(X)". cqfd

2.3.4 Recherche d’une solution particuliére dans le cas d’un second membre de la
forme P(t)exp(ut), P € K[X],n € K.

Proposition 2.8. Dans ce cas, les solutions de (£) sont définies sur R.
Si p n’est pas racine de l’équation caractéristique, on recherche une solution particuliére de (E)
sous la forme

X(t) = Q(t) exp(ut) avec Q € K[X] et deg@ = deg P

Si p est racine simple de ’équation caractéristique, on recherche une solution particuliére de
(&) sous la forme

X (t) = Q(t) exp(ut) avec Q € K[X] et deg@ =degP +1

oU MIEUT

X(t) =tQ1(t) exp(put) avec @1 € K[X] et deg @y = deg P

Si p est racine double de ’équation caractéristique, on recherche une solution particuliére de
(&) sous la forme

X (t) = Q(t) exp(ut) avec Q € K[X] et deg@ = deg P + 2
ou mieuz sous la forme
X (t) = t* Qao(t) exp(ut) avec Q2 € K[X] et deg Qo = deg P

ou mieux encore, on pose x = z exp(ut) et on recherche ’équation différentielle vérifiée par la
fonction z (on trouve z" = P(t)).

3 Le deuxiéme ordre a coeflicients non constants

3.1 Un peu de vocabulaire

Définition 3.1 (Equation linéaire du deuxiéme ordre & coefficients non constants).
On appelle équation différentielle linéaire du deuziéme ordre & coefficients non constants, une
équation du type :

2" +a(t)’ +b(t)x = c(t) (&)

ol a, b et ¢ sont des fonctions continues d’'un méme intervalle I & valeurs dans K, ot K désigne
I'un des corps R ou C.

Définition 3.2 (Equation homogéne).
On appelle équation homogéne associée o (£), équation

2" +a(t)z’ +b(t)z=0 (H)
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Remarque. Dans ces définitions, le coefficient de z”” vaut 1 : on dit alors que ’équation est nor-
malisée ou encore résolue en x”.

Si ce n’est pas le cas, on divise I’équation par le coefficient de z”. Par exemple, t? 2" +z =1
doit s’écrire 2" + t72x = t2 et l'intervalle I considéré est I'un des deux intervalles ]—oo,0[ et
10, +o0l.

Tous les théorémes de cette section sont relatifs & des équations normalisées.

Définition 3.3 (J-solution).
Si J est un sous-intervalle de I, une J-solution de (£) est une fonction = de classe C? sur J
telle que :

vted, 2'(t)+alt)'(t) +b(t) z(t) = c(t)

3.2 Le probléme de Cauchy

Définition 3.4 (Conditions initiales).
Une condition initiale d’'une équation différentielle du deuxiéme ordre est un triplet (¢o, o, ()
de I x K2, ce qui correspond & l'instant initial ¢o, & la position initiale x¢ et a la vitesse initiale ).

Définition 3.5 (Probléme de Cauchy).
La fonction x est solution du probléme de Cauchy de condition initiale (to,xo, () si ¢ est une
I-solution de I’équation différentielle (£) avec

x(to) = o et ' (to) =

Théoréme 3.1 (Cauchy-Lipschitz).
Pour tout triplet (to, zo,z) € I x K2, il existe une unique I-solution de (€) (resp. (H)) au
probléeme de Cauchy de condition initiale (to, xo,x().

Théoréme 3.2 (Structure des solutions de (£) et de (H)).

Si x1 et xo sont deuz solutions de 'équation avec second membre (£), x1 — xo est solution de
léquation homogéne (H), i.e.() les solutions de (€) sont les sommes des solutions de (H) et d’une
solution de (E).

L’ensemble Sy des solutions de (H) est un K-espace vectoriel de dimension deu.

PREUVE. On a les identités pour tout ¢t €

2y (t) + a(t)zy (t) + b(t)x1(t) =
ay (t) + a(t)xy(t) + b(t)z2(t) =

Par différence, on obtient, en utilisant la linéarité de la dérivation,

0= (2() — 25 (6)) + a(t) (a; () — 2 (1)) + b{) (a1 (1) — 2 (1))
— (1 — @2)(t) + alt) (@1 — 22)'() + b() w1 — 22)(t)

L’application qui, & une solution z de (H), fait correspondre le couple (z(to), 2’ (ty)) € K2, est
une application linéaire. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz montre que cette application linéaire
est une bijection. Ainsi, S et K? sont isomorphes et ont donc méme dimension. cqfd

Remarque. L’ensemble Sg des solutions de 1'équation différentielle (£) est un sous-espace affine
de C2(I,K) de dimension 2 et de direction le K-espace vectoriel Sy; des solutions de 1’équation
différentielle (H).
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3.3 Résolution de (£) quand on connait une solution de (H) qui ne s’an-
nule pas sur /

Soit h une solution de (H) qui ne s’annule pas sur I; on effectue le changement de fonction
inconnue :
=— < z=h(t
Y= 00 (t)y

Ainsi, par dérivation,

2 = Wty + h(t)y
2 = W(H)y + 20 ()Y + h()y”

En substituant = dans (&), on obtient

c(t) =2" +a(t)x +b(t)x
= (h"(t)y + 21 (t)y' + h(t)y") + at) (W (t)y + h(t)y') + b(t)h(t)y
= h(t)y" + (21 (t) + a(t)h(t))y’ + (B"(t) + a(t)h' (t) + b(t)h(t))
= h(t)y" + (21'(t) + a(t)h(t))y' + 0
et & est solution de (€) si, et seulement si, y est solution de h(t)y” + (21/(t) + a(t)h(t))y = c(t),

i.e. solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre en la variable y’, équation que
I'on sait résoudre & I’aide de deux quadratures.

x = h(t)y est solution de (£) <— S (2 W (t) N a(t))z c(t)

Remarque. Les deux intégrations successives donnent l'existence de deux constantes pour x, ce
qui montre que I’ensemble des solutions de (£) dépend de deux constantes.

3.4 Wronskien de deux applications

Définition 3.6 (Wronskien de deux applications).
On appelle wronskien des applications hi et hs de classe C! sur 'intervalle I et & valeurs dans
K, lapplication w(hy, he) définie par

Vi € I, wlhy, ho)(t) = det (Z,i 8 228) — By (DR (E) — K (D) ha(t)

Remarques. Le wronskien w(hy, ha) est une application continue sur 1.
Deux applications proportionnelles ont un wronskien identiquement nul.

Proposition 3.3 (Wronskien de deux solutions de (H)).

Soient hy et ho deux solutions de (H); ou bien le wronskien w(hy,hs) est identiquement nul
sur I et les fonctions hy1 et ho sont proportionnelles, ou bien le wronskien w(hi, ha) ne s’annule
pas sur I et (hi,ha) constituent une base de Sy.

PREUVE. Puisque h; et hy sont de classe C2, w(hy,hs) est une fonction de classe C! et, par
dérivation
w(hy, ha)" = (hihy — hiho) = (Ryhy + hahy) — (Ryho + hihy)
= hyhY — Why = hy (—a(t)h — b(t)ha) — (—a(t)h, — b(t)hs)ha
= —a(t)(hahly — Hyhy)
= —a(t)w(hy, ha)
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Ainsi w(h, ho)(t) = w(hy, hg)(to)exp(ftt0 —a(u) du) et w(hy, ha) est soit identiquement nul, soit
ne s’annule pas sur [.

Si hy et ho ne sont pas proportionnelles, (hi,he) constituent une base de Sy (la dimension
est 2). L’isomorphisme h +— (h(to), k' (to)) de Sy sur K? montre les couples (hi(to), hy(to)) et
(ha(to), hy(to)) forment une base de K2, et w(h1, ha)(to) est non nul. cqfd

Proposition 3.4 (Expression d’une fonction 4 1’aide d’une base de Sy).
Soient (hy,hs) une base de Sy ; pour toute fonction numérique f de classe C? sur I, il existe
un unique couple (g1, g2) de fonctions numériques de classe C1 sur I, tel que

Vtel, f(t)=hi(t)g1(t) + ha(t)ga(t) et f'(t) =W(t)gr(t) + hy(t)ga(t)
ou, ce qui est équivalent,
VEe T, f(t)=hi(t)gr(t) +ha(t)g2(t) et 0=ha(t)gi(t) + ha(t)gs(t)

PREUVE. Rappelons que la matrice (‘; g) est inversible si, et seulement si, ad — bc # 0, et, dans

ce cas,
a ¢\ ' 1 d —c
b d ad—be \-b a
Il suffit de résoudre le systéme linéaire, pour tout t € I,

@) =hi(t)g1(t) + ha(t)ga2(?)
F1(t) = hy(t)gi(t) + ha(t)g2(t)

() - (i) 228) ()
Puisque le wronskien w(hi, h2)(t) ne s’annule pas sur I, il vient
() = Gt a6 (A0) = s (i i) (40)
On constate que les fonctions g; et go sont uniques et de classe C! sur 1.

En dérivant Uidentité Vt € I, f(t) = hi(t)g1(t) + ha(t)g2(t), on obtient :

f'(t) = hi(t)g1(t) + Mo (t)g2(t) + ha(t)gh (8) + ha(t)g5(t)

On a donc ’équivalence, pour tout ¢t € I,

que 'on écrit matriciellement

F1(t) = hi(0)g1(t) + ha(t)ga(t) <= 0= hi(t)g1(t) + ha(t)gs (1)
cqfd
3.5 Résolution de (£) quand on connait une base de Sy ; méthode de

variation des constantes

Soient (hi, ha) une base de Sy. La proposition précédente montre que 'on peut rechercher les
solutions = de (£) sous la forme

= hi(t)ys + ha(t)y2

avec les conditions équivalentes :

' =Ry + hy(t)y2 <= 0= hi(t)y] + ha(t)yh
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En dérivant et en substituant dans I’équation (€), on obtient
a = ki (t)yr + hy (t)y2 + P (t)yy + R (t)ys
c(t) = 2" + a(t)r’ + b(t)x

= (MY (®)yr + By (t)ya + hy(t)yy + ho()ys) + a(t) (b (D)yr + ho(t)y2)
+ b(t) (h1(t)y1 + ha(t)y2)

= (R () + a(t)hy (t) + b(&)ha (1)) yr + (hy (1) + a(t)hy(t) + b(t)ha(t))y2
+ (hi )y + ha(t)ys)

=040+ M ()y) + ha(t)yh

Les fonctions inconnues y; et yo sont solutions du systéme linéaire

Vtel, 0= hi(t)y) + ha(t)ys
c(t) = hy(t)y) + hy(t)ys

(etr) = (ito 120) ()

(1) = (i) 2) () = s (i) 20 )

d’oti expression des fonctions y] et y5 :

ce qui donne, pour tout t € I,

/ _ _C(t)hQ(t) / _
OO R O O

Deux intégrations donnent y; et yo, et donc x.

1(H)h5(1) = i (£)ha(t)

Remarque. Le probléme de la résolution de I’équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre est
donc la détermination d’une solution, qui ne s’annule pas, de I’équation homogéne associée, ou de
la détermination de deux solutions non proportionnelles de cette méme équation.

Il a été démontré qu’il n’existe pas de méthode générale permettant la détermination de telles
solutions, d’ou I'intérét de pouvoir donner des résultats théoriques sur certain type d’équations,
et de pouvoir effectuer des calculs numériques rapides et soignés.
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Dans ce chapitre, K désigne le corps R ou le corps C, et E un K-espace vectoriel de dimension
finie ou non.

1 Un peu de vocabulaire

1.1 Norme et distance

Définition 1.1 (Norme). On appelle norme sur le K-espace vectoriel E, toute application
N : E — [0, +oo[ vérifiant :

(i) Vxe B, N(x) =0 < x=0 axiome de séparation ;
(i1) V(\,x) € K x B, N(A\x) = NN (x) aziome d’homogénéité ;
(iii) V(x,y) € E?, N(x+y) < N(x) + N(y) inégalité triangulaire.

Proposition 1.1 (Inégalité de Minkowski). Pour tout (x,y) € E?, on a :
W) - NE)| <N (x-y)

PREUVE. En écrivant x = (x — y) +y, on obtient & l'aide de I'inégalité triangulaire : N'(x) <
N(x—y)+N(y), soit N(x) — N(y) < N(x —y). En échangeant les roles de x et y, on obtient :
N(y) = N(x) < N(y —x) =N(x —y), ce qui donne I'inégalité annoncée. cqfd

Définition 1.2 (Distance associée & une norme). Soit A/ une norme sur F; on appelle
distance associée a N Vapplication d : E x E + [0, 400 définie par :

d(x,y) =N(y —x)

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définition :

(i

21

) V(x,y) € E?, d(x,y) =0 <= x=y axiome de séparation ;
)V
(idi) ¥
)V
)V

(x,y) € E?, d(x,y) = d(y,x) aziome de symétrie ;
(x,y,2) € B3, d(x,2z) < d(x,y) +d(y,z) inégalité triangulaire ;
(a,x,y) € B3, d(x+a,y +a) =d(x,y) invariance par translation ;
A\, x,y) € K x B2 d(\x, \y) = [A|d(x,y) homogénéité.

(iv

7
(v
1.2 Boules

Définition 1.3 (Boules ouverte et fermée). Soit a € F et r € |0, +o0].

L’ensemble B(a,r) = {x € £ / N(x —a) = d(a,x) < r} est appelée boule ouverte de centre a
et de rayon r.

L’ensemble Bf(a,r) = {x € E / N(x —a) = d(a,x) < r} est appelée boule fermée de centre a
et de rayon r.

Rappelons la définition d’un ensemble convexe :

Définition 1.4 (Ensemble convexe). Une partie A de E est dite conveze si, et seulement si,
pour tous x et y de A, le segment d’extrémités x et y est contenu dans A, i.e. :

V(x,y) € A Vie0,1], 1—-t)x+tye A
Proposition 1.2 (Convexité des boules). Les boules ouvertes et les boules fermées sont des
ensembles convexes.
PREUVE. Soient (a,r) € E x ]0,+o0[; pour x et y dans B(a,r) et t € [0,1], on a :
dla,(1-t)x+ty) =N(1-t)x+t(y —a)) =N(1-t)(x—a)+ iy —a))
<N (1= 1)(x — a)) + N (tly —a)
=1-HONEx—-a)+tN(y—a)<(1l—t)r+tr=r
Ceci montre que (1 —¢)x+ty € B(a,r) pour tout ¢ € [0, 1], ou encore que le segment d’extrémités

x et y est contenu dans la boule ouverte B(a, r).
Le lecteur ou la lectrice est invité a montrer la convexité de la boule fermée. cqfd
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2 Norme euclidienne
Dans cette section, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie ou infinie.

2.1 Produit scalaire réel

Définition 2.1 (Produit scalaire). On appelle produit scalaire réel sur E, toute forme bilinéaire
symétrique et définie positive, i.e. toute application ¢ : £ x E — R telle que

1)) VX EFE, px 1y — (X est linéaire linéarité a droite ;
(1) s px Y = (XY ;
(i1) V(x,y) € E?, p(x,y) = ¢(y,%) symétrie ;
(1it) Vx € B, x #0 = ¢(x,x) >0 définie positive.

Définition 2.2 (Espace préhilbertien réel, espace euclidien). F muni du produit scalaire ¢
est appelé un espace préhilbertien réel. Si E est un espace de dimension finie, (E, ¢) est un espace
euclidien.

Le produit scalaire scalaire p(x,y) de deux vecteurs est noté (x | y), ou encore x -y, <x,y>,
(x]y)...
Remarques.

La linéarité & droite et la symétrie impliquent la linéarité a gauche.

Si I'un des vecteurs est nul, le produit scalaire est nul.

Le caractére « défini positif » du produit scalaire peut s’établir en montrant que

VxeE, (x|x)>20et (x|x)=0 = x=0

Si F' est un sous-espace vectoriel de E, tout produit scalaire sur E induit un produit scalaire
sur F.

Exemples 2.1.

(i) Produit scalaire canonique sur R : il est défini par
VX = (21, an), VY = (Y1, 50m),  (x]y) = ixkyk
k=1
(74) Produit scalaire canonique sur M,, 1(R) : il est défini par
V(X,Y) € (Mni(R)?, (X |Y)='XY = ixkyk

k=1

(#4¢) Produit scalaire canonique sur M,, ,(R) : il est défini par

Y(A, B) € (Mn,(R)), (A]B) =t('AB) = Y a; jbi

(iv) Produit scalaire sur le R-espace vectoriel des fonctions continues sur le segment [a,b] et a
valeurs réelles :

W(f,9) € (Cla, b, R) (f | g) = / F(Dg(t) dt

(v) Produit scalaire sur le R-espace vectoriel des fonctions continues sur R, 27-périodiques et a
valeurs réelles :

W0 € (Cal®)’, (719) =5 [ FDg(t)a

(vi) Produit scalaire sur ’espace R[X] des polynomes a coefficients réels :

1

Y(P.Q) € (RIX])%, (P| Q) = / PHQ(r) dt

-1
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2.2 Norme associée a un produit scalaire réel

E désigne un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté ( | ).

Définitions 2.3 (Norme et distance associées). La norme associée au produit scalaire { | )
est définie par

vxeE, x| =[x

La distance associée au produit scalaire est définie par

Vix,y) € B, dx,y)=|y—x|={y—x|y—x)

Dans ce cas réel, la norme et la distance associée sont qualifiées d’euclidiennes.

Proposition 2.1. L’application x — ||x|| = /(x| x) est une application de E sur [0,+o00[ qui
vérifie :

(i) Vxe E, ||x||=0 < x=0 axiome de séparation ;
(17) VO, x) € R x E, [|Xx]|| = |\ |x]] aziome d’homogénéité.
PREUVE.

(1) 0= [x|I* = (x| x) <= x=0;

(1) [|Ax]| = /x| Ax) = /A2 (x [ %) = [AlV/(x [ %)

cqfd

L’inégalité triangulaire sera démontrée a la fin de cette section.

2.3 Expression du produit scalaire en fonction de la norme

Proposition 2.2. Voici trois relations pour x ety éléments de E :

. 2 2 2
(@) [ +yl” = lIx["+ 2 [ y) + lIyll”

(i) |x+y|I>+ x =yl = 2|Ix||* + 2|ly|I? égalité du parallélogramme ;
2 2 2 2 2

(iii) (x|y) = z(lx+ylI" = lIxI" = lIyl") = 3(Ix+¥l” = x - y[I")

PREUVE.
() Utilisons la linéarité a droite et & gauche, et la symétrie du produit scalaire

Ix+yll* = (x+y|x+y) = {x|x)+{x|y) +{y[x)+ ]y
= [Ix|I” +2(x | y) + [ly|*
(#4) En changeant y en —y, on obtient
% —ylI* = [IxII* — 2(x | ) + [ly]I*

Il suffit d’additionner les deux formules pour obtenir le résultat annoncé.
cqfd

La deuxiéme égalité s’interpréte par le

Corollaire (Egalité du parallélogramme). La somme des carrés des longueurs des cotés d’un
parallélogramme est égale a la somme des carrés des longueurs des diagonales.

Remarque. L’égalité du parallélogramme caractérise les normes euclidiennes, i.e. les normes qui
sont associées & un produit scalaire (réel).
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2.4 Inégalité de Schwarz
Théoréme 2.3 (Inégalité de Schwarz). Pour tout x ety de E, on a

1 )] < x| [y

L’égalité a lieu si, et seulement si, la famille (x,y) est liée.

PREUVE. Si [|x]] = 0, x est le vecteur nul, U'inégalité, qui devient une égalité dans ce cas, est
vérifiée, et la famille (x = 0,y) est une famille liée.
Si ||x|| # 0, on pose pour A € R

T(A) = [Ixx + v = A[|x* + 2A(x [ y) + Iy ||

T()\) est un trinéme du second degré, que I'on écrit sous forme canonique

Iy y2 Iyl = ] y)®
0<T() = [xII*(A+ )+ (2.1)
1] [k
En donnant la valeur particuliére A\ = — <”’iﬁ'2> , on obtient I'inégalité annoncée.
Dans le cas de ’égalité, on a
< 2
0<T() =[x (A + <||x|||}g>) (2.2)

Donnant a X la valeur particuliére \g = — &) on obtient 0 = T(Xo) = [[Aox+y||?, soit Aox+y =0

(B3I
et la famille (x,y) est une famille liée.
Réciproquement, si la famille (x,y) est une famille liée, par exemple y = ux, alors
[(x [ )] =[x | px)] = [ul (x| %) = |ul [1x]* = 1] |ux]| = (] |y
cqfd
Exemples 2.2. Voici quelques exemples d’application de 'inégalité de Schwarz :
(i) cas de R™:

n 1

n
19 = [ | < Dl iyl = (Do
k=1

N
N—
Sl
/N
Eol
(]
<
ol
N—
I

B
Il
—
Il
-

(#7) cas de M, 1(R) :
(X | V)] = PXY] < ((XX)? (YY)? = VIXX VY'Y
(i9i) cas de M, ,(R) :

(A1) = rCAB) =[S aubis| < (0an) (nemm) s = (Fa2,)F (T0,)

.3 .3 (2]

(iv) cas de C([a,b],R) :

o= [ soemal < ([ swra) ([ ow? )

L’inégalité de Schwarz montre que, pour deux vecteurs non nuls x et y de F, le quotient

b

xly)
lIx[ yl
est un réel de [—1, 1] ; il existe un unique 6 compris entre 0 et 7 tel que cos 6 soit égal & ce quotient,

ce qui donne la
Définition 2.4 (Ecart angulaire entre deux vecteurs réels).
Si x et y sont deux vecteurs non nuls d’un espace préhilbertien réel, il existe un unique 6 € [0, 7]
tel que
(x|y) = lIxllyll cos &
0 est appelé l'angle (non orienté) entre x ety ; cet angle est défini & 7 preés.
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2.5 Inégalité de Minkowski, ou inégalité triangulaire
Proposition 2.4 (Inégalité de Minkowski). Pour tout x ety de E,
[+l < [Ix[[ + [yl

PREUVE. Développons ||x + y||? et utilisons I'inégalité de Schwarz :

2
Ix +yl* = l1x]I* +2(x [ y) + [yl < Ix[I” + 2[x[ Iy + Iy]* = (=]l + [ly]])
cqfd

Corollaire. L’application x — ||x|| = /(x| x) est une norme sur E.

3 Produit scalaire sur un espace vectoriel complexe

Dans cette section, F désigne un C-espace vectoriel de dimension finie ou infinie.
Remarque. Sur R, I'égalité 22 + x5 = 0 est équivalente & 21 = 0 et 2o = 0. Sur C, la situation est
différente ; on a :

OZZ%+Z§:(21+'L'22)(21_'L'22) = z1+izo=00uz —ize=0

tandis que
0= |2’1|2+|ZQ|2 =21Z1+ 2225 <= z1=0¢et 20=0

Définition 3.1 (Produit scalaire hermitien). On appelle produit scalaire complexe ou produit
scalaire hermitien sur E| toute forme sesquilinéaire o symétrie hermitienne et définie positive, i.e.
toute application ¢ : £ x E — C telle que

(1) Vx € E, px 1y — @(x,y) est linéaire linéarité a droite ;
(i1) V(x,y) € E?, o(y,x) = ¢o(x,y) symétrie hermitienne ;
(tit) Vx € E, x#0 = ¢(x,x) >0 définie positive.

Définition 3.2 (Espace préhilbertien complexe, espace hermitien).
F muni du produit scalaire ¢ est appelé espace préhilbertien complere. Si E est un espace de
dimension finie, (E, @) est un espace hermitien.

Le produit scalaire p(x,y) de deux vecteurs est noté (x | y), ou encore x -y, <x,y>, (x|y)...

Remarques.
La linéarité a droite et la symétrie hermitienne impliquent la semi-linéarité & gauche, i.e. pour
tous nombres complexes A1 et Ao, pour tous vecteurs x1, Xo et y de F,

(Aix1 + Aexz | y) = (¥ | Aix1 + dexa) symeétrie hermitienne

(y
Ay | x1) + A2 (y | x2) linéarité a droite
A

(x1|y)+Xa(x2 | y) symétrie hermitienne

Si 'un des vecteurs est nul, le produit scalaire est nul.
Le caractére « défini positif » du produit scalaire peut s’établir en montrant que

VxeE, (x|x)>20et(x|x)=0 = x=0

Si F' est un sous-espace vectoriel de E, tout produit scalaire sur E induit un produit scalaire
sur F.

Exemples 3.1. Reprenons les mémes exemples que dans le cas réel, arrangés a la sauce complexe
par 'utilisation de la conjugaison de la premiére variable.
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(1) Produit scalaire canonique sur C™ : il est défini par

3

2|

VX:(Ilv"'v‘rn)a Vy:(yla"'ayn)a <X|Y>: Y

>
Il
—

>

(#4) Produit scalaire canonique sur M,, 1(C) : il est défini par

VX Y) € (Mar(©), (X |¥) = TY = 7
k=1

(#4i) Produit scalaire canonique sur M,, ,(C) : il est défini par

(4, B) € (M,,(C))?, (A|B) = tr(*AB) = aw iy

(iv) Produit scalaire sur l'espace des fonctions continues sur le segment [a,b] et a valeurs com-
plexes :

b
(f.9) € (€. C)% (f | g) = / Fa(t) di

(v) Produit scalaire sur espace des fonctions continues, 27-périodiques sur R et & valeurs com-
plexes :

W0 € @) (0= o= [ Tt

(vi) Produit scalaire sur ’espace C[X] des polynomes a coefficients complexes :
1

Y(P.Q) e (CIX))°, (P|Q) = / POQ) dr

-1

3.1 Norme et distance associées a un produit scalaire hermitien
E désigne un espace préhilbertien complexe dont le produit scalaire est noté ( | ).

Définitions 3.3 (Norme et distance associées). Les définitions sont identiques au cas réel.
La norme associée au produit scalaire { | ) est définie par

Vx e E, |x||=+(x]|x)

La distance associée au produit scalaire est définie par

V(x,y) € B, d(x,y) =y —x[|={y—x|y—x)

Dans ce cas complexe, on donne le qualificatif d’hermitienne & la norme et a la distance associées
au produit scalaire.

Proposition 3.1. x — ||x]| = /(x| X) est une application de E sur [0, +oo[ qui vérifie

(1) VxeE, ||x[|=0 < x=0 séparation ;
(i) Y(\,x) € Cx E, ||Xx]| = |A| ||x]] homogénéité.
PREUVE.

(i) 0= |x]|? = (x| x) <= x=0;

(i) [ 2] = /O [ 2] = VAP [x) = Ay [

cqfd

L’inégalité triangulaire sera démontrée a la fin de cette section.



3 Produit scalaire sur un espace vectoriel complexe

29

3.2 Expression du produit scalaire en fonction de la norme

Proposition 3.2. Voici des relations pour x ety éléments de E :
. 2 2 2
(@) Ix+yl” = lIx["+ 2Rex [ y) + [lyll" ;

(i) ||lx+ YH2 +|x - Y||2 = 2||X|| + 2||y|| égalité du parallélogramme ;
(iii) Re(x | y) = S(Ix+y[* = Ix[I* = [y ) = 3(x+yI* = Ix=yI?)
Sm(x | y) = 5 (Ix =iy |* = IxI* = [y]*) = $(Ix = iyl]* =[x + iy [*)
et (x|y) = 1(IIx+yl* = lIx = ylI?) + £ (Ix — iyl = |Ix + iy]*)
PREUVE.
() Utilisons la linéarité a droite, la semi-linéarité a gauche et la symétrie hermitienne du produit
scalaire

Ix+yllP=(x+ylx+y)=&|x)+&[y)+{Fx+{y|y)
= xlI*+ (x| y) + x|y) + Iyl?
= [x]* + 2Re(x | y) + Iy

(7i) En changeant y en —y, on obtient
% =yl = [1x]* — 2Re(x | y) + [ly]|*
Il suffit d’additionner les deux formules pour obtenir le résultat annoncé.
(7i7) Changeons y en —iy ; on obtient, en utilisant Re(—iz) = Sm z,
2 2 . 2
Ix —iy|” = [Ix[I” + 2 Re(—i{x | y)) + [ly]l
2 2
= [Ix[I" +23m(x | y) + [lyll
cqfd
La deuxiéme égalité s’interpréte toujours par le

Corollaire (Egalité du parallélogramme). La somme des carrés des longueurs des cotés d’un
parallélogramme est égale au double de la somme des carrés des longueurs des diagonales.

Remarque. L’égalité du parallélogramme caractérise les normes hermitiennes, i.e. les normes as-
sociées & un produit scalaire complexe (ou hermitien).

3.3 Inégalité de Schwarz
Théoréme 3.3 (Inégalité de Schwarz). Pour tout x ety de E, on a

16 [ < I [yl

L’égalité a lieu si, et seulement si, la famille (x,y) est liée.

PREUVE. Si ||x|| = 0... voir le cas réel.
Si ||x]| # 0, on pose pour A € C

0T =[xx+yl*=XMx+y|Ax+y)
= Mx[*+Xx | y) + Ax [y) + |y]?

= (5 ELDY (g By e LG TS)

%] I 112

xly)
= Il S|

I lly Il = 16 | y) I
112

T(\) est un trindome du second degré en la variable compleze A, que 'on a écrit sous sa forme

canonique. En donnant la valeur particuliére Ay = — <H’;|ﬁ2 , on obtient I'inégalité annoncée.

Le reste de la démonstration se traite comme dans le cas réel. cqfd
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Exemples 3.2. Toujours les mémes exemples d’application de l'inégalité de Schwarz; il suffit
d’ajouter une pincée de condiment « conjugaison » sur la premiére variable et le plat est prét.

(1) cas de C™ :

n n 1 n 1 n n
(eI = [ mwwe| < Dl llyll = (X loal®) " (lnl®)® = | Do lol | Yol
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

(73) cas de M, 1(C) :

(X | V)] = [XY] < ((XX) (7Y)? = VXX VTY
(t3t) cas de M, ,(C) :

(A1 B)| = [tx(AB)| = | aibiy
4,7

< () (BB E = (Dlau ) (Dsl?)’

4,J

(tv) cas de C([a,b],C) :

(f gl =

[ @] < ([rora)’ ([ oora)’

L’inégalité de Schwarz montre que, pour deux vecteurs non nuls x et y de F, le quotient %

est un nombre complere de module inférieur ou égal & 1; on ne peut plus parler d’écart angulaire
entre deux vecteurs d’un espace vectoriel complexe.

3.4 Inégalité de Minkowski, ou inégalité triangulaire
Proposition 3.4. Pour tout x ety de F,
Ix+yll < Ixl +lyl

PREUVE. Démonstration identique au cas réel :

2
I+ ylI* = [Ix]* + 2 Relx | y) + [y I* < Ix[* + 2llx]| Iyl + [IylI* = (=] + ly]])
cqfd
Corollaire. x — ||x|| = /(x| x) est une norme sur E.

4 Les normes fondamentales sur K"

4.1 La norme N,

Définition 4.1. Pour x = (21,...,2,) € K", on pose :
n

Ni(x) = |l
j=1

Proposition 4.1. L’application N est une norme sur K™.

PREUVE.

Séparation : Ni(x) =0 <= > |v;| =0 <= Vje€[L,n], |7;/=0 <= x=0

Homogeénéité : N1(Ax) = 3 [ Az;| = [\ 22 ]z;| = [AN1(x)

Inégalité triangulaire : Ny (x +y) = Y0 o + 5] < X0 (lzg] + |yj1) = 20—y |l + D00 lys| =
Ni(x) + Mi(y) cqfd
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4.2 La norme euclidienne ou norme N,

Définition 4.2 (Norme euclidienne). Pour x = (x1,...,z,) € K", on pose :

n n /
Syl = (3l ?)
j=1 j=1

Remarque. La norme euclidienne N5 est la norme associée au produit scalaire canonique sur K™ :

Z z;y; dans le cas réel,

x|y)y=4 7o'

E T;y; dans le cas complexe.
=1

4.3 La norme N,

Définition 4.3. Pour x = (z1,...,2,) € K", on pose :
Noo(x) = sup{|a;| / j € [1,n]} = max{|z;| / j € [1,n]}
Proposition 4.2. L’application N est une norme sur K™.

PREUVE.

Séparation : Noo(x) = 0 <= supjep nplej| =0 <= Vi€ [I,n], |zj|=0 <= x=0
Homogénéité : Noo (Ax) = supje[[l,n]]|)\xj| = |\ supj6[17nﬂ|xj| = | AN (%)

Inégalité triangulaire : des inégalités |zx + yx| < |zk| + [yk| < sup;|z;| + sup;|y;| vraies pour tout
k € [1,n], on tire que sup;|a;| + sup;|y;| est un majorant de {|zx + yx| / k € [1,n]} ; ainsi :

Noo(x+y) = sup |z; +y;| < sup |zj|+ sup |y;| = Noo(x) + Neo(y)
J€[1,n] Jj€[1,n] Jj€lln

cqfd

5 Les normes fondamentales sur C(][a, b))

5.1 La norme de la convergence en moyenne

Définition 5.1. Pour f € C([a,b]), on pose :

=/ab|f|=/ab!f(t)}dt

Proposition 5.1. L’application N7 est une norme sur C([a, b)) ; elle est appelée la norme de la
convergence en moyenne sur [a, b].

PREUVE. Puisque |f| est une application positive et continue sur le segment [a, b], son intégrale
existe et est positive, ce qui montre que N est une application de C([a, b]) a valeurs dans [0, +oo].

Séparation : N1 (f) = f:|f| =0 < Vt€[ab],|f(t)] =0 < [ =0, car |f| est une fonction
positive, continue, d’ intégrale nulle sur le segment [a, b].

Homogénéité : Nq(A\f) = f IAf| = |>\|fb|f| AN1(f)
Inégalité triangulaire : N1 (f+g) = f If+gl < f:(|f|+|g|) f |f|+f lg| = N1(f)+Ni(g) cafd
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5.2 La norme de la convergence en moyenne quadratique

Définition 5.2. Pour f € C([a,b]), on pose :

Nﬂﬂ=¢LmP=¢L1mﬂw

Proposition 5.2. L’application N3 est une norme sur C([a, b)) ; elle est appelée la norme de la
convergence en moyenne quadratique sur [a,b]. N est la norme euclidienne associée au produit
scalaire canonique sur C([a,b]) :

fffg dans le cas complexe

b
dans le cas réel
q|m={ﬁfg

5.3 La norme de la convergence uniforme

Définition 5.3. Pour f € C([a,b]), on pose :

Noo(f) :sup{}f(t)} /t € [a,b]} = max{|f(t)} /t € [a,b]}

Proposition 5.3. L’application N est une norme sur C([a,b]) ; elle est appelée la norme de la
convergence uniforme sur [a, b].

PREUVE. L’application |f| est une application continue sur le segment [a, b] ; elle est donc bornée
et atteint ses bornes, ce qui montre que N, est une application de C([a, b]) & valeurs dans [0, +oo].
Séparation : Noo(f) = sup{|f(t)| /t € [a,b]} =0 <> Vt € [a,b],|f(t)| =0 <= f=0
Homogénéité : Now (Af) = SUDte[q,b) ‘)\f(t)‘ = |} SUPte(q,] ’f(t) = | AN (f)

Inégalité triangulaire : de l'inégalité V¢ € [a,b], |f(t) + g(t)] < |f(t)|+ |g(t)] < sup{|f(t)] /t €
[a,b]}+sup{’g(t)‘/t € [a, b]}, on tire : || f + gl = sup{’f(t)+g(t)‘/t € |a, b]} < sup{’f(t)’/t €
[a, 6]} +sup{[g(t)| / t € [a,8]} = [[flloc + [lglloc cqfd

6 Les normes fondamentales sur M, ,(K)

Définition 6.1. Pour A = (a;;) € M, ,(K), on pose :

Ni(A) =D |

i=1 j=1

n p
2D el
i=1 j=1

Noo(A) = sup{lai| /i € [1,n],j € [1, p]}

N1, Ns et N sont des normes sur M, ,(K). Le lecteur est invité a démontrer ces affirmations.
De plus N> est la norme euclidienne associée au produit scalaire

tr(*fAB) dans le cas réel
(A|B) = —
tr(*AB) dans le cas complexe

7 Les suites dans un espace vectoriel normé

Dans cette section, E est un K-espace vectoriel normé muni de sa norme || ||.
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7.1 Suites convergentes

Définition 7.1 (Suite convergente, suite divergente).
On dit que la suite (u,), € EN A valeurs dans E converge si, et seulement si, il existe un
vecteur a € F tel que la suite réelle (||lu, — a||)n converge vers 0, i.e. :

Ve >0, IN.e N, VneN, n> N, = |lu, —a|| <¢

On dit alors que la suite (uy), converge vers a, ou que a est la limite de la suite (uy,)s,.
Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

Remarque. On a donc, comme toujours :
u, —a <= u,—a—0 < Ju,—al| —0
n n n

Théoréme 7.1 (Unicité de la limite). La limite d’une suite convergente (u,), est unique; elle
est notée lim u, ou limu, ou lim (u,),.
nl+oo n

PREUVE. Soient ajet ag deux limites de la suite convergente (uy,), ; alors :
0 < [lar — azf| = [lar — up +uy — a2l < [lar — up || + [[u, — a2

et puisque les suites ([[u, —ai|) et (|lu,—asz||) convergent vers 0, la suite constante (||a; —az||)
tend vers 0 par encadrement ; ainsi ||a; — az|| = 0 et donc a; = as. cqfd

7.2 Reégles de calcul
7.2.1 Limite d’une combinaison linéaire

Proposition 7.2 (K-espace vectoriel des suites convergentes).

L’ensemble des suites convergentes a valeurs dans E est un K-espace vectoriel et lapplication
qui a toute suite convergente (), associe sa limite lim,, u,, est une application linéaire.

En d’autres termes, si (uy,), converge vers a et (v,), vers b, alors pour tout (A, u) € K? la
suite (A\uy, + vy ), converge vers Aa + ub.

PREUVE. De 0 < [[(Aun+pvn)—(Aa+ub)|| = [[A(un —a)+p(va—b)|| <[Al[un—al|+|u] [vn—bl,
on tire, par encadrement, que ||(Au, + pv,) — (Aa+ pb)|| tend vers 0.

Puisque la suite nulle converge vers 0, les suites convergentes constituent un sous-espace vec-
toriel sur K des suites quelconques sur F. cqfd

7.2.2 Suite bornée

Définition 7.2 (Suite bornée).
La suite (u,), est bornée si, et seulement si, il existe un nombre positif M, indépendant de n tel
que pour tout n € N on ait |ju,|| < M.

Proposition 7.3 (Suite bornée et suite de limite nulle).
Soient (Wy,)n une suite de E et (M) une suite de K.

(i) Si(un)n est bornée et lim, A\, = 0, alors lim,, A,u, = 0.

(i) Si (up)n tend vers 0 et (A, )n est bornée, alors lim,, A,u, = 0.

PREUVE.
(7) Puisque la suite (uy,), est bornée, il existe un nombre positif M, indépendant de n, tel que pour
tout n € N on ait |Ju,| < M. Ainsi

Vn € N, 0 < [[Apunl| = [An] [[un | < [N |M

et par encadrement lim,, ||A,u,|| = 0.
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(77) La suite (\,)n est bornée si, et seulement si, il existe un nombre positif A, indépendant de n tel
que pour tout n € N on ait |A,| < A. Ainsi

Vn € N, 0 < [[Anun | = [An| [un]] < Afjun|]
et par encadrement lim,, ||A,u,|| = 0.
cqfd
7.2.3 Norme de la limite d’une suite convergente

Proposition 7.4. Si (u,), est une suite convergente a valeurs dans E, la suite (||u,]|) ~converge
et
lim||u, || = |lim u,||
n n
La réciproque est fausse sauf si lim, u,, =0

PREUVE. Notons a la limite de (u,), ; d’aprés 'inégalité de Minkowski, on a

vneN, 0< [[la]l - [lua]l| < fla—u
et par encadrement ‘||a|| - ||un|H —0
n
La suite ((—1)™),, est un contre-exemple dans R. cqfd

8 Applications lipschitziennes

Dans cette section, (E,N) et (F, || - ||) sont deux K-espaces vectoriels normés.

8.1 Un peu de vocabulaire

Définition 8.1. Soit A une partie de E et f une application de A a valeurs dans F'; f est dite
lipschitzienne si, et seulement si, il existe une constante k € [0, +oo] telle que :

V(x,y) € A% |[f(x) — £(y)|| < kN(x—y)
k est appelé rapport de Lipschitz de f, et f est dite k-lipschitzienne.

L’ensemble K des rapports de Lipschitz d’une fonction lipschitzienne f est un intervalle fermé
non borné, i.e. un intervalle du type [o, +00] ; ainsi il existe un plus petit rapport a.

En effet, si k est un rapport, tout k¥’ > k est encore un rapport ce qui montre que K est un
intervalle non borné.

D’autre part, si (ky), est une suite convergente vers x de rapports, alors

vneN, ¥(x,y) € A%, |[f(x) — f(y)|| < kN (x —y)
et par passage a la limite sur n
V(x,y) € A% |[f(x) — f(y)[| < N (x —y)

ce qui montre que K est encore un rapport de Lipschitz pour f et donc que K est fermé.

8.2 Exemples
8.2.1 Les fonctions numériques de classe C! sur un segment.
Proposition 8.1. Toute fonction numérique de classe C1 sur le segment [a,b] est lipschitzienne

de rapport || f'|loo -

PREUVE. Puisque pour tout ¢ € [a,b], |f/(t)| est inférieur & || f'||oo, Uinégalité des accroissements
finis montre que :

V(u,v) € [a,0], [f(u) = f(0)] < [ oolu — 0]
cqfd
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8.2.2 La norme

Proposition 8.2. Si N est une norme sur E, N est une application lipschitzienne sur E de
rapport 1.

PREUVE. On considére I’application ' de E muni de la norme N vers R muni de la valeur absolue
| |; Pinégalité de Minkowski donne

IV(x) = N(y)| <N(x-y)
cqfd

8.2.3 L’intégrale d’une fonction continue sur un segment

Soit la forme linéaire I : f € C([a,b]) — fab fekK.
L’inégalité |I(f)| = |fabf| < fab|f| = Ni(f) montre que

I(f) = I(g) = |I(f —9)l <N:i(f —9g)

et I est une application 1-lipschitzienne sur C([a, b]) muni de la norme N;.
Liinégalité |1(f)] = | [ f| < [1F] < [ sup|f| = (b — a) Noo(f) montre que

II(f) = I(g)| = [I(f — 9)| < Noc(f — 9)

et I est une application (b — a)-lipschitzienne sur C([a,b]) muni de la norme N.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz

= [ o<l [ [ 2= vimanso

montre que

(f) = L(g)l = [I(f = g)| < Vb—aNa(f = g)

et I est une application /b — a-lipschitzienne sur C([a, b]) muni de la norme N5.

8.3 Opérations algébriques
Proposition 8.3. Toute combinaison linéaire d’applications lipschitziennes est lipschitzienne.

PREUVE. Soient f et g deux applications lipschitziennes sur A C (E,N) a valeurs dans (F, || ||)
de rapports respectifs k¢ et kg, et A et p deux scalaires de K; on a, pour tout (x,y) € A%

IO + pg) (%) — (M + pg) ()l = | A(f(x) — £(y)) + n(f(x) - £(y))]|

S Ex) = £()|| + |ul||le(x) — el
< MEN (x —y) + |plkg N (x — y)

et M + pg est lipschitzienne de rapport |A|ke + |p|kg. cqfd
Proposition 8.4. Toute composée d’applications lipschitziennes est lipschitzienne.

PREUVE. Soient (E,N), (F,N') et (G,N"") trois K-espaces vectoriels normés, f : A C E — F
et g: B C F — G deux applications lipschitziennes de rapports respectifs ke et kg telles que
f(A) C B; alors, pour tout (x,y) € A%, on a :

N (g(f(x)) — g(f(y))) < keN'(f(x) — £(y)) < kgheN(x —y)

et gof est lipschitzienne de rapport kgk. cqfd
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9 Comparaison des normes

Dans cette section, N et N/ désignent deux normes sur le méme K-espace vectoriel E.

9.1 Comparaison de normes

Définition 9.1 (Finesse). Soient N et N’ deux normes sur le méme K-espace vectoriel E'; on
dit que N est plus fine que N, ou encore N’ est moins fine que N, si, et seulement si, toute
suite de E qui converge vers 0 pour N converge, aussi, vers 0 pour N’.

Théoréme 9.1 (Caractérisation).
N est plus fine que N' <= Ja >0, N' < aN

PREUVE.
Par hypotheése, N/ < a N, i.e. Vx € E,N'(x) < aN(x), et donc

limN(u,) =0 = limAN'(u,) =0

Montrons la contraposée a savoir :

(Va >0,3x € B,V (x) > aN(x))
= (ﬂ(vn)n € EN telle que N (v,,) — 0 et N'(v,,) A= 0)

Ainsi, : Vn € N,3u, € E,N'(u,) > nN(u,); en particulier u, # 0 et en posant : v, =
1

VN (uy)

u,, on obtient :

LN’(vn
Vi N(vn)

~—

N(vy) =

— 0 et N'(vy,) = > /n — +00

sl-

cqfd

Remarque. La condition (Ja > 0, N’ < aN) équivaut a ce que toute suite de F convergente
pour A est convergente pour N, car la convergence de (u,,),, vers a équivaut a la convergence de
la suite (u, — a), vers 0.

Proposition 9.2 (Finesse et application lipschitzienne).
N est plus fine que N7 si, et seulement si, l’application identique de E Ig : (E,N) — (E,N") est
lipschitzienne.

PREUVE. N est plus fine que NV si, et seulement si, 3o > 0,N’ < aN, si, et seulement si,
Ja > 0,V(x,y) € E2E N (x—y) < aN(x—Yy).

Ainsi, V(x,y) € E% N (x) — N (y)| < N(x —y) < aN(x —Yy), i.e Papplication identique
Ig: (E,N) — (E,N") est a-lipschitzienne.

Réciproquement, si Ig est a-lipschitzienne, on a Vx € E, N (x) — N(0)| < a|N(x — 0)], i.e.
N <aN. cqfd

9.2 Normes équivalentes

Définition 9.2. Deux normes N et N’ sur le méme K-espace vectoriel E sont dites équivalentes
si, et seulement si, toute suite de ' convergeant pour 1'une est convergente pour I'autre.

Théoréme 9.3 (Caractérisation). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) N et N7 sont équivalentes ;
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(i) Y(un)n € EN, (u,), converge vers a pour N si, et seulement si, (u,), converge vers a
pour N ;

(i73) (o, B) €]0,+00[ X |0, +0], aN <N'<BN;

(iv) Les applications identiques Ig : (E,N) — (E,N") et Ig : (E,N") — (E,N) sont lipschit-
ziennes.

PREUVE. (i) <= (i) : ¢’est la définition.
(ii) <= (iii) car (ii) est équivalent & N’ plus fine que A et A plus fine que N,
(i) <= (iv) : voir la caractérisation de la finesse par le caractére lipschitzien de l'identité. cqfd

Remarques.

Deux normes équivalentes définissent la méme notion de convergence sur E.
L’équivalence des normes est une relation d’équivalence.

9.3 Exemples

Théoréme 9.4. Les normes N1, Ns et Ny sont équivalentes sur K™, et on a les égalités :

Noo SN < VRN <0
N SN <N <nN,

PREUVE. Soit x € K" ;

Noo(x) = supla;| = [2,] < Z|$j| = Ni(x) donc Noo <M
‘7 .

Noo(x) = sup|xj| = |zj,| = |z]0 <y |z] = Nz(x) donc NV < N2

ZI%I >l Z 12 = fNQ (x) donc Ny < VANy
= lejl < Zsupw = n N2 (x) done N < VTN
J i 7
2
NE () =D Jasl? < (D Jasl)* = ME(x) dome Ny <N,
J J
Les constantes trouvées sont les meilleures possibles. Le démontrer ! cqfd
Proposition 9.5. Les normes N1, N2 et Noo ne sont pas équivalentes sur C(|a,b]), mais on a les
égalités :
N1 <Vb—aN; < (b—a) N
PREUVE. Soit f € C([a,b]);

b b b
:/|f|< /|f|2 /12:\/b7a./\/2(f),donc:/\/1gvb—a/\@

b b
)= [ 1P < [ bl = (b ) N2 (), done s Ne < VB a N

On considére la suite de fonctions f, : x € [a,b] — (3=2)"; alors :

brr—a b—a
rt) = [ (2=2) dx—nﬂ
x—a b—a

Na(fn) = \// b—a e = m+ 1

wo(fn) =1
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Ainsi la suite (n% fn) converge en moyenne vers 0 et Ng(n% fn) = n3/4 2”7;“1 tend vers

n
Pinfini; d’autre part, la suite (f,), converge en moyenne et en moyenne quadratique vers 0, mais
elle ne converge pas uniformément vers 0 sur l'intervalle [a, b]. cqfd

9.4 Equivalence des normes en dimension finie

Théoréme 9.6. Toutes les normes sur un K-espace vectoriel de dimension finie E sont équiva-
lentes.

PREUVE. Soit B = (eq,...,€ep) une base de E, x = Zj xje; la décomposition de x sur B. On
pose :

Noo(x) = sup{|z;| / j € [1,p]}

Noo est une norme sur E, ce qui montre qu’il en existe.
Soit N une norme quelconque sur E ; alors pour x € E :

N ) =N (P wje;) < Dl Wiey)
<Y (supla; )N (e)) = Noo(x) Y Ney)

i 7 j

P
Ainsi, N < (ZN(ej))Noo et la norme N, est plus fine que V.
j=1
On admet que la norme N est plus fine que la norme N. cqfd

Remarque. Ce théoréme est fondamental; il indique que sur un K-espace vectoriel normé de
dimension finie, il n’y a qu’une seule notion de convergence.
9,
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Suites dans un espace vectoriel normé de dimension finie

Dans ce chapitre, K désigne le corps R ou le corps C, et E un K-espace vectoriel de dimension
finie p > 0.
La donnée d’une base B = (eq, ..., e,) définit trois normes (fondamentales) sur E :

Noo(x) = sup |z;]

j=1l..p

Ni(x) = Z|$j| Na(x) =

avec X = Z§:1 x;€e;; les x; sont donc les composantes de x relatives & la base B.
Toutes les normes sur F étant équivalentes, en particulier les trois normes précédentes, on

définit sur F une seule notion de convergence des suites.

1 Parties bornées

Dans cette section, F' désigne un K-espace vectoriel normé de dimension finie muni d’une
norme notée || ||.

1.1 Un peu de vocabulaire

Définition 1.1 (Partie bornée).
Une partie A de F' est dite bornée si, et seulement si, il existe un boule fermée B;(0, M) de centre
0 et de rayon M contenant A, i.e. :

‘ A est une partie bornée de F <= 3IM >0, Va€ A, |ja|| < M

Définition 1.2 (Application bornée).
Une application £ : X — F ou X est un ensemble non vide, est dite bornée si, et seulement si,
lensemble f(X) = {f(x), © € X} est borné dans F, i.e. :

f : X — F est une application bornée <= IM > 0, Vz € X, Hf(x)H <M

Définition 1.3 (Suite bornée).
Une suite (u,), d’éléments de F est dite bornée, si, et seulement si, ’ensemble {u,, /n € N} est
borné dans F, i.e. :

‘La suite (up)p est bornée <= IM >0, Yn € N, |u,| < M

Remarque. Attention! Le nombre M est indépendant de a € A (resp. de x € X, resp. de n € N).

Proposition 1.1 (Indépendance de la norme choisie).
La notion de partie bornée sur un espace vectoriel normé de dimension finie ne dépend pas de la
norme choisie.

PREUVE. Soit N une autre norme sur F'; puisque toutes les normes sur F' sont équivalentes, il
existe deux nombres o > 0 et 5 > 0 tels que o || <N < 3| || Ainsi :

A partie bornée pour || | <= IM >0, Va€c A, |a]| < M
= My =M, Va€ A, N(a) < fal < M = M,

La réciproque se démontre en utilisant I'inégalité || | < 2N
Ainsi A est une partie bornée pour la norme || || si, et seulement si, A est une partie bornée
pour la norme N. cqfd

Remarque. Attention! La borne M dépend de la norme choisie.
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Proposition 1.2 (Suite convergente et suite bornée).
Une suite convergente est une suite bornée. La réciproque est fausse.

PREUVE. Soient (u,), une suite convergente et a sa limite; pour ¢ = 1, il existe un rang N; a
partir duquel ||u,| — ||a|| < [Ju, —a| < 1; don

VneN, n> N = |lu,| < |lal| +1

et
Vn € N, [lu,| <max{[[uof, ..., lun, -1, [la| + 1}

La suite ((71)”)71 est un contre-exemple sur R. cqfd

1.2 Espace vectoriel des applications bornées

Définition 1.4 (Ensemble des applications bornées).
Soit X un ensemble non vide et (F, || ||) un K-espace vectoriel normé de dimension finie ; on note
B(X, F) V'ensemble des applications bornées de X a valeurs dans F.

Définition 1.5 (Norme uniforme).
Pour f € B(X, F), on pose :

€ = sup{|[£()]| / = € X}

Proposition 1.3. (B(X,F),| |l«) est un K-espace vectoriel normé.
PREUVE. Soient (f,g) € B(X, F)?, (A, u) € K?, Mg ( resp. Mg) le nombre réel positif tel que :
Vo e X, |[f(x)]| < Mg (vesp. [lg(z)[| < Mg)
Alors, pour tout x € X :
|(M + pg) (@) = [|M (@) + pg()]| < M@ + ul]lg)]]
< A[Me + | Mg

et donc M + ug € B(X, F). Puisque la fonction nulle est bornée, B(X, F') est un K-sous-espace
vectoriel du K-espace vectoriel F(X, F') de toutes les applications de X vers F.

Montrons maintenant que || || est une norme sur B(X, F).
La borne supérieure de I'ensemble {||f(z)| /z € X} existe dans R, puisque cet ensemble est non
vide et majoré; || || est bien une application de B(X, F) vers R.
Axiome de séparation :

[£]|oc = sup{||f(z)|| /2 € X} =0
— VezeX, |[f(z)| =0 < VaeX, f(z)=0
<= f est I'application nulle;

Axiome d’homogénéité :
[Af]|oo = sup{||Xf(z)|| / = € X} =sup{|A|||f(z)|| /2 € X}
= [\ sup{|[f(x)[| / = € X} = [\ [[f]|

Inégalité triangulaire : des inégalités vraies pout tout z € X
[£(z) + g(@)]| < [[f@)]| + [lg@)]] < [l + llglloo
on tire que [|f]|os + [|g[/oc est un majorant de I'ensemble {||f(z) + g(z)|| /= € X} et donc :
[£lloc + llgllsc > sup{[[f(z) +g(2)]| /2 € X} = |If + gl
cqfd
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2 Suites

2.1 Suites convergentes et coordonnées

Théoréme 2.1 (Coordonnées de la limite).

Une suite d’éléments d’un K-espace vectoriel normé de dimension finie est convergente si, et
seulement si, ses coordonnées dans une base sont convergentes.

Dans ce cas, les coordonnées de la limite sont les limites des coordonnées.

PREUVE. Soient B = (e, ...,e,) une base de E, No, lanorme sur £ définies par N (x) = sup; ||
ott les x; sont les coordonnées de x dans la base B.

P
(u,)n est une suite convergente vers a = E a;e;
=1

= No(u, —a) = sup |up; —aj| —0
JElL,pl "

= Vje[Lp], [un;—aj] —0
< Vj € [1,p], la suite (uy ), converge vers a;.
cqfd

Remarque. On retrouve bien la convergence naturelle d’une suite de vecteurs, a savoir la conver-
gence des suites des coordonnées. Cette convergence est indépendante de la base choisie et indé-
pendante de la norme uilisée.

2.2 Cas des suites complexes

Théoréme 2.2 (Parties réelle et imaginaire de la limite d’une suite convergente).

Une suite de nombres complexes est convergente si, et seulement si, ses parties réelle et imaginaire
sont des suites convergentes.

Dans ce cas, la partie réelle (resp. imaginaire) de la limite est la limite dela suite des parties réelles
(resp. imaginaires).

PREUVE. Appliquez le théoréme précédent au R-espace vectoriel C et a sa base canonique (1, 7).
cqfd

3 Suites de Cauchy

3.1 Un peu de vocabulaire

Définition 3.1 (Suite de Cauchy).
Une suite (uy,), a valeurs dans E est dite suite de Cauchy, si, et seulement si,

Ve >0, IN. €N, V(n. k) EN> n > N. = JJupep —u,l|<e

Remarques.
L’inégalité ||un4+x — uy|| < € doit étre vraie pour tout k& € N a partir d’un certain rang N..
Une suite (u,), d’éléments de E n’est pas une suite de Cauchy, si, et seulement si,

Je >0, YN €N, I(n, k) eN? n>=Net |[ur—u,| >e
La suite réelle de terme général u, =1+ % 4+ 4+ % n’est pas une suite de Cauchy car

1 n 1 N n 1 - 1 1
JE— n— — —
n+1l n+4+2 2n 2 2

Vn >0, usy — Up =

On prendrae =1/2et n=%k=N.
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Proposition 3.1 (Indépendance de la norme choisie).
La notion de suite de Cauchy est indépendante de la norme choisie.

PREUVE. Soit A/ une autre norme sur F, donc équivalente a la norme || || ; il existe « >0 et 3> 0
tels que af || <N < G| ||. Alors, en posant N/ = N, /3, on a :

Y(n, k) € N2 n> N = Nupir — up) < Bl upsr —uy| < ﬁi =c

p
Ainsi, toute suite de Cauchy pour la norme || || est une suite de Cauchy pour la norme N.
La réciproque se démontre en échangeant les roles de || || et de N et en utilisant 1'inégalité
[ oo < LN
Attention! Le rang N. dépend de la norme choisie. cqfd

3.2 Convergence des suites de Cauchy

Proposition 3.2 (Suite de Cauchy et coordonnées).
Une suite d’éléments de E est une suite de Cauchy si, et seulement si, ses coordonnées dans une
base sont des suites de Cauchy de K.

PREUVE. Soient B = (ey,...,ep) une base de E, N la norme habituelle associée & B et (u,)n
une suite de Cauchy de E. On a :

(n > Ne = [[Wngr — Unlloo = sUp |tk — tn,j| < 5)
jeltp

<~ (Vj € [L,p], n > Ne. = |uptr; — tn,j| < E)

ce qui montre que (uy,), est une suite de Cauchy de E si, et seulement si, les suites (uy, j)n pour
j € [1,p] sont des suites de Cauchy de K. cqfd

Théoréme 3.3 (Convergence des suites de Cauchy).
Une suite a valeurs dans E est convergente si, et seulement si, c’est une suite de Cauchy.

PREUVE.
Soient (uy,), une suite convergente d’éléments de E de limite a, ¢ un nombre strictement positif
et N. € N le rang a partir duquel ||ju,, — a|| < ¢; alors

V(n,k) e N2, n > N. =

Ik = ol = s — a4 & — Wl < s — afl + [lu, — af] < 2¢

et la suite (u,), est une suite de Cauchy.
On admet que toute suite de Cauchy a valeurs dans R est une suite convergente.

Toute suite de Cauchy (zy,), & valeurs complexes, a ses parties réelle et imaginaire qui sont des
suites de Cauchy : ce sont les suites composantes relatives a4 la base canonique de C; ces suites
sont convergentes et donc (z,,), est convergente.

Toute suite de Cauchy (u,), d’éléments de F a ses composantes relativement & une base de E
qui sont des suites de Cauchy de K ; ces suites sont convergentes et donc (uy,), converge.  cqfd

Proposition 3.4 (Suite de Cauchy et application lipschitzienne).
L’image d’une suite de Cauchy par une application lipschitzienne est une suite de Cauchy.

PREUVE. Soient (E,N), (F,| ||) deux K-espaces vectoriels normés, f : A C FE +— F une application
ke-lipschitzienne et (u,), une suite de Cauchy d’éléments de A. Pour ¢ > 0 donné, on a :

V(n,k) e N*, n > N. — Hf(unJrk) — f(un)H < keN (Wi — up) < kee

cqfd
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Proposition 3.5 (Un critére).
Soient g € 10,1 et une suite (u,), de E vérifiant |[up41 — un|| < ¢ pour tout n € N ; alors, la
suite (Wy,)n est une suite convergente, et si a est la limite de (up)n, on a :

qn

Vn €N, |u, —al < .

PREUVE. Montrons que la suite (u,,), est une suite de Cauchy. Pour (n, k) € N2, on écrit :
Up+k — Up = (un+k - un+k71) + -+ (un+2 - unJrl) + (unJrl - un)

k
= Z(un+7' - un+7'—1)
r=1

car les termes se détruisent deux a deux. En prenant la norme, on a les inégalités suivantes :

k k
[Wnyr —unl| = HZ(unJrr - un+T71)H < ZHurHT — Upyr—1|
r=1 r=1
k n n+k n
< n+r—1 — q —(q < q
X Zq 1—¢ ST q
r=1

et puisque ¢" tend vers 0, pour € > 0 donné, il existe un rang N. € N a partir duquel ¢"/(1—¢q) < ¢;
ainsi
n

q

Y(n,k) eN? n > N. = |[upip —u,| < 1
—4q

<e

ce qui montre que la suite (u,), est une suite de Cauchy, donc une suite convergnte.
En faisant tendre k vers Uinfini dans U'inégalité |, —u,|| < ¢™/(1—gq), on obtient 'inégalité
demandée. cqfd

4 Relations de comparaison entre suites

4.1 Domination, notation O

Définition 4.1 (Domination).
Soient (uy,), une suite de E et (o), une suite de K; on dit que la suite (u,), est dominée par
(an)n et on écrit u, = O(ay,), si et seulement si,

M >0, 3N eN, VneN, n>N = |lu,| < M|ay|

Remarque. Si (o), est une suite a valeurs dans K \ {0} i.e. si la suite («, ), ne s’annule pas, on
a:

1
Si, pour tout n, ay, # 0, alors u,, = O(«a,) <= la suite (—un)n est une suite bornée.
an

Exemple 4.1.
o
n® =0(n’) <= (n—ﬁ)n = (n®9), est bornée <= a— <0
n
Pour (a,b) € C* x C*, a™ = O(b") si, et seulement si, la suite (a"/b”)n est bornée, i.e., si, et

seulement si, |a| < |b].
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4.2 Neégligeabilité, notation o

Définition 4.2 (Négligeabilité).
Soient (u,), une suite de F et (a,), une suite de K; on dit que la suite (u,), est négligeable
devant (a,), et on écrit u,, = o(ay,), si, et seulement si,

Ve>0, AN. e N, VneN, n > N, = ||u,| < elan|

Remarque. Si (o), est une suite & valeurs dans K \ {0} i.e. si la suite (o, ), ne s’annule pas, on
a:

Si, pour tout n, o, # 0, alors u, = o(ay,) <= la suite ((1/an)un)n est limite O

Exemple 4.2.

o na
n® =o(n?) «— (ﬁ)n
Pour (a,b) € C* x C*, a™ = o(b™), si, et seulement si, ((%) )n tend vers 0, soit |a| < |b].

Inn =o(n%*) <= a > 0 et pour tout o, n* = o(expn)

= (no"ﬂ)n tend vers 0 <— a— (<0

4.3 Equivalence, notation ~
n
Définition 4.3 (Equivalence).
Soient (), et (vy)n deux suites complezes ; on dit que les suites (uy )y et (v,), sont équivalentes
et on écrit u, ~ vy, si, et seulement si, u, — v, = o(vy,).
n

Up ~ Uy <= Up — Uy = 0(Uy)
n

Remarque. Si (v, )y est une suite a valeurs dans K \ {0} i.e. si la suite (v,,), ne s’annule pas, on
a:

. Unp
Si pour tout n, v, # 0, alors u, ~v, < — —1
n Up N

Exemple 4.3.
n® _
n® ~ n? = (ﬁ)n = (no‘ ﬂ)n tend vers 1 <— a = 0.

Pour (a,b) € C* x C*, a™ ~ b"si, et seulement si, ((%)n)n tend vers 1 soit a = b.
n

Inn ~ n® et n® ~ expn sont toujours faux.
n n

Voici quelques propriétés des relations de domination, de négligeabilité et d’équivalence.
— Les relations de prépondérance, de négligeabilité et d’équivalence ne dépendent pas de la
norme choisie.
- u, = o(ay,) implique u,, = O(w,) ; la réciproque est fausse.
— up ~0 < la suite (uy), stationne en 0, i.e. la suite (u, ), est nulle & partir d’un certain
n
rang; on évitera d’écrire cette relation.
— ~ est une relation d’équivalence.
n
— Up ~ Uy = |up| ~ |vg]
n n
— Uy ~ Uy = (un = O(vy) et v, = O(un)) ; la réciproque est fausse.
n
— Up ~ Uy et uy = O(w,) = v, = O(wy), idem avec o.
n
— Uy, ~ Uy, et wy, = O(uy,) = w, = O(vy,), idem avec o.
n
— Si la suite (up), converge vers £ avec £ # 0, alors u, ~ £.
n

— Si up ~ vy et si (uy,)n converge vers ¢, alors (vy,), converge vers £.
n
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— Si up, ~ vy, et ul, ~ v, alors uyul, ~ vpvl.
n n n
. . . 1
— Si (vp)n est & valeurs dans C*, u,, ~ v, implique — ~ —.
n Up ™ Up
— eXpPUyp ~ €XPVUy = Uy — UV, — 0
n n

~ Uy ~ v, et lim, Inv, € R\ {1} = Inu, ~Inv,
n n

4.4 Comparaison logarithmique de deux suites de |0, +oof

Lemme 4.1. Soient (un)n et (vn)n deuz suites de |0,4+00[; si a partir d’un certain rang on a

U v
Uinégalité ntl < n+1, alors la suite (uy), est dominée par la suite (vy, ).
n ,Un
Un+1 Un+1
dNeN, Vn>2 N, — < — = u,, = O(vy,)
Un Un

PREUVE. L’inégalité uy41/Un < Uny1/vp 8'écrit encore ty,1/vn4+1 < Un /Uy Ainsi la suite (uy, /vp )n
est une suite décroissante a partir du rang N, donc u, /v, < un/vn, S0it uy, < (un/vN)vy, ce qui
montre que u, = O(vy,). cqfd

Un+1

Théoréme 4.2. Soit (u,), une suite de |0,+oo| telle que lim = ( existe dans [0, 4] ;

Un
alors :
(1) sil <1, (un)n tend vers 0 et Vg € 1€, 1], unp = O(q¢"™) ;
(17) si€> 1, (un)n tend vers +oo et Vg € ]1,¢[, ¢" = O(uy,), i.e. il existe m > 0 telle que la suite
(un)n soit minorée par (mq™), a partir d’un certain rang;
(#4t) si £ =1, on ne peut conclure.

PREUVE.
(1) Soit ¢ € ]¢,1], il existe un rang N € N a partir duquel “Z:l <qg= q:zl et donc u,, = O(q")
soit 0 < u, < Mg¢™ a partir d’'un certain rang. Puisque (¢"),, tend vers 0 (¢ < 1), il vient
que (up)n tend vers 0.

(i7) Soit ¢ € ]1,4[ et N € N a partir duquel up,11/u, = ¢ = ¢""1/q™; le lemme montre que
q" = O(uy,) soit ¢" < Mu, a partir d’un certain rang. Comme (¢™),, tend vers +oo, la suite
(un)n tend vers 400 et u, > ¢"/M.

(#4t) up = n donne up41/uy, tend vers 1 et u, tend vers +oo.
up = 1/n donne wu,41/uy, tend vers 1 et u,, tend vers 0.

cqfd

Exemple 4.4. La suite (2" /n!),, converge vers 0 pour tout z # 0.
On pose up, = [2"/nl| = [z]"/n!; alors un41/un = (2" /(n+1)!) x (n!/|2|") = |2|/(n+1) — 0.
Ainsi lim, u, = 0 et Vg € 10, 1[, u,, = O(¢™).

5 Suites réelles

5.1 Les grands théorémes

Une suite monotone croissante (resp. décroissante) converge si, et seulement si, elle est majorée
(resp. minorée). Dans le cas de la convergence, sa limite est la borne supérieure (resp. inférieure)
de ses éléments.

Si une suite converge, toutes ses sous-suites convergent et ont la méme limite.

Si (u2n)n et (uant1)n convergent et ont méme limite ¢, alors (u,, ), converge vers /.

Deux suites réelles (un,), et (v, )y, sont adjacentes si, et seulement si, (uy,), croit, (vy,), décroit
et limy, (uy, — v,) = 0.

Deux suites adjacentes convergent et ont méme limite.
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Le théoréme d’encadrement. Soient (tn)n, (Un)n, (Wn)n, trois suites réelles telles que :

AN eN, Vn>N, u, <v, <w, et A € R, limu, =limw, =¢

alors (v,), converge et sa limite est /.
Passage a la limite dans une inégalité. Soient (uy)n, (Vn)n, (Wn)n, trois suites réelles; alors :

(3N eN, ¥n >N, u, <v, <w,) = (limun <limwv, < limwn)

Par passage a la limite les inégalités strictes sont transformées en inégalités larges.
Deux remarques techniques
— Pour montrer qu’une suite (u,, ), converge vers £, on a souvent intérét & majorer |u, — ¢| par
le terme général d’une suite de limite nulle.
— On peut utiliser la relation : iiZ(UkJ,_l —Uk) = Uptqt+1 — Up, ’est la méthode des dominos.

5.2 Suites définies a 1’aide d’une relation de récurrence

Soit D une partie de R et f une application continue de D a valeurs réelles.

I C D est un intervalle stable pour f, ou encore f-stable, si, et seulement si, 'image de I par
f est contenue dans I, i.e. si, et seulement si, le graphe de la restriction f|; de f a I est contenu
dans le carré I x I.

a € I est un point fixe pour f si, et seulement si, f(a) = a, i.e. si, et seulement si, a est un
zéro de p: x — f(z) — x.

Si est un intervalle f-stable, la donnée de ug € I et de la relation w,4+1 = f(u,) définit une
suite (uy,), dont tous les éléments appartiennent a I.

Limite et point fixe. Si la suite u,4+1 = f(uy) est une suite de I qui converge vers une limite
¢ € I, alors £ est un point fixe de I.

Sens de variation. Soient I un intervalle f-stable et (u,), la suite définie par un+1 = f(un)
avec ug € I ;

(1) si f est croissante sur I, la suite (uy,), est monotone, croissante si ug < uy, décroissante si
ug = Uy ;

(#i) si f est décroissante sur I, f o f est croissante et les suites extraites (uap)n €t (U2p41)n sont
monotones de sens contraire : si ug < ua, (uon), est croissante et (uzn41)n décroissante ; si
ug = Ua, (uon), est décroissante et (uz,41)n croissante.

Théoréme du point fixe. Soit I un intervalle fermé stable pour une application contractante f
de rapport de Lipschitz k € [0, 1[; alors

(1) f posséde un unique point fixe a € I ;
(i4) pour tout o € I, la suite un 1 = f(un) avec ug = xg converge vers a et on a la majoration :

|un — a| < E™ug — al

5.3 Suites classiques
5.3.1 Suite arithmétique

(un)n est une suite arithmétique si, et seulement si, la différence de deux termes consécutifs
est constante, i.e.

JreC, Vne N, upy1 —up =r

Dans ce cas

Vn, u, = ug +nr
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5.3.2 Suite géométrique

(un)n est une suite géométrique si, et seulement si, le quotient de deux termes consécutifs est
constant, i.e.
Jdge C, Vn e N, upt1 = qug,

Dans ce cas

ntp n+p+1 _ qn
Vn, u, = q"up = q" tu; = ... et g Ul = Ug ]
—q
k=n

5.3.3 Récurrence affine

(tn)n est une suite définie a I'aide d’une récurrence affine si, et seulement si,
A(a,b) e C* x C*, a#1, Vn € N, upt1 = au, +b

Le calcul de u,, s’effectue

(i) en recherchant les points fixes par la résolution de A = aX + b, soit A = %. La suite de
terme général v, = u, — A est une suite géométrique de raison a, ce qui donne v, = a™vg
soit uy, = a™(ug — A) + A;

(#i) ou bien, en posant w, = a”™u, ; ainsi, wWy+1 — w, = ba~
méthode des dominos, d’ott de u,, = a™w,.

" et w,, se calcule en utilisant la

5.3.4 Suite homographique

(un)n est une suite définie a 'aide d’une récurrence homographique si, et seulement si,

aup, +b
VneN, tpp1 = ———, ad—bc#0et c#0
cu, +d
On recherche les points fixes en résolvant ’équation z = ?553:3 ce qui revient & déterminer les

racines d’une équation du second degré.
Sl y a deux racines distinctes « et 3, on pose sous réserve d’existence : v, = = _g. La suite
n

(vn)n est une suite géométrique de raison g & déterminer. De v,, = ¢"vg, on tire w,,.
Dans le cas d’une racine double «, la suite (v,,),, définie pour ug # «, par v, = unl_a est une
suite arithmétique de raison r a calculer. De v,, = vy + nr, on tire u,,.

5.3.5 Reécurrence linéaire d’ordre 2
(tn)n est une suite définie a 'aide d’une récurrence linéaire d’ordre 2 si, et seulement si,
I(a,b) € K%, Vn € N, upio = api1 + bu,
On recherche les suites (r™),, solutions en résolvant I’équation caractéristique r> — ar —b = 0

dont on note A = a? + 4b le discriminant.
Cas complexe :

(1) si A # 0, on note 1 et ro les deux racines distinctes de I’équation caractéristique et
(A, ) € C*, Vn € N, u, = \r + pry
(i1) si A =0, § est 'unique solution de I'équation caractéristique et
a
3\ p) € C% YneN, u, = (5)"()\71 + 1)

Cas réel :
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(1) si A > 0, on note r1 ro les deux racines réelles distinctes de 1’équation caractéristique et
N\ p) € R Vn €N, u, = N} 4 pry

(11) si A =0, 5 est P'unique solution de I’¢quation caractéristique et

3\ ) € R2, Yn €N, u, = (g)"(m + 1)
(7i7) si A < 0, on note aexp(if3) I'une des racines complexes de I’équation caractéristique et

3\, 1) € R Vn € N, u, = a"(Acosnf + pusinnf3)

Cheéres lectrices et chers lecteurs, vous avez certainement remarqué 1’analogie avec les solutions
de I’équation différentielle linéaire homogéne du deuxiéme ordre & coeflicients constants.
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1 Introduction

Le but de ce chapitre est de donner un sens & la sommation d’une infinité de termes réels ou

complexes, par exemple : L1 .
4. =1
5 + 1 + 3 + et on +

égalité que les mathématiciens grecs interprétent par :
« La fleche va-t-elle atteindre le talon d’Achille 7 »

et
0,9999--.9...=1

égalité qui provient du développement décimal d’un nombre réel.

En physique, le théoréme de Fourier montre qu’un signal périodique de fréquence v, par exemple
le la d’une flite, est la somme d’une combinaison linéaire d’un nombre infini de signaux périodiques
élémentaires (de sons élémentaires) de fréquences nv, multiples entiers de cette fréquence v dite
fondamentale.

2 Généralités
2.1 Un peu de vocabulaire

Définitions 2.1 (Série).
A la suite (un), & valeurs complexes, on associe la suite (Sy,),, définie par

Sn:UO+U1+U2+"'+Un:ZUk (2-1)
k=0

On appelle série de terme général u, le couple ((tn)n, (Sn)n); elle est notée > wuy,.
Sp, est appelé la somme partielle de rang n de la série de terme général wu, ; la suite (S,,), est la
suite des sommes partielles de cette série.

Définitions 2.2 (Convergence et divergence d’une série).
On dit que la série > u,, converge si, et seulement si, la suite (S,), de ses sommes partielles
converge dans C, sinon la série est dite divergente.

En cas de convergence, le nombre S = lim,, S,, est appelé somme de la série > u,, ; il est noté
S = ZZOZO ug, k joue le role d’un indice muet. Pour tout n € N, on définit le reste de rang n par

R,=5-5 :Z;C"_ijl'f‘luk'

Retenons :
o0 n
S:Eukzguk:hmguk
n
k=0 k>0 k=0
00 p
R,=5-5,= E up = lim E U,
k=n+1 P k=n+1
Remarques.

Etudier une série >y, c’est d’abord déterminer sa nature : convergence ou divergence; puis,
étudier le comportement de (S, ), en cas de divergence, ou déterminer la valeur exacte ou approchée
de la somme et obtenir des renseignements sur la vitesse de convergence vers 0 de la suite des restes
d’ordre n en cas de convergence.

On ne modifie pas la nature de la série Y u,, en changeant un nombre fini de termes : on ajoute
une constante a S, & partir d’un certain rang; par contre, on modifie la somme de cette série en
cas de convergence.

On peut supprimer les termes nuls d’'une série sans en modifier ni la nature, ni la somme :
S (14 (=1)")/n s’écrit aussi Y 2/(2p). Par contre, regroupement de termes et modification de
Pordre des termes ne peuvent s’effectuer sans précaution.
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2.2 Condition NECESSAIRE de convergence, divergence grossiére
Proposition 2.1. Si la série Y u, est convergente, la suite (Ry,), des restes tend vers 0.
PREUVE. Puisque S = lim,, S,,, R, =S — S,, tend vers 0. cqfd
Théoréme 2.2 (Condition NECESSAIRE de convergence).

Si la série Y u, est convergente, la suite (un )y tend vers 0; la réciproque est FAUSSE.
Si la suite (up)n ne converge pas vers 0, la série Y u, est divergente.
PREUVE. Pour n >0, u, =S5, —S,_.1 — S —5=0.
n
La série > 1/n est une série divergente car S, = 1+ 1/2+---+1/n ~ Inn et donc S, —
n n
+00. cqfd

Définition 2.3 (Divergence grossiére).
On dit que la série Y u,, diverge grossiérement si la suite (un), ne tend pas vers 0.

2.3 Convergence des séries a termes complexes

Proposition 2.3 (Convergence des séries parties réelle et imaginaire).
La série a termes complexes > u, est convergente si, et seulement si, les deux séries & termes
réels > Re(un) et Y. Sm(u,) sont convergentes et dans ce cas :

Z up = Z Re(ug) + 14 Z Sm(ug)
k=0 =

k=0 k=0

PREUVE. La suite S, = >} _gur = > _p_o Re(ur) +i> p_o Sm(up) = Ay, + iB, converge si, et
seulement si, les suites réelles (A,), et (By), sont convergentes, et dans ce cas S = lim,, S, =
lim,, A,, + ¢lim,, B,,. cqfd

2.4 Critére de Cauchy

Théoréme 2.4 (Critére de Cauchy pour une série).
La série > u, est convergente si, et seulement si,

n+p
Ve >0, IN. €N, VY(n,p) € N?, n> N, — ‘Zuk‘ <e
k=n

PREUVE. La série D u, est convergente si, et seulement si, la suite (Sy,), de ses sommes partielles
est convergente, si, et seulement si, la suite (Sy,), est une suite de Cauchy, si, et seulement si,

Ve >0, IN. € N, ¥(n,p) € N* n > N. = |Spip — Sn_1|<e

Or, Spip — Sn1 = S 1P uy. cqfd

k=n

2.5 Combinaison linéaire de séries convergentes

Théoréme 2.5. Soient > u, et > v, deuz séries convergentes; alors, pour tout (\,pu) € K2 la
série Y (Auy + uvy,) est convergente et :

Z()\uk +;L’Uk) = )\Zuk Jr,LLka
k=0 k=0 k=0

Ainsi, l’ensemble des séries convergentes a valeurs dans K est un K-espace vectoriel et I’application
Sty Yo pe g uk est une forme linéaire sur cet espace.
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PREUVE. Soient (Sy)n et (Ty)n les suites des sommes partielles des séries Y uy, et > v, ; alors :

Z()\uk—i—/wk) :)\Zuk—i-,quk =\S, +uT, — AS + uT
k= k=0 k=0

[}

ce qui montre que la série Y (Au, + pvy,) est convergente et que sa somme vaut Ay oo uk +
B pe o k- cqfd

Remarques. Si A € C\{0}, les séries 3 u, et > Au, sont de méme nature.

Si la série > u, est convergente, les séries Y v, et Y. (un + v,) sont de méme nature; en
particulier, si la série > u,, est convergente et la série Y v, est divergente, alors la série Y (u, +vy,)
est divergente.

Si les séries > u, et > v, sont divergentes, on ne peut rien affirmer a priori quant a la nature
de la série > (un + vy).

3 Les exemples de base

3.1 La série géométrique

Définition 3.1 (Série géométrique).
Clest la série Y ¢" avec q € C; ¢ s’appelle la raison.

Théoréme 3.1 (Nature de la série géométrique).
La série géométrique Y q" converge si, et seulement si, le module de la raison est plus petit que
1, eton a:

n+1

) —+oo
1 . q
Vigl<1, Y ¢ = tR,= Y q"'=
lg| < 7k70q e ¢ =7

1- q k=n-+1 —4q

PREUVE.
Si |g| > 1, la suite (¢"),, ne tend pas vers 0 et la série Y ¢" diverge (grossiérement).
Si |g] < 1, la suite (¢™), tend vers 0 et :

n
1—qgt! 1
Su=d d =1hgtai e tg =
k=0

3.1
1—g¢q n 1—gq (3.1)

Dans ce cas, la série converge, sa somme Y oo, ¢" vaut (1 —¢q)~ et R, = S — S, = ¢""(1 —
-1
q) . cqfd

3.2 Série a destruction de termes ou série télescopique
Définition 3.2 (Série télescopique).
Ce sont les séries Y u, ou le terme général u,, peut s’écrire sous la forme

3 une suite (vy,)n, Yn € N, uy, = vp41 — Up (3.2)

Théoréme 3.2 (Convergence et somme d’une série télescopique).
La série télescopique > (vn4+1 — vy) converge si, et seulement si, la suite (vy,), est convergente et,
dans ce cas, on a :

Z(vn+1 —vp) = limw, — vy (3.3)
k=0
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PREUVE.
La somme partielle de rang n S, se calcule ainsi :

n

Z Vg1 — Vk) = Upt1 — Vo (3.4)
k=0

La suite (Sy), converge si, et seulement si, la suite (v,,),, est convergente ; dans ce cas, on a

lim S,, = Z(vk+1 — ) = limuvy41 — vo = limv, — vy (3.5)
k=0

cqfd

Exemples 3.1.
La série > In(1+1/(n+1)) :onau, =In(1+1/(n+1)) =In(n+2) —In(n+1) = v,41 — vy
et S, = > 4_g = Unt1 — vo = In(n + 2) tend vers +oo.

1
La série Z In(1+ ?) est divergente
n

La série > 1/(n(n+1)) tonawu, =1/(n(n+1)) = =1/(n+1)—1/net S, = >, up =
Unt1 —v1 =1 —1/(n+1) tend vers 1.

1 = 1
La série Z m est convergente et Z m =1
k=1

La série > 1/(n(n+1)---(n+p)) avec p € N\ {0} ; on pose :

1 _1 n+p—n
n(n+1)---(n+p) pnn+1)---(n+p)
1 ! ! !
Cpnm+1)---(n+p—1) p+1)(n+2)---(n+p)

=0, — Upt1 (3.6)

n
et >, Uk = U1 — Upt1 — U

P 1 S 1 == 1
Vp € N\ {0}, la série » n(n 1) (ntp) onverseet ; k(k+1)--(k+p)  plp)

3.3 La série du logarithme

o0

Vo e]-1,1], In(1+2) =) (-1)

o
Z k1ff

=0 k=1

k
1
Vo € [-1,1], kaH Zk

xT
PREUVE. Pour tout z > —1, In(1 + z) = / et puisque
0

1+¢

n+1

kz 1 + t (87)
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on obtient :

x n _t)n+1 n l’k+1 T (_t)n-l-l
In(1 = —t)k (i dt =) (=1)k / dt
a1 +z) /0 <Z( ST ) 2D o 1+t (3.8)
k=0 k=0

= somme partielle 4+ reste

En utilisant le changement de variable ¢ = xu pour = # 0, on a

T (_pyntl 1/ n+1 1 n+1
/ Ldt:/ %xdu: (—1)"+1$"+2/ 4 du (3.9)
o 14t o l+zu o 1+zu
et
1 n+1 1 n+1
U U 1 1
- < _ ; _
e TR, T g Sk
du = 01 01
o 1l+au untl un Tt 1 1 )
du < du = sixz >0
o 1+ |zu o 1+ (I+2z)(n+2)
Ainsi
n k+1 1 n+1 1 n+1
In(l+2) -3 (=1)F2 :|x|"+2/ 4 dug/ Y dqusizel-1,1]
— k+1 o 1+au o 1+au
1 1
—— — 0 size]-1,0]
< (11— lz]) (n+2) =»
n—l—QTO sizel0,1]

cqfd

Remarque. La série Y 2™ /n diverge grossiérement pour |z| > 1 et pour x = 1 (série harmonique).

3.4 La série de ’arctangente

o0 22k
Vo € [-1,1], arctanz = kz_o(fl)ka 1

PREUVE. On utilise 1’égalité valable pour z € R :

arctanx—/zﬂ—/x i(—tQ)k—i-ﬂ dt
o 1+ o \ & 1+¢2

n k T n
= (-1 L (—1)”+1/ P (8.10)
2 ok , 1182

= somme partielle + reste

et la majoration du reste pour |z| <1 :

T $2n+2 1 (zu)2n+2
1 5 = 172 X du
0 + t 0 + (CEu)

1 u2n+2
= |z|2"Jr3 —— 5 du
o l+z4u

|2n+3 1

) (3.11)
g |Z,|2n+3/ u2n+2 du = |; - 3 < 5 — 3
0 n n

cqfd
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3.5 La série de ’exponentielle

© K
Vz € C, expz:l—f—z%

& i ZQk & A 22k+1
COSZ:1+Z(*1) (2]{; | SIHZ:Z(*l) m
k=1 k=0
e z2k+1
ch shz = —_—
|
22k + 1)

PRrREUVE. Utilisation de I'inégalité de Taylor & l'ordre n 4+ 1 : soit I un intervalle de R, f une
application a valeurs complexes de classe C"*! sur I, M,,.; un majorant de la dérivée d’ordre
n+ 1 sur I, soit Vt € I, ‘f("*‘l)(t)‘ < M1 (attention, un tel majorant n’existe pas toujours);
alors :

b — a|n T

Y(a,b) € I2, |f Z b—a)f =Y ¢k (e) < M SV (3.12)
— !

On applique l'inégalité de Taylor & I = [0,1] et f : t — exp(zt), application de classe C* sur R.
Le calcul de la dérivée d’ordre k£ donne :

Vk e N, Vt e R, f®)(t) = 2P exp(zt) et f*(0) = 2* exp(zt)]—o = 2" (3.13)
vt € [0,1], ’f("H)(ﬁ)’ = |2 |exp(at)| = |z|PHleRe 2t |z nHlelRezl — pp, Ly (3.14)
Ainsi :
n n Zk |Z|n+1
_ 1 “ | Re z|
exp(z) - ]; ‘ exp() 1 ; wl<e 1) w0 (3.15)

Les développements de sin, cos, sh et ch s’en déduisent par combinaison linéaire :

_expz—exp(—2) 1/t = (—2)F
Shzf§<zﬁ k!

oo oo (3.16)
B Z 1—(=1)k 2k B z2ptl
2 K (2p+ )
_expizf+exp(—iz) 1 2 (i2)F N (—iz)k
o8z = > =2 kz_o il +kz_0 il
~ B - (3.17)
1L+ (=1)F 2k 22P
i
| |
— 2 k! = (2p)
cqfd
3.6 La série du binéme
o0 2k
Va e R\N, Vz €]-1,1], (1+ ) Z (a—1) osz+1)k'

PREUVE. Rappelons la formule de Taylor a ’ordre n 4+ 1 avec reste intégral : soit I un intervalle
de R, f une application & valeurs complexes de classe C"*! sur I; alors pour tout a et tout b
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dans I :
"L ) (a Y-t .,
10 = @+ 3 I o a4 [T E e a
k:l f(k)( ) (b )n+1 . (318)
a —a n e(n
= f(a)—&-z o (b—a)k—l—T/O (1 —w)"f" ) (@ + (b - a)u) du
k=1
la seconde égalité s’obtenant a aide du changement de variable ¢ = a + (b — a)u.
Pour b =z et a = 0, on obtient :
- f(k) 0 xn+1 ! n pg(n
f(z)=f(0)+ Z k!( )xk + A (1 — )" f ) (zu) du (3.19)
k=1

On applique (3.19) a la fonction f : z — (1 4+ z)® = e*(142) de classe C* sur |—1, +oo[; par
dérivation :

Bz =ala—1)-(a—k+1)(1+z)*F (3.20)
fB0)y=al@a—1)---(a—k+1) (3.21)
Utilisant la décroissance de u € [0,1] — T pour x > —1 fixé, le reste intégral se majore a
U
l’aide de :
1 1 1—u n
0< / (1= w)"(1 +2u)* " du = / ( ) (1+ zu)* du
0 o \1+zu
X (3.22)
< / (1 + 2u)** du
0
On peut donc écrire :
(1+2)* - 1—2&(@—1)-~-(a—k+1)g‘
k=1
n+1 1
= ‘ i ' / (1 —u)"afla—1)--(a —n)1+zu)* " du (3.23)
nJo
|$|n+1 1
< Jafe—1) - (o —n)| ' /(1+a:u)a_1du:un
n 0
0 —n—1
Or Uu+1 = [ nz . | |z| — ||, ce qui montre que u,, tend vers 0 pour tout « € ]—1,1[.  cqfd

4 Les séries a termes positifs

4.1 La situation

Définition 4.1 (Série a termes positifs).
On dit que > u,, est une série & termes positifs si, et seulement si, u,, > 0 pour tout n € N.

La modification d’un nombre fini des termes d’une série et la multiplication par —1 ne modifient
pas la nature d’une série, mais modifient la somme de cette série. C’est pourquoi, tous les théorémes
de ce paragraphe qui concernent la nature d’une série a termes positifs sont encore valables pour
les séries de signe constant & partir d'un certain rang.

Proposition 4.1 (Monotonie de la suite des sommes partielles).
Si la série Y u, est a termes positifs, la suite (Sy,)n de ses sommes partielles est une suite mono-
tone croissante.

PREUVE. Pour tout n, Sp4+1 — Sn = tupt1 = 0. cqfd
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4.2 Le théoréme fondamental

Théoréme 4.2 (Caractérisation de la convergence d’une série a termes positifs).
Soit > uy, une série a termes positifs ; la série Y u, est convergente si, et seulement si, la suite
(Sn)n est majorée et dans ce cas

oo

Zuk = lim S,, = sup S,
n n

k=0

Sinon, la série Y u, est divergente et la suite (Sy), diverge vers +oo.
PREUVE. La suite (Sy,), est croissante et donc la suite (S,,), converge si, et seulement si, elle est

majorée ; dans ce cas, la limite de (S,), est la borne supérieure de ses éléments.
Si la suite (S,,), n’est pas majorée, elle diverge vers +oo puisqu’elle est croissante. cqfd

4.3 Série majorante, série minorante

Définitions 4.2 (Série majorante, série minorante).
On dit que la série ) v, est une série majorante de la série Y uy, si, et seulement si, > v, est une
série & termes positifs qui vérifient
Vn € N, u, < vn;
On dit que la série > v, est une série minorante de la série > u,, si, et seulement si, > v, est
une série a termes positifs qui vérifient

Vn €N, 0< v, < Up;

Théoréme 4.3 (Critére de comparaison).
Soient Y uy, et > v, deur séries & termes positifs.

(i) Si)_ vy est une série majorante convergente de la série > uy, alors la série Y u, converge

et
—+o0 “+o0
VneEN, 0< > up <Y v
k=n k=n

(ii) si > v, est une série minorante divergente de . uy,, alors la série > u, diverge.

> u, convergente
YneN, 0< u, <v,

—+oo —+o00
> v, convergente YneN, 0< Z ug < Z Vg
k=n k=n

PREUVE. Des inégalités
Sp=> ux <Y vp=T, <UmT, =) (4.1)
- = k=0

k=0 k=0

on tire que la suite (S,), est une suite majorée par T'; elle converge puisqu’elle est croissante et
sa limite S est majorée par T, soit :

N .. . el n+p n—+p . “+o00
Pai passage a la limite sur p dans les inégalités >, " up < >, vk, on obtient que > ;) up <
oo
k=n Uk-

Si la série > v, est divergente, la suite (T,), diverge vers +oo et 'inégalité T,, < S, montre
le résultat. cqfd



60

Séries numériques

Remarques.
Pour montrer la convergence d’une série a termes positifs, on recherche une série majorante conver-
gente.

Pour montrer la divergence d’une série & termes positifs, on recherche une série minorante
divergente.

Proposition 4.4. Soient > u, et > v, deux séries convergentes a termes réels; alors :

(') (') —+o0 —+o0
vn €N, u, <v, = Zuk<ka et Vn € N, Zuk < ka
k=0 k=0 k=n k=n

PREUVE. La série > (v, — u,) est une série convergente a termes positifs et 'inégalité 0 <
Yoo —uR) =300 Uk — Do peo Uk donne le résultat. cqfd

Proposition 4.5 (Utilisation de O).
Considérons deuz séries o termes positifs > u, ety v, telles que u, = O(vy,) ; alors :

(1) si>_ v, converge, alors Y wu, est une série convergente ;
(i1) si >, diverge, alors > v, est une série divergente.

PREUVE. 1l existe M > 0 tel que 0 < u,, < Mv, a partir d'un certain rang, ce qui montre que
> Mu, est une série majorante de Y u, et que Y 77Uy est une série minorante de Y- v,. cqfd

4.4 Reégle des équivalents

Théoréme 4.6 (Régle des équivalents).
Soient > uy, une série a termes positifs et > v, une série a termes réels; alors

Up ~ UV, —> les séries g Up et g vy, sont de méme nature.
n

PREUVE. Puisque u, ~ vy, il existe une suite (&,),, de limite nulle, telle que v, = (1 + &, )u,. A
n

partir d’un rang N, on a f% <ep < % soit % <l+4+e,< %, et donc :

3
Uy < (1 +€n)un =V, < ZUp

Yn>N, 0< 5

N | =

Ainsi, & partir du rang N, (v,,), est une suite & termes positifs, > %un est une série majorante
de Y v, et Y 1w, est une série minorante de >_ vy, on en conclut que la convergence de Y- u,,
implique la convergence de v, et la divergence de > u,, implique la divergence de > v,. cqfd

4.5 Comparaison logarithmique, régle de D’Alembert

Proposition 4.7 (Comparaison logarithmique).

Un+1 Un+1

N

Considérons deux séries a termes strictement positifs > up, et Y. v, telles que
n v'n/
partir d’un certain rang; alors :
(i) la convergence de Y vy, implique la convergence de Y uy, ;
(ii) la divergence de Y u, implique la divergence de . v,.

PREUVE. La suite (u,/v,)n est décroissante a partir d’un certain rang N, ce qui donne les inéga-
lités u v
VYn > N, O<un<—an etO<—Nun<Un
UN unN

La régle de comparaison donne le résultat. cqfd
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Théoréme 4.8 (Régle de D’Alembert).
Soit > u, une série a termes strictement positifs tels que £ = lim, up41/u, existe dans R_+ =
[0, +00] ;
(1) sil <1, la série Yy uy converge;
(73) sil > 1, uy, tend vers +oo et la série Y uy diverge (grossiérement) ;
(#i1) si € =1, on ne peut conclure.

PREUVE.
¢ < 1|Soit q € ]¢,1[; alors u, = O(q™) et la série Y u,, converge.

¢ > 1|Soit g € ]1,¢[; alors ¢" = O(u,) et u, — +00, ce qui montre que la série » _ u,, diverge
n

grossiérement.
La série Y 1/n est divergente et la série > 1/(n(n+1)) est convergente alors que ty41/uy,
tend vers 1 dans les deux cas. cqfd

4.6 Comparaison a une série de Riemann

Définition 4.3 (Série de Riemann).
Les séries de Riemann sont les séries > n~% ol « est un nombre réel.

[e3

Théoréme 4.9 (Nature des séries de Riemann). La série > n~% converge si, et seulement

si, a>1; si <0, la série Y. n~* diverge (grossiérement).

PREUVE.
a < 0| La suite (n™%),, ne tend pas vers 0; ainsi, la série > n~* diverge (grossiérement).

a > 0| La fonction f : ¢t € ]0,400[ — ¢t~ est décroissante ce qui entraine les inégalités :

1 k+1 1 k 1
Vk>1,—</ —dteth>2,—>/ —dt (4.2)
I T ko 7 Joy te

Par sommation, on a :

/n+1idt<ii<1+/nidt (4.3)
1 to = ka\ 1 to :

Pour a < 1, 'inéquation (4.3) s’écrit :

e -1 "1
(n+1) <Y <14l 2 (4.4)

1-—a
Puisque (n 4+ 1)'~* tend vers 400, > ,_; k~* tend vers 400, la série Y. n~“ est divergente et
n 1 nl—a
DByt s
k=1

Pour a = 1, 'inéquation (4.3) devient :

3

In(n+1) <
k=1

<1l+lnn (4.5)

ol

la somme partielle ;' k~! tend vers +oo, la série Y 1/n est divergente et Y ,_, 1/k ~ Inn.
n

Pour « > 1, 'inéquation (4.3) s’écrit :

1—(n+1)~(D G 1—n-(e=D) 1
< —<1l1+— <14+ — 4.6
a—1 \;k‘l\ + a—1 = +a71 (4.6)
Puisque la suite des sommes des partielles est bornée, la série Y n~% est convergente. cqfd

Remarque. Le critére de D’Alembert ne permet pas de donner la nature des séries de Riemann
car Upy1/u, =n%*/(n+ 1)* a pour limite 1 pour tout o € R.
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5 Série absolument convergente

Voici arrivée 'étude des séries a termes complexes ou & termes réels qui ne sont pas de signe
constant, par exemple > n~2exp(in), S (—=1)"n"2/3 ...
5.1 L’absolue convergence, qu’est-ce ?

Définition 5.1 (Série absolument convergente).
La série Y u, est dite absolument convergente si, et seulement si, la série > |u,| est convergente.

Théoréme 5.1 (Convergence des séries absolument convergentes).
Toute série absolument convergente est convergente et on a la magjoration :

+oo +oo
Vn € N, Zuk <Z|uk|
k=n k=n

La réciproque est fausse.

PREUVE. La convergence de Y u,, se montre en utilisant le critére de Cauchy pour les séries :

n+p n—+p
¥(n,p) € N?, Z ug| < Z |ug| < e pour n > N, (5.1)
k=n k=n

car la série Y |u,| est convergente et vérifie le critére de Cauchy ; la série > u,, converge donc.

En passant a la limite sur p dans 'inégalité

s uk‘ < S0P |ug|, on obtient, puisque les
deux limites existent, 'inégalité demandée.

Lasérie Y (—1)"/(n+1) converge (sa somme vaut In 2) et la série des valeurs absolues > 1/(n+
1) est divergente. cqfd

5.2 Utilisation de O et o

Théoréme 5.2 (Utilisation de O).
Soient Y up et Y v, deux séries & termes complexes. Si u, = O(vy) et si > v, est une série
absolument convergente, alors . u, est une série absolument convergente.

PREUVE. Puisque u, = O(vy), il existe M > 0 et N € N tels que pour tout n > N, |up| < M|vy,|.
La convergence de > M|v,,| implique, par le théoréme de comparaison, la convergence de la série

> lunl. cqfd

Corollaire (Utilisation de o).
Soient Y up, et > v, deur séries & termes complexes. Si u, = o(vy,) et si Y, v, est une série
absolument convergente, alors > u, est une série absolument convergente.

5.3 Reégle des équivalents

Théoréme 5.3 (Régle des équivalents).
Soient > u, et > v, deuzx séries a termes complexes. Si u, ~ v, et si Y, v, est une série abso-
n

lument convergente, alors _ u, est une série absolument convergente.

PREUVE. Puisque 4, ~ v, |un| ~ |vy,| et la régle des équivalents pour les séries a termes positifs
n n

permet de conclure. cqfd

Remarque. La régle des équivalents est fausse si on suppose seulement la convergence de la série
> u, sans en supposer ’absolue convergence.
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5.4 Reégle de D’Alembert

Théoréme 5.4 (Régle de D’Alembert). o
Soit > u, une série a termes complezes non nuls tels que £ = limy,|uy+1/uy| existe dans Ry =
[0, +00] ;

(i) sil <1, la série Y uy, est absolument convergente ;
(13) si € > 1, |uy| tend vers 400 et la série Y, u, diverge grossierement ;
(#i1) si £ =1, on ne peut conclure.

PREUVE. Voir les séries a termes positifs. cqfd

5.5 Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes

Définition 5.2 (Produit de convolution, ou de Cauchy, de deux séries).
On appelle produit de convolution ou produit de Cauchy des séries > u, et > vy, la série > w,
ot 'on a posé :

n n
Wy, = E UpVg = E UpUp—p = E Un—qUq
p+gq=n p=0 q=0

Théoréme 5.5 (Produit de convolution de deux séries absolument convergentes).
Le produit de convolution ) wy des deux séries absolument convergentes > u, et > vg est une
série absolument convergente et on a :

2= 2 3 ) 2 () = () ()

n=0 *p+qg=n n=0 p=0 q=0

PREUVE. On pose :

o U, = ZZ:O Uy Vip = ZZ:O vk, et Wy, = ZZ:O Wy ;

o U=31ouk, V=730 gve et W =372 g wp;

® Dp={(p.q) eEN?/O<p<net0<g<n}et By ={(p,q) EN?/p+q<n}
On peut donc écrire :

Wn:§< > upvq> = > upy, (5.2)

p+q=k (p,q)€EER
UnViy = (Z up) (Z Uq) = Z UpUyq (5.3)
p=0 q=0 (p,q)€Dn

Cas des séries a termes positifs. Les inclusions D,, C E, C D, et la positivité des uy et vy,

montrent que :
Z Uplg < Z UpVq < Z UpTq (5.4)

(p,9)€Dx (p,9)€ER (p,q)€Da2n

ce qui donne les inégalités : U,V,, < W,, < Us, Va,, et, par encadrement, on obtient W =UV.
Cas général. On applique le résultat précédent aux séries > |up| et Y vy, ce qui montre la
convergence de la série de terme général Zp tg=n |up |vg], donc la convergence absolue de la série

Z Wn, puisque |w"| = | Zp+q:n UpUq| < Zp+q:n |up| |'Uq|'
La démonstration précédente montre aussi que :

S (S tullel) = (S lenl) (Sl

n=0 “p+qg=n p=0 q=0
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Pour n € N, on a :

UpVi — Wa| =

E UpUq

(p,q) €D \En

< Z |up] [vg] (5.5)

(p,9) €D \En

n n n
:Z Z |up||vq|*2|up|2|vq| T’O
q=0

k=0 p+q=n p=0

cqfd

Définition 5.3 (La fonction exponentielle).
Pour z € C, on pose :

o0 oo
2" 2"
expz =1+ E - = g -
n! n!

n=1 n=0

Théoréme 5.6 (Egalité fonctionnelle de I’exponentielle).
La fonction exponentielle est définie sur C et :

‘ Y(a,b) € C?, exp(a+b) =expa X expb

PREUVE. Le critére de D’Alembert montre que la série » % est absolument convergente pour
tout z € C, et :
aP b? 1 n!
v X BB Y S
plq! nl plg!
ptg=n ptg=n (5.6)
1 D 1 '
- — PRl — n
= Z ClaPb n!(aer)
ptg=n
ce qui donne le résultat demandé & I'aide du produit de convolution. cqfd

6 Série alternée

6.1 L’alternance, qu’est-ce?
Définition 6.1 (Série alternée).

Une série a termes réels > u, est une série alternée si, et seulement si, son terme général vérifie :

Vn € N, u, = (—1)"u,| ou Vn €N, u, = (—1)”+1|un|

—Q

Exemple 6.1. > (—1)"n~ est une série alternée, et > (cosn)n~* n’en est pas une.

6.2 Critére spécial de convergence

Théoréme 6.1 (Critére spécial des séries alternées).

Soit > uy, une série alternée telle que la suite (|uy|)n converge vers 0 en décroissant ; alors,
(i) la série Y u, converge;
(i) Vn € N, | s, uk| < |un| et 324, uk est du signe de u,.
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PREUVE. On suppose que u, = (—1)"|u,|, Pautre cas se traite de la méme maniére.
Posons §,, = ZZ:O uy ; pour tout p € N, on peut écrire :

Sap+2 — S2p = Uspt2 + Uzpt1 = |Uapra| — [uzpta| <O (6.1)
Sap+3 — S2p1 = Uzpts + Uzpya = —|uzprs| + |ugpra 2 0 (6.2
Sapt1 = Sap = Uzpr1 = —[uzpra| — 0 (6.3

Les suites (Sap)p et (S2p+1)p sont adjacentes ; elles convergent vers la méme limite, ce qui montre
que la suite (S, ), est convergente, et on a ’encadrement suivant quitte a poser S_; =0 :

VpeN, Sop_1 < Sopt1 <5 = Zuk < Sop (6.4)
k=0
ce qui donne :
0< Zuk — Sop_1 = Z up < Sop — Sop—1 = Ugp = |ugyl (6.5)
k=0 k=2n
Sop+1 — Sop = Ugpt1 = —|ugp+1| < Zuk — Sy = Z up <0 (6.6)
k=0 k=2p+1
cqfd

6.3 Les séries alternées de Riemann

Théoréme 6.2 (Nature des séries alternées de Riemann).
La série Y (—=1)"n~% diverge (grossierement) pour o < 0 et converge pour a > 0.

PREUVE. Application immédiate du critére spécial des séries alternées. cqfd
Remarque. On suppose que u, = (—1)"n~% + v, + o(v,) pour un a > 0.

(1) Sila série Y vy est a termes positifs, les séries > u, et Y vy, sont de méme nature car la
série > (—1)"n~* est convergente et

(=D"

n(l

=v, +0o(vp) ~v, =0
n

(#9) Silasérie > v, est absolument convergente, la série Y u,, est convergente, car |vy, +o0(vy)| ~
n

|vn| montre que la série > (v, 4+ o(vy,)) est absolument convergente et > u,, est une combi-
naison linéaire de séries convergentes.

Exemple 6.2. Pour a > 0 et n > 1, on pose u, = In(1+ (=1)"n"%).

Moy, — &

(i) Sia>1,lasérie > u, est absolument convergente puisque u, ~ (—1)"n
n

(i1) Si 0 < a < 1, un développement limité & la précision n~2% donne

-y 11 (1
n=-————— ol —
u no 2n2a n2a

ce qui montre que u, — (—1)"n"% ~ —2n 2% La régle des équivalents pour les séries & termes
n

1
2
de signe constant montre que Y (u, — (—1)"n~%) converge si, et seulement si, 2a > 1 et puisque
> (=1)"n~* converge, > u, converge si, et seulement si, o > %

1)
En résumé, la série Z ln(l + u) est convergente si, et seulement si, o > 1/2.
nOt
Remarque. La série Y In(1 4 (—1)"/y/n) est une série divergente alors que la série Y (—1)"/y/n
est convergente. La régle des équivalents est mise en défaut pour les séries qui ne sont pas a termes

réels et de signe constant.
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7 Transformation suite-série

7.1 Le principe

Comment fabriquer des séries télescopiques ?
A la suite (z,)n, on fait correspondre la série > u,, par les relations :

ug=x0etvn =1, u, =x, — Tn_1

Proposition 7.1. La suite (z,,), est convergente si, et seulement si, la série > u, = Y (Tp—Tn_1)
est convergente ; dans ce cas, on a :

oo
limx,, = g + Z(xn — Zp—1)
" n=1

PREUVE. L¢galité z,, = 2o + >_p_; (@k — Tp—1) = Zo + > p_o Uk donne le résultat. cqfd

Ainsi la suite (xp)n est de méme nature que la série > (Xn — Xn—1)-

7.2 La constante d’Euler ~

On veut montrer la convergence de la suite x,, =1+ 1/2+---+1/n —Inn; on lui associe la
série > u, par les formules :

Uy =T = 1 (71)

1 1 1
Y22 Up =2y —Tp1=——Inn—In(n—1) = —+1n(1— —) (7.2)
n n n

Un développement limité & la précision n~2 donne 1'équivalent : u,, ~ —1/(2n?) ce qui montre
n

la convergence de la série Y u, et donc la convergence de la suite (z,),, et

v =limz, :;un —1 ;(mm - ﬁ) — 0,5772156649. ..

On peut écrire :

1 1
1+§+"'+E:1nn+’}/+0(1)

7.3 La formule de Stirling

On veut montrer que la suite z, = n!n~("t2)e" admet une limite finie £ > 0. On pose
yp=Inz, =lnn!— (n+1/2)Inn+n et pour n > 1, up =Y — Yn—1. On a:

1
BT O(F)

Ce développement limité montre que wu, ~ —1/(12n?); la série > u, converge, la suite (¥, )
n

admet une limite A et x,, = e¥» tend vers £ = e* > 0. On démontre que £ = /2.

n! ~n"e”"V2mn

n
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8 Deéveloppement décimal d’un nombre réel

Comment justifier que % =0,3333333...3... 7 C’est l'objet de ce paragraphe.

Proposition 8.1. Tout nombre réel x > 0 s’écrit de maniére unique
x =102 avec ng € Z et zp € [1,10].

PREUVE. La suite (10"2),¢cz est strictement croissante; elle tend vers 400 quand n tend vers
+00 et vers 0 quand n tend vers —oo. La famille des intervalles ([10",10""1[),cz constitue une
partition de ]0, +oo[, ce qui montre I'existence d'un unique ng € Z tel que x € [10™°, 10" 1[ et
T = x107 "0, cqfd
Lemme 8.2. Pour toutm € N, 9%, 107% =10""
10~ (m+1)
PREUVE. 9 ) 107" =9——— =10"™ cqfd
> T q

k>m

Théoréme 8.3. Tout nombre réel x € [1,10[ s’écrit de maniére unique

r=dy+ Z di107*
k=1

avec (di)g une suite de [0,9] qui ne stationne pas en 9 et dg # 0.

PREUVE. Unicité. Deux décompositions donnent par différence 0 = dg + 22021 dr107% avec dy, €
[-9,9]. Soit m le premier entier tel que d,, # 0; alors

107" < | =dp107™ = | Y di107F]
k=m+1
< Y ldl107F < YT 9107 =107 (8.1)
k=m+1 k=m+1

ce qui contradictoire, l'inégalité étant stricte puisque la suite (dy)r n’est pas stationnaire en la
valeur 9.

Ezistence. Pour p € N, on pose a, = 1077 Ent(107z) ot Ent désigne la partie entiére. On a
donc a, <y < ap + 1077 ce qui assure la convergence de la suite (ap), vers z.

L’inégalité précédente peut encore s’écrire

10Pa, < 10PM 2 < 10°a, + 10 (8.2)
et, comme 10P*1q, € N,
10°"'a, < Ent(10°T1y) = 10Pa,,; < 1077 ta, + 10 (8.3)
ce qui montre que
Vp € N, 10" (ap11 —a,) € [0,10[N N = [0, 9] (8.4)

On pose dy = ap = Ent(y) € [1,9] et pour tout p € N, dp1 = 10°P (a1 — ap) € [0,9]. La
transformation suite-série montre que

p n
Vpe N, ap =ap + Z(ak —ap—1) = Z dp107F (8.5)
k=1 k=0

et donc

z =lima, = E dkl()_lC
p
k=0
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Si la suite (dg ) stationne en 9, il existe un rang p tel que Vk > p, dp, =9 et
o0 o0
r—ap,= Y dl0F= " 9107k =10""
k=p+1 k=p+1
ce qui contredit (8.2). cqfd

Remarque. Ce qui vient d’étre fait avec 10, peut étre fait avec tout entier a > 1, en particulier en
prenant a = 2P ce qui est utilisé pour la représentation des nombres en machine.
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Dans ce chapitre, E est un espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme notée || || .

1 Topologie d’un espace vectoriel normé de dimension finie

1.1 Parties ouvertes, parties fermées

Définition 1.1 (Partie ouverte, partie fermée).
Une partie O de F est dite ouverte si, et seulement si, O est la partie vide ou si tout point de O
est centre d’une boule ouverte (non vide) contenue dans O.

O est une partie ouverte <= Vx € O, Ir >0, B(x,r) C O

Une partie F de E est dite fermée si, et seulement si, son complémentaire (dans F) est une
partie ouverte.

Remarque. Ces notions sont indépendantes de la norme choisie sur E ; en effet, si A est une autre
norme sur F, il existe deux nombres strictement positifs « et 3 tels que aN < || || < BN, ce qui
implique les inclusions :

r

g

Proposition 1.1 (Exemples de parties ouvertes et de parties fermées).
0 et E sont des parties a la fois ouvertes et fermées ; toute boule ouverte est une partie ouverte ;
toute boule fermée est une partie fermée.

By (a,—) C Ba,r) C By(a, g)

PREUVE. Que 0 et E soient & la fois des parties ouvertes et fermées est évident, mais bizarre.
Soit x € B(a,r); alors B(x,r — ||x — a||) C B(a,r) (faire un dessin), car

Vy € B(x,r =[x —al)ly —x|| <7 —[x —a| =
ly —al =y =x)+ x-a)l <y = x|+ [x —al| <r —[x—al| +[x—al| =~

Soit x & By(a,r); alors B(x,||x —a|| —r) € CBy(a,r) (faire un dessin), car

Vy € B(x, [[x —al = r)lly —x[| < [[x —al| = r =
ly —all=[l(y =x) + (x —al}) > [a—=x[| = [ly —al| > [la=x|| = (|x —a| —r) =~

cqfd

1.2 Reéunion et intersection

Proposition 1.2 (Réunion et intersection de parties ouverts et de parties fermeées).
Toute réunion de parties ouvertes est une partie ouverte; toute intersection d’un nombre fini de
parties ouvertes est une partie ouverte.

Toute intersection de parties fermées est une partie fermée ; toute réunion d’un nombre fini de
parties fermées est une partie fermée.

PREUVE.
Soient (O;);es une famille de parties ouvertes et x € U;c;0; ; il existe un indice i € I tel que
x € I;, et puisque O;, est une partie ouverte, il existe ro > 0 tel que B(x,79) C O;, C U;e1O;.
Soit (O;);eq1,n) une famille finie de parties ouvertes ; alors

x€ ()0 <= Vie[l,n], x€0; = Vi€ [1,n], 3r; >0, B(x,r;) C O;
=1

En posant 7 = min{r; /i € [1,n]}, r est un nombre réel strictement positif, et on obtient B(x,r) C
B(x,r;) C O; pour tout i; ainsi B(x,7) C ()iy O;.
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La démonstration se fait par passage au complémentaire en utilisant les relations :

E(O F) = éEF E<ﬂ F) = JCF, (1.1)

i=1 el iel

cqfd

1.3 Points adhérents, points intérieurs

Définition 1.2 (Point adhérent).
Un élément a € F est dit adhérent a la partie A si, et seulement si, toute boule ouverte de centre
a rencontre A.

Définition 1.3 (Point intérieur).
Un élément a € F est dit intérieur a la partie A si, et seulement si, il existe une boule ouverte de
centre a contenue dans A.

Définition 1.4 (Voisinage d’un point).
Une partie A de E est appelée voisinage du point a si, et seulement si, a est un point intérieur
a A

Proposition 1.3 (Exemples de points adhérent et intérieur).

(i) Tout point de A est adhérent & A ; tout point intérieur & A appartient 4 A.
(ii) a est adhérent a A si, et seulement si, a n'est pas intérieur a CA ;
(#i7) Soit O une partie ouverte; alors a est intérieur a O si, et seulement si, a appartient & O,
i.e. O est une partie ouverte si, et seulement si, O contient tous ses points intérieurs.
(iv) Soit F une partie fermée; alors a est adhérent o F si, et seulement si, a appartient & F,
i.e. ' est une partie fermée si, et seulement si, F contient tous ses points adhérents.

PREUVE.

() 11 suffit de remarquer que le centre d’une boule appartient a cette boule.

(1) a est adhérent a A ssi Vr > 0, B(a,r) rencontre A, si, et seulement si, Vrr > 0, B(a,r) n’est pas

contenue dans le complémentaire de A, si, et seulement si, a n’est pas intérieur & CA.

(i4i) a est adhérent a A si, et seulement si, Vrr > 0, B(a,r) rencontre A si, et seulement si, Vr > 0,

B(a,r) n’est pas contenue dans le complémentaire de A si, et seulement si, a n’est pas intérieur a

CA.

(iv) Par passage au complémentaire et contraposée.

(v) Simple.

(vi) Par passage au complémentaire.

il 1Y

cqfd

1.4 Caractérisation séquentielle

Théoréme 1.4 (Caractérisation séquentielle des points adhérents). Soit A une partie de
E ; alors a est adhérent a A si, et seulement si, a est limite d’une suite d’éléments de A.

PREUVE.

a est adhérent & A si, et seulement si, Vr > 0, B(a,r) N A n’est pas vide, donc Vn € N, Ju,, €

B(a, —15) N A et (u,), est une suite de A telle que ||u, — al| < —= donc de limite a.

DT +1
Soit (uy), une suite de limite a; pour tout ¢ > 0, il existe un rang a partir duquel ||u, — al|| < ¢,
i.e. & partir duquel u,, € B(a, ), ce qui montre que A N B(a, ) # O pour tout € > 0. cqfd

Exemple 1.1. Si A est une partie bornée de R, sup A et inf A sont deux points adhérents & A.
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Théoréme 1.5 (Caractérisation séquentielle des points intérieurs).
Soit A une partie de E ; alors a est un point intérieur a A si, et seulement si, toute suite de E
qui converge vers a est @ valeurs dans A & partir d’un certain rang.

PREUVE. Par passage au complémentaire et contraposée : a est intérieur a A si, et seulement si,
a n’est pas adhérent a CA si, et seulement si, toute suite de E de limite a est & valeurs dans A &
partir d’un certain rang. cqfd

Théoréme 1.6 (Caractérisation séquentielle des parties fermées).
Une partie F' de E est fermée si, et seulement si, toute suite convergente & valeurs dans F a sa
limite dans F'.

PREUVE.

Soit (uy,), une suite de F' de limite a; alors, a est adhérent a F' et appartient & F puisque F est
fermé.

Soit a un point adhérent & F'; il existe une suite de F' de limite a, donc a € F' et F' est une partie
fermeée. cqfd

2 Limite d’une application

On considére dans cette section deux espaces vectoriels normés (E, || ||) et (F, ). Si A est une
partie de E, 'ensemble des applications de A vers F est noté F(A, F).

2.1 Limite d’une application en un point

Définition 2.1 (Limite d’une application en un point).
Soient f € F(A, F) et a un point adhérent a A; on dit que f admet b, un élément de F, comme
limite au point a si, et seulement si,

Ve>0,3n>0,Vz €A, |x—a]|<n = N(f(x) —b) <e¢

Théoréme 2.1 (Unicité de la limite). Le vecteur b de la définition précédente est unique; on
le note
b =limf = lim f(x) = lim f(x) ou f(x) — b

a x—a Xx—a x—a

x€EA
On dit alors que f admet une limite au point a.
PREUVE. On suppose l'existence de deux vecteurs by et by de F' vérifiant la définition ; alors

Ix—all<m = N(f(x)fbl) <e

[x—al| < = N(f(x) —b2) <e¢ 21)

Ve >0, 3(m,m) € RL?, Va € A, {

ainsi, ||x — al| < min(n1,m2) = N (b1 —b2) < N (f(x) —b1) + N (f(x) — by) < 2¢ ce qui montre
que N(bl — b2) = 0, i.€. b1 = bQ. qud

Remarques. Si a € A et si f admet b pour limite en a, alors b vaut nécessairement f(a).
L’existence d’une limite pour f en a ne dépend pas des normes choisies sur E et F.

2.2 Limite et coordonnées

Soit B = (e1,e2,...,€,) une base de F'; pour x € A, on pose

F(x) = fr(x)ex (2.2)
k=1



2 Limite d’une application

A f € F(A,F), on fait correspondre p fonctions numériques fp € F(A, K), ce sont les fonctions
coordonnées de f relatives a la base B.

Par exemple, si F = M,, ,(K), f(x) est une matrice de taille n x p et les np fonctions coor-
données relatives a la base canonique sont les coefficients de cette matrice.

Théoréme 2.2 (Caractérisation de la limite a4 ’aide des composantes).
f admet une limite en a si, et seulement si, pour tout k € [1,q], fr admet une limite en a, et dans

ce cas ;
q

limf = Z(lim fr) e

k=1

PREUVE. Puisque la notion de limite est indépendante de la norme choisie, on utilise sur F
une norme adaptée a la base B, par exemple Noo(y) = sup{|yx| / 7 € [1,¢]} ou les yx sont les
composantes de y dans la base B. Si b = lim, f = 22:1 bjer, on a :

Noo(f(x) — b) = sgp{|fk(x) —bi|} <e <= Vke[l,q], |fe(x) —bi| <e (2.3)
ce qui donne :

f(x) - b < Vke[l,q], fr(x) — by (2.4)
cqfd

Corollaire (Cas des fonctions complexes). Soit f: A — C; f admet une limite en a si, et
seulement si, Re(f) et Sm(f) admettent une limite en a et dans ce cas :

1i£nf = liénﬂ?e(f) Jriliarln%m(f)

2.3 Limite et suites

Théoréme 2.3 (Caractérisation séquentielle des limites).
Soient f € F(A, F) et a un point de E adhérent a A ;

(i) sif admet une limite en a, alors pour toute suite (X,)n de A de limite a, la suite (f(x,)),
converge vers lim, f ;

(ii) sil’image par £ de toute suite d’éléments de A convergeant vers a est une suite convergente,
alors £ admet une limite en a, limite commune de toutes ces suites.

PREUVE.
(i) Soient b = lim, f et (x,,), une suite de A de limite a. Pour tout ¢ > 0, il existe > 0 tel que
[x — a| < n implique /' (f(x) —b) < e. Soit N € N le rang a partir duquel ||x,, — al| < 7; ainsi

vneN, n>N = |[x, —a| <net N(f(x,) —b) <¢ (2.5)

ce qui montre que lim, x, =a = lim, f(x,) = b =lim, f

(ii) Soient (x,)n et (yn)n deux suites de A de limite a, telles que les suites (f(x,)) et (f(yn)),
solent convergentes; alors la suite (z,), définie par zop, = x, et zapy1 = y, converge vers a et
donc, par hypothése, la suite (f (Z”))n converge et

limf(z,) = lim f(zy,) = lim f(x,)
n P P

. : (2.6)
= lim f(zp11) = lim f(y;)

ce qui montre que les images par f de toutes les suites de limite a ont une limite commune, limite
que 'on note b.
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Supposons que f n’admette pas b pour limite en a; alors
Je>0,Vn>0, IxeA, [x—a| <net N(f(x)—b) >¢ (2.7)

donc Vn € N, 3x, € A, ||x, —a| <

et N(f(xn) —b) >¢ (2.8)

n+1

Alnsi est construite une suite (x,), d’é¢léments de A, de limite a et dont 'image par f n’admet

pas b pour limite, ce qui est contradictoire.
cqfd
T1T
Exemple 2.1. L’application f : (z1,22) € R?\ {0} — % n’a pas de limite en O.
Ty T T3

2.4 Extension de la notion de limite

Définition 2.2 (Limite infinie). On dit que la fonction réelle f admet +oo pour limite en a si,
et seulement si,
VM >0, 3Ip>0, Ve e A, ||x—a]|<n = f(x)>M
On écrit alors lim f = lim f(x) = +00 ou f(x) — +o0.
a xXx—a x—a

De méme, f admet —oo pour limite en a si, et seulement si,
VM <0, In>0,VexeA, ||x—a]|<n = flx)<M

Définition 2.3 (Limite a ’infini). Soit f une application d’un intervalle non majoré I C R a
valeurs dans F'; on dit que f admet b pour limite en +oo si, et seulement si,

Ve>0,3M >0,Vzel, a>M = N(f(z)—b) <e

On écrit alors Emf = lim f(z)=bouf(z) — b.

Tr——+00 T——+00
Si I est maintenant un intervalle non minoré, f admet b pour limite en —oo, si, et seulement
si,
Ve>0,IM <0,Vzel, s <M = N(f(z)—b)<e

Remarque. Le théoréme de caractérisation séquentielle s’étend sans difficulté dans ces cas. On a
par exemple : f admet +o0o pour limite en a si, et seulement si, I'image par f de toute suite
d’éléments de A convergeant vers a, a pour limite +oo.

De méme s’étend sans difficulté la caractérisation a 1’aide des coordonnées.

2.5 Opérations algébriques

Proposition 2.4 (Combinaison linéaire).

Soit a un point de E adhérent a A ; le sous-ensemble des applications de A a valeurs dans F qui
admettent une limite en a est un K-espace vectoriel et f +— lim, f est une application linéaire sur
cet espace.

PREUVE. On utilise la caractérisation séquentielle. Soient (xy,), une suite de A de limite a, f et
g deux applications qui admettent une limite en a, A et u deux scalaires; alors

(A + pg)(xn) = M (xn) + pg(xn) — Almf + plimg (2.9)
Puisque (X,), est une suite quelconque de limite a, A\f + ug admet une limite en a et
lim(Af + pg) = Alimf + plimg (2.10)
a a a

cqfd
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Proposition 2.5 (Produit).
Soient f et g deux fonctions numériques qui admettent une limite en a, point adhérent a A ; alors
le produit fg admet une limite en a et

lim fg =lim f limg
PREUVE. On utilise (fg)(xn) = f(xXn)g(xn) — lim, f lim, g o (X5,), est une suite quelconque
de A de limite a. cqfd

Proposition 2.6 (Inverse).
Soit f une fonction numérique qui admet une limite non nulle en a, alors % admet une limite en
a et

I 1 1

im— =

a [ limaf

PREUVE. On utilise (%)(xn) = ﬁ — m ol (Xy,)n est une suite quelconque de A de

limite a. cqfd

Théoréme 2.7 (Composition).
Soient A C E, B C F, a un point de E adhérent a A, £ une application de A vers B et g une
application de B vers G.

(1) Sif admet b pour limite en a, alors b est adhérent o B ;
(i1) si de plus, g admet ¢ pour limite en b, alors g of admet ¢ pour limite en a.

PREUVE.
(2) Soit (xy,)n une suite de A de limite a; alors (f(xn))n est une suite de B de limite b qui est donc
adhérent & B.

(%) Soit (X, ), une suite quelconque de A de limite a; alors (f (X"))n est une suite de B de limite b

et donc (g (f(xn)))n est une suite de limite ¢, ce qui montre que gof admet ¢ comme limite en a.
cqfd

2.6 Relations de comparaison

Soient A une partie de E, a un point adhérent a A, f une application de A vers F et ¢ une
application de A dans K. Dans la pratique, ¢ est une application & valeurs réelles positives.

Définition 2.4 (Domination). On dit que f est dominée par ¢ en a si, et seulement si,
Ir>0,3IM >0, Vx e A\ {a}, [[x—al| <r = N(f(x)) < M|p(x)|
On écrit alors : f = O(p)
a

Si ¢ ne s’annule pas sur A\ {a}, on a

1
f =0(p) <= —f est bornée au voisinage de a (2.11)

a o
Définition 2.5 (Négligeabilité). On dit que f est négligeable devant ¢ en a si, et seulement si,
Ve>0, 3n >0, Vx € A\ {a}, |x—al <n = N(f(x)) < elp(x)|
On écrit alors : £ = o(yp)
a

Si ¢ ne s’annule pas sur A\ {a}, on a

a

1
f =o0(p) <= —f admet O pour limite en a (2.12)
¥
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Exemple 2.2. Soit f: 2 +— exp(—(z +iy)?); alors :
Vo) € R, f(z) = ofa™)

car |2 f(z)| = 2*|exp(—22 + 42 — 2ixy)| = 2% ¥ — 0
r——+00
3 Continuité
On considére deux espaces vectoriels normés (E, || ||) et (F,N), A une partie de E et f une

application de A & valeurs dans F.

3.1 Généralités

Définitions 3.1 (Continuité en un point, sur une partie).
Soit a € A; on dit que f est continue en a si, et seulement si, f admet une limite en a; dans ce
cas, cette limite est nécessairement f(a).

Soit B C A; on dit que f est continue sur B si, et seulement si, f est continue en tout point
de B.

On dit que f est continue (sans autre précision) si f est continue sur A.

Les applications continues sur A & valeurs dans F sont notées C(A, F') ou encore CY(4, F).

3.2 Caractérisation de la continuité

Théoréme 3.1 (Caractérisation de la continuité a 1’aide des composantes).
Soient f1, fa,..., fp les composantes de f relatives a une base donnée de F'; alors
(1) f est continue en a si, et seulement si, toutes les applications f; sont continues en a;
(i7) £ est continue sur B C A si, et seulement si, toutes les applications f; sont continues sur B.

Théoréme 3.2 (Caractérisation de la continuité a ’aide de suites).
f est continue en a si, et seulement si, l'image par £ de toute suite d’éléments de A convergeant
vers a est une suite convergente.

éme

Exemple 3.1. Une base étant fixée, 'application j coordonnée x — x; est continue.

3.3 Continuité et applications lipschitziennes

Théoréme 3.3 (Continuité des applications lipschitziennes).
Si £ est une application lipschitzienne sur A, alors f est continue sur A. La réciproque est fausse.

PREUVE. Soit k le rapport de Lipschitz de f :
V(x,y) € A%, N(f(x) — f(y)) < kllx —yl|
Alors

Vae A, Ve >0, Hn:%>0,

Vx €A, |x—all<n = N(f(x) —f(a)) <klx—al|<kn=¢ (3.1)

La fonction f : x — % est continue sur ]0, +o0o[ mais n’est pas lipschitzienne car

T) — 1
SRVICIES (T N
zFy T—Y z#y LY
cqfd
Remarque. Le lecteur attentif remarquera que dans le cas d’une application lipschitzienne le
nombre n =  est indépendant du point a € A considéré; ce nombre ne dépend que de ¢, et

aussi de k, donc de f.
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3.4 Opérations algébriques

Proposition 3.4 (Restriction). Sif est continue (sur A) et B C A, alors £ est continue sur B.

Proposition 3.5 (Prolongement). Soit a € E\ A adhérent a A; f admet un prolongement f
continu a AU{a} si, et seulement si, f admet une limite en a. Si c’est le cas, le prolongement est
unique et f(a) = lim, f.

Proposition 3.6 (Combinaison linéaire). Soient f et g sont deux applications continues en a
et A et p deux scalaires; alors Uapplication M + ug est continue en a.
L’ensemble C(A, F) des applications continues de A vers F est un K-espace vectoriel.

Proposition 3.7 (Produit). Soient f et g deuzx applications numériques (i.e. a valeurs dans K)
et continues en a ; alors le produit f g est continue en a.
L’ensemble C(A) des applications numériques continues sur A est une K-algébre.

Proposition 3.8 (Inverse). Soit f une application numérique continue en a telle que f(a) # 0 ;
alors la fonction 1/f est définie sur un voisinage de a et est continue en a.

Proposition 3.9 (Composition). Soient f € C(A, F) et g € C(B,QG) telles que f soit a valeurs
dans B ; alors g of est continue sur A.

Théoréme 3.10 (Continuité des applications polynomiales).
Notons (x1,22,...,%p) les coordonnées de x dans une base donnée de E ; alors toute application
polynomiale en les coordonnées x; est continue.

PREUVE. Les applications coordonnées sont continues; les monoémes sont continues (produit de
fonctions continues) ; les applications polynomiales sont continues (combinaison linéaire d’appli-
cations continues). cqfd

Exemples 3.2.

M — det M est continue sur M,,(K) car fonction polynomiale des coefficients m;; de M.

M +— Com(M) (matrice des cofacteurs) est continue sur M,,(K) car ses composantes, i.e. les
coefficients de Com(M ), sont polynomiales en les coefficients m;; de M.

De méme M +— MM est continue sur M, (K).

3.5 Image réciproque de parties ouverte et fermée

Définition 3.2 (Image réciproque d’une partie).
Soit £ € F(A, F); pour toute partie B C F, on appelle image réciproque de B par f le sous-
ensemble de A noté f<~1>(B) et défini par :

£<—1>(B) = {x € A/ f(x) € B}

Attention & ne pas confondre I'image réciproque avec I’application réciproque qui est notée £f=1.
Proposition 3.11 (Reégles de calcul). On a les égalités suivantes :
C(f<~'>(B)) =£<~'>(CB)

f<—1>(U Bi) — U f<—1>(Bi)

i€l icl
£=<">()Bi) = (£ (B)
i€l icl

PREUVE.
(1) x € [](f<*1>(B)) = xgf<>(B) < f(x)¢B < f(x)c[B +— xcf<"1>({B)
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(’LZ) X € f<71>(UiEI Bz) < f(X) S UiEI B, < di € 1, f(X) € Bio <— dip € I, x €
f<71>(By,) <= x€ ;e £5717(B))

(iii) x € £<71>(N,c; Bi) < f(

X) € NerBi < Viel, f(x) e By < Viecl x¢
f<=1>(B;) <= xe€N,e; <1 (B)

iel
cqfd

Théoréme 3.12 (Image réciproque d’ouverts et de fermés).
Soit f une fonction continue de E vers F'; alors

(1) limage réciproque de toute partie fermée de F est une partie fermée de E ;
i) limage réciproque de toute partie ouverte de F' est une partie ouwverte de E.
1) 1’ ct, de tout 1 te de F est 1 te de &

PREUVE.

() Utilisation de la caractérisation séquentielle des fermés. Soient B une partie fermée de F et (uy ),
une suite de f<~1>(B) de limite a; il s’agit de montrer que a € f<~1>(B). Puisque f est continue,
la suite (f(u,)) de B admet f(a) pour limite et comme B est une partie fermée, f(a) € B.

(ii) Soit O une partie ouverte de F'; B = (O est une partie fermée de F et f<~1>(B) = (f<~1>(0),
complémentaire d’une partie ouverte, est une partie fermée.

cqfd

Corollaire (Cas des fonctions réelles). Soient f € C(E,R) et « € R; alors :

(i) les parties {x € B/ f(x) = a}, {x € E/ f(x) < a}, {x€ E/ f(x) =2 a} sont des parties
fermées de F ;
(73) les parties {x € B/ f(x) < a}, {x € E/ f(x) > a} sont des parties ouvertes de E.

PREUVE.
(1) {a}, [a, +o0[ et |—o0, @] sont des parties fermées de R.

(1) Ja, +00[ et |—o00, af sont des parties ouvertes de R.
cqfd

Exemples 3.3. Ce corollaire est arme (presque) absolue pour démontrer que des parties sont

ouvertes ou sont fermées.
x

F:(z,y) — — + 72 est continue sur R? car polynomiale en = et y; on en tire donc que :

a

— Pellipse (£) = {(z,y) € R? / F(z,y) = 1} est une partie fermée de R?;

~ lintérieur de (€), {(z,y) € R? / F(z,y) < 1}, est une partie ouverte de R?;

— Dextérieur de (€), {(z,y) € R? / F(z,y) > 1}, est une partie ouverte de R?.

GL,(K) est une partie ouverte de M,,(K) car image réciproque de la partie ouverte K \ {0}
par ’application continue déterminant.

O(n) est une partie fermée de M,,(K) car image réciproque du fermé {I,} par 'application
continue M +— ‘M M.

4 Compacité

4.1 Généralités

Définition 4.1 (Partie compacte). Une partie A de F est dite compacte si, et seulement si, A
est une partie fermée et bornée.

Remarques. Cette définition n’est valable que pour les K-espaces vectoriels de dimension finze.
La notion de compacité est indépendante de la norme choisie.
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Exemples 4.1.

Les boules fermées sont des parties compactes ; les segments de R sont des parties compactes.

La sphére unité {x € E / ||x|| = 1} est une partie fermée, image réciproque du fermé {1} par
Papplication continue || ||, et bornée; c’est donc une partie compacte.

Les ellipses sont des parties compactes de R?; les hyperboles et les paraboles n’en sont pas
(parties non bornées).

O(n) est une partie fermée de M,,(R) et bornée car P = (p;;) € O(n) vérifie Y, p;;> = 1 pour
tout j; O(n) est donc une partie compacte.

SO(n) est une partie fermée, intersection de deux parties fermées O(n) et {M € M,(R) /
det M = 1}, et bornée, donc compacte.

4.2 Compacité et application continue

Théoréme 4.1 (Image continue d’un compact).
L’image (directe) d’une partie compacte par une application continue est une partie compacte.

PREUVE. La démonstration est admise. cqfd

Théoréme 4.2 (Existence d’extrema). Toute application & valeurs réelles et continue sur une
partie compacte est bornée et atteint ses bornes.

PREUVE. Soient A une partie compacte de F et f € C(A4,R). f(A) est une partie compacte de R,
donc sup f(A) existe (f(A) est bornée), est adhérent a £f(A), donc appartient & f(A) (f(A) est une
partie fermée). Ainsi, il existe a € A tel que supf(A) = f(a)

La démonstration est identique pour la borne inférieure. cqfd

Exemple 4.2. Existe-t-il un triangle dont les sommets sont placés sur une ellipse donnée et dont
le périmétre est maximum ?

L’ellipse se paramétre par ¢t € [0, 27| — (acost,bsint) = M(t) et le périmétre p d’un triangle
dont les sommets M7, My et M3 sont placés sur lellipse, est 'application définie par :

p(t1,ta, t3) = | My Ma|| + || Mo Ms|| + || MM ||

3
= Z Va2(costiyy — costy)? + b2(sint;y —sint;)2  (4.1)
i=1

oll on a posé t4 = t1. p est une application continue sur le compact [0,277]3; elle atteint son
maximum et la réponse & la question posée est : oui! Quant & la détermination effective du ou des
triangles de périmétre maximum, c’est une autre question !

5 Continuité des applications linéaires et bilinéaires

Théoréme 5.1 (Continuité des applications linéaires).
Soient (E,|| |) et (F,N) deuz K-espaces vectoriels de dimension finie; alors toute application
linéaire u € L(E, F) est continue.

De plus, il existe k > 0 tel que Vx € E, N (u(x)) < k||x|| et u est k-lipschitzienne.

PREUVE. Les composantes de u relatives & une base de F' sont des polyndémes du premier degré
en les composantes de x relatives a une base de F :

vx € E, u(x) = iju(ej) (5.1)

ce qui assure la continuité de u.
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La spheére unité S = {x € E / ||x]| = 1} de E étant une partie compacte, on pose
k = sup{N(u(x)) /x € S}

et pour tout x non nul

N(u(x)) = x| (u(—x)) < x|k (5.2)

x|

et vu la linéarité de u, on a
V(x,y) € B, N(u(x) —u(y)) = N(u(x-y)) <klx—y (5.3)
cqfd

Remarques. L’hypothése de dimension finie pour F' n’a pas été utilisée.

L’hypothése de dimension finie pour E est indispensable. Soient F = C°°([0,1]) muni de la
norme de la convergence uniforme et D la dérivation. D est un endomorphisme de E non continue.
Posons f, : @ — < sin(nz); on obtient || fn|lo < 2 et | D full = SUPgefo, | cos(nz)| = 1, ce qui
montre que la suite (f,), tend vers la fonction nulle, tandis que la suite (D f,), n’admet pas la
fonction nulle pour limite.

Théoréme 5.2 (Continuité des applications bilinéaires).
Soient (E. || |g), (F,| ||r) et (G,N) trois K-espaces vectoriels de dimension finie; alors toute
application bilinéaire B de E x F dans G est continue.

De plus, il existe k > 0 tel que V(x,y) € E x F, N (B(x,y)) < k|x[ slly|lr

PREUVE. Soient (e;)1< <p et (fr)1<k<q des bases respectives de E et F. Pour tout x € E et tout
yeFona:

p q
B(x,y) = B(Z xjejvzykfk) = Z zjyxB(e;, fi) (5.4)
Jj=1 k=1 1gjsp
1<k<q

ce qui assure la continuité de B car ses composantes sont polynomiales (de degré deux) en les
composantes de x et de y.
E x F est normé par ||-|| = sup{||‘|| &, ||-||#} et la partie

S={(xy) € ExF/|xllz = llylr =1}

est une partie compacte de E x F'. On pose k = sup(xﬁy)es{./\/'(B(x, y))} et pour tout x et tout y
non nuls

1 1

N(B(x,y)) = %] slly| »N (B(mx’ Tyle”

)) < Ixlslylek (5.5)
cqfd
Exemples 5.1. (A, x) — Ax est bilinéaire de K x E dans E, donc continue et
)\nTAetanX - )\nan)\x
(u,v) — uov est bilinéaire de L(F) x L(E) dans L(E), donc continue et
unfuetvnTv - unovnTuov
On a la méme propriété pour le produit matriciel (A, B) — AB

A, — Aet B, — B — A,B, — AB
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Suite et série de fonctions

Voici quelques questions posées. Espérons qu’elles seront résolues a la fin de ce chapitre.

1. La fonction ¢ : a+— >~ n~* est-elle continue sur lintervalle |1, +-o00[?

2. Sous quelles conditions a-t-on 1’égalité

lim (hm fn(t)) — lim (lim fn(t)) ?

t—a n n t—a

3. Peut-on approcher une fonction continue par un polynéme ? une fonction périodique par un
polynéme trigonométrique ?

Les notations suivantes seront utilisées :
— I est un intervalle de R non réduit a un point;
— K désigne I'un des corps R ou C;
— toutes les applications considérées sont des applications d’une variable réelle (notée généra-
lement t) a valeurs réelles ou complexes et 'ensemble des applications de I vers K est noté
F(I,K) ou encore F(I).

1 Convergence simple

Définition 1.1 (Suite de fonctions).
On appelle suite de fonctions définies sur I toute suite (f,,), d’éléments de F(I), i.e. la donnée
pour tout n € N de f,, : I — K.

Remarque. Si (fy)n est une suite de fonctions définies sur I, toutes les fonctions f, sont définies
sur le méme intervalle I.

Exemples 1.1.

I=10,1] et fp:t+—1t" (L.1)
nt

I=[0 t gn it 1.2

0, +ool et g 1> T (1.2
2tosifp<t

T=Rethyitrm{ | st |1 " (1.3)
t— S1 |t|>;

I=10,+o00] et u, : t — y/ntexp(—nt) (1.4)

Définition 1.2 (Convergence simple d’une suite de fonctions).

On dit que la suite de fonctions (fy, ), de F(I) converge simplement sur I si, et seulement si, pour
tout ¢ € I, la suite numérique ( In (t))n converge dans K. Dans ce cas, pour tout ¢ € I on note
f(t) la limite de la suite (f, (t))n et on dit que la suite (f,, ), converge simplement sur I'intervalle
I vers la fonction f.

(fn)n converge simplement vers f sur [ <
vtel, lim,, fo(t) = f(t) <
Vi€ I, Ve >0, 3N(e,t) €N, Vn € N, n> N(e,t) = |f(t) — fa(t)] <&

Exemples 1.2. Reprenons les exemples du paragraphe 1.1.
0 sitelo,1]

Exemple (1.1) : (fn)n converge simplement sur [0,1] vers f : ¢ — {1 o
sit=

0 sit=0
Exemple (1.2) : (gn)n converge simplement sur [0, +oc0] vers f : ¢ +— S?
1 sit>0
. L sit#0
Exemple (1.3) : (hy), converge simplement sur R vers f : ¢ — (t) =0
sit=

Exemple (1.4) : (up), converge simplement vers la fonction nulle sur [0, +-o00[.
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Remarque. La convergence simple de la suite (f,), vers f sur I implique la convergence simple
de la suite (f,), vers f sur toute partie J C I.

Quelles sont les propriétés des fonctions f,, qui se conservent par passage a la limite simple ?
Le signe, la monotonie, la convexité se conservent. Plus précisément :

Proposition 1.1. Si pour tout n € N, les fonctions f, sont positives (resp. négatives), monotones
croissantes (resp. décroissantes), ou convexes sur I, alors f, la limite simple sur I de la suite (fy)n
est positive (resp. négative), monotone croissante (resp. décroissante) ou conveze.

PREUVE. Le lecteur est encouragé a démontrer ces propriétés. cqfd

Par contre, les fonctions f,, peuvent étre bornées (resp. continues) pour tout n € N sans que
f le soit : exemple (1.3) (resp. exemples (1.1), (1.2) et (1.3)).

Un peu de vocabulaire : « convergence simple » doit toujours étre accompagné de « sur I »,
comme le verre de bon vin accompagne le bon plat du dimanche et des jours de semaine. Lectrices,
lecteurs, ne confondez pas « le verre de bon vin » et « le bon verre de vin » ; mais tous deux se
doivent d’étre dégustés avec modération.

Définition 1.3 (Convergence simple d’une série de fonctions).

Soit (uy, )y une suite de F(I); on dit que la série de fonctions > u,, converge simplement sur I si,
et seulement si, la série numérique Y ., (t) converge pour tout ¢ € I. Dans ce cas, on note S(t) la
somme de la série > u,(t); on a :

Viel, S(t) = iun(ﬁ)
n=0

Exemples 1.3. Voici trois séries de fonctions.

1
g — converge simplement sur |1, +-o00]. (1.5)
nOt
_1)n
E (=D converge simplement sur |0, +o0|. (1.6)
nOé
g e "™t converge simplement sur R. (1.7)

Remarque. Pas besoin pour une série de fonctions de rechercher la limite simple : c’est la somme
de la série!

La convergence simple sur I de la série de fonctions Y u,, est la convergence simple sur I de
la suite de fonctions (S,,), des sommes partielles vers la somme S de la série.

2 Convergence uniforme des suites de fonctions

Cette section donne des conditions suffisantes pour que la limite simple d’une suite de fonctions
continues (resp. bornées) soit continue (resp. bornée).

2.1 Généralités

Définition 2.1 (Convergence uniforme d’une suite de fonctions).

Soient une suite (f,)n de F(I) et une fonction f de F(I); on dit que la suite (fn)n converge
uniformément sur I vers f si, et seulement si, écart | f,,(t) — f(t)| est majoré & partir d’un certain
rang indépendant de t € I par un € > 0 donné a ’avance.

(fn)n converge uniformément vers f sur I <
Ve >0, IN(e) e N, VneN, Vi€ I, n> N(e) = |fult) — f(t)] <e
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(i) Pour tout t € I, |(fg)®)| = |f(t)

Remarque. Constatez la place du quantificateur V¢ € I et rappelez-vous que le rang N est in-
dépendant de t, ce rang ne dépend que de €. La convergence uniforme sur I implique donc la
convergence simple sur I.

Attention! La convergence simple sur I n’implique pas la convergence uniforme sur 1.

Proposition 2.1 (Définitions équivalentes de la convergence uniforme).
Soit (fn)n une suite de F(I); alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) (fn)n converge uniformément vers [ sur I ;
(i) Ve >0, AN(e) € N, Vn € N, n > N(g) = supy/|fult) — f(t)| <e
(732) il existe une suite (€,)n de nombres positifs et de limite nulle telle que pour tout n € N et
tel, |fu(t)— f(t)] soit majoré par e,.

Voici une méthode pratique pour étudier la convergence uniforme d’une suite de fonctions sur
un intervalle I. Commencez par déterminer la limite simple sur I de cette suite et, & 'aide d’'un
tableau de variation, évaluez un majorant ou la borne supérieure de | f,,(t) — f(t)| quand ¢ décrit I.

Exemples 2.1. Pas de convergence uniforme sur I pour les exemples (1.1), (1.2) et (1.3), alors
que pour l'exemple (1.4), la suite (uy), converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, +oo|
(le maximum de u,, est atteint pour ¢ = 1).

Remarques.
La convergence uniforme de la suite (f,), vers f sur I implique la convergence uniforme de la
suite (fn)n vers f sur toute partie J C I.

La convergence uniforme de la suite (f,,), vers f sur I et I implique la convergence uniforme
de la suite (f,), vers f sur la réunion I; U I ; cette propriété se généralise & un nombre fini de
parties.

La suite f, de l’exemple (1.1) converge uniformément vers la fonction nulle sur le segment
[0, a] et ceci pour tout a € 0, 1]. Une suite (fy), de fonctions peut converger uniformément vers
f sur tout segment de I sans converger uniformément vers f sur I. En particulier la convergence
uniforme sur (1)) pour tout A € A n’implique pas la convergence uniforme sur la réunion Uyep Iy.

La convergence uniforme n’est pas une propriété locale, mais une propriété globale sur l'inter-
valle.

2.2 Norme de la convergence uniforme

On note B(I,K) ou B(I) le K-espace vectoriel des fonctions numeériques bornées sur I'intervalle
I; pour un élément f € B(I), on pose :

[[flloc = sup | f(#)]
tel

| /oo est la norme de la convergence uniforme sur I et on peut écrire :

(fn)n converge uniformément vers f sur I <= ||fy, — flloo — 0
n

Proposition 2.2.

(i) BUI) est une K-algebre et || fg]loe < || fllcllgllo.

(i1) Soit (fn)n une suite qui converge uniformément vers f sur I ; alors la suite (| fn|)n converge
uniformément vers | f| sur I.

(#3t) Sila suite (frn)n (resp. (gn)n) converge uniformément vers f (resp. g) sur I, la suite (frngn)n
converge uniformément vers fg sur I.

PREUVE.

lg®)] < Ifllsollglloc ce qui établit inégalité ||fgllcc <

I fllsollgllco- Le produit est stable dans B(I), et B(I) est une sous-algébre de F(I).
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(ii)HPour t0|Tt te L [[fa@=FOI < [fa®) = F@©)] < [[fa— flloo, ce qui montre que |[(| fol = [ f])[|oo <
fn - f oo

(#4¢) On a les inégalités :

I frgn — falloc = 1fn(gn — 9) + (fn — fgllo
< Nfnlgn = 9llso + [1(fr = Flgllso
< N fnllscllign = glloo + 1fn = Fllsollgllo
oo x 040 gloe = 0

2.3 Interprétation géométrique

Plagons-nous dans le cas des fonctions réelles et soient f € B(I) et g telle que ||f — glloo < £
le graphe de g se trouve dans le « tube » défini par

{t,y)eI xR /telet f(t)—e<y< f(t)+e}

que 'on nomme e-tube de f.
La convergence uniforme de la suite (fy,), vers f sur I s’interpréte en disant qu’un & positif
étant donné, le e-tube de f contient les graphes des fonctions f,, & partir d’un certain rang.
Lectrices et lecteurs sont invités & dessiner de nombreux e-tube autour du graphe de la limite.
Le scribe, encore un peu trop jeune dans ’emploi de son logiciel pour y intégrer des dessins, espére
que dans le futur, il pourra émailler son texte de magnifiques graphiques en noir et blanc et méme
en couleurs.

2.4 Convergence uniforme sur tout segment

Définition 2.2 (Convergence uniforme sur tout segment).

On dit que la suite (f,)n de F(I) converge uniformément vers f sur tout segment de I si, et
seulement si, pour tout segment S C I, || fr, — flloo.s = suptes|fn(t) — f(t)| tend vers 0 quand n
tend vers I'infini

Remarques.
La convergence uniforme de (f,,), vers f sur I implique la convergence uniforme de (f,), vers f
sur tous les segments de I.

Attention!! La convergence uniforme de (f,), vers f sur tous les segments de I n’implique pas
la convergence uniforme de (f,,)n vers f sur I; I'exemple (1.1) en donne la preuve.

Par contre, la convergence uniforme sur tout segment de I implique la convergence simple
sur /.

3 Convergence uniforme des séries de fonctions

Dans cette section, nous appliquons aux séries de fonctions la notion de convergence uniforme
vue pour les suites ; le principe est simple, la somme d’une série est la limite d’une suite particuliére :
la suite de ses sommes partielles.

3.1 Généralités

Définition 3.1 (Convergence uniforme d’une série de fonctions).

Soit (uy, )y une suite de F(I); on dit que la série de fonctions Y u,, converge uniformément sur I
si, et seulement si, la suite des sommes partielles converge uniformément sur I vers la somme S
de la série, i.e. si, et seulement si, la suite (Ry), de ses restes a 'ordre n converge uniformément
sur I vers la fonction nulle.
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—+oo
Zun converge uniformément sur I <= ||S — Sy|loo = [|Rnllco = sup‘ Z uk(t)‘ —0
tel k=n+1 "

Exemples 3.1. Reprenons les exemples du paragraphe 1.3.
Exemple (1.5). En additionnant les inégalités

1 1 Eoq
Vk>1,/ —dtg—g/ —dt (3.1)
koo ke k—1 ¢

oll & est un réel plus grand que 1, on obtient :

n4p+1 1 1 t=n+p+1 n+p 1 nt+p 1 1 t=n+p
dt= < — < —dt= ——— (3.2)
/n+1 t™ (. — 1)1 ] tmntl k;rl ke /n t (a—=1)te=t],_
ce qui donne en passant a la limite sur p :
“+o0
1 1 1
< S e — 3.3
(a—1)(n+ 1)1 Z k> = (a—1)ne—t (3:3)

k=n+1

(e

1
Puisque sup R,(a) > sup — = 400, la série Y. n~
a€]l,4o00] a€]l,4o00] (O‘ - 1)(” + l)a !
uniformément sur l'intervalle |1, 4+o00].

En se limitant a Pintervalle [a, +o00[ avec a > 1, on obtient

ne converge pas

1 1
sup R,(a) <  sup — = — — 0 (3.4)
a€la,+oo] a€la,+oo| (a - 1)na ! (a - 1)na Lon

ce qui établit la convergence uniforme de la série > n~% sur tout intervalle [a, +o0o[ avec a > 1.

Exemple (1.6). La série > (—1)""1n~% vérifie le critére spécial des séries alternées ; le reste de
cette série se majore facilement : sur I'intervalle [a, +00[ avec a > 0, on obtient :

1 < 1
(n+1) = (n+1)°

Va > a, |Ry(a)| < (3.5)

ce qui montre que SUP,ey 1 oof [Rn(@)] < (n+ 1)~ et assure la convergence uniforme de la série
S (=1)""In~= sur tout intervalle [a, +oo[ avec a > 0.

Remarque. L’exemple (1.5) montre que la convergence uniforme d’une série sur tous les intervalles
[a, +o0[ avec a > 1 n’implique pas la convergence uniforme sur cup,s1[a, +oof =]1, +o0l.
3.2 Convergence normale d’une série de fonctions

Définition 3.2 (Convergence normale).
Soit (un ), une suite de F(I); on dit que la série Y u,, converge normalement sur I si, et seulement
si, la série de terme général ||un||cc = supyc; |un(t)| est une série convergente.

Z u, converge normalement sur | <= ZHunHoo = Z sup |un (t)| est convergente
tel

Définition 3.3 (Série majorante).
La série numérique a termes réels positifs > cv, est une série majorante sur I de la série de fonctions
> uy, si, et seulement si,

VneN, Vtel, |u,(t)| < an
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Théoréme 3.1 (Critére de Weierstrass).
Pour établir la convergence normale de la série de fonctions > u,, il suffit de trouver une série
numeérique majorante convergente.

PREUVE. Si Y a, est une telle série, on a Vn € N, Vi € I, |un(t)] < ap ce qui implique :

Vn € N, sup |[un(t)] = [|tn]|oo < an (3.6)
tel

et assure, par le critére de comparaison, la convergence de > ||up||co- cqfd

Théoréme 3.2 (Convergences normale et uniforme).
Toute série qui converge normalement sur I, converge absolument et uniformément sur I, et

+oo —+oo +oo
sup| >~ ()] = | Yo wal| <Y funlle
n=0 n=0 R——!

tel
PREUVE. L’inégalité |u,(t)| < ||un]lco pour t € I et n € N montre la convergence de > |u, ()],
i.e. Pabsolue convergence de > u,(t) pour tout t € I.
L’absolue convergence de Y u,(t) donne les inégalités pour tout n € N :

+oo +oo +oo
veel, [Ra®l =] Y w@®|< Y @< Y ol (3.7)
k=n+1 k=n+1 k=n-+1

ce qui montre que ||Ryllco < Z‘,::;H |uk]|0o, €6 puisque ZZ:ZHHUkHoo — 0 (reste d’une série
n

convergente), || R,[/o tend vers 0.
Reprenons les inégalités :

+oo +oo +oo
vee d, [ u®| <Y @] < lunl (3.8)
k=0 k=0 k=0
Par passage a la borne supérieure sur ¢, on obtient le résultat demandé. cqfd

Exemples 3.2. Reprenons les exemples du paragraphe 1.3

Exemple (1.5). Puisque SUPgela, 400 * =1~ ", lastrie >~ n~“ converge normalement sur tous
les intervalles [a, +oo[ avec a > 1, mais ne converge pas normalement sur U,s1[a, +00[ = ]1, +00[.

Exemple (1.6). La série >_(—1)""'n~% converge uniformément sur tous les intervalles [a, +o0[
avec a > 1, mais ne converge pas uniformément sur |0, +oo[.

Exemple (1.7). Puisque |e~"e™"t| = ¢=" | la série 3 e "¢t converge normalement sur R.

3.3 Convergences normale et uniforme sur tout segment

Définition 3.4 (Convergence uniforme sur tout segment).
La série Y u,, converge uniformément sur tout segment de I si, et seulement si, la suite (R,,),, de
ses restes a l'ordre n converge uniformément vers la fonction nulle sur tout segment de 1.

Définition 3.5 (Convergence normale sur tout segment).
La série > u, converge normalement sur tout segment de I si, et seulement si, pour tout segment
K C I, lasérie > ||un|loo,x est convergente.

Remarques.

La convergence normale de la série sur tout segment de I implique la convergence absolue
de cette série sur I et sa convergence uniforme sur tout segment de I, mais n’implique ni sa
convergence normale, ni sa convergence uniforme sur 1.

Par exemple, la série > n~“ converge normalement sur tout segment de lintervalle |1, +o00]
et ne converge pas normalement sur |1, +oo|. La série > (—1)""'n~% converge uniformément sur
tout segment de ]0, +0o[, mais ne converge pas uniformément sur ]0, +ool.
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4 Continuité

4.1 Continuité de la limite uniforme

Lemme 4.1 (Continuité de la limite en un point).
Soient (fn)n une suite de F(I) et a un point de I ; si la suite (fn)n converge uniformément vers
f sur I et si, pour tout n € N, f, est continue en a, alors f est continue en a.

PREUVE. Puisque la suite (f,), converge uniformément vers f sur I, il vient :
Ve>0, INEN, Vne N, Vte I, n> N = |falt) — f(1)] < % (4.1)

Fixons € > 0 et utilisons la fonction fy :

) = f@)l < [fO = In®OF + [fv@) = In(a)] + |fv(e) = fla)l

~
< 3 + /v = fn@@)] + 3
La continuité de fy en a donne I'existence de n > 0 tel que |t —a| < 7 implique | fx (1)~ fy(a)] < 5.
Ainsi |t — a] < n implique |f(t) — f(a)| < € et f est continue en a. cqfd

Corollaire. Soient (f,)n une suite de fonctions qui converge simplement vers f sur I et a un
point de I ; si pour tout n, f, est continue en a et si f n’est pas continue en a, la convergence de
la suite (fy)n vers f n’est pas uniforme sur I.

PREUVE. Raisonnement par ’absurde en utilisant le lemme précédent. cqfd

Exemple 4.1. La limite f de exemple (1.1) du paragraphe 1.1 n’est pas continue sur [0, 1] alors
que les fonctions f, le sont; la suite f, ne converge pas uniformément vers f sur [0, 1].

Théoréme 4.2 (Limite uniforme d’une suite de fonctions continues).

Toute suite de fonctions continues qui converge uniformément sur I a sa limite continue sur I.
Toute suite de fonctions continues qui converge uniformément sur tout segment de I a sa limite

continue sur I.

PREUVE. Soit a un point intérieur a I et T' = [¢, d] un segment de I voisinage de a (¢ < a < d). La
suite (fy), converge uniformément sur 7" vers f et pour tout n, f,, est continue en a, et le lemme
montre la continuité de f en a.

Si a est une extrémité de I, on prendra un segment 7' = [a,c] ou T = [¢, a]. cqfd

Remarque. La continuité est une propriété locale : une fonction est continue sur un intervalle si
elle est continue en tout point de cet intervalle, ou encore sur tout segment de cet intervalle.
4.2 Permutation de deux limites

Peut-on sans précaution permuter deux signes limite ? La réponse est non comme le montre
cet exemple :

lim <lim m ) —liml=1 (4.2)
n m n+m n

lim (Hm L) =1lim0 =0 (4.3)
m n n-+m m

Par contre, sous les hypothéses du théoréme précédent, la continuité de f et des f,, en a s’interpréte

de la maniére suivante :

iy [0 = i (i 1)

lim f,,(a) = lim (Hm fn(t))
n n t—a

et sous ces hypothéses, la permutation des deux signes limite est licite, c’est le théoréme de la

double limite dans le cas ot a appartient & I. Reste maintenant le cas ol a est une extrémité de 1.

(4.4)
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Théoréme 4.3 (de la double limite).
Soient a une extrémité de I, (fn)n une suite de fonctions qui converge uniformément vers f sur
I et telle que, pour tout n, imy_., te1 fn(t) existe et vaut by, ; alors

(1) la suite (by)n est une suite convergente ;
(40) limy—, f(¢t) = lim, by, ie.

n \t—a t—a\ n

tel tel

hm(hm fn(t)) = lim (hm fn(t))

PREUVE.
(4) Soient € > 0 et N le rang a partir duquel |f,,(t) — f(t)| < § pour tout ¢ € I; alors :

Vtel, Y(n,p) EN?, n >N = |fu(t) = farp(t)] < |fu(t) = FOI+ [ frsn(®) = FB)] <e
et en faisant tendre ¢ vers a en restant dans I, n et p fixés, on a
V(n,p) €EN%, n >N = |b, — bpyp| <¢ (4.5)

La suite (by,), est une suite de Cauchy, donc une suite convergente dans K ; sa limite est notée b.

(i1) Si a est fini, on pose f,, (resp. f) le prolongement de f,, (resp. f) a I U {a} en posant f,(a) = b,
(resp. f(a) = b). La suite ( fn)n converge uniformément vers f sur I U {a} et, puisque pour tout
n, fn est continue en a, f est aussi continue en a, ce qui donne la relation proposée.
Sia € {+00,—00} on modifie la démonstration en conséquence en utilisant U'inégalité :

[f(@) =0l < [f(t) = fn(O)] + | fn(t) — bn[ 4 [bn — bl
cqfd

4.3 Applications aux séries

Théoréme 4.4 (Continuité de la somme d’une série).
Si > uy, est une série de fonctions continues sur I qui converge uniformément sur tout segment
de I, la fonction S :t— Y07 uy,(t)est une fonction continue sur I.

PREUVE. Pour tout n, S, = ZZ:O ug, est continue sur I et (Sy,), converge uniformément sur tout
segment de I; S est donc une fonction continue sur I. cqfd

Exemples 4.2.

Yo gn”® est continue sur |1, 4-o00[;

o= Zn>0(*1)n71n7°‘ est continue sur ]0, +oo;
in’t

t—e e est continue sur R.

Permutation des signes lim et >

Sous les hypothéses du théoréme (4.4), on peut écrire pour a dans I :

+oo
lim 5(t) = lim > un(t)
n=0

t—a

+oo +oo

> (e = 3 im0
n=0 n=0

ce qui justifie la permutation du signe lim;_,, avec le signe fo:o. Si a est une extrémité de I, on
ale

S(a) = (4.6)

Théoréme 4.5 (de permutation des signes lim et ).
Soient a une extrémité de I, > uy, une série de fonctions qui converge uniformément sur I telle
que, pour tout m, limy_,q te1 un(t) existe et vaut by, ; alors
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(1) la série > b, est convergente;

(id) lmyq Yoo gtun(t) = D07 o bn, ie.

o0
tJ}II,ItleI nZO un(t) = ZO t—gIEEI un(?)

n=

PREUVE. La démonstration est une application du théoréme de la double limite pour la suite

5 Quelques espaces fonctionnels

Dans cette section, nous allons définir quelques espaces de fonctions, encore appelés espaces
fonctionnels : espace des fonctions en escalier, des fonctions continues par morceaux, des polynémes
trigonométriques. Ces fonctions sont définies sur un intervalle de R et & valeurs dans £ un K-
espace vectoriel de dimension finie. Dans les applications pratiques, les fonctions sont numériques,
i.e. & valeurs dans R ou C.

On note F([a, b], E) le K-espace vectoriel des fonctions définies sur le segment [a,b] & valeurs
dans E; F([a,b],K) est aussi noté F([a,b]).

5.1 Subdivision

Définition 5.1 (Subdivision).
Toute suite (ax)refo,n] strictement croissante de [a, b] avec ag = a et a,, = b est appelée subdivision
du segment [a,b]; on a les inégalités :

a=ay<a1 <---<a,=>b

Définition 5.2 (Subdivision plus fine qu’une autre).
La subdivision o7 est plus fine que la subdivision o3 si, et seulement si, tous les éléments de oo
appartiennent a o1 et on note o5 C 0.

Définition 5.3 (Intersection et union de subdivisions).
La subdivision obtenue en ordonnant les éléments communs a o7 et o9 est notée o1 N os.
La subdivision obtenue en ordonnant les éléments de o1 ou oy est notée o1 U 0s.

Remarque. Si o1 et oo sont deux subdivisions alors

opNogy Coy CoyUoe et o1Noy Cog CoypUos

5.2 Fonctions en escalier sur un segment

Définition 5.4 (Fonction en escalier).
Une fonction f € F([a,b], E) est dite en escalier si, et seulement si, il existe une subdivision
o = (ar)refo,n] de [a,b] telle que pour tout & € [1,n], la restriction de f & I'intervalle ouvert
lak—1, ai[ est constante.

La subdivision oy est dite subordonnée a f; cette subdivision n’est pas unique; en particulier,
toute subdivision plus fine que of convient encore.

On note Esc([a,b], E) 'ensemble des fonctions en escalier sur [a,b] a valeurs dans E'; au lieu
de Esc([a, b], K), on utilisera Esc([a, b]).

Proposition 5.1 (Structure algébrique).
Esc([a,b], E) est un K-espace vectoriel ; Esc([a,b]) est une K-algebre.
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PREUVE. Soient f et g (resp. f et g) deux fonctions en escalier sur [a,b] & valeurs dans F (resp.
dans K), of et g resp. o5 et o4) leurs subdivisions subordonnées; alors ¢ = of U og (resp.
o = oy Uoy) est une subdivision subordonnée a f et g (resp. f et g). Posons o = (by)refo,n] ;
puisque les restrictions de f et g (resp. f et g) & |bg—1, b [ sont constantes pour k € [1,n], alors
pour tout (\, u) € K2, la restriction de Mf + ug (resp. A\f + pg et fg) a Jbg_1,bx| est constante
(resp. sont constantes) pour k € [1,n], et donc :

Y\ p) € K2, V(f,g) € Esc([a,b], E), M + ug € Esc([a,b], E) (5.1)
Y\ ) € K2, Y(f,9) € Esc([a,b]), \f + ug € Esc([a,b], et )fg € Esc([a,b]) (5.2)

Esc([a,b], E) est un sous-espace vectoriel de F([a, b, E) et, puisque la fonction constante 1 est
en escalier sur [a, b], £sc([a, b]) est une sous-algebre de F([a, b]). cqfd

Remarque. Esc([a,b]) est engendré par les fonctions caractéristiques d’intervalles de [a, b].

n

F= MXiarr.anl + D F@r)X{ar) (5.3)
k=1

k=0

5.3 Fonction en escalier sur R

Définition 5.5 (Fonction en escalier sur R).
Une fonction f € F(R, E) est dite en escalier si, et seulement si, il existe un segment S¢ tel que f
soit nulle en dehors de St et en escalier sur St.

Le segment St est appelé domaine subordonné a f; il n’est pas unique, tout segment contenant
Sg convient encore.

L’ensemble des fonctions en escalier sur R a valeurs dans F est noté Esc¢(R, E); Esc(R,K) est
aussi noté sc(R).

Remarque. La fonction nulle est la seule fonction constante en escalier sur R.

Proposition 5.2 (Structure algébrique).
Esc(R, E) est un K-espace vectoriel ; la multiplication est stable sur Esc(R).

PREUVE. Soient f et g (resp. f et g) deux fonctions en escalier sur R a valeurs dans E (resp.
dans K) et [a,b] un intervalle en dehors duquel f et g (resp. f et g) sont nulles; alors pour tout
(A 1) € K2, M + pg (resp. A\f + ug et fg) est nulle (resp. sont nulles) en dehors de [a,b] et en
escalier sur [a, b].

Esc(R, E) est un sous-espace vectoriel de F(R, E); la fonction constante 1 n’est pas une
fonction en escalier sur R, ainsi Esc(R) n’est pas une sous-algébre de F(R), mais un sous-espace
vectoriel de F(R) sur lequel la multiplication est stable. cqfd

Remarque. Esc(R) est engendré par les fonctions caractéristiques d’intervalles bornés.

5.4 Fonctions continues par morceaux sur un segment

Définition 5.6 (Fonction continue par morceaux).
Une application f de [a,b] vers E est dite continue par morceauzr sur [a,b] si, et seulement si, il
existe une subdivision ot = (ax)refo,n] de [a, b] telle que pour tout &k € [1,n], la restriction de f a
l'intervalle ouvert Jag_1, ai[ soit prolongeable par continuité au segment [ax_1, ax].

La subdivision of est dite subordonnée a f.

L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur le segment [a, ] est noté CM([a,b], E);
CM([a,b],K) est encore noté CM ([a, b]).

Proposition 5.3 (Caractérisation).

f est continue par morceaux sur [a,b] si, et seulement si, il eviste une subdivision o¢ = (ax)re[o,n]
de [a,b] telle que £ soit continue sur [a,b] \ {ar / k € [0,n]} et pour tout k € [1,n] les limites
lim f(t) et tlglnk f(t) existent.

Ak —1
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Proposition 5.4 (Structure algébrique).
CM([a,b], E) est un K-espace vectoriel ; CM([a,b]) est une K-algebre.

PREUVE. Considérons f et g (resp. f et g) deux fonctions de CM([a,b], E) (resp. CM([a,b])) et
la subdivision (bx)refo,n] = 0f U 0g (resp. o5 U 0y) subordonnée a f et a g (resp. f et g); pour
tout (\, p) € K2, M + ug (resp. Af + pg et fg) est continue (resp. sont continues) sur by_1, bx|
et se prolonge (resp. se prolongent) par continuité a [bx_1, bg] pour tout k € [1,n].

CM([a,b], E) est un sous-espace vectoriel de F([a,b], E), et, puisque la fonction constante 1
est une fonction continue (donc continue par morceaux) sur [a, b], CM([a, b]) est une sous-algebre

de F([a,b]). cqfd

Remarque. Esc([a,b], E) est engendré par les fonctions caractéristiques d’intervalles bornés.

5.5 Fonctions continues par morceaux sur un intervalle quelconque

Définition 5.7 (Fonction continue par morceaux sur un intervalle).
Si I est un intervalle quelconque, on dit qu’une fonction est continue par morceaux sur I si, et
seulement si, sa restriction & tout segment S de I est continue par morceaux sur S.

CM(I, E) est l'ensemble des fonctions continues par morceaux sur I; CM(I,K) est encore
noté CM(I).

Si I est un segment, on retrouve la définition précédente.

Proposition 5.5 (Structure algébrique).
CM(I, E) est un K-espace vectoriel ; CM(I) est une K-algébre.

PREUVE. Soient f et g (resp. f et g) deux fonctions continues par morceaux sur I a valeurs dans
E (resp. dans K), X\ et u deux scalaires ; pour tout segment S de I, f|g, gls, (M + pg)|s (resp.
flss gls, (Af + 1g)|s, (fg)ls) sont continues par morceaux sur S.

CM(I, E) est un sous-espace vectoriel de F(I, E); la fonction constante 1 est continue sur
I (donc continue par morceaux sur tout segment de I), ainsi CM(I) est une sous-algébre de
F(I). cqfd

Exemples 5.1. La fonction ¢ — t~! est continue par morceaux sur |0, +oo[ et sur |—oo, 0], mais
n’est pas continue par morceaux sur R.

La fonction Ent (partie entiére) est continue par morceaux sur R, mais n’est pas une fonction
en escalier sur R.

t — t Ent(¢t~1) est une fonction continue par morceaux sur |0, +o0o[, mais n’est pas continue
par morceaux sur [0, +oo[ bien qu’elle soit continue en ¢t = 0.

5.6 Polyndmes trigonométriques
5.6.1 Fonctions 27-périodiques

Définitions 5.8 (Produit scalaire sur Cy;).
La C-algeébre des fonctions continues sur R, 27-périodiques et & valeurs complexes est notée Cor.
Le produit scalaire sur Co, est défini par :

2m

W(J.9) € Car X Can. (f 1 9) = 5 [ Tate) it = - [ Tty

et pour k € Z, on note ey, est la fonction ¢ — exp(ikt) = ei*t.

Proposition 5.6. Car muni de { | ) est un espace préhilbertien compleze et (e)recz une famille
orthonormale, i.e. :
1 sir=s

V, EZQv T s :5rs:
(r.) fer | es) ’ {0 sir#s
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PREUVE. (| ) est une forme bilinéaire a symétrie hermitienne telle que pour tout f € Cay :
2 2
—2n(f 1 f)= [y If )" dt >0
-0=2xn(f| f)= 027r |f(t)|2 dt implique f = 0, puisque t — |f(t)|2 est une fonction positive,
continue et d’intégrale nulle.
Sir=s,ona:

1 2m ) ) 1 2m
(er | €r) = — e et dt = — ldt=1 (5.4)
2w Jo 2m Jo
pour r # s, il vient :
1 27 ) ) 1 2 1 —i(r—s)t t=2m
<€r | €s> _ _/ eirtgist gy ez(sfr)t dt = — 67] =0 (55)
27 Jo 27 Jo 2m —i(r—s) |,

5.6.2 Polynémes trigonométriques

Définition 5.9 (Polyndémes trigonométriques).

On appelle polynome trigonométrique de degré au plus n toute combinaison linéaire de la famille
(ek)ke[-n,n] 5 81 P est un polynome trigonométrique de degré au plus n, il existe une famille
(Ck)ke[—n,n] de nombres complexes tels que :

VteR, P(t)= Y  cre'®

L’ensemble des polynémes trigonométriques de degré au plus n est noté 7, o ; I’ensemble des
polynémes trigonométriques est noté 7o, et on a : Tor = UneNTn, 2r-
Proposition 5.7. On a les propriétés suivantes :

(1) si P est un polynome trigonométrique, la suite (cy)rez est unique et donnée par l’expression :

1 27 "
— P(t)e *t dt
5| P

(i) Tn2r est un C-espace vectoriel de dimension 2n+1, la famille (ex)re[—n,n] €n constitue une
base ;
(#i1) Tan est une C-algeébre de dimension infinie, la famille (ex)kez en constitue une base.

Ck:<€k|P>:

PREUVE.
(7) Si P est un polynome trigonométrique, il existe un entier n et une famille de nombres complexes
(¢j)jel-n.mn tels que P =370 cje; et

e | P) =] 3 ey = Y cslen | es) = {gk T (5:)

j=—n j=—n

ce qui montre 'unicité des nombres c.

(#i) Tout polynome trigonométrique de degré n se décompose de maniére unique sur la famille
(e )ke[—n,n]> c€ qui démontre que (ex)re[—n,n] €St une base de 7, 2 ; la dimension de 7, o, sur C
est 2n + 1.

(7i1) De méme, tout polynome trigonométrique de décompose de maniére unique sur la famille de
fonctions (er)rez qui est donc une base de 7o ; le produit de deux polynémes trigonométriques
est un polynoéme trigonométrique, ce qui montre la stabilité du produit ; ainsi 75, est une sous-
algébre de Ca;.

cqfd
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5.6.3 Expression des polyndmes trigonométriques a ’aide des fonctions sin et cos

Proposition 5.8. Tout polynome trigonométrique P s’écrit de maniere unique

= 20 4 5" (ak cos(kt) + by sin(kt)) (5.7)
2 =
1 27
avec Vk e [0,n], ax =cx +c—k = - P(t) cos(kt) dt = 2{(cosk - | P)
1 0271'
et Vk e [1,n], b =i(ck +c—g) = ;/ P(t)sin(kt) dt = 2(sink - | P)
0

PREUVE. Rappelons les formules d’Euler : exp(ikt) = cos(kt) + i sin(kt) et écrivons :
P(t) = Z cpet® Z (cre®® 4 c_pe™ ™)

co + Z (ck(coskt + isinkt) 4+ c_p(cos kt — isinkt))

k=1
=co+ Y ((ck + cx) cos(kt) + i(ck — c_y) sin(kt)) = co + Y _(ax cos kt + by sin kt)
k=1 k=1

Ainsi on a I'expression intégrale des coefficients ay et by :

1 2w 2
ak:ck+c,k:%/ P 71ktdt+—/ Zktdt
0

1 , 1
=— P(t)(e” ™ 4 ety dt == = P( ) cos(kt) dt = 2{cosk - | P)
2T 0 ™ Jo

1 2m ) 1 2m )
b =i(ck — c—g) = z<2ﬂ_ /0 P(t)e "t dt — o /0 P(t)et*t dt)>

1 27 ) ) 1 27
=i P(t) (et — ekt gt = / P(t)sin(kt) dt = 2(sink - | P)
2m Jo T Jo

De méme,

cqfd

5.6.4 Généralisation aux fonctions T-périodiques

Donnons le principe du passage d’une fonction T-périodique & une fonction 27w-périodique.
Si T est une période et w = %’T la pulsation associée, a toute fonction T-périodique f, on fait

correspondre la fonction :
T t
0t t) = —1 | = — 5.8
gt g(t) f(%) f(w) (5.8)
et g admet 27 pour période.
Réciproquement, si g admet 27 pour période, la fonction

pite g0 =g (5t) =aten (5.9)

admet T" pour période.
Par exemple, les polyndémes trigonométriques de période 1" sont de la forme :

P(t) = Z cpett = % + Z ay, cos(kwt) + by sin(kwt)) (5.10)
k=—n k=1
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ot les coefficients ci, ar et by vérifient les relations suivantes :

T

cr = P(t)e” ™t gt (5.11)

ap =Cp +C_ =

Nl =

b, = i(ck — c—k) ) sin(kwt) dt (5.13)

T
/ ) cos(kuwt) dt (5.12)
7 e

On note Cr (resp. 77) la C-algébre des fonctions (resp. des polyndmes trigonométriques) de
période T' et continues sur R.

6 Approximation des fonctions d’une variable réelle

6.1 Approximation uniforme par des fonctions en escalier

Lemme 6.1. Toute fonction numérique continue sur un segment peut s’approcher a € prés par
une fonction en escalier, i.e. :

Vf € C([a,b]), Ve >0, Jpe € Esc([a,b]), [If — belloo,uy <€

PREUVE (hors programme). Soit f € C([a,b]); f est uniformément continue sur le segment [a, b],
L.e. :
Ve >0, In >0, Y(t1,t2) € [a,0)%, [t1 —ta] <m = |f(t1) — f(t2)| <& (6.1)

Soient € > 0, un entier n tel que =% <y (n = Ent( €41 convient), la subdivision o = (ax)re[o,n]

a

avec ay = a + k:b% et @, la fonction en escalier deﬁme par :

£e0) = () 02
Cette construction de . permet d’affirmer que :
Vk € [1,n], Vt € [ak—1,ax|,
0<tfak71<b;a<n:> [f () =@ (®)] = [f(t) = flar-1)| <& (6.3)
ce qui montre que [|f — el (40 < € cqfd

Théoréme 6.2. Toute fonction continue sur le segment [a, b] est limite uniforme sur ce segment
d’une suite de fonctions en escalier sur [a,b).

PREUVE. On applique le lemme précédent pour e = n+-1 et la suite (Lp%)n convient. cqfd

Théoréme 6.3 (Extension aux fonctions continues par morceaux).
Toute fonction continue par morceauz sur le segment [a,b] est limite uniforme sur ce segment
d’une suite de fonctions en escalier.

PREUVE (hors programme). Soient f € CM([a,b]), o7 = (a))¥=0 une subdivision subordonnée &

f et € un nombre positif. Pour tout k € [1,n], f|]ak71,ak[ posséde un prolongement continue gi &
[ak—1,ax]; il existe une fonction @y . en escalier sur [ax_1,ax] telle que ||gr — vr.c|| (ax_1.a1] <e.
J’appelle ¢, la fonction en escalier qui vaut ¢y . sur Up_ 1Jak—1,ax[ et dont la valeur en ay, est

flax) pour k € [0,n]. Pour tout ¢ € [a,b], | f(t) — ¢=(t)| < &, s0it || f — @ellog (4 < € Ainsi
Vf e CM(a,b]), Ve >0, Jp. € Esc([a, b)), ||f — <p8||m7[a’b} <e (6.4)

La suite (cp%)n convient. cqfd



96

Suite et série de fonctions

6.2 Approximation uniforme par des polynémes

Théoréme 6.4. Toute fonction continue sur un segment est la limite uniforme sur ce segment
d’une suite de fonctions polynomiales, i.e. :

Vf € C(la,b]), I(Pu)n suite de K[X], [|f = Pullog gy — 0

PREUVE (hors programme). Toute fonction g continue sur [0,1] est la limite uniforme sur [0, 1]
de la suite (By(g)), des polynomes de Bernstein (voir la démonstration en travaux dirigés).
Utilisons le C°°-difféeomorphisme ¢t — u = Z:—Z de [a,b] sur [0,1], Papplication réciproque
étant u — t = a + u(b — a) pour passer d’une fonction f continue sur [a,b] a la fonction g : u —
f(a+u(bfa)) continue sur [0, 1] et posons Q,(t) = B, (g)(i:—‘;) ; Qn, est une fonction polynomiale
(de t). On a :
t—a

et 170 - 01 =|o(;=2) - o) (5=5) (6:5)

ce qui donne en passant & la borne supérieure :

o(5=2) - alo) ()|

||f_Q77/Hoo,[a7b] = sup

t€[a,b] (6.6)
= sup [g(u) — Bn(9)(u)| = [l9 — Bn(9)ll 0,1)
u€(0,1]
ce qui montre que || f — Qnll |4, tend vers 0. cqfd

6.3 Approximation uniforme par des polynémes trigonométriques

Théoréme 6.5. Toute fonction périodique et continue sur R est limite uniforme sur R d’une
suite de polyndémes trigonométriques, i.e. :

Vf € Cp, Py)n suite de Ty, ||f — PnHoo,R —0

PREUVE (hors programme). La démonstration est faite dans le chapitre des séries de Fourier,
avec I’hypothése supplémentaire pour la fonction f d’étre de classe C! par morceaux. Le théoréme
de Fejer (voir les travaux dirigés) en donne une démonstration dans le cas général. cqfd
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Dérivation des fonctions vectorielles

Le but de ce chapitre est de définir la dérivation des fonctions vectorielles, de définir aussi les
fonctions de classe C* et de classe C* par morceaux, sans oublier de consolider nos connaissances
sur la dérivation des fonctions complexes.

Nous utiliserons les notations suivantes : K désigne le corps R ou C ; E est un K-espace vectoriel
de dimension finie; I est un intervalle de R non réduit & un point; les fonctions étudiées sont
définies sur I et a valeurs dans E, i.e. des éléments de F(I, E); si I est un intervalle d’extrémités
a et b, V'intérieur de I désigne l'intervalle ouvert ]a, b].

1 Dérivée, fonction dérivée

1.1 Dérivée en un point

Définition 1.1 (Vecteur dérivée). La fonction f € F(I, E) est dérivable en un point a € I
si, et seulement si, Papplication qui a ¢ € I\ {a} associe (t — a) ™! (£(¢) — f(a)) admet une limite
dans F. Dans ce cas, cette limite est appelée vecteur dérivée ou plus simplement dérivée de f en

df d
a; on la note f'(a), Df(a), E(a) ou encore E(f(t))h:a-

= %(a) = i(f(t))’t:a = lim L(f(t) - f(a))

f'(a) = Df(a)
tetﬁfa} t—a

On peut utiliser le changement de variable : t =a 4+ h et :

Fa) = fim T+ h) — £(a))

Remarque (Interprétation géométrique). Dans le cas réel et si a est un point intérieur a I, la droite
paramétrée par

A€ R (a,f(a)) + (N A (a))
est la tangente en (a, f(a)) au graphe de f dans I x E.

Remarque (Interprétation cinématique). Toujours dans le cas réel et maintenant pour un espace
E de dimension 3, f(t) s’interpréte comme la position & l'instant ¢ d’un point mobile M (¢) défini
———

par : OM(t) = £(t), et le vecteur f'(a) comme le vecteur vitesse de ce mobile & I'instant ¢ = a.

1.2 Dérivée et développement limité d’ordre un

La dérivabilité de f en a se caractérise par l'existence d’une fonction € de limite nulle en a,
définie par
1

t—a

(£(t) —f(a)) —f'(a) sit #a

e:t—

et on peut écrire :

ce qui montre :

Proposition 1.1. f est dérivable en a si, et seulement si, f posséde un développement limité a
Uordre 1 au voisinage de a.

Corollaire. Toute fonction dérivable en a est continue en a ; la réciproque est fausse.

PREUVE. L’existence d’un développement limité montre la continuité et ¢ +— |¢| est une fonction
continue (sur R) qui n’est pas dérivable en ¢t = 0. cqfd
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1.3 Dérivées a droite, a gauche

Définitions 1.2 (Dérivée a droite, dérivée a gauche).

La fonction f € F(I, E) est dérivable a droite (resp. a gauche) en un point a € I si I} =
INfa,+oo| (resp. I, = IN]—00,a]) n’est pas réduit & un point et si la restriction de £ a I} (resp.
I ) admet une dérivée en a. Dans ce cas, une telle dérivée s’appelle dérivée o droite (resp. dérivée
a gauche) de f en a; elle est notée f;(a) (resp. f,(a)).

R R )
t>a h>0

f)(a) = Jim —— (f(t) - f(a)) — lim % (f(a +h) - f(a))

t<a h<0

Remarque. Le symbole lim¢—.q (resp. lim: ) peut encore se noter limg|, (resp. limgy,).
t>a t<a

1.4 Fonction dérivée

Définition 1.3 (Fonction dérivée).
Une fonction f € F(I, E) est dérivable sur I si, et seulement si, elle est dérivable en tout point
de I. On définit alors application dérivée de f notée f’ ou Df par :

f:telf(t)

L’ensemble des fonctions dérivables sur I a valeurs dans E est notée D(I,E); D(I,K) est
encore noté D(I).

Définition 1.4 (Fonctions de classe C!).

Toute fonction f dérivable sur I dont la dérivée f’ est continue sur I est dite de classe C* sur
I. L’ensemble des fonctions de classe C! sur I a valeurs dans E est noté C1(I, E); C*(I,K) se note
aussi C1(I).

2 Opérations

2.1 Linéarité de la dérivation

Comme pour les applications numériques, la dérivation est linéaire ; plus précisément :

Théoréme 2.1 (Linéarité de la dérivation).
D(I,E) et C}(I, E) sont des espaces vectoriels et l'application D de D(I,E) (resp. C*(I, E))
vers F(I,E) (resp. C(I,E)) qui a f associe f' est linéaire.

PREUVE. Soient a € I, (f,g) € (D(I,E))2 et (A\,p) €K?;pourtel\{a},ona:

ﬁ((kf +ug)(t) — (Mf + ug)(a)) = )\ﬁ(f(t) —f(a)) + uﬁ(g(t) - g(a))

M (a) + pg'(a
e e e} (a) + pg'(a)
Ceci montre que (Af 4 pug)’(a) = M'(a)+pg’(a), implique la linéarité de D puisque le raisonnement
est valable pour tout a € I, et donne la stabilité de D(I, E) par combinaison linéaire.

Si f et g’ sont continues, (A + ug)’ = M’ + ug’ est continue et C*(I, E) est un sous-espace
vectoriel de C(I, E). cqfd
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2.2 Composantes d’une dérivée

On munit l'espace vectoriel E de dimension finie p > 1 d’une base B = (e1,e2,...,€,); toute
application f € F(I, E) s’écrit :

vVt e I, f(t) = zp: fj (t)ej
j=1

Rappelons-nous que les composantes du vecteur vitesse sont les dérivées des composantes du
mouvement (dans un repére galiléen), ce qui nous motive pour le :

Théoréme 2.2 (Composantes d’une dérivée).
f est dérivable sur I (resp. de classe C') si, et seulement si, ses composantes f; relatives a une
base de E sont dérivables sur I (resp. de classe C') et dans ce cas :

viel, f'(t) = fi(te;

Jj=1

PREUVE. C’est une conséquence du théoréme sur les composantes d’une limite. Soient a € I et
t € I\ {a}, le taux d’accroissement

(0 ) - 2 B0 =000

t—a

admet une limite en a si, et seulement si, ses composantes admettent des limites en a.
’ P ! . . o3 . /
' = =1 /;je; est continue si, et seulement si, les composantes f; le sont. cqfd

Corollaire (Cas des fonctions complexes). Soit f une fonction numérique complexe sur I ;
les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f est dérivable (resp. de classe C*) sur I ;
(i1) Re(f) et Sm(f) sont dérivables (resp. de classe C') sur I ;
(iii) f est dérivable (resp. de classe C') sur I.

Dans ce cas, D f = D(Re f) +iD(Sm f) et D(f) =D f.
PREUVE. f = Re(f) +iSm(f) et f = Re(f) —iIm(f) donnent les composantes de f et f. cqfd

Corollaire (Dérivée de I’inverse d’une fonction).
Soit f € D(I,E) (resp. CX(I)); si f ne s’annule pas, % € D(I,E) (resp. CY(I)) et :

(7 =-F
o
PREUVE. Le résultat est connu pour les fonctions & valeurs réelles.
Si f est une fonction a valeurs complexes, on pose f = a + ib; alors

1 a—1ib a —-b

?_a2+b2_a2+b2+1a2+b2

ce qui montre la dérivabilité et :

(l)’ _d(a® +b?) — a(2aa’ + 2bb") i —V'(a® + b?) + b(2aa’ + 2bb')

[ (a2 + b2)2 1 (a2 + b2)2 =
B a +ib B f!
C(a+ib)> 2

Si f est de classe C1, (1/f) = —f'f~2 est continue. cqfd
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Corollaire (Cas des matrices).
Soit M une application de I dans M, ,(K) qui a t associe la matrice M(t) = (a; ;(t))
propositions suivantes sont équivalentes :
(i) M est dérivable (resp. de classe C') sur I ;

(i7) pour tout i € [1,n] et tout j € [1,p], les a;; sont des fonctions dérivables (resp. de classe
Ct) sur 1.

Dans ce cas, pour tout t € I, M'(t) est la matrice (a] (t))”

5 les
i,

%]
PREUVE.

Les fonctions a; ; sont les composantes de M dans la base canonique de M,, ,(K). cqfd

Corollaire (Caractérisation des fonctions constantes sur un intervalle).
Soient I un intervalle et f une fonction & valeurs dans E, continue sur I et dérivable sur
Uintérieur de I ; alors f est constante sur I si, et seulement si, £ est nulle sur lintérieur de I.

PREUVE. La propriété est vraie pour les fonctions numeériques réelles : c’est une conséquence
du théoréme des accroissements finis (voir le cours de premiére année). Puisqu'une fonction est
constante si, et seulement si, ses composantes sont constantes, la propriété est vraie pour les
fonctions & valeurs dans un R-espace vectoriel de dimension finie, donc aussi pour les fonctions &
valeurs complexes et, plus généralement, pour les fonctions & valeurs dans un C-espace vectoriel
de dimension finie. cqfd

2.3 Composition avec une application numérique

Théoréme 2.3 (Dérivée d’une fonction composée).
Soient £ € D(I, E) (resp. CY(I,E)) et o € D(J) (resp. CX(I, E)) tels que p(J) C I ; alors fop
est dérivable (resp. de classe C*) sur J et :

(fop) =@ (f op)

PREUVE. Le théoréme est vraie pour les fonctions a valeurs réelles ; il est vrai pour les composantes
fiopdefop= Zle(fj o p)e;. Ce théoréme est donc vrai pour f. cqfd

Corollaire (Dérivée d’une fonction paire, impaire).

La dérivée d’une fonction paire est une fonction impaire ; la dérivée d’une fonction impaire est
une fonction paire.

PREUVE. Soit f € D(I, E). Si f est paire, alors f(t) = f(—t) pour tout ¢ € I et par dérivation :
d /! /
vtel, 0= I (£(t) —£(—t)) =£'(t) + /(1) (2.1)
ce qui montre I'imparité de f’. La démonstration est identique pour les fonctions impaires. cqfd

Corollaire (Dérivée d’une fonction périodique).
La dérivée d’une fonction périodique est périodique de méme période.

PREUVE. Soit f € D(R, E) une fonction T-périodique; alors f(t +T') = f(¢) pour tout ¢ € R et,
par dérivation, on obtient :

VteR, 0= %(f(t+T) —f(t)) =t +T)—1'(¢)

ce qui montre que f’ est périodique de période T cqfd
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2.4 Composition avec une application linéaire

Théoréme 2.4 (Composition avec une application linéaire).
Soient £ € D(I,E) (resp. C1(I)) et u € L(E,F) une application linéaire entre deuz espaces
vectoriels de dimension finie ; alors uof est dérivable (resp. de classe Ct) et :

(uof) =uof

PREUVE. Puisque u est une application linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie, u est
continue (et méme lipschitzienne). Pour a € I et t € I'\ {a}, on a :

1 1
— (u(f(t)) - u(f(a))) - u( — (£(t) - f(a))) — u(f'(a)) (2.2)
¢ o tetITfa}
car f est dérivable en a et u continue.
Si f est de classe C!, (uof) =uof’ est continue. cqfd

2.5 Composition avec une application bilinéaire

Calculer la dérivée d’un produit, d’'un produit scalaire, d’'un produit vectoriel : toutes ces
opérations sont des cas particuliers d’un résultat général :

Théoréme 2.5 (Composition avec une application bilinéaire).

Soient E1, Ey et F trois K-espaces vectoriels de dimension finie, B une application bilinéaire
de Ey x Ey dans F, f € D(I,Ey) (resp. C1(I,E1)) et g € D(I,E2) (resp. CH(I,Es)); alors
application h: t € I — B(£(t),g(t)) est dérivable (resp. de classe C*) sur I et :

= %(B(f(t)vg(t))) = B(f'(t),g(t)) + B(£(t),g'(t))

PREUVE. Les espaces vectoriels Fq1, Fs et F' étant de dimension finie, ’application bilinéaire B
est continue.
Soit a € I; la bilinéarité de B donne 1’égalité :

h(t) —h(a) = B(f(t) - f(a), g(a)) + B(f(t),&(t) — g(a))

et, pour t € I\ {a}, le taux d’accroissement de h s’écrit :

h(t) —h(a) _ B(M)g@) _i_B(f(t), M) (2.3)

t—a t—a t—a

W(t)

Puisque f est dérivable en a, donc continue en a, et B continue, on obtient en passant & la limite
sur t :

p(M=E ) — B(F0).6(0) .

t—a t—a
g(t) —gla
B<f(t), M) — B(f(a),g'(a)) (2.5)
ce qui donne la formule annoncée.
Si f et g sont de classe C!, la continuité de f, g, f’, g’ et B assure la continuité de h’.  cqfd

Corollaire (Produit de n fonctions numériques).
Si les fonctions & valeurs complezes f1, fa,..., fn sont dérivables (resp. de classe C) sur I,
leur produit T} _, fr est dérivable (resp. de classe C*) sur I et :

D<k1_11 fk> -y (D(fk) 11 fj)

k=1
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PREUVE. Le théoréme précédent donne la relation pour n = 2 et une récurrence (& écrire) donne
le résultat. cqfd

Corollaire (Quotient de deux fonctions numeériques).
Soient f et g deux applications numériques dérivables (resp. de classe C*) sur I ; si g ne s’annule
pas sur I, la fonction f/g est dérivable (resp. de classe C') sur I et :

D(ﬁ) _ D(f)gg2fD(g)

PREUVE. Il suffit de remarquer que f/g = f(1/g), ce qui est parfois une excellente méthode de
dérivation, et d’appliquer la dérivation d’un produit et d’un inverse.
Si f et g sont de classe Ct, (f'g — fg')g~2 est continue. cqfd

Corollaire (Produit d’une fonction vectorielle et d’une fonction scalaire).
Soient p € D(I,E) (resp. C*(I)) et £ € D(I, E) (resp. CY(I,E)); alors of est dérivable (resp.
de classe C') sur I et :
D(pf) = Dp)f +¢(DF)

PREUVE. Utilisation de la bilinéarité de (A, v) e K x F+— \v € E.
Si ¢ et f sont de classe Ct, D(of) = (D p)f + ¢ D(f) est continue. cqfd

Corollaire (Produit scalaire).
Soient f et g deux fonctions dérivables (resp. de classe C') sur I & valeurs dans un espace
euclidien E ; alors (f | g) est dérivable (resp. de classe C1) sur I et :

%<f(t) [ g(t)) = (f'(t) | g(t)) + (£(2) | &'(2))

Corollaire (Orthogonalité de e et €’ si e est unitaire).
Soit e une fonction dérivable sur I a valeurs dans un espace euclidien E ; si pour toutt € I,
e(t) est unitaire, e(t) et €'(t) sont orthogonauz.

PREUVE. Pour tout t € I, 1 = ||e(t)||3 = (e(t) | e(t)) ; par dérivation, on obtient :

0= %<e(t) [e(t)) = (e'(t) | e(t)) + (e(t) | €'(1)) = 2(e’(t) | e(t)) (2.6)

ce qui montre orthogonalité de €’(¢) avec e(t) pour tout t € I.

L’interprétation mécanique est évidente : le support de la trajectoire de e(t) est le cercle de
centre 0 et de rayon 1; le vecteur vitesse est tangent & la trajectoire dont orthogonal au rayon
vecteur. cqfd

Corollaire (Produit vectoriel).
Soient f et g deux fonctions dérivables (resp. de classe C') sur I & valeurs dans un espace
euclidien orienté E de dimension trois; alors f A g est dérivable (resp. de classe Ct) sur I et :

(1) nglt)) = £/0) A () + £ A1)

Corollaire (Produit matriciel).
Soient A et B deuz applications dérivables (resp. de classe C1)de I a valeurs respectivement

dans M, ,(K) et My, ,(K) alors AB est dérivable (resp. de classe C) sur I et :
(AB) = A'B+ AB'

Remarque. Attention! Dans les deux derniers exemples, la multiplication n’est pas commutative ;
il faut donc ne pas changer ’ordre des facteurs.
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3 Dérivées d’ordre supérieur

Cette section permet d’envisager les dérivées d’ordre k > 1 et d’étudier les différentes opérations
algébriques qui s’y rapportent.

3.1 Généralités

Définition 3.1 (Dérivée d’ordre k).

Soient k € N* et £ € F(I,E); les dérivées successives de f sont définies par récurrence ; on
pose (O = f et f est k fois dérivable si, et seulement si, £(*~1) est dérivable. La dérivée k¢ou
dérivée d’ordre k de f est notée aussi DF ().

L’ensemble des fonctions k fois dérivables sur I & valeurs dans E se note D*(I, E); D*(I,K)
est encore noté DF(I).

On a donc les relations :
£U) — (£)01) — (fo‘—l))’ _ (f(j—k))(k)

Définition 3.2 (Fonctions de classe C*).

Une fonction k fois dérivable est dite de classe C* sur I si, et seulement si, sa dérivée d’ordre
k est continue sur 1.

Une fonction est dite de classe C™ si, et seulement si, elle est de classe C* pour tout k& € N ou,
ce qui est équivalent, si, et seulement si, elle est k fois dérivable pour tout k € N.

L’ensemble des fonctions de classe C*¥ sur I & valeurs dans E est noté C*(I, E); C*(I,K) est
encore noté C*(I).

3.2 Exemples

Soit a € C;

&1\ (=) Ll O S W
vt € R\ {a}, W(t—a) - (t — a)k+1 et dt_k<a—t) N (@ — t)k+1

# ) (nfk)!(ﬁ a) sik<n
Vn € N, Vt € R, W{(t—a)}z n! sik=n
0 sik>n

vt € R, DF(cos)(t) = cos(t + kzg), D" (sin)(t) = sin(t + kzg)

D" (exp) = exp

D?¥(ch) = ch, D***!(ch) = sh, D?**(sh) = sh, D***!(sh) = ch

La dérivée d’ordre k d’une fraction rationnelle se calcule en la décomposant en éléments simples
sur C, puis en déterminant la dérivée d’ordre k de chaque éléments simples.
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3.3 Opérations
3.3.1 Linéarité de la dérivée d’ordre &k

Théoréme 3.1. Pour tout k € N U {co}, D¥(I,E) et Ck(I,E) sont des K-espaces vectoriels et
pour tout j € [0,k] :
DY (Af + pg) = AD(f) + n D7 (g)

PREUVE. Démonstration par récurrence sur j en utilisant : _ _
DI (M + pg) = (D) (M + pg)) = (ADY () + uD(g)) = AD?™ () + u D" (g) cqfd

3.3.2 Dérivée d’ordre k d’un produit

Théoréme 3.2 (Formule de Leibniz).
Le produit ¢ f de deux fonctions C* est une fonction de classe C* et

k k
(¢ f)(k) - Z Ciw(j)f(k*j) - Ci@(k*j)f(j)
j=0 §=0
PREUVE. Démonstration par récurrence sur k.

La propriété a été démontrée pour k = 1. On la suppose vraie au rang k ; il nous faut la démontrer
au rang k + 1.

(f) D) = ((of) )Y’ (an () g (k= n)

LA N/
= Z G (@(J)f(k_])) (linéarité de la dérivation)
j=0
k .
= Z G, (ga(jﬂ)f(k*j) + w(j)f(k7j+1)) (dérivée d’un produit)
§=0
kt1 koo ‘
=N C Mgkt Z ChpW) glh—itD) (en posant r = j + 1)
r=1 3=0
k
_ Cz(p(o)f(k+1) n Z( Lo ) flk+1-r) | Ck k (k1) £(0)
r=1
Jj+1
= Z Ck+1<P(T)f(k+1_T)
r=0
car Ck = Ck =1= k 1= Ck 41 et 'algorithme fondamental du triangle de Pascal donne :

vre,k], G +CL=Chy
On remarque que la dérivée d’ordre j de ¢ f est continue sur I. cqfd

Corollaire. C*(I) est une K-algébre.

PREUVE. La multiplication est stable sur C¥(I), la fonction constante 1 est de classe C>; C*(I)
est donc une sous-algebre de C(7). cqfd
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il 1Y

3.3.3 Inverse

Théoréme 3.3 (Inverse d’une fonction C*).

Linverse 1/ f d’une fonction numérique de classe CF qui ne s’annule pas sur I, est de classe
ck.

PREUVE. Démonstration par récurrence sur k.

La propriété a déja été démontrée pour £k = 1. On la suppose vraie au rang k. Si f est de classe
CF+l sur I, la dérivée (1/f) = —f'/f% = f' x (1/f) x (1/f) est de classe C*¥ comme produit de
trois fonctions C*, et donc 1/f est de classe CF*1. cqfd

Corollaire (Quotient de fonctions C*). Si f et g sont deur fonctions numériques de classe
CF et si g ne s’annule pas sur I, f/g est de classe C*.

3.3.4 Composition

Théoréme 3.4 (Composition de fonctions C*). La composée f o ¢ d’une application f de
classe C* sur I et d’une fonction ¢ de classe C* sur un intervalle J & valeurs dans I est de classe

Ck sur J.

PREUVE. Démonstration par récurrence sur k.

La propriété a déja été démontrée pour k = 1. On la suppose vraie au rang k. Si f et ¢ sont de
classe CF*1 la dérivée (f o ) = ¢/(f' 0 ) est de classe C¥ comme produit et composée de deux
fonctions de classe C*, et f o ¢ est de classe CF*1. cqfd

3.4 Difféomorphisme

Dans ce paragraphe, toutes les fonctions sont a valeurs réelles.

Rappelons que si J est un intervalle (non réduit & un point) et ¢ une fonction continue et
strictement monotone,

— I = p(J) est un intervalle de méme nature que J;

— ( réalise une bijection de J sur [ ;

— Dapplication réciproque ¢! est continue et de méme sens de monotonie que (.
On dit alors que ¢ réalise un homéomorphisme de J sur I.

Rappelons encore que si ¢ est un homéomorphisme de J sur I dérivable en un point u de J,
o~ ! est dérivable en a = ¢(u) si, et seulement si, ¢’ (u) # 0 et dans ce cas :

Ainsi, si ¢ est un homéomorphisme de classe C! de J sur I et si ¢’ ne s’annule pas sur J, ¢! est
. / .
de classe C! sur I puisque ¢t — (¢ 1) () = 1/(¢'(¢~1(t))) est continue.

Définition 3.3 (C*-difféeomorphisme).
Une application ¢ est un C*-difféomorphisme de J sur I si ¢ réalise une bijection de J sur I
et si p et ¢! sont de classe C*.

Théoréme 3.5 (Caractérisation des C*-diffeomorphismes).
Soit J un intervalle non réduit a un point ; @ réalise un C*-difféomorphisme de J sur I = o(J)
si, et seulement si, @ est de classe C* sur J et ¢’ ne s’annule pas sur J.

PREUVE.

C’est une conséquence de la définition, 'existence de la dérivée de ¢~
de ¢’ sur J.

Démonstration par récurrence sur k. Puisque ¢’ est une fonction continue qui ne s’annule pas sur
Pintervalle J, ¢’ est de signe constant sur J et ¢ est une fonction strictement monotone ; ¢ réalise

I impliquant la non nullité
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donc un homéomorphisme de J sur I = ¢(J) et (p7') = 1/(¢’ 0 ¢™!) ce qui assure la continuité
de (1)’ et montre que la propriété est vraie pour k = 1.

Supposons la propriété vraie au rang k. Soit ¢ de classe C*T1; en particulier ¢ de classe C* et,
puisque ¢’ ne s’annule pas, ¢ réalise un difféomorphisme de classe C* entre .J et o(J ); le calcul
de (1) =1/(¢ o) montre que (¢~')" est de classe C* et donc montre que ¢~! est de classe
ck+1, cqfd

3.5 Fonction de classe C*¥ par morceaux

Généralisons la définition des fonctions continues par morceaux aux fonctions dérivables et de
classe C* par morceaux.

3.5.1 Définition

Définition 3.4 (Fonctions de classe C* par morceaux).

Soit [a,b] un segment de R ; f est dite de classe C¥ par morceaur sur le segment [a, b], si, et
seulement si, il existe une subdivision (a;)o<i<n de [a,b] telle que la restriction de f & chaque
intervalle ouvert ]a;, a;+1[ se prolonge & une application de classe C* sur le segment [a;, ;1]

Les fonctions de classe C¥ par morceaux sur [a, b] & valeurs dans E sont notées C*M([a, b], E) ;
C* M([a, b], K) est encore noté CM ([a, b])k.

Une fonction est dite de classe C* par morceaux sur un intervalle quelconque si, et seulement
si, sa restriction & tout segment est de classe CF par morceaux.

3.5.2 Dérivée d’une fonction de classe C* par morceaux

Si f est une fonction de classe C* par morceaux sur le segment [a, b], ses dérivées, jusqu’a 'ordre
k, sont définies sur [a, b] privé des points d’une partie finie, points d’une subdivision subordonnée &
f. On notera D’ f la dérivée d’ordre J et on pourra la prolonger par 0 aux points de la subdivision
pour en faire une fonction continue par morceaux.

Caractérisons les fonctions f de classe C* par morceaux qui admettent une dérivée D f égale a
0. On a les propositions suivantes :

Proposition 3.6 (Caractérisation des fonctions en escalier).
Si f est de classe C' par morceauz sur le segment [a,b], f est en escalier si, et seulement si,
Df =0.

PREUVE. Soit (a;)o<ign une subdivision subordonnée a f. Pour tout ¢ € [1,n], la restriction
de f a lintervalle ouvert Ja;—1,a;[ est constante si, et seulement si, sa dérivée est nulle sur cet
intervalle. cqfd

Proposition 3.7 (Caractérisation des fonctions constantes sur un segment).
Si f est continue sur le segment [a,b] et de classe C' par morceauz sur [a,b], £ est constante
si, et seulement si, Df = 0.

PREUVE. Les seules fonctions en escalier sur [a,b] qui sont continues sur [a,b] sont les fonctions
constantes. cqfd

Proposition 3.8 (Caractérisation des fonctions constantes sur un intervalle).
Si f est continue sur l’intervalle I et de classe C' par morceaux sur I, f est constante si, et
seulement si, Df = 0.

PREUVE. Appelons ([ay, b,]), une suite croissante pour l'inclusion de segments emboités dont la
réunion est I. f est constante sur I si, et seulement si, f est constante sur chaque [a,, by, puisque
les segments sont inclus les uns dans les autres, et f fonction de classe C' par morceaux, est
constante sur chaque [ay,, b,] si, et seulement si, D f est nulle sur chaque [ay, b,], donc sur chaque
segment de I. cqfd
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Série de Fourier

1 Série trigonométrique

1.1 Qu’est-ce qu’une série trigonométrique ?
Définition 1.1 (Série trigonométrique).

On appelle série trigonométrique toute série de fonctions (particuliéres)

co + Z(cn e™ 4 e ™) ou Z(an cosnt + by, sinnt)
n>1
ot (¢n)nez, (an)n et (bn)n sont des suites de nombres complexes.
Remarque. Rappelons que ¢,, €™ +c_,, et
de passer des ¢, aux a,, et b,.

= (¢ +c—p) cosnt +i(c, — c—p) sinnt, ce qui permet

1.2 Caractérisation des séries trigonométriques qui convergent norma-
lement sur R

Théoréme 1.1 (Convergence normale sur R des séries trigonométriques).
Soit co + Y oo i (cn €™ +c_p e ™) une série trigonométrique ; les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) la série > (cpe™ +c_, e™ ™) converge normalement sur R ;
(11) les séries > |cn| et > |c_n| sont convergentes ;
(731) les séries Yy |an| et > |bn| sont convergentes.

PREUVE.

(i) = (i1) On pose u,(t) = ¢, e +c_, e” " alors,

2ﬂ¢cn|::k/’ wn(t) e i gl/m|un(tﬂ|e*“”|dtzzjf (1)) dt < 27t

soit |¢n| < ||tn|loo, d’ott la convergence de la série D |cy|.
De méme, |c—p| < [Jtn]|oo, d’oit la convergence de la série > |c_p,|;

(it) = (iii) |an| = |cn 4 c—n| <lenl + |con| €t [bn] = |i(cn — c—n)| < |en| + [c—n]; par comparaison,

les séries Y |an| et > |b,| sont convergentes;

(1i1) = (i) pour tout t € R, ‘un(t)‘ = |an cosnt + by sinnt| < |an| + |by|, et, en passant & la borne

supérieure pour ¢ € R, |[tun|loo < |an|+ |bn|, ce qui assure la convergence normale sur R de la série
de fonctions > uy,. cqfd

1.3 Calcul des coefficients c;

Théoréme 1.2. Si la série trigonométrique > (¢, €™ +c_, e7™) converge uniformément sur R,

oo n
alors : S :t—co+ E (cne™ 4c_,e ™) = lim E e e* est continue et 2r-périodique sur R
n
n=1 k=—n

et

1 g :
WGZ%:@Ha:%/,wm%wt (1.1)

—T

PREUVE. La continuité des fonctions u, et la convergence uniforme sur R de la série > u,
montrent la continuité de la somme S'; puisque les u,, sont 27w-périodiques, S est 2m-périodique.

S(t)e ikt = coem £ 3% (¢ €™ 4c_y e7 M) ek est la somme d’une série uniformément
convergente sur R car

o0
sup g (cne™ +c_, e ) e_‘kt‘ = sup‘

ter! T2 teR!, =

Z (cne™ 4c_pe ™) — 0 (1.2)
+1 b
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On peut donc intégrer la série terme & terme sur le segment [—, 7| et on obtient :

I : =1 [T : , ,
(ex | 8) = 5- coe”dt+ > ° / (cne™ ™ 4oy e M) e ih gy (1.3)
- n=1 -
_J0 + c, sik#0 (1.4)
e+ 0 sik=0 '
car toutes les intégrales sont nulles sauf pour n = k. cqfd

Remarque. La convergence des séries numeériques Y |c,| et > |c_,| ou des séries numériques > |ay|
et > |b,| impliquent la convergence normale sur R, donc uniforme sur R de la série de fonctions
Up.

2 Coefhicients de Fourier

2.1 Fonctions complexes 27-périodiques et continues par morceaux

Le C-espace vectoriel des fonctions 2m-périodiques et continues par morceaux est noté CMo,.
De telles fonctions sont bornées et on peut se restreindre a un intervalle de longueur 27 pour en
déterminer les bornes (cas réel).

Vf € CMar, Hflloo=§glg\f<t>\= sup | f(t)]

t€la,a+2m)

La donnée d’une fonction g continue par morceaux sur un segment [a,a + 27| de longueur 27
définit une fonction f 27-périodique et continue par morceaux en posant

() = g(t) sit € [a,a+ 27
gt —2nm) site a4+ 2nm,a+ 2n7 + 27

L’intégrale sur une période d’une fonction périodique est indépendante de la période choisie;
on prendra [0, 27] ou [—7, 7] ou d’autres segments suivant le cas. On note

s

1 ("= 1 [ 1
19 =55 [ Too Wla=VTTH =[5z [ 12 Wli=52 [ 17

—T

L’utilisation d’un changement de variable (ou d’échelle) permet de passer d’une fonction T-
périodique & une fonction 27-périodique ; pour cela, on note w = 277 ! la pulsation et
— si h est une fonction T-périodique, alors f : t — h(T/(2w)t) = h(w™'t) est une fonction
2m-périodique;
— si f est une fonction 2mw-périodique, alors h : t — f(27r/Tt) = f(wt) est une fonction
T-périodique.

2.2 Coefficients de Fourier d’une fonction

Définitions 2.1 (Coeflicient de Fourier).
Si f est une fonction 27-périodique et continue par morceaux, on pose

Vn ez, fn)=calf) = lenl =5 [ fOe
2 [T 9 7 .
Vn € N*, a,(f) = - (t)cosntdt et by(f) = Py (t) sinnt dt
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Le coeflicient noté ¢, (f) ou f (n) est appelé coefficient exponentiel de Fourier d’ordre n de f; les
coefficients a,(f) et b,(f) sont les coefficients trigonométriques de f.

Remarques
co(f) f_ t) dt est la valeur moyenne de f sur une période.

an(f) = Cn(f) +con (f) et bn(f) = l(cn(f) - C—n(f))
Attention! ag(f) = 2¢o(f) et bo(f) = 0.

2.3 Propriétés des coefficients de Fourier

Proposition 2.1 (Linéarité par rapport a la fonction).
Pour tout entier n, c,, a, et b, sont des formes linéaires sur CMo,, i.e., par exemple :

Vn € Z, Y(f,g) € (CMax)?, V(A 1) € C%, cu(Mf + pg) = Aen(f) + pen(g)

Ainsi, f+— f est une application C-linéaire de CMoy vers CZ.
PREUVE. La linéarité de l'intégrale donne la solution :
1 " —int
en(Mf +pg) = - (>\f (t) + pg(t)) e~ dt
g [ e dts g [ g0 dt = den() + neas)
cqfd

Proposition 2.2 (Conjugaison).

Cn(?) =c-a(f), an(?) = an(f), bn(?) = bn—(f)

Si f est une fonction a valeurs réelles, cn(f) = c—n(f) et les coefficients an(f) et by (f) sont des
nombres réels.

PREUVE. L’intégrale du conjugué d’une fonction est le conjugué de l'intégrale :

/ f —lnt dt = — / f elnt dt = m = C_n(f)

)= 27r/_f— na=o | Wdﬁ = (0 cos(nt) dt = an (7)
b 27r/ f— dt = % Wdt % f()sin(nt)dt:bn(f)

cqfd

Proposition 2.3 (Parité).
Si f désigne la fonction t — f(—t), on a

Cn(f) = c-a(f), an(f) = an(f) et by (f) —bn(f)

Si f est une fonction paire, alors :
™

c—n(f) =cn(f), an(f) = %/0 f(t)cosntdt et by(f) =0
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Si f est une fonction impaire, alors :

c—n(f) = —=cu(f), an(f) =0 et by(f) = % /Oﬂf(t) sinnt dt

PREUVE. Le changement de variable t = —u fait affaire :
F 1 " —int 1 - inu 1 " inu
enf) =5 [ rtemar= oo [ pwen (cduy = oo [ e du=c ()
an(f) = % ! f(=t)cos(nt)dt = % B f(u) cos(—nu) (—du) = % ! f(u) cos(nu) du = an(f)
ba(f) = % /_F f(=t)sin(nt) dt = % Tr_ f(u)sin(—nu) (—du) = ;—j » (u) sin(nu) du = —by,(f)

Rappelons que l'on a, pour tout a > 0 et toute fonction g continue par morceaux sur le segment
[—a,al :

«@ 0 [e% 0 le% [e%
/_g(t)dt:/_ g(t)dt+/0 g(t)dt:/ g(—u)(—du)+/0 g(t)dt:/o (g()+g(~)) dt (2.1)

ce qui donne
[e3% @
la fonction g est paire = g(t)dt = 2/ g(t)dt
0

la fonction g est impaire —> gt)dt=0

—x

Si f est une fonction paire, les fonctions f et f sont égales, t — f(t) cos(nt) est une fonction
paire et ¢t — f(t)sin(nt) est une fonction impaire.

Si f est une fonction impaire, les fonctions f et f sont opposées, t — f(t)cos(nt) est une
fonction impaire et ¢ — f(t) sin(nt) est une fonction paire. cqfd

Proposition 2.4 (Effet d’une translation).
Soita € R et 7of :t— fla+1t); alors

cn(Taf) = e cn(f)

PREUVE. Les ingrédients : le changement de variable u = ¢ + a, la formule fondamentale de
I’exponentielle et la linéarité de l'intégrale.

1 " —in 1 e —in(u—a
en(raf) =5 [ [ft+a)e tdt:% f(u) e mu=a) gy
—T —m+a
1 T+a . . .
_ % . f(u) elna g=inu g, — gina Cn(f)

cqfd

Théoréme 2.5 (Caractére borné des coefficients de Fourier).
Pour toute fonction f continue et continue par morceaur, f est une suite bornée et

I flloe = sup|f(n)| = sup|en(F)] < £l < 1 flloo
nez neZ
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PREUVE. On a les inégalités suivantes :

2 |fo)| = | [ e )< [ a= [0 =2n < 20

s —T

Il ne reste plus qu’a passer a la borne supérieure sur n € Z. cqfd

De méme les suites (a( f))n et (bn( f))n des coefficients trigonométriques de Fourier sont
bornées :

F=m] <2 flh
F=n)| <2l

fo)+ F=m)| <|f
= fi(fm) + F=m)| <

(n)]
fn

+
)

Lemme 2.6 (de Riemann-Lebesgue).
Pour toute fonction f € CMax, cn(f) tend vers 0 quand |n| tend vers +oo, i.e.

h’rrlncn(f) = li}ln C—n(f) =0= h’rrlnan(f) = 1i7IlIl bn(f)

PREUVE.

Cas d'une fonction de classe C'. Une intégration par parties permet 'apparition d’un facteur
n~! et on remarquera la nullité de la partie intégrée : I'accroissement d’une fonction 27-périodique
entre —7 et m est nulle. Pour n # 0 on a :

—int t=x —int

e

" e dt = £(1) — | - f() dt—0+— Crmemar o (22)
et
1 / 1 !

Cas des fonctions en escalier. Soient ¢ une fonction en escalier, o = (ax)refo,p) une subdivision
adaptée, A la valeur (constante) de ¢ sur Uintervalle ouvert Jax—_1, ax[; alors

T ) P ar ) P s _ s
/ o(t)e it dt:Z/ A et dt:Z)\keXp( inax) jsp( inaj—1) (2.4)
k=1" k-1

- k=1

et

P
Z i (exp(—inak) — eXp(finak,l) ‘

lea(i)| = m\m

1 <& 1 &
< .| lexp(—inag) — exp(—inag_1)| < —— 210 — 0 (2.5
%MQ | exp(—inax) — exp( o] 2ﬂ|n|;| 20 29)

Cas général. Soient f € CMay, et € > 03 il existe une fonction en escalier ¢, sur [—m, 7| telle
que || f — @elloo <. Ainsi

len (D) = len(f = @e) + en(@e)] < lealf = @)l + len (@)l <N = Pelloo + len(pe)] < &+ |enlpe)]

Puisque | ¢, (¢:)| — 0 quand |n| — +o00, il existe un rang N tel que [n| > N implique |, (¢:)| < ¢,
et donc ‘cn(f)’ < 2g, ce qui montre que lim, ¢, (f) = lim, c_,(f) = 0.

Les coefficients trigonométriques a,(f) et b, (f) sont des combinaisons linéaires des coefficients
exponentiels ¢, (f) et c_,(f); ils admettent donc 0 comme limite. cqfd
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2.4 Ordre de grandeur des coefficients de Fourier et régularité de la
fonction

Proposition 2.7 (Coefficient de Fourier d’une dérivée).
Si f est une fonction 2n-périodique de classe C' sur R, alors

Vn e Z, co(f') =incy(f)

PREUVE. Une intégration par parties donne le résultat ; la partie intégrée est nulle car accroisse-
ment d’une fonction 27-périodique entre —m et .

2 e (f) = " f/(t)e*int dt = f(t)e*i”t |7:7r _ " f(t)(iine—int)dt

=0+in ! f(t)e ™ dt = 2minc,(f) (2.6)

cqfd
Proposition 2.8 (Coefficient de Fourier d’une dérivée d’ordre k).
Si f est une fonction 2n-périodique de classe C* sur R, alors
Vi € Z, ca(f) = (in)*cn(f)
PREUVE. Une récurrence sur k donne le résultat. cqfd

Proposition 2.9 (Extension aux fonctions de classe C*~! et C* par morceaux).
Si f est une fonction 2m-périodique de classe C*~1 et de classe C* par morceaur sur R, alors

Vn € Z, co(D* f) = (in)Fen(f)

PREUVE. Si f est une fonction continue et de classe C' par morceaux sur R, f est une primitive
de D f, 'intégration par parties est licite et la formule est vraie pour k£ = 1.
Une récurrence sur k donne le résultat. cqfd

Corollaire. Si f est 2m-périodique et de classe C* (resp. de classe C*~! et de classe C* par
morceauz) sur R, alors c,(f) est négligeable devant |n|=* quand |n| tend vers linfini.

1
en(f) Wioo O(W)

PREUVE. Considérons 'égalité ¢, (f) = (in) e, (f*)) (resp. ¢, (f) = (in) *c, (D f)) ; puisque le
lemme de Riemann-Lebesgue montre que ¢, (f*)) — 0 (resp. ¢, (D* f) — 0), le résultat est

démontré. cqfd
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2.5 Série de Fourier
2.5.1 Somme partielle de Fourier de rang n

Soient f une fonction 2m-périodique, continue par morceaux, et n un entier naturel; pour
t € R, on pose :

n

[Sn(f)](t) = Z ce(f) e = co(f) + Z(ck(f) e e i (f) e—ikt)
k=1

k=—n

=co(f) + Z(ak(f) cos kt + bi(f) sinkt)

k=1

Remarque. Si P est un polynome trigonométrique de degré d, pour tout entier n > d, la somme
partielle de Fourier de rang n est identique a P.

2.5.2 Série de Fourier

A toute fonction f 2w-périodique et continue par morceaux, on associe la série de fonctions

co( )+ (en(f) e +c_p(f) e7™), i.e. la série de fonctions co(f)+> (an (f) cosnt+b,(f) sinnt) ;
c’est la série de Fourier de f. On note [S(f)](t) la somme de la série de Fourier de f au point ¢
en cas de convergence.

n oo

[S(f)] (t) = lim e (f) et = co(f)+ Z (Ck(f) ikt +c_1(f) efikt)

I k=1

=co(f) + Z(ak(f) cos kt + bi(f) sinkt)
k=1

Se posent maintenant deux questions :

— pour quelles valeurs de t la série de Fourier converge-t-elle ?
— en cas de convergence, quelle est la valeur de la somme de cette série ? en particulier, cette
somme est-elle égale a f(t)?

3 Convergence en moyenne quadratique

3.1 Inégalité de Bessel

La somme partielle de Fourier d'une fonction f réalise une propriété extrémale qui s’éclaircira
avec la notion de projection orthogonale.

Proposition 3.1. Soient f € CMa, et n € N ; les coefficients de Fourier (Ck(f))ke[[—n . de f

rendent minimale expression Hf - > )\kekH2, ie. Sp(f) réalise le minimum de ||f — P2
pour tous les polynéomes trigonométriques P de degré au plus n.
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PREUVE. Soit (Ak)ke[—n,n] des nombres complexes ; alors

Hf— z": )\kekHz =(f- z”: Awer | f = z": Akek)

=, 2 =,
= 713 - k; Neer | f) - k; Neer | f) +Hk; Mee
- ||f||§ki ey Z A—M<f>+ki AP
||f||2+k2{ = D) O = ) - a2}
= ||f||3+é M=) —é ek (£)I?
> 1 - k_z ()P

I'inégalité ayant lieu si, et seulement si, Zzz_np\kfck(f)‘z =0, i.e. si, et seulement si, A\ = ¢, (f)
pour tout k € [—n,n]. cqfd

Ainsi, pour tout polynéme trigonométrique P de degré au plus n, on a :

n

I = Blly > 1 = SuDlls = 11l = 32 leeHI” = [171I; = ISn()];

k=—n

Proposition 3.2 (Inégalité de Bessel).
n

Si [ € CMar, les sommes Z lex(f)|? sont magjorées par Hin et

leo(f |2+Z len(F)I? + len(F)I?) < ||f||2 (3.1)
PREUVE. De Uégalité || f]|> = ||Su()]|2 + ||f — Su(f)||3, on tire
[SuDlE= 3 )l < 11 52)

k=—n

Les sommes partielles de la série & termes positifs |co[> + > (|cn|? + [c—n|?) sont majorées par

Hsz ; cette série est donc convergente et Hin est un majorant de sa somme. cqfd
Remarque. Le terme général d’une série convergente tend vers 0, ce qui montre que lim, ¢, =
lim,, c_, = 0. On retrouve le lemme de Riemann-Lebesgue.

3.2 Convergence en moyenne quadratique de la suite (Sn( f))n vers f

Théoréme 3.3 (Cas des fonctions continues).
Si f est une fonction continue et 2m-périodique, la suite (Sn(f))n COMVETgE €N MOoyenne qua-
dratique vers la fonction f, autrement dit :

|f = Su(f ||2H0 (3.3)
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PREUVE. La fonction f étant continue et 2m-périodique, pour tout € > 0, il existe un polynoéme
trigonomeétrique P; tel que || f — P:|loo < €. Pour tout entier n supérieur au degré de P., on a :

I = Sa()lly <1 = Pelly <[1f = Pefl <& (3.4)
cqfd
Corollaire (Extension aux fonctions continues par morceaux).

Si f est une fonction continue par morceaux et 2w-périodique, la suite (Sn(f))n converge en
moyenne quadratique vers la fonction f, autrement dit :

If = Su(H]l, — 0 (3.5)

PREUVE. La fonction f étant continue par morceaux et 2w-périodique, pour tout € > 0, il existe
une fonction g. continue et 2m-périodique telle que ||f — gc||2 < €. Pour tout entier n, on a :

Ilf = Sn(Dlly = If = 9¢ + 9c = Snlge) + Snlge) — Su(f)]],
[ = gelly + llge = Snlge)l, + [[Snlge = N,
<[ = gelly + llge = Snlgo)ll, + llge = £1l,

< 2+ ||g- — Sulg)]],

N

Puisque Hg‘E - ,S’n(gE)H2 — 0, pour n suffisamment grand,
n

f—Sn(f)H2 < 3e. cqfd

Théoréme 3.4 (Egalité de Parseval).
Si f est une fonction continue par morceaur et 2w-périodique, on a :

1 T [e%e} 1 [e%e}
1715 = 52 [ 1A dt = leo 4 3 (eal? + fecnl?) =leol? + 5 3 (lan? + [baf?)
—T n=1 n=1

PREUVE.
De 4[], = ISn(A)l, = 11 = Su(Dll, - 0. on tire [Su(Al, = EinlexNP = 171
2¢, = an — b, implique 4]c,|? = (an —1bn) (@0 +1bp) = |an|® — 1Guby + ianb, + [ba]?; de
méme, 4|c_, |2 = |an|? + @by — ianby + |bn?; ainsi [c|? + [c—p]® = (Jan|® + [ba]?) /2. cqfd

Proposition 3.5 (Expression du produit scalaire).
Si f et g sont deux fonctions continues par morceauz et 2mw-périodiques, alors :

n o0

1o =5 [ To= tm S alels) =il + 3 (Tl + e alie (o)

PREUVE. Puisque S, (f) — f et Sn(g) — g pour la norme || ||2, on obtient :
n n

(Sul() | Sul@)) — (F 1 9)

Or,

n n n n

(Sn(f) | Snlg)) =« Z cr(fer | Z cs(g)es) = Z Z cr(fles(g)ler | es) = Z cr(fer(g)

r=——"n S=—n r=—ms=—m r=——"n
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3.3 Les coefficients de Fourier déterminent la fonction

Théoréme 3.6. L’application f — f est une application linéaire injective de Cor vers CZ.

PREUVE. 1l suffit de montrer que le noyau est réduit & {0}. Considérons une fonction continue f

telle f = 0, i.e. telle que pour tout n € Z, ¢n(f) = 0. Dans ces conditions, la formule de Parseval
montre que || f|l2 = 0 et donc que f est la fonction nulle. cqfd

Corollaire. Deux fonctions 2m-périodiques et continues qui admettent les mémes coefficients de
Fourier sont égales.

PREUVE. Si f et g sont de telles fonctions, alors f = g, soit m =0etdonc f—g=0 cqfd

Corollaire (Extension aux fonctions continues par morceaux).
Deux fonctions 2m-périodiques et continues par morceaur qui admettent les mémes coefficients
de Fourier sont égales en tout point ou elles sont continues.

PREUVE. Si f et g sont de telles fonctions, alors f = §, soit cn(f —g) = 0 pour tout n € Z. La

formule de Parseval donne || f — g||3 = 0, soit [™_|f(t) — g(t)’2 dt = 0, ce qui implique la nullité
de f — g en tout point de continuité.
cqfd

4 Convergence ponctuelle

4.1 Cas des fonctions de classe C!

Théoréme 4.1 (Convergence normale de la série de Fourier d’une fonction C!).
Si f est une fonction 2mw-périodique et de classe C!, la série de Fourier de f converge norma-
lement sur R et sa somme vaut f.

Vi € R, f(t) —co+ Z(C” eint te e—int) =co+ Z(an cosnt + by, sinnt)

n=1 n=1

PREUVE.
Pour n € Z*, |cn(f)] = |(in) Len(f)] <271 (n72 + en(f')]?) grace a linégalité 2ab < a® + b?
pour a et b réels positifs. Ainsi :

S letDl <leoNl +5 3 (g + et = leolh) + D 75+ 5 O lesl)[
k=—n k=—n k=1 k=—n
k0

1 1
<leo(NI+3" 33 + 5141l
k=1

Les sommes partielles Y ' ’ck (f)’ sont bornées, les séries > |cy, | etZ‘c,n(f)’ sont convergentes.

co + D7 (e €™ +c_y, e, série de Fourier de f, converge normalement sur R vers une
fonction continue et 2m-périodique notée S(f), dont les coefficients de Fourier sont identiques &
ceux de f. Ceci montre que les fonctions S(f) et f sont identiques. cqfd

Remarque. Le lecteur attentif aura remarqué que ¢, (f) = (in) e, (f’) est le produit des termes
généraux de deux séries de carré sommable; ¢, (f) est donc le terme général d’une série absolument
convergente.

Théoréme 4.2 (Extension aux fonctions continue et C' par morceaux).
Si f est une fonction 2m-périodique, continue et de classe C! par morceauz, la série de Fourier
de f converge normalement sur R et sa somme vaut f.

PREUVE. On reprend la démonstration en utilisant I'égalité : ¢, (f) = (in) e, (D f) et en rem-
placant f’ par D f. cqfd
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4.2 Cas des fonctions de classe C! par morceaux

Théoréme 4.3 (de Dirichlet).

Si f est une fonction 2m-périodique et de classe C' par morceauz, la série de Fourier de f
converge en tout point t € R et sa somme est égale a la demi-somme de la limite & droite et de la
limite a gauche de f ent.

En particulier, en tout point t ou f est continue, la somme de la série de Fourier de f ent est

égale o f(t).

Vi e R, co+ Z(Cn eint te e—int) =co+ Z(an cosnt + b, sin nt)

n=1 n=1
t+h t—h
}llimo fE+h) ; 1 ) si f nest pas continue en t
=\ 750
f@) si [ est continue en t
PREUVE.
Noyau de Dirichlet. On pose D, (t) = Y__ el
En effectuant le changement d’indice r = —k, on remarque que D,, est une fonction paire :
n —n
Dn(—t)= Y e =3 "e" =D,(t) (4.1)
k=—n T=n

Valeur moyenne de D,

1 T 1 T ikt
o _ﬂDn(t)dt:;/O Dy (t Z / dt = Z(SM_&OO_1 (4.2)

k=—n
Simplification de D,, pour ¢t # 0 modulo 27 :

D (t) _ i (eit)k _ (eit)—n _ (eit)n-l-l _ eit/2 e—i(n+1/2)t — ei(n+1/2)t _ Sin(n + 1/2)t (4 3)
n 1 — eit eit/2 e—it/2 _ oit/2 sin(1/2t) )

k=—n

Expression de [S,(f)](t)

[Sn(N]() = Z e et = k_i (% /_: f(u) ek du> ikt

k=—n
_1 ikl 1 _
- f()k;n’” du=g- [ Dt~ uyau
1 t+m
5o [ fa—ap,edo=o [ - oD
— % ) (f(t =v)+ f(t+v))Dy(v) dv

Convergence de [S,(f)](t). On note f(t—) (resp. f(t+)) la limite a gauche (resp. a droite) de
fentetonpose2l = f(t—)+ f(t+). Puisque D,, est une fonction paire et que sa valeur moyenne
vaut 1, on peut écrire 27l = [ 2Dy, (u) du = [ (f(t—) + f(t+)) Dn(u) du, et :

e [5uN)0 = 5 (1) = 1= ) + (1060 = ste+0) ) Datw

L Tf) - fE =) | ft) = fttw)
= o / ( sim(w/2) | sin(u/2)

) sin(n +1/2)u du
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F=) = ft—w) _ f=) = ft—u) u/?
2sin(u/2) u sin(u/2)

continuité en u = 0 car :

Or, u— est continue sur ]0, 7] et prolongeable par

) = f—w) w2
0—(—u) sin(u/2) uto folt) > 1 (44)

De méme u +— (f(t+) — f(t +u)) (sin u/2)_1 est continue sur |0, 7] et prolongeable par continuité
en t =0 par — f)(t). Le lemme de Riemann-Lebesgue montre que lim,, (¢ — [S,(f)](t)) =0. cqfd
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Intégrer des fonctions & valeurs vectorielles, passer a la limite & travers un signe f , échanger les
signes Y et f , étudier des fonctions définies a I'aide d’une intégrale dépendant d’un paramétre,
voila le programme des réjouissances.

Dans ce chapitre, les fonctions sont définies sur un segment S = [a, b] et sont & valeurs dans F,
K-espace vectoriel normé de dimension finie, dont la norme est notée || ||

1 Intégrale des fonctions en escalier

Cette section généralise aux fonctions vectorielles la définition et les propriétés de I'intégrale
d’une fonction réelle en escalier vue en premiére année. C’est une section technique qui sert &
mettre en place la section suivante ; ne pas s’apesantir.

1.1 Généralités

Définition 1.1 (Intégrale d’une fonction en escalier).

Soient ¢ une fonction en escalier sur le segment S = [a, b] & valeurs dans E, Op = (ak)ogk<n
une subdivision subordonnée a ¢ du segment S, v la valeur constante de ¢ sur l'intervalle ouvert
Jak—1,ax] pour k € [1,n]. Le vecteur >_7_, (ar — ax—1)vy est indépendant de la subdivision o,
choisie, il est appelé intégrale de @ sur le segment S et noté [¢ ¢, f[a,b] ® ou f[a,b] p(t)dt.

n

o= [ o= eia=3@-am
/S [a,b] [a,b] Z

k=1

PREUVE. On pose I(p,04,) = >.p_i(ar — ax—1)vk. Si on ajoute un point o € Ja;—1,a;[ & la
subdivision o, on obtient :

1—1 n
I(p,0pUfa}) = (ax —ar—1)vi + (@ — ai_)vi + (@i — a)vi + > (a — ax_1)Vvk
k=1 k=i+1

n
= (ar —ar—1)vi = I(p,04)
=1
Un raisonnement par récurrence montre qu’on ne change pas I (¢, 0,) en ajoutant un nombre fini
de points & .

Si 01 et o9 sont deux subdivisions subordonnées & ¢, o1 U 02 est encore une subdivision
subordonnée & ¢ ; elle ne difféere de o1 et 02 que d’un nombre fini de points; ainsi

1(90,0'1) = I(‘Paal U 02) = 1(90702)
cqfd

Remarques.

Si ¢ est une fonction en escalier & valeurs réelles positives, f[%b] ¢ s’interpréte comme 'aire de
la portion de plan comprise entre les droites ¢t = a, t = b, ’axe Ot et le graphe de ¢.

f[a’b} ¢ ne dépend pas des valeurs de ¢ prises aux points a; pour k € [0,n].

Si ¢ est une fonction constante égale a v sauf en un nombre fini de points de [a, ], ¢ est en
escalier et f[%b] @ = (b — a)v. En particulier, si ¢ est nulle sauf sur un ensemble fini, f[%b] @=0.

1.2 Linéarité par rapport a la fonction

Proposition 1.1. Si ¢ et @ sont deux fonctions en escalier sur [a,b], et X et p deux scalaires,
on a :

/[aﬁb](/\ceruw))\/ p+u ]1#

[a,b] la,b
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PREUVE. Soient 0 = (ak)ogkgn une subdivision subordonnée & ¢ et 1, v (resp. wy) la valeur
constante de ¢ (resp. ¥) sur l'intervalle ouvert |ai_1, ag[, alors :

Vk € [1,n], Vt € lak—1, ax[, Ap(t) + pp(t) = Avg + pwy
et

/ (A + pap) = Zak*ak 1) (Avg + pwyg)
[a,b] —1

k
= )‘Z(ak —ag—1)Vi + ,uZ(ak — Qp—1)Wg (1.1)
k=1 k=1

A p+u P
[a,b] [a,b]

cqfd

1.3 Image de l’'intégrale par une application linéaire

Proposition 1.2. Soient ¢ une fonction en escalier sur [a,b] et u une application linéaire de E

vers F'; alors :
u(/ cp) = / uop
[a,b] [a,b]

PREUVE. Soient 0 = (ak)ogkgn une subdivision subordonnée a ¢, vy, la valeur constante de ¢
sur Uintervalle ouvert Jag—_1,ax[; alors u(vy) est la valeur de uo ¢ sur Jag_1, ax| et, utilisant la
linéarité de u, on obtient :

n

u(/[aﬂb ) é aj — Qp—1 Vk)) Z(ak —ag—1)u(vg)

k=1 (1.2)
= / uo
[a,b]

cqfd

1.4 Inégalité de la moyenne

Proposition 1.3. Si ¢ une fonction en escalier sur [a,b], on a :

H/ gaH</ lel < (b—a) sup lo(t)]
[a,b] [a,b] t€[a,b]

PREUVE. Soient 0 = (ak)ogkgn une subdivision subordonnée a ¢, vy, la valeur constante de ¢
sur lintervalle ouvert Jai_1, ax[; alors || vg|| est la valeur de ||| sur Jag—_1,ax] et :

I el =X - am] < Y- acnivid = [ el
[a,b] h—1 k1 [a,b]

<Y (ak —ar—1) sup [l@(t)] = (b—a) sup [lpt)] (1.3)
=1 t€la,b] t€la,b]

cqfd

2 Intégrale des fonctions continues par morceaux

Nous continuons la généralisation du cours de premiére année : ce paragraphe propose de définir
I'intégrale des fonctions & valeurs dans F et continues par morceaux sur un segment de R.
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2.1 Définition de ’intégrale

L’intégrale est définie a I’aide d’un passage a la limite. L’intégrale d’une fonction en escalier est
connue ; une fonction continue par morceaux sur un segment est limite uniforme sur ce segment
d’une suite de fonctions en escalier ; par définition, 'intégrale d’une fonction continue par morceaux
est définie par la limite des intégrales de cette suite de fonctions en escalier.

Lemme 2.1. Soient f une fonction a valeurs dans E et continue par morceaux sur le segment
[a,b], et (¢,), une suite de fonctions en escalier qui converge uniformément vers £ sur [a,b] ;
alors,

(1) la suite des intégrales (f[a ) p,) admet une limite dans E ;

(1) cette limite ne dépend que f et non pas de la suite (¢,,),,-

PREUVE.
(i) Montrons que ( f[a b]cpn) est une suite de Cauchy dans E. Puisque la suite (¢, ), converge
’ n

uniformément sur [a, b] vers f, on a :
Ve>0,INEN, Ve N, Vte[a,b], n>N = |, (t) - £t)] < ¢
donc V(n,p) € N?, Vt € [a, 1],

n>N = |l,(t) = nip (DI < @, (1) = ED) + llp, (8) — £(D)]] < 2¢

et VY(n,p)N%, n>N — Spr]H90n+p(t) —p, )| <2
te|a,

Ainsi, pour tout p € N et tout n > N, on a :

H/ <Aaner 7/ Pnll = H/ ((anrp - (pn)
[a,b] [a,b] [a,b]

La suite ( f[%b] gan)n est donc convergente puisqu’elle est de Cauchy dans E.

| <0=a) 5up [, — pull <200 - a)e
t€la,b]

(i) Soit (v,,),, une autre suite de fonctions en escalier qui converge uniformément vers f sur [a, b].
On considére la suite (p,,),, définie par :

Vp € N7 p2p = ('pp et p2p+1 = ’ll}p

La suite (p,,),, converge uniformément vers f sur [a, b] ; la suite ( f[a »)Pn) ) admet donc une limite
) n
dans E et les deux suites extraites ( f[a’b} cpp)p et ( f[a’b} wp)p admettent cette méme limite.
cqfd

Définition 2.1 (Intégrale d’une fonction continue par morceaux).

Soient f une fonction continue par morceaux sur le segment S = [a,b] et (¢,,),, une suite de
fonctions en escalier qui converge uniformément vers f sur [a, b] ; on appelle intégrale de f la limite
de la suite (ﬁa7b]gon)n et on la note [ f, f[a’b} f ou f[%b] f(t) dt.

Si (¢,,)n est une suite de fonctions en escalier qui converge uniformément vers f sur [a, b],

/ f= / f(t)dt = lim P,
[a,b] [a,b] " Jla,b]

Remarques.

Cette définition est compatible avec la précédente; si f est une fonction en escalier, la suite
constante égale a f converge uniformément vers f sur [a, b].

Cette définition est aussi compatible avec celle de premiére année : si f est une fonction réelle,
les fonctions en escalier majorante et minorante a (n+ 1)1 prés définissent une suite de fonctions
en escalier qui converge uniformément vers f sur [a, b].
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2.2 Linéarité par rapport a la fonction

Proposition 2.2. Sif et g sont deuz fonctions continues par morceauz sur [a,b], et X et p deuz

scalaires, on a :
/ ()\f+ug)=k/ f+u/ g
[a,b] [a,b] [a,b]

autrement dit, f € CM([a,b], E) — f[a p £ est linéaire.

PREUVE. Soit (¢,,),, (resp. (3,,),) une suite de fonctions en escalier qui converge uniformément
vers f (resp. g); alors (A, + uap,,),, est une suite de fonctions en escalier qui converge uniformeé-
ment vers Af + ug sur [a, b], et :

[a,b] [a,b] [a,b] n [a,b] [a,b]

cqfd

2.3 Intégrale de deux fonctions qui coicident sauf sur une partie finie
d’un segment

Proposition 2.3. Deux fonctions continues par morceaux qui coicident sur une partie finie de
[a,b] ont des intégrales égales.

PREUVE. Nommons-les f et g; alors g — f est nulle sauf sur une partie finie de [a,b], donc en

escalier et :
Oz/ (g—f):/ g—/ f (2.2)
[a,b] [a,b] [a,b]

cqfd

Si f est une fonction définie sur [a,b] privée d’une subdivision 0 = (ax)ogkgn, €t si, pour
tout k € [1,n] la restriction de f & chacun des intervalles ouverts |ax_1,ax[ est prolongeable
par continuité sur [ag_1, ag], on définit I'intégrale de f par l'intégrale de I'un quelconque de ses
prolongements f', qui est une fonction continue par morceaux. Remarquez que f n'est pas, en
général, continue en ay.

2.4 Image de l'intégrale par une application linéaire

Proposition 2.4. Soient f € CM([a,b],) et u une application linéaire de E vers F'; alors

u(/[%b] f) = /[a,b] uof

PREUVE. La propriété est vraie pour les fonctions en escalier; un passage a la limite donne le
résultat pour les fonctions continues par morceaux.

Soit (¢,,),, une suite de fonctions en escalier qui converge uniformément vers f ; u, application
linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie, est continue et lipschitzienne; (uo¢,,), est
une suite de fonctions en escalier qui converge uniformément vers uo f sur [a,b] car

vt € [a,b], (e, ) —u(f®)lr < kulle, () - £0)lle
et sup [lu(p,(t)) —u(ft))llr < ka sup [le, () —£()]z — 0
t€la,b] t€la,b] n
Ainsi, f[a,b] uo ¢, tend vers f[a,b] uo f. La continuité de u implique que u(f[ayb] p,,) tend vers
u(f[%b] f). L’égalité pour tout n € N de u(f[mb] ®,) avec f[a,b} uo ¢, et l'unicité de la limite
donnent le résultat. cqfd
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Supposons E muni d’une base B = (e1, ez, ...,€p); il est maintenant bien connu que toute ap-
plication f se décompose sur cette base et on peut écrire pour tout ¢ € [a,b] : £(t) = > v _; fr(t)es
Dans ces conditions, on a le :

Corollaire (Intégrale et coordonnées).
f est continue par morceaux sur [a,b] si, et seulement si, les composantes fi le sont, et :

p
£
/[a7b1 ,;( [mb]fk ¢

PREUVE. On note e}, la forme linéaire qui, & un vecteur de F, associe sa k°composante relative a la
base B. e}, est continue (car linéaire) et f, = e} of est continue par morceaux sif l'est. A € K — Av
est continue (car linéaire) et frper est continue par morceaux si fi lest. L’équivalence annoncée
est démontrée.
P . . 2 N P BN * *
L’application du théoréme précédent a ej montre que ej( f[a,b] f), la composante de f[a’b} f

relative & ey, vaut f[a . e (f) = f[a ) fr- cqfd

Corollaire (Cas des fonctions complexes).
f € CM([a,b],C) si, et seulement si, Re(f) et Sm(f) appartiennent a CM([a,b],R) si, et
seulement si, f € CM([a,b],C) et

PREUVE. C’est un cas particulier du corollaire précédent. cqfd

2.5 Inégalité de la moyenne

Définition 2.2 (Valeur moyenne d’une fonction sur un segment).

1
[ s
b—a [a,b]
Théoréme 2.5 (Inégalité de la moyenne).
Si £ est continue par morceauz, Uapplication ||f] : ¢ — ||£(t)|| est continue par morceaux et :

I dl< < oo s i

PREUVE. Soit (¢,,),, une suite de fonctions en escalier qui converge uniformément vers f sur le seg-
ment [a, b] ; alors la suite (|[¢,,),, converge uniformément vers ||f|| sur [a, b], et (sup;e(qp)lln (D)),

Sif € CM([a,b], E), la valeur moyenne de f sur [a,b] est le vecteur

converge vers sup,(, 5 [|£(2)|]-

Des inégalités :
[a,b]

on tire, par passage a la limite sur n :

I, < 101 < @) suw prco

< /[ N2l < 6= s o, 0]

t€la,b]

cqfd
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2.6 Positivité et croissance de ’intégrale

Dans tout ce paragraphe, les fonctions sont & valeurs réelles.

Théoréme 2.6 (Positivité de I’intégrale).
Si f est une fonction continue par morceaux & valeurs réelles positives sur [a,b] (avec comme
toujours a < b), Uintégrale de f sur [a,b] est positive.

f continue par morceauz et ¥Vt € [a,b], f(t) >0 = f=0
[a,b]

PREUVE. Si f est positive, |f| = f et I'inégalité de la moyenne f[a nl = f[a b |f] > |f[a b fl=0
donne le résultat. cqfd

Théoréme 2.7 (Croissance de 'intégrale).
Si f et g sont deuz fonctions continues par morceauzr & valeurs réelles telles que f soit plus
petite que g, lintégrale de f est plus petite que l'intégrale de g.

(f.9) € CM(la, b R)? et Vi € [a,b], [(t) < glt) —> /[b]f</[ 9

PREUVE. (g— f) est une fonction continue par morceaux et & valeurs réelles positives ; la positivité
et la linéarité de I'intégrale donne le résultat :

ng[a,b](gf)/[a,b]g/[a,b]f (2.3)

cqfd

Théoréme 2.8 (Caractérisation des fonctions nulles).
Une fonction f continue et a valeurs positives sur un segment [a,b] est nulle si, et seulement
si, son intégrale est nulle.

f€C(a,b,R) et Vt € [a,b], f(t) =0 f=0 << f=0
[a,b]

PREUVE. Seule la condition nécessaire nécessite une démonstration. Démontrons la contraposée
et prenons une fonction f continue, positive et non nulle (« non nulle » sigifie « qui n’est pas la
fonction nulle », ou enore « non identiquement nulle » ; ne pas confondre avec une fonction qui ne
s’annule pas).

S’il existe to € ]a, b] tel que f(tg) > 0, il existe aussi n > 0 tel que pour tout t € |to—n, to+n[ on
ait t € Ja,bl et f(t) > 5 f(to) (continuité de f en ty). On appelle ¢ la fonction en escalier qui vaut
1 f(to) sur Jto — n,to + [ et qui est nulle en dehors. Ainsi f > ¢ et f[a’b} f> f[a’b} w=mnf(t) >0

Sinon, pour tout t € |a,b[, f(t) = 0 et, par continuité, f = 0 sur [a, b]. cqfd

Remarques. Une fonction f continue par morceaux et a valeurs positives sur un segment [a, b] est
d’integrale nulle si, et seulement si, f est nulle sur [a, b] sauf en ses points de discontinuité qui sont
en nombre fini.

Une fonction f continue morceaux, a valeurs positives sur un segment [a,b] et strictement
positive en un point de continuité, a une intégrale strictement positive sur [a, b].

Théoréme 2.9 (Inégalité de la moyenne, extension aux produits).
Soient (E, || |lg), (F, || lr) et (G,]] |lg) trois K-espaces vectoriels de dimension finie, B une
application bilinéaire de E x F dans G, k > 0 une constante telle que |B(x,y)lla < k||x||elly|lFr
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pour tout (Xx,y) € E X F ; alors, pour toute application £ (resp. g) continue par morceauz sur |a,b]
et a valeurs dans E (resp. F), on a :

|[ Bg), <k s itole [ fele
[a.b] ¢ ] [a.b]

t€la,b

En particulier, si (f,g) € CM([a,b],R)? et g a valeurs positives, on a :

inf {f(6)} / o< | fo< sw f(0 / g
t€la,b] [a,b] [ [a,b]

a,b] t€la,b]

PREUVE. Rappelons que B est une aplication continue ce qui montre que ¢ — B(f (1), g(t)) est
continue par morceaux. On peut écrire les inégalités :

vt € [a,0], |B(£(t),8(t))llc < kIE(®)llelg®)]r <k sup {[£@)]z}g®)]r (2.4)

tela,b

et la positivité de 'intégrale donne la relation.
L'inégalité infl, 5 {f(t)} < f(t) < supseq{f(t)} donne, par multiplication par le nombre
positif g(t) :
vt € [o,b], inf{f(B)}g(t) < F)9(®) < stb]{f(t)}g(t) (2.5)
a, tela,

et la positivité de 'intégrale donne la relation. cqfd

2.7 Additivité de l’intégrale par rapport a ’intervalle d’intégration

Proposition 2.10 (Restriction de I'intervalle d’intégration).
Si K est un segment contenu dans [a,b] et xk la fonction caractéristique de K, on a :

o f o
K [a,b]

PREUVE. Soient ¢ est une fonction en escalier sur [a,b], o, une subdivision subordonnée qui
contient les extrémités de K (sinon, on les ajoute) ; alors les fonctions <p‘ 5 €t XK coincident sur
K et les intégrales sont égales. L’égalité est donc vraie pour les fonctions en escalier.

Soit (¢,,),, une suite de fonctions en escalier qui converge uniformément vers f ; alors, la suite
(@nlK), (resp. (¢,XK),) convergent uniformément vers f|x (resp. xxf) sur K (resp. [a,b]). Un
passage 4 la limite donne le résultat. cqfd

. b
2.8 Notation |
a
Retrouvons la notation habituelle de 'intégrale : f; f grace a la :

Définition 2.3 (Extension de la notation f: f).
Soient I un intervalle et f une fonction continue par morceaux sur I ; alors pour (a,b) € I2, on
pose :

f[a’b} f sia<b

b
/af: *f[b,a]f sib<a
0 sia=10b

Avec cette nouvelle définition, on retrouve les propriétés fondamentales de 'intégrale : relation
de Chasles, linéarité par rapport a la fonction et inégalité de la moyenne. Seule la positivité a
besoin que les bornes de I'intervalle d’intégration soient dans le « bon sens ».
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Théoréme 2.11 (Relation de Chasles).
Si f est une fonction continue parmorceaux sur I et a, b et c trois éléments de I, alors :

b c c
/ £+ / £ = / £
a b a
PREUVE. Regardez les six cas possibles de placement de trois nombres a, b et ¢ les uns par rapport

aux autres. cqfd

Théoréme 2.12 (Linéarité).
Sia et b sont deuz points de I, Uapplication qui a f € CM(I, E) associe f: f est une application
linéaire.

PREUVE. Envisagez les cas a < b, a > bet a =0. cqfd

Théoréme 2.13 (Inégalité de la moyenne).
Si a et b sont deux points de I et f une fonction continue par morceauz, on a :

b
I/ dl<

PREUVE. Envisagez les cas a < b, a > b et a =b. cqfd

b
[ ] <l su e

tela,b

3 Convergences en moyenne et en moyenne quadratique
Les fonctions considérées sont définies sur le segment [a,b] et & valeurs dans C; elles sont

continues ou continues par morceaux sur [a,b]. On note C([a,d]) (resp. CM([a,b])) Vespace des
fonctions complexes continues (resp. continues par morceaux) sur le segment [a, b]. Puisque a < b

les intégrales s’écriront indifféremment f[a p O f;

3.1 Norme de la convergence en moyenne sur C([a, b))

wmﬁ

Il ll1 est une norme sur C([a, b]) ; cette norme est appelée norme de la convergence en moyenne
sur [a, b].

b
= d
N [ ()] de

k) =a

Extension a CM([a,b])

Imposons a toute fonction f € CM([a,b]) d’avoir la valeur 0 en tout point de discontinuité;

cette convention conserve la valeur de l'intégrale de f. Avec cette convention, f;| fl = 0 si, et
seulement si, |f(¢)| = 0 en tout point de continuité de f et donc en tout point de [a, b]. Ainsi | |1
est encore une norme sur CM([a, b]).

3.2 Produit scalaire sur C([a, b])

Définition 3.1. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] ; on pose :

b
<ﬂ@[ﬂﬁt_ﬁ%@m
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Théoréme 3.1 (Produit scalaire sur C([a,b])).
(| ) est un produit scalaire sur le K-espace vectoriel C([a,b]) des fonctions & valeurs dans K
continues sur le segment [a,b].

PREUVE. Linéarité a droite, symétrie (éventuellement hermitienne) et positivité sont évidentes;

0={(f|f)= f:|f|2 implique |f| = 0 puisque f est continue. cqfd

Extension aux fonctions continues par morceaux

En utilisant toujours la méme convention, on donne la valeur 0 en tout point de discontinuité
de la fonction, ( | ) reste un produit scalaire sur CM([a,b]), 0 = (f | f) = [;|f|? implique | f(¢)] =0
en tout point de continuité de f donc en tout point de 1.

3.3 Norme de la convergence en moyenne quadratique

b
1fle = VIFTH) = ,//[ = \// )t

I ll2 est une norme sur C([a, b]) ; cette norme est appelée norme de la convergence en moyenne
quadratique sur [a,b]; c’est la norme associée au produit scalaire.

Avec la convention de nullité de la fonction en tous ses points de discontinuité, || ||2 est une

norme sur CM([a, b]).

Théoréme 3.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
Si f et g sont continues par morceaux sur [a,b], on a

[ 7o <urtatala = e [ 12

L’inégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité si, et seulement si, f et g sont liées, i.e. proportion-
nelles.

(f gl =

PREUVE. On retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz déja démontrée dans le cas général d’un
produit scalaire réel ou hermitien complexe. cqfd

Proposition 3.3 (Comparaison des normes || |1, || ||2 et || ||o)-
Si f est continue par morceauz sur [a,b], on a :

[flle < Vb =allflle,  [[fllh < Vb= allf2

PREUVE.b
1£13 = [L1f1? < (b= a)supyeaplf(B)* = (b—a)llflIZ%
Il = L)1 1F1 = D < 202 = VB —al |2 cqfd

4 Intégration des suites de fonctions continues

Un petit paragraphe d’une grande importance pratique ; nous obtiendrons des conditions suf-
fisantes pour permettre la permutation des signes lim et f et des signes Y et f .
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4.1 Convergence uniforme et convergence en moyenne

Théoréme 4.1 (Convergence uniforme et convergence en moyenne).
Si (fn)n est une suite de fonctions continues qui converge uniformément vers [ sur [a,b], la
suite (fn)n converge en moyenne vers f et :

lim fn = / f= / lim f,
" Jla,b] [a,b] [a,p] ™

PREUVE. Puisque les fonctions f,, sont continues sur [a,b] et que la suite (f,), converge unifor-
mément, f est continue et :

[ [ 1)< [ 0= U= 11 < O @l T 0 (1)

ce qui montre que f; fn tend vers ff f et que la convergence uniforme sur [a,b] implique la
convergence en moyenne. cqfd

4.2 Intégration terme a terme d’une série de fonctions continues

Théoréme 4.2. Si (uy), est une suite de fonctions continues et si la série Y u, converge uni-
formément sur [a,b], la série des intégrales > f[a p) Un €st convergente et :

oo

/[a,b] ;un - 7;0 /[a,b] i

PREUVE. Appelons (Sy)» la suite des sommes partielles; c’est une suite de fonctions continues
(les uy, le sont) qui converge uniformément sur [a, b] vers la somme s de la série Y u,. D’aprés le

théoréme précédent, on a
b n_ b b b
[s=Y [ [s=[>u (12)
a k:O a n a a

n=0

. b " b
ce qui montre que » fa U, est une série convergente dont la somme est fa Y >0 Un- cqfd
=

Théoréme 4.3 (Cas de la convergence normale).
Si (un)n est une suite de fonctions continues et si la série Y u, converge normalement sur
[a,b], la série des intégrales Y f[a b]|“"| est convergente et :

- /[%b] ‘Z tn

n=0

00
|3
n=0

o oo
<[ funl =Dl
n=0"[a;b] n=0

PREUVE. Si la convergence est normale sur [a, ], elle est absolue et uniforme, et :
0o 00 o] b
S wn(®)] € Ylun ] € Yllunlle et il = [ Junl < b=l (43
n=0 n=0 n=0 a

ce qui montre la convergence de > f[a b |un| et 'inégalité annoncée. cqfd
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4.3 Convergence simple et convergence en moyenne
Peut-on affaiblir la condition de convergence uniforme pour passer a la limite & travers in signe

f[a,b] ? Oui, c’est 'objet du

Théoréme 4.4 (de convergence dominée).

Si (fn)n est une suite de fonctions continues par morceauz sur [a,b] et & valeurs réelles ou
complexes telle que

— la suite (fn)n converge simplement sur [a,b] vers une fonction f continue par morceaur ;

— il existe une fonction continue par morceaur ¢ G valeurs réelles positives telle que :

V(n,t) e N x I, |fo(t)] < o(t) (hypothese de domination)

/abf=/ablig1fn=ligl/abfn

PREUVE. La démonstration est admise. cqfd

alors

Remarque. Puisque toute fonction en escalier sur un segment est bornée sur ce segment, on peut
remplacer la fonction ¢ du théoréme de convergence dominée par une (fonction) constante, indé-
pendante de t € [a,b] et n € N.

Exemple 4.1. lim sin™ tdt = / X{z} =0
n 0

0
car V(n,t), [sin" t| <1 et Vt € [0, [, lim,, sin" ¢ = 0.

5 Primitives et intégrale d’une fonction continue

Etendre aux fonctions a valeurs vectorielles le théoréme fondamental du calcul intégral : I’in-
tégrale d’'une fonction est ’accroissement de 'une de ses primitives; voila le but de cette section.

I est un intervalle de R et les fonctions considérées sont des fonctions continues par morceaux
sur I et & valeurs dans F, un K-espace vectoriel normé de dimension finie.

5.1 Primitive d’une fonction continue

La primitivation est 'opération inverse de la dérivation, ce qui donne la

Définition 5.1 (Primitive d’une fonction continue).
Soient I un intervalle et f une fonction continue sur I; on appelle primitive de f sur I toute
application F de classe C! sur I telle que :

vte I, F'(t) =f(t)
On étend cette définition aux fonctions continues par morceaux :

Définition 5.2 (Primitive d’une fonction continue par morceaux).

Soient I un intervalle et f une fonction continue par morceauzr sur I ; on appelle primitive de
f sur I toute application F continue et de classe C! par morceaux sur I telle qu’en tout point de
continuité de f, on ait : F/(¢) = £(¢)

Théoréme 5.1 (Unicité).
Deuz primitives sur un intervalle d’une méme fonction continue par morceauzx sont égales a
une constante (additive) pres.
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PREUVE. Soient F; et Fy deux primitives de f sur I.

Si f est continue sur I, pout tout ¢ € I (F1 — F2)'(¢t) = F}(t) — F4(¢t) = 0, ce qui montre que
F1 — F5 est constante sur [’intervalle I.

Si f est continue par morceaux sur I, F; — Fy est continue et de classe C! par morceaux sur
I. En tout point de continuité de f, F1 — F5 a une dérivée nulle, donc est constante. cqfd

C’est le moment de réviser son tableau de primitives classiques.

5.2 Théoréme fondamental du calcul intégral

Lemme 5.2. Sif est une fonction continue par morceaur qui admet v pour limite a droite en un
point to € I, la fonction réelle g qui a h > 0 associe sup{||f(u)|| / w € [to,to + h]} admet ||v|| pour
limite a droite en 0.

PREUVE. Pour € > 0 donné, il existe n > 0 tel que :
u € [to,to+n = ||f(u) —v| <e (5.1)
En utilisant I'inégalité de Minkowski : |||f(w)|| — [|v||| < [|[f(u) — v||, on obtient :

u€ fto,to +n] = [Ivll —e <[f(w)[| <[[vl[+e
et Vh >0, h<n = [[vll —& < sup{|[f(u)[| / u € [to, to + A} < [IV] +¢

et g admet ||v|| pour limite & droite en 0. cqfd

Lemme ?.3. Soient £ une fonction continue par morceaux sur un intervalle I, a un point de I et
F:t— [,_ f(u)du; alors
(i) F est continue sur I ;
(i1) si £ admet une limite o droite en to notée f(to+), F admet une dérivée a droite en to et
Fy(to) = f(to+) ;
(7i7) si f admet une limite & gauche en ty notée f(to—), F admet une dérivée a gauche en ty et

Fy(to) = £(to—).

PREUVE.

(¢) La continuité sur I équivaut a la continuité sur tout segment de I. Soient S un segment de T et
Mg = sup{||f(t)]| /t € S} (une fonction continue par morceaux est bornée sur un segment) ; alors,
pour t; et t5 dans S, on obtient :

IB(t) ~ F(t)] = |

to ta
/ Fu) | < / ) du < [t — 1[0 (5.2)
u=ty u=t;

et F est lipschitzienne sur S (de rapport Mg), donc continue sur S.

(#4) Soit h > 0; utilisons le taux d’accroissement de F :

H%(F(to +h) = F(to)) — £(to+)| = %’

to+h
/u f(u)du—f(to—i-)H

=to

to+h
_ %’ / _: (£(u) = £(to+)) du (5.3)
< sup{|[£(u) — £(to+)[| / u € [to, to + ]} — 0

h>0

Ainsi, lim h™'(F(to +h) — F(tg)) = f(to+), i.e. F est dérivable a droite en to et F/j(ty) = f(to+).
h>0

(#4¢) Démonstration analogue.
cqfd
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On peut maintenant donner les proprié¢tés de F : ¢t € [ — fi:a f(u)du :

Théoréme 5.4 (Intégrale dépendant de sa borne supérieure).
Soient £ une fonction définie sur un intervalle I, a un point de I et F Uapplication qui o t
associe fvj:a f(u)du;
(i) si f est continue sur I, F est de classe C* sur I et F' =f;

(ii) sif est continue par morceaux sur I, F est continue et de classe C' par morceaux sur I et
DF =f.

PREUVE.
(7) Le lemme montre qu’en tout point tg de I, F admet une dérivée a droite et une dérivée a gauche
égales a f(tg) ; F est donc dérivable sur I et sa dérivée F/ = f est continue.

(#4) Le lemme montre que F est continue sur I. Soit S = [¢, d] un segment de I tel que f soit continue
sur 'intérieur ], d[ de S et prolongeable en une fonction continue fs sur S'; F’ 5 est donc de classe
C! sur lintérieur de S, admet une dérivée a droite en c égale a f‘s(c) et une dérivée a gauche en d
égale a fg (d) et la restriction de F a I'intérieur de S se prolonge en une fonction de classe C! sur
S. F est donc une fonction de classe C' par morceaux sur I dont la dérivée est égale & f en tout

point ou elle existe, i.e. DF = f.
cqfd

Théoréme 5.5 (Primitives et intégrale).
Si £ est une fonction continue (resp. continue par morceauzx) sur I et a un point de I,

(3 . c U u €es unlqu p 1Mty sur nu n 5
F [ I (g f d (& t l € P71 t € de f I lle en a
7 pOUT’ toute pT‘Zmthe ll € f sur 1 et tout a, S l ) on a

d b 2

PREUVE.
(i) F est une primitive de f; si F; est une autre primitive de f nulle en a, F — F; est nulle en a,
constante sur I, donc nulle sur I.

(#4) t — h(t) — h(a) est une primitive de f sur I nulle en a, donc égale a F.
cqfd

5.3 Applications

5.3.1 Accroissement et intégrale

Si f est une fonction de classe C! sur I, f est une primitive de la fonction continue f’. De méme,
si f est une fonction continue de classe C! par morceaux sur I, f est toujours une primitive de la
fonction D f continue par morceaux sur I. On a donc le

Théoréme 5.6. Si f est de classe Ct (resp. continue et de classe C* par morceaux) sur I, on a :

b

Y(a,b) € I%, £(b) — f(a) :/ £(t) dt

t=a

5.3.2 Primitives T-périodiques d’une fonction T-périodique

A quelles conditions les primitives d’une fonction T-périodique sont-elles T-périodiques ? La
proposition suivante répond a cette question.

Proposition 5.7. Sif est une fonction continue (resp. continue par morceaux) sur R et de période
T, les propositions suivantes sont équivalentes :
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(1) toutes les primitives de £ sont périodiques ;
(1) F:t el sza f(u) du est T-périodique ;
(idi) [, £(u)du = 0.

PREUVE.

i. = 1. F est une primitive particuliére.

it. = . F(T) = F(0), i.e. f[m f=o0.

iti. = 1. Soit h une primitive de f; posons H(¢) = h(¢t+T) — h(t) ; H est une fonction de classe
C! (resp. continue et de classe C' par morceaux) sur R, et :

H'(t)=h'(t+T7)-h'(t) =f(t+T)—£(t)=0 (5.4)

pour tout t € R (resp. en tout point de continuité de f); ceci implique que H est une fonction
constante égale & H(0) = h(T) — h(0) = f[o 7 £ = 0. Ainsi H est la fonction nulle et h est
périodique de période T'. cqfd

Proposition 5.8 (Intégrale d’une fonction périodique sur une période).

L’intégrale d’une fonction continue (resp. continue par morceaux) et périodique sur R est in-
dépendante de la période choisie.

En particulier, si f est T-périodique, on a les relations :

ca+T b+T b b+T
V(a,b)eRQ,/ f:/ f et / f:/ f
a b a a+T

PREUVE. Soit h une primitive de f sur R et posons H(t) = fi;T f(u)du = h(t+T)—h(t); la

relation (5.4) montre H est une fonction constante et donc H(a) = H(b).
Par application de la relation de Chasles, on obtient :

b+T a+T b b+T b
/ f:—/ f+/ f+/ f:/f (5.5)
a+T a a b a

cqfd

6 Calcul intégral

6.1 Formule d’intégration par parties

Théoréme 6.1 (Cas des fonctions de classe C!).
Si f est une fonction vectorielle et ¢ une fonction numérique de classe C* sur I, on a pour
tout a et b dans I :

b

b
[ @@www:w@ﬂwfwwﬂmf/ (D) dt

=aqa t=a

b b
| ewnwa = ot - el - [ e

PREUVE. De (pf) = pf'+¢'f, on tire o’ = (¢ )’ — 'f, ce qui donne le résultat par intégration.
La démonstration est analogue pour la seconde formule. cqfd

Théoréme 6.2 (Cas des fonctions continues et C' par morceaux).
La formule d’intégration par parties est encore valable pour les fonctions continues et de classe
C! par morceauz sur I.
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PREUVE. fi est une fonction continue et C! par morceaux sur I ; en dehors d’une partie finie du
segment S d’extrémités a et b, on peut écrire :

(e f)'(t) = e(OF () + ' (E(2) et w(OF' (1) = (0 1) () — " (DE(2)

ce qui donne le résultat par intégration. On a une formule analogue pour l'intégration par parties
de ft t) dt. cqfd

Proposition 6.3 (Formule d’intégration par parties itérée).
Sif est une fonction vectorielle et p une fonction numérique de classe C* (resp. de classe CF~1
et de classe C* par morceaux) sur I, on a pour tout a et b dans I :

t=b

LlﬂmﬁjleWMklwﬂ_wlfL%wf

p=0

PREUVE. Démonstration par récurrence sur k.
Le cas k = 1 est la formule habituelle d’intégration par parties.
La propriété est hériditaire grace au calcul suivant :

b t=b b
[ et —pwe ] - [ ot

t= k-1 t=
- (p(t)f(k) (t)} t_b _ {Z(_l)p(pl(lu)(t)f(k—l—?) (t)} b _ (_1)k /b w'(k)f
=a =0 t=a a
k-1 .
= [ + St apleen) ] 7y ape [y
p=0 - @
[ B E® (t) + i oD (1) FF=D) (¢ )} = + (—1)kHt /b ot f

cqfd

6.2 Changement de variable
6.2.1 Cas des fonctions continues

Théoréme 6.4 (Formule de changement de variable).
Si £ est une fonction continue sur I & valeurs dans E et ¢ une fonction de classe C' sur [, (]
a valeurs dans I, on a :

#(8) B
/t f(t)dt = / f(p(u))¢' (u) du

=¢(a)

PREUVE. Soit F une primitive de f (continue) sur I; F est C! sur I, F o ¢ est C! sur [a, 3] par
composition et (Foyp) =F op’ =fopy’, ce qui montre que Fo ¢ est une primitive de fop ¢’.
Ainsi :

¢ u=0 »(B)
| tew)ewau=Fopt)] " ~Flple) ~Fle) = [ a6

—a u=o ¢ ()

cqfd
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6.2.2 Cas des fonctions continues par morceaux

Théoréme 6.5 (Cas des fonctions continues par morceaux).
Si f est une fonction continue par morceauzr sur I a valeurs dans E et ¢ une fonction de classe
Ct sur [o, 8] a valeurs dans I et strictement monotone, on a :

©(B) B
/ f(t)dt = / f(p(u))¢' (u) du
t=p(a) u=q

PREUVE. Soit F une primitive de f (continue par morceaux) sur I; F est continue et C' par
morceaux sur I, donc de classe C! sur le segment [p(a), ¢(3)] privé d’une partie finie o ; F o ¢ est
donc continue sur [a, 3] et de classe C' en dehors de la partie finie <71~ (o) (la partie est finie
puisque ¢ est strictement monotone) et en dehors de cette partie finie, (Fop) = Fop ' = fop ¢/,
ce qui montre que F o ¢ est une primitive de f o ¢ ', et...Ainsi :

u=p w(B)

B
| et @au=Foew]' —Fete) ~F(e(e) = [t

=« U= t=p(a)

cqfd
6.2.3 En pratique

S’il s’agit de calculer une intégrale de la forme ff:a f(p(u)) ¢’ (u) du, posez t = p(u), calculez
formellement la différentielle dt = ¢’(u) du, remplacez les bornes par p(a) et p(/3) et servez chaud !

S’il s’agit de transformer l'intégrale ftb:a f(t)dt a l'aide d’une fonction strictement monotone
o, posez t = p(u), calculez la différentielle dt = ¢’ (u) du et remplacez les bornes a et b par ¢~ !(a)
et p~1(b).

Voila la grande force des notations de Leibniz qui ont permis 'essor du calcul différentiel et
intégral vers la fin du XVII® siécle.

6.2.4 Applications

Si f est continue par morceaux sur le segment [—a, a] avec a > 0,

/:_ f(t)dt = /“ (£(u) + f(—u)) du = {(2)[5_0 f(u)du sif est paire

-0 si f est impaire

Si f est continue par morceaux sur le segment [a,b], en utilisant le changement de variable
t=a+(b—a)uout="252 4 =0y

/:af(t)dt(ba)/ul_of(a+(ba)u)du bQ“/vl_lf(b;“+ b2“v) dv

7 Accroissements finis

7.1 Cas des fonctions réelles

Quelques rappels de premiére année concernant les fonctions réelles.
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Théoréme 7.1 (Théoréme de Rolle).
Si f est une fonction a valeurs réelles, continue sur le segment [a,b], dérivable sur l'intervalle
ouvert la, b[ et telle que f(a) = f(b), il existe ¢ € ]a,b[ avec

flle)=0

Théoréme 7.2 (Théoréme de Rolle, généralisation).
Si f est une fonction o valeurs réelles, continue sur lintervalle [a, +00], dérivable sur linter-
valle ouvert |a, +oo[ et telle que limy11oo f(t) = f(a), il existe ¢ € |a, +o00[ avec

flle)=0

PREUVE. On pose u = exp(—t), soit ¢t = —Ilnu et u — f(—Inu) se prolonge en une fonction
continue sur le segment [0, exp(—a)]. Le théoréme (habituel) de Rolle permet de conclure.  cqfd

Théoréme 7.3 (Egalité des accroissements finis).
Si f est une fonction a valeurs réelles, continue sur le segment [a,b] et dérivable sur l'intervalle
ouvert |a, b[, il existe ¢ € |a, b[ avec

f(b) = f(a)

7o) =

Théoréme 7.4 (Inégalité des accroissements finis).
Si f est une fonction a valeurs réelles, continue sur le segment [a,b], dérivable sur 'intervalle
ouvert la, b[ telle qu’il existe m et M vérifiant m < f'(t) < M pour tout t € ]a,b|, alors

_ f(b) ~ f(a)

< <M
b—a

Remarque. Le théoréme de Rolle et 1’égalité des accroissements finis tombent en défaut si les
fonctions sont & valeurs complexes ou vectorielles; ¢ — exp(it) fournit un contre-exemple sur le
segment [0, 27].

7.2 Inégalité des accroissements finis

Rappelons la relation fondamentale qui lit une fonction et sa dérivée : si f est une fonction
continue et de classe C' par morceaux sur I,

Y(u,v) € I?, f(v)f(u)/: f/(t)dt

Une majoration de ||f’(¢)|| donne une majoration de 'accroissement de f.
Considérons le cas des fonctions de classe C!.

Théoréme 7.5 (Inégalité des accroissements finis).
Si £ est une fonction continue sur le segment [a,b], de classe C' sur lintervalle ouvert |a, b,
et si A est un nombre positif vérifiant ||f'(t)|| < A pour tout t € ]a,b[, alors

1£(b) — £(a)[| < A(b —a)

PREUVE. Soient u et v deux points de ]a, b[ avec u < v; on a :

I1£(u) — £(v H—H/ £/(¢ dt} / I£(8)]| dt < /tiu)\dt:(v—u))\ (7.1)

Un passage a la limite pour u | a et v T b donne 'inégalité annoncée, puisque les limites existent.
cqfd
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Une fonction peut étre continue sur [a,b] et de classe C! sur ]a, b] sans étre de classe C! par
morceaux, t — tsin(¢~!) en est un exemple.
Envisageons maintenant le cas des fonctions continues et de classe C! par morceaux.

Théoréme 7.6 (Inégalité des accroissements finis).
Si f est une fonction continue et de classe C' par morceauzx sur lintervalle I, et X > 0 un
magjorant de ||f'(t)|| en tout point ou la dérivée existe, alors

V(a,b) € I, [[f(b) — £(a)]| < A(b —a)

PREUVE. Soit (a;)o<i<n une subdivision du segment [a, b] subordonnée a f. En utilisant I'inégalité
des accroissements finis sur [a;_1, a;], on obtient :

Vi € [[1, n]], ||f(a1) — f(ai_lﬂ < )\(ai — ai_l) (72)

En sommant ce inégalités et utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient le résultat demandé. cqfd

7.3 Prologement des fonctions de classe C*

Théoréme 7.7 (Prolongement des fonctions de classe C').
Si £ est une fonction continue sur le segment [a,b], de classe C* sur lintervalle ]a,b], telle que
' admet une limite (finie) en a, f est de classe C' sur le segment [a, b].

PREUVE. Les hypothéses sur f montrent que f est une fonction continue et de classe C! par
morceaux sur [a,b]. Appelons g le prolongement par continuité de f’ sur [a,b]. On peut écrire :

t t
£(1) = £(a) + / £ (u) du = £(a) + / g(u) du (7.3)
ce qui montre que f est de classe C! sur [a, b], puisque g est continue sur [a,b], et f'(a) = g(a) =
limy o £(2) cqfd

Théoréme 7.8 (Prolongement des fonctions de classe C¥).
Si £ est une fonction continue sur le segment [a,b] et de classe C* sur lintervalle ]a,b], et si,
pour tout r € [1, k], D'f admet une limite (finie) en a, £ est de classe C* sur le segment [a, b].

PREUVE. La démonstration s’effectue a 'aide d’une récurrence sur k, le cas k = 1 venant d’étre
démontré.

Si f est une fonction continue sur [a,b] et de classe C¥*! sur ]a, b], et si D" f admet une limite
en a pour tout r € [1,k+ 1], f vérifie les hypothéses du théoréme au rang k, et, par hypothése de
récurrence, f est une fonction de classe C* sur [a,b]. On peut donc affirmer que DF £ = £(*) veérifie
les hypothéses du théoréme au rang 1, ce qui montre que D f est de classe C!, et donc f est de
classe C**! sur le segment [a, b]. cqfd

7.4 Caractérisation des fonctions de classe C* par morceaux sur un seg-
ment

Théoréme 7.9. f est une fonction de classe C* par morceauz sur le segment [a, b] si, et seulement
si, il existe une subdivision (a;)o<i<n subordonnée a f telle que f soit de classe C* sur |a;_1,a;]
pour tout i € [1,n], et D" f admette une limite & droite en a;—1 et une limite & gauche en a; pour
tout r € [0, k].

PREUVE. Seule la condition suffisante mérite une démonstration, puisque, par définition d’une
fonction de classe C* par morceaux, la restriction de D" f & Jai—1, a;[ se prolonge en une fonction
continue sur [a;_1, a;], pour tout i € [1,n].

Par hypothese, la restriction de f a Ja;_1, a;[ se prolonge en une fonction f; continue sur [@i—1,a;].
La fonction f; vérifie sur [@i—1,a;] les hypothéses du théoréme de prolongement des fonctions de
classe C*. cqfd
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8 Formules de Taylor

8.1 Egalité de Taylor a I’ordre k

Théoréme 8.1 (Formule de Taylor a ’ordre k, reste intégral).
Pour une application £ de classe C* sur I et de classe C*T' par morceaus sur I, on a la formule
de Taylor a 'ordre k avec reste intégral

k ”
V(a,t) € I2, £(t) = f(a) + Y @ D" f(a) + Ry(t)

7!
r=1
¢ Nk (1)
avec Ry (t) = / % DM f(u) du = (t — a)FH! / % DF! fla+ (t—a)v)dv
u=a : v=0 :

PrEUVE. Utilisation de la formule d’intégration par parties itérée appliquée aux fonctions f et

o(u) = (t— u) ; pour tout p € [0, k], ¢ @ )(u) = (—l)pw <p("°+1)( )=0et:

(k—p)!

¢ k =t
Ry (t) = / M Dk+1 £(u) du = [Z %f(k p)( )} . +0

—Z t_“ f(k P)(a) 4+ £(t) — £(a) (8.1)

ce qui donne la formule annoncée en posant r = k — p.
Le changement de variable u = a + (t — a)v <= v = $= permet de passer de I'intervalle
« variable », i.e. dépendant de ¢, [a,t] & U'intervalle « fixe » [0,1], et donne la seconde expression

du reste. cqfd

8.2 Majoration du reste

Théoréme 8.2 (Inégalité de Taylor a ’ordre k).

Pour une application f de classe C* sur I et de classe CKT1 par morceauz sur I telle qu’il
existe un majorant My, de |[D* £(u)|| en tout point u ou la dérivée d’ordre k + 1 existe, on a
I'inégalité de Taylor a ’ordre £ :

[t — alFt+1
a) < gy M

'Ma.
—
~

S
i
=]

Y(a,t) € I2, Hf(t) -

PREUVE. On a la majoration suivante du reste Ry, :

IRk(0)] = |t~ af |

[_0 (1;7'” DM (a4 (¢~ a)v) dol|

k41 ! (1_U)k k41
<Jt—alt / B D4 £ 0+ (¢~ apo)| o (8.2)
v=0 :
| a|k+1/ i It — al*! My
{— 1-— Myjdv= ——-——
), LT M de K k+1

cqfd
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8.3 Formule de Taylor-Young
8.3.1 Développement limité d’une primitive

Théoréme 8.3. Sif est une fonction continue qui admet un développement limité a l'ordre k
au voisinage d’un point to de I, toute primitive F de £ admet un développement limité a ’ordre
k+ 1 au voisinage de tqy ; plus précisément,

k k
f(to +h) =Y _ hPa, +o(h*) = F(to+h) =F(to) +»_ ——

p=0 p=0

PREUVE. La fonction ¢ — e(to + h) = h™*(£(to + h) — Z];:o hPa,) se prolonge en une fonction
continue sur I (e(tp) = 0); par conséquent, Sup,c, +,+4)||€(t)|| admet 0 pour limite quand h tend
vers 0. On peut écrire :

k

1 hp-i-l
WHF(tO + h) — F(to) — pZ:O T 1ap
h k h
= ﬁ‘ /u:o(f(to +u) — ;(u)pap) duH = ﬁ’ /U:O uFe(to + u) duH
< /h wFdu| sup [le(to +w)| = ——  sup e — 0 (8.3)
|A*[1 ) =0 u€l[0,h] kE+1 ieitg torn h—0

cqfd

8.3.2 Développement limité de la dérivée d’une fonction C!

Théoréme 8.4. Une fonction de classe C', dont la dérivée admet un développement limité a
lordre k, admet un développement limité a lordre k + 1 et le développement limité de la dérivée
est la dérivée terme o terme du développement limité de la fonction ; plus précisément :

k k
f(to +h) = £(to) + > aph?™ +o(h*!) = '(to+h) = (p+ Day1h? + o(h¥)
p=0 p=0
PREUVE. f est une primitive de f’ et on applique le théoréme précédent cqfd

Remarque. Attention! Il faut supposer I'existence du développement limité de f’ sinon le théoréme
est mis en défaut : f(t) = ¢3sin 1 = o(t?) admet un développement limité & I'ordre 2, tandis que
sa dérivée n’admet un développement limité qu’a 'ordre O.

8.3.3 Existence d’un développement limité a4 I’ordre k& pour une fonction C*

Théoréme 8.5 (Formule de Taylor-Young).
Toute fonction de classe C* sur I admet un développement limité & Uordre k en tout point de
1, a savoir :

k p
£(to +h) = £(to) + 3 %f(l?) (to) + o(h)

p=1""

PREUVE. La démonstration se fait par récurrence sur k, le cas k = 1 ayant déja été traité (la
dérivation équivaut a l'existence d’un développement limité a lordre 1).
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Si f est de classe CkT1, f/ est de classe C* et admet, grace a ’hypothése de récurrence, un
développement limité a l'ordre £ :

k k

h? hP
£ (to +h) = f'(to) + > _ — DP£'(to) + o(hF) = > — £ (1) + o(hF) (8.4)

p! p!

p=1 p=0
et par intégration :
k
h —+1
£(t) — £(to) Z f<P+1>(t0) + o(RFHh) (8.5)
p= 0

9 Suites et séries de fonctions de classe CF

Si (fn)n est une suite de fonctions numériques qui converge simplement vers une fonction f sur
I'intervalle I, & quelles conditions peut-on affirmer que la limite f est dérivable, de classe C!, de
classe C*, de classe C* ? Les mémes questions seront posées pour I'étude des séries de fonctions.

Prenons, par exemple, f, : t — ,/t?> 4 —=. Les fontions f, sont des fonctions de classe C*

sur R ; la suite (f,), converge unlformement vers f :t+— [t| sur R, puisque :

1
/ 4 4 1
0< fn _ tQ n+1 < ntl
n+1 1 1 V4 1
n \/tQ = Y = S
et |fn— flloo < m ; or la limite f n’est pas dérivable sur R (f n’est pas dérivable en ¢t = 0).

Ceci montre insuffisance de la convergence uniforme de (fy,), vers f pour affirmer la dérivabilité
de f.

Dans cette section, les fonctions considérées sont définies sur un intervalle I de R et & valeurs
réelles ou complexes.

9.1 Dérivation de la limite d’une suite de fonctions

Lemme 9.1. Si (hy), est une suite de fonctions numériques continues qui converge uniformément
sur tout segment de lintervalle I vers une fonction (continue) h, la suite (Hy,), des primitives de
hy nulles en un point a de I converge uniformément sur tout segment de I vers la primitive H de
h nulle en a.

PREUVE. La continuité des h,, et la convergence uniforme sur tous les segments de I de (hy),
vers h montrent la continuité de h.

Soient S un segment (quelconque) de I et K = [¢,d] un segment de I qui contient S et a;
alors, pour tout t € S,

t
<|t—d sup’h h(u)‘ < (d=)||hn — hlloo,x  (9.1)

ueK
Ainsi, ||Hyp — Hl|loo,s < (d — 0)||hn — Alloo,xk — 0. cqfd

Théoréme 9.2 (Dérivation de la limite).

Si (fn)n est une suite de fonctions numériques de classe Ct sur I qui converge simplement sur
I vers f, et si la suite (f])n des dérivées converge uniformément sur tout segment de I vers g, f
est de classe C' sur I et f' =g, i.e.

Vtel, %(liglfn(t)) = 117511@(%(0))
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PREUVE. Pour tout t € I, f,(t) = fn(a) + sza fI(u) du; un passage a la limite sur n donne :

t

Viel, f(t)= f(a)+ / g(u)du (9.2)

u=a
ce qui montre que f est de classe C! sur I et f' = g. cqfd
Remarque. Si S et K = [c¢,d] sont des segments de I tels que K contienne S et a, les inégaltés
pour tout t € S

t

|fn(t) - f(t)| =

fule) = f@)+ [
[ (Gt - gt

‘e (9.3)
<Ilfala) = @) +[ [ 1£20) = gw)]
— J(@)| + 1t = al 157~ glloor
— J(@)| + (d = N~ glloeu

(f1w) = g(w)) du

< |fala) = fla)| +

| fala)
| fula)

NN

a

donnent :
1o = Flloo,s < fnla) = f(a)| + (d = )| f;, = glloo,ic

et montrent la convergence uniforme sur tout segment de I de la suite (f,), vers f.

Théoréme 9.3 (Extension aux fonctions de classe C*).

Si (fn), est une suite de fontions de classe C* sur I, si, pour tout r € [0,k — 1], la suite
(D" frn)n des dérivées d’ordre r converge simplement sur I vers g, si la suite (D* f)n converge
uniformément sur tout segment de I vers gy, la limite f est de classe C* sur I et

T

D" f=g,ie Vtel, % (h}ln fn(t)) = H}P(% (f"(t)))

PREUVE. La démonstration utilise une récurrence sur k; le cas k = 1 est le théoréme précédent.

Si la suite (fy), vérifie les hypotheéses du théoréme au rang k + 1, la suite (f}), vérifie les
hypothéses au rang k et, grace & ’hypothése de récurrence, g1, la limite de (f)), est de classe
C*. La remarque précédente, montre que la convergence de (f!), vers g; est uniforme sur tous
les segments de I. Ainsi, nous pouvons appliquer le théoréme de dérivation (k = 1) : f est C1,

f' = g1; ce qui montre que f est de classe CF*1. cqfd

9.2 Dérivation terme a terme d’une série de fonctions

Toujours la méme technique : utilisation de la suite (S,), des sommes partielles de la série :
Sn =D p_o Uk ; on sait dériver terme a terme une combinaison d’un nombre fini de fonctions, et

S = iuﬁc et D"S = iDruk
k=0 k=0

pourvu que les uy soient dérivables a ’ordre 7.

Théoréme 9.4 (Dérivation terme a terme d’une série de fonctions).

Si (un)n est une suite de fonctions numériques de classe Ct sur I, si la série > u,, converge
simplement sur I et si la série des dérivées Y ul, converge uniformément sur tout segment de I,
la somme de la série > u, est de classe C! sur I et

D(i un) = nij%Dun ie. Vtel, %(gun(t)) = nijou;(t)

n=0
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PREUVE. (S,),, est une suite de fonctions de class C L sur I qui converge simplement sur I vers la
somme S de la série Y uy, ; la suite (S),), converge uniformément sur tout segment de I vers la
somme de la série > u/ (qui est donc continue). Par application du théoréme de dérivation de la
limite d’une suite de fonctions, S est de classe C! et S’ est la somme de la série > u/,.

En prime, la convergece de la série Y u,, est uniforme sur tous les segments de I. cqfd

Théoréme 9.5 (Extension aux fonctions de classe C*).

Si (un)n est une suite de fonctions de classe C* sur I, si, pour tout r € [0,k — 1], la série
> D" uy,, converge simplement sur I et si la série D" w, converge uniformément sur tout segment
de I, la somme de la série > u,, est de classe C* sur I et

vr € [1,K], D’“(Z ) ZD’“un

n=0

PREUVE. Application a (S,,), de I'extension aux fonctions de classe C* du théoréme de la dériva-
tion de la limite d’une suite de fonctions. cqfd

9.3 Dérivée de la fonction exponentielle

Rappelons que la fonction exponentielle est la somme de la série > 2™ /n!, série absolument
convergente pour tout z de C.

Théoréme 9.6 (Dérivée de ’exponentielle).
L’application e, : t — exptz, ot z est un nombre compleze, est de classe C*° sur R et

d
De, =ze,ie. Vi€ R, E(exptz) = zexptz

PREUVE. Posons u,(t) = 2" /n!; les fonctions u, sont de classe C! (et méme C* sur R), la série
> uy, converge simplement sur R et, pour tout a > 0 et tout t € [—a,al,

n

0] = |

| a™ ! (9.4)

”*1’ - ﬂwﬁl CI
(n—1)! S (n—1)!

ce qui montre la convergence normale donc uniforme sur [—a, a] de la série Y ul,. La somme de la
série Y uy, est de classe C! sur R et sa dérivée vérifie :

o . ot n—1
vt € R, 7 (exptz) Z Uy, ZO mt” =z Z ﬁ = zexpzt (9.5)

n>0

e. est une fonction de classe C' qui vérifie De, = ze.; par récurrence, e, est une fonction de
classe C*, et ceci pour tout k, donc de classe C>°. cqfd

10 Intégrales dépendant de ses bornes

10.1 Intégrale du type z — [ f(t)dt

Rappelons que, si f est une fonction continue sur I, F : z — ff:a f(t) dt est la primitive de f
nulle en a, ce qui montre que F est de classe C! sur I et

xT
Vrel, F(z) = L ( / £(¢) dt) — f()
dx t=a
Si f est de classe C* sur I, F est de classe C*t1 sur I, puisque F/ = f est de classe CF.
Si f est continue par morceaux sur I, F est encore la primitive de f nulle en a; F est continue
sur I et de classe C' par morceaux sur I ; la formule de dérivation est valable en tout point de
continuité de f.
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10.2 Intégrale du type x — f;):(zzx) f(t)dt
Notons F une primitive de f sur I ; nous pouvons écrire

v(z)
g(x) = /t f(t)dt = F(v(z)) — F(u(z))

On obtient le résultat suivant : si f est une fonction continue sur I, si u et v sont deux fonctions
réelles de classe C! sur J a valeurs dans I, g est une fonction de classe C' sur J dont la dérivée se
calcule par

%(/tv(m) f(t)dt) = —

=u(x)

Q.|&

(v(2))v' (x) — F' (u(z))u' (z) = £(v(z))v' () — £(u(z))u'(z) (10.1)

formule & ne pas apprendre par coeur, mais a retrouver dans chaque application.

F
FI

11 Intégrales dépendant d’un paramétre

Nous étudions dans cette section les fonctions définies par une intégrale dépendant d’un para-
meétre, par exemple les fonctions J,,, n € N

1 ™
Jp T — —/ cos(zsint — nt) dt
T Jt=0

que Bessel introduisit pour la premiére fois en 1817 lors de I'étude d’un probléme de Kepler, et
employa, sept ans plus tard, pour étudier les perturbations planétaires.

Dans cette section, A désigne un intervalle de R ; & toute fonction f continue sur A X [a, b] et
a valeurs réelles ou complexes, on associe la fonction g définie sur A par la relation

o) = [ sapya

g(x) a bien un sens puisque t — f(x,t) est une fonction continue sur le segment [a, b].

11.1 Continuité sous le signe [

Théoréme 11.1 (Continuité des intégrales paramétrées sur un segment).
Si f est une fonction numérique continue sur A X [a,b], la fonction

b
g:x€A|—>/ flz,t)dt
t=a

est une fonction continue sur A.

PREUVE. (Hors programme)

Soit 2 un point intérieur & A; on peut alors trouver un segment [c,d] contenu dans A tel
que xg € |¢,d[. La continuité de f sur A x [a, b] implique 'uniforme continuité de f sur la partie
compacte [¢,d] X [a,b] = A, soit

Ve >0, In >0, V(z,t) € A, V(',t') € A,

lz—a| <net |t —t'|<n = |flz,t) = f' )| <

(b—a)
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En particulier,

vt e [a,b], V(o)) € [e,d, [z —a'| <n = |f(w,t) - f(a',8)] < (bfa)
et, dans ces conditions,
b b b
—_ A 1) — 1)) dt| < 1) — "oyl dt < € dt =
)=o) = | [ (t@n - )i < [ (fan-sejas [ e

Ainsi, |z — 29| < n implique ’g(x) — g(mo)’ < ¢; la fonction g est donc continue au point zq et,
puisque zg est un point quelconque de l'intérieur de A, g est continue sur 'intérieur de A.

La démonstration est analogue dans le cas ou x est une extrémité de A.
cqfd

Exemple 11.1. Puisque (z,t) — cos(zsint — nt) est continue sur R x [0, 2], les fonctions J,
sont continues sur R.

11.2 Dérivation sous le signe [

Théoréme 11.2 (Formule de Leibniz).
Lorsque f est continue sur A x [a,b] et admet une dérivée partielle % continue sur A X [a,b],
g est de classe C' sur A et

b b
g'(x):i( f(x,t)dt): OF () at

t=a t=a 8x

PREUVE. (Hors programme).

Soient xp un point intérieur & I et [¢,d] un segment de I tel que z¢ € ]¢, d]. La continuité de la
fonction Of /0 sur A x [a,b] implique son uniforme continuité sur la partie compacte compacte
A = [¢,d] X [a,b], ce qui donne

Ve >0, In >0, V(x,t) € A, V(a',t') € A,
of

v —2'|<net|t—t|<n = g(x,t)—

of
ox

/, t/ <
@0 5=g
Soit ¢ : u— f(xg+u,t) — u% (wo,t); la fonction v est une fonction de classe C! sur un voisinage
de u =0 et ¢ (u) = §L(wo+u, )= FL (x0, 1) ; pour [u| < 7 tel que zo+u € [, d], [ (v)| < &/(b—a).
Appliquons l'inégalité des accroissements finis : pour |h| < 71 tel que zo + h € [¢,d], on a

af €

() = $(0)] = | F(z0 + h.t) = F(20,8) = B3 (0, < Bl

Ainsi, en formant le taux d’accroissement de g en z, il vient

g(wo + h) — g(xo) b of

h i O

(o, ) dt| = |h|‘1‘/:a (0 + 1, t) = flwo,t) - h%(xo,t)} |

b
< [ [ ht) = fe0.0) ~ 5L 0]

b
< |h|-1/ hl— =
t=a —a

ce qui montre que

b h —($0, t) dt =0

b
i 9o + 1) — g(zo) 7/ of
t=a Ox



150

Intégrale des fonctions vectorielles sur un segment

La fonction g est donc dérivable au point zq et

: b oof
o) = [ St
Puisque zg est un point quelconque de lintérieur de A, la fonction g est donc dérivable sur
lintérieur de A.
La démonstration est analogue dans le cas ol zy est une extrémité de A.
Le théoréme de continuité des intégrales paramétrées sur un segment, montre la continuité de
¢’ sur lintervalle A la fonction g est donc une fonction de classe C! sur I'intervalle A. cqfd

Théoréme 11.3 (Extension aux fonctions de classe C¥).
" f
oz

Lorsque f est continue sur A x [a,b] et admet des dérivées partielles
jusqu’a Uordre k, g est de classe CF sur A et

continue sur A X [a, b]

r b b gr
vre [LAL o0 = o ([ fenan)= [ 27

- r T
dx t=a t=a Ox

(x,t)dt

PREUVE. Par récurrence sur k. cqfd

Exemples 11.2. Puisque (z,t) — 6% (cos(zsint)) = cos(zsint+7%)sint est continue sur Rx [0, 7],
Jo est de classe C! sur R et

1 s
Jo(z) = ;/ Ocos(msint—i— g)sintdt
t=

De méme, pour tout entier &, (z,t) — E?Tkk (cos(zsint)) = cos(wsint + k% )(sin¢)" est continue sur
R x [0, 7], Jo est de classe C* sur R et

1 s
D* Jy(z) = = / cos(zsint + kﬁ) sint dt
T Ji—o 2
Jo est donc une fonction de classe C* sur R.

De méme, les fonctions J,, sont de classe C* sur R.

Théoréme 11.4 (Division des fonctions de classe C*).
Soit f une fonction de classe C* sur R ; alors la fonction

£(0) six=0

est une fonction de classe C*° sur R.

PREUVE. En utilisant le changement de variable ¢t = x u, dt = x du, on obtient, pour = # 0,

f@) - 1) _1 zo (e dt = /:O f'(wu) du = g(x)

T T Ji—

Cette formule est encore valable pour = 0. Or, (z,u) — f’(xu) est une fonction de classe C*
sur R x [0, 1] et aaTkk (f'(zw)) = uP fEFD(zu); ainsi g est une fonction de classe C* sur R et

1 (k+1) 0
Vk € N, g(k)(O) - / ukf(k+1)(0) du = fi()
u=0 k + 1

cqfd
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11.3 Intégration sous le signe [

Théoréme 11.5 (Formule de Fubini).
Lorsque f est continue sur A x [a,b], pout tout segment [c,d] inclus dans A, on a

/:[ :a f(z,1) dt} dx/:a [/:cf(z,t) dz)} dt

PREUVE. (Hors programme)

Posons g(y [ft o f(@,t)dt] dz et h(y ft G fa,t) dx)] dt.

Pulsque x ftb . f(@,t) dt est continue sur A, la fonctlon g est une fonction de classe C! sur A
et g'(y) = [, f(z,t)dt.

Pulsque (z,t) fz S t)ydz et (y,t) = /0y ([, fx,t) do:) = f(y, ) sont continues sur

A X [a,b], la fonction h est une fonction de classe C! sur A et W' (y ft i
Les fonctions g et h ont la méme dérivée sur 'intervalle A et la méme valeur O au point y=c;
ces fonctions sont donc identiques et g(d) = h(d). cqfd

Exemple 11.3. Calcul de [ (In(b— cost) — In(a — cost)) dt pour 1 < a < b.

On remarque que In(b — cost) — In(a — cost) = ff:a(x —cost)"tdx et

™ bh— t ™ b 1 b ™ 1
/ mﬂdt:/ [/ 7dx}dt:/ [/ — = dt]de
t—g @ —cost t=0 L) p—=q T — cOSt 2=a LJi—0 T — cost

Le changement de variable u = tan(t/2), t = 2arctanu, dt = 2(1 + u?)~! du permet le calcul de
I'intégrale :

/’T dt /+°° 1 2 d2/+°0 du
t—o* —cost J._o x—1+21+ w2 T Juso @+ Du24(z—1)

2 /+°o du Jz+1 ; Jx+1
= = arctanu
r+1 Juo u24 2L x+1 x—1 z—1lu

x+1

u~>+oo 2 T
Va2 —12

Les calculs s’achévent par

T b—cost b a=b b+ V0E—1
/ lnﬁdt:/ de:ﬂln(x—i—\/aﬁ—l) :Wln;
t=0 @ —cost o=a V2?2 — 1 z=a a++va?—1
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1 Intégrale des fonctions positives

Le but de ce paragraphe est de donner un sens, ou de n’en pas donner, & des symboles comme :

—+o0 t2 1 —+o0 1 1 1
/ exp<f§) dt, / (* IHI) dl’, / t—2dt, / \/17—$2d1'
—o0 0 0 0 -

symboles que ’on peut encore écrire :

/ exp(—ﬁ) dt / (—lnzx)dzx / ldt / #dx
R 2/ 7 10,1] 7 10,400 12 0,1 V1 — 122

Pour —o0o < a < b < 400, il y a quatre types d’intervalles d’extrémités a et b : [a,b], [a,b],
la,b] et Ja,b[; ce qui donne quatre types d’intégrales possibles, qui doivent rester compatibles avec
I'intégrale sur un segment.

Notation. L’espace des fonctions continues par morceaux sur l'intervalle I et & valeurs positives
est noté CM(I,R4) ou encore CM™(I).

1.1 Intégrale d’une fonction sommable

Définition 1.1 (Fonction intégrable, sommable).
Une fonction f € CM™(I) est dite intégrable ou sommable sur Uintervalle I, si, et seulement
si, ’ensemble {fs f / S segment C I} est majoré, i.e.

f est sommable sur I <= IM > 0, VS segment C I, / <M
s

La non-sommabilité de f sur U'intervalle I s’exprime par
f n’est pas sommable sur I <= VM > 0, 35 segment C I, / f>M
s

Définition 1.2 (Intégrale d’une fonction).
Si f est une fonction sommable sur 'intervalle I, on appelle intégrale de f sur I, et on la note
[; I 1a borne supérieure de { [ f / S segment C I}.

/Ifsup{/sf/Ssegment C[}

Si f n’est pas sommable sur l'intervalle I, alors sups{fs f}=+4o0.

Remarque. Toute fonction positive et continue par morceaux sur le segment [a,b] est sommable
sur ce segment et son intégrale est égale a 'intégrale habituelle.

1.2 Sommabilité par réunion croissante de segments

Au lieu de prendre la borne supérieure des intégrales | g [ sur tous les segments S de I, on
peut se restreindre & une suite de segments bien choisis.

Définition 1.3 (Suite croissante de segments vers I).
On dit que la suite de segments (S, ), est croissante vers I si, et seulement si,

VneEN, S, CSup1 et | Su=1
neN
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(4)

(i)

Remarques.

Notons a, et b, les extrémités de Sy, soit S, = [an, by]; Sy est inclus dans Sy, 41 si, et seulement
si, an = apt1 et by, < bpiq; la suite (S,,), est croissante si, et seulement si, (a,), est une suite
monotone décroissante et (by,), monotone croissante et | J,,[an,b,] est un intervalle d’extrémités
a = lima,, et b = lim,, b,,.

La suite (S,)n est croissante vers [a, b[ si, et seulement si, (a, ), est une suite décroissante qui
stationne en a et (b,), est une croissante non stationnaire de limite b.

Soient a < b deux nombres réels distincts et ng un entier tel que a < b — 1/ng < b; alors la
suite ([a,b— 1/n])n>nU est croissante vers [a, b[.

La suite ([a,n])n>
Si I =]a,bl], on a des résultats analogues ; de méme pour I = |a, b].

, est croissante vers [a, +ool.

Proposition 1.1. Si (S,), est une suite de segments croissante vers I, pour tout segment K
inclus dans I, il existe un entier p tel que K C S, C I.

Proposition 1.2. Soit f € CM™(I) ; alors

(i) f est sommable sur I si, et seulement si, il existe une suite (Sp)n de segments croissante
vers I et un nombre M > 0 tels que

VnEN,/ <M
Sn

(ii) si f est sommable sur I, alors pour toute suite (T),), de segments croissante vers I

/If=sgp/Tnf=li}Ln/Tnf

Tout segment K C I est contenu dans un S, et les inégalités

[i<[ r<n
K Sy,
montrent que f est intégrable sur I.

Partons d’une suite (7},),, de segments croissante vers I. Puisque f est intégrable sur I, la propriété
de la borne supérieure montre que :

1
VnEN,EIKnsegmentC[,/f——</ fg/f
I n+1 Ko, I

11 suffit d’extraire de (7},), une sous-suite (Tw(n))n telle que K,, C T, (,) pour tout n. La suite
(Sn)n = (Typ(n)),, convient puisque

VneN,/If—ni1</I(nf</K fz/San/If

Si (T,)n est une suite de segments croissante vers I, la suite ( fT f)n est une suite croissante de

PREUVE.

P (n)

réels (positifs), majorée par f ; [ donc convergente vers sa borne supérieure et

1iTrln/Tnf=sgp/Tnf</If

Tout segment K de I est contenu dans un des T}, et

/Kf</Tpf<s1$p/Tnf
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Ainsi, sup,, [, f est un majorant des intégrales [} f, ce qui donne

/f = sup{/ f / K segment contenu dans I} < sup/ f
I K n JT,

cqfd
Théoréme 1.3 (Intégrabilité par réunion croissante de segments).

Soit (Sp)n est une suite de segments croissante vers I ; f € CM™T(I) est intégrable sur I si, et
seulement si, lim,, f s [ existe dans R ; dans ce cas,

/If=li£n/Snf=sgp/Snf

Sinon, f n’est pas intégrable sur I et lim,, fs f =sup, fs f=+oo.

Exemples 1.1. Cas des primitives explicitées par des fonctions élémentaires.
f]o 1 (—1Int)dt : on utilise la suite de segments S,, = [1/n, 1] et

/ (—Int)dt = —tInt 7t|z:/n 1 :/ (—Int)dt
[1/n.1] n 10,1]

¢t=2dt : on utilise la suite de segments S,, = [, n] et

1 1
[ -
[1/nn] t t

Cas des primitives qui ne sont pas explicitées par des fonctions élémentaires.
Jr exp(—t?/2) dt : on utilise la suite de segments S, = [-n,n] et

jiO,-l—oo[

t=n

1
— +00 d.e t el n’est pas intégrable sur ]0, +o00]
n

—1
=5

/[M] exp(—t?/2) dt =2 /0 exp(—t2/2)dt = 2 /0 exp(—t2/2) dt + 2 /1 exp(—t2/2) dt

Or, pour tout t > 1, exp(—t2/2) < texp(—t?/2) et

t=n
< exp(—1/2)
t=

/ exp(—t?/2) dt < / texp(—t?/2)dt = —exp(—t2/2)‘
1 1
ce qui donne

/ exp(—t?/2)dt < 2/1 exp(—t?/2) dt + 2 exp(—1/2)
[=n.n] 0

La fonction ¢ +— exp(—%) est donc intégrable sur R. On démontrera que

/ exp(—t2/2) dt = V27
R

1.3 Intégrabilité sur un segment

Théoréme 1.4 (Intégrales sur [a,b], [a,b], |a,b] et ]a,b]).

Toute fonction positive et continue par morceaux sur le segment [a,b] est intégrable sur ce seg-
ment, ainsi que sur les intervalles [a, b], |a,b] et ]a,b[; les quatre intégrales sont égales a ’intégrale
habituelle, celle du chapitre précédent.
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PREUVE. [a,b] est un segment particulier de I = [a,b]; donc, supg [ f = f[a nf = f; f.
Daus le cas I = [a, b], posons S,, = [a,b—1/n] pour n > 1/(b— a), et appelons F' une primitive
de f sur [a,b]; alors

/Snf = /abl/nf(t)dt=F(b— 1/n) — F(a) — F(b) — F(a) = /abf

n

puisque F est continue sur [a,b]. La fonction f est donc intégrable sur [a, b] et f[a ! = f; f
La démonstration est analogue pour I = |a,b], on pose S, = [a + 1/n,b] pour n > 1/(b — a),
et pour I =]a,b[, on pose S, = [a+1/n,b—1/n] pour n > (2(b— a))_1 cqfd

Remarques.

L’extension de l'intégrale est donc compatible avec I'intégrale précédente.

Une démonstration analogue montre que si f est intégrable sur [a, b[, f est intégrable sur |a, b]
et les deux intégrales sont égales. On a un résultat identique pour I = ]a, b].

1.4 Intégrabilité par intersection

Théoréme 1.5 (Intégrabilité par intersection).
Soient I un intervalle et c € I ; posons 19 = IN]—o0, ] et I = IN[c,+oc[. Pour f € CM™*(I),
f est intégrable sur I si, et seulement si, f est intégrable sur 19 et I et dans ce cas

Jr=hre )

PREUVE. Soit (S,), une suite de segments croissante vers I; (S9), = (S, N]—o0,¢])n (resp.
(84, = (Sp N [c, +00[)n) est une suite de segments croissante vers 19 (resp. I¢) et la relation de

Chasles donne fSn f= fsz f+ fsa f-

Si f est intégréble sur I, les innégalités fsﬁ < fSn f< [} f (resp. [qa < fSn f < [; f) montrent
que f est intégrable sur I9 (resp. I%). ’ ’

Réciproquement, si f est intégrable sur 19 et I%, les inégalités fSn f= fsg’ f+ fsg f < fIg f+

J;a f montrent que f est intégrable sur I.
Dans ce cas, lim,, fSn f=1limy, [qo f4+1my, [o f,soit [, f= [, f+ [af cqfd

Remarques.

Montrer l'intégrabilité sur I'intervalle ouvert |a, b], ¢’est montrer I'intégrabilité sur les intervalles
la, c] et [c,b] pour ¢ choisi dans |a, b[.

Montrer l'intégrabilité sur 'intervalle [a,b], c’est montrer U'intégrabilité sur Uintervalle [e, b]
pour ¢ choisi dans ]a, b[, puisque toute fonction positive et continue par morceaux est intégrable
sur le segment [a, c|.

Théoréme 1.6 (Additivité de ’intégrale).
Soient f € CM™ ([a,b]) et ¢ € [a,b]; alors f est intégrable sur [a,b[ si, et seulement si, f est

intégrable sur [c,b] et, dans ce cas,
[oi=] s+
[a,b] fasc] fe.b]

Soient f € CM™ (Ja,b]) et ¢ € [a,b]; alors f est intégrable sur |a,b| si, et seulement si, f est
intégrable sur]a,c] et sur [c,b] et, dans ce cas,

/ f= / i+ g
Ja,b] Ja,c] [e,d]



1 Intégrale des fonctions positives

159

1.5 Sommabilité sur [a,b] a I’aide d’une primitive
Rappelons le résultat suivant sur les fonctions réelles, continues et monotones.

Lemme 1.7. Soient F une fonction réelle définie sur [a,b| et (byn)n une suite de [a, b], monotone
croissante et de limite b ; alors

(i) si F est continue, lexistence de limyy, F(t) implique Uexistence de lim,, F(by,) et les limites
sont égales ;
(ii) si F' est monotone croissante, F' est majorée si, et seulement si la suite (F'(by,)), est majorée,
et dans ce cas limgyy F'(t) = lim, F'(by,) ;
(iit) si F est monotone décroissante, F est minorée si, et seulement si la suite (F(by))n est
minorée, et dans ce cas lim;yp F'(t) = lim, F(b,) ;

PREUVE.
(i) C’est bien connu;

(#i) Tout majorant de F' sur [a, b] est aussi un majorant de la suite (F'(by,)),. Puisque (b,), admet b
pour limite, pour tout ¢t € [a,b[ il existe un entier n; tel que ¢t < b,, < b, et, F étant croissante,
F(t) < F(by); ainsi, tout majorant de la suite (F(by,)), est aussi un majorant de F sur [a, b[. Par
conséquent, Sup;¢iq p| F(t) = sup,, F'(by,), ce qui montre 1’¢galité des limites.

(#4¢) La démonstration est identique.

cqfd

Théoréme 1.8 (Sommabilité et accroissement d’une primitive).
Soit f une fonction positive et continue par morceaux sur [a,b[; alors

f est intégrable sur [a,b] <> F:xz— [ f(t)dt est majoré ;

dans ce cas f= lim/ f)de

[a,b] z1b

sinon limgy [ f(£) dt = 400

PREUVE. F : z — f; f(t)dt est une fonction continue, de classe C' par morceaux sur [a, b et
croissante (f est positive). Soit (b, ), une suite croissante de limite b; ([a,by]), est une suite de
segments croissante vers [a, b[ et f est intégrable sur [a, b[ si, et seulement si, la suite ( f[a bo] n=

(F(by))n est majorée. Le lemme précédent permet de conclure.
cqfd

Exemples 1.2. [, ;(—Int)dt : on considere

t=1

1
/ (—lnt)dt = —tlnt — ¢ *)1:/ (—Ilnt)dt
T ]071]

=z z0

f[o,u(l - t2)_% dt : considérons

/ [N Y] pp— / L
——— dt = arcsin — == —_—

0o V1—t2 t=0 411 2 [0,1] V 1—1¢2
Proposition 1.9 (Intégrale de Bertrand).

1
t— W est intégrable sur [2,+o00] si, et seulement si, 8 > 1.
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PREUVE. Le changement de variable u = Int, du = ¢~ dt permet d’écrire

T 1 oln z 1 (hl ‘T)iﬁJrl — (111 2)7ﬁ+1 si ﬁ 7& 1
2 tnt) m2 Y Inu=In(lnz) —In(ln2) sipg=1

(1.1)

. Toodt . . .
etxlTlJIrnoo/z W existe si, et seulement si, -3+ 1 < 0. cqfd

1.6 Les références fondamentales

1.6.1 La fonction exponentielle

Pour A € R, t — exp(—At) est intégrable sur [0, +o0[ <= A >0

1
Dans ce cas, / exp(—At)dt = —
[0,400[ A

PREUVE. Si A #0, fox exp(—At) dt = = (exp(—Az) — 1) a une limite (finie) quand x — +o0 si, et
seulement si A > 0; dans ce cas, cette limite est % SiA=0, fow ldt =2 — +o0. cqfd

zT+4o00

1.6.2 La fonction logarithme

t — —Int est intégrable sur ]0,1] et / (—Int)dt =1
10,1]

1.6.3 Les intégrales de Riemann

Soient @ > 0 et o € R; t — t~* est-elle intégrable sur |0, a], sur [a, +oo], sur |0, 4o00[?

t— t~% est intégrable sur ]0,a] <= a < 1;
t — t~ est intégrable sur [a, +oo[ <= a > 1;

t st~ N'EST PAS INTEGRABLE sur |0, +oc0].

PREUVE.

Soit I =10, a]; calculons

l-«

t—oc+1

—dt={ —a+l
tO(

t=a  gTotl _ gpatl sia<1
= —

1 . 11—«
=z —a+t 20| 4o sia>1

— toosia=1

lnt|zz =Ilna—Inxzx

z]0
Pour I = [a, +00], calculons
t—otl t=z  p—atl _ go-1 +00 sia<l1
"z = — 1
/ —dt={¢ —a+1li=a —a+1 n
o ¢

m sia>1

1nt‘iz:1nzflna — toosia=1
- n

Pour I =10, +o0], posons S, = [1/n,n] et calculons

" tfa+1 t=n n7a+1 _ na71 ' 7& .
. i — sl
/ idt:/ idt: —a+1lit=n—1 —a+1

Sn [ n—t t¢

— 400
t=n . n
lnt|t:Tf1 =2lnn sia=1
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cqfd

Remarques. La fonction ¢ +— (b—1¢)™% (resp. t — (t—b)~) est intégrable sur I'intervalle [c, b] avec
¢ < b (resp. sur lintervalle ]b, ¢] avec b < ¢) si, et seulement si, a < 1.

La fonction ¢ — (¢ — b) ™ n’est jamais intégrable sur Uintervalle b, +o00].

La fonction ¢ +— (1 +t*)~! est intégrable sur I'intervalle |0, +o0] si, et seulement si, o > 1.

2 Opérations sur les fonctions intégrables

2.1 Sommabilité par combinaison linéaire & coefficients positifs

Théoréme 2.1 (Combinaison linéaire de fonctions sommables).
Soient f et g deux éléments de CM™(I) ; alors

(i) si f et g sont sommables sur I, f+ g est sommable sur I et

/I(f”):/IH/Ig

(i3) si f est sommable sur I, pour tout A > 0, Af est sommable sur I et

sy

PREUVE. Soit (Sy)» une suite de segments croissante vers I ;
(i) Vn, [ (f+9)=Jg [+ [s 9 — J; f+ [, 9; donc f + g est sommable sur I et [,(f +g) =

Lif+ 19
(i) [¢ M =X[; f— X[, f ce qui montre la sommabilité de Af et I'égalité [} Af =X [} f.
cqfd
Remarque. Pour des raisons techniques (les fonctions considérées sont a valeurs réelles positives

pour le moment), les scalaires sont positifs; dans la prochaine section, les scalaires seront des
nombres réels quelconques, et méme des nombres complexes.

2.2 Sommabilité par comparaison

Théoréme 2.2 (Comparaison globale).
Soient f et g € CM™T(I) telles que : ¥Vt € I, 0 < f(t) < g(t); alors
(i) si g est sommable sur I, f est sommable sur I et 0 < /f < /g;
I I

(i1) si f n'est pas sommable sur I, g n’est pas sommable sur I.

PREUVE. Soit (S,), une suite de segments croissante vers I ; alors
0<s<g = o< [ f< g
Sn Sn

(7) si g est sommable sur I, f ; g est un majorant de f s [, ce qui montre que f est sommable sur I
et 0< [, f< [r9;

(1) si f n’est pas sommable sur I, sup, fs f = +o0, donc sup,, fs g = 400 et g n’est pas sommable
sur 1. ' '
cqfd

Remarque. Ce théoréme est essentiel : il permet de montrer la sommabilité d’une fonction sans en
calculer une primitive.
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Corollaire. Soient f et g € CM™(I); s’il existe A >0 et B > 0 tels que
Vel 0<Af(t)<glt) < B )
alors, [ est sommable sur I si, et seulement si, g est sommable sur I.

PREUVE. Si f est sommable, alors B f est sommable, et g est sommable par comparaison globale
(g € Bf). Si g est sommable, alors % f est sommable (A > 0), et f est sommable par comparaison
globale (f < % g)- cqfd

Théoréme 2.3 (Comparaison locale, intégrabilité sur [a, b]).
Soient f et g € CM™([a,b]) ;

(1) f est intégrable sur [a,b| si, et seulement si, il existe ¢ € |a,b| tel que f soit intégrable
sur [c,b[;

(i3) si f = O(g), alors Uintégrabilité de g sur [a,b] implique 'intégrabilité de f sur [a,b[, et la
non-intégrabilité de f sur [a,b] implique la non-intégrabilité de g sur [a,b[;

(4i1) si f ~9; alors f est intégrable sur [a,b[ si, et seulement si, g est intégrable sur [a,b].

PREUVE.
(1) Déja vu; rappelons qu’une fonction continue par morceaux est intégrable sur tout segment ;

(1) si f = O(g), il existe un voisinage [c, b de b et un nombre réel M > 0 tels que Vt € [¢,b], f(t) <
M g(t), ce qui assure l'intégrabilité de f sur [e, b], et donc sur [a, b[;
(#i7) si f > 9 alors f = O(g) et g = O(f), ce qui montre I’équivalence annoncée.
cqfd

2.2.1 Intégrale de Bertrand, suite et fin

1
t— W est intégrable sur [2,+o0[ <= a>1ou(a=1let > 1)

PREUVE. La fonction ¢ — t~*(Int)~? est continue sur I'intervalle [2, +o0].
Le cas a = 1 déja été étudié.
Cas a > 1; on pose @ = 1 + 2¢; ¢ est donc un nombre strictement positif et

1 _ 1 (Int)=# 1
_ B8 _— _
ft) = t142¢ (lnt) T flde te +oo 0 tlte
Or, t +— t~(149) est intégrable sur [2, +00|, ce qui assure l'intégrabilité de f.

Cas a < 1; on pose & =1 — €t € est dons un nombre strictement positif et

_ 1 1 1, (Int)f
JO = =mpr ~tmep & 1O 20U

Or, t — t~! n’est pas intégrable sur [2, +00], ce qui assure la non-intégrabilité de f. cqfd

2.2.2 La fonction I'

Définition 2.1. On note I la fonction définie sur |0, +o0[ par

Ve >0, I'(z) = / et dt
10,400
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PREUVE. Pour z € R, on pose f, : t — e tt*~1 = e~telr=DInt. £ ost une fonction de classe C>®
sur ]0, +o0.

Au voisinage de t = 0, f,(¢) ot t*=1 = ¢t~(1=2) " ce qui montre que f, est intégrable sur ]0, 1]
si, et seulement si, 1 — z < 0, soit > 0.

Au voisinage de t = +oo, f,(t) = e7V/? (e7t/2t*—1) S O(e~'/?), ce qui montre que f, est
=400

intégrable sur [1, +oo[, sans condition sur x.
En conclusion, t — e~t*~1 est intégrable sur ]0, +o00o] si, et seulement si, z > 0. cqfd

Proposition 2.4 (Equation fonctionnelle de la fonction I').

‘Vm>0, FNz+1)=al'(z) e YneN,T'(n+1)=n!

PREUVE. Utilisons la suite de segments ([1/n,n])n>1 croissante vers |0, +oo[; ainsi
n
[(z) = lim/ e Tl dt
n Ji
Une intégration par parties sur le segment [1/n,n| s’impose et donne :

n t=n n
/ e T dt = —e " —/ (—e Hat®tdt
1 1

t=21
Or lim, n®e™" = 0 = lim, (1)%e~1/". Un passage  la limite sur n donne :

n
n

/ e T dt = / e tat™ 1 dt = 2l ()
10,400 10,400

T(1) = Jip yoope "dt = —€7"],_,
Par récurrence, I'(n + 1) = nl'(n) = n(n — 1)I'(n— 1) = --- = nll'(1) = n! cqfd

Proposition 2.5 (Convexité de la fonction T').
La fonction T' est une fonction conveze sur |0, +00]

PREUVE. Pour t > 0 fixé, x — t*7! = exp((x —1)ln t) est une fonction convexe sur R, car
d—z(t””_l) = (Int)%*~! > 0. On en déduit que pour z et y € ]0, +oo et A € ]0,1]

dz?
Prt1=2)—1 _ A@=D+1-Ny-1) ¢ ypz—1 | (1— vt (2.1)

et (e7t>0) e M FAATL < NemHm Tl (1 — N)e TV ! (2.2)
Le critére de comparaison globale montre
Pz +(1-Ny) = / et H(1=2y) =1 g4
10,400
< )\/ et + (1 - )\)/ e v hdt = AT'(z) + (1 — MT'(y) (2.3)
10,400 10,400

cqfd
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2.3 Intégrabilité sur [a,+oo[ & I’aide d’une série
2.3.1 Cas général

Proposition 2.6. Soient f € CM™ ([a, +oc[) et (by), une suite croissante vers +oo de premier

terme by = a; alors f est intégrable sur [a,+o0] si, et seulement si, la série Zfbb"“ f(t)dt est

convergente, et, dans ce cas
el b1
[ =3 [ s
[a,+oo[ n—0"bn

PREUVE. La suite de segments ([a, b,]), est croissante vers [a, +00[; ainsi
bn,
f intégrable sur [a, 400 <= Flim f

" Jbo

n—1 brt1
<= dlim Z/ f (relation de Chasles)
k=0 "/ br

b1
<= la série Z / f est convergente
b

n

Dans ce cas
bn n—=1 by Sl brt1
/ f:hm/ f:IimZ/ f:Z/ f (2.4)
[a,+oo[ n Ja n k=0 Y bk k—0 Y bk
cqfd

Exemple 2.1. f: 2 — z(1 + 25sin?2)~! est intégrable sur [0, +-00[; utiliser b, = n7 et montrer
les inégalités suivantes :

(n+1)7w
0<u, = / —

. 14 26sin?z
(n+1)7 1
< / (n+—)ﬂ-2 dz car. ..
nr 1+ (nm)8sin”x

:(n+1)7r/2d—m car. ..

= 1+ (nm)° sin?

E d
= 2(n+1)7r/ —x2 car. ..
0o 14 (nm)bsinz

3 d
<2(n+ 1)7r/ —IQ car. ..
0 14 (nm)8(2x)
2 dz
=2 1 —_— e
(n+ )7r/O T+ @nnta)? car
1 = n+l1
<2(n+ 1)7T2n3ﬂ'2 5= o8 car. ..

La série Y u, est convergente et la fonction f est intégrable sur [0, +oo].

Remarque.

Chere lectrice et cher lecteur, voici un exemple d’une fonction de classe C* sur [0, +o0] et qui
n’est pas bornée puisque f(nw) = n.

Par contre, une fonction intégrable sur [a, +oo[ ne peut admettre que 0 comme limite en +o0.
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2.3.2 Cas d’une fonction monotone décroissante

Théoréme 2.7 (Comparaison série-intégrale).
Soit f € CM™T([0,+00) une fonction monotone décroissante et w, = [ | f(t)dt — f(n) pour
n > 1; alors

(1) >_w, est une série convergente a termes positifs ;
(i1) f est intégrable sur [0,4o00[ si, et seulement si, la série > f(n) est convergente, et, dans

ce cas :
[ <> ams[ g
[n+1,400] k=n+1 [n,+o0]
(#i7) f n'est pas intégrable sur [0, +o0] si, et seulement si, la série Y f(n) est divergente, et, dans
ce cas :
S sy [ s
k=0 0

PREUVE. La décroissance de f donne les inégalités (faire un dessin) :
JARETICE (25)
—1

V> 1, 0< f(n) < nn

Vn>1,0</nn+lf<f(n)</:1f (2.6)
(i) Les inégalités (2.5) donnent :

0<w,= [ fdt= fn) < fln=1) - 0 (2.7)
et S we < S (Fk— 1)~ F(k) < £0) — () < £(0) (238)

La série Y wy, est convergente car série & termes positifs dont les sommes partielles sont majorées
par f(0);

(i1) les inégalités (2.5) montrent que les séries Y f(n) et 3 [ | f sont de méme nature ; ainsi, f est
intégrable sur [0, 400 si, et seulement si, la série Y f(n) est convergente.
Dans ce cas, les inégalités (2.6) donnent

m—+1 m k+1 m m k m

[ =% [ ey mey [ =] (2.9)
n+l k=n+1 k k=n+1 k=n+1 k-1 n

et, par passage a la limite sur m — +oo

/{MM[K IO (2.10)

k=n+1 [n,+o0]

(7i1) si f n’est pas intégrable sur [0, +oo[, lim, fonf = 400 et, puisque la suite des sommes par-
tielles d’une série convergente est bornée, 7w = [ f — Yo ; f = o(f," f)- Ainsi [ f ~
S () ~ Yo F(8)

cqfd

Corollaire (Série de Bertrand).
La série Y. n~%(Inn)~" converge si, et seulement si, « > 1 ou (a =1 et 3> 1).
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PREUVE. Le cas o # 1 a été traité au chapitre des séries.

Cas (o =1et <0); pour n >3, (Inn)"Pn~! = n~1 ce qui assure la divergence de la série.
Cas (o =1et 8>0); f:tr t"1(Int)~? est décroissante sur [2,+oc[; donc la série S f(n) est
convergente si, et seulement si, f est intégrable sur [2, +00], soit si, et seulement si, 5> 1. cqfd

Exemples 2.2. Appliquons le théoréme de comparaison série-intégrale aux séries de Riemann.
La fonction ¢ +— (t+1) 7! est continue, décroissante et non intégrable sur [0, +-00[, ce qui montre

que
n—1 n—1
1 1 1
Z = o~ S 2.11
gk: Zk+1n/o 1" (211)

Pour 0 < a < 1, la fonction ¢t — (t + 1)™ est continue, décroissante et non intégrable sur
[0, 4+00[, ce qui montre que

n n-1 n-1 - -

1 1 1 a1 o
Ez_ZE:iw/ _I ~ 2 (2.12)
k:lka k:O(k+1)o‘n 0 (t+ 1) l—-a »nl1l-—-«

Pour o > 1, la fonction ¢t — (¢t + 1)~% est continue, décroissante et intégrable sur [0, +oo[, ce
qui montre que

1 1
dt =
/[n,+oo[ (t+ 1)~ (@=1)(n+ 1)t

S - B S dt = (2.13)
;Z (k + 1)0‘ k:;Jrl ke [n—1,400] (t + 1)O¢ (Oé — 1)na_1

et donc

S
k® n (o —1)no—1

k=n+1

3 Fonctions sommables & valeurs réelles ou complexes

K désigne le corps des nombres réels ou celui des nombres complexes ; les fonctions envisagées
sont toujours continues par morceaux sur un intervalle I et a valeurs dans K ; I’ensemble de ces
fonctions est noté CM(I, K) ou encore CM(I).

3.1 Fonction intégrable, sommable

Définitions 3.1 (Fonction sommable ou intégrable).

Soit f € CM(I); f est dite intégrable (ou sommable) sur I si, et seulement si, | f| est intégrable
(ou sommable) sur I.

L’ensemble des fonctions continues par morceaux et sommables sur I est noté £'(I,K) ou
encore L£1(I).

On utilisera au choix les termes intégrable ou sommable. Remarquons que la nouvelle notion
de sommabilité est compatible avec la précédente.

Exemples 3.1. t — t~2exp(it) est intégrable sur [1, +oo] tandis que ¢ — ¢t~ ! exp(it) ne l'est pas.

Théoréme 3.1 (Sommabilité par comparaison globale).
Soient f € CM(I) et o € CMT(I) telles que |f(x)| < p(x) pour tout x € I ; alors la somma-
bilité de ¢ sur I implique celle de f sur I.

PREUVE. Le théoréme de comparaison globale pour les fonctions positives montre la sommabilité
de | f]. cqfd
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Théoréme 3.2 (Sommabilité par combinaison linéaire).
Soient f et g € CM(I), X et p € K; alors, si f et g sont sommables sur I, \f + pg est
sommable sur I ; LY(I) est un K-espace vectoriel.

PREUVE. Puisque |f]| et |g| sont sommables sur I, |A||f] + |¢||g| est sommable sur I; I'inégalité
IAf 4+ pgl < |AIS] + |pllg| assure la sommabilité de Af + pg sur I.
La fonction nulle étant sommable sur I, £!(I) est un K-sous espace vectoriel de CM(I). cqfd

Théoréme 3.3 (Sommabilité sur [a,b] par comparaison locale).
Soient f et g € CM([a,b[,K) ;
(i) si f = O(g) et si g est sommable sur [a,b], alors f est sommable sur [a,b];

(i) si f ~9; alors [ est sommable sur [a,b] si, et seulement si, g est sommable sur [a,b].

PREUVE.
(i) f = O(g) < |f] = O(lg|) ; on retrouve le cas des fonctions positives ;

(i) f v = |f] ~ |g|; on retrouve le cas des fonctions positives.
cqfd

Théoréme 3.4 (Sommabilité par intersection).
Soient f € CM(I) et ¢ € I; alors, f est sommable sur I si, et seulement si, f est sommable
sur I N]—oo,c] et sur IN e, +0ool.

PREUVE. Déja vu pour les fonctions positives, donc pour |f]. cqfd

3.2 Intégrale d’une fonction intégrable (ou sommable)
3.2.1 Cas des fonctions a valeurs réelles

Définition 3.2 (Parties positive et négative d’une fonction).
Pour f € CM(I,R), on pose ft = sup(f,0) et f~ =sup(—f,0); alors fT et f~ sont continues
par morceaux et

f=Ffr=F et fl=fT"+f" (3.1)

Proposition 3.5 (Sommabilité des parties positive et négative).
Soit f € CM(I,R) ; f est sommable sur I si, et seulement si, f+ et f~ sont sommables sur I.

PREUVE. Les inégalités 0 < f < |f] et 0 < f~ < |f| montrent que f+ et f~ sont sommables
sur I dés que |f]| Vest.
L’égalité f = f — f~ montre que f est sommable sur I dés que f+ et f~ le sont. cqfd

Définition 3.3 (Intégrale d’une fonction réelle sommable).
Pour f € £1(I,R), on pose
[r=[r-[r (3.2
I I I

3.2.2 Cas des fonctions complexes

Proposition 3.6 (Sommabilité des parties réelle et imaginaire).
Soit f € CM(I,C); f est sommable sur I si, et seulement si, Re(f) et Sm(f) sont sommables
sur I.

PREUVE. Les inégalités 0 < |Re(f)| < |f| et 0 < |Sm(f)| < |f| montrent que Re(f) et Sm(f)
sont sommables sur I dés que |f| Dest.

L’inégalité | f| < |Re(f)] + |[Sm(f)| montre que f est sommable sur I dés que Re(f) et Sm(f)
le sont. cqfd
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Définition 3.4 (Intégrale d’une fonction complexe sommable).

Pour f € £L1(I,C), on pose
/If:/lﬁ?e(f)—i—i/]%m(f) (3.3)

Remarque. L’intégrale des fonctions sommables réelles ou complexes est compatible avec I'intégrale
des fonctions sommables positives.

Proposition 3.7 (Conjugué d’une intégrale). B
Soit f € CM(I,C); alors, f est sommable sur I si, et seulement si, [ est sommable sur I, et,

dans ce cas L
L?=Af (3.4)

PREUVE. Les égalité Re(f) = Re(f) et Im(f) = — Im(f) montrent I'équivalence et la formule
annoncées. cqfd

3.2.3 Propriétés de ’intégrale d’une fonction sommable

Théoréme 3.8 (Intégrale et suite croissante de segments).
Soient f € LY(I) et (Sy)n une suite de segments croissante vers I ; alors

/If:lirrlnfsnf (3.5)

PREUVE. La formule est vraie pour les fonctions sommables et positives, donc vraie pour fV et
f7, et donc la formule est vraie pour les fonctions sommables & valeurs réelles.

Puisque la formule est vraie pour les fonctions sommables réelles, elle est vraie pour Re(f) et
Sm(f), et donc la formule est vraie pour les fonctions sommables & valeurs complexes. cqfd

Proposition 3.9 (Module d’une intégrale).

Ve £\ (I

1)< i

PREUVE. Soit (S,), une suite de segments croissante vers I ; alors

€N, \/Snf]g/&}fl

Un passage a la limite sur n (les limites existent) donne le résultat

=[] < fn= [

Proposition 3.10 (Intégrale sur un segment).
Soit f € CM([a,b],K); alors [ est sommable sur [a,b], [a,b], Ja,b] et ]a,b], et les quatre

intégrales sont toutes égales a f: f(t)dt, Vintégrale habituelle.

cqfd

PREUVE. La propriété est vraie pour les fonctions positives, donc pour |f]|, et aussi pour f* et
f~, donc pour les fonctions sommables réelles, puis pour Re(f) et Sm(f), donc pour les fonctions
sommables complexes. cqfd
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Proposition 3.11 (Intégrale d’une restriction).
Soient f € LY(I), c€ I, 19 =1N]—o0,c] et I* = 1N [c,+oo|; alors

/If=/19f+ [ 1 (3.6)

Si J est un sous-intervalle de I, f est sommable sur J et

/Jf=/Ifo

PREUVE. La formule a été démontrée pour les fonctions sommables positives, donc pour les par-
ties positive et négative de fonctions sommables réelles; cette formule est donc vraie pour les
parties réelle et imaginaire de fonctions sommables complexes, donc vraie aussi pour les fonctions
sommables complexes ;

Soit (Sp)n une suite de segments croissante vers J ; I'inégalité fsn|f| < [;1f] montre que f
est sommable sur J. En passant & la limite sur n dans fSn f= fSn xJf, on obtient I'égalité
annonceée. cqfd

Théoréme 3.12 (Linéarité de D’intégrale).
Soient f et g € LY(I), X et p € K; alors

Josvun)=x[eu g (3.7)

PREUVE. Af + pg est sommable sur I ; pour (S,), suite de segments croissante vers I, on a

VneNgl;Qf+uw=A1;f+M1;9

Un passage a la limite sur n donne le résultat. cqfd

f— / f est une forme linéaire sur le K-espace vectoriel £1(I,K)
I

3.2.4 Positivité de P’intégrale

Théoréme 3.13 (Croissance de ’intégrale).

Soient f et g € LY(I,R); alorsVt € I, f(t) < g(t) = /fg/g
I I

PREUVE. g— f est une fonction sommable et & valeurs positives ; son intégrale est un nombre réel
positif et la linéarité permet de conclure. cqfd

Lemme 3.14. Soit f € CM™*(I); si f est sommable sur I, s’il existe xo € I tel que f(xg) > 0 et
si f est continue en xg, alors [, f > 0.

PREUVE. Si K est un segment de I non réduit & un point qui contient x¢, alors fKo f>0, et
fIf:supKfo2fK0f>O. cqfd

Théoréme 3.15 (Fonction continue, positive et d’intégrale nulle).
Soit f une fonction continue, positive et sommable sur I ; alors,

/f:0¢¢f:o (3.8)
I

PREUVE. Si f n’est pas la fonction nulle, le lemme précédent montre || ; /> 0. La réciproque est
évidente. cqfd
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3.2.5 Notation [’ f
Retrouvons la notation habituelle de 'intégrale : f; f grace ala:

Définition 3.5 (Extension de la notation fab f)-

Ainsi étendue, f — f; f(t)dt est une forme linéaire sur £1(I,K) ot I est un intervalle d’ex-
trémités a et b, et la relation de Chasles est vraie

Vf e £LMI), Y(a,b,c) € I?, /bf(t)dt:/Cf(t)dt—i—/bf(t)dt

Attention ! La positivité a besoin que les bornes de 'intervalle d’intégration soient dans le « bon
sens ».

3.3 Outils d’intégration
3.3.1 Intégration par parties

On évitera d’intégrer par parties sur Uintervalle I; on intégrera par parties sur un segment
d’une suite croissante vers I, et on passera a la limite.

3.3.2 Changement de variable

Théoréme 3.16 (Changement de variable).
Soit ¢ un Ct-difféomorphisme entre les intervalles J d’extrémités o et 3 et I = @(J) d’extré-
mités a et b; alors

[ est sommable sur I <= (f o)y’ est sommable sur J

Dans ce cas

©(B) B
/ F(tydt = / £ (o) ' () du
o(a) a

PrEUVE. Etudions le cas d'un intervalle semi-ouvert J = [a, 8] et d'un C'-diffsomorphisme stric-
tement croissant de J sur ¢(J) = I = [a,b], a = p(a) et b = limyg p(t). Notons (Sp)n =
([, Bn])n une suite de segments croissante vers [o, O[; alors, la suite de segments (cp(Sn))n =
([e(@), ©(Bn))n = ([@, br])n est une suite de segments croissante vers [a, b] et

»(Bn)

Bn Bn
/ 1 (o) @' (1) s = / 1 (o) ¢ (o) dus = / (b))t (3.9)

a o(a)

ce qui montre que lim, ff”|f(<p(u)) |¢' (u) du existe si, et seulement si, lim, f;((f)") f(t) dt existe,
ce qui donne I’équivalence demandée. Dans ce cas,

s B
/f(w(U))so’(U)du=lig1/ f ()¢’ (u) du

»(Bn) ©(B) b
— lim F(t)dt = FOdt= [ f@)yde (3.10
(1) / (t / (t)dt (3.10)

" Jo(a) (@)

Les autres cas s’étudient de maniére analogue. cqfd
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Exemples 3.2.

= / emu/2YE \/_ udu (t =u?/2, dt = udu, C*-difféo de ]0, +oc[ sur ]0, 4+o0])

= \/_/ e 2 du \/_ / e du (parité de u — e /2 qur R)
R

+oo 1 3 1 3
I, = ——dt = —————du = 2u)" L du = Wa,_o (Wallis, 1
/0 (R /0 (T tanZ )n T u /0 (cos” u) u an—2 (Wallis, le
retour) & Paide du changement de variable t = tanu, dt = (1 + tan®u) du), C*°-difféomorphisme

de [0, [ sur [0, +oo[.
Vous pouvez ajouter vos exemples.

4 Sommabilité et intégrale impropre

4.1 Sommabilité sur [a, [ et accroissement d’une primitive

Théoréme 4.1. Soit f une fonction réelle ou complexe, continue par morceaux sur [a,b[ ;

(i) si f est sommable sur [a,b], alors lim, [ f(t)dt existe; dans ce cas

b x
JRCEE [ g=tm | s (4.1)

(#i) la réciproque est FAUSSE, en général, pour les fonctions réelles ou complezxes, mais elle est
vraie pour les fonctions positives.

PREUVE.
(1) Cas réel

f sommable sur [a,b] <= fT et f~ sont sommables sur [a, b
= lim/ ftet 1im/ f~ existent
(=] hm/ f+—hm/ f —hm/ f existe

Cas complexe

f sommable sur [a,b] <= Re(f) et Sm(f) sont sommables sur [a, b]

[=] hm / Re(f) et hm / Sm(f) existent

— I;ITIZ} ’ §Re(f)+zlxlg)1 *1;%}/ f existe

Dans ce cas, I'égalité f: ft)dt = lim, f; f(t) dt, vraie pour les fonctions positives, est vraie
pour les fonctions réelles et pour les fonctions complexes sommables.

(#4) 11 suffit d’exhiber un contre-exemple ; nous allons nous y employer au paragraphe suivant.
cqfd
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4.2 L’exemple : lim P
zT+oo 0 t

int
Proposition 4.2. t — % n’est PAS sommable sur [0, 4+o00]

PREUVE. t +— t~!sint est continue sur [0, +o00[ en prolongeant cette fonction par continuité par 1
en t = 0. La fonction ¢ — [t~ sint| = ¢t~![sin¢| est sommable sur Ry si, et seulement si, la série

de terme général w,, = f(nﬂ)w

YTt sin t| dt est une série convergente. Or,

(n+1)7 |2 t T |l
wn:/ mdt:/ sin(w W4 = 4w, dt = du)
n 0

t nw+u
:/7r sinu du}/ﬂ sinu_ 2 (4.2)
0 nTHu o nt+7m  (n+1)w

ce qui montre la divergence de la série Y wy,. cqfd

T

“sint 01— cost
Proposition 4.3. lim / i dt existe et vaut/ S8t dt
zT+o00 Jo t 0 12

PREUVE. g:t > t=2(1—cost) est continue sur [0, +oco[, prolongement par continuité en ¢t = 0 par
g(0) = 1/2. L’inégalité 0 < t~2(1 — cost) < 2¢t~2 montre la sommabilité de g sur [1, +oo[, donc sur
[0, +o00]. Ainsi

T 1 — cost *1—cost
Une intégration par parties (u’ = sint,u = 1—cost, v =t~ v/ = —t72) montre pour 0 < ¢ < x
T sint 1—cosz 1-—-cose *1—cost
/ —dt = — —|—/ —dt (4.4)
e T € e t

Or, e (1 — cose) ~ £/2 et les fonctions & — [“ ¢ (sint)dt et e — [T ¢72(1 — cost)dt sont
e=

continues (et méme de classe C') sur R ; ce qui entraine

T ¢int T ¢int 1—cos *1—cost
i [ [l t (45)
€l0 & t 0 t X 0 t2
et donne le résultat en passant a la limite quand x tend vers 4o0. cqfd

Remarque. Le symbole f0+oo t~!'sintdt n’a pas de « sens », puisque la fonction ¢ + ¢~ sint n’est

pas sommable sur [0, +o0[; par contre le symbole fOJrOO t=2(1 — cost) dt est « correct », puisque la
fonction ¢ +— t=2(1 — cost) est sommable sur [0, +oo|.

4.3 Intégrale impropre

Définition 4.1 (Intégrale impropre sur [a, b[).

Si f est une fonction complexe continue par morceaux et non intégrable sur [a, b], on dira que
f admet une intégrale impropre sur [a,b[ si, et seulement si, lim,q f; f(t)dt existe (et est finie)
dans C; dans ce cas, on notera

—b

F(t) dt :1;%}/(1 F(t) dt

a

On a une définition analogue pour les intervalles semi-ouverts & gauche :
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Définition 4.2 (Intégrale impropre sur |a,bl]).

Si f est une fonction complexe continue par morceaux et non intégrable sur ]a, b], on dira que
f admet une intégrale impropre sur |a,b] si, et seulement si, lim, |, ff f(t) dt existe (et est finie)
dans C; dans ce cas, on notera

b b
Haf(t) dt = 1;?;/1 Ft)dt

Proposition 4.4. Soit « € R ; alors

(i) Les fonctions t v t~%el’, t > t~*sint et t — t~*cost sont sommables sur [1,+oo[ si, et
seulement si, o > 1;

(i7) Les fonctions t — t=%e't, t +— t™“sint et t — t~%cost admettent des intégrales impropres
sur [1, +00[ si, et seulement si, 0 < o < 1.

PREUVE.

(i) La fonction t +— [t~ el!| =t~ est sommable sur [1,+oo[ si et seulement si, o > 1; donc aussi
ses parties réelle et imaginaire ;

(ii) Une intégration par parties (u’ = e, u = —iel’, v =t~ v/ = —at~*~1, les fonctions u et v sont
de classe C* sur [1, +oo[) donne

T eit eiz . z eit
—dt = —i— +1ie —ia dt
1 to T 1 toz-i—l

Or, la fonction t +— €'t t~(*+1) est sommable sur [1,4-o00[ (a4 1 > 1),donc

T “+o0 .
lim | et tdt= / ety e
+oo Jq 1

d’autre part, [el® 27| = 2z~ g 0 (> 0). Ainsi
oo
T it —+o0 it ) too it
lim [ S dt = / C at=ie —ia/ T (4.6)
“+oo 1 ta 1 ta 1 tOLJrl

En prenant les parties réelle et imaginaire des deux membres, on obtient

——+00 +oo _: —+00 +oo

cost sint sint cost

dt = —sinl + « 20 At et BT gt = cos1 — a dt  (4.7)
1 to 1 toz-i—l 1 to 1 ta+1

cqfd

Remarque. La régle des équivalents est FAUSSE pour les intégrales impropres ; en effet les fonctions
fiortisintet g:a f(t)(l + f(t)) sont équivalentes au voisinage de +oo; f admet une
intégrale impropre sur [1, +oo[, tandis que g n’en admet pas, car

(t) = sint n sin®t _sint cos2t " 1
NI = Vit t WVt 2t 2t
5 Espaces de fonctions sommables

5.1 Norme de la convergence en moyenne

Théoréme 5.1. L’ensemble L}(I,K) des fonctions a valeurs dans K continues et sommables sur
I est un K-espace vectoriel, et f— || f|l1 = [,|f| est une norme sur cet espace; c’est la norme de
la convergence en moyenne.
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PREUVE. Il est facile de montrer que £}(I,K) est un K-sous-espace vectoriel de £ (I, K).
Puisque f est sommable, || f||1 est un nombre réel positif et
(@) [[flli = [;1fl =0 <= [f] =0 (|f| est positive et continue) <= f=0
(i) VA€ K, Ml = [, A1 = Al [ f1 = AL flh
(@ii) |If + gl = [;1f + gl < [ (f1+1gl) = If 1l + llglh
cqfd

Extension a £1(I)

Imposons & toute fonction f € £1(I) d’avoir la valeur 0 en tout point de discontinuité; cette
convention conserve 'intégrabilité et la valeur de 'intégrale de f. Avec cette convention, f Afl=0
si, et seulement si, | f(¢)] = 0 en tout point de continuité de f et donc en tout point de I. Ainsi
|| ]1 est encore une norme sur £(I).

5.2 Fonction de carré intégrable (ou sommable)

Définition 5.1 (Fonction de carré intégrable (ou sommable)).

Une fonction f a valeurs réelles ou complexes et continue par morceaux sur I est dite de carré
intégrable (ou sommable) sur I si, et seulement si, |f|? est sommable sur I.

L’ensemble des fonctions & valeurs dans K, continues par morceaux et de carré intégrable sur
I est noté L£2(I,K) ou £2(I) s’il n’y a pas d’ambiguité.

fe (LK) < |f?c LY(I,Ry) — /I|f|2<+oo

Exemples 5.1. t — t~1 € £2([1,+o00]) et ¢ L([1, +o0)
t—ete L2(Ry)NLYRY)
tetd e £100, 1)) et ¢ £2(0, 1))
Théoréme 5.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
Si f et g sont deux fonctions de carré intégrable sur I, alors le produit fg est intégrable sur I

et
V(f,9) € L2(I) x L*(1), ‘/Ifg’ < /Ilfgl < WW

PREUVE. Commencons par le « truc » : pour tout a et b positifs, 0 < 2ab < a? + b2, car 0 <
(a — b)? = a® + b — 2ab; par conséquent

vte I, 0<[f(t)g)] < 5(UfOF + ()

N~

ce qui assure la sommabilité de fg sur I.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz sur un segment S de I donne

JIZE \/ / |f|2\/ Jlai< \/ / |f|2\/ J1or (5.1)

En passant a la borne supérieure sur tous les segments de I, on obtient I'inégalité annoncée. cqfd

Corollaire. £%(1,K) et l’ensemble L2(1,K) des fonctions a valeurs dans K continues et de carré
intégrable sont des K-espaces vectoriels.

PREUVE. £%(I,K) est un K-sous-espace vectoriel de CM(I,K) : la fonction nulle est de carré
intégrable sur I; si f est de carré intégrable, Af Vest aussi (|\f|? = |A]?|f]?); si f et g sont de
carré intégrable, linegalite [f + g* < (|f| + |g[)* = |f[> + g|* + 2[fg| montre que |f + g|* est
intégrable sur I car majorée par une combinaison linéaire de trois fonctions intégrables sur I.
L2(1,K) est un K-sous-espace vectoriel de £%(I,K). cqfd
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5.3 Norme de la convergence en moyenne quadratique

Si f et g sont des fonctions continues par morceaux, de carré intégrable sur I et a valeurs
réelles (resp. complexes), fg (resp.fg) est intégrable sur I, ce qui permet de poser

W(f,9) € L2(I,R) x L2(I,R), (f | g) = / fg (5.2)
W(f,9) € £2(I,C) x L(I,C), (f | g) = / To (5.3)

Théoréme 5.3 (Produit scalaire sur I’espace des fonctions de carré intégrable).
(| ) est un produit scalaire sur le K-espace vectoriel L2(I,K) des fonctions a valeurs dans K
continues et de carré intégrable sur I.

PREUVE. Linéarité a droite, symétrie (éventuellement hermitienne) et positivité sont évidentes ;
0={(f|f) = [;|f|* implique |f| = 0 puisque f est continue. cqfd

Théoréme 5.4 (Norme de la convergence en moyenne quadratique).

fe=flle = V1) =1/ [;|fI? est une norme sur Uespace des fonctions continues et de

carré intégrable sur I ; on ’appelle la norme de la convergence en moyenne quadratique sur I

PREUVE. C’est la norme associée au produit scalaire { | ). cqfd

Extension aux fonctions continues par morceaux

En utilisant toujours la méme convention, on donne la valeur 0 en tout point de discontinuité
de la fonction, ( | ) reste un produit scalaire sur £L*(I), 0= (f | f) = [;|f|? implique |f(t)| =0 en
tout point de continuité de f donc en tout point de I, et || ||2 reste une norme sur £2(I).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit encore pour f et g dans £2(1

(1ol =| [ Ta] < telal =) 152y 1o

Proposition 5.5 (Continuité de la norme | ||z et du produit scalaire).

Si (fn)n (resp. suiteg) est une suite de fonctions continues et de carré intégrable sur I qui
converge vers une fonction f (resp. g) continue et de carré intégrable sur I pour la norme de la
convergence en moyenne quadratique (en résumé et en clair |f — fnll2 — 0 et lg = gnll2 — 0),

alors

&) Walls — 1 £1l2
i4) (| gn) — (f | 9)-

PREUVE. L’inégalité triangulaire « inversée » montre ||| f[l2 — || full2| < [[f = fall2 — 0
n

Utilisant la céleébre technique de I’apparition-compensation, on obtient

’<f|g> fnlgn‘:’flg (fnlg)+ <fn|g>_<fn|gn>’ (5
—’f fulg)+ <fn|g_gn>’ (5.
(5
(5

(f = fal @)+ |[(fn | 9 — gn)]
1 = fall2llglle + I fall2llg = gnllz — 0 ligllz + [ /]2 x 0 =0

NN
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6 Les théorémes de convergence

Donner des hypothéses simples et efficaces pour permettre la permutation des symboles lim,,,
lim,, et d/dz avec f 1, tel est le but de ce paragraphe.
Commengons par étudier un exemple. Soit

n=2t site[0,n]
foit—2n7t —n=2t siten,2n]
0 sit € [2n, +o0]

Pour tout entier n > 1, la fonction f,, est une fonction continue sur R4 telle que || fu|loo = %, ce

qui montre la convergence uniforme sur R de la suite (f,), vers la fonction nulle. D’autre part,
L5 fu(t) At = 02n fn(t)dt =1 pour tout n. Ainsi

0
1im/ fo=1% limfn:/ 0=0 (6.1)

Quelle est la morale de I'histoire? La convergence uniforme sur I d’une suite de fonctions
n’autorise pas la permutation des symboles lim,, et f ;> contrairement a ce qui était dans le cas de
I'intégrale sur un segment.

6.1 Le théoréme de convergence monotone de Beppo Levi
Théoréme 6.1 (de convergence monotone, cas croissant).
Si (fn)n est une suite de fonctions réelles et continues par morceaux telles que

(1) pour tout entier n, la fonction f, est intégrable sur I ;
(i1) la suite n — f, est croissante, i.e. V(n,t) € N X I, f,(t) < foy1(t);
(#3t) la suite de fonctions (fn)n converge simplement sur I vers une fonction f continue par
Morceaus ;

alors, la fonction f est intégrable sur I si, et seulement si la suite (f] f")n est magorée et, dans

o /If = /Iliglfn = 117§n/lfn = Sgp/lfn (6.2)

PREUVE (hors programmee). La croissance de la suite (f,,), donne les inégalités f,, < fry1 < --- <
f, et par intégration f[ fn < fl a1 < < fI f. La suite (f[ f")n est croissante et majorée et

hén/lf" :S%p/lfn < /If (6.3)

Donnons une preuve avec 'hypothése supplémentaire : la suite (f,), converge uniformément

sur tout segment de I vers f. En utilisant, si besoin est, la suite (f, — fo)n, on peut toujours se
ramener a une suite (f,,), de fonctions a valeurs réelles positives.

Pour tout segment S de I, on a [ fn < [} fn <sup, [; fn; la convergence uniforme sur S de
(fn)n vers f montre que lim,, [¢ fn = [4 f (< sup,, [; fn). Ainsi

la fonction f est intégrable sur I, et sup/ f= /f < sup/fn
S Js 1 n JI

L’équivalence est démontrée et 1’égalité demandée aussi. cqfd
Théoréme 6.2 (de convergence monotone, cas décroissant).
Si (fn)n est une suite de fonctions réelles et continues par morceaux telles que

(i) pour tout entier n, la fonction f, est intégrable sur I ;
(ii) la suite n — f, est décroissante, i.e. V(n,t) € N x I, f,(t) = fot1(t);
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(#i1) la suite de fonctions (fn)n converge simplement sur I vers une fonction [ continue par
MoTceaus ;

alors, la fonction f est intégrable sur I si, et seulement si la suite (f[ f")n est minorée et, dans

ce cas,
= [rms. =t [ =it [ 1, (6.4)

PREUVE. On applique le cas précédent a la suite de fonctions (—fy,)n. cqfd

+oo +oo
Exemple 6.1. lim/ (tanhnt) e™" dt = / e tdt =1.
" Jo 0

En effet
(i) V(n,t) € N x Ry, 0 < (tanhnt) e < e ce qui montre que ¢t +— (tanhnt) e™t €
Le(Ry,R);

(74) tanh est une fonction croissante sur R, donc V(n,t) € N x Ry, tanhnt < tanh(n + 1)t et la
suite (f, : t — (tanhnt) e™%),, est une suite croissante ;
(iii) Vt > 0, (tanhnt) e”" — e~! et tanh 0 €” = 0 montre que la suite (f,,),, converge simplement
n

sur R vers la fonction f : ¢ — €7 xjo, 1o0[(t) qui est sommable sur R

6.2 Application a ’intégration terme a terme d’une série de fonctions

Théoréme 6.3 (Cas d’une série de fonctions a valeurs réelles positives).
Si Y uy, est une série de fonctions & valeurs réelles positives (Vt € I, un(t) > 0) telle que

(i) pour tout entier n, les fonctions u, sont sommables sur I ;
(it) la série Y u, converge simplement sur I vers S :t — Y 2 juy(t), fonction continue par
morceaus ;

alors, la somme S = u,, de la série est sommable sur I si, et seulement si, la série des intégrales
> [; un est convergente, et, dans ce cas,

/IS - /Igjoun(t) dt = nio/lun (6.5)

PREUVE. On pose S,, = ZZ:O uy, ; alors, pour tout n, S, est sommable sur I (combinaison linéaire
d’un nombre fini de fonctions sommables), la suite (Sn(t))n est croissante (la série est a termes
positifs), et la suite (S,,), converge simplement sur I vers S fonction continue par morceaux.

Le théoréeme de convergence monotone montre que S est sommable sur [ si, et seulement si,
la suite (] S")n =X /s uk)n est une suite majorée, i.e. si, et seulement si, la série > [, un,
est une série convergente (une série & termes positifs converge si, et seulement si, la suite de ses
sommes partielles est une suite majorée); dans ce cas, on a

/IS/Igunhgl/lsnhglkzm/luk;/lun (6.6)

cqfd

—+oo
Exemple 6.2. La série Z/ (14 %) 7" dt est divergente, car
n>17t=0
(i) pour tout entier n > 1, u, : t — (1 +12)~" est sommable sur ]0, +-o00[ : u; est sommable sur
R et, pour tout ¢ € ]0,4+00[, 0 < up,(t) < uy(t);
(ii) la série 07 | u,(t) converge simplement sur |0, 4oo[ vers S(t) = Y oo (1 + %)™ =t72:
onpose q=(1+t*)"tet Y7 q"=q(1—q) "
Puisque S n’est pas intégrable sur |0, +00[, la série est divergente.
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Théoréme 6.4 (Cas d’une série de fonctions a valeurs réelles ou complexes).
Si > uy, est une série de fonctions a valeurs réelles ou complexes telle que

(1) pour tout entier n, les fonctions u, sont sommables sur I ;
(ii) la série Y u, converge simplement sur I vers S :t — > ° juy(t), fonction continue par
MOTCEAUT ;
(iii) la série des intégrales Y [,|un| est convergente (attention au module!) ;

alors,

(1) la somme S = uy est sommable sur I et /S = / Z un (t)dt = Z/un(t) dt ;
I I'n=0 n=0"1
(ii) ||S|1 = /I‘Zun(t)‘dt < Z/J\un(t)]dt
n=0 n=0

PREUVE (hors programme). Donnons une preuve avec ’hypothése supplémentaire que la série de
fonctions Y w, converge uniformément sur tout segment de I.

Soient £ > 0 et K un segment de I ; puisque la série de fonctions  wu,, converge uniformément
sur le segment K, il existe un entier N dépendant de € et K tel que |37y tnllco,x < &/|K]
ou |K| désigne la longueur du segment K ; alors

0o N o
|5|:/\ un</\ un+/\ un (6.7)
/K K 7; K 7; K n§+1
N S
</ Iun|+/ | > (6:8)
K; K n:;-‘rl oo, K

N N %)
<Z/K|un|+a<Z/I|un|+s<2/l|un|+a (6.9)
n=0 n=0 n=0

L’inégalité ayant lieu pour tout e > 0, on en déduit que, pour tout segment K de I, [.|S| <
>ooto J7lun|. Ainsi S est sommable sur I et

S| = S| = n| X n .
sup [ 151= [ 18] /\;u <HZ_O/I|u| (6.10)

Appliquons les inégalités précédentes & la fonction (sommable) S — Y77 qup = 00, ug

5  fod=If 2 wl< [| 2wl 3 fumio o
1 k=071 I =n+1 I k=n+1 g "

k=n+1
ce qui montre que [; > un = > [} tn. cqfd

Remarque. La convergence de la série ) f |un| est indispensable, la convergence de la série
> ; un, ne suffit pas & permettre 'intégration terme a terme.

+o0 0 |
Exemples 6.3. /t_O e teosVidt = ;(71)"&
Développons la fonction cos en série; de cosu = Y oo (—1)"u?"/(2n)!, on tire e~‘cos/t =
Yoo o(=1)" e " /(2n)!. On a

(i) pour tout entier n, la fonction wu, : t — (—1)"e~*¢"/(2n)! est sommable sur [0, +oo], car
e tt" = 0(e *?) quand t — +o0;

(i7) f;%o’un(t)‘ dt = 1/(2n)! ;%o e~ 't"dt = n!/(2n)! et la série Z]:;%o‘un(t)‘ dt est conver-
gente.
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Le théoréme d’ intégration terme a terme est vérifié et donne la formule demandée.

Z/ —/—1 dt = —
1+t2 2412 /2

Posons uy,(t) = (=1)"7}(1 + t?)~"; exemple 6.2 montre que les fonctions wu,, sont sommables
sur R et que la série Y [; |un| est divergente. Il faut revenir aux sommes partielles et passer a la
limite en utilisant Y ,_, ¢* = (¢ — ¢"*1)(1 — ¢)~! pour ¢ = —(1 + ) !

Z/ 1+t2 /Z 1+t2 /2+t2dt+( )nﬂ/Rmdt

On utilise maintenant le théoréme de convergence dominée pour déterminer la limite de la seconde
intégrale :

(i) pour tout t € R\ {0}, (2+¢*)7 (1 +¢3)"" — 0;
(#4) pour tout entier n > 1l et réel t € R, 0 < (2+t2) Ti+2) ™ <2+t ettt (2+t2)71
est une fonction sommable sur R (inégalité de domination) ;

ce qui montre que lim,, [ (=1)"*1(24 )71 (1 +*)""dt = [; 27 'xr\ {0} (t) dt = 0.

6.3 Le théoréme de convergence dominée d’Henri Lebesgue

Théoréme 6.5 (de convergence dominée).
Si (fn)n est une suite de fonctions continues par morceauz sur I et a valeurs réelles ou com-
plexes telle que

(i) la suite (fn)n converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux;
(ii) il existe une fonction ¢ & valeurs réelles positives et sommable sur I telle que :

V(n,t) € N x I, |fu(t)] < o(t) (hypothese de domination)

alors la fonction f est sommable sur I et /f = /lim fn= lim/fn
I " noJr

PREUVE (hors programme). Nous allons faire '’hypothése (supplémentaire) que la suite (f,)n
converge uniformément vers f sur tout segment de I.

En passant a la limite sur n dans Uinégalité V(n,t) € N x I, |fn(t)] < (t), on obtient que
pour tout ¢t € I, |f(t)| < ¢(¢), ce qui montre la sommabilité de la fonction f sur I puisque ¢ est
sommable sur 1.

Donnons-nous € > 0; l'intégrabilité de ¢ sur I montre 'existence d’'un segment K tel que

< K ¢ < €; le segment K étant fixé, on peut alors trouver un rang N & partir duquel on a

11negahte If — frlloo,x < €/|K]|. Ainsi

Lo ol < fr=fol v |- ol + [0 5
= | el e
< /I\Klfl + /Klfffnl + /I\K|fn|
< foo v flr-flex v [ e <

ce qui montre que [; fn — I; 1. cqfd
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+o0 t2\-n o0 2
Exemple 6.4. lim/ (1 + 2—) dt = / eXp(_i) dt

n —00
Pour n > 1, la formule du binéme de Newton donne
2\n 112 1 82 t2 t?
1 _) -1 4> - -1 A
( o G, tCug, =ling, =143
ce qui montre que ¥(n,t) € N* x R, 0 < fo(t) = (1+#2/(2n)) " < (1+12/2)71 = p(t) ; or ¢ est
sommable sur R et ’hypothése de domination est vérifiée.
Puisque —nIn(1+t2/(2n)) ~ —n(t?/(2n)) = —t?/2, on a :

t? t?
Vi e R, fu(t) = exp(—nln(l + 2—)) — exp(—;) = f(t) (6.12)
n n
ainsi, la suite de fonctions (fy,), converge simplement sur R vers la fonction f : ¢t — e=t’/2 qui est
continue, et méme de classe C*°, sur R.
Le calcul de fR(l + 2/ (2n))_n dt permet de déterminer la valeur de l'intégrale de Gauss.

t2 —n +oo t2 —n
/ (1 4 _) dt = 2/ (1 + —) dt parité de 'intégrande
R 2n 0 2”

oo 1 t
=2 ————V2ndu U= —,
/0 (14 u2)n Von

71‘/2 1
2\/277,/0 mdv u:tanv, du:(lthan?y)dv

dt = vV2ndu

1

cos2 v

/2
=2/ Qn/ (cos 0)2"_2 dv = 2v2n Wo,_o 1+ tanv =
0

C’est le retour de U'intégrale de Wallis dont on connait un équivalent W,, ~ /7/(2n); on peut
n

donc passer & la limite sur n : lim,, 2v/2n Ws5,,_o = v/2m, ce qui donne :

/+Oo exp(—tQ) dt = v2r

2

— 00

7 Intégrale dépendant d’un paramétre

Le but de cette section est d’étudier la continuité et la dérivabilité des fonctions du type
T f] f(x,t)dt, par exemple

+oo R +oo 5 )
I':iz— / t*~ e tdt fixz— / e 2ot gy
0 —o0

On note I 'intervalle d’intégration et t la variable d’intégration ; A désigne l'intervalle dans lequel
varie le paramétre x.

7.1 Continuité

Théoréme 7.1 (Continuité d’une intégrale par rapport au paramétre).
Si f est une application de A x I a valeurs réelles ou complexes telle que

(1) f est continue sur A x I rapport au couple (x,t) ;
(1) il existe une application ¢ & valeurs réelles positives et sommable sur I telle que

V(z,t) € Ax I, |f(z,t)] < @(t) (hypothése de domination)
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alors, pour tout x € A, la fonction t — f(x,t) est sommable sur I et Uapplication

g:zH/If(x,t)dt

est définie et continue sur A.

PREUVE (hors programme). L’hypothése de domination permet d’appliquer le critére de compa-
raison (globale) et montre la sommabilité de ¢ — f(x,t).

Montrons la continuité de g en un point quelconque a € A ; pour cela, utilisons la caractérisation
séquentielle de la continuité, a savoir : g est continue en a si, et seulement si, pour toute suite
(Tn)n de A de limite a, (g(z,)), est une suite convergente de limite g(a).

Soient () une suite de A de limite a et h,, la fonction ¢t — f(z,,t). Pour tout entier n, on a
|hn(B)] = | f(@n,t)| < p(t) et, vu la continuité de la fonction f, lim,, hy,(¢) = lim, f(2,,t) = f(a,t).
Les hypothéses du théoréme de convergence dominée sont satisfaites et

lim g() :ugl/lhn :/Ilimhn - /If(a,t) dt = g(a) (7.1)

La fonction g est donc continue en tout point a de A. cqfd

Exemple 7.1. La fonction f : x — / e /2 =12mTt g4 ogt continue sur R.
R

(z,t) — fz,t) = e~ t"/2 1272 ogt continue sur R x R.
V(z,t) € R2, |f(z,t)] = e /2 = o(t) et ¢ est intégrable sur R, I'hypothése de domination est
satisfaite.

Extension au cas oul ’hypothése de domination est vérifiée sur tout segment de A

La continuité est une propriété locale : dire que g est continue sur A, c’est dire que g est
continue en tout point de A, ou encore, c’est montrer la continuité de g sur tous les segments
de A; d’ou le théoréme

Théoréme 7.2 (Continuité d’une intégrale par rapport au paramétre, domination sur
tout segment).
Si f est une application de A x I & valeurs réelles ou complexes telle que

(1) la fonction f est continue sur A x I rapport au couple (x,t) ;
(ii) pour tout segment S de A, il existe une application pg a valeurs réelles positives et sommable
sur I telle que

Vee S, Vtel, |f(x,t)] < ps(t) (hypothése de domination sur le segment S)

alors, pour Vx € A, la fonction t — f(x,t) est sommable sur I et application

g:zH/If(x,t)dt

est définie et continue sur A.

Exemple 7.2. Continuité de la fonction I'.

+oo
La fonction I' : & +— / t*te~t dt est continue sur 0, +oo|
0
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La fonction f : (z,t) — t*'e™" = exp((z — 1)Int)e~" est continue sur 0, +oo[ x ]0, +ool.

Soit 0 < a < b < +o0; Vz € [a,b], Vt €10,1], t*~! = exp((z — 1)Int) < t*! (Int < Oet la

tmil tb*l

fonction x — est monotone décroissante) et V¢ € |1, +oo[, t*~! = exp((z — 1)Int) <
(Int > 0 et la fonction = + ¢~ est monotone croissante). Ainsi
V(2,t) € [a,b] x )0, +oof, 0 <t~ < max(te™ 1, "7 o7t 4071
et 0 <t" et <t + 1t e = gy (1)
L’application [, ) est sommable sur J0, 4+-oc[. Ainsi I' est continue sur |0, +o0].

La continuité de la fonction I' en = 1 montre que lim,_,o'(x + 1) = T'(1) = 1; de I'identité
I'(z) =T(x +1)/x, on tire
T ~ — t  limI'(z) =
@ Gz o Rl =t

7.2 Dérivation sous le signe || ;> formule de Leibniz

Théoréme 7.3 (Dérivation sous le signe [)).
Si f est une application de A x I & valeurs réelles ou complexes telle que

(i) les fonctions f et % sont continues sur A x I rapport au couple (x,t) ;
(1) il existe deux applications g et w1 G valeurs réelles positives et sommables sur I telles que

of

Vo e A, Vtel, |f(z,t)] <polt) et |2+

(z, t)’ v1(t)  (hypothéses de domination)

alors Uapplication g : x — fI f(x,t)dt est de classe C! sur A et

Vz e A, g'( /f dt:/g(x,t)dt (7.2)
1 Ox

PREUVE (hors programme). Le théoréme de continuité d’une intégrale dépendant d’un parameétre
montre la continuité de g sur A, grace a la domination |f(x,t)| < po(t) avec @o € L (I).

Nous allons montrer la dérivabilité de g en un point (quelconque) a de A en déterminant la
limite du taux d’accroissement de g en a, soit

;?3% gla+ h})L ~ Jim / fla —flat) -
Pour cela, posons
%(f(aJrh,t)—f(a,t)) sih#0
T anmo o
or "’

F est une fonction continue par rapport au couple (h,t) sur V x I ot V est un voisinage de h = 0;
I'inégalité de Taylor assure Uinégalité V(h,t) € V x I, |F(h,t)| < ¢1(t) (hypothése de domination).
C’est pourquoi h +— f] F(h,t)dt est une fonction continue en h = 0, soit

§'(a) = lim 20FR Z90@) | F = /]—‘Otdt /f dt  (7.5)

h—0 h h—0

Le théoréme de continuité d’une intégrale dépendant d’'un paramétre montre la continuité de la
fonction dérivée g’ : x — [, 2L (2, t)dt. cqfd

Exemple 7.3. La fonction f C T / e~t/2e=2mxt g4 ost de classe C! sur R et
R
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Vo € R / et/ eIt 4t = /o o720
R

Les fonctions (z,t) — f(z,t) = e~ t/2e71272 of (2, ¢) 9 (2,t) = —i2nt e~t*/2 g=i2mat gon

. X
continues sur R x R. 2

Pour tout z € R et t € R, on a les majorations : |f(x,t)] = e7*/2 = o(t) et ‘ﬂ | =
27|t et/ = 1 (t) ; les fonctions g et @1 sont intégrables sur R (les hypothéses de domination
sont remplies). La fonction f est donc de classe C! sur R et

N 0 .
(f) (@) = af( ,t)dt =/ —iomte /272 gy
T R
Intégrons par parties (u, = —te /2y = e7¥'/2 ¢ = 71272t o/ — _idpge—i277t) gur le
segment [—n,n] avec n € N qui tend vers +00 :
n
(f) (z) = i2n / —te /2T 4 — jonlim | —te t/2e 120 gt (7.6)
R noJ .,
. t=n " .
=i2r 1im{e—t2/2 eiZmat +i2rz / e 1" /2 gmi2mat dt} (7.7)
n t=—n —n
=0+ (i27)%z / et /2e2mt 4 — Y20 f () (7.8)
R
car limt_,oo|e_t2/26_i2”t| = lim;_ooe~/2 = 0. La fonction f Vériﬁe léquation différentielle

y = —4n%zy dont les R-solutions sont y(z) = Ke 272" Or, f = [ge! /2 4t = 27 ce qui
détermine la constante d’intégration K.

Extension au cas oul ’hypothése de domination est vérifiée sur tout segment de A

La dérivabilité est une propriété locale : dire que g est dérivable sur A, c’est dire que g est
dérivable en tout point de A, ou encore, c’est montrer la dérivabilité de g sur tous les segments de
A; de méme montrer que g est de classe C! sur A, c’est montrer que g est de classe C! sur tous
les segments de A. D’ou le théoréme

Théoréme 7.4 (Dérivation sous le signe fl, domination sur tout segment).
Si f est une application de A x I & valeurs réelles ou complexes telle que

(i) les fonctions f et % sont continues sur A x I rapport au couple (x,t) ;
(i7) pour tout segment S de A, il existe deux applications po.s et p1.5 o valeurs réelles positives
et sommables sur I telles que

(1)

(hypothéses de domination sur tout segment)

0
VeelS, vtel, |f(z,t)] < pos(t) et a—i < p1,5(t)

alors Uapplication g : x — f] f(x,t)dt est de classe C' sur A et

Ve A g /f /gi( ) dt (7.9)

Exemple 7.4.

—+oo
La fonction I' : 2 — / t*Le™" dt est de classe C' sur ]0, +o0]
0

+oo
Vz >0, T'(z) :/ (Int)t*Le™ dt
0
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Les fonctions f : (z,¢) — t* te~t et 2L : (z,¢) — (Int)t*~'e~* sont continues sur ]0, +oo[ x
10, 400l

Soient 0 < a < b < 4o00; pour tout = € [a,b] et t € |0, +00], on a les inégalités 0 < f(xz,t) <
(= e = @ 0 (1) et [GE(x, 1) = [Int] f(z,t) < [Int](t2~ + 27 )e™ = oy [4(t), et les
applications @ [q,5] €t ©1,[a,p) SONt Sommables sur ]0, +ool.

Une récurrence sur k permet d’étendre ces théorémes aux applications de classe C* sur A.

Théoréme 7.5 (Cas des fonctions de classe C*).
Si f est une application de A x I & valeurs réelles ou complexes telle que
(i) pour tout entier r € [0, k], la fonction g;{ est continue sur A x I rapport au couple (x,t) ;
(i7) pour tout entier r € [0,k] et pour tout segment S de A, il existe des applications ¢, g a

valeurs réelles positives et sommables sur I telles que

T

—f(z, t)‘ < rs(t)  (hypothéses de domination sur tout segment)

t I
V(z,t) € S x I, BT

alors Uapplication g : x — f] f(x,t)dt est de classe C* sur A et

Vo e A (k)(x)d—k/f(x t)dt/ﬁ(x t)dt
) g - d.rk I ) - Iamk )

Exemple 7.5.

+oo
La fonction I' :  — / t*"Le™ dt est de classe C™ sur |0, +o0f
0

+oo
Vk e N, Va > 0, T (z) :/ (Int)k = Le=t dt
0

Pour tout r» € N, la fonction g;{ : (z,t) — (Int)"t*~Le~t est continue sur |0, +o0[ x ]0, +o0[

par rapport au couple (z,t).
Soient 0 < a < b < +00; ¥(z,t) € [a,b] x |0, +00[, | 2L (x,t)| = |Int|" f(z,t) < Ine]" (¢! +

tt=e t = ©r.[a,b](t), les applications ;. [, 5] sont sommables sur |0, +oo.

Remarquons que I''(z) = 0+°° (Int)?t*Le=t dt > 0; la fonction I' est une fonction (stricte-
ment) convexe.
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1 Introduction

Comme toujours, K désigne I'un des corps R ou C.

Définitions 1.1 (Série entiére).

Une série entiere de variable réelle (resp. complexe), est une série de fonctions > u,, particu-
liére : les fonctions u,, sont des mondémes a,z"™ ol a, est un nombre complexe et z un nombre réel
(resp. complexe) ; on la note > a,2". En cas de convergence, la somme est notée :

S:zHS(z):Zanz" (L.1)
n=0

L’addition des séries entiéres Y a,z™ et Y b,2™ est la série entiére Y (a, + b,)z".
Le produit de la série entiére Y a,2™ par le scalaire A € K, est la série entiére Y Aa,2".
Le produit de Cauchy des séries entiéres > apzP et ) byz9 est la série entiére > ¢, 2" ol

n n

Cp = E apbq = E akbn,k = E an,kbk (12)
p+g=n k=0 k=0

Pour ces opérations, I’ensemble des séries entiéres est une K-algébre commutative.

Exemples 1.1.
La série géométrique

1 - n 1 G n. n
Vz e C, |z <1, —=>_" Hz:ZH)z, (1.3)
n=0 n=0
La fonction exponentielle et ses copines
o0 Zn
Vz € C, expz =1+ -~ (1.4)
n!
n=1
) oo . Z2n+1 St N Z?n
oo ,2n+l X ,2n
shz=) ——— chz=1+)" (1.6)
o (2n+1)! — (2n)!
La fonction logarithme (réel)
v | St :CnJrl o 11.71
-1,1 1 = -1 = -t — 1.
sl e = DD = 3D (17)

La fonction puissance

Va € R\ Z, Vz € ]-1,1], (1+m)a:1+i(7ﬁ(a—kz))ﬁ (1.8)

n!
n=1 k=0

Remarque. Jusqu’au XVIII® siécle, toutes les fonctions étaient considérées comme des sommes de
séries entiéres : elles étaient « développables en série entiére », méme quand ces développements
n’étaient pas convergents au sens de la Spé!

Ce n’est qu’avec les travaux des mathématiciens du XIX® siécle, que la notion de fonction est
apparue, ainsi que les notions de continuité, de dérivabilité. ..
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2 Rayon de convergence d’une série entiére

2.1 Généralités

Lemme 2.1 (d’Abel).
Si la suite (|an|ry)n est majorée, alors la série > anz
tel que |z] < rg.

™ converge absolument pour tout z € C

PREUVE. Soit M € Ry tel que pour tout n € N, |a,|rj < M ; alors

[21\" l21\"
Vi €N, [anz"] = lanl 2" = lanlry (=) < M(2)
To To
ce qui montre que a,z™ = O((|z|/r0)"). Z(|z|/r0)n est une série géométrique, de raison positive
et plus petite que 1 (|z| < rg), donc convergente; le théoréme de comparaison montre I’absolue
convergence de > a,z". cqfd

Remarque. La convergence de la série Y a,rf implique la convergence vers 0 de la suite (|an|r])n
et entraine le caractére borné de cette suite.

Théoréme 2.2 (Définition du rayon de convergence).

Si > anz™ est une série entiére, Uensemble I = {r € Ry [/ la série Y |an|r" est convergente}
est un intervalle de Ry contenant 0.

La borne supérieure de I dans Ry = Ry U {4+00} est appelée rayon de convergence de la série
entiere Y anz™ et notée R, ou R, s’il n’y a pas d’ambiguité.

PREUVE. 1l est clair que 0 € T et, pour tout r € I, le segment [0,7] C I grace au théoréme de
comparaison :
0<7 <r = YneN, |a,|r'" < la,|r"

la série Y _|an|r'™ converge puisque la série Y _|a,|r™ est convergente. cqfd

Exemples 2.1.

Si a, = n! pour tout n € N, I = {0}.

Sia, =1/n! pour tout n € N, I = R

Si a, = p~" pour tout n € N, I = [0, pl.

Sia, = (n+1)"2p~" pour tout n € N, I = [0, p].

Ceci montre que 'intervalle I peut étre des quatre types suivants :{0}, R4, [0, p[ ou [0, p].

Théoréme 2.3 (Caractérisation du rayon de convergence).
Le rayon de convergence R, de la série entiére Y anz™ est caractérisé par

|z] < Ry = la série Y a,z™ converge absolument ;

|z| > R, = la suite (|an||2|™)n n'est pas majorée et la série > anz™ diverge grossiérement.

PREUVE. Soit |z9| > Rq; si la suite (anz{)n est majorée, le lemme d’Abel montre que la série
> anz™ converge absolument pour tout z € C tel que |z| < |zp|. Ainsi I contient [0, |zo|[ et
R, =supl > |z|, ce qui est en contradiction avec I'hypothése faite. cqfd

Remarque. Cheére lectrice, cher lecteur, vous étes conviés a faire la plus grande attention & la
qualité stricte ou large des inégalités.

Définition 2.1 (Disque, intervalle ouverts de convergence).

Si Y anz™ est une série entiére de variable complexe (resp. réelle) de rayon de convergence
R, > 0, le disque ouvert de centre 0 et de rayon R, est appelé disque ouvert de convergence et
lintervalle ouvert |—R,, Rq[ est appelé intervalle ouvert de convergence.

La série entiére Y a,2" converge absolument en tout point z de son disque (resp. intervalle)
ouvert de convergence. En tout point z extérieur, i.e. en tout point z tel que |z| > R,, la suite
(anz™)n nest pas majorée et la série > a,z" diverge grossiérement. On ne peut rien dire, en
général, de la nature de la série Y a,2™ en tout point z de module R, ; ¢’est pourquoi le cercle de
centre 0 et de rayon R, est appelé cercle d’incertitude.
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2.2 Calcul du rayon de convergence

Théoréme 2.4 (Détermination du rayon de convergence).
Le rayon de convergence R, de la série entiére > a,z" est la borne supérieure de l'un des
intervalles suivants :

E ={r € Ry /la suite (anr™)y est majorée}

F ={r e Ry /la suite (anr™)n admet 0 pour limite}
G ={r e Ry /la série Y a,r™ converge}

I ={reRy /laséricd |ay|r"™ converge}

PREUVE. Les inclusions I C G C F C E sont évidentes et donnent les inégalités :
supl < supG < supF <supF
Reste & montrer 'inégalité sup E' < sup [ ; pour cela montrons I'implication
r<supk = rel soit [0,sup E[ C I

Sir < sup E, la suite (|a,|r™), est une suite majorée et le lemme d’Abel montre que r € I. Ainsi,
[0,sup E[ C I et sup E = sup|0,sup E[ < sup . cqfd

Remarques.
Si la série Y anz{ est convergente, alors R, > |z
Si la série Y anzy est divergente, alors R, < |zg].

Théoréme 2.5 (Rayon et critére de D’Alembert).
Soit Y anz™ une série entieére telle que a,, # 0 & partir d’un certain rang ; s’il existe £ € [0, +0o0]
avec limy,|any1/an|l, alors Ry =1/¢

a
lim| Y| existe et vaut — R, = -

n Qp,

PREUVE. La régle de D’Alembert donne pour n assez grand :

Siflz] <1, i.e. 81 |z] < 1/¢, la série Y an2™ converge absolument. Si ¢|z| > 1, i.e. si |z]| > 1/,
la suite (Ja,z"|), diverge vers 4+o0o et la série > a,z" diverge grossiérement. Le théoréme de
caractérisation du rayon de convergence montre que R, = 1/¢. cqfd

Remarque. Le rayon de convergence R, de la série entiére »  a,z" existe toujours, ce qui n’est pas
)

le cas de la limite de la suite (| a;“ |)n ; la série entiére définie par as, = 2 et agp1 =1 en est un

exemple : R, =1 et la suite (|“2+[) n’a pas de limite.

Théoréme 2.6 (Comparaison de rayons de convergence).
Si > apz™ et > b,z" sont deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R, et Ry,
alors :
(i) (BN eN, VneN, n>N = |a,| < |by]) = Ry > Ry;
(ii) (B € R, an = O0(n%|by|)) = Ra > Ry;
(iii) (3o € R, |an| ~n*b,|) = R, = Ry;
n
(1v) en particulier : |ap| ~ |bn| = R4 = Rp.
n
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PREUVE. Comment démontrer que R, > R, ? Le principe en est le suivant : on prend r < Ry
(remarquer U'inégalité stricte pour en déduire la convergence absolue de la série Y b,,2™), on montre
la convergence de Y |a,|r™ et on en déduit que r < R,. La démonstration consiste donc & montrer
Iinclusion [0, Ry[ C [0, Rq].

(i) C’est un cas particulier de (i%) ; mais le scribe, dans sa grande bonté, peut en faire une démons-
tration directe : si r < Ry, la série Y |b,|r™ est convergente; les inégalités |a,|r"™ < |b,|r™ pour
n > N montrent la convergence de la série Y |a,|r", et donc r < R, ; ainsi [0, Ry[ C [0, R,] et
Ry, < R,.

(i1) Si 0 < 7 < ' < Ry, la série 3 |bu|r'" est convergente et la suite (|bn|r'") , qui admet 0 pour
limite, est majorée.

Les conditions r < 1’ et (|b,|r'")  majorée impliquent b, |r™ = [bur’™ (r/r')"| = O((r/r')™).
D’autre part, a, = O(n®|b,|) et |b,|r™ = O((r/r’)") impliquent |a,|r" = O(n®(r/r')"); or,
la série 3" n®(r/r’)" est une série convergente : la régle de D’Alembert donne ("I—i)a(r/ ) —

r/r" < 1. Ceci montre la convergence de la série > |a,|r™ et. ..
(i7i) Ja € R, |an| ~ n®|b,| implique 3o € R, 3N € N, ¥n € N, n > N = In?b,| < |a,| <
n
2n%|by,| ; ainsi, |a,| = O(n®[b,|) et |b,| = O(n~|an|), ce qui donne I'égalité annoncée.

(iv) la question précédente pour o = 0 donne le résultat.
cqfd

2.3 Opérations algébriques et rayon de convergence

Théoréme 2.7. Si > anz™ et > b,2z™ sont deuz séries entiéres de rayon de convergence respectifs
R, et Ry, alors :

(i) pour tout A € K*, le rayon de convergence de Y XAanz™ est R, et :
o0 oo
VzeK, |z|< Ry, = Z Aapz" = )\Z anz" (2.1)
n=0 n=0

(ii) le rayon de convergence Ry de la série entiere > (an + by)z™ vérifie Ry = min(R,, Ry) si

R, # Ry et Rs > R, = Ry sinon, et :

Vz € K, |z| < min(R,, Ry) = Z(an +b,)2" = Z anz" + Z bpz" (2.2)
n=0 n=0

n=0

(iii) le rayon de convergence R, de la série entiére produit Y c,z™ ol ¢ = > 5_o rpbp—k vérifie
Rs > min(R,, Rp), et :

Vz € K, |z| < min(R,, Ry) =

icnz" = i( Y akbn_k)z” = (i apzp) X (i quq> (2.3)
n=0 n=0 “k=0 p=0 q=0

PREUVE.
(1) Si A € K*, la suite (Jan|r™), est majorée si, et seulement si, la suite (JAay|r™), Pest; ainsi le
rayon vaut R, ;

(1) si |z| < min(Rg, Rp), les séries > |a,|r™ et > |b,|r™ sont convergentes; la série > (a, + b, )2™ est
(absolument) convergente, > 7 ((an + by)z™ =Y 00 (anz" + > 07 o bpz™ et Ry > min(R,, Ry).
Si les rayons R, et Ry, sont distincts, par exemple R, < Ry, prenons r € |R,, Ry[; les inégalités
|an + bp|r™ > |an|r™ — |bp|r™ pour tout n € N, montrent que la suite (|a, + b,|r™) n’est pas
majorée, et donc Ry < r. Ainsi |Rg, Rp| C [Rs, +o0] et Ry < R, = min(R,, Rp). L’égalité annoncée
est donc démontrée.
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(141) Si |z| < min(R,, Rp), les séries entiéres Y a,2™ et > by 2™ sont absolument convergentes; la série
produit (de Cauchy) I’est aussi et 'on a :

i ezt = i (i akbn_k) 2" = i (z": akzkbn_kz”_k) = (i apzp) X (i quq)
n=0 k=0 n=0 “k=0 p=0 q=0

cqfd

Remarques.

Si R, = Ry, on peut avoir Ry > R, : il suffit de prendre a,, = 1 et b, = —1 pour tout n; dans
ce cas R, = Ry = 1 (les séries sont géométriques) et Ry = +oo (la série somme est la série nulle).

Si Ry = Ry et si apb, = 0 pour tout n (on dit alors que les séries entiéres sont disjointes),
alors Ry, = R, = Rp. Raisonnons par l'absurde; si Ry > R, = Ry, prenons r € |R,, Rs[; dans
ces conditions, la suite (|an|r”)n n’est pas majorée, tandis que (|a, + bn|7"”)n Pest. Or, |a,|r™ <
(lan| + [bn])r™ = |an + by|r™, ce qui est contradictoire.

Ainsi, si les séries entieres Y asy112%PT! et Y ag,2?P ont le méme rayon de convergence R, la
série entiére Y a,2™ admet R pour rayon de convergence.

Théoréme 2.8 (Puissance de série géométrique).

VpeN, VzeC, |2|<1 = A=t ZC" chﬂg :ZCﬁz”_p
n=p

PREUVE. Par récurrence sur p.
Pour p = 0, la série géométrique donne le résultat :

1 oo o
n
= E 2z = g an”
—Z
n=0 n=0

On suppose la formule vraie au rang p— 1. Pour |z| < 1, les séries sont absolument convergentes
et le produit des séries donne :

<1flz>p+1:<1jz> (ZCW ) (Z) Z""

q=0

k k—1 . .
avec cn = Y p_o ktp—1- OF, +p 1= Ck+p Ck—l-‘rp pour k > 1; ce qui donne, par destruction

cqfd

de termes, ¢, = Cn+p.

3 Propriétés de la somme d’une série entiére
Dans cette section, on étudie les propriétés de la somme S de la série entiére > a,2™ sur son

disque ou son intervalle ouvert de convergence. On supposera donc que le rayon de convergence
R, est strictement positif et donc

S:ze{zeC/|z]| <Ry} S(z) Zan

ou

S : @ €]—Ra, Ry Zanx
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3.1 Continuité de la somme

Théoréme 3.1 (Convergence normale).
Une série entiére converge normalement, donc uniformément, sur tout disque fermé stricte-
ment inclus dans le disque ouvert de convergence.

PREUVE. Soient R, le rayon de convergence et 0 < r < R, ; les inégalités
VYneN, Vze€ C, |z] <r = |ap2"| = |an]]z]" < anr™ = an (3.1)

montrent que la série entiére converge normalement sur le disque fermé de centre 0 et de rayon
r, puisque a, est le terme général d’une série numérique convergente (r < R,) indépendante de
z. cqfd

Remarques.

Dans le cas réel, la série entiére Y . a,z" converge normalement sur tout segment de I'intervalle
ouvert de convergence |—R,, R,|[.

En général, il n’y a ni convergence normale, ni convergence uniforme sur le disque ouvert ou
Pintervalle ouvert de convergence. Donnons un contre-exemple : la série géométrique »_ z™ a un
rayon R =1, S(z) = (1 —2)~! pour |z| < 1 et

|Z|n+1

= = sup |R,(2)| = 400
T2 — Smle

|Ra(2)| = [S(2) = Su(2)] = ‘ i zk‘

k=n+1

Théoréme 3.2 (Continuité de la somme).
La somme d’une série entiére définit une fonction continue sur le disque ouvert de convergence.

PREUVE. Pour tout n € N, z +— a,,z" est continue sur K ; la série entiére converge uniformément
sur tout disque fermé (strictement) inclus dans le disque ouvert de convergence; sa somme est
donc continue sur tous les disques fermés du disque ouvert de convergence, donc continue sur ce

disque ouvert de convergence (la continuité est une propriété locale). cqfd
Remarques.
Dans le cas réel, S : @ — > 7  ana™ est continue sur l'intervalle ouvert de convergence

|—Ra, Rl

Sila série > |an|RY est convergente, la série entiére > a, 2™ converge normalement sur le disque
fermé de centre 0 et de rayon R,, puisque |z| < R, implique |a,z"| < |ay|R}. La somme S est
donc définie et continue sur le disque fermé {|z| < R, }.

Théoréme 3.3 (Développement limité de la somme).
La somme d’une série entiere admet un développement limité a tout ordre au voisinage de z = 0.

o0 n
S(z) = Z anz" = Zakzk +o(z") au voisinage de z =0 (3.2)
n=0 k=0
PREUVE. Pour tout |z| < R,, on peut écrire :
n o0 n
S(z) = Z apz® 4 2" Z apz"" = Zakzk + 2"(z)
k=0 k=n-+1 k=0

Or, e(z) = ZZO:nH a2 = Z;O:l an+pzP est la somme d’une série entiére de rayon de conver-
gence R, > 0. La fonction ¢ définit une fonction continue sur le disque ouvert de convergence et
limge(z) = £(0) = 0. cqfd

Remarque. On comprend maintenant le qualificatif de « limité » que 'on adjoint au terme de
« développement ». On comprend aussi pourquoi la connaissance des développements limités des
fonctions classiques permet de retrouver leur développement en série entiére.
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3.2 Intégration terme a terme
Dans ce paragraphe, les séries entiéres possédent une variable réelle.
Théoréme 3.4 (Intégration terme a terme de la somme).

(i) Les séries entieres Y anx™ et Y, an,x™/(n+ 1) ont le méme rayon de convergence Ry ;
(i4) pour tout segment [a, 5] de |—Rq, Ra|, on a :

B > tn+1 t=4
[ antae= Zan (3.3)
® n=0
(791) pour tout x € |—Rg, Ry, on a :
r n+1
[ Y antmat = Zan (3.4)
0 n=o
PREUVE.
(1) an/(n+ ) ~n~la,, ce qui montre I'égalité des rayons;

(i) la série > ant" converge normalement, donc uniformément, sur tout segment de I'intervalle ouvert
de convergence |—R,, R,[; le théoréme d’intégration terme a terme des séries fait le reste;

(4i7) ceci est un cas particulier de (7).

cqfd
Exemples 3.1. Pour z € } 1,1, on peut écrire :
i n n na™t! 0 n—1z"
hl(l +.’L‘) = fO (1 +t> fO n= O t"dt = Zn:O(_l) n+1 = Zn:l(_l) 17
Vel k) = Y = St
X - n xXr) = — = — P
o n=0 n+ ! n=1 n
et arctan(z) = [(1+¢2) 71 dt = [ >0 ((—1)"t* dt = Zzozo(fl)"zin_':
e $2n+1
v —-1,1 t = "
re L aretan) = 313

Remarque. La premiére formule est encore vraie pour x = 1, la seconde est vraie pour x = +1; ce
ne sont pas des conséquences directes du théoréme précédent.
N’oublions pas le théoréme d’intégration terme & terme des séries sur un intervalle!

3.3 Dérivation terme a terme
Dans ce paragraphe, les variables des séries entiéres considérées sont réelles.

Théoréme 3.5 (Dérivation terme a terme de la somme).
Si > anx™ est une série entiere de rayon de convergence Rq, alors

(i) la série dérivée premiere 3, -, napz" ! = > g>0l@ +1ag1z? a le méme rayon de conver-

gence R, ; la somme S : x — ZZOZO anx™ est de classe Ct sur|—Rq, Ra| et

Vo € |-Rq, R.[, S == <Z an® ) = Zlnanx"_l = Z(q + Dagyr2? (3.5)

q=0
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(i) la série dérivée p© >-, - n(n —1)---(n—p+ a2 P =37 -, %anﬂ,x" a le méme
rayon de convergence Ry ; la somme S est de classe C*° sur |—R,, Rq| et

Vp € N, VIG]*RG,R [,

- " (3.6)
(#i1) en particulier :
¥n €N, an = 5(7:'(0) (3.7)

PREUVE.
(i) La série > a,x™ est obtenue par intégration (terme a terme) de la série entiére > na,z"'; ces
deux séries ont donc le méme rayon de convergence et

Yz € ]—Rq, Ral, S(z)—S(O):Zanz":/ Znant”_ldt:/ Sy(t)dt
n=1 [U— 0

Ainsi S est une primitive sur |—R,, R,[ de la fonction continue S;; S est donc une fonction de
classe Cl et §' = S ;

(#i) par récurrence sur p en utilisant (7) ;
(797) on fait z = 0 dans la formule (4).

cqfd

Remarque. Les séries entiéres se dérivent et s’intégrent terme a terme sur 'intervalle ouvert de
convergence |—R,, R, [. Une dérivation ou une intégration jusqu’au bord de 'intervalle ne se justifie
qu’en reprenant les théorémes généraux de dérivation ou d’intégration des séries de fonctions.

Exemple 3.2. De lidentité (1 —2)~* =Y 2™ pour = € |—1,1[, on tire :

d( 1 -
Vo e ]-1,1], %<1—x) e an :Z(q+1xq

q=0

et pour tout p € N :

v 1 P! i nep = (g +D)!
vxe]_l’”’@(lz):(lx)P+1:Zn(n—1)'“(n—P+1)x p:z;) q! v
n=p 9=

Théoréme 3.6 (Unicité des coefficients d’une série entiére).
Deux séries entiéres qui coincident sur un voisinage de 0 son identiques.

(ﬂr >0, Yo € ]-rr], Z anx" = Z bnx”) = (Vn eN, a, = bn) (3.8)
n=0 n=0

PREUVE. Soient R = min(R,, Rp) et f la fonction de classe C* sur |—R, R[ définie par :

x) = i anx Z bpz™ i —by)x"
n=0 n=0

f est (identiquement) nulle sur |—r, [, toutes ses dérivées aussi; en conséquence, pour tout n € N,
— b, = f™(0)/n! = 0, soit a, = by. cqfd
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3.4 Sommation de séries entiéres
3.4.1 > P(n)z™ ou P est un polynodme.
Quel est le rayon de convergence? Si P est de degré d, P(n) ~ agn® et R = 1.
n

La somme est connue dans le cas ot P(n) =n(n—1)---(n —k+ 1) : pour tout = € |-1,1],

k!
_ .k _ ..k
ngzon(n—l) n—k+1z" ==z E nn—1)---(n—k+1)z" 7x7(1_33)k+1

Dans le cas général, il suffit de décomposer le polyndéme P (supposé de degré d) dans la base
{1, X, X(X-1),-- , X(X=1)--- (X =d+ 1)} de K4[X] adaptée a la situation.
SiP=ay+ ZZ:1 o X(X —=1)--- (X —d+1), alors, pour tout = € |—1,1],

ZP(n —aoZac +Zakz n=1)---(n—k+ 1z Zakx k+1
n=0

3.4.2 > P(n)z™/n! ot P est un polynéme
Quel est le rayon de convergence ? Si P est de degré d, P(n)/n! ~ agn?/n! et R = +oo.
Si P(n)=n(n—1)---(n—k+1), alors, pour n > k, P(n)z"™/n! = 2™ /(n—k)! et pour tout = € R,

= n(n—1 n—k+1) , LI .
Z n( ) n'( ) _ Z T kZ—z =a2Fexpa

n=0 n=~k

Dans le cas général, il suffit de décomposer le polyndéme P (supposé de degré d) dans la base
{L,X, X(X-1),--- , X(X—-1)--- (X —d+ 1)} de K4[X] adaptée a la situation.
SiP=ay+ ZZ:1 o X(X —=1)--- (X —d+1), alors, pour tout = € R,

) ) d ) d

P(n) , 1, nn—1)---(n—k+1) ,
g #w = g il + E g E ( ) n'( )x = (expx) E apzh
n=0 n=0 k=1 n=0 k=0

4 Fonction développable en série entiére

Dans cette section les variables des séries entiéres considérées sont réelles.

4.1 Un peu de vocabulaire

Définitions 4.1 (Fonction développable en série entiére).
Une fonction f est dite développable en série entiére sur lintervalle ouvert |—r,r[ si, et seule-
ment si, il existe une suite de nombres complexes (a, ), € CN telle que

Ve €l-rr], f(z)= i anx"
n=0

i.e. si, et seulement si, f est la somme d’une série entiére sur l'intervalle |—r, r[. La série entiére
> anx™ est appelée le développement en série entiére de la fonction f sur lintervalle |—r, r[.
La fonction f est dite développable en série entiére au voisinage de x = 0 si, et seulement si,
il existe un nombre ro > 0 tel que f soit développable en série entiére sur 'intervalle |—rg, 7|
La fonction f est dite développable en série entiére au voisinage de x = xq si, et seulement si,
la fonction g : u — f(xzo+u) est développable en série entiére au voisinage de u = 0. Dans ce cas :

Iry, >0, Ian)n € CN, vz e Jxo = Tag, o + Tao [, Zan x —xo)" (4.1)
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Exemples 4.1.
La fonction x + (1 — z)~! est développable en série entiére sur |—1, 1] car

oo

= E l‘n
n=0

La fonction x +— (1 — x)~! est développable en série entiére au voisinage de xo # 1; posons
u =T — xg, alors :

= = = S1
l-2 1—(zo+u) 1—z97__"Y 1—xg ‘ 1— 2o 1—xg
1 =

Ainsi en posant r,, = |1 — z¢|, on obtient :

Ve e]|-1,1],

Vo € |2o — Tags To + Tao s

L= e )
S R

4.2 Analyse de la situation

Si f est une fonction développable en série entiére sur l'intervalle ouvert |—r, r[, f est la somme
d’une série entiére Y a,a™ sur |—r, r[; nécessairement f est une fonction de classe C* sur |—r,r|
et le coefficient a,, est égal a f(™(0)/n!. Le développement en série entiére de f est donc donné
par la série > f(")(0)z" /n!, ce qui motive la

Définition 4.2 (Série de Taylor d’une fonction).
f(")( ) n

Si f est une fonction de classe C* sur un voisinage de x = 0, la série entiére E ——a" est

appelée série de Taylor de la fonction f en x =0

Il est légitime de se poser deux questions :

— la série de Taylor de f en z = 0 a-t-elle un rayon de convergence non nul 7

— si oud, la fonction f est-elle égale & sa série de Taylor sur un voisinage de x =07

Le paragraphe suivant propose deux exemples qui donnent une réponse négative a ces deux
questions.

4.3 Exemples de fonctions de classe C* non développables en série en-
tiére
4.3.1 Exemple d’une série de Taylor de rayon de convergence nul

Considérons la fonction f définis par la somme de la série de fonctions :

f: xHZe_" ”“”*Zun (4.2)

Cette série converge normalement sur R car, pour tout z € R, [e™el"’?| = e™" = (e71)" et la
série géomeétrique Y e~ ™ est convergente. La fonction f est de classe C* sur R car, pour tout
z € R et pour tout entier naturel k,

|u(k) ‘ _ | in2 k: em :cefn| 2k e " = O(efn/2)

ce qui entraine la convergence normale sur R de la série des dérivées k® pour tout k.
Le calcul de f*)(0) se fait en dérivant terme & terme la série, soit :

=i Z nken (4.3)

o0

f(k) (0) _ Z(ln )k: em T \—n

n=0
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ce qui donne la minoration :
o0
‘f(k) (0)‘ _ Z n2k e > ka e—k
n=0

Etudions la nature de la série S| f®*)(0)|r* /k! pour 7 > 0 :

’f(k)(o)’ . - k2k e—k

B 7T R = B

Bry1  (k+1)2k+2 1

et By = ok k+1e

11 2k
Ly = (1+E) (k—&—l)eflrr;er:e*er—i—oo

Le critére de D’Alembert montre la divergence de la série > 8 ; par le théoréme de comparaison,
la série S| f®)|(0)7F /k! est aussi divergente pour tout r > 0; la série de Taylor de f a donc un
rayon de convergence nul.

4.3.2 Exemple d’une fonction différente de sa série de Taylor

Considérons la fonction f définie par :

0 six <0

Jrom f@) = exp(?) siz>0

(4.4)

La fonction f est une fonction de classe C*° sur R\ {0} et, pour tout entier naturel k et tout réel
z €10, +00], f*)(z) = Qi (1/z) exp(—1/z) ott Qx est un polynéme unitaire de degré 2k (raisonner
par récurrence) ; ainsi

-1
£ (z) o 22k exp(?) et lxl?& f(k)(x) =0

La fonction f est donc de classe C* sur R (récurrence et théoréme de prolongement des fonctions
C') et, pour tout entier k, f*)(0) = 0. La série de Taylor de f en z = 0 est la série nulle, sa somme
est différente de f sur tout voisinage de 0.

4.4 Synthése

Théoréme 4.1 (Caractérisation des fonctions développables en série entiére).
Soit f est une fonction de classe C* sur un voisinage de x = 0; f est développable en série
entiére si, et seulement si,

anrl

T —t)" f(nﬂ)(t) d — | /1(1 - u)nf(nJrl)(g;u) du — 0  (4.5)
n! Jo "

Jr >0, Vxe]—r,r[,/ (
0

n!

PREUVE. Ce n’est que 'application de la formule de Taylor avec reste intégral, améliorée par le
changement de variable ¢t = zu (pour x # 0) :

n+1

n (k) T (g ) .
f@) -3 F0) ok / (z—1) FOD () dt = B
k=0 0 '

1
1 —w)"fO D (zu) du

- — | a=wn )

La fonction f est développable en série entiére si, et seulement si, la série de Taylor de f converge

vers f sur un intervalle |—r, r[, i.e. si, et seulement si, le reste intégral de la formule de Taylor tend

vers 0 sur |—r, r[. cqfd
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Théoréme 4.2 (Condition suffisante de développement en série entiére).
Soit f est une fonction de classe C*> sur un voisinage de x = 0 ; alors :

<3r >0, 3M >0, Vk € N, Vo € ]-rr[, |fP(z)| < M) =
f est développable en série entiere sur |—r,r[ (4.6)

PREUVE. C’est lapplication de Iinégalité de Taylor; pour tout x € |—r, r|,

Lol |x|n+1 1
' / (1-— u)"f("+1)(.1‘u) du| < ' / (1— u)"‘f("“)(acu)’ du
n. 0 n. 0
n+1 1 n+1 1
i / (1—wyMdu= 2y — 0
n! Jo n! n+l n
cqfd

Proposition 4.3 (Développement en série entiére et parité).
Si f est une fonction développable en série entiére sur |—r,r[ (r >0) , alors

f est une fonction paire <= Vp € N, agpt1 =0
f est une fonction impaire <= Vp € N, ag, =0

PREUVE. Si f est paire, f’ est impaire, et si f est impaire, f’ est paire. Une récurrence montre
que si f est une fonction paire, pour tout p € N, f(2P+1) est une fonction impaire, et donc,
azpr1 = fPPTD(0)/(2p + 1)! = 0. De méme, si f est une fonction impaire, pour tout p € N, f(2P)
est une fonction impaire, et donc, as, = f®»)(0)/(2p)! = 0.

Réciproquement, la somme d’une série entiére qui ne comporte que des monomes pairs (resp.
impairs) définit une fonction paire (resp. impaire). cqfd

4.5 Exemples de développement en série entiére
4.5.1 Utilisation de la série de Taylor

La fonction exponentielle. On considére la fonction auxiliaire p(t) = exp(zt) de classe C*>
sur R; o) () = 2F exp(zt) et la formule de Taylor avec reste intégral donne

n

K n Mk
expz =0 2| = ‘w(l) -y )

k=0 k=0
1 1
1—u)" |+t
— /0 %Znﬂ exp(zu) du| < | |n! /0 (I —u)"” exp(%e(z)u) du
2" /1(1 u)" exp(|Re z|) du 2" exp(|Re z|) ! 0
S - X = X 1
n! Jo P n! P n+1l n

ce qui montre (une nouvelle fois) que :

Vz € C, expz:lJrZZ—'
n!

n=1

La série du binéme. Pour a € R\ N, on pose f(z)

= (1+2)* = exp(aln(l+z)) ; la fonction
f est une fonction de classe C* sur |1, 4+o0|, et f*)(z) =

ala—1)--(a—k+ 11 +2)*F et
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1—
f®0) =a(a—1)---(a — k + 1). Utilisant la décroissance de u € [0,1] — . 4
fixé, le reste intégral se majore a ’aide de :

pour x > —1
TU

1 L/q1— "
og/ (1—u)”(1+xu)o‘_"_1du:/ ( “) (1+ zu)* du
0 0

1+azu

. (4.7)
g/o (14 zu)* " du

On peut donc écrire :

n k
(L+2)*—1-> ala—1)-- (a—k—&-l)k"
k=1

‘zn+1

—u)"a(aa—1)---(a—n zu)* " tdu 4.8
[ a—wrae - @ mma ] 49

ottt
<la@-D-@-mT= [t du=u,
n. 0

—1
Or Untl _ o — ||z|
Up, n+1

x|, ce qui montre que u,, tend vers 0 pour tout = € |—1,1
Y

Vo €]-1,1], (1+x)a:1+ia(a—1)...(a—n+1)zn

n!

4.5.2 Utilisation de combinaison linéaire de développement en série

Développement en série entiére de In(l + z + x°)

2).  Amie lectrice, ami lecteur, voici une
astuce que l'on peut qualifier de vaseuse :
1—a3
Vo #1, 1+a+a2° =
1—=x

Ainsi, pour tout z € |—1,1[, on a :

0 . .3n
In(1+x+2%) =—-In(1 —z)+In(1 — z%) Zx— Zz—
n n

1
ad — sin=loun=2 (mod 3)
= Z apx™  en posant a, = "y
n=1 sin=0 (mod 3)
Développement en série entiére de chxcosx. Le but du jeu est de linéariser ; pour cela, on
utilise les expressions complexes des fonctions trigonométriques

chz cosz = cosizcosz = 5 (cos(z + iz) + cos(z — iz)) = Re(cos(1 +i)z)

(1
Or, cos(1+i)z =1+ Z + ] z? et 1 +1=+v/2exp(in/4), ce qui donne

Re(1 +1)%" = %e(\/iexp(ig))% = §Re(2" exp(ing))

_ 2”cos(ng) _ {0 sin=1 (mod 2)

22P(—1)P sin=2p
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On obtient donc :
2%p

@)

4p

Ve e R, checosz =1+ Z(—l)p

4.5.3 Utilisation d’une équation différentielle

La série du binéme (one more time). La fonction f : x — (1 + z)® vérifie 'équation
différentielle :
1+2)y —ay=0 (4.9)
sur l'intervalle |—1, 4+o00[ et vaut 1 pour z = 0. Recherchons les solutions de cette équation diffé-
rentielle qui sont la somme d’une série entiére.
D’abord la phase d’analyse ; soit S(z) = Y~ a,z™ une série entiére de rayon de convergence
R > 0; alors :

[e.°]

Vz € |-R,R[, S'(z) = Z na,z""! = Z(k + Dagz”
n=1

k=0
et S est une |—R, R[-solution de (4.9) si, et seulement si, pour tout z € |-R, R :

0=25"(z)+ xS (z) — aS(z) = Z(n + Dapp12™ + Z na,r" — a Z anx"
n=0

n=1 n=0

Z n+ Dapt1 + (n— a)an)x"

L’unicité des coefficients du développement en série entiére de la fonction nulle entraine que :

) a—n
VneN, (n+1)apt1 + (n—a)a, =0, soit Unt1 = = 0n
et, par récurrence,
—n+l a—n+2 —1 “De(a—n+1
VneN*,an:a nt x & nt woox & Xgaoza(a )--(a—n+t )ao
n n—1 2 1 n!

Les séries entiéres solutions de (4.9) constituent une droite vectorielle dirigée par S :  — 1 +
Sl afe — 1)+ (o — n + 1)z™/nl, série dont le rayon de convergence vaut 1 (|ant1/an| =
o = n|/n+1—1).
n
Effectuons la synthése; f et S sont deux |—1, 1[-solutions de (4.9) qui coincident en = = 1; les
fonctions f et S sont égales sur |—1, 1].

oo

V.Z‘E]—Ll[’ (1+m)a:1+Za(a—1)...(a_n+1)xn

n!

4.5.4 Cas des fractions rationnelles

Proposition 4.4 (Développement en série entiére des fractions rationnelles).

Toute fraction rationnelle f, n’admettant pas 0 pour pdle, admet un développement en série
entiere au voisinage de 0. La série entiére, dont f est la somme, a, pour rayon de convergence, le
plus petit module des poles de f dans C, i.e. la distance de 0 au plus proche des pdles complezes.

PREUVE. Soient |z1]| < < -+ < |%p| les poles complexes distincts de la fraction rationnelle f,
ordonnés par module croissant. La décomposition de f sur C donne :

X+ 3 (3 )

kljl
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ol E € C[X] est la partie entiére de f et oy ; € C. De
Vp € N*, V|z| < 1, A=y ch+p 12"

on tire pour |z| < |a] :

1 1 1 1 )
o - T oz~ Cap 2 e (3) - ch

C’est ainsi que 'on peut écrire que :

mp

p
V|’Z| < |Zl|7 f( +Z<Z ]akd ch-i-p 1 nJrJ)

=1

)+ Z (Z (Z jalw n+p—1 Zzlﬂ )>z"

k=1 j7=1

Appelons R le rayon de convergence de la série entiére qui développe f. Si R > |z1| (21 est
le pole de plus petit module), f coincide avec la somme S de cette série entiére sur le disque
{|z] < |z1|}. Puisque z; appartient au disque de convergence de S, lim,, S(z) existe dans C et
donc aussi lim,_,., |z|<|z,| f(2), ce qui est en contradiction avec le fait que z; soit un poéle; ainsi
R < |z1]. cqfd

142 «
Développement en série entiére en x = 0de f, : x — arctan(% tan(§)) avec a € 10, 7|

La fonction f, est de classe C* sur |—1, +o0o[ et sa dérivée est une fraction rationnelle :

N -

—ia e )
2 _2xcosa+1 2i\g—e> g _—eia 21\1 —ge-ia 1 _—gela

que I'on développe en série entiére pour |z| < 1 (les poles de la fraction sont les complexes el et

efia) .
1 o0 o0 o0
f(;(l') _ 5 (ela Z eina pn o~ Z o~ ina :L'n) = Z(Sm(n +1)a Z sin(na)
1
n=0 n=0 n=0

Par intégration terme a terme, en utilisant f,(0) = 5, on trouve

1+ o « >, sin na
—1’17 o = _ (—) = — n
Vi €] [, fa(z) arctan(lztan 5 ) 5 + g —
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Calcul différentiel en plusieurs variables

Dans ce chapitre, U désigne une partie ouverte de R?, f une application définie sur U & valeurs
dans R", (f1,...,fn) = (fi)ie[1.n] les applications coordonnées de f relatives a la base naturelle
de R™; f et les f; sont, respectivement, des applications vectorielle et numériques définies sur U.

Quant aux normes sur les espaces R? ou R™, rappelons qu’elles sont équivalentes (on peut
utiliser une quelconque d’entre elles) ; || || désigne une norme quelconque, || ||1, || ||2 et || ||co sSONt
les trois normes classiques.

1 Limite, continuité

1.1 Rappel

Théoréme 1.1 (Caractérisation de la continuité en un point).
Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) £ est continue en un point a € U ;

(#i) lima f existe et, dans ce cas, cette limite est f(a) ;

(t4t) Ve >0, In>0, Vx e U, ||x—a| <n = |f(x) —f(a)|| <e;

(iv) Uapplication h — f(a+h) admet une limite en h = 0 (cette limite, sous réserve d’existence,
est toujours f(a)) ;

(v) pour tout i € [1,n], f; admet une limite en a.

En pratique :
— utilisez les théorémes généraux sur les limites et la continuité ;
— pour montrer la continuité en un point particulier a, effectuez la translation x = a + h et
étudier la limite en h=0;
— si p = 2, utilisez les coordonnées polaires.

Exemple 1.1. Considérons la fonction

1T .
' ) % si(xz1,22) #0

f.(l‘l,l’g)ER — ry + x5
0 si (z1,22) =0

les théorémes généraux montrent la continuité de f sur R?\ {0}. Au point (z1,z2) = 0, utilisons
les coordonnées polaires ; on pose :

x1 =rcosf et zo = rsinf

et on obtient :

rcosfrsind

| f(z1,22) — f(O)| =

— 0| = r|cos@sinf| = g|sin20| <

N3

r

ce qui montre que | f(z1,z2) — f(0)| < 3[(21,22)|2 et assure la continuité de f en 0.

1.2 Limite suivant un vecteur

La situation Soient a € U et v un vecteur de R?; puisque U est une partie ouverte de RP, il
existe un nombre 7’ > 0 tel que B(a,r’) C U et, en posant r = r’'/(2]|v]|), on obtient :

Ir >0, Vte[-rr], at+tveBsar/2)CBar)cU
soit : Ir > 0, Vt € [-r,7], a+tvelU

Nous pouvons donc définir une fonction d’une seule variable réelle ¢ par :

Pay L E[-11] =, (t) =f(at+tv) e R" (1.1)
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Définition 1.1 (Applications partielles).
Les applications ¢, ., j € [1,p], ou (e1,...,€p) estla base naturelle de R”, sont appelées
applications partielles de f en a.

cpaej e f(athej) = f(al,...,aj,l,aj +t,aj+1,...,ap)

Exemple 1.2. Reprenons 'exemple précédent ; si v = (vq,v2), on obtient :

(t) ’Ult ’Ugt V1U2
@07 = =
N R RV T

It
Les deux applications partielles sont nulles :

900751(15) = f(O—l—tO) =0 et ‘PO,ez(ﬁ) = f(070+t) =0

Remarque. Attention de ne pas confondre les applications partielles et les applications composantes
d’une fonction.

Définition 1.2 (Limite en un point suivant un vecteur).
On dit que f admet une limite en a suivant v si, et seulement si, 'application ¢, , admet une
limite en 0, i.e. si, et seulement si, lim; o f(a + tv) existe.

Dans ce cas, cette limite est notée lim f(x).
X—a
x€a+Rv

Remarque. La limite de f en a suivant v est donc la limite de f(x) quand x tend vers a en restant
sur la droite passant par a et dirigée par v.

Théoréme 1.2 (Limite et limite suivant un vecteur).
Si f admet b pour limite en a, pour tout vecteur v, f admet b pour limite en a suivant v.
La réciproque est fausse.

PREUVE. Le théoréme de composition des limites donne la réponse.
La fonction f suivante, qui est continue sur R?\ {0}, founit un contre-exemple en O :

DD (1, 2) £0
S1 (T1,T2
fo(@, @) = flar,a2) = § 2 + a3
) si (x1,22) =0
) tvy (tvg)? v1v3
Siv= avec 0 0+itv)= =t 0
1 (1}1,1)2) Vi U1 7é ﬂf( + ) (tU1)2+(tU2)4 ’U%—f—tQ’Ug :6

Si v =(0,vs) avec va # 0, f(0+tv) = 0.
Ceci montre que f admet 0 comme limite en 0 en suivant un vecteur (quelconque) v (non nul).
Or, en suivant la parabole (P) : t — (¢2,¢) on obtient :

= 0 Lo done i £ 0) = L £ 7(0)
= = — et donc : lim =
’ it 2 =0 ’ 2
et donc, la fonction f n’est pas continue en x = 0. cqfd

Remarque. Ce théoréme s’utilise pour montrer la non-continuité ou I'inexistence de la limite d’une
application en un point.

2 Applications continiment différentiables

2.1 Dérivée suivant un vecteur

Définition 2.1 (Dérivée suivant un vecteur).
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On dit que la fonction f admet en a € U une dérivée suivant le vecteur v € RP si la fonction
Pay it f(a+tv) est dérivable en ¢ = 0.

. . of
Dans ce cas, la dérivée de f en a suivant v se note Dy, f(a) ou encore a—(a). Retenons que :
v

D, f(a) (a) = lim %(f(a +tv) — f(a)) = ¢, ,(0) (2.1)

T Ov t—0

Définition 2.2 (Dérivées partielles en un point).
La base naturelle de R? étant notée (e1,...,€p), on appelle dérivée partielle de f suivant la j°

. : of : :
coordonnée, la dérivée de f en a suivant €, ; on la note D; f(a), ou encore Do (a) si les variables
”
J

de f sont notées (z1,...,xp).
of 1
D, f(a) = 5o (a) = fim & (F(a + 12,) ~ £(a)
o1
= }%g(f(a,...,aj +t,...,ap) —f(al,...,aj,...,ap)) (2.2)
Remarque. Pour une fonction f écrite par f(x) = f(z1,22,...,2j,...,2p), la dérivée partielle de

f en a suivant la j°¢ coordonnée est la dérivée (ordinaire) calculée en a de f par rapport & z;, les
autres variables étant considérées comme fixes.

Proposition 2.1 (Dérivée partielle en un point et composantes).

La fonction £ admet une dérivée partielle en a suivant la j¢ variable, si, et seulement si, pour
tout i € [1,n], les composantes f; de f admettent une dérivée partielle en a suivant la j¢ variable ;
dans ce cas, on a :

D, f(a) = (D; fi(a),...,D; fu(a)) = ZDJ fi(a)e; (2.3)

PREUVE. La fonction f s’écrit : £(x) = (f1(x),..., fn(x) = D1 fi(x)es, et limy_o %(f(a—l—tv) —
f(a)) existe, si, et seulement si, lim;_o 1 (fi(a + tv) — fi(a)) existe pour tout i € [1,n]; dans ce
cas, limy_o 1 (f(a+tv) —f(a)) = >0 limyo 1 (fi(a+tv) — fi(a))e;. cqfd

Insuffisance des dérivées partielles. Contrairement & ce qui se passe pour les fonctions d’une
variable ou la dérivabilité implique la continuité, I'existence des dérivées partielles en un point
n’implique pas la continuité en ce point ; ’existence des dérivées en un point suivant tout vecteur,
n’implique toujours pas la continuité en ce point. Voici deux exemples.

La fonction f(z1,72) = x172/(2? + 23) pour x = (x1,72) # 0 et f(0) = 0, n’est pas continue
en x = 0 bien que les dérivées partielles existent en x = 0 (elles sont nulles) :

D1 £(0) = 22(0) = Jim £ (7(0.0) ~ 0,0)) = Jim0 =0
0
D2 (0) = 22(0) = Jim 1 (7(0,0) ~ £(0,0)) = im0 =0

La fonction f(x1,72) = x123 /(2?2 + 25) pour x = (x1,72) # 0 et f(0) = 0, n’est pas continue
en x = 0 puisque f(t3,t) = 3 /— 0 = f(0). Par contre, cette fonction posséde en 0 des dérivées
t—0

suivant n’importe quel vecteur v = (v1, v2) :

~ | =

tvy (tvg)? V103
= 0=D 0
(t01)2 + (tva)® 02 + t408 10 v /(0)

(f(0+tv)— f(0)) = %f(v1t7v2t) = %
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2.2 Fonctions de classe C!

Définition 2.3 (Application dérivée partielle).
On dit que f admet une dérivée partielle suivant la j© variable sur U si f admet une dérivée
partielle suivant la j¢ variable en tout point de U ; elle est notée D, f ou 0f /0x;.

Définition 2.4 (Application de classe C!).

Une fonction f est dite de classe C! sur U, un ouvert de RP, si les dérivées partielles D; f sont
des fonctions continues sur U pour tout j € [1,p].

L’ensemble des applications de classe C! sur U a valeurs dans R" est noté C*(U, R"); C}(U,R)
est aussi noté C1(U).

Théoréme 2.2 (Applications de classe C' et composantes).

L application £ = (f1,..., fp) est une application de classe C* sur U, si, et seulement si, pour
tout i € [1,n], ses composantes f; sont des applications de classe C* sur U.

PREUVE. Dire que f est une application de classe C! sur U, c’est dire que les applications
D;f = (D; f1,...,D; fp) sont continues sur U pour tout j € [1,p], soit, pour tout i € [1,n],
les applications D; f; sont continues sur U pour tout j € [1,p], ou encore, pour tout i € [1,n], les
applications f; sont de classe C! sur U. cqfd

Reégles de calcul. Les dérivées partielles étant des dérivées (ordinaires) par rapport a une
variable, les autres étant considérées comme des paramétres fixes, les régles de calcul, a part la
composition, sont identiques aux régles de calcul des dérivées dans le cas d’une variable. Ainsi :
— somme : D;(Mf + ug) =AD,;f+uD; g;
— produit : D;(fg) = (D f)g+ fD,g si f et g sont deux fonctions numériques (réelles ou

complexes) ;
1 D,
— inverse : D; (?) =— ;,2 si f est une fonction numérique qui ne s’annule pas;
~ composition avec une application lindaire : D;(u(f)) = u(D, f) si u € L(K",K9) et f €
CY(U,K™); en particulier, D;(f) = D; f, Dj(Re f) = Re(D; f) et D;(Sm f) = Sm(D; f);
— composition avec une applications bilinéaires : D; B(f,g) = B(D,f;g) + B(f,D;g) si B
est une application bilinéaire de K™ x K™ dans K9, f € C}(U,K") et g € C1(U,K™); en

particulier :
D;(AB) = (D; A)B+ AD; B si Aet BeCH (U M,(R))
Dj(fAg)=D,;fAg+fAD;g sifetgeCl(UR?
D;(f|g) = (D,f|g)+({f|D;g) si f et g € C'(U,R")

Ainsi, C}(U,R") est un R-espace vectoriel et C*(U) est une R-algebre.

2.3 Dérivée suivant un vecteur pour les fonctions de classe C!

Théoréme 2.3. Sif est une fonction de classe C' sur un ouvert U de RP et v un vecteur de RP,
f admet en tout point a € U une dérivée suivant v qui est donnée par :

Do f(a) = >0y Dy ) = Y 0y (@)

j=1 j=1

PREUVE.
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Cas d’une fonction numérique de deux variables (p = 2) pour faciliter la lecture et surtout
écriture. Si v = (v1,v2) € R® et a = (a1,a2) €U, on a:

flat+itv) —f(a) _ flan+tor,ap +tvg) — f(a1,a2)
t t
flaa +tv1,a2+tvg)—f(al,ag—f—tvg)+f(a1,a2+tvg)—f(a1,a2)

t t

0 0
= U1a—jl(a1 + 01tv1, ag + tug) + U2a—$fQ(a17 az02tvs)

(égalité des accroissements finis pour les fonctions réelles d’une variable, 67 et 65 € 10, 1])
0 0
p— 018—51(!11,@2) + 028—1‘2((11,(12) =1 Dy f(a) +v2 D3 f(a)
(continuité des dérivées partielles)

Cas d’une fonction vectorielle f = Z?:l figi :

cqfd

Remarque. Pour aller de a & a4+ h = a + tv, nous avons pris le chemin des écoliers, a savoir
un chemin dont les cotés sont paralléles aux axes; c’est une obligation pour utiliser ’égalité des
accroissements finis des fonctions d’une variable réelle : sur chacun des cotés, toutes les variables
sont fixés, exceptées 'une d’entre elles. Le bon chemin, qui est la ligne droite, ne peut étre utilisé
pour l'instant ; ce n’est que partie remise.

2.4 Développement limité a I’ordre un des fonctions de classe C!

Théoréme 2.4. Sif est une application de classe C' sur un ouvert de RP, on a :

P
YaeU, f(a+h) = f(a) +Y h;D;f(a) +o(|h]) (2.4)
j=1
PREUVE.
Cas d’une fonction numeérique de deux variables (p = 2) pour faciliter la lecture et surtout
Pécriture. Si h = (hy,h2) et a = (a1,a2) € U, on a, en utilisant le chemin des écoliers a cotés
paralléles aux axes :

0 0]
‘f(al + hi,a2 + he) — fla, a2) — hla—xfl(al,az) - h2a—52(a17a2)‘
0
< ‘f(al + hi1,az2 + ha) — f(ar,a2 + ha) — hla—xfl(al,@)‘
of
+ [f(a1, a2 + h2) — f(a1,a2) — h287(a17a2)‘
2
of of of of
:h‘— 0,hs, h——,‘h‘—, Gh——,‘
|h1] 11 (a1 + 01h1, a2 + ho oy (a1,a2)| + |h2 8z2(a1 as + 02h9) o1 (a1,a2)
égalité des accroissements finis pour les fonctions réelles d’une variable, 6 et 65 € 10, 1]
0] ) 0 0
< ||h||oo(‘a—li(al +01h1, a2 + ha) — 8—51(&1’@)‘ + ’8—52(@1,&2 + t2hs) — 6—3:];(111,(12)’)
. af af . .
= ||h||e(h) avec lim e(h) =0 car —— et —— sont continues au point a
h—0 T1 )
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Cas d’une fonction vectorielle f = " | fie;

Hfa—i—h )—f(a Zth H —sup

fia+h)— Zh D; fi(a ‘

- sgpu\hnoo 0)]) = [l sup(Jes(h)) = oI

cqfd
Remarque. Le théoréme précédent s’interpréte de la maniére suivante : l’accroissement f(a+h)-—
f(a) de la fonction f au voisinage du point a est de ordre de >37_, h; D; f(a) = L hy 86; (a);a
un terme prés négligeable devant ||h||, on peut donc remplacer f(a+h)—f(a) par 2]21 h;D; f( )=

1Ny aé;f] (a).

Corollaire (Continuité des fonctions de classe C!).
Toute fonction de classe C* sur un ouvert U de RP est continue sur U.

PREUVE. f(a+h)—f(a)=3""_, h;D;f(a) +o(|[h]) —0 cqfd

3 Différentielle d’une fonction
Définition 3.1 (Différentielle d’une fonction de classe C1).
Si f est une application de classe C! sur un ouvert U C RP et a € U, 'application

p

f
h € R? — Dy f(a Zh D, f(a Zhj%(a) (3.1)
j=1 J

est une application linéaire ; elle est appelée différentielle de f au point a et notée df(a).

Remarque. Avec ces notations, on obtient :
f(a+ h)=f(a)+ df(a)(h) 4+ o(||h])
f est approchée par une application linéaire au voisinage de a.

Définition 3.2 (Matrice jacobienne).

La matrice de l'application linéaire df(a) relativement aux bases naturelles de R? et R", est
appelée matrice jacobienne de f au point a et notée Jg(a); ainsi Jg(a) est une matrice a n lignes
(n le nombre de composantes de f, i.e. la dimension de I’espace but) et p colonnes (p le nombre
de variables, i.e. la dimension de 1’espace source).

Jr(a) = (D f(a),...,D, f(a)) = [D; fi(a)], , = [gi (a)] (3.2)

4,J

Exemples 3.1.

— Cas d’une fonction vectorielle d’une variable réelle : p = 1. Soit f : t € I C R — f(t) =
(f1(t),..., fp(1)) ; Je(t) est la matrice colonne *(f{(t),..., f}(t)) et J¢(t) s’identifie avec le
vecteur dérivée /().

— Cas d’une fonction numérique de p variables : n =1. Soit f : x = (21,...,2p) €U C RP
f(@1,...,2p); Jp(a) est la matrice ligne (Dq f(a),...,D, f(a)) = (6‘951( )y enes ngp (a)) et
J¢(a) s’identifie au vecteur gradient de f en a.

— Cas général. Soit @ : (r,0) € R? — ®(r,0) = (rcosf,rsinf) € R?; Jo(r,0) est une matrice
a deux lignes et deux colonnes :

0P 0P (cos 0 —rsin 0)

J@(T, 9) = (a_(r 9) 39( 9)) = sinf rcosf@
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Considérons maintenant ’application z € C +— exp z que l'on identifie en une application de
R? dans R? par f : (z,y) € R? — (e” cosy, e® siny) ; la matrice jacobienne J¢(x,y) est une
matrice carrée d’ordre deux et :

_ (e®cosy —ePsiny
Tr@y) = (ez siny  e*cosy )
Définition 3.3 (Jacobien).

Le déterminant de la matrice jacobienne est appelé jacobien de f au point a. Ceci n’a, bien
str, de sens que si la matrice jacobienne est une matrice carrée.

Reprenons les exemples précédents ; det Jo (7, 8) = r, ce qui montre que Jg (7, 0) est une matrice
inversible, si, et seulement si,  est un nombre différent de zéro; det J¢(z,y) = €” et la matrice
jacobienne J¢(z,y) est toujours inversible.

4 Composition des applications de classe C!

4.1 La situation

Considérons f une application de classe C! d’un ouvert U de RP & valeurs dans R"™, dont
les variables sont notées x = (x1,...,%p), et ¢ = (¢1,...,¢p) une application de classe C! dun
ouvert V de R? a valeurs dans U pour permettre la composition, dont les variables sont notées
t=(t1,...,%5). On pose g =foe.

Il nous faut montrer que g est une application de classe C! sur ouvert V, et surtout, donner
une formule du calcul des dérivées partielles Dy g = ngk en un point 7 € V en fonction des dérivées
partielles de f et de ¢.

4.2 Un cas particulier ¢ =1
On considére f € CH(U,R") et ¢ = (p1,...,¢p) € C}(I,U) avec I un intervalle de R ; ainsi
g=fop:tel—f(p(t) =£(p(t), .., (1))
Proposition 4.1. Si f € CY(U,R") et ¢ = (p1,...,¢p) € CY(I,U), g =f o est une application
de classe C' sur Uintervalle I et :

vie L g1 = S(roe®) = 3 T (o(1)@)(t) = Dy £(e(0) (41)

PREUVE. Dans le cas particulier de deux variables pour f (p = 2), pour faciliter la compréhension
et I’écriture.

Calculons le développement limité de g a l'ordre 1 au voisinage de ¢t = 7; on posera a = ¢(7);
commengcons par celui de ¢ :

(T +h)=p()+he'(r)+ he(h) =a+H

en posant a = (1) ; continuons par celui de I’application f de classe C! au voisinage de x = a :

fla-+ ) = £(a) + Hi () + Hag(a) + of [T
= £(a) + (gl (7) + hes (1)) @) + (gh(r) + hea()) 57 (@) + of ]

= £(a) + h (4 (7)) + () )) + ofh)
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car H = h'(7) + he(h) = O(h), ce qui implique que tout expression négligeable devant || H||, est
négligeable devant h. Bref, nous venons de calculer le développement limité de g a ’ordre un, au
voisinage de ¢t = 7; le coefficient de h est le vecteur dérivée g'(7), soit

g'(1) = ¢} (T)aa—zfl(a) + 90/2(7')88—;2(3) =Dy f(a)

Remarquons que t — g’(t) est une fonction continue, ce qui assure la classe C! pour g. cqfd

Interprétation a ’aide des jacobiennes
La matrice jacobienne Jg(t) est la matrice colonne des composantes du vecteur g’(t), soit
Je(t) = (g'(t)) = (Z§:1 ©; (t)a‘a—;j(@(t))), égale au produit des matrices jacobiennes Je(p(t)) et

e (t
, of of 1,( )
Te(0) = (€(0) = Tr((0) x 3 (0) = (5 (pl0). s 5 (00)) x | (42)
P
(1)
Interprétation a ’aide des différentielles
Partons de la différentielle de f : df(x) = 7, %(x) dz;. Le calcul de la différentielle de

g="Ffop:t f(pi(t),...,pp(t)) seffectue en substituant a dz; la différentielle dp; (t) = ©j(t)dt
de ¢; :

P P
of of
g (1) = A(F(pa(1), - 0p(1)) ) = D 5= (0) dis(t) = D 5 (1) 1)
Puisque dg(t) = g'(t) dt, le « coeflicient » de dt donne la dérivée g'(t) et la formule est retrouvée.

4.3 Le cas général

Théoréme 4.2 (Composition de deux applications de classe C!).
Sif € CH{U,R") et ¢ € CH(V,U), la fonction

g=fop:t=(t,... .ty — £(p1(t1,..., 1), ... pq(t1,...,1q))

est une application de classe C1 sur l'ouvert V et, en posant a = (),

og "ot By
Vke[l,q], ~2(1) =Y —(a) 22 43
cld G =) o @5 (13)
que l’on écrit aussi :
P
Dyg() = D, f(a) Dy p;(r) (4.4)
j=1
PREUVE. ngk(T) est la dérivée (ordinaire) de la fonction d’une variable

t|—>g(7‘1,...,t,...,7'q):f((pl(ﬁ,...,t,...,Tq),...,(pp(ﬁ,...,t,...,rq))

calculée au point t = 71, la variable ¢ se placant en k° place. La formule précédente donne le
résultat.

Remarquons que, pour tout k € [1, ¢], les applications dg/dt; sont continues, ce qui assure la
classe C! de g sur V. cqfd
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Interprétation a I’aide des matrices jacobiennes
La formule précédente s’écrit matriciellement sous la forme :

Jg(T) = Je(p(T)) x Joo(T) (4.5)
Interprétation a ’aide des différentielles
Partons de la différentielle de f : df(x) = f 1 61 £ (x)dz;. Le calcul de la différentielle de

g=Ffop:t=_(t1,....t)) = F(p1(tr,.. ., tg), -, op(t1, ... 1))

s’effectue en substituant & dz; la différentielle dy;(t) = > {_; 6% L (t) dtx de @ :

dg(t) = d(f((pl(tl,...,tq),...,tpp(tl, ) Z axj ) dej (t)
p q a p
of O, 3%‘
=3 5, () (X G 0an) = 35 (3 5 (o0 )
j=1 k=1 k=1 j=1 7
Puisque dg(t) = Y .7_; gtg( )dtg, le « coefficient » de dt; donne la dérivée partielle 3 @ et la

formule est retrouvée.

4.4 Une application

Proposition 4.3. Si A et I sont deux intervalles de R et f une fonction numérique (réelle ou
complexe) continue sur A x I telle que Of /0x soit aussi continue sur A X I, la fonction

F: (u,v,w) '—>/ flw,t)dt (4.6)
est de classe C* sur I x I x A.
PREUVE. Les fonctions 4 (u,v,w) = —f(w,u) et 4 (u,v,w) = f(w,v) sont continues sur I x
I x A, ainsi que la fonction :
OF Yo Y
%(u,v,w): s &J;(w t)dt = /u D; f(w,t)dt
dont la démonstration (non évidente) est laissée aux soins du lecteur. cqfd

Corollaire. Sous les mémes hypothéses et pour aet 3 € CL(A, I), la fonction
B(z)
g: T flx,t)dt
a(x)

est de classe Ct sur A et

WGAmﬂ@:ﬂ@UW@wﬂfM@ﬂM@wD+/ i

. 5 ()t (4.7)

PREUVE. Utilisant les notations de la proposition précédente, g(x) = F(a(z),,@’(a:),a:)) ; le théo-
réme de composition montre que g est une fonction de classe C! sur A et :

§@) =+ (Fla), 5), )

= I (0w, Ba), )’ (@) + T (@), Ba),2) # (2) + T (ala), A(2), )
B(z) of

= —f(a(z),z))d (z) + f(B(z),z)) 5 (z) +/ —(z,t)dt

cqfd
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5.1 Argument d’un nombre complexe
5.1.1 Cas des nombres complexes de module 1

On note U l’ensemble des nombres complexes de module 1. Rappelons qu’un argument de
z # 0, noté arg z, est un nombre réel tel que z = |z| exp(iarg z) ; ce nombre n’est pas unique, deux
arguments d’'un méme nombre complexe différent d’un multiple entier de 2.

Théoréme 5.1 (Détermination principale de ’argument).
0 — expif = cos +isin b réalise une bijection continue de |—m, w| sur U\ {—1}, dont Uappli-
cation réciproque

z € U|—>Argz:2arctan1 Y (5.1)

est continue (v =Rez, y=Smy, 2> +y> =1etz # —1).

PREUVE. Seule la réciproque mérite une démonstration. Si z = exp(if) = z + iy € U\ {-1}, le
quadrilateére de sommets (0,1,1+ z, z) est un losange (parallélogramme avec deux cotés successifs
de méme longueur) ; le nombre complexe 1 + z, diagonale de ce losange, dirige la bissectrice, son
argument est 0/2 et

60 Sm(l+2) Yy

6
tan = = = it - =arct
g Re(l+2) 14z >l o — MM

puisque /2 € |—7/2,7/2].
Une démonstration analytique est possible : 1 + 2z = 1 + exp(i) = exp(if/2) (exp(—if/2) +
exp(i0/2)) = 2(cos ) exp(if/2), nombre complexe de module 2 cos(0/2) et d’argument 0/2, etc.. . .
cqfd

5.1.2 Cas des nombres complexes en dehors du demi-axe réel négatif

La fonction Arg se prolonge en une fonction de classe C! sur la partie ouverte C \ ]—o0, 0],
appelée détermination principale de l’argument, par

4 Y

V=2t iy € O\ 00,0}, Ara(2) = Arg( P

) = 2arctan
|2

Remarquons que £+ /22 + 132 =0 <= z=—y/22+y2et2?=224+1y?2 < y=0etz <
0 <= z=uz+1iy €]|-00,0]
Remarques.

Il y a des difficultés a prendre arctan(y/x) ou arctan(z/y) + cte, car 'expression de Pargument
utilisant ce type de formule dépend du quadrant dans lequel se place z.

La fonction Arg ne peut se prolonger en z = —1 en une fonction continue sur U, car la limite
de Argz quand z tend vers —1 en restant, a la fois, dans U et dans le demi-plan supérieur (resp.
inférieur) est m (resp. —).

On peut, par contre, suivre « & la trace » I’argument d’un nombre complexe qui varie continii-
ment ; c’est 'objet du théoréme du relévement.

5.1.3 Relévement d’une application

Théoréme 5.2 (Relévement d’une application a valeurs dans U).
Si I est un intervalle de R et f € C*(I,U) (k € [1,+00]), il existe une fonction 0 € C*(I,R),
unique a 'addition d’un multiple entier de 2w, telle que :

vt eI, f(t) =exp(if(t)) (5.2)



212

Calcul différentiel en plusieurs variables

PREUVE. Analyse. Une dérivation donne f’(t) =i6’(¢) exp(i(t)) = i0’(t) f(¢), soit

f@)
f(t)
La fonction 6 est unique & une constante prés, constante qui ne peut-étre qu’un multiple entier de
27 pour permettre I’'égalité des arguments.

Synthése. Soient to € I et 6 la primitive de —if’/f qui vaut Arg(f(to)) si f(to) # —1oun
sinon. Attention de ne pas parler de logarithme, puisque la fonction —if’/ f est a valeurs complexes.
Ainsi,

viel, 0'(t) = —i

Vi eI, %( F(t)exp(~i6(1)) ) = /(1) exp(~i6(8)) + (1) exp(-i0(1)) (=16 (1)) = 0

La fonction t — f(t) exp(—ie(t)) est constante sur 1'intervalle I, égale a 1 vu sa valeur en to, ce
qui donne le résultat. D’autre part, la fonction @ est de classe C* puisque ' est une fonction de
classe CF~1. cqfd

Corollaire (Relévement d’une application & valeurs dans C\ {0}).
Si I est un intervalle de R et f € C*(I,C\ {0}) (k € [1,+oc]), il existe une fonction 0 €
CF(I,R), unique a l’addition d’un multiple entier de 27, telle que :

viel, f(t)=|f(t)]|exp(i(t)) (5.3)
PREUVE. On applique le théoréme précédent a la fonction ¢t — f(¢)/ |f(t) ‘ cqfd
Remarques.
Ce corollaire montre que toute courbe plane qui ne passe pas par l'origine, est susceptible d’étre
représentée & I’aide d’une paramétrisation polaire.

Le théoréme du relévement est encore vraie pour les applications continues, mais sa démons-
tration en est plus délicate.

5.2 Repére polaire du plan euclidien

Considérons un plan euclidien P muni d’une base orthonormeée (fixe) (i, j).

Définition 5.1 (Repére polaire).
La base orthonormale (mobile) (u(f),v(6)), image de (i,j) par la rotation vectorielle (plane)
d’angle 6 € R, est appelée repére polaire de P.

V0 e R, u(f) =cosfi+sinfjet v(f) = —sinfi+ cosfj (5.4)
Remarques.
Les fonctions vectorielles u et v sont de classe C*> sur R et
du B ; dv B (5.5)
w0 v e W u .

Les physiciens préférent les notations (e, ep) ; attention de ne pas oublier que e, n’est pas une
fonction de r mais de 6.

Définition 5.2 (Coordonnées polaires d’un point de P).
Si M est un point de P, les couples (1, 0) tels que

OM = ru(6) (5.6)
sont appelés coordonnées polaires du pointM .

Remarque. Les coordonnées polaires d’un point ne sont pas uniques :
— si M est origine, les couples (0,0), 6 € R, conviennent;
— si M n'est pas lorigine, OM # 0 et OM = riu(by) = rau(fs) <= (r1 = roet 6y = 6,
(mod 27)) ou (ry = —r3 et §; + 7 = 6 (mod 27))
En appelant D_ le demi-axe réel négatif, tout point M € P\ D_ (le plan « fendu »), admet
des coordonnées polaires (7, #) uniques a condition de les prendre dans |0, +o0o[ x |-, 7[.
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5.3 Changement de variables en coordonnés polaires
Le changement de variables. Posons ¢ : (r,0) — (rcosf,rsin @) ; ¢ est une fonction de classe
C! sur R? et
cos —rsinf
To(r,0) = <sin9 r cos 6 )

 réalise une bijection de classe C* de |0, +oo[ X |—, 7[ sur R?\ ]—o0, 0] x {0} dont la réciproque

(x,y) — ( x? + y2, 2 arctan %)
T+T°+y

est aussi de classe C!.

Dérivées partielles par rapport 4 7 et §. A toute application f € C}(R?\ {0}), on associe
F=fopeC(R\{0} xR);ona

F:(r,0)— f(rcosf,rsind)

oF B of . . ,0f .

5 (r,0) = cos@am (rcosf,rsinf) + s1n96y (rcosf,rsind)
oF B . ,0f : of .
%(r, 0) = —rsm@ax (rcos@,rsinf) —i—rcosé‘ay (rcosf,rsinf)

Puisque r # 0, les égalités précédents s’écrivent matriciellement :

oF of

il 0 . 9] .

ar (r,0) - cosf)  sind o (rcosf,rsinf)
la_F(T 0) —sinf cosd ﬁ(T cos,rsin )
r oo’ Ay

ce qui donne, en inversant la matrice :

sinf OF

of . B oF
%(rcosﬁ,rsmf)) = COSQE(T’, 0) — %(r, 0)
F F
g—z(rcos&rsinﬁ) = siHQZ—T(T, 0) + COT—SHZ—G(T, 0)
Expression du gradient en coordonnées polaires
Rappelons que le vecteur gradient s’écrit :
(@rad ) ) = (o 0)i+ G (@)

Calculons les coordonnées de ce vecteur dans le repére (mobile) polaire (u,v) :

— ) . _ of . . 0f . _or
((grad f)(rcos@,rsinf) | u) = cos@ax (rcosf,rsinf) + bln&ay (rcosf,rsinf) = 5 (r,0)
— . . of . of .o 1OF

((grad f)(rcos@,rsind) | v) = fsm@am (rcosf,rsinf) + cos&ay (rcosf,rsinf) = 50 (r,0)
ce qui montre que :
— . OF 10F OF 10F
(grad f)(r cos,rsinf) = E(T’ u+ ;@(r, O)yv = E(r, 0)e, + ;@(r, 0) ey
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Expression de la divergence en coordonnées polaires.

A un champ de vecteurs E défini sur R? \ {0}, i.e. une application de classe C' d"finie sur
R?\ {0} et a valeurs dans R?], on associe la fonction £ = E o ¢. Les composantes de E (resp. £)
dans le repére (fixe) (i,j) sont notées E, et E, (resp. &, et &) et les composantes de E (resp. &)
dans le repére (mobile) (u,v) sont notées E, et Fy (resp. & et &). On a

(V) (a,3) = S (o,0) + 5 2 0)

ce qui donne :

E E
(divE)(rcosf, rsinf) = %(r cosf,rsinf) + %(r cos B, rsin )

z Y
0&, sin 0 0&,, cos %

= (cos@ 5 (r,0) — TW(T’ 9)) + (Sine%(r, 0) + 0 (r, 9))

(— sin@ &, (r,0) + cos &, (r, 9))

1
= ﬁ(cosﬁ&g(r, 0) +sinf &, (r, 0)) + ;g

or 00
1
- - (— cos 0 E,(r,0) —sinf &, (r, 9))
r
&, 19& 1
= W(T7 9) + ;W(T, 9) + ;ST(T, 9)
soit
. . o0&, 10& 1
(divE)(rcosf,rsinf) = 5 (r,0) + ;W(r, 0) + ;Er(r, 0)

6 Difféeomorphismes de classe C!

6.1 Geénéralités
Définition 6.1 (Difféomorphisme de classe C').

Si U et V sont deux ouverts de R?, une application ¢ est appelée un C!-difféomorphisme de

U sur V, si ¢ réalise une bijection de U sur V de classe C' ainsi que ¢~ *.

Exemple 6.1. Le changement de coordonnées polaires est un C!-difféomorphisme de |0, +oo[ x
J—m, 7| sur R?\ {]—o00,0] x {0}}.

Théoréme 6.1 (Matrice jacobienne et jacobien d’un C!-difféfomorphisme).

Si @ est un C-difféomorphisme de U sur V, deuzx ouverts de RP, pour tout a € U, la matrice
jacobienne J,(a) est inversible, le jacobien det J,(a) est différent de O et

Va € U, J,-1(b) = (J(P(a))_l en posant b = p(a) (6.1)

PREUVE. De la relation ¢ =1 o ¢p = Iy (application identique de U), on tire, & I'aide du théoréme

de composition des fonctions de classe C' :
Vae U, J,-1(p(b)) xJp(a)=Jr,(a) =1, avecb=yp(a)

Ainsi, J,(a) est une matrice inversible d’inverse J -1 (b). cqfd

Remarque. Une application dont le jacobien s’annule, ne peut étre un C'-difféomorphisme.
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6.2 Caractérisation des difféomorphismes a 1’aide du jacobien

Théoréme 6.2 (Cas local).

Si @ est une application de classe C' d’un ouvert U de RP a valeurs dans RP, et si, en un
point a € U, la matrice jacobienne J,(a) est inversible, il existe un ouvert Ua C RP qui contient
a, tel que la restriction de ¢ & U, soit un Ct-difféomorphisme de U, sur son image ¢(Ua) qui est
aussi, dans ce cas, une partie ouverte.

PREUVE. Admise. cqfd

Remarques.

En une variable (p = 1), inversibilité de J,,) = (¢/(a)) signifie la non nullité de ¢'(a); ainsi,
¢ est un C'-difféomorphisme d’un intervalle ouvert contenant a sur son image qui est un intervalle
ouvert.

Le changement de variables en polaires a un jacobien qui vaut r; ¢ ne peut étre un C!-
difféomorphisme sur un voisinage de (z,y) = 0. Par contre, en tout point distinct de l'origine, ¢
est localement un C!-difféomorphisme ; mais ¢ ne peut étre un C!-difféomorphisme sur R? \ {0},
puisque ¢ n’y est pas injectif.

Théoréme 6.3 (Cas global).
Si ¢ est une application injective de classe C' d’un ouvert U C RP a valeurs dans RP, ¢ est
un C-difféomorphisme de U sur o(U) si, et seulement si, le jacobien de @ ne s’annule pas sur U.

PREUVE. Admise. cqfd

Remarques.
En plusieurs variables, I'injectivité de ¢ est essentielle : le changement en coordonnées polaires
a un jacobien non nul pour r # 0 et la restriction de ¢ a |0, +o00o[ x R n’est pas injective.
L’hypothése que U soit une partie ouverte est indispensable car la restriction de ¢, le change-
ment en coordonnées polaires, a la partie non ouverte |0, +00[ x |-, 7] est bijective, de jacobien
non nul, mais ¢! n’est pas une application continue aux points de ’axe réel négatif.

Exemple 6.2. Le changement de variables en coordonnées sphériques :

x =rsinf cosp
y=rsinf sinp

z=rcosf
définit une application ® : (1,0, ) € R? — (z,y, z) € R3. On observe que :

sinf cosep rcosf cosp —rsind sinp
Jao(r,0,0) = | sinfsing rcosfsing rsinf cose | et detJa(rd, o) =rsind
cos 6 —rsinf 0

® est un C!-difféomorphisme local au voisinage de tout point distinct de I'axe Oz (6 = 0 ou 7);
® est Cl-diffeomorphisme de ]0, +o0[ x 0, 7[ x |—m, 7| sur R? privé du demi-plan {y = 0,z < 0}.

6.3 Equations aux dérivées partielles et changement de variables

Voici quelques résolutions d’équations aux dérivées partielles. Tout d’abord, les plus simples
en deux variables ; on recherchera des fonctions numériques f € C'(R?).

of
oz
of
oy

=0 < 3JpcCY(R), Y(z,y) € R?, f(z,y) = »(y) f ne dépend que de y

=0 <= 3Jp € CY(R), Y(z,y) € R?, f(z,y) = ¢() f ne dépend que de z
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De plus en plus fort, le cas de trois variables ; on recherchera f € C*(R3).

gi 0 < 3Jp e CY(R?), Y(zx,y,2) €R?, f(x,y,2) = o(y, 2) f ne dépend que de y et z
gf 0 < Jp € CYR?), Y(z,y,2) € R3, f(x,y,2) = p(z,2) f ne dépend que de z et z
Y

(;]Z” 0 < Jp e CY(R?), V(z,y,2) € R?, f(x,y,2) = ¢(x,y) f ne dépend que de z et y

Remarquons que les solutions dépendent de fonctions et pas de constantes comme dans le cas
des équations différentielles dites ordinaires.

7 Fonctions numériques de classe C'

7.1 L’algébre C'(U)

Si U est une partie ouverte de R?, C1(U) est la R-algébre des fonctions numériques réelles de
classe C! sur U. Rappelons les régles de calcul des différentielles dans ce cas :

d(f+g)=df +dg
d(Af) = Adf
d(fg)=dfg+ fdg

A(5)=-dr e a1y =g rag

7.2 Gradient d’une fonction numérique

Définition 7.1 (Vecteur gradient en un point).
Si (e1,...,€p) est la base canonique de R? muni de son produit scalaire naturel, pour toute
fonction numérique f de classe C!, on pose :

grad f(a i

Q‘)
K,j

= ZDj f(a)e; (7.1)

Ainsi on peut écrire :
p
df(a)(h) =Dy f(a) = > h;D; f(a) = ( grad f(a) | )
Jj=1

et fa+h)~ f(a)=(grad f(a) | h) +o(|h])
Remarque. Le théoréme de représentation de Riesz définit le vecteur grad f(a) de maniére intrin-
séque, i.e. sans l'utilisation d’une base, a 1’aide de Pexpression df(a) = <gradf ‘ h>
7.3 Extrema d’une fonction numérique

Définition 7.2 (Extremum local).
L’application f : U C R? — R admet en a un mazimum local (resp ; minimum local) 8’1l existe
un voisinage U, de a tel que :

Vx € Ua, f(x) < f(a) (resp. Vx € U, f(x) = f(a)) (7.2)

Définition 7.3 (Extremum global).
L’application f: U C R? — R admet en a un mazimum global (resp; minimum global) si

vxeU, f(x)< f(a) (resp. Vx € U, f(x) = f(a)) (7.3)
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Théoréme 7.1 (Compacité et extrema globaux).
Toute application numérique continue sur une partie compacte de RP admet un mazximum et
un mintmum global sur cette partie; ces extrema sont atteints.

PREUVE. Admise cqfd

Remarque. La compacité et la continuité montre 1’existence d’extrema globaux mais la démons-
tration du théoréme n’est pas une démonstration effective : la démonstration ne donne pas de
méthode de les calculer.

7.4 Point critique d’une fonction numérique

Définition 7.4 (Point critique d’une fonction numérique).

Si f est une fonction numérique de classe C' sur un ouvert U de RP, un point a € U est appelé
point critique de f si le vecteur gradient de f en a est nul, i.e. si

of
vViel[l,p], =—(@ =0
jellp] axj( )

Théoréme 7.2 (Condition nécessaire d’existence d’extremum local).

Si f est une fonction numérique de classe C* sur un ouvert U C RP, les extrema locaux de f
sont a chercher parmi les points critiques de f.

PREUVE. Soient h € R? et ¢, : t € R — f(a+ th); si f admet un extremum local en a, pour
tout h, la fonction ¢n admet un extremum local en ¢ = 0, et donc 0 = ¢,(0) = >>7_, h; D; f(a).
Ainsi, pour tout j € [1,p], D; f(a) = %(a) =0et gﬂif(a) =0.

La fonction ¢ — t3 est une fonction de classe C' (et méme de classe C*°) sur R, strictement

monotone et qui admet un point critique en ¢ = 0. Ceci montre qu’'un point critique n’est pas
toujours un extremum local. cqfd

7.5 Inégalité des accroissements finis

Théoréme 7.3 (Inégalité des accroissements finis sur un ouvert convexe).

Si U est un ouvert convexe de RP, f une fonction numérique de classe C' sur U et k une
constante positive telle que, pour tout x € U, df(x) soit une application lipschitzienne de rapport
k, alors :

V(a,b) € U, |f(a) = f(b)| < k[b - al (7.4)

PREUVE. Soit ¢ : t € [0,1] — (1 — t)a + tb le paramétrage naturel du segment [a, b], segment
inclus dans U, puisque U est convexe. Posons F' = f o ¢ ; F est une application de classe C! par
composition et, pour tout ¢ € [0, 1],

(f((l —t)ay +tb,..., (1 —t)a, +tbp))
P
= (bj — a;)D;f((1 - t)a+tb) = [df(¢(1))](b - a)
Ainsi, en utilisant la constante de Lipschitz k, on a :

F'()] = [[df ()] (b — a)| < k[|b —al

Nous venons de démontrer que F est une fonction lipschitzienne de rapport k||b—al| sur le segment
[0, 1], ce qui donne le résultat :

vt € [0,1],

|[F(1) = F(0)| = | f(b) = f(a)] < (1 —0)k[b—al = k[b—al
cqfd
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Remarques.

La lectrice et le lecteur, attentifs, auront remarqué que pour aller de a & b nous avons pris la
ligne droite et non pas un chemin & cotés paralléles aux axes. Ce qui n’était pas (encore) possible
au début du chapitre, I’est devenu : le théoréme de composition des différentielles est passé par la.

Ce n’est pas tant le résultat qui est important, mais la méthode de démonstration : I'utilisa-
tion d’une fonction auxiliaire a permis de transformer la majoration d’une fonction de plusieurs
variables, en une majoration d’'une fonction d’une seule variable.

Théoréme 7.4 (Caractérisation des fonctions constantes parmi les fonctions de classe
ch).

Si U est un ouvert conveze de RP et f une fonction numérique de classe C' sur U, les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(i) f est une fonction constante sur U ;

(i1) pour tout x € U, df (x) est l'application nulle ;
(iii) Vj € [1,p], Vx € U, D; f(x) = 0.
PREUVE. La matrice ligne (D1 f(x),...,Dp f(x)) est la matrice de la différentielle de f en x
df(x), ce qui montre I’équivalence des assertions (i) et (7).

(i) = (4#i7) est évident.

(i) = (i) Pour tout x € U, lapplication (nulle) df(x) est lipschitzienne de rapport k = 0; l'inégalité

des accroissements finis entre un point (fixe) a et un point quelconque x donne le résultat. cqfd

Corollaire. Si U est un ouvert convexe de RP et f une fonction de classe C' sur U a valeurs
dans R™, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) £ est une fonction constante sur U ;

(ii) pour tout x € U, df(x) est Uapplication nulle ;
(i#) Vj € [1,p], ¥x € U, D; £(x) = 0;
(iv) V(i,7) € [1,n] x [1,p], Yx € U, D; fi(x) = 0.

PREUVE. Il suffit d’appliquer le théoréme précédent aux composantes f; de f. cqfd

8 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Définitions 8.1 (Fonctions de classe C*).
Si U est un ouvert de RP, on définit par récurrence sur k :

Vk > 2, f € C*(U,R") < fecC'(UR") etVjelp], DfccC 1 (UR" (8.1)

Dans ce cas, on dit que f est une application de classe C* sur U a valeurs dans R™.
Si f est une fonction de classe C* pour tout entier k, f est dite de classe C® sur U.
Les dérivées partielles d’ordre supérieur sont notées :
0*f 0 ( of
(’)xi 61‘]‘ N (’)xl al‘j

) =D,(D; f) = D; 0 D;(f) (8.2)

C*(U,R™) est un R-espace vectoriel; C*(U) = C*(U,R) est une R-algébre. Somme, produit,
quotient (4 dénominateur non nul) de fonctions de classe C* sont des fonctions de classe C*. En
particulier, les polynomes, les fractions rationnelles sur leur domaine de définition (i.e. en dehors
de I’ensemble qui annule le dénominateur) sont des fonctions de classe C*.

Théoréme 8.1 ( de Schwarz).
Si £ est une fonction de classe C? sur un ouvert U de RP, toutes les dérivées partielles de f
commutent, i.e. :
0*f o*f
81'1' 8xj o al‘j 81'1




8 Dérivées partielles d’ordre supérieur 219

2 2
i — T
La fonction (21, z2) — l‘ll’g% prolongée en (0,0) par 0 est un contre-exemple du théo-
1T 22

réme de Schwarz.



