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Avant-propos

Les résultats concernant la théorie des fonctions holomorphes d’une ou plusieurs va-
riables complexes sont trés nombreux, car c’est une théorie relativement ancienne (et
la recherche dans ce domaine des mathématiques est toujours trés active). Pour aborder
cette théorie, I’étudiant aura intérét a procéder par étapes. Ce livre peut étre vu comme
la premiére de ces étapes. Donnons quelques explications a ce sujet.

Les connaisances pour aborder la lecture de I’ouvrage sont plutdt modestes. En ce qui
concerne la topologie, on ne demande de connaitre que les propriétés élémentaires des
compacts et des connexes de C. Pour I’intégration, a I’exception d’un complément
donné au chapitre 7 (et qui n’est pas utilisé dans la suite de I’ouvrage), on n’a utilisé
que les propriétés élémentaires de I’intégrale au sens de Riemann. En ce qui concerne
le calcul différentiel, il n’est quasiment utilisé que la notion d’application différen-
tiable. 1l en résulte qu’un étudiant de troisiéme année de Licence dispose de toute la
matiere nécessaire pour aborder la lecture du livre. Donnons quelques détails quant a
son contenu.

Les chapitres 1 a 3 constituent des révisions concernant un programme usuel de Li-
cence. On y traite de séries numériques, de séries de fonctions, et de séries entiéres. |l
nous semble en effet opportun de rappeler les points essentiels concernant ces notions
(par exemple la définition du rayon de convergence d’une série entiére).

Le chapitre 4 traite des fonctions analytiques. Bien que ne présentant aucune difficulté,
on obtient déja des résultats importants (principe du prolongement analytique, principe
des zéros isolés).

Au chapitre 5, on généralise la notion de dérivabilité au cas des fonctions d’une va-
riable complexe. Il est aussi question des déterminations continues de I’argument, un
point qui sera essentiel dans d’autres chapitres.
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Le chapitre 6 est fondamental. On y montre qu’une fonction est dérivable (on dit aussi
holomorphe) si et seulement si elle est localement développable en série entiére. C’est
la une énorme différence avec le cas réel déja vu par I’étudiant.

Dans les chapitres 7 et 8, on utilise la théorie de Cauchy locale pour obtenir les
principales propriétés des fonctions holomorphes ou méromorphes. On y démontre,
par exemple, la fameuse formule des résidus (dans des cas particuliers) qui permettra,
et ¢’est parfois ce qui impressionne I’étudiant, de calculer des intégrales.

Les chapitres 9 et 11 sont consacrés a I’étude des produits infinis. C’est une notion tres
intéressante, mais aussi plus délicate que celle de série. Au chapitre 11, on montre en
particulier I’existence de fonctions holomorphes ayant des zéros imposeés.

Au chapitre 10, on traite, dans un cadre plus général, des questions vues dans les cha-
pitres 7 et 8. On introduit en particulier la notion d’homotopie (on essaie de déformer
des courbes de maniére continue).

Le chapitre 12 est consacré d’une part a des questions topologiques (théoréme de
Montel) et d’autre part a la représentation conforme (théoréme de Riemann). On y
démontre en particulier a quelle condition deux ouverts de C sont analytiqguement
isomorphes.

Au chapitre 13, on démontre trois résultats fameux : deux théorémes de Picard et le
théoréme de Runge. Les deux premiers sont spectaculaires, le troisiéme est fondamen-
tal en ce qui concerne I’approximation des fonctions.

Au chapitre 14, on aborde I’étude des fonctions harmoniques de deux variables réelles.
Ces fonctions sont trés utilisées dans de nombreux domaines scientifiques. On prouve
en particulier qu’une telle fonction est indéfiniment différentiable.

Le chapitre 15 donne quelques méthodes (en nombre tres limité) de calculs d’inté-
grales en utilisant la formule des résidus. Nous renvoyons cependant le lecteur a des
livres d’exercices (ou a des séances de travaux dirigés) pour ce qui concerne ce point.

Comme nous I’avons déja précisé, ce livre, qui se veut d’un niveau relativement élé-
mentaire, n’aborde que quelques aspects de la théorie des fonctions holomorphes.
Nous n’avons en particulier traité que le cas des fonctions holomorphes d’une variable.
Pour I’étudiant qui veut se spécialiser dans ce domaine, il peut étre une introduction a
des ouvrages de niveau plus élevé. Nous conseillons en particulier les livres [4], [6],
[8], [9], [10] de la bibliographie.

Signalons aussi que le contenu de cet ouvrage couvre entiérement la partie du pro-
gramme de I’agrégation de mathématiques qui concerne les fonctions holomorphes.
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Chapitre 1

s' - ”~ -

Dans ce chapitre, on fait quelques rappels concernant les séries numériques.

1.1 NOTATIONS ET RAPPELS

1.1.1. Soient F, F’ des ensembles et A une partie de F.
On note PB(E) I’ensemble des parties de E et id i I’application identité de E.

On désigne par E\ F' I’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a F', et
par F(E, F') I’ensemble des applications de £ dans F. On écrira souvent f: £ — F
pour signifier que f € F(E, F'), eton note f|A la restriction de f a A.

Si E est fini, card(F) est le cardinal de E.

1.1.2. Les symboles
N,N,Z,R,R", R ,R_, R} , R, C, C*

ont la signification usuelle bien connue de tous. Si z est un nombre complexe, on note
Z son conjugué et Re(z) (respectivement Im(z)) sa partie réelle (respectivement partie
imaginaire).

Dans la suite de ce chapitre K est I’un des corps R ou C.
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1.1.3. Soit X un espace métrique dont la distance est notée d. Rappelons qu’une
suite z = (z,)n>0 d’éléments de X est appelée une suite de Cauchy si elle vérifie la
condition suivante : pour tout ¢ > 0, il existe N € N tel que d(x,,,x,) < € dés que
m > Netn > N.

Définition. Un espace métrique X est dit complet si toute suite de Cauchy d’éléments
de X a une limite dans X. Un K-espace vectoriel normé et complet est appelé un
espace de Banach.

Théoréeme 1.1.4. Tout K-espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de
Banach. En particulier, le corps K est complet.

1.2 LIMITE SUPERIEURE ET LIMITE INFERIEURE

1.2.1. On adjoint a R les symboles usuels —oo et 400, et on pose :
R =RU {—00, +0c0}.
On prolonge la relation d’ordre naturelle de R en convenant que, pour touta € R :
—o00 < a < +00.

1.2.2. On note S I’ensemble des suites réelles et C le sous-espace vectoriel de S
constitué des suites convergentes.

Définition. Soitz = (z,,),>0 € S. On dit que = converge dans R si elle vérifie I’une
ou I’autre des conditions suivantes :

(i) zecC

(if) z,, tend vers +oo quand n tend vers +oo.

(iii) x,, tend vers —oco quand n tend vers +oo.

On désigne par R I’ensemble des éléments de S qui convergent dans R.

Remarques. 1) Siz, = (—1)",onax ¢ R.
2) Si x, = n,alorsz € R\C. ParsuiteC C R C S.

3) L’ensemble R n’est pas un sous-espace vectoriel de S. Si x = (z,,), et
y = (yn)n Vérifientz, = n+(—1)"ety, = —n,onax,y € Retz+y ¢ R.

1.2.3. Soit A une partie non vide de R. Si A est majorée (respectivement minorée),
on note sup A (respectivement inf A) la borne supérieure (respectivement inférieure)
de A. Si A est non majorée (respectivement non minorée), on pose sup A = +oo
(respectivement inf A = —o0).

Lemme 1.2.4. Soitz = (z,,) € S.Sip € N, onpose X, = {x,,; n = p}.
(i) S’ilexiste ¢ € N tel que sup X, = +o0, alors sup X,, = +oo pour tout p € N.
(i) S’il existe ¢ € N tel que inf X, = —oo, alors inf X,, = —oo pour tout p € N.
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1.2 Limite supérieure et limite inférieure 3

Démonstration. Prouvons (i), la démonstration de (ii) étant analogue.
Sip <g¢,0naX, C X,doncsup X, = +o00. Supposons p > g etsup X, = M € R.
De X, = X, U{xg,Zg41,--.,2p—1}, On déduit :
sup X, < max{M,zq, Tqi1,...,Tp_1} < +00.
Contradiction. O

1.2.5. Soitx = (w,), € S. On va définir des éléments lim sup x et lim inf z de R,
appelés respectivement limite supérieure et limite inférieure de . Notons, sin € N ;

Xn ={zp;p>=n}, M, =supX,,, m, =inf X,,.

o S’il existe ¢ € N tel que M, = +o0, alors M,, = +ooc pour tout n € N (1.2.4). On
pose :

limsup x = +o0.
e Supposons M, < +oo pour tout n € N. Comme X1 C Xy, la suite (M,,),, est
décroissante. Elle a donc une limite dans IR, et on pose :

lim sup x = lim M,,.
n

o S’il existe ¢ € N tel que m, = —oo, alors m,, = —oo pour tout n € N (1.2.4). On
pose :

liminf x = —o0.
e Si m,, > —oo pour tout n € N, la suite (m,,),, étant croissante, elle a une limite

dans R. On pose :
liminf x = lim m,,.
n

D’apres les définitions, il est clair que lim inf 2 < lim sup z.
On notera parfois lim sup z,, pour lim sup z et lim inf x,, pour lim inf x.
n n

Théoréme 1.2.6. Soitz = (z,,), € S. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Lasuite 2 converge dans R.

(i) Onaliminfx = limsup x.

Si ces conditions sont vérifiées, alors :

limz = liminf z = limsup z.

Démonstration. (i) = (ii) Supposons (i) vérifié.

e Envisageons le cas ou x converge vers £ € R. Sie > 0, il existe N € N tel que
|z, —£] < edesquen > N.Alors,pourn > N, il vient |M,,—¢| < eet|m,,—{| < e.
Ceci prouve que les suites (M,,),, et (m,,), convergent vers /.

e Supposons limxz = +o00. Si A € R, il existe N € N tel que xz,, > A dés que
n > N.On obtient M,, > Aetm, > Asin > N. La condition (ii) est a nouveau
vérifiée. La preuve est analogue si lim z = —oo.
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(ii) = (i) Supposons (ii) vérifié.
e Siliminfz = limsupz = ¢ € R, pour € > 0, il existe N € N tel que :

n=>2N=>/0—-ec<m, <M, </l+=.
D’ou:
n>N=>{l—c<m, <z, <M, <l+e.

Ceci montre que la suite 2 converge vers £.
e Supposons lim inf z = limsupxz = +o00. Si A € R, il existe N € N tel que :

n>N=A<m, <M,
Ainsi :
n>N=A<m, <z, <M,.

D’ol lim z = +oc. La preuve est analogue si lim inf x = lim supx = —oo. O

1.3 GENERALITES SUR LES SERIES NUMERIQUES

Définition 1.3.1. Soit (u,, ), >0 une suite d’éléments de K. On appelle série de terme
général w,,, ou série > u,, la suite de K x K définie par :

n
U U .
La série > u,, est dite réelle (respectivement complexe) si la suite (uy,),, est a termes
réels (respectivement complexes).
1.3.2. Etant donnée une série > uy, on dit que
Un:U0+U1+"'+Un

est la somme partielle de rang n de la série. La série est dite convergente (respective-
ment divergente) si la suite (Uy,),>0 converge dans K (respectivement diverge). Si la
suite (U, )n>0 converge, sa limite U est appelée la somme de la série, et on écrit :

U= > up.
n=0

Il est clair qu’une série complexe > u,, est convergente si et seulement si les séries
réelles > Re(u,) et Y Im(uy,) le sont. S’il en est ainsi, ona :

> un = > Re(up)+1¢ Y Im(uy,).
n=0 n=0 n=0
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1.3 Généralités sur les séries numériques 5

Le résultat suivant est immédiat :

Proposition. L’ensemble S(KK) des séries convergentes est un K-sous-espace vecto-
riel de I’espace vectoriel des séries a éléments dans K, et I’application

oo
SK) =K, >Yu, — > u,
n=0
est K-linéaire.

1.3.3. Soit p € N*. Nous aurons parfois & considérer des suites (., ),>, d’éléments
de K. En posant v,, = 0 sin < petwv, = u, Sin > p, on obtient une série > v, qui

sera notée Zn>pun, ou méme encore Y "u, ’il n’y a pas d’ambiguité.

Inversement, a une série > u,,, On peut associer une série >
de > u, par troncature.

n>pUn ui est dite déduite

Une série  u, et une série }_, - u, s’en déduisant par troncature sont de méme
nature. En cas de convergence, la somme de la seconde série est

0 p—1 o)
S up — Y un notée > up,.
n=0 n=0 n=p

Convention 1.3.4. Dans les preuves qui suivent, si I’on considére une série de terme
général u,, (lettre minuscule), la somme de rang » de cette série sera notée U, (lettre
majuscule). En cas de convergence, la somme de la série sera notée U (lettre majus-
cule). En outre, le mot « série » signifiera « série a éléments dans K ».

1.3.5. Soit > u,, une série. Pour p < ¢, ona
Uy —Up =tupy1 +upi2 + -+ ug.
Le corps K étant complet, il résulte de 1.1.4 que I’on a le résultat suivant :

Théoréme. (Critére de Cauchy). Soit ) "u,, une série. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Lasérie > u, estconvergente.
(if) Pourtoute > 0, il existe N € N tel que :

N<p<g=|up+upp1+---+uy <e.

Corollaire 1.3.6. Si la série > u,, converge, la suite (u,,),, admet 0 pour limite.

Démonstration. 1l suffit de prendre ¢ = p + 1 dans le critére de Cauchy. O

Définition 1.3.7. Une série ) u,, est dite absolument convergente si la série > |u,,|
est convergente.
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Théoréme 1.3.8. Toute série > u,, absolument convergente est convergente et :

[e.°]

> Un

n=0

o0

n=0

Démonstration. Résulte de |uy, + upi1 + -+ + ug| < |up| + [upp1| + -+ - + |ug| et
du critere de Cauchy. a

1.3.9. Soient A € C, a € C*, et u,, = aA™. On dit que > u,, est la série géométrique
de premier terme a et de raison A.
e Si |A\| > 1, la suite (uy,), ne converge pas vers 0. D’aprés 1.3.6, la série > u,
diverge.
e Supposons |\| < 1. De
1— !
1-A
on déduit que la série ) "u,, converge et que sa somme est :

a
U=1-x

U,=a

- . - TN
1.3.10. On appelle série de Riemann toute série ), -, up, avec u, = —, 0l a € R.
= n

Si a < 0 la série > u, diverge d’aprés 1.3.6. Supposons o > 0. Sin > 2,0na:
/”H dx 1 /” dx
n x n n—1 x
Pourn > 1, il vient alors :

Inn+1)<Up,=u+-4u, <l+Inn si a=1,
1

1 1 1
—QgU’gl ——{——_J}Q 1.
l—a[(n—i—l)a_l " T a e a7

La suite (Uy,), étant croissante, on voit donc que la série de Riemann précédente
converge si et seulement si o > 1.

1.4 SERIES A TERMES POSITIFS

1.4.1. Rappelons tout d’abord quelques points concernant des notions classiques.
Soient u = (uy)n et v = (v, )y des suites a éléments dans K.

e On dit que v domine w, et on écrit alors u,, = O(v,), S’il existe A > 0 tel que
|un| < Alvy,| dés que n est assez grand.

e On dit que u est négligeable devant v, et on écrit alors u,, = o(v,), si pour tout
e > 0,0na |u,| < elv,| dés que n est assez grand.
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1.4 Séries a termes positifs 7

e On dit que u et v sont équivalentes, et on écrit alors w,, ~ vy, Si u, — v, = o(uy).
Si cette condition est réalisée, on a aussi v,, — u,, = o(vy,). S’il existe N € N tel que
v, # 0 pour n > N, ceci équivaut a dire que la suite (u.,, /vy, ), converge vers 1.

1.4.2. Soit > u, une série a termes réels positifs ou nuls. La suite (U,,),, est donc
croissante. 1l en résulte que le résultat suivant et celui de 1.4.3 sont immédiats.

Théoréme. Soit ) u, une série a termes réels positifs ou nuls. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) Lasérie > u, estconvergente.
(i) Lasuite (U,,), est majorée.

Si ces conditions sont Vérifiées, on a U = sup{U,, ; n € N}. Si elles ne le sont pas,
alors U, tend vers +oo quand n tend vers +oc.

Théoréme 1.4.3. Soient > u,, et > v, des séries & termes réels positifs ou nuls. On
suppose qu’il existe N € N tel que u,, < v, Sin > N. Alors :

(i) Silasérie > v, converge, il en est de méme de la série > u, et:
o0 [e.°]
ooup < DD vy
n=N n=N
(i) Si la série > u,, est divergente, il en est de méme de la série > v,,.

Corollaire 1.4.4. Soient > u,, et > v, des séries & termes réels positifs ou nuls telles
que uy, = O(vy,). Alors :

(i) Silasérie Y v, converge, il en est de méme de la série > u,,.
(i) Si la série > u,, diverge, la série > v,, diverge aussi.

Démonstration. D’apres les hypotheses, il existe N € Net A > 0tels que u,, < Av,
sin > N. Il suffit donc d’appliquer 1.4.3. 0

Corollaire 1.4.5. Soient ) u,, et > v, des séries a termes réels positifs ou nuls
vérifiant I’une ou I’autre des hypotheses suivantes :

(i) Nexiste A, B € R* tels que Av, < u, < Buv, pour n assez grand.
(i) up ~ vy,

Alors les séries > u,, et > v, sont de méme nature.

Démonstration. Les deux conditions impliquent en effet que u,, = O(v,) et que
v, = O(uy,). O
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Proposition 1.4.6. Soient > u,, et > v, des séries & termes réels positifs ou nuls. On
suppose qu’il existe V € N tel que, pour n > N :

Unp4-1 Un+1 )

Up >0, v, >0, <

Un Un

(i) Silasérie > v, converge, la série > u,, converge aussi.
(ii) Silasérie  u, diverge, la série > v,, diverge aussi.

Démonstration. Posons A = uy /un. Sin > N, il vient:

Un, Up—1 UN+1 UN
— < << <— <A
Un Un—1 UN+1 UN
D’ou les assertions d’aprés 1.4.4. O

1.5 CONVERGENCE ABSOLUE

Proposition 1.5.1. Soit > Ju,, une série a termes complexes. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Lasérie > u, est absolument convergente.

(i) Lesséries > Re(uy,) et > Im(u,,) sont absolument convergentes.
Démonstration. Ona:

Les deux premieres inégalités établissent (i) = (ii) ; la troisiéme (ii) = (i). O

1.5.2. D’apres 1.5.1, I’étude de la convergence absolue dans le cas complexe se
raméne a celle du cas réel. On va s’intéresser a cette situation. Si a € R, on pose :

at = max{a,0} , a~ = max{—a,0}.

Proposition. Soit > u,, une série a termes réels. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Lasérie > u, est absolument convergente.
(i) Lesséries > u, et > u, sont convergentes.
Démonstration. Sin € N, alors :
0< uy < Jugl, 0 <y < unl, fun| = ugy +uy

D’ou le résultat. O

Proposition 1.5.3. Soient > u,, une série et > v, une série & termes réels positifs ou
nuls vérifiant u,, = O(v,,). Si la série Y v, converge, alors la série > u,, converge
absolument.

Démonstration. Résulte de 1.4.4, car u,, = O(vy,) équivaut a |u, | = O(vy). O
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Théoréme 1.5.4. Soient > u,, une série et > v,, une série a termes réels positifs ou
nuls. On suppose qu’il existe un nombre complexe non nul A tel que w,, ~ Av,.

(i) Si > v, converge, alors > u,, converge absolument.

(i) Si > v, diverge, > u, diverge aussi.

(iii) Les deux séries sont simultanément convergentes ou divergentes.
Démonstration. 11 suffit de prouver (i) et (ii). D’aprés I’hypothése, on a u,, = O(vy,).
D’ou (i) (1.5.3).

Supposons Y v, divergente. On a u,, — Av,, = o(Avy,). Il existe donc N € N tel que :

A
n>=N = |u, —v,| < %Un.
Si N < p < ¢, on obtient alors :
q q q ’)\’ q
|)‘|Zvn_ Zun< Z(un )\Un)<727)n
n=p n=p n=p n=p
On en déduit :
2 g
Z Up S Z

Si > u,, converge, elle vérifie le critére de Cauchy. L’inégalité précédente montre que
> vy, Vérifie aussi ce critere, donc converge. Contradiction. O

Corollaire 1.5.5. Soit > "u,, une série. On suppose qu’il existe « € R et A € C* tels
que u, ~ An~%. Alors :

(i) Sia>1,lasérie ) u, estabsolument convergente.

(i) Sia <1, lasérie ) u, diverge.

Démonstration. C’est clair d’aprés 1.3.10 et 1.5.4. O

Proposition 1.5.6. Soit > u,, une série.

(i) S’il existe o > 1 tel que la suite (n%uy,),, soit bornée, la série > u,, est absolu-
ment convergente.

(if) Supposons les w,, réels de méme signe et I’existence de o < 1 tel que n®|uy,|
tende vers -+oo quand n tend vers +oco. Alors, la série > u,, diverge.

Démonstration.

(i) Onawu, = O(n=%). Onconclut d’aprés 1.3.10 et 1.5.3.

(i) Daprés les hypothéses, il vient n=* = O(|u,,|). On termine alors comme en (i).
]
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1.6 REGLES DE CAUCHY ET DE D’ALEMBERT

Théoréme 1.6.1. (Régle de Cauchy). Soient > “w,, une série et £ = lim sup {/|uy|.
(i) Si¢<1,lasérie > u, estabsolument convergente.
(i) Si¢> 1, lasérie > u, estdivergente.

Démonstration. (i) Supposons ¢ < 1, et fixons A tel que £ < XA < 1. Il existe N € N
tel que |un|1/” < Asin > N. Pour un tel entier n, on a |u,| < A™. On conclut alors
d’aprés 1.3.9 et 1.4.3.

(i) Supposons ¢ > 1, et fixons A vérifiant £ > A > 1. Pour tout N € N, il existe
n > N tel que |u,|'/™ > A, soit |u,| > A" La suite (u,),, ne converge pas vers 0,
donc > u,, diverge (1.3.6). O

Remarque. Le cas des séries de Riemann montre que I’on ne peut conclure si
(=1.

Corollaire 1.6.2. On suppose que la suite ( L

up|), aune limite £ € R.

(i) Si¢<1,lasérie ) u, estabsolument convergente.
(i) Si¢ > 1, lasérie > u, estdivergente.

Théoréme 1.6.3. (Reégle de d’Alembert). Soit > ", une série. On suppose u,, # 0

pour n assez grand, et on pose :
|Un11] |Un+1] ]

||

L = limsup , £ =liminf

|un|
(i) SiL <1,lasérie > u, estabsolument convergente.
(i) Si¢ > 1, lasérie > u, estdivergente.

Démonstration. (i) Supposons L < 1, et fixons A tel que L. < A < 1. Posons
v, = A". Sin estassez grand, ona:

M <)\ = Yntl
|| Un
D’ou I’assertion (1.3.9 et 1.4.6).
(ii) Si £ > 1, il existe N € N tel que :
|t

Sin > N, il vient |u,| > |ux| > 0. On conclut d’apres 1.3.6. O

n>=N=u,#0 et > 1.

Corollaire 1.6.4. On suppose que u,, est non nul pour n assez grand et que la suite
(Jtny1l/unl), aunelimite £ € R.

(i) Si¢<1,lasérie ) u, estabsolument convergente.

(if) Si¢ > 1, lasérie > u, estdivergente.
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1.6.5. Pourn € Netz € C, posons uy,(2) = —-
n.

eSin >1,0nau,(0) =0, et lasérie > u,(0) est convergente, de somme égale a 1.
e Supposons z £ 0. Alors :

|tns1| _ 2]

——— — 0 si n— +oo.
[t n+1

D’aprés 1.6.4, > u,(z) converge absolument pour tout = € C. La somme de cette

série est notée e” :
[e'e} Zn
e’ =

n=0 n!

La série précédente est appelée la série exponentielle.

1.7 SERIES ALTERNEES

Définition 1.7.1. On appelle série alternée toute série a termes réels de la forme
S (=1)"a, ou Y (—1)"ta,, avec a,, € Ry pourtoutn € N.

Théoréme 1.7.2. (Critere des séries alternées). Soit (a,, ),, une suite réelle décrois-
sante de limite nulle. Si u,, = (—1)"a,, la série > u,, est convergente. En outre, pour
toutn € N,ona:

U2n+1 <U < Uy s |U - Un| < Ap+41-

Démonstration. Sin € N,ona:

Usp — Uzpy1 = agn41 2 0,

Usnt2 — Uzp = a2n42 — a2p41 < 0, Uspyz — Uzpg1 = a2p42 — @243 = 0.

Par conséquent, ((U2n+1)n, (Ugn)n) est un couple de suites adjacentes. On en déduit
que la suite (U,,),, converge, donc que la série > u,, est convergente. On obtient alors :

Usny1 S U < Uz = U — Usp1| < Uspga — Usp1 = a2,
Uant1 S U < Uz = |U = Uszy| < Uy, — U1 = agny1-
D’ou le résultat. O

(=n"

Exemple. En utilisant 1.7.2, on voit que la série de terme général ~——— converge
- . n
si et seulement si o > 0.
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1.8 SERIES SEMI-CONVERGENTES

Définition 1.8.1. Une série est dite semi-convergente si elle est convergente sans étre
absolument convergente.

1.8.2. L’exemple précédent nous montre que, pour 0 < « < 1, la série de terme

-1H" . L . .
général u,, = ( a) est semi-convergente. Précisonssia = 1. On a
n
1 5 +1 tn+1
— =1—t+t2+ (D) () —
1+t * A A

pour0 <t < 1letn € N. Enintégrant entre O et 1, on obtient alors :

11 (=1 Lyntl
n2=1—-42>+4-— 4 (-1 ”“/ —dt.
. SR e T R N

1tn+1 1 1
0</ dtg/ "t = ——,
0 1+t 0 n+2

on retrouve que la série converge si « = 1, et que sa somme est In 2.

Comme

1.8.3. Soit > u,, une série semi-convergente.

e Supposons la série a termes réels. Avec les notations de 1.5.2, il vient :

Up = ul —uy , |un| = uf +u.

La premiére égalité montre que les séries > u et > u,, sont de méme nature. La
seconde prouve qu’elles sont divergentes.

e Supposons la série & termes complexes. Alors les séries > Re(u,) et > Im(uy,)
sont convergentes. Comme |uy,,| < |Re(uy,)| + | Im(uy,)], on voit que I’une au moins
de ces deux séries n’est pas absolument convergente.

Théoréme 1.8.4. Soient (v,,),, une suite de nombres complexes et («,),, une suite de
nombres réels positifs vérifiant les conditions suivantes :

(i) Lasuite (au,),, est décroissante de limite nulle.
(if) Lasuite (V},)n, avec V;, = vg + - - - + vy, est bornée.
Alors la série > o, v, est convergente.

Démonstration. Notons w,, = ay,vy,, et soit M > 0 vérifiant |V,,| < M pour tout n.
On va prouver que la série > "u,, Vérifie le critere de Cauchy.

Remarquons que v, = V,, — V,_1sin>1.D’ou,sil < p<q:

q
D Uy = O‘p(V}J = Vp—1) + O‘p—H(V}J-&-l Vo) +- O‘q(vq - Vq—l)
n=p

= —Vpo1ap + Vplap — apy1) + - + V(g1 — o) + Vyay.
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Compte tenu des hypotheses, on obtient :

q
Dotn| < May + M(oyp —opir) + -+ M(ag—1 — o) + Moy = 2May,.
n=p
D’ou le résultat puisque o, — 0 si p — +o0. O

Remarque. Le fait de remplacer v,, par V,, — V,,_1 dans > a,,v,, est appelé la
transformation d’Abel.

1.8.5. Pour § € R non multiple entier de 27, posons v,, = €. 1l vient :
g-1
3l

ei(n+1)9 _ 1’ - 2 B
e —1 |7 Je? —1]

D’aprés 1.8.4, si (ay,), est une suite décroissante de réels de limite nulle, la série
> an vy, converge pour 6 € R\27Z.

’Vn‘ -

‘ sin

1.9 SERIE PRODUIT

Définition 1.9.1. La série produit de deux séries > u,, et > v, est la série > "wy,, ou,
pour toutn € N :

n

Wy = Y UpVUp_k-
k=0

Théoréme 1.9.2. (Théoréme de Mertens). Soient > "u,, une série convergente, > v,
une série absolument convergente, et > w,, leur série produit. La série > w, est
convergente et :

Sem(Fu)(E)

n=0 n=0
Démonstration. Soit ¢ > 0. D’apres le critere de Cauchy, il existe N € N tel que,
pour toutn > N ettout p € N, on ait :
|Up + Upy1 + - +Un+p| <e, Jvn] + [vnga| + -+ |Un+p| <e.

D’autre part, il existe M > 0 tel que |u,| < M, |U,| < M, et|vo| + -+ |vp| < M
pourtoutn € N.Si0 < k <n — 1, posons :

Sk = Uk(Vnt1 + Ung2 + -+ V2pk) » e = Vg (Unt1 + Uny2 + - + Uzp—).-
Pour n > N, il vient facilement |tg + t1 + - - - + t,—1| < Me. D’autre part :
S0+ -+ 8p—1 = Unt1Up—1 + 0p2Upn—2 + -+ +02,Up.
Par conséquent, sin > NN, on obtient aussi [sg + s1 + -+ - + sp—1| < Me. Or:
Won —UnVpn =50+ +sp—1+to+ - +tn_1.
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On en déduit que W5, — UV si n — +oco. Pour obtenir le résultat, il suffit donc de
prouver que wa, — 0sin — 4+o00.Sin > N,ona

Wop = UQV2p + -+ F UNV2p—N + UNL1V2p—N—1 + -+ + U2 V0.
D’ou;
[wan| < M(|van| + -+ + |[van-nN1) +e(|vo] + -+ - + [v2n—n-1]) < 2eM.

On a obtenu I’assertion. O

Remarque. La série produit de deux séries semi-convergentes peut étre diver-
gente.

1.10 CONVERGENCE ASSOCIATIVE OU COMMUTATIVE

Théoréme 1.10.1. Soient > u,, une série et v: N — N une application strictement
croissante. On note :

v(0) v(n) )
Vo= Y. Uk, Uy = > ug Si n>1.
k=0 k=14v(n—1)

(i) Sila série > u,, converge, il en est de méme de la série > v, et ces deux séries
ont méme somme.

(i) On suppose que I’une ou I’autre des conditions suivantes est réalisée :
a) u, € R, pourtoutn € N.
b) Lasuite (uy)y converge vers O etil existe M > Otel que v(n+1)—v(n) < M
pour tout n € N.

Alors, si la série > v, converge, la série > u,, converge aussi.

Démonstration. Les hypothéses impliquent que v(n) > n pour tout n € N.
(i) Comme V,, = U,(y), si la suite (Uy),, converge, la suite extraite (V,,),, converge
vers la méme limite.

(if) Si u,, € R, pour tout n € N, la suite (U,,),, est croissante. Elle converge si et
seulement si la suite extraite (V/,),, converge.

Supposons désormais les hypotheses de b) vérifiées. Pour tout n € N*, il existe un
unique entier #(n) tel que :

v(0(n)) <n <v(l+6(n)).
Une récurrence facile montre que v(p + 1) < v(1) + Mpsip € N. Onaalors :

n<v(l)+Mb(n), lirlgn f(n) = +oo, lirlgn v(0(n)) = +o0.
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D’autre part, n — v(6(n)) < v(1+6(n)) —v(6(n)) < M.D’ou:
[Un = V| < |Un = Uygap)| + 1Unomy) = VI=1Un = Upomyp| + Vo) — VI
< Vo) = VI+ 2 ual < |Vim) — V| + 6n,
k=1+v(0(n))
avec 6, = max{|uy|; v(6(n)) < k < n}. D’apreés les hypotheéses et ce qui précéde,
on voit donc que U, tend vers V' quand n tend vers +oo. O

Remarque. Le théoréme 1.10.1 est parfois appelé le théoréme de sommation
par tranches.

Définition 1.10.2. On dit que deux séries > "u,, et > v, ne différent que par I’ordre
des termes s’il existe une permutation o de N telle que v, = u(,,) pour tout n € N.

1.10.3. Lasérie S (—1)"T1n~1/2 est convergente. La série suivante n’en différe que
par I’ordre des termes :

1 1 1 1 1 1 1 1
s TRt ETE AT T e T v
D’apres 1.10.1, cette derniére série est de méme nature que » v, avec :
1 1 1 V2 -1
S I3 Vo1 van van

On voit donc que ) v, diverge.

1.10.4. Prenons u, = (—1)""'n=1, n > 1.Onavuque U = In2 (1.8.2). La série
suivante ne différe de > u,, que par I’ordre des termes :
1 1 1 1 1 1 1 1
2 17376 8 Tyl 2@atr1 20@mi2
D’aprés 1.10.1, cette série converge et a méme somme que la série
1 1 1 1 1 1
2 4 6 8T Ty 2@mty

c’est-a-dire (In 2) /2. Ainsi, les deux séries sont convergentes, mais n’ont pas la méme
somme.

Définition 1.10.5. Une série > u,, est dite commutativement convergente si la série
> Uq(n) €St cOnvergente pour toute permutation o de N.

Théoréme 1.10.6. Si ) u,, est une série absolument convergente, elle est commuta-
tivement convergente et, pour toute permutation o de N, on a :

Z Ug(n) = Z U
n=0 n=0
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Démonstration. Soit o une permutation de N. Notons v, = Uy (), wn = [v,|. Sil’on
pose O(n) = max{o(k); 0 < k < n}, il vient:

n 9(71) [e'e}
> okl < 30 Jurl <32 fugl.
k=0 k=0 k=0

On en déduit que la série > w,, est convergente et que W < U’, ou U’ est la somme
de la série >_|u,,|. Changeant alors o en o1, on obtient W = U".

Soit I(n) = {0,1,...,0(n)\{o(0),0(1),...,o(n)}. Il vient:

6(7’1) n
Upny = Val < 20 Jukl = 37 Juk| = 32 [ugmyl-
kEI(n) k=0 k=0

Or, d’aprés ce qui précéde, le dernier terme de la ligne précédente tend vers
U’ — W = 0 quand n tend vers +oo. On en déduit que U = V. D’ou le résultat. [

Lemme 1.10.7. Soit > u,, une série réelle semi-convergente. La série > u,, n’est pas
commutativement convergente.

Démonstration. D’aprés 1.8.3, les séries > u et Y u, sont divergentes. On en
déduitque I = {n € N;u, > 0}etJ = {n € N;u, < 0} sont des parties
infinies de N. On peut donc définir des applications strictement croissantes av: N — [
et5: N — Jpar(0) =min 7, #(0) = minJ et, pourn > 1:

a(n) = min(I\{a(0),...,a(n —1)}), B(n) = J\{B(0),...,B(n —1)}).
POSONS v, = Ug(n), Wn = Ug). AiNSi, vy, (respectivement w;,) est le (n + 1)%me
élément strictement positif (respectivement négatif ou nul) de la suite (uy,)s,.

On va construire une permutation o de N telle que la série ) Juq(,, diverge.
D’apres les hypotheses, on a :

limV,, = +o00, limW,, = —cc.
n n

Il existe donc ny € N tel que V,,, > —wy. On pose :
o(k)=a(k) si 0<k<ng, ong+1)=05(0).

Soit p € N*. Supposons construits les o (k) pour k£ < n,_1 + p. Utilisant & nouveau
le fait que V;, tend vers +oo si n tend vers +oo, il existe n,, tel que n, > n,_; et
Vn, 2 —Wp + p. On pose :

o(k) = a(k—p) si np1+p<k<n,+p, o(n,+p+1)=p6p).
On détermine ainsi o sur {0, 1,...,n, + p+1}.
Comme I UJ = NetIn.J =@, onvoit que I"application o construite précédemment
est une permutation de N. En outre, par construction de o, on a

np+p+1

Z Uo (k) =D
k=0

pour p € N*. Par suite, la série  Juy,, diverge. O
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Remarque. Soient >_ u,, une série réelle semi-convergente et A € R. On peut
montrer qu’il existe une permutation o de N telle que :

lim 7 ugp) = A
" k=0

Théoreme 1.10.8. Une série est commutativement convergente si et seulement si elle
est absolument convergente.

Démonstration. C’est immédiat d’aprés 1.8.3, 1.10.6 et 1.10.7. O

1.11 INTEGRALES ET SERIES

Théoréme 1.11.1. Soienta € Ret f: [a, +oo[— R & valeurs positives ou nulles et

[e.e]
décroissante. La série Y f(a + n) et I'intégrale f(t) dt sont de méme nature.

a

Démonstration. Comme f est a valeurs positives ou nulles, Iintégrale en question

a+n

converge si et seulement si la suite ( f(t)dt ) converge. Pourn > 1,0na:

a

a+n+1 n
/ f(t)dt < fla+mn) </ F(t) dt.

a+n +n—1
Alors :
atn+1 n atn
/ fHdt< S fla+k) < / F(t)dt.
a+1 k=1 a
D’ou immédiatement I’assertion. O

Théoréeme 1.11.2. Soienta € R et f: [a,+oo[— C localement intégrable. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’intégrale de f sur [a, +o0o] est convergente.

(i) Pour toute suite (z,), de points de [a,+oo[ de limite +oo, la série de terme

Tn+1
général / f(t) dt est convergente.

x

Démonstration. Pour z > a, posons F'(z) = / f(t)dt. On sait que F'(z) a une

a
limite dans C si et seulement si, pour toute suite (z,,),, d’éléments de [a,+oo], de
limite +oc, la suite (F(x,,)), est convergente. Or :

Tr41

Flan) / £t de £

k

D’ou le résultat. O
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Théoréme 1.11.3. Soient @ € R et f: [a,+oo[— C localement intégrable. On
suppose qu’il existe une suite (x,,),, d’éléments de [a, oo Vérifiant les conditions
suivantes :

(i) Lasuite (x,,)y est croissante et tend vers +oo si n tend vers +oo.
Tn+1
(ii) La série de terme général u,, = / f(t) dt est convergente.

Tn

Tn+1
(iii) / | f(t)] dt tend vers O si n tend vers +oo.

Alors I’intégrale de f sur [a, 4+o0o[ converge.

Démonstration. On peut supposer (z, ), strictement croissante. Si y > x, il existe
un unique entier p(y) tel que z,,(,) <y < ()41 Il estclair que p(y ) tend Vers +oo
si y tend vers +00. Ona:

p(y)—1 Yy
/f t)dt = /f )dt + Z uy + f(t)dt
=0 Tp(y)

D’autre part :

<Mﬁ</%WWﬂMﬁ

r(y)

JARCEETAN

D’apres les hypothéses, I’intégrale de f sur [a, +oo] est donc convergente. O

p(y)

Corollaire 1.11.4. Soienta € Ret f: [a,+o0o[— R localement intégrable, a valeurs
positives ou nulles. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’intégrale de f sur [a, +oo] est convergente.

(i) Il existe une suite croissante (x,,),, d’éléments de [a, +oc[, de limite +o0, telle que

Tn+1
la série de terme général u,, = / f(t) dt converge.

Tn

Démonstration. On aici

w= [ rwde= [T irwlan

n n

et cette derniére intégrale tend vers 0 si n tend vers +oo, car la série > u,, est conver-
gente. Il
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EXERCICES

Exercice 1.1. Soient a, b des réels tels que a < b, f: [a,b] — R, une application
continue, et M la borne supérieure de f sur [a,b]. Sin € N*, on pose :

un = / e a)”

Prouver que la suite v = (uy,),, converge vers M.

Exercice 1.2. Nature de la série > u,,, avec u,, = sin[m(2 + v/3)"].

Exercice 1.3. Soit > d,, une série divergente a termes réels strictement positifs. On
pose Dy, = Y 0 dy, un = dp /Dy, et v, = dy,/(Dy)®, avec « réel strictement plus
grand que 1. Etudier les séries > “u,, et > v,,.

Exercice 1.4. Soit > u,, une série convergente a termes réels strictement positifs. On
pose R, = > i uy et v, = u,/(Ry—1)?, 0l a € R.

1. Si a < 0, prouver la convergence de > “v,.

2. En étudiant =, = — In(1 — v,,), montrer la divergence de » "v,, pour a = 1, puis
pour a > 1.

3. En utilisant une intégrale, prouver la convergence de > v, si 0 < a < 1.

Exercice 1.5. Soienta,b € Rtelsque 0 < ¢ < 1 < b. Sin € N* on note o, le
nombre de chiffres dans I’écriture décimale de n. Comparer les régles de Cauchy et de
d’Alembert en les appliquant a la série de terme général

Up = a?—npan(l4an)/2.

Gt tan o

n
suppose que la série >"a? est convergente. Prouver qu’il en est de méme de la série
>a; :
a; etque:

Exercice 1.6. Soit (ay),>1 une suite réelle. On pose o, =

o0 [e.°]
S a2 <4 d

n=1 n=1

Exercice 1.7. Soit p,, le n°™ nombre premier. Déterminer la nature de la série de
terme général 1/p,,.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 1.1. Le résultat est clair si M = 0. Supposons ce cas exclu. Il est immédiat
que u,, < (b— a)Y/™M pour tout . On en déduit que lim sup u < M.

Soite €]0, M|. L’application f étant continue, par définition de M, il existe des réels
c,d Vérifianta < c < d < bet f(t) > M — e pour tout ¢ € [c, d]. Alors

d 1/n
U > (/ F@rat) " > @ -oVn -e).
D’ou liminf w > M — e. Ceci étant vrai pour £ € |0, M|, on obtient lim inf u > M.

Comme lim inf v < limsup w, il vient lim inf v = lim sup u, et on conclut d’aprés
1.2.6.

Exercice 1.2. Ecrivons (2 + v3)" = N + N’\/3, avec N, N’ € N. On a alors
(2—3)" =N - N'\/3.Doun(2+3)" = 2N — (2 — /3)". Par suite, si I’on
pose v, = sin[r(2 — v/3)"], il vient u,, = —v,. Or,comme 0 < 2 — /3 < 1,0na
0 < v, < m(2 —+/3)™. On en déduit la convergence de v, puis de > u,,.

Exercice 1.3. Si u, ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo, la série > u,, est
divergente. Supposons que limwu,, = 0. Alors u,, ~ —In(l — u,), ce qui s’écrit
—Uyp ~ In(D,,—1/D,,). Or

— > In(l —ux) =—InDy+1InD, — +o0
k=1

sin — +oo. Par suite, la série > u,, diverge.

Pourn > 1,0na:

_ Dn—Dypy _ [Pr dt
nT Dy 2

Comme « > 1, pour tout N € N, on adonc

D, ¢

N +oo
> vy < / — < +400,
n=1 d,

0

ce qui montre que la série > v, est convergente.

Exercice 1.4.

1. Sinestassez grand, R, 1 < 1.Sia < 0,onadonc 0 < v, < u, pour n assez
grand. D’ou la convergence de » “vy,.
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2. Supposons a = 1. Si v, ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo, il y a divergence
de la série > "v,,. Supposons lim v,, = 0. Dans ce cas, au voisinage de +oco, ona:
Rn—l .

R,

Up ~ —1In(l —v,) =In

Or:

n
Y xp=InR; —InR, — +00.
k=2

Il'y a divergence de la série > v,.
Sia>1,désque R, 1 <1,0na

Un

Rn—l
D’ou a nouveau divergence de la série d’apreés ce qui précéde.

Uy >

3. Supposons0 < a < 1.0na:

Un =

R,-1— R, /R dt
— " K _.

R'I‘L
On en déduit que, pour N > 1,
N Ro qt
Z Up < / v < +00
n=1 o t

d’apres I’hypothese sur «.. La série > v,, est convergente.

Exercice 1.5. Onaou a, = apt1, OU py1 = 1 4 ap.

e Sia, = ani1,0NaUy1 /Uy = a. Sianyr = 1+ ay, il vient u, (1 /u, = b%+1,
et ce dernier terme peut étre rendu arbitrairement grand avec n. On en déduit que le
rapport u,,+1/u, n’a pas de limite quand n tend vers 4o, et on ne peut conclure
guant a la convergence de la série.

e Si10” <n < 10P*! onaaq, = p. D’ol:
p Qn _ D

10p+1 n o 10P

On en déduit facilement :

lim n _ lim 7(%”(&” +1)
n n

=0.

Par suite
Suy, = ql—(en/n)pom(ant+1)/2n _, o

sin — +oo. La série est donc convergente puisque a < 1.
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Exercice 1.6. Comme
jar + -+ an| < lar| + -+ + |aal,
on peut supposer les a; positifs ou nuls. En posant ag = 0, 0na:
2 2a,0, = a2 —2[nay, — (n— Day_1]ay

=aZ[1—2n)+2(n — Day_10m

(0}

<(1-2n)a2+(n—-1[a2+a2_]=(n—-1)a2_; —na?.
On en déduit :
N N
S a2 -2 apa, < —Nak <0.
n=1 n=1
D’ou:

N, N NoooNL2p N\ 1/2
Zan<22anan<2(2an) (Zan> )
n=1 n=1 n=1 n=1
Si tous les a,, sont nuls, le résultat demandé est clair. Sinon, pour N assez grand, le
membre de droite de I’inégalité précédente est non nul. Alors, si NV est assez grand, il
vient :
N 1/2 N 1/2 N N
(Ca2) " <2(rad) = Yal<ayad
n=1 n=1 n=1 n=1

D’ou le résultat.

Exercice 1.7. On alimp, = +oo, donc p,;! ~ —In(1 — p;;*). On va prouver que
la série de terme général =, = —In(1 — p,, 1) est divergente, ce qui montrera que la
série donnée diverge.

SiaeN,on:
<11 ot
n:l]ﬂl 1 —-p;l - Di P?

Soient N € N* fixé et p; le plus grand entier premier vérifiant p; < N. Tous les
entiers inférieurs ou égaux a NV sont des produits de la forme pi" - - - pi"* avec ay, < 8
pour 1 < k < 4.Onadonc:

1 1571 1 1 1 1
(-2 (=] 2 (2t ) 121 )
D1 pi D1 D pi P;

On en déduit que :

D’ou: . )
lim ) —1In (1 - —) = +o0.

n—+00,-1 Di

On a prouvé la divergence de la série > p,, !
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Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

On désigne par X un ensemble et par K le corps des réels ou celui des
complexes. Une application de X dans K sera aussi appelée une fonction sur X.

2.1 CONVERGENCE SIMPLE

Définition 2.1.1. Soit f = (f,,),, une suite de fonctions sur X. On dit que f converge
simplement sur X si, pour tout = € X, la suite (f,(x)), est convergente.

2.1.2. Supposons que f = (f,), converge simplement sur X. Pour tout x € X, la
suite (fn(a:))n aune limite f(x) € K, ce qui définit une fonction f sur X. On dit que
f est la limite simple de f (ou des f},), ou que f converge simplement vers f sur X.

La convergence simple de f vers f sur X s’écrit : pour tout x € X ettoute > 0, il
existe N € N tel que |f(z) — fo(x)| < € désque n > N. En général, I’entier N
dépend de x.

2.1.3. Soittoujours f = (f,,), une suite de fonctions sur X. Si Y est une partie de X,
notons g = (f,|Y),. Par abus de langage, on dit que f converge simplement sur Y si
g converge simplement sur Y.
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2.1.4. Le corps K étant complet, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.1.5. Soient X un ensemble et f = (f,,),, une suite de fonctions sur X.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Lasuite f converge simplement sur X.
(i) Pourtoutz € X, lasuite (f,(x)), estune suite de Cauchy.

2.2 CONVERGENCE UNIFORME

Définition 2.2.1. On dit qu’une suite f = (f,,), de fonctions sur X converge uni-
formément s’il existe une fonction f sur X telle que, pour tout € > 0, on puisse
déterminer N € N tel que, pour toutn > N :

sup{|fn(z) — f(z)|; v € X} <e.
S’il en est ainsi, on dit que f est la limite uniforme de f ou des f,, sur X.

Remarque. Si f est la limite uniforme de f sur X, c’est aussi la limite
simple de f sur X. Par contre, il est bien connu qu’une suite de fonctions
peut converger simplement sans converger uniformément.

Définition 2.2.2. Soit f = (f,,),, une suite de fonctions sur X. On dit que f Vvérifie le
critere de Cauchy uniforme sur X si, pour tout ¢ > 0, il existe N € N tel que :

m > Non > N = sup{|f(@) — ful2)]; 7 € X} <.

Théoréme 2.2.3. Soient X un ensemble et f = (f,,), une suite de fonctions sur X.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Lasuite f converge uniformément sur X.
(ii) Lasuite f vérifie le critéere de Cauchy uniforme sur X.

Démonstration. (i) = (ii) Supposons (i) Vérifié, et soit e > 0. Il existe N € N tel
que :

n> N = sup{|f(z) - ful)]; 2 € X} <.
On obtient alors (ii) car, sim > N,n > N, il vient :

sup{|fu () — ()]s = € X} < 2.

(i) = (i) Si (ii) est Vvérifié, pour tout z € X, la suite (f,,(x)),, est de Cauchy, donc a
une limite f(x) € K. Soite > 0. Il existe N € N tel que, pour tout z € X, on ait :

m>=Nn>=N=|f(z)— fn(z) <e.
En faisant tendre m vers +oo, on obtient
nzN=|f(z)— fulz) <e
pour tout = € X. Par suite, f converge uniformément vers f sur X. O
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2.3 CONTINUITE

2.3.1. On désigne par E un espace métrique.

Théoréme 2.3.2. Soienta € F etf = (f,), une suite de fonctions sur E. On suppose
que les f,, sont continues en a et que f converge uniformément vers une fonction f sur
E. Alors f est continue en a.

Démonstration. Fixons un réel ¢ > 0. Il existe un entier N > 0 tel que I’on ait
sup{|fn(z) — f(z)]; x € E} < e. Comme fy est continue en a, il existe un
voisinage V de a dans E tel que = € V implique |fn(z) — fnv(a)| < e. Alors, si
x € V,ilvient:

[f (@) = fla)| < [f(2) = fn (@) + [fn(z) — fn(a)| + [fn(a) = fa)] < 3e.

D’ou I’assertion. O

Corollaire 2.3.3. Si une suite de fonctions continues sur £ converge uniformément
sur F, sa limite est continue sur E.

Corollaire 2.3.4. Soit f une suite de fonctions continues sur E convergeant sim-
plement vers une fonction f sur E. On suppose que, pour tout a € FE, il existe un
voisinage de a sur lequel f converge uniformément. Alors f est continue sur E.

Démonstration. Résulte de 2.3.2 et du caractére local de la continuité. O

2.4 DERIVABILITE

Lemme 2.4.1. Soient I un intervalle de R et f une fonction dérivable sur I. On
suppose qu’il existe A € R tel que | f'(¢)| < A pourtoutt € I. Alors, pour a,b € I,
onalf(b) — f(c)| < 2A[b — al.

Démonstration. Notons g (respectivement £) la partie réelle (respectivement partie
imaginaire) de f. D’apres le théoréeme des accroissements finis, il existe ¢, d compris
entre a et b tels que :

9(b) = g(a) = (b —a)g'(c) , h(b) — h(a) = (b— a)h'(d).
On en déduit :
£ (b) = f(a)]

D’ou le lemme. O

Théoréme 2.4.2. Soient I un intervalle de R et f = (f,,),, une suite de fonctions sur
I vérifiant les conditions suivantes :

(i) Toutes les fonctions f,, sont dérivables sur 1.
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(i) Lasuite g = (/f}), converge uniformément sur I vers une fonction g.
(iii) Il existe o € I tel que la suite (f,(c)), converge.

Alors la suite £ converge simplement sur I vers une fonction f, et cette convergence
est uniforme sur toute partie bornée de I. En outre, f est dérivable sur I, et f' = g.

Démonstration. 1) Soite > 0. D’aprés 2.2.3, il existe P € N tel que :
m > Pon > P = sup{|fy(t) - fr,(t); t € [} <e. 1)
D’autre part, la suite (f,,(cv)), étant convergente, il existe Q € N tel que :
mz=Q,n2=Q=|fm(a) - fula)| <e.
Soit N = max{P,Q}. D’apres (1) et2.4.1,sit € I,m > N,etn > N,ona:
|(fm(t) = fu() = (fm(@) = fa(@))] < 2¢ft — al.
D’ou, dans les mémes conditions :
[fm(t) = fo(O)] < [fin() = fn(a)| + 2]t —af <&+ 2]t —al.

Compte tenu de 2.2.3, on voit donc que f converge uniformément sur toute partie
bornée de I. Notons f la limite des f,,.

2) Soit a € I définissons une suite h = (h,,),, de fonctions sur I par :
In(t) = fola
ula) = fy(a)  ha(t) = 220 =@
Par construction, les fonctions h,, sont continues sur 1.
Soit h: I — C définie par :
f(t) — f(a)
a

ha) = gla) , h(t) = 22—

La fonction h est limite simple des h,.

Soiente > 0 et P € N comme dans le point 1. D’aprés 2.4.1,sit € I, m > P, et
n > P,ona:

si t # a.

Si t # a.

’(fm(t) - fn(t)) - (fm(a) - fn(a))‘ < 25“ - a"
On en déduit, sit # a :
|hm (t) — hyp(a)| < 2e.
D’aprés (1), c’est encore vrai si ¢ = a. Ainsi, h vérifie le critére de Cauchy uniforme
sur I. Comme h converge simplement vers h sur I, on en déduit que h converge
uniformément vers h sur I. Alors, d’aprés 2.3.2, h est continue sur I. En particulier, h
est continue au point a, donc :

_f(t) = fla) _
b e~ 9@
On a prouvé que f est dérivable en a, et que f'(a) = g(a). O

Remarque. On sait que, sur [—1, 1], la fonction = — |z| est limite uniforme
d’une suite de fonctions polynomiales. Ceci montre qu’une limite uniforme de
fonctions dérivables peut ne pas étre dérivable.
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2.5 INTEGRABILITE

2.5.1. Soienta,b € Rtelsque a < b, et f: [a,b] — R une application bornée.

Soit 0 = (x;)o<i<p Une subdivision de [a, b]. Notons M; et m; les bornes supérieure
et inférieure de f sur [z;_1,z;], 1 <1 < p. Les sommes de Darboux relatives a f et o
sont définies par :

p p
S(f7 U) - Z(xl - xi—l)Mi ; 3(f7 U) - Z(xl - m’i—l)m’b

i=1 =1

Rappelons que f est intégrale sur [a, b] (au sens de Riemann) si et seulement si, pour
tout £ > 0, il existe une subdivision o de [a, b] telle que :

S(f,O') - S(f,O') <e
Théoréme 2.5.2. Soient [a, b] un intervallede R et f = (f,,),, une suite d’applications

intégrables de [a, b] dans R. On suppose que la suite £ converge uniformément sur
[a, b] vers une application f. Alors f est intégrable sur [a, b], et :

/abf(t) dt = liﬁn/abfn(t) dt

Démonstration. Sin € N, posons p,, = sup{|f.(t) — f(t)|; t € [a,b]}.

<
= 4(b—a)

bornée sur [a, b]. Soit o = (z;)o<i<p UNe subdivision de [a, b] telle que

Soite > 0. Il existe N € N tel que un - On voit en particulier que f est

€

S(fx:0) = s(fns0) < 5-

Notons M, et m; (respectivement M/ et m/) les bornes supérieure et inférieure de fx
(respectivement f) sur [x;_1, ;). Il vient:
€ s €
m; 2 m; — ————"
4b—a)’ " " 4(b—a)

M < M; +
Par suite :
S(f.) = 5(£.0) < S(x.) = slvo0) + 55— 2o~ i) <2
On a prouvé que f est intégrable sur [a, b]. Pour n € N, on a alors :

‘/f ) dt — /fn )| < /|f 0| dt < (b— ).

D’ou la derniére assertion. O

Remarque. Le théoréme 2.5.2 ne s’étend pas aux intégrales impropres.
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2.6 SERIES DE FONCTIONS

Définition 2.6.1. Soit f = (f,,), une suite de fonctions sur X. On appelle série de
fonctions de terme général f,,, et on note > f,,, la suite de fonctions

n
k=0 /n
L’élément fo+ - - - + f,, estnoté F,,, eton ditque F = (F,,),, est la suite de fonctions

associée & la série > f,,.

On dit que la série > f,, converge simplement (respectivement uniformément) sur X
si la suite F' converge simplement (respectivement uniformément) sur X.

On dit que la série >_ f,, vérifie le critére de Cauchy uniforme si la suite F vérifie ce
critere.

2.6.2. Conservons les notations précédentes.

e Dire que ) _ f,, converge simplement sur X signifie que, pour tout z € X, la série
> fn(x) converge. Si c’est le cas, on dispose de la fonction

FiX —C,ao— Y fula),
n=0

qui est la limite simple de F. Cette application est appelée la somme de la série >_ f,,.
On peut aussi considérer la suite de fonctions r = (r,,),, donnée par :

(@) = 3 fula).

k=n+1

e D’apreés les définitions > f,, converge uniformément sur X si et seulement si la suite
r converge uniformément sur X vers la fonction nulle.

e Dire que ) f,, Vérifie le critére de Cauchy uniforme signifie : pour tout ¢ > 0, il
existe V € N tel que :

p
n>N,peN= sup{‘ > foik(x)
k=1

;xeX}ge.

2.6.3. Le résultat suivant ainsi que ceux de 2.6.4, 2.6.5, 2.6.6, sont des traductions, en
termes de séries de fonctions, de résultats vus pour les suites de fonctions.

Théoréme. Une série de fonctions sur X converge uniformément sur X si et seule-
ment si elle vérifie le critére de Cauchy uniforme sur X.

Théoréme 2.6.4. Soient X une partie de K, > f,, une série de fonctions sur X
convergeant uniformément sur X, et F' la somme de cette série.

(i) Soita € X. Siles f, sont continues au point a, F' est continue en a.
(ii) Siles f,, sont continues sur X, I est continue sur X.
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Théoréme 2.6.5. Soient  un intervalle de R et >_ f,, une série de fonctions sur I
vérifiant les conditions suivantes :

(i) Lesfonctions f,, sont dérivables sur I.
(i) Lasérie > f/ estuniformément convergente sur I.
(iii) Il existe « € I tel que la série > f,,(«) converge.

Alors la série > f,, converge simplement sur I, cette convergence étant uniforme sur
toute partie bornée de I. La fonction somme de cette série est dérivable sur I et, si
zel,ona:

(2 /n) @)= 3 fulw)

Théoréme 2.6.6. Soient [a,b] un intervalle de R et > f,, une série de fonctions
intégrables sur [a, b]. On suppose que la série > f,, converge uniformément sur [a, b].
Alors la somme de cette série est intégrable sur [a, b] et :

/ab (20 / ”) (t)dt = 20 ab Fult) dt.

Proposition 2.6.7. Soit ) _ f,, une série de fonctions sur X. Si la série > | f,,| converge
uniformément sur X, il en est de méme de la série ) fi,.

Démonstration. Sin,p € Netz € X,ona:

|fa(®) + fri1(z) + -+ frip@)] < | ful@)] + | forr(@)] + - + [ frip(@)]-
Il suffit donc d’appliquer le critere de Cauchy uniforme. O

2.7 CONVERGENCE NORMALE

Définition 2.7.1. Une série de fonctions > f,, sur X est dite normalement conver-
gente sur X s’il existe une série > u, a termes réels positifs ou nuls vérifiant les
conditions suivantes :

(i) Lasérie > u, est convergente.
(i) Pourtoutn € N, onasup{|f,(z)|; z € X} < .

Théoréme 2.7.2. Si une série de fonctions sur une partie X de K est normalement
convergente sur X, elle est uniformément convergente sur X.

Démonstration. C’est immédiat d’apreés le critére de Cauchy uniforme. O

Théoréme 2.7.3. Soient g = (g,), et h = (h,), des suites de fonctions sur X
vérifiant les conditions suivantes :

(i) Pourtoutx € X, la suite (gn(x))n est & termes réels et décroissante.
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(ii) Lasuite g converge uniformément sur X vers la fonction nulle.
(iii) Il existe M € R, tel que, pour tout n € N, on ait :

sup {‘ kio hy ()

Alors la série de fonctions > _g,,h,, converge uniformément sur X.

;xeX}gM.

Démonstration. Posons f,, = gph, et H, = hg+hy + -+ hy. Ona:

Z Stk = Z Gntk(Hpyr — Hyq 1)
r—1

= —IIngn+1 + gn+an+r + Z (gn-i—k - gn—&-k—&-l)Hn—‘rk‘
k=1

D’apreés (i) et (iii), siz € X,onadonc:
(ac)) < 2Mgpyq ().

D’ou le résultat d’apreés (ii) et le critére de Cauchy. O

EXERCICES

Exercice 2.1. Soient a,b des nombres réels vérifiant a < bet f: [a,b] — R une
application continue. On pose fo = f et on définit, par récurrence, une application

fn: [a,b] — Ren posant, siz € [a,b] :
/ fn 1 dt

Prouver la convergence de la série de fonctions > | f,,, et calculer la somme S de
cette série.

Exercice 2.2. Soit (P, ),, une suite de fonctions polyndmes convergeant uniformément
sur R vers une application f. Prouver que f est une fonction polyndme.

Exercice 2.3. Sit € [0,1] etn > 1, 0npose f,,(t) = nt(1 —t)" et g, (t) = nfn(t).
1. Etudier la convergence de la suite (f;, ).

2. Soit g = lim,, g,,. Comparer

1 1
/ g(t)dt et lim / on(t) dt
0 nJo
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Exercice 2.4. Soient I un intervalle de R et (f,), une suite d’applications sur I, a
valeurs réelles, et convergeant uniformément sur 1. On pose g, = fn(1 + f2)~1
Montrer que la suite (g, ), converge uniformément sur I.

Exercice 2.5. Soit f: [0,1] — R une application continue. Etablir :

' o [ W e
/Of(t)dt— lim [27/ e (=) £ (1) dt|.

a—+oo L= nl 0

Exercice 2.6. Pour n € N* et (x,7) € R?, on pose :
Fulw,y) = —5e @),
n

Etudier la convergence de la série > 7, f,, et la différentiabilité de la somme F de
cette série.

Exercice 2.7. Existence et calcul pour z > 0 de

(Int)™ dt.

nln' 0

SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 2.1. Fixons un réel A > 0 vérifiant | f(z)|

|f1(z)| < A(x — a). SiI’on suppose que | f,—1(x)
est immédiat de vérifier que |f,,(z)| < A(z — a)*[n!] !

< A pourtout z € [a,b]. Ona
< Alw — )" (n — 11~ il

On adonc |f,(x)| < A(b— a)*[n!]~! pour z € [a,b] et n > 0. Ceci prouve que la
série > f,, est normalement convergente sur [a, b].

Pour n > 1, f, est dérivable, et f; = f,_1. Les calculs précédents prouvent que la
série > f/, est uniformément convergente sur [a, b]. Par suite, S est dérivable sur [a, b]
et,siz € [a,b] :

@)= S fal@) = T fale) = f(2) + 5).

D’ou:
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Comme S(a) = 0, on obtient donc :

S(x) =e* /m f(t)e tdt.

Exercice 2.2. Pour toute application g: R — C, posons ||g|| = sup{|g(x)|; = € R}.

D’apres les hypothéses, il existe un entier NV tel que || P, — Py < 1 désquen > N.
Sin > N, le polynbme P,, — Py est donc constant. Ainsi, il existe o, € C tel que
P, = Py + oy, pour n > N. Il est alors immédiat que f est une fonction polynéme.

Exercice 2.3.

1.Si0 < a < 1, onalim, na™ = 0. On en déduit que (f,), converge simplement
vers I’application nulle sur [0, 1]. Dautre part :

1 1\n 1
w(E)-0-1)- 1
n n (&
La convergence vers 0 de la suite ( f,,),, n’est donc pas uniforme sur [0, 1].

Soita €]0,1]. Sia <t < 1,0onalf,(t)] < n(l—a)". Par conséquent, la suite (fy,)s,
converge uniformément vers 0 sur [a, 1].

2. On voit comme en 1 que g est I’application nulle. L’intégrale de ¢ sur [0, 1] est donc
égale a 0. Il vient :
2

1 n2 o m 1 »
(1) dt = —t(1—t)" 1— )" gy
| oty = - -+ s -y

2

n .
= 1 si .
CE ) B

On déduit en particulier de ceci que la convergence de g,, vers 0 n’est pas uniforme
sur [0, 1].

Exercice 2.4. Soienta,b € R, A = a(1 +a?) "1, et B=0b(1+b*)"1 Il vient:
la — b||1 — ab|
(1+a?)(1+0?2)
car (1+a?)(1+0%) = 1+a?>+b%>>1+|ab| > |1 — abl.

On a ainsi sup{|gn(t) — gp(t)|; t € I} < sup{|fu(t) — fp(t)|; t € I}. Le résultat
est donc une conséquence du critére de Cauchy uniforme.

|A—B| = < la—1bl,

Exercice 2.5. Le réel x > 0 étant fixé, définissons
(_1)71—1
n!

gn:[0,1] =R, t — f(t)emc(l*t).
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Si A =sup{|f(t)|; t € [0,1]}, onadonc, pour0 < ¢ < 1:

A
9a(0)] < 2™ =

Ainsi, x étant fixé, la série > g, est normalement convergente sur [0, 1]. On en déduit

en particulier que
1

/o1 (,ig”(t)) dt:ﬂi by,

soit encore ;

1 1 (e’
/fmﬁ—/amﬂmﬂvwﬁzz
0 n=1

0

(-1

n!

/1 "= £ () dt.
0
Soite €]0,1[. Ona:
1
[ el 0 < [ rwlde<ea,
1—e 1—¢

1—¢ 1
‘/0 exp[—e® D] f (1) dt‘ < A/O exp(—e*®) dt = Aexp(—e™).

Or, si z est assez grand, on a exp(—e™®) < . D’ou facilement le résultat.

Exercice 2.6. Sin € N* et (z,y) € R?, ona0 < f,(x,y) < n~2. Par suite, la
série S f,, est normalement, donc uniformément convergente sur R2. Les f,, étant
continues, il en est de méme de F'.

Posons :
gn(t) = —2= exp(—na?).
n

Il vient :

2

g, (t) = (4:1:2 - —) exp(—naz?).

n

On en déduit que g, est extrémale pour ¢ = +1/+/2n, puis que :

lgn(t)] < V2/ney/n = An=3/2,

Il vient alors facilement :

%(w,y)‘ < An~32%, %—Z(%y)) < An~32,
: . : " Ofn . Ofn
Ceci montre que les séries de fonctions de termes généraux B et 8—y sont nor-

malement (donc uniformément) convergentes sur R2. Par conséquent, F' admet des
dérivées partielles continues sur R2. 11 en résulte que F est de classe C'* sur R2.
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Exercice 2.7. Pourt > 0 et n € N*, posons :
(Int)”
un(t) = n!
Si K est un compact de |0, +oo, il existe A > 0 tel que |Int| < A pourtoutt € K.
Il en résulte que la série > u,, est normalement convergente sur K. Si 2 > 0, on aura

donc : . .
S [ wn(r)de= /1 (5 w®) e

n=1
Or,sit>0:
(o)
S up(t)=ett—1=t-1
n=1
D’ou: )
i -1
> () ar = =1
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Chapitre 3

Séries entieres

3.1 GENERALITES

3.1.1. Soient zp € Cetr € R%. On pose :
D(z0,7) ={2€C; |z — 2| <7}, D'(20,7) ={2€C; |z — 20| <7},
C(z0,7) ={2€C; |z — z| =7}

On dit que D(zg, r') (respectivement D’(zg, ), C(zo, 7)) est le disque ouvert (respec-
tivement disque fermé, cercle) de centre zq et de rayon r.

Définition 3.1.2. On appelle série entiere de la variable complexe toute série de
fonctions > f,,, avec

fniC—C, z— a,2",

ol a,, € C pour tout n € N. On dit que a,, est le coefficient d’indice n de la série, et
que ag en est le terme constant.
3.1.3. La série entiére précédente sera notée > a,z".

On parlera de série entiére de variable réelle lorsqu’il sera question d’une série de
fonctions " f,,, avec f,: R — C, t — a,t", ol a, € C.

Dans la suite, sauf mention expresse du contraire, I’expression « série entiere » signi-
fiera « série entiére de la variable complexe ».
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3.1.4. Soient > a,z"™ et > b, 2" des séries entieres et A € C. On définit :

(i) La série entiére somme > ¢, 2" de ces séries par ¢,, = a,, + by, pour tout n € N.

(i) La série entiére > d,,z produit de > a, 2™ par A en posant d,, = Aa,, pour tout
n € N.

(iii) La série entiére produit > e, 2" de ces deux séries par e,, = > ;_,axb,—x pour
toutn € N.

3.2 RAYON DE CONVERGENCE

Théoréme 3.2.1. (Lemme d’Abel). Soient » a,,2™ une série entiére et zo € C. On
suppose que la suite (a,z(), est bornée. Alors, la série ) a,z" est normalement
convergente dans tout disque D’(0,r), avec r < |zg].

Démonstration. On peut supposer zo # 0. Soit M un majorant de la suite (|an2(|)n
et r un réel positif tel que r < |z|. Si |z| < r,ona:

yA n
anzg (—)
20 20

D’ou le résultat d’apres 1.3.9. O

ron

n
lanz"| = <M‘Zi <M
0

Corollaire 3.2.2. Si la série entiere > a,, 2" converge pour zo € C, elle converge
normalement dans tout disque D’(0, r) tel que r < |zo|.

Démonstration. Si la série ) a,z; converge, la suite (a,z}), admet 0 pour limite,
donc est bornée. O

Théoréme 3.2.3. Soit > a, 2" une série entiére. Il existe un unique élément R de
R U {+oc} possédant les propriétés suivantes :

(i) Pourtout z € Ctel que |z| < R, la série > a,z" est absolument convergente.
(i) Pour tout z € C tel que |z| > R, la série ) a,, 2" est divergente.

On dit que R est le rayon de convergence de la série, que D(0, R) en est le disque de
convergence, et que C'(0, R) en est le cercle de convergence.

Démonstration. Soit B I’ensemble des réels positifs ou nuls tels que la suite (a,,7™)y,
soit bornée. Ona 0 € B. Soit R € R4 U {+o0o} la borne supérieure de B.

e Soit z € C vérifiant |z| < R. Il existe r € B tel que |z| < r < R. Lasuite (a,7"),
étant bornée, la série > "a,,z™ est absolument convergente d’apres 3.2.1.

e Soit z € C tel que |z| > R. Si la série > a, 2" était convergente, la suite (a,|z|™),
serait bornée (1.3.6). Cela contredit la définition de R.
e L’unicité de R est évidente. O

3.2.4. Précisons quelques points.

1) En un point z tel que |z| > R, la suite (a,2"),, n’est pas bornée.
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2) Si |z| = R, on ne peut rien dire a priori de la série > a,2".

3) Les séries entiéres > a,z", > |a,|z", et > Aa,z", avec A € C*, ont méme rayon
de convergence.

4) Dans le cas d’une série entiére de la variable réelle, on parle de I’intervalle de
convergence | — R, R] au lieu de disque de convergence.

3.2.5. Soit R € R4 U {+o0}. Dans la suite, on conviendra que :

1 . 1 ,
}—%:—i—oo si R=0, }—%:O si R = +o0.

Théoréme 3.2.6. (Formule de Hadamard). Le rayon de convergence R d’une série
entiére > a, 2" est donné par :

1
— = limsup {/|ay,|.
R n

Démonstration. Siz € C,ona:
limsup v/|a,z"| = |z| limsup v/|ay|.
n n

Il suffit donc d’appliquer 1.6.1. d

Théoréme 3.2.7. Soit ) a, 2" une série entiere de rayon de convergence R.

. . . - 1
(i) Silasuite ({/|an|)n aunelimite{ € R, U{+oc},onaR = 7

(if) On suppose a,, # 0 pour n assez grand. Si la suite (|a,+1/an|), @ une limite
1
¢ e Ry U{+oc0},alors R = 7

Démonstration. Cela résulte de 1.6.2 et 1.6.4. O

Proposition 3.2.8. Soient > a,,z" et Y b, 2" des séries entieres de rayons de conver-
gence R, et Ry. On note respectivement p; et po les rayons de convergence des séries
entiéres somme et produit, notées » "¢, z" et > d, z".

(i) En tout point z € C telles que les séries de termes genéraux a,z™ et b,z"
convergent, la série de terme général ¢,,z"™ converge et :

o0 [e.e] oo
doep =Y anz™ + > bp2".
n=0 n=0 n=0

(if) Entout point z € C tel que les séries de termes généraux a , 2™ et b, 2™ convergent
absolument, la série de terme général d,, 2" converge et :

n§0 dp,z" = (nio anz”) (nio bnz”>.

(III) Si R, 7& Rs,0na p1 = min(Rl, Rg) Si Ri = Ro, alors P1 > HliIl(Rl,RQ).
(IV) Ona P2 > min(Rl,RQ).
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Démonstration. On obtient (i) et (ii) d’aprés 1.3.2 et 1.9.2, et alors p; > min(Ry, Ry)
sii=1,2.

Supposons Rs < R;i.Comme > b, 2" est la série somme de > (—a,)z" etde > ¢, 2",
il vient Ry > min(Ry, p1), d’ou Ry > p; puisque Re < Ry. Ainsi, p1 = Ra.

3.3 CONTINUITE ET INTEGRABILITE

Théoréme 3.3.1. La somme d’une série entiere est une fonction continue en tout point
de son disque de convergence.

Démonstration. Les fonctions z — a,2" étant continues, le théoréme est consé-
quence immédiate de 2.6.4 et 3.2.1. O

Corollaire 3.3.2. Soient p € N et > a,,2" une série entiére de rayon de convergence
R > 0 etdesomme S. Alors

S(z) =ag+ a1z + -+ apzf + 2Pe(z),
ou &(z) tend vers 0 quand z tend vers 0.

Démonstration. Les séries entieres Z@P 1an2" Y0 o a2 P ont pour rayon
de convergence R. D’aprés 3.3.1, il vient :

oo
lim > a,z""?=0.
2=0n=pt1

D’ou le résultat. O

Théoréme 3.3.3. Soit > Ja,t™ une série entiere de la variable réelle, de rayon de
convergence R > 0. Sa fonction somme est intégrable sur tout intervalle [a, b] contenu
dans| — R, R[,etona:

b ) b
/ S(tydt =" an [ t"dt.
a n=0 a

Démonstration. Résulte de 2.6.6 et 3.2.1. O

Corollaire 3.3.4. Soit ) a,t" une série entiere de la variable réelle, de rayon de
convergence R > 0. Sur I’intervalle |- R, R], sa fonction somme admet pour ensemble
de primitives les fonctions
t—k a
* nZO nn +1

avec k € C.
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3.4 DERIVABILITE

Définition 3.4.1. On appelle série (entiére) dérivée d’une série entiére > a,z" la
série entiere > (n + 1)a,+12".

Proposition 3.4.2. Une série entiére et sa série dérivée ont méme rayon de conver-
gence.

Démonstration. Notons R, p les rayons de convergence de » “a,z" et Y (n+1)a,2".
e Si |z| > R, la suite (a,2™), n’est pas bornée (3.2.4). Il en est donc de méme de la
suite ((n + 1)a,2™). Ainsi, la série > (n + 1)a, 2™ diverge. D’oti p < R.

e Supposons |z| < R, et soit a > 0 tel que |z| + o < R. La série de terme général
lan|(|z| + o)™ est convergente (3.2.3). Or, d’aprés la formule du binéme :

1
(2 Datn 12| < —lansal(l2] + )™,

Par suite, la série de terme général (n + 1)a,,+12" est absolument convergente. D’ou
p = R. 0

3.4.3. Soient U un ouvert de C, zy € U, et f une fonction sur U. On dit que f est
dérivable en z si la fonction

f(z) = f(20)

Z— 20
a une limite quand =z tend vers zy. S’il en est ainsi, cette limite est noté f’(z), et est
appelée la dérivée de f en zg.

U\{z0} = C, 2 —

Les résultats usuels concernant la dérivée d’une somme, d’un produit, d’un quotient,
se prolongent immédiatement du cas d’une variable réelle au cas d’une variable com-
plexe. De méme, si f est dérivable en z(, elle est continue en z.

On dit que f est dérivable sur U, ou holomorphe sur U, si elle est dérivable en tout
point de U. On peut définir dans ce cas la fonction dérivée f’ de f. On notera H(U)
I’ensemble des fonctions holomorphes sur U.

Théoreme 3.4.4. En tout point zy du disque de convergence, la fonction somme .S
de la série entiére > a, 2" est dérivable, et S’(z) est égal a la somme de la série de
terme général (n + 1)a,12§.

Démonstration. Soient R le rayon de convergence commun a la série et a sa série
dérivée (3.4.2), et r € R Vvérifiant |z9| < r < R.Pour z € D(0,7)\{z20},0na:

S(z) =S &
(2) (20) =3 an(z”’l+zoz”*2+---+zg_22+zg_1).
2= 20 n=1

Considérons la série d’applications > f,,, ou :
fai DO,7) = C, 2= an(z" 4 202" 24+ 2022 4+ 20,



40 3 e Séries entiéeres

Chaque f;, est continue sur D(0,r). En outre :

sup{|fu(2)[5 |2 <7} < nlanlr™

Comme r < R, la série de terme général n|a,, |r"~ 1 est convergente. Par suite, la série
> fn est normalement convergente sur D(0, 7). Sa somme F' est donc continue sur
D(0,r).Or:

S(z)— 8 . *
F(z) = 5(z) = 5(z0) si z£0, F(z0) = Y. nanz.
Z = Z0 n=1
La continuité de F' en zg fournit donc le résultat. O

Corollaire 3.4.5. Dans le disque de convergence, la fonction somme d’une série
entiére est indéfiniment dérivable et ses dérivées successives sont les fonctions sommes
des séries entiéres dérivées successives.

3.4.6. Avec les notationsde 3.4.4,sip € Netz € D(0,R)ona:

5(1?)(2) — i M

A ol An4pz -
n= :

En particulier, si R > 0, on obtient :
S®)(0) = pla,.

3.5 FONCTIONS DEVELOPPABLES EN SERIE ENTIERE

Définition 3.5.1. Soit f une fonction définie dans un voisinage de zo € C. On dit que
f est développable en série entiere au point z( s’il existe une série entiére > a,z",
de rayon de convergence non nul, et un voisinage V' de z( dans C tels que, pour tout
zeV:

f(2) = 3 an(z — )™
n=0

Définition 3.5.2. Soit f une fonction définie et indéfiniment dérivable dans un voisi-
nage de 0. On appelle série de Mac-Laurin ou série de Taylor & I’origine de f la série
entiere

D f”)(

Théoréeme 3.5.3. Soit f une fonction définie dans un voisinage de 0 et admettant un
développement en série entiére a I’origine.

(i) 1l existe un voisinage de 0 sur lequel f est indéfiniment dérivable.

(ii) Le développementen série entiere de f a I’origine est son développement de Mac-
Laurin.
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Démonstration. 1l existe R > 0 et une série entiére > a,, 2", de rayon de convergence
au moins égal & R, tels que D(0, R) soit contenu dans le domaine de définition de f,

et 00
F6) = 5G) = 5 0"

pour tout z € D(0, R). Comme S est indéfiniment dérivable dans D (0, R) (3.4.5), f
I’est aussi. En outre, d’aprés 3.4.6, ona f®)(0) = S®)(0) = pla,,. O

Corollaire 3.5.4.
(i) S’ilexiste, le développement en série entiere a I’origine d’une fonction est unique.

(ii) Si f est développable en série entiere a I’origine, ses dérivées successives le sont
aussi, et leurs développements sont les séries entieres dérivées successives du
développement de f.

(iii) Soient f, g développables en série entiére a I’origine et A € C. Alors f + g, Af,
fg sont développables en série entiere a I’origine.

3.5.5. Dans le cas de fonctions de variable réelle, ce qui a été dit précédemment
s’applique aussi. Signalons le résultat suivant dont la preuve est immédiate.

Théoreme. Une fonction f définie sur un voisinage de 0 dans R est développable en
série entiére a I’origine si et seulement s’il existe » > 0 tel que :

(i) f estindéfiniment dérivable sur | — r,r|.
(i) Pourtoutt €] —r, r[, lasuite
no1
ik
n—palt) = (0) = 32 /M0
admet O pour limite.
Si ces conditions sont vérifiées, f coincide avec la somme de sa série de Mac-Laurin
sur] —r,r[.

Remarque. Si les hypothéses de 3.5.5 sont Vérifiées, il résulte de la formule
de Taylor avec reste intégral que I’on a, pour |¢t| < r:

t (t _ u)TL

pult) = / L D () d
0 n.

Proposition 3.5.6. Soient r € R* et f: | — r,7[— R une application indéfiniment

dérivable. On suppose qu’il existe M > 0 tel que | fP)(¢)| < M pour toutt €] —r, 7|
et tout p € N. Alors, f est développable en série entiére & I’origine.

Démonstration. Sit €] — r,r[, il résulte de la formule de Taylor-Lagrange qu’il
existe u compris entre 0 et ¢ vérifiant :

t’nJrl M’t’n+1

¢ (k) ’7 (n+1) Qi il -

O Zok,f O] = o @l <

11 suffit donc d’appliquer 3.5.5 pour obtenir le résultat. O
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3.6 QUELQUES EXEMPLES

3.6.1. Soitz € D(0,1).Sine N,ona:

1 n+1

— =1 e 2" .

11— +2zt++ 2+ 1—
On en déduit immédiatement que, si 2] < 1:

1 X n
1-=2 B ngoz
Soit a € C*. Ecrivant
1 1

On obtient, si |z| < |al :
1 x 2"

a—z p=panrt!

En utilisant 3.4.4, on voit que, sip € N* et |z| < |a] :
1 X (n—p+1) 2"

(@a—2p 2 nllp—1)! aiv

Proposition 3.6.2. Soit f une fraction rationnelle dont les p6les a1, . . ., a sont non
nuls. Alors, f est développable en série entiére & I’origine. Le rayon de convergence
de ce développement est R = min{|ay|,. .. |ag|}. Si S est la somme de ce dévelop-
pement,ona f(z) = S(z) pour |z| < R.

Démonstration. Le premier point résulte de 3.6.1 en utilisant la décomposition en
elements simples de f. Notons » = min{|«;|, 1 < j < k}, et supposons que le
rayon de convergence R du développement vérifie R > r. Soit a un pdle de f de
module r. La somme S est alors bornée au voisinage de a, ce qui contredit le fait que
S(z) = f(z) pour |z| < |al. O

3.6.3. Enutilisant 3.3.4 et 3.6.1, pourt €] — 1,1[, ona:
o0 _1 n—1
(141 =5 T
n=1 n
3.6.4. Soienta € R\Net f(t) = (1 +1¢)*
Considérons I’équation différentielle
(E) (1+8)y —ay=0

On vérifie facilement que f est solutionde (E) sur I =] — 1,1].
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Cherchons s’il existe une série entiére > a,,t™ de rayon de convergence R > 0, dont
la somme S vérifie S(0) = 1 et, pour || < R :

(1+8)S'(t) —aS(t) =
En écrivant

o0

(1+t)S'(t) —aS(t) = go[(n + Dant1 — (@ — n)a,Jt"

on trouve facilement, d’aprés 3.5.4 (i), que I’unique solution est
ala—1)-- (a—n+1)
> o
La régle de d’Alembert montre que le rayon de convergence de cette série entiére est
1.D’ou,pourt €] —1,1[:

o0
1+t)* =1+
n=1

a(a—l)"'(a—n+1)tn
n!

3.7 FONCTION EXPONENTIELLE

3.7.1. On a défini la fonction exponentielle (complexe) en 1.6.4 par
[e'e] Z’Vl

e =exp(z) =
n=0 n!

D’apres ce que I’on a déja dit, cette série a un rayon de convergence infini. Compte
tenu de 3.4.4, on adonc :

Proposition. La fonction exponentielle est indéfiniment dérivable sur C et admet pour
dérivée e en tout point z € C.

Proposition 3.7.2. Soient z,( € C. Alors :
et =e%eS , f £0, (¥ =7, |¢f| = R0 | e =1 o 2 € iR,

Démonstration. La série produit >_d,, des séries représentant e et e¢ vérifie :
n kcn k 1

Z k:‘(n—k:)' ﬁ(z—’_g)n

On en déduit immédiatement Ies trois premiers points. D’autre part, les nombres com-
plexes

??‘|N|

n Z n
étant conjugués, on obtient exp(z) = exp(z) par passage a la limite. D’ou :

lexp(2)|* = exp(2). exp(Z) = exp(z + Z) = exp(2Re(2)).
On déduit facilement de ceci les deux derniers points. a
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3.7.3. Posons U = {z € C; |z| = 1}. D’aprés 3.7.2, dire que e* € U signifie que
z € iR. Par suite : '
eeclUszeR

Pour ¢ € R, onadonc e € U.

Théoreme 3.7.4. La fonction exponentielle complexe induit un homomorphisme de
groupes (C,4+) — (C*, x). Cet homomorphisme est continu, surjectif, mais non
injectif.

Démonstration. Le fait que I’exponentielle réalise un homomorphisme des groupes
en question résulte de 3.7.2, et la continuité de 3.7.1. Montrons la surjectivité.

Soit tout d’abord ¢ € C*\R_. L’application f: [0,1] — C,t — 1 —t + t( est de
classe C*°, et ne s’annule pas. Définissons

9:[0,1] = C, t—>/0t ];/((Zj)) du, h:[0,1] = C, t — f(t)e 9,

Les applications g et h sont de classe C'! et vérifient :

g =" W =o.

f(t)
Comme h(0) = 1, il vient f(t) = 9®) pour tout ¢t € [0, 1]. En particulier, e9™) = ¢.
Appliquant ceci a ¢ = 4, on voit qu’il existe ¢ € C* tel que e¢ = i. Alors e?¢ = —1,

Sif# e R_,ilvientalors:

£ =0 X = 9.
Ce qui précéde montre que, I’équation e* = ¢ possede au moins une solution pour
tout ¢ € C*.
Avec les notations précédentes, on a e*¢ = 1 = €%, L’exponentielle n’est donc pas
injective. ]

3.7.5. Rappelons qu’un sous-groupe de (R, +) est ou dense, ou de la forme 67Z, avec
0 cR.

Considérons I’application ¢: R — U, t — e (3.7.3). C’est un homomorphisme de
groupes et une application continue.

Soit ¢ € U. D’aprés 3.7.4, il existe z € C tel que e?* = (,etonaz € R (3.7.3). llen
résulte que ¢ est surjectif.

Avec les notations de la preuve de 3.7.4, on a 4§ € iR, donc ¢ est non injectif. Notons
G son noyau. Ona G # {0}. D’autre part, G est un fermé de R (car ¢ est continu) et
distinct de R (car ¢ est surjectif). 1l existe donc a € R* tel que G = aZ. On a donc
obtenu :

Théoreme. L’application (R,+) — (U, x), t — e est un homomorphisme de
groupes, surjectif et non injectif. Son noyau est de la forme aZ, avec a € R* . Le réel
a qui est le plus petit réel positif ¢ tel que e? = 1, est noté 2.
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Proposition 3.7.6.

(i) Le noyau de I’homomorphisme (C,+) — (C*, x) est 2inZ.

(ii) La fonction exponentielle complexe est périodique, et I’ensemble de ses périodes
est 2miZ.

Démonstration. (i) Sie* = 1,ona z = it,avect € R (3.7.2), et alors z € 2inZ
(3.7.5). La réciproque est analogue.

(i) Si 2,¢ € C, onae*tC = e* si et seulement si e¢ = 1. Le point (ii) est donc
conséquence de (i). O

3.8 FONCTIONS CIRCULAIRES ET HYPERBOLIQUES

Définition 3.8.1. On appelle cosinus et sinus les applications de R dans R définies
respectivement par : ' 4
cost = Re(e) , sint = Im(e™).

3.8.2. Pour tout nombre réel ¢, ona:

e =cost+isint = Y (@) ,
n=0 TL'
00 t2n 00 t2n+1
cost = —1)"—— , sint = 1y .
n;o( ) (2n)! ngo( ) (2n +1)!

Il est alors clair que sin est une application impaire, que cos est une application paire,
et que ces deux applications admettent 27 pour période commune (3.7.6). D’autre
part, elles sont indéfiniment dérivables (3.4.4), et on a (sin)’ = cos, (cos)’ = — sin.

En outre, comme exp(it) = exp(—it), on trouve :
1 . , 1. .
t=_ it —it int = — it —zt.
cos 2(6 +e "), sin 2@'(6 e ")
De méme, de |e®| = 1, on déduit :
sin?t 4 cos®t = 1.
Enfin, comme (e'™)? = %™ = 1, il résulte de 3.7.5 que ¢’ = —1. D’oli :

cos(t + ) = —cost ,sin(t + ) — sint.
3.8.3. On va étudier les variations des applications sinus et cosinus. D’aprés 3.8.2, on
peut se restreindre a I’intervalle T = {O, g]
e Ona (/)2 = ¢ = —1, donc e™/2 € {—i,i}, et cos(m/2) = 0.

Réciproquement, si u € Ry verifie cosu = 0, il vient sin® u = 1, et on trouve alors
u € {—i,i}, donc e*™ = 1. Ainsi, 4u est un multiple de 27 (3.7.5). On a prouvé que
/2 est le plus petit réel positif ¢ tel que cost = 0.
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e Ce qui précede montre que cost > 0si 0 < t < w/2 (théoréme des valeurs
intermédiaires). Ainsi, sin est strictement croissante sur /. Comme sin0 = 0, on en
déduit que cos est strictement décroissante sur 1.

e L’étude précédente montre que, si « et 3 sont deux zéros consécutifs de sin ou de
cos, on a |a — | = m. Toute période de ces applications est donc multiple de . Or,
d’aprés 3.8.2, 7 n’est pas une période. Ainsi, I’ensemble des périodes de sin ou de cos
est 27 7.

3.8.4. On peut maintenant définir les applications de C dans C certainement déja
rencontrées par le lecteur :

[e’e] 2n e’ 22n+1
Ccos z = —1)"—— , sinz = R
2 D ,;0( G
%) 2n 2n+1
chz= ——  shz=
ngo (2n)! Z (2n + 1)

On remarquera que, si z € C :

ch(iz) = cosz , sh(iz) = isin z.

Utilisant ce qui précéde, le lecteur prouvera les résultats usuels concernant ces appli-
cations. Il montrera ainsi que I’ensemble des périodes de cos et sin (respectivement ch
et sh) est 277 (respectivement 2in7Z.).

EXERCICES

Exercice 3.1. Soit (a,, ), une suite réelle bornée. On pose :

f@) = ¥ ana”, gla) = 3 Lan.
n=0 n=0 T

1. Prouver que le rayon de convergence p de f vérifie p > 1.

2. Montrer que ¢ a un rayon de convergence infini et que, si z > p~*

/0+<>0 e g(t)dt = %f(i)

,ona:

Exercice 3.2. Soient

f(z) = i anz™ et g(z) = § bnTn
n=1

n=1

ayant des rayons de convergence au moins égaux a 1.
1. Prouver, pour |z| < 1, la convergence des séries

Flz) = i buf(a") et G(z) = Y ang(a™).
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2. Montrer que F'(z) = G(z) si |z| < 1.

Exercice 3.3. Soient ) a,, une série convergente, s, = >_’_qa, ets =37 an.

1. Que peut-on dire du rayon de convergence p de
[e.e]
flx) =32 ana™?
n=0

Si |z| < 1, calculer :

oo
(1 —2) > spa™.
n=0

2. Ecrire
flz) —s
1—=z
sous-forme d’une série. En déduire que f(x) tend vers s quand x tend vers 1 par
valeurs inférieures.

3. Soient > ay, > b, des séries convergentes et > ¢, leur série produit. Si la série
> "¢, est convergente, prouver que :

(S-S

n=0

SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 3.1.
1. Si A est un majorant des |a,,|, ona |a,x"| < A|z|™. Il est donc clair que p > 1.

2. De méme, comme |a,z™/n!| < Alz|™/n!, on déduit que g a un rayon de conver-
gence infini et que g est normalement convergente sur tout compact de R.

Soient z > p~! et X > 0. Ce qui précéde montre que :

X < q,
/ e Mgty dt = Y e " dt.
0 n=o N

Si I’on pose

on voit facilement par récurrence que :

X n!
/0 e T dt = nt [1—e XS, (X))

Lasuite (S,(Xz)), estbornée. Comme z > p~! implique la convergence de la série
> |an| |2|~™, on voit que la série de terme général |a,, |z~ "e~*X S, (zX) converge.
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Onaalors ;
X
1 X a X ap|
—xt n E: n —xX
‘/0 ¢ glt)dt = T = an <n:O L Sn(@X)-

Ona |e X8, (xX) < 1. D’autre part, ¢ > 0 étant donné, il existe N € N tel que
S Nitlan|zT" !t <e(carz > p~t). Onadonc:

[t L5
6 —_ — —_—
0 g T p=o 2"

Pour X assez grand, le dernier terme de la ligne précédente est majoré par . On en
déduit que I’intégrale proposée est convergente et que :

/Oooegctg(t)dt:l i a—":lf<%>

T p—o " x

an
.’E’n+’1 Sp(xX).

XN
e+e ™
n=0

Exercice 3.2.

1. Soitx € Ctel que |z| < r < 1. Les séries > _|a,|r™ et > |b,|r™ sont convergentes.
Ona:

0 00
[f(@)] = |z 3 apa" | <a| 3 |anlr™ = Alz].
n=1 n=1

Toujours pour |z| < r,sis € N,ona |z]|® < |z| < r.D’ou|f(z™)] < Alz"| pour
n € N*. On voit ainsi que la série F' converge normalement dans le disque fermé de
centre 0 et de rayon r. C’est analogue pour G.

2. Fixons r, ' tels que |z| < r < ' < 1. Soit

n

Sn(z) = > apbga?.
p,q=1

On va prouver que :
lim S, (z) = F(x) = G(x).

Par symétrie, il suffit de prouver la premiére égalité.

Soite > 0. Il existe ng € N tel que :

oo [e.e]
n=no= Y. |blrf<e, Y o' <e.

p=n+1 p=n+1
Ona:
S bl (%) = Sal)| < 5 WullF)] + | 3 b (£ — 3 aga)|
s=1 s=n+1 s=1 q=1
SA 2 |bs|r® 4+ 20 |bsl.| X2 fag|r™
s=n-+1 s=1 g=n-+1

n 00 , TS q
<Ac+ 2 Ibl X agl(%)
s=1

g=n+1



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Solutions des exercices 49

Commers <r <7 < 1,onadonc:

s

> bef (@) = Sule)| < Ac+ X il
s=1 s=1

car
0 ri\e r% X rs
L el(5) < 8 b <<
q=n q=n

Il vient alors :

oo o0
S bef () — Sn(m)‘ < Ae + Ti S bl < Ae + Be.
s=1 s=1

D’ou le résultat.

Exercice 3.3.

1. La série > _a, étant convergente, il résulte du lemme d’Abel que la série entiére
> a,x™ a un rayon de convergence p au moins égal a 1.

La suite (s,z™),, est bornée si x = 1, car la suite (s,,), converge. Il résulte & nouveau
du lemme d’Abel que la série > s, z™ a un rayon de convergence au moins égal a 1.

Comme s,, — Sp,—1 = a, pour n > 1, il est alors clair que, si |z| < 1:
o0
(=) 32 snz" = f(z).
n=0

2.Si|z| <1,0na:

1 i n
= X .
11—z n=0
Par conséquent, toujours pour |z| < 1:
fl@)—s _
1—=z

i (s — s)x".
n=0

Soite > 0. Il existe N € N tel que |s,, —s| < esin >n.Pour0 < x < 1,0na

donc :
N

[f(z) = s| < (1 —2) 3 |sn —slz" + 2V e
n=0
Il est alors immédiat que f(x) tend vers s qaund x tend vers 1 par valeurs inférieures.
3. D’aprés 1, les séries de termes généraux a,,z", b,z et ¢, z™ convergentsi |z| < 1.
D’autre part, d’aprés la définition du produit de deux séries entiéres, il vient

o0 o0 o0
( > anm”>( > bnx”> = > cpa”.
n=0 n=0 n=0
si |z| < 1. En faisant tendre x vers 1 par valeurs inférieures, on obtient alors

(S - 5o

n=0

d’apres la question 2.



Chapitre 4

Fonctions analytiques

4.1 DEFINITION DES FONCTIONS ANALYTIQUES
4.1.1. Concernant la définition suivante, le lecteur se reportera a 3.5.1.

Définition. On dit qu’une fonction définie sur un ouvert U de C est analytique dans
U si elle est développable en série entiere en tout point de U.

. 1 . .
Exemple. La fonction z — — est analytique sur C* car, sia € C* et |z — a| < |a,
z
ona:

4.1.2. Si U est un ouvert de C, on note A(U) I’ensemble des fonctions analytiques
sur U. Compte tenu, par exemple de 3.2.8, il est clair que A(U) est une C-algebre
contenant la C-algébre des fonctions polynémes sur C. D’apres ce que I’on a vu au
chapitre 3, une fonction analytique sur U est indéfiniment dérivable sur U et ses deéri-
vées sont analytiques. En particulier, toute fonction analytique sur U est holomorphe
sur U (3.4.3).

Théoréme 4.1.3. Si une série entiére > a,, 2™ a un rayon de convergence R > 0, sa
somme f est analytique sur le disque ouvert D(0, R).
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Démonstration. Soient zop € D(0, R) et o = |zp|. On va prouver que :
|z — 20| < R—19= f(2) = Zoﬁf (20)(z — 2z0)".
n=on!
Fixons z et r tels que |z — zo9| < 7 — 19 < R — rp. Soit, pour p € N :
P 1
Sp= 2> Hf(k)(zo)(z — z0)".
k=0 -
D’apres 3.4.6, ona:
!
(*) = n n—k
f (ZO) - ngk (TL . k),anzo
D’ou:
S, = —( —a z”_k> 2 — 20)F.
? kz::ok! nz::k:(n_k)! n ) )
Ecrivons S, = S, + S, avec
P 1,2 n!
S/ = —( n 2 k)z—zok,
kZ::O k! nz::k: (n—k) "0 ( )
P 1 x n!
S = —( An 2y k)z—zo
P kZ::o k! n:Zp:Jrl( k)0 ( )
Il vient :
5= Y an( S e k) = 3 a,e”
= Qa — 2 Zz — Z = anz .
= =0 kl(n — k)" ’ n=o
Comme |z| < R, onadonc :
o0
lim S, = 3~ an2" = f(2).
p n=0
De méme :
& P n!
S < a ( S - ro)k>
2 n=zp:+1’ " kZ::O kl(n —k)!°
< 5 (¥t = 5 Jal”
< T T—Tg = an|r".
n=p+1 k=0 kl(n —k)! 0 n=p+1 "
A nouveau, commer < R,ona:
li}r)n S]’D’ =0.
On a obtenu le résultat. O
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4.2 PRINCIPE DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE

Théoreme 4.2.1. (Principe du prolongement analytique). Soient U un ouvert
connexede C, a € U, et f € A(U). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f estidentiquement nulle dans U.

(if) f estidentiquement nulle dans un voisinage de a.

(iii) Pour toutn € N, ona f™(a) = 0.

Démonstration. Les implications (i) = (ii) = (iii) sont claires.
(iii) = (ii) C’est immédiat car, par définition de A(U), au voisinage de a, ona :

1) = 3 <1 @)= o)

(if) = (i) Soit V I’ensemble des = € U tels que f soit identiqguement nulle dans un
voisinage de z. Par construction, V" est un ouvert de U. Il est non vide par hypothése.
Soit (z,), une suite de points de V' convergeant vers b € U. Pour n,k € N, on a
f®)(2,) = 0. Par continuité des ), il vient f*(b) = 0 pour tout & € N. La fonction
f étant développable en série entiére en b, on en déduit que f est nulle au voisinage de
b, soit b € V. On a prouvé que V' est non vide, ouvert et fermé dans U. Comme U est
connexe, il vient U = V. D’ou (i). 0

Corollaire 4.2.2. Soient U un ouvert connexe de C et f, g € A(U). Si f et g coinci-
dent au voisinage d’un pointde U, ona f = g.

4.3 PRINCIPE DES ZEROS ISOLES

Définition 4.3.1. Soient U un ouvert de C et A une partie de U. On dit que A est une
partie discréte de U si, tout a € A, il existe r > 0 tel que D(a,r) N A = {a}.

Proposition 4.3.2. Soient U un ouvert de C et A une partie de U. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Tout z € U posséde un voisinage V tel que V' N A soit fini.

(if) Pour tout compact K de U, I’ensemble K N A est fini.

(iii) A est une partie discrete et fermée de U.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que A est une partie localement finie de U.

Démonstration. (i) = (ii) Soit K un compact de U. Si z € K, soit V, un voisinage
ouvert de z dans U tel que A NV, soit fini. Il existe zq,...,z, € K tel que K soit
contenudans V,, U---V, .Alors KNAC[ANV,,]U---U[ANV, ], donc est fini.
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(if) = (iii) Soit z € K. Comme U est localement compact, =z posséde un voisinage
compact V,, et V, N A est fini. L’espace C étant séparé, = posséde un voisinage W,
dans U tel que W, N A = {z}. Ainsi, A est une partie discréte de U.

Soit z un point de I’adhérence A de A dans U. Supposons z ¢ A. Si V' est un voisinage
compact de z dans U, V N A est fini. Comme précédemment, il existe un voisinage W
de z tel que W N A = (). Contradiction.

(iii) = (i) Soit z € U. Si z € A, il aun voisinage V tel que VN A = {z}, car A est
une partie discréte de U. Si z ¢ A, il existe un voisinage V de z tel que V.N A = ),
car A est fermé dans U. O

Théoréeme 4.3.3. (Principe des zéros isolés). Soient U un ouvert connexe de C et
f € A(U) non identiquement nulle. L’ensemble Z( f) des zéros de f est une partie
localement finie de U.

Démonstration. Puisque f est continue, Z(f) est un fermé de U. Il suffit donc de
prouver que Z( f) est une partie discréte de U (4.3.2). Soitu € Z(f). D’apres4.2.1, il
existe p € N* tel que f () (u) # 0. Notons & le plus petit de ces entiers. Au voisinage
de u, on a donc

f(2) = ap(z —u)* + (2 —u)¥g(2) avec a; # 0 et g(z) = ijl anyn(z — w)*.

Onaainsi g(u) = 0. Comme g est développable en série entiere en u, g est continue
en . Il existe donc un voisinage V de u dans U tel que |g(z)| < |ag| si z € V. Si
z € V\{u},onaalors |f(z)| > |z — ul*(Jax| — |g(z)|) > 0. D’ol le résultat. O

Corollaire 4.3.4. Si U est un ouvert connexe de C, I’anneau A(U) est intégre.

Proposition 4.3.5. Soient U un ouvert connexe de C, f € .A(U) non identiqguement
nulle, et u € U un zéro de f. Il existe un unique entier & € N vérifiant les conditions
équivalentes suivantes :

(i) Onaf®(u)#£0et f®(u)=0sipe{0,1,...,k—1}.
(ii) Le premier terme non nul du développement de f en série entiére au voisinage de
u est de la forme ay,(z — u)¥, avec az, # 0.

(iii) 11 existe un voisinage V' de u dans U et h € A(V) telle que, au voisinage de u,
on ait :

f(2) = (z —w)*h(z) et h(u) #0.
On dit que % est I’ordre ou la multiplicité du zéro v de f.

Démonstration. C’est immédiat d’aprés la preuve de 4.3.3. d
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EXERCICES

Exercice 4.1. Soit U un ouvert de C contenant 0. Existe-t-il f € A(U) vérifiant

i3)-5(-3)-

pour tout n € N* assez grand ?

Exercice 4.2. Soit U = D(0,1). Existe-t-il f € A(U) vérifiant

1 1
&)=
pour tout n € N\{0,1}?

Exercice 4.3. Existe-t-il f € A(C) vérifiant f(p) = cos /p pour tout p € N?

Exercice 4.4. Soient U unouvertnonvidede C, f € A(U), etV ={z; z € U}.

1.Siz € V,onpose g(z) = f(Z). Prouver que g € A(V).

Dans toute la suite, on suppose que U est connexe et symétrique par rapport a I’axe
réel (onadonc V = U).

2. Prouver que U N R est non vide.

3. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

() f(z)= f(z)pourtout z € U.
(i) 11 existe une composante connexe C' de U N R telle que f(z) € R pour tout
xzeC.

4. Prouver que la fonction f s’écrit de maniere unique sous la forme f = u + v, avec
u,v € A(U) etu, v & valeurs réelles sur U N R.

Exercice 4.5. Prouver que, pour |z| < 1, la série
()= 5 —

f@) =% ——

p=1 (Z +p)2

est convergente. Si U = D(0, 1), montrer que f € A(U).
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 4.1. Si une telle fonction f existe, elle est continue, donc vérifie f(0) = 0.
1

Notant g(z) = f(z) — z, ona g(0) = 0 et g(—) = 0 pour n grand. Pour tout
n

1 . . .
N > 1, I’ensemble {0} U {—; n > N} n’est pas localement fini. 1l résulte donc du
n

principe des zéros isolés que g est identiqguement nulle dans un voisinage de 0. Comme
1 2 L . .
g( — —) = — # 0, c’est absurde. Ainsi, il n’existe aucune fonction f € A(U)

verifiant les conditions précédentes.

Remarque. Si I’on prend f(z) = |z|, on voit qu’il existe des fonctions continues sur
C vérifiant les conditions de I’exercice.

Exercice 4.2. Supposons qu’une telle fonction f existe. Elle est continue au point
0, donc vérifie f(0) = 0, et n’est pas identiquement nulle. 1l existe donc p € N* et
g € A(U) vérifiant :

9(0) #0, f(z) = 2"g(2).

1 n?
()=
n Inn
o 1 . .
Ainsi, g(—) tend vers +oo si n tend vers 4+oo. C’est absurde, car g est continue au

n
point 0. On en déduit qu’il n’existe aucune fonction f € A(U) vérifiant la condition
proposée.

Sin > 2, il vient:

Exercice 4.3. Siz € C,ona

o0 ZQTL
Ccos z = B i —
2

D’autre part, en utilisant la regle de d’Alembert, on voit que la série de terme général
n

(=1 (22 I a un rayon de convergence infini. Par suite, si I’on pose
n):
fe)= S (-1
=)

ona f € A(C) d’apres 4.1.3 et f(p) = cos /p pour tout p € N.

On remarque que f n’est pas I’unique fonction de A(C) vérifiant la propriété car, si
A € C, lafonction z — f(z) + Asin(wz) la vérifie aussi.
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Exercice 4.4.

1. Soit @ € V. Il existe »r > 0 et une suite (ay,), de nombres complexes tels que
D(a,r) CUet,pour|z—a| <r:

@) =3 anz—a)
n=0

Par suite, D(a,r) C Vet,si|z —a| <r:
9(z) = 3 anlz - )"

D’oug € A(V).
2. Posons :

Uy ={2€U;Im(z) >0}, U_={2€U; Im(z) <0}.
Les ensembles U, U_ sont des ouverts disjoints de C. Comme U_ = {Z; z € U, }
etque U ¢ R (car R est d’intérieur vide dans C), U et U_ sont non vides. Si U N R
était vide, on aurait U = U, U U_, ce qui est absurde puisque U est connexe.
3. L’'implication (i) = (ii) est claire. Supposons (ii) vérifié, et prouvons (i). Posons
h(z)=f(z)— f(Z)sizeU.
D’aprés 1, ona h € A(U). Comme U N R est ouvert de R, on sait que C' est aussi

un ouvert de R. Ainsi, d’aprés 2, C' contient un intervalle ]a,b], avec « < b. On a
h(z) =0sia < x < b. D’aprés le principe des zéros isolés, il vient h = 0. D’ou (i).

4. Pour z € U, posons :

u(z) = 5(1(2) + F@) » 0(2) = (/) ~ TE)-

Ona f = u + iv, et u, v sont a valeurs réelles sur U N R.

Si f = uy + vy dans les mémes conditions, il vient u; —u = i(v — v1), donc uy — u
et v; — v sont nulles sur U N R. Le principe des zéros isolés montre alors que v = u 1,
v = V1.

Exercice 4.5. Si|z| <letp>1,0ona:

1 ‘ < 1 _
(z+p)? =~ (p—1)
La série proposée converge donc pour |z| < 1.

Pour |z| < 1,q¢ > 1,etn > 2, posons :

q 1 > 1 7. 1
fq(Z) B pgl (Z +p)2 pzzjl p_ .

3
A
\-/

I
|
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Si|z| < 1,onadonc:
1 1 1 1

(p +2)2 ?(1+i)2 ="

On obtient ainsi :
fa(z) = 20 (Z1)"(n + 1)Sns2(q)2".
On va prouver que, si |z| < 1,ona

(&)

lim £,() = 9(2) = 3 (=1 (0 + 1Sz

n=0

On aura ainsi, f(z) = g(z) puis, d’apres 4.1.3, f € A(U).

Sip>20na:
/p+1d:p< 1 </p dx
" wn\pn\ pilxn

1 1
<SS <1+ ——-
n—1 n —

Le rayon de convergence de la série définissant g est donc égal a 1. D’autre part :

00 %
0<8,<Sulg)= X ig/ de_ 1 %gl
p=q+1P" g " n—lg" q

On en déduit :

sin > 2. On obtient ainsi, si |z] < 1:

L nil 1
2 =9 < St el = s

D’ou le résultat.



Chapitre 5

Fonctions holomorphes

5.1 RAPPELS

5.1.1. Dans tout le paragraphe 5.1, U est un ouvert de R? et f une application de

U dans C. On désigne par (xq,yo) un point de U. Si (h, k) appartient a R?, on pose

I(h, k)| = (h* + k)12,

On dit que f admet en (z¢, yo) une dérivée partielle suivant la variable = (respective-

ment y) si I’application z — f(x,yo) (respectivementy — f(x¢,y)) est dérivable au
. . . . i 0

point x( (respectivement ). S’il en est ainsi, on note respectivement 8—f(3:0,y0) et

xr
0 . .
8_5(%’ yo) ces dérivées partielles.

La fonction £ est dite de classe C'* sur U si elle admet en tout point de U des dérivées
partielles suivant x et y, et si ces dérivées partielles sont continues sur U.

5.1.2. Ondit que f est différentiable en (z¢, yo) S’il existe a, b € C tels que
f(@o+h,yo + k) = f(zo,y0) + ah + bk + [|(h, k)||e(h, k),

ol e(h, k) tend vers 0 si ||(h, k)| tend vers 0. S’il en ainsi, I’application R? — C,

(h,k) — ah + bk est une application linéaire qui est appelée la différentielle de f en

(z0,%0) ; on lanote d f(xo, yo)

Supposons que f soit différentiable en (x¢, o), et conservons les notations précé-
dentes. Alors, f admet des dérivées partielles en (x¢, y0), etona:

0 0
a= a—i(ﬂfo,yo) , b= a—g(ﬂco,yo)-
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Par suite :

0 0
Ao, ) ) = W (o, 90) + K5 (a0, o)

Supposons f différentiable en tout point de UU. On définit alors I’application différen-
tielle de f, notée d f, qui & (z,y) € U associe I’application linéaire d f(x, y) sur R?
et & valeurs dans C.

On rappelle que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f est de classe C'' sur U.

(ii) f est différentiable en tout point de U, et I’application (z,y) — d f(x,y) est
continue sur U.

5.1.3. Soit u: R? — C une application linéaire. 1l est immédiat que u est différen-
tiable en tout point de R? et que d u(xg,yo) = w pour tout (xq, yo). Compte tenu de
ceci, on note encore d u pour d u(zg, yo)-

En particulier, les applications (x,y) — x et (z,y) — y sont différentiables en tout
point de R2, de méme que I’application (x,y) — z = x +1iy. On noteradonc d x, d y
et d z leurs différentielles. Onadz =dx +idy.

5.2 CONDITIONS DE CAUCHY-RIEMANN

5.2.1. On va étudier les relations entre holomorphie et différentiabilité. On rappelle
que, si U est un ouvert de C, H(U) est I’ensemble des fonctions holomorphes sur U.

Soit U un ouvert de C. La bijection R? — C, (z,y) — z = x + iy permet d’identifier
U a un ouvert de R2. 1l en résulte qu’une fonction f(z) de la variable complexe
z = x + iy S’identifie & une fonction des deux variables réelles x et y. Par abus
d’écriture, on note encore f(z,y) pour f(z).

Proposition 5.2.2. Soit f une fonction définie au voisinage de zo = x¢ + iyo. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f estdérivable en z.
(if) f estdifférentiable en (x¢, o), etona:

0 0
a—£($07y0) + 13—5(33071/0) =0.

(iii) f est différentiable en (xo, yo) et d f(xo,y0) € Cdz.
Si ces conditions sont vérifiées, on a :

f(z0) = %(90071/0) = —ig—g(ﬁfo,yo)-
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Démonstration. Dire que f est dérivable en z signifie qu’il existe f/(z) € C et une
fonction £, définie au voisinage de 0 tels que

flz0+ ) = f(20) + f'(20)¢ + Ce1(C) 1)
ou &1(¢) tend vers 0 si ¢ tend vers 0.
Dire que f est différentiable en (¢, yo) signifie qu’il existe des nombres complexes

a = g(:po,yo) etb = g(:ﬁo,yo) et une fonction £, définie au voisinage de
L Y

(0,0) € R? tels que
f(xo+ h,yo + k) = f(xo,y0) + ah + bk + [|(h, k)||e2 (R, k) @)

ou ea(h, k) tend vers 0 si || (h, k)|| tend vers 0.

(i) = (ii) Supposons (i) vérifie. En prenant { = h + ik, avec h, k € R, dans (1), il est
clair que I’on obtient (2) avec a = f'(zp), b = —if'(zo). D’ou (ii).

(i) = (iii) Si (ii) est vrai, pour h, k € R, ona:

d f(x0,y0)(h, k) = ah + bk = a(h + ik).

Ainsi, d f(zo,y0) = ad z.
(iii) = (i) Soita € C tel que d f(zo,y0) = ad z. Pour h, k € R, on a donc, en posant
(=h+ik:

f(z20+¢) = f(z0) + aC + ||(h, k) [[(R, K),
et e(h, k) tend vers 0 si ||(h, k)|| tend vers 0. On en déduit immédiatement que f est
dérivable en z, et que f'(z9) = a. O

5.2.3. Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que f est différentiable sur I’ouvert
U de C. D’apreés ce qui précede, dire que f € H(U) équivauta :
of .of

Notons P et ) les parties réelle et imaginaire de f : f(z,y) = P(z,y) + iQ(z,y)
pour tout = + iy € U, ou P et () sont & valeurs réelles. 1l est immédiat que (3) s’écrit

encore :
OP _9Q 0P 0Q

dr  dy dy oz
Les conditions (3) et (4) sont appelées les conditions de Cauchy-Riemann.

(4)

5.2.4. Les fonctions (z,y) — z = = + iy et (x,y) — Z = = — iy admettent les
différentielles :

dz=dzx+idy,dz=dz—idy.

On en deduit :
1 1
de = §(dz+d5) ,dy = §(dz —dz).
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Si f est différentiable sur U, on pose alors :

of _1cof Ofy of 1/9f Of
0z (833 (")y) 0z 2(6:1:+ (")y)
On obtient :
df = f d + g—f dz.
On en déduit que les conditions de Cauchy Riemann s’écrivent encore :
of
5 = 0.

5.2.5. Compte tenu de ce qui précede, pour f € H(U),ona:

,_0f _of __of
P ="~ oy

En utilisant les notations P et () de 5.2.3, ceci s’écrit encore :

oP  0Q _0P 0P _0Q  .0Q

f_ Yox %_(")_y 6y+8x

Proposition 5.2.6. Soient U un ouvert connexe de C et f € H(U). Si f' est identi-
guement nulle sur U, alors f est constante.

Démonstration. Soient zy € U et D un disque ouvert de centre z contenu dans U.
Siz1 € D, le point zo = Re(z1) + i Im(22) appartient a D. Les segments de droites
compacts d’extrémités zq, 25 €t 21, 25 étant connexes et contenus dans D, ona:

=0 fa0) = 1) = 0= fla) = f).

Ainsi, f(z0) = f(z1). On en déduit que f est localement constante. Comme U est
connexe, f est constante. O

Proposition 5.2.7. Soient U un ouvert connexe de C et f € H(U). Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) f estconstante sur U.

(if) Re(f) est constante sur U.

(iii) Im(f) est constante sur U.

(iv) |f| est constante sur U.

(v) feH).

Démonstration. Les équivalences (i) < (ii) < (iii) sont claires d’apres 5.2.5 et 5.2.6,
et la condition (i) implique (iv) et (v).

Si (v) estvrai,ona2Re(f) = f+ f € H(U). Comme Re(f) est de partie imaginaire
nulle, Re(f) est constante d’apres ce qui précéde.
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Supposons (iv) réalisé. 1l existe ¢ € R tel que ff_: |f|? = c. Sic =0, le résultat est
clair. Sinon, on a f(z) # 0 pourtout z € U, et f = ¢/f € H(U). On est ramené au
cas précédent. O

5.3 DETERMINATIONS CONTINUES DU LOGARITHME

5.3.1. Soit z € C*. On appelle argument de z tout nombre réel ¢ tel que (voir 3.7.2 et
3.7.5):
it — £
E

Définition 5.3.2. Soit U un ouvert de C*. On appelle détermination continue de
I’argument sur U toute application continue 6: U — R telle que, pour tout z € U,
0(z) soit un argument de z.

Proposition 5.3.3. Soient U un ouvert connexe de C* et 6, > deux déterminations
continues de I’argument sur U.. Il existe k € 7Z tel que 01 (z) — 62(z) = 2k7 pour tout
zeU.

Démonstration. D’apres 3.7.5, pour tout z € U, il existe un entier k, tel que I’on
ait 61(z) — 02(z) = 2k, et, 6,0, étant continues sur U, il en est de méme de
z — k,. Comme k, est a valeurs entieres, cette fonction est localement constante sur
U. L’ouvert U étant connexe, elle est constante. O

5.3.4. Dans la suite, on notera Q2 I’ouvert C\R_ de C*. On appelle détermination
principale de I’argument sur €2, et on note Arg z, pour z € g, I’'unique argument de
ztel que Argz €] — m, 7.

Lemme. La détermination principale de I’argument est une détermination continue
de I’argument sur €.

Démonstration. On a une description explicite de Arg z :

Argz = Alrcsinlmi| si Rez >0, Argz = ArccosReﬁ si Imz >0,
z z
Argz = ArccosRe ‘Z—’ si Imz < 0.
z
On en déduit facilement le résultat. O

5.3.5. Nous verrons qu’il n’existe pas de détermination continue de I’argument sur
C*. Cependant, au voisinage d’un point a € C*, il existe une détermination continue
de I’argument. En effet, soient w un argumentde a et U = {z € C; Re(ze =) > 0}.
Alors z — w + Arg(ze~™) est une détermination continue de I’argument sur U.
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Définition 5.3.6.

(i) Siz e C*, on appelle logarithme de = tout nombre complexe ¢ tel que e¢ = z.

(if) Soit U un ouvert de C*. Une détermination continue du logarithme sur U est une
application continue ¢: U — C telle que ¢“(*) = z pour tout z € U.

5.3.7. Soit{ = a+ b € C,avec a,b € R, un logarithme de z € C*. Ona e® = |z|
et e?® = z/|z|. Il en résulte que ¢ = In|z| + i6, ou @ est un argument de z. Par suite :

Proposition. Soit U un ouvert de C*. Les déterminations continues du logarithme sur
U sont les fonctions sur U de la forme

z| +1i6(2)
ou @ est une détermination continue de I’argument sur U. Si U est connexe, et si ¢4

et /5 sont des déterminations continues du logarithme sur U, il existe & € Z tel que
01(2) — la(z) = 2ikm pour tout z € U.

z —1In

5.3.8. Soit )y comme en 5.3.4. On appelle détermination principale du logarithme
sur Qg la fonction z — In |z| + i Arg z. On la note Log z.

Soient £ une détermination continue du logarithme sur un ouvert U de C*, et z,{ € U
tels que z¢ € U. On prendra garde au fait que, si £(z() — ¢(z) — £(¢) € 2inZ,0ona
en général £(z¢) # £(z) + £(¢). Par exemple, si j = ¢2™/3, il vient :
2w 2 dam
Logj=—, Logj*=—" #2Logj = —-
ogj=— Logj 5 7 2Logj=—

De méme, si e* € U,ona/l(e*) — z € 2inZ mais, en général, {(e*) # z.
Définition 5.3.9. Soient U un ouvert de C et f une fonction sur U. On appelle
primitive de f sur U toute fonction F' € H(U) telle que F’ = f.

Théoréme 5.3.10. Soit U un ouvert connexe de C*.
(i) Toute détermination continue du logarithme sur U est une primitive de — sur U.
z

(if) Si — admet une primitive sur U, il existe des déterminations continues du loga-
z
rithme sur U.
Démonstration. (i) Soient ¢ une détermination continue du logarithme sur U et
a € U.Dee'®) = zsiz € U, on déduit :
(z) — {(a) (z) — {(a)

z—a  expll(z)] — exp[l(a)]

Si z tend vers a, £(z) tend vers ¢(a) puisque ¢ est continue. D’autre part, la fonction
exp est dérivable en £(a), et sa dérivée en ce point est exp[¢(a)]. On en déduit que ¢
est dérivable en a et que :
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1
(ii) Soit F' une primitive de — sur U. Il vient :
z

(zexp[F(2)])' = exp[~F(2)] — 2F'(z) expl~F(2)

D’aprés 5.2.6, il existe ¢ € C* tel que exp[F(z)] = cz pour tout z € U. Soita € C
tel que e* = ¢ (3.7.4). Alors exp[F'(z) — a] = z, donc z — F(z) — « est une
détermination continue du logarithme sur U. O

0.

Proposition 5.3.11. Si|z| < 1,ona:

s (_l)nil n
Log(l+2) = >, ———2".
n=1 n

Démonstration. Si |z] < 1,onal+ z € Q. Il en résulte que Log(1 + z) est bien
défini.
Pour |z| < 1, notons S(z) la somme de la série précédente. D’aprés 3.4.4, il vient :

S'(z) = ;0(—1)%” =1 (Log(1+2))".
Compte tenu de 5.2.6, il existe ¢ € C tel que Log(1 + z) — S(z) = ¢ pour tout
z € D(0,1). En faisant z = 0, on obtient ¢ = 0. O

5.4 AUTRES DETERMINATIONS CONTINUES

5.4.1. Soit U un ouvert de C* et « € C. On appelle détermination continue de z*
sur U toute application continue g: U — C telle que, pour tout z € U, il existe un
logarithme ¢ de z tel que g(z) = e®¢ (onadonc z = €°).

Si a € Z, on retrouve la définition usuelle.

5.4.2. Supposons U connexe et I’existence d’une détermination continue ¢ du loga-
rithme sur U. Alors z — e®/(2) est une détermination continue de z* sur U. D’aprés
5.3.10, g est holomorphe sur U et, si z € U :

/ _ o
¢'(z) = Zg(2)
Notons 6 la détermination continue de I’argument associée & ¢ (5.3.7). Il vient :
2% = explal(z)] = explaln|z| + iaf(z2)].
Si o € R, onadonc 2* = |z|**?(2), On voit donc que, pour « réel, af(z) est une

détermination continue de I’argument de z“.

5.4.3. Soita € C. Si |z| < 1, on peut définir Log(1 + z). Alors exp[a Log(1 + 2)]
est une détermination continue g de z — (1 + 2)“ sur D(0, 1).
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Proposition. Pour |z| < 1,0na:

® a(a—l)---(a—n—i—l)zn'

g(z)=1+2)*=1+ zz:l p

Démonstration. Si I’on note S la somme de la série précédente, on obtient (voir
3.6.4), pour |z| < 1:

(1+2)5(z) —aS(z) = 0.
Par suite, si |z| < 1:

S/ ) S'(2)g(z) — ¢'(2)S(z) _
() o) "

Comme S(0) = g(z) = 1, on conclut d’aprés 5.2.6. O

5.4.4. Soit q un entier supérieur ou égal a 2. On appelle détermination principale de
la racine ¢*™ sur € la fonction

1
2z — DP ¥/z = exp (—Logz).
q
Elle est holomorphe sur €2 et vérifie :

(DP ¢/2)? = 2, q(DP ¢/2)(DP ¢/z) = 1.

EXERCICES

Exercice 5.1. Pour z = x + iy € C, avec z,y € R, on pose f(z) = x2 + ixy>.
Existe-t-il un ouvert non vide U de C tel que f|U € H(U)?

Exercice 5.2. SoitU = {z € C; Re(z) > 0}.Siz =2z +iy € U,avecz,y € R, on
pose :

f(z) =In|z| +iArctan Y.
T
Prouver que f € H(U).

Exercice 5.3. On désigne par U un ouvert connexe de C et par f, g, f1,..., fn
des fonctions de classe C2 sur U. On suppose que f, g, f1,..., fn € H(U) et que

f'.d' fi, .., fi € H(U). On note respectivement o et d pour % et %

1. Montrer que 99(fg) = f'q’.
2. On suppose que | f1]? + - - - -+ | f|? est constante sur U. Que peut-on dire des fy, ?

Exercice 5.4. Soit U un ouvert connexe de C. Déterminer toutes les applications
f € H(U) qui vérifient Im f(z) = [Re f(2)]? pour tout z € U.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 5.1. Notons u = Re(f), v = Im(f). Il vient :

uy(2) = 2z, uy(2) =0, v (2) = v, v, (2) = 3zy>.

Si U C C est un ouvert non vide tel que f|[U € H(U), on obtient en particulier
uy, (2) = —vz(z) pour tout z € U, donc Im(z) = 0 pour tout z € U. C’est absurde,
puisque {z € C; Im(z) = 0} est d’intérieur vide.

Exercice 5.2. Il estimmédiat que f est de classe C'! sur I’ouvert U. D’autre part, pour
z = x + iy € U, on trouve facilement :
Uy(2) = o5, U(2) = 5, U(2) = =

/ —
ux(z)_$2+y2’ y 72420 " 2242 Y 22+ y2

Ainsi, f Vérifie les conditions de Cauchy-Riemann sur U. D’ou f € H(U).

x /

Exercice 5.3.
1. Comme f,g € H(U), il vient :

o(19) = (0)3 + 1(d9) = /'5 + f(Bg) = I'g.
Utilisant le fait que f" € H(U), onaalors :

d0(f9) = 0(f'g) = (0f)g + f'(9g) = f'(9g) = [
2.Notons h = |f1|? + - - - + | f»|?. D’aprés ce qui précéde, on a:

0=30h= fII].
k=1

Comme f;(z)f(z) € Ry pour tout z € U et tout indice £, il vient f; = 0 pour
1 < k < n. L’ouvert U étant connexe, il résulte de 5.2.6 que f} est constante pour
1<k <n.

Exercice 5.4. Supposons qu’une telle application f existe, et notons P = Re f,
Q=Imf.SizeU,ilvient:

Pp(z) = 2Q(2)Q%(2) = —2Q(2) P, (2)
P (z) =2Q(2)Qy () = 2Q(2) P, (2)
Il en résulte que :
(1+4Q%*(2)) Py(2) = (1+4Q%(2)) P, (2) = 0.

L’ouvert U étant connexe, on en déduit que P est constante sur U. D’aprés 5.2.7, il en
est de méme de Q. Il est alors immédiat que les fonctions cherchées sont celles de la
forme

z— A% i),
avec A € R.
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Chapitre 6

Analyticité et holomorphie

Soit U un ouvert de C. Il résulte de 3.3.4 et de 4.1.3 que A(U) C H(U). L’un
des objectifs de ce chapitre est de prouver que A(U) = H(U).

6.1 ARCS ET CHEMINS

6.1.1. On appelle arc toute application continue - d’un intervalle compact [a, b] de R
dans C. S’il en est ainsi, on le notera souvent ([a, b], ). On dit que y(a) est I’origine et
que (b) est I’extrémité. On dit que y est fermé si y(a) = ~(b). L’arc est dit simple si
est une application injective. Il est dit réduit a un point si I’application - est constante.

Si ([a, b], y) estun arc, on note im -y pour y([a, b]). Si U est un ouvert de C, on dit que
~yestunarcdans U siim~y C U.

L’arc opposé & ([a, b],~y) est I’arc ([a, b], §) défini, pour t € [a, b], par :
o0(t) =~v(a+b—1).
Intuitivement, c’est I’arc v « parcouru dans I’autre sens ».

6.1.2. Soient ([a,b],7) et ([¢,d],0) deux arcs tels que y(b) = d(c). On appelle arc
composé de ~y et § I’arc, noté ([a,b+d —¢|,yV d), tel quesit € [a,b+d —c]:

(yVo)t)=~(() sia<t<b, (yVIEt)=0dt+c—>b)sib<t<b+d—ec
Intuitivement, c’est I’arc obtenu en parcourant v « puis » 6.
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6.1.3. Soient [a, b] un intervalle compact de R et ~ une application de [a, b] dans C.
Rappelons que ~ est dite de classe C'! par morceaux si elle est continue, et s’il existe
une subdivision

a=agp< a1 <ag<- < ap_1<a,=>
de [a, b] telle que |[a;, a;+1] soit contindment dérivable pour 0 < i < n — 1.

On appelle chemin dans un ouvert U tout arc ([a, b],y) dans U tel que -y soit de classe
C'! par morceaux.

6.1.4. Deux chemins ([a, b],7) et ([c, d], &) sont dits équivalents s’il existe une appli-
cation p: [a,b] — [c, d] vérifiant les conditions suivantes :

(i) ¢ est bijective, croissante et de classe C'! par morceaux.
(i) La bijection réciproque de ¢ est de classe C'! par morceaux.
(ili) Ona~ = Joep.
Si vy et 6 sont équivalents, on a im~y = imJ.

Exemple. Soient a,b € R tels que a < b. Les chemins [a,b] — C, z — =z et

[0,1] — C, t — (1 — t)a + tb sont équivalents.
6.1.5. Donnons quelgues exemples importants de chemins.
1) Soient zg € Cetr € R . Le chemin ferme

[0,27] = C, t — 2y + ret
est appelé le cercle de centre z, et de rayon r, parcouru dans le sens direct.
2) Soient u, v € C. Le chemin
0,1] -=C,t— (1—-thu+tv

est le segment orienté d’origine et d’extrémité v ; on le note [u, v]. Le chemin opposé
a ce chemin est le segment orienté [v, u].

3) Soit (u,v,w) un élément de C3, avec u,v,w deux & deux distincts. Notons
A = A(u,v,w) le triangle de sommets u, v, w, c’est a dire :

A= {tiu+tov +taw; t1,ta,t3 € Ry, t1 +to +t3 = 1}.
Le bord orienté 9A de A est, par définition, le chemin fermé obtenu en composant les
segments orientés [u, v}, [v, w], [w, u]. C’estdonc le chemin ([0, 3], ~) défini par :
Yt)=Q—-thu+tosi0<t<1l,vt)=2—-t)hv+(1—t)w si 1 <t <2,
&) =B —-tw+ (t—2)u si 2 <t < 3.

6.1.6. Rappelons qu’une partie A de C est dite connexe par arcs si, pour tous points
u, v de A, il existe un arc v d’origine u, d’extrémité v, et vérifiantim vy C A.
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Lemme. Soit U un ouvert de C. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) U est connexe.

(if) U est connexe par arcs.

En outre, si elles sont vérifiées, pour tous u,v € U, il existe un chemin dans U,
d’origine u, d’extrémité v, et qui est composé d’un nombre fini de segments orientés.

Démonstration. (i) = (ii) Fixons © € U. Notons S I’ensemble des v € U pour
lesquels il existe un chemin d’origine u, d’extrémité v, et composé d’un nombre fini
de segments orientés. Onaw € S.

Soient v € S et v un chemin du type précédent, d’origine u et d’extrémité v. Il existe
r > 0telque D(v,r) C U.Siw € D(a,r), le chemin ¢ défini par le segment orienté
[v, w] est contenu dans U. Alors V¢ est composé de segments orientés, a pour origine
u, et pour extrémité w. Ainsi, S est ouvert dans U.

Soient V' I’adhérence de S dans U et w € V. Il existe » > 0 tel que D(w,r) C U.
Soientv € S N D(a,r) et~ un chemin du type précédent, d’origine u et d’extrémité
v. Comme précédemment, v V [v, w] est contenu dans U, a pour origine u et pour
extrémité w. D’ou w € S, ce qui prouve que S est fermé dans U.

L’ouvert U étant connexe, ce qui précéde montre que I’on a obtenu (ii).

(if) = (i) Supposons que U soit réunion de deux ouverts disjoints non vides V" et W.
Soientv € V, w € W, et ([a, b],) unarc dans U, d’origine u et d’extrémité w. Alors
v~ 1V Nnim~) et y~1(W Nim+) sont des ouverts non vides et disjoints de [a, b] dont
la réunion est [a, b]. C’est absurde puisque [a, b] est connexe.

6.2 INTEGRATION COMPLEXE

6.2.1. Soient ([a, b],~) un chemin et f une fonction continue sur im . L’intégrale de

fsur~,notée | f(z)dz, estdéfinie par :
Y
/f dz—/ FGO) ()t

Proposition 6.2.2. Si ([a, b],7) et ([c, d], d) sont deux chemins équivalents et si f est
une fonction continue sur im~, on a:

Lf(z)dz:[sf(z)dz

Démonstration. Soit ¢ Vérifiant les conditions de 6.1.4. La formule de changement
de variable dans les intégrales fournit :

1= [ /bfoéow( )5'op(s) (s) ds
- / SO (¢ dt = / e

D’ou le résultat. O
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6.2.3. Soient ([a,b],7) et ([c,d],0) des chemins, f une fonction continue sur
im~y Uimé.

e Supposons que ¢ soit le chemin opposé a . Alors :
b
1= / (Fob) (1) (1) dt / (for)la+b—tyy(a+b—1)de

-/ “(Fon(tr / £z

e Supposons y(b) = d(c). On peut considérer Vv 4. Il vient facilement :

/Wdf(z)dz:/Wf(z)dz—k/éf(z)dz

e Avec les notations de I’exemple 1 de 6.1.5, on a :

/ f(z)dz =1ir 7 fla+retye at.
o' 0

e Avec les notations de I’exemple 2 de 6.1.5, il vient :

1
/f(Z)dz:(b—a)/O (1 = t)a + tb) dt.

e Avec les notations de I’exemple 3de 6.1.5, 0n a:

f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz

0A [a,b] [b,q] [e,a]

Pour calculer ces dernieres intégrales, on utilise le cas précédent.

6.2.4. Conservons les notations de 6.2.3. On pose :

1£loe = sup{|£(2)]; = € im~} , long(y / (1)) dt.

On dit que long(+y) est la longueur de ~. 1l est immédiat que :

|| 11| < 171 tome)
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6.3 INDICE

6.3.1. Soit ([a, b],y) un chemin. Alors im~ est une partie compacte de C, donc
U = C\ im~y est un ouvert de C.

Soitr > 0 tel que im~y C D’(0,r). L’ensemble C\D’(a, ) est un ouvert connexe de
C contenu dans U'. Par suite, U a une unique composante connexe non bornée.

Théoréme 6.3.2. Soient ([a, b],y) un chemin fermé et U = C\ im~. Pour z € U, on

pose :
b /
ind ( / 77(7£)dt.
" 2ir ¢— " 2ir o V() — 2z

L’application U — C, z — ind,(z) est a valeurs dans Z, constante sur chaque
composante connexe de U, et nulle sur la composante connexe non bornée de U. On
dit que ind (2) est I’indice de = par rapport a .

Démonstration. Notonsa = ag < a1 < --- < a, = b les points d’une subdivision
de [a, b] telle que  soit de classe C'! sur [a;,a;11],0 < i < n— 1. Pourt € [a,b),

posons . .
o(t) = exp (/a %d‘s).

Sur chaque segment [a;, a;+1], on a, en dérivant ¢ :

iff)) B v(z;(tf — = O - 2] — et (1) = 0.

. " t .
On en déduit que I’application t — (f)# a une dérivée nulle sur [a;, a;+1], donc
Yy —Z
est constante sur cet intervalle, puis constante sur [a, b]. Comme ~(a) = ~(b), on a
alors :
pla) ()

) —z A =2 1T p(a) = o(b).

On sait que e¢ = 1 si et seulement si ¢ € 2ixZ (3.7.6). On a donc montré que
ind,(2) € Z.

Soient z,u € U. Comme im~y est compact, il existe d > 0 tel que [ — z| > d et
|¢ — u| > d pour tout ¢ € im~y. On a immédiatement :

. . 1
|ind(z) — ind,(u)| < W\z
Ceci nous montre que I’application z — ind.,(z) est continue sur U. Comme elle est &

valeurs entiéres, elle est localement constante, donc constante sur chaque composante
connexe de U.

Enfin, prenons z tel que |z| > sup{|y(¢)|; t € [a, b]}. il vient:

long(v)
|ind, (2)| < ominf{|z — ()‘;te[a,b]}.

— u|long(7).
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Comme ind,(2) est entier, on obtient ind,(z) = 0 si |z| est assez grand. D’ou le
dernier point. O

Remarque. Intuitivement, ind.,(z) est le « nombre de tours » (avec un signe)
décrit par ~(t) autour de z quand ¢ décrit [a, b].

Proposition 6.3.3. Soit v un cercle C(a,r) orienté dans le sens direct. On a
indy(z) =0si |z —a|] > retind,(z) = 1si |z —a| <.

Démonstration. Si |z — a| > r, z appartient & la composante connexe non bornée de
C\ im+, donc ind,(z) = 0(6.3.2). Si |z — a| < r, alors ind,(2) = ind,(a), toujours

d’apres 6.3.2. Or :
1 27 Z’eit
m "/(a) - /0 ezt

T

D’ou le résultat. O

6.4 EXISTENCE DES PRIMITIVES

Théoréme 6.4.1. Soient U un ouvert de C et f une fonction continue sur U. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f posséde une primitive dans U.

(if) Pour tout chemin fermé ~ dans U, on a /f(z) dz = 0.
Y

Démonstration. (i) = (ii) Soient ([a, b],~y) un chemin fermé dans U et F' une primi-
tivede f dansU.Ona:

b b
/ f(z)dz = / F(z)dz = / F Ol () dt = / Forl'(t) dt
= Fy(b)] — F[y(a)] =0,

car y(a) = y(b).

(if) = (i) Supposons (ii) vérifié. Les composantes connexes de U étant ouvertes et
deux a deux disjointes, il suffit de construire une primitive de f sur chacune de ces
composantes pour obtenir le résultat. On peut donc supposer que U est connexe.

Fixons zy € U. Comme U est un ouvert connexe de C, il est connexe par arcs. Ainsi,
si z € U, il existe un chemin d’origine z, et d’extrémité z. Soient ([a,b],~1) et
([e,d],~2) deux tels chemins. Le chemin -, obtenu en composant ~; et le chemin
opposé a 7, (c’est possible, car 1 (b) = ~v2(d) = z) est un chemin fermé dans U.
Compte tenu de I’hypothése et de 6.2.3, il vient :

0= / 1©ac= | r©ac~ [ goac

Y2
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Il résulte de ceci que I’on définit une fonction F' sur U en posant
Fe) = [ o
A/(ZU?Z)

ou y(zp, z) est un chemin quelconque dans U d’origine zq et d’extrémité z.

Soient » > 0 tel que D(z,r) C U etw € C tel que |w| < r. Désignons par
~(z0, 2 + w) un chemin d’origine z, et d’extrémité z + w. Enfin, notons ~ le chemin
composé de y(zo, z), du segment orienté [z, z+w], et du chemin opposé ay(zg, z+w).
Ona:

0= d¢ = d¢ + d¢ — dc.
L f(¢)de L RIS /[ L L LK

Ceci s’écrit encore :

F(z+w) - F(z) = /[ GES

Comme / d¢ = w, on adonc, pour w # 0 :
[z,24w]

F(z4+w) — F(z 1
R NGRS
w W Jz,24w]
La longueur du segment orienté [z, z + w| étant |w|, il vient :

F(z+ wu)} —F(z) F(2)| <sup{|f(Q) — f(2)]; C € [z, 2+ w]}.

La fonction f étant continue en z, on en déduit que £ est dérivable en ce point et que
F'(z) = f(z). On aprouvé que F est une primitive de f sur U. O

Corollaire 6.4.2. Soientn € Z\{—1} ety un chemin fermé. On a /z” dz = 0 dans
les deux cas suivants : gl

(i) n > 0et~ quelconque.
(i) n< —1et0 ¢ im~.

Démonstration. Résulte de 6.4.1 et du fait que, pour n # —1, z — :
n
primitive de z — 2", dansCsin > 0,etdans C*sin < —1. O

6.4.3. Rappelons quelques points de topologie. Soit A une partie de C.

e On dit que A est convexe si tu + (1 — t)v € A pour tous u,v € A ettoutt € [0, 1].
Ceci signifie que, pour tous u,v € A, le segment compact d’extrémités u et v est
contenu dans A.

e Siu € A, ondit que A est étoilée en u si le segment [u, v] est contenu dans A pour
tout v € A. Dire que A est convexe signifie qu’elle est étoilée en tous ses points.
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e Si A est bornée, on pose
diam(A) = sup{|u — v|; u,v € A},
et on dit que diam(A) est le diamétre de A.

e Soient (K,),, une suite décroissante de compacts non vides de C et K leur intersec-
tion. Alors K est non vide. Si diam(K,,) tend vers 0 quand n tend vers +oo, K est
réduite a un point.

Théoréme 6.4.4. Soient U un ouvert convexe de C et f une fonction continue sur U

telle que
/ f(z)dz=0
A

pour tout triangle A C U. Alors f posséde une primitive dans U.

Démonstration. Soit zyp € U. Pour tout z € U, le segment [z, z] est contenu dans U.
On peut donc définir une fonction F sur U par :

F(z) = /[ SO

Si z,z + w sont des points de U et si A = A(zg, 2,2z + w) (notation de 6.1.5),
I’intégrale de f sur OA est nulle. Ceci s’écrit :

F(z+
(Z w /[z z+w]
Onaalors
F(z4+w)— F(2) 1
i (RS SOOI
et on montre comme en 6.4.1 que F’(z) = f(2). O

Théoréme 6.4.5. (Théoréme de Goursat). Soient U un ouvertde C, w € U, et f
une fonction continue sur U et holomorphe dans U\{w}. Pour tout triangle A C U,

ona:
/ F(0)d¢ = 0.
OA

Démonstration. Dans la preuve, si A est un triangle, on note I(A) I’intégrale de f
sur 9A.

1) Supposons tout d’abord w ¢ A. Notons A = A(a,b,c), et soient a’, b, les
milieux respectifs des segments [b, ¢], [c, al, [a, b]. Posons :

[b,
( ) (a d b/) (2) = A(b7 a/7cl)7
A@B) = AV, d'), A(4) = Ald,V, ).
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b’ — \a’

a c b

On a immédiatement :

I(A) =I(A1) +I(AQ2) + I(A(3)) + I(A(4)).

I en résulte que I’un au moins des I (A(j)), 1 < j < 4, vérifie ]I(A(j))| > i|I(A)|

(sinon, on parvient a |[I(A)| < |I(A)]). Notons A; un triangle vérifiant cette pro-
priété. Echangeant les roles de A et de A1, on construit de méme un triangle A,

- 1 _
contenu dans Ay, et vérifiant |I(A2)| > Z\I(Al)\. Posant Ay = A, on obtient par
récurrence une suite (A,,),, de triangles vérifiant, pour toutn € N :

1
Bt € A, [1(Bnin)| > (A
diam(Apy1) = %diam(An) long (A1) = %long(aAn).

Soit zo I’'unique point d’intersection des A,, (6.4.3). Comme zp C A C U etw ¢ A,
f est dérivable en z,. Par suite, ¢ > 0 étant donné, il existe » > 0 tel que :

D(z9,7) CU et z € D(z0,7) = |f(2) — f(20) — (2 — 20) f'(20)] < €]z — 20].

Comme diam(A,,) = 27" diam(A), il existe un entier N tel que A,, C D(zp, ) dés
quen > N.Pourn > N, il résulte de 6.4.2 que :

[ r@dz= [ 6= 1) - - ) f ol e
OA, OA,

Ce qui précede montre alors que, pourn > N,ona:

3

" diam(A)long(A).

‘ f(2) dz’ < ediam(A,) long(0A,,) =
oA,

Par suite :
[I(A)| < ediam(A)long(A).

Ceci étant vrai pour tout £ > 0, il vient I(A) = 0.
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2) Supposons que w soit un sommet de A, par exemple, w = a.

C

u

Soient u €]a,b] et v €]a,c|. Alors I(A) est somme des intégrales de f sur les
triangles

Ay = Aa,u,v), Ay = A(u,b,v), Az = (b, c,v).

D’apreés le premier cas, on a I(Ay) = I(As) = 0, donc I(A) = I(A;). Comme f
est continue, il existe , M € R tels que |f(z)| < M si |z —a| < 7. Siu,v sont
assez voisins de a, on a donc :

[I(A)] = [I(A1)] < M long(Ay).

En faisant tendre u et v vers a, on obtient I(A) = 0.

3) Supposons que w ne soit pas un sommet de A et que w € A. En considérant les
triangles A(w, a,b), A(w, b, ¢) et A(w, ¢, a) (voir la figure), on se ramene au cas 2.

C

a b

On a obtenu le résultat. O

Théoréme 6.4.6. (Théoreme de Cauchy pour un convexe). Soient U un ouvert
convexe de C, w € U, et f une fonction continue sur U et holomorphe dans U\ {w}.
Alors f posséde une primitive dans U et, pour tout chemin fermé - dans U, on a :

Lf(z) dz = 0.

Démonstration. C’est clair d’apres 6.4.1, 6.4.4, et 6.4.5. O



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

6.5 Analyticité des fonctions holomorphes 77

Théoréme 6.4.7. (Formule de Cauchy pour un convexe). Soit ~ un chemin fermé
dans un ouvert convexe U de C, z € U\ im~, et f € H(U). Alors :

) ndy () = 5 [ A
Y

Démonstration. Définissons g: U — C par

SO o,

La fonction g est continue sur U et holomorphe dans U\ {z}. Compte tenu de 6.4.6, il

vient: f(Q) — f(2)
0= d¢ = | L2 1% ad dcC.
LQ(C) ¢ L =2 ¢

D’ou immédiatement le résultat par définition de I’indice. O

Corollaire 6.4.8. Avec les hypothéses de 6.4.7, si +y est un cercle de rayon » parcouru
dans le sens direct, et si |z| < r,ona:

16 =5 [ X

6.5 ANALYTICITE DES FONCTIONS HOLOMORPHES

6.5.1. Soient z € C et A une partie non vide de C. On pose :
d(z,A) = inf{|z — a|; a € A}.
On dit que d(a, A) est la distance de z a A.

Théoréme 6.5.2. Soient U unouvertde C, a € U, et f € H(U). Alors :
(i) Onaf e A(U), et le rayon de convergence de la série de Taylor de f au point a
est au moins égal a d(a, C\U).
(i) Si U est convexe, et si v est un chemin fermé dans U tel que a ¢ im~y, ona
f(©)
——d
(¢ — a)rt1 ¢

n . n!
f( )(a) ind,(a) = %[/
pour toutn € N.

Démonstration. 1) Supposons d’abord U convexe.

Soit a ¢ im~. Comme im v est compact, il existe » > 0 tel que D’(a,r) C U et
D'(a,r) Nim~y = 0.

Pour z € D(a,r)et¢ € im~y,onalz—a| <r <|(—al.Dou:

[ & (z—a)"

=X (©)-

C -z n=0 (C - a)nJrl
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D’autre part, si M = sup{|f(¢)|; ¢ € im~}, il vient :

oo )yl
Compte tenu de la formule de Cauchy pour un convexe, de 2.7.2 et 2.6.6, on obtient :
: _xrd f(©) n
s @) = 3 [ | s ad] e —a )

Si I’on prend pour ~ un cercle C'(a, R) parcouru dans le sens direct tel que I’on ait
D'(a,r) € D(a,R) C U, onaind,(a) = 1. On en déduit que f € A(D(a, R)).On
a donc prouvé que f € A(U), et on a obtenu (ii). L’assertion concernant le rayon de
convergence résulte de (1) par unicité du développement en série entiére et 3.5.3.

2) Supposons U non convexe. Alors d(a, C\U) est le rayon du plus grand disque
ouvert D(a, R) contenu dans U. Comme D(a, R) est convexe, il suffit d’appliquer
I’alinéa 1 a ce disque. O

Corollaire 6.5.3. Soient U un ouvert de C et f € H(U). Alors f est indéfiniment
dérivable sur U.

Démonstration. C’est clair d’aprés 3.4.4 et 6.5.2. O

Remarque. Soit f: R — R une primitive de z — |x|. Alors f est dérivable,
mais pas deux fois dérivable. Il y a donc des différences fondamentales entre
fonctions de variable réelle et fonctions de variable complexe.

Théoréme 6.5.4. (Théoréme de Morera). Soient U un ouvert de C et f une fonction
continue sur U. Les conditions suivantes sont équivalentes :

() feH®).
(i) fe AU).

(iii) f posséde localement une primitive dans U.

(iv) Pour tout triangle A C U, on a/ f(z)dz=0.
oA

Démonstration. L’équivalence (i) < (ii) résulte de 3.4.4 et 6.5.2. L’implication (i)
= (iv) de 6.4.5, et (iv) =- (iii) de 6.4.4 (car si A est un triangle contenu dans U, on
voit facilement qu’il existe un ouvert convexe V vérifiant A ¢ V' C U). Enfin, si f
posséde localement une primitive F, de F’ = f, on déduit que F est holomorphe,
donc f I’est aussi (6.5.3). O

Corollaire 6.5.5. Soient U un ouvertde C, w € U, et f € H(U\{w}) continue sur
U.Alors f € H(U).

Démonstration. C’est immédiat d’aprés 6.4.5 et 6.5.4. O
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6.6 FONCTIONS CIRCULAIRES RECIPROQUES

Lemme 6.6.1. Soient W = C\R_ et U = C\{iz; x € R, |z| > 1}. Alors W est
I’image de U par I’application

141z

1—1z

z—=9(2) =

Démonstration. L’application g est bien définie sur U etona g(z) # 0si z € U.

Siwe W,z =1i(1—w)(1+ w)~! estbien défini. Supposons z = iy, avecy € R
et |y| > 1. On obtient |y| # letw = (1 —y)(1 +y)~ L. Or,silyl > 1,ona
(1 —y)(1 +)~! € R_. Contradiction. On a donc z € U. Comme g(z) = w, on
obtient W C ¢(U). On prouve de méme que g(U) C W. O

6.6.2. Compte tenu de 6.6.1, on peut définir f € H(U) par

1 1+iz
:—L
f(z) = 5; Log ;——

ou Log est la détermination principale du logarithme (5.3.8).

Proposition. (i) La fonction f est le seul élément de H(U) vérifiant tan (f(z)) = =z
pour tout z € U et f(z) = Arctan z pour tout z € R.

(i) Ona

00 k
fl(z) = 1_522 sizeU, f(z)= z_: (2(k:—1—)1) 22 si 2] < 1.

(iii) L’application z — tan z induit une bijection de V' = {z € C; |Re(z)| < g}
sur U dont la bijection réciproque est f.

Démonstration. Soient z € U et w = f(w). Alors :
1+iz
1—iz’
D’autre part, on a 2|Re(w)| < 7 (5.3.4 et 5.3.8), on a donc z = tanw, soit
z = tan (f(2)).

Siz € R,ona|g(x)| = 1. Il existe donc ¢ € R tel que g(z) = €. De g(z) € W,
on déduit que I’on peut supposer || < 7. Par suite :

_y T_¥_T
J@) =35, 75<5<3
Il vient alors f(z) = Arctan z puisque z = tan (f(z)).

Si h € H(U) vérifie les propriétés de (i), alors f et h ont méme restriction a R. On en
déduit que f = h d’apres le principe des zéros isolés et le fait que h € A(U) (6.5.2).

621111 —

: ( w e—z‘w) — eiw o e—z‘w'
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D’apres ce qui précede, les identités de (ii) sont vérifiées si z est réel. Elles le sont
encore pour z € U en utilisant & nouveau le principe des zéros isolés.

Onavuque f(U) =V etque tan (f(z)) = zsi z € U. Il en résulte que z — tan z
induit une surjection de V sur U.

Soitw =u+ v € V avecu,v € Ret2|u| <. Alors:

Comme 2 = e~2Y(cos 2u + 4 sin 2u) et 2|u| < =, il vient :
Log €™ = Log e %V + 2iu = —2v + 2iu.
On en déduit que w = f(tanw), et on a obtenu le résultat. O

Remarque. La fonction f de 6.6.2 se note encore z — Arctan z.

6.6.3. On conserve la notation V' de 6.6.2. On pose cette fois :
U=C\{zeR;|z| >1}.

Soientw € Uett € Ry.Sil—w? = —t, il vient w? = 1+ ¢, doncw € R et
lw| > 1. Contradiction. Si w € U, onadonc 1 — w? € € (notation de 5.3.4), et on

peut définir DP /1 — w? (5.4.4).

Pour w € Uete = +1, posons 2, = icw + DP+v1 —w?. Ona z2_1 = 1, donc 2.
est non nul. D’autre part, si z; = a + ib, avec a,b € R,ona:

a—1b
T P
Par suite :
e Ou z; et z_; ont des parties réelles strictement positives.
e Ou z; et z_1 ont des parties réelles strictement négatives.
e Ou z; et z_ ont des parties réelles nulles.
Or,Re(z; + z_1) = 2Re(1 — w?), etonavu que 1 — w? € Q. On en déduit :

™

| Arg(DP V1 — w?)| < 5 Re(DP V1 —w?) > 0,
Re(iw + DP /1 — w?) > 0.
On peut donc définir f € H(U) par :

flw) = %Log(iw +DP 1 —w?).
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Proposition. (i) La fonction f est le seul élément de H(U) vérifiant sin (f(z)) = =
pour tout z € U et f(z) = Arcsinz pour tout z €] — 1, 1].

(i) Ona 1 _
f(w):m siw e U,
flw) =w+ i L3 @k 1) W si |w| < 1.

= 242k 2k+1

(iii) L’application z — sin z induit une bijection de U sur V' dont la bijection réci-
proque est f.

Démonstration. Soientw € U et z = f(w). Il vient:
e =iw+DPV1—w?, e® = —iw+DPV1—w?, sinz = w.

Soitx €] — 1, 1[. Il existe un unique ¢ € R Vvérifiant 2|p| < 7 et x = sin . Alors :
¢ = Arcsinz , cosp = V1 — 22,
. 1
e =ix++1—22, f(x) = = Log(ip) = p = Arcsinzx.
1

Par suite, si g € H(U) vérifie les conditions de (i), f et g coincident sur | — 1, 1], donc
f = g d’apreés le principe des zéros isolés.

La formule donnant f’ est immédiate. Notons S la somme de la série définie en (ii).
OnasS € A(D(0,1)), et on sait que g(z) = Arcsinz si z €] — 1, 1[. A nouveau,
d’aprés le principe des zéros isolés, on obtient f(w) = S(w) pour |w| < 1.

Soit W = {z € C; Re(z) > 0}. Onavu que iw + DP v/1 — w? € W pour w € U.
Par suite, siw € U :

| Arg(iw + DP /1 — w?)| < g , fw) eV
Prouvons que f(U) = V. Soit z = u +iv € V, avec u,v € R. Alors :

cosu >0, sinz = sinuchv + ish v cos u.

Onadonc Im(sin z) = 0 si et seulementsi v = 0. Alors, Re(sin z) = sinu € |—1,1],
d’ol Re(sin z) € U. On en déduit que sin(V) C U.

Soient z € U comme précédemment et w = sin z € U. D’aprés ce que I’on a vu, on
obtient :

z—¢ z2—¢

Cos =0.
2

(= f(w) eV, sin(=w=sinz, sin

Or:
z2—C
2
Comme z,¢{ € V, on en déduit z = ¢. Ainsi, f(U) = V et, pour z € V, il vient
f(sinz) = z. O

# (0 = sin

€V = cos

z—¢ z2=¢
= — 277.
5 5 0=z—-(€2r

Remarque. On note encore z — Arcsin z la fonction f de 6.6.3.
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6.6.4. Soit U comme en 6.6.3. On laisse le soin au lecteur de démontrer les résultats
suivants :

1) On peut définir f € H(U) par :
1
flw) = B Log(w +iDP /1 — w?).
2) L’application f est I’'unique élément de H(U) qui Vérifie les conditions suivantes :
(i) cos (f(w)) = w pour tout w € U.

(ii) f(x) = Arccosx pour tout x €] — 1, 1].

Le lecteur complétera enfin I”étude pour définir z — Arc cos z.

EXERCICES

Exercice 6.1. Soient U un ouvert de C, D une droite (réelle affine) de C, et f une
fonction continue sur U et holomorphe dans U\ D. Prouver que f est holomorphe
dans U.

Exercice 6.2. Pour n € N, soient ([ay, by, ) un chemin fermé et
pn = inf{|z|; z € im~, }.
On suppose que p,, tend vers +oo si n tend vers +oo, que 0 ¢ im-~y,, et que
ind,, (0) = 1 pour tout n € N.
Soit z € C. Prouver qu’il existe N' € N vérifiant les conditions suivantes :
(i) z ¢ im~, sin > N.
(ii)ind,, (2) = 1sin > N.

Exercice 6.3. Soientm,n € Z* et ([0, 1],71), ([0, 1], y2) des chemins fermés tels que
0 ¢ im~y; Uim~s. Sit € [0, 1], on pose :

V() = @ ()]
Vérifier que -y est un chemin fermé et que 0 ¢ im .

Calculer ind. (0) en fonction de ind., (0) et ind,, (0).
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 6.1. Compte tenu du théoréme de Morera, il suffit de montrer que I’intégrale
de f sur le bord orienté de tout triangle A = A(u, v, w) contenu dans U est nulle. On
est dans I’un des cas suivants :

u u \' u

W w Y w

Traitons, par exemple, le cas de droite. Notons A; = A(u,a,b). La fonction f étant
continue sur U est uniformément continue sur A. Par suite :
lim f(z)dz = / f(z)dz.
(a,b)=(u,v) Joa, A
Or, f est holomorphe dans un ouvert contenant A ;. D’apres 6.5.4, on a donc :

(z2)dz = 0.
0A,

D’ou le résultat.

Exercice 6.2. D’aprés les hypothéses, il existe N € N tel que u,, > |z| sin > N.
Ainsi, z ¢ im -y, pourn > N.

Soit §: [0,1] — C, ¢t — tz. L’application § est un chemin joignant 0 & z, et on a
|6(t)] < |z| sit € [0,1]. On en déduit que im~y, Nimdé = () sin > N. Pour de
tels entiers n, z et 0 appartiennent a la méme composante connexe de C\ im ~y,, (car
0,z € im6). D*aprés 6.3.2, on adonc ind,, (2) = ind,, (0) = 1.

Exercice 6.3. Le premier point est immédiat. En les points ¢ ou ; et 2 sont déri-
vables, il vient :

v(t) 7(t) ()
Par suite :
d 1 /t 1 /t 1 /t
2i7rind,y(0):/—zz/ 'V()dt:m/ ’71()dt+n/ %) o,
vy # o () 0o m(t) o 72(t)
= 2irmind,, (0) + 2imn ind,, (0).
Ainsi :

ind,(0) = mind,, (0) + nind,,(0).



Chapitre 7

Propriétés des fonctions
holomorphes

7.1 INEGALITES DE CAUCHY ET CONSEQUENCES
7.1.1. Soient R € R* et f € H(D(0, R)). D’aprés 6.5.2, si z € D(0, R), ona

oo
f(Z) = Z a/nznv
n=0
ou (@), est une suite de nombres complexes.
Sir €]0, R, notons ~, le cercle C'(0, ) parcouru dans le sens direct (6.1.5). D’aprés

6.5.2,pourn € N,ona:
RN IC) Lo

1 ) )
— — () — _ it\,.—n —int
tn = — (0) = i [, o dz = 27 Jy f(re)r e dt.

On en déduit immédiatement le résultat suivant :

Théoreme. (Inégalités de Cauchy). Avec les notations précédentes, pour tout
r €]0,R[ettoutn € N,ona:

Lo g < SRASC 12l = )
anl = 7™ ©0)] < .

/laTL

7.1.2. On appelle fonction entiére tout élément de H(C).
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Corollaire. (Théoréme de Liouville). Toute fonction entiére et bornée est constante.

Démonstration. Si M > |f(z)| pour tout z € C, pour tout » > 0 et tout n € N*, on
alan,| < Mr~—"™(7.1.1). En faisant tendre r vers +oo, on obtient a,, = 0sin > 1. O

Corollaire 7.1.3. (Théoréme de d’Alembert). Tout polynédme d’une variable a coef-
ficients complexes et non constant a au moins une racine dans C.

Démonstration. Soit P € C[X]\C. Il est clair que | P(z)| tend vers +oc si |z| tend
vers +oo. Par suite, si P n’a aucune racine dans C, z — 1/P(z) est une fonction
entiére bornée. D’aprés 7.1.2, elle est constante, donc le polynéme P est constant.
Contradiction. O

7.2 PRINCIPE DU MAXIMUM

Proposition 7.2.1. Soient U un ouvert de C et f une fonction continue sur U. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout disque D’(a,r) contenu dans U, on a :

1 2

fla) = 5

5 fla+re)dt.

(i) Pour tout disque D’(a,r) contenu dans U, on a :

1 .
a) = p) //D/(W) f(z +iy) dz dy.

Si elles sont vérifiées, on dit que f possede la propriété de moyenne dans U.

Démonstration. En utilisant les coordonnées polaires, il vient :

2
—3 // :1:+1y)d:cdy— ( ; f(a+pe”)dt)pdp.

L’ implication (i) = (||) est alors immédiate. Supposons (ii) vérifié. Soit R > 0 tel que
D'(a,R) CU.Pour0 <r < R,ona:

1 r 2 )
—f( ) =5 / ( f(a+pe”dt)pdp-
7T 0
En prenant la dérivée des deux membres par rapport a r, on obtient (i). O

Proposition 7.2.2. Soient U un ouvert de C et f € H(U). Alors f possede la
propriété de moyenne dans U.
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Démonstration. Si D'(a,r) C U, il existe R > r tel que D(a, R) C U. Si~y est le
cercle C'(a,r) parcouru dans le sens direct, en appliquant 6.5.2 (ii) a D(a, R), il vient :
1 f(z) 1 o it
= — dz = — ) dt.
/(a) 2mi Jyz—a T on 0 Jlatret)
D’ou I’assertion. O

7.2.3. Soient U un ouvert de C et f une fonction sur U. Par abus de langage, on dit
que f a un maximum relatif en ¢ € U s’il existe un voisinage V' de a dans U tel que
|f(2)| < |f(a)| pourtout z € V.

On dit que f vérifie le principe du maximum dans U si elle est constante au voisinage
de tout point a € U en lequel elle a un maximum relatif.

Supposons que f verifie le principe du maximum dans U, et que U soit connexe. Il
est immédiat que I’ensemble des points de U en lesquels f a un maximum relatif est
ouvert et fermé dans U. Par suite, si f a un maximum relatif en un point de U, alors f
est constante.

Théoréme 7.2.4. Soient U un ouvert de C et f une fonction continue sur U vérifiant
la propriété de moyenne dans U. Alors f vérifie le principe du maximum dans U.

Démonstration. Soient a € U en lequel f a un maximum relatif et R > 0 vérifiant
D(a,R) C Uet|f(z)| < [f(a)| pourtout z € D(a, R). Le résultat étant évident si
f(a) = 0, nous supposerons ce cas exclu. Quite a changer f en (f(a)/|f(a)|?)f, on
peut supposer que f(a) = |f(a)| > 0. Puisque f vérifie la propriété de moyenne, si
0<r<R,ona:

1 2

0 @) = fla-t vt = 5o [ (@) = flat re .

En particulier :

21
| 1r@1 = Re (@ reta =

Lafonctiont — |f(a)| — Re (f(a+ re')) est continue, a valeurs réelles positives ou
nulles sur [0, 2], et d’intégrale nulle sur cet intervalle. Elle est donc nulle. Ainsi, pour
r < Ret0 <t < 2m, onobtient |f(a)| = Re (f(a+re)). Comme |f(2)| < |f(a)|
siz € D(a,R),onalm (f(z)) = 0siz € D(a, R). Onaprouvé que f est constante
sur D(a, R). O

Proposition 7.2.5. Soient U un ouvert connexe et borné de C, et f une fonction
continue sur I’adhérence U de U et veérifiant le principe du maximum dans U. Si M
est le maximum de | f| sur la frontiére U\U de U, on a

[f(2)] < M

pour tout z € U. En outre, s’il existe a € U tel que | f(a)| = M, alors f est constante
sur U.
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Démonstration. D’aprés les hypothéses, U est compact, et il existe zo € U tel que
F(z0)] = N = sup{| f(2)|; = € U}.

S’il existe a € U tel que | f(a)| = N, f est constante sur U (7.2.3). Si ce n’est pas le
cas, pour tout z € U, on a |f(z)| < N, et nécessairement zo € U\U. On en déduit
que M = N etque |f(z)| < M pourtout z € U. O

7.3 LEMME DE SCHWARZ ET APPLICATIONS

Théoréme 7.3.1. (Lemme de Schwarz). Soit f € H(D(0, 1)) vérifiant f(0) = 0 et
|f(2)] < 1pourtoutze D(0,1).0na:

() |f(2)] < |z| pourtout z € D(0,1).

(i) [f'(0)] < 1.

En outre, si | f'(0)] = 1, ou s’il existe z € D(0,1)\{0} tel que | f(z)| = |z|, alors il
existe A\ € C vérifiant |[\| = 1 et f(z) = Az pour tout z € D(0,1).

Démonstration. Notons D = D(0, 1), et définissons g: D — C par

g(0) = £ (0), g(z) = @ si z#0.

L application g est continue sur D et holomorphe dans D\{0}. On a donc g € H(D)
d’apres 6.5.5.

Notons My(r) = sup{|f(2)|; |z| = r}, My(r) = sup{|g(2)|; || = r} pour
0 <r < 1. Daprés7.2.5,si|z| < r < 1, onobtient :

S|

9()] < My(r) ()] < TMy(r) <

En faisant tendre r vers 1, on obtient |g(z)| < 1 pour tout z € D.

S’il existe zp € D tel que |g(zo)| = 1, alors g a un maximum relatif en z,. Le principe
du maximum montre que g est constante dans un voisinage de z, donc constante sur
D d’apres le théoreme du prolongement analytique. Ainsi, g(z) = A, avec || = 1,
pour tout z € D, donc f(z) = Az. O

7.3.2. Soient U,V des ouverts de C. Un isomorphisme analytique de U sur V' est
une bijection f de U sur V telle que f € H(U) et g € H(V'), ou g est I’application
réciproque de f. On note Isom (U, V') I’ensemble des isomorphismes analytiques de
U sur V, et on dit que U et V' sont isomorphes si Isom (U, V') # (. On écrit Aut(U)
pour Isom (U, U) ; un élément de Aut(U) est appelé un automorphisme (analytique)
de U.

Il est clair que si U et V' sont isomorphes, ils sont homéomorphes. La réciproque est
inexacte comme le montre le résultat suivant :

Proposition. Les ensembles C et D(0, 1) sont homéomorphes mais non isomorphes.
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Démonstration. Si f: C — D(0,1) est holomorphe, c’est une fonction entiére
bornée, donc constante (7.1.2). Ainsi, C et D(0,1) ne sont pas isomorphes. Il est
immeédiat de vérifier que les applications

2 ¢
1+ 2] 1—Ic|

sont des bijections continues réciproques I’une de I’autre. Ainsi, D et C sont homéo-
morphes. O

C—D,z—

et D—-C,(—

7.3.3. Posons D = D(0,1). Sia € D, on définit p,: D — C par:

Z—a

¢a(z) = 1_62.

On remarque que ¢, (z) est encore défini pour |z| = 1 etque,sit € R:

et —q

ale)] = |

Il résulte de 7.2.5 que p,(D) C D. D’autre part, on vérifie immédiatement que
©aop_q = idp. Par suite, ¢, € Aut(D).

e

Théoréme. L’ensemble Aut(D) est constitué des applications \p,, avec |A| = 1 et
a€D.

Démonstration. Soient f € Aut(D), a = f(0),etg = psof. Ona g € Aut(D)
et g(0) = 0. D’aprés 7.3.1, il vient |g(z)| < |z| pour tout z € D. En utilisant
I’application réciproque de g, on obtient de méme |z| < |g(z)| pour tout z € D.
Il résulte & nouveau de 7.3.1 qu’il existe A € C(0,1) tel que g(z) = Az pour tout
z € D. Alors:
Az+a Z 4+ aX
1(z) = p-a(d2) = 1+arz )\1 + aiz
On a obtenu le résultat. O

7.3.4. Soit P = {z € C; Re(z) > 0}. On vérifie facilement que les applications

) o
hD—P. z—itt 2 etepop, ¢St
1—2 C+1i

sont des bijections réciproques I’une de I’autre.

Théoréme 7.3.5. L’ensemble Aut(P) est constitué des applications

az+b
cz—i—d’

z —

avec a,b,c,d € Retad — bc > 0.
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Démonstration. Il est immédiat que les fonctions précédentes sont des éléments de
Aut(P). Soit f € Aut(P). D’aprés ce qui précéde et 7.3.3, il existe a € D ett € R

tels que 4

f(z) = hle"pa((2))]
pour tout z € P. On trouve alors
- —la+a) +i(3—ﬁ),
A P )

ol v = e"2(1 — a) et B = e~/2(1 + @). On en déduit facilement I’assertion. [

7.4 SUITES ET SERIES

7.4.1. Soient U un ouvert de C et f = (f,,), une suite de fonctions sur U. On dit
que f converge uniformément sur tout compact vers une fonction f sur U si, pour tout
compact K de U, la suite (f,,|K),, converge uniformément vers f|K (voir 2.2.1).

L’espace U étant localement compact, si les f,, sont continues sur U et convergent
uniformément sur tout compact vers f, la fonction f est continue sur U (2.3.3).

Si > fn est une série de fonctions sur U, on définit de méme la convergence uniforme
sur tout compact ou la convergence normale sur tout compact de cette série.

Dans la suite, si K est un compact de C et si f est une fonction continue sur K, on
posera :
1l = sup{[f(2)]; z € K}

Théoréme 7.4.2. Soient U unouvertde Cetf = (f,,),, une suite d’éléments de H(U)
convergeant uniformément sur tout compact vers une fonction f. Alors :

(i) OnafeH{U).
(i) Sij € N, lasuite ( ,Sj))n converge uniformément sur tout compact vers f ().

Démonstration. (i) La fonction f est continue sur U (7.4.1). Si A est un triangle de
U, OA est compact, et il vient :

| [ 1) = @) de] < tong(@A)] = Sl
0A

Il résulte alors du théoréme de Morera (6.5.4) que f € H(U).

(ii) Par récurrence sur I’entier j, il suffit de prouver le résultat pour j = 1. Soit K un
compact de U. Définissons r parr = 1siU = Cet,siU # C:

r= gd(K,C\U) = ginf{|z — (|; 2 € K,C € C\U}.

Comme K est compact, il est bien connu que r est strictement positif. En outre,
D'(z,r) C U pour tout z € K. Posons :

L= gKD’(z,r) ={CeU;d(¢,K)<r).
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Il est immédiat que L est un compact de U. D’autre part, les inégalités de Cauchy
(7.1.1) appliquées au disque D’(z,r) (au lieu de D(0,r)) eta f — f,, montrent que, si
ze K,ona:

1
1'(2) = a2 < 21 = fallpr .-
Par suite :
17 = Falle < 2UF =l

D’apres les hypotheses, on a obtenu le résultat. O

Théoréme 7.4.3. Soient U unouvertde Cet ) f,, une série de fonctions holomorphes
sur U convergeant uniformément sur tout compact. Soit f la somme de cette série.
Alors :

(i) Ona f e H(U).Lasérie > f/ converge uniformément sur tout compact vers f’.

(i) Silasérie > f,, est normalement convergente sur tout compact, il en est de méme
de la série >_ f).

(iii) Si la série >_|f,| est uniformément convergente sur tout compact, il en est de
méme de la série > | f|.

Démonstration. (i) En utilisant les sommes partielles de la série, ¢’est un cas particu-
lier de 7.4.2.

(i) Soit K un compactde U. SiU = C,onpose L = {¢ € C; d(¢,K) < 1} et, si
U#C:

L= {g cU;d¢, K) < d(K,C\U)}.

1
2
L’ensemble L est un compact de U. Si z € K et n € N, les inégalités de Cauchy
montrent que

T4 < Ll

. 1 . N
our=1siU=C,etr= §d(K,(C\U) siU # C, car D'(z,7) C L.D’ou :

1
1l < Zllfnllr:

On a obtenu (ii).

(iii) Conservons les notations K et L précédentes. Si D’(z,r) C U, il résulte de 6.5.2
que

1 2w 1 2w

D) =g [ P e at = IR < g [ a4 reh an
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Par suite, d’aprés les hypothéses et 2.6.6, si k£ € N, on obtient :

0o o) 21 ) 1 21 0o )

! it = it
L@ 5 e relde= o [ (8 15 re)]) de
D’ou:

| = NS 1
n=~k "=k " L
Ceci prouve (iii). d

7.5 HOLOMORPHIE ET INTEGRATION

7.5.1. On va donner une méthode de construction de fonctions holomorphes. Pour
cela, nous utiliserons des propriétés de I’intégration au sens de Lebesgue.

Dans la suite, on désigne par X un espace topologique localement compact et par p
une mesure positive sur X . On fixe un ouvert U de C.

On considere une fonction f: U x X — C, (z,2) — f(z,z). On suppose Vérifiées
les conditions suivantes :

(1) Pour tout z € X, I'application f,: U — C, z — f(z,x) est holomorphe sur U. Si
n € Net(z,2) € U x X, on pose :
_of

= oo —(z,x).

(if) Pour tout z € U, I'application x — f(z, ) est u-intégrable, et I’on définit une
fonction sur U par :
~ [ s duta)
X

Théoreme. On conserve les notations et hypothéses précédentes et on suppose que,
pour tout compact K de U, il existe une application u-intégrable g : X — R, telle
que

£ (z,2)| < g ()
pour tout (z,z) € K x X. Alors F € H(U)et,pour z € Uetn € N,ona:

PO = [ S duta).

Démonstration. 1) Si (z,2) € U x X, ona:

Bf(z r) = lim n[f(2+%,$) —f(z,:z:)}.

0z n—-+oo
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. 0 o .
Il en résulte que x — 8_f( , 1) est une limite simple de fonctions p-mesurables, donc
z
n

est u-mesurable. Par récurrence sur n, on voit que chaque fonction x — 3 (z x)
est u-mesurable. 2"

2) Soient K uncompactde Uet L ={C € U; d(¢(,K) <r},avecr =1siU =C
1 .

etr = §d(K, C\U)si U # C.

L’élément z € X étant fixé, les inégalités de Cauchy fournissent :

sup{ ?) :(z x)|; 2 EK} < rinsup{]f(z,x)]; z € L}.
Onen déduitque,siz € Ketx € X,ona:
onf
S| <), ®

D’apres I’alinéa 1 et I’inégalité (1), chaque fonction x — 8—£(z, x) est u-intégrable.
z
On peut donc définir les fonctions sur U :
of

2= | Gz o) du(a).

3) Soit a € U. Fixons r > 0 tel que D'(a,r) C U, et définissons h: U x X — C
par :

hz,x) = B _la)2 [f(z,x) — fla,x) — (2 — a)%(a,x) si z # a,
L6 f )
h(a,z) = 5@(61,:6).

Pour chaque x € X, z — h(z,x) est holomorphe sur U. D’aprés le principe du
maximum, si z € D(a,r),0na:

|h(z, @) < sup{[h(C,z)[; [¢ —a =7} ®)
Notons K le compact D’(a,r). Si (z,2) € K x X, alors:
[f(z2)| < gk (2). 4)
D’autre part, d’apres les inégalités de Cauchy :
of 1
< - .
5-(a,2)] < g (a) ©)

Compte tenu de (2), (4) et (5), il résulte alors de (3) que :

1z, 2| < ~glore () + gxe(@) + Sorc ()]
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Onadonc, pour (z,z) € D'(a,r) x X :

bz 2)] < %gw:). ©)

‘/ z,x) dp(x /gK( ) dp(z).

D’apres (2), si z € D(a,r), il vient alors :

F) - F@) - ) [ Haayan@)] < E5E [ o) dute

r

On en déduit :

Ceci nous prouve que F' est dérivable en a et que :

of
- /X L (a,2) dp(a)

On a obtenu le résultat. O

7.5.2. Notons P = {z € C; Re(z) > 0}. On laisse le soin au lecteur de vérifier que,

si z € P, I’intégrale
+o0
I'(z) = / t*~le7tat
0

Tout compact de P est contenu dans un ensemble :
P.r={z€ P;0<r<Re(z) <R}

est convergente.

Définissons g, g par
grrt) =ttt si0<t <1 et gp(t)=t"te sit>1.

La fonction g, i est intégrable sur [0, +-oc[, et on a [t*"te~!| < g, g(t) sit > 0 et
z € P, r. Compte tenu de 7.5.1, on voit que I" € H(P) et que, pour z € P,ona:

+oo
I'(2) :/ t*~le tIntdt.
0
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EXERCICES

Exercice 7.1. Sia € D = D(0,1), on utilise la notation ¢, de 7.3.3. Soient
f € H(D) vérifiant |f(z)| < 1 pourtout z € D et ay,...,«a, des zéros de f.
Montrer que |f(2)| < |@a, (2)] - |¢a, (2)| pour tout z € D.

Exercice 7.2. Soient U un ouvert connexe, D un disque ouvert tel que D C U et
f € H(U), non constante. Montrer que, si | f| est constante sur la frontiere de D, alors
f aau moins un zéro dans D.

Exercice 7.3. Soient D = D(0,1) et f € H(U) vérifiant |f(z)| < 1 pourtout z € D.
Montrer que, si u,v € D,ona:
S S0 quey L
T = T 2 % 2
1—flu)f(v)! M=l 1—|f(u)* = 11—y

Exercice 7.4. SoientU = C\[—1, 1] etg: |—1, 1[— R une application continue telle
1

quel’intégrale/ |g(t)] dt soit convergente. Prouver que
-1

1
zﬁﬂ@:/ 90 4

_1Z—t

est une fonction holomorphe sur U.

Exercice 7.5. Soient U un ouvert connexe borné non vide de R? et A,..., A,, des
points de R2. Si M € R?, on note f(M) le produit des distances de M aux A;. Si M
décrit U, montrer que f atteint son maximum en un point de la frontiere de U.

Exercice 7.6. Soient f, g deux fonctions entiéres vérifiant | f(z)| < |g(z)| pour tout
z € C. Prouver qu’il existe A € C tel que f(z) = Ag(z) pour tout z € C.

Exercice 7.7. Soient D = D(0,1) etC = {z € C; |2| > 1}. Ondésigne par (an)n>1
une suite de nombres complexes telle que la série > "a,, converge, et on pose :

56) = X an <

1—zn
1. Montrer que la série S converge normalement sur tout compact de D.

2. Prouver que la série .S converge uniformément sur tout compact de C.

3. On suppose que a,, = (—1)"n~1. La série S converge t-elle normalement sur tout
compact de C'?
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 7.1. PosSOns h = ¢, - - ¢a, - L’application z — f(z)/h(z) se prolonge en
une fonction holomorphe dans D.

Fixons w € D, et notons m = max{|w|, |a1],...,|a,|}. Sim < r < 1, le principe
du maximum implique que

9(w)] < 1
= min{|h(2)]; [z] =1}
On sait (7.3.3) que |h(z)| = 1si|z| = 1. D’ou :

lirrﬁ min{|h(2)|; |z| =7} = 1.

On en déduit que |g(w)| < 1, puis le résultat.

Exercice 7.2. Soient C la frontiére de D et M la valeur commune des | f(z)| pour
z € C. D’aprés le principe du maximum, si z € D,ona |f(z)| < M.

Supposons f sans zéro dans D. Alors 1/ f est holomorphe dans U et, le principe du
maximum montre a nouveau que 1/|f(z)| < 1/M si z € D. Ainsi, | f| est constante
sur D. Il résulte de 5.2.7 que f est constante sur D. Comme U est connexe, on déduit
de 4.3.3 que f est constante. Contradiction. Par suite, f a au moins un zéro dans U.

Exercice 7.3. Sia € D, ¢, ala méme signification qu’en 7.3.3. On sait que ¢, est un
automorphisme analytique de D dont la bijection réciproque est ¢ _,.

Soientu € D etg = @p)ofop,. Ona g(D) C D et g(0) = 0. Compte tenu
du lemme de Schwarz, on obtient |g(v)| < |v| pour tout v € U. Par conséquent,
@ pyof (V)] < lgu(v)], et ceci est la premiére inégalité a etablir. En divisant les deux
membres de cette égalité par |u — v| et en faisant tendre v vers u, on a alors la seconde
inégalité.

Exercice 7.4. Soienta,b € U et p, g € N. On va montrer que I’intégrale
1
t
Iy g
1 (t—a)P(t—b)a

est convergente. En effet, si z € U, I’application ¢ — |t — u| est continue et & valeurs
non nulles sur le compact [—1, 1]. Il existe donc A > 0 tel que |t — a|] > A et
|t —b| > Apourtoutt € [—-1,1]. Si—1 <t < 1,onadonc:

o) o)l

(t —a)P(t —b)1 — Apta
On a obtenu la convergence de I(a,b). En particulier, I’intégrale définissant f est
convergente.
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Soient a € U et a > 0 tels que |t — a| > 2a pour tout ¢ € [0,1]. Si z € U vérifie
la—z| < a,onalz—t| > |a—t|—|a—z| > a.Pouruntel z € U, on obtient alors :

[ = f@) [P et 0

[l =l [ e Si—ap
Z—Q 1
<A g

Par suite, f € H(U) et,siz € U :

1

Exercice 7.5. Fixons une base orthonormée directe de R? de maniére & identifier R2
aC.Notons aq, ...,a, les affixesde A1, ..., A, etz cellede M. Il vient :

f(2) =1(z=a1) - (z = an)|.

Le résultat est donc une conséquence immédiate de 7.2.5.

Exercice 7.6. C’est clair si g = 0 ou si f = 0. Supposons ces cas exclus. Soit
a un zéro de g. D apres 4.3.5, il existe p € N* et une fonction entiére g; tels que
g9(z) = (2 — a)Pgi(z) et g1(a) # 0. D’apres les hypothéses, a est un zéro de f, et il
existe ¢ € N* et une fonction entiere f; Vérifiant f(z) = (z — a)?f1(z) et fi(a) = 0.
Comme |f(z)| < |g(z)|, en faisant tendre z vers a, on voit que ¢ > p. Il en résulte
que la fonction z — f(z)/g(z) se prolonge en une fonction entiére h. D’apres les
hypotheses, on a |h(z)| < 1 pour tout z € C. Le théoréme de Liouville montre que i
est constante. Il existe donc bien A € C tel que f(z) = Ag(z) pour tout z € C.

Exercice 7.7.

1. Soit K un compact de D. Il existe r €]0, 1] tel que K € D’(0,7).Siz € K,ona
alors :

n n

z < T
Tl S |an|1—r”‘
Il existe N € N*tel que 2(1 —r™) > 1sin > n.Sin > N etz € K, on obtient
donc:

Zn

(i 1—2n
La série > a, étant convergente, il résulte du lemme d’Abel que la série entiere
> a,z™ a un rayon de convergence au moins égal a 1. Par suite, la série > |a,|r™
converge si 0 < r < 1. D’ou le résultat.

2.Siu=#1,0na:

< 2|ap|r".
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On en déduit que, si |z| > R > letp,q € N*,avec p < ¢, alors :

g a
| S o] <] S al+ £
Dans les mémes conditions et, si p est assez grand, il vient donc :
<] S a2 Z fon],
— a
1—2zn n—p "
Soite > 0. D’apreés le critere de Cauchy, si p est assez grand :
q
> an| <e.
n=p
D’autre part, le méme raisonnement qu’en 1 montre que, si p est assez grand, on a:
2 Z |an| \

On déduit alors du critére de Cauchy uniforme que la série converge uniformément sur
tout ensemble {z € C; |z| > R}, avec R > 1.

(=D"

3. Envisageons le cas ou a,, = -Soient R > 1let K = {z € C; |z| = R}.
n
Alors :
n R’VL
sup{ T n ;zeK} = 7”(3"—1)‘

Le dernier terme est équivalenta — quand n tend vers +oo. On en déduit que la série
n
ne peut converger normalement sur tout compact de C.



Chapitre 8

Fonctions méromorphes

8.1 UN POINT DE TOPOLOGIE

8.1.1. Si A estune partie de C on note A son intérieur, et on dit que A est relativement
compacte si son adhérence est compacte.

Proposition. Soit U un ouvert de C. Il existe une suite (kK,,),, de compacts de C
vérifiant les conditions suivantes : .

(i) U estlaréuniondes K, et K,, C K,11 pour toutn € N.
(ii) Tout compact de U est contenu dans un K.

Démonstration. Posons Ky = et,sin > 1:
1
Vo=1{2€C;|¢|>nlU | D(a,—) , K, = C\V,.
acC\U n

Alors K, est une partie fermée et bornée de C, donc compacte. Il est immédiat
que U est la réunion des K,. Si z € K,, n > 1, on Vvérifie aisément que

1 1
D(,———)CK . D’ou (i).
Zn n—+1 ntl M

[¢]
L’ouvert U est la réunion des K ,,. Si K est un compact de U, il existe un entier p tel
[¢] (o]
que K C K1 U---UK,.Onadonc K C K,,. O

Corollaire 8.1.2. Soient U un ouvert de C et A une partie localement finie de U. Alors
A est au plus dénombrable.

Démonstration. C’est immédiat d’aprés 4.3.2 et 8.1.1. O
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8.2 SINGULARITES ISOLEES

8.2.1. Soienta € Cetr > 0. On note
D*(a,r) =D(a,r)\{a} ={z€C;0< [z —a| <7},
et on dit que D*(a, r) est le disque épointé de centre a et de rayon r.

Soient U un ouvert de C, a € U, et f € H(U\{a}). On dit alors que f a une
singularité isolée en a.

Si f se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de a (le prolongement est
alors unique d’apreés le principe du prolongement analytique), on dit que la singularité
de f en a est illusoire, ou apparente, ou que a est une fausse singularité, ou encore
que a est un point régulier de f.

Proposition 8.2.2. Soient U unouvertde C, a € U, et f € H(U\{a}). On suppose
qu’il existe > 0 tel que f soit bornée sur U N D*(a, r). Alors a est un point régulier
de f.

Démonstration. Définissons une fonction g sur U par :

gla) =0, g(z) = (z —a)f(2) si z#a.
Il est immédiat que g est continue sur U et holomorphe sur U\{a}. D’aprés 6.5.5, on
ag € H(U).Sir > 0 estassez petit, ona D(a,r) C U et g admet un développement

o0

9(z) = X an(z —a)"

n=0

pour |z — a| < r.Onaag = 0 puisque g(0) = 0. Par suite
oo
2= 3 a2t
n=1
prolonge f au voisinage de a. O

Théoréme 8.2.3. Soient U unouvertde C, a € U, et f € H(U\{a}). Alors f vérifie
une et une seule des propriétés suivantes :
(i) f aune singularité illusoire en a.
(ii) Il existe une unique suite finie de nombres complexes (a_1,a_9,...,a_,), avec
m > 1eta_,, # 0, telle que la fonction
m a_p
2= fle) = X —%
=1 (2 —a)k
ait une singularité illusoire en a. On dit alors que a est un pdle d’ordre m, ou de
multiplicité m, de f et que le polyndme

5" ay(z—a)
k=1

en (z —a)~! est la partie principale de f en a.
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(iii) Pour tout > 0 tel que D(a,r) C U, I’ensemble f[D*(a,r)] est dense dans C.
On dit alors que f a une singularité essentielle en a.

Démonstration. Supposons (iii) non réalisé. Il existe b € Cetr,e € R, tels que
D(a,r) C U et f[D*(a,r)] N D(b,e) = 0, c’est-a-dire | f(z) — b] > e pour tout
z € D*(a,r).

. 1 .
La fonction z — ———— est holomorphe dans D*(a,r) et est majorée en module

f(z)—b
par 1/c. D’aprés 8.2.2, elle se prolonge en g € H(D(a, r)).

. 1 . . . -
eSig(a) #0, f(2) =b+ ﬁ a une fausse singularité en a, et (i) est vérifié.
z
e Supposons g(a ) 0, et notons m la multiplicité du zéro a de g. D’apres 4.3.5, il
existe h € H( ) vérifiant h(a) # 0 et
9(2) = (z —a)"h(2) 1)

si z € D(a,r). D’aprés (1), on peut supposer r assez petit pour que h(z) # 0 si
z € D(a,r). Alors { = % € H(D(a,r)). D’autre part, £(a) # 0 et, dans D*(a,r) :

t(z)
—b=
) -b=r"0m
Ecrivant
oo
l(z) = 22 am(z —a)",
n=0
on obtient :
Qg Om—1 X —
=} - . — )" ™.
R =b+ ot T D )
La condition (ii) est vérifiée avec (a1,...,a—m) = (@m—1,--.,qp). L’unicité de la
suite des a; est immédiate en utilisant le principe du prolongement analytique. 0
Remarque. Avec les notations de 8.2.3,(ii), si m = 1 (respectivement

m = 2), on dit que a est un pdle simple (respectivement double) de f.
8.2.4. On prouve sans difficuté le résultat suivant :

Proposition. Avec les notations de 8.2.3, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) faunpbled’ordre m en a.
(i) Ilexiste r > Otel que D(a,r) C U etg € H(D(a,r)) vérifiant g(a) # 0 et

pour tout z € D*(a,r).
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8.2.5. Donnons un exemple de fonction vérifiant la condition (iii) de 8.2.3. Soit
f € H(CT*) définie par f(z) = e/#. Pour tout p € N, la fonction z — 2Pf(z)
n’est bornée dans aucun disque épointé D*(0, r), car

1
lim npf(—) = 4o00.
n—-+4oo n

Les conditions (i) et (ii) de 8.2.3 n’étant pas vérifiées, la condition (iii) I’est.

8.3 FONCTIONS MEROMORPHES

Définition 8.3.1. Soit U un ouvert de C. Une fonction f sur U est dite méromorphe
dans U s’il existe une partie localement finie A de U telle f € H(U\A) et telle
que tout point de A soit un pole de f. On note M(U) I’ensemble des fonctions
méromorphes dans U.

8.3.2. Soient U un ouvert connexe de C et g, h € H(U)\{0}. D’aprés le principe des
zéros isolés (4.3.3), I’ensemble A des zéros de h est une partie localement finie de U.

Notons f = % € H(U\A). Soient a € A et m la multiplicité du zéro a de h. Au
voisinage de a, on a
h(z) = (z —a)"hi(2),
avec hy € H(U) et hy(a) # 0 (4.3.5).
e Sig(a) # 0, a estun pdle d’ordre m de f.

e Supposons g(a) = 0 comme g # 0, on peut écrire g(z) = (z — a)Pgi(z), avec
peN* geH(U), etgi(a) # 0 (4.35). Ainsi,

f(z2) = (z = a)"" f(2),
ou f; € H(U). Par suite :
> Si p > m, f aune singularité illusoire en a.
> Sip < m, a estun pble d’ordre m — p de f.
On a prouvé que f € M(U).
Remarque. Nous montrerons plus tard que, si U est un ouvert connexe, toute
fonction f € M(U) s’écrit f = g/h, avec g,h € H(U) et h # 0.

8.3.3. Soit U un ouvert de C. La réunion de deux parties localement finies de U
I’étant aussi, il estimmédiat I’on peut définir la somme et le quotient de deux fonctions
méromorphes dans U, et que M (U) a une structure naturelle de C-algebre associative
unitaire.

Proposition 8.3.4. Sil’ouvert U est connexe, I’ensemble M (U') est un corps.
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Démonstration. Soient f € M(U)\{0} et A I’ensemble de ses poles. Il est fa-
cile de vérifier que I’ensemble Z des zéros de f est une partie localement finie de
U (car U est connexe). Par suite, A U Z est une partie localement finie de U et

1 . . .
g=— € HU\(AUZ)). Il est immédiat que, si a est zéro d’ordre m de f, alors a

est pole d’ordre m de g. De méme, il résulte de 8.2.4 que, si a est pble de f, alors a
est une singularité illusoire de g. Ainsi, g € M(U). O

Proposition 8.3.5. Soient U un ouvertde Cet f € M(U). Alors :

(i) Ona f’ € M(U). Enoutre f et f' ont mémes péles. Si a est un pble d’ordre m
de f, c’est un pole d’ordre m + 1 de f’.

(ii) Supposons U connexe et f # 0.Sig = f'/f,onag € M(U), et tous les pdles
de g sont simples.

Démonstration. C’est immédiat en utilisant 8.2.4. O

8.4 THEOREME DES RESIDUS

8.4.1. Soient U unouvertde C, f € M(U), eta € U un pdle d’ordre m de f. La
partie principale de f en a est :

P(z)= Y ap(z—a)™*.
k=1
On dit que cv_; est le résidu de f en a, et on note a1 = Res(f, a).

Lemme. Si v est un chemin fermé dans U tel que a ¢ im~y, ona:

/P(z) dz = ind,(a) Res(f, a).

Démonstration. D’aprés 6.4.2, il vient :

/P(z) dz:/al dz = a_1ind,(a).
. Yy  Z—a

D’ou I’assertion. m

8.4.2. Indiquons comment on calcule pratiquement des résidus. Soient f € M(U) et
a un pble d’ordre m de f. Au voisinage de a on peut écrire

ou g, h sont holomorphes et h(z) = (2 — a)™hi(z), avec hy(a) # 0.
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e Sim = 1 (pble simple), il vient

o9& ;
f()_(z—a)hl(z)_z—a—'_g()'

D’ou:

Res(f,a) = a1 = llir(ll(z —a)f(z
De h(z) = (2 — a)hy(a), on déduit hq(a) = h'(a). Ainsi

Res(f,a) = f?’((z))

e Sim > 1, le résidu se calcule en faisant un développement limité de (z — a)™ f(2)
a I’ordre m — 1 au voisinage de a, ou en utilisant la formule de Taylor qui donne :

Res(f, a) = lim %[(2 )™ f ()],

a (m— 1)

Théoréeme 8.4.3. (Théoréme des résidus). Soient U un ouvert convexe de C,
ai,...,ap des points deux a deux distincts de U et f € H(U\{a1,...,a,}). On
suppose que chaque ay, est un pble de f. Si~y est un chemin fermé dans U dont I'image
ne contient aucun des ay, on a :

/f(z) dz = 2im Zn: ind, (ax) Res(f, a).
o7 k=1

Démonstration. Notons Py, la partie principale de f en ay, 1 < k& < n. La fonction
f— Py —---— P, aune fausse singularité en chaque a. Elle se prolonge donc en une
fonction holomorphe dans U. D’apres 6.4.6, il vient :

JU@ = Pie) =~ P dz =0
.
On a alors le résultat d’apres 8.4.1. O

8.4.4. Le théoréme des résidus permet le calcul de certaines intégrales. Donnons un
exemple. Considérons une intégrale du type

2T
I:/ R(sint, cost) dt,
0

oll R(X,Y) est une fraction rationnelle sans pole sur le cercle d’équation 2 + > = 1.
Si I’on note ~ le cercle C/(0, 1) parcouru dans le sens direct, et si I’on pose z = e, il

vient : . . 1 )
IZL#[%G‘Q@(“;H dz.

1= (5[ () 3+ )

la somme portant sur les pdles appartenanta D(0, 1).

Par suite
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Soit a un réel vérifiant a > 1. En prenant R(X,Y) =

1 calculons
a+Y’

2 dt
=[S
o a-+cost

1_2/ dz
g V22—|—2az+1

Le seul pdle contenu dans C(0, 1) est —a + v/a? — 1. C’est un pole simple. Compte
tenu de ce qui précéde et de 8.4.2, on obtient :

2

a?—1

Il vient :

I=

8.5 THEOREME DE L'INDICE

Théoréeme 8.5.1. (Théoréme de I’indice). Soient U un ouvert convexe de C,
g € H(U), et f € M(U). On suppose que f n’a qu’un nombre fini de zéros
ai,...,a, dans U (comptés avec leur multiplicité), et qu’un nombre fini de p6les
bi,...,b, dans U (comptés aussi avec leur multiplicité). Soit v un chemin dans U ne
contenant aucun des ay, et aucun des b;. Alors :

L 22 4o = 3% gan) indy o) — 35 glby) ind, (55)

— [ gz VA glag)1nd~(ag) — g(b;)1n i).

2w J, f(z) k=1 ! o B

En particulier :

i —L I'(2) z:min a —nin i
miyer (0) = gz [ 5 e = 35 ind (o) = 35 im0,

Démonstration. Soit a € U un zéro d’ordre k de f. Il existe une fonction A holo-
morphe au voisinage de a telle que f(z) = (z — a)*h(2), avec h(a) # 0. Il vient
"(z k N (z
O (=)

o) - 9(z)— +9(2) h2)

est holomorphe au voisinage de a. Par suite :

Comme h(a) # 0, gf?/

/
eSig(a)=0,0= g? a une singularité illusoire en a.

e Si g(a) # 0, a est pole simple de ¢ (8.3.4), la partie principale de ¢ en a est i ,
et Res(¢,a) = kg(a). z-a
De méme, si a est un pole d’ordre k de f,ona f(z) = (¢ —a) ~*h(z) au voisinage de
a, et on trouve que ¢ a un pdle simple en a, avec Res(¢, a) = —kg(a).

Le théoreme est donc conséquence de 8.4.3 puisque les zéros et les pbles de f ont été
comptés avec leur multiplicité. O
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Remarque. Dans 8.5.1, I’hypothése de finitude de I’ensemble des zéros et de
I’ensemble des poles est peu importante. Si elle n’est pas vérifiée, on peut
s’y ramener. En effet, il existe un ouvert relativement compact V' tel que
imy C V CV C U.Deplus,onaind,(a) =0sia ¢ V,carind,(a) =0sia
appartient a la composante non bornee de C\ im v (6.3.2), donc ind ,(a) = 0
sia ¢ V. Dans les sommes de 8.5.1, on peut donc se limiter & sommer sur
I’ensemble des zéros et des pdles contenus dans un convexe compact contenant
7.

Corollaire 8.5.2. Soient U un ouvert de C et f € M(U). Soit ~ un cercle D(a,r)
parcouru dans le sens direct tel que D’(a,r) C U. On suppose que les zéros et les
pbles de f n’appartiennent pas & im ~. Alors

ind £o,(0) 217? / Iz dz =nyz —np,

ou nyz (respectivement np) est le nombre de zéros (respectivement de pdles) de f
contenus dans D(a, ), et comptés avec leur multiplicité.

Démonstration. D’aprés 6.2.2 et 6.3.2, ind o (0) est égal a:

R 000 (O WS W S 1070 o () WS U (O D
2ir Jo  for) " 2w Jy ﬂmﬂdt2mlf@d'
D’ou le résultat, compte tenu de 8.5.1. O

8.5.3. Le théoreme de I’indice nous permet d’améliorer le résultat de 7.4.2.

Théoréme. Soient U un ouvert connexe de C et ( f,,),, une suite d’éléments de H(U)
convergeant uniformément sur tout compact vers une fonction f.

(i) Siles f,, n’ont aucun zéro dans U et si f n’est pas nulle, alors f n’a aucun zéro
dans U.

(ii) Siles f,, sont injectives et si f n’est pas constante, alors f est injective.

Démonstration. D’apres 7.4.2, ona f € H(U).

(i) Supposons que a € U soit un zéro de f. D’aprés le principe des zéros isolés, il
existe r > 0 tel que D'(a,r) C U et f(z) # 0si |z — a| = r. Soit v le cercle C(a,r)
parcouru dans le sens direct. D’apres le théoréme de I’indice, il existe kK € N* tel que

RO Sy
2mLf@d bt o | R 0

puisque f,, est sans zéro dans U.
Comme f(z) # 05si z € im~, il existe A > 0 tel que A < |f(z)] pour tout z € im .
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D’autre part, la suite (f},),, converge uniformément vers f’ sur im~y (4.7.2). On voit
alors facilement que la suite (f),/ f»)» converge uniformément vers f'/ f sur im~y. Par
conséquent :

L@ L [ RE),

“2in ) f(2) T 0 2in ), fu(z) #=0.

Contradiction.

(if) Supposons qu’il existe des points distincts a, b de U tels que f(a) = f(b). Soit D,
et D, des disques ouverts de centres respectifs a et b, contenus dans U, et disjoints.
Comme f — f(a) n’est pas nulle, il résulte de (i) qu’il existe une suite extraite (f,,, )
de (fn)n telle que f,, — f(a) ait un zéro dans D, pour tout k. Remplagant la suite
initiale par cette suite extraite, on peut supposer que f, — f(a) a un zéro dans D, pour
tout n.

On voit de méme qu’il existe une suite extraite (fy,, )x de (fn)n telle que f,,, — f(a)
ait un zéro dans D,, pour tout k. Comme D, N Dy, = (), les fonctions f,,, ne sont pas
injectives. Contradiction. a

8.6 THEOREME DE ROUCHE

Lemme 8.6.1. Soient ([z,y],) et ([x,y], ) deux chemins fermés dans un ouvert U
de C vérifiant |y(t) — (¢)| < |y(¢)| pour tout ¢ € [z, y]. Alors :

ind, (0) = inds(0).

Démonstration. Remarquons que la condition |y(¢) — 6(t)| < |v(t)| pour tout
t € [z,y] implique 0 ¢ (im~) U (im §). Les indices sont donc bien définis.
Posons ¢ = §/~. Il vient :

e g7 7 o

¢ 0 v
L’hypothese implique |1 — ¢(¢)| < 1 pour tout ¢ € [x,y], doncim ¢ C D(1,1). Il
en résulte que 0 appartient a la composante connexe non bornée de C\ im ¢. D’apreés
6.3.2, ind,(0) = 0. On deduit alors de (2) :

0 = 2imind,(0) = /y :00/((;)) dt = ’ (Z((tt)) dt — /y 77/((;)) dt
= 2ir[inds(0) — ind,(0)].

D’ou le résultat. O

Théoréeme 8.6.2. (Théoréme de Rouché). Soient U un ouvert convexe de C,

fig € H(U), et ([x,y],v) un chemin fermé dans U. On suppose Vérifiées les

conditions suivantes :

(i) f (respectivement g) n’aqu’unnombrefiniay, ..., a,, (respectivementby, ..., b,)
de zéros dans U, comptés avec leur multiplicité.

(i) Pourtout z € im~,onalf(z) —g(2)| < |f(2)|.
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Alors :

m n

> ind, () = 3 ind, (by).

k=1 j=1

Démonstration. D’apres I’hypothése, aucun point de im ~ n’est zéro de f ou de g.
Comptetenude 8.5.1,0na:

m n

indfer (0) = 3 ind, (ax) , indgey (0) = 3 indy (by).

k=1 j=1
Site [z,y],ona|foy(t) — go(t)] < |foy(t)|. D’0l ind o, (0) = indge(0) (8.6.1),
et le résultat. O

Corollaire 8.6.3. Soient U un ouvertde C, a € U etr > 0 tels que D'(a,r) C U.
Soient f, g € H(U) Vérifiant | f(z) — g(2)| < |f(2)| pour tout z € C(a,r). Alors f
et g ont méme nombre de zéros (comptés avec leur multiplicité) dans D(a, r).

Corollaire 8.6.4. Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage de D’(0, 1) et
telle que | f(2)| < 1si[z| = 1. Alors I’équation f(z) = z" a exactement n solutions
(comptées avec leur multiplicité) dans D(0, 1).

Démonstration. Si|z| =1,0na:
2" = (2" = f(2)| < I2[™.

Comme I’équation 2™ = 0 a n solutions dans D(0, 1), on a le résultat (8.6.3). O

8.7 INVERSION LOCALE

Théoréme 8.7.1. (Théoréme de I’application ouverte). Soit f une fonction holo-
morphe dans un disque D(a, ) et non constante. On note & la multiplicité du zéro a
de I’équation f(z) — f(a) = 0. Il existe un voisinage ouvert V' de a et un voisinage
ouvert W = f(V) de f(a) tels que, pour tout ¢ € W\{f(a)}, il existe k& points
distincts z1, ..., 2, € V vérifiant f(z;) = (pour1 < j < k.

Démonstration. Les zérosde f’ etde f — f(a) étantisolés, il existe p € ]0, r[ tel que
D'(a,p) C D(a,r)et f'(z) #0, f(z) # f(a) pour tout z € D'(a, p)\{a}. Notons
~v le cercle C'(a, p) parcouru dans le sens direct. D’aprés 8.5.2, il vient :
1 / f'(2) .
=— | —————dz=1indy, a)).
sir |, 70— fla) = = e U(0)

Soit W la composante connexe de C\ im(foy) contenant f(a). Elle est ouverte car
im( foy) est un compact de C, et que les composantes connexes d’un ouvert de C sont
des ouverts. Posons V' = D(a, p)N f~1(W). C’est un ouvert de C tel que f(V) C W.

k
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L’application { — ind ¢~ (¢) est constante sur W (6.3.2). Par suite, ind o, (¢) = k
pour tout ¢ € W. D’aprés 8.5.2, si ¢ € W, I’équation f(z) — ¢ = 0 posséde donc &
solutions dans D(a, p). Par conséquent, f(V') = .

Soient ¢ € W\{f(a)} etb € D*(a, p) vérifiant f(b) = (. Il existe un voisinage de b
dans D(a, p) tel que, dans ce voisinage, on ait un développement

o0

f(z) =C= 2 an(z—0)".

n=1

Onaa; = f/(b). Comme f’(b) # 0 d’apres le choix de p, on voit que b est un zéro
simple de f — (. Ainsi, les k zéros de f — ¢ dans D(a, p) sont distincts. O

Corollaire 8.7.2. Soient U un ouvertde Cet f € H(U).

(i) Si U est connexe et f non constante, f est une application ouverte.
(i) Si f estinjective,ona f’(z) # 0 pour tout z € U.

Théoréme 8.7.3. (Théoreme d’inversion locale). Soient U un ouvert connexe de C,
feHU), aecU,etw= f(a).Si f'(a) # 0, il existe un voisinage ouvert V de a et
un voisinage ouvert W de w tels que f soit un isomorphisme analytique de V' sur .

Démonstration. L’existence de V, W et le fait que f soit une bijection de V' sur W
résultent de 8.7.1. Notons g: W — V I’application réciproque de f. Comme f est
ouverte, g est continue, et f’ ne s’annule pas dans V' (8.7.2).

Soitwyg e W.Si e W,ona:

9(¢) —g(wo) _ g(¢) —g(wo)
¢—wo flg(Q)] = flg(wo)]

La continuité de g au point wy montre alors que

oy 9O —0(w0) _ 1
(—wo (= wp f'lg(wo)]
Par suite, g est dérivable en wg. Ainsi, g € H(W). O

Corollaire 8.7.4. Soient U un ouvertde C et f € H(U). Si f est injective, c’est un
isomorphisme analytique de U sur f(U).

Remarque. Le résultat de 8.7.4 permet d’affaiblir les conditions de 7.3.2

8.7.5. Avec les hypothéses et notations de 8.7.3, soient > 0 tel que D'(a,r) C V
et v le cercle C'(a,r) parcouru dans le sens direct. D’apres 8.5.1, pour ¢ € W, la
solution £ = ¢(¢) dans V' de I’équation f (&) = ¢ est donnée par :

9(¢) = L[ 2] dz.

“5ir LT -¢ ©
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Plus généralement, toujours d’aprés 8.5.1,si h € H(U),ona:
L [ h(x)f'(z)
h(g(¢)) = f/idz.
( ( )) 2ir J, f(z) = ¢

La formule (3) est parfois appelée la formule d’inversion locale.

8.8 SERIES DE FONCTIONS MEROMORPHES

8.8.1. Soient U un ouvert de C et (f,,), une suite de fonctions méromorphes sur U.
Notons P, I’ensemble des p6les de f,,. C’est une partie localement finie de U. Soit P
la réunion des P, pour n € N. En général, P n’est pas une partie localement finie de
U. Il convient donc de prendre quelques précautions si I’on veut définir une notion de
série > f,, et si I’on veut que la somme de cette série soit une fonction méromorphe
surU.

Définition 8.8.2. Soient U un ouvert de C, K une partie de U, et (f,), une suite
d’éléments de M (U). On dit que la série > f,, converge uniformément (respective-
ment converge normalement) sur K s’il existe N € N tel que :

(i) Pourn > N, f,, n’aaucun p6le appartenant a K.

(ii) Lasérie Z@an converge uniformément (respectivement normalement) sur K.
La série ) f,, est dite uniformément convergente sur tout compact (respectivement

normalement convergente sur tout compact) de U si, pour tout compact K de U, elle
converge uniformément (respectivement normalement) sur K.

8.8.3. Supposons que la série > f,, converge uniformément (respectivement norma-
lement) sur tout compact de U, et soit f la fonction somme de cette série.

Soit VV un ouvert relativement compact tel que V' U. Il existe un entier N tel que f,,
n’ait aucun péle dans V' pour n > N. D’autre part :

N 00
f=>ft X fo
n=0 n=N+1
La fonction 3, -  f» est holomorphe dans V' (7.4.2). Comme U est localement com-
pact, on en déduit que f € M(U).

Si P, (respectivement P) est I’ensemble des pbles de f,, (respectivement f), il est
immeédiat que P est contenu dans la réunion (Q des P,,, mais il peut en étre distinct. Si
les P, sont deux a deux disjoints, on vérifie facilement que P = Q.

8.8.4. On déduit aisément de 7.4.3 le résultat suivant :

Théoréme. Soient U un ouvertde C et > f,, une série de fonctions méromorphes sur
U convergeant uniformément (respectivement normalement) sur tout compact de U.
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Alors la série Y f! de fonctions méromorphes sur U converge uniformément (respec-
tivement normalement) sur U et :

(05

8.8.5. Soit (ay,)nez une famille de nombres complexes indexée par I’ensemble Z des
entiers. Par abus de langage, on dira que la série ngan est convergente si les séries
> n>00n €1 Y, ~ a—p sont convergentes. On pose alors :

+00 0 0
Yoan=> an+ > a_p.
—00 n=0 n=1

On prolonge a ce contexte, de maniére évidente, les notions déja rencontrées pour les
séries usuelles (par exemple, la notion de série absolument convergente).

Le fait que la série ngan converge signifie que
n=q
> an
n=-—p
a une limite quand p et ¢ tendent vers 4+oco. On prendra garde au fait que ce n’est pas
équivalent a dire que
n=p
> an
n=-—p
a une limite quand p tend vers +oo (prendre par exemple a,, = 1sin > 0eta, = —1
sin < 0).
On étend ce qui précéde au cas de séries de fonctions ngfn sur un ouvert U de C.
Par exemple, on dit que la série ngfn converge uniformément sur tout compact de

U si les séries Zn>0fn et Zn>1f,n convergent unifo_rmément sur tout compact de
U. Les résultats obtenus précédemment sont encore vrais dans ce cadre.

8.8.6. Sin € Zetz # n,0npose: )

fa(z) = Gon)?

Alors f,, € M(C), et n est I’'unique pdle de f,,.
Soientr > Oet B, = {z € C; —r < Re(z) < r}. Si|n| > r, f, n’a pas de pole
dans B, et,si z = x +iy € B,,avec z,y € R, il vient :
1 1 1
= < < :
A= e S o S Gl =y
On déduit de ceci que la série ngfn est normalement convergente dans B,. En

particulier, elle est normalement convergente sur tout compact de C. Il résulte de 8.8.4
que sa somme

400 1

f(z):Zm

—0o0
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est méromorphe sur C et que ses pdles sont les entiers. En outre, I’application Z — Z,
n — n + 1 étant une bijection, on voit facilement que f(z + 1) = f(z) pour tout
z € C\Z.

Pour z € C\Z, posons :

On va prouver que f = g.

L 1 )
Remarquons que f et g ont pour partie principale — en 0. 1l en résulte que 0 est une

singularité illusoire de f — g. Les fonctions f et gZadmettant 1 pour période, on voit
que tout point de Z est une singularité illusoire de f — g. Par suite, f — g se prolonge
en une fonction entiére. On va montrer que f — g est bornée sur C. On aura donc le
résultat d’apres le théoréme de Liouville (7.1.2).

On va prouver que f — g est bornée dans B = {z € C; |Re(z)| < 1}. Cela suffira
puisque f — g est périodique, de période 1.

Tout d’abord, f — ¢ étant continue est bornée dans tout rectangle de la forme
B, ={z € C; |Re(2)| < 1,|Im(2)| < p}.

Ecrivons z = z + iy, avec x, y € R. De |sin wz|? = sin? 72 + sh? 7y, on déduit que,
sily >p>0:

D’autre part, si z € B\B,,, il vient :

1 1 1 1
1fo(2)| < 5 < =, |fa(2)] < < si n|>1
y? S op2 " (In] =1)2+y% = (In| —1)2 4 p?
On a donc obtenu le résultat. Par suite :
Proposition. Siz € C\Z,ona:
T 2 too 1
(Gm) ~Z e
inmz = (z—n)
8.8.7. Posons
1. 1 1. i
fo(z)==si z#0¢et f,(z) = ——sineZ et z#n.
z Z—N n

On vérifie facilement que la série Ziﬁfn est normalement convergente dans toute
bande B, = {z € C; |Re(z)| < p}. Notons h la somme de cette série. D’apres 8.8.4
et 8.8.6, si z € C\Z, il vient :

TR B

—00 (Z _n)

s

2
. ) = (mcotan7z)’.
sinmz
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La connexité de C\Z implique alors qu’il existe ¢ € C tel que h(z) = mcotan 7z
pour tout z € C\Z (5.2.6).

Or,size C\Z:

h(z):%+n§1( S e S

1 \z—n z+n

Ainsi, h est impaire, et ¢ = 0. On a obtenu :

Proposition. Siz € C\Z,ona:

1 1 1 1 o 2
wcotanwz:;+n§* (z—n_ﬁ) =4+ _E

EXERCICES

Exercice 8.1. Soient U unouvertde C,a € U, et f € H(U\{a}).

1. Prouver que a est ple de f si et seulement si | f(z)| tend vers +o0o quand z tend
Vers a.

2. Montrer que f a une singularité essentielle en a si et seulement s’il existe une suite
(2n)n de points de U, de limite a et telle que (f(z,)), n"ait pas de limite (finie ou
non).

Exercice 8.2. Soit f une fonction entiere. On définit une fonction ¢ € H(C*) en
posant g(2) = f(z~!). Prouver que f n’est pas un polyndme si et seulement si g a
une singularité essentielle en 0.

Exercice 8.3. Soient U un ouvert de C, A une partie localement finie de U et
f € H(U\A) une application injective.

1. Montrer que, si a € A, f n’apas de singularité essentielle en a.
2.Sia € Aestpdlede f, son ordre est égal a 1.

3. Si tout point de A est une singularité illusoire de f, le prolongement holomorphe de
faU estune injection.

Exercice 8.4. Pour traiter cet exercice, on utilisera les résultats des exercices préce-
dents.

Montrer que les applications holomorphes injectives de C dans lui-mémes sont celles
de laforme z — az + b, avec a € C* et b € C. En déduire Aut(C).
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Exercice 8.5. Déterminer toutes les applications holomorphes injectives de C* dans
lui-méme. En déduire Aut(C*).

Exercice 8.6. Soit (ay,),>0 une suite de nombres complexes non nuls deux a deux
distincts telle que la série >_|a,,| converge. On pose :

0 an,
f(Z) B ngo Z— Qn

Prouver que la série définissant f converge normalement sur tout compact de C* et
que f € M(C*). Déterminer les poles de f et les résidus correspondants.

SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 8.1. C’est immédiat d’aprés les criteres de 8.2.3.

Exercice 8.2. Il est clair que si f est un polyndme, g n’a pas de singularité essentielle
en 0.

Soit f(z) = > .7 yanz" le développement en série entiere de f & I’origine. Supposons
que 0 ne soit pas une singularité essentielle de g. Pour tout p > 0 assez grand,

[e.°]
2g(z) = > ap2P™"
n=0

se prolonge en une fonction entiere. Si I’on note ~ le cercle C'(0, 1) parcouru dans le
sens direct, pour de tels n, les formules de Cauchy fournissent :

0= /z”g(z) dz =3 ap/z”p dz = 2miay+1.
Y p=0 Y
Ceci prouve que f est un polyndéme de degré au plus n.

Exercice 8.3.
1. Soit a € A. Il existe un disque ouvert D vérifiant :
DcU,DnA=1{a},V =D\(AUD) #{.

(
Comme f est injective, il résulte de 8.7.2 que f(V') est un ouvert non vide de C.
Utilisant a nouveau I’injectivité de f, ona f(D\{a}) N f(V) = 0. Il en résulte que
f(D\{a}) n’est pas dense dans C. D’aprés 8.2.3, f n’a pas de singularité essentielle
en a.

2. Soit a € A un pble de f d’ordre m > 1. Il existe une boule ouverte D de centre a,
contenue dans U, vérifiant DN A = {a} et telle que g = (1/f)|D soit holomorphe
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dans D, avec un zéro d’ordre m en a. Comme f est injective, il en est de méme de g.
Par suite, ¢'(a) # 0 (8.7.2). D’oum = 1.

3. Les hypothéses de 3 étant vérifiées, notons g: U — C le prolongement holomorphe
de f. Supposons qu’il existe a,b € Atelsque a # betc = g(a) = g(b). Fixons des
boules ouvertes D, et D, de centres a et b, contenues dans U, et vérifiant D ,N.D;, = 0,
D, NA={a}, Dyn A= {b}. D’aprés 8.7.2, (i), g(D,) N g(Dy) est un voisinage
de ¢, donc est non réduit & {c}. Il existe donc u € D,\{a} et v € Dy\{b} tels que
g(u) = g(v), soit f(u) = f(v). Comme u # v cela contredit I’injectivité de f. D’ou
le résultat.

Exercice 8.4. Soit f: C — C une application holomorphe et injective. L’application
g: C* — C, z — f(2~ 1) est holomorphe et injective. En prenant U = C et A = {0}
dans I’exercice 8.3, on obtient que g n’a pas de singularité essentielle en 0 et, d’aprés
I’exercice 8.2, f est un polyndme; il en est de méme de f’. Comme f’(z) # 0 pour
tout z € C, f’ est une constante non nulle. On en déduit qu’il existe a € C*etb € C
tels que f(z) = az + b pour tout z € C. La réciproque est claire.

D’apres ce qui précéde, il est immédiat de vérifier que Aut(C) est I’ensemble des
fonctions z — az + b, aveca € C* etb € C.

Exercice 8.5. Soit f: C* — C* holomorphe et injective. D’apres I’exercice 8.3, avec
U = Cet A={0}, il yadeux possibilités.

a) 0 est une singularité illusoire de f. Si g est le prolongement holomorphe de f a
C, g est injective (exercice 8.3, 3). Compte tenu de I’exercice 8.4, f est de la forme
z — az+baveca € C*etb € C.Sib # 0,0na f(—ba=1) = 0 ¢ C*. Cest
absurde. Ainsi, f est de la forme z — az, avec a # 0. la réciprogue est claire.

b) 0 est un pdle d’ordre 1 de f. Comme z — z~! est un automorphisme de C*,
I’application = — g(z) = [f(2)]~" est une application holomorphe injective de C*
dans lui-méme. Le premier cas nous montre qu’il existe b € C* tel que g(z) = bz
pour tout z € C. Ainsi, f est de la forme z — bz~!, avec b € C*. La réciproque est
évidente.

D’apres ce qui précéde, il est immédiat que :

Aut((C*):{z—>az;ae(C*}U{zag;aE(C*}.

Exercice 8.6. D’aprés les hypothéses, la suite (a,), converge vers 0. Si K est
un compact de C*, il existe donc N € N tel que a,, ¢ K si n > N. Soit
L ={a,; n > N}U{0}. C’est un compact de C vérifiant K N H = (). Il existe donc
0>0telque |z —a| >dsize Ketae H.Parsuite,sin > N :

Gnp

Z— an
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On en déduit que la série définissant f,, converge normalement sur tout compact de
C*. D’apres 8.8.3,ona f € M(C*). Toujours d’apres 8.8.3, I’ensemble des pdles de
fest{a,; neN}.

Pour k € N, (z — ag) f(z) est holomorphe au voisinage de ay. Il en résulte que les
poles de f sont simples. La série > a,, étant convergente et les a,, non nuls, il existe
rr > 0 tel que ay, soit le seul a,, contenu dans D’(ag, ry). Si % est le cercle de centre
ay, et de rayon r parcouru dans le sens direct, on a donc :

* d d
2riRes(f,ar) = [ f(z)dz= > ay S ak/ S 2miay.
Ve g

n—=0 v 2 On L 2 ag

D’ou Res(f,ar) = ak.



Chapitre 9

Produits infinis

9.1 PRODUITS INFINIS DE NOMBRES COMPLEXES

Définition 9.1.1. Soit (u,,), une suite d’éléments de C. On appelle produit infini de
terme général w,,, et on note [ [u,, la suite de C x C définie par :

n

U U .
9.1.2. Soit [ Ju, un produit infini. On dit que
Py, = uguy -+ - up
est le produit partiel de rang n du produit. Le produit est dit convergent si la suite
(Py)n aune limite P € C. S’il en est ainsi, on note :

(&)
P=1mP, = [] up.
n

n=0
Sienoutre P = 0, on dit que le produit infini est strictement convergent.

9.1.3. Donnons quelques exemples.

e Siug=1etu, =e'/" pourn > 1, il vient :

1 1 2
lim P, = lim exp (1+—+---—|——> =™ /5,
n n 22 n2

Le produit infini est strictement convergent.
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e Si u,, = 2", le produit infini est divergent (c’est-a-dire non convergent).

e Siu, = 27", il estimmédiat que lim,, P,, = 0. Le produit infini est convergent mais
non strictement convergent.

Remarque. Concernant les produits infinis, on adoptera des conventions ana-
logues a celles de 1.3.3. D’autre part, sauf risque de confusion, on utilisera
systématiquement les notations P,, et P de 9.1.2.

Proposition 9.1.4. Si le produit infini [ Ju, est strictement convergent, la suite (uy,)y,
admet 1 pour limite.
Démonstration. Si P # 0 est la limite des P,,,ona:
P, P
li =i b= =1.
1m Up = 171;n . J2

D’ou I’assertion. O

Lemme 9.1.5. Soient ug,...,u, € Cet:

n

Po=T1(L+uw), Qu=T1(1+ux)):

k=0 k=0
Alors :
QngeXp(|U0|+"'+|un|)a |Pn_1| <Qn—1.

Démonstration. La premiére inégalité est évidente en utilisant le développement
en série entiére de I’exponentielle. La seconde est claire si n = 0. Raisonnons par
récurrence. Il vient

Po—1= Py a(1+up) =1 = (Poc1 = 1)(1+tn) + tn.
D0l [P, = 1| < (Qu = 1)1+ [un]) + [un| = Qu — 1. O

Proposition 9.1.6. Soit (u,, ), une suite de nombres complexes. On suppose que la
série ) "u,, est absolument convergente. Alors :

(i) Le produitinfini [J(1 + w,,) est convergent. Il n’est pas strictement convergent si
et seulement si I’'un des u,, est égal a —1.
(if) Pour toute permutation o de N, on a :

[e.°]

T+ ) =TT+ ).

Démonstration. Compte tenu des hypotheses et de 9.1.5, il existe un réel C tel que
|P,| < C pour tout n € N. D’autre part, si ¢ €]0,1/2], il existe Ny € N tel que

ZZO:NJUM SE
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Soit o une permutation de N. Notons 77, le produit partiel associé a [[(1 + ug(y)). Si
N > Ny, pour M assez grand, ona {0,1,...,N} C {0(0),0(1),...,0(M)}. Par
Suite,
TM—PN:PN( H (1—|—uk)—1),
keA
avec A = {0(0),...,0(M)}\{0,1,..., N}. Il résulte alors de 9.1.5 que :

|TM—PN| < |PN|(€€—1) <2|PN|5<208. (1)

Prenant ¢ = idy, on voit alors que la suite (P,,), Vérifie le critére de Cauchy,
donc est convergente. Ainsi, le produit [J(1 + w,) est convergent. On obtient en
outre [Py — Pn,| < 2|Pn,le, si M > Ny, donc |Py| > (1 — 2¢)|Py,|, puis
|P| > (1 — 2¢)|Py,|. Par suite, P = 0 si et seulement si Py, = 0. D’ou (i). Enfin,
(i) résulte trivialement de (). O

Remarque. Le produit infini ]u,, est dit commutativement convergent si,
pour toute permutation o de N, le produit infini [ Ju,, est convergent.

Corollaire 9.1.7. Soit (u, ), une suite de nombres réels vérifiant 0 < w,, < 1 pour
tout n € N. les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Lasérie > u, estconvergente.

(i) Le produit infini [J(1 — u,,) est strictement convergent.

Démonstration. L’implication (i) = (ii) résulte de 9.1.6. Supposons la condition

(i) réalisée. La suite (P,,), est une suite décroissante de nombres réels strictement
positifs ; elle a donc une limite P > 0. D’aprés 9.1.5,on a:

P <P, <exp(—ug—--+—up).
Si la série > "u,, est divergente, il vient P = 0. Contradiction. O

9.1.8. Dans ce qui suit, on va utiliser la détermination principale Log du logarithme
(5.3.4). Afin de ne pas alourdir les énoncés, nous ferons un abus de langage en parlant
de série > Log u,, alors qu’en général, Log u,, ne sera défini que pour n assez grand.

Proposition 9.1.9. Soit (u,,),, une suite de nombres complexes non nuls et de limite 1.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le produitinfini ] Ju,, est strictement convergent.
(i) Lasérie > Log u, est convergente.
Démonstration. D’aprés les hypothéses, il existe N € N tel que Re(u,) > 0 pour
n > N. Dans ce cas, il vient :

P, =ug---uyexp(S,) avec S, = Logunii + -+ + Logu,.

Si S, a une limite, alors P,, a une limite non nulle. Réciproquement, si P,, a une limite
non nulle, alors exp(S,,) a une limite non nulle ¢. D’apres 3.7.4, il existe A € C tel
que e* = £. Ainsi, exp(S,, — \) tend vers 1 si n tend vers +oo. On en déduit qu’il
existe N1 > N tel que Log (exp(S, — A)) soit défini si n > N. Pour un tel entier
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n,onaS, — A = Log (exp(S, — \)) + 2ink,, avec k, € Z. D’autre part, comme
lim,, exp(S, — A) =1, onvoit que :

lim(S,, — A — 2ink,) = 0. (2)

De Log u,, = Sp+1 — Sp et (2), on déduit que la suite (ky,+1 — ky), @ pour limite 0.
Cette suite étant a valeurs entiéres, on voit alors qu’il existe un entier k tel que k,, = k
pour n assez grand. D’ou :
lim S,, = \ + 2ikm.
n

On a obtenu le résultat. O

Corollaire 9.1.10. Soit (uy, ), une suite de nombres complexes non nuls et de limite 1.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le produitinfini JJu, est strictement convergent et commutativement convergent.
(if) Lasérie >  Logu, est absolument convergente.
Si elles sont vérifiées, on dit que le produit infini est absolument convergent.

Démonstration. C’est immédiat d’aprés 1.10.8 et 9.1.9. O
9.1.11. Le résultat suivant est une amélioration de 9.1.6.

Proposition. Soit (uy,,), une suite d’éléments de C\{—1} et de limite nulle. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le produitinfini [J(1 + w,,) est absolument convergent.

(i) La série > u, est absolument convergente.

Démonstration. D’aprés 3.3.2 et 5.3.11, ona Log(1 + z) = 2+ O(z) au voisinage de
0. Par conséquent, il existe C'y, Cy € RY. tels que Cy|uy,| < |Log(1 4 uy,)| < Caluy,|
pour n assez grand. La proposition résulte alors de 9.1.10. O

9.2 PRODUITS INFINIS DE FONCTIONS HOLOMORPHES

9.2.1. Soient U un ouvert de C et (f,,), une suite de fonctions holomorphes dans U.
On dit que le produit infini [ f,, est convergent dans U si la suite de fonctions holo-
morphes P,, = [];_, fx est uniformément convergente sur tout compact de U. S’il en
est ainsi, la limite f des P,, est holomorphe dans U (7.4.2). On va introduire d’autres
notions de convergence qui nous permettrons d’obtenir des résultats intéressants.

Définition 9.2.2. Soient U un ouvert de C et (f,,),, une suite d’éléments de H (U ).

(i) Ondit que le produit infini [ ] f,, converge absolument uniformément (respective-
ment converge normalement) sur une partie K de U si les conditions suivantes
sont réalisées :

a) Lasuite (f,)n converge uniformément vers la fonction constante 1 sur K.
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b) La série > | Log f,|, définie sur K pour n assez grand d’apres a), converge
uniformément (respectivement normalement) sur K.

(if) On dit que le produit infini []f, converge absolument uniformément (respec-
tivement normalement) sur tout compact de U si, pour tout compact K de U,
le produit infini [](f,|K) converge absolument uniformément (respectivement
normalement).

Proposition 9.2.3. Soient U un ouvert de C, K une partie de U, et (u,,), une suite
d’éléments de H (U ). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le produitinfini [J(1 + u,,) converge absolument uniformément (respectivement
normalement) sur K.

(if) Lasérie > |uy| converge uniformément (respectivement normalement) sur K.

Log(1 + 2)

Démonstration. La fonction z — a une singularité illusoire en 0. Elle se

z
prolonge en une fonction f holomorphe et sans zéro dans D(0, 1). Par suite, il existe
C1,Cy € R telsque O < |f(2)] < Oy si 2|z < 1. Ainsi, si 2]z < 1:

C1l2] < |Log(1 + 2)| < a2

Les deux conditions impliquent que la suite (u,,),, converge uniformément vers 0 sur
K. Ainsi, il existe un entier N tel que, pour n > N, on ait 2|u,(z)| < 1 pour tout
z € K. Parsuite,sip > N etz € K et, en utilisant la notation de 7.4.1 :

Cillupllx < | Log(1 + )|k < Collupl

C1 3 ()] < 3 [Log(1+ ()] € O X fun(:)l

n=p
On a obtenu le résultat. O

9.2.4. Soient U un ouvert de C et (f,,),, une suite de fonctions holomorphes dans
U telle que le produit infini | [ f,, converge absolument uniformément (respectivement
normalement) sur tout compact de U. Notons P,, = fof1 - fa.

Soit V' un ouvert relativement compact de U tel que Log f,, soit défini sur V' pour
n>N.Sin > N, il vient :

P, = fofi--- fnexp(Log fni1 + -+ + Log fr).

D’apres I’hypothése, la série Z@NH Log f, converge uniformément sur V. On en
déduit que la suite (P,,),, converge uniformément sur V. On note

f=lmP, =[] fa
n n=0
SurV,ona:

1) = fole) vz (5 Togful2).

n=N+1
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Théoréme 9.2.5. Soient U un ouvert de C et (f,), une suite de fonctions holo-
morphes dans U. On suppose que le produit infini [ [ f,, converge absolument unifor-
mément sur tout compact de U. Alors :

(i) Lafonction
f = 1:[0 fn
est holomorphe sur U.
(if) Pourtoutp € N,ona:

F=fohfo T fu
n=p+1

(iii) Pour toute permutation o de N, on a :
H Jn= H fa(n)‘
n=0 n=0

(iv) L’ensemble Z(f) des zéros de f est la réunion des ensembles Z( f,,) des zéros de
fn-Sia € Z(f), son ordre comme zéro de f est la somme des ordres de a comme
zéro de chaque f,.

Démonstration. Le point (i) est clair d’aprés 7.4.3 et 9.2.4, et (ii) résulte aussi de
9.2.4. Soit V un ouvert relativement compact de U. Il existe un entier NV tel que, pour
n > N,onaitpourz € V:

o
1) = i) I exp (3 Logfu(2).
n=N+1
Alors, les zéros de f dans U sont ceux de fo, ..., fx. D’ou (iv).
De méme, dans V, la série Z@NH Log f,, est absolument convergente, donc com-
mutativement convergente (1.10.8). D’ou facilement (iii). O

Théoréme 9.2.6. Soient U un ouvert de C et (f,), une suite de fonctions holo-
morphes dans U telle que le produit infini []f, converge absolument uniformément

(respectivement normalement) sur tout compact de U. Soit f = [~ f». Alors la
!/

série de fonctions méromorphes Z% converge uniformément (respectivement nor-

n
malement) sur tout compact de U, eton a :

R
f B n=0 fn
Démonstration. Soit V' un ouvert relativement compact de U. La fonction
o0
gN = exp ( > Log fn)
n=N+1

est définie et holomorphe dans V' si IV est assez grand, et vérifie f = fof1... fngn.
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Par suite, dans V :

o fo IN 9N

D’autre part, dans V', lasérie >, - -, | Log fy, converge uniformément. On peut donc
la dériver terme a terme, et la série des dérivées >, - . (f,,/fn) converge uniformeé-
ment (respectivement normalement) sur tout compact de V' (7.4.3). D’ou, dans V' :
/ 00 / 00 /
W_ (T Legh)= > I
gnN n=N+1 n=N+1 fn
On a obtenu le résultat d’aprés ce qui précede. O

g

2
9.2.7. Posons fo(z) = z et fp(z) =1 — Z—2 sin > 1. Comme la série de terme
n

général 22 /n? converge normalement sur tout compact, le produit infini [ f,, converge
normalement sur tout compact de C. Posons :

00 22 00
@ =211 (1= 1) = 11 fa(2)
D’aprés 8.8.7 et 9.2.6, il vient :
flz) 1 = 2 (sinmz)
f(z) =z + nzz:l 2 _pz T

La connexité de C\Z implique alors qu’il existe ¢ € C tel que
2

i e
SHl’]TZ:CH (1_Z_>

z el n?2

pour z € C*. En faisant tendre z vers 0, on obtient ¢ = , puisque le second membre
de la ligne précédente est holomorphe, donc continu. On a obtenu :

Proposition. Siz € C,ona:

%) 22
sinmz =7z [] (1 - —2>
n=1 n
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EXERCICES

Exercice 9.1. Prouver que le produit infini

f(z) = lo_o[ (1+22n)

n=0

converge normalement sur tout compact de D(0, 1) et que

pour tout z € D(0, 1).

Exercice 9.2. Onpose D = D(0,1)etC ={z € C; |z| = 1}.
On définit une suite (f,,),, d’éléments de M (C) par :

foz) = 2, ) = i) = 422D

s fot1 = frofn.
a) Prouver que f(C) C Cetque f(D) C D.

b) Montrer que, si w € D, I’équation f(z) = w a deux racines appartenant a D.
Prouver que ces racines sont distinctes, sauf pour une valeur de w a préciser.

¢) Si z € D, établir :
‘2M - 1) < 3z].
V4

d) Pour 0 < r < 1, calculer :

_ O
(+) o) =sup { |25 121 = 7}
En déduire que, siz € D, ona:
14 2|z]\»

<
(++) @ < e ()
e) En utilisant la question précédente montrer que le produit infini

> 2fn(2)

nl;Il fn—l(z)

est normalement convergent sur tout compact de D.

f) Montrer que la suite (2™ f,,),, converge uniformément sur tout compact de D. Si g
est la limite de cette suite, prouver que 2go f = g. Calculer ¢(0) et ¢’ (0).
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 9.1. Soit K un compact de D(0, 1). Il eX|ste r e]O 1] tel que |z| < r pour
toutz € K.Siz € K,etn € N,onaalors |z , Ce qui prouve que la série
322" est normalement convergente sur K. D’ol le premier point d’aprés 9.2.3. On a
alors f € H(D(0,1)).

Pour z € D(0,1), posons :

Onah € H(D(0,1)), donc h est continue sur D(0, 1).

On a facilement :
h(z) = h(z%) = -~ = h("")
pour tout p € N. La continuité de ~ implique alors que h(z) = h(0) = 1. On a donc
g=1.
Exercice 9.2.

a)Size C,onaz=z"!,dou:

1—-2z z—2
=31 =]
2—z 2—z
Ainsi, f(C) < C. Comme f n’est pas constante, il résulte alors du principe du
maximum que f(D) C D.

b) Si f(z) = w, alors 222 — (w + 1)z + 2w = 0. Dire que cette solution posséde
une racine double signifie que w? — 14w + 1 = 0. Comme w € D, il vient alors

w="T-—43.

Siwe Detz e C,ona|w| < 1= f(z)d’aprés la question précédente. Le théoréme
de Rouché montre que f(z) = O et f(z) = w ont méme nombre de solutions dans D.
Le résultat démandé est alors immédiat.

c)Pourz € D,ona:

2
)M <3zl.

_1‘:‘3_2)
z

2 —

d) Soit z = re', avec § € R. Sil’on pose x = r cos #, on obtient :

)M‘Q =1- 4?)%(—1r2_j24193 = ¥(=).

Si x croit de —r ar, ¢ (x) décroit de ¢(—r) ay(r). D’ou :

/— 27“—1—1.

r 4+ 2




© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Solutions des exercices 125

On voit ainsi que ¢ est croissante sur R . Par suite :
1
(3 ) 5 Se0) S or) < p(1) = 1.

Supposons :

1+ 2|z|\n—1
o)
Fra(all < el (2

En particulier, | f,,—1(2)| < |z|. Alors, d’apreés (s« ) :

1+2/fn1(2)] _ 14202
2+ | fac1(2)] 247

On en déduit :
_ L+ | fro1(2)] 1+ 2)z[\"
Fa(2)l = 1fofaa(2) < gy oy < (557 )
e) Comme
f(D)C D et @:%
on voit que f,,/fn—1 € H(D). D’autre part, si |z| < a < 1, il résulte de (x) et (xx)
que :
2fn(2) 1+ 2a\n-1
7oyl S8 @ls 3a(5 ta )

On en déduit que la série

S

est normalement convergente sur tout compact de D. D’ou le résultat.
f) Il vient ;

ndn(2) N1(2)\ (5 f2(2) fa(2)
onin®l — (2 2 (2 .
z < z > ( f1(2)> < fn,l(z)>
D’apreés la question précédente, la suite (2" f,,),, converge donc uniformément sur tout
compact de D. Sa limite g est alors holomorphe dans D. Comme

2 fi1(2) = 2.2 fof (2),
on obtient par continuité g(z) = 2gof(z).
De f(0) = 0, on déduit que f(0) = 2¢(0), donc g(0) = 0.
D’apres 7.4.2, la suite (2" f),, converge uniformément sur tout compact de D vers
g Il en résulte que ¢’(0) est la limite de la suite (2" f/,(0)),. Ona f'(0) = % et, une

: 1 .
récurrence facile montre que f,,(0) = 7 D’ou ¢'(0) = 1.



Chapitre 10

Homotopie et holomorphie

L’un des objectifs de ce chapitre est de généraliser plusieurs des résultats
obtenus prédemment : théoréme des résidus, théoréme de I’indice et théoréme
de Rouché. |

10.1 HOMOTOPIE ET SIMPLE CONNEXITE

10.1.1. Soit U un ouvert de C. Rappelons (6.1.1) qu’un arc dans U est une application
continue ~ d’un intervalle compact [z, y] de R & valeurs dans U. On a convenu de
le noter ([x,y],). On dira que ~ est un lacet si c’est un arc fermé, c’est-a-dire si
Y(x) =(y).

Soient a,b € C. Nous dirons qu’unarc ([z,y],y) vadeaabsivy(x) = aetvy(y) =b.

Soit ([z,y],~) un arc. On définit un arc ([0, 1], ) par 6(¢) = v((1 — t)z + ty)pour
t € [0,1]. llestimmédiat que im vy = im 6, y(x) = 6(0), ety(y) = 4(1). On voit donc
que pratiquement, il n’y a aucun inconvénient a supposer que I’intervalle de définition
de tous les arcs considérés est [0, 1]. Cela sera systématiquement fait dans ce chapitre
et, on modifie alors, de maniere évidente, les définitions déja données concernant les
arcs. Par exemple, si y; et 2 sont deux arcs tels que 1 (1) = ~2(0), on définit I’arc
composé v = 1 V 2 (voir 6.1.2) par :

<t L

DN | =

: 1 _
Y(t) = (2t) st 0<t< S et y(t) =722t —1) s
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Définition 10.1.2. Soient U un ouvert de C et 1, 2 des arcs dans U. On appelle dé-
formation de v, & -y, toute application continue §: [0,1]x [0, 1] — U, (t,u) — 6(t,u)
vérifiant

5(t7 0) =N (t) ) 5(t7 1) = 72(t)
pour tout ¢ € [0, 1].

10.1.3. Soient 1,2 des arcs dans U et § une déformation de -1 & v».

e Dans la suite, on notera 6,, I’arc [0,1] — U, t — d(t, u).
e L’application [0, 1] x [0,1] — U, (t,u) — ~1(t) est une déformation de y; a ;.
e Posons 01 (t,u) = 6(1 — ¢, u). Alors d; est une déformation de y2 & ;.

e Soient 3 un arc dans U et e une déformation de -y, & 3. Définissons une application
¢:10,1] x [0,1] — U par

. 1 .1
o(t,u) =6(t,2u) si 0 < u < 3 et p(t,u) =¢c(t,2u —1) si ) <u<l

On vérifie facilement que ¢ est une déformation de -y, a .

10.1.4. Soient U un ouvert de C et v un arc dans U, allant de a a b.

e L’application [0, 1] x [0,1] —, (¢,u) — ~(u) est une déformation de I’arc constant
a a I’arc constant b.

e L’application [0,1] x [0,1] — U, (t,u) — ~(tu) est une déformation de I’arc
constant a & .

On déduit de ces deux exemples que, si U est connexe (donc connexe par arcs), deux
arcs quelconques dans U se déduisent I’'un de I’autre par une déformation. On va ainsi
étre amené a introduire des restrictions pour obtenir des résultats non triviaux.

Définition 10.1.5. Soit U un ouvert de C.

(i) Deux arcs v1,72 dans U, ayant méme origine a et méme extrémité b sont dits
homotopes dans U s’il existe une déformation ¢ de v & - telle que 6(0,u) = a
etd(1,u) = bpourtoutu € [0, 1]. S’il en estainsi, on dit que ¢ est une homotopie
de y1 a92.

(if) Deux lacets v, 2 dans U sont dits homotopes dans U s’il existe une déformation
0 de vy & o Vérifiant §(0,u) = §(1,u) pour tout u € [0, 1]. S’il en est ainsi, on
dit que ¢ est une homotopie de v; a 7».

Remarque. L’homotopie entre les arcs est une déformation « & extrémités
fixes ». Ce n’est pas le cas de I’homotopie entre les lacets.

10.1.6. Donnons deux exemples.

1) Soient U = C*, r1,ro € R et 1,72 les lacets dans U définis, pour 0 < ¢ < 1

par irt irt

Y1(t) =1me”™, a(t) = roe
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L’application [0,1] x [0,1] — U, (t,7) — (ura 4+ (1 —u)ry)e*™* est une homotopie
du lacet v, au lacet ,.

2) Soit v un arc dans I’ouvert U de C, d’origine a. Composons I’arc constant a avec
~. On obtient un arc ;. L’application ¢ définie par

. % —uy .
6@u%zaﬂ0<t<getﬂtm:v(2_g)H

est une homotopie de I’arc ; a I’arc ~.

<<t
2

Proposition 10.1.7. L’homotopie est une relation d’équivalence.

Démonstration. Envisageons, par exemple, le cas de I’nomotopie entre arcs allant
de a a b. La réflexivité et la symétrie sont évidentes. Prouvons la transitivité. Soient
Y1,72,v3 des arcs allant de a a b, et & (respectivement €) une homotopie de -1 & o
(respectivement de v & ~y3). Définissons ¢: [0, 1] x [0,1] — U par:

<wu<l.

N —

. 1 .
o(t,u) = (¢, 2u) si 0 <u < 3 et p(t,u) =¢e(t,2u—1) si

Alors o est une homotopie de 1 a 3. O

Proposition 10.1.8. Soient U un ouvert de C et vy un arc dans U allant de ¢ a b
(respectivement un lacet dans U). Soit d > 0 la distance de im~yo a C\U si U # C,
et d > 0 quelconque si U = C.

(i) Toutarc (respectivement lacet) v, dans U tel que sup{|v1(t)—2(t)|; t € [0,1]} < d
et allant de a a b, est homotope a vy, dans U.
(i) Soit p € N* tel que, pour tous t,¢' € [0,1] vérifiant |t — ¢/| < = on ait
p
|v1(t) — 71 (t')| < d. L’application ;1 : [0,1] — U dont la restriction a chaque

intervalle [—, —}, 1 < k < p, est affine et qui prend la méme valeur que ~;
p
aux bornes de ces intervalles est un arc (polygonal) homotope a ~; dans U.

Démonstration. (i) Posons (¢, u) = (1 — u)y1(t) + uy2(t) pour 0 < t,u < 1.
D’apres les hypothéses, on a d(¢,u) € U. Il est alors clair que § est une homotopie de
Y1 a2

(ii) Compte tenu de (i), il suffit de vérifier que im v, C U, ce qui est immédiat. O

Théoréeme 10.1.9. Soient U un ouvert connexe de C et a, b, c,d € U. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Tous les arcs dans U allant de a a b sont homotopes dans U'.
(if) Tous les arcs dans U allant de ¢ a d sont homotopes dans U.
(iii) Tous les lacets dans U sont homotopes dans U.

Si ces conditions sont réalisées, on dit que I’ouvert U est simplement connexe.
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Démonstration. (i) < (ii) Soit~; unarc dans U allant de a a d. Comme U est connexe
par arcs (6.1.6), il existe unarc v, dans U allantde b a d. Pour 0 < u < 1, considérons
les arcs ¢, définis par :

Si (i) est vérifié, on voit facilement que ~; est homotope a d;. Ainsi, tous les arcs allant
de a a d sont homotopes. On obtient (i) = (ii) en procédant de maniére analogue avec
c. On a alors I’équivalence de (i) et (ii) vu I’arbitraire de a, b, ¢, d.

(i) = (iii) Soit v un lacet. Alors a = ~(0) est I’origine et I’extrémité de . Comme
(i) et (ii) sont équivalents, en prenant ¢ = d = a dans (ii), on voit que, comme arc, -y
est homotope a I’arc constant a. L’ouvert U étant connexe, tous les lacets dans U sont
homotopes. D’ou (iii).

(iii) = (i) Compte tenu de (i) < (ii), il suffit de prouver que tous les arcs fermés
d’origine a € U sont homotopes avec extrémités fixes.

Soient ~ un arc fermé d’origine a, et b € U. Les lacets dans U étant homotopes, il
existe une homotopie § du lacet v au lacet constant b.

Définissons 67 : [0,1] x [0,1] — U par:

5(0,3t) si ogtgg,
51 (t,u) = 5(?_2“) si %gtgl-%.
— ZU
5(0,3(1 —1)) si 1—§<t<1.

Posons :

6(0,3t) si 0<t <

1
3
1 2
nt)=9bsi o <t< o
3 3,
6(0,3(1—1t)) si 3 Si<L

Alors t — ~1(t) estun arc dans U allant de a a a, et d; est une homotopie de I’arc v a
I’arc ~.

Définissons alors d2: [01] x [0,1] — C par:
. 1 .1
So(t,u)yr(tu) si0 <t < 3 Sa(t,u) =y ((1 = t)u) si g St<L

Comme 7, (t) = d2(t, 1), on voit que d, est une homotopie de I’arc v, (allant de a &
a) a I’arc constant. Par suite, I’arc ~y et I’arc constant a sont homotopes. O
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Proposition 10.1.10. Si U est étoilé en un de ses points, il est simplement connexe.

Démonstration. Si U est étoilé en un de ses points a, il est connexe par arcs donc
connexe. Soit «y un lacet dans U. L’application (t,u) — wua + (1 — u)~(¢) est une
homotopie de ~ au lacet constant a. O

10.2 PRIMITIVE LE LONG D'UN ARC

Définition 10.2.1. Soient U un ouvert de C, f € H(U), et v un arc dans U. On
appelle primitive de f le long de ~ toute application continue ¢: [0, 1] — C telle que,
pour tout ¢y € [0, 1], il existe un voisinage I de ¢, dans [0, 1] et une primitive F;, de
f définie dans un voisinage Wy C U de ~v(ty), tels que v(1y) C Wy et

U(t) = Fry ((1))

pour tout ¢t € I.

Théoréme 10.2.2. Soient U un ouvertde C, f € H(U), ety un arc dans U.

(i) 1l existe des primitives de f le long de ~. La différence de deux telles primitives
est constante.
(ii) Si~y est un chemin dans U et si ¢ est une primitive de f le longde U, on a :

/ £(2)dz = (1) — $(0).
:

Démonstration. Si U = C, ¢ est un réel strictement positif. Si U # C, on pose :
e =d(im~,C\U) = inf{|z — y(¢t)|; 2 € C\U,t € [0,1]} > 0.

Sit € [0, 1], onpose D; = D(v(t),e). Onaainsi D; C U et, d’aprés 6.4.6, f posséde
une primitive F; dans D;.

L application -y étant continue sur [0, 1] y est uniformément continue. 1l existe donc
n > 0 tel que |y(t) — ()| < € dés que t,¢' € [0,1] vérifient |t — ¢/| < e. Soit
une subdivision 0 = typ < t; < --- < t,, = 1de [0,1] telle que [t; — t;+1] < 7 si
0<i<n—1.0nadoncy([t;, tit1]) C Dy, N Dy, si0 < i < n—1. Enparticulier,
D; N D;4, estun ouvert convexe non vide. Notons F; une primitive de f dans Dy,.
Posons G = Fy. Sur Dy, N Dy, , Fy — F7 est constante (4.2.1). Il existe donc ¢; € C
telque Gy = I} — {4 vérifie GO‘Dto N Dy = G1’D0 N Dy.

Supposons construites des primitives G, de f sur D;, pour 0 < k < 4, et telles que
Gk*:[’Dtk—l N Dtk = Gk‘Dtk_l N Dtk sil<k<i.

Sur Dy, N Dy, ., F; — F;1 estconstante, égale a ¢; 1. On pose G141 = Fip1 — liq1.
On a donc déterminé des primitives G; sur D;. de la fonction f qui verifient
G1|DtL N Dti+1 = Gi+1|Dti N Dti+1 pour0 <2< n—1.

D’aprés cette construction on peut définir ¢: [0,1] — C en convenant que
Y(t) = Gi(y(t)) sit; < t < 41, €t on obtient ainsi une fonction continue. Il
est alors clair que 1 est une primitive de f le long de ~.
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Soient 1 et o des primitives de f le long de ~. Alors, ) — ¢ est localement constante
sur [0, 1], donc constante puisque [0, 1] est connexe. On a prouvé (i).

Supposons que - soit un chemin, et soit ¢» une primitive de f le long de ~. De
Y(t) = G;(y(t)) sur [t;, t;+1], on déduit que ¢ est de classe C'' par morceaux et
que ¢’ (t) = +'(t) f((t)) si t est distinct des ¢;. D’aprés 6.2.1, il vient :

1
[ e = [ v =) - v)
o7 0
On a démontré le théoréme. O

10.2.3. Le résultat de 10.2.2 légitime la définition suivante :

Définition. Soient U un ouvert de C, f € H(U), et v un arc dans U. On définit
I’intégrale de f le long de ~ par

/ £(2)dz = (1) — (0),

ou ¢ est une primitive de f le long de ~.

Remarques. 1) D’aprés 6.2.2 et de 10.2.2, le symbole /f(z) dz est défini
Y

d’une part quand f est continue et que ~ est un chemin, d’autre part quand f
est holomorphe et que ~ est un arc.

2) Si I’on considere un arc ~ défini sur un intervalle [z, y| la définition d’une
primitive de f le long de ~ est trivialement modifiée, et I’intégrale de f le long

de yest ¢ (y) — (x).
Proposition 10.2.4. Soient U un ouvertde C et f € H(U).
(i) Si f admet une primitive F’ dans U, pour tout arc v dans U, on a:

[ £z = For()) ~ For ),
Y

(if) Soient A un homéomorphisme croissant de [0, 1] sur lui-méme et ) une primitive
de f le long de ~. Alors voh est une primitive de f le long de yoh et :

f(z)dz = / f(z)dz.
yoh v
(iii) Soient 1,7, des arcs dans U vérifiant v1 (1) = v2(0) ety = 1 V 2. Alors :
/f(z) dz= | f(z)dz+ | f(z)d=z.
ol Y1

Y2

Démonstration. (i) Il est clair que ¢) = Fo~y est une primitive de f le long de ~.

(if) Si ¢t € [0, 1], il existe un voisinage I de ¢ dans [0, 1], un voisinage W de ~(¢) dans
U et une primitive F' de f dans T tels que ¢)(¢t) = Foy(t) pour tout ¢ € I. Par suite,
sit € [0,1], il existe un voisinage I’ de ¢ dans [0, 1] tel que oh(t) = F|yoh(t)]



132 10 « Homotopie et holomorphie

pour ¢t € I'. On en déduit le premier point. Comme h est croissant, on a h(0) = 0 et

h(1) = 1. D’ou le second point par définition de I’intégrale de f le long de ~.

(i) Soient ¢ et F relatifs a v comme précédemment. Ona v(t) = Foy(t) localement,
. 1 1 .

donc ¢(t) = Foy(2t)si0 < t < 3 et (t) = Foya(2t — 1) si 3 < t < 1 (voir

10.1.1). Comme

[ 1= w0 —u(3)]+ [#(3) ~voo]

et que t — 2t (respectivement ¢t — 2t — 1) est un homéomorphisme croissant de
[0, 5] (respectivement [5, 1} ) sur [0, 1], on déduit (iii) de (ii) (ou (ii) est trivialement
modifié en tenant compte de la remarque 2 qui suit 10.2.3). O

Théoréme 10.2.5. Soient U un ouvert de C et f € H(U). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) f admet des primitives dans U.

(i) /f(z) dz = 0 pour tout lacet v dans U.
v

(iii) /f(z) dz = 0 pour tout chemin fermé ~ dans U.
v

Démonstration. L’implication (i) = (ii) résulte de 10.2.4, et (ii) = (iii) est claire.
Supposons (iii) vérifié, et prouvons (i). Comme I’image d’un lacet est connexe, en
raisonnant dans les composantes connexes de U, on peut supposer U connexe. Si -y est

un arc dans U, on note I(~y /f )dz.

Soita € U. Si w € U, il existe des chemins polygonaux allant de a a w (6.1.6).
Soient y; et v, deux tels chemins. Si I’on note g5 le chemin opposé a s, il résulte de
I’hypothese, de 6.2.3, et de 10.2.2 que 0 = I (1 V &2) = I(71) — I(72).

Onadonc I(1) = I(+2). On peut donc définir une application F': U — C en posant
F(w) = I(v), ou est un chemin polygonal quelconque allant de a a w. La méme
preuve qu’en 6.4.1 montre alors que F' est une primitive de f dans U. O

10.3 INDICE

10.3.1. Soient U un ouvert de C, y un lacet dans U, et z € C\ im .

1
La fonction ¢: C\{z} - C,{ - —— etant holomorphe, il résulte de 10.2.3 que
I’on peut définir le symbole C

2 C
On le note encore ind.,(z), et on dit encore que c’est I’indice de z par rapport a -.
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Proposition. Avec les hypothéses et notations précédentes, on a ind,(z) € Z.

Démonstration. Soit ) une primitive de ¢ le long de ~. Localement en ¢, on a
¥(t) = F(y(t)), ol F est une primitive locale de f. Il vient :

(0™ O] = (= 2(C) + 2(0))e™ O =0,

L’ouvert C\{z} étant connexe, il existe ¢ € C* tel que e(©) = ¢(¢ — z). Onen
déduit que la fonction continue ¢t — e¢(t)€(¢(t) — z) est localement constante, donc
constante puisque [0, 1] est connexe. On a ainsi, pour tout ¢ € [0, 1] :

e?t) = c(v(t) - z). 1)

Comme ~ est fermé, ona e = ¢(y(1) — z) = ¢((0) — ) = e¥©). Il résulte alors
de 3.7.6 que ¥(1) — ¢(0) € 2inZ. D autre part, par définition de I’indice et, d’aprés
10.2.3:

2imind, (2) = (1) — ¢(0). (2)
D’ol ind, (2) € Z. O

10.3.2. Conservons hypothéses et notations de 10.3.1 et de la preuve précédente. On
appelle détermination continue de I’argument de { — z le long de ~ toute application
continue #: [0, 1] — Rtelle que, pour tout ¢ € [0, 1], §(¢) soit un argument de (¢) — =
(voir 5.3.1).

Soit . € C vérifiant e# = c. L’identité (1) s’écrit :
VD=1 — () — 2. 3)
Si 6(t) = Im (y(¢) — p), alors 6 est continue sur [0, 1] et, il résulte de (3) que, si
telo,1]:
P(t) =In|y(t) — z[ +i0(t) + p. (4)
Ainsi, t — 6(t) est une détermination continue de I’argument de ¢ — z le long de ~.
D’apres (2) et (4), on a alors :
2mind, (z) = 6(1) — 6(0). )

Réciproquement, soit ¢ — 6(¢) une détermination continue de I’argument de ¢ — z le
long de ~y. Pour ¢ € [0, 1], posons :

(t) = In y(t) — 2| +i6(0).

Onae¥®) = ~(t)—z pour toutt € [0, 1]. Si I’on note (voir 5.3.5 et 5.37) log (¢ —z) une
détermination locale du logarithme (comme fonction de (), alors ¢)(t) —log (v(t) - z)
est localement constante. Comme ¢ — log(¢ — z) est localement une primitive de /,
on voit que v est une primitive de ¢ le long de ~. Par conséquent, la formule (5) est
vraie. On en déduit que le calcul de I’indice d’un lacet en un point est possible dés que
I’on connait une détermination continue de I’argument de ¢ — z le long de ~.
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Proposition 10.3.3. Soient U un ouvert convexe de C et ~ un lacet dans U. Si
z € C\U,onaind,(z) = 0.

Démonstration. D’apreés 6.4.7, la fonction { — £(¢) = %Z possede une primitive
F dans U. Alors ¢ = Fo~ est une primitive de £ le long de . D’ou

2imind,(2) = (1) — ¥ (0) = Foy(l) — Foy(0) =0
puisque y(1) = ~(0). O

10.3.4. Siy; ety sont des arcs dans C, on note ;.79 et v + o les arcs définis, pour
t €10,1], par:

(1172) (@) = n1(O)2(t) , (1 +72)(#) =71 (t) +72(0).
Il est clair que, si 0 ¢ (im~v;) U (im~2), alors 0 ¢ im(y;.72). De méme, si
|v1(t)| < |y2(t)| pourtout ¢ € [0,1],0na0 ¢ (im~y2) Uim(vy; + 72).

Proposition. Soient 1,y des lacets dans C.
(i) Si0¢ (im~;) U (im~s), alors :
ind,, ,(0) = ind,, (0) + ind,, (0).
(i) Si|y1(t)| < |y2(t)| pour toutt € [0,1],0na:
ind,, 4+, (0) = ind,, (0).

Démonstration. (i) Pour j = 1,2, soit 1; une primitive de ¢ — ¢! le long de ;.
Sit € [0,1], on aexp (%(t)) = ~,(t), donc exp (¢1(t) + 7#2(t)) = y1(t) + y2(t).
Ainsi, 11 + 15 est une primitive de ¢ — ¢! le long de v; + v». On conclut d’aprés
).

(i) Si t € [0,1], posons y(t) = 1+ ~1(t)[y2(t)]*. D’aprés les hypothéses, il vient
im~v C D(1,1), qui est convexe, et ne contient pas 0. D*ou ind, (0) = 0 (10.3.3).
Comme 1 + 72 = .72, on a le résultat d’apres (i). a

Proposition 10.3.5. Soit y un lacet dans C. L’application z — ind (z) est constante
sur les composantes connexes de C\ im~ et nulle sur la composante connexe non
bornée de C\ im .

Démonstration. Sit € [0,1] et z € C\ im~, posons v.t) = ~(t) — z. On a ainsi
ind,(z) = ind,_(0).

Fixons zo € U, et soit r = inf{|y(¢) — zo|; ¢ € [0,1]}. Comme im ~y est un compact,
onar > 0.Soitz € U tel que |z — zg| < r. Alors, sit € [0,1] :

[72(8) = 720 (B)] = |2 = 20| <7 <72 (2))]-
D’apres 10.3.4, (ii), il vient ind,_ (0) = ind,, (0), soitind, () = ind,(20). La fonc-
tion z — ind,(z) est localement constante, donc constante sur chaque composante

connexe de U. Le dernier point résulte alors de 10.3.3 puisque im ~y est contenu dans
un ouvert connexe D(0, R). O
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10.4 FORMULE DE CAUCHY

Théoréme 10.4.1. (Théoréme de Cauchy). Soient U un ouvert de C et 1, yo des
arcs (respectivement des lacets) dans U homotopes dans U. Pour toute fonction f
holomorphe dans U, on a :

/% f(z)dz = 3 £(2)dz.

Démonstration. Si deux arcs (respectivement lacets) sont homotopes dans U, ils ap-
partiennent a la méme composante connexe de U. On peut donc supposer U connexe.
Soit y; un arc dans U. Si U = C, ¢ est un réel strictement positif. Si U # C, on
pose e = d(im~;, C\U). Pour tout ¢ € [0, 1] le disque D; = D(1(t), &) est contenu
dans U. Soit ) > 0 tel que I’on ait |y1(t) — 71 (t')| < e des que ¢,¢’ € [0, 1] vérifient
|t — '] <. Soitenfin0 =ty < t; <--- <t, =1unesubdivision de [0, 1] telle que
|t; — tiv1] < mpour 0 < i < n — 1. On sait (6.4.6) que f possede une primitive F;
dans Dy, pour 0 < i < n.

Soit 2 un arc tel que |y1(¢) — v2(t)| < e pourtout ¢ € [0,1]. Onaim~e C U. Pour
0 < i < n, posons a; = y1(t;) et b; = ya(t;).

Compte tenu de 10.2.4, (i) et (iii), il vient :

n

[F(ai) — F(ai-1)] — ;[F(bz‘) — F(bi-1)]

[F(ai—1) — F(bi-1)].

(2)dz— | f(z)dz

T Y2

M= 11

s
I
—

[F(ai) = F(bi)] -

-

1

1

Or, le disque convexe D, contenant a;, a;—1, b;, b;—1, il contient les segments orientés
contenant ces points. D’ou :

n

S RICIEED ) NIRICEEES o S CTE

Y Y2 i=1J[b;,a;] i=1

— /[bn,a"] f(z)dz — /{bwo] f(2)dz.

La différence précédente est donc nulle dans les deux cas suivants :
1) 71 et 2 ont méme origine et méme extrémité (ag = bg et a,, = by,).
2) 71 et v, sont des lacets (ag = a, et by = by,).

Terminons maintenant la preuve. Soient v, et v, des arcs (respectivement lacets)
homotopes dans U et § une homotopie dans U de 1 a 2. Pour tout € > 0 donné, il
existe n > 0 tel que, |5(¢,u) — d(t,u')| < e pour tout ¢ € [0, 1], dés que |u — u'| < n.
Ce qui précede nous montre que I’application

u—>/6u f(z)dz

est localement constante. Elle est donc constante puisque [0, 1] est connexe. O
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Corollaire 10.4.2. Soit U un ouvert de C dont les composantes connexes sont simple-
ment connexes.

(i) Sif € H(U) elle vérifie les propriétés de 10.2.5. En particulier, f posséde des
primitives dans U

(i) Si~estunlacetdans U, onaind,(z) = 0pourz ¢ U.

Démonstration. (i) C’est clair d’apres 10.4.1.
(ii) Si z ¢ U, lafonction ¢ — (¢ — 2)~! est holomorphe dans U, donc y posséde des
primitives d’apres (i). D’ou le résultat (10.2.4). 0

Remarque. Compte tenu de 6.3.3 et 10.2.5, la fonction = — = ~! n’admet pas
de primitive dans C*. Il en résulte que C* n’est pas simplement connexe.

Corollaire 10.4.3. Soit U un ouvert simplement connexe de C.
(i) Si f e H(U) estsanszérodans U, il existe g € H(U) vérifiant f = eY.

(i) Si f € H(U) est sans zéro dans U, pour tout entier n > 1, il existe h € H(U)
telle que f = h"™.

!/
Démonstration. (i) Si f € H(U) est sans zéro dans U, la fonction = est holomorphe

dans U. D’apres 10.4.2 (i), elle a une primitive ¢ dans U. On a f' — ¢f = 0, donc
(fe™®" = 0, puis f = cet, avec ¢ € C*, puisque U est connexe. Si . € C vérifie
c = et (3.7.4), on obtient (i) en prenant g = ¢ + p.

1
(ii) Soit g comme en (i). Si h = 9 il vient f = A" 0

Théoréme 10.4.4. (Formule de Cauchy). Soit U un ouvertde C, f € H(U), et~y
un lacet dans U homotope & un point dans U. Pour tout z € C\ im~ et toutn € N,

o ind, () f () = - /7“0 dc.
’ Y

T 9 (¢ — z)nHl
Démonstration. Définissons g: U — C par :
1
9 =5 + 1l 1
9(¢) = (D [f(z) -2 H(C - Z)kf(k)(z)} si ¢ # 2.

k=0
La fonction g est continue sur U et holomorphe dans U\{z}, donc g € H(U) (6.6.5).
Ecrivant que I’intégrale de g le long de ~ est nulle (10.4.1), on obtient :

(O ) i
L (( — 2)nt d¢ = kgo I L P

Pour 0 < k < mn, ¢ — (¢ — 2)* "~ a une primitive dans C\{z} (6.4.2), donc les
intégrales correspondantes sont nulles (10.2.5). D’ou le résultat. O

Jr),
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10.5 SERIES DE LAURENT

10.5.1. Soienta € Cetr, R € [0, 4o00[ Vérifiant » < R. On note
C(a,r,R)={2€C;r<|z—a| <R}, C'(a,r,R) = {2z € C; r <|z—a|] < R}.

On dit que C(a,r, R) (respectivement C’(a, r, R)) est la couronne ouverte (respecti-
vement couronne fermée) associée a a, r et R.

10.5.2. Soient U un ouvertde C et ( f,,)nez une suite d’éléments de 7 (U) indexée par
7. On a défini en 8.8.5 la série >~ "°° f,,. On va envisager le cas ot ona f,,(z) = a,2",
avec «a,, € C pour tout entier n.

- - . 1
La série entiere Zn>1a—n2" converge absolument dans un disque de rayon —, avec
T

—+00

r > 0. Il enrésulte que la série Y2 o, 2" = " a_, 2~ ™ converge absolument

pour |z| > r.

La série Z@Oanz” converge absolument dans un disque de rayon R > 0, avec
R < 4.

Sir < R, lasérie > a,,2" converge absolument pour » < |z| < R. On dit que
c’est la série de Laurent associée a la suite (a,)nez. Compte tenu de 3.2.1, cette
série de Laurent converge normalement dans toute couronne fermée C'’(0, 71, Ry),
avec r < r;1 < Ry < R. Il résulte alors de 7.4.2 que sa somme est holomorphe
dans C (0,7, R). On définit des notions analogues pour une couronne C(a, r, R), avec
ae€C.

Théoréme 10.5.3. (Formule de Cauchy pour une couronne). Soient f une fonc-
tion holomorphe dans une couronne C' = C(a,r, R) et p1,p2 des réels vérifiant
r < p1 < p2 < R.Onnote ~; (respectivement ~,) le cercle C'(a, p1) (respectivement
C'(a, p2)) orienté dans le sens direct. Si p; < |z| < p2,0na:

fo =g [ 19 g L[ 1O 4

:ﬁWC—z 2im (—=z

Démonstration. Définissons g: C' — C par :

92) = 51, 90 = 5= T i g2

La fonction g est continue sur C' et holomorphe dans C'\{z}. Par suite, elle est holo-
morphe dans C' (6.5.5). Les lacets «; et v sont homotopes dans C (10.1.6). Compte
tenu de 10.4.1, il vient :
1 1
1<) _ 5 4 ina, (o).

% A/QdeC_indvz(Z)f(Z)—ﬁ (=2

Or, ind,, (2) = O etind,,(2) = 1 (6.3.3). D’ou le résultat. O
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Théoréme 10.5.4. Soienta € C, r, R € [0, 4oc], et f une fonction holomorphe dans
la couronne C' = C(a,r, R). Il existe une et une seule suite de nombres complexes
(avn)nez telle que la série de Laurent 3"+« 2™ converge dans C(0, 7, R) et vérifiant

pourtout z € C':
—+00

f(z) =2 an(z —a)". (6)

—00
On dit que (6) est le développement de Laurent de f dans C. Sir < p < R etsi ~y est
le cercle C(a, p) orienté dans le sens direct, on a, pour toutn € Z :

oy = i / L dz = 1 ” f(a+ petye™ ™ qt. @)
¥ ( 0

24 z—a)ntl 27 pn

Démonstration. Fixons p1, p2 Vérifiant r < p; < pe < R, et utilisons les notations
v1,72de 105.3.Sip; <71 < |z —a| <ry < pg,0na:

_ LD L[
f(z)_2i7r %C—de 2im J,, C— 2z

Notons M = sup{|f(C)|; ¢ € C"(a, p1,p2)}-
Si|¢ — a| = po, il vient:

dg.

QO _ & fQGE—a" fQGE—a)"  Mry
E_ngO (¢ —a)nt! t‘ ¢ —a)ntt \p721+1'

On peut donc intégrer la série terme a terme. D’ou :
Q& G .
Y2 C_—Z dz = n;o ([/2 (¢ —a)rtt dC) (z —a)".

De méme, si | —a| = p1 :

IO _ $SQE—ar S QE—a fQE—ar) M
(C—a) =0 (z—a)"t! N (= T B I (G L N B
Onaalors :
SO e 5 f(©) .
%C_ dC__ZOO(/WWdC>(Z—a)

On a donc montré qu’il existe un développement de la forme (6). Prouvons I’unicité.
Supposons que, sir < p < R, on ait

fla+pet) = Z anpe™,

La convergence étant normale pour 0 < ¢ < 2, on peut intégrer terme a terme le
développement de f(a + pe')e~t, Alors ;

2 . . +o0 2
fla+ peye ™ dt = 3 anp”/ =Rt gy
0 —00 0

On en déduit immédiatement les formules (7). O
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Corollaire 10.5.5. (Inégalités de Cauchy). Soit f(z) = > "X, (z — a)" le déve-
loppement de Laurent d’une fonction f holomorphe dans une couronne C'(a, r, R). Si
r<p<RetneZ,ona:
sup{|/(2)|; [z —al = p}

pn

|an| <

Démonstration. C’est immédiat d’aprés (7). O

Proposition 10.5.6. Soit f une fonction holomorphe dans une couronne C'(a,r, R).
I existe un couple unique ( f1, f2), avec f1 holomorphe dans D(a, R), f2 holomorphe
dans {z € C; |z — a| > r}, et Vérifiant :

f=fi+fa, lim fo(z) =0.
|z] =400

Démonstration. Si le développement de Laurent dans C'(a, r, R) est

+oo
fE)= 3 anz-a),
il suffit de prendre
AE) =3 anz—a)", folz) = ¥ anlz —a)"
n=0 n<0

pour obtenir un couple (f1, f2) répondant a la question. Soit (g1, g2) un autre couple
solution. Si I’on définit h par

h(z) = fi(z) —g1(2) si |z| <7, h(z) = fa(2) — g2(2) si [2] > R,

h est une fonction entiére qui tend vers 0 quand | z| tend vers +occ. D’apreés le théoreme
de Liouville, g = 0. D’ou (f1, f2) = (91, 92)- O

10.5.7. L’existence d’un développement de Laurent va nous permettre de donner une
caractérisation autre que celle de 8.2.3 d’une singularité isolée.

Soienta € C, R > 0, et U = D*(a, R) le disque épointé de centre a et de rayon R.
Comme D*(a, R) = C(a,0,R), si f € H(U), elle a un développement de Laurent

dans U :
“+o0o

1(z) = 2, anlz—a)"

e Si o, = 0 pour tout n < 0, il est clair que f a une singularité illusoire en a.

e Supposons qu’il existe p > 0 tel que av—, # 0 et a_, = 0 pour n > p. Il est
immédiat que a est un pdle d’ordre p de f et que la partie principale de f est

i a_p(z—a) ™
n=1
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o S’il existe une infinité d’indices n tels que «._,, # 0, nécessairement, d’apres 8.2.3,
f aune singularité essentielle en a.

Les trois cas précédents s’excluant mutuellement, on a bien obtenu une nouvelle ca-
ractérisation des singularités isolées en fonction du développement de Laurent.

Dans les cas ou f n’a pas de singularité illusoire en a, on dit encore (voir 8.2.3) que

+o0o
Yoap(z—a)™
n=1

est la partie principale de f en a, et que «_1 est le résidu de f en a (voir 8.4.1). On
note encore ae—1 = Res(f, a), et on convient que Res(f, a) = 0si f a une singularité
illusoire en a.

10.6 LES GENERALISATIONS

Proposition 10.6.1. Soient C = C'(a,r, R) une couronne dans C, f une fonction

holomorphe dans C, et
+o00o

F(z) =3 an(z —a)"

—0oQ
son développement de Laurent dans C. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f ades primitives dans C.
(i) Res(f,a) =a_1=0.

Démonstration. (i) = (ii) Soit F une primitive de f dans C. On a alors des dévelop-
pements de Laurent dans C':

—+00

F(z) = fz;:':mz —a)" = f(2) = F(2) = 5 nBulz —a)" L.

— 0o
Ainsi, a,,_1 = n3, pour tout n € Z. En particulier, «_; = 0.
(if) = (i) Soit v un chemin fermé dans C'. L’ensemble im -y étant compact, la série
“+o00o

> an(v(t) — @)™ (t)

—0o0

est normalement convergente en les points de ¢ € [0, 1] ou elle est définie. Ainsi :

“+o00o
/f(z) dz = / F(y@®)) (t)dt = ;O:oozn (z —a)"dz.

1
0 vy

1
Si ~1,
n#-lz— oo

I’intégrale de (z — a)™ le long de ~y est nulle (10.2.5). On en déduit que, si «—1 = 0,
I’intégrale de f le long de ~ est nulle. On conclut a nouveau d’aprés 10.2.5. O

1 (z — a)™*? est une primitive de z — (z — a)™. Par suite,



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

10.6 Les généralisations 141

Théoréme 10.6.2. (Théoreme des résidus). Soient U un ouvertde C, a1, ..., a, des
points distincts de U, et f une fonction holomorphe dans U\{a, ..., a,}. Soity un
lacet dans U, homotope a un point dans U, et tel que im v ne contienne aucun des a .
Alors :

/f(z) dz = 2im i ind, (ar) Res(f, ax).
ol k=1

Démonstration. Pour 1 < k < n, soit hy, la partie principale de f en ay. Si I’on note
g = f—hy—---— hy, alors g a une singularité illusoire en tout point aj. Elle se
prolonge en une fonction holomorphe dans U, donc (10.4.1) :

/g(z)dz:0:>/f(z)dz: > /hk(z)dz.
Y ol k=1J~y
D’aprés 10.6.1 et 10.2.5, on a

/hk(z) dz = / 7Res(f, ax) dz.
v y 270
D’ou le résultat. O

Lemme 10.6.3. Soient U, V des ouverts de C, v un arcdans U, f € H(U) a valeurs
dans V,etg € H(V). Alors :

Aﬂﬂ%ﬂ@wz/g@@.

foy
Démonstration. Soit ¢ une primitive de g le long de fo~. Sity € [0, 1], il existe un
voisinage I de ¢y dans [0, 1] et une primitive G de g, définie dans un voisinage W
de fovy(to), tels que ¢ € Iy implique foy(t) € Wy et ¥(t) = Go(fo(t)).
Pour z € f~1(Wp), on a [Go (f(z))]' = gof(2)f'(z). Ceci montre que Goof est
une primitive locale de (gof)f’. Par suite, v est une primitive de (gof)f’ le long de

foy. D’ou le résultat. O
Théoréme 10.6.4. (Théoreme de I’indice). Soient U un ouvert de C, g € H(U),
et f € M(U) n’ayant qu’un nombre fini de zéros a1, ..., a,, dans U (comptés avec
leur multiplicité), et qu’un nombre fini de péles b1, . .., b, dans U (comptés avec leur

multiplicité). Soit v un lacet dans U, homotope & un point dans U, et dont I’image ne
contient aucun des ay, et aucun des b;. Alors :

o [ 92 = 3 gtar) ind (@) - 3 gla,) ind (1),
k=1 =1

v f(R) = j

En particulier :

ind jo (0) = — / PG g~ 3 ind(a) — 3 ind, (by).
Y

B 2im f(z) k=1 j=1

Démonstration. Compte tenu de 10.6.3, on modifie facilement la preuve de 8.5.1 pour
obtenir le résultat. O
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10.6.5. D’apres ce qui précéde, on obtient, comme en 8.6.2, le résultat suivant :

Théoréme 10.6.6. (Théoréme de Rouché). Soient U un ouvert de C, ~ un lacet dans
U, homotope & un point dans U, et f,g € H(U). On suppose que f (respectivement
g) n’a qu’un nombre fini de zéros a,...,a,, (respectivement bq,...,b,) dans U,
comptés avec leur multiplicié, et que |f(z) — g(2)| < |f(2)| pour tout z € im~.
Alors :

>~ indy(ay) = 3 indy (b))
k=1 5=1
EXERCICES

Exercice 10.1. Déterminer le développement de Laurent en puissances de z de

f(z) =sin (Z — 1)

z

dans C*.

Exercice 10.2. Soient D = D(0,1), C; = C(0,1,2), Co ={z € C; 2 < |z|}.
Déterminer les développements de Laurent en puissances de z de

flz) = — !

:1—z2+2—z

dans D, C1, Cs.

Exercice 10.3. Soient C; = {z € C; |z| > 1} et Cy = C(0,0,1). Déterminer les
développements de Laurent en puissances de z de

7z) = r—exp (7)

1—=z2 z

dans C; et Cs.

Exercice 10.4. Soientr, R € [0, 4o0], U la couronne C'(0,r, R), et
f(2) =22 an2™, g(2) = 3° bp2"

les développements de Laurent de deux fonctions holomorphes dans U'.
Montrer que, pour tout n € Z, on peut définir :

o0

Cn = Y apbp_p.

—00

Prouver que, siz € U,ona:

ﬂmw=i%ﬂ
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SOLUTIONS DES EXERCICES
Exercice 10.1. Siz #0,0na:
-1 1 1
sin <Z ) = (sin1) cos (—) — (cos 1) sin <—>
z z z
Comme
- G 1y X (-
D= £ i o oo ()= £ e
S <z> nZ::O (2n + 1)1z2n+1 sz n;o (2n)!z2n
on obtient facilement le résultat demandé.
Exercice 10.2. Siz € D,ona:
1 < L 1 11 o "
1—22 —EO’" "2-2z 29_°% _n§02n+1
2
. 1 )
Si, pour k € N, on pose agy, = 1 + W,azkﬂ = %Ria; ona,pourz e D:
o0
f(z) =3 an2".
n=0
Siz e Cq,ilvient:
111 S 1 1 X
1_22_ 221_2%_ n2022n+2’2_2 n:02n+1‘

. 1 . .
Si I’on pose b, = il pourn > 0, b, = —1sin € —2N* etb, = 0 si
n € —2N* 4 1, on obtient, pour z € C1 :

oo
f(z)= > bp2".
—00
Supposons z € Cs. 1l vient :
I 2 1 111 x o2
1_22_ n:022n+2’2_2_ Zl—g n:02n+1
y4
Ainsi, si z € Cs, on obtient
-1
f(2) = 32 en2",
—00
avec cop, = -1 - W et Con4+1 = —W sin € —N*,
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U
ev.

1
Exercice 10.3. Posons u = —, = =
u= . f(2) = glu) = —=

Supposons z € Cy. Onaalors |u| < 1et:
o) " 0
g(w) = —u( X w) (X %),
n=0 n=0 T
On a alors facilement :
1 1
fe) =5 [t g+ o

n=0

Supposons z € Cy. Alors u € C et, dans Cq, g a un développement de Laurent dont
on note a,, n € Z, les coefficients. Si + est le cercle C'(0,1) orienté dans le sens
direct, on sait que

1 1 u
ap = — g(u) du = — _° du.
2im [, untl 2im ), ut(u — 1)
u
Par suite, si h,(u) = ﬁ, onaa, = Res(h,,0) + Res(hy, 1).
u'\u —

Comme 1 est pole simple de A, on trouve Res(h,,, 1) = e (voir 8.4.2). Sin < 0,0na
Res(hy,,0) = 0. Traitons le cas ou n > 1. d’aprés I’étude du premier cas, au voisinage
de 0, il vient :

1 1
T Y F A )
(u) %'ﬂﬁ ik
1 1 . .
Onaalors Res(h,,0) = -1 — — —--- — ————sin > 0. On obtient alors

1! (n—1)!

J{E T S 5 | BUE R S, L

z —nzoez 2 1 EE z

siz € (.

Exercice 10.4. La fonction fg étant holomorphe dans U a un développement de
Laurentdans U :

(e8]
f(2)g9(2) = 3 en2"
—00
Sir < p < Retsi~estlecercle C(0, p) orienté dans le sens direct, on sait que
1 [ f(z)e(%) 1 9(2)
Cp = %/Wdz et bn—p = ﬁ . Zn_p+1 dz.

La série Y™ _a,z"g(z) est normalement convergente sur C'(0, p). On a donc :

= Z P g(2) dz.

2 ol y

D’ou immédiatement le résultat.
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Chapitre 11

Holomorphie et parties
localement finies

Soient U un ouvertde Cet f € H(U). Ona prouvé que I’ensemble des zéros de
f estune partie localement finie de U. Dans ce chapitre, on va montrer que, si A
est une partie localement finie de U, il existe une fonction holomorphe dans U
dont I’ensemble des zéros est A. On étudie aussi quelgues questions analogues.

11.1 PRODUIT CANONIQUE DE WEIERSTRASS

11.1.1. On pose )
P
Ep(z)=1—=z et Ep(z):(l—z)exp(z—&—%—i—---—&—z—) si p>1.
p
On dit que E,, est le p*™ facteur élémentaire de Weierstrass. Si |z| < 1, il vient :

n

22 2P Xz
Ep(z):exp(Log(l—z)+z+—+---+—):exp(— > —)
2 p n=p+1

Lemme 11.1.2. Sip € Net|z| < 1,0na|E,(z) — 1] < |z[PTL.

Démonstration. C’est évident si p = 0. Supposons p > 1. Il vient facilement :
2 D
—E,(z) = 2P exp (z+z—+---+z—>.
2 p
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On en déduit que le développement en serie de — E,, est de la forme

—Ey(2) = > ap2",

n=p
ou les a,, sont des réels strictement positifs. Comme E,(0) = 1, on obtient :
n+1
1—
By(:) = ¥ ans g

Par consequent, puisque E,(1) =0,si0 < |z| <
— [&.°] n—p o0 —
)1 E,(2) 2 || < an__ 1 E,(1) .
2P+l = n+1 " =pn+l 1p+l1
D’ou le lemme. U

Théoréme 11.1.3. Soit (z,,), une suite de nombres complexes non nuls vérifiant
lim,, r, = 400, avec r, = |z,|. Soit (p,,), une suite d’entiers positifs ou nuls telle

que o) r \ 1+pn
> (—) < +o0.
n=0 \T

pour tout réel r strictement positif. Alors le produit infini

0 z
E(2) = I] By, (<)
n=0 Zn
converge normalement sur tout compact de C. L’ensemble des zéros de la fonction
entiere E est {z,; n € N}. La multiplicité du zéro a de E est le nombre d’entiers
n tels que a = z,. On dit que E est le produit canonique de Weierstrass associé aux

suites (2, )n €t (pn)n.

Démonstration. Si |z| < r < 1y, il résulte de 11.1.2 que

z z [1+pn r\ 1+pn
-m (D)< |2 ()T
Zn Zn Tn

, - o z
Comme r, tend vers 4-oo si n tend vers +oo, la série de terme général ‘1 -E,, (—) ‘
Zn

est normalement convergente sur tout compact de C. Le théoréme est alors consé-
quence de 9.2.3 et 9.2.5. O

Remarque. Si la série > r,, ! est convergente on peut prendre p,, = 0 pour
tout n. Le produit canonique est alors :

E(z) = nﬁo (1- i)

De méme, si la série > -2 converge, on peut prendre p,, = 1 pour tout n, et
le produit canonique est alors :

E(z) = lo—o[ (1 - i) exp (i)

n=0 Zn Zn
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11.2 APPLICATIONS

11.2.1. Soit f une fonction holomorphe non nulle dans un ouvert connexe U. D’apreés
4.3.3 et 8.1.2, I’ensemble des zéros de f est dénombrable. On peut donc indexer les
éléments de cet ensemble pour obtenir une suite de nombres complexes.

Théoreme. (Théoréme de factorisation de Weierstrass). Soient f une fonction en-
tiere vérifiant f(0) # 0 et (ay, ), la suite des zéros de f comptés avec leur multiplicité.
Il existe g € H(C) et une suite (p,,),, d’entiers positifs ou nuls tels que

F(z) = e9¢) nlojo E,, (i)

an

Démonstration. Si n € N, notons p,, la multiplicité du zéro a,, de f. Soit E le
produit canonique de Weierstrass associé aux suites (a, ), et (pn)n. La fonction f/E
se prolonge en une fonction entiére h sans zéro. Comme C est simplement connexe
(10.1.10), il existe g € H(C) vérifiant h = e9 (10.4.3). D’ou le résultat. O

Remarque. La factorisation de f dans le théoréeme 11.2.1 n’est pas unique.
D’autre part, si I’ensemble des zéros de f est fini, il est clair que I’on remplace
le produit infini de 11.2.1 par un produit fini.

11.2.2. Soit U un ouvert de C.

Si f € H(U) etsi A estune partie de U, on note || f|| 4 = sup{|f(2)]; z € A}.
Pourp € N*, posons K, = {z € U ; |2| < p} siU =C, et

1
Ky = {z € Ui 1ol < pod(CVD) > ]

siU # C. Les ensembles K, sont ceux définis en 8.1.1.
On va utiliser ces notations dans la suite de ce paragraphe.

Proposition 11.2.3. Soientp € N* et a € U\ K.
(i) Nexiste f € H(U) injective et vérifiant f(a) = 1, || f||x, < 1.
(i) Pourtoute > 0, il existe g € H(U) telle que ||g — 1|k, < &, admettant a comme
unique zéro, I’ordre de ce zéro étant égal a 1.
Démonstration. (i) Si |a| < p, la fonction f(z) = Z convient. Si d(a,C\U) < p~ 1,
a

il existe b € C\U tel que |a — b| < p~, etalors f(z) = u; convient.
Z p—
(ii) Soit f comme en (i) et, pour n > 1, soit :

9n = En(f)
Pour tout n € N*, a est I’unique zéro de g,,. D’autre part, comme f est injective, on a
f'(a) # 0 (8.7.2), donc a est zéro d’ordre 1 de g,,.
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Soitr = || f|lx, < 1.D’aprées 11.1.2,siz € K, ona:
lgn(2) = 1 < I ()" <

On voit donc que la suite (g, — 1),, converge uniformément vers 0 sur /,,. On a ainsi
le résultat en prenant g = g,, avec n assez grand. O

Théoreme 11.2.4. (Théoréme de Weierstrass). Soient U un ouvert de C, A une
partie localement finie de U, et m: A — N* une application. Il existe f € H(U)
vérifiant les conditions suivantes :

(i) Lesseuls zéros de f sont les éléments de A.

(if) Touta € A estzéro d’ordre m(a) de f.

Démonstration. Posons Ag = AN Ky et A, = AN (Kp1\Kp) pour p > 1. On
indexe les éléments de A en une suite (ay),>1 de sorte que, pour tout a € A, on
ait card{n € N*; a,, = a} = m(a). On peut en outre supposer que si a; € A, et
a; € Apyq, alors s < .

Sia,feC,ona:
laf =1 <|a—1][B =1+ ]a=1[+ |3 - 1].

D’aprés ce qui précede et 11.2.3, pour tout p € N*, il existe g, € H(U) vérifiant les
conditions suivantes :
1) Les seuls zéros de g,, sont les éléments de A,,.
2) Touta € A, est zéro d’ordre m(a) de g,.

1
3)Onalg, — 1, < 2
Comme tout compact K de U est contenu dans un K,, la série de fonctions
>_n>1(gp — 1) est normalement convergente sur tout compact de U. Compte tenu de
9.2.3 et 9.2.5, on voit alors que la fonction définie sur U par

1) = (I (== a)™@) (pfjl 9(2))

a€Ao

vérifie les conditions de I’énoncé. O

Corollaire 11.2.5. Soient U un ouvert de C et f € M(U). Alors f est de la forme
g/h, avec g, h € H(U), sans zéro commun.

Démonstration. Quitte a raisonner dans chaque composante connexe de U, on peut
supposer U connexe. Si f € H(U), le résultat est clair. Sinon, I’ensemble A des pdles
de f est localement fini dans U. Pour a € A, soit m(a) I’ordre de a en tant que pole
de f. Soit g € H(U) associée a (a,m(a)), _, comme en 11.2.4. Alors h = fg est
holomorphe dans U et aucun point de A n’est zéro de h. d
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Théoréme 11.2.6. (Théoreme de Mittag-Leffler). Soient U un ouvert de C, A une
partie localement finie de U et, pour touta € A, P, un polyndme sans terme constant,
a coefficient dans C. Il existe f € M(U) vérifiant les conditions suivantes :

(i) Leséléments de A sont les seuls poles de f.
(ii) Pourtouta € A, la partie principale de f en a est P,((z — a)™!).

Démonstration. Soita € U un pble de f d’ordre m.Ona:

1 «Q Og—1 aq
P ): g 4 .
a(z—a (z—a)q+(z—a)q*1+ R

Soitp € N* tel que a ¢ K. En élevant a une puissance convenable une fonction ayant
la propriété de 11.2.3, (i), on obtient une fonction f; € H(U) vérifiant :

9
fila) =1, fillx, < —=ld(a, Kp)]".
qlay|
L’application méromorphe A, donnée par

hl(z) _ O‘Qfl(z)

(z—a)1

a les propritées suivantes :

1 s, < -

2) a est le seul pble de hq et la partie principale de de 2 en a est de la forme :

Py ! )—( By

z—a z—a)l1 z—a

Procédant par récurrence, on voit que I’on peut construire une fonction b, € M(U)
ayant a pour unique pole, pour partie principale Pa((z — a)—l) en a, et vérifiant
|hallx, < . Onaobtenu le résultat si A est un singleton.

Envisageons le cas genéral, et utilisons la notations a,, de la preuve de 11.2.4. Ce qui
precede montre I’existence d’une fonction méromorphe g,, sur U, dont les seuls poles
sont les éléments de A, avec pour partie principale P, ((z — a)™!) sia € A, et

y pe 1 . . ,
vérifiant [|g,[|x, < —- Compte tenu de 8.8.4, on voit que la fonction méromorphe

sur U définie par

f= % P

acAy

) + pil 9p(?)

est solution du probleme. O

z—Q

Théoréme 11.2.7. Soient U un ouvert de C, A une partie localement finie de A,
et m: A — N une application. Si a € A, soient w, , des nombres complexes avec
0 < n < m(a) llexiste f € H(U) telle que f™(a) = nlw, , pour tout a € A et
0 < n<m(a).
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Démonstration. D’aprés 11.2.4, il existe g € H(U) dont les seuls zéros sont les

éléments de A, chaque a € A étant zéro d’ordre 1 + m(a) de g.
Pour tout a € A, considérons une fraction rationnelle de la forme
I+m(a) .
F,(z) = .

i1 (z—a)

On veut montrer que I’on peut choisir les ¢; , pour que, au voisinage de a, g(z)F,(2)
soit de la forme :

oo
Wo,a + wl,a(z - a) +oF wm(a),a(z - a)m(a) + Z ﬁp(z - a)p. (1)
p=m(a)+1
Pour simplifier les notations, prenons a = 0, et posons m = m(0), w, o = wy,
a0 = a. Ecrivons, au voisinage de 0 :

o0

g(z) = 3 et
p+1
On veut obtenir :
o0
9(2)Fo(z) =wo +wiz+ -+ wpz™ + > Byl (2)
p=m-+1
On ad’autre part :
m—+1 1o 00
9(z)Fo(z) = ( > az™ J) ( > ’ypzp>. (3
j=1 p=1
Comparant les coefficients de 1, z, ..., 2™ dans (2) et (3), on voit que, ~; étant non

nul, on peut déterminer les o; de proche en proche.

On obtient ainsi des fractions rationnelles £, vérifiant (1) pour tout a € A. D’aprés
le théoréme de Mittag-Leffler, il existe h € H(U) tel que les pbles de i soient les
éléments de A, la partie principale de h en a € A étant F,. Alors, f = gh est solution
du probléme. O

11.3 IDEAUX

11.3.1. Soit A un anneau commutatif. On dit qu’un idéal a de A est de type fini s’il
existe s’il existen € N* etaq,...,a, € Atelsque a = Aa; + --- + Aa,. L’idéal a
est dit principal s’il existe a € A vérifiant a = Aa.

L’anneau A est dit ncethérien si tout idéal de A est de type fini. Il est dit principal s’il
est intégre et si tout idéal de A est principal.

Lemme 11.3.2. Soit U un ouvert non vide de C. Il existe une partie A de U vérifiant
les conditions suivantes :

(i) Aestinfinie.

(if) A est localement finie dans U.
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Démonstration. C’est clair si U = C (prendre A = Z). Supposons U # C. Il existe
a € U\U. Pour tout n € N*, il existe z, € U Vérifiant |z, — a| < 1/n. Il est alors
immédiat que la suite (z,,),, répond a la question. O

Proposition 11.3.3. Si U est un ouvert non vide de C, I’'anneau H(U) n’est pas
ncethérien.

Démonstration. Si f € H(U), onnote Z(f) I’ensemble des zéros de f. Soient A une
partie de U vérifiant les conditions de 11.3.2 et a I’ensemble des éléments f € H(U)
tels que Z(f) N A soit infini. 1l est clair que a est un idéal de H(U). Supposons qu’il
existe f1,..., fn € atelsque:

a=HU) 1+ +HU)fn

Si f € a, Z(f) contient I’ensemble infini £ = Z(f1) N--- N Z(f,). Soita € E.
D’aprés 11.2.4, il existe g € H(U) tel que Z(g) = E\{a}.Onag € aet E ¢ Z(g).
Contradiction. O

Proposition 11.3.4. Soient U un ouvert connexe de C et f,g € H(U) sans zéro
commun. Il existe h, ¢ € H vérifiant :

hf+4tg=1, Z(h)=0.

Démonstration. Si a € U et si u est holomorphe dans un voisinage de a, on note
wq(u) I'ordre du zéro a de u. On remarque que, si a est zéro d’une fonction holo-
morphe u, on a wq(u) = wy(e® — 1).

e Sig=0,alors Z(f) = 0. Il suffitde prendre h = 1/f et £ = 0.

e Supposons g # 0. Soit a € Z(g). Comme Z(f) N Z(g) = 0, il existe un disque
ouvert D, = D(a,r,) C U tel que f(z) # 0 pour z € D,. D’aprés 10.4.3, il existe
uq € H(D,) Vérifiant f|D, = exp(u,). L’ensemble Z( f) étant localement fini dans
U (4.3.3), il résulte de 11.2.4 qu’il existe v € H(U) Vérifiant wa(v — us) > wa(g)
pour tout a € Z(g). Alors:

wa(f —€e”) =wq(e —eY) = wa(e" ™" — 1) = we(ug — v).
On en déduit que (f —e")/g se prolonge en une fonction holomorphe . sur U. Comme
e_vf - /’Le_v = ]-7

on a obtenu le résultat. O

Théoréeme 11.3.5. Soient U un ouvert connexe de C et a un idéal de H(U). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) aestprincipal.
(i) a est de type fini.
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Démonstration. L’implication (i) = (ii) est claire. Supposons (ii) vérifié, et prouvons
(i). Ecrivons a = H(U) f1 + - - - + H(U) f,. Par récurrence sur n, il suffit d’établir le
résultat sin = 2.

Soient £ = Z(f1)NZ(f2).Si E = (), I’assertion résulte de 11.3.4. Supposons E # ().
Poura € E, notons 0(a) = min{w,(f1),wa(f2)}. D’apres 11.2.4, il existe f € H(U)
vérifiant Z(f) = E et w,(f) = 0(a) pour tout a € E. Les fonctions f1/f et fo/ f
se prolongent en des éléments g1,g2 € H(U). Comme f; = ¢g1f et fo = gaf, il
vient a C H(U)f. D’autre part, par construction, g; et g, sont sans zéro commun.
D’apres 11.3.4, il existe hy, ho € H(U) Vvérifiant h1 g1 + haga = 1. On en déduit que
f=hif1+ hofo. D’ou H(U)f C a. O

EXERCICES

Exercice 11.1. Soient U un ouvert connexe de C et a un idéal de H(U).
a) On suppose qu’il existe a € U qui n’est pas zéro commun a tous les éléments de a.
Soient f, g € H(U) Vvérifiant les conditions suivantes :
(i) fgea
(if) Si faunzérodans U, c’est a.
Prouver que g € a.

b) On suppose que a est fermé dans (U ) et qu’il n’existe aucun élément de U qui soit
zéro commun a tous les éléments de a. Montrer que a = H(U).

Exercice 11.2. Soient U un ouvert connexe de C, A une partie localement finie de U
et a un idéal de H(U).

a) Soit (uy,)y, une suite d’éléments de H(U') convergeant uniformément sur tout com-
pact de U\ A. Prouver que (u,, ), converge uniformément sur tout compact de U.
b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) aestde type fini.
(ii) a est principal.
(iii) a est fermé dans H(U).
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 11.1. a) Si f n’aaucun zéro dans U, ona 1/f € H(U). En écrivant que
g=(1/f)(fg), on obtient le résultat. Supposons que a soit zéro d’ordre n > 1 de f.

Il existe h € a Vérifiant h(a) # 0. Si z € U, posons :
o) = LG gy — L (MR Zhla) s FEE),

z—ag(z)_h(a) z—a z—a
On a/ € a. Appliguant ceci n fois, on voit que I’application v définie par

e
o) = o)
/()

( D est inversible dans H(U), on obtient g € a.
Z—a

b) Soit f € a\{0}. D’aprés 11.2.1, on peut écrire f = [[°° f,, oU f, € H(U) aun
unique zéro a,, € U. Posons

appartient a a. Comme z —

9p = H fn € H(U)

nzp
La suite (g, ), converge uniformément sur tout compact vers 1, et g, = f,gp+1.

Comme gy = f € aetque f, n’aaucun zéro dans U\{a,}, il résulte de &) que g, € a
pour tout p € N. L’idéal a étant fermé dans (U ), on obtient 1 € a. D’ot a = H(U).

Exercice 11.2. a) Soit a € U. Il existe » > 0 tel que I’on ait D'(a,r) C U et
D'(a,r)NA=10,0uD’'(a,r) N A= {a}. D’apres le principe du maximum, on a

sup{|un(2) — up(2)|; z € D'(a,r)} = sup{|un(2) — up(2)|; |z —a| =r}.
Ainsi, (uy,)y Vérifie le critére de Cauchy uniforme sur D’(a, ), donc converge uni-
formément sur D’(a, ). On obtient le résultat en recouvrant un compact de U par un
nombre fini de disques du type précédent.
b) On sait déja que (i) et (ii) sont équivalentes (11.3.5).
(i) = (iii) Supposons a = H(U)f, et soit g € a. Il existe h,, € H(U) tel que, si
gn = hy f, la suite (g,,), converge uniformément sur tout compact de U vers g. Si
Z est I’ensemble des zéros de f, alors h,, = g,/ f converge uniformément sur tout
compact de U\ Z. D’aprés a), (h,, ), converge uniformément vers h € H(U) sur tout
compactde U. Ainsi, g = hf € a.

(iii) = (ii) Soit Z C U I’ensemble des zéros communs a tous les éléments de a. Si
a € Z,posons m(a) = min{w(f); f € a\{0}}, o w(f) est ’ordre de @ en tant que
zérode f.

D’aprés 11.2.4, il existe ¢ € H(U) dont les seuls zéros sont les éléments de A et
vérifiant w(g) = m(a) pour touta € A. Si b = g~!a, il résulte de I’exercice 11.1. b)
que b = H(U).D’otia = H(U)g.



Chapitre 12

Représentation conforme

12.1 TOPOLOGIE

12.1.1. Dans tout le paragraphe 12.1, U est un ouvert de C. On note % (U) le C-
espace vectoriel des applications continues de U dans C. Si K est un compact de U et

sife€U), onpose | fllx =sup{|f(2)|; z € K}.

On fixe une suite (K, ),>1 de compacts non vides de U (voir 8.1.1 et 11.2.2) vérifiant
les conditions suivantes :

[¢]
(i) U est réunion des K, et K,, C K1 pourtoutn > 1.
(ii) Pour tout compact K de U, il existe un entiern > 1tel que K C K,,.

Si f,g € €(U), on pose :

[e.°]

d(f,g9) = Z —mm{l If =9l }-

On vérifie facilement que (f,g) — d(f, g) est une distance sur € (U). Dans la suite,
%' (U) est muni de cette distance et de la topologie qui lui est associée. On munit aussi
I’espace H(U) de cette topologie.

12.1.2. Si K estun compactde U etsie > 0, on pose :

V(K,e) ={f €CU); |fllx < e}
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Proposition. Les ensembles V(K ¢), € > 0 et K compact de U, forment un systeme
fondamental de voisinages de 0 dans €' (U).

Démonstration. Soit V' un voisinage de 0 dans € (U). Il contient un ensemble
{f e€U);dO,f) <n}, avec 0 < n < 1. Soit K un compact de U. Il existe un
entierp > 1telque K C K,et27? <n/2.Si f € V(K,n/2),0na

P 1 x 1 n 1
d0, f) < Pyt s S ot 5 SN
©.9) 17;02”2 +n:Zp:+12n 2 T S
Do V(K,n/2) C V.
Soient K un compact de U et e > 0. Montrons que V (K, <) est un voisinage de 0
dans € (U). Soitn € N* tel que K C K,,.Si f € €(U) vérifie d(0, f) < 27 "¢, 0ona
nécessairement || f|| x < || f]|x, < €. D’ou I’assertion. O

12.1.3. D’apres 10.1.2, la topologie définie en 12.1.1 sur €’ (U) ne dépend pas de la
suite (K,,),. D’autre part, on a aussi obtenu qu’une suite (f,,), d’éléments de €' (U)
converge vers f € ¢ (U) si et seulement si elle converge vers f uniformément sur
tout compact de U. Pour cette raison, on dit que la topologie de 12.1.1 sur ¢’ (U) est
la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de ' (U).

On sait que si une suite de fonctions continues converge uniformément sur tout com-
pact, sa limite est continue. On peut aussi interpréter 7.4.2 dans le cadre de la topologie
de ' (U). On a donc obtenu :

Théoréme.

(i) L’espace € (U) est complet.

(if) Lesous-espace H(U)de % (U) est fermé dans € (U) et, pour 5 € N, I’application
H(U) — H(U), f — fU) est continue.

12.1.4. Précisons quelques points de vocabulaire. Soit &2 une partie de € (U).

e On dit que & est bornée si, pour tout compact K de U, sup{||f||x; f € 2} est

fini.

e On dit que que &7 est équicontinue en un point zg € U si, pour tout e > 0, il existe

n > 0 tel que I’on ait, pour tout f € &, |f(z) — f(20)| < e dés que z € U verifie

|z — 29| < n. La partie 2 est dite équicontinue si elle est équicontinue en tout point
de U.

Proposition 12.1.5.

(i) Soient K un compactde U, p > 0 tel que D’(a,p) C U pour touta € K, et X
la réunion des D’(a, p) pour a € K.On a

1 1
mLAREES el lx

pour tout k € Nettout f € H(U).
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(ii) Si 7 est une partie bornée de H(U), il en est de méme de {f ) ; f € 22} pour
tout j € N.

Démonstration. Il est immédiat que X est un compact de U. Si a € K, il résulte de
6.5.2 que :

1 1
_fka g_f "(a,p)*
I (@)l pkH 1D/ (ap)

D’ou (i). L’assertion (ii) s’en déduit aussitot. O

Théoréme 12.1.6. (Théoréme de Montel). Soient U un ouvert de C et &2 une partie
de H(U). Dire que & est relativement compacte signifie qu’elle est bornée.

Démonstration. 1) Supposons &2 non bornée. Il existe un compact K de U possédant
la propriété suivante : pour tout n € N, il existe f,, € & tel que || fn|[x = n. Onne
peut donc extraire de ( f,,), aucune suite uniformément convergente sur K. Ainsi, &2
n’est pas relativement compacte.

2) Supposons & bornée. Soient D, A des disques fermés contenus dans U, de méme
centre, de rayons respectifs r et r + §, avec § > 0.

e D’apres 12.1.5, (i), on a §|| f'||p < ||f|la pour tout f € H(U). Par conséquent, il
existe M (D) € R tel que || f'||p < M(D) pour tout f € 2.

Soit f € €(U).Sit € [0,1] et z,2" € D, posons ¢(t) = f(tz + (1 —t)2’). Comme
¢'(t) = (z—2)f'(tz+ (1 — t)2'), il résulte de 2.4.1 et de ce qui précéde que

f(z) = ()] < 2M(D)]z — /| (1)

pour tout f € £ ettous z,z’ € D. On adonc montré que {f|D; f € &} est une
partie équicontinue de €' (D).

e SoitS =UN{r+is;r,s € Q}. Alors S est une partie dénombrable dense de U.
Soit (f»)n Une suite d’éléments de . Pour tout ¢ € S, la suite (f,,(¢)), est bornée.
On sait alors (utiliser le procédé diagonal) qu’il existe une sous-suite (f,,, ), de cette
suite telle que (f, (¢)), soit une suite convergente pour tout ¢ € S.

e Soient ¢ > 0 et B un disque fermé de rayon #@- D’aprés (1), on a
£
) = FE <5

siz,z € BNDetfe 2. Dautre part, si le centre de B appartienta D, B N D est
d’intérieur non vide, donc contient un point ¢ de S. Pour ce point, il existe un entier
Np tel que :

kK > Np = | fn, (Q) = fo,, (O] <
Alors,size BNDetk,k' > Np:
| fr (2) = [ ()| < | fie (2) = Fr (O H [ i (€) = frpo (O fr (O) = fr (2)] < e

£
3
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On voit donc que la suite (f,, )x Vérifie le critére de Cauchy uniforme sur B N D.
Comme D peut étre recouvert par un nombre fini de boules telles B (a centre dans
D), on voit que la suite (fy, ) Vérifie le critere de Cauchy uniforme sur D. Enfin,
toute partie compacte de U pouvant étre recouverte par un nombre fini de disques
fermés, on a prouvé que de la suite (f,,),, ON @ pu extraire une sous-suite convergeant
uniformément sur tout compact de U. Par consequent, & est une partie relativement
compacte de H(U). O

12.2 UN RESULTAT D’'ISOMORPHISME

12.2.1. Dans ce qui suit, on note D pour D(0,1). Sia € D, on définit p, € Aut(D)
(voir 7.3.3) par :

z—Q

#alz) = 1—az

On renvoie le lecteur & 7.3.2 pour la définition d’ouverts isomorphes.

Lemme 12.2.2. Soit f une fonction holomorphe dans D, non injective et vérifiant
f(D) C D.Alors |f'(0)| < 1.

Démonstration. Soient a = f(0) et g = wof. On a g(D) C D, g(0) = 0, et
g n’est pas injective. D’aprés le lemme de Schwarz (7.3.1), on a |¢’(0)| < 1, soit
|l (a) f(0)] < 1. Ceci s’écrit :

1

W\f’(o)\ <L

Ainsi, | f/(0)] < 1 —|a* < 1. O

Théoréme 12.2.3. Soit U un ouvert connexe de C distinct de C. On suppose que,
pour toute fonction f € H(U) ne s’annulant pas dans U, il existe g € H(U) Vérifiant
f = g?. Alors U est isomorphe & D.

Démonstration. On désigne par & la partie de H(U) constituée des applications f
qui sont injectives et qui vérifient f(U) C D.
1) Prouvons que & est non vide.

Soit a € C\U. La fonction z — z — a ne s’annulant pas dans U, il existe g € H(U)
vérifiant g(2)? = 2z — a pour tout z € U. Si g(z) = g(¢), on a g(2)? = g(¢)?, donc
z = (, et g est injective. On voit de méme que, si g(z) = —g((), alors z = (. Par
suite, siw € g(U),ona —w ¢ g(U). L’application g étant ouverte (8.7.2), son image
contient un disque D’(b,r) avec » > 0. On a donc g(U) N D'(=b,r) = 0. Ainsi,
I’application définie sur U par

est un élément de 2.
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2) Soient f € £ non surjective et z un point de U. On va prouver qu’il existe f1 € &
vérifiant [ £ (z0)| > | (z0)]-
Soita € D\f(U). Ona g.of € P, et p,of est sans zéro dans U. 1l existe donc
g € H(U) vérifiant p,0f(z) = g(z)? pour tout z € U. Si I’on note o I’application
2z — 22, il vient donc :
009 = gaof.

Onag(U) C D et,comme p o f estinjective, on voit que g I’est.
Posons b = g(z0) et f1 = @pog. Ona f1 € £ et fi(zg) = 0. Si I’on note
) = p_g,000p_p, ON obtient :

[ = ¢—a000g = p_qoo0p_pofi = tpofi.
Par conséquent, f’(zo) = ¢'(0) f1(z0).
L’application o n’étant par injective, ¢ = ¢ _ 0000 _j, ne I’est pas non plus. D’apres
12.2.2,0na ¢/ (0)] < 1. D’ou | f'(20)] < |f1(20)], car f'(z0) # 0 (8.7.2).
3) Soit zg un point de U. On va montrer qu’il existe un élément g de £ tel que
|9’ (z0)] = sup{|f'(20)|; f € 27}, et que g est un isomorphisme de U sur D.
Soit M = sup{|f'(z0)|; f € &} € Ry U{+oo}. Comme ¥ est une partie bornée
de H(U),ona M € R, (12.1.5). Dautre part, M > 0 (8.7.2).

Il existe une suite (f,), d’éléments de & telle que |f/(z0)| tende vers M quand
n tend vers +oco. La suite (f,), étant bornée, il résulte de 12.1.6 que I’on peut
supposer qu’elle converge uniformément sur tout compact vers f € H(U). On a donc
M = |f'(20)| > 0, et f n’est pas constante. D’apreés 8.5.3, f est injective.

Comme |f,(z)| < 1 pourtoutn € Nettoutz € U,ona f(U) C D'(0,1). D’autre
part, f étant non constante est ouverte (8.7.2). D’ou f(U) C D.Onadonc prouvé que
f € 2. Enfin, comme M = |f’(z)], il résulte de I’alinéa 2 que f est une surjection
de U sur D. Par suite, f est un isomorphisme analytique de U sur D. O

Théoréme 12.2.4. (Théoréme de Riemann). Tout ouvert simplement connexe de C,
distinct de C, est isomorphe au disque unité ouvert D(0, 1).

Démonstration. C’est clair d’apres 10.4.3 et 12.2.3. O

Théoreme 12.2.5. Soit U un ouvert connexe de C. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) U est simplement connexe.

(i) Toute fonction f € H(U) posséde une primitive dans U.

(iii) Pour toute fonction f € H(U) sans zéro dans U, il existe g € H(U) Vérifiant
ed = f.

(iv) Pour toute fonction f € H(U) sans zéro dans U et tout ¢ € N*, il existe
g € H(U) vérifiant g¢ = f.

(v) Pour toute fonction f € H(U) sans zéro dans U, il existe g € H(U) Vvérifiant

2

g =1
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(vi) U estégal & C ou isomorphe & D(0,1).
(vii) U est homéomorphe & un ouvert convexe de C.

Démonstration. Les implications (i) = (ii) = (iii) = (iv) ont été vues en 10.4.2 et
10.4.3. Les implications (iv) = (V) et (vi) = (vii) sont triviales, et (v) = (vi) résulte de
12.2.4. Soient V' un ouvert convexe de C (donc simplement connexe d’aprés 10.1.10),
 un homéomorphisme de U sur V/, et ¢ I’application réciproque de .

Soient a,b € U et 1,7, des arcs dans U allant de a a b. Alors po~y1, oy, sont des
arcs dans V allant de ¢(a) a ¢(b). Soitd: [0, 1] x [0,1] — V une homotopie dans V'
de poy1 & poyy. Il est immédiat que I’application ¢od est une homotopie dans U de
71 & 2. Par suite, U est simplement connexe. O

12.2.6. Soient U, V' des ouverts simplement connexes de C, distincts de C. D’apres
12.2.5, il existe un isomorphisme analytique de U sur V. Donnons quelques exemples
autres que ceux de 6.6.2 et 6.6.3. Les calculs sont laissés au lecteur.

1) Soient P = {z € C; Im(z) > 0} eta € U. Alors

z—a

z — —
z—a

est un isomorphisme de P sur D(0, 1).

2) Lafonction z — Log z est un isomorphisme de C\R_ sur {z € C; | Im(z)| < 7}.

;(5-7)
z— —(-—2z
2\z

est un isomorphisme de {z € C; |z| < 1,Re(z) > 0} sur P.

3) L’application

4) Soient o € [1,+oc] et U = {re”; r e R*,—zl <t< 21} L application
« «
z — z% = exp(a Log z) est un isomorphisme de U sur P.

Remarque. L’ouvrage [7] donne explicitement de trés nombreux isomor-
phismes analytiques entre ouverts de C.

12.3 CONSERVATION DES ANGLES

12.3.1. Dans ce paragraphe 12.3, une fonction définie sur un ouvert U de C sera aussi
considérée comme une fonction définie sur un ouvert de R? (voir 5.2.1).

Pour z € C*, on pose :

La demi-droite (réelle) contenant 0 et z est entierement déterminée par 0(z).
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Définition. Soient U un ouvert de C, a € U, et f une fonction sur U. On suppose
qu’il existe p > 0 tel que D(a,p) C U et f(z) # f(a) pour tout z € D*(a, p). On
dit que f conserve les angles en a si

lim e_ite(f(a + re't) — f(a))

r—0

existe et ne dépend pas de ¢.

Proposition 12.3.2. Soient U un ouvertde C, a € U, et f une fonction sur U.

(i) Si f estdérivable en a et vérifie f'(a) # 0, alors f conserve les angles en a.
(i) Supposons f différentiable en a, avec d f(a) # 0. Si f conserve les angles en a,
alors f est dérivable en a et f/(a) # 0.
Démonstration. (i) Puisque f'(a) # 0, il existe p > 0 tel que I’on ait D(a,p) C U
et f(z) # f(a) pourtout z € D*(a, p). Pour0 < r < pett € R, il vient :
fla+ret) — f(a) ‘ rett
reit fla+ret) — f(a)l’

e_itﬂ(f(a + re't) — f(a)) =

Par suite ;

N it _ f'(a)
}12(1)6 9(f(a+re )—f(a)) = 7))

(ii) Supposons les hypotheses de (ii) vérifiées. Soient h, k € R et { = h + ik. Il existe
(o, B) € C2\{(0,0)} tel que

fla+Q) = f(a) = ah + Bk +£()[¢],

ou (¢) tend vers 0 si ¢ tend vers 0. Ceci s’écrit encore :

Flat0) = Fa) = 5l — i)+ o+ iB) +e(QlC]
Ecrivant ¢ = re, avec r > 0 et ¢t € R*, il vient donc, pour ¢ fixé :

) it (o —iB) + (o + iB)e 2"
limo(fla-+re) = fla)) = 2= iﬁ; T Ea T iB)e 2]

Cette limite étant indépendante de ¢, on voit facilement que o + i3 = 0. Compte tenu
de 5.2.2, on en déduit que f est dérivable en a et que f'(a) = o = —i3. On a alors
bien f'(a) # 0 (sinon, a = 3 = 0). O

12.3.3. Soient U, V des ouverts de C et f un isomorphisme analytique de U sur V.
D’aprés 8.7.2, on a f’(z) # 0 pour tout z € U. Compte tenu de ceci et de 12.3.2, on
dit aussi que f est une transformation conforme de U sur V. Sia € U, 0ona

f(z) = fla) = f'(a)(z — a) + &(z = a)|z — al,

ol e(z—a) tend vers 0 si z tend vers a. On voit donc que I’application linéaire tangente
a f en a est une similitude.
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EXERCICES

Exercice 12.1. Soit U un ouvert de C. Montrer que I’application de H(U) dans lui-
méme, f — exp(f) est continue.

Exercice 12.2. a) Soient U un ouvert convexe de C et h € H(U). Prouver que, si
a,beU,ona:

[h(b) — h(a)| < |b—alsup{|h'(2)|; = € U}.

b) Soit g: D(0,1) — D(0, 1) une fonction holomorphe. Montrer que, si z € D(0, 1),

ona:
1

9'() < m— 7
S e])?
En déduire que, sir €]0,1[ et |z| <1 —r, alors :
1
/
< —
() <
c) Pour n € N, soit f,,: D(0,1) — D(0,1) une fonction holomorphe. On suppose
que la suite (f,,), converge simplement vers une fonction f continue sur D(0, 1).

Soiente > O eta € D(0,1). Prouver qu’il existe n, > 0 et N, € N tels que I’on ait
|fnz) — f(2)| < epourtoutn > N, ettout z € D(a,n,) N D(0,1). En déduire que
feH(D(0,1)).

Exercice 12.3. Soient D = D(0, 1) et C un carré ouvert de centre 0. On désigne par
f une représentation conforme de D sur C' vérifiant f(0) = 0, et on note

oo
f(z) =22 anz"
n=1
le développement de f en série entiére au voisinage de 0.

a) Pourquoi g(z) = f'(if(z)) est-il bien défini si = € D? Prouver qu’il existe
n € C vérifiant |n| = 1 et g(z) = nz pour tout z € D.

b) Montrer que f(iz) = if(z) pour tout z € D. En déduire que a,, = 0sin ¢ 4N+1.

Exercice 12.4. Soient U = {z € C; e®** <Imz < 2r 4+ ef**} et V = C\S, 00 S
est I’ensemble {te’ ; t € R, }.

a) Montrer que la restriction de I’exponentielle & U est injective.
b) Prouverque V = {e*; z € U}.
c) Montrer qu’il existe f € H(V )tel que f(t) = 2im + Int pour tout ¢ € ]0, 27].
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 12.1. Soient K" un compact de U et ( f,,),, une suite dans H(U') convergeant
uniformément sur tout compactde U vers f € H(U).Siz € Uetn € N,ona:

o (Fu(2)) — e (712)) = exp (4(2)) 35 TN

p=1 p!

On en déduit ;

lexp fr —exp fllx < [lexp fllx (exp(|[fn = fllx) = 1).

Par suite, exp f,, converge uniformément vers exp f sur K. Compte tenu de la défini-
tion de la topologie sur H (U ), on a obtenu le résultat.

Exercice 12.2. a) Soient a,b € U. Comme U est convexe,onaa +t(b—a) € U
pour tout ¢ € [0, 1]. On peut alors appliquer I’inégalité des accroissements finis a la
fonction ¢: [0,1] — C,t — g[a + t(b — a)]. Onaalors :

[£(1) — £(0)] < sup{|¢'(t)]; t € [0,1]}.
Comme ¢'(t) = (b — a)g'[a + t(b — a)], on en déduit aussitdt le résultat demandé.
b) Soient p €]|z|, 1] ety le cercle C(0, p) parcouru dans le sens direct. On a :

: 1 f©)

Par suite ;

e Lo g FO P
1@ < gormosw {2 I =0} < s

On obtient donc le premier point en faisant tendre p vers 1. Le second s’en déduit
immédiatement.

c) Soiente > Oeta € D(0,1). Il existe N, € N tel que |f,(a) — f(a)| < /3
sin > N,. D’autre part, f étant continue au point a, il existe p > 0 tel que
D'(a,p) € D(0,1) et[f(a) — f(2)| <&/3si|z —a| <p.

I résulte aussi de a) que, si z € D(a, p),0na:

|fn(2) = fula)] < |2 —alsup{|f'(O)]; I — al < p}.

Soit r €]0, 1] tel que D(a, p) C D(0,1 — r). Compte tenu de b), pour tout n € N et
tout ¢ € D(a,p),ona|f’(¢)] < r~2. Onen déduit :

2 —al
—

2=l < p = 1falz) — fulo)] <

Par suite, il existe n, < p tel que 'onait | f,,(a) — fn(a)] < e€/3si|z —al <n.On
obtient donc :
nz No |z —al <n=|fu(z) - f(2)| <e
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Soient K un compactde D(0, 1) ete > 0. Lesdisques D(a, 1,) précédents recouvrent
K lorsque a décrit K. De ce recouvrement, on peut extraire un sous-recouvrement fini
K C D(a1,1n4,) U---UD(as,nq.)-

Posons N = max{N,,,..., Ny, }. Si z € K, il existe un indice & tel que I’on ait
|z — ag| < Ma,.Sin > N,onadonc |f,(z) — f(z)| < e. On vient ainsi de prouver
que la suite (f,)n converge uniformément vers f sur K. Compte tenu de 7.4.2, on a
f e H(D(0,1)).

Exercice 12.3. a) Comme (' est stable par I’application z — iz, il est clair que g est
bien défini, et g est alors un automorphisme analytique de D. Compte tenu de 7.3.3, il
existe a € D et n de module 1 tels que

z—aQ

9(2) =Ny ——

pour tout z € D. Comme ¢g(0) = 0, il vienta = 0 et g(z) = nz.

b) D’apres la question précédente, onaif(z) = f(nz) pour tout z € D. On en déduit
if'(z) = nf'(nz) et, en particulier, if'(0) = nf’(0). Comme f est une bijection
analytique de D sur C, ona f/(0) # 0 (8.7.2). D’oun = i etif(z) = f(iz). Ceci
s’écrit - -

Y api"2" =Y dapz"

n=1 n=1

pour tout z € D. D’apres I’unicité du développement en série de f au voisinage de 0,
onaa,(l —4""1) = 0 pourtout n € N*. Ainsi, a,, = 0sin ¢ 4N + 1.

Exercice 12.4. a) Pour &k = 1,2, soient z;, € U, 2, = Rezg, et yp = Im zg. Si
exp(z1) = exp(z2), on obtient x1 = x4, car exp(zx) = |exp(zx)|. D’autre part, il
existe n € Z tel que y1 — y» = 2mn. Comme 21, zo € U, il vient n = 0. On a obtenu
le résultat.

b) On remarque que S = {pe® ; p e Ry, p — 0 € 7Z}.

Soit w € V. Ecrivons w = pe'?, avec p € R* et§ € R.Onap— 0 ¢ 27nZ. Par suite,
il existen € Ztel que p < 0 + 2nmw < p + 2.

Posons y = 0 + 2nm, etsoitz € Rtelque p = e*. Siz =z +iy,onaz € U et
e =w.D’olw € exp(U).

c) Soit g la restriction de I’exponentielle a U ; ¢c’est une bijection de U sur V' d’apres
les questions précédentes. De (z#)" = e* # 0, on déduit que I’application réciproque
f:V — U de g est holomorphe dans V.

Soitt €]0,2n[ etz = Int + 2im. Onaz € U ete* = t,donct € V. D’autre part,
t = g(z),donc z = f(t). Comme f € H(V'), on a obtenu le résultat.



Chapitre 13

Quelques grands classiques

13.1 THEOREMES DE PICARD

Lemme 13.1.1. Soit f une fonction holomorphe au voisinage de D’(0, R), avec
R > 0, et vérifiant | f’(0)| = a > 0. Notons M = sup{|f'(2)|; |z| < R}. Alors:

Ra?

D(£(0).537) € F(D(0,1)).

Démonstration. Quitte a changer f en f — f(0), on peut supposer f(0) = 0. Le
développement de f en série entiere dans D’(0, R) est de la forme

flz) = il anz",

avec |aq| = a.

D’aprés les inégalités de Cauchy (7.1.1), on a |a,| < njay,| < MR'™"™sin > 1. En
particulier a < M.

Pour |z| = r < R, il vient :

f() = 1f(2) — a1z + a1z = ar — [f(2) — a1z = ar —

) r’ Mr?
> ar — M =ar — .
- ngg Rn—l R—r
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Si |z| = f—]\(j[ < % < R, on obtient donc :
Ra%(3M — a 2Ra*M Ra? Ra?
f()) > e BM Za)

AM(AM —a) = AM(AM —a) 2(4M —a) = 8M

Soit ¢ € Ctelque || < ?—X;- Si|z| = f—]\(j[, il vient alors :
(£(2) =€) = f() = I¢] < £ (2)]-

D’aprés le théoréme de Rouché (8.6.3), les fonctions z — f(z) et z — f(z) — ¢ ont

méme nombre de zéros (comptés avec leut multiplicité) dans le disque D (O, ﬁ)
Comme f(0) = 0, il existe z, appartenant a ce disque tel que f(zp) = ¢. On a prouvé
que :
Ra? Ra
D(0.537) < /[P0 537):
D’ou le résultat. 0

Lemme 13.1.2. Soit D(0, R) un disque de rayon non nul. Il existe ;» € R* veérifiant
la condition suivante : pour toute fonction f holomorphe dans D(0, R) et tout nombre
réel ptel que 0 < p < sup{(R — |z|)|f'(2)|; |z| < R}, il existe un disque ouvert de
rayon pp contenu dans I’image de f.

Démonstration. Soit ( € D(0, R) tel que p < (R — |¢])|f/(¢)|. Pour & > 0 assez
petit, onadonc p < (R —e — [C])|f'(¢)]. Il en résulte qu’il existe  €]0, R| tel que
I’on ait encore p < sup{(r — |z])|f'(2)|; |z| < r}. La derniére borne supérieure est
: : L o
atteinte en un point z, tel que r — |z9| = 0 > 0. Par suite, si |z — 2| < grona

z € D(0,r) et

!/
‘ f/ (2) ‘ < g <o
f'(z0) 1 = =2
\ . . rlf'(z0)” _ rf'(20)]
D’apres 13.1.1, il existe un disque ouvert de rayon = contenu
i ; YU T6[F o)) ~ 16
dans I’image de f. Or:
rlf o)l rp S P
16 16(r — |z0]) ~ 16
. 1

On a obtenu le résultat avec p = 6 O

13.1.3. On renvoie a 12.1.4 pour la définition d’une partie bornée de H(U).
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Théoréme. Soient U un ouvert connexe de C, a € U, et M > 1 un réel. On note &
la partie de H(U') formée des fonctions f vérifiant :

1
0¢ f(U), 1€ f(U), 7 <If(a) <M.
Alors &7 est une partie bornée de H(U).

Démonstration. 1) Supposons tout d’abord que U soit un disque D(0, R), avec
R > 0, et que a = 0. En particulier, U est simplement connexe.

a)Si f € &, fnes’annule pasdans U. Il existe f1 € H(U) vérifiant f = exp(2im fi)
1
(12.2.5). Quitte a ajouter un entier a f1, on peut supposer que | Re f1(0)] < 3 D’autre
part, comme —27 Im f1(0) = In |f(0)| € [—In M, In M], on obtient :
1 1
|f1(0)’<M1:§+2—1HM- 1)
7T
Enfin,de 1 ¢ f(U), on déduit f1(U) NZ = 0.

b) Comme f; et f1 — 1 n"ontaucun zéro dans U, il résulte de 12.2.5 que ces fonctions
sont les carrés d’éléments, notés respectivement \/f1 et /f1 — 1, de H(U).

Sifo=vVfit+Vfi—Lonafi—Vfi—1= fl.Donc,si My = M ++1+ My,
2

il vient : )
— < |f0)] <M 2
M, ’2( )’ 2 ()

Soientw € C vérifiantw* = 1et N\, = w(vn+ 1 +ey/n),0lle = +letn € N.
S’il existe z € U tel que f2(2) = A .6, Un calcul facile montre que

1 — w?+1
fl(Z) = Z()\n7w7€ + )\ni)’[_:)Q = (A)QTL —+ 3 .

De w? = +1, on déduit fi(z) € Z. C’est absurde d’aprés I’alinéa précédent. Ainsi,
Anwe & f2(U). Onade méme A, L, - ¢ fo(U).

c) Comme 0 ¢ fo(U), il résulte de 12.2.5 qu’il existe g € H(U) vérifiant e9 = f,.
Quitte a ajouter a g un multiple entier de 2i7, on peut supposer que |Im ¢g(0)| < 7.
D’autre part, Re g(0) = In|f2(0)|. D’aprés (2), il vient :

19(0)] < M3 =+ In Ms. @)
D’autre part,sin € Netp € Z,0ona
exp [( +In(vVn+1++vn)+ Zpg)] € {Mnw s Ao b
avec w* = 1. D’aprés I’alinéa b), on obtient
Comp = el(VR+ T+ V) +ip3 ¢ g(U)

poure =+1,ne Netp € Z.
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d) Pour z € Ry, soit £(z) = In(v/z +2 — Vz + 1) — In(vz + 1 — /z). Un calcul
facile prouve que £ est une fonction strictement décroissante. On en déduit (faire un
dessin pour bien comprendre la situation) que, pourn € N, p € Z,ete = +1,0na:

2

T
’Ce,n,p - Ca,n:l:l,p:l:l’ < 0= \/[lﬂ(\/§ + 1)]2 + Z

e) D’apres les alinéas c) et d), si A est un disque ouvert contenu dans g(U), son
diamétre est au plus égal a 4.

Soient p tel que 0 < p < sup{(R — |z|)|¢’(2)|; z € U} et u comme en 13.1.2.
D’aprés ce qui précede, on a 2up < 4. Par suite, si z € U :

0
/ N — .
TS S m T
Supposons |z| < r < R. D’aprés le principe du maximum et ce qui précéde, il vient :
0
/ < / . — <
9@ < supllg Q) 16 =7} < 3o
Il résulte alors de 2.4.1 et de (3) que :
or
< — < M. — =M .
9] < lg(2) = gO)] +19(O)] < My + s = Ma(r)
Si My (r) = exp[Ms(r)], il vient alors :
1
—— < < .
5 S () <)
D’ou:
RE = 1 |7@) + | < M) = 3)

Enfin, de f = €™/, on déduit que, si M (r) = exp (27 M;(r)), alors
1
- S M
3 S ME) < M)
pour |z| < r. On a obtenu le résultat lorsque U = D(0, R) eta = 0.

2) Envisageons le cas général. Pour b € U et M > 1, notons & (b, M) I’ensemble
des f € H(U) vérifiant :

fU) S C\o0,1}, o <170) < M.

Soit enfin V (b, M) I’ensemble des z € U pour lesquels il existe M (z) > 1 vérifiant,
pour tout f € Z(b, M) :
1

— S < M(z).

11 S @< ME)
D’aprés I’étude du cas particulier, V' (b, M) est un ouvert de U. Plus précisément, on
a méme obtenu le résultat suivant : si z € V (b, M) etsi [z — 2/| < d(z,C\U), alors
z' € V(b,M). Comme |d(z,C\U) — d(z/,C\U)| < |z — 2’|, on voit donc que,
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siz ¢ V(b,M)et2z— 2| < d(z,C\U), alors 2’ ¢ V(b, M). Ainsi, V (b, M) et
C\V (b, M) sont des ouverts de U. La connexité de U implique que ou V' (b, M) = U,
ou V(b,U) = . D’apres I’hypothése et le cas particulier,ona V' (a, M) = U.

Toujours d’apres le cas particulier, si ¢ € V(a, M) = U, pour tout disque compact D
de centre ¢, contenu dans U, il existe une constante M p telle que, pour tout f € &2,
onait sup{|f(z)|; z € D} < Mp. Tout compact de U pouvant étre recouvert par un
nombre fini de disques compacts contenus dans U, on a obtenu le résultat. 0

Théoréme 13.1.4. (Petit théoréme de Picard). Soit f une fonction entiére non
constante. L’ensemble C\ f(C) contient au plus un élément.

Démonstration. Supposons que f ne prenne pas les valeurs «, 3, avec a # 3. Quitte
achanger fenz — (f(z) —)/(B8 — a), on peut supposer e = 0 et 3 = 1.

D’apres la preuve de 13.1.3, il existe une fonction entiére non constante g et un réel
0 > 0 tel que I’image de g ne contienne aucun disque ouvert de rayon supérieur a d.
Pour R > 0 et |z] < R, posons O(R) = sup{(R — |z])|¢'(2)|; |z| < R}. Il
existe ¢ € C tel que ¢’(¢) # 0 (sinon g est constante). Pour R > |(|, on a
O(R) = (R —|¢])|g'(¢)|. Par suite, O(R) tend vers +oo si R tend vers +oo. D apreés
13.1.2, pour tout p > 0, g(C) contient un disque de rayon 1—% Contradiction. D’ou le

résultat. O

Remarque. On peut avoir ou card (C\f(C)) = 0 (cas de = — z2), ou
card (C\ f(C)) = 1 (cas de z — €7).

Théoréeme 13.1.5. (Grand théoréme de Picard). Soient U un ouvert de C, a € U,
et f € H(U\{a}) ayant une singularité essentielle en a. Pour tout nombre complexe
¢ € C, sauf un au plus, il existe une suite (z,),, d’éléments de U Vvérifiant :

limz, =a, lim f(z,) = .

Démonstration. On peut supposer que a = 0 et que U est un disque D(a,2R),
avec R > 0. Il faut prouver que card ((C\f((C)) < 1. Supposons que cet ensemble
contienne au moins deux éléments. On peut supposer que {0,1} C C\ f(C) (car, si
aeCretpeC, fetaf + (3 ontles mémes singularités).

Pour n € N*, posons :

My = sup {If ()] I# < 2 )

n

Montrons que M, tend vers +oo si n tend vers 4+oo. Si ce n’est pas le cas, il existe
une suite strictement croissante k — nj d’entiers strictement positifs et A/ > 0 tels
que M, < M pour tout k. En appliquant le principe du maximum dans la couronne

fermée C};, définie par

R .
et —, on obtient | f(z)| < M pour tout z € C. Comme
N4l Tk



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

13.2 Théoreme de Runge 169

R
D’ (0 —)\{0} est la réunion des C', on voit que a est une fausse singularité de f
(8.2.2). Contradlctlon

1
Comme f ne s’annule pas dans U\{0}, ona g = ? H(U\{0}). D’autre part, 0 est

point singulier essentiel de g, car sinon, f € M(U) (8.3.3). Remplagant f par g dans
le raisonnement précédent, on obtient que

mn =it {7 12 =}

tend vers 0 si n tend vers 4oo.

Pour n assez grand, on a donc m,, < 1 < M,,. Par suite, il existe un réel «,, tel que
R -

‘f(—ew‘nﬂ = 1. Définissons h,, € H(U\{0}) par
n

ga(2) = (=€),

Onao0,1 ¢ g(U\{0}) et |gn(R)| = 1 sin estau moins égal & un entier ny. Compte
tenu de 13.1.3, il existe un réel 6 > 0 tel que, pour tout n > ng, on ait :

My = sup{|gn(2)]; |2| = R} <6
Cela contredit le début de la preuve. D’ou le théoreme. O

13.2 THEOREME DE RUNGE

13.2.1. Soit K un compact de C. La méme preuve qu’en 6.3.1 montre que C\ K a
une unigue composante connexe non bornée.

Dans la suite, ¥ (K) désigne I’ensemble des fonctions continues sur K. Pour
f € €(K), on pose :
£l = sup{lf(2)[; = € K}

L’application f — || f|| x est une norme sur ¢’(K) et, muni de cette norme, ¢'(K) est
un C-espace vectoriel normé complet.

Proposition 13.2.2. Soient & un compact de C, V' une composante connexe de C\ K,
eta,beV.

(i) Pour tout e > 0, il existe un polynéme P tel que :

SUP{ zia_P<zib>

(if) Si V est la composante connexe non bornée de C\ K, pour tout e > 0, il existe
un polyndéme P tel que :

w5

;zEK}<5

;zEK}<6
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Démonstration. (i) Si a € V, notons E, I’ensemble des points b de V' pour lesquels
la condition (i) est Vérifiée. Ona a € E,. Soit § = d(a, K) > 0.
Soith € V tel que |a — b| < 0/4. Alors d(b, K') > (30)/4. Par suite, la série

1 > (b—a)”

R

est normalement convergente sur K. En prenant pour P une somme partielle conve-
nable de cette série, on voit que b € E,. Ainsi, E, est un ouvert non vide de V.

Soit ¢ € V adhérent a F,. Comme précédemment, on voit qu’il existe b € F, tel que
c € E. Il est alors immédiat que ¢ € E,. Ainsi, F, est fermé dans V. L’ensemble V/
étant connexe,ona B, = V.

(if) Supposons que V' soit la composante connexe non bornée de C\K. Il existe
b e V\{0} tel que K C D(0, |b|). Pourn € Netz € K, lasérie

I a2 (k+n—1) 2F
(z—b)n =(=1) ,;0 kl(n — 1)l prtk

est normalement convergente sur K. On a alors facilement le résultat d’aprés (i). O

Lemme 13.2.3. Soient K un compact de C, v un chemin vérifiant K N im~ = (), et
h une fonction continue sur im . Pour tout & > 0, il existe wq,...,w, € im~y et
AL, -5 Am € Ctels que :

h(¢ mo A
s {| [ #hac - 35 A

Démonstration. Soient0 = 5o < s; < --- < s, = 1 tels que ~y soit de classe C'' sur
chaque intervalle [s;, s;41]. Fixons M > 0 tel que |/ (t)] < M pour t € [s;, si+1],

0<i<r—1 @)
La fonction £: [0,1] x K — C, (t,2) — — )
V(t) — =

continue sur le compact [0, 1] x K. Il existe donc n > 0 tel que, si [t — t/| < n, on ait
|0(t,z) — L(t', 2)] < eM~! pourtout z € K.

Fixons une subdivision0 = tg < t; < --- < t,, = 1de[0,1] telleque |t; —t; 11| <7
pour0 <i<m—1.Size Kett; <t <tyq,ilvient:

‘h(v(t)) _ h(v(t)) ) €

;zGK}gs.

est continue, donc uniformément

Y(t)—z  At)—zl T M
En posant
m1 h(y(t:)) (Y(tig1) = y(t:))
Q) = =0 y(ti) — 2 ,
on obtient :
10 4o e e b)) R | Me
‘LC—ZdC Q(z)‘ S go t; |’Y(t)”'v(t)—z v(ti)—z‘dt< M °

D’ou I’assertion. O
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13.2.4. Soienta € Cetr,s > 0. On note R(a,r,s) le rectangle constitué des points
z € C vérifiant Re(a) < Re(z) < Re(a) + retIm(a) < Im(z) < Im(a) + s. On
désigne par ~y1, 2,73, v4 les chemins définis respectivement, pour 0 < ¢ < 1, par:

m(t) =a+rt, y2(t) = a+r+ist, y3(t) = a+r—+is—irt, v4(t) = a+is—ist.
Le bord orienté v = g, s) €st le chemin ferme :

Y=y V(2 V(y3V ).

Lemme. Soient U un ouvert de C contenant R = R(a,r,s) et f € H(U). Alors :
/ _Jf(z) si z€R,
2ir J, ¢ — Z 0siz¢R.

Démonstration. Il existe e > 0 tel que, si Ry = R(a — e — ie,r + 2¢, s + 2¢), on ait

R C Ry et Ry C U.Comme R; est convexe, donc simplement connexe (10.1.10), on
alerésultatsi z ¢ R d’aprés 10.4.2 et 10.4.4.

Supposons z € R. D’apres 10.3.5, ind, (z) = ind,(2), OU 29 = at o 5 + (c est le
« centre » de R). Pour obtenir le résultat, il suffit (6.4.7) de prouver que ind ( 0) = 1.

Soit p > 0 tel que D’(zp, p) C R. L’application

t —
50,1 X [0,1] = €, () — wzo + pu D=2 (1~ )y (t)
[v(t) — 20l
est une homotopie, dans R\{zp}, de -y au cercle C'(z, p) parcouru dans le sens direct.
On a donc obtenu le résultat d’aprés 6.4.8 et 10.4.1. O
Proposition 13.2.5. Soient U un ouvert de C et K un compact non vide de U. Il existe
des segments orientés 1, ..., , dans U\ K, d’images horizontales ou verticales, de
méme longueur, tels que pour tout f € H( ) ettout z € K, on ait :
n
6= 5= 3 / @

Démonstration. On peut supposer que U est borné. Posons d(K,C\U) = ¢ > 0.

Considérons I’ensemble des points Zd + iZd de C, avec V2d < 6. Chaque « maille »
de ce réseau est un carré compact. Comme K est compact, il ne rencontre qu’un
nombre fini de ces carrés; notons les C1,--- , Cy. D’apres le choix de d, il est im-
médiatque K c C1U---UC, C U.

Pour 1 < i < k, notons 6, le bord orienté de C, (voir 13.2.4). Chaque 6, est composé
de quatre segments orientés 0y, ;, 1 < j < 4, dont les images sont paralléles aux axes.
Parmi les segments orientés précédents, considérons ceux qui ne sont pas un c6té de
deux carrés C,. et C, avec r # s. Notons les 1, . .., Yn.
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Si v est I’un de ces segments, et si im y N K # (), alors im ~ est le coté de deux carrés
rencontrant /. Par suite, ona:

U im~y; C U\K.
i=1

Les segments orientés qui sont des cdtés communs a deux carrés distincts interviennent
avec des orientations opposées.

Par suite, si z € U\(im 6, U ---Uim#6y),ona:

L Q) g [ SO ;
pgl ekC—Z 2/ -z ¢ ©)
D’autre part, d’aprés 13.2.4, si z est intérieur & C; et si j # 4, il vient :
1 f(©)
5 | LA =1 /C_ZdC—O ©)

On en déduit que la formule (4) est vraie si z appartient a la réunion des intérieurs des
Cj,1<j<k

Soit z € K appartenant a la frontiere d’un carré C;. D’aprés ce que I’on a déja dit,
onaz ¢ im~; pour 1 < ¢ < n. Soit (2,), une suite de points de I’intérieur de C;
de limite z. Il existe p > 0 tel que |(¢ — 2)(¢ — zp)| = ppourp € Net( € im~;,
1<i<n.Onaalors:

[ Hbac- [ I i < B hiong supll 01 ¢ € mo)

Compte tenu de (5) et (6), on obtient alors (4) pour z. O

Corollaire 13.2.6. Soient U un ouvert de C et K un compact de U. Il existe des
segments orientés 1, . .., 7y, dans U\ K tels que, pour tout e > 0 et tout f € H(U),
ilexiste \i,..., \p € Cetwy,...,wg € im~y U---Uim-~,, vérifiant :

sup{‘f(z)—zk: Ay ’;zeK}ée

p=1%—Wp
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Démonstration. Soient v, ...,~, comme en 13.2.5. Pour 1 < p < n, il résulte de
13.23 qulil existe Ap 1, -, Apm(p) € CELWp 1, .., Wy 4n(p) € iy, tels que, si
Q=5 o
z) = RN b —
. j=1 %= Wp;
on ait :
1
SuP{)f/ &dC_Qp(Z) 3 2 EK} < <.
2im J,, (—= n
On a alors le résultat en considérant la somme des @, et en appliquant 13.2.5. O

13.2.7. Soit K un compact de C. Dans la suite, on note .Z(K) I’ensemble des
fonctions f sur K pour lesquelles il existe un voisinage V de K et g € H(V') vérifiant
glK =f.Ona?(K)C ¢(K).

Si A est une partie de C, on désigne par C 4(X) I’ensemble des fonctions rationnelles
dont les pdles appartiennent a A.

Proposition 13.2.8. Soient K un compact de C et A une partie de C\ /K. On suppose
que, pour toute composante connexe bornée C' de C\ K, ona AN C # (. Alors, pour
toute > Oettout f € L (K), il existe g € C4(X) Vérifiant || f — g||x < e.

Démonstration. Comme f € Z(K), il résulte de 13.2.6 qu’il existe un compact L
de C vérifiant LN K =0, \y,..., A\, € C,etwy,...,w, € Ltelsque, si

9(z) = ff A

i:lz_wi

onait || f — g||x < e/2.
Soit C; la composante connexe de C\ K contenant w;.
e Si C; est bornée, il existe ; € AN Z;. D’apres 13.2.2, (i), il existe un polynéme g;
en (z — ()" tel que:
Ai
sup{ gi(z) — o

e Supposons C; non bornée. Il existe (13.2.2, (ii)) un polynome g; tel que
gi(z) — — ;26K}<i~

sup { z—G 2n

Sil’'onpose g = g1 +---+ gn,0naalors || f — g||x <e. O

€
; GK}é—-
i 2n

Corollaire 13.2.9. Soient U un ouvert de C et K un compact de U. On suppose que,
pour toute composante connexe bornée C' de C\ K, ona C' N (C\U) # (. Pour tout
e > 0Oettout f € Z(K), il existe une fraction rationnelle g holomorphe dans U telle

que ||f —gllx <e.

Démonstration. On peut prendre AN U = () dans 13.2.8. O
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Corollaire 13.2.10. Soit K un compact de C tel que C\ K soit connexe. Si ¢ > 0 et
f € Z(K), il existe un polyndme g tel que || f — g||x < e.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la preuve de 13.2.8. O
13.2.11. Donnons un exemple d’utilisation de 13.2.10. Soit f: C — C définie par
f(z) = 1 (respectivement f(z) = 0, f(z) = —1) si Im(z) > 0 (respectivement

Im(z) = 0, Im(z) < 0). On va prouver qu’il existe une suite (P, ), de polyndmes
telle que, pour tout z € C, on ait :

li7rln P,(2) = f(2).

Sin > 2, onpose :

K, = D'(O,n)\{z €C;0<Im(z) < %} y o= fIEKn,
1 1
U= {z€C;|Im(z)| > ﬁ}u{z € C; |Im(z)| < W}

L’ensemble K, est figuré ci-dessous :

N

Ona K, C Uy, et f|U, € H(U,), car f est constante sur les trois composantes
connexes de U,,. Ainsi, f,, € Z(K,). D’aprés 13.2.10, il existe un polynéme P, tel
que

SRS

pour tout n > 2. Comme C est la réunion des K, |

f<5)

suite (P,,),, répond a la question.

13.2.12; Soient K un compact de C, U un ouvert de C contenant Ig P une partie de
U\K, P son adhérence dans U, et P son adhérence dans C. Ona P C P.
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Supposons que P soit un compact de U (on dit alors que P est relativement compacte
dans U). Il résulte de la définition d’un compact que P est un compact de C, donc est
fermé dans C. Par suite, P = P.

Lemme.

(i) Soient C' une composante connexe de U\ K et 9C sa frontiére. OnaUNoC C K.
Si C est une partie relativement compacte de U, pour tout f € H(U), on a
sup{|f(2)|; 2 € C} < [|fllx-

(if) Soit C' une composante connexe de C\ K contenue dans U. Alors C est conte-
nue dans une composante connexe de U\ K. Si C' est bornée, c’est une partie
relativement compacte dans U.

Démonstration. (i) Supposons I’existence de a € (D N 9C)\ K. Il existe un disque
D(a,r) contenu dans U\K.Ona D(a,r)NC # 0, donc D(a,r) C C puisque C' est
une composante connexe de U\ K. C’est absurde puisque C = C\C (car C est un
ouvert de C).

Si C' est une partie relativement compacte de U, on a 0C C U, donc 0C C K. La
derniére assertion résulte alors de 7.2.5.

(if) Comme C' est une partie connexe de U\ K, elle est contenue dans une composante
connexe Cy de U\ K. La maximalité de C' implique alors que C' = C. Si C est
bornée, alors C = C U OC est un compact. D’apreés (i), ou I’on prend U = C, on a
OCCK.DouCCcUUK =U. O

Théoreme 13.2.13. (Théoréme de Runge). Soient K un compact de C et U un
ouvert de C contenant K. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Aucune composante connexe de U\ K n’est relativement compacte dans U.

(if) Toute composante connexe bornée de C\ K a une intersection non vide avec C\U'.

(iii) Pour toute > O ettout f € Z(K), il existe une fraction rationnelle g sans pole
dans U et vérifiant || f — g||x < e.

(iv) Pourtoute > Oettout f € Z(K), il existe g € H(U) Vérifiant || f — g||x < e.
(v) Pourtouta € U\K, il existe f € H(U) vérifiant | f(a)| > || f| x.

Démonstration. (i) = (ii) C’est clair d’apres 13.2.12, (ii).
(if) = (iii) Résulte de 13.2.9.
(iii) = (iv) C’est évident.
(v) = (i) Si U\K a une composante connexe C' relativement compacte dans U,
I’inégalité de (v) n’est pas Vérifiée d’aprés 13.2.12, (i).
(iv) = (i) Supposons que U\ K possede une composante connexe C' relativement
compacte dans U. Soit a € C et 6 = sup{|z — a|; z € K}. Lapplication
f:2— (2—a)"! appartenanta Z(K), il existe g € H(U) vérifiant || f—g| x < 571,
donc :

sup{|l — (z —a)g(2)|; z € K} < 1.
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D’aprés 13.2.12, (i), on a |1 — (z — a)g(z)| < 1 pour tout z € C. On obtient une
contradiction en prenant z = a.

(i) = (v) Soienta € U\K et L = KU{a}. Si C estune composante connexe de U\ K
ne contenant pas a (respectivement contenant a) alors C' (respectivement C'\ {a}) est
une composante connexe de U\ L, et on obtient ainsi toutes les composantes connexes
de U\ L.

Soit g € ¢ (L) définie par g|K = 0 et g(a) = 1. Il est clair que ¢ € Z(L).
Ayant déja montré I’équivalence de (i) et (iv), on voit qu’il existe h € H(U) vérifiant
|hllx < 1/2et|1 — h(a)| < 1/2.D’0U |h(a)| > ||h|k et (v). O

Remarque. Prenons U = D(0,5) et K = D'(0,1) U C’(0,2,3). Alors les
conditions de 13.2.13 ne sont pas Vérifiées.

Corollaire 13.2.14. Soit K un compact de C. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) C\K est connexe.

(i) Pourtoute > Oettout f € Z(K), il existe un polyndme g tel que || f —g|l x < e.
(iii) Pour tout a € C\ K, il existe un polyndme g tel que |g(a)| > |9 k-
Démonstration. Dire que C\K est connexe signifie que C\K n’a pas de compo-
sante connexe relativement compacte dans C. On a alors facilement le résultat d’apres

13.2.13 car, si h est une fonction entiére et si e > 0, il existe un polynéme g tel que
Ih—glk <e O

EXERCICES

Exercice 13.1. Soit (P, ),>2 une suite de polyndmes a une indéterminée. On considére
les conditions suivantes :

(i) P,(0) =1 pourtoutn > 2.

(if) Pourtout z € C*, P,(z) tend vers 0 quand n tend vers +oc.
(iii) sup{|Pn(2)|; |2| = 1,n > 2} < +o0.

a) Existe-t-il une suite (P,,),>2 Vérifiant (i), (ii) et (iii) ?

b) Existe-t-il une suite (P,,),,>o Vérifiant (i) et (ii) ?

Exercice 13.2. Soient U un ouvert non vide de C et (f,,), une suite d’éléments de
H(U) qui converge simplement sur U vers une application f de U dans C. Si z € U,
on pose :

8(2) = sup{|fu(2)|; n € N} € Ry U {+00}.

a) Prouver que 6(z) € R pourtout z € U.
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b) Soit A un disque fermé contenu dans U. Si n € N, on pose :
A, ={z€A; =) <n}

Montrer que les A,, sont fermés et qu’il existe au moins un indice n tel que A,, soit
d’intérieur non vide.

c) Prouver qu’il existe un ouvert V' contenu dans U, dense dans U, et tel que la
restriction de f a V appartienne a H (V).

SOLUTIONS DES EXERCICES
Exercice 13.1. Onnote f: C — C I’application définie par f(0) = 1 et f(z) = 0si
z € C*.
a) Supposons qu’il existe une suite (P,,),,>o Vérifiant les trois conditions. Posons :
M = sup{|P,(2)|; |z| = 1,n > 2}.

D’apreés le principe du maximum, il vient | P, (z)| < M pour tout z € D(0,1) et tout
n > 2.

D’aprés le théoréme de Montel, il existe une suite extraite de la suite (P,,),>2 qui
converge uniformément vers f sur tout compact de D(0, 1). L’application f n’étant
pas continue sur D(0, 1), c’est absurde.

b) Pour tout entier n au moins égal a 2, on pose :
1 1
K, = ({z e C; - < 7] < n}\{z € C; Re(z) > 0,0 < Im(z) < E}> u{0}.

Le compact K, est représenté par le dessin suivant :

—] T~

d N

/| N
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La restriction f,, de f a K, se prolonge en une fonction holomorphe dans un voisinage
de K,,. D’autre part, C\ K, est connexe.

D’aprés 13.2.4, il existe un polynéme @, tel que

1
() = Qul2)] < =
pour tout z € K.
Si, pour z € C, on pose

Pn(z) = Qn(z) +1- Qn(o)»

alors la suite (P,),, vérifie les conditions (i) et (ii).

Exercice 13.2. On utilisera la forme suivante du théoréme de Baire : si X est un
espace métrique complet, et si (F),),, est une suite de fermés de X dont la réunion est
X, alors I’un au moins des I, est d’intérieur non vide.

a) Si z € U, lasuite (fn(z))n est convergente, donc bornée. Le résultat est alors clair.

b) L’application § étant la borne supérieure d’une suite de fonctions continues, elle
est semi-continue inférieurement. Ainsi, pour A € R, I’ensemble des z € U vérifiant
0(z) < Aestun fermé de U. Par conséquent, pour tout n € N, A,, est un fermé.

L’ensemble A est un espace métrique complet qui est la réunion des A, n € N.
D’apres le théoreme de Baire, I’'un au moins des A, est d’intérieur non vide.

c) Soienta € U et r > 0 tels que D'(a,r) C U. Ce qui précéde prouve qu’il
existe un ouvert non vide V,, contenu dans D’(a,r), et sur lequel la suite (fy),
est uniformément bornee. Soit V' la réunion des V. pour & € U et r > 0. Il est clair
que V est un ouvert dense de U et que la suite (f,),, est uniformément bornée sur tout
compact de V.

Posons g = f|V etg,, = f,|V.Ce qui précéde montre que {g,, ; n € N} est une partie
rélativement compacte de H (V') (théoréeme de Montel). La suite (g, ), convergeant
simplement vers g sur V, elle converge donc uniformément vers g sur tout compact de
V.Dolg € H(V).
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Chapitre 14

Fonctions harmoniques

Dans tout ce chapitre, on reprend les conventions du paragraphe 5.1. En
particulier, on identifie un ouvert U de C & un ouvert de R2. Une fonction de la
variable z € U est aussi considérée comme une fonction des variables réelles x
ety, ol z = x + iy.

14.1 PREMIERES PROPRIETES

14.1.1._Soient U un ouvert de C. Si f est une fonction sur U, on note f la fonction
z — f(z). On dit que f est antiholomorphe sur U si f € H(U). Compte tenu du
paragraphe 5.3, dire que f est antiholomorphe sur U signifie que :

of of . of
e zay—OﬁaZ—O.

14.1.2. On note C?(U) I’ensemble des fonctions de classe C'2 sur un ouvert U de C.
Soit f € C?(U). Si z € U, le laplacien de f au point z( est défini par :

2 2
Af(a0) = G0 + 5% o)
Avec les notations de 5.2.4, on trouve facilement :
0% f
020Z

0% f
0z0z

Af(z) =4 (20) =4 (20)- 1)
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Onnote A f la fonction z — A f(z) surU.

Définition 14.1.3. Une fonction f de classe C'? dans un ouvert U de C est dite
harmonique dans U si Af = 0.

14.1.4. On note Har(U) I’ensemble des fonctions harmoniques dans U.

e Il est clair que Har(U) est un sous-C-espace vectoriel de I’algébre C2(U). Ce n’est
pas une sous-algébre de C2(U) (par exemple, z = x + iy — x est harmonique dans
U, alors que z — 22 ne I’est pas).

e D’aprés (1), si f est holomorphe ou antiholomorphe dans U, alors f € Har(U).
o Il est immédiat que Af = Af. Par suite :
f€Har(U) & f € Har(U) < Re(f),Im(f) € Har(U).

Proposition 14.1.5. Soient U un ouvert simplement connexe de C et f € Har(U).
(i) f estlasomme d’une fonction holomorphe et d’une fonction antiholomorphe dans
U.

(ii) Si f est a valeurs réelles, c’est la partie réelle d’une fonction holomorphe dans
U déterminée & une constante additive imaginaire pure pres.

Démonstration. D’aprés (1), ona:
0 (0f\ B

L’ouvert U étant simplement connexe, g a une primitive ~ dans U (12.2.5). Alors
¢ = f — h estantiholomorphe,etona f = £ + h.

Si f est a valeurs réelles,ona f = Re(h +¢) = Re(h + ) et h + £ € H(U). Le
dernier point est immédiat d’apres 5.2.7. O

of

Corollaire 14.1.6. Soient U un ouvert de C et f € Har(U).

(i) Si f est a valeurs réelles, c’est localement la partie réelle d’une fonction holo-
morphe.

(if) f estde classe C'*° dans U et toutes les dérivées de f sont harmoniques dans U.
(iii) Soient V un ouvertde C et g € H (V) vérifiant g(V') C U. Alors fog € Har(V').

Démonstration. L’assertion (i) et le premier point de (ii) sont clairs d’aprés 14.1.5.
Le second point de (ii) résulte alors du théoreme de Schwarz quant a I’interversion
des dérivations. Pour établir (iii), on peut supposer f a valeurs réelles (14.1.4). Alors,
d’apres (i), localement, fog est de la forme hog, ou h € H(U). D’ou f € Har(V)
d’apreés (1). O
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Proposition 14.1.7. Soient U un ouvert de C et f € Har(U). Alors f possede la
propriété de moyenne dans U et vérifie le principe du maximum dans U.

Démonstration. D’apres 7.2.4, il suffit de démontrer le premier point. Soienta € U
et > 0 tels que D’'(a,r) C U. Dans un voisinage de D’(a,r),ona f = g + h, ou
g,h € H(U) (14.1.5). On conclut d’aprés 7.2.2. O

Corollaire 14.1.8. Soient U un ouvert connexe et f € Har(U) a valeurs réelles.
(i) SiaeUetsif(z) < f(a)dansun voisinage de a, alors f est constante.
(ii) Supposons U borné, f continue sur U, et non constante dans U. Pour tout z € U,

ona f(z) <sup{f(¢): ¢ € U\U}.

Démonstration. Soit » > 0 vérifiant D'(a, R) C U. Il existe M > 0 tel que
9(2) = f(2) + M > 0 pourtout z € D'(a,r). Onalg(z)| = g(z) < g(a) = |g(a)|
dans un voisinage de a. Il suffit donc d’appliquer le principe du maximum a g pour
obtenir (i). L’assertion (ii) s’en déduit aussitot. O

14.2 REPRESENTATION INTEGRALE

14.2.1. Soienta € Cetr > 0. Le noyau de Poisson relatif au disque D(a,r) est la
fonction définie, pour (z,w) € D(a,r) x C(a,r), par :

r? — |z —al? (w—a)+(z—a)
(z,w) |w — 2|2 Re((w—a)—(z—a)) @
Ainsi, si |lw| = r, I’application z — P(z,w) est la partie réelle d’une fonction

holomorphe dans D(a, r). Par suite, z — P(z,w) est harmonique dans D(a, ).
Si|u| <1,0na:

1+u )
=1+2 "
I-u - n;l !
Utilisant la seconde expression de (2), on voit donc que, si0 < p < retf,p € R,
ona

. . S n
Pla+pe?,a+re?) =142 % (2)" cosln( - )] ©
n=1 \T
et, ce développement est normalement convergent pour 6, € R. D’ou :
2T . . 27 . .
P(a+ pe? a4 re?)do = P(a+ pe? a + re'?)do = 2m.
0 0

14.2.2. Soit p une fonction continue sur C(a,r). Le probléme de Dirichlet dans
le disque D(a,r) consiste a prolonger p en une fonction continue sur D'(a,r) et
harmonique dans D(a, ). Le résultat suivant montre que ce probléme a une unique
solution.
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Théoréme. Soienta € C, r > 0, et p une fonction continue sur C'(a, r). Il existe une
et une seule fonction continue f sur D’(a,r), harmonique sur D(a, r) et prolongeant
p.Siz € D(a,r),0na:

1 2m

1) =5

5 P(z,a +7e")p(a + re'?) dp. 4)
s

Démonstration. Il est clair qu’il suffit d’établir le résultat pour p a valeurs réelles, ce
gue nous supposerons désormais réalisé.

Si fy et fo sont solutions du probléme, on a f; — f2|C(a,7) = 0, donc f; = f,
(14.1.8). D’ou I'unicité.
Soient z € C vérifiant |z —a| = p < retw € C(a, ). Posons

(w—a)+(z—a)

Ona P(z,w) = Re (Q(z,w)) et, pour p € R
. S — .
Q(z,a+re?) =142 7(2 @) e "
n=1
ce développement étant normalement convergent pour ¢ € R. Par suite,
2w ) ) 0o
Q(z,a+re¥)pla+re?)dp=ap+2 Y an(z—a)" (5)
0 n=1

avec

27 2pi
. 1 pi . . .
ap = / pla+re¥)dy et a, = —n/ e "pla+re¥)dp si n> 1.
0 ™ Jo

Comme p est a valeurs réelles, I’identité (5) nous montre que la fonction donnée par
(4) est la partie réelle d’une fonction holomorphe dans D(a,r), donc f est harmo-
nique dans D(a,r). Prouvons que f est continue sur D’(a, ). Afin de simplifier les
notations, on va supposer a = 0. Soit ¢y € [0, 27|. Compte tenu de 14.2.1 et de la
périodicité des fonctions que I’on intégre, si z € D(0,r), il vient :

<,00+7T ) )
£ =pre#) = 52| [ Plere®) (p(rei®) — p(rei®) g
po—
4.00+7T )
< 2— P(z,re?) |p re ‘P) — p(rewo)} dep.
L p—

Soite > 0. Il existe n €0, 7| tel que |p(re®¥) — p(rei#°)| < e dés que | — ¢o| <7
Alors :
1 Potn ) ) e pot+m
— P(z,re?)|p(re'¥) — p(re'#°)| de < — P(z,re¥)dp = e.
2T ©o—1 2m Yo—T
Soit K = {re'?; o € [po — 7,0 + 7]\ J¢o — 1, o + n[. C’est un compact de C ne
contenant pas re*#°. Par suite, il existe § > 0 et un voisinage V' de re*#° dans C tels
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que |¢ —w| > d pour toutw € K désque ¢ € V. Onen déduitque, siz € VND(0,r)
ety € [po — m, 00 — ] Ulpo +1n, 00 + 7], 0na:
r2 — |22

62
Si M > 0 vérifie |p(¢)| < M pour tout ¢ € C(0,r), pour z € VN D(0,r), il vient
alors :

0 < P(z,7e"%) <

$o—"n . . . 2 M 2 2
[ e ptre) - piren|ap < ZHCZED,
$o—T 6
Potm . . . QM (r? — |2]?
[ pareptrets) — plrete ap < T ZED,
®o+1n 0

Tout ce qui précéde montre que f(z) tend vers p(re’°) quand z tend vers re’?. On a
prouvé que f est continue dans D’(0, r). O

Corollaire 14.2.3. (Formule de Poisson). Soient a € C, » > 0, et f une fonction
continue sur D’(a, r) et harmonique dans D(a, ). Si|z| < r,ona:

f(2) L P(z,a +re"®) f(a+ re?) dp.

Corollaire 14.2.4. (Inégalités de Harnack). Soienta € C, » > 0, U un ouvert conte-
nant D’'(a,r), et f € Har(U), a valeurs réelles positives ou nulles. Si |z — a| < 7,

ona:

Tl ) < gy < TEEZ Ay,

T+ |z —al r—|z—al

Démonstration. Le noyau de Poisson P(z,w) relatif & D(a, r) vérifie :

r—|z—al < P(z,a+ 7€) < r+lz—al
r+ |z — al

Comme f est a valeurs positives ou nulles, il suffit d’appliquer 14.2.3 pour obtenir le

résultat. O

r— |z —al

Théoreme 14.2.5. Soient U un ouvert de C et f une fonction continue sur U. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f e Har(U).
(if) f posséde la propriété de moyenne dans U'.

Démonstration. (i) = Celaa été vuen 14.1.7.

(if) = (i) Soient a € U et r > 0 tels que D'(a,r) C U. Notons g la solution
du probléme de Dirichlet relative au disque D(a,r) et a f. La fonction g vérifie la
propriété de moyenne dans D(a,r) (14.1.7). Il en est de méme de f — g. Par suite,
f — g Vérifie le principe du maximum (7.2.4). Comme f — g est nulle sur C'(a, ), on
a f(z) = g(z) pourtout z € D(a,r) (7.2.5). D’ou f € Har(U). O
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Théoréme 14.2.6. (Théoréme de Harnack). Soient U un ouvert de C et (f,),, une
suite de fonctions harmoniques dans U.

(i) Si la suite (fy)n converge uniformément sur tout compact de U, sa limite f est
harmonique dans U.

(i) Si U est connnexe et si la suite (f,, ), est a valeurs réelles et croissante, alors ou
(fn)n converge uniformément sur tout compact de U ou, pour tout z € U, f,(2)
tend vers 400 quand n tend vers +oo.

Démonstration. (i) Les f,, possedent la propriété de moyenne et convergent unifor-
mément vers f sur tout disque fermé contenu dans U. On en déduit que f posséde la
propriété de moyenne dans U, donc f € Har(U) (14.2.5).

(ii) Quitte a remplacer f, par f,, — f1, on peut supposer les f,, a valeurs positives ou
nulles. La suite ( f,,),, étant croissante, pour tout z € U, la suite (fn(z))n aune limite
f(z) € Ry U {+00}. Posons :

V={z€eU; f(z) <40}, W={z€U; f(z2) = +o0}.

En appliquant les inégalités de Harnack (14.2.5) aux f,, on voit que V' et W sont
ouverts dans U. Par suite, ou W = U, ou f(z) < oo pour tout z € U. Supposons
que I’on soit dans ce dernier cas. Si D’(a,r) C U et si m < n, les inégalités de
Harnack montrent a nouveau que

0 < ful2) = fin(2) < (fu(a) = fm(a))

si |z —a| < r. Par conséquent, la suite ( f,, ), converge uniformément dans tout disque
D'(a, p), avec p < r. D’ou le résultat. O

r+ |z —al
r— |z —al

EXERCICES

Exercice 14.1. Soit U = {z € C; Re(z) > 0}. Déterminer les applications de classe
C? de R?_ dans R telles que

x2 +y2>

u:U—>R,(w,y)—>f< .

soit harmonique dans U.

Exercice 14.2. a) Soient D = D(0,1) etu: D — R continue et harmonique dans D.
Si|z| < 1, 0on pose :
2m zt

27r e dt.

Prouver que g € H(U) et que Re(g ) =
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b) Soient U un ouvert connexe de C et (f,), une suite de fonctions holomorphes
sur U. Sin € N, on pose u, = Re(f,). On suppose que la suite (u,), converge
uniformément sur tout compact de U et qu’il existe zg € U tel que la suite (fn(ZO))n

soit convergente. Montrer que la suite (f,,),, converge uniformément sur tout compact
de U.

SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 14.1. Supposons qu’une telle application f existe, et posons, si (z,y) € U,
: 2t t2
t=(2® +y?)/z lvient: Az, y) = = f'(t) + = /" (t).
T X

Siw € Har(U), onadonc 0 = 2tf'(t) + t2f"(t) = [tf'(t)]’ pour tout t > O.
On en déduit qu’il existe A, € R tels que f(t) = Alnt + p pour tout ¢ € R.
Réciproquement, on vérifie facilement que de telles fonctions conviennent.

Exercice 14.2. a) Si |z| < lett € [0,27], 0na

it . . o0 , ,
e‘t + Zu(e”) =u(e") +2 3 2"e Mu(e"),
e —z n=1

et, z étant fixé, la convergence de cette série est normale quand ¢t € [0, 1]. On peut
I’intégrer terme a terme, et ceci prouve que g € H(U). Le fait que Re(g) = w résulte
alors de 14.2.2.

b) Notons V' I’ensemble des points z € U en lesquels la suite (fn(z))n converge.

Soienta € V et R > 0 tels que D'(a, R) C U, et~ le cercle C(0, 1) orienté dans le
sens positif. D’apreés a), si |z| < 1, il vient:

2 zt P .
(%) fnla+ Rz) = L / + un(a 4 Re™) dt + fo(a) — un(a).

o et—z

D’aprés les hypothéses, il existe M > 0 tel que |u., (a + Re)| < M pour toutn € N
ettout ¢t € [0,1]. Si|z| <7 < 1,onadonc:

2M 2”1+r

|[fna+Rz) = fpla+ Rz)| < ~dt+|fula) = fp(a)l +]un(a) —up(a)l.

Le critére de Cauchy uniforme prouve alors que (f,), converge uniformément sur
D’(a,r). Ainsi, V est ouvert.

Prouvons que V' est fermé dans U. On peut supposer V' # U. Soient a € U\V et
2w zt
+z

R > 0 vérifiant D'(a,R) C U.Si |z| < 1, le terme/ un(a + Re')dt a

t
une limite quand n tend vers +oo. Il en résulte que la sulte (fn (a + Rz ) ne peut
converger en aucun point z tel que |z| < 1 (sinon, la suite (fn( ))n convergerait).
Ainsi, U\V est ouvert, et V' est fermé. La connexité de U et la non vacuité de V'
impliquent que U = V. On a vu que la convergence de la suite est uniforme au
voisinage de touta € V = U, d’ou le résultat.



Chapitre 15

Quelques calculs d’'intéegrales

On donne des méthodes pour calculer quelques intégrales en utilisant le
théoréme des résidus. Les exemples proposés sont nécessairement en nombre
limité, et on renvoie a des livres d’exercices pour plus de détails. On n’indique
généralement que des méthodes, les calculs et justifications étant souvent laissés
au lecteur. Dans un premier paragraphe, on prouve d’abord quelques lemmes
qui sont utiles pour le calcul d’intégrales.

15.1 QUELQUES LEMMES

Lemme 15.1.1. (Lemme du petit cercle). Soient o, 3 € [0, 27| et v,-: [ev, 5] — C,
t — a + re* un chemin dont I’image est un arc de cercle. Soit f une fonction
holomorphe dans un disque épointé D*(a, R). On suppose que a est un point régulier
ou un pole simple de f. Alors :

liir(l) f(z)dz = (8 — a)iRes(f,a).

Yr

Res(f,a)

p, M € RY tels que [g(z)| < M5|zeD( p).Si0 <r < p,onadonc:

| / < Mlong(y,) = M|3 - alr.

Démonstration. Posons g(z) = f(z) — - D’apreés les hypotheses, il existe
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D’autre part :

D’ou le résultat. O

Lemme 15.1.2. (Lemme du grand cercle). Soient «, 3 des éléments de [0, 2] et
Yr: la, ] — C, t — Re™ un chemin dont I’image est un arc de cercle. Soit f une
fonction holomorphe dans un ouvert U de C contenant im «yr pour R assez grand. On
pose

M(R) = sup{[f(2)[; z € im7R},
et on suppose que RM (R) tend vers 0 si R tend vers +oo. Alors :

li dz = 0.
RiToo ~r f(Z) i

Démonstration. Soite > 0. Si R est assez grand, on a RM (R) < . Dans ce cas :
£
| [ 1) < Stonglom) = el - al.
TR

D’ou I’assertion. O

Lemme 15.1.3. Avec les notations de 15.1.2, on suppose que o, 3 € {O, g] et que
M (R) tend vers 0 si R tend vers +oo. Soit

Ip = f(2)e dz.
TR
Alors I tend vers 0 si R tend vers +oo.

Démonstration. Soit

Il vient : feost — sint .
COS 1 — sIn COSs
g(t) = v = —5 (t—tant) <0.

Ainsi, g est décroissante. Par suite, si 0 < ¢ < g on obtient :

— < sint.
7T
On en déduit :
B L o B
‘IR’ — "LR/ f(Rezt)echost—Rsmteztdt‘ < RM(R)’/

€_R sint dt‘
«

< RM(R) /0+OO exp (_QRt) dt — ”MQ(R).

On a obtenu I’assertion. O

™
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15.2 QUELQUES METHODES

15.2.1. Soit F' = — une fraction rationnelle a coefficients réels, ou P,@Q € R[X]

sont premiers entre eux. On suppose que le polyndme ) n’a aucune racine réelle et
gue deg P < deg (Q — 2. On sait alors que I’intégrale

[= /m F(t) dt

— 00

est convergente.

Notonsaq, ..., a, lesracines de () de partie imaginaire strictement positive. On consi-
dére le chemin suivant v (on a figuré seulement I’image du chemin sur le dessin; le
lecteur en déterminera facilement une représentation paramétrique).

a

Pour R assez grand, tous les ay appartiennent a la composante bornée de C\ im ~yp.
D’autre part, si a appartient a la composante connexe non bornée de C\ im g, on a
ind,, (a) = 0(6.3.2).

Soit a € C vérifiant Ima > O et [a| < R. Il existe p > 0 tel que |z| < R et
Im(z) > 0 pour tout z € D'(a, p). Notons #: [0,1] — C le chemin t — a + %7,
Onaindg(a) = 1 (6.3.3). D’autre part, I’application

VR(t) —a
[vr(t) — al
est une homotopie dans C\{a} de v a 6. On a ainsi ind,, (a) = 1 (10.4.1).

5:10,1] % [0,1] = C, (t,u) — au+u + (1 — uw)yr(t)

Compte tenu de 10.6.2, on a alors :
/ F(z)dz = 2im(Res(F,a1) + - - - + Res(F, ap)).
TR
Notons 6 le sous-chemin de v dont I’'image est I’arc de cercle figuré sur le dessin.

Comme deg P < deg @Q — 2, il résulte de 15.1.2 que I’intégrale de F sur 6 i tend vers
0 si R tend vers +co. Comme

LR F(z)dz = /;R F(t)dt + /QR F(z) dz,

I = 2iw(Res(F,a1) + - + Res(F,ap)).

il vient :
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15.2.2. Soientm,n € N tels que 2n — m > 2. Prenons
tm

PO =1

Les péles de F' de partie imaginaire strictement positive sontles ag, 0 < k < n — 1,
avec :

(i7r(2k + 1))
ap =exp | ————).
2n
Ce sont des p6les simples de F'. D’aprés 8.4.2, il vient :
1
_ +1
Res(F,ax) = —%azn )
Un calcul facile donne alors :
[l — (=)™
= (m+)m
2nsin ——
n

Remarque. Dans les exemples a venir, les calculs d’indices et de résidus
seront laissés au lecteur. De méme, il montrera que les intégrales introduites
sont convergentes.

15.2.3. Onnote I';. i le chemin dont I’image est illustree par le dessin suivant.

N

On se propose de calculer I’intégrale

“+o00
I= / Rt dt
0

ou0 < a < 1, et ou F est une fraction rationnelle a coefficients réels vérifiant
F(0) # 0,deg F < —1, etdont les pdles a4, . .., a, n’appartiennentpas a R ;.
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On note ¢ la détermination holomorphe de z* définie sur C\R.., et qui correspond
a un argument @ vérifiant 0 < 0(z) < 2x (voir 5.3.2). On pose f = F/yq. Dans la
suite, on suppose r assez petit et R assez grand pour que r < |ax| < Rsil < i < n.
Si p > 0, on pose x,(t) = pe*™, 0 <t < 1.

De méme, o1 (respectivement o) est la détermination holomorphe de =z définie
dans C\R_ et correspondant a un argument strictement compris entre —m et +m
(respectivement 7 et 37r). On a ainsi :

e vo(2) = ¢1(z) siRe(z) > 0etIm(z) > 0.
® po(z) = ¢a(z) siRe(z) > 0etIm(z) < 0.

Notons 1 g €t 2 r l€s chemins suivants :

Ona:

= F(z) z = 2im( Res(f,a es(J,a
J_/FT)RSOO(Z)d 2im(Res(f,a1) + - + Res(f, an)).

D’autre part :

On voit donc que

R ) r
J = / tOF(t) dt + 6‘2”“/ tTOF(t)dt + S,
r R

ou S est une combinaison linéaire de six intégrales de la forme
F
Ty = / ) 4.,
v ka(z)

avec k = 0,1,2 et im+y C imy, ou im~y C im yg. Les intégrales telles que
im~y C im g tendent vers 0 quand R tend vers I’infini d’aprés les hypotheses et
15.1.2. Pour les intégrales telles que im v C im ., on trouve facilement :

| Tk | < 2707~ sup{|F(2)]; 2] = 7}

Comme 0 n’est pas un pdle de F' et que 0 < a < 1, ces intégrales tendent vers 0 si r
tend vers 0.

Compte tenu de tout ce qui précéde, on a donc obtenu :

21

I=————(Res(f,a1) + -+ Res(f,an)).

1— 6722'71*04
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15.2.4. Soit F' une fraction rationnelle non nulle, a coefficients réels, sans p6le dans
R, et vérifiant deg F' < —2. On pose :

—+00
I:/ F(t)Intdt.
0

On conserve les notations I'. g, V1.r, R, V2,r,Rs 0, ©1, €t 2 de 15.2.3. On note v, la
détermination du logarithme correspondant a o, et on pose f(z) = F(z)[to(2)]2.
Pour r assez petit et R assez grand, ona:

Jr g = /1“ f(z)dz = 2i7r(Res(f, a) + - -+ Res(f, Gn)),

olay,...,a, sontles pbles de F'. D’autre part :
[ PowmErE= [ FEpEP =0,
Y1,mR Y2,7R

On en déduit que

R T
= nt]? n im)?
J—/T F(t)[In{] dt+/RF(t)[1 t+ 2im]? dt + S,

ou S est combinaison linéaire de six intégrales de la forme
T = [ PO dz
Y

avec im~y C im x, ouim~ C im yr. Comme en 15.2.3, on prouve que ces intégrales
tendent vers 0 quand r tend vers 0 ou quand R tend vers +oo. On en déduit :

—4im] + 47 /+OO F(t)dt = 2im(Res(f,a1) + - - - + Res(f, an)).
0

D’ou:
2I = —Re (Res(f,a1) + -+ Res(f,an)).

Remarque. Une méthode analogue permet de calculer, lorsqu’elle est définie
une intégrale du type

+oo
/ F(t)[In P dt.
0

On consideére, pour cela :

| PG
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15.2.5. Proposons nous de calculer I’intégrale
oo ¥ nt
0 t2—1

avec —1 < o < 1. On va utiliser le chemin I',. r suivant :

M\ M — M\ R
-1 o' 1
Notons ¢ et ¢ les déterminations du logarithme et de = définies sur C\iR_, et
. . 3
correspondant a un argument strictement compris entre —g et g
L’intégrale de f(z) = M sur I, g est nulle pour r assez petit et R assez grand.
22 _

Poura € Cet p > 0, posons x, ,(t) = a + pe', 0 < t < 7. Compte tenu de 15.1.1
et 15.1.2, les intégrales de f sur xo,, Xo,r, €t x1,» tendent vers 0 quand r tend vers 0
ou quand R tend vers +oc. De méme, d’aprés 15.1.1, ona:

2 .
lim f(z)dz = miRes(f,—1) = %ew‘”.

r—0 Xt

Posons alors :

1-7 R L«
t*Int t*Int
J:/ —dt,K,R:/ Ly
" r t2_1 " 1+,,,t2_1

1—r +o o
Lr:/ ——dt, M,,VR:/ ——dt, Na,p:/ f(2)dz.
r t*—1 147 t*—1 X

la,p

Ona:
(14 e“™)(J, + Ky g) +ime ™ (L + My ) + Nor — No — N_1, — N1, = 0.

En faisant tendre r vers 0 et R vers 4+o0, on voit alors facilement que :

2
I =
aT
4 2
COS 5
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15.2.6. Soient n un entier et o un réel tels que n > o + 1 > 0. On veut calculer

I’intégrale
+oo to
1= / dt.
o l41tn

On va utiliser le chemin I',. p suivant

A ’ - 27T
ou I’angle entre les deux segments de droite est —-
n

) 2 , L
Pour p > 0, on pose 7,(t) = pe', avec 0 < ¢ < “T On note o la détermination
n
holomorphe de z“ définie sur C\iR_, et qui correspond & un argument strictement

' 3
compris entre —g et 777 On pose :

QO(Z) .a+1/27r/n ez’(a+1)t
6 =T L= | S@de=ip [
Il vient :
27[.poe+1
ol < 7
nlp |

Ainsi, I, tend vers 0 quand p tend vers 0 ou quand R tend vers 4-oo. D’autre part,
d’aprés le théoreme des résidus :

[ fterde = zim g /) = AT e (L)

R a - r a

t 2im(a+ 1) t

- ey (RHEEDY [,
R T+/T T T exP n 14t

On en déduit que :
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Remarque. Soit n un entier au moins égal a 2. la méthode précédente avec

r = 0 fournit :
/OO dt B T
o 1+tv nsinz

n
Nous invitons le lecteur a calculer cette intégrale en utilisant une décomposi-
tion en éléments simples (et en raisonnant rigoureusement). Il pourra constater
gue la méthode des résidus est nettement plus simple.

15.2.7. Rappelons que I'(z) a été défini en 7.5.2. Soit p un entier au moins égal a 2.
En utilisant le chemin de 15.2.6, et la fonction z — e, le lecteur montrera que :

oo 1./1 oo 1./1
/ cos(tP) dt = —F(—) cos —— , / sin(tP) dt = —F(—) sin -
0 p \p 2p - Jo p \p

15.2.8. On va maintenant proposer au lecteur certains calculs d’intégrales en lui
indiquant quels chemins il peut utiliser pour le faire. A lui de déterminer des fonctions
convenables a utiliser et le soin de mener a bien les calculs.

400 1ov

t*Int

.CalculerI:/ i
0 _

dtol —1 < a<0.

(1
N[/
<

o0 2
e Calculer I = / e ¥ cos(at) dt, ol o > 0.
0
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o/2

0

e Soient a € R et 3 € R. En remplagant «/2 par 27 dans le chemin précédent,

+o0
cos Ot
calculerI:/ 575 .
o cht+cha

> Int o0 dt
oCaIcuIerI:/ 7dtetjz/ = .
o Vi1 +12) o Vil +12)
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