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Avant-propos

Les résultats concernant la théorie des fonctions holomorphes d’une ou plusieurs va-
riables complexes sont très nombreux, car c’est une théorie relativement ancienne (et
la recherche dans ce domaine des mathématiques est toujours très active). Pour aborder
cette théorie, l’étudiant aura intérêt à procéder par étapes. Ce livre peut être vu comme
la première de ces étapes. Donnons quelques explications à ce sujet.

Les connaisances pour aborder la lecture de l’ouvrage sont plutôt modestes. En ce qui
concerne la topologie, on ne demande de connaître que les propriétés élémentaires des
compacts et des connexes de C. Pour l’intégration, à l’exception d’un complément
donné au chapitre 7 (et qui n’est pas utilisé dans la suite de l’ouvrage), on n’a utilisé
que les propriétés élémentaires de l’intégrale au sens de Riemann. En ce qui concerne
le calcul différentiel, il n’est quasiment utilisé que la notion d’application différen-
tiable. Il en résulte qu’un étudiant de troisième année de Licence dispose de toute la
matière nécessaire pour aborder la lecture du livre. Donnons quelques détails quant à
son contenu.

Les chapitres 1 à 3 constituent des révisions concernant un programme usuel de Li-
cence. On y traite de séries numériques, de séries de fonctions, et de séries entières. Il
nous semble en effet opportun de rappeler les points essentiels concernant ces notions
(par exemple la définition du rayon de convergence d’une série entière).

Le chapitre 4 traite des fonctions analytiques. Bien que ne présentant aucune difficulté,
on obtient déjà des résultats importants (principe du prolongement analytique, principe
des zéros isolés).

Au chapitre 5, on généralise la notion de dérivabilité au cas des fonctions d’une va-
riable complexe. Il est aussi question des déterminations continues de l’argument, un
point qui sera essentiel dans d’autres chapitres.
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XII Analyse complexe pour la Licence 3

Le chapitre 6 est fondamental. On y montre qu’une fonction est dérivable (on dit aussi
holomorphe) si et seulement si elle est localement développable en série entière. C’est
là une énorme différence avec le cas réel déjà vu par l’étudiant.

Dans les chapitres 7 et 8, on utilise la théorie de Cauchy locale pour obtenir les
principales propriétés des fonctions holomorphes ou méromorphes. On y démontre,
par exemple, la fameuse formule des résidus (dans des cas particuliers) qui permettra,
et c’est parfois ce qui impressionne l’étudiant, de calculer des intégrales.

Les chapitres 9 et 11 sont consacrés à l’étude des produits infinis. C’est une notion très
intéressante, mais aussi plus délicate que celle de série. Au chapitre 11, on montre en
particulier l’existence de fonctions holomorphes ayant des zéros imposés.

Au chapitre 10, on traite, dans un cadre plus général, des questions vues dans les cha-
pitres 7 et 8. On introduit en particulier la notion d’homotopie (on essaie de déformer
des courbes de manière continue).

Le chapitre 12 est consacré d’une part à des questions topologiques (théorème de
Montel) et d’autre part à la représentation conforme (théorème de Riemann). On y
démontre en particulier à quelle condition deux ouverts de C sont analytiquement
isomorphes.

Au chapitre 13, on démontre trois résultats fameux : deux théorèmes de Picard et le
théorème de Runge. Les deux premiers sont spectaculaires, le troisième est fondamen-
tal en ce qui concerne l’approximation des fonctions.

Au chapitre 14, on aborde l’étude des fonctions harmoniques de deux variables réelles.
Ces fonctions sont très utilisées dans de nombreux domaines scientifiques. On prouve
en particulier qu’une telle fonction est indéfiniment différentiable.

Le chapitre 15 donne quelques méthodes (en nombre très limité) de calculs d’inté-
grales en utilisant la formule des résidus. Nous renvoyons cependant le lecteur à des
livres d’exercices (ou à des séances de travaux dirigés) pour ce qui concerne ce point.

Comme nous l’avons déjà précisé, ce livre, qui se veut d’un niveau relativement élé-
mentaire, n’aborde que quelques aspects de la théorie des fonctions holomorphes.
Nous n’avons en particulier traité que le cas des fonctions holomorphes d’une variable.
Pour l’étudiant qui veut se spécialiser dans ce domaine, il peut être une introduction à
des ouvrages de niveau plus élevé. Nous conseillons en particulier les livres [4], [6],
[8], [9], [10] de la bibliographie.

Signalons aussi que le contenu de cet ouvrage couvre entièrement la partie du pro-
gramme de l’agrégation de mathématiques qui concerne les fonctions holomorphes.
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Chapitre 1

Séries numériques

Dans ce chapitre, on fait quelques rappels concernant les séries numériques.

1.1 NOTATIONS ET RAPPELS

1.1.1. Soient E,F des ensembles et A une partie de E.

On note P(E) l’ensemble des parties de E et idE l’application identité de E.

On désigne par E\F l’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas à F , et
par F(E,F ) l’ensemble des applications de E dans F . On écrira souvent f : E → F
pour signifier que f ∈ F(E,F ), et on note f |A la restriction de f à A.

Si E est fini, card(E) est le cardinal de E.

1.1.2. Les symboles

N , N∗ , Z , R , R∗ , R+ , R− , R∗
+ , R∗

− , C , C∗

ont la signification usuelle bien connue de tous. Si z est un nombre complexe, on note
z son conjugué et Re(z) (respectivement Im(z)) sa partie réelle (respectivement partie
imaginaire).

Dans la suite de ce chapitre K est l’un des corps R ou C.
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2 1 • Séries numériques

1.1.3. Soit X un espace métrique dont la distance est notée d. Rappelons qu’une
suite x = (xn)n�0 d’éléments de X est appelée une suite de Cauchy si elle vérifie la
condition suivante : pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que d(xm, xn) < ε dès que
m � N et n � N .

Définition. Un espace métriqueX est dit complet si toute suite de Cauchy d’éléments
de X a une limite dans X . Un K-espace vectoriel normé et complet est appelé un
espace de Banach.

Théorème 1.1.4. Tout K-espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de
Banach. En particulier, le corps K est complet.

1.2 LIMITE SUPÉRIEURE ET LIMITE INFÉRIEURE

1.2.1. On adjoint à R les symboles usuels −∞ et +∞, et on pose :

R = R ∪ {−∞,+∞}.
On prolonge la relation d’ordre naturelle de R en convenant que, pour tout a ∈ R :

−∞ < a < +∞.

1.2.2. On note S l’ensemble des suites réelles et C le sous-espace vectoriel de S
constitué des suites convergentes.

Définition. Soit x = (xn)n�0 ∈ S . On dit que x converge dans R si elle vérifie l’une
ou l’autre des conditions suivantes :
(i) x ∈ C
(ii) xn tend vers +∞ quand n tend vers +∞.
(iii) xn tend vers −∞ quand n tend vers +∞.
On désigne par R l’ensemble des éléments de S qui convergent dans R.

Remarques. 1) Si xn = (−1)n, on a x /∈ R.

2) Si xn = n, alors x ∈ R\C. Par suite C � R � S .

3) L’ensemble R n’est pas un sous-espace vectoriel de S . Si x = (xn)n et
y = (yn)n vérifient xn = n+(−1)n et yn = −n, on a x, y ∈ R et x+y /∈ R.

1.2.3. Soit A une partie non vide de R. Si A est majorée (respectivement minorée),
on note supA (respectivement inf A) la borne supérieure (respectivement inférieure)
de A. Si A est non majorée (respectivement non minorée), on pose supA = +∞
(respectivement inf A = −∞).

Lemme 1.2.4. Soit x = (xn) ∈ S . Si p ∈ N, on pose Xp = {xn ; n � p}.
(i) S’il existe q ∈ N tel que supXq = +∞, alors supXp = +∞ pour tout p ∈ N.
(ii) S’il existe q ∈ N tel que infXq = −∞, alors infXp = −∞ pour tout p ∈ N.
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1.2 Limite supérieure et limite inférieure 3

Démonstration. Prouvons (i), la démonstration de (ii) étant analogue.
Si p � q, on aXq ⊂ Xp donc supXp = +∞. Supposons p > q et supXp = M ∈ R.
De Xq = Xp ∪ {xq, xq+1, . . . , xp−1}, on déduit :

supXq � max{M,xq, xq+1, . . . , xp−1} < +∞.

Contradiction. �

1.2.5. Soit x = (xn)n ∈ S. On va définir des éléments lim supx et lim inf x de R,
appelés respectivement limite supérieure et limite inférieure de x. Notons, si n ∈ N :

Xn = {xp ; p � n} , Mn = supXn , mn = infXn.

• S’il existe q ∈ N tel que Mq = +∞, alors Mn = +∞ pour tout n ∈ N (1.2.4). On
pose :

lim supx = +∞.

• Supposons Mn < +∞ pour tout n ∈ N. Comme Xn+1 ⊂ Xn, la suite (Mn)n est
décroissante. Elle a donc une limite dans R, et on pose :

lim supx = lim
n
Mn.

• S’il existe q ∈ N tel que mq = −∞, alors mn = −∞ pour tout n ∈ N (1.2.4). On
pose :

lim inf x = −∞.

• Si mn > −∞ pour tout n ∈ N, la suite (mn)n étant croissante, elle a une limite
dans R. On pose :

lim inf x = lim
n
mn.

D’après les définitions, il est clair que lim inf x � lim supx.

On notera parfois lim sup
n

xn pour lim supx et lim inf
n

xn pour lim inf x.

Théorème 1.2.6. Soit x = (xn)n ∈ S . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La suite x converge dans R.
(ii) On a lim inf x = lim supx.

Si ces conditions sont vérifiées, alors :

limx = lim inf x = lim supx.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Supposons (i) vérifié.
• Envisageons le cas où x converge vers � ∈ R. Si ε > 0, il existe N ∈ N tel que
|xn−�| < ε dès que n � N . Alors, pour n � N , il vient |Mn−�| � ε et |mn−�| � ε.
Ceci prouve que les suites (Mn)n et (mn)n convergent vers �.
• Supposons limx = +∞. Si A ∈ R, il existe N ∈ N tel que xn � A dès que
n � N . On obtient Mn � A et mn � A si n � N . La condition (ii) est à nouveau
vérifiée. La preuve est analogue si lim x = −∞.
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(ii) ⇒ (i) Supposons (ii) vérifié.
• Si lim inf x = lim supx = � ∈ R, pour ε > 0, il existe N ∈ N tel que :

n � N ⇒ �− ε � mn � Mn � �+ ε.

D’où :

n � N ⇒ �− ε � mn � xn � Mn � �+ ε.

Ceci montre que la suite x converge vers �.
• Supposons lim inf x = lim supx = +∞. Si A ∈ R, il existe N ∈ N tel que :

n � N ⇒ A � mn � Mn.

Ainsi :

n � N ⇒ A � mn � xn � Mn.

D’où lim x = +∞. La preuve est analogue si lim inf x = lim supx = −∞. �

1.3 GÉNÉRALITÉS SUR LES SÉRIES NUMÉRIQUES

Définition 1.3.1. Soit (un)n�0 une suite d’éléments de K. On appelle série de terme
général un, ou série

∑
un, la suite de K × K définie par :(

un,
n∑
k=0

uk

)
n�0

.

La série
∑
un est dite réelle (respectivement complexe) si la suite (un)n est à termes

réels (respectivement complexes).

1.3.2. Étant donnée une série
∑
un, on dit que

Un = u0 + u1 + · · · + un

est la somme partielle de rang n de la série. La série est dite convergente (respective-
ment divergente) si la suite (Un)n�0 converge dans K (respectivement diverge). Si la
suite (Un)n�0 converge, sa limite U est appelée la somme de la série, et on écrit :

U =
∞∑
n=0

un.

Il est clair qu’une série complexe
∑
un est convergente si et seulement si les séries

réelles
∑

Re(un) et
∑

Im(un) le sont. S’il en est ainsi, on a :

∞∑
n=0

un =
∞∑
n=0

Re(un) + i
∞∑
n=0

Im(un).
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1.3 Généralités sur les séries numériques 5

Le résultat suivant est immédiat :

Proposition. L’ensemble S(K) des séries convergentes est un K-sous-espace vecto-
riel de l’espace vectoriel des séries à éléments dans K, et l’application

S(K) → K ,
∑
un →

∞∑
n=0

un

est K-linéaire.

1.3.3. Soit p ∈ N∗. Nous aurons parfois à considérer des suites (un)n�p d’éléments
de K. En posant vn = 0 si n < p et vn = un si n � p, on obtient une série

∑
vn qui

sera notée
∑

n�pun, ou même encore
∑
un s’il n’y a pas d’ambiguïté.

Inversement, à une série
∑
un, on peut associer une série

∑
n�pun qui est dite déduite

de
∑
un par troncature.

Une série
∑
un et une série

∑
n�pun s’en déduisant par troncature sont de même

nature. En cas de convergence, la somme de la seconde série est

∞∑
n=0

un −
p−1∑
n=0

un notée
∞∑
n=p

un.

Convention 1.3.4. Dans les preuves qui suivent, si l’on considère une série de terme
général un (lettre minuscule), la somme de rang n de cette série sera notée Un (lettre
majuscule). En cas de convergence, la somme de la série sera notée U (lettre majus-
cule). En outre, le mot « série » signifiera « série à éléments dans K ».

1.3.5. Soit
∑
un une série. Pour p < q, on a

Uq − Up = up+1 + up+2 + · · · + uq.

Le corps K étant complet, il résulte de 1.1.4 que l’on a le résultat suivant :

Théorème. (Critère de Cauchy). Soit
∑
un une série. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) La série
∑
un est convergente.

(ii) Pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que :

N � p � q ⇒ |up + up+1 + · · · + uq| � ε.

Corollaire 1.3.6. Si la série
∑
un converge, la suite (un)n admet 0 pour limite.

Démonstration. Il suffit de prendre q = p+ 1 dans le critère de Cauchy. �

Définition 1.3.7. Une série
∑
un est dite absolument convergente si la série

∑|un|
est convergente.
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Théorème 1.3.8. Toute série
∑
un absolument convergente est convergente et :∣∣∣ ∞∑
n=0

un

∣∣∣ �
∞∑
n=0

|un|.

Démonstration. Résulte de |up + up+1 + · · · + uq| � |up| + |up+1| + · · · + |uq| et
du critère de Cauchy. �

1.3.9. Soient λ ∈ C, a ∈ C∗, et un = aλn. On dit que
∑
un est la série géométrique

de premier terme a et de raison λ.

• Si |λ| � 1, la suite (un)n ne converge pas vers 0. D’après 1.3.6, la série
∑
un

diverge.

• Supposons |λ| < 1. De

Un = a
1 − λn+1

1 − λ
on déduit que la série

∑
un converge et que sa somme est :

U =
a

1 − λ
·

1.3.10. On appelle série de Riemann toute série
∑

n�1un, avec un =
1
nα

, où α ∈ R.

Si α � 0 la série
∑
un diverge d’après 1.3.6. Supposons α > 0. Si n � 2, on a :∫ n+1

n

dx

xα
� 1
nα

�
∫ n

n−1

dx

xα
·

Pour n � 1, il vient alors :

ln(n+ 1) � Un = u1 + · · · + un � 1 + lnn si α = 1,
1

1 − α

[ 1
(n+ 1)α−1

− 1
]

� Un � 1 +
1

1 − α

[ 1
nα−1

− 1
]

si α �= 1.

La suite (Un)n étant croissante, on voit donc que la série de Riemann précédente
converge si et seulement si α > 1.

1.4 SÉRIES À TERMES POSITIFS

1.4.1. Rappelons tout d’abord quelques points concernant des notions classiques.
Soient u = (un)n et v = (vn)n des suites à éléments dans K.

• On dit que v domine u, et on écrit alors un = O(vn), s’il existe A > 0 tel que
|un| � A|vn| dès que n est assez grand.

• On dit que u est négligeable devant v, et on écrit alors un = o(vn), si pour tout
ε > 0, on a |un| � ε|vn| dès que n est assez grand.
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1.4 Séries à termes positifs 7

• On dit que u et v sont équivalentes, et on écrit alors un ∼ vn, si un − vn = o(un).
Si cette condition est réalisée, on a aussi vn − un = o(vn). S’il existe N ∈ N tel que
vn �= 0 pour n � N , ceci équivaut à dire que la suite (un/vn)n converge vers 1.

1.4.2. Soit
∑
un une série à termes réels positifs ou nuls. La suite (Un)n est donc

croissante. Il en résulte que le résultat suivant et celui de 1.4.3 sont immédiats.

Théorème. Soit
∑
un une série à termes réels positifs ou nuls. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes :

(i) La série
∑
un est convergente.

(ii) La suite (Un)n est majorée.

Si ces conditions sont vérifiées, on a U = sup{Un ; n ∈ N}. Si elles ne le sont pas,
alors Un tend vers +∞ quand n tend vers +∞.

Théorème 1.4.3. Soient
∑
un et

∑
vn des séries à termes réels positifs ou nuls. On

suppose qu’il existe N ∈ N tel que un � vn si n � N . Alors :

(i) Si la série
∑
vn converge, il en est de même de la série

∑
un et :

∞∑
n=N

un �
∞∑
n=N

vn.

(ii) Si la série
∑
un est divergente, il en est de même de la série

∑
vn.

Corollaire 1.4.4. Soient
∑
un et

∑
vn des séries à termes réels positifs ou nuls telles

que un = O(vn). Alors :

(i) Si la série
∑
vn converge, il en est de même de la série

∑
un.

(ii) Si la série
∑
un diverge, la série

∑
vn diverge aussi.

Démonstration. D’après les hypothèses, il existeN ∈ N etA > 0 tels que un � Avn
si n � N . Il suffit donc d’appliquer 1.4.3. �

Corollaire 1.4.5. Soient
∑
un et

∑
vn des séries à termes réels positifs ou nuls

vérifiant l’une ou l’autre des hypothèses suivantes :

(i) Il existe A,B ∈ R∗
+ tels que Avn � un � Bvn pour n assez grand.

(ii) un ∼ vn.

Alors les séries
∑
un et

∑
vn sont de même nature.

Démonstration. Les deux conditions impliquent en effet que un = O(vn) et que
vn = O(un). �
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Proposition 1.4.6. Soient
∑
un et

∑
vn des séries à termes réels positifs ou nuls. On

suppose qu’il existe N ∈ N tel que, pour n � N :

un > 0 , vn > 0 ,
un+1

un
� vn+1

vn
·

(i) Si la série
∑
vn converge, la série

∑
un converge aussi.

(ii) Si la série
∑
un diverge, la série

∑
vn diverge aussi.

Démonstration. Posons A = uN/vN . Si n � N , il vient :
un
vn

� un−1

vn−1
� · · · � uN+1

vN+1
� uN
vN

� A.

D’où les assertions d’après 1.4.4. �

1.5 CONVERGENCE ABSOLUE

Proposition 1.5.1. Soit
∑
un une série à termes complexes. Les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) La série
∑
un est absolument convergente.

(ii) Les séries
∑

Re(un) et
∑

Im(un) sont absolument convergentes.

Démonstration. On a :

|Re(un)| � |un| , | Im(un)| � |un| , |un| � |Re(un)| + | Im(un)|.
Les deux premières inégalités établissent (i) ⇒ (ii) ; la troisième (ii) ⇒ (i). �

1.5.2. D’après 1.5.1, l’étude de la convergence absolue dans le cas complexe se
ramène à celle du cas réel. On va s’intéresser à cette situation. Si a ∈ R, on pose :

a+ = max{a, 0} , a− = max{−a, 0}.

Proposition. Soit
∑
un une série à termes réels. Les conditions suivantes sont équi-

valentes :

(i) La série
∑
un est absolument convergente.

(ii) Les séries
∑
u+
n et

∑
u−n sont convergentes.

Démonstration. Si n ∈ N, alors :

0 � u+
n � |un| , 0 � u−n � |un| , |un| = u+

n + u−n .
D’où le résultat. �

Proposition 1.5.3. Soient
∑
un une série et

∑
vn une série à termes réels positifs ou

nuls vérifiant un = O(vn). Si la série
∑
vn converge, alors la série

∑
un converge

absolument.

Démonstration. Résulte de 1.4.4, car un = O(vn) équivaut à |un| = O(vn). �
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1.5 Convergence absolue 9

Théorème 1.5.4. Soient
∑
un une série et

∑
vn une série à termes réels positifs ou

nuls. On suppose qu’il existe un nombre complexe non nul λ tel que un ∼ λvn.

(i) Si
∑
vn converge, alors

∑
un converge absolument.

(ii) Si
∑
vn diverge,

∑
un diverge aussi.

(iii) Les deux séries sont simultanément convergentes ou divergentes.

Démonstration. Il suffit de prouver (i) et (ii). D’après l’hypothèse, on a un = O(vn).
D’où (i) (1.5.3).
Supposons

∑
vn divergente. On a un− λvn = o(λvn). Il existe donc N ∈ N tel que :

n � N ⇒ |un − vn| � |λ|
2
vn.

Si N � p � q, on obtient alors :

|λ|
q∑

n=p
vn −

∣∣∣ q∑
n=p

un

∣∣∣ �
∣∣∣ q∑
n=p

(un − λvn)
∣∣∣ � |λ|

2

q∑
n=p

vn.

On en déduit :
q∑

n=p
vn � 2

|λ|
∣∣∣ q∑
n=p

un

∣∣∣.
Si

∑
un converge, elle vérifie le critère de Cauchy. L’inégalité précédente montre que∑

vn vérifie aussi ce critère, donc converge. Contradiction. �

Corollaire 1.5.5. Soit
∑
un une série. On suppose qu’il existe α ∈ R et λ ∈ C∗ tels

que un ∼ λn−α. Alors :

(i) Si α > 1, la série
∑
un est absolument convergente.

(ii) Si α � 1, la série
∑
un diverge.

Démonstration. C’est clair d’après 1.3.10 et 1.5.4. �

Proposition 1.5.6. Soit
∑
un une série.

(i) S’il existe α > 1 tel que la suite (nαun)n soit bornée, la série
∑
un est absolu-

ment convergente.

(ii) Supposons les un réels de même signe et l’existence de α � 1 tel que nα|un|
tende vers +∞ quand n tend vers +∞. Alors, la série

∑
un diverge.

Démonstration.
(i) On a un = O(n−α). On conclut d’après 1.3.10 et 1.5.3.
(ii) D’après les hypothèses, il vient n−α = O(|un|). On termine alors comme en (i).

�
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1.6 RÈGLES DE CAUCHY ET DE D’ALEMBERT

Théorème 1.6.1. (Règle de Cauchy). Soient
∑
un une série et � = lim sup n

√|un|.
(i) Si � < 1, la série

∑
un est absolument convergente.

(ii) Si � > 1, la série
∑
un est divergente.

Démonstration. (i) Supposons � < 1, et fixons λ tel que � < λ < 1. Il existe N ∈ N

tel que |un|1/n � λ si n � N . Pour un tel entier n, on a |un| � λn. On conclut alors
d’après 1.3.9 et 1.4.3.
(ii) Supposons � > 1, et fixons λ vérifiant � > λ > 1. Pour tout N ∈ N, il existe
n � N tel que |un|1/n � λ, soit |un| � λn. La suite (un)n ne converge pas vers 0,
donc

∑
un diverge (1.3.6). �

Remarque. Le cas des séries de Riemann montre que l’on ne peut conclure si
� = 1.

Corollaire 1.6.2. On suppose que la suite
(

n
√|un|

)
n

a une limite � ∈ R.

(i) Si � < 1, la série
∑
un est absolument convergente.

(ii) Si � > 1, la série
∑
un est divergente.

Théorème 1.6.3. (Règle de d’Alembert). Soit
∑
un une série. On suppose un �= 0

pour n assez grand, et on pose :

L = lim sup
|un+1|
|un| , � = lim inf

|un+1|
|un| ·

(i) Si L < 1, la série
∑
un est absolument convergente.

(ii) Si � > 1, la série
∑
un est divergente.

Démonstration. (i) Supposons L < 1, et fixons λ tel que L < λ < 1. Posons
vn = λn. Si n est assez grand, on a :

|un+1|
|un| � λ =

vn+1

vn
·

D’où l’assertion (1.3.9 et 1.4.6).
(ii) Si � > 1, il existe N ∈ N tel que :

n � N ⇒ un �= 0 et
|un+1|
|un| � 1.

Si n � N , il vient |un| � |uN | > 0. On conclut d’après 1.3.6. �

Corollaire 1.6.4. On suppose que un est non nul pour n assez grand et que la suite(|un+1|/|un|
)
n

a une limite � ∈ R.

(i) Si � < 1, la série
∑
un est absolument convergente.

(ii) Si � > 1, la série
∑
un est divergente.
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1.7 Séries alternées 11

1.6.5. Pour n ∈ N et z ∈ C, posons un(z) =
zn

n!
·

• Si n � 1, on a un(0) = 0, et la série
∑
un(0) est convergente, de somme égale à 1.

• Supposons z �= 0. Alors :

|un+1|
|un| =

|z|
n+ 1

→ 0 si n→ +∞.

D’après 1.6.4,
∑
un(z) converge absolument pour tout z ∈ C. La somme de cette

série est notée ez :

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
·

La série précédente est appelée la série exponentielle.

1.7 SÉRIES ALTERNÉES

Définition 1.7.1. On appelle série alternée toute série à termes réels de la forme∑
(−1)nan ou

∑
(−1)n+1an, avec an ∈ R+ pour tout n ∈ N.

Théorème 1.7.2. (Critère des séries alternées). Soit (an)n une suite réelle décrois-
sante de limite nulle. Si un = (−1)nan, la série

∑
un est convergente. En outre, pour

tout n ∈ N, on a :

U2n+1 � U � U2n , |U − Un| � an+1.

Démonstration. Si n ∈ N, on a :

U2n − U2n+1 = a2n+1 � 0,
U2n+2 − U2n = a2n+2 − a2n+1 � 0 , U2n+3 − U2n+1 = a2n+2 − a2n+3 � 0.

Par conséquent,
(
(U2n+1)n, (U2n)n

)
est un couple de suites adjacentes. On en déduit

que la suite (Un)n converge, donc que la série
∑
un est convergente. On obtient alors :

U2n+1 � U � U2n ⇒ |U − U2n+1| � U2n+2 − U2n+1 = a2n+2,

U2n+1 � U � U2n ⇒ |U − U2n| � U2n − U2n+1 = a2n+1.

D’où le résultat. �

Exemple. En utilisant 1.7.2, on voit que la série de terme général
(−1)n

nα
converge

si et seulement si α > 0.
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1.8 SÉRIES SEMI-CONVERGENTES

Définition 1.8.1. Une série est dite semi-convergente si elle est convergente sans être
absolument convergente.

1.8.2. L’exemple précédent nous montre que, pour 0 < α � 1, la série de terme

général un =
(−1)n

nα
est semi-convergente. Précisons si α = 1. On a

1
1 + t

= 1 − t+ t2 + · · · + (−1)ntn + (1)n+1 t
n+1

1 + t

pour 0 � t � 1 et n ∈ N. En intégrant entre 0 et 1, on obtient alors :

ln 2 = 1 − 1
2

+
1
3

+ · · · + (−1)n

n+ 1
+ (−1)n+1

∫ 1

0

tn+1

1 + t
dt.

Comme

0 �
∫ 1

0

tn+1

1 + t
dt �

∫ 1

0
tn+1dt =

1
n+ 2

,

on retrouve que la série converge si α = 1, et que sa somme est ln 2.

1.8.3. Soit
∑
un une série semi-convergente.

• Supposons la série à termes réels. Avec les notations de 1.5.2, il vient :

un = u+
n − u−n , |un| = u+

n + u−n .

La première égalité montre que les séries
∑
u+
n et

∑
u−n sont de même nature. La

seconde prouve qu’elles sont divergentes.

• Supposons la série à termes complexes. Alors les séries
∑

Re(un) et
∑

Im(un)
sont convergentes. Comme |un| � |Re(un)| + | Im(un)|, on voit que l’une au moins
de ces deux séries n’est pas absolument convergente.

Théorème 1.8.4. Soient (vn)n une suite de nombres complexes et (αn)n une suite de
nombres réels positifs vérifiant les conditions suivantes :

(i) La suite (αn)n est décroissante de limite nulle.
(ii) La suite (Vn)n, avec Vn = v0 + · · · + vn, est bornée.

Alors la série
∑
αnvn est convergente.

Démonstration. Notons un = αnvn, et soit M > 0 vérifiant |Vn| � M pour tout n.
On va prouver que la série

∑
un vérifie le critère de Cauchy.

Remarquons que vn = Vn − Vn−1 si n � 1. D’où, si 1 � p � q :
q∑

n=p
un = αp(Vp − Vp−1) + αp+1(Vp+1 − Vp) + · · · + αq(Vq − Vq−1)

= −Vp−1αp + Vp(αp − αp+1) + · · · + Vq−1(αq−1 − αq) + Vqαq.
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1.9 Série produit 13

Compte tenu des hypothèses, on obtient :∣∣∣ q∑
n=p

un

∣∣∣ � Mαp +M(αp − αp+1) + · · · +M(αq−1 − αq) +Mαq = 2Mαp.

D’où le résultat puisque αp → 0 si p→ +∞. �

Remarque. Le fait de remplacer vn par Vn− Vn−1 dans
∑
αnvn est appelé la

transformation d’Abel.

1.8.5. Pour θ ∈ R non multiple entier de 2π, posons vn = einθ . Il vient :

|Vn| =
∣∣∣ei(n+1)θ − 1

eiθ − 1

∣∣∣ � 2
|eiθ − 1| =

∣∣∣ sin
θ

2

∣∣∣−1
.

D’après 1.8.4, si (αn)n est une suite décroissante de réels de limite nulle, la série∑
αnvn converge pour θ ∈ R\2πZ.

1.9 SÉRIE PRODUIT

Définition 1.9.1. La série produit de deux séries
∑
un et

∑
vn est la série

∑
wn où,

pour tout n ∈ N :

wn =
n∑
k=0

ukvn−k.

Théorème 1.9.2. (Théorème de Mertens). Soient
∑
un une série convergente,

∑
vn

une série absolument convergente, et
∑
wn leur série produit. La série

∑
wn est

convergente et :
∞∑
n=0

wn =
( ∞∑
n=0

un

)( ∞∑
n=0

vn

)
.

Démonstration. Soit ε > 0. D’après le critère de Cauchy, il existe N ∈ N tel que,
pour tout n � N et tout p ∈ N, on ait :

|un + un+1 + · · · + un+p| � ε , |vn| + |vn+1| + · · · + |vn+p| � ε.

D’autre part, il existe M > 0 tel que |un| � M , |Un| � M , et |v0|+ · · · + |vn| � M
pour tout n ∈ N. Si 0 � k � n− 1, posons :

sk = uk(vn+1 + vn+2 + · · · + v2n−k) , tk = vk(un+1 + un+2 + · · · + u2n−k).

Pour n � N , il vient facilement |t0 + t1 + · · · + tn−1| � Mε. D’autre part :

s0 + · · · + sn−1 = vn+1Un−1 + vn+2Un−2 + · · · + v2nU0.

Par conséquent, si n � N , on obtient aussi |s0 + s1 + · · · + sn−1| � Mε. Or :

W2n − UnVn = s0 + · · · + sn−1 + t0 + · · · + tn−1.
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On en déduit que W2n → UV si n → +∞. Pour obtenir le résultat, il suffit donc de
prouver que w2n → 0 si n→ +∞. Si n � N , on a

w2n = u0v2n + · · · + uNv2n−N + uN+1v2n−N−1 + · · · + u2nv0.

D’où :

|w2n| � M(|v2n| + · · · + |v2n−N |) + ε(|v0| + · · · + |v2n−N−1|) � 2εM.

On a obtenu l’assertion. �

Remarque. La série produit de deux séries semi-convergentes peut être diver-
gente.

1.10 CONVERGENCE ASSOCIATIVE OU COMMUTATIVE

Théorème 1.10.1. Soient
∑
un une série et ν : N → N une application strictement

croissante. On note :

v0 =
ν(0)∑
k=0

uk , vn =
ν(n)∑

k=1+ν(n−1)

uk si n � 1.

(i) Si la série
∑
un converge, il en est de même de la série

∑
vn, et ces deux séries

ont même somme.

(ii) On suppose que l’une ou l’autre des conditions suivantes est réalisée :

a) un ∈ R+ pour tout n ∈ N.

b) La suite (un)n converge vers 0 et il existeM > 0 tel que ν(n+1)−ν(n) � M
pour tout n ∈ N.

Alors, si la série
∑
vn converge, la série

∑
un converge aussi.

Démonstration. Les hypothèses impliquent que ν(n) � n pour tout n ∈ N.
(i) Comme Vn = Uν(n), si la suite (Un)n converge, la suite extraite (Vn)n converge
vers la même limite.
(ii) Si un ∈ R+ pour tout n ∈ N, la suite (Un)n est croissante. Elle converge si et
seulement si la suite extraite (Vn)n converge.
Supposons désormais les hypothèses de b) vérifiées. Pour tout n ∈ N∗, il existe un
unique entier θ(n) tel que :

ν
(
θ(n)

)
� n < ν

(
1 + θ(n)

)
.

Une récurrence facile montre que ν(p+ 1) � ν(1) +Mp si p ∈ N. On a alors :

n < ν(1) +Mθ(n) , lim
n
θ(n) = +∞ , lim

n
ν
(
θ(n)

)
= +∞.
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1.10 Convergence associative ou commutative 15

D’autre part, n− ν
(
θ(n)

)
< ν

(
1 + θ(n)

) − ν
(
θ(n)

)
� M . D’où :

|Un − V | � |Un − Uν(θ(n))| + |Uν(θ(n)) − V | = |Un − Uν(θ(n))| + |Vθ(n) − V |
� |Vθ(n) − V | +

n∑
k=1+ν(θ(n))

|un| � |Vθ(n) − V | + δn,

avec δn = max{|uk| ; ν
(
θ(n)

)
< k � n}. D’après les hypothèses et ce qui précède,

on voit donc que Un tend vers V quand n tend vers +∞. �

Remarque. Le théorème 1.10.1 est parfois appelé le théorème de sommation
par tranches.

Définition 1.10.2. On dit que deux séries
∑
un et

∑
vn ne diffèrent que par l’ordre

des termes s’il existe une permutation σ de N telle que vn = uσ(n) pour tout n ∈ N.

1.10.3. La série
∑

(−1)n+1n−1/2 est convergente. La série suivante n’en diffère que
par l’ordre des termes :

1 +
1√
3
− 1√

2
+

1√
5

+
1√
7
− 1√

4
+ · · · + 1√

4n− 3
+

1√
4n− 1

− 1√
2n

+ · · ·

D’après 1.10.1, cette dernière série est de même nature que
∑
vn, avec :

vn =
1√

4n− 3
+

1√
4n− 1

− 1√
2n

∼
√

2 − 1√
2n

·

On voit donc que
∑
vn diverge.

1.10.4. Prenons un = (−1)n+1n−1, n � 1. On a vu que U = ln 2 (1.8.2). La série
suivante ne diffère de

∑
un que par l’ordre des termes :

1 − 1
2
− 1

4
+

1
3
− 1

6
− 1

8
+ · · · + 1

2n+ 1
− 1

2(2n + 1)
− 1

2(2n + 2)
+ · · ·

D’après 1.10.1, cette série converge et a même somme que la série

1
2
− 1

4
+

1
6
− 1

8
+ · · · + 1

2(2n + 1)
− 1

2(2n + 2)
+ · · ·

c’est-à-dire (ln 2)/2. Ainsi, les deux séries sont convergentes, mais n’ont pas la même
somme.

Définition 1.10.5. Une série
∑
un est dite commutativement convergente si la série∑

uσ(n) est convergente pour toute permutation σ de N.

Théorème 1.10.6. Si
∑
un est une série absolument convergente, elle est commuta-

tivement convergente et, pour toute permutation σ de N, on a :
∞∑
n=0

uσ(n) =
∞∑
n=0

un.
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Démonstration. Soit σ une permutation de N. Notons vn = uσ(n), wn = |vn|. Si l’on
pose θ(n) = max{σ(k) ; 0 � k � n}, il vient :

n∑
k=0

|vk| �
θ(n)∑
k=0

|uk| �
∞∑
k=0

|uk|.

On en déduit que la série
∑
wn est convergente et que W � U ′, où U ′ est la somme

de la série
∑|un|. Changeant alors σ en σ−1, on obtient W = U ′.

Soit I(n) = {0, 1, . . . , θ(n)}\{σ(0), σ(1), . . . , σ(n)}. Il vient :

|Uθ(n) − Vn| �
∑

k∈I(n)

|uk| =
θ(n)∑
k=0

|uk| −
n∑
k=0

|uσ(n)|.

Or, d’après ce qui précède, le dernier terme de la ligne précédente tend vers
U ′ −W = 0 quand n tend vers +∞. On en déduit que U = V . D’où le résultat. �

Lemme 1.10.7. Soit
∑
un une série réelle semi-convergente. La série

∑
un n’est pas

commutativement convergente.

Démonstration. D’après 1.8.3, les séries
∑
u+
n et

∑
u−n sont divergentes. On en

déduit que I = {n ∈ N ; un > 0} et J = {n ∈ N ; un � 0} sont des parties
infinies de N. On peut donc définir des applications strictement croissantes α : N → I
et β : N → J par α(0) = min I , β(0) = min J et, pour n � 1 :

α(n) = min(I\{α(0), . . . , α(n − 1)}) , β(n) = J\{β(0), . . . , β(n− 1)}).
Posons vn = uα(n), wn = uβ(n). Ainsi, vn (respectivement wn) est le (n + 1)ème

élément strictement positif (respectivement négatif ou nul) de la suite (un)n.
On va construire une permutation σ de N telle que la série

∑
uσ(n) diverge.

D’après les hypothèses, on a :

lim
n
Vn = +∞ , lim

n
Wn = −∞.

Il existe donc n0 ∈ N tel que Vn0 � −w0. On pose :

σ(k) = α(k) si 0 � k � n0 , σ(n0 + 1) = β(0).

Soit p ∈ N∗. Supposons construits les σ(k) pour k � np−1 + p. Utilisant à nouveau
le fait que Vn tend vers +∞ si n tend vers +∞, il existe np tel que np > np−1 et
Vnp

� −Wp + p. On pose :

σ(k) = α(k − p) si np−1 + p < k � np + p , σ(np + p+ 1) = β(p).

On détermine ainsi σ sur {0, 1, . . . , np + p+ 1}.
Comme I ∪J = N et I ∩J = ∅, on voit que l’application σ construite précédemment
est une permutation de N. En outre, par construction de σ, on a

np+p+1∑
k=0

uσ(k) � p

pour p ∈ N∗. Par suite, la série
∑
uσ(n) diverge. �
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1.11 Intégrales et séries 17

Remarque. Soient
∑
un une série réelle semi-convergente et λ ∈ R. On peut

montrer qu’il existe une permutation σ de N telle que :

lim
n

n∑
k=0

uσ(k) = λ.

Théorème 1.10.8. Une série est commutativement convergente si et seulement si elle
est absolument convergente.

Démonstration. C’est immédiat d’après 1.8.3, 1.10.6 et 1.10.7. �

1.11 INTÉGRALES ET SÉRIES

Théorème 1.11.1. Soient a ∈ R et f : [a,+∞[→ R à valeurs positives ou nulles et

décroissante. La série
∑
f(a+ n) et l’intégrale

∫ +∞

a
f(t) dt sont de même nature.

Démonstration. Comme f est à valeurs positives ou nulles, l’intégrale en question

converge si et seulement si la suite
(∫ a+n

a
f(t) dt

)
n

converge. Pour n � 1, on a :∫ a+n+1

a+n
f(t) dt � f(a+ n) �

∫ n

a+n−1
f(t) dt.

Alors : ∫ a+n+1

a+1
f(t) dt �

n∑
k=1

f(a+ k) �
∫ a+n

a
f(t) dt.

D’où immédiatement l’assertion. �

Théorème 1.11.2. Soient a ∈ R et f : [a,+∞[→ C localement intégrable. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’intégrale de f sur [a,+∞[ est convergente.
(ii) Pour toute suite (xn)n de points de [a,+∞[ de limite +∞, la série de terme

général

∫ xn+1

xn

f(t) dt est convergente.

Démonstration. Pour x � a, posons F (x) =
∫ x

a
f(t) dt. On sait que F (x) a une

limite dans C si et seulement si, pour toute suite (xn)n d’éléments de [a,+∞[, de
limite +∞, la suite

(
F (xn)

)
n

est convergente. Or :

F (xn) =
∫ x0

a
f(t) dt+

n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f(t),dt.

D’où le résultat. �
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Théorème 1.11.3. Soient a ∈ R et f : [a,+∞[→ C localement intégrable. On
suppose qu’il existe une suite (xn)n d’éléments de [a,+∞[ vérifiant les conditions
suivantes :

(i) La suite (xn)n est croissante et tend vers +∞ si n tend vers +∞.

(ii) La série de terme général un =
∫ xn+1

xn

f(t) dt est convergente.

(iii)
∫ xn+1

xn

|f(t)| dt tend vers 0 si n tend vers +∞.

Alors l’intégrale de f sur [a,+∞[ converge.

Démonstration. On peut supposer (xn)n strictement croissante. Si y � x0, il existe
un unique entier p(y) tel que xp(y) � y < xp(y)+1. Il est clair que p(y) tend vers +∞
si y tend vers +∞. On a :∫ y

a
f(t) dt =

∫ x0

a
f(t) dt+

p(y)−1∑
k=0

uk +
∫ y

xp(y)

f(t) dt.

D’autre part : ∣∣∣ ∫ y

xp(y)

f(t) dt
∣∣∣ �

∫ y

xp(y)

|f(t)| dt �
∫ xp(y)+1

xp(y)

|f(t)| dt.

D’après les hypothèses, l’intégrale de f sur [a,+∞[ est donc convergente. �

Corollaire 1.11.4. Soient a ∈ R et f : [a,+∞[→ R localement intégrable, à valeurs
positives ou nulles. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’intégrale de f sur [a,+∞[ est convergente.

(ii) Il existe une suite croissante (xn)n d’éléments de [a,+∞[, de limite +∞, telle que

la série de terme général un =
∫ xn+1

xn

f(t) dt converge.

Démonstration. On a ici

un =
∫ xn+1

xn

f(t) dt =
∫ xn+1

xn

|f(t)| dt,

et cette dernière intégrale tend vers 0 si n tend vers +∞, car la série
∑
un est conver-

gente. �
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Exercices 19

EXERCICES

Exercice 1.1. Soient a, b des réels tels que a < b, f : [a, b] → R+ une application
continue, et M la borne supérieure de f sur [a, b]. Si n ∈ N∗, on pose :

un =
(∫ b

a
[f(t)]n dt

)1/n
.

Prouver que la suite u = (un)n converge vers M .

Exercice 1.2. Nature de la série
∑
un, avec un = sin[π(2 +

√
3)n].

Exercice 1.3. Soit
∑
dn une série divergente à termes réels strictement positifs. On

pose Dn =
∑n

n=0dk, un = dn/Dn, et vn = dn/(Dn)α, avec α réel strictement plus
grand que 1. Etudier les séries

∑
un et

∑
vn.

Exercice 1.4. Soit
∑
un une série convergente à termes réels strictement positifs. On

pose Rn =
∑+∞

n+1up et vn = un/(Rn−1)a, où a ∈ R.

1. Si a � 0, prouver la convergence de
∑
vn.

2. En étudiant xn = − ln(1 − vn), montrer la divergence de
∑
vn pour a = 1, puis

pour a > 1.

3. En utilisant une intégrale, prouver la convergence de
∑
vn si 0 < a < 1.

Exercice 1.5. Soient a, b ∈ R tels que 0 < a < 1 < b. Si n ∈ N∗, on note αn le
nombre de chiffres dans l’écriture décimale de n. Comparer les règles de Cauchy et de
d’Alembert en les appliquant à la série de terme général

un = an−αnbαn(1+αn)/2.

Exercice 1.6. Soit (an)n�1 une suite réelle. On pose αn =
a1 + · · · + an

n
. On

suppose que la série
∑
a2
n est convergente. Prouver qu’il en est de même de la série∑

α2
n et que :

∞∑
n=1

α2
n � 4

∞∑
n=1

a2
n.

Exercice 1.7. Soit pn le nème nombre premier. Déterminer la nature de la série de
terme général 1/pn.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 1.1. Le résultat est clair si M = 0. Supposons ce cas exclu. Il est immédiat
que un � (b− a)1/nM pour tout n. On en déduit que lim supu � M .

Soit ε ∈ ]0,M [. L’application f étant continue, par définition de M , il existe des réels
c, d vérifiant a � c < d � b et f(t) � M − ε pour tout t ∈ [c, d]. Alors

un �
(∫ d

c
[f(t)]n dt

)1/n
� (d− c)1/n(M − ε).

D’où lim inf u � M − ε. Ceci étant vrai pour ε ∈ ]0,M [, on obtient lim inf u � M .

Comme lim inf u � lim supu, il vient lim inf u = lim supu, et on conclut d’après
1.2.6.

Exercice 1.2. Ecrivons (2 +
√

3)n = N + N ′√3, avec N,N ′ ∈ N. On a alors
(2−√

3)n = N −N ′√3. D’où π(2+
√

3)n = 2πN −π(2−√
3)n. Par suite, si l’on

pose vn = sin[π(2 − √
3)n], il vient un = −vn. Or, comme 0 < 2 − √

3 < 1, on a
0 < vn < π(2 −√

3)n. On en déduit la convergence de
∑
vn puis de

∑
un.

Exercice 1.3. Si un ne tend pas vers 0 quand n tend vers +∞, la série
∑
un est

divergente. Supposons que limun = 0. Alors un ∼ − ln(1 − un), ce qui s’écrit
−un ∼ ln(Dn−1/Dn). Or

−
n∑
k=1

ln(1 − uk) = − lnD0 + lnDn → +∞

si n→ +∞. Par suite, la série
∑
un diverge.

Pour n � 1, on a :

vn =
Dn −Dn−1

Dα
n

�
∫ Dn

Dn−1

dt

tα
·

Comme α > 1, pour tout N ∈ N, on a donc

N∑
n=1

vn �
∫ +∞

d0

dt

tα
< +∞,

ce qui montre que la série
∑
vn est convergente.

Exercice 1.4.

1. Si n est assez grand, Rn−1 < 1. Si a � 0, on a donc 0 � vn � un pour n assez
grand. D’où la convergence de

∑
vn.
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2. Supposons a = 1. Si vn ne tend pas vers 0 quand n tend vers +∞, il y a divergence
de la série

∑
vn. Supposons lim vn = 0. Dans ce cas, au voisinage de +∞, on a :

vn ∼ − ln(1 − vn) = ln
Rn−1

Rn
·

Or :
n∑
k=2

xk = lnR1 − lnRn → +∞.

Il y a divergence de la série
∑
vn.

Si a > 1, dès que Rn−1 < 1, on a

vn >
un
Rn−1

·

D’où à nouveau divergence de la série d’après ce qui précède.

3. Supposons 0 < a < 1. On a :

vn =
Rn−1 −Rn
Rαn−1

�
∫ Rn−1

Rn

dt

tα
.

On en déduit que, pour N � 1,

N∑
n=1

vn �
∫ R0

0

dt

tα
< +∞

d’après l’hypothèse sur α. La série
∑
vn est convergente.

Exercice 1.5. On a ou αn = αn+1, ou αn+1 = 1 + αn.

• Si αn = αn+1, on a un+1/un = a. Si αn+1 = 1 + αn, il vient un+1/un = bαn+1,
et ce dernier terme peut être rendu arbitrairement grand avec n. On en déduit que le
rapport un+1/un n’a pas de limite quand n tend vers +∞, et on ne peut conclure
quant à la convergence de la série.

• Si 10p � n < 10p+1, on a αn = p. D’où :
p

10p+1
<
αn
n

� p

10p
·

On en déduit facilement :

lim
αn
n

= lim
αn(αn + 1)

n
= 0.

Par suite
n
√
un = a1−(αn/n)bαn(αn+1)/2n → a

si n→ +∞. La série est donc convergente puisque a < 1.
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Exercice 1.6. Comme

|a1 + · · · + an| � |a1| + · · · + |an|,
on peut supposer les ai positifs ou nuls. En posant α0 = 0, on a :

α2
n − 2anαn = α2

n − 2[nαn − (n− 1)αn−1]αn
= α2

n[1 − 2n) + 2(n − 1)αn−1αn

� (1 − 2n)α2
n + (n− 1)[α2

n + α2
n−1] = (n− 1)α2

n−1 − nα2
n.

On en déduit :
N∑
n=1

α2
n − 2

N∑
n=1

anαn � −Nα2
N � 0.

D’où :
N∑
n=1

α2
n � 2

N∑
n=1

anαn � 2
( N∑
n=1

a2
n

)1/2( N∑
n=1

α2
n

)1/2
.

Si tous les an sont nuls, le résultat demandé est clair. Sinon, pour N assez grand, le
membre de droite de l’inégalité précédente est non nul. Alors, si N est assez grand, il
vient : ( N∑

n=1
α2
n

)1/2
� 2

( N∑
n=1

a2
n

)1/2 ⇒
N∑
n=1

α2
n � 4

N∑
n=1

a2
n.

D’où le résultat.

Exercice 1.7. On a lim pn = +∞, donc p−1
n ∼ − ln(1 − p−1

n ). On va prouver que
la série de terme général xn = − ln(1 − p−1

n ) est divergente, ce qui montrera que la
série donnée diverge.

Si α ∈ N, on :
∞∑
n=1

1
pni

=
1

1 − p−1
i

� 1 +
1
pi

+ · · · + 1
pαi

·
Soient N ∈ N∗ fixé et pi le plus grand entier premier vérifiant pi � N . Tous les
entiers inférieurs ou égaux à N sont des produits de la forme pα1

1 · · · pαi

i avec αk � β
pour 1 � k � i. On a donc :[(

1 − 1
p1

)
· · ·

(
1 − 1

pi

)]−1
�

(
1 +

1
p1

+ · · · + 1

pβ1

)
· · ·

(
1 +

1
pi

+ · · · + 1

pβi

)
� 1 +

1
2

+ · · · + 1
N

·
On en déduit que :

lim
n→+∞

[(
1 − 1

p1

)
· · ·

(
1 − 1

pn

)]−1
= +∞.

D’où :

lim
n→+∞

n∑
i=1

− ln
(
1 − 1

pi

)
= +∞.

On a prouvé la divergence de la série
∑
p−1
n .
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Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

On désigne par X un ensemble et par K le corps des réels ou celui des
complexes. Une application deX dans K sera aussi appelée une fonction surX .

2.1 CONVERGENCE SIMPLE

Définition 2.1.1. Soit f = (fn)n une suite de fonctions sur X . On dit que f converge
simplement sur X si, pour tout x ∈ X , la suite

(
fn(x)

)
n

est convergente.

2.1.2. Supposons que f = (fn)n converge simplement sur X . Pour tout x ∈ X , la
suite

(
fn(x)

)
n

a une limite f(x) ∈ K, ce qui définit une fonction f sur X . On dit que
f est la limite simple de f (ou des fn), ou que f converge simplement vers f sur X .

La convergence simple de f vers f sur X s’écrit : pour tout x ∈ X et tout ε > 0, il
existe N ∈ N tel que |f(x) − fn(x)| � ε dès que n � N . En général, l’entier N
dépend de x.

2.1.3. Soit toujours f = (fn)n une suite de fonctions surX . Si Y est une partie deX ,
notons g = (fn|Y )n. Par abus de langage, on dit que f converge simplement sur Y si
g converge simplement sur Y .



�

�

�

�

�

�

�

�

24 2 • Suites et séries de fonctions

2.1.4. Le corps K étant complet, on a le résultat suivant :

Théorème 2.1.5. Soient X un ensemble et f = (fn)n une suite de fonctions sur X .
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La suite f converge simplement sur X .

(ii) Pour tout x ∈ X , la suite
(
fn(x)

)
n

est une suite de Cauchy.

2.2 CONVERGENCE UNIFORME

Définition 2.2.1. On dit qu’une suite f = (fn)n de fonctions sur X converge uni-
formément s’il existe une fonction f sur X telle que, pour tout ε > 0, on puisse
déterminerN ∈ N tel que, pour tout n � N :

sup{|fn(x) − f(x)| ; x ∈ X} � ε.

S’il en est ainsi, on dit que f est la limite uniforme de f ou des fn sur X .

Remarque. Si f est la limite uniforme de f sur X, c’est aussi la limite
simple de f sur X. Par contre, il est bien connu qu’une suite de fonctions
peut converger simplement sans converger uniformément.

Définition 2.2.2. Soit f = (fn)n une suite de fonctions sur X . On dit que f vérifie le
critère de Cauchy uniforme sur X si, pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que :

m � N,n � N ⇒ sup{|fm(x) − fn(x)| ; x ∈ X} � ε.

Théorème 2.2.3. Soient X un ensemble et f = (fn)n une suite de fonctions sur X .
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La suite f converge uniformément sur X .
(ii) La suite f vérifie le critère de Cauchy uniforme sur X .

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Supposons (i) vérifié, et soit ε > 0. Il existe N ∈ N tel
que :

n � N ⇒ sup{|f(x) − fn(x)| ; x ∈ X} � ε.

On obtient alors (ii) car, si m � N , n � N , il vient :

sup{|fn(x) − fm(x)| ; x ∈ X} � 2ε.

(ii) ⇒ (i) Si (ii) est vérifié, pour tout x ∈ X , la suite (fn(x))n est de Cauchy, donc a
une limite f(x) ∈ K. Soit ε > 0. Il existe N ∈ N tel que, pour tout x ∈ X , on ait :

m � N,n � N ⇒ |fn(x) − fm(x)| � ε.

En faisant tendre m vers +∞, on obtient

n � N ⇒ |f(x) − fn(x)| � ε

pour tout x ∈ X . Par suite, f converge uniformément vers f sur X . �
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2.3 CONTINUITÉ

2.3.1. On désigne par E un espace métrique.

Théorème 2.3.2. Soient a ∈ E et f = (fn)n une suite de fonctions surE. On suppose
que les fn sont continues en a et que f converge uniformément vers une fonction f sur
E. Alors f est continue en a.

Démonstration. Fixons un réel ε > 0. Il existe un entier N � 0 tel que l’on ait
sup{|fN (x) − f(x)| ; x ∈ E} � ε. Comme fN est continue en a, il existe un
voisinage V de a dans E tel que x ∈ V implique |fN (x) − fN (a)| � ε. Alors, si
x ∈ V , il vient :

|f(x) − f(a)| � |f(x) − fN (x)| + |fN (x) − fN (a)| + |fN (a) − f(a)| � 3ε.

D’où l’assertion. �

Corollaire 2.3.3. Si une suite de fonctions continues sur E converge uniformément
sur E, sa limite est continue sur E.

Corollaire 2.3.4. Soit f une suite de fonctions continues sur E convergeant sim-
plement vers une fonction f sur E. On suppose que, pour tout a ∈ E, il existe un
voisinage de a sur lequel f converge uniformément. Alors f est continue sur E.

Démonstration. Résulte de 2.3.2 et du caractère local de la continuité. �

2.4 DÉRIVABILITÉ

Lemme 2.4.1. Soient I un intervalle de R et f une fonction dérivable sur I . On
suppose qu’il existe A ∈ R+ tel que |f ′(t)| � A pour tout t ∈ I . Alors, pour a, b ∈ I ,
on a |f(b) − f(c)| � 2A|b− a|.
Démonstration. Notons g (respectivement h) la partie réelle (respectivement partie
imaginaire) de f . D’après le théorème des accroissements finis, il existe c, d compris
entre a et b tels que :

g(b) − g(a) = (b− a)g′(c) , h(b) − h(a) = (b− a)h′(d).
On en déduit :

|f(b) − f(a)| � |g(b) − g(a)| + |h(b) − h(a)| = |b− a|(|g′(c)| + |h′(d)|)
� 2A|b− a|.

D’où le lemme. �

Théorème 2.4.2. Soient I un intervalle de R et f = (fn)n une suite de fonctions sur
I vérifiant les conditions suivantes :

(i) Toutes les fonctions fn sont dérivables sur I .
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(ii) La suite g = (f ′
n)n converge uniformément sur I vers une fonction g.

(iii) Il existe α ∈ I tel que la suite
(
fn(α)

)
n

converge.

Alors la suite f converge simplement sur I vers une fonction f , et cette convergence
est uniforme sur toute partie bornée de I . En outre, f est dérivable sur I , et f ′ = g.

Démonstration. 1) Soit ε > 0. D’après 2.2.3, il existe P ∈ N tel que :

m � P, n � P ⇒ sup{|f ′n(t) − f ′m(t)| ; t ∈ I} � ε. (1)

D’autre part, la suite
(
fn(α)

)
n

étant convergente, il existe Q ∈ N tel que :

m � Q,n � Q⇒ |fm(α) − fn(α)| � ε.

Soit N = max{P,Q}. D’après (1) et 2.4.1, si t ∈ I , m � N , et n � N , on a :

|(fm(t) − fn(t)
) − (

fm(α) − fn(α)
)| � 2ε|t− α|.

D’où, dans les mêmes conditions :

|fm(t) − fn(t)| � |fm(α) − fn(α)| + 2ε|t− α| � ε+ 2ε|t− α|.
Compte tenu de 2.2.3, on voit donc que f converge uniformément sur toute partie
bornée de I . Notons f la limite des fn.
2) Soit a ∈ I définissons une suite h = (hn)n de fonctions sur I par :

hn(a) = f ′n(a) , hn(t) =
fn(t) − fn(a)

t− a
si t �= a.

Par construction, les fonctions hn sont continues sur I .
Soit h : I → C définie par :

h(a) = g(a) , h(t) =
f(t) − f(a)

t− a
si t �= a.

La fonction h est limite simple des hn.
Soient ε > 0 et P ∈ N comme dans le point 1. D’après 2.4.1, si t ∈ I , m � P , et
n � P , on a :

|(fm(t) − fn(t)
) − (

fm(a) − fn(a)
)| � 2ε|t− a|.

On en déduit, si t �= a :
|hm(t) − hn(a)| � 2ε.

D’après (1), c’est encore vrai si t = a. Ainsi, h vérifie le critère de Cauchy uniforme
sur I . Comme h converge simplement vers h sur I , on en déduit que h converge
uniformément vers h sur I . Alors, d’après 2.3.2, h est continue sur I . En particulier, h
est continue au point a, donc :

lim
t→a

f(t) − f(a)
t− a

= g(a).

On a prouvé que f est dérivable en a, et que f ′(a) = g(a). �

Remarque. On sait que, sur [−1, 1], la fonction x → |x| est limite uniforme
d’une suite de fonctions polynomiales. Ceci montre qu’une limite uniforme de
fonctions dérivables peut ne pas être dérivable.
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2.5 Intégrabilité 27

2.5 INTÉGRABILITÉ

2.5.1. Soient a, b ∈ R tels que a < b, et f : [a, b] → R une application bornée.

Soit σ = (xi)0�i�p une subdivision de [a, b]. Notons Mi et mi les bornes supérieure
et inférieure de f sur [xi−1, xi], 1 � i � p. Les sommes de Darboux relatives à f et σ
sont définies par :

S(f, σ) =
p∑
i=1

(xi − xi−1)Mi , s(f, σ) =
p∑
i=1

(xi − xi−1)mi.

Rappelons que f est intégrale sur [a, b] (au sens de Riemann) si et seulement si, pour
tout ε > 0, il existe une subdivision σ de [a, b] telle que :

S(f, σ) − s(f, σ) � ε.

Théorème 2.5.2. Soient [a, b] un intervalle de R et f = (fn)n une suite d’applications
intégrables de [a, b] dans R. On suppose que la suite f converge uniformément sur
[a, b] vers une application f . Alors f est intégrable sur [a, b], et :∫ b

a
f(t) dt = lim

n

∫ b

a
fn(t) dt.

Démonstration. Si n ∈ N, posons µn = sup{|fn(t) − f(t)| ; t ∈ [a, b]}.

Soit ε > 0. Il existe N ∈ N tel que µN � ε

4(b− a)
· On voit en particulier que f est

bornée sur [a, b]. Soit σ = (xi)0�i�p une subdivision de [a, b] telle que

S(fN , σ) − s(fN , σ) � ε

2
·

Notons Mi et mi (respectivementM ′
i et m′

i) les bornes supérieure et inférieure de fN
(respectivement f ) sur [xi−1, xi]. Il vient :

M ′
i � Mi +

ε

4(b− a)
, m′

i � mi − ε

4(b− a)
·

Par suite :

S(f, σ) − s(f, σ) � S(fN , σ) − s(fN , σ) +
ε

2(b− a)

p∑
i=1

(xi − xi−1) � ε.

On a prouvé que f est intégrable sur [a, b]. Pour n ∈ N, on a alors :∣∣∣ ∫ b

a
f(t) dt−

∫ b

a
fn(t) dt

∣∣∣ �
∫ b

a
|f(t) − fn(t)| dt � (b− a)µn.

D’où la dernière assertion. �

Remarque. Le théorème 2.5.2 ne s’étend pas aux intégrales impropres.
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2.6 SÉRIES DE FONCTIONS

Définition 2.6.1. Soit f = (fn)n une suite de fonctions sur X . On appelle série de
fonctions de terme général fn, et on note

∑
fn, la suite de fonctions(

fn,
n∑
k=0

fk

)
n
.

L’élément f0 + · · ·+ fn est noté Fn, et on dit que F = (Fn)n est la suite de fonctions
associée à la série

∑
fn.

On dit que la série
∑
fn converge simplement (respectivement uniformément) sur X

si la suite F converge simplement (respectivement uniformément) sur X .

On dit que la série
∑
fn vérifie le critère de Cauchy uniforme si la suite F vérifie ce

critère.

2.6.2. Conservons les notations précédentes.

• Dire que
∑
fn converge simplement sur X signifie que, pour tout x ∈ X , la série∑

fn(x) converge. Si c’est le cas, on dispose de la fonction

F : X → C , x→
∞∑
n=0

fn(x),

qui est la limite simple de F. Cette application est appelée la somme de la série
∑
fn.

On peut aussi considérer la suite de fonctions r = (rn)n donnée par :

rn(x) =
∞∑

k=n+1

fk(x).

• D’après les définitions
∑
fn converge uniformément surX si et seulement si la suite

r converge uniformément sur X vers la fonction nulle.

• Dire que
∑
fn vérifie le critère de Cauchy uniforme signifie : pour tout ε > 0, il

existe N ∈ N tel que :

n � N, p ∈ N ⇒ sup
{∣∣∣ p∑

k=1

fn+k(x)
∣∣∣ ; x ∈ X

}
� ε.

2.6.3. Le résultat suivant ainsi que ceux de 2.6.4, 2.6.5, 2.6.6, sont des traductions, en
termes de séries de fonctions, de résultats vus pour les suites de fonctions.

Théorème. Une série de fonctions sur X converge uniformément sur X si et seule-
ment si elle vérifie le critère de Cauchy uniforme sur X .

Théorème 2.6.4. Soient X une partie de K,
∑
fn une série de fonctions sur X

convergeant uniformément sur X , et F la somme de cette série.

(i) Soit a ∈ X . Si les fn sont continues au point a, F est continue en a.
(ii) Si les fn sont continues sur X , F est continue sur X .
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2.7 Convergence normale 29

Théorème 2.6.5. Soient I un intervalle de R et
∑
fn une série de fonctions sur I

vérifiant les conditions suivantes :

(i) Les fonctions fn sont dérivables sur I .
(ii) La série

∑
f ′n est uniformément convergente sur I .

(iii) Il existe α ∈ I tel que la série
∑
fn(α) converge.

Alors la série
∑
fn converge simplement sur I , cette convergence étant uniforme sur

toute partie bornée de I . La fonction somme de cette série est dérivable sur I et, si
x ∈ I , on a : ( ∞∑

n=0
fn

)′
(x) =

∞∑
n=0

f ′n(x).

Théorème 2.6.6. Soient [a, b] un intervalle de R et
∑
fn une série de fonctions

intégrables sur [a, b]. On suppose que la série
∑
fn converge uniformément sur [a, b].

Alors la somme de cette série est intégrable sur [a, b] et :∫ b

a

( ∞∑
n=0

fn

)
(t) dt =

∞∑
n=0

∫ b

a
fn(t) dt.

Proposition 2.6.7. Soit
∑
fn une série de fonctions surX . Si la série

∑|fn| converge
uniformément sur X , il en est de même de la série

∑
fn.

Démonstration. Si n, p ∈ N et x ∈ X , on a :

|fn(x) + fn+1(x) + · · · + fn+p(x)| � |fn(x)| + |fn+1(x)| + · · · + |fn+p(x)|.
Il suffit donc d’appliquer le critère de Cauchy uniforme. �

2.7 CONVERGENCE NORMALE

Définition 2.7.1. Une série de fonctions
∑
fn sur X est dite normalement conver-

gente sur X s’il existe une série
∑
µn à termes réels positifs ou nuls vérifiant les

conditions suivantes :

(i) La série
∑
µn est convergente.

(ii) Pour tout n ∈ N, on a sup{|fn(x)| ; x ∈ X} � µn.

Théorème 2.7.2. Si une série de fonctions sur une partie X de K est normalement
convergente sur X , elle est uniformément convergente sur X .

Démonstration. C’est immédiat d’après le critère de Cauchy uniforme. �

Théorème 2.7.3. Soient g = (gn)n et h = (hn)n des suites de fonctions sur X
vérifiant les conditions suivantes :

(i) Pour tout x ∈ X , la suite
(
gn(x)

)
n

est à termes réels et décroissante.
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(ii) La suite g converge uniformément sur X vers la fonction nulle.
(iii) Il existe M ∈ R+ tel que, pour tout n ∈ N, on ait :

sup
{∣∣∣ n∑

k=0

hk(x)
∣∣∣ ;x ∈ X

}
� M.

Alors la série de fonctions
∑
gnhn converge uniformément sur X .

Démonstration. Posons fn = gnhn et Hn = h0 + h1 + · · · + hn. On a :
r∑

k=1

fn+k =
r∑

k=1

gn+k(Hn+k −Hn+k−1)

= −Hngn+1 + gn+rHn+r +
r−1∑
k=1

(gn+k − gn+k+1)Hn+k.

D’après (i) et (iii), si x ∈ X , on a donc :∣∣∣ r∑
k=1

fn+k(x)
∣∣∣ � 2Mgr+1(x).

D’où le résultat d’après (ii) et le critère de Cauchy. �

EXERCICES

Exercice 2.1. Soient a, b des nombres réels vérifiant a < b et f : [a, b] → R une
application continue. On pose f0 = f et on définit, par récurrence, une application
fn : [a, b] → R en posant, si x ∈ [a, b] :

fn(x) =
∫ x

a
fn−1(t) dt.

Prouver la convergence de la série de fonctions
∑∞

n=1fn, et calculer la somme S de
cette série.

Exercice 2.2. Soit (Pn)n une suite de fonctions polynômes convergeant uniformément
sur R vers une application f . Prouver que f est une fonction polynôme.

Exercice 2.3. Si t ∈ [0, 1] et n � 1, on pose fn(t) = nt(1 − t)n et gn(t) = nfn(t).

1. Etudier la convergence de la suite (fn)n.

2. Soit g = limn gn. Comparer∫ 1

0
g(t) dt et lim

n

∫ 1

0
gn(t) dt.
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Exercice 2.4. Soient I un intervalle de R et (fn)n une suite d’applications sur I , à
valeurs réelles, et convergeant uniformément sur I . On pose gn = fn(1 + f2

n)
−1.

Montrer que la suite (gn)n converge uniformément sur I .

Exercice 2.5. Soit f : [0, 1] → R une application continue. Etablir :∫ 1

0
f(t) dt = lim

x→+∞

[ ∞∑
n=1

(1)n−1

n!

∫ 1

0
e(nx(1−t)f(t) dt

]
.

Exercice 2.6. Pour n ∈ N∗ et (x, y) ∈ R2, on pose :

fn(x, y) =
1
n2
e−n(x2+y2).

Etudier la convergence de la série
∑∞

n=1fn et la différentiabilité de la somme F de
cette série.

Exercice 2.7. Existence et calcul pour x > 0 de
∞∑
n=1

1
n!

∫ x

0
(ln t)n dt.

SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 2.1. Fixons un réel A � 0 vérifiant |f(x)| � A pour tout x ∈ [a, b]. On a
|f1(x)| � A(x − a). Si l’on suppose que |fn−1(x)| � A(x − a)n−1[(n − 1)!]−1, il
est immédiat de vérifier que |fn(x)| � A(x− a)n[n!]−1.

On a donc |fn(x)| � A(b − a)n[n!]−1 pour x ∈ [a, b] et n � 0. Ceci prouve que la
série

∑
fn est normalement convergente sur [a, b].

Pour n � 1, fn est dérivable, et f ′
n = fn−1. Les calculs précédents prouvent que la

série
∑
f ′n est uniformément convergente sur [a, b]. Par suite, S est dérivable sur [a, b]

et, si x ∈ [a, b] :

S′(x) =
∞∑
n=1

f ′n(x) =
∞∑
n=0

fn(x) = f(x) + S(x).

D’où :

S(x) − S′(x) = f(x) ⇒ [S(x)e−x]′ = f(x)e−x

⇒ S(x)e−x − S(a)e−a =
∫ x

a
f(t)e−t dt.
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Comme S(a) = 0, on obtient donc :

S(x) = ex
∫ x

a
f(t)e−t dt.

Exercice 2.2. Pour toute application g : R → C, posons ‖g‖ = sup{|g(x)| ; x ∈ R}.

D’après les hypothèses, il existe un entier N tel que ‖Pn − PN‖ � 1 dès que n � N .
Si n � N , le polynôme Pn − PN est donc constant. Ainsi, il existe αn ∈ C tel que
Pn = PN + αn pour n � N . Il est alors immédiat que f est une fonction polynôme.

Exercice 2.3.

1. Si 0 � a < 1, on a limn na
n = 0. On en déduit que (fn)n converge simplement

vers l’application nulle sur [0, 1]. D’autre part :

fn

( 1
n

)
=

(
1 − 1

n

)n → 1
e
·

La convergence vers 0 de la suite (fn)n n’est donc pas uniforme sur [0, 1].

Soit a ∈ ]0, 1]. Si a � t � 1, on a |fn(t)| � n(1− a)n. Par conséquent, la suite (fn)n
converge uniformément vers 0 sur [a, 1].

2. On voit comme en 1 que g est l’application nulle. L’intégrale de g sur [0, 1] est donc
égale à 0. Il vient :∫ 1

0
gn(t) dt =

n2

n+ 1
[ − t(1 − t)n+1

]1

0
+

n2

n+ 1

∫ 1

0
(1 − t)n+1 dt

=
n2

(n+ 1)(n + 2)
→ 1 si n→ +∞.

On déduit en particulier de ceci que la convergence de gn vers 0 n’est pas uniforme
sur [0, 1].

Exercice 2.4. Soient a, b ∈ R, A = a(1 + a2)−1, et B = b(1 + b2)−1. Il vient :

|A−B| =
|a− b||1 − ab|

(1 + a2)(1 + b2)
� |a− b|,

car (1 + a2)(1 + b2) � 1 + a2 + b2 � 1 + |ab| � |1 − ab|.
On a ainsi sup{|gn(t) − gp(t)| ; t ∈ I} � sup{|fn(t) − fp(t)| ; t ∈ I}. Le résultat
est donc une conséquence du critère de Cauchy uniforme.

Exercice 2.5. Le réel x > 0 étant fixé, définissons

gn : [0, 1] → R , t→ (−1)n−1

n!
f(t)enx(1−t).
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Si A = sup{|f(t)| ; t ∈ [0, 1]}, on a donc, pour 0 � t � 1 :

|gn(t)| � A

n!
enx = A

(ex)n

n!
·

Ainsi, x étant fixé, la série
∑
gn est normalement convergente sur [0, 1]. On en déduit

en particulier que ∫ 1

0

( ∞∑
n=1

gn(t)
)
dt =

∞∑
n=1

∫ 1

0
gn(t) dt,

soit encore :∫ 1

0
f(t) dt−

∫ 1

0
exp[−ex(1−t)]f(t) dt =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n!

∫ 1

0
enx(1−t)f(t) dt.

Soit ε ∈ ]0, 1[. On a :∣∣∣ ∫ 1

1−ε
exp[−ex(1−t)]f(t) dt

∣∣∣ �
∫

1−ε
|f(t)| dt � εA,∣∣∣ ∫ 1−ε

0
exp[−ex(1−t)]f(t) dt

∣∣∣ � A

∫ 1

0
exp(−exε) dt = A exp(−exε).

Or, si x est assez grand, on a exp(−exε) � ε. D’où facilement le résultat.

Exercice 2.6. Si n ∈ N∗ et (x, y) ∈ R2, on a 0 � fn(x, y) � n−2. Par suite, la
série

∑
fn est normalement, donc uniformément convergente sur R2. Les fn étant

continues, il en est de même de F .

Posons :

gn(t) = −2
x

n
exp(−nx2).

Il vient :

g′n(t) =
(
4x2 − 2

n

)
exp(−nx2).

On en déduit que gn est extrémale pour t = ±1/
√

2n, puis que :

|gn(t)| �
√

2/ne
√
n = An−3/2.

Il vient alors facilement :∣∣∣∂fn
∂x

(x, y)
∣∣∣ � An−3/2 ,

∣∣∣∂fn
∂y

(x, y)
∣∣∣ � An−3/2.

Ceci montre que les séries de fonctions de termes généraux
∂fn
∂x

et
∂fn
∂y

sont nor-

malement (donc uniformément) convergentes sur R2. Par conséquent, F admet des
dérivées partielles continues sur R2. Il en résulte que F est de classe C1 sur R2.
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Exercice 2.7. Pour t > 0 et n ∈ N∗, posons :

un(t) =
(ln t)n

n!
·

Si K est un compact de ]0,+∞[, il existe A > 0 tel que | ln t| � A pour tout t ∈ K .
Il en résulte que la série

∑
un est normalement convergente sur K . Si x > 0, on aura

donc : ∞∑
n=1

∫ x

1
un(t) dt =

∫ x

1

( ∞∑
n=1

un(t)
)
dt.

Or, si t > 0 :
∞∑
n=1

un(t) = eln t − 1 = t− 1.

D’où :
∞∑
n=1

1
n!

∫ x

0
(ln t)n dt =

(x− 1)2

2
·
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Chapitre 3

Séries entières

3.1 GÉNÉRALITÉS

3.1.1. Soient z0 ∈ C et r ∈ R∗
+. On pose :

D(z0, r) = {z ∈ C ; |z − z0| < r} , D′(z0, r) = {z ∈ C ; |z − z0| � r},
C(z0, r) = {z ∈ C ; |z − z0| = r}.

On dit que D(z0, r) (respectivementD′(z0, r), C(z0, r)) est le disque ouvert (respec-
tivement disque fermé, cercle) de centre z0 et de rayon r.

Définition 3.1.2. On appelle série entière de la variable complexe toute série de
fonctions

∑
fn, avec

fn : C → C , z → anz
n,

où an ∈ C pour tout n ∈ N. On dit que an est le coefficient d’indice n de la série, et
que a0 en est le terme constant.

3.1.3. La série entière précédente sera notée
∑
anz

n.

On parlera de série entière de variable réelle lorsqu’il sera question d’une série de
fonctions

∑
fn, avec fn : R → C, t→ ant

n, où an ∈ C.

Dans la suite, sauf mention expresse du contraire, l’expression « série entière » signi-
fiera « série entière de la variable complexe ».
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3.1.4. Soient
∑
anz

n et
∑
bnz

n des séries entières et λ ∈ C. On définit :

(i) La série entière somme
∑
cnz

n de ces séries par cn = an + bn pour tout n ∈ N.
(ii) La série entière

∑
dnz produit de

∑
anz

n par λ en posant dn = λan pour tout
n ∈ N.

(iii) La série entière produit
∑
enz

n de ces deux séries par en =
∑n

k=0akbn−k pour
tout n ∈ N.

3.2 RAYON DE CONVERGENCE

Théorème 3.2.1. (Lemme d’Abel). Soient
∑
anz

n une série entière et z0 ∈ C. On
suppose que la suite (anzn0 )n est bornée. Alors, la série

∑
anz

n est normalement
convergente dans tout disque D ′(0, r), avec r < |z0|.
Démonstration. On peut supposer z0 �= 0. Soit M un majorant de la suite (|anzn0 |)n
et r un réel positif tel que r < |z0|. Si |z| � r, on a :

|anzn| =
∣∣∣anzn0 ( z

z0

)n∣∣∣ � M
∣∣∣ z
z0

∣∣∣n � M
∣∣∣ r
z0

∣∣∣n.
D’où le résultat d’après 1.3.9. �

Corollaire 3.2.2. Si la série entière
∑
anz

n converge pour z0 ∈ C, elle converge
normalement dans tout disque D ′(0, r) tel que r < |z0|.
Démonstration. Si la série

∑
anz

n
0 converge, la suite (anzn0 )n admet 0 pour limite,

donc est bornée. �

Théorème 3.2.3. Soit
∑
anz

n une série entière. Il existe un unique élément R de
R+ ∪ {+∞} possédant les propriétés suivantes :

(i) Pour tout z ∈ C tel que |z| < R, la série
∑
anz

n est absolument convergente.
(ii) Pour tout z ∈ C tel que |z| > R, la série

∑
anz

n est divergente.

On dit que R est le rayon de convergence de la série, que D(0, R) en est le disque de
convergence, et que C(0, R) en est le cercle de convergence.

Démonstration. SoitB l’ensemble des réels positifs ou nuls tels que la suite (anrn)n
soit bornée. On a 0 ∈ B. Soit R ∈ R+ ∪ {+∞} la borne supérieure de B.
• Soit z ∈ C vérifiant |z| < R. Il existe r ∈ B tel que |z| < r < R. La suite (anrn)n
étant bornée, la série

∑
anz

n est absolument convergente d’après 3.2.1.
• Soit z ∈ C tel que |z| > R. Si la série

∑
anz

n était convergente, la suite (an|z|n)n
serait bornée (1.3.6). Cela contredit la définition de R.
• L’unicité de R est évidente. �

3.2.4. Précisons quelques points.

1) En un point z tel que |z| > R, la suite (anzn)n n’est pas bornée.
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3.2 Rayon de convergence 37

2) Si |z| = R, on ne peut rien dire a priori de la série
∑
anz

n.

3) Les séries entières
∑
anz

n,
∑|an|zn, et

∑
λanz

n, avec λ ∈ C∗, ont même rayon
de convergence.

4) Dans le cas d’une série entière de la variable réelle, on parle de l’intervalle de
convergence ] −R,R[ au lieu de disque de convergence.

3.2.5. Soit R ∈ R+ ∪ {+∞}. Dans la suite, on conviendra que :

1
R

= +∞ si R = 0 ,
1
R

= 0 si R = +∞.

Théorème 3.2.6. (Formule de Hadamard). Le rayon de convergence R d’une série
entière

∑
anz

n est donné par :
1
R

= lim sup
n

n
√

|an|.

Démonstration. Si z ∈ C, on a :

lim sup
n

n
√

|anzn| = |z| lim sup
n

n
√

|an|.
Il suffit donc d’appliquer 1.6.1. �

Théorème 3.2.7. Soit
∑
anz

n une série entière de rayon de convergence R.

(i) Si la suite ( n
√|an|)n a une limite � ∈ R+ ∪ {+∞}, on a R =

1
�
·

(ii) On suppose an �= 0 pour n assez grand. Si la suite (|an+1/an|)n a une limite

� ∈ R+ ∪ {+∞}, alors R =
1
�
·

Démonstration. Cela résulte de 1.6.2 et 1.6.4. �

Proposition 3.2.8. Soient
∑
anz

n et
∑
bnz

n des séries entières de rayons de conver-
gence R1 et R2. On note respectivement ρ1 et ρ2 les rayons de convergence des séries
entières somme et produit, notées

∑
cnz

n et
∑
dnz

n.

(i) En tout point z ∈ C telles que les séries de termes généraux anzn et bnzn

convergent, la série de terme général cnzn converge et :
∞∑
n=0

cnz
n =

∞∑
n=0

anz
n +

∞∑
n=0

bnz
n.

(ii) En tout point z ∈ C tel que les séries de termes généraux anzn et bnzn convergent
absolument, la série de terme général dnzn converge et :

∞∑
n=0

dnz
n =

( ∞∑
n=0

anz
n
)( ∞∑

n=0
bnz

n
)
.

(iii) Si R1 �= R2, on a ρ1 = min(R1, R2). Si R1 = R2, alors ρ1 � min(R1, R2).
(iv) On a ρ2 � min(R1, R2).
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Démonstration. On obtient (i) et (ii) d’après 1.3.2 et 1.9.2, et alors ρi � min(R1, R2)
si i = 1, 2.
SupposonsR2 < R1. Comme

∑
bnz

n est la série somme de
∑

(−an)zn et de
∑
cnz

n,
il vient R2 � min(R1, ρ1), d’où R2 � ρ1 puisque R2 < R1. Ainsi, ρ1 = R2. �

3.3 CONTINUITÉ ET INTÉGRABILITÉ

Théorème 3.3.1. La somme d’une série entière est une fonction continue en tout point
de son disque de convergence.

Démonstration. Les fonctions z → anz
n étant continues, le théorème est consé-

quence immédiate de 2.6.4 et 3.2.1. �

Corollaire 3.3.2. Soient p ∈ N et
∑
anz

n une série entière de rayon de convergence
R > 0 et de somme S. Alors

S(z) = a0 + a1z + · · · + apz
p + zpε(z),

où ε(z) tend vers 0 quand z tend vers 0.

Démonstration. Les séries entières
∑

n�p+1anz
n et

∑
n�p+1anz

n−p ont pour rayon
de convergence R. D’après 3.3.1, il vient :

lim
z→0

∞∑
n=p+1

anz
n−p = 0.

D’où le résultat. �

Théorème 3.3.3. Soit
∑
ant

n une série entière de la variable réelle, de rayon de
convergenceR > 0. Sa fonction somme est intégrable sur tout intervalle [a, b] contenu
dans ] −R,R[, et on a : ∫ b

a
S(t) dt =

∞∑
n=0

an

∫ b

a
tn dt.

Démonstration. Résulte de 2.6.6 et 3.2.1. �

Corollaire 3.3.4. Soit
∑
ant

n une série entière de la variable réelle, de rayon de
convergenceR > 0. Sur l’intervalle ]−R,R[, sa fonction somme admet pour ensemble
de primitives les fonctions

t→ k +
∞∑
n=0

an
tn+1

n+ 1
,

avec k ∈ C.
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3.4 Dérivabilité 39

3.4 DÉRIVABILITÉ

Définition 3.4.1. On appelle série (entière) dérivée d’une série entière
∑
anz

n la
série entière

∑
(n+ 1)an+1z

n.

Proposition 3.4.2. Une série entière et sa série dérivée ont même rayon de conver-
gence.

Démonstration. NotonsR, ρ les rayons de convergence de
∑
anz

n et
∑

(n+1)anzn.
• Si |z| > R, la suite (anzn)n n’est pas bornée (3.2.4). Il en est donc de même de la
suite

(
(n+ 1)anzn

)
. Ainsi, la série

∑
(n+ 1)anzn diverge. D’où ρ � R.

• Supposons |z| < R, et soit α > 0 tel que |z| + α < R. La série de terme général
|an|(|z| + α)n est convergente (3.2.3). Or, d’après la formule du binôme :

|(n+ 1)an+1z
n| � 1

α
|an+1|(|z| + α)n+1.

Par suite, la série de terme général (n + 1)an+1z
n est absolument convergente. D’où

ρ � R. �

3.4.3. Soient U un ouvert de C, z0 ∈ U , et f une fonction sur U . On dit que f est
dérivable en z0 si la fonction

U\{z0} → C , z → f(z) − f(z0)
z − z0

a une limite quand z tend vers z0. S’il en est ainsi, cette limite est noté f ′(z0), et est
appelée la dérivée de f en z0.

Les résultats usuels concernant la dérivée d’une somme, d’un produit, d’un quotient,
se prolongent immédiatement du cas d’une variable réelle au cas d’une variable com-
plexe. De même, si f est dérivable en z0, elle est continue en z0.

On dit que f est dérivable sur U , ou holomorphe sur U , si elle est dérivable en tout
point de U . On peut définir dans ce cas la fonction dérivée f ′ de f . On notera H(U)
l’ensemble des fonctions holomorphes sur U .

Théorème 3.4.4. En tout point z0 du disque de convergence, la fonction somme S
de la série entière

∑
anz

n est dérivable, et S ′(z0) est égal à la somme de la série de
terme général (n+ 1)an+1z

n
0 .

Démonstration. Soient R le rayon de convergence commun à la série et à sa série
dérivée (3.4.2), et r ∈ R vérifiant |z0| < r < R. Pour z ∈ D(0, r)\{z0}, on a :

S(z) − S(z0)
z − z0

=
∞∑
n=1

an(zn−1 + z0z
n−2 + · · · + zn−2

0 z + zn−1
0 ).

Considérons la série d’applications
∑
fn, où :

fn : D(0, r) → C , z → an(zn−1 + z0z
n−2 + · · · + zn−2

0 z + zn−1
0 ).
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Chaque fn est continue sur D(0, r). En outre :

sup{|fn(z)| ; |z| � r} � n|an|rn−1.

Comme r < R, la série de terme général n|an|rn−1 est convergente. Par suite, la série∑
fn est normalement convergente sur D(0, r). Sa somme F est donc continue sur

D(0, r). Or :

F (z) =
S(z) − S(z0)

z − z0
si z �= 0 , F (z0) =

∞∑
n=1

nanz
n
0 .

La continuité de F en z0 fournit donc le résultat. �

Corollaire 3.4.5. Dans le disque de convergence, la fonction somme d’une série
entière est indéfiniment dérivable et ses dérivées successives sont les fonctions sommes
des séries entières dérivées successives.

3.4.6. Avec les notations de 3.4.4, si p ∈ N et z ∈ D(0, R) on a :

S(p)(z) =
∞∑
n=0

(n+ p)!
n!

an+pz
n.

En particulier, si R > 0, on obtient :

S(p)(0) = p!ap.

3.5 FONCTIONS DÉVELOPPABLES EN SÉRIE ENTIÈRE

Définition 3.5.1. Soit f une fonction définie dans un voisinage de z0 ∈ C. On dit que
f est développable en série entière au point z0 s’il existe une série entière

∑
anz

n,
de rayon de convergence non nul, et un voisinage V de z0 dans C tels que, pour tout
z ∈ V :

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n.

Définition 3.5.2. Soit f une fonction définie et indéfiniment dérivable dans un voisi-
nage de 0. On appelle série de Mac-Laurin ou série de Taylor à l’origine de f la série
entière ∑ 1

n!
f (n)(0)zn.

Théorème 3.5.3. Soit f une fonction définie dans un voisinage de 0 et admettant un
développement en série entière à l’origine.

(i) Il existe un voisinage de 0 sur lequel f est indéfiniment dérivable.
(ii) Le développement en série entière de f à l’origine est son développement de Mac-

Laurin.
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3.5 Fonctions développables en série entière 41

Démonstration. Il existeR > 0 et une série entière
∑
anz

n, de rayon de convergence
au moins égal à R, tels que D(0, R) soit contenu dans le domaine de définition de f ,
et

f(z) = S(z) =
∞∑
n=0

anz
n

pour tout z ∈ D(0, R). Comme S est indéfiniment dérivable dans D(0, R) (3.4.5), f
l’est aussi. En outre, d’après 3.4.6, on a f (p)(0) = S(p)(0) = p!ap. �

Corollaire 3.5.4.

(i) S’il existe, le développement en série entière à l’origine d’une fonction est unique.
(ii) Si f est développable en série entière à l’origine, ses dérivées successives le sont

aussi, et leurs développements sont les séries entières dérivées successives du
développement de f .

(iii) Soient f, g développables en série entière à l’origine et λ ∈ C. Alors f + g, λf ,
fg sont développables en série entière à l’origine.

3.5.5. Dans le cas de fonctions de variable réelle, ce qui a été dit précédemment
s’applique aussi. Signalons le résultat suivant dont la preuve est immédiate.

Théorème. Une fonction f définie sur un voisinage de 0 dans R est développable en
série entière à l’origine si et seulement s’il existe r > 0 tel que :

(i) f est indéfiniment dérivable sur ] − r, r[.
(ii) Pour tout t ∈ ] − r, r[, la suite

n→ ρn(t) = f(t) −
n∑
k=0

1
k!
f (k)(0)tk

admet 0 pour limite.

Si ces conditions sont vérifiées, f coïncide avec la somme de sa série de Mac-Laurin
sur ] − r, r[.

Remarque. Si les hypothèses de 3.5.5 sont vérifiées, il résulte de la formule
de Taylor avec reste intégral que l’on a, pour |t| < r :

ρn(t) =
∫ t

0

(t− u)n

n!
f (n+1)(u) du.

Proposition 3.5.6. Soient r ∈ R∗
+ et f : ] − r, r[→ R une application indéfiniment

dérivable. On suppose qu’il existeM > 0 tel que |f (p)(t)| � M pour tout t ∈ ]−r, r[
et tout p ∈ N. Alors, f est développable en série entière à l’origine.

Démonstration. Si t ∈ ] − r, r[, il résulte de la formule de Taylor-Lagrange qu’il
existe u compris entre 0 et t vérifiant :∣∣∣f(t) −

n∑
k=0

1
k!
f (k)(0)tk

∣∣∣ =
|t|n+1

(n+ 1)!
|f (n+1)(u)| � M |t|n+1

(n+ 1)!
·

Il suffit donc d’appliquer 3.5.5 pour obtenir le résultat. �
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3.6 QUELQUES EXEMPLES

3.6.1. Soit z ∈ D(0, 1). Si n ∈ N, on a :

1
1 − z

= 1 + z + · · · + zn +
zn+1

1 − z
·

On en déduit immédiatement que, si |z| < 1 :

1
1 − z

=
∞∑
n=0

zn.

Soit a ∈ C∗. Ecrivant
1

a− z
=

1
a(1 − a−1z)

,

On obtient, si |z| < |a| :
1

a− z
=

∞∑
n=0

zn

an+1
·

En utilisant 3.4.4, on voit que, si p ∈ N∗ et |z| < |a| :

1
(a− z)p

=
∞∑
n=0

(n− p+ 1)!
n!(p− 1)!

zn

an+p
·

Proposition 3.6.2. Soit f une fraction rationnelle dont les pôles α1, . . . , αk sont non
nuls. Alors, f est développable en série entière à l’origine. Le rayon de convergence
de ce développement est R = min{|α1|, . . . |αk|}. Si S est la somme de ce dévelop-
pement, on a f(z) = S(z) pour |z| < R.

Démonstration. Le premier point résulte de 3.6.1 en utilisant la décomposition en
éléments simples de f . Notons r = min{|αj | , 1 � j � k}, et supposons que le
rayon de convergence R du développement vérifie R > r. Soit a un pôle de f de
module r. La somme S est alors bornée au voisinage de a, ce qui contredit le fait que
S(z) = f(z) pour |z| < |a|. �

3.6.3. En utilisant 3.3.4 et 3.6.1, pour t ∈ ] − 1, 1[, on a :

ln(1 + t) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
tn.

3.6.4. Soient α ∈ R\N et f(t) = (1 + t)α.

Considérons l’équation différentielle

(E) (1 + t)y′ − αy = 0

On vérifie facilement que f est solution de (E) sur I = ] − 1, 1[.
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3.7 Fonction exponentielle 43

Cherchons s’il existe une série entière
∑
ant

n de rayon de convergence R > 0, dont
la somme S vérifie S(0) = 1 et, pour |t| < R :

(1 + t)S′(t) − αS(t) = 0.

En écrivant

(1 + t)S′(t) − αS(t) =
∞∑
n=0

[(n+ 1)an+1 − (α− n)an]tn

on trouve facilement, d’après 3.5.4 (i), que l’unique solution est∑ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)
n!

tn.

La règle de d’Alembert montre que le rayon de convergence de cette série entière est
1. D’où, pour t ∈ ] − 1, 1[ :

(1 + t)α = 1 +
∞∑
n=1

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)
n!

tn.

3.7 FONCTION EXPONENTIELLE

3.7.1. On a défini la fonction exponentielle (complexe) en 1.6.4 par

ez = exp(z) =
∞∑
n=0

zn

n!
·

D’après ce que l’on a déjà dit, cette série a un rayon de convergence infini. Compte
tenu de 3.4.4, on a donc :

Proposition. La fonction exponentielle est indéfiniment dérivable sur C et admet pour
dérivée ez en tout point z ∈ C.

Proposition 3.7.2. Soient z, ζ ∈ C. Alors :

ez+ζ = ezeζ , ez �= 0 , (ez)−1 = e−z , |ez| = eRe(z) , |ez| = 1 ⇔ z ∈ iR.

Démonstration. La série produit
∑
dn des séries représentant ez et eζ vérifie :

dn =
n∑
k=0

zkζn−k

k!(n− k)!
=

1
n!

(z + ζ)n.

On en déduit immédiatement les trois premiers points. D’autre part, les nombres com-
plexes

n∑
k=0

zk

k!
,

n∑
k=0

zk

k!

étant conjugués, on obtient exp(z) = exp(z) par passage à la limite. D’où :

| exp(z)|2 = exp(z). exp(z) = exp(z + z) = exp(2Re(z)).

On déduit facilement de ceci les deux derniers points. �
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3.7.3. Posons U = {z ∈ C ; |z| = 1}. D’après 3.7.2, dire que ez ∈ U signifie que
z ∈ iR. Par suite :

eiz ∈ U ⇔ z ∈ R.

Pour t ∈ R, on a donc eit ∈ U.

Théorème 3.7.4. La fonction exponentielle complexe induit un homomorphisme de
groupes (C,+) → (C∗,×). Cet homomorphisme est continu, surjectif, mais non
injectif.

Démonstration. Le fait que l’exponentielle réalise un homomorphisme des groupes
en question résulte de 3.7.2, et la continuité de 3.7.1. Montrons la surjectivité.
Soit tout d’abord ζ ∈ C∗\R−. L’application f : [0, 1] → C, t → 1 − t + tζ est de
classe C∞, et ne s’annule pas. Définissons

g : [0, 1] → C , t→
∫ t

0

f ′(u)
f(u)

du , h : [0, 1] → C , t→ f(t)e−g(t).

Les applications g et h sont de classe C 1 et vérifient :

g′(t) =
f ′(t)
f(t)

, h′(t) = 0.

Comme h(0) = 1, il vient f(t) = eg(t) pour tout t ∈ [0, 1]. En particulier, eg(1) = ζ .

Appliquant ceci à ζ = i, on voit qu’il existe ξ ∈ C∗ tel que eξ = i. Alors e2ξ = −1.
Si θ ∈ R−, il vient alors :

eζ = θ ⇔ eζ+2ξ = −θ.
Ce qui précède montre que, l’équation ez = ζ possède au moins une solution pour
tout ζ ∈ C∗.

Avec les notations précédentes, on a e4ξ = 1 = e0. L’exponentielle n’est donc pas
injective. �

3.7.5. Rappelons qu’un sous-groupe de (R,+) est ou dense, ou de la forme θZ, avec
θ ∈ R.

Considérons l’application φ : R → U, t → eit (3.7.3). C’est un homomorphisme de
groupes et une application continue.

Soit ζ ∈ U. D’après 3.7.4, il existe z ∈ C tel que eiz = ζ , et on a z ∈ R (3.7.3). Il en
résulte que φ est surjectif.

Avec les notations de la preuve de 3.7.4, on a 4ξ ∈ iR, donc φ est non injectif. Notons
G son noyau. On a G �= {0}. D’autre part, G est un fermé de R (car φ est continu) et
distinct de R (car φ est surjectif). Il existe donc a ∈ R∗

+ tel que G = aZ. On a donc
obtenu :

Théorème. L’application (R,+) → (U,×), t → eit est un homomorphisme de
groupes, surjectif et non injectif. Son noyau est de la forme aZ, avec a ∈ R∗

+. Le réel
a qui est le plus petit réel positif t tel que eit = 1, est noté 2π.
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Proposition 3.7.6.

(i) Le noyau de l’homomorphisme (C,+) → (C∗,×) est 2iπZ.
(ii) La fonction exponentielle complexe est périodique, et l’ensemble de ses périodes

est 2πiZ.

Démonstration. (i) Si ez = 1, on a z = it, avec t ∈ R (3.7.2), et alors z ∈ 2iπZ
(3.7.5). La réciproque est analogue.

(ii) Si z, ζ ∈ C, on a ez+ζ = ez si et seulement si eζ = 1. Le point (ii) est donc
conséquence de (i). �

3.8 FONCTIONS CIRCULAIRES ET HYPERBOLIQUES

Définition 3.8.1. On appelle cosinus et sinus les applications de R dans R définies
respectivement par :

cos t = Re(eit) , sin t = Im(eit).

3.8.2. Pour tout nombre réel t, on a :

eit = cos t+ i sin t =
∞∑
n=0

(it)n

n!
,

cos t =
∞∑
n=0

(−1)n
t2n

(2n)!
, sin t =

∞∑
n=0

(−1)n
t2n+1

(2n + 1)!
·

Il est alors clair que sin est une application impaire, que cos est une application paire,
et que ces deux applications admettent 2π pour période commune (3.7.6). D’autre
part, elles sont indéfiniment dérivables (3.4.4), et on a (sin)′ = cos, (cos)′ = − sin.
En outre, comme exp(it) = exp(−it), on trouve :

cos t =
1
2
(eit + e−it) , sin t =

1
2i

(eit − e−it).

De même, de |eit| = 1, on déduit :

sin2 t+ cos2 t = 1.

Enfin, comme (eiπ)2 = e2iπ = 1, il résulte de 3.7.5 que eiπ = −1. D’où :

cos(t+ π) = − cos t , sin(t+ π) − sin t.

3.8.3. On va étudier les variations des applications sinus et cosinus. D’après 3.8.2, on

peut se restreindre à l’intervalle I =
[
0,
π

2

]
.

• On a (eiπ/2)2 = eiπ = −1, donc eiπ/2 ∈ {−i, i}, et cos(π/2) = 0.

Réciproquement, si u ∈ R+ verifie cos u = 0, il vient sin2 u = 1, et on trouve alors
u ∈ {−i, i}, donc e4iu = 1. Ainsi, 4u est un multiple de 2π (3.7.5). On a prouvé que
π/2 est le plus petit réel positif t tel que cos t = 0.
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• Ce qui précède montre que cos t > 0 si 0 � t < π/2 (théorème des valeurs
intermédiaires). Ainsi, sin est strictement croissante sur I . Comme sin 0 = 0, on en
déduit que cos est strictement décroissante sur I .

• L’étude précédente montre que, si α et β sont deux zéros consécutifs de sin ou de
cos, on a |α − β| = π. Toute période de ces applications est donc multiple de π. Or,
d’après 3.8.2, π n’est pas une période. Ainsi, l’ensemble des périodes de sin ou de cos
est 2πZ.

3.8.4. On peut maintenant définir les applications de C dans C certainement déjà
rencontrées par le lecteur :

cos z =
∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
, sin z =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
,

ch z =
∞∑
n=0

z2n

(2n)!
, sh z =

∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!
·

On remarquera que, si z ∈ C :

ch(iz) = cos z , sh(iz) = i sin z.

Utilisant ce qui précède, le lecteur prouvera les résultats usuels concernant ces appli-
cations. Il montrera ainsi que l’ensemble des périodes de cos et sin (respectivement ch
et sh) est 2πZ (respectivement 2iπZ).

EXERCICES

Exercice 3.1. Soit (an)n une suite réelle bornée. On pose :

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n , g(x) =

∞∑
n=0

an
n!
xn.

1. Prouver que le rayon de convergence ρ de f vérifie ρ � 1.

2. Montrer que g a un rayon de convergence infini et que, si x > ρ−1, on a :∫ +∞

0
e−xtg(t) dt =

1
x
f
(1
x

)
.

Exercice 3.2. Soient

f(x) =
∞∑
n=1

anx
n et g(x) =

∞∑
n=1

bnxn

ayant des rayons de convergence au moins égaux à 1.

1. Prouver, pour |x| < 1, la convergence des séries

F (x) =
∞∑
n=1

bnf(xn) et G(x) =
∞∑
n=1

ang(xn).
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2. Montrer que F (x) = G(x) si |x| < 1.

Exercice 3.3. Soient
∑
an une série convergente, sn =

∑n
p=0ap et s =

∑∞
n=0an.

1. Que peut-on dire du rayon de convergence ρ de

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n?

Si |x| < 1, calculer :

(1 − x)
∞∑
n=0

snx
n.

2. Ecrire
f(x) − s

1 − x
sous-forme d’une série. En déduire que f(x) tend vers s quand x tend vers 1 par
valeurs inférieures.

3. Soient
∑
an,

∑
bn des séries convergentes et

∑
cn leur série produit. Si la série∑

cn est convergente, prouver que :( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)
=

∞∑
n=0

cn.

SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 3.1.

1. Si A est un majorant des |an|, on a |anxn| � A|x|n. Il est donc clair que ρ > 1.

2. De même, comme |anxn/n!| � A|x|n/n!, on déduit que g a un rayon de conver-
gence infini et que g est normalement convergente sur tout compact de R.

Soient x > ρ−1 et X > 0. Ce qui précède montre que :∫ X

0
e−xtg(t) dt =

∞∑
n=0

an
n!
e−xttn dt.

Si l’on pose

Sn(u) =
n∑
p=0

up

p!
,

on voit facilement par récurrence que :∫ X

0
e−xttn dt =

n!
xn+1

[1 − e−xXSn(Xx)].

La suite
(
Sn(Xx)

)
n

est bornée. Comme x > ρ−1 implique la convergence de la série∑|an| |x|−n, on voit que la série de terme général |an|x−ne−xXSn(xX) converge.
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On a alors : ∣∣∣ ∫ X

0
e−xtg(t) dt − 1

x

∞∑
n=0

an
xn

∣∣∣ �
∞∑
n=0

|an|
xn+1

e−xXSn(xX).

On a |e−xXSn(xX) � 1. D’autre part, ε > 0 étant donné, il existe N ∈ N tel que∑∞
N+1|an|x−n−1 � ε (car x > ρ−1). On a donc :∣∣∣ ∫ X

0
e−xtg(t) dt − 1

x

∞∑
n=0

an
xn

∣∣∣ � ε+ e−xX
N∑
n=0

|an|
xn+1

Sn(xX).

Pour X assez grand, le dernier terme de la ligne précédente est majoré par ε. On en
déduit que l’intégrale proposée est convergente et que :∫ ∞

0
e−xtg(t) dt =

1
x

∞∑
n=0

an
xn

=
1
x
f
(1
x

)
.

Exercice 3.2.

1. Soit x ∈ C tel que |x| � r < 1. Les séries
∑|an|rn et

∑|bn|rn sont convergentes.
On a :

|f(x)| =
∣∣∣x ∞∑

n=1
anx

n−1
∣∣∣ � |x|

∞∑
n=1

|an|rn = A|x|.
Toujours pour |x| � r, si s ∈ N, on a |x|s � |x| � r. D’où |f(xn)| � A|xn| pour
n ∈ N∗. On voit ainsi que la série F converge normalement dans le disque fermé de
centre 0 et de rayon r. C’est analogue pour G.

2. Fixons r, r′ tels que |x| � r < r′ < 1. Soit

Sn(x) =
n∑

p,q=1
apbqx

pq.

On va prouver que :
lim
n
Sn(x) = F (x) = G(x).

Par symétrie, il suffit de prouver la première égalité.

Soit ε > 0. Il existe n0 ∈ N tel que :

n � n0 ⇒
∞∑

p=n+1
|bp|rp < ε ,

∞∑
p=n+1

|ap|r′p < ε.

On a :∣∣∣ ∞∑
s=1

bsf(xs) − Sn(x)
∣∣∣ �

∞∑
s=n+1

|bs| |f(xs)| +
∣∣∣ n∑
s=1

bs

(
f(xs) −

n∑
q=1

aqx
sq

)∣∣∣
� A

∞∑
s=n+1

|bs|rs +
n∑
s=1

|bs|.
∣∣∣ ∞∑
q=n+1

|aq|rsq
∣∣∣

� Aε+
n∑
s=1

|bs|
∞∑

q=n+1
r′q|aq|

(rs
r′

)q
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Comme rs � r < r′ < 1, on a donc :∣∣∣ ∞∑
s=1

bsf(xs) − Sn(x)
∣∣∣ � Aε+

∞∑
s=1

|bs|εr
s

r′
car ∞∑

q=n+1
r′q|aq|

(rs
r′

)q
� rs

r′
∞∑

q=n+1
|aq|r′q � ε

rs

r′
·

Il vient alors :∣∣∣ ∞∑
s=1

bsf(xs) − Sn(x)
∣∣∣ � Aε+

ε

r′
∞∑
s=1

|bs|r′s � Aε+Bε.

D’où le résultat.

Exercice 3.3.

1. La série
∑
an étant convergente, il résulte du lemme d’Abel que la série entière∑

anx
n a un rayon de convergence ρ au moins égal à 1.

La suite (snxn)n est bornée si x = 1, car la suite (sn)n converge. Il résulte à nouveau
du lemme d’Abel que la série

∑
snx

n a un rayon de convergence au moins égal à 1.

Comme sn − sn−1 = an pour n � 1, il est alors clair que, si |x| < 1 :

(1 − x)
∞∑
n=0

snx
n = f(x).

2. Si |x| < 1, on a :
1

1 − x
=

∞∑
n=0

xn.

Par conséquent, toujours pour |x| < 1 :

f(x) − s

1 − x
=

∞∑
n=0

(sn − s)xn.

Soit ε > 0. Il existe N ∈ N tel que |sn − s| � ε si n � n. Pour 0 < x < 1, on a
donc :

|f(x) − s| � (1 − x)
N∑
n=0

|sn − s|xn + xN+1ε;

Il est alors immédiat que f(x) tend vers s qaund x tend vers 1 par valeurs inférieures.

3. D’après 1, les séries de termes généraux anxn, bnxn et cnxn convergent si |x| < 1.
D’autre part, d’après la définition du produit de deux séries entières, il vient( ∞∑

n=0
anx

n
)( ∞∑

n=0
bnx

n
)

=
∞∑
n=0

cnx
n.

si |x| < 1. En faisant tendre x vers 1 par valeurs inférieures, on obtient alors( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)
=

∞∑
n=0

cn

d’après la question 2.
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Chapitre 4

Fonctions analytiques

4.1 DÉFINITION DES FONCTIONS ANALYTIQUES

4.1.1. Concernant la définition suivante, le lecteur se reportera à 3.5.1.

Définition. On dit qu’une fonction définie sur un ouvert U de C est analytique dans
U si elle est développable en série entière en tout point de U .

Exemple. La fonction z → 1
z

est analytique sur C∗ car, si a ∈ C∗ et |z − a| < |a|,
on a :

1
z

=
∞∑
n=0

(1)n

an+1
(z − a)n.

4.1.2. Si U est un ouvert de C, on note A(U) l’ensemble des fonctions analytiques
sur U . Compte tenu, par exemple de 3.2.8, il est clair que A(U) est une C-algèbre
contenant la C-algèbre des fonctions polynômes sur C. D’après ce que l’on a vu au
chapitre 3, une fonction analytique sur U est indéfiniment dérivable sur U et ses déri-
vées sont analytiques. En particulier, toute fonction analytique sur U est holomorphe
sur U (3.4.3).

Théorème 4.1.3. Si une série entière
∑
anz

n a un rayon de convergence R > 0, sa
somme f est analytique sur le disque ouvert D(0, R).
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4.1 Définition des fonctions analytiques 51

Démonstration. Soient z0 ∈ D(0, R) et r0 = |z0|. On va prouver que :

|z − z0| < R− r0 ⇒ f(z) =
∞∑
n=0

1
n!
f (n)(z0)(z − z0)n.

Fixons z et r tels que |z − z0| < r − r0 < R− r0. Soit, pour p ∈ N :

Sp =
p∑

k=0

1
k!
f (k)(z0)(z − z0)k.

D’après 3.4.6, on a :

f (k)(z0) =
∞∑
n=k

n!
(n− k)!

anz
n−k
0 .

D’où :

Sp =
p∑

k=0

1
k!

( +∞∑
n=k

n!
(n− k)!

anz
n−k
0

)
(z − z0)k.

Ecrivons Sp = S′
p + S′′

p , avec

S′
p =

p∑
k=0

1
k!

( p∑
n=k

n!
(n− k)!

anz
n−k
0

)
(z − z0)k,

S′′
p =

p∑
k=0

1
k!

( ∞∑
n=p+1

n!
(n− k)!

anz
n−k
0

)
(z − z0)k.

Il vient :

S′
p =

p∑
n=0

an

( n∑
k=0

n!
k!(n− k)!

zn−kn (z − z0)k
)

=
p∑

n=0
anz

n.

Comme |z| < R, on a donc :

lim
p
S′
p =

∞∑
n=0

anz
n = f(z).

De même :

|S′′
p | �

∞∑
n=p+1

|an|
( p∑
k=0

n!
k!(n − k)!

rn−k0 (r − r0)k
)

�
∞∑

n=p+1

( n∑
k=0

n!
k!(n− k)!

rn−k0 (r − r0)k
)

=
∞∑

n=p+1
|an|rn.

A nouveau, comme r < R, on a :

lim
p
S′′
p = 0.

On a obtenu le résultat. �
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4.2 PRINCIPE DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE

Théorème 4.2.1. (Principe du prolongement analytique). Soient U un ouvert
connexe de C, a ∈ U , et f ∈ A(U). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est identiquement nulle dans U .

(ii) f est identiquement nulle dans un voisinage de a.

(iii) Pour tout n ∈ N, on a f (n)(a) = 0.

Démonstration. Les implications (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) sont claires.
(iii) ⇒ (ii) C’est immédiat car, par définition de A(U), au voisinage de a, on a :

f(z) =
∞∑
n=0

1
n!
f (n)(a)(z − a)n.

(ii) ⇒ (i) Soit V l’ensemble des z ∈ U tels que f soit identiquement nulle dans un
voisinage de z. Par construction, V est un ouvert de U . Il est non vide par hypothèse.
Soit (zn)n une suite de points de V convergeant vers b ∈ U . Pour n, k ∈ N, on a
f (k)(zn) = 0. Par continuité des f (k), il vient fk(b) = 0 pour tout k ∈ N. La fonction
f étant développable en série entière en b, on en déduit que f est nulle au voisinage de
b, soit b ∈ V . On a prouvé que V est non vide, ouvert et fermé dans U . Comme U est
connexe, il vient U = V . D’où (i). �

Corollaire 4.2.2. Soient U un ouvert connexe de C et f, g ∈ A(U). Si f et g coïnci-
dent au voisinage d’un point de U , on a f = g.

4.3 PRINCIPE DES ZÉROS ISOLÉS

Définition 4.3.1. Soient U un ouvert de C et A une partie de U . On dit queA est une
partie discrète de U si, tout a ∈ A, il existe r > 0 tel que D(a, r) ∩A = {a}.

Proposition 4.3.2. Soient U un ouvert de C et A une partie de U . Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Tout z ∈ U possède un voisinage V tel que V ∩A soit fini.

(ii) Pour tout compact K de U , l’ensembleK ∩A est fini.

(iii) A est une partie discrète et fermée de U .

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que A est une partie localement finie de U .

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Soit K un compact de U . Si z ∈ K , soit Vz un voisinage
ouvert de z dans U tel que A ∩ Vz soit fini. Il existe z1, . . . , zn ∈ K tel que K soit
contenu dans Vz1 ∪ · · ·Vzn

. Alors K ∩A ⊂ [A∩ Vz1 ]∪ · · · ∪ [A∩ Vzn
], donc est fini.
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(ii) ⇒ (iii) Soit z ∈ K . Comme U est localement compact, z possède un voisinage
compact Vz , et Vz ∩ A est fini. L’espace C étant séparé, z possède un voisinage Wz

dans U tel que Wz ∩A = {z}. Ainsi, A est une partie discrète de U .

Soit z un point de l’adhérenceA deA dansU . Supposons z /∈ A. Si V est un voisinage
compact de z dans U , V ∩A est fini. Comme précédemment, il existe un voisinageW
de z tel que W ∩A = ∅. Contradiction.
(iii) ⇒ (i) Soit z ∈ U . Si z ∈ A, il a un voisinage V tel que V ∩ A = {z}, car A est
une partie discrète de U . Si z /∈ A, il existe un voisinage V de z tel que V ∩ A = ∅,
car A est fermé dans U . �

Théorème 4.3.3. (Principe des zéros isolés). Soient U un ouvert connexe de C et
f ∈ A(U) non identiquement nulle. L’ensemble Z(f) des zéros de f est une partie
localement finie de U .

Démonstration. Puisque f est continue, Z(f) est un fermé de U . Il suffit donc de
prouver que Z(f) est une partie discrète de U (4.3.2). Soit u ∈ Z(f). D’après 4.2.1, il
existe p ∈ N∗ tel que f (p)(u) �= 0. Notons k le plus petit de ces entiers. Au voisinage
de u, on a donc

f(z) = ak(z − u)k + (z − u)kg(z) avec ak �= 0 et g(z) =
∞∑
n=1

an+k(z − u)k.

On a ainsi g(u) = 0. Comme g est développable en série entière en u, g est continue
en u. Il existe donc un voisinage V de u dans U tel que |g(z)| < |ak| si z ∈ V . Si
z ∈ V \{u}, on a alors |f(z)| � |z − u|k(|ak| − |g(z)|) > 0. D’où le résultat. �

Corollaire 4.3.4. Si U est un ouvert connexe de C, l’anneau A(U) est intègre.

Proposition 4.3.5. Soient U un ouvert connexe de C, f ∈ A(U) non identiquement
nulle, et u ∈ U un zéro de f . Il existe un unique entier k ∈ N vérifiant les conditions
équivalentes suivantes :

(i) On a f (k)(u) �= 0 et f (p)(u) = 0 si p ∈ {0, 1, . . . , k − 1}.

(ii) Le premier terme non nul du développement de f en série entière au voisinage de
u est de la forme ak(z − u)k, avec ak �= 0.

(iii) Il existe un voisinage V de u dans U et h ∈ A(V ) telle que, au voisinage de u,
on ait :

f(z) = (z − u)kh(z) et h(u) �= 0.

On dit que k est l’ordre ou la multiplicité du zéro u de f .

Démonstration. C’est immédiat d’après la preuve de 4.3.3. �
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EXERCICES

Exercice 4.1. Soit U un ouvert de C contenant 0. Existe-t-il f ∈ A(U) vérifiant

f
( 1
n

)
= f

(
− 1
n

)
=

1
n

pour tout n ∈ N∗ assez grand ?

Exercice 4.2. Soit U = D(0, 1). Existe-t-il f ∈ A(U) vérifiant

f
( 1
n

)
=

1
lnn

pour tout n ∈ N\{0, 1} ?

Exercice 4.3. Existe-t-il f ∈ A(C) vérifiant f(p) = cos
√
p pour tout p ∈ N ?

Exercice 4.4. Soient U un ouvert non vide de C, f ∈ A(U), et V = {z ; z ∈ U}.

1. Si z ∈ V , on pose g(z) = f(z). Prouver que g ∈ A(V ).

Dans toute la suite, on suppose que U est connexe et symétrique par rapport à l’axe
réel (on a donc V = U ).

2. Prouver que U ∩ R est non vide.

3. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f(z) = f(z) pour tout z ∈ U .

(ii) Il existe une composante connexe C de U ∩ R telle que f(x) ∈ R pour tout
x ∈ C .

4. Prouver que la fonction f s’écrit de manière unique sous la forme f = u+ iv, avec
u, v ∈ A(U) et u, v à valeurs réelles sur U ∩ R.

Exercice 4.5. Prouver que, pour |z| < 1, la série

f(z) =
∞∑
p=1

1
(z + p)2

est convergente. Si U = D(0, 1), montrer que f ∈ A(U).
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 4.1. Si une telle fonction f existe, elle est continue, donc vérifie f(0) = 0.

Notant g(z) = f(z) − z, on a g(0) = 0 et g
( 1
n

)
= 0 pour n grand. Pour tout

N � 1, l’ensemble {0} ∪
{ 1
n

; n � N
}

n’est pas localement fini. Il résulte donc du

principe des zéros isolés que g est identiquement nulle dans un voisinage de 0. Comme

g
(
− 1
n

)
=

2
n

�= 0, c’est absurde. Ainsi, il n’existe aucune fonction f ∈ A(U)
vérifiant les conditions précédentes.

Remarque. Si l’on prend f(z) = |z|, on voit qu’il existe des fonctions continues sur
C vérifiant les conditions de l’exercice.

Exercice 4.2. Supposons qu’une telle fonction f existe. Elle est continue au point
0, donc vérifie f(0) = 0, et n’est pas identiquement nulle. Il existe donc p ∈ N∗ et
g ∈ A(U) vérifiant :

g(0) �= 0 , f(z) = zpg(z).

Si n � 2, il vient :

g
( 1
n

)
=

np

lnn
·

Ainsi, g
( 1
n

)
tend vers +∞ si n tend vers +∞. C’est absurde, car g est continue au

point 0. On en déduit qu’il n’existe aucune fonction f ∈ A(U) vérifiant la condition
proposée.

Exercice 4.3. Si z ∈ C, on a

cos z =
∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
·

D’autre part, en utilisant la règle de d’Alembert, on voit que la série de terme général

(−1)n
zn

(2n)!
a un rayon de convergence infini. Par suite, si l’on pose

f(z) =
∞∑
n=0

(−1)n
zn

(2n)!
,

on a f ∈ A(C) d’après 4.1.3 et f(p) = cos
√
p pour tout p ∈ N.

On remarque que f n’est pas l’unique fonction de A(C) vérifiant la propriété car, si
λ ∈ C, la fonction z → f(z) + λ sin(πz) la vérifie aussi.
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Exercice 4.4.

1. Soit a ∈ V . Il existe r > 0 et une suite (αn)n de nombres complexes tels que
D(a, r) ⊂ U et, pour |z − a| < r :

f(z) =
∞∑
n=0

αn(z − a)n.

Par suite, D(a, r) ⊂ V et, si |z − a| < r :

g(z) =
∞∑
n=0

αn(z − a)n.

D’où g ∈ A(V ).

2. Posons :

U+ = {z ∈ U ; Im(z) > 0} , U− = {z ∈ U ; Im(z) < 0}.
Les ensembles U+, U− sont des ouverts disjoints de C. Comme U− = {z ; z ∈ U+}
et que U �⊂ R (car R est d’intérieur vide dans C), U+ et U− sont non vides. Si U ∩ R
était vide, on aurait U = U+ ∪ U−, ce qui est absurde puisque U est connexe.

3. L’implication (i) ⇒ (ii) est claire. Supposons (ii) vérifié, et prouvons (i). Posons
h(z) = f(z) − f(z) si z ∈ U .

D’après 1, on a h ∈ A(U). Comme U ∩ R est ouvert de R, on sait que C est aussi
un ouvert de R. Ainsi, d’après 2, C contient un intervalle ]a, b[, avec a < b. On a
h(x) = 0 si a < x < b. D’après le principe des zéros isolés, il vient h = 0. D’où (i).

4. Pour z ∈ U , posons :

u(z) =
1
2
(f(z) + f(z)) , v(z) =

1
2i

(f(z) − f(z)).

On a f = u+ iv, et u, v sont à valeurs réelles sur U ∩ R.

Si f = u1 + iv1 dans les mêmes conditions, il vient u1 − u = i(v− v1), donc u1 − u
et v1 − v sont nulles sur U ∩R. Le principe des zéros isolés montre alors que u = u1,
v = v1.

Exercice 4.5. Si |z| < 1 et p � 1, on a :∣∣∣ 1
(z + p)2

∣∣∣ � 1
(p− 1)2

·

La série proposée converge donc pour |z| < 1.

Pour |z| < 1, q � 1, et n � 2, posons :

fq(z) =
q∑
p=1

1
(z + p)2

, Sn =
∞∑
p=1

1
pn

, Sn(q) =
q∑
p=1

1
pn

·
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Si |z| < 1, on a donc :

1
(p + z)2

=
1
p2

1(
1 +

z

p

)2 =
1
p2

∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)
zn

pn
=

∞∑
n=0

(1)n(n+ 1)
zn

pn+2
·

On obtient ainsi :

fq(z) =
∞∑
n=1

(−1)n(n+ 1)Sn+2(q)zn.

On va prouver que, si |z| < 1, on a

lim
q
fq(z) = g(z) =

∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)Sn+2z
n.

On aura ainsi, f(z) = g(z) puis, d’après 4.1.3, f ∈ A(U).

Si p � 2, on a : ∫ p+1

p

dx

xn
� 1
pn

�
∫ p

p−1

dx

xn
·

On en déduit :
1

n− 1
� Sn � 1 +

1
n− 1

·
Le rayon de convergence de la série définissant g est donc égal à 1. D’autre part :

0 � Sn � Sn(q) =
∞∑

p=q+1

1
pn

�
∫ ∞

q

dx

xn
=

1
n− 1

1
qn−1

� 1
q

si n � 2. On obtient ainsi, si |z| < 1 :

|fq(z) − g(z)| � 1
q

∞∑
n=0

(n+ 1)|z|n =
1
q

1
(1 − |z|)2 ·

D’où le résultat.
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Chapitre 5

Fonctions holomorphes

5.1 RAPPELS

5.1.1. Dans tout le paragraphe 5.1, U est un ouvert de R2 et f une application de
U dans C. On désigne par (x0, y0) un point de U . Si (h, k) appartient à R2, on pose
‖(h, k)‖ = (h2 + k2)1/2.

On dit que f admet en (x0, y0) une dérivée partielle suivant la variable x (respective-
ment y) si l’application x→ f(x, y0) (respectivement y → f(x0, y)) est dérivable au

point x0 (respectivement y0). S’il en est ainsi, on note respectivement
∂f

∂x
(x0, y0) et

∂f

∂y
(x0, y0) ces dérivées partielles.

La fonction f est dite de classe C 1 sur U si elle admet en tout point de U des dérivées
partielles suivant x et y, et si ces dérivées partielles sont continues sur U .

5.1.2. On dit que f est différentiable en (x0, y0) s’il existe a, b ∈ C tels que

f(x0 + h, y0 + k) = f(x0, y0) + ah+ bk + ‖(h, k)‖ε(h, k),
où ε(h, k) tend vers 0 si ‖(h, k)‖ tend vers 0. S’il en ainsi, l’application R2 → C,
(h, k) → ah+ bk est une application linéaire qui est appelée la différentielle de f en
(x0, y0) ; on la note d f(x0, y0).

Supposons que f soit différentiable en (x0, y0), et conservons les notations précé-
dentes. Alors, f admet des dérivées partielles en (x0, y0), et on a :

a =
∂f

∂x
(x0, y0) , b =

∂f

∂y
(x0, y0).
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Par suite :

d f(x0, y0)(h, k) = h
∂f

∂x
(x0, y0) + k

∂f

∂y
(x0, y0).

Supposons f différentiable en tout point de U . On définit alors l’application différen-
tielle de f , notée d f , qui à (x, y) ∈ U associe l’application linéaire d f(x, y) sur R2

et à valeurs dans C.

On rappelle que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est de classe C1 sur U .

(ii) f est différentiable en tout point de U , et l’application (x, y) → d f(x, y) est
continue sur U .

5.1.3. Soit u : R2 → C une application linéaire. Il est immédiat que u est différen-
tiable en tout point de R2 et que du(x0, y0) = u pour tout (x0, y0). Compte tenu de
ceci, on note encore du pour du(x0, y0).

En particulier, les applications (x, y) → x et (x, y) → y sont différentiables en tout
point de R2, de même que l’application (x, y) → z = x+ iy. On notera donc dx, d y
et d z leurs différentielles. On a d z = dx+ id y.

5.2 CONDITIONS DE CAUCHY-RIEMANN

5.2.1. On va étudier les relations entre holomorphie et différentiabilité. On rappelle
que, si U est un ouvert de C, H(U) est l’ensemble des fonctions holomorphes sur U .

Soit U un ouvert de C. La bijection R2 → C, (x, y) → z = x+ iy permet d’identifier
U à un ouvert de R2. Il en résulte qu’une fonction f(z) de la variable complexe
z = x + iy s’identifie à une fonction des deux variables réelles x et y. Par abus
d’écriture, on note encore f(x, y) pour f(z).

Proposition 5.2.2. Soit f une fonction définie au voisinage de z0 = x0 + iy0. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est dérivable en z0.

(ii) f est différentiable en (x0, y0), et on a :

∂f

∂x
(x0, y0) + i

∂f

∂y
(x0, y0) = 0.

(iii) f est différentiable en (x0, y0) et d f(x0, y0) ∈ Cdz.

Si ces conditions sont vérifiées, on a :

f ′(z0) =
∂f

∂x
(x0, y0) = −i∂f

∂y
(x0, y0).
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Démonstration. Dire que f est dérivable en z0 signifie qu’il existe f ′(z0) ∈ C et une
fonction ε1 définie au voisinage de 0 tels que

f(z0 + ζ) = f(z0) + f ′(z0)ζ + ζε1(ζ) (1)

où ε1(ζ) tend vers 0 si ζ tend vers 0.
Dire que f est différentiable en (x0, y0) signifie qu’il existe des nombres complexes

a =
∂f

∂x
(x0, y0) et b =

∂f

∂y
(x0, y0) et une fonction ε2 définie au voisinage de

(0, 0) ∈ R2 tels que

f(x0 + h, y0 + k) = f(x0, y0) + ah+ bk + ‖(h, k)‖ε2(h, k) (2)

où ε2(h, k) tend vers 0 si ‖(h, k)‖ tend vers 0.
(i) ⇒ (ii) Supposons (i) vérifié. En prenant ζ = h+ ik, avec h, k ∈ R, dans (1), il est
clair que l’on obtient (2) avec a = f ′(z0), b = −if ′(z0). D’où (ii).
(ii) ⇒ (iii) Si (ii) est vrai, pour h, k ∈ R, on a :

d f(x0, y0)(h, k) = ah+ bk = a(h+ ik).

Ainsi, d f(x0, y0) = ad z.
(iii) ⇒ (i) Soit a ∈ C tel que d f(x0, y0) = ad z. Pour h, k ∈ R, on a donc, en posant
ζ = h+ ik :

f(z0 + ζ) = f(z0) + aζ + ‖(h, k)‖ε(h, k),
et ε(h, k) tend vers 0 si ‖(h, k)‖ tend vers 0. On en déduit immédiatement que f est
dérivable en z0, et que f ′(z0) = a. �

5.2.3. Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que f est différentiable sur l’ouvert
U de C. D’après ce qui précède, dire que f ∈ H(U) équivaut a :

∂f

∂x
+ i

∂f

∂y
= 0. (3)

Notons P et Q les parties réelle et imaginaire de f : f(x, y) = P (x, y) + iQ(x, y)
pour tout x+ iy ∈ U , où P et Q sont à valeurs réelles. Il est immédiat que (3) s’écrit
encore :

∂P

∂x
=
∂Q

∂y
,
∂P

∂y
= −∂Q

∂x
· (4)

Les conditions (3) et (4) sont appelées les conditions de Cauchy-Riemann.

5.2.4. Les fonctions (x, y) → z = x + iy et (x, y) → z = x − iy admettent les
différentielles :

d z = dx+ id y , d z = dx− id y.

On en déduit :

dx =
1
2
(d z + d z) , d y =

1
2
(d z − d z).
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Si f est différentiable sur U , on pose alors :

∂f

∂z
=

1
2

(∂f
∂x

− i
∂f

∂y

)
,
∂f

∂z
=

1
2

(∂f
∂x

+ i
∂f

∂y

)
.

On obtient :

d f =
∂f

∂z
d z +

∂f

∂z
d z.

On en déduit que les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent encore :

∂f

∂z
= 0.

5.2.5. Compte tenu de ce qui précède, pour f ∈ H(U), on a :

f ′ =
∂f

∂z
=
∂f

∂x
= −i∂f

∂y
·

En utilisant les notations P et Q de 5.2.3, ceci s’écrit encore :

f ′ =
∂P

∂x
+ i

∂Q

∂x
=
∂P

∂x
− i

∂P

∂y
=
∂Q

∂y
+ i

∂Q

∂x
·

Proposition 5.2.6. Soient U un ouvert connexe de C et f ∈ H(U). Si f ′ est identi-
quement nulle sur U , alors f est constante.

Démonstration. Soient z0 ∈ U et D un disque ouvert de centre z0 contenu dans U .
Si z1 ∈ D, le point z2 = Re(z1) + i Im(z2) appartient à D. Les segments de droites
compacts d’extrémités z0, z2 et z1, z2 étant connexes et contenus dans D, on a :

∂f

∂x
= 0 ⇒ f(z0) = f(z2) ,

∂f

∂y
= 0 ⇒ f(z2) = f(z1).

Ainsi, f(z0) = f(z1). On en déduit que f est localement constante. Comme U est
connexe, f est constante. �

Proposition 5.2.7. Soient U un ouvert connexe de C et f ∈ H(U). Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) f est constante sur U .

(ii) Re(f) est constante sur U .

(iii) Im(f) est constante sur U .

(iv) |f | est constante sur U .

(v) f ∈ H(U).

Démonstration. Les équivalences (i) ⇔ (ii) ⇔ (iii) sont claires d’après 5.2.5 et 5.2.6,
et la condition (i) implique (iv) et (v).

Si (v) est vrai, on a 2Re(f) = f +f ∈ H(U). Comme Re(f) est de partie imaginaire
nulle, Re(f) est constante d’après ce qui précède.
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Supposons (iv) réalisé. Il existe c ∈ R tel que ff = |f |2 = c. Si c = 0, le résultat est
clair. Sinon, on a f(z) �= 0 pour tout z ∈ U , et f = c/f ∈ H(U). On est ramené au
cas précédent. �

5.3 DÉTERMINATIONS CONTINUES DU LOGARITHME

5.3.1. Soit z ∈ C∗. On appelle argument de z tout nombre réel t tel que (voir 3.7.2 et
3.7.5) :

eit =
z

|z| ·

Définition 5.3.2. Soit U un ouvert de C∗. On appelle détermination continue de
l’argument sur U toute application continue θ : U → R telle que, pour tout z ∈ U ,
θ(z) soit un argument de z.

Proposition 5.3.3. Soient U un ouvert connexe de C∗ et θ1, θ2 deux déterminations
continues de l’argument sur U . Il existe k ∈ Z tel que θ1(z)− θ2(z) = 2kπ pour tout
z ∈ U .

Démonstration. D’après 3.7.5, pour tout z ∈ U , il existe un entier kz tel que l’on
ait θ1(z) − θ2(z) = 2kzπ et, θ1, θ2 étant continues sur U , il en est de même de
z → kz . Comme kz est à valeurs entières, cette fonction est localement constante sur
U . L’ouvert U étant connexe, elle est constante. �

5.3.4. Dans la suite, on notera Ω0 l’ouvert C\R− de C∗. On appelle détermination
principale de l’argument sur Ω0, et on note Arg z, pour z ∈ Ω0, l’unique argument de
z tel que Arg z ∈ ] − π, π[.

Lemme. La détermination principale de l’argument est une détermination continue
de l’argument sur Ω0.

Démonstration. On a une description explicite de Arg z :

Arg z = Arc sin Im
z

|z| si Re z > 0 , Arg z = Arc cos Re
z

|z| si Im z > 0,

Arg z = Arc cos Re
z

|z| si Im z < 0.

On en déduit facilement le résultat. �

5.3.5. Nous verrons qu’il n’existe pas de détermination continue de l’argument sur
C∗. Cependant, au voisinage d’un point a ∈ C∗, il existe une détermination continue
de l’argument. En effet, soient ω un argument de a et U = {z ∈ C ; Re(ze−iω) > 0}.
Alors z → ω + Arg(ze−iω) est une détermination continue de l’argument sur U .
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5.3 Déterminations continues du logarithme 63

Définition 5.3.6.
(i) Si z ∈ C∗, on appelle logarithme de z tout nombre complexe ζ tel que eζ = z.
(ii) Soit U un ouvert de C∗. Une détermination continue du logarithme sur U est une

application continue � : U → C telle que e�(z) = z pour tout z ∈ U .

5.3.7. Soit ζ = a+ ib ∈ C, avec a, b ∈ R, un logarithme de z ∈ C∗. On a ea = |z|
et eib = z/|z|. Il en résulte que ζ = ln |z| + iθ, où θ est un argument de z. Par suite :

Proposition. Soit U un ouvert de C∗. Les déterminations continues du logarithme sur
U sont les fonctions sur U de la forme

z → ln |z| + iθ(z)

où θ est une détermination continue de l’argument sur U . Si U est connexe, et si �1

et �2 sont des déterminations continues du logarithme sur U , il existe k ∈ Z tel que
�1(z) − �2(z) = 2ikπ pour tout z ∈ U .

5.3.8. Soit Ω0 comme en 5.3.4. On appelle détermination principale du logarithme
sur Ω0 la fonction z → ln |z| + iArg z. On la note Log z.

Soient � une détermination continue du logarithme sur un ouvert U de C∗, et z, ζ ∈ U
tels que zζ ∈ U . On prendra garde au fait que, si �(zζ) − �(z) − �(ζ) ∈ 2iπZ, on a
en général �(zζ) �= �(z) + �(ζ). Par exemple, si j = e2iπ/3, il vient :

Log j =
2iπ
3

, Log j2 = −2iπ
3

�= 2Log j =
4iπ
3

·

De même, si ez ∈ U , on a �(ez) − z ∈ 2iπZ mais, en général, �(ez) �= z.

Définition 5.3.9. Soient U un ouvert de C et f une fonction sur U . On appelle
primitive de f sur U toute fonction F ∈ H(U) telle que F ′ = f .

Théorème 5.3.10. Soit U un ouvert connexe de C∗.

(i) Toute détermination continue du logarithme sur U est une primitive de
1
z

sur U .

(ii) Si
1
z

admet une primitive sur U , il existe des déterminations continues du loga-

rithme sur U .

Démonstration. (i) Soient � une détermination continue du logarithme sur U et
a ∈ U . De e�(z) = z si z ∈ U , on déduit :

�(z) − �(a)
z − a

=
�(z) − �(a)

exp[�(z)] − exp[�(a)]
·

Si z tend vers a, �(z) tend vers �(a) puisque � est continue. D’autre part, la fonction
exp est dérivable en �(a), et sa dérivée en ce point est exp[�(a)]. On en déduit que �
est dérivable en a et que :

�′(a) =
1

exp[�(a)]
=

1
a
·
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(ii) Soit F une primitive de
1
z

sur U . Il vient :(
z exp[−F (z)]

)′ = exp[−F (z)] − zF ′(z) exp[−F (z)] = 0.

D’après 5.2.6, il existe c ∈ C∗ tel que exp[F (z)] = cz pour tout z ∈ U . Soit α ∈ C
tel que eα = c (3.7.4). Alors exp[F (z) − α] = z, donc z → F (z) − α est une
détermination continue du logarithme sur U . �

Proposition 5.3.11. Si |z| < 1, on a :

Log(1 + z) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
zn.

Démonstration. Si |z| < 1, on a 1 + z ∈ Ω0. Il en résulte que Log(1 + z) est bien
défini.
Pour |z| < 1, notons S(z) la somme de la série précédente. D’après 3.4.4, il vient :

S′(z) =
∞∑
n=0

(−1)nzn =
1

1 + z
=

(
Log(1 + z)

)′
.

Compte tenu de 5.2.6, il existe c ∈ C tel que Log(1 + z) − S(z) = c pour tout
z ∈ D(0, 1). En faisant z = 0, on obtient c = 0. �

5.4 AUTRES DÉTERMINATIONS CONTINUES

5.4.1. Soit U un ouvert de C∗ et α ∈ C. On appelle détermination continue de zα

sur U toute application continue g : U → C telle que, pour tout z ∈ U , il existe un
logarithme ζ de z tel que g(z) = eαζ (on a donc z = eζ ).

Si α ∈ Z, on retrouve la définition usuelle.

5.4.2. Supposons U connexe et l’existence d’une détermination continue � du loga-
rithme sur U . Alors z → eα�(z) est une détermination continue de zα sur U . D’après
5.3.10, g est holomorphe sur U et, si z ∈ U :

g′(z) =
α

z
g(z).

Notons θ la détermination continue de l’argument associée à � (5.3.7). Il vient :

zα = exp[α�(z)] = exp[α ln |z| + iαθ(z)].

Si α ∈ R, on a donc zα = |z|αeiαθ(z). On voit donc que, pour α réel, αθ(z) est une
détermination continue de l’argument de zα.

5.4.3. Soit α ∈ C. Si |z| < 1, on peut définir Log(1 + z). Alors exp[αLog(1 + z)]
est une détermination continue g de z → (1 + z)α sur D(0, 1).



�

�

�

�

�

�

�

�

©
D

u
n

o
d

.L
a

p
h

o
to

co
p

ie
n

o
n

au
to

ri
sé

e
es

t
u

n
d

él
it

.

Exercices 65

Proposition. Pour |z| < 1, on a :

g(z) = (1 + z)α = 1 +
∞∑
n=1

α(α − 1) · · · (α− n+ 1)
n!

zn.

Démonstration. Si l’on note S la somme de la série précédente, on obtient (voir
3.6.4), pour |z| < 1 :

(1 + z)S′(z) − αS(z) = 0.
Par suite, si |z| < 1 : (S

g

)′
(z) =

S′(z)g(z) − g′(z)S(z)
[g(z)]2

= 0.

Comme S(0) = g(z) = 1, on conclut d’après 5.2.6. �

5.4.4. Soit q un entier supérieur ou égal à 2. On appelle détermination principale de
la racine qème sur Ω0 la fonction

z → DP q
√
z = exp

(1
q

Log z
)
.

Elle est holomorphe sur Ω0 et vérifie :(
DP q

√
z
)q = z , q

(
DP q

√
z
)
(DP q

√
z
)′ = 1.

EXERCICES

Exercice 5.1. Pour z = x + iy ∈ C, avec x, y ∈ R, on pose f(z) = x2 + ixy3.
Existe-t-il un ouvert non vide U de C tel que f |U ∈ H(U) ?

Exercice 5.2. Soit U = {z ∈ C ; Re(z) > 0}. Si z = x+ iy ∈ U , avec x, y ∈ R, on
pose :

f(z) = ln |z| + iArc tan
y

x
·

Prouver que f ∈ H(U).

Exercice 5.3. On désigne par U un ouvert connexe de C et par f, g, f1, . . . , fn
des fonctions de classe C2 sur U . On suppose que f, g, f1, . . . , fn ∈ H(U) et que

f ′, g′, f ′1, . . . , f
′
n ∈ H(U). On note respectivement ∂ et ∂ pour

∂

∂z
et

∂

∂z
·

1. Montrer que ∂∂(fg) = f ′g′.

2. On suppose que |f1|2 + · · · + |fn|2 est constante sur U . Que peut-on dire des fk ?

Exercice 5.4. Soit U un ouvert connexe de C. Déterminer toutes les applications
f ∈ H(U) qui vérifient Im f(z) = [Re f(z)]2 pour tout z ∈ U .
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 5.1. Notons u = Re(f), v = Im(f). Il vient :

u′x(z) = 2x , u′y(z) = 0 , v′x(z) = y3 , v′y(z) = 3xy2.

Si U ⊂ C est un ouvert non vide tel que f |U ∈ H(U), on obtient en particulier
u′y(z) = −v′x(z) pour tout z ∈ U , donc Im(z) = 0 pour tout z ∈ U . C’est absurde,
puisque {z ∈ C ; Im(z) = 0} est d’intérieur vide.

Exercice 5.2. Il est immédiat que f est de classe C 1 sur l’ouvert U . D’autre part, pour
z = x+ iy ∈ U , on trouve facilement :

u′x(z) =
x

x2 + y2
, u′y(z) =

y

x2 + y2
, v′x(z) =

−y
x2 + y2

, v′y(z) =
x

x2 + y2
·

Ainsi, f vérifie les conditions de Cauchy-Riemann sur U . D’où f ∈ H(U).

Exercice 5.3.

1. Comme f, g ∈ H(U), il vient :

∂(fg) = (∂f)g + f(∂g) = f ′g + f(∂g) = f ′g.
Utilisant le fait que f ′ ∈ H(U), on a alors :

∂∂(fg) = ∂(f ′g) = (∂f ′)g + f ′(∂g) = f ′(∂g) = f ′g′.

2. Notons h = |f1|2 + · · · + |fn|2. D’après ce qui précède, on a :

0 = ∂∂h =
n∑
k=1

f ′kf ′k.

Comme f ′k(z)f
′
k(z) ∈ R+ pour tout z ∈ U et tout indice k, il vient f ′

k = 0 pour
1 � k � n. L’ouvert U étant connexe, il résulte de 5.2.6 que fk est constante pour
1 � k � n.

Exercice 5.4. Supposons qu’une telle application f existe, et notons P = Re f ,
Q = Im f . Si z ∈ U , il vient :{

P ′
x(z) = 2Q(z)Q′

x(z) = −2Q(z)P ′
y(z)

P ′
y(z) = 2Q(z)Q′

y(z) = 2Q(z)P ′
x(z)

Il en résulte que : (
1 + 4Q2(z)

)
P ′
x(z) =

(
1 + 4Q2(z)

)
P ′
y(z) = 0.

L’ouvert U étant connexe, on en déduit que P est constante sur U . D’après 5.2.7, il en
est de même de Q. Il est alors immédiat que les fonctions cherchées sont celles de la
forme

z → λ2 + iλ,

avec λ ∈ R.
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Chapitre 6

Analyticité et holomorphie

Soit U un ouvert de C. Il résulte de 3.3.4 et de 4.1.3 que A(U) ⊂ H(U). L’un
des objectifs de ce chapitre est de prouver que A(U) = H(U).

6.1 ARCS ET CHEMINS

6.1.1. On appelle arc toute application continue γ d’un intervalle compact [a, b] de R
dans C. S’il en est ainsi, on le notera souvent ([a, b], γ). On dit que γ(a) est l’origine et
que γ(b) est l’extrémité. On dit que γ est fermé si γ(a) = γ(b). L’arc est dit simple si γ
est une application injective. Il est dit réduit à un point si l’application γ est constante.

Si ([a, b], γ) est un arc, on note im γ pour γ([a, b]). Si U est un ouvert de C, on dit que
γ est un arc dans U si im γ ⊂ U .

L’arc opposé à ([a, b], γ) est l’arc ([a, b], δ) défini, pour t ∈ [a, b], par :

δ(t) = γ(a+ b− t).

Intuitivement, c’est l’arc γ « parcouru dans l’autre sens ».

6.1.2. Soient ([a, b], γ) et ([c, d], δ) deux arcs tels que γ(b) = δ(c). On appelle arc
composé de γ et δ l’arc, noté ([a, b+ d− c], γ ∨ δ), tel que si t ∈ [a, b+ d− c] :

(γ ∨ δ)(t) = γ(t) si a � t � b , (γ ∨ δ)(t) = δ(t+ c− b) si b � t � b+ d− c.

Intuitivement, c’est l’arc obtenu en parcourant γ « puis » δ.
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6.1.3. Soient [a, b] un intervalle compact de R et γ une application de [a, b] dans C.
Rappelons que γ est dite de classe C 1 par morceaux si elle est continue, et s’il existe
une subdivision

a = a0 < a1 < a2 < · · · < an−1 < an = b

de [a, b] telle que γ|[ai, ai+1] soit continûment dérivable pour 0 � i � n− 1.

On appelle chemin dans un ouvert U tout arc ([a, b], γ) dans U tel que γ soit de classe
C1 par morceaux.

6.1.4. Deux chemins ([a, b], γ) et ([c, d], δ) sont dits équivalents s’il existe une appli-
cation ϕ : [a, b] → [c, d] vérifiant les conditions suivantes :

(i) ϕ est bijective, croissante et de classe C 1 par morceaux.

(ii) La bijection réciproque de ϕ est de classe C 1 par morceaux.

(iii) On a γ = δ◦ϕ.

Si γ et δ sont équivalents, on a im γ = im δ.

Exemple. Soient a, b ∈ R tels que a < b. Les chemins [a, b] → C, x → x et
[0, 1] → C, t→ (1 − t)a+ tb sont équivalents.

6.1.5. Donnons quelques exemples importants de chemins.

1) Soient z0 ∈ C et r ∈ R∗
+. Le chemin fermé

[0, 2π] → C , t→ z0 + reit

est appelé le cercle de centre z0 et de rayon r, parcouru dans le sens direct.

2) Soient u, v ∈ C. Le chemin

[0, 1] → C , t→ (1 − t)u+ tv

est le segment orienté d’origine u et d’extrémité v ; on le note [u, v]. Le chemin opposé
à ce chemin est le segment orienté [v, u].

3) Soit (u, v, w) un élément de C3, avec u, v, w deux à deux distincts. Notons
∆ = ∆(u, v, w) le triangle de sommets u, v, w, c’est à dire :

∆ = {t1u+ t2v + t3w ; t1, t2, t3 ∈ R+, t1 + t2 + t3 = 1}.

Le bord orienté ∂∆ de ∆ est, par définition, le chemin fermé obtenu en composant les
segments orientés [u, v], [v,w], [w, u]. C’est donc le chemin ([0, 3], γ) défini par :

γ(t) = (1 − t)u+ tv si 0 � t � 1 , γ(t) = (2 − t)v + (1 − t)w si 1 � t � 2,

γ(t) = (3 − t)w + (t− 2)u si 2 � t � 3.

6.1.6. Rappelons qu’une partie A de C est dite connexe par arcs si, pour tous points
u, v de A, il existe un arc γ d’origine u, d’extrémité v, et vérifiant im γ ⊂ A.
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6.2 Intégration complexe 69

Lemme. Soit U un ouvert de C. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) U est connexe.
(ii) U est connexe par arcs.
En outre, si elles sont vérifiées, pour tous u, v ∈ U , il existe un chemin dans U ,
d’origine u, d’extrémité v, et qui est composé d’un nombre fini de segments orientés.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Fixons u ∈ U . Notons S l’ensemble des v ∈ U pour
lesquels il existe un chemin d’origine u, d’extrémité v, et composé d’un nombre fini
de segments orientés. On a u ∈ S.
Soient v ∈ S et γ un chemin du type précédent, d’origine u et d’extrémité v. Il existe
r > 0 tel que D(v, r) ⊂ U . Si w ∈ D(a, r), le chemin δ défini par le segment orienté
[v,w] est contenu dansU . Alors γ∨δ est composé de segments orientés, a pour origine
u, et pour extrémité w. Ainsi, S est ouvert dans U .
Soient V l’adhérence de S dans U et w ∈ V . Il existe r > 0 tel que D(w, r) ⊂ U .
Soient v ∈ S ∩D(a, r) et γ un chemin du type précédent, d’origine u et d’extrémité
v. Comme précédemment, γ ∨ [v,w] est contenu dans U , a pour origine u et pour
extrémité w. D’où w ∈ S, ce qui prouve que S est fermé dans U .
L’ouvert U étant connexe, ce qui précède montre que l’on a obtenu (ii).
(ii) ⇒ (i) Supposons que U soit réunion de deux ouverts disjoints non vides V et W .
Soient v ∈ V , w ∈W , et ([a, b], γ) un arc dans U , d’origine u et d’extrémitéw. Alors
γ−1(V ∩ im γ) et γ−1(W ∩ im γ) sont des ouverts non vides et disjoints de [a, b] dont
la réunion est [a, b]. C’est absurde puisque [a, b] est connexe. �

6.2 INTÉGRATION COMPLEXE

6.2.1. Soient ([a, b], γ) un chemin et f une fonction continue sur im γ. L’intégrale de

f sur γ , notée
∫
γ
f(z) dz, est définie par :∫

γ
f(z) dz =

∫ b

a
f
(
γ(t)

)
γ′(t) dt.

Proposition 6.2.2. Si ([a, b], γ) et ([c, d], δ) sont deux chemins équivalents et si f est
une fonction continue sur im γ, on a :∫

γ
f(z) dz =

∫
δ
f(z) dz.

Démonstration. Soit ϕ vérifiant les conditions de 6.1.4. La formule de changement
de variable dans les intégrales fournit :∫

δ
f(z) dz =

∫ d

c
f [δ(t)]δ′(t) dt =

∫ b

a
f◦δ◦ϕ(s)δ′◦ϕ(s)ϕ′(s) ds

=
∫ b

a
f [γ(t)]γ′(t) dt =

∫
γ
f(z) dz.

D’où le résultat. �
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6.2.3. Soient ([a, b], γ) et ([c, d], δ) des chemins, f une fonction continue sur
im γ ∪ im δ.

• Supposons que δ soit le chemin opposé à γ. Alors :∫
δ
f(z) dz =

∫ b

a
(f◦δ)(t)δ′(t) dt = −

∫ b

a
(f◦γ)(a+ b− t)γ′(a+ b− t) dt

=
∫ a

b
(f◦γ)(t)γ′(t) dt = −

∫
γ
f(z) dz.

• Supposons γ(b) = δ(c). On peut considérer γ ∨ δ. Il vient facilement :∫
γ∨δ

f(z) dz =
∫
γ
f(z) dz +

∫
δ
f(z) dz.

• Avec les notations de l’exemple 1 de 6.1.5, on a :∫
γ
f(z) dz = ir

∫ 2π

0
f(a+ reit)eit dt.

• Avec les notations de l’exemple 2 de 6.1.5, il vient :∫
γ
f(z) dz = (b− a)

∫ 1

0
f([(1 − t)a+ tb] dt.

• Avec les notations de l’exemple 3 de 6.1.5, on a :∫
∂∆

f(z) dz =
∫

[a,b]
f(z) dz +

∫
[b,c]

f(z) dz +
∫

[c,a]
f(z) dz.

Pour calculer ces dernières intégrales, on utilise le cas précédent.

6.2.4. Conservons les notations de 6.2.3. On pose :

‖f‖∞ = sup{|f(z)| ; z ∈ im γ} , long(γ) =
∫ b

a
|γ′(t)| dt.

On dit que long(γ) est la longueur de γ. Il est immédiat que :∣∣∣ ∫
γ
f(z) dz

∣∣∣ � ‖f‖∞ long(γ).
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6.3 Indice 71

6.3 INDICE

6.3.1. Soit ([a, b], γ) un chemin. Alors im γ est une partie compacte de C, donc
U = C\ im γ est un ouvert de C.

Soit r > 0 tel que im γ ⊂ D′(0, r). L’ensemble C\D′(a, r) est un ouvert connexe de
C contenu dans U . Par suite, U a une unique composante connexe non bornée.

Théorème 6.3.2. Soient ([a, b], γ) un chemin fermé et U = C\ im γ. Pour z ∈ U , on
pose :

indγ(z) =
1

2iπ

∫
γ

dζ

ζ − z
=

1
2iπ

∫ b

a

γ′(t)
γ(t) − z

dt.

L’application U → C, z → indγ(z) est à valeurs dans Z, constante sur chaque
composante connexe de U , et nulle sur la composante connexe non bornée de U . On
dit que indγ(z) est l’indice de z par rapport à γ.

Démonstration. Notons a = a0 < a1 < · · · < an = b les points d’une subdivision
de [a, b] telle que γ soit de classe C1 sur [ai, ai+1], 0 � i � n − 1. Pour t ∈ [a, b],
posons :

ϕ(t) = exp
( ∫ t

a

γ′(s)
γ(s) − z

ds
)
.

Sur chaque segment [ai, ai+1], on a, en dérivant ϕ :

ϕ′(t)
ϕ(t)

=
γ′(t)

γ(t) − z
⇒ ϕ′(t)[γ(t) − z] − ϕ(t)γ′(t) = 0.

On en déduit que l’application t → ϕ(t)
γ(t) − z

a une dérivée nulle sur [ai, ai+1], donc

est constante sur cet intervalle, puis constante sur [a, b]. Comme γ(a) = γ(b), on a
alors :

ϕ(a)
γ(a) − z

=
γ(b)

γ(b) − z
⇒ 1 = ϕ(a) = ϕ(b).

On sait que eζ = 1 si et seulement si ζ ∈ 2iπZ (3.7.6). On a donc montré que
indγ(z) ∈ Z.
Soient z, u ∈ U . Comme im γ est compact, il existe d > 0 tel que |ζ − z| � d et
|ζ − u| � d pour tout ζ ∈ im γ. On a immédiatement :

| indγ(z) − indγ(u)| � 1
2πd2

|z − u| long(γ).

Ceci nous montre que l’application z → indγ(z) est continue sur U . Comme elle est à
valeurs entières, elle est localement constante, donc constante sur chaque composante
connexe de U .
Enfin, prenons z tel que |z| > sup{|γ(t)| ; t ∈ [a, b]}. il vient :

| indγ(z)| � long(γ)
2π inf{|z − γ(t)| ; t ∈ [a, b]}·
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Comme indγ(z) est entier, on obtient indγ(z) = 0 si |z| est assez grand. D’où le
dernier point. �

Remarque. Intuitivement, indγ(z) est le « nombre de tours » (avec un signe)
décrit par γ(t) autour de z quand t décrit [a, b].

Proposition 6.3.3. Soit γ un cercle C(a, r) orienté dans le sens direct. On a
indγ(z) = 0 si |z − a| > r et indγ(z) = 1 si |z − a| < r.

Démonstration. Si |z − a| > r, z appartient à la composante connexe non bornée de
C\ im γ, donc indγ(z) = 0 (6.3.2). Si |z− a| < r, alors indγ(z) = indγ(a), toujours
d’après 6.3.2. Or :

indγ(a) =
1

2iπ

∫ 2π

0

ieit

eit
dt = 1.

D’où le résultat. �

6.4 EXISTENCE DES PRIMITIVES

Théorème 6.4.1. Soient U un ouvert de C et f une fonction continue sur U . Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f possède une primitive dans U .

(ii) Pour tout chemin fermé γ dans U , on a

∫
γ
f(z) dz = 0.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Soient ([a, b], γ) un chemin fermé dans U et F une primi-
tive de f dans U . On a :∫

γ
f(z) dz =

∫
γ
F ′(z) dz =

∫ b

a
F ′[γ(t)]γ′(t) dt =

∫ b

a
[F◦γ]′(t) dt

= F [γ(b)] − F [γ(a)] = 0,

car γ(a) = γ(b).
(ii) ⇒ (i) Supposons (ii) vérifié. Les composantes connexes de U étant ouvertes et
deux à deux disjointes, il suffit de construire une primitive de f sur chacune de ces
composantes pour obtenir le résultat. On peut donc supposer que U est connexe.
Fixons z0 ∈ U . Comme U est un ouvert connexe de C, il est connexe par arcs. Ainsi,
si z ∈ U , il existe un chemin d’origine z0 et d’extrémité z. Soient ([a, b], γ1) et
([c, d], γ2) deux tels chemins. Le chemin γ, obtenu en composant γ1 et le chemin
opposé à γ2 (c’est possible, car γ1(b) = γ2(d) = z) est un chemin fermé dans U .
Compte tenu de l’hypothèse et de 6.2.3, il vient :

0 =
∫
γ
f(ζ) dζ =

∫
γ1

f(ζ) dζ −
∫
γ2

f(ζ) dζ.
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Il résulte de ceci que l’on définit une fonction F sur U en posant

F (z) =
∫
γ(z0,z)

f(ζ) dζ,

où γ(z0, z) est un chemin quelconque dans U d’origine z0 et d’extrémité z.
Soient r > 0 tel que D(z, r) ⊂ U et w ∈ C tel que |w| < r. Désignons par
γ(z0, z + w) un chemin d’origine z0 et d’extrémité z + w. Enfin, notons γ le chemin
composé de γ(z0, z), du segment orienté [z, z+w], et du chemin opposé à γ(z0, z+w).
On a :

0 =
∫
γ
f(ζ) dζ =

∫
γ(z0,z)

f(ζ) dζ +
∫

[z,z+w]
f(ζ) dζ −

∫
γ(z0,z+w)

f(ζ) dζ.

Ceci s’écrit encore :

F (z + w) − F (z) =
∫

[z,z+w]
f(ζ) dζ.

Comme
∫

[z,z+w]
dζ = w, on a donc, pour w �= 0 :

F (z + w) − F (z)
w

− f(z) =
1
w

∫
[z,z+w]

[f(ζ) − f(z)] dζ.

La longueur du segment orienté [z, z + w] étant |w|, il vient :∣∣∣F (z + w) − F (z)
w

− f(z)
∣∣∣ � sup{|f(ζ) − f(z)| ; ζ ∈ [z, z + w]}.

La fonction f étant continue en z, on en déduit que F est dérivable en ce point et que
F ′(z) = f(z). On a prouvé que F est une primitive de f sur U . �

Corollaire 6.4.2. Soient n ∈ Z\{−1} et γ un chemin fermé. On a

∫
γ
zn dz = 0 dans

les deux cas suivants :

(i) n � 0 et γ quelconque.

(ii) n < −1 et 0 /∈ im γ.

Démonstration. Résulte de 6.4.1 et du fait que, pour n �= −1, z → zn+1

n+ 1
est une

primitive de z → zn, dans C si n � 0, et dans C∗ si n < −1. �

6.4.3. Rappelons quelques points de topologie. Soit A une partie de C.

• On dit que A est convexe si tu+ (1 − t)v ∈ A pour tous u, v ∈ A et tout t ∈ [0, 1].
Ceci signifie que, pour tous u, v ∈ A, le segment compact d’extrémités u et v est
contenu dans A.

• Si u ∈ A, on dit que A est étoilée en u si le segment [u, v] est contenu dans A pour
tout v ∈ A. Dire que A est convexe signifie qu’elle est étoilée en tous ses points.
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• Si A est bornée, on pose

diam(A) = sup{|u− v| ; u, v ∈ A},
et on dit que diam(A) est le diamètre de A.

• Soient (Kn)n une suite décroissante de compacts non vides de C et K leur intersec-
tion. Alors K est non vide. Si diam(Kn) tend vers 0 quand n tend vers +∞, K est
réduite à un point.

Théorème 6.4.4. Soient U un ouvert convexe de C et f une fonction continue sur U
telle que ∫

∂∆
f(z) dz = 0

pour tout triangle ∆ ⊂ U . Alors f possède une primitive dans U .

Démonstration. Soit z0 ∈ U . Pour tout z ∈ U , le segment [z0, z] est contenu dans U .
On peut donc définir une fonction F sur U par :

F (z) =
∫

[z0,z]
f(ζ) dζ.

Si z, z + w sont des points de U et si ∆ = ∆(z0, z, z + w) (notation de 6.1.5),
l’intégrale de f sur ∂∆ est nulle. Ceci s’écrit :

F (z + w) − F (z) =
∫

[z,z+w]
f(ζ) dζ.

On a alors
F (z +w) − F (z)

w
− f(z) =

1
w

∫
[z,z+w]

[f(ζ) − f(z)] dζ,

et on montre comme en 6.4.1 que F ′(z) = f(z). �

Théorème 6.4.5. (Théorème de Goursat). Soient U un ouvert de C, w ∈ U , et f
une fonction continue sur U et holomorphe dans U\{w}. Pour tout triangle ∆ ⊂ U ,
on a : ∫

∂∆
f(ζ) dζ = 0.

Démonstration. Dans la preuve, si ∆ est un triangle, on note I(∆) l’intégrale de f
sur ∂∆.
1) Supposons tout d’abord w /∈ ∆. Notons ∆ = ∆(a, b, c), et soient a′, b′, c′ les
milieux respectifs des segments [b, c], [c, a], [a, b]. Posons :

∆(1) = ∆(a, c′, b′) , ∆(2) = ∆(b, a′, c′),

∆(3) = ∆(c, b′, a′) , ∆(4) = ∆(a′, b′, c′).
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a b

c

a’b’

c’

On a immédiatement :

I(∆) = I
(
∆(1)

)
+ I

(
∆(2)

)
+ I

(
∆(3)

)
+ I

(
∆(4)

)
.

Il en résulte que l’un au moins des I
(
∆(j)

)
, 1 � j � 4, vérifie |I(∆(j)

)
| � 1

4
|I(∆)|

(sinon, on parvient à |I(∆)| < |I(∆)|). Notons ∆1 un triangle vérifiant cette pro-
priété. Echangeant les rôles de ∆ et de ∆1, on construit de même un triangle ∆2,

contenu dans ∆1, et vérifiant |I(∆2)| � 1
4
|I(∆1)|. Posant ∆0 = ∆, on obtient par

récurrence une suite (∆n)n de triangles vérifiant, pour tout n ∈ N :

∆n+1 ⊂ ∆n , |I(∆n+1)| � 1
4
|I(∆n)|,

diam(∆n+1) =
1
2

diam(∆n) , long(∂∆n+1) =
1
2

long(∂∆n).

Soit z0 l’unique point d’intersection des ∆n (6.4.3). Comme z0 ⊂ ∆ ⊂ U et w /∈ ∆,
f est dérivable en z0. Par suite, ε > 0 étant donné, il existe r > 0 tel que :

D(z0, r) ⊂ U et z ∈ D(z0, r) ⇒ |f(z) − f(z0) − (z − z0)f ′(z0)| < ε|z − z0|.
Comme diam(∆n) = 2−n diam(∆), il existe un entier N tel que ∆n ⊂ D(z0, r) dès
que n � N . Pour n � N , il résulte de 6.4.2 que :∫

∂∆n

f(z) dz =
∫
∂∆n

[f(z) − f(z0) − (z − z0)f ′(z0)] dz.

Ce qui précède montre alors que, pour n � N , on a :∣∣∣ ∫
∂∆n

f(z) dz
∣∣∣ � εdiam(∆n) long(∂∆n) =

ε

4n
diam(∆) long(∆).

Par suite :

|I(∆)| � εdiam(∆) long(∆).

Ceci étant vrai pour tout ε > 0, il vient I(∆) = 0.
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2) Supposons que w soit un sommet de ∆, par exemple, w = a.

c

ba
u

v

Soient u ∈ ]a, b] et v ∈ ]a, c]. Alors I(∆) est somme des intégrales de f sur les
triangles

∆1 = ∆(a, u, v) , ∆2 = ∆(u, b, v) , ∆3 = (b, c, v).

D’après le premier cas, on a I(∆2) = I(∆3) = 0, donc I(∆) = I(∆1). Comme f
est continue, il existe r,M ∈ R∗

+ tels que |f(z)| � M si |z − a| � r. Si u, v sont
assez voisins de a, on a donc :

|I(∆)| = |I(∆1)| � M long(∆1).

En faisant tendre u et v vers a, on obtient I(∆) = 0.
3) Supposons que w ne soit pas un sommet de ∆ et que w ∈ ∆. En considérant les
triangles ∆(w, a, b), ∆(w, b, c) et ∆(w, c, a) (voir la figure), on se ramène au cas 2.

ba

c

w

On a obtenu le résultat. �

Théorème 6.4.6. (Théorème de Cauchy pour un convexe). Soient U un ouvert
convexe de C, w ∈ U , et f une fonction continue sur U et holomorphe dans U\{w}.
Alors f possède une primitive dans U et, pour tout chemin fermé γ dans U , on a :∫

γ
f(z) dz = 0.

Démonstration. C’est clair d’après 6.4.1, 6.4.4, et 6.4.5. �
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Théorème 6.4.7. (Formule de Cauchy pour un convexe). Soit γ un chemin fermé
dans un ouvert convexe U de C, z ∈ U\ im γ, et f ∈ H(U). Alors :

f(z) indγ(z) =
1

2iπ

∫
γ

f(ζ)
ζ − z

dζ.

Démonstration. Définissons g : U → C par

g(z) = f ′(z) , g(ζ) =
f(ζ) − f(z)

ζ − z
si ζ �= z.

La fonction g est continue sur U et holomorphe dans U\{z}. Compte tenu de 6.4.6, il
vient :

0 =
∫
γ
g(ζ) dζ =

∫
γ

f(ζ) − f(z)
ζ − z

dζ.

D’où immédiatement le résultat par définition de l’indice. �

Corollaire 6.4.8. Avec les hypothèses de 6.4.7, si γ est un cercle de rayon r parcouru
dans le sens direct, et si |z| < r, on a :

f(z) =
1

2iπ

∫
γ

f(ζ)
ζ − z

dζ.

6.5 ANALYTICITÉ DES FONCTIONS HOLOMORPHES

6.5.1. Soient z ∈ C et A une partie non vide de C. On pose :

d(z,A) = inf{|z − a| ; a ∈ A}.
On dit que d(a,A) est la distance de z à A.

Théorème 6.5.2. Soient U un ouvert de C, a ∈ U , et f ∈ H(U). Alors :

(i) On a f ∈ A(U), et le rayon de convergence de la série de Taylor de f au point a
est au moins égal à d(a,C\U).

(ii) Si U est convexe, et si γ est un chemin fermé dans U tel que a /∈ im γ, on a

f (n)(a) indγ(a) =
n!
2iπ

∫
γ

f(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ

pour tout n ∈ N.

Démonstration. 1) Supposons d’abord U convexe.
Soit a /∈ im γ. Comme im γ est compact, il existe r > 0 tel que D ′(a, r) ⊂ U et
D′(a, r) ∩ im γ = ∅.
Pour z ∈ D(a, r) et ζ ∈ im γ, on a |z − a| < r < |ζ − a|. D’où :

f(ζ)
ζ − z

=
∞∑
n=0

(z − a)n

(ζ − a)n+1
f(ζ)·
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D’autre part, si M = sup{|f(ζ)| ; ζ ∈ im γ}, il vient :∣∣∣ (z − a)n

(ζ − a)n+1

∣∣∣ � M
|z − a|n
rn+1

·

Compte tenu de la formule de Cauchy pour un convexe, de 2.7.2 et 2.6.6, on obtient :

f(z) indγ(a) =
∞∑
n=0

[ 1
2iπ

∫
γ

f(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ
]
(z − a)n. (1)

Si l’on prend pour γ un cercle C(a,R) parcouru dans le sens direct tel que l’on ait
D′(a, r) ⊂ D(a,R) ⊂ U , on a indγ(a) = 1. On en déduit que f ∈ A(

D(a,R)
)
. On

a donc prouvé que f ∈ A(U), et on a obtenu (ii). L’assertion concernant le rayon de
convergence résulte de (1) par unicité du développement en série entière et 3.5.3.
2) Supposons U non convexe. Alors d(a,C\U) est le rayon du plus grand disque
ouvert D(a,R) contenu dans U . Comme D(a,R) est convexe, il suffit d’appliquer
l’alinéa 1 à ce disque. �

Corollaire 6.5.3. Soient U un ouvert de C et f ∈ H(U). Alors f est indéfiniment
dérivable sur U .

Démonstration. C’est clair d’après 3.4.4 et 6.5.2. �

Remarque. Soit f : R → R une primitive de x → |x|. Alors f est dérivable,
mais pas deux fois dérivable. Il y a donc des différences fondamentales entre
fonctions de variable réelle et fonctions de variable complexe.

Théorème 6.5.4. (Théorème de Morera). Soient U un ouvert de C et f une fonction
continue sur U . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f ∈ H(U).
(ii) f ∈ A(U).
(iii) f possède localement une primitive dans U .

(iv) Pour tout triangle ∆ ⊂ U , on a
∫
∂∆
f(z) dz = 0.

Démonstration. L’équivalence (i) ⇔ (ii) résulte de 3.4.4 et 6.5.2. L’implication (i)
⇒ (iv) de 6.4.5, et (iv) ⇒ (iii) de 6.4.4 (car si ∆ est un triangle contenu dans U , on
voit facilement qu’il existe un ouvert convexe V vérifiant ∆ ⊂ V ⊂ U ). Enfin, si f
possède localement une primitive F , de F ′ = f , on déduit que F est holomorphe,
donc f l’est aussi (6.5.3). �

Corollaire 6.5.5. Soient U un ouvert de C, w ∈ U , et f ∈ H(U\{w}) continue sur
U . Alors f ∈ H(U).

Démonstration. C’est immédiat d’après 6.4.5 et 6.5.4. �
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6.6 FONCTIONS CIRCULAIRES RÉCIPROQUES

Lemme 6.6.1. Soient W = C\R− et U = C\{ix ; x ∈ R, |x| � 1}. Alors W est
l’image de U par l’application

z → g(z) =
1 + iz

1 − iz
·

Démonstration. L’application g est bien définie sur U et on a g(z) �= 0 si z ∈ U .

Si w ∈ W , z = i(1 − w)(1 + w)−1 est bien défini. Supposons z = iy, avec y ∈ R
et |y| � 1. On obtient |y| �= 1 et w = (1 − y)(1 + y)−1. Or, si |y| > 1, on a
(1 − y)(1 + y)−1 ∈ R−. Contradiction. On a donc z ∈ U . Comme g(z) = w, on
obtient W ⊂ g(U). On prouve de même que g(U) ⊂W . �

6.6.2. Compte tenu de 6.6.1, on peut définir f ∈ H(U) par

f(z) =
1
2i

Log
1 + iz

1 − iz
,

où Log est la détermination principale du logarithme (5.3.8).

Proposition. (i) La fonction f est le seul élément de H(U) vérifiant tan
(
f(z)

)
= z

pour tout z ∈ U et f(x) = Arc tan x pour tout x ∈ R.

(ii) On a

f ′(z) =
1

1 + z2
si z ∈ U , f(z) =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)
z2k+1 , si |z| < 1.

(iii) L’application z → tan z induit une bijection de V =
{
z ∈ C ; |Re(z)| < π

2

}
sur U dont la bijection réciproque est f .

Démonstration. Soient z ∈ U et w = f(w). Alors :

e2iw =
1 + iz

1 − iz
, iz(eiw − e−iw) = eiw − e−iw.

D’autre part, on a 2|Re(w)| < π (5.3.4 et 5.3.8), on a donc z = tanw, soit
z = tan

(
f(z)

)
.

Si x ∈ R, on a |g(x)| = 1. Il existe donc ϕ ∈ R tel que g(x) = eiϕ. De g(x) ∈ W ,
on déduit que l’on peut supposer |ϕ| < π. Par suite :

f(x) =
ϕ

2
, −π

2
<
ϕ

2
<
π

2
·

Il vient alors f(x) = Arc tan x puisque x = tan
(
f(x)

)
.

Si h ∈ H(U) vérifie les propriétés de (i), alors f et h ont même restriction à R. On en
déduit que f = h d’après le principe des zéros isolés et le fait que h ∈ A(U) (6.5.2).
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D’après ce qui précède, les identités de (ii) sont vérifiées si z est réel. Elles le sont
encore pour z ∈ U en utilisant à nouveau le principe des zéros isolés.

On a vu que f(U) = V et que tan
(
f(z)

)
= z si z ∈ U . Il en résulte que z → tan z

induit une surjection de V sur U .
Soit w = u+ iv ∈ V avec u, v ∈ R et 2|u| < π. Alors :

tanw =
1
i

e2iw − 1
e2iw + 1

, e2iw =
1 + i tanw
1 − i tanw

·

Comme e2iw = e−2v(cos 2u+ i sin 2u) et 2|u| < π, il vient :

Log e2iw = Log e−2v + 2iu = −2v + 2iu.

On en déduit que w = f(tanw), et on a obtenu le résultat. �

Remarque. La fonction f de 6.6.2 se note encore z → Arc tan z.

6.6.3. On conserve la notation V de 6.6.2. On pose cette fois :

U = C\{x ∈ R ; |x| � 1}.

Soient w ∈ U et t ∈ R+. Si 1 − w2 = −t, il vient w2 = 1 + t, donc w ∈ R et
|w| � 1. Contradiction. Si w ∈ U , on a donc 1 − w2 ∈ Ω0 (notation de 5.3.4), et on
peut définir DP

√
1 − w2 (5.4.4).

Pour w ∈ U et ε = ±1, posons zε = iεw + DP
√

1 − w2. On a z1z−1 = 1, donc zε
est non nul. D’autre part, si z1 = a+ ib, avec a, b ∈ R, on a :

z−1 =
a− ib

|a+ ib|2 ·

Par suite :

• Ou z1 et z−1 ont des parties réelles strictement positives.

• Ou z1 et z−1 ont des parties réelles strictement négatives.

• Ou z1 et z−1 ont des parties réelles nulles.

Or, Re(z1 + z−1) = 2Re(1 − w2), et on a vu que 1 − w2 ∈ Ω0. On en déduit :

|Arg(DP
√

1 − w2)| < π

2
, Re(DP

√
1 − w2) > 0,

Re(iw + DP
√

1 − w2) > 0.

On peut donc définir f ∈ H(U) par :

f(w) =
1
i

Log(iw + DP
√

1 − w2).
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Proposition. (i) La fonction f est le seul élément de H(U) vérifiant sin
(
f(z)

)
= z

pour tout z ∈ U et f(x) = Arc sinx pour tout x ∈ ] − 1, 1[.

(ii) On a
f ′(w) =

1
DP

√
1 − w2

si w ∈ U,

f(w) = w +
∞∑
k=1

1 · 3 · · · (2k − 1)
2 · 4 · · · 2k

w2k+1

2k + 1
si |w| < 1.

(iii) L’application z → sin z induit une bijection de U sur V dont la bijection réci-
proque est f .

Démonstration. Soient w ∈ U et z = f(w). Il vient :

eiz = iw + DP
√

1 − w2 , e−iz = −iw + DP
√

1 − w2 , sin z = w.

Soit x ∈ ] − 1, 1[. Il existe un unique ϕ ∈ R vérifiant 2|ϕ| < π et x = sinϕ. Alors :

ϕ = Arc sinx , cosϕ =
√

1 − x2,

eiϕ = ix+
√

1 − x2 , f(x) =
1
i

Log(iϕ) = ϕ = Arc sinx.

Par suite, si g ∈ H(U) vérifie les conditions de (i), f et g coïncident sur ]−1, 1[, donc
f = g d’après le principe des zéros isolés.
La formule donnant f ′ est immédiate. Notons S la somme de la série définie en (ii).
On a S ∈ A(

D(0, 1)
)
, et on sait que g(x) = Arc sinx si x ∈ ] − 1, 1[. A nouveau,

d’après le principe des zéros isolés, on obtient f(w) = S(w) pour |w| < 1.

Soit W = {z ∈ C ; Re(z) > 0}. On a vu que iw + DP
√

1 − w2 ∈ W pour w ∈ U .
Par suite, si w ∈ U :

|Arg(iw + DP
√

1 − w2)| < π

2
, f(w) ∈ V.

Prouvons que f(U) = V . Soit z = u+ iv ∈ V , avec u, v ∈ R. Alors :

cos u > 0 , sin z = sinu ch v + i sh v cos u.

On a donc Im(sin z) = 0 si et seulement si v = 0. Alors, Re(sin z) = sinu ∈ ]−1, 1[,
d’où Re(sin z) ∈ U . On en déduit que sin(V ) ⊂ U .
Soient z ∈ U comme précédemment et w = sin z ∈ U . D’après ce que l’on a vu, on
obtient :

ζ = f(w) ∈ V , sin ζ = w = sin z , sin
z − ζ

2
cos

z − ζ

2
= 0.

Or :
z − ζ

2
∈ V ⇒ cos

z − ζ

2
�= 0 ⇒ sin

z − ζ

2
= 0 ⇒ z − ζ ∈ 2πZ.

Comme z, ζ ∈ V , on en déduit z = ζ . Ainsi, f(U) = V et, pour z ∈ V , il vient
f(sin z) = z. �

Remarque. On note encore z → Arc sin z la fonction f de 6.6.3.
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6.6.4. Soit U comme en 6.6.3. On laisse le soin au lecteur de démontrer les résultats
suivants :

1) On peut définir f ∈ H(U) par :

f(w) =
1
i

Log(w + iDP
√

1 − w2).

2) L’application f est l’unique élément de H(U) qui vérifie les conditions suivantes :

(i) cos
(
f(w)

)
= w pour tout w ∈ U .

(ii) f(x) = Arc cos x pour tout x ∈ ] − 1, 1[.

Le lecteur complètera enfin l’étude pour définir z → Arc cos z.

EXERCICES

Exercice 6.1. Soient U un ouvert de C, D une droite (réelle affine) de C, et f une
fonction continue sur U et holomorphe dans U\D. Prouver que f est holomorphe
dans U .

Exercice 6.2. Pour n ∈ N, soient ([an, bn], γn) un chemin fermé et

ρn = inf{|z| ; z ∈ im γn}.

On suppose que ρn tend vers +∞ si n tend vers +∞, que 0 /∈ im γn, et que
indγn

(0) = 1 pour tout n ∈ N.

Soit z ∈ C. Prouver qu’il existe N ∈ N vérifiant les conditions suivantes :

(i) z /∈ im γn si n � N .

(ii) indγn
(z) = 1 si n � N .

Exercice 6.3. Soientm,n ∈ Z∗ et ([0, 1], γ1), ([0, 1], γ2) des chemins fermés tels que
0 /∈ im γ1 ∪ im γ2. Si t ∈ [0, 1], on pose :

γ(t) = [γ1(t)]m[γ2(t)]n.

Vérifier que γ est un chemin fermé et que 0 /∈ im γ.

Calculer indγ(0) en fonction de indγ1(0) et indγ2(0).
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 6.1. Compte tenu du théorème de Morera, il suffit de montrer que l’intégrale
de f sur le bord orienté de tout triangle ∆ = ∆(u, v, w) contenu dans U est nulle. On
est dans l’un des cas suivants :

u u v u

v www

a b

Traitons, par exemple, le cas de droite. Notons ∆1 = ∆(u, a, b). La fonction f étant
continue sur U est uniformément continue sur ∆. Par suite :

lim
(a,b)→(u,v)

∫
∂∆1

f(z) dz =
∫
∂∆

f(z) dz.

Or, f est holomorphe dans un ouvert contenant ∆1. D’après 6.5.4, on a donc :∫
∂∆1

f(z) dz = 0.

D’où le résultat.

Exercice 6.2. D’après les hypothèses, il existe N ∈ N tel que un > |z| si n � N .
Ainsi, z /∈ im γn pour n � N .

Soit δ : [0, 1] → C, t → tz. L’application δ est un chemin joignant 0 à z, et on a
|δ(t)| � |z| si t ∈ [0, 1]. On en déduit que im γn ∩ im δ = ∅ si n � N . Pour de
tels entiers n, z et 0 appartiennent à la même composante connexe de C\ im γn (car
0, z ∈ im δ). D’après 6.3.2, on a donc indγn

(z) = indγn
(0) = 1.

Exercice 6.3. Le premier point est immédiat. En les points t où γ1 et γ2 sont déri-
vables, il vient :

γ′(t)
γ(t)

= m
γ′1(t)
γ1(t)

+ n
γ′2(t)
γ2(t)

·
Par suite :

2iπ indγ(0) =
∫
γ

dz

z
=

∫ 1

0

γ′(t)
γ(t)

dt = m

∫ 1

0

γ′1(t)
γ1(t)

dt+ n

∫ 1

0

γ′2(t)
γ2(t)

dt

= 2iπm indγ1(0) + 2iπn indγ2(0).

Ainsi :
indγ(0) = m indγ1(0) + n indγ2(0).
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Chapitre 7

Propriétés des fonctions
holomorphes

7.1 INÉGALITÉS DE CAUCHY ET CONSÉQUENCES

7.1.1. Soient R ∈ R∗
+ et f ∈ H(

D(0, R)
)
. D’après 6.5.2, si z ∈ D(0, R), on a

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n,

où (an)n est une suite de nombres complexes.

Si r ∈ ]0, R[, notons γr le cercle C(0, r) parcouru dans le sens direct (6.1.5). D’après
6.5.2, pour n ∈ N, on a :

an =
1
n!
f (n)(0) =

1
2iπ

∫
γr

f(z)
zn+1

dz =
1
2π

∫ 2π

0
f(reit)r−ne−int dt.

On en déduit immédiatement le résultat suivant :

Théorème. (Inégalités de Cauchy). Avec les notations précédentes, pour tout
r ∈ ]0, R[ et tout n ∈ N, on a :

|an| =
1
n!
|f (n)(0)| � sup{|f(z)| ; |z| = r}

rn
·

7.1.2. On appelle fonction entière tout élément de H(C).
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7.2 Principe du maximum 85

Corollaire. (Théorème de Liouville). Toute fonction entière et bornée est constante.

Démonstration. Si M � |f(z)| pour tout z ∈ C, pour tout r > 0 et tout n ∈ N∗, on
a |an| � Mr−n (7.1.1). En faisant tendre r vers +∞, on obtient an = 0 si n � 1. �

Corollaire 7.1.3. (Théorème de d’Alembert). Tout polynôme d’une variable à coef-
ficients complexes et non constant a au moins une racine dans C.

Démonstration. Soit P ∈ C[X]\C. Il est clair que |P (z)| tend vers +∞ si |z| tend
vers +∞. Par suite, si P n’a aucune racine dans C, z → 1/P (z) est une fonction
entière bornée. D’après 7.1.2, elle est constante, donc le polynôme P est constant.
Contradiction. �

7.2 PRINCIPE DU MAXIMUM

Proposition 7.2.1. Soient U un ouvert de C et f une fonction continue sur U . Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout disque D′(a, r) contenu dans U , on a :

f(a) =
1
2π

∫ 2π

0
f(a+ reit) dt.

(ii) Pour tout disque D′(a, r) contenu dans U , on a :

f(a) =
1
πr2

∫∫
D′(a,r)

f(x+ iy) dx dy.

Si elles sont vérifiées, on dit que f possède la propriété de moyenne dans U .

Démonstration. En utilisant les coordonnées polaires, il vient :

1
πr2

∫∫
D′(a,r)

f(x+ iy) dx dy =
1
πr2

∫ r

0

(∫ 2π

0
f(a+ ρeit) dt

)
ρ dρ.

L’implication (i) ⇒ (ii) est alors immédiate. Supposons (ii) vérifié. Soit R > 0 tel que
D′(a,R) ⊂ U . Pour 0 � r < R, on a :

r2

2
f(a) =

1
2π

∫ r

0

(∫ 2π

0
f(a+ ρeit dt

)
ρ dρ.

En prenant la dérivée des deux membres par rapport à r, on obtient (i). �

Proposition 7.2.2. Soient U un ouvert de C et f ∈ H(U). Alors f possède la
propriété de moyenne dans U .
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Démonstration. Si D′(a, r) ⊂ U , il existe R > r tel que D(a,R) ⊂ U . Si γ est le
cercleC(a, r) parcouru dans le sens direct, en appliquant 6.5.2 (ii) àD(a,R), il vient :

f(a) =
1

2πi

∫
γ

f(z)
z − a

dz =
1
2π

∫ 2π

0
f(a+ reit) dt.

D’où l’assertion. �

7.2.3. Soient U un ouvert de C et f une fonction sur U . Par abus de langage, on dit
que f a un maximum relatif en a ∈ U s’il existe un voisinage V de a dans U tel que
|f(z)| � |f(a)| pour tout z ∈ V .

On dit que f vérifie le principe du maximum dans U si elle est constante au voisinage
de tout point a ∈ U en lequel elle a un maximum relatif.

Supposons que f vérifie le principe du maximum dans U , et que U soit connexe. Il
est immédiat que l’ensemble des points de U en lesquels f a un maximum relatif est
ouvert et fermé dans U . Par suite, si f a un maximum relatif en un point de U , alors f
est constante.

Théorème 7.2.4. Soient U un ouvert de C et f une fonction continue sur U vérifiant
la propriété de moyenne dans U . Alors f vérifie le principe du maximum dans U .

Démonstration. Soient a ∈ U en lequel f a un maximum relatif et R > 0 vérifiant
D(a,R) ⊂ U et |f(z)| � [f(a)| pour tout z ∈ D(a,R). Le résultat étant évident si
f(a) = 0, nous supposerons ce cas exclu. Quite à changer f en (f(a)/|f(a)|2)f , on
peut supposer que f(a) = |f(a)| > 0. Puisque f vérifie la propriété de moyenne, si
0 < r < R, on a :

0 =
1
2π

∫ 2π

0
[f(a) − f(a+ reit)] dt =

1
2π

∫ 2π

0
[|f(a)| − f(a+ reit)] dt.

En particulier : ∫ 2π

0
[|f(a)| − Re

(
f(a+ reit)

)
] dt = 0.

La fonction t→ |f(a)| −Re
(
f(a+ reit)

)
est continue, à valeurs réelles positives ou

nulles sur [0, 2π], et d’intégrale nulle sur cet intervalle. Elle est donc nulle. Ainsi, pour
r < R et 0 � t � 2π, on obtient |f(a)| = Re

(
f(a+ reit)

)
. Comme |f(z)| � |f(a)|

si z ∈ D(a,R), on a Im
(
f(z)

)
= 0 si z ∈ D(a,R). On a prouvé que f est constante

sur D(a,R). �

Proposition 7.2.5. Soient U un ouvert connexe et borné de C, et f une fonction
continue sur l’adhérence U de U et vérifiant le principe du maximum dans U . Si M
est le maximum de |f | sur la frontière U\U de U , on a

|f(z)| � M

pour tout z ∈ U . En outre, s’il existe a ∈ U tel que |f(a)| = M , alors f est constante
sur U .
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7.3 Lemme de Schwarz et applications 87

Démonstration. D’après les hypothèses, U est compact, et il existe z0 ∈ U tel que
|f(z0)| = N = sup{|f(z)| ; z ∈ U}.
S’il existe a ∈ U tel que |f(a)| = N , f est constante sur U (7.2.3). Si ce n’est pas le
cas, pour tout z ∈ U , on a |f(z)| < N , et nécessairement z0 ∈ U\U . On en déduit
que M = N et que |f(z)| < M pour tout z ∈ U . �

7.3 LEMME DE SCHWARZ ET APPLICATIONS

Théorème 7.3.1. (Lemme de Schwarz). Soit f ∈ H(
D(0, 1)

)
vérifiant f(0) = 0 et

|f(z)| < 1 pour tout z ∈ D(0, 1). On a :

(i) |f(z)| � |z| pour tout z ∈ D(0, 1).
(ii) |f ′(0)| � 1.

En outre, si |f ′(0)| = 1, ou s’il existe z ∈ D(0, 1)\{0} tel que |f(z)| = |z|, alors il
existe λ ∈ C vérifiant |λ| = 1 et f(z) = λz pour tout z ∈ D(0, 1).

Démonstration. Notons D = D(0, 1), et définissons g : D → C par

g(0) = f ′(0) , g(z) =
f(z)
z

si z �= 0.

L’application g est continue sur D et holomorphe dans D\{0}. On a donc g ∈ H(D)
d’après 6.5.5.
Notons Mf (r) = sup{|f(z)| ; |z| = r}, Mg(r) = sup{|g(z)| ; |z| = r} pour
0 � r < 1. D’après 7.2.5, si |z| � r < 1, on obtient :

|g(z)| � Mg(r) , |g(z)| � 1
r
Mf (r) � 1

r
.

En faisant tendre r vers 1, on obtient |g(z)| � 1 pour tout z ∈ D.
S’il existe z0 ∈ D tel que |g(z0)| = 1, alors g a un maximum relatif en z0. Le principe
du maximum montre que g est constante dans un voisinage de z0, donc constante sur
D d’après le théorème du prolongement analytique. Ainsi, g(z) = λ, avec |λ| = 1,
pour tout z ∈ D, donc f(z) = λz. �

7.3.2. Soient U, V des ouverts de C. Un isomorphisme analytique de U sur V est
une bijection f de U sur V telle que f ∈ H(U) et g ∈ H(V ), où g est l’application
réciproque de f . On note Isom(U, V ) l’ensemble des isomorphismes analytiques de
U sur V , et on dit que U et V sont isomorphes si Isom(U, V ) �= ∅. On écrit Aut(U)
pour Isom(U,U) ; un élément de Aut(U) est appelé un automorphisme (analytique)
de U .

Il est clair que si U et V sont isomorphes, ils sont homéomorphes. La réciproque est
inexacte comme le montre le résultat suivant :

Proposition. Les ensembles C et D(0, 1) sont homéomorphes mais non isomorphes.
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Démonstration. Si f : C → D(0, 1) est holomorphe, c’est une fonction entière
bornée, donc constante (7.1.2). Ainsi, C et D(0, 1) ne sont pas isomorphes. Il est
immédiat de vérifier que les applications

C → D , z → z

1 + |z| et D → C , ζ → ζ

1 − |ζ|
sont des bijections continues réciproques l’une de l’autre. Ainsi, D et C sont homéo-
morphes. �

7.3.3. Posons D = D(0, 1). Si a ∈ D, on définit ϕa : D → C par :

ϕa(z) =
z − a

1 − az
·

On remarque que ϕa(z) est encore défini pour |z| = 1 et que, si t ∈ R :

|ϕa(eit)| =
∣∣∣ eit − a

e−it − a

∣∣∣ = 1.

Il résulte de 7.2.5 que ϕa(D) ⊂ D. D’autre part, on vérifie immédiatement que
ϕa◦ϕ−a = idD. Par suite, ϕa ∈ Aut(D).

Théorème. L’ensemble Aut(D) est constitué des applications λϕa, avec |λ| = 1 et
a ∈ D.

Démonstration. Soient f ∈ Aut(D), a = f(0), et g = ϕa◦f . On a g ∈ Aut(D)
et g(0) = 0. D’après 7.3.1, il vient |g(z)| � |z| pour tout z ∈ D. En utilisant
l’application réciproque de g, on obtient de même |z| � |g(z)| pour tout z ∈ D.
Il résulte à nouveau de 7.3.1 qu’il existe λ ∈ C(0, 1) tel que g(z) = λz pour tout
z ∈ D. Alors :

f(z) = ϕ−a(λz) =
λz + a

1 + aλz
= λ

z + aλ

1 + aλz
·

On a obtenu le résultat. �

7.3.4. Soit P = {z ∈ C ; Re(z) > 0}. On vérifie facilement que les applications

h : D → P , z → i
1 + z

1 − z
et � : P → D , ζ → ζ − i

ζ + i

sont des bijections réciproques l’une de l’autre.

Théorème 7.3.5. L’ensemble Aut(P ) est constitué des applications

z → az + b

cz + d
,

avec a, b, c, d ∈ R et ad− bc > 0.
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7.4 Suites et séries 89

Démonstration. Il est immédiat que les fonctions précédentes sont des éléments de
Aut(P ). Soit f ∈ Aut(P ). D’après ce qui précède et 7.3.3, il existe a ∈ D et t ∈ R
tels que

f(z) = h
[
eitϕa

(
�(z)

)]
pour tout z ∈ P . On trouve alors

f(z) =
−z(α + α) + i(β − β)
zi(α− α) − (β + β)

,

où α = e−it/2(1 − a) et β = e−it/2(1 + a). On en déduit facilement l’assertion. �

7.4 SUITES ET SÉRIES

7.4.1. Soient U un ouvert de C et f = (fn)n une suite de fonctions sur U . On dit
que f converge uniformément sur tout compact vers une fonction f sur U si, pour tout
compact K de U , la suite (fn|K)n converge uniformément vers f |K (voir 2.2.1).

L’espace U étant localement compact, si les fn sont continues sur U et convergent
uniformément sur tout compact vers f , la fonction f est continue sur U (2.3.3).

Si
∑
fn est une série de fonctions sur U , on définit de même la convergence uniforme

sur tout compact ou la convergence normale sur tout compact de cette série.

Dans la suite, si K est un compact de C et si f est une fonction continue sur K , on
posera :

‖f‖K = sup{|f(z)| ; z ∈ K}.

Théorème 7.4.2. SoientU un ouvert de C et f = (fn)n une suite d’éléments de H(U)
convergeant uniformément sur tout compact vers une fonction f . Alors :

(i) On a f ∈ H(U).

(ii) Si j ∈ N, la suite (f (j)
n )n converge uniformément sur tout compact vers f (j).

Démonstration. (i) La fonction f est continue sur U (7.4.1). Si ∆ est un triangle de
U , ∂∆ est compact, et il vient :∣∣∣ ∫

∂∆
[f(z) − fn(z)] dz

∣∣∣ � long(∂∆)‖f − fn‖∂∆.

Il résulte alors du théorème de Morera (6.5.4) que f ∈ H(U).
(ii) Par récurrence sur l’entier j, il suffit de prouver le résultat pour j = 1. Soit K un
compact de U . Définissons r par r = 1 si U = C et, si U �= C :

r =
1
2
d(K,C\U) =

1
2

inf{|z − ζ| ; z ∈ K, ζ ∈ C\U}.
Comme K est compact, il est bien connu que r est strictement positif. En outre,
D′(z, r) ⊂ U pour tout z ∈ K . Posons :

L =
⋃
z∈K

D′(z, r) = {ζ ∈ U ; d(ζ,K) � r}.
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Il est immédiat que L est un compact de U . D’autre part, les inégalités de Cauchy
(7.1.1) appliquées au disqueD′(z, r) (au lieu de D(0, r)) et à f − fn montrent que, si
z ∈ K , on a :

|f ′(z) − f ′n(z)| � 1
r
‖f − fn‖D′(z,r).

Par suite :

‖f ′ − f ′n‖K � 1
r
‖f − fn‖L.

D’après les hypothèses, on a obtenu le résultat. �

Théorème 7.4.3. SoientU un ouvert de C et
∑
fn une série de fonctions holomorphes

sur U convergeant uniformément sur tout compact. Soit f la somme de cette série.
Alors :

(i) On a f ∈ H(U). La série
∑
f ′n converge uniformément sur tout compact vers f ′.

(ii) Si la série
∑
fn est normalement convergente sur tout compact, il en est de même

de la série
∑
f ′n.

(iii) Si la série
∑|fn| est uniformément convergente sur tout compact, il en est de

même de la série
∑|f ′n|.

Démonstration. (i) En utilisant les sommes partielles de la série, c’est un cas particu-
lier de 7.4.2.

(ii) Soit K un compact de U . Si U = C, on pose L = {ζ ∈ C ; d(ζ,K) � 1} et, si
U �= C :

L =
{
ζ ∈ U ; d(ζ,K) � 1

2
d(K,C\U)

}
.

L’ensemble L est un compact de U . Si z ∈ K et n ∈ N, les inégalités de Cauchy
montrent que

|f ′n(z)| � 1
r
‖fn‖L ,

où r = 1 si U = C, et r =
1
2
d(K,C\U) si U �= C, car D′(z, r) ⊂ L. D’où :

‖f ′n‖K � 1
r
‖fn‖L.

On a obtenu (ii).

(iii) Conservons les notations K et L précédentes. Si D ′(z, r) ⊂ U , il résulte de 6.5.2
que

f ′n(z) =
1

2πr

∫ 2π

0
fn(z + reit) dt ⇒ |f ′n(z)| � 1

2πr

∫ 2π

0
|fn(z + reit)| dt.
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Par suite, d’après les hypothèses et 2.6.6, si k ∈ N, on obtient :

∞∑
n=k

|f ′n(z)| � 1
2πr

∞∑
n=k

∫ 2π

0
|f(z + reit)| dt =

1
2πr

∫ 2π

0

( ∞∑
n=k

|f(z + reit)|
)
dt.

D’où : ∥∥∥ ∞∑
n=k

|f ′n|
∥∥∥
K

� 1
r

∥∥∥ ∞∑
n=k

|fn|
∥∥∥
L
.

Ceci prouve (iii). �

7.5 HOLOMORPHIE ET INTÉGRATION

7.5.1. On va donner une méthode de construction de fonctions holomorphes. Pour
cela, nous utiliserons des propriétés de l’intégration au sens de Lebesgue.

Dans la suite, on désigne par X un espace topologique localement compact et par µ
une mesure positive sur X . On fixe un ouvert U de C.

On considère une fonction f : U ×X → C, (z, x) → f(z, x). On suppose vérifiées
les conditions suivantes :

(i) Pour tout x ∈ X , l’application fx : U → C, z → f(z, x) est holomorphe sur U . Si
n ∈ N et (z, x) ∈ U ×X , on pose :

f (n)
x (z) =

∂nf

∂zn
(z, x).

(ii) Pour tout z ∈ U , l’application x → f(z, x) est µ-intégrable, et l’on définit une
fonction sur U par :

F (z) =
∫
X
f(z, x) dµ(x).

Théorème. On conserve les notations et hypothèses précédentes et on suppose que,
pour tout compact K de U , il existe une application µ-intégrable gK : X → R+ telle
que

|f(z, x)| � gK(x)

pour tout (z, x) ∈ K ×X . Alors F ∈ H(U) et, pour z ∈ U et n ∈ N, on a :

F (n)(z) =
∫
X

∂nf

∂zn
(z, x) dµ(x).

Démonstration. 1) Si (z, x) ∈ U ×X , on a :

∂f

∂z
(z, x) = lim

n→+∞n
[
f
(
z +

1
n
, x

)
− f(z, x)

]
.
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Il en résulte que x→ ∂f

∂z
(z, t) est une limite simple de fonctions µ-mesurables, donc

est µ-mesurable. Par récurrence sur n, on voit que chaque fonction x → ∂nf

∂zn
(z, x)

est µ-mesurable.

2) Soient K un compact de U et L = {ζ ∈ U ; d(ζ,K) � r}, avec r = 1 si U = C

et r =
1
2
d(K,C\U) si U �= C.

L’élément x ∈ X étant fixé, les inégalités de Cauchy fournissent :

sup
{∣∣∣∂nf
∂zn

(z, x)
∣∣∣ ; z ∈ K

}
� 1
rn

sup{|f(z, x)| ; z ∈ L}.
On en déduit que, si z ∈ K et x ∈ X , on a :∣∣∣∂nf

∂zn
(z, t)

∣∣∣ � gL(x). (1)

D’après l’alinéa 1 et l’inégalité (1), chaque fonction x→ ∂nf

∂zn
(z, x) est µ-intégrable.

On peut donc définir les fonctions sur U :

z →
∫
X

∂nf

∂zn
(z, x) dµ(x).

3) Soit a ∈ U . Fixons r > 0 tel que D′(a, r) ⊂ U , et définissons h : U × X → C
par :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

h(z, x) =
1

(z − a)2
[
f(z, x) − f(a, x) − (z − a)

∂f

∂z
(a, x)

]
si z �= a,

h(a, x) =
1
2
∂2f

∂z2
(a, x).

(2)

Pour chaque x ∈ X , z → h(z, x) est holomorphe sur U . D’après le principe du
maximum, si z ∈ D(a, r), on a :

|h(z, x)| � sup{|h(ζ, x)| ; |ζ − a| = r}. (3)

Notons K le compact D′(a, r). Si (z, x) ∈ K ×X , alors :

|f(z, x)| � gK(x). (4)

D’autre part, d’après les inégalités de Cauchy :∣∣∣∂f
∂z

(a, x)
∣∣∣ � 1

r
gK(x). (5)

Compte tenu de (2), (4) et (5), il résulte alors de (3) que :

|h(z, x)| � 1
r2

[gK(x) + gK(x) +
r

r
gK(x)].
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On a donc, pour (z, x) ∈ D′(a, r) ×X :

|h(z, x)| � 3
r2
gK(x). (6)

On en déduit : ∣∣∣ ∫
X
h(z, x) dµ(x) � 3

r2

∫
X
gK(x) dµ(x).

D’après (2), si z ∈ D(a, r), il vient alors :∣∣∣F (z) − F (a) − (z − a)
∫
X

∂f

∂z
(a, x) dµ(x)

∣∣∣ � 3|z − a|2
r2

∫
X
gK(x) dµ(x).

Ceci nous prouve que F est dérivable en a et que :

F ′(a) =
∫
X

∂f

∂z
(a, x) dµ(x).

On a obtenu le résultat. �

7.5.2. Notons P = {z ∈ C ; Re(z) > 0}. On laisse le soin au lecteur de vérifier que,
si z ∈ P , l’intégrale

Γ(z) =
∫ +∞

0
tz−1e−t dt

est convergente.

Tout compact de P est contenu dans un ensemble :

Pr,R = {z ∈ P ; 0 < r � Re(z) � R}.
Définissons gr,R par

gr,R(t) = tr−1e−t si 0 < t � 1 et gr,R(t) = tR−1e−t si t > 1.

La fonction gr,R est intégrable sur [0,+∞[, et on a |tz−1e−t| � gr,R(t) si t > 0 et
z ∈ Pr,R. Compte tenu de 7.5.1, on voit que Γ ∈ H(P ) et que, pour z ∈ P , on a :

Γ′(z) =
∫ +∞

0
tz−1e−t ln t dt.
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EXERCICES

Exercice 7.1. Si a ∈ D = D(0, 1), on utilise la notation ϕa de 7.3.3. Soient
f ∈ H(D) vérifiant |f(z)| � 1 pour tout z ∈ D et α1, . . . , αn des zéros de f .
Montrer que |f(z)| � |ϕα1(z)| · · · |ϕαn

(z)| pour tout z ∈ D.

Exercice 7.2. Soient U un ouvert connexe, D un disque ouvert tel que D ⊂ U et
f ∈ H(U), non constante. Montrer que, si |f | est constante sur la frontière deD, alors
f a au moins un zéro dans D.

Exercice 7.3. SoientD = D(0, 1) et f ∈ H(U) vérifiant |f(z)| < 1 pour tout z ∈ D.
Montrer que, si u, v ∈ D, on a :∣∣∣ f(u) − f(v)

1 − f(u)f(v)

∣∣∣ �
∣∣∣ u− v

1 − uv

∣∣∣ , |f ′(u)|
1 − |f(u)|2 � 1

1 − |u|2 ·

Exercice 7.4. SoientU = C\[−1, 1] et g : ]−1, 1[→ R une application continue telle

que l’intégrale
∫ 1

−1
|g(t)| dt soit convergente. Prouver que

z → f(z) =
∫ 1

−1

g(t)
z − t

dt

est une fonction holomorphe sur U .

Exercice 7.5. Soient U un ouvert connexe borné non vide de R2 et A1, . . . , An des
points de R2. Si M ∈ R2, on note f(M) le produit des distances de M aux Ai. Si M
décrit U , montrer que f atteint son maximum en un point de la frontière de U .

Exercice 7.6. Soient f, g deux fonctions entières vérifiant |f(z)| � |g(z)| pour tout
z ∈ C. Prouver qu’il existe λ ∈ C tel que f(z) = λg(z) pour tout z ∈ C.

Exercice 7.7. SoientD = D(0, 1) etC = {z ∈ C ; |z| > 1}. On désigne par (an)n�1

une suite de nombres complexes telle que la série
∑
an converge, et on pose :

S(z) =
∞∑
n=1

an
zn

1 − zn
·

1. Montrer que la série S converge normalement sur tout compact de D.

2. Prouver que la série S converge uniformément sur tout compact de C .

3. On suppose que an = (−1)nn−1. La série S converge t-elle normalement sur tout
compact de C ?
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 7.1. Posons h = ϕα1 · · ·ϕαn
. L’application z → f(z)/h(z) se prolonge en

une fonction holomorphe dans D.

Fixons w ∈ D, et notons m = max{|w|, |α1|, . . . , |αn|}. Si m < r < 1, le principe
du maximum implique que

|g(w)| � 1
min{|h(z)| ; |z| = r}·

On sait (7.3.3) que |h(z)| = 1 si |z| = 1. D’où :

lim
r→1

min{|h(z)| ; |z| = r} = 1.

On en déduit que |g(w)| � 1, puis le résultat.

Exercice 7.2. Soient C la frontière de D et M la valeur commune des |f(z)| pour
z ∈ C . D’après le principe du maximum, si z ∈ D, on a |f(z)| � M .

Supposons f sans zéro dans D. Alors 1/f est holomorphe dans U et, le principe du
maximum montre à nouveau que 1/|f(z)| � 1/M si z ∈ D. Ainsi, |f | est constante
sur D. Il résulte de 5.2.7 que f est constante sur D. Comme U est connexe, on déduit
de 4.3.3 que f est constante. Contradiction. Par suite, f a au moins un zéro dans U .

Exercice 7.3. Si a ∈ D, ϕa a la même signification qu’en 7.3.3. On sait que ϕa est un
automorphisme analytique de D dont la bijection réciproque est ϕ−a.

Soient u ∈ D et g = ϕf(u)◦f◦ϕu. On a g(D) ⊂ D et g(0) = 0. Compte tenu
du lemme de Schwarz, on obtient |g(v)| � |v| pour tout v ∈ U . Par conséquent,
|ϕf(u)◦f(v)| � |ϕu(v)|, et ceci est la première inégalité à établir. En divisant les deux
membres de cette égalité par |u− v| et en faisant tendre v vers u, on a alors la seconde
inégalité.

Exercice 7.4. Soient a, b ∈ U et p, q ∈ N. On va montrer que l’intégrale

I(a, b) =
∫ 1

−1

g(t)
(t− a)p(t− b)q

dt

est convergente. En effet, si z ∈ U , l’application t → |t− u| est continue et à valeurs
non nulles sur le compact [−1, 1]. Il existe donc A > 0 tel que |t − a| � A et
|t− b| � A pour tout t ∈ [−1, 1]. Si −1 < t < 1, on a donc :

g(t)
(t− a)p(t− b)q

� |g(t)|
Ap+q

·

On a obtenu la convergence de I(a, b). En particulier, l’intégrale définissant f est
convergente.
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Soient a ∈ U et α > 0 tels que |t − a| � 2α pour tout t ∈ [0, 1]. Si z ∈ U vérifie
|a− z| � α, on a |z− t| � |a− t|− |a− z| � α. Pour un tel z ∈ U , on obtient alors :∣∣∣f(z) − f(a)

z − a
−

∫ 1

−1

g(t)
(t− a)2

dt
∣∣∣ =

∣∣∣(z − a)
∫ 1

−1

g(t)
(t− z)(t− a)2

dt
∣∣∣

� |z − a|
4α3

∫ 1

−1
|g(t)| dt.

Par suite, f ∈ H(U) et, si z ∈ U :

f ′(z) =
∫ 1

−1

g(t)
(t− z)2

dt.

Exercice 7.5. Fixons une base orthonormée directe de R2 de manière à identifier R2

à C. Notons a1, . . . , an les affixes de A1, . . . , An et z celle de M . Il vient :

f(z) = |(z − a1) · · · (z − an)|.
Le résultat est donc une conséquence immédiate de 7.2.5.

Exercice 7.6. C’est clair si g = 0 ou si f = 0. Supposons ces cas exclus. Soit
a un zéro de g. D’après 4.3.5, il existe p ∈ N∗ et une fonction entière g1 tels que
g(z) = (z − a)pg1(z) et g1(a) �= 0. D’après les hypothèses, a est un zéro de f , et il
existe q ∈ N∗ et une fonction entière f1 vérifiant f(z) = (z − a)qf1(z) et f1(a) = 0.
Comme |f(z)| � |g(z)|, en faisant tendre z vers a, on voit que q � p. Il en résulte
que la fonction z → f(z)/g(z) se prolonge en une fonction entière h. D’après les
hypothèses, on a |h(z)| � 1 pour tout z ∈ C. Le théorème de Liouville montre que h
est constante. Il existe donc bien λ ∈ C tel que f(z) = λg(z) pour tout z ∈ C.

Exercice 7.7.

1. Soit K un compact de D. Il existe r ∈ ]0, 1[ tel que K ⊂ D ′(0, r). Si z ∈ K , on a
alors : ∣∣∣an zn

1 − zn

∣∣∣ � |an| rn

1 − rn
·

Il existe N ∈ N∗ tel que 2(1 − rn) � 1 si n � n. Si n � N et z ∈ K , on obtient
donc : ∣∣∣an zn

1 − zn

∣∣∣ � 2|an|rn.
La série

∑
an étant convergente, il résulte du lemme d’Abel que la série entière∑

anz
n a un rayon de convergence au moins égal à 1. Par suite, la série

∑|an|rn
converge si 0 � r < 1. D’où le résultat.

2. Si u �= 1, on a :
u

1 − u
= −1 +

1
1 − u

·
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On en déduit que, si |z| � R > 1 et p, q ∈ N∗, avec p � q, alors :∣∣∣ q∑
n=p

an
zn

1 − zn

∣∣∣ �
∣∣∣ q∑
n=p

an

∣∣∣ +
q∑

n=p

|an|
Rn − 1

·

Dans les mêmes conditions et, si p est assez grand, il vient donc :∣∣∣ q∑
n=p

an
zn

1 − zn

∣∣∣ �
∣∣∣ q∑
n=p

an

∣∣∣ + 2
q∑

n=p

|an|
Rn

·

Soit ε > 0. D’après le critère de Cauchy, si p est assez grand :∣∣∣ q∑
n=p

an

∣∣∣ � ε.

D’autre part, le même raisonnement qu’en 1 montre que, si p est assez grand, on a :

2
q∑

n=p

|an|
Rn

� ε.

On déduit alors du critère de Cauchy uniforme que la série converge uniformément sur
tout ensemble {z ∈ C ; |z| � R}, avec R > 1.

3. Envisageons le cas où an =
(−1)n

n
· Soient R > 1 et K = {z ∈ C ; |z| = R}.

Alors :

sup
{∣∣∣an zn

1 − zn

∣∣∣ ; z ∈ K
}

=
Rn

n(Rn − 1)
·

Le dernier terme est équivalent à
1
n

quand n tend vers +∞. On en déduit que la série

ne peut converger normalement sur tout compact de C .
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Chapitre 8

Fonctions méromorphes

8.1 UN POINT DE TOPOLOGIE

8.1.1. SiA est une partie de C on note
◦
A son intérieur, et on dit queA est relativement

compacte si son adhérence est compacte.

Proposition. Soit U un ouvert de C. Il existe une suite (Kn)n de compacts de C
vérifiant les conditions suivantes :
(i) U est la réunion des Kn et Kn ⊂

◦
Kn+1 pour tout n ∈ N.

(ii) Tout compact de U est contenu dans un Kn.

Démonstration. Posons K0 = ∅ et, si n � 1 :

Vn = {z ∈ C ; |z| > n} ∪ ⋃
a∈C\U

D
(
a,

1
n

)
, Kn = C\Vn.

Alors Kn est une partie fermée et bornée de C, donc compacte. Il est immédiat
que U est la réunion des Kn. Si z ∈ Kn, n � 1, on vérifie aisément que

D
(
z,

1
n
− 1
n+ 1

)
⊂ Kn+1. D’où (i).

L’ouvert U est la réunion des
◦
Kn. Si K est un compact de U , il existe un entier p tel

que K ⊂
◦
K1 ∪ · · · ∪

◦
Kp. On a donc K ⊂ Kp. �

Corollaire 8.1.2. Soient U un ouvert de C etA une partie localement finie deU . Alors
A est au plus dénombrable.

Démonstration. C’est immédiat d’après 4.3.2 et 8.1.1. �
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8.2 Singularités isolées 99

8.2 SINGULARITÉS ISOLÉES

8.2.1. Soient a ∈ C et r > 0. On note

D∗(a, r) = D(a, r)\{a} = {z ∈ C ; 0 < [z − a| < r},
et on dit que D∗(a, r) est le disque épointé de centre a et de rayon r.

Soient U un ouvert de C, a ∈ U , et f ∈ H(U\{a}). On dit alors que f a une
singularité isolée en a.

Si f se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de a (le prolongement est
alors unique d’après le principe du prolongement analytique), on dit que la singularité
de f en a est illusoire, ou apparente, ou que a est une fausse singularité, ou encore
que a est un point régulier de f .

Proposition 8.2.2. Soient U un ouvert de C, a ∈ U , et f ∈ H(U\{a}). On suppose
qu’il existe r > 0 tel que f soit bornée sur U ∩D∗(a, r). Alors a est un point régulier
de f .

Démonstration. Définissons une fonction g sur U par :

g(a) = 0 , g(z) = (z − a)f(z) si z �= a.

Il est immédiat que g est continue sur U et holomorphe sur U\{a}. D’après 6.5.5, on
a g ∈ H(U). Si r > 0 est assez petit, on a D(a, r) ⊂ U et g admet un développement

g(z) =
∞∑
n=0

αn(z − a)n

pour |z − a| < r. On a α0 = 0 puisque g(0) = 0. Par suite

z →
∞∑
n=1

αnz
n−1

prolonge f au voisinage de a. �

Théorème 8.2.3. Soient U un ouvert de C, a ∈ U , et f ∈ H(U\{a}). Alors f vérifie
une et une seule des propriétés suivantes :

(i) f a une singularité illusoire en a.
(ii) Il existe une unique suite finie de nombres complexes (a−1, a−2, . . . , a−m), avec

m � 1 et a−m �= 0, telle que la fonction

z → f(z) −
m∑
k=1

a−k
(z − a)k

ait une singularité illusoire en a. On dit alors que a est un pôle d’ordre m, ou de
multiplicité m, de f et que le polynôme

m∑
k=1

a−k(z − a)−k

en (z − a)−1 est la partie principale de f en a.
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(iii) Pour tout r > 0 tel que D(a, r) ⊂ U , l’ensemble f [D∗(a, r)] est dense dans C.
On dit alors que f a une singularité essentielle en a.

Démonstration. Supposons (iii) non réalisé. Il existe b ∈ C et r, ε ∈ R+ tels que
D(a, r) ⊂ U et f [D∗(a, r)] ∩ D(b, ε) = ∅, c’est-à-dire |f(z) − b| � ε pour tout
z ∈ D∗(a, r).

La fonction z → 1
f(z) − b

est holomorphe dans D∗(a, r) et est majorée en module

par 1/ε. D’après 8.2.2, elle se prolonge en g ∈ H(
D(a, r)

)
.

• Si g(a) �= 0, f(z) = b+
1
g(z)

a une fausse singularité en a, et (i) est vérifié.

• Supposons g(a) = 0, et notons m la multiplicité du zéro a de g. D’après 4.3.5, il
existe h ∈ H(

D(a, r)
)

vérifiant h(a) �= 0 et

g(z) = (z − a)mh(z) (1)

si z ∈ D(a, r). D’après (1), on peut supposer r assez petit pour que h(z) �= 0 si

z ∈ D(a, r). Alors � =
1
h
∈ H(

D(a, r)
)
. D’autre part, �(a) �= 0 et, dans D∗(a, r) :

f(z) − b =
�(z)

(z − a)m
·

Ecrivant

�(z) =
∞∑
n=0

αn(z − a)n,

on obtient :

f(z) = b+
α0

(z − a)m
+ · · · + αm−1

z − a
+

∞∑
n=m

αn(z − a)n−m.

La condition (ii) est vérifiée avec (a1, . . . , a−m) = (αm−1, . . . , α0). L’unicité de la
suite des ai est immédiate en utilisant le principe du prolongement analytique. �

Remarque. Avec les notations de 8.2.3, (ii), si m = 1 (respectivement
m = 2), on dit que a est un pôle simple (respectivement double) de f .

8.2.4. On prouve sans difficuté le résultat suivant :

Proposition. Avec les notations de 8.2.3, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f a un pôle d’ordrem en a.

(ii) Il existe r > 0 tel que D(a, r) ⊂ U et g ∈ H(
D(a, r)

)
vérifiant g(a) �= 0 et

f(z) =
g(z)

(z − a)m

pour tout z ∈ D∗(a, r).
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8.2.5. Donnons un exemple de fonction vérifiant la condition (iii) de 8.2.3. Soit
f ∈ H(C∗) définie par f(z) = e1/z . Pour tout p ∈ N, la fonction z → zpf(z)
n’est bornée dans aucun disque épointé D∗(0, r), car

lim
n→+∞npf

( 1
n

)
= +∞.

Les conditions (i) et (ii) de 8.2.3 n’étant pas vérifiées, la condition (iii) l’est.

8.3 FONCTIONS MÉROMORPHES

Définition 8.3.1. Soit U un ouvert de C. Une fonction f sur U est dite méromorphe
dans U s’il existe une partie localement finie A de U telle f ∈ H(U\A) et telle
que tout point de A soit un pôle de f . On note M(U) l’ensemble des fonctions
méromorphes dans U .

8.3.2. Soient U un ouvert connexe de C et g, h ∈ H(U)\{0}. D’après le principe des
zéros isolés (4.3.3), l’ensemble A des zéros de h est une partie localement finie de U .

Notons f =
g

h
∈ H(U\A). Soient a ∈ A et m la multiplicité du zéro a de h. Au

voisinage de a, on a
h(z) = (z − a)mh1(z),

avec h1 ∈ H(U) et h1(a) �= 0 (4.3.5).

• Si g(a) �= 0, a est un pôle d’ordre m de f .

• Supposons g(a) = 0 comme g �= 0, on peut écrire g(z) = (z − a)pg1(z), avec
p ∈ N∗, g ∈ H(U), et g1(a) �= 0 (4.3.5). Ainsi,

f(z) = (z − a)p−mf1(z),

où f1 ∈ H(U). Par suite :

� Si p � m, f a une singularité illusoire en a.

� Si p < m, a est un pôle d’ordre m− p de f .

On a prouvé que f ∈ M(U).

Remarque. Nous montrerons plus tard que, si U est un ouvert connexe, toute
fonction f ∈ M(U) s’écrit f = g/h, avec g, h ∈ H(U) et h �= 0.

8.3.3. Soit U un ouvert de C. La réunion de deux parties localement finies de U
l’étant aussi, il est immédiat l’on peut définir la somme et le quotient de deux fonctions
méromorphes dans U , et que M(U) a une structure naturelle de C-algèbre associative
unitaire.

Proposition 8.3.4. Si l’ouvert U est connexe, l’ensemble M(U) est un corps.
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Démonstration. Soient f ∈ M(U)\{0} et A l’ensemble de ses pôles. Il est fa-
cile de vérifier que l’ensemble Z des zéros de f est une partie localement finie de
U (car U est connexe). Par suite, A ∪ Z est une partie localement finie de U et

g =
1
f

∈ H(U\(A ∪ Z)). Il est immédiat que, si a est zéro d’ordre m de f , alors a

est pôle d’ordre m de g. De même, il résulte de 8.2.4 que, si a est pôle de f , alors a
est une singularité illusoire de g. Ainsi, g ∈ M(U). �

Proposition 8.3.5. Soient U un ouvert de C et f ∈ M(U). Alors :

(i) On a f ′ ∈ M(U). En outre f et f ′ ont mêmes pôles. Si a est un pôle d’ordre m
de f , c’est un pôle d’ordrem+ 1 de f ′.

(ii) Supposons U connexe et f �= 0. Si g = f ′/f , on a g ∈ M(U), et tous les pôles
de g sont simples.

Démonstration. C’est immédiat en utilisant 8.2.4. �

8.4 THÉORÈME DES RÉSIDUS

8.4.1. Soient U un ouvert de C, f ∈ M(U), et a ∈ U un pôle d’ordre m de f . La
partie principale de f en a est :

P (z) =
m∑
k=1

α−k(z − a)−k.

On dit que α−1 est le résidu de f en a, et on note α−1 = Res(f, a).

Lemme. Si γ est un chemin fermé dans U tel que a /∈ im γ, on a :∫
γ
P (z) dz = indγ(a)Res(f, a).

Démonstration. D’après 6.4.2, il vient :∫
γ
P (z) dz =

∫
γ
a−1

dz

z − a
= a−1 indγ(a).

D’où l’assertion. �

8.4.2. Indiquons comment on calcule pratiquement des résidus. Soient f ∈ M(U) et
a un pôle d’ordre m de f . Au voisinage de a on peut écrire

f(z) =
g(z)
h(z)

,

où g, h sont holomorphes et h(z) = (z − a)mh1(z), avec h1(a) �= 0.
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• Si m = 1 (pôle simple), il vient

f(z) =
g(z)

(z − a)h1(z)
=

α−1

z − a
+ �(z).

D’où :
Res(f, a) = α−1 = lim

z→a
(z − a)f(z) = lim

z→a

g(z)
h1(z)

=
g(a)
h1(a)

·
De h(z) = (z − a)h1(a), on déduit h1(a) = h′(a). Ainsi :

Res(f, a) =
g(a)
h′(a)

·

• Si m > 1, le résidu se calcule en faisant un développement limité de (z − a)mf(z)
à l’ordre m− 1 au voisinage de a, ou en utilisant la formule de Taylor qui donne :

Res(f, a) = lim
z→a

1
(m− 1)!

[(z − a)mf(z)](m−1).

Théorème 8.4.3. (Théorème des résidus). Soient U un ouvert convexe de C,
a1, . . . , an des points deux à deux distincts de U et f ∈ H(U\{a1, . . . , an}). On
suppose que chaque ak est un pôle de f . Si γ est un chemin fermé dans U dont l’image
ne contient aucun des ak, on a :∫

γ
f(z) dz = 2iπ

n∑
k=1

indγ(ak)Res(f, ak).

Démonstration. Notons Pk la partie principale de f en ak, 1 � k � n. La fonction
f −P1 −· · ·−Pn a une fausse singularité en chaque ak. Elle se prolonge donc en une
fonction holomorphe dans U . D’après 6.4.6, il vient :∫

γ
[f(z) − P1(z) − · · · − Pn(z)] dz = 0.

On a alors le résultat d’après 8.4.1. �

8.4.4. Le théorème des résidus permet le calcul de certaines intégrales. Donnons un
exemple. Considérons une intégrale du type

I =
∫ 2π

0
R(sin t, cos t) dt,

oùR(X,Y ) est une fraction rationnelle sans pôle sur le cercle d’équation x2+y2 = 1.
Si l’on note γ le cercle C(0, 1) parcouru dans le sens direct, et si l’on pose z = eit, il
vient :

I =
∫
γ

1
iz
R

[ 1
2i

(
z − 1

z

)
,
1
2

(
z +

1
z

)]
dz.

Par suite

I = 2π
∑

Res
(
R

[ 1
2i

(
z − 1

z

)
,
1
2

(
z +

1
z

)])
,

la somme portant sur les pôles appartenant à D(0, 1).
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Soit a un réel vérifiant a > 1. En prenant R(X,Y ) =
1

a+ Y
, calculons

I =
∫ 2π

0

dt

a+ cos t
·

Il vient :

I =
2
i

∫
γ

dz

z2 + 2az + 1
·

Le seul pôle contenu dans C(0, 1) est −a +
√
a2 − 1. C’est un pôle simple. Compte

tenu de ce qui précède et de 8.4.2, on obtient :

I =
2π√
a2 − 1

·

8.5 THÉORÈME DE L’INDICE

Théorème 8.5.1. (Théorème de l’indice). Soient U un ouvert convexe de C,
g ∈ H(U), et f ∈ M(U). On suppose que f n’a qu’un nombre fini de zéros
a1, . . . , am dans U (comptés avec leur multiplicité), et qu’un nombre fini de pôles
b1, . . . , bn dans U (comptés aussi avec leur multiplicité). Soit γ un chemin dans U ne
contenant aucun des ak et aucun des bj . Alors :

1
2iπ

∫
γ
g(z)

f ′(z)
f(z)

dz =
m∑
k=1

g(ak) indγ(ak) −
n∑
j=1

g(bj) indγ(bj).

En particulier :

indf◦γ(0) =
1

2iπ

∫
γ

f ′(z)
f(z)

dz =
m∑
k=1

indγ(ak) −
n∑
j=1

indγ(bj).

Démonstration. Soit a ∈ U un zéro d’ordre k de f . Il existe une fonction h holo-
morphe au voisinage de a telle que f(z) = (z − a)kh(z), avec h(a) �= 0. Il vient

g(z)
f ′(z)
f(z)

= g(z)
k

z − a
+ g(z)

h′(z)
h(z)

·

Comme h(a) �= 0, g
f ′

f
est holomorphe au voisinage de a. Par suite :

• Si g(a) = 0, � = g
f ′

f
a une singularité illusoire en a.

• Si g(a) �= 0, a est pôle simple de � (8.3.4), la partie principale de � en a est
k

z − a
,

et Res(�, a) = kg(a).
De même, si a est un pôle d’ordre k de f , on a f(z) = (z−a)−kh(z) au voisinage de
a, et on trouve que � a un pôle simple en a, avec Res(�, a) = −kg(a).
Le théorème est donc conséquence de 8.4.3 puisque les zéros et les pôles de f ont été
comptés avec leur multiplicité. �
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Remarque. Dans 8.5.1, l’hypothèse de finitude de l’ensemble des zéros et de
l’ensemble des pôles est peu importante. Si elle n’est pas vérifiée, on peut
s’y ramener. En effet, il existe un ouvert relativement compact V tel que
im γ ⊂ V ⊂ V ⊂ U . De plus, on a indγ(a) = 0 si a /∈ V , car indγ(a) = 0 si a
appartient à la composante non bornée de C\ im γ (6.3.2), donc indγ(a) = 0
si a /∈ V . Dans les sommes de 8.5.1, on peut donc se limiter à sommer sur
l’ensemble des zéros et des pôles contenus dans un convexe compact contenant
im γ.

Corollaire 8.5.2. Soient U un ouvert de C et f ∈ M(U). Soit γ un cercle D(a, r)
parcouru dans le sens direct tel que D ′(a, r) ⊂ U . On suppose que les zéros et les
pôles de f n’appartiennent pas à im γ. Alors

indf◦γ(0) =
1

2iπ

∫
γ

f ′(z)
f(z)

dz = nZ − nP ,

où nZ (respectivement nP ) est le nombre de zéros (respectivement de pôles) de f
contenus dans D(a, r), et comptés avec leur multiplicité.

Démonstration. D’après 6.2.2 et 6.3.2, indf◦γ(0) est égal à :

1
2iπ

∫ 2π

0

(f◦γ)′(t)
f◦γ(t) dt =

1
2iπ

∫ 2π

0

f [γ(t)]γ′(t)
f [γ(t)]

dt =
1

2iπ

∫
γ

f ′(z)
f(z)

dz.

D’où le résultat, compte tenu de 8.5.1. �

8.5.3. Le théorème de l’indice nous permet d’améliorer le résultat de 7.4.2.

Théorème. Soient U un ouvert connexe de C et (fn)n une suite d’éléments de H(U)
convergeant uniformément sur tout compact vers une fonction f .

(i) Si les fn n’ont aucun zéro dans U et si f n’est pas nulle, alors f n’a aucun zéro
dans U .

(ii) Si les fn sont injectives et si f n’est pas constante, alors f est injective.

Démonstration. D’après 7.4.2, on a f ∈ H(U).
(i) Supposons que a ∈ U soit un zéro de f . D’après le principe des zéros isolés, il
existe r > 0 tel que D′(a, r) ⊂ U et f(z) �= 0 si |z − a| = r. Soit γ le cercle C(a, r)
parcouru dans le sens direct. D’après le théorème de l’indice, il existe k ∈ N∗ tel que

1
2iπ

∫
γ

f ′(z)
f(z)

dz = k et
1

2iπ

∫
γ

f ′n(z)
fn(z)

dz = 0

puisque fn est sans zéro dans U .
Comme f(z) �= 0 si z ∈ im γ, il existe A > 0 tel que A � |f(z)| pour tout z ∈ im γ.
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D’autre part, la suite (f ′
n)n converge uniformément vers f ′ sur im γ (4.7.2). On voit

alors facilement que la suite (f ′
n/fn)n converge uniformément vers f ′/f sur im γ. Par

conséquent :

0 < k =
1

2iπ

∫
γ

f ′(z)
f(z)

dz = lim
n

1
2iπ

∫
γ

f ′n(z)
fn(z)

dz = 0.

Contradiction.
(ii) Supposons qu’il existe des points distincts a, b de U tels que f(a) = f(b). SoitDa

et Db des disques ouverts de centres respectifs a et b, contenus dans U , et disjoints.
Comme f − f(a) n’est pas nulle, il résulte de (i) qu’il existe une suite extraite (fnk

)k
de (fn)n telle que fnk

− f(a) ait un zéro dans Da pour tout k. Remplaçant la suite
initiale par cette suite extraite, on peut supposer que fn−f(a) a un zéro dansDa pour
tout n.
On voit de même qu’il existe une suite extraite (fnk

)k de (fn)n telle que fnk
− f(a)

ait un zéro dans Db pour tout k. Comme Da ∩Db = ∅, les fonctions fnk ne sont pas
injectives. Contradiction. �

8.6 THÉORÈME DE ROUCHÉ

Lemme 8.6.1. Soient ([x, y], γ) et ([x, y], δ) deux chemins fermés dans un ouvert U
de C vérifiant |γ(t) − δ(t)| < |γ(t)| pour tout t ∈ [x, y]. Alors :

indγ(0) = indδ(0).

Démonstration. Remarquons que la condition |γ(t) − δ(t)| < |γ(t)| pour tout
t ∈ [x, y] implique 0 /∈ (im γ) ∪ (im δ). Les indices sont donc bien définis.
Posons ϕ = δ/γ. Il vient :

ϕ′

ϕ
=
δ′

δ
− γ′

γ
· (2)

L’hypothèse implique |1 − ϕ(t)| < 1 pour tout t ∈ [x, y], donc imϕ ⊂ D(1, 1). Il
en résulte que 0 appartient à la composante connexe non bornée de C\ imϕ. D’après
6.3.2, indϕ(0) = 0. On déduit alors de (2) :

0 = 2iπ indϕ(0) =
∫ y

x

ϕ′(t)
ϕ(t)

dt =
∫ y

x

δ′(t)
δ(t)

dt−
∫ y

x

γ′(t)
γ(t)

dt

= 2iπ[indδ(0) − indγ(0)].

D’où le résultat. �

Théorème 8.6.2. (Théorème de Rouché). Soient U un ouvert convexe de C,
f, g ∈ H(U), et ([x, y], γ) un chemin fermé dans U . On suppose vérifiées les
conditions suivantes :

(i) f (respectivement g) n’a qu’un nombre fini a1, . . . , am (respectivement b1, . . . , bn)
de zéros dans U , comptés avec leur multiplicité.

(ii) Pour tout z ∈ im γ, on a |f(z) − g(z)| < |f(z)|.
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Alors :
m∑
k=1

indγ(ak) =
n∑
j=1

indγ(bj).

Démonstration. D’après l’hypothèse, aucun point de im γ n’est zéro de f ou de g.
Compte tenu de 8.5.1, on a :

indf◦γ(0) =
m∑
k=1

indγ(ak) , indg◦γ(0) =
n∑
j=1

indγ(bj).

Si t ∈ [x, y], on a |f◦γ(t) − g◦(t)| < |f◦γ(t)|. D’où indf◦γ(0) = indg◦γ(0) (8.6.1),
et le résultat. �

Corollaire 8.6.3. Soient U un ouvert de C, a ∈ U et r > 0 tels que D ′(a, r) ⊂ U .
Soient f, g ∈ H(U) vérifiant |f(z) − g(z)| < |f(z)| pour tout z ∈ C(a, r). Alors f
et g ont même nombre de zéros (comptés avec leur multiplicité) dans D(a, r).

Corollaire 8.6.4. Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage de D ′(0, 1) et
telle que |f(z)| < 1 si [z| = 1. Alors l’équation f(z) = zn a exactement n solutions
(comptées avec leur multiplicité) dans D(0, 1).

Démonstration. Si |z| = 1, on a :

|zn − (
zn − f(z)

)| < |z|n.
Comme l’équation zn = 0 a n solutions dans D(0, 1), on a le résultat (8.6.3). �

8.7 INVERSION LOCALE

Théorème 8.7.1. (Théorème de l’application ouverte). Soit f une fonction holo-
morphe dans un disque D(a, r) et non constante. On note k la multiplicité du zéro a
de l’équation f(z) − f(a) = 0. Il existe un voisinage ouvert V de a et un voisinage
ouvert W = f(V ) de f(a) tels que, pour tout ζ ∈ W\{f(a)}, il existe k points
distincts z1, . . . , zk ∈ V vérifiant f(zj) = ζ pour 1 � j � k.

Démonstration. Les zéros de f ′ et de f − f(a) étant isolés, il existe ρ ∈ ]0, r[ tel que
D′(a, ρ) ⊂ D(a, r) et f ′(z) �= 0, f(z) �= f(a) pour tout z ∈ D′(a, ρ)\{a}. Notons
γ le cercle C(a, ρ) parcouru dans le sens direct. D’après 8.5.2, il vient :

k =
1

2iπ

∫
γ

f ′(z)
f(z) − f(a)

dz = indf◦γ
(
f(a)

)
.

Soit W la composante connexe de C\ im(f◦γ) contenant f(a). Elle est ouverte car
im(f◦γ) est un compact de C, et que les composantes connexes d’un ouvert de C sont
des ouverts. Posons V = D(a, ρ)∩f−1(W ). C’est un ouvert de C tel que f(V ) ⊂W .
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L’application ζ → indf◦γ(ζ) est constante sur W (6.3.2). Par suite, indf◦γ(ζ) = k
pour tout ζ ∈ W . D’après 8.5.2, si ζ ∈ W , l’équation f(z) − ζ = 0 possède donc k
solutions dans D(a, ρ). Par conséquent, f(V ) = W .
Soient ζ ∈ W\{f(a)} et b ∈ D∗(a, ρ) vérifiant f(b) = ζ . Il existe un voisinage de b
dans D(a, ρ) tel que, dans ce voisinage, on ait un développement

f(z) − ζ =
∞∑
n=1

αn(z − b)n.

On a α1 = f ′(b). Comme f ′(b) �= 0 d’après le choix de ρ, on voit que b est un zéro
simple de f − ζ . Ainsi, les k zéros de f − ζ dans D(a, ρ) sont distincts. �

Corollaire 8.7.2. Soient U un ouvert de C et f ∈ H(U).

(i) Si U est connexe et f non constante, f est une application ouverte.

(ii) Si f est injective, on a f ′(z) �= 0 pour tout z ∈ U .

Théorème 8.7.3. (Théorème d’inversion locale). Soient U un ouvert connexe de C,
f ∈ H(U), a ∈ U , et w = f(a). Si f ′(a) �= 0, il existe un voisinage ouvert V de a et
un voisinage ouvert W de w tels que f soit un isomorphisme analytique de V sur W .

Démonstration. L’existence de V,W et le fait que f soit une bijection de V sur W
résultent de 8.7.1. Notons g : W → V l’application réciproque de f . Comme f est
ouverte, g est continue, et f ′ ne s’annule pas dans V (8.7.2).
Soit w0 ∈W . Si ζ ∈W , on a :

g(ζ) − g(w0)
ζ − w0

=
g(ζ) − g(w0)

f [g(ζ)] − f [g(w0)]
·

La continuité de g au point w0 montre alors que

lim
ζ→w0

g(ζ) − g(w0)
ζ −w0

=
1

f ′[g(w0)]
.

Par suite, g est dérivable en w0. Ainsi, g ∈ H(W ). �

Corollaire 8.7.4. Soient U un ouvert de C et f ∈ H(U). Si f est injective, c’est un
isomorphisme analytique de U sur f(U).

Remarque. Le résultat de 8.7.4 permet d’affaiblir les conditions de 7.3.2

8.7.5. Avec les hypothèses et notations de 8.7.3, soient r > 0 tel que D ′(a, r) ⊂ V
et γ le cercle C(a, r) parcouru dans le sens direct. D’après 8.5.1, pour ζ ∈ W , la
solution ξ = g(ζ) dans V de l’équation f(ξ) = ζ est donnée par :

g(ζ) =
1

2iπ

∫
γ

zf ′(z)
f(z) − ζ

dz. (3)
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8.8 Séries de fonctions méromorphes 109

Plus généralement, toujours d’après 8.5.1, si h ∈ H(U), on a :

h
(
g(ζ)

)
=

1
2iπ

∫
γ

h(z)f ′(z)
f(z) − ζ

dz.

La formule (3) est parfois appelée la formule d’inversion locale.

8.8 SÉRIES DE FONCTIONS MÉROMORPHES

8.8.1. Soient U un ouvert de C et (fn)n une suite de fonctions méromorphes sur U .
Notons Pn l’ensemble des pôles de fn. C’est une partie localement finie de U . Soit P
la réunion des Pn pour n ∈ N. En général, P n’est pas une partie localement finie de
U . Il convient donc de prendre quelques précautions si l’on veut définir une notion de
série

∑
fn et si l’on veut que la somme de cette série soit une fonction méromorphe

sur U .

Définition 8.8.2. Soient U un ouvert de C, K une partie de U , et (fn)n une suite
d’éléments de M(U). On dit que la série

∑
fn converge uniformément (respective-

ment converge normalement) sur K s’il existe N ∈ N tel que :

(i) Pour n � N , fn n’a aucun pôle appartenant à K .

(ii) La série
∑

n�Nfn converge uniformément (respectivement normalement) sur K .

La série
∑
fn est dite uniformément convergente sur tout compact (respectivement

normalement convergente sur tout compact) de U si, pour tout compact K de U , elle
converge uniformément (respectivement normalement) sur K .

8.8.3. Supposons que la série
∑
fn converge uniformément (respectivement norma-

lement) sur tout compact de U , et soit f la fonction somme de cette série.

Soit V un ouvert relativement compact tel que V ⊂ U . Il existe un entierN tel que fn
n’ait aucun pôle dans V pour n � N . D’autre part :

f =
N∑
n=0

fn +
∞∑

n=N+1
fn.

La fonction
∑

n�Nfn est holomorphe dans V (7.4.2). Comme U est localement com-
pact, on en déduit que f ∈ M(U).

Si Pn (respectivement P ) est l’ensemble des pôles de fn (respectivement f ), il est
immédiat que P est contenu dans la réunion Q des Pn, mais il peut en être distinct. Si
les Pn sont deux à deux disjoints, on vérifie facilement que P = Q.

8.8.4. On déduit aisément de 7.4.3 le résultat suivant :

Théorème. Soient U un ouvert de C et
∑
fn une série de fonctions méromorphes sur

U convergeant uniformément (respectivement normalement) sur tout compact de U .
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Alors la série
∑
f ′n de fonctions méromorphes sur U converge uniformément (respec-

tivement normalement) sur U et :( ∞∑
n=0

fn

)′
=

∞∑
n=0

f ′n.

8.8.5. Soit (an)n∈Z une famille de nombres complexes indexée par l’ensemble Z des
entiers. Par abus de langage, on dira que la série

∑+∞
−∞an est convergente si les séries∑

n�0an et
∑

n�1a−n sont convergentes. On pose alors :

+∞∑
−∞

an =
∞∑
n=0

an +
∞∑
n=1

a−n.

On prolonge à ce contexte, de manière évidente, les notions déjà rencontrées pour les
séries usuelles (par exemple, la notion de série absolument convergente).

Le fait que la série
∑+∞

−∞an converge signifie que
n=q∑
n=−p

an

a une limite quand p et q tendent vers +∞. On prendra garde au fait que ce n’est pas
équivalent à dire que

n=p∑
n=−p

an

a une limite quand p tend vers +∞ (prendre par exemple an = 1 si n � 0 et an = −1
si n < 0).

On étend ce qui précède au cas de séries de fonctions
∑+∞

−∞fn sur un ouvert U de C.
Par exemple, on dit que la série

∑+∞
−∞fn converge uniformément sur tout compact de

U si les séries
∑

n�0fn et
∑

n�1f−n convergent uniformément sur tout compact de
U . Les résultats obtenus précédemment sont encore vrais dans ce cadre.

8.8.6. Si n ∈ Z et z �= n, on pose :

fn(z) =
1

(z − n)2
·

Alors fn ∈ M(C), et n est l’unique pôle de fn.

Soient r > 0 et Br = {z ∈ C ; −r � Re(z) � r}. Si |n| > r, fn n’a pas de pôle
dans Br et, si z = x+ iy ∈ Br, avec x, y ∈ R, il vient :

|fn(z)| =
1

(x− n)2 + y2
� 1

(x− n)2
� 1

(|n| − r)2
·

On déduit de ceci que la série
∑+∞

−∞fn est normalement convergente dans Br. En
particulier, elle est normalement convergente sur tout compact de C. Il résulte de 8.8.4
que sa somme

f(z) =
+∞∑
−∞

1
(z − n)2
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8.8 Séries de fonctions méromorphes 111

est méromorphe sur C et que ses pôles sont les entiers. En outre, l’application Z → Z,
n → n + 1 étant une bijection, on voit facilement que f(z + 1) = f(z) pour tout
z ∈ C\Z.

Pour z ∈ C\Z, posons :

g(z) =
( π

sinπz

)2
.

On va prouver que f = g.

Remarquons que f et g ont pour partie principale
1
z2

en 0. Il en résulte que 0 est une

singularité illusoire de f − g. Les fonctions f et g admettant 1 pour période, on voit
que tout point de Z est une singularité illusoire de f − g. Par suite, f − g se prolonge
en une fonction entière. On va montrer que f − g est bornée sur C. On aura donc le
résultat d’après le théorème de Liouville (7.1.2).

On va prouver que f − g est bornée dans B = {z ∈ C ; |Re(z)| � 1}. Cela suffira
puisque f − g est périodique, de période 1.

Tout d’abord, f − g étant continue est bornée dans tout rectangle de la forme
Bρ = {z ∈ C ; |Re(z)| � 1, | Im(z)| � ρ}.

Ecrivons z = x+ iy, avec x, y ∈ R. De | sinπz|2 = sin2 πx+ sh2 πy, on déduit que,
si |y| � ρ > 0 :

|g(z)| � π2

sh2 πy
� π2

sh2 πρ
·

D’autre part, si z ∈ B\Bρ, il vient :

|f0(z)| � 1
y2

� 1
ρ2

, |fn(z)| � 1
(|n| − 1)2 + y2

� 1
(|n| − 1)2 + ρ2

si |n| � 1.

On a donc obtenu le résultat. Par suite :

Proposition. Si z ∈ C\Z, on a :( π

sinπz

)2
=

+∞∑
−∞

1
(z − n)2

·

8.8.7. Posons

f0(z) =
1
z

si z �= 0 et fn(z) =
1

z − n
− 1
n

si n ∈ Z∗ et z �= n.

On vérifie facilement que la série
∑+∞

−∞fn est normalement convergente dans toute
bande Bρ = {z ∈ C ; |Re(z)| � ρ}. Notons h la somme de cette série. D’après 8.8.4
et 8.8.6, si z ∈ C\Z, il vient :

h′(z) = −
+∞∑
−∞

1
(z − n)2

= −
( π

sinπz

)2
= (π cotan πz)′.
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La connexité de C\Z implique alors qu’il existe c ∈ C tel que h(z) = π cotan πz
pour tout z ∈ C\Z (5.2.6).

Or, si z ∈ C\Z :

h(z) =
1
z

+
∞∑
n=1

( 1
z − n

+
1

z + n

)
=

1
z

+
∞∑
n=1

2z
z2 − n2

·

Ainsi, h est impaire, et c = 0. On a obtenu :

Proposition. Si z ∈ C\Z, on a :

π cotan πz =
1
z

+
∑
n∈Z∗

( 1
z − n

− 1
n

)
=

1
z

+
∞∑
n=1

2z
z2 − n2

·

EXERCICES

Exercice 8.1. Soient U un ouvert de C, a ∈ U , et f ∈ H(U\{a}).
1. Prouver que a est pôle de f si et seulement si |f(z)| tend vers +∞ quand z tend
vers a.

2. Montrer que f a une singularité essentielle en a si et seulement s’il existe une suite
(zn)n de points de U , de limite a et telle que

(
f(zn)

)
n

n’ait pas de limite (finie ou
non).

Exercice 8.2. Soit f une fonction entière. On définit une fonction g ∈ H(C∗) en
posant g(z) = f(z−1). Prouver que f n’est pas un polynôme si et seulement si g a
une singularité essentielle en 0.

Exercice 8.3. Soient U un ouvert de C, A une partie localement finie de U et
f ∈ H(U\A) une application injective.

1. Montrer que, si a ∈ A, f n’a pas de singularité essentielle en a.

2. Si a ∈ A est pôle de f , son ordre est égal à 1.

3. Si tout point deA est une singularité illusoire de f , le prolongement holomorphe de
f à U est une injection.

Exercice 8.4. Pour traiter cet exercice, on utilisera les résultats des exercices précé-
dents.

Montrer que les applications holomorphes injectives de C dans lui-mêmes sont celles
de la forme z → az + b, avec a ∈ C∗ et b ∈ C. En déduire Aut(C).
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Exercice 8.5. Déterminer toutes les applications holomorphes injectives de C∗ dans
lui-même. En déduire Aut(C∗).

Exercice 8.6. Soit (an)n�0 une suite de nombres complexes non nuls deux à deux
distincts telle que la série

∑|an| converge. On pose :

f(z) =
∞∑
n=0

an
z − an

·

Prouver que la série définissant f converge normalement sur tout compact de C∗ et
que f ∈ M(C∗). Déterminer les pôles de f et les résidus correspondants.

SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 8.1. C’est immédiat d’après les critères de 8.2.3.

Exercice 8.2. Il est clair que si f est un polynôme, g n’a pas de singularité essentielle
en 0.

Soit f(z) =
∑∞

n=0anz
n le développement en série entière de f à l’origine. Supposons

que 0 ne soit pas une singularité essentielle de g. Pour tout p � 0 assez grand,

zpg(z) =
∞∑
n=0

anz
p−n

se prolonge en une fonction entière. Si l’on note γ le cercle C(0, 1) parcouru dans le
sens direct, pour de tels n, les formules de Cauchy fournissent :

0 =
∫
γ
zng(z) dz =

∞∑
p=0

ap

∫
γ
zn−p dz = 2πian+1.

Ceci prouve que f est un polynôme de degré au plus n.

Exercice 8.3.

1. Soit a ∈ A. Il existe un disque ouvert D vérifiant :

D ⊂ U , D ∩A = {a} , V = D\(A ∪D) �= ∅.
Comme f est injective, il résulte de 8.7.2 que f(V ) est un ouvert non vide de C.
Utilisant à nouveau l’injectivité de f , on a f(D\{a}) ∩ f(V ) = ∅. Il en résulte que
f(D\{a}) n’est pas dense dans C. D’après 8.2.3, f n’a pas de singularité essentielle
en a.

2. Soit a ∈ A un pôle de f d’ordre m � 1. Il existe une boule ouverte D de centre a,
contenue dans U , vérifiant D ∩ A = {a}, et telle que g = (1/f)|D soit holomorphe



�

�

�

�

�

�

�

�

114 8 • Fonctions méromorphes

dans D, avec un zéro d’ordre m en a. Comme f est injective, il en est de même de g.
Par suite, g′(a) �= 0 (8.7.2). D’où m = 1.

3. Les hypothèses de 3 étant vérifiées, notons g : U → C le prolongement holomorphe
de f . Supposons qu’il existe a, b ∈ A tels que a �= b et c = g(a) = g(b). Fixons des
boules ouvertesDa etDb de centres a et b, contenues dansU , et vérifiantDa∩Db = ∅,
Da ∩ A = {a}, Db ∩ A = {b}. D’après 8.7.2, (i), g(Da) ∩ g(Db) est un voisinage
de c, donc est non réduit à {c}. Il existe donc u ∈ Da\{a} et v ∈ Db\{b} tels que
g(u) = g(v), soit f(u) = f(v). Comme u �= v cela contredit l’injectivité de f . D’où
le résultat.

Exercice 8.4. Soit f : C → C une application holomorphe et injective. L’application
g : C∗ → C, z → f(z−1) est holomorphe et injective. En prenant U = C et A = {0}
dans l’exercice 8.3, on obtient que g n’a pas de singularité essentielle en 0 et, d’après
l’exercice 8.2, f est un polynôme ; il en est de même de f ′. Comme f ′(z) �= 0 pour
tout z ∈ C, f ′ est une constante non nulle. On en déduit qu’il existe a ∈ C∗ et b ∈ C
tels que f(z) = az + b pour tout z ∈ C. La réciproque est claire.

D’après ce qui précède, il est immédiat de vérifier que Aut(C) est l’ensemble des
fonctions z → az + b, avec a ∈ C∗ et b ∈ C.

Exercice 8.5. Soit f : C∗ → C∗ holomorphe et injective. D’après l’exercice 8.3, avec
U = C et A = {0}, il y a deux possibilités.

a) 0 est une singularité illusoire de f . Si g est le prolongement holomorphe de f à
C, g est injective (exercice 8.3, 3). Compte tenu de l’exercice 8.4, f est de la forme
z → az + b, avec a ∈ C∗ et b ∈ C. Si b �= 0, on a f(−ba−1) = 0 /∈ C∗. C’est
absurde. Ainsi, f est de la forme z → az, avec a �= 0. la réciproque est claire.

b) 0 est un pôle d’ordre 1 de f . Comme z → z−1 est un automorphisme de C∗,
l’application z → g(z) = [f(z)]−1 est une application holomorphe injective de C∗
dans lui-même. Le premier cas nous montre qu’il existe b ∈ C∗ tel que g(z) = bz
pour tout z ∈ C. Ainsi, f est de la forme z → bz−1, avec b ∈ C∗. La réciproque est
évidente.

D’après ce qui précède, il est immédiat que :

Aut(C∗) = {z → az ; a ∈ C∗} ∪
{
z → a

z
; a ∈ C∗

}
.

Exercice 8.6. D’après les hypothèses, la suite (an)n converge vers 0. Si K est
un compact de C∗, il existe donc N ∈ N tel que an /∈ K si n > N . Soit
L = {an ; n � N}∪ {0}. C’est un compact de C vérifiantK ∩H = ∅. Il existe donc
δ > 0 tel que |z − a| � δ si z ∈ K et a ∈ H . Par suite, si n > N :∣∣∣ an

z − an

∣∣∣ � |an|
δ

·
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On en déduit que la série définissant fn converge normalement sur tout compact de
C∗. D’après 8.8.3, on a f ∈ M(C∗). Toujours d’après 8.8.3, l’ensemble des pôles de
f est {an ; n ∈ N}.

Pour k ∈ N, (z − ak)f(z) est holomorphe au voisinage de ak. Il en résulte que les
pôles de f sont simples. La série

∑
an étant convergente et les an non nuls, il existe

rk > 0 tel que ak soit le seul an contenu dans D′(ak, rk). Si γk est le cercle de centre
ak et de rayon rk parcouru dans le sens direct, on a donc :

2πiRes(f, ak) =
∫
γk

f(z) dz =
∞∑
n=0

an

∫
γk

dz

z − an
= ak

∫
γk

dz

z − ak
= 2πiak.

D’où Res(f, ak) = ak.
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Chapitre 9

Produits infinis

9.1 PRODUITS INFINIS DE NOMBRES COMPLEXES

Définition 9.1.1. Soit (un)n une suite d’éléments de C. On appelle produit infini de
terme général un, et on note

∏
un, la suite de C × C définie par :(

un,
n∏
k=0

uk

)
n�0

.

9.1.2. Soit
∏
un un produit infini. On dit que

Pn = u0u1 · · · un
est le produit partiel de rang n du produit. Le produit est dit convergent si la suite
(Pn)n a une limite P ∈ C. S’il en est ainsi, on note :

P = lim
n
Pn =

∞∏
n=0

un.

Si en outre P �= 0, on dit que le produit infini est strictement convergent.

9.1.3. Donnons quelques exemples.

• Si u0 = 1 et un = e1/n
2

pour n � 1, il vient :

lim
n
Pn = lim

n
exp

(
1 +

1
22

+ · · · + 1
n2

)
= eπ

2/6.

Le produit infini est strictement convergent.
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9.1 Produits infinis de nombres complexes 117

• Si un = 2n, le produit infini est divergent (c’est-à-dire non convergent).

• Si un = 2−n, il est immédiat que limn Pn = 0. Le produit infini est convergent mais
non strictement convergent.

Remarque. Concernant les produits infinis, on adoptera des conventions ana-
logues à celles de 1.3.3. D’autre part, sauf risque de confusion, on utilisera
systématiquement les notations Pn et P de 9.1.2.

Proposition 9.1.4. Si le produit infini
∏
un est strictement convergent, la suite (un)n

admet 1 pour limite.

Démonstration. Si P �= 0 est la limite des Pn, on a :

lim
n
un = lim

n

Pn
Pn−1

=
P

P
= 1.

D’où l’assertion. �

Lemme 9.1.5. Soient u0, . . . , un ∈ C et :

Pn =
n∏
k=0

(1 + uk) , Qn =
n∏
k=0

(1 + |uk|).

Alors :

Qn � exp(|u0| + · · · + |un|) , |Pn − 1| � Qn − 1.

Démonstration. La première inégalité est évidente en utilisant le développement
en série entière de l’exponentielle. La seconde est claire si n = 0. Raisonnons par
récurrence. Il vient

Pn − 1 = Pn−1(1 + un) − 1 = (Pn−1 − 1)(1 + un) + un.

D’où |Pn − 1| � (Qn − 1)(1 + |un|) + |un| = Qn − 1. �

Proposition 9.1.6. Soit (un)n une suite de nombres complexes. On suppose que la
série

∑
un est absolument convergente. Alors :

(i) Le produit infini
∏

(1 + un) est convergent. Il n’est pas strictement convergent si
et seulement si l’un des un est égal à −1.

(ii) Pour toute permutation σ de N, on a :

∞∏
n=0

(1 + un) =
∞∏
n=0

(1 + uσ(n)).

Démonstration. Compte tenu des hypothèses et de 9.1.5, il existe un réel C tel que
|Pn| � C pour tout n ∈ N. D’autre part, si ε ∈ ]0, 1/2[, il existe N0 ∈ N tel que∑∞

n=N0
|un| � ε.
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Soit σ une permutation de N. Notons Tn le produit partiel associé à
∏

(1 + uσ(n)). Si
N � N0, pour M assez grand, on a {0, 1, . . . , N} ⊂ {σ(0), σ(1), . . . , σ(M)}. Par
suite,

TM − PN = PN

( ∏
k∈A

(1 + uk) − 1
)
,

avec A = {σ(0), . . . , σ(M)}\{0, 1, . . . , N}. Il résulte alors de 9.1.5 que :

|TM − PN | � |PN |(eε − 1) � 2|PN |ε � 2Cε. (1)

Prenant σ = idN, on voit alors que la suite (Pn)n vérifie le critère de Cauchy,
donc est convergente. Ainsi, le produit

∏
(1 + un) est convergent. On obtient en

outre |PM − PN0 | � 2|PN0 |ε, si M > N0, donc |PM | � (1 − 2ε)|PN0 |, puis
|P | � (1 − 2ε)|PN0 |. Par suite, P = 0 si et seulement si PN0 = 0. D’où (i). Enfin,
(ii) résulte trivialement de (1). �

Remarque. Le produit infini
∏
un est dit commutativement convergent si,

pour toute permutation σ de N, le produit infini
∏
un est convergent.

Corollaire 9.1.7. Soit (un)n une suite de nombres réels vérifiant 0 � un < 1 pour
tout n ∈ N. les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La série
∑
un est convergente.

(ii) Le produit infini
∏

(1 − un) est strictement convergent.

Démonstration. L’implication (i) ⇒ (ii) résulte de 9.1.6. Supposons la condition
(ii) réalisée. La suite (Pn)n est une suite décroissante de nombres réels strictement
positifs ; elle a donc une limite P � 0. D’après 9.1.5, on a :

P � Pn � exp(−u0 − · · · − un).

Si la série
∑
un est divergente, il vient P = 0. Contradiction. �

9.1.8. Dans ce qui suit, on va utiliser la détermination principale Log du logarithme
(5.3.4). Afin de ne pas alourdir les énoncés, nous ferons un abus de langage en parlant
de série

∑
Log un alors qu’en général, Log un ne sera défini que pour n assez grand.

Proposition 9.1.9. Soit (un)n une suite de nombres complexes non nuls et de limite 1.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le produit infini
∏
un est strictement convergent.

(ii) La série
∑

Log un est convergente.

Démonstration. D’après les hypothèses, il existe N ∈ N tel que Re(un) > 0 pour
n > N . Dans ce cas, il vient :

Pn = u0 · · · uN exp(Sn) avec Sn = Log uN+1 + · · · + Log un.

Si Sn a une limite, alors Pn a une limite non nulle. Réciproquement, si Pn a une limite
non nulle, alors exp(Sn) a une limite non nulle �. D’après 3.7.4, il existe λ ∈ C tel
que eλ = �. Ainsi, exp(Sn − λ) tend vers 1 si n tend vers +∞. On en déduit qu’il
existe N1 � N tel que Log

(
exp(Sn − λ)

)
soit défini si n � N1. Pour un tel entier
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9.2 Produits infinis de fonctions holomorphes 119

n, on a Sn − λ = Log
(
exp(Sn − λ)

)
+ 2iπkn, avec kn ∈ Z. D’autre part, comme

limn exp(Sn − λ) = 1 , on voit que :

lim
n

(Sn − λ− 2iπkn) = 0. (2)

De Log un = Sn+1 − Sn et (2), on déduit que la suite (kn+1 − kn)n a pour limite 0.
Cette suite étant à valeurs entières, on voit alors qu’il existe un entier k tel que kn = k
pour n assez grand. D’où :

lim
n
Sn = λ+ 2ikπ.

On a obtenu le résultat. �

Corollaire 9.1.10. Soit (un)n une suite de nombres complexes non nuls et de limite 1.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le produit infini
∏
un est strictement convergent et commutativement convergent.

(ii) La série
∑

Log un est absolument convergente.

Si elles sont vérifiées, on dit que le produit infini est absolument convergent.

Démonstration. C’est immédiat d’après 1.10.8 et 9.1.9. �

9.1.11. Le résultat suivant est une amélioration de 9.1.6.

Proposition. Soit (un)n une suite d’éléments de C\{−1} et de limite nulle. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le produit infini
∏

(1 + un) est absolument convergent.
(ii) La série

∑
un est absolument convergente.

Démonstration. D’après 3.3.2 et 5.3.11, on a Log(1+z) = z+O(z) au voisinage de
0. Par conséquent, il existe C1, C2 ∈ R∗

+ tels que C1|un| � |Log(1 + un)| � C2|un|
pour n assez grand. La proposition résulte alors de 9.1.10. �

9.2 PRODUITS INFINIS DE FONCTIONS HOLOMORPHES

9.2.1. Soient U un ouvert de C et (fn)n une suite de fonctions holomorphes dans U .
On dit que le produit infini

∏
fn est convergent dans U si la suite de fonctions holo-

morphes Pn =
∏n
k=1fk est uniformément convergente sur tout compact de U . S’il en

est ainsi, la limite f des Pn est holomorphe dans U (7.4.2). On va introduire d’autres
notions de convergence qui nous permettrons d’obtenir des résultats intéressants.

Définition 9.2.2. Soient U un ouvert de C et (fn)n une suite d’éléments de H(U).
(i) On dit que le produit infini

∏
fn converge absolument uniformément (respective-

ment converge normalement) sur une partie K de U si les conditions suivantes
sont réalisées :
a) La suite (fn)n converge uniformément vers la fonction constante 1 sur K .
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b) La série
∑|Log fn|, définie sur K pour n assez grand d’après a), converge

uniformément (respectivement normalement) sur K .

(ii) On dit que le produit infini
∏
fn converge absolument uniformément (respec-

tivement normalement) sur tout compact de U si, pour tout compact K de U ,
le produit infini

∏
(fn|K) converge absolument uniformément (respectivement

normalement).

Proposition 9.2.3. Soient U un ouvert de C, K une partie de U , et (un)n une suite
d’éléments de H(U). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le produit infini
∏

(1 + un) converge absolument uniformément (respectivement
normalement) sur K .

(ii) La série
∑|un| converge uniformément (respectivement normalement) sur K .

Démonstration. La fonction z → Log(1 + z)
z

a une singularité illusoire en 0. Elle se

prolonge en une fonction f holomorphe et sans zéro dans D(0, 1). Par suite, il existe
C1, C2 ∈ R∗

+ tels que C1 � |f(z)| � C2 si 2|z| � 1. Ainsi, si 2|z| � 1 :

C1|z| � |Log(1 + z)| � C2|z|.
Les deux conditions impliquent que la suite (un)n converge uniformément vers 0 sur
K . Ainsi, il existe un entier N tel que, pour n � N , on ait 2|un(z)| � 1 pour tout
z ∈ K . Par suite, si p � N et z ∈ K et, en utilisant la notation de 7.4.1 :

C1‖up‖K � ‖Log(1 + up)‖K � C2‖up‖K ,
C1

∞∑
n=p

|un(z)| �
∞∑
n=p

|Log(1 + un(z))| � C2

∞∑
n=p

|un(z)|.

On a obtenu le résultat. �

9.2.4. Soient U un ouvert de C et (fn)n une suite de fonctions holomorphes dans
U telle que le produit infini

∏
fn converge absolument uniformément (respectivement

normalement) sur tout compact de U . Notons Pn = f0f1 · · · fn.

Soit V un ouvert relativement compact de U tel que Log fn soit défini sur V pour
n � N . Si n > N , il vient :

Pn = f0f1 · · · fN exp(Log fN+1 + · · · + Log fn).

D’après l’hypothèse, la série
∑

n�N+1 Log fn converge uniformément sur V . On en

déduit que la suite (Pn)n converge uniformément sur V . On note

f = lim
n
Pn =

∞∏
n=0

fn.

Sur V , on a :

f(z) = f0(z) · · · fN (z) exp
( ∞∑
n=N+1

Log fn(z)
)
.
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Théorème 9.2.5. Soient U un ouvert de C et (fn)n une suite de fonctions holo-
morphes dans U . On suppose que le produit infini

∏
fn converge absolument unifor-

mément sur tout compact de U . Alors :

(i) La fonction

f =
∞∏
n=0

fn

est holomorphe sur U .

(ii) Pour tout p ∈ N, on a :

f = f0f1 · · · fp
∞∏

n=p+1
fn.

(iii) Pour toute permutation σ de N, on a :
∞∏
n=0

fn =
∞∏
n=0

fσ(n).

(iv) L’ensemble Z(f) des zéros de f est la réunion des ensembles Z(fn) des zéros de
fn. Si a ∈ Z(f), son ordre comme zéro de f est la somme des ordres de a comme
zéro de chaque fn.

Démonstration. Le point (i) est clair d’après 7.4.3 et 9.2.4, et (ii) résulte aussi de
9.2.4. Soit V un ouvert relativement compact de U . Il existe un entier N tel que, pour
n � N , on ait pour z ∈ V :

f(z) = f0(z)f1(z) · · · fN (z) exp
( ∞∑
n=N+1

Log fn(z)
)
.

Alors, les zéros de f dans U sont ceux de f0, . . . , fN . D’où (iv).
De même, dans V , la série

∑
n�N+1 Log fn est absolument convergente, donc com-

mutativement convergente (1.10.8). D’où facilement (iii). �

Théorème 9.2.6. Soient U un ouvert de C et (fn)n une suite de fonctions holo-
morphes dans U telle que le produit infini

∏
fn converge absolument uniformément

(respectivement normalement) sur tout compact de U . Soit f =
∏∞
n=0fn. Alors la

série de fonctions méromorphes
∑f ′n
fn

converge uniformément (respectivement nor-

malement) sur tout compact de U , et on a :

f ′

f
=

∞∑
n=0

f ′n
fn

·

Démonstration. Soit V un ouvert relativement compact de U . La fonction

gN = exp
( ∞∑
n=N+1

Log fn
)

est définie et holomorphe dans V si N est assez grand, et vérifie f = f0f1 . . . fNgN .
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Par suite, dans V :
f ′

f
=
f ′0
f0

+ · · · + f ′N
fN

+
g′N
gN

·
D’autre part, dans V , la série

∑
n�N+1 Log fn converge uniformément. On peut donc

la dériver terme à terme, et la série des dérivées
∑

n�N+1(f
′
n/fn) converge uniformé-

ment (respectivement normalement) sur tout compact de V (7.4.3). D’où, dans V :

g′N
gN

=
( ∞∑
n=N+1

Log fn
)′

=
∞∑

n=N+1

f ′n
fn

·

On a obtenu le résultat d’après ce qui précède. �

9.2.7. Posons f0(z) = z et fn(z) = 1 − z2

n2
si n � 1. Comme la série de terme

général z2/n2 converge normalement sur tout compact, le produit infini
∏
fn converge

normalement sur tout compact de C. Posons :

f(z) = z
∞∏
n=1

(
1 − z2

n2

)
=

∞∏
n=0

fn(z).

D’après 8.8.7 et 9.2.6, il vient :

f ′(z)
f(z)

=
1
z

+
∞∑
n=1

2z
z2 − n2

= π cotan πz =
(sinπz)′

sinπz
·

La connexité de C\Z implique alors qu’il existe c ∈ C tel que

sinπz
z

= c
∞∏
n=1

(
1 − z2

n2

)
pour z ∈ C∗. En faisant tendre z vers 0, on obtient c = π, puisque le second membre
de la ligne précédente est holomorphe, donc continu. On a obtenu :

Proposition. Si z ∈ C, on a :

sinπz = πz
∞∏
n=1

(
1 − z2

n2

)
.
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EXERCICES

Exercice 9.1. Prouver que le produit infini

f(z) =
∞∏
n=0

(
1 + z2n

)
converge normalement sur tout compact de D(0, 1) et que

f(z) =
1

1 − z

pour tout z ∈ D(0, 1).

Exercice 9.2. On pose D = D(0, 1) et C = {z ∈ C ; |z| = 1}.

On définit une suite (fn)n d’éléments de M(C) par :

f0(z) = z , f(z) = f1(z) =
z(1 − 2z)

2 − z
, fn+1 = f1◦fn.

a) Prouver que f(C) ⊂ Cet que f(D) ⊂ D.

b) Montrer que, si w ∈ D, l’équation f(z) = w a deux racines appartenant à D.
Prouver que ces racines sont distinctes, sauf pour une valeur de w à préciser.

c) Si z ∈ D, établir : ∣∣∣2f(z)
z

− 1
∣∣∣ � 3|z|.

d) Pour 0 < r � 1, calculer :

(∗) ϕ(r) = sup
{∣∣∣f(z)

z

∣∣∣ ; |z| = r
}

En déduire que, si z ∈ D, on a :

(∗∗) |fn(z)| � |z|
(1 + 2|z|

1 + |z|
)n
.

e) En utilisant la question précédente montrer que le produit infini
∞∏
n=1

2fn(z)
fn−1(z)

est normalement convergent sur tout compact de D.

f) Montrer que la suite (2nfn)n converge uniformément sur tout compact de D. Si g
est la limite de cette suite, prouver que 2g◦f = g. Calculer g(0) et g ′(0).
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 9.1. Soit K un compact de D(0, 1). Il existe r ∈ ]0, 1[ tel que |z| � r pour
tout z ∈ K . Si z ∈ K , et n ∈ N, on a alors

∣∣z2n
∣∣ � r2

n

, ce qui prouve que la série∑
z2n

est normalement convergente sur K . D’où le premier point d’après 9.2.3. On a
alors f ∈ H(

D(0, 1)
)
.

Pour z ∈ D(0, 1), posons :

g(z) =
1

1 − z
, h(z) =

f(z)
g(z)

·

On a h ∈ H(
D(0, 1)

)
, donc h est continue sur D(0, 1).

On a facilement :
h(z) = h(z2) = · · · = h(z2p

)
pour tout p ∈ N. La continuité de h implique alors que h(z) = h(0) = 1. On a donc
g = f .

Exercice 9.2.

a) Si z ∈ C , on a z = z−1, d’où :

|f(z)| =
∣∣∣1 − 2z

2 − z

∣∣∣ =
∣∣∣z − 2
2 − z

∣∣∣ = 1.

Ainsi, f(C) ⊂ C . Comme f n’est pas constante, il résulte alors du principe du
maximum que f(D) ⊂ D.

b) Si f(z) = w, alors 2z2 − (w + 1)z + 2w = 0. Dire que cette solution possède
une racine double signifie que w2 − 14w + 1 = 0. Comme w ∈ D, il vient alors
w = 7 − 4

√
3.

Si w ∈ D et z ∈ C , on a |w| < 1 = f(z) d’après la question précédente. Le théorème
de Rouché montre que f(z) = 0 et f(z) = w ont même nombre de solutions dans D.
Le résultat démandé est alors immédiat.

c) Pour z ∈ D, on a : ∣∣∣2f(z)
z

− 1
∣∣∣ =

∣∣∣ 3z
2 − z

∣∣∣ � 3|z|.

d) Soit z = reiθ, avec θ ∈ R. Si l’on pose x = r cos θ, on obtient :∣∣∣f(z)
z

∣∣∣2 = 1 − 3(1 − r2)
4 + r2 − 4x

= ψ(x).

Si x croît de −r à r, ψ(x) décroît de ψ(−r) à ψ(r). D’où :

ϕ(r) =
√
ψ(r) =

2r + 1
r + 2

·
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On voit ainsi que ϕ est croissante sur R+. Par suite :

(∗ ∗ ∗) 1
2

� ϕ(0) � ϕ(r) � ϕ(1) = 1.

Supposons :

|fn−1(z)| � |z|
(1 + 2|z|

1 + |z|
)n−1

.

En particulier, |fn−1(z)| � |z|. Alors, d’après (∗ ∗ ∗) :

1 + 2|fn−1(z)|
2 + |fn−1(z)| � 1 + 2|z|

2 + |z| ·
On en déduit :

|fn(z)| = |f◦fn−1(z)| � |fn−1(z)|1 + |fn−1(z)|
2 + |fn−1(z)| � |z|

(1 + 2|z|
2 + |z|

)n
.

e) Comme

f(D) ⊂ D et
f(z)
z

=
1 − 2z
2 − z

,

on voit que fn/fn−1 ∈ H(D). D’autre part, si |z| � a < 1, il résulte de (∗) et (∗∗)
que : ∣∣∣ 2fn(z)

fn−1(z)

∣∣∣ � 3|fn−1(z)| � 3a
(1 + 2a

2 + a

)n−1
.

On en déduit que la série ∑(
2
fn(z)
fn−1(z)

− 1
)

est normalement convergente sur tout compact de D. D’où le résultat.

f) Il vient :

2n
fn(z)
z

=
(
2
f1(z)
z

)(
2
f2(z)
f1(z)

)
· · ·

(
2
fn(z)
fn−1(z)

)
.

D’après la question précédente, la suite (2nfn)n converge donc uniformément sur tout
compact de D. Sa limite g est alors holomorphe dans D. Comme

2n+1fn+1(z) = 2.2nfn◦f(z),

on obtient par continuité g(z) = 2g◦f(z).

De f(0) = 0, on déduit que f(0) = 2g(0), donc g(0) = 0.

D’après 7.4.2, la suite (2nf ′n)n converge uniformément sur tout compact de D vers

g′. Il en résulte que g′(0) est la limite de la suite (2nf ′n(0))n. On a f ′(0) =
1
2

et, une

récurrence facile montre que f ′
n(0) =

1
2n

· D’où g′(0) = 1.
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Chapitre 10

Homotopie et holomorphie

L’un des objectifs de ce chapitre est de généraliser plusieurs des résultats
obtenus prédemment : théorème des résidus, théorème de l’indice et théorème
de Rouché.

10.1 HOMOTOPIE ET SIMPLE CONNEXITÉ

10.1.1. Soit U un ouvert de C. Rappelons (6.1.1) qu’un arc dans U est une application
continue γ d’un intervalle compact [x, y] de R à valeurs dans U . On a convenu de
le noter ([x, y], γ). On dira que γ est un lacet si c’est un arc fermé, c’est-à-dire si
γ(x) = γ(y).

Soient a, b ∈ C. Nous dirons qu’un arc ([x, y], γ) va de a à b si γ(x) = a et γ(y) = b.

Soit ([x, y], γ) un arc. On définit un arc ([0, 1], δ) par δ(t) = γ
(
(1 − t)x + ty

)
pour

t ∈ [0, 1]. Il est immédiat que im γ = im δ, γ(x) = δ(0), et γ(y) = δ(1). On voit donc
que pratiquement, il n’y a aucun inconvénient à supposer que l’intervalle de définition
de tous les arcs considérés est [0, 1]. Cela sera systématiquement fait dans ce chapitre
et, on modifie alors, de manière évidente, les définitions déjà données concernant les
arcs. Par exemple, si γ1 et γ2 sont deux arcs tels que γ1(1) = γ2(0), on définit l’arc
composé γ = γ1 ∨ γ2 (voir 6.1.2) par :

γ(t) = γ1(2t) si 0 � t � 1
2

et γ(t) = γ2(2t− 1) si
1
2

� t � 1.
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10.1 Homotopie et simple connexité 127

Définition 10.1.2. Soient U un ouvert de C et γ1, γ2 des arcs dans U . On appelle dé-
formation de γ1 à γ2 toute application continue δ : [0, 1]×[0, 1] → U , (t, u) → δ(t, u)
vérifiant

δ(t, 0) = γ1(t) , δ(t, 1) = γ2(t)
pour tout t ∈ [0, 1].

10.1.3. Soient γ1, γ2 des arcs dans U et δ une déformation de γ1 à γ2.

• Dans la suite, on notera δu l’arc [0, 1] → U , t→ δ(t, u).
• L’application [0, 1] × [0, 1] → U , (t, u) → γ1(t) est une déformation de γ1 à γ1.

• Posons δ1(t, u) = δ(1 − t, u). Alors δ1 est une déformation de γ2 à γ1.

• Soient γ3 un arc dansU et ε une déformation de γ2 à γ3. Définissons une application
ϕ : [0, 1] × [0, 1] → U par

ϕ(t, u) = δ(t, 2u) si 0 � u � 1
2

et ϕ(t, u) = ε(t, 2u − 1) si
1
2
< u � 1.

On vérifie facilement que ϕ est une déformation de γ1 à γ3.

10.1.4. Soient U un ouvert de C et γ un arc dans U , allant de a à b.

• L’application [0, 1] × [0, 1] →, (t, u) → γ(u) est une déformation de l’arc constant
a à l’arc constant b.

• L’application [0, 1] × [0, 1] → U , (t, u) → γ(tu) est une déformation de l’arc
constant a à γ.

On déduit de ces deux exemples que, si U est connexe (donc connexe par arcs), deux
arcs quelconques dans U se déduisent l’un de l’autre par une déformation. On va ainsi
être amené à introduire des restrictions pour obtenir des résultats non triviaux.

Définition 10.1.5. Soit U un ouvert de C.

(i) Deux arcs γ1, γ2 dans U , ayant même origine a et même extrémité b sont dits
homotopes dans U s’il existe une déformation δ de γ1 à γ2 telle que δ(0, u) = a
et δ(1, u) = b pour tout u ∈ [0, 1]. S’il en est ainsi, on dit que δ est une homotopie
de γ1 à γ2.

(ii) Deux lacets γ1, γ2 dans U sont dits homotopes dans U s’il existe une déformation
δ de γ1 à γ2 vérifiant δ(0, u) = δ(1, u) pour tout u ∈ [0, 1]. S’il en est ainsi, on
dit que δ est une homotopie de γ1 à γ2.

Remarque. L’homotopie entre les arcs est une déformation « à extrémités
fixes ». Ce n’est pas le cas de l’homotopie entre les lacets.

10.1.6. Donnons deux exemples.

1) Soient U = C∗, r1, r2 ∈ R∗
+ et γ1, γ2 les lacets dans U définis, pour 0 � t � 1

par :
γ1(t) = r1e

2iπt , γ2(t) = r2e
2iπt.
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L’application [0, 1]× [0, 1] → U , (t, r) → (
ur2 + (1− u)r1

)
e2iπt est une homotopie

du lacet γ1 au lacet γ2.

2) Soit γ un arc dans l’ouvert U de C, d’origine a. Composons l’arc constant a avec
γ. On obtient un arc γ1. L’application δ définie par

δ(t, u) = a si 0 � t � u

2
et δ(t, u) = γ

(2t− u

2 − u

)
si
u

2
� t � 1

est une homotopie de l’arc γ1 à l’arc γ.

Proposition 10.1.7. L’homotopie est une relation d’équivalence.

Démonstration. Envisageons, par exemple, le cas de l’homotopie entre arcs allant
de a à b. La réflexivité et la symétrie sont évidentes. Prouvons la transitivité. Soient
γ1, γ2, γ3 des arcs allant de a à b, et δ (respectivement ε) une homotopie de γ1 à γ2

(respectivement de γ2 à γ3). Définissons ϕ : [0, 1] × [0, 1] → U par :

ϕ(t, u) = δ(t, 2u) si 0 � u � 1
2

et ϕ(t, u) = ε(t, 2u− 1) si
1
2

� u � 1.

Alors ϕ est une homotopie de γ1 à γ3. �

Proposition 10.1.8. Soient U un ouvert de C et γ0 un arc dans U allant de a à b
(respectivement un lacet dans U ). Soit d > 0 la distance de im γ0 à C\U si U �= C,
et d > 0 quelconque si U = C.

(i) Tout arc (respectivement lacet) γ1 dansU tel que sup{|γ1(t)−γ2(t)| ; t ∈ [0, 1]} < d
et allant de a à b, est homotope à γ1 dans U .

(ii) Soit p ∈ N∗ tel que, pour tous t, t′ ∈ [0, 1] vérifiant |t − t′| � 1
p

on ait

|γ1(t) − γ1(t′)| < d. L’application γ1 : [0, 1] → U dont la restriction à chaque

intervalle
[k − 1

p
,
k

p

]
, 1 � k � p, est affine et qui prend la même valeur que γ1

aux bornes de ces intervalles est un arc (polygonal) homotope à γ1 dans U .

Démonstration. (i) Posons δ(t, u) = (1 − u)γ1(t) + uγ2(t) pour 0 � t, u � 1.
D’après les hypothèses, on a δ(t, u) ∈ U . Il est alors clair que δ est une homotopie de
γ1 à γ2.
(ii) Compte tenu de (i), il suffit de vérifier que im γ2 ⊂ U , ce qui est immédiat. �

Théorème 10.1.9. Soient U un ouvert connexe de C et a, b, c, d ∈ U . Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Tous les arcs dans U allant de a à b sont homotopes dans U .

(ii) Tous les arcs dans U allant de c à d sont homotopes dans U .

(iii) Tous les lacets dans U sont homotopes dans U .

Si ces conditions sont réalisées, on dit que l’ouvert U est simplement connexe.
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10.1 Homotopie et simple connexité 129

Démonstration. (i) ⇔ (ii) Soit γ1 un arc dansU allant de a à d. CommeU est connexe
par arcs (6.1.6), il existe un arc γ2 dans U allant de b à d. Pour 0 � u � 1, considérons
les arcs δu définis par :

δu(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
γ1

( 3t
3 − 2u

)
si 0 � t � 1 − 2u

3
,

γ2[2(2 − u) − 2t] si 1 − 2u
3

� t � 1 − u

3
,

γ2(3t− 2) si 1 − u

3
� t � 1.

Si (i) est vérifié, on voit facilement que γ1 est homotope à δ1. Ainsi, tous les arcs allant
de a à d sont homotopes. On obtient (i) ⇒ (ii) en procédant de manière analogue avec
c. On a alors l’équivalence de (i) et (ii) vu l’arbitraire de a, b, c, d.

(i) ⇒ (iii) Soit γ un lacet. Alors a = γ(0) est l’origine et l’extrémité de γ. Comme
(i) et (ii) sont équivalents, en prenant c = d = a dans (ii), on voit que, comme arc, γ
est homotope à l’arc constant a. L’ouvert U étant connexe, tous les lacets dans U sont
homotopes. D’où (iii).

(iii) ⇒ (i) Compte tenu de (i) ⇔ (ii), il suffit de prouver que tous les arcs fermés
d’origine a ∈ U sont homotopes avec extrémités fixes.
Soient γ un arc fermé d’origine a, et b ∈ U . Les lacets dans U étant homotopes, il
existe une homotopie δ du lacet γ au lacet constant b.
Définissons δ1 : [0, 1] × [0, 1] → U par :

δ1(t, u) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
δ(0, 3t) si 0 � t � u

3
,

δ
( 3t− u

3 − 2u

)
si
u

3
� t � 1 − u

3
,

δ
(
0, 3(1 − t)

)
si 1 − u

3
� t � 1.

Posons :

γ1(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
δ(0, 3t) si 0 � t � 1

3
,

b si
1
3

� t � 2
3

,

δ
(
0, 3(1 − t)

)
si

2
3

� t � 1.

Alors t→ γ1(t) est un arc dans U allant de a à a, et δ1 est une homotopie de l’arc γ à
l’arc γ1.

Définissons alors δ2 : [01] × [0, 1] → C par :

δ2(t, u)γ1(tu) si 0 � t � 1
2
, δ2(t, u) = γ1

(
(1 − t)u

)
si

1
2

� t � 1.

Comme γ1(t) = δ2(t, 1), on voit que δ2 est une homotopie de l’arc γ1 (allant de a à
a) à l’arc constant. Par suite, l’arc γ et l’arc constant a sont homotopes. �
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Proposition 10.1.10. Si U est étoilé en un de ses points, il est simplement connexe.

Démonstration. Si U est étoilé en un de ses points a, il est connexe par arcs donc
connexe. Soit γ un lacet dans U . L’application (t, u) → ua + (1 − u)γ(t) est une
homotopie de γ au lacet constant a. �

10.2 PRIMITIVE LE LONG D’UN ARC

Définition 10.2.1. Soient U un ouvert de C, f ∈ H(U), et γ un arc dans U . On
appelle primitive de f le long de γ toute application continue ψ : [0, 1] → C telle que,
pour tout t0 ∈ [0, 1], il existe un voisinage I0 de t0 dans [0, 1] et une primitive Ft0 de
f définie dans un voisinage W0 ⊂ U de γ(t0), tels que γ(I0) ⊂W0 et

ψ(t) = Ft0
(
γ(t)

)
pour tout t ∈ I0.

Théorème 10.2.2. Soient U un ouvert de C, f ∈ H(U), et γ un arc dans U .
(i) Il existe des primitives de f le long de γ. La différence de deux telles primitives

est constante.
(ii) Si γ est un chemin dans U et si ψ est une primitive de f le long de U , on a :∫

γ
f(z) dz = ψ(1) − ψ(0).

Démonstration. Si U = C, ε est un réel strictement positif. Si U �= C, on pose :

ε = d(im γ,C\U) = inf{|z − γ(t)| ; z ∈ C\U, t ∈ [0, 1]} > 0.

Si t ∈ [0, 1], on poseDt = D
(
γ(t), ε

)
. On a ainsiDt ⊂ U et, d’après 6.4.6, f possède

une primitive Ft dans Dt.

L’application γ étant continue sur [0, 1] y est uniformément continue. Il existe donc
η > 0 tel que |γ(t) − γ(t′)| < ε dès que t, t′ ∈ [0, 1] vérifient |t − t′| < ε. Soit
une subdivision 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 de [0, 1] telle que |ti − ti+1| < η si
0 � i � n−1. On a donc γ([ti, ti+1]) ⊂ Dti ∩Dti+1 si 0 � i � n−1. En particulier,
Di ∩Di+1 est un ouvert convexe non vide. Notons Fi une primitive de f dans Dti .

Posons G0 = F0. Sur Dt0 ∩Dt1 , F0 − F1 est constante (4.2.1). Il existe donc �1 ∈ C
tel que G1 = F1 − �1 vérifie G0|Dt0 ∩Dt1 = G1|D0 ∩D1.

Supposons construites des primitives Gk de f sur Dtk pour 0 � k � i, et telles que
Gk−1|Dtk−1 ∩Dtk = Gk|Dtk−1 ∩Dtk si 1 � k � i.
Sur Dti ∩Dti+1 , Fi −Fi+1 est constante, égale à �i+1. On pose Gi+1 = Fi+1 − �i+1.

On a donc déterminé des primitives Gi sur Dti de la fonction f qui vérifient
Gi|Dti ∩Dti+1 = Gi+1|Dti ∩Dti+1 pour 0 � i � n− 1.

D’après cette construction on peut définir ψ : [0, 1] → C en convenant que
ψ(t) = Gi

(
γ(t)

)
si ti � t � ti+1, et on obtient ainsi une fonction continue. Il

est alors clair que ψ est une primitive de f le long de γ.
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10.2 Primitive le long d’un arc 131

Soient ψ et ϕ des primitives de f le long de γ. Alors, ψ − ϕ est localement constante
sur [0, 1], donc constante puisque [0, 1] est connexe. On a prouvé (i).
Supposons que γ soit un chemin, et soit ψ une primitive de f le long de γ. De
ψ(t) = Gi

(
γ(t)

)
sur [ti, ti+1], on déduit que ψ est de classe C1 par morceaux et

que ψ′(t) = γ′(t)f
(
γ(t)

)
si t est distinct des ti. D’après 6.2.1, il vient :∫

γ
f(z) dz =

∫ 1

0
ψ′(t) dt = ψ(1) − ψ(0).

On a démontré le théorème. �

10.2.3. Le résultat de 10.2.2 légitime la définition suivante :

Définition. Soient U un ouvert de C, f ∈ H(U), et γ un arc dans U . On définit
l’intégrale de f le long de γ par∫

γ
f(z) dz = ψ(1) − ψ(0),

où ψ est une primitive de f le long de γ.

Remarques. 1) D’après 6.2.2 et de 10.2.2, le symbole
∫
γ
f(z) dz est défini

d’une part quand f est continue et que γ est un chemin, d’autre part quand f
est holomorphe et que γ est un arc.
2) Si l’on considère un arc γ défini sur un intervalle [x, y] la définition d’une
primitive de f le long de γ est trivialement modifiée, et l’intégrale de f le long
de γ est ψ(y) − ψ(x).

Proposition 10.2.4. Soient U un ouvert de C et f ∈ H(U).
(i) Si f admet une primitive F dans U , pour tout arc γ dans U , on a :∫

γ
f(z) dz = F◦γ(1) − F◦γ(0).

(ii) Soient h un homéomorphisme croissant de [0, 1] sur lui-même et ψ une primitive
de f le long de γ. Alors ψ◦h est une primitive de f le long de γ◦h et :∫

γ◦h
f(z) dz =

∫
γ
f(z) dz.

(iii) Soient γ1, γ2 des arcs dans U vérifiant γ1(1) = γ2(0) et γ = γ1 ∨ γ2. Alors :∫
γ
f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz +
∫
γ2

f(z) dz.

Démonstration. (i) Il est clair que ψ = F◦γ est une primitive de f le long de γ.
(ii) Si t ∈ [0, 1], il existe un voisinage I de t dans [0, 1], un voisinage W de γ(t) dans
U et une primitive F de f dans W tels que ψ(t) = F◦γ(t) pour tout t ∈ I . Par suite,
si t ∈ [0, 1], il existe un voisinage I ′ de t dans [0, 1] tel que ψ◦h(t) = F [γ◦h(t)]
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pour t ∈ I ′. On en déduit le premier point. Comme h est croissant, on a h(0) = 0 et
h(1) = 1. D’où le second point par définition de l’intégrale de f le long de γ.
(ii) Soient ψ et F relatifs à γ comme précédemment. On a ψ(t) = F◦γ(t) localement,

donc ψ(t) = F◦γ1(2t) si 0 � t � 1
2

et ψ(t) = F◦γ2(2t − 1) si
1
2

� t � 1 (voir

10.1.1). Comme ∫
γ
f(z) dz =

[
ψ(1) − ψ

(1
2

)]
+

[
ψ

(1
2

)
− ψ(0

]
,

et que t → 2t (respectivement t → 2t − 1) est un homéomorphisme croissant de[
0,

1
2

]
(respectivement

[1
2
, 1

]
) sur [0, 1], on déduit (iii) de (ii) (où (ii) est trivialement

modifié en tenant compte de la remarque 2 qui suit 10.2.3). �

Théorème 10.2.5. Soient U un ouvert de C et f ∈ H(U). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) f admet des primitives dans U .

(ii)
∫
γ
f(z) dz = 0 pour tout lacet γ dans U .

(iii)
∫
γ
f(z) dz = 0 pour tout chemin fermé γ dans U .

Démonstration. L’implication (i) ⇒ (ii) résulte de 10.2.4, et (ii) ⇒ (iii) est claire.
Supposons (iii) vérifié, et prouvons (i). Comme l’image d’un lacet est connexe, en
raisonnant dans les composantes connexes de U , on peut supposer U connexe. Si γ est

un arc dans U , on note I(γ) =
∫
γ
f(z) dz.

Soit a ∈ U . Si w ∈ U , il existe des chemins polygonaux allant de a à w (6.1.6).
Soient γ1 et γ2 deux tels chemins. Si l’on note ε2 le chemin opposé à γ2, il résulte de
l’hypothèse, de 6.2.3, et de 10.2.2 que 0 = I(γ1 ∨ ε2) = I(γ1) − I(γ2).
On a donc I(γ1) = I(γ2). On peut donc définir une application F : U → C en posant
F (w) = I(γ), où est un chemin polygonal quelconque allant de a à w. La même
preuve qu’en 6.4.1 montre alors que F est une primitive de f dans U . �

10.3 INDICE

10.3.1. Soient U un ouvert de C, γ un lacet dans U , et z ∈ C\ im γ.

La fonction � : C\{z} → C, ζ → 1
ζ − z

étant holomorphe, il résulte de 10.2.3 que
l’on peut définir le symbole

1
2iπ

∫
γ

dζ

ζ − z
·

On le note encore indγ(z), et on dit encore que c’est l’indice de z par rapport à γ.
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Proposition. Avec les hypothèses et notations précédentes, on a indγ(z) ∈ Z.

Démonstration. Soit ψ une primitive de � le long de γ. Localement en t, on a
ψ(t) = F

(
γ(t)

)
, où F est une primitive locale de f . Il vient :[

�(ζ)eF (ζ)
]′ =

( − �2(ζ) + �2(ζ)
)
eF (ζ) = 0.

L’ouvert C\{z} étant connexe, il existe c ∈ C∗ tel que eF (ζ) = c(ζ − z). On en
déduit que la fonction continue t → eψ(t)�

(
ψ(t) − z

)
est localement constante, donc

constante puisque [0, 1] est connexe. On a ainsi, pour tout t ∈ [0, 1] :

eψ(t) = c
(
γ(t) − z

)
. (1)

Comme γ est fermé, on a eψ(1) = c
(
γ(1)− z) = c

(
γ(0)− z) = eψ(0). Il résulte alors

de 3.7.6 que ψ(1) − ψ(0) ∈ 2iπZ. D’autre part, par définition de l’indice et, d’après
10.2.3 :

2iπ indγ(z) = ψ(1) − ψ(0). (2)

D’où indγ(z) ∈ Z. �

10.3.2. Conservons hypothèses et notations de 10.3.1 et de la preuve précédente. On
appelle détermination continue de l’argument de ζ − z le long de γ toute application
continue θ : [0, 1] → R telle que, pour tout t ∈ [0, 1], θ(t) soit un argument de γ(t)−z
(voir 5.3.1).

Soit µ ∈ C vérifiant eµ = c. L’identité (1) s’écrit :

eψ(t)−µ = γ(t) − z. (3)

Si θ(t) = Im
(
γ(t) − µ), alors θ est continue sur [0, 1] et, il résulte de (3) que, si

t ∈ [0, 1] :
ψ(t) = ln |γ(t) − z| + iθ(t) + µ. (4)

Ainsi, t → θ(t) est une détermination continue de l’argument de ζ − z le long de γ.
D’après (2) et (4), on a alors :

2π indγ(z) = θ(1) − θ(0). (5)

Réciproquement, soit t → θ(t) une détermination continue de l’argument de ζ − z le
long de γ. Pour t ∈ [0, 1], posons :

ψ(t) = ln |γ(t) − z| + iθ(t).

On a eψ(t) = γ(t)−z pour tout t ∈ [0, 1]. Si l’on note (voir 5.3.5 et 5.37) log(ζ−z) une
détermination locale du logarithme (comme fonction de ζ), alors ψ(t)− log

(
γ(t)−z)

est localement constante. Comme ζ → log(ζ − z) est localement une primitive de �,
on voit que ψ est une primitive de � le long de γ. Par conséquent, la formule (5) est
vraie. On en déduit que le calcul de l’indice d’un lacet en un point est possible dès que
l’on connait une détermination continue de l’argument de ζ − z le long de γ.
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Proposition 10.3.3. Soient U un ouvert convexe de C et γ un lacet dans U . Si
z ∈ C\U , on a indγ(z) = 0.

Démonstration. D’après 6.4.7, la fonction ζ → �(ζ) =
1

ζ − z
possède une primitive

F dans U . Alors ψ = F◦γ est une primitive de � le long de γ. D’où

2iπ indγ(z) = ψ(1) − ψ(0) = F◦γ(1) − F◦γ(0) = 0

puisque γ(1) = γ(0). �

10.3.4. Si γ1 et γ2 sont des arcs dans C, on note γ1.γ2 et γ1 +γ2 les arcs définis, pour
t ∈ [0, 1], par :

(γ1.γ2)(t) = γ1(t)γ2(t) , (γ1 + γ2)(t) = γ1(t) + γ2(t).

Il est clair que, si 0 /∈ (im γ1) ∪ (im γ2), alors 0 /∈ im(γ1.γ2). De même, si
|γ1(t)| < |γ2(t)| pour tout t ∈ [0, 1], on a 0 /∈ (im γ2) ∪ im(γ1 + γ2).

Proposition. Soient γ1, γ2 des lacets dans C.
(i) Si 0 /∈ (im γ1) ∪ (im γ2), alors :

indγ1.γ2(0) = indγ1(0) + indγ2(0).

(ii) Si |γ1(t)| < |γ2(t)| pour tout t ∈ [0, 1], on a :

indγ1+γ2(0) = indγ2(0).

Démonstration. (i) Pour j = 1, 2, soit ψj une primitive de ζ → ζ−1 le long de γj .
Si t ∈ [0, 1], on a exp

(
ψj(t)

)
= γj(t), donc exp

(
ψ1(t) + ψ2(t)

)
= γ1(t) + γ2(t).

Ainsi, ψ1 + ψ2 est une primitive de ζ → ζ−1 le long de γ1 + γ2. On conclut d’après
(2).
(ii) Si t ∈ [0, 1], posons γ(t) = 1 + γ1(t)[γ2(t)]−1. D’après les hypothèses, il vient
im γ ⊂ D(1, 1), qui est convexe, et ne contient pas 0. D’où indγ(0) = 0 (10.3.3).
Comme γ1 + γ2 = γ.γ2, on a le résultat d’après (i). �

Proposition 10.3.5. Soit γ un lacet dans C. L’application z → indγ(z) est constante
sur les composantes connexes de C\ im γ et nulle sur la composante connexe non
bornée de C\ im γ.

Démonstration. Si t ∈ [0, 1] et z ∈ C\ im γ, posons γ ′zt) = γ(t) − z. On a ainsi
indγ(z) = indγz

(0).
Fixons z0 ∈ U , et soit r = inf{|γ(t) − z0| ; t ∈ [0, 1]}. Comme im γ est un compact,
on a r > 0. Soit z ∈ U tel que |z − z0| < r. Alors, si t ∈ [0, 1] :

|γz(t) − γz0(t)| = |z − z0| < r � |γz0(t)|.
D’après 10.3.4, (ii), il vient indγz

(0) = indγz0
(0), soit indγ(z) = indγ(z0). La fonc-

tion z → indγ(z) est localement constante, donc constante sur chaque composante
connexe de U . Le dernier point résulte alors de 10.3.3 puisque im γ est contenu dans
un ouvert connexeD(0, R). �
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10.4 Formule de Cauchy 135

10.4 FORMULE DE CAUCHY

Théorème 10.4.1. (Théorème de Cauchy). Soient U un ouvert de C et γ1, γ2 des
arcs (respectivement des lacets) dans U homotopes dans U . Pour toute fonction f
holomorphe dans U , on a : ∫

γ1

f(z) dz =
∫
γ2

f(z) dz.

Démonstration. Si deux arcs (respectivement lacets) sont homotopes dans U , ils ap-
partiennent à la même composante connexe de U . On peut donc supposer U connexe.
Soit γ1 un arc dans U . Si U = C, ε est un réel strictement positif. Si U �= C, on
pose ε = d(im γ1,C\U). Pour tout t ∈ [0, 1] le disque Dt = D

(
γ1(t), ε) est contenu

dans U . Soit η > 0 tel que l’on ait |γ1(t) − γ1(t′)| < ε dès que t, t′ ∈ [0, 1] vérifient
|t− t′| < η. Soit enfin 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 une subdivision de [0, 1] telle que
|ti − ti+1| < η pour 0 � i � n − 1. On sait (6.4.6) que f possède une primitive Fi
dans Dti pour 0 � i � n.
Soit γ2 un arc tel que |γ1(t) − γ2(t)| < ε pour tout t ∈ [0, 1]. On a im γ2 ⊂ U . Pour
0 � i � n, posons ai = γ1(ti) et bi = γ2(ti).
Compte tenu de 10.2.4, (i) et (iii), il vient :∫

γ1

f(z) dz −
∫
γ2

f(z) dz =
n∑
i=1

[F (ai) − F (ai−1)] −
n∑
i=1

[F (bi) − F (bi−1)]

=
n∑
i=1

[F (ai) − F (bi)] −
n∑
i=1

[F (ai−1) − F (bi−1)].

Or, le disque convexeDai
contenant ai, ai−1, bi, bi−1, il contient les segments orientés

contenant ces points. D’où :∫
γ1

f(z) dz −
∫
γ2

f(z) dz =
n∑
i=1

∫
[bi,ai]

f(z) dz −
n∑
i=1

∫
[bi−1,ai−1]

f(z) dz

=
∫

[bn,an]
f(z) dz −

∫
[b0,a0]

f(z) dz.

La différence précédente est donc nulle dans les deux cas suivants :
1) γ1 et γ2 ont même origine et même extrémité (a0 = b0 et an = bn).
2) γ1 et γ2 sont des lacets (a0 = an et b0 = bn).
Terminons maintenant la preuve. Soient γ1 et γ2 des arcs (respectivement lacets)
homotopes dans U et δ une homotopie dans U de γ1 à γ2. Pour tout ε > 0 donné, il
existe η > 0 tel que, |δ(t, u)− δ(t, u′)| < ε pour tout t ∈ [0, 1], dès que |u− u′| < η.
Ce qui précède nous montre que l’application

u→
∫
δu

f(z) dz

est localement constante. Elle est donc constante puisque [0, 1] est connexe. �
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Corollaire 10.4.2. Soit U un ouvert de C dont les composantes connexes sont simple-
ment connexes.

(i) Si f ∈ H(U) elle vérifie les propriétés de 10.2.5. En particulier, f possède des
primitives dans U

(ii) Si γ est un lacet dans U , on a indγ(z) = 0 pour z /∈ U .

Démonstration. (i) C’est clair d’après 10.4.1.
(ii) Si z /∈ U , la fonction ζ → (ζ − z)−1 est holomorphe dans U , donc y possède des
primitives d’après (i). D’où le résultat (10.2.4). �

Remarque. Compte tenu de 6.3.3 et 10.2.5, la fonction z → z−1 n’admet pas
de primitive dans C∗. Il en résulte que C∗ n’est pas simplement connexe.

Corollaire 10.4.3. Soit U un ouvert simplement connexe de C.

(i) Si f ∈ H(U) est sans zéro dans U , il existe g ∈ H(U) vérifiant f = eg.
(ii) Si f ∈ H(U) est sans zéro dans U , pour tout entier n � 1, il existe h ∈ H(U)

telle que f = hn.

Démonstration. (i) Si f ∈ H(U) est sans zéro dans U , la fonction
f ′

f
est holomorphe

dans U . D’après 10.4.2 (i), elle a une primitive � dans U . On a f ′ − �f = 0, donc
(fe−�)′ = 0, puis f = ce�, avec c ∈ C∗, puisque U est connexe. Si µ ∈ C vérifie
c = eµ (3.7.4), on obtient (i) en prenant g = �+ µ.

(ii) Soit g comme en (i). Si h =
1
n
g, il vient f = hn. �

Théorème 10.4.4. (Formule de Cauchy). Soit U un ouvert de C, f ∈ H(U), et γ
un lacet dans U homotope à un point dans U . Pour tout z ∈ C\ im γ et tout n ∈ N,
on a :

indγ(z)f (n)(z) =
n!
2iπ

∫
γ

f(ζ)
(ζ − z)n+1

dζ.

Démonstration. Définissons g : U → C par :⎧⎪⎨⎪⎩
g(z) =

1
(n + 1)!

f (n+1)(z),

g(ζ) =
1

(ζ − z)n+1

[
f(z) −

n∑
k=0

1
k!

(ζ − z)kf (k)(z)
]

si ζ �= z.

La fonction g est continue sur U et holomorphe dans U\{z}, donc g ∈ H(U) (6.6.5).
Ecrivant que l’intégrale de g le long de γ est nulle (10.4.1), on obtient :∫

γ

f(ζ)
(ζ − z)n+1

dζ =
n∑
k=0

f (k)(z)
k!

∫
γ

dζ

(ζ − z)n+1−k ·

Pour 0 � k < n, ζ → (ζ − z)k−n−1 a une primitive dans C\{z} (6.4.2), donc les
intégrales correspondantes sont nulles (10.2.5). D’où le résultat. �
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10.5 SÉRIES DE LAURENT

10.5.1. Soient a ∈ C et r,R ∈ [0,+∞[ vérifiant r < R. On note

C(a, r,R) = {z ∈ C ; r < |z−a| < R} , C ′(a, r,R) = {z ∈ C ; r � |z−a| � R}.
On dit que C(a, r,R) (respectivement C ′(a, r,R)) est la couronne ouverte (respecti-
vement couronne fermée) associée à a, r et R.

10.5.2. SoientU un ouvert de C et (fn)n∈Z une suite d’éléments de H(U) indexée par
Z. On a défini en 8.8.5 la série

∑+∞
−∞fn. On va envisager le cas où on a fn(z) = αnz

n,
avec αn ∈ C pour tout entier n.

La série entière
∑

n�1α−nzn converge absolument dans un disque de rayon
1
r

, avec

r � 0. Il en résulte que la série
∑∞

n=−1αnz
n =

∑+∞
n=1α−nz−n converge absolument

pour |z| > r.

La série
∑

n�0αnz
n converge absolument dans un disque de rayon R � 0, avec

R � +∞.

Si r < R, la série
∑+∞

−∞αnz
n converge absolument pour r < |z| < R. On dit que

c’est la série de Laurent associée à la suite (αn)n∈Z. Compte tenu de 3.2.1, cette
série de Laurent converge normalement dans toute couronne fermée C ′(0, r1, R1),
avec r < r1 < R1 < R. Il résulte alors de 7.4.2 que sa somme est holomorphe
dans C(0, r, R). On définit des notions analogues pour une couronne C(a, r,R), avec
a ∈ C.

Théorème 10.5.3. (Formule de Cauchy pour une couronne). Soient f une fonc-
tion holomorphe dans une couronne C = C(a, r,R) et ρ1, ρ2 des réels vérifiant
r < ρ1 < ρ2 < R. On note γ1 (respectivement γ2) le cercle C(a, ρ1) (respectivement
C(a, ρ2)) orienté dans le sens direct. Si ρ1 < |z| < ρ2, on a :

f(z) =
1

2iπ

∫
γ2

f(ζ)
ζ − z

dζ − 1
2iπ

∫
γ1

f(ζ)
ζ − z

dζ.

Démonstration. Définissons g : C → C par :

g(z) =
1

2iπ
f ′(z) , g(ζ) =

1
2iπ

f(ζ) − f(z)
ζ − z

si ζ �= z.

La fonction g est continue sur C et holomorphe dans C\{z}. Par suite, elle est holo-
morphe dans C (6.5.5). Les lacets γ1 et γ2 sont homotopes dans C (10.1.6). Compte
tenu de 10.4.1, il vient :

1
2iπ

∫
γ2

f(ζ)
ζ − z

dζ − indγ2(z)f(z) =
1

2iπ

∫
γ1

f(ζ)
ζ − z

dz − indγ1(z).

Or, indγ1(z) = 0 et indγ2(z) = 1 (6.3.3). D’où le résultat. �
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Théorème 10.5.4. Soient a ∈ C, r,R ∈ [0,+∞], et f une fonction holomorphe dans
la couronne C = C(a, r,R). Il existe une et une seule suite de nombres complexes
(αn)n∈Z telle que la série de Laurent

∑+∞
−∞αnz

n converge dansC(0, r, R) et vérifiant
pour tout z ∈ C :

f(z) =
+∞∑
−∞

αn(z − a)n. (6)

On dit que (6) est le développement de Laurent de f dans C . Si r < ρ < R et si γ est
le cercle C(a, ρ) orienté dans le sens direct, on a, pour tout n ∈ Z :

αn =
1

2iπ

∫
γ

f(z)
(z − a)n+1

dz =
1

2πρn

∫ 2π

0
f(a+ ρeit)e−int dt. (7)

Démonstration. Fixons ρ1, ρ2 vérifiant r < ρ1 < ρ2 < R, et utilisons les notations
γ1, γ2 de 10.5.3. Si ρ1 < r1 � |z − a| � r2 < ρ2, on a :

f(z) =
1

2iπ

∫
γ2

f(ζ)
ζ − z

dζ − 1
2iπ

∫
γ2

f(ζ)
ζ − z

dζ.

Notons M = sup{|f(ζ)| ; ζ ∈ C ′(a, ρ1, ρ2)}.
Si |ζ − a| = ρ2, il vient :

f(ζ)
ζ − z

=
∞∑
n=0

f(ζ)(z − a)n

(ζ − a)n+1
et

∣∣∣f(ζ)(z − a)n

(ζ − a)n+1

∣∣∣ � Mrn2
ρn+1
2

·

On peut donc intégrer la série terme à terme. D’où :∫
γ2

f(ζ)
ζ − z

dz =
∞∑
n=0

(∫
γ2

f(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ
)
(z − a)n.

De même, si |ζ − a| = ρ1 :

−f(ζ)
(ζ − a)

=
∞∑
n=0

f(ζ)(ζ − a)n

(z − a)n+1
=

n=−1∑
−∞

f(ζ)(z − a)n

(ζ − a)n+1
,

∣∣∣f(ζ)(z − a)n

(ζ − a)n+1

∣∣∣ � Mrn1
ρn+1
1

·

On a alors : ∫
γ1

f(ζ)
ζ − z

dζ =
n=−1∑
−∞

( ∫
γ1

f(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ
)
(z − a)n.

On a donc montré qu’il existe un développement de la forme (6). Prouvons l’unicité.
Supposons que, si r < ρ < R, on ait

f(a+ ρeit) =
+∞∑
−∞

αnρ
neint,

La convergence étant normale pour 0 � t � 2π, on peut intégrer terme à terme le
développement de f(a+ ρeit)e−ikt. Alors :∫ 2π

0
f(a+ ρeit)e−ikt dt =

+∞∑
−∞

αnρ
n

∫ 2π

0
ei(n−k)t dt.

On en déduit immédiatement les formules (7). �
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Corollaire 10.5.5. (Inégalités de Cauchy). Soit f(z) =
∑+∞

−∞αn(z − a)n le déve-
loppement de Laurent d’une fonction f holomorphe dans une couronne C(a, r,R). Si
r < ρ < R et n ∈ Z, on a :

|αn| � sup{|f(z)| ; |z − a| = ρ}
ρn

·

Démonstration. C’est immédiat d’après (7). �

Proposition 10.5.6. Soit f une fonction holomorphe dans une couronne C(a, r,R).
Il existe un couple unique (f1, f2), avec f1 holomorphe dansD(a,R), f2 holomorphe
dans {z ∈ C ; |z − a| > r}, et vérifiant :

f = f1 + f2 , lim
|z|→+∞

f2(z) = 0.

Démonstration. Si le développement de Laurent dans C(a, r,R) est

f(z) =
+∞∑

n=−∞
αn(z − a)n,

il suffit de prendre

f1(z) =
∞∑
n=0

αn(z − a)n , f2(z) =
∑
n<0

αn(z − a)n

pour obtenir un couple (f1, f2) répondant à la question. Soit (g1, g2) un autre couple
solution. Si l’on définit h par

h(z) = f1(z) − g1(z) si |z| < r , h(z) = f2(z) − g2(z) si |z| > R,

h est une fonction entière qui tend vers 0 quand |z| tend vers +∞. D’après le théorème
de Liouville, g = 0. D’où (f1, f2) = (g1, g2). �

10.5.7. L’existence d’un développement de Laurent va nous permettre de donner une
caractérisation autre que celle de 8.2.3 d’une singularité isolée.

Soient a ∈ C, R > 0, et U = D∗(a,R) le disque épointé de centre a et de rayon R.
Comme D∗(a,R) = C(a, 0, R), si f ∈ H(U), elle a un développement de Laurent
dans U :

f(z) =
+∞∑
−∞

αn(z − a)n.

• Si αn = 0 pour tout n < 0, il est clair que f a une singularité illusoire en a.

• Supposons qu’il existe p > 0 tel que α−p �= 0 et α−n = 0 pour n > p. Il est
immédiat que a est un pôle d’ordre p de f et que la partie principale de f est

p∑
n=1

α−n(z − a)−n.
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• S’il existe une infinité d’indices n tels que α−n �= 0, nécessairement, d’après 8.2.3,
f a une singularité essentielle en a.

Les trois cas précédents s’excluant mutuellement, on a bien obtenu une nouvelle ca-
ractérisation des singularités isolées en fonction du développement de Laurent.

Dans les cas où f n’a pas de singularité illusoire en a, on dit encore (voir 8.2.3) que
+∞∑
n=1

α−n(z − a)−n

est la partie principale de f en a, et que α−1 est le résidu de f en a (voir 8.4.1). On
note encore α−1 = Res(f, a), et on convient que Res(f, a) = 0 si f a une singularité
illusoire en a.

10.6 LES GÉNÉRALISATIONS

Proposition 10.6.1. Soient C = C(a, r,R) une couronne dans C, f une fonction
holomorphe dans C , et

f(z) =
+∞∑
−∞

αn(z − a)n

son développement de Laurent dans C . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f a des primitives dans C .
(ii) Res(f, a) = α−1 = 0.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Soit F une primitive de f dans C. On a alors des dévelop-
pements de Laurent dans C :

F (z) =
+∞∑
−∞

βn(z − a)n ⇒ f(z) = F ′(z) =
+∞∑
−∞

nβn(z − a)n−1.

Ainsi, αn−1 = nβn pour tout n ∈ Z. En particulier, α−1 = 0.
(ii) ⇒ (i) Soit γ un chemin fermé dans C . L’ensemble im γ étant compact, la série

+∞∑
−∞

αn
(
γ(t) − a)nγ′(t)

est normalement convergente en les points de t ∈ [0, 1] où elle est définie. Ainsi :∫
γ
f(z) dz =

∫ 1

0
f
(
γ(t)

)
γ′(t) dt =

+∞∑
−∞

αn

∫
γ
(z − a)n dz.

Si n �= −1, z → 1
n+ 1

(z − a)n+1 est une primitive de z → (z − a)n. Par suite,

l’intégrale de (z − a)n le long de γ est nulle (10.2.5). On en déduit que, si α−1 = 0,
l’intégrale de f le long de γ est nulle. On conclut à nouveau d’après 10.2.5. �
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Théorème 10.6.2. (Théorème des résidus). Soient U un ouvert de C, a1, . . . , an des
points distincts de U , et f une fonction holomorphe dans U\{a1, . . . , an}. Soit γ un
lacet dans U , homotope à un point dans U , et tel que im γ ne contienne aucun des ak.
Alors : ∫

γ
f(z) dz = 2iπ

n∑
k=1

indγ(ak) Res(f, ak).

Démonstration. Pour 1 � k � n, soit hk la partie principale de f en ak. Si l’on note
g = f − h1 − · · · − hn, alors g a une singularité illusoire en tout point ak. Elle se
prolonge en une fonction holomorphe dans U , donc (10.4.1) :∫

γ
g(z) dz = 0 ⇒

∫
γ
f(z) dz =

n∑
k=1

∫
γ
hk(z) dz.

D’après 10.6.1 et 10.2.5, on a∫
γ
hk(z) dz =

∫
γ

Res(f, ak)
z − a

dz.

D’où le résultat. �

Lemme 10.6.3. Soient U, V des ouverts de C, γ un arc dans U , f ∈ H(U) à valeurs
dans V , et g ∈ H(V ). Alors :∫

γ
g
(
f(z)

)
f ′(z) dz =

∫
f◦γ

g(z) dz.

Démonstration. Soit ψ une primitive de g le long de f◦γ. Si t0 ∈ [0, 1], il existe un
voisinage I0 de t0 dans [0, 1] et une primitive G0 de g, définie dans un voisinage W0

de f◦γ(t0), tels que t ∈ I0 implique f◦γ(t) ∈W0 et ψ(t) = G0

(
f◦γ(t)).

Pour z ∈ f−1(W0), on a
[
G0

(
f(z)

)]′ = g◦f(z)f ′(z). Ceci montre que G0◦f est
une primitive locale de (g◦f)f ′. Par suite, ψ est une primitive de (g◦f)f ′ le long de
f◦γ. D’où le résultat. �

Théorème 10.6.4. (Théorème de l’indice). Soient U un ouvert de C, g ∈ H(U),
et f ∈ M(U) n’ayant qu’un nombre fini de zéros a1, . . . , am dans U (comptés avec
leur multiplicité), et qu’un nombre fini de pôles b1, . . . , bn dans U (comptés avec leur
multiplicité). Soit γ un lacet dans U , homotope à un point dans U , et dont l’image ne
contient aucun des ak et aucun des bj . Alors :

1
2iπ

∫
γ
g(z)

f ′(z)
f(z)

dz =
m∑
k=1

g(ak) indγ(ak) −
n∑
j=1

g(aj) indγ(bj).

En particulier :

indf◦γ(0) =
1

2iπ

∫
γ

f ′(z)
f(z)

dz =
m∑
k=1

indγ(ak) −
k∑
j=1

indγ(bj).

Démonstration. Compte tenu de 10.6.3, on modifie facilement la preuve de 8.5.1 pour
obtenir le résultat. �
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10.6.5. D’après ce qui précède, on obtient, comme en 8.6.2, le résultat suivant :

Théorème 10.6.6. (Théorème de Rouché). Soient U un ouvert de C, γ un lacet dans
U , homotope à un point dans U , et f, g ∈ H(U). On suppose que f (respectivement
g) n’a qu’un nombre fini de zéros a1, . . . , am (respectivement b1, . . . , bn) dans U ,
comptés avec leur multiplicié, et que |f(z) − g(z)| < |f(z)| pour tout z ∈ im γ.
Alors :

m∑
k=1

indγ(ak) =
n∑
j=1

indγ(bj).

EXERCICES

Exercice 10.1. Déterminer le développement de Laurent en puissances de z de

f(z) = sin
(z − 1

z

)
dans C∗.

Exercice 10.2. Soient D = D(0, 1), C1 = C(0, 1, 2), C2 = {z ∈ C ; 2 < |z|}.

Déterminer les développements de Laurent en puissances de z de

f(z) =
1

1 − z2
+

1
2 − z

dans D,C1, C2.

Exercice 10.3. Soient C1 = {z ∈ C ; |z| > 1} et C2 = C(0, 0, 1). Déterminer les
développements de Laurent en puissances de z de

f(z) =
1

1 − z
exp

(1
z

)
dans C1 et C2.

Exercice 10.4. Soient r,R ∈ [0,+∞], U la couronne C(0, r, R), et

f(z) =
∞∑
−∞

anz
n , g(z) =

∞∑
−∞

bnz
n

les développements de Laurent de deux fonctions holomorphes dans U .

Montrer que, pour tout n ∈ Z, on peut définir :

cn =
∞∑
−∞

apbn−p.

Prouver que, si z ∈ U , on a :

f(z)g(z) =
∞∑
−∞

cnz
n.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 10.1. Si z �= 0, on a :

sin
(z − 1

z

)
= (sin 1) cos

(1
z

)
− (cos 1) sin

(1
z

)
.

Comme

sin
(1
z

)
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!z2n+1
et cos

(1
z

)
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!z2n
,

on obtient facilement le résultat demandé.

Exercice 10.2. Si z ∈ D, on a :

1
1 − z2

=
∞∑
n=0

z2n ,
1

2 − z
=

1
2

1

1 − z

2

=
∞∑
n=0

zn

2n+1
·

Si, pour k ∈ N, on pose a2k = 1 +
1

22k+1
,a2k+1 =

1
22k+2

, on a, pour z ∈ D :

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n.

Si z ∈ C1, il vient :

1
1 − z2

= − 1
z2

1
1 − 1

z2

= −
∞∑
n=0

1
z2n+2

,
1

2 − z
=

∞∑
n=0

zn

2n+1
.

Si l’on pose bn =
1

2n+1
pour n � 0, bn = −1 si n ∈ −2N∗, et bn = 0 si

n ∈ −2N∗ + 1, on obtient, pour z ∈ C1 :

f(z) =
∞∑
−∞

bnz
n.

Supposons z ∈ C2. Il vient :

1
1 − z2

= −
∞∑
n=0

1
z2n+2

,
1

2 − z
= −1

z

1

1 − 2
z

= −
∞∑
n=0

2n

zn+1
·

Ainsi, si z ∈ C2, on obtient

f(z) =
−1∑
−∞

cnz
n,

avec c2n = −1 − 1
22n−1

et c2n+1 = − 1
22n+2

si n ∈ −N∗.
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Exercice 10.3. Posons u =
1
z

, f(z) = g(u) =
u

u− 1
eu.

Supposons z ∈ C1. On a alors |u| < 1 et :

g(u) = −u
( ∞∑
n=0

un
)( ∞∑

n=0

un

n!

)
.

On a alors facilement :

f(z) = −
∞∑
n=0

[
1 +

1
1!

+
1
n!

] 1
zn+1

·

Supposons z ∈ C2. Alors u ∈ C1 et, dans C1, g a un développement de Laurent dont
on note an, n ∈ Z, les coefficients. Si γ est le cercle C(0, 1) orienté dans le sens
direct, on sait que

an =
1

2iπ

∫
γ

g(u)
un+1

du =
1

2iπ

∫
γ

eu

un(u− 1)
du.

Par suite, si hn(u) =
eu

un(u− 1)
, on a an = Res(hn, 0) + Res(hn, 1).

Comme 1 est pôle simple de hn, on trouve Res(hn, 1) = e (voir 8.4.2). Si n � 0, on a
Res(hn, 0) = 0. Traitons le cas où n > 1. d’après l’étude du premier cas, au voisinage
de 0, il vient :

hn(u) = − 1
un

∞∑
p=0

[
1 +

1
1!

+ · · · + 1
p!

]
up.

On a alors Res(hn, 0) = −1 − 1
1!

− · · · − 1
(n− 1)!

si n > 0. On obtient alors

f(z) =
∞∑
n=0

ezn −
−1∑
−∞

[
1 +

1
1!

+ · · · + 1
(−n− 1)!

]
zn

si z ∈ C2.

Exercice 10.4. La fonction fg étant holomorphe dans U a un développement de
Laurent dans U :

f(z)g(z) =
∞∑
−∞

cnz
n.

Si r < ρ < R et si γ est le cercle C(0, ρ) orienté dans le sens direct, on sait que

cn =
1

2iπ

∫
γ

f(z)g(z)
zn+1

dz et bn−p =
1

2iπ

∫
γ

g(z)
zn−p+1

dz.

La série
∑∞

−∞anz
ng(z) est normalement convergente sur C(0, ρ). On a donc :

cn =
1

2iπ

∞∑
−∞

ap

∫
γ
zp−n−1g(z) dz.

D’où immédiatement le résultat.
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Chapitre 11

Holomorphie et parties
localement finies

SoientU un ouvert de C et f ∈ H(U). On a prouvé que l’ensemble des zéros de
f est une partie localement finie de U . Dans ce chapitre, on va montrer que, siA
est une partie localement finie de U , il existe une fonction holomorphe dans U
dont l’ensemble des zéros est A. On étudie aussi quelques questions analogues.

11.1 PRODUIT CANONIQUE DE WEIERSTRASS

11.1.1. On pose

E0(z) = 1 − z et Ep(z) = (1 − z) exp
(
z +

z2

2
+ · · · + zp

p

)
si p � 1.

On dit que Ep est le pème facteur élémentaire de Weierstrass. Si |z| < 1, il vient :

Ep(z) = exp
(

Log(1 − z) + z +
z2

2
+ · · · + zp

p

)
= exp

(
−

∞∑
n=p+1

zn

n

)
.

Lemme 11.1.2. Si p ∈ N et |z| � 1, on a |Ep(z) − 1| � |z|p+1.

Démonstration. C’est évident si p = 0. Supposons p � 1. Il vient facilement :

−E′
p(z) = zp exp

(
z +

z2

2
+ · · · + zp

p

)
.
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On en déduit que le développement en série de −Ep est de la forme

−Ep(z) =
∞∑
n=p

anz
n,

où les an sont des réels strictement positifs. Comme Ep(0) = 1, on obtient :

1 − Ep(z) =
∞∑
n=p

an
zn+1

n+ 1
·

Par conséquent, puisque Ep(1) = 0, si 0 < |z| � 1 :∣∣∣1 − Ep(z)
zp+1

∣∣∣ �
∞∑
n=p

an
|z|n−p
n+ 1

�
∞∑
n=p

an
n+ 1

=
1 −Ep(1)

1p+1
= 1.

D’où le lemme. �

Théorème 11.1.3. Soit (zn)n une suite de nombres complexes non nuls vérifiant
limn rn = +∞, avec rn = |zn|. Soit (pn)n une suite d’entiers positifs ou nuls telle
que ∞∑

n=0

( r

rn

)1+pn

< +∞.

pour tout réel r strictement positif. Alors le produit infini

E(z) =
∞∏
n=0

Epn

( z

zn

)
converge normalement sur tout compact de C. L’ensemble des zéros de la fonction
entière E est {zn ; n ∈ N}. La multiplicité du zéro a de E est le nombre d’entiers
n tels que a = zn. On dit que E est le produit canonique de Weierstrass associé aux
suites (zn)n et (pn)n.

Démonstration. Si |z| � r � rn, il résulte de 11.1.2 que∣∣∣1 − Epn

( z

zn

)∣∣∣ �
∣∣∣ z
zn

∣∣∣1+pn

�
( r

rn

)1+pn

.

Comme rn tend vers +∞ si n tend vers +∞, la série de terme général
∣∣∣1−Epn

( z

zn

)∣∣∣
est normalement convergente sur tout compact de C. Le théorème est alors consé-
quence de 9.2.3 et 9.2.5. �

Remarque. Si la série
∑
r−1
n est convergente on peut prendre pn = 0 pour

tout n. Le produit canonique est alors :

E(z) =
∞∏
n=0

(
1 − z

zn

)
.

De même, si la série
∑
r−2
n converge, on peut prendre pn = 1 pour tout n, et

le produit canonique est alors :

E(z) =
∞∏
n=0

(
1 − z

zn

)
exp

( z

zn

)
.
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11.2 APPLICATIONS

11.2.1. Soit f une fonction holomorphe non nulle dans un ouvert connexe U . D’après
4.3.3 et 8.1.2, l’ensemble des zéros de f est dénombrable. On peut donc indexer les
éléments de cet ensemble pour obtenir une suite de nombres complexes.

Théorème. (Théorème de factorisation de Weierstrass). Soient f une fonction en-
tière vérifiant f(0) �= 0 et (an)n la suite des zéros de f comptés avec leur multiplicité.
Il existe g ∈ H(C) et une suite (pn)n d’entiers positifs ou nuls tels que

f(z) = eg(z)
∞∏
n=0

Epn

( z

an

)
.

Démonstration. Si n ∈ N, notons pn la multiplicité du zéro an de f . Soit E le
produit canonique de Weierstrass associé aux suites (an)n et (pn)n. La fonction f/E
se prolonge en une fonction entière h sans zéro. Comme C est simplement connexe
(10.1.10), il existe g ∈ H(C) vérifiant h = eg (10.4.3). D’où le résultat. �

Remarque. La factorisation de f dans le théorème 11.2.1 n’est pas unique.
D’autre part, si l’ensemble des zéros de f est fini, il est clair que l’on remplace
le produit infini de 11.2.1 par un produit fini.

11.2.2. Soit U un ouvert de C.

Si f ∈ H(U) et si A est une partie de U , on note ‖f‖A = sup{|f(z)| ; z ∈ A}.

Pour p ∈ N∗, posons Kp = {z ∈ U ; |z| � p} si U = C, et

Kp =
{
z ∈ U ; |z| � p, d(z,C\U) � 1

p

}
si U �= C. Les ensembles Kp sont ceux définis en 8.1.1.

On va utiliser ces notations dans la suite de ce paragraphe.

Proposition 11.2.3. Soient p ∈ N∗ et a ∈ U\Kp.

(i) Il existe f ∈ H(U) injective et vérifiant f(a) = 1, ‖f‖Kp
< 1.

(ii) Pour tout ε > 0, il existe g ∈ H(U) telle que ‖g−1‖Kp
� ε, admettant a comme

unique zéro, l’ordre de ce zéro étant égal à 1.

Démonstration. (i) Si |a| < p, la fonction f(z) =
z

a
convient. Si d(a,C\U) < p−1,

il existe b ∈ C\U tel que |a− b| < p−1, et alors f(z) =
a− b

z − b
convient.

(ii) Soit f comme en (i) et, pour n � 1, soit :

gn = En(f).

Pour tout n ∈ N∗, a est l’unique zéro de gn. D’autre part, comme f est injective, on a
f ′(a) �= 0 (8.7.2), donc a est zéro d’ordre 1 de gn.
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Soit r = ‖f‖Kp
< 1. D’après 11.1.2, si z ∈ Kp, on a :

|gn(z) − 1| � |f(z)|n+1 � rn+1.

On voit donc que la suite (gn − 1)n converge uniformément vers 0 sur Kp. On a ainsi
le résultat en prenant g = gn avec n assez grand. �

Théorème 11.2.4. (Théorème de Weierstrass). Soient U un ouvert de C, A une
partie localement finie de U , et m : A → N∗ une application. Il existe f ∈ H(U)
vérifiant les conditions suivantes :
(i) Les seuls zéros de f sont les éléments de A.
(ii) Tout a ∈ A est zéro d’ordre m(a) de f .

Démonstration. Posons A0 = A ∩ K1 et Ap = A ∩ (Kp+1\Kp) pour p � 1. On
indexe les éléments de A en une suite (an)n�1 de sorte que, pour tout a ∈ A, on
ait card{n ∈ N∗ ; an = a} = m(a). On peut en outre supposer que si as ∈ Ap et
at ∈ Ap+1, alors s < t.
Si α, β ∈ C, on a :

|αβ − 1| � |α− 1| |β − 1| + |α− 1| + |β − 1|.
D’après ce qui précède et 11.2.3, pour tout p ∈ N∗, il existe gp ∈ H(U) vérifiant les
conditions suivantes :
1) Les seuls zéros de gp sont les éléments de Ap.
2) Tout a ∈ Ap est zéro d’ordre m(a) de gp.

3) On a ‖gp − 1‖Kp
� 1
p2

·.
Comme tout compact K de U est contenu dans un Kp, la série de fonctions∑

n�1(gp − 1) est normalement convergente sur tout compact de U . Compte tenu de
9.2.3 et 9.2.5, on voit alors que la fonction définie sur U par

f(z) =
( ∏
a∈A0

(z − a)m(a)
)( ∞∏

p=1
gp(z)

)
vérifie les conditions de l’énoncé. �

Corollaire 11.2.5. Soient U un ouvert de C et f ∈ M(U). Alors f est de la forme
g/h, avec g, h ∈ H(U), sans zéro commun.

Démonstration. Quitte à raisonner dans chaque composante connexe de U , on peut
supposer U connexe. Si f ∈ H(U), le résultat est clair. Sinon, l’ensembleA des pôles
de f est localement fini dans U . Pour a ∈ A, soit m(a) l’ordre de a en tant que pôle
de f . Soit g ∈ H(U) associée à

(
a,m(a)

)
a∈A comme en 11.2.4. Alors h = fg est

holomorphe dans U et aucun point de A n’est zéro de h. �
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Théorème 11.2.6. (Théorème de Mittag-Leffler). Soient U un ouvert de C, A une
partie localement finie de U et, pour tout a ∈ A, Pa un polynôme sans terme constant,
à coefficient dans C. Il existe f ∈ M(U) vérifiant les conditions suivantes :

(i) Les éléments de A sont les seuls pôles de f .

(ii) Pour tout a ∈ A, la partie principale de f en a est Pa
(
(z − a)−1

)
.

Démonstration. Soit a ∈ U un pôle de f d’ordre m. On a :

Pa
( 1
z − a

)
=

αq
(z − a)q

+
αq−1

(z − a)q−1
+ · · · + α1

z − a
·

Soit p ∈ N∗ tel que a /∈ Kp. En élevant à une puissance convenable une fonction ayant
la propriété de 11.2.3, (i), on obtient une fonction f1 ∈ H(U) vérifiant :

f1(a) = 1 , ‖f1‖Kp
� ε

q|αq| [d(a,Kp)]q.

L’application méromorphe h1 donnée par

h1(z) =
αqf1(z)
(z − a)q

a les propritées suivantes :

1) ‖h1‖Kp
� ε

q
·

2) a est le seul pôle de h1 et la partie principale de de h1 en a est de la forme :

Pa

( 1
z − a

)
− βq−1

(z − a)q−1
− · · · − β1

z − a
·

Procédant par récurrence, on voit que l’on peut construire une fonction ha ∈ M(U)
ayant a pour unique pôle, pour partie principale Pa

(
(z − a)−1

)
en a, et vérifiant

‖ha‖Kp
� ε. On a obtenu le résultat si A est un singleton.

Envisageons le cas général, et utilisons la notations ap de la preuve de 11.2.4. Ce qui
précède montre l’existence d’une fonction méromorphe gp sur U , dont les seuls pôles
sont les éléments de Ap, avec pour partie principale Pa

(
(z − a)−1

)
si a ∈ Ap, et

vérifiant ‖gp‖Kp
� 1

p2
· Compte tenu de 8.8.4, on voit que la fonction méromorphe

sur U définie par

f(z) =
∑
a∈A0

Pa

( 1
z − a

)
+

∞∑
p=1

gp(z)

est solution du problème. �

Théorème 11.2.7. Soient U un ouvert de C, A une partie localement finie de A,
et m : A → N une application. Si a ∈ A, soient wn,a des nombres complexes avec
0 � n � m(a). Il existe f ∈ H(U) telle que f (n)(a) = n!wn,a pour tout a ∈ A et
0 � n � m(a).
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Démonstration. D’après 11.2.4, il existe g ∈ H(U) dont les seuls zéros sont les
éléments de A, chaque a ∈ A étant zéro d’ordre 1 +m(a) de g.
Pour tout a ∈ A, considérons une fraction rationnelle de la forme

Fa(z) =
1+m(a)∑
j=1

αj,a
(z − a)j

·

On veut montrer que l’on peut choisir les cj,a pour que, au voisinage de a, g(z)Fa(z)
soit de la forme :

w0,a + w1,a(z − a) + · · · + wm(a),a(z − a)m(a) +
∞∑

p=m(a)+1

βp(z − a)p. (1)

Pour simplifier les notations, prenons a = 0, et posons m = m(0), wn,0 = wn,
αj,0 = αj . Ecrivons, au voisinage de 0 :

g(z) =
∞∑
p+1

γpz
p+m.

On veut obtenir :

g(z)F0(z) = w0 + w1z + · · · + wmz
m +

∞∑
p=m+1

βpz
p. (2)

On a d’autre part :

g(z)F0(z) =
(m+1∑
j=1

αjz
m+1−j

)( ∞∑
p=1

γpz
p
)
. (3)

Comparant les coefficients de 1, z, . . . , zm dans (2) et (3), on voit que, γ1 étant non
nul, on peut déterminer les αj de proche en proche.
On obtient ainsi des fractions rationnelles Fa vérifiant (1) pour tout a ∈ A. D’après
le théorème de Mittag-Leffler, il existe h ∈ H(U) tel que les pôles de h soient les
éléments deA, la partie principale de h en a ∈ A étant Fa. Alors, f = gh est solution
du problème. �

11.3 IDÉAUX

11.3.1. Soit A un anneau commutatif. On dit qu’un idéal a de A est de type fini s’il
existe s’il existe n ∈ N∗ et a1, . . . , an ∈ A tels que a = Aa1 + · · · + Aan. L’idéal a
est dit principal s’il existe a ∈ A vérifiant a = Aa.

L’anneau A est dit nœthérien si tout idéal de A est de type fini. Il est dit principal s’il
est intègre et si tout idéal de A est principal.

Lemme 11.3.2. Soit U un ouvert non vide de C. Il existe une partie A de U vérifiant
les conditions suivantes :

(i) A est infinie.
(ii) A est localement finie dans U .
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Démonstration. C’est clair si U = C (prendre A = Z). Supposons U �= C. Il existe
a ∈ U\U . Pour tout n ∈ N∗, il existe zn ∈ U vérifiant |zn − a| < 1/n. Il est alors
immédiat que la suite (zn)n répond à la question. �

Proposition 11.3.3. Si U est un ouvert non vide de C, l’anneau H(U) n’est pas
nœthérien.

Démonstration. Si f ∈ H(U), on note Z(f) l’ensemble des zéros de f . SoientA une
partie de U vérifiant les conditions de 11.3.2 et a l’ensemble des éléments f ∈ H(U)
tels que Z(f) ∩ A soit infini. Il est clair que a est un idéal de H(U). Supposons qu’il
existe f1, . . . , fn ∈ a tels que :

a = H(U)f1 + · · · + H(U)fn.

Si f ∈ a, Z(f) contient l’ensemble infini E = Z(f1) ∩ · · · ∩ Z(fn). Soit a ∈ E.
D’après 11.2.4, il existe g ∈ H(U) tel que Z(g) = E\{a}. On a g ∈ a et E �⊂ Z(g).
Contradiction. �

Proposition 11.3.4. Soient U un ouvert connexe de C et f, g ∈ H(U) sans zéro
commun. Il existe h, � ∈ H vérifiant :

hf + �g = 1 , Z(h) = ∅.

Démonstration. Si a ∈ U et si u est holomorphe dans un voisinage de a, on note
ωa(u) l’ordre du zéro a de u. On remarque que, si a est zéro d’une fonction holo-
morphe u, on a ωa(u) = ωa(eu − 1).

• Si g = 0, alors Z(f) = ∅. Il suffit de prendre h = 1/f et � = 0.

• Supposons g �= 0. Soit a ∈ Z(g). Comme Z(f) ∩ Z(g) = ∅, il existe un disque
ouvert Da = D(a, ra) ⊂ U tel que f(z) �= 0 pour z ∈ Da. D’après 10.4.3, il existe
ua ∈ H(Da) vérifiant f |Da = exp(ua). L’ensemble Z(f) étant localement fini dans
U (4.3.3), il résulte de 11.2.4 qu’il existe v ∈ H(U) vérifiant ωa(v − ua) > ωa(g)
pour tout a ∈ Z(g). Alors :

ωa(f − ev) = ωa(eua − ev) = ωa(eua−v − 1) = ωa(ua − v).

On en déduit que (f−ev)/g se prolonge en une fonction holomorphe µ surU . Comme

e−vf − µe−vg = 1,

on a obtenu le résultat. �

Théorème 11.3.5. Soient U un ouvert connexe de C et a un idéal de H(U). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) a est principal.

(ii) a est de type fini.
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Démonstration. L’implication (i) ⇒ (ii) est claire. Supposons (ii) vérifié, et prouvons
(i). Ecrivons a = H(U)f1 + · · · + H(U)fn. Par récurrence sur n, il suffit d’établir le
résultat si n = 2.
SoientE = Z(f1)∩Z(f2). SiE = ∅, l’assertion résulte de 11.3.4. SupposonsE �= ∅.
Pour a ∈ E, notons θ(a) = min{ωa(f1), ωa(f2)}. D’après 11.2.4, il existe f ∈ H(U)
vérifiant Z(f) = E et ωa(f) = θ(a) pour tout a ∈ E. Les fonctions f1/f et f2/f
se prolongent en des éléments g1, g2 ∈ H(U). Comme f1 = g1f et f2 = g2f , il
vient a ⊂ H(U)f . D’autre part, par construction, g1 et g2 sont sans zéro commun.
D’après 11.3.4, il existe h1, h2 ∈ H(U) vérifiant h1g1 + h2g2 = 1. On en déduit que
f = h1f1 + h2f2. D’où H(U)f ⊂ a. �

EXERCICES

Exercice 11.1. Soient U un ouvert connexe de C et a un idéal de H(U).

a) On suppose qu’il existe a ∈ U qui n’est pas zéro commun à tous les éléments de a.
Soient f, g ∈ H(U) vérifiant les conditions suivantes :
(i) fg ∈ a.

(ii) Si f a un zéro dans U , c’est a.
Prouver que g ∈ a.

b) On suppose que a est fermé dans H(U) et qu’il n’existe aucun élément de Uqui soit
zéro commun à tous les éléments de a. Montrer que a = H(U).

Exercice 11.2. Soient U un ouvert connexe de C, A une partie localement finie de U
et a un idéal de H(U).

a) Soit (un)n une suite d’éléments de H(U) convergeant uniformément sur tout com-
pact de U\A. Prouver que (un)n converge uniformément sur tout compact de U .

b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) a est de type fini.

(ii) a est principal.

(iii) a est fermé dans H(U).
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 11.1. a) Si f n’a aucun zéro dans U , on a 1/f ∈ H(U). En écrivant que
g = (1/f)(fg), on obtient le résultat. Supposons que a soit zéro d’ordre n � 1 de f .

Il existe h ∈ a vérifiant h(a) �= 0. Si z ∈ U , posons :

�(z) =
f(z)
z − a

g(z) =
1

h(a)

[h(z) − h(a)
z − a

f(z)f(z) − f(z)g(z)
z − a

h(z)
]
.

On a � ∈ a. Appliquant ceci n fois, on voit que l’application v définie par

v(z) =
f(z)

(z − z)n
g(z)

appartient à a. Comme z → f(z)
(z − a)n

est inversible dans H(U), on obtient g ∈ a.

b) Soit f ∈ a\{0}. D’après 11.2.1, on peut écrire f =
∏∞
n=0fn, où fn ∈ H(U) a un

unique zéro an ∈ U . Posons

gp =
∏
n�p

fn ∈ H(U).

La suite (gp)p converge uniformément sur tout compact vers 1, et gp = fpgp+1.

Comme g0 = f ∈ a et que fp n’a aucun zéro dans U\{ap}, il résulte de a) que gp ∈ a
pour tout p ∈ N. L’idéal a étant fermé dans H(U), on obtient 1 ∈ a. D’où a = H(U).

Exercice 11.2. a) Soit a ∈ U . Il existe r > 0 tel que l’on ait D ′(a, r) ⊂ U et
D′(a, r) ∩A = ∅, ou D′(a, r) ∩A = {a}. D’après le principe du maximum, on a

sup{|un(z) − up(z)| ; z ∈ D′(a, r)} = sup{|un(z) − up(z)| ; |z − a| = r}.
Ainsi, (un)n vérifie le critère de Cauchy uniforme sur D ′(a, r), donc converge uni-
formément sur D′(a, r). On obtient le résultat en recouvrant un compact de U par un
nombre fini de disques du type précédent.

b) On sait déjà que (i) et (ii) sont équivalentes (11.3.5).

(ii) ⇒ (iii) Supposons a = H(U)f , et soit g ∈ a. Il existe hn ∈ H(U) tel que, si
gn = hnf , la suite (gn)n converge uniformément sur tout compact de U vers g. Si
Z est l’ensemble des zéros de f , alors hn = gn/f converge uniformément sur tout
compact de U\Z . D’après a), (hn)n converge uniformément vers h ∈ H(U) sur tout
compact de U . Ainsi, g = hf ∈ a.

(iii) ⇒ (ii) Soit Z ⊂ U l’ensemble des zéros communs à tous les éléments de a. Si
a ∈ Z , posons m(a) = min{ω(f) ; f ∈ a\{0}}, où ω(f) est l’ordre de a en tant que
zéro de f .

D’après 11.2.4, il existe g ∈ H(U) dont les seuls zéros sont les éléments de A et
vérifiant ω(g) = m(a) pour tout a ∈ A. Si b = g−1a, il résulte de l’exercice 11.1. b)
que b = H(U). D’où a = H(U)g.
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Chapitre 12

Représentation conforme

12.1 TOPOLOGIE

12.1.1. Dans tout le paragraphe 12.1, U est un ouvert de C. On note C (U) le C-
espace vectoriel des applications continues de U dans C. Si K est un compact de U et
si f ∈ C (U), on pose ‖f‖K = sup{|f(z)| ; z ∈ K}.

On fixe une suite (Kn)n�1 de compacts non vides de U (voir 8.1.1 et 11.2.2) vérifiant
les conditions suivantes :

(i) U est réunion des Kn et Kn ⊂
◦
Kn+1 pour tout n � 1.

(ii) Pour tout compact K de U , il existe un entier n � 1 tel que K ⊂ Kn.

Si f, g ∈ C (U), on pose :

d(f, g) =
∞∑
n=1

1
2n

min{1, ‖f − g‖Kn
}.

On vérifie facilement que (f, g) → d(f, g) est une distance sur C (U). Dans la suite,
C (U) est muni de cette distance et de la topologie qui lui est associée. On munit aussi
l’espace H(U) de cette topologie.

12.1.2. Si K est un compact de U et si ε > 0, on pose :

V (K, ε) = {f ∈ C (U) ; ‖f‖K � ε}.
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12.1 Topologie 155

Proposition. Les ensembles V (K, ε), ε > 0 et K compact de U , forment un système
fondamental de voisinages de 0 dans C (U).

Démonstration. Soit V un voisinage de 0 dans C (U). Il contient un ensemble
{f ∈ C (U) ; d(0, f) � η}, avec 0 < η < 1. Soit K un compact de U . Il existe un
entier p � 1 tel que K ⊂ Kp et 2−p � η/2. Si f ∈ V (K, η/2), on a

d(0, f) �
p∑

n=0

1
2n
η

2
+

∞∑
n=p+1

1
2n

� η

2
+

1
2p

� η.

D’où V (K, η/2) ⊂ V .
Soient K un compact de U et ε > 0. Montrons que V (K, ε) est un voisinage de 0
dans C (U). Soit n ∈ N∗ tel que K ⊂ Kn. Si f ∈ C (U) vérifie d(0, f) � 2−nε, on a
nécessairement ‖f‖K � ‖f‖Kn

� ε. D’où l’assertion. �

12.1.3. D’après 10.1.2, la topologie définie en 12.1.1 sur C (U) ne dépend pas de la
suite (Kn)n. D’autre part, on a aussi obtenu qu’une suite (fn)n d’éléments de C (U)
converge vers f ∈ C (U) si et seulement si elle converge vers f uniformément sur
tout compact de U . Pour cette raison, on dit que la topologie de 12.1.1 sur C (U) est
la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de C (U).

On sait que si une suite de fonctions continues converge uniformément sur tout com-
pact, sa limite est continue. On peut aussi interpréter 7.4.2 dans le cadre de la topologie
de C (U). On a donc obtenu :

Théorème.

(i) L’espace C (U) est complet.
(ii) Le sous-espaceH(U) de C (U) est fermé dans C (U) et, pour j ∈ N, l’application

H(U) → H(U), f → f (j) est continue.

12.1.4. Précisons quelques points de vocabulaire. Soit P une partie de C (U).

• On dit que P est bornée si, pour tout compact K de U , sup{‖f‖K ; f ∈ P} est
fini.

• On dit que que P est équicontinue en un point z0 ∈ U si, pour tout ε > 0, il existe
η > 0 tel que l’on ait, pour tout f ∈ P , |f(z) − f(z0)| � ε dès que z ∈ U vérifie
|z − z0| � η. La partie P est dite équicontinue si elle est équicontinue en tout point
de U .

Proposition 12.1.5.

(i) Soient K un compact de U , ρ > 0 tel que D ′(a, ρ) ⊂ U pour tout a ∈ K , et X
la réunion des D′(a, ρ) pour a ∈ K . On a

1
k!
‖f (k)‖K � 1

ρk
‖f‖X

pour tout k ∈ N et tout f ∈ H(U).
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(ii) Si P est une partie bornée de H(U), il en est de même de {f (j) ; f ∈ P} pour
tout j ∈ N.

Démonstration. Il est immédiat que X est un compact de U . Si a ∈ K , il résulte de
6.5.2 que :

1
k!
|fk(a)| � 1

ρk
‖f‖D′(a,ρ).

D’où (i). L’assertion (ii) s’en déduit aussitôt. �

Théorème 12.1.6. (Théorème de Montel). Soient U un ouvert de C et P une partie
de H(U). Dire que P est relativement compacte signifie qu’elle est bornée.

Démonstration. 1) Supposons P non bornée. Il existe un compactK de U possédant
la propriété suivante : pour tout n ∈ N, il existe fn ∈ P tel que ‖fn‖K � n. On ne
peut donc extraire de (fn)n aucune suite uniformément convergente sur K . Ainsi, P
n’est pas relativement compacte.
2) Supposons P bornée. Soient D,∆ des disques fermés contenus dans U , de même
centre, de rayons respectifs r et r + δ, avec δ > 0.
• D’après 12.1.5, (ii), on a δ‖f ′‖D � ‖f‖∆ pour tout f ∈ H(U). Par conséquent, il
existe M(D) ∈ R∗

+ tel que ‖f ′‖D � M(D) pour tout f ∈ P .

Soit f ∈ C (U). Si t ∈ [0, 1] et z, z′ ∈ D, posons ϕ(t) = f
(
tz + (1 − t)z′

)
. Comme

ϕ′(t) = (z − z′)f ′
(
tz + (1 − t)z′

)
, il résulte de 2.4.1 et de ce qui précède que

|f(z) − f(z′)| � 2M(D)|z − z′| (1)

pour tout f ∈ P et tous z, z′ ∈ D. On a donc montré que {f |D ; f ∈ P} est une
partie équicontinue de C (D).
• Soit S = U ∩ {r + is ; r, s ∈ Q}. Alors S est une partie dénombrable dense de U .
Soit (fn)n une suite d’éléments de P . Pour tout ζ ∈ S, la suite

(
fn(ζ)

)
n

est bornée.
On sait alors (utiliser le procédé diagonal) qu’il existe une sous-suite (fnk

)k de cette
suite telle que

(
fnk

(ζ)
)
k

soit une suite convergente pour tout ζ ∈ S.

• Soient ε > 0 et B un disque fermé de rayon
ε

12M(D)
· D’après (1), on a

|f(z) − f(z′)| � ε

3

si z, z′ ∈ B ∩D et f ∈ P . D’autre part, si le centre de B appartient à D, B ∩D est
d’intérieur non vide, donc contient un point ζ de S . Pour ce point, il existe un entier
NB tel que :

k, k′ � NB ⇒ |fnk
(ζ) − fnk′ (ζ)| � ε

3
·

Alors, si z ∈ B ∩D et k, k′ � NB :

|fnk
(z)−fnk′ (z)| � |fnk

(z)−fnk
(ζ)|+|fnk

(ζ)−fnk′ (ζ)|+|fnk′ (ζ)−fnk′ (z)| � ε.
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12.2 Un résultat d’isomorphisme 157

On voit donc que la suite (fnk
)k vérifie le critère de Cauchy uniforme sur B ∩ D.

Comme D peut être recouvert par un nombre fini de boules telles B (à centre dans
D), on voit que la suite (fnk

)k vérifie le critère de Cauchy uniforme sur D. Enfin,
toute partie compacte de U pouvant être recouverte par un nombre fini de disques
fermés, on a prouvé que de la suite (fn)n, on a pu extraire une sous-suite convergeant
uniformément sur tout compact de U . Par conséquent, P est une partie relativement
compacte de H(U). �

12.2 UN RÉSULTAT D’ISOMORPHISME

12.2.1. Dans ce qui suit, on note D pour D(0, 1). Si a ∈ D, on définit ϕa ∈ Aut(D)
(voir 7.3.3) par :

ϕa(z) =
z − a

1 − az
·

On renvoie le lecteur à 7.3.2 pour la définition d’ouverts isomorphes.

Lemme 12.2.2. Soit f une fonction holomorphe dans D, non injective et vérifiant
f(D) ⊂ D. Alors |f ′(0)| < 1.

Démonstration. Soient a = f(0) et g = ϕ◦f . On a g(D) ⊂ D, g(0) = 0, et
g n’est pas injective. D’après le lemme de Schwarz (7.3.1), on a |g ′(0)| < 1, soit
|ϕ′
a(a)f

′(0)| < 1. Ceci s’écrit :

1
1 − |a|2 |f

′(0)| < 1.

Ainsi, |f ′(0)| < 1 − |a|2 < 1. �

Théorème 12.2.3. Soit U un ouvert connexe de C distinct de C. On suppose que,
pour toute fonction f ∈ H(U) ne s’annulant pas dans U , il existe g ∈ H(U) vérifiant
f = g2. Alors U est isomorphe à D.

Démonstration. On désigne par P la partie de H(U) constituée des applications f
qui sont injectives et qui vérifient f(U) ⊂ D.
1) Prouvons que P est non vide.
Soit a ∈ C\U . La fonction z → z − a ne s’annulant pas dans U , il existe g ∈ H(U)
vérifiant g(z)2 = z − a pour tout z ∈ U . Si g(z) = g(ζ), on a g(z)2 = g(ζ)2, donc
z = ζ , et g est injective. On voit de même que, si g(z) = −g(ζ), alors z = ζ . Par
suite, si w ∈ g(U), on a −w /∈ g(U). L’application g étant ouverte (8.7.2), son image
contient un disque D′(b, r) avec r > 0. On a donc g(U) ∩ D′(−b, r) = ∅. Ainsi,
l’application définie sur U par

f(z) =
r

g(z) + r

est un élément de P .
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2) Soient f ∈ P non surjective et z0 un point deU . On va prouver qu’il existe f1 ∈ P
vérifiant |f ′1(z0)| > |f ′(z0)|.
Soit a ∈ D\f(U). On a ϕa◦f ∈ P , et ϕa◦f est sans zéro dans U . Il existe donc
g ∈ H(U) vérifiant ϕa◦f(z) = g(z)2 pour tout z ∈ U . Si l’on note σ l’application
z → z2, il vient donc :

σ◦g = ϕa◦f.
On a g(U) ⊂ D et, comme ϕa◦f est injective, on voit que g l’est.
Posons b = g(z0) et f1 = ϕb◦g. On a f1 ∈ P et f1(z0) = 0. Si l’on note
ψ = ϕ−a◦σ◦ϕ−b, on obtient :

f = ϕ−a◦σ◦g = ϕ−a◦σ◦ϕ−b◦f1 = ψ◦f1.

Par conséquent, f ′(z0) = ψ′(0)f ′1(z0).
L’application σ n’étant par injective, ψ = ϕ−a◦σ◦ϕ−b ne l’est pas non plus. D’après
12.2.2, on a |ψ′(0)| < 1. D’où |f ′(z0)| < |f ′1(z0)|, car f ′(z0) �= 0 (8.7.2).
3) Soit z0 un point de U . On va montrer qu’il existe un élément g de P tel que
|g′(z0)| = sup{|f ′(z0)| ; f ∈ P}, et que g est un isomorphisme de U sur D.
Soit M = sup{|f ′(z0)| ; f ∈ P} ∈ R+ ∪ {+∞}. Comme P est une partie bornée
de H(U), on a M ∈ R+ (12.1.5). D’autre part, M > 0 (8.7.2).
Il existe une suite (fn)n d’éléments de P telle que |f ′

n(z0)| tende vers M quand
n tend vers +∞. La suite (fn)n étant bornée, il résulte de 12.1.6 que l’on peut
supposer qu’elle converge uniformément sur tout compact vers f ∈ H(U). On a donc
M = |f ′(z0)| > 0, et f n’est pas constante. D’après 8.5.3, f est injective.
Comme |fn(z)| < 1 pour tout n ∈ N et tout z ∈ U , on a f(U) ⊂ D′(0, 1). D’autre
part, f étant non constante est ouverte (8.7.2). D’où f(U) ⊂ D. On a donc prouvé que
f ∈ P . Enfin, comme M = |f ′(z0)|, il résulte de l’alinéa 2 que f est une surjection
de U sur D. Par suite, f est un isomorphisme analytique de U sur D. �

Théorème 12.2.4. (Théorème de Riemann). Tout ouvert simplement connexe de C,
distinct de C, est isomorphe au disque unité ouvert D(0, 1).

Démonstration. C’est clair d’après 10.4.3 et 12.2.3. �

Théorème 12.2.5. Soit U un ouvert connexe de C. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) U est simplement connexe.

(ii) Toute fonction f ∈ H(U) possède une primitive dans U .

(iii) Pour toute fonction f ∈ H(U) sans zéro dans U , il existe g ∈ H(U) vérifiant
eg = f .

(iv) Pour toute fonction f ∈ H(U) sans zéro dans U et tout q ∈ N∗, il existe
g ∈ H(U) vérifiant gq = f .

(v) Pour toute fonction f ∈ H(U) sans zéro dans U , il existe g ∈ H(U) vérifiant
g2 = f .
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12.3 Conservation des angles 159

(vi) U est égal à C ou isomorphe à D(0, 1).
(vii) U est homéomorphe à un ouvert convexe de C.

Démonstration. Les implications (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) ont été vues en 10.4.2 et
10.4.3. Les implications (iv) ⇒ (v) et (vi) ⇒ (vii) sont triviales, et (v) ⇒ (vi) résulte de
12.2.4. Soient V un ouvert convexe de C (donc simplement connexe d’après 10.1.10),
ϕ un homéomorphisme de U sur V , et ψ l’application réciproque de ϕ.
Soient a, b ∈ U et γ1, γ2 des arcs dans U allant de a à b. Alors ϕ◦γ1, ϕ◦γ2 sont des
arcs dans V allant de ϕ(a) à ϕ(b). Soit δ : [0, 1] × [0, 1] → V une homotopie dans V
de ϕ◦γ1 à ϕ◦γ1. Il est immédiat que l’application ψ◦δ est une homotopie dans U de
γ1 à γ2. Par suite, U est simplement connexe. �

12.2.6. Soient U, V des ouverts simplement connexes de C, distincts de C. D’après
12.2.5, il existe un isomorphisme analytique de U sur V . Donnons quelques exemples
autres que ceux de 6.6.2 et 6.6.3. Les calculs sont laissés au lecteur.

1) Soient P = {z ∈ C ; Im(z) > 0} et a ∈ U . Alors

z → z − a

z − a

est un isomorphisme de P sur D(0, 1).

2) La fonction z → Log z est un isomorphisme de C\R− sur {z ∈ C ; | Im(z)| < π}.

3) L’application

z → 1
2

(1
z
− z

)
est un isomorphisme de {z ∈ C ; |z| < 1,Re(z) > 0} sur P .

4) Soient α ∈ [1,+∞[ et U =
{
reit ; r ∈ R∗

+,−
π

2α
< t <

π

2α

}
. L’application

z → zα = exp(αLog z) est un isomorphisme de U sur P .

Remarque. L’ouvrage [7] donne explicitement de très nombreux isomor-
phismes analytiques entre ouverts de C.

12.3 CONSERVATION DES ANGLES

12.3.1. Dans ce paragraphe 12.3, une fonction définie sur un ouvert U de C sera aussi
considérée comme une fonction définie sur un ouvert de R2 (voir 5.2.1).

Pour z ∈ C∗, on pose :

θ(z) =
z

|z| ·

La demi-droite (réelle) contenant 0 et z est entièrement déterminée par θ(z).
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Définition. Soient U un ouvert de C, a ∈ U , et f une fonction sur U . On suppose
qu’il existe ρ > 0 tel que D(a, ρ) ⊂ U et f(z) �= f(a) pour tout z ∈ D∗(a, ρ). On
dit que f conserve les angles en a si

lim
r→0

e−itθ
(
f(a+ reit) − f(a)

)
existe et ne dépend pas de t.

Proposition 12.3.2. Soient U un ouvert de C, a ∈ U , et f une fonction sur U .

(i) Si f est dérivable en a et vérifie f ′(a) �= 0, alors f conserve les angles en a.

(ii) Supposons f différentiable en a, avec d f(a) �= 0. Si f conserve les angles en a,
alors f est dérivable en a et f ′(a) �= 0.

Démonstration. (i) Puisque f ′(a) �= 0, il existe ρ > 0 tel que l’on ait D(a, ρ) ⊂ U
et f(z) �= f(a) pour tout z ∈ D∗(a, ρ). Pour 0 < r < ρ et t ∈ R, il vient :

e−itθ
(
f(a+ reit) − f(a)

)
=
f(a+ reit) − f(a)

reit

∣∣∣ reit

f(a+ reit) − f(a)

∣∣∣.
Par suite :

lim
r→0

e−itθ
(
f(a+ reit) − f(a)

)
=

f ′(a)
|f ′(a)| ·

(ii) Supposons les hypothèses de (ii) vérifiées. Soient h, k ∈ R et ζ = h+ ik. Il existe
(α, β) ∈ C2\{(0, 0)} tel que

f(a+ ζ) − f(a) = αh+ βk + ε(ζ)|ζ|,
où ε(ζ) tend vers 0 si ζ tend vers 0. Ceci s’écrit encore :

f(a+ ζ) − f(a) =
1
2
(α− iβ)ζ +

1
2
(α+ iβ)ζ + ε(ζ)|ζ|.

Ecrivant ζ = reit, avec r > 0 et t ∈ R∗, il vient donc, pour t fixé :

lim
r→0

θ
(
f(a+ reit) − f(a)

)
=

(α− iβ) + (α+ iβ)e−2it

|(α− iβ) + (α+ iβ)e−2it| ·

Cette limite étant indépendante de t, on voit facilement que α+ iβ = 0. Compte tenu
de 5.2.2, on en déduit que f est dérivable en a et que f ′(a) = α = −iβ. On a alors
bien f ′(a) �= 0 (sinon, α = β = 0). �

12.3.3. Soient U, V des ouverts de C et f un isomorphisme analytique de U sur V .
D’après 8.7.2, on a f ′(z) �= 0 pour tout z ∈ U . Compte tenu de ceci et de 12.3.2, on
dit aussi que f est une transformation conforme de U sur V . Si a ∈ U , on a

f(z) − f(a) = f ′(a)(z − a) + ε(z − a)|z − a|,
où ε(z−a) tend vers 0 si z tend vers a. On voit donc que l’application linéaire tangente
à f en a est une similitude.
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Exercices 161

EXERCICES

Exercice 12.1. Soit U un ouvert de C. Montrer que l’application de H(U) dans lui-
même, f → exp(f) est continue.

Exercice 12.2. a) Soient U un ouvert convexe de C et h ∈ H(U). Prouver que, si
a, b ∈ U , on a :

|h(b) − h(a)| � |b− a| sup{|h′(z)| ; z ∈ U}.
b) Soit g : D(0, 1) → D(0, 1) une fonction holomorphe. Montrer que, si z ∈ D(0, 1),
on a :

|g′(z)| � 1
(1 − |z|)2 ·

En déduire que, si r ∈ ]0, 1[ et |z| < 1 − r, alors :

|g′(z)| � 1
r2

·

c) Pour n ∈ N, soit fn : D(0, 1) → D(0, 1) une fonction holomorphe. On suppose
que la suite (fn)n converge simplement vers une fonction f continue sur D(0, 1).

Soient ε > 0 et a ∈ D(0, 1). Prouver qu’il existe ηa > 0 et Na ∈ N tels que l’on ait
|fnz) − f(z)| � ε pour tout n � Na et tout z ∈ D(a, ηa) ∩D(0, 1). En déduire que
f ∈ H(

D(0, 1)
)
.

Exercice 12.3. Soient D = D(0, 1) et C un carré ouvert de centre 0. On désigne par
f une représentation conforme de D sur C vérifiant f(0) = 0, et on note

f(z) =
∞∑
n=1

anz
n

le développement de f en série entière au voisinage de 0.

a) Pourquoi g(z) = f−1
(
if(z)

)
est-il bien défini si z ∈ D ? Prouver qu’il existe

η ∈ C vérifiant |η| = 1 et g(z) = ηz pour tout z ∈ D.

b) Montrer que f(iz) = if(z) pour tout z ∈ D. En déduire que an = 0 si n /∈ 4N+1.

Exercice 12.4. Soient U = {z ∈ C ; eRe z < Im z < 2π + eRe z} et V = C\S, où S
est l’ensemble {teit ; t ∈ R+}.

a) Montrer que la restriction de l’exponentielle à U est injective.

b) Prouver que V = {ez ; z ∈ U}.

c) Montrer qu’il existe f ∈ H(V )tel que f(t) = 2iπ + ln t pour tout t ∈ ]0, 2π[.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 12.1. Soient K un compact de U et (fn)n une suite dans H(U) convergeant
uniformément sur tout compact de U vers f ∈ H(U). Si z ∈ U et n ∈ N, on a :

exp
(
fn(z)

) − exp
(
f(z)

)
= exp

(
f(z)

) ∞∑
p=1

(
fn(z) − f(z)

)p
p!

·

On en déduit :

‖ exp fn − exp f‖K � ‖ exp f‖K
(
exp(‖fn − f‖K) − 1

)
.

Par suite, exp fn converge uniformément vers exp f sur K . Compte tenu de la défini-
tion de la topologie sur H(U), on a obtenu le résultat.

Exercice 12.2. a) Soient a, b ∈ U . Comme U est convexe, on a a + t(b − a) ∈ U
pour tout t ∈ [0, 1]. On peut alors appliquer l’inégalité des accroissements finis à la
fonction � : [0, 1] → C, t→ g[a+ t(b− a)]. On a alors :

|�(1) − �(0)| � sup{|�′(t)| ; t ∈ [0, 1]}.
Comme �′(t) = (b− a)g′[a+ t(b− a)], on en déduit aussitôt le résultat demandé.

b) Soient ρ ∈ ]|z|, 1[ et γ le cercle C(0, ρ) parcouru dans le sens direct. On a :

f ′(z) =
1

2iπ

∫
γ

f(ζ)
(ζ − z)2

dζ.

Par suite :

|f ′(z)| � 1
2π

2πρ sup
{ f(ζ)
|ζ − z|2 ; |ζ| = ρ

}
� ρ

(ρ− |z|)2 ·
On obtient donc le premier point en faisant tendre ρ vers 1. Le second s’en déduit
immédiatement.

c) Soient ε > 0 et a ∈ D(0, 1). Il existe Na ∈ N tel que |fn(a) − f(a)| � ε/3
si n � Na. D’autre part, f étant continue au point a, il existe ρ > 0 tel que
D′(a, ρ) ⊂ D(0, 1) et |f(a) − f(z)| � ε/3 si |z − a| < ρ.

Il résulte aussi de a) que, si z ∈ D(a, ρ), on a :

|fn(z) − fn(a)| � |z − a| sup{|f ′(ζ)| ; |ζ − a| < ρ}.
Soit r ∈ ]0, 1[ tel que D(a, ρ) ⊂ D(0, 1 − r). Compte tenu de b), pour tout n ∈ N et
tout ζ ∈ D(a, ρ), on a |f ′(ζ)| � r−2. On en déduit :

|z − a| < ρ⇒ |fn(z) − fn(a)| � |z − a|
r2

·
Par suite, il existe ηa < ρ tel que l’on ait |fn(a) − fn(a)| � ε/3 si |z − a| < η. On
obtient donc :

n � Na, |z − a| < η ⇒ |fn(z) − f(z)| � ε.
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Solutions des exercices 163

SoientK un compact deD(0, 1) et ε > 0. Les disquesD(a, ηa) précédents recouvrent
K lorsque a décritK . De ce recouvrement, on peut extraire un sous-recouvrement fini
K ⊂ D(a1, ηa1) ∪ · · · ∪D(as, ηas

).

Posons N = max{Na1 , . . . , Nas
}. Si z ∈ K , il existe un indice k tel que l’on ait

|z − ak| < ηak
. Si n > N , on a donc |fn(z) − f(z)| � ε. On vient ainsi de prouver

que la suite (fn)n converge uniformément vers f sur K . Compte tenu de 7.4.2, on a
f ∈ H(

D(0, 1)
)
.

Exercice 12.3. a) Comme C est stable par l’application z → iz, il est clair que g est
bien défini, et g est alors un automorphisme analytique de D. Compte tenu de 7.3.3, il
existe a ∈ D et η de module 1 tels que

g(z) = η
z − a

1 − az

pour tout z ∈ D. Comme g(0) = 0, il vient a = 0 et g(z) = ηz.

b) D’après la question précédente, on a if(z) = f(ηz) pour tout z ∈ D. On en déduit
if ′(z) = ηf ′(ηz) et, en particulier, if ′(0) = ηf ′(0). Comme f est une bijection
analytique de D sur C , on a f ′(0) �= 0 (8.7.2). D’où η = i et if(z) = f(iz). Ceci
s’écrit ∞∑

n=1
ani

nzn =
∞∑
n=1

ianz
n

pour tout z ∈ D. D’après l’unicité du développement en série de f au voisinage de 0,
on a an(1 − in−1) = 0 pour tout n ∈ N∗. Ainsi, an = 0 si n /∈ 4N + 1.

Exercice 12.4. a) Pour k = 1, 2, soient zk ∈ U , xk = Re zk, et yk = Im zk. Si
exp(z1) = exp(z2), on obtient x1 = x2, car exp(xk) = | exp(zk)|. D’autre part, il
existe n ∈ Z tel que y1 − y2 = 2πn. Comme z1, z2 ∈ U , il vient n = 0. On a obtenu
le résultat.

b) On remarque que S = {ρeiθ ; ρ ∈ R+, ρ− θ ∈ πZ}.

Soit w ∈ V . Ecrivons w = ρeiθ, avec ρ ∈ R∗
+ et θ ∈ R. On a ρ− θ /∈ 2πZ. Par suite,

il existe n ∈ Z tel que ρ < θ + 2nπ < ρ+ 2π.

Posons y = θ + 2nπ, et soit x ∈ R tel que ρ = ex. Si z = x + iy, on a z ∈ U et
ez = w. D’où w ∈ exp(U).

c) Soit g la restriction de l’exponentielle à U ; c’est une bijection de U sur V d’après
les questions précédentes. De (zz)′ = ez �= 0, on déduit que l’application réciproque
f : V → U de g est holomorphe dans V .

Soit t ∈ ]0, 2π[ et z = ln t + 2iπ. On a z ∈ U et ez = t, donc t ∈ V . D’autre part,
t = g(z), donc z = f(t). Comme f ∈ H(V ), on a obtenu le résultat.
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Chapitre 13

Quelques grands classiques

13.1 THÉORÈMES DE PICARD

Lemme 13.1.1. Soit f une fonction holomorphe au voisinage de D ′(0, R), avec
R > 0, et vérifiant |f ′(0)| = a > 0. Notons M = sup{|f ′(z)| ; |z| � R}. Alors :

D
(
f(0),

Ra2

8M

)
⊂ f

(
D(0, 1)

)
.

Démonstration. Quitte à changer f en f − f(0), on peut supposer f(0) = 0. Le
développement de f en série entière dans D ′(0, R) est de la forme

f(z) =
∞∑
n=1

αnz
n,

avec |α1| = a.

D’après les inégalités de Cauchy (7.1.1), on a |αn| � n|αn| � MR1−n si n � 1. En
particulier a � M .
Pour |z| = r < R, il vient :

|f(z)| = |f(z) − α1z + α1z| � ar − |f(z) − α1z| = ar −
∣∣∣ ∞∑
n=2

αnz
n
∣∣∣

� ar −
∞∑
n=2

M
rn

Rn−1
= ar − Mr2

R− r
·
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13.1 Théorèmes de Picard 165

Si |z| =
Ra

4M
� R

4
< R, on obtient donc :

|f(z)| � Ra2(3M − a)
4M(4M − a)

� 2Ra2M

4M(4M − a)
=

Ra2

2(4M − a)
� Ra2

8M
·

Soit ζ ∈ C tel que |ζ| < Ra2

8M
· Si |z| =

Ra

4M
, il vient alors :

|(f(z) − ζ
) − f(z)| = |ζ| < |f(z)|.

D’après le théorème de Rouché (8.6.3), les fonctions z → f(z) et z → f(z) − ζ ont

même nombre de zéros (comptés avec leut multiplicité) dans le disque D
(
0,
Ra

4M

)
.

Comme f(0) = 0, il existe z0 appartenant à ce disque tel que f(z0) = ζ . On a prouvé
que :

D
(
0,
Ra2

8M

)
⊂ f

[
D

(
0,
Ra

4M

)]
.

D’où le résultat. �

Lemme 13.1.2. Soit D(0, R) un disque de rayon non nul. Il existe µ ∈ R∗
+ vérifiant

la condition suivante : pour toute fonction f holomorphe dansD(0, R) et tout nombre
réel ρ tel que 0 < ρ < sup{(R − |z|)|f ′(z)| ; |z| � R}, il existe un disque ouvert de
rayon µρ contenu dans l’image de f .

Démonstration. Soit ζ ∈ D(0, R) tel que ρ < (R − |ζ|)|f ′(ζ)|. Pour ε > 0 assez
petit, on a donc ρ < (R − ε − |ζ|)|f ′(ζ)|. Il en résulte qu’il existe r ∈ ]0, R[ tel que
l’on ait encore ρ < sup{(r − |z|)|f ′(z)| ; |z| � r}. La dernière borne supérieure est

atteinte en un point z0 tel que r − |z0| = δ > 0. Par suite, si |z − z0| < δ

2
, on a

z ∈ D(0, r) et ∣∣∣ f ′(z)
f ′(z0)

∣∣∣ � δ

r − |z| � 2.

D’après 13.1.1, il existe un disque ouvert de rayon
r|f ′(z0)|2
16|f ′(z0)| =

r|f ′(z0)|
16

contenu

dans l’image de f . Or :

r|f ′(z0)|
16

>
rρ

16(r − |z0|) � ρ

16
·

On a obtenu le résultat avec µ =
1
16

· �

13.1.3. On renvoie à 12.1.4 pour la définition d’une partie bornée de H(U).
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Théorème. Soient U un ouvert connexe de C, a ∈ U , et M � 1 un réel. On note P
la partie de H(U) formée des fonctions f vérifiant :

0 /∈ f(U) , 1 /∈ f(U) ,
1
M

� |f(a)| � M.

Alors P est une partie bornée de H(U).

Démonstration. 1) Supposons tout d’abord que U soit un disque D(0, R), avec
R > 0, et que a = 0. En particulier, U est simplement connexe.

a) Si f ∈ P , f ne s’annule pas dansU . Il existe f1 ∈ H(U) vérifiant f = exp(2iπf1)

(12.2.5). Quitte à ajouter un entier à f1, on peut supposer que |Re f1(0)| � 1
2
· D’autre

part, comme −2π Im f1(0) = ln |f(0)| ∈ [− lnM, lnM ], on obtient :

|f1(0)| � M1 =
1
2

+
1
2π

lnM. (1)

Enfin, de 1 /∈ f(U), on déduit f1(U) ∩ Z = ∅.

b) Comme f1 et f1 − 1 n’ont aucun zéro dans U , il résulte de 12.2.5 que ces fonctions
sont les carrés d’éléments, notés respectivement

√
f1 et

√
f1 − 1, de H(U).

Si f2 =
√
f1+

√
f1 − 1, on a

√
f1−

√
f1 − 1 =

1
f2

. Donc, siM2 = M1+
√

1 +M1,
il vient :

1
M2

� |f2(0)| � M2 (2)

Soient ω ∈ C vérifiant ω4 = 1 et λn,ω,ε = ω(
√
n+ 1 + ε

√
n), où ε = ±1 et n ∈ N.

S’il existe z ∈ U tel que f2(z) = λn,ω,ε, un calcul facile montre que

f1(z) =
1
4
(λn,ω,ε + λ−1

n,ω,ε)
2 = ω2n+

ω2 + 1
2

·
De ω2 = ±1, on déduit f1(z) ∈ Z. C’est absurde d’après l’alinéa précédent. Ainsi,
λn,ω,ε /∈ f2(U). On a de même λ−1

n,ω,ε /∈ f2(U).

c) Comme 0 /∈ f2(U), il résulte de 12.2.5 qu’il existe g ∈ H(U) vérifiant eg = f2.
Quitte à ajouter à g un multiple entier de 2iπ, on peut supposer que | Im g(0)| � π.
D’autre part, Re g(0) = ln |f2(0)|. D’après (2), il vient :

|g(0)| � M3 = π + lnM2. (3)

D’autre part, si n ∈ N et p ∈ Z, on a

exp
[(

± ln(
√
n+ 1 +

√
n) + ip

π

2

)]
∈ {λn,ω,1, λ−1

n,ω,1},
avec ω4 = 1. D’après l’alinéa b), on obtient

ζε,n,p = ε ln(
√
n+ 1 +

√
n) + ip

π

2
/∈ g(U)

pour ε = ±1, n ∈ N et p ∈ Z.
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13.1 Théorèmes de Picard 167

d) Pour x ∈ R+, soit �(x) = ln(
√
x+ 2 −√

x+ 1) − ln(
√
x+ 1 −√

x). Un calcul
facile prouve que � est une fonction strictement décroissante. On en déduit (faire un
dessin pour bien comprendre la situation) que, pour n ∈ N, p ∈ Z, et ε = ±1, on a :

|ζε,n,p − ζε,n±1,p±1| � δ =

√
[ln(

√
2 + 1)]2 +

π2

4
.

e) D’après les alinéas c) et d), si ∆ est un disque ouvert contenu dans g(U), son
diamètre est au plus égal à δ.
Soient ρ tel que 0 < ρ < sup{(R − |z|)|g′(z)| ; z ∈ U} et µ comme en 13.1.2.
D’après ce qui précède, on a 2µρ � δ. Par suite, si z ∈ U :

|g′(z)| � δ

2µ(R − |z|) ·

Supposons |z| � r < R. D’après le principe du maximum et ce qui précède, il vient :

|g′(z)| � sup{|g′(ζ)| ; |ζ| = r} � δ

2µ(R − r)
·

Il résulte alors de 2.4.1 et de (3) que :

|g(z)| � |g(z) − g(0)| + |g(0)| � M3 +
δr

µ(R− r)
= M3(r).

Si M2(r) = exp[M3(r)], il vient alors :

1
M2(r)

� |f2(z)| � M2(r).

D’où :

|f1(z)| =
1
4

∣∣∣f2(z) +
1

f2(z)

∣∣∣2 � M2(r)2 = M1(r).

Enfin, de f = e2iπf1 , on déduit que, si M(r) = exp
(
2πM1(r)

)
, alors

1
M(r)

� |f(z)| � M(r)

pour |z| � r. On a obtenu le résultat lorsque U = D(0, R) et a = 0.

2) Envisageons le cas général. Pour b ∈ U et M � 1, notons P(b,M) l’ensemble
des f ∈ H(U) vérifiant :

f(U) ⊂ C\{0, 1} , 1
M

� |f(b)| � M.

Soit enfin V (b,M) l’ensemble des z ∈ U pour lesquels il existe M(z) � 1 vérifiant,
pour tout f ∈ P(b,M) :

1
M(z)

� |f(z)| � M(z).

D’après l’étude du cas particulier, V (b,M) est un ouvert de U . Plus précisément, on
a même obtenu le résultat suivant : si z ∈ V (b,M) et si |z − z ′| < d(z,C\U), alors
z′ ∈ V (b,M). Comme |d(z,C\U) − d(z′,C\U)| � |z − z′|, on voit donc que,
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si z /∈ V (b,M) et 2|z − z′| < d(z,C\U), alors z′ /∈ V (b,M). Ainsi, V (b,M) et
C\V (b,M) sont des ouverts de U . La connexité de U implique que ou V (b,M) = U ,
ou V (b, U) = ∅. D’après l’hypothèse et le cas particulier, on a V (a,M) = U .
Toujours d’après le cas particulier, si c ∈ V (a,M) = U , pour tout disque compact D
de centre c, contenu dans U , il existe une constante MD telle que, pour tout f ∈ P ,
on ait sup{|f(z)| ; z ∈ D} � MD. Tout compact de U pouvant être recouvert par un
nombre fini de disques compacts contenus dans U , on a obtenu le résultat. �

Théorème 13.1.4. (Petit théorème de Picard). Soit f une fonction entière non
constante. L’ensemble C\f(C) contient au plus un élément.

Démonstration. Supposons que f ne prenne pas les valeurs α, β, avec α �= β. Quitte
à changer f en z → (

f(z) − α
)
/(β − α), on peut supposer α = 0 et β = 1.

D’après la preuve de 13.1.3, il existe une fonction entière non constante g et un réel
δ > 0 tel que l’image de g ne contienne aucun disque ouvert de rayon supérieur à δ.
Pour R > 0 et |z| � R, posons θ(R) = sup{(R − |z|)|g′(z)| ; |z| � R}. Il
existe ζ ∈ C tel que g′(ζ) �= 0 (sinon g est constante). Pour R � |ζ|, on a
θ(R) � (R − |ζ|)|g′(ζ)|. Par suite, θ(R) tend vers +∞ si R tend vers +∞. D’après

13.1.2, pour tout ρ > 0, g(C) contient un disque de rayon
ρ

16
· Contradiction. D’où le

résultat. �

Remarque. On peut avoir ou card
(
C\f(C)

)
= 0 (cas de z → z), ou

card
(
C\f(C)

)
= 1 (cas de z → ez).

Théorème 13.1.5. (Grand théorème de Picard). Soient U un ouvert de C, a ∈ U ,
et f ∈ H(U\{a}) ayant une singularité essentielle en a. Pour tout nombre complexe
ζ ∈ C, sauf un au plus, il existe une suite (zn)n d’éléments de U vérifiant :

lim
n
zn = a , lim

n
f(zn) = ζ.

Démonstration. On peut supposer que a = 0 et que U est un disque D(a, 2R),
avec R > 0. Il faut prouver que card

(
C\f(C)

)
� 1. Supposons que cet ensemble

contienne au moins deux éléments. On peut supposer que {0, 1} ⊂ C\f(C) (car, si
α ∈ C∗ et β ∈ C, f et αf + β ont les mêmes singularités).
Pour n ∈ N∗, posons :

Mn = sup
{
|f(z)| ; |z| � R

n

}
.

Montrons que Mn tend vers +∞ si n tend vers +∞. Si ce n’est pas le cas, il existe
une suite strictement croissante k → nk d’entiers strictement positifs et M > 0 tels
que Mnk

� M pour tout k. En appliquant le principe du maximum dans la couronne

fermée Ck définie par
R

nk+1
et
R

nk
, on obtient |f(z)| � M pour tout z ∈ Ck. Comme
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D′
(
0,
R

n1

)
\{0} est la réunion des Ck, on voit que a est une fausse singularité de f

(8.2.2). Contradiction.

Comme f ne s’annule pas dans U\{0}, on a g =
1
f
∈ H(U\{0}). D’autre part, 0 est

point singulier essentiel de g, car sinon, f ∈ M(U) (8.3.3). Remplaçant f par g dans
le raisonnement précédent, on obtient que

mn = inf
{
|f(z)| ; |z| =

R

n

}
tend vers 0 si n tend vers +∞.
Pour n assez grand, on a donc mn < 1 < Mn. Par suite, il existe un réel αn tel que∣∣∣f(R

n
eiαn

)∣∣∣ = 1. Définissons hn ∈ H(U\{0}) par

gn(z) = f
( z
n
eiαn

)
.

On a 0, 1 /∈ g(U\{0}) et |gn(R)| = 1 si n est au moins égal à un entier n0. Compte
tenu de 13.1.3, il existe un réel δ > 0 tel que, pour tout n � n0, on ait :

Mn = sup{|gn(z)| ; |z| = R} � δ.

Cela contredit le début de la preuve. D’où le théorème. �

13.2 THÉORÈME DE RUNGE

13.2.1. Soit K un compact de C. La même preuve qu’en 6.3.1 montre que C\K a
une unique composante connexe non bornée.

Dans la suite, C (K) désigne l’ensemble des fonctions continues sur K . Pour
f ∈ C (K), on pose :

‖f‖K = sup{|f(z)| ; z ∈ K}.
L’application f → ‖f‖K est une norme sur C (K) et, muni de cette norme, C (K) est
un C-espace vectoriel normé complet.

Proposition 13.2.2. SoientK un compact de C, V une composante connexe de C\K ,
et a, b ∈ V .

(i) Pour tout ε > 0, il existe un polynôme P tel que :

sup
{∣∣∣ 1
z − a

− P
( 1
z − b

)∣∣∣ ; z ∈ K
}

� ε.

(ii) Si V est la composante connexe non bornée de C\K , pour tout ε > 0, il existe
un polynôme P tel que :

sup
{∣∣∣ 1
z − a

− P (z)
∣∣∣ ; z ∈ K

}
� ε.
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Démonstration. (i) Si a ∈ V , notons Ea l’ensemble des points b de V pour lesquels
la condition (i) est vérifiée. On a a ∈ Ea. Soit δ = d(a,K) > 0.
Soit b ∈ V tel que |a− b| < δ/4. Alors d(b,K) � (3δ)/4. Par suite, la série

1
z − a

=
∞∑
n=0

(−1)n
(b− a)n

(z − b)n+1

est normalement convergente sur K . En prenant pour P une somme partielle conve-
nable de cette série, on voit que b ∈ Ea. Ainsi, Ea est un ouvert non vide de V .
Soit c ∈ V adhérent à Ea. Comme précédemment, on voit qu’il existe b ∈ Ea tel que
c ∈ Eb. Il est alors immédiat que c ∈ Ea. Ainsi, Ea est fermé dans V . L’ensemble V
étant connexe, on a Ea = V .
(ii) Supposons que V soit la composante connexe non bornée de C\K . Il existe
b ∈ V \{0} tel que K ⊂ D(0, |b|). Pour n ∈ N et z ∈ K , la série

1
(z − b)n

= (−1)n
∞∑
k=0

(k + n− 1)!
k!(n − 1)!

zk

bn+k

est normalement convergente sur K . On a alors facilement le résultat d’après (i). �

Lemme 13.2.3. Soient K un compact de C, γ un chemin vérifiant K ∩ im γ = ∅, et
h une fonction continue sur im γ. Pour tout ε > 0, il existe w1, . . . , wm ∈ im γ et
λ1, . . . , λm ∈ C tels que :

sup
{∣∣∣ ∫

γ

h(ζ)
ζ − z

dζ −
m∑
k=1

λk
z − wk

∣∣∣ ; z ∈ K
}

� ε.

Démonstration. Soient 0 = s0 < s1 < · · · < sr = 1 tels que γ soit de classe C1 sur
chaque intervalle [si, si+1]. Fixons M > 0 tel que |γ ′(t)| � M pour t ∈ [si, si+1],
0 � i � r − 1.

La fonction � : [0, 1] ×K → C, (t, z) → h
(
γ(t)

)
γ(t) − z

est continue, donc uniformément

continue sur le compact [0, 1] ×K . Il existe donc η > 0 tel que, si |t− t′| � η, on ait
|�(t, z) − �(t′, z)| � εM−1 pour tout z ∈ K .
Fixons une subdivision 0 = t0 < t1 < · · · < tm = 1 de [0, 1] telle que |ti− ti+1| � η
pour 0 � i � m− 1. Si z ∈ K et ti � t � ti+1, il vient :∣∣∣ h(γ(t))

γ(t) − z
− h

(
γ(ti)

)
γ(ti) − z

∣∣∣ � ε

M
·

En posant

Q(z) =
m−1∑
i=0

h
(
γ(ti)

)(
γ(ti+1) − γ(ti)

)
γ(ti) − z

,

on obtient :∣∣∣ ∫
γ

f(ζ)
ζ − z

dζ −Q(z)
∣∣∣ �

m−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

|γ′(t)|
∣∣∣ h(γ(t))
γ(t) − z

− h
(
γ(ti)

γ(ti) − z

∣∣∣ dt � Mε

M
= ε.

D’où l’assertion. �
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13.2.4. Soient a ∈ C et r, s > 0. On note R(a, r, s) le rectangle constitué des points
z ∈ C vérifiant Re(a) � Re(z) � Re(a) + r et Im(a) � Im(z) � Im(a) + s. On
désigne par γ1, γ2, γ3, γ4 les chemins définis respectivement, pour 0 � t � 1, par :

γ1(t) = a+rt , γ2(t) = a+r+ ist , γ3(t) = a+r+ is− irt , γ4(t) = a+ is− ist.
Le bord orienté γ = γR(a,r,s) est le chemin fermé :

γ = γ1 ∨
(
γ2 ∨ (γ3 ∨ γ4)

)
.

Lemme. Soient U un ouvert de C contenant R = R(a, r, s) et f ∈ H(U). Alors :

1
2iπ

∫
γ

f(ζ)
ζ − z

dζ =

{
f(z) si z ∈

◦
R,

0 si z /∈ R.

Démonstration. Il existe ε > 0 tel que, si R1 = R(a− ε− iε, r+ 2ε, s+ 2ε), on ait

R ⊂
◦
R1 et R1 ⊂ U . Comme

◦
R1 est convexe, donc simplement connexe (10.1.10), on

a le résultat si z /∈ R d’après 10.4.2 et 10.4.4.

Supposons z ∈
◦
R. D’après 10.3.5, indγ(z) = indγ(z0), où z0 = a+

r

2
+
is

2
(c’est le

« centre » deR). Pour obtenir le résultat, il suffit (6.4.7) de prouver que indγ(z0) = 1.

Soit ρ > 0 tel que D′(z0, ρ) ⊂
◦
R. L’application

δ : [0, 1] × [0, 1] → C , (t, u) → uz0 + ρu
γ(t) − z0
|γ(t) − z0| + (1 − u)γ(t)

est une homotopie, dans
◦
R\{z0}, de γ au cercleC(z0, ρ) parcouru dans le sens direct.

On a donc obtenu le résultat d’après 6.4.8 et 10.4.1. �

Proposition 13.2.5. SoientU un ouvert de C etK un compact non vide de U . Il existe
des segments orientés γ1, . . . , γn dans U\K , d’images horizontales ou verticales, de
même longueur, tels que pour tout f ∈ H(U) et tout z ∈ K , on ait :

f(z) =
1

2iπ

n∑
k=1

∫
γk

f(ζ)
ζ − z

dζ. (4)

Démonstration. On peut supposer que U est borné. Posons d(K,C\U) = δ > 0.

Considérons l’ensemble des points Zd+ iZd de C, avec
√

2d < δ. Chaque « maille »
de ce réseau est un carré compact. Comme K est compact, il ne rencontre qu’un
nombre fini de ces carrés ; notons les C1, · · · , Ck. D’après le choix de d, il est im-
médiat que K ⊂ C1 ∪ · · · ∪ Ck ⊂ U .
Pour 1 � i � k, notons θk le bord orienté de Ck (voir 13.2.4). Chaque θk est composé
de quatre segments orientés θk,j, 1 � j � 4, dont les images sont parallèles aux axes.
Parmi les segments orientés précédents, considérons ceux qui ne sont pas un côté de
deux carrés Cr et Cs, avec r �= s. Notons les γ1, . . . , γn.



�

�

�

�

�

�

�

�

172 13 • Quelques grands classiques

Si γ est l’un de ces segments, et si im γ ∩K �= ∅, alors im γ est le côté de deux carrés
rencontrantK . Par suite, on a :

n⋃
i=1

im γi ⊂ U\K.

Les segments orientés qui sont des côtés communs à deux carrés distincts interviennent
avec des orientations opposées.

Par suite, si z ∈ U\(im θ1 ∪ · · · ∪ im θk), on a :

k∑
p=1

∫
θk

f(ζ)
ζ − z

dζ =
n∑
i=1

∫
γi

f(ζ)
ζ − z

dζ. (5)

D’autre part, d’après 13.2.4, si z est intérieur à Ci et si j �= i, il vient :

1
2iπ

∫
θi

f(ζ)
ζ − z

dζ = f(z) ,
1

2iπ

∫
θj

f(ζ)
ζ − z

dζ = 0. (6)

On en déduit que la formule (4) est vraie si z appartient à la réunion des intérieurs des
Cj , 1 � j � k.
Soit z ∈ K appartenant à la frontière d’un carré Cj . D’après ce que l’on a déjà dit,
on a z /∈ im γi pour 1 � i � n. Soit (zp)p une suite de points de l’intérieur de Cj
de limite z. Il existe ρ > 0 tel que |(ζ − z)(ζ − zp)| � ρ pour p ∈ N et ζ ∈ im γi,
1 � i � n. On a alors :∣∣∣ ∫

γi

f(ζ)
ζ − zn

dζ −
∫
γi

f(ζ)
ζ − z

dζ
∣∣∣ � |z − zn|

ρ
long(γi) sup{|f(ζ)| ; ζ ∈ im γi}.

Compte tenu de (5) et (6), on obtient alors (4) pour z. �

Corollaire 13.2.6. Soient U un ouvert de C et K un compact de U . Il existe des
segments orientés γ1, . . . , γn dans U\K tels que, pour tout ε > 0 et tout f ∈ H(U),
il existe λ1, . . . , λk ∈ C et w1, . . . , wk ∈ im γ1 ∪ · · · ∪ im γn, vérifiant :

sup
{∣∣∣f(z) −

k∑
p=1

λp
z − wp

∣∣∣ ; z ∈ K
}

� ε.
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Démonstration. Soient γ1, . . . , γn comme en 13.2.5. Pour 1 � p � n, il résulte de
13.2.3 qu’il existe λp,1, . . . , λp,m(p) ∈ C et wp,1, . . . , wp,m(p) ∈ im γp tels que, si

Qp(z) =
m(p)∑
j=1

λp,j
z − wp,j

,

on ait :

sup
{∣∣∣ 1

2iπ

∫
γi

f(ζ)
ζ − z

dζ −Qp(z)
∣∣∣ ; z ∈ K

}
� ε

n
·

On a alors le résultat en considérant la somme des Qp et en appliquant 13.2.5. �

13.2.7. Soit K un compact de C. Dans la suite, on note L (K) l’ensemble des
fonctions f surK pour lesquelles il existe un voisinage V deK et g ∈ H(V ) vérifiant
g|K = f . On a L (K) ⊂ C (K).

Si A est une partie de C, on désigne par CA(X) l’ensemble des fonctions rationnelles
dont les pôles appartiennent à A.

Proposition 13.2.8. SoientK un compact de C et A une partie de C\K . On suppose
que, pour toute composante connexe bornée C de C\K , on a A∩C �= ∅. Alors, pour
tout ε > 0 et tout f ∈ L (K), il existe g ∈ CA(X) vérifiant ‖f − g‖K � ε.

Démonstration. Comme f ∈ L (K), il résulte de 13.2.6 qu’il existe un compact L
de C vérifiant L ∩K = ∅, λ1, . . . , λn ∈ C, et w1, . . . , wn ∈ L tels que, si

g(z) =
n∑
i=1

λi
z − wi

,

on ait ‖f − g‖K � ε/2.
Soit Ci la composante connexe de C\K contenant wi.
• Si Ci est bornée, il existe ζi ∈ A ∩ Zi. D’après 13.2.2, (i), il existe un polynôme gi
en (z − ζi)−1 tel que :

sup
{∣∣∣gi(z) − λi

z − ζi

∣∣∣ ; z ∈ K
}

� ε

2n
·

• Supposons Ci non bornée. Il existe (13.2.2, (ii)) un polynome gi tel que

sup
{∣∣∣gi(z) − λi

z − ζi

∣∣∣ ; z ∈ K
}

� ε

2n
·

Si l’on pose g = g1 + · · · + gn, on a alors ‖f − g‖K � ε. �

Corollaire 13.2.9. Soient U un ouvert de C et K un compact de U . On suppose que,
pour toute composante connexe bornée C de C\K , on a C ∩ (C\U) �= ∅. Pour tout
ε > 0 et tout f ∈ L (K), il existe une fraction rationnelle g holomorphe dans U telle
que ‖f − g‖K � ε.

Démonstration. On peut prendre A ∩ U = ∅ dans 13.2.8. �



�

�

�

�

�

�

�

�

174 13 • Quelques grands classiques

Corollaire 13.2.10. Soit K un compact de C tel que C\K soit connexe. Si ε > 0 et
f ∈ L (K), il existe un polynôme g tel que ‖f − g‖K � ε.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la preuve de 13.2.8. �

13.2.11. Donnons un exemple d’utilisation de 13.2.10. Soit f : C → C définie par
f(z) = 1 (respectivement f(z) = 0, f(z) = −1) si Im(z) > 0 (respectivement
Im(z) = 0, Im(z) < 0). On va prouver qu’il existe une suite (Pn)n de polynômes
telle que, pour tout z ∈ C, on ait :

lim
n
Pn(z) = f(z).

Si n � 2, on pose :

Kn = D′(0, n)\
{
z ∈ C ; 0 < Im(z) <

1
n

}
, fn = f |Kn,

Un =
{
z ∈ C ; | Im(z)| > 1

n2

}
∪

{
z ∈ C ; | Im(z)| < 1

2n2

}
.

L’ensembleKn est figuré ci-dessous :

On a Kn ⊂ Un, et f |Un ∈ H(Un), car f est constante sur les trois composantes
connexes de Un. Ainsi, fn ∈ L (Kn). D’après 13.2.10, il existe un polynôme Pn tel
que

‖fn − Pn‖Kn
� 1
n

pour tout n � 2. Comme C est la réunion desKn, la suite (Pn)n répond à la question.

13.2.12. Soient K un compact de C, U un ouvert de C contenant K , P une partie de
U\K , P̃ son adhérence dans U , et P son adhérence dans C. On a P̃ ⊂ P .
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13.2 Théorème de Runge 175

Supposons que P̃ soit un compact de U (on dit alors que P est relativement compacte
dans U ). Il résulte de la définition d’un compact que P̃ est un compact de C, donc est
fermé dans C. Par suite, P̃ = P .

Lemme.

(i) SoientC une composante connexe deU\K et ∂C sa frontière. On aU∩∂C ⊂ K .
Si C est une partie relativement compacte de U , pour tout f ∈ H(U), on a
sup{|f(z)| ; z ∈ C} � ‖f‖K .

(ii) Soit C une composante connexe de C\K contenue dans U . Alors C est conte-
nue dans une composante connexe de U\K . Si C est bornée, c’est une partie
relativement compacte dans U .

Démonstration. (i) Supposons l’existence de a ∈ (D ∩ ∂C)\K . Il existe un disque
D(a, r) contenu dans U\K . On a D(a, r)∩C �= ∅, doncD(a, r) ⊂ C puisque C est
une composante connexe de U\K . C’est absurde puisque ∂C = C\C (car C est un
ouvert de C).
Si C est une partie relativement compacte de U , on a ∂C ⊂ U , donc ∂C ⊂ K . La
dernière assertion résulte alors de 7.2.5.
(ii) Comme C est une partie connexe de U\K , elle est contenue dans une composante
connexe C0 de U\K . La maximalité de C implique alors que C = C0. Si C est
bornée, alors C = C ∪ ∂C est un compact. D’après (i), où l’on prend U = C, on a
∂C ⊂ K . D’où C ⊂ U ∪K = U . �

Théorème 13.2.13. (Théorème de Runge). Soient K un compact de C et U un
ouvert de C contenant K . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Aucune composante connexe de U\K n’est relativement compacte dans U .

(ii) Toute composante connexe bornée de C\K a une intersection non vide avec C\U .

(iii) Pour tout ε > 0 et tout f ∈ L (K), il existe une fraction rationnelle g sans pôle
dans U et vérifiant ‖f − g‖K � ε.

(iv) Pour tout ε > 0 et tout f ∈ L (K), il existe g ∈ H(U) vérifiant ‖f − g‖K � ε.

(v) Pour tout a ∈ U\K , il existe f ∈ H(U) vérifiant |f(a)| > ‖f‖K .

Démonstration. (i) ⇒ (ii) C’est clair d’après 13.2.12, (ii).
(ii) ⇒ (iii) Résulte de 13.2.9.
(iii) ⇒ (iv) C’est évident.
(v) ⇒ (i) Si U\K a une composante connexe C relativement compacte dans U ,
l’inégalité de (v) n’est pas vérifiée d’après 13.2.12, (i).
(iv) ⇒ (i) Supposons que U\K possède une composante connexe C relativement
compacte dans U . Soit a ∈ C et δ = sup{|z − a| ; z ∈ K}. L’application
f : z → (z−a)−1 appartenant à L (K), il existe g ∈ H(U) vérifiant ‖f−g‖K < δ−1,
donc :

sup{|1 − (z − a)g(z)| ; z ∈ K} < 1.
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D’après 13.2.12, (i), on a |1 − (z − a)g(z)| < 1 pour tout z ∈ C . On obtient une
contradiction en prenant z = a.
(i) ⇒ (v) Soient a ∈ U\K etL = K∪{a}. SiC est une composante connexe deU\K
ne contenant pas a (respectivement contenant a) alors C (respectivement C\{a}) est
une composante connexe de U\L, et on obtient ainsi toutes les composantes connexes
de U\L.
Soit g ∈ C (L) définie par g|K = 0 et g(a) = 1. Il est clair que g ∈ L (L).
Ayant déjà montré l’équivalence de (i) et (iv), on voit qu’il existe h ∈ H(U) vérifiant
‖h‖K < 1/2 et |1 − h(a)| < 1/2. D’où |h(a)| > ‖h‖K et (v). �

Remarque. Prenons U = D(0, 5) et K = D ′(0, 1) ∪ C ′(0, 2, 3). Alors les
conditions de 13.2.13 ne sont pas vérifiées.

Corollaire 13.2.14. Soit K un compact de C. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) C\K est connexe.
(ii) Pour tout ε > 0 et tout f ∈ L (K), il existe un polynôme g tel que ‖f−g‖K � ε.
(iii) Pour tout a ∈ C\K , il existe un polynôme g tel que |g(a)| > ‖g‖K .

Démonstration. Dire que C\K est connexe signifie que C\K n’a pas de compo-
sante connexe relativement compacte dans C. On a alors facilement le résultat d’après
13.2.13 car, si h est une fonction entière et si ε > 0, il existe un polynôme g tel que
‖h− g‖K � ε. �

EXERCICES

Exercice 13.1. Soit (Pn)n�2 une suite de polynômes à une indéterminée. On considère
les conditions suivantes :

(i) Pn(0) = 1 pour tout n � 2.
(ii) Pour tout z ∈ C∗, Pn(z) tend vers 0 quand n tend vers +∞.
(iii) sup{|Pn(z)| ; |z| = 1, n � 2} < +∞.

a) Existe-t-il une suite (Pn)n�2 vérifiant (i), (ii) et (iii) ?

b) Existe-t-il une suite (Pn)n�2 vérifiant (i) et (ii) ?

Exercice 13.2. Soient U un ouvert non vide de C et (fn)n une suite d’éléments de
H(U) qui converge simplement sur U vers une application f de U dans C. Si z ∈ U ,
on pose :

δ(z) = sup{|fn(z)| ; n ∈ N} ∈ R+ ∪ {+∞}.
a) Prouver que δ(z) ∈ R+ pour tout z ∈ U .
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b) Soit ∆ un disque fermé contenu dans U . Si n ∈ N, on pose :

∆n = {z ∈ ∆ ; δ(z) � n}.
Montrer que les ∆n sont fermés et qu’il existe au moins un indice n tel que ∆n soit
d’intérieur non vide.

c) Prouver qu’il existe un ouvert V contenu dans U , dense dans U , et tel que la
restriction de f à V appartienne à H(V ).

SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 13.1. On note f : C → C l’application définie par f(0) = 1 et f(z) = 0 si
z ∈ C∗.

a) Supposons qu’il existe une suite (Pn)n�2 vérifiant les trois conditions. Posons :

M = sup{|Pn(z)| ; |z| = 1, n � 2}.
D’après le principe du maximum, il vient |Pn(z)| � M pour tout z ∈ D(0, 1) et tout
n � 2.

D’après le théorème de Montel, il existe une suite extraite de la suite (Pn)n�2 qui
converge uniformément vers f sur tout compact de D(0, 1). L’application f n’étant
pas continue sur D(0, 1), c’est absurde.

b) Pour tout entier n au moins égal à 2, on pose :

Kn =
({
z ∈ C ;

1
n

� |z| � n
}
\
{
z ∈ C ; Re(z) > 0, 0 < Im(z) <

1
n

})
∪ {0}.

Le compact Kn est représenté par le dessin suivant :

.
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La restriction fn de f àKn se prolonge en une fonction holomorphe dans un voisinage
de Kn. D’autre part, C\Kn est connexe.

D’après 13.2.4, il existe un polynôme Qn tel que

|f(z) −Qn(z)| < 1
n

pour tout z ∈ Kn.

Si, pour z ∈ C, on pose

Pn(z) = Qn(z) + 1 −Qn(0),

alors la suite (Pn)n vérifie les conditions (i) et (ii).

Exercice 13.2. On utilisera la forme suivante du théorème de Baire : si X est un
espace métrique complet, et si (Fn)n est une suite de fermés de X dont la réunion est
X , alors l’un au moins des Fn est d’intérieur non vide.

a) Si z ∈ U , la suite
(
fn(z)

)
n

est convergente, donc bornée. Le résultat est alors clair.

b) L’application δ étant la borne supérieure d’une suite de fonctions continues, elle
est semi-continue inférieurement. Ainsi, pour λ ∈ R, l’ensemble des z ∈ U vérifiant
δ(z) � λ est un fermé de U . Par conséquent, pour tout n ∈ N, ∆n est un fermé.

L’ensemble ∆ est un espace métrique complet qui est la réunion des ∆n, n ∈ N.
D’après le théorème de Baire, l’un au moins des ∆n est d’intérieur non vide.

c) Soient a ∈ U et r > 0 tels que D′(a, r) ⊂ U . Ce qui précède prouve qu’il
existe un ouvert non vide Va,r contenu dans D′(a, r), et sur lequel la suite (fn)n
est uniformément bornée. Soit V la réunion des Va,r pour a ∈ U et r > 0. Il est clair
que V est un ouvert dense de U et que la suite (fn)n est uniformément bornée sur tout
compact de V .

Posons g = f |V et gn = fn|V . Ce qui précède montre que {gn ; n ∈ N} est une partie
rélativement compacte de H(V ) (théorème de Montel). La suite (gn)n convergeant
simplement vers g sur V , elle converge donc uniformément vers g sur tout compact de
V . D’où g ∈ H(V ).
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Chapitre 14

Fonctions harmoniques

Dans tout ce chapitre, on reprend les conventions du paragraphe 5.1. En
particulier, on identifie un ouvert U de C à un ouvert de R2. Une fonction de la
variable z ∈ U est aussi considérée comme une fonction des variables réelles x
et y, où z = x+ iy.

14.1 PREMIÈRES PROPRIÉTÉS

14.1.1. Soient U un ouvert de C. Si f est une fonction sur U , on note f la fonction
z → f(z). On dit que f est antiholomorphe sur U si f ∈ H(U). Compte tenu du
paragraphe 5.3, dire que f est antiholomorphe sur U signifie que :

∂f

∂x
− i

∂f

∂y
= 0 ⇔ ∂f

∂z
= 0.

14.1.2. On note C2(U) l’ensemble des fonctions de classe C 2 sur un ouvert U de C.
Soit f ∈ C2(U). Si z0 ∈ U , le laplacien de f au point z0 est défini par :

∆f(z0) =
∂2f

∂x2
(z0) +

∂2f

∂y2
(z0).

Avec les notations de 5.2.4, on trouve facilement :

∆f(z0) = 4
∂2f

∂z∂z
(z0) = 4

∂2f

∂z∂z
(z0). (1)
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On note ∆f la fonction z → ∆f(z) sur U .

Définition 14.1.3. Une fonction f de classe C2 dans un ouvert U de C est dite
harmonique dans U si ∆f = 0.

14.1.4. On note Har(U) l’ensemble des fonctions harmoniques dans U .

• Il est clair que Har(U) est un sous-C-espace vectoriel de l’algèbre C 2(U). Ce n’est
pas une sous-algèbre de C2(U) (par exemple, z = x+ iy → x est harmonique dans
U , alors que z → x2 ne l’est pas).

• D’après (1), si f est holomorphe ou antiholomorphe dans U , alors f ∈ Har(U).

• Il est immédiat que ∆f = ∆f . Par suite :

f ∈ Har(U) ⇔ f ∈ Har(U) ⇔ Re(f), Im(f) ∈ Har(U).

Proposition 14.1.5. Soient U un ouvert simplement connexe de C et f ∈ Har(U).

(i) f est la somme d’une fonction holomorphe et d’une fonction antiholomorphe dans
U .

(ii) Si f est à valeurs réelles, c’est la partie réelle d’une fonction holomorphe dans
U déterminée à une constante additive imaginaire pure près.

Démonstration. D’après (1), on a :

∂

∂z

(∂f
∂z

)
= 0 ⇔ g =

∂f

∂z
∈ H(U).

L’ouvert U étant simplement connexe, g a une primitive h dans U (12.2.5). Alors
� = f − h est antiholomorphe, et on a f = �+ h.

Si f est à valeurs réelles, on a f = Re(h + �) = Re(h + �) et h + � ∈ H(U). Le
dernier point est immédiat d’après 5.2.7. �

Corollaire 14.1.6. Soient U un ouvert de C et f ∈ Har(U).

(i) Si f est à valeurs réelles, c’est localement la partie réelle d’une fonction holo-
morphe.

(ii) f est de classe C∞ dans U et toutes les dérivées de f sont harmoniques dans U .

(iii) Soient V un ouvert de C et g ∈ H(V ) vérifiant g(V ) ⊂ U . Alors f◦g ∈ Har(V ).

Démonstration. L’assertion (i) et le premier point de (ii) sont clairs d’après 14.1.5.
Le second point de (ii) résulte alors du théorème de Schwarz quant à l’interversion
des dérivations. Pour établir (iii), on peut supposer f à valeurs réelles (14.1.4). Alors,
d’après (i), localement, f◦g est de la forme h◦g, où h ∈ H(U). D’où f ∈ Har(V )
d’après (1). �
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14.2 Représentation intégrale 181

Proposition 14.1.7. Soient U un ouvert de C et f ∈ Har(U). Alors f possède la
propriété de moyenne dans U et vérifie le principe du maximum dans U .

Démonstration. D’après 7.2.4, il suffit de démontrer le premier point. Soient a ∈ U
et r > 0 tels que D′(a, r) ⊂ U . Dans un voisinage de D′(a, r), on a f = g + h, où
g, h ∈ H(U) (14.1.5). On conclut d’après 7.2.2. �

Corollaire 14.1.8. Soient U un ouvert connexe et f ∈ Har(U) à valeurs réelles.

(i) Si a ∈ U et si f(z) � f(a) dans un voisinage de a, alors f est constante.

(ii) SupposonsU borné, f continue sur U , et non constante dans U . Pour tout z ∈ U ,
on a f(z) < sup{f(ζ) ; ζ ∈ U\U}.

Démonstration. Soit r > 0 vérifiant D ′(a,R) ⊂ U . Il existe M > 0 tel que
g(z) = f(z) +M > 0 pour tout z ∈ D′(a, r). On a |g(z)| = g(z) � g(a) = |g(a)|
dans un voisinage de a. Il suffit donc d’appliquer le principe du maximum à g pour
obtenir (i). L’assertion (ii) s’en déduit aussitôt. �

14.2 REPRÉSENTATION INTÉGRALE

14.2.1. Soient a ∈ C et r > 0. Le noyau de Poisson relatif au disque D(a, r) est la
fonction définie, pour (z,w) ∈ D(a, r) × C(a, r), par :

P (z,w) =
r2 − |z − a|2
|w − z|2 = Re

((w − a) + (z − a)
(w − a) − (z − a)

)
. (2)

Ainsi, si |w| = r, l’application z → P (z,w) est la partie réelle d’une fonction
holomorphe dans D(a, r). Par suite, z → P (z,w) est harmonique dans D(a, r).

Si |u| < 1, on a :
1 + u

1 − u
= 1 + 2

∞∑
n=1

un.

Utilisant la seconde expression de (2), on voit donc que, si 0 � ρ < r et θ, ϕ ∈ R,
on a

P (a+ ρeiθ, a+ reiϕ) = 1 + 2
∞∑
n=1

(ρ
r

)n
cos[n(θ − ϕ)] (3)

et, ce développement est normalement convergent pour θ, ϕ ∈ R. D’où :∫ 2π

0
P (a+ ρeiθ, a+ reiϕ) dθ =

∫ 2π

0
P (a+ ρeiθ, a+ reiϕ) dϕ = 2π.

14.2.2. Soit p une fonction continue sur C(a, r). Le problème de Dirichlet dans
le disque D(a, r) consiste à prolonger p en une fonction continue sur D ′(a, r) et
harmonique dans D(a, r). Le résultat suivant montre que ce problème a une unique
solution.
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Théorème. Soient a ∈ C, r > 0, et p une fonction continue sur C(a, r). Il existe une
et une seule fonction continue f sur D ′(a, r), harmonique sur D(a, r) et prolongeant
p. Si z ∈ D(a, r), on a :

f(z) =
1
2π

∫ 2π

0
P (z, a+ reiϕ)p(a+ reiϕ) dϕ. (4)

Démonstration. Il est clair qu’il suffit d’établir le résultat pour p à valeurs réelles, ce
que nous supposerons désormais réalisé.
Si f1 et f2 sont solutions du problème, on a f1 − f2|C(a, r) = 0, donc f1 = f2

(14.1.8). D’où l’unicité.
Soient z ∈ C vérifiant |z − a| = ρ < r et w ∈ C(a, r). Posons

Q(z,w) =
(w − a) + (z − a)
(w − a) − (z − a)

·

On a P (z,w) = Re
(
Q(z,w)

)
et, pour ϕ ∈ R

Q(z, a+ reiϕ) = 1 + 2
∞∑
n=1

(z − a)n

rn
e−inϕ,

ce développement étant normalement convergent pour ϕ ∈ R. Par suite,∫ 2π

0
Q(z, a+ reiϕ)p(a+ reiϕ) dϕ = α0 + 2

∞∑
n=1

αn(z − a)n (5)

avec

α0 =
∫ 2π

0
p(a+ reiϕ) dϕ et αn =

1
rn

∫ 2pi

0
e−inϕp(a+ reiϕ) dϕ si n � 1.

Comme p est à valeurs réelles, l’identité (5) nous montre que la fonction donnée par
(4) est la partie réelle d’une fonction holomorphe dans D(a, r), donc f est harmo-
nique dans D(a, r). Prouvons que f est continue sur D ′(a, r). Afin de simplifier les
notations, on va supposer a = 0. Soit ϕ0 ∈ [0, 2π]. Compte tenu de 14.2.1 et de la
périodicité des fonctions que l’on intègre, si z ∈ D(0, r), il vient :

|f(z) − p(reiϕ0)| =
1
2π

∣∣∣ ∫ ϕ0+π

ϕ0−π
P (z, reiϕ)

(
p(reiϕ) − p(reiϕ0)

)
dϕ

∣∣∣
� 1

2π

∫ ϕ0+π

ϕ0−π
P (z, reϕ)

∣∣p(reiϕ) − p(reiϕ0)
∣∣ dϕ.

Soit ε > 0. Il existe η ∈ ]0, π| tel que |p(reiϕ)− p(reiϕ0)| < ε dès que |ϕ−ϕ0| � η.
Alors :

1
2π

∫ ϕ0+η

ϕ0−η
P (z, reϕ)

∣∣p(reiϕ) − p(reiϕ0)
∣∣ dϕ � ε

2π

∫ ϕ0+π

ϕ0−π
P (z, reϕ) dϕ = ε.

Soit K = {reiϕ ; ϕ ∈ [ϕ0 − π, ϕ0 + π]\ ]ϕ0 − η, ϕ0 + η[. C’est un compact de C ne
contenant pas reiϕ0 . Par suite, il existe δ > 0 et un voisinage V de reiϕ0 dans C tels
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14.2 Représentation intégrale 183

que |ζ−w| � δ pour toutw ∈ K dès que ζ ∈ V . On en déduit que, si z ∈ V ∩D(0, r)
et ϕ ∈ [ϕ0 − π, ϕ0 − η] ∪ [ϕ0 + η, ϕ0 + π], on a :

0 � P (z, reiϕ) � r2 − |z|2
δ2

·
Si M > 0 vérifie |p(ζ)| � M pour tout ζ ∈ C(0, r), pour z ∈ V ∩D(0, r), il vient
alors : ∫ ϕ0−η

ϕ0−π
P (z, reiϕ)|p(reiϕ) − p(reiϕ0 | dϕ � 2πM(r2 − |z|2)

δ2
,∫ ϕ0+π

ϕ0+η
P (z, reiϕ)|p(reiϕ) − p(reiϕ0 | dϕ � 2πM(r2 − |z|2)

δ2
·

Tout ce qui précède montre que f(z) tend vers p(reiϕ0) quand z tend vers reiϕ. On a
prouvé que f est continue dans D ′(0, r). �

Corollaire 14.2.3. (Formule de Poisson). Soient a ∈ C, r > 0, et f une fonction
continue sur D′(a, r) et harmonique dans D(a, r). Si |z| < r, on a :

f(z) =
1
2π

∫ 2π

0
P (z, a + reiϕ)f(a+ reiϕ) dϕ.

Corollaire 14.2.4. (Inégalités de Harnack). Soient a ∈ C, r > 0, U un ouvert conte-
nant D′(a, r), et f ∈ Har(U), à valeurs réelles positives ou nulles. Si |z − a| < r,
on a :

r − |z − a|
r + |z − a|f(a) � f(z) � r + |z − a|

r − |z − a|f(a).

Démonstration. Le noyau de Poisson P (z,w) relatif à D(a, r) vérifie :

r − |z − a|
r + |z − a| � P (z, a + reiϕ) � r + |z − a|

r − |z − a| ·
Comme f est à valeurs positives ou nulles, il suffit d’appliquer 14.2.3 pour obtenir le
résultat. �

Théorème 14.2.5. Soient U un ouvert de C et f une fonction continue sur U . Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f ∈ Har(U).
(ii) f possède la propriété de moyenne dans U .

Démonstration. (i) ⇒ Cela a été vu en 14.1.7.
(ii) ⇒ (i) Soient a ∈ U et r > 0 tels que D′(a, r) ⊂ U . Notons g la solution
du problème de Dirichlet relative au disque D(a, r) et à f . La fonction g vérifie la
propriété de moyenne dans D(a, r) (14.1.7). Il en est de même de f − g. Par suite,
f − g vérifie le principe du maximum (7.2.4). Comme f − g est nulle sur C(a, r), on
a f(z) = g(z) pour tout z ∈ D(a, r) (7.2.5). D’où f ∈ Har(U). �
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Théorème 14.2.6. (Théorème de Harnack). Soient U un ouvert de C et (fn)n une
suite de fonctions harmoniques dans U .

(i) Si la suite (fn)n converge uniformément sur tout compact de U , sa limite f est
harmonique dans U .

(ii) Si U est connnexe et si la suite (fn)n est à valeurs réelles et croissante, alors ou
(fn)n converge uniformément sur tout compact de U ou, pour tout z ∈ U , fn(z)
tend vers +∞ quand n tend vers +∞.

Démonstration. (i) Les fn possèdent la propriété de moyenne et convergent unifor-
mément vers f sur tout disque fermé contenu dans U . On en déduit que f possède la
propriété de moyenne dans U , donc f ∈ Har(U) (14.2.5).
(ii) Quitte à remplacer fn par fn − f1, on peut supposer les fn à valeurs positives ou
nulles. La suite (fn)n étant croissante, pour tout z ∈ U , la suite

(
fn(z)

)
n

a une limite
f(z) ∈ R+ ∪ {+∞}. Posons :

V = {z ∈ U ; f(z) < +∞} , W = {z ∈ U ; f(z) = +∞}.
En appliquant les inégalités de Harnack (14.2.5) aux fn, on voit que V et W sont
ouverts dans U . Par suite, ou W = U , ou f(z) < +∞ pour tout z ∈ U . Supposons
que l’on soit dans ce dernier cas. Si D ′(a, r) ⊂ U et si m � n, les inégalités de
Harnack montrent à nouveau que

0 � fn(z) − fm(z) � r + |z − a|
r − |z − a|

(
fn(a) − fm(a)

)
si |z−a| < r. Par conséquent, la suite (fn)n converge uniformément dans tout disque
D′(a, ρ), avec ρ < r. D’où le résultat. �

EXERCICES

Exercice 14.1. Soit U = {z ∈ C ; Re(z) > 0}. Déterminer les applications de classe
C2 de R∗

+ dans R telles que

u : U → R , (x, y) → f
(x2 + y2

x

)
soit harmonique dans U .

Exercice 14.2. a) Soient D = D(0, 1) et u : D → R continue et harmonique dansD.
Si |z| < 1, on pose :

g(z) =
1
2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
u(eit) dt.

Prouver que g ∈ H(U) et que Re(g) = u.
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b) Soient U un ouvert connexe de C et (fn)n une suite de fonctions holomorphes
sur U . Si n ∈ N, on pose un = Re(fn). On suppose que la suite (un)n converge
uniformément sur tout compact de U et qu’il existe z0 ∈ U tel que la suite

(
fn(z0)

)
n

soit convergente. Montrer que la suite (fn)n converge uniformément sur tout compact
de U .

SOLUTIONS DES EXERCICES

Exercice 14.1. Supposons qu’une telle application f existe, et posons, si (x, y) ∈ U ,

t = (x2 + y2)/x. Il vient : ∆(x, y) =
2t
x
f ′(t) +

t2

x2
f ′′(t).

Si u ∈ Har(U), on a donc 0 = 2tf ′(t) + t2f ′′(t) = [tf ′(t)]′ pour tout t > 0.
On en déduit qu’il existe λ, µ ∈ R tels que f(t) = λ ln t + µ pour tout t ∈ R.
Réciproquement, on vérifie facilement que de telles fonctions conviennent.

Exercice 14.2. a) Si |z| < 1 et t ∈ [0, 2π], on a

eit + z

eit − z
u(eit) = u(eit) + 2

∞∑
n=1

zne−intu(eit),

et, z étant fixé, la convergence de cette série est normale quand t ∈ [0, 1]. On peut
l’intégrer terme à terme, et ceci prouve que g ∈ H(U). Le fait que Re(g) = u résulte
alors de 14.2.2.

b) Notons V l’ensemble des points z ∈ U en lesquels la suite
(
fn(z)

)
n

converge.

Soient a ∈ V et R > 0 tels que D′(a,R) ⊂ U , et γ le cercle C(0, 1) orienté dans le
sens positif. D’après a), si |z| < 1, il vient :

(∗) fn(a+Rz) =
1
2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
un(a+Reit) dt + fn(a) − un(a).

D’après les hypothèses, il existeM > 0 tel que |un(a+Reit)| � M pour tout n ∈ N
et tout t ∈ [0, 1]. Si |z| � r < 1, on a donc :

|fn(a+Rz)−fp(a+Rz)| � 2M
2π

∫ 2π

0

1 + r

1 − r
dt+ |fn(a)−fp(a)|+ |un(a)−up(a)|.

Le critère de Cauchy uniforme prouve alors que (fn)n converge uniformément sur
D′(a, r). Ainsi, V est ouvert.

Prouvons que V est fermé dans U . On peut supposer V �= U . Soient a ∈ U\V et

R > 0 vérifiant D′(a,R) ⊂ U . Si |z| < 1, le terme
∫ 2π

0

eit + z

eit − z
un(a + Reit) dt a

une limite quand n tend vers +∞. Il en résulte que la suite
(
fn(a + Rz)

)
n

ne peut
converger en aucun point z tel que |z| < 1 (sinon, la suite

(
fn(a)

)
n

convergerait).
Ainsi, U\V est ouvert, et V est fermé. La connexité de U et la non vacuité de V
impliquent que U = V . On a vu que la convergence de la suite est uniforme au
voisinage de tout a ∈ V = U , d’où le résultat.
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Chapitre 15

Quelques calculs d’intégrales

On donne des méthodes pour calculer quelques intégrales en utilisant le
théorème des résidus. Les exemples proposés sont nécessairement en nombre
limité, et on renvoie à des livres d’exercices pour plus de détails. On n’indique
généralement que des méthodes, les calculs et justifications étant souvent laissés
au lecteur. Dans un premier paragraphe, on prouve d’abord quelques lemmes
qui sont utiles pour le calcul d’intégrales.

15.1 QUELQUES LEMMES

Lemme 15.1.1. (Lemme du petit cercle). Soient α, β ∈ [0, 2π] et γr : [α, β] → C,
t → a + reit un chemin dont l’image est un arc de cercle. Soit f une fonction
holomorphe dans un disque épointéD∗(a,R). On suppose que a est un point régulier
ou un pôle simple de f . Alors :

lim
r→0

∫
γr

f(z) dz = (β − α)iRes(f, a).

Démonstration. Posons g(z) = f(z) − Res(f, a)
z − a

· D’après les hypothèses, il existe

ρ,M ∈ R∗
+ tels que |g(z)| � M si z ∈ D∗(a, ρ). Si 0 < r < ρ, on a donc :∣∣∣ ∫

γr

g(z) dz
∣∣∣ � M long(γr) = M |β − α|r.
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D’autre part : ∫
γr

dz

z − a
=

∫ β

α
i dt = (β − α)i.

D’où le résultat. �

Lemme 15.1.2. (Lemme du grand cercle). Soient α, β des éléments de [0, 2π] et
γR : [α, β] → C, t → Reit un chemin dont l’image est un arc de cercle. Soit f une
fonction holomorphe dans un ouvert U de C contenant im γR pourR assez grand. On
pose

M(R) = sup{|f(z)| ; z ∈ im γR},
et on suppose que RM(R) tend vers 0 si R tend vers +∞. Alors :

lim
R→+∞

∫
γR

f(z) dz = 0.

Démonstration. Soit ε > 0. Si R est assez grand, on a RM(R) < ε. Dans ce cas :∣∣∣ ∫
γR

f(z) dz
∣∣∣ � ε

R
long(γR) = ε|β − α|.

D’où l’assertion. �

Lemme 15.1.3. Avec les notations de 15.1.2, on suppose que α, β ∈
[
0,
π

2

]
et que

M(R) tend vers 0 si R tend vers +∞. Soit

IR =
∫
γR

f(z)eiz dz.

Alors IR tend vers 0 si R tend vers +∞.

Démonstration. Soit

g :
]
0,
π

2

]
→ R+ , t→ sin t

t
·

Il vient :

g′(t) =
t cos t− sin t

t2
=

cos t
t2

(t− tan t) � 0.

Ainsi, g est décroissante. Par suite, si 0 � t � π

2
, on obtient :

2t
π

� sin t.

On en déduit :

|IR| =
∣∣∣iR ∫ β

α
f(Reit)eiR cos t−R sin teit dt

∣∣∣ � RM(R)
∣∣∣ ∫ β

α
e−R sin t dt

∣∣∣
� RM(R)

∫ +∞

0
exp

(−2Rt
π

)
dt =

πM(R)
2

·
On a obtenu l’assertion. �
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15.2 QUELQUES MÉTHODES

15.2.1. Soit F =
P

Q
une fraction rationnelle à coefficients réels, où P,Q ∈ R[X]

sont premiers entre eux. On suppose que le polynôme Q n’a aucune racine réelle et
que degP � degQ− 2. On sait alors que l’intégrale

I =
∫ +∞

−∞
F (t) dt

est convergente.

Notons a1, . . . , ar les racines deQ de partie imaginaire strictement positive. On consi-
dère le chemin suivant γR (on a figuré seulement l’image du chemin sur le dessin ; le
lecteur en déterminera facilement une représentation paramétrique).

0 R

Pour R assez grand, tous les ak appartiennent à la composante bornée de C\ im γR.
D’autre part, si a appartient à la composante connexe non bornée de C\ im γR, on a
indγR

(a) = 0 (6.3.2).

Soit a ∈ C vérifiant Im a > 0 et |a| < R. Il existe ρ > 0 tel que |z| < R et
Im(z) > 0 pour tout z ∈ D′(a, ρ). Notons θ : [0, 1] → C le chemin t → a + e2iπt.
On a indθ(a) = 1 (6.3.3). D’autre part, l’application

δ : [0, 1] × [0, 1] → C , (t, u) → au+ u
γR(t) − a

|γR(t) − a| + (1 − u)γR(t)

est une homotopie dans C\{a} de γR à θ. On a ainsi indγR
(a) = 1 (10.4.1).

Compte tenu de 10.6.2, on a alors :∫
γR

F (z) dz = 2iπ
(
Res(F, a1) + · · · + Res(F, an)

)
.

Notons θR le sous-chemin de γR dont l’image est l’arc de cercle figuré sur le dessin.
Comme degP � degQ− 2, il résulte de 15.1.2 que l’intégrale de F sur θR tend vers
0 si R tend vers +∞. Comme∫

γR

F (z) dz =
∫ +R

−R
F (t) dt +

∫
θR

F (z) dz,

il vient :
I = 2iπ

(
Res(F, a1) + · · · + Res(F, an)

)
.
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15.2.2. Soient m,n ∈ N tels que 2n−m � 2. Prenons

F (t) =
tm

1 + t2n
·

Les pôles de F de partie imaginaire strictement positive sont les ak, 0 � k � n − 1,
avec :

ak = exp
( iπ(2k + 1)

2n

)
.

Ce sont des pôles simples de F . D’après 8.4.2, il vient :

Res(F, ak) = − 1
2n
am+1
k .

Un calcul facile donne alors :

I =
π[1 − (−1)m+1]

2n sin
(m+ 1)π

n

·

Remarque. Dans les exemples à venir, les calculs d’indices et de résidus
seront laissés au lecteur. De même, il montrera que les intégrales introduites
sont convergentes.

15.2.3. On note Γr,R le chemin dont l’image est illustrée par le dessin suivant.

0 R

r

On se propose de calculer l’intégrale

I =
∫ +∞

0
t−αF (t) dt

où 0 < α < 1, et où F est une fraction rationnelle à coefficients réels vérifiant
F (0) �= 0, degF � −1, et dont les pôles a1, . . . , an n’appartiennent pas à R+.
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On note ϕ0 la détermination holomorphe de zα définie sur C\R+, et qui correspond
à un argument θ vérifiant 0 < θ(z) < 2π (voir 5.3.2). On pose f = F/ϕ0. Dans la
suite, on suppose r assez petit et R assez grand pour que r < |ak| < R si 1 � i � n.
Si ρ > 0, on pose χρ(t) = ρe2iπt, 0 � t � 1.

De même, ϕ1 (respectivement ϕ2) est la détermination holomorphe de zα définie
dans C\R− et correspondant à un argument strictement compris entre −π et +π
(respectivement π et 3π). On a ainsi :

• ϕ0(z) = ϕ1(z) si Re(z) > 0 et Im(z) > 0.

• ϕ0(z) = ϕ2(z) si Re(z) > 0 et Im(z) < 0.

Notons γ1,r,R et γ2,r,R les chemins suivants :

0

0

r R

r R

On a :

J =
∫

Γr,R

F (z)
ϕ0(z)

dz = 2iπ
(
Res(f, a1) + · · · + Res(f, an)

)
.

D’autre part : ∫
γ1,r,R

F (z)
ϕ1(z)

dz =
∫
γ2,r,R

F (z)
ϕ2(z)

dz = 0.

On voit donc que

J =
∫ R

r
t−αF (t) dt + e−2iπα

∫ r

R
t−αF (t) dt + S,

où S est une combinaison linéaire de six intégrales de la forme

Jk,γ =
∫
γ

F (z)
ϕk(z)

dz,

avec k = 0, 1, 2 et im γ ⊂ imχr ou im γ ⊂ imχR. Les intégrales telles que
im γ ⊂ imχR tendent vers 0 quand R tend vers l’infini d’après les hypothèses et
15.1.2. Pour les intégrales telles que im γ ⊂ imχr, on trouve facilement :

|Jk,γ | � 2πr1−α sup{|F (z)| ; |z| = r}.
Comme 0 n’est pas un pôle de F et que 0 < α < 1, ces intégrales tendent vers 0 si r
tend vers 0.

Compte tenu de tout ce qui précède, on a donc obtenu :

I =
2πi

1 − e−2iπα

(
Res(f, a1) + · · · + Res(f, an)

)
.
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15.2.4. Soit F une fraction rationnelle non nulle, à coefficients réels, sans pôle dans
R+, et vérifiant degF � −2. On pose :

I =
∫ +∞

0
F (t) ln t dt.

On conserve les notations Γr,R, γ1,r,R, γ2,r,R, ϕ0, ϕ1, et ϕ2 de 15.2.3. On note ψk la
détermination du logarithme correspondant à ϕk, et on pose f(z) = F (z)[ψ0(z)]2.
Pour r assez petit et R assez grand, on a :

Jr,R =
∫

Γr,R

f(z) dz = 2iπ
(
Res(f, a1) + · · · + Res(f, an)

)
,

où a1, . . . , an sont les pôles de F . D’autre part :∫
γ1,r,R

F (z)[ψ1(z)]2 dz =
∫
γ2,r,R

F (z)[ψ2(z)]2 dz = 0.

On en déduit que

J =
∫ R

r
F (t)[ln t]2 dt +

∫ r

R
F (t)[ln t+ 2iπ]2 dt+ S,

où S est combinaison linéaire de six intégrales de la forme

Jk,γ =
∫
γ
F (z)[ψk(z)]2 dz

avec im γ ⊂ imχr ou im γ ⊂ imχR. Comme en 15.2.3, on prouve que ces intégrales
tendent vers 0 quand r tend vers 0 ou quand R tend vers +∞. On en déduit :

−4iπI + 4π2

∫ +∞

0
F (t) dt = 2iπ

(
Res(f, a1) + · · · + Res(f, an)

)
.

D’où :

2I = −Re
(
Res(f, a1) + · · · + Res(f, an)

)
.

Remarque. Une méthode analogue permet de calculer, lorsqu’elle est définie
une intégrale du type ∫ +∞

0
F (t)[ln t]p dt.

On considère, pour cela :∫
Γr,R

F (z)[ψ0(z)]p+1 dz.
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15.2.5. Proposons nous de calculer l’intégrale

I =
∫ +∞

0

tα ln t
t2 − 1

dt,

avec −1 < α < 1. On va utiliser le chemin Γr,R suivant :

−1 0

R
r 1

Notons ϕ et ψ les déterminations du logarithme et de zα définies sur C\iR−, et

correspondant à un argument strictement compris entre − π

2
et

3π
2
·

L’intégrale de f(z) =
ψ(z)ϕ(z)
z2 − 1

sur Γr,R est nulle pour r assez petit etR assez grand.

Pour a ∈ C et ρ > 0, posons χa,ρ(t) = a+ ρeit, 0 � t � π. Compte tenu de 15.1.1
et 15.1.2, les intégrales de f sur χ0,r, χ0,R, et χ1,r tendent vers 0 quand r tend vers 0
ou quand R tend vers +∞. De même, d’après 15.1.1, on a :

lim
r→0

∫
χ−1,r

f(z) dz = πiRes(f,−1) =
π2

2
eiαπ.

Posons alors :

Jr =
∫ 1−r

r

tα ln t
t2 − 1

dt ,Kr,R =
∫ R

1+r

tα ln t
t2 − 1

dt,

Lr =
∫ 1−r

r

tα

t2 − 1
dt , Mr,R =

∫
1+r

tα

t2 − 1
dt , Na,ρ =

∫
χa,ρ

f(z) dz.

On a :

(1 + eiαπ)(Jr +Kr,R) + iπeiαπ(Lr +Mr,R) +N0,R −N0,r −N−1,r −N1,r = 0.

En faisant tendre r vers 0 et R vers +∞, on voit alors facilement que :

I =
π2

4 cos2
απ

2

·
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15.2.6. Soient n un entier et α un réel tels que n > α + 1 > 0. On veut calculer
l’intégrale

I =
∫ +∞

0

tα

1 + tn
dt.

On va utiliser le chemin Γr,R suivant

0

r R

où l’angle entre les deux segments de droite est
2π
n
·

Pour ρ > 0, on pose γρ(t) = ρeit, avec 0 � t � 2π
n

. On note ϕ la détermination

holomorphe de zα définie sur C\iR−, et qui correspond à un argument strictement

compris entre −π
2

et
3π
2
· On pose :

f(z) =
ϕ(z)

1 + zn
, Iρ =

∫
γρ

f(z) dz = iρα+1

∫ 2π/n

0

ei(α+1)t

ρneint + 1
dt.

Il vient :

|Iρ| � 2πρα+1

n|ρn − 1| ·

Ainsi, Iρ tend vers 0 quand ρ tend vers 0 ou quand R tend vers +∞. D’autre part,
d’après le théorème des résidus :∫

Γr,R

f(z) dz = 2iπRes(f, eiπ/n) = −2iπ
n

exp
( i(α+ 1)π

n

)
IR − Ir +

∫ R

r

tα

1 + tn
dt+ exp

(2iπ(α + 1)
n

)∫ r

R

tα

1 + tn
dt.

On en déduit que :

I =
π

n sin
(α+ 1)π

n

·
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Remarque. Soit n un entier au moins égal à 2. la méthode précédente avec
r = 0 fournit : ∫ ∞

0

dt

1 + tn
=

π

n sin
π

n

·

Nous invitons le lecteur à calculer cette intégrale en utilisant une décomposi-
tion en éléments simples (et en raisonnant rigoureusement). Il pourra constater
que la méthode des résidus est nettement plus simple.

15.2.7. Rappelons que Γ(z) a été défini en 7.5.2. Soit p un entier au moins égal à 2.
En utilisant le chemin de 15.2.6, et la fonction z → eiz

p

, le lecteur montrera que :∫ +∞

0
cos(tp) dt =

1
p
Γ
(1
p

)
cos

π

2p
,

∫ +∞

0
sin(tp) dt =

1
p
Γ
(1
p

)
sin

π

2p
·

15.2.8. On va maintenant proposer au lecteur certains calculs d’intégrales en lui
indiquant quels chemins il peut utiliser pour le faire. A lui de déterminer des fonctions
convenables à utiliser et le soin de mener à bien les calculs.

• Calculer I =
∫ +∞

0

tα ln t
t− 1

dt où −1 < α < 0.

0

1

• Calculer I =
∫ ∞

0
e−t

2
cos(αt) dt, où α > 0.
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R

α/2

0

• Soient a ∈ R∗
+ et β ∈ R. En remplaçant α/2 par 2π dans le chemin précédent,

calculer I =
∫ +∞

0

cos βt
ch t+ ch a

dt.

• Calculer I =
∫ ∞

0

ln t√
t(1 + t2)

dt et J =
∫ ∞

0

dt√
t(1 + t2)

·

0

r R
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démonstrations, les résultats classiques concernant les séries
entières. Des exercices corrigés illustrent le cours et permettent
au lecteur de faire le point sur les connaissances acquises.
Cet ouvrage est principalement destiné aux étudiants de
troisième année de Licence de mathématiques. Il s’adresse aussi
aux candidats au CAPES ou à l’Agrégation et aux élèves des
écoles d’ingénieurs.
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