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PREFACE DU TRADUCTEUR

Ce livre est le troisiéme et dernier d’une série de trois recueils d’exercices
corrigés traitant des bases de l'analyse réelle. Il s’adresse d’abord aux étudiants,
principalement ceux des niveaux L3 et M1, mais les étudiants des niveaux L1 et
L2 tireront un grand profit de I’étude du premier chapitre et de la derniére section
du second chapitre. Il intéressera aussi les candidats aux concours du CAPES et
de l'agrégation de mathématiques qui y trouveront autant les théorémes qu’ils
doivent connaitre que des exercices pour les illustrer.

Ce troisiéme volume traite de l'intégration des fonctions réelles. Le premier
chapitre aborde I'intégrale de Riemann et de Riemann-Stieltjes (la derniére section
applique ce qui précéde aux calculs de volumes, d’aires et de longueurs), le second
chapitre s’intéresse a l'intégrale de Lebesgue (la quatriéme section porte sur la
continuité absolue et la continuité approximative et la derniére section sur les
séries Fourier). Chaque section, centrée sur un théme, commence par des exercices
relativement simples et se poursuit par des problémes plus difficiles, certains étant
des théorémes classiques.

Tous les exercices sont corrigés, le plus souvent en détail, ce qui permettra
aux étudiants de ne pas « sécher » sur un exercice difficile. Nous les invitons
cependant & chercher par eux-mémes les exercices avant de regarder les solutions
et nous insistons aussi sur le fait que les auteurs ne donnent pas nécessairement
toutes les étapes d’un calcul lorsqu’ils considérent que celui-ci ne pose pas de
problémes techniques. C’est bien sur aux étudiants de prendre le temps de rédiger
entiérement leurs solutions.

Nous avons ajouter en note les noms de certaines propriétés et relations pour
inviter les étudiants & engager des recherches par eux-mémes. L’'index a la fin de
I'ouvrage permet de facilement retrouver une définition et la table des renvois
permet de voir les liens entre les différents problémes dans ce volume et dans les
deux autres.
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Je tiens a remercier Daniel Guin et Xavier Cottrell pour avoir pris le temps de
relire cette traduction et pour les remarques qu’ils m’ont faites afin d’améliorer
le style et de corriger les erreurs. Je reste responsable de celles qui subsisteraient.
Je souhaite aussi remercier pour sa disponibilité Patrick Fradin, I'auteur du logi-
ciel TeXgraph avec lequel toutes les figures de cet ouvrage et l'illustration de la
couverture ont été réalisées.

E. Kouris



PREFACE A L’EDITION ANGLAISE

Cet ouvrage fait suite aux Problémes d’Analyse I et II. 11 s’intéresse a l'in-
tégrale de Riemann-Stieltjes et a l'intégrale de Lebesgue des fonctions réelles
d’une variable réelle. Ce volume est organisé de fagon semblable aux deux pre-
miers. Chaque chapitre est divisé en deux parties : les problémes et leurs solutions.
Chaque section commence par un certain nombre de problémes de difficulté modé-
rée, certains étant en fait des théorémes. Il ne s’agit donc pas d’un recueil typique
d’exercices mais plutét d’un complément & des ouvrages d’analyse pour la licence.
Nous espérons que ce livre intéressera les étudiants de licence, les enseignants et
les chercheurs en analyse et ses applications. Nous espérons aussi qu’il sera utile
aux personnes travaillant seules.

Le premier chapitre est consacré aux intégrales de Riemann et de Riemann-
Stieltjes. La section 1.1 traite de 'intégrale de Riemann-Stieltjes par rapport a des
fonctions monotones; la section 1.3 étudie I'intégration par rapport a des fonc-
tions & variation bornée. Nous rassemblons a la section 1.6 des inégalités plus ou
moins connues portant sur les intégrales. On y trouvera entre autres 'inégalité
d’Opial et I'inégalité de Steffensen. Ce chapitre se termine par une section inti-
tulée « Mesure de Jordan ». La mesure de Jordan, appelée aussi « contenu » par
certains auteurs, n’est pas une mesure dans le sens usuel car elle n’est pas dénom-
brablement additive. Elle est cependant trés liée a 'intégrale de Riemann et nous
espérons que cette section donnera & I’étudiant une compréhension plus profonde
des idées sous-tendant les calculs.

Le chapitre II traite de la mesure et de l'intégration de Lebesgue. La section
I1.3 présente de nombreux problémes liés aux théorémes de convergence qui per-
mettent de permuter limite et intégrale. On y considére aussi les espaces LP sur
des intervalles bornés. On discute a la section suivante de la continuité absolue
et des relations entre intégration et dérivation. On donne une démonstration du
théoréme de Banach et Zarecki affirmant qu'une fonction f est absolument conti-
nue sur un intervalle borné [a, b] si et seulement si elle est continue, & variation
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bornée sur [a,b] et transforme les ensembles de mesure nulle en des ensembles
de mesure nulle. De plus, on introduit le concept de continuité approximative.
On notera ici qu’il existe une analogie entre deux relations : d’une part la rela-
tion entre intégrabilité au sens de Riemann et continuité, d’autre part la relation
entre intégrabilité au sens de Lebesgue et continuité approximative. Précisément,
une fonction bornée sur [a,b] est Riemann-intégrable si et seulement si elle est
presque partout continue; de méme, une fonction bornée sur [a, b] est mesurable
et donc Lebesgue-intégrable si et seulement si elle est presque partout approxima-
tivement continue. La derniére section est consacrée aux séries de Fourier. Etant
donné 'existence d'une abondante littérature sur ce sujet, par exemple le livre de
A. Zygmund, Trigonometric Series, celui de N.K. Bari, A Treatise on Trigono-
metric Series et celui de R.E. Edwards, Fourier Series, il a été difficile de choisir
quel matériel inclure dans un livre s’adressant principalement & des étudiants de
licence. En conséquence, nous nous sommes concentrés sur les coefficients de Fou-
rier de fonctions de différentes classes et sur les théorémes élémentaires portant
sur la convergence des séries de Fourier.

Toutes les notations et définitions utilisées dans ce volume sont standards. On
peut les trouver dans les ouvrages [28| et [29] qui donnent aussi aux lecteurs les
connaissances théoriques suffisantes. Cependant, pour éviter toute ambiguité et
pour que 'ouvrage ne nécessite pas le recours a des références extérieures, nous
démarrons presque chaque section par un paragraphe d’introduction présentant les
premiéres définitions et les théorémes utilisés dans cette section. Nos conventions
pour les renvois s’expliquent le mieux par des exemples : 1.2.13, 1.2.13 (vol. I)
et 1.2.13 (vol. II) représentent respectivement le numéro du probléme dans ce
volume, dans le volume I et dans le volume II. On utilise aussi les notations et la
terminologie données dans les deux premiers volumes.

Nous avons emprunté de nombreux problémes aux sections de problémes de
journaux tels que I’ American Mathematical Monthly ou le Mathematics Today (en
russe) et de différents livres de cours et recueils d’exercices; de tout ceci, seuls
les livres sont cités dans la bibliographie. On aimerait ajouter que de nombreux
problémes de la section 1.5 proviennent du livre de Fikhtengol'ts ([11]) et que la
section 1.7 a été influencée par le livre de Rogosinski ([27]). Il allait malheureuse-
ment au-dela de nos objectifs de repérer les sources originales et nous présentons
nos sinceéres excuses si nous sommes passés a coté de certaines contributions.

Nous voudrions, pour finir, remercier plusieurs personnes du département de
mathématiques de l'université Maria Curie-Sktodowska auprés desquelles nous
sommes redevables. Une mention toute particuliére va a Tadeusz Kuczumow et a
Witold Rzymowski pour leurs suggestions sur de nombreux problémes et solutions
et & Stanistaw Prus pour ses conseils et son soutien sur TEX. Notre gratitude va
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a Richard J. Libera de 'université du Delaware, pour son aide généreuse en an-
glais et sur la présentation du matériel. Nous sommes trés reconnaissants envers
Jadwiga Zygmunt de l'université Catholique de Lublin qui a tracé toutes les fi-
gures et nous a aidé a les incorporer dans le texte. Nous remercions nos étudiants
qui nous ont aidés dans le long et ennuyeux travail de relecture. Des remercie-
ments particuliers vont a Pawel Sobolewski et Przemystaw Widelski qui ont lu le
manuscrit avec beaucoup de soin et d’attention et ont apporté nombre de sugges-
tions utiles. Sans leur aide, des erreurs, et pas seulement typographiques, seraient
passées inapercues. Nous acceptons cependant ’entiére responsabilité pour les er-
reurs qui subsistent. Nous aimerions aussi saisir cette opportunité pour remercier
I’équipe de ’AMS pour sa longue coopération, sa patience et ses encouragements.

W. J. Kaczor, M. T. Nowak
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NOTATIONS ET TERMINOLOGIE

R est ’ensemble des nombres réels.

R, est 'ensemble des nombres réels positifs.

R est la droite réelle achevée, autrement dit, R = R U {—o0, +00}.
Q est 'ensemble des nombres rationnels.

7 est 'ensemble des entiers relatifs.

N est ’ensemble des entiers naturels.

N* =N\ {0}.

[a, b] est 'intervalle fermé d’extrémités a et b.

Ja, b[ est lintervalle ouvert d’extrémités a et b.

[x] est la partie entiére du nombre réel = (on a conservé la notation anglo-
phone).

Pour x € R,
1 pour x > 0,
sgnr = —1 pour x < 0,
0 pour x = 0.
Pour n € N*,

nl=1x2x3x---xmn,on pose aussi 0! =1,
2l =2x4x6x---x (2n —2) X 2n,
Cn—1)I=1x3x5x---x(2n—3) x (2n—1).
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Si A C R est non vide et majoré, sup A est alors le plus petit majorant de A.
Si 'ensemble non vide A n’est pas majoré, on pose alors sup A = +oo.

Si A C R est non vide et minoré, inf A est alors le plus grand minorant
de A. Si I’ensemble non vide A n’est pas minoré, on pose alors inf A = —o0.

Une suite {a,, } est dite croissante (resp. décroissante) si a,+1 > a, pour tout
n € N (resp. an1+1 < a, pour tout n € N). La classe des suites monotones
est formée des suites croissantes et des suites décroissantes.

Soit {a,} et {b,} deux suites réelles (b, # 0 pour tout n). Si le quotient
an /by tend vers 0 (resp. reste borné) lorsque n tend vers 400, on écrit alors
an = o(by) (resp. an = O(by,)).

Un réel ¢ est une valeur d’adhérence de la suite {a,, } s’il existe une sous-suite
{an, } de {an} qui converge vers c.

Soit S I'ensemble de toutes les valeurs d’adhérence de {ay}. La limite in-
férieure, lim a,, et la limite supérieure, lim a,, sont définies comme

n—-+o00 n—+00
suit :
+oo  si {a,} n’est pas majorée,
lim a, = ¢ —oco si{a,} est majorée et S = &,
n—+0o0o
supS si {a,} est majorée et S # &,
—oo  si {an} n’est pas minorée,
lim a, = ¢ +oo si{a,} est minorée et S = &,
n——+00

inf S si{a,} est minorée et S # 2.

“+o00
Un produit infini [] a, est dit convergent s’il existe un entier ng € N tel que

n=0
an # 0 pour n = ng et la suite {anyangt1- - **ang+n } converge, lorsque n tend
vers 400, vers une limite Fy non nulle. Le nombre P = aqay--- - - Gny—1 - Fo

est appelée la valeur du produit infini.

Si A C X et si f est une fonction définie sur X, f|o est la restriction de f
a A.

(2) 1 sizeA,
€Tr) =
XA 0 sizeX\A

est la fonction caractéristique de A.
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On note f, < f pour {f,} converge uniformément vers f sur A.

Si (X, d) est un espace métrique, r € X et A un sous-ensemble non vide
de X, alors

A° =X\ A est le complémentaire de A dans X,

Bx(z,7), Bx(x,7) représentent respectivement la boule ouverte et la boule
fermée de centre x et de rayon r; si X est fixé, on omet 'indice et on écrit

simplement B(z,r), B(z,r),

;& est I'intérieur de A dans 'espace métrique (X, d),

A est I'adhérence de A dans l'espace métrique,

DA = ANX\ A est la frontiére de A,

diam(A) = sup{d(z,y) : z,y € A} est le diametre de I'ensemble A,
dist(z, A) = inf {d(z,y) : y € A} est la distance de = a I'ensemble A,

A est un ensemble de type F, si c’est une union dénombrable d’ensembles
fermés dans (X, d),

A est un ensemble de type Gs si c’est une intersection dénombrable d’en-
sembles ouverts dans (X, d),

X est connexe s’il n’existe pas de sous-ensembles ouverts disjoints B et C
de X tels que X =B U C.

Continuité, dérivabilité.

%A est 'ensemble des fonctions continues sur A.

CK]’; pf €5t I'ensemble des fonctions n fois contintiment dérivables sur |a, b|.

[}L’b] est ensemble des fonctions continiment dérivables sur [a, b], en consi-
dérant aux extrémités respectivement la dérivée a droite et la dérivée a
gauche. L’ensemble [Z’b] des fonctions n fois contintiment dérivables sur
[a, b] est défini récursivement.

b (resp. Cf[zob]) est I’ensemble des fonctions infiniment dérivables sur |a, b
(resp. [a, b]).

Si f et g sont des fonctions réelles d’une variable réelle, alors

xiii
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f(a™) et f(a™) représentent respectivement la limite a droite et la limite a
gauche de f en a,

si le quotient f(x)/g(x) tend vers 0 (resp. reste borné) lorsque x tend vers x,

on écrit alors f(x) = o(g(z)) (resp. f(z) = O (g9(x))),

) est la dérivée n-iéme de f,

fi(a) et f’ (a) représentent respectivement la dérivée a droite et la dérivée
a gauche de f en a.

xXiv



I
L’INTEGRALE DE RIEMANN-STIELTJES

Enoncés
I.1. Propriétés de l'intégrale de Riemann-Stieltjes

Nous commencons par quelques notations, définitions et théorémes. Nous
entendons par une partition P d’un intervalle fermé [a,b] un ensemble fini de
points xg, x1, ..., T, tels que

a=x9g<x1 < - <xp=>0
Le réel u(P) = max{x; —x;—1 :i=1,2,...,n} est appelé le pas de P.
Pour une fonction « croissante sur [a,b], on pose
Aca; = a(z;) — a(zi—1).

Si f est une fonction réelle bornée sur [a, b, on définit les sommes de Darboux
supérieure et inférieure par rapport & « et relativement a P respectivement
par

U(P, f,«) ZMACY“ L(P, f,«a) ZmZAaZ,

ol
M;= sup f(z), my= _inf f(z).

we[xi_l,xi] $€[wi—1,wi]

On pose aussi

b b
/fdazinfU(P,f,a), /fdazsupL(P,ﬂa),



CHAPITRE I. 'INTEGRALE DE RIEMANN-STIELTJES

les bornes inférieures et supérieures étant prises sur I’ensemble des partitions
P de [a,b] et on appelle ces quantités les intégrales de Riemann-Stieltjes res-
pectivement supérieure et inférieure. Si les intégrales de Riemann-Stieltjes su-
périeure et inférieure sont égales, on note leur valeur commune f; fda que
I'on appelle 'intégrale de Riemann-Stieltjes par rapport a o sur [a,b]. On dit
dans ce cas que f est intégrable par rapport & « au sens de Riemann (ou
Riemann-intégrable par rapport a «) et on écrit f € R(«). Dans le cas parti-
culier ot () = x, on obtient I'intégrale de Riemann. Dans ce cas, la somme
de Darboux supérieure (resp. inférieure) correspondant & une partition P et
I'intégrale de Riemann supérieure (resp. inférieure) sont notées respectivement

U(P, f) (resp. L(P, f)) et f:f dx (resp. f;f dz). L’intégrale de Riemann de f
sur [a,b] est notée ff fdx.

De plus, on choisit, pour chaque partition P de [a,b], des points
ti,to, ... by tels que ;1 < t; < x; (1 =1,2,...,n) et on considére la somme

S(P, f,a) = Zf )Aq;.

On écrit
lim S(P, f,a)=A
n(P)—0
si, pour tout € > 0, il existe > 0 tel que p(P) < d implique |S(P, f,a) — A| <
e pour tous les choix admissibles de t;. Dans le cas ot a(z) = x, on pose

= Z ey — @i )o
i=1

Dans toute cette section, on supposera toujours f bornée et « croissante
sur [a,b]. On utilisera souvent les théorémes suivants (voir, par exemple, [29])
dans les solutions des problémes.

Théoréme 1. [ € R(«) sur [a,b] si et seulement si, pour tout € > 0, il existe
une partition P telle que

U(P, f,a) — L(P, f,a) < e.

Théoréme 2. Si f est continue sur [a,b], alors f € R(«) sur [a,b].

I.1.1. On suppose que « est croissante sur [a,b], a < ¢ < b, o est continue en c,

f(c) =1et f(x) =0 pour x # c. Prouver que f € R(« etf fda=0.

I.1.2. On suppose que f est continue sur [a,b], a <c < b, a(z) =0siz € [a,c|
et a(z) =1siz € [c,b]. Prouver que fffda = f(c).
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1.1.3. Soit0<a<bet

flz) =

x siz€la,b]NQ,
0 sizéela,b\Q.

Trouver les intégrales de Riemann supérieure et inférieure de f sur [a,b].

I.1.4. Soit a > 0 et

DL six € [—a,alNQ,
A )_{0 six € [—a,al\ Q.

Trouver les intégrales de Riemann supérieure et inférieure de f sur [—a,al.

1.1.5. Prouver que la fonction dite de Riemann,

0 i x est irrationnel ou x = 0,

sixza,pGZ,qu*et

p et ¢ premiers entre eux,

flz) =

Q=

est Riemann-intégrable sur tout intervalle [a , b].

I.1.6. On note f: [0,1] — R la fonction définie par

1 siz=41 neN*

0 sinon.

Prouver que fol f(z)dx = 0.

I.1.7. Prouver que f: [0,1] — R définie par

f(x):{o siz =0,

%— [%] sinon
est Riemann-intégrable sur [0, 1].

1.1.8. On définit

~JO sixze[-1,0] ~JO sixze[-1,0]
f(x)_{l size]0,1] o O‘(m)_{l sizel0,1].

Prouver que f € R(«) bien que &ij]sn 0S(P, f,a) n’existe pas.
o —
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1.1.9. Prouver que si f et o ont un point commun de discontinuité dans [a, b],
alors lim S(P, f,«) n’existe pas.
w(P)—0

1.1.10. Prouver que si (llijr)n 0S(P, [, ) existe, alors f € R(«) sur [a,b] et
o —

lim S(P, f, « /fda

w(P)—0

Prouver aussi que cette égalité est vérifiée pour toute fonction f continue sur [a, b].

I.1.11. Prouver que si f est bornée et « est continue sur [a, b], alors f € R(«)
si et seulement si lim S(P, f, ) existe.
w(P)—0

1.1.12. Soit

c sia<x<a¥,
afz) = .
d sizx*<x<b,

ouc < detec< al@*) < d Montrer que si la fonction f, bornée sur [a,b], est
telle qu’au moins une des fonctions f ou « est continue a gauche en z* et 'autre
continue & droite en z*, alors f € R(«) et

b
[ @ date) = @)~ o).

I.1.13. On suppose que f est continue sur [a,b] et que « est une fonction en
escalier, autrement dit qu’elle est constante sur les sous-intervalles |a, ¢ [, |e1 , cof,
o lem b, ota < e <cg <+ < ¢y < b. Prouver que

m

b
/ f () da(z) = f(a) (ala™) —a(a)+)_ flep)(alg))—alep)+f(b)(ab)—a(b™)).

k=1

1.1.14. En utilisant les intégrales de Riemann de fonctions choisies de fagon
appropriée, trouver les limites suivantes :

(a) i 1 + L + + L
a lm o« o e —_
n—toco\n+1 n+2 3n)’

(b) lim n? S
DA B 3 T 28 nd+n3)’
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1742k 4. 4k
: i >
N e L

(d)  lim 1 Vin+1)(n+2)...(n+n),

n—+oo N
1; . n . n . n
R T ) &

. ol/n 22/n on/n
(f) lim ( +—t+ T |

n—too\n+1  n+3 n+ -
(g) lim \/ f o f (ﬁ), ou f est une fonction continue strictement
7’ n—+oo n

positive sur [O , 1].

1.1.15. Prouver que la limite

: s : nmw
lim <smn+1+smn+1+”'+smn+1>

n—-+o00 1 2 n

est strictement positive.

I.1.16. Prouver que si f est continiment dérivable sur [0, 1], alors

(i3 (5) - [ ) < 1O

En utilisant ce résultat, calculer

<1k+2k+---—|—nk 1 >

fim nk+l Ck+1

n—-+0o

1.1.17. Pour k > 0, calculer

_ P43 4+ (2n — 1)k
lim .
n——+00 nk+1

I.1.18. Soit f une fonction deux fois dérivable sur [0, 1] telle que f” soit bornée
et Riemann-intégrable. Prouver que

s ([ e85 (55 ) - L0
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1.1.19. Pour n € N*, on définit

et
2 2 2

mtl s T o1

Vi =

Démontrer que
lim U, = hm V,=1In2.

n—-+o00 n—-+o00

De plus, en utilisant les résultats énoncés en 1.1.16 et 1.1.18, prouver que

1 1
li In2-0U,)=- et li In2
nirfoon(n Un) 7 ¢ lim o7 2V, —1In2) = 3

1.1.20. Prouver que si f est Riemann-intégrable sur [a, b], on peut alors changer

la valeur prise par f en un nombre fini de points sans affecter ni 'intégrabilité de
f, ni la valeur de son intégrale.

I.1.21. Prouver que f € R(«) si f est monotone et si « est continue sur [a, b].

I.1.22. Prouver que si f € R(«) et si @ n’est continue ni & gauche ni & droite
en un point de [a,b], alors f est continue en ce point.

1.1.23. Soit f une fonction Riemann-intégrable et o une fonction continue sur

[a,b]. Si « est dérivable sur [a,b] excepté en un nombre fini de points et si ' est
Riemann-intégrable, alors f € R(«) et

/f )da(a /f

1.1.24. Soit f une fonction Riemann-intégrable et a une fonction continue sur
[a,b], excepté en un nombre fini de points. Si «v est dérivable excepté en un nombre
fini de points et si o/ est Riemann-intégrable, alors f € R(«) et

/f ) do(x /f z)dz + f(a) (a(a®) - a(a))
+ Zf (c) (alef) = aley)) + f(b) (alb) — (b)),
k=1

ou les ¢, (k=1,2,...,m) sont les points de discontinuité de « dans |a, b|.
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1.1.25. Calculer f_22x2 da(z) dz, on

r+2 si—2<Lr< -1,
afr) =142 si—1<x<0,
22 +3 si0<r <2

1.1.26. Démontrer la premiére formule de la moyenne. Si f est une fonction
continue et si « est une fonction croissante sur [a, b], il existe alors ¢ € [a,b] tel
que

b
/ f(z) do(z) = F(e)(a(b) — a(a)).

1.1.27. Montrer que si f est une fonction continue et o une fonction strictement
croissante sur [a,b], on peut alors choisir ¢ € Ja,b| de sorte que I’égalité dans la
premiére formule de la moyenne (énoncée précédemment) soit vérifiée.

1.1.28.

(a) Soit f une fonction continue sur [0,1]. Pour a et b strictement positifs,
déterminer la limite

be
lim @ dx.

e—=0t Jge T

1 n
lim / ;v dz
n—+too Jo 1+ 2

1.1.29. Soit f une fonction continue et a une fonction strictement croissante sur
[a,b], on pose

(b) Calculer

Flz) = / (1) da(t).
Prouver que, pour x € [a,b], on a

lim F(z+h)— F(z) ).

h—0 a(z + h) — a(x)
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1.1.30. On suppose que f est continue sur [a , b], que « est continue et stricte-
ment croissante sur cet intervalle et que la limite

fle+h)—f(z) df
h=0 oz +h) —alzr)  da

()

existe et est continue sur [a,b]. Prouver que

b
[ L @ data) = 10) - f10).

1.2. Fonctions a variation bornée

On rappelle que la variation totale V(f;a,b) de la fonction f sur [a,b] est

V(f;a,b) = sup {Z () — f<a:i_1>\} ,

i=1

la borne supérieure étant prise sur toutes les partitions P = {xg,x1,..., 2y}
de [a,b]. SiV(f;a,b) < +oo, f est dite & variation bornée sur [a,b]. On définit
aussi

ve(xz) =V (f;a,2), a<z<b

Clairement, v¢(a) = 0 et v¢ est croissante sur [a,b|. Le théoréme suivant dit
» Uf I )

qu’une fonction a variation bornée peut étre vue comme la différence de deux
fonctions monotones.

Théoréme 1. Si f est a variation bornée sur |a,b], alors
f(x) = f(a) = p(x) — q(),

ol

p(a) = 5 (vp(a) + /@)~ [@) et q(e) = 5 (os(@) ~ (&) + F(a)

sont des fonctions croissantes sur [a,b).

Les fonctions p et g sont appelées respectivement les fonctions de variation
positive et négative de f.



ENONCES

1.2.1. Montrer que la fonction définie par

r?cos & siz€]0,1]
T) = xT ) )
i@ {O sizx=0

est dérivable sur [0, 1] mais n’est pas a variation bornée.

1.2.2. Prouver que si f est a dérivée bornée sur [a,b], alors f est a variation
bornée.

1.2.3. Prouver que la fonction

J(@) = 0 siz=0

2 .
{x cos T sixze]0,1],
est & variation bornée sur [0, 1].

1.2.4. Démontrer que
V(fia,b) = f(b) = f(a)

si et seulement si f est croissante sur [a,b].

1.2.5. Pour o € R et f >0, on définit

T@ =19, siz=0

{xacosx% size]0,1],
Prouver que f est & variation bornée si et seulement si o > (.

1.2.6. Prouver que f est bornée sur [a,b] si f est & variation bornée sur [a,b].

1.2.7. Si f et g sont a variation bornée sur [a,b], il en est alors de méme de leur
produit fg. De plus, si iI[lfb] |f(z)] > 0, alors % est aussi & variation bornée.
z€la,

1.2.8. La composée de deux fonctions a variation bornée est-elle aussi a variation
bornée ?

1.2.9. Si f vérifie une condition de Lipschitz et si g est & variation bornée, alors
la composée f o g est a variation bornée.



CHAPITRE I. 'INTEGRALE DE RIEMANN-STIELTJES

10

1.2.10. Prouver que si f est a variation bornée sur [a,b], il en est de méme
de |f|P, 1 < p < +o0.

I.2.11. Prouver que si f est continue sur [a,b] et si |f| est & variation bornée
sur [a,b] alors f l'est aussi. Justifier aussi que la continuité est une hypothése
essentielle.

1.2.12. Si f et g sont & variation bornée sur [a,b], il en est alors de méme de

W) = max {f(z), g(x)}.

1.2.13. On dit que f: A — R, A C R, vérifie une condition de Holder (aussi
appelée condition de Lipschitz d’ordre ) sur A s’il existe des constantes stricte-
ment positives M et a telles que

|f(@) — f(a")] < M’x—:r:/‘a pour =z’ € A.

(a) Prouver que la fonction

flz) = {ln(—ll/x) siz €0, 3],

0 sixz =0
est a variation bornée sur [0, %] mais ne vérifie pas de condition de Hélder.
+oo
(b) On pose x,, = kz ﬁg—k, n=2,3,... Soit f la fonction continue sur [0, 5]
=n

définie par

PO = fa) =0, f () L w2

n

et f est affine sur |::L'n+1 , xm’; ntll et xm’; ntl ,xn}. Prouver que f vérifie

une condition de Holder pour tout 0 < v < 1 et que f n’est pas a variation
bornée sur [0, z2].

I.2.14. Soit f: [a,+00[ — R une fonction a variation bornée sur tout intervalle
[a,b], b > a. On pose

V(f;a,+o0) = ,m V(f;a,b).

Prouver que si V(f;a,+00) < 400, alors la limite 11111 f(x) existe et est finie.
T—T00

L’implication réciproque est-elle vérifiée ?



ENONCES

1.2.15. On considére la somme
V(£,P) = |f(z:) — f(zi1)|
i=1

pour une fonction f définie sur [a,b] et une partition P = {zg,z1,...,2,} de
[a,b]. Prouver que si f est continue sur [a,b], alors
lim V(f,P)=V(f;a,b),
VL) = V(b
autrement dit, pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel que pu(P) < § implique
V(f7a7b) —V(f,P) <e&.

1.2.16. On considére la somme
n

W(f, P) =" (M;—m)

=1

pour une fonction f définie sur [a,b] et une partition P = {zg,z1,...,2,} de
[a,b], olt on pose

M;= sup f(x), m;= inf f(x).
TE€[xi—1,%4] x€[wi—1,2]
En utilisant le résultat du probléme précédent, prouver que si f est continue sur
[a,b], alors

#(gg{ow(f, P)=V(f;a,b).

1.2.17. Soit f une fonction a variation bornée sur [a,b|, p et ¢ respectivement
les fonctions de variation positive et négative comme définies au théoréme 1.
Soit py et ¢; des fonctions croissantes sur [a, b] telles que f = p; —¢1. Prouver que
sia<x<y<b, alors

p(@) —p(y) <pi() —pi(y) et qlx) —qy) < alz) — a(y).
En conclure que V(p;a,b) < V(p1;a,b) et V(q;a,b) < V(qi;a,b).

I.2.18. Soit f une fonction & variation bornée sur [a,b] telle que f(z) = m >0
pour tout x € [a,b]. Prouver qu'il existe deux fonctions croissantes g et h telles

que
f(z) = 9(x) pour x € [a,b].

h(z)

11
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1.2.19. Calculer les fonctions de variation positive et négative de
(a) f(z)=a3— x|, ze€[-1,1],
(b) f(x) =cosz, x€]0,2n],

(¢) fle)=x—[x], x€]0,3].

1.2.20. Soit f une fonction a variation bornée sur [a,b]. Montrer que si f est
continue a droite (resp. gauche) en xg, alors vy est aussi continue a droite (resp.
gauche) en z.

1.2.21. Prouver que l'ensemble des points de discontinuité d’une fonction f a
variation bornée sur [a,b] est au plus dénombrable. De plus, si {z,} est la suite
des points de discontinuité de f, alors la fonction g(x) = f(x) — s(z), ot s(a) =0
et

s(@) = fla") = fla)+ > (f(=)) = fz) + f(x) - f(z7)

Tn<T

pour a < z < b, est continue sur [a,b]. (La fonction s est appelée la fonction de
saut de f.)
1.2.22. Soit f une fonction & variation bornée sur [a,b]. On pose

1

€T —

x
gla) =0 et g(x)= / f(t)dt pour tout x € |a, b.
a a
Prouver que g est & variation bornée sur [a, b].

1.2.23. Montrer que si f vérifie une condition de Lipschitz sur [a,b], alors vy
vérifie aussi une condition de Lipschitz, avec la méme constante de Lipschitz.

1.2.24. Démontrer que si f est a variation bornée sur [a, b et vérifie la propriété
des valeurs intermédiaires, elle est alors continue. En déduire que si f’ est a
variation bornée sur [a,b], elle est alors continue sur [a, b].

1.2.25. Montrer que si f est contintiment dérivable sur [a,b], alors

o) = [ |7 w|a
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1.2.26. Prouver que si f est continue et « est croissante sur [a,b], alors la

fonction
/ ft)da(t), z€la,b],
b].

est a variation bornée sur [a,
1.2.27. Si f(x) = lirf fn(z) pour tout x € [a,b], alors
n—-00

V(f;a,b) < lim V(fn;a,b).

n—-+00

+o0o +0o

I.2.28. Soit Y a, et > by, des séries absolument convergentes et {x;, }nen- une
n=1 n=1

suite de points distincts de 0, 1[. Démontrer que la fonction f définie par

f(0)=0, f(x)= Zan—l— an pour tout z € ]0,1]

Tn T Tn<T

est continue pour tout = # z, (n € N¥) et

f(xn)_f(xr_z):am f(x:)_f(xn):bn

Montrer aussi que
“+oo

V(f;(), 1) = Z (|an| + |bn|) :

n=1

I1.3. D’autres propriétés de 'intégrale
de Riemann-Stieltjes

On considére dans cette section des intégrales de Riemann-Stieltjes par
rapport a des fonctions a variation bornée. Si a est une fonction & variation
bornée sur [a,b] et si &« = p — ¢, ou p et ¢ sont des fonctions croissantes, alors

/f ) do /f Jp(z /f )dg(z

pour autant que f € R(p) et f € R(q) (voir la définition a la section I.1).
Cette définition est indépendante de la décomposition de la fonction « en la
différence de deux fonctions croissantes.

13
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est inférieure en valeur absolue a

Théoréeme 1. Si les fonctions [ et a sont & variation bornée sur [a,b] et si l'une
d’elles est continue, alors

b b
[ 1@ da@) = s®)a(t) - f@ata) - [ a@)df(z).
La formule précédente est appelée la formule d’intégration par parties.

Théoréme 2. On suppose que les fonctions f et ¢ sont continues sur [a,b] et
que @ est strictement croissante sur [a,b]. Si ¢ est la fonction réciproque de

p, alors
b »(b)
[ r@ds= [ 1w vi)
a v(a)

La formule du théoréme 2 est appelée la formule de changement de variable.

Théoreme 3. On suppose soit que f est continue et o est a variation bornée sur
[a,b], soit que f et o sont a variation bornée sur [a,b] et a est continue. On

a alors
[ 1ot /v )| dv(z),

0l v (x) représente la variation de o sur [a,z], a < x < b.

1.3.1. Calculer fflxda(m’), ou

0 six = —1,
) =91 §i-1<z<?2
-1 si2<x <3

I.3.2. Soit f une fonction a variation bornée sur [0, 27] telle que f(0) = f(2m).
Prouver que chacune des intégrales

2 27
f(x)cosnxdx et f(x)sinnx dx
0 0
V(£:0,27)
P

1.3.3. Soit f et g des fonctions continues sur [a,b] et o une fonction & variation
bornée. On pose

:/xf(x)da(x), a<x<b

Prouver que

b b
/m@wmz/gmﬂwwm.
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I.3.4. Soit {z,,} une suite de points distincts de |0, 1] et {c, } une suite telle que
+o0

cn>0et Y ¢, < +oo. On définit
n=1

“+oo
= Z Cnp(fL‘ - l‘n),
n=1

ou la fonction p est donnée par

p(z)

0 siz <0,
)1 siz>o.

Prouver que si f est continue sur [0, 1], alors

1 t+oo
/0 fda = chf(xn)
n=1

I.3.5. Soit v une fonction continue a variation bornée sur [a,b] telle que

[ o) =

pour toute fonction f continue sur [a,b]. Prouver que « est constante sur [a, b]

I.3.6. Soit v une fonction croissante sur [0, 7] telle que

/Tr sinz da(x) = a(r) — a(0).
0

Prouver que

o) {a(O) size[0,2],

afr) sizell, .

1.3.7. Trouver une fonction « croissante sur [0, 1] telle que

_ SO+ 51
/f ) da(x 5

pour toute fonction f continue sur [0,1].

15
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1.3.8.  Trouver une fonction f continue sur [a,b] telle que
b
| #@)da@) = a®) - ato)
a
pour toute fonction « croissante sur [a, b].

I.3.9. Soit a une fonction a variation bornée sur [a,b] et {f,} une suite de
fonctions Riemann-Stieltjes-intégrables par rapport & « sur [a,b]. Montrer que
si {fn} converge uniformément sur [a,b] vers f, alors f est Riemann-Stieltjes-

intégrable et
b
/f(x)da = hI_iI_l /fn ) da(x

lim nT (1 — 1’2)n dx.

n—-400 0

1.3.10. Calculer

I.3.11. Soit a une fonction & variation bornée sur [0, 1]. Déterminer

1
lim " da(x).

n—-—400 0

I.3.12. Soit {ay,} une suite de fonctions dont les variations totales sont unifor-
mément bornées sur [a,b], autrement dit, il existe M > 0 tel que V(ay;a,b) < M
pour tout n. Montrer que si {a,} converge simplement vers a sur [a,b], on a
alors, pour toute fonction f continue sur [a, b,

[ i = [t

1.3.13. Soit {ay,} une suite de fonctions dont les variations totales sont unifor-
mément bornées sur [a, b] et telle que {a,,} converge simplement vers « sur [a, b].
Soit {f,} une suite de fonctions continues uniformément convergente vers f sur

[a, b]. Prouver que
Jin [ @@ = [ 1@ ot
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1.3.14. Démontrer le théoréme de sélection de Helly. Soit {ay,} une suite de
fonctions définies sur [a,b] telles que |a,(a)] < M et V(ay;a,b) < M pour tout
n € N. La suite {o,} contient alors une sous-suite {c,, } convergente vers une
fonction « a variation bornée sur [a,b] et on a, pour toute fonction f continue

sur [a, b,
b b
Jin [ f(@)das, (@) = [ f(a) dota)

1.3.15. Prouver le théoreme suivant di & Helly qui généralise le résultat
de 1.3.12. Soit f une fonction continue et a une fonction & variation bornée
sur [a,b]. Sila suite {ay, } de fonctions & variation uniformément bornée converge
vers « sur un ensemble A dense dans [a,b] tel que a,b € A, alors

i~ it

1.3.16. Démontrer la seconde formule de la moyenne. Si f est une fonction
monotone et si « une fonction continue et & variation bornée sur [a,b], il existe
alors un point ¢ € [a, b] tel que

/f ) do(z /da )+ f(b /da

—afa) a(c)).

1.3.17. Montrer les formes de Bonnet suivantes de la seconde formule de la
moyenne.

(a) Si f est une fonction croissante strictement positive sur [a,b] et si a est
une fonction continue a variation bornée sur [a,b], il existe alors un point
c € la,b] tel que

/ f () dala / da(z) = f(B)(a(b) — ale)).

(b) Si f est une fonction décroissante strictement positive sur [a,b] et si « est
une fonction continue a variation bornée sur [a,b], il existe alors un point
c € la,b] tel que

/ f(2) dala / da(z) = f(a)(alc) — ala)).

17
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1.3.18. Déterminer, pour 0 < a < b,

b -
im_ [ S0(00) g,

n—-4o0o a X

1.3.19. Pour z > 0, montrer que
(a) si F(z) = f;“ sin (¢%) dt, alors |F ()| < 1

(b) si F(z) = f;ﬂ sin (') dt, alors |F(z)| < 2.

er

1.3.20. Prouver que si les fonctions f, a1, as sont continues et & variation bornée
sur [a,b], alors

bf(x) d(ay (z f(@)aq(z) dag(x f(@)ag(z) day ().
J o= [ o + [ o

1.3.21. Montrer que si f est continue et a variation bornée sur [a,b], on a alors,
pour tout entier n strictement positif,

b b
/f(df)d((f(fff))")zn/ (f ()" df ()

n

= = (e = (fap).

1.3.22. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Déterminer les limites suivantes

() dim <n /0 L a) d:r:),
b))  dm <n /0 L ) d:r:),

(c) lim fol v

n——+o00 f xner dx ’

(d) lim <\/ﬁ / f(x)sin2"(27m)dx>,

n—-+00

fo )sin?? (27x) da

”—’+°° f e*? sin? (27z) dw

18
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1.3.23. Démontrer le théoréme de convergence monotone pour l’intégrale de Rie-
mann. Si {f,} est une suite décroissante de fonctions Riemann-intégrables sur
[a,b] convergente sur [a,b] vers une fonction Riemann-intégrable f, alors

lim /ab fn(x)de = /abf(x) dx.

n—-+o00

1.3.24. Prouver le théoréme de convergence monotone pour l'intégrale inférieure
de Riemann. Si {f,} est une suite décroissante de fonctions a variation bornée
sur [a,b] et si lil}rl fn(x) = 0 pour tout = € [a,b], alors

n—-+00o

n—-4oo

b
lim /fn(x) dx = 0.
Ja_
1.3.25. Prouver le théoréeme d’Arzela. Si {f,} est une suite de fonctions
Riemann-intégrables sur [a,b] convergente sur [a,b] vers une fonction Riemann-

intégrable f et s'il existe une constante M > 0 telle que |f,(z)| < M pour tout
x € [a,b] et pour tout n € N, alors

lim /abfn(x)dx:/abf(x)d:n.

n—-+o0o

1.3.26. Prouver le lemme de Fatou pour l'intégrale de Riemann. Si {f,} est une
suite de fonctions positives Riemann-intégrables sur [a,b] convergente sur [a, b
vers une fonction Riemann-intégrable f, alors

b

/bf(x) dr < lim fn(x)de.

n—4oo Ja

I.4. Intégrales définies

1.4.1. Calculer, pour n € N*,

: |l‘ — 1| 2 son 2 n
(a) dzx, (b) sin” x dz, cos" z dx,
o |z =2+ ]z -3 0 0
¢ T zsinzx
: Inz|d d —d
© [ nalds, W [ e

19
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™

(e) /4 tan®" z du, (f) /4 &daj,
0 0

sinx + cosx
3 sin x
g —dx
(&) /0 sin" x 4 cos" x
1.4.2. Pour n € N*, utiliser I'intégrale fol (1 — £B2)n dx pour calculer

1/n 1/n 1/n e 1 n

1<0) 3(1) +5<2> =) 2n+1<n)'
1.4.3. Soit une fonction f admettant une primitive sur un intervalle I, autrement
dit, il existe une fonction dérivable F' telle que F'(x) = f(z) pour tout = € L
Prouver que si f admet une limite a gauche ou a droite en zy € I et que cette
limite est égale a a, alors f(zg) = a.

1.4.4. On note f la fonction définie par

. l i
f(x):{sm"” six #0,

c six =0,

ou ¢ € [—1,1]. Pour quelles valeurs de ¢ la fonction f admet-elle une primitive ?

1.4.5. On pose x,, = ﬁ pour n € N*. Construire une fonction f continue sur

10, 1] telle que f = 0 sur [xog,zok—1], f < 0 sur [zopy1, 2ok €t

F(zop—1) — F(zor) = F(2ok41) — Faar) = %,

ou F' est une primitive de f. On prolonge la fonction f a [0, 1] en posant f(0) = 0.
Montrer que f admet une primitive sur [0, 1] alors que |f| n’en admet pas.

I.4.6. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Prouver que

/Oﬂxf(sinx) dx = g/oﬂ f(sinx) dx.

En utilisant cette égalité, calculer

m s 2n

rsin“" x

/ —5r o— dz, n € N*,
o S’z + cos"x
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1.4.7. Soit f une fonction continue sur [—a,a], a > 0. Démontrer que
(a)
f dx = 2/ f(x)dx si f est paire,

—a

(b)

f(x)dzr =0 si f est impaire.

1.4.8. Soit f: R — R une fonction continue et périodique de période T > 0.
Prouver que, pour tout réel a,

/aa+Tf(x)da: = /OTf(a:)d:c

1.4.9. Soit f: R — R une fonction continue et périodique de période T > 0.
Prouver que, pour tout a < b,

b B T
nETwA f(nx)de = bTa/O f(z)dx

1.4.10. Soit f € ¢]_1,). Déterminer les limites suivantes :

(a) hrf L[, f(sinz) de,

(b) hm L3 f (Isinz]) d

(¢) lim fo xf (sin(2mnx)) dz.

n—-+4o0o

[.4.11. Pour f € 6,), déterminer les limites suivantes :

(a) hm f f(z) cos(nx) dx, hm f f(x)sin(nz) dz,

(b)  lim f f(z)sin®(nz) dx.

n—-+4o0o

I.4.12. Soit f € €o,400[- On pose

1
an:/ f(n+x)dx pour n € N.

On suppose aussi que lim a, = a. Déterminer la limite hm f (nz) dz.
n—-4oo n— 0
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1.4.13. Calculer, pour une fonction f strictement positive et continue sur [0, 1],

/ e 1_x)d:1:.

I.4.14. Prouver que si f est continue et paire sur [—a,al, a > 0, alors

_a1+ex /f

1.4.15. Prouver que si f est positive et continue sur [a,b] et que

/abf(x)dxz

alors f est identiquement nulle sur [a , b].

1.4.16. Prouver que si f est continue sur [a,b] et que

[ rwa=

pour tout «, 3, a < o < B < b, alors f est identiquement nulle sur [a, b].

1.4.17. Soit f une fonction continue sur [a,b] telle que

b
/ f(2)g() dz =0

pour toute fonction g continue sur [a,b]. Prouver que f est identiquement nulle
sur [a,b].

I.4.18. Soit f une fonction continue sur [a,b]. On suppose que

b
/ f(@)g(x) do = 0

pour toute fonction g continue sur [a, b] telle que g(a) = ¢g(b) = 0. Prouver que f
est identiquement nulle sur [a, b].
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1.4.19. Soit f une fonction continue sur R. Démontrer que
(a) si ffx f(t)dt =0 pour tout x € R, f est alors une fonction impaire,

(b) si ffr flt)ydt =2 fo t) dt pour tout x € R, f est alors une fonction paire,

(c) étant donné T > 0, si fx+T fo t) dt pour tout z € R, f est alors
périodique de période T > 0.

1.4.20. Calculer

n . <n4 +1 xdw)

n—-+00 5 +1
2n
(b) lim <n3 :gd:r: >
n—+00 n x°+1
(c) lim ln (x + 2 > dzx,
n——4oo 1 n

(d) b (2 [T wdr Y
' n—+oo \ 3w /. Arctan(nz)/

1.4.21. Déterminer les limites suivantes :

w/2 )
(a) lim e~ Bsint gy
R—+00 0
™
(b) lim vV sinz dz,
n—-400 0
T/2 Liam
(c) lim T

n—too fo Vita

1.4.22. Déterminer, pour une fonction f continue sur [0, 1],

1
Jdm [

1.4.23. Prouver que si f est Riemann-intégrable sur [a,b], il existe 6 € [a, ]

tel que
0 b
dt = d
/a £(t) dt /0 £(t) dt
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I.4.24. Soit f une fonction continue sur [a,b] telle que

/abf(x)dx:O.

Prouver qu'’il existe 0 € |a, b[ tel que
0
| f@ds = s0)
1.4.25. Soit f € ¢y, a > 0, telle que

/abf(x)dx:O.

Prouver qu’il existe 6 € |a,b[ tel que
0
| f@do=s50).
1.4.26. Soit f,g € €|q- Prouver qu'il existe 6 € Ja, b| tel que
b b
(6) [ f@)de = 1(0) [ gla)da.
1.4.27. Soit f, g € €lay)- Prouver qu’il existe € Ja, b] tel que
0 b
o6) [ 1a)dz = 116) | o) de.

1.4.28. Soit f et g des fonctions strictement positives et continues sur [a,b].
Prouver qu'’il existe 0 € |a, b[ tel que

£(0) 9(0)

— =1.
fae f(x)dx feb g(z)dx

1.4.29. Soit f une fonction strictement positive et continue sur [0, 1]. Prouver
que, pour tout n € N*| il existe 6(n) tel que

%/Olf(x)dx:/oe(n)f(x)dxjt/ll fz) da.

—0(n)

Déterminer la limite lirf (nf(n)).
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1.4.30. Soit f € ‘5[%)71]. Prouver qu'il existe 6 € |0, 1] tel que
[ s =0+ 5 7o)
1.4.31. Soit f € ‘5[%71]. Prouver qu'’il existe 6 € |0, 1] tel que
[ s =0+ 70+ 3 5"0)

I.4.32. Soit f € ‘5[%)7” telle que f/(0) # 0. Pour x € ]0, 1], soit #(x) tel que

/0 " f(t)dt = F(6(x)e.

lim M
r—0t X

Déterminer la limite

1.4.33. Soit f une fonction continue, positive et strictement croissante sur [a, b].
Pour p > 0, on note #(p) 'unique réel tel que

b
W)Y == [ @y

Déterminer lim 6(p).
p——+00

I.4.34. Soit f une fonction continue sur [a,b] telle que
b
/ 2" f(z)dz =0
a
pour tout n € N. Prouver que f est identiquement nulle sur [a, b].
1.4.35. Soit f une fonction continue sur [a,b] telle que
b
/ 2" f(z)dz =0
a

pour n =0,1,..., N. Prouver que f posséde au moins N + 1 zéros dans [a, b].
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[.4.36. Soit f € ¢|_44), a > 0. Montrer que

(a) si

/ ¥ f(x)dr =0 pour tout n € N,

—a

f est alors impaire sur [—a,al,

(b) si
/ 2?1 f(z)dz =0 pour tout n € N,

—a

f est alors paire sur [—a,al.

1.4.37. Soit f une fonction continue sur R. Déterminer

b

lim % (f(x+h)— f(z))dx.

h—0 a

1.4.38. Soit f une fonction continue sur R et a < b, on pose

b
g(x):/ f(x +1t)dt.

Déterminer la dérivée de g.

1.4.39. Déterminer les limites suivantes :

1 v 1
a lim — [ In(14+—=)dt,
Ry s
1
(b) limx/ %;tdt,

z—0
2
© lim fox sin v/t dt
/ z—0+ x

3 ;
(d) xEI—II—loo <$ /Ox In % dt) ,

ol a>1et Pet @ sont des polyndmes strictement positifs sur R .
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1.4.40. Déterminer les limites suivantes :

1 * 1
(a) lim —/ ———dt ),
z—+oo \Inz Jq 1+t
1 X
(b)  lim (5/0 (1+sint)1dt>,
: L
(c) lim | — T dt )
z—0+t \ % Jo
x 5 1/182
(d) lim < / el dt) .
r—-+00 0

1.4.41. Prouver que si f est continue sur [0, 1], alors

1 1/p
. P
i ([P ar) =m0

1.4.42. On suppose que la fonction a valeurs réelles f(x,y) est continue sur le
rectangle R = [a,b] X [c¢,d]. Prouver que

=/abf(x,y)dx

est continue sur [c,d].

1.4.43. On suppose que la fonction a valeurs réelles f(x,y) définie sur le rec-
tangle R = [a,b] X [c,d] est Riemann-intégrable sur [a,b] pour tout y € [c,d] et
que la dérivée partielle 3 8f est continue sur R. Démontrer que

d/fxydx—/a (x,y)d

I.4.44. Soit f une fonction continue et strictement positive sur [0, 1]. Déterminer

ti (| @)y iz ) "

I.4.45. Soit f une fonction continue et strictement positive sur [0, 1]. Déterminer

Jim ([ @)y d:c)l/p.
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1.4.46. Démontrer que pour tout entier N strictement positif, I’équation

Sl R dt = N
/Oe <+1!+2!+ +(2N)>

admet une solution dans l'intervalle |N ,2N].

1.4.47. Soit P un polynome de degré n tel que

1
/:r:kP(x)d:L‘:O pour k=1,2,....n
0

/01 (P(z))?dz = (n+1)° </01 P(z) da;)

1.4.48. Prouver que si f est continue sur R = [a,b] X [¢,d], alors

[([renm)a=[ (/ fle i) e

1.4.49. Prouver que, pour 0 < a < b,
1.,.b a
— 1+
/ i dr =In + .
o Inz 14+a

I.5. Intégrales impropres

Montrer que
2

On suppose que la fonction f est définie sur [a, +oo[ et qu’elle est Riemann-

intégrable sur tout intervalle borné [a,b], b > a. On définit

+Oof( = lim /f ) dz,

@ b—+o0

pour autant que cette limite existe et est finie. On dit, dans ce cas, que I'inté-
grale impropre (celle se trouvant dans le premier membre de ’égalité) converge
et sinon, on dit qu’elle diverge. On définit 'intégrale impropre ffoo f(z)dx de

la méme fagon et on définit I'intégrale fjoooo f(z)dx par
+oo a +oo
| toe= [ j@det [ @),
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pour autant que les deux intégrales impropres dans le second membre
convergent. Cette définition ne dépend pas du choix de a.

Pour une fonction f définie sur [a, b[ et Riemann-intégrable sur tout sous-
intervalle fermé de [a, b, on définit I'intégrale impropre | ; f(z)dx par

b b—n
/ f(x)dx = lim f(x) dx,

n—0t Jq

pour autant que la limite est finie. Si f est définie sur Ja,b] et Riemann-
intégrable sur tout sous-intervalle fermé de J]a,b], lintégrale impropre
f; f(x) dx est définie de la méme fagon.

1.5.1. Pour n € N* et a strictement positif, calculer

(a) /0% _de (b) /;/2 In(sin x) d,

. )
sin® z + cost x

1 1

(c) / 2" (1 —2)%dx, a> —1, (d) / (—Inz)" dx,
0 0
nl—(1-%)" !
(e) / M dz, (f) / 2" In" x dx,
0 x 0
(g) / T _dw (h) / T dw
Ok arer e
, T Ing , T Ing
W /0 z? +a? 4, W /0 (22 + a2)? o
i Feo 1 dx
k 1 - —.
(k) /0 In(1 + cosz) dz, (1) /0 In <x+x> T2

1.5.2. Pour 0 < a < 1, on définit

Prouver que

1
/ fa(z)dx = alna.
0
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1.5.3. Soit f une fonction monotone sur Uintervalle 0, 1] telle que 'intégrale
impropre fo x) dz existe. Prouver que

1 2 n—1 1
T R ) +f(")=/f(w)dfv
0

n—-+4oo n

I.5.4. Soit f une fonction monotone sur l'intervalle |0, 1] telle qu’une des limites
lim+ f(x) ou lim f(x) existe. Prouver que l'intégrale impropre fol f(x) dx existe
—0 r—1—

i ISR s ()

n—-4oo n

existe et est finie.

1.5.5.  Montrer sur un exemple qu’on ne peut omettre 'hypothése qu’une des
limites en 0™ ou en 1~ est finie dans le probléme précédent.

1.5.6. En utilisant le résultat de 1.5.3, déterminer

n

) n!
o S

_ ™ 27 . (n—=1)rm
(b) nll)l}_loo sin o sin CPREEL L b

(c) HETOO ié (In k)2 ( Zlnk‘)

1.5.7. Soit f:]0,1] — R une fonction monotone telle que pour un certain
o € R, I'intégrale impropre fol x® f(z) dx existe. Prouver que lim+ 2T (x) = 0.
z—0

1.5.8. Vérifier lesquelles des intégrales impropres suivantes convergent ou di-
vergent :

T dx o gin?
g 5 —d
(a) /2 xlnz’ (b) /0 11220

1 1 dx
(c) / (— lnx)adx, a€R, (d) / — G b eR,
0 oz

—Inx)
(e) /+°° xdx
e _— .
o 14a2sin’z

30



ENONCES

1.5.9. On suppose que f et g sont des fonctions strictement positives sur [a , +00]
et que f;oo g(x) dx diverge. Montrer qu’au moins une des deux intégrales

/a+oof(:r:)g(:r:)dx ot /:OOM@

diverge.

1.5.10. Prouver le théoreme de Cauchy suivant. Pour que l'intégrale impropre
f;roo f(x)dx converge, il faut et il suffit que, étant donné € > 0, il existe ag > a

tel que pour tout as > a1 > ag,
a2
| @
a1

1.5.11. Prouver que l'intégrale impropre f;oo f(x) dx converge si et seulement
si, pour toute suite croissante {a, }nen qui diverge vers 400 et telle que ap = a et
an > a pour n > 1, la série

<e.

an—1

+oo an
Yo f@)ds (1)
n=1

converge. De plus, en cas de convergence,
+o0o +00 Qn
/ f(z)dx = Z f(x)dx.
a n=1" -1

Prouver aussi que si f est positive, il suffit qu’il existe une suite croissante
{an}nen, ap = a et a, > a pour n > 1, divergente vers +oo et pour laquelle la
série (1) converge pour que l'intégrale impropre converge.

1.5.12. Pour a strictement positif, étudier la convergence de l'intégrale

/+oo dzx
0 1+ zosin’z

1.5.13. Soit f une fonction strictement positive sur R telle que f0+°° f(z)dx
existe. La fonction f(z) doit-elle tendre vers 0 lorsque x tend vers +oo ?

I.5.14. Soit f une fonction strictement positive et dérivable sur [a,+o0[ telle
que |f'(x)] < 2 pour z > a. La convergence de f;roo f(x) dz implique-t-elle que
f(x) tend vers 0 lorsque z tend vers 400 ?
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I.5.15. Montrer que si f est uniformément continue sur [a,+oo[ et que l'inté-
. “+o00o .
grale impropre [ ™ f(x)dx converge, alors 111}_1 flx) =
T—T0O0

1.5.16. Soit f: Ry — R4 une fonction décroissante. Prouver que si

+oo
/ f(z)dr < 400,
0

alors liril zf(x) = 0. Montrer sur un exemple que la réciproque est fausse,
T—T00

autrement dit, la condition lim zf(x) = 0 n’implique pas la convergence de

r——+00
f0+°° f(z)dx.

1.5.17. Soit f: [1,4+00[—]e, 400 une fonction croissante telle que f+°o fcgﬁ) =

+00.

(a) Prouver que 'on a aussi f1+°O :tlnd;:(:t) = +o0.

(b) Donner un exemple de fonction f vérifiant la condition ci-dessus et pour

laquelle f1+°° m converge.

1.5.18. Soit f une fonction continue sur R telle que

e (0 / )

existe et est finie. Prouver que hm f(x)

1.5.19. Soit f une fonction positive et continue sur R, telle que

+oo
/ f(z)dr < +o00.
0

Démontrer que

1.5.20. Soit f une fonction uniformément continue sur [a,+oo[ telle que les
intégrales f; f(t) dt soient uniformément bornées, autrement dit, il existe M > 0
tel que

dt’ < M pour tout z € [a,+00|.

Prouver que f est bornée sur [a, +00].
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1.5.21. Prouver que si les intégrales [ (f(z))*dz et [ (f"(x))”da
convergent, alors f;roo (f'(x))? dz converge aussi.

1.5.22. Prouver le test d’Abel pour la convergence des intégrales impropres. Soit
f et g des fonctions définies sur [a,4oo[ vérifiant les conditions suivantes :

(1) lintégrale impropre f:oo f(x) dx existe,
(2) g est monotone et bornée sur [a,+0oo|.

Alors, l'intégrale impropre
+oo

f(x)g(x) du

converge.

1.5.23. Prouver le test de Dirichlet pour la convergence des intégrales impropres.
Soit f et g des fonctions définies sur [a,+oo[ vérifiant les conditions suivantes :

(1) f est (proprement) intégrable sur chaque intervalle [a,b] (b > a) et les
intégrales ff f(x)dz sont uniformément bornées, autrement dit, il existe

C > 0 tel que
b
/ f(x)dx

(2) g est monotone et lim g(z) = 0.

r——+00

< C  pour tout b > a,

Alors, l'intégrale impropre
+oo
|t ds

converge.

1.5.24. Pour a > 0, étudier la convergence des intégrales suivantes :

+00 o 100 |qj
(a) / sin x d. (H) / |sin z| d.
1 1

% x

+oo +oo in(2
(c) / sin (:L'2) dz, (d) / esmxM dz,
1 1

xOé

400 :

sin x

(e) / In®z dx.
1 T
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1.5.25. Soit f: [a,+oo[— R une fonction continue et périodique de période
T > 0 et g: [a,+o0o[— R une fonction monotone telle que lir}rn g(x) = 0.
T—T00

Prouver que si faa+Tf(:B) dr = 0, alors l'intégrale f;_oo f(x)g(x)dx converge.
Prouver de plus que si faa+Tf(a:) dx # 0, l'intégrale impropre fa+oof(x)g(x) dx

converge si et seulement si f;roo g(x) dx converge.

1.5.26. Utiliser le résultat du probléme précédent pour étudier la convergence
des intégrales suivantes :

(a) /+°O sin(sin x) €05 g
0 T

(H) /+°O sin(sin x) ST g
0

x

1.5.27. Pour a > 0, étudier la convergence de 'intégrale

+00 H
sin @
——dx
0 % +sinx

1.5.28. Prouver que si [ xf(z)dz (a > 0) existe, alors [ f(z)dx existe
aussi.

1.5.29. Soit f une fonction monotone sur Ry telle que l'intégrale impropre
—+00 .
Jo = f(z) dx existe. Prouver que

+00 +00
lim ;Q_:lf(nh):/0 f(z)dx.

h—0t+

Utiliser ce résultat pour déterminer

+oo h
lim -
h—0+ nz::l 14 h2n2

1.5.30. Pour oo > 0, on pose

+o0o
INa) = / el da.
0

Montrer que I'(«) est finie pour tout « strictement positif. I'(a) est appelée la
fonction gamma d’Euler.
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1.5.31. Utiliser le résultat de 1.5.29 pour montrer que

. n® in!
n—lglooa(a—i—l)...(a—i-n—l)

INa) =
pour « > 0.

1.5.32. Utiliser la formule donnée dans le probléme précédent pour prouver que,

pour « > 0,
—_ 00
e a/k< an -1
He 1+—) ,
o k

ou 7y est la constante d’Euler (voir, par exemple, I1.1.41 (vol. I)).

INa) =

1.5.33. Prouver que

1.5.34. Prouver que

+o0o
/ e dg = ﬁ .
0 2

1.5.35. Soit f(z,y) une fonction définie sur [a,+oo[xA ou A C R. On dit que
I'intégrale fa+°° f(x,y)dx converge uniformément sur A si, étant donné ¢ > 0, il
existe ag > a tel que

—+00
<e€

b
f(,y) do - / f () de

a

pour tout b > ag et tout y € A. Montrer que s’il existe une fonction p(z) telle
que
[f(z,9)| < ¢(z) pour tout =z € [a,+0o[,y € A

et fa+oo (z) dx converge, alors l'intégrale impropre fa+°° f(z,y) dz converge uni-
formément sur A.

1.5.36. Montrer le critére suivant de convergence uniforme d’une intégrale im-
propre. On suppose que f;_oo f(z,y) dr converge uniformément sur A et g(x,y)
est monotone par rapport a x et est bornée sur [a, +o00[x A. Alors

+oo
f(z,y)g(z,y) dx

a

converge uniformément sur A.
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1.5.37. Déduire le critére suivant du probléme précédent. Si I'intégrale impropre
+00 . N .
J.77 f(x) dx converge et si g(x,y) est monotone par rapport & z et est bornée sur

[a,400[xA, alors
+o0o

f(x)g(z,y) dx

converge uniformément sur A.

1.5.38. On suppose qu’il existe C' strictement positif tel que

< C pour tout b >a, y € A.

/abf(x,y) dx

La fonction g(z,y) est monotone par rapport & = et g(x,y) tend vers 0 lorsque x
tend vers +o0o uniformément sur A. Alors,
+oo
[z, y)g(x,y) de

a

converge uniformément sur A.

1.5.39. Etudier la convergence uniforme des intégrales impropres suivantes :

+00 o3

sin ax

(a) / . dx, a€ [ag,+oo[, ag>0,
0

+00 o
(b) / P as dr, acRy,
0 €T

o0 cosa (22 + 1
(c)/ %d‘x, aER,
0 X +1

+oo
(d) / e “cosz®dr, a€RY.
0

1.5.40. On suppose que l'intégrale impropre fa+°° f(x,y) dz converge uniformeé-
ment sur A. Prouver que si f(z,y) converge vers p(x) lorsque y tend vers yg
uniformément sur chaque intervalle [a,b], alors I'intégrale f;_oo o(z) dx converge

et
+o00

lim f(z,y)dx = /+<>O o(z) dx.

y—v0 J,



ENONCES

1.5.41. Considérer I'exemple

__n_

fola) = “ze 22 pour z >0,
" 0 pour x = 0,

pour montrer qu’on ne peut pas omettre 'hypothése sur la convergence uniforme
de l'intégrale impropre fa+oo f(z,y) dz dans I’énoncé du théoréme 1.5.40.

1.5.42. Montrer que

+00 o3
(a) lim Y v gy =T ,
y—0t 0 x 2
+oo m +00
(b) lim sin 22 Arctan(yz) do = — / sin 22 dz,
y—+ee Jo 2 Jo
+00 3 —n +00 o3
(c) lim i (1 + E) dx = / ST e dx,
n—-+oo Jq x n 0 X
@ dm [ Arctan(n) o7
y—+o0o Jq x2vx? -1 2’
+oo
(e) lim+ yrsinwe V" dx = 0.
y—0% Jo
1.5.43. Soit f: R = [a,+0o0[X[c,d] — R une fonction continue telle que

f;_oo f(x,y) dx converge uniformément sur [c, d]. La fonction

+oo
I(y) =/ f(z,y) dx

est alors continue sur [c, d].

I.5.44. Soit f: R = [a,+oo[X[c,d] — R une fonction continue telle que
f;roo f(z,y) dx converge pour tout y € [c,d] et que g—i soit continue sur R. On

suppose que 'intégrale f oo g—i (x,y) dz converge uniformément sur [c, d]. Montrer

que

d [T T 9

| rewe= [T @i
1.5.45. Utiliser le résultat de 1.5.44 pour calculer

+oo
(a) / e 2 dx, a>0,n €N,
0
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oo dx
b / ——— a>0,neN*
(b) 0 (a—i—:r?)"H

+00 o
(c) / sin(az) e "dr, ackR,
0 T

too 1 _
(d) / 1= cos(az) e *dr, aeR
0 xT

1.5.46. Prouver que

+oo
(a) / e /2 cos(yx)dx = v 2me V2, yeR,

— 00

oo —z—y/z dz —2./y
(b) A e 7 == \/Ee y y > 0.

x

N

1.5.47. Prouver que si une fonction a valeurs réelles f(z,y) est continue sur
[a,+oo[x][c,d] et que I'intégrale impropre

/:oo f(z,y) dx

converge uniformément sur [c,d], alors

/Cd </a+oof(x,y)d:r:> dy:/joo </Cdf(:n,y)dy> iz,

1.5.48. Utiliser le théoréme précédent pour trouver

400 —bx —ax

e — €

(a) / € "% dr, ab>0
0 X

3 0<a<hb.
x

T cos(bx) — cos(ax
o (b0) — cos(az)

1.5.49. Soit que f € %& telle que f’ soit monotone sur R, et liI_I‘_l flx) =1
T— 100

existe et soit finie. Prouver'!) que, pour a,b > 0,

RPN
0

T a

() Cette intégrale est appelée intégrale de Frullani. (N.d.T.)
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1.5.50. Soit f(z,y) une fonction continue sur [a,+oo[X[c,+oo]. On suppose
que

(1) l'intégrale impropre f;roo f(z,y) dz converge uniformément sur chaque in-
tervalle [c, d],

(2) lintégrale impropre fjoo f(z,y) dy converge uniformément sur chaque in-
tervalle [a, b),

(3) les intégrales impropres f;roo |f(z,y)|dx et fc+oo |f(x,y)| dy convergent res-
pectivement pour y = c et > a,

(4) au moins une des intégrales impropres

[ i) i [T man)

converge.

[ i) o= ([ ) ay

et chacune des intégrales converge'? .

Alors,

1.5.51. Montrer que

o 1 *° cosx 1\/77r
2
dr = ~ —dr =4/ =
/0 cosz”dz = 5 ; NG =313

400 1 +00 o3 1
/ sinz?dr = = %dx:—\/g.
0 2 Jo NE 2V 2

(Les intégrales impropres f0+°° cos 2% dx et f0+°° sin 22 dx sont appelées des inté-
grales de Fresnel.)

et

1.5.52. Soit f(z,y) une fonction définie sur [a,b[x A telle que pour tout y € A,
f est Riemann-intégrable sur tout intervalle [a,b—n] o 0 < n < b—a. On suppose
aussi que f(z,y) tend vers p(z) lorsque y tend vers yo uniformément sur chacun de

) Théoreme de Fubini-Tonelli. (N.d.T.)
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ces intervalles. Si I'intégrale impropre ff f(z,y) dz converge uniformément sur A
(autrement dit, étant donné £ > 0, il existe 7y tel que

b

f(z,y)dz
b—n

<e

pour tout 0 < <my <b—aetyec A), alors

b

lim flz,y)de = /b o(z) de.

y—y0 J,

1.5.53. Soit fn: [a,b[— R (n € N*¥) des fonctions Riemann-intégrables sur
tout intervalle [a,b —n] ou 0 < n < b — a, telles que la suite f,(x) converge
uniformément sur chacun de ces intervalles vers ¢(x) lorsque n tend vers +oo.
On suppose aussi qu’il existe une fonction strictement positive f(z) telle que
|fn(2)|] < f(z) pour tout x € [a,b] et n € N* et telle que l'intégrale f;f(:r) dx
existe. Alors?),

lim /ab fn(x)de = /ab o(z) dz.

n—-4oo

1.5.54. Montrer que
“+oo

lim e dr = 1.
y—+o0 Jo

1.5.55. Montrer que

t n
—) t*~Ldt, pour z > 0.

I'z)= 1l 1-—
(x) im ; < -

n—-4oo

00 /gin g 2 T
dr = —.
[(5) w3

1.5.57. Montrer que, pour 0 < a < 1,

400 .a—1 too
T 1 1 1 s

do ==+ (—1)F = .
/0 Ttz a+k_1( ) <a+k‘+a—k‘> sin Ta

) Théoreme de convergence dominée. (N.d.T.)

1.5.56. Montrer que
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1.5.58. Montrer que pour a,b € |0, 1],

+00 xa—l o :L’b_l
/ ————— dz = mw(cotan Ta — cotan mb).
0 1—=x

1.5.59. Exprimer les intégrandes sous forme de série entiére pour calculer

1 n — X 1 n s
(a) /0 =) (b) /0 1+,

T T

1 n 1?2 1 nr 112 — X
(c) /0 de, (d) /0 wdm.

T T

1.5.60. Utiliser I'identité

1 J—
n+1

1
/:L‘2"d:r: (n € N)
0

pour trouver la somme des séries

(a) f(_l)n <4n1+ 1" 4n1+3> ’

n=0
+oo
1 1
1 - .
(b) 1+;<8n+1 8n—1)

I.5.61. Utiliser le résultat de 1.5.1(c) pour déterminer la somme des séries

+00 1
(a) 7;) 2n+1)2n+2)(2n+3)’
I
b) '
= 2n(2n +1)(2n + 2)

1.5.62. Démontrer que
1 +oo
/ x tdr = Zn_”.
0 n=1

e T

14+e® de.

+oo
1.5.63. Déterminer la valeur de I'intégrale /
0
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1.5.64. Pour a et b strictement positifs, on pose

1
B(a,b) = / 2411 —2) e
0

(B(a,b) est appelée la fonction béta d’Euler.) Montrer que, pour 0 < a < 1,

+oo ,a—1
B(a,l—a):/ J dy = i
0 1+y sin am

1.5.65. Montrer que, pour a,b > 0,

_ I(a)T'(b)
Bla:b) = TG0
et en conclure que
T
)l —a) = sin am

pour 0 < a < 1.

I.5.66. Déterminer lim al'(a).

a—07t
1.5.67. Calculer fol InT'(a) da.

1.5.68. Pour a > 0, prouver la formule de duplication suivante :

22ar(a)§(g;)+ %) — 2/T.

1.5.69. Vérifier les égalités suivantes :
2cos %27

/2
(a) / tan® z dr =
0 2

(b) /0 s 4\1/% <F G>)2

/2
(c) / sin !z dr =2°2B (2 a) , a>0.
0

la| <1,

2792

1.5.70. Prouver la formule de Stirling :

) n!
lim ——=1.
n—+00 \[orptTze—n
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1.5.71. Montrer que

i (Cm)
pour a > 0.

1.5.72. Déterminer les limites suivantes :

W 1 YELEtE)

z—+oo [z +1)
(b) lim zB(a,x), a>0.
T—-+00

I.6. Inégalités portant sur les intégrales

1.6.1. Prouver linégalité de Cauchy-Schwarz. Si f et g sont des fonctions
Riemann-intégrables sur [a, b], alors

< / ’ F@(o) d:n>2 </ " ) do /ab o) do.

De plus, si f et g sont continues sur [a, b], 'égalité est vérifiée si et seulement s’il
existe A1 et Ag tels que [Ai| 4+ [A2| > 0 et A1 f(z) = Aag(x) pour tout = € [a,b].

1.6.2. Prouver que si f est Riemann-intégrable sur [a, b], alors

</abf(:1:)sinxdx>2+ (/abf(:z:)cosxd:p>2 < (b—a)/abe(:z:)d;c.

1.6.3. Prouver que si f est strictement positive et Riemann-intégrable sur [a, ],

alors

b b gy
(b—a)ZS/ f(x)dx %

De plus, si 0 < m < f(z) < M, alors

b b dx (m+ M)? 2
[ [ g < S 0o
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I.6.4. Soit f et g des fonctions Riemann-intégrables sur [a,b] telles que
my < f(z) < My et mo <g(x) < My pourtout = € [a,b].

Prouver que*

b ) ,
’bia/ f(w)g(w)dx—ﬁ/ f(;v)d:r:/ g(z) dx
<2ty ) 01 = ).

1.6.5. Soit f € CK[}I p) telle que fla) = f(b) =0cet fab f2(z)dz = 1. Montrer que

b , 1
/a of (@) () de = —

et

b b
ié/a (f'(x))de/ 22 f2(x) du.

a

1.6.6. Déterminer

min /1 (1+ :L'2) () da
0

feA
ol

1
A:{fe‘f[o,l]:/o f(x)d:r:zl}

et trouver une fonction pour laquelle le minimum est atteint.

1.6.7. Soit f: [a,b] — [m, M] une fonction telle que fff(x) dx = 0. Prouver
que

/b fA(x)de < —mM(b —a).

1.6.8. Prouver que si f est une fonction continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1]
telle que f(0) =0et 0 < f'(z) <1 sur]0,1], alors

(/ ' f) dx)2 > [yt a

Montrer aussi que 1'égalité est atteinte si et seulement si f(x) = z.

) Inégalité de Griiss. (N.d.T.)
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1.6.9. Soit f € €], une fonction croissante sur [a,b]. Prouver que 'on a, pour

x € la,bl,
1 @ 1P 1 b
— [ roa<i= [1oa<=— [ roa

1.6.10. Prouver I'inégalité de Tchebychev. Si les fonctions f et g sont toutes
deux croissantes ou toutes deux décroissantes sur [a, b], alors

bia/abf(x)dxbia/abg(x)dxgbia/abf(x)g(x)dx

Si une des fonctions est croissante et l'autre décroissante, l'inégalité est alors
inversée.

1.6.11. Prouver la généralisation suivante de 'inégalité de Tchebychev. Soit p
une fonction strictement positive et Riemann-intégrable sur [a, b]. Si les fonctions
f et g sont toutes deux croissantes ou toutes deux décroissantes sur [a, b], alors

Si une des fonctions est croissante et lautre décroissante, I'inégalité est alors
inversée.

1.6.12. Soit f et g des fonctions croissantes sur [0, a]. Prouver que

/ ' f@)g(w) de > / " fa—)g(x) dz.

1.6.13. Soit g une fonction strictement positive et décroissante sur [a,b], a > 0.
Montrer que
Ju f
a 7

ff fq

1.6.14. Montrer que si f est une fonction convexe sur [a,b], alors'”)

TEL= o< [ i< 1OHO

©) Inégalité de Hadamard-Hermite. (N.d.T.)
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1.6.15. Etant donné z et y des réels strictement positifs, on note A, G et L
respectivement leur moyenne arithmétique, géométrique et logarithmique (voir,
par exemple, I1.5.41 (vol. IT) pour la définition de la moyenne logarithmique).
Utiliser le résultat précédent pour prouver que pour = # y, A¥ < G4 si x et y sont

tous les deux supérieurs a e3/2 et AL > G4 si x et y sont tous les deux inférieurs
s .3/2
a e’ =,

1.6.16. Montrer que si f € ‘K[a’b] est strictement positive et strictement concave
sur [a,b], alors

b
1
/ f(z)dx > = (b—a) max_ f(x).
a 2 z€[a,b]
1.6.17. Soit f et g des fonctions contintiment dérivables sur [0,0] telles que f’

et ¢ solent positives sur [0,b], f n’étant pas constante et f(0) = 0. Alors, pour
0<a<b,

a b
F(a)g(b) < /0 o) f'(z) da + /0 J (@) f(z) d.

[égalité est atteinte si et seulement si a = b ou si g est une fonction constante.

1.6.18. Soit f € Cf[é o €> 0, une fonction strictement croissante sur [0, ¢| telle
que f(0) = 0. Prouver que, pour x € [0, ¢,

z f(z)
| swdes [ 0 dt =),
0 0
ott f~! représente la bijection réciproque de f.

1.6.19. Utiliser le résultat du probléme précédent pour prouver 1'inégalité de
Young. Sous les hypothéses de 1.6.18,

a b
/ f(t) dt+/ fHt) dt = ab
0 0

pour tout a € [0,c] et tout b € [0, f(c)]. De plus, I'égalité est atteinte si et
seulement si b= f(a).

1.6.20. Montrer que pour a,b > 0,

(1+a)ln(1+a)— (14 a)+ (" —b) > ab.



ENONCES

1.6.21. Prouver la réciproque de I'inégalité de Young. On suppose que f et g sont
contintiment dérivables et strictement croissantes sur Ry et que f(0) = g(0) = 0,
g Y(x) = f(x) pour tout x > 0. Si, pour a et b strictement positifs,

ab < /af(x)da:—i-/bg(x)da:,
0 0

alors f et g sont inverses I'une de I'autre.

1.6.22. Soit

A= {fER([O,l]):/Olf(x)dx:3,/01xf(x)dx:2}.

Déterminer

min/1 f2(z) da
0

feA

et une fonction pour laquelle le minimum est atteint.

1.6.23. Soit
A={f el f0) = f(1) = 0,£(0) = a}.
Déterminer
. ! 17 2
1}%12/0 (f"(x))" da

et une fonction pour laquelle le minimum est atteint.

1.6.24. Existe-t-il une fonction f contintiment dérivable sur [0,2] telle que
f0)=f(2)=1,|f ()] <1 pourz €]0,2] et fozf(x)d:n‘ <17

1.6.25. Soit f € ‘5[}1 b] telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer que

b
max |f'(z)] > ﬁ [ 1s@laa.

z€[a,b]
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1.6.26. Démontrer 1'inégalité de Hélder. Si les fonctions fi, fo, ..., fn, sont posi-

tives et Riemann-intégrables sur [a, b] et si les réels strictement positifs aq, o, .. .,
n

ay, vérifient > «o; = 1, alors
i=1

b n

Hff” (z)dz < H </b filz) dm) " .

n
@ =1 =1

1.6.27. Soit f et g deux fonctions positives et Riemann-intégrables sur [a,b].
Pour p # 0, on note ¢ son conjugué (g est tel que % + é = 1). En utilisant le
résultat du probléme précédent, prouver que

(a) sip>1, alors

/ ’ fa)ole) do < (/ ' fo(a) iz ) " (/ " 1) iz "

(b) sip<Oousi0<p<1etsifetgsontstrictement positives, alors

/ ’ fa)ole) da > (/ ' fo(a) iz " (/ " 1(x) iz "

1.6.28. Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle qu’il existe a > 0 pour lequel
0 < f(x) < a®/3 pour tout x € [0, 1]. Prouver que

/1 V@) de = d®? si /1f(x)dx:a.
0 0

1.6.29. Soit f wune fonction Riemann-intégrable sur [a,b] telle que
m < f(x) < M. Démontrer que si ¢ est continue et convexe sur [m, M], alors

0 (b% / fa) dx) < o (@) da.

Cette inégalité est appelée 1'inégalité de Jensen.

1.6.30. Prouver la généralisation suivante de 'inégalité de Jensen énoncée au
probléme précédent. Soit f et p des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] telles
que m < f(x) < M, p(x) >0 et f;p(x) dx > 0. Si ¢ est continue et convexe sur
[m, M], alors

1 b 1 b
_— o) f(x)dr | < ———— T x))dz.
“’<f;p<x>dx/a p(2)f () ) f;p@)dx/a p(@)e (£(x))
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1.6.31. Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [0,1] telle que |f(z)| < 1
pour tout z € [0,1]. Montrer que

/Olmdxé\/l—</01f(x)dx>2.

1.6.32. Soit f une fonction positive et décroissante sur [0, 1]. Montrer que, pour
a et b positifs,

(1 - (%)3 /leQ“f(:n) dx/olx%f(x) dz > </lea+bf(x) d:g>2.

1.6.33. Soit f une fonction positive et croissante sur [0, 1]. Montrer que, pour a
et b positifs,

(1 - (%)3 /leQ“f(:n) dx/olx%f(x) dz < </lea+bf(x) d:g>2.

1.6.34. Soit f une fonction continue sur [a, b] qu’on prolonge en posant f(z) =0
pour z ¢ [a,b]. Pour h > 0, on définit fj en posant

x+h
fule) = 57 / L

Prouver que

/ )] de < / @) de.

1.6.35. Prouver l'inégalité de Minkowski pour les intégrales. Soit f1, fa,..., fa
des fonctions positives et Riemann-intégrables sur [a, b].

(a) Sik > 1, alors

==

(/b () + -+ (o) da) l

a

ko
/N
< N
S|
S
=%
&
~—
=
N—
ko
T
_|._
< N
]
S
5%
—
&
=
N——

(b) Si0< k<1, alors

e

B
V
< N\

s}
>
=%
S
~—
5
N———
=
+
+
< N
IS
>
SH
—
=
5
N——

(/b () + -+ (o) da) l

a
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1.6.36. Soit fi,..., f, des fonctions positives et Riemann-intégrables sur [a, b].

(a) Si k> 1, alors

b(fl(x) st fu(o fi(z)dz + - bflf(x)dar
/ ws [ a3

(b) Si0< k<1, alors

b(fl(w) cot ful () da + - bfﬁ(w)d:c
/ o< [ a3

1.6.37. Prouver l'inégalité de Steffensen. Si g est Riemann-intégrable sur [a, b
telle que 0 < g(x) < 1 pour tout x € [a, b] et si f est décroissante sur cet intervalle,

alors a+\
N / e / f(x) da,

A= /abg(x) dzx.

1.6.38. Prouver la généralisation de Bellman de l'inégalité de Steffensen. Si g
est Riemann-intégrable sur [0, 1] telle que 0 < g(x) < 1 pour tout z € [0, 1] et si
f est positive et décroissante sur cet intervalle, on a alors, pour p > 1,

([ r@ww ) < [ sara
- </01g(:r)da:>p.

1.6.39. En utilisant 1.6.38, prouver que si g est Riemann-intégrable sur [a, b
telle que 0 < g(z) < 1 pour tout = € [a,b] et si f est positive et décroissante sur
cet intervalle, on a alors, pour p > 1,

W </abf(x)g(x) d;v)p < /aa+A (f(2))? d,
A= W </abg(:r)da:>p.

ou

ou

ou
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1.6.40. Démontrer la variante suivante de linégalité de Steffensen due a
R. Apéry. Soit f une fonction positive et décroissante sur Ry et g une fonc-
tion définie sur Ry telle que 0 < g(z) < A (A >0) et f0+°° g(x)dr < +00. On a
alors

/ " ey dr < A / o) da

ou

1 [t
A= Z/o g(x) dzx.

1.6.41. Prouver la généralisation suivante de Bellman de linégalité de
Steffensen. Soit f: [a,b] — R une fonction positive et décroissante et soit
g: [a,b] — R une fonction positive et Riemann-intégrable telle que

-1

0< g(x) </abg(t)dt>p <1, zelab.

Sip=>1, alors

(/ ' fa)ote) dx)p < [Tuera

Az(/abg(a:)dx)p.

Prouver de plus que si 0 < p < 1, alors

([ 1@s@a) > [ gwra,

ol A est défini comme précédemment.

ou

1.6.42. Soit g; et go des fonctions intégrables sur [a, ] telles que

/jgl(t) dt > /jgg(t) dt

/abm(t)dt:/abgz(t)dt.

Prouver que si f est croissante sur [a, b, alors

pour tout z € [a,b] et

b b
/ F(D)g1(t) di < / F(£)ga(t) dt
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et si f est décroissante sur [a,b], alors

/fgl /fg2

1.6.43. Utiliser I'inégalité de Steffensen (voir 1.6.37) pour prouver que si f est
continiment dérivable sur [a,b] et m < f'(z) < M (m < M) pour tout z € [a, b,
alors

(M —m)\* _ f(b) = f(a) (M —m)(b—a—))?

S e N - =L ’

ou

M—m

1.6.44. Montrer que si f est continiment dérivable sur [a,b] et m < f'(x) < M
(m < M) pour tout = € [a,b], alors

x)dx—w(b—a)

(f(b) — f(a) —m(b—a))(M(b—a) - f(b) + f(a))
2(M —m) '

<
1.6.45. Prouver I'inégalité d’Opial. Si f est contintiment dérivable sur [0,a] et
f£(0) =0, alors
a a a 9
/0 F)f ()| do < /0 (f'(@))? da.

1.6.46. Prouver la généralisation suivante de I'inégalité d’Opial. Si f € %[’OL o €5t
telle que f(0) = f'(0) = --- = f®=D(0) =0, n > 1, alors

a
/
1.6.47. Prouver la généralisation suivante de I'inégalité d’Opial. Si f est conti-
niment dérivable sur [0,a], f(0) =0et p >0, ¢ > 1, alors

[ ir@p i@l < S (p@)tan

n

P F )| de < & /0 (£ e
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1.6.48. Soit f € Cf@”b] une fonction telle que f*)(a) = f*)(b) = 0 pour k =

0,1,...,n— 1. Prouver que si M = m[a);] ‘f@")(m’)‘, alors
z€la,

(n|)2 (b o a)2n+1

/abf(x) dx‘ S en)@n+ 1)

1.7. Mesure de Jordan

Pour a; < b; (i =1,2,...,p), le volume du pavé R = [a1,b1] X ... x [y, by]
est le réel |R| = (by —a1)(ba —ag)...(b, —ap). Dans le cas p = 1 ou p = 2,
|R| est appelé respectivement la longueur ou la surface de R. On dit que deux
pavés sont séparés s’ils ont au plus en commun des points de leur frontiére. Une
union d’un nombre fini de pavés est appelée un ensemble élémentaire. Tout en-
semble élémentaire peut s’exprimer (d’une infinité de fagon) comme une union
de pavés deux a deux séparés Rq,...,R,,. Le volume de I’ensemble élémentaire
E est le réel |[E| = |Ry|+- -+ |Ry|. Le volume |E| ne dépend pas du choix des
R,;. Pour un ensemble non vide A C RP, on pose |A|, = sup |E|, ou la borne
supérieure est prise sur tous les ensembles élémentaires E inclus dans A. Le
réel |A|, est appelée le volume intérieur (ou mesure intérieure de Jordan) de
A. Si A n’est pas borné, sa mesure intérieure de Jordan peut étre infinie. Si
A est borné, son volume extérieur (ou mesure extérieure de Jordan) est le réel
|A]" = inf |E| ou la borne inférieure est prise sur tous les ensembles élémen-
taires E contenant A. Si A n’est pas borné, alors |A|" = kEToo |A NRg|", ou

Ry = [k, k] x ... x [k, k] CRP. Si |A|, = |A|" = |A|, on dit que A a pour
volume |A| (ou qu’il est Jordan-mesurable et que sa mesure de Jordan est |A|).
Dans le cas ou |A| = 400, on suppose de plus que ANR est Jordan-mesurable
pour tout pavé R. On suppose aussi que |&| = 0.

1.7.1. Montrer qu'un ensemble borné A est Jordan-mesurable si et seulement
si, pour tout € > 0, il existe deux ensembles élémentaires E; et Eo tels que
E; CACEset |[Eo — |E| <e.

1.7.2. Montrer que si Ay, ..., A, sont bornés, Jordan-mesurables et deux & deux
o o
séparés, autrement dit, A; N A; = @ pour i # j, alors

[A1U---UA,| =]A1]+ - +]A,].
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1.7.3. Prouver que si A; et Ay sont Jordan-mesurables, il en est de méme de
AiUAs et AfNAsetona

‘Al UA2| + ‘Al ﬂA2| = ‘A1| + ‘A2| .

I.7.4. Prouver que si Aj et Ag sont Jordan-mesurables, A; C Aget |A;| < +o0,
alors A\ A est Jordan-mesurable et |[Ay \ Aj| = |Ag| — |A4].

1.7.5. Prouver que I’ensemble
A={(z,y)eR*:2€[0,1,y€[0,1]\Q}

n’est pas Jordan-mesurable.

1.7.6. Prouver que ’ensemble

B={(z.y) eR*:2€[0,1],y€[0,1]\{2:neN}}

n

est Jordan-mesurable.
1.7.7. Prouver que si |B|" =0, on a alors, pour tout A borné,
|AUB|, =A],.

Donner un exemple pour montrer que |B|, = 0 n’est pas une condition suffisante
pour que cette égalité soit vérifiée.

1.7.8. Prouver que si A est Jordan-mesurable, son intérieur et son adhérence
sont Jordan-mesurables et

Al =|A] =[A].

1.7.9. Prouver que A est Jordan-mesurable si et seulement si la mesure de Jor-
dan de sa frontiére 0A est nulle.

1.7.10. Prouver que I'hypothése, selon laquelle Ay,..., A, sont bornés, peut
étre ignorée dans la propriété énoncée en 1.7.2.

I.7.11. Onnote C C [0, 1] I'ensemble de Cantor (pour la définition de I’ensemble
de Cantor voir, par exemple, la solution de 1.3.1 (vol. IT)). Prouver que |C| = 0.
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1.7.12. Soit A un ensemble de Cantor généralisé défini comme suit. Etant donné
a €]0,1], on enléve de [0,1] un intervalle ouvert ]% -9, % + %[ et on note E;
I'union des deux intervalles fermés restants. On enléve alors les intervalles ouverts
de longueur % situés au milieu des deux intervalles formant E; et on note Eo
I'union des quatre intervalles fermés restants. On répéte le procédé sur chacun
des quatre intervalles en retirant les intervalles ouverts de longueur gz situés au

milieu. En continuant le procédé, on obtient une suite {E;,} d’ensembles, E,, étant

+o00o

I'union de 2" intervalles fermés, et on pose A = (| E,. Prouver que A n’est pas
n=1

Jordan-mesurable.

1.7.13. A = {1 + n—_lH ,2+ %_H yo. i E N} est-il un sous-ensemble Jordan-

mesurable de R ?

I.7.14. Soit {ry} une suite de tous les rationnels de [0, 1] et soit I} I'intervalle
+o00o
ouvert centré en ri de longueur Qk% Démontrer que 'ensemble A = |J Iy n’est

k=1
pas Jordan-mesurable.

1.7.15. Donner des exemples d’ensembles ouverts non mesurables et d’ensembles
fermés non mesurables.

I.7.16. Soit A C [a,b]. Si xa est la fonction caractéristique de A, alors

b b
|A|*:/XA({L‘)dl‘ et |A|*:/XA(x)d:U.

I.7.17. Soit f une fonction positive et bornée sur un intervalle [a,b], on pose
Ar={(z,y) eR?*:a <z <b,0<y< f(z)}. Prouver que

b )
|Af|*:/f(x)dx ot |Af|*:/f(x)d:c.

I.7.18. Soit f une fonction bornée sur [a,b]. Pour € > 0, on définit
Ja = {‘T € [a,b],Of(x) > 6}7

of(x) représentant I'oscillation de f en x (voir, par exemple, 1.7.12 (vol. II)).
Prouver que f est Riemann-intégrable sur [a,b] si et seulement si [J.| = 0 pour
tout € > 0.
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1.7.19. Prouver quun ensemble borné A est Jordan-mesurable si et seulement
sl existe deux suites {B,,} et {C,,} d’ensembles Jordan-mesurables tels que

B, CACC, c lim [By= lim [Cy|=|Al

1.7.20. Montrer que ’ensemble

sin —

A:{(x,y)eR2:o<x<1,0<y<
X

gl

est Jordan-mesurable.

1.7.21. Onnote A = {(z,y) e R?: (z — 1) + y* < 1} et

1\?2 1
K, = R?: (x— = 2L %,
{(fr,y)e <w n) +y 42n}

+00
Montrer que 'ensemble A\ |J K,, est Jordan-mesurable.
n=1

1.7.22. Démontrer la formule suivante sur la mesure de Jordan d’ensembles dé-
finis par des inégalités sur les coordonnées polaires (r,6). Si f est une fonction
positive et continue sur [«, 5], § — a < 27, alors 'ensemble

A={(r0):a<<B0<r<f(O)
est Jordan-mesurable et son aire est égale a
1 1B
Al=3 [ row.
1.7.23. Déterminer I'aire d’une des boucles du lemniscate 72 = a?cos(26) ot

a > 0 est fixé.

1.7.24. La courbe r = a(1 + cos(36)), a > 0, est formée de trois feuilles super-
posables, tangentes les unes aux autres a 'origine. Déterminer I'aire d’une de ces
feuilles.

1.7.25. Déterminer l'aire du limagon 7 = a + bcos @, ou les réels strictement
positifs a et b sont donnés, en distinguant les cas a > b, a = b et a < b.

1.7.26. Déterminer l'aire de la boucle de la courbe z° + y° = 5az?y?, ot a > 0
est donné.
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1.7.27. Déterminer l'aire de la région se trouvant a l'extérieur du cercle r = 2
et a l'intérieur du limagon r = 1 + 2 cos 6.

I.7.28. Soit f une fonction positive et continue sur [a,b]. Une région plane
Ar={(z,y) eR?*:a <2 <b,0<y< f(z)} tourne autour de I'axe des abscisses
pour former un solide de révolution V de volume |V|. Montrer que

b
V| :7r/ f2(z) dx.

1.7.29. Soit f une fonction positive et continue sur [a,b], 0 < a. Prouver que le
volume du solide V engendré par la rotation autour de I'axe des ordonnées de la
région plane Ay = {(z,y) ER?*:a <2 <b,0<y < f(z)}

b
V| :27r/ xf(x)dx.

1.7.30. Déterminer le volume du tore obtenu en faisant tourner le disque
{(z,y) e R?: (z —a)? +y? <%} (0 < a < r) autour de I'axe des ordonnées.

1.7.31. Déterminer le volume du tore obtenu en faisant tourner autour de ’axe

des abscisses la région non bornée située sous le graphe de f(z) = e *v/sinx
+00

définie sur 'ensemble J [2km, (2k + 1)7].
k=0

1.7.32.  Montrer que la longueur L de ellipse
2 2
DROR
m(a+b) < L <7m/2(a? + b2).
1.7.33. Prouver que la longueur L de l'ellipse

(%)2+(%)2:1, a>b>0,

vérifie

est donnée par

—+00 2
- (2n — 1! en
L =2ma (1 _nzzl ( (2n)!! ) o — 1) ’

VEE

a

ou e = est I'excentricité de Pellipse.
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1.7.34. Prouver la formule suivante donnant la longueur d’une courbe en coor-
données polaires (r,6). Si f est continiiment dérivable sur [« , 3], la longueur L
de la courbe r = f(6), a < § < 3, est alors donnée par

B
L= / VIO T (F0)2ds.

1.7.35. Déterminer la longueur de la courbe d’équation polaire

0
(a) r:asin?’g, 0 <6< 3m,
1 s 7T
L =—, ——-<0< <
A ey AR D

1.7.36. Déterminer la longueur de la courbe d’équation polaire

1

1
92—(7‘—1——), 1<r<3.
2 T

1.7.37. Déterminer la longueur de la courbe
t
r =1+ cost, 9:t—tan§, 0<t<pf,

ou (r,0) sont les coordonnées polaires et 0 < 3 < .
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Solutions

I.1. Propriétés de l'intégrale de Riemann-Stieltjes

I.1.1. Soit € > 0. D’apres le théoréme 1, il suffit de trouver une partition
P telle que
U(P,f,Oé) —L(P,f,Oé) <e

pour prouver que f € R(a). Supposons d’abord que ¢ € |a, b[. Puisque « est
continue en ¢, il existe 6 > 0 tel que |a(z) — a(c)| < § si |z —c| < 6. Sion
choisit une partition P dont le pas est inférieur & § telle que z;_1 < ¢ < x;

pour un certain 7, alors
U(Pa f7 a) - L(P7 f7 Oé) = Oé({El) - a(‘ri—l) <E&.

On peut appliquer le méme raisonnement aux cas ¢ = a et ¢ = b. Clairement,
fabfda =sup L(P, f,a) =0.

I.1.2. Soit a = zyp < 21 < -+ < x, = b une partition de [a,b], on note ¢
I’entier tel que z;_1 < ¢ < z;. On a
UP, f,a)= sup f(z)=M,;
zE€[z;—1,24]

et
L(Pafaa): inf f(x):mz

TE€[T;—1,%;)

Puisque f est continue sur [a, b], en considérant des partitions dont le pas tend
vers 0, on voit que

infU(P, f,a) =sup L(P, f,a) = f(c).

I.1.3. Puisque les ensembles Q et R\ Q sont denses dans R, on a L(P, f) =0
pour toute partition P de [a,b]. En conséquence,

b
/ fdxr=0.
D’autre part,

U(P,f) :Zn:flfi(wi—:ri_l) :Zn:q;?_zn:xixi_l > (62—(12)
i=1 S=i o

NN

59



CHAPITRE I. 'INTEGRALE DE RIEMANN-STIELTJES

car 2x;r;_1 < x? + x%_l. On remarquera ici que

g Lo 9
/Gfdxzﬁ(b —a).

En effet, en considérant la suite de partition P, avec z; = a +
1=0,1,...,n, on voit que lim U(P,,f)= % (b2 — a2).
n——+0o

(b—a)i

n )

I.1.4. Choisissons une partition P de [—a,a] telle que
—a=29<- - <zj1=0<z; < <zxp = 0.

Comme dans le probléme précédent, on a

n—1 9
a
U(Pp, f) = Z Th1(Th1 — Tg) 2 =
k=j—1
et
Jj—2 02
L(P, f) = kz—:()xk(xk+l = @) & -5

En prenant une suite appropriée de partitions (comparez avec la solution du
probléme précédent), on montre que

—ra 2 a 2
f(x)d:r::a— et f(:n)d;v:—a—.
—a 2 —a 2
Finalement, on remarque que si
xr sixeQ,
flz) = :
0 sizeR\Q,

alors f n’est Riemann-intégrable sur aucun intervalle [a, b].

I.1.5. On fixe arbitrairement [a,b]. Etant donné un entier N strictement po-
sitif, on remarque qu’il n’y a qu’un nombre fini de rationnels g (p et g premiers
entre eux) tels que ¢ < N. Soit ky ce nombre. On considére une partition de
[a,b] de pas § > 0. Il y a alors au plus 2ky sous-intervalles [x;_1 , x;] contenant
au moins un des rationnels mentionnés ci-dessus. Sur les autres sous-intervalles
[zj_1,2;], on a M; —m; < % Il s’ensuit que

b—a
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Etant donné € > 0, on prend N > @. On a alors, de ce qui précede, pour

toute partition de pas § < ﬁ,
UP,f)—L(P, f) <e.

1.1.6. Etant donné € > 0, il existe un entier ng € N* tel que % < § pour

n > ng. On choisit une partition P déterminée par

0:x0<x1:n0+1 <xo < - <z =1
telle que x; — z;_1 < ﬁ pour i = 2,3,...,k. On a alors
€ €
U(Paf)_L(Paf):U(Paf)<_+2n0—:€
2 4710

1.1.7. Etant donné € > 0, il existe un entier ng € N* tel que % < § pour

n > ng. On choisit une partition P déterminée par

0:x0<x1:n0+1 <x2<---<xn6:nio
<xn6+1<---<xn/1:n0_1 <---<xn;0_1:1
telle que x; — x;_1 < ﬁ (¢ = 2). On a alors
1 o
U(Paf)_L(Paf):n0+1+iz:;(Mi_mi)(xi_xi—l)

/
no—2 Mk+1

+ Z Z (M; —mi)(z; — 1)

k=0 i=n} +1

<€—|—2 ° €
= ng— = €.
2 04n0

On a donc prouvé que f est Riemann-intégrable sur [0, 1].

1.1.8. Puisque, pour chaque partition P telle que xp = 0 pour un certain k,

on a U(P, f,a) = L(P, f,a) = 0, on voit que fffdoz = 0. Pour maintenant

prouver que (lir)n S(P, f) n’existe pas, on considére des partitions ou u(P)
n(P)—0

tend vers 0 telles que x,_1 < 0 < xj pour un certain k. Si on choisit ¢ = 0 et
t, €10, zx], on obtient respectivement S(P, f) =0 et S(P, f) = 1.
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I.1.9. Soit ¢ (a < ¢ < b) un point de discontinuité commun a f et a. Il existe
donc & > 0 tel que, pour tout § > 0, il existe x’ et a” vérifiant |2/ — ¢| < 6,
|z" —¢c| < § et

@) = F@] > Ja@") - a(0)] > <. @)

Supposons, contrairement a 1’énoncé, que M(l]il)"[i . S(P, f,«) existe. On en dé-
duit alors qu’il existe &' > 0 tel que p(P) < ¢ implique

|S(P, f,a) — S'(P, f,0)| < €2, (2)

n
S(P, f,q) Zf JAa; et S'(Pfa) =) f(t)Ao

i=1
pour tous les choix adm1551bles de t; et t;. Notre but est maintenant de trouver
une partition P avec des points ¢; et ¢; pour laquelle I'inégalité (2) n’est pas
vérifiée. Pour cela, on commence avec une partition P; de pas inférieur a ¢’
telle que 1 < ¢ < xp. 1l existe alors 2/, 2" € |xp_1, x| vérifiant (1). On
suppose d’abord que ' < ¢ < 2" et on construit la partition P en ajoutant
les points 2’ et 2’ & P;. On choisit ensuite ¢; = ¢, dans chaque sous-intervalle,
excepté pour [z',x”]. Si maintenant on prend ¢t = 2 et ¢ = ¢ dans [2/,2"],
on a

|S(P, f,a) = S'(P, f,a)| = | f(c) = f(a')] (a(z") = (a”))
> |f(e) = f&)] (a(z") — a(e) > €.

On peut appliquer un raisonnement semblable dans le cas 2" < ¢ < /. Si
Tp_1 < 7" < 2’ < ¢ < xp, on ajoute alors & la partition P; les points z” et c.
Comme précédemment, on choisit ¢; = ¢, dans chaque sous-intervalle, excepté
dans l'intervalle [z”, ¢]. Dans [2”, ¢|, on choisit ¢ = 2 et ' = ¢ et on obtient

[S(P, f,a) = S'(P, f,a)] = | () = f(a")] (ale) — (")) > €.

Sizp_1 < 2’ <2” < ¢ < xp, on affine la partition P; en ajoutant les points 2’
et c. En choisissant ¢; = ¢ dans chaque sous-intervalle, excepté dans 'intervalle
[, | dans lequel on choisit ¢ = 2’ et ¥ = ¢, on obtient

|S(P, f,a) = S"(P, f,a)| = | f(c) = f(2')] (ac) — a(a”))
/\fc— ()] (a(e) — a(z")) > €.

Des argument semblables s’appliquent au cas z/,2” € ]c,zi[. Finalement, la
démonstration se méne comme précédemment si le point commun de disconti-
nuité est a ou b.
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1.1.10. On montre d’abord qu’étant donné une partition P,
U(P, f,a) =supS(P, f,a) et L(P, f,a)=infS(P, f,«a),

les bornes supérieures et inférieures étant prises sur tous les choix admissibles
de t;, i = 1,2,...,n. En effet, pour ¢ > 0, il existe ¢ et ¢/ dans l'intervalle
[zi—1,2;) tels que f(t;) < m; + 7= et f(t]) > M; — z=. En conséquence, si
S'(P, f,a) et S”(P, f, ) sont les sommes correspondantes, alors

L(P, f,a) < S'(P, f,a) < e+ L(P, f,a)
et
U(P, f,a) > S"(P, f,a) > U(P, f,a) —¢.
Maintenant, si &ijlsn 0S(P, fya) = A, alors, étant donné € > 0, il existe 6 > 0
o —

tel que p(P) < ¢ implique |S(P, f,a) — A| < & pour tous les choix admissibles
de t;. On déduit de ce qui précéde que

S'(P, f,a) —e < L(P, f,a) <U(P, f,a) < 8"(P, f,a) +¢
et
A—2e < L(P,f,a) U(P, f,a) < A+ 2¢,

ce qui donne le résultat voulu.

On suppose maintenant que f est continue sur [a,b]; elle est donc uni-
formément continue sur cet intervalle. Ainsi, étant donné ¢ > 0, il existe
d > 0 tel que |f(z)— f(2)] < al—at@ St |z —2'| < 6. En conséquence,
pour chaque partition de pas inférieur a 0, on a U(P, f,a) — L(P, f,«a) < ¢
(ce qui prouve clairement que f € R(«)). Maintenant, puisque S(P, f,a) et
f; f da se trouvent entre U(P, f,«) et L(P, f,«), la propriété énoncée suit.

I.1.11. D’apreés le probléme précédent, si (lir)n S(P, f,«) existe, f € R(«)
n(P)—0

sur [a, b]. Pour démontrer autre implication, on suppose que f € R(«). Alors,
étant donné € > 0, il existe une partition P’ telle que

b
U(P' .0) = § < [ f(a)dala) < L' f.o) + & (1)
Supposons que la partition P’ soit un ensemble de n points. On pose
M = sup{|f(2)] : & € [a, b]} .

D’aprés la définition de la continuité uniforme de «, il existe § > 0 tel que
la(x) — aa’)| < 3577 pour |z — 2’| < 6. Si P est une partition de pas inférieur
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a 4, alors la partition P U P’ contient au plus n — 2 points de plus que P et,
en conséquence,

/ [R— _ —
Puisque (1) reste vérifiée si on remplace P’ par P’ U P7 il s’ensuit que
b
UP, f,0) —e < / (@) da(z).
De méme,
b
/ f(z)da(z) < L(P, f,a) + €.

la propriété énoncée suit car S(P, f, «) se trouve entre L(P, f,«) et U(P, f, ).

1.1.12. Supposons que « soit continue a gauche en x*. On a alors, pour une

partition P telle quea =29 <21 < - <z 1= <z; < -+ <xp =0,
U(P, f,a) = M;(d—c) et L(P, f,a)=m;(d—c).

Puisque, dans le cas considéré, f est continue & droite en z*, le résultat suit.

On peut appliquer un raisonnement semblable & 'autre cas.

[.1.13. En prenant ¢y = a et ¢;,41 = b, on obtient

/f ) da(z Z/ (@).

De plus, puisque f est continue, on voit, d’aprés le résultat de I.1.10, que

/ " f @) dele) = flex) (eleh) = aer)) + Flckr) (o) — e, 1)) -

Ck

I.1.14.
(a) On a

1 + 1 + - 1 1 1 - 1 + + 1
n+1 n+2 3n  2n %-1-% %+% %4_5_2

: _ 1
Puisque f(z) = p
tat de 1.1.10,

li ! aF ! AP oce 9F ! /1 2 In3
im —_ = = Ino.
n—otoo \n+1 n+2 3n o 1+2z

[0,1], on obtient, a 'aide du résul-
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(b) Puisque

n? Loy o
nd+13  n3423 n3 4+ n3

1
n
n3

on voit que

n_3>’
TL3

LR S —
1+10 142 1+

lim n? ! + ! SFooo oF ! —/1 1 dx
n—-o0 nd+ 13 n34 23 nd+nd)  Jy 1+ a3

1
3

(c) Comme en (a) et (b), on obtient

I 1542k 4. b /1 kg 1
11m = x r= —:.
n—-+o0 nk+1 0 k+1

(d) On note que

an:%V(n—l—l)(n—l—Z)...(n—l—n)

=i+ 2) (1+2) (42,
lnan:%<ln<1+%>—|—ln<1+%>+---+ln(1+g)>.

On en déduit que

Donc,

1
lim lnan:/ In(l+z)dr =2In2 -1
0

n—-+4o0o
et

. 4
lim a, = —
n—-+oo é

(e) On sait que
3

€T c
x—§<smx<x

pour xz > 0. Donc,

n

i=1

=—-In2+ %\/371'

n 1 — n 3 " . n " n
—_——= — ] < Sin —— < _-—
Zi2+n2 3l;<12+n2> ; ,L'2+n2 Zi2+n2
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Comme en (b), on peut montrer que

n
n

I /1 1 d T
111 —-—F — Xr = —.
n—00 £ 12 + n?2 o 1+ a2 4

Clairement,
- n 3 " nd 1
1= 1=

T
On en déduit que la limite cherchée est égale a T

(f) On a
n ; n ”
9i/n 1 9i/n
2l 2
i=1 i i=1 in
De plus, I'inégalité e® > 1 + x pour x > 0 implique
. 9t/n . 91/n ) 1+ n2
21/71 > n T _ 2(1—1)/n n T > 2(7,—1)/71 = i
m wm m
Donc, pour i > 2,
) 9t/n .
PN s gE=je,

1

in
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe (; € [% , %], 1> 2,
tel que

= 2.
1+ L

On en déduit que la limite est égale a

1
1
/ 9 dp = L.
0 In2

(g) Sian= C/f (%)f(%)f(%), alors

lnan:l<lnf<l>—i—lnf<g>+---+lnf<ﬁ>>
n n n n

1
lim a, = exp </ In f(x) dx) .
n—-+o00 0
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I1.1.15. La fonction

sz i ¢ €10, ],
fle)=9.7
1 siz =20
est continue sur [0, 7] et strictement positive sur [0, 7[. Elle est donc Riemann-
intégrable et [ f(x)dz > 0. De plus, puisque
5 _ sin 75 sin 2
=

] . 2""‘1_|_..._|_7”+1

n+1
5 500 + Py
n+1 n+1 n+1
on voit que

E s s 21 o nm
. m S1n BT S1n g SN ——
- i + :
n+1

lim Sn:/ f(z)dx > 0.
n—-+o00 0

Observons d’abord que

(i3 () [ o) =+

I.1.16.

1 =1l
RIMGONDL
=n / f'(€i(=)) <% - x) dz,
i=1" "n
la derniére égalité provenant du théoréme des accroissement finis. Si on pose
m; = inf {f'(z) : z € [=1, L]}
et ' '
M, =suwp{f@)w e [52, 1]},
on obtient

m; /zj <% - IL’) dz < [jl f'(&(x)) <% - x> dx < M; ﬁi <% - IL’) dz

Ly S " / 1 1 &

et, en conséquence,

n
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Enfin, puisque f’ est continue sur [0, 1], on obtient

lim n l /f ) dx —1/1f'(x)dx
n—-+00 n 2 0
f@) = £(0)
5 .
En appliquant alors le résultat obtenu a f(z) = x¥. on obtient

<1k—|—2k—|—---—|—nk 1 )_1

lim n
n—-+oo

nk+1 Ck+1) 2

I1.1.17. On écrit

D7 e B b oo e (O = 1) 1 J1F 287t oo i (@ = 1)
nk+1 n

-5 (%)k* R (2”2;1)k)

21'—1_1 i—1+i
on 2 n n

est le milieu de [;1 , %] ; = 1,2,...,n. La derniére somme est donc égale a

n
un S(P, f) pour f(x) = 2F2* et la limite est égale a k2+1

et on note que

1.1.18. D’aprés la formule de Taylor, on a

-1 (35 = () (- 250) e (- 222)

En conséquence,

Lo [m o (2-1\ [ 2i-1
=n ;/ﬂf( ™ 5 o dz
2 M z 2
n” e 21
2> [ e (o 25 )
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On remarque alors que chacune des intégrales

n o, (2i—1 _2i-1
/ﬂf< 2n * 2n d

LSy [ e (- 252w b S
24n 17””“21,_1 oy SREI T x\24ni_1 g

3=

s’annule et

ol m; et M; sont les bornes inférieures et supérieures de f” dans le i-iéme
intervalle. Puisque f” est Riemann-intégrable sur [0,1], le résultat cherché
suit.

1.1.19. Appliquez les résultats prouvés en 1.1.16 et 1.1.18 a f(z) =
x €[0,1].

1
142>

1.1.20. 11 suffit de prouver que changer f en un point 2’ € [a,b] ne change
pas l'intégrabilité et la valeur de l'intégrale. Notons f la fonction modifiée et
m et M respectivement son minimum et son maximum sur [a,b]. Supposons,
par exemple, que z’ € Ja, b[. Puisque f = f est intégrable sur [a,x' — €] et sur
[2 4+ &,b], étant donné e > 0, il existe des partitions P; de [a,z’ — €] et P; de
[#' + €, b] telles que

U(Plaf)_L(Pl’f)<5a 12172
Donc, si P = P; U P, alors
U(Paf)_L(Paf) <2€+2(M_m)5’

ce qui prouve que f est Riemann-intégrable sur [a,b]. De plus,

/abf(x)dx—Lbf(x)dx /:ura (f(x)—f(x))dx

'—e
ou M* est le sup de ‘f—f‘ sur [a,b].

< 2M*e,

1.1.21. Supposons, par exemple, que f est croissante sur [a,b]. D’apreés le
théoreme 1, il suffit de prouver que, étant donné £ > 0, il existe une
partition P telle que U(P, f,a) — L(P, f,a) < e. Considérons la partition
a=x9g<x1 < <xp=0>0avec

a(b) — a(a)

n

Ti — Ti—1 =
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On a alors

U(P, f,0) - L(P, f,0) = 2O =D S 0y pas 1)
=1
)

pour n suffisamment grand.
Le corollaire suivant vaut la peine d’étre noté ici :

Comllaire. Toute fonction monotone sur [a,b] est Riemann-intégrable sur cet
intervalle.

1.1.22. On suppose que ¢ € |a,b[, a(c™) # a(c), ac) # a(ch) et on se donne
e > 0. Puisque f € R(«), il existe une partition P’ telle que

UP,f,a)— L(P, f,a) <e. (1)

Soit P:a=29 <21 <+ <Tp_1 < T =C<Tpry < --- <z = b laffine-
ment de P’ obtenu en ajoutant le point ¢. L’inégalité (1) est encore vérifiée si
on remplace P’ par P. En conséquence,

(Myg—1 —mp_1)(a(c) —a(zg_1)) <e et (Mg —myg)(a(zr) —alc)) <e.
Puisque « est monotone,
(My—1 — mp—1)(a(c) — a(c7)) < (My—1 — mi—1)(a(c) — a(zr-1)) <e.

Donc, pour z € [xg_1,c|,

(@) = F(e)] < My_y —myp_y < c

afc) —afcm)

Ceci prouve que lim f(z) = f(c). On montre de la méme fagon que
T—Cc™

lim+ f(z) = f(c). Un raisonnement semblable s’applique aussi dans les cas

—C

c=aouc=bo.

1.1.23. Si les points ot o n’existe pas sont inclus dans une partition
{zo,z1,...,2,} de [a,b], on a alors, d’aprés le théoréme des accroissements
finis,

S(P, f,a) = Zf (tr)(a(zk) — a(@p-1) Zf (tr)e (i) (T — Th—1),

ol 7 € |xg_1,xk[. Vulerésultat de I.1.20, on peut prolonger arbitrairement la
fonction o/ a tout U'intervalle [a , b]. Puisque fo' et o/ sont Riemann-intégrables,
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d’aprés I.1.11, on sait que, étant donné € > 0, il existe 47 > 0 et do > 0 tels
que

<e€

b
‘S(P, fa) —/ fo! dx

si u(P) < 6y et
<e€

b
‘S(P, o) —/ o dx

si u(P) < dy. Puisque l'on peut choisir arbitrairement les points intermédiaires
ty dans [xg_1 ,xg], on voit que

n

> e (tk) — o ()| (wk — Tp—1) < 2

k=1
si w(P) < 69 et tg, 7, € [xp_1,zk]. En conséquence, si P est une partition de
pas inférieur a min {1, 02} contenant les points ot o’ n’existe pas, alors

‘ (P, f,« /fad;v

Tk (xg — TK—1) /fad:r:

< Zf(tk)a’(tk)(xk—xk_l)—/ fol dz

Zf (te) (& (t) — o (10:)) (x1, — Tp—1)

\5+2M5,

ot M est un majorant de |f| sur [a,b]. Puisque « est continue, on peut mon-
trer que si Py est une partition (de pas suffisamment petit) ne contenant pas
de points ot o n’existe pas, alors |[S(P, f,a) — S(P1, f,a)| < e.

1.1.24. On pose

(@) 0 siz <0,
xTr) =
2 1 six>0.

Pour a = ¢y < c¢1 <+ < e < ¢pr1 = b, on définit

m

(@) = Y (ale]) - alew) (e — )
’“:iH

—Z ) —alc;)) pler — ).
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Alors, o = (e — ) +aq et a—ag = g est continue sur [a, b]. De plus, excepté
pour un nombre fini de points, oy = . On obtient donc, d’apres 1.1.20,

[ rwabwrae = [ s

En conséquence, en utilisant les résultats du probléme précédent et de 1.1.13,

on
/f ) dou( /f )day (z /f ) da(x
/f ) don (2 /f

= f(a) (a(a®) — a(a)) + Z fler) (aleh) —alcey))
=1l

b
+ £(b) (a(b) — (b)) —I—/ f(2)d (x) dz
1.1.25. On obtient, a ’aide du résultat du probléme précédent,

2 =1 2 34
/ a:2da(x):/ xQdm‘—i—/ 2:1:3dx+(—1)2><1+0><1:§.
0

—2 —2

1.1.26. Clairement,

b
m(a(b) — afa)) < / f (@) do(z) < M(a(b) — a(a)),
oum=inf{f(z):x €la,b]} et M =sup{f(z):z € [a,b]}. On a donc

b
x) da(z
R i@)da) _
a(b) — afa)
Puisque f est continue sur [a,b], les valeurs m et M sont atteintes dans [a , b]
et d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,

/ £(z) do(z) = £(c)(e(b) — aa))

pour un certain ¢ € [a, b].

1.1.27. Si f est constante sur [a,b], la proposition est évidente. Si f
n’est pas constante, on pose alors m = inf{f(z):z € a,b]} = f(z1) et
M =sup{f(z):z € [a,b]} = f(x2). On a m < M et la continuité de f im-
plique 'existence de sous-intervalles [c1 ,d1] et [ca, da] tels que f(x) > m pour
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x € [c1,d1] et f(x) < M pour x € [ca,ds]. Puisque « est strictement crois-
sante, on voit que

b
x) do(x
_ R f@da@) _
a(b) — a(a)
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ dans 'intervalle ou-

vert d’extrémités xq1 et xo pour lequel I’égalité cherchée est vérifiée.
On remarque que 'hypothése de stricte monotonie de « est essentielle. En

effet, si
olz) = 0 s? ® = @,
1 sixz€la,b

et si f est continue sur [a,b], alors

l/f )da(z) = f(a).

(a) Il est clair (voir, par exemple, 1.1.23) que

be be
Md f(x)d(Inz).

age age

1.1.28.

On a alors, en utilisant la premiére formule de la moyenne (voir 1.1.26),

be
b
f(@)d(Inz) = f(c(e))(In(be) — Infae)) = f(c(e))In—.
ae
La limite est donc égale a f(0)In 2.
(b) Comme en (a), on a
1 .n 1 Zn+l
lim < dr = lim / < >
n—+too Jo 1+ x n—+oo Jq 1—1—:L‘
= I
n—too (11 cp)(n + 1) (1+ cn)(n +1) =0
1.1.29. D’aprés la premiére formule de la moyenne (voir 1.1.26),
i F@ W) = F@) o fEW)a@+h) —a@)

h—0 a(z + h) —alx)  hr-0 alx+h) —a(z)

la derniére égalité découlant de la continuité de f.
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1.1.30. On peut faire ici une analyse semblable & celle utilisée dans la dé-
monstration de la premiére formule de la moyenne (voir 1.1.26). On remarque
d’abord que si ¢ € Ja,b| est un point ou f atteint un extremum local, alors
% (¢) = 0. En effet, si par exemple f atteint un maximum local en ¢, on a

Feth)=1(©) 0 6 h > 0 et LEEN=1E) 5

alors, pour A suffisamment petit, alcth)—al) S a(cth)—ale) =

si h < 0.
Fixons x et h et supposons, par exemple, que h est strictement positif. On
pose

9(t) = (f(z + h) = f(2)) a(t) = (a(x + h) — a(x)) f(?).
La fonction g est continue sur [a,b] et g(z) = g(x + h). Si g est constante sur
[z, x+h], alors j—g (t) = 0 pour tout ¢ € |z, z + h[. Si, par exemple, g(t) > g(z)
pour un certain t € |, x + h[, alors g atteint son maximum en un certain c et
¢ € Jz,x + h[. Donc, g—g (¢) = 0. D’autre part,

9 () = (fa+ W) = 1@) - (ale + ) - @) L (o).

On en déduit que
flea+h)—f(z) df
a(z+h)—a(z)  do
pour un certain c situé entre z et x + h.
Donc, pour toute partition {xg,x1,...,2,} de [a,b], on a

=D fzk) = f(@e-1) (a(ax) — alzp_1))
k=1

o) — afzk-1)

()

- jf (1) (a(ax) — azx-1))

pour certains ty € |xp_1 ,:L‘k[. On a d’autre part, d’aprés la premiére formule
de la moyenne,

' df " df
"5 (@) da(a) = ;/xk_ﬁmdam

= > — (1) (a(zg) — a(zg-1))

pour certains 7 € [xr_1,xg]. La continuité uniforme de % implique alors que,
étant donné € > 0,
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si le pas de la partition est suffisamment petit. Il s’ensuit que

b
W (2 dofa) - (F) - f(a))] <.

. da

1.2. Fonctions a variation bornée

Il est clair que f est dérivable sur [0, 1]. Pour prouver qu’elle n’est pas

I.2.1.
& variation bornée, on considére la partition

0<\/T< ! < ! < <\/T< ! <1
n n—% Vin—1 2 2—% ’

. , 3 I
La fonction étant monotone sur chacun des intervalles [ i m} pour

. 1 1 . _ .
1—2,3,...7net[ i+1/2’\/4 pour ¢ =1,2,...,n — 1, on voit que
)
V(f;0,1) >14+ ) = —— +cc.
= e

D’aprés le théoréme des accroissements finis, pour toute partition

1.2.2.
a=x9g<x1<--<xT) =0,

> 1f (@) = flen)l = D |F/(&)| (@i — mi1) < M(b—a)
i=1 i=1

ou M = sup |f'(z)|.
z€a,b]
Puisque f est bornée sur [0, 1], d’apreés le résultat du probléme précé-

1.2.3.
dent, f est a variation bornée sur [0, 1].

I.2.4. Clairement, si f est croissante sur [a, b], alors

V(fia,b) = f(b) — f(a).
Pour prouver I'implication réciproque, on suppose que V(f;a,b) = f(b)— f(a)

et on prend a < 1 < 29 < b. On a alors

F0) = f(a) <|f(zi) = fla)| + [f(0) = f(za)| < V(f;a,b) = f(b) - f(a).
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Donc, f(a) < f(z;) < f(b), i = 1,2. En conséquence,

f() = fla) < fa1) = fla) + [f(x2) = flz)] + f(b) — f(x2)
V(f;a,0) = f(b) — f(a),
ce qui donne f(x2) — f(x1) = [f(x2) — f(z1)| 2 0.

<
<

I.2.5. On prouve d’abord que V(f;0,1) = 400 si @ < 3. En effet, en prenant

1 1 1 1
0<n1/5 < (n—%)l/ﬁ < (n—l)l/ﬁ <"'<7(2_%)1/,8 <1,

on voit que

V(f;0,1) >1+Z +00.

Emm—
7% /,3 n—-+4oo

Notre tache est maintenant de demontrer que V(f;0,1) < 400 si a > (. Soit

P = {z9,x1,...,z,} une partition de [0,1]. On prend n suffisamment grand
pour que n~/8 < z1 et on ajoute a la partition P les points
1 1 1 1 1
1/8° 1\1/B (., _ 1\1/B T 91/8” 1\1/8°
()" (n=1) S )

On remarque que f est monotone sur chacun des intervalles

[1—1/5,@—%)‘1/3} pour i = 2, 3, ... n et [(z’+%)‘1/ﬁ,i—1m} bour
i=1,2,...,n—1. Donc,

n n 9 400 1

2150~ Sl € X g <23 g < +oo

1= = 1=

1.2.6. On déduit immédiatement de la définition de V(f;a,b) que, pour
x € [a,b),

[f (@) < [f(a)l +V(f;a,b).

1.2.7.  On déduit du probléme précédent que les fonctions f et g sont bornées
sur [a,b], autrement dit, qu'’il existe des constantes strictement positives C' et
D telles que |f(x)] < C et |g(z)| < D sur [a,b]. Si h = fg, alors pour toute
partition de [a,b], on a

D (@) = h(wie1) CZ\Q i) — g(wi1 |+DZ|f i) — f(@i-1)|
i=1

=1
< CV(g;a, b) + DV (f;a,b).
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Pour prouver la seconde partie de ’énoncé, il suffit de montrer que si f est a
variation bornée sur [a,b] et iI[lf } |f(z)| = ¢ >0, alors % est aussi & variation
z€(a,b

bornée sur [a, b]. Pour toute partition de [a,b], on a

i=1

n

>

i=1

1 - 1
f(ivz) f(l‘i—l)

f(ivz) - f($i—1)
f(l‘i)f(xi—l)

1

1.2.8. Non. Considérez les fonctions

flz) = {IL’ZCOSZ% si z €10,1],

0 sizx=0

et g(y) = /¥, y € [0,1]. Toutes deux sont & variation bornée sur [0,1] (la dé-
rivée f’ est bornée sur [0, 1] et g est croissante) et la composée h(z) = g(f(x))
est donnée par

h(z) = x |cos Z| s?ace]O,l],
0 sixz = 0.

Pour voir que h n’est pas a variation bornée, on considére la partition

0<1< ! < ! < <1< ! <1
n n—% n—1 2 2—%

et on remarque que

2 2 2
V(f;0,1) > =4+ ——+--+=+1.
(f;0,1) Sto—g Tt tgt

1.2.9. Soit g: [a,b] — [c,d] et f: [c,d] — R. Si f vérifie une condition
de Lipschitz, il existe alors L > 0 (appelé constante de Lipschitz) tel que
|f(z) — f(y)| < L|z — y| pour tout x,y € [c,d]. Donc, pour toute partition de
[a, b],

D If (g(a) = £ (9@ S LY lg(wi) — g(@i1)| < LV (g3 a,b).
i=1 =1

1.2.10. Clairement, si f est a variation bornée sur [a,b], il en est de méme
de |f| et, d’apres 1.2.6, f est bornée. Puisque x — zP vérifie une condition de
Lipschitz sur tout intervalle borné dans le domaine, la proposition découle du
résultat du probléme précédent.
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1.2.11. On observe d’abord que si a = g < 1 < -+ < x, = b, alors
|f(zi) = fzi-1)| = [|f(zi)] = |f(zi-1)|| dans le cas ot f(z;) et f(2;—1) sont
de méme signe. Si ce n’est pas le cas, la continuité de f implique qu’il existe
& € )ri_1, x| tel que f(&) =0. On a alors
|f(@i) = fleim)| = |f(zi) = f(&) + (&) — f(@iz1)]
< |f (@) = FE)N+ /(&) — flziaa)l
= |[f(@a)| = [F &I + £ (&) = [f (@im1)I]-

En conséquence,
> 1f (@) = fl@ica) <2V (I £]5a,b).
i=1

L’exemple suivant montre que la continuité est une hypothése essentielle :

2) = 1 sizé€la,bNQ,
/(@) {—1 siz € [a,b]\Q.

1.2.12. Puisque
|f(z) — g(x)| + f(z) + g(x)
(z) = max {f(2), o(2)} = . ,
le résultat découle du fait que la combinaison linéaire de deux fonctions & va-
riation bornée est aussi a variation bornée et du fait que la valeur absolue
d’une fonction a variation bornée est a variation bornée (voir 1.2.10).

I.2.13.

(a) Puisque
— £(0 —a
lim M = lim L = 400
z—0t e z—0+ —Inx
pour « > 0, on voit que f ne vérifie pas de condition de Holder. Claire-

ment, f est croissante sur [O, %] et V (f;O, %) = ﬁ

(b) On prouve que f vérifie une condition de Holder pour tout 0 < a < 1.
Pour cela, on suppose d’abord que x, 2’ € [x,41,2,] (x # 2') et on pose
g(z) =2 (ln2 n) (& — Tp41) SUT [Tpi1,25]. On a alors

|f (@) = F@)] _ |g(z) —g(@)] _ 2 (n®n) |z — 2|
] R P P
21n%n

S l—a ln2(1—a) n n—+oo

0.
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On en déduit qu’il existe un C' > 0 tel que

f@) 1@ _

|z — /|

On suppose maintenant que = < x’, x € [Tp41, 2Ty et @' € [xp11, 2] OU
n > k. On a alors

|f(@) = f@@")| < |f(@) = flan)| + |f(@r41) = F(2)]
< Clzx —zp|” —i—C‘ka—x‘
< 20 max {|z — 25|, —x’a}
<20’$—l"

Pour voir que f n’est pas a variation bornée, on prend la partition

B AP 28— r3+x
0<xn<%<xn_1<---<x3< 32 2 < 1y
et on remarque que
2 2 2
V(f;0,22) > +—+ o d- = —— e
n—1 2 n—+oo

I.2.14. Puisque V(f;a,+0o0) = bliﬂl_l V(f;a,b) < 400, le théoréme de Cau-

chy (voir, par exemple, 1.1.37 (vol. II)) implique que, étant donné ¢ > 0, il
existe M > a tel que

V(fia,x) = V(fia,2)=V(fiz,2') <e

pour tous x > 2’ > M. Donc,

f(@) = F(=")| < V(f;z,2) <e,

ce qui, combiné avec le théoréme de Cauchy, montre que lim f(x) existe et

T——+00

est finie.

Pour voir que I'implication réciproque est fausse, on considére la fonction

= @, x > 1. Clairement, lim f(x) =0 et
T——+00
4 /1 1 1
i1 >sinl == =+=+... .
V(f;1,nm) > sin +7r<3+5+ +2n—1) oy TC0

1.2.15. Soit € > 0. On déduit de la définition de la variation totale V' (f;a,b)
qu’il existe une partition, notons-la P* = {z{, z3,...,z}, telle que

V(f,P*) > V(fia,b) - <.
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Puisque f est uniformément continue sur [a,b], on choisit § > 0 assez petit
pour que |z — 2’| < § et on a alors

€

|[f(@) = f(@)] < =

dm

A partir d’une partition P de pas inférieur a §, on forme une partition P; en
adjoignant tous les points de P*. On a

De plus,

car P; est obtenue a partir de P en ajoutant au plus m nouveaux points et
V(f, P) augmente donc au plus de 2m=. En conséquence,

V(£,P)2 V(£,P) =5 > V(f,P") == > V(fia,b) —e.

| ™

1.2.16. Puisque f est continue, il existe des points de [z;_1,x;] ou f prend
les valeurs M; et m;. Il est aussi clair que |f(z;) — f(zi—1)] < M; —m;. Donc,
pour toute partition P,

V(f;a,b) 2 W(f,P) = V(f,P).

Le probléme précédent implique que, étant donné € > 0, il existe § > 0 tel que
V(f;a,b) — V(f,P) <esiu(P)<d. On en déduit que

OgV(f,a,b)—W(f,P) gV(f;a,b)—V(f,P)<€.

1.2.17. 1l est clair que si f = ag; + Bg2 ou g1, g2 sont & variation bornée,
alors V'(f;a,b) < |a|V(g1;a,b) +[B] V(g2; a,b). Donc, pour a <z <y < b,

V(fiz,y) < V(psz,y) + Vg z,y)
=p1(y) —p(z) + a1 (y) — @1 ().

Par définition,
(vr(y) + f(y) —vp(z) — f(2))
(V(f;z,y) + fly) — f(@)).
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On en déduit que
1

p(y) = p(@) < 5 (1Y) = p1(2) + 1(y) — aa(2)+p1(y) ~ 1 (y) —p1(2) +a1(2))

=p1(y) — p1(z).

Ceci implique immédiatement V' (p;a,b) < V(p1;a,b). On tire une conclusion

analogue pour q et q;.

1.2.18.

Puisque f est a variation bornée, elle est majorée, par exemple par

M > 0. Soit F(z) =Inz, z € [m,M]. F vérifie une condition de Lipschitz car
F’ est bornée sur [m, M]. Il découle du résultat de 1.2.9 que F o f =1n f est
a variation bornée sur [a,b]. D’aprés le théoréme 1,

Inf=p-—q,

ol p et g sont croissantes sur [a,b]. On peut donc prendre g = e et h = ef.

sixz € [-1,0],
six e O,@ ,

4v3
9

siz e [-1,0],
six e O,@ ,

f(x)+2—|—¥ six € @,1

1.2.19.
(a) On a
flz)+2
vi(z) = ¢ 2= f(z)
flz)+ 2+
Donc,
flz) +2
plz) = 4 2
et

size[-1,0],
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et
1 —cosx sixel|0,n|,
@) = S
2 six € [m,2m].
(¢) On a
5 sizel0,1],
1+z sizell,2]
vf(z) = .
24z six€l2,3,
6 six = 3,
et

1.2.20. Soit 29 € [a,b[ et lim f(z) = f(zg) = f(x0). Il suffit de prou-

$—>$0

ver que lim+ V(f;xg,2) = 0. Etant donné ¢ > 0, il existe ¢ > zg tel que

CU—’.TO
|f(z) — f(xo)] < § sixog <2 < (. La définition de la variation totale implique
qu’il existe une partition xy < x1 < --- < x,, = b telle que

V(fi30,8) < |£(z1) = F@o)l + -+ +|F(wn) = flen-1)| + =

Donc, pour zp < z < min {x1,(}, on a

V(fi20,8) < |£(@) = ()| +|f(@1) - £(@)]
o+ |f (@) = f@n-1)] + 5 e+ V(Fim,b),

ce qui implique lim V(f;xzo,z) = 0. La seconde partie de I’énoncé se démontre
$—>$0

de facon semblable.

On remarquera ici qu’une fonction f & variation bornée est continue en
xo si et seulement si vy est continue en xg. Par rapport a ce que nous avons
prouvé, il suffit de montrer que si vy est continue en g, il en est de méme
de f. Ceci se déduit immédiatement de |f(x) — f(zo0)| < |vf(x) — vy (o).

1.2.21. D’apres le théoréme 1, la fonction f peut s’écrire comme la dif-
férence de deux fonctions croissantes, soit f = p — q. Puisque ’ensemble des
points de discontinuité d’une fonction croissante est au plus dénombrable (voir,
par exemple, 1.2.29 (vol. II)), il en est de méme pour une fonction & varia-
tion bornée. On remarque aussi qu’en tout point z,, de discontinuité de f, les
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limites & gauche et a droite existent (voir, par exemple, 1.1.35 (vol. II)) et la
fonction s est donc bien définie. Le résultat de 1.2.20 implique qu’en tout point
ou f est continue, les fonctions p et ¢ le sont aussi. En conséquence, tous les
points de discontinuité de p et ¢ sont contenus dans {x,}. Il suffit de montrer
que les fonctions g, = p — s, et g, = ¢ — 54, ou s, et s, sont respectivement
les fonctions de saut de p et q sont continues. Pour a < x < b, on a

sp (@) =p (™) =p@)+ X (p () =P (z2))

Ty ST

car lim+p(x_) = p(z™) (voir, par exemple, 1.1.36(a) (vol. II)). Il s’ensuit

t—x
que p (zF) — p(z)
plus, pour a < x <

sp (@) =p(a) —pl@)+ > (p(#7) =P (22),

Tn<T

sp(zT) — sp(z), prouvant ainsi que g,(z") = gp(x). De

o

ce qui donne g,(z7) = gp(z).
On a prouvé de cette facon que toute fonction & variation bornée peut
s’écrire comme la somme de sa fonction de saut et d’une fonction continue.

I.2.22. D’aprés le théoréme 1, f(z) — f(a) = p(z) — g(x), ou p et g sont
les fonctions de variation positive et négative de f. Les fonctions p et ¢ sont
Riemann-intégrables (voir 1.1.21) sur [a,b] et

/abf(:z:)da::f(a)(b—a)+/abp(x)dx—/abq(g;)d$

Pour prouver la proposition, il suffit de démontrer que si p est croissante sur
[a,b], il en est de méme de g définie par

ga) =0 et glz)= xia/jp(t)dt, z€lab].
T, el ol @ < 3 < g < By el
o)~ 90) = = ["pydt— — ["pio)ae
E _"Z)_(yy_ 3 /jp(t) dt + —— :p(x) dt
o [ o) —peya >0
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1.2.23. Supposons que |f(z') — f(z")| < L|2' —2"| pour 2/, 2" € [a,b]. Si
=xzg< 21 < - <z2py = 2", alors

Z |f(zi) = f(zi-1)] < ZL(% —z;_1) = L(a" — ).
=1 i=1

En prenant la borne supérieure sur I'ensemble des partitions de [z/,z”], on
obtient

v(@") —vp(a’) = V(f;2',2") < L(a" — o).

1.2.24. D’apres le théoréme 1, f = p — ¢, ol p et ¢ sont monotones sur
[a,b]. Les limites a gauche et a droite de f existent donc en tout point de [a , b]
(voir, par exemple, 1.1.35 (vol. IT)). Supposons, contrairement a ce qu’affirme
I’énoncé, que zo est un point de discontinuité de f. Si f(zg) — f(zg) =d > 0,

alors par définition d’une limite a gauche ou a droite, il existe § > 0 tel que

f(@) < fag)+5 pow @ elag—b,ml

et
f(ac)>f(xar)—§ pour x € Jxg,x0+ 9.

Si y € [flag)+2,f@d) — 2\ {F@@o)} C [f(@r), flz2)] \ {f(w0)}, avec
x1 € Jrg—d,m[ et xy € |xo,x0 + 0[, il n'existe alors pas de = € |y, x9|
tel que f(z) = y, contradiction. Un raisonnement semblable s’applique si
fzg) = flag) # f(zo)-

La dérivée f’' vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires (voir, par
exemple, I1.2.31 (vol. IT)), la seconde partie de I’énoncé suit immédiatement.

1.2.25. Pour z € [a,b], soit P = {xg,x1,...,2,} une partition de [a,z].
Puisque f’ est continue sur [a, b], les résultats de 1.2.15 et 1.1.26 impliquent

vf(z) = lim Z|f (xg) — f(zr—1)]

w(P) —>0

= lim t)dt

w(P) —>0

= lim Z‘f L‘k k—l‘k_l):/x‘f/(t)‘dt.

w(P) —>O
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1.2.26. Clairement, il existe M > 0 tel que |f(x)| < M pour x € [a,b]. De
plus, pour a = xg < 21 < --- < &, = b, en utilisant la premiére formule de la
moyenne (voir 1.1.26), on obtient

n

S (@) - Fzica)| =
=1

i=1

Ty

raya - [ 10 da(t)\

Il s’ensuit que V(f;a,b) < M(a(b) — a(a)).

1.2.27. Si lm V(f,;a,b) = +o0, I'inégalité est évidente. On suppose donc

n—-+4o0o

que lim V(fp;a,b) =1 < 4o00. Etant donné ¢ > 0, il existe alors une sous-
n—-4o00o

suite {n;} telle que V(f,,;a,b) < I+ e. On a donc, pour toute partition
a=z9<x1 <+ <xp=>,

Z |fnk(xl) - fnk(xl—l)‘ <l+e
i=1
En faisant tendre k vers oo, on obtient
Z |f(zi) — flzi)[ < T +e
i=1

et I'inégalité voulue suit.

+0o0 +oo

1.2.28. Puisque les séries > a, et > b, sont absolument convergentes,
n=1 n=1

étant donné € > 0, il existe ng tel que

+oo +oo
Z lan| <& et Z |bn| < e.

n=ngo n=no

Si x # xp pour kK € N* il existe alors § > 0 tel qu’il n’existe pas de
ZTp €|z — 06,2+ 0] pour n < ng. Il s’ensuit que, pour z — § < y < =z,

@) = F@I< D lanl+ Y |bal < 2e
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De méme, |f(y) — f(z)| < 2¢ pour x < y < x+ 4. Donc f est continue en tout
point x # xy.
On remarque maintenant que
F@)= Y ant D> by et flap)= Y ant Y bn
Tn LT Tn<Tg In<Tp In<Tp

En effet, si 6 = min{|z, — x| : n < no,n # k}, il nexiste alors pas de
Ty € |z — 0,2k pour n < ng et on a donc, pour zx — 6 < x < xp,

‘f(lf)—(zan+2bn>|: Y et Y ba|<2e

Tp<Tj T <Tk T<xn<Tg T<Tn<Th

Donc, f(xy) — f(x) ) = ax. On prouve de facon complétement semblable que
fxg) — far) = b

On montre pour finir que

+oo

V(£30,1) = (lan] + [bn] )-

n=1
Pour cela, on prend une partition 0 =ty < t; < --- < t, = 1. On a alors

n

Mol = fE-)l =D | D>, ant Y, ba
=1l

k=1 |ty 1<zn <ty th_1<Tn<tg
+oo +oo

< g lan| + E |br] -
n=1 n=1

On en déduit que
+o0o

V(f;0,1) < Z ( lan| + bnl )
n=1
Pour montrer I'inégalité opposée, on fixe arbitrairement N et on suppose, sans
perte de généralité, que x; < 29 < --- < 2. Puisque f(zx) — f(z,) = ay et
f(xf) — f(zy) = by, étant donné e > 0, il existe z},z} tels que

/ 2 /
Thp—1 < T <R < T < $k+1 < Lh+1,

k=1,...,N —1 (oul'on suppose que xg = 0) et
€
| f (k) — f(ap)| > lax| — | (@) — flaw)| > |bk] — ==

2N’
En prenant la partition

<
2N’

t0:0<t1:x'1<t2:x1<t3:x'1'<t4:x’2<~~~<t3N+2:1,
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on obtient
3N+2 N N
Z |F(tr) = flta—)] =D | Fax) — fi)] + ) | F@h) — flaw)]
k=1 k=1
N
> > (lagl + 1ox]) —
k=1
€ > 0 étant pris arbitrairement, on a
N
V(£:0,1) = (lag| + [bxl ).
k=1

On obtient I'inégalité cherchée en faisant tendre N vers 4o0.

I1.3. D’autres propriétés de l'intégrale
de Riemann-Stieltjes

I.3.1. On a a(z) = ay(x) — az(z), ou
0 siz=—1 0 size|—1,2
a@=1" TTT ey =0 FELE
1 size]-1,3, 2 size(2,3].
On obtient donc, d’apreés le résultat de 1.1.24,

/Sxda(x) :/3xda1(x)—/3xda2(x):—1 x1—2x2=—5

=1 =1 =1

1.3.2. Une intégration par parties et le théoréme 3 donnent

2 2 s
f(x) cosnxdx| = f(x)d <sm nw) ‘
0 0 e
-1 2m
= —/ sin nz df (x)
nJo
1 [ ;0,2
< —/ |sin nx| dvy(z) < M
n.Jo n

1.3.3. Puisque f est continue sur [a,d], il existe M > 0 tel que |f(x)| < M,
€ [a,b]. On suppose d’abord que « est croissante sur [a,b]. Pour une par-

tition P :a = xg < 1 < -+ < x, = b, soit & un réel défini par la premiére
formule de la moyenne :
| f@)da@) = 1(6) (alaw) - (o). 1)
Ti—1
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On déduit de 1.2.26 que (3 est a variation bornée sur [a,b]. Soit 5 = (1 — (2
une décomposition de (8 en la différence de deux fonctions croissantes. Puisque
f et g sont continues, on peut appliquer le résultat de I.1.10. Il s’ensuit que

b
[ t@g@)date) =t ngl (&) (a(ws) — alzio1),

w(P)—0

les &; étant définis comme en (1). En conséquence,

b
/a f(@)g(z) da :y(gnlozg@ / f(@) do(s
= Jm Zg@ (z:) — Blzi-1))

lim Zggz (Br(xs) — Pr(xi-1))

N(P )—0

— hm Zg& (B2(x5) — Pa(xi-1))

:/bg ) d: (z /abg(x) dfa(x)
:/bg
o0

1.3.4. Puisque ) ¢, converge, étant donné £ > 0, il existe IV tel que

n=1

+oo
Y m<e

n=N-+1

Si on pose

N
= Z cnp(:r — xn) et 042(1') = Oé(flf) - Oél(ff)a
n=1

on a alors, d’apreés le résultat de 1.1.2,

1 N
/0 fdor =" caf(en).
n=1
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De plus,

V(ag;0,1) = Z cp < €
n=N+1

et, en conséquence, d’aprés le théoréme 3,

/Olfda—/olfdozl = /Olfdozg

ou M = sup |f(z)]
z€(0,1]

< MV (as;0,1) < Me

1.3.5. En prenant f(x) =1, on voit que a(b) = a(a). On définit maintenant
f pour a < u < v < b en posant

1 si z € [a,ul,
flz)=4¢-1 size v,
l(x) sizé€ [u,v],

ot [(z) est une fonction affine telle que I(u) =1 et I[(v) = —1. On a alors

O—/f ) da(x /l ) do(z) — a(b) + a(v),

ou, de fagon équivalente,

a(u) + a(v) — 2a(a /l ) da(x (1)

/lda /ldp /ldq

ol p et ¢ sont croissantes et continues sur [a,b] (voir 1.2.20). En utilisant la
premiére formule de la moyenne, on obtient, par la continuité de p,

De plus,

v

lim l(z)dp(z) = lim Il(c)(p(v) —p(u)) = 0.

v—ut Sy, v—ut

Il s’ensuit que
v

lim I(x) da(z) = 0.

v—ut Sy,

Ceci, combiné avec (1), montre que 2a(u) = 2a(a).
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[.3.6. Por0<u<g<v<m,ona
0= /Ow(l —sinx) da(z)
= /Ou(l —sinz) da(z) + /v(l —sinz) do(z)
+ /W(l —sinx) da(zx).

Puisque « est croissante, chacun des termes de I’égalité précédente est positif,
ce qui implique

/0"(1 —sinx)da(z) =0 et /;(1 — sinz) da(z) = 0.

Il découle alors de la premiére formule de la moyenne (voir 1.1.26) que
a(u) = a(0) et a(v) = a(r).

1.3.7. En prenant f(z) =1, on voit que a(1)—(0) = 1. Pour 0 < u < v < 1,

on définit
1 sizel0,ul,
filr) =<1 six € [u,v],
Tt (x—1) siz€v,]]

On a alors

1 u 1
/0 fi(z)da(z) = /0 - rdo(z) + (a(v) — a(u))

b1
—i—/v 1_U(:L'—l) da(z) = 0.

Chacun des termes dans I’égalité précédente s’annule donc. Ceci donne alors
a(u) = a(v) pour u,v € |0,1[. Considérons maintenant, pour 0 < v < 1, la
fonction fo donnée par

e siz € [0,v],
f2(1’)—{1—T1(x_1) siz€v,1].

v

1
—i—/ fo(z)da(z) = =

Puisque a(u) = a(v) pour u,v € ]0,1[, on obtient

/ falw) da(z) = fo(1) (a(1) — a(17)) = 0.

D’apres les hypotheéses,
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I s’ensuit que a(v) = a(0) + 3 pour 0 < v < 1. En conclusion,

a(0) sixz =0,
a0)+1 sizelo,1],
a(0)+1 siz=1

a(r) =

1.3.8. On considére la fonction

ala) siz € la,ul,

o(@) = {a(b) siz € u,b,

ot a(a) < a(b). On a alors

b
(/fmmmmszxmw—aw»

ce qui, combiné avec '’hypothése, donne f(u) =1 pour u € |a,b[. On voit que
f(a) = f(b) =1 car f est continue sur [a, b].

1.3.9. Puisque a = p — ¢, ou p et ¢ sont croissantes, il suffit de prouver que
f €R(p) st fn € R(p), n € N¥, et

b b
[ 1@ dpta) = tim_ [ fu(@)dn(o).

La convergence uniforme de {f,} signifie que

sup |fn(z) — f(z)| = dp ——— 0.
z€[a,b] =

Donc, étant donné € > 0, il existe ng tel que

dn, (p(b) — p(a)) < g pour n = ng.

D’aprés le théoréme 1 de la section 1.1, il existe une partition P telle que

U(Pa fnoap) - L(Pa fnoap) < E

3

De plus, on a
U(P, £,0) S U(P, fug,p) + 5
et -
L(P, £,0) 2 L(P, fro:) — 5.
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On voit donc que f € R(p). On remarque alors que, pour n > ny,

/fn ) dp( /f ) dp(x /\fn — f(@)] dp(x)

\/a dy, dp(z) < %

1.3.10. On remarque que lim nz (1 —;v?)n = 0 pour z € [0,1], mais la

n—-+o0o
convergence n’est pas uniforme sur [0, 1] et le résultat du probléme précédent
ne peut pas s’appliquer. On a
1 - n 1

. o\ % L

1.3.11. Comme dans le probléme précédent, on ne peut pas appliquer le ré-
sultat de 1.3.9 car {#"} ne converge pas uniformément sur [0, 1]. Soit & = p—gq,
p et g étant croissantes sur [0, 1]. Pour € € |0, 1], on a

n—-+00

0< / "o dp(e) < & (p(e) — p(0)) —— 0
0
et

1
[ " ante) <p) = p1-2)

De plus, si # < g, on a alors

On obtient alors, en faisant tendre n vers o0,

1 1
p(1)—p17) < lm [ a"dp(e) < Tm [ a"dp(e) <p(1) - p(l - e).
n—+oco0 J0 w==eQ Jg

Puisque I'on peut choisir ¢ € ]0, 1] arbitrairement petit,

1
lim [ a"dp(z) =p(1) —p(17).
n—-+o00 0

Le méme raisonnement s’applique a ¢ et

1
lim " da(z) = a(l) — a(17).

n—-+00 0
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1.3.12. D’aprés les hypothéses, on a
m
>l (@) — an(zr-1)] < M.

pour toute partition a = zg < x1 < -+ < &y, = b. En faisant tendre n vers
400, on voit que

> ladar) — al@r—1)| < M,

ce qui signifie que « est a variation bornée sur [a,b]. De plus, on a

x) doy, (x / f(z)da(z)| < Z

+ Z |f @)l la(zr) — lwr—1) — an(zr) + an(r-1)]

k=1

m
2.
k=1

Maintenant, par continuité de f, étant donné € > 0, il existe § > 0 tel que
si le pas de la partition est inférieur & §, alors |f(x) — f(zx)| < 357 pour
x € [Tx—1,xk]. Donc, d’aprés le théoréme 3,

Tk

(f(z) = f (1)) da(x)

Tk—1

— f(x)) day(x)| .

™ (o) = o) data)| < &
> ’f ;
et .
* (flaw) - (@) dam(@)| < £
; / : 3

De plus, si n est suffisamment grand et la partition fixée, on voit que

>~ 1F @)l laler) = a@r-1) = anl@r) + anl@r-1)] < 5
k=1
[.3.13. Ona

/ fn(x) do, (x / f(x)da(z

/ fn(x) day (x / f(z) day,(z
x) do, (x / f(x)da(z
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D’aprés le résultat du probléme précédent, étant donné € > 0, il existe ng tel

que
/ f(x) day,(z / f(z)da(x

pour n = ng. De plus, d’aprés les hypothéses, il existe M strictement positif tel
que V(ap;a,b) < M pour tout n. La convergence uniforme de {f,} implique
donc que, pour n suffisamment grand,

/ fn(x) dog, (z / f(z) day,(z

<_

< Ifn(x) — f(@)] dva,, (x)

1.3.14. On observe d’abord que la suite {a,,} est uniformément bornée sur
[a,b]. En effet, pour x € [a,b] et n € N, on a

lan (2)| < |an(z) — apn(a)| + |an(a)] < V(ap;a,b) + M < 2M.
D’aprés le théoréme 1 de la section 1.2, on peut écrire

Oén(l‘) - Oén((l) = pn(x) - Qn(x)a

ol 1

pn(x) = ) (Van () + an(x) — an(a))
et 1
an(z) = 3 (Van () — an (@) + an(a))
sont croissantes sur [a,b]. On vérifie facilement que {p,} et {g,} sont unifor-
mément bornées. La suite {p,,} contient donc une sous-suite {p,,} simplement
convergente sur [a,b] (voir, par exemple, I11.1.23 (vol. II)) et la suite {gy, }
contient donc a son tour une sous-suite {¢y,, } simplement convergente sur [a, b|.
Il s’ensuit que la suite {ay,, } converge sur [a, b] vers une limite a. Clairement,
« est a variation bornée. Il suffit d’appliquer le résultat de 1.3.12 pour obtenir

Jdm [ ’ F(z) o () = / ’ f(x)dae)

1.3.15. Notre but est de prouver que

b
lim / f(z)dB,(x) =0, ou pBp=a,—a.

n—-+o00 @
Clairement, V (8,;a,b) < V(an;a,b)+V (a;a,b). Donc, par hypothése, il existe
M strictement positif tel que V(Bn;a,b) < M pour tout n. Etant donné
€ > 0, I'uniforme continuité de f implique que 'on peut choisir une partition



SOLUTIONS

a=x9<21 << Ty =0b,T0,%1,...,Tm € A, telle que |f(t) — f(s)| < 557

sit,s € [xp_1,2k], k=1,2,...,m. Donc,

- € €

< — : < —.
©) dBa(x ;f (Bn() = B(wr-1))| < 577 V(Baia,b) < 5

Puisque liril Bn(xp) =0 (k=0,1,...,m) on a,  partir d’une certaine valeur
de I'indice n,

- €

Z (t) (Bn(@) = Bulze-1))| < 5 -

k=
Ceci donne

x)dpn(z)| <e.

1.3.16. La formule d’intégration par parties (théoréme 1) et la premiére
formule de la moyenne (voir 1.1.26) impliquent

b b
/ f(z) da(x) = f(b)a(b) — fla)a(a) — / a(x) df (x)
= f(b)a(b) — f(a)a(a) — a(e)(f(b) — f(a))-

1.3.17.

(a) On pose m = min{a(z) : z € [a,b]} et M = max {a(x) : x € [a,b]}. En
utilisant la formule d’intégration par parties, on obtient

b

=2
8
~—
U
2
8
~—
I
=
=
Qe
—
=
~—
|
~

b
(a)ala) - / o(z) df (z)

De méme,
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Il s’ensuit que
b
/ f(z) dofz) = F(B)(l®) — k), ob m< k<M.
Puisque « est continue, il existe ¢ € [a, ] tel que a(c) = k.

(b) La démonstration se conduit comme en (a).

1.3.18. D’aprés la forme de Bonnet de la seconde formule de la moyenne,

b b _q
/ sin(ne) dz :/ — dcos(nx)
5 B o NT

= ;—a (cos(nc) — cos(na)) .

Donc,

b sin(nx)

lim dz = 0.
n—-+4o0o @ 78

1.3.19.

(a) Sion poset? = u et si on utilise la forme de Bonnet de la seconde formule
de la moyenne, on obtient

z+1 . ) (z+1)2 . 1 (z+1)2 1
/x sm(t)dt:/mz (smu)mdu:—/m2 mdcosu

1
=5 (cosc — oS (;v2)) .
Ceci implique l'inégalité cherchée.

(b) De méme,

ez+1

x+1 1 1 @
/ sin (e') dt = / (sinu)—du = — / sin u du
. e U er Jeo

_ cos(e”) —cosc

= o
1.3.20. Par hypothése, les trois intégrales existent et sont les limites des
sommes partielles correspondantes (voir 1.1.11). En particulier, £ > 0 étant
donné, il existe § > 0 tel que si P = {a = 29 < 1 < ...,x, = b} est une
partition dont le pas est inférieur & ¢, alors

b
/ f(@)d(01 (2)as(x)) — S(P, fra1a0)| <&, (1)
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ou
n

S(P, f,on0n) =Y f(ax) (on(zx)oa(ar) — a1 (wr-1)az(zr-1))

k=1
On pose M = max {|f(x)| : € [a,b]}. La continuité uniforme de as implique
laa(zg) — as(zk—1)| < m pour k =1,2,...,n, sile pas de P est suffi-
samment petit. Donc,

> Flaw) (ea(zr_1) — aa(ar)) (0n(r) — on(ze—1))| < e.

h=1
De plus,
S(P. f,on0m) = ,:1 (ox)oun(oe) (ealon) = 0a(es))
+ éf(xk)o@(a:k) (a1(zy) — a1(zr_1))
+ ;:1 () (2(wr—1) — aa(zr)) (a1(zk) — a1 (ze-1)) -

D’autre part,

n b
Zf(wk)al(xk)(az(wk)—az(wk—l))—/ f(@)ar(z) dos(z)| <e
k=1 a

et

n

b
f(xk)O@(ﬂfk)(al(xk)—Oél(xk—l))—/ f(@)az(z) don (z)]| <e

N

=l

si le pas de P est suffisamment petit. D’ou

b b
(2. fase) — [ fle)an@)doate) - [ Fla)ante) donte) <22
ce qui, combiné avec (1), donne le résultat désiré.

1.3.21. On montre d’abord que

b b
/f(l‘)d((f(w))”)zn/ (f ()" df (x).
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L’égalité est évidente pour n = 1. Sin > 1, en utilisant le résultat du probléme
précédent, on obtient

b b b
[ t@awem = [erduar + [ @ ae
a ab a b
- [G@ra(@)r ) +2 [ t@)rde)
b
= =n [ (@) & .

La formule d’intégration par parties (théoréme 1) et I’égalité prouvée précé-
demment donnent alors

b b
/(ﬂ@fﬁ@%ﬂﬂ@ﬂ“—UWWﬁhi/f@ﬂ«ﬂ@f)
b

ZUwWﬁhﬁﬂ@W“—n/(ﬂ@W#@%

a

ce qui donne la seconde égalité.

1.3.22.
(a) On a

1 n 1 .
n/o :B”f(:n)dx:n+1/0 f(z)d(z").

Clairement,

0 sizel0,l],

n—+00 1 six=1.

lim z"*! = a(z) = {
On obtient donc, en utilisant les résultats de 1.3.12 et 1.3.13,

1 1
i [ o"f(e)da = [ f(o)dlate)) = ).
0 0

n—-+o00

(b) Comme en (a), on obtient

lim <n /01 e " f(x) dm) = — lim /01 f(z)d(e™™) = f(0).

n—-+oo n—-+oo

(¢) En utilisant (a), on obtient

fol 2" f(z) dz e nfol 2" f(z) dz _ f(1) '

nEI—Eoo fl xner dz - n—+o0o p fl xner dx e
0 0
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(d) On pose
Fp(z) =27 / Vnsin®(2mt) dt.
0

Puisque /nsin*"(2nt) tend vers 0 uniformément sur [0, 2], 0 < z < I,
on voit que lirf F,(z) =0 pour 0 < z < 1. On remarque aussi que
n—-+0oo

(2n — 1!

m(5)= [ vasow = i

On déduit de la formule de Wallis (voir, par exemple, I11.8.38 (vol. I))

que
1 1
lim F,(-)=—.
n—+oo <4> NZS
Si maintenant i <z < %, alors

2rx

s ™
F.(z) = Vnsin® tdt = /0 Vnsin? tdt — /2 Vnsin® ¢ dt
T

0

1 s
=2F, (-) —/ Vnsin?" t dt.
4 2rx
Comme précédemment,
™
lim Vnsin? tdt = 0.
n—=+00 Jorg

Donc,

Une analyse semblable donne

0 sizel0 1],
ﬁ six:%,

Jim Fo(e) =455 sieel]q il
% six:%,

\% sixe]%,l].

Comme en (a), on écrit

1 1
omv/n /0 f(z) sin?" (2n3) do = /0 (@) d(Fy ()
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et on obtient

(6 roeomna) - 1 (0(2) 1 ()

(e) En utilisant (d), on obtient
fo )sin®?(27x) da Fion \/_fo x) sin?"(2nx) dx
= lim

”—’+°° f e?? sin?" (2nx) de "ot ff e?? sin?"(2rrx) dx
_f@+fE)
© el/16 4 9/16 °
1.3.23. |W.A.J. Luxembourg, Amer. Math. Monthly, 78(1971), 970-979]. On peut
supposer, sans perte de généralité, que hrJIrl fn(z) = 0 pour z € [a,b]. On
n—-—+0o0o

montre d’abord que si f est positive et Riemann-intégrable sur [a,b], étant
donné ¢ > 0, il existe alors une fonction continue g telle que 0 < g(z) < f(x)

et
b b
/f(m)d$</g($)dx+e.

Il existe une partition a = xg < 1 < ..., x, = b telle que

b n
/a f(z)dz < ;ml(xz —xi1) + %,

ou m; = inf  f(x). Ceci signifie qu’il existe une fonction en escalier s

Ti€[Ti—1,24]
b b e
/ f(ac)dx</ s(:z:)da:+§.

telle que

On voit facilement que 'on peut transformer s en une fonction ¢ affine par
morceaux telle que 0 < g < s et f x)dx < f g(z)dr + 5, ce qui démontre
notre proposition. On se tourne malntenant Vers la démonstration du théo-
réme de convergence monotone. Soit € > 0. Pour tout n, il existe une fonction
continue g, telle que 0 < g, < fp, et

/abfn(:r)dnga ()da:—i—Q—n. (1)

Si on pose h, = min{g1,92,...,9n}, alors 0 < h,, < g, < fn et les fonctions
hy, sont continues sur [a,b]. Puisque la suite {f,} est décroissante,

0 < fn _hn = min{flana"'?fn} _min{917927"'7gn} < Z(fl _gl)
=1
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Dot
0 [ atta [ <3 [ - @)
< 5-<(-7) ©)

Puisque {h,} est une suite de fonctions continues sur [a, b] décroissant vers 0,
d’aprés le théoréme de Dini (voir, par exemple, I11.1.16 (vol. II)), elle
converge uniformément vers 0 sur [a,b]. Ceci, combiné avec (2), implique le
résultat cherché.

I.3.24. [W.A.J. Luxembourg, Amer. Math. Monthly, 78(1971), 970-979|. La dé-
monstration se méne comme dans le probléme précédent, les intégrales ff fdx

et f; fndz devant étre remplacées respectivement par fab fdx et ff fndx, ex-
cepté le fait que lintégrale de Riemann inférieure n’est pas sous-additive
(comme observé dans la publication citée). L’inégalité

0</bfn<x>dx</bhn<x>dx+g(1_2in>

doit donc étre prouvée autrement. Pour cela, on remarque que pour chaque
i=1,2,...,n,

Oggn :gi+(gn_gi) ggi"i_(max{gia---agn}_gi)
n—1
S G+ Z(max {gis--- 9n} — 9i)-

i=1

n—1
=il

De plus, en utilisant

maX{gia"'vgn} < maX{fiv"'afn} = f7«

on obtient

/Lbfi(x) dx > /ab (max {g;,...,gn} — gi(z)) dz + /abgi(x) d
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et
b

b b
[ max{gi.. o0} - i@ da < [ it~ [ gitw)da

S

.Im‘

<

bl

\)
=

la derniére inégalité découlant de (1) dans la solution du probléme précédent.

Il s’ensuit que
n

b b
S5
< -
/a gn(x) dx < /a hn(x) dr + ;:1: 21’

ce qui donne 'inégalité voulue.

1.3.25. |W.A.J. Luxembourg, Amer. Math. Monthly, 78(1971), 970-979]. On peut
supposer, sans perte de généralité, que 0 < fp(x) < M et lirf fu(x) =0
n—-—+oo
pour x € [a,b]. Si on pose p,(x) = sup frix(x), on a alors 0 < fr(x) < pn(x),
0

=

d’ou

V= )= T o= T e

ce qui prouve que la suite {p,} décroit vers 0 sur [a,b]. D’aprés le théoréme
de convergence monotone pour l'intégrale de Riemann inférieure énoncé dans
le probléme précédent,

b b
0< lim /fn(ac)dx< lim pn(z)dx = 0.

n—+00 n—+oo /.,

1.3.26. |W.A.J. Luxembourg, Amer. Math. Monthly, 78(1971), 970-979]. Les fonc-
tions f, et f étant positives, et, en posant (f — f,)T = max{f — f,,0},
on obtient f — f, < f et (f — fu)© < f. Ceci prouve que la suite
{(f — fu)*} est uniformément bornée sur [a,b]. D’aprés le théoréme d’Arzela,

ngrfw f; (f(z) = fu(x))" dz = 0. On remarque aussi que f = (f — fn) + fn <
(f = fa)™ + fn. Donc,

[rwws< m ([ 6@ -neras [ nwae)

n—-4o00o
b
= lim [ fu(z)de,

n—+oo Ja

la derniére égalité provenant de I1.4.19 (vol. I).
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I.4. Intégrales définies

1.4.1.
(a) On a

4 |z — 1| Lz—1 2 z—1
dz = d LT g
/0 lz— 2|+ ]z —3 " /0 9z — 5 x+/1 2z +5""

3 4
r—1
—1)d d
+/2(:1c )a:—i—/s 2x—5$

:2—1—21n3—21n5.

(b) En utilisant le changement de variable t = § — x, on voit que

/2 /2
/ sin” z dr = / cos” x dx.
0 0

On montre alors par récurrence que

/2 I1x3x---x(2n—-1) 7w (2n-1!"
s 2n )
n“" rdr = ==——= %= (I
A o 2><4><---><(2n) X2 (277,)” X2 ()

et

Ix3x--x(2n+1) (Cn+D!"

On vérifie facilement que chacune des deux égalités est vraie pour n = 1.
Pour n > 1, 'intégration par parties donne

/2 w/2
I = / sin” z dz = —/ sin" !z dcos
0 0

/2 /2
= / coszdsin® lz = (n— 1)/ cos? zsin" 2z dx
0 0

/2 "
/ Sin2H g g — 2x4x---x(2n)  (2n)! @)
0

— (n = 1)In_2 — (Tl = 1)In7

d’ou,
n—1
1, = 1, ». (3)
Donc si @ i
n—DI 7
I z
= o
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on obtient alors, avec (3),
(2n+ )N

2n+1 (Cn-01I ™
X X —=———"> X —.
2n 42 (2n)N 2 (2n+2)1t 2

Ceci compléte la démonstration de (1). L’égalité (2) se démontre de la

méme fagon.
e 1 e
ﬁ \lnx\dazz—ﬁ ln:rd:r—i—/ Inzdz.
1 e 1

(¢) On a
En utilisant une intégration par parties, on obtient

€ 2
/\lnx\dm‘:2——.
1 e

(d) Le changement de variable t = 7 — x donne
I:/ﬂ :rsina; dx:/ﬂ(ﬂ_x)smxdg;
o 1+cos?zx o l+4cos’z
s g ™ g
:/ msinx dx—/ rsinw d.
o l+cos?z o l4+cos?z

1 [T wsinx 2
== ——dr = —.
2/0 1tcostz 0 4

I I 1
I, = / tan®" x dx = / ( P 1> tan®" 2 x dx
0 0 COS“ X

:/Ztan%_Qm‘d(tanx)—Ig 9 = ! —Iop_o
9 "t oap—1 e

Iopyo =

Donc,

(¢) On a

On obtient alors par récurrence

Iy, = (—1)" <% - (1—%+ % — oot (—1)”—12n1_ 1)) .

(f) On a

™ . @, . T
/4 . sin do — /4 ‘ sSin (4 IL') du
o sinz+cosz o sin (% —x) +cos (% —x)

us
4
s 5
4 COST —SInx i
ey
0 8

2cosx
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(g) On remarque que

usd i n z n
I 2 sin” x d 2 cos” T d
= T, L AT = TR T ——C 4
0 SIn"x —+ cos"x o SIn"x+cos"x

Il s’ensuit que

3 m
2I:/ der = —.
0 2

I.4.2. En utilisant le changement de variable x = cost et 1.4.1(b), on obtient

1 /2 (2n)!!
2\ g . opdl _ -
/0 (1 T ) dx /0 sin tdt 7(2n+ ik

D’autre part,

/01 (1-2%)"de = En: <Z>(—1)k/01x2kdx = zn: <Z>(_1)k2k1+ -

k=0 k=0

1.4.3. On suppose, par exemple, que f(:rg') =a.On a

f(z0) = F'(z0) = lim M'

Tr—T0 g5 — :L‘O

On obtient d’autre part, en utilisant la régle de I’Hospital,

F(z) - F F
lim Flz) = Flwo) = lim (z) = lim f(z) = a.
r—»xa' T — o x—wé’ x—wé’

I.4.4. On pose F(z) = 2?cos 2 — 2 [ tcos 1 dt pour z # 0 et F(0) = 0. On
a alors F'(z) = f(z) pour z € R. Donc F est une primitive de f dans le cas
ot ¢ = 0. Si ¢ # 0, alors une primitive G de f serait égale & F(z) + ¢; pour
x> 0et F(x)+cy pour x <0, ¢ et ¢y étant des constantes. De plus, puisque
G doit étre continue en 0, ¢; = ¢z et G'(0) = 0. Ceci montre que f admet une
primitive si et seulement si ¢ = 0.

1.4.5. On va prouver que

flz) = — 53 Sin 75 si @ € [@opi1, Tap—1],
0 siz=0
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a les propriétés requises. En effet, f étant continue sur |0, 1], on a

T T2k —1 1 T

F(zop—1) — F(zax) = ——/ — sin — dz
k )y, —x3 0 2?

1 (2k—1)7 1

% Jyp. o k

De méme,
1
F(zgp41) = Flzw) =
On pose maintenant
T .
Flz) = Ji f(t)dt s? z €10,1],
0 siz =0.

Un calcul montre que

F(x) = _i (COS =+ 1) si x € [Toga1,Tok—1),
(z) = -
0 sixz=0.

On a alors F'(z) = f(x) pour z € ]0,1]. De plus, pour = € [xo+1, Tog—1],

_\/212— L _F@
X

ce qui implique

F'(0) = lim

z—0+t X

Ayant établi que f admet une primitive sur [0, 1], on se tourne maintenant
vers la démonstration de la seconde partie de ’énoncé. Pour cela, on pose

G<x>=/f\f<t>|dt (z € ]0,1)

et on obtient

1 1 s
G(x)——2<1+---+m>—ﬂ(cosﬁ—l-l)

six € [xok , Tok—1] (K> 1) et

1 1 1 s
G(x):—2<1+"'+m>—Eﬁ-%(COSF—l)

si z € [xopi1,Tox]. Puisque lim+ G(z) = —oo, il n’existe pas de fonction G
z—0

telle que G'(z) = |f(z)| sur l'intervalle fermé [0, 1].
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1.4.6. Le changement de variable t = m — & donne

I:/Oﬂxf(sinx)dx:/OW(W—t)f(sint)dt:W/Oﬂf(sint)dt—l.

Donc,
g zsin® x [T sin?” z
N dr = — e dx
o Sin“"x + cos?" 2 Jo sin“™®x 4+ cos?" x
T /”/2 sin®" x d
= — T
2 Jo sin®ax+cos?nzx
i T /“ sin®" x d
— T
2 Jr/2 sin?™ z + cos? x
s /”/2 sin?" z + cos?" d 72
= — xr = — .
2 Jo sin®ax+cos?nzx 4
1.4.7.
(a) On a
a 0 a a
/ f@)de= [ f(—z)ds+ / f(@)de = 2/ (@) da.
—a —a 0 0
(b) On a

_Zf(:c)d:r::/o —f(—x)dx+/0af(x)dx:o.

—a

1.4.8. La fonction f étant périodique, on obtient

/aa+Tf(x>dx=/aof(xmx+/0Tf(x>dx+La+Tf(x_T)czx

:/aof(x)d:r:—i—/OTf(x)d:n—/aof(x)d:n.

1.4.9. On a

/abf(n:r:)d;z: _ 1

n

b
f(z)dz

n
na

1 na+T nb
B g (/na f(m) ot /na—i-k(n)T f(m) dx) 7
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ou k(n) = [M} D’aprés le résultat du probléme précédent,

b 1 T 1 nb
/a f(nz)dx = - k(n)/ﬂ f(z)dx + - /erk(n)Tf(ac) dx.

. . k
Il 1 1 —— =22
est clair que . _1)1};100 o 7 et

1 nb
L @
" Jnatk(n)T

T
< — sup |f(z)] ——0.

" z€0,T) =
1.4.10.
(a) On a
1 2
HETOO - / f(sinz dx:ngr}rnoo/ f (sin(nz) =or . f(sinx) dx,
la derniére égalité découlant de 1.4.9.
(b) Comme en (a), on a
lim / f(jsinz|)d / f(sinz)
n—-+oo N
(¢) On remarque que
1 1 2mn
/0 xf (sin(2mnx)) de = yrome) /0 xf(sinz)dz
et
2nm 2w 2nm
/ :L'f(sina:)dx:/ a:f(sin:z:)da:—i—---—i—/ zf(sinz) dx.
0 0 2(n—1)w
Puisque

2(k+1) 2m 2m
/ xf(sinz)dx = 2k f(sinz)dx + / zf(sinz) de,
2km 0 0

on voit que

2nm
/ xf(sinz)dx
0
2m 2m
=21(14+24---4+(n—1)) f(sinx)dx—i—n/ zf(sinz) de,
0 0
d’ou
: L Lo
nEToo . xf (sin(2mnx)) de = i f(sinx) dx.
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I.4.11.

(a) On va prouver que

b
lim /f(:n)cos(n:r: = lim /f sin(nz) dz = 0.

n—-+o00 @ n—-+o0o

La fonction f étant uniformément continue sur [a,b], pour € > 0 donné,
il existe d > 0 tel que |f(t) — f(s)] < € si [t — s| < 4. En prenant une
partition a = zg < x1 < -+ < &y, = b de pas inférieur a d, on obtient

/ f(z) cos(nz) dx = Z x) cos(nx) dz

—1Y%k-1
= 3 f(zk) " cos(nx) dx + " (f(x) — f(x ))cos(nm)daz)
S ) /x,@_l k
et
x) cos(nx) dz <Z|f(a:k)\ /xk cos(nx)dx| + (b —a)
k=1 =
%Mm—l—s(b—a),

ou M = max{|f(z)|:z € [a,b]}. Donc, hm f f(z)cos(nz)dx = 0.

La démonstration de I'autre égalité se condult de fagcon semblable.

(b) D’apreés (a), on a
b b
lim / f(z)sin®(nz)de = lim / f(x)l_Ls(an) dx

n—+oo J, n—+oo J, 2

1 b
= 5/(1 f(x)dx
1.4.12. On a

/Olf(na:)da: / f(z Z/:Hf(a:)dx
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Donc,

1
lim / f(nz)dr =a
0

n—-+o0o

(voir, par exemple, 11.3.2 (vol. I)).

1.4.13. On a

L ) N O R . N
/0 O+~ )y f@o+ra-o" +/1/2f<:c>+f<1—ac>d

B 1/2 f(z) 1/2 f1—2) _1
b Fo+ii-o® ) FTw+ra-a® T2
1.4.14. On a

“ fx) dr — O flx) S * flx) d
g L@ —o LFE&" o 1+e*

_[YEf(t) * f(=)

_/0 Tl Bt | T3

:/ f(z)d.

0

1.4.15. Sl existe zg € [a,b] tel que f(xzo) > 0, alors par continuité de f,
f(z) > 0 sur un intervalle [a, 5] C [a,b]. Donc

b B
/ f(ac)dx}/ f(z)dx >0,
contradiction.

1.4.16. Soit a < 9 < xg + h < b. Par hypothése et d’aprés la premiére
formule de la moyenne (voir 1.1.26),

zo+h
0 :/ F(@)dz = f(zo + OR)h

0

ou § € [0,1]. Donc f(zg+ #h) = 0. Puisque I'on peut choisir arbitrairement
h > 0, on voit que f(xp) = 0.

1.4.17. En prenant g = f, on obtient f: (f(2))* dz = 0 et, d’aprés le résultat
de I.4.15, f(z) = 0.
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1.4.18. On observe d’abord que si f est Riemann-intégrable sur [a, b], alors

b b
ngrfw/a+l f(x)dx :/a f(z)dx.

En effet,
b b M
[r@de- [ @<t
a a-l,-% n
o M = sup{|f(x)|:z € [a,b]}. On pose, pour un entier n suffisamment
grand,

nfla+2)(x—a) siz€la,a+ ],
g(z) =< f(x) siz € [a+1,0-1]
—nf(b—2L1)(z—-b) size[b—1,0].

On a alors, par hypotheése,
b
0= [ f@)g(a) dz

_ / g <a+ %) (z — a)f(x) dz + / " f@)ds

a+
: /: ol (b - %) (z = b)f () do.

On note maintenant que

/:HZ nf <a+ 1) (z — a)f(z)dz

n

S|=

ce qui montre que

lim “nf (HE) (z — a)f(z) dz = 0.

n—-+o00 @
En conclusion, on obtient

p—L

n

b
lim (f(x))? dx = / (f(x))? dx =0,

n—-—400 a—i—%

ce qui, combiné avec le résultat de 1.4.15, donne f(x) = 0.
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1.4.19. On va utiliser le résultat de 1.4.16.

(a) On remarque que, pour tout x,
FOyde= [ (F(=t)+ f®) e =0,
Ceci implique clairement que
y
[ 0+ ey ae=o

pour tous x et y, ce qui, combiné avec le résultat de 1.4.16, donne

f(=t)+ f(t) =0.
(b) La démonstration est semblable.
(¢) On a

T 0 T T
/ F(t) dt = / £(t) dt +/ £(t) dt +/ ft+T)dt,
v a5 0 0
ce qui, combiné avec I’hypothése, montre que
/ (f(t+T)— f(t))dt =0 pour tout = € R.
0
Comme en (a), on obtient donc f(t+ 1) — f(¢t) = 0.

I.4.20.

(a) D’aprés la premiére formule de la moyenne (voir I.1.26), il existe
Ty € [n,n+ 1] tels que

4 [T zdx nizy,
n =
n 25+ 1 23 +1 notoo

s [ dx s [ zdx 5 [P dx
n — <n F <n —T <

2n
lim n? / vd T

(b) On a

Donc,

n—-+o00 2+ 1 :24.

(¢) Puisque In (ac 4 %) —— Inz uniformément sur [1,2], on a, d’aprés

n——+0o0o
le résultat de 1.3.9,

2 x5 2
lim ln<x+—>dx:/ Inzdr =2In2 — 1.
n—+oo Jq n 1
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(d) On a
2l z dx 1 [ xdr

» Arctan(nz) T n? e Arctanz

lm (—— — —
n—+oo \ Arctanz /2 2’

Puisque
( 95 a3 ) 4
étant donné € > 0, il existe xg tel que
4 o 2z -
—_ —_ 6 _—
T2 o7 Arctan z
si > xg. Donc, pour x suffisamment grand,
4 2nm
— — € 1 d =7 ar €
3r |1+ = <= T 314 2 :
3n n? J,. Arctanx 3n

4

2x
—2+—+€
™ T

Il s’ensuit que

2 i
e5(22) < lim L o
n—too \3T Jr Arctan(nx)

W=
/
e
+
™
SN—

cm (L[ ).
b 3r ), Arctan(nz))

n—-+00

En faisant tendre e vers 0, on obtient

. 1 [ x dx " 4
im | — — ) =exp|=—).
n—+oo \ 37 /. Arctan(nx) P\ 32

1.4.21.
(a) On sait que sint > %t pour t € [O, %] Donc,

/2 ) /2
0 < / G_Rsmtdt < / e—%Rt dt = l

d’ou
w/2
lim
R—+0c0 0
(b) On se donne £ > 0 suffisamment petit. La suite { v/} est alors unifor-
mément convergente vers 1 sur [, n]. Donc, d’aprés le résultat de 1.3.9,

™ s
Vvxsinzdx :/ sinzdx = 1+ cose.
e

(-,

@ TR s — (7).

lim
n—-+4o0o c

De plus,

@
/ Vrsinzdr <eve<e
0
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pour 0 < £ < 1. On voit, en faisant tendre € vers 07, que

lim Vrsinxdr = 2.

n—-+00 0

(¢) On se donne £ > 0 suffisamment petit et on écrit

/2 gin" g T/2=€ gin" g /2 gin" g
/ dz = dr + / dx
0 vi+zx 0 vi+ax 7(/2_8\/1+x

Puisque {sin" '} converge vers 0 uniformément sur [0 )T = e] , on obtient

‘ w/2—e sin®™ x
lim

n—+oo [o V1+zx

De plus, pour n € N*,

dr =0

™2 gin" g €
0< dx < — .
7r/2—a\/1+l‘ \/14—5—5
Le passage a la limite lorsque ¢ tend vers 0 donne
i /2 §in" g
lim

n—too Jo Itz

1.4.22. Soit 0<e<1.0n a

dr =0

l1—¢

/1 f(z"™)dx = (") dx + 1 f(z")dx
0 0 1-¢

et, d’aprés la premiére formule de la moyenne (voir 1.1.26),

1—e
(@")dx=f(")(1—¢) ou 0<EE<K<T—e
0
Donc,
1—¢
lim f (™) de = f(0)(1 —e).
n—-4o0o 0
De plus,
1
f(x™)dx| < Me ou M =sup{|f(z):z€][0,1]}.
l=¢

On en déduit que

n—-+o00

1
lim /0 f (™) dx = f(0).
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1.4.23. Les problémes 1.4.23-1.4.30 sont empruntés a [8].
Puisque

Fz) = [f(t) dt — /:f(t) dt

est continue sur [a,b] et F(a) = —F(b), d’aprés la propriété des valeurs inter-
médiaires, il existe 6 € [a,b] tel que F(6) = 0.

1.4.24. Posons

F(z) = e—® / " rt)at.

Par hypothése, F'(a) = F(b) = 0. D’aprés le théoréme des accroissements finis,
il existe 0 € Ja, b[ tel que

) = e f(0) — e° /9 F(t) dt = 0.

1.4.25. On considére 1 e
Fla)=— / F(t) dt.

Par hypothése, F(a) = F(b) = 0. D’aprés le théoréme des accroissements finis,
il existe 0 € Ja, b[ tel que

0
F'(9) = —%/ F(t)dt + %f(@) =0.

1.4.26. 11 suffit d’appliquer le théoréme des accroissements finis généralisé
aux fonctions

F(z) = /w ft)dt et G(x)= /xg(t) dt.

1.4.27. On pose
b

F(z) = / f@@)ydt [ g(t)dt.
Puisque F(a) = F(b) = 0, il existe 6 € Ja,b| tel que F'(#) = 0.

1.4.28. On considére

F(z)y=¢e" /: f(t)dt /:g(t) dt

et on applique le théoréme des accroissements finis.
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1.4.29. On pose
az 1
_ / i+ [ fede
0 11—z
et on remarque que

F(0)=0 et F(1) :2/1f(t) dt
0

Puisque F' est continue sur [0, 1], il existe 6(n) tel que

1 O(n) 1
L) s@a= [ s [ s

De plus, d’aprés le théoréme des accroissements finis,

/ F(@) dz = 8(n) (F(E(n)) + f(Ea(n))),

o 0 < &i(n) <b(n) et 1 —0(n) < &(n) < 1. Finalement,

nb(n) = o T@ Jo f(@)dz
J&m) + f@m) n—reo’ F0)+ (1)

1.4.30. On a
1 : 1 ,
[ s@ir= (-0l - [ @-0rwad

On a donc, d’aprés le théoréme des accroissements finis,

1 1
| t@do=10)- 10 [ @-1)da.
0 0

1.4.31. Comme dans la démonstration du probléme précédent, on a
1 1
| @iz =10~ [(@-Dr@a
—1)2 1 1 —1)2
10 - S5 r@] + [ @
0 0

ce qui, combiné avec le théoréme des accroissements finis, donne le résultat
voulu.
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1.4.32. On pose
F@) = [ f@a
0

on obtient F”(0) = f/(0) # 0 et, d’aprés la formule de Taylor avec reste sous
la forme de Peano (voir, par exemple, I1.3.1 (vol. II)),

Fz) = F(0) + F'(0)z + % F'(0)2® + 0 (?).

De méme,

f(@)z = F'(0)x = x(F'(0) + F"(0)0 + o(h)).
Par hypothése,

F(0)z + 3 F"(0)2 + 0 (22) = 2(F'(0) + F(0)8 +o(0)),

ce qui donne

lim M = 1
z—0+t I 2

1.4.33. Soit & un réel donné tel que 0 < ¢ < I’_T“. Puisque f est strictement

croissante, J(=¢) 1 1] existe donc un entier strictement positif pg tel que

(b—2¢)
fb—e)\’ b-—ua
<f(b = 2e>> ar

pour p > pg ou, de fagon équivalente,

—a

(fb—e)p>"

(f(b—2¢))".
Puisque

b b
/a (@) de > /b (f(b— o)) d,

==

on voit que

b b
= | terdas = [ (fo-o)ya
_s(b=e)" éb_‘;))p > (F(b—20))".

On en déduit que 6(p) doit vérifier f(p) > b — 2 pour p > py, ce qui signifie
que lim 6(p) =b.
p——+00
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1.4.34. Clairement,
b
/ P(z)f(x)dz =0

pour tout polyndéme P. D’apres le théoréme d’approximation de Weierstrass
(voir, par exemple, IT1.1.33 (vol. IT)), il existe une suite de polynémes { P, }
uniformément convergente sur [a, b] vers f. Donc, d’apreés le résultat de 1.3.9,

/ fA(x)de = lim an(ac)f(:I:) dx =0,

—
n—l—ooa

ce qui donne f(x) =0 sur [a,b)].
1.4.35. Par hypothése,

b
/ P(z)f(x)dz =0

pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal a N. On suppose, contraire-
ment & la proposition, que a < 71 < 9 < -+ < Ty, < b, m < N, sont les zéros
de f. On choisit alors les points x;,,...,z; ou f change de signe. On peut,
sans perte de généralité, supposer que f(x) > 0 dans [a,x;], f(z) < 0 dans
[xi,, Ti,], et ainsi de suite. On pose

T

P(z) = [ (@, — o).

k=1
On a alors P(z)f(z) > 0 sur [a,b] et P(z)f(x) > 0 sur chacun des intervalles
la, i [, |ziy s ®iy]s - - -y |24, ,b[. On en déduit que
b
/ P(z)f(x)dz > 0,

bien que P soit un polynéme de degré inférieur ou égal & N. Contradiction.

1.4.36. Soit f € €_q,q-
(a) On remarque d’abord que, par hypothése,

| w@+ seana s = [ e ot [ f-a) o as

=2 f(x)z?" dz = 0.

—a
De plus,

a

/a (f(@)+f(=2))aF da = /_a fl@)z® M da— | f(—2)(—2)*""da.

—a —a
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On voit donc que

/_a (f(x)+ f(—x))2"dx =0 pour neN

et le résultat cherché découle de 1.4.34.

(b) La démonstration se méne comme en (a).

1.4.37. La premiére formule de la moyenne (voir 1.1.26) donne

/ab(f(x+h)—f(x))dx=/b+h dm—/ i

b+h

= f(z)dx + f(z)dx

a+h b
= —hf(a+6h)+ hf(b+0'h),

ou 6,6 € [0,1]. La continuité de f donne alors

b

lim = [ (7@ + h) — f(a)) dz = ) ~ F(a).

h—0

1.4.38. On a

Donc,

g (z) = fb+2) - flata)

1.4.39. On obtient, en utilisant la régle de L’Hospital :

T 1 1
. fl ln(l—i-%)dt ) ln(l—l-%)
(a) lim = lim ———%=2.
r—+00 \/E r——+00 m
1 cost
dt
(b) lim fx+2 = lim cosx = 1.
z—0 Z z—0
2
T . dt .
(c) lim 7f0 sin vt lim Zosmr 2 .
z—0t s—0+ 312 &

7 . InP(z)-InQ(z)
(d) x_>+oo <x“/ In —dt> xETOO i =
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1.4.40. On obtient, en utilisant la régle de L’Hospital :
(a)
I 1 /x dt I x |
im [ — - )= lim —— =
z—+4oo \ Inx 0 7 1 —|—t5 z—+00 \5/1—|——JJ5
(b)
(1 [ a1 : !
lim <—/ (1+4sint)? dt) = lim (1 +sinz)z =e,
0

z—0 \ & z—0
car .
. In(1 +sinz) _ cos
lim ——— = =lim ——— =
z—0 x z—01+sinx

1 [* o 1
lim <—2/ t1+tdt> A
z—0+ \ T 0 z—0+ 2 2

22

1 x
lim —In / e’ dt = lim %
T—+00 T 0 z—+00 2 fO et” dt

2

i 2xe
im
z5+00 fox et dt + 2ze®”
2 2
er” 4 252e”
1 2 2 22
x—+o00 2eT° 4 2xe

1/z?
Donc, lim (wetQ dt) ’ =e.

T—+00 0

I.4.41. Si A=|f(z9)| =max{|f(z)|:z €]0,1]}, on a alors, pour p > 0,

(/01\f<x>|pda:)l/p < (/OlAp)l/p:A.

D’autre part, par continuité de la fonction f, étant donné € > 0, il existe un
intervalle [a, 5] C [0, 1] tel que |f(z)| > A—5 pour x € [, 3]. En conséquence,

(f o ‘pdx)l/p (/] If(@\”dx)l/p > ([ (a-5)) :

= (A — E B — o 1/p > A —
( 2) ( ) - c
pour p suffisamment grand.
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1.4.42. Soit yg € [c,d] et € > 0 choisis arbitrairement. Puisque f est unifor-
mément continue sur R, il existe 6 > 0 tel que

€
bh—

si (z1,91), (22, y2) € Ret \/(z1 — 22)2 + (y1 — y2)% < § et pour |y — yo| < 6,

|f(z1,91) — f(z2,92)| <

[ I(y) — I(yo)| / |f(z,y) — f(z,y0)| <e.

1.4.43. Par définition,
d b . bf(l‘,y—Fh)—f(CB,y)
@/a f(x,y)d:r:—}lbli%/a h dz.

La dérivée partielle g—g étant continue sur R, elle y est aussi uniformément
continue. Donc, étant donné € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour = € [a,b] et
|h| <6,

of of €
By (2,9 +h) By (x,y)‘ <34
D’ou, par le théoréme des accroissements finis,
b b
: o dx ' (x,y)dx
blof af
< =4 — =4
\L ay (fL’,y-i-@h) 8]/ (xay) d$<€7

ce qui prouve que

d b B bg
d_y/a f(xay)dx_/a 6]/ (:L',y)d:c

1.4.44. On obtient, en appliquant la régle de L’Hospital et le résultat du
probléme précédent,

lim In </01 (f(z)) d;v) v  lim In fo (f(2))P dzx

p—0 p—0 p

= lim

=0 [N (f(@) dx

:/Ollnf(:r:)dx
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car

(F@)PIn(f(2) — I f(@) et (f(z))) — 1

p—0 p—0

uniformément sur [0, 1].

1.4.45. On obtient, en utilisant le résultat de 1.4.41,

e </01 e dx) " i3 </01 () dx> h

= S ﬁ
(G

1
max{L:xE [0,1]}

=min{f(z): 2 €[0,1]}.

1.4.46. On va utiliser l'inégalité suivante (voir, par exemple, 11.5.30
(vol. IT)) :

N gk x T
—>e"— —e"+— pour z>0.
kz_ok:! Nety P

Si on pose
42 £2N

F(x):/ome_t<1—|—ﬂ+a+---—|—(QN)!>dt,

on obtient alors, avec I'inégalité précédente,

2N L t t2 t2N
F(2N):/0 : <1+ﬁ+5+---+(2N)!>dt

2N . i
1— et Vat>N.
>/0 < o T ¢ 2N) -
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D’autre part,

F(N) = Sl (A IO RLA  # 1dt = N.
(N) A € <+df+m+ _+@N£> <A

La fonction F' étant continue, le résultat cherché découle de la propriété des
valeurs intermédiaires.

1.4.47. On pose
P(z) = apx™ + 12"+ -+ ag.

Par hypotheése,
1 1
/ (P(:Jc))de:ag/ P(z) dx.
0 0

D’autre part,

1
k (079 Ap—1 ap
P(x)dx = oo+ —— (k€N
/Ox @de = 1 Tark T TEe1r kSN
et, par hypothése,
(07 Ap—1 ap
n+k‘+1+n+k‘+ +k‘+1 pour N )
On observe maintenant que
a @y a k
. T Q) : (1)
n+k+1 n+k k+1 (k+1)...(n+k+1)
ol (@ est un polynéome de degré au plus n. Puisque que Q(k) = 0 pour

k=1,2,...,n, il existe une constante C telle que
Qk)=Ck—-1)(k—2)...(k—n).
En prenant k£ = 0 dans (1), on voit que

an Ap—1 ag C

1
/0 @) n—|-1+ n i +1 (=1)
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En multipliant maintenant (1) par k 4+ 1, puis en prenant £ = —1, on obtient
ap = (—1)"(n+1)C. Donc,

1
ap = (n + 1)2/0 P(x) dx,

ce qui implique le résultat cherché.

1.4.48. SiI(y) = fff(x,y) dx, d’aprés 1.4.42, I(y) est alors continue sur
[c,d]. L'intégrale dans le premier membre de ’égalité a prouver existe donc.
De plus, si

92 = [Ty et he:) = /ab ( /:f@,y)dy) -

alors ¢'(z) = I(z) pour z € [c,d] et, d’aprés 1.4.42, la fonction

F(z,7) = / i@ y)dy

est continue par rapport a z. Il est clair que %—I; (x,2z) = f(x,2) est continue

sur R. Done, d’aprés 1.4.43, h/(z) = I(z), dou W (2) = ¢'(2) = f(z) pour
z € [c,d] et h(z) = g(z) + C. Puisque h(c) = g(c) = 0, on voit que C' = 0, ce
qui conclut la démonstration.

i

Inx

zP—z
Inzx

X
définie. D’apres 1.4.48, on a

1.6 _ .a 1 b b 1
/ S dx:/ </ :L‘ydy> d:r::/ </ xydx> dy
o Inz 0 a a 0

b xy—i—l =1 1 L b
= dy =1In .
o ly+1 =0 1+a

=0et lim
r—1—

1.4.49. Puisque lim+ = b — a, l'intégrale est bien
—0
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I.5. Intégrales impropres

1.5.1.
(a) On a
w/4 dz
sin®z + costx
/4 dr
cos?(2z) + £ sin?(2x)

/“/4 1 dx
o cos?(2z) \ 1+ 1 tan?(2z)

/4 dr

1+ % tan?(2z)
too dt

1+ 3¢

(|>|O
S— S—

2 dx
-4 4 8
0 Sln”x+ cos*x

I
00

I
e

o— S—

d(tan(2x))

/2 /2 e /2
In(sinz) dx = / In(cos(=—xz))dz = / In(cos z) dx.
| wina)ar = [ (eos (F-a)) de = [ in(eosa)

/2 in9 1 7 :
/ n sin l‘dx: _/ In smxdx
0 2 4 Jo 2

/2
/ (In(sinz) — In 2) dx.
0
En conséquence,

/2 =
/ In(sinz)dr = —=In 2.
0 2

(¢) On montre par récurrence que

1
/ 2" (1—2)%dx =
0

Pourn=0et > —1,0n a

! 1 !
/ (1—2)%dzx = _ 0
0

n!
(a+1)(a+2)...(a+n+1)

a+1l a+1°
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On suppose que I'égalité est vérifiée au rang n et on intégre par parties
pour obtenir

o /
/1x"+1(1—x)adx:/1x”+l M dx
0 0 a+1
1
:n—l—l/ " (1 — ) de
0

a+1
(n+1)!
(a+1)(a+2)...(a+n+1)(a+n+2)

(d) Une intégration par parties donne

1 1
I = / (— lnx)” dr = n/ (— lnx)n_l der =nl, .
0 0

Puisque que I; = 1, on en déduit que I,, = n!.

(e) Le changement de variable t = 1 — £ donne

n_ _ m\™® 11 _
/7(1 ") dx:/ = dt
0 i 0 1—t¢

1
:/‘u+t+ﬂ+~-+ﬂ4)ﬁ
0

I S
N 2 3 n’

(f) On obtient, en intégrant n fois par parties,

1 n 1
/ z"In" rdr = — / 2" In" !z de
0 n + 1 0

-1 1
= 77(27511 1)2) / 2" In" 2z dx
0

(g) Sin =1, alors f0+oo (Ififg)n = 5. Sin > 1, le changement de variable
x = tant donne

+oo d 71'/2 71—/2
/ % = / cos® tcos 2 tdt = / cos2 2 ¢ dt
o (1+2?) i ;

_1x3x...x(2n—-3)
T 2x4x...x(2n—2)

la derniére égalité provenant de I.4.1(b).

™
9 )
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(h) Le changement de variable t = z — v/z2 — 1 donne
/%0 dzx __/1 L
1 2222 -1 Jo (1+12) '
(i) On remarque d’abord que
T Ing U Ing T Ing
——dx = ———d ——d
/0 2ta? /0 z2 + a? x+/1 2 ta?
et chacune des intégrales du second membre converge. De plus,
e ] @1 e ]
/ 72nx2dx:/ 72nx2da:+/ 72nx2dx
0 e+ a 0o T°+a a T4+ a
e 1 0 In(a?/t 2
:/ %dﬁ/ _Infa’/y) <_a_2) &
0o T2+a a (a2/t)" + a? @
¢ Inz “2Ina —Int
= ——d ————dt
/0 z2 + a? :1;—1—/0 t2 + a2

_/“ 2Ina dt_wlna
Jo t2+a2 2a

(j) On a
+oo 1 1 [T°1 Int
/ nx de:_?’/ na-+ nth
0o (z2+a?) a>Jo  (1+1¢2)

1 [t Ina 1 [T Int
B Jo (1+8) BJo (1+12)

mlna 1 [T Int
=3 T3 e
4a a’ Jo (1+t2)

la derniére égalité venant de (g). Le changement de variable ¢ = tanx

donne alors
o Int 2
/ g = /2 cos® zIn(tan x) dz
o ( 0

1+ 12)
21 2
= /2 Wm(mn@ dx
0

s

/2 cos 2z In(tan z) dz,
0

DN | =
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car [,? In(tanz)dx = 0 (voir la solution de (b)). Finalement, une inté-
gration par parties donne

2 % sin2 1 1
/ cosZ:z:ln(tanx)dx:O—/ S 20 X X 5 dx:—z.
0 0 2 tanz  cos“zw 2

(k) On voit, en utilisant le changement de variable t = m — x, que

I :/ In(1+ cosz) dx :/ In(1 — cost)dt.
0 0

On a donc, par symétrie de sinx et d’aprés (b),
2 = / In (1+ cos? z)dr = 2/ In(sin z) dz
0 0
/2
= 4/ In(sinz) de = —27In 2.
0
(1) Le changement de variable x = tant et (b) donnent

+o00 /2
/ ln<x—|—1> dac2:/ ln<;> dt = mln 2.
0 1+ 0 sintcost

1.5.2.  On observe que

Puisque

o/j 1/7
/a/(j+1) (% N [%D = a/l/(j+1) <£ N ED o

pour j € N* on a

1.5.3.  On suppose, par exemple, que f est croissante sur |0, 1[. On a alors

1—5 1 2 nl
[ sy LALELQ SO
0

n

ce qui implique le résultat cherché.
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1.5.4. On peut supposer, sans perte de généralité, que f est décroissante et
lim f(z) est finie. On a alors
z—1—

1 1 2 n—1
[ forae < LRI @405

n

Donc, lim+ f 51 f(z) dz existe et est finie.
e—0

1.5.5. On considére

z l1-z
La fonction f est décroissante sur ]0,1[, on a
FH+FQ) + -+ ()

lim =0,
n—-+oo n

mais 'intégrale impropre fol f(x) dz n’existe pas.

1.5.6.
(a) On voit, en prenant f(z) = Inz, que

ln%—l—ln%—i—---—l—ln”—_l

lim n_— _1.
n—-+4oo n
Donc,
. vn! 1
lim — = —.
n—+oo N @

(b) On obtient, en prenant f(z) = Insin(%F) pour € ]0, 1] et en utilisant
1.5.1(b),

i nf . om . 27m . (n=Dm 1
im Sin —sin —...sin ——— = —.
n—-+o00 2n 2n 2n 2

(¢) On pose

an:iilnk ( Zlnk‘)
le=Il
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On a alors

n 2 n 2
an:l <lnﬁ+lnn) — <l <lnﬁ+lnn)>
n n n n
=il k=1

Donc, d’aprés 1.5.3 et 1.5.1(d),
2

1 1
lim an:/ (1n:1:)2d:1:—</ lna:da:) ——1=1
n—-+00 0 0

I.5.7. On remarque d’abord que le théoréme de Cauchy (voir, par
exemple, 1.1.37 (vol. II)) implique le critére suivant pour la convergence
des intégrales impropres : pour g: |Ja,b] — R, l'intégrale impropre ff g(z) dx
converge si et seulement si, étant donné ¢ > 0, il existe § > 0 tel que

faalzg(x)dx‘ < e pour tous a; et ag tels que a < a1 <a+deta<az <a+d.
Il s’ensuit, par hypotheése, que

2z
lim tf(t) dt = 0.

z—0t J,

Clairement, on peut supposer qu’il existe xg > 0 tel que f est soit strictement
positive, soit strictement négative sur |0, zg[. Si f est strictement positive sur
10, zo[ et décroissante, alors

2x « g
2 = 0,
/ tf(t) dt > f(2e)a%z S? “
b fz)(2x)*z sia<O.
De méme, si f est strictement positive sur |0,z et croissante, alors
2x « g >0
/ t*f(t) dt > f(@)z" ma=
. f(x)(2zx)*x sia<0.

Les inégalités précédentes impliquent lim+ f(x)z®*t! = 0. Un raisonnement
z—0

analogue s’applique au cas ou f est strictement négative sur |0, xo].

I.5.8.
(a) On a

Too o dy
/ = lim Inlnhz —Inln2 = +o0.
9 zlnz o400
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(b)

(d)

(e)

I.5.9.

Puisque
sin? x 1
1422 = 1422’

I'intégrale converge.

Le changement de variable —Inx =t donne

1 400 1 400
/ (—Inz)"dx = / te ! dt = / te~t dt + / et dt.
0 0 0 1

Puisque
ta —t

lim

— 0’
t——+oo t

la derniére intégrale converge pour tout réel a. De plus, puisque

I'intégrale fol t%e~tdt converge si et seulement si l'intégrale fol e dt
converge, autrement dit, si et seulement si a > —1.

/1 dix _ /+oo t~be—(=a)t 1p
o z¢(=Inz)®  Jo '

On vérifie facilement que cette derniére intégrale diverge vers +oo pour
tout b si a > 1. Puisque, pour a < 1,

+oo +oo
/ t7be (1m0 g — (1 — q)b! / tbe"t dt,
0 0

on déduit de la solution de (c¢) que notre intégrale converge si et seule-
ment sia <1etb<1.

Comme en (c),

La divergence de I'intégrale se déduit de I'inégalité

+oo T
dz > ——dx.
/ 1—|—x2sm2x v /0 1+ 22 v

Puisque f(t) + % 2, on voit que

/xf(t)g(t) dt + / %dt > Q/xg(t)dt.

On obtient le résultat voulu en faisant tendre z vers -+oc.
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1.5.10. L’énoncé découle immédiatement de la définition de l'intégrale im-
propre et du théoréme de Cauchy donné, par exemple, en 1.1.37 (vol. II).

1.5.11. Supposons que 'intégrale f;roo f(z) dx converge et que {a,}, a, > a,
est une suite croissante divergente vers +oco. On a alors

[ 1w ZHETOO/ 7% =nﬂrﬁx,
—Z (@) da

D’autre part, si la série précédente converge pour toute suite croissante {a,}
divergente vers +oco, alors la limite lirﬁr_l f; f(t)dt existe et est égale a la
T— 100

somme de la série.
Si f est positive, la fonction F'(x f f(t) dt est alors croissante. De plus,
s’il existe une suite croissante {an} an > a, dlvergente vers +oo pour laquelle
la série (1) converge, alors F est majorée par la somme de cette série. Donc la
limite lim F(x) existe.
T——+00

1.5.12. D’apres le résultat du probléme précédent, I'intégrale converge si et
seulement si

i:’o /(n+1)7r dr B +i:’° /7r dz e
= Jur 1+ zosin®z o 1+ (z+ nm)®sin? x '

On remarque alors que

)y Tt <
o 1+ ((n+1)m)*sin’z o 1+( ;v—l—mr) sin?

/0 1+( smzx

T dx i/ dx
— 5 =2 — 7
o 1+0b2sin“zx o 1+0b%sin“zx

On voit alors, en faisant le changement de variable y = tanx, que

De plus, on a

/2 dz +o0 dy =
/0 1+b2sin’x _/0 1+ B2 +1)y2 262 +
On en déduit alors que l'intégrale converge pour a > 2 et dlverge pour
0<a<?2
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I.5.13. Non. Prenez f(z) =e * + g(x), x € R4, ou

(0 sixe[(),%],
1 siz=2,3,...
glx)=<sn*(z—n)+1 siz€[n—n"?,n],n=2.3,...

—n?(z—n)+1 siz€[n,n+n"?],n=2,3,...

0 sinon.

1.5.14. Oui, elle 'implique. En effet, si on n’a pas liT f(x) =0, il existe
T— 100

alors € > 0 et une suite {z,,} tendant vers +oo telle que z,+1 — x, > 2¢ et
telle que f(zy,) = €. D’aprés le théoréme des accroissements finis,

f@)=F@a) + f (6o —zn); xn<§n<x<xn+i.

En conséquence,

f(ac)><€—2£:E pour = € [:I:n,:rz—i-f}

4 2 4
et
+00 1T00  rxia 10 rx,de/4
| t@azy [Tiwwsy [T f@)d
@ n=1"%n n=1"%n
+oo 62
> = =
nz::l 3 +o0
Contradiction.

1.5.15. On suppose, contrairement & 1’énoncé, que lon n’a pas
liril f(z)=0. Il existe alors un réel ¢ > 0 et une suite croissante
T— 100

{z,} tendant vers +oo telle que soit f(z,) > € pour tout n, soit f(x,) < —¢
pour tout n. Supposons, par exemple, que f(x,) = & pour tout n. Par
continuité uniforme de f, il existe § > 0 tel que |f(t) — f(s)| < §si |t — s| < 4.
Donc, pour t € [z, — J, 2y, + J], on obtient f(t) > §, d’oil

Tpn+0
/ f(z)dx > €d. (1)

n—0
D’autre part, puisque l'intégrale impropre f +°O f(x)dz converge, d’apres le
théoréme de Cauchy (voir 1.5.10), il existe ag > a tel que pour as > a; > ay,

x)dx| < &d,

ce qui contredit (1).
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De plus, on peut remarquer que si f est continue sur [a,+oo[ et
lirf f(z) = 0, f est alors uniformément continue sur [a,-+oo[ (voir, par
T—T 00

exemple, 1.5.7(b) (vol. IT)).
On notera aussi que le résultat de 1.5.14 est un cas particulier de ce pro-
bléme.

1.5.16. Soit {x,} une suite croissante tendant vers +oo. Etant donné & > 0,
il existe alors ng tel que

+oo
/ f(z)dx <e.
Ty
Donc, par monotonie de f, pour n > ng,
(n — 2ng) () / e f()dx<e
et "
0< zof(zn) < ——=¢.
Tp — xno

En faisant tendre n vers +o00, on obtient 0 < @ Zn f(2y,) < €. Puisque l'on
n—-+0oo

peut choisir ¢ arbitrairement, on voit que lirf Zn f(xy) = 0.
n—-1+00o

1

Pour voir que la réciproque est fausse, considérez, par exemple, f(z) = ——

(x > 2).

I1.5.17.

(a) On suppose, contrairement & 1’énoncé, que f1+ —Tn f(x) < +oo On voit,

en utilisant le changement de variable z = ¢!, que 0+Oo m f(et) < +00.

Le résultat du probléme précédent implique hm | f(ew) = 0. Donc,
Z‘

pour x suffisamment grand, f( 7y < 2, et f( = < e~". En conséquence,

+0oo dx

1 Jlay Converge. Contradiction.

(b) On pose

n

an =€ (neN).
On définit f en posant f(z) = a, pour a,—1 < = < ap, n € N*. D’aprés

1.5.11, on a
+00 d +oo
/ Z = +o00
@

@
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car nllffoo Z;l = 0. D’autre part,
A dx X e dg
/ee zln f(x)In(ln f(z)) - nz:l/an L ze e
66"6” e en '
I.5.18. Soit F(x fo t)dt. On a F'z) = f(z) et, par hypothése,

lim (F’(:L‘) +F(x))=1, leR.

T—+400

On déduit de I1.2.32 (vol. II) que lir_i{l F(z) =1, dou

lim f(x)= lim F'(z)=0.

T—+400 T——+400

1.5.19. Posons F(z fo t)dt. Par hypothése, F' est croissante et une
intégration par partles donne

1/Onacf(ac)da::%/OnmdF(:L‘):F(n)—E/OTLF(QU)da:.

n n
On sait que lim F(n) = 0+°Of(a:) dr < +oo. On montre alors que
lim 1 ["F d:]; = lim F(n). Par monotonie de F, on a

n—-+oo ™ —+00

FO)+---+F(n-1) - 1

et notre proposition se déduit de I1.3.2 (vol. I).
1.5.20. Puisque f est uniformément continue sur [a,+oo[, il existe § > 0

tel que [f(s) — f(t)] < 1 si |t —s| < d. Supposons que f ne soit pas bornée.
Il existe alors une suite {a,} telle que an+1 > a, + d et |f(a,)| = n. Par

hypothése,
/ £t dt‘ >
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De plus, on a |f(t) — f(an)| < 1 pour t € [a, — % ,an]. Donc,

an 5 5
[ s0d) > (@) -5 > (0-1);
et a
/ f(t)dt‘}(n—l)g—M.
Contradiction.

1.5.21. Une intégration par parties donne
/ T @) dt = £@) (@) — F@)f(a) - / NEZ0) R )

D’aprés l'inégalite (f(x))? + (f”(x))? > 2|f(z)f"(x)| et les hypothéses,
'intégrale fa+oo f@)f"(t)dt converge. Clairement, lorsque x tend vers oo,
fax (f (t))2 dt soit converge, soit diverge vers +oo. Dans le second cas,
d’aprés (1), J611)135100f(ac)j‘"(a:) = 400 et, puisque

Pla)- @ =3 [ 105

on voit que lim f?(x) = +oo, ce qui contredit la convergence de

f+°O f(x)dz. On a donc prouvé la convergence de f+oo f!(z))? da.

1.5.22. On déduit du théoréme de Cauchy (voir 1.5.10) que 'intégrale im-
propre fa+oo f(z)g(x) dx converge si et seulement si, étant donné ¢ > 0, il existe
ap > a tel que pour as > a1 > ao,

&

D’aprés la seconde formule de la moyenne (voir 1.3.16),

/6“2]”(1‘)9(1‘ al/f dx+ga2/ f(z

pour un certain ¢ € [ay,az|. Puisque g est bornée, il existe C' > 0 tel que
lg(z)| < C pour z € [a,+o0[. D’aprés (1), l'intégrale impropre fa+°° f(z)dx
existe et le théoréme de Cauchy implique qu’il existe ag > a tel que

da:<— dx<—
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pour a; > ag. Donc,

/ " o) | < o) / " f(x)da| + g(az) / * f(e)de
< c% + C’% -

1.5.23. Comme dans la démonstration du test d’Abel, on montre que, étant
donné € > 0, il existe ag > a tel que

/ F(@)g(z) do

<e€

pour ag > ai > ag. Puisque lim g(z) = 0, il existe ag > a tel que |g(z)| < 55
r—+00

pour x > ag. D’aprés la seconde formule de la moyenne et d’aprés (1),

/ f(@)g(z) do / f(z) da / " @) do

€ €

< lg(a1)] + |g(az)]

1.5.24.
(a) Puisque

< 2 pour tout b > 1

b
/ sin x dx
1

et puisque la fonction x — I% tend de facon monotone vers 0 lorsque
z tend vers +oo, la convergence de f1+°° Sz gy découle du test de

xa
Dirichlet.
(b) Si lintégrale impropre 1+°O \512_33\ dx convergeait, alors f1+oo % dx
convergerait aussi (car sin’z < |sinz|). Ceci donnerait
1 [T 1—cos2z
3 / ————dx < 4o0. (1)
1 x

oo .
Comme en (a), on peut prouver que f1+ % dx converge. Ceci, com-

biné avec (1), impliquerait la convergence de f1+°° % dx. Contradiction.

(¢) Le changement de variable z = v/t donne

+oo +00 3
/ sin (:102) dr = / 51_nt dt.
1 1 2/t

Donc, comme en (a), I'intégrale converge.
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sin x

(d) On applique le test de Dirichlet avec g(z) = —% et f(z) = €5 sin 2z car

b
< 8e

b
/ ™% sin 2z dx
1 1

- ‘ [zesm(smx - 1)}

pour tout b > 1.

(e) On pose
1 (0%
g(x) = nxx et f(z)=sinz.
On a alors .
In“ 'z
J(x) = = (e —Inz) <0

pour x suffisamment grand. Donc g décroit vers 0 et le test de conver-
gence de Dirichlet s’applique.

I.5.25. Si f;+T f(z)dx =0, alors de méme faa+kT f(z)dx =0 pour k € N*.
Pour b > a, on pose k = [b_T“] D’aprés le résultat de 1.4.8, on a

/ab f(z)dzx /L:_kT f(x)dx /ab_kT f(x)dx

b—kT a+T
</ \f(x)\d:c</ ()] dz = C.

Le premier énoncé est alors une conséquence immédiate du test de Dirichlet
(voir 1.5.23).

Pour démontrer le second énoncé, on pose faa+T f(z)dxe =1 # 0 et on

consideére 'intégrale
+oo I
[ (10~ 1) sta)as

Ce que l'on a déja prouvé implique que cette intégrale converge. En consé-
quence, f;roo f(x)g(x) dx converge si et seulement si I'intégrale f;roo g(z) dx
converge.

1.5.26.

(a) Puisque

2m s 2w
/ sin(sin :L‘)ecosxdx:/ sin(sin z)e“**dx —I—/ sin(sin z)e“**dz =0,
0 0 ™

I'intégrale considérée converge.

138



SOLUTIONS

(b) On a
2w 2m .
/ sin(sin z)eS"® dx = / sin(sin z)e* " da 4 / sin(sin x)e*"* dx
0 0 s

eSinz sinx) sin(sin :E) dx > 0.

o\..

Donc l'intégrale diverge.

1.5.27. On observe d’abord que lim Iasj_nsi““;l — existe et est finie pour tout «
z—0t

strictement positif. On peut donc se limiter & étudier la convergence de

+o0 e
sin x
—dx
9 T +sinx

On a
sinx  sinz sin? x
r%+sineg  x*  x%(xz® +sinz)
On sait (voir 1.5.24(a)) que I'intégrale [, Fosinz onverge pour a > 0. Il suffit
donc d’étudier 'intégrale
+o0o ")
sin® x
/ ————dz. (1)
9 x%(x*+sinx)
Puisque
sin? sin? sin?

(2)

r%(z® +1) = z%(z* +sinz) = z%(z*—1)’

on voit que lintégrale (1) converge pour o > % En appliquant le résultat

1

2 .
sinz___ 77 diverge pour o < =

2% (z*+sinx)

de 1.5.25, on trouve que l'intégrale f2

On déduit donc de (2) que intégrale (1) diverge aussi si a < % L’intégrale
étudiée converge pour a > 5

1.5.28. Puisque

[ o= [ sy da

I’énoncé découle du test de convergence d’Abel pour les intégrales impropres
(voir 1.5.22).
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1.5.29. Supposons, par exemple, que f est décroissante sur R;. On voit alors,
puisque f0+°° f(x) dz existe, que lirf f(xz) = 0. Donc, d’aprés 1.5.11,
T—T 00

+o0 1T s(nt+1)h +oo
/ f(@)de = Z/ flx)dz <hY_ f(nh).
0 n=0"" n=0

h

De méme,

400 +oo +o00o
/0 fl@)dz > h>_ f(nh) =hY_ f(nh) — hf(0).
n=1 n=0

Donc,
—+00
0

+oo
0<hY fuh) = [ f(a)dz < hf(0),
=0

ce qui donne ’égalité désirée.

En prenant f(x) = H%’ on obtient
+oo
h oo g
lim > s = / 2 5
h—>0+n:11+hn 0 1—i—x 2

1.5.30. Il est clair que

+o00
I'1) = / e “dr=1.
0

On suppose d’abord que 0 < o < 1 et on écrit

+oo 1 +o0
/ e T ldy = / e T ldr + / e T Vde =1, + L.
0 0 1

On a
1 1 1
I = / e Tr® ldr < / 22 Ve = = .

0 0 «@

De plus,
+oo +oo
Ih = / e Tl dr < / e Tdr =e L.
1 1

Sia>1,alors lim e *z® ! =0 et il suffit de prouver la convergence de

z—0

o0
/ e T Ldx
zo
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—x/2xo¢—1 =0

pour un certain xg > 0. Puisque lim e , 1l existe xg tel que

T—+400

e~ %/2g0=1 < 1 pour = > xg. Donc,

+oo +oo —zg
/ e Tx® ldr < / e 2 dr =22 .
xo o

1.5.31. On pose f(z) =e 2% ! et on prend h = —Int. On a alors

+oo
r li —lt t" Int)* lim (—Int)® @l
(@) = Jim (1a8) ) ()™ = Jim (~n8)?) o
Int

Puisque lim =3 =1, on obtient
t—1—

r lim (1 —t)® a=lyn,
(@) = Jim ( Z

On note maintenant que, pour 0 <t < 1,
+oo

1 _1+Za(a+1)...(a+n—1)n

= t
1—t)e nl

n=1
et on remarque que la suite

n® 1n)

ala+1)...(a+n—1)

Cp =

est monotone. En effet, si o > 1, alors

(0%
i _® (141) 5,
Cn a+n n) =7

car (1+ %)a = 1+ 2 (voir, par exemple, I1.3.7(a) (vol. II)). Dans ce cas
dong, la suite {¢,} soit converge, soit diverge vers +oo. Si 0 < «a < 1, alors
(14 2)* <1+ 2 (voir, par exemple, I1.3.7(b) (vol. II)) et la suite {c,} est
décroissante. Il suffit pour conclure la démonstration d’appliquer le résultat
donné, par exemple, en I11.3.21 (vol. IT) (qui peut aussi étre étendu au cas
ou A = +00).
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1.5.32. On a
n® 1lp!
r = lim
Ol) n—»+oo(l(o{+-1) (Of+—ﬂ,—*1)
n®1lp

:"ET‘X’ ale+1)(5+1).. ( +1>

«
- e ken (<58 1T 25
k=1 k=
_ hm el () LT
e ik

e +00

Hea/k( )1.

1.5.33. D’aprés 1.5.24(a), on sait que l’intégrale f0+oo Sigm dx converge.

Donc,
T ging nT/2 gin /2 ginnx
dr = lim dr = lim dx.
0 x n—-+o0 Jq x n—-+oo Jq x

D’ou /2

+OO . T .

sin . sin(2n + 1)x
dr = lim Q dx.
0 T n—+00 0 T

On va prouver que

sin x

T/2 L )2
lim (/ sin(2n + 1)z de _/ sm(Q?z + 1)z dm) _o
n—-+00 0 x 0 sSin x

Pour prouver (1), on se rappelle que

/2 sin(2n 4 1)z ™ .
/0 761{[}:5 (n € N¥)

et

1 sin(2"2—+1:n)
- tcosx +cos2x + - +cosnr = ——=—=
2 2sin 5

pour z € |0, 27[. Donc,

sin(2n + 1)z
sin

=142cos2zx + 2cosdx + ---+2cos2nx, x€]0,7.
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Ceci donne >
i in(2 1
/ sin(2n + )xda;:z
0

sin 2

Pour prouver (2), on remarque que, d’aprés 1.4.11(a),

/2 )2 o
lim (/ sin(2n + 1)z dr — / s1n(2?1 + 1)z dx)
n——+o00 0 B 0 sSm T

™2 ginx — x
= lim ———sin(2n+ 1)z dx = 0.
n—+oo Jq xsinx
1.5.34. L’inégalité
1
1-22<e ™ < ——
1+ 22
implique ,
(1- x2)n <e ™ pour |z <1,neN
et 1
o’ < m pour z € R,n € N*.
Donc,

1 " 1 . +o0o . +oo 1
/ (1—1‘2) dxé/ e " d:r:é/ e " d:rrg/ e 2.
0 0 0 o (I+2?)

On obtient alors, d’aprés la solution de 1.4.2 et d’aprés 1.5.1(g),

2X4x -+ x(2n) </+°°
3xbx--x(2n+1)

na? 3x5x---x(2n—-3) 7

dr < —.
¢ S ax - x(@n-2) " 2
De plus, le changement de variable ¢t = z/n donne

2X4x -+ x(2n) oo 3XH5x--x(2n—-3) 7«
< dt< a 9
Vi e % x @nt 1) /0 ¢ axdx - x@i—2 <2V"

ce qui, combiné avec la formule de Wallis (voir, par exemple, I11.8.38 (vol. I)),
donne ’égalité désirée.

1.5.35. D’apres le théoréme de Cauchy (voir 1.5.10), étant donné ¢ > 0, il
existe ag > a tel que pour b > ag et y € A, on a

/ ’ flay) do— JRECRLE

Ceci implique le résultat voulu.

b
ao

b
</ \f(x,y>\dx</ p(z)do < e.
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1.5.36. 1l suffit de prouver que, étant donné € > 0, il existe ag > a tel que

<e€

f(z,y)g(z,y) dx

pour as > aj > ag et pour y € A. D’aprés la seconde formule de la moyenne
(voir 1.3.16),

/@fmwwmwwm=gwhw/mﬂawdx+m@w{/@f@wwm

pour un certain ¢ de [a; ,ag]. Puisque g est bornée, il existe C' > 0 tel que
lg(z,y)| < C pour & € [a,+oco[ et y € A. La convergence uniforme de
fa+oo f(z,y) dz implique qu’il existe ag > a tel que

/fxyd:r: /fxydx

pour a; > ag et y € A. Donc, pour y € A,
f(af y) dx

<— <—

2C

/ f(@,y) d

< g(a1,y)| + |g(az,y

/a2 f(z,y)9(x,y) dx

CLl

1.5.37. Appliquez les tests précédents avec f(x,y) = f(x) pour tout y € A.
1.5.38. La démonstration est semblable & celle de 1.5.36.

I.5.39.

(a) La convergence uniforme de fa+oo % dx sur [ag , +0oo[ se déduit du test
donné au probléme précédent.

b) L'intégrale [ SRz go 1 est pas uniformément convergente sur R, . En
g @ = g +
effet pour tout b > 0,

T gin ax T gin g
@l = dx,
b L ba L

—+00

. sin ax T gin g T
lim dx = der = —,
a—07t Jp x 0 2

cette derniére égalité provenant de 1.5.33.
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(¢) Puisque

S 3 GR,
2 +1 2 +1 “

la convergence uniforme de 'intégrale se déduit de 1.5.35.

cosa(r? + 1) ‘ 1

(d) On sait (comparez avec 1.5.24(c)) que f0+oo cos? x dr converge. La
convergence uniforme de l'intégrale se déduit donc de 1.5.37.

1.5.40. Puisque f(x,y) converge vers ¢(x) lorsque y tend vers yo uniformé-
ment sur un intervalle [a, b],

b b
lim f(z,y)dx = / o(z)dz (voir 1.3.9). (1)
Y=o J, “
De plus, la convergence uniforme de f;oo f(z,y) dz implique que, étant donné
€ > 0, il existe ag > a tel que pour b,b’ > ag

<eg

b v
/ fayde— | @y de

a

pour tout y € A. En faisant tendre y vers yg, on obtient, d’aprés (1),

/a e / " ofa)ds

Ceci signifie que I'intégrale f;_oo () dz converge. On montre maintenant que
I’égalité cherchée est bien vérifiée. Soit € > 0. Il existe ag > a tel que pour

b > ay,
+oo
/b f(z,y) dx

/b+oo p(z) dx

De plus, d’apres (1), il existe § = d(b, ¢) tel que

/abf(w,y)dx—/abw(x)dx

si |y — yo| < 0. En conséquence,

/:OO f(z,y) dx — /:OO ¢(x) dx

L E

< e pour tout y € A

<e.

<e€

< 3¢

dés que |y — yo| < 0.
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Il est clair que I'on suppose que yg est un point de I’adhérence de A. De
plus, le raisonnement précédent s’applique encore lorsque y tend vers +oo. En
particulier, le théoréme s’applique a des suites de fonctions.

1.5.41. Ici A = N* et pour tout n € N*,
+oo n +oo
/ fn(z)dx = [e_ﬂf} =1.
0

0
De plus, puisque

sup f(®) = fo ( 9) =38 o,

x>0 3
fn converge uniformément vers 0 sur R, mais
+o0o +oo
1= lim fn(fE)d:L‘;é/ O0dx = 0.
n——+0o0o 0 0

On remarque que l'intégrale f0+°° fn(x) dx ne converge pas uniformément sur
N* car +oo
/ fo(@)dz=1—€22 >1—e! pour n>2a>
a

1.5.42.

(a) D’aprés 1.5.37, f0+°o Si%e_yx dx converge uniformément sur R*. De

plus, . .
sinz _ sin

—yb
<1—e Y

zel0,p] | L x
Le résultat se déduit donc de 1.5.33 et 1.5.40.

(b) On prouve d’abord que
sin 2 Arctan(yz) —— T sina
y——+oo 2

uniformément sur R . En effet, étant donné € > 0,

sup

sin z2 (z - Arctan(yx))’
z€ER 2

< sup ‘sin 2 (g - Arctan(y;v))‘
wE{O, a/w}

+ sup ‘Sin 2 (g — Arctan(yx)) ‘
xe{ 5/7r,+oo{

< §+ g — Arctan (y\/§> <e

146



SOLUTIONS

pour y suffisamment grand. De plus, la convergence uniforme de l'in-
tégrale f0+oo sin z? Arctan(yz) dz se déduit de 1.5.24(c) et 1.5.37. On
peut donc appliquer 1.5.40.

_l’_

i —n . -
(¢) Pour montrer que [, %22 (1 + £)™" dz converge uniformément sur N*,

on applique 1.5.37 en prenant g(x,n) = (1 + %)_n et f(z) = % Le
résultat souhaité se déduit donc de 1.5.40.

(d) Comme précédemment, on applique 1.5.37, 1.5.1(h) et 1.5.40.

(e) Le changement de variable u = yz donne

+oo +oo
o 22 U 2
/ y?sinze ¥ dx:/ ysin —e” * du.
0 0 Y

La convergence uniforme de cette derniére intégrale sur R% découle

2 . .
“ ——— 0, uniformément sur

de 1.5.35. Il est aussi clair que ysin £ e~
) y_,0+

R, . On peut donc appliquer 1.5.40.

1.5.43. Puisque l'intégrale impropre f;roo f(x,y) dz converge uniformément
sur [c¢,d], étant donné € > 0, il existe b > a tel que

400
A f(x,y)dx

pour tout y € [c,d]. De plus, la convergence uniforme de f sur [a,b] X [c,d]
implique qu’il existe § > 0 tel que
€
) - ) L
pour (z,y1), (z,y2) € [a,b] X [c,d] si |y1 — y2| < . En conséquence,

[I(y1) — I(y2)|

b b o0 ~+o00
/a )t — / ) /b )t — /b s )

<E
3

b +oo
< [ 156 - 7o) o + ] JA L

cohat g
37373°°

+o0o
-+ ‘/b flz,y2) dx

1.5.44. Puisque fa+oo f(z,y) dx converge pour tout y € [c,d], on peut écrire

an

+00 00
)= [ fewd=) [ feyd.
@ n=1

an—1
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ot ag = a et {a,} est une suite croissante tendant vers +oo (voir 1.5.11).

D’aprés 1.4.43,
il L%
— z,y)dr = — (z,y) dz.
) f(z,y) . ay( y)

De plus, la convergence uniforme de l'intégrale f oo f (:L‘ y) dz implique la
convergence uniforme sur [c,d] de la série

“+o00
an af
— (z,y) dx.
;/anl Ay

On voit en utilisant, par exemple, le résultat de I11.2.28 (vol. IT) que

+oo
Z/ xydx—/ %(w,y)dw.

1.5.45.

(a) On déduit de I.5.34 que

+oo 2 1 /n
T dr = = [ — ) 1
/0 e x 21/@, a>0 (1)

On remarque aussi que chacune des intégrales impropres
“+o00
—az? 2n *
e x*"dx, mn €N,
0

converge uniformément sur [c,d], 0 < ¢ < d. Donc, en dérivant (1) sous
Iintégrale, on obtient

= I1x3x5x---x(2n—1) [«
—az?, 2n

dx = =.

A € z x on+1,n \/;

/+°° dr 7w
0 a+x2_2\/a’

comme précédemment, on obtient

(b) Puisque

= X — X —F=.

/+°O dx Ix3x5x---x(2n—1) 1 7r
0 (a+x2)n+1 2X4x - X (271) @® 2\/5
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(¢) On pose
+00 s
I(a) = / sm;iaa:) e “dx.
0

En dérivant sous l'intégrale, on obtient

+oo
I'(a) = / cos(azx)e ¥ dx.
0
Une intégration par parties donne alors
I'(a) =1 —a’I'(a).

Donc I'(a) = ﬁ dont on déduit que I(a) = Arctana + C. Puisque
I(0) =0, on a I(a) = Arctana.

(d) On pose
+oo 1 _
0

x

En dérivant sous l'intégrale et en intégrant par parties, on obtient

+00 +o00 @
I'(a) = /0 sin(ax)e™* dx = a/o cos(ax)e ¥ dx = Tra2’

la derniére égalité se déduisant de (c¢). Puisque 1(0) = 0, il s’ensuit que
I(a) = in (14 a?).

1.5.46.

(a) On pose

+o0 3 +o0 3
I(y) = / e /2 cos(yx) du = 2/ e /2 cos(yz) dx.
0

—0o0

D’aprés le résultat de 1.5.44,

+oo
I'(y) = —2/0 e~ /2y sin(yx) dx.

Une intégration par parties donne

—+00
I'(y) = —2?4/0 ™12 cos(yx) dw = —yI(y).

Donc, ,
I(y) = Ce™v"/?

et, puisque 1(0) = /27 (voir 1.5.34), le résultat cherché suit.
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(b) On pose

+o0 dx
I(y :/ e 2y/T —
) 0 N

Une dérivation sous l'intégrale (voir 1.5.44) donne

“+oo dl‘
I/ _ —z—y/z Y .
) /0 Y

On obtient alors, avec le changement de variable t = %,
1
I'y) = ——1(y

() 7 ()
Donc,

I(y) = Ce™ V¥
et I’égalité cherchée se déduit de

e dx oo
1(0) = / e r— = e ¥ dr = /7.
0 vz 0

1.5.47. D’aprés 1.5.43, I(y) = f+°° f(z,y) dx est continue sur [c,d] donc

a
Riemann-intégrable sur cet intervalle. On a

/Cdf(y)dyzfcd (/abf(x,y)da;> dy+/cd (/b+oof(x,y)dq;> dy.

Par uniforme convergence de I(y) = fa+°° f(z,y)dx sur [¢,d], on a

/Cd </b+oof(:n,y)dx> dy’ mo.

Donc, d’aprés 1.4.48,

d b s rd
/ I(y)dy = / </ flz,y) dy> dx 4 o(1) lorsque b tend vers +oo.

On obtient ’égalité cherchée en faisant tendre b vers —+oo.

+oo —bxr _ ,—ax +o00 a
/ £ "¢ ix= / </ e ¥* dy> dx.
0 T 0 b

Puisque f0+oo e~ ¥ dx converge uniformément sur U'intervalle fermé [a , b],

+oco —bxr _ _—ax a +oo a
/ idl‘:/ (/ e_yxdx>dy:/ 1dy:lng.
0 x b \Jo b Y b
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(b) Comme en (a),

/0+°° cos(bx)a;cos(ax) o /0+°° < /ab_siniiyx) dy) .
:/ab (/Om_“n(xﬂdx) dy

=-Z(b-a),

la derniére égalité se déduisant de 1.5.39(a).

1.5.49. On a

/0+00de:/0+00 </abf’(yx)dy) dx.

Il est clair que

TER I— f(0
7wy do = =L
0 Y
Etant donné que f’ est monotone, liril f'(x) = 0 et [’ est soit positive et
T— 100

décroissante, soit négative et croissante. On suppose, par exemple, que f’ est
positive et décroissante pour démontrer que I'intégrale impropre f0+oo [ (yz) dx
converge uniformément sur [a,b]. On a

f'lyz) < f'(az) (20,9 € [a,b])

et la convergence uniforme se déduit de 1.5.35. D’aprés le résultat de 1.5.47,

[T g ([ pamyac) ay= - g0y,

X

1.5.50. On suppose, par exemple, que la premiére intégrale de (d) converge
et on pose

d
F(:L‘,d):/f(x,y)dy, T > a.

D’aprés 1.5.47, on a alors

P e[ e
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Puisque

+o00
|F(e,d)| < olz) = / 1F(@,9)|

et puisque I'intégrale f +°O converge, lintégrale impropre
In oo p F(z,d)dx converge unlformement sur [c,+oo[ d’aprés le résultat
de 1.5.35. On montre alors que F(z,d) converge vers fc+oof(x,y) dy uni-
formément sur chaque intervalle [a,b] lorsque d tend vers +oo. En effet,
d’aprés (b), étant donné € > 0, il existe dy tel que

sup
z€[a,b]

+oo
/d f(z,y) dy‘ <e

+oo
Fad)— [ f) dy‘ —

z€[a,b]

pour d > dy. On obtient, en utilisant le résultat de 1.5.40,

+oo +oo
lim F(z,d)dx —/ ( lim F(x, d)> dx
d—+o0 a d—+00

_ /:OO (/;OO i) dy) d.

1.5.51. On obtient, avec le changement de variable x = \/u,

+oo 1 +oo
/ cosz’dr = = / cosu du
0 2 Jo Vu

+oo 1 [T gj
. sin u
/ sinz?dr = = du
0

2y Va

On calcule la seconde intégrale, la premiére se calculant pareillement. D’aprés
le résultat de 1.5.34, on a

LT
VTRV .

Pour k£ > 0, on considére

et

+00 o3
sinu _
ek .
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On déduit de ce qui précede que

400 o ) +o0 +oo
/ SINY o—ku gy = 2 / sin ue™** / ey’ dy | du
0o Vu VT Jo 0
+oo +o0o
— \/i_/ </ sin ye~ (k+v°)u dy> du
w g 0
_ 2 - o sin ue~ R gy dy
VT o 0 ’

la derniére égalité découlant de 1.5.50. Un calcul facile montre que

oo > 1
/ sin ue_(k+y Ju du = —
0 + (k+y?)

En conséquence,

+00 o3
SINU  _p,,

2 [T
e du:—/ ——dy
o Vu VT Jo 1+ (k+y2)°

Finalement, en utilisant le résultat de 1.5.40, on peut permuter la limite et
Iintégrale pour obtenir

/+°° sin v . T ginwu
0

e_k“ du

1.5.52. Puisque f(z,y) converge uniformément vers ¢(z) sur [a, b—n]| lorsque
y tend vers vy,

b—n b—n
lim f(z,y)dx :/ o(x)dz (voir 1.3.9). (1)

y—1v0 J,

De plus, par hypothése, étant donné € > 0, il existe g > 0 tel que, pour

0<n,1 <no,
b—n b—n’
/ F () dis — / o)

pour tout y € A. En faisant tendre y vers yg, on obtient, avec (1),

/ab—n o(z) dx — /ab—n’ o(z) dz

<e€

Le.
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Ceci signifie que l'intégrale [’ ¢(x) dz converge (comme une intégrale impropre
entre des bornes finies). On prouve maintenant que I’égalité cherchée est bien
vérifiée. Soit € > 0. Il existe alors 79 > 0 tel que, pour 0 < n < 19,

b
a

b
f(z,y)dx

b=n
b
/ o(z) dz
b—n

De plus, il existe 6 = d(n, ) tel que

<e (yeA)

et

<e.

b—n b—n
f(x,y)d;v—/ p(z)dr| <e
si |y — yo| < 6. En conséquence,
b b
/ f(z,y)dzx —/ p(x)dz| < 3e

dés que |y — yo| < 6.

Clairement, on suppose que yg est une valeur d’adhérence de A. De plus,
le raisonnement précédent s’applique au cas o f(x,y) est Riemann-intégrable
sur [a+mn,b] avec 0 <n < b— a.

1.5.53. Pour appliquer le résultat du probléme précédent avec A = N*, on
remarque que, étant donné € > 0, il existe 0 < 19 < b — a tel que

b
fn(z) dzx

b—n

b b

<[ 1t@lds [ jado<e
b—n b—n

pour 0 < n < ng.

1.5.54. Puisque

1 sizel0,1],
. —x¥ _J)1 .
yll}l_il_looe =p@)=4< siz=1,
0 siz>1,

on voit que la convergence n’est pas uniforme sur [0,b] (b > 1) et le résultat
de 1.5.40 ne peut s’appliquer. On peut cependant écrire

400 1 2 +oo
/ e dx = / e dr + / e dr + / e da.
0 0 1 2
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D’apreés le résultat de 1.5.52,

1

1
lim e ™ dx = / o(z)dr =1
Y=+ Jo 0

2 2
lim e dr = / o(x)dr = 0.
Yy——+00 1 1
La démonstration est compléte puisqu’on peut appliquer le résultat de 1.5.40
a l'intégrale 2+°° e dz.

1.5.55. On pose

fu(t) = (1-4)"¢==1 sio<t<n,
0 sit>n.

D’aprés 11.1.39 (vol. I), la suite est strictement croissante sur tout intervalle

[0,a] & partir d’'une certaine valeur de l'indice n. De plus, f,(t) et la fonc-

tion f(t) = e 1*~! = liril fn(t) sont continues. D’aprés le théoréme de Dini
n—-1+0oo

(voir, par exemple, IT11.1.16 (vol. IT)), {f,} converge vers f uniformément
sur [0, a]. Puisque f0+°° f(t)dt =T (z) < +oo (voir 1.5.30), étant donné € > 0,

on a
+oo +oo
/ () dt < / Ft)dt < e
a a
pour a suffisamment grand. Le résultat de 1.5.40 s’applique donc.
1.5.56. On montre d’abord que

1 /2 . 2
. @
n Jo sin x 2

On sait (voir (1) dans la solution de 1.5.33) que
/“/2 sin(2n+ 1)z w
0

Do |

sin x

De plus, puisque

nd 1—cos2nx  sin’nx
> sin(2k + Do = : =2 z#40,+m,+27,...,
o 2sinx sin x

I'égalité (1) s’en déduit. Le changement de variable y = na dans (1) donne

I (=) =5
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On définit alors

1 six =0,
. 2
fn(@) =1 (222)* (45) " sio<o <,
0 six > 5.

n—+o00 (%)2 sixz >0

lim fn(x):{l six =0,

et la convergence est uniforme sur chaque intervalle [0, a]. On se rappelle (voir,
par exemple, I1.5.28(a) (vol. IT)) que

sin

2
> =
T ™

pour 0 <z < 3. Donc,

ful@) < <Sm>2%2 (z > 0)

x

et, puisque f0+°° (%)2 dr < +00, la convergence uniforme de 0+°O fn(x)dzx

se déduit de 1.5.35. Donc, d’aprés 1.5.40,

T +o0o +o0o
5= lim i) ol = / lim f,(x)dz
0

n—-+4oo 0 n—-+4oo

+oo /i 2
:/ <sm:1:> .
0 5
1.5.57. On a

+o0 ma—l 1 ma—l +o0o xa—l
/0 1+z " /01+:1: x+/1 TSR

Pour 0 < z < 1,

-1

a too
L Z(_l)nxa-‘rn—l
=0

1 ac:
n=|

et la série converge uniformément sur [n,1 —n] ou 0 <n < 1—17n' < 1. De

plus,
n—1 a—1 n
_ a8 1—(—=z _
0< Sp(x) = kE_O:(_l)kanrk 1_ (1 _|_;E; )") < %L
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Puisque fo a=ldxr = 1 on voit que les hypothéses de 1.5.53 sont vérifiées et
+o00 1 +o00 1
L = (—1)"/ x0Tl gy = (=" .

De plus, le changement de variable z = é donne

1 ,—a 1,(1—a)-1 +0o 1
y y
I = dy=| ¥ qy=S(-1)—" |
2 /0 11y /0 1+y Y ;( A

la derniére égalité découlant de celle obtenue plus haut. On a donc

+o0o fIfa_l 1
/0 L __+Z <a+k‘+ k‘)’

ce qui est la premiére égalité a prouver. Pour démontrer I'autre, on part de
'identité (voir, par exemple, I11.8.37 (vol. I))

On a donc, si z # kn (k € Z),

In |sinz| = In |z| + Zln

27r2

On remarque que la série dérivée
+oo
Sy
P — e
n=1
converge uniformément sur tout intervalle compact disjoint de l’ensemble

{km : k € Z}. On obtient donc

+oo

¢ cos T 1+Z 2x
cotan x = — = — _
1a:2—n2772

1 °°< 1 1 )
2 (T )
o = xr —nm T +nm

Il s’ensuit que

7T
tanx = — cotan (:1: — 5)

:_gi(x—(zi_n%+x+<2§—1>%)'
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Finalement, en utilisant 'identité

(coton? +tan )
cotan — an —
2 2/

=
=
8
N | =

on obtient

+o0
1 1 1 1
— - —1)"
sin x+z( ) <x—n7r+x+n7r>’

n=1

ce qui implique 1’égalité cherchée.

1.5.58. On a

+oo La—1 _ .b—1 1 .,..a-1_ .b—1 +oo a—1 _
/ udx:/ udﬁ/ il S
0 1—ZL‘ 0 1—1: 1 1—1:

1 .a—1 b—1 1 a—1 b—1
— 1 — (1

:/ il :1: da:—i—/ (1/2) 1( /;:) dx

0 Il =gz 0 (1 = E) T

1,.a-1__ ,.—a 1.,b6—-1__ .—b

_ az a8 A _/ a8 3 A

0 1 = J0 0 1 — 75
=15 — I

Comme dans la solution du probléme précédent, on obtient

1 X/ 1
11:E+Z a+n_a—n = 7 cotan wa.

n=1

1.5.59.

(a) On peut prolonger la fonction

n(l—=x i
%:—Z — (@elo,1)

n=1

par continuité & Uintervalle [0, 1] et la série entiére converge uniformé-
ment sur tout intervalle [0,b], 0 < b < 1. De plus, si Sp(x) désigne la
n-iéme somme partielle de la série, alors

In(1 — z)
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On vérifie facilement que l'intégrale 01 de converge. Les hypo-

theses de 1.5.53 sont donc vérifiées. En conséquence,

/ ln(l—x s *ii__w_?
0 'n2_ 6

n=1

(Pour une démonstration élémentaire de la derniére égalité, voir, par
exemple, I11.1.28(a) (vol. I).)

(b) Comme en (a), on obtient

Yn(1 + ) = Lgn—1 O .
_ _1 n—1 — — = —
| = Yt [ ae =y =

(¢) On a

(d) On pose

Une intégration par parties donne

/01 lnxlnifl — ) dp — _/01 f(z) (ln(lm— x) 1111_:1;) dx
~ /0 @) f @)+ /0 ) 11‘“_‘2 dz
_ ——f2 / @ lnx
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T

+oo
Puisque f(z) = — ) %z, en utilisant (a) et 1.5.53, on obtient
n=1

'Inzn?(1 — 2) 1,5 &R em - n
/0 de:_gf (1)—/0 Zﬁ Zx Inx dx
n=1 n=0
1 +00 1
:——C2(2)_/ <1+---+—2>xnln:1:da:
0 =1 "
_ _ = 2) — 144+ — ]
24() ;::1<+ +n2>/0x nzxdz
+oo
1, 1 1 1
__54(2)+T;<1+2—2 +$) CERVR

On observe alors que

+00 +oo
Z(H%“*%)ﬁ: > =5 (@) - ).

n=1 1<m<n

Puisque ((4) = % (pour une démonstration élémentaire de cette égalité,
voir, par exemple, I11.1.28(b) (vol. I)), on obtient

11 12 _ 4
/ nxln“(1 x)dx——W—.
o z 180

1.5.60.

(a) On obtient, en utilisant le résultat de 1.5.53,

Ay 1 1 o= !
Z(_l)n <4n+ Tt 4n+3> = Z(—l)n/O (2% + z*"*2) do

n=0 0

1 +oo

= / Z(—l)"x4” (1 + :L‘2) dx
0 n=0

/11—1-1'2 T2
= 4d;v:—.
0 1+Jf 4
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(b) Comme en (a), on a

1 _ = n ! 8n 8n—2
1+Z <8n+1 8n—1)_1+z(_1) /0 (:1: — )da:

1.5.61.
(a) D’aprés le résultat de 1.5.1(c) en prenant o = 2k et n = 2, on obtient

+o0 1 1 400 a1 2 : 2kd
Z(2k+1)(2k+2)(2k;+3) EZ_:/O (1 —2)"dx

k=0 k=0
1,
:5/0 :L‘ZZ(l—x)%d:r:
k=0
1 [ oz
== dr =In2 — =
2/0 9z T T
(b) De méme,
= 1 3

Z =-—In2.
oam(2n+1)2n+2) 4

1.5.62. Pour z €]0,1],

2™ In"
7 —xlnr 1_|_Z n ZL‘.

La série converge uniformément sur ]0,1] car sup {|zInz|:z €]0,1]} = L et

n
la série Z (1/e ,) converge. Donc,

+oo
=aF n 1
/ dr = 1+Z 7’L' /Oxln :dezl'i‘Zm,
n=1

n=1

la derniére égalité provenant de 1.5.1(f).
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1.5.63. Pour x > 0,

— =Y () eee
1+4+e* ot

et, d’aprés le test donné en I11.2.9 (vol. II), la série converge uniformément
sur R. De plus, si S, (z) désigne la n-iéme somme partielle de la série, on a

—CE

—nz
e
Z =T
—x
et +OO ze

=z dr < +00. En conséquence, fo Sp(z) dx converge uniformé-
ment sur N* (voir I.5.35). L’intégration terme a terme donne donc

ToO e +oo . +o00
dx = -~ "
/0 Tt Z( ) /0 xe %

n=1

2

N 1 7T
— -1 n—1 — _
Z( ) n2 12’
n=1
la derniére égalité provenant de I11.1.27 (vol. I) et I11.1.28(a) (vol. I).

1.5.64. 1l est clair que B(a,b) est finie pour tous a et b strictement posi-
tifs. Pour montrer la premiére égalité, on applique le changement de variable
— et on obtient

Tty
1 L i +oo ya—l
Ba,b:/xa_ 1—:L‘_d1::/ — = dy.
(,0) 0 ( ) o (1+y)atd Y

+ooya—1
B(a,1—a :/ dy.
( ) 1ty

T =

La seconde égalité provient de 1.5.57.

1.5.65. On effectue le changement de variable z = ty (¢ > 0) dans

+oo
I'(a) = / 2% e dx
0

r e
(a) _ / ya—le—ty dy,
0

pour obtenir

d’ou,
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25(1—1

En multipliant chaque membre de cette égalité par et en intégrant pas

rapport a t, on obtient

400 ta— 400 oo
T b 19— 1 a+b—1 —(1+t)yd dt.
o[ i [ ([

On voit facilement que les hypotheses de 1.5.50 sont vérifiées, d’ou

[(a+b) /+OO & dt /+Oo atb=leo—y </+OO tale~t dt> d
o (1+t)atd 0 Y 0 Y
_ /+Oo a+b—1 —y ( ) d
= y Yy
0 ye

Sil'on prend b=1—a, 0 < a < 1, on obtient

™

I'a)'(1 —a) =B(a,1 —a) =

sinarm’

la derniére égalité provenant du probléme précédent.

1.5.66. On montre d’abord que
I'(a+1)=al'(a)
pour a > 0. En effet, une intégration par parties donne

+o0 I +o0
INa+1)= / x%e *dr = [—x“e‘x]o = a/ 27 e ™ dx = al'(a).
0 0

Donc, puisque I' est continue sur R* ,
lim al'(a) = lim I'(a+1) =T(1) = 1.

a—0+ a—0+

1.5.67. On déduit du probléme précédent que l'intégrale fol InT(a)da = I

converge. De plus,
1 1
/ InT'(a)da = / InT'(1 — a)da.
0 0

163



CHAPITRE I. 'INTEGRALE DE RIEMANN-STIELTJES

Donc,
da

1 1
21 = In(I'(a)'(1 — = 1
/0n< (@T(1 - a)) da /Onsim
1/ In(sin z) dzx
0

1
=Inm —/ In(sinma)da =Inm — —
0 s

9 /2
=Inm— —/ In(sin x) dx = In 27,
0

™

la derniére égalité provenant de 1.5.1(b).

1.5.68. On montre d’abord que

En effet,

1 2
= x) donne

Le changement de variable ¢t = 4 (
! 1 1
—1/2 a—1 7,
/ Y21 —¢) dt—22a_1B<§,a>.

Ceci, combiné avec le résultat de 1.5.65, implique
Pa _ 1 T(3 _ v
F(2a) 221D (a+3) 2200 (a+3)"

1
B(a’ a) = 92a—1

1.5.69.
(a) Le changement de variable y = sinz donne

/2 1 _
/ tan® x dx = / y® (1 — y2)
0 0

_1B a+1 a+1 T
S 27\2 20 2 2] 2cosZE’

la derniére égalité se déduisant de 1.5.64.
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(b) Puisque
/“ dx B L/” dx
0 V3—cosz 2 Jo /1—|—sin2§7

le changement de variable y = sin% donne

[ / _ V2 / 3 (1 — 12 g
0 3—cosx \/1

A AT
T4 \4’2) 4 T(@)
En utilisant maintenant Iidentité I'(a)I'(1 —a) = 77—, 0 < a < 1, on

voit que I' (%) =ymetD (%) 1}6”) ce qui donne I'égalité désirée.

(¢) Comme en (a), on obtient

/2 1
/ sin® ! x dx = / /2711 — )V gt
0 0

:lB a1 = 023<a a)
2 272 272

la derniére égalité se déduisant de la formule de duplication (voir 1.5.68).

N =

1.5.70. 1l existe de nombreuses preuves de cette formule. On présente ici une
preuve due & W. Feller [Amer. Math. Monthly, 74(1967), 1223-1225]. On pose

1
A, =Inn!— <n—|—§> Inn + n. (1)

Notre but est de prouver que

lim A, =InV2m.

n—-+o00

1 K k k
:—lnk—/ lna:da::/ ln(—)d:c,
2 k—1/2 k—1/2 \Z

k+1/2 1 k+1/2
ka/k 1nxdx—§1nk:/k ln<%>d:v.
On a alors

1 1 1 1
ak—bk_1+1nk+<k—§>1n<k—§>—<k+§>1n<k+§>.

On pose
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En conséquence,

. 1.1 1 1
= = | - - — _ _ =
E (ar —bg) =n+Inn! + 21112 (n—i— 2> In <n—i— 2) B (2)

k=1

+o00
On montre alors que la série > (ax — by) converge. Puisque
k=1

1/2 1 1/2 t
a = / In et b= / In(1+—)dt, (3)
0 -2 0 k

on voit que ay > by > axsr1 > 0. De plus, lim ap = lim b = 0. Donc la
k—+o0 k—+o0

série
a1 —by+as—by+---+a, —b,+---

converge d’aprés la régle de Leibniz. Ceci signifie que lirf B, existe et est
n—-0oo

+oo
égale a la somme de la série ) (ax — by). Il découle de (3) que
=1l

1/2 t2
ak—bk:—/ ln<1_k_>dt
0

io(k—bk /1/2+§1n<1——>dt

k=1

D’ou,

car la série dans le second membre converge uniformément sur [0, %] Donc,

+o0 1/2  +o°
Z(ak—bk):—/ th(l——)
k=1 0
1/2
_ _/ I sin 7t dt.
0 Tt

la derniére égalité se déduisant, par exemple, de I11.8.37 (vol. I). En utilisant
le résultat de 1.5.1(b), on obtient

- /1/2 In st dt = L
0 7Tt 2

(Inm—1).
D’aprés (1) et (2),
: . 1 1 1
lim (A, — B,) = lim <n+—> In <1—|——>—|——1n2:
n—-o0 n—-+o00 2 2
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Finalement, on arrive a

1
lim A, = lim Bn+§(1+ln2):ln\/27r.

n——+oo n——+oo

[.5.71. Onnote d’abord que I' est infiniment dérivable sur R . Effectivement,

Iintégrale impropre f0+oo 2% Inxze ® dx converge uniformément sur tout in-

tervalle [c,d], 0 < ¢ < d, car chacune des intégrales
1 +o0
/ 2% tnze *dr et / 2% nze ™ dzx
0 1

converge uniformément sur [c,d]|. On voit donc, en appliquant 1.5.44, que
+oo
I(a) = / %1 1nze? dx.
0

La formule .
™ (q) = / 2 " ze " dx
0

peut s’obtenir par récurrence. Maintenant, d’aprés 1.5.65,

T'(b) — B(a,b) = T(b) — I'(a)L'(b) _ @b T'(a+b) —I'(a)

I(a+b) T(a+b) b
_T(+1) I(a+bd)—TI(a)
- T(a+b) b '
On obtient, par passage a la limite,
. I'(a)

Puisque (voir la solution de 1.5.65)

400 l‘b_l
B = S —
((I, b) /; (1 + :L‘)a—"_b dx’

Al

De plus, les intégrales impropres

! b—1 —x 1 oo b—1 —x 1
/03” ( —(wa)dw, / v ( _(wa)dx

convergent uniformément sur [0, bg]. Le résultat de 1.5.43 s’applique donc et on
peut permuter la limite et I'intégrale dans (1). Ceci compléte la démonstration.

on a
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I.5.72.

(a) On montre d’abord que la fonction

_ VAl (z+3)
F@) = ern

est croissante pour x > 1. Pour ce faire, on observe que

, 1 T'(z+3) T'(=+1)
(n F()) _%jL I‘(:z:—i-g) B I(x+1)°

D’aprés le probléme précédent,

T'(z+1) F’(;H—%)_/J”’O 1 JIFi-1
o (1

Tz+1) T(z+1) el ot

dt

+oo
_/ 1 1 .
T Jo @+ Txi+1

L[t 1
< = ———dt
2 /0 (14 ¢)=+t
1
-2z’
ce qui montre que (In F(z))" > 0. En conséquence, F est croissante sur
]1,4+00[. Donc, lirf F(z) = lirf F(n). On va utiliser la formule de
T— 100 n—-1+0o0

duplication et la formule de Stirling données respectivement en [.5.68
et 1.5.70 pour trouver cette limite. On a
Vvnl' (n+ %)

S F) = lm e Ty

o Vnl@n)ym
n—+oo I'(n)I'(n + 1)22n—1
Vnmr(2n — 1)!
n—+oo (n — 1)In!22n—1
\/ﬁ(2n _ 1)271—1/26—(271—1)

n—l>r—ir—loo P \/571(271 _ 2)2n—16—(2n—2) ’

ou {0,} est une suite qui converge vers 1.
(b) Observons d’abord que si a = 1, d’aprés 1.5.65,

z*B(a,x) =zB(l,z) = % =
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pour tout x > 0. Donc, dans ce cas, la limite & trouver est égale a4 1. On
va prouver que la fonction F,(x) = z*B(a,x), = > 0, est croissante si
a > 1 et décroissante si 0 < a < 1. On a

,_a I'z) I'(z+a)
(In Fo())" = 5 + I(z) T(x+a)

- g _/+oo 1 B 1 ﬁ
Tz o 1+t @Q+t)et) ¢
Sia > 1, alors

/+°O I 1 @_/*001+t—(1+t)1—a@
5 L+t (@+tet=/)t  Jp (14 ¢)=+1 t

< /+OO L =2
a ——dt = —,
0 (1 +t)x+1 T

I'inégalité précédente se déduisant de 'inégalité (1+¢)17¢ > 14 (1 —a)t
(voir I1.3.7(a) (vol. II)). Ceci montre que (In F,(z))’ > 0, ce qui si-
gnifie que F, est croissante. De méme, si 0 < a < 1, alors 'inégalité
(1+t)17% <1+ (1 — a)t (voir I11.3.7(b) (vol. II)) implique que F, est
décroissante. Il suffit donc, pour trouver la limite cherchée, de calculer
nEIJIrloo F,(n). On obtient

°I'(a)l
lim n®B(a,n) = lim nT(a)l(n)
n—-—+oo n——+o00 P(a + n)
a —1)!
~ lim n®C(a)(n — 1)!

)

n—+too (a+n—1)(a+n—2)...(a+1)al'(a)

. n®in! r
= nteo (a+n—1D(a+n—-2)...(a+1a (@),

la derniére égalité se déduisant de 1.5.31.

I1.6. Inégalités portant sur les intégrales

1.6.1. 1l est clair que

/ab (/ab (f(@)g(y) — f(y)g(x))? dx) dy > 0.

z/abf%x) debg2<x>dx—z (/abf(w)g(w) dx)2 >0,

Donc,
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ce qui donne 'inégalité désirée. Si maintenant f et g sont continues sur [a, b]
et que ’égalité est vérifiée, alors

b
/ (F(@)9(w) — F@)g(a))?dw = 0

pour tout y € [a,b]. En conséquence, f(x)g(y) — f(y)g(x) = 0 pour tout
x € la, b] et y € [a,b]. Donc, §'il existe yg € [a,b] tel que g(yg) # 0, alors
3 g

f(z) = x). Si g est identiquement nulle sur [a, b], on peut alors prendre
A =0 et )\2 1.

1.6.2. Il s’agit d'une conséquence immédiate de l'inégalité de Cauchy-
Schwarz.

1.6.3. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir 1.6.1),

_ (/ab\/m\/%dx>2§/abf(a:)dxlb%.

De plus, puisque

on a

ce qui donne

/abf()dx—lrmM/f < (m+ M)(b— a).

Donc,

mM/ d /f < (m+ M)(b— )ff@)@-(ff@)@)z

- (m+ M)*(b—a)?
4

La derniére inégalité se déduit du fait que la fonction = — —z2 4+ ax atteint

son maximum en r = %
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I.6.4. Le changement de variable ¢t = 7=7 montre qu’il suffit de considérer le
cas a = 0, b = 1. Posons, par Commodlte

:/Olf(a:)d:v, Gz/olg(ﬂf)dl’

D(f,g9) = /f z)dx — FG.

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir 1.6.1),

D(f,f>=/01 f2(x) dw — (/Olf(x)d:r:>2>0.

D’autre part, on a

1
D(f, f) = (M — F)(F - my) - /0 (M — £(@)) (f (&) — ma) de,

ce qui implique

et

D(f, f) < (M1 — F)(F —ma).
Clairement,

1
D(f.g) = /0 (f(z) - F) (g(x) — G) da,

et, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1 1
(D(f,9)) < / (f(z) - F)? de / (¢(z) — G)2dz = D(f, £)D(g g).
0 0
Il s’ensuit que
(D(f,9))? < (M — F)(F — my)(My — G)(G — my)

(My —my)? " (M — ma)?
4 4 ’

<

b b
/axf(x)f'(x)dx:%/a x(fQ(ac))/da;

:1<fo /f2 d;v)z——

et, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir 1.6.1),

b b
%é/ﬂ (fQ(x))/d:L‘/a 22 f(z) dz
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1.6.6. D’apreés I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir 1.6.1),

1= x)dx| =

V1422

</> ([ )"

— (/01(1 + 22) f%(x) d;z:> v \/777

V1+ 22 |

Donc,
' 2 2 4
inf 1+z z)dr > —.
inf [ (1+a?)7a) da > =
La borne inférieure est égale a % et elle est atteinte pour f(z) = m.

1.6.7. L’inégalité se déduit de
b
|01 = @) (7(@) ~ m)da 0.

1.6.8. On pose

:</0tf(x)d$>2_/0t(f(x))3dx, e o1,
= f(t) (2/Otf(:v)dx— )2

et si G(t) = 2f0 x)dx — (f(t))?, alors G'(t) = 2f(t)(1 — f'(t)) > 0. En
consequence G(t) > G( ) = 0, ce qui donne F’(t) > 0. Donc, F(t) > 0 et, en
particulier, F'(1) > 0.

De plus, si F(1) = 0, alors F(t) = 0 pour ¢t € [0, 1] et F'(t) = f(¢)G(t) = 0.
Ceci implique G'(t) = 2f(t)(1 — f'(t)) =0et 1 — f'(t) =0 pour ¢t €]0,1].

On a alors

1.6.9. La solution de 1.2.22 implique que la fonction

:n):xia/:f(t)dt
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est croissante sur |a,b]. Donc g(x) < g(b). On peut prouve, comme dans la
solution de I.2.22, que la fonction
=R
-z

est croissante sur [a,b] et que h(a) < h(z).

1.6.10. On suppose ici que les deux fonctions ont le méme sens de variation.

On a

b b b
~(-a) [ f@o@ o~ [ f@)ds [ g@)do
et
b b
/ ( [ 0w - 1) dx> %
b b b
= (b-a) [ f@o)da= [ f@)d / o(z) dx

Il s’ensuit que
b b
b—a / f(x)g(x)dx — f(:n)d;z:/ g(x)dx

5 [ ([ e - 160 6@ - sty ae) >0

car, par hypothese, (f(x)— f(y))(g(x) —g(y)) > 0 pour tous x et y dans [a, b].
1.6.11. La démonstration est identique a celle de 1.6.10.

1.6.12. D’aprés l'inégalité de Tchebychev (voir 1.6.10),

af(a—:z:)g(:z:)dx < ! af(a—:z:)dx ag(ac) dx
0 @ Jo 0

— [1@ e [ gla)ds

< [ f@gta)da
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1.6.13. Ilsuffit d’appliquer I'inégalité de Tchebychev généralisée (voir 1.6.11)
en prenant p(z) = ¢*(x), f(z) =z et g(z) = ﬁ.

1.6.14. On obtient, en utilisant la convexité de f,

b 1
/f(x)dwz(b—a)/o £ (1 = 2)a + zb) de
1

<(b-a) /0 (1 = 2)f(a) + 2 (8)) de

H+ 10, )

On utilise pour prouver 'autre inégalité le changement de variable x = “TH’ +1
et on obtient

b (b—a)/2 a4b
dex = d
/af(x) : /_(b—a)/2f< 2 +t> '
(b=a)/2 a+b a+b
- S ) (5 )
b=a)/2  (a+b a+b
s [ o (S = o (1)

1.6.15. On pose f(z) = B2 z > 0. Puisque f(z) = %, on voit que

T
f est strictement convexe sur ]e%/2 , 4-00[ et strictement concave sur 0, e3/?].
Donce, siy > x > 63/2, on a

lnA_f T4y - 1 Yint _ln2y—ln2x_lnG
A 2 y—x J, t - 2y-z) L’

ce qui donne AL < GA. On peut utiliser un raisonnement semblable pour
prouver que AL > GAsi0 <z <y < e/
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1.6.16. Soit c € [a,b] tel que f(c) = m[a)z] f(x). On a alors, par hypothése,
z€|a,

/abf(x)d:r::/acf(x)dx+/cbf(x)da:

1
:4c—w[}ﬂa—xm+x@m
1
—I—(b—c)/o f((1—2x)c+ xb)dx
1
>w—a[£<u—xﬁw»www»wv
1
T+ (-0 /0 (1= 2)f(c) + zf (b)) da

= (c—a)M_F(b_a)M
> %(b—a)f(c).

1.6.17. Une intégration par parties donne

a b
/0 o) /() di + /0 J(z)fi(w)de
b

a b
— [s(0)f(@)]° - /0 ¢ (@)f (@) de + /0 i) s

b
= f(a)gla) + / ¢ @)f (@) dz

Le cas d’égalité se déduit immédiatement de ce qui précéde.

1.6.18. Le changement de variable u = f~!(¢) et une intégration par parties
donnent

/Ozf(t)dtJr/of(x)f_l(t)dt:/Oxf(t)dt+/0zuf/(u)du
=z f(x).
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1.6.19. On suppose d’abord que f(a) < b= f(x). D’apres [.6.18,

/Oaf(t) dt_|_/0bf_1(t) dt:/oaf(t)dt—l-/of(a) V. f,;a e
= af(a) + /jufxu)du / -

> 2f(z) — (x — a)f(x) = af (x) = ab.

De méme, si b < f(a) = v,

/f dt+/ ! / 1(b)f(t)dt—|—/f:(b)f(t)dt+/0bf—1

I
b
>yfHy) — (y = 0)fH(y) = bf ' (y) = ba.
1.6.20. En appliquant 'inégalité de Young a f(x) = In(1 + ), on obtient
a b
/ In(1 —i—:z:)dx—i—/ (e* —1)dx > ab,
0 0

ce qui donne 'inégalité souhaitée.

1.6.21. S'il existe zg tel que g~!(z¢) > f(x0), par hypothése,

. x0 g~ (z0)
ooy @) < [ f@dot [ gaydo
0 0

z0

9~ (z0)
</ g_l(x)d:z:+/ g(x)dz
0 0

= x(]g_l (ZL‘(]),

la derniére égalité se déduisant de [.6.18. Contradiction.

1.6.22. On déduit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir 1.6.1) que

(2 + 3b)2 </f x+bd:z:> /f2 d:c/ (z +b)da
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si f € A. Dong,

/ f2 3(2 + 3b)?
3b2 +3b4+1"

La derniére inégalité étant vérifiée pour tout b,

/ f2 (2+3b)
> ek 302+ 3b+1

L’égalité est atteinte pour f(z) = 6z.

1.6.23. Soit f € A. D’apreés 'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir 1.6.1),

<A%1—wf%w@>2<A%1_@%m[fuwwfdu 0

1 1 1
/ (1 - 0)f"(@)de = [(1 - 2)f (@)L + / f(@) do = —
0 0

et, en conséquence,

De plus,

/1 (f”(x))de > 3a?
0

L’égalité dans (1) est vérifiée si f”(z) = A(1—x) pour un certain réel \. Puisque
f € A, on trouve f(z) = ¢ (2® — 32% 4 2z).

1.6.24. D’apres le théoréme des accroissements finis, pour z € |0, 2|,

ﬂ@;f@):f@;‘lszﬂ>—L

ce qui implique f(x) > 1 — z. Donc, f(z) > |z — 1|. Il s’ensuit que

/‘f /‘M—1Mx—1

Puisque f est continue, 1'égalité est vérifiée si et seulement si f(z) = |z — 1],
x € [0,2]. Mais cette fonction n’est pas dérivable en z = 1. La réponse a notre
question est donc non.

1.6.25. D’aprés le théoréme des accroissements finis,

fl@)=f' )z —a) et f(z)=f(02)(z—0b).
Si M = xnen[%?z} |f'(z)], alors

[f(@)] < M(z—a) et [f(x)] < M- )
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Donc,
x)| dx
4 /(a+b)/2 M( ) ; 4 b M(b ) ;
< — T —a)dxr + 7/ = 48)) @lz
(b—a)? /g (b —a)? (a+b)/2
4 (b—a)? (b—a)?
= M M| =M.
b—ay ( g T3
1.6.26. Nous allons appliquer l'inégalité
et xs? gt < @@ + T + -+ Aty
pour z;,; > 0 (i = 1,2,...,n) tels que Y. a; = 1 (voir, par
i=1

exemple, I1.4.13(b) (vol. IT)). En supposant qu’aucune des fonctions ne s’an-
nule, on pose
fi(z)

xi:m (1=1,2,...,n)

(z) z‘d:r:
filz d:n * / (f fi(z)d )
N 169 )
< ——|dzx =1
/a <; ff fi(z) dzx

n
On remarque que la fonction = — [] fi*(x) est Riemann-intégrable sur [a, b]

et on obtient

.:]:

II
&y

it
11 (/.

i=1

(=

car chacune des fonctions f* (i :_1, 2,...,n) est Riemann-intégrable (voir,
par exemple, le théoréme 6.11 dans [29]).

1.6.27.
(a) Il suffit d’appliquer l'inégalité de Holder en prenant f; = fP et fo = ¢9.
) 1 1 1
(b) On suppose d’abord que 0 < p < 1 et on pose r = 5> I o +5s=1et
1 i
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On a alors fg =u", fP = uv, g = v° et, d’apres (a),

/a () de = / " (z)o() do

() ([ o)
- ([ st ) " ([ s )
([ swsa) ([ oo dx)l_p.

Sip <0, alors 0 < g <1 et le raisonnement précédent s’applique encore.

N

1/s

1.6.28. D’aprés l'inégalité de Holder (voir 1.6.26), pour p > 1,

1

1 1 1 % 2p—
a:/olf(x)%ﬂ_ﬂdxg (/0 \/f(x)dx> a s,

ce qui donne L
a </ V f(z)de.
Puisque I'on peut choisir p > 1 arbitrairement, 1’inégalité & prouver suit.
1.6.29. D’apreés l'inégalité de Jensen (voir, par exemple, 11.4.3 (vol. II)),
n n
1 k(b —a) 1 k(b —a)
o(Sar(er M5 < Sk (1 (o5

On obtient 'inégalité cherchée en faisant tendre n vers +oo.

1.6.30. On applique, comme dans le probléme précédent, I'inégalité de Jensen

pour obtenir

Zp(a—l—k(b a))f(a—l-@)
> p(a+ M)

k=1

i )]

~

Le passage a la limite lorsque n tend vers 400 donne le résultat voulu.
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1.6.31. La fonction ¢(t) = —v/1 — 2 est continue et convexe sur [—1,1]. On
peut donc appliquer 'inégalité donnée en 1.6.29.

1.6.32. On remarque d’abord que 'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir 1.6.1)
reste vraie si on remplace les intégrales de Riemann par des intégrales de
Riemann-Stieltjes par rapport & une fonction o monotone, autrement dit :

</abf(x)g(x) da(x)>2 < /ab 2(z) do(x) /ab () o).

On obtient, en intégrant par parties et en utilisant cette inégalité,
2

<(a+b+ 1) /le“+bf(:1:)da;> = (f(1)—/01 gt df(x)>2

1
— £2(1) - 2/(1) /0 24 g (o)

N (/01 gttt df(:z:)>2

1
< £2(1) — 2£(1) / 2 4 (z)
0
1 1
2a+1 2b+1
—i—/o x df(ac)/o x df (x).

Puisque
1 1
| @ =)=k [ @) da,
0 0
on obtient
1 2
<(a +b+1) / ot £ (2) d;z:>
0

< (2a+1)/1x2“f(x)dx X (2b+ 1)/1x2bf(:n)dx

0 0

+50) (a5 +1) [ 2 () da

0

—(2a+1) /01x2af(x) d — (2b+ 1)/1x2bf(x) d;v) |

0

Pour voir que
1
/ f(zx) (2(& +b+ 1)z — (20 + 1)z — (2b+ 1):L‘2b> dz <0,
0
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on intégre par parties et on obtient
1
/ f(z) (Z(a + b+ 1)z — (20 + 1)z — (20 + 1)x2b) dx
0
_ /1 (Qxa+b+1 _ g2t _ x2b+1) df (z)
0
1 2
= / (:L‘“ —:L‘b) xdf(z) <0,
0

car f est décroissante.

1.6.33. |26]. On peut réécrire I'inégalité a prouver sous la forme

(2a+1) /1x2“f(:1:)d:1; x (2b+1) /I:I:be(a:)da:

0 0 1 )
<(a+b+1)? </ x“+bf(x)dx> :
0

On voit facilement que si f est constante sur [0,1] ou si a = b, I'égalité est
alors vérifiée. On suppose donc que f n’est pas constante et que a # b. Pour
prouver cette inégalité, on considére la forme quadratique

Q(u,v) = Au® + 2Buv + Cv?,

ou

1 1
A= (2a+ 1)/ 2% f(z) dr, /5 = (@ =F =+ 1)/ 2T f (z) du,
0 0

C:(Qb—l—l)/lx%f(x)dx

0

et on montre que cette forme n’est pas définie. Une intégration par parties

donne
1 . B f(l) 1$c+1
/0 ‘Tf(x)dx_chl_/o cr1 Y@

pour ¢ > 0. On en déduit que
1 2
Qu,v) = f(1)(u+v)? — / (:I:u + :Jcbv> x df ().
0
Donc, Q(1,1) = 4f(1) — fol (z* + xb)2:1:df(:1c) > 4£(0) > 0 et il est clair que
Q(1,—1) < 0. Ceci montre que la forme quadratique n’est pas définie, ce qui
implique AC — B? < 0.
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1.6.34. On a

[(Lorweom)a- ([ 10100):

On remarque de plus que

/ab </_Zf(y+t)dy> dt:/ab< t:hf(z)dz> dt:2h/abfh(t)dt
/_;; </abf(y+t)dt> dy:/_i( a:yf(z)dz>d

Supposons d’abord que f > 0. Pour prouver 'inégalité dans ce cas, il suffit de
montrer que f;:g f(z)dz < fb f(z)dz. Siy >0, alors

a:yf dz—/ f(z /f

Un raisonnement semblable s’applique si y < 0. On suppose mamtenant que

et

f est une fonction continue quelconque et on pose fh = 55 f x+h (t)| dt.
Il découle de ce que 'on a déja prouvé que f fh f f(z dm. On a de
plus
1 [feth
@l = | [ s0a] < o [ @1 = Fuo)

L’inégalité est donc prouvée.

1.6.35.

(a) On pose
Sn(z) = fi(x) + fa(z) + - + ful2).
On a alors, d’apres I'inégalité de Holder (voir 1.6.27(a)),

/s’f dx—/fl )SE1(z) dz + - - /fn )SE=L (g
([ ) ([ )
([ o) ([ st ) |

ce qui implique I'inégalité cherchée.

(b) Il suffit d’appliquer I'inégalité donnée en 1.6.27(b).
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1.6.36. Le résultat se déduit du fait que pour x1,x9,...,x, = 0, on a

(r1+ a2+ +an)f a2l + a5+ +af (a)
pour k > 1 et

(z1+22+ - +z)f <af+a25+-- + b (b)

pour 0 < k < 1. (Comparez avec I1.5.25 (vol. II).)

1.6.37. Puisque 0 < A < b—a, on voit que a+ A, b—\ € [a,b]. On va prouver
la premiére inégalité. On a

b b
/ f@g@)dz - [ fl)de

b—X\

b—\ b
_ / f@)g(@)de+ | f(z)(g(x) —1)da

b—X\

> /ab_A f(@)g(x)dz + f(b—N) </bb g(x) dx — /\>

—A

- / " @)ge) da + b - N ( /b :gm dz — / o) dx)

b—X b—A
— [ t@@ds - 10-3) [ gla)ds
a a
b—A
— [ @) (1) - 10 N)dw >0
a
L’autre inégalité se démontre de la méme fagon.
1.6.38. [J.E. Pecari¢, J. Math. Anal. Appl. 88(1982), pp. 505-507|. Supposons

d’abord que fol g(xz)dx > 0. On obtient alors, en utilisant la version géné-
ralisée de 'inégalité de Jensen énoncée en 1.6.30 et en prenant ¢(x) = zP

(p>1),
</01 f(z)g(z) d:z:)p < (/Olg(:n) d:z)p_l /Ol(f(x))pg(x) da.

Il suffit maintenant de prouver que

(/019(1‘) d:z)p_l /Ol(f(x))l’g(x) dz < /0/\ (f())? da.

Pour obtenir cette inégalité, on pose

p= (/Olg(fﬁ)dw>p_

1
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et on procéde comme suit :

A 1
/ (@) de — / (f(@))Py(z) do
0 0

Le résultat énoncé est encore vérifié si [ g(x) dz = 0. Dans ce cas, les deux
membres de 'inégalité sont nuls, ce qui est une conséquence de 11.3.6.

1.6.39. Utilisez le changement de variable x = (b —a)t +a, 0 <t < 1.

1.6.40. On a

/0+Oof d;z:—A/f
+00

=—/ (A—g(z)) (f(z) - f(A))de’—/ 9(x) (f(A) = f(z)) de < 0.
0 A

1.6.41. On remarque qu’intégrer I'inégalité

o< ([ ) dt)p_l <1

sur [a,b] donne A € [0,b — a]. On suppose d’abord que p > 1. On a alors,
d’apreés l'inégalité généralisée de Jensen (voir la solution de 1.6.38),

([ s <o e
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ou
=il

p= (/abg(x)dw>p

On va utiliser I'idée d’Apéry, présentée dans la solution du probléme précédent.
Puisque 0 < pg(z) < 1, on note que

/ " () e - / ’ 4g(@) (@) da

a+\
_ / (f7(z) — f2(a+ ) (1 - pg(x)) dz

b
4 / (fP(a+ ) = [7(x)) pg(z) dz > 0.

+A
Si 0 <p<1,on a alors, d’aprés I'inégalité généralisée de Jensen (1.6.30),

([ s o

ou p est défini comme précédemment. De plus,
b

b
/ ng@) fP@)de — | fP()de

b—X

b—\
_ / (FP(x) — FP(b — N)) pg(x) dac
¢ b
+ [ (P0-2 - @) (- @) do >0
b—\

1.6.42. On pose g(x) = gl( ) 92(z) et G(z) = [ g(t) dt. Puisque G(z) >
pour z € [a,b] et G(a) = =0, une mtegratlon par partles donne

/mf t)dt = b/f t) dG(t /(3 )df (1)
- / G(t) df (1),

ce qui implique le résultat cherché.

1.6.43. [H. Gauchman, J. Inequal. Pure and Appl. Math. 3(2002) no. 2, article 26,

pp. 9 (electronic)|. On applique l'inégalité de Steffensen donnée en 1.6.37 en

f()

prenant g(x ) pour obtenir

- b—a)?— (b—a—\)?

2
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et
(b—a)?—(b—a—\)? b f(x) —m b
— < A A — <
2 S on e-edrs—5,
ou ) = {7 ]ﬁf;)_;;n(b_a). En multipliant la derniére inégalité par —1 et en

I’additionnant & la précédente, on obtient

b g1 .
A2 < / %(b—a)dxg (b—a)?—(b—a— N>
Un calcul simple montre que cette inégalité est équivalente a celle demandée.

On remarquera que ce résultat est une amélioration de I'inégalité triviale
suivante : m < M < M.

1.6.44. [H. Gauchman, J. Inequal. Pure and Appl. Math. 3(2002) no. 2, article

26, pp. 9 (electronic)|. Comme dans la solution du probléme précédent, on ap-

f(@)—m

plique 'inégalité de Steffensen donnée en 1.6.37 en prenant g(z) = 7.

On remarque d’abord qu’une intégration par parties donne

b fl(x)—m f f(z)dz — f(a)(b—a) — m(b—a)?
. M-m OO M- :
et
" i) - J2 f@)dz = FB)(b— a) — mC72°

m
, M-—m @T O

D’aprés I'inégalité de Steffensen,

ff Ydx — f (a)(b—a)—M<(b—a)2 (b—a— \)?

2 M —m sy 2
et
b—a— N2 b f(a)do — F(B)(b— a) + 2Bz 2
_ 2 <
2 2 M—m =9

On voit maintenant en additionnant ces deux inégalités que

7‘/]” dx—M(b—a)

<N+ Ab-a)

(£(5) = f(a) = m(b — ) (M(b— a) = £(B) + f(a))
(L —m)? |
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On observe finalement que si m = —M, on obtient en corollaire

- M(b—a)’ _(f() = f(a))?
h 4 AM '

x)dx—w(b—a)

1.6.45. Pour 0 < x < a, on pose

:/Ox]f’(t)‘dt.
ol=| [ row| < [(1r0]a-

et h'(z) = |f'(z)|. En conséquence,

/Oa]f( )| dz < /h VW (x ——hQ(a)
=§</0 !f’(t)\dt>

a [*, ., 9
<§/0 (f(x)) dx,

On a alors

la derniére inégalité découlant de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir 1.6.1).

On remarque que la constante § est la meilleure possible. En effet, on

obtient 1’égalité en prenant f(z) = cx.

1.6.46. Pour 0 < x < a, on pose

b /f FANCIVA

)(t)‘ dt> ) dtn_g) dtp_1.
On a alors h(" ‘f(" ‘

\f<x>\=/0x</:“( ([ 5o ) Y tas) s
L ([ oels) Yo

= h(z).
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De plus, puisque les fonctions h, 1/, ... et h("~1) sont croissantes, on voit que
/ OYRIOIEE / RO (8) dt < / o ()R (1) dt
0 0 0

< con & / AL RM (4) di
0

(h(n—l) (a))2

n—1
~

“ 2
a1 ah(n) p 2< a® @ h(n) 2d
—C- ([ a) <5 [ (100) @

la derniére inégalité se déduisant de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir 1.6.1).

1.6.47. On pose
z(x):/ 170" dt.
0

On a alors 2/(x) = |f'(z)]? et

@ < (/0 \f’(t)]dt)p.

On suppose que g > 1 et ¢’ est tel que %+ 1 = 1. D’aprés l'inégalité de Holder

q
(voir 1.6.26),

a8 p/q
s@r < ([ Irore) @ o<o<a

En conséquence,

/0“ If(@)P | f ()] de < a?/? /Oa (@) (/Ow ]f’(t)‘th>p/qu
= aP/? /a 7 (z) (2(2))P9 da

0
—gpld 4 z(a)§+1
p+q

q y a %—i—l
= a?/? / "z qu)
p+q ( 0 ’f( )’

a
< q ap/ ‘f/(x)‘P'Fq de,
rta Jo

la derniére inégalité se déduisant de celle de Jensen (voir 1.6.29). Le cas ¢ = 1
se traite de fagon semblable.
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1.6.48. On pose
Py(z) = (z —a)"(z —b)"

et on observe que P,gk) (a) = Pék) (b) =0 pour £ =0,1,...,n — 1. Donc, par
hypothése,
B (a) fer=+N(a) = M (b) fC*D(b) = 0

pour k=0,1,...,2n — 1. On obtient donc, en intégrant 2n fois par parties,

b b b
/ Po(@) £ () dz = / P (2)f () dz = (2n)! / (@) da.

a

Il s’ensuit que

/abf(x)d:z:‘ < %/@b\Pn(xﬂdx_

Puisque sur |a,b[, P,(x) est soit strictement positif, soit strictement négatif,
il suffit de calculer ff P,(x)dzx. Le changement de variable z = a + t(b — a)
donne

b b
/ Py(z)dz = / (x —a)" (x—b)"dx
= (=1)"(b—a)>*! /1 (1 —t)"dt

0

la derniére égalité provenant de 1.5.1(c).

1.7. Mesure de Jordan

I.7.1. Si A est Jordan-mesurable, alors |A| = |A|" = |A|, < +oo. Par défi-
nition des bornes supérieures et inférieures, il s’ensuit que, étant donné € > 0,
il existe un ensemble élémentaire E; inclus dans A tel que

€
Al - |E| <=
Al - [By| < £
et un ensemble élémentaire Es contenant A tel que

=
|E2| — |A] < 3
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Ceci montre que la condition est nécessaire. On prouve maintenant que la
condition est aussi suffisante pour la mesurabilité au sens de Jordan de A. En
effet, étant donné € > 0, on a

|A]" — A], < [E2| — By <&,
ce qui implique |A[* = |A],.

1.7.2. Puisque les A; (i = 1,2,...,n) sont Jordan-mesurables, d’aprés le
résultat du probléme précédent, étant donné € > 0, il existe des ensembles
¢léementaires E; et E; tels que E; C A; C E et |Ej| — |E;] < £. On a donc,
pour ¢ =1,2,...,n,
€ , €
‘Al‘ == & ‘El‘ et ‘Ez‘ < |A7,| P =-
n n
On remarque alors que les E; sont deux a deux séparés,
EiUEsU---UE, CAJUAU---UA,
et E{ UEy U --- UE, est un ensemble élémentaire dont le volume est
|E1| + |Eg| + - - - + |Ey|. D’autre part,
AjUAU---UA, CE{UE,U---UE],
et Ef UE, U --- UE], est un ensemble élémentaire dont le volume est
|E}| + |E5| + -+ - + |EL|. En conséquence,
|A1] + |Ag| + -+ Ay —e < |Eq| + |Eg| + - - + |Ey|
<|ALUAU---UA,|,
[AjUAU---UA,I"
[EY| + B[ + - + B
< |Aq|+ Ao+ -+ |Ap| +&.

<
<

Puisque 'on peut choisir € > 0 arbitrairement, le résultat cherché suit.

1.7.3. I est clair que I’énoncé est vrai pour les ensembles élémentaires. On
démontre d’abord que

|A1 U Aal* + A1 N Ag|” < |A4]" + Ay, (1)
En effet, si A1 et Ao sont bornés et si E; et Eo sont des ensembles élémen-
taires tels que A; C E; et Ay C Eo, alors E; UEs et E; N Ey sont tous les

deux des ensembles élémentaires (ou E; N Es = @) et A; UAs C Eq U Es,
A NA; C EiNE;,. Donc,

‘Al UA2|* + |A1 N AQ‘* < ‘El UEQ‘ + |E1 ﬂE2| = ‘E1| =4F ‘E2| .
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En prenant la borne inférieure sur tous les ensembles élémentaires E; D A;
et E3 D Aj, on obtient (1) pour les ensembles bornés. Si au moins un des
ensembles n’est pas borné, 'inégalité (1) est alors vérifiee pour A; N Ry et
As NRy, avec Ry, = [~k , k] x --- x [k, k]. On obtient (1) en faisant tendre
k vers +o00. De plus, la définition de la mesure intérieure de Jordan implique
directement que (voir la démonstration de la premiére partie de (1))

|A1 U Agl, + A1 N Agf, > |Ay], +[A2],. (2)
Puisque A et Aj sont tous les deux Jordan-mesurables, (1) et (2) impliquent
|A1 U Ag|, +[A1N Ag|, > [A1] + |As]
> AL UAS" + AN A"
En conséquence, si |A;| et |Ag| sont finis, alors
(JA1UA[" — A1 UAs]) + (JA1N A" — A1 NAyl,) <O.

Chacun des termes du premier membre étant positif, on conclut que
A1 UA|" = A1 UA,, et |[A;1 N Ag|® = |A; N Ay|,. Si un des ensembles a
une mesure de Jordan extérieure infinie, alors |[A; U Ag|* = |A; U Ag|, = 400
et la mesurabilité au sens de Jordan se déduit des considérations précédentes.

1.7.4. On prouve d’abord que si A est contenu dans un pavé R, alors
A, =IR| - R\A[" et [|A]"=|R|-|R\A[. (1)

On considére pour ce faire un ensemble élémentaire E; C A. L’ensemble élé-
mentaire R \ E; contient alors R\ A et

IR — [E1| =R\ Ey| > R\ A"

Donc |E1| < |R| —|R \ A|" et on obtient en passant a la borne supérieure sur
I’ensemble de tous les E; C A

|Al, <R[ - [R\ A" (2)

Soit maintenant Eo un ensemble élémentaire tel que R\ A C E; C R.
On a alors R\ Es C A et |R| — |Eg] = [R\ E2| < |A|,, ce qui donne
IR| — |A|, < |E2|. On voit, en prenant la borne inférieure sur tous les
E; DR\ A, que

R|— AL <[R\AJ".

Ceci, combiné avec (2), donne
Al, =R - [R\ A"
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L’autre égalité de (1) se prouve de fagon semblable. On peut maintenant se
tourner vers la démonstration du résultat énoncé. On suppose d’abord que A,
est borné. Soit R un pavé tel que A; C Ay C R. On pose A = A3\ A;. On
a alors, en utilisant ce que l'on a prouvé précédemment,

RANA[" = [(R\ A2) UA " <R\ Ag[* + [A4]" = [R| — Az, +|A4]%,
d’ou
|Al, = [R| = [R\ A" > [Aq], — [A4]". (3)

Un raisonnement semblable donne
|A]" = R| - [R\ A, > |Ag[" — A4, (4)
Puisque A et Ay sont mesurables, on obtient
|A[ = [A2\ Aq| = [Az] — |A4]. (5)

Si Ag n’est pas borné, on considére les ensembles A1 N Ry et As N Ry. Leur
différence est A N Ry qui vérifie (5). On obtient le résultat cherché en faisant
tendre k vers +oo, du moment que |A;| < +o0.

I.7.5. Les seuls rectangles contenus dans A sont [a, b]x[c, ], ou [a,b] C [0,1]
et c € [0,1]\ Q. Donc, |A|, = 0. D’un autre coté, le plus petit rectangle conte-
nant A est [0,1] x [0,1]. Donc, |A|" =1.

1.7.6. On va utiliser le résultat de 1.7.1. Etant donné 0 < ¢ < 1, il existe
ng € N* tel que
1 € 1
— < =

< -
n0\2 no—l

Soit E; un ensemble élémentaire inscrit dans B, formé de rectangles dont un
des cotés est [0, 1] et dont I'autre est de longueur respectivement

On a alors

En prenant Eo = [0,1] x [0,1], on a |Ey| — |Eq| < &. Il est clair que |B| = 1.
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1.7.7. D’apreés I'égalité (3) dans la solution de 1.7.4,
Al, = [(AUB)\ (B\ A)|, > |AUB|, - |[B\ A]" = |AUB],,
la derniére égalité découlant de I'hypothése |B|* = 0. On a donc
Al, > [AUB],.

Puisque I'inégalité opposée est évidente, ’égalité est vérifiée.
Si on prend maintenant A comme définien I.7.5 et B = ([0,1] x [0,1])\A,
on voit que
1=|AUBJ, #0=A[,,

bien que |B|, = 0.

1.7.8.  On montre d’abord que

o

|A| = [A]. (1)
o o
Si un ensemble élémentaire E’ est contenu dans A, on a alors E' C A et
o o o
|E'| = |E/|, < |Al,. Donc, |A| < |A|,. L’inégalité opposée est évidente. 11 est
o o
aussi clair que |[A|, < |A]" < |A|. Cela prouve (1) et la mesurabilité au sens
o

de Jordan de A dans le cas ou |A| < 400. On doit prouver si |A| = +00 que

o
ANR est Jordan-mesurable pour tout pavé R. Soit E un ensemble élémentaire
contenu dans A NR. On a

ECANR=ANRCANR.
Puisque A N R est mesurable et |E| = |E|, on obtient
IJANR| < |[ANRI..

Clairement,
IJANR|. <|ANRJ,

ce qui montre que |A NR[, = |[ANRJ. De plus,
IANR[* <|]ANR|=|ANR|,

o

ce qui compleéte la preuve de la mesurabilité au sens de Jordan de A.
On se tourne maintenant vers la démonstration de la seconde partie de
I’énoncé. Si A est borné, alors pour tout ensemble élémentaire E, A C E si
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et seulement si A C E car E est fermé. Ceci montre que |A| = |A|*. Puisque
|A| = |Al«, on a
Al =[A]. (2)

o
Supposons maintenant que A n’est pas borné. Puisque que R est ouvert,

RNACRNA.
De plus, les ensembles RN A et R N A différent par un ensemble de mesure
extérieure de Jordan nulle. Il s’ensuit, d’aprés 1.7.7, que

RNAL=RNAL<|RNALS|IRNA,=RNA|<|RNA|,.

On peut facilement montrer que [R N A[* < [RNA| < |[RN A|*. Donc, pour
tout pavé R,

[RNA|=|RNA]|.
Finalement, en prenant R = Ry, et en faisant tendre k vers +o00, on obtient (2)
pour des ensembles non bornés.

1.7.9. On suppose d’abord que A est borné. Puisque 0A = A\ X, on
voit, d’aprés les résultats de 1.7.4 et 1.7.8, que |[0A| = 0 si A est Jordan-
mesurable. Supposons maintenant que |[0A| = 0 et que A est contenu dans un
pavé R. Alors, étant donné € > 0, il existe un ensemble élémentaire E C R
contenant la frontiére de A et tel que |E| < . Donc R\ E = E; U Ey,

ou Eq C f& et A C R\ Es. Puisque E; est un ensemble élémentaire, on a
|E1| = |E;| < |A[,. Clairement, E; UE est un ensemble élémentaire contenant
A et |A|* < |E; UE| = |Eq| + |E|. Donc, |A|" — A, < e.

Si maintenant A est Jordan-mesurable et non borné, alors soit |A| < 400,
soit |A| = +o0. Dans le premier cas, d’aprés les résultats de 1.7.4 et 1.7.8,
|0A| = 0. Dans le second cas, pour tout pavé R,

0<|PANR|=|A\ANR|=]ANR| - |[ANR|
=|ANR|-|ANR|,

o o o
car [OR| = 0. De plus, puisque R est un ensemble ouvert, on a ANR C ANR,
d’ou

0<|OANR|<|ANR|-]ANR|=]ANR|-|ANR| <0,

ce qui implique |0A| = 0.
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Pour finir, on suppose que A n’est pas borné et |[0A| = 0. On a alors,
pour tout pavé R, [JA NR| = 0 et on peut montrer en répétant la consi-
dération utilisée au début de la démonstration que, étant donné ¢ > 0,
|[ANR|" < |]ANRJ, +¢, ce qui implique la mesurabilité au sens de Jordan de
A N R pour tout pavé R. Il suffit, pour prouver que |A|* = |A|,, de montrer
que |A], = lim |ANRy|,. Pour cela, on pose I = lim |A NRg|,. Claire-

k—-+o00 k——+o0

ment, [ < |Al,. De plus, si E est un ensemble élémentaire contenu dans A,
alors E C A N Ry, pour k suffisamment grand et |A|, <.

1.7.10. En utilisant 1.7.9 et le fait que
8(A1 UAyU---U An) - O(Al) U 6(A2) U---u 8(An),

on voit qu’une union finie d’ensembles mesurables est mesurable. Il découle de
1.7.3 et 1.7.8 que I'égalité annoncée est vérifiée pour n = 2. En effet, si A et
o

e o o
A, sont séparés, alors A1 NAs =A;NAy; =, dou

‘Al UA2| = ‘Al UA2| + ‘Al N A2| = |A1| + |A2| .

On procéde maintenant par récurrence. On suppose 1’égalité vérifiée a 1'ordre
n et on prouve qu’elle 'est a 'ordre n + 1. On a

[(AjUAU---UA)UA 1]+ [(A1UAU---UA,) NA, 1|
=[A1UA2U - UA,| +[Apir] = [A1| + - + |Ap| + [Ania] -

Il suffit pour conclure la démonstration de prouver que
[(AjUASU---UA,)NA,1]| =0.

Ceci provient du fait que A; N A,+1 C I(A;).

“+oo
[.7.11. On rappelle que C = () E,, ot on pose E; = [O,%] U [%,1],
n=1

Ey = [O,%] U [%,%] U [g,g] U [8,1] et on obtient E, a partir de E,_;
en enlevant 'ouvert représentant le second tiers de tous les 2"~ ! intervalles
fermés formant E, ;. Par construction, C ne contient aucun intervalle [a, b]

(a < b), d’ou |C|, = 0. Il est aussi clair que C est contenu dans chacun des
E,. Donc, [C|" < |E,| = (3)" ——0.

n—-+4o0o
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1.7.12. La construction de A implique que cet ensemble ne contient aucun
intervalle [a,b] (a < b), d’ou |A|, = 0. De plus, A°=[0,1] \ A est une union
dénombrable d’intervalles ouverts disjoints. D’aprés le résultat de I1.1.2, on a
|A€|, = a. On voit donc en utilisant la relation (1) de la solution de 1.7.4 que

A"=1-]A%, =1-a>|Al.

1.7.13. L’ensemble A est mesurable et sa mesure de Jordan est nulle. Ceci
se déduit du fait que |A N[0, k]|" = 0 pour tout entier k strictement positif.
Soit € > 0. Il existe ng tel que n%rk < £ pour n > ng. L’union des intervalles
[1,1 + %] ey [k— 1,k—1+ %] recouvre A N [0, k] excepté un nombre fini
de points, d’ou [A N[0, k]|" < % e <e.

1.7.14. T est clair que |A|* > 1. D’autre part, si un ensemble élémentaire
+oo
E est contenu dans A, alors J Iy est un recouvrement ouvert de I’ensemble

compact E. D’aprés le théoréme de Heine-Borel, il existe un sous-recouvrement

+oo
fini. En conséquence, |E| < Y 5 = 5 et |A], < L.
k=1

1.7.15. L’ensemble A défini au probléme précédent est ouvert et n’est pas
Jordan-mesurable. Puisque cet ensemble est borné, il est inclus dans un inter-
valle fermé R et R\ A est donc un ensemble fermé qui n’est pas mesurable au
sens de Jordan.

1.7.16. Soit P = {xg,x1,...,x,} une partition de [a,b]. On a alors

b n
/ xa(z)dz = Supzmi(l‘i - Ti-1),
AT i=1

0 sinon

{1 si [SL‘i_l ,."L‘i] C A,
m; =
et la borne supérieure est prise sur 'ensemble de toutes les partitions P. Donc,

b
/ XA (x)dr = sup Z (x; —xi—1) = sup |E| = |A],.
a ECA

— [121;1 ,xi]CA

L’autre égalité se prouve de la méme facon.
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1.7.17. On a
b n
/ flx)dx = supZm,;(:L‘i — 1),
e i=1
ola = z9p < 1 < -+ < m, = b est une partition de [a,b], m; =

inf {f(z):x;—1 <z <z} et la borne supérieure est prise sur ’ensemble de
toutes les partitions de [a,b]. Puisque les rectangles [x;—1,x;] x [0,my],
it = 1,2,...,n, forment un ensemble élémentaire contenu dans Ay, on voit
que

b
A, > / f() dz.

D’autre part, étant donné € > 0, il existe un ensemble élémentaire E C A tel
que |[E| > |Ay|, —e. Supposons que 'ensemble élémentaire E soit une union de
rectangles [a; ,b;] X [¢;,d;], i = 1,2,...,m. Si on ordonne toutes les extrémités
a;, b;, on obtient une partition P = {tg,t1,...,ts} de [a,b]. Il est clair que E
est inclus dans 'ensemble élémentaire formé des rectangles [t;—1 ,¢;] x [0, m]
(1=1,2,...,8) on m; =inf {f(z) : t;-1 < = < t;}. Donc,

b
[ f@ydo> 14, -
L’autre égalité se prouve de facon semblable.

I.7.18. On suppose que f est Riemann-intégrable sur [a,b] et que contraire-
ment & ’énoncé du probléme, |J:|* > 0 pour un € > 0. Si P = {xp,z1,...,2Zn}
est une partition de [a,b] et si J. N [z;-1,2;] # &, alors M; —m; > ¢ et
la somme des longueurs de tels intervalles [z;_1,z;] est supérieure ou égale
a |J:|*. Donc,

n

U(P, f) = L(P, f) = > _(M; — mg)(mi — 3i-1) > |Te|",

n=1

ce qui contredit lintégrabilité de f au sens de Riemann (voir le théo-
réme 1 en I.1). On prouve maintenant que la condition est nécessaire.
On se donne ¢ > 0. Puisque |[J.|* = 0, il existe un nombre fini de sous-
intervalles disjoints recouvrant J. dont la somme des longueurs est infé-
rieure & . On considére la partition Py = {xg,x1,...,2,} formée des ex-
trémités de ces sous-intervalles. Si lintervalle [x;_;,x;] ne contient pas de
point de J., alors of(xz) < € pour € [x;—1,x;]. Par définition, il existe
6 tel que diam f (]z — 6, , 2 + 0;[) < of(x) + (¢ — of(z)) = €. Les intervalles
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ouverts |z — 0 , x + 0,[ recouvrent [x;_1,x;] et, d’apres le théoréme de Heine-
Borel, il existe donc un sous-recouvrement fini. Ceci implique que [z;_1 , z;]
peut étre divisé en un nombre fini de sous-intervalles fermés sur lesquels I'os-
cillation de f est inférieure & €. On obtient de cette fagon un affinement

P ={ty,t1,...,tm} de Py. De plus,

m

U(P, f) = L(P, f) = > _(M; — my)(t; — ti-1) = S1 + Sz,
=1

ou 57 contient les termes provenant des sous-intervalles contenant des points de
J. et Sy contient les termes restants. Si (M; —m;)(t; —t;—1) est un terme de So,
alors M; —m; < € et S < e(b—a). On a pour S; la majoration S; < (M —m)e,
ou M et m sont respectivement les bornes supérieure et inférieure de f sur
[a,b]. Do,

UP,f)—L(P,f) <e(M —-—m+b—a),

ce qui prouve, d’aprés le théoréme 1 de 1.1, 'intégrabilité de f au sens de
Riemann.

1.7.19. Si A est Jordan-mesurable, il existe alors, par définition, deux suites

d’ensembles élémentaires vérifiant la condition. Supposons maintenant qu’il

existe des suites {B,} et {C,} d’ensembles Jordan-mesurables telles que

B, C AcC,et lim B, = lim |C,| = L. Etant donné £ > 0, il
n——+0o0o n—-+00

existe alors ng tel que |L — [B,|| < § et [L —|C,|| < § pour n > ng. De plus,
puisque B,, et C,, sont Jordan-mesurables, il existe des ensembles élémentaires
E, C B, et E}, D C, tels que |B,| — |E,| < £ et |E;| — |Cy| < £. Il s’ensuit,
d’apreés le résultat de 1.7.1, que A est Jordan-mesurable et |A| = L.

1.7.20. On utilise les résultats donnés en 1.7.17 et 1.7.19. On définit

1
Sz<1,0<y< sin—}

1
By = {(x,y) cR?:

™

et, pour n € N*,
1 1
<z <

B, = R?: — <
{(ac,y) < (n+ 1w nmw

Chaque ensemble B,, est Jordan-mesurable et

1
|Bo| :/
1

1

1 nw
sin—‘da:, |B,,| :/
€T 1

(n+1)m

dx.

sin —
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De plus,
BopuB,U---uUB, CACByuB;U---UB,UD,,

ot D, = {(z,y) e RZ: 0 <z < L, 0 < y < 1}. Le résultat découle alors du
fait que

BouB;U---UB,|-|BpUB;U---UB,,UD,| =|D,|=—

+o0
1.7.21. 1l suffit de montrer la mesurabilité au sens de Jordan de B = (J K,,.
k=1
On note que les K, sont deux a deux disjoints et

n
B,=|JK,CcBCB,UD,=C,,
k=1
ot D, ={(z,y) eR?:0< 2 < L, —& <y < 4} Le résultat se déduit alors
de 1.7.19 car |D,,| tend vers zéro lorsque n tend vers +oo.

[.7.22. La mesurabilité au sens de Jordan de ’ensemble A découle du ré-
sultat énoncé en 1.7.19. Pour une partition o« = 6y < 61 < --- < 0, = (3,
on pose m; = min{f(0):0,_1 <O<0;}, M; = max{f(0):0;_1 <0<6;}
(t=1,...,n) et on considére les secteurs angulaires

Sl:{(’f’,e) O<T\mi791— X g 7,}
S;:{(rae):()ngMzaaz 1< < 7,}
Yy
y = f(z)
8 o

Si B, = U S, et C, = U S!, alors B,, et C,, sont des ensembles Jordan-
mesurables tels que B,, C A c C,,. De plus,

IB,| = Zme—a” |Cn| = ZM2 —0;i_1).
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Puisque f est continue, on conclut la démonstration en prenant une suite de
partitions dont le pas tend vers zéro.

1.7.23. On a

/4
|A| = 1a2/ cos (20) df = 1(12
2% | 2

et la figure montre le cas a = 1.

r2 = cos 260
1.7.24. En utilisant le résultat de 1.7.22, on obtient

1 S 9 1
|A| == a2/ (1 + cos(36))* df = = wa?.
2% ) 3 2

ot

r =1+ cos 36

1.7.25.  On considére d’abord le cas a > b. Les différentes possibilités sont
illustrées sur les figures suivantes.
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Yy

3,[ K
| 1
[
[
[

<1 i 5 2 2

i
F =X 14 cosd

F; P 3
[ r=3+2cosf

Par symétrie, on a
A :/ (a +beosh)* df = g (2a® +b°).
0

On rappelle que lorsqu’on utilise les coordonnées polaires, r désigne la dis-
tance orientée d’un point a l'origine (ou pole). Si r < 0, les coordonnées (r, 6)
et (|r|,0 + m) représentent alors le méme point. On considére maintenant le
cas a < b. L’équation a + bcosf = 0 admet deux solutions dans [0,2n] :
1 = Arccos 7% et 03 = 2w — Arccos 3. Si 6 € [0,6,], r est alors positif et
on obtient la moitié supérieure de la boucle extérieure du limagon. La boucle
intérieure du limagon correspond aux valeurs de 6 comprises entre 6, et f5 o
r est strictement négatif.

)

(%]
a\f

r=1+2cosf
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L’aire délimitée par la boucle intérieure est donc

1 [P
|A;| = —/ (a + bcos 0)2do
2 Jo,

1 _
== <—3a b2 — a2 + (b* + 24°) <7T — Arccos Ta)) .
Par symétrie, l'aire délimitée par la boucle extérieure du limagon est

01
|A2|:/ (a + bcos 0)* do
0

- % ((2a2 + b2) Arccos —Ta + 3aV/b?% — a2> .

1.7.26. Une transformation en coordonnées polaires donne
r (sin5 6 + cos® 9) = 5a sin? 0 cos? 6.

La courbe a une boucle qui correspond aux valeurs de ¢ comprises entre 0 et 3.
Donc,

do

\A\—§a2/7r/2 sin? 0 cos* 0
o |

2 sin® 6 + cos’® 9)2

25 /”/2 tan* 6
=—a
0 (1+tan®0)*cos?6

2
+00 4 +ood
:§a2/ LQdu:§a2/ —12)
2 Jo  (14u?) 2 J1 v
o
2

N x5 + y° = 5a?y?
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1.7.27. Les points d’intersection du cercle et du limacon sont donnés par

_ 1
cos 0 = >

rY

— 5 >
3 e
2 4+y?=4 r=1+ 2cosf

Donc, par symétrie,

w/3 B

|A|:/ ((1+20050)2—22)d0:—\/_—ﬁ.

0 2 3

1.7.28. On considére une partition a = 29 < 1 < -+ < x, = b et on

pose m; = min{f(x):x € [x;—1,x;]}, M; = max{f(x):x € [x;—1,x;]}. On
note B,, 'union des n cylindres obtenus en faisant tourner les rectangles
[zi—1,x;] x [0, m;] autour de I'axe des abscisses et C,, 'union des n cylindres
obtenus en faisant tourner les rectangles [z;_1,x;] x [0, M;] autour du méme
axe. Puisque f est Riemann-intégrable sur [a,b], d’aprés 1.7.19, on a

b
V| = 7r/ 2(z) dz.

ES ya

y=f(x) y = f(x)

Hy

Sy
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1.7.29. Comme dans la solution du probléme précédent, on démarre avec
une partition a = 29 < 1 < --- < x, = b et on considére les rectangles
[Xi—1, ;] X [0,m;] et [i—1, 2] X [0, M;], ot m; = min{f(x) : z € [v;—1, 2]},
M; = max{f(z): x € [z;_1,z;]}. Lorsque l'on fait tourner ces rectangles au-
tour de ’axe des ordonnées, ils balaient des enveloppes cylindriques dont les

volumes sont respectivement mm; (;v2 x5 1) et mM; ( xz 1) Puisque l'in-

(3
tégrale de Riemann-Stieltjes 7 f: f(x) d(x?) existe et est égale & 27 fa zf(x)dx,
le résultat cherché s’en déduit.

ya y;

y = f(x)

1.7.30.  On obtient par symétrie et en utilisant le résultat de 1.7.29
a+r
V]| :477/ x\/1? — (r —a)?dz
a—rTr
a+r a+r
:477/ (a:—a)\/r2—(:1:—a)2da:+47ra/ V12— (z —a)?dx
a a—rTr

=1

a+r
= 477(1/ V12 — (z — a)?de = 2nar?.
a—rTr

[.7.31. Le volume est égal a

(2k+1)
V| = Z /2 2 sin & dx

™ = —4k7r —27
k=0
o T
5(1—e2m)"

1.7.32. L’équation paramétrique de l’ellipse est

r=acost, y=bsint, 0<t<2r.
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Donc,

2T w/2
L= V(@' ()2 + (y/(t)2dt = 4/ Va2 sin? t + b2 cos? t dt
0 0

/4 /2
:4/ \/a2SiH2t+b2C082tdt—|—4 \/a2sin2t—|—b2cos2tdt.
0 /4

On obtient, en faisant le changement de variable ¢ = 5 — s dans la derniére
intégrale,

w/4
L:4/ (\/a2sin2t+b20052t+\/a26082t+b2sin2t) dt.
0

Des calculs montrent que l'intégrande est une fonction croissante sur [0, %]

L’encadrement cherché s’en déduit.

1.7.33. La longueur de l'ellipse est

2 w/2
L= V(' ()2 + (¥ (1) dt = 4/ Va2 — (a2 — b2) cos? t dt
0 0

/2
:4a/ /1 —e?cos?tdt.
0

D’apreés la formule du binéme de Newton (voir, par exemple, IT1.4.4 (vol. IT)),
si |u| < 1, alors

\/m:1—}—45:.0(—1)”%(%_1).“(%_”4_1)un
n=1

n!

X @n-3)

n=1

En posant u = ecost, on obtient
400 2
™ 2n -3 . [ .
L:4CL(§—ZW€ A COS tdt
n=1

car la série converge uniformément sur [0, %] D’apreés 1.4.1(b), on a

/2 2n -1 7
2n _ -0
/0 cosT il = 2n)!! 2

et le résultat cherché s’en déduit.
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1.7.34. L’équation paramétrique de la courbe est
x = f(f)cosh, y=f(f)sinh, «<l<p.

Donc,

B8
= / V@) + (F(6))%db.

1.7.35.

(a) On applique la formule donnée au probléme précédent. On a
3 0

L:a/ sin2—d9:3ﬂ—a.
0 3

a\y

(b) L’équation paramétrique de la courbe est

cosf, y=

sinf, 6 ¢€ [

)

1
$_1+C089 1+ cos@ 379

On vérifie facilement que la courbe est I’arc de la parabole y? = 1 — 2z,
y € [—1,1]. Sa longueur est donc

L:/1 V1+y2dy =In(1+V?2) + V2.
=il
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i

By

1.7.36. On remarque que si une courbe a pour équation 6 = g(r) (a < r < b)
et si g est contintiment dérivable sur [a,b], on peut alors, comme en 1.7.34,
en déduire la formule suivante pour sa longueur :

I = /ab 1+ (rg'(r))%dr.

La longueur de la courbe est donc donnée par

L:NH(; (=) ar =L [+ 1) ar—Lmsn)
1 1

1.7.37. L’équation paramétrique de la courbe est

t t
x = (14 cost)cos <t—tan§> , y=(1+cost)sin (t—tan§>,

out € [0,0]. Donc,

B
L= ["Veor + worae

1 2
— / sin?(t) + (1 + cost)? (1 — —— | dt
0 2cos? 5
it = 8

:/0_

B
B
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L’INTEGRALE DE LEBESGUE

Enoncés

I1.1. Mesure de Lebesgue sur la droite réelle

Pour A C R, on considére une collection dénombrable d’intervalles fermés
+00
{I,} recouvrant A, I,, = [a,,by], ap, < by, autrement dit, A C |J I,. On
n=1
définit la mesure extérieure de Lebesque m*(A) de A par

+oo +oo
m*(A) =inf Y |L,| =inf Y (b — an),
n=1 n=1

ou la borne inférieure est prise sur tous les recouvrements dénombrables de
A par des intervalles fermés. Clairement, les intervalles fermés apparaissant
dans la définition de la mesure extérieure de Lebesgue peuvent étre remplacés
par des intervalles ouverts |a, ,b,[. La mesure extérieure de Lebesgue a les
propriétés suivantes :

(i) Si A C B, alors m*(A) < m*(B).

+o0 +o0
(i1) m* < U An) < Y m*(Ay).
n—1 n—1
Un ensemble A est dit Lebesgue-mesurable (ou mesurable), si la condition de
Carathéodory
m*(E)=m"(ENA)+m*(E\A)
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est vérifiée pour tout ensemble E C R. La collection 99 de tous les sous-
ensembles Lebesgue-mesurables de R est une o-algébre : le complémentaire
d’un ensemble mesurable est mesurable et 'union d’une collection dénom-
brable d’ensembles mesurables est mesurable. On rappelle que la collection B
des boréliens est la plus petite o-algébre contenant tous les ensembles ouverts
de R. Tous les boréliens sont mesurables. Si A est un ensemble mesurable,
on définit la mesure de Lebesgue m(A) comme étant la mesure extérieure de
A. La mesure m est dénombrablement additive sur 91, autrement dit, si les
ensembles A,, C 9 sont deux a deux disjoints, alors

“+o00 “+oo
m (U An> = m(An).
n=1 n=1
II.1.1. Démontrer que A est mesurable si m*(A) = 0.

+o0

I1.1.2. Soit S = | I, ot les I, (n € N*) sont des intervalles fermés. Prouver
n=1

que m(S) = [S|, ou |S|, représente la mesure intérieure de Jordan de S.

o

400 +
I1.1.3. Soit S = | Inet So = U K,, oul,, K, (n € N*) sont des intervalles
1

n=1 n—=
fermés. Prouver que

m(S1 USy) +m(S1 NSy) =m(S1) +m(Sa).

I1.1.4. Prouver que, quels que soient les ensembles A et B,

m* (A UB) +m*(ANB) < m*(A) + m*(B).

I1.1.5. L’ensemble G étant un ouvert, soit A et B tels que A C G et BNG = &.
Prouver que
m*(AUB)=m"(A) +m*(B).

I1.1.6. Soit A et B des ensembles séparés par une distance strictement positive,
autrement dit,
d(A,B)=inf{|lz —y|: 2 € A,y e B} > 0.

On a alors
m* (AUB) =m"(A) +m*"(B).



ENONCES

I1.1.7. Montrer que si m(A) = 0, on a alors, pour tout B,

m*(AUB) = m*(B\ A) = m*(B).

I1.1.8. Prouver que si A est un ensemble mesurable de mesure finie, on a alors,
pour tout B D A,
m*(B\ A) =m*(B) —m(A).

I11.1.9. Prouver que si A et B sont mesurables, alors

m(AUB)+m(ANB)=m(A)+m(B).

I1.1.10. Prouver que si m*(A) < +o0 et s'il existe A1, sous-ensemble mesurable
de A, tel que m(A;) = m*(A), alors A est mesurable.

I1.1.11. Soit A un sous-ensemble de R. Prouver que, pour tout € > 0, il existe
un ensemble ouvert G tel que A C G et m(G) < m*(A) + €. Prouver aussi qu’il
existe un Gs-ensemble Ag tel que A C Ag et m(Az) = m*(A).

I1.1.12. Montrer que pour tout A C R, les énoncés suivants sont équivalents :
(i) A est mesurable.

(ii) Etant donné e > 0, il existe un ouvert G O A tel que

m*(G\ A) < e.

(iii) Il existe un Gs-ensemble U D A tel que m*(U \ A) = 0.
(iv) Etant donné e > 0, il existe un fermé F C A tel que

m*(A\F) <e.
(v) Il existe un F,-ensemble V C A tel que m*(A \ V) = 0.

I1.1.13. Prouver que si m*(A) < +oo, alors A est mesurable si et seulement
si pour tout ¢ > 0, il existe une union finie W d’intervalles ouverts telle que
m* (WAA) < eou WAA est la différence symétrique de W et A, soit WA A =
(WNA)U(A\W).
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I1.1.14. Pour A C R, on définit la mesure intérieure de Lebesque my(A) de A
en posant

m«(A) =sup{m(B) : B M B C A},
ou M est la g-algébre de tous les sous-ensembles mesurables de R. Démontrer :
(a) Si A est mesurable, alors m,(A) =m*(A).

(b) Si A est un sous-ensemble d’un intervalle fermé borné I, alors

me(A) = |I| — m*(I\ A).

(¢) Si my(A) =m*(A) < o0 alors A est mesurable.

(d) Pour tout ensemble A et tout ensemble C,

mx(AUC) +m(ANC)=mu(A) + m.(C).

(e) Siles A, (n € N*) sont deux & deux disjoints, alors
+oo 400
n=1 n=1

(f) Si M est de mesure nulle, alors m,(A UM) = m,(A).

I11.1.15. Prouver que A C I, I étant un intervalle fermé borné, est mesurable si
et seulement si

I =m*(A) +m*(I\ A).

I1.1.16. Soit A et B deux ensembles donnés de mesure extérieure finie. Prou-
ver que m*(A UB) = m*(A) + m*(B) si et seulement s’il existe des ensembles
mesurables A et B tels que A C Aj, BC By et m(A;NB;) =0.

I1.1.17. Soit A et B deux ensembles de mesure extérieure finie. Prouver que si

m*(AUB) =m*(A) +m*(B), alors m«(A UB) = m.(A) + m.(B).

I1.1.18. Démontrer que si {A,} est une suite croissante d’ensembles mesurables,
alors
+00
A,| =1 A,).
n—
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I1.1.19. Démontrer que si {A,} est une suite décroissante d’ensembles mesu-
rables et si m(Ay) est finie pour au moins un k, alors

+oo
A, | = 1 A,).
m<ﬂ ) Jim m(A)

Prouver aussi qu'on ne peut pas omettre 'hypothése m(Ag) < +oo pour un
certain k.

I1.1.20. On définit, pour une suite {A,,} de sous-ensembles de R, la limite su-
périeure et la limite inférieure de {A,} en posant

400 +00 400 +o00
lim An:ﬂUAn et lim An:UﬂAn.
e ==
el k=1 n—k n—+00 k=1 n=k

(a) Montrer que si A,, est mesurable pour tout n € N*, alors

n— 00 n—-+o00

(b) Montrer que si, de plus, m(A, U A, 11 U---) < 400 pour au moins un n,
alors

m< Tim An> > T m(Ay).

n—-4o00 n—-4o00

I1.1.21. On dit que la suite {A,} de sous-ensembles de R converge si
lim A, = lim A, et on note la limite commune lim A,,.
n—-+00 n—-+oo n—-+o00

(a) Prouver qu’une suite monotone d’ensembles converge.

(b) Prouver que si une suite d’ensembles mesurables {A,,} telle que A,, C B et
m*(B) < 400 converge, alors

(i A ) =l )
11.1.22. Prouver que la mesure de Lebesgue de 'ensemble défini en 1.7.12 est
égale & 1 — .

I1.1.23. Soit A I'ensemble des points de [0, 1] tels que = € A si et seulement si
I’écriture décimale de x ne nécessite pas I'utilisation du chiffre 7. Montrer que A
est de mesure de Lebesgue nulle.
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11.1.24. Soit B C R I’ensemble des nombres dont I’écriture décimale ne nécessite
pas l'utilisation du chiffre 7 aprés la virgule. Montrer que B est de mesure de
Lebesgue nulle.

I1.1.25. Soit A I'ensemble des points de [0, 1] qui admettent une écriture binaire
avec des 0 a chaque position paire. Montrer que A est un ensemble nulle part
dense") de mesure de Lebesgue nulle.

I1.1.26. Trouver la mesure de Lebesgue de 1’ensemble des points de [0, 1] qui
admettent une écriture décimale contenant tous les chiffres 1,2,...,9.

I1.1.27.  Quelle est la mesure de Lebesgue de ’ensemble des points de [0, 1] qui
admettent une écriture décimale 0,dydads ... telle qu’aucune suite dsxi1 dspio
dsj.+3 ne soit formée de trois 2 consécutifs ?

I1.1.28. Soit A 'union des intervalles centrés aux points de ’ensemble de Cantor
et de longueur 0,1. Trouver la mesure de Lebesgue de A.

I11.1.29. Prouver que si A est un ensemble borné et mesurable de mesure
m(A) = p > 0, il existe alors un ensemble mesurable B C A de mesure ¢ pour
tout ¢ € )0, p[.

I1.1.30.  Prouver que si 0 < m(A) < 400, il existe alors un ensemble mesurable
B C A de mesure g pour tout ¢ strictement positif tel que ¢ < m(A).

I1.1.31. Montrer que si 0 < m(A) < +o0, il existe alors un ensemble parfait(?)
B C A de mesure g pour tout ¢ strictement positif tel que ¢ < m(A).

I1.1.32. Démontrer que tout ensemble A de mesure de Lebesgue strictement
positive a la puissance du continu.

11.1.33. Prouver que tout ensemble fermé et non vide A C R de mesure de
Lebesgue nulle est nulle part dense.

(UUn sous-ensemble A de X est nulle part dense si I'intérieur de son adhérence dans X est vide.
(N.d.T.)

(2)Un ensemble est parfait 8’1l coincide avec 'ensemble de ses points d’accumulation, dit autre-
ment, s’il est fermé et sans points isolés. (N.d.T.)
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11.1.34. Soit A C R un ensemble nulle part dense de mesure de Lebesgue nulle.
Son adhérence doit-elle étre de mesure de Lebesgue nulle ?

I1.1.35. Prouver que si A C [a,b] et m(A) > 0, il existe x et y dans A tels que
| — y| soit irrationnel.

I1.1.36. Existe-t-il une collection dénombrable de sous-ensembles de [0, 1], nulle
part denses et parfaits, dont 'union soit de mesure de Lebesgue égale & 17

I1.1.37. Existe-t-il un sous-ensemble de [0, 1] nulle part dense et parfait de
mesure de Lebesgue égale a 17

11.1.38. Donner un exemple d’ensemble mesurable A C R ayant la propriété
suivante : pour tout intervalle Ja, ],

m(AN]a,B[) >0 et m((R\A)N]a,B[) > 0.

11.1.39. Soit A C R un ensemble mesurable vérifiant la propriété : pour tout
0 >0, m(A N ]—(5,5[) > 0 et 0 € A. Montrer qu'il existe un ensemble parfait
B C A tel que m(BNJ]—§,4[) > 0 pour tout § > 0.

I1.1.40. Un ensemble mesurable A C R est dit de densité d en x si la limite

lim m(AN[z—h,z+ h])
h—07+ 2h

existe et est égale & d. Si d = 1, z est appelé un point de densité de A et si d =0,
x est appelé un point de dispersion de A. Déterminer les points de densité et les
points de dispersion de A =]—1,0[U]0,1[U{2}.

I1.1.41. Etant donné o € ]0, 1], construire un ensemble A dont la densité en
o € R est égale a.

11.1.42. Soit A un ensemble mesurable tel que 0 € A soit un point de densité
de A. Prouver qu’il existe un ensemble parfait B C A tel que 0 soit un point de
densité de B.
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I1.1.43. Si z et y appartiennent a [0, 1[, on définit la somme x + y (mod 1)
comme étant z +ysizx+y < letx+y—1six+y > 1 Pour A C [0,1] et
a € [0,1[, on définit le translaté modulo 1 de A comme étant I’ensemble

A +a(modl) ={z+a(modl):x € A}.
Montrer que m*(A) = m* (A + a (mod1)).

I1.1.44. Prouver que si A C [0,1] et a € [0, 1], alors I'ensemble A + a (mod1)
est mesurable si et seulement si A est mesurable et

m(A) =m (A + a(modl)).

I11.1.45. On dit que = et y sont équivalents et on note x ~ y si et seulement si
x —y est rationnel. Cette relation d’équivalence divise [0, 1[ en une famille non dé-
nombrable de classes d’équivalence disjointes. D’aprés 'axiome du choix, il existe
un ensemble V contenant exactement un élément de chaque classe d’équivalence.
On appelle un tel ensemble un ensemble de Vitali. Prouver qu’un ensemble de
Vitali n’est pas mesurable.

11.1.46. Montrer que si A est un sous-ensemble mesurable d’'un ensemble de

Vitali V, alors m(A) = 0.

I1.1.47. Montrer sur un exemple que la réciproque du résultat énoncé en 11.1.17
est fausse. Autrement dit, il existe des ensembles A et B tels que

m«(AUB) =my(A)+m.(B) et m*(AUB)<m*(A)+m"(B).

11.1.48. Prouver que tout ensemble de mesure extérieure strictement positive
contient un sous-ensemble non mesurable.

I1.1.49. Donner un exemple de suite {A,} d’ensembles deux a deux disjoints
telle que
+o0o +o0o
m* <U An> < Zm*(An).
n=1 n=1

I1.1.50. Donner un exemple de suite décroissante {A,} d’ensembles telle que

m* (A1) < +oo et
+00
* A, li “(Ap).
" <rD1 ><n_1ffoom( )
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I1.1.51. Prouver que si A est un ensemble mesurable de mesure strictement
positive, il existe alors 6 > 0 tel que A N (A + x) soit non vide dés que |z| < 4.

I1.1.52. Soit Vi (k € N) les ensembles définis dans la solution de I1.1.45.

n
Prouver qu’aucun des ensembles A,, = |J V} n’est mesurable.
k=0

11.1.53. Soit A C R un ensemble mesurable pour lequel il existe ¢ strictement
positif tel que m(A NI) > c|I| pour tout intervalle I. Prouver que le complémen-
taire de A est de mesure nulle.

I1.1.54. Montrer qu’il existe un ensemble A C R tel que chaque ensemble
Lebesgue-mesurable inclus dans A ou dans A€ est de mesure de Lebesgue nulle.

11.1.55. Démontrer le critére de Lebesque d’intégrabilité au sens de Riemann.
Une fonction bornée sur un intervalle fermé et borné est Riemann-intégrable si et
seulement si 'ensemble des discontinuités de f est de mesure de Lebesgue nulle.

I1.1.56. Soit f: [a,b] — R, on note D 'ensemble des discontinuités de f et
L Pensemble des points ou f admet une limite a gauche. Prouver que D N L est
dénombrable. En déduire le critére intégrabilité au sens de Riemann suivant : une
fonction bornée sur [a,b] est Riemann-intégrable si et seulement si 'ensemble
[a,b] \ L est de mesure de Lebesgue nulle.

I1.1.57. Soit f: [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1) = 0.
Montrer que la mesure de Lebesgue de

A ={he€l0,1]: f(x +h)= f(z) pour un certain z € [0, 1]}

est au moins égale a %

I1.2. Fonctions mesurables au sens de Lebesgue

Une fonction f: A — R définie sur un ensemble mesu-
rable A CR est dite Lebesque-mesurable (ou mesurable) sur A si
f~Y(c,+o0]) = {z € A : f(x) > c} est un sous-ensemble Lebesgue-mesurable
de A pour tout réel ¢. On a :
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Théoréme 1. Les énoncés suivants sont équivalents :
(i) f est Lebesgue-mesurable sur A.

(ii) f~1([c,+00]) = {x € A: f(x)>c} est un sous-ensemble Lebesque-
mesurable de A pour tout réel c.

(iii) f~1([—oco,c]) = {z€A: f(x) <c} est un sous-ensemble Lebesque-
mesurable de A pour tout réel c.

(iv) f~1([~o00,c]) = {x € A: f(x)<c} est un sous-ensemble Lebesgue-
mesurable de A pour tout réel c.

On utilisera aussi les théorémes suivants :

Théoréme 2. Soit f et g deux fonctions mesurables a valeurs réelles définies sur
A, soit F une fonction a valeurs réelles continue sur R?. Pour x € A on pose
h(z) = F(f(x),g(x)). La fonction h est alors mesurable sur A. En particulier,
f+g et fg sont mesurables.

Théoreme 3. Soit {f,} une suite de fonctions mesurables sur A. Alors

hi(z) =sup{fn(z) :n € N} et hao(z)= @ fn(x)
sont aussi mesurables sur A. En particulier, si f et g sont mesurables sur A,
il en est de méme de max{f,g} et min{f,g}.

Une propriété est dite vérifiée presque partout (en abrégé p.p.) sur un en-
semble mesurable si I’ensemble des points ot elle n’est pas vérifiée est de mesure
nulle. En particulier, on dit que f = g p.p. si f et g sont définies sur le méme
ensemble A et m ({z € A: f(x) # g(z)}) = 0.

n

Supposons que A = |J A;, ot les ensembles A; sont mesurables et deux a
i=1
deux disjoints. Une fonction ¢ définie sur A par

o(z) =) cixa, (@),
=1

ol ¢, Ca, ..., C, sont des réels, est appelée une fonction simple.
Le théoréme suivant est appelé le théoréme d’approximation des fonctions
mesurables.
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Théoréeme 4. Pour toute fonction mesurable f définie sur un ensemble mesu-
rable A, il existe une suite {¢,} de fonctions simples qui converge simplement
vers f. Dans le cas ot f est positive, on peut construire la suite {¢,} de sorte
qu’elle soit croissante. Dans le cas ou f est bornée sur A, on peut choisir la
suite {¢n} de sorte que la convergence soit uniforme sur A.

I1.2.1. Montrer que si f est mesurable, il en est de méme de | f|. La mesurabilité
de | f| implique-t-elle celle de f?

11.2.2. Donner des exemples de fonctions f et g non mesurables telles que
(a) f -+ g soit mesurable,

(b) fg soit mesurable.

11.2.3.  Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur R. Prouver que la mesu-
rabilité de Pensemble {x : f(x) = ¢} pour tout réel ¢ n’est pas suffisante pour que
f soit mesurable.

11.2.4. Soit C un sous-ensemble dense de R. Prouver qu’une fonction f définie
sur un ensemble mesurable A est mesurable si et seulement si {z € A : f(z) > ¢}
est mesurable pour tout ¢ € C.

11.2.5. Prouver qu'une fonction f & valeurs réelles définie sur un ensemble me-
surable A est mesurable si et seulement si f~!(G) est mesurable pour tout ouvert
G CR.

11.2.6. Prouver que si une fonction a valeurs réelles définie sur R est mesurable,
alors f~1(B) est mesurable pour tout borélien B C R.

11.2.7. Prouver qu’'une fonction continue a valeurs réelles définie sur un ensemble
mesurable est mesurable.

11.2.8. Soit f et g des fonctions définies sur un ensemble mesurable A & valeurs
dans R. Prouver que si f est une fonction mesurable et si f = g p.p., alors g est
mesurable.

I1.2.9. Montrer que toute fonction Riemann-intégrable définie sur [a,b] est me-
surable sur [a, b].

219



CHAPITRE II. ['INTEGRALE DE LEBESGUE

220

I1.2.10. Montrer que toute fonction a variation bornée sur [a,b] est mesurable.

I1.2.11. On définit la fonction de Cantor ¢: [0,1] — [0, 1] comme suit : si

+o0o
est un élément de 'ensemble de Cantor C et x = »_ $2, avec a, = 0 ou a, = 2,
=1
on pose "
=xXa X1 a
n n
@(w)ZSO(Zg—n): on 90
n=1 n=1
autrement dit, si a,, est le n-iéme chiffre de I’écriture ternaire de x, alors le n-iéme
chiffre de I’écriture binaire de ¢(x) est 2. On prolonge ¢ a [0, 1] en posant

2
o(x) =sup{p(y) :y € C,y < x}.
Prouver que I'image de I'ensemble de Cantor C par ¢ est [0, 1]. Prouver aussi que

 est croissante et continue sur [0, 1] et ¢'(z) = 0 p.p. sur [0, 1].

11.2.12. Démontrer que si f est une application continue et bijective de R sur R,
alors I'image par f de tout borélien est un borélien.

11.2.13. Donner un exemple pour chacun des cas suivants :

(a) une fonction mesurable f et un ensemble mesurable A tels que f(A) ne soit
pas mesurable ;

(b) une fonction mesurable g et un ensemble mesurable B tels que g~*(B) ne
soit pas mesurable.

11.2.14. Donner un exemple d’ensemble mesurable qui ne soit pas borélien.

I1.2.15. Soit f une fonction continue sur [a, b]. Montrer que f vérifie la condition
ECla,b] et m(E)=0 implique m(f(E))=0

si et seulement si, pour tout ensemble mesurable A C [a,b], son image f(A) est
mesurable.

11.2.16. Soit g une fonction & valeurs réelles définie et mesurable sur A et f une
fonction continue sur g(A). Prouver que f o g est mesurable.

I1.2.17. Soit g une fonction continue sur [a, b] et h une fonction a valeurs réelles
mesurable sur g ([a,b]). La composée h o g est-elle mesurable ?
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11.2.18. Soit g une fonction a valeurs réelles mesurable sur A et f une fonction
définie sur R telle que, pour tout ensemble ouvert G, son image réciproque f~(G)
est un borélien. Prouver que f o g est mesurable.

11.2.19. Donner un exemple de fonction mesurable dont la fonction réciproque
n’est pas mesurable.

11.2.20. Soit f une fonction dérivable sur [a, b]. Démontrer que f’ est mesurable
sur [a,bl.

11.2.21. Soit A C R un ensemble mesurable de mesure finie et f une fonction
mesurable sur A A valeurs finies presque partout. Etant donné e > 0, il existe
alors un ensemble mesurable B C A tel que m(A \ B) < ¢ et la restriction de f
a B est bornée.

11.2.22. Démontrer le théoréeme d’Egorov. Soit A C R un ensemble mesurable
de mesure finie. Si {f,} est une suite de fonctions mesurables qui converge vers
une fonction a valeurs réelles f presque partout sur A, étant donné £ > 0, il existe
alors un sous-ensemble mesurable B de A tel que m(A \ B) < ¢ et la suite {f,}
converge uniformément vers f sur B.

I1.2.23. Montrer sur un exemple que 'hypothése m(A) < +oo est essentielle
dans le théoréme d’Egorov.

I1.2.24. On suppose que A est mesurable et que { f,,} est une suite de fonctions

mesurables convergente vers f presque partout sur A. Montrer qu’il existe un
“+o0o

ensemble B C A tel que B = |J B;, m(A \ B) = 0 et la suite {f,} converge

i=1
uniformément vers f sur chaque B;.

I1.2.25. Soit {V,,} la suite d’ensembles définie dans la solution de I1.1.45 et
soit {f,} la suite de fonctions définies sur [0, 1] par f,, = X4+o . Démontrer que
fn tend vers 0 sur [0, 1] mais que lassertion du théoréme d’Egorov (voir 11.2.22)
n’est pas vérifiée, autrement dit qu’il existe € > 0 tel que la convergence n’est uni-

forme sur aucun sous-ensemble mesurable B de [0, 1] vérifiant m ([0,1[\ B) < e.
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I1.2.26. Construire une suite {f,} de fonctions mesurables sur [0,1] telle que
la suite converge partout sur [0, 1] et telle que, pour tout ensemble B C [0,1] de
mesure 1, la convergence ne soit pas uniforme sur B.

11.2.27. Démontrer le théoréme de Lusin suivant. Pour qu’une fonction a valeurs
réelles f définie sur un ensemble mesurable A soit mesurable, il faut et il suffit
que, pour tout € > 0, il existe un ensemble fermé F C A tel que m(A\ F) < ¢ et
la restriction de f a F soit continue.

11.2.28. En utilisant le résultat de I1.1.38, construire une fonction f mesurable
sur R telle que f soit discontinue en tout point de R\ E pour tout ensemble E de
mesure nulle.

I1.2.29. Soit f: [0,a] — R une fonction mesurable. Prouver qu’il existe une
fonction g décroissante sur [0, a] telle que, pour tout réel y,

m({zel0,a]: fx) >y}) =m({zel0,d:g(x)>y}).

I1.2.30. Soit {f,} une suite de fonctions & valeurs réelles mesurables sur A.

On dit que {f,} converge en mesure vers une fonction mesurable f si, pour tout

e >0, hrf m({x € A:|f,(x) — f(x)] > e}) = 0. Prouver que si une suite {f,, }
n—-+0oo

converge en mesure vers f et si {f,} converge en mesure vers g, alors f = g p.p.

sur A.

I1.2.31. Démontrer le théoréme de Lebesgue suivant. Si m(A) < 400 et {f,}
converge vers f p.p. sur A, alors {f,} converge en mesure vers f.

11.2.32. Montrer sur un exemple que '’hypothése m(A) < +oo est essentielle
dans le théoréme de Lebesgue énoncé précédemment.

11.2.33. Donner un exemple d’une suite de fonctions mesurables sur 'intervalle
[0, 1] convergente en mesure sur [0, 1] mais qui ne converge en aucun point de cet
intervalle.

I1.2.34. Soit {f,} la suite de fonctions définie dans la solution du probléme
précédent. Donner une sous-suite de cette suite qui converge vers la fonction nulle
p.p. sur [0,1].
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I1.2.35. Démontrer le théoréeme de Riesz suivant. Toute suite {f,} convergente
en mesure vers f sur A contient une sous-suite convergente vers f p.p. sur A.

I1.2.36. Soit {f,} une suite croissante de fonctions définies sur |a,b[. Prouver
que si la suite converge en mesure vers f, alors 11111 fn(x) = f(x) en tout point
n—-rod

x ou f est continue.

11.2.37. Démontrer le théoréeme de Fréchet suivant. Si f est une fonction me-
surable & valeurs réelles définie sur A, il existe alors un F,-ensemble H tel que
m(A \ H) = 0 et la restriction de f & H appartient a la premiére classe de Baire
(f est la limite simple d’une suite de fonctions continues sur H).

11.2.38. Démontrer le théoréeme de Vitali suivant. Si f est une fonction mesu-
rable a valeurs réelles définie sur A, il existe alors une fonction g appartenant a la
seconde classe de Baire (g est la limite simple d’une suite de fonctions appartenant
a la premiére classe de Baire sur A) telle que f = g p.p.

I1.3. Intégrale de Lebesgue

n
L’intégrale de Lebesgue d’une fonction simple p(z) = Y ¢;xa,(z) sur A,

n
ou A = |J Aj et les A; sont des ensembles deux a deux disjoints et mesurables,
i=1
est définie par

/sodm ch

Si f est mesurable et positive sur A, on deﬁmt

/fdm:sup/ pdm,
A A

ou la borne supérieure est prise sur toutes les fonctions simples ¢ pour les-
quelles 0 < ¢ < f. La fonction f est dite intégrable (ou sommable) au sens de
Lebesgue sur A si son intégrale sur A est finie. Si f est mesurable sur A, on

définit
/fdm:/f+dm—/f_dm,
A A A

ou f* =max{f,0} et f~ = —min{f,0}. On dit que f est intégrable sur A
si fT et f~ le sont.
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Soit p € R% . Une fonction mesurable f définie sur A appartient a 1’espace

LP(A) st [ [fIP dm < 400. On écrit dans ce cas || f[|, = ([5 [f[” dm)l/p. Dans
le cas ou A = [a,b], on écrit f € LP[a,b].

Une fonction mesurable f définie sur A est dite essentiellement bornée si
m({z € A :|f(x)| > r}) = 0 pour un certain réel 7. Dans ce cas, on définit la
borne supérieure essentielle de f par

1flloe = inf {r:m ({z € A:[f(z)| >r}) =0}

L’ensemble E = {x € A : |f(z)| > || f||.o} est de mesure nulle et |f(z)| < || f]|o
en dehors de E. Donc |f(z)| < || f||o P-p- sur A.
On utilisera les théorémes suivants :

Théoréeme 1 (Théoreme de convergence monotone de Lebesgue). Soit {fn}
une suite croissante de fonctions positives mesurables sur A. Si
f(z)= lm fu(x), z€ A, alors

n—-+0o0o

lim /fndm:/fdm.
n—-—400 A A

Théoreme 2 (Lemme de Fatou). Soit {f,} une suite de fonctions positives me-
surables sur A. On a

/ lim f,dm < lim fndm.
A

n—-+o0o n——+4oco J A

Théoreme 3 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Soit {f,} une
suite de fonctions mesurables sur A et f(z) = lirf fu(z), x € A. Sl existe
n—-—+0o0o

une fonction g intégrable sur A telle que |f,(z)| < g(z) pour tout n et pour

tout x € A, alors
lim / fndm:/ fdm.
n—-+o0o A A

Théoréme 4. Si [ est Riemann-intégrable sur [a,b], alors f est Lebesque-

intégrable et
b
/ f(x)dx:/ fdm.
a [a,b]
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11.3.1. Trouver I'intégrale de Lebesgue de la fonction définie par
2 .

x* sizel0,1]\Q,
flz) = .

1 sizel0,1]NnQ.
Cette fonction est-elle Riemann-intégrable sur [0, 1] ?
I1.3.2. Soit f la fonction définie sur [0, 1] comme suit : f(z) = 0 si & est un
élément de 'ensemble de Cantor C et f(x) = n sur chacun des intervalles enlevés

de longueur % (voir, par exemple, la solution de 1.3.1 (vol. IT) pour la définition
de C). Déterminer f[o y [ dm.

11.3.3.  Soit C l'ensemble de Cantor. Déterminer f[o 1] fdm, ou

f(x) =S cos(mz) siz e [3,1]\C,
x? siz e C.

11.3.4. Prouver que si f est Lebesgue-intégrable sur A, étant donné £ > 0,

il existe alors § > 0 tel que [g|f|dm < € pour tout B C A et m(B) < 9,

dit autrement, l'intégrale de Lebesgue est absolument continue par rapport a la

mesure de Lebesgue.

11.3.5. Montrer que si f est Lebesgue-intégrable sur A et si
An={ocA:|f@)>n},

alors liril n-m(Ay,) = 0.

11.3.6. Montrer que si f > 0 sur un ensemble A de mesure strictement positive
et fAfdm =0, alors f =0 p.p. sur A.

I11.3.7. Prouver que si fB f dm = 0 pour tout B, sous-ensemble mesurable de A
tel que m(A) > 0, alors f = 0 p.p. sur A.

11.3.8. Prouver que si f est Lebesgue-intégrable sur A et

‘/Afdmlz/Amdm,

alors soit f > 0 p.p. sur A, soit f <0 p.p. sur A.
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I1.3.9. Prouver que si { f,,} est une suite de fonctions positives et mesurables sur
A telle que 111}_1 i) A fndm =0, alors {f,} converge vers 0 en mesure. Montrer
n—-rod

sur un exemple qu'on ne peut pas remplacer la convergence en mesure par la
convergence p.p.

I1.3.10. Pour une suite {f,} de fonctions mesurables sur un ensemble A de
mesure finie, prouver que

lim 7‘ ful =0
n—+oo Jo 1+ [fn]
si et seulement si { f,,} converge vers 0 en mesure. Montrer sur un exemple qu’on
ne peut pas omettre I'hypothése m(A) < +oco.

I11.3.11. Soit f une fonction positive et mesurable sur un ensemble A de mesure
finie. Prouver que f est Lebesgue-intégrable sur A si et seulement si la série

400
> km(Ag), ou Ay ={x € A: k< f(x) < k+ 1}, converge.
k=0

11.3.12. Soit f une fonction positive et mesurable sur un ensemble A de mesure

finie. Prouver que f est Lebesgue-intégrable sur A si et seulement si la série
+oo

> m(Bg), ou By = {z € A: f(x) > k}, converge.

k=0

11.3.13. Soit f une fonction positive et intégrable sur un ensemble A de mesure
finie. Pour € > 0, on définit

S(s):Znsm(An) on A,={re€A:ne< f(zx) <(n+1)}.

n=0

Montrer que

limS(a):/ fdm.
A

e—0

I1.3.14. Soit {f,} est une suite de fonctions positives, convergente vers f sur
R, telle que hl}_l Jg fndm = [ fdm < +oco. Montrer que, pour tout ensemble
n—-roo

lim /fndm:/fdm.
n—+00 fA A

mesurable A,
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I1.3.15. Soit {f,} une suite de fonctions a valeurs réelles intégrables sur un
ensemble A de mesure finie. Prouver que si la suite est uniformément convergente
sur A, alors

lim / fndm = lim f,dm.
A A n—-400

n—-4oo

I1.3.16. Soit {f,} est une suite de fonctions convergente vers f sur A telle que
Jalful? dm < 400 et [, [f[P dm < 400 pour 1 < p < 400. Prouver que

lim /|fn\pdm:/ [P dm
n—-4o00 A A

lim /\fn—f|pdm:0.
A

n—-+o00

si et seulement si

I1.3.17. Soit {f,} une suite de fonctions mesurables sur A telles que |f,| < g,
ou g est une fonction intégrable sur A. Prouver que

/l@hw&hg fodm < Tom nmg/mﬁmm
A n—-+o0o A A

n—-+oo n—+oo JA n—+00

11.3.18. On pose f,(z) = na" ! — (n+ 1)2", x €]0, 1[. Prouver que
+o00 —+oc0o
fudm 23 [ fodm
IS W
+oo
et 21 f]o,l[ | fn] dm = +o0.

I1.3.19. Soit {f,} une suite de fonctions mesurables sur A telle que

+o00o +oo
> [a lfaldm < 4o0o. Prouver que ) f, est intégrable sur A et
n=1

n=1
+oo +o00
A;hmz;Ahm.

I1.3.20. Les fonctions f,, (n € N*), intégrables sur A, sont équi-intégrables si,
pour tout £ > 0, il existe § > 0 tel que pour tout B, sous-ensemble mesurable
de A, [g|fnl < e pour n € N* si m(B) < 4. Prouver que si {f,} est une suite
convergente de fonctions équi-intégrables sur un ensemble A de mesure finie, alors

lim / fndm = lim f, dm.
A A n—-+o0o

n—-+00
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11.3.21. Démontrer la version suivante du théoréme de convergence dominée
de Lebesgue (voir théoréme 3). Soit {f,} une suite de fonctions mesurables
convergente en mesure sur A vers f. S’il existe une fonction g intégrable sur A
telle que | f(z)| < g(z), n € N*, x € A, alors

lim /fndm:/fdm.
n—-+o0o A A

11.3.22. Prouver que le théoréme énoncé en I1.3.20 reste vrai si la convergence
est remplacée par la convergence en mesure.

I1.3.23. Soit {f,} une suite convergente en mesure vers f sur un ensemble A
de mesure finie telle que |f,(z)| < C pour tout x € A, n € N*. Prouver que si g
est continue sur [—C', C], alors

iim_ [ g(f)dm = [ g(f)dm.

n—-+00 A A

I1.3.24. Soit {f,} une suite de fonctions définies sur un ensemble A de mesure
finie convergente en mesure sur A vers f. Prouver que

lim sin(fn)dm:/ sin(f) dm.

n—-400 A A

I1.3.25. Soit f € LP[a,b], 1 < p < +o0. Prouver que, étant donné ¢ > 0, il
existe

(i) une fonction simple ¢ telle que f[a 0] lf — P dm < e,

(i) une fonction en escalier ¥ telle que f[a 0] If =P dm < e.

I1.3.26. Trouver une fonction f mesurable et bornée sur [a,b] telle que

If = ¥lloe = sup{[f(z) —P(2)| : @ € [a, 0]} > 1/2

pour toute fonction en escalier .

I1.3.27. Soit f € LP[a,b], 1 < p < 4o00. Montrer que, étant donné ¢ > 0, il
existe une fonction continue g telle que f[a b] |f —glPdm < e.

11.3.28. Montrer sur un exemple que le résultat précédent est faux si p = +oo.
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11.3.29. Soit g une fonction vérifiant une condition de Lipschitz sur R. Prouver
que si {f,,} est une suite de fonctions mesurables sur [a,b] convergente en mesure
vers f et s'il existe une fonction Lebesgue-intégrable G telle que | f,,(x)| < G(z),
alors

im [ g(f)dm= [ g(f)dm.
nEe Jad) [a.b)
11.3.30. On suppose que 1 < p < 400. Soit f une fonction mesurable sur A

telle que | f|” soit intégrable sur A. Montrer que, étant donné € > 0, il existe une
fonction continue g s’annulant en dehors d’un intervalle borné telle que

/|f—g|pdm<5.
A

I1.3.31. Soit {f,} une suite de fonctions de LP[a,b], 1 < p < +00, convergente
presque partout sur [a, b] vers f. On suppose qu'il existe une constante C' telle que
[ fnll,, < C pour tout n € N*. Prouver que, pour tout g dans L[a , b] et %—i—% =1,

lim / fngdm = / fgdm.
n—=+00 Jig,b] [a,b]

I1.3.32.  Soit {f,} une suite de fonctions de LP[a,b], 1 < p < +00, convergente
en norme vers f € LPla,b] et soit {g,} une suite de fonctions mesurables telles
que |g,| < C pour tout n € N* et telles que g, tend vers g p.p. Prouver que f,g,
tend vers fg dans LP[a,b].

I1.3.33. Prouver que si f est une fonction essentiellement bornée sur [a , b, alors

1/p
lim (/ \f\pdm> .
p—>+oo [a,b]

(Comparer avec 1.4.41.)

11.3.34. Démontrer 'inégalité de Jensen pour l’intégrale de Lebesgque (voir
aussi 1.6.29). Soit f une fonction Lebesgue-intégrable sur [a,b]. Si ¢ est convexe

sur R, alors
(i [ an) < [ otpan
b—a Jiay S b—aJay '
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I1.3.35. Prouver que si m(A) < +oo et 0 < p; < p2 < 400, alors
LP?(A) C LP*(A)

et I'inégalité

£y, < [ f]lp, (m(A))rr P2
est vérifiée pour tout f € LP2(A).

I1.3.36. Prouver que si f € LPI(A) N LP2(A) (0 < p1 < p2 < +00) et si
p1 < 1 < pg, alors f € L"(A) et la fonction ¢ définie par ¢(r) = In||f||; est
convexe sur [py , pa].

11.3.37. Prouver que si f € L'[a,b] et f # 0 p.p. sur [a,b], alors

1 Vp 1
; p _
phj"éh <b—a/[a,b}‘f‘ dm) = exp <b_a/[a,b]ln|f|dm>.

I1.3.38. Pour t € R, le translaté de f part est défini par fi(x) = f(x +t). Soit
f une fonction intégrable sur R. Prouver que :

(a) Jg fdm = [g frdm.

(b) Si g est une fonction bornée mesurable, alors

tin [ lo(f £l dm =

I1.3.39. On suppose que 1 < p < +oo et f € LP(R), autrement dit,
Jz [fIPdm < 4o0o. Prouver que %in% Jx If = filPdm = 0, ou f; est le translaté

de f par t défini au probléme précédent.

11.3.40. Soit f une fonction mesurable et positive sur un ensemble A tel que
0 < m(A) < 400. On suppose qu'il existe des réels a et [ strictement positifs

tels que
1

1 / 9
——— [ fdm>a et —/fdméﬂ.
m(A) Ja m(A) Ja
Prouver quesi 0 < d < let As ={zx € A: f(z) > ad}, alors

042

m(As) = m(A) (1 —0)? 7
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I1.4. Continuité absolue, dérivation et intégration

Une fonction a valeurs réelles définie sur [a, b] est absolument continue sur
[a,b] si, étant donné £ > 0, il existe § > 0 tel que

o |f @) — flaw)] <e
k=1

pour toute collection finie {]xy , ) [} d’intervalles ouverts deux a deux disjoints

de [a,b] vérifiant

Z(fl?;c — ) < 0.

k=1
On ne s’intéressera plus, & partir de maintenant, qu’a des intégrales de
Lebesgue et on écrira ff f(z)dz au lieu de f[a’b] fdm. On utilisera les théo-
rémes suivants.

Théoréme 1. Soit f une fonction a valeurs réelles croissante sur [a ,b]. La fonc-
tion f est dérivable presque partout sur [a,b], sa dérivée f' est mesurable et

b
/ f'(@)dz < f(b) - f(a).

Théoréme 2. Une fonction f définie sur [a,b] est de la forme

pour une certaine fonction g définie sur [a,b] si et seulement si f est absolu-
ment continue sur [a,b]. On a dans ce cas g(x) = f'(x) p.p. sur [a,b].

I1.4.1. Montrer que si f est absolument continue sur [a,b], elle est alors a va-
riation bornée sur cet intervalle.

I1.4.2. Donner un exemple de fonction continue sur [a,b] qui n’est pas absolu-
ment continue sur cet intervalle.

11.4.3. Soit
fla) = {:L‘o‘sinmiﬁ six €]0,1],
0 sixz = 0.
Montrer que f est absolument continue sur [0, 1] si 0 < 8 < « et qu'elle n’est pas
absolument continue si 0 < o < (.
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11.4.4. On pose

22 lsind| size€]0,1],
fay= 4ol welod
0 six =0,

et g(x) = /x. Prouver que f et g sont absolument continues sur [0,1], que la
composée f(g) est absolument continue, mais que la composée g(f) ne l'est pas.

11.4.5. Montrer que si f et g sont absolument continues et que g est monotone,
alors f(g) est absolument continue.

I1.4.6. Prouver qu’une fonction absolument continue f: [a,b] — R transforme

(a) les ensembles de mesure nulle en des ensembles de mesure nulle,

(b) les ensembles mesurables en des ensembles mesurables.

I1.4.7. Une fonction a variation bornée sur [a,b], a < b, est-elle absolument
continue sur [a,b]?

IT1.4.8. Soit f une fonction & valeurs réelles continue sur [a, b]. Pour tout y € R,
on pose Ay = {z € [a,b] : f(z) = y}. On définit 'indicatrice de Banach de f en
posant
oy) = card A, s% A, est ﬁni, '
400 si A, est infini,

ot card A, est le cardinal de I'ensemble A,. Prouver que v est mesurable et
[ )y = Vigia

11.4.9. Démontrer le théoréme de Banach et Zarecki suivant. Si f est continue
et & variation bornée sur [a,b] et si f transforme les ensembles de mesure nulle
en des ensembles de mesure nulle, alors f est absolument continue sur [a, b].

I1.4.10. Soit f et g des fonctions absolument continues. Prouver que f(g) est
absolument continue si et seulement si elle est & variation bornée.

I1.4.11. Soit f une fonction intégrable sur [a,b]. On pose F(z) = [ f(t)dt.
Prouver que

b
V(Fia) = [ 1)
(Comparer avec 1.2.21.)
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11.4.12. Soit g une fonction strictement croissante et absolument continue sur
[a,b] telle que g(a) = c et g(b) = d.

(a) Prouver que pour tout ensemble mesurable E C [a, b],
mla(E)) = [ o am.

(b) SiH = {x € [a,b] : ¢’(x) # 0} et A est un sous-ensemble de [c,d] tel que
m(A) = 0, alors g71(A) N H est de mesure nulle.

(¢) Si B est un sous-ensemble mesurable de [c,d] et H est comme en (b), alors
C = g (BN H) est mesurable et

b
m(B) = /C § dm = / B (9(2))g(z) dz.

11.4.13. En utilisant le résultat du probléme précédent, prouver la formule de
changement de variable pour l'intégrale de Lebesgue. On suppose que g est stric-
tement croissante et absolument continue sur [a,b] avec g(a) = ¢ et g(b) = d. Si
f est intégrable sur [c, d], alors

/c Cryan = / ' Flo(e))g/ (@) da

I1.4.14. Soit f et g deux fonctions intégrables sur [a,b]. On pose
F(z) =« +/ ft)ydt et G(z)= ﬂ—i—/ g(t)dt.
Montrer que

b
/f dt+/ F(t)g(t) dt = F(B)G(b) — F(a)Cla).

11.4.15. Démontrer la formule d’intégration par parties pour l'intégrale de Le-
besgue et des fonctions absolument continues. Si f et g sont des fonctions absolu-
ment continues sur [a, b], alors

b b
/ f(t)g'(t) dt +/ f'(t)g(t) dt = f(b)g(b) — f(a)g(a).
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11.4.16. Une fonction monotone sur [a,b] est dite singuliere si f' = 0 p.p.
Démontrer que toute fonction croissante est la somme d’une fonction absolument
continue et d’une fonction singuliére.

11.4.17. Construire une fonction f strictement croissante, continue et singuliére
sur [0,1].

11.4.18. Prouver qu'une fonction f définie sur R est de la forme

s = [ em= [ et

pour une certaine fonction ¢ intégrable sur R si et seulement si f est absolument
continue sur [—K , K| pour tout K >0, lim f(z)=0 et
Tr——00

11.4.19. Prouver que si f et g sont des fonctions définies sur R vérifiant les
conditions du probléme précédent, alors

/f dt+/f dt:/f’(t)dtx/g’(t)dt

= lim f(x)x lim g(x).

r—400 T——400

I1.4.20. Soit f € LP[a,b], 1 < p < +oo. On pose f(x) = 0 pour z ¢ [a,b]. Pour
h > 0, on définit f;, en posant
1 x+h

M@ =op | )t

Montrer que f; est continue et || f4||, < || f|[, (comparer avec 1.6.34).

I11.4.21. Démontrer qu’avec les notations et sous les hypothéses de I1.4.20,
lim —
lim |1y~ 1,

11.4.22. Soit f € L'[a,b] et x € ]a,b[ tel que f(x) # 4 co. Le point x est appelé
un point de Lebesgue de f si

li dt =

oo h / (@)l 0.

Prouver que si z est un point de Lebesgue de f, alors la fonction F'(z f f(t)
est dérivable en z et F'(x) = f(x).
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11.4.23. Prouver que tout point de continuité de f € L'[a,b] est un point de
Lebesgue de f.

I1.4.24. Prouver que presque tous les points de [a, b] sont des points de Lebesgue
de f € L' [a,b].

11.4.25. Prouver que presque tous les points d’'un ensemble mesurable A sont
des points de densité de A (voir I1.1.40 pour la définition d’un point de densité).

I1.4.26. Un ensemble A a une densité extérieure d en x si la limite

lim ™ (AN[x—h,z+h])
h—0+ 2h

existe et est égale & d. Si d = 1, x est appelé un point de densité extérieure de
A et si d =0, x est appelé un point de dispersion extérieure de A. Prouver la
généralisation suivante du probléme précédent. Si A est un ensemble (quelconque,
mesurable ou non), alors presque tous les points de A sont des points de densité
extérieure. L’ensemble A est mesurable si et seulement si presque tous les points
de A€ sont des points de dispersion extérieure de A.

I1.4.27. Soit f une fonction a valeurs réelles (mesurable ou non) définie sur
[a,b]. Le point z¢ € [a,b] est un point de continuité approzimative de f si, pour
tout € > 0,

foy ™ (w0 = bz + WO { € a,b] 2 |f (2) = f(ao)| > €})

h—0 2h =0

Prouver qu’une fonction a valeurs réelles est mesurable sur [a, b] si et seulement si
presque tous les points de [a, b] sont des points de continuité approximative de f.

I1.4.28. Prouver qu'une fonction Lebesgue-intégrable sur [a,b] est approxima-
tivement continue en chacun de ses points de Lebesgue. Montrer sur un exemple
que la réciproque est fausse.

I1.4.29. Prouver que si f est mesurable et bornée sur [a,b], alors x € Ja,b[
est un point de Lebesgue de f si et seulement si x est un point de continuité
approximative de f.
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11.4.30. Une définition alternative de la continuité approximative est que f est
approximativement continue en z( s’il existe un ensemble mesurable A tel que
2o soit un point de densité de A et tel que la restriction de f & A soit continue
en xg. Démontrer que cette définition est équivalente a celle donnée en 11.4.27.

I1.4.31. Donner un exemple de fonction bornée f: [0,1] — R qui n’est pas
Riemann-intégrable mais qui est la dérivée d’une certaine fonction F' sur [0, 1].

I1.4.32. Soit f une fonction intégrable sur [a,b]. Pour ¢ € R, on définit
Gt)=m({z€la,b]: f(x)<t}).

[t = [ o),

Prouver que

ou

+00 0 +o0o
/ LA(G(1)) = / HI(G (1)) + /0 1(G ()

0 B
= lim [ tdG@)+ lim [ td(G(t).
A——o0 J 4 B——c0 J

I1.5. Séries de Fourier

236

Les coefficients de Fourier de f € L' [~ , 7] sont donnés par

1 [7 1 [7
ap = — f(x)cosnxdx, b, =— f(z)sinnzx dz.
™ ) _rx T J-xn
La série
=
5 a0 + nEZI(an cos nx + by, sinnx)

est la série de Fourier de f et on écrira

=
f(z) ~ 500+ Z(an cos nx + by, sinnzx).

n=1

On note s, (z) la n-iéme somme partielle de la série de Fourier de f, autrement
n

dit, s,(z) = 2 ag+ 3 (aj, cos kx + by sin kz).
k=1



ENONCES

I1.5.1. Prouver que si p, = \/a2 + b2, alors

+oo +oo
Z(an cosnx + by sinnz) = Z pnsin(nz + o),
n=1 n=1

pour des «;, bien choisis.

11.5.2.  Prouver que si a, et b, sont les coefficients de Fourier de f € L' [—7 7],
alors

lim a, = lim b, =0.
n—-400 n—-400

11.5.3. Soit f une fonction 2mw-périodique vérifiant une condition de Lipschitz
d’ordre a (0 < @ < 1), autrement dit, f(x + h) — f(z) = O (|h|*) lorsque h tend
vers 0 uniformément par rapport & x. Prouver que si a, et b, sont les coefficients
de Fourier de f, alors

anp =0 (n_a) et b,=0 (n_a) .

I1.5.4. Prouver que si f est a variation bornée sur [—7 , 7], alors

anp =0 (n_l) et b,=0 (n_l) .

11.5.5. Prouver que si f est une fonction 27-périodique absolument continue sur
[—7, 7], alors
Ay = 0 (n_l) et b,=o0 (n_l) .

11.5.6. Prouver que si f est une fonction 2w-périodique et f € ‘5]1]{, alors

ap = 0 (n_k> et b,=o0 (n_k) .

11.5.7.  Montrer que pour f € L' [—m, 7], la n-iéme somme partielle de la série

n
de Fourier de f, soit s, (x) = %ao + > (ay cos kx + by sin kx), est donnée par
b=

)
1

~—

& sin (n + —x
sn(:r:):l/ f(t (n+3)( )dt.

L — 2sin 3 (t — z)
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I1.5.8. Soit f une fonction 27-périodique sur R et intégrable sur [—7, 7|. Mon-
trer que si s, représente la n-iéme somme partielle de la série de Fourier de f,

alors

@) = 2 /0 C(fle )+ i)

™

sin (n+ 1) ¢
— 5 dt.

2singt

11.5.9. Prouver le test de Dini-Lipschitz pour la convergence des séries de Fou-
rier. Soit f une fonction 27-périodique sur R, intégrable sur [—m,7|. Si f vérifie
la condition |f(zo + t) — f(zo)| < L [t|” pour |t| < d et L et J strictement positifs,
0 < a < 1, alors la série de Fourier de f converge en xq vers f(x).

I11.5.10. Prouver le test de Dirichlet-Jordan pour la convergence des séries de
Fourier. Soit f une fonction 2m-périodique sur R, intégrable sur [—7,7] et a
variation bornée sur [zg — J, zo + d]. Prouver que la série de Fourier de f converge

en xg vers % (f ((L‘S_) + f (27))-

I1.5.11. Montrer sur un exemple que le test de Dirichlet-Jordan n’inclut pas
le test de Dini-Lipschitz et que le test de Dini-Lipschitz n’inclut pas le test de
Dirichlet-Jordan.

I1.5.12. Montrer que

T—x = sin nx
5 :Z - (0 <z <2m)
n=1

et en déduire

+oo

™ sin(2n — 1)z

Z—Zﬁ, O<x<m,
n=1

T4 1+1 1+

4 3 5 7 ’

T _4 1+1 1+1

2v/3 5 7 11 13

I1.5.13. Pour x € ]0, 27|, trouver la somme des séries suivantes :

“+oo 400 .
Ccos nx t S nar
E e .
2 Z 3
n n
n=1 n=1



ENONCES

11.5.14. Prouver qu’en I1.5.4, les grands O ne peuvent pas étre remplacés par
des petits o.

I1.5.15.  Soit f la fonction 27-périodique telle que f(z) = 5% pour z € [0, 27[.
On note s, (z) la n-iétme somme partielle de sa série de Fourier (voir I1.5.12).
Prouver que si z,, est le plus petit nombre strictement positif ot s, (z) atteint son
maximum local, alors lim s, (zy,) =[5 222 da.

n——+00

11.5.16. Montrer que, pour a # 0,

axr

2am +oo :
e -1 1 acosnxr — nsinnx
7( + E ), 0<z<2m,

et = —
T 2a — a? +n?
“+o0
e —1 2 acosnx
e = + — """ - 1) ——, O<z<T
23 () ) ,
n=1
2+°o nsinnx
axr n _am
et = — 1—(-1)"e") ——=, O<z<m.
S (- (e

Trouver la somme des séries précédentes lorsque x = 0.

11.5.17. Pour 0 < x < 27 et a # 0, déterminer la somme des séries suivantes :

400 00 .
Z a Ccos Nx Z nsin nx
a2 +n?’ a4+ n?’
n=1 n=1
I1.5.18. Montrer que
2 =2 CcOoS Nx
2
T §+4Z(—1)" poa —r<z <7
n=1

En utilisant cette égalité, prouver que

n2 6 n2 127
n=1 n=1

11.5.19. Soit f € L' [—m,7] et ay,b, les coefficients de Fourier de f. Prouver
que

(a) si f(z+m) = f(x) pour x € [—m,0], alors ag,—1 = bap—1 = 0,

(b) si f(x+7m) =—f(x) pour x € [—7,0], alors ag, = b, = 0.
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11.5.20. Montrer que, pour 0 < x < ,

+oo . +oo
8 nsin 2nx . 2 4 cos 2nx
D D v ) or e
n=1 n=1
I1.5.21. Montrer que
x XX cosna
ln’231n§‘:—z:1 - pour z #2kr (k€ Z)
n=

et

+oo
T 41 COS N
ln‘QCos 5‘ = Z(—l)" —,.— pour #2k+ 1) (keZ).

n=1

11.5.22.  Soit f une fonction 27-périodique de L' [—~7 , 7] et ay,, by, ses coefficients
de Fourier. Prouver que, pour z € [0, 2],

+oo .
v 1 B ap sinnx + b, (1 — cos nx)

n=1

+oo
I1.5.23. Prouver que, sous les hypothéses du probléme précédent, la série > %"

n=1
+oo |
converge. Utiliser ce résultat pour montrer que la série > et nlest la série de
n=2
Fourier d’aucune fonction intégrable.
11.5.24. Prouver que si f € L?[—7, 7], alors
1 = 1 ("
2 2 2 2
§a0+z (ay, + ;) < - _ﬂf (x) dx.

n=1

(Cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité de Bessel.)

I11.5.25. Utiliser les résultats donnés en 11.5.22 et 11.5.24 pour prouver que si
f € L?[—7, 7], on a alors, pour tout ensemble mesurable A C [—7, 7],

Jim [ (F(@) = su(@) de =0,

ou s, est la n-iéme somme partielle de la série de Fourier de f.
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11.5.26. Prouver que si f,g € L% [—7, 7], alors
s

lim 9(z) (f(x) = sn(@)) dz =0,

—
n—-—400 —r

ou s, est la n-iéme somme partielle de la série de Fourier de f.

11.5.27. Montrer que si f,g € L? [—7,7] et

1 =
fz) ~ 3 ag + Z(an cos nx + by, sinnx),
n=1
1 =2
g(z) ~ 5 0 + Z(Ozn cos nx + [, sinnz),
n=1
alors
1 s 1 —+o00
- n=1

11.5.28. Montrer que si f € L?[0,27] et que si a, et b, sont ses coefficients de

Fourier, alors
2

+oo
Z%:i (m —x)f(x)dx.
n=1

27'('0

11.5.29. Démontrer que si f,g € L' [—7, 7] ont la méme série de Fourier, alors
f=gpp sur [—7, 7]
I1.5.30. Utiliser I'égalité de Parseval (voir 11.5.27)

(a) pour sommer les séries

+o0 1 +00 1 +oo 2

Yo Rurer Do

n=1 n=1 n=1

v iy
/ cos® z dx et / cos® z dx.
—r —m

11.5.31. Prouver que si f € L? [—7,7] et que si a, et b, sont ses coefficients de

(b) pour calculer

—+o00
. L. b
Fourier, alors la série lan|+{bn] converge.
) n
n=1
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11.5.32. Prouver que si f est une fonction 27-périodique dérivable sur R, alors

max| f(2) = su()] = 0 (n~1/2)

11.5.33. Démontrer le théoréme de Bernstein suivant. Si f est 2mw-périodique
et vérifie la condition |f(x + h) — f(z)| < L|h|* pour un certain L > 0 et pour

+oo
o > %, alors la série Y /a2 + b2 converge.
n=1

11.5.34. Prouver que si f est 2m-périodique et vérifie la condition de Lipschitz
|f(z + h) = f(z)| < L|h|” pour un certain L > 0 et pour 0 < a < 1, alors la série
+0o

> (|an\6 + |bn|’g) converge pour 3 > ﬁ

n=1

11.5.35. Soit f une fonction 27-périodique vérifiant la condition de Lipschitz
|f(z+h) — f(x)] < L|h|® pour un L et un « strictement positifs. Prouver que si

+o0o
f est a variation bornée sur [0, 27], alors la série > /a2 + b2 converge.
n=1

11.5.36. Donner un exemple de fonction continue et 2w-périodique dont la série
de Fourier ne converge pas sur R.

11.5.37. Prouver que si la fonction 2w-périodique f est bornée sur R, alors
|sn(x)] = O(Inn).

11.5.38. Soit Ly, les constantes de Lebesque définies par

1 (7 |sin(n+3i)z
Ly = 7( x2) dr, n €N
2 J_, sin 5

Montrer que L, = 2 Inn+ O(1).

11.5.39. Prouver que si la fonction 27-périodique f est continue sur R, alors
|sn(x)] = o(Inn).
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11.5.40. Soit f € L' [—m,7] une fonction 2mw-périodique sur R. Utiliser la for-
mule donnée en I1.5.8 pour prouver que si

on(z) = so(x) +s1(x) + -+ + sp—1(x)

(qui est appelée la n-ieme moyenne de Cesaro de la série de Fourier de f), alors

1

T sinzént
7o) = 5= | sty 0+ S0y

I1.5.41. Prouver que si f est 2m-périodique et m < f(x) < M pour tout z,
alors m < o, (x) < M pour tout = € R et tout n € N*. Prouver aussi que si on a
on(x) = M (resp. o,,(x) = m) pour un certain n et un certain z, alors f(x) = M
(resp. f(x) = m) presque partout.

I1.5.42. Montrer que si f est 2m-périodique, m < f(z) < M pour tout x et
nla,| <A, nlb,|<B (neNY),

alors
m—A—B<sy(x) < M+A+ B

pour toute valeur de n et de x. Utiliser le résultat de I1.5.12 pour conclure que

sinx  sin2x sin nx

N i
1 2 n

1
2—1—

<

pour tout n et tout x.

I1.5.43. Soit {cy, } une suite décroissante de réels positifs. On suppose qu'il existe
A strictement positif tel que nc, < A pour tout n € N*. Prouver que

ch sinkz| < A(m + 1)
k=1

pour tout n et tout x.

I1.5.44. Soit f une fonction impaire sur [—7, 7| telle que |f(z)] < M pour
x € [—7, 7| et telle que ses coefficients de Fourier b, soient positifs. Prouver que

n
Zbk sinkz| < 5M.
k=1

|sn ()] =
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I1.5.45. Soit f une fonction paire sur [—m, 7] telle que |f(x)| < M pour tout
x € [—m,7| et telle que ses coefficients de Fourier a,, soient positifs. Prouver que

+o00o
ap < +00.
k=1

11.5.46. Utiliser le résultat de 11.5.12 pour prouver que la fonction

+o0 n3
flx) = ; e

appartient a ‘5}8?%[.

11.5.47. Démontrer le théoreme de Fejér suivant. Soit f € L' [~ , 7] une fonc-
tion 27-périodique sur R telle que les limites f(z7) et f(zT) existent. On a

x~ xT
lim o,(z) = M

n—-—+o0o 2

11.5.48. Démontrer le théoréme de Fejér-Lebesgue suivant. Soit f € L' [~ , 7]
une fonction 2w-périodique sur R et x un point de Lebesgue de f (voir 11.4.22).
On a

lim o,(z) = f(x).

n—-4oo

11.5.49. Soit f € L? [~ , 7] une fonction 27-périodique sur R. Prouver que la

fonction
s

gl) = [ fle+)f(t)dt

—Tr

est continue sur R.

11.5.50. Soit f une fonction 27-périodique et continue sur R. Prouver que la
suite des moyennes de Cesaro de la série de Fourier (voir 11.5.40) de f converge
uniformément vers f sur R.

11.5.51. Prouver que la série de fourier d’une fonction 27-périodique et continue
sur R ayant des coefficients de Fourier positifs converge uniformément sur R.
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11.5.52. Démontrer le théoréme de Fatou suivant. Si f est une fonction inté-
grable sur [—7, 7] et 2m-périodique telle que

1 n
nEm+mn;k\/ak+bk 0,

alors liril sn(x) = f(x) p.p. De plus, si f est continue, alors liril sn(x) = f(x)

uniformément sur R.

11.5.53. Démontrer le théoréeme de Wiener suivant. Une fonction 27-périodique
a variation bornée sur [0, 27] est continue si et seulement si

ol 5 s
nEI—lr-looﬁ;k a%—i—b%zo.

En conclure qu’une fonction 27-périodique a variation bornée sur [0, 27] telle que
ap = 0 (n_l) est continue.

11.5.54. Montrer que si la série de Fourier de f € L!'[—m,7| est lacunaire,

autrement dit, si
+o00o

f(z) ~ Z(a”k cos N + by, sinngx)
k=1
ott L > g > 1 pour k € N*, alors lim s,(z) = f(z) presque partout.

Nk n—-+oo

I1.5.55. Soit f une fonction 2m-périodique sur R, f € LP[—-m,7], 1 < p <
+00. Prouver que la suite des moyennes de Cesaro de la série de Fourier de f
(voir I1.5.40) converge pour la norme LP, autrement dit, que

™ 1/p
Jdim Lo = fl,= tim ([ o) = f@Pas) <o,

—
n—-400 —r

I1.5.56. Soit {b,} une suite décroissante convergente vers zéro. Démontrer

+oo
que Y b,sinnz est uniformément convergente sur [0,27] si et seulement si
n=1
lim nb, = 0.
n—-+00

I1.5.57. Soit {b,} une suite décroissante convergente vers zéro. Prouver que
+oo
> by sinnz est la série de Fourier d’une fonction continue si et seulement si
n=1

lim nb, = 0.
n—-400
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I1.5.58. Soit {b,} une suite décroissante convergente vers zéro. Démontrer que
+oo
> bpsinnz est la série de Fourier d’une fonction bornée si et seulement si

n=1
nb, = O(1).

I1.5.59. Soit {a,} une suite décroissante convergente vers zéro telle que

Ap + Ap42

Ap+1 < D)

pour tout n € N*. Prouver que
a R
0
> + E 1 Ay, COS T
n—

est la série de Fourier d’une fonction positive et intégrable sur [—7, 7]. En déduire
que la série

—+00
cosnx

Inn
n=2

est la série de Fourier d'une telle fonction. (Comparer avec le résultat de 11.5.23).
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Solutions

I1.1. Mesure de Lebesgue sur la droite réelle

I1.1.1. Pour tout ensemble E C R, on a m*(ENA) < m*(A) = 0 et
m*(E\ A) < m*(E). Donc, m*(E) > m*(ENA)+m*(E\ A).

I1.1.2.  On sait que tout intervalle I est mesurable et que sa mesure de Le-
besgue m(I) est égale a sa longueur, qui est aussi sa mesure de Jordan |I|.

+oo
L’ensemble S = |J I,, est donc mesurable. On sait aussi que S peut s’écrire
n=1

+oo
d’une infinité de fagons sous la forme S = |J J,, ou les J,, sont des inter-
n=1

—+00 —+00
valles fermés deux a deux disjoints. De plus, si |J J,, € J I, ou les J,, sont
n=1 n=1

+oo “+o0o
deux a deux disjoints, alors > [J,| < > |I,|. Pour prouver ceci, soit € > 0

n=1 n=1
et I, un intervalle ouvert de méme centre que I, tel que |I),| = |I,,| + 27 "¢.

N +o00
Si Sy = U Jg, Sn est alors recouvert par |J I, et, d’aprés le théoréme de

k=1 n=1
ny
Heine-Borel, il existe un sous-recouvrement fini J I;. Donc, pour tout entier
k=1

strictement positif IV, d’aprés 1.7.2,

N kN +oo +o00
Svl =D 13kl <DL <Dl =D [Tl +e.
=1 =1l =1 =1

(On rappelle que |A| représente la mesure de Jordan de A C R.) Ceci montre
+oo
que m(S) = > |Jx| et que m(S) ne dépend pas du choix des Ji. Si E est

k=1
une union finie d’intervalles fermés disjoints et E C S, alors |E| < m(S), ce

N
qui montre que |S|, < m(S). D’autre part, Sy = |J Jr C S et {Sy} est une
k=1

suite d’ensembles élémentaires telle que |Sy| tend vers m(S) lorsque N tend
vers +00, ce qui implique [S|, = m(S).
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I1.1.3. On déduit du résultat du probléme précédent et de (2) dans la solu-
tion de 1.7.3 que

m(81 U SQ) aF m(81 N SQ) > m(Sl) + ’ITL(SQ)

L’inégalité opposée est visiblement vérifiée lorsque m(S1) ou m(S2) est infinie.
Si les deux sont finies, on pose

—+00 —+00
= U Jn et SQ = U J;w
n=1 n=1

ou {J,} et {J,} sont deux suites d’intervalles fermés deux a deux disjoints, de

sorte que
Z\Jn\ et m(Sq) = Z’J‘
Puisque
S1US; = UJ UUJ’U U J, U U J
n=N-+1 n=N-+1
ot N N +o0 +o00
S1NS; C <U i, 7 UJ%) u J Ju U 7.
n=1 n=1 n=N-+1 n=N-+1
on obtient
+oo +oo
m(S1USs) < UJ UUJ’ +m( U Jn>—|—m< U J’n>
n=N-+1 n=N+1
et
+o0 +oo
m(S1 N Sa) < UJ mUJ’ +m( U Jn>—|—m< U J;>.
n=N-+1 n=N-+1

En conséquence, d’aprés 1.7.3 et la solution de 11.1.2,

m(81 U Sg) SN ’I?”L(Sl N Sg)

N +o0 400
< | In| + n+2<m<U Jn>+m(U Jﬁl))
=1 n=N-+1 n=N+1
N N +00 400
:Z|Jn|+Z\J’n\+2< ST+ D> |, \)
n=1 n—1

Le dernier terme tendant vers zéro lorsque N tend vers 400, on obtient donc
I'inégalité opposée.
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+oo +oo
I1.1.4. Soit S; = |J I, et Sy = |J I, des recouvrements respectivement de

n=1 n=1
A et B par des intervalles fermés. On a alors AUB C S1USy et ANB C S1NSs.
Donc, d’apreés le résultat du probléme précédent,

m*(A U B) +m* (A N B) £ m(Sl U SQ) = m(Sl N Sg) = m(Sl) + m(Sg)

L’inégalité cherchée s’obtient en prenant la borne inférieure sur tous les re-
couvrements S; de A puis la borne inférieure sur tous les recouvrements So
de B.

I1.1.5. Puisque G est mesurable, la condition de Carathéodory implique
m"(AUB)=m"(AUB)NG) +m* (AUB)\ G) =m*(A) + m*(B).

On note que 'on peut remplacer G par tout ensemble mesurable.

I1.1.6. Supposons que d(A,B) =n > 0. L’ensemble

Ui Ui
G= }—— z
U x 2,:70—1-2

€A

est alors un ouvert contenant A et disjoint de B. Le résultat cherché est donc
une conséquence immédiate du probléme précédent.

I1.1.7. On a
m*(B) <m*(AUB) <m*(A) +m*(B) =m*(B),

ce qui donne m*(A UB) = m*(B). Puisque B = (B\ A)U (ANB) et
m*(ANB) =0, il s'ensuit que m*(B \ A) = m*(B).

I1.1.8. D’aprés la condition de Carathéodory, on a

m*(B) = m*(ANB) +m*(B\ A) = m(A) + m*(B\ A).

I1.1.9. Par additivité de la mesure de Lebesgue m,

m(A UB) +m(A NB) = (m(A \ B) + m(A N B))
+ (m(B\ A) + m(ANB))
=m(A) + m(B).
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I1.1.10. D’aprés la condition de Carathéodory et I'hypothése du probléme,
m(A;) =m*(A) =m* (A\ A1) +m* (ANA;) =m"(A\ A;) +m(Ay).

Puisque m(A;) < oo, on voit que m*(A \ A;) = 0. D’ou, d’apres I1.1.1
et I1.1.7, pour tout ensemble B,

m*(B) = m*(B\ A;) +m*(BN A1) =m*(B\A) +m*(BnA).

La derniére égalité découle du fait que les ensembles B\ A et B\ A, de méme
que les ensembles BN A; et BN A, ne différent que par des ensembles de
mesure extérieure nulle.

I1.1.11. Ilsuffit de considérer le cas m*(A) < +oo. La définition de la mesure
+o0o

extérieure implique que, étant donné € > 0, il existe un recouvrement (J Iy
k=1

+oo
de A tel que ) [Ix| < m*(A) + 5. Si I} est un intervalle ouvert, de méme
k=1

+o0o
centre que I, tel que |I}| = |Ix| + 2757 1e, alors G = |J Ij est un intervalle
k=1
+o0o
ouvert contenant A tel que m(G) < Y |I;.| < m*(A) + e. Pour démontrer la
k=1
seconde partie de I’énoncé, on considére, pour n € N*, un ensemble ouvert G,
o

+
contenant A tel que m(G,) < m*(A) + 2 et on pose Ay = [ Gy,
n=1

I1.1.12.  On montre d’abord que (i) implique (ii). Si m(A) < +o0, I'implica-
+o0
tion se déduit alors de I1.1.11 et I1.1.8. Si m(A) = 400, alors A = |J A,

n=1
ou A, = AN [—n,n|. Puisque m(A,) < +oo, il existe un ouvert G,, tel

“+oo
que A, C Gy et m(G, \ Ap) < 57. Si G = |J Gy, alors A C G et
1

n—=

—+00 +o00
G\ A Cc U(Gy\ A,). En conséquence, m(G \ A) < > 57 = ¢. Pour
1 n=1

voir que (iii) se déduit de (ii), il suffit de procéder comme dans la solution du
second énoncé de I1.1.11. Si (iii) est vérifié, 'ensemble A = U\ (U \ A) est
alors mesurable comme différence de deux ensembles mesurables (voir I1.1.1).
Les trois premiéres conditions sont donc équivalentes.

Pour voir que (i) implique (iv), on note que si A est mesurable, il en
est de méme de A€ D’aprés (ii), il existe un ouvert G DO A€ tel que
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m*(G \ A°) < e. Donc, F = R\ G est un sous-ensemble fermé de A et
m*(A\F) = m*(G \ A°) < e. Pour prouver que (iv) implique (v), on prend,
+o0
pour n € N*, un fermé F,, C A tel que m*(A\F,) < L et onpose V= J F,.
n=1
V est alors un F,-sous-ensemble de A et, puisque m*(A \ V) < % pour tout
n € N*, on obtient m*(A \ V) = 0. Finalement, si (v) est vérifié, A est alors
mesurable comme somme de deux ensembles mesurables. Les conditions (i),
(iv) et (v) sont donc aussi équivalentes.

I1.1.13. On suppose d’abord que A est mesurable. Puisque m(A) < +oo,
étant donné € > 0, il existe un recouvrement dénombrable de A par des inter-

+00
valles ouverts I, tel que ) [I,| < m(A)+ 5 et tel qu'il existe N pour lequel

n=1
400 N
>, |In| < 5. On voit, en prenant W = J I, que
n=N+1 n=1
+oo +00 - -
m(WAA)<m IL.\A]|+m IL|<=-4+=-=c¢
( ) <i;{ \ > (nlELJ ) 2 2

On prouve maintenant que la condition est aussi suffisante. Etant donné
€ > 0, il existe une union finie W d’intervalles ouverts telle que

m* (W A A) < %

Par définition de la mesure extérieure de Lebesgue, il existe un recouvrement
dénombrable de A \ W par des intervalles ouverts J,, tels que

400

2
Sl <mTA\W) + 2 < =
2 3°73

+o0o
L’ensemble G = W U J J,, est un ouvert contenant A et
n=1

+oo
m*(G\A)gm*(W\A)er(U Jn> < §+%=e.
n=1

D’aprés la proposition (ii) du probléme précédent, I’ensemble A est mesurable.

I11.1.14.

(a) Si A est mesurable, alors clairement m.(A) > m(A) = m*(A). Donc si
m(A) = +o0, le résultat est prouvé. Si m(A) < +oo, étant donné € > 0,
il existe alors une collection dénombrable d’intervalles fermés I,, telle que

+oo +00
Ac|JI, et D L|<m*(A)+e.
n=1 n=1
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Donc, si B C A et B est mesurable, alors m(B) < m*(A) +e¢. Il s’ensuit
que my(A) < m*(A).

D’aprés le résultat de I1.1.11, il existe un ensemble mesurable A tel
que I\ A C Ay et m(Ag) = m*(I\ A). Donc,

I = m(I\ A2) + m(Az) = m(I\ Ay) +m*(I'\ A).
Puisque I'\ As est un sous-ensemble mesurable de A, on obtient
[I] < m.(A) +m*(I\ A).

On prouve maintenant que 'inégalité opposée est aussi vérifiée. Si B est
un sous-ensemble mesurable de A, alors I\ A C I'\ B et, en conséquence,
m*(I\ A) < m*(I\B) = m(I)—m(B), la derniére égalité provenant
de I1.1.8. En prenant la borne supérieure sur tous les ensembles mesu-
rables B C A, on obtient |I| < my(A)+m*(I\ A).

Par définition de la mesure intérieure de Lebesgue, pour n € N*, il existe

un ensemble mesurable B,, C A tel que m.(A) — L < m(B,,). Puisque

+
U B, CA,ona
1

n—=

+00
my(A) — — < m(B,) <m (U Bn> < my(A).
=1

1
n
Il s’ensuit que
+oo
m (U Bn> = m.(A) = m"(A),
n=1

la derniére égalité étant notre hypothése. La mesurabilité de A se déduit
alors de 11.1.10.

On a

m«(AUC)+m.(ANC)
>sup{m(BUD): B, DeM BCADCC}
+sup{m(BND):B,DecMBCADCcC)
>sup{m(BUD)+mBND):B,DeMBCADCcCC}
=sup{m(B)+m(D):B,DeM B C A,DC C}
=sup{m(B):BeM B C A} +sup{m(D): D e M D cC C}
= my(A) + m,(C).
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(e) La proposition (d) implique, par récurrence, que si les ensembles A,
(n=1,2,...,N) sont deux a deux disjoints, alors

N N
n=1 n=1

En conséquence,
400 N N
n=1 n=1 n=1
et on obtient le résultat cherché en faisant tendre NV vers +oo.
(f) Par définition de la mesure intérieure de Lebesgue, étant donné € > 0, il

existe un ensemble mesurable B ¢ AUM tel que m,(AUM)—¢e < m(B).

Donc,
my(AUM) —e <m(B)=m(B\M) <m,(A)

car B\ M C A.

I1.1.15. 1l est évident que la condition est nécessaire. Pour montrer qu’elle
est aussi suffisante, il suffit d’appliquer le résultat du probléme précédent.

I1.1.16. |M. Machover, Amer. Math. Monthly, 74(1967), 1080-1081]. Supposons
d’abord qu’il existe des ensembles mesurables A et By tels que A C Aq,
B C B; et m(A; N B;) = 0. Par définition de la mesure extérieure de Le-
besgue, étant donné € > 0, il existe un ouvert G tel que AUB C G et
m(G) <m*(AUB) +e¢.
Puisque AC GNAiet BCGNBy,ona
m*(A)+m*(B) <m(GNA;)+m(GNB;) =m(GN(A;UBy))
<m(G) <m* (AUB)+e<m"(A)+m"(B) +e.
En faisant tendre ¢ vers 0, on voit que m*(A UB) = m*(A) +m*(B).
Supposons maintenant que m*(AUB) = m*(A)+m*(B). D’aprés le résul-
tat de I1.1.11, il existe des Gs-ensembles A et By telsque A C A1, B C B; et
m(A;1) =m*(A), m(By1) = m*(B). Nous allons prouver que m(A; NB;) = 0.
En effet, si m(A; N B;1) > 0, on obtient en utilisant I1.1.9
m* (AUB) =m*(A) + m*(B) = m(A1) + m(B)
=m(A;UB;)+m(A; NBy)
>m(A; UB1) > m*(AUB),
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contradiction. On remarquera que le théoréme prouvé ici généralise les résul-
tats de I1.1.5 et I1.1.6.

I1.1.17. |M. Machover, Amer. Math. Monthly, 74(1967), 1080-1081|. Par défini-
tion de la mesure intérieure de Lebesgue (voir I1.1.14), étant donné £ > 0, il
existe un ensemble mesurable C C A U B tel que m,(A UB) — e < m(C).
D’aprés le résultat du probléme précédent, il existe des ensembles mesu-
rables Aj et B tels que A C A;, B C B; et m(A; N B;) = 0. On obtient
donc, en utilisant 11.1.14(d),

my«(A) +m.(B) —¢

N

my(AUB) —e <m(C)
’I?’L(C N (A1 U Bl))
m(CNA;)+m(CnBy).

Puisque CNA; C (AUB)NA; =AUBNA;)) CAUBINA), on a
m(CNA;) <m.(AUB1NA;)). De méme, m(CNBp) < m (BU(B1NA))).
Il s’ensuit alors que

my«(A) +m,(B) —e <m,(AUB) —¢
<m«(AUB1NA;))+m.(BUB1NAYL))
= m«(A) +m.(B),

la derniére égalité se déduisant de I1.1.14(f).

I1.1.18. On pose By = Aj et B, = A, \ A,,_1 pour n > 2. Les ensembles
B,, sont alors mesurables et deux & deux disjoints et, pour tout N € N* on a

N N +o00 +o00
UA,=UBpet JA,= U B, Dou,
n=1 n=1 n=1 n=1

+o0 +o0 +oo

m <U An> =m <U Bn> = Zm(Bn)
n=1 n=1 n=1
N
=, ) = Jin_ max)

I1.1.19. On peut, sans perte de généralité, supposer que m(A;) est finie. On
obtient, en utilisant la formule de De Morgan, les résultats de I1.1.8 et du
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probléme précédent

+o0 +oo +oo
m(A1) —m <ﬂ An> =m (Al\ N An> =m (U(Al\An)>
n=1 n—1 n=1
= liIB m(A;\ A,) =m(A;) — hrf m(Ay).
Pour montrer que 'hypothése m(Ay) < 400 pour au moins un k est essentielle,
on peut considérer A,, = |n,+oo[, n € N*.

I1.1.20.

+o00o
(a) Les ensembles By = [ A,, vérifient By C Bj41. Donc, d’aprés I1.1.18,

=K

+oo
m< o An> =m(U Bk> — lim m(By) < lim m(Ag),
=

n—-—+oo k——+o0 k—-4o00
la derniére inégalité provenant, par exemple, de 11.4.14(a) (vol. I).

(b) Ceci s’obtient en procédent comme en (a) et en utilisant I1.1.19.

I1.1.21.

(a) Si, par exemple, {A,} est une suite croissante d’ensembles, alors pour
(e9] o0

+00 + _ aF
tout k, J A, = |J A,. Donc, lirf A, = |J A,. De plus, puisque
1 n—-—+0oo 1

n=k n= =

+00 e

U A, = Aj, on voit que lim A, = |J A,.
n=~k n—-+o00 n=1

(b) Par monotonie de la mesure extérieure de Lebesgue, chacun des A,, est
de mesure finie et les résultats de 11.1.20(a) et (b) s’appliquent. Donc,

lim m(A,) >m( lim A,)> lim m(A,).
n—-—4oo n—-4o00o n—-—400

I1.1.22. On a

m(A)zl—m([O,l]\A):1—<%+2;—3+22;—5+---)zl—a.

I1.1.23. On divise [0, 1] en dix intervalles de méme longueur et on enléve
'intervalle ]0,7;0,8]. A la seconde étape, on divise chacun des neuf inter-

valles restants [0,1;0,2], ..., [0,6;0,7], [0,8;0,9], [0,9;1] en dix intervalles de
méme longueur et on enléve les intervalles ouverts ]0,07;0,08], ..., ]0,67;0,68],
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10,87;0,88[, ]0,97;0,98[. En poursuivant cette procédure, on retire a la n-
iéme étape 9”1 intervalles ouverts de longueur 10%. On remarque que si |a; , b;|
(1 € N*) est la suite d’intervalles enlevés, alors

+o0o
A =[0,1\ Jlai, bil

Donc,

11,1 L1
m((0,U\A) = =+ 87 + Prm o+ 9" b =1

et m(A) = 0. On remarquera que I’ensemble A est parfait et nulle part dense.

I1.1.24. On a
B=|](Bn[r,n+1)
neZ
et ’ensemble BN[n,n+1] est obtenu par translation de I’ensemble A défini au
probléme précédent, autrement dit, BN[n,n+1]=A+n={x+n:z € A}.
Puisque la mesure de Lebesgue est invariante par translation, on déduit du
résultat du probléme précédent que m(B) = 0.

I1.1.25. On divise U'intervalle [0, 1] en quatre intervalles de méme longueur,
on enléve les deux intervalles ouverts ] i , %[ et ] % ,1 [ et on note A la réunion
des deux intervalles fermés restants. Clairement, ’ensemble A contient tous
les éléments de [0, 1] dont le développement binaire admet un 0 comme se-
cond chiffre aprés la virgule. A la seconde étape, on divise chacun des deux
intervalles fermés restants en quatre intervalles de méme longueur, on enléve
les quatre intervalles ]Zlg,fg[, ]135,4—45[, ]4—95,%][, }%,}é[ et on note As la
réunion des quatre intervalles fermés restants. L’ensemble As contient donc
tous les éléments de [0, 1] dont le développement binaire admet un 0 en se-
conde et quatriéme position aprés la virgule. En poursuivant le procédé, on
obtient & la n-iéme étape ’ensemble A, formé de 2™ intervalles fermés, chacun

de longueur 47" Il est évident que
AiDAD---DA,D -
et
+oo
A=A,
n=1

Puisque m(A,) = 2" x 4™ = 27" 1’ensemble A est de mesure de Lebesgue
nulle.
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I1.1.26. On note A; 'ensemble des points de [0, 1] admettant des dévelop-
pements décimaux contenant le chiffre 4, i € {1,2,...,9}. L’ensemble A des
points de [0, 1] admettant des développements décimaux contenant tous les

9
chiffres 1,2,...,9 est alors l'intersection (] A;. D’aprés le résultat de 11.1.23,
i=1

9
m([0,1] \ A;) = 0 et on obtient donc m <[(), 11\ N A,;> =0, d’ou m(A) = 1.
i=1

I1.1.27. Soit A D’ensemble considéré. A est contenu dans chacun des en-
sembles A,, définis comme suit. On divise l'intervalle [0, 1] en mille intervalles
de méme longueur, on enléve U'intervalle 0,222 ; 0,223 et on note A la réunion
des 999 intervalles fermés restants. On divise alors chacun des intervalles res-
tants en mille intervalles de méme longueur et on enléve les intervalles de la
forme |0, dyded3222;0,dydad3223]. On obtient de cette fagon l'ensemble Ao
comme union des 9992 intervalles fermés restants. En poursuivant le procédé,
on obtient une suite d’ensembles {A,}, ou A,, est I'union de 999" intervalles
fermés, chacun de longueur 107" et

+oo
A=)A,.
=1

Puisque {A,} est une suite décroissante, d’aprés I11.1.17, on a

‘ ‘ 999 \"
m(A) = lim m(An) = lim <ﬁ> -

I1.1.28. On a

ot m(A) = %.

I1.1.29. Soit A C [a,b]. La fonction f(z) = m([a,z] N A) est croissante,
continue et f(a) =0, f(b) = p. Le résultat se déduit donc de la propriété des
valeurs intermédiaires.
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I1.1.30. Si A est un ensemble borné, le résultat est contenu dans le probléme

précédent. Si A n’est pas borné, on pose A,, = AN[-n,n] (n € N*) et on

obtient m(A) = lir_ir_l m(A,) (voir I1.1.18). Donc, pour ¢ < m(A), il existe
n—-—+0o0o

N tel que m(A ) > g et on peut appliquer le résultat du probléme précédent.

I1.1.31. Nous allons utiliser dans la démonstration le théoréeme de Cantor-
Bendizson qui affirme que tout ensemble fermé A C R est I'union d’un en-
semble parfait P et d’un ensemble dénombrable C. Pour démontrer le théoréme
de Cantor-Bendixson, on définit

P = {z € R: x est un point de condensation de A}.

On se souvient que x est un point de condensation de A si tout voisinage
de x contient une infinité non dénombrable de points de A. Il est clair que
chaque point de condensation de A est un point d’accumulation de A. Donc,
PCAet A=PU(A\P). Size A\P, il existe alors un intervalle ouvert
U a extrémités rationnelles contenant x tel que A N U soit dénombrable. En
conséquence, C = A\ P est un ensemble dénombrable. On montre maintenant
que P est parfait, autrement dit, que cet ensemble est égal & I’ensemble de ses
points d’accumulation. Soit z € P et soit U un voisinage de . Alors UN A est
non dénombrable et UNC est dénombrable. Donc UNP = (UNA)N(UNC)*
n’est pas dénombrable et x est un point d’accumulation de P. Pour voir que
P est fermé, on prend z € P¢. Alors z admet un voisinage V tel que VN A
soit dénombrable. S’il existe y € V NP, alors V N A serait non dénombrable.
Contradiction. Ceci montre que P¢ est un ensemble ouvert.

On se tourne maintenant vers la démonstration de notre énoncé. On dé-
duit du probléme précédent qu’il existe un ensemble mesurable B C A tel que
m(B) = ¢ < ¢ < m(A). De plus, d’aprés I1.1.12(iv), il existe un ensemble
fermé F C B tel que m(B\F) = ¢ —¢'. Donc, m(F) = q et le résultat cherché
découle du théoréme de Cantor-Bendixson.

I1.1.32. Le résultat découlera du probléme précédent si on prouve que
tout ensemble parfait non vide a la puissance du continu. Soit P un
tel ensemble, c’est-a-dire un ensemble fermé sans point isolé. Si on pose

G, = {:L’ € R:dist(z,P) < %}, n € N* alors
+oo

P=()Gn
n=1

P contient au moins deux points que I'on note zq et 1. On choisit a la premiére
étape deux intervalles ouverts disjoints Iy et I} contenant respectivement xg
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et x1 et des sous-intervalles fermés Jy C Iy et J1 C I, tous deux de longueur
respective strictement inférieure a 1 et tels que Jg C G, J1 € G1. On choisit &
la deuxiéme étape des intervalles ouverts disjoints Iy, Ip1 C Jg et I1g, 111 C J1
et des sous-intervalles fermés Jgg, Jo1, J10, J11, tous de longueur respective
strictement inférieure a % et tels que

Joo,Jo1 C GaNJgy, Ji0,J11 C G2 N Jy.

On remarquera que la construction ci-dessus est possible puisque xg et
sont des points d’accumulation de P. En poursuivant le procédé, on obtient
a la n-ieme étape 2" intervalles fermés deux a deux disjoints J; i, i,, Ol ix
prend les valeurs 0 ou 1, tous de longueur strictement inférieure a % et tels
que Jiio. i, C Gp N Jiig. i, D’apres le théoréme des ensembles emboités
de Cantor, il existe un unique point x;;, . dans l'intersection des intervalles
fermés J;,, Jijiys Jitinis,--- Il découle aussi de ce qui précéde que des suites
{in} et {i7,} de 0 et de 1 distinctes générent des points @4, .. et @y - dis-
tincts. Puisque I'ensemble des suites de 0 et de 1 a la puissance du continu,
I’ensemble de tous les points z;,;,... a aussi la puissance du continu et puisque
tous les x;,;,.. sont dans P, I’ensemble P a la puissance du continu.

11.1.33. Pour prouver que A est nulle part dense, on va montrer que tout
intervalle contient un sous-intervalle disjoint de A. Soit I C R un intervalle.
Puisque m(A) = 0, I ne peut pas étre un sous-ensemble de A. Donc INA¢ # &.
Puisque que A€ est ouvert, il existe un intervalle J C I N A€ ce qui prouve
que A est nulle part dense.

11.1.34. Non. Pour s’en rendre compte, on considére I’ensemble A défini
en 1.7.12. C’est un sous-ensemble nulle part dense de [0,1] de mesure stric-
tement positive. Soit B I'ensemble formé des extrémités des intervalles enle-
vés de [0,1] dans la construction de A, B est alors un ensemble nulle part
dense dénombrable. En conséquence, m(B) = 0 et B = A, ce qui montre que

m(B) > 0.

I1.1.35. Puisque m(A) > 0, cet ensemble a la puissance du continu
(voir I1.1.32). Soit oy € A. L’ensemble des réels |zg — z| (x € A) a la puis-
sance du continu et tous ses éléments ne sont donc pas rationnels.

I1.1.36. Oui. Soit A,, un sous-ensemble nulle part dense et parfait de [0, 1],
de mesure de Lebesgue égale a 1 — % (on a construit et étudié de tels ensembles
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+

en I.7.12 et 11.1.22). Si A = |J A, alors 1 — % <m(A,) <m(A) <1et
n=1

m(A) = 1.

I1.1.37. Non. Si A était un tel ensemble, [0, 1] \ A serait alors un ensemble
ouvert de mesure de Lebesgue nulle, donc vide.

I1.1.38. Soit {U,,} une suite de tous les intervalles ouverts a extrémités ra-
tionnelles. Notons A7 un sous-ensemble nulle part dense de U; de mesure de
Lebesgue strictement positive (voir, par exemple, 1.7.12 pour la construction
d’un tel ensemble). Puisque A; est nulle part dense, il existe un intervalle
la,b[ € U; disjoint de Aj. On peut donc trouver un ensemble nulle part
dense Ay C |a,b| de mesure strictement positive. Nous avons donc deux en-
sembles disjoints et nulle part denses A; et Ay tels que Ay U Ay C Uj.
Puisque A; U Ay est un ensemble nulle part dense, il existe |c,d] C Uy dis-
joint de A; U As. On prend alors un ensemble nulle part dense Az C |c,d]
de mesure strictement positive, un intervalle ouvert |e, f[ C Jc,d] disjoint
de A3 et un ensemble nulle part dense Ay C e, f[ de mesure strictement
positive. En poursuivant le procédé, on obtient une suite {A,} d’ensembles

nulle part denses et deux & deux disjoints tels que Ao, U Ay, 1 C U, et
—+00

m(A,) > 0. Posons A = [J Ag,. On montre alors que l'ensemble A a la
n=1

propriété requise. En effet, étant donné un intervalle |, 5[, il existe un en-

semble Uy, C |a, B[, dot m(A N]a, B]) = m(Ag,) > 0. Il est aussi clair que
m((R\ A)N]a,B[) > m(Ag—1) > 0.

11.1.39. On définit, pour tout entier n € N*,

1 1 1 1
A, =A -, = —| .
" mq n’ n—i—l]u[n—i-l’nD
Sim(A,) > 0, d’apreés le résultat de I1.1.31, il existe alors un ensemble parfait

B, C A, tel que m(B,,) > $m(A,). Si m(A,) =0, on pose B,, = @. On va
prouver que ’ensemble

+o0o
B=|JB,u{0}
=1

a la propriété requise. On observe d’abord que B est un ensemble parfait. Il
est clair que tout point de B est un point d’accumulation de B. Pour prouver

que B est un ensemble fermé, on pose z = klim xp ou 2 € B. Six > 0,
——00
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il existe alors un entier strictement positif m tel que x € [ T}@ ] { Il existe
donc N € N* tel que xp € [mil = { sik> N, douz, € B,,UB,,_1, ce

qui donne =z € B,,, UB,,_1. Un raisonnement semblable s’applique si z < 0.
Le cas © = 0 est évident. Maintenant, si § > 0, il existe alors un entier N > 0
tel que % < 6. On a alors, par construction de B,

+o00
ﬂ]—&,(?[)Bﬂ]—%,%[: U B.u{0}.
n=N

Donc,

m(BN]=4,0[) >m <D° Bn> = f m(By,)
n=N n=N
> %m(Aﬁ]—%,%[) > 0.

I1.1.40. On a

1 =i —-1,1
o m(An—ha+h) |, size]=1,1]
Jim, o =493 size{-1,1},
0 sinon.

I1.1.41. On suppose d’abord que xg = 0. Pour n € N*, on pose

p o1 1], [t 1
"l n’ n+1 n+1'n

et on choisit un ensemble mesurable A, C P, tel que m(A,) = am(P,).
+o0o

En posant A = |J A, on voit que A a pour densité a en 0. Pour cela, on
n=1

remarque que si %H <h< %, alors

m(AN[=h,A) _m(AN[=5.5])
2h S

( ) o1+ 2h).
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D’autre part,

manihn) _m(A0[-ak]) 2
2h - % 2

—a(1- ) 2att-n.

n+1
La mesure de Lebesgue étant invariante par translation, si x¢ # 0, 'ensemble

A + xg a la propriété requise.

I1.1.42. On définit, pour n entier strictement positif,

amean(]l Lo L1
n n—+1 n+1'n
1

et on choisit un ensemble parfait B,, C A, tel que m(By,) = (1 — +) m(A,).

n

On va prouver que
+oo
B=|]B,u{0}
n=1

a la propriété voulue. L’ensemble B est parfait (voir la solution de I1.1.39).
Pour A > 0, on note N la partie entiére de % On a alors, par construction

de B,
BN[—-L L -
N n=N+1
+o0 +oo
> E( S mA)-= Y m(An)>
n=N+1 n=N+1

-4 (an [ ] (- 7)

m(Aﬂ[— i—l’ﬁ}) ><N—l
al

2|

I1.1.43. On note T,(A) le translaté de A, autrement dit,
To(A)=A+a={z+a:z€A}.
On a alors
A+a(modl)=T,(AN[0,1—a))UT,—1 (AN[l—a,l]).
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En posant
Ai=AnNn[0,1-a[,As=AN[l-a,l],
By =T,(A1),Bs =T, 1(A2) e¢ B=A+a (mod1),
on peut écrire B = By U By. Puisque m™* est invariante par translation, on a
m*(B1) =m*(A1) et m*(Bg) =m*(Ay).
I1 découle de I1.1.5 (voir la solution) que
m*(A) =m* (AN (0,1 —a[U[l—a,l]))
=m"(A1) + m*(As).
En conséquence,
m*(B) =m*(B;UBy) =m* (B1N[a,1])) U(BaN[0,al))
=m*(BiNfa,1[) + m* (B2N0,a[),
la derniére égalité se déduisant de I1.1.5. Il s’ensuit que

m*(B) = m*(A1) + m*(Ag) = m*(A).

11.1.44. On adopte ici la notation introduite dans la solution du probléme
précédent.

Si A est mesurable, il en est de méme de A; et Ay et, puisque m est
invariante par translation, les ensembles B et By sont aussi mesurables. La
mesurabilité de A 4+ a (mod 1) découle donc de 'égalité

A+a(m0d1):B:B1UB2.

D’autre part, si B est mesurable, alors By = BN [a,1], B, = BN [0,q]
et les ensembles By et By sont aussi mesurables. Puisque Ay = T_,(B1),
Ay =T1_,(By) et A =A;UAy, la mesurabilité de A s’en déduit.

11.1.45. Supposons, contrairement a la proposition & démontrer, que V est
un ensemble mesurable. Soit {r,} une suite énumérant les rationnels de [0, 1]
telle que 79 = 0. On définit V,, = V 4+ r,, (mod 1). D’aprés le résultat du pro-

bléme précédent, chaque V,, est aussi mesurable et m(V,,) = m(V). On prouve
+oo

maintenant que les V,, sont deux a deux disjoints et que |J V, = [0,1[. En
n=0

effet, si z € V; NV, alors * = v; +r; (mod 1) et = v; +7; (mod 1), v;

et v; appartenant & V = V. En conséquence, v; — v; € Q ce qui implique

que v; ~ vj;, donc que ¢ = j. Ceci montre que V; N V; = & si ¢ # j. Puisque

chaque z € [0, 1] se trouve dans une classe d’équivalence, = différe modulo 1

d’un élément de V par un nombre rationnel, par exemple r € [0,1[. Donc
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+oo

x € Vy, ce qui prouve que [0,1] C |J V,,. L’inclusion opposée est évidente.
n=0

Il s’ensuit alors que

+oo +oo
1=m(0,1) =Y m(Va) =3 m(V)
n=0 =0

et le dernier membre de cette égalité est soit nul, soit infini, selon que m(V)
est nul ou strictement positif, ce qui induit une contradiction.

I1.1.46. Soit {r,} une suite énumérant les rationnels de [0, 1] telle que
ro = 0. On pose A, = A + r, (mod 1). Chaque A,, est alors mesurable et
m(Ay,) =m(A). Puisque A C V, les ensembles A,, sont deux & deux disjoints
(voir la solution du probléme précédent). D’ou

+00 +o0 +oo
Zm(A) = Zm(An) =m (U An) < m([oal[) =1,
n=0 n=0 n=0

ce qui donne m(A) = 0.

I1.1.47. |M. Machover, Amer. Math. Monthly, 74(1967), 1080-1081|. On pose
A = [-2,-1] e¢ B = [2,3] et on appelle V T'ensemble de Vitali défini
en I1.1.45. Le résultat précédent implique m,(V) = 0. Puisque V n’est pas
mesurable, m*(V) > 0. D’aprés 11.1.6,

m* (AUV)=m(A)+m*(V), m"(BUV)=m(B)+m*(V),
m* (AUV)U(BUV))=m(A)+m(B) +m*(V).
D’autre part, on a
m«(AUV)+m,(BUV)=m,((AUV)U(BUYV)).

Cette égalité se déduit du fait que si A est un ensemble mesurable et
my(V) =0, alors m,(A UV) = m(A). En effet, si M est mesurable et
M C AUV, alors M\ A est un sous-ensemble mesurable de V et m(M\A) = 0.
Donc m(M) = m(M N A) < m(A), ce qui montre que m,(AUV) < m(A).

I1.1.48. Soit A un ensemble de mesure extérieure strictement positive. On
suppose d’abord que A C [0, 1] et on pose alors B,, = ANV, ou les V,, sont
définis dans la solution de I1.1.45. On note que si B, est mesurable, alors
m(B;,) = 0. En effet, B,, = B+, (mod 1), ou B est un sous-ensemble de V.
D’apres 11.1.43, m*(B,,) = m*(B) et, d’aprés 11.1.44, B,, est mesurable si et
seulement si B est mesurable. D’autre part, d’aprés le résultat du probléme
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précédent, si B est mesurable, alors m(B) = 0. Enfin, si tous les B,, sont mesu-
+o0o

rables, alors 0 = m < U Bn> = m*(A) > 0, contradiction. Ceci signifie qu’au
n=0

moins un des B, n’est pas mesurable. Si maintenant A n’est pas inclus dans
[0, 1], il existe alors un intervalle [~k , k[ tel que AN[—k, k[ soit de mesure ex-
térieure strictement positive. On peut appliquer une analyse semblable a celle
utilisée dans la solution de I11.1.45 pour construire un ensemble non mesurable
inclus dans [~k , k[ et on peut donc reproduire le raisonnement précédent.

11.1.49. On pose A,, = V,,, les V,, étant définis dans la solution de I1.1.45.

Puisque les A,, ne sont pas mesurables, m*(A,,) > 0 (comparez avec I1.1.1).
De plus, tous les A,, ont la méme mesure extérieure. Donc,

+oo +o0
1=m([0,1]) = m* (U An> <Y m*(An) = too.
n=0 n=0

—+00
I1.1.50. Omn pose A,, = |J Vg, les Vi étant définis dans la solution

k=n
de I1.1.45. Clairement, {A,} est une suite décroissante. Les ensembles V,
+o00
étant deux a deux disjoints, on voit que [\ A, = @. De plus,
n=0

m*(Ay) = m*(V,) = m*(V) = a > 0.

Donc,

+oo
— * : * > .
0=m <7D0 An> < ngrllmm (Ap)=>a>0

I1.1.51. On suppose d’abord que m(A) est finie. D’aprés la définition de la

mesure de Lebesgue, étant donné a € |0, 1], il existe une suite {I,} d’inter-
+o0

valles ouverts tels que A C (J I, et

1

n=

—+o0
a) L] <m(A),
n=1

d’ott I I P
aZ|In| <m (Aﬂ U In> < Zm(AﬂIn).
n—1 n—1 n—1

I1 existe donc ng tel que a |L,,| < m(ANI,,). En prenant a = 3, on trouve un
intervalle ouvert tel que 3 [I| < m(A NI). On pose § = & |I|. Si |z| < 6, alors

(AN U(ANT) +2) CIU(I+2)
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et TU(I+z) est un intervalle dont la longueur est inférieure & 3 |I|. On montre
maintenant que (ANI)N((ANI)+xz) # @. En effet, si (ANI)N((ANI)+z) = @,
alors 3

m(ANT)U((ANI) +z)) =2m(ANI) > §|I|,
contradiction. Si m(A) = 400, d’aprés ce que 'on a prouvé, la proposition est
alors vérifiee pour A N [—n,n] et, en conséquence, aussi pour A.

I1.1.52. On sait que m*(A,,) > 0. Si A,, était mesurable, d’apreés le probléme
précédent, il existerait 0 > 0 tel que A,N(A,+z) # @ dés que |x| < . On choi-
sit un tel z rationnel, différent de r;—r;, r;—r;+1, r;—r;—1,4,5 € {0,1,...,n}
(voir la solution du probléme I1.1.45). Il existe y € A, N (A, + x), c’est &
dire, y = v + 1 (mod 1) = x 4+ v; + r; (mod 1), ou vy, et v; appartiennent a
I’ensemble de Vitali V défini en I1.1.45. Puisque v — v; est irrationnel, il en
est de méme de x, contradiction.

I1.1.53. Supposons, contrairement a ce qui est annoncé, que m(A¢) > 0. Par
définition de la mesure de Lebesgue, étant donné « € |0, 1], il existe une suite

+o0
{I,} d’intervalles ouverts telle que A° C |J I,, et

n=1

+oo
a3 L] < m(A9),
n=1
d’ou
—+00 —+00 —+00
a) L <m <AC n U In> <) m(A°NT,).
n=1 n—1 n=1

Il existe donc ng tel que a |I,,| < m(A°N1I,,). Ceci, combiné & la condition
donnée, implique

Tng| = m(A N Inp) +m(ANT,) 2 (c+ a) [Ing - (%)
Puisque 0 < ¢ < 1, on peut choisir « € ]0, 1] tel que ¢+ « > 1, ce qui montre
que (*) est impossible.
I1.1.54. On définit les ensembles Ay, A; et Ay comme suit :
Aoz{r+n\/§:reQ,n€Z},

A

{r+2nx/§:r€@,neZ},

Ay {r+(2n+1)\/§:r€(@,n€Z}.
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Ona Ay =A; +v2et Ag = A; UA,. On définit une relation d’équivalence
sur R en posant z ~ y si et seulement si x —y € Ag. D’aprés 'axiome de
choix, il existe un ensemble B contenant exactement un élément de chaque
classe d’équivalence de la relation ~. On pose

A:B+A1:{b+a12b€B,a1€A1}.

Soit, C un sous-ensemble mesurable de A, on suppose que m(C) > 0. D’aprés
le résultat de I1.1.51, il existe § > 0 tel que C N (C + x) ne soit pas vide dés
que |z| < §. Ceci implique que A N (A + z) n'est pas vide dés que |z] < 4.
Puisque Aj est dense dans R, il existe un & € Ay tel que |z| < §. Puisque
A N (A + z) nest pas vide, il existe y = z + by + a1 = bg + @} pour certains
bi,be € Betaj,a) € Ay. Dou, by — by € A et donc by = by. En conséquence,
x = a) — aj ne peut pas étre un élément de Ay, contradiction. Ceci prouve que
chaque sous-ensemble mesurable de A est de mesure de Lebesgue nulle. On
vérifie facilement que A° = B + A,. Donc, A° = A + /2, d’out il découle que
chaque sous-ensemble mesurable de A€ est de la forme C + v/2, ot C est un
sous-ensemble Lebesgue-mesurable de A. Il s’ensuit que chaque sous-ensemble
mesurable de A€ est de mesure de Lebesgue nulle.
On remarquera ici que A et A¢ sont des ensembles non mesurables.

I1.1.55. On suppose que f est Riemann-intégrable sur [a,b] et, pour € > 0,
on pose J. = {z : of(x) > €}, ot of(x) représente 'oscillation de f en x (voir,
par exemple, I.7.12 (vol. IT)). On déduit du résultat de 1.7.18 que |J.| =0
pour tout € > 0, ot |J.| = 0 est la mesure de Jordan de J.. Si z est un point
de discontinuité de f, alors of(x) # 0 (voir, par exemple, 1.7.12 (vol. II)).
Ceci implique qu’il existe un entier strictement positif n tel que of(x) > % En
conséquence, I’ensemble D des points de discontinuité de f vérifie

+oo
D cC U Jl/n-

n=1
Puisque ’Jl/n’* = 0, on a aussi m*(Jy/,) = 0 et m*(D) = m(D) = 0. Pour
prouver que la condition est suffisante, on suppose que m*(D) = m(D) = 0.
D’aprés le résultat de 1.7.18, il suffit de montrer que |J.| = 0 pour tout € > 0.
Puisque J. € D, on a m*(J.) = 0. Donc, étant donné ¢ > 0, il existe un recou-

+oo

vrement de J. par des intervalles ouverts {I,,} tels que > |I,| < d. Puisque
n=1

J. est un ensemble compact (voir, par exemple, 1.7.13 (vol. II)), d’aprés
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N

le théoréme de Heine-Borel, il existe un sous-recouvrement fini |J I,,,. Ceci
k=1

montre que |J|* < 4. On obtient |J.|* = 0 en faisant tendre § vers 0.

I1.1.56. [Leo M. Levine, Amer. Math. Monthly 84 (1977), 205]. On démontre

d’abord que DNL est dénombrable. Comme dans la solution du probléme pré-
400

cédent, on pose J; /, = {:1: € la,b :of(x) > %} Puisque DNL = J (J;/,NL),

il suffit de prouver que chacun des ensembles J;/, N L est dénombrable. Si
zo € Iy, N L, il existe alors 6 > 0 tel que

1

@) - f@p)] < 5

pour z € |zg — 0 ,x9[. D’ot,

1G) — )l <
n
pour z,u € Jxg — d,xo[. En conséquence, si x € Jxg — J,xo[, alors of(z) < %,
de sorte que x ¢ J;/,,. Tout point de J;/, N L est donc 'extrémité droite d'un
intervalle ouvert ne contenant aucun point de J;,, N L. Puisque ces intervalles
ouverts sont disjoints, les points considérés forment un ensemble dénombrable.
J1/n NL est donc dénombrable.

Puisque D = (DNL)U(DNL®) = (DNL)U(la,b]\L) et m(DNL) =0,
le critére d’intégrabilité au sens de Riemann énoncé dans ce probléme est une
conséquence du critére de Lebesgue énoncé au probléme précédent.

I11.1.57.  On remarque d’abord que ’ensemble A est fermé donc Lebesgue-
mesurable car f est continue. De plus, A’ ={h € [0,1]: 1 — h € A} alaméme
mesure de Lebesgue. Notre but est de prouver que A U A’ = [0,1]. Pour
h € [0,1], on pose

( flz+h)— f(z) sixz+h <1,

xTr) =

g Aot — D= @) e

Par hypothése, g est continue sur [0, 1]. Si f atteint son minimum et son maxi-
mum respectivement en xg et en z, alors g(zg) > 0 et g(z1) < 0. D’aprés la

propriété des valeurs intermédiaires, il existe zo tel que g(xy) = 0. Il s’ensuit
que h est soit dans A, soit dans A’
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I1.2. Fonctions mesurables au sens de Lebesgue

I1.2.1. Si f est mesurable, les ensembles {z : f(x) > ¢} et {x : f(z) < —c}
sont alors mesurables pour tout réel c et il en est de méme de

{z:|f(x)|>c} ={z: f(x) >ctU{z: f(z) < —c}.

L’exemple suivant montre que 'implication réciproque est fausse. Soit A un
ensemble mesurable et V un sous-ensemble non mesurable de A. La fonction

f définie par
1 siz eV,
flz) = .
-1 size A\V

est alors non mesurable bien que |f]| le soit.

I1.2.2.  On prend pour f une fonction définie comme dans le probléme pré-
cédent et g = —f.

I1.2.3. Soit V un sous-ensemble non mesurable de [0, 1]. On considére la
fonction f définie comme suit :

x siz eV,
fe) = {—x sizel0,1]\V.

Les ensembles f~!(c) sont alors soit vides, soit réduits & un élément et sont
donc mesurables, alors que la fonction f n’est pas mesurable.

11.2.4. Etant donné un réel a, il existe une suite croissante {c,} d’éléments

de C telle que a = lim ¢,. Donc,
n—-+00

+oo
{reA:f@@)>at=[{zeA: () >}

n=1

est un ensemble mesurable.

I1.2.5. On suppose d’abord que f~!(G) est mesurable pour tout ouvert
G C R. Alors, en particulier, f~!(Jc,+oo[) est mesurable pour tout réel c.
D’autre part, chaque ensemble ouvert G est une union dénombrable d’inter-
valles ouverts

+oo
G = |Jlan,bul, (an,bp €R, ay < by)
n=1
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et, puisque f~! (Jan,bn[) = f~1 (J—00,bn]) N f (Jan , +oc[) est un ensemble
mesurable, il en est de méme de 4G).

I1.2.6. L’ensemble 2 = {A CR: f~1(A) € M}, ot M est la o-algebre de
tous les ensembles Lebesgue-mesurables de R, est une o-algébre. D’aprés le
résultat du probléme précédent, les ensembles ouverts appartiennent a 2 et,
puisque la collection 8 des boréliens est la plus petite o-algébre contenant
tous les ensembles ouverts de R, 8B C 2.

11.2.7. Soit f une fonction continue sur ’ensemble mesurable A et ¢ un
nombre réel. On doit montrer que B = {x € A: f(x) > ¢} est un sous-
ensemble mesurable de A. Si B est vide, il est alors mesurable. Sinon, si
x € B, par continuité, f(zx) > ¢ dans un voisinage de x, par exemple
|z —6(x),z +d(x)[NA. En conséquence,

B=|] (Jo—6(),z+d )[ﬁA):(U]x—é(m),x—i—é(x)[)ﬂA.

zeB zeB

Ceci montre que B, comme intersection d’un ensemble ouvert et de ’ensemble
mesurable A, est lui aussi mesurable.

I1.2.8. On doit prouver que {x € A : g(x) > ¢} est un sous-ensemble mesu-
rable de A pour tout réel c. On pose pour cela B = {x € A : f(x) # g(x)}.
Puisque

{reA:gz)>c}={x€c A\B:g(x) >c}U{z eB:g(z) >c}
={zr € A\B: f(z) >c}U{zr €B:g(x) >c}
={zeA:f(x)>cnN(A\B)U{zxeB:g(x)>c},

on voit que l'ensemble {x € A : g(z) > ¢} est mesurable.
11.2.9. 1l s’agit d'une conséquence immédiate de 11.2.7, I1.1.55 et 11.2.8.

I1.2.10. On sait que toute fonction a variation bornée sur [a,b] est la dif-
férence de deux fonctions monotones et, d’aprés le résultat de 1.1.21, elle est
Riemann-intégrable sur cet intervalle. Le résultat découle donc du probléme
précédent.
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I1.2.11. On prouve d’abord que ¢ envoie I’ensemble de Cantor sur [0, 1]. En

+o0

effet, tout élément de [0, 1] peut s’écrire sous la forme 3—2 ot b, =0 ou 1.
n=1

Donc,

X by X 2b,
da=e| )
n=1 n=1

On note maintenant que la fonction de Cantor ¢ est constante sur chaque in-
tervalle ouvert qui est retiré dans la construction de I’ensemble de Cantor C

(voir, par exemple, 1.3.1 (vol. II) pour la construction de C). Puisque
1y 2y _ 1
¢(3)=¢(3)=3oma

) =

9

(

1
o(x) = 5 pour z E}

s Wl
©olo W] N

N[V

De plus, puisque ¢ (1) = ¢ (3) =L et o (3) =

)

1 1 2 3 7 8
go(x):2—2 pour x € 3203 go(:r):2—2 pour x € 32032 |
Par récurrence, la fonction ¢ prend successivement les valeurs
1 3 5 2" —1

sur les intervalles retirés a la n-iéme étape de la construction de C. Le graphe
de @ est esquissé ci-dessous.

Y
1

| ot~

L[]

N[
| oolen

NI

D=
| ootee

ST

W= =

Il s’ensuit que la fonction de Cantor ¢ est croissante. On montre mainte-
nant qu’elle est continue. Puisque ¢ est croissante, pour tout zo € ]0,1],
on a p(zy) < @(wo) < p(zd) (voir, par exemple, 1.1.35 (vol. II)). Si, par
exemple, ¢(z,) < ¢(xp), alors ¢ ne prend aucune valeur dans l'intervalle
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Je(zg ), ¢(z0)[. Mais par ailleurs, ¢(C) = [0, 1], contradiction. On peut mon-
trer de méme que ¢ est continue en 0 et en 1. Puisque ¢ est une fonction
constante sur chaque intervalle ouvert enlevé dans la construction de l’en-
semble de Cantor et que celui-ci est de mesure de Lebesgue nulle, ¢'(z) = 0
presque partout sur [0, 1].

I1.2.12.  On rappelle d’abord que si f est une application bijective de X
sur Y, on a alors, pour A, B C X,

f(ANB) = f(A)Nf(B) et f(A\B)=/f(A)\f(B)
On pose
A={ACR: f(A) € B},
ou B représente la collection des ensembles boréliens. On prouve que 2l est
une o-algebre si f est bijective de R dans R. En effet, si A € 2, alors A¢ €2
car f(A°) = f(R\ A) = R\ f(A). De plus, si {A,} est une suite d’en-
sembles de A, alors f <+Ljo An) = +Ljo f(A},), ce qui prouve que +Ljo A, e
n=1

n=1 n=1
Puisque f est strictement monotone (voir, par exemple, 1.3.16 (vol. II)), on

a f(la,b]) =[f(a), f(b)] ou f([a,b]) = [f(b), f(a)]. A contient donc tous les

intervalles fermés, donc tous les boréliens.

I1.2.13.

(a) Soit ¢ la fonction de Cantor définie en I1.2.11. On prolonge cette fonc-
tion & R tout entier en posant p(x) = 0six < 0et p(zr) =1sixz > 1
et on pose f(z) = x4+ ¢(x). L’application f est alors continue et stricte-
ment croissante de R sur R. D’aprés le résultat du précédent probléme,
f envoie les ensembles boréliens sur des ensembles boréliens. On pose

=1[0,1]\ U lan , by, ott {]a, ,by[} est la suite des intervalles qui ont

été enlevés durant la construction de I’ensemble de Cantor C. On montre
que m(f(C)) = 1. Pour cela, on remarque que

(([0 1]\0 <Uf anan > Zm anan))

=> " m(Jan + ¢(an) b + (b))
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Puisque I'image de [0, 1] par f est [0, 2], on obtient
2=m([0,2]) = m(f(C)) + m(f([0,1]\ C)) =m(f(C)) + 1.

Donc m(f(C)) = 1. D’apres le résultat de 11.1.48, il existe un ensemble
non mesurable V contenu dans f(C). Mais alors A = f~1(V) C C est
mesurable alors que son image f(A) = f(f~1(V)) = V ne l'est pas.

(b) 11 suffit de prendre g = f~! ot f est une fonction définie comme précé-
demment.

I1.2.14. On remarque que I'ensemble A = f~(V) construit dans la solu-
tion du probléme précédent est un exemple d’ensemble mesurable qui n’est
pas un borélien. En effet, s’il s’agissait d’un borélien, alors d’aprés le résultat
de I1.2.12, f(A) = V serait aussi un borélien, contradiction.

11.2.15. On suppose d’abord que la fonction continue f vérifie la condition
E Cla,b] et m(E)=0 implique m(f(E))=0. (%)

Si A C [a,b] est mesurable, il existe alors un F,-ensemble F C A et un en-
semble E C [a, b] de mesure nulle tels que A = F UE (voir I1.1.12). Puisque
f(A) = f(F)U f(E), ou f(F) est un F,-ensemble et m(f(E)) =0, f(A) est
mesurable. On suppose maintenant que l'image f(A) de tout ensemble mesu-
rable A est mesurable. Si la condition (%) n’est pas vérifiée, il existe alors Eg
de mesure nulle tel que m(f(Eg)) > 0. D’aprés 11.1.45, il existe un ensemble
non mesurable V C f(Ey), contradiction.

11.2.16. Pour tout réel ¢, on a

(fog)™t(—oo,e) =g~ (f71 (J—o0, ).

Par continuité de f, ’ensemble f~! (J—oc,c[) est ouvert dans g(A), autrement
dit, f~t(]—o0,c]) = g(A) NG, ot G est un ouvert de R. En conséquence,

(fog) ' (—00,c)) =g ' (9(A)NG) =ANng ' (G)

est un ensemble mesurable.
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11.2.17. L’exemple suivant montre que la réponse est NON. Soit f la fonction
définie dans la solution de 11.2.13(a). cette fonction est strictement croissante
et continue sur [0,1] et I'image de [0,1] par f est [0,2]. De plus, puisque
m(f(C)) = 1, C étant 'ensemble de Cantor, il existe un ensemble non me-
surable V. C f(C) (voir I1.1.48). Il est aussi clair que A = f~}(V) c C
est mesurable. On pose maintenant g(x) = f~!(z) pour z € [0,2] et on note
h = xa la fonction caractéristique de A. Pour voir que h o g n’est pas mesu-
rable, on observe que

{r €[0,2]:(hog)(z) >0} =V.

11.2.18. 1l suffit d’utiliser les résultats de 11.2.5 et 11.2.6 et le fait que
(fog) ™ (G) =g (f71(G)).

On notera ici que le résultat de 11.2.16 est un cas particulier de I1.2.18.

I1.2.19. Soit f la fonction définie dans la solution de I1.2.13(a). L’image de
[0,1] par f est [0,2] et m(f(C)) = 1, C étant ’ensemble de Cantor. D’aprés le
résultat de I1.1.48, il existe un ensemble non mesurable V. C f(C). De plus,
puisque A = f~1(V) C C, l'ensemble A est mesurable. On peut supposer,
sans perte de généralité, que 0,1 € A. On définit

B f(z) sixz e A,
fi(z) = {2+f(:p) size0,1]\ A

fi(x) sixz €10,1],
gx)=< filz—1)+2 size (A+1)\{1},
filw—1)—2 size ([0,1]\A)+ 1.

L’application g est alors bijective de [0,2] sur [0,4]. Puisque A est un en-
semble mesurable et que f est une fonction mesurable, g est aussi mesurable.
Pour prouver que ¢! n’est pas mesurable, on observe d’abord que

9([0,1]) =g(A)Ug([0,1]\A) =V U(2+([0,2]\V)).
Ceci signifie que
(67)7 (0. 1) = VU 2+ ([0,2]\ V).
Si (g71)71([0,1]) est mesurable, alors I’ensemble

(677 (0, 1)\ [2,4] = V\ {2}

I’est aussi, contradiction.
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I1.2.20. On prolonge la fonction f en posant f(z) = f/(b)(z —b)+ f(b) pour
x > b de sorte que la fonction prolongée soit dérivable sur [a,+oo[. On observe

alors que
Py = Jim o (1 (o+1) - @)

pour z € [a,b]. Le résultat découle du théoréme 3 et de 11.2.7.

I1.2.21. On pose
A,={zeA:|f(x)]>n}, neN~.
Si C={x € A:|f(x)| =+o0}, par hypothése, m(C) = 0. De plus,

“+o0o
A DA DA3D -+ et C:ﬂAn.
n=1

D’aprés le résultat de I1.1.17, lim m(A,) = lir4r_1 m(C) = 0. D’ou, étant
n—-1+0o0

n—-+4o0o

donné € > 0, il existe ng tel que m(A,,,) < e. On pose donc B = A\ A,,.
I1.2.22. Par hypothése, il existe Ay C A tel que m(Ay) = 0 et, pour tout
x€ A=A\ Ay,

i fo(@) = f(2), |fa(@)] < +o0, n €N,

Pour des entiers strictement positifs m et n, on définit

Ampn = {90 €A |fi(z) - flx)] < S pour tout j > n}
m

:ﬁo{xeAlzlfj(@—f(f‘)K%}'

j=n

A, CA,2C - pour meN*
et

+oo
Al = U Am,n
n=1
car la suite {f,} converge vers f sur Aj. D’apreés le résultat de I1.1.16,
m(Ay) = lim m(A,,,)
n—-4o0o

et, étant donné m € N* et € > 0, il existe un entier strictement positif n,, tel

que
€
m (A1 \ Amn,) = m(A1) =1 (Amn,) < o
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Donc, si
+oo
AQ = A(] U U (Al \Am,nm) ’
m=1
alors
400 Too o
m(Az) < Y m(Ar\ Amn,) < D g =
m=1 m=1

+00

On pose B = A\ Ay et on note que B = (] Ay, ,.. Donc si z € B, alors
m=1

x € Ay, pour m € N*, ce qui signifie que

55() = F@] < — pour j > .

Ceci montre que la suite {f,} converge uniformément vers f sur B.

I1.2.23. Si A = [0,+00] et f, = X[n,+oo], 2lors {fr} converge vers f = 0
sur A. Supposons qu'il existe B tel que m(A \ B) < ¢ et {f,} converge uni-
formément vers la fonction nulle sur B. Alors m(B) = 400 et B est donc un
ensemble non borné. Pour tout n € N*, il existe alors z, € BN [n,+oo| et
f(zy,) = 1, contradiction.

I1.2.24. Supposons d’abord que m(A) < +o00. D’aprés le théoréme d’Egorov
(voir I1.2.22), il existe By C A tel que m(A \ B;) < 3 et f, converge uni-
formément sur By vers f. En appliquant le théoréme d’Egorov & I’ensemble
A\ By, on trouve By C (A \ By) tel que m(A\ (B;1UBy)) < 5 et f,

converge uniformément sur By vers f. On trouve par récurrence une suite

i—1 %
d’ensembles mesurables {B;} telle que B; C A\ |J By, m (A\ U Bk> < %
1

k=1 ot
+oo

et f, converge uniformément sur B; vers f. On voit, en posant B = |J By,
k=1

que

+00 7
1
m(A\B) =m <A\ UBk> <m <A\ UBk> <o
k=1 k=1
pour tout i € N*, ce qui donne m(A \ B) = 0. Supposons maintenant que

+o0o

m(A) = +oo. Alors A = |J Ag on m(Ay) < +oo et on peut appliquer le
k=1

résultat prouvé précédemment sur chaque Aj.
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—+00
I1.2.25. Ona[0,1[= | Vpet V;NV; =@ pour i # j. Doncsixz € [0,1],
=0
n e
il existe alors ng tel que x € V,,,. Mais alors, = ¢ |J V; pour n > ng, ce

=N
qui implique f,(z) = 0 pour n > ny. Donc, lirf fn(x) = 0. De la solution
n—-+0oo

de I1.1.45, on sait que la mesure extérieure m*(V,,) = m*(V) = « est stricte-
ment positive pour tout n. On prend alors € = % et on suppose, contrairement
a I’énoncé, qu'il existe un ensemble mesurable B tel que m ([0,1[\ B) < € et
fn tend uniformément vers 0 sur B. On en déduit alors qu’il existe ny tel que
fn(x) =0 pour n > ny et pour tout = € B. D’autre part,

n—1
0 size U Vi,
1 size U V,,
i=n
n—1
ce qui implique B C |J V; pour n > n;. Donc,
i=0

+oo
m([0,1[\ B) > m" (U Vi> >m*(V,) = a,

contradiction. Enfin, on remarque sur cet exemple que ’hypothése de mesura-
bilité de f,, est essentielle et ne peut étre omise dans le théoréme d’Egorov.

11.2.26. On définit f,, n € N*, par

0 siz=0,
fal®)=<n siO<x<%,
1 1

= 51E<x<1.

La limite simple de {f,} sur [0, 1] est la fonction nulle. Si m(B) = 1, alors
max {f,(z) : 2 € B} = n et la convergence ne peut donc pas étre uniforme
sur B. On remarque sur cet exemple que ’hypothése m(A \ B) < € ne peut
pas étre remplacée par 'hypothése m(A \ B) = 0 dans le théoréme d’Egorov
(voir 11.2.22).

11.2.27. On prouve d’abord que la condition est suffisante pour la mesurabi-
lité de f. Soit ¢ € R. On pose Ag = {z € A : f(z) > c}. Etant donné € > 0, il
existe un ensemble fermé F C A tel que m(A\F) < ¢ et la restriction de f a F
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est continue. Ceci implique que l'ensemble Fo = {x € F: f(z) > ¢} = AgNF
est fermé. Puisque Ag\Fo C A\F, on am(Ay\Fy) < e. La mesurabilité de Ag
se déduit donc de I1.1.12(iv) et f est mesurable. On prouve maintenant que
la condition est nécessaire. On suppose d’abord que f est une fonction bornée.
D’aprés le théoréme d’approximation des fonctions mesurables (théoréme 4),
il existe une suite {y,} de fonctions simples uniformément convergente vers
f sur A. On note que, pour chaque fonction simple ¢, il existe un ensemble

fermé F, tel que m(A \ F,) < = et la restriction de ¢, & F,, est continue. La
+o0

restriction de f & F = (| F,, est donc continue et
n=1

+oo
m(A\F):m<U (A\F, ><22n_
=1

Dans le cas ot f n’est pas bornée, on considére la fonction g(x) = Arctan f(x)
(donc f = tang) et on applique 11.2.16.

I1.2.28. Soit A l’ensemble construit dans la solution de I11.1.38 et soit f la
fonction caractéristique de A. La restriction de f & R\ E est donnée par

1 size A\E,
flay={L SreA
0 size(R\A)\E.
I1 découle de la propriété de A que pour tout intervalle ouvert |a, ],

m(Ja, B[N (ANE)) >0 et m(Ja,f[N((R\A)\E)) > 0.

Donc, si g € A\ E, alors tout voisinage de xg contient des points de A \ E
et des points de (R\ A) \ E et f n’est donc pas continue en zy. Le méme
raisonnement s’applique dans le cas ou zp € (R\ A) \ E.

I1.2.29. On pose m¢(y) = m({z € [0,a] : f(x) > y}). La fonction my est
décroissante sur R, lir_ir_l mys(y) =0et lim m¢(y) = a. De plus, la fonction
y—+o0 y——00

est continue a droite. En effet, si {y,} est une suite décroissante convergente
vers y, alors

+o0o
my(y) =m (f~ (Jy,+ool)) = m <U f (]yn,+00[)>
n=1

= lim m (f_l (JYn » +OOD) = ngrfmmf(yn)'
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Dans le cas ot y — my(y) est continue et strictement décroissante, sa fonction
réciproque est la fonction g cherchée, car

mg(y) =m (97" (y, +oo[)) = m (my (Jy , +ool))
=m (10, ms(y)[) = my(y)-

Si yo est un point de discontinuité de my, on pose alors g(z) = yo pour
z € |m(yo),mys(yy)]. Si ms(y) = xo sur un intervalle, on pose alors
g(zo) = 1inf {y : m¢(y) = xo}. En prenant en compte les discontinuités et les in-
tervalles ott m¢(y) est constante, on peut vérifier que 'ensemble {z : g(z) > y}
est un intervalle de longueur m¢(y). On remarque enfin qu’on peut définir la
fonction g par g(z) = inf {y : m¢(y) < z}.

11.2.30. Pour € >0, on a

{reA:|f(z)—g(x)| >t C{zcA:|f(z) — ful)] > §}
U{z € A:lfulz) —g(2)] > 5

D’ou, m ({z € A : |f(xz) — g(z)| > }) = 0. De plus, puisque

;-

+o00
{zeA:f@2)#9@)}=J{zeA:|f(&) -g(@)> 1},
=il
la propriété en découle.

11.2.31. Soit € > 0. Pour n € N*, on pose

+oo
B,={z€A:|fu(x)— f(zx)| >c} et An:UBk.
k=n

La suite {A,} est alors une suite décroissante d’ensembles mesurables et,
d’aprés I1.1.19 et I1.1.21,

li A lim B, .
s () - .01

Puisque @ B, C {z € A: f,(x) ne tend pas vers f(x)} et puisque la suite
n—-r+oo

{fn} converge vers f p.p. sur A, on obtient m < lim Bn> = 0 et, en consé-

n—-+00

quence, lim m(B,) =0.
n——+0o0o
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11.2.32.  On choisit A =R et on pose

_J1 sizen,n+1],
f"(’r)_{o size A\ [n,n+1].

La suite {f,} converge alors vers la fonction nulle sur A mais, pour tout
neN m({zeA: f(z)>3}) =1

11.2.33. Il est clair que tout entier n strictement positif peut s’écrire de fagon
unique comme n =2+ 7, ot k € Net 0 < r < 25, Pour n = 2% +r, on définit

£ @) = {1 si z € [, 27,

0 sinon.

Ay Al Yy e
1 1 1 1
fi(z) Ja(x) fa(z) fa(z)
0 1 0 1 1 0l 1 T gl i ar
2 2 4 4
Jy lky y Jy
11 1 1 1
fs(z) fa[ﬁ)ﬂ Ja(z) Ja(x)
z | | ¢ z z
SR TR ETE TR T 1

Les huit premiers termes de la suite sont représentés ci-dessus. La suite
{fn} converge en mesure vers la fonction nulle sur [0,1]. Cependant, elle ne
converge vers zéro en aucun point de [0, 1].

I1.2.34. La sous-suite { fan} converge vers zéro sur |0, 1].

I1.2.35. Puisque {f,} converge en mesure vers f sur A, pour tout entier
strictement positif &, il existe ny tel que

m({oeailm@- el 1}) < 7.
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On peut supposer que la suite {nx} est strictement croissante. On pose

+00
An=AN\ | {z € A:|fu () - fl@)] > 3}
k=m

On a alors
R | 1
mANAR) < Y 5 = o
k=m

et, pour z € A,,,
| fr () = f2)] <

+o00 400
Donc {fp, } converge vers f sur |J A, et m <A\ U Am> = 0.

m=1 m=1

11.2.36. Soit xg un point de continuité de f. On suppose, contrairement &
I'énoncé, que f,,(zg) ne tend pas vers f(xzg). Il existe alors ¢ > 0 et une sous-
suite fp, telle que |fy, (x0) — f(x0)| > € ou, de fagon équivalente,

frp(@o) = f(mo) > ou  fu(z0) — fwo) < —&. (*)

Puisque f est continue en z, il existe § > 0 tel que
Fao) = 5 < fl@) < flao) + 5
dés que |x — xo| < . Par monotonie de f,,, fn,(z) = fn,(20) pour z > zg.
En conséquence, si le premier cas de () est vérifié, alors
for @) = F(@) > f (w0) = Fla0) = = >
pour z € |zg,xo + 0[. D’ou

m ({z €la, b |fn,(2) = f(2)] > 5}) 26,

contradiction.

I1.2.37. D’apreés le théoréme de Lusin (voir I1.2.27), pour tout n € N*, il
existe un ensemble fermé F,, C A tel que m(A \ F,,) < 1 et la restriction de

n
f a F, est continue. Les ensembles H,, = |J F; sont fermés et la restriction
i=1

+o00o

de f a H,, est continue. Posons H = |J H,,. H est alors un F,-ensemble et
n=1

m(A \ H) = 0. D’aprés le théoréme de prolongement de Tietze, il existe un

prolongement continu f, de fjg, défini sur R tel que f, = f sur Hy,. II est
clair que f,, converge vers f sur H.
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11.2.38. Soit H,, et H les ensembles définis dans la solution du probléme

précédent. On pose

flz) sixzeH,,

fulwy = 10 =2 €

0 size A\ H,.
On doit prouver que chaque fonction f, appartient a la premiére classe de
Baire sur A. Pour cela, on pose f, n(x) = f(z) si @ € H,, et fm(z) = 0 si
dist(z, H,,) > % et on prolonge cette fonction en une fonction continue sur R
en utilisant le théoréme de prolongement de Tietze (le prolongement est encore
noté fpm). On a alors f(z) = liril fn,m(z) pour z € A. Si maintenant

m—-T+00

i H
o) = o) = {1 SR

alors g est dans la seconde classe de Baire et f = g p.p. sur A.

I1.3. Intégrale de Lebesgue

I1.3.1. Puisque m(Q) =0, on a f[o 1] fdm = f[o 1] z2dm = fol z?dr = % La
fonction n’est pas Riemann-intégrable sur [0, 1] car f est discontinue en tout
point de [0, 1[ (comparer avec 11.1.55).

I1.3.2. Puisque m(C) =0, on a
+oo

1
fdm = fdm annl =

[0,1] 0,1\

11.3.3. 1l découle des propriétés de 'intégrale de Lebesgue que

1/2 1
/ fdm = / sin(rz) dr + / cos(mx) dx = 0.
[0,1] 0 1/2

11.3.4. Par définition de I'intégrale de Lebesgue, il existe une suite croissante
{¢n} de fonctions simples positives convergente vers |f| sur A telle que

/\f\dm: lim /(pndm.
A n—=to0 JA

Donc, étant donné ¢ > 0, il existe ng tel que

[ 1= enydm = [ 171dm = [ ongdm < 5.
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Clairement, |f| — ¢n, = 0 et ¢,, < M pour un certain M strictement positif.
On pose § = 577. Si B C A et m(B) < 4, alors

Li1am= [ (71 pn)dm+ [ guy

< [ (f1-¢n M S M=
J 51— pnydm+ [ 2ram< g+ soa =

I1.3.5.  Onremarque d’abord que m(A,,) tend vers 0 lorsque n tend vers +oco.
En effet, puisque

nxm(An) < [ Iflam< [ 1f]dm=M < +oc,
A, A

on a m(A,) < % Le résultat du probléme précédent implique

alors lim fA |fldm = 0. Donc, lir_{l n x m(A,) = 0 parce que
nx m(Ay,) < [, |fldm.
I1.3.6. OnposeAn—{xeA f(z 1} On a
1 1
0=/fdm> fdm > —dm = —m(A,) = 0.
A A, A, T n

Donc, m(A,,) =0 et, d’aprés I1.1.18,

m{zeA: f(z)#0}) = (UA): lim m(A,) = 0.

n—-+00

I1.3.7. Onpose B={reA: f(zx)>0}. Onal= [gfdn= [, fTdn.
D’aprés le résultat du probléme précédent, f* = 0 p.p. sur A. De méme,
f~=0p.p. sur A.

11.3.8. Supposons, par exemple, que fA fdm > 0. On obtient alors,
Salfldm = [, fdm. D’aprés le résultat de I1.3.6, [, (|f| — f)dm = 0 si
et seulement si [f| — f = 0 p.p. sur A. Dans le cas ou [, fdm < 0, on peut
appliquer le méme raisonnement a — f.
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11.3.9. On suppose que lirf fA fndm = 0 et on se donne € > 0. On pose
n—-—+0oo
A,={zeA: f(x) >e}. On a alors

1 1
m(A,) = g/ edm < g fn dm < / fndm.
Donc, hrf m(A,) = 0.

La suite {f,} définie dans la solution de I1.2.33 vérifie la condition

hlil f 0.1] fndm = 0, mais elle ne converge vers zéro en aucun point de [0, 1].
n—-0oo

I1.3.10. Etant donné € > 0, on pose A,, = {x € A : |fn(z)| > €}. On a

€ | fnl
1+5m(An)</A1+|fn‘dm< (A)+—€m(A\A)

ce qui implique le résultat cherché.

Pour prouver que I’hypothése m(A) < +oo est essentielle, on considére
fu(z) = % pour z € R%. On a alors m ({:L‘ >0: > 6}) mais pour
tout n € N*,

6n7

/ 1
}07 oo[ 1—|—nx

I1.3.11. On suppose que la fonction f est Lebesgue-intégrable sur A et que
+oo

la série > km(Ay) diverge. En posant
k=0

on obtient
n—1
/fdm /fndm fdm > km(Ag
k=0 Ak k=0

Puisque lim Z km(Ay) = o0, on voit que [, fdm = +oo, contra-

N—+00 . —
+oo
diction. On suppose maintenant que la série > km(Ay) converge. La série
k=0
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“+o0o

> (k4 1)m(Ay) converge alors aussi. De plus, si on pose g(x) = k + 1 pour
k=0

x € Ay, alors 0 < f(x) < g(x) pour z € A, d’ou

+oo
/A fdm < /Agdm = kZ:O(k: + 1)m(Ag) < 4o0.

11.3.12. Si les Aj sont les ensembles définis au probléme précédent, alors

+oo
le résultat sera démontré si on prouve que la série ) m(By) converge si et
k=0

—+00
seulement si > km(Ay) converge. On a By = Ay U Apq U -+ et, puisque
k=0

ANA; =2 pour i # j, on obtient m(By) = m(Ag) + m(Agy1) +---. On
pose by = m(By) et ar = m(Ag). On a

Zbk_zkak+ Z nag.

k=n+1
“+o0o
Si la série ) kay converge, alors
k=0
+o00o +o00o
Z nap < Z kap —— 0
n—-—400
+o00o +o00o
et Y by < 4o00. Dans 'autre sens, si ) by < 400, alors
k=0 k=0
+oo
SRS SRR ST
k=1 k=n+1 k=1

I1.3.13. Les ensembles A, sont mesurables et deux & deux disjoints et

+00
A= JA,UB,ou B={z€ A: f(x) =400} est de mesure nulle. On a
0

+o0o +oo +oo
S(e) = Znsm(An) = Z/ ne dm < Z/ fdm= / fdm,
n=0 n=0"An n=0"4An A
car l'intégrale de Lebesgue est dénombrablement additive. De méme,
+oo
S(e)—i—em(A):Z(n—i-l Jem (A / fdm.
n=0
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Il s’ensuit que

/fdm—am /fdm

et le passage a la limite lorsque € tend vers 0 donne le résultat cherché car
m(A) < +o0.

I1.3.14. D’aprés le lemme de Fatou (théoréme 2),

/fdm< lim fndm < Tim /fndm
A

n—+oo JA n—+00

< lim / fndm — fndm

= lim / fndm — lim fndm
n—+0o JR n—+oo JR\A

Donc, lirf fAfndm:fAfdm.

I1.3.15. Puisque {f,} est uniformément convergente sur A, il existe ng tel
que |fn(z) = foo(z)] < 1 pour n > ng et & € A. Donc, |fn| < |fool +1 et,
puisque A est de mesure finie, |f,,| + 1 est intégrable sur A. Il suffit donc
d’appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (théoréme 3).

11.3.16. Supposons d’abord que

lim /\fn—f|pdm:0.
A

n—-+o00

On a alors, d’aprés l'inégalité de Minkowski (voir 1.6.35),
[ fnll, < Wfn = Fll, 1A, et WA, < [fn=fll, + 1fnll,

&0 |1 fall, = I171l,| < 14 = fl,» ce qui montre que

lim /|fn|pdm:/ |f]P dm.
n——+0o A A

Pour prouver I'implication réciproque, on suppose d’abord que A est de mesure
finie. Il découle de la continuité absolue de l'intégrale de Lebesgue (voir, par
exemple, 11.3.4) que, étant donné £ > 0, il existe 6 > 0 tel que fB |fIPdm < e
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si m(B) < 6. D’aprés le théoréme d’Egorov (voir 11.2.22), il existe C C A tel
que m(C) < d et f,, = f.D’aprés I1.3.14, on a alors
A\C

lim /|fn\pdm:/|f|pdm.
n——+00 C C

Donc, pour n suffisamment grand,
J = gpan= [ if=gpdme [ |fa- fPam
A A\C c

_ p 4 p P
</A\C|fn fP dm +2 (/Cm an+ [ 15 dm)

g/ |fn—f\pdm+2p+1/ |fIPdm +
A\C @

g/ |fn— fIPdm + (2P + 1) e.
A\C

Il suffit maintenant d’appliquer le résultat de I1.3.15.
Si m(A) = +o0, étant donné £ > 0, on trouve alors un sous-ensemble B
de A de mesure finie tel que

/ FP dm < / FP dm + <.
A B
En effet, en prenant

_JIf@)P size An[-n,n],
9n(®) = {0 siz e A\ [-n,n],

on obtient, par le théoréme de convergence monotone de Lebesgue (théo-
réme 1),

lim gndm = lim \f\pdm:/ |f]P dm.
A ] A

n——+0o n—-+00 AN[—n,n

11 suffit donc de prendre B = A N [—ng, no| avec ng suffisamment grand. Mais
alors, pour n suffisamment grand,

_ P _ _ P _ g
/Alfn fIP dm /Blfn f dm+/A\B|fn 7P dm

</ |fn—prdm+2p+l/ FP dm + ¢
B A\B

< [l sPam+ @ 412 < @ +3)s,
B

la derniére inégalité se déduisant de la premiére partie de la démonstration.
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I1.3.17. Onag— f, >0et g+ f, > 0. D’aprés le lemme de Fatou (théo-
réme 2),

/ lim (f,+g)dm < lim (fn +g)dm
A

n—-+o00 n—+oo J A

/ lim (g fa)dm< Im [ (g— fu)dm.
A

n—-+oo n——+4oo J A

En utilisant donc les propriétés des limites inférieures et supérieures (voir, par
exemple, 11.4.19 (vol. I) et 11.4.21 (vol. I)), on obtient

/ i fndm+/gdm< i fndm+/gdm
A n—-+oo A n—-+oo J A A

et

/gdm— lim fndmg/gdm— lim /fndm.
A An—>+oo A n—-+o00 A

Puisque g est intégrable, le résultat suit.

+00 +o0
I1.3.18. On a ) falx) = 1 et jio I[andm = 1. Par ailleurs,
n=1 in=1

jio 1 fndm =20 pou_r n € N*. De plus, puisque

o L 2 1
nldm = n dx + —Jn dx = n X )
/M\f\ m= [ fu@)da / ) e = T %

+o0o
on voit que »_ f]o 1 | frldm = 4o0.
n=1 ’

I1.3.19. Le théoréme de convergence monotone de Lebesgue (théoréme 1)
implique

+oo +oo
fndm:/ fnldm < 400
;/A\ jam = [ 315

+oo
et la série > |f,| converge donc p.p. Ceci implique alors la convergence p.p.

n=1
“+o00
de > fn. Il suffit maintenant d’appliquer le théoréme de convergence dominée
n=1

de Lebesgue (théoréme 3).
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11.3.20. Soit € > 0. Par équi-intégrabilité de f,, il existe § > 0 tel que
Jg | faldm < § pour n € N* dés que m(B) < 4. On note alors que si m(B) < 4,
d’apreés le lemme de Fatou (théoréme 2),

/\f\dm< im [ |fuldm< S,
B B 2

n—+o0o
ou f(x) = liIJIrl fn(z). D’apres le théoréme d’Egorov (voir 11.2.22), il existe
C C A tel que m(C) <édet f, = f.Donc,
A\C

/A\fn—fldmZ/A\C\fn—flder/clfn—f\dm

</A\C\fn—flder/len\der/clfldm
</A\C\fn—f|dm—|—s.

Il suffit maintenant d’appliquer le résultat de 11.3.15.

I1.3.21. On suppose, contrairement a I’énoncé, que la suite {a,} définie par
an = | A Jndm ne converge pas vers a = i) A Jdm. 1l existe alors une sous-
suite {am,, } qui converge vers b # a. Par ailleurs, d’aprés le théoréme de Riesz
(voir IT.2.35), il existe une sous-suite { fm,, } convergente vers f p.p. sur A.
Donc, d’apreés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (théoréme 3),
 tend vers a lorsque n tend vers +o0, contradiction.

Ay,

11.3.22. La démonstration est semblable & celle du probléme précédent.

I1.3.23. On remarque d’abord que, d’aprés 11.2.16, les fonctions g(f,) et
g(f) sont mesurables sur A. Clairement, g est uniformément continue sur
[-C,C] et, étant donné £ > 0, il existe donc § > 0 tel que

lg(fn(2)) —g(f(x))] <e

pour tout z € A et tout n € N* pour lesquels |f,(z) — f(z)| < J. Il s’ensuit
que

{z e A:|g(fn(2) —g(f(2))] = e} C{x € A:|fulz) - f(2)| > 0},

ce qui prouve que ¢(f,) tend vers g(f) en mesure. De plus, m(A) < 400 et
lg(frn(z))] < M ot M = max{|g(x)| : z € [-C,C]} et on peut appliquer le
résultat de I1.3.21.
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11.3.24. On peut appliquer un raisonnement semblable a celui utilisé dans la
solution du probléme précédent.

11.3.25.

(i) On sait qu’il existe des suites croissantes de fonctions positives simples
{p1n} et {pa2,} définies sur [a,b] telles que p1, tend vers fT et oy,
tend vers f~. On voit, en posant ¢, = P1n — P20, qUE {cpn} est une
suite de fonctions simples convergente vers f telle que |¢,| < | f|. Puisque
lon — fIP tend vers 0 et |, — f|P < 2PTL| [P, le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue (théoréme 3) implique

lim lon — fIP dm = 0.
n—-+00 [a,b]

(ii) II ressort de (i) qu'il suffit de montrer que si xa est la fonction carac-
téristique d’un ensemble mesurable A C [a,b], étant donné 6 > 0, il
existe alors une fonction en escalier ¢ telle que [; o] Ixa — ¥|P dm < 4.
D’aprés I1.1.12, il existe un ensemble ouvert é tel que G C A et
m(A \ G) < §. Mais G est la réunion dénombrable d’intervalles ouverts
disjoints |a; ,b;[. On a donc

+o0o
m(G) = (b — a;) < m(A) + .
i=1
N
Soit 1) la fonction caractéristique de [a,b] N |J Ja;,b;[ o N est suffi-
i=1 o
samment grand. Si & est la fonction caractéristique de [a,b] N | Ja;, b,
i=1
d’aprés l'inégalité de Minkowski (voir 1.6.35),

Ixa —¥ll, < lIxa —All, + 1=,

+o0 1/p +o00 1/p
(00 ()
i=1 i=N+1

< §1/P 4 5P = 25M/p.
Puisque l'on peut choisir § > 0 arbitrairement petit, la démonstration

est compléte.

I1.3.26. D’apres I1.1.38, il existe un sous-ensemble mesurable A de [a, b] tel
que
m(ANja,B)) >0 et m((Ja,b]\ A)N]a,[]) >0
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pour tout intervalle o, 5[ C [a,b]. On va prouver que f = xa a la propriété
voulue. En effet, si ¢ est une fonction en escalier égale a ¢ sur o, ] C [a, ],
alors

1
Ixa = ¥l > max{lel J1 — e} > 5.

On note ici que cet exemple montre que le résultat énoncé en 11.3.25(ii) est
faux lorsque p = +oo.

11.3.27. 1l ressort du résultat de I1.3.25 que, étant donné ¢ > 0, il existe
une fonction en escalier 1 telle que ||f — | < §. Il suffit donc de prou-
ver quil existe une fonction continue g telle que |4 —g[[, < §. On pose
M =sup{|¢(x)| : € [a,b]} et on construit une fonction g affine par morceaux
sur [a,b] telle que m ({z € [a,b] : ¢(z) # g(2)}) < (557)" et |9(x)| < M. On

a alors
1/p
I — gll, = ( /[ e —g|pdm>

)

< (@MY m ({2 € 0, 8] : w(@) £ @) < <.

I1.3.28. Pour a < ¢ < b, on pose A = [a,c| et f = xa. Si g est une fonction
continue sur [a,b], alors lim g(z) = lim+g(;v) = g(c). Donc,
r—C =T

If = glloe = max{|g(c)], lg(c) — 1]} >

N =

I1.3.29. On remarque d’abord que, d’aprés 11.2.16, les fonctions g(f,), g(f)
et g(G) sont mesurables sur A. Comme dans la solution de I1.3.23, on peut
montrer que g(f,) tend vers g(f) en mesure sur [a,b]. On prouve maintenant
que g(@) est intégrable sur [a,b]. D’aprés 11.3.27, étant donné £ > 0, il existe
une fonction continue h telle que f[a,b] |G — h|dm < e. Donc,

/ 19(G)| dm < / 19(G) — g(h)] dm + / l9(R)| dm
[a,b] [a,b] [a,b]
< Le+ / lg(R)] dm,
[a,b]

ot L est la constante de Lipschitz de g. Puisque g(h) est continue, g(G) est
intégrable sur [a,b]. Le résultat découle alors de 11.3.21.
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I1.3.30. On trouve d’abord un intervalle fermé [a , b] et une fonction i bornée
et mesurable sur A s’annulant a lextérieur de [a,b] et vérifiant

/|f—hv’dm<f. (+)
A 3

Pour cela, on consideére la suite de fonctions définies par

f(x) size[-n,n]NAet|f(z) <n,

n siz € [-n,n|NAet f(x)>n,

—n  six€[-n,n]NAet f(zx) < —n,

0 siz ¢ [-n,nl.

La suite f, tend vers f p.p. sur A et [f,[f < |f[°. Dapres le

théoréme de convergence dominée de Lebesgue (voir théoréme 3),
hrf SalfnlPdm = [, |fIP dm. En utilisant le résultat de I1.3.16, on voit
n—-0oo

n
n

,n

que lirf i) Alfn— fIPdm = 0. On peut donc choisir N suffisamment grand
n—-0oo

et poser h = fy et [a,b] = [-N, N]. Ceci prouve la proposition énoncée au
début. D’apreés le théoréme de Lusin (voir I1.2.27), il existe alors un ensemble

fermé F C AN [—N,N] tel que h soit continue sur F et
€
AN[-N,N|]\F) < —.
Puis, d’aprés le théoréme de prolongement de Tietze, il existe une fonc-
tion continue g telle que [g] < N et g = h sur F U ]—oo,—N— #] U

[N + 555 , +0oc . Mais alors,

/\h—glpdmé/ \h—glpdm+/ |h — g|” dm
= AN[-N,N\F [-N—&55,—N]
—i—/ |h — g|P dm
[N,N+555]
€ 2e

g
< Pyo_° NP2
< (2N)p(2N) + 2 NP = 3

3
Ceci, combiné avec (*), montre que la fonction g résout notre probléme.

I1.3.31. On remarque, avec le lemme de Fatou (théoréme 2), que

/ |fIPdm < lim | ful” dm < CP

[a,b] n—+00 J[a,b]

et |f|” est donc intégrable sur [a,b]. On prouve maintenant que f, est équi-
intégrable sur [a,b]. En effet, étant donné € > 0, il existe § = g—z tel que si

m(B) < §, d’aprés I'inégalité de Holder (voir 1.6.27),
1 1
/B\fnldm < | fnll, (m(B))s < Céa =«
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et, d’apres 11.3.20,
lim fndm = fdm.
e Jla ) [a,b]

On prouve tout aussi facilement que cette égalité est vérifiée lorsqu’on rem-
place [a, b] par tout sous-intervalle [a; , b;] de [a,b]. Donc, si S est une fonction
en escalier sur [a, b], alors

lim fnSdm = fSdm.
=100 J[a,b) [a,b]
Il découle de I'équi-intégrabilité de |f, | que
lim | fn]? dm = / |f|P dm.
[a,]

n—-+4o0o [a,b]

Donc, d’aprés I1.3.16, || f, — f||p tend vers 0. Si g € L9a,b], on a alors, avec
I'inégalité de Holder,

[ 1fg = saldm < 15 = 11, g,

)

et le résultat suit.

11.3.32. Puisque |g,| < C, on remarque d’abord que l'on a |g, f|’ < C?|f|P
et, d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (théoréme 3),
f[&b] |gn f|P dm tend vers f[&b] lgf|P dm. Donc, d’aprés le résultat de 11.3.16, la
suite {g, f} converge vers ¢gf en norme dans LP[a,b]. De plus,

/[b] | fagn — fgIP dm < 2° </[ ) \gnlp\fn—f\”dm+/[

)

‘fgn - fg\pdm>
b]

)

<2 (P |fu— FI2+ 1 Fon — Foll?)

et le résultat cherché suit.

11.3.33.  On renvoie le lecteur a la remarque ouvrant cette section pour la défi-
nition de || f|| . Si || f]l,, = 0, le résultat est évident. Supposons que || ||, > 0.
Puisque |f(z)| < || f|loo P-P-, on voit que

p—+oo

1/p
fim / fPdm) < lim (b)Y ||fll = 1]l -
[a,] ptoo

D’autre part, étant donné 0 < € < || f]| ., on a

m({z:|f(@)] > |fllc —e}) =0 >0,
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d’ou

/ P dim > (Il — )75,

)

ce qui implique

1/p
tw ([ (fPdm) >l e
p——+00 (a,b]

On obtient le résultat cherché en faisant tendre € vers 0.

11.3.34. On prouve d’abord que si ¢ est convexe sur R, alors le graphe de
 admet au moins une droite support en tout zy € R, c’est-a-dire une droite
passant par le point (zg,¢(xg)) et se trouvant sous le graphe de ¢. Pour ce
faire, on remarque que si @ est convexe, elle admet alors des dérivées a gauche
et a droite <p’+ et ¢ et, pour z < 19 < 77,

p(z) — (x0) < ¢ (20) < &, (w0) < p(z1) — (o)

Tr — X Ir1 — X0

(voir, par exemple, 11.4.19 (vol. II)). Il s’ensuit que y = A(z — x¢) + p(z0)
est une droite support en zg si et seulement si ¢’ (z9) < A < ¢/, (z0). Notre
proposition est donc prouvée. On prend alors

Ty = ! / fdm
b—a [a,b]

et y = A(x — x0) + ¢(x0) une droite support en xg. On a

o(f(x)) = A(f(x) — z0) + #(z0).

Une intégration de chacun des membres de cette inégalité par rapport a x
donne le résultat cherché.

I1.3.35. On pose p = 2—? et %
(voir 1.6.27),

1/p , 1/p
/A\f\p dm < </A|f|pp dm) </A1p dm>

B </A |f 1P dm) " (m(A)7 < +oo.

aF }% = 1. On a alors, avec I'inégalité de Holder
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I1.3.36. Onpose r =ap; + (1 —a)p2, 0 < a < 1. Sip= é et
alors p’ = ﬁ et, par 'inégalité de Holder (voir 1.6.27),

Jorrram= [ 1717107 d
A A

« 11—«
b1 p2
<</A|f| dm> (/Am dm) P

7l < (1) ()~

En prenant le logarithme de chaque membre de cette inégalité, on obtient

=

Donc,

o(r) < ap(p1) + (1 — a)p(p2).

11.3.37. D’aprés 11.3.35, si f € L[a,b], alors f € LP[a,b] pour 0 < p < 1.
En utilisant l'inégalité Int < ¢ — 1 pour t > 0 et l'inégalité de Jensen
(voir 11.3.34) avec ¢(z) = —Inz, on obtient

1 1 1 1

= P_1)dm>—-1n / Pdm

b i ), (= Dam> <b_a[m”ﬂ )
1

> In|f| dm.
b—a /[;z,b} | |
|f(z)[P—1

Puisque “==— décroit vers In | f(z)| lorsque p décroit vers 0, d’apreés le théo-
réme de convergence monotone de Lebesgue (théoréme 1), on a

1
i . P_1)dm = —/ In | f|dm.
p—0+tp b—a /[a’b] (I ) b—a Jigy d

Il s’ensuit que

1 1 1
lim —1In / Pdm | = —/ In|f|dm.
p—0+ P (b—a [a,b]m ) b—a Jiap J

11.3.38.

(a) Si f est la fonction caractéristique d’un ensemble mesurable A, 1'éga-
lité & prouver découle alors de I'invariance par translation de l'intégrale
de Lebesgue. L’égalité est donc aussi vérifiée pour les fonctions simples.
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Si f est positive, il existe alors une suite croissante {f,} de fonctions
simples convergente vers f. Ce que I'on a déja prouvé et le théoréme de
convergence monotone de Lebesgue (théoréme 1) impliquent

/fdm: lim fndm = lim (fn)tdm:/ftdm.
R R

n—+oo Jp n—+oo Jp

Finalement, le résultat se déduit du fait que

/Rfdm:/Rf*dm—/Rf_dm.

D’aprés 11.3.30, étant donné ¢ > 0, il existe une fonction continue ¢
s’annulant en dehors d’un intervalle borné, notons-le [a,b], telle que
Jz If —¢ldm < €. Si |g(x)] < M, on obtient, en utilisant (a),

Lot = flam< [ 197 = @)ldm+ [ lgtGi = el dm
R R R
+/R\g(<p—<pt)\dm
<M€+/R|g(ft—wt)\derM/R\so—wldm
:M€+/R|g—t(f_90)|dm+M/R‘90_(Pt|dm

<2M5—|—M/\<,0—<pt|dm.
R

La fonction ¢ étant continue et s’annulant en dehors de [a, b], elle est uni-
formément continue. Il existe donc 0 < § < 1 tel que |p(x) — ()| < €
si |t| < 4. Il s’ensuit que, étant donné £ > 0, il existe 0 < 6 < 1 tel que
si |t| < 9, alors

/ lg(f — fe)|dm < 2Me + Me(b—a+1).
R

11.3.39. D’aprés I1.3.30, étant donné € > 0, il existe une fonction conti-
nue g s’annulant en dehors d’un intervalle borné, notons-le [a,b], telle que
Ilf —qll » < €. Puisque g est uniformément continue, il existe 0 < § < 1 tel que
lg(x) — g¢(x)] < € si [t| < 6. En utilisant I11.3.38(a), on voit donc que, étant
donné € > 0, il existe 0 < § < 1 tel que si |t| < ¢, alors

If = Fell, < WF = gll, + lg = gell, + llge = fell,
<et+e(d—a+1)YP 4e
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11.3.40. Par hypothése, f est intégrable sur A et
/ fdm < dam(A).
A\A;

Donc, an fdm > (1—06)am(A). D’autre part, d’aprés l'inégalité de Cauchy-
Schwarz,

1/2
- 2 dm m 1/2 m 2, /2
[y <</A6fd ) (m(As)™? < (Bm(A)Y? (m(As))

Il s’ensuit que
(1 - 8)am(A) < (Bm(A))"? (m(As))"/?,

ce qui implique le résultat désiré.

II.4. Continuité absolue, dérivation et intégration

I1.4.1. Puisque f est absolument continue sur [a,b], il existe 6 > 0 tel que
n
> | flar) — £l < 1
k=1

pour toute collection finie {]xy, , ) [} d’intervalles ouverts deux & deux disjoints

de [a,b] vérifiant

z:(:n;C —x) < 0.

=il
Soit a = ¢y < ¢1 < -+ < ¢, = b une partition de pas inférieur & §. La varia-
tion totale V(f;cp_1,cx) de f sur chaque [cx_1,ck] est inférieure a 1. Donc,
V(f;a,b) <m.

11.4.2. Vu le probléme précédent, il suffit de considérer la fonction définie
en I.2.5 avec a = 3 = 1.

11.4.3. Sia> @ >0, alors

* 1 1
o a—1 - - a—(F—1
f(z) = /0 <at sin —5 gt cos _tﬂ> dt

et l'intégrande est intégrable sur [0,1]. D’aprés le théoréme 2, f est absolu-
ment continue. Si 0 < a < (3, un raisonnement semblable a celui utilisé en 1.2.5
montre alors que f n’est pas a variation bornée et, d’aprés 11.4.1, n’est pas
absolument continue.
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I1.4.4. On remarque que la fonction

@) = x?sin(1/x) s?xe](),l],
0 siz=0

a une dérivée bornée sur [0,1]. La fonction f* vérifie alors une condition de
Lipschitz et elle est donc absolument continue. La fonction f = |f*| est aussi

absolument continue sur [0, 1]. De plus, puisque g(z) = x = % Oz % et

t— % est intégrable sur [0, 1] (on peut prolonger cette fonction en choisis-

sant n’importe quelle valeur en 0), d’aprés le théoréme 2, g est absolument
continue. D’aprés 11.4.3, la fonction
q 1 .
xsin—= siz€]0,1],
a)=¢ V°
0 siz=0

est absolument continue sur [0,1] et en est de méme de f(g(x)) = |h(x)|.
D’autre part, z — ¢g(f(z)), comme fonction & variation non bornée, n’est pas
absolument continue.

I1.4.5. Etant donné e > 0, il existe § > 0 tel que
n
D | f k) — fah)]| <e
k=1

pour toute collection finie {]x, , ) [} d’intervalles ouverts deux & deux disjoints
de [a,b] vérifiant
n

z:(:n;C —xp) < 0.

k=1
Supposons, par exemple, que g est croissante. Elle est absolument continue et
m

m
il existe 61 > 0 tel que Y (), — tx) < 01 implique »_ (g(t}) — g(tx)) <. 11
k=1 k=1
s’ensuit que

> | lgte) — flat)] <e.
=1



SOLUTIONS

I1.4.6.

(a) Soit A C [a,b] un ensemble de mesure nulle. On peut supposer, sans
perte de généralité, que A C Ja,b[. Soit € > 0. Par continuité absolue
de f, il existe 6 > 0 tel que

> | flak) — fah)| <e
p

pour toute collection finie {]z , 2} [} d’intervalles ouverts deux a deux

disjoints de [a,b] vérifiant Y (z} —xy) < d. Puisque m(A) = 0, il existe
k=1
un ensemble ouvert G tel que A C G C |a,b] et m(G) < §. On sait que

G est I'union dénombrable d’intervalles ouverts deux a deux disjoints
+o0o

lai, Bi[. On a donc > (B; — a;) < 0. Pour un entier strictement posi-
i=1
tif ¢, soit z; <  des points de [ay, ;] ol f atteint ses valeurs maximale
et minimale. L’application f envoie alors l'intervalle [« , 3;] sur 'inter-
n
valle fermé d’extrémités f(z;) et f(x}). Clairement, kzl(xi, —x) < 0

n
pour tout n € N*. En conséquence, Y |f(zx) — f(z})| < e. On voit, en
k=1

“+o0o
faisant tendre n vers +oo, que Y |f(zr) — f(z})| < €. D’autre part,
k=1

+oo +oo
f(A)c £(G) = fai, 8D c U f (i, 80) -

i=1 i=1
Il existe donc un recouvrement dénombrable de f(A) par des intervalles
fermés dont la mesure totale est inférieure a e.

(b) Il s’agit d’une conséquence immédiate de I1.2.15.

I1.4.7. Non. La fonction de Cantor ¢ définie en I1.2.11 envoie I’ensemble de
Cantor (qui est de mesure nulle) sur [0, 1]. Vu le résultat du précédent pro-
bléme, ¢ n’est pas absolument continue bien qu’elle soit continue et croissante.

IT.4.8. On suit la démonstration présentée dans [23|. Pour n € N*, on pose
I, = Jla+k(b—a)27",a+ (k+1)(b—a)27"] (k = 0,1,...,2" — 1) et on
définit .

un(y) = D X8y, ()
k=0
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ou By, = f(I;,). La fonction v, compte le nombre d’intervalles I, sur
lesquels ’équation f(x) = y admet au moins une solution. De plus, si

My = inf {f(z) : 2 € Iy}

et My, =sup{f(z):z €I,}, alors By, = f(I1,) est un intervalle d’extré-
mités my, , et My . La fonction v, est donc mesurable et

2r=l1 2r=l1

[ o) dy = 3" m(Beo) = 3= (M~ m):
R k=0 k=0
I1 découle alors de 1.2.16 que lir4r_1 Jz vn(y) dy = V(f;a,b). Par ailleurs, {v,}
n—-r+oo
est une suite croissante et v,(y) < v(y). Si on prouve que lir_ir_l vn(y) = v(y)
n—-—+0o0o

p-p-, le résultat suivra comme conséquence du théoréme de convergence mo-
notone (voir I1.3, th. 1). Pour cela, on note que si y # f(a+ k(b —a)27")
et si v(y) = p € N*, on a alors aussi v,(y) = p pour n suffisamment grand.
Si v(y) = 400 et y # f(a+k(b—a)2™"), étant donné ¢ € N*, il existe
alors N tel que vy (y) > ¢. Ceci montre que nkrilm vn(y) = v(y) pour tout

y# fla+k(b—a)27").

I1.4.9. On suit la démonstration présentée dans [23|. Supposons que f ne

soit pas absolument continue, une contradiction en découlera. Il existe g tel

que, pour tout & > 0, il existe une collection finie {]zy, ,z}[} d’intervalles ou-
n

verts deux a deux disjoints de [a,b] vérifiant > (2}, — zx) < 0 et tels que
k=1

n +oo
kz |f(xr) — f(x})| = €o0. On choisit une suite {0;} telle que la série Zl i

converge. Pour chaque d;, on trouve une collection finie ﬂ T 0 05 5 [} d’inter-

n
valles ouverts de [a,b], deux a deux disjoints, vérifiant > (z} , — zr;) < J; et

k=1
tels que
n; U
Z(Mk,i — Mp;) 2 Z |f (@) = f(@r4)| = eo,
k=1 k=1

ou My; = sup {f(a:) 1T € }x;“ ,:1:;1[} et my; = inf {f(a:) 1T € }x;“ ,:1:;1[}
On pose

n; 400 400
Ai: U]l‘k7i,x§€,i[ et A= ﬂ UAz
=1 n=11i=n
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On vérifie facilement que m(A) = 0. Donc, par hypothése, m(f(A)) = 0.
Comme dans la solution du probléme précédent, on définit

wily) =Y X8y, )
k=1

ouBy; = f G :I:k’i,acz, ; D La fonction w;(y) compte le nombre d’intervalles

Tk, T ;| sur lesquels I'équation f(z) = y admet au moins une solution. On

a donc w;(y) < v(y), ou v(y) est l'indicatrice de Banach définie au probléme
précédent. On a aussi

ng

/ w;i(y) dy = Z(Mk’z — My ;) = €.
R

k=1
Puisque v(y) est intégrable, 'ensemble C = {y : v(y) = +o0} est de mesure
nulle. Soit B = {y: 'hT w;i(y) # 0. On va prouver que B\ C C f(A).

Si yo € B\ C, il existe alors une suite {i,} telle que w;, (yo) > 1. Puisque

w;, (yo) < v(yo) < 400, il n’y a qu'un nombre fini d’éléments distincts de la

suite {x;. } tels que f(x;.) = yo et ;. € A;,. Il y a donc un élément, notons-le

xo, apparaissant une infinité de fois dans la suite. Puisque z;. € A;,_, on voit

que g € A et f(xg) = yo € f(A), ce qui prouve l'inclusion B\ C C f(A),

d’ott m(B) = 0 et, en conséquence, lligl w;i(y) = 0 p.p. D’aprés le théoréme
1—T00

de convergence dominée de Lebesgue (voir 11.3, th. 3), ll}gloo Jz wi(y) dy =0,

ce qui contredit le fait que [ w;(y) dy > eo.

I1.4.10. Le résultat découle immédiatement du probléme précédent,
de I1.4.1 et 11.4.6.

I1.4.11. On prouve d’abord que V(F};a,b) < ff |f(t)] dt. En effet,

n—1 n—1 Tha1
S 1Fawn) - P = Y| (ﬂwd4
k=0 k=0 'Y Tk
n—1 Thy1 b
< o= [ 15wl
>/ /

sia=uz9 <z <--- <xp =D est une partition de [a,b], ce qui implique

b
wmmw</u@Wt
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Pour prouver 'inégalité opposée, on définit

P={z€la,b: f(x) 20} et N={z€la,b|: f(z)<0}.

/ 1] dt = |rwa= [ s

Par continuité absolue de l'intégrale de Lebesgue (voir 11.3.4), étant donné
e > 0, il existe & > 0 tel que [ |f(t)|dt < esiE C [a,b] et m(E) < d. Puisque
P et N sont des ensembles mesurables, il existe des ensembles fermés Fp C P
et Fy C N tels que m(P \ Fp) < ¢ et m(IN \ Fn) < 6. Donc,

On a alors

/b\f(t)\dt< f)dt— [ f(t)dt + 2e.
a Fp

Fn

Les ensembles Fp et Fn étant fermés et disjoints, il existe des sous-ensembles
ouverts de Ja, b[, notons-les Gp et G, contenant respectivement Fp et Fn
tels que m(Gp \ Fp) < § et m(Gn \ Fn) < 0. On a donc

/b\f(t>|dt< f(t)dt — F(t) dt + 4e.
a Gp GnN

On sait que tout ensemble ouvert est 'union dénombrable d’intervalles ouverts
n

deux a deux disjoints. Il existe donc une union finie J Jag , O] = Gy, telle

k=1
que m(Gp \ G,) < 6. D’ou,

ft)dt — ft)dt <e.
Gp Gn
Puisque
| swa=Y [ rwya =Y (G - Faw),
Gn k=1" % k=1
on obtient .
F@)dt <> (F(Br) — F(on)) +e.

e k=1

+o00
De méme, si Gn = |J |og, k[, ou les |oi , 7x[ sont deux a deux disjoints, il

k=1

existe m tel que

GN

f@&)dt > (F(m) — F(ox)) —¢.
k=1
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Il s’ensuit que

b n m
/ PO dt < S (F(B) — Flow) — S (F(me) = Flow)) + 6e,
@ k=1

k=1
ce qui implique

b n
/ F®ldt < 3 IF(G) — Flaw)] + 3 [F(m) — F(ow)] + 6e.
@ k=1

k=1

3

Puisque les intervalles deux a deux disjoints Jay , Bk [ sont disjoints des inter-
valles deux a deux disjoints |o; , 7;[, on voit que

Y IF(By) = Flag)l + Y |F () = F(og)| < V(F;a,b),
k=1 k=1

d’ou

b
/ F(®)] dt < V(F;a,b) + 6e.

11.4.12.
(a) On pose A = g(E). On sait, d’aprés 11.4.6, que A est un sous-ensemble

mesurable de [c,d]. Si A est ouvert, alors A = lag, , B[, ot les

n=1
g, , B[ sont deux a deux disjoints et o, = g(zn), Bn = g(yn). On
obtient, en utilisant le théoréme 2,
m(A) = Z(ﬂn - an) = Z(g(yn) - g(mn))

n=1

n=1
:g:l/y 7 () d:r::/Eg’(x) i,

Si A est fermé, |c,d[\ A est alors ouvert et, d’aprés ce que l'on vient de
prouver et le théoréme 2, on voit que ’égalité proposée est aussi véri-
fie dans ce cas. Puisque A est mesurable, étant donné ¢ > 0, il existe
un ensemble ouvert G et un ensemble fermé F tels que F C A C G,
m(G) <m(A)+¢e et m(F) >m(A) — e. Puisque ¢’ > 0, on a

/ g/dms/g’dm</ o i,
g~ L(F) E g 1(G)

ce qui implique

m(A) —e <m(F) < / g dm <m(G) <m(A) +e.
E
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(b) On peut supposer, sans perte de généralité, que A C ]c,d[. Puisque
m(A) = 0, il existe une suite d’ensembles ouverts G, telle que

ACG,1 CG,Cle,d| (n € N¥)

o0

~ + ~ ~
et lim m(G,)=0.Onpose A= ()| G,.Onaalors A C A,m(A)=0
1

n——+00 =

~ +o00o
et g1(A) = Ol g Y(G,,) est mesurable. D’aprés (a),

Ozm(A):/ ~g’alm:/ g dm.
g1 (A) g~1(A)NH

Donc m(g~! (K) N H) = 0 et la proposition suit car g71(A) C g1 (A).

(¢) D’apres I1.1.12, il existe un Gs-ensemble U et un ensemble A de mesure
nulle tels que B = UU A. On a alors g~ }(B) = g7 }{(U) Ug !(A) et
g~ 1(U) est aussi un Gs-ensemble car g est continue et strictement crois-
sante. Il découle de (b) que m (¢g7'(A) NH) = 0. Donc, g~!(B) N H est
mesurable. De plus,

/ g’dm:/ g’dm:/ g dm = m(U) = m(B),
C g~ (U)NH 9~ 1(U)

la troisiéme égalité se déduisant de (a). On a aussi

b
/ o i — / o clin = / X1 @y (@) (@) d
C g~ 1(B)NH a
b

~ [ xwls@)g/ (=) da.

I1.4.13. On suppose d’abord que f est une fonction simple sur [c,d], au-

n n
trement dit, que f(z) = > ¢ixa,(z), ou [c,d] = |J A;. D’aprés 11.4.12(c),
i=1 =1

7
on a

d n n b
[ 10t =Y cma) =3 e [ xaole)g @) do
c i=1 i=1 @
b
- / B f(9(2))d () de.
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Si f est positive, il existe alors une suite croissante {f,} de fonctions simples
convergente vers f et 1’égalité demandée se déduit du théoréme de conver-
gence monotone de Lebesgue (voir I1.3, th. 1). Enfin, si f est une fonction
intégrable quelconque, I'égalité & prouver est une conséquence du fait que

JEfydt = [FfH@de— [T F () dt.

I1.4.14. D’apreés le théoréme 2, F et G sont absolument continues sur [a, b].
Nous allons prouver que F'G est aussi absolument continue. Pour cela, on note
respectivement A et B les extrema de |F(x)| et |G(z)| sur [a,b] et on observe
que

[F(t)G(t) — F(s)G(s)| < A|G(t) — G(s)| + B|F(t) — F(s)].

Ceci implique clairement la continuité absolue de F'G. F'G est donc dérivable
p.p- et (FG) = FG' + F'G = Fg + fG, la derniére égalité se déduisant
du théoreme 2. L’égalité voulue en découle en faisant de nouveau appel au
théoréme 2.

I1.4.15. Ceci est une conséquence immédiate du théoréme 2 et du résultat
du probléme précédent.

I1.4.16. Toute fonction f croissante sur [a,b] est dérivable p.p. et, d’aprés
le théoréme 1, f’ est intégrable. Donc, d’aprés le théoréme 2,

o@) =S+ [ (e)d
est absolument continue et ¢'(z) = f/(x) p.p. Si on pose h(z) = f(x) — g(x),
on obtient alors la représentation f(x) = g(x) + h(x), ot g est absolument

continue et h est singuliére. Pour voir que h est croissante, on fait de nouveau
appel au théoréme 1 et on obtient

h@ﬂ—h@ﬂzf@ﬁ—f@ﬁ—/mfﬁﬁﬁ>0
pour xTo > I.

I1.4.17. L’exemple suivant est da a L. Takacs [Amer. Math. Monthly,
85(1978), 35-37]. Pour

+oo
7 = Z 2—(1»,17 (*)
n=1
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ol a1 < ag < --- sont des entiers strictement positifs, on pose
+00 )
) = —, r>0.
f(@) 2_:1 T

De cette fagon, f est bien définie sur |0, 1] et on pose f(0) = 0. On prouve
d’abord que f est strictement croissante sur [0, 1]. Clairement, f(0) < f(z)

+00

pour 0 <z <1.Si0<z<y<lety= > 2% oub <by<--- sont
n=1

des entiers strictement positifs, il existe alors un plus petit entier k tel que

ap > b. Donc,

+oo n k 2
r o r 1+ r N r L
Z (14+7r)an = (1 + 7)ok 1+r (1+47r)?

n=~k
k +oo n

. T < T <:§: T
(14 r)ae=1 = (14 r)b vt (14 7)o’

ce qui prouve que f(z) < f(y). Pour x défini par (%), on pose

Ty = Z 27% et y,=x,+27"
ap<n
kn41 .
On a alors z, < & < yp et f(yn) — f(zn) = (TH—T)R, ou k, est le nombre
de aj inférieurs ou égaux a n. Puisque k, < n, on peut facilement vérifier

que lir_{l (f(yn) — f(zp)) = 0, ce qui implique la continuité de f sur |0, 1].
Clairement, lin% f(z)=0.

On sait que f’ existe et est finie p.p. Donc (voir, par exemple, 11.1.14
(vol. IT)),

f'(z) = lim Flym) = f(2n) _ lim (L)nr’f"“.

n—-+o00 W — T 147
Il s’ensuit que lirf rhn—kn—1 — IZﬂ si f/(x) # 0. Donc, soit r = 1, soit
n—-0oo

hrf kyn — kp—1 = k. Dans le second cas (voir, par exemple, 11.3.14 (vol. I)),
n—-—+0o0o

on a liril %" = k. Puisque 0 < k, < n sont des entiers, on conclut que k =0
n—-—+oo

ou k = 1. Dans les deux cas, on obtient » = 1. En conséquence, f' = 0 p.p. si

r# 1.
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11.4.18. On considére d’abord une fonction f définie sur R de la forme

= ffoo @(t) dt, ou ¢ est une certaine fonction intégrable sur R. La conti-
nuité absolue de f sur [—K , K] découle alors de la continuité absolue de l'in-
tégrale de Lebesgue (voir I1.3.4). De plus, on sait de I1.4.11 que

K
V(f;—K,K) = / (@) de < /R ol dim,

ce qui implique V (f; —00,00) < +o0. Soit {z,} une suite tendant vers —oo.
La suite ¢ - X]_co,z,,] cOnverge alors vers zéro sur R et, d’apres le théoréme de
convergence de dominée de Lebesgue (voir I1.3, th. 3),

n—-+4oo

im f(zn) = A@ * X]—o00,24] dm = 0.

Réciproquement, si f est absolument continue sur [—K , K|, alors, d’aprés le

théoréme 2,
f(x) =f(—K)+/ fi(t)dt
—I%

et, en faisant tendre K vers 400, on obtient

On a de plus

+o00 i
/ |f(t)]dt = lim | f/(t)] dt

—
—69 n—-+o00 —)

= lim V(f;—n,n) =V (f;—00,+00) < 400,

n—-+4oo

la seconde égalité se déduisant de 11.4.11.

11.4.19. Dans la formule d’intégration par parties donnée en I1.4.15, on
prend les limites lorsque a tend vers —oo et b tend vers +o00 et on applique le
résultat du probléme précédent.

I1.4.20. On remarque d’abord que f}, est bien définie car LP [a,b] C L' [a, b]
(voir 11.3.35). Puisque

fh(x):%(F(a:—i-h)—F(:r—h)) ou F(x / (@)
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la continuité de f;, découle du théoréme 2. Pour p > 1 et %+ % =1, d’aprés
I'inégalité de Holder (voir 1.6.27), on a

1 x+h ﬁ T+
@ < G (/h ms) / FOPdt = 2h/ (0)[? dt.

Clairement, pour p =1, on a

x+h
| fr(2)] < %/_h |F(t)| dt.

Donc, en utilisant le théoréme de Fubini et la formule de changement de va-
riable, on obtient

(L
N
ih/ </ 7 ‘pdu)dt /|f W du,

la derniére inégalité se déduisant du fait que f s’annule en dehors de [a,b].
L’inégalite || fpll, < [|f]l, est donc prouvée.
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I1.4.21. Sip > 1let 1+ L =1 on a alors, avec l'inégalité de Holder

(voir 1.6.27), v
» b 1 z+h 1 z+h
=1l = [ gr [ rwde-gp [ f@ar

<o | ([Tio-rwia) @
< 1t[(4“%uw—fmwm)@mWﬂm

—h

@y
=§%AbQ[iﬂﬂw—quWde

=§%/1<Lﬂf@+w%—ﬂ@V¢Qdu

la derniére égalité se déduisant de la formule de changement de variable et
du théoréme de Fubini. Il est clair que l'inégalité obtenue est aussi vérifiée
pour p = 1. Donc, d’aprés 11.3.39, étant donné € > 0, il existe § > 0 tel que
fab |f(t+2) — f(x)]Pdx < e pour |t| < 6. En conséquence, si 0 < h < §, alors
Ifn— 72 <.

La fonction f;, étant continue sur [a,b], on notera ici qu'elle réalise 'ap-
proximation énoncée en 11.3.37.

P
dx

11.4.22. On a
F(z+ h) — F(z)

z+h
[ o sa)a

x+h
<EL () — f(@)]dt,

ce qui donne F'(z) = f(x).

11.4.23. Si f est continue en x, étant donné ¢ > 0, il existe § > 0 tel que
|f(t) — f(x)] <esi|t—x| <d. Donc, pour |h| <9,

z+h
i[O - f@ld<e

I1.4.24. Sir est un nombre rationnel, la fonction ¢ — |f(¢) — r| est intégrable
sur [a,b] et, d’aprés le théoréme 2,

x+h
mn%/' (1) —rldt = | f(z) —r

h—0
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pour presque tout z € [a,b]. Notons E(r) 'ensemble des points de [a,b] ou
'égalité précédente n’est pas vérifiee, on a m(E(r)) = 0. Si {r,} est une énu-
mération de tous les rationnels, I’ensemble

+oo
E= U E(r,)U{z € ]a,b] : f(z) = £oo}
n=1
est de mesure nulle. Notre but est de prouver que tout point de [a,b] \ E est
un point de Lebesgue de f. Soit xg € [a,b] \ E et ¢ > 0. Il existe alors 7, tel
que [f(zo) —rpl < § et

zo+h zo+h
[ -l [T 10 - feold] < 5.

0
Puisque z¢ ¢ E, il existe 6 > 0 tel que
1 xro+h
2 [ 0 - = 150 -l
0

si |h| < 4§, ce qui implique
1 [roth 2

- 1) — 7| dt < Ze.
2 —rlar<ge

0

< —

On a alors, pour |h| < 0,

zo+h
L - seold<e.

11.4.25. On peut supposer, sans perte de généralité, que A est borné, par
exemple A C [a,3]. Onpose a = a—1et b=+ 1. Alors, F(x f xa(t)dt
vérifie F'(z) = xa(z) pour presque tout z € [a,b]. En partlcuher Fl(z) =1
presque partout sur A. Si z est tel que F'(x ) =1, alors

=) = i 2h _}Lozh
. m(AN[z—h,z+h)])

= lim .
h—0 2h

11.4.26. On sait par I1.1.11 qu’il existe un Gs-ensemble E tel que A C E et
m(E) = m*(A). On peut supposer que m*(A) < +oo sans perte de généralité.
Donc, pour tout intervalle T,

mENI) =m(E) —m(E\I
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et la premiére proposition se déduit du résultat donné au probléme précédent.
Pour prouver la seconde proposition, on remarque que si A est mesurable,
il en est alors de méme de A€ et presque tous les points de A€ sont donc
des points de densité de cet ensemble, d’ou des points de dispersion de A.
Pour démontrer I'implication réciproque, supposons que A ne soit pas mesu-
rable. D’aprés I1.1.11, il existe pour A un recouvrement mesurable E tel que
m*(A) = m(E). Puisque E est mesurable, presque tous les points de E\ A sont
des points de densité de E et, d’aprés ce qui précéde, ce sont aussi des points
de densité extérieure de A. Puisque A n’est pas mesurable, m*(E \ A) > 0.
Ceci implique que I’ensemble des points de A€ qui ne sont pas des points de
dispersion extérieure de A est un ensemble de mesure extérieure strictement
positive.

I1.4.27. On suppose que f est mesurable sur [a,b]. Le théoréme de Lusin
(voir 11.2.27) implique que, étant donné £ > 0, il existe un ensemble fermé
F C [a,b] tel que m([a,b] \ F) < ¢ et fip est continue. D’aprés le probléme
précédent, presque tous les points de F sont des points de dispersion de F€.
Donc si zg € F est un point de dispersion de F¢, on a alors, pour tout €1 > 0,

{z €lxg—h,xo+h]:|f(x) = f(zo)| = e1} Clxog—h,zo+ h]NF

pour h > 0 suffisamment petit, ce qui prouve que I’ensemble sur lequel f n’est
pas approximativement continue est de mesure plus petite que €. Puisque I'on
peut choisir arbitrairement € > 0, on a donc prouvé que la condition est né-
cessaire. On suppose maintenant que f est approximativement continue p.p.
sur [a,b]. Soit ¢ un réel. On montre que 'ensemble A = {z € [a,b] : f(x) > ¢}
est mesurable. D’apres 11.4.26, il suffit de prouver que presque tous les points
de A€ sont des points de dispersion extérieure de A. Soit zg € A un point de
continuité approximative de f. On prend € = f(z9) — ¢ > 0. On a alors

m* ({z € [zg —h,z0 + h] : |f(z) = f(z0)| > €})
2h
S m ({r €lzo—h,zo +h]: f(z) <c})
- 2h

m* ([xo — h,xo + h] N A°)
2h

et la définition de la continuité approximative implique

. m*([xg — h,xo + h] N A
lim
h—0 2h

=0,
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ce qui signifie que xg est un point de dispersion extérieure de A°€. Presque tous
les points de A étant des points de continuité approximative de f, on a donc
prouvé que la condition est suffisante.

On notera ici qu'une fonction bornée sur [a,b] est Riemann-intégrable
si et seulement si elle est presque partout continue (voir I1.1.55). Le résul-
tat ci-dessus montre qu’une fonction bornée sur [a,b] est mesurable et donc
Lebesgue-intégrable si et seulement si elle est p.p. approximativement continue.

I1.4.28. On suppose que xg est un point de Lebesgue de f. Pour tout € > 0,
on a

(s S : 2) — " > zo+h
({z € [zo0, 0+h]h|f() f( 0)‘>5})<§.%/x |f(z) = f(xo)| dz.

0

On déduit de la définition d’un point de Lebesgue que

lim m ({z € [zo, 20 + h] : |f(z) — f(z0)| > €})
h—0+ h

=0,

ce qui implique que chaque point de Lebesgue dune fonction Lebesgue-
intégrable est un point ot elle est approximativement continue.

Pour prouver que la réciproque est fausse, on considére la fonction définie
sur [—1,1] par

flz) =

o 1l 1 1
2" SIZ—R—W<IE<2—R7’R€N,
0  sinon.

On montre d’abord que f est intégrable sur [-1,1]. On a

1 +00 1
/lf(x)dx = 22"22n+1 =1.
- =0

On observe maintenant que 0 est un point de continuité approximative de f.
Si gt <h < 5, pour 0 <& < 1,0na

m([=h,hn{x: f(z) >e}) _ m ([—o=,97] N{z: f(z) > €})
oh < Z
s e

L
271

1

- 3x 21 potoo 0-
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Puisque

/2" /2"
Tf2um—ﬂwm=WA”fmm

—+o0 1
— k —
=2 ZQ 22k+1 1,

k=n

0 n’est donc pas un point de Lebesgue de f.

11.4.29. En considérant le résultat du probléme précédent, il suffit de mon-
trer que si f est bornée et mesurable sur [a,b], alors tout point de continuité
approximative de f est un point de Lebesgue de f. Si = € Ja,b[ est un point
de continuité approximative de f et |f(t)| < M, a < t < b, étant donné € > 0,
on a

1 1

z+h
OO, 70) — F(a)ldt

/[fv,:chh]ﬂ{t: |f(t)—f(z)| >}

1
4 =

= | 7(6) — F(a)lde
[z, z+h]N{t:] f (1) f (z)| <e}

([, z+hN{t: |f(t) — f(@)] > €})
h
Un passage a la limite lorsque h tend vers 0 donne

hm1/M%vw—f@nm<e

h—0 E
et e > 0 pouvant étre choisi arbitrairement petit, le résultat demandé s’ensuit.

<om 2 te.

I1.4.30. On suppose d’abord que xg € Ja,b| est un point de continuité ap-

proximative de f au sens de la définition donnée en I1.4.27. Pour n € N*, on

définit )
B, = {o € fa.8:1/(0) - o)l > 1}

et, pour A strictement positif, on pose
Bn,h =B, N [SL‘(] —h,xg —I—h]

On sait de II.1.11 qu’il existe un Gs-ensemble G,, tel que B,, C G, et
m*(By) = m(Gy). Si G, = Gy N [zg — h,z9 + h], alors G,,j, est un en-
semble mesurable contenant B,, ;, et m*(B,, ;) = m(G,, ). En effet, on a

G, = Gn,h U (Gn \ [IL'O —h,xo+ h]),

B, =B,,U(B,\ [zo—h,zo + h])
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et, puisque B, C G, et B, ;, C G, j,, on obtient

m*(Bpn) < m"(Bpp) +m"(Bn \ [to — h, o + h))
< m(Gn,h) +m(Gy, \ [:L’O —h,xo+ h])
=m(Gy) =m*(B,).
Ceci implique
m* (Byp) = m(Gn,p)
et
m*(By \ [xo — h,z0 + h]) = m(G, \ [xo — h,zo + h]).
Par définition de la continuité approximative,
lim m*(By, N [zo — h,xzo + h])
h—0 2h
et il existe donc h,, tel que
m*(By, N [zo — h,xzo + h]) - 1
2h S n
pour 0 < h < hy,. Si maintenant C,, = [a, b] \ B, alors C,, D [a,b]\ G, = H,
et m*(Cy,) > m(H,) =b—a—m(Gy). De plus, pour 0 < h < hy,, on a
m*(Cy, N [xg — h,zo + h]) > m(Hy, p) > 2h — m(Gyp) 51 1 ’
2h 2h 2h n
ou H,, ,, = H, N [zg — h, 20 + h]. On remarque encore que I'on peut choisir A,
de sorte que hp+1 < h, et lim  h, = 0. On définit alors

n—-+4oo

=0

h h
An = Hn,hn \ |:IL'0 — 7;:_1 , L0 =F il

et on pose
+oo
A=]JA,U{zo}
n=3

Il découle de ce qui précéde que, pour h,11 < h < hy,, on a
m(AN[zg— h,xo+ hl) - m(A, N[xg—h,xzo + h])

2h - 2h
_ m(Hnp) — 2% >1— 1 hnp
- 2h - n nh
2
>1——,
n

ce qui montre que xg est un point de densité de A. On prouve maintenant
que fia est continue en z. Etant donné € > 0, il existe n € N* tel que
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1 < e Silz—a < % et x € A, il découle alors de la construction

de A que z ¢ A,, pour m < n. Donc, x € Ay pour un certain k > n et
(@) - flao) < 1 <1 <e.

On suppose maintenant qu’il existe un ensemble mesurable A tel que xg
soit un point de densité de A et tel que la restriction de f & A soit continue
en xo. Etant donné € > 0, il existe alors h > 0 tel que

{z €[zog—h,zo+h]:|f(x) — f(zo)| =€} C[xo—h,zo+h]\ A.
Réciproquement,

g 7 (2 € [wo —h 2o + ] : | f(x) — f(zo)| > €})
h—0 2h

A —h h
<1—limm( N [zo ,To + ]):07
h—0 2h
la derniére égalité se déduisant du fait que z( est un point de densité de A.

I1.4.31. [C. Goffman, Amer. Math. Monthly 84(1977), 205-206]. Soit A I’en-

semble de Cantor généralisé construit en I.7.12 pour o = % G=100,1\A

+o0o
est un sous-ensemble ouvert dense de [0,1]. Si G = | I, les I,, étant des

n=1
“+o0o
intervalles ouverts deux & deux disjoints, alors m(G) = > [I,| = 3. Pour
n=1
tout n, soit J,, C I, un intervalle fermé a l'intérieur de I, tel que |J,| = |In|2.

Pour tout n, on définit f sur J,, comme étant continue, de valeurs comprises

entre 0 et 1, valant 1 au centre de J,, et 0 a ses extrémités. Si x n’appartient
+oo

pas & |J Jp, on pose alors f(z) = 0. On montre d’abord que f n’est pas
n=1

Riemann-intégrable sur [0,1]. Soit 0 = 29 < 1 < -+ < 2y, = 1 une partition

de [0,1]. Si Jzg_1,z[ N A # @, Poscillation de f sur [z;_1,x] est égale a
1. Puisque m(A) = %, la somme des longueurs des intervalles [zj_1, 2] sur
lesquels loscillation de f est égale a 1 est supérieure a % En conséquence,

ff(x) s — /L flaydo> .

On prouve maintenant que f est approximativement continue sur [0, 1]. Par
définition, f est continue sur G. Soit g € A. On se donne 0 < € < 1. Il est
clair que tout intervalle [zg — h,zo + h] (h > 0) contient une infinité d’inter-
valles I,,. Si h est suffisamment petit, alors seuls des intervalles I,, pour n assez

315



CHAPITRE II. ['INTEGRALE DE LEBESGUE

316

grand peuvent étre contenus dans [z — h, g + h]. Donc, pour h suffisamment
petit,

miiz s Sk, xot Gl R@) = s ah) > |Jnl + 71+ 72

2h 2h
ott ' représente la somme sur les n tels que I, C [zg — h,z¢ + A,
r1 = mJg N[zg — h,xog + h]) si g — h € Jp et 1 = 0 autrement,

ro =m(JsN[zrg — h,z9 + h]) si xg + h € Js et ro = 0 autrement. On a
ro_ LA Y

20 L — [Tkl T 1 [Tk

et 57 vérifie aussi une majoration semblable. De plus,

/ / / 2 2

J J I 1|1 /

Z‘n‘<2/| n|:Z/‘n‘ gz‘n‘ :Z|I"|'
2h 2l 2T L]

Il s’ensuit que xg est un point de continuité approximative de f. Il suffit alors

de faire appel aux résultats de 11.4.22 et 11.4.29.

11.4.32. On note d’abord que G est une fonction croissante sur R,
tlim G(t) = 0 et 1tligl G(t) = b— a. Pour n € N* choisi arbitrairement
——00 — 400

et k € Z, on pose

Ik:[kgl,g} et Ak:{xe[a,b]:géf(x)<ﬁ}.

On a alors G (%) -G (%) =m(Ay),
k—1

A < [ fam< " man)
et
Se(h)-e(5) < [ o
<2(e()-e())
Donc,
[ rom [ ew| < (0(3) o (5))
Puisque

La(e(0)-e(5) romemew

k=1
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et JrZO:OfAkfdm f ft(z)dr < +oo, on voit que Z fk/n L Ld(G(t))
k=1

converge, ce qui signifie que l'intégrale fo td(G(t)) converge et on a

[ ran - | e

Un passage a la limite lorsque n tend vers +o0o montre que

| e = [ e

On peut prouver de fagcon complétement semblable que
0 b
| tacwn = [ 1@

I1.5. Séries de Fourier

g%(b—a—G(O)).

I1.5.1. Sip, = /a2 + b2 #0, alors

. Ap, by, .
an cosnx + b, sinnx = p, | — cosnx + — sinnx
n Pn

an

et il suffit de prendre «,, tel que sin a,, = o b—z.

et cos oy, = o

11.5.2. D’aprés 11.3.27, étant donné € > 0, il existe une fonction continue g
sur [—7 , 7] telle que

™

F(@) - g(a)| dw < =

—T
D’apres 1.4.11,

™ ™

lim g(x)cosnxdr = lim g(x)sinnxdr =0
n—-—400 — n—-4o0o e

et on obtient

f(x) cosnz dx

—T

< [ 1) - gta) ar+ \/_zg@) cosnz d

g— — =
5 Tg=¢

pour n suffissamment grand.
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I1.5.3.  En faisant le changement de variable z =t + 7, on obtient

SE]

an:l f(x)cosnxd:r::—lf f(t+%) cos nt dt

T ) us il

1 s
:——/ f(t—l—z) cos nt dt,
7T n

—T
la derniére égalité se déduisant de la périodicité de l'intégrande. D’ot,
1 s

:% .

(f(:L‘) —f (t—l— %)) cosnzdr =0 (n™%).

Qn

I1.5.4. La fonction f étant a variation bornée sur [— , 7|, on observe d’abord
qu’elle est Riemann (et donc Lebesgue) intégrable sur cet intervalle. De plus,
f peut s’écrire comme la différence de deux fonctions croissantes positives, par
exemple f = f1 — fo. D’aprés la forme de Bonnet du second théoréme de la
moyenne (voir 1.3.17(a)),

n

’ f1(z) cosnx dx = fi(m) /Wcosnxdx = —fl(W)SinnC =0 ().

—Tr

I1.5.5. Puisque la fonction f est absolument continue sur [—m, 7|, il existe
g € L' [—7 7] telle que

f@ = s+ | " g(t) dt

(voir le théoréme 2 énoncé au début de la section I1.4). Une intégration par
parties (I1.4.14 ou I1.4.15) donne donc

1 sinnx|™ 1= ]
anp =—| f(z) - = g(x) sin nz dz
s n |, nJ)_,
1 [ .
=—— g(z) sin nzx dx.
nm J_,

On applique maintenant le résultat de 11.5.2 pour voir que a,, = o (n‘l). De
méme, b, = o (n_l).

11.5.6.  On voit, en intégrant k fois par parties, que les coefficients de Fourier
de f sont égaux a

ii F®)(2) cosnazdz  ou i% F®)(z) sin na dz.

™k J_ mnk J_.



SOLUTIONS

Puisque f*) est continue sur [—m , 7], d’aprés le résultat de 1.4.11, on a

111};1 f(k( ) sinnx dx = hrf f ) () cos na dz = 0.
I1.5.7. On a

I 1 [T
Sp(z) = = ft)dt + Z = f(t)(cos kt cos kx + sin kt sin kx) dt

1
—;/_W ( —I—Zcosk:t—x)dt

1 /7r f(t)sm(n+§) (t—x) at.

T J _x 2sin 3 (t — z)

la derniére égalité se déduisant de l'identité trigonométrique bien connue

1

1 i sin(n+l)a
= <F coska = ——2— o #2mr,meZ.
2 Z 2sin 5 « 7

11.5.8. Comme dans la solution de [.4.8, on peut montrer que si f est pé-
riodique de période 27 et intégrable sur [—m , 7], on a alors, pour tout z réel,

T+ ™
| swa= [ s
—T+T -

On obtient donc, en utilisant la formule démontrée en 11.5.7,

1 /”” I sin (n+ 1) (t — 2)

Sl = = dt

TJ ria 2sin 1 (t — )
& sin (n 4 3) ¢
= ft+x) (712) dt,
. 2singt
la derniére égalité se déduisant de la formule de changement de variable pour
I'intégrale de Lebesgue (voir 11.4.13). D’on,

1
sn(w:l fe )st( lt dt + — / I S“;;ﬂ Zt)tdt

= / fx— Sln( dt + — / f Sln( _)tdt

2sin £ 5t
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I1.5.9. Notre but est de montrer que lir_{l sn(z0) = f(x0), ot {sp(zo)} est
n—-—+0oo

la suite des sommes partielles de la série de Fourier de f en xg. En appliquant
a f(z) =1 la formule obtenue au probléme précédent pour s, (z), on obtient

1:g/wsin(n+%)tdt
0

s 2 sin % t
D’ou,

1

" sin (n + 4
Sn(xﬂ) - f(xﬂ) = ;A (f($0 + t) + f(xg — t) — 2f(x0)) M

— dt.
2sin 5t

En posant ¢(t) = f(zo +t) + f(zo — t) — 2f(z0), on a |¢(t)] < 2L [t|* pour
[t| < §. On remarque alors que @ est intégrable sur [0, 7]. En effet,

) )

¢

/ le®I 4 < / 2Lt dt < +o0.
o t 0

La fonction

lp@)] _ le®)]

t
sin%t_ t sin%t

est donc aussi intégrable sur [0, 7]. Il découle de la solution de I1.5.2 que

” sin (n+ 2
o ((omfleng)) — Sl — 1/0 o ta)t o

n—-+o0o n—-+oo 7T 2sin % t

I1.5.10. On prouve d’abord le lemme suivant.
Lemme. Si g est croissante sur [0,al], alors

sin nx

"
o 9(z)—

T
dr = = g(0™M).
z =5 9(07)
On a
a sin nx % sinnx a sin nx
/ g(x) dr = g(0+)/ dx + / (g(:z:) = g(0+)) dz.
0 z 0 x 0 z

En faisant le changement de variable nx = t et en utilisant le résultat de 1.5.33,
on obtient

90" [ = g0) [ e —— 9(07)].
0 0
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De plus, étant donné e > 0, il existe § > 0 tel que 0 < g(z) — g(0") < & pour
0 <z < 4. On écrit alors

a sin nx ¢ sin nx
| (6@ = 90M) B do = [ (g(0) - 9(07) B e
0 0

@ 2 — o(0* sin nx
+ [ (ate) = 9(0)
=1 + Is.

dx

x

On obtient, en utilisant la forme de Bonnet du second théoréme de la moyenne
donnée en 1.3.17(a),

% sinnx
n = (99) ~900%) [ T = (5(0) ~9(0") [

c z nc

" ginx

dx

x

+00 sinx _
rdr =

pour un certain ¢ € [0, d]. Puisque fo %, la fonction x — fox %nt dt

est bornée. Il existe donc M > 0 tel que

fm; sinz dm‘ < M et |I1] < Me. En-

nc X
fin, d’aprés 1.3.18, I5 tend vers 0 lorsque n tend vers 4+o00, ce qui conclut la

démonstration du lemme.

On se tourne maintenant vers la démonstration du test de Dirichlet-Jordan.
On a

1[0 sin (n+ 1) ¢
Sn(l‘o)z—/ (f(iﬁo+t)+f($0—t))(.712)dt

T Jo 2singt

1 [" sin(n—l—%)t
o [ o+ + - 1) 0D gy

T Js 2sin 5t

=J + Jo.
Puisque la fonction
tHf($0+t)+f($o—t)

2sin % t
est intégrable sur [0, 7], on voit, comme dans la solution de I1.5.2, que J tend
vers 0 lorsque n tend vers +o0o. De plus, J; peut aussi s’écrire sous la forme

1 %t sin(n+%)t

)
J=— xo+t)+ fwo—1 dt.
' 7T/0 (oo +2) + flzo ))sin%t t
1
La fonction ¢ — Siiit étant croissante sur [0, 4], la fonction

2

1t

t (fzo+1)+ flzo — )2

sin 5 ¢

est & variation bornée sur [0, 0] et est donc égale a la différence de deux fonc-
tions croissantes. On obtient le résultat cherché en appliquant le lemme a ces
deux fonctions.
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I1.5.11. On considére la fonction définie par

L size[-m,7]\ {0},
0 six=0.

La fonction f est a variation bornée sur [—7 , 7| mais ne vérifie aucune condi-
tion de Lipschitz (voir 1.2.13). D’autre part, la fonction

_ Jxcosg sixe[-m,m]\ {0},
g(x)_{o 2 siz=0

vérifie une condition de Lipschitz en 0, autrement dit |g(z) — ¢(0)| < |z|, mais
n’est & variation bornée sur aucun voisinage de 0 (voir 1.2.5).

I1.5.12.  On pose f(zr) = 5% pour = € ]0,2x[, f(0) = 0 et on prolonge
cette fonction & R en une fonction périodique de période 27. D’aprés le test
de Dirichlet-Jordan (voir I1.5.10), la série de Fourier de f converge vers f.
Puisque

1 2T
ap = — T xcosnxda;:O pour n € N
0 2

s
et )
1 "m—x 1
bn:—/ sinnrvdr = — pour n € N*,
T Jo 2 n
on obtient
-2 Xsinnz
= , 0<ax<2m.
On voit, en remplacant = par 2x, que
+oo .
T — 2T sin 2nx
1 = Z , O<ax<m.
Donc,
Z sin(2n — 0<a<
— = r < .
2n — 1 ’

Si on prend maintenant successivement x = § et x = 3, on obtient les deux
derniéres égalités.
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“+o0o
I1.5.13. Si f(z) = ) “5%, alors, d’apres le résultat du probléme précé-
n=1
2

dent, f'(z) = —T5%. Puisque f(0) = %2, on voit que f(x) =& — &f + %. De
meéme, si on pose

sin nx
9(x) = i
n=1
alors ¢’ (x) = =552 et /(0):”—2 Donc (x):ﬁ—”—xz—i-ﬂz—w

I1.5.14. La fonction f définie dans la solution de I1.5.12 est & variation

bornée sur [—, 7] mais b, = L n’est pas un o(n1).

I1.5.15. On a

Nz .
, i Cos (n—; )Z sin %
sp(z) = g coskx = - .
sin
k=1 2
Donc z,, = nLH et
n : k .
s ( z >_Zsmn—fl o /”smxdx
n — km :
n+1 - n-+1 n—+oo 0 8

On remarque que, d’aprés le test de Dirichlet-Jordan (voir I1.5.10),
lim s,(z) = f(x) pour x € |0,27 et lim s,(0) = 0 = lim s,(27)
n—-+o0o n—-+o00 n—-+o0o

et, d’aprés ce qui précede, la convergence de {s,} ne peut pas étre uniforme
sur [0, 27].

I1.5.16. On pose f(x) = €™ pour 0 < z < 27, f(0) = # et on prolonge
cette fonction & R en une fonction 2w-périodique. On voit, en appliquant le
test de Dirichlet-Jordan (voir I1.5.10), que la série de Fourier de f converge
vers f sur R et la premiére formule s’obtient par un simple calcul. Pour obtenir
le seconde égalité, on prend la symétrie par rapport a I’axe des ordonnées du
graphe de x — e x € [0, 7], pour obtenir une fonction g paire et définie
sur [—m,7]. Si 'on considére la symétrie par rapport a l'origine du graphe de
x — e x €10, 7|, on obtient une fonction impaire sur |—m,0[U]0,7[. Si on
pose de plus h(0) = h(—m) = h(m) = 0, on obtient la derniére égalité. On a
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aussi

n=1

Tl a7r a
T Z -1 a2 +n2’
I1.5.17. On obtient, en utilisant la premiére égalité de 11.5.16,

w ax ™ o n sin nx
e?wa_le +e—27ra_ __2ZCL2+ 5 0<xz<2m.

Ceci peut se réécrire sous la forme

n sha(mr —xz) i:’o nsin nx

= ——, 0<z<27m.
2 shma — a® +n?’
De méme,
T T 1 X acosnz
axr —ar __
7627”1_16 —76_27“1_16 _5—1_22&2—1—712 0 < <2m,
ou, de fagon équivalente,
m cha(r—2x) 1 iacosnx 0<z<?
22 ) - = —_— T .
2 sha 2a — a?+n?’

I1.5.18. On prolonge la fonction f(z) = 2%, -7 < =z < 7, & R de sorte
que f soit 2w-périodique. Une telle fonction vérifie le test de Dirichlet-Jordan
(voir I1.5.10) pour tout z € R et on arrive facilement a

2 +
U COS NI
:1:2_?4-43_1(—1) 7 —T<T T

On obtient les autres égalités en prenant z = 0 et x = 7.
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I1.5.19.
(a) On a

1 s
a2n-1 = — f(z)cos(2n — 1)z dx

_ ! i f(x—|—7r)cos(2n—1)xdw—|—l/wf(x)cos(Zn—l)xdx
™ T Jo

1 [7 1 [7
= ——/ f(t)cos(2n — 1)t dt + —/ f(x)cos(2n — 1)xdx = 0.
T Jo T Jo
De méme, by, 1 = 0.

(b) La démonstration est semblable a celle de (a).

I1.5.20. On considére la symétrie du graphe de x +— cosz (0 < x < 7) par
rapport a l'origine pour obtenir une fonction f impaire sur |—m, 7|\ {0}. La
série de Fourier de f se réduit donc & une série de sinus. De plus, puisque
f(z+7) = f(z) pour x € |—m,0[, d’aprés la question (a) du probléme précé-
dent, bo,_1 = 0. Un calcul simple donne by, = = 45"_1). Pour obtenir I'autre
formule, on considére la symétrie du graphe de x — sinz (0 < x < 7) par
rapport & l'axe des ordonnées pour obtenir une fonction g paire sur |—7, 7.
La série de Fourier de g se réduit donc & une série de cosinus et, d’apres la
question (a) du probléme précédent, ag,—1 = 0.

I1.5.21. La fonction f(z) = In|2sin 3| (x # 2km) est 2m-périodique et paire.
D’aprés 1.5.1(b), fow/2 Insintdt = —51In2 et ag = 0. De plus,

2 ™
@y = —/ In (2 sin §> cosnx dx
™ Jo 2

2 . x\sinnz|®™ 1 [Tsinnzcos3
= —In (25111—) S — 24z
T n |, nmjy sin &

1 T sinnx cos §
o av
nm Jo sin £
Puisque

sinnzcosy  sin(n + Dz sin(n— 3)x

sin% - ZSin% ZSin%
1 n 1 n—1
= §+;coskx+ §+;(30skx,
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on obtient a, = —%. On peut obtenir 'autre formule par un raisonnement
semblable.

I1.5.22. Par périodicité, f est intégrable sur [0,2x]. La fonction F définie
par F(z) = [ (f(t) — 3 ao) dt est donc & variation bornée sur [0, 27]. De plus,
F(0) = F(2r) = 0 et F est 2m-périodique. D’apreés le test de Dirichlet-Jordan
(voir 11.5.10),

+oo
1
F(z) = 5 Ay + Z(An cosnx + By, sinnx)

n=1
o, pour n € N*,
1 [7 -1 [7 1 —b
A, =— F(x)cosnxdx = — <f(x)——ao> sinnz dr = ——
T ) nm J_. 2 n
et
1 (7 1 (7 1
Bn:—/ F(x)sinnxdr = — <f(x)——a0> cos na do = 2.
) nw J_» 2 n
En conséquence,
1 X 4y, sinnz — by, cosna
Flz)==-A n n .
(2) 5 410 + Z i
n=1
En prenant x = 0, on obtient
+oo
1 by,
Z Ay = a2
2 0 7 ’ (*)
n=1

ce qui implique la formule demandée.

+00
I1.5.23. La convergence de la série bﬁ" se déduit immédiatement de (x)
n=1
dans la solution du probléme précédent. On remarque aussi que la série
+oo

sinnx
Inn
2

n—=
(vol. IT)), mais qu’elle n’est la série de Fourier d’aucune fonction intégrable

converge d’aprés le test de Dirichlet (voir, par exemple, 111.2.13

+oo 1
car la série 22 —, diverge.
n=
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I1.5.24. On a
™ T +oo
| @ -sm@)iie= [ Pt (% B+ (@ + bi)) ,
— — k=1

car

—T

" [T 2, _ (1o N2 g
f(z)sn(x) dz (sp(x)) " de=m 5 00 + Z (az +0%) | -
- =1l

+o00
Puisque [7 (f(z) — sn(2))*dz > 0, la série L a2 + 3 (af +b}) converge et
k=1

o 2 0 <1
sa somme est inférieure & = [ f?(z) dx.

11.5.25. La solution du probléme précédent implique qu’il existe une
constante strictement positive C telle que ["_(f(z) — sn(z))? dz < C. D’aprés
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout ensemble mesurable B C [—7, 7],

/B (f(2) = sn(x)) dz| < VCy/m(B). (+)

On peut, sans perte de généralité, supposer que A C |—m, 7. Etant donné
e > 0, il existe un ouvert G tel que |—7,7[ D G D A et m(G\ A) < e.
De plus, G est 'union dénombrable d’intervalles ouverts deux & deux disjoints
la; ,b;[. On a

[ ¢@=s@yae= [ (@ -se)do= [ (1@)=sula)) do

G\A

De plus, il existe un entier strictement positif IV tel que

N
m(G\ U]an,bn[> <e.

N
Si on pose Gy = gl]an,bn[, on a
/G () — i)t — /G (@) - sl o + /G o, @ = sole) de

On déduit alors de () que

‘/A(f(x) — sp(a)) da + 2veC.

< ‘ L (@)~ ) o
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On prolonge maintenant f & R par périodicité en posant f(x+27) = f(x) et on
utilise le résultat de I1.5.22 pour prouver que nkrfoo ffz (f(z) — sp(x))dx =0
pour tout |ay, ;[ C [0,27]. On obtient alors, par périodicité du prolonge-
ment de f, nlﬂloo ffz (f(z) — sp(x)) dx = 0 pour tout |a; ,b;[ C [—m,7]. Donc,

lim fGN (f(z) — sp(x)) dx =0 et le résultat cherché s’en déduit.

n——+oo

11.5.26. D’apres I1.3.25, étant donné € > 0, il existe une fonction simple ¢
telle que
" 2
| 6@ - p@)ds <
—T
D’aprés le résultat du probléme précédent,

T

lim o(z) (f(z) — sp(x)) dz = 0.

—
n—-—400 —

™

\5
Q
=2
&
=
8
SN—

|

»
3
SIQ
8
=
ISH

S

Il

—

] [ (9(2) - (@) (f(@) = sae)) da
)

+[

<\@(/_Ti<

+ / (@) (f(z) - sn(x)) da

) = )
1/2
F(2) - sn(a@))? dx)

La solution de II.5.25 implique l'existence d’une constante C telle que
7 (f(@) — sn (2))? dz < C, ce qui conduit au résultat désiré.

11.5.27. D’apreés le résultat du probléme précédent,
1 (7 1 [7
— f(z)g(x)dr = lim —/ sn(z)g(x) dx

s n—+oco T J_ -
1 n
= lim <§ apag + Z(akakz + bkﬂk)) :
=il
On notera ici que si f = g, on obtient alors 1’égalité dite de Parseval :
1

s 1 +00
= _Ter(x)d:L‘ — §ag+;(ai+bi).
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11.5.28. Le résultat se déduit immédiatement de I1.5.12 et de I'identité prou-
vée au probléme précédent.

11.5.29. Le résultat de I1.5.25 implique

/Af(;v)d:r::/Ag(:L‘)dx

pour tout ensemble mesurable A C [—7,7w]|. Il suffit alors de faire appel
a I1.3.7.

11.5.30.

(a) D’aprés I1.5.18,

—+00
% i %
n=1
+oo
Donc, S 4 =1
n=1

~1 = gg- De plus, d’aprés 11.5.17,

m cha(m —x) 1 ++§acosn:1: (0 <z < 2m)
T —_— x < 2T
2 shma 2a 4~ a? +n?
et
m sha(m —z) Jri:.onsinn:r (0 <z < 2m)
R R — x < 2m).
2 shma — a? + n?

En conséquence,

1 = 2

—+Z - z /%chza(ﬁ—x)dx
2(12 0

= (a® + n2)2 "~ 4sh?7a

mcharm 2
"~ dashar * 4sh? ar
et
Ji:.o n? _ wcharm 72

= (a2 + n2)2 " dashar  4shZar

(b) Puisque

oz — 3cosw - cos 3T
4 4
on obtient
l/7r(:os6:1:d:1::g—i-i=§.
71 - 16 16 8
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De méme,

cost 3 cos2x i cos 4z
-8 2 8

1 (7 o9 1, 1
p cos’ @ dz 321764 64

—T

11.5.31. D’aprés linégalité de  Cauchy-Schwarz et 1'égalité de
Parseval (I1.5.27),

2 1 oo\ Y2 /400 ) 1/2

n=1

11.5.32. Une intégration par parties donne

1 1 %
am:—gb;n et bm:aa;n (m € N¥),

ou a,, et bl sont les coefficients de Fourier de f’. De plus, puisque f’ est conti-
nue sur [—7, 7|, f' € L? [~m,7]. Donc, d’aprés le résultat de 11.5.27, la série

+o00
> ((a’n)2 + (bﬁl)Z) converge. L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique alors

n=1

+oo
Iféj‘n?'f( x) — sp(x)| = max m;;rlamcosmx + by, sinma
+oo

@] + 105,

< )

m=n+1 m
+00 1 % +oo
(3 5 (2 20l )
m=n-+1 m=n-+1
1
+o0 2
1 1
= > =] o)< —=o0(1.
(m:n-H m ) \/T_l
+o0o
I1.5.33. Si f(x) ~ % + > (ancosnx + b, sinnx), alors

n=1

+oo
flx+h)—flx—h)~2 Z sin nh(b,, cos nx — a, sinnx). (%)

n=1
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D’aprés I'égalité de Parseval (voir 11.5.27),

1" 2 - 2 | 223 52
_/ (f(x+h) = f(z—h)) da::4Z(an+bn)sm nh.

T J_
™ n=1

Par hypotheése,

= /7r (f(z+ h) — f(z — h))*de < 2L% (2n)*.

™ -

On obtient, en prenant h = 54,

< nmw 1 T 2
2 DV i 2
E (an—l—bn) Sin” oprr < §L <_2k) :

n=1

Donc,
2k

Z 2, 72\ 2 N Lo m\2
n=2k-141

Puisque sin? SRHT 2 % pourn=2F14+1... 2% ona

2k

> @) < (5)"

n=2k—141

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir 1.2.12 (vol. I)),

o Qk 1/2 Qk 1/2
Yoo Vet | Y (a2+0d) > o1
n=2k—141 n=2k—141 n=2k-141
T\ k=1 T\*_ k
<I(z) 27 <I(z) 2

Finalement, on obtient

+o0 +o0 o +o00 TN &

DVaETB=Y( X vaE+r®| <L) (5) 2
n=2 k=1 \n=2k-141 k=1

11.5.34. La solution du probléme précédent implique

2k

> @) < ()"

n=2k-141
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On peut supposer que 0 < § < 2. On a alors, d’apres l'inégalité de Holder
(voir 1.6.27),

B 1-8
2k a 2k 2 2k 2
> @i ¥ o@en)] [ X
n=2k—-141 n=2k-141 n=2k-141
TN\ 1 1y(1_8
<IP(5)" 200-%)
. Lﬂﬂ'a’g k( 7—04,6)
91-3 '
Donc,
+o00 3 +o00 Dk 5
D (am+tn)r=> | X (a+8)”
n=2 k=1 \n=2k—141
_l’_
= LFzf k(1-2—ap)
X 1_8
k=1 2 2

et le résultat cherché suit.

I1.5.35. On a

2N

;(f(mﬁ”)—f(H%))

Sl (e ) - 1 (o ) (G

ou V est la variation totale de f sur [0,27]. D’aprés (*) dans la solution du
probléme 11.5.33 et d’aprés ’égalité de Parseval (voir 11.5.27),

27 - .
2N/0 <f<x+%)—f<x+%>) d:z:—8N7rZ a —|—b2)s1n %

n=1

pour ¢ =1,2,...,2N. Donc,

S @Ryt < L(ayey
n:1a sin ON 4N N 5
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En prenant N = 2¥, on obtient

2 nmw 1L, T\

2 DY g2
Z (an -+ bn) sin okl < okT2 (27:) V.
n—1

Il suffit alors de procéder comme dans la solution du probléme I1.5.33.

11.5.36. L’exemple suivant est dii a Fejér. Soit G,, 'ensemble des 2n nombres

1 1 1 1 1
mn—1'2m-3"317073

3,...,_2n_1.

On prend une suite strictement croissante d’entiers strictement positifs {\,,}
et on considere les ensembles G, ,G),,... On multiplie chaque nombre de
'ensemble Gy, par n~2 pour obtenir la suite

1 1 1 1
1220 — 1) 77777 1220 —1) T 22(200 —1) T 22(20g — 1) 7
que ’on notera ag,as,... Notre but est de prouver que

o)
E Qy, COS NI
n=1

est la série de Fourier d’une fonction continue. On regroupe les termes de cette
série de la fagon suivante :

21 2X1+2X2 2201 +2X2+2)3
g Qyy, COSNT + E , COS NI + E Qy, COSNT + - - -
n=1 n=2\1+1 n=2A1+2X2+1

On peut écrire cette derniére série sous la forme

21 +o0
Ay 201 + 20 + -+ 2,
ZOénCOSWL“-FZSO( ny 2A1 + 2ﬂ; + 2An 1753)7
n
n=1 n=2
ou
_cos(r+ 1)z cos(r+2)z cos(r +n)z
pre) == s T
cos(r+n+1)z  cos(r+n+2)x cos(r + 2n)x
1 3 2 = 1
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On prouve maintenant qu’il existe une constante M (indépendante de n, r
et z) telle que |p(n,r,z)| < M. En effet,

n n

cos(r+n—k+1)x cos(r +n+k)x
QO(’I?,,’I“,I’):Z ( ) _Z ( )

= 2k — 1 o 2k — 1
1 " sin (k + l) 75
— 25 - il Vi
51n<r+n+2>xz_: 2% — 1
. TP gin(2k-1)2 . .
Puisque ) ——2 = % pour z € |0, 27[ (voir I1.5.12), la suite des sommes
k=1

partielles de cette série est bornée. Il s’ensuit que les sommes de termes regrou-
pés,

21 —+o00

Ans 2\ 2\ 2N,
ZOénCOSWL“-FZSO( ny 2A1 + 27;; + nlax)7 (1)
n=1 n=2

convergent, absolument et uniformément sur R vers une fonction f continue
sur R. On vérifie aussi facilement que

+oo
f(z) ~ Z Ot COS NT.
n=1

On montre enfin que l'on peut choisir la suite {\,,} de sorte que la série précé-
dente diverge en 0, autrement dit, de sorte que S, = a1 + a9+ - -+ «,, diverge
vers 'infini. Puisque

S _ ! R R

In )\,
2n2
convergent vers la méme limite), il suffit de prendre, par exemple, A\, = n"
et la série de Fourier de f ne converge pas vers f en x = 2km, k € Z. On
remarquera ici que si on remplace z par nlr dans la série groupée (1), la sé-
rie de Fourier correspondante diverge alors en tout point x = %, k € Z et
m € N*. La série de Fourier diverge donc sur un ensemble dense. En effet, si
%“, pour n assez grand, la partie du n-iéme groupe dont les coefficients
sont positifs a pour valeur

L L I L I = L +1

n2 \2\; — 1 221 — 3 3
et, en prenant A\, comme ci-dessus, on voit que la série ne peut pas converger
en ces points.

se comporte comme lorsque n tend vers +oo (les deux divergent ou

75 =
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11.5.37. Par la formule donnée en I1.5.8

1 [™ sin (n+ 1) ¢
@) =2 [(Garn+ ety
T Jo 2singt
on obtient
sz 2M/7r’8m nt ’dt<M/7r—‘Sm n+y),
2sm t

n—l— 7r
_M/ ‘Sm“‘d <M/ du+M/
1
:M<1+ln<n+§>7r).

On peut remarquer que la majoration est uniforme sur R.

11.5.38. On a
1 T lsin (n+ 1)z 1 [™|sin(n+ 1)z
2m sin 5 T Jo sin 5
2 [7/2|gin (n+ 1) 2t 2 (/2 |gin (n+ 1) 2t
T Jo sint T Jo t
9 @nt+1)7/2 |G o Tl p(ktD)m g
:_/ |sin u| du > —Z/ |sin u| du
T Jo u 78 b u
=0
—1 . n—1
2 % /7r sin u 2 1 /”
= — du > — —_— sinu du
mi=Jo utkm ﬂ'kz:;)(k—i-l)ﬂ 0
41
T k:0k+1

On sait (voir, par exemple, I1.1.41 (vol. I)) que la suite
— 1

= Z m —Ilnn

k=0 +

décroit vers la constante d’Euler v = 0,5772... et L, > 2 Inn +
prouver 'inégalité inverse, on observe d’abord que

sin (n -+ %) t - sin nt

o L 13
sin 5 tan 3

2 7. Pour
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Donc,

sin nt sin 2nt

1 9 /2
Ln<1+—/ dt=1+ — /
™ Jo ™ Jo

2 /2 Int 9 nT |
<1+—/ |Smtn‘dt:1+—/ sinul
0 0

tan tant

i s u
2 o [T \smu\ sin ¢
=14+= / =1+4+= / dt
ﬂ; (k:—l)7r Z t+
<1+2/Wsmtdt Z T <C+—lnn+—
, 1 2 L 2 7

On remarquera ici que le résultat du probléme précédent est une conséquence
immédiate du résultat présent.

11.5.39. On sait, par la solution de 11.5.8, que

1 (7 in (n+3)¢
@)= 1@ = % [ (He+0+fe— - 2f<x>>m§§T§) dt.
Il suffit donc de prouver que
T o 1
I, = / (flx+t)+ flx —1t) — 2f(x))%+t2)t dt = o(lnn).
0 2sin 5

Puisque f est uniformément continue, étant donné € > 0, il existe 0 <7 < 1
tel que |f(z +t) + f(z —t) — 2f(z)| < & pour |t| <. Pour n+ 5 > %, on a

(nt3) " " ™
In:/o <I>(t)dt+/(n+%)1<1>(t)dt+/n (t) dt,

ot ®(t) est 'intégrande de I,,. Donc,

(nt3)™ ) sin(n+ )t (n+ 1)
[ - | )t

(n—i— ) smé

X|flx+t)+ flx—1t) —2f(x)|dt

) T
< <n—|— %) 5/0 P+t a—t)~2f (@) dt < T,
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et

11.5.40. On a

s0(z) + s1(@) + - + 50_1(@)
n
1 /“sin%t—i—---—l—sin(n—% t
0

on(x) =

) (flx+t)+ f(x—1t))dt

2nm sin % t

1 ™ sin? %nt
= t —t))dt.
ol e SLUCEU R (ER)
I1.5.41. Si on substitue f(x) =1 dans la formule obtenue au probléme pré-

cédent, on obtient
1 7 sin?Lnt
1= / 2 2 dt.
0

2nm sin? % t

21
21
in2 L
s 2t

sin nt

La premiére proposition découle donc du fait que le noyau de Fejér

est positif. Si on a o, (x) = M pour un n et un z, alors

1 ”sinz%nt
— —=— (M — f(x+1t)dt=0
nw J_ sin2%t ( u )

et I'intégrande est positif. La seconde proposition se déduit donc de 11.3.6.

11.5.42. On vérifie facilement que si S, = ¢y + ¢1 + -+ + ¢p_1 et si

T, = 751+32:”+S", alors

c1+2c+ -+ (n—1)cp—1
- .

Sy — o, =

Donc,

M=

k(ay, cos kx + by sin k)

1
n+1 ’ (*)

ol s,(x) et o,(x) sont respectivement les sommes partielles et les moyennes
de Cesaro de la série de Fourier de f. Donc, par hypothése,

k

sn() = ony1(z) +

|sn(z) — op+1(z)| < A+ B
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et la premiére proposition se déduit du probléme précédent. La seconde pro-
position est alors une conséquence immeédiate de la formule (voir 11.5.12)

T—x JroOsinn;v
5 :Z - (0 <z < 2m).

On notera ici, d’aprés I1.5.4, que si f est a variation bornée sur [—m, x|, les
sommes partielles de la série de Fourier de f sont alors uniformément bornées.

11.5.43. On peut supposer que 0 < x < 7. On pose m = [%] et on écrit

chsmk‘x = chsmkx—l— Z ¢ sin kx,

k=m+1

une somme vide étant considérée comme nulle. On a alors

chsmkx Z—smkx Z kx = mAz < Am.

k=1

Pour majorer la seconde somme, on utilise la formule de sommation par parties
suivante?) :
n n—1
Z cpsinkx = Z (ck — k1) (Sk(x) — Sm(2)) + cn(Sn(z) — Sm(2)),

k=m-+1 k=m-+1

ou

) sin 5F sin (ngl)
g sin jz = -
sin Z
1
On note que
k+1 g . 1
sin 2 sin XDz + )Z _ gin 75 sin (m; i
|Sk(z) — Sm(z)| = 5
Sln b)
2k+1 2m+1
= P S T/—>7-
S1n 3 ‘Sln E‘

Donc,
Z cisin kx| < Z (ck — Ckt1) - + ¢n -
k=m-+1 k=m+1 2 2
_ Cm+1 A

~ sinZ T (m+1)sinZ

) Transformation d’Abel. (N.d.T.)
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I1.5.44. On déduit de I1.5.41 que |oy,(z)| < M pour tout n et tout z. De
plus, d’aprés 1’égalité (%) dans la solution de 11.5.42,

Ont1(x Z ( ) by, sin k.

k=1

En prenant x = =, on obtient

am>’

M3 o () =30 (1o Yok 5 150 0
Z 2t \ym ) ~ om + 1 ’fzm/zkz1 kom

Donc,

m
> kb < 4mMM.
Ceci combiné a 'égalité (%) de la solution de I1.5.42 donne |s,(z)| < 5M.

I1.5.45. On sait, d’aprés I1.5.41, que |oy,(x)| < M. Donc, puisque a,, > 0,

2n 2n

M2 oan1(0) = 2n1+ 1 Z_:S’“(O) = 2n1—i— 1 Z_:S’“(O)
11.5.46. On a
=2 3 = sin nx sin nx
)= 3 e = S50 SR line
Donc (voir 11.5.12)
f@) = 5= + ()

et

11.5.47. Puisque

1 1 /”2sin2%ntdt
21 0 sinZ%t

21l

1 T sin 5 e
O‘n({L‘)—S—Qﬂ_n/O sinZ%t (flx+1t)+ f(z—t) —2s)dt

(voir 11.5.41), on a
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pour tout réel s. On choisit alors s = w Pour prouver que la suite
{on(x)} converge vers s, on pose ¢(t) = f(zx+1t)+ f(x —t)—2s et on remarque
qu’il suffit de montrer que

1 [%sin?lnt
lim —/ —2 _ot)dt=0
0

n—+oo N sin2%t
L[ led),
21
5 sin 5t

Par hypothése, étant donné € > 0, il existe 0 < 1 < 4 tel que |p(t)| < € pour
[t| < 7. On a alors

1 5sm2é nt 2 531n21nt
— —=—(t)dt < _— t)| dt
- o0 = t2 et
77sm
—/ 7T—/ (t)] dt
nJy

/’7 st Ln 7r2 /
n 0 n
De plus, d’aprés 1.5.55,

) 1.
m2e (7 sin® %nt w2 (2™ sinZy
dt
0

pour un certain 0 < § < 7 car

1 (™ sin® int
o[ S et <

n sin? % t

:1

//\

n Jo i 2 u?
m2e [T sin?u e
<Lt L ="%
2 0 u 4

I1.5.48. On note que si x est un point de Lebesgue de f (voir 11.4.22 pour
la, définition), alors

= [ @)+ f@—w) = 2f(@)| du = o0)

On pose ¢(t) = f(z+t)+ f(z—t)—2f(z). Comme dans la solution du probléme
précédent,

T sin?ln
on(@) — f(#) = — /0 2 )t

2mn sin? % t

et il suffit de prouver que

1 4 sin2 L nt
lim 2 t)dt = 0.
n—+oo 27N, /0 sin? 1¢ P ()
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pour un certain 0 < § < 7. Soit € > 0, il existe 0 < 1 < J tel que ®(t) < et
pour ¢t < 7. On prend alors n tel que /n > % et on écrit

1 9 sin? % nt 1 sin? 1 nt
t)dt = 2 t) dt
2mn /0 sin? %t () 2mn /0 sin® %t o (t)

1 7 gin2 %nt 1 4 sin? 1 nt
t) dt 2 t) dt
— . o0 -+2wnué 2 o

3|=

= Sln§
=11+ I+ Is.
On a
1 242
1 - L nm
Ll < — < | dt = — dt < =
|11 S %\w()l 3 0I()I £

Une intégration par parties donne

g P 1 TO(t
e [0y x (20 g (1), 120,
2n J1  t? 2n \ n? n 13
<Z (242 /nﬁ L A
2n \ n “h#] o n . n e

|13] <

Enfin,

ot C = [ |ep(t)] dt.

On remarque ici que, suivant le résultat de 11.4.24, {o,(x)} converge vers
f(x) presque partout sur R.

11.5.49. On commence par prouver que si f est périodique de période 27 sur
R, fe LP[—m,n], 1 <p < 4oo et fi(x) = f(z —t), alors

ce qui signifie que la translation est continue pour la norme LP. On sup-
pose que |t| < 7. On note aussi que ffgﬂ |f(2)|P dz < +o00. D’apreés 11.3.30,
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étant donné € > 0, il existe une fonction g, continue sur [—27, 27|, telle que
J?5 | f(@) — g(x)]Pdz < e. Dou,

/ i@ —t) - f@)P de

—T
™

</” If(iv—t)—g(w—t)\pd:wr/ 9 — 1) — g(@) P de

+ [ " |9(@) - f(@)P do

< [l - P o+ [ lote -0 - g@P oo

—T

vy
< 2 —I—/ lg(x —t) — g(x)|? du.

—7
Donc, la fonction g étant uniformément continue sur [—27,27], il existe
6 >0 tel que |g(x —t) —g(x)|” < 5= pour [t| < 6 et z € [-m,7], dou
ST | f(x —t) — f(z)[P dz < 3e, ce qui démontre la proposition énoncée plus
haut.

On suppose maintenant que f est 27-périodique sur R, f € L? [~ , 7] et
que g est la fonction définie précédemment. En utilisant alors successivement
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, la formule de changement de variable (I11.4.13)
et la périodicité de f, on obtient

™

l9(e1) — 9(@2)| < IIf ( [ @0 -1 +t)\2dt)§

—T

— I1fll < / ) — o (@1 wz))|2ds>

—7m+x1

151 ([ 179~ 5 = (01 2P ats )

= [Ifllg 1 far 2 = flla-

Le résultat découle alors de la continuité de f; pour la norme L2

11.5.50. On a

7 ginZ 1 n
onlz) = 1(0) = 5= | SET (@ 1) + flo = 9) — 21 (@) .
0 2

2mn sin
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Puisque f est continue sur R, étant donné € > 0, il existe § > 0 tel que
|f(z)— f(t)| < e dés que |t — x| < 0. Donc,
0 w2 1 T a2 1l
€ sin® 5 nt 2M sin® 5 nt
on() — f(z) < — — 2 dt4+ = — 2t
lon (@) = )‘\77'7”1,/0 sin2%t ™m Js sin2%t

ou M =sup{|f(z)|: x € R}. On sait que (voir I1.5.41)

1 4 siHZ%nt
™ Jo sin®gt

Donc, sin > 6%, alors

2
on(z) = F@)] < € + 3 2Mm <& + Q%M |
I1.5.51. On sait, par le résultat du probléme précédent, que la suite {0, (x)}
converge vers f(z) uniformément sur R. Donc, étant donné € > 0, il existe ng
tel que |gn(z)| = |f(x) — op(z)] < € pour tout x et tout n > ng. Dans ce qui
suit, Sy, (g(x)) représente la n-iéme somme partielle de la série de Fourier d’une
fonction intégrable g. On remarque d’abord que

Sp(on(x)) = Sq(on(x)) = on(x) si p,q>n=mne.

Donc,

|Sp(f(2)) = Sg(f(2))] < [Sp(on(@)) = Sg(an ()] + Sp(gn(2))] +[S4(gn(2))|

Sp(gn(@))] + [Sq(gn (2))] -

On note maintenant que les coefficients de Fourier de g,, sont positifs. De plus,
on peut écrire g, comme la somme d’une fonction paire et d’une fonction
impaire, soit

9n(®) + gn(—2) | gn(®) — gn(—2)

gn(®) = 2 + 2

Chacun des termes est borné (minoré par —e et majoré par €) et leur série de
Fourier est respectivement égale & la partie en cosinus et a la partie en sinus de
la série de Fourier de g,. Les résultats de I1.5.44 et de la solution de I1.5.45
impliquent

1Sp(f () = Sq(f (2))] < 15p(gn ()] + [Sq(gn (2))] < 10e + 4e.

343



CHAPITRE II. ['INTEGRALE DE LEBESGUE

344

I1.5.52. Le théoréme de Fejér-Lebesgue (voir 11.5.48) implique
lirf on(x) = f(x) p.p. La premiére proposition sera donc prouvée si
— 100

on montre que lirf (sn(x) — on(x)) = 0 pour tout z. D’aprés I'égalité ()
n—-r+oo

dans la solution de I1.5.42,
n
> ky/aZ + b2
k=1

n
> Ek(ay cos kx + by, sin kx)
k=1
<
n+1 n+1

sn(x) — onga ()| =
De plus, suivant le résultat de I1.5.50, ’autre proposition suit.

11.5.53. On démarre avec la formule suivante démontrée dans la solution
de I1.5.33 :

l/” (f(f3+h)—f(fﬁ—h))2dx—4§(a2+b2)sin2nh
) - —~ n n

et on obtient

T 2 +00
%/ <f<x+k7w>—f<x+7(k;1)w>> dx:4Z(a%+bi)sin2g.

o n=1
Donc,
1 T 2r kn (k‘—l)ﬂ' 2 +oo ) o g
;/ Z<f<x+7>—f<x+f>> dx:8rZ(an+bn)sm o
T k=1 n=1
Puisque
T 2r 9
%/ > <f <w+ k%r) —f (a:—i— @)) de < 2w (g) V(f;0,2n)
= Je=11

ot w(h) =sup{|f(x + h)— f(z)|: z € R}, on voit que

R nmw
TEIEOOT (a% + bi) sin? o 0 (1)
n=1

si f est continue. On montre maintenant que (1) implique la continuité de f.
En effet, si zg est un point ou f est discontinue, alors ’f(xa') - f(xa)‘ =d >0,
ce qui implique qu’au moins un des termes de la somme

£ ()
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apporte une contribution au moins égale a %. Ceci contredit (1). On a donc
prouvé que f est continue si et seulement si la condition (1) est vérifiée. Notre

but est de montrer que la condition (1) est équivalente a

nkrilngk\/ak + b2 (2)

On pose
=2 km
n—nkgl ak—l—bQ)sm on et T, =— g k:\/ak—l—b2

Si lim £, =0, alors
n—-+00

n n
>n)  (aj +b7) sin2§—z > % k? (af +b7) > T2,

k=1 k=1
la derniére inégalité se déduisant de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir, par
exemple, 1.2.12 (vol. I)). Ceci prouve que lirf T, = 0. Réciproquement, si
n—-0oo

lim 7, =0, on a alors
n—-+00

Pn—nZ(ai—l—bi) 81n2];—+n Z (ai+bi) sin? ——
=l k=Nn+1
N oy KA « 2, 12
k=1 k=Nn+1
Z k% (a2 +b2) +nC Z
477, k= Nn+1

car, d’aprés le résultat de 11.5.4, les coeflicients a,, et b, sont des O (n_l). De

plus, puisque
i" 1 _ 1
k=Nn+1 k2 Nn
étant donné € > 0, il existe NV tel que

+oo
nC Z

k=Nn-+1
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Donc,
9 Nn 9 Nn
TSR (@} + BF) +e < VCr S kyfal+ 8 +e.

Pn g R
4dn P 4dn P
I1.5.54. On va prouver que les hypothéses du théoréme de Fatou

(voir 11.5.52) sont vérifiées. On a
1

1
ng < ank+1<"‘< qm——knm

De plus, d’aprés I1.5.2, on sait que lir_‘I_l ,/ai + bi = 0. Donc, étant donné
n—-roo

e > 0, il existe n* tel que ,/ai +bi <epourn >n*. Sin* <n, <N <Ny,

alors
1 < 1 & 1 &
N kARt 0= 5D kyap H 0+ Y nwyfad, + B,
k=1 k=1 k=j
o nj_1 < n* < nj. Puisque le premier terme tend vers 0 lorsque N tend

vers +oo, il suffit de prouver que le second terme tend aussi vers 0 lorsque N

tend vers +oo. Pour cela, on observe que
q

1 m c m —+o0
Nan a%k+b%k<n—2qk_mnm<ezq_l:5 i
k=j oy 1=0 q

I1.5.55. Soit g une fonction de L?[—m,7] ou % + % = 1. On a alors
[ @nle) - @)@y o
1 [ ” sin? &
— o | [ -0 feng) = dt ) do
2 J_ .\ J_» nsin® 5

et on obtient, avec le théoréme de Fubini et I'inégalité de Holder,
[ 0l - staNg(o)as
s 1 s
<[ |5 | (-0~ @)@
x| 2m
2 nt

1 [7 sin® 5
S Hqu% Hft_fH]Dnsin2£ d,
—T D)

—T
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ou fi(x) = f(z —t) est la translation de f par —t. Puisque I'inégalité

1 sm2nt
| / on(0) = F)o(@)de] < gl o [ o= Fl St

est vérifiée pour tout g € LY [—7, 7] et

2

low = fll, = sup / (on(@) — £())g(e) da),
lgll,=1 1/ ==
on obtient -
1 w sin ’;
o=l < 5 | = Tl g

On a alors, pour 0 < § < T,

1 /0 Sln2 t 1 sm2 t
low =y < 5 [ Wi Sy Tt 5o [ 1= £, ey

i 2
s<itl<

2

(V)

< sup | fe = fll, +2[171l,

[t|<é

et le résultat cherché se déduit du fait que la translation f; est continue pour
la norme LP (voir la solution de I1.5.49).

11.5.56. On montre d’abord que la condition lirf nb, = 0 est suffisante
n—-—+oo

+o0o

pour la convergence uniforme de » b,sinnz sur [0,2n]. Puisque {b,} est
n=1

une suite décroissante convergente vers 0, d’aprés le test de Dirichlet pour

la convergence uniforme (voir, par exemple, IT1.2.13 (vol. II)), la série est
uniformément convergente sur [0 ,27 — ¢] pour 0 < & < . Il suffit donc de
prouver que la série est uniformément convergente sur [O, 4] La formule de
sommation par parties (transformation d’Abel) implique

m m—1

D besinka =Y (bk — ber1) Di(2) — bpDn—1(2) + bmDin (),

k=n

ol Dy(x) = sinx + sin 2z 4 - - - + sin kz. En posant alors

+oo
x) = Z b sin kx,
k=n

on obtient
“+o00

|Tn(x)| < Z(bk’_bk-i-l)‘Dk(x)‘ +bn‘Dn—1(x)|' (1)
k=n
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Soit € > 0. Il existe ng € N* tel que 0 < nb, < ¢ pour tout n > ng. On a

rn(0) =0et, six € ]0, %], il existe alors N tel que 7 < z < x—. Si n > no,
il y a alors deux cas possibles : soit n > N, soit n < N Dans le premier cas,
avec (1) et 'inégalité |Dy(z)| < Z, on obtient

|rn(2)] < bnz + bnz < 27w Nb, < 2mnb,, < 2ne
z z

et, dans le second cas,

+o00
|75 (2 Zbksmk‘x Zbksinkx
k=N
N—1
< kb 2 2 2 1
];1 kT + 2me < N1 D et ome < (27 + 1)e.

Ceci montre que r,(z) converge uniformément vers 0 sur [0, %]

Pour prouver que la condition est nécessaire, on suppose que la série
“+o0o
> by sinnz converge uniformément sur [0,27]. D’aprés le critére de conver-
n=1
gence uniforme de Cauchy, étant donné € > 0, il existe ng tel que

2n
Z bpsinkz| < e
k=n-+1
pour tout n > ng et tout x € [0,27]. En prenant x = -, on obtient
m Skr< Fpour k=n+1,...,2n, dou

E> —= Z bk’ = nb2na
k n+1

ce qui donne 2nby, < 2v/2¢. Il s’ensuit alors que lim nb, = 0.

n—+00

+oo
I1.5.57. Le probléme précédent implique que la série . b, sinnx converge
n=1

uniformément vers une fonction continue si lim nb,, = 0. On suppose mainte-
n——+0o0o

+o0o
nant que Y by, sin nx est la série de Fourier d’une fonction continue f. D’aprés
=1
n P
le résultat de 11.5.50, la suite {0, ()} des moyennes de Cesaro de >_ b, sinnz
n=1
converge uniformément vers f. Donc f(0) = 0 et oy, (%) converge vers 0 lorsque
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n tend vers +oo. Puisque sinx > 2% pour 0 <z < 3, on voit que

k=1
(3] (3] .
Z %Zkak <1 - %) = EZkak <1 - @>
k=1 k=1
)1 A Ly B0 TY.
=il

ce qui implique que [%] b[ ] tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

=,
2

+oo
I1.5.58. Si ) b,sinnz est la série de Fourier d’une fonction bornée, la
n=1

+o00o
suite {o,(z)} des moyennes de Cesaro de ) b,sinnz est alors bornée

(voir I1.5.41). En particulier, {an (%)} est bornée et on peut prouver, comme
dans la solution du probléme précédent, que nb, = O(1). Supposons mainte-
nant que nb, = O(1), autrement dit, qu’il existe C' > 0 tel que nb, < C pour
tout n € N*. Notre but est de prouver qu’il existe une constante M telle que

Z bpsinkx| < M
=il

|sn(2)] =

pour tout z et tout m. On peut supposer, sans perte de généralité, que
O<x<m. PourNL_H<x<%,onaalors

z”: by sin kx

k=N+1

N
|sn(z)| = Z by, sin kx +
k=1

(une somme vide étant comptée comme nulle) et

N

N
Zbksinkx < ka‘bk < wC.
=il =il
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De plus, une sommation par parties donne

k=N+1
n—1
=| D (b = bes1)(Di(x) = Dn()) + bu(Dn(x) — D ()|,
k=N+1
ou
r 1 T
|Dy(z)| = Zbksinjx < s So<NAL
Donc,

< 2(N +1)by41 < 20.

Zn: by sin kx

k=N+1

Nous sommes donc arrivés a 'objectif annoncé. Il s’ensuit que la limite simple
de sp(x) est une fonction bornée (que 'on note f) et on peut utiliser le théo-
réme de convergence dominée de Lebesgue (voir I1.3, th. 3) pour prouver que

+o0o

> by sinnz est la série de Fourier de f.

n=1
+o0o

I1.5.59. D’aprés le test de convergence de Dirichlet, % + > ap cosnx
n=1

converge simplement vers une fonction que 'on notera f(z) pour x # 2kmw
(k € Z). Montrons maintenant que f est positive. On pose

n
Sn(x) = (12—0 + Z ay, cos kx.
k=1

On a alors, avec la transformation d’Abel,

n—1
sn(x) = (ak — ar1) Ki(z) + anKn( Z AapKy(z) + an Ky (z),
k=0
ou ) .
K,(x) = l+COS:L‘+COSZLU—|— ...+ cosnz = w
2 2sin 5
De nouveau, avec la transformation d’Abel,
n—2 k n—1
sn() = (Aap — Aaps1) Y Kj(@) + Aan1 Y Kj(x) + anKn().
k=0 Jj=0 Jj=0
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SOLUTIONS

Puisque

k . k+1

K (x) st—(J;)x
() =

J o %) 4z

= 2sin 5

et, par hypothése, Aay — Aagi1 = ax — 2ax11 + apro = 0, on voit que

400 k
fl@)= lim sn(z) = > (Aay, — Aagsr) Y Kj(x) > 0.
k=0 j=0
+oo
On sait que la série 9 + 21 a, cos nx converge uniformément sur [e, 7]. Donc,
n=

™ +o00 T
/ f(x)dx:%(w—s)—l-Zan/ cos nz dx
& n=1 &

a =2 sin ne
__ap
= E (7T = 5) + E (07%% " .

n=1

D’apreés la solution de 11.5.57, cette derniére série converge uniformément sur
[0, 7] et on obtient donc, en faisant tendre & vers 0,

/0f(ac)da::ii_)né/6 f(:z:)da::%ﬂ.

Puisque f est paire, on voit que

De méme,

/ f(x)coskxdr = %/ coskxdx—l—Zan/ cos kx cos nx dz
g g n=1 g

—+00

s ™
+ ay / cos? kx dx + E an / cos kx cos nx dx
€ n=k+1 €
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et, en faisant tendre € vers 0, on obtient

e—0
n=k+1

™ +oo T
hm/a f(x)cosk:pdmzakg—i-;i_r)l(l) Z an/€ cos kx cos nx dx

+o0o .
T sin(k + n)e
= apy + lim E an, < +

2(k+n)

la derniére égalité pouvant s’obtenir comme précédemment.

352

=)



BIBLIOGRAPHIE

[1] T. M. Apostol. Mathematical Analysis. Addison-Wesley Publishing Com-
pany, Reading, Mass., 1974.

[2] N. K. Bari. A treatise on trigonometric series. Vols I, II. Pergamon Press,
Oxford, Macmillan, New York, 1964.

[3] P. Biler, A. Witkowski. Problems in Mathematical Analysis. Marcel Dekker,
New York, Basel, 1990.

[4] F. Burk. Lebesque Measure and Integration : An Introduction. John Wiley
& Sons, New York, 1997.

[5] D. L. Cohn. Measure Theory. Birkhauser, Boston, Basle, Berlin, 1980.

[6] P. N. de Souza, J.-N. Silva. Berkeley Problems in Mathematics. Springer
Verlag, New York, 2004.

[7] A. J. Dorogovcev. Matematiceskij analiz. Spravoénoe posobe. Vyscaja Skola,
Kiev, 1985.

[8] A.J.Dorogoveev. Matematiceskij analiz. Sbornik zadac. Vyscaja Skola, Kiev,
1987.

[9] R. E. Edwards. Fourier series : A modern introduction. Vol. I. Holt, Rine-
hard and Winston, Inc., New York, Montreal, London, 1967.

[10] L. C. Evans, R. F. Gariepy. Measure Theory and Fine Properties of Func-
tions. CRC-Press, Boca Raton, 1992.

[11] G. M. Fikhtengol'ts. A course in differential and integral calculus, volume
I, II, 7th ed., III, 5th ed. Nauka, Moscou, 1969. (Russe). Trad. all. : G. M.
Fichtenholz, Differential- und Integralrechnung, Verlag Harri Deutsch.

[12] B. R. Gelbaum, J. M. Olmsted. Theorems and Counterexamples in Mathe-
matics. Springer-Verlag, New York, Berlin, 1993.

[13] G. H. Hardy, J. E. Littlewood, G. Polya. Inequalities. Cambridge University
Press, 1988.

[14] E. Hewitt, K. Stromberg. Real and Abstract Analysis. Springer-Verlag, New
York, Berlin, 1975.



PROBLEMES D’ANALYSE III, INTEGRATION

354

[15]
[16]
[17]
[18]
[19]
[20]
[21]
[22]

[23]

[24]
[25)
[26]
[27]

[28]
[29]

[30]
[31]
[32]

[33]

E. W. Hobson. The Theory of Functions of a Real Variable and the Theory
of Fourier’s Series, Vol. I. Dover, New York, 1957.

W. J. Kaczor, M. T. Nowak. Problems in Mathematical Analysis I : Real
Numbers, Sequences and Series. American Mathematical Society, Provi-
dence, RI, 2000.

W. J. Kaczor, M. T. Nowak. Problems in Mathematical Analysis II : Conti-
nuity and Differentiation. American Mathematical Society, Providence, RI,
2001.

G. Klambauer. Real analysis. American Elsevier, New York, 1973.

G. Klambauer. Mathematical Analysis. Marcel Dekker, New York, Basel,
1975.

S. Lojasiewicz. An Introduction to the Theory of Real Functions. John Wiley
& Sons, Chichester, 1988.

D. S. Mitrinovi¢, P. M. Vasi¢. Analytic inequalities. Springer-Verlag, New
York, Berlin, 1970.

M. E. Munroe. Introduction to measure and integration. Addison-Wesley,
Cambridge, Mass., 1953.

I. P. Natanson. Teoria funkcij vescestvennoj peremennoj. Gosudarstv. Izdat.
Tehn.-Teoret. Lit., Moscou, 1950. (Russe). Trad. Engl. : Theory of functions
of a real variable, Vols 1,2, Ungar, New York, 1955, 1961.

J. Niewiarowski. Zadania z teorii miary. Wydawnictwo Uniwersytetu
Lodzkiego, Lodz, 1999. (Polonais).

Y. S. Ocan. Sbornik zada¢ po matematiceskomu analizu. ProsveSenie,
Moscou, 1981. (Russe).

G. Polya, G. Szegé. Problems and Theorems in Analysis 1. Springer Verlag,
Berlin Heidelberg New York, 1978.

W. Rogosinski. Volume and integral. Interscience Publishers, New York,
204 edition, 1962.

H. Royden. Real Analysis. Prentice Hall, 3¢ edition, 1988.

W. Rudin. Principles of Mathematical Analysis. McGraw-Hill, 2" edition,
1976. Trad. : Principes d’analyse mathématique, Dunod, 2000.

R. Sikorski. Funkcje rzeczywiste. PWN, Varsovie, 1958. (Polonais).

E. C. Titchmarsh. The Theory of Functions. Oxford University Press, 1976.
E. T. Whittaker, G. N. Watson. A Course of Modern Analysis. Cambridge
University Press, 1963.

A. Zygmund. Trigonometric Series. Cambridge University Press, 1959.



TABLE DES RENVOIS

En régle générale, nous n’indiquons pas les renvois d’un probléme au précédent
ou au suivant. Si vous cherchez une application d’un probléme, il est donc conseillé
de commencer par regarder le probléme suivant (parfois le précédent). Nous ne
faisons pas dans cette table la différence entre un énoncé et la solution proposée et
le renvoi peut donc se trouver dans I'un ou dans 'autre. L’utilisation dans le cadre
de l'intégrale de Lebesgue d'une inégalité prouvée pour l'intégrale de Riemann est
indiquée par un renvoi a cette derniére.

1.1, th.1: [.1.1,1.1.21, 1.3.9, 1.7.18 1.2.15 : 1.2.25
112 : 134 1.2.16 : 11.4.8
1.1.10 : 1.1.13, 1.1.14, 1.3.3 1.2.20 : 1.3.5
1.1.11 : 1.1.23, 1.3.20 1.2.21 : 11.4.11
1.1.13: 1.1.24 1.2.22 : 1.6.9
1.1.16 : 1.1.19 1.2.26 : 1.3.3
1.1.20 : 1.1.23, 1.1.24 1.3, th.1: 1.3.16, 1.3.21
1.1.21 : 1.2.22, 11.2.10 1.3, th.3 : 1.3.2, 1.3.4, 1.3.12
1.1.23 : 1.1.28 1.3.9 : 1.3.11, 1.4.20, 1.4.21, 1.4.34,
1.1.24 : 1.3.1 1.5.40, 1.5.52
1.1.26 : 1.1.28, 1.1.29, 1.1.30, 1.2.25, 1.3.12 : 1.3.14, 1.3.15, 1.3.22
1.2.26, 1.3.6, 1.3.16, 1.4.16, .4.20,  1.3.13 : 1.3.22
1.4.22, 1.4.37 1.3.16 : 1.5.22, 1.5.36
1.2, th.l: 1.2.17, 1.2.21, 1.2.22, 1.2.24,  1.3.17 : IL.5.4, 11.5.10
1.3.14 1.3.18 : 11.5.10
1.2.5 : 11.4.2, 11.4.3, 11.5.11 1.4.1:15.1,1.7.33
1.2.6 : 1.2.10 1.4.2 : 1.5.34
1.2.9 : 1.2.18 1.4.8 : L5.25, IL5.8
1.2.10 : 1.2.12 1.4.11 : 1.5.33, I11.5.2, I1.5.6

1.2.13 : I1.5.11 1.4.15 : 1.4.17, 1.4.18



PROBLEMES D’ANALYSE III, INTEGRATION

1.4.16 : 1.4.19 1.5.70 : 1.5.72
1.4.34 : 1.4.36 1.6.1:1.6.3, 1.6.4, 1.6.5, 1.6.6, 1.6.22,
1.4.41 : 1.4.45, 11.3.33 1.6.23, 1.6.32, 1.6.45, 1.6.46, 11.3.40,
1.4.42 : 1.4.48 11.5.25, 11.5.49
1.4.43 : 1.4.48, 1.5.44 1.6.10 : 1.6.12
1.4.48 : 1.5.47 1.6.11 : 1.6.13
5.1 : 5.6, 1.5.34, 1.5.42, 1.5.61, 1.5.62, 1.6.18 :1.6.21
1.5.67, 1.5.70, 1.6.48, 11.5.21 1.6.26 : 1.6.28, 1.6.47
15.3: 156 1.6.27 : 1.6.35, 11.3.31, 11.3.35, 11.3.36,
1.5.10 : 1.5.15, 1.5.22, 1.5.35 11.4.20, 11.4.21, 11.5.34, 11.5.55
1.5.11 : 1.5.17, 1.5.29, 1.5.44 1.6.29 : 1.6.31, 1.6.47, 11.3.34
1.5.22 : 1.5.28 1.6.30 : 1.6.38, 1.6.41
1.5.23 : 1.5.25 1.6.34 : 11.4.20
1.5.24 : 1.5.27, 1.5.33, 1.5.39, 1.5.42 1.6.35 : 11.3.16, 11.3.25
1.5.25 : 1.5.27 1.6.37 : 1.6.43, 1.6.44
1.5.29 : 1.5.31 1.6.38 : 1.6.41
1.5.30 : 1.5.55 1.7.1 : 1L.7.6, 1.7.19
1.5.31 : 1.5.72 1.7.2 : 1.7.10, IL.1.1
1.5.33 : 1.5.39, 1.5.42, 1.5.56, 11.5.10 1.7.3 : 1.7.10, 1.1.3
1.5.34 : 1.5.45, 1.5.46, 1.5.51 1.7.4:1.7.7,1.7.9, 1.7.12
1.5.35 : 1.5.39, 1.5.42, 1.5.49, 1.5.50, 1.75:1.7.7
1.5.56, 1.5.63 1.7.8 : L7.10
1.5.36 : 1.5.38 1.7.12 : 11.1.22, 11.1.34, 11.1.36, 11.1.38,
1.5.37 : 1.5.39, 1.5.42 11.4.31
1.5.39 : 1.5.48 1.7.17 : 1.7.20
1.5.40 : 1.5.42, 1.5.50, 1.5.51, 1.5.54, 1.7.18 : 11.1.55
1.5.55, 1.5.56 1.7.19 : 1.7.21, 1.7.22, 1.7.28
1.5.43 : 1.5.47, 1.5.71 1.7.22 : 1.7.24
1.5.44 : 1.5.46, 1.5.71 1.7.34 : 1.7.36
1.5.47 : 1.5.49, 1.5.50 I1.1.1 : 11.1.10, 11.1.12, T1.1.49
1.5.50 : 1.5.65 I11.1.2 : 1.7.12
1.5.52 : 1.5.54 I1.1.5 : I1.1.16, 11.1.43
1.5.53 : 1.5.57, 1.5.59, 1.5.60 I1.1.6 : I1.1.16, 11.1.47
1.5.55 : 11.5.47 I1.1.7 : 11.1.10
1.5.57 : 1.5.64 I1.1.8 : 11.1.12, 11.1.14, 11.1.19
1.5.64 : 1.5.69 I1.1.9 : 11.1.16
1.5.65 : 1.5.68, 1.5.71, 1.5.72 I1.1.10 : 11.1.14
1.5.68 : 1.5.72 I1.1.11 : 11.1.14, 11.1.16, 11.4.26, 11.4.30

356



TABLE DES RENVOIS

I1.1.12 : 11.1.31, 11.2.15, 11.2.27, 11.3.25,
11.4.12

I1.1.14 : I1.1.17

I1.1.16 : 11.2.22

I1.1.17 : 11.1.27, 11.1.47, 11.2.21

I1.1.18 : I1.1.20, 11.1.30, I1.3.6

I1.1.19 : 11.2.31

I1.1.21 : 11.2.31

I1.1.22 : 11.1.36

I1.1.23 : 11.1.26

I1.1.31 : 11.1.39

I1.1.32 : 11.1.35

I1.1.38 : 11.2.28, 11.3.26

I1.1.39 : 11.1.42

I1.1.40 : 11.4.25

I1.1.43 : 11.1.48

I1.1.44 : 11.1.48

I1.1.45 : 11.1.47, 11.1.48, I1.1.49, 11.1.50,
I1.1.52, 11.2.15, 11.2.25

I1.1.48 : 11.2.13, 11.2.17, 11.2.19

I1.1.51 : I1.1.54

IL.1.55 : 11.2.9, 11.3.1, 11.4.27

I1.2, th.3 : 11.2.20

1.2, th.4 : 11.2.27

I1.2.5 : 11.2.18

11.2.6 : 11.2.18

11.2.7 : 11.2.9, 11.2.20

1.2.11 : 11.2.13, I1.4.7

11.2.12 : 11.2.14

I1.2.13 : 11.2.17, 11.2.19

11.2.15 : 11.4.6

I1.2.16 : 11.2.18, 11.2.27, 11.3.23, 11.3.29

11.2.22 : 11.2.24, 11.2.25, 11.2.26, 11.3.16,
11.3.20

11.2.27 : 11.2.37, 11.3.30, 11.4.27

11.2.33 : 11.3.9

11.2.35 : 11.3.21

I1.3, th.1 : 11.3.16, 11.3.19, 11.3.37,
11.3.38, 11.4.8, 11.4.13

I1.3, th.2 : 11.3.14, 11.3.17, 11.3.20,
I1.3.31

I1.3, th.3 : 11.3.15, 11.3.19, 11.3.21,
11.3.25, 11.3.32, 11.4.9, 11.4.18,
I1.5.58

I1.3.4 : 11.3.16, 11.4.11, 11.4.18

I1.3.6 : 1.6.38, 11.3.8, I1.5.41

I1.3.7 : 11.5.29

I1.3.14 : 11.3.16

I1.3.15 : 11.3.20

I1.3.16 : 11.3.30, 11.3.31, 11.3.32

11.3.20 : 11.3.22, 11.3.31

11.3.21 : 11.3.23, 11.3.29

11.3.23 : 11.3.29

11.3.25 : 11.3.27, 11.5.26

11.3.27 : 11.3.29, 11.5.2

11.3.30 : 11.3.38, 11.3.39, 11.5.49

11.3.34 : 11.3.37

11.3.35 : 11.3.37, 11.4.20

11.3.37 : 11.4.21

11.3.39 : 11.4.21

I1.4, th.1: 11.4.16

I1.4, th.2 : 11.4.3, 11.4.4, 11.4.12, 11.4.14,
11.4.15, 11.4.16, 11.4.18, 11.4.20,
11.4.24, 1155

1.4.1 : 11.4.3, 11.4.10

11.4.6 : 11.4.10, 11.4.12

IL4.11 : 11.4.18

1.4.13 : 11.5.8, 11.5.49

11.4.14 : 11.5.5

I1.4.15 : 11.4.19, IL5.5

11.4.22 : 11.4.31, 11.5.48

I1.4.24 : T1.5.48

I1.4.27 : 11.4.30

11.4.29 : 11.4.31

11.5.2 : 11.5.5, 11.5.9, 11.5.10, 11.5.54

357



PROBLEMES D’ANALYSE III, INTEGRATION

11.5.4 : 11.5.14, 11.5.42, 11.5.53 11.5.33 : 11.5.35, 11.5.53

11.5.8 : 11.5.37, 11.5.39, 11.5.40 11.5.40 : I11.5.50, I1.5.55

11.5.10 : 11.5.12, 11.5.15, 11.5.16, I1.5.18, [1.5.41 : I1.5.44, I1.5.45, I1.5.47, 11.5.50,
I1.5.22 11.5.58

I1.5.12 : 115.14, 11.5.15, I1.5.28, I1.5.36, 1542 : I1.5.44, I1.5.52
11.5.42, 11.5.46 11.5.44 : 11.5.51
11.5.17 : 11.5.30 11.5.45 : 11.5.51

I1.5.18 : I1.5.30 [1.5.48 - T1.5.52

11.5.22 : I1.5.25
115.93 - 11.5.59 I1.5.49 : I1.5.55

11.5.25 - 11.5.29 11.5.50 : 11.5.52, 11.5.57
I1.5.27 : 11.5.30, 11.5.31, 11.5.32, 11.5.33, 11.5.52: I1.5.54
11.5.35 I1.5.57 : 11.5.59

358



B
borne supérieure essentielle, 224
C

changement de variable, 14, 233
classes de Baire, 223
coefficients de Fourier, 236
condition

de Carathéodory, 209

de Holder, 10

de Lipschitz, 10, 77
constante de Lipschitz, 77
constantes de Lebesgue, 242
continuité

absolue, 231

absolue de l'intégrale, 225

approximative, 235, 236
convergence

en mesure, 222

uniforme d’une intégrale impropre, 35
critére

de Cauchy pour les intégrales

impropres, 31
de Lebesgue d’intégrabilité au sens
de Riemann, 217

D

densité

en un point, 215

extérieure en un point, 235
dérivation sous une intégrale, 37
différence symétrique, 211

INDEX

E

égalité de Parseval, 328
ensemble
borélien, 210
de Vitali, 216
élémentaire, 53
-Fcn 957 xi
mesurable, 209
nulle part dense, 214
parfait, 214
équi-intégrabilité, 227
espaces LP, 224

F

fonction
béta d’Euler, 42
caractéristique, x
de Cantor, 220
de Riemann, 3
de saut, 12
de variation, 8
en escalier, 4
essentiellement bornée, 224
gamma d’Euler, 34
formule de duplication, 42
intégrable, 223
mesurable, 217
simple, 218
singuliére, 234
A variation bornée, 8
formule de la moyenne
premiére, 7
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seconde, 17
formes de Bonnet, 17

formule de Stirling, 42

I

indicatrice de Banach, 232
inégalité

de Bessel, 240

de Cauchy-Schwarz, 43

de Griiss, 44

de Hadamard-Hermite, 45

de Holder, 48

de Jensen, 48, 229

de Minkowski, 49

d’Opial, 52

de Steffensen, 50
généralisation de Apéry, 51
généralisation de Bellman, 50, 51

de Tchebychev, 45

de Young, 46
réciproque, 47

intégrale

de Fresnel, 39

de Frullani, 38

de Lebesgue, 223

de Riemann-Stieltjes, 2

intégration par parties, 14, 233

L

lemme de Fatou, 19, 224
limite inférieure, limite supérieure, 213

M

mesure

de Jordan, 53

de Lebesgue, 210
extérieure de Lebesgue, 209
intérieure de Lebesgue, 212

moyenne de Cesaro d'une série

N

de Fourier, 243

noyau de Fejér, 337

P

partition, 1
pas, 1
point
de condensation, 258
de continuité approximative, 235
de densité, 215
de densité extérieure, 235
de dispersion, 215
de dispersion extérieure, 235
de Lebesgue, 234
presque partout (p.p.), 218
primitive, 20

S

o-algébre, 210
sommes de Darboux, 1
série
de Fourier, 236
lacunaire, 245

T

test

d’Abel, 33

de Dini-Lipschitz, 238

de Dirichlet, 33

de Dirichlet-Jordan, 238
théoréme

d’approximation des fonctions

mesurables, 218

d’Arzela, 19

de Banach-Zarecki, 232

de Bernstein, 242

de Cantor-Bendixson, 258

de convergence dominée, 40, 224

de convergence monotone, 19, 224

d’Egorov, 221

de Fatou, 245

de Fejér, 244

de Fejér-Lebesgue, 244

de Fréchet, 223

de Fubini-Tonelli, 39

de Helly, 17
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de Lebesgue, 222 A%

de Lusin, 222

de Riesz, 223 variation totale, 8

de sélection de Helly, 17 volume

de Vitali, 223 d’un pavé, 53

de Wiener, 245 intérieur et extérieur, voir mesure
transformation d’Abel, 338 de Jordan

translaté d’une fonction, 230
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