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PRÉFACE DU TRADUCTEUR

Ce livre est le troisième et dernier d’une série de trois recueils d’exercices
corrigés traitant des bases de l’analyse réelle. Il s’adresse d’abord aux étudiants,
principalement ceux des niveaux L3 et M1, mais les étudiants des niveaux L1 et
L2 tireront un grand profit de l’étude du premier chapitre et de la dernière section
du second chapitre. Il intéressera aussi les candidats aux concours du CAPES et
de l’agrégation de mathématiques qui y trouveront autant les théorèmes qu’ils
doivent connaître que des exercices pour les illustrer.

Ce troisième volume traite de l’intégration des fonctions réelles. Le premier
chapitre aborde l’intégrale de Riemann et de Riemann-Stieltjes (la dernière section
applique ce qui précède aux calculs de volumes, d’aires et de longueurs), le second
chapitre s’intéresse à l’intégrale de Lebesgue (la quatrième section porte sur la
continuité absolue et la continuité approximative et la dernière section sur les
séries Fourier). Chaque section, centrée sur un thème, commence par des exercices
relativement simples et se poursuit par des problèmes plus difficiles, certains étant
des théorèmes classiques.

Tous les exercices sont corrigés, le plus souvent en détail, ce qui permettra
aux étudiants de ne pas « sécher » sur un exercice difficile. Nous les invitons
cependant à chercher par eux-mêmes les exercices avant de regarder les solutions
et nous insistons aussi sur le fait que les auteurs ne donnent pas nécessairement
toutes les étapes d’un calcul lorsqu’ils considèrent que celui-ci ne pose pas de
problèmes techniques. C’est bien sur aux étudiants de prendre le temps de rédiger
entièrement leurs solutions.

Nous avons ajouter en note les noms de certaines propriétés et relations pour
inviter les étudiants à engager des recherches par eux-mêmes. L’index à la fin de
l’ouvrage permet de facilement retrouver une définition et la table des renvois
permet de voir les liens entre les différents problèmes dans ce volume et dans les
deux autres.
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Je tiens à remercier Daniel Guin et Xavier Cottrell pour avoir pris le temps de
relire cette traduction et pour les remarques qu’ils m’ont faites afin d’améliorer
le style et de corriger les erreurs. Je reste responsable de celles qui subsisteraient.
Je souhaite aussi remercier pour sa disponibilité Patrick Fradin, l’auteur du logi-
ciel TeXgraph avec lequel toutes les figures de cet ouvrage et l’illustration de la
couverture ont été réalisées.

É. Kouris
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PRÉFACE À L’ÉDITION ANGLAISE

Cet ouvrage fait suite aux Problèmes d’Analyse I et II. Il s’intéresse à l’in-
tégrale de Riemann-Stieltjes et à l’intégrale de Lebesgue des fonctions réelles
d’une variable réelle. Ce volume est organisé de façon semblable aux deux pre-
miers. Chaque chapitre est divisé en deux parties : les problèmes et leurs solutions.
Chaque section commence par un certain nombre de problèmes de difficulté modé-
rée, certains étant en fait des théorèmes. Il ne s’agit donc pas d’un recueil typique
d’exercices mais plutôt d’un complément à des ouvrages d’analyse pour la licence.
Nous espérons que ce livre intéressera les étudiants de licence, les enseignants et
les chercheurs en analyse et ses applications. Nous espérons aussi qu’il sera utile
aux personnes travaillant seules.

Le premier chapitre est consacré aux intégrales de Riemann et de Riemann-
Stieltjes. La section I.1 traite de l’intégrale de Riemann-Stieltjes par rapport à des
fonctions monotones ; la section I.3 étudie l’intégration par rapport à des fonc-
tions à variation bornée. Nous rassemblons à la section I.6 des inégalités plus ou
moins connues portant sur les intégrales. On y trouvera entre autres l’inégalité
d’Opial et l’inégalité de Steffensen. Ce chapitre se termine par une section inti-
tulée « Mesure de Jordan ». La mesure de Jordan, appelée aussi « contenu » par
certains auteurs, n’est pas une mesure dans le sens usuel car elle n’est pas dénom-
brablement additive. Elle est cependant très liée à l’intégrale de Riemann et nous
espérons que cette section donnera à l’étudiant une compréhension plus profonde
des idées sous-tendant les calculs.

Le chapitre II traite de la mesure et de l’intégration de Lebesgue. La section
II.3 présente de nombreux problèmes liés aux théorèmes de convergence qui per-
mettent de permuter limite et intégrale. On y considère aussi les espaces Lp sur
des intervalles bornés. On discute à la section suivante de la continuité absolue
et des relations entre intégration et dérivation. On donne une démonstration du
théorème de Banach et Zarecki affirmant qu’une fonction f est absolument conti-
nue sur un intervalle borné [a, b] si et seulement si elle est continue, à variation
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bornée sur [a, b] et transforme les ensembles de mesure nulle en des ensembles
de mesure nulle. De plus, on introduit le concept de continuité approximative.
On notera ici qu’il existe une analogie entre deux relations : d’une part la rela-
tion entre intégrabilité au sens de Riemann et continuité, d’autre part la relation
entre intégrabilité au sens de Lebesgue et continuité approximative. Précisément,
une fonction bornée sur [a, b] est Riemann-intégrable si et seulement si elle est
presque partout continue ; de même, une fonction bornée sur [a, b] est mesurable
et donc Lebesgue-intégrable si et seulement si elle est presque partout approxima-
tivement continue. La dernière section est consacrée aux séries de Fourier. Étant
donné l’existence d’une abondante littérature sur ce sujet, par exemple le livre de
A. Zygmund, Trigonometric Series, celui de N.K. Bari, A Treatise on Trigono-
metric Series et celui de R.E. Edwards, Fourier Series, il a été difficile de choisir
quel matériel inclure dans un livre s’adressant principalement à des étudiants de
licence. En conséquence, nous nous sommes concentrés sur les coefficients de Fou-
rier de fonctions de différentes classes et sur les théorèmes élémentaires portant
sur la convergence des séries de Fourier.

Toutes les notations et définitions utilisées dans ce volume sont standards. On
peut les trouver dans les ouvrages [28] et [29] qui donnent aussi aux lecteurs les
connaissances théoriques suffisantes. Cependant, pour éviter toute ambiguïté et
pour que l’ouvrage ne nécessite pas le recours à des références extérieures, nous
démarrons presque chaque section par un paragraphe d’introduction présentant les
premières définitions et les théorèmes utilisés dans cette section. Nos conventions
pour les renvois s’expliquent le mieux par des exemples : I.2.13, I.2.13 (vol. I)
et I.2.13 (vol. II) représentent respectivement le numéro du problème dans ce
volume, dans le volume I et dans le volume II. On utilise aussi les notations et la
terminologie données dans les deux premiers volumes.

Nous avons emprunté de nombreux problèmes aux sections de problèmes de
journaux tels que l’American Mathematical Monthly ou le Mathematics Today (en
russe) et de différents livres de cours et recueils d’exercices ; de tout ceci, seuls
les livres sont cités dans la bibliographie. On aimerait ajouter que de nombreux
problèmes de la section I.5 proviennent du livre de Fikhtengol’ts ([11]) et que la
section I.7 a été influencée par le livre de Rogosinski ([27]). Il allait malheureuse-
ment au-delà de nos objectifs de repérer les sources originales et nous présentons
nos sincères excuses si nous sommes passés à côté de certaines contributions.

Nous voudrions, pour finir, remercier plusieurs personnes du département de
mathématiques de l’université Maria Curie-Skłodowska auprès desquelles nous
sommes redevables. Une mention toute particulière va à Tadeusz Kuczumow et à
Witold Rzymowski pour leurs suggestions sur de nombreux problèmes et solutions
et à Stanisław Prus pour ses conseils et son soutien sur TEX. Notre gratitude va
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à Richard J. Libera de l’université du Delaware, pour son aide généreuse en an-
glais et sur la présentation du matériel. Nous sommes très reconnaissants envers
Jadwiga Zygmunt de l’université Catholique de Lublin qui a tracé toutes les fi-
gures et nous a aidé à les incorporer dans le texte. Nous remercions nos étudiants
qui nous ont aidés dans le long et ennuyeux travail de relecture. Des remercie-
ments particuliers vont à Paweł Sobolewski et Przemysław Widelski qui ont lu le
manuscrit avec beaucoup de soin et d’attention et ont apporté nombre de sugges-
tions utiles. Sans leur aide, des erreurs, et pas seulement typographiques, seraient
passées inaperçues. Nous acceptons cependant l’entière responsabilité pour les er-
reurs qui subsistent. Nous aimerions aussi saisir cette opportunité pour remercier
l’équipe de l’AMS pour sa longue coopération, sa patience et ses encouragements.

W. J. Kaczor, M. T. Nowak
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NOTATIONS ET TERMINOLOGIE

• R est l’ensemble des nombres réels.

• R+ est l’ensemble des nombres réels positifs.

• R est la droite réelle achevée, autrement dit, R = R ∪ {−∞,+∞}.
• Q est l’ensemble des nombres rationnels.

• Z est l’ensemble des entiers relatifs.

• N est l’ensemble des entiers naturels.

• N∗ = N \ {0}.
• [a, b] est l’intervalle fermé d’extrémités a et b.

• ]a, b[ est l’intervalle ouvert d’extrémités a et b.

• [x] est la partie entière du nombre réel x (on a conservé la notation anglo-
phone).

• Pour x ∈ R,

sgn x =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 pour x > 0,
−1 pour x < 0,
0 pour x = 0.

• Pour n ∈ N∗,

n! = 1 × 2 × 3 × · · · × n, on pose aussi 0! = 1,

(2n)!! = 2 × 4 × 6 × · · · × (2n − 2) × 2n,

(2n − 1)!! = 1 × 3 × 5 × · · · × (2n − 3) × (2n − 1).



Problèmes d’Analyse III, Intégration

• Si A ⊂ R est non vide et majoré, supA est alors le plus petit majorant de A.
Si l’ensemble non vide A n’est pas majoré, on pose alors supA = +∞.

• Si A ⊂ R est non vide et minoré, inf A est alors le plus grand minorant
de A. Si l’ensemble non vide A n’est pas minoré, on pose alors inf A = −∞.

• Une suite {an} est dite croissante (resp. décroissante) si an+1 � an pour tout
n ∈ N (resp. an+1 � an pour tout n ∈ N). La classe des suites monotones
est formée des suites croissantes et des suites décroissantes.

• Soit {an} et {bn} deux suites réelles (bn �= 0 pour tout n). Si le quotient
an/bn tend vers 0 (resp. reste borné) lorsque n tend vers +∞, on écrit alors
an = o(bn) (resp. an = O(bn)).

• Un réel c est une valeur d’adhérence de la suite {an} s’il existe une sous-suite
{ank

} de {an} qui converge vers c.

• Soit S l’ensemble de toutes les valeurs d’adhérence de {an}. La limite in-
férieure, lim

n→+∞
an, et la limite supérieure, lim

n→+∞ an, sont définies comme

suit :

lim
n→+∞ an =

⎧⎪⎨
⎪⎩

+∞ si {an} n’est pas majorée,
−∞ si {an} est majorée et S = ∅,

supS si {an} est majorée et S �= ∅,

lim
n→+∞

an =

⎧⎪⎨
⎪⎩
−∞ si {an} n’est pas minorée,
+∞ si {an} est minorée et S = ∅,

inf S si {an} est minorée et S �= ∅.

• Un produit infini
+∞∏
n=0

an est dit convergent s’il existe un entier n0 ∈ N tel que

an �= 0 pour n � n0 et la suite {an0an0+1·· · ··an0+n} converge, lorsque n tend
vers +∞, vers une limite P0 non nulle. Le nombre P = a1a2 · · · · · an0−1 ·P0

est appelée la valeur du produit infini.

• Si A ⊂ X et si f est une fonction définie sur X, f|A est la restriction de f
à A.

•
χA(x) =

{
1 si x ∈ A,
0 si x ∈ X \ A

est la fonction caractéristique de A.
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• On note fn →
A

f pour {fn} converge uniformément vers f sur A.

Si (X, d) est un espace métrique, x ∈ X et A un sous-ensemble non vide
de X, alors

• Ac = X \ A est le complémentaire de A dans X,

• BX(x, r), BX(x, r) représentent respectivement la boule ouverte et la boule
fermée de centre x et de rayon r ; si X est fixé, on omet l’indice et on écrit
simplement B(x, r), B(x, r),

•
◦
A est l’intérieur de A dans l’espace métrique (X, d),

• A est l’adhérence de A dans l’espace métrique,

• ∂A = A ∩ X \A est la frontière de A,

• diam(A) = sup {d(x, y) : x, y ∈ A} est le diamètre de l’ensemble A,

• dist(x,A) = inf {d(x, y) : y ∈ A} est la distance de x à l’ensemble A,

• A est un ensemble de type Fσ si c’est une union dénombrable d’ensembles
fermés dans (X, d),

• A est un ensemble de type Gδ si c’est une intersection dénombrable d’en-
sembles ouverts dans (X, d),

• X est connexe s’il n’existe pas de sous-ensembles ouverts disjoints B et C
de X tels que X = B ∪ C.

Continuité, dérivabilité.

• CA est l’ensemble des fonctions continues sur A.

• C n
]a,b[ est l’ensemble des fonctions n fois continûment dérivables sur ]a, b[.

• C 1
[a,b] est l’ensemble des fonctions continûment dérivables sur [a, b], en consi-

dérant aux extrémités respectivement la dérivée à droite et la dérivée à
gauche. L’ensemble C n

[a,b] des fonctions n fois continûment dérivables sur
[a, b] est défini récursivement.

• C∞
]a,b[ (resp. C∞

[a,b]) est l’ensemble des fonctions infiniment dérivables sur ]a, b[
(resp. [a, b]).

Si f et g sont des fonctions réelles d’une variable réelle, alors
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• f(a+) et f(a−) représentent respectivement la limite à droite et la limite à
gauche de f en a,

• si le quotient f(x)/g(x) tend vers 0 (resp. reste borné) lorsque x tend vers x0,
on écrit alors f(x) = o (g(x)) (resp. f(x) = O (g(x))),

• f (n) est la dérivée n-ième de f ,

• f ′
+(a) et f ′−(a) représentent respectivement la dérivée à droite et la dérivée

à gauche de f en a.
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I

L’INTÉGRALE DE RIEMANN-STIELTJES

Énoncés

I.1. Propriétés de l’intégrale de Riemann-Stieltjes

Nous commençons par quelques notations, définitions et théorèmes. Nous
entendons par une partition P d’un intervalle fermé [a , b] un ensemble fini de
points x0, x1, . . . , xn tels que

a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Le réel μ(P ) = max {xi − xi−1 : i = 1, 2, . . . , n} est appelé le pas de P .
Pour une fonction α croissante sur [a , b], on pose

Δαi = α(xi) − α(xi−1).

Si f est une fonction réelle bornée sur [a , b], on définit les sommes de Darboux
supérieure et inférieure par rapport à α et relativement à P respectivement
par

U(P, f, α) =
n∑

i=1

MiΔαi, L(P, f, α) =
n∑

i=1

miΔαi,

où
Mi = sup

x∈[xi−1,xi]
f(x), mi = inf

x∈[xi−1,xi]
f(x).

On pose aussi∫ b

a
f dα = inf U(P, f, α),

∫ b

a
f dα = supL(P, f, α),
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les bornes inférieures et supérieures étant prises sur l’ensemble des partitions
P de [a , b] et on appelle ces quantités les intégrales de Riemann-Stieltjes res-
pectivement supérieure et inférieure. Si les intégrales de Riemann-Stieltjes su-
périeure et inférieure sont égales, on note leur valeur commune

∫ b
a f dα que

l’on appelle l’intégrale de Riemann-Stieltjes par rapport à α sur [a , b]. On dit
dans ce cas que f est intégrable par rapport à α au sens de Riemann (ou
Riemann-intégrable par rapport à α) et on écrit f ∈ R(α). Dans le cas parti-
culier où α(x) = x, on obtient l’intégrale de Riemann. Dans ce cas, la somme
de Darboux supérieure (resp. inférieure) correspondant à une partition P et
l’intégrale de Riemann supérieure (resp. inférieure) sont notées respectivement
U(P, f) (resp. L(P, f)) et

∫ b
a f dx (resp.

∫ b
a f dx). L’intégrale de Riemann de f

sur [a , b] est notée
∫ b
a f dx.

De plus, on choisit, pour chaque partition P de [a , b], des points
t1, t2, . . . , tn tels que xi−1 � ti � xi (i = 1, 2, . . . , n) et on considère la somme

S(P, f, α) =
n∑

i=1

f(ti)Δαi.

On écrit
lim

μ(P )→0
S(P, f, α) = A

si, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que μ(P ) < δ implique |S(P, f, α) − A| <
ε pour tous les choix admissibles de ti. Dans le cas où α(x) = x, on pose

S(P, f) =
n∑

i=1

f(ti)(xi − xi−1).

Dans toute cette section, on supposera toujours f bornée et α croissante
sur [a , b]. On utilisera souvent les théorèmes suivants (voir, par exemple, [29])
dans les solutions des problèmes.

Théorème 1. f ∈ R(α) sur [a , b] si et seulement si, pour tout ε > 0, il existe
une partition P telle que

U(P, f, α) − L(P, f, α) < ε.

Théorème 2. Si f est continue sur [a , b], alors f ∈ R(α) sur [a , b].

I.1.1. On suppose que α est croissante sur [a , b], a � c � b, α est continue en c,
f(c) = 1 et f(x) = 0 pour x �= c. Prouver que f ∈ R(α) et

∫ b
a f dα = 0.

I.1.2. On suppose que f est continue sur [a , b], a < c < b, α(x) = 0 si x ∈ [a , c[
et α(x) = 1 si x ∈ [c , b]. Prouver que

∫ b
a f dα = f(c).

2
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I.1.3. Soit 0 < a < b et

f(x) =

{
x si x ∈ [a , b] ∩ Q,
0 si x ∈ [a , b] \ Q.

Trouver les intégrales de Riemann supérieure et inférieure de f sur [a , b].

I.1.4. Soit a > 0 et

f(x) =

{
x si x ∈ [−a , a] ∩ Q,
0 si x ∈ [−a , a] \ Q.

Trouver les intégrales de Riemann supérieure et inférieure de f sur [−a , a].

I.1.5. Prouver que la fonction dite de Riemann,

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0 si x est irrationnel ou x = 0,
1
q si x = p

q , p ∈ Z, q ∈ N∗ et
p et q premiers entre eux,

est Riemann-intégrable sur tout intervalle [a , b].

I.1.6. On note f : [0 , 1] −→ R la fonction définie par

f(x) =

{
1 si x = 1

n , n ∈ N∗,
0 sinon.

Prouver que
∫ 1
0 f(x) dx = 0.

I.1.7. Prouver que f : [0 , 1] −→ R définie par

f(x) =

{
0 si x = 0,
1
x − [ 1

x

]
sinon

est Riemann-intégrable sur [0, 1].

I.1.8. On définit

f(x) =

{
0 si x ∈ [−1 , 0],
1 si x ∈ ]0 , 1]

et α(x) =

{
0 si x ∈ [−1 , 0[,
1 si x ∈ [0 , 1].

Prouver que f ∈ R(α) bien que lim
μ(P )→0

S(P, f, α) n’existe pas.
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Chapitre I. L’intégrale de Riemann-Stieltjes

I.1.9. Prouver que si f et α ont un point commun de discontinuité dans [a , b],
alors lim

μ(P )→0
S(P, f, α) n’existe pas.

I.1.10. Prouver que si lim
μ(P )→0

S(P, f, α) existe, alors f ∈ R(α) sur [a , b] et

lim
μ(P )→0

S(P, f, α) =
∫ b

a
f dα.

Prouver aussi que cette égalité est vérifiée pour toute fonction f continue sur [a, b].

I.1.11. Prouver que si f est bornée et α est continue sur [a, b], alors f ∈ R(α)
si et seulement si lim

μ(P )→0
S(P, f, α) existe.

I.1.12. Soit

α(x) =

{
c si a � x < x∗,
d si x∗ < x � b,

où c < d et c � α(x∗) � d. Montrer que si la fonction f , bornée sur [a, b], est
telle qu’au moins une des fonctions f ou α est continue à gauche en x∗ et l’autre
continue à droite en x∗, alors f ∈ R(α) et

∫ b

a
f(x) dα(x) = f(x∗)(d − c).

I.1.13. On suppose que f est continue sur [a, b] et que α est une fonction en
escalier , autrement dit qu’elle est constante sur les sous-intervalles ]a , c1[, ]c1 , c2[,
. . ., ]cm , b[, où a < c1 < c2 < · · · < cm < b. Prouver que

∫ b

a
f(x) dα(x)=f(a)(α(a+)−α(a))+

m∑
k=1

f(ck)(α(c+
k )−α(c−k ))+f(b)(α(b)−α(b−)).

I.1.14. En utilisant les intégrales de Riemann de fonctions choisies de façon
appropriée, trouver les limites suivantes :

(a) lim
n→+∞

(
1

n + 1
+

1
n + 2

+ · · · + 1
3n

)
,

(b) lim
n→+∞n2

(
1

n3 + 13
+

1
n3 + 23

+ · · · + 1
n3 + n3

)
,

4
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(c) lim
n→+∞

(
1k + 2k + · · · + nk

nk+1

)
, k � 0,

(d) lim
n→+∞

1
n

n
√

(n + 1)(n + 2) . . . (n + n),

(e) lim
n→+∞

(
sin

n

n2 + 12
+ sin

n

n2 + 22
+ · · · + sin

n

n2 + n2

)
,

(f) lim
n→+∞

(
21/n

n + 1
+

22/n

n + 1
2

+ · · · + 2n/n

n + 1
n

)
,

(g) lim
n→+∞

n
√

f
(

1
n

)
f
(

2
n

)
. . . f

(
n
n

)
, où f est une fonction continue strictement

positive sur [0 , 1].

I.1.15. Prouver que la limite

lim
n→+∞

(
sin π

n+1

1
+

sin 2π
n+1

2
+ · · · + sin nπ

n+1

n

)

est strictement positive.

I.1.16. Prouver que si f est continûment dérivable sur [0 , 1], alors

lim
n→+∞n

(
1
n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
−
∫ 1

0
f(x) dx

)
=

f(1) − f(0)
2

.

En utilisant ce résultat, calculer

lim
n→+∞n

(
1k + 2k + · · · + nk

nk+1
− 1

k + 1

)
, k � 0.

I.1.17. Pour k � 0, calculer

lim
n→+∞

(
1k + 3k + · · · + (2n − 1)k

nk+1

)
.

I.1.18. Soit f une fonction deux fois dérivable sur [0 , 1] telle que f ′′ soit bornée
et Riemann-intégrable. Prouver que

lim
n→+∞n2

(∫ 1

0
f(x) dx − 1

n

n∑
i=1

f

(
2i − 1

2n

))
=

f ′(1) − f ′(0)
24

.
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Chapitre I. L’intégrale de Riemann-Stieltjes

I.1.19. Pour n ∈ N∗, on définit

Un =
1

n + 1
+

1
n + 2

+ · · · + 1
2n

et
Vn =

2
2n + 1

+
2

2n + 3
+ · · · + 2

4n − 1
.

Démontrer que
lim

n→+∞Un = lim
n→+∞Vn = ln 2.

De plus, en utilisant les résultats énoncés en I.1.16 et I.1.18, prouver que

lim
n→+∞n(ln 2 − Un) =

1
4

et lim
n→+∞n2(Vn − ln 2) =

1
32

.

I.1.20. Prouver que si f est Riemann-intégrable sur [a, b], on peut alors changer
la valeur prise par f en un nombre fini de points sans affecter ni l’intégrabilité de
f , ni la valeur de son intégrale.

I.1.21. Prouver que f ∈ R(α) si f est monotone et si α est continue sur [a , b].

I.1.22. Prouver que si f ∈ R(α) et si α n’est continue ni à gauche ni à droite
en un point de [a , b], alors f est continue en ce point.

I.1.23. Soit f une fonction Riemann-intégrable et α une fonction continue sur
[a , b]. Si α est dérivable sur [a , b] excepté en un nombre fini de points et si α′ est
Riemann-intégrable, alors f ∈ R(α) et∫ b

a
f(x) dα(x) =

∫ b

a
f(x)α′(x) dx.

I.1.24. Soit f une fonction Riemann-intégrable et α une fonction continue sur
[a , b], excepté en un nombre fini de points. Si α est dérivable excepté en un nombre
fini de points et si α′ est Riemann-intégrable, alors f ∈ R(α) et∫ b

a
f(x) dα(x) =

∫ b

a
f(x)α′(x) dx + f(a)

(
α(a+) − α(a)

)
+

m∑
k=1

f(ck)
(
α(c+

k ) − α(c−k )
)

+ f(b)
(
α(b) − α(b−)

)
,

où les ck (k = 1, 2, . . . ,m) sont les points de discontinuité de α dans ]a , b[.
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I.1.25. Calculer
∫ 2
−2 x2 dα(x) dx, où

α(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

x + 2 si −2 � x � −1,
2 si −1 < x < 0,
x2 + 3 si 0 � x � 2.

I.1.26. Démontrer la première formule de la moyenne. Si f est une fonction
continue et si α est une fonction croissante sur [a , b], il existe alors c ∈ [a , b] tel
que ∫ b

a
f(x) dα(x) = f(c)(α(b) − α(a)).

I.1.27. Montrer que si f est une fonction continue et α une fonction strictement
croissante sur [a , b], on peut alors choisir c ∈ ]a , b[ de sorte que l’égalité dans la
première formule de la moyenne (énoncée précédemment) soit vérifiée.

I.1.28.

(a) Soit f une fonction continue sur [0 , 1]. Pour a et b strictement positifs,
déterminer la limite

lim
ε→0+

∫ bε

aε

f(x)
x

dx.

(b) Calculer

lim
n→+∞

∫ 1

0

xn

1 + x
dx.

I.1.29. Soit f une fonction continue et α une fonction strictement croissante sur
[a , b], on pose

F (x) =
∫ x

a
f(t) dα(t).

Prouver que, pour x ∈ [a , b], on a

lim
h→0

F (x + h) − F (x)
α(x + h) − α(x)

= f(x).

7



Chapitre I. L’intégrale de Riemann-Stieltjes

I.1.30. On suppose que f est continue sur [a , b], que α est continue et stricte-
ment croissante sur cet intervalle et que la limite

lim
h→0

f(x + h) − f(x)
α(x + h) − α(x)

=
df

dα
(x)

existe et est continue sur [a , b]. Prouver que
∫ b

a

df

dα
(x) dα(x) = f(b) − f(a).

I.2. Fonctions à variation bornée

On rappelle que la variation totale V (f ; a, b) de la fonction f sur [a , b] est

V (f ; a, b) = sup

{
n∑

i=1

|f(xi) − f(xi−1)|
}

,

la borne supérieure étant prise sur toutes les partitions P = {x0, x1, . . . , xn}
de [a , b]. Si V (f ; a, b) < +∞, f est dite à variation bornée sur [a , b]. On définit
aussi

vf (x) = V (f ; a, x), a � x � b.

Clairement, vf (a) = 0 et vf est croissante sur [a , b]. Le théorème suivant dit
qu’une fonction à variation bornée peut être vue comme la différence de deux
fonctions monotones.

Théorème 1. Si f est à variation bornée sur [a , b], alors

f(x) − f(a) = p(x) − q(x),

où

p(x) =
1
2

(vf (x) + f(x) − f(a)) et q(x) =
1
2

(vf (x) − f(x) + f(a))

sont des fonctions croissantes sur [a , b].

Les fonctions p et q sont appelées respectivement les fonctions de variation
positive et négative de f .
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I.2.1. Montrer que la fonction définie par

f(x) =

{
x2 cos π

x2 si x ∈ ]0 , 1],
0 si x = 0

est dérivable sur [0 , 1] mais n’est pas à variation bornée.

I.2.2. Prouver que si f est à dérivée bornée sur [a , b], alors f est à variation
bornée.

I.2.3. Prouver que la fonction

f(x) =

{
x2 cos π

x si x ∈ ]0 , 1],
0 si x = 0

est à variation bornée sur [0 , 1].

I.2.4. Démontrer que
V (f ; a, b) = f(b) − f(a)

si et seulement si f est croissante sur [a , b].

I.2.5. Pour α ∈ R et β > 0, on définit

f(x) =

{
xα cos π

xβ si x ∈ ]0 , 1],
0 si x = 0.

Prouver que f est à variation bornée si et seulement si α > β.

I.2.6. Prouver que f est bornée sur [a , b] si f est à variation bornée sur [a , b].

I.2.7. Si f et g sont à variation bornée sur [a , b], il en est alors de même de leur
produit fg. De plus, si inf

x∈[a,b]
|f(x)| > 0, alors g

f est aussi à variation bornée.

I.2.8. La composée de deux fonctions à variation bornée est-elle aussi à variation
bornée ?

I.2.9. Si f vérifie une condition de Lipschitz et si g est à variation bornée, alors
la composée f ◦ g est à variation bornée.

9



Chapitre I. L’intégrale de Riemann-Stieltjes

I.2.10. Prouver que si f est à variation bornée sur [a , b], il en est de même
de |f |p, 1 � p < +∞.

I.2.11. Prouver que si f est continue sur [a , b] et si |f | est à variation bornée
sur [a , b] alors f l’est aussi. Justifier aussi que la continuité est une hypothèse
essentielle.

I.2.12. Si f et g sont à variation bornée sur [a , b], il en est alors de même de
h(x) = max {f(x), g(x)}.

I.2.13. On dit que f : A −→ R, A ⊂ R, vérifie une condition de Hölder (aussi
appelée condition de Lipschitz d’ordre α) sur A s’il existe des constantes stricte-
ment positives M et α telles que∣∣f(x) − f(x′)

∣∣ � M
∣∣x − x′∣∣α pour x, x′ ∈ A.

(a) Prouver que la fonction

f(x) =

{
1

ln(1/x) si x ∈ ]0 , 1
2

]
,

0 si x = 0

est à variation bornée sur [0 , 1
2 ] mais ne vérifie pas de condition de Hölder.

(b) On pose xn =
+∞∑
k=n

1
k ln2 k

, n = 2, 3, . . . Soit f la fonction continue sur [0 , x2]

définie par

f(0) = f(xn) = 0, f

(
xn + xn+1

2

)
=

1
n

, n = 2, 3, . . .

et f est affine sur
[
xn+1 , xn+xn+1

2

]
et
[

xn+xn+1

2 , xn

]
. Prouver que f vérifie

une condition de Hölder pour tout 0 < α < 1 et que f n’est pas à variation
bornée sur [0 , x2].

I.2.14. Soit f : [a ,+∞[ −→ R une fonction à variation bornée sur tout intervalle
[a , b], b > a. On pose

V (f ; a,+∞) = lim
b→+∞

V (f ; a, b).

Prouver que si V (f ; a,+∞) < +∞, alors la limite lim
x→+∞ f(x) existe et est finie.

L’implication réciproque est-elle vérifiée ?
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I.2.15. On considère la somme

V (f, P ) =
n∑

i=1

|f(xi) − f(xi−1)|

pour une fonction f définie sur [a , b] et une partition P = {x0, x1, . . . , xn} de
[a , b]. Prouver que si f est continue sur [a , b], alors

lim
μ(P )→0

V (f, P ) = V (f ; a, b),

autrement dit, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que μ(P ) < δ implique

V (f ; a, b) − V (f, P ) < ε.

I.2.16. On considère la somme

W (f, P ) =
n∑

i=1

(Mi − mi)

pour une fonction f définie sur [a , b] et une partition P = {x0, x1, . . . , xn} de
[a , b], où on pose

Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x), mi = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x).

En utilisant le résultat du problème précédent, prouver que si f est continue sur
[a , b], alors

lim
μ(P )→0

W (f, P ) = V (f ; a, b).

I.2.17. Soit f une fonction à variation bornée sur [a , b], p et q respectivement
les fonctions de variation positive et négative comme définies au théorème 1.
Soit p1 et q1 des fonctions croissantes sur [a, b] telles que f = p1− q1. Prouver que
si a � x � y � b, alors

p(x) − p(y) � p1(x) − p1(y) et q(x) − q(y) � q1(x) − q1(y).

En conclure que V (p; a, b) � V (p1; a, b) et V (q; a, b) � V (q1; a, b).

I.2.18. Soit f une fonction à variation bornée sur [a, b] telle que f(x) � m > 0
pour tout x ∈ [a , b]. Prouver qu’il existe deux fonctions croissantes g et h telles
que

f(x) =
g(x)
h(x)

pour x ∈ [a, b].
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Chapitre I. L’intégrale de Riemann-Stieltjes

I.2.19. Calculer les fonctions de variation positive et négative de

(a) f(x) = x3 − |x|, x ∈ [−1 , 1],

(b) f(x) = cos x, x ∈ [0 , 2π],

(c) f(x) = x − [x], x ∈ [0 , 3].

I.2.20. Soit f une fonction à variation bornée sur [a , b]. Montrer que si f est
continue à droite (resp. gauche) en x0, alors vf est aussi continue à droite (resp.
gauche) en x0.

I.2.21. Prouver que l’ensemble des points de discontinuité d’une fonction f à
variation bornée sur [a, b] est au plus dénombrable. De plus, si {xn} est la suite
des points de discontinuité de f , alors la fonction g(x) = f(x)− s(x), où s(a) = 0
et

s(x) = f(a+) − f(a) +
∑

xn<x

(
f(x+

n ) − f(x−
n )
)

+ f(x) − f(x−)

pour a < x � b, est continue sur [a , b]. (La fonction s est appelée la fonction de
saut de f .)

I.2.22. Soit f une fonction à variation bornée sur [a , b]. On pose

g(a) = 0 et g(x) =
1

x − a

∫ x

a
f(t) dt pour tout x ∈ ]a , b].

Prouver que g est à variation bornée sur [a , b].

I.2.23. Montrer que si f vérifie une condition de Lipschitz sur [a , b], alors vf

vérifie aussi une condition de Lipschitz, avec la même constante de Lipschitz.

I.2.24. Démontrer que si f est à variation bornée sur [a , b] et vérifie la propriété
des valeurs intermédiaires, elle est alors continue. En déduire que si f ′ est à
variation bornée sur [a , b], elle est alors continue sur [a , b].

I.2.25. Montrer que si f est continûment dérivable sur [a , b], alors

vf (x) =
∫ x

a

∣∣f ′(t)
∣∣ dt.

12
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I.2.26. Prouver que si f est continue et α est croissante sur [a , b], alors la
fonction

F (x) =
∫ x

a
f(t) dα(t), x ∈ [a , b],

est à variation bornée sur [a , b].

I.2.27. Si f(x) = lim
n→+∞ fn(x) pour tout x ∈ [a , b], alors

V (f ; a, b) � lim
n→+∞

V (fn; a, b).

I.2.28. Soit
+∞∑
n=1

an et
+∞∑
n=1

bn des séries absolument convergentes et {xn}n∈N∗ une

suite de points distincts de ]0 , 1[. Démontrer que la fonction f définie par

f(0) = 0, f(x) =
∑

xn�x

an +
∑

xn<x

bn pour tout x ∈ ]0 , 1]

est continue pour tout x �= xn (n ∈ N∗) et

f(xn) − f(x−
n ) = an, f(x+

n ) − f(xn) = bn.

Montrer aussi que

V (f ; 0, 1) =
+∞∑
n=1

(|an| + |bn|) .

I.3. D’autres propriétés de l’intégrale
de Riemann-Stieltjes

On considère dans cette section des intégrales de Riemann-Stieltjes par
rapport à des fonctions à variation bornée. Si α est une fonction à variation
bornée sur [a , b] et si α = p− q, où p et q sont des fonctions croissantes, alors∫ b

a
f(x) dα(x) =

∫ b

a
f(x)dp(x) −

∫ b

a
f(x)dq(x),

pour autant que f ∈ R(p) et f ∈ R(q) (voir la définition à la section I.1).
Cette définition est indépendante de la décomposition de la fonction α en la
différence de deux fonctions croissantes.
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Théorème 1. Si les fonctions f et α sont à variation bornée sur [a , b] et si l’une
d’elles est continue, alors∫ b

a
f(x) dα(x) = f(b)α(b) − f(a)α(a) −

∫ b

a
α(x) df(x).

La formule précédente est appelée la formule d’intégration par parties .

Théorème 2. On suppose que les fonctions f et ϕ sont continues sur [a , b] et
que ϕ est strictement croissante sur [a , b]. Si ψ est la fonction réciproque de
ϕ, alors ∫ b

a
f(x) dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f (ψ(y)) dψ(y).

La formule du théorème 2 est appelée la formule de changement de variable .

Théorème 3. On suppose soit que f est continue et α est à variation bornée sur
[a , b], soit que f et α sont à variation bornée sur [a , b] et α est continue. On
a alors ∣∣∣∣

∫ b

a
f(x) dα(x)

∣∣∣∣ �
∫ b

a
|f(x)| dvα(x),

où vα(x) représente la variation de α sur [a , x], a � x � b.

I.3.1. Calculer
∫ 2
−1 x dα(x), où

α(x) =

⎧⎨
⎩

0 si x = −1,
1 si −1 < x < 2,
−1 si 2 � x � 3.

I.3.2. Soit f une fonction à variation bornée sur [0 , 2π] telle que f(0) = f(2π).
Prouver que chacune des intégrales∫ 2π

0
f(x) cos nxdx et

∫ 2π

0
f(x) sin nxdx

est inférieure en valeur absolue à V (f ;0,2π)
n .

I.3.3. Soit f et g des fonctions continues sur [a , b] et α une fonction à variation
bornée. On pose

β(x) =
∫ x

a
f(x) dα(x), a � x � b.

Prouver que ∫ b

a
g(x) dβ(x) =

∫ b

a
g(x)f(x) dα(x).
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I.3.4. Soit {xn} une suite de points distincts de ]0 , 1[ et {cn} une suite telle que

cn > 0 et
+∞∑
n=1

cn < +∞. On définit

α(x) =
+∞∑
n=1

cnρ(x − xn),

où la fonction ρ est donnée par

ρ(x) =

{
0 si x < 0,
1 si x � 0.

Prouver que si f est continue sur [0 , 1], alors

∫ 1

0
f dα =

+∞∑
n=1

cnf(xn).

I.3.5. Soit α une fonction continue à variation bornée sur [a , b] telle que

∫ b

a
f(x) dα(x) = 0

pour toute fonction f continue sur [a , b]. Prouver que α est constante sur [a , b].

I.3.6. Soit α une fonction croissante sur [0 , π] telle que∫ π

0
sin x dα(x) = α(π) − α(0).

Prouver que

α(x) =

{
α(0) si x ∈ [0 , π

2

[
,

α(π) si x ∈ ]π
2 , π
]
.

I.3.7. Trouver une fonction α croissante sur [0 , 1] telle que

∫ 1

0
f(x) dα(x) =

f(0) + f(1)
2

pour toute fonction f continue sur [0 , 1].
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I.3.8. Trouver une fonction f continue sur [a , b] telle que

∫ b

a
f(x) dα(x) = α(b) − α(a)

pour toute fonction α croissante sur [a , b].

I.3.9. Soit α une fonction à variation bornée sur [a , b] et {fn} une suite de
fonctions Riemann-Stieltjes-intégrables par rapport à α sur [a , b]. Montrer que
si {fn} converge uniformément sur [a , b] vers f , alors f est Riemann-Stieltjes-
intégrable et ∫ b

a
f(x) dα(x) = lim

n→+∞

∫ b

a
fn(x) dα(x).

I.3.10. Calculer

lim
n→+∞

∫ 1

0
nx
(
1 − x2

)n
dx.

I.3.11. Soit α une fonction à variation bornée sur [0 , 1]. Déterminer

lim
n→+∞

∫ 1

0
xn dα(x).

I.3.12. Soit {αn} une suite de fonctions dont les variations totales sont unifor-
mément bornées sur [a , b], autrement dit, il existe M > 0 tel que V (αn; a, b) � M
pour tout n. Montrer que si {αn} converge simplement vers α sur [a , b], on a
alors, pour toute fonction f continue sur [a , b],

lim
n→+∞

∫ b

a
f(x) dαn(x) =

∫ b

a
f(x) dα(x).

I.3.13. Soit {αn} une suite de fonctions dont les variations totales sont unifor-
mément bornées sur [a, b] et telle que {αn} converge simplement vers α sur [a, b].
Soit {fn} une suite de fonctions continues uniformément convergente vers f sur
[a, b]. Prouver que

lim
n→+∞

∫ b

a
fn(x) dαn(x) =

∫ b

a
f(x) dα(x).
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I.3.14. Démontrer le théorème de sélection de Helly . Soit {αn} une suite de
fonctions définies sur [a , b] telles que |αn(a)| � M et V (αn; a, b) � M pour tout
n ∈ N. La suite {αn} contient alors une sous-suite {αnk

} convergente vers une
fonction α à variation bornée sur [a , b] et on a, pour toute fonction f continue
sur [a , b],

lim
k→+∞

∫ b

a
f(x) dαnk

(x) =
∫ b

a
f(x) dα(x).

I.3.15. Prouver le théorème suivant dû à Helly qui généralise le résultat
de I.3.12. Soit f une fonction continue et α une fonction à variation bornée
sur [a , b]. Si la suite {αn} de fonctions à variation uniformément bornée converge
vers α sur un ensemble A dense dans [a , b] tel que a, b ∈ A, alors

lim
n→+∞

∫ b

a
f(x) dαn(x) =

∫ b

a
f(x) dα(x).

I.3.16. Démontrer la seconde formule de la moyenne. Si f est une fonction
monotone et si α une fonction continue et à variation bornée sur [a , b], il existe
alors un point c ∈ [a , b] tel que

∫ b

a
f(x) dα(x) = f(a)

∫ c

a
dα(x) + f(b)

∫ b

c
dα(x)

= f(a) (α(c) − α(a)) + f(b) (α(b) − α(c)) .

I.3.17. Montrer les formes de Bonnet suivantes de la seconde formule de la
moyenne.

(a) Si f est une fonction croissante strictement positive sur [a , b] et si α est
une fonction continue à variation bornée sur [a , b], il existe alors un point
c ∈ [a , b] tel que

∫ b

a
f(x) dα(x) = f(b)

∫ b

c
dα(x) = f(b)(α(b) − α(c)).

(b) Si f est une fonction décroissante strictement positive sur [a , b] et si α est
une fonction continue à variation bornée sur [a , b], il existe alors un point
c ∈ [a , b] tel que

∫ b

a
f(x) dα(x) = f(a)

∫ c

a
dα(x) = f(a)(α(c) − α(a)).
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I.3.18. Déterminer, pour 0 < a < b,

lim
n→+∞

∫ b

a

sin(nx)
x

dx.

I.3.19. Pour x > 0, montrer que

(a) si F (x) =
∫ x+1
x sin

(
t2
)
dt, alors |F (x)| � 1

x ,

(b) si F (x) =
∫ x+1
x sin

(
et
)
dt, alors |F (x)| � 2

ex .

I.3.20. Prouver que si les fonctions f , α1, α2 sont continues et à variation bornée
sur [a , b], alors

∫ b

a
f(x) d(α1(x)α2(x)) =

∫ b

a
f(x)α1(x) dα2(x) +

∫ b

a
f(x)α2(x) dα1(x).

I.3.21. Montrer que si f est continue et à variation bornée sur [a , b], on a alors,
pour tout entier n strictement positif,

∫ b

a
f(x)d ((f(x))n) = n

∫ b

a
(f(x))n df(x)

=
n

n + 1

(
(f(b))n+1 − (f(a))n+1

)
.

I.3.22. Soit f une fonction continue sur [0 , 1]. Déterminer les limites suivantes

(a) lim
n→+∞

(
n

∫ 1

0
xnf(x) dx

)
,

(b) lim
n→+∞

(
n

∫ 1

0
e−nxf(x) dx

)
,

(c) lim
n→+∞

∫ 1
0 xnf(x) dx∫ 1
0 xnex2

dx
,

(d) lim
n→+∞

(√
n

∫ 1

0
f(x) sin2n(2πx) dx

)
,

(e) lim
n→+∞

∫ 1
0 f(x) sin2n(2πx) dx∫ 1
0 ex2 sin2n(2πx) dx

.
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I.3.23. Démontrer le théorème de convergence monotone pour l’intégrale de Rie-
mann. Si {fn} est une suite décroissante de fonctions Riemann-intégrables sur
[a , b] convergente sur [a , b] vers une fonction Riemann-intégrable f , alors

lim
n→+∞

∫ b

a
fn(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx.

I.3.24. Prouver le théorème de convergence monotone pour l’intégrale inférieure
de Riemann. Si {fn} est une suite décroissante de fonctions à variation bornée
sur [a , b] et si lim

n→+∞ fn(x) = 0 pour tout x ∈ [a , b], alors

lim
n→+∞

∫ b

a
fn(x) dx = 0.

I.3.25. Prouver le théorème d’Arzelà. Si {fn} est une suite de fonctions
Riemann-intégrables sur [a , b] convergente sur [a , b] vers une fonction Riemann-
intégrable f et s’il existe une constante M > 0 telle que |fn(x)| � M pour tout
x ∈ [a , b] et pour tout n ∈ N, alors

lim
n→+∞

∫ b

a
fn(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx.

I.3.26. Prouver le lemme de Fatou pour l’intégrale de Riemann . Si {fn} est une
suite de fonctions positives Riemann-intégrables sur [a , b] convergente sur [a , b]
vers une fonction Riemann-intégrable f , alors

∫ b

a
f(x) dx � lim

n→+∞

∫ b

a
fn(x) dx.

I.4. Intégrales définies

I.4.1. Calculer, pour n ∈ N∗,

(a)
∫ 4

0

|x − 1|
|x − 2| + |x − 3| dx, (b)

∫ π
2

0
sinn x dx,

∫ π
2

0
cosn x dx,

(c)
∫ e

1
e

|ln x| dx, (d)
∫ π

0

x sin x

1 + cos2 x
dx,
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Chapitre I. L’intégrale de Riemann-Stieltjes

(e)
∫ π

4

0
tan2n x dx, (f)

∫ π
4

0

sin x

sin x + cos x
dx,

(g)
∫ π

2

0

sinn x

sinn x + cosn x
dx.

I.4.2. Pour n ∈ N∗, utiliser l’intégrale
∫ 1
0

(
1 − x2

)n
dx pour calculer

1
1

(
n

0

)
− 1

3

(
n

1

)
+

1
5

(
n

2

)
− · · · + (−1)n

1
2n + 1

(
n

n

)
.

I.4.3. Soit une fonction f admettant une primitive sur un intervalle I, autrement
dit, il existe une fonction dérivable F telle que F ′(x) = f(x) pour tout x ∈ I.
Prouver que si f admet une limite à gauche ou à droite en x0 ∈ I et que cette
limite est égale à a, alors f(x0) = a.

I.4.4. On note f la fonction définie par

f(x) =

{
sin 1

x si x �= 0,
c si x = 0,

où c ∈ [−1 , 1]. Pour quelles valeurs de c la fonction f admet-elle une primitive ?

I.4.5. On pose xn = 1√
n

pour n ∈ N∗. Construire une fonction f continue sur
]0 , 1] telle que f � 0 sur [x2k , x2k−1], f � 0 sur [x2k+1 , x2k] et

F (x2k−1) − F (x2k) = F (x2k+1) − F (x2k) =
1
k
,

où F est une primitive de f . On prolonge la fonction f à [0 , 1] en posant f(0) = 0.
Montrer que f admet une primitive sur [0 , 1] alors que |f | n’en admet pas.

I.4.6. Soit f une fonction continue sur [0 , 1]. Prouver que∫ π

0
xf(sin x) dx =

π

2

∫ π

0
f(sinx) dx.

En utilisant cette égalité, calculer∫ π

0

x sin2n x

sin2n x + cos2n x
dx, n ∈ N∗.
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I.4.7. Soit f une fonction continue sur [−a , a], a > 0. Démontrer que

(a) ∫ a

−a
f(x) dx = 2

∫ a

0
f(x) dx si f est paire,

(b) ∫ a

−a
f(x) dx = 0 si f est impaire.

I.4.8. Soit f : R −→ R une fonction continue et périodique de période T > 0.
Prouver que, pour tout réel a,∫ a+T

a
f(x) dx =

∫ T

0
f(x) dx.

I.4.9. Soit f : R −→ R une fonction continue et périodique de période T > 0.
Prouver que, pour tout a < b,

lim
n→+∞

∫ b

a
f(nx) dx =

b − a

T

∫ T

0
f(x) dx.

I.4.10. Soit f ∈ C[−1,1]. Déterminer les limites suivantes :

(a) lim
n→+∞

1
n

∫ n
0 f(sin x) dx,

(b) lim
n→+∞

1
n

∫ n
0 f (|sin x|) dx,

(c) lim
n→+∞

∫ 1
0 xf (sin(2πnx)) dx.

I.4.11. Pour f ∈ C[a,b], déterminer les limites suivantes :

(a) lim
n→+∞

∫ b
a f(x) cos(nx) dx, lim

n→+∞
∫ b
a f(x) sin(nx) dx,

(b) lim
n→+∞

∫ b
a f(x) sin2(nx) dx.

I.4.12. Soit f ∈ C[0,+∞[. On pose

an =
∫ 1

0
f(n + x) dx pour n ∈ N.

On suppose aussi que lim
n→+∞ an = a. Déterminer la limite lim

n→+∞
∫ 1
0 f(nx) dx.
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I.4.13. Calculer, pour une fonction f strictement positive et continue sur [0 , 1],

∫ 1

0

f(x)
f(x) + f(1 − x)

dx.

I.4.14. Prouver que si f est continue et paire sur [−a , a], a > 0, alors
∫ a

−a

f(x)
1 + ex

dx =
∫ a

0
f(x) dx.

I.4.15. Prouver que si f est positive et continue sur [a , b] et que

∫ b

a
f(x) dx = 0,

alors f est identiquement nulle sur [a , b].

I.4.16. Prouver que si f est continue sur [a , b] et que

∫ β

α
f(x) dx = 0

pour tout α, β, a � α < β � b, alors f est identiquement nulle sur [a , b].

I.4.17. Soit f une fonction continue sur [a , b] telle que

∫ b

a
f(x)g(x) dx = 0

pour toute fonction g continue sur [a , b]. Prouver que f est identiquement nulle
sur [a , b].

I.4.18. Soit f une fonction continue sur [a , b]. On suppose que

∫ b

a
f(x)g(x) dx = 0

pour toute fonction g continue sur [a , b] telle que g(a) = g(b) = 0. Prouver que f
est identiquement nulle sur [a , b].
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I.4.19. Soit f une fonction continue sur R. Démontrer que

(a) si
∫ x
−x f(t) dt = 0 pour tout x ∈ R, f est alors une fonction impaire,

(b) si
∫ x
−x f(t) dt = 2

∫ x
0 f(t) dt pour tout x ∈ R, f est alors une fonction paire,

(c) étant donné T > 0, si
∫ x+T
x f(t) dt =

∫ T
0 f(t) dt pour tout x ∈ R, f est alors

périodique de période T > 0.

I.4.20. Calculer

(a) lim
n→+∞

(
n4

∫ n+1

n

x dx

x5 + 1

)
,

(b) lim
n→+∞

(
n3

∫ 2n

n

x dx

x5 + 1

)
,

(c) lim
n→+∞

∫ 2

1
ln
(

x +
x5

n

)
dx,

(d) lim
n→+∞

(
1
3π

∫ 2π

π

x dx

Arctan(nx)

)n

.

I.4.21. Déterminer les limites suivantes :

(a) lim
R→+∞

∫ π/2

0
e−R sin t dt,

(b) lim
n→+∞

∫ π

0

n√
x sin x dx,

(c) lim
n→+∞

∫ π/2

0

sinn x√
1 + x

dx.

I.4.22. Déterminer, pour une fonction f continue sur [0 , 1],

lim
n→+∞

∫ 1

0
f (xn) dx.

I.4.23. Prouver que si f est Riemann-intégrable sur [a , b], il existe θ ∈ [a , b]
tel que ∫ θ

a
f(t) dt =

∫ b

θ
f(t) dt.
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I.4.24. Soit f une fonction continue sur [a , b] telle que∫ b

a
f(x) dx = 0.

Prouver qu’il existe θ ∈ ]a , b[ tel que∫ θ

a
f(x) dx = f(θ).

I.4.25. Soit f ∈ C[a,b], a > 0, telle que∫ b

a
f(x) dx = 0.

Prouver qu’il existe θ ∈ ]a , b[ tel que∫ θ

a
f(x) dx = θf(θ).

I.4.26. Soit f, g ∈ C[a,b]. Prouver qu’il existe θ ∈ ]a , b[ tel que

g(θ)
∫ b

a
f(x) dx = f(θ)

∫ b

a
g(x) dx.

I.4.27. Soit f, g ∈ C[a,b]. Prouver qu’il existe θ ∈ ]a , b[ tel que

g(θ)
∫ θ

a
f(x) dx = f(θ)

∫ b

θ
g(x) dx.

I.4.28. Soit f et g des fonctions strictement positives et continues sur [a , b].
Prouver qu’il existe θ ∈ ]a , b[ tel que

f(θ)∫ θ
a f(x) dx

− g(θ)∫ b
θ g(x) dx

= 1.

I.4.29. Soit f une fonction strictement positive et continue sur [0 , 1]. Prouver
que, pour tout n ∈ N∗, il existe θ(n) tel que

1
n

∫ 1

0
f(x) dx =

∫ θ(n)

0
f(x) dx +

∫ 1

1−θ(n)
f(x) dx.

Déterminer la limite lim
n→+∞(nθ(n)).
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I.4.30. Soit f ∈ C 1
[0,1]. Prouver qu’il existe θ ∈ ]0 , 1[ tel que

∫ 1

0
f(x) dx = f(0) +

1
2

f ′(θ).

I.4.31. Soit f ∈ C 2
[0,1]. Prouver qu’il existe θ ∈ ]0 , 1[ tel que

∫ 1

0
f(x) dx = f(0) +

1
2

f ′(θ) +
1
6

f ′′(θ).

I.4.32. Soit f ∈ C 1
[0,1] telle que f ′(0) �= 0. Pour x ∈ ]0 , 1], soit θ(x) tel que

∫ x

0
f(t) dt = f(θ(x))x.

Déterminer la limite

lim
x→0+

θ(x)
x

.

I.4.33. Soit f une fonction continue, positive et strictement croissante sur [a , b].
Pour p > 0, on note θ(p) l’unique réel tel que

(f(θ(p)))p =
1

b − a

∫ b

a
(f(x))p dx.

Déterminer lim
p→+∞ θ(p).

I.4.34. Soit f une fonction continue sur [a , b] telle que

∫ b

a
xnf(x) dx = 0

pour tout n ∈ N. Prouver que f est identiquement nulle sur [a , b].

I.4.35. Soit f une fonction continue sur [a , b] telle que

∫ b

a
xnf(x) dx = 0

pour n = 0, 1, . . . , N . Prouver que f possède au moins N + 1 zéros dans [a , b].
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I.4.36. Soit f ∈ C[−a,a], a > 0. Montrer que

(a) si ∫ a

−a
x2nf(x) dx = 0 pour tout n ∈ N,

f est alors impaire sur [−a , a],

(b) si ∫ a

−a
x2n+1f(x) dx = 0 pour tout n ∈ N,

f est alors paire sur [−a , a].

I.4.37. Soit f une fonction continue sur R. Déterminer

lim
h→0

1
h

∫ b

a
(f(x + h) − f(x)) dx.

I.4.38. Soit f une fonction continue sur R et a < b, on pose

g(x) =
∫ b

a
f(x + t) dt.

Déterminer la dérivée de g.

I.4.39. Déterminer les limites suivantes :

(a) lim
x→+∞

1√
x

∫ x

1
ln
(

1 +
1√
t

)
dt,

(b) lim
x→0

x

∫ 1

x

cos t

t2
dt,

(c) lim
x→0+

∫ x2

0 sin
√

t dt

x3
,

(d) lim
x→+∞

(
1
xa

∫ x

0
ln

P (t)
Q(t)

dt

)
,

où a > 1 et P et Q sont des polynômes strictement positifs sur R+.
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I.4.40. Déterminer les limites suivantes :

(a) lim
x→+∞

(
1

ln x

∫ x

0

1
5√1 + t5

dt

)
,

(b) lim
x→0

(
1
x

∫ x

0
(1 + sin t)

1
t dt

)
,

(c) lim
x→0+

(
1
x2

∫ x

0
t1+t dt

)
,

(d) lim
x→+∞

(∫ x

0
et2 dt

)1/x2

.

I.4.41. Prouver que si f est continue sur [0 , 1], alors

lim
p→+∞

(∫ 1

0
|f(x)|p dx

)1/p

= max
x∈[0,1]

|f(x)| .

I.4.42. On suppose que la fonction à valeurs réelles f(x, y) est continue sur le
rectangle R = [a , b] × [c , d]. Prouver que

I(y) =
∫ b

a
f(x, y) dx

est continue sur [c , d].

I.4.43. On suppose que la fonction à valeurs réelles f(x, y) définie sur le rec-
tangle R = [a , b] × [c , d] est Riemann-intégrable sur [a , b] pour tout y ∈ [c , d] et
que la dérivée partielle ∂f

∂y est continue sur R. Démontrer que

d

dy

∫ b

a
f(x, y) dx =

∫ b

a

∂f

∂y
(x, y) dx.

I.4.44. Soit f une fonction continue et strictement positive sur [0 , 1]. Déterminer

lim
p→0

(∫ 1

0
(f(x))p dx

)1/p

.

I.4.45. Soit f une fonction continue et strictement positive sur [0 , 1]. Déterminer

lim
p→−∞

(∫ 1

0
(f(x))p dx

)1/p

.
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I.4.46. Démontrer que pour tout entier N strictement positif, l’équation∫ x

0
e−t

(
1 +

t

1!
+

t2

2!
+ · · · + t2N

(2N)!

)
dt = N

admet une solution dans l’intervalle ]N , 2N [.

I.4.47. Soit P un polynôme de degré n tel que∫ 1

0
xkP (x) dx = 0 pour k = 1, 2, . . . , n.

Montrer que ∫ 1

0
(P (x))2 dx = (n + 1)2

(∫ 1

0
P (x) dx

)2

.

I.4.48. Prouver que si f est continue sur R = [a , b] × [c , d], alors∫ d

c

(∫ b

a
f(x, y) dx

)
dy =

∫ b

a

(∫ d

c
f(x, y) dy

)
dx.

I.4.49. Prouver que, pour 0 < a < b,∫ 1

0

xb − xa

ln x
dx = ln

1 + b

1 + a
.

I.5. Intégrales impropres

On suppose que la fonction f est définie sur [a ,+∞[ et qu’elle est Riemann-
intégrable sur tout intervalle borné [a , b], b > a. On définit∫ +∞

a
f(x) dx = lim

b→+∞

∫ b

a
f(x) dx,

pour autant que cette limite existe et est finie. On dit, dans ce cas, que l’inté-
grale impropre (celle se trouvant dans le premier membre de l’égalité) converge
et sinon, on dit qu’elle diverge. On définit l’intégrale impropre

∫ a
−∞ f(x) dx de

la même façon et on définit l’intégrale
∫ +∞
−∞ f(x) dx par∫ +∞

−∞
f(x) dx =

∫ a

−∞
f(x) dx +

∫ +∞

a
f(x) dx,
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pour autant que les deux intégrales impropres dans le second membre
convergent. Cette définition ne dépend pas du choix de a.

Pour une fonction f définie sur [a , b[ et Riemann-intégrable sur tout sous-
intervalle fermé de [a , b[, on définit l’intégrale impropre

∫ b
a f(x) dx par

∫ b

a
f(x) dx = lim

η→0+

∫ b−η

a
f(x) dx,

pour autant que la limite est finie. Si f est définie sur ]a , b] et Riemann-
intégrable sur tout sous-intervalle fermé de ]a , b], l’intégrale impropre∫ b
a f(x) dx est définie de la même façon.

I.5.1. Pour n ∈ N∗ et a strictement positif, calculer

(a)
∫ 2π

0

dx

sin4 x + cos4 x
, (b)

∫ π/2

0
ln(sin x) dx,

(c)
∫ 1

0
xn (1 − x)α dx, α > −1, (d)

∫ 1

0
(− ln x)n dx,

(e)
∫ n

0

1 − (1 − x
n

)n
x

dx, (f)
∫ 1

0
xn lnn x dx,

(g)
∫ +∞

0

dx

(1 + x2)n , (h)
∫ +∞

1

dx

x2
√

x2 − 1
,

(i)
∫ +∞

0

lnx

x2 + a2
dx, (j)

∫ +∞

0

ln x

(x2 + a2)2
dx,

(k)
∫ π

0
ln(1 + cos x) dx, (l)

∫ +∞

0
ln
(

x +
1
x

)
dx

1 + x2
.

I.5.2. Pour 0 < α < 1, on définit

fα(x) =
[α
x

]
− α

[
1
x

]
, 0 < x < 1.

Prouver que ∫ 1

0
fα(x) dx = α ln α.
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I.5.3. Soit f une fonction monotone sur l’intervalle ]0 , 1[ telle que l’intégrale
impropre

∫ 1
0 f(x) dx existe. Prouver que

lim
n→+∞

f
(

1
n

)
+ f

(
2
n

)
+ · · · + f

(
n−1

n

)
n

=
∫ 1

0
f(x) dx.

I.5.4. Soit f une fonction monotone sur l’intervalle ]0 , 1[ telle qu’une des limites
lim

x→0+
f(x) ou lim

x→1−
f(x) existe. Prouver que l’intégrale impropre

∫ 1
0 f(x) dx existe

si

lim
n→+∞

f
(

1
n

)
+ f

(
2
n

)
+ · · · + f

(
n−1

n

)
n

existe et est finie.

I.5.5. Montrer sur un exemple qu’on ne peut omettre l’hypothèse qu’une des
limites en 0+ ou en 1− est finie dans le problème précédent.

I.5.6. En utilisant le résultat de I.5.3, déterminer

(a) lim
n→+∞

n√
n!

n
,

(b) lim
n→+∞

n

√
sin

π

2n
sin

2π
2n

. . . sin
(n − 1)π

2n
,

(c) lim
n→+∞

⎛
⎝ 1

n

n∑
k=1

(ln k)2 −
(

1
n

n∑
k=1

ln k

)2
⎞
⎠.

I.5.7. Soit f : ]0 , 1] −→ R une fonction monotone telle que pour un certain
α ∈ R, l’intégrale impropre

∫ 1
0 xαf(x) dx existe. Prouver que lim

x→0+
xα+1f(x) = 0.

I.5.8. Vérifier lesquelles des intégrales impropres suivantes convergent ou di-
vergent :

(a)
∫ +∞

2

dx

x ln x
, (b)

∫ +∞

0

sin2 x

1 + x2
dx,

(c)
∫ 1

0
(− lnx)a dx, a ∈ R, (d)

∫ 1

0

dx

xa (− ln x)b
, a, b ∈ R,

(e)
∫ +∞

0

x dx

1 + x2 sin2 x
.
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I.5.9. On suppose que f et g sont des fonctions strictement positives sur [a ,+∞[
et que

∫ +∞
a g(x) dx diverge. Montrer qu’au moins une des deux intégrales∫ +∞

a
f(x)g(x) dx et

∫ +∞

a

g(x)
f(x)

dx

diverge.

I.5.10. Prouver le théorème de Cauchy suivant. Pour que l’intégrale impropre∫ +∞
a f(x) dx converge, il faut et il suffit que, étant donné ε > 0, il existe a0 > a

tel que pour tout a2 > a1 > a0,∣∣∣∣
∫ a2

a1

f(x) dx

∣∣∣∣ < ε.

I.5.11. Prouver que l’intégrale impropre
∫ +∞
a f(x) dx converge si et seulement

si, pour toute suite croissante {an}n∈N qui diverge vers +∞ et telle que a0 = a et
an > a pour n � 1, la série

+∞∑
n=1

∫ an

an−1

f(x) dx (1)

converge. De plus, en cas de convergence,

∫ +∞

a
f(x) dx =

+∞∑
n=1

∫ an

an−1

f(x) dx.

Prouver aussi que si f est positive, il suffit qu’il existe une suite croissante
{an}n∈N, a0 = a et an > a pour n � 1, divergente vers +∞ et pour laquelle la
série (1) converge pour que l’intégrale impropre converge.

I.5.12. Pour a strictement positif, étudier la convergence de l’intégrale∫ +∞

0

dx

1 + xa sin2 x
.

I.5.13. Soit f une fonction strictement positive sur R+ telle que
∫ +∞
0 f(x) dx

existe. La fonction f(x) doit-elle tendre vers 0 lorsque x tend vers +∞ ?

I.5.14. Soit f une fonction strictement positive et dérivable sur [a ,+∞[ telle
que |f ′(x)| � 2 pour x � a. La convergence de

∫ +∞
a f(x) dx implique-t-elle que

f(x) tend vers 0 lorsque x tend vers +∞ ?
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I.5.15. Montrer que si f est uniformément continue sur [a ,+∞[ et que l’inté-
grale impropre

∫ +∞
a f(x) dx converge, alors lim

x→+∞ f(x) = 0.

I.5.16. Soit f : R+ −→ R+ une fonction décroissante. Prouver que si∫ +∞

0
f(x) dx < +∞,

alors lim
x→+∞xf(x) = 0. Montrer sur un exemple que la réciproque est fausse,

autrement dit, la condition lim
x→+∞xf(x) = 0 n’implique pas la convergence de∫ +∞

0 f(x) dx.

I.5.17. Soit f : [1 ,+∞[−→]e ,+∞[ une fonction croissante telle que
∫ +∞
1

dx
f(x) =

+∞.

(a) Prouver que l’on a aussi
∫ +∞
1

dx
x ln f(x) = +∞.

(b) Donner un exemple de fonction f vérifiant la condition ci-dessus et pour
laquelle

∫ +∞
1

dx
x ln f(x) ln(ln f(x)) converge.

I.5.18. Soit f une fonction continue sur R+ telle que

lim
x→+∞

(
f(x) +

∫ x

0
f(t) dt

)

existe et est finie. Prouver que lim
x→+∞ f(x) = 0.

I.5.19. Soit f une fonction positive et continue sur R+ telle que∫ +∞

0
f(x) dx < +∞.

Démontrer que

lim
n→+∞

1
n

∫ n

0
xf(x) dx = 0.

I.5.20. Soit f une fonction uniformément continue sur [a ,+∞[ telle que les
intégrales

∫ x
a f(t) dt soient uniformément bornées, autrement dit, il existe M > 0

tel que ∣∣∣∣
∫ x

a
f(t) dt

∣∣∣∣ � M pour tout x ∈ [a ,+∞[.

Prouver que f est bornée sur [a ,+∞[.
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I.5.21. Prouver que si les intégrales
∫ +∞
a (f(x))2 dx et

∫ +∞
a (f ′′(x))2 dx

convergent, alors
∫ +∞
a (f ′(x))2 dx converge aussi.

I.5.22. Prouver le test d’Abel pour la convergence des intégrales impropres . Soit
f et g des fonctions définies sur [a ,+∞[ vérifiant les conditions suivantes :

(1) l’intégrale impropre
∫ +∞
a f(x) dx existe,

(2) g est monotone et bornée sur [a ,+∞[.

Alors, l’intégrale impropre ∫ +∞

a
f(x)g(x) dx

converge.

I.5.23. Prouver le test de Dirichlet pour la convergence des intégrales impropres .
Soit f et g des fonctions définies sur [a ,+∞[ vérifiant les conditions suivantes :

(1) f est (proprement) intégrable sur chaque intervalle [a , b] (b > a) et les
intégrales

∫ b
a f(x) dx sont uniformément bornées, autrement dit, il existe

C > 0 tel que ∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ � C pour tout b > a,

(2) g est monotone et lim
x→+∞ g(x) = 0.

Alors, l’intégrale impropre ∫ +∞

a
f(x)g(x) dx

converge.

I.5.24. Pour α > 0, étudier la convergence des intégrales suivantes :

(a)
∫ +∞

1

sin x

xα
dx, (b)

∫ +∞

1

|sinx|
x

dx,

(c)
∫ +∞

1
sin
(
x2
)
dx, (d)

∫ +∞

1
esin x sin(2x)

xα
dx,

(e)
∫ +∞

1
lnα x

sin x

x
dx.
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I.5.25. Soit f : [a ,+∞[−→ R une fonction continue et périodique de période
T > 0 et g : [a ,+∞[−→ R une fonction monotone telle que lim

x→+∞ g(x) = 0.

Prouver que si
∫ a+T
a f(x) dx = 0, alors l’intégrale

∫ +∞
a f(x)g(x) dx converge.

Prouver de plus que si
∫ a+T
a f(x) dx �= 0, l’intégrale impropre

∫ +∞
a f(x)g(x) dx

converge si et seulement si
∫ +∞
a g(x) dx converge.

I.5.26. Utiliser le résultat du problème précédent pour étudier la convergence
des intégrales suivantes :

(a)
∫ +∞

0

sin(sin x)
x

ecos x dx,

(b)
∫ +∞

0

sin(sin x)
x

esinx dx.

I.5.27. Pour α > 0, étudier la convergence de l’intégrale∫ +∞

0

sin x

xα + sinx
dx.

I.5.28. Prouver que si
∫ +∞
a xf(x) dx (a > 0) existe, alors

∫ +∞
a f(x) dx existe

aussi.

I.5.29. Soit f une fonction monotone sur R+ telle que l’intégrale impropre∫ +∞
0 f(x) dx existe. Prouver que

lim
h→0+

h
+∞∑
n=1

f(nh) =
∫ +∞

0
f(x) dx.

Utiliser ce résultat pour déterminer

lim
h→0+

+∞∑
n=1

h

1 + h2n2
.

I.5.30. Pour α > 0, on pose

Γ(α) =
∫ +∞

0
e−xxα−1 dx.

Montrer que Γ(α) est finie pour tout α strictement positif. Γ(α) est appelée la
fonction gamma d’Euler.
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I.5.31. Utiliser le résultat de I.5.29 pour montrer que

Γ(α) = lim
n→+∞

nα−1n!
α(α + 1) . . . (α + n − 1)

pour α > 0.

I.5.32. Utiliser la formule donnée dans le problème précédent pour prouver que,
pour α > 0,

Γ(α) =
e−γα

α

+∞∏
k=1

eα/k
(
1 +

α

k

)−1
,

où γ est la constante d’Euler (voir, par exemple, II.1.41 (vol. I)).

I.5.33. Prouver que ∫ +∞

0

sin x

x
dx =

π

2
.

I.5.34. Prouver que ∫ +∞

0
e−x2

dx =
√

π

2
.

I.5.35. Soit f(x, y) une fonction définie sur [a ,+∞[×A où A ⊂ R. On dit que
l’intégrale

∫ +∞
a f(x, y) dx converge uniformément sur A si, étant donné ε > 0, il

existe a0 > a tel que ∣∣∣∣
∫ +∞

a
f(x, y) dx −

∫ b

a
f(x, y) dx

∣∣∣∣ < ε

pour tout b > a0 et tout y ∈ A. Montrer que s’il existe une fonction ϕ(x) telle
que

|f(x, y)| � ϕ(x) pour tout x ∈ [a ,+∞[ , y ∈ A

et
∫ +∞
a ϕ(x) dx converge, alors l’intégrale impropre

∫ +∞
a f(x, y) dx converge uni-

formément sur A.

I.5.36. Montrer le critère suivant de convergence uniforme d’une intégrale im-
propre. On suppose que

∫ +∞
a f(x, y) dx converge uniformément sur A et g(x, y)

est monotone par rapport à x et est bornée sur [a ,+∞[×A. Alors∫ +∞

a
f(x, y)g(x, y) dx

converge uniformément sur A.
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I.5.37. Déduire le critère suivant du problème précédent. Si l’intégrale impropre∫ +∞
a f(x) dx converge et si g(x, y) est monotone par rapport à x et est bornée sur

[a ,+∞[×A, alors ∫ +∞

a
f(x)g(x, y) dx

converge uniformément sur A.

I.5.38. On suppose qu’il existe C strictement positif tel que
∣∣∣∣
∫ b

a
f(x, y) dx

∣∣∣∣ � C pour tout b > a, y ∈ A.

La fonction g(x, y) est monotone par rapport à x et g(x, y) tend vers 0 lorsque x
tend vers +∞ uniformément sur A. Alors,

∫ +∞

a
f(x, y)g(x, y) dx

converge uniformément sur A.

I.5.39. Étudier la convergence uniforme des intégrales impropres suivantes :

(a)
∫ +∞

0

sin ax

x
dx, a ∈ [a0 ,+∞[ , a0 > 0,

(b)
∫ +∞

0

sin ax

x
dx, a ∈ R+,

(c)
∫ +∞

0

cos a
(
x2 + 1

)
x2 + 1

dx, a ∈ R,

(d)
∫ +∞

0
e−ax cos x2 dx, a ∈ R∗

+.

I.5.40. On suppose que l’intégrale impropre
∫ +∞
a f(x, y) dx converge uniformé-

ment sur A. Prouver que si f(x, y) converge vers ϕ(x) lorsque y tend vers y0

uniformément sur chaque intervalle [a , b], alors l’intégrale
∫ +∞
a ϕ(x) dx converge

et

lim
y→y0

∫ +∞

a
f(x, y)dx =

∫ +∞

a
ϕ(x) dx.
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I.5.41. Considérer l’exemple

fn(x) =

{
n
x3 e−

n
2x2 pour x > 0,

0 pour x = 0,

pour montrer qu’on ne peut pas omettre l’hypothèse sur la convergence uniforme
de l’intégrale impropre

∫ +∞
a f(x, y) dx dans l’énoncé du théorème I.5.40.

I.5.42. Montrer que

(a) lim
y→0+

∫ +∞

0

sin x

x
e−yx dx =

π

2
,

(b) lim
y→+∞

∫ +∞

0
sin x2 Arctan(yx) dx =

π

2

∫ +∞

0
sin x2 dx,

(c) lim
n→+∞

∫ +∞

0

sin x

x

(
1 +

x

n

)−n
dx =

∫ +∞

0

sinx

x
e−x dx,

(d) lim
y→+∞

∫ +∞

1

Arctan(yx)
x2

√
x2 − 1

dx =
π

2
,

(e) lim
y→0+

∫ +∞

0
y2 sin xe−y2x2

dx = 0.

I.5.43. Soit f : R = [a ,+∞[×[c , d] −→ R une fonction continue telle que∫ +∞
a f(x, y) dx converge uniformément sur [c , d]. La fonction

I(y) =
∫ +∞

a
f(x, y) dx

est alors continue sur [c , d].

I.5.44. Soit f : R = [a ,+∞[×[c , d] −→ R une fonction continue telle que∫ +∞
a f(x, y) dx converge pour tout y ∈ [c , d] et que ∂f

∂y soit continue sur R. On
suppose que l’intégrale

∫ +∞
a

∂f
∂y (x, y) dx converge uniformément sur [c, d]. Montrer

que
d

dy

∫ +∞

a
f(x, y)dx =

∫ +∞

a

∂f

∂y
(x, y) dx.

I.5.45. Utiliser le résultat de I.5.44 pour calculer

(a)
∫ +∞

0
e−ax2

x2n dx, a > 0, n ∈ N∗,
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(b)
∫ +∞

0

dx

(a + x2)n+1 , a > 0, n ∈ N∗,

(c)
∫ +∞

0

sin(ax)
x

e−x dx, a ∈ R,

(d)
∫ +∞

0

1 − cos(ax)
x

e−x dx, a ∈ R.

I.5.46. Prouver que

(a)
∫ +∞

−∞
e−x2/2 cos(yx) dx =

√
2πe−y2/2, y ∈ R,

(b)
∫ +∞

0
e−x−y/x dx√

x
=

√
πe−2

√
y, y > 0.

I.5.47. Prouver que si une fonction à valeurs réelles f(x, y) est continue sur
[a ,+∞[×[c , d] et que l’intégrale impropre∫ +∞

a
f(x, y) dx

converge uniformément sur [c , d], alors∫ d

c

(∫ +∞

a
f(x, y) dx

)
dy =

∫ +∞

a

(∫ d

c
f(x, y) dy

)
dx.

I.5.48. Utiliser le théorème précédent pour trouver

(a)
∫ +∞

0

e−bx − e−ax

x
dx, a, b > 0,

(b)
∫ +∞

0

cos(bx) − cos(ax)
x2

dx, 0 < a < b.

I.5.49. Soit que f ∈ C 1
R+

telle que f ′ soit monotone sur R+ et lim
x→+∞ f(x) = l

existe et soit finie. Prouver(1) que, pour a, b > 0,∫ +∞

0

f(bx) − f(ax)
x

dx = (l − f(0)) ln
b

a
.

(1)Cette intégrale est appelée l’intégrale de Frullani . (N.d.T.)
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I.5.50. Soit f(x, y) une fonction continue sur [a ,+∞[×[c ,+∞[. On suppose
que

(1) l’intégrale impropre
∫ +∞
a f(x, y) dx converge uniformément sur chaque in-

tervalle [c , d],

(2) l’intégrale impropre
∫ +∞
c f(x, y) dy converge uniformément sur chaque in-

tervalle [a , b],

(3) les intégrales impropres
∫ +∞
a |f(x, y)| dx et

∫ +∞
c |f(x, y)| dy convergent res-

pectivement pour y � c et x � a,

(4) au moins une des intégrales impropres

∫ +∞

a

(∫ +∞

c
|f(x, y)| dy

)
dx,

∫ +∞

c

(∫ +∞

a
|f(x, y)| dx

)
dy

converge.

Alors, ∫ +∞

a

(∫ +∞

c
f(x, y) dy

)
dx =

∫ +∞

c

(∫ +∞

a
f(x, y) dx

)
dy

et chacune des intégrales converge(2).

I.5.51. Montrer que

∫ +∞

0
cos x2 dx =

1
2

∫ +∞

0

cos x√
x

dx =
1
2

√
π

2

et ∫ +∞

0
sin x2 dx =

1
2

∫ +∞

0

sin x√
x

dx =
1
2

√
π

2
.

(Les intégrales impropres
∫ +∞
0 cos x2 dx et

∫ +∞
0 sinx2 dx sont appelées des inté-

grales de Fresnel .)

I.5.52. Soit f(x, y) une fonction définie sur [a , b[×A telle que pour tout y ∈ A,
f est Riemann-intégrable sur tout intervalle [a , b−η] où 0 < η < b−a. On suppose
aussi que f(x, y) tend vers ϕ(x) lorsque y tend vers y0 uniformément sur chacun de

(2)Théorème de Fubini-Tonelli. (N.d.T.)
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ces intervalles. Si l’intégrale impropre
∫ b
a f(x, y) dx converge uniformément sur A

(autrement dit, étant donné ε > 0, il existe η0 tel que
∣∣∣∣
∫ b

b−η
f(x, y) dx

∣∣∣∣ < ε

pour tout 0 < η < η0 < b − a et y ∈ A), alors

lim
y→y0

∫ b

a
f(x, y) dx =

∫ b

a
ϕ(x) dx.

I.5.53. Soit fn : [a , b[−→ R (n ∈ N∗) des fonctions Riemann-intégrables sur
tout intervalle [a , b − η] où 0 < η < b − a, telles que la suite fn(x) converge
uniformément sur chacun de ces intervalles vers ϕ(x) lorsque n tend vers +∞.
On suppose aussi qu’il existe une fonction strictement positive f(x) telle que
|fn(x)| � f(x) pour tout x ∈ [a , b[ et n ∈ N∗ et telle que l’intégrale

∫ b
a f(x) dx

existe. Alors(3),

lim
n→+∞

∫ b

a
fn(x) dx =

∫ b

a
ϕ(x) dx.

I.5.54. Montrer que

lim
y→+∞

∫ +∞

0
e−xy

dx = 1.

I.5.55. Montrer que

Γ(x) = lim
n→+∞

∫ n

0

(
1 − t

n

)n

tx−1 dt, pour x > 0.

I.5.56. Montrer que ∫ +∞

0

(
sin x

x

)2

dx =
π

2
.

I.5.57. Montrer que, pour 0 < a < 1,

∫ +∞

0

xa−1

1 + x
dx =

1
a

+
+∞∑
k=1

(−1)k
(

1
a + k

+
1

a − k

)
=

π

sin πa
.

(3)Théorème de convergence dominée. (N.d.T.)
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I.5.58. Montrer que pour a, b ∈ ]0 , 1[,

∫ +∞

0

xa−1 − xb−1

1 − x
dx = π(cotan πa − cotan πb).

I.5.59. Exprimer les intégrandes sous forme de série entière pour calculer

(a)
∫ 1

0

ln(1 − x)
x

dx, (b)
∫ 1

0

ln(1 + x)
x

dx,

(c)
∫ 1

0

ln
(
1 + x2

)
x

dx, (d)
∫ 1

0

ln x ln2(1 − x)
x

dx.

I.5.60. Utiliser l’identité

1
2n + 1

=
∫ 1

0
x2n dx (n ∈ N)

pour trouver la somme des séries

(a)
+∞∑
n=0

(−1)n
(

1
4n + 1

+
1

4n + 3

)
,

(b) 1 +
+∞∑
n=1

(
1

8n + 1
− 1

8n − 1

)
.

I.5.61. Utiliser le résultat de I.5.1(c) pour déterminer la somme des séries

(a)
+∞∑
n=0

1
(2n + 1)(2n + 2)(2n + 3)

,

(b)
+∞∑
n=1

1
2n(2n + 1)(2n + 2)

.

I.5.62. Démontrer que ∫ 1

0
x−x dx =

+∞∑
n=1

n−n.

I.5.63. Déterminer la valeur de l’intégrale
∫ +∞

0

xe−x

1 + e−x
dx.
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I.5.64. Pour a et b strictement positifs, on pose

B(a, b) =
∫ 1

0
xa−1 (1 − x)b−1 dx.

(B(a, b) est appelée la fonction bêta d’Euler .) Montrer que, pour 0 < a < 1,

B(a, 1 − a) =
∫ +∞

0

ya−1

1 + y
dy =

π

sin aπ
.

I.5.65. Montrer que, pour a, b > 0,

B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)
Γ(a + b)

et en conclure que
Γ(a)Γ(1 − a) =

π

sin aπ
pour 0 < a < 1.

I.5.66. Déterminer lim
a→0+

aΓ(a).

I.5.67. Calculer
∫ 1
0 ln Γ(a) da.

I.5.68. Pour a > 0, prouver la formule de duplication suivante :

22a Γ(a)Γ
(
a + 1

2

)
Γ(2a)

= 2
√

π.

I.5.69. Vérifier les égalités suivantes :

(a)
∫ π/2

0
tana x dx =

π

2 cos πa
2

, |a| < 1,

(b)
∫ π

0

dx√
3 − cos x

=
1

4
√

π

(
Γ
(

1
4

))2

,

(c)
∫ π/2

0
sina−1 x dx = 2a−2B

(a

2
,
a

2

)
, a > 0.

I.5.70. Prouver la formule de Stirling :

lim
n→+∞

n!√
2πnn+ 1

2 e−n
= 1.
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I.5.71. Montrer que

Γ′(a)
Γ(a)

=
∫ +∞

0

(
e−x − 1

(1 + x)a

)
dx

x

pour a > 0.

I.5.72. Déterminer les limites suivantes :

(a) lim
x→+∞

√
xΓ
(
x + 1

2

)
Γ(x + 1)

,

(b) lim
x→+∞xaB(a, x), a > 0.

I.6. Inégalités portant sur les intégrales

I.6.1. Prouver l’inégalité de Cauchy-Schwarz . Si f et g sont des fonctions
Riemann-intégrables sur [a , b], alors

(∫ b

a
f(x)g(x) dx

)2

�
∫ b

a
f2(x) dx

∫ b

a
g2(x) dx.

De plus, si f et g sont continues sur [a , b], l’égalité est vérifiée si et seulement s’il
existe λ1 et λ2 tels que |λ1| + |λ2| > 0 et λ1f(x) = λ2g(x) pour tout x ∈ [a , b].

I.6.2. Prouver que si f est Riemann-intégrable sur [a , b], alors

(∫ b

a
f(x) sin x dx

)2

+
(∫ b

a
f(x) cos x dx

)2

� (b − a)
∫ b

a
f2(x) dx.

I.6.3. Prouver que si f est strictement positive et Riemann-intégrable sur [a , b],
alors

(b − a)2 �
∫ b

a
f(x) dx

∫ b

a

dx

f(x)
.

De plus, si 0 < m � f(x) � M , alors

∫ b

a
f(x) dx

∫ b

a

dx

f(x)
� (m + M)2

4mM
(b − a)2 .
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I.6.4. Soit f et g des fonctions Riemann-intégrables sur [a , b] telles que

m1 � f(x) � M1 et m2 � g(x) � M2 pour tout x ∈ [a , b].

Prouver que(4)

∣∣∣∣ 1
b − a

∫ b

a
f(x)g(x) dx − 1

(b − a)2

∫ b

a
f(x) dx

∫ b

a
g(x) dx

∣∣∣∣
� 1

4
(M1 − m1) (M2 − m2).

I.6.5. Soit f ∈ C 1
[a,b] telle que f(a) = f(b) = 0 et

∫ b
a f2(x) dx = 1. Montrer que

∫ b

a
xf(x)f ′(x) dx = −1

2

et
1
4

�
∫ b

a

(
f ′(x)

)2
dx

∫ b

a
x2f2(x) dx.

I.6.6. Déterminer

min
f∈A

∫ 1

0

(
1 + x2

)
f2(x) dx

où

A =
{

f ∈ C[0,1] :
∫ 1

0
f(x) dx = 1

}
et trouver une fonction pour laquelle le minimum est atteint.

I.6.7. Soit f : [a , b] −→ [m,M ] une fonction telle que
∫ b
a f(x) dx = 0. Prouver

que ∫ b

a
f2(x) dx � −mM(b − a).

I.6.8. Prouver que si f est une fonction continue sur [0 , 1] et dérivable sur ]0 , 1[
telle que f(0) = 0 et 0 < f ′(x) � 1 sur ]0 , 1[, alors(∫ 1

0
f(x) dx

)2

�
∫ 1

0
(f(x))3 dx.

Montrer aussi que l’égalité est atteinte si et seulement si f(x) = x.
(4)Inégalité de Grüss. (N.d.T.)
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I.6.9. Soit f ∈ C[a,b] une fonction croissante sur [a , b]. Prouver que l’on a, pour
x ∈ ]a , b[,

1
x − a

∫ x

a
f(t) dt � 1

b − a

∫ b

a
f(t) dt � 1

b − x

∫ b

x
f(t) dt.

I.6.10. Prouver l’inégalité de Tchebychev . Si les fonctions f et g sont toutes
deux croissantes ou toutes deux décroissantes sur [a , b], alors

1
b − a

∫ b

a
f(x) dx

1
b − a

∫ b

a
g(x) dx � 1

b − a

∫ b

a
f(x)g(x) dx.

Si une des fonctions est croissante et l’autre décroissante, l’inégalité est alors
inversée.

I.6.11. Prouver la généralisation suivante de l’inégalité de Tchebychev. Soit p
une fonction strictement positive et Riemann-intégrable sur [a , b]. Si les fonctions
f et g sont toutes deux croissantes ou toutes deux décroissantes sur [a , b], alors

∫ b

a
p(x)f(x) dx

∫ b

a
p(x)g(x) dx �

∫ b

a
p(x) dx

∫ b

a
p(x)f(x)g(x) dx.

Si une des fonctions est croissante et l’autre décroissante, l’inégalité est alors
inversée.

I.6.12. Soit f et g des fonctions croissantes sur [0 , a]. Prouver que∫ a

0
f(x)g(x) dx �

∫ a

0
f(a − x)g(x) dx.

I.6.13. Soit q une fonction strictement positive et décroissante sur [a , b], a > 0.
Montrer que ∫ b

a xq2(x) dx∫ b
a xq(x) dx

�
∫ b
a q2(x) dx∫ b
a q(x) dx

.

I.6.14. Montrer que si f est une fonction convexe sur [a , b], alors(5)

f

(
a + b

2

)
(b − a) �

∫ b

a
f(x) dx � f(a) + f(b)

2
(b − a) .

(5)Inégalité de Hadamard-Hermite. (N.d.T.)
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I.6.15. Étant donné x et y des réels strictement positifs, on note A, G et L
respectivement leur moyenne arithmétique, géométrique et logarithmique (voir,
par exemple, II.5.41 (vol. II) pour la définition de la moyenne logarithmique).
Utiliser le résultat précédent pour prouver que pour x �= y, AL < GA si x et y sont
tous les deux supérieurs à e3/2 et AL > GA si x et y sont tous les deux inférieurs
à e3/2.

I.6.16. Montrer que si f ∈ C[a,b] est strictement positive et strictement concave
sur [a , b], alors ∫ b

a
f(x) dx >

1
2

(b − a) max
x∈[a,b]

f(x).

I.6.17. Soit f et g des fonctions continûment dérivables sur [0 , b] telles que f ′

et g′ soient positives sur [0 , b], f n’étant pas constante et f(0) = 0. Alors, pour
0 < a � b,

f(a)g(b) �
∫ a

0
g(x)f ′(x) dx +

∫ b

0
g′(x)f(x) dx.

L’égalité est atteinte si et seulement si a = b ou si g est une fonction constante.

I.6.18. Soit f ∈ C 1
[0,c], c > 0, une fonction strictement croissante sur [0 , c] telle

que f(0) = 0. Prouver que, pour x ∈ [0 , c],

∫ x

0
f(t) dt +

∫ f(x)

0
f−1(t) dt = xf(x),

où f−1 représente la bijection réciproque de f .

I.6.19. Utiliser le résultat du problème précédent pour prouver l’inégalité de
Young . Sous les hypothèses de I.6.18,

∫ a

0
f(t) dt +

∫ b

0
f−1(t) dt � ab

pour tout a ∈ [0 , c] et tout b ∈ [0 , f(c)]. De plus, l’égalité est atteinte si et
seulement si b = f(a).

I.6.20. Montrer que pour a, b � 0,

(1 + a) ln(1 + a) − (1 + a) + (eb − b) � ab.
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I.6.21. Prouver la réciproque de l’inégalité de Young. On suppose que f et g sont
continûment dérivables et strictement croissantes sur R+ et que f(0) = g(0) = 0,
g−1(x) � f(x) pour tout x � 0. Si, pour a et b strictement positifs,

ab �
∫ a

0
f(x) dx +

∫ b

0
g(x) dx,

alors f et g sont inverses l’une de l’autre.

I.6.22. Soit

A =
{

f ∈ R([0, 1]) :
∫ 1

0
f(x) dx = 3,

∫ 1

0
xf(x) dx = 2

}
.

Déterminer

min
f∈A

∫ 1

0
f2(x) dx

et une fonction pour laquelle le minimum est atteint.

I.6.23. Soit

A =
{

f ∈ C 2
[0,1] : f(0) = f(1) = 0, f ′(0) = a

}
.

Déterminer

min
f∈A

∫ 1

0

(
f ′′(x)

)2
dx

et une fonction pour laquelle le minimum est atteint.

I.6.24. Existe-t-il une fonction f continûment dérivable sur [0 , 2] telle que
f(0) = f(2) = 1, |f ′(x)| � 1 pour x ∈ [0 , 2] et

∣∣∣∫ 2
0 f(x) dx

∣∣∣ � 1 ?

I.6.25. Soit f ∈ C 1
[a,b] telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer que

max
x∈[a,b]

∣∣f ′(x)
∣∣ � 4

(b − a)2

∫ b

a
|f(x)| dx.
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I.6.26. Démontrer l’inégalité de Hölder . Si les fonctions f1, f2, . . . , fn sont posi-
tives et Riemann-intégrables sur [a , b] et si les réels strictement positifs α1, α2, . . . ,

αn vérifient
n∑

i=1
αi = 1, alors

∫ b

a

n∏
i=1

fαi
i (x) dx �

n∏
i=1

(∫ b

a
fi(x) dx

)αi

.

I.6.27. Soit f et g deux fonctions positives et Riemann-intégrables sur [a , b].
Pour p �= 0, on note q son conjugué (q est tel que 1

p + 1
q = 1). En utilisant le

résultat du problème précédent, prouver que

(a) si p > 1, alors∫ b

a
f(x)g(x) dx �

(∫ b

a
fp(x) dx

)1/p(∫ b

a
gq(x) dx

)1/q

;

(b) si p < 0 ou si 0 < p < 1 et si f et g sont strictement positives, alors∫ b

a
f(x)g(x) dx �

(∫ b

a
fp(x) dx

)1/p(∫ b

a
gq(x) dx

)1/q

.

I.6.28. Soit f une fonction continue sur [0 , 1] telle qu’il existe a > 0 pour lequel
0 � f(x) � a2/3 pour tout x ∈ [0 , 1]. Prouver que∫ 1

0

√
f(x) dx � a2/3 si

∫ 1

0
f(x)dx = a.

I.6.29. Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a , b] telle que
m � f(x) � M . Démontrer que si ϕ est continue et convexe sur [m,M ], alors

ϕ

(
1

b − a

∫ b

a
f(x) dx

)
� 1

b − a

∫ b

a
ϕ (f(x)) dx.

Cette inégalité est appelée l’inégalité de Jensen.

I.6.30. Prouver la généralisation suivante de l’inégalité de Jensen énoncée au
problème précédent. Soit f et p des fonctions Riemann-intégrables sur [a , b] telles
que m � f(x) � M , p(x) � 0 et

∫ b
a p(x) dx > 0. Si ϕ est continue et convexe sur

[m,M ], alors

ϕ

(
1∫ b

a p(x) dx

∫ b

a
p(x)f(x) dx

)
� 1∫ b

a p(x) dx

∫ b

a
p(x)ϕ (f(x)) dx.
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I.6.31. Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [0 , 1] telle que |f(x)| � 1
pour tout x ∈ [0 , 1]. Montrer que

∫ 1

0

√
1 − f2(x) dx �

√
1 −
(∫ 1

0
f(x) dx

)2

.

I.6.32. Soit f une fonction positive et décroissante sur [0 , 1]. Montrer que, pour
a et b positifs,(

1 −
(

a − b

a + b + 1

)2
)∫ 1

0
x2af(x) dx

∫ 1

0
x2bf(x) dx �

(∫ 1

0
xa+bf(x) dx

)2

.

I.6.33. Soit f une fonction positive et croissante sur [0, 1]. Montrer que, pour a
et b positifs,(

1 −
(

a − b

a + b + 1

)2
)∫ 1

0
x2af(x) dx

∫ 1

0
x2bf(x) dx �

(∫ 1

0
xa+bf(x) dx

)2

.

I.6.34. Soit f une fonction continue sur [a , b] qu’on prolonge en posant f(x) = 0
pour x /∈ [a , b]. Pour h > 0, on définit fh en posant

fh(x) =
1
2h

∫ x+h

x−h
f(t) dt.

Prouver que ∫ b

a
|fh(x)| dx �

∫ b

a
|f(x)| dx.

I.6.35. Prouver l’inégalité de Minkowski pour les intégrales. Soit f1, f2, . . . , fn

des fonctions positives et Riemann-intégrables sur [a , b].

(a) Si k > 1, alors

(∫ b

a
(f1(x) + · · · + fn(x))k dx

) 1
k

�
(∫ b

a
fk
1 (x) dx

) 1
k

+· · ·+
(∫ b

a
fk

n(x) dx

) 1
k

.

(b) Si 0 < k < 1, alors

(∫ b

a
(f1(x) + · · · + fn(x))k dx

) 1
k

�
(∫ b

a
fk
1 (x) dx

) 1
k

+· · ·+
(∫ b

a
fk

n(x) dx

) 1
k

.
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I.6.36. Soit f1, . . . , fn des fonctions positives et Riemann-intégrables sur [a , b].

(a) Si k > 1, alors∫ b

a
(f1(x) + · · · + fn(x))k dx �

∫ b

a
fk
1 (x) dx + · · · +

∫ b

a
fk

n(x) dx.

(b) Si 0 < k < 1, alors∫ b

a
(f1(x) + · · · + fn(x))k dx �

∫ b

a
fk
1 (x) dx + · · · +

∫ b

a
fk

n(x) dx.

I.6.37. Prouver l’inégalité de Steffensen . Si g est Riemann-intégrable sur [a , b]
telle que 0 � g(x) � 1 pour tout x ∈ [a, b] et si f est décroissante sur cet intervalle,
alors ∫ b

b−λ
f(x) dx �

∫ b

a
f(x)g(x) dx �

∫ a+λ

a
f(x) dx,

où

λ =
∫ b

a
g(x) dx.

I.6.38. Prouver la généralisation de Bellman de l’inégalité de Steffensen. Si g
est Riemann-intégrable sur [0 , 1] telle que 0 � g(x) � 1 pour tout x ∈ [0 , 1] et si
f est positive et décroissante sur cet intervalle, on a alors, pour p � 1,(∫ 1

0
f(x)g(x) dx

)p

�
∫ λ

0
(f(x))p dx,

où

λ =
(∫ 1

0
g(x) dx

)p

.

I.6.39. En utilisant I.6.38, prouver que si g est Riemann-intégrable sur [a , b]
telle que 0 � g(x) � 1 pour tout x ∈ [a , b] et si f est positive et décroissante sur
cet intervalle, on a alors, pour p > 1,

1
(b − a)p−1

(∫ b

a
f(x)g(x) dx

)p

�
∫ a+λ

a
(f(x))p dx,

où

λ =
1

(b − a)p−1

(∫ b

a
g(x) dx

)p

.
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I.6.40. Démontrer la variante suivante de l’inégalité de Steffensen due à
R. Apéry. Soit f une fonction positive et décroissante sur R+ et g une fonc-
tion définie sur R+ telle que 0 � g(x) � A (A > 0) et

∫ +∞
0 g(x) dx < +∞. On a

alors ∫ +∞

0
f(x)g(x) dx � A

∫ λ

0
f(x) dx,

où

λ =
1
A

∫ +∞

0
g(x) dx.

I.6.41. Prouver la généralisation suivante de Bellman de l’inégalité de
Steffensen. Soit f : [a , b] −→ R une fonction positive et décroissante et soit
g : [a , b] −→ R une fonction positive et Riemann-intégrable telle que

0 � g(x)
(∫ b

a
g(t) dt

)p−1

� 1, x ∈ [a , b].

Si p � 1, alors (∫ b

a
f(x)g(x) dx

)p

�
∫ a+λ

a
(f(x))p dx,

où

λ =
(∫ b

a
g(x) dx

)p

.

Prouver de plus que si 0 < p � 1, alors(∫ b

a
f(x)g(x) dx

)p

�
∫ b

b−λ
(f(x))p dx,

où λ est défini comme précédemment.

I.6.42. Soit g1 et g2 des fonctions intégrables sur [a , b] telles que∫ x

a
g1(t) dt �

∫ x

a
g2(t) dt

pour tout x ∈ [a , b] et ∫ b

a
g1(t) dt =

∫ b

a
g2(t) dt.

Prouver que si f est croissante sur [a , b], alors∫ b

a
f(t)g1(t) dt �

∫ b

a
f(t)g2(t) dt
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et si f est décroissante sur [a , b], alors

∫ b

a
f(t)g1(t) dt �

∫ b

a
f(t)g2(t) dt.

I.6.43. Utiliser l’inégalité de Steffensen (voir I.6.37) pour prouver que si f est
continûment dérivable sur [a , b] et m � f ′(x) � M (m < M) pour tout x ∈ [a , b],
alors

m +
(M − m)λ2

(b − a)2
� f(b) − f(a)

b − a
� M − (M − m)(b − a − λ)2

(b − a)2
,

où

λ =
f(b) − f(a) − m(b − a)

M − m
.

I.6.44. Montrer que si f est continûment dérivable sur [a , b] et m � f ′(x) � M
(m < M) pour tout x ∈ [a , b], alors

∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx − f(a) + f(b)

2
(b − a)

∣∣∣∣
� (f(b) − f(a) − m(b − a))(M(b − a) − f(b) + f(a))

2(M − m)
.

I.6.45. Prouver l’inégalité d’Opial . Si f est continûment dérivable sur [0 , a] et
f(0) = 0, alors ∫ a

0

∣∣f(x)f ′(x)
∣∣ dx � a

2

∫ a

0

(
f ′(x)

)2
dx.

I.6.46. Prouver la généralisation suivante de l’inégalité d’Opial. Si f ∈ C n
[0,a] est

telle que f(0) = f ′(0) = · · · = f (n−1)(0) = 0, n � 1, alors∫ a

0

∣∣∣f(x)f (n−1)(x)
∣∣∣ dx � an

2

∫ a

0

(
f (n)(x)

)2
dx.

I.6.47. Prouver la généralisation suivante de l’inégalité d’Opial. Si f est conti-
nûment dérivable sur [0 , a], f(0) = 0 et p � 0, q � 1, alors∫ a

0
|f(x)|p ∣∣f ′(x)

∣∣q dx � qap

p + q

∫ a

0

(
f ′(x)

)p+q
dx.
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I.6.48. Soit f ∈ C 2n
[a,b] une fonction telle que f (k)(a) = f (k)(b) = 0 pour k =

0, 1, . . . , n − 1. Prouver que si M = max
x∈[a,b]

∣∣f (2n)(x)
∣∣, alors

∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ � (n!)2 (b − a)2n+1

(2n)!(2n + 1)!
M.

I.7. Mesure de Jordan

Pour ai � bi (i = 1, 2, . . . , p), le volume du pavé R = [a1 , b1]× . . .× [ap , bp]
est le réel |R| = (b1 − a1)(b2 − a2) . . . (bp − ap). Dans le cas p = 1 ou p = 2,
|R| est appelé respectivement la longueur ou la surface de R. On dit que deux
pavés sont séparés s’ils ont au plus en commun des points de leur frontière. Une
union d’un nombre fini de pavés est appelée un ensemble élémentaire. Tout en-
semble élémentaire peut s’exprimer (d’une infinité de façon) comme une union
de pavés deux à deux séparés R1, . . . ,Rn. Le volume de l’ensemble élémentaire
E est le réel |E| = |R1|+ · · ·+ |Rn|. Le volume |E| ne dépend pas du choix des
Ri. Pour un ensemble non vide A ⊂ Rp, on pose |A|∗ = sup |E|, où la borne
supérieure est prise sur tous les ensembles élémentaires E inclus dans A. Le
réel |A|∗ est appelée le volume intérieur (ou mesure intérieure de Jordan) de
A. Si A n’est pas borné, sa mesure intérieure de Jordan peut être infinie. Si
A est borné, son volume extérieur (ou mesure extérieure de Jordan) est le réel
|A|∗ = inf |E| où la borne inférieure est prise sur tous les ensembles élémen-
taires E contenant A. Si A n’est pas borné, alors |A|∗ = lim

k→+∞
|A ∩Rk|∗, où

Rk = [−k, k] × . . . × [−k, k] ⊂ Rp. Si |A|∗ = |A|∗ = |A|, on dit que A a pour
volume |A| (ou qu’il est Jordan-mesurable et que sa mesure de Jordan est |A|).
Dans le cas où |A| = +∞, on suppose de plus que A∩R est Jordan-mesurable
pour tout pavé R. On suppose aussi que |∅| = 0.

I.7.1. Montrer qu’un ensemble borné A est Jordan-mesurable si et seulement
si, pour tout ε > 0, il existe deux ensembles élémentaires E1 et E2 tels que
E1 ⊂ A ⊂ E2 et |E2| − |E1| < ε.

I.7.2. Montrer que si A1, . . . ,An sont bornés, Jordan-mesurables et deux à deux

séparés, autrement dit,
◦
Ai ∩

◦
Aj = ∅ pour i �= j, alors

|A1 ∪ · · · ∪An| = |A1| + · · · + |An| .
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I.7.3. Prouver que si A1 et A2 sont Jordan-mesurables, il en est de même de
A1 ∪ A2 et A1 ∩ A2 et on a

|A1 ∪ A2| + |A1 ∩ A2| = |A1| + |A2| .

I.7.4. Prouver que si A1 et A2 sont Jordan-mesurables, A1 ⊂ A2 et |A1| < +∞,
alors A2 \ A1 est Jordan-mesurable et |A2 \ A1| = |A2| − |A1|.

I.7.5. Prouver que l’ensemble

A =
{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ [0 , 1], y ∈ [0 , 1] \ Q

}
n’est pas Jordan-mesurable.

I.7.6. Prouver que l’ensemble

B =
{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ [0 , 1], y ∈ [0 , 1] \ { 1

n : n ∈ N∗}}
est Jordan-mesurable.

I.7.7. Prouver que si |B|∗ = 0, on a alors, pour tout A borné,

|A ∪B|∗ = |A|∗ .

Donner un exemple pour montrer que |B|∗ = 0 n’est pas une condition suffisante
pour que cette égalité soit vérifiée.

I.7.8. Prouver que si A est Jordan-mesurable, son intérieur et son adhérence
sont Jordan-mesurables et

|A| =
◦

|A| =
∣∣A∣∣ .

I.7.9. Prouver que A est Jordan-mesurable si et seulement si la mesure de Jor-
dan de sa frontière ∂A est nulle.

I.7.10. Prouver que l’hypothèse, selon laquelle A1, . . . ,An sont bornés, peut
être ignorée dans la propriété énoncée en I.7.2.

I.7.11. On note C ⊂ [0 , 1] l’ensemble de Cantor (pour la définition de l’ensemble
de Cantor voir, par exemple, la solution de I.3.1 (vol. II)). Prouver que |C| = 0.
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I.7.12. Soit A un ensemble de Cantor généralisé défini comme suit. Étant donné
α ∈ ]0 , 1[, on enlève de [0 , 1] un intervalle ouvert

]
1
2 − α

4 , 1
2 + α

4

[
et on note E1

l’union des deux intervalles fermés restants. On enlève alors les intervalles ouverts
de longueur α

23 situés au milieu des deux intervalles formant E1 et on note E2

l’union des quatre intervalles fermés restants. On répète le procédé sur chacun
des quatre intervalles en retirant les intervalles ouverts de longueur α

25 situés au
milieu. En continuant le procédé, on obtient une suite {En} d’ensembles, En étant

l’union de 2n intervalles fermés, et on pose A =
+∞⋂
n=1

En. Prouver que A n’est pas

Jordan-mesurable.

I.7.13. A =
{
1 + 1

n+1 , 2 + 1
n+1 , . . . : n ∈ N

}
est-il un sous-ensemble Jordan-

mesurable de R ?

I.7.14. Soit {rk} une suite de tous les rationnels de [0 , 1] et soit Ik l’intervalle

ouvert centré en rk de longueur 1
2k+1 . Démontrer que l’ensemble A =

+∞⋃
k=1

Ik n’est

pas Jordan-mesurable.

I.7.15. Donner des exemples d’ensembles ouverts non mesurables et d’ensembles
fermés non mesurables.

I.7.16. Soit A ⊂ [a, b]. Si χA est la fonction caractéristique de A, alors

|A|∗ =
∫ b

a
χA(x) dx et |A|∗ =

∫ b

a
χA(x) dx.

I.7.17. Soit f une fonction positive et bornée sur un intervalle [a, b], on pose
Af =

{
(x, y) ∈ R2 : a � x � b, 0 � y � f(x)

}
. Prouver que

|Af |∗ =
∫ b

a
f(x) dx et |Af |∗ =

∫ b

a
f(x) dx.

I.7.18. Soit f une fonction bornée sur [a, b]. Pour ε > 0, on définit

Jε = {x ∈ [a , b], of (x) � ε},
of (x) représentant l’oscillation de f en x (voir, par exemple, I.7.12 (vol. II)).
Prouver que f est Riemann-intégrable sur [a , b] si et seulement si |Jε| = 0 pour
tout ε > 0.
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I.7.19. Prouver qu’un ensemble borné A est Jordan-mesurable si et seulement
s’il existe deux suites {Bn} et {Cn} d’ensembles Jordan-mesurables tels que

Bn ⊂ A ⊂ Cn et lim
n→+∞ |Bn| = lim

n→+∞ |Cn| = |A| .

I.7.20. Montrer que l’ensemble

A =
{

(x, y) ∈ R2 : 0 < x � 1, 0 � y �
∣∣∣∣sin 1

x

∣∣∣∣
}

est Jordan-mesurable.

I.7.21. On note A =
{
(x, y) ∈ R2 : (x − 1)2 + y2 � 1

}
et

Kn =

{
(x, y) ∈ R2 :

(
x − 1

n

)2

+ y2 � 1
42n

}
.

Montrer que l’ensemble A \
+∞⋃
n=1

Kn est Jordan-mesurable.

I.7.22. Démontrer la formule suivante sur la mesure de Jordan d’ensembles dé-
finis par des inégalités sur les coordonnées polaires (r, θ). Si f est une fonction
positive et continue sur [α, β], β − α < 2π, alors l’ensemble

A = {(r, θ) : α � θ � β, 0 � r � f(θ)}
est Jordan-mesurable et son aire est égale à

|A| =
1
2

∫ β

α
f2(θ) dθ.

I.7.23. Déterminer l’aire d’une des boucles du lemniscate r2 = a2 cos(2θ) où
a > 0 est fixé.

I.7.24. La courbe r = a(1 + cos(3θ)), a > 0, est formée de trois feuilles super-
posables, tangentes les unes aux autres à l’origine. Déterminer l’aire d’une de ces
feuilles.

I.7.25. Déterminer l’aire du limaçon r = a + b cos θ, où les réels strictement
positifs a et b sont donnés, en distinguant les cas a > b, a = b et a < b.

I.7.26. Déterminer l’aire de la boucle de la courbe x5 + y5 = 5ax2y2, où a > 0
est donné.
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I.7.27. Déterminer l’aire de la région se trouvant à l’extérieur du cercle r = 2
et à l’intérieur du limaçon r = 1 + 2 cos θ.

I.7.28. Soit f une fonction positive et continue sur [a , b]. Une région plane
Af =

{
(x, y) ∈ R2 : a � x � b, 0 � y � f(x)

}
tourne autour de l’axe des abscisses

pour former un solide de révolution V de volume |V|. Montrer que

|V| = π

∫ b

a
f2(x) dx.

I.7.29. Soit f une fonction positive et continue sur [a , b], 0 < a. Prouver que le
volume du solide V engendré par la rotation autour de l’axe des ordonnées de la
région plane Af =

{
(x, y) ∈ R2 : a � x � b, 0 � y � f(x)

}
|V| = 2π

∫ b

a
xf(x) dx.

I.7.30. Déterminer le volume du tore obtenu en faisant tourner le disque
{(x, y) ∈ R2 : (x − a)2 + y2 � r2} (0 < a < r) autour de l’axe des ordonnées.

I.7.31. Déterminer le volume du tore obtenu en faisant tourner autour de l’axe
des abscisses la région non bornée située sous le graphe de f(x) = e−x

√
sinx

définie sur l’ensemble
+∞⋃
k=0

[2kπ, (2k + 1)π].

I.7.32. Montrer que la longueur L de l’ellipse(x

a

)2
+
(y

b

)2
= 1

vérifie
π(a + b) < L < π

√
2 (a2 + b2).

I.7.33. Prouver que la longueur L de l’ellipse(x

a

)2
+
(y

b

)2
= 1, a > b > 0,

est donnée par

L = 2πa

(
1 −

+∞∑
n=1

(
(2n − 1)!!

(2n)!!

)2 e2n

2n − 1

)
,

où e =
√

a2−b2

a est l’excentricité de l’ellipse.
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I.7.34. Prouver la formule suivante donnant la longueur d’une courbe en coor-
données polaires (r, θ). Si f est continûment dérivable sur [α , β], la longueur L
de la courbe r = f(θ), α � θ � β, est alors donnée par

L =
∫ β

α

√
(f(θ))2 + (f ′(θ))2dθ.

I.7.35. Déterminer la longueur de la courbe d’équation polaire

(a) r = a sin3 θ

3
, 0 � θ � 3π,

(b) r =
1

1 + cos θ
, −π

2
� θ � π

2
.

I.7.36. Déterminer la longueur de la courbe d’équation polaire

θ =
1
2

(
r +

1
r

)
, 1 � r � 3.

I.7.37. Déterminer la longueur de la courbe

r = 1 + cos t, θ = t − tan
t

2
, 0 � t � β,

où (r, θ) sont les coordonnées polaires et 0 < β < π.
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Solutions

I.1. Propriétés de l’intégrale de Riemann-Stieltjes

I.1.1. Soit ε > 0. D’après le théorème 1, il suffit de trouver une partition
P telle que

U(P, f, α) − L(P, f, α) < ε

pour prouver que f ∈ R(α). Supposons d’abord que c ∈ ]a , b[. Puisque α est
continue en c, il existe δ > 0 tel que |α(x) − α(c)| < ε

2 si |x − c| < δ. Si on
choisit une partition P dont le pas est inférieur à δ telle que xi−1 < c < xi

pour un certain i, alors

U(P, f, α) − L(P, f, α) = α(xi) − α(xi−1) < ε.

On peut appliquer le même raisonnement aux cas c = a et c = b. Clairement,∫ b
a f dα = supL(P, f, α) = 0.

I.1.2. Soit a = x0 < x1 < · · · < xn = b une partition de [a , b], on note i
l’entier tel que xi−1 < c � xi. On a

U(P, f, α) = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x) = Mi

et
L(P, f, α) = inf

x∈[xi−1,xi]
f(x) = mi.

Puisque f est continue sur [a , b], en considérant des partitions dont le pas tend
vers 0, on voit que

inf U(P, f, α) = supL(P, f, α) = f(c).

I.1.3. Puisque les ensembles Q et R\Q sont denses dans R, on a L(P, f) = 0
pour toute partition P de [a , b]. En conséquence,∫ b

a
f dx = 0.

D’autre part,

U(P, f) =
n∑

i=1

xi(xi − xi−1) =
n∑

i=1

x2
i −

n∑
i=1

xixi−1 � 1
2
(
b2 − a2

)
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car 2xixi−1 � x2
i + x2

i−1. On remarquera ici que

∫ b

a
f dx =

1
2
(
b2 − a2

)
.

En effet, en considérant la suite de partition Pn avec xi = a + (b−a)i
n ,

i = 0, 1, . . . , n, on voit que lim
n→+∞U(Pn, f) = 1

2

(
b2 − a2

)
.

I.1.4. Choisissons une partition P de [−a , a] telle que

−a = x0 < · · · < xj−1 = 0 < xj < · · · < xn = a.

Comme dans le problème précédent, on a

U(P, f) =
n−1∑

k=j−1

xk+1(xk+1 − xk) � a2

2

et

L(P, f) =
j−2∑
k=0

xk(xk+1 − xk) � −a2

2
.

En prenant une suite appropriée de partitions (comparez avec la solution du
problème précédent), on montre que∫ a

−a
f(x) dx =

a2

2
et

∫ a

−a
f(x) dx = −a2

2
.

Finalement, on remarque que si

f(x) =

{
x si x ∈ Q,
0 si x ∈ R \ Q,

alors f n’est Riemann-intégrable sur aucun intervalle [a , b].

I.1.5. On fixe arbitrairement [a , b]. Étant donné un entier N strictement po-
sitif, on remarque qu’il n’y a qu’un nombre fini de rationnels p

q (p et q premiers
entre eux) tels que q � N . Soit kN ce nombre. On considère une partition de
[a , b] de pas δ > 0. Il y a alors au plus 2kN sous-intervalles [xi−1 , xi] contenant
au moins un des rationnels mentionnés ci-dessus. Sur les autres sous-intervalles
[xj−1 , xj ], on a Mj − mj < 1

N . Il s’ensuit que

U(P, f) − L(P, f) < 2kNδ +
b − a

N
.
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Étant donné ε > 0, on prend N > 2(b−a)
ε . On a alors, de ce qui précède, pour

toute partition de pas δ < ε
4kN

,

U(P, f) − L(P, f) < ε.

I.1.6. Étant donné ε > 0, il existe un entier n0 ∈ N∗ tel que 1
n < ε

2 pour
n > n0. On choisit une partition P déterminée par

0 = x0 < x1 =
1

n0 + 1
< x2 < · · · < xk = 1

telle que xi − xi−1 < ε
4n0

pour i = 2, 3, . . . , k. On a alors

U(P, f) − L(P, f) = U(P, f) <
ε

2
+ 2n0

ε

4n0
= ε.

I.1.7. Étant donné ε > 0, il existe un entier n0 ∈ N∗ tel que 1
n < ε

2 pour
n > n0. On choisit une partition P déterminée par

0 = x0 < x1 =
1

n0 + 1
< x2 < · · · < xn′

0
=

1
n0

< xn′
0+1 < · · · < xn′

1
=

1
n0 − 1

< · · · < xn′
n0−1

= 1

telle que xi − xi−1 < ε
4n0

(i � 2). On a alors

U(P, f) − L(P, f) =
1

n0 + 1
+

n′
0∑

i=2

(Mi − mi)(xi − xi−1)

+
n0−2∑
k=0

n′
k+1∑

i=n′
k+1

(Mi − mi)(xi − xi−1)

<
ε

2
+ 2n0

ε

4n0
= ε.

On a donc prouvé que f est Riemann-intégrable sur [0, 1].

I.1.8. Puisque, pour chaque partition P telle que xk = 0 pour un certain k,
on a U(P, f, α) = L(P, f, α) = 0, on voit que

∫ b
a f dα = 0. Pour maintenant

prouver que lim
μ(P )→0

S(P, f) n’existe pas, on considère des partitions où μ(P )

tend vers 0 telles que xk−1 < 0 < xk pour un certain k. Si on choisit tk = 0 et
t′k ∈ ]0 , xk], on obtient respectivement S(P, f) = 0 et S(P, f) = 1.

61



Chapitre I. L’intégrale de Riemann-Stieltjes

I.1.9. Soit c (a < c < b) un point de discontinuité commun à f et α. Il existe
donc ε > 0 tel que, pour tout δ > 0, il existe x′ et x′′ vérifiant |x′ − c| < δ,
|x′′ − c| < δ et ∣∣f(x′) − f(c)

∣∣ > ε,
∣∣α(x′′) − α(c)

∣∣ > ε. (1)

Supposons, contrairement à l’énoncé, que lim
μ(P )→0

S(P, f, α) existe. On en dé-

duit alors qu’il existe δ′ > 0 tel que μ(P ) < δ′ implique∣∣S(P, f, α) − S′(P, f, α)
∣∣ < ε2, (2)

où

S(P, f, α) =
n∑

i=1

f(ti)Δαi et S′(P, f, α) =
n∑

i=1

f(t′i)Δαi

pour tous les choix admissibles de ti et t′i. Notre but est maintenant de trouver
une partition P avec des points ti et t′i pour laquelle l’inégalité (2) n’est pas
vérifiée. Pour cela, on commence avec une partition P1 de pas inférieur à δ′

telle que xk−1 < c < xk. Il existe alors x′, x′′ ∈ ]xk−1 , xk[ vérifiant (1). On
suppose d’abord que x′ < c < x′′ et on construit la partition P en ajoutant
les points x′ et x′′ à P1. On choisit ensuite ti = t′i dans chaque sous-intervalle,
excepté pour [x′ , x′′]. Si maintenant on prend t = x′ et t′ = c dans [x′ , x′′],
on a ∣∣S(P, f, α) − S′(P, f, α)

∣∣ = ∣∣f(c) − f(x′)
∣∣ (α(x′′) − α(x′))

�
∣∣f(c) − f(x′)

∣∣ (α(x′′) − α(c)) > ε2.

On peut appliquer un raisonnement semblable dans le cas x′′ < c < x′. Si
xk−1 < x′′ < x′ < c < xk, on ajoute alors à la partition P1 les points x′′ et c.
Comme précédemment, on choisit ti = t′i dans chaque sous-intervalle, excepté
dans l’intervalle [x′′, c]. Dans [x′′ , c], on choisit t = x′ et t′ = c et on obtient∣∣S(P, f, α) − S′(P, f, α)

∣∣ = ∣∣f(c) − f(x′)
∣∣ (α(c) − α(x′′)) > ε2.

Si xk−1 < x′ � x′′ < c < xk, on affine la partition P1 en ajoutant les points x′

et c. En choisissant ti = t′i dans chaque sous-intervalle, excepté dans l’intervalle
[x′, c] dans lequel on choisit t = x′ et t′ = c, on obtient∣∣S(P, f, α) − S′(P, f, α)

∣∣ = ∣∣f(c) − f(x′)
∣∣ (α(c) − α(x′))

�
∣∣f(c) − f(x′)

∣∣ (α(c) − α(x′′)) > ε2.

Des argument semblables s’appliquent au cas x′, x′′ ∈ ]c , xk[. Finalement, la
démonstration se mène comme précédemment si le point commun de disconti-
nuité est a ou b.
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I.1.10. On montre d’abord qu’étant donné une partition P ,

U(P, f, α) = supS(P, f, α) et L(P, f, α) = inf S(P, f, α),

les bornes supérieures et inférieures étant prises sur tous les choix admissibles
de ti, i = 1, 2, . . . , n. En effet, pour ε > 0, il existe t′i et t′′i dans l’intervalle
[xi−1 , xi] tels que f(t′i) < mi + ε

b−a et f(t′′i ) > Mi − ε
b−a . En conséquence, si

S′(P, f, α) et S′′(P, f, α) sont les sommes correspondantes, alors

L(P, f, α) � S′(P, f, α) < ε + L(P, f, α)

et
U(P, f, α) � S′′(P, f, α) > U(P, f, α) − ε.

Maintenant, si lim
μ(P )→0

S(P, f, α) = A, alors, étant donné ε > 0, il existe δ > 0

tel que μ(P ) < δ implique |S(P, f, α) − A| < ε pour tous les choix admissibles
de ti. On déduit de ce qui précède que

S′(P, f, α) − ε < L(P, f, α) � U(P, f, α) < S′′(P, f, α) + ε

et
A − 2ε < L(P, f, α) � U(P, f, α) < A + 2ε,

ce qui donne le résultat voulu.
On suppose maintenant que f est continue sur [a , b] ; elle est donc uni-

formément continue sur cet intervalle. Ainsi, étant donné ε > 0, il existe
δ > 0 tel que |f(x) − f(x′)| < ε

α(b)−α(a) si |x − x′| < δ. En conséquence,
pour chaque partition de pas inférieur à δ, on a U(P, f, α) − L(P, f, α) < ε
(ce qui prouve clairement que f ∈ R(α)). Maintenant, puisque S(P, f, α) et∫ b
a f dα se trouvent entre U(P, f, α) et L(P, f, α), la propriété énoncée suit.

I.1.11. D’après le problème précédent, si lim
μ(P )→0

S(P, f, α) existe, f ∈ R(α)

sur [a , b]. Pour démontrer l’autre implication, on suppose que f ∈ R(α). Alors,
étant donné ε > 0, il existe une partition P ′ telle que

U(P ′, f, α) − ε

2
<

∫ b

a
f(x) dα(x) < L(P ′, f, α) +

ε

2
. (1)

Supposons que la partition P ′ soit un ensemble de n points. On pose

M = sup {|f(x)| : x ∈ [a , b]} .

D’après la définition de la continuité uniforme de α, il existe δ > 0 tel que
|α(x) − α(x′)| < ε

4Mn pour |x − x′| < δ. Si P est une partition de pas inférieur
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à δ, alors la partition P ∪ P ′ contient au plus n − 2 points de plus que P et,
en conséquence,

U(P, f, α) − U(P ∪ P ′, f, α) < (n − 2)
ε

4Mn
2M <

ε

2
.

Puisque (1) reste vérifiée si on remplace P ′ par P ′ ∪ P , il s’ensuit que

U(P, f, α) − ε <

∫ b

a
f(x) dα(x).

De même, ∫ b

a
f(x) dα(x) < L(P, f, α) + ε.

la propriété énoncée suit car S(P, f, α) se trouve entre L(P, f, α) et U(P, f, α).

I.1.12. Supposons que α soit continue à gauche en x∗. On a alors, pour une
partition P telle que a = x0 < x1 < · · · < xi−1 = x∗ < xi < · · · < xn = b,

U(P, f, α) = Mi(d − c) et L(P, f, α) = mi(d − c).

Puisque, dans le cas considéré, f est continue à droite en x∗, le résultat suit.
On peut appliquer un raisonnement semblable à l’autre cas.

I.1.13. En prenant c0 = a et cm+1 = b, on obtient∫ b

a
f(x) dα(x) =

m∑
k=0

∫ ck+1

ck

f(x) dα(x).

De plus, puisque f est continue, on voit, d’après le résultat de I.1.10, que∫ ck+1

ck

f(x) dα(x) = f(ck)
(
α(c+

k ) − α(ck)
)

+ f(ck+1)
(
α(ck+1) − α(c−k+1)

)
.

I.1.14.

(a) On a

1
n + 1

+
1

n + 2
+ · · · + 1

3n
=

1
2n

(
1

1
2 + 1

2n

+
1

1
2 + 2

2n

+ · · · + 1
1
2 + 2n

2n

)

Puisque f(x) = 1
x+ 1

2

est continue sur [0 , 1], on obtient, à l’aide du résul-
tat de I.1.10,

lim
n→+∞

(
1

n + 1
+

1
n + 2

+ · · · + 1
3n

)
=
∫ 1

0

2
1 + 2x

= ln 3.
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(b) Puisque

n2

(
1

n3 + 13
+

1
n3 + 23

+ · · · + 1
n3 + n3

)

=
1
n

(
1

1 + 13

n3

+
1

1 + 23

n3

+ · · · + 1

1 + n3

n3

)
,

on voit que

lim
n→+∞n2

(
1

n3 + 13
+

1
n3 + 23

+ · · · + 1
n3 + n3

)
=
∫ 1

0

1
1 + x3

dx

=
1
3

ln 2 +
1
9

√
3π.

(c) Comme en (a) et (b), on obtient

lim
n→+∞

(
1k + 2k + · · · + nk

nk+1

)
=
∫ 1

0
xk dx =

1
k + 1

.

(d) On note que

an =
1
n

n
√

(n + 1)(n + 2) . . . (n + n)

= n

√(
1 +

1
n

)(
1 +

2
n

)
. . .
(
1 +

n

n

)
.

Donc,

ln an =
1
n

(
ln
(

1 +
1
n

)
+ ln

(
1 +

2
n

)
+ · · · + ln

(
1 +

n

n

))
.

On en déduit que

lim
n→+∞ ln an =

∫ 1

0
ln(1 + x) dx = 2 ln 2 − 1

et
lim

n→+∞ an =
4
e

.

(e) On sait que

x − x3

3!
< sin x < x

pour x > 0. Donc,
n∑

i=1

n

i2 + n2
− 1

3!

n∑
i=1

(
n

i2 + n2

)3

<

n∑
i=1

sin
n

i2 + n2
<

n∑
i=1

n

i2 + n2
.
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Comme en (b), on peut montrer que

lim
n→+∞

n∑
i=1

n

i2 + n2
=
∫ 1

0

1
1 + x2

dx =
π

4
.

Clairement,

0 �
n∑

i=1

(
n

i2 + n2

)3

<

n∑
i=1

n3

n6
=

1
n2

.

On en déduit que la limite cherchée est égale à
π

4
.

(f) On a
n∑

i=1

2i/n

n + 1
i

=
1
n

n∑
i=1

2i/n

1 + 1
in

.

De plus, l’inégalité ex > 1 + x pour x > 0 implique

2i/n >
2i/n

1 + 1
in

= 2(i−1)/n 21/n

1 + 1
in

> 2(i−1)/n 1 + ln 2
n

1 + 1
in

.

Donc, pour i � 2,

2i/n >
2i/n

1 + 1
in

> 2(i−1)/n.

Par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe ζi ∈
[

i−1
n , i

n

]
, i � 2,

tel que
2i/n

1 + 1
in

= 2ζi .

On en déduit que la limite est égale à∫ 1

0
2x dx =

1
ln 2

.

(g) Si an = n
√

f
(

1
n

)
f
(

2
n

)
. . . f

(
n
n

)
, alors

ln an =
1
n

(
ln f

(
1
n

)
+ ln f

(
2
n

)
+ · · · + ln f

(n

n

))

et

lim
n→+∞ an = exp

(∫ 1

0
ln f(x) dx

)
.
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I.1.15. La fonction

f(x) =

{
sinx

x si x ∈ ]0 , π],
1 si x = 0

est continue sur [0 , π] et strictement positive sur [0 , π[. Elle est donc Riemann-
intégrable et

∫ π
0 f(x) dx > 0. De plus, puisque

Sn =
sin π

n+1

1
+

sin 2π
n+1

2
+ · · · + sin nπ

n+1

n

=
π

n + 1

(
sin π

n+1
π

n+1

+
sin 2π

n+1
2π

n+1

+ · · · + sin nπ
n+1

nπ
n+1

)
,

on voit que

lim
n→+∞Sn =

∫ π

0
f(x) dx > 0.

I.1.16. Observons d’abord que

n

(
1
n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
−
∫ 1

0
f(x) dx

)
= n

(
1
n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
−

n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx

)

= n

n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

(
f

(
i

n

)
− f(x)

)
dx

= n

n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

f ′(ξi(x))
(

i

n
− x

)
dx,

la dernière égalité provenant du théorème des accroissement finis. Si on pose

mi = inf
{
f ′(x) : x ∈ [ i−1

n , i
n

]}
et

Mi = sup
{
f ′(x) : x ∈ [ i−1

n , i
n

]}
,

on obtient

mi

∫ i
n

i−1
n

(
i

n
− x

)
dx �

∫ i
n

i−1
n

f ′(ξi(x))
(

i

n
− x

)
dx � Mi

∫ i
n

i−1
n

(
i

n
− x

)
dx

et, en conséquence,

1
2n

n∑
i=1

mi � n

n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

f ′(ξi(x))
(

i

n
− x

)
dx � 1

2n

n∑
i=1

Mi.
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Enfin, puisque f ′ est continue sur [0 , 1], on obtient

lim
n→+∞n

(
1
n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
−
∫ 1

0
f(x) dx

)
=

1
2

∫ 1

0
f ′(x) dx

=
f(1) − f(0)

2
.

En appliquant alors le résultat obtenu à f(x) = xk, on obtient

lim
n→+∞n

(
1k + 2k + · · · + nk

nk+1
− 1

k + 1

)
=

1
2
.

I.1.17. On écrit
1k + 3k + · · · + (2n − 1)k

nk+1
=

1
n

(
1k + 3k + · · · + (2n − 1)k

nk

)

=
2k

n

((
1
2n

)k

+
(

3
2n

)k

+ · · · +
(

2n − 1
2n

)k
)

et on note que
2i − 1

2n
=

1
2

(
i − 1

n
+

i

n

)
est le milieu de

[
i−1
n , i

n

]
, i = 1, 2, . . . , n. La dernière somme est donc égale à

un S(P, f) pour f(x) = 2kxk et la limite est égale à 2k

k+1 .

I.1.18. D’après la formule de Taylor, on a

f(x) − f

(
2i − 1

2n

)
= f ′

(
2i − 1

2n

)(
x − 2i − 1

2n

)
+

1
2

f ′′(ξi(x))
(
x − 2i − 1

2n

)2

.

En conséquence,

n2

(∫ 1

0
f(x) dx − 1

n

n∑
i=1

f

(
2i − 1

2n

))

= n2
n∑

i=1

∫ i
n

i−1
n

(
f(x) − f

(
2i − 1

2n

))
dx

= n2
n∑

i=1

∫ i
n

i−1
n

f ′
(

2i − 1
2n

)(
x − 2i − 1

2n

)
dx

+
n2

2

n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

f ′′(ξi(x))
(

x − 2i − 1
2n

)2

dx.
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On remarque alors que chacune des intégrales∫ i
n

i−1
n

f ′
(

2i − 1
2n

)(
x − 2i − 1

2n

)
dx

s’annule et

1
24n

n∑
i=1

mi � n2

2

n∑
i=1

∫ i
n

i−1
n

f ′′(ξi(x))
(

x − 2i − 1
2n

)2

dx � 1
24n

n∑
i=1

Mi,

où mi et Mi sont les bornes inférieures et supérieures de f ′′ dans le i-ième
intervalle. Puisque f ′′ est Riemann-intégrable sur [0 , 1], le résultat cherché
suit.

I.1.19. Appliquez les résultats prouvés en I.1.16 et I.1.18 à f(x) = 1
1+x ,

x ∈ [0 , 1].

I.1.20. Il suffit de prouver que changer f en un point x′ ∈ [a , b] ne change
pas l’intégrabilité et la valeur de l’intégrale. Notons f̃ la fonction modifiée et
m et M respectivement son minimum et son maximum sur [a , b]. Supposons,
par exemple, que x′ ∈ ]a , b[. Puisque f̃ = f est intégrable sur [a , x′ − ε] et sur
[x′ + ε , b], étant donné ε > 0, il existe des partitions P1 de [a , x′ − ε] et P2 de
[x′ + ε , b] telles que

U(Pi, f̃) − L(Pi, f̃) < ε, i = 1, 2.

Donc, si P = P1 ∪ P2, alors

U(P, f̃) − L(P, f̃) < 2ε + 2(M − m)ε,

ce qui prouve que f̃ est Riemann-intégrable sur [a , b]. De plus,∣∣∣∣
∫ b

a
f̃(x) dx −

∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ x′+ε

x′−ε

(
f̃(x) − f(x)

)
dx

∣∣∣∣∣ � 2M∗ε,

où M∗ est le sup de
∣∣∣f̃ − f

∣∣∣ sur [a , b].

I.1.21. Supposons, par exemple, que f est croissante sur [a , b]. D’après le
théorème 1, il suffit de prouver que, étant donné ε > 0, il existe une
partition P telle que U(P, f, α) − L(P, f, α) < ε. Considérons la partition
a = x0 < x1 < · · · < xn = b avec

xi − xi−1 =
α(b) − α(a)

n
.
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On a alors

U(P, f, α) − L(P, f, α) =
α(b) − α(a)

n

n∑
i=1

(f(xi) − f(xi−1))

=
(α(b) − α(a))(f(b) − f(a))

n
< ε

pour n suffisamment grand.
Le corollaire suivant vaut la peine d’être noté ici :

Corollaire. Toute fonction monotone sur [a , b] est Riemann-intégrable sur cet
intervalle.

I.1.22. On suppose que c ∈ ]a , b[, α(c−) �= α(c), α(c) �= α(c+) et on se donne
ε > 0. Puisque f ∈ R(α), il existe une partition P ′ telle que

U(P ′, f, α) − L(P ′, f, α) < ε. (1)

Soit P : a = x0 < x1 < · · · < xk−1 < xk = c < xk+1 < · · · < xn = b l’affine-
ment de P ′ obtenu en ajoutant le point c. L’inégalité (1) est encore vérifiée si
on remplace P ′ par P . En conséquence,

(Mk−1 − mk−1)(α(c) − α(xk−1)) < ε et (Mk − mk)(α(xk) − α(c)) < ε.

Puisque α est monotone,

(Mk−1 − mk−1)(α(c) − α(c−)) � (Mk−1 − mk−1)(α(c) − α(xk−1)) < ε.

Donc, pour x ∈ [xk−1 , c],

|f(x) − f(c)| � Mk−1 − mk−1 <
ε

α(c) − α(c−)
.

Ceci prouve que lim
x→c−

f(x) = f(c). On montre de la même façon que

lim
x→c+

f(x) = f(c). Un raisonnement semblable s’applique aussi dans les cas

c = a ou c = b.

I.1.23. Si les points où α′ n’existe pas sont inclus dans une partition
{x0, x1, . . . , xn} de [a , b], on a alors, d’après le théorème des accroissements
finis,

S(P, f, α) =
n∑

k=1

f(tk)(α(xk) − α(xk−1)) =
n∑

k=1

f(tk)α′(τk)(xk − xk−1),

où τk ∈ ]xk−1 , xk[. Vu le résultat de I.1.20, on peut prolonger arbitrairement la
fonction α′ à tout l’intervalle [a , b]. Puisque fα′ et α′ sont Riemann-intégrables,
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d’après I.1.11, on sait que, étant donné ε > 0, il existe δ1 > 0 et δ2 > 0 tels
que ∣∣∣∣S(P, fα′) −

∫ b

a
fα′ dx

∣∣∣∣ < ε

si μ(P ) < δ1 et ∣∣∣∣S(P,α′) −
∫ b

a
α′ dx

∣∣∣∣ < ε

si μ(P ) < δ2. Puisque l’on peut choisir arbitrairement les points intermédiaires
tk dans [xk−1 , xk], on voit que

n∑
k=1

∣∣α′(tk) − α′(τk)
∣∣ (xk − xk−1) < 2ε

si μ(P ) < δ2 et tk, τk ∈ [xk−1 , xk]. En conséquence, si P est une partition de
pas inférieur à min {δ1, δ2} contenant les points où α′ n’existe pas, alors∣∣∣∣S(P, f, α) −

∫ b

a
fα′ dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

f(tk)α′(τk)(xk − xk−1) −
∫ b

a
fα′ dx

∣∣∣∣∣
�
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

f(tk)α′(tk)(xk − xk−1) −
∫ b

a
fα′ dx

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(tk)(α′(tk) − α′(τk))(xk − xk−1)

∣∣∣∣∣
� ε + 2Mε,

où M est un majorant de |f | sur [a , b]. Puisque α est continue, on peut mon-
trer que si P1 est une partition (de pas suffisamment petit) ne contenant pas
de points où α′ n’existe pas, alors |S(P, f, α) − S(P1, f, α)| < ε.

I.1.24. On pose

ρ(x) =

{
0 si x � 0,
1 si x > 0.

Pour a = c0 < c1 < · · · < cm < cm+1 = b, on définit

α1(x) =
m∑

k=0

(
α(c+

k ) − α(ck)
)
ρ(x − ck)

−
m+1∑
k=1

(
α(ck) − α(c−k )

)
ρ(ck − x).
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Alors, α = (α−α1)+α1 et α−α1 = α2 est continue sur [a , b]. De plus, excepté
pour un nombre fini de points, α′

2 = α′. On obtient donc, d’après I.1.20,∫ b

a
f(x)α′

2(x) dx =
∫ b

a
f(x)α′(x) dx.

En conséquence, en utilisant les résultats du problème précédent et de I.1.13,
on a ∫ b

a
f(x) dα(x) =

∫ b

a
f(x) dα1(x) +

∫ b

a
f(x) dα2(x)

=
∫ b

a
f(x) dα1(x) +

∫ b

a
f(x)α′(x) dx

= f(a)
(
α(a+) − α(a)

)
+

m∑
k=1

f(ck)
(
α(c+

k ) − α(c−k )
)

+ f(b)
(
α(b) − α(b−)

)
+
∫ b

a
f(x)α′(x) dx.

I.1.25. On obtient, à l’aide du résultat du problème précédent,∫ 2

−2
x2 dα(x) =

∫ −1

−2
x2 dx +

∫ 2

0
2x3 dx + (−1)2 × 1 + 0 × 1 =

34
3

.

I.1.26. Clairement,

m(α(b) − α(a)) �
∫ b

a
f(x) dα(x) � M(α(b) − α(a)),

où m = inf {f(x) : x ∈ [a , b]} et M = sup {f(x) : x ∈ [a , b]}. On a donc

m �
∫ b
a f(x) dα(x)
α(b) − α(a)

� M.

Puisque f est continue sur [a , b], les valeurs m et M sont atteintes dans [a , b]
et d’après le théorème des valeurs intermédiaires,∫ b

a
f(x) dα(x) = f(c)(α(b) − α(a))

pour un certain c ∈ [a , b].

I.1.27. Si f est constante sur [a , b], la proposition est évidente. Si f
n’est pas constante, on pose alors m = inf {f(x) : x ∈ [a , b]} = f(x1) et
M = sup {f(x) : x ∈ [a , b]} = f(x2). On a m < M et la continuité de f im-
plique l’existence de sous-intervalles [c1 , d1] et [c2 , d2] tels que f(x) > m pour
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x ∈ [c1 , d1] et f(x) < M pour x ∈ [c2 , d2]. Puisque α est strictement crois-
sante, on voit que

m <

∫ b
a f(x) dα(x)
α(b) − α(a)

< M.

D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe c dans l’intervalle ou-
vert d’extrémités x1 et x2 pour lequel l’égalité cherchée est vérifiée.

On remarque que l’hypothèse de stricte monotonie de α est essentielle. En
effet, si

α(x) =

{
0 si x = a,
1 si x ∈ ]a , b]

et si f est continue sur [a , b], alors∫ b

a
f(x) dα(x) = f(a).

I.1.28.

(a) Il est clair (voir, par exemple, I.1.23) que∫ bε

aε

f(x)
x

dx =
∫ bε

aε
f(x)d(ln x).

On a alors, en utilisant la première formule de la moyenne (voir I.1.26),∫ bε

aε
f(x)d(ln x) = f(c(ε))(ln(bε) − ln(aε)) = f(c(ε)) ln

b

a
.

La limite est donc égale à f(0) ln b
a .

(b) Comme en (a), on a

lim
n→+∞

∫ 1

0

xn

1 + x
dx = lim

n→+∞

∫ 1

0

1
1 + x

d

(
xn+1

n + 1

)

= lim
n→+∞

1
(1 + cn)(n + 1)

= 0.

I.1.29. D’après la première formule de la moyenne (voir I.1.26),

lim
h→0

F (x + h) − F (x)
α(x + h) − α(x)

= lim
h→0

f(c(h))(α(x + h) − α(x))
α(x + h) − α(x)

= f(x),

la dernière égalité découlant de la continuité de f .
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I.1.30. On peut faire ici une analyse semblable à celle utilisée dans la dé-
monstration de la première formule de la moyenne (voir I.1.26). On remarque
d’abord que si c ∈ ]a , b[ est un point où f atteint un extremum local, alors
df
dα (c) = 0. En effet, si par exemple f atteint un maximum local en c, on a
alors, pour h suffisamment petit, f(c+h)−f(c)

α(c+h)−α(c) � 0 si h > 0 et f(c+h)−f(c)
α(c+h)−α(c) � 0

si h < 0.
Fixons x et h et supposons, par exemple, que h est strictement positif. On

pose
g(t) = (f(x + h) − f(x)) α(t) − (α(x + h) − α(x)) f(t).

La fonction g est continue sur [a , b] et g(x) = g(x + h). Si g est constante sur
[x , x+h], alors dg

dα (t) = 0 pour tout t ∈ ]x , x + h[. Si, par exemple, g(t) > g(x)
pour un certain t ∈ ]x , x + h[, alors g atteint son maximum en un certain c et
c ∈ ]x , x + h[. Donc, dg

dα (c) = 0. D’autre part,

dg

dα
(c) = (f(x + h) − f(x)) − (α(x + h) − α(x))

df

dα
(c) .

On en déduit que
f(x + h) − f(x)
α(x + h) − α(x)

=
df

dα
(c)

pour un certain c situé entre x et x + h.
Donc, pour toute partition {x0, x1, . . . , xn} de [a , b], on a

f(b) − f(a) =
n∑

k=1

f(xk) − f(xk−1)
α(xk) − α(xk−1)

(α(xk) − α(xk−1))

=
n∑

k=1

df

dα
(tk) (α(xk) − α(xk−1))

pour certains tk ∈ ]xk−1 , xk[. On a d’autre part, d’après la première formule
de la moyenne,∫ b

a

df

dα
(x) dα(x) =

n∑
k=1

∫ xk

xk−1

df

dα
(x) dα(x)

=
n∑

k=1

df

dα
(τk) (α(xk) − α(xk−1))

pour certains τk ∈ [xk−1 , xk]. La continuité uniforme de df
dα implique alors que,

étant donné ε > 0, ∣∣∣∣ dfdα
(τk) − df

dα
(tk)
∣∣∣∣ < ε

α(b) − α(a)
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si le pas de la partition est suffisamment petit. Il s’ensuit que∣∣∣∣
∫ b

a

df

dα
(x) dα(x) − (f(b) − f(a))

∣∣∣∣ < ε.

I.2. Fonctions à variation bornée

I.2.1. Il est clair que f est dérivable sur [0 , 1]. Pour prouver qu’elle n’est pas
à variation bornée, on considère la partition

0 <

√
1
n

<

√
1

n − 1
2

<

√
1

n − 1
< · · · <

√
1
2

<

√
1

2 − 1
2

< 1.

La fonction étant monotone sur chacun des intervalles
[

1√
i
, 1√

i−1/2

]
pour

i = 2, 3, . . . , n et
[

1√
i+1/2

, 1√
i

]
pour i = 1, 2, . . . , n − 1, on voit que

V (f ; 0, 1) � 1 +
n∑

i=2

2
i
−−−−−→
n→+∞ +∞.

I.2.2. D’après le théorème des accroissements finis, pour toute partition
a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

n∑
i=1

|f(xi) − f(xi−1)| =
n∑

i=1

∣∣f ′(ξi)
∣∣ (xi − xi−1) � M(b − a)

où M = sup
x∈[a,b]

|f ′(x)|.

I.2.3. Puisque f ′ est bornée sur [0, 1], d’après le résultat du problème précé-
dent, f est à variation bornée sur [0 , 1].

I.2.4. Clairement, si f est croissante sur [a , b], alors

V (f ; a, b) = f(b) − f(a).

Pour prouver l’implication réciproque, on suppose que V (f ; a, b) = f(b)−f(a)
et on prend a � x1 � x2 � b. On a alors

f(b) − f(a) � |f(xi) − f(a)| + |f(b) − f(xi)| � V (f ; a, b) = f(b) − f(a).
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Donc, f(a) � f(xi) � f(b), i = 1, 2. En conséquence,

f(b) − f(a) � f(x1) − f(a) + |f(x2) − f(x1)| + f(b) − f(x2)
� V (f ; a, b) = f(b) − f(a),

ce qui donne f(x2) − f(x1) = |f(x2) − f(x1)| � 0.

I.2.5. On prouve d’abord que V (f ; 0, 1) = +∞ si α � β. En effet, en prenant

0 <
1

n1/β
<

1(
n − 1

2

)1/β
<

1

(n − 1)1/β
< · · · <

1(
2 − 1

2

)1/β
< 1,

on voit que

V (f ; 0, 1) > 1 +
n∑

i=2

2
iα/β

−−−−−→
n→+∞ +∞.

Notre tâche est maintenant de démontrer que V (f ; 0, 1) < +∞ si α > β. Soit
P = {x0, x1, . . . , xn} une partition de [0 , 1]. On prend n suffisamment grand
pour que n−1/β < x1 et on ajoute à la partition P les points

1
n1/β

,
1(

n − 1
2

)1/β
,

1

(n − 1)1/β
, . . . ,

1
21/β

,
1(

2 − 1
2

)1/β
.

On remarque que f est monotone sur chacun des intervalles[
i−1/β ,

(
i − 1

2

)−1/β
]

pour i = 2, 3, . . ., n et
[(

i + 1
2

)−1/β
, i−1/β

]
pour

i = 1, 2, . . ., n − 1. Donc,
n∑

i=1

|f(xi) − f(xi−1)| �
n∑

i=1

2
iα/β

� 2
+∞∑
i=1

1
iα/β

< +∞.

I.2.6. On déduit immédiatement de la définition de V (f ; a, b) que, pour
x ∈ [a , b],

|f(x)| � |f(a)| + V (f ; a, b).

I.2.7. On déduit du problème précédent que les fonctions f et g sont bornées
sur [a , b], autrement dit, qu’il existe des constantes strictement positives C et
D telles que |f(x)| < C et |g(x)| < D sur [a , b]. Si h = fg, alors pour toute
partition de [a , b], on a

n∑
i=1

|h(xi) − h(xi−1)| � C
n∑

i=1

|g(xi) − g(xi−1)| + D
n∑

i=1

|f(xi) − f(xi−1)|

� CV (g; a, b) + DV (f ; a, b).
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Pour prouver la seconde partie de l’énoncé, il suffit de montrer que si f est à
variation bornée sur [a , b] et inf

x∈[a,b]
|f(x)| = c > 0, alors 1

f est aussi à variation

bornée sur [a , b]. Pour toute partition de [a , b], on a

n∑
i=1

∣∣∣∣ 1
f(xi)

− 1
f(xi−1)

∣∣∣∣ =
n∑

i=1

∣∣∣∣f(xi) − f(xi−1)
f(xi)f(xi−1)

∣∣∣∣ � 1
c2

V (f ; a, b).

I.2.8. Non. Considérez les fonctions

f(x) =

{
x2 cos2 π

x si x ∈ ]0, 1],
0 si x = 0

et g(y) =
√

y, y ∈ [0 , 1]. Toutes deux sont à variation bornée sur [0 , 1] (la dé-
rivée f ′ est bornée sur [0 , 1] et g est croissante) et la composée h(x) = g(f(x))
est donnée par

h(x) =

{
x
∣∣cos π

x

∣∣ si x ∈ ]0, 1],
0 si x = 0.

Pour voir que h n’est pas à variation bornée, on considère la partition

0 <
1
n

<
1

n − 1
2

<
1

n − 1
< · · · <

1
2

<
1

2 − 1
2

< 1

et on remarque que

V (f ; 0, 1) � 2
n

+
2

n − 1
+ · · · + 2

2
+ 1.

I.2.9. Soit g : [a , b] −→ [c , d] et f : [c , d] −→ R. Si f vérifie une condition
de Lipschitz , il existe alors L ≥ 0 (appelé constante de Lipschitz ) tel que
|f(x) − f(y)| � L |x − y| pour tout x, y ∈ [c , d]. Donc, pour toute partition de
[a , b],

n∑
i=1

|f (g(xi)) − f (g(xi−1))| � L
n∑

i=1

|g(xi) − g(xi−1)| � LV (g; a, b).

I.2.10. Clairement, si f est à variation bornée sur [a , b], il en est de même
de |f | et, d’après I.2.6, f est bornée. Puisque x 
→ xp vérifie une condition de
Lipschitz sur tout intervalle borné dans le domaine, la proposition découle du
résultat du problème précédent.
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I.2.11. On observe d’abord que si a = x0 < x1 < · · · < xn = b, alors
|f(xi) − f(xi−1)| = ||f(xi)| − |f(xi−1)|| dans le cas où f(xi) et f(xi−1) sont
de même signe. Si ce n’est pas le cas, la continuité de f implique qu’il existe
ξi ∈ ]xi−1 , xi[ tel que f(ξi) = 0. On a alors

|f(xi) − f(xi−1)| = |f(xi) − f(ξi) + f(ξi) − f(xi−1)|
� |f(xi) − f(ξi)| + |f(ξi) − f(xi−1)|
= ||f(xi)| − |f(ξi)|| + ||f(ξi)| − |f(xi−1)|| .

En conséquence,
n∑

i=1

|f(xi) − f(xi−1)| � 2V (|f | ; a, b).

L’exemple suivant montre que la continuité est une hypothèse essentielle :

f(x) =

{
1 si x ∈ [a , b] ∩ Q,
−1 si x ∈ [a , b] \ Q.

I.2.12. Puisque

h(x) = max {f(x), g(x)} =
|f(x) − g(x)| + f(x) + g(x)

2
,

le résultat découle du fait que la combinaison linéaire de deux fonctions à va-
riation bornée est aussi à variation bornée et du fait que la valeur absolue
d’une fonction à variation bornée est à variation bornée (voir I.2.10).

I.2.13.

(a) Puisque

lim
x→0+

f(x) − f(0)
xα

= lim
x→0+

x−α

− ln x
= +∞

pour α > 0, on voit que f ne vérifie pas de condition de Hölder. Claire-
ment, f est croissante sur

[
0 , 1

2

]
et V

(
f ; 0, 1

2

)
= 1

ln 2 .

(b) On prouve que f vérifie une condition de Hölder pour tout 0 < α < 1.
Pour cela, on suppose d’abord que x, x′ ∈ [xn+1 , xn] (x �= x′) et on pose
g(x) = 2

(
ln2 n

)
(x − xn+1) sur [xn+1 , xn]. On a alors

|f(x) − f(x′)|
|x − x′|α � |g(x) − g(x′)|

|x − x′|α =
2
(
ln2 n

) |x − x′|
|x − x′|α

� 2 ln2 n

n1−α ln2(1−α) n
−−−−−→
n→+∞ 0.
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On en déduit qu’il existe un C > 0 tel que

|f(x) − f(x′)|
|x − x′|α � C.

On suppose maintenant que x < x′, x ∈ [xn+1 , xn] et x′ ∈ [xk+1 , xk] où
n > k. On a alors∣∣f(x) − f(x′)

∣∣ � |f(x) − f(xn)| + ∣∣f(xk+1) − f(x′)
∣∣

� C |x − xn|α + C
∣∣xk+1 − x′∣∣α

� 2C max
{|x − xn|α ,

∣∣xk+1 − x′∣∣α}
� 2C

∣∣x − x′∣∣α .

Pour voir que f n’est pas à variation bornée, on prend la partition

0 < xn <
xn + xn−1

2
< xn−1 < · · · < x3 <

x3 + x2

2
< x2

et on remarque que

V (f ; 0, x2) � 2
n

+
2

n − 1
+ · · · + 2

2
−−−−−→
n→+∞ +∞.

I.2.14. Puisque V (f ; a,+∞) = lim
b→+∞

V (f ; a, b) < +∞, le théorème de Cau-

chy (voir, par exemple, I.1.37 (vol. II)) implique que, étant donné ε > 0, il
existe M > a tel que

V (f ; a, x) − V (f ; a, x′) = V (f ;x, x′) < ε

pour tous x > x′ > M . Donc,∣∣f(x) − f(x′)
∣∣ � V (f ;x, x′) < ε,

ce qui, combiné avec le théorème de Cauchy, montre que lim
x→+∞ f(x) existe et

est finie.
Pour voir que l’implication réciproque est fausse, on considère la fonction

f(x) = |sinx|
x , x � 1. Clairement, lim

x→+∞ f(x) = 0 et

V (f ; 1, nπ) � sin 1 +
4
π

(
1
3

+
1
5

+ . . . +
1

2n − 1

)
−−−−−→
n→+∞ +∞.

I.2.15. Soit ε > 0. On déduit de la définition de la variation totale V (f ; a, b)
qu’il existe une partition, notons-la P ∗ = {x∗

0, x
∗
1, . . . , x

∗
n}, telle que

V (f, P ∗) > V (f ; a, b) − ε

2
.
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Puisque f est uniformément continue sur [a , b], on choisit δ > 0 assez petit
pour que |x − x′| < δ et on a alors

∣∣f(x) − f(x′)
∣∣ < ε

4m
.

À partir d’une partition P de pas inférieur à δ, on forme une partition P1 en
adjoignant tous les points de P ∗. On a

V (f, P ) � V (f, P1) et V (f, P ∗) � V (f, P1).

De plus,
V (f, P1) � V (f, P ) +

ε

2
car P1 est obtenue à partir de P en ajoutant au plus m nouveaux points et
V (f, P ) augmente donc au plus de 2m ε

4m . En conséquence,

V (f, P ) � V (f, P1) − ε

2
� V (f, P ∗) − ε

2
> V (f ; a, b) − ε.

I.2.16. Puisque f est continue, il existe des points de [xi−1 , xi] où f prend
les valeurs Mi et mi. Il est aussi clair que |f(xi) − f(xi−1)| � Mi −mi. Donc,
pour toute partition P ,

V (f ; a, b) � W (f, P ) � V (f, P ).

Le problème précédent implique que, étant donné ε > 0, il existe δ > 0 tel que
V (f ; a, b) − V (f, P ) < ε si μ(P ) < δ. On en déduit que

0 � V (f ; a, b) − W (f, P ) � V (f ; a, b) − V (f, P ) < ε.

I.2.17. Il est clair que si f = αg1 + βg2 où g1, g2 sont à variation bornée,
alors V (f ; a, b) � |α|V (g1; a, b) + |β|V (g2; a, b). Donc, pour a � x < y � b,

V (f ;x, y) � V (p1;x, y) + V (q1;x, y)
= p1(y) − p1(x) + q1(y) − q1(x).

Par définition,

p(y) − p(x) =
1
2

(vf (y) + f(y) − vf (x) − f(x))

=
1
2

(V (f ;x, y) + f(y) − f(x)) .
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On en déduit que

p(y) − p(x) � 1
2

(p1(y) − p1(x) + q1(y) − q1(x)+p1(y)−q1(y)−p1(x)+q1(x))

= p1(y) − p1(x).

Ceci implique immédiatement V (p; a, b) � V (p1; a, b). On tire une conclusion
analogue pour q et q1.

I.2.18. Puisque f est à variation bornée, elle est majorée, par exemple par
M > 0. Soit F (x) = ln x, x ∈ [m,M ]. F vérifie une condition de Lipschitz car
F ′ est bornée sur [m,M ]. Il découle du résultat de I.2.9 que F ◦ f = ln f est
à variation bornée sur [a , b]. D’après le théorème 1,

ln f = p − q,

où p et q sont croissantes sur [a , b]. On peut donc prendre g = ep et h = eq.

I.2.19.

(a) On a

vf (x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

f(x) + 2 si x ∈ [−1 , 0],

2 − f(x) si x ∈
[
0 ,

√
3

3

]
,

f(x) + 2 + 4
√

3
9 si x ∈

[√
3

3 , 1
]
.

Donc,

p(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

f(x) + 2 si x ∈ [−1 , 0],

2 si x ∈
[
0 ,

√
3

3

]
,

f(x) + 2 + 2
√

3
9 si x ∈

[√
3

3 , 1
]

et

q(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 si x ∈ [−1 , 0],

−f(x) si x ∈
[
0 ,

√
3

3

]
,

2
√

3
9 si x ∈

[√
3

3 , 1
]
.

(b) On vérifie facilement que

vf (x) =

{
1 − cos x si x ∈ [0 , π],
cos x + 3 si x ∈ [π , 2π],

p(x) =

{
0 si x ∈ [0 , π],
cos x + 1 si x ∈ [π , 2π],
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et

q(x) =

{
1 − cos x si x ∈ [0 , π],
2 si x ∈ [π , 2π].

(c) On a

vf (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x si x ∈ [0 , 1[,
1 + x si x ∈ [1 , 2[,
2 + x si x ∈ [2 , 3[,
6 si x = 3,

et
p(x) = x et q(x) = [x].

I.2.20. Soit x0 ∈ [a , b[ et lim
x→x+

0

f(x) = f(x+
0 ) = f(x0). Il suffit de prou-

ver que lim
x→x+

0

V (f ;x0, x) = 0. Étant donné ε > 0, il existe ζ > x0 tel que

|f(x) − f(x0)| < ε
2 si x0 < x < ζ. La définition de la variation totale implique

qu’il existe une partition x0 < x1 < · · · < xn = b telle que

V (f ;x0, b) � |f(x1) − f(x0)| + · · · + |f(xn) − f(xn−1)| + ε

2
.

Donc, pour x0 < x < min {x1, ζ}, on a

V (f ;x0, b) � |f(x) − f(x0)| + |f(x1) − f(x)|
+ · · · + |f(xn) − f(xn−1)| + ε

2
� ε + V (f ;x, b),

ce qui implique lim
x→x+

0

V (f ;x0, x) = 0. La seconde partie de l’énoncé se démontre

de façon semblable.
On remarquera ici qu’une fonction f à variation bornée est continue en

x0 si et seulement si vf est continue en x0. Par rapport à ce que nous avons
prouvé, il suffit de montrer que si vf est continue en x0, il en est de même
de f . Ceci se déduit immédiatement de |f(x) − f(x0)| � |vf (x) − vf (x0)|.

I.2.21. D’après le théorème 1, la fonction f peut s’écrire comme la dif-
férence de deux fonctions croissantes, soit f = p − q. Puisque l’ensemble des
points de discontinuité d’une fonction croissante est au plus dénombrable (voir,
par exemple, I.2.29 (vol. II)), il en est de même pour une fonction à varia-
tion bornée. On remarque aussi qu’en tout point xn de discontinuité de f , les
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limites à gauche et à droite existent (voir, par exemple, I.1.35 (vol. II)) et la
fonction s est donc bien définie. Le résultat de I.2.20 implique qu’en tout point
où f est continue, les fonctions p et q le sont aussi. En conséquence, tous les
points de discontinuité de p et q sont contenus dans {xn}. Il suffit de montrer
que les fonctions gp = p − sp et gq = q − sq, où sp et sq sont respectivement
les fonctions de saut de p et q sont continues. Pour a � x < b, on a

sp

(
x+
)

= p
(
a+
)− p(a) +

∑
xn�x

(
p
(
x+

n

)− p
(
x−

n

))
car lim

t→x+
p (x−) = p (x+) (voir, par exemple, I.1.36(a) (vol. II)). Il s’ensuit

que p (x+) − p(x) = sp(x+) − sp(x), prouvant ainsi que gp(x+) = gp(x). De
plus, pour a < x � b,

sp

(
x−) = p

(
a+
)− p(a) +

∑
xn<x

(
p
(
x+

n

)− p
(
x−

n

))
,

ce qui donne gp(x−) = gp(x).
On a prouvé de cette façon que toute fonction à variation bornée peut

s’écrire comme la somme de sa fonction de saut et d’une fonction continue.

I.2.22. D’après le théorème 1, f(x) − f(a) = p(x) − q(x), où p et q sont
les fonctions de variation positive et négative de f . Les fonctions p et q sont
Riemann-intégrables (voir I.1.21) sur [a , b] et∫ b

a
f(x) dx = f(a)(b − a) +

∫ b

a
p(x) dx −

∫ b

a
q(x) dx.

Pour prouver la proposition, il suffit de démontrer que si p est croissante sur
[a , b], il en est de même de g définie par

g(a) = 0 et g(x) =
1

x − a

∫ x

a
p(t) dt, x ∈ ]a , b] .

En effet, si a < x < y � b, alors

g(y) − g(x) =
1

y − a

∫ y

a
p(t) dt − 1

x − a

∫ x

a
p(t) dt

=
x − y

(x − a)(y − a)

∫ x

a
p(t) dt +

1
y − a

∫ y

x
p(t) dt

� x − y

(x − a)(y − a)

∫ x

a
p(t) dt +

1
y − a

∫ y

x
p(x) dt

=
x − y

(x − a)(y − a)

∫ x

a
(p(x) − p(t)) dt � 0.
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I.2.23. Supposons que |f(x′) − f(x′′)| � L |x′ − x′′| pour x′, x′′ ∈ [a , b]. Si
x′ = x0 < x1 < · · · < xn = x′′, alors

n∑
i=1

|f(xi) − f(xi−1)| �
n∑

i=1

L(xi − xi−1) = L(x′′ − x′).

En prenant la borne supérieure sur l’ensemble des partitions de [x′ , x′′], on
obtient

vf (x′′) − vf (x′) = V (f ;x′, x′′) � L(x′′ − x′).

I.2.24. D’après le théorème 1, f = p − q, où p et q sont monotones sur
[a , b]. Les limites à gauche et à droite de f existent donc en tout point de [a , b]
(voir, par exemple, I.1.35 (vol. II)). Supposons, contrairement à ce qu’affirme
l’énoncé, que x0 est un point de discontinuité de f . Si f(x+

0 )− f(x−
0 ) = d > 0,

alors par définition d’une limite à gauche ou à droite, il existe δ > 0 tel que

f(x) < f(x−
0 ) +

d

3
pour x ∈ ]x0 − δ , x0[

et
f(x) > f(x+

0 ) − d

3
pour x ∈ ]x0 , x0 + δ[ .

Si y ∈ [
f(x−

0 ) + d
3 , f(x+

0 ) − d
3

] \ {f(x0)} ⊂ [f(x1) , f(x2)] \ {f(x0)}, avec
x1 ∈ ]x0 − δ , x0[ et x2 ∈ ]x0 , x0 + δ[, il n’existe alors pas de x ∈ ]x1 , x2[
tel que f(x) = y, contradiction. Un raisonnement semblable s’applique si
f(x+

0 ) = f(x−
0 ) �= f(x0).

La dérivée f ′ vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires (voir, par
exemple, II.2.31 (vol. II)), la seconde partie de l’énoncé suit immédiatement.

I.2.25. Pour x ∈ [a , b], soit P = {x0, x1, . . . , xn} une partition de [a , x].
Puisque f ′ est continue sur [a , b], les résultats de I.2.15 et I.1.26 impliquent

vf (x) = lim
μ(P )→0

n∑
k=1

|f(xk) − f(xk−1)|

= lim
μ(P )→0

n∑
k=1

∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1

f ′(t) dt

∣∣∣∣∣
= lim

μ(P )→0

n∑
k=1

∣∣f ′(tk)
∣∣ (xk − xk−1) =

∫ x

a

∣∣f ′(t)
∣∣ dt.
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I.2.26. Clairement, il existe M > 0 tel que |f(x)| � M pour x ∈ [a , b]. De
plus, pour a = x0 < x1 < · · · < xn = b, en utilisant la première formule de la
moyenne (voir I.1.26), on obtient

n∑
i=1

|F (xi) − F (xi−1)| =
n∑

i=1

∣∣∣∣
∫ xi

a
f(t) dα(t) −

∫ xi−1

a
f(t) dα(t)

∣∣∣∣
=

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
∫ xi

xi−1

f(t) dα(t)

∣∣∣∣∣
=

n∑
i=1

|f(ξi) (α(xi) − α(xi−1))|

� M(α(b) − α(a)).

Il s’ensuit que V (f ; a, b) � M(α(b) − α(a)).

I.2.27. Si lim
n→+∞

V (fn; a, b) = +∞, l’inégalité est évidente. On suppose donc

que lim
n→+∞

V (fn; a, b) = l < +∞. Étant donné ε > 0, il existe alors une sous-

suite {nk} telle que V (fnk
; a, b) < l + ε. On a donc, pour toute partition

a = x0 < x1 < · · · < xn = b,
n∑

i=1

|fnk
(xi) − fnk

(xi−1)| < l + ε.

En faisant tendre k vers +∞, on obtient
n∑

i=1

|f(xi) − f(xi−1)| � l + ε

et l’inégalité voulue suit.

I.2.28. Puisque les séries
+∞∑
n=1

an et
+∞∑
n=1

bn sont absolument convergentes,

étant donné ε > 0, il existe n0 tel que
+∞∑

n=n0

|an| < ε et
+∞∑

n=n0

|bn| < ε.

Si x �= xk pour k ∈ N∗, il existe alors δ > 0 tel qu’il n’existe pas de
xn ∈ ]x − δ , x + δ[ pour n < n0. Il s’ensuit que, pour x − δ < y < x,

|f(y) − f(x)| �
∑

y<xn�x

|an| +
∑

y�xn<x

|bn| < 2ε.
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De même, |f(y) − f(x)| < 2ε pour x < y < x+ δ. Donc f est continue en tout
point x �= xk.

On remarque maintenant que

f(xk) =
∑

xn�xk

an +
∑

xn<xk

bn et f(x−
k ) =

∑
xn<xk

an +
∑

xn<xk

bn.

En effet, si δ = min {|xn − xk| : n � n0, n �= k}, il n’existe alors pas de
xn ∈ ]xk − δ , xk[ pour n � n0 et on a donc, pour xk − δ < x < xk,∣∣∣∣∣f(x) −

( ∑
xn<xk

an +
∑

xn<xk

bn

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∑

x<xn<xk

an +
∑

x�xn<xk

bn

∣∣∣∣∣∣ < 2ε.

Donc, f(xk) − f(x−
k ) = ak. On prouve de façon complètement semblable que

f(x+
k ) − f(xk) = bk.
On montre pour finir que

V (f ; 0, 1) =
+∞∑
n=1

( |an| + |bn|
)
.

Pour cela, on prend une partition 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1. On a alors

n∑
k=1

|f(tk) − f(tk−1)| =
n∑

k=1

∣∣∣∣∣∣
∑

tk−1<xn�tk

an +
∑

tk−1�xn<tk

bn

∣∣∣∣∣∣
�

+∞∑
n=1

|an| +
+∞∑
n=1

|bn| .

On en déduit que

V (f ; 0, 1) �
+∞∑
n=1

( |an| + |bn|
)
.

Pour montrer l’inégalité opposée, on fixe arbitrairement N et on suppose, sans
perte de généralité, que x1 < x2 < · · · < xN . Puisque f(xk) − f(x−

k ) = ak et
f(x+

k ) − f(xk) = bk, étant donné ε > 0, il existe x′
k, x

′′
k tels que

xk−1 < x′
k < xk < x′′

k < x′
k+1 < xk+1,

k = 1, . . . , N − 1 (où l’on suppose que x0 = 0) et∣∣f(xk) − f(x′
k)
∣∣ > |ak| − ε

2N
,
∣∣f(x′′

k) − f(xk)
∣∣ > |bk| − ε

2N
.

En prenant la partition

t0 = 0 < t1 = x′
1 < t2 = x1 < t3 = x′′

1 < t4 = x′
2 < · · · < t3N+2 = 1,
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on obtient
3N+2∑
k=1

|f(tk) − f(tk−1)| �
N∑

k=1

∣∣f(xk) − f(x′
k)
∣∣+ N∑

k=1

∣∣f(x′′
k) − f(xk)

∣∣

>

N∑
k=1

( |ak| + |bk|
)− ε;

ε > 0 étant pris arbitrairement, on a

V (f ; 0, 1) �
N∑

k=1

( |ak| + |bk|
)
.

On obtient l’inégalité cherchée en faisant tendre N vers +∞.

I.3. D’autres propriétés de l’intégrale
de Riemann-Stieltjes

I.3.1. On a α(x) = α1(x) − α2(x), où

α1(x) =

{
0 si x = −1,
1 si x ∈ ]−1 , 3],

et α2(x) =

{
0 si x ∈ [−1 , 2[,
2 si x ∈ [2 , 3].

On obtient donc, d’après le résultat de I.1.24,∫ 3

−1
x dα(x) =

∫ 3

−1
x dα1(x) −

∫ 3

−1
x dα2(x) = −1 × 1 − 2 × 2 = −5.

I.3.2. Une intégration par parties et le théorème 3 donnent∣∣∣∣
∫ 2π

0
f(x) cos nxdx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ 2π

0
f(x)d

(
sin nx

n

)∣∣∣∣
=
∣∣∣∣−1

n

∫ 2π

0
sin nxdf(x)

∣∣∣∣
� 1

n

∫ 2π

0
|sin nx| dvf (x) � V (f ; 0, 2π)

n
.

I.3.3. Puisque f est continue sur [a , b], il existe M > 0 tel que |f(x)| � M ,
x ∈ [a , b]. On suppose d’abord que α est croissante sur [a , b]. Pour une par-
tition P : a = x0 < x1 < · · · < xn = b, soit ξi un réel défini par la première
formule de la moyenne :∫ xi

xi−1

f(x) dα(x) = f(ξi) (α(xi) − α(xi−1)) . (1)
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On déduit de I.2.26 que β est à variation bornée sur [a , b]. Soit β = β1 − β2

une décomposition de β en la différence de deux fonctions croissantes. Puisque
f et g sont continues, on peut appliquer le résultat de I.1.10. Il s’ensuit que

∫ b

a
f(x)g(x) dα(x) = lim

μ(P )→0

n∑
i=1

f(ξi)g(ξi) (α(xi) − α(xi−1)) ,

les ξi étant définis comme en (1). En conséquence,

∫ b

a
f(x)g(x) dα(x) = lim

μ(P )→0

n∑
i=1

g(ξi)
∫ xi

xi−1

f(x) dα(x)

= lim
μ(P )→0

n∑
i=1

g(ξi) (β(xi) − β(xi−1))

= lim
μ(P )→0

n∑
i=1

g(ξi) (β1(xi) − β1(xi−1))

− lim
μ(P )→0

n∑
i=1

g(ξi) (β2(xi) − β2(xi−1))

=
∫ b

a
g(x) dβ1(x) −

∫ b

a
g(x) dβ2(x)

=
∫ b

a
g(x) dβ(x).

I.3.4. Puisque
+∞∑
n=1

cn converge, étant donné ε > 0, il existe N tel que

+∞∑
n=N+1

cn < ε.

Si on pose

α1(x) =
N∑

n=1

cnρ(x − xn) et α2(x) = α(x) − α1(x),

on a alors, d’après le résultat de I.1.2,

∫ 1

0
f dα1 =

N∑
n=1

cnf(xn).
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De plus,

V (α2; 0, 1) =
+∞∑

n=N+1

cn < ε

et, en conséquence, d’après le théorème 3,∣∣∣∣
∫ 1

0
f dα −

∫ 1

0
f dα1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ 1

0
f dα2

∣∣∣∣ � MV (α2; 0, 1) < Mε

où M = sup
x∈[0,1]

|f(x)|.

I.3.5. En prenant f(x) ≡ 1, on voit que α(b) = α(a). On définit maintenant
f pour a < u < v < b en posant

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 si x ∈ [a, u[,
−1 si x ∈ [v, b],
l(x) si x ∈ [u, v],

où l(x) est une fonction affine telle que l(u) = 1 et l(v) = −1. On a alors

0 =
∫ b

a
f(x) dα(x) = α(u) − α(a) +

∫ v

u
l(x) dα(x) − α(b) + α(v),

ou, de façon équivalente,

α(u) + α(v) − 2α(a) = −
∫ v

u
l(x) dα(x). (1)

De plus, ∫ v

u
l(x) dα(x) =

∫ v

u
l(x)dp(x) −

∫ v

u
l(x)dq(x),

où p et q sont croissantes et continues sur [a , b] (voir I.2.20). En utilisant la
première formule de la moyenne, on obtient, par la continuité de p,

lim
v→u+

∫ v

u
l(x)dp(x) = lim

v→u+
l(c)(p(v) − p(u)) = 0.

Il s’ensuit que

lim
v→u+

∫ v

u
l(x) dα(x) = 0.

Ceci, combiné avec (1), montre que 2α(u) = 2α(a).
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I.3.6. Pour 0 < u < π
2 < v < π, on a

0 =
∫ π

0
(1 − sin x) dα(x)

=
∫ u

0
(1 − sin x) dα(x) +

∫ v

u
(1 − sin x) dα(x)

+
∫ π

v
(1 − sinx) dα(x).

Puisque α est croissante, chacun des termes de l’égalité précédente est positif,
ce qui implique∫ u

0
(1 − sinx) dα(x) = 0 et

∫ π

v
(1 − sin x) dα(x) = 0.

Il découle alors de la première formule de la moyenne (voir I.1.26) que
α(u) = α(0) et α(v) = α(π).

I.3.7. En prenant f(x) ≡ 1, on voit que α(1)−α(0) = 1. Pour 0 < u < v < 1,
on définit

f1(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1
u x si x ∈ [0 , u],
1 si x ∈ [u , v],
−1
1−v (x − 1) si x ∈ [v , 1].

On a alors ∫ 1

0
f1(x) dα(x) =

∫ u

0

1
u

x dα(x) + (α(v) − α(u))

+
∫ 1

v

−1
1 − v

(x − 1) dα(x) = 0.

Chacun des termes dans l’égalité précédente s’annule donc. Ceci donne alors
α(u) = α(v) pour u, v ∈ ]0 , 1[. Considérons maintenant, pour 0 < v < 1, la
fonction f2 donnée par

f2(x) =

{
1 si x ∈ [0 , v],
−1
1−v (x − 1) si x ∈ [v , 1].

D’après les hypothèses,

α(v) − α(0) +
∫ 1

v
f2(x) dα(x) =

1
2

.

Puisque α(u) = α(v) pour u, v ∈ ]0 , 1[, on obtient∫ 1

v
f2(x) dα(x) = f2(1)

(
α(1) − α(1−)

)
= 0.
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Il s’ensuit que α(v) = α(0) + 1
2 pour 0 < v < 1. En conclusion,

α(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

α(0) si x = 0,
α(0) + 1

2 si x ∈ ]0 , 1[,
α(0) + 1 si x = 1.

I.3.8. On considère la fonction

α(x) =

{
α(a) si x ∈ [a , u[,
α(b) si x ∈ ]u , b],

où α(a) < α(b). On a alors∫ b

a
f(x) dα(x) = f(u)(α(b) − α(a)),

ce qui, combiné avec l’hypothèse, donne f(u) = 1 pour u ∈ ]a , b[. On voit que
f(a) = f(b) = 1 car f est continue sur [a , b].

I.3.9. Puisque α = p − q, où p et q sont croissantes, il suffit de prouver que
f ∈ R(p) si fn ∈ R(p), n ∈ N∗, et∫ b

a
f(x) dp(x) = lim

n→+∞

∫ b

a
fn(x) dp(x).

La convergence uniforme de {fn} signifie que

sup
x∈[a,b]

|fn(x) − f(x)| = dn −−−−−→
n→+∞ 0.

Donc, étant donné ε > 0, il existe n0 tel que

dn (p(b) − p(a)) <
ε

3
pour n � n0.

D’après le théorème 1 de la section I.1, il existe une partition P telle que

U(P, fn0 , p) − L(P, fn0, p) <
ε

3
.

De plus, on a
U(P, f, p) � U(P, fn0 , p) +

ε

3
et

L(P, f, p) � L(P, fn0 , p) − ε

3
.
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On voit donc que f ∈ R(p). On remarque alors que, pour n � n0,∣∣∣∣
∫ b

a
fn(x) dp(x) −

∫ b

a
f(x) dp(x)

∣∣∣∣ �
∫ b

a
|fn(x) − f(x)| dp(x)

�
∫ b

a
dn dp(x) <

ε

3
.

I.3.10. On remarque que lim
n→+∞nx

(
1 − x2

)n = 0 pour x ∈ [0, 1], mais la

convergence n’est pas uniforme sur [0, 1] et le résultat du problème précédent
ne peut pas s’appliquer. On a

lim
n→+∞

∫ 1

0
nx
(
1 − x2

)n = lim
n→+∞

n

2(n + 1)
=

1
2

.

I.3.11. Comme dans le problème précédent, on ne peut pas appliquer le ré-
sultat de I.3.9 car {xn} ne converge pas uniformément sur [0 , 1]. Soit α = p−q,
p et q étant croissantes sur [0 , 1]. Pour ε ∈ ]0 , 1[, on a

0 �
∫ ε

0
xn dp(x) � εn (p(ε) − p(0)) −−−−−→

n→+∞ 0

et ∫ 1

1−ε
xn dp(x) � p(1) − p(1 − ε).

De plus, si 1
n2 < ε, on a alors∫ 1

1−ε
xn dp(x) �

∫ 1

1− 1
n2

xn dp(x)

�
(

1 − 1
n2

)n(
p(1) − p

(
1 − 1

n2

))
.

On obtient alors, en faisant tendre n vers +∞,

p(1) − p(1−) � lim
n→+∞

∫ 1

0
xndp(x) � lim

n→+∞

∫ 1

0
xndp(x) � p(1) − p(1 − ε).

Puisque l’on peut choisir ε ∈ ]0 , 1[ arbitrairement petit,

lim
n→+∞

∫ 1

0
xndp(x) = p(1) − p(1−).

Le même raisonnement s’applique à q et

lim
n→+∞

∫ 1

0
xn dα(x) = α(1) − α(1−).
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I.3.12. D’après les hypothèses, on a
m∑

k=1

|αn(xk) − αn(xk−1)| � M.

pour toute partition a = x0 < x1 < · · · < xm = b. En faisant tendre n vers
+∞, on voit que

m∑
k=1

|α(xk) − α(xk−1)| � M,

ce qui signifie que α est à variation bornée sur [a , b]. De plus, on a∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dαn(x) −

∫ b

a
f(x) dα(x)

∣∣∣∣ �
m∑

k=1

∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1

(f(x) − f(xk)) dα(x)

∣∣∣∣∣
+

m∑
k=1

|f(xk)| |α(xk) − α(xk−1) − αn(xk) + αn(xk−1)|

+
m∑

k=1

∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1

(f(xk) − f(x)) dαn(x)

∣∣∣∣∣ .
Maintenant, par continuité de f , étant donné ε > 0, il existe δ > 0 tel que
si le pas de la partition est inférieur à δ, alors |f(x) − f(xk)| < ε

3M pour
x ∈ [xk−1 , xk]. Donc, d’après le théorème 3,

m∑
k=1

∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1

(f(x) − f(xk)) dα(x)

∣∣∣∣∣ < ε

3

et
m∑

k=1

∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1

(f(xk) − f(x)) dαn(x)

∣∣∣∣∣ < ε

3
.

De plus, si n est suffisamment grand et la partition fixée, on voit que
m∑

k=1

|f(xk)| |α(xk) − α(xk−1) − αn(xk) + αn(xk−1)| <
ε

3
.

I.3.13. On a∣∣∣∣
∫ b

a
fn(x) dαn(x) −

∫ b

a
f(x) dα(x)

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣
∫ b

a
fn(x) dαn(x) −

∫ b

a
f(x) dαn(x)

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dαn(x) −

∫ b

a
f(x) dα(x)

∣∣∣∣ .
93



Chapitre I. L’intégrale de Riemann-Stieltjes

D’après le résultat du problème précédent, étant donné ε > 0, il existe n0 tel
que ∣∣∣∣

∫ b

a
f(x) dαn(x) −

∫ b

a
f(x) dα(x)

∣∣∣∣ < ε

2
pour n � n0. De plus, d’après les hypothèses, il existe M strictement positif tel
que V (αn; a, b) � M pour tout n. La convergence uniforme de {fn} implique
donc que, pour n suffisamment grand,∣∣∣∣

∫ b

a
fn(x) dαn(x) −

∫ b

a
f(x) dαn(x)

∣∣∣∣ �
∫ b

a
|fn(x) − f(x)| dvαn(x)

� sup
x∈[a,b]

|fn(x) − f(x)|V (αn; a, b)

<
ε

2M
M.

I.3.14. On observe d’abord que la suite {αn} est uniformément bornée sur
[a , b]. En effet, pour x ∈ [a , b] et n ∈ N, on a

|αn(x)| � |αn(x) − αn(a)| + |αn(a)| � V (αn; a, b) + M � 2M.

D’après le théorème 1 de la section I.2, on peut écrire
αn(x) − αn(a) = pn(x) − qn(x),

où
pn(x) =

1
2

(vαn(x) + αn(x) − αn(a))
et

qn(x) =
1
2

(vαn(x) − αn(x) + αn(a))

sont croissantes sur [a , b]. On vérifie facilement que {pn} et {qn} sont unifor-
mément bornées. La suite {pn} contient donc une sous-suite {pnν} simplement
convergente sur [a , b] (voir, par exemple, III.1.23 (vol. II)) et la suite {qnν}
contient donc à son tour une sous-suite {qnk

} simplement convergente sur [a , b].
Il s’ensuit que la suite {αnk

} converge sur [a , b] vers une limite α. Clairement,
α est à variation bornée. Il suffit d’appliquer le résultat de I.3.12 pour obtenir

lim
k→+∞

∫ b

a
f(x) dαnk

(x) =
∫ b

a
f(x) dα(x).

I.3.15. Notre but est de prouver que

lim
n→+∞

∫ b

a
f(x) dβn(x) = 0, où βn = αn − α.

Clairement, V (βn; a, b) � V (αn; a, b)+V (α; a, b). Donc, par hypothèse, il existe
M strictement positif tel que V (βn; a, b) � M pour tout n. Étant donné
ε > 0, l’uniforme continuité de f implique que l’on peut choisir une partition
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a = x0 < x1 < · · · < xm = b, x0, x1, . . . , xm ∈ A, telle que |f(t) − f(s)| < ε
2M

si t, s ∈ [xk−1, xk], k = 1, 2, . . . ,m. Donc,∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dβn(x) −

m∑
k=1

f(tk) (βn(xk) − βn(xk−1))

∣∣∣∣∣ � ε

2M
V (βn; a, b) � ε

2
.

Puisque lim
n→+∞βn(xk) = 0 (k = 0, 1, . . . ,m) on a, à partir d’une certaine valeur

de l’indice n, ∣∣∣∣∣
m∑

k=1

f(tk) (βn(xk) − βn(xk−1))

∣∣∣∣∣ � ε

2
.

Ceci donne ∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dβn(x)

∣∣∣∣ � ε.

I.3.16. La formule d’intégration par parties (théorème 1) et la première
formule de la moyenne (voir I.1.26) impliquent

∫ b

a
f(x) dα(x) = f(b)α(b) − f(a)α(a) −

∫ b

a
α(x) df(x)

= f(b)α(b) − f(a)α(a) − α(c)(f(b) − f(a)).

I.3.17.

(a) On pose m = min {α(x) : x ∈ [a , b]} et M = max {α(x) : x ∈ [a , b]}. En
utilisant la formule d’intégration par parties, on obtient

∫ b

a
f(x) dα(x) = f(b)α(b) − f(a)α(a) −

∫ b

a
α(x) df(x)

� f(b)α(b) − f(a)α(a) − m(f(b) − f(a))

= (f(b) − f(a))(α(b) − m) + f(a)(α(b) − α(a))

� (f(b) − f(a))(α(b) − m) + f(a)(α(b) − m)

= f(b)(α(b) − m).

De même, ∫ b

a
f(x) dα(x) � f(b)(α(b) − M).
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Il s’ensuit que∫ b

a
f(x) dα(x) = f(b)(α(b) − k), où m � k � M.

Puisque α est continue, il existe c ∈ [a , b] tel que α(c) = k.

(b) La démonstration se conduit comme en (a).

I.3.18. D’après la forme de Bonnet de la seconde formule de la moyenne,∫ b

a

sin(nx)
x

dx =
∫ b

a

−1
nx

d cos(nx)

=
−1
na

(cos(nc) − cos(na)) .

Donc,

lim
n→+∞

∫ b

a

sin(nx)
x

dx = 0.

I.3.19.

(a) Si on pose t2 = u et si on utilise la forme de Bonnet de la seconde formule
de la moyenne, on obtient∫ x+1

x
sin
(
t2
)
dt =

∫ (x+1)2

x2

(sin u)
1

2
√

u
du = −

∫ (x+1)2

x2

1
2
√

u
d cos u

= − 1
2x
(
cos c − cos

(
x2
))

.

Ceci implique l’inégalité cherchée.

(b) De même,∫ x+1

x
sin
(
et
)
dt =

∫ ex+1

ex

(sin u)
1
u

du =
1
ex

∫ c

ex

sin u du

=
cos(ex) − cos c

ex
.

I.3.20. Par hypothèse, les trois intégrales existent et sont les limites des
sommes partielles correspondantes (voir I.1.11). En particulier, ε > 0 étant
donné, il existe δ > 0 tel que si P = {a = x0 < x1 < . . . , xn = b} est une
partition dont le pas est inférieur à δ, alors∣∣∣∣

∫ b

a
f(x)d(α1(x)α2(x)) − S(P, f, α1α2)

∣∣∣∣ < ε, (1)
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où

S(P, f, α1α2) =
n∑

k=1

f(xk) (α1(xk)α2(xk) − α1(xk−1)α2(xk−1)) .

On pose M = max {|f(x)| : x ∈ [a , b]}. La continuité uniforme de α2 implique
|α2(xk) − α2(xk−1)| < ε

MV (α1;a,b) pour k = 1, 2, . . . , n, si le pas de P est suffi-
samment petit. Donc,∣∣∣∣∣

n∑
k=1

f(xk) (α2(xk−1) − α2(xk)) (α1(xk) − α1(xk−1))

∣∣∣∣∣ < ε.

De plus,

S(P, f, α1α2) =
n∑

k=1

f(xk)α1(xk) (α2(xk) − α2(xk−1))

+
n∑

k=1

f(xk)α2(xk) (α1(xk) − α1(xk−1))

+
n∑

k=1

f(xk) (α2(xk−1) − α2(xk)) (α1(xk) − α1(xk−1)) .

D’autre part,∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(xk)α1(xk) (α2(xk) − α2(xk−1)) −
∫ b

a
f(x)α1(x) dα2(x)

∣∣∣∣∣ < ε

et ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(xk)α2(xk) (α1(xk) − α1(xk−1)) −
∫ b

a
f(x)α2(x) dα1(x)

∣∣∣∣∣ < ε

si le pas de P est suffisamment petit. D’où∣∣∣∣S(P, f, α1α2) −
∫ b

a
f(x)α1(x) dα2(x) −

∫ b

a
f(x)α2(x) dα1(x)

∣∣∣∣ < 3ε,

ce qui, combiné avec (1), donne le résultat désiré.

I.3.21. On montre d’abord que∫ b

a
f(x) d ((f(x))n) = n

∫ b

a
(f(x))n df(x).
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L’égalité est évidente pour n = 1. Si n > 1, en utilisant le résultat du problème
précédent, on obtient∫ b

a
f (x) d ((f(x))n) =

∫ b

a
(f(x))2d

(
(f(x))n−1

)
+
∫ b

a
(f(x))n df(x)

=
∫ b

a
(f(x))3d

(
(f(x))n−2

)
+ 2
∫ b

a
(f(x))n df(x)

= · · · = n

∫ b

a
(f(x))n df(x).

La formule d’intégration par parties (théorème 1) et l’égalité prouvée précé-
demment donnent alors∫ b

a
(f(x))n df(x) = (f(b))n+1 − (f(a))n+1 −

∫ b

a
f (x) d ((f(x))n)

= (f(b))n+1 − (f(a))n+1 − n

∫ b

a
(f(x))n df(x),

ce qui donne la seconde égalité.

I.3.22.

(a) On a

n

∫ 1

0
xnf(x) dx =

n

n + 1

∫ 1

0
f (x) d

(
xn+1

)
.

Clairement,

lim
n→+∞xn+1 = α(x) =

{
0 si x ∈ [0 , 1[,
1 si x = 1.

On obtient donc, en utilisant les résultats de I.3.12 et I.3.13,

lim
n→+∞

∫ 1

0
xnf(x) dx =

∫ 1

0
f(x) d(α(x)) = f(1).

(b) Comme en (a), on obtient

lim
n→+∞

(
n

∫ 1

0
e−nxf(x) dx

)
= − lim

n→+∞

∫ 1

0
f (x) d

(
e−nx

)
= f(0).

(c) En utilisant (a), on obtient

lim
n→+∞

∫ 1
0 xnf(x) dx∫ 1
0 xnex2

dx
= lim

n→+∞
n
∫ 1
0 xnf(x) dx

n
∫ 1
0 xnex2

dx
=

f(1)
e

.
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Solutions

(d) On pose

Fn(x) = 2π
∫ x

0

√
n sin2n(2πt) dt.

Puisque
√

n sin2n(2πt) tend vers 0 uniformément sur [0 , x], 0 < x < 1
4 ,

on voit que lim
n→+∞Fn(x) = 0 pour 0 � x < 1

4 . On remarque aussi que

Fn

(
1
4

)
=
∫ π/2

0

√
n sin2n(t) dt =

√
n

(2n − 1)!!
(2n)!!

.

On déduit de la formule de Wallis (voir, par exemple, III.8.38 (vol. I))
que

lim
n→+∞Fn

(
1
4

)
=

1√
π

.

Si maintenant 1
4 < x < 1

2 , alors

Fn(x) =
∫ 2πx

0

√
n sin2n t dt =

∫ π

0

√
n sin2n t dt −

∫ π

2πx

√
n sin2n t dt

= 2Fn

(
1
4

)
−
∫ π

2πx

√
n sin2n t dt.

Comme précédemment,

lim
n→+∞

∫ π

2πx

√
n sin2n t dt = 0.

Donc,

lim
n→+∞Fn(x) =

2√
π

si x ∈
]
1
4

,
3
4

[
.

Une analyse semblable donne

lim
n→+∞Fn(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 si x ∈ [0, 1
4

[
,

1√
π

si x = 1
4 ,

2√
π

si x ∈ ]14 , 3
4

[
,

3√
π

si x = 3
4 ,

4√
π

si x ∈ ]34 , 1
]
.

Comme en (a), on écrit

2π
√

n

∫ 1

0
f(x) sin2n(2πx) dx =

∫ 1

0
f(x) d(Fn(x))
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et on obtient

lim
n→+∞

(√
n

∫ 1

0
f(x) sin2n(2πx) dx

)
=

1
π
√

π

(
f

(
1
4

)
+ f

(
3
4

))
.

(e) En utilisant (d), on obtient

lim
n→+∞

∫ 1
0 f(x) sin2n(2πx) dx∫ 1
0 ex2 sin2n(2πx) dx

= lim
n→+∞

√
n
∫ 1
0 f(x) sin2n(2πx) dx

√
n
∫ 1
0 ex2 sin2n(2πx) dx

=
f
(

1
4

)
+ f

(
3
4

)
e1/16 + e9/16

.

I.3.23. [W.A.J. Luxembourg, Amer. Math. Monthly, 78(1971), 970-979]. On peut
supposer, sans perte de généralité, que lim

n→+∞ fn(x) = 0 pour x ∈ [a , b]. On

montre d’abord que si f est positive et Riemann-intégrable sur [a , b], étant
donné ε > 0, il existe alors une fonction continue g telle que 0 � g(x) � f(x)
et ∫ b

a
f(x) dx �

∫ b

a
g(x) dx + ε.

Il existe une partition a = x0 < x1 < . . . , xn = b telle que∫ b

a
f(x) dx <

n∑
i=1

mi(xi − xi−1) +
ε

2
,

où mi = inf
xi∈[xi−1,xi]

f(x). Ceci signifie qu’il existe une fonction en escalier s

telle que ∫ b

a
f(x) dx <

∫ b

a
s(x) dx +

ε

2
.

On voit facilement que l’on peut transformer s en une fonction g affine par
morceaux telle que 0 � g � s et

∫ b
a s(x) dx <

∫ b
a g(x) dx + ε

2 , ce qui démontre
notre proposition. On se tourne maintenant vers la démonstration du théo-
rème de convergence monotone. Soit ε > 0. Pour tout n, il existe une fonction
continue gn telle que 0 � gn � fn et∫ b

a
fn(x) dx �

∫ b

a
gn(x) dx +

ε

2n
. (1)

Si on pose hn = min {g1, g2, . . . , gn}, alors 0 � hn � gn � fn et les fonctions
hn sont continues sur [a , b]. Puisque la suite {fn} est décroissante,

0 � fn − hn = min {f1, f2, . . . , fn} − min {g1, g2, . . . , gn} �
n∑

i=1

(fi − gi).
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D’où,

0 �
∫ b

a
fn(x) dx −

∫ b

a
hn(x) dx �

n∑
i=1

∫ b

a
(fi(x) − gi(x)) dx

�
n∑

i=1

ε

2i
= ε

(
1 − 1

2n

)
. (2)

Puisque {hn} est une suite de fonctions continues sur [a , b] décroissant vers 0,
d’après le théorème de Dini (voir, par exemple, III.1.16 (vol. II)), elle
converge uniformément vers 0 sur [a, b]. Ceci, combiné avec (2), implique le
résultat cherché.

I.3.24. [W.A.J. Luxembourg, Amer. Math. Monthly, 78(1971), 970-979]. La dé-
monstration se mène comme dans le problème précédent, les intégrales

∫ b
a fdx

et
∫ b
a fn dx devant être remplacées respectivement par

∫ b
a f dx et

∫ b
a fn dx, ex-

cepté le fait que l’intégrale de Riemann inférieure n’est pas sous-additive
(comme observé dans la publication citée). L’inégalité

0 �
∫ b

a
fn(x) dx �

∫ b

a
hn(x) dx + ε

(
1 − 1

2n

)

doit donc être prouvée autrement. Pour cela, on remarque que pour chaque
i = 1, 2, . . . , n,

0 � gn = gi + (gn − gi) � gi + (max {gi, . . . , gn} − gi)

� gi +
n−1∑
i=1

(max {gi, . . . , gn} − gi).

D’où

0 � gn � hn +
n−1∑
i=1

(max {gi, . . . , gn} − gi).

De plus, en utilisant

max {gi, . . . , gn} � max {fi, . . . , fn} = fi

on obtient∫ b

a
fi(x) dx �

∫ b

a
(max {gi, . . . , gn} − gi(x)) dx +

∫ b

a
gi(x) dx
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et ∫ b

a
(max {gi, . . . , gn} − gi(x)) dx �

∫ b

a
fi(x)dx −

∫ b

a
gi(x) dx

� ε

2i
,

la dernière inégalité découlant de (1) dans la solution du problème précédent.
Il s’ensuit que ∫ b

a
gn(x) dx �

∫ b

a
hn(x) dx +

n∑
i=1

ε

2i
,

ce qui donne l’inégalité voulue.

I.3.25. [W.A.J. Luxembourg, Amer. Math. Monthly, 78(1971), 970-979]. On peut
supposer, sans perte de généralité, que 0 � fn(x) � M et lim

n→+∞ fn(x) = 0

pour x ∈ [a , b]. Si on pose pn(x) = sup
k�0

fn+k(x), on a alors 0 � fn(x) � pn(x),

d’où
0 = lim

n→+∞ fn(x) = lim
n→+∞ fn(x) = lim

n→+∞ pn(x),

ce qui prouve que la suite {pn} décroît vers 0 sur [a , b]. D’après le théorème
de convergence monotone pour l’intégrale de Riemann inférieure énoncé dans
le problème précédent,

0 � lim
n→+∞

∫ b

a
fn(x) dx � lim

n→+∞

∫ b

a
pn(x) dx = 0.

I.3.26. [W.A.J. Luxembourg, Amer. Math. Monthly, 78(1971), 970-979]. Les fonc-
tions fn et f étant positives, et, en posant (f − fn)+ = max {f − fn, 0},
on obtient f − fn � f et (f − fn)+ � f . Ceci prouve que la suite
{(f − fn)+} est uniformément bornée sur [a , b]. D’après le théorème d’Arzelà,
lim

n→+∞
∫ b
a (f(x) − fn(x))+ dx = 0. On remarque aussi que f = (f − fn) + fn �

(f − fn)+ + fn. Donc,
∫ b

a
f(x) dx � lim

n→+∞

(∫ b

a
(f(x) − fn(x))+ dx +

∫ b

a
fn(x) dx

)

= lim
n→+∞

∫ b

a
fn(x) dx,

la dernière égalité provenant de II.4.19 (vol. I).
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Solutions

I.4. Intégrales définies

I.4.1.

(a) On a ∫ 4

0

|x − 1|
|x − 2| + |x − 3| dx =

∫ 1

0

x − 1
2x − 5

dx +
∫ 2

1

x − 1
−2x + 5

dx

+
∫ 3

2
(x − 1) dx +

∫ 4

3

x − 1
2x − 5

dx

= 2 +
9
4

ln 3 − 3
4

ln 5.

(b) En utilisant le changement de variable t = π
2 − x, on voit que

∫ π/2

0
sinn x dx =

∫ π/2

0
cosn x dx.

On montre alors par récurrence que∫ π/2

0
sin2n x dx =

1 × 3 × · · · × (2n − 1)
2 × 4 × · · · × (2n)

× π

2
=

(2n − 1)!!
(2n)!!

× π

2
(1)

et ∫ π/2

0
sin2n+1 x dx =

2 × 4 × · · · × (2n)
1 × 3 × · · · × (2n + 1)

=
(2n)!!

(2n + 1)!!
. (2)

On vérifie facilement que chacune des deux égalités est vraie pour n = 1.
Pour n > 1, l’intégration par parties donne

In =
∫ π/2

0
sinn x dx = −

∫ π/2

0
sinn−1 x d cos x

=
∫ π/2

0
cos x d sinn−1 x = (n − 1)

∫ π/2

0
cos2 x sinn−2 x dx

= (n − 1)In−2 − (n − 1)In,

d’où,

In =
n − 1

n
In−2. (3)

Donc si
I2n =

(2n − 1)!!
(2n)!!

× π

2
,
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on obtient alors, avec (3),

I2n+2 =
2n + 1
2n + 2

× (2n − 1)!!
(2n)!!

× π

2
=

(2n + 1)!!
(2n + 2)!!

× π

2
.

Ceci complète la démonstration de (1). L’égalité (2) se démontre de la
même façon.

(c) On a ∫ e

1
e

|ln x| dx = −
∫ 1

1
e

lnx dx +
∫ e

1
ln x dx.

En utilisant une intégration par parties, on obtient∫ e

1
e

|ln x| dx = 2 − 2
e

.

(d) Le changement de variable t = π − x donne

I =
∫ π

0

x sin x

1 + cos2 x
dx =

∫ π

0

(π − x) sin x

1 + cos2 x
dx

=
∫ π

0

π sin x

1 + cos2 x
dx −

∫ π

0

x sin x

1 + cos2 x
dx.

Donc,

I =
1
2

∫ π

0

π sin x

1 + cos2 x
dx =

π2

4
.

(e) On a

I2n =
∫ π

4

0
tan2n x dx =

∫ π
4

0

(
1

cos2 x
− 1
)

tan2n−2 x dx

=
∫ π

4

0
tan2n−2 x d(tan x) − I2n−2 =

1
2n − 1

− I2n−2.

On obtient alors par récurrence

I2n = (−1)n
(

π

4
−
(

1 − 1
3

+
1
5
− · · · + (−1)n−1 1

2n − 1

))
.

(f) On a ∫ π
4

0

sin x

sin x + cos x
dx =

∫ π
4

0

sin
(

π
4 − x

)
sin
(

π
4 − x

)
+ cos

(
π
4 − x

) dx

=
∫ π

4

0

cos x − sin x

2 cos x
dx =

π

8
+

1
2

ln
√

2
2

.

104



Solutions

(g) On remarque que

I =
∫ π

2

0

sinn x

sinn x + cosn x
dx =

∫ π
2

0

cosn x

sinn x + cosn x
dx.

Il s’ensuit que

2I =
∫ π

2

0
dx =

π

2
.

I.4.2. En utilisant le changement de variable x = cos t et I.4.1(b), on obtient

∫ 1

0

(
1 − x2

)n
dx =

∫ π/2

0
sin2n+1 t dt =

(2n)!!
(2n + 1)!!

.

D’autre part,

∫ 1

0

(
1 − x2

)n
dx =

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k

∫ 1

0
x2k dx =

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k

1
2k + 1

.

I.4.3. On suppose, par exemple, que f(x+
0 ) = a. On a

f(x0) = F ′(x0) = lim
x→x0

F (x) − F (x0)
x − x0

.

On obtient d’autre part, en utilisant la règle de l’Hospital,

lim
x→x+

0

F (x) − F (x0)
x − x0

= lim
x→x+

0

F ′(x)
1

= lim
x→x+

0

f(x) = a.

I.4.4. On pose F (x) = x2 cos 1
x − 2

∫ x
0 t cos 1

t dt pour x �= 0 et F (0) = 0. On
a alors F ′(x) = f(x) pour x ∈ R. Donc F est une primitive de f dans le cas
où c = 0. Si c �= 0, alors une primitive G de f serait égale à F (x) + c1 pour
x > 0 et F (x) + c2 pour x < 0, c1 et c2 étant des constantes. De plus, puisque
G doit être continue en 0, c1 = c2 et G′(0) = 0. Ceci montre que f admet une
primitive si et seulement si c = 0.

I.4.5. On va prouver que

f(x) =

{
− π

kx3 sin π
x2 si x ∈ [x2k+1 , x2k−1],

0 si x = 0
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a les propriétés requises. En effet, f étant continue sur ]0 , 1], on a

F (x2k−1) − F (x2k) = −π

k

∫ x2k−1

x2k

1
x3

sin
π

x2
dx

=
1
2k

∫ (2k−1)π

2kπ
sin t dt =

1
k

.

De même,

F (x2k+1) − F (x2k) =
1
k

.

On pose maintenant

F (x) =

{∫ x
1 f(t) dt si x ∈ ]0 , 1],

0 si x = 0.

Un calcul montre que

F (x) =

{
− 1

2k

(
cos π

x2 + 1
)

si x ∈ [x2k+1 , x2k−1],
0 si x = 0.

On a alors F ′(x) = f(x) pour x ∈ ]0 , 1]. De plus, pour x ∈ [x2k+1 , x2k−1],

−
√

2k − 1
k

� F (x)
x

� 0,

ce qui implique

F ′(0) = lim
x→0+

F (x)
x

= f(0).

Ayant établi que f admet une primitive sur [0 , 1], on se tourne maintenant
vers la démonstration de la seconde partie de l’énoncé. Pour cela, on pose

G(x) =
∫ x

1
|f(t)| dt (x ∈ ]0 , 1])

et on obtient

G(x) = −2
(

1 + · · · + 1
k − 1

)
− 1

2k

(
cos

π

x2
+ 1
)

si x ∈ [x2k , x2k−1] (k > 1) et

G(x) = −2
(

1 + · · · + 1
k − 1

)
− 1

k
+

1
2k

(
cos

π

x2
− 1
)

si x ∈ [x2k+1 , x2k]. Puisque lim
x→0+

G(x) = −∞, il n’existe pas de fonction G

telle que G′(x) = |f(x)| sur l’intervalle fermé [0 , 1].
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I.4.6. Le changement de variable t = π − x donne

I =
∫ π

0
xf(sinx) dx =

∫ π

0
(π − t)f(sin t) dt = π

∫ π

0
f(sin t) dt − I.

Donc, ∫ π

0

x sin2n x

sin2n x + cos2n x
dx =

π

2

∫ π

0

sin2n x

sin2n x + cos2n x
dx

=
π

2

∫ π/2

0

sin2n x

sin2n x + cos2n x
dx

+
π

2

∫ π

π/2

sin2n x

sin2n x + cos2n x
dx

=
π

2

∫ π/2

0

sin2n x + cos2n x

sin2n x + cos2n x
dx =

π2

4
.

I.4.7.

(a) On a ∫ a

−a
f(x) dx =

∫ 0

−a
f(−x) dx +

∫ a

0
f(x) dx = 2

∫ a

0
f(x) dx.

(b) On a ∫ a

−a
f(x) dx =

∫ 0

−a
−f(−x) dx +

∫ a

0
f(x) dx = 0.

I.4.8. La fonction f étant périodique, on obtient∫ a+T

a
f(x) dx =

∫ 0

a
f(x) dx +

∫ T

0
f(x) dx +

∫ a+T

T
f(x − T ) dx

=
∫ 0

a
f(x) dx +

∫ T

0
f(x) dx −

∫ 0

a
f(x) dx.

I.4.9. On a∫ b

a
f(nx) dx =

1
n

∫ nb

na
f(x) dx

=
1
n

(∫ na+T

na
f(x) dx + · · · +

∫ nb

na+k(n)T
f(x) dx

)
,
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où k(n) =
[

n(b−a)
T

]
. D’après le résultat du problème précédent,∫ b

a
f(nx) dx =

1
n

k(n)
∫ T

0
f(x) dx +

1
n

∫ nb

na+k(n)T
f(x) dx.

Il est clair que lim
n→+∞

k(n)
n = b−a

T et∣∣∣∣∣ 1n
∫ nb

na+k(n)T
f(x) dx

∣∣∣∣∣ � T

n
sup

x∈[0,T ]
|f(x)| −−−−−→

n→+∞ 0.

I.4.10.

(a) On a

lim
n→+∞

1
n

∫ n

0
f(sinx) dx= lim

n→+∞

∫ 1

0
f (sin(nx)) dx=

1
2π

∫ 2π

0
f(sinx) dx,

la dernière égalité découlant de I.4.9.

(b) Comme en (a), on a

lim
n→+∞

1
n

∫ n

0
f(|sin x|) dx =

1
π

∫ π

0
f(sinx) dx.

(c) On remarque que∫ 1

0
xf (sin(2πnx)) dx =

1
4π2n2

∫ 2πn

0
xf(sin x) dx

et ∫ 2nπ

0
xf(sinx) dx =

∫ 2π

0
xf(sinx) dx + · · · +

∫ 2nπ

2(n−1)π
xf(sinx) dx.

Puisque∫ 2(k+1)π

2kπ
xf(sinx) dx = 2kπ

∫ 2π

0
f(sin x) dx +

∫ 2π

0
xf(sinx) dx,

on voit que∫ 2nπ

0
xf(sinx) dx

= 2π(1 + 2 + · · · + (n − 1))
∫ 2π

0
f(sinx) dx + n

∫ 2π

0
xf(sinx) dx,

d’où

lim
n→+∞

∫ 1

0
xf (sin(2πnx)) dx =

1
4π

∫ 2π

0
f(sin x) dx.
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I.4.11.

(a) On va prouver que

lim
n→+∞

∫ b

a
f(x) cos(nx) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
f(x) sin(nx) dx = 0.

La fonction f étant uniformément continue sur [a , b], pour ε > 0 donné,
il existe δ > 0 tel que |f(t) − f(s)| < ε si |t − s| < δ. En prenant une
partition a = x0 < x1 < · · · < xm = b de pas inférieur à δ, on obtient

∫ b

a
f(x) cos(nx) dx =

m∑
k=1

∫ xk

xk−1

f(x) cos(nx) dx

=
m∑

k=1

(
f(xk)

∫ xk

xk−1

cos(nx) dx +
∫ xk

xk−1

(f(x) − f(xk)) cos(nx) dx

)

et ∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) cos(nx) dx

∣∣∣∣ �
m∑

k=1

|f(xk)|
∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1

cos(nx) dx

∣∣∣∣∣+ ε(b − a)

� 2
n

Mm + ε(b − a),

où M = max {|f(x)| : x ∈ [a , b]}. Donc, lim
n→+∞

∫ b
a f(x) cos(nx) dx = 0.

La démonstration de l’autre égalité se conduit de façon semblable.

(b) D’après (a), on a

lim
n→+∞

∫ b

a
f(x) sin2(nx) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
f(x)

1 − cos(2nx)
2

dx

=
1
2

∫ b

a
f(x) dx.

I.4.12. On a∫ 1

0
f(nx) dx =

1
n

∫ n

0
f(x) dx =

1
n

n−1∑
k=0

∫ k+1

k
f(x) dx

=
1
n

n−1∑
k=0

∫ 1

0
f(x + k) dx

=
a0 + a1 + · · · + an−1

n
.
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Donc,

lim
n→+∞

∫ 1

0
f(nx) dx = a

(voir, par exemple, II.3.2 (vol. I)).

I.4.13. On a∫ 1

0

f(x)
f(x) + f(1 − x)

dx =
∫ 1/2

0

f(x)
f(x) + f(1 − x)

dx +
∫ 1

1/2

f(x)
f(x) + f(1 − x)

dx

=
∫ 1/2

0

f(x)
f(x) + f(1 − x)

dx +
∫ 1/2

0

f(1 − x)
f(x) + f(1 − x)

dx =
1
2

.

I.4.14. On a ∫ a

−a

f(x)
1 + ex

dx =
∫ 0

−a

f(x)
1 + ex

dx +
∫ a

0

f(x)
1 + ex

dx

=
∫ a

0

etf(t)
1 + et

dt +
∫ a

0

f(x)
1 + ex

dx

=
∫ a

0
f(x) dx.

I.4.15. S’il existe x0 ∈ [a , b] tel que f(x0) > 0, alors par continuité de f ,
f(x) > 0 sur un intervalle [α , β] ⊂ [a , b]. Donc

∫ b

a
f(x) dx �

∫ β

α
f(x) dx > 0,

contradiction.

I.4.16. Soit a � x0 < x0 + h � b. Par hypothèse et d’après la première
formule de la moyenne (voir I.1.26),

0 =
∫ x0+h

x0

f(x) dx = f(x0 + θh)h

où θ ∈ [0 , 1]. Donc f(x0 + θh) = 0. Puisque l’on peut choisir arbitrairement
h > 0, on voit que f(x0) = 0.

I.4.17. En prenant g = f , on obtient
∫ b
a (f(x))2 dx = 0 et, d’après le résultat

de I.4.15, f(x) ≡ 0.
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I.4.18. On observe d’abord que si f est Riemann-intégrable sur [a , b], alors

lim
n→+∞

∫ b

a+ 1
n

f(x) dx =
∫ b

a
f(x) dx.

En effet, ∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx −

∫ b

a+ 1
n

f(x) dx

∣∣∣∣∣ � M

n

où M = sup {|f(x)| : x ∈ [a , b]}. On pose, pour un entier n suffisamment
grand,

g(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

nf
(
a + 1

n

)
(x − a) si x ∈ [a , a + 1

n

]
,

f(x) si x ∈ [a + 1
n , b − 1

n

]
,

−nf
(
b − 1

n

)
(x − b) si x ∈ [b − 1

n , b
]
.

On a alors, par hypothèse,

0 =
∫ b

a
f(x)g(x) dx

=
∫ a+ 1

n

a
nf

(
a +

1
n

)
(x − a)f(x) dx +

∫ b− 1
n

a+ 1
n

(f(x))2 dx

−
∫ b

b− 1
n

nf

(
b − 1

n

)
(x − b)f(x) dx.

On note maintenant que∣∣∣∣∣
∫ a+ 1

n

a
nf

(
a +

1
n

)
(x − a)f(x) dx

∣∣∣∣∣ � M2 1
2n

,

ce qui montre que

lim
n→+∞

∫ a+ 1
n

a
nf

(
a +

1
n

)
(x − a)f(x) dx = 0.

En conclusion, on obtient

lim
n→+∞

∫ b− 1
n

a+ 1
n

(f(x))2 dx =
∫ b

a
(f(x))2 dx = 0,

ce qui, combiné avec le résultat de I.4.15, donne f(x) ≡ 0.
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I.4.19. On va utiliser le résultat de I.4.16.

(a) On remarque que, pour tout x,∫ x

−x
f(t) dt =

∫ x

0
(f(−t) + f(t)) dt = 0.

Ceci implique clairement que∫ y

x
(f(−t) + f(t)) dt = 0

pour tous x et y, ce qui, combiné avec le résultat de I.4.16, donne
f(−t) + f(t) = 0.

(b) La démonstration est semblable.

(c) On a ∫ x+T

x
f(t) dt =

∫ 0

x
f(t) dt +

∫ T

0
f(t) dt +

∫ x

0
f(t + T ) dt,

ce qui, combiné avec l’hypothèse, montre que∫ x

0
(f(t + T ) − f(t)) dt = 0 pour tout x ∈ R.

Comme en (a), on obtient donc f(t + T ) − f(t) = 0.

I.4.20.

(a) D’après la première formule de la moyenne (voir I.1.26), il existe
xn ∈ [n , n + 1] tels que

n4

∫ n+1

n

x dx

x5 + 1
=

n4xn

x5
n + 1

−−−−−→
n→+∞ 1.

(b) On a

n3

∫ 2n

n

dx

(x + 1)4
< n3

∫ 2n

n

x dx

x5 + 1
< n3

∫ 2n

n

dx

x4
.

Donc,

lim
n→+∞n3

∫ 2n

n

x dx

x5 + 1
=

7
24

.

(c) Puisque ln
(
x + x5

n

)
−−−−−→
n→+∞ ln x uniformément sur [1 , 2], on a, d’après

le résultat de I.3.9,

lim
n→+∞

∫ 2

1
ln
(

x +
x5

n

)
dx =

∫ 2

1
ln x dx = 2 ln 2 − 1.
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(d) On a ∫ 2π

π

x dx

Arctan(nx)
=

1
n2

∫ 2nπ

nπ

x dx

Arctan x
.

Puisque

lim
n→+∞

(
x

Arctan x
− x

π/2

)
=

4
π2

,

étant donné ε > 0, il existe x0 tel que
4
π2

+
2x
π

− ε <
x

Arctan x
<

4
π2

+
2x
π

+ ε

si x > x0. Donc, pour x suffisamment grand,

3π

(
1 +

4
π2 − ε

3n

)
<

1
n2

∫ 2nπ

nπ

x dx

Arctan x
< 3π

(
1 +

4
π2 + ε

3n

)
.

Il s’ensuit que

e
1
3

(
4

π2 −ε
)

� lim
n→+∞

(
1
3π

∫ 2π

π

x dx

Arctan(nx)

)n

� lim
n→+∞

(
1
3π

∫ 2π

π

x dx

Arctan(nx)

)n

� e
1
3

(
4

π2 +ε
)
.

En faisant tendre ε vers 0, on obtient

lim
n→+∞

(
1
3π

∫ 2π

π

x dx

Arctan(nx)

)n

= exp
(

4
3π2

)
.

I.4.21.

(a) On sait que sin t � 2
π t pour t ∈ [0 , π

2

]
. Donc,

0 �
∫ π/2

0
e−R sin t dt �

∫ π/2

0
e−

2
π

Rt dt =
π

2R
(
1 − e−R

)
,

d’où

lim
R→+∞

∫ π/2

0
e−R sin t dt = 0.

(b) On se donne ε > 0 suffisamment petit. La suite { n√x} est alors unifor-
mément convergente vers 1 sur [ε , π]. Donc, d’après le résultat de I.3.9,

lim
n→+∞

∫ π

ε

n√
x sin x dx =

∫ π

ε
sinx dx = 1 + cos ε.

De plus, ∫ ε

0

n√
x sinx dx < ε

n√
ε < ε
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pour 0 < ε < 1. On voit, en faisant tendre ε vers 0+, que

lim
n→+∞

∫ π

0

n√
x sin x dx = 2.

(c) On se donne ε > 0 suffisamment petit et on écrit∫ π/2

0

sinn x√
1 + x

dx =
∫ π/2−ε

0

sinn x√
1 + x

dx +
∫ π/2

π/2−ε

sinn x√
1 + x

dx.

Puisque {sinn x} converge vers 0 uniformément sur
[
0 , π

2 − ε
]
, on obtient

lim
n→+∞

∫ π/2−ε

0

sinn x√
1 + x

dx = 0.

De plus, pour n ∈ N∗,

0 <

∫ π/2

π/2−ε

sinn x√
1 + x

dx <
ε√

1 + π
2 − ε

.

Le passage à la limite lorsque ε tend vers 0 donne

lim
n→+∞

∫ π/2

0

sinn x√
1 + x

dx = 0.

I.4.22. Soit 0 < ε < 1. On a∫ 1

0
f (xn) dx =

∫ 1−ε

0
f (xn) dx +

∫ 1

1−ε
f (xn) dx

et, d’après la première formule de la moyenne (voir I.1.26),∫ 1−ε

0
f (xn) dx = f (ξn) (1 − ε) où 0 � ξ � 1 − ε.

Donc,

lim
n→+∞

∫ 1−ε

0
f (xn) dx = f(0)(1 − ε).

De plus, ∣∣∣∣
∫ 1

1−ε
f (xn) dx

∣∣∣∣ � Mε où M = sup {|f(x)| : x ∈ [0 , 1]} .

On en déduit que

lim
n→+∞

∫ 1

0
f (xn) dx = f(0).
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I.4.23. Les problèmes I.4.23–I.4.30 sont empruntés à [8].
Puisque

F (x) =
∫ x

a
f(t) dt −

∫ b

x
f(t) dt

est continue sur [a , b] et F (a) = −F (b), d’après la propriété des valeurs inter-
médiaires, il existe θ ∈ [a , b] tel que F (θ) = 0.

I.4.24. Posons
F (x) = e−x

∫ x

a
f(t) dt.

Par hypothèse, F (a) = F (b) = 0. D’après le théorème des accroissements finis,
il existe θ ∈ ]a , b[ tel que

F ′(θ) = e−θf(θ)− e−θ

∫ θ

a
f(t) dt = 0.

I.4.25. On considère
F (x) =

1
x

∫ x

a
f(t) dt.

Par hypothèse, F (a) = F (b) = 0. D’après le théorème des accroissements finis,
il existe θ ∈ ]a , b[ tel que

F ′(θ) = − 1
θ2

∫ θ

a
f(t) dt +

1
θ
f(θ) = 0.

I.4.26. Il suffit d’appliquer le théorème des accroissements finis généralisé
aux fonctions

F (x) =
∫ x

a
f(t) dt et G(x) =

∫ x

a
g(t) dt.

I.4.27. On pose

F (x) =
∫ x

a
f(t) dt

∫ b

x
g(t) dt.

Puisque F (a) = F (b) = 0, il existe θ ∈ ]a , b[ tel que F ′(θ) = 0.

I.4.28. On considère

F (x) = e−x

∫ x

a
f(t) dt

∫ b

x
g(t) dt

et on applique le théorème des accroissements finis.
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I.4.29. On pose

F (x) =
∫ x

0
f(t) dt +

∫ 1

1−x
f(t) dt

et on remarque que

F (0) = 0 et F (1) = 2
∫ 1

0
f(t) dt.

Puisque F est continue sur [0 , 1], il existe θ(n) tel que

1
n

∫ 1

0
f(x) dx =

∫ θ(n)

0
f(x) dx +

∫ 1

1−θ(n)
f(x) dx.

De plus, d’après le théorème des accroissements finis,

1
n

∫ 1

0
f(x) dx = θ(n)

(
f(ξ1(n)) + f(ξ2(n))

)
,

où 0 � ξ1(n) � θ(n) et 1 − θ(n) � ξ2(n) � 1. Finalement,

nθ(n) =

∫ 1
0 f(x) dx

f(ξ1(n)) + f(ξ2(n))
−−−−−→
n→+∞

∫ 1
0 f(x) dx

f(0) + f(1)
.

I.4.30. On a∫ 1

0
f(x) dx =

[
(x − 1)f(x)

]1
0
−
∫ 1

0
(x − 1)f ′(x) dx.

On a donc, d’après le théorème des accroissements finis,∫ 1

0
f(x) dx = f(0) − f ′(θ)

∫ 1

0
(x − 1) dx.

I.4.31. Comme dans la démonstration du problème précédent, on a∫ 1

0
f(x) dx = f(0) −

∫ 1

0
(x − 1)f ′(x) dx

= f(0) −
[
(x − 1)2

2
f ′(x)

]1
0

+
∫ 1

0

(x − 1)2

2
f ′′(x) dx,

ce qui, combiné avec le théorème des accroissements finis, donne le résultat
voulu.
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I.4.32. On pose

F (x) =
∫ x

0
f(t) dt,

on obtient F ′′(0) = f ′(0) �= 0 et, d’après la formule de Taylor avec reste sous
la forme de Peano (voir, par exemple, II.3.1 (vol. II)),

F (x) = F (0) + F ′(0)x +
1
2

F ′′(0)x2 + o
(
x2
)
.

De même,
f(θ)x = F ′(θ)x = x(F ′(0) + F ′′(0)θ + o(θ)).

Par hypothèse,

F ′(0)x +
1
2

F ′′(0)x2 + o
(
x2
)

= x(F ′(0) + F ′′(0)θ + o(θ)),

ce qui donne

lim
x→0+

θ(x)
x

=
1
2

.

I.4.33. Soit ε un réel donné tel que 0 < ε < b−a
2 . Puisque f est strictement

croissante, f(b−ε)
f(b−2ε) > 1. Il existe donc un entier strictement positif p0 tel que

(
f(b − ε)
f(b − 2ε)

)p

>
b − a

ε

pour p > p0 ou, de façon équivalente,

(f(b − ε))p >
b − a

ε
(f(b − 2ε))p .

Puisque ∫ b

a
(f(x))p dx >

∫ b

b−ε
(f(b − ε))p dx,

on voit que

1
b − a

∫ b

a
(f(x))p dx >

1
b − a

∫ b

b−ε
(f(b − ε))p dx

=
ε (f(b − ε))p

b − a
> (f(b − 2ε))p .

On en déduit que θ(p) doit vérifier θ(p) > b − 2ε pour p > p0, ce qui signifie
que lim

p→+∞ θ(p) = b.
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I.4.34. Clairement, ∫ b

a
P (x)f(x) dx = 0

pour tout polynôme P . D’après le théorème d’approximation de Weierstrass
(voir, par exemple, III.1.33 (vol. II)), il existe une suite de polynômes {Pn}
uniformément convergente sur [a, b] vers f . Donc, d’après le résultat de I.3.9,∫ b

a
f2(x) dx = lim

n→+∞

∫ b

a
Pn(x)f(x) dx = 0,

ce qui donne f(x) ≡ 0 sur [a , b].

I.4.35. Par hypothèse, ∫ b

a
P (x)f(x) dx = 0

pour tout polynôme P de degré inférieur ou égal à N . On suppose, contraire-
ment à la proposition, que a � x1 < x2 < · · · < xm � b, m � N , sont les zéros
de f . On choisit alors les points xi1 , . . . , xir où f change de signe. On peut,
sans perte de généralité, supposer que f(x) � 0 dans [a, xi1 ], f(x) � 0 dans
[xi1 , xi2 ], et ainsi de suite. On pose

P (x) =
r∏

k=1

(xik − x).

On a alors P (x)f(x) � 0 sur [a , b] et P (x)f(x) > 0 sur chacun des intervalles
]a , xi1 [, ]xi1 , xi2 [, . . ., ]xim , b[. On en déduit que∫ b

a
P (x)f(x) dx > 0,

bien que P soit un polynôme de degré inférieur ou égal à N . Contradiction.

I.4.36. Soit f ∈ C[−a,a].

(a) On remarque d’abord que, par hypothèse,∫ a

−a
(f(x) + f(−x))x2n dx =

∫ a

−a
f(x)x2n dx +

∫ a

−a
f(−x) (−x)2n dx

= 2
∫ a

−a
f(x)x2n dx = 0.

De plus,∫ a

−a
(f(x)+f(−x))x2n+1 dx =

∫ a

−a
f(x)x2n+1 dx−

∫ a

−a
f(−x)(−x)2n+1dx.
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On voit donc que∫ a

−a
(f(x) + f(−x))xn dx = 0 pour n ∈ N

et le résultat cherché découle de I.4.34.

(b) La démonstration se mène comme en (a).

I.4.37. La première formule de la moyenne (voir I.1.26) donne
∫ b

a
(f(x + h) − f(x)) dx =

∫ b+h

a+h
f(x) dx −

∫ b

a
f(x) dx

=
∫ a

a+h
f(x) dx +

∫ b+h

b
f(x) dx

= −hf(a + θh) + hf(b + θ′h),

où θ, θ′ ∈ [0 , 1]. La continuité de f donne alors

lim
h→0

1
h

∫ b

a
(f(x + h) − f(x)) dx = f(b) − f(a).

I.4.38. On a

g(x) =
∫ b+x

a+x
f(u) du.

Donc,
g′(x) = f(b + x) − f(a + x).

I.4.39. On obtient, en utilisant la règle de L’Hospital :

(a) lim
x→+∞

∫ x
1 ln

(
1 + 1√

t

)
dt

√
x

= lim
x→+∞

ln
(
1 + 1√

x

)
1

2
√

x

= 2.

(b) lim
x→0

∫ 1
x

cos t
t2

dt
1
x

= lim
x→0

cos x = 1.

(c) lim
x→0+

∫ x2

0 sin
√

t dt

x3
= lim

x→0+

2x sin x

3x2
=

2
3

.

(d) lim
x→+∞

(
1
xa

∫ x

0
ln

P (t)
Q(t)

dt

)
= lim

x→+∞
ln P (x) − ln Q(x)

axa−1
= 0.
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I.4.40. On obtient, en utilisant la règle de L’Hospital :

(a)

lim
x→+∞

(
1

ln x

∫ x

0

dt
5√1 + t5

)
= lim

x→+∞
x

5√1 + x5
= 1.

(b)

lim
x→0

(
1
x

∫ x

0
(1 + sin t)

1
t dt

)
= lim

x→0
(1 + sin x)

1
x = e,

car
lim
x→0

ln(1 + sin x)
x

= lim
x→0

cos x

1 + sin x
= 1.

(c)

lim
x→0+

(
1
x2

∫ x

0
t1+t dt

)
= lim

x→0+

xx

2
=

1
2

.

(d)

lim
x→+∞

1
x2

ln
∫ x

0
et2 dt = lim

x→+∞
ex2

2x
∫ x
0 et2 dt

= lim
x→+∞

2xex2

2
∫ x
0 et2 dt + 2xex2

= lim
x→+∞

ex2
+ 2x2ex2

2ex2 + 2x2ex2 = 1.

Donc, lim
x→+∞

(∫ x
0 et2 dt

)1/x2

= e.

I.4.41. Si A = |f(x0)| = max {|f(x)| : x ∈ [0 , 1]}, on a alors, pour p > 0,
(∫ 1

0
|f(x)|p dx

)1/p

�
(∫ 1

0
Ap

)1/p

= A.

D’autre part, par continuité de la fonction f , étant donné ε > 0, il existe un
intervalle [α , β] ⊂ [0 , 1] tel que |f(x)| � A− ε

2 pour x ∈ [α , β]. En conséquence,

(∫ 1

0
|f(x)|p dx

)1/p

�
(∫ β

α
|f(x)|p dx

)1/p

�
(∫ β

α

(
A − ε

2

)p
)1/p

=
(
A − ε

2

)
(β − α)1/p � A − ε

pour p suffisamment grand.
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I.4.42. Soit y0 ∈ [c , d] et ε > 0 choisis arbitrairement. Puisque f est unifor-
mément continue sur R, il existe δ > 0 tel que

|f(x1, y1) − f(x2, y2)| <
ε

b − a

si (x1, y1), (x2, y2) ∈ R et
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 < δ et pour |y − y0| < δ,

|I(y) − I(y0)| �
∫ b

a
|f(x, y) − f(x, y0)| < ε.

I.4.43. Par définition,

d

dy

∫ b

a
f(x, y) dx = lim

h→0

∫ b

a

f(x, y + h) − f(x, y)
h

dx.

La dérivée partielle ∂f
∂y étant continue sur R, elle y est aussi uniformément

continue. Donc, étant donné ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour x ∈ [a , b] et
|h| < δ, ∣∣∣∣∂f

∂y
(x, y + h) − ∂f

∂y
(x, y)

∣∣∣∣ < ε

b − a
.

D’où, par le théorème des accroissements finis,∣∣∣∣
∫ b

a

f(x, y + h) − f(x, y)
h

dx −
∫ b

a

∂f

∂y
(x, y) dx

∣∣∣∣
�
∫ b

a

∣∣∣∣∂f

∂y
(x, y + θh) − ∂f

∂y
(x, y)

∣∣∣∣ dx < ε,

ce qui prouve que

d

dy

∫ b

a
f(x, y) dx =

∫ b

a

∂f

∂y
(x, y) dx.

I.4.44. On obtient, en appliquant la règle de L’Hospital et le résultat du
problème précédent,

lim
p→0

ln
(∫ 1

0
(f(x))p dx

)1/p

= lim
p→0

ln
∫ 1
0 (f(x))p dx

p

= lim
p→0

∫ 1
0 (f(x))p ln (f(x)) dx∫ 1

0 (f(x))p dx

=
∫ 1

0
ln f(x) dx,

121



Chapitre I. L’intégrale de Riemann-Stieltjes

car
(f(x))p ln(f(x)) −−−→

p→0
ln f(x) et (f(x))p −−−→

p→0
1

uniformément sur [0 , 1].

I.4.45. On obtient, en utilisant le résultat de I.4.41,

lim
p→−∞

(∫ 1

0
(f(x))p dx

)1/p

= lim
p→∞

(∫ 1

0
(f(x))−p dx

)−1/p

= lim
p→∞

1(∫ 1
0

dx
(f(x))p

)1/p

=
1

max
{

1
f(x) : x ∈ [0 , 1]

}

= min {f(x) : x ∈ [0 , 1]} .

I.4.46. On va utiliser l’inégalité suivante (voir, par exemple, II.5.30
(vol. II)) :

N∑
k=0

xk

k!
> ex − x

N
ex +

x

N
pour x > 0.

Si on pose

F (x) =
∫ x

0
e−t

(
1 +

t

1!
+

t2

2!
+ · · · + t2N

(2N)!

)
dt,

on obtient alors, avec l’inégalité précédente,

F (2N) =
∫ 2N

0
e−t

(
1 +

t

1!
+

t2

2!
+ · · · + t2N

(2N)!

)
dt

>

∫ 2N

0

(
1 − t

2N
+ e−t t

2N

)
dt > N.
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D’autre part,

F (N) =
∫ N

0
e−t

(
1 +

t

1!
+

t2

2!
+ · · · + t2N

(2N)!

)
dt <

∫ N

0
1 dt = N.

La fonction F étant continue, le résultat cherché découle de la propriété des
valeurs intermédiaires.

I.4.47. On pose

P (x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a0.

Par hypothèse, ∫ 1

0
(P (x))2 dx = a0

∫ 1

0
P (x) dx.

D’autre part,

∫ 1

0
xkP (x) dx =

an

n + k + 1
+

an−1

n + k
+ · · · + a0

k + 1
(k ∈ N)

et, par hypothèse,

an

n + k + 1
+

an−1

n + k
+ · · · + a0

k + 1
= 0 pour k = 1, . . . , n.

On observe maintenant que

an

n + k + 1
+

an−1

n + k
+ · · · + a0

k + 1
=

Q(k)
(k + 1) . . . (n + k + 1)

, (1)

où Q est un polynôme de degré au plus n. Puisque que Q(k) = 0 pour
k = 1, 2, . . . , n, il existe une constante C telle que

Q(k) = C(k − 1)(k − 2) . . . (k − n).

En prenant k = 0 dans (1), on voit que

∫ 1

0
P (x) dx =

an

n + 1
+

an−1

n
+ · · · + a0

1
= (−1)n

C

n + 1
.
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En multipliant maintenant (1) par k + 1, puis en prenant k = −1, on obtient
a0 = (−1)n(n + 1)C. Donc,

a0 = (n + 1)2
∫ 1

0
P (x) dx,

ce qui implique le résultat cherché.

I.4.48. Si I(y) =
∫ b
a f(x, y) dx, d’après I.4.42, I(y) est alors continue sur

[c , d]. L’intégrale dans le premier membre de l’égalité à prouver existe donc.
De plus, si

g(z) =
∫ z

c
I(y) dy et h(z) =

∫ b

a

(∫ z

c
f(x, y) dy

)
dx,

alors g′(z) = I(z) pour z ∈ [c , d] et, d’après I.4.42, la fonction

F (x, z) =
∫ z

c
f(x, y) dy

est continue par rapport à x. Il est clair que ∂F
∂z (x, z) = f(x, z) est continue

sur R. Donc, d’après I.4.43, h′(z) = I(z), d’où h′(z) = g′(z) = f(z) pour
z ∈ [c , d] et h(z) = g(z) + C. Puisque h(c) = g(c) = 0, on voit que C = 0, ce
qui conclut la démonstration.

I.4.49. Puisque lim
x→0+

xb−xa

lnx = 0 et lim
x→1−

xb−xa

ln x = b − a, l’intégrale est bien

définie. D’après I.4.48, on a

∫ 1

0

xb − xa

ln x
dx =

∫ 1

0

(∫ b

a
xy dy

)
dx =

∫ b

a

(∫ 1

0
xy dx

)
dy

=
∫ b

a

[
xy+1

y + 1

]x=1

x=0

dy = ln
1 + b

1 + a
.
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I.5. Intégrales impropres

I.5.1.

(a) On a ∫ 2π

0

dx

sin4 x + cos4 x
= 8
∫ π/4

0

dx

sin4 x + cos4 x

= 8
∫ π/4

0

dx

cos2(2x) + 1
2 sin2(2x)

= 8
∫ π/4

0

1
cos2(2x)

(
dx

1 + 1
2 tan2(2x)

)

= 4
∫ π/4

0

dx

1 + 1
2 tan2(2x)

d(tan(2x))

= 4
∫ +∞

0

dt

1 + 1
2 t2

= 2π
√

2.

(b) On a∫ π/2

0
ln(sin x) dx =

∫ π/2

0
ln
(
cos
(π

2
− x
))

dx =
∫ π/2

0
ln(cos x) dx.

Donc, ∫ π/2

0
ln(sin x) dx =

1
2

∫ π/2

0
ln

sin 2x
2

dx =
1
4

∫ π

0
ln

sinx

2
dx

=
1
2

∫ π/2

0
(ln(sin x) − ln 2) dx.

En conséquence, ∫ π/2

0
ln(sin x) dx = −π

2
ln 2.

(c) On montre par récurrence que∫ 1

0
xn (1 − x)α dx =

n!
(α + 1)(α + 2) . . . (α + n + 1)

.

Pour n = 0 et α > −1, on a∫ 1

0
(1 − x)α dx =

1
α + 1

=
0!

α + 1
.

125



Chapitre I. L’intégrale de Riemann-Stieltjes

On suppose que l’égalité est vérifiée au rang n et on intègre par parties
pour obtenir∫ 1

0
xn+1 (1 − x)α dx =

∫ 1

0
xn+1

(−(1 − x)α+1

α + 1

)′
dx

=
n + 1
α + 1

∫ 1

0
xn (1 − x)α+1 dx

=
(n + 1)!

(α + 1)(α + 2) . . . (α + n + 1)(α + n + 2)
.

(d) Une intégration par parties donne

In =
∫ 1

0
(− ln x)n dx = n

∫ 1

0
(− ln x)n−1 dx = nIn−1.

Puisque que I1 = 1, on en déduit que In = n!.

(e) Le changement de variable t = 1 − x
n donne∫ n

0

1 − (1 − x
n

)n
x

dx =
∫ 1

0

1 − tn

1 − t
dt

=
∫ 1

0

(
1 + t + t2 + · · · + tn−1

)
dt

= 1 +
1
2

+
1
3

+ · · · + 1
n

.

(f) On obtient, en intégrant n fois par parties,∫ 1

0
xn lnn x dx = − n

n + 1

∫ 1

0
xn lnn−1 x dx

=
n(n − 1)
(n + 1)2

∫ 1

0
xn lnn−2 x dx

= · · · = (−1)n
n!

(n + 1)n+1
.

(g) Si n = 1, alors
∫ +∞
0

dx
(1+x2)n = π

2 . Si n > 1, le changement de variable
x = tan t donne∫ +∞

0

dx

(1 + x2)n =
∫ π/2

0
cos2n t cos−2 t dt =

∫ π/2

0
cos2n−2 t dt

=
1 × 3 × . . . × (2n − 3)
2 × 4 × . . . × (2n − 2)

× π

2
,

la dernière égalité provenant de I.4.1(b).
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(h) Le changement de variable t = x −√
x2 − 1 donne∫ +∞

1

dx

x2
√

x2 − 1
=
∫ 1

0

4t
(1 + t2)2

dt = 1.

(i) On remarque d’abord que
∫ +∞

0

ln x

x2 + a2
dx =

∫ 1

0

ln x

x2 + a2
dx +

∫ +∞

1

ln x

x2 + a2
dx

et chacune des intégrales du second membre converge. De plus,∫ +∞

0

ln x

x2 + a2
dx =

∫ a

0

ln x

x2 + a2
dx +

∫ +∞

a

ln x

x2 + a2
dx

=
∫ a

0

ln x

x2 + a2
dx +

∫ 0

a

ln
(
a2/t

)
(a2/t)2 + a2

(
−a2

t2

)
dt

=
∫ a

0

ln x

x2 + a2
dx +

∫ a

0

2 ln a − ln t

t2 + a2
dt

=
∫ a

0

2 ln a

t2 + a2
dt =

π ln a

2a
.

(j) On a∫ +∞

0

ln x

(x2 + a2)2
dx =

1
a3

∫ +∞

0

ln a + ln t

(1 + t2)2
dt

=
1
a3

∫ +∞

0

ln a

(1 + t2)2
dt +

1
a3

∫ +∞

0

ln t

(1 + t2)2
dt

=
π ln a

4a3
+

1
a3

∫ +∞

0

ln t

(1 + t2)2
dt,

la dernière égalité venant de (g). Le changement de variable t = tan x
donne alors ∫ +∞

0

ln t

(1 + t2)2
dt =

∫ π
2

0
cos2 x ln(tan x) dx

=
∫ π

2

0

1 + cos 2x
2

ln(tan x) dx

=
1
2

∫ π
2

0
cos 2x ln(tan x) dx,
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car
∫ π

2
0 ln(tan x) dx = 0 (voir la solution de (b)). Finalement, une inté-

gration par parties donne∫ π
2

0
cos 2x ln(tan x) dx = 0 −

∫ π
2

0

sin 2x
2

× 1
tan x

× 1
cos2 x

dx = −π

2
.

(k) On voit, en utilisant le changement de variable t = π − x, que

I =
∫ π

0
ln(1 + cos x) dx =

∫ π

0
ln(1 − cos t) dt.

On a donc, par symétrie de sin x et d’après (b),

2I =
∫ π

0
ln
(
1 + cos2 x

)
dx = 2

∫ π

0
ln(sin x) dx

= 4
∫ π/2

0
ln(sin x) dx = −2π ln 2.

(l) Le changement de variable x = tan t et (b) donnent∫ +∞

0
ln
(

x +
1
x

)
dx

1 + x2
=
∫ π/2

0
ln
(

1
sin t cos t

)
dt = π ln 2.

I.5.2. On observe que

fα(x) = −
(α

x
−
[α
x

])
+ α

(
1
x
−
[

1
x

])
.

Puisque ∫ α/j

α/(j+1)

(α

x
−
[α
x

])
dx = α

∫ 1/j

1/(j+1)

(
1
x
−
[

1
x

])
dx

pour j ∈ N∗, on a∫ 1

0
fα(x) = −

∫ α

0

(α

x
−
[α
x

])
dx −

∫ 1

α

(α

x
−
[α
x

])
dx + α

∫ 1

0

(
1
x
−
[

1
x

])
dx

= −
∫ 1

α

(α

x
−
[α
x

])
dx = α ln α.

I.5.3. On suppose, par exemple, que f est croissante sur ]0 , 1[. On a alors∫ 1− 1
n

0
f(x) dx �

f
(

1
n

)
+ f

(
2
n

)
+ · · · + f

(
n−1

n

)
n

�
∫ 1

1
n

f(x) dx,

ce qui implique le résultat cherché.
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I.5.4. On peut supposer, sans perte de généralité, que f est décroissante et
lim

x→1−
f(x) est finie. On a alors

∫ 1

1
n

f(x) dx �
f
(

1
n

)
+ f

(
2
n

)
+ · · · + f

(
n−1

n

)
n

.

Donc, lim
ε→0+

∫ 1
ε f(x) dx existe et est finie.

I.5.5. On considère

f(x) =
1
x
− 1

1 − x
.

La fonction f est décroissante sur ]0 , 1[, on a

lim
n→+∞

f
(

1
n

)
+ f

(
2
n

)
+ · · · + f

(
n−1

n

)
n

= 0,

mais l’intégrale impropre
∫ 1
0 f(x) dx n’existe pas.

I.5.6.

(a) On voit, en prenant f(x) = ln x, que

lim
n→+∞

ln 1
n + ln 2

n + · · · + ln n−1
n

n
= −1.

Donc,

lim
n→+∞

n√
n!

n
=

1
e

.

(b) On obtient, en prenant f(x) = ln sin(πx
2 ) pour x ∈ ]0 , 1] et en utilisant

I.5.1(b),

lim
n→+∞

n

√
sin

π

2n
sin

2π
2n

. . . sin
(n − 1)π

2n
=

1
2

.

(c) On pose

an =
1
n

n∑
k=1

(ln k)2 −
(

1
n

n∑
k=1

ln k

)2

.
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On a alors

an =
1
n

n∑
k=1

(
ln

k

n
+ ln n

)2

−
(

1
n

n∑
k=1

(
ln

k

n
+ ln n

))2

=
1
n

n−1∑
k=1

(
ln

k

n

)2

−
(

1
n

n−1∑
k=1

ln
k

n

)2

.

Donc, d’après I.5.3 et I.5.1(d),

lim
n→+∞ an =

∫ 1

0
(ln x)2 dx −

(∫ 1

0
ln x dx

)2

= 2 − 1 = 1.

I.5.7. On remarque d’abord que le théorème de Cauchy (voir, par
exemple, I.1.37 (vol. II)) implique le critère suivant pour la convergence
des intégrales impropres : pour g : ]a , b] −→ R, l’intégrale impropre

∫ b
a g(x) dx

converge si et seulement si, étant donné ε > 0, il existe δ > 0 tel que∣∣∣∫ a2

a1
g(x) dx

∣∣∣ < ε pour tous a1 et a2 tels que a < a1 < a + δ et a < a2 < a + δ.
Il s’ensuit, par hypothèse, que

lim
x→0+

∫ 2x

x
tαf(t) dt = 0.

Clairement, on peut supposer qu’il existe x0 > 0 tel que f est soit strictement
positive, soit strictement négative sur ]0 , x0[. Si f est strictement positive sur
]0 , x0[ et décroissante, alors∫ 2x

x
tαf(t) dt >

{
f(2x)xαx si α � 0,
f(2x)(2x)αx si α < 0.

De même, si f est strictement positive sur ]0 , x0[ et croissante, alors∫ 2x

x
tαf(t) dt >

{
f(x)xαx si α � 0,
f(x)(2x)αx si α < 0.

Les inégalités précédentes impliquent lim
x→0+

f(x)xα+1 = 0. Un raisonnement

analogue s’applique au cas où f est strictement négative sur ]0 , x0[.

I.5.8.

(a) On a ∫ +∞

2

dx

x ln x
= lim

x→+∞ ln ln x − ln ln 2 = +∞.
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(b) Puisque
sin2 x

1 + x2
� 1

1 + x2
,

l’intégrale converge.

(c) Le changement de variable − ln x = t donne∫ 1

0
(− ln x)a dx =

∫ +∞

0
tae−t dt =

∫ 1

0
tae−t dt +

∫ +∞

1
tae−t dt.

Puisque

lim
t→+∞

tae−t

t−2
= 0,

la dernière intégrale converge pour tout réel a. De plus, puisque

lim
t→0+

tae−t

ta
= 1,

l’intégrale
∫ 1
0 tae−t dt converge si et seulement si l’intégrale

∫ 1
0 ta dt

converge, autrement dit, si et seulement si a > −1.

(d) Comme en (c), ∫ 1

0

dx

xa(− ln x)b
=
∫ +∞

0
t−be−(1−a)t dt.

On vérifie facilement que cette dernière intégrale diverge vers +∞ pour
tout b si a � 1. Puisque, pour a < 1,∫ +∞

0
t−be−(1−a)t dt = (1 − a)b−1

∫ +∞

0
t−be−t dt,

on déduit de la solution de (c) que notre intégrale converge si et seule-
ment si a < 1 et b < 1.

(e) La divergence de l’intégrale se déduit de l’inégalité∫ +∞

0

x

1 + x2 sin2 x
dx �

∫ +∞

0

x

1 + x2
dx.

I.5.9. Puisque f(t) + 1
f(t) � 2, on voit que∫ x

a
f(t)g(t) dt +

∫ x

a

g(t)
f(t)

dt � 2
∫ x

a
g(t) dt.

On obtient le résultat voulu en faisant tendre x vers +∞.
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I.5.10. L’énoncé découle immédiatement de la définition de l’intégrale im-
propre et du théorème de Cauchy donné, par exemple, en I.1.37 (vol. II).

I.5.11. Supposons que l’intégrale
∫ +∞
a f(x) dx converge et que {an}, an > a,

est une suite croissante divergente vers +∞. On a alors∫ +∞

a
f(x) dx = lim

n→+∞

∫ an

a
f(x) dx = lim

n→+∞

n∑
k=1

∫ ak

ak−1

f(x) dx

=
+∞∑
n=1

∫ an

an−1

f(x) dx.

D’autre part, si la série précédente converge pour toute suite croissante {an}
divergente vers +∞, alors la limite lim

x→+∞
∫ x
a f(t) dt existe et est égale à la

somme de la série.
Si f est positive, la fonction F (x) =

∫ x
a f(t) dt est alors croissante. De plus,

s’il existe une suite croissante {an}, an > a, divergente vers +∞ pour laquelle
la série (1) converge, alors F est majorée par la somme de cette série. Donc la
limite lim

x→+∞F (x) existe.

I.5.12. D’après le résultat du problème précédent, l’intégrale converge si et
seulement si

+∞∑
n=0

∫ (n+1)π

nπ

dx

1 + xa sin2 x
=

+∞∑
n=0

∫ π

0

dx

1 + (x + nπ)a sin2 x
< +∞.

On remarque alors que∫ π

0

dx

1 + ((n + 1)π)a sin2 x
�
∫ π

0

dx

1 + (x + nπ)a sin2 x

�
∫ π

0

dx

1 + (nπ)a sin2 x
.

De plus, on a ∫ π

0

dx

1 + b2 sin2 x
= 2
∫ π/2

0

dx

1 + b2 sin2 x
.

On voit alors, en faisant le changement de variable y = tan x, que∫ π/2

0

dx

1 + b2 sin2 x
=
∫ +∞

0

dy

1 + (b2 + 1)y2
=

π

2
√

b2 + 1
.

On en déduit alors que l’intégrale converge pour a > 2 et diverge pour
0 < a � 2.
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I.5.13. Non. Prenez f(x) = e−x + g(x), x ∈ R+, où

g(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 si x ∈ [0 , 7
4

]
,

1 si x = 2, 3, . . .
n2(x − n) + 1 si x ∈ [n − n−2 , n

]
, n = 2, 3, . . .

−n2(x − n) + 1 si x ∈ [n , n + n−2
]
, n = 2, 3, . . .

0 sinon.

I.5.14. Oui, elle l’implique. En effet, si on n’a pas lim
x→+∞ f(x) = 0, il existe

alors ε > 0 et une suite {xn} tendant vers +∞ telle que xn+1 − xn > 2ε et
telle que f(xn) � ε. D’après le théorème des accroissements finis,

f(x) = f(xn) + f ′(ξn)(x − xn), xn < ξn < x < xn +
ε

4
.

En conséquence,

f(x) > ε − 2
ε

4
=

ε

2
pour x ∈

[
xn , xx +

ε

4

]
et ∫ +∞

a
f(x) dx �

+∞∑
n=1

∫ xn+1

xn

f(x) dx >

+∞∑
n=1

∫ xn+ε/4

xn

f(x) dx

�
+∞∑
n=1

ε2

8
= +∞.

Contradiction.

I.5.15. On suppose, contrairement à l’énoncé, que l’on n’a pas
lim

x→+∞ f(x) = 0. Il existe alors un réel ε > 0 et une suite croissante

{xn} tendant vers +∞ telle que soit f(xn) � ε pour tout n, soit f(xn) � −ε
pour tout n. Supposons, par exemple, que f(xn) � ε pour tout n. Par
continuité uniforme de f , il existe δ > 0 tel que |f(t) − f(s)| < ε

2 si |t − s| < δ.
Donc, pour t ∈ [xn − δ , xn + δ], on obtient f(t) > ε

2 , d’où∫ xn+δ

xn−δ
f(x) dx > εδ. (1)

D’autre part, puisque l’intégrale impropre
∫ +∞
a f(x) dx converge, d’après le

théorème de Cauchy (voir I.5.10), il existe a0 > a tel que pour a2 > a1 > a0,∣∣∣∣
∫ a2

a1

f(x) dx

∣∣∣∣ < εδ,

ce qui contredit (1).
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De plus, on peut remarquer que si f est continue sur [a ,+∞[ et
lim

x→+∞ f(x) = 0, f est alors uniformément continue sur [a ,+∞[ (voir, par

exemple, I.5.7(b) (vol. II)).
On notera aussi que le résultat de I.5.14 est un cas particulier de ce pro-

blème.

I.5.16. Soit {xn} une suite croissante tendant vers +∞. Étant donné ε > 0,
il existe alors n0 tel que ∫ +∞

xn0

f(x) dx < ε.

Donc, par monotonie de f , pour n > n0,

(xn − xn0)f(xn) �
∫ xn

xn0

f(x) dx �
∫ +∞

xn0

f(x) dx < ε

et
0 � xnf(xn) � xn

xn − xn0

ε.

En faisant tendre n vers +∞, on obtient 0 � lim
n→+∞xnf(xn) � ε. Puisque l’on

peut choisir ε arbitrairement, on voit que lim
n→+∞xnf(xn) = 0.

Pour voir que la réciproque est fausse, considérez, par exemple, f(x) = 1
x ln x

(x � 2).

I.5.17.

(a) On suppose, contrairement à l’énoncé, que
∫ +∞
1

dx
x ln f(x) < +∞. On voit,

en utilisant le changement de variable x = et, que
∫ +∞
0

dt
ln f(et) < +∞.

Le résultat du problème précédent implique lim
x→+∞

x
ln f(ex) = 0. Donc,

pour x suffisamment grand, x
ln f(ex) < 1

2 , et ex

f(ex) < e−x. En conséquence,∫ +∞
1

dx
f(x) converge. Contradiction.

(b) On pose
an = eeen

(n ∈ N).

On définit f en posant f(x) = an pour an−1 � x < an, n ∈ N∗. D’après
I.5.11, on a ∫ +∞

ee

dx

f(x)
=

+∞∑
n=1

an − an−1

an
= +∞
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car lim
n→+∞

an−1

an
= 0. D’autre part,

∫ +∞

ee

dx

x ln f(x) ln(ln f(x))
=

+∞∑
n=1

∫ an

an−1

dx

xeen
en

=
+∞∑
n=1

een − een−1

eenen
<

+∞∑
n=1

1
en

.

I.5.18. Soit F (x) =
∫ x
0 f(t) dt. On a F ′x) = f(x) et, par hypothèse,

lim
x→+∞(F ′(x) + F (x)) = l, l ∈ R.

On déduit de II.2.32 (vol. II) que lim
x→+∞F (x) = l, d’où

lim
x→+∞ f(x) = lim

x→+∞F ′(x) = 0.

I.5.19. Posons F (x) =
∫ x
0 f(t) dt. Par hypothèse, F est croissante et une

intégration par parties donne

1
n

∫ n

0
xf(x) dx =

1
n

∫ n

0
x dF (x) = F (n) − 1

n

∫ n

0
F (x) dx.

On sait que lim
n→+∞F (n) =

∫ +∞
0 f(x) dx < +∞. On montre alors que

lim
n→+∞

1
n

∫ n
0 F (x) dx = lim

n→+∞F (n). Par monotonie de F , on a

F (0) + · · · + F (n − 1)
n

� 1
n

∫ n

0
F (x) dx � F (1) + · · · + F (n)

n

et notre proposition se déduit de II.3.2 (vol. I).

I.5.20. Puisque f est uniformément continue sur [a ,+∞[, il existe δ > 0
tel que |f(s) − f(t)| < 1 si |t − s| < δ. Supposons que f ne soit pas bornée.
Il existe alors une suite {an} telle que an+1 > an + δ et |f(an)| � n. Par
hypothèse, ∣∣∣∣

∫ an

a
f(t) dt

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣
∫ an

an− δ
2

f(t) dt

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣
∫ an− δ

2

a
f(t) dt

∣∣∣∣∣
�
∣∣∣∣∣
∫ an

an− δ
2

f(t) dt

∣∣∣∣∣− M.
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De plus, on a |f(t) − f(an)| < 1 pour t ∈ [an − δ
2 , an

]
. Donc,∣∣∣∣∣

∫ an

an− δ
2

f(t) dt

∣∣∣∣∣ � (|f(an)| − 1)
δ

2
� (n − 1)

δ

2

et ∣∣∣∣
∫ an

a
f(t) dt

∣∣∣∣ � (n − 1)
δ

2
− M.

Contradiction.

I.5.21. Une intégration par parties donne∫ x

a
f(t)f ′′(t) dt = f(x)f ′(x) − f(a)f ′(a) −

∫ x

a

(
f ′(t)

)2
dt. (1)

D’après l’inégalité (f(x))2 + (f ′′(x))2 � 2 |f(x)f ′′(x)| et les hypothèses,
l’intégrale

∫ +∞
a f(t)f ′′(t) dt converge. Clairement, lorsque x tend vers +∞,∫ x

a (f ′(t))2 dt soit converge, soit diverge vers +∞. Dans le second cas,
d’après (1), lim

x→+∞ f(x)f ′(x) = +∞ et, puisque

f2(x) − f2(a) =
1
2

∫ x

a
f(t)f ′(t) dt,

on voit que lim
x→+∞ f2(x) = +∞, ce qui contredit la convergence de∫ +∞

a f2(x)dx. On a donc prouvé la convergence de
∫ +∞
a (f ′(x))2 dx.

I.5.22. On déduit du théorème de Cauchy (voir I.5.10) que l’intégrale im-
propre

∫ +∞
a f(x)g(x) dx converge si et seulement si, étant donné ε > 0, il existe

a0 > a tel que pour a2 > a1 > a0,∣∣∣∣
∫ a2

a1

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣ < ε.

D’après la seconde formule de la moyenne (voir I.3.16),∫ a2

a1

f(x)g(x) dx = g(a1)
∫ c

a1

f(x) dx + g(a2)
∫ a2

c
f(x) dx

pour un certain c ∈ [a1 , a2]. Puisque g est bornée, il existe C > 0 tel que
|g(x)| � C pour x ∈ [a ,+∞[. D’après (1), l’intégrale impropre

∫ +∞
a f(x) dx

existe et le théorème de Cauchy implique qu’il existe a0 > a tel que∣∣∣∣
∫ c

a1

f(x) dx

∣∣∣∣ < ε

2C
et

∣∣∣∣
∫ a2

c
f(x) dx

∣∣∣∣ < ε

2C
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pour a1 > a0. Donc,∣∣∣∣
∫ a2

a1

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣ � |g(a1)|
∣∣∣∣
∫ c

a1

f(x) dx

∣∣∣∣+ |g(a2)|
∣∣∣∣
∫ a2

c
f(x) dx

∣∣∣∣
< C

ε

2C
+ C

ε

2C
= ε.

I.5.23. Comme dans la démonstration du test d’Abel, on montre que, étant
donné ε > 0, il existe a0 > a tel que∣∣∣∣

∫ a2

a1

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣ < ε

pour a2 > a1 > a0. Puisque lim
x→+∞ g(x) = 0, il existe a0 > a tel que |g(x)| < ε

4C

pour x > a0. D’après la seconde formule de la moyenne et d’après (1),∣∣∣∣
∫ a2

a1

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣ � |g(a1)|
∣∣∣∣
∫ c

a1

f(x) dx

∣∣∣∣+ |g(a2)|
∣∣∣∣
∫ a2

c
f(x) dx

∣∣∣∣
< 2C

ε

4C
+ 2C

ε

4C
= ε.

I.5.24.

(a) Puisque ∣∣∣∣
∫ b

1
sinx dx

∣∣∣∣ � 2 pour tout b > 1

et puisque la fonction x 
→ 1
xα tend de façon monotone vers 0 lorsque

x tend vers +∞, la convergence de
∫ +∞
1

sin x
xα dx découle du test de

Dirichlet.

(b) Si l’intégrale impropre
∫ +∞
1

|sinx|
x dx convergeait, alors

∫ +∞
1

sin2 x
x dx

convergerait aussi (car sin2 x � |sin x|). Ceci donnerait

1
2

∫ +∞

1

1 − cos 2x
x

dx < +∞. (1)

Comme en (a), on peut prouver que
∫ +∞
1

cos 2x
x dx converge. Ceci, com-

biné avec (1), impliquerait la convergence de
∫ +∞
1

1
x dx. Contradiction.

(c) Le changement de variable x =
√

t donne∫ +∞

1
sin
(
x2
)
dx =

∫ +∞

1

sin t

2
√

t
dt.

Donc, comme en (a), l’intégrale converge.
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(d) On applique le test de Dirichlet avec g(x) = 1
xα et f(x) = esin x sin 2x car∣∣∣∣

∫ b

1
esin x sin 2x dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣[2esin x(sin x − 1)

]b
1

∣∣∣∣ � 8e

pour tout b > 1.

(e) On pose

g(x) =
lnα x

x
et f(x) = sin x.

On a alors

g′(x) =
lnα−1 x

x2
(α − lnx) < 0

pour x suffisamment grand. Donc g décroît vers 0 et le test de conver-
gence de Dirichlet s’applique.

I.5.25. Si
∫ a+T
a f(x) dx = 0, alors de même

∫ a+kT
a f(x) dx = 0 pour k ∈ N∗.

Pour b > a, on pose k =
[

b−a
T

]
. D’après le résultat de I.4.8, on a∣∣∣∣

∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ b

a+kT
f(x) dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ b−kT

a
f(x)dx

∣∣∣∣
�
∫ b−kT

a
|f(x)| dx �

∫ a+T

a
|f(x)| dx = C.

Le premier énoncé est alors une conséquence immédiate du test de Dirichlet
(voir I.5.23).

Pour démontrer le second énoncé, on pose
∫ a+T
a f(x) dx = I �= 0 et on

considère l’intégrale ∫ +∞

a

(
f(x) − I

T

)
g(x) dx.

Ce que l’on a déjà prouvé implique que cette intégrale converge. En consé-
quence,

∫ +∞
a f(x)g(x) dx converge si et seulement si l’intégrale

∫ +∞
a g(x) dx

converge.

I.5.26.

(a) Puisque∫ 2π

0
sin(sin x)ecos xdx=

∫ π

0
sin(sinx)ecos xdx+

∫ 2π

π
sin(sinx)ecos xdx=0,

l’intégrale considérée converge.
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(b) On a

∫ 2π

0
sin(sin x)esin x dx =

∫ π

0
sin(sinx)esin x dx +

∫ 2π

π
sin(sin x)esin x dx

=
∫ π

0

(
esin x − e− sinx

)
sin(sin x) dx > 0.

Donc l’intégrale diverge.

I.5.27. On observe d’abord que lim
x→0+

sinx
xα+sin x existe et est finie pour tout α

strictement positif. On peut donc se limiter à étudier la convergence de
∫ +∞

2

sin x

xα + sin x
dx.

On a
sin x

xα + sin x
=

sin x

xα
− sin2 x

xα(xα + sin x)
.

On sait (voir I.5.24(a)) que l’intégrale
∫ +∞
2

sin x
xα converge pour α > 0. Il suffit

donc d’étudier l’intégrale
∫ +∞

2

sin2 x

xα(xα + sin x)
dx. (1)

Puisque
sin2 x

xα(xα + 1)
� sin2 x

xα(xα + sin x)
� sin2 x

xα(xα − 1)
, (2)

on voit que l’intégrale (1) converge pour α > 1
2 . En appliquant le résultat

de I.5.25, on trouve que l’intégrale
∫ +∞
2

sin2 x
xα(xα+sinx) dx diverge pour α � 1

2 .
On déduit donc de (2) que l’intégrale (1) diverge aussi si α � 1

2 . L’intégrale
étudiée converge pour α > 1

2 .

I.5.28. Puisque
∫ +∞

a
f(x) dx =

∫ +∞

a
(xf(x))

1
x

dx,

l’énoncé découle du test de convergence d’Abel pour les intégrales impropres
(voir I.5.22).
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I.5.29. Supposons, par exemple, que f est décroissante sur R+. On voit alors,
puisque

∫ +∞
0 f(x) dx existe, que lim

x→+∞ f(x) = 0. Donc, d’après I.5.11,

∫ +∞

0
f(x) dx =

+∞∑
n=0

∫ (n+1)h

nh
f(x) dx � h

+∞∑
n=0

f(nh).

De même,
∫ +∞

0
f(x) dx � h

+∞∑
n=1

f(nh) = h

+∞∑
n=0

f(nh) − hf(0).

Donc,

0 � h
+∞∑
n=0

f(nh) −
∫ +∞

0
f(x) dx � hf(0),

ce qui donne l’égalité désirée.
En prenant f(x) = 1

1+x2 , on obtient

lim
h→0+

+∞∑
n=1

h

1 + h2n2
=
∫ +∞

0

dx

1 + x2
=

π

2
.

I.5.30. Il est clair que

Γ(1) =
∫ +∞

0
e−x dx = 1.

On suppose d’abord que 0 < α < 1 et on écrit∫ +∞

0
e−xxα−1 dx =

∫ 1

0
e−xxα−1 dx +

∫ +∞

1
e−xxα−1 dx = I1 + I2.

On a

I1 =
∫ 1

0
e−xxα−1 dx �

∫ 1

0
xα−1 dx =

1
α

.

De plus,

I2 =
∫ +∞

1
e−xxα−1 dx �

∫ +∞

1
e−x dx = e−1.

Si α > 1, alors lim
x→0+

e−xxα−1 = 0 et il suffit de prouver la convergence de

∫ +∞

x0

e−xxα−1 dx
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pour un certain x0 > 0. Puisque lim
x→+∞ e−x/2xα−1 = 0, il existe x0 tel que

e−x/2xα−1 < 1 pour x > x0. Donc,

∫ +∞

x0

e−xxα−1 dx �
∫ +∞

x0

e−x/2 dx = 2e
−x0

2 .

I.5.31. On pose f(x) = e−xxα−1 et on prend h = − ln t. On a alors

Γ(α) = lim
t→1−

(− ln t)
+∞∑
n=1

tn(−n ln t)α−1 = lim
t→1−

(− ln t)α
+∞∑
n=1

nα−1tn.

Puisque lim
t→1−

− ln t
1−t = 1, on obtient

Γ(α) = lim
t→1−

(1 − t)α
+∞∑
n=1

nα−1tn.

On note maintenant que, pour 0 < t < 1,

1
(1 − t)α

= 1 +
+∞∑
n=1

α(α + 1) . . . (α + n − 1)
n!

tn

et on remarque que la suite

cn =
nα−1n!

α(α + 1) . . . (α + n − 1)

est monotone. En effet, si α � 1, alors

cn+1

cn
=

n

α + n

(
1 +

1
n

)α

� 1,

car
(
1 + 1

n

)α � 1 + α
n (voir, par exemple, II.3.7(a) (vol. II)). Dans ce cas

donc, la suite {cn} soit converge, soit diverge vers +∞. Si 0 < α < 1, alors(
1 + 1

n

)α
< 1 + α

n (voir, par exemple, II.3.7(b) (vol. II)) et la suite {cn} est
décroissante. Il suffit pour conclure la démonstration d’appliquer le résultat
donné, par exemple, en III.3.21 (vol. II) (qui peut aussi être étendu au cas
où A = +∞).
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I.5.32. On a

Γ(α) = lim
n→+∞

nα−1n!
α(α + 1) . . . (α + n − 1)

= lim
n→+∞

nα−1n

α(α + 1)
(

α
2 + 1

)
. . .
(

α
n−1 + 1

)

= lim
n→+∞nα 1

α
exp

(
−

n−1∑
k=1

α

k

)
n−1∏
k=1

eα/k

1 + α
k

= lim
n→+∞ eα(ln n−(1+ 1

2
+···+ 1

n−1)) 1
α

n−1∏
k=1

eα/k

1 + α
k

=
e−γα

α

+∞∏
k=1

eα/k
(
1 +

α

k

)−1
.

I.5.33. D’après I.5.24(a), on sait que l’intégrale
∫ +∞
0

sinx
x dx converge.

Donc, ∫ +∞

0

sin x

x
dx = lim

n→+∞

∫ nπ/2

0

sin x

x
dx = lim

n→+∞

∫ π/2

0

sin nx

x
dx.

D’où ∫ +∞

0

sin x

x
dx = lim

n→+∞

∫ π/2

0

sin(2n + 1)x
x

dx.

On va prouver que ∫ π/2

0

sin(2n + 1)x
sin x

dx =
π

2
(n ∈ N∗) (1)

et

lim
n→+∞

(∫ π/2

0

sin(2n + 1)x
x

dx −
∫ π/2

0

sin(2n + 1)x
sinx

dx

)
= 0. (2)

Pour prouver (1), on se rappelle que

1
2

+ cos x + cos 2x + · · · + cos nx =
sin
(

2n+1
2 x

)
2 sin x

2

pour x ∈ ]0 , 2π[. Donc,

sin(2n + 1)x
sin x

= 1 + 2 cos 2x + 2cos 4x + · · · + 2cos 2nx, x ∈ ]0 , π[ .
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Ceci donne ∫ π/2

0

sin(2n + 1)x
sin x

dx =
π

2
.

Pour prouver (2), on remarque que, d’après I.4.11(a),

lim
n→+∞

(∫ π/2

0

sin(2n + 1)x
x

dx −
∫ π/2

0

sin(2n + 1)x
sin x

dx

)

= lim
n→+∞

∫ π/2

0

sinx − x

x sinx
sin(2n + 1)x dx = 0.

I.5.34. L’inégalité

1 − x2 � e−x2 � 1
1 + x2

implique (
1 − x2

)n � e−nx2
pour |x| � 1, n ∈ N∗

et
e−nx2 � 1

(1 + x2)n pour x ∈ R, n ∈ N∗.

Donc,∫ 1

0

(
1 − x2

)n
dx �

∫ 1

0
e−nx2

dx �
∫ +∞

0
e−nx2

dx �
∫ +∞

0

1
(1 + x2)n dx.

On obtient alors, d’après la solution de I.4.2 et d’après I.5.1(g),

2 × 4 × · · · × (2n)
3 × 5 × · · · × (2n + 1)

�
∫ +∞

0
e−nx2

dx � 3 × 5 × · · · × (2n − 3)
2 × 4 × · · · × (2n − 2)

× π

2
.

De plus, le changement de variable t = x
√

n donne

√
n

2 × 4 × · · · × (2n)
3 × 5 × · · · × (2n + 1)

�
∫ +∞

0
e−t2 dt � 3 × 5 × · · · × (2n − 3)

2 × 4 × · · · × (2n − 2)
× π

2
√

n,

ce qui, combiné avec la formule de Wallis (voir, par exemple, III.8.38 (vol. I)),
donne l’égalité désirée.

I.5.35. D’après le théorème de Cauchy (voir I.5.10), étant donné ε > 0, il
existe a0 > a tel que pour b > a0 et y ∈ A, on a∣∣∣∣

∫ b

a
f(x, y) dx −

∫ a0

a
f(x, y) dx

∣∣∣∣ �
∫ b

a0

|f(x, y)| dx �
∫ b

a0

ϕ(x) dx < ε.

Ceci implique le résultat voulu.
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I.5.36. Il suffit de prouver que, étant donné ε > 0, il existe a0 > a tel que∣∣∣∣
∫ a2

a1

f(x, y)g(x, y) dx

∣∣∣∣ < ε

pour a2 > a1 > a0 et pour y ∈ A. D’après la seconde formule de la moyenne
(voir I.3.16),∫ a2

a1

f(x, y)g(x, y) dx = g(a1, y)
∫ c

a1

f(x, y) dx + g(a2, y)
∫ a2

c
f(x, y) dx

pour un certain c de [a1 , a2]. Puisque g est bornée, il existe C > 0 tel que
|g(x, y)| � C pour x ∈ [a ,+∞[ et y ∈ A. La convergence uniforme de∫ +∞
a f(x, y) dx implique qu’il existe a0 > a tel que∣∣∣∣

∫ c

a1

f(x, y) dx

∣∣∣∣ < ε

2C
et

∣∣∣∣
∫ a2

c
f(x, y) dx

∣∣∣∣ < ε

2C

pour a1 > a0 et y ∈ A. Donc, pour y ∈ A,∣∣∣∣
∫ a2

a1

f(x, y)g(x, y) dx

∣∣∣∣ � |g(a1, y)|
∣∣∣∣
∫ c

a1

f(x, y) dx

∣∣∣∣+ |g(a2, y)|
∣∣∣∣
∫ a2

c
f(x, y) dx

∣∣∣∣
< C

ε

2C
+ C

ε

2C
= ε.

I.5.37. Appliquez les tests précédents avec f(x, y) = f(x) pour tout y ∈ A.

I.5.38. La démonstration est semblable à celle de I.5.36.

I.5.39.

(a) La convergence uniforme de
∫ +∞
a

sinax
x dx sur [a0 ,+∞[ se déduit du test

donné au problème précédent.

(b) L’intégrale
∫ +∞
a

sin ax
x dx n’est pas uniformément convergente sur R+. En

effet pour tout b > 0,∫ +∞

b

sin ax

x
dx =

∫ +∞

ba

sin x

x
dx,

d’où

lim
a→0+

∫ +∞

b

sin ax

x
dx =

∫ +∞

0

sin x

x
dx =

π

2
,

cette dernière égalité provenant de I.5.33.
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(c) Puisque ∣∣∣∣cos a(x2 + 1)
x2 + 1

∣∣∣∣ � 1
x2 + 1

, a ∈ R,

la convergence uniforme de l’intégrale se déduit de I.5.35.

(d) On sait (comparez avec I.5.24(c)) que
∫ +∞
0 cos2 x dx converge. La

convergence uniforme de l’intégrale se déduit donc de I.5.37.

I.5.40. Puisque f(x, y) converge vers ϕ(x) lorsque y tend vers y0 uniformé-
ment sur un intervalle [a , b],

lim
y→y0

∫ b

a
f(x, y) dx =

∫ b

a
ϕ(x) dx (voir I.3.9). (1)

De plus, la convergence uniforme de
∫ +∞
a f(x, y) dx implique que, étant donné

ε > 0, il existe a0 > a tel que pour b, b′ > a0∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x, y)dx −

∫ b′

a
f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ < ε

pour tout y ∈ A. En faisant tendre y vers y0, on obtient, d’après (1),∣∣∣∣∣
∫ b

a
ϕ(x) dx −

∫ b′

a
ϕ(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Ceci signifie que l’intégrale
∫ +∞
a ϕ(x) dx converge. On montre maintenant que

l’égalité cherchée est bien vérifiée. Soit ε > 0. Il existe a0 > a tel que pour
b > a0, ∣∣∣∣

∫ +∞

b
f(x, y) dx

∣∣∣∣ < ε pour tout y ∈ A

et ∣∣∣∣
∫ +∞

b
ϕ(x) dx

∣∣∣∣ < ε.

De plus, d’après (1), il existe δ = δ(b, ε) tel que∣∣∣∣
∫ b

a
f(x, y) dx −

∫ b

a
ϕ(x) dx

∣∣∣∣ < ε

si |y − y0| < δ. En conséquence,∣∣∣∣
∫ +∞

a
f(x, y) dx −

∫ +∞

a
ϕ(x) dx

∣∣∣∣ < 3ε

dès que |y − y0| < δ.
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Il est clair que l’on suppose que y0 est un point de l’adhérence de A. De
plus, le raisonnement précédent s’applique encore lorsque y tend vers +∞. En
particulier, le théorème s’applique à des suites de fonctions.

I.5.41. Ici A = N∗ et pour tout n ∈ N∗,∫ +∞

0
fn(x) dx =

[
e−

n
2x2

]+∞
0

= 1.

De plus, puisque

sup
x�0

fn(x) = fn

(√
n

3

)
=

3
√

3
n

e−3/2,

fn converge uniformément vers 0 sur R+, mais

1 = lim
n→+∞

∫ +∞

0
fn(x) dx �=

∫ +∞

0
0 dx = 0.

On remarque que l’intégrale
∫ +∞
0 fn(x) dx ne converge pas uniformément sur

N∗ car ∫ +∞

a
fn(x) dx = 1 − e−

n
2a2 > 1 − e−1 pour n > 2a2.

I.5.42.

(a) D’après I.5.37,
∫ +∞
0

sin x
x e−yx dx converge uniformément sur R∗

+. De
plus,

sup
x∈[0,b]

∣∣∣∣sin x

x
e−yx − sin x

x

∣∣∣∣ � 1 − e−yb.

Le résultat se déduit donc de I.5.33 et I.5.40.

(b) On prouve d’abord que

sinx2 Arctan(yx) −−−−→
y→+∞

π

2
sin x2

uniformément sur R+. En effet, étant donné ε > 0,

sup
x∈R+

∣∣∣sinx2
(π

2
− Arctan(yx)

)∣∣∣
� sup

x∈
[
0,
√

ε/π
]
∣∣∣sin x2

(π

2
− Arctan(yx)

)∣∣∣
+ sup

x∈
[√

ε/π,+∞
[
∣∣∣sinx2

(π

2
− Arctan(yx)

)∣∣∣
� ε

2
+

π

2
− Arctan

(
y

√
ε

π

)
< ε
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pour y suffisamment grand. De plus, la convergence uniforme de l’in-
tégrale

∫ +∞
0 sin x2 Arctan(yx) dx se déduit de I.5.24(c) et I.5.37. On

peut donc appliquer I.5.40.

(c) Pour montrer que
∫ +∞
0

sin x
x

(
1 + x

n

)−n
dx converge uniformément sur N∗,

on applique I.5.37 en prenant g(x, n) =
(
1 + x

n

)−n et f(x) = sin x
x . Le

résultat souhaité se déduit donc de I.5.40.

(d) Comme précédemment, on applique I.5.37, I.5.1(h) et I.5.40.

(e) Le changement de variable u = yx donne∫ +∞

0
y2 sinxe−y2x2

dx =
∫ +∞

0
y sin

u

y
e−u2

du.

La convergence uniforme de cette dernière intégrale sur R∗
+ découle

de I.5.35. Il est aussi clair que y sin u
y e−u2 −−−−→

y→0+
0, uniformément sur

R+. On peut donc appliquer I.5.40.

I.5.43. Puisque l’intégrale impropre
∫ +∞
a f(x, y) dx converge uniformément

sur [c , d], étant donné ε > 0, il existe b > a tel que∣∣∣∣
∫ +∞

b
f(x, y) dx

∣∣∣∣ < ε

3

pour tout y ∈ [c , d]. De plus, la convergence uniforme de f sur [a , b] × [c , d]
implique qu’il existe δ > 0 tel que

|f(x, y1) − f(x, y2)| <
ε

3(b − a)

pour (x, y1), (x, y2) ∈ [a , b] × [c , d] si |y1 − y2| < δ. En conséquence,

|I(y1) − I(y2)|

=
∣∣∣∣
∫ b

a
f(x, y1) dx −

∫ b

a
f(x, y2) dx +

∫ +∞

b
f(x, y1) dx −

∫ +∞

b
f(x, y2) dx

∣∣∣∣
�
∫ b

a
|f(x, y1) − f(x, y2)| dx +

∣∣∣∣
∫ +∞

b
f(x, y1) dx

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫ +∞

b
f(x, y2) dx

∣∣∣∣
<

ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

I.5.44. Puisque
∫ +∞
a f(x, y) dx converge pour tout y ∈ [c , d], on peut écrire

I(y) =
∫ +∞

a
f(x, y) dx =

+∞∑
n=1

∫ an

an−1

f(x, y) dx,
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où a0 = a et {an} est une suite croissante tendant vers +∞ (voir I.5.11).
D’après I.4.43,

d

dy

∫ an

an−1

f(x, y) dx =
∫ an

an−1

∂f

∂y
(x, y) dx.

De plus, la convergence uniforme de l’intégrale
∫ +∞
a

∂f
∂y (x, y) dx implique la

convergence uniforme sur [c , d] de la série

+∞∑
n=1

∫ an

an−1

∂f

∂y
(x, y) dx.

On voit en utilisant, par exemple, le résultat de III.2.28 (vol. II) que

d

dy
I(y) =

+∞∑
n=1

∫ an

an−1

∂f

∂y
(x, y) dx =

∫ +∞

a

∂f

∂y
(x, y) dx.

I.5.45.

(a) On déduit de I.5.34 que∫ +∞

0
e−ax2

dx =
1
2

√
π

a
, a > 0. (1)

On remarque aussi que chacune des intégrales impropres∫ +∞

0
e−ax2

x2n dx, n ∈ N∗,

converge uniformément sur [c , d], 0 < c < d. Donc, en dérivant (1) sous
l’intégrale, on obtient∫ +∞

0
e−ax2

x2n dx =
1 × 3 × 5 × · · · × (2n − 1)

2n+1an

√
π

a
.

(b) Puisque ∫ +∞

0

dx

a + x2
=

π

2
√

a
,

comme précédemment, on obtient∫ +∞

0

dx

(a + x2)n+1 =
1 × 3 × 5 × · · · × (2n − 1)

2 × 4 × · · · × (2n)
× 1

an
× π

2
√

a
.
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(c) On pose

I(a) =
∫ +∞

0

sin(ax)
x

e−x dx.

En dérivant sous l’intégrale, on obtient

I ′(a) =
∫ +∞

0
cos(ax)e−x dx.

Une intégration par parties donne alors

I ′(a) = 1 − a2I ′(a).

Donc I ′(a) = 1
1+a2 dont on déduit que I(a) = Arctan a + C. Puisque

I(0) = 0, on a I(a) = Arctan a.

(d) On pose

I(a) =
∫ +∞

0

1 − cos(ax)
x

e−x dx.

En dérivant sous l’intégrale et en intégrant par parties, on obtient

I ′(a) =
∫ +∞

0
sin(ax)e−x dx = a

∫ +∞

0
cos(ax)e−x dx =

a

1 + a2
,

la dernière égalité se déduisant de (c). Puisque I(0) = 0, il s’ensuit que
I(a) = 1

2 ln
(
1 + a2

)
.

I.5.46.

(a) On pose

I(y) =
∫ +∞

−∞
e−x2/2 cos(yx) dx = 2

∫ +∞

0
e−x2/2 cos(yx) dx.

D’après le résultat de I.5.44,

I ′(y) = −2
∫ +∞

0
e−x2/2x sin(yx) dx.

Une intégration par parties donne

I ′(y) = −2y
∫ +∞

0
e−x2/2 cos(yx) dx = −yI(y).

Donc,
I(y) = Ce−y2/2

et, puisque I(0) =
√

2π (voir I.5.34), le résultat cherché suit.
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(b) On pose

I(y) =
∫ +∞

0
e−x−y/x dx√

x
.

Une dérivation sous l’intégrale (voir I.5.44) donne

I ′(y) = −
∫ +∞

0
e−x−y/x dx

x
√

x
.

On obtient alors, avec le changement de variable t = y
x ,

I ′(y) = − 1√
y

I(y).

Donc,
I(y) = Ce−2

√
y

et l’égalité cherchée se déduit de

I(0) =
∫ +∞

0
e−x dx√

x
= 2
∫ +∞

0
e−x2

dx =
√

π.

I.5.47. D’après I.5.43, I(y) =
∫ +∞
a f(x, y) dx est continue sur [c , d] donc

Riemann-intégrable sur cet intervalle. On a∫ d

c
I(y) dy =

∫ d

c

(∫ b

a
f(x, y) dx

)
dy +

∫ d

c

(∫ +∞

b
f(x, y) dx

)
dy.

Par uniforme convergence de I(y) =
∫ +∞
a f(x, y) dx sur [c , d], on a∣∣∣∣

∫ d

c

(∫ +∞

b
f(x, y) dx

)
dy

∣∣∣∣ −−−−→b→+∞
0.

Donc, d’après I.4.48,∫ d

c
I(y) dy =

∫ b

a

(∫ d

c
f(x, y) dy

)
dx + o(1) lorsque b tend vers +∞.

On obtient l’égalité cherchée en faisant tendre b vers +∞.

I.5.48.

(a) On a ∫ +∞

0

e−bx − e−ax

x
dx =

∫ +∞

0

(∫ a

b
e−yx dy

)
dx.

Puisque
∫ +∞
0 e−yx dx converge uniformément sur l’intervalle fermé [a , b],∫ +∞

0

e−bx − e−ax

x
dx =

∫ a

b

(∫ +∞

0
e−yx dx

)
dy =

∫ a

b

1
y

dy = ln
a

b
.
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(b) Comme en (a),

∫ +∞

0

cos(bx) − cos(ax)
x2

dx =
∫ +∞

0

(∫ b

a
−sin(yx)

x
dy

)
dx

=
∫ b

a

(∫ +∞

0
−sin(yx)

x
dx

)
dy

= −π

2
(b − a) ,

la dernière égalité se déduisant de I.5.39(a).

I.5.49. On a∫ +∞

0

f(bx) − f(ax)
x

dx =
∫ +∞

0

(∫ b

a
f ′(yx) dy

)
dx.

Il est clair que ∫ +∞

0
f ′(yx) dx =

l − f(0)
y

.

Étant donné que f ′ est monotone, lim
x→+∞ f ′(x) = 0 et f ′ est soit positive et

décroissante, soit négative et croissante. On suppose, par exemple, que f ′ est
positive et décroissante pour démontrer que l’intégrale impropre

∫ +∞
0 f ′(yx) dx

converge uniformément sur [a , b]. On a

f ′(yx) � f ′(ax) (x � 0, y ∈ [a , b])

et la convergence uniforme se déduit de I.5.35. D’après le résultat de I.5.47,

∫ +∞

0

f(bx) − f(ax)
x

dx =
∫ b

a

(∫ +∞

0
f ′(yx) dx

)
dy = (l − f(0)) ln

b

a
.

I.5.50. On suppose, par exemple, que la première intégrale de (d) converge
et on pose

F (x, d) =
∫ d

c
f(x, y) dy, x � a.

D’après I.5.47, on a alors

∫ d

c

(∫ +∞

a
f(x, y) dx

)
dy =

∫ +∞

a
F (x, d) dx.
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Puisque

|F (x, d)| � ϕ(x) =
∫ +∞

c
|f(x, y)| dy

et puisque l’intégrale
∫ +∞
a ϕ(x) dx converge, l’intégrale impropre∫ +∞

a F (x, d) dx converge uniformément sur [c ,+∞[ d’après le résultat
de I.5.35. On montre alors que F (x, d) converge vers

∫ +∞
c f(x, y) dy uni-

formément sur chaque intervalle [a , b] lorsque d tend vers +∞. En effet,
d’après (b), étant donné ε > 0, il existe d0 tel que

sup
x∈[a,b]

∣∣∣∣F (x, d) −
∫ +∞

c
f(x, y) dy

∣∣∣∣ = sup
x∈[a,b]

∣∣∣∣
∫ +∞

d
f(x, y) dy

∣∣∣∣ < ε

pour d > d0. On obtient, en utilisant le résultat de I.5.40,

lim
d→+∞

∫ +∞

a
F (x, d) dx =

∫ +∞

a

(
lim

d→+∞
F (x, d)

)
dx

=
∫ +∞

a

(∫ +∞

c
f(x, y) dy

)
dx.

I.5.51. On obtient, avec le changement de variable x =
√

u,

∫ +∞

0
cos x2 dx =

1
2

∫ +∞

0

cos u√
u

du

et ∫ +∞

0
sin x2 dx =

1
2

∫ +∞

0

sin u√
u

du.

On calcule la seconde intégrale, la première se calculant pareillement. D’après
le résultat de I.5.34, on a

1√
u

=
2√
π

∫ +∞

0
e−uy2

dy.

Pour k > 0, on considère

∫ +∞

0

sin u√
u

e−ku du.
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On déduit de ce qui précède que∫ +∞

0

sin u√
u

e−ku du =
2√
π

∫ +∞

0
sin ue−ku

(∫ +∞

0
e−uy2

dy

)
du

=
2√
π

∫ +∞

0

(∫ +∞

0
sin ue−(k+y2)u dy

)
du

=
2√
π

∫ +∞

0

(∫ +∞

0
sin ue−(k+y2)u du

)
dy,

la dernière égalité découlant de I.5.50. Un calcul facile montre que∫ +∞

0
sin ue−(k+y2)u du =

1
1 + (k + y2)2

.

En conséquence,∫ +∞

0

sin u√
u

e−ku du =
2√
π

∫ +∞

0

1
1 + (k + y2)2

dy.

Finalement, en utilisant le résultat de I.5.40, on peut permuter la limite et
l’intégrale pour obtenir∫ +∞

0

sinu√
u

du = lim
k→0+

∫ +∞

0

sin u√
u

e−ku du

=
2√
π

∫ +∞

0

1
1 + y4

dy

=
2√
π
× π

√
2

4
=
√

π

2
.

I.5.52. Puisque f(x, y) converge uniformément vers ϕ(x) sur [a , b−η] lorsque
y tend vers y0,

lim
y→y0

∫ b−η

a
f(x, y) dx =

∫ b−η

a
ϕ(x) dx (voir I.3.9). (1)

De plus, par hypothèse, étant donné ε > 0, il existe η0 > 0 tel que, pour
0 < η, η′ < η0, ∣∣∣∣∣

∫ b−η

a
f(x, y) dx −

∫ b−η′

a
f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ < ε

pour tout y ∈ A. En faisant tendre y vers y0, on obtient, avec (1),∣∣∣∣∣
∫ b−η

a
ϕ(x) dx −

∫ b−η′

a
ϕ(x) dx

∣∣∣∣∣ � ε.

153



Chapitre I. L’intégrale de Riemann-Stieltjes

Ceci signifie que l’intégrale
∫ b
a ϕ(x) dx converge (comme une intégrale impropre

entre des bornes finies). On prouve maintenant que l’égalité cherchée est bien
vérifiée. Soit ε > 0. Il existe alors η0 > 0 tel que, pour 0 < η < η0,∣∣∣∣

∫ b

b−η
f(x, y) dx

∣∣∣∣ < ε (y ∈ A)

et ∣∣∣∣
∫ b

b−η
ϕ(x) dx

∣∣∣∣ < ε.

De plus, il existe δ = δ(η, ε) tel que∣∣∣∣
∫ b−η

a
f(x, y) dx −

∫ b−η

a
ϕ(x) dx

∣∣∣∣ < ε

si |y − y0| < δ. En conséquence,∣∣∣∣
∫ b

a
f(x, y) dx −

∫ b

a
ϕ(x) dx

∣∣∣∣ < 3ε

dès que |y − y0| < δ.
Clairement, on suppose que y0 est une valeur d’adhérence de A. De plus,

le raisonnement précédent s’applique au cas où f(x, y) est Riemann-intégrable
sur [a + η , b] avec 0 < η < b − a.

I.5.53. Pour appliquer le résultat du problème précédent avec A = N∗, on
remarque que, étant donné ε > 0, il existe 0 < η0 < b − a tel que∣∣∣∣

∫ b

b−η
fn(x) dx

∣∣∣∣ �
∫ b

b−η
|fn(x)| dx �

∫ b

b−η
f(x) dx < ε

pour 0 < η < η0.

I.5.54. Puisque

lim
y→+∞ e−xy

= ϕ(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 si x ∈ [0 , 1[,
1
e si x = 1,
0 si x > 1,

on voit que la convergence n’est pas uniforme sur [0 , b] (b > 1) et le résultat
de I.5.40 ne peut s’appliquer. On peut cependant écrire∫ +∞

0
e−xy

dx =
∫ 1

0
e−xy

dx +
∫ 2

1
e−xy

dx +
∫ +∞

2
e−xy

dx.
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D’après le résultat de I.5.52,

lim
y→+∞

∫ 1

0
e−xy

dx =
∫ 1

0
ϕ(x) dx = 1

et

lim
y→+∞

∫ 2

1
e−xy

dx =
∫ 2

1
ϕ(x) dx = 0.

La démonstration est complète puisqu’on peut appliquer le résultat de I.5.40
à l’intégrale

∫ +∞
2 e−xy

dx.

I.5.55. On pose

fn(t) =

{(
1 − t

n

)n
tx−1 si 0 � t � n,

0 si t > n.

D’après II.1.39 (vol. I), la suite est strictement croissante sur tout intervalle
[0 , a] à partir d’une certaine valeur de l’indice n. De plus, fn(t) et la fonc-
tion f(t) = e−ttx−1 = lim

n→+∞ fn(t) sont continues. D’après le théorème de Dini

(voir, par exemple, III.1.16 (vol. II)), {fn} converge vers f uniformément
sur [0 , a]. Puisque

∫ +∞
0 f(t) dt = Γ(x) < +∞ (voir I.5.30), étant donné ε > 0,

on a ∫ +∞

a
fn(t) dt �

∫ +∞

a
f(t) dt < ε

pour a suffisamment grand. Le résultat de I.5.40 s’applique donc.

I.5.56. On montre d’abord que

1
n

∫ π/2

0

(
sin nx

sinx

)2

dx =
π

2
. (1)

On sait (voir (1) dans la solution de I.5.33) que∫ π/2

0

sin(2n + 1)x
sinx

=
π

2
.

De plus, puisque
n−1∑
k=0

sin(2k + 1)x =
1 − cos 2nx

2 sin x
=

sin2 nx

sinx
, x �= 0,±π,±2π, . . . ,

l’égalité (1) s’en déduit. Le changement de variable y = nx dans (1) donne∫ nπ/2

0

(
sin y

y

)2( y/n

sin(y/n)

)2

dy =
π

2
.
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On définit alors

fn(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1 si x = 0,(
sin x

x

)2 ( x/n
sin(x/n)

)2
si 0 < x � nπ

2 ,

0 si x > nπ
2 .

On a

lim
n→+∞ fn(x) =

{
1 si x = 0,(

sin x
x

)2 si x > 0

et la convergence est uniforme sur chaque intervalle [0 , a]. On se rappelle (voir,
par exemple, II.5.28(a) (vol. II)) que

sin x

x
>

2
π

pour 0 < x < π
2 . Donc,

fn(x) <

(
sin x

x

)2 π2

4
(x > 0)

et, puisque
∫ +∞
0

(
sin x

x

)2
dx < +∞, la convergence uniforme de

∫ +∞
0 fn(x) dx

se déduit de I.5.35. Donc, d’après I.5.40,

π

2
= lim

n→+∞

∫ +∞

0
fn(x) dx =

∫ +∞

0
lim

n→+∞ fn(x) dx

=
∫ +∞

0

(
sin x

x

)2

dx.

I.5.57. On a∫ +∞

0

xa−1

1 + x
dx =

∫ 1

0

xa−1

1 + x
dx +

∫ +∞

1

xa−1

1 + x
dx = I1 + I2.

Pour 0 < x < 1,
xa−1

1 + x
=

+∞∑
n=0

(−1)nxa+n−1

et la série converge uniformément sur [η , 1 − η′] où 0 < η < 1 − η′ < 1. De
plus,

0 � Sn(x) =
n−1∑
k=0

(−1)kxa+k−1 =
xa−1 (1 − (−x)n)

1 + x
� xa−1.
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Puisque
∫ 1
0 xa−1 dx = 1

a , on voit que les hypothèses de I.5.53 sont vérifiées et

I1 =
+∞∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0
xa+n−1 dx =

+∞∑
n=0

(−1)n
1

a + n
.

De plus, le changement de variable x = 1
y donne

I2 =
∫ 1

0

y−a

1 + y
dy =

∫ 1

0

y(1−a)−1

1 + y
dy =

+∞∑
n=0

(−1)n
1

1 − a + n
,

la dernière égalité découlant de celle obtenue plus haut. On a donc∫ +∞

0

xa−1

1 + x
dx =

1
a

+
+∞∑
k=1

(−1)k
(

1
a + k

+
1

a − k

)
,

ce qui est la première égalité à prouver. Pour démontrer l’autre, on part de
l’identité (voir, par exemple, III.8.37 (vol. I))

sin x = x

+∞∏
n=1

(
1 − x2

n2π2

)
.

On a donc, si x �= kπ (k ∈ Z),

ln |sin x| = ln |x| +
+∞∑
n=1

ln
∣∣∣∣1 − x2

n2π2

∣∣∣∣ .
On remarque que la série dérivée

+∞∑
n=1

2x
x2 − n2π2

converge uniformément sur tout intervalle compact disjoint de l’ensemble
{kπ : k ∈ Z}. On obtient donc

cotan x =
cos x

sin x
=

1
x

+
+∞∑
n=1

2x
x2 − n2π2

=
1
x

+
+∞∑
n=1

(
1

x − nπ
+

1
x + nπ

)
.

Il s’ensuit que

tan x = − cotan
(
x − π

2

)

= −
+∞∑
n=1

(
1

x − (2n − 1) π
2

+
1

x + (2n − 1) π
2

)
.
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Finalement, en utilisant l’identité

1
sinx

=
1
2

(
cotan

x

2
+ tan

x

2

)
,

on obtient
1

sin x
=

1
x

+
+∞∑
n=1

(−1)n
(

1
x − nπ

+
1

x + nπ

)
,

ce qui implique l’égalité cherchée.

I.5.58. On a∫ +∞

0

xa−1 − xb−1

1 − x
dx =

∫ 1

0

xa−1 − xb−1

1 − x
dx +

∫ +∞

1

xa−1 − xb−1

1 − x
dx

=
∫ 1

0

xa−1 − xb−1

1 − x
dx +

∫ 1

0

(1/x)a−1 − (1/x)b−1(
1 − 1

x

)
x2

dx

=
∫ 1

0

xa−1 − x−a

1 − x
dx −

∫ 1

0

xb−1 − x−b

1 − x
dx

= I1 − I2.

Comme dans la solution du problème précédent, on obtient

I1 =
1
a

+
+∞∑
n=1

(
1

a + n
− 1

a − n

)
= π cotan πa.

I.5.59.

(a) On peut prolonger la fonction

ln(1 − x)
x

= −
+∞∑
n=1

xn−1

n
(x ∈ ]0 , 1[)

par continuité à l’intervalle [0 , 1[ et la série entière converge uniformé-
ment sur tout intervalle [0 , b], 0 < b < 1. De plus, si Sn(x) désigne la
n-ième somme partielle de la série, alors

|Sn(x)| = −Sn(x) � − ln(1 − x)
x

.
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Solutions

On vérifie facilement que l’intégrale
∫ 1
0

ln(1−x)
x dx converge. Les hypo-

thèses de I.5.53 sont donc vérifiées. En conséquence,

∫ 1

0

ln(1 − x)
x

dx = −
+∞∑
n=1

∫ 1

0

xn−1

n
dx = −

+∞∑
n=1

1
n2

= −π2

6
.

(Pour une démonstration élémentaire de la dernière égalité, voir, par
exemple, III.1.28(a) (vol. I).)

(b) Comme en (a), on obtient

∫ 1

0

ln(1 + x)
x

dx =
+∞∑
n=1

(−1)n−1

∫ 1

0

xn−1

n
dx =

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
=

π2

12
.

(c) On a

∫ 1

0

ln
(
1 + x2

)
x

dx =
+∞∑
n=1

(−1)n−1

2n2
=

π2

24
.

(d) On pose

f(x) =
∫ x

0

ln(1 − t)
t

dt, 0 � x � 1.

Une intégration par parties donne

∫ 1

0

ln x ln2(1 − x)
x

dx = −
∫ 1

0
f(x)

(
ln(1 − x)

x
− ln x

1 − x

)
dx

= −
∫ 1

0
f(x)f ′(x)dx +

∫ 1

0
f(x)

ln x

1 − x
dx

= −1
2
f2(1) +

∫ 1

0
f(x)

ln x

1 − x
dx.
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Puisque f(x) = −
+∞∑
n=1

xn

x2 , en utilisant (a) et I.5.53, on obtient

∫ 1

0

lnx ln2(1 − x)
x

dx = −1
2
f2(1) −

∫ 1

0

(
+∞∑
n=1

xn

n2

)(
+∞∑
n=0

xn

)
ln x dx

= −1
2

ζ2(2) −
∫ 1

0

+∞∑
n=1

(
1 + · · · + 1

n2

)
xn ln x dx

= −1
2

ζ2(2) −
+∞∑
n=1

(
1 + · · · + 1

n2

)∫ 1

0
xn ln x dx

= −1
2

ζ2(2) +
+∞∑
n=1

(
1 +

1
22

· · · + 1
n2

)
1

(n + 1)2
.

On observe alors que

+∞∑
n=1

(
1 +

1
22

· · · + 1
n2

)
1

(n + 1)2
=

+∞∑
1�m<n

1
m2n2

=
1
2
(
ζ2(2) − ζ(4)

)
.

Puisque ζ(4) = π4

90 (pour une démonstration élémentaire de cette égalité,
voir, par exemple, III.1.28(b) (vol. I)), on obtient

∫ 1

0

ln x ln2(1 − x)
x

dx = − π4

180
.

I.5.60.

(a) On obtient, en utilisant le résultat de I.5.53,

+∞∑
n=0

(−1)n
(

1
4n + 1

+
1

4n + 3

)
=

+∞∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0

(
x4n + x4n+2

)
dx

=
∫ 1

0

+∞∑
n=0

(−1)nx4n
(
1 + x2

)
dx

=
∫ 1

0

1 + x2

1 + x4
dx =

π
√

2
4

.
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Solutions

(b) Comme en (a), on a

1 +
+∞∑
n=1

(−1)n
(

1
8n + 1

− 1
8n − 1

)
= 1 +

+∞∑
n=1

(−1)n
∫ 1

0

(
x8n − x8n−2

)
dx

= 1 +
∫ 1

0

+∞∑
n=1

(−1)n
(
x8n − x8n−2

)
dx

= 1 −
∫ 1

0

x6

(1 + x2) (1 + x4)
dx

=
π

4
× 1 +

√
2

2
.

I.5.61.

(a) D’après le résultat de I.5.1(c) en prenant α = 2k et n = 2, on obtient
+∞∑
k=0

1
(2k + 1)(2k + 2)(2k + 3)

=
1
2!

+∞∑
k=0

∫ 1

0
x2 (1 − x)2k dx

=
1
2

∫ 1

0
x2

+∞∑
k=0

(1 − x)2k dx

=
1
2

∫ 1

0

x

2 − x
dx = ln 2 − 1

2
.

(b) De même,
+∞∑
n=1

1
2n(2n + 1)(2n + 2)

=
3
4
− ln 2.

I.5.62. Pour x ∈ ]0 , 1],

x−x = e−x ln x = 1 +
+∞∑
n=1

(−1)n
xn lnn x

n!
.

La série converge uniformément sur ]0 , 1] car sup {|x ln x| : x ∈ ]0 , 1]} = 1
e et

la série
+∞∑
n=1

(1/e)n

n! converge. Donc,

∫ 1

0
x−x dx = 1 +

+∞∑
n=1

(−1)n

n!

∫ 1

0
xn lnn x dx = 1 +

+∞∑
n=1

1
(n + 1)n+1

,

la dernière égalité provenant de I.5.1(f).
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I.5.63. Pour x � 0,

xe−x

1 + e−x
=

+∞∑
n=1

(−1)n−1xe−nx

et, d’après le test donné en III.2.9 (vol. II), la série converge uniformément
sur R+. De plus, si Sn(x) désigne la n-ième somme partielle de la série, on a

|Sn(x)| �
+∞∑
n=1

xe−nx =
xe−x

1 − e−x

et
∫ +∞
0

xe−x

1−e−x dx < +∞. En conséquence,
∫ +∞
0 Sn(x) dx converge uniformé-

ment sur N∗ (voir I.5.35). L’intégration terme à terme donne donc∫ +∞

0

xe−x

1 − e−x
dx =

+∞∑
n=1

(−1)n−1

∫ +∞

0
xe−nx dx

=
+∞∑
n=1

(−1)n−1 1
n2

=
π2

12
,

la dernière égalité provenant de III.1.27 (vol. I) et III.1.28(a) (vol. I).

I.5.64. Il est clair que B(a, b) est finie pour tous a et b strictement posi-
tifs. Pour montrer la première égalité, on applique le changement de variable
x = y

1+y et on obtient

B(a, b) =
∫ 1

0
xa−1 (1 − x)b−1 dx =

∫ +∞

0

ya−1

(1 + y)a+b
dy.

D’où

B(a, 1 − a) =
∫ +∞

0

ya−1

1 + y
dy.

La seconde égalité provient de I.5.57.

I.5.65. On effectue le changement de variable x = ty (t > 0) dans

Γ(a) =
∫ +∞

0
xa−1e−x dx

pour obtenir
Γ(a)
ta

=
∫ +∞

0
ya−1e−ty dy,

d’où,
Γ(a + b)
(1 + t)a+b

=
∫ +∞

0
ya+b−1e−(1+t)y dy.
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En multipliant chaque membre de cette égalité par ta−1 et en intégrant pas
rapport à t, on obtient

Γ(a + b)
∫ +∞

0

ta−1

(1 + t)a+b
dt =

∫ +∞

0
ta−1

(∫ +∞

0
ya+b−1e−(1+t)y dy

)
dt.

On voit facilement que les hypothèses de I.5.50 sont vérifiées, d’où

Γ(a + b)
∫ +∞

0

ta−1

(1 + t)a+b
dt =

∫ +∞

0
ya+b−1e−y

(∫ +∞

0
ta−1e−ty dt

)
dy

=
∫ +∞

0
ya+b−1e−y Γ(a)

ya
dy

= Γ(a)
∫ +∞

0
yb−1e−y dy

= Γ(a)Γ(b).

Si l’on prend b = 1 − a, 0 < a < 1, on obtient

Γ(a)Γ(1 − a) = B(a, 1 − a) =
π

sin aπ
,

la dernière égalité provenant du problème précédent.

I.5.66. On montre d’abord que

Γ(a + 1) = aΓ(a)

pour a > 0. En effet, une intégration par parties donne

Γ(a + 1) =
∫ +∞

0
xae−x dx =

[−xae−x
]+∞
0

+ a

∫ +∞

0
xa−1e−x dx = aΓ(a).

Donc, puisque Γ est continue sur R∗
+,

lim
a→0+

aΓ(a) = lim
a→0+

Γ(a + 1) = Γ(1) = 1.

I.5.67. On déduit du problème précédent que l’intégrale
∫ 1
0 ln Γ(a)da = I

converge. De plus,
∫ 1

0
ln Γ(a) da =

∫ 1

0
ln Γ(1 − a) da.
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Donc,

2I =
∫ 1

0
ln (Γ(a)Γ(1 − a)) da =

∫ 1

0
ln

π

sin aπ
da

= ln π −
∫ 1

0
ln(sin πa) da = ln π − 1

π

∫ π

0
ln(sin x) dx

= ln π − 2
π

∫ π/2

0
ln(sin x) dx = ln 2π,

la dernière égalité provenant de I.5.1(b).

I.5.68. On montre d’abord que

B(a, a) =
1

22a−1
B

(
1
2

, a

)
.

En effet,

B(a, a) =
∫ 1

0
xa−1 (1 − x)a−1 dx =

∫ 1

0

(
1
4
−
(

1
2
− x

)2
)a−1

dx

= 2
∫ 1/2

0

(
1
4
−
(

1
2
− x

)2
)a−1

dx.

Le changement de variable t = 4
(

1
2 − x

)2 donne

B(a, a) =
1

22a−1

∫ 1

0
t−1/2 (1 − t)a−1 dt =

1
22a−1

B

(
1
2

, a

)
.

Ceci, combiné avec le résultat de I.5.65, implique

Γ(a)
Γ(2a)

=
1

22a−1

Γ
(

1
2

)
Γ
(
a + 1

2

) =
√

π

22a−1Γ
(
a + 1

2

) .

I.5.69.

(a) Le changement de variable y = sin x donne∫ π/2

0
tana x dx =

∫ 1

0
ya
(
1 − y2

)− a
2
− 1

2 dy =
1
2

∫ 1

0
t

a
2
− 1

2 (1 − t)−
a
2
− 1

2 dt

=
1
2

B

(
a

2
+

1
2
,−a

2
+

1
2

)
=

π

2 cos πa
2

,

la dernière égalité se déduisant de I.5.64.
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(b) Puisque ∫ π

0

dx√
3 − cos x

=
1√
2

∫ π

0

dx√
1 + sin2 x

2

,

le changement de variable y = sin x
2 donne∫ π

0

dx√
3 − cos x

=
√

2
∫ 1

0

dy√
1 − y4

=
√

2
4

∫ 1

0
t−3/4 (1 − t)−1/2 dt

=
√

2
4

B

(
1
4

,
1
2

)
=

√
2

4
Γ
(

1
4

)
Γ
(

1
2

)
Γ
(

3
4

) .

En utilisant maintenant l’identité Γ(a)Γ(1 − a) = π
sinπa , 0 < a < 1, on

voit que Γ
(

1
2

)
=

√
π et Γ

(
3
4

)
=

√
2π

Γ( 1
4)

, ce qui donne l’égalité désirée.

(c) Comme en (a), on obtient∫ π/2

0
sina−1 x dx =

1
2

∫ 1

0
ta/2−1 (1 − t)−1/2 dt

=
1
2

B

(
a

2
,
1
2

)
= 2a−2B

(a

2
,
a

2

)
,

la dernière égalité se déduisant de la formule de duplication (voir I.5.68).

I.5.70. Il existe de nombreuses preuves de cette formule. On présente ici une
preuve due à W. Feller [Amer. Math. Monthly, 74(1967), 1223-1225]. On pose

An = lnn! −
(

n +
1
2

)
ln n + n. (1)

Notre but est de prouver que

lim
n→+∞An = ln

√
2π.

On pose

ak =
1
2

ln k −
∫ k

k−1/2
ln x dx =

∫ k

k−1/2
ln
(

k

x

)
dx,

bk =
∫ k+1/2

k
ln x dx − 1

2
ln k =

∫ k+1/2

k
ln
(x

k

)
dx.

On a alors

ak − bk = 1 + ln k +
(

k − 1
2

)
ln
(

k − 1
2

)
−
(

k +
1
2

)
ln
(

k +
1
2

)
.
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En conséquence,
n∑

k=1

(ak − bk) = n + ln n! +
1
2

ln
1
2
−
(

n +
1
2

)
ln
(

n +
1
2

)
= Bn. (2)

On montre alors que la série
+∞∑
k=1

(ak − bk) converge. Puisque

ak =
∫ 1/2

0
ln

1
1 − t

k

dt et bk =
∫ 1/2

0
ln
(

1 +
t

k

)
dt, (3)

on voit que ak > bk > ak+1 > 0. De plus, lim
k→+∞

ak = lim
k→+∞

bk = 0. Donc la

série
a1 − b1 + a2 − b2 + · · · + an − bn + · · ·

converge d’après la règle de Leibniz. Ceci signifie que lim
n→+∞Bn existe et est

égale à la somme de la série
+∞∑
k=1

(ak − bk). Il découle de (3) que

ak − bk = −
∫ 1/2

0
ln
(

1 − t2

k2

)
dt.

D’où,
+∞∑
k=1

(ak − bk) = −
∫ 1/2

0

+∞∑
k=1

ln
(

1 − t2

k2

)
dt,

car la série dans le second membre converge uniformément sur
[
0 , 1

2

]
. Donc,

+∞∑
k=1

(ak − bk) = −
∫ 1/2

0
ln

+∞∏
k=1

(
1 − t2

k2

)
dt

= −
∫ 1/2

0
ln

sin πt

πt
dt,

la dernière égalité se déduisant, par exemple, de III.8.37 (vol. I). En utilisant
le résultat de I.5.1(b), on obtient

−
∫ 1/2

0
ln

sin πt

πt
dt =

1
2

(ln π − 1) .

D’après (1) et (2),

lim
n→+∞(An − Bn) = lim

n→+∞

(
n +

1
2

)
ln
(

1 +
1
2n

)
+

1
2

ln 2 =
1
2

(1 + ln 2) .
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Finalement, on arrive à

lim
n→+∞An = lim

n→+∞Bn +
1
2

(1 + ln 2) = ln
√

2π.

I.5.71. On note d’abord que Γ est infiniment dérivable sur R∗
+. Effectivement,

l’intégrale impropre
∫ +∞
0 xa−1 ln xe−x dx converge uniformément sur tout in-

tervalle [c , d], 0 < c < d, car chacune des intégrales∫ 1

0
xa−1 ln xe−x dx et

∫ +∞

1
xa−1 ln xe−x dx

converge uniformément sur [c , d]. On voit donc, en appliquant I.5.44, que

Γ′(a) =
∫ +∞

0
xa−1 ln xe−x dx.

La formule

Γ(n)(a) =
∫ +∞

0
xa−1 lnn xe−x dx

peut s’obtenir par récurrence. Maintenant, d’après I.5.65,

Γ(b) − B(a, b) = Γ(b) − Γ(a)Γ(b)
Γ(a + b)

=
Γ(b)b

Γ(a + b)
· Γ(a + b) − Γ(a)

b

=
Γ(b + 1)
Γ(a + b)

· Γ(a + b) − Γ(a)
b

.

On obtient, par passage à la limite,

lim
b→0+

(Γ(b) − B(a, b)) =
Γ′(a)
Γ(a)

.

Puisque (voir la solution de I.5.65)

B(a, b) =
∫ +∞

0

xb−1

(1 + x)a+b
dx,

on a
Γ′(a)
Γ(a)

= lim
b→0+

∫ +∞

0
xb−1

(
e−x − 1

(1 + x)a+b

)
dx. (1)

De plus, les intégrales impropres∫ 1

0
xb−1

(
e−x − 1

(1 + x)a+b

)
dx,

∫ +∞

1
xb−1

(
e−x − 1

(1 + x)a+b

)
dx

convergent uniformément sur [0 , b0]. Le résultat de I.5.43 s’applique donc et on
peut permuter la limite et l’intégrale dans (1). Ceci complète la démonstration.
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I.5.72.

(a) On montre d’abord que la fonction

F (x) =
√

xΓ
(
x + 1

2

)
Γ(x + 1)

est croissante pour x > 1. Pour ce faire, on observe que

(ln F (x))′ =
1
2x

+
Γ′ (x + 1

2

)
Γ
(
x + 1

2

) − Γ′(x + 1)
Γ(x + 1)

.

D’après le problème précédent,

Γ′(x + 1)
Γ(x + 1)

− Γ′ (x + 1
2

)
Γ
(
x + 1

2

) =
∫ +∞

0

1
(1 + t)x+1

√
1 + t − 1

t
dt

=
∫ +∞

0

1
(1 + t)x+1

1√
1 + t + 1

dt

<
1
2

∫ +∞

0

1
(1 + t)x+1

dt

=
1
2x

,

ce qui montre que (ln F (x))′ > 0. En conséquence, F est croissante sur
]1 ,+∞[. Donc, lim

x→+∞F (x) = lim
n→+∞F (n). On va utiliser la formule de

duplication et la formule de Stirling données respectivement en I.5.68
et I.5.70 pour trouver cette limite. On a

lim
n→+∞F (n) = lim

n→+∞

√
nΓ
(
n + 1

2

)
Γ(n + 1)

= lim
n→+∞

√
nΓ(2n)

√
π

Γ(n)Γ(n + 1)22n−1

= lim
n→+∞

√
nπ(2n − 1)!

(n − 1)!n!22n−1

= lim
n→+∞βn

√
n(2n − 1)2n−1/2e−(2n−1)

√
2n(2n − 2)2n−1e−(2n−2)

= 1,

où {βn} est une suite qui converge vers 1.

(b) Observons d’abord que si a = 1, d’après I.5.65,

xaB(a, x) = xB(1, x) =
xΓ(1)Γ(x)
Γ(1 + x)

= 1
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pour tout x > 0. Donc, dans ce cas, la limite à trouver est égale à 1. On
va prouver que la fonction Fa(x) = xaB(a, x), x > 0, est croissante si
a > 1 et décroissante si 0 < a < 1. On a

(ln Fa(x))′ =
a

x
+

Γ′(x)
Γ(x)

− Γ′(x + a)
Γ(x + a)

=
a

x
−
∫ +∞

0

(
1

(1 + t)x
− 1

(1 + t)a+x

)
dt

t
.

Si a > 1, alors∫ +∞

0

(
1

(1 + t)x
− 1

(1 + t)a+x

)
dt

t
=
∫ +∞

0

1 + t − (1 + t)1−a

(1 + t)x+1

dt

t

< a

∫ +∞

0

1
(1 + t)x+1

dt =
a

x
,

l’inégalité précédente se déduisant de l’inégalité (1+ t)1−a > 1+ (1− a)t
(voir II.3.7(a) (vol. II)). Ceci montre que (ln Fa(x))′ > 0, ce qui si-
gnifie que Fa est croissante. De même, si 0 < a < 1, alors l’inégalité
(1 + t)1−a < 1 + (1 − a)t (voir II.3.7(b) (vol. II)) implique que Fa est
décroissante. Il suffit donc, pour trouver la limite cherchée, de calculer
lim

n→+∞Fa(n). On obtient

lim
n→+∞naB(a, n) = lim

n→+∞
naΓ(a)Γ(n)
Γ(a + n)

= lim
n→+∞

naΓ(a)(n − 1)!
(a + n − 1)(a + n − 2) . . . (a + 1)aΓ(a)

,

= lim
n→+∞

na−1n!
(a + n − 1)(a + n − 2) . . . (a + 1)a

= Γ(a),

la dernière égalité se déduisant de I.5.31.

I.6. Inégalités portant sur les intégrales

I.6.1. Il est clair que∫ b

a

(∫ b

a
(f(x)g(y) − f(y)g(x))2 dx

)
dy � 0.

Donc,

2
∫ b

a
f2(x) dx

∫ b

a
g2(x) dx − 2

(∫ b

a
f(x)g(x) dx

)2

� 0,
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ce qui donne l’inégalité désirée. Si maintenant f et g sont continues sur [a , b]
et que l’égalité est vérifiée, alors

∫ b

a
(f(x)g(y) − f(y)g(x))2 dx = 0

pour tout y ∈ [a , b]. En conséquence, f(x)g(y) − f(y)g(x) = 0 pour tout
x ∈ [a , b] et y ∈ [a , b]. Donc, s’il existe y0 ∈ [a , b] tel que g(y0) �= 0, alors
f(x) = f(y0)

g(y0) g(x). Si g est identiquement nulle sur [a , b], on peut alors prendre
λ1 = 0 et λ2 = 1.

I.6.2. Il s’agit d’une conséquence immédiate de l’inégalité de Cauchy-
Schwarz.

I.6.3. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir I.6.1),

(b − a)2 =

(∫ b

a

√
f(x)

√
1

f(x)
dx

)2

�
∫ b

a
f(x) dx

∫ b

a

dx

f(x)
.

De plus, puisque

(f(x) − m)(f(x) − M)
f(x)

� 0 pour a � x � b,

on a ∫ b

a

(f(x) − m)(f(x) − M)
f(x)

dx � 0,

ce qui donne
∫ b

a
f(x) dx + mM

∫ b

a

dx

f(x)
� (m + M)(b − a).

Donc,

mM

∫ b

a

dx

f(x)

∫ b

a
f(x) dx � (m + M)(b − a)

∫ b

a
f(x) dx −

(∫ b

a
f(x) dx

)2

� (m + M)2 (b − a)2

4
.

La dernière inégalité se déduit du fait que la fonction x 
→ −x2 + αx atteint
son maximum en x = α

2 .
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I.6.4. Le changement de variable t = x−a
b−a montre qu’il suffit de considérer le

cas a = 0, b = 1. Posons, par commodité,

F =
∫ 1

0
f(x) dx, G =

∫ 1

0
g(x) dx

et

D(f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x) dx − FG.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir I.6.1),

D(f, f) =
∫ 1

0
f2(x) dx −

(∫ 1

0
f(x) dx

)2

� 0.

D’autre part, on a

D(f, f) = (M1 − F )(F − m1) −
∫ 1

0
(M1 − f(x)) (f(x) − m1) dx,

ce qui implique
D(f, f) � (M1 − F )(F − m1).

Clairement,

D(f, g) =
∫ 1

0
(f(x) − F ) (g(x) − G) dx,

et, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

(D(f, g))2 �
∫ 1

0
(f(x) − F )2 dx

∫ 1

0
(g(x) − G)2 dx = D(f, f)D(g, g).

Il s’ensuit que

(D(f, g))2 � (M1 − F )(F − m1)(M2 − G)(G − m2)

� (M1 − m1)2

4
× (M2 − m2)2

4
.

I.6.5. On a∫ b

a
xf(x)f ′(x) dx =

1
2

∫ b

a
x
(
f2(x)

)′
dx

=
1
2

([
xf2(x)

]b
a
−
∫ b

a
f2(x) dx

)
= −1

2

et, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir I.6.1),

1
4

�
∫ b

a

(
f2(x)

)′
dx

∫ b

a
x2f2(x) dx.
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I.6.6. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir I.6.1),

1 =
∣∣∣∣
∫ 1

0
f(x) dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ 1

0
f(x)

√
1 + x2

√
1 + x2

dx

∣∣∣∣∣
�
(∫ 1

0
(1 + x2)f2(x) dx

)1/2(∫ 1

0

1
1 + x2

dx

)1/2

=
(∫ 1

0
(1 + x2)f2(x) dx

)1/2 √
π

2
.

Donc,

inf
f∈A

∫ 1

0
(1 + x2)f2(x) dx � 4

π
.

La borne inférieure est égale à 4
π et elle est atteinte pour f(x) = 4

π(1+x2)
.

I.6.7. L’inégalité se déduit de

∫ b

a
(M − f(x)) (f(x) − m) dx � 0.

I.6.8. On pose

F (t) =
(∫ t

0
f(x) dx

)2

−
∫ t

0
(f(x))3 dx, t ∈ [0 , 1].

On a alors

F ′(t) = f(t)
(

2
∫ t

0
f(x) dx − (f(t))2

)

et si G(t) = 2
∫ t
0 f(x) dx − (f(t))2, alors G′(t) = 2f(t)(1 − f ′(t)) � 0. En

conséquence, G(t) � G(0) = 0, ce qui donne F ′(t) � 0. Donc, F (t) � 0 et, en
particulier, F (1) � 0.

De plus, si F (1) = 0, alors F (t) = 0 pour t ∈ [0 , 1] et F ′(t) = f(t)G(t) = 0.
Ceci implique G′(t) = 2f(t)(1 − f ′(t)) = 0 et 1 − f ′(t) = 0 pour t ∈ ]0 , 1[.

I.6.9. La solution de I.2.22 implique que la fonction

g(x) =
1

x − a

∫ x

a
f(t) dt
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est croissante sur ]a , b]. Donc g(x) � g(b). On peut prouve, comme dans la
solution de I.2.22, que la fonction

h(x) =
1

b − x

∫ b

x
f(t) dt

est croissante sur [a , b[ et que h(a) � h(x).

I.6.10. On suppose ici que les deux fonctions ont le même sens de variation.
On a∫ b

a

(∫ b

a
(f(x)g(x) − f(x)g(y)) dx

)
dy

= (b − a)
∫ b

a
f(x)g(x) dx −

∫ b

a
f(x) dx

∫ b

a
g(x) dx

et∫ b

a

(∫ b

a
(f(y)g(y) − f(y)g(x)) dx

)
dy

= (b − a)
∫ b

a
f(x)g(x) dx −

∫ b

a
f(x) dx

∫ b

a
g(x) dx.

Il s’ensuit que

(b − a)
∫ b

a
f(x)g(x) dx −

∫ b

a
f(x) dx

∫ b

a
g(x) dx

=
1
2

∫ b

a

(∫ b

a
(f(x) − f(y)) (g(x) − g(y)) dx

)
dy � 0

car, par hypothèse, (f(x)−f(y))(g(x)−g(y)) � 0 pour tous x et y dans [a , b].

I.6.11. La démonstration est identique à celle de I.6.10.

I.6.12. D’après l’inégalité de Tchebychev (voir I.6.10),∫ a

0
f(a − x)g(x) dx � 1

a

∫ a

0
f(a − x) dx

∫ a

0
g(x) dx

=
1
a

∫ a

0
f(x) dx

∫ a

0
g(x) dx

�
∫ a

0
f(x)g(x) dx.
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I.6.13. Il suffit d’appliquer l’inégalité de Tchebychev généralisée (voir I.6.11)
en prenant p(x) = q2(x), f(x) = x et g(x) = 1

q(x) .

I.6.14. On obtient, en utilisant la convexité de f ,

∫ b

a
f(x) dx = (b − a)

∫ 1

0
f ((1 − x)a + xb) dx

� (b − a)
∫ 1

0
((1 − x)f(a) + xf(b)) dx

=
f(a) + f(b)

2
(b − a) .

On utilise pour prouver l’autre inégalité le changement de variable x = a+b
2 + t

et on obtient

∫ b

a
f(x) dx =

∫ (b−a)/2

−(b−a)/2
f

(
a + b

2
+ t

)
dt

=
∫ (b−a)/2

0

(
f

(
a + b

2
+ t

)
+ f

(
a + b

2
− t

))
dt

�
∫ (b−a)/2

0
2f
(

a + b

2

)
dt = (b − a)f

(
a + b

2

)
.

I.6.15. On pose f(x) = ln x
x , x > 0. Puisque f ′′(x) = 2 lnx−3

x3 , on voit que
f est strictement convexe sur ]e3/2 ,+∞[ et strictement concave sur ]0 , e3/2[.
Donc, si y > x � e3/2, on a

ln A

A
= f

(
x + y

2

)
<

1
y − x

∫ y

x

ln t

t
dt =

ln2 y − ln2 x

2(y − x)
=

ln G

L
,

ce qui donne AL < GA. On peut utiliser un raisonnement semblable pour
prouver que AL > GA si 0 < x < y � e3/2.
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I.6.16. Soit c ∈ [a , b] tel que f(c) = max
x∈[a,b]

f(x). On a alors, par hypothèse,

∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx +

∫ b

c
f(x) dx

= (c − a)
∫ 1

0
f ((1 − x)a + xc) dx

+ (b − c)
∫ 1

0
f ((1 − x)c + xb) dx

> (c − a)
∫ 1

0
((1 − x)f(a) + xf(c)) dx

+ (b − c)
∫ 1

0
((1 − x)f(c) + xf(b)) dx

= (c − a)
f(a) + f(c)

2
+ (b − a)

f(b) + f(c)
2

>
1
2

(b − a)f(c).

I.6.17. Une intégration par parties donne

∫ a

0
g(x)f ′(x) dx +

∫ b

0
g′(x)f(x) dx

=
[
g(x)f(x)

]b
a
−
∫ a

0
g′(x)f(x) dx +

∫ b

0
g′(x)f(x) dx

= f(a)g(a) +
∫ b

a
g′(x)f(x) dx

� f(a)g(a) +
∫ b

a
g′(x)f(a) dx = f(a)g(b).

Le cas d’égalité se déduit immédiatement de ce qui précède.

I.6.18. Le changement de variable u = f−1(t) et une intégration par parties
donnent

∫ x

0
f(t) dt +

∫ f(x)

0
f−1(t) dt =

∫ x

0
f(t) dt +

∫ x

0
uf ′(u) du

= xf(x).
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I.6.19. On suppose d’abord que f(a) < b = f(x). D’après I.6.18,∫ a

0
f(t) dt +

∫ b

0
f−1(t) dt =

∫ a

0
f(t) dt +

∫ f(a)

0
f−1(t) dt +

∫ b

f(a)
f−1(t) dt

= af(a) +
∫ x

a
uf ′(u) du = xf(x) −

∫ x

a
f(u) du

� xf(x) − (x − a)f(x) = af(x) = ab.

De même, si b � f(a) = y,∫ a

0
f(t) dt +

∫ b

0
f−1(t) dt =

∫ f−1(b)

0
f(t) dt +

∫ a

f−1(b)
f(t) dt +

∫ b

0
f−1(t) dt

= f−1(b)b +
∫ f−1(y)

f−1(b)
f(t) dt

= f−1(b)b +
∫ y

b
u
(
f−1(u)

)′
du

= yf−1(y) −
∫ y

b
f−1(u) du

� yf−1(y) − (y − b)f−1(y) = bf−1(y) = ba.

I.6.20. En appliquant l’inégalité de Young à f(x) = ln(1 + x), on obtient∫ a

0
ln(1 + x) dx +

∫ b

0
(ex − 1) dx � ab,

ce qui donne l’inégalité souhaitée.

I.6.21. S’il existe x0 tel que g−1(x0) > f(x0), par hypothèse,

x0g
−1(x0) �

∫ x0

0
f(x) dx +

∫ g−1(x0)

0
g(x) dx

<

∫ x0

0
g−1(x) dx +

∫ g−1(x0)

0
g(x) dx

= x0g
−1(x0),

la dernière égalité se déduisant de I.6.18. Contradiction.

I.6.22. On déduit de l’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir I.6.1) que

(2 + 3b)2 =
(∫ 1

0
f(x)(x + b) dx

)2

�
∫ 1

0
f2(x) dx

∫ 1

0
(x + b)2 dx
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si f ∈ A. Donc, ∫ 1

0
f2(x) dx � 3(2 + 3b)2

3b2 + 3b + 1
.

La dernière inégalité étant vérifiée pour tout b,∫ 1

0
f2(x) dx � max

b∈R

3(2 + 3b)2

3b2 + 3b + 1
= 12.

L’égalité est atteinte pour f(x) = 6x.

I.6.23. Soit f ∈ A. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir I.6.1),(∫ 1

0
(1 − x)f ′′(x) dx

)2

�
∫ 1

0
(1 − x)2 dx

∫ 1

0

(
f ′′(x)

)2
dx. (1)

De plus, ∫ 1

0
(1 − x)f ′′(x) dx =

[
(1 − x)f ′(x)

]1
0
+
∫ 1

0
f ′(x) dx = −a

et, en conséquence, ∫ 1

0

(
f ′′(x)

)2
dx � 3a2.

L’égalité dans (1) est vérifiée si f ′′(x) = λ(1−x) pour un certain réel λ. Puisque
f ∈ A, on trouve f(x) = a

2

(
x3 − 3x2 + 2x

)
.

I.6.24. D’après le théorème des accroissements finis, pour x ∈ ]0 , 2[,

f(x) − f(0)
x

=
f(x) − 1

x
= f ′(θ1) � −1,

ce qui implique f(x) � 1 − x. Donc, f(x) � |x − 1|. Il s’ensuit que∫ 2

0
f(x) dx �

∫ 2

0
|x − 1| dx = 1.

Puisque f est continue, l’égalité est vérifiée si et seulement si f(x) = |x − 1|,
x ∈ [0 , 2]. Mais cette fonction n’est pas dérivable en x = 1. La réponse à notre
question est donc non.

I.6.25. D’après le théorème des accroissements finis,

f(x) = f ′(θ1)(x − a) et f(x) = f ′(θ2)(x − b).

Si M = max
x∈[a,b]

|f ′(x)|, alors

|f(x)| � M(x − a) et |f(x)| � M(b − x).
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Donc,

4
(b − a)2

∫ b

a
|f(x)| dx

� 4
(b − a)2

∫ (a+b)/2

a
M(x − a) dx +

4
(b − a)2

∫ b

(a+b)/2
M(b − x) dx

=
4

(b − a)2

(
(b − a)2

8
M +

(b − a)2

8
M

)
= M.

I.6.26. Nous allons appliquer l’inégalité

xα1
1 xα2

2 . . . xαn
n � α1x1 + α2x2 + · · · + αnxn

pour xi, αi > 0 (i = 1, 2, . . . , n) tels que
n∑

i=1
αi = 1 (voir, par

exemple, II.4.13(b) (vol. II)). En supposant qu’aucune des fonctions ne s’an-
nule, on pose

xi =
fi(x)∫ b

a fi(x) dx
(i = 1, 2, . . . , n)

et on obtient
∫ b
a

n∏
i=1

fαi
i (x) dx

n∏
i=1

(∫ b
a fi(x) dx

)αi
=
∫ b

a

n∏
i=1

(
fi(x)∫ b

a fi(x) dx

)αi

dx

�
∫ b

a

(
n∑

i=1

αifi(x)∫ b
a fi(x) dx

)
dx = 1.

On remarque que la fonction x 
→
n∏

i=1
fαi

i (x) est Riemann-intégrable sur [a , b]

car chacune des fonctions fαi
i (i = 1, 2, . . . , n) est Riemann-intégrable (voir,

par exemple, le théorème 6.11 dans [29]).

I.6.27.

(a) Il suffit d’appliquer l’inégalité de Hölder en prenant f1 = fp et f2 = gq.

(b) On suppose d’abord que 0 < p < 1 et on pose r = 1
p > 1, 1

r + 1
s = 1 et

v =
1
gp

, u =
fp

v
.
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On a alors fg = ur, fp = uv, gp = vs et, d’après (a),∫ b

a
fp(x) dx =

∫ b

a
u(x)v(x) dx

�
(∫ b

a
ur(x) dx

)1/r (∫ b

a
vs(x) dx

)1/s

=
(∫ b

a
f(x)g(x) dx

)1/r (∫ b

a
gq(x) dx

)1/s

=
(∫ b

a
f(x)g(x) dx

)p(∫ b

a
gq(x) dx

)1−p

.

Si p < 0, alors 0 < q < 1 et le raisonnement précédent s’applique encore.

I.6.28. D’après l’inégalité de Hölder (voir I.6.26), pour p > 1,

a =
∫ 1

0
f(x)

1
2p

+1− 1
2p dx �

(∫ 1

0

√
f(x) dx

) 1
p

a
2p−1
3p ,

ce qui donne
a

p+1
3 �

∫ 1

0

√
f(x) dx.

Puisque l’on peut choisir p > 1 arbitrairement, l’inégalité à prouver suit.

I.6.29. D’après l’inégalité de Jensen (voir, par exemple, II.4.3 (vol. II)),

ϕ

(
n∑

k=1

1
n

f

(
a +

k(b − a)
n

))
�

n∑
k=1

1
n

ϕ

(
f

(
a +

k(b − a)
n

))
.

On obtient l’inégalité cherchée en faisant tendre n vers +∞.

I.6.30. On applique, comme dans le problème précédent, l’inégalité de Jensen
pour obtenir

ϕ

⎛
⎜⎜⎝

n∑
k=1

p
(
a + k(b−a)

n

)
f
(
a + k(b−a)

n

)
n∑

k=1

p
(
a + k(b−a)

n

)
⎞
⎟⎟⎠

�

n∑
k=1

p
(
a + k(b−a)

n

)
ϕ
(
f
(
a + k(b−a)

n

))
n∑

k=1

p
(
a + k(b−a)

n

) .

Le passage à la limite lorsque n tend vers +∞ donne le résultat voulu.
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I.6.31. La fonction ϕ(t) = −√
1 − t2 est continue et convexe sur [−1 , 1]. On

peut donc appliquer l’inégalité donnée en I.6.29.

I.6.32. On remarque d’abord que l’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir I.6.1)
reste vraie si on remplace les intégrales de Riemann par des intégrales de
Riemann-Stieltjes par rapport à une fonction α monotone, autrement dit :(∫ b

a
f(x)g(x) dα(x)

)2

�
∫ b

a
f2(x) dα(x)

∫ b

a
g2(x) dα(x).

On obtient, en intégrant par parties et en utilisant cette inégalité,(
(a + b + 1)

∫ 1

0
xa+bf(x) dx

)2

=
(

f(1) −
∫ 1

0
xa+b+1 df(x)

)2

= f2(1) − 2f(1)
∫ 1

0
xa+b+1 df(x)

+
(∫ 1

0
xa+b+1 df(x)

)2

� f2(1) − 2f(1)
∫ 1

0
xa+b+1 df(x)

+
∫ 1

0
x2a+1 df(x)

∫ 1

0
x2b+1 df(x).

Puisque ∫ 1

0
xk df(x) = f(1) − k

∫ 1

0
xk−1f(x) dx,

on obtient(
(a + b + 1)

∫ 1

0
xa+bf(x) dx

)2

� (2a + 1)
∫ 1

0
x2af(x)dx × (2b + 1)

∫ 1

0
x2bf(x) dx

+ f(1)
(

2(a + b + 1)
∫ 1

0
xa+bf(x) dx

−(2a + 1)
∫ 1

0
x2af(x) dx − (2b + 1)

∫ 1

0
x2bf(x) dx

)
.

Pour voir que∫ 1

0
f(x)

(
2(a + b + 1)xa+b − (2a + 1)x2a − (2b + 1)x2b

)
dx � 0,
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on intègre par parties et on obtient∫ 1

0
f(x)

(
2(a + b + 1)xa+b − (2a + 1)x2a − (2b + 1)x2b

)
dx

= −
∫ 1

0

(
2xa+b+1 − x2a+1 − x2b+1

)
df(x)

=
∫ 1

0

(
xa − xb

)2
x df(x) � 0,

car f est décroissante.

I.6.33. [26]. On peut réécrire l’inégalité à prouver sous la forme

(2a + 1)
∫ 1

0
x2af(x) dx × (2b + 1)

∫ 1

0
x2bf(x) dx

� (a + b + 1)2
(∫ 1

0
xa+bf(x) dx

)2

.

On voit facilement que si f est constante sur [0 , 1] ou si a = b, l’égalité est
alors vérifiée. On suppose donc que f n’est pas constante et que a �= b. Pour
prouver cette inégalité, on considère la forme quadratique

Q(u, v) = Au2 + 2Buv + Cv2,

où

A = (2a + 1)
∫ 1

0
x2af(x) dx, B = (a + b + 1)

∫ 1

0
xa+bf(x) dx,

C = (2b + 1)
∫ 1

0
x2bf(x) dx

et on montre que cette forme n’est pas définie. Une intégration par parties
donne ∫ 1

0
xcf(x) dx =

f(1)
c + 1

−
∫ 1

0

xc+1

c + 1
df(x)

pour c > 0. On en déduit que

Q(u, v) = f(1)(u + v)2 −
∫ 1

0

(
xau + xbv

)2
x df(x).

Donc, Q(1, 1) = 4f(1) − ∫ 1
0

(
xa + xb

)2
x df(x) > 4f(0) � 0 et il est clair que

Q(1,−1) < 0. Ceci montre que la forme quadratique n’est pas définie, ce qui
implique AC − B2 < 0.

181



Chapitre I. L’intégrale de Riemann-Stieltjes

I.6.34. On a∫ b

a

(∫ h

−h
f(y + t) dy

)
dt =

∫ h

−h

(∫ b

a
f(y + t) dt

)
dy.

On remarque de plus que∫ b

a

(∫ h

−h
f(y + t) dy

)
dt =

∫ b

a

(∫ t+h

t−h
f(z) dz

)
dt = 2h

∫ b

a
fh(t) dt

et ∫ h

−h

(∫ b

a
f(y + t) dt

)
dy =

∫ h

−h

(∫ b+y

a+y
f(z) dz

)
dy.

Supposons d’abord que f � 0. Pour prouver l’inégalité dans ce cas, il suffit de
montrer que

∫ b+y
a+y f(z) dz �

∫ b
a f(x) dx. Si y � 0, alors∫ b+y

a+y
f(z) dz =

∫ b

a+y
f(z) dz �

∫ b

a
f(x) dx.

Un raisonnement semblable s’applique si y < 0. On suppose maintenant que
f est une fonction continue quelconque et on pose f̃h(x) = 1

2h

∫ x+h
x−h |f(t)| dt.

Il découle de ce que l’on a déjà prouvé que
∫ b
a f̃h(x)dx �

∫ b
a f(x) dx. On a de

plus

|fh(x)| =
∣∣∣∣ 1
2h

∫ x+h

x−h
f(t) dt

∣∣∣∣ � 1
2h

∫ x+h

x−h
|f(t)| dt = f̃h(x).

L’inégalité est donc prouvée.

I.6.35.

(a) On pose
Sn(x) = f1(x) + f2(x) + · · · + fn(x).

On a alors, d’après l’inégalité de Hölder (voir I.6.27(a)),∫ b

a
Sk

n(x) dx =
∫ b

a
f1(x)Sk−1

n (x) dx + · · · +
∫ b

a
fn(x)Sk−1

n (x) dx

�
(∫ b

a
fk
1 (x) dx

) 1
k
(∫ b

a
Sk

n(x) dx

) k−1
k

+ · · · +
(∫ b

a
fk

n(x) dx

) 1
k
(∫ b

a
Sk

n(x) dx

) k−1
k

,

ce qui implique l’inégalité cherchée.

(b) Il suffit d’appliquer l’inégalité donnée en I.6.27(b).
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I.6.36. Le résultat se déduit du fait que pour x1, x2, . . . , xn � 0, on a

(x1 + x2 + · · · + xn)k � xk
1 + xk

2 + · · · + xk
n (a)

pour k > 1 et

(x1 + x2 + · · · + xn)k � xk
1 + xk

2 + · · · + xk
n (b)

pour 0 < k < 1. (Comparez avec II.5.25 (vol. II).)

I.6.37. Puisque 0 � λ � b−a, on voit que a+λ, b−λ ∈ [a , b]. On va prouver
la première inégalité. On a∫ b

a
f(x)g(x) dx −

∫ b

b−λ
f(x) dx

=
∫ b−λ

a
f(x)g(x) dx +

∫ b

b−λ
f(x) (g(x) − 1) dx

�
∫ b−λ

a
f(x)g(x) dx + f(b − λ)

(∫ b

b−λ
g(x) dx − λ

)

=
∫ b−λ

a
f(x)g(x) dx + f(b − λ)

(∫ b

b−λ
g(x) dx −

∫ b

a
g(x) dx

)

=
∫ b−λ

a
f(x)g(x) dx − f(b − λ)

∫ b−λ

a
g(x) dx

=
∫ b−λ

a
g(x) (f(x) − f(b − λ)) dx � 0.

L’autre inégalité se démontre de la même façon.

I.6.38. [J.E. Pec̆arić, J. Math. Anal. Appl. 88(1982), pp. 505-507]. Supposons
d’abord que

∫ 1
0 g(x) dx > 0. On obtient alors, en utilisant la version géné-

ralisée de l’inégalité de Jensen énoncée en I.6.30 et en prenant ϕ(x) = xp

(p � 1), (∫ 1

0
f(x)g(x) dx

)p

�
(∫ 1

0
g(x) dx

)p−1 ∫ 1

0
(f(x))pg(x) dx.

Il suffit maintenant de prouver que(∫ 1

0
g(x) dx

)p−1 ∫ 1

0
(f(x))pg(x) dx �

∫ λ

0
(f(x))p dx.

Pour obtenir cette inégalité, on pose

μ =
(∫ 1

0
g(x) dx

)p−1
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et on procède comme suit :∫ λ

0
(f(x))p dx − μ

∫ 1

0
(f(x))pg(x) dx

=
∫ λ

0
(f(x))p (1 − μg(x)) dx − μ

∫ 1

λ
(f(x))pg(x) dx

� (f(λ))p
∫ λ

0
(1 − μg(x)) dx − μ

∫ 1

λ
(f(x))pg(x) dx

= (f(λ))p
(

λ − μ

∫ λ

0
g(x) dx

)
− μ

∫ 1

λ
(f(x))pg(x) dx

= (f(λ))p
((∫ 1

0
g(x) dx

)p

− μ

∫ λ

0
g(x) dx

)
− μ

∫ 1

λ
(f(x))pg(x) dx

= μ

(
(f(λ))p

∫ 1

λ
g(x) dx −

∫ 1

λ
(f(x))pg(x) dx

)

= μ

∫ 1

λ
g(x) ((f(λ))p − (f(x))p) dx � 0.

Le résultat énoncé est encore vérifié si
∫ 1
0 g(x) dx = 0. Dans ce cas, les deux

membres de l’inégalité sont nuls, ce qui est une conséquence de II.3.6.

I.6.39. Utilisez le changement de variable x = (b − a)t + a, 0 � t � 1.

I.6.40. On a∫ +∞

0
f(x)g(x) dx − A

∫ λ

0
f(x) dx

= −
∫ λ

0
(A − g(x)) (f(x) − f(λ)) dx −

∫ +∞

λ
g(x) (f(λ) − f(x)) dx � 0.

I.6.41. On remarque qu’intégrer l’inégalité

0 � g(x)
(∫ b

a
g(t) dt

)p−1

� 1

sur [a , b] donne λ ∈ [0 , b − a]. On suppose d’abord que p � 1. On a alors,
d’après l’inégalité généralisée de Jensen (voir la solution de I.6.38),(∫ b

a
f(x)g(x) dx

)p

� μ

∫ b

a
fp(x)g(x) dx
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où

μ =
(∫ b

a
g(x) dx

)p−1

.

On va utiliser l’idée d’Apéry, présentée dans la solution du problème précédent.
Puisque 0 � μg(x) � 1, on note que∫ a+λ

a
fp(x) dx −

∫ b

a
μg(x)fp(x) dx

=
∫ a+λ

a

(
fp(x) − fp(a + λ)

)
(1 − μg(x)) dx

+
∫ b

a+λ
(fp(a + λ) − fp(x)) μg(x) dx � 0.

Si 0 < p � 1, on a alors, d’après l’inégalité généralisée de Jensen (I.6.30),(∫ b

a
f(x)g(x) dx

)p

� μ

∫ b

a
fp(x)g(x) dx,

où μ est défini comme précédemment. De plus,∫ b

a
μg(x)fp(x) dx −

∫ b

b−λ
fp(x) dx

=
∫ b−λ

a
(fp(x) − fp(b − λ)) μg(x) dx

+
∫ b

b−λ

(
fp(b − λ) − fp(x)

)
(1 − μg(x)) dx � 0.

I.6.42. On pose g(x) = g1(x)−g2(x) et G(x) =
∫ x
a g(t) dt. Puisque G(x) � 0

pour x ∈ [a , b] et G(a) = G(b) = 0, une intégration par parties donne∫ b

a
f(t)g(t) dt =

∫ b

a
f(t) dG(t) =

[
f(t)G(t)

]b
a
−
∫ b

a
G(t) df(t)

= −
∫ b

a
G(t) df(t),

ce qui implique le résultat cherché.

I.6.43. [H. Gauchman, J. Inequal. Pure and Appl. Math. 3(2002) no. 2, article 26,
pp. 9 (electronic)]. On applique l’inégalité de Steffensen donnée en I.6.37 en
prenant g(x) = f ′(x)−m

M−m pour obtenir

λ2

2
�
∫ b

a

f ′(x) − m

M − m
(b − x) dx � (b − a)2 − (b − a − λ)2

2
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et

−(b − a)2 − (b − a − λ)2

2
�
∫ b

a

f ′(x) − m

M − m
(a − x) dx � −λ2

2
,

où λ = f(b)−f(a)−m(b−a)
M−m . En multipliant la dernière inégalité par −1 et en

l’additionnant à la précédente, on obtient

λ2 �
∫ b

a

f ′(x) − m

M − m
(b − a) dx � (b − a)2 − (b − a − λ)2.

Un calcul simple montre que cette inégalité est équivalente à celle demandée.
On remarquera que ce résultat est une amélioration de l’inégalité triviale

suivante : m � f(b)−f(a)
b−a � M .

I.6.44. [H. Gauchman, J. Inequal. Pure and Appl. Math. 3(2002) no. 2, article
26, pp. 9 (electronic)]. Comme dans la solution du problème précédent, on ap-
plique l’inégalité de Steffensen donnée en I.6.37 en prenant g(x) = f ′(x)−m

M−m .
On remarque d’abord qu’une intégration par parties donne

∫ b

a

f ′(x) − m

M − m
(b − x) dx =

∫ b
a f(x) dx − f(a)(b − a) − m(b−a)2

2

M − m

et ∫ b

a

f ′(x) − m

M − m
(a − x) dx =

∫ b
a f(x) dx − f(b)(b − a) − m(b−a)2

2

M − m
.

D’après l’inégalité de Steffensen,

λ2

2
�
∫ b
a f(x) dx − f(a)(b − a) − m(b−a)2

2

M − m
� (b − a)2

2
− (b − a − λ)2

2

et

(b − a − λ)2

2
− (b − a)2

2
�
∫ b
a f(x) dx − f(b)(b − a) + m(b−a)2

2

M − m
� −λ2

2
.

On voit maintenant en additionnant ces deux inégalités que

2
M − m

∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx − f(a) + f(b)

2
(b − a)

∣∣∣∣
� −λ2 + λ(b − a)

=

(
f(b) − f(a) − m(b − a)

)(
M(b − a) − f(b) + f(a)

)
(M − m)2

.
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On observe finalement que si m = −M , on obtient en corollaire

∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx − f(a) + f(b)

2
(b − a)

∣∣∣∣ � M (b − a)2

4
− (f(b) − f(a))2

4M
.

I.6.45. Pour 0 � x � a, on pose

h(x) =
∫ x

0

∣∣f ′(t)
∣∣ dt.

On a alors

|f(x)| =
∣∣∣∣
∫ x

0
f ′(t) dt

∣∣∣∣ �
∫ x

0

∣∣f ′(t)
∣∣ dt = h(x)

et h′(x) = |f ′(x)|. En conséquence,
∫ a

0

∣∣f(x)f ′(x)
∣∣ dx �

∫ a

0
h(x)h′(x) dx =

1
2

h2(a)

=
1
2

(∫ a

0

∣∣f ′(t)
∣∣ dt

)2

� a

2

∫ a

0

(
f ′(x)

)2
dx,

la dernière inégalité découlant de l’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir I.6.1).
On remarque que la constante a

2 est la meilleure possible. En effet, on
obtient l’égalité en prenant f(x) = cx.

I.6.46. Pour 0 � x � a, on pose

h(x) =
∫ x

0

(∫ tn−1

0

(
. . .

(∫ t1

0

∣∣∣f (n)(t)
∣∣∣ dt

)
. . .

)
dtn−2

)
dtn−1.

On a alors h(n)(x) =
∣∣f (n)(x)

∣∣ et

|f(x)| =
∣∣∣∣
∫ x

0

(∫ tn−1

0

(
. . .

(∫ t1

0
f (n)(t) dt

)
. . .

)
dtn−2

)
dtn−1

∣∣∣∣
�
∫ x

0

(∫ tn−1

0

(
. . .

(∫ t1

0

∣∣∣f (n)(t)
∣∣∣ dt

)
. . .

)
dtn−2

)
dtn−1

= h(x).
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De plus, puisque les fonctions h, h′, . . . et h(n−1) sont croissantes, on voit que∫ a

0

∣∣∣f(t)f (n)(t)
∣∣∣ dt �

∫ a

0
h(t)h(n)(t) dt �

∫ a

0
th′(t)h(n)(t) dt

� · · · �
∫ a

0
tn−1hn−1(t)h(n)(t) dt

� an−1

(
h(n−1)(a)

)2
2

=
an−1

2

(∫ a

0
h(n)(t) dt

)2

� an

2

∫ a

0

(
h(n)(t)

)2
dt,

la dernière inégalité se déduisant de l’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir I.6.1).

I.6.47. On pose

z(x) =
∫ x

0

∣∣f ′(t)
∣∣q dt.

On a alors z′(x) = |f ′(x)|q et

|f(x)|p �
(∫ x

0

∣∣f ′(t)
∣∣ dt

)p

.

On suppose que q > 1 et q′ est tel que 1
q + 1

q′ = 1. D’après l’inégalité de Hölder
(voir I.6.26),

|f(x)|p �
(∫ x

0

∣∣f ′(t)
∣∣q dt

)p/q

ap/q′ , 0 � x � a.

En conséquence,∫ a

0
|f(x)|p ∣∣f ′(x)

∣∣q dx � ap/q′
∫ a

0

∣∣f ′(x)
∣∣q (∫ x

0

∣∣f ′(t)
∣∣q dt

)p/q

dx

= ap/q′
∫ a

0
z′(x) (z(x))p/q dx

= ap/q′ q

p + q
z(a)

p
q
+1

=
q

p + q
ap/q′

(∫ a

0

∣∣f ′(x)
∣∣q dx

) p
q
+1

� q

p + q
ap

∫ a

0

∣∣f ′(x)
∣∣p+q

dx,

la dernière inégalité se déduisant de celle de Jensen (voir I.6.29). Le cas q = 1
se traite de façon semblable.
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I.6.48. On pose
Pn(x) = (x − a)n(x − b)n

et on observe que P
(k)
n (a) = P

(k)
n (b) = 0 pour k = 0, 1, . . . , n − 1. Donc, par

hypothèse,
P (k)

n (a)f (2n−k−1)(a) = P (k)
n (b)f (2n−k−1)(b) = 0

pour k = 0, 1, . . . , 2n − 1. On obtient donc, en intégrant 2n fois par parties,
∫ b

a
Pn(x)f (2n)(x) dx =

∫ b

a
P (2n)

n (x)f(x) dx = (2n)!
∫ b

a
f(x) dx.

Il s’ensuit que ∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ � M

(2n)!

∫ b

a
|Pn(x)| dx.

Puisque sur ]a , b[, Pn(x) est soit strictement positif, soit strictement négatif,
il suffit de calculer

∫ b
a Pn(x) dx. Le changement de variable x = a + t(b − a)

donne ∫ b

a
Pn(x) dx =

∫ b

a
(x − a)n (x − b)n dx

= (−1)n(b − a)2n+1

∫ 1

0
tn (1 − t)n dt

= (−1)n(b − a)2n+1 (n!)2

(2n + 1)!
,

la dernière égalité provenant de I.5.1(c).

I.7. Mesure de Jordan

I.7.1. Si A est Jordan-mesurable, alors |A| = |A|∗ = |A|∗ < +∞. Par défi-
nition des bornes supérieures et inférieures, il s’ensuit que, étant donné ε > 0,
il existe un ensemble élémentaire E1 inclus dans A tel que

|A| − |E1| <
ε

2

et un ensemble élémentaire E2 contenant A tel que

|E2| − |A| <
ε

2
.
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Ceci montre que la condition est nécessaire. On prouve maintenant que la
condition est aussi suffisante pour la mesurabilité au sens de Jordan de A. En
effet, étant donné ε > 0, on a

|A|∗ − |A|∗ � |E2| − |E1| < ε,

ce qui implique |A|∗ = |A|∗.

I.7.2. Puisque les Ai (i = 1, 2, . . . , n) sont Jordan-mesurables, d’après le
résultat du problème précédent, étant donné ε > 0, il existe des ensembles
élémentaires Ei et E′

i tels que Ei ⊂ Ai ⊂ E′
i et |E′

i| − |Ei| < ε
n . On a donc,

pour i = 1, 2, . . . , n,

|Ai| − ε

n
< |Ei| et

∣∣E′
i

∣∣ < |Ai| + ε

n
.

On remarque alors que les Ei sont deux à deux séparés,

E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪En ⊂ A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪An

et E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ En est un ensemble élémentaire dont le volume est
|E1| + |E2| + · · · + |En|. D’autre part,

A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An ⊂ E′
1 ∪E′

2 ∪ · · · ∪ E′
n

et E′
1 ∪ E′

2 ∪ · · · ∪ E′
n est un ensemble élémentaire dont le volume est

|E′
1| + |E′

2| + · · · + |E′
n|. En conséquence,

|A1| + |A2| + · · · + |An| − ε < |E1| + |E2| + · · · + |En|
� |A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪An|∗
� |A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪An|∗
�
∣∣E′

1

∣∣+ ∣∣E′
2

∣∣+ · · · + ∣∣E′
n

∣∣
< |A1| + |A2| + · · · + |An| + ε.

Puisque l’on peut choisir ε > 0 arbitrairement, le résultat cherché suit.

I.7.3. Il est clair que l’énoncé est vrai pour les ensembles élémentaires. On
démontre d’abord que

|A1 ∪ A2|∗ + |A1 ∩ A2|∗ � |A1|∗ + |A2|∗ . (1)

En effet, si A1 et A2 sont bornés et si E1 et E2 sont des ensembles élémen-
taires tels que A1 ⊂ E1 et A2 ⊂ E2, alors E1 ∪ E2 et E1 ∩ E2 sont tous les
deux des ensembles élémentaires (ou E1 ∩ E2 = ∅) et A1 ∪ A2 ⊂ E1 ∪ E2,
A1 ∩A2 ⊂ E1 ∩ E2. Donc,

|A1 ∪ A2|∗ + |A1 ∩ A2|∗ � |E1 ∪E2| + |E1 ∩ E2| = |E1| + |E2| .
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En prenant la borne inférieure sur tous les ensembles élémentaires E1 ⊃ A1

et E2 ⊃ A2, on obtient (1) pour les ensembles bornés. Si au moins un des
ensembles n’est pas borné, l’inégalité (1) est alors vérifiée pour A1 ∩ Rk et
A2 ∩ Rk avec Rk = [−k , k] × · · · × [−k , k]. On obtient (1) en faisant tendre
k vers +∞. De plus, la définition de la mesure intérieure de Jordan implique
directement que (voir la démonstration de la première partie de (1))

|A1 ∪ A2|∗ + |A1 ∩ A2|∗ � |A1|∗ + |A2|∗ . (2)

Puisque A1 et A2 sont tous les deux Jordan-mesurables, (1) et (2) impliquent

|A1 ∪A2|∗ + |A1 ∩ A2|∗ � |A1| + |A2|
� |A1 ∪ A2|∗ + |A1 ∩ A2|∗ .

En conséquence, si |A1| et |A2| sont finis, alors

(|A1 ∪A2|∗ − |A1 ∪A2|∗) + (|A1 ∩ A2|∗ − |A1 ∩ A2|∗) � 0.

Chacun des termes du premier membre étant positif, on conclut que
|A1 ∪ A2|∗ = |A1 ∪ A2|∗ et |A1 ∩ A2|∗ = |A1 ∩ A2|∗. Si un des ensembles a
une mesure de Jordan extérieure infinie, alors |A1 ∪ A2|∗ = |A1 ∪ A2|∗ = +∞
et la mesurabilité au sens de Jordan se déduit des considérations précédentes.

I.7.4. On prouve d’abord que si A est contenu dans un pavé R, alors

|A|∗ = |R| − |R \A|∗ et |A|∗ = |R| − |R \A|∗ . (1)

On considère pour ce faire un ensemble élémentaire E1 ⊂ A. L’ensemble élé-
mentaire R \ E1 contient alors R \ A et

|R| − |E1| = |R \ E1| � |R \A|∗ .

Donc |E1| � |R| − |R \A|∗ et on obtient en passant à la borne supérieure sur
l’ensemble de tous les E1 ⊂ A

|A|∗ � |R| − |R \A|∗ . (2)

Soit maintenant E2 un ensemble élémentaire tel que R \ A ⊂ E2 ⊂ R.
On a alors R \ E2 ⊂ A et |R| − |E2| = |R \E2| � |A|∗, ce qui donne
|R| − |A|∗ � |E2|. On voit, en prenant la borne inférieure sur tous les
E2 ⊃ R \ A, que

|R| − |A|∗ � |R \A|∗ .

Ceci, combiné avec (2), donne

|A|∗ = |R| − |R \A|∗ .
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L’autre égalité de (1) se prouve de façon semblable. On peut maintenant se
tourner vers la démonstration du résultat énoncé. On suppose d’abord que A2

est borné. Soit R un pavé tel que A1 ⊂ A2 ⊂ R. On pose A = A2 \ A1. On
a alors, en utilisant ce que l’on a prouvé précédemment,

|R \ A|∗ = |(R \A2) ∪ A1|∗ � |R \ A2|∗ + |A1|∗ = |R| − |A2|∗ + |A1|∗ ,

d’où
|A|∗ = |R| − |R \A|∗ � |A2|∗ − |A1|∗ . (3)

Un raisonnement semblable donne

|A|∗ = |R| − |R \A|∗ � |A2|∗ − |A1|∗ . (4)

Puisque A1 et A2 sont mesurables, on obtient

|A| = |A2 \A1| = |A2| − |A1| . (5)

Si A2 n’est pas borné, on considère les ensembles A1 ∩ Rk et A2 ∩ Rk. Leur
différence est A ∩ Rk qui vérifie (5). On obtient le résultat cherché en faisant
tendre k vers +∞, du moment que |A1| < +∞.

I.7.5. Les seuls rectangles contenus dans A sont [a , b]×[c , c], où [a , b] ⊂ [0 , 1]
et c ∈ [0 , 1]\Q. Donc, |A|∗ = 0. D’un autre côté, le plus petit rectangle conte-
nant A est [0 , 1] × [0 , 1]. Donc, |A|∗ = 1.

I.7.6. On va utiliser le résultat de I.7.1. Étant donné 0 < ε < 1, il existe
n0 ∈ N∗ tel que

1
n0

� ε

2
<

1
n0 − 1

.

Soit E1 un ensemble élémentaire inscrit dans B, formé de rectangles dont un
des côtés est [0 , 1] et dont l’autre est de longueur respectivement

1
2
− ε

2n0
,

(
1
2
− 1

3

)
− ε

2n0
, . . . ,

(
1

n0 − 1
− 1

n0

)
− ε

2n0
.

On a alors
|E1| = 1 − 1

n0
− n0 − 1

n0
× ε

2
> 1 − ε.

En prenant E2 = [0 , 1] × [0 , 1], on a |E2| − |E1| < ε. Il est clair que |B| = 1.
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I.7.7. D’après l’égalité (3) dans la solution de I.7.4,

|A|∗ = |(A ∪ B) \ (B \ A)|∗ � |A ∪ B|∗ − |B \A|∗ = |A ∪B|∗ ,

la dernière égalité découlant de l’hypothèse |B|∗ = 0. On a donc

|A|∗ � |A ∪ B|∗ .

Puisque l’inégalité opposée est évidente, l’égalité est vérifiée.
Si on prend maintenant A comme défini en I.7.5 et B = ([0 , 1] × [0 , 1])\A,

on voit que
1 = |A ∪B|∗ �= 0 = |A|∗ ,

bien que |B|∗ = 0.

I.7.8. On montre d’abord que

|A| =
◦

|A|. (1)

Si un ensemble élémentaire E′ est contenu dans A, on a alors
◦
E′ ⊂

◦
A et

|E′| =
◦

|E′|∗ �
◦

|A|∗. Donc, |A| �
◦

|A|∗. L’inégalité opposée est évidente. Il est

aussi clair que
◦

|A|∗ �
◦

|A|∗ � |A|. Cela prouve (1) et la mesurabilité au sens

de Jordan de
◦
A dans le cas où |A| < +∞. On doit prouver si |A| = +∞ que

◦
A∩R est Jordan-mesurable pour tout pavé R. Soit E un ensemble élémentaire
contenu dans A ∩ R. On a

◦
E ⊂

◦
ûA ∩ R =

◦
A ∩

◦
R ⊂

◦
A ∩ R.

Puisque A ∩ R est mesurable et |E| =
◦
|E|, on obtient

|A ∩ R| � |
◦
A ∩ R|∗.

Clairement,

|
◦
A ∩ R|∗ � |A ∩ R| ,

ce qui montre que |
◦
A ∩R|∗ = |A ∩ R|. De plus,

|
◦
A ∩ R|∗ � |A ∩ R| = |

◦
A ∩ R|∗,

ce qui complète la preuve de la mesurabilité au sens de Jordan de
◦
A.

On se tourne maintenant vers la démonstration de la seconde partie de
l’énoncé. Si A est borné, alors pour tout ensemble élémentaire E, A ⊂ E si
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et seulement si A ⊂ E car E est fermé. Ceci montre que |A| = |A|∗. Puisque
|A| = |A|∗, on a

|A| = |A|. (2)

Supposons maintenant que A n’est pas borné. Puisque que
◦
R est ouvert,

◦
R ∩ A ⊂

◦
R ∩ A.

De plus, les ensembles R ∩ A et
◦
R ∩ A diffèrent par un ensemble de mesure

extérieure de Jordan nulle. Il s’ensuit, d’après I.7.7, que

|R ∩ A|∗ = |
◦
R ∩A|∗ � |

◦
R ∩ A|∗ � |R ∩ A|∗ = |R ∩ A| � |R ∩A|∗.

On peut facilement montrer que |R ∩ A|∗ � |R ∩ A| � |R ∩ A|∗. Donc, pour
tout pavé R,

|R ∩ A| = |R ∩ A| .
Finalement, en prenant R = Rk et en faisant tendre k vers +∞, on obtient (2)
pour des ensembles non bornés.

I.7.9. On suppose d’abord que A est borné. Puisque ∂A = A \
◦
A, on

voit, d’après les résultats de I.7.4 et I.7.8, que |∂A| = 0 si A est Jordan-
mesurable. Supposons maintenant que |∂A| = 0 et que A est contenu dans un
pavé R. Alors, étant donné ε > 0, il existe un ensemble élémentaire E ⊂ R
contenant la frontière de A et tel que |E| < ε. Donc R \ E = E1 ∪ E2,

où E1 ⊂
◦
A et A ⊂ R \ E2. Puisque E1 est un ensemble élémentaire, on a

|E1| =
∣∣E1

∣∣ � |A|∗. Clairement, E1∪E est un ensemble élémentaire contenant
A et |A|∗ � |E1 ∪ E| = |E1| + |E|. Donc, |A|∗ − |A|∗ < ε.

Si maintenant A est Jordan-mesurable et non borné, alors soit |A| < +∞,
soit |A| = +∞. Dans le premier cas, d’après les résultats de I.7.4 et I.7.8,
|∂A| = 0. Dans le second cas, pour tout pavé R,

0 � |∂A ∩R| = |A \
◦
A ∩R| = |A ∩ R| − |

◦
A ∩ R|

= |A ∩
◦
R| − |

◦
A ∩

◦
R|,

car |∂R| = 0. De plus, puisque
◦
R est un ensemble ouvert, on a A∩

◦
R ⊂ A ∩

◦
R,

d’où

0 � |∂A ∩ R| � |A ∩
◦
R| − |

◦
ûA ∩ R| = |A ∩

◦
R| − |A ∩R| � 0,

ce qui implique |∂A| = 0.
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Pour finir, on suppose que A n’est pas borné et |∂A| = 0. On a alors,
pour tout pavé R, |∂A ∩R| = 0 et on peut montrer en répétant la consi-
dération utilisée au début de la démonstration que, étant donné ε > 0,
|A ∩ R|∗ � |A ∩ R|∗ + ε, ce qui implique la mesurabilité au sens de Jordan de
A ∩ R pour tout pavé R. Il suffit, pour prouver que |A|∗ = |A|∗, de montrer
que |A|∗ = lim

k→+∞
|A ∩ Rk|∗. Pour cela, on pose l = lim

k→+∞
|A ∩Rk|∗. Claire-

ment, l � |A|∗. De plus, si E est un ensemble élémentaire contenu dans A,
alors E ⊂ A ∩ Rk pour k suffisamment grand et |A|∗ � l.

I.7.10. En utilisant I.7.9 et le fait que

∂(A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ An) ⊂ ∂(A1) ∪ ∂(A2) ∪ · · · ∪ ∂(An),

on voit qu’une union finie d’ensembles mesurables est mesurable. Il découle de
I.7.3 et I.7.8 que l’égalité annoncée est vérifiée pour n = 2. En effet, si A1 et

A2 sont séparés, alors
◦

ýA1 ∩ A2 =
◦
A1 ∩

◦
A2 = ∅, d’où

|A1 ∪ A2| = |A1 ∪ A2| + |
◦

ýA1 ∩ A2| = |A1| + |A2| .

On procède maintenant par récurrence. On suppose l’égalité vérifiée à l’ordre
n et on prouve qu’elle l’est à l’ordre n + 1. On a

|(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) ∪An+1| + |(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) ∩ An+1|
= |A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪An| + |An+1| = |A1| + · · · + |An| + |An+1| .

Il suffit pour conclure la démonstration de prouver que

|(A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ An) ∩An+1| = 0.

Ceci provient du fait que Ai ∩ An+1 ⊂ ∂(Ai).

I.7.11. On rappelle que C =
+∞⋂
n=1

En, où on pose E1 =
[
0 , 1

3

] ∪ [23 , 1
]
,

E2 =
[
0 , 1

9

] ∪ [29 , 3
9

] ∪ [69 , 7
9

] ∪ [89 , 1
]

et on obtient En à partir de En−1

en enlevant l’ouvert représentant le second tiers de tous les 2n−1 intervalles
fermés formant En−1. Par construction, C ne contient aucun intervalle [a , b]
(a < b), d’où |C|∗ = 0. Il est aussi clair que C est contenu dans chacun des
En. Donc, |C|∗ � |En| =

(
2
3

)n −−−−−→
n→+∞ 0.
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I.7.12. La construction de A implique que cet ensemble ne contient aucun
intervalle [a , b] (a < b), d’où |A|∗ = 0. De plus, Ac = [0 , 1] \ A est une union
dénombrable d’intervalles ouverts disjoints. D’après le résultat de II.1.2, on a
|Ac|∗ = α. On voit donc en utilisant la relation (1) de la solution de I.7.4 que

|A|∗ = 1 − |Ac|∗ = 1 − α > |A|∗ .

I.7.13. L’ensemble A est mesurable et sa mesure de Jordan est nulle. Ceci
se déduit du fait que |A ∩ [0 , k]|∗ = 0 pour tout entier k strictement positif.
Soit ε > 0. Il existe n0 tel que 1

n+k < ε
k pour n > n0. L’union des intervalles[

1 , 1 + ε
k

]
, . . . ,

[
k − 1 , k − 1 + ε

k

]
recouvre A ∩ [0 , k] excepté un nombre fini

de points, d’où |A ∩ [0 , k]|∗ � k−1
k ε < ε.

I.7.14. Il est clair que |A|∗ � 1. D’autre part, si un ensemble élémentaire

E est contenu dans A, alors
+∞⋃
k=1

Ik est un recouvrement ouvert de l’ensemble

compact E. D’après le théorème de Heine-Borel, il existe un sous-recouvrement

fini. En conséquence, |E| �
+∞∑
k=1

1
2k+1 = 1

2 et |A|∗ � 1
2 .

I.7.15. L’ensemble A défini au problème précédent est ouvert et n’est pas
Jordan-mesurable. Puisque cet ensemble est borné, il est inclus dans un inter-
valle fermé R et R\A est donc un ensemble fermé qui n’est pas mesurable au
sens de Jordan.

I.7.16. Soit P = {x0, x1, . . . , xn} une partition de [a , b]. On a alors

∫ b

a
χA(x) dx = sup

n∑
i=1

mi(xi − xi−1),

où

mi =

{
1 si [xi−1 , xi] ⊂ A,
0 sinon

et la borne supérieure est prise sur l’ensemble de toutes les partitions P . Donc,
∫ b

a
χA(x) dx = sup

∑
[xi−1 ,xi]⊂A

(xi − xi−1) = sup
E⊂A

|E| = |A|∗ .

L’autre égalité se prouve de la même façon.
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I.7.17. On a ∫ b

a
f(x) dx = sup

n∑
i=1

mi(xi − xi−1),

où a = x0 < x1 < · · · < xn = b est une partition de [a , b], mi =
inf {f(x) : xi−1 � x � xi} et la borne supérieure est prise sur l’ensemble de
toutes les partitions de [a , b]. Puisque les rectangles [xi−1 , xi] × [0 ,mi],
i = 1, 2, . . . , n, forment un ensemble élémentaire contenu dans Af , on voit
que

|Af |∗ �
∫ b

a
f(x) dx.

D’autre part, étant donné ε > 0, il existe un ensemble élémentaire E ⊂ Af tel
que |E| > |Af |∗−ε. Supposons que l’ensemble élémentaire E soit une union de
rectangles [ai , bi]× [ci , di], i = 1, 2, . . . ,m. Si on ordonne toutes les extrémités
ai, bi, on obtient une partition P = {t0, t1, . . . , ts} de [a , b]. Il est clair que E
est inclus dans l’ensemble élémentaire formé des rectangles [ti−1 , ti] × [0 ,mi]
(i = 1, 2, . . . , s) où mi = inf {f(x) : ti−1 � x � ti}. Donc,

∫ b

a
f(x) dx � |Af |∗ − ε.

L’autre égalité se prouve de façon semblable.

I.7.18. On suppose que f est Riemann-intégrable sur [a , b] et que contraire-
ment à l’énoncé du problème, |Jε|∗ > 0 pour un ε > 0. Si P = {x0, x1, . . . , xn}
est une partition de [a , b] et si Jε ∩ [xi−1 , xi] �= ∅, alors Mi − mi � ε et
la somme des longueurs de tels intervalles [xi−1 , xi] est supérieure ou égale
à |Jε|∗. Donc,

U(P, f) − L(P, f) =
n∑

n=1

(Mi − mi)(xi − xi−1) � ε |Jε|∗ ,

ce qui contredit l’intégrabilité de f au sens de Riemann (voir le théo-
rème 1 en I.1). On prouve maintenant que la condition est nécessaire.
On se donne ε > 0. Puisque |Jε|∗ = 0, il existe un nombre fini de sous-
intervalles disjoints recouvrant Jε dont la somme des longueurs est infé-
rieure à ε. On considère la partition P0 = {x0, x1, . . . , xn} formée des ex-
trémités de ces sous-intervalles. Si l’intervalle [xi−1 , xi] ne contient pas de
point de Jε, alors of (x) < ε pour x ∈ [xi−1 , xi]. Par définition, il existe
δx tel que diam f

(
]x − δx , x + δx[

)
< of (x) + (ε − of (x)) = ε. Les intervalles
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ouverts ]x − δx , x + δx[ recouvrent [xi−1 , xi] et, d’après le théorème de Heine-
Borel, il existe donc un sous-recouvrement fini. Ceci implique que [xi−1 , xi]
peut être divisé en un nombre fini de sous-intervalles fermés sur lesquels l’os-
cillation de f est inférieure à ε. On obtient de cette façon un affinement
P = {t0, t1, . . . , tm} de P0. De plus,

U(P, f) − L(P, f) =
m∑

i=1

(Mi − mi)(ti − ti−1) = S1 + S2,

où S1 contient les termes provenant des sous-intervalles contenant des points de
Jε et S2 contient les termes restants. Si (Mi−mi)(ti−ti−1) est un terme de S2,
alors Mi−mi < ε et S2 < ε(b−a). On a pour S1 la majoration S1 � (M−m)ε,
où M et m sont respectivement les bornes supérieure et inférieure de f sur
[a , b]. D’où,

U(P, f) − L(P, f) < ε(M − m + b − a),

ce qui prouve, d’après le théorème 1 de I.1, l’intégrabilité de f au sens de
Riemann.

I.7.19. Si A est Jordan-mesurable, il existe alors, par définition, deux suites
d’ensembles élémentaires vérifiant la condition. Supposons maintenant qu’il
existe des suites {Bn} et {Cn} d’ensembles Jordan-mesurables telles que
Bn ⊂ A ⊂ Cn et lim

n→+∞ |Bn| = lim
n→+∞ |Cn| = L. Étant donné ε > 0, il

existe alors n0 tel que |L − |Bn|| < ε
4 et |L − |Cn|| < ε

4 pour n � n0. De plus,
puisque Bn et Cn sont Jordan-mesurables, il existe des ensembles élémentaires
En ⊂ Bn et E′

n ⊃ Cn tels que |Bn| − |En| < ε
4 et |E′

n| − |Cn| < ε
4 . Il s’ensuit,

d’après le résultat de I.7.1, que A est Jordan-mesurable et |A| = L.

I.7.20. On utilise les résultats donnés en I.7.17 et I.7.19. On définit

B0 =
{

(x, y) ∈ R2 :
1
π

� x � 1, 0 � y �
∣∣∣∣sin 1

x

∣∣∣∣
}

et, pour n ∈ N∗,

Bn =
{

(x, y) ∈ R2 :
1

(n + 1)π
� x � 1

nπ
, 0 � y �

∣∣∣∣sin 1
x

∣∣∣∣
}

.

Chaque ensemble Bn est Jordan-mesurable et

|B0| =
∫ 1

1
π

∣∣∣∣sin 1
x

∣∣∣∣ dx, |Bn| =
∫ 1

nπ

1
(n+1)π

∣∣∣∣sin 1
x

∣∣∣∣ dx.
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De plus,

B0 ∪ B1 ∪ · · · ∪ Bn ⊂ A ⊂ B0 ∪B1 ∪ · · · ∪ Bn ∪ Dn,

où Dn = {(x, y) ∈ R2 : 0 � x � 1
nπ , 0 � y � 1}. Le résultat découle alors du

fait que

|B0 ∪B1 ∪ · · · ∪ Bn| − |B0 ∪ B1 ∪ · · · ∪ Bn ∪ Dn| = |Dn| =
1

nπ
.

I.7.21. Il suffit de montrer la mesurabilité au sens de Jordan de B =
+∞⋃
k=1

Kn.

On note que les Kn sont deux à deux disjoints et

Bn =
n⋃

k=1

Kn ⊂ B ⊂ Bn ∪ Dn = Cn,

où Dn =
{
(x, y) ∈ R2 : 0 � x � 1

n ,− 1
4n � y � 1

4n

}
. Le résultat se déduit alors

de I.7.19 car |Dn| tend vers zéro lorsque n tend vers +∞.

I.7.22. La mesurabilité au sens de Jordan de l’ensemble A découle du ré-
sultat énoncé en I.7.19. Pour une partition α = θ0 < θ1 < · · · < θn = β,
on pose mi = min {f(θ) : θi−1 � θ � θi}, Mi = max {f(θ) : θi−1 � θ � θi}
(i = 1, . . . , n) et on considère les secteurs angulaires

Si = {(r, θ) : 0 � r � mi, θi−1 � θ � θi}
S′

i = {(r, θ) : 0 � r � Mi, θi−1 � θ � θi} .

y = f(x)

x

y

β
α

Si Bn =
n⋃

i=1
Si et Cn =

n⋃
i=1

S′
i, alors Bn et Cn sont des ensembles Jordan-

mesurables tels que Bn ⊂ A ⊂ Cn. De plus,

|Bn| =
1
2

n∑
i=1

m2
i (θi − θi−1), |Cn| =

1
2

n∑
i=1

M2
i (θi − θi−1).
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Puisque f est continue, on conclut la démonstration en prenant une suite de
partitions dont le pas tend vers zéro.

I.7.23. On a

|A| =
1
2

a2

∫ π/4

−π/4
cos (2θ) dθ =

1
2

a2

et la figure montre le cas a = 1.

I.7.24. En utilisant le résultat de I.7.22, on obtient

|A| =
1
2

a2

∫ π/3

−π/3
(1 + cos(3θ))2 dθ =

1
2

πa2.

I.7.25. On considère d’abord le cas a � b. Les différentes possibilités sont
illustrées sur les figures suivantes.
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Par symétrie, on a

|A| =
∫ π

0
(a + b cos θ)2 dθ =

π

2
(
2a2 + b2

)
.

On rappelle que lorsqu’on utilise les coordonnées polaires, r désigne la dis-
tance orientée d’un point à l’origine (ou pôle). Si r < 0, les coordonnées (r, θ)
et (|r| , θ + π) représentent alors le même point. On considère maintenant le
cas a < b. L’équation a + b cos θ = 0 admet deux solutions dans [0 , 2π] :
θ1 = Arccos −a

b et θ2 = 2π − Arccos −a
b . Si θ ∈ [0 , θ1], r est alors positif et

on obtient la moitié supérieure de la boucle extérieure du limaçon. La boucle
intérieure du limaçon correspond aux valeurs de θ comprises entre θ1 et θ2 où
r est strictement négatif.
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L’aire délimitée par la boucle intérieure est donc

|A1| =
1
2

∫ θ2

θ1

(a + b cos θ)2dθ

=
1
2

(
−3a

√
b2 − a2 +

(
b2 + 2a2

)(
π − Arccos

−a

b

))
.

Par symétrie, l’aire délimitée par la boucle extérieure du limaçon est

|A2| =
∫ θ1

0
(a + b cos θ)2 dθ

=
1
2

((
2a2 + b2

)
Arccos

−a

b
+ 3a

√
b2 − a2

)
.

I.7.26. Une transformation en coordonnées polaires donne

r
(
sin5 θ + cos5 θ

)
= 5a sin2 θ cos2 θ.

La courbe a une boucle qui correspond aux valeurs de θ comprises entre 0 et π
2 .

Donc,

|A| =
25
2

a2

∫ π/2

0

sin4 θ cos4 θ(
sin5 θ + cos5 θ

)2 dθ

=
25
2

a2

∫ π/2

0

tan4 θ

(1 + tan5 θ)2 cos2 θ
dθ

=
5
2

a2

∫ +∞

0

5u4

(1 + u5)2
du =

5
2

a2

∫ +∞

1

dv

v2

=
5
2

a2.

1

1

2 x

y

x5 + y5 = 5x2y2
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I.7.27. Les points d’intersection du cercle et du limaçon sont donnés par
cos θ = 1

2 .

Donc, par symétrie,

|A| =
∫ π/3

0

(
(1 + 2 cos θ)2 − 22

)
dθ =

5
2

√
3 − π

3
.

I.7.28. On considère une partition a = x0 < x1 < · · · < xn = b et on
pose mi = min {f(x) : x ∈ [xi−1 , xi]}, Mi = max {f(x) : x ∈ [xi−1 , xi]}. On
note Bn l’union des n cylindres obtenus en faisant tourner les rectangles
[xi−1 , xi] × [0 ,mi] autour de l’axe des abscisses et Cn l’union des n cylindres
obtenus en faisant tourner les rectangles [xi−1 , xi] × [0 ,Mi] autour du même
axe. Puisque f est Riemann-intégrable sur [a , b], d’après I.7.19, on a

|V| = π

∫ b

a
f2(x) dx.
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I.7.29. Comme dans la solution du problème précédent, on démarre avec
une partition a = x0 < x1 < · · · < xn = b et on considère les rectangles
[xi−1 , xi] × [0 ,mi] et [xi−1 , xi] × [0 ,Mi], où mi = min {f(x) : x ∈ [xi−1 , xi]},
Mi = max {f(x) : x ∈ [xi−1 , xi]}. Lorsque l’on fait tourner ces rectangles au-
tour de l’axe des ordonnées, ils balaient des enveloppes cylindriques dont les
volumes sont respectivement πmi

(
x2

i − x2
i−1

)
et πMi

(
x2

i − x2
i−1

)
. Puisque l’in-

tégrale de Riemann-Stieltjes π
∫ b
a f(x) d(x2) existe et est égale à 2π

∫ b
a xf(x) dx,

le résultat cherché s’en déduit.

I.7.30. On obtient par symétrie et en utilisant le résultat de I.7.29

|V| = 4π
∫ a+r

a−r
x
√

r2 − (x − a)2 dx

= 4π
∫ a+r

a−r
(x − a)

√
r2 − (x − a)2 dx + 4πa

∫ a+r

a−r

√
r2 − (x − a)2 dx

= 4πa

∫ a+r

a−r

√
r2 − (x − a)2 dx = 2π2ar2.

I.7.31. Le volume est égal à

|V| =
+∞∑
k=0

π

∫ (2k+1)π

2kπ
e−2x sin x dx

=
π

5

+∞∑
k=0

e−4kπ
(
1 + e−2π

)
=

π

5 (1 − e−2π)
.

I.7.32. L’équation paramétrique de l’ellipse est

x = a cos t, y = b sin t, 0 � t � 2π.
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Donc,

L =
∫ 2π

0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt = 4

∫ π/2

0

√
a2 sin2 t + b2 cos2 t dt

= 4
∫ π/4

0

√
a2 sin2 t + b2 cos2 t dt + 4

∫ π/2

π/4

√
a2 sin2 t + b2 cos2 t dt.

On obtient, en faisant le changement de variable t = π
2 − s dans la dernière

intégrale,

L = 4
∫ π/4

0

(√
a2 sin2 t + b2 cos2 t +

√
a2 cos2 t + b2 sin2 t

)
dt.

Des calculs montrent que l’intégrande est une fonction croissante sur
[
0 , π

4

]
.

L’encadrement cherché s’en déduit.

I.7.33. La longueur de l’ellipse est

L =
∫ 2π

0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt = 4

∫ π/2

0

√
a2 − (a2 − b2) cos2 t dt

= 4a
∫ π/2

0

√
1 − e2 cos2 t dt.

D’après la formule du binôme de Newton (voir, par exemple, III.4.4 (vol. II)),
si |u| < 1, alors

√
1 − u = 1 +

+∞∑
n=1

(−1)n
1
2

(
1
2 − 1

)
. . .
(

1
2 − n + 1

)
n!

un

= 1 −
+∞∑
n=1

(2n − 3)!!
(2n)!!

un.

En posant u = e cos t, on obtient

L = 4a

(
π

2
−

+∞∑
n=1

(2n − 3)!!
(2n)!!

e2n

∫ π/2

0
cos2n t dt

)

car la série converge uniformément sur
[
0 , π

2

]
. D’après I.4.1(b), on a∫ π/2

0
cos2n t dt =

(2n − 1)!!
(2n)!!

π

2

et le résultat cherché s’en déduit.
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I.7.34. L’équation paramétrique de la courbe est

x = f(θ) cos θ, y = f(θ) sin θ, α � θ � β.

Donc,

L =
∫ β

α

√
(f(θ))2 + (f ′(θ))2dθ.

I.7.35.

(a) On applique la formule donnée au problème précédent. On a

L = a

∫ 3π

0
sin2 θ

3
dθ =

3πa

2
.

(b) L’équation paramétrique de la courbe est

x =
1

1 + cos θ
cos θ, y =

1
1 + cos θ

sin θ, θ ∈
[
−π

2
,
π

2

]
.

On vérifie facilement que la courbe est l’arc de la parabole y2 = 1 − 2x,
y ∈ [−1 , 1]. Sa longueur est donc

L =
∫ 1

−1

√
1 + y2 dy = ln(1 +

√
2) +

√
2.
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I.7.36. On remarque que si une courbe a pour équation θ = g(r) (a � r � b)
et si g est continûment dérivable sur [a , b], on peut alors, comme en I.7.34,
en déduire la formule suivante pour sa longueur :

L =
∫ b

a

√
1 + (rg′(r))2dr.

La longueur de la courbe est donc donnée par

L =
∫ 3

1

√
1 +
(

1
2

(
r − 1

r

))2

dr =
1
2

∫ 3

1

(
r +

1
r

)
dr =

1
2

(ln 3 + 4) .

I.7.37. L’équation paramétrique de la courbe est

x = (1 + cos t) cos
(

t − tan
t

2

)
, y = (1 + cos t) sin

(
t − tan

t

2

)
,

où t ∈ [0 , β]. Donc,

L =
∫ β

0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt

=
∫ β

0

√
sin2(t) + (1 + cos t)2

(
1 − 1

2 cos2 t
2

)2

dt

=
∫ β

0
dt = β.
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II

L’INTÉGRALE DE LEBESGUE

Énoncés

II.1. Mesure de Lebesgue sur la droite réelle

Pour A ⊂ R, on considère une collection dénombrable d’intervalles fermés

{In} recouvrant A, In = [an , bn], an � bn, autrement dit, A ⊂
+∞⋃
n=1

In. On

définit la mesure extérieure de Lebesgue m∗(A) de A par

m∗(A) = inf
+∞∑
n=1

|In| = inf
+∞∑
n=1

(bn − an),

où la borne inférieure est prise sur tous les recouvrements dénombrables de
A par des intervalles fermés. Clairement, les intervalles fermés apparaissant
dans la définition de la mesure extérieure de Lebesgue peuvent être remplacés
par des intervalles ouverts ]an , bn[. La mesure extérieure de Lebesgue a les
propriétés suivantes :

(i) Si A ⊂ B, alors m∗(A) � m∗(B).

(ii) m∗
(

+∞⋃
n=1

An

)
�

+∞∑
n=1

m∗(An).

Un ensemble A est dit Lebesgue-mesurable (ou mesurable), si la condition de
Carathéodory

m∗(E) = m∗(E ∩ A) + m∗(E \ A)
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est vérifiée pour tout ensemble E ⊂ R. La collection M de tous les sous-
ensembles Lebesgue-mesurables de R est une σ-algèbre : le complémentaire
d’un ensemble mesurable est mesurable et l’union d’une collection dénom-
brable d’ensembles mesurables est mesurable. On rappelle que la collection B

des boréliens est la plus petite σ-algèbre contenant tous les ensembles ouverts
de R. Tous les boréliens sont mesurables. Si A est un ensemble mesurable,
on définit la mesure de Lebesgue m(A) comme étant la mesure extérieure de
A. La mesure m est dénombrablement additive sur M, autrement dit, si les
ensembles An ⊂ M sont deux à deux disjoints, alors

m

(
+∞⋃
n=1

An

)
=

+∞∑
n=1

m(An).

II.1.1. Démontrer que A est mesurable si m∗(A) = 0.

II.1.2. Soit S =
+∞⋃
n=1

In où les In (n ∈ N∗) sont des intervalles fermés. Prouver

que m(S) = |S|∗ où |S|∗ représente la mesure intérieure de Jordan de S.

II.1.3. Soit S1 =
+∞⋃
n=1

In et S2 =
+∞⋃
n=1

Kn, où In,Kn (n ∈ N∗) sont des intervalles

fermés. Prouver que

m(S1 ∪ S2) + m(S1 ∩ S2) = m(S1) + m(S2).

II.1.4. Prouver que, quels que soient les ensembles A et B,

m∗(A ∪ B) + m∗(A ∩B) � m∗(A) + m∗(B).

II.1.5. L’ensemble G étant un ouvert, soit A et B tels que A ⊂ G et B∩G = ∅.
Prouver que

m∗(A ∪ B) = m∗(A) + m∗(B).

II.1.6. Soit A et B des ensembles séparés par une distance strictement positive,
autrement dit,

d(A,B) = inf {|x − y| : x ∈ A, y ∈ B} > 0.

On a alors
m∗(A ∪ B) = m∗(A) + m∗(B).
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II.1.7. Montrer que si m(A) = 0, on a alors, pour tout B,

m∗(A ∪ B) = m∗(B \ A) = m∗(B).

II.1.8. Prouver que si A est un ensemble mesurable de mesure finie, on a alors,
pour tout B ⊃ A,

m∗(B \A) = m∗(B) − m(A).

II.1.9. Prouver que si A et B sont mesurables, alors

m(A ∪ B) + m(A ∩ B) = m(A) + m(B).

II.1.10. Prouver que si m∗(A) < +∞ et s’il existe A1, sous-ensemble mesurable
de A, tel que m(A1) = m∗(A), alors A est mesurable.

II.1.11. Soit A un sous-ensemble de R. Prouver que, pour tout ε > 0, il existe
un ensemble ouvert G tel que A ⊂ G et m(G) < m∗(A) + ε. Prouver aussi qu’il
existe un Gδ-ensemble A2 tel que A ⊂ A2 et m(A2) = m∗(A).

II.1.12. Montrer que pour tout A ⊂ R, les énoncés suivants sont équivalents :

(i) A est mesurable.

(ii) Étant donné ε > 0, il existe un ouvert G ⊃ A tel que

m∗(G \A) < ε.

(iii) Il existe un Gδ-ensemble U ⊃ A tel que m∗(U \ A) = 0.

(iv) Étant donné ε > 0, il existe un fermé F ⊂ A tel que

m∗(A \F) < ε.

(v) Il existe un Fσ-ensemble V ⊂ A tel que m∗(A \ V) = 0.

II.1.13. Prouver que si m∗(A) < +∞, alors A est mesurable si et seulement
si pour tout ε > 0, il existe une union finie W d’intervalles ouverts telle que
m∗(W�A) < ε où W�A est la différence symétrique de W et A, soit W�A =
(W \ A) ∪ (A \ W).
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II.1.14. Pour A ⊂ R, on définit la mesure intérieure de Lebesgue m∗(A) de A
en posant

m∗(A) = sup {m(B) : B ∈ M,B ⊂ A} ,

où M est la σ-algèbre de tous les sous-ensembles mesurables de R. Démontrer :

(a) Si A est mesurable, alors m∗(A) = m∗(A).

(b) Si A est un sous-ensemble d’un intervalle fermé borné I, alors

m∗(A) = |I| − m∗(I \A).

(c) Si m∗(A) = m∗(A) < +∞ alors A est mesurable.

(d) Pour tout ensemble A et tout ensemble C,

m∗(A ∪ C) + m∗(A ∩C) � m∗(A) + m∗(C).

(e) Si les An (n ∈ N∗) sont deux à deux disjoints, alors

m∗

(
+∞⋃
n=1

An

)
�

+∞∑
n=1

m∗(An).

(f) Si M est de mesure nulle, alors m∗(A ∪ M) = m∗(A).

II.1.15. Prouver que A ⊂ I, I étant un intervalle fermé borné, est mesurable si
et seulement si

|I| = m∗(A) + m∗(I \ A).

II.1.16. Soit A et B deux ensembles donnés de mesure extérieure finie. Prou-
ver que m∗(A ∪ B) = m∗(A) + m∗(B) si et seulement s’il existe des ensembles
mesurables A1 et B1 tels que A ⊂ A1, B ⊂ B1 et m(A1 ∩B1) = 0.

II.1.17. Soit A et B deux ensembles de mesure extérieure finie. Prouver que si
m∗(A ∪ B) = m∗(A) + m∗(B), alors m∗(A ∪ B) = m∗(A) + m∗(B).

II.1.18. Démontrer que si {An} est une suite croissante d’ensembles mesurables,
alors

m

(
+∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→+∞m(An).
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II.1.19. Démontrer que si {An} est une suite décroissante d’ensembles mesu-
rables et si m(Ak) est finie pour au moins un k, alors

m

(
+∞⋂
n=1

An

)
= lim

n→+∞m(An).

Prouver aussi qu’on ne peut pas omettre l’hypothèse m(Ak) < +∞ pour un
certain k.

II.1.20. On définit, pour une suite {An} de sous-ensembles de R, la limite su-
périeure et la limite inférieure de {An} en posant

lim
n→+∞An =

+∞⋂
k=1

+∞⋃
n=k

An et lim
n→+∞

An =
+∞⋃
k=1

+∞⋂
n=k

An.

(a) Montrer que si An est mesurable pour tout n ∈ N∗, alors

m

(
lim

n→+∞
An

)
� lim

n→+∞
m(An).

(b) Montrer que si, de plus, m(An ∪ An+1 ∪ · · · ) < +∞ pour au moins un n,
alors

m

(
lim

n→+∞An

)
� lim

n→+∞m(An).

II.1.21. On dit que la suite {An} de sous-ensembles de R converge si
lim

n→+∞An = lim
n→+∞

An et on note la limite commune lim
n→+∞An.

(a) Prouver qu’une suite monotone d’ensembles converge.

(b) Prouver que si une suite d’ensembles mesurables {An} telle que An ⊂ B et
m∗(B) < +∞ converge, alors

m

(
lim

n→+∞An

)
= lim

n→+∞m(An).

II.1.22. Prouver que la mesure de Lebesgue de l’ensemble défini en I.7.12 est
égale à 1 − α.

II.1.23. Soit A l’ensemble des points de [0 , 1] tels que x ∈ A si et seulement si
l’écriture décimale de x ne nécessite pas l’utilisation du chiffre 7. Montrer que A
est de mesure de Lebesgue nulle.
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II.1.24. Soit B ⊂ R l’ensemble des nombres dont l’écriture décimale ne nécessite
pas l’utilisation du chiffre 7 après la virgule. Montrer que B est de mesure de
Lebesgue nulle.

II.1.25. Soit A l’ensemble des points de [0 , 1] qui admettent une écriture binaire
avec des 0 à chaque position paire. Montrer que A est un ensemble nulle part
dense(1) de mesure de Lebesgue nulle.

II.1.26. Trouver la mesure de Lebesgue de l’ensemble des points de [0 , 1] qui
admettent une écriture décimale contenant tous les chiffres 1, 2, . . . , 9.

II.1.27. Quelle est la mesure de Lebesgue de l’ensemble des points de [0 , 1] qui
admettent une écriture décimale 0, d1d2d3 . . . telle qu’aucune suite d3k+1 d3k+2

d3k+3 ne soit formée de trois 2 consécutifs ?

II.1.28. Soit A l’union des intervalles centrés aux points de l’ensemble de Cantor
et de longueur 0,1. Trouver la mesure de Lebesgue de A.

II.1.29. Prouver que si A est un ensemble borné et mesurable de mesure
m(A) = p > 0, il existe alors un ensemble mesurable B ⊂ A de mesure q pour
tout q ∈ ]0 , p[.

II.1.30. Prouver que si 0 < m(A) � +∞, il existe alors un ensemble mesurable
B ⊂ A de mesure q pour tout q strictement positif tel que q < m(A).

II.1.31. Montrer que si 0 < m(A) � +∞, il existe alors un ensemble parfait(2)

B ⊂ A de mesure q pour tout q strictement positif tel que q < m(A).

II.1.32. Démontrer que tout ensemble A de mesure de Lebesgue strictement
positive a la puissance du continu.

II.1.33. Prouver que tout ensemble fermé et non vide A ⊂ R de mesure de
Lebesgue nulle est nulle part dense.

(1)Un sous-ensemble A de X est nulle part dense si l’intérieur de son adhérence dans X est vide.
(N.d.T.)
(2)Un ensemble est parfait s’il coïncide avec l’ensemble de ses points d’accumulation, dit autre-
ment, s’il est fermé et sans points isolés. (N.d.T.)
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II.1.34. Soit A ⊂ R un ensemble nulle part dense de mesure de Lebesgue nulle.
Son adhérence doit-elle être de mesure de Lebesgue nulle ?

II.1.35. Prouver que si A ⊂ [a , b] et m(A) > 0, il existe x et y dans A tels que
|x − y| soit irrationnel.

II.1.36. Existe-t-il une collection dénombrable de sous-ensembles de [0 , 1], nulle
part denses et parfaits, dont l’union soit de mesure de Lebesgue égale à 1 ?

II.1.37. Existe-t-il un sous-ensemble de [0 , 1] nulle part dense et parfait de
mesure de Lebesgue égale à 1 ?

II.1.38. Donner un exemple d’ensemble mesurable A ⊂ R ayant la propriété
suivante : pour tout intervalle ]α , β[,

m
(
A ∩ ]α , β[

)
> 0 et m

(
(R \ A) ∩ ]α , β[

)
> 0.

II.1.39. Soit A ⊂ R un ensemble mesurable vérifiant la propriété : pour tout
δ > 0, m

(
A ∩ ]−δ , δ[

)
> 0 et 0 ∈ A. Montrer qu’il existe un ensemble parfait

B ⊂ A tel que m
(
B ∩ ]−δ , δ[

)
> 0 pour tout δ > 0.

II.1.40. Un ensemble mesurable A ⊂ R est dit de densité d en x si la limite

lim
h→0+

m(A ∩ [x − h , x + h])
2h

existe et est égale à d. Si d = 1, x est appelé un point de densité de A et si d = 0,
x est appelé un point de dispersion de A. Déterminer les points de densité et les
points de dispersion de A = ]−1 , 0[ ∪ ]0 , 1[ ∪ {2}.

II.1.41. Étant donné α ∈ ]0 , 1[, construire un ensemble A dont la densité en
x0 ∈ R est égale α.

II.1.42. Soit A un ensemble mesurable tel que 0 ∈ A soit un point de densité
de A. Prouver qu’il existe un ensemble parfait B ⊂ A tel que 0 soit un point de
densité de B.
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II.1.43. Si x et y appartiennent à [0 , 1[, on définit la somme x + y (mod 1)
comme étant x + y si x + y < 1 et x + y − 1 si x + y � 1. Pour A ⊂ [0 , 1[ et
a ∈ [0 , 1[, on définit le translaté modulo 1 de A comme étant l’ensemble

A + a (mod1) = {x + a (mod1) : x ∈ A}.
Montrer que m∗(A) = m∗ (A + a (mod1)).

II.1.44. Prouver que si A ⊂ [0 , 1[ et a ∈ [0 , 1[, alors l’ensemble A + a (mod1)
est mesurable si et seulement si A est mesurable et

m(A) = m (A + a (mod1)) .

II.1.45. On dit que x et y sont équivalents et on note x ∼ y si et seulement si
x−y est rationnel. Cette relation d’équivalence divise [0 , 1[ en une famille non dé-
nombrable de classes d’équivalence disjointes. D’après l’axiome du choix, il existe
un ensemble V contenant exactement un élément de chaque classe d’équivalence.
On appelle un tel ensemble un ensemble de Vitali . Prouver qu’un ensemble de
Vitali n’est pas mesurable.

II.1.46. Montrer que si A est un sous-ensemble mesurable d’un ensemble de
Vitali V, alors m(A) = 0.

II.1.47. Montrer sur un exemple que la réciproque du résultat énoncé en II.1.17
est fausse. Autrement dit, il existe des ensembles A et B tels que

m∗(A ∪B) = m∗(A) + m∗(B) et m∗(A ∪ B) < m∗(A) + m∗(B).

II.1.48. Prouver que tout ensemble de mesure extérieure strictement positive
contient un sous-ensemble non mesurable.

II.1.49. Donner un exemple de suite {An} d’ensembles deux à deux disjoints
telle que

m∗
(

+∞⋃
n=1

An

)
<

+∞∑
n=1

m∗(An).

II.1.50. Donner un exemple de suite décroissante {An} d’ensembles telle que
m∗(A1) < +∞ et

m∗
(

+∞⋂
n=1

An

)
< lim

n→+∞m∗(An).
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II.1.51. Prouver que si A est un ensemble mesurable de mesure strictement
positive, il existe alors δ > 0 tel que A ∩ (A + x) soit non vide dès que |x| < δ.

II.1.52. Soit Vk (k ∈ N) les ensembles définis dans la solution de II.1.45.

Prouver qu’aucun des ensembles An =
n⋃

k=0

Vk n’est mesurable.

II.1.53. Soit A ⊂ R un ensemble mesurable pour lequel il existe c strictement
positif tel que m(A∩ I) � c |I| pour tout intervalle I. Prouver que le complémen-
taire de A est de mesure nulle.

II.1.54. Montrer qu’il existe un ensemble A ⊂ R tel que chaque ensemble
Lebesgue-mesurable inclus dans A ou dans Ac est de mesure de Lebesgue nulle.

II.1.55. Démontrer le critère de Lebesgue d’intégrabilité au sens de Riemann .
Une fonction bornée sur un intervalle fermé et borné est Riemann-intégrable si et
seulement si l’ensemble des discontinuités de f est de mesure de Lebesgue nulle.

II.1.56. Soit f : [a , b] −→ R, on note D l’ensemble des discontinuités de f et
L l’ensemble des points où f admet une limite à gauche. Prouver que D ∩ L est
dénombrable. En déduire le critère intégrabilité au sens de Riemann suivant : une
fonction bornée sur [a , b] est Riemann-intégrable si et seulement si l’ensemble
[a , b] \ L est de mesure de Lebesgue nulle.

II.1.57. Soit f : [0 , 1] −→ R une fonction continue telle que f(0) = f(1) = 0.
Montrer que la mesure de Lebesgue de

A = {h ∈ [0 , 1] : f(x + h) = f(x) pour un certain x ∈ [0 , 1]}
est au moins égale à 1

2 .

II.2. Fonctions mesurables au sens de Lebesgue

Une fonction f : A −→ R définie sur un ensemble mesu-
rable A ⊂ R est dite Lebesgue-mesurable (ou mesurable) sur A si
f−1 (]c ,+∞]) = {x ∈ A : f(x) > c} est un sous-ensemble Lebesgue-mesurable
de A pour tout réel c. On a :
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Théorème 1. Les énoncés suivants sont équivalents :

(i) f est Lebesgue-mesurable sur A.

(ii) f−1 ([c ,+∞]) = {x ∈ A : f(x) � c} est un sous-ensemble Lebesgue-
mesurable de A pour tout réel c.

(iii) f−1 ([−∞ , c[) = {x ∈ A : f(x) < c} est un sous-ensemble Lebesgue-
mesurable de A pour tout réel c.

(iv) f−1 ([−∞ , c]) = {x ∈ A : f(x) � c} est un sous-ensemble Lebesgue-
mesurable de A pour tout réel c.

On utilisera aussi les théorèmes suivants :

Théorème 2. Soit f et g deux fonctions mesurables à valeurs réelles définies sur
A, soit F une fonction à valeurs réelles continue sur R2. Pour x ∈ A on pose
h(x) = F (f(x), g(x)). La fonction h est alors mesurable sur A. En particulier,
f + g et fg sont mesurables.

Théorème 3. Soit {fn} une suite de fonctions mesurables sur A. Alors

h1(x) = sup {fn(x) : n ∈ N} et h2(x) = lim
n→+∞ fn(x)

sont aussi mesurables sur A. En particulier, si f et g sont mesurables sur A,
il en est de même de max {f, g} et min {f, g}.

Une propriété est dite vérifiée presque partout (en abrégé p.p.) sur un en-
semble mesurable si l’ensemble des points où elle n’est pas vérifiée est de mesure
nulle. En particulier, on dit que f = g p.p. si f et g sont définies sur le même
ensemble A et m ({x ∈ A : f(x) �= g(x)}) = 0.

Supposons que A =
n⋃

i=1
Ai, où les ensembles Ai sont mesurables et deux à

deux disjoints. Une fonction ϕ définie sur A par

ϕ(x) =
n∑

i=1

ciχAi(x),

où c1, c2, . . . , cn sont des réels, est appelée une fonction simple.
Le théorème suivant est appelé le théorème d’approximation des fonctions

mesurables.
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Théorème 4. Pour toute fonction mesurable f définie sur un ensemble mesu-
rable A, il existe une suite {ϕn} de fonctions simples qui converge simplement
vers f . Dans le cas où f est positive, on peut construire la suite {ϕn} de sorte
qu’elle soit croissante. Dans le cas où f est bornée sur A, on peut choisir la
suite {ϕn} de sorte que la convergence soit uniforme sur A.

II.2.1. Montrer que si f est mesurable, il en est de même de |f |. La mesurabilité
de |f | implique-t-elle celle de f ?

II.2.2. Donner des exemples de fonctions f et g non mesurables telles que

(a) f + g soit mesurable,

(b) fg soit mesurable.

II.2.3. Soit f une fonction à valeurs réelles définie sur R. Prouver que la mesu-
rabilité de l’ensemble {x : f(x) = c} pour tout réel c n’est pas suffisante pour que
f soit mesurable.

II.2.4. Soit C un sous-ensemble dense de R. Prouver qu’une fonction f définie
sur un ensemble mesurable A est mesurable si et seulement si {x ∈ A : f(x) � c}
est mesurable pour tout c ∈ C.

II.2.5. Prouver qu’une fonction f à valeurs réelles définie sur un ensemble me-
surable A est mesurable si et seulement si f−1(G) est mesurable pour tout ouvert
G ⊂ R.

II.2.6. Prouver que si une fonction à valeurs réelles définie sur R est mesurable,
alors f−1(B) est mesurable pour tout borélien B ⊂ R.

II.2.7. Prouver qu’une fonction continue à valeurs réelles définie sur un ensemble
mesurable est mesurable.

II.2.8. Soit f et g des fonctions définies sur un ensemble mesurable A à valeurs
dans R. Prouver que si f est une fonction mesurable et si f = g p.p., alors g est
mesurable.

II.2.9. Montrer que toute fonction Riemann-intégrable définie sur [a, b] est me-
surable sur [a, b].
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II.2.10. Montrer que toute fonction à variation bornée sur [a, b] est mesurable.

II.2.11. On définit la fonction de Cantor ϕ : [0 , 1] −→ [0 , 1] comme suit : si x

est un élément de l’ensemble de Cantor C et x =
+∞∑
n=1

an
3n , avec an = 0 ou an = 2,

on pose

ϕ(x) = ϕ

(
+∞∑
n=1

an

3n

)
=

+∞∑
n=1

1
2n

· an

2
,

autrement dit, si an est le n-ième chiffre de l’écriture ternaire de x, alors le n-ième
chiffre de l’écriture binaire de ϕ(x) est an

2 . On prolonge ϕ à [0 , 1] en posant

ϕ(x) = sup {ϕ(y) : y ∈ C, y < x} .

Prouver que l’image de l’ensemble de Cantor C par ϕ est [0 , 1]. Prouver aussi que
ϕ est croissante et continue sur [0 , 1] et ϕ′(x) = 0 p.p. sur [0 , 1].

II.2.12. Démontrer que si f est une application continue et bijective de R sur R,
alors l’image par f de tout borélien est un borélien.

II.2.13. Donner un exemple pour chacun des cas suivants :

(a) une fonction mesurable f et un ensemble mesurable A tels que f(A) ne soit
pas mesurable ;

(b) une fonction mesurable g et un ensemble mesurable B tels que g−1(B) ne
soit pas mesurable.

II.2.14. Donner un exemple d’ensemble mesurable qui ne soit pas borélien.

II.2.15. Soit f une fonction continue sur [a , b]. Montrer que f vérifie la condition

E ⊂ [a , b] et m(E) = 0 implique m(f(E)) = 0

si et seulement si, pour tout ensemble mesurable A ⊂ [a , b], son image f(A) est
mesurable.

II.2.16. Soit g une fonction à valeurs réelles définie et mesurable sur A et f une
fonction continue sur g(A). Prouver que f ◦ g est mesurable.

II.2.17. Soit g une fonction continue sur [a, b] et h une fonction à valeurs réelles
mesurable sur g ([a, b]). La composée h ◦ g est-elle mesurable ?
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II.2.18. Soit g une fonction à valeurs réelles mesurable sur A et f une fonction
définie sur R telle que, pour tout ensemble ouvert G, son image réciproque f−1(G)
est un borélien. Prouver que f ◦ g est mesurable.

II.2.19. Donner un exemple de fonction mesurable dont la fonction réciproque
n’est pas mesurable.

II.2.20. Soit f une fonction dérivable sur [a , b]. Démontrer que f ′ est mesurable
sur [a , b].

II.2.21. Soit A ⊂ R un ensemble mesurable de mesure finie et f une fonction
mesurable sur A à valeurs finies presque partout. Étant donné ε > 0, il existe
alors un ensemble mesurable B ⊂ A tel que m(A \ B) < ε et la restriction de f
à B est bornée.

II.2.22. Démontrer le théorème d’Egorov . Soit A ⊂ R un ensemble mesurable
de mesure finie. Si {fn} est une suite de fonctions mesurables qui converge vers
une fonction à valeurs réelles f presque partout sur A, étant donné ε > 0, il existe
alors un sous-ensemble mesurable B de A tel que m(A \ B) < ε et la suite {fn}
converge uniformément vers f sur B.

II.2.23. Montrer sur un exemple que l’hypothèse m(A) < +∞ est essentielle
dans le théorème d’Egorov.

II.2.24. On suppose que A est mesurable et que {fn} est une suite de fonctions
mesurables convergente vers f presque partout sur A. Montrer qu’il existe un

ensemble B ⊂ A tel que B =
+∞⋃
i=1

Bi, m(A \ B) = 0 et la suite {fn} converge

uniformément vers f sur chaque Bi.

II.2.25. Soit {Vn} la suite d’ensembles définie dans la solution de II.1.45 et
soit {fn} la suite de fonctions définies sur [0 , 1[ par fn = χ+∞⋃

i=n
Vi

. Démontrer que

fn tend vers 0 sur [0 , 1[ mais que l’assertion du théorème d’Egorov (voir II.2.22)
n’est pas vérifiée, autrement dit qu’il existe ε > 0 tel que la convergence n’est uni-
forme sur aucun sous-ensemble mesurable B de [0 , 1[ vérifiant m ([0, 1[ \ B) < ε.
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II.2.26. Construire une suite {fn} de fonctions mesurables sur [0 , 1] telle que
la suite converge partout sur [0 , 1] et telle que, pour tout ensemble B ⊂ [0 , 1] de
mesure 1, la convergence ne soit pas uniforme sur B.

II.2.27. Démontrer le théorème de Lusin suivant. Pour qu’une fonction à valeurs
réelles f définie sur un ensemble mesurable A soit mesurable, il faut et il suffit
que, pour tout ε > 0, il existe un ensemble fermé F ⊂ A tel que m(A \F) < ε et
la restriction de f à F soit continue.

II.2.28. En utilisant le résultat de II.1.38, construire une fonction f mesurable
sur R telle que f soit discontinue en tout point de R \E pour tout ensemble E de
mesure nulle.

II.2.29. Soit f : [0 , a] −→ R une fonction mesurable. Prouver qu’il existe une
fonction g décroissante sur [0 , a] telle que, pour tout réel y,

m ({x ∈ [0 , a] : f(x) > y}) = m ({x ∈ [0 , a] : g(x) > y}) .

II.2.30. Soit {fn} une suite de fonctions à valeurs réelles mesurables sur A.
On dit que {fn} converge en mesure vers une fonction mesurable f si, pour tout
ε > 0, lim

n→+∞m ({x ∈ A : |fn(x) − f(x)| > ε}) = 0. Prouver que si une suite {fn}
converge en mesure vers f et si {fn} converge en mesure vers g, alors f = g p.p.
sur A.

II.2.31. Démontrer le théorème de Lebesgue suivant. Si m(A) < +∞ et {fn}
converge vers f p.p. sur A, alors {fn} converge en mesure vers f .

II.2.32. Montrer sur un exemple que l’hypothèse m(A) < +∞ est essentielle
dans le théorème de Lebesgue énoncé précédemment.

II.2.33. Donner un exemple d’une suite de fonctions mesurables sur l’intervalle
[0 , 1] convergente en mesure sur [0 , 1] mais qui ne converge en aucun point de cet
intervalle.

II.2.34. Soit {fn} la suite de fonctions définie dans la solution du problème
précédent. Donner une sous-suite de cette suite qui converge vers la fonction nulle
p.p. sur [0 , 1].
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II.2.35. Démontrer le théorème de Riesz suivant. Toute suite {fn} convergente
en mesure vers f sur A contient une sous-suite convergente vers f p.p. sur A.

II.2.36. Soit {fn} une suite croissante de fonctions définies sur ]a , b[. Prouver
que si la suite converge en mesure vers f , alors lim

n→+∞ fn(x) = f(x) en tout point
x où f est continue.

II.2.37. Démontrer le théorème de Fréchet suivant. Si f est une fonction me-
surable à valeurs réelles définie sur A, il existe alors un Fσ-ensemble H tel que
m(A \H) = 0 et la restriction de f à H appartient à la première classe de Baire
(f est la limite simple d’une suite de fonctions continues sur H).

II.2.38. Démontrer le théorème de Vitali suivant. Si f est une fonction mesu-
rable à valeurs réelles définie sur A, il existe alors une fonction g appartenant à la
seconde classe de Baire (g est la limite simple d’une suite de fonctions appartenant
à la première classe de Baire sur A) telle que f = g p.p.

II.3. Intégrale de Lebesgue

L’intégrale de Lebesgue d’une fonction simple ϕ(x) =
n∑

i=1
ciχAi(x) sur A,

où A =
n⋃

i=1
Ai et les Ai sont des ensembles deux à deux disjoints et mesurables,

est définie par ∫
A

ϕdm =
n∑

i=1

cim(Ai).

Si f est mesurable et positive sur A, on définit∫
A

f dm = sup
∫
A

ϕdm,

où la borne supérieure est prise sur toutes les fonctions simples ϕ pour les-
quelles 0 � ϕ � f . La fonction f est dite intégrable (ou sommable) au sens de
Lebesgue sur A si son intégrale sur A est finie. Si f est mesurable sur A, on
définit ∫

A
f dm =

∫
A

f+ dm −
∫
A

f− dm,

où f+ = max {f, 0} et f− = −min {f, 0}. On dit que f est intégrable sur A
si f+ et f− le sont.
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Soit p ∈ R∗
+ . Une fonction mesurable f définie sur A appartient à l’espace

Lp(A) si
∫
A |f |p dm < +∞. On écrit dans ce cas ‖f‖p =

(∫
A |f |p dm

)1/p. Dans
le cas où A = [a , b], on écrit f ∈ Lp[a , b].

Une fonction mesurable f définie sur A est dite essentiellement bornée si
m
({x ∈ A : |f(x)| > r}) = 0 pour un certain réel r. Dans ce cas, on définit la

borne supérieure essentielle de f par

‖f‖∞ = inf {r : m ({x ∈ A : |f(x)| > r}) = 0} .

L’ensemble E = {x ∈ A : |f(x)| > ‖f‖∞} est de mesure nulle et |f(x)| � ‖f‖∞
en dehors de E. Donc |f(x)| � ‖f‖∞ p.p. sur A.

On utilisera les théorèmes suivants :

Théorème 1 (Théorème de convergence monotone de Lebesgue). Soit {fn}
une suite croissante de fonctions positives mesurables sur A. Si
f(x) = lim

n→+∞ fn(x), x ∈ A, alors

lim
n→+∞

∫
A

fn dm =
∫
A

f dm.

Théorème 2 (Lemme de Fatou). Soit {fn} une suite de fonctions positives me-
surables sur A. On a∫

A
lim

n→+∞
fn dm � lim

n→+∞

∫
A

fn dm.

Théorème 3 (Théorème de convergence dominée de Lebesgue). Soit {fn} une
suite de fonctions mesurables sur A et f(x) = lim

n→+∞ fn(x), x ∈ A. S’il existe

une fonction g intégrable sur A telle que |fn(x)| � g(x) pour tout n et pour
tout x ∈ A, alors

lim
n→+∞

∫
A

fn dm =
∫
A

f dm.

Théorème 4. Si f est Riemann-intégrable sur [a , b], alors f est Lebesgue-
intégrable et ∫ b

a
f(x) dx =

∫
[a,b]

f dm.

224



Énoncés

II.3.1. Trouver l’intégrale de Lebesgue de la fonction définie par

f(x) =

{
x2 si x ∈ [0 , 1] \ Q,
1 si x ∈ [0 , 1] ∩ Q.

Cette fonction est-elle Riemann-intégrable sur [0 , 1] ?

II.3.2. Soit f la fonction définie sur [0 , 1] comme suit : f(x) = 0 si x est un
élément de l’ensemble de Cantor C et f(x) = n sur chacun des intervalles enlevés
de longueur 1

3n (voir, par exemple, la solution de I.3.1 (vol. II) pour la définition
de C). Déterminer

∫
[0,1] f dm.

II.3.3. Soit C l’ensemble de Cantor. Déterminer
∫
[0,1] f dm, où

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

sin(πx) si x ∈ [0 , 1
2

] \ C,
cos(πx) si x ∈ [12 , 1

] \ C,
x2 si x ∈ C.

II.3.4. Prouver que si f est Lebesgue-intégrable sur A, étant donné ε > 0,
il existe alors δ > 0 tel que

∫
B |f | dm < ε pour tout B ⊂ A et m(B) < δ,

dit autrement, l’intégrale de Lebesgue est absolument continue par rapport à la
mesure de Lebesgue.

II.3.5. Montrer que si f est Lebesgue-intégrable sur A et si

An = {x ∈ A : |f(x)| � n} ,

alors lim
n→+∞n · m(An) = 0.

II.3.6. Montrer que si f � 0 sur un ensemble A de mesure strictement positive
et
∫
A f dm = 0, alors f = 0 p.p. sur A.

II.3.7. Prouver que si
∫
B f dm = 0 pour tout B, sous-ensemble mesurable de A

tel que m(A) > 0, alors f = 0 p.p. sur A.

II.3.8. Prouver que si f est Lebesgue-intégrable sur A et∣∣∣∣
∫
A

fdm

∣∣∣∣ =
∫
A
|f |dm,

alors soit f � 0 p.p. sur A, soit f � 0 p.p. sur A.
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II.3.9. Prouver que si {fn} est une suite de fonctions positives et mesurables sur
A telle que lim

n→+∞
∫
A fn dm = 0, alors {fn} converge vers 0 en mesure. Montrer

sur un exemple qu’on ne peut pas remplacer la convergence en mesure par la
convergence p.p.

II.3.10. Pour une suite {fn} de fonctions mesurables sur un ensemble A de
mesure finie, prouver que

lim
n→+∞

∫
A

|fn|
1 + |fn| = 0

si et seulement si {fn} converge vers 0 en mesure. Montrer sur un exemple qu’on
ne peut pas omettre l’hypothèse m(A) < +∞.

II.3.11. Soit f une fonction positive et mesurable sur un ensemble A de mesure
finie. Prouver que f est Lebesgue-intégrable sur A si et seulement si la série
+∞∑
k=0

km(Ak), où Ak = {x ∈ A : k � f(x) < k + 1}, converge.

II.3.12. Soit f une fonction positive et mesurable sur un ensemble A de mesure
finie. Prouver que f est Lebesgue-intégrable sur A si et seulement si la série
+∞∑
k=0

m(Bk), où Bk = {x ∈ A : f(x) � k}, converge.

II.3.13. Soit f une fonction positive et intégrable sur un ensemble A de mesure
finie. Pour ε > 0, on définit

S(ε) =
+∞∑
n=0

nεm(An) où An = {x ∈ A : nε � f(x) < (n + 1)ε} .

Montrer que

lim
ε→0

S(ε) =
∫
A

f dm.

II.3.14. Soit {fn} est une suite de fonctions positives, convergente vers f sur
R, telle que lim

n→+∞
∫

R
fn dm =

∫
R

f dm < +∞. Montrer que, pour tout ensemble
mesurable A,

lim
n→+∞

∫
A

fn dm =
∫
A

f dm.
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II.3.15. Soit {fn} une suite de fonctions à valeurs réelles intégrables sur un
ensemble A de mesure finie. Prouver que si la suite est uniformément convergente
sur A, alors

lim
n→+∞

∫
A

fn dm =
∫
A

lim
n→+∞ fn dm.

II.3.16. Soit {fn} est une suite de fonctions convergente vers f sur A telle que∫
A |fn|p dm < +∞ et

∫
A |f |p dm < +∞ pour 1 � p < +∞. Prouver que

lim
n→+∞

∫
A
|fn|p dm =

∫
A
|f |p dm

si et seulement si
lim

n→+∞

∫
A
|fn − f |p dm = 0.

II.3.17. Soit {fn} une suite de fonctions mesurables sur A telles que |fn| � g,
où g est une fonction intégrable sur A. Prouver que∫

A
lim

n→+∞
fn dm � lim

n→+∞

∫
A

fn dm � lim
n→+∞

∫
A

fn dm �
∫
A

lim
n→+∞ fn dm.

II.3.18. On pose fn(x) = nxn−1 − (n + 1)xn, x ∈ ]0, 1[. Prouver que∫
]0,1[

+∞∑
n=1

fn dm �=
+∞∑
n=1

∫
]0,1[

fn dm

et
+∞∑
n=1

∫
]0,1[ |fn| dm = +∞.

II.3.19. Soit {fn} une suite de fonctions mesurables sur A telle que
+∞∑
n=1

∫
A |fn| dm < +∞. Prouver que

+∞∑
n=1

fn est intégrable sur A et

∫
A

+∞∑
n=1

fn dm =
+∞∑
n=1

∫
A

fn dm.

II.3.20. Les fonctions fn (n ∈ N∗), intégrables sur A, sont équi-intégrables si,
pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout B, sous-ensemble mesurable
de A,

∫
B |fn| < ε pour n ∈ N∗ si m(B) < δ. Prouver que si {fn} est une suite

convergente de fonctions équi-intégrables sur un ensemble A de mesure finie, alors

lim
n→+∞

∫
A

fn dm =
∫
A

lim
n→+∞ fn dm.
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II.3.21. Démontrer la version suivante du théorème de convergence dominée
de Lebesgue (voir théorème 3). Soit {fn} une suite de fonctions mesurables
convergente en mesure sur A vers f . S’il existe une fonction g intégrable sur A
telle que |fn(x)| � g(x), n ∈ N∗, x ∈ A, alors

lim
n→+∞

∫
A

fn dm =
∫
A

f dm.

II.3.22. Prouver que le théorème énoncé en II.3.20 reste vrai si la convergence
est remplacée par la convergence en mesure.

II.3.23. Soit {fn} une suite convergente en mesure vers f sur un ensemble A
de mesure finie telle que |fn(x)| � C pour tout x ∈ A, n ∈ N∗. Prouver que si g
est continue sur [−C ,C], alors

lim
n→+∞

∫
A

g(fn) dm =
∫
A

g(f) dm.

II.3.24. Soit {fn} une suite de fonctions définies sur un ensemble A de mesure
finie convergente en mesure sur A vers f . Prouver que

lim
n→+∞

∫
A

sin(fn) dm =
∫
A

sin(f) dm.

II.3.25. Soit f ∈ Lp[a , b], 1 � p < +∞. Prouver que, étant donné ε > 0, il
existe

(i) une fonction simple ϕ telle que
∫
[a,b] |f − ϕ|p dm < ε,

(ii) une fonction en escalier ψ telle que
∫
[a,b] |f − ψ|p dm < ε.

II.3.26. Trouver une fonction f mesurable et bornée sur [a , b] telle que

‖f − ψ‖∞ = sup {|f(x) − ψ(x)| : x ∈ [a , b]} � 1/2

pour toute fonction en escalier ψ.

II.3.27. Soit f ∈ Lp[a , b], 1 � p < +∞. Montrer que, étant donné ε > 0, il
existe une fonction continue g telle que

∫
[a,b] |f − g|p dm < ε.

II.3.28. Montrer sur un exemple que le résultat précédent est faux si p = +∞.
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II.3.29. Soit g une fonction vérifiant une condition de Lipschitz sur R. Prouver
que si {fn} est une suite de fonctions mesurables sur [a , b] convergente en mesure
vers f et s’il existe une fonction Lebesgue-intégrable G telle que |fn(x)| � G(x),
alors

lim
n→+∞

∫
[a,b]

g(fn) dm =
∫

[a,b]
g(f) dm.

II.3.30. On suppose que 1 � p < +∞. Soit f une fonction mesurable sur A
telle que |f |p soit intégrable sur A. Montrer que, étant donné ε > 0, il existe une
fonction continue g s’annulant en dehors d’un intervalle borné telle que∫

A
|f − g|p dm < ε.

II.3.31. Soit {fn} une suite de fonctions de Lp[a , b], 1 < p < +∞, convergente
presque partout sur [a , b] vers f . On suppose qu’il existe une constante C telle que
‖fn‖p � C pour tout n ∈ N∗. Prouver que, pour tout g dans Lq[a , b] et 1

p + 1
q = 1,

lim
n→+∞

∫
[a,b]

fng dm =
∫

[a,b]
fg dm.

II.3.32. Soit {fn} une suite de fonctions de Lp[a, b], 1 � p < +∞, convergente
en norme vers f ∈ Lp[a, b] et soit {gn} une suite de fonctions mesurables telles
que |gn| � C pour tout n ∈ N∗ et telles que gn tend vers g p.p. Prouver que fngn

tend vers fg dans Lp[a , b].

II.3.33. Prouver que si f est une fonction essentiellement bornée sur [a , b], alors

lim
p→+∞

(∫
[a,b]

|f |p dm

)1/p

= ‖f‖∞ .

(Comparer avec I.4.41.)

II.3.34. Démontrer l’inégalité de Jensen pour l’intégrale de Lebesgue (voir
aussi I.6.29). Soit f une fonction Lebesgue-intégrable sur [a , b]. Si ϕ est convexe
sur R, alors

ϕ

(
1

b − a

∫
[a,b]

f dm

)
� 1

b − a

∫
[a,b]

ϕ(f) dm.
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II.3.35. Prouver que si m(A) < +∞ et 0 < p1 < p2 < +∞, alors

Lp2(A) ⊂ Lp1(A)

et l’inégalité
‖f‖p1

� ‖f‖p2
(m(A))

1
p1

− 1
p2

est vérifiée pour tout f ∈ Lp2(A).

II.3.36. Prouver que si f ∈ Lp1(A) ∩ Lp2(A) (0 < p1 < p2 < +∞) et si
p1 < r < p2, alors f ∈ Lr(A) et la fonction ϕ définie par ϕ(r) = ln ‖f‖r

r est
convexe sur [p1 , p2].

II.3.37. Prouver que si f ∈ L1[a , b] et f �= 0 p.p. sur [a , b], alors

lim
p→0+

(
1

b − a

∫
[a,b]

|f |p dm

)1/p

= exp

(
1

b − a

∫
[a,b]

ln |f | dm

)
.

II.3.38. Pour t ∈ R, le translaté de f par t est défini par ft(x) = f(x + t). Soit
f une fonction intégrable sur R. Prouver que :

(a)
∫

R
f dm =

∫
R

ft dm.

(b) Si g est une fonction bornée mesurable, alors

lim
t→0

∫
R

|g(f − ft)| dm = 0.

II.3.39. On suppose que 1 � p < +∞ et f ∈ Lp (R), autrement dit,∫
R
|f |p dm < +∞. Prouver que lim

t→0

∫
R
|f − ft|p dm = 0, où ft est le translaté

de f par t défini au problème précédent.

II.3.40. Soit f une fonction mesurable et positive sur un ensemble A tel que
0 < m(A) < +∞. On suppose qu’il existe des réels α et β strictement positifs
tels que

1
m(A)

∫
A

f dm � α et
1

m(A)

∫
A

f2 dm � β.

Prouver que si 0 < δ < 1 et Aδ = {x ∈ A : f(x) � αδ}, alors

m(Aδ) � m(A) (1 − δ)2
α2

β
.
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II.4. Continuité absolue, dérivation et intégration

Une fonction à valeurs réelles définie sur [a , b] est absolument continue sur
[a , b] si, étant donné ε > 0, il existe δ > 0 tel que

n∑
k=1

∣∣f(x′
k) − f(xk)

∣∣ < ε

pour toute collection finie {]xk , x′
k[} d’intervalles ouverts deux à deux disjoints

de [a , b] vérifiant
n∑

k=1

(x′
k − xk) < δ.

On ne s’intéressera plus, à partir de maintenant, qu’à des intégrales de
Lebesgue et on écrira

∫ b
a f(x) dx au lieu de

∫
[a,b] f dm. On utilisera les théo-

rèmes suivants.

Théorème 1. Soit f une fonction à valeurs réelles croissante sur [a , b]. La fonc-
tion f est dérivable presque partout sur [a , b], sa dérivée f ′ est mesurable et∫ b

a
f ′(x) dx � f(b) − f(a).

Théorème 2. Une fonction f définie sur [a , b] est de la forme

f(x) = f(a) +
∫ x

a
g(t) dt

pour une certaine fonction g définie sur [a , b] si et seulement si f est absolu-
ment continue sur [a , b]. On a dans ce cas g(x) = f ′(x) p.p. sur [a , b].

II.4.1. Montrer que si f est absolument continue sur [a , b], elle est alors à va-
riation bornée sur cet intervalle.

II.4.2. Donner un exemple de fonction continue sur [a , b] qui n’est pas absolu-
ment continue sur cet intervalle.

II.4.3. Soit
f(x) =

{
xα sin 1

xβ si x ∈ ]0 , 1],
0 si x = 0.

Montrer que f est absolument continue sur [0 , 1] si 0 < β < α et qu’elle n’est pas
absolument continue si 0 < α � β.
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II.4.4. On pose

f(x) =

{
x2
∣∣sin 1

x

∣∣ si x ∈ ]0 , 1],
0 si x = 0,

et g(x) =
√

x. Prouver que f et g sont absolument continues sur [0 , 1], que la
composée f(g) est absolument continue, mais que la composée g(f) ne l’est pas.

II.4.5. Montrer que si f et g sont absolument continues et que g est monotone,
alors f(g) est absolument continue.

II.4.6. Prouver qu’une fonction absolument continue f : [a , b] −→ R transforme

(a) les ensembles de mesure nulle en des ensembles de mesure nulle,

(b) les ensembles mesurables en des ensembles mesurables.

II.4.7. Une fonction à variation bornée sur [a , b], a < b, est-elle absolument
continue sur [a , b] ?

II.4.8. Soit f une fonction à valeurs réelles continue sur [a , b]. Pour tout y ∈ R,
on pose Ay = {x ∈ [a , b] : f(x) = y}. On définit l’indicatrice de Banach de f en
posant

v(y) =

{
card Ay si Ay est fini,
+∞ si Ay est infini,

où cardAy est le cardinal de l’ensemble Ay. Prouver que v est mesurable et∫
R

v(y) dy = V (f ; a, b).

II.4.9. Démontrer le théorème de Banach et Zarecki suivant. Si f est continue
et à variation bornée sur [a , b] et si f transforme les ensembles de mesure nulle
en des ensembles de mesure nulle, alors f est absolument continue sur [a , b].

II.4.10. Soit f et g des fonctions absolument continues. Prouver que f(g) est
absolument continue si et seulement si elle est à variation bornée.

II.4.11. Soit f une fonction intégrable sur [a , b]. On pose F (x) =
∫ x
a f(t) dt.

Prouver que

V (F ; a, b) =
∫ b

a
|f(t)| dt.

(Comparer avec I.2.21.)
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II.4.12. Soit g une fonction strictement croissante et absolument continue sur
[a , b] telle que g(a) = c et g(b) = d.

(a) Prouver que pour tout ensemble mesurable E ⊂ [a , b],

m(g(E)) =
∫
E

g′ dm.

(b) Si H = {x ∈ [a , b] : g′(x) �= 0} et A est un sous-ensemble de [c , d] tel que
m(A) = 0, alors g−1(A) ∩H est de mesure nulle.

(c) Si B est un sous-ensemble mesurable de [c , d] et H est comme en (b), alors
C = g−1(B ∩ H) est mesurable et

m(B) =
∫
C

g′ dm =
∫ b

a
χB(g(x))g′(x) dx.

II.4.13. En utilisant le résultat du problème précédent, prouver la formule de
changement de variable pour l’intégrale de Lebesgue . On suppose que g est stric-
tement croissante et absolument continue sur [a , b] avec g(a) = c et g(b) = d. Si
f est intégrable sur [c , d], alors

∫ d

c
f(t) dt =

∫ b

a
f(g(x))g′(x) dx.

II.4.14. Soit f et g deux fonctions intégrables sur [a , b]. On pose

F (x) = α +
∫ x

a
f(t) dt et G(x) = β +

∫ x

a
g(t) dt.

Montrer que

∫ b

a
f(t)G(t) dt +

∫ b

a
F (t)g(t) dt = F (b)G(b) − F (a)G(a).

II.4.15. Démontrer la formule d’intégration par parties pour l’intégrale de Le-
besgue et des fonctions absolument continues . Si f et g sont des fonctions absolu-
ment continues sur [a , b], alors

∫ b

a
f(t)g′(t) dt +

∫ b

a
f ′(t)g(t) dt = f(b)g(b) − f(a)g(a).
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II.4.16. Une fonction monotone sur [a , b] est dite singulière si f ′ = 0 p.p.
Démontrer que toute fonction croissante est la somme d’une fonction absolument
continue et d’une fonction singulière.

II.4.17. Construire une fonction f strictement croissante, continue et singulière
sur [0 , 1].

II.4.18. Prouver qu’une fonction f définie sur R est de la forme

f(x) =
∫

]−∞,x]
ϕdm =

∫ x

−∞
ϕ(t) dt,

pour une certaine fonction ϕ intégrable sur R si et seulement si f est absolument
continue sur [−K ,K] pour tout K > 0, lim

x→−∞ f(x) = 0 et

V (f ;−∞,+∞) = lim
K→+∞

V (f ;−K,K) < +∞.

II.4.19. Prouver que si f et g sont des fonctions définies sur R vérifiant les
conditions du problème précédent, alors∫

R

f(t)g′(t) dt +
∫

R

f ′(t)g(t) dt =
∫

R

f ′(t) dt ×
∫

R

g′(t) dt

= lim
x→+∞ f(x) × lim

x→+∞ g(x).

II.4.20. Soit f ∈ Lp [a , b], 1 � p < +∞. On pose f(x) = 0 pour x /∈ [a , b]. Pour
h > 0, on définit fh en posant

fh(x) =
1
2h

∫ x+h

x−h
f(t) dt.

Montrer que fh est continue et ‖fh‖p � ‖f‖p (comparer avec I.6.34).

II.4.21. Démontrer qu’avec les notations et sous les hypothèses de II.4.20,
lim
h→0

‖fh − f‖p = 0.

II.4.22. Soit f ∈ L1 [a , b] et x ∈ ]a , b[ tel que f(x) �= ±∞. Le point x est appelé
un point de Lebesgue de f si

lim
h→0

1
h

∫ x+h

x
|f(t) − f(x)| dt = 0.

Prouver que si x est un point de Lebesgue de f , alors la fonction F (x) =
∫ x
a f(t) dt

est dérivable en x et F ′(x) = f(x).
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II.4.23. Prouver que tout point de continuité de f ∈ L1 [a , b] est un point de
Lebesgue de f .

II.4.24. Prouver que presque tous les points de [a , b] sont des points de Lebesgue
de f ∈ L1 [a , b].

II.4.25. Prouver que presque tous les points d’un ensemble mesurable A sont
des points de densité de A (voir II.1.40 pour la définition d’un point de densité).

II.4.26. Un ensemble A a une densité extérieure d en x si la limite

lim
h→0+

m∗(A ∩ [x − h, x + h])
2h

existe et est égale à d. Si d = 1, x est appelé un point de densité extérieure de
A et si d = 0, x est appelé un point de dispersion extérieure de A. Prouver la
généralisation suivante du problème précédent. Si A est un ensemble (quelconque,
mesurable ou non), alors presque tous les points de A sont des points de densité
extérieure. L’ensemble A est mesurable si et seulement si presque tous les points
de Ac sont des points de dispersion extérieure de A.

II.4.27. Soit f une fonction à valeurs réelles (mesurable ou non) définie sur
[a , b]. Le point x0 ∈ [a , b] est un point de continuité approximative de f si, pour
tout ε > 0,

lim
h→0

m∗ ([x0 − h , x0 + h] ∩ {x ∈ [a , b] : |f(x) − f(x0)| � ε})
2h

= 0.

Prouver qu’une fonction à valeurs réelles est mesurable sur [a , b] si et seulement si
presque tous les points de [a , b] sont des points de continuité approximative de f .

II.4.28. Prouver qu’une fonction Lebesgue-intégrable sur [a , b] est approxima-
tivement continue en chacun de ses points de Lebesgue. Montrer sur un exemple
que la réciproque est fausse.

II.4.29. Prouver que si f est mesurable et bornée sur [a , b], alors x ∈ ]a , b[
est un point de Lebesgue de f si et seulement si x est un point de continuité
approximative de f .
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II.4.30. Une définition alternative de la continuité approximative est que f est
approximativement continue en x0 s’il existe un ensemble mesurable A tel que
x0 soit un point de densité de A et tel que la restriction de f à A soit continue
en x0. Démontrer que cette définition est équivalente à celle donnée en II.4.27.

II.4.31. Donner un exemple de fonction bornée f : [0 , 1] −→ R qui n’est pas
Riemann-intégrable mais qui est la dérivée d’une certaine fonction F sur [0 , 1].

II.4.32. Soit f une fonction intégrable sur [a , b]. Pour t ∈ R, on définit

G(t) = m ({x ∈ [a , b] : f(x) < t}) .

Prouver que ∫ b

a
f(x) dx =

∫ +∞

−∞
t d(G(t)),

où ∫ +∞

−∞
td(G(t)) =

∫ 0

−∞
td(G(t)) +

∫ +∞

0
td(G(t))

= lim
A→−∞

∫ 0

A
td(G(t)) + lim

B→−∞

∫ B

0
td(G(t)).

II.5. Séries de Fourier

Les coefficients de Fourier de f ∈ L1 [−π , π] sont donnés par

an =
1
π

∫ π

−π
f(x) cos nxdx, bn =

1
π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx.

La série
1
2

a0 +
+∞∑
n=1

(an cos nx + bn sinnx)

est la série de Fourier de f et on écrira

f(x) ∼ 1
2

a0 +
+∞∑
n=1

(an cos nx + bn sin nx).

On note sn(x) la n-ième somme partielle de la série de Fourier de f , autrement

dit, sn(x) = 1
2 a0 +

n∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx).
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II.5.1. Prouver que si ρn =
√

a2
n + b2

n, alors

+∞∑
n=1

(an cos nx + bn sin nx) =
+∞∑
n=1

ρn sin(nx + αn),

pour des αn bien choisis.

II.5.2. Prouver que si an et bn sont les coefficients de Fourier de f ∈ L1 [−π , π],
alors

lim
n→+∞ an = lim

n→+∞ bn = 0.

II.5.3. Soit f une fonction 2π-périodique vérifiant une condition de Lipschitz
d’ordre α (0 < α � 1), autrement dit, f(x + h) − f(x) = O (|h|α) lorsque h tend
vers 0 uniformément par rapport à x. Prouver que si an et bn sont les coefficients
de Fourier de f , alors

an = O
(
n−α
)

et bn = O
(
n−α
)
.

II.5.4. Prouver que si f est à variation bornée sur [−π , π], alors

an = O
(
n−1
)

et bn = O
(
n−1
)
.

II.5.5. Prouver que si f est une fonction 2π-périodique absolument continue sur
[−π , π], alors

an = o
(
n−1
)

et bn = o
(
n−1
)
.

II.5.6. Prouver que si f est une fonction 2π-périodique et f ∈ C k
R
, alors

an = o
(
n−k
)

et bn = o
(
n−k
)

.

II.5.7. Montrer que pour f ∈ L1 [−π , π], la n-ième somme partielle de la série

de Fourier de f , soit sn(x) = 1
2 a0 +

n∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx), est donnée par

sn(x) =
1
π

∫ π

−π
f(t)

sin
(
n + 1

2

)
(t − x)

2 sin 1
2 (t − x)

dt.
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II.5.8. Soit f une fonction 2π-périodique sur R et intégrable sur [−π , π]. Mon-
trer que si sn représente la n-ième somme partielle de la série de Fourier de f ,
alors

sn(x) =
1
π

∫ π

0
(f(x + t) + f(x − t))

sin
(
n + 1

2

)
t

2 sin 1
2 t

dt.

II.5.9. Prouver le test de Dini-Lipschitz pour la convergence des séries de Fou-
rier . Soit f une fonction 2π-périodique sur R, intégrable sur [−π , π]. Si f vérifie
la condition |f(x0 + t) − f(x0)| � L |t|α pour |t| < δ et L et δ strictement positifs,
0 < α � 1, alors la série de Fourier de f converge en x0 vers f(x0).

II.5.10. Prouver le test de Dirichlet-Jordan pour la convergence des séries de
Fourier . Soit f une fonction 2π-périodique sur R, intégrable sur [−π , π] et à
variation bornée sur [x0 − δ, x0 + δ]. Prouver que la série de Fourier de f converge
en x0 vers 1

2

(
f
(
x+

0

)
+ f

(
x−

0

))
.

II.5.11. Montrer sur un exemple que le test de Dirichlet-Jordan n’inclut pas
le test de Dini-Lipschitz et que le test de Dini-Lipschitz n’inclut pas le test de
Dirichlet-Jordan.

II.5.12. Montrer que

π − x

2
=

+∞∑
n=1

sin nx

n
(0 < x < 2π)

et en déduire

π

4
=

+∞∑
n=1

sin(2n − 1)x
2n − 1

, 0 < x < π,

π

4
= 1 − 1

3
+

1
5
− 1

7
+ · · · ,

π

2
√

3
= 1 − 1

5
+

1
7
− 1

11
+

1
13

− · · ·

II.5.13. Pour x ∈ ]0 , 2π[, trouver la somme des séries suivantes :

+∞∑
n=1

cos nx

n2
et

+∞∑
n=1

sinnx

n3
.
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II.5.14. Prouver qu’en II.5.4, les grands O ne peuvent pas être remplacés par
des petits o.

II.5.15. Soit f la fonction 2π-périodique telle que f(x) = π−x
2 pour x ∈ [0 , 2π[.

On note sn(x) la n-ième somme partielle de sa série de Fourier (voir II.5.12).
Prouver que si xn est le plus petit nombre strictement positif où sn(x) atteint son
maximum local, alors lim

n→+∞ sn(xn) =
∫ π
0

sin x
x dx.

II.5.16. Montrer que, pour a �= 0,

eax =
e2aπ − 1

π

(
1
2a

+
+∞∑
n=1

a cos nx − n sin nx

a2 + n2

)
, 0 < x < 2π,

eax =
eaπ − 1

π
+

2
π

+∞∑
n=1

((−1)n eaπ − 1)
a cos nx

a2 + n2
, 0 < x < π,

eax =
2
π

+∞∑
n=1

(1 − (−1)n eaπ)
n sinnx

a2 + n2
, 0 < x < π.

Trouver la somme des séries précédentes lorsque x = 0.

II.5.17. Pour 0 < x < 2π et a �= 0, déterminer la somme des séries suivantes :
+∞∑
n=1

a cos nx

a2 + n2
,

+∞∑
n=1

n sinnx

a2 + n2
.

II.5.18. Montrer que

x2 =
π2

3
+ 4

+∞∑
n=1

(−1)n
cos nx

n2
, −π � x � π.

En utilisant cette égalité, prouver que
+∞∑
n=1

1
n2

=
π2

6
et

+∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
=

π2

12
.

II.5.19. Soit f ∈ L1 [−π , π] et an, bn les coefficients de Fourier de f . Prouver
que

(a) si f(x + π) = f(x) pour x ∈ [−π , 0], alors a2n−1 = b2n−1 = 0,

(b) si f(x + π) = −f(x) pour x ∈ [−π , 0], alors a2n = b2n = 0.
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II.5.20. Montrer que, pour 0 < x < π,

cos x =
8
π

+∞∑
n=1

n sin 2nx

4n2 − 1
et sin x =

2
π
− 4

π

+∞∑
n=1

cos 2nx

4n2 − 1
.

II.5.21. Montrer que

ln
∣∣∣2 sin

x

2

∣∣∣ = −
+∞∑
n=1

cos nx

n
pour x �= 2kπ (k ∈ Z)

et

ln
∣∣∣2 cos

x

2

∣∣∣ = +∞∑
n=1

(−1)n+1 cos nx

n
pour x �= (2k + 1)π (k ∈ Z).

II.5.22. Soit f une fonction 2π-périodique de L1 [−π , π] et an, bn ses coefficients
de Fourier. Prouver que, pour x ∈ [0 , 2π],

∫ x

0

(
f(t) − 1

2
a0

)
dt =

+∞∑
n=1

an sinnx + bn(1 − cos nx)
n

.

II.5.23. Prouver que, sous les hypothèses du problème précédent, la série
+∞∑
n=1

bn
n

converge. Utiliser ce résultat pour montrer que la série
+∞∑
n=2

sinnx
lnn n’est la série de

Fourier d’aucune fonction intégrable.

II.5.24. Prouver que si f ∈ L2 [−π , π], alors

1
2

a2
0 +

+∞∑
n=1

(
a2

n + b2
n

)
� 1

π

∫ π

−π
f2(x) dx.

(Cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité de Bessel .)

II.5.25. Utiliser les résultats donnés en II.5.22 et II.5.24 pour prouver que si
f ∈ L2 [−π , π], on a alors, pour tout ensemble mesurable A ⊂ [−π , π],

lim
n→+∞

∫
A

(f(x) − sn(x)) dx = 0,

où sn est la n-ième somme partielle de la série de Fourier de f .
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II.5.26. Prouver que si f, g ∈ L2 [−π , π], alors

lim
n→+∞

∫ π

−π
g(x) (f(x) − sn(x)) dx = 0,

où sn est la n-ième somme partielle de la série de Fourier de f .

II.5.27. Montrer que si f, g ∈ L2 [−π , π] et

f(x) ∼ 1
2

a0 +
+∞∑
n=1

(an cos nx + bn sin nx),

g(x) ∼ 1
2

α0 +
+∞∑
n=1

(αn cos nx + βn sin nx),

alors
1
π

∫ π

−π
f(x)g(x) dx =

1
2

a0α0 +
+∞∑
n=1

(anαn + bnβn).

II.5.28. Montrer que si f ∈ L2 [0 , 2π] et que si an et bn sont ses coefficients de
Fourier, alors

+∞∑
n=1

bn

n
=

1
2π

∫ 2π

0
(π − x)f(x) dx.

II.5.29. Démontrer que si f, g ∈ L1 [−π , π] ont la même série de Fourier, alors
f = g p.p. sur [−π , π].

II.5.30. Utiliser l’égalité de Parseval (voir II.5.27)

(a) pour sommer les séries

+∞∑
n=1

1
n4

,
+∞∑
n=1

1
(a2 + n2)2

,
+∞∑
n=1

n2

(a2 + n2)2
,

(b) pour calculer ∫ π

−π
cos6 x dx et

∫ π

−π
cos8 x dx.

II.5.31. Prouver que si f ∈ L2 [−π , π] et que si an et bn sont ses coefficients de

Fourier, alors la série
+∞∑
n=1

|an|+|bn|
n converge.
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II.5.32. Prouver que si f est une fonction 2π-périodique dérivable sur R, alors

max
x∈R

|f(x) − sn(x)| = o
(
n−1/2

)
.

II.5.33. Démontrer le théorème de Bernstein suivant. Si f est 2π-périodique
et vérifie la condition |f(x + h) − f(x)| � L |h|α pour un certain L > 0 et pour

α > 1
2 , alors la série

+∞∑
n=1

√
a2

n + b2
n converge.

II.5.34. Prouver que si f est 2π-périodique et vérifie la condition de Lipschitz
|f(x + h) − f(x)| � L |h|α pour un certain L > 0 et pour 0 < α � 1, alors la série
+∞∑
n=1

(
|an|β + |bn|β

)
converge pour β > 2

2α+1 .

II.5.35. Soit f une fonction 2π-périodique vérifiant la condition de Lipschitz
|f(x + h) − f(x)| � L |h|α pour un L et un α strictement positifs. Prouver que si

f est à variation bornée sur [0 , 2π], alors la série
+∞∑
n=1

√
a2

n + b2
n converge.

II.5.36. Donner un exemple de fonction continue et 2π-périodique dont la série
de Fourier ne converge pas sur R.

II.5.37. Prouver que si la fonction 2π-périodique f est bornée sur R, alors
|sn(x)| = O(ln n).

II.5.38. Soit Ln les constantes de Lebesgue définies par

Ln =
1
2π

∫ π

−π

∣∣∣∣∣sin
(
n + 1

2

)
x

sin x
2

∣∣∣∣∣ dx, n ∈ N∗.

Montrer que Ln = 4
π2 lnn + O(1).

II.5.39. Prouver que si la fonction 2π-périodique f est continue sur R, alors
|sn(x)| = o(ln n).
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II.5.40. Soit f ∈ L1 [−π , π] une fonction 2π-périodique sur R. Utiliser la for-
mule donnée en II.5.8 pour prouver que si

σn(x) =
s0(x) + s1(x) + · · · + sn−1(x)

n

(qui est appelée la n-ième moyenne de Cesàro de la série de Fourier de f), alors

σn(x) =
1

2πn

∫ π

0

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

(f(x + t) + f(x − t)) dt.

II.5.41. Prouver que si f est 2π-périodique et m � f(x) � M pour tout x,
alors m � σn(x) � M pour tout x ∈ R et tout n ∈ N∗. Prouver aussi que si on a
σn(x) = M (resp. σn(x) = m) pour un certain n et un certain x, alors f(x) = M
(resp. f(x) = m) presque partout.

II.5.42. Montrer que si f est 2π-périodique, m � f(x) � M pour tout x et

n |an| � A, n |bn| � B (n ∈ N∗),

alors
m − A − B � sn(x) � M + A + B

pour toute valeur de n et de x. Utiliser le résultat de II.5.12 pour conclure que∣∣∣∣sin x

1
+

sin 2x
2

+ · · · + sin nx

n

∣∣∣∣ � π

2
+ 1

pour tout n et tout x.

II.5.43. Soit {cn} une suite décroissante de réels positifs. On suppose qu’il existe
A strictement positif tel que ncn � A pour tout n ∈ N∗. Prouver que∣∣∣∣∣

n∑
k=1

ck sin kx

∣∣∣∣∣ � A(π + 1)

pour tout n et tout x.

II.5.44. Soit f une fonction impaire sur [−π , π] telle que |f(x)| � M pour
x ∈ [−π , π] et telle que ses coefficients de Fourier bn soient positifs. Prouver que

|sn(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

bk sin kx

∣∣∣∣∣ � 5M.
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II.5.45. Soit f une fonction paire sur [−π , π] telle que |f(x)| � M pour tout
x ∈ [−π , π] et telle que ses coefficients de Fourier an soient positifs. Prouver que
+∞∑
k=1

ak < +∞.

II.5.46. Utiliser le résultat de II.5.12 pour prouver que la fonction

f(x) =
+∞∑
n=1

n3

n4 + 1
sin nx

appartient à C∞
]0,2π[.

II.5.47. Démontrer le théorème de Fejér suivant. Soit f ∈ L1 [−π , π] une fonc-
tion 2π-périodique sur R telle que les limites f(x−) et f(x+) existent. On a

lim
n→+∞σn(x) =

f(x−) + f(x+)
2

.

II.5.48. Démontrer le théorème de Fejér-Lebesgue suivant. Soit f ∈ L1 [−π , π]
une fonction 2π-périodique sur R et x un point de Lebesgue de f (voir II.4.22).
On a

lim
n→+∞σn(x) = f(x).

II.5.49. Soit f ∈ L2 [−π , π] une fonction 2π-périodique sur R. Prouver que la
fonction

g(x) =
∫ π

−π
f(x + t)f(t) dt

est continue sur R.

II.5.50. Soit f une fonction 2π-périodique et continue sur R. Prouver que la
suite des moyennes de Cesàro de la série de Fourier (voir II.5.40) de f converge
uniformément vers f sur R.

II.5.51. Prouver que la série de fourier d’une fonction 2π-périodique et continue
sur R ayant des coefficients de Fourier positifs converge uniformément sur R.
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II.5.52. Démontrer le théorème de Fatou suivant. Si f est une fonction inté-
grable sur [−π , π] et 2π-périodique telle que

lim
n→+∞

1
n

n∑
k=1

k
√

a2
k + b2

k = 0,

alors lim
n→+∞ sn(x) = f(x) p.p. De plus, si f est continue, alors lim

n→+∞ sn(x) = f(x)

uniformément sur R.

II.5.53. Démontrer le théorème de Wiener suivant. Une fonction 2π-périodique
à variation bornée sur [0 , 2π] est continue si et seulement si

lim
n→+∞

1
n

n∑
k=1

k
√

a2
k + b2

k = 0.

En conclure qu’une fonction 2π-périodique à variation bornée sur [0 , 2π] telle que
an = o

(
n−1
)

est continue.

II.5.54. Montrer que si la série de Fourier de f ∈ L1 [−π , π] est lacunaire,
autrement dit, si

f(x) ∼
+∞∑
k=1

(ank
cos nkx + bnk

sin nkx)

où nk+1

nk
� q > 1 pour k ∈ N∗, alors lim

n→+∞ sn(x) = f(x) presque partout.

II.5.55. Soit f une fonction 2π-périodique sur R, f ∈ Lp [−π , π], 1 � p <
+∞. Prouver que la suite des moyennes de Cesàro de la série de Fourier de f
(voir II.5.40) converge pour la norme Lp, autrement dit, que

lim
n→+∞ ‖σn − f‖p = lim

n→+∞

(∫ π

−π
|σn(x) − f(x)|p dx

)1/p

= 0.

II.5.56. Soit {bn} une suite décroissante convergente vers zéro. Démontrer

que
+∞∑
n=1

bn sinnx est uniformément convergente sur [0 , 2π] si et seulement si

lim
n→+∞nbn = 0.

II.5.57. Soit {bn} une suite décroissante convergente vers zéro. Prouver que
+∞∑
n=1

bn sinnx est la série de Fourier d’une fonction continue si et seulement si

lim
n→+∞nbn = 0.
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II.5.58. Soit {bn} une suite décroissante convergente vers zéro. Démontrer que
+∞∑
n=1

bn sin nx est la série de Fourier d’une fonction bornée si et seulement si

nbn = O(1).

II.5.59. Soit {an} une suite décroissante convergente vers zéro telle que

an+1 � an + an+2

2

pour tout n ∈ N∗. Prouver que

a0

2
+

+∞∑
n=1

an cos nx

est la série de Fourier d’une fonction positive et intégrable sur [−π, π]. En déduire
que la série

+∞∑
n=2

cos nx

ln n

est la série de Fourier d’une telle fonction. (Comparer avec le résultat de II.5.23).
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Solutions

II.1. Mesure de Lebesgue sur la droite réelle

II.1.1. Pour tout ensemble E ⊂ R, on a m∗(E ∩ A) � m∗(A) = 0 et
m∗(E \A) � m∗(E). Donc, m∗(E) � m∗(E ∩ A) + m∗(E \ A).

II.1.2. On sait que tout intervalle I est mesurable et que sa mesure de Le-
besgue m(I) est égale à sa longueur, qui est aussi sa mesure de Jordan |I|.
L’ensemble S =

+∞⋃
n=1

In est donc mesurable. On sait aussi que S peut s’écrire

d’une infinité de façons sous la forme S =
+∞⋃
n=1

Jn, où les Jn sont des inter-

valles fermés deux à deux disjoints. De plus, si
+∞⋃
n=1

Jn ⊂
+∞⋃
n=1

In, où les Jn sont

deux à deux disjoints, alors
+∞∑
n=1

|Jn| �
+∞∑
n=1

|In|. Pour prouver ceci, soit ε > 0

et I′n un intervalle ouvert de même centre que In tel que |I′n| = |In| + 2−nε.

Si SN =
N⋃

k=1

Jk, SN est alors recouvert par
+∞⋃
n=1

I′n et, d’après le théorème de

Heine-Borel, il existe un sous-recouvrement fini
nN⋃
k=1

I′k. Donc, pour tout entier

strictement positif N , d’après I.7.2,

|SN | =
N∑

k=1

|Jk| �
kN∑
k=1

∣∣I′k∣∣ � +∞∑
k=1

∣∣I′k∣∣ = +∞∑
k=1

|Ik| + ε.

(On rappelle que |A| représente la mesure de Jordan de A ⊂ R.) Ceci montre

que m(S) =
+∞∑
k=1

|Jk| et que m(S) ne dépend pas du choix des Jk. Si E est

une union finie d’intervalles fermés disjoints et E ⊂ S, alors |E| � m(S), ce

qui montre que |S|∗ � m(S). D’autre part, SN =
N⋃

k=1

Jk ⊂ S et {SN} est une

suite d’ensembles élémentaires telle que |SN | tend vers m(S) lorsque N tend
vers +∞, ce qui implique |S|∗ � m(S).
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II.1.3. On déduit du résultat du problème précédent et de (2) dans la solu-
tion de I.7.3 que

m(S1 ∪ S2) + m(S1 ∩ S2) � m(S1) + m(S2).

L’inégalité opposée est visiblement vérifiée lorsque m(S1) ou m(S2) est infinie.
Si les deux sont finies, on pose

S1 =
+∞⋃
n=1

Jn et S2 =
+∞⋃
n=1

J′
n,

où {Jn} et {J′
n} sont deux suites d’intervalles fermés deux à deux disjoints, de

sorte que

m(S1) =
+∞∑
n=1

|Jn| et m(S2) =
+∞∑
n=1

∣∣J′
n

∣∣ .
Puisque

S1 ∪ S2 =
N⋃

n=1

Jn ∪
N⋃

n=1

J′
n ∪

+∞⋃
n=N+1

Jn ∪
+∞⋃

n=N+1

J′
n

et

S1 ∩ S2 ⊂
(

N⋃
n=1

Jn ∩
N⋃

n=1

J′
n

)
∪

+∞⋃
n=N+1

Jn ∪
+∞⋃

n=N+1

J′
n,

on obtient

m(S1 ∪ S2) �
∣∣∣∣∣

N⋃
n=1

Jn ∪
N⋃

n=1

J′
n

∣∣∣∣∣+ m

(
+∞⋃

n=N+1

Jn

)
+ m

(
+∞⋃

n=N+1

J′
n

)

et

m(S1 ∩ S2) �
∣∣∣∣∣

N⋃
n=1

Jn ∩
N⋃

n=1

J′
n

∣∣∣∣∣+ m

(
+∞⋃

n=N+1

Jn

)
+ m

(
+∞⋃

n=N+1

J′
n

)
.

En conséquence, d’après I.7.3 et la solution de II.1.2,

m(S1 ∪ S2) + m(S1 ∩ S2)

�
∣∣∣∣∣

N⋃
n=1

Jn

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

N⋃
n=1

J′
n

∣∣∣∣∣+ 2

(
m

(
+∞⋃

n=N+1

Jn

)
+ m

(
+∞⋃

n=N+1

J′
n

))

=
N∑

n=1

|Jn| +
N∑

n=1

∣∣J′
n

∣∣+ 2

(
+∞∑

n=N+1

|Jn| +
+∞∑

n=N+1

∣∣J′
n

∣∣) .

Le dernier terme tendant vers zéro lorsque N tend vers +∞, on obtient donc
l’inégalité opposée.
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II.1.4. Soit S1 =
+∞⋃
n=1

In et S2 =
+∞⋃
n=1

I′n des recouvrements respectivement de

A et B par des intervalles fermés. On a alors A∪B ⊂ S1∪S2 et A∩B ⊂ S1∩S2.
Donc, d’après le résultat du problème précédent,

m∗(A ∪ B) + m∗(A ∩ B) � m(S1 ∪ S2) + m(S1 ∩ S2) = m(S1) + m(S2).

L’inégalité cherchée s’obtient en prenant la borne inférieure sur tous les re-
couvrements S1 de A puis la borne inférieure sur tous les recouvrements S2

de B.

II.1.5. Puisque G est mesurable, la condition de Carathéodory implique

m∗(A ∪ B) = m∗((A ∪ B) ∩ G) + m∗((A ∪ B) \ G) = m∗(A) + m∗(B).

On note que l’on peut remplacer G par tout ensemble mesurable.

II.1.6. Supposons que d(A,B) = η > 0. L’ensemble

G =
⋃

x∈A

]
x − η

2
, x +

η

2

[

est alors un ouvert contenant A et disjoint de B. Le résultat cherché est donc
une conséquence immédiate du problème précédent.

II.1.7. On a

m∗(B) � m∗(A ∪B) � m∗(A) + m∗(B) = m∗(B),

ce qui donne m∗(A ∪ B) = m∗(B). Puisque B = (B \ A) ∪ (A ∩ B) et
m∗(A ∩ B) = 0, il s’ensuit que m∗(B \ A) = m∗(B).

II.1.8. D’après la condition de Carathéodory, on a

m∗(B) = m∗(A ∩B) + m∗(B \ A) = m(A) + m∗(B \ A).

II.1.9. Par additivité de la mesure de Lebesgue m,

m(A ∪ B) + m(A ∩ B) = (m(A \ B) + m(A ∩ B))
+ (m(B \A) + m(A ∩ B))

= m(A) + m(B).
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II.1.10. D’après la condition de Carathéodory et l’hypothèse du problème,

m(A1) = m∗(A) = m∗(A \ A1) + m∗(A ∩ A1) = m∗(A \ A1) + m(A1).

Puisque m(A1) < ∞, on voit que m∗(A \ A1) = 0. D’où, d’après II.1.1
et II.1.7, pour tout ensemble B,

m∗(B) = m∗(B \A1) + m∗(B ∩A1) = m∗(B \A) + m∗(B ∩ A).

La dernière égalité découle du fait que les ensembles B\A1 et B\A, de même
que les ensembles B ∩ A1 et B ∩ A, ne diffèrent que par des ensembles de
mesure extérieure nulle.

II.1.11. Il suffit de considérer le cas m∗(A) < +∞. La définition de la mesure

extérieure implique que, étant donné ε > 0, il existe un recouvrement
+∞⋃
k=1

Ik

de A tel que
+∞∑
k=1

|Ik| � m∗(A) + ε
2 . Si I′k est un intervalle ouvert, de même

centre que Ik, tel que |I′k| = |Ik| + 2−k−1ε, alors G =
+∞⋃
k=1

I′k est un intervalle

ouvert contenant A tel que m(G) �
+∞∑
k=1

|I′k| � m∗(A) + ε. Pour démontrer la

seconde partie de l’énoncé, on considère, pour n ∈ N∗, un ensemble ouvert Gn

contenant A tel que m(Gn) � m∗(A) + 1
n et on pose A2 =

+∞⋂
n=1

Gn.

II.1.12. On montre d’abord que (i) implique (ii). Si m(A) < +∞, l’implica-

tion se déduit alors de II.1.11 et II.1.8. Si m(A) = +∞, alors A =
+∞⋃
n=1

An

où An = A ∩ [−n , n]. Puisque m(An) < +∞, il existe un ouvert Gn tel

que An ⊂ Gn et m(Gn \ An) < ε
2n . Si G =

+∞⋃
n=1

Gn, alors A ⊂ G et

G \ A ⊂
+∞⋃
n=1

(Gn \ An). En conséquence, m(G \ A) �
+∞∑
n=1

ε
2n = ε. Pour

voir que (iii) se déduit de (ii), il suffit de procéder comme dans la solution du
second énoncé de II.1.11. Si (iii) est vérifié, l’ensemble A = U \ (U \ A) est
alors mesurable comme différence de deux ensembles mesurables (voir II.1.1).
Les trois premières conditions sont donc équivalentes.

Pour voir que (i) implique (iv), on note que si A est mesurable, il en
est de même de Ac. D’après (ii), il existe un ouvert G ⊃ Ac tel que
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m∗(G \ Ac) < ε. Donc, F = R \ G est un sous-ensemble fermé de A et
m∗(A \ F) = m∗(G \ Ac) < ε. Pour prouver que (iv) implique (v), on prend,

pour n ∈ N∗, un fermé Fn ⊂ A tel que m∗(A\Fn) < 1
n et on pose V =

+∞⋃
n=1

Fn.

V est alors un Fσ-sous-ensemble de A et, puisque m∗(A \ V) < 1
n pour tout

n ∈ N∗, on obtient m∗(A \ V) = 0. Finalement, si (v) est vérifié, A est alors
mesurable comme somme de deux ensembles mesurables. Les conditions (i),
(iv) et (v) sont donc aussi équivalentes.

II.1.13. On suppose d’abord que A est mesurable. Puisque m(A) < +∞,
étant donné ε > 0, il existe un recouvrement dénombrable de A par des inter-

valles ouverts In tel que
+∞∑
n=1

|In| < m(A) + ε
2 et tel qu’il existe N pour lequel

+∞∑
n=N+1

|In| < ε
2 . On voit, en prenant W =

N⋃
n=1

In, que

m(W � A) � m

(
+∞⋃
n=1

In \A

)
+ m

(
+∞⋃

n=N+1

In

)
<

ε

2
+

ε

2
= ε.

On prouve maintenant que la condition est aussi suffisante. Étant donné
ε > 0, il existe une union finie W d’intervalles ouverts telle que

m∗(W � A) <
ε

3
.

Par définition de la mesure extérieure de Lebesgue, il existe un recouvrement
dénombrable de A \ W par des intervalles ouverts Jn tels que

+∞∑
n=1

|Jn| < m∗(A \ W) +
ε

3
<

2ε
3

.

L’ensemble G = W ∪
+∞⋃
n=1

Jn est un ouvert contenant A et

m∗(G \ A) � m∗(W \ A) + m

(
+∞⋃
n=1

Jn

)
<

ε

3
+

2ε
3

= ε.

D’après la proposition (ii) du problème précédent, l’ensemble A est mesurable.

II.1.14.

(a) Si A est mesurable, alors clairement m∗(A) � m(A) = m∗(A). Donc si
m(A) = +∞, le résultat est prouvé. Si m(A) < +∞, étant donné ε > 0,
il existe alors une collection dénombrable d’intervalles fermés In telle que

A ⊂
+∞⋃
n=1

In et
+∞∑
n=1

|In| < m∗(A) + ε.
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Donc, si B ⊂ A et B est mesurable, alors m(B) � m∗(A)+ ε. Il s’ensuit
que m∗(A) � m∗(A).

(b) D’après le résultat de II.1.11, il existe un ensemble mesurable A2 tel
que I \ A ⊂ A2 et m(A2) = m∗(I \ A). Donc,

|I| = m(I \ A2) + m(A2) = m(I \A2) + m∗(I \A).

Puisque I \ A2 est un sous-ensemble mesurable de A, on obtient

|I| � m∗(A) + m∗(I \ A).

On prouve maintenant que l’inégalité opposée est aussi vérifiée. Si B est
un sous-ensemble mesurable de A, alors I\A ⊂ I\B et, en conséquence,
m∗(I \ A) � m∗(I \ B) = m(I) − m(B), la dernière égalité provenant
de II.1.8. En prenant la borne supérieure sur tous les ensembles mesu-
rables B ⊂ A, on obtient |I| � m∗(A) + m∗(I \ A).

(c) Par définition de la mesure intérieure de Lebesgue, pour n ∈ N∗, il existe
un ensemble mesurable Bn ⊂ A tel que m∗(A) − 1

n < m(Bn). Puisque
+∞⋃
n=1

Bn ⊂ A, on a

m∗(A) − 1
n

< m(Bn) � m

(
+∞⋃
n=1

Bn

)
� m∗(A).

Il s’ensuit que

m

(
+∞⋃
n=1

Bn

)
= m∗(A) = m∗(A),

la dernière égalité étant notre hypothèse. La mesurabilité de A se déduit
alors de II.1.10.

(d) On a

m∗(A ∪ C) + m∗(A ∩ C)
� sup {m(B ∪D) : B,D ∈ M,B ⊂ A,D ⊂ C}

+ sup {m(B ∩ D) : B,D ∈ M,B ⊂ A,D ⊂ C}
� sup {m(B ∪D) + m(B ∩ D) : B,D ∈ M,B ⊂ A,D ⊂ C}
= sup {m(B) + m(D) : B,D ∈ M,B ⊂ A,D ⊂ C}
= sup {m(B) : B ∈ M,B ⊂ A} + sup {m(D) : D ∈ M,D ⊂ C}
= m∗(A) + m∗(C).
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(e) La proposition (d) implique, par récurrence, que si les ensembles An

(n = 1, 2, . . . , N) sont deux à deux disjoints, alors

m∗

(
N⋃

n=1

An

)
�

N∑
n=1

m∗(An).

En conséquence,

m∗

(
+∞⋃
n=1

An

)
� m∗

(
N⋃

n=1

An

)
�

N∑
n=1

m∗(An)

et on obtient le résultat cherché en faisant tendre N vers +∞.

(f) Par définition de la mesure intérieure de Lebesgue, étant donné ε > 0, il
existe un ensemble mesurable B ⊂ A∪M tel que m∗(A∪M)−ε < m(B).
Donc,

m∗(A ∪ M) − ε < m(B) = m(B \M) � m∗(A)

car B \M ⊂ A.

II.1.15. Il est évident que la condition est nécessaire. Pour montrer qu’elle
est aussi suffisante, il suffit d’appliquer le résultat du problème précédent.

II.1.16. [M. Machover, Amer. Math. Monthly, 74(1967), 1080-1081]. Supposons
d’abord qu’il existe des ensembles mesurables A1 et B1 tels que A ⊂ A1,
B ⊂ B1 et m(A1 ∩ B1) = 0. Par définition de la mesure extérieure de Le-
besgue, étant donné ε > 0, il existe un ouvert G tel que A ∪ B ⊂ G et

m(G) < m∗(A ∪ B) + ε.

Puisque A ⊂ G ∩A1 et B ⊂ G ∩B1, on a

m∗(A) + m∗(B) � m(G ∩ A1) + m(G ∩ B1) = m(G ∩ (A1 ∪B1))
� m(G) < m∗(A ∪ B) + ε � m∗(A) + m∗(B) + ε.

En faisant tendre ε vers 0, on voit que m∗(A ∪ B) = m∗(A) + m∗(B).
Supposons maintenant que m∗(A∪B) = m∗(A)+m∗(B). D’après le résul-

tat de II.1.11, il existe des Gδ-ensembles A1 et B1 tels que A ⊂ A1, B ⊂ B1 et
m(A1) = m∗(A), m(B1) = m∗(B). Nous allons prouver que m(A1 ∩B1) = 0.
En effet, si m(A1 ∩ B1) > 0, on obtient en utilisant II.1.9

m∗(A ∪ B) = m∗(A) + m∗(B) = m(A1) + m(B1)
= m(A1 ∪ B1) + m(A1 ∩ B1)
> m(A1 ∪ B1) � m∗(A ∪ B),
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contradiction. On remarquera que le théorème prouvé ici généralise les résul-
tats de II.1.5 et II.1.6.

II.1.17. [M. Machover, Amer. Math. Monthly, 74(1967), 1080-1081]. Par défini-
tion de la mesure intérieure de Lebesgue (voir II.1.14), étant donné ε > 0, il
existe un ensemble mesurable C ⊂ A ∪ B tel que m∗(A ∪ B) − ε < m(C).
D’après le résultat du problème précédent, il existe des ensembles mesu-
rables A1 et B1 tels que A ⊂ A1, B ⊂ B1 et m(A1 ∩ B1) = 0. On obtient
donc, en utilisant II.1.14(d),

m∗(A) + m∗(B) − ε � m∗(A ∪ B) − ε < m(C)
= m(C ∩ (A1 ∪ B1))
= m(C ∩ A1) + m(C ∩ B1).

Puisque C ∩ A1 ⊂ (A ∪ B) ∩ A1 = A ∪ (B ∩ A1) ⊂ A ∪ (B1 ∩ A1), on a
m(C∩A1) � m∗(A∪ (B1∩A1)). De même, m(C∩B1) � m∗(B∪ (B1∩A1)).
Il s’ensuit alors que

m∗(A) + m∗(B) − ε � m∗(A ∪ B) − ε

< m∗(A ∪ (B1 ∩A1)) + m∗(B ∪ (B1 ∩ A1))
= m∗(A) + m∗(B),

la dernière égalité se déduisant de II.1.14(f).

II.1.18. On pose B1 = A1 et Bn = An \ An−1 pour n � 2. Les ensembles
Bn sont alors mesurables et deux à deux disjoints et, pour tout N ∈ N∗, on a
N⋃

n=1
An =

N⋃
n=1

Bn et
+∞⋃
n=1

An =
+∞⋃
n=1

Bn. D’où,

m

(
+∞⋃
n=1

An

)
= m

(
+∞⋃
n=1

Bn

)
=

+∞∑
n=1

m(Bn)

= lim
N→+∞

N∑
n=1

m(Bn) = lim
N→+∞

m(AN ).

II.1.19. On peut, sans perte de généralité, supposer que m(A1) est finie. On
obtient, en utilisant la formule de De Morgan, les résultats de II.1.8 et du
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problème précédent

m(A1) − m

(
+∞⋂
n=1

An

)
= m

(
A1 \

+∞⋂
n=1

An

)
= m

(
+∞⋃
n=1

(A1 \ An)

)

= lim
n→+∞m(A1 \An) = m(A1) − lim

n→+∞m(An).

Pour montrer que l’hypothèse m(Ak) < +∞ pour au moins un k est essentielle,
on peut considérer An = ]n ,+∞[, n ∈ N∗.

II.1.20.

(a) Les ensembles Bk =
+∞⋂
n=k

An vérifient Bk ⊂ Bk+1. Donc, d’après II.1.18,

m

(
lim

n→+∞
An

)
= m

(
+∞⋃
k=1

Bk

)
= lim

k→+∞
m(Bk) � lim

k→+∞
m(Ak),

la dernière inégalité provenant, par exemple, de II.4.14(a) (vol. I).

(b) Ceci s’obtient en procédent comme en (a) et en utilisant II.1.19.

II.1.21.

(a) Si, par exemple, {An} est une suite croissante d’ensembles, alors pour

tout k,
+∞⋃
n=k

An =
+∞⋃
n=1

An. Donc, lim
n→+∞An =

+∞⋃
n=1

An. De plus, puisque

+∞⋃
n=k

An = Ak, on voit que lim
n→+∞

An =
+∞⋃
n=1

An.

(b) Par monotonie de la mesure extérieure de Lebesgue, chacun des An est
de mesure finie et les résultats de II.1.20(a) et (b) s’appliquent. Donc,

lim
n→+∞

m(An) � m( lim
n→+∞An) � lim

n→+∞m(An).

II.1.22. On a

m(A) = 1 − m
(
[0 , 1] \ A

)
= 1 −

(α

2
+ 2

α

23
+ 22 α

25
+ · · ·

)
= 1 − α.

II.1.23. On divise [0 , 1] en dix intervalles de même longueur et on enlève
l’intervalle ]0,7 ; 0,8[. À la seconde étape, on divise chacun des neuf inter-
valles restants [0,1 ; 0,2], . . ., [0,6 ; 0,7], [0,8 ; 0,9], [0,9 ; 1] en dix intervalles de
même longueur et on enlève les intervalles ouverts ]0,07 ; 0,08[, . . ., ]0,67 ; 0,68[,
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]0,87 ; 0,88[, ]0,97 ; 0,98[. En poursuivant cette procédure, on retire à la n-
ième étape 9n−1 intervalles ouverts de longueur 1

10n . On remarque que si ]ai , bi[
(i ∈ N∗) est la suite d’intervalles enlevés, alors

A = [0 , 1] \
+∞⋃
i=1

]ai , bi[.

Donc,

m
(
[0 , 1] \A

)
=

1
10

+ 9
1

102
+ 92 1

103
+ · · · + 9n−1 1

10n
+ · · · = 1

et m(A) = 0. On remarquera que l’ensemble A est parfait et nulle part dense.

II.1.24. On a
B =

⋃
n∈Z

(
B ∩ [n , n + 1]

)
et l’ensemble B∩ [n , n+1] est obtenu par translation de l’ensemble A défini au
problème précédent, autrement dit, B∩ [n , n + 1] = A+ n = {x + n : x ∈ A}.
Puisque la mesure de Lebesgue est invariante par translation, on déduit du
résultat du problème précédent que m(B) = 0.

II.1.25. On divise l’intervalle [0 , 1] en quatre intervalles de même longueur,
on enlève les deux intervalles ouverts

]
1
4 , 1

2

[
et
]

3
4 , 1
[

et on note A1 la réunion
des deux intervalles fermés restants. Clairement, l’ensemble A1 contient tous
les éléments de [0 , 1] dont le développement binaire admet un 0 comme se-
cond chiffre après la virgule. À la seconde étape, on divise chacun des deux
intervalles fermés restants en quatre intervalles de même longueur, on enlève
les quatre intervalles

]
1
42 , 2

42

[
,
]

3
42 , 4

42

[
,
]

9
42 , 10

42

[
,
]

11
42 , 12

42

[
et on note A2 la

réunion des quatre intervalles fermés restants. L’ensemble A2 contient donc
tous les éléments de [0 , 1] dont le développement binaire admet un 0 en se-
conde et quatrième position après la virgule. En poursuivant le procédé, on
obtient à la n-ième étape l’ensemble An formé de 2n intervalles fermés, chacun
de longueur 4−n. Il est évident que

A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · ·
et

A =
+∞⋂
n=1

An.

Puisque m(An) = 2n × 4−n = 2−n, l’ensemble A est de mesure de Lebesgue
nulle.
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II.1.26. On note Ai l’ensemble des points de [0 , 1] admettant des dévelop-
pements décimaux contenant le chiffre i, i ∈ {1, 2, . . . , 9}. L’ensemble A des
points de [0 , 1] admettant des développements décimaux contenant tous les

chiffres 1, 2, . . . , 9 est alors l’intersection
9⋂

i=1
Ai. D’après le résultat de II.1.23,

m
(
[0, 1] \Ai

)
= 0 et on obtient donc m

(
[0, 1] \

9⋂
i=1

Ai

)
= 0, d’où m(A) = 1.

II.1.27. Soit A l’ensemble considéré. A est contenu dans chacun des en-
sembles An définis comme suit. On divise l’intervalle [0 , 1] en mille intervalles
de même longueur, on enlève l’intervalle ]0,222 ; 0,223[ et on note A1 la réunion
des 999 intervalles fermés restants. On divise alors chacun des intervalles res-
tants en mille intervalles de même longueur et on enlève les intervalles de la
forme ]0, d1d2d3222 ; 0, d1d2d3223[. On obtient de cette façon l’ensemble A2

comme union des 9992 intervalles fermés restants. En poursuivant le procédé,
on obtient une suite d’ensembles {An}, où An est l’union de 999n intervalles
fermés, chacun de longueur 10−3n et

A =
+∞⋂
n=1

An.

Puisque {An} est une suite décroissante, d’après II.1.17, on a

m(A) = lim
n→+∞m(An) = lim

n→+∞

(
999
1000

)n

= 0.

II.1.28. On a

A =
]
− 1

20
,
1
9

+
1
20

[
∪
]
2
9
− 1

20
,
1
3

+
1
20

[
∪
]
2
3
− 1

20
,
7
9

+
1
20

[

∪
]
8
9
− 1

20
, 1 +

1
20

[

et m(A) =
38
45

.

II.1.29. Soit A ⊂ [a , b]. La fonction f(x) = m
(
[a , x] ∩ A

)
est croissante,

continue et f(a) = 0, f(b) = p. Le résultat se déduit donc de la propriété des
valeurs intermédiaires.
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II.1.30. Si A est un ensemble borné, le résultat est contenu dans le problème
précédent. Si A n’est pas borné, on pose An = A ∩ [−n , n] (n ∈ N∗) et on
obtient m(A) = lim

n→+∞m(An) (voir II.1.18). Donc, pour q < m(A), il existe

N tel que m(AN ) > q et on peut appliquer le résultat du problème précédent.

II.1.31. Nous allons utiliser dans la démonstration le théorème de Cantor-
Bendixson qui affirme que tout ensemble fermé A ⊂ R est l’union d’un en-
semble parfait P et d’un ensemble dénombrable C. Pour démontrer le théorème
de Cantor-Bendixson, on définit

P = {x ∈ R : x est un point de condensation de A} .

On se souvient que x est un point de condensation de A si tout voisinage
de x contient une infinité non dénombrable de points de A. Il est clair que
chaque point de condensation de A est un point d’accumulation de A. Donc,
P ⊂ A et A = P ∪ (A \ P). Si x ∈ A \ P, il existe alors un intervalle ouvert
U à extrémités rationnelles contenant x tel que A ∩ U soit dénombrable. En
conséquence, C = A\P est un ensemble dénombrable. On montre maintenant
que P est parfait, autrement dit, que cet ensemble est égal à l’ensemble de ses
points d’accumulation. Soit x ∈ P et soit U un voisinage de x. Alors U∩A est
non dénombrable et U∩C est dénombrable. Donc U∩P = (U∩A)∩(U∩C)c

n’est pas dénombrable et x est un point d’accumulation de P. Pour voir que
P est fermé, on prend z ∈ Pc. Alors z admet un voisinage V tel que V ∩ A
soit dénombrable. S’il existe y ∈ V ∩P, alors V ∩ A serait non dénombrable.
Contradiction. Ceci montre que Pc est un ensemble ouvert.

On se tourne maintenant vers la démonstration de notre énoncé. On dé-
duit du problème précédent qu’il existe un ensemble mesurable B ⊂ A tel que
m(B) = q′ < q < m(A). De plus, d’après II.1.12(iv), il existe un ensemble
fermé F ⊂ B tel que m(B \F) = q− q′. Donc, m(F) = q et le résultat cherché
découle du théorème de Cantor-Bendixson.

II.1.32. Le résultat découlera du problème précédent si on prouve que
tout ensemble parfait non vide a la puissance du continu. Soit P un
tel ensemble, c’est-à-dire un ensemble fermé sans point isolé. Si on pose
Gn =

{
x ∈ R : dist(x,P) < 1

n

}
, n ∈ N∗, alors

P =
+∞⋂
n=1

Gn.

P contient au moins deux points que l’on note x0 et x1. On choisit à la première
étape deux intervalles ouverts disjoints I0 et I1 contenant respectivement x0
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et x1 et des sous-intervalles fermés J0 ⊂ I0 et J1 ⊂ I1, tous deux de longueur
respective strictement inférieure à 1 et tels que J0 ⊂ G1, J1 ⊂ G1. On choisit à
la deuxième étape des intervalles ouverts disjoints I00, I01 ⊂ J0 et I10, I11 ⊂ J1

et des sous-intervalles fermés J00, J01, J10, J11, tous de longueur respective
strictement inférieure à 1

2 et tels que

J00,J01 ⊂ G2 ∩ J0, J10,J11 ⊂ G2 ∩ J1.

On remarquera que la construction ci-dessus est possible puisque x0 et x1

sont des points d’accumulation de P. En poursuivant le procédé, on obtient
à la n-ième étape 2n intervalles fermés deux à deux disjoints Ji1i2...in , où ik
prend les valeurs 0 ou 1, tous de longueur strictement inférieure à 1

n et tels
que Ji1i2...in ⊂ Gn ∩ Ji1i2...in−1 . D’après le théorème des ensembles emboîtés
de Cantor, il existe un unique point xi1i2... dans l’intersection des intervalles
fermés Ji1 , Ji1i2 , Ji1i2i3 , . . . Il découle aussi de ce qui précède que des suites
{in} et {i′n} de 0 et de 1 distinctes gênèrent des points xi1i2... et xi′1i′2... dis-
tincts. Puisque l’ensemble des suites de 0 et de 1 a la puissance du continu,
l’ensemble de tous les points xi1i2... a aussi la puissance du continu et puisque
tous les xi1i2... sont dans P, l’ensemble P a la puissance du continu.

II.1.33. Pour prouver que A est nulle part dense, on va montrer que tout
intervalle contient un sous-intervalle disjoint de A. Soit I ⊂ R un intervalle.
Puisque m(A) = 0, I ne peut pas être un sous-ensemble de A. Donc I∩Ac �= ∅.
Puisque que Ac est ouvert, il existe un intervalle J ⊂ I ∩ Ac, ce qui prouve
que A est nulle part dense.

II.1.34. Non. Pour s’en rendre compte, on considère l’ensemble A défini
en I.7.12. C’est un sous-ensemble nulle part dense de [0 , 1] de mesure stric-
tement positive. Soit B l’ensemble formé des extrémités des intervalles enle-
vés de [0 , 1] dans la construction de A, B est alors un ensemble nulle part
dense dénombrable. En conséquence, m(B) = 0 et B = A, ce qui montre que
m(B) > 0.

II.1.35. Puisque m(A) > 0, cet ensemble a la puissance du continu
(voir II.1.32). Soit x0 ∈ A. L’ensemble des réels |x0 − x| (x ∈ A) a la puis-
sance du continu et tous ses éléments ne sont donc pas rationnels.

II.1.36. Oui. Soit An un sous-ensemble nulle part dense et parfait de [0 , 1],
de mesure de Lebesgue égale à 1− 1

n (on a construit et étudié de tels ensembles
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en I.7.12 et II.1.22). Si A =
+∞⋃
n=1

An, alors 1 − 1
n � m(An) � m(A) � 1 et

m(A) = 1.

II.1.37. Non. Si A était un tel ensemble, [0 , 1] \A serait alors un ensemble
ouvert de mesure de Lebesgue nulle, donc vide.

II.1.38. Soit {Un} une suite de tous les intervalles ouverts à extrémités ra-
tionnelles. Notons A1 un sous-ensemble nulle part dense de U1 de mesure de
Lebesgue strictement positive (voir, par exemple, I.7.12 pour la construction
d’un tel ensemble). Puisque A1 est nulle part dense, il existe un intervalle
]a , b[ ⊂ U1 disjoint de A1. On peut donc trouver un ensemble nulle part
dense A2 ⊂ ]a , b[ de mesure strictement positive. Nous avons donc deux en-
sembles disjoints et nulle part denses A1 et A2 tels que A1 ∪ A2 ⊂ U1.
Puisque A1 ∪ A2 est un ensemble nulle part dense, il existe ]c , d[ ⊂ U2 dis-
joint de A1 ∪ A2. On prend alors un ensemble nulle part dense A3 ⊂ ]c , d[
de mesure strictement positive, un intervalle ouvert ]e , f [ ⊂ ]c , d[ disjoint
de A3 et un ensemble nulle part dense A4 ⊂ ]e , f [ de mesure strictement
positive. En poursuivant le procédé, on obtient une suite {An} d’ensembles
nulle part denses et deux à deux disjoints tels que A2n ∪ A2n−1 ⊂ Un et

m(An) > 0. Posons A =
+∞⋃
n=1

A2n. On montre alors que l’ensemble A a la

propriété requise. En effet, étant donné un intervalle ]α , β[, il existe un en-
semble Uk ⊂ ]α , β[, d’où m(A ∩ ]α , β[) � m(A2k) > 0. Il est aussi clair que
m
(
(R \A) ∩ ]α , β[

)
� m(A2k−1) > 0.

II.1.39. On définit, pour tout entier n ∈ N∗,

An = A ∩
(]

− 1
n

,− 1
n + 1

]
∪
[

1
n + 1

,
1
n

[)
.

Si m(An) > 0, d’après le résultat de II.1.31, il existe alors un ensemble parfait
Bn ⊂ An tel que m(Bn) � 1

2 m(An). Si m(An) = 0, on pose Bn = ∅. On va
prouver que l’ensemble

B =
+∞⋃
n=1

Bn ∪ {0}

a la propriété requise. On observe d’abord que B est un ensemble parfait. Il
est clair que tout point de B est un point d’accumulation de B. Pour prouver
que B est un ensemble fermé, on pose x = lim

k→+∞
xk où xk ∈ B. Si x > 0,
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il existe alors un entier strictement positif m tel que x ∈
[

1
m , 1

m−1

[
. Il existe

donc N ∈ N∗ tel que xk ∈
[

1
m+1 , 1

m−1

[
si k � N , d’où xk ∈ Bm ∪ Bm−1, ce

qui donne x ∈ Bm ∪ Bm−1. Un raisonnement semblable s’applique si x < 0.
Le cas x = 0 est évident. Maintenant, si δ > 0, il existe alors un entier N > 0
tel que 1

N < δ. On a alors, par construction de B,

B ∩ ]−δ , δ[ ⊃ B ∩
]
− 1

N
,

1
N

[
=

+∞⋃
n=N

Bn ∪ {0}.

Donc,

m (B ∩ ]−δ , δ[) � m

(
+∞⋃
n=N

Bn

)
=

+∞∑
n=N

m(Bn)

� 1
2

m

(
A ∩

]
− 1

N
,

1
N

[)
> 0.

II.1.40. On a

lim
h→0+

m
(
A ∩ [x − h , x + h]

)
2h

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 si x ∈ ]−1 , 1[,
1
2 si x ∈ {−1, 1},
0 sinon.

II.1.41. On suppose d’abord que x0 = 0. Pour n ∈ N∗, on pose

Pn =
]
− 1

n
,− 1

n + 1

]
∪
[

1
n + 1

,
1
n

[

et on choisit un ensemble mesurable An ⊂ Pn tel que m(An) = αm(Pn).

En posant A =
+∞⋃
n=1

An, on voit que A a pour densité α en 0. Pour cela, on

remarque que si 1
n+1 � h < 1

n , alors

m (A ∩ [−h , h])
2h

�
m
(
A ∩ [− 1

n , 1
n

])
2

n+1

=
2α
n
2

n+1

= α

(
1 +

1
n

)
� α(1 + 2h).
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D’autre part,

m (A ∩ [−h , h])
2h

�
m
(
A ∩

[
− 1

n+1 , 1
n+1

])
2
n

=
2α

n+1
2
n

= α

(
1 − 1

n + 1

)
� α(1 − h).

La mesure de Lebesgue étant invariante par translation, si x0 �= 0, l’ensemble
A + x0 a la propriété requise.

II.1.42. On définit, pour n entier strictement positif,

An = A ∩
(]

− 1
n

,− 1
n + 1

]
∪
[

1
n + 1

,
1
n

[)

et on choisit un ensemble parfait Bn ⊂ An tel que m(Bn) �
(
1 − 1

n

)
m(An).

On va prouver que

B =
+∞⋃
n=1

Bn ∪ {0}

a la propriété voulue. L’ensemble B est parfait (voir la solution de II.1.39).
Pour h > 0, on note N la partie entière de 1

h . On a alors, par construction
de B,

m (B ∩ [−h , h])
2h

�
m
(
B ∩

[
− 1

N+1 , 1
N+1

])
2
N

=
N

2

+∞∑
n=N+1

m(Bn)

� N

2

(
+∞∑

n=N+1

m(An) − 1
N

+∞∑
n=N+1

m(An)

)

=
N

2
m

(
A ∩

[
− 1

N + 1
,

1
N + 1

])(
1 − 1

N

)

=
m
(
A ∩

[
− 1

N+1 , 1
N+1

])
2
N

× N − 1
N

.

II.1.43. On note Ta(A) le translaté de A, autrement dit,

Ta(A) = A + a = {x + a : x ∈ A}.
On a alors

A + a (mod1) = Ta (A ∩ [0 , 1 − a[) ∪ Ta−1 (A ∩ [1 − a , 1[) .
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En posant
A1 = A ∩ [0 , 1 − a[ ,A2 = A ∩ [1 − a , 1[ ,

B1 = Ta(A1),B2 = Ta−1(A2) et B = A + a (mod 1),

on peut écrire B = B1 ∪ B2. Puisque m∗ est invariante par translation, on a

m∗(B1) = m∗(A1) et m∗(B2) = m∗(A2).

Il découle de II.1.5 (voir la solution) que

m∗(A) = m∗ (A ∩ ([0 , 1 − a[ ∪ [1 − a , 1[))
= m∗(A1) + m∗(A2).

En conséquence,

m∗(B) = m∗(B1 ∪ B2) = m∗ ((B1 ∩ [a , 1[) ∪ (B2 ∩ [0 , a[))
= m∗ (B1 ∩ [a , 1[) + m∗ (B2 ∩ [0 , a[) ,

la dernière égalité se déduisant de II.1.5. Il s’ensuit que

m∗(B) = m∗(A1) + m∗(A2) = m∗(A).

II.1.44. On adopte ici la notation introduite dans la solution du problème
précédent.

Si A est mesurable, il en est de même de A1 et A2 et, puisque m est
invariante par translation, les ensembles B1 et B2 sont aussi mesurables. La
mesurabilité de A + a (mod 1) découle donc de l’égalité

A + a (mod1) = B = B1 ∪ B2.

D’autre part, si B est mesurable, alors B1 = B ∩ [a , 1[, B2 = B ∩ [0 , a[
et les ensembles B1 et B2 sont aussi mesurables. Puisque A1 = T−a(B1),
A2 = T1−a(B2) et A = A1 ∪ A2, la mesurabilité de A s’en déduit.

II.1.45. Supposons, contrairement à la proposition à démontrer, que V est
un ensemble mesurable. Soit {rn} une suite énumérant les rationnels de [0 , 1[
telle que r0 = 0. On définit Vn = V + rn (mod 1). D’après le résultat du pro-
blème précédent, chaque Vn est aussi mesurable et m(Vn) = m(V). On prouve

maintenant que les Vn sont deux à deux disjoints et que
+∞⋃
n=0

Vn = [0 , 1[. En

effet, si x ∈ Vi ∩ Vj, alors x = vi + ri (mod 1) et x = vj + rj (mod 1), vi

et vj appartenant à V = V0. En conséquence, vi − vj ∈ Q ce qui implique
que vi ∼ vj, donc que i = j. Ceci montre que Vi ∩ Vj = ∅ si i �= j. Puisque
chaque x ∈ [0 , 1[ se trouve dans une classe d’équivalence, x diffère modulo 1
d’un élément de V par un nombre rationnel, par exemple rk ∈ [0 , 1[. Donc
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x ∈ Vk, ce qui prouve que [0 , 1[ ⊂
+∞⋃
n=0

Vn. L’inclusion opposée est évidente.

Il s’ensuit alors que

1 = m ([0 , 1[) =
+∞∑
n=0

m(Vn) =
+∞∑
n=0

m(V)

et le dernier membre de cette égalité est soit nul, soit infini, selon que m(V)
est nul ou strictement positif, ce qui induit une contradiction.

II.1.46. Soit {rn} une suite énumérant les rationnels de [0 , 1[ telle que
r0 = 0. On pose An = A + rn (mod 1). Chaque An est alors mesurable et
m(An) = m(A). Puisque A ⊂ V, les ensembles An sont deux à deux disjoints
(voir la solution du problème précédent). D’où

+∞∑
n=0

m(A) =
+∞∑
n=0

m(An) = m

(
+∞⋃
n=0

An

)
� m ([0 , 1[) = 1,

ce qui donne m(A) = 0.

II.1.47. [M. Machover, Amer. Math. Monthly, 74(1967), 1080-1081]. On pose
A = [−2 ,−1] et B = [2 , 3] et on appelle V l’ensemble de Vitali défini
en II.1.45. Le résultat précédent implique m∗(V) = 0. Puisque V n’est pas
mesurable, m∗(V) > 0. D’après II.1.6,

m∗(A ∪ V) = m(A) + m∗(V), m∗(B ∪ V) = m(B) + m∗(V),
m∗((A ∪ V) ∪ (B ∪ V)) = m(A) + m(B) + m∗(V).

D’autre part, on a

m∗(A ∪ V) + m∗(B ∪V) = m∗((A ∪ V) ∪ (B ∪ V)).

Cette égalité se déduit du fait que si A est un ensemble mesurable et
m∗(V) = 0, alors m∗(A ∪ V) = m(A). En effet, si M est mesurable et
M ⊂ A∪V, alors M\A est un sous-ensemble mesurable de V et m(M\A) = 0.
Donc m(M) = m(M ∩ A) � m(A), ce qui montre que m∗(A ∪ V) � m(A).

II.1.48. Soit A un ensemble de mesure extérieure strictement positive. On
suppose d’abord que A ⊂ [0 , 1[ et on pose alors Bn = A∩Vn, où les Vn sont
définis dans la solution de II.1.45. On note que si Bn est mesurable, alors
m(Bn) = 0. En effet, Bn = B+ rn (mod 1), où B est un sous-ensemble de V.
D’après II.1.43, m∗(Bn) = m∗(B) et, d’après II.1.44, Bn est mesurable si et
seulement si B est mesurable. D’autre part, d’après le résultat du problème
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précédent, si B est mesurable, alors m(B) = 0. Enfin, si tous les Bn sont mesu-

rables, alors 0 = m

(
+∞⋃
n=0

Bn

)
= m∗(A) > 0, contradiction. Ceci signifie qu’au

moins un des Bn n’est pas mesurable. Si maintenant A n’est pas inclus dans
[0 , 1[, il existe alors un intervalle [−k , k[ tel que A∩ [−k , k[ soit de mesure ex-
térieure strictement positive. On peut appliquer une analyse semblable à celle
utilisée dans la solution de II.1.45 pour construire un ensemble non mesurable
inclus dans [−k , k[ et on peut donc reproduire le raisonnement précédent.

II.1.49. On pose An = Vn, les Vn étant définis dans la solution de II.1.45.
Puisque les An ne sont pas mesurables, m∗(An) > 0 (comparez avec II.1.1).
De plus, tous les An ont la même mesure extérieure. Donc,

1 = m ([0 , 1[) = m∗
(

+∞⋃
n=0

An

)
<

+∞∑
n=0

m∗(An) = +∞.

II.1.50. On pose An =
+∞⋃
k=n

Vk, les Vk étant définis dans la solution

de II.1.45. Clairement, {An} est une suite décroissante. Les ensembles Vk

étant deux à deux disjoints, on voit que
+∞⋂
n=0

An = ∅. De plus,

m∗(An) � m∗(Vn) = m∗(V) = a > 0.

Donc,

0 = m∗
(

+∞⋂
n=0

An

)
< lim

n→+∞m∗(An) � a > 0.

II.1.51. On suppose d’abord que m(A) est finie. D’après la définition de la
mesure de Lebesgue, étant donné α ∈ ]0 , 1[, il existe une suite {In} d’inter-

valles ouverts tels que A ⊂
+∞⋃
n=1

In et

α
+∞∑
n=1

|In| � m(A),

d’où

α

+∞∑
n=1

|In| � m

(
A ∩

+∞⋃
n=1

In

)
�

+∞∑
n=1

m(A ∩ In).

Il existe donc n0 tel que α |In0 | � m(A∩ In0). En prenant α = 3
4 , on trouve un

intervalle ouvert tel que 3
4 |I| � m(A ∩ I). On pose δ = 1

2 |I|. Si |x| < δ, alors

(A ∩ I) ∪ ((A ∩ I) + x) ⊂ I ∪ (I + x)
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et I∪ (I+x) est un intervalle dont la longueur est inférieure à 3
2 |I|. On montre

maintenant que (A∩I)∩((A∩I)+x) �= ∅. En effet, si (A∩I)∩((A∩I)+x) = ∅,
alors

m((A ∩ I) ∪ ((A ∩ I) + x)) = 2m(A ∩ I) � 3
2
|I| ,

contradiction. Si m(A) = +∞, d’après ce que l’on a prouvé, la proposition est
alors vérifiée pour A ∩ [−n , n] et, en conséquence, aussi pour A.

II.1.52. On sait que m∗(An) > 0. Si An était mesurable, d’après le problème
précédent, il existerait δ > 0 tel que An∩(An+x) �= ∅ dès que |x| < δ. On choi-
sit un tel x rationnel, différent de ri−rj, ri−rj+1, ri−rj−1, i, j ∈ {0, 1, . . . , n}
(voir la solution du problème II.1.45). Il existe y ∈ An ∩ (An + x), c’est à
dire, y = vk + rk (mod 1) = x + vi + ri (mod 1), où vk et vi appartiennent à
l’ensemble de Vitali V défini en II.1.45. Puisque vk − vi est irrationnel, il en
est de même de x, contradiction.

II.1.53. Supposons, contrairement à ce qui est annoncé, que m(Ac) > 0. Par
définition de la mesure de Lebesgue, étant donné α ∈ ]0 , 1[, il existe une suite

{In} d’intervalles ouverts telle que Ac ⊂
+∞⋃
n=1

In et

α

+∞∑
n=1

|In| � m(Ac),

d’où

α
+∞∑
n=1

|In| � m

(
Ac ∩

+∞⋃
n=1

In

)
�

+∞∑
n=1

m(Ac ∩ In).

Il existe donc n0 tel que α |In0| � m(Ac ∩ In0). Ceci, combiné à la condition
donnée, implique

|In0| = m(A ∩ In0) + m(Ac ∩ In0) � (c + α) |In0| . (∗)
Puisque 0 < c � 1, on peut choisir α ∈ ]0 , 1[ tel que c + α > 1, ce qui montre
que (∗) est impossible.

II.1.54. On définit les ensembles A0, A1 et A2 comme suit :

A0 =
{
r + n

√
2 : r ∈ Q, n ∈ Z

}
,

A1 =
{
r + 2n

√
2 : r ∈ Q, n ∈ Z

}
,

A2 =
{
r + (2n + 1)

√
2 : r ∈ Q, n ∈ Z

}
.
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On a A2 = A1 +
√

2 et A0 = A1 ∪ A2. On définit une relation d’équivalence
sur R en posant x ∼ y si et seulement si x − y ∈ A0. D’après l’axiome de
choix, il existe un ensemble B contenant exactement un élément de chaque
classe d’équivalence de la relation ∼. On pose

A = B + A1 = {b + a1 : b ∈ B, a1 ∈ A1} .

Soit C un sous-ensemble mesurable de A, on suppose que m(C) > 0. D’après
le résultat de II.1.51, il existe δ > 0 tel que C ∩ (C + x) ne soit pas vide dès
que |x| < δ. Ceci implique que A ∩ (A + x) n’est pas vide dès que |x| < δ.
Puisque A2 est dense dans R, il existe un x ∈ A2 tel que |x| < δ. Puisque
A ∩ (A + x) n’est pas vide, il existe y = x + b1 + a1 = b2 + a′1 pour certains
b1, b2 ∈ B et a1, a

′
1 ∈ A1. D’où, b2 − b1 ∈ A0 et donc b2 = b1. En conséquence,

x = a′1−a1 ne peut pas être un élément de A2, contradiction. Ceci prouve que
chaque sous-ensemble mesurable de A est de mesure de Lebesgue nulle. On
vérifie facilement que Ac = B + A2. Donc, Ac = A +

√
2, d’où il découle que

chaque sous-ensemble mesurable de Ac est de la forme C +
√

2, où C est un
sous-ensemble Lebesgue-mesurable de A. Il s’ensuit que chaque sous-ensemble
mesurable de Ac est de mesure de Lebesgue nulle.

On remarquera ici que A et Ac sont des ensembles non mesurables.

II.1.55. On suppose que f est Riemann-intégrable sur [a , b] et, pour ε > 0,
on pose Jε = {x : of (x) � ε}, où of (x) représente l’oscillation de f en x (voir,
par exemple, I.7.12 (vol. II)). On déduit du résultat de I.7.18 que |Jε| = 0
pour tout ε > 0, où |Jε| = 0 est la mesure de Jordan de Jε. Si x est un point
de discontinuité de f , alors of (x) �= 0 (voir, par exemple, I.7.12 (vol. II)).
Ceci implique qu’il existe un entier strictement positif n tel que of (x) � 1

n . En
conséquence, l’ensemble D des points de discontinuité de f vérifie

D ⊂
+∞⋃
n=1

J1/n.

Puisque
∣∣J1/n

∣∣∗ = 0, on a aussi m∗(J1/n) = 0 et m∗(D) = m(D) = 0. Pour
prouver que la condition est suffisante, on suppose que m∗(D) = m(D) = 0.
D’après le résultat de I.7.18, il suffit de montrer que |Jε| = 0 pour tout ε > 0.
Puisque Jε ⊂ D, on a m∗(Jε) = 0. Donc, étant donné δ > 0, il existe un recou-

vrement de Jε par des intervalles ouverts {In} tels que
+∞∑
n=1

|In| < δ. Puisque

Jε est un ensemble compact (voir, par exemple, I.7.13 (vol. II)), d’après
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le théorème de Heine-Borel, il existe un sous-recouvrement fini
N⋃

k=1

Ink
. Ceci

montre que |Jε|∗ < δ. On obtient |Jε|∗ = 0 en faisant tendre δ vers 0.

II.1.56. [Leo M. Levine, Amer. Math. Monthly 84 (1977), 205]. On démontre
d’abord que D∩L est dénombrable. Comme dans la solution du problème pré-

cédent, on pose J1/n =
{
x ∈ [a , b] : of (x) > 1

n

}
. Puisque D∩L =

+∞⋃
n=1

(J1/n∩L),

il suffit de prouver que chacun des ensembles J1/n ∩ L est dénombrable. Si
x0 ∈ J1/n ∩ L, il existe alors δ > 0 tel que

∣∣f(x) − f(x−
0 )
∣∣ < 1

2n

pour x ∈ ]x0 − δ , x0[. D’où,

|f(z) − f(u)| <
1
n

pour z, u ∈ ]x0 − δ , x0[. En conséquence, si x ∈ ]x0 − δ , x0[, alors of (x) � 1
n ,

de sorte que x /∈ J1/n. Tout point de J1/n ∩L est donc l’extrémité droite d’un
intervalle ouvert ne contenant aucun point de J1/n ∩L. Puisque ces intervalles
ouverts sont disjoints, les points considérés forment un ensemble dénombrable.
J1/n ∩ L est donc dénombrable.

Puisque D = (D∩L)∪ (D∩Lc) = (D∩L)∪ ([a , b] \L) et m(D∩L) = 0,
le critère d’intégrabilité au sens de Riemann énoncé dans ce problème est une
conséquence du critère de Lebesgue énoncé au problème précédent.

II.1.57. On remarque d’abord que l’ensemble A est fermé donc Lebesgue-
mesurable car f est continue. De plus, A′ = {h ∈ [0 , 1] : 1 − h ∈ A} a la même
mesure de Lebesgue. Notre but est de prouver que A ∪ A′ = [0 , 1]. Pour
h ∈ [0 , 1], on pose

g(x) =

{
f(x + h) − f(x) si x + h � 1,
f(x + h − 1) − f(x) si x + h > 1.

Par hypothèse, g est continue sur [0 , 1]. Si f atteint son minimum et son maxi-
mum respectivement en x0 et en x1, alors g(x0) � 0 et g(x1) � 0. D’après la
propriété des valeurs intermédiaires, il existe x2 tel que g(x2) = 0. Il s’ensuit
que h est soit dans A, soit dans A′.
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II.2. Fonctions mesurables au sens de Lebesgue

II.2.1. Si f est mesurable, les ensembles {x : f(x) > c} et {x : f(x) < −c}
sont alors mesurables pour tout réel c et il en est de même de

{x : |f(x)| > c} = {x : f(x) > c} ∪ {x : f(x) < −c} .

L’exemple suivant montre que l’implication réciproque est fausse. Soit A un
ensemble mesurable et V un sous-ensemble non mesurable de A. La fonction
f définie par

f(x) =

{
1 si x ∈ V,
−1 si x ∈ A \ V

est alors non mesurable bien que |f | le soit.

II.2.2. On prend pour f une fonction définie comme dans le problème pré-
cédent et g = −f .

II.2.3. Soit V un sous-ensemble non mesurable de [0 , 1]. On considère la
fonction f définie comme suit :

f(x) =

{
x si x ∈ V,
−x si x ∈ [0 , 1] \V.

Les ensembles f−1(c) sont alors soit vides, soit réduits à un élément et sont
donc mesurables, alors que la fonction f n’est pas mesurable.

II.2.4. Étant donné un réel a, il existe une suite croissante {cn} d’éléments
de C telle que a = lim

n→+∞ cn. Donc,

{x ∈ A : f(x) � a} =
+∞⋂
n=1

{x ∈ A : f(x) � cn}

est un ensemble mesurable.

II.2.5. On suppose d’abord que f−1(G) est mesurable pour tout ouvert
G ⊂ R. Alors, en particulier, f−1(]c ,+∞[) est mesurable pour tout réel c.
D’autre part, chaque ensemble ouvert G est une union dénombrable d’inter-
valles ouverts

G =
+∞⋃
n=1

]an , bn[ , (an, bn ∈ R, an < bn)
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et, puisque f−1 (]an , bn[) = f−1 (]−∞ , bn[) ∩ f−1(]an ,+∞[) est un ensemble
mesurable, il en est de même de f−1(G).

II.2.6. L’ensemble A =
{
A ⊂ R : f−1(A) ∈ M

}
, où M est la σ-algèbre de

tous les ensembles Lebesgue-mesurables de R, est une σ-algèbre. D’après le
résultat du problème précédent, les ensembles ouverts appartiennent à A et,
puisque la collection B des boréliens est la plus petite σ-algèbre contenant
tous les ensembles ouverts de R, B ⊂ A.

II.2.7. Soit f une fonction continue sur l’ensemble mesurable A et c un
nombre réel. On doit montrer que B = {x ∈ A : f(x) > c} est un sous-
ensemble mesurable de A. Si B est vide, il est alors mesurable. Sinon, si
x ∈ B, par continuité, f(x) > c dans un voisinage de x, par exemple
]x − δ(x) , x + δ(x)[ ∩ A. En conséquence,

B =
⋃
x∈B

(
]x − δ(x) , x + δ(x)[ ∩A

)
=

(⋃
x∈B

]x − δ(x) , x + δ(x)[

)
∩ A.

Ceci montre que B, comme intersection d’un ensemble ouvert et de l’ensemble
mesurable A, est lui aussi mesurable.

II.2.8. On doit prouver que {x ∈ A : g(x) > c} est un sous-ensemble mesu-
rable de A pour tout réel c. On pose pour cela B = {x ∈ A : f(x) �= g(x)}.
Puisque

{x ∈ A : g(x) > c} = {x ∈ A \ B : g(x) > c} ∪ {x ∈ B : g(x) > c}
= {x ∈ A \ B : f(x) > c} ∪ {x ∈ B : g(x) > c}
= ({x ∈ A : f(x) > c} ∩ (A \B)) ∪ {x ∈ B : g(x) > c} ,

on voit que l’ensemble {x ∈ A : g(x) > c} est mesurable.

II.2.9. Il s’agit d’une conséquence immédiate de II.2.7, II.1.55 et II.2.8.

II.2.10. On sait que toute fonction à variation bornée sur [a , b] est la dif-
férence de deux fonctions monotones et, d’après le résultat de I.1.21, elle est
Riemann-intégrable sur cet intervalle. Le résultat découle donc du problème
précédent.
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II.2.11. On prouve d’abord que ϕ envoie l’ensemble de Cantor sur [0 , 1]. En

effet, tout élément de [0 , 1] peut s’écrire sous la forme
+∞∑
n=1

bn
2n où bn = 0 ou 1.

Donc,
+∞∑
n=1

bn

2n
= ϕ

(
+∞∑
n=1

2bn

3n

)
.

On note maintenant que la fonction de Cantor ϕ est constante sur chaque in-
tervalle ouvert qui est retiré dans la construction de l’ensemble de Cantor C
(voir, par exemple, I.3.1 (vol. II) pour la construction de C). Puisque
ϕ
(

1
3

)
= ϕ

(
2
3

)
= 1

2 , on a

ϕ(x) =
1
2

pour x ∈
]
1
3

,
2
3

[
.

De plus, puisque ϕ
(

1
9

)
= ϕ

(
2
9

)
= 1

4 et ϕ
(

7
9

)
= ϕ

(
8
9

)
= 3

4 ,

ϕ(x) =
1
22

pour x ∈
]

1
32

,
2
32

[
, ϕ(x) =

3
22

pour x ∈
]

7
32

,
8
32

[
.

Par récurrence, la fonction ϕ prend successivement les valeurs
1
2n

,
3
2n

,
5
2n

, . . . ,
2n − 1

2n

sur les intervalles retirés à la n-ième étape de la construction de C. Le graphe
de ϕ est esquissé ci-dessous.

1
2

1
4

1
9

3
8

3
4

5
8

2
9

7
8

1
3

2
3

7
9

8
9

1 x

1
8

1
4

1
2

3
4

1

1
8

y

Il s’ensuit que la fonction de Cantor ϕ est croissante. On montre mainte-
nant qu’elle est continue. Puisque ϕ est croissante, pour tout x0 ∈ ]0 , 1[,
on a ϕ(x−

0 ) � ϕ(x0) � ϕ(x+
0 ) (voir, par exemple, I.1.35 (vol. II)). Si, par

exemple, ϕ(x−
0 ) < ϕ(x0), alors ϕ ne prend aucune valeur dans l’intervalle
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]
ϕ(x−

0 ) , ϕ(x0)
[
. Mais par ailleurs, ϕ(C) = [0 , 1], contradiction. On peut mon-

trer de même que ϕ est continue en 0 et en 1. Puisque ϕ est une fonction
constante sur chaque intervalle ouvert enlevé dans la construction de l’en-
semble de Cantor et que celui-ci est de mesure de Lebesgue nulle, ϕ′(x) = 0
presque partout sur [0 , 1].

II.2.12. On rappelle d’abord que si f est une application bijective de X
sur Y, on a alors, pour A,B ⊂ X,

f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B) et f(A \B) = f(A) \ f(B).

On pose
A = {A ⊂ R : f(A) ∈ B} ,

où B représente la collection des ensembles boréliens. On prouve que A est
une σ-algèbre si f est bijective de R dans R. En effet, si A ∈ A, alors Ac ∈ A

car f(Ac) = f(R \ A) = R \ f(A). De plus, si {An} est une suite d’en-

sembles de A, alors f

(
+∞⋃
n=1

An

)
=

+∞⋃
n=1

f(An), ce qui prouve que
+∞⋃
n=1

An ∈ A.

Puisque f est strictement monotone (voir, par exemple, I.3.16 (vol. II)), on
a f ([a , b]) = [f(a) , f(b)] ou f ([a , b]) = [f(b) , f(a)]. A contient donc tous les
intervalles fermés, donc tous les boréliens.

II.2.13.

(a) Soit ϕ la fonction de Cantor définie en II.2.11. On prolonge cette fonc-
tion à R tout entier en posant ϕ(x) = 0 si x < 0 et ϕ(x) = 1 si x > 1
et on pose f(x) = x+ ϕ(x). L’application f est alors continue et stricte-
ment croissante de R sur R. D’après le résultat du précédent problème,
f envoie les ensembles boréliens sur des ensembles boréliens. On pose

C = [0 , 1] \
+∞⋃
n=1

]an , bn[, où {]an , bn[} est la suite des intervalles qui ont

été enlevés durant la construction de l’ensemble de Cantor C. On montre
que m(f(C)) = 1. Pour cela, on remarque que

m(f([0 , 1] \ C)) = m

(
+∞⋃
n=1

f
(
]an , bn[

))
=

+∞∑
n=1

m
(
f
(
]an , bn[

))

=
+∞∑
n=1

m
(
]an + ϕ(an) , bn + ϕ(bn)[

)

=
+∞∑
n=1

m
(
]an , bn[

)
= 1.
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Puisque l’image de [0 , 1] par f est [0 , 2], on obtient

2 = m([0 , 2]) = m(f(C)) + m(f([0 , 1] \ C)) = m(f(C)) + 1.

Donc m(f(C)) = 1. D’après le résultat de II.1.48, il existe un ensemble
non mesurable V contenu dans f(C). Mais alors A = f−1(V) ⊂ C est
mesurable alors que son image f(A) = f(f−1(V)) = V ne l’est pas.

(b) Il suffit de prendre g = f−1 où f est une fonction définie comme précé-
demment.

II.2.14. On remarque que l’ensemble A = f−1(V) construit dans la solu-
tion du problème précédent est un exemple d’ensemble mesurable qui n’est
pas un borélien. En effet, s’il s’agissait d’un borélien, alors d’après le résultat
de II.2.12, f(A) = V serait aussi un borélien, contradiction.

II.2.15. On suppose d’abord que la fonction continue f vérifie la condition

E ⊂ [a , b] et m(E) = 0 implique m(f(E)) = 0. (∗)

Si A ⊂ [a , b] est mesurable, il existe alors un Fσ-ensemble F ⊂ A et un en-
semble E ⊂ [a , b] de mesure nulle tels que A = F ∪ E (voir II.1.12). Puisque
f(A) = f(F) ∪ f(E), où f(F) est un Fσ-ensemble et m(f(E)) = 0, f(A) est
mesurable. On suppose maintenant que l’image f(A) de tout ensemble mesu-
rable A est mesurable. Si la condition (∗) n’est pas vérifiée, il existe alors E0

de mesure nulle tel que m(f(E0)) > 0. D’après II.1.45, il existe un ensemble
non mesurable V ⊂ f(E0), contradiction.

II.2.16. Pour tout réel c, on a

(f ◦ g)−1 (]−∞ , c[) = g−1
(
f−1 (]−∞ , c[)

)
.

Par continuité de f , l’ensemble f−1 (]−∞ , c[) est ouvert dans g(A), autrement
dit, f−1 (]−∞ , c[) = g(A) ∩ G, où G est un ouvert de R. En conséquence,

(f ◦ g)−1 (]−∞ , c[) = g−1(g(A) ∩ G) = A ∩ g−1(G)

est un ensemble mesurable.
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II.2.17. L’exemple suivant montre que la réponse est NON. Soit f la fonction
définie dans la solution de II.2.13(a). cette fonction est strictement croissante
et continue sur [0 , 1] et l’image de [0 , 1] par f est [0 , 2]. De plus, puisque
m(f(C)) = 1, C étant l’ensemble de Cantor, il existe un ensemble non me-
surable V ⊂ f(C) (voir II.1.48). Il est aussi clair que A = f−1(V) ⊂ C
est mesurable. On pose maintenant g(x) = f−1(x) pour x ∈ [0 , 2] et on note
h = χA la fonction caractéristique de A. Pour voir que h ◦ g n’est pas mesu-
rable, on observe que

{x ∈ [0 , 2] : (h ◦ g)(x) > 0} = V.

II.2.18. Il suffit d’utiliser les résultats de II.2.5 et II.2.6 et le fait que

(f ◦ g)−1 (G) = g−1
(
f−1(G)

)
.

On notera ici que le résultat de II.2.16 est un cas particulier de II.2.18.

II.2.19. Soit f la fonction définie dans la solution de II.2.13(a). L’image de
[0 , 1] par f est [0 , 2] et m(f(C)) = 1, C étant l’ensemble de Cantor. D’après le
résultat de II.1.48, il existe un ensemble non mesurable V ⊂ f(C). De plus,
puisque A = f−1(V) ⊂ C, l’ensemble A est mesurable. On peut supposer,
sans perte de généralité, que 0, 1 ∈ A. On définit

f1(x) =

{
f(x) si x ∈ A,
2 + f(x) si x ∈ [0 , 1] \ A

et

g(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

f1(x) si x ∈ [0 , 1],
f1(x − 1) + 2 si x ∈ (A + 1) \ {1},
f1(x − 1) − 2 si x ∈ ([0 , 1] \ A) + 1.

L’application g est alors bijective de [0 , 2] sur [0 , 4]. Puisque A est un en-
semble mesurable et que f est une fonction mesurable, g est aussi mesurable.
Pour prouver que g−1 n’est pas mesurable, on observe d’abord que

g ([0 , 1]) = g(A) ∪ g ([0 , 1] \ A) = V ∪ (2 + ([0 , 2] \ V)) .

Ceci signifie que (
g−1
)−1 ([0 , 1]) = V ∪ (2 + ([0 , 2] \ V)) .

Si (g−1)−1([0 , 1]) est mesurable, alors l’ensemble(
g−1
)−1 ([0 , 1]) \ [2 , 4] = V \ {2}

l’est aussi, contradiction.

274



Solutions

II.2.20. On prolonge la fonction f en posant f(x) = f ′(b)(x− b)+f(b) pour
x > b de sorte que la fonction prolongée soit dérivable sur [a ,+∞[. On observe
alors que

f ′(x) = lim
n→+∞n

(
f

(
x +

1
n

)
− f(x)

)
pour x ∈ [a , b]. Le résultat découle du théorème 3 et de II.2.7.

II.2.21. On pose

An = {x ∈ A : |f(x)| > n} , n ∈ N∗.

Si C = {x ∈ A : |f(x)| = +∞}, par hypothèse, m(C) = 0. De plus,

A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ · · · et C =
+∞⋂
n=1

An.

D’après le résultat de II.1.17, lim
n→+∞m(An) = lim

n→+∞m(C) = 0. D’où, étant

donné ε > 0, il existe n0 tel que m(An0) < ε. On pose donc B = A \An0 .

II.2.22. Par hypothèse, il existe A0 ⊂ A tel que m(A0) = 0 et, pour tout
x ∈ A1 = A \ A0,

lim
n→+∞ fn(x) = f(x), |fn(x)| < +∞, n ∈ N∗.

Pour des entiers strictement positifs m et n, on définit

Am,n =
{

x ∈ A1 : |fj(x) − f(x)| <
1
m

pour tout j � n

}

=
+∞⋂
j=n

{
x ∈ A1 : |fj(x) − f(x)| <

1
m

}
.

On a
Am,1 ⊂ Am,2 ⊂ · · · pour m ∈ N∗

et

A1 =
+∞⋃
n=1

Am,n

car la suite {fn} converge vers f sur A1. D’après le résultat de II.1.16,

m(A1) = lim
n→+∞m(Am,n)

et, étant donné m ∈ N∗ et ε > 0, il existe un entier strictement positif nm tel
que

m (A1 \Am,nm) = m(A1) − m (Am,nm) <
ε

2m
.
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Donc, si

A2 = A0 ∪
+∞⋃
m=1

(A1 \Am,nm) ,

alors

m(A2) �
+∞∑
m=1

m(A1 \ Am,nm) <

+∞∑
m=1

ε

2m
= ε.

On pose B = A \ A2 et on note que B =
+∞⋂
m=1

Am,nm . Donc si x ∈ B, alors

x ∈ Am,nm pour m ∈ N∗, ce qui signifie que

|fj(x) − f(x)| <
1
m

pour j � nm.

Ceci montre que la suite {fn} converge uniformément vers f sur B.

II.2.23. Si A = [0 ,+∞[ et fn = χ[n,+∞[, alors {fn} converge vers f = 0
sur A. Supposons qu’il existe B tel que m(A \ B) < ε et {fn} converge uni-
formément vers la fonction nulle sur B. Alors m(B) = +∞ et B est donc un
ensemble non borné. Pour tout n ∈ N∗, il existe alors xn ∈ B ∩ [n ,+∞[ et
f(xn) = 1, contradiction.

II.2.24. Supposons d’abord que m(A) < +∞. D’après le théorème d’Egorov
(voir II.2.22), il existe B1 ⊂ A tel que m(A \ B1) < 1

2 et fn converge uni-
formément sur B1 vers f . En appliquant le théorème d’Egorov à l’ensemble
A \ B1, on trouve B2 ⊂ (A \ B1) tel que m (A \ (B1 ∪ B2)) < 1

22 et fn

converge uniformément sur B2 vers f . On trouve par récurrence une suite

d’ensembles mesurables {Bi} telle que Bi ⊂ A\
i−1⋃
k=1

Bk, m

(
A \

i⋃
k=1

Bk

)
< 1

2i

et fn converge uniformément sur Bi vers f . On voit, en posant B =
+∞⋃
k=1

Bk,
que

m(A \ B) = m

(
A \

+∞⋃
k=1

Bk

)
� m

(
A \

i⋃
k=1

Bk

)
<

1
2i

pour tout i ∈ N∗, ce qui donne m(A \ B) = 0. Supposons maintenant que

m(A) = +∞. Alors A =
+∞⋃
k=1

Ak où m(Ak) < +∞ et on peut appliquer le

résultat prouvé précédemment sur chaque Ak.

276



Solutions

II.2.25. On a [0 , 1[ =
+∞⋃
n=0

Vn et Vi ∩Vj = ∅ pour i �= j. Donc si x ∈ [0 , 1[,

il existe alors n0 tel que x ∈ Vn0 . Mais alors, x /∈
+∞⋃
i=n

Vi pour n > n0, ce

qui implique fn(x) = 0 pour n > n0. Donc, lim
n→+∞ fn(x) = 0. De la solution

de II.1.45, on sait que la mesure extérieure m∗(Vn) = m∗(V) = α est stricte-
ment positive pour tout n. On prend alors ε = α

2 et on suppose, contrairement
à l’énoncé, qu’il existe un ensemble mesurable B tel que m ([0 , 1[ \B) < ε et
fn tend uniformément vers 0 sur B. On en déduit alors qu’il existe n1 tel que
fn(x) = 0 pour n > n1 et pour tout x ∈ B. D’autre part,

fn(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 si x ∈
n−1⋃
i=0

Vi,

1 si x ∈
+∞⋃
i=n

Vi,

ce qui implique B ⊂
n−1⋃
i=0

Vi pour n > n1. Donc,

m ([0 , 1[ \B) � m∗
(

+∞⋃
i=n

Vi

)
� m∗(Vn) = α,

contradiction. Enfin, on remarque sur cet exemple que l’hypothèse de mesura-
bilité de fn est essentielle et ne peut être omise dans le théorème d’Egorov.

II.2.26. On définit fn, n ∈ N∗, par

fn(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0 si x = 0,
n si 0 < x � 1

n ,
1
n si 1

n < x � 1.

La limite simple de {fn} sur [0 , 1] est la fonction nulle. Si m(B) = 1, alors
max {fn(x) : x ∈ B} = n et la convergence ne peut donc pas être uniforme
sur B. On remarque sur cet exemple que l’hypothèse m(A \ B) < ε ne peut
pas être remplacée par l’hypothèse m(A \ B) = 0 dans le théorème d’Egorov
(voir II.2.22).

II.2.27. On prouve d’abord que la condition est suffisante pour la mesurabi-
lité de f . Soit c ∈ R. On pose A0 = {x ∈ A : f(x) � c}. Étant donné ε > 0, il
existe un ensemble fermé F ⊂ A tel que m(A\F) < ε et la restriction de f à F
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est continue. Ceci implique que l’ensemble F0 = {x ∈ F : f(x) � c} = A0 ∩ F
est fermé. Puisque A0\F0 ⊂ A\F, on a m(A0\F0) < ε. La mesurabilité de A0

se déduit donc de II.1.12(iv) et f est mesurable. On prouve maintenant que
la condition est nécessaire. On suppose d’abord que f est une fonction bornée.
D’après le théorème d’approximation des fonctions mesurables (théorème 4),
il existe une suite {ϕn} de fonctions simples uniformément convergente vers
f sur A. On note que, pour chaque fonction simple ϕn, il existe un ensemble
fermé Fn tel que m(A \Fn) < ε

2n et la restriction de ϕn à Fn est continue. La

restriction de f à F =
+∞⋂
n=1

Fn est donc continue et

m(A \ F) = m

(
+∞⋃
n=1

(A \Fn)

)
<

+∞∑
n=1

ε

2n
= ε.

Dans le cas où f n’est pas bornée, on considère la fonction g(x) = Arctan f(x)
(donc f = tan g) et on applique II.2.16.

II.2.28. Soit A l’ensemble construit dans la solution de II.1.38 et soit f la
fonction caractéristique de A. La restriction de f à R \ E est donnée par

f(x) =

{
1 si x ∈ A \E,
0 si x ∈ (R \A) \ E.

Il découle de la propriété de A que pour tout intervalle ouvert ]α , β[,

m (]α , β[ ∩ (A \E)) > 0 et m (]α , β[ ∩ ((R \ A) \ E)) > 0.

Donc, si x0 ∈ A \ E, alors tout voisinage de x0 contient des points de A \ E
et des points de (R \ A) \ E et f n’est donc pas continue en x0. Le même
raisonnement s’applique dans le cas où x0 ∈ (R \A) \ E.

II.2.29. On pose mf (y) = m ({x ∈ [0 , a] : f(x) > y}). La fonction mf est
décroissante sur R, lim

y→+∞mf (y) = 0 et lim
y→−∞mf (y) = a. De plus, la fonction

est continue à droite. En effet, si {yn} est une suite décroissante convergente
vers y, alors

mf (y) = m
(
f−1 (]y ,+∞[)

)
= m

(
+∞⋃
n=1

f−1 (]yn ,+∞[)

)

= lim
n→+∞m

(
f−1 (]yn ,+∞[)

)
= lim

n→+∞mf (yn).
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Dans le cas où y 
→ mf (y) est continue et strictement décroissante, sa fonction
réciproque est la fonction g cherchée, car

mg(y) = m
(
g−1 (]y ,+∞[)

)
= m (mf (]y ,+∞[))

= m (]0 ,mf (y)[) = mf (y).

Si y0 est un point de discontinuité de mf , on pose alors g(x) = y0 pour
x ∈ ]

m(y0) ,mf (y−0 )
[
. Si mf (y) = x0 sur un intervalle, on pose alors

g(x0) = inf {y : mf (y) = x0}. En prenant en compte les discontinuités et les in-
tervalles où mf (y) est constante, on peut vérifier que l’ensemble {x : g(x) > y}
est un intervalle de longueur mf (y). On remarque enfin qu’on peut définir la
fonction g par g(x) = inf {y : mf (y) � x}.

II.2.30. Pour ε > 0, on a

{x ∈ A : |f(x) − g(x)| > ε} ⊂ {x ∈ A : |f(x) − fn(x)| > ε
2

}
∪ {x ∈ A : |fn(x) − g(x)| > ε

2

}
.

D’où, m ({x ∈ A : |f(x) − g(x)| > ε}) = 0. De plus, puisque

{x ∈ A : f(x) �= g(x)} =
+∞⋃
k=1

{
x ∈ A : |f(x) − g(x)| > 1

k

}
,

la propriété en découle.

II.2.31. Soit ε > 0. Pour n ∈ N∗, on pose

Bn = {x ∈ A : |fn(x) − f(x)| > ε} et An =
+∞⋃
k=n

Bk.

La suite {An} est alors une suite décroissante d’ensembles mesurables et,
d’après II.1.19 et II.1.21,

lim
n→+∞m(An) = m

(
+∞⋂
n=1

An

)
= m

(
lim

n→+∞Bn

)
.

Puisque lim
n→+∞Bn ⊂ {x ∈ A : fn(x) ne tend pas vers f(x)} et puisque la suite

{fn} converge vers f p.p. sur A, on obtient m

(
lim

n→+∞Bn

)
= 0 et, en consé-

quence, lim
n→+∞m(Bn) = 0.
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II.2.32. On choisit A = R+ et on pose

fn(x) =

{
1 si x ∈ [n , n + 1],
0 si x ∈ A \ [n , n + 1].

La suite {fn} converge alors vers la fonction nulle sur A mais, pour tout
n ∈ N∗, m

({
x ∈ A : fn(x) > 1

2

})
= 1.

II.2.33. Il est clair que tout entier n strictement positif peut s’écrire de façon
unique comme n = 2k + r, où k ∈ N et 0 � r < 2k. Pour n = 2k + r, on définit

fn(x) =

{
1 si x ∈ [ r

2k , r+1
2k

]
,

0 sinon.

Les huit premiers termes de la suite sont représentés ci-dessus. La suite
{fn} converge en mesure vers la fonction nulle sur [0 , 1]. Cependant, elle ne
converge vers zéro en aucun point de [0 , 1].

II.2.34. La sous-suite {f2n} converge vers zéro sur ]0 , 1].

II.2.35. Puisque {fn} converge en mesure vers f sur A, pour tout entier
strictement positif k, il existe nk tel que

m

({
x ∈ A : |fnk

(x) − f(x)| >
1
k

})
� 1

2k
.
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On peut supposer que la suite {nk} est strictement croissante. On pose

Am = A \
+∞⋃
k=m

{
x ∈ A : |fnk

(x) − f(x)| > 1
k

}
.

On a alors

m(A \Am) �
+∞∑
k=m

1
2k

=
1

2m−1

et, pour x ∈ Am,

|fnk
(x) − f(x)| � 1

k
pour k � m.

Donc {fnk
} converge vers f sur

+∞⋃
m=1

Am et m

(
A \

+∞⋃
m=1

Am

)
= 0.

II.2.36. Soit x0 un point de continuité de f . On suppose, contrairement à
l’énoncé, que fn(x0) ne tend pas vers f(x0). Il existe alors ε > 0 et une sous-
suite fnk

telle que |fnk
(x0) − f(x0)| > ε ou, de façon équivalente,

fnk
(x0) − f(x0) > ε ou fnk

(x0) − f(x0) < −ε. (∗)
Puisque f est continue en x0, il existe δ > 0 tel que

f(x0) − ε

2
< f(x) < f(x0) +

ε

2
dès que |x − x0| < δ. Par monotonie de fnk

, fnk
(x) � fnk

(x0) pour x > x0.
En conséquence, si le premier cas de (∗) est vérifié, alors

fnk
(x) − f(x) > fnk

(x0) − f(x0) − ε

2
>

ε

2
pour x ∈ ]x0 , x0 + δ[. D’où

m
({

x ∈ ]a , b[ : |fnk
(x) − f(x)| > ε

2

})
� δ,

contradiction.

II.2.37. D’après le théorème de Lusin (voir II.2.27), pour tout n ∈ N∗, il
existe un ensemble fermé Fn ⊂ A tel que m(A \ Fn) < 1

n et la restriction de

f à Fn est continue. Les ensembles Hn =
n⋃

i=1
Fi sont fermés et la restriction

de f à Hn est continue. Posons H =
+∞⋃
n=1

Hn. H est alors un Fσ-ensemble et

m(A \ H) = 0. D’après le théorème de prolongement de Tietze, il existe un
prolongement continu fn de f|Hn

défini sur R tel que fn = f sur Hn. Il est
clair que fn converge vers f sur H.
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II.2.38. Soit Hn et H les ensembles définis dans la solution du problème
précédent. On pose

fn(x) =

{
f(x) si x ∈ Hn,
0 si x ∈ A \ Hn.

On doit prouver que chaque fonction fn appartient à la première classe de
Baire sur A. Pour cela, on pose fn,m(x) = f(x) si x ∈ Hn et fn,m(x) = 0 si
dist(x,Hn) � 1

m et on prolonge cette fonction en une fonction continue sur R

en utilisant le théorème de prolongement de Tietze (le prolongement est encore
noté fn,m). On a alors fn(x) = lim

m→+∞ fn,m(x) pour x ∈ A. Si maintenant

g(x) = lim
n→+∞ fn(x) =

{
f(x) si x ∈ H,
0 si x ∈ A \H,

alors g est dans la seconde classe de Baire et f = g p.p. sur A.

II.3. Intégrale de Lebesgue

II.3.1. Puisque m(Q) = 0, on a
∫
[0 ,1] f dm =

∫
[0 ,1] x

2 dm =
∫ 1
0 x2 dx = 1

3 . La
fonction n’est pas Riemann-intégrable sur [0 , 1] car f est discontinue en tout
point de [0 , 1[ (comparer avec II.1.55).

II.3.2. Puisque m(C) = 0, on a∫
[0 ,1]

f dm =
∫

[0 ,1]\C
f dm =

+∞∑
n=1

n2n−1 1
3n

= 3.

II.3.3. Il découle des propriétés de l’intégrale de Lebesgue que∫
[0 ,1]

f dm =
∫ 1/2

0
sin(πx) dx +

∫ 1

1/2
cos(πx) dx = 0.

II.3.4. Par définition de l’intégrale de Lebesgue, il existe une suite croissante
{ϕn} de fonctions simples positives convergente vers |f | sur A telle que∫

A
|f | dm = lim

n→+∞

∫
A

ϕn dm.

Donc, étant donné ε > 0, il existe n0 tel que∫
A

(|f | − ϕn0) dm =
∫
A
|f | dm −

∫
A

ϕn0 dm <
ε

2
.
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Clairement, |f | − ϕn0 � 0 et ϕn0 � M pour un certain M strictement positif.
On pose δ = ε

2M . Si B ⊂ A et m(B) < δ, alors

∫
B
|f |dm =

∫
B

(|f | − ϕn0) dm +
∫
B

ϕn0 dm

�
∫
A

(|f | − ϕn0) dm +
∫
B

M dm <
ε

2
+

ε

2M
M = ε.

II.3.5. On remarque d’abord que m(An) tend vers 0 lorsque n tend vers +∞.
En effet, puisque

n × m(An) �
∫
An

|f | dm �
∫
A
|f |dm = M < +∞,

on a m(An) � M
n . Le résultat du problème précédent implique

alors lim
n→+∞

∫
An

|f |dm = 0. Donc, lim
n→+∞n × m(An) = 0 parce que

n × m(An) �
∫
An

|f | dm.

II.3.6. On pose An =
{
x ∈ A : f(x) > 1

n

}
. On a

0 =
∫
A

f dm �
∫
An

f dm �
∫
An

1
n

dm =
1
n

m(An) � 0.

Donc, m(An) = 0 et, d’après II.1.18,

m ({x ∈ A : f(x) �= 0}) = m

(
+∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→+∞m(An) = 0.

II.3.7. On pose B = {x ∈ A : f(x) � 0}. On a 0 =
∫
B f dm =

∫
A f+ dm.

D’après le résultat du problème précédent, f+ = 0 p.p. sur A. De même,
f− = 0 p.p. sur A.

II.3.8. Supposons, par exemple, que
∫
A f dm � 0. On obtient alors,∫

A |f | dm =
∫
A f dm. D’après le résultat de II.3.6,

∫
A (|f | − f) dm = 0 si

et seulement si |f | − f = 0 p.p. sur A. Dans le cas où
∫
A f dm � 0, on peut

appliquer le même raisonnement à −f .
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II.3.9. On suppose que lim
n→+∞

∫
A fn dm = 0 et on se donne ε > 0. On pose

An = {x ∈ A : fn(x) > ε}. On a alors

m(An) =
1
ε

∫
An

ε dm � 1
ε

∫
An

fn dm � 1
ε

∫
A

fn dm.

Donc, lim
n→+∞m(An) = 0.

La suite {fn} définie dans la solution de II.2.33 vérifie la condition
lim

n→+∞
∫
[0 ,1] fn dm = 0, mais elle ne converge vers zéro en aucun point de [0 , 1].

II.3.10. Étant donné ε > 0, on pose An = {x ∈ A : |fn(x)| > ε}. On a

ε

1 + ε
m(An) �

∫
A

|fn|
1 + |fn| dm � m(An) +

ε

1 + ε
m(A \An),

ce qui implique le résultat cherché.
Pour prouver que l’hypothèse m(A) < +∞ est essentielle, on considère

fn(x) = 1
nx pour x ∈ R∗

+. On a alors m
({

x > 0 : 1
nx > ε

})
= 1

εn , mais pour
tout n ∈ N∗, ∫

]0 ,+∞[

1
1 + nx

dm = +∞.

II.3.11. On suppose que la fonction f est Lebesgue-intégrable sur A et que

la série
+∞∑
k=0

km(Ak) diverge. En posant

fn(x) =

{
f(x) si f(x) < n,
n si f(x) � n,

on obtient

∫
A

f dm �
∫
A

fn dm �
n−1∑
k=0

∫
Ak

f dm �
n−1∑
k=0

km(Ak).

Puisque lim
n→+∞

n−1∑
k=0

km(Ak) = +∞, on voit que
∫
A f dm = +∞, contra-

diction. On suppose maintenant que la série
+∞∑
k=0

km(Ak) converge. La série

284



Solutions

+∞∑
k=0

(k + 1)m(Ak) converge alors aussi. De plus, si on pose g(x) = k + 1 pour

x ∈ Ak, alors 0 � f(x) � g(x) pour x ∈ A, d’où∫
A

f dm �
∫
A

g dm =
+∞∑
k=0

(k + 1)m(Ak) < +∞.

II.3.12. Si les Ak sont les ensembles définis au problème précédent, alors

le résultat sera démontré si on prouve que la série
+∞∑
k=0

m(Bk) converge si et

seulement si
+∞∑
k=0

km(Ak) converge. On a Bk = Ak ∪ Ak+1 ∪ · · · et, puisque

Ai ∩ Aj = ∅ pour i �= j, on obtient m(Bk) = m(Ak) + m(Ak+1) + · · · . On
pose bk = m(Bk) et ak = m(Ak). On a

n∑
k=1

bk =
n∑

k=0

kak +
+∞∑

k=n+1

nak.

Si la série
+∞∑
k=0

kak converge, alors

+∞∑
k=n+1

nak �
+∞∑

k=n+1

kak −−−−−→
n→+∞ 0

et
+∞∑
k=0

bk < +∞. Dans l’autre sens, si
+∞∑
k=0

bk < +∞, alors

n∑
k=0

kak =
n∑

k=1

bk −
+∞∑

k=n+1

nak �
+∞∑
k=1

bk < +∞.

II.3.13. Les ensembles An sont mesurables et deux à deux disjoints et

A =
+∞⋃
n=0

An ∪ B, où B = {x ∈ A : f(x) = +∞} est de mesure nulle. On a

S(ε) =
+∞∑
n=0

nεm(An) =
+∞∑
n=0

∫
An

nε dm �
+∞∑
n=0

∫
An

f dm =
∫
A

f dm,

car l’intégrale de Lebesgue est dénombrablement additive. De même,

S(ε) + εm(A) =
+∞∑
n=0

(n + 1)εm(An) �
∫
A

f dm.
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Il s’ensuit que ∫
A

f dm − εm(A) � S(ε) �
∫
A

f dm

et le passage à la limite lorsque ε tend vers 0 donne le résultat cherché car
m(A) < +∞.

II.3.14. D’après le lemme de Fatou (théorème 2),∫
A

f dm � lim
n→+∞

∫
A

fn dm � lim
n→+∞

∫
A

fn dm

� lim
n→+∞

(∫
R

fn dm −
∫

R\A
fn dm

)

= lim
n→+∞

∫
R

fn dm − lim
n→+∞

∫
R\A

fn dm

�
∫

R

f dm −
∫

R\A
f dm =

∫
A

f dm.

Donc, lim
n→+∞

∫
A fn dm =

∫
A f dm.

II.3.15. Puisque {fn} est uniformément convergente sur A, il existe n0 tel
que |fn(x) − fn0(x)| � 1 pour n > n0 et x ∈ A. Donc, |fn| � |fn0| + 1 et,
puisque A est de mesure finie, |fn0 | + 1 est intégrable sur A. Il suffit donc
d’appliquer le théorème de convergence dominée de Lebesgue (théorème 3).

II.3.16. Supposons d’abord que

lim
n→+∞

∫
A
|fn − f |p dm = 0.

On a alors, d’après l’inégalité de Minkowski (voir I.6.35),

‖fn‖p � ‖fn − f‖p + ‖f‖p et ‖f‖p � ‖fn − f‖p + ‖fn‖p ,

d’où
∣∣∣‖fn‖p − ‖f‖p

∣∣∣ � ‖fn − f‖p, ce qui montre que

lim
n→+∞

∫
A
|fn|p dm =

∫
A
|f |p dm.

Pour prouver l’implication réciproque, on suppose d’abord que A est de mesure
finie. Il découle de la continuité absolue de l’intégrale de Lebesgue (voir, par
exemple, II.3.4) que, étant donné ε > 0, il existe δ > 0 tel que

∫
B |f |p dm < ε
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si m(B) < δ. D’après le théorème d’Egorov (voir II.2.22), il existe C ⊂ A tel
que m(C) < δ et fn ⇒

A\C
f . D’après II.3.14, on a alors

lim
n→+∞

∫
C
|fn|p dm =

∫
C
|f |p dm.

Donc, pour n suffisamment grand,∫
A
|fn − f |p dm =

∫
A\C

|fn − f |p dm +
∫
C
|fn − f |p dm

�
∫
A\C

|fn − f |p dm + 2p

(∫
C
|f |p dm +

∫
C
|fn|p dm

)

�
∫
A\C

|fn − f |p dm + 2p+1

∫
C
|f |p dm + ε

�
∫
A\C

|fn − f |p dm +
(
2p+1 + 1

)
ε.

Il suffit maintenant d’appliquer le résultat de II.3.15.
Si m(A) = +∞, étant donné ε > 0, on trouve alors un sous-ensemble B

de A de mesure finie tel que∫
A
|f |p dm <

∫
B
|f |p dm + ε.

En effet, en prenant

gn(x) =

{
|f(x)|p si x ∈ A ∩ [−n , n],
0 si x ∈ A \ [−n , n],

on obtient, par le théorème de convergence monotone de Lebesgue (théo-
rème 1),

lim
n→+∞

∫
A

gn dm = lim
n→+∞

∫
A∩[−n ,n]

|f |p dm =
∫
A
|f |p dm.

Il suffit donc de prendre B = A∩ [−n0 , n0] avec n0 suffisamment grand. Mais
alors, pour n suffisamment grand,∫

A
|fn − f |p dm =

∫
B
|fn − f |p dm +

∫
A\B

|fn − f |p dm

�
∫
B
|fn − f |p dm + 2p+1

∫
A\B

|f |p dm + ε

�
∫
B
|fn − f |p dm +

(
2p+1 + 1

)
ε <

(
2p+1 + 2

)
ε,

la dernière inégalité se déduisant de la première partie de la démonstration.
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II.3.17. On a g − fn � 0 et g + fn � 0. D’après le lemme de Fatou (théo-
rème 2), ∫

A
lim

n→+∞
(fn + g) dm � lim

n→+∞

∫
A

(fn + g) dm

et ∫
A

lim
n→+∞

(g − fn) dm � lim
n→+∞

∫
A

(g − fn) dm.

En utilisant donc les propriétés des limites inférieures et supérieures (voir, par
exemple, II.4.19 (vol. I) et II.4.21 (vol. I)), on obtient∫

A
lim

n→+∞
fn dm +

∫
A

g dm � lim
n→+∞

∫
A

fn dm +
∫
A

g dm

et ∫
A

g dm −
∫
A

lim
n→+∞ fn dm �

∫
A

g dm − lim
n→+∞

∫
A

fn dm.

Puisque g est intégrable, le résultat suit.

II.3.18. On a
+∞∑
n=1

fn(x) = 1 et
∫
]0 ,1[

+∞∑
n=1

fndm = 1. Par ailleurs,∫
]0 ,1[ fn dm = 0 pour n ∈ N∗. De plus, puisque

∫
]0,1[

|fn| dm =
∫ n

n+1

0
fn(x) dx +

∫ 1

n
n+1

−fn(x) dx =
2(

1 + 1
n

)n × 1
n + 1

,

on voit que
+∞∑
n=1

∫
]0,1[ |fn| dm = +∞.

II.3.19. Le théorème de convergence monotone de Lebesgue (théorème 1)
implique

+∞∑
n=1

∫
A
|fn| dm =

∫
A

+∞∑
n=1

|fn| dm < +∞

et la série
+∞∑
n=1

|fn| converge donc p.p. Ceci implique alors la convergence p.p.

de
+∞∑
n=1

fn. Il suffit maintenant d’appliquer le théorème de convergence dominée

de Lebesgue (théorème 3).
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II.3.20. Soit ε > 0. Par équi-intégrabilité de fn, il existe δ > 0 tel que∫
B |fn| dm < ε

2 pour n ∈ N∗ dès que m(B) < δ. On note alors que si m(B) < δ,
d’après le lemme de Fatou (théorème 2),∫

B
|f | dm � lim

n→+∞

∫
B
|fn| dm � ε

2
,

où f(x) = lim
n→+∞ fn(x). D’après le théorème d’Egorov (voir II.2.22), il existe

C ⊂ A tel que m(C) < δ et fn ⇒
A\C

f . Donc,

∫
A
|fn − f |dm =

∫
A\C

|fn − f |dm +
∫
C
|fn − f | dm

�
∫
A\C

|fn − f |dm +
∫
C
|fn| dm +

∫
C
|f | dm

�
∫
A\C

|fn − f |dm + ε.

Il suffit maintenant d’appliquer le résultat de II.3.15.

II.3.21. On suppose, contrairement à l’énoncé, que la suite {an} définie par
an =

∫
A fn dm ne converge pas vers a =

∫
A f dm. Il existe alors une sous-

suite {amn} qui converge vers b �= a. Par ailleurs, d’après le théorème de Riesz
(voir II.2.35), il existe une sous-suite {fmkn

} convergente vers f p.p. sur A.
Donc, d’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue (théorème 3),
amkn

tend vers a lorsque n tend vers +∞, contradiction.

II.3.22. La démonstration est semblable à celle du problème précédent.

II.3.23. On remarque d’abord que, d’après II.2.16, les fonctions g(fn) et
g(f) sont mesurables sur A. Clairement, g est uniformément continue sur
[−C ,C] et, étant donné ε > 0, il existe donc δ > 0 tel que

|g(fn(x)) − g(f(x))| < ε

pour tout x ∈ A et tout n ∈ N∗ pour lesquels |fn(x) − f(x)| < δ. Il s’ensuit
que

{x ∈ A : |g(fn(x)) − g(f(x))| � ε} ⊂ {x ∈ A : |fn(x) − f(x)| � δ} ,

ce qui prouve que g(fn) tend vers g(f) en mesure. De plus, m(A) < +∞ et
|g(fn(x))| � M où M = max {|g(x)| : x ∈ [−C ,C]} et on peut appliquer le
résultat de II.3.21.
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II.3.24. On peut appliquer un raisonnement semblable à celui utilisé dans la
solution du problème précédent.

II.3.25.

(i) On sait qu’il existe des suites croissantes de fonctions positives simples
{ϕ1,n} et {ϕ2,n} définies sur [a , b] telles que ϕ1,n tend vers f+ et ϕ2,n

tend vers f−. On voit, en posant ϕn = ϕ1,n − ϕ2,n, que {ϕn} est une
suite de fonctions simples convergente vers f telle que |ϕn| � |f |. Puisque
|ϕn − f |p tend vers 0 et |ϕn − f |p � 2p+1 |f |p, le théorème de convergence
dominée de Lebesgue (théorème 3) implique

lim
n→+∞

∫
[a,b]

|ϕn − f |p dm = 0.

(ii) Il ressort de (i) qu’il suffit de montrer que si χA est la fonction carac-
téristique d’un ensemble mesurable A ⊂ [a , b], étant donné δ > 0, il
existe alors une fonction en escalier ψ telle que

∫
[a ,b] |χA − ψ|p dm < δ.

D’après II.1.12, il existe un ensemble ouvert G tel que G ⊂ A et
m(A \G) < δ. Mais G est la réunion dénombrable d’intervalles ouverts
disjoints ]ai , bi[. On a donc

m(G) =
+∞∑
i=1

(bi − ai) < m(A) + δ.

Soit ψ la fonction caractéristique de [a , b] ∩
N⋃

i=1
]ai , bi[ où N est suffi-

samment grand. Si h est la fonction caractéristique de [a , b]∩
+∞⋃
i=1

]ai , bi[,

d’après l’inégalité de Minkowski (voir I.6.35),

‖χA − ψ‖p � ‖χA − h‖p + ‖h − ψ‖p

�
(

m

(
+∞⋃
i=1

]ai , bi[ \ A

))1/p

+

(
m

(
+∞⋃

i=N+1

]ai , bi[

))1/p

< δ1/p + δ1/p = 2δ1/p.

Puisque l’on peut choisir δ > 0 arbitrairement petit, la démonstration
est complète.

II.3.26. D’après II.1.38, il existe un sous-ensemble mesurable A de [a , b] tel
que

m (A ∩ ]α , β[) > 0 et m (([a , b] \ A) ∩ ]α , β[) > 0
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pour tout intervalle ]α , β[ ⊂ [a , b]. On va prouver que f = χA a la propriété
voulue. En effet, si ψ est une fonction en escalier égale à c sur ]α , β[ ⊂ [a , b],
alors

‖χA − ψ‖∞ � max {|c| , |1 − c|} � 1
2

.

On note ici que cet exemple montre que le résultat énoncé en II.3.25(ii) est
faux lorsque p = +∞.

II.3.27. Il ressort du résultat de II.3.25 que, étant donné ε > 0, il existe
une fonction en escalier ψ telle que ‖f − ψ‖∞ < ε

2 . Il suffit donc de prou-
ver qu’il existe une fonction continue g telle que ‖ψ − g‖p < ε

2 . On pose
M = sup {|ψ(x)| : x ∈ [a , b]} et on construit une fonction g affine par morceaux
sur [a , b] telle que m ({x ∈ [a , b] : ψ(x) �= g(x)}) <

(
ε

4M

)p et |g(x)| � M . On
a alors

‖ψ − g‖p =

(∫
[a,b]

|ψ − g|p dm

)1/p

� ((2M)p m ({x ∈ [a , b] : ψ(x) �= g(x)}))1/p <
ε

2
.

II.3.28. Pour a < c < b, on pose A = [a , c] et f = χA. Si g est une fonction
continue sur [a , b], alors lim

x→c−
g(x) = lim

x→c+
g(x) = g(c). Donc,

‖f − g‖∞ � max {|g(c)| , |g(c) − 1|} � 1
2

.

II.3.29. On remarque d’abord que, d’après II.2.16, les fonctions g(fn), g(f)
et g(G) sont mesurables sur A. Comme dans la solution de II.3.23, on peut
montrer que g(fn) tend vers g(f) en mesure sur [a , b]. On prouve maintenant
que g(G) est intégrable sur [a , b]. D’après II.3.27, étant donné ε > 0, il existe
une fonction continue h telle que

∫
[a ,b] |G − h| dm < ε. Donc,

∫
[a,b]

|g(G)| dm �
∫

[a,b]
|g(G) − g(h)| dm +

∫
[a,b]

|g(h)| dm

� Lε +
∫

[a,b]
|g(h)| dm,

où L est la constante de Lipschitz de g. Puisque g(h) est continue, g(G) est
intégrable sur [a , b]. Le résultat découle alors de II.3.21.
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II.3.30. On trouve d’abord un intervalle fermé [a , b] et une fonction h bornée
et mesurable sur A s’annulant à l’extérieur de [a , b] et vérifiant∫

A
|f − h|p dm <

ε

3
. (∗)

Pour cela, on considère la suite de fonctions définies par

fn(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

f(x) si x ∈ [−n , n] ∩ A et |f(x)| � n,
n si x ∈ [−n , n] ∩ A et f(x) > n,
−n si x ∈ [−n , n] ∩ A et f(x) < −n,
0 si x /∈ [−n , n].

La suite fn tend vers f p.p. sur A et |fn|p � |f |p. D’après le
théorème de convergence dominée de Lebesgue (voir théorème 3),
lim

n→+∞
∫
A |fn|p dm =

∫
A |f |p dm. En utilisant le résultat de II.3.16, on voit

que lim
n→+∞

∫
A |fn − f |p dm = 0. On peut donc choisir N suffisamment grand

et poser h = fN et [a , b] = [−N ,N ]. Ceci prouve la proposition énoncée au
début. D’après le théorème de Lusin (voir II.2.27), il existe alors un ensemble
fermé F ⊂ A ∩ [−N ,N ] tel que h soit continue sur F et

m(A ∩ [−N ,N ] \ F) <
ε

3 (2N)p .

Puis, d’après le théorème de prolongement de Tietze, il existe une fonc-
tion continue g telle que |g| � N et g = h sur F ∪ ]−∞ ,−N − ε

6Np

] ∪[
N + ε

6Np ,+∞[. Mais alors,∫
A
|h − g|p dm �

∫
A∩[−N,N ]\F

|h − g|p dm +
∫

[−N− ε
6Np ,−N ]

|h − g|p dm

+
∫

[N,N+ ε
6Np ]

|h − g|p dm

� ε

3 (2N)p (2N)p + 2
ε

6Np
Np =

2ε
3

.

Ceci, combiné avec (∗), montre que la fonction g résout notre problème.

II.3.31. On remarque, avec le lemme de Fatou (théorème 2), que∫
[a,b]

|f |p dm � lim
n→+∞

∫
[a,b]

|fn|p dm � Cp

et |f |p est donc intégrable sur [a , b]. On prouve maintenant que fn est équi-
intégrable sur [a , b]. En effet, étant donné ε > 0, il existe δ = εq

Cq tel que si
m(B) < δ, d’après l’inégalité de Hölder (voir I.6.27),∫

B
|fn| dm � ‖fn‖p (m(B))

1
q � Cδ

1
q = ε
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et, d’après II.3.20,

lim
n→+∞

∫
[a,b]

fn dm =
∫

[a,b]
f dm.

On prouve tout aussi facilement que cette égalité est vérifiée lorsqu’on rem-
place [a , b] par tout sous-intervalle [ai , bi] de [a , b]. Donc, si S est une fonction
en escalier sur [a , b], alors

lim
n→+∞

∫
[a,b]

fnS dm =
∫

[a,b]
fS dm.

Il découle de l’équi-intégrabilité de |fn|p que

lim
n→+∞

∫
[a,b]

|fn|p dm =
∫

[a,b]
|f |p dm.

Donc, d’après II.3.16, ‖fn − f‖p tend vers 0. Si g ∈ Lq[a , b], on a alors, avec
l’inégalité de Hölder,∫

[a,b]
|fng − fg| dm � ‖fn − f‖p ‖g‖q

et le résultat suit.

II.3.32. Puisque |gn| � C, on remarque d’abord que l’on a |gnf |p � Cp |f |p
et, d’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue (théorème 3),∫
[a,b] |gnf |p dm tend vers

∫
[a,b] |gf |p dm. Donc, d’après le résultat de II.3.16, la

suite {gnf} converge vers gf en norme dans Lp[a , b]. De plus,∫
[a,b]

|fngn − fg|p dm � 2p

(∫
[a,b]

|gn|p |fn − f |p dm +
∫

[a,b]
|fgn − fg|p dm

)

� 2p
(
Cp ‖fn − f‖p

p + ‖fgn − fg‖p
p

)
et le résultat cherché suit.

II.3.33. On renvoie le lecteur à la remarque ouvrant cette section pour la défi-
nition de ‖f‖∞. Si ‖f‖∞ = 0, le résultat est évident. Supposons que ‖f‖∞ > 0.
Puisque |f(x)| � ‖f‖∞ p.p., on voit que

lim
p→+∞

(∫
[a,b]

|f |p dm

)1/p

� lim
p→+∞ (b − a)1/p ‖f‖∞ = ‖f‖∞ .

D’autre part, étant donné 0 < ε < ‖f‖∞, on a

m ({x : |f(x)| > ‖f‖∞ − ε}) = δ > 0,
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d’où ∫
[a,b]

|f |p dm � (‖f‖∞ − ε)pδ,

ce qui implique

lim
p→+∞

(∫
[a,b]

|f |p dm

)1/p

� ‖f‖∞ − ε.

On obtient le résultat cherché en faisant tendre ε vers 0.

II.3.34. On prouve d’abord que si ϕ est convexe sur R, alors le graphe de
ϕ admet au moins une droite support en tout x0 ∈ R, c’est-à-dire une droite
passant par le point (x0, ϕ(x0)) et se trouvant sous le graphe de ϕ. Pour ce
faire, on remarque que si ϕ est convexe, elle admet alors des dérivées à gauche
et à droite ϕ′

+ et ϕ′− et, pour x < x0 < x1,

ϕ(x) − ϕ(x0)
x − x0

� ϕ′
−(x0) � ϕ′

+(x0) � ϕ(x1) − ϕ(x0)
x1 − x0

(voir, par exemple, II.4.19 (vol. II)). Il s’ensuit que y = A(x − x0) + ϕ(x0)
est une droite support en x0 si et seulement si ϕ′−(x0) � A � ϕ′

+(x0). Notre
proposition est donc prouvée. On prend alors

x0 =
1

b − a

∫
[a,b]

f dm

et y = A(x − x0) + ϕ(x0) une droite support en x0. On a

ϕ(f(x)) � A(f(x) − x0) + ϕ(x0).

Une intégration de chacun des membres de cette inégalité par rapport à x
donne le résultat cherché.

II.3.35. On pose p = p2

p1
et 1

p + 1
p′ = 1. On a alors, avec l’inégalité de Hölder

(voir I.6.27),

∫
A
|f |p1 dm �

(∫
A
|f |pp1 dm

)1/p (∫
A

1p′ dm

)1/p′

=
(∫

A
|f |p2 dm

)1/p

(m(A))1/p′ < +∞.

294



Solutions

II.3.36. On pose r = αp1 + (1 − α)p2, 0 < α < 1. Si p = 1
α et 1

p + 1
p′ = 1,

alors p′ = 1
1−α et, par l’inégalité de Hölder (voir I.6.27),
∫
A
|f |r dm =

∫
A
|f |αp1 |f |(1−α)p2 dm

�
(∫

A
|f |p1 dm

)α(∫
A
|f |p2 dm

)1−α

< +∞.

Donc,

‖f‖r
r �
(
‖f‖p1

p1

)α (‖f‖p2
p2

)1−α
.

En prenant le logarithme de chaque membre de cette inégalité, on obtient

ϕ(r) � αϕ(p1) + (1 − α)ϕ(p2).

II.3.37. D’après II.3.35, si f ∈ L1[a , b], alors f ∈ Lp[a , b] pour 0 < p � 1.
En utilisant l’inégalité ln t < t − 1 pour t > 0 et l’inégalité de Jensen
(voir II.3.34) avec ϕ(x) = − ln x, on obtient

1
p
· 1
b − a

∫
[a,b]

(|f |p − 1) dm � 1
p

ln

(
1

b − a

∫
[a,b]

|f |p dm

)

� 1
b − a

∫
[a,b]

ln |f | dm.

Puisque |f(x)|p−1
p décroît vers ln |f(x)| lorsque p décroît vers 0, d’après le théo-

rème de convergence monotone de Lebesgue (théorème 1), on a

lim
p→0+

1
p
· 1
b − a

∫
[a,b]

(|f |p − 1) dm =
1

b − a

∫
[a,b]

ln |f | dm.

Il s’ensuit que

lim
p→0+

1
p

ln

(
1

b − a

∫
[a,b]

|f |p dm

)
=

1
b − a

∫
[a,b]

ln |f | dm.

II.3.38.

(a) Si f est la fonction caractéristique d’un ensemble mesurable A, l’éga-
lité à prouver découle alors de l’invariance par translation de l’intégrale
de Lebesgue. L’égalité est donc aussi vérifiée pour les fonctions simples.
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Si f est positive, il existe alors une suite croissante {fn} de fonctions
simples convergente vers f . Ce que l’on a déjà prouvé et le théorème de
convergence monotone de Lebesgue (théorème 1) impliquent∫

R

f dm = lim
n→+∞

∫
R

fn dm = lim
n→+∞

∫
R

(fn)t dm =
∫

R

ft dm.

Finalement, le résultat se déduit du fait que∫
R

f dm =
∫

R

f+ dm −
∫

R

f− dm.

(b) D’après II.3.30, étant donné ε > 0, il existe une fonction continue ϕ
s’annulant en dehors d’un intervalle borné, notons-le [a , b], telle que∫

R
|f − ϕ| dm < ε. Si |g(x)| � M , on obtient, en utilisant (a),∫

R

|g(f − ft)| dm �
∫

R

|g(f − ϕ)| dm +
∫

R

|g(ft − ϕt)| dm

+
∫

R

|g(ϕ − ϕt)| dm

� Mε +
∫

R

|g(ft − ϕt)| dm + M

∫
R

|ϕ − ϕt| dm

= Mε +
∫

R

|g−t(f − ϕ)| dm + M

∫
R

|ϕ − ϕt| dm

� 2Mε + M

∫
R

|ϕ − ϕt| dm.

La fonction ϕ étant continue et s’annulant en dehors de [a , b], elle est uni-
formément continue. Il existe donc 0 < δ < 1 tel que |ϕ(x) − ϕt(x)| < ε
si |t| < δ. Il s’ensuit que, étant donné ε > 0, il existe 0 < δ < 1 tel que
si |t| < δ, alors∫

R

|g(f − ft)| dm � 2Mε + Mε(b − a + 1).

II.3.39. D’après II.3.30, étant donné ε > 0, il existe une fonction conti-
nue g s’annulant en dehors d’un intervalle borné, notons-le [a , b], telle que
‖f − g‖p < ε. Puisque g est uniformément continue, il existe 0 < δ < 1 tel que
|g(x) − gt(x)| < ε si |t| < δ. En utilisant II.3.38(a), on voit donc que, étant
donné ε > 0, il existe 0 < δ < 1 tel que si |t| < δ, alors

‖f − ft‖p � ‖f − g‖p + ‖g − gt‖p + ‖gt − ft‖p

< ε + ε (b − a + 1)1/p + ε.
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II.3.40. Par hypothèse, f est intégrable sur A et∫
A\Aδ

f dm � δαm(A).

Donc,
∫
Aδ

f dm � (1 − δ)αm(A). D’autre part, d’après l’inégalité de Cauchy-
Schwarz,∫

Aδ

f dm �
(∫

Aδ

f2 dm

)1/2

(m(Aδ))
1/2 � (βm(A))1/2 (m(Aδ))

1/2 .

Il s’ensuit que

(1 − δ)αm(A) � (βm(A))1/2 (m(Aδ))
1/2 ,

ce qui implique le résultat désiré.

II.4. Continuité absolue, dérivation et intégration

II.4.1. Puisque f est absolument continue sur [a , b], il existe δ > 0 tel que
n∑

k=1

∣∣f(xk) − f(x′
k)
∣∣ < 1

pour toute collection finie {]xk , x′
k[} d’intervalles ouverts deux à deux disjoints

de [a , b] vérifiant
n∑

k=1

(x′
k − xk) < δ.

Soit a = c0 < c1 < · · · < cm = b une partition de pas inférieur à δ. La varia-
tion totale V (f ; ck−1, ck) de f sur chaque [ck−1 , ck] est inférieure à 1. Donc,
V (f ; a, b) < m.

II.4.2. Vu le problème précédent, il suffit de considérer la fonction définie
en I.2.5 avec α = β = 1.

II.4.3. Si α > β > 0, alors

f(x) =
∫ x

0

(
αtα−1 sin

1
tβ

− βtα−β−1 cos
1
tβ

)
dt

et l’intégrande est intégrable sur [0 , 1]. D’après le théorème 2, f est absolu-
ment continue. Si 0 < α � β, un raisonnement semblable à celui utilisé en I.2.5
montre alors que f n’est pas à variation bornée et, d’après II.4.1, n’est pas
absolument continue.
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II.4.4. On remarque que la fonction

f∗(x) =

⎧⎨
⎩

x2 sin(1/x) si x ∈ ]0 , 1],

0 si x = 0

a une dérivée bornée sur [0 , 1]. La fonction f∗ vérifie alors une condition de
Lipschitz et elle est donc absolument continue. La fonction f = |f∗| est aussi
absolument continue sur [0 , 1]. De plus, puisque g(x) =

√
x = 1

2

∫ x
0

dt√
t

et
t 
→ 1√

t
est intégrable sur [0 , 1] (on peut prolonger cette fonction en choisis-

sant n’importe quelle valeur en 0), d’après le théorème 2, g est absolument
continue. D’après II.4.3, la fonction

h(x) =

⎧⎨
⎩

x sin 1√
x

si x ∈ ]0 , 1],

0 si x = 0

est absolument continue sur [0 , 1] et en est de même de f(g(x)) = |h(x)|.
D’autre part, x 
→ g(f(x)), comme fonction à variation non bornée, n’est pas
absolument continue.

II.4.5. Étant donné ε > 0, il existe δ > 0 tel que

n∑
k=1

∣∣f(xk) − f(x′
k)
∣∣ < ε

pour toute collection finie {]xk , x′
k[} d’intervalles ouverts deux à deux disjoints

de [a , b] vérifiant
n∑

k=1

(x′
k − xk) < δ.

Supposons, par exemple, que g est croissante. Elle est absolument continue et

il existe δ1 > 0 tel que
m∑

k=1

(t′k − tk) < δ1 implique
m∑

k=1

(g(t′k) − g(tk)) < δ. Il

s’ensuit que
m∑

k=1

∣∣f(g(tk)) − f(g(t′k))
∣∣ < ε.
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II.4.6.

(a) Soit A ⊂ [a , b] un ensemble de mesure nulle. On peut supposer, sans
perte de généralité, que A ⊂ ]a , b[. Soit ε > 0. Par continuité absolue
de f , il existe δ > 0 tel que

n∑
k=1

∣∣f(xk) − f(x′
k)
∣∣ < ε

pour toute collection finie {]xk , x′
k[} d’intervalles ouverts deux à deux

disjoints de [a , b] vérifiant
n∑

k=1

(x′
k −xk) < δ. Puisque m(A) = 0, il existe

un ensemble ouvert G tel que A ⊂ G ⊂ ]a , b[ et m(G) < δ. On sait que
G est l’union dénombrable d’intervalles ouverts deux à deux disjoints

]αi , βi[. On a donc
+∞∑
i=1

(βi − αi) < δ. Pour un entier strictement posi-

tif i, soit xi < x′
i des points de [αi , βi] où f atteint ses valeurs maximale

et minimale. L’application f envoie alors l’intervalle [αi , βi] sur l’inter-

valle fermé d’extrémités f(xi) et f(x′
i). Clairement,

n∑
k=1

(x′
k − xk) < δ

pour tout n ∈ N∗. En conséquence,
n∑

k=1

|f(xk) − f(x′
k)| < ε. On voit, en

faisant tendre n vers +∞, que
+∞∑
k=1

|f(xk) − f(x′
k)| � ε. D’autre part,

f(A) ⊂ f(G) =
+∞⋃
i=1

f (]αi , βi[) ⊂
+∞⋃
i=1

f ([αi , βi]) .

Il existe donc un recouvrement dénombrable de f(A) par des intervalles
fermés dont la mesure totale est inférieure à ε.

(b) Il s’agit d’une conséquence immédiate de II.2.15.

II.4.7. Non. La fonction de Cantor ϕ définie en II.2.11 envoie l’ensemble de
Cantor (qui est de mesure nulle) sur [0 , 1]. Vu le résultat du précédent pro-
blème, ϕ n’est pas absolument continue bien qu’elle soit continue et croissante.

II.4.8. On suit la démonstration présentée dans [23]. Pour n ∈ N∗, on pose
Ik,n = ]a + k(b − a)2−n , a + (k + 1)(b − a)2−n[ (k = 0, 1, . . . , 2n − 1) et on
définit

vn(y) =
2n−1∑
k=0

χBk,n
(y)
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où Bk,n = f(Ik,n). La fonction vn compte le nombre d’intervalles Ik,n sur
lesquels l’équation f(x) = y admet au moins une solution. De plus, si

mk,n = inf {f(x) : x ∈ Ik,n}

et Mk,n = sup {f(x) : x ∈ Ik,n}, alors Bk,n = f(Ik,n) est un intervalle d’extré-
mités mk,n et Mk,n. La fonction vn est donc mesurable et

∫
R

vn(y) dy =
2n−1∑
k=0

m(Bk,n) =
2n−1∑
k=0

(Mk,n − mk,n) .

Il découle alors de I.2.16 que lim
n→+∞

∫
R

vn(y) dy = V (f ; a, b). Par ailleurs, {vn}
est une suite croissante et vn(y) � v(y). Si on prouve que lim

n→+∞ vn(y) = v(y)

p.p., le résultat suivra comme conséquence du théorème de convergence mo-
notone (voir II.3, th. 1). Pour cela, on note que si y �= f (a + k(b − a)2−n)
et si v(y) = p ∈ N∗, on a alors aussi vn(y) = p pour n suffisamment grand.
Si v(y) = +∞ et y �= f (a + k(b − a)2−n), étant donné q ∈ N∗, il existe
alors N tel que vN (y) � q. Ceci montre que lim

n→+∞ vn(y) = v(y) pour tout

y �= f (a + k(b − a)2−n).

II.4.9. On suit la démonstration présentée dans [23]. Supposons que f ne
soit pas absolument continue, une contradiction en découlera. Il existe ε0 tel
que, pour tout δ > 0, il existe une collection finie {]xk , x′

k[} d’intervalles ou-

verts deux à deux disjoints de [a , b] vérifiant
n∑

k=1

(x′
k − xk) < δ et tels que

n∑
k=1

|f(xk) − f(x′
k)| � ε0. On choisit une suite {δi} telle que la série

+∞∑
i=1

δi

converge. Pour chaque δi, on trouve une collection finie
{]

xk,i , x
′
k,i

[}
d’inter-

valles ouverts de [a , b], deux à deux disjoints, vérifiant
n∑

k=1

(x′
k,i − xk,i) < δi et

tels que
ni∑

k=1

(Mk,i − mk,i) �
ni∑

k=1

∣∣f(x′
k,i) − f(xk,i)

∣∣ � ε0,

où Mk,i = sup
{
f(x) : x ∈

]
xk,i , x

′
k,i

[}
et mk,i = inf

{
f(x) : x ∈

]
xk,i , x

′
k,i

[}
.

On pose

Ai =
ni⋃

i=1

]
xk,i , x

′
k,i

[
et A =

+∞⋂
n=1

+∞⋃
i=n

Ai.
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On vérifie facilement que m(A) = 0. Donc, par hypothèse, m(f(A)) = 0.
Comme dans la solution du problème précédent, on définit

wi(y) =
ni∑

k=1

χBk,i
(y)

où Bk,i = f
(]

xk,i , x
′
k,i

[)
. La fonction wi(y) compte le nombre d’intervalles]

xk,i , x
′
k,i

[
sur lesquels l’équation f(x) = y admet au moins une solution. On

a donc wi(y) � v(y), où v(y) est l’indicatrice de Banach définie au problème
précédent. On a aussi∫

R

wi(y) dy =
ni∑

k=1

(Mk,i − mk,i) � ε0.

Puisque v(y) est intégrable, l’ensemble C = {y : v(y) = +∞} est de mesure

nulle. Soit B =
{

y : lim
i→+∞

wi(y) �= 0
}

. On va prouver que B \ C ⊂ f(A).

Si y0 ∈ B \ C, il existe alors une suite {ir} telle que wir(y0) � 1. Puisque
wir(y0) � v(y0) < +∞, il n’y a qu’un nombre fini d’éléments distincts de la
suite {xir} tels que f(xir) = y0 et xir ∈ Air . Il y a donc un élément, notons-le
x0, apparaissant une infinité de fois dans la suite. Puisque xir ∈ Air , on voit
que x0 ∈ A et f(x0) = y0 ∈ f(A), ce qui prouve l’inclusion B \ C ⊂ f(A),
d’où m(B) = 0 et, en conséquence, lim

i→+∞
wi(y) = 0 p.p. D’après le théorème

de convergence dominée de Lebesgue (voir II.3, th. 3), lim
i→+∞

∫
R

wi(y) dy = 0,

ce qui contredit le fait que
∫

R
wi(y) dy � ε0.

II.4.10. Le résultat découle immédiatement du problème précédent,
de II.4.1 et II.4.6.

II.4.11. On prouve d’abord que V (F ; a, b) �
∫ b
a |f(t)| dt. En effet,

n−1∑
k=0

|F (xk+1) − F (xk)| =
n−1∑
k=0

∣∣∣∣
∫ xk+1

xk

f(t) dt

∣∣∣∣
�

n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

|f(t)| dt =
∫ b

a
|f(t)| dt,

si a = x0 < x1 < · · · < xn = b est une partition de [a , b], ce qui implique

V (F ; a, b) �
∫ b

a
|f(t)| dt.
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Pour prouver l’inégalité opposée, on définit

P = {x ∈ ]a , b[ : f(x) � 0} et N = {x ∈ ]a , b[ : f(x) < 0} .

On a alors ∫ b

a
|f(t)| dt =

∫
P

f(t) dt −
∫
N

f(t) dt.

Par continuité absolue de l’intégrale de Lebesgue (voir II.3.4), étant donné
ε > 0, il existe δ > 0 tel que

∫
E |f(t)| dt < ε si E ⊂ [a , b] et m(E) < δ. Puisque

P et N sont des ensembles mesurables, il existe des ensembles fermés FP ⊂ P
et FN ⊂ N tels que m(P \ FP) < δ et m(N \FN) < δ. Donc,∫ b

a
|f(t)| dt <

∫
FP

f(t) dt −
∫
FN

f(t) dt + 2ε.

Les ensembles FP et FN étant fermés et disjoints, il existe des sous-ensembles
ouverts de ]a , b[, notons-les GP et GN, contenant respectivement FP et FN

tels que m(GP \FP) < δ et m(GN \ FN) < δ. On a donc∫ b

a
|f(t)| dt <

∫
GP

f(t) dt −
∫
GN

f(t) dt + 4ε.

On sait que tout ensemble ouvert est l’union dénombrable d’intervalles ouverts

deux à deux disjoints. Il existe donc une union finie
n⋃

k=1

]αk , βk[ = Gn telle

que m(GP \ Gn) < δ. D’où,∫
GP

f(t) dt −
∫
Gn

f(t) dt < ε.

Puisque ∫
Gn

f(t) dt =
n∑

k=1

∫ βk

αk

f(t) dt =
n∑

k=1

(F (βk) − F (αk)),

on obtient ∫
GP

f(t) dt <

n∑
k=1

(F (βk) − F (αk)) + ε.

De même, si GN =
+∞⋃
k=1

]σk , τk[, où les ]σk , τk[ sont deux à deux disjoints, il

existe m tel que ∫
GN

f(t) dt >

m∑
k=1

(F (τk) − F (σk)) − ε.
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Il s’ensuit que∫ b

a
|f(t)| dt <

n∑
k=1

(F (βk) − F (αk)) −
m∑

k=1

(F (τk) − F (σk)) + 6ε,

ce qui implique∫ b

a
|f(t)| dt <

n∑
k=1

|F (βk) − F (αk)| +
m∑

k=1

|F (τk) − F (σk)| + 6ε.

Puisque les intervalles deux à deux disjoints ]αk , βk[ sont disjoints des inter-
valles deux à deux disjoints ]σi , τi[, on voit que

n∑
k=1

|F (βk) − F (αk)| +
m∑

k=1

|F (τk) − F (σk)| � V (F ; a, b),

d’où ∫ b

a
|f(t)| dt < V (F ; a, b) + 6ε.

II.4.12.

(a) On pose A = g(E). On sait, d’après II.4.6, que A est un sous-ensemble

mesurable de [c , d]. Si A est ouvert, alors A =
∞⋃

n=1
]αn , βn[, où les

]αn , βn[ sont deux à deux disjoints et αn = g(xn), βn = g(yn). On
obtient, en utilisant le théorème 2,

m(A) =
∞∑

n=1

(βn − αn) =
∞∑

n=1

(g(yn) − g(xn))

=
∞∑

n=1

∫ yn

xn

g′(x) dx =
∫
E

g′(x) dx.

Si A est fermé, ]c , d[ \A est alors ouvert et, d’après ce que l’on vient de
prouver et le théorème 2, on voit que l’égalité proposée est aussi véri-
fiée dans ce cas. Puisque A est mesurable, étant donné ε > 0, il existe
un ensemble ouvert G et un ensemble fermé F tels que F ⊂ A ⊂ G,
m(G) < m(A) + ε et m(F) > m(A) − ε. Puisque g′ � 0, on a∫

g−1(F)
g′ dm �

∫
E

g′ dm �
∫

g−1(G)
g′ dm,

ce qui implique

m(A) − ε < m(F) �
∫

E
g′ dm � m(G) < m(A) + ε.
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(b) On peut supposer, sans perte de généralité, que A ⊂ ]c , d[. Puisque
m(A) = 0, il existe une suite d’ensembles ouverts Gn telle que

A ⊂ Gn+1 ⊂ Gn ⊂ ]c , d[ (n ∈ N∗)

et lim
n→+∞m(Gn) = 0. On pose ÜA =

+∞⋂
n=1

Gn. On a alors A ⊂ ÜA, m(ÜA) = 0

et g−1(ÜA) =
+∞⋂
n=1

g−1(Gn) est mesurable. D’après (a),

0 = m(ÜA) =
∫

g−1(eA)
g′ dm =

∫
g−1(eA)∩H

g′ dm.

Donc m(g−1
(
ÜA) ∩ H

)
= 0 et la proposition suit car g−1(A) ⊂ g−1(ÜA).

(c) D’après II.1.12, il existe un Gδ-ensemble U et un ensemble A de mesure
nulle tels que B = U ∪ A. On a alors g−1(B) = g−1(U) ∪ g−1(A) et
g−1(U) est aussi un Gδ-ensemble car g est continue et strictement crois-
sante. Il découle de (b) que m

(
g−1(A) ∩ H

)
= 0. Donc, g−1(B) ∩H est

mesurable. De plus,∫
C

g′ dm =
∫

g−1(U)∩H
g′ dm =

∫
g−1(U)

g′ dm = m(U) = m(B),

la troisième égalité se déduisant de (a). On a aussi

∫
C

g′ dm =
∫

g−1(B)∩H
g′ dm =

∫ b

a
χg−1(B)∩H(x)g′(x) dx

=
∫ b

a
χB(g(x))g′(x) dx.

II.4.13. On suppose d’abord que f est une fonction simple sur [c , d], au-

trement dit, que f(x) =
n∑

i=1
ciχAi(x), où [c , d] =

n⋃
i=1

Ai. D’après II.4.12(c),
on a ∫ d

c
f(t) dt =

n∑
i=1

cim(Ai) =
n∑

i=1

ci

∫ b

a
χAi(g(x))g′(x) dx

=
∫ b

a
χBf(g(x))g′(x) dx.
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Si f est positive, il existe alors une suite croissante {fn} de fonctions simples
convergente vers f et l’égalité demandée se déduit du théorème de conver-
gence monotone de Lebesgue (voir II.3, th. 1). Enfin, si f est une fonction
intégrable quelconque, l’égalité à prouver est une conséquence du fait que∫ d
c f(t) dt =

∫ d
c f+(t)dt − ∫ d

c f−(t) dt.

II.4.14. D’après le théorème 2, F et G sont absolument continues sur [a , b].
Nous allons prouver que FG est aussi absolument continue. Pour cela, on note
respectivement A et B les extrema de |F (x)| et |G(x)| sur [a , b] et on observe
que

|F (t)G(t) − F (s)G(s)| � A |G(t) − G(s)| + B |F (t) − F (s)| .
Ceci implique clairement la continuité absolue de FG. FG est donc dérivable
p.p. et (FG)′ = FG′ + F ′G = Fg + fG, la dernière égalité se déduisant
du théorème 2. L’égalité voulue en découle en faisant de nouveau appel au
théorème 2.

II.4.15. Ceci est une conséquence immédiate du théorème 2 et du résultat
du problème précédent.

II.4.16. Toute fonction f croissante sur [a , b] est dérivable p.p. et, d’après
le théorème 1, f ′ est intégrable. Donc, d’après le théorème 2,

g(x) = f(a) +
∫ x

a
f ′(t) dt

est absolument continue et g′(x) = f ′(x) p.p. Si on pose h(x) = f(x) − g(x),
on obtient alors la représentation f(x) = g(x) + h(x), où g est absolument
continue et h est singulière. Pour voir que h est croissante, on fait de nouveau
appel au théorème 1 et on obtient

h(x2) − h(x1) = f(x2) − f(x1) −
∫ x2

x1

f ′(t) dt � 0

pour x2 > x1.

II.4.17. L’exemple suivant est dû à L. Takács [Amer. Math. Monthly,
85(1978), 35-37]. Pour

x =
+∞∑
n=1

2−an , (∗)
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où a1 < a2 < · · · sont des entiers strictement positifs, on pose

f(x) =
+∞∑
n=1

rn

(1 + r)an
, r > 0.

De cette façon, f est bien définie sur ]0 , 1] et on pose f(0) = 0. On prouve
d’abord que f est strictement croissante sur [0 , 1]. Clairement, f(0) < f(x)

pour 0 < x � 1. Si 0 < x < y � 1 et y =
+∞∑
n=1

2−bn , où b1 < b2 < · · · sont

des entiers strictement positifs, il existe alors un plus petit entier k tel que
ak > bk. Donc,

+∞∑
n=k

rn

(1 + r)an
� rk

(1 + r)ak

(
1 +

r

1 + r
+

r2

(1 + r)2
+ · · ·

)

=
rk

(1 + r)ak−1
� rk

(1 + r)bk
<

+∞∑
n=k

rn

(1 + r)bn
,

ce qui prouve que f(x) < f(y). Pour x défini par (∗), on pose

xn =
∑
ak�n

2−ak et yn = xn + 2−n.

On a alors xn < x � yn et f(yn) − f(xn) = rkn+1

(1+r)n , où kn est le nombre
de ak inférieurs ou égaux à n. Puisque kn � n, on peut facilement vérifier
que lim

n→+∞(f(yn) − f(xn)) = 0, ce qui implique la continuité de f sur ]0 , 1].

Clairement, lim
x→0

f(x) = 0.

On sait que f ′ existe et est finie p.p. Donc (voir, par exemple, II.1.14
(vol. II)),

f ′(x) = lim
n→+∞

f(yn) − f(xn)
yn − xn

= lim
n→+∞

(
2

1 + r

)n

rkn+1.

Il s’ensuit que lim
n→+∞ rkn−kn−1 = 1+r

2 si f ′(x) �= 0. Donc, soit r = 1, soit

lim
n→+∞ kn −kn−1 = k. Dans le second cas (voir, par exemple, II.3.14 (vol. I)),

on a lim
n→+∞

kn
n = k. Puisque 0 � kn � n sont des entiers, on conclut que k = 0

ou k = 1. Dans les deux cas, on obtient r = 1. En conséquence, f ′ = 0 p.p. si
r �= 1.

306



Solutions

II.4.18. On considère d’abord une fonction f définie sur R de la forme
f(x) =

∫ x
−∞ ϕ(t) dt, où ϕ est une certaine fonction intégrable sur R. La conti-

nuité absolue de f sur [−K ,K] découle alors de la continuité absolue de l’in-
tégrale de Lebesgue (voir II.3.4). De plus, on sait de II.4.11 que

V (f ;−K,K) =
∫ K

−K
|ϕ(x)| dx �

∫
R

|ϕ| dm,

ce qui implique V (f ;−∞,∞) < +∞. Soit {xn} une suite tendant vers −∞.
La suite ϕ · χ]−∞,xn] converge alors vers zéro sur R et, d’après le théorème de
convergence de dominée de Lebesgue (voir II.3, th. 3),

lim
n→+∞ f(xn) =

∫
R

ϕ · χ]−∞,xn] dm = 0.

Réciproquement, si f est absolument continue sur [−K ,K], alors, d’après le
théorème 2,

f(x) = f(−K) +
∫ x

−K
f ′(t) dt

et, en faisant tendre K vers +∞, on obtient

f(x) = lim
K→+∞

∫ x

−K
f ′(t) dt.

On a de plus∫ +∞

−∞

∣∣f ′(t)
∣∣ dt = lim

n→+∞

∫ n

−n

∣∣f ′(t)
∣∣ dt

= lim
n→+∞V (f ;−n, n) = V (f ;−∞,+∞) < +∞,

la seconde égalité se déduisant de II.4.11.

II.4.19. Dans la formule d’intégration par parties donnée en II.4.15, on
prend les limites lorsque a tend vers −∞ et b tend vers +∞ et on applique le
résultat du problème précédent.

II.4.20. On remarque d’abord que fh est bien définie car Lp [a , b] ⊂ L1 [a , b]
(voir II.3.35). Puisque

fh(x) =
1
2h

(F (x + h) − F (x − h)) où F (x) =
∫ x

a−h
f(t) dt,
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la continuité de fh découle du théorème 2. Pour p > 1 et 1
p + 1

p′ = 1, d’après
l’inégalité de Hölder (voir I.6.27), on a

|fh(x)|p � 1
(2h)p

(∫ x+h

x−h
1 dt

) p
p′ ∫ x+h

x−h
|f(t)|p dt =

1
2h

∫ x+h

x−h
|f(t)|p dt.

Clairement, pour p = 1, on a

|fh(x)| � 1
2h

∫ x+h

x−h
|f(t)| dt.

Donc, en utilisant le théorème de Fubini et la formule de changement de va-
riable, on obtient

∫ b

a
|fh(x)|p dx � 1

2h

∫ b

a

(∫ x+h

x−h
|f(t)|p dt

)
dx

=
1
2h

∫ b

a

(∫ h

−h
|f(t + x)|p dt

)
dx

=
1
2h

∫ h

−h

(∫ b

a
|f(t + x)|p dx

)
dt

=
1
2h

∫ h

−h

(∫ b+t

a+t
|f(u)|p du

)
dt

� 1
2h

∫ h

−h

(∫ b

a
|f(u)|p du

)
dt =

∫ b

a
|f(u)|p du,

la dernière inégalité se déduisant du fait que f s’annule en dehors de [a , b].
L’inégalité ‖fh‖p � ‖f‖p est donc prouvée.
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II.4.21. Si p > 1 et 1
p + 1

p′ = 1, on a alors, avec l’inégalité de Hölder
(voir I.6.27),

‖fh − f‖p
p =

∫ b

a

∣∣∣∣ 1
2h

∫ x+h

x−h
f(t) dt − 1

2h

∫ x+h

x−h
f(x) dt

∣∣∣∣
p

dx

� 1
(2h)p

∫ b

a

(∫ x+h

x−h
|f(t) − f(x)| dt

)p

dx

� 1
(2h)p

∫ b

a

(∫ x+h

x−h
|f(t) − f(x)|p dt

)
(2h)p/p′ dx

=
1
2h

∫ b

a

(∫ x+h

x−h
|f(t) − f(x)|p dt

)
dx

=
1
2h

∫ h

−h

(∫ b

a
|f(t + x) − f(x)|p dx

)
dt,

la dernière égalité se déduisant de la formule de changement de variable et
du théorème de Fubini. Il est clair que l’inégalité obtenue est aussi vérifiée
pour p = 1. Donc, d’après II.3.39, étant donné ε > 0, il existe δ > 0 tel que∫ b
a |f(t + x) − f(x)|p dx < ε pour |t| < δ. En conséquence, si 0 < h < δ, alors
‖fh − f‖p

p < ε.
La fonction fh étant continue sur [a , b], on notera ici qu’elle réalise l’ap-

proximation énoncée en II.3.37.

II.4.22. On a∣∣∣∣F (x + h) − F (x)
h

− f(x)
∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1h
∫ x+h

x
(f(t) − f(x)) dt

∣∣∣∣
� 1

h

∫ x+h

x
|f(t) − f(x)| dt,

ce qui donne F ′(x) = f(x).

II.4.23. Si f est continue en x, étant donné ε > 0, il existe δ > 0 tel que
|f(t) − f(x)| < ε si |t − x| < δ. Donc, pour |h| < δ,

1
h

∫ x+h

x
|f(t) − f(x)| dt < ε.

II.4.24. Si r est un nombre rationnel, la fonction t 
→ |f(t) − r| est intégrable
sur [a , b] et, d’après le théorème 2,

lim
h→0

1
h

∫ x+h

x
|f(t) − r| dt = |f(x) − r|
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pour presque tout x ∈ [a , b]. Notons E(r) l’ensemble des points de [a , b] où
l’égalité précédente n’est pas vérifiée, on a m(E(r)) = 0. Si {rn} est une énu-
mération de tous les rationnels, l’ensemble

E =
+∞⋃
n=1

E(rn) ∪ {x ∈ [a , b] : f(x) = ±∞}

est de mesure nulle. Notre but est de prouver que tout point de [a , b] \ E est
un point de Lebesgue de f . Soit x0 ∈ [a , b] \ E et ε > 0. Il existe alors rn tel
que |f(x0) − rn| < ε

3 et∣∣∣∣ 1h
∫ x0+h

x0

|f(t) − rn| dt − 1
h

∫ x0+h

x0

|f(t) − f(x0)| dt

∣∣∣∣ < ε

3
.

Puisque x0 /∈ E, il existe δ > 0 tel que∣∣∣∣ 1h
∫ x0+h

x0

|f(t) − rn| dt − |f(x0) − rn|
∣∣∣∣ < ε

3

si |h| < δ, ce qui implique

1
h

∫ x0+h

x0

|f(t) − rn| dt <
2
3

ε.

On a alors, pour |h| < δ,

1
h

∫ x0+h

x0

|f(t) − f(x0)| dt < ε.

II.4.25. On peut supposer, sans perte de généralité, que A est borné, par
exemple A ⊂ [α , β]. On pose a = α−1 et b = β+1. Alors, F (x) =

∫ x
a χA(t) dt

vérifie F ′(x) = χA(x) pour presque tout x ∈ [a , b]. En particulier, F ′(x) = 1
presque partout sur A. Si x est tel que F ′(x) = 1, alors

1 = F ′(x) = lim
h→0

F (x + h) − F (x − h)
2h

= lim
h→0

1
2h

∫ x+h

x−h
χA(t) dt

= lim
h→0

m
(
A ∩ [x − h , x + h]

)
2h

.

II.4.26. On sait par II.1.11 qu’il existe un Gδ-ensemble E tel que A ⊂ E et
m(E) = m∗(A). On peut supposer que m∗(A) < +∞ sans perte de généralité.
Donc, pour tout intervalle I,

m(E ∩ I) = m(E) − m(E \ I) = m∗(A) − m(E \ I)
� m∗(A) − m∗(A \ I) � m∗(A ∩ I)
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et la première proposition se déduit du résultat donné au problème précédent.
Pour prouver la seconde proposition, on remarque que si A est mesurable,
il en est alors de même de Ac et presque tous les points de Ac sont donc
des points de densité de cet ensemble, d’où des points de dispersion de A.
Pour démontrer l’implication réciproque, supposons que A ne soit pas mesu-
rable. D’après II.1.11, il existe pour A un recouvrement mesurable E tel que
m∗(A) = m(E). Puisque E est mesurable, presque tous les points de E\A sont
des points de densité de E et, d’après ce qui précède, ce sont aussi des points
de densité extérieure de A. Puisque A n’est pas mesurable, m∗(E \ A) > 0.
Ceci implique que l’ensemble des points de Ac qui ne sont pas des points de
dispersion extérieure de A est un ensemble de mesure extérieure strictement
positive.

II.4.27. On suppose que f est mesurable sur [a , b]. Le théorème de Lusin
(voir II.2.27) implique que, étant donné ε > 0, il existe un ensemble fermé
F ⊂ [a , b] tel que m([a , b] \ F) < ε et f|F est continue. D’après le problème
précédent, presque tous les points de F sont des points de dispersion de Fc.
Donc si x0 ∈ F est un point de dispersion de Fc, on a alors, pour tout ε1 > 0,

{x ∈ [x0 − h , x0 + h] : |f(x) − f(x0)| � ε1} ⊂ [x0 − h , x0 + h] ∩ Fc

pour h > 0 suffisamment petit, ce qui prouve que l’ensemble sur lequel f n’est
pas approximativement continue est de mesure plus petite que ε. Puisque l’on
peut choisir arbitrairement ε > 0, on a donc prouvé que la condition est né-
cessaire. On suppose maintenant que f est approximativement continue p.p.
sur [a , b]. Soit c un réel. On montre que l’ensemble A = {x ∈ [a , b] : f(x) > c}
est mesurable. D’après II.4.26, il suffit de prouver que presque tous les points
de Ac sont des points de dispersion extérieure de A. Soit x0 ∈ A un point de
continuité approximative de f . On prend ε = f(x0) − c > 0. On a alors

m∗ ({x ∈ [x0 − h , x0 + h] : |f(x) − f(x0)| � ε})
2h

� m∗ ({x ∈ [x0 − h , x0 + h] : f(x) � c})
2h

=
m∗ ([x0 − h , x0 + h] ∩ Ac)

2h

et la définition de la continuité approximative implique

lim
h→0

m∗ ([x0 − h , x0 + h] ∩ Ac)
2h

= 0,
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ce qui signifie que x0 est un point de dispersion extérieure de Ac. Presque tous
les points de A étant des points de continuité approximative de f , on a donc
prouvé que la condition est suffisante.

On notera ici qu’une fonction bornée sur [a , b] est Riemann-intégrable
si et seulement si elle est presque partout continue (voir II.1.55). Le résul-
tat ci-dessus montre qu’une fonction bornée sur [a , b] est mesurable et donc
Lebesgue-intégrable si et seulement si elle est p.p. approximativement continue.

II.4.28. On suppose que x0 est un point de Lebesgue de f . Pour tout ε > 0,
on a

m ({x ∈ [x0 , x0 + h] : |f(x) − f(x0)| � ε})
h

� 1
ε
· 1
h

∫ x0+h

x0

|f(x) − f(x0)| dx.

On déduit de la définition d’un point de Lebesgue que

lim
h→0+

m ({x ∈ [x0 , x0 + h] : |f(x) − f(x0)| � ε})
h

= 0,

ce qui implique que chaque point de Lebesgue d’une fonction Lebesgue-
intégrable est un point où elle est approximativement continue.

Pour prouver que la réciproque est fausse, on considère la fonction définie
sur [−1 , 1] par

f(x) =

{
2n si 1

2n − 1
22n+1 < x � 1

2n , n ∈ N,
0 sinon.

On montre d’abord que f est intégrable sur [−1 , 1]. On a

∫ 1

−1
f(x) dx =

+∞∑
n=0

2n 1
22n+1

= 1.

On observe maintenant que 0 est un point de continuité approximative de f .
Si 1

2n+1 < h � 1
2n , pour 0 < ε < 1, on a

m ([−h , h] ∩ {x : f(x) > ε})
2h

�
m
([− 1

2n , 1
2n

] ∩ {x : f(x) > ε})
2

2n+1

=
1

22n+1 + 1
22(n+1)+1 + · · ·

1
2n

=
1

3 × 2n−1
−−−−−→
n→+∞ 0.
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Puisque

2n

∫ 1/2n

0
|f(x) − f(0)| dx = 2n

∫ 1/2n

0
f(x) dx

= 2n
+∞∑
k=n

2k 1
22k+1

= 1,

0 n’est donc pas un point de Lebesgue de f .

II.4.29. En considérant le résultat du problème précédent, il suffit de mon-
trer que si f est bornée et mesurable sur [a , b], alors tout point de continuité
approximative de f est un point de Lebesgue de f . Si x ∈ ]a , b[ est un point
de continuité approximative de f et |f(t)| � M , a � t � b, étant donné ε > 0,
on a

1
h

∫ x+h

x
|f(t) − f(x)| dt =

1
h

∫
[x,x+h]∩{t:|f(t)−f(x)|�ε}

|f(t) − f(x)| dt

+
1
h

∫
[x,x+h]∩{t:|f(t)−f(x)|<ε}

|f(t) − f(x)| dt

� 2M
m ([x, x + h] ∩ {t : |f(t) − f(x)| � ε})

h
+ ε.

Un passage à la limite lorsque h tend vers 0 donne

lim
h→0

1
h

∫ x+h

x
|f(t) − f(x)| dt � ε

et ε > 0 pouvant être choisi arbitrairement petit, le résultat demandé s’ensuit.

II.4.30. On suppose d’abord que x0 ∈ ]a , b[ est un point de continuité ap-
proximative de f au sens de la définition donnée en II.4.27. Pour n ∈ N∗, on
définit

Bn =
{

x ∈ [a , b] : |f(x) − f(x0)| � 1
n

}
et, pour h strictement positif, on pose

Bn,h = Bn ∩ [x0 − h , x0 + h].

On sait de II.1.11 qu’il existe un Gδ-ensemble Gn tel que Bn ⊂ Gn et
m∗(Bn) = m(Gn). Si Gn,h = Gn ∩ [x0 − h , x0 + h], alors Gn,h est un en-
semble mesurable contenant Bn,h et m∗(Bn,h) = m(Gn,h). En effet, on a

Gn = Gn,h ∪ (Gn \ [x0 − h , x0 + h]),
Bn = Bn,h ∪ (Bn \ [x0 − h , x0 + h])
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et, puisque Bn ⊂ Gn et Bn,h ⊂ Gn,h, on obtient

m∗(Bn) � m∗(Bn,h) + m∗(Bn \ [x0 − h , x0 + h])
� m(Gn,h) + m(Gn \ [x0 − h , x0 + h])
= m(Gn) = m∗(Bn).

Ceci implique
m∗(Bn,h) = m(Gn,h)

et
m∗(Bn \ [x0 − h , x0 + h]) = m(Gn \ [x0 − h , x0 + h]).

Par définition de la continuité approximative,

lim
h→0

m∗(Bn ∩ [x0 − h , x0 + h])
2h

= 0

et il existe donc hn tel que

m∗(Bn ∩ [x0 − h , x0 + h])
2h

� 1
n

pour 0 < h � hn. Si maintenant Cn = [a , b] \Bn, alors Cn ⊃ [a , b] \Gn = Hn

et m∗(Cn) � m(Hn) = b − a − m(Gn). De plus, pour 0 < h � hn, on a

m∗(Cn ∩ [x0 − h , x0 + h])
2h

� m(Hn,h)
2h

� 2h − m(Gn,h)
2h

� 1 − 1
n

,

où Hn,h = Hn ∩ [x0 − h , x0 + h]. On remarque encore que l’on peut choisir hn

de sorte que hn+1 < hn et lim
n→+∞hn = 0. On définit alors

An = Hn,hn \
[
x0 − hn+1

n
, x0 +

hn+1

n

]
et on pose

A =
+∞⋃
n=3

An ∪ {x0}.

Il découle de ce qui précède que, pour hn+1 < h � hn, on a

m(A ∩ [x0 − h , x0 + h])
2h

� m(An ∩ [x0 − h , x0 + h])
2h

=
m(Hn,h) − 2hn+1

n

2h
� 1 − 1

n
− hn+1

nh

> 1 − 2
n

,

ce qui montre que x0 est un point de densité de A. On prouve maintenant
que f|A est continue en x0. Étant donné ε > 0, il existe n ∈ N∗ tel que
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1
n < ε. Si |x − x0| < hn

n−1 et x ∈ A, il découle alors de la construction
de A que x /∈ Am pour m < n. Donc, x ∈ Ak pour un certain k � n et
|f(x) − f(x0)| < 1

k � 1
n < ε.

On suppose maintenant qu’il existe un ensemble mesurable A tel que x0

soit un point de densité de A et tel que la restriction de f à A soit continue
en x0. Étant donné ε > 0, il existe alors h > 0 tel que

{x ∈ [x0 − h , x0 + h] : |f(x) − f(x0)| � ε} ⊂ [x0 − h , x0 + h] \ A.

Réciproquement,

lim
h→0

m∗ ({x ∈ [x0 − h , x0 + h] : |f(x) − f(x0)| � ε})
2h

� 1 − lim
h→0

m (A ∩ [x0 − h , x0 + h])
2h

= 0,

la dernière égalité se déduisant du fait que x0 est un point de densité de A.

II.4.31. [C. Goffman, Amer. Math. Monthly 84(1977), 205-206]. Soit A l’en-
semble de Cantor généralisé construit en I.7.12 pour α = 1

2 . G = [0 , 1] \ A

est un sous-ensemble ouvert dense de [0 , 1]. Si G =
+∞⋃
n=1

In, les In étant des

intervalles ouverts deux à deux disjoints, alors m(G) =
+∞∑
n=1

|In| = 1
2 . Pour

tout n, soit Jn ⊂ In un intervalle fermé à l’intérieur de In tel que |Jn| = |In|2.
Pour tout n, on définit f sur Jn comme étant continue, de valeurs comprises
entre 0 et 1, valant 1 au centre de Jn et 0 à ses extrémités. Si x n’appartient

pas à
+∞⋃
n=1

Jn, on pose alors f(x) = 0. On montre d’abord que f n’est pas

Riemann-intégrable sur [0 , 1]. Soit 0 = x0 < x1 < · · · < xm = 1 une partition
de [0 , 1]. Si ]xk−1 , xk[ ∩ A �= ∅, l’oscillation de f sur [xk−1 , xk] est égale à
1. Puisque m(A) = 1

2 , la somme des longueurs des intervalles [xk−1 , xk] sur
lesquels l’oscillation de f est égale à 1 est supérieure à 1

2 . En conséquence,

∫ 1

0
f(x) dx −

∫ 1

0
f(x) dx � 1

2
.

On prouve maintenant que f est approximativement continue sur [0 , 1]. Par
définition, f est continue sur G. Soit x0 ∈ A. On se donne 0 < ε < 1. Il est
clair que tout intervalle [x0 − h , x0 + h] (h > 0) contient une infinité d’inter-
valles In. Si h est suffisamment petit, alors seuls des intervalles In pour n assez
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grand peuvent être contenus dans [x0 −h , x0 + h]. Donc, pour h suffisamment
petit,

m ({x ∈ [x0 − h , x0 + h] : |f(x) − f(x0)| > ε})
2h

�
∑′ |Jn| + r1 + r2

2h
,

où
∑′ représente la somme sur les n tels que In ⊂ [x0 − h , x0 + h],

r1 = m(Jk ∩ [x0 − h , x0 + h]) si x0 − h ∈ Jk et r1 = 0 autrement,
r2 = m(Js ∩ [x0 − h , x0 + h]) si x0 + h ∈ Js et r2 = 0 autrement. On a

r1

2h
� |Ik|2

|Ik| − |Jk| =
|Ik|

1 − |Ik|
et r2

2h vérifie aussi une majoration semblable. De plus,∑′ |Jn|
2h

�
∑′ |Jn|∑′ |In|

=
∑′ |In|2∑′ |In|

�
∑′ |In|2

|In| =
∑′ |In| .

Il s’ensuit que x0 est un point de continuité approximative de f . Il suffit alors
de faire appel aux résultats de II.4.22 et II.4.29.

II.4.32. On note d’abord que G est une fonction croissante sur R,
lim

t→−∞G(t) = 0 et lim
t→+∞G(t) = b − a. Pour n ∈ N∗ choisi arbitrairement

et k ∈ Z, on pose

Ik =
[
k − 1

n
,
k

n

]
et Ak =

{
x ∈ [a , b] :

k − 1
n

� f(x) <
k

n

}
.

On a alors G
(

k
n

)− G
(

k−1
n

)
= m(Ak),

k − 1
n

m(Ak) �
∫
Ak

f dm � k

n
m(Ak)

et
k − 1

n

(
G

(
k

n

)
− G

(
k − 1

n

))
�
∫ k/n

(k−1)/n
t d(G(t))

� k

n

(
G

(
k

n

)
− G

(
k − 1

n

))
.

Donc, ∣∣∣∣∣
∫
Ak

f dm −
∫ k/n

(k−1)/n
t d(G(t))

∣∣∣∣∣ � 1
n

(
G

(
k

n

)
− G

(
k − 1

n

))
.

Puisque
+∞∑
k=1

1
n

(
G

(
k

n

)
− G

(
k − 1

n

))
=

1
n

(b − a − G(0))
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et
+∞∑
k=1

∫
Ak

f dm =
∫ b
a f+(x) dx < +∞, on voit que

+∞∑
k=1

∫ k/n
(k−1)/n t d(G(t))

converge, ce qui signifie que l’intégrale
∫ +∞
0 t d(G(t)) converge et on a∣∣∣∣

∫ +∞

0
t d(G(t)) −

∫ b

a
f+(x) dx

∣∣∣∣ � 1
n

(b − a − G(0)) .

Un passage à la limite lorsque n tend vers +∞ montre que∫ +∞

0
t d(G(t)) =

∫ b

a
f+(x) dx.

On peut prouver de façon complètement semblable que∫ 0

−∞
t d(G(t)) =

∫ b

a
f−(x) dx.

II.5. Séries de Fourier

II.5.1. Si ρn =
√

a2
n + b2

n �= 0, alors

an cos nx + bn sin nx = ρn

(
an

ρn
cos nx +

bn

ρn
sin nx

)

et il suffit de prendre αn tel que sin αn = an
ρn

et cos αn = bn
ρn

.

II.5.2. D’après II.3.27, étant donné ε > 0, il existe une fonction continue g
sur [−π , π] telle que ∫ π

−π
|f(x) − g(x)| dx <

ε

2
.

D’après I.4.11,

lim
n→+∞

∫ π

−π
g(x) cos nxdx = lim

n→+∞

∫ π

−π
g(x) sin nxdx = 0

et on obtient∣∣∣∣
∫ π

−π
f(x) cos nxdx

∣∣∣∣ �
∫ π

−π
|f(x) − g(x)| dx +

∣∣∣∣
∫ π

−π
g(x) cos nxdx

∣∣∣∣
� ε

2
+

ε

2
= ε

pour n suffisamment grand.
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II.5.3. En faisant le changement de variable x = t + π
n , on obtient

an =
1
π

∫ π

−π
f(x) cos nxdx = − 1

π

∫ π−π
n

−π−π
n

f
(
t +

π

n

)
cos nt dt

= − 1
π

∫ π

−π
f
(
t +

π

n

)
cos nt dt,

la dernière égalité se déduisant de la périodicité de l’intégrande. D’où,

an =
1
2π

∫ π

−π

(
f(x) − f

(
t +

π

n

))
cos nxdx = O

(
n−α
)
.

II.5.4. La fonction f étant à variation bornée sur [−π , π], on observe d’abord
qu’elle est Riemann (et donc Lebesgue) intégrable sur cet intervalle. De plus,
f peut s’écrire comme la différence de deux fonctions croissantes positives, par
exemple f = f1 − f2. D’après la forme de Bonnet du second théorème de la
moyenne (voir I.3.17(a)),∫ π

−π
f1(x) cos nxdx = f1(π)

∫ π

c
cos nxdx = −f1(π)

sin nc

n
= O

(
n−1
)
.

II.5.5. Puisque la fonction f est absolument continue sur [−π , π], il existe
g ∈ L1 [−π , π] telle que

f(x) = f(−π) +
∫ x

−π
g(t) dt

(voir le théorème 2 énoncé au début de la section II.4). Une intégration par
parties (II.4.14 ou II.4.15) donne donc

an =
1
π

(
f(x)

sin nx

n

∣∣∣∣
π

−π

− 1
n

∫ π

−π
g(x) sin nxdx

)

= − 1
nπ

∫ π

−π
g(x) sin nxdx.

On applique maintenant le résultat de II.5.2 pour voir que an = o
(
n−1
)
. De

même, bn = o
(
n−1
)
.

II.5.6. On voit, en intégrant k fois par parties, que les coefficients de Fourier
de f sont égaux à

± 1
πnk

∫ π

−π
f (k)(x) cos nxdx ou ± 1

πnk

∫ π

−π
f (k)(x) sin nxdx.
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Puisque f (k) est continue sur [−π , π], d’après le résultat de I.4.11, on a

lim
n→+∞

∫ π

−π
f (k)(x) sin nxdx = lim

n→+∞

∫ π

−π
f (k)(x) cos nxdx = 0.

II.5.7. On a

sn(x) =
1
2π

∫ π

−π
f(t) dt +

n∑
k=1

1
π

∫ π

−π
f(t)(cos kt cos kx + sin kt sin kx) dt

=
1
π

∫ π

−π
f(t)

(
1
2

+
n∑

k=1

cos k(t − x)

)
dt

=
1
π

∫ π

−π
f(t)

sin
(
n + 1

2

)
(t − x)

2 sin 1
2 (t − x)

dt,

la dernière égalité se déduisant de l’identité trigonométrique bien connue

1
2

+
n∑

k=1

cos kα =
sin
(
n + 1

2

)
α

2 sin 1
2 α

, α �= 2mπ,m ∈ Z.

II.5.8. Comme dans la solution de I.4.8, on peut montrer que si f est pé-
riodique de période 2π et intégrable sur [−π , π], on a alors, pour tout x réel,∫ π+x

−π+x
f(t) dt =

∫ π

−π
f(t) dt.

On obtient donc, en utilisant la formule démontrée en II.5.7,

sn(x) =
1
π

∫ π+x

−π+x
f(t)

sin
(
n + 1

2

)
(t − x)

2 sin 1
2 (t − x)

dt

=
∫ π

−π
f(t + x)

sin
(
n + 1

2

)
t

2 sin 1
2 t

dt,

la dernière égalité se déduisant de la formule de changement de variable pour
l’intégrale de Lebesgue (voir II.4.13). D’où,

sn(x) =
1
π

∫ 0

−π
f(t + x)

sin
(
n + 1

2

)
t

2 sin 1
2 t

dt +
1
π

∫ π

0
f(t + x)

sin
(
n + 1

2

)
t

2 sin 1
2 t

dt

=
1
π

∫ π

0
f(x − t)

sin
(
n + 1

2

)
t

2 sin 1
2 t

dt +
1
π

∫ π

0
f(t + x)

sin
(
n + 1

2

)
t

2 sin 1
2 t

dt.
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II.5.9. Notre but est de montrer que lim
n→+∞ sn(x0) = f(x0), où {sn(x0)} est

la suite des sommes partielles de la série de Fourier de f en x0. En appliquant
à f(x) ≡ 1 la formule obtenue au problème précédent pour sn(x), on obtient

1 =
2
π

∫ π

0

sin
(
n + 1

2

)
t

2 sin 1
2 t

dt.

D’où,

sn(x0) − f(x0) =
1
π

∫ π

0
(f(x0 + t) + f(x0 − t) − 2f(x0))

sin
(
n + 1

2

)
t

2 sin 1
2 t

dt.

En posant ϕ(t) = f(x0 + t) + f(x0 − t) − 2f(x0), on a |ϕ(t)| � 2L |t|α pour
|t| < δ. On remarque alors que ϕ(t)

t est intégrable sur [0 , π]. En effet,

∫ δ

0

|ϕ(t)|
t

dt �
∫ δ

0
2Ltα−1 dt < +∞.

La fonction |ϕ(t)|
sin 1

2 t
=

|ϕ(t)|
t

· t

sin 1
2 t

est donc aussi intégrable sur [0 , π]. Il découle de la solution de II.5.2 que

lim
n→+∞(sn(x0) − f(x0)) = lim

n→+∞
1
π

∫ π

0
ϕ(t)

sin
(
n + 1

2

)
t

2 sin 1
2 t

dt = 0.

II.5.10. On prouve d’abord le lemme suivant.

Lemme. Si g est croissante sur [0 , a], alors

lim
n→+∞

∫ a

0
g(x)

sin nx

x
dx =

π

2
g(0+).

On a∫ a

0
g(x)

sin nx

x
dx = g(0+)

∫ a

0

sin nx

x
dx +

∫ a

0

(
g(x) − g(0+)

) sinnx

x
dx.

En faisant le changement de variable nx = t et en utilisant le résultat de I.5.33,
on obtient

g(0+)
∫ a

0

sin nx

x
dx = g(0+)

∫ na

0

sin t

t
dt −−−−−→

n→+∞ g(0+)
π

2
.
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De plus, étant donné ε > 0, il existe δ > 0 tel que 0 � g(x) − g(0+) < ε pour
0 < x � δ. On écrit alors∫ a

0

(
g(x) − g(0+)

) sin nx

x
dx =

∫ δ

0

(
g(x) − g(0+)

) sinnx

x
dx

+
∫ a

δ

(
g(x) − g(0+)

) sinnx

x
dx

= I1 + I2.

On obtient, en utilisant la forme de Bonnet du second théorème de la moyenne
donnée en I.3.17(a),

I1 =
(
g(δ) − g(0+)

) ∫ δ

c

sin nx

x
dx =

(
g(δ) − g(0+)

) ∫ nδ

nc

sinx

x
dx

pour un certain c ∈ [0 , δ]. Puisque
∫ +∞
0

sinx
x dx = π

2 , la fonction x 
→ ∫ x
0

sin t
t dt

est bornée. Il existe donc M > 0 tel que
∣∣∣∫ nδ

nc
sin x

x dx
∣∣∣ � M et |I1| < Mε. En-

fin, d’après I.3.18, I2 tend vers 0 lorsque n tend vers +∞, ce qui conclut la
démonstration du lemme.

On se tourne maintenant vers la démonstration du test de Dirichlet-Jordan.
On a

sn(x0) =
1
π

∫ δ

0
(f(x0 + t) + f(x0 − t))

sin
(
n + 1

2

)
t

2 sin 1
2 t

dt

+
1
π

∫ π

δ
(f(x0 + t) + f(x0 − t))

sin
(
n + 1

2

)
t

2 sin 1
2 t

dt

= J1 + J2.

Puisque la fonction
t 
→ f(x0 + t) + f(x0 − t)

2 sin 1
2 t

est intégrable sur [δ , π], on voit, comme dans la solution de II.5.2, que J2 tend
vers 0 lorsque n tend vers +∞. De plus, J1 peut aussi s’écrire sous la forme

J1 =
1
π

∫ δ

0
(f(x0 + t) + f(x0 − t))

1
2 t

sin 1
2 t

sin
(
n + 1

2

)
t

t
dt.

La fonction t 
→
1
2

t

sin 1
2

t
étant croissante sur [0 , δ], la fonction

t 
→ (f(x0 + t) + f(x0 − t))
1
2 t

sin 1
2 t

est à variation bornée sur [0 , δ] et est donc égale à la différence de deux fonc-
tions croissantes. On obtient le résultat cherché en appliquant le lemme à ces
deux fonctions.
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II.5.11. On considère la fonction définie par

f(x) =

⎧⎨
⎩

1

ln
|x|
2π

si x ∈ [−π , π] \ {0},
0 si x = 0.

La fonction f est à variation bornée sur [−π , π] mais ne vérifie aucune condi-
tion de Lipschitz (voir I.2.13). D’autre part, la fonction

g(x) =

{
x cos x

2π si x ∈ [−π , π] \ {0},
0 si x = 0

vérifie une condition de Lipschitz en 0, autrement dit |g(x) − g(0)| � |x|, mais
n’est à variation bornée sur aucun voisinage de 0 (voir I.2.5).

II.5.12. On pose f(x) = π−x
2 pour x ∈ ]0 , 2π[, f(0) = 0 et on prolonge

cette fonction à R en une fonction périodique de période 2π. D’après le test
de Dirichlet-Jordan (voir II.5.10), la série de Fourier de f converge vers f .
Puisque

an =
1
π

∫ 2π

0

π − x

2
cos nxdx = 0 pour n ∈ N

et

bn =
1
π

∫ 2π

0

π − x

2
sin nxdx =

1
n

pour n ∈ N∗,

on obtient
π − x

2
=

+∞∑
n=1

sinnx

n
, 0 < x < 2π.

On voit, en remplaçant x par 2x, que

π − 2x
4

=
+∞∑
n=1

sin 2nx

2n
, 0 < x < π.

Donc,
π

4
=

+∞∑
n=1

sin(2n − 1)x
2n − 1

, 0 < x < π.

Si on prend maintenant successivement x = π
2 et x = π

3 , on obtient les deux
dernières égalités.
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II.5.13. Si f(x) =
+∞∑
n=1

cos nx
n2 , alors, d’après le résultat du problème précé-

dent, f ′(x) = −π−x
2 . Puisque f(0) = π2

6 , on voit que f(x) = π2

6 − πx
2 + x2

4 . De
même, si on pose

g(x) =
+∞∑
n=1

sin nx

n3
,

alors g′′(x) = −π−x
2 et g′(0) = π2

6 . Donc, g(x) = x3

12 − πx2

4 + π2x
6 .

II.5.14. La fonction f définie dans la solution de II.5.12 est à variation
bornée sur [−π , π] mais bn = 1

n n’est pas un o(n−1).

II.5.15. On a

s′n(x) =
n∑

k=1

cos kx =
cos (n+1)x

2 sin nx
2

sin x
2

.

Donc xn = π
n+1 et

sn

(
π

n + 1

)
=

n∑
k=1

sin kπ
n+1

kπ
n+1

π

n + 1
−−−−−→
n→+∞

∫ π

0

sinx

x
dx.

On remarque que, d’après le test de Dirichlet-Jordan (voir II.5.10),
lim

n→+∞ sn(x) = f(x) pour x ∈ ]0 , 2π[ et lim
n→+∞ sn(0) = 0 = lim

n→+∞ sn(2π)

et, d’après ce qui précède, la convergence de {sn} ne peut pas être uniforme
sur [0 , 2π].

II.5.16. On pose f(x) = eax pour 0 < x < 2π, f(0) = 1+e2πa

2 et on prolonge
cette fonction à R en une fonction 2π-périodique. On voit, en appliquant le
test de Dirichlet-Jordan (voir II.5.10), que la série de Fourier de f converge
vers f sur R et la première formule s’obtient par un simple calcul. Pour obtenir
le seconde égalité, on prend la symétrie par rapport à l’axe des ordonnées du
graphe de x 
→ eax, x ∈ [0 , π], pour obtenir une fonction g paire et définie
sur [−π , π]. Si l’on considère la symétrie par rapport à l’origine du graphe de
x 
→ eax, x ∈ ]0 , π[, on obtient une fonction impaire sur ]−π , 0[ ∪ ]0 , π[. Si on
pose de plus h(0) = h(−π) = h(π) = 0, on obtient la dernière égalité. On a
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aussi

f(0) =
1 + e2aπ

2
=

e2aπ − 1
π

(
1
2a

+
+∞∑
n=1

a

a2 + n2

)
,

g(0) = 1 =
eaπ − 1

aπ
+

2
π

+∞∑
n=1

((−1)neaπ − 1)
a

a2 + n2
.

II.5.17. On obtient, en utilisant la première égalité de II.5.16,

π

e2πa − 1
eax +

π

e−2πa − 1
e−ax = −2

+∞∑
n=1

n sin nx

a2 + n2
, 0 < x < 2π.

Ceci peut se réécrire sous la forme

π

2
· sh a(π − x)

sh πa
=

+∞∑
n=1

n sin nx

a2 + n2
, 0 < x < 2π.

De même,

π

e2πa − 1
eax − π

e−2πa − 1
e−ax =

1
a

+ 2
+∞∑
n=1

a cos nx

a2 + n2
0 < x < 2π,

ou, de façon équivalente,

π

2
· ch a(π − x)

sh πa
− 1

2a
=

+∞∑
n=1

a cos nx

a2 + n2
, 0 < x < 2π.

II.5.18. On prolonge la fonction f(x) = x2, −π � x � π, à R de sorte
que f soit 2π-périodique. Une telle fonction vérifie le test de Dirichlet-Jordan
(voir II.5.10) pour tout x ∈ R et on arrive facilement à

x2 =
π2

3
+ 4

+∞∑
n=1

(−1)n
cos nx

n2
, −π � x � π.

On obtient les autres égalités en prenant x = 0 et x = π.
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II.5.19.

(a) On a

a2n−1 =
1
π

∫ π

−π
f(x) cos(2n − 1)x dx

=
1
π

∫ 0

−π
f(x + π) cos(2n − 1)x dx +

1
π

∫ π

0
f(x) cos(2n − 1)x dx

= − 1
π

∫ π

0
f(t) cos(2n − 1)t dt +

1
π

∫ π

0
f(x) cos(2n − 1)x dx = 0.

De même, b2n−1 = 0.

(b) La démonstration est semblable à celle de (a).

II.5.20. On considère la symétrie du graphe de x 
→ cos x (0 < x < π) par
rapport à l’origine pour obtenir une fonction f impaire sur ]−π , π[ \ {0}. La
série de Fourier de f se réduit donc à une série de sinus. De plus, puisque
f(x + π) = f(x) pour x ∈ ]−π , 0[, d’après la question (a) du problème précé-
dent, b2n−1 = 0. Un calcul simple donne b2n = 8n

π(4n2−1) . Pour obtenir l’autre
formule, on considère la symétrie du graphe de x 
→ sin x (0 < x < π) par
rapport à l’axe des ordonnées pour obtenir une fonction g paire sur ]−π , π[.
La série de Fourier de g se réduit donc à une série de cosinus et, d’après la
question (a) du problème précédent, a2n−1 = 0.

II.5.21. La fonction f(x) = ln
∣∣2 sin x

2

∣∣ (x �= 2kπ) est 2π-périodique et paire.
D’après I.5.1(b),

∫ π/2
0 ln sin t dt = −π

2 ln 2 et a0 = 0. De plus,

an =
2
π

∫ π

0
ln
(
2 sin

x

2

)
cos nxdx

=
2
π

ln
(
2 sin

x

2

) sin nx

n

]π

0

− 1
nπ

∫ π

0

sinnx cos x
2

sin x
2

dx

= − 1
nπ

∫ π

0

sin nx cos x
2

sin x
2

dx.

Puisque

sin nx cos x
2

sin x
2

=
sin(n + 1

2)x
2 sin x

2

+
sin(n − 1

2 )x
2 sin x

2

=
1
2

+
n∑

k=1

cos kx +
1
2

+
n−1∑
k=1

cos kx,
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on obtient an = − 1
n . On peut obtenir l’autre formule par un raisonnement

semblable.

II.5.22. Par périodicité, f est intégrable sur [0 , 2π]. La fonction F définie
par F (x) =

∫ x
0

(
f(t) − 1

2 a0

)
dt est donc à variation bornée sur [0 , 2π]. De plus,

F (0) = F (2π) = 0 et F est 2π-périodique. D’après le test de Dirichlet-Jordan
(voir II.5.10),

F (x) =
1
2

A0 +
+∞∑
n=1

(An cos nx + Bn sin nx)

où, pour n ∈ N∗,

An =
1
π

∫ π

−π
F (x) cos nxdx =

−1
nπ

∫ π

−π

(
f(x) − 1

2
a0

)
sin nxdx =

−bn

n

et

Bn =
1
π

∫ π

−π
F (x) sin nxdx =

1
nπ

∫ π

−π

(
f(x) − 1

2
a0

)
cos nxdx =

an

n
.

En conséquence,

F (x) =
1
2

A0 +
+∞∑
n=1

an sin nx − bn cos nx

n
.

En prenant x = 0, on obtient

1
2

A0 =
+∞∑
n=1

bn

n
, (∗)

ce qui implique la formule demandée.

II.5.23. La convergence de la série
+∞∑
n=1

bn
n se déduit immédiatement de (∗)

dans la solution du problème précédent. On remarque aussi que la série
+∞∑
n=2

sin nx
lnn converge d’après le test de Dirichlet (voir, par exemple, III.2.13

(vol. II)), mais qu’elle n’est la série de Fourier d’aucune fonction intégrable

car la série
+∞∑
n=2

1
n ln n diverge.
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II.5.24. On a∫ π

−π
(f(x) − sn(x))2 dx =

∫ π

−π
f2(x) dx − π

(
1
2

a2
0 +

+∞∑
k=1

(
a2

k + b2
k

))
,

car ∫ π

−π
f(x)sn(x) dx =

∫ π

−π
(sn(x))2 dx = π

(
1
2

a2
0 +

+∞∑
k=1

(
a2

k + b2
k

))
.

Puisque
∫ π
−π (f(x) − sn(x))2 dx � 0, la série 1

2 a2
0 +

+∞∑
k=1

(
a2

k + b2
k

)
converge et

sa somme est inférieure à 1
π

∫ π
−π f2(x) dx.

II.5.25. La solution du problème précédent implique qu’il existe une
constante strictement positive C telle que

∫ π
−π (f(x) − sn(x))2 dx � C. D’après

l’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout ensemble mesurable B ⊂ [−π , π],
on a ∣∣∣∣

∫
B

(f(x) − sn(x)) dx

∣∣∣∣ � √
C
√

m(B). (∗)

On peut, sans perte de généralité, supposer que A ⊂ ]−π , π[. Étant donné
ε > 0, il existe un ouvert G tel que ]−π , π[ ⊃ G ⊃ A et m(G \ A) < ε.
De plus, G est l’union dénombrable d’intervalles ouverts deux à deux disjoints
]ai , bi[. On a∫

A
(f(x) − sn(x)) dx =

∫
G

(f(x) − sn(x)) dx −
∫
G\A

(f(x) − sn(x)) dx.

De plus, il existe un entier strictement positif N tel que

m

(
G \

N⋃
n=1

]an , bn[

)
< ε.

Si on pose GN =
N⋃

n=1
]an , bn[, on a

∫
G

(f(x) − sn(x)) dx =
∫
GN

(f(x) − sn(x)) dx +
∫
G\GN

(f(x) − sn(x)) dx.

On déduit alors de (∗) que∣∣∣∣
∫
A

(f(x) − sn(x)) dx

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣
∫
GN

(f(x) − sn(x)) dx

∣∣∣∣+ 2
√

εC.
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On prolonge maintenant f à R par périodicité en posant f(x+2π) = f(x) et on
utilise le résultat de II.5.22 pour prouver que lim

n→+∞
∫ βi

αi
(f(x) − sn(x)) dx = 0

pour tout ]αi , βi[ ⊂ [0 , 2π]. On obtient alors, par périodicité du prolonge-
ment de f , lim

n→+∞
∫ bi

ai
(f(x) − sn(x)) dx = 0 pour tout ]ai , bi[ ⊂ [−π , π]. Donc,

lim
n→+∞

∫
GN

(f(x) − sn(x)) dx = 0 et le résultat cherché s’en déduit.

II.5.26. D’après II.3.25, étant donné ε > 0, il existe une fonction simple ϕ
telle que ∫ π

−π
(g(x) − ϕ(x))2 dx < ε.

D’après le résultat du problème précédent,

lim
n→+∞

∫ π

−π
ϕ(x) (f(x) − sn(x)) dx = 0.

Donc, ∫ π

−π
g(x) (f(x) − sn(x)) dx =

∫ π

−π
(g(x) − ϕ(x)) (f(x) − sn(x)) dx

+
∫ π

−π
ϕ(x) (f(x) − sn(x)) dx

<
√

ε

(∫ π

−π
(f(x) − sn(x))2 dx

)1/2

+
∫ π

−π
ϕ(x) (f(x) − sn(x)) dx.

La solution de II.5.25 implique l’existence d’une constante C telle que∫ π
−π (f(x) − sn(x))2 dx � C, ce qui conduit au résultat désiré.

II.5.27. D’après le résultat du problème précédent,

1
π

∫ π

−π
f(x)g(x) dx = lim

n→+∞
1
π

∫ π

−π
sn(x)g(x) dx

= lim
n→+∞

(
1
2

a0α0 +
n∑

k=1

(akαk + bkβk)

)
.

On notera ici que si f = g, on obtient alors l’égalité dite de Parseval :

1
π

∫ π

−π
f2(x) dx =

1
2

a2
0 +

+∞∑
n=1

(
a2

n + b2
n

)
.
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II.5.28. Le résultat se déduit immédiatement de II.5.12 et de l’identité prou-
vée au problème précédent.

II.5.29. Le résultat de II.5.25 implique∫
A

f(x) dx =
∫
A

g(x) dx

pour tout ensemble mesurable A ⊂ [−π , π]. Il suffit alors de faire appel
à II.3.7.

II.5.30.

(a) D’après II.5.18,

2
9

π4 + 16
+∞∑
n=1

1
n4

=
1
π

∫ π

−π
x4 dx =

2
5

π4.

Donc,
+∞∑
n=1

1
n4 = π4

90 . De plus, d’après II.5.17,

π

2
· ch a(π − x)

sh πa
=

1
2a

+
+∞∑
n=1

a cos nx

a2 + n2
(0 < x < 2π)

et
π

2
· sh a(π − x)

shπa
=

+∞∑
n=1

n sin nx

a2 + n2
(0 < x < 2π).

En conséquence,

1
2a2

+
+∞∑
n=1

a2

(a2 + n2)2
=

π

4 sh2 πa

∫ 2π

0
ch2 a(π − x) dx

=
π ch aπ

4a sh aπ
+

π2

4 sh2 aπ

et
+∞∑
n=1

n2

(a2 + n2)2
=

π ch aπ

4a sh aπ
− π2

4 sh2 aπ
.

(b) Puisque

cos3 x =
3cos x

4
+

cos 3x
4

,

on obtient
1
π

∫ π

−π
cos6 x dx =

9
16

+
1
16

=
5
8

.
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De même,

cos4 x =
3
8

+
cos 2x

2
+

cos 4x
8

et
1
π

∫ π

−π
cos8 x dx =

9
32

+
1
4

+
1
64

=
35
64

.

II.5.31. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’égalité de
Parseval (II.5.27),

+∞∑
n=1

|an|
n

�
(

+∞∑
n=1

a2
n

)1/2(+∞∑
n=1

1
n2

)1/2

< +∞.

II.5.32. Une intégration par parties donne

am = − 1
m

b′m et bm =
1
m

a′m (m ∈ N∗),

où a′m et b′m sont les coefficients de Fourier de f ′. De plus, puisque f ′ est conti-
nue sur [−π , π], f ′ ∈ L2 [−π , π]. Donc, d’après le résultat de II.5.27, la série
+∞∑
n=1

(
(a′n)2 + (b′n)2

)
converge. L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique alors

max
x∈R

|f(x) − sn(x)| = max
x∈R

∣∣∣∣∣
+∞∑

m=n+1

am cos mx + bm sin mx

∣∣∣∣∣
�

+∞∑
m=n+1

|a′m| + |b′m|
m

�
(

+∞∑
m=n+1

1
m2

) 1
2
(

+∞∑
m=n+1

2
(∣∣a′m∣∣2 +

∣∣b′m∣∣2)
) 1

2

=

(
+∞∑

m=n+1

1
m2

) 1
2

o(1) � 1√
n

o(1).

II.5.33. Si f(x) ∼ a0
2 +

+∞∑
n=1

(an cos nx + bn sin nx), alors

f(x + h) − f(x − h) ∼ 2
+∞∑
n=1

sin nh(bn cos nx − an sinnx). (∗)
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D’après l’égalité de Parseval (voir II.5.27),

1
π

∫ π

−π
(f(x + h) − f(x − h))2 dx = 4

+∞∑
n=1

(
a2

n + b2
n

)
sin2 nh.

Par hypothèse,

1
π

∫ π

−π
(f(x + h) − f(x − h))2 dx � 2L2 (2h)2α .

On obtient, en prenant h = π
2k+1 ,

+∞∑
n=1

(
a2

n + b2
n

)
sin2 nπ

2k+1
� 1

2
L2
( π

2k

)2α
.

Donc,
2k∑

n=2k−1+1

(
a2

n + b2
n

)
sin2 nπ

2k+1
� 1

2
L2
( π

2k

)2α
.

Puisque sin2 nπ
2k+1 � 1

2 pour n = 2k−1 + 1, · · · , 2k, on a

2k∑
n=2k−1+1

(
a2

n + b2
n

)
� L2

( π

2k

)2α
.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir I.2.12 (vol. I)),

2k∑
n=2k−1+1

√
a2

n + b2
n �

⎛
⎝ 2k∑

n=2k−1+1

(
a2

n + b2
n

)⎞⎠
1/2⎛
⎝ 2k∑

n=2k−1+1

1

⎞
⎠

1/2

� L
( π

2k

)α
2

k−1
2 < L

( π

2k

)α
2

k
2 .

Finalement, on obtient

+∞∑
n=2

√
a2

n + b2
n =

+∞∑
k=1

⎛
⎝ 2k∑

n=2k−1+1

√
a2

n + b2
n

⎞
⎠ � L

+∞∑
k=1

( π

2k

)α
2

k
2 .

II.5.34. La solution du problème précédent implique

2k∑
n=2k−1+1

(
a2

n + b2
n

)
� L2

( π

2k

)2α
.
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On peut supposer que 0 < β < 2. On a alors, d’après l’inégalité de Hölder
(voir I.6.27),

2k∑
n=2k−1+1

(
a2

n + b2
n

)β
2 �

⎛
⎝ 2k∑

n=2k−1+1

(
a2

n + b2
n

)⎞⎠
β
2
⎛
⎝ 2k∑

n=2k−1+1

1

⎞
⎠

1−β
2

� Lβ
( π

2k

)αβ
2(k−1)(1−β

2 )

=
Lβπαβ

21−β
2

2k(1−β
2
−αβ).

Donc,

+∞∑
n=2

(
a2

n + b2
n

)β
2 =

+∞∑
k=1

⎛
⎝ 2k∑

n=2k−1+1

(
a2

n + b2
n

)β
2

⎞
⎠

�
+∞∑
k=1

Lβπαβ

21−β
2

2k(1−β
2
−αβ)

et le résultat cherché suit.

II.5.35. On a

2N∑
i=1

(
f

(
x +

iπ

N

)
− f

(
x +

(i − 1)π
N

))2

� L
( π

N

)α
2N∑
i=1

∣∣∣∣f
(

x +
iπ

N

)
− f

(
x +

(i − 1)π
N

)∣∣∣∣ � L
( π

N

)α
V,

où V est la variation totale de f sur [0 , 2π]. D’après (∗) dans la solution du
problème II.5.33 et d’après l’égalité de Parseval (voir II.5.27),

2N
∫ 2π

0

(
f

(
x +

iπ

N

)
− f

(
x +

(i − 1)π
N

))2

dx = 8Nπ

+∞∑
n=1

(
a2

n + b2
n

)
sin2 nπ

2N

pour i = 1, 2, . . . , 2N . Donc,

+∞∑
n=1

(
a2

n + b2
n

)
sin2 nπ

2N
� L

4N

( π

N

)α
V.
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En prenant N = 2k, on obtient

+∞∑
n=1

(
a2

n + b2
n

)
sin2 nπ

2k+1
� L

2k+2

( π

2k

)α
V.

Il suffit alors de procéder comme dans la solution du problème II.5.33.

II.5.36. L’exemple suivant est dû à Fejér. Soit Gn l’ensemble des 2n nombres

1
2n − 1

,
1

2n − 3
, . . . ,

1
3

, 1,−1,−1
3

, . . . ,− 1
2n − 1

.

On prend une suite strictement croissante d’entiers strictement positifs {λn}
et on considère les ensembles Gλ1 , Gλ2 , . . . On multiplie chaque nombre de
l’ensemble Gλn par n−2 pour obtenir la suite

1
12(2λ1 − 1)

, . . . ,− 1
12(2λ1 − 1)

,
1

22(2λ2 − 1)
, . . . ,− 1

22(2λ2 − 1)
, . . . ,

que l’on notera α1, α2, . . . Notre but est de prouver que

∞∑
n=1

αn cos nx

est la série de Fourier d’une fonction continue. On regroupe les termes de cette
série de la façon suivante :

2λ1∑
n=1

αn cos nx +
2λ1+2λ2∑
n=2λ1+1

αn cos nx +
2λ1+2λ2+2λ3∑
n=2λ1+2λ2+1

αn cos nx + · · ·

On peut écrire cette dernière série sous la forme

2λ1∑
n=1

αn cos nx +
+∞∑
n=2

ϕ(λn, 2λ1 + 2λ2 + · · · + 2λn−1, x)
n2

,

où

ϕ(n, r, x) =
cos(r + 1)x

2n − 1
+

cos(r + 2)x
2n − 3

+ · · · + cos(r + n)x
1

− cos(r + n + 1)x
1

− cos(r + n + 2)x
3

− · · · − cos(r + 2n)x
2n − 1

.
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On prouve maintenant qu’il existe une constante M (indépendante de n, r
et x) telle que |ϕ(n, r, x)| � M . En effet,

ϕ(n, r, x) =
n∑

k=1

cos(r + n − k + 1)x
2k − 1

−
n∑

k=1

cos(r + n + k)x
2k − 1

= 2 sin
(

r + n +
1
2

)
x

n∑
k=1

sin
(
k + 1

2

)
x

2k − 1
.

Puisque
+∞∑
k=1

sin(2k−1)x
2

2k−1 = π
4 pour x ∈ ]0 , 2π[ (voir II.5.12), la suite des sommes

partielles de cette série est bornée. Il s’ensuit que les sommes de termes regrou-
pés,

2λ1∑
n=1

αn cos nx +
+∞∑
n=2

ϕ(λn, 2λ1 + 2λ2 + · · · + 2λn−1, x)
n2

, (1)

convergent absolument et uniformément sur R vers une fonction f continue
sur R. On vérifie aussi facilement que

f(x) ∼
+∞∑
n=1

αn cos nx.

On montre enfin que l’on peut choisir la suite {λn} de sorte que la série précé-
dente diverge en 0, autrement dit, de sorte que Sn = α1 +α2 + · · ·+αn diverge
vers l’infini. Puisque

S2λ1+2λ2+···+2λn−1+λn =
1
n2

(
1

2λ1 − 1
+

1
2λ1 − 3

+ · · · + 1
3

+ 1
)

se comporte comme lnλn

2n2 lorsque n tend vers +∞ (les deux divergent ou
convergent vers la même limite), il suffit de prendre, par exemple, λn = nn2

et la série de Fourier de f ne converge pas vers f en x = 2kπ, k ∈ Z. On
remarquera ici que si on remplace x par n!x dans la série groupée (1), la sé-
rie de Fourier correspondante diverge alors en tout point x = kπ

m , k ∈ Z et
m ∈ N∗. La série de Fourier diverge donc sur un ensemble dense. En effet, si
x = kπ

m , pour n assez grand, la partie du n-ième groupe dont les coefficients
sont positifs a pour valeur

1
n2

(
1

2λ1 − 1
+

1
2λ1 − 3

+ · · · + 1
3

+ 1
)

et, en prenant λn comme ci-dessus, on voit que la série ne peut pas converger
en ces points.

334



Solutions

II.5.37. Par la formule donnée en II.5.8

sn(x) =
1
π

∫ π

0
(f(x + t) + f(x − t))

sin
(
n + 1

2

)
t

2 sin 1
2 t

dt,

on obtient

|sn(x)| � 2M
π

∫ π

0

∣∣sin (n + 1
2

)
t
∣∣

2 sin 1
2 t

dt < M

∫ π

0

∣∣sin (n + 1
2

)
t
∣∣

t
t

= M

∫ (n+ 1
2)π

0

|sin u|
u

du < M

∫ 1

0
du + M

∫ (n+ 1
2)π

1

du

u

= M

(
1 + ln

(
n +

1
2

)
π

)
.

On peut remarquer que la majoration est uniforme sur R.

II.5.38. On a

Ln =
1
2π

∫ π

−π

∣∣∣∣∣sin
(
n + 1

2

)
x

sin x
2

∣∣∣∣∣ dx =
1
π

∫ π

0

∣∣∣∣∣sin
(
n + 1

2

)
x

sin x
2

∣∣∣∣∣ dx

=
2
π

∫ π/2

0

∣∣∣∣∣sin
(
n + 1

2

)
2t

sin t

∣∣∣∣∣ dt >
2
π

∫ π/2

0

∣∣sin (n + 1
2

)
2t
∣∣

t
dt

=
2
π

∫ (2n+1)π/2

0

|sin u|
u

du >
2
π

n−1∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ

|sin u|
u

du

=
2
π

n−1∑
k=0

∫ π

0

sin u

u + kπ
du >

2
π

n−1∑
k=0

1
(k + 1)π

∫ π

0
sin u du

=
4
π2

n−1∑
k=0

1
k + 1

.

On sait (voir, par exemple, II.1.41 (vol. I)) que la suite

bn =
n−1∑
k=0

1
k + 1

− ln n

décroît vers la constante d’Euler γ = 0,5772 . . . et Ln > 4
π2 ln n + 4

π2 γ. Pour
prouver l’inégalité inverse, on observe d’abord que∣∣∣∣∣sin

(
n + 1

2

)
t

sin t
2

− sin nt

tan t
2

∣∣∣∣∣ � 1.
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Donc,

Ln � 1 +
1
π

∫ π

0

∣∣∣∣sin nt

tan t
2

∣∣∣∣ dt = 1 +
2
π

∫ π/2

0

∣∣∣∣sin 2nt

tan t

∣∣∣∣ dt

< 1 +
2
π

∫ π/2

0

|sin 2nt|
t

dt = 1 +
2
π

∫ nπ

0

|sin u|
u

du

= 1 +
2
π

n∑
k=1

∫ kπ

(k−1)π

|sinu|
u

du = 1 +
2
π

n∑
k=1

∫ π

0

sin t

t + (k − 1)π
dt

< 1 +
2
π

∫ π

0

sin t

t
dt +

4
π2

n∑
k=2

1
k − 1

< C +
4
π2

ln n +
4
π2

γ.

On remarquera ici que le résultat du problème précédent est une conséquence
immédiate du résultat présent.

II.5.39. On sait, par la solution de II.5.8, que

sn(x) − f(x) =
1
π

∫ π

0
(f(x + t) + f(x − t) − 2f(x))

sin
(
n + 1

2

)
t

2 sin t
2

dt.

Il suffit donc de prouver que

In =
∫ π

0

∣∣∣∣∣(f(x + t) + f(x − t) − 2f(x))
sin
(
n + 1

2

)
t

2 sin t
2

∣∣∣∣∣ dt = o(ln n).

Puisque f est uniformément continue, étant donné ε > 0, il existe 0 < η < 1
tel que |f(x + t) + f(x − t) − 2f(x)| < ε pour |t| < η. Pour n + 1

2 > 1
η , on a

In =
∫ (n+ 1

2)
−1

0
Φ(t) dt +

∫ η

(n+ 1
2)

−1
Φ(t) dt +

∫ π

η
Φ(t) dt,

où Φ(t) est l’intégrande de In. Donc,

∫ (n+ 1
2)

−1

0
Φ(t) dt =

∫ (n+ 1
2)

−1

0

sin
(
n + 1

2

)
t(

n + 1
2

)
t

·
(
n + 1

2

)
t

sin t
2

× |f(x + t) + f(x − t) − 2f(x)| dt

�
(
n +

1
2

)
π

2

∫ (n+ 1
2)

−1

0
|f(x+t)+f(x−t)−2f(x)| dt <

π

2
ε,
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∫ η

(n+ 1
2)

−1
Φ(t) dt <

π

2
ε

∫ η

(n+ 1
2)

−1

dt

t
<

π

2
ε ln
(

n +
1
2

)

et ∫ π

η
Φ(t) dt <

π

2
1
η

∫ π

η
|f(x + t) + f(x − t) − 2f(x)| dt.

II.5.40. On a

σn(x) =
s0(x) + s1(x) + · · · + sn−1(x)

n

=
1

2nπ

∫ π

0

sin 1
2 t + · · · + sin

(
n − 1

2

)
t

sin 1
2 t

(f(x + t) + f(x − t)) dt

=
1

2nπ

∫ π

0

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

(f(x + t) + f(x − t)) dt.

II.5.41. Si on substitue f(x) ≡ 1 dans la formule obtenue au problème pré-
cédent, on obtient

1 =
1

2nπ

∫ π

0
2
sin2 1

2 nt

sin2 1
2 t

dt.

La première proposition découle donc du fait que le noyau de Fejér sin2 1
2

nt

sin2 1
2

t

est positif. Si on a σn(x) = M pour un n et un x, alors

1
nπ

∫ π

−π

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

(M − f(x + t)) dt = 0

et l’intégrande est positif. La seconde proposition se déduit donc de II.3.6.

II.5.42. On vérifie facilement que si Sn = c0 + c1 + · · · + cn−1 et si
σn = S1+S2+···+Sn

n , alors

Sn − σn =
c1 + 2c2 + · · · + (n − 1)cn−1

n
.

Donc,

sn(x) = σn+1(x) +

n∑
k=1

k(ak cos kx + bk sin kx)

n + 1
, (∗)

où sn(x) et σn(x) sont respectivement les sommes partielles et les moyennes
de Cesàro de la série de Fourier de f . Donc, par hypothèse,

|sn(x) − σn+1(x)| � A + B

337



Chapitre II. L’intégrale de Lebesgue

et la première proposition se déduit du problème précédent. La seconde pro-
position est alors une conséquence immédiate de la formule (voir II.5.12)

π − x

2
=

+∞∑
n=1

sinnx

n
(0 < x < 2π).

On notera ici, d’après II.5.4, que si f est à variation bornée sur [−π , π], les
sommes partielles de la série de Fourier de f sont alors uniformément bornées.

II.5.43. On peut supposer que 0 < x < π. On pose m =
[

π
x

]
et on écrit

n∑
k=1

ck sin kx =
m∑

k=1

ck sin kx +
n∑

k=m+1

ck sin kx,

une somme vide étant considérée comme nulle. On a alors

0 �
m∑

k=1

ck sin kx �
m∑

k=1

A

k
sin kx �

m∑
k=1

A

k
kx = mAx � Aπ.

Pour majorer la seconde somme, on utilise la formule de sommation par parties
suivante(3) :

n∑
k=m+1

ck sin kx =
n−1∑

k=m+1

(ck − ck+1)(Sk(x) − Sm(x)) + cn(Sn(x) − Sm(x)),

où

Sk(x) =
k∑

j=1

sin jx =
sin nπ

2 sin (n+1)x
2

sin x
2

.

On note que

|Sk(x) − Sm(x)| =

∣∣∣∣∣sin
kx
2 sin (k+1)x

2 − sin mx
2 sin (m+1)x

2

sin x
2

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣cos
(2k+1)x

4 − cos (2m+1)x
4

2 sin x
2

∣∣∣∣∣ � 1∣∣sin x
2

∣∣ .
Donc, ∣∣∣∣∣

n∑
k=m+1

ck sin kx

∣∣∣∣∣ �
n∑

k=m+1

(ck − ck+1)
1

sin x
2

+ cn
1

sin x
2

=
cm+1

sin x
2

� A

(m + 1) sin x
2

< A.

(3)Transformation d’Abel . (N.d.T.)
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II.5.44. On déduit de II.5.41 que |σn(x)| � M pour tout n et tout x. De
plus, d’après l’égalité (∗) dans la solution de II.5.42,

σn+1(x) =
n∑

k=1

(
1 − k

n + 1

)
bk sin kx.

En prenant x = π
4m , on obtient

M � σ2m+1

( π

4m

)
=

2m∑
k=1

(
1 − k

2m + 1

)
bk

k

2m
� 1

2

m∑
k=1

bk
k

2m
.

Donc,
m∑

k=1

kbk � 4mM.

Ceci combiné à l’égalité (∗) de la solution de II.5.42 donne |sn(x)| � 5M .

II.5.45. On sait, d’après II.5.41, que |σn(x)| � M . Donc, puisque an � 0,

M � σ2n+1(0) =
1

2n + 1

2n∑
k=0

sk(0) � 1
2n + 1

2n∑
k=n

sk(0)

� n + 1
2n + 1

sn(0) � 1
2

sn(0).

II.5.46. On a

f(x) =
+∞∑
n=1

n3

n4 + 1
sin nx =

+∞∑
n=1

sin nx

n
−

+∞∑
n=1

sin nx

n (n4 + 1)
.

Donc (voir II.5.12),

f(x) =
π − x

2
+ g(x)

et
g(4)(x) = −f(x).

II.5.47. Puisque

1 =
1

2πn

∫ π

0
2
sin2 1

2 nt

sin2 1
2 t

dt

(voir II.5.41), on a

σn(x) − s =
1

2πn

∫ π

0

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

(f(x + t) + f(x − t) − 2s) dt
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pour tout réel s. On choisit alors s = f(x−)+f(x+)
2 . Pour prouver que la suite

{σn(x)} converge vers s, on pose ϕ(t) = f(x+ t)+f(x− t)−2s et on remarque
qu’il suffit de montrer que

lim
n→+∞

1
n

∫ δ

0

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

ϕ(t) dt = 0

pour un certain 0 < δ < π car∣∣∣∣∣ 1n
∫ π

δ

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

ϕ(t) dt

∣∣∣∣∣ � 1
n

∫ π

δ

|ϕ(t)|
sin2 1

2 t
dt.

Par hypothèse, étant donné ε > 0, il existe 0 < η < δ tel que |ϕ(t)| < ε pour
|t| < η. On a alors

1
n

∫ δ

0

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

ϕ(t) dt � π2

n

∫ δ

0

sin2 1
2 nt

t2
|ϕ(t)| dt

� π2

n

∫ η

0

sin2 1
2 nt

t2
ε dt +

π2

n

∫ δ

η

1
t2

|ϕ(t)| dt

=
π2ε

n

∫ η

0

sin2 1
2 nt

t2
dt +

π2

n

∫ δ

η

|ϕ(t)|
t2

dt.

De plus, d’après I.5.55,

π2ε

n

∫ η

0

sin2 1
2 nt

t2
dt =

π2ε

2

∫ 1
2

nη

0

sin2 u

u2
du

<
π2ε

2

∫ +∞

0

sin2 u

u2
du =

π3ε

4
.

II.5.48. On note que si x est un point de Lebesgue de f (voir II.4.22 pour
la définition), alors

Φ(t) =
∫ t

0
|f(x + u) + f(x − u) − 2f(x)| du = o(t).

On pose ϕ(t) = f(x+t)+f(x−t)−2f(x). Comme dans la solution du problème
précédent,

σn(x) − f(x) =
1

2πn

∫ π

0

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

ϕ(t) dt

et il suffit de prouver que

lim
n→+∞

1
2πn

∫ δ

0

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

ϕ(t) dt = 0.
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pour un certain 0 < δ < π. Soit ε > 0, il existe 0 < η < δ tel que Φ(t) < εt
pour t < η. On prend alors n tel que 4√

n > 1
η et on écrit

1
2πn

∫ δ

0

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

ϕ(t) dt =
1

2πn

∫ 1
n

0

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

ϕ(t) dt

+
1

2πn

∫ η

1
n

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

ϕ(t) dt +
1

2πn

∫ δ

η

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

ϕ(t) dt

= I1 + I2 + I3.

On a

|I1| � 1
2πn

∫ 1
n

0

n2t2

4
t2

π2

|ϕ(t)| dt =
nπ

8

∫ 1
n

0
|ϕ(t)| dt <

π

8
ε.

Une intégration par parties donne

|I2| � π

2n

∫ η

1
n

|ϕ(t)|
t2

dt =
π

2n

(
Φ(η)
η2

− n2Φ
(

1
n

)
+ 2
∫ η

1
n

Φ(t)
t3

dt

)

<
π

2n

(
ε

η
+ 2ε

∫ η

1
n

dt

t2

)
=

π

2n

(
ε

η
+ 2εn − 2ε

η

)
< πε

Enfin,

|I3| � π

2nη2

∫ δ

η
|ϕ(t)| dt � πC

2nη2
� πC

2
√

n

où C =
∫ π
0 |ϕ(t)| dt.

On remarque ici que, suivant le résultat de II.4.24, {σn(x)} converge vers
f(x) presque partout sur R.

II.5.49. On commence par prouver que si f est périodique de période 2π sur
R, f ∈ Lp [−π , π], 1 � p < +∞ et ft(x) = f(x − t), alors

lim
t→0

‖ft − f‖p = 0,

ce qui signifie que la translation est continue pour la norme Lp. On sup-
pose que |t| < π. On note aussi que

∫ 2π
−2π |f(x)|p dx < +∞. D’après II.3.30,

341



Chapitre II. L’intégrale de Lebesgue

étant donné ε > 0, il existe une fonction g, continue sur [−2π , 2π], telle que∫ 2π
−2π |f(x) − g(x)|p dx < ε. D’où,

∫ π

−π
|f(x − t) − f(x)|p dx

�
∫ π

−π
|f(x − t) − g(x − t)|p dx +

∫ π

−π
|g(x − t) − g(x)|p dx

+
∫ π

−π
|g(x) − f(x)|p dx

�
∫ π−t

−π−t
|g(x) − f(x)|p dx +

∫ π

−π
|g(x − t) − g(x)|p dx + ε

� 2ε +
∫ π

−π
|g(x − t) − g(x)|p dx.

Donc, la fonction g étant uniformément continue sur [−2π , 2π], il existe
δ > 0 tel que |g(x − t) − g(x)|p < ε

2π pour |t| < δ et x ∈ [−π , π], d’où∫ π
−π |f(x − t) − f(x)|p dx � 3ε, ce qui démontre la proposition énoncée plus

haut.
On suppose maintenant que f est 2π-périodique sur R, f ∈ L2 [−π , π] et

que g est la fonction définie précédemment. En utilisant alors successivement
l’inégalité de Cauchy-Schwarz, la formule de changement de variable (II.4.13)
et la périodicité de f , on obtient

|g(x1) − g(x2)| � ‖f‖2

(∫ π

−π
|f(x1 + t) − f(x2 + t)|2 dt

) 1
2

= ‖f‖2

(∫ π+x1

−π+x1

|f(s) − f(s − (x1 − x2))|2 ds

) 1
2

= ‖f‖2

(∫ π

−π
|f(s) − f(s − (x1 − x2))|2 ds

) 1
2

= ‖f‖2 ‖fx1−x2 − f‖2 .

Le résultat découle alors de la continuité de ft pour la norme L2.

II.5.50. On a

σn(x) − f(x) =
1

2πn

∫ π

0

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

(f(x + t) + f(x − t) − 2f(x)) dt.
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Puisque f est continue sur R, étant donné ε > 0, il existe δ > 0 tel que
|f(x) − f(t)| < ε dès que |t − x| < δ. Donc,

|σn(x) − f(x)| � ε

πn

∫ δ

0

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

dt +
2M
πn

∫ π

δ

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

dt

où M = sup {|f(x)| : x ∈ R}. On sait que (voir II.5.41)

1
πn

∫ π

0

sin2 1
2 nt

sin2 1
2 t

dt = 1.

Donc, si n > 1
δ4 , alors

|σn(x) − f(x)| � ε +
π

nδ2
2Mπ < ε +

2π2M√
n

.

II.5.51. On sait, par le résultat du problème précédent, que la suite {σn(x)}
converge vers f(x) uniformément sur R. Donc, étant donné ε > 0, il existe n0

tel que |gn(x)| = |f(x) − σn(x)| < ε pour tout x et tout n � n0. Dans ce qui
suit, Sn(g(x)) représente la n-ième somme partielle de la série de Fourier d’une
fonction intégrable g. On remarque d’abord que

Sp(σn(x)) = Sq(σn(x)) = σn(x) si p, q > n � n0.

Donc,

|Sp(f(x)) − Sq(f(x))| � |Sp(σn(x)) − Sq(σn(x))| + |Sp(gn(x))| + |Sq(gn(x))|
= |Sp(gn(x))| + |Sq(gn(x))| .

On note maintenant que les coefficients de Fourier de gn sont positifs. De plus,
on peut écrire gn comme la somme d’une fonction paire et d’une fonction
impaire, soit

gn(x) =
gn(x) + gn(−x)

2
+

gn(x) − gn(−x)
2

.

Chacun des termes est borné (minoré par −ε et majoré par ε) et leur série de
Fourier est respectivement égale à la partie en cosinus et à la partie en sinus de
la série de Fourier de gn. Les résultats de II.5.44 et de la solution de II.5.45
impliquent

|Sp(f(x)) − Sq(f(x))| � |Sp(gn(x))| + |Sq(gn(x))| � 10ε + 4ε.
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II.5.52. Le théorème de Fejér-Lebesgue (voir II.5.48) implique
lim

n→+∞σn(x) = f(x) p.p. La première proposition sera donc prouvée si

on montre que lim
n→+∞(sn(x) − σn(x)) = 0 pour tout x. D’après l’égalité (∗)

dans la solution de II.5.42,

|sn(x) − σn+1(x)| =

∣∣∣∣ n∑
k=1

k(ak cos kx + bk sin kx)
∣∣∣∣

n + 1
�

n∑
k=1

k
√

a2
k + b2

k

n + 1
.

De plus, suivant le résultat de II.5.50, l’autre proposition suit.

II.5.53. On démarre avec la formule suivante démontrée dans la solution
de II.5.33 :

1
π

∫ π

−π
(f(x + h) − f(x − h))2 dx = 4

+∞∑
n=1

(
a2

n + b2
n

)
sin2 nh

et on obtient

1
π

∫ π

−π

(
f

(
x +

kπ

r

)
− f

(
x +

(k − 1)π
r

))2

dx = 4
+∞∑
n=1

(
a2

n + b2
n

)
sin2 nπ

2r
.

Donc,

1
π

∫ π

−π

2r∑
k=1

(
f

(
x +

kπ

r

)
− f

(
x +

(k − 1)π
r

))2

dx = 8r
+∞∑
n=1

(
a2

n + b2
n

)
sin2 nπ

2r
.

Puisque

1
π

∫ π

−π

2r∑
k=1

(
f

(
x +

kπ

r

)
− f

(
x +

(k − 1)π
r

))2

dx � 2ω
(π

r

)
V (f ; 0, 2π)

où ω(h) = sup {|f(x + h) − f(x)| : x ∈ R}, on voit que

lim
r→+∞ r

+∞∑
n=1

(
a2

n + b2
n

)
sin2 nπ

2r
= 0 (1)

si f est continue. On montre maintenant que (1) implique la continuité de f .
En effet, si x0 est un point où f est discontinue, alors

∣∣f(x+
0 ) − f(x−

0 )
∣∣ = d > 0,

ce qui implique qu’au moins un des termes de la somme
2r∑

k=1

(
f

(
x +

kπ

r

)
− f

(
x +

(k − 1)π
r

))2
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apporte une contribution au moins égale à d2

4 . Ceci contredit (1). On a donc
prouvé que f est continue si et seulement si la condition (1) est vérifiée. Notre
but est de montrer que la condition (1) est équivalente à

lim
n→+∞

1
n

n∑
k=1

k
√

a2
k + b2

k = 0. (2)

On pose

Pn = n
+∞∑
k=1

(
a2

k + b2
k

)
sin2 kπ

2n
et Tn =

1
n

n∑
k=1

k
√

a2
k + b2

k.

Si lim
n→+∞Pn = 0, alors

Pn � n
n∑

k=1

(
a2

k + b2
k

)
sin2 kπ

2n
� 1

n

n∑
k=1

k2
(
a2

k + b2
k

)
� T 2

n ,

la dernière inégalité se déduisant de l’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir, par
exemple, I.2.12 (vol. I)). Ceci prouve que lim

n→+∞Tn = 0. Réciproquement, si
lim

n→+∞Tn = 0, on a alors

Pn = n

Nn∑
k=1

(
a2

k + b2
k

)
sin2 kπ

2n
+ n

+∞∑
k=Nn+1

(
a2

k + b2
k

)
sin2 kπ

2n

� n
Nn∑
k=1

(
a2

k + b2
k

) k2π2

4n2
+ n

+∞∑
k=Nn+1

(
a2

k + b2
k

)

� π2

4n

Nn∑
k=1

k2
(
a2

k + b2
k

)
+ nC

+∞∑
k=Nn+1

1
k2

car, d’après le résultat de II.5.4, les coefficients an et bn sont des O
(
n−1
)
. De

plus, puisque
+∞∑

k=Nn+1

1
k2

<
1

Nn
,

étant donné ε > 0, il existe N tel que

nC

+∞∑
k=Nn+1

1
k2

< ε.
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Donc,

Pn � π2

4n

Nn∑
k=1

k2
(
a2

k + b2
k

)
+ ε �

√
Cπ2

4n

Nn∑
k=1

k
√

a2
k + b2

k + ε.

II.5.54. On va prouver que les hypothèses du théorème de Fatou
(voir II.5.52) sont vérifiées. On a

nk � 1
q

nk+1 � · · · � 1
qm−k

nm.

De plus, d’après II.5.2, on sait que lim
n→+∞

√
a2

k + b2
k = 0. Donc, étant donné

ε > 0, il existe n∗ tel que
√

a2
k + b2

k < ε pour n > n∗. Si n∗ � nm � N < nm+1,
alors

1
N

N∑
k=1

k
√

a2
k + b2

k =
1
N

n∗∑
k=1

k
√

a2
k + b2

k +
1
N

m∑
k=j

nk

√
a2

nk
+ b2

nk

où nj−1 � n∗ < nj. Puisque le premier terme tend vers 0 lorsque N tend
vers +∞, il suffit de prouver que le second terme tend aussi vers 0 lorsque N
tend vers +∞. Pour cela, on observe que

1
N

m∑
k=j

nk

√
a2

nk
+ b2

nk
� ε

nm

m∑
k=j

qk−mnm < ε

+∞∑
l=0

q−l = ε
q

q − 1
.

II.5.55. Soit g une fonction de Lq [−π , π] où 1
p + 1

q = 1. On a alors∫ π

−π
(σn(x) − f(x))g(x) dx

=
1
2π

∫ π

−π

(∫ π

−π
(f(x − t) − f(x))g(x)

sin2 nt
2

n sin2 t
2

dt

)
dx

et on obtient, avec le théorème de Fubini et l’inégalité de Hölder,∣∣∣∣
∫ π

−π
(σn(x) − f(x))g(x) dx

∣∣∣∣
�
∫ π

−π

∣∣∣∣ 1
2π

∫ π

−π
(f(x − t) − f(x))g(x) dx

∣∣∣∣ sin2 nt
2

n sin2 t
2

dt

� ‖g‖q

1
2π

∫ π

−π
‖ft − f‖p

sin2 nt
2

n sin2 t
2

dt,
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où ft(x) = f(x − t) est la translation de f par −t. Puisque l’inégalité∣∣∣∣
∫ π

−π
(σn(x) − f(x))g(x) dx

∣∣∣∣ � ‖g‖q

1
2π

∫ π

−π
‖ft − f‖p

sin2 nt
2

n sin2 t
2

dt

est vérifiée pour tout g ∈ Lq [−π , π] et

‖σn − f‖p = sup
‖g‖q=1

∣∣∣∣
∫ π

−π
(σn(x) − f(x))g(x) dx

∣∣∣∣ ,
on obtient

‖σn − f‖p � 1
2π

∫ π

−π
‖ft − f‖p

sin2 nt
2

n sin2 t
2

dt.

On a alors, pour 0 < δ < π,

‖σn − f‖p � 1
2π

∫ δ

−δ
‖ft − f‖p

sin2 nt
2

n sin2 t
2

dt +
1
2π

∫
δ�|t|�π

‖ft − f‖p

sin2 nt
2

n sin2 t
2

dt

� sup
|t|<δ

‖ft − f‖p + 2 ‖f‖p

1
n sin2 δ

2

et le résultat cherché se déduit du fait que la translation ft est continue pour
la norme Lp (voir la solution de II.5.49).

II.5.56. On montre d’abord que la condition lim
n→+∞nbn = 0 est suffisante

pour la convergence uniforme de
+∞∑
n=1

bn sin nx sur [0 , 2π]. Puisque {bn} est

une suite décroissante convergente vers 0, d’après le test de Dirichlet pour
la convergence uniforme (voir, par exemple, III.2.13 (vol. II)), la série est
uniformément convergente sur [δ , 2π − δ] pour 0 < δ < π. Il suffit donc de
prouver que la série est uniformément convergente sur

[
0 , π

4

]
. La formule de

sommation par parties (transformation d’Abel) implique
m∑

k=n

bk sin kx =
m−1∑
k=n

(bk − bk+1)Dk(x) − bnDn−1(x) + bmDm(x),

où Dk(x) = sinx + sin 2x + · · · + sin kx. En posant alors

rn(x) =
+∞∑
k=n

bk sin kx,

on obtient

|rn(x)| �
+∞∑
k=n

(bk − bk+1) |Dk(x)| + bn |Dn−1(x)| . (1)
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Soit ε > 0. Il existe n0 ∈ N∗ tel que 0 � nbn < ε pour tout n � n0. On a
rn(0) = 0 et, si x ∈ ]0 , π

4

]
, il existe alors N tel que 1

N < x � 1
N−1 . Si n � n0,

il y a alors deux cas possibles : soit n � N , soit n < N . Dans le premier cas,
avec (1) et l’inégalité |Dk(x)| � π

x , on obtient

|rn(x)| � bn
π

x
+ bn

π

x
< 2πNbn � 2πnbn < 2πε

et, dans le second cas,

|rn(x)| �
∣∣∣∣∣
N−1∑
k=n

bk sin kx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
+∞∑
k=N

bk sin kx

∣∣∣∣∣
�

N−1∑
k=n

kbkx + 2πε � N − n

N − 1
ε + 2πε � (2π + 1)ε.

Ceci montre que rn(x) converge uniformément vers 0 sur
[
0 , π

4

]
.

Pour prouver que la condition est nécessaire, on suppose que la série
+∞∑
n=1

bn sin nx converge uniformément sur [0 , 2π]. D’après le critère de conver-

gence uniforme de Cauchy, étant donné ε > 0, il existe n0 tel que∣∣∣∣∣
2n∑

k=n+1

bk sin kx

∣∣∣∣∣ < ε

pour tout n � n0 et tout x ∈ [0 , 2π]. En prenant x = π
4n , on obtient

π
4n � kx � π

2 pour k = n + 1, . . . , 2n, d’où

ε >
1√
2

2n∑
k=n+1

bk � 1√
2

nb2n,

ce qui donne 2nb2n < 2
√

2ε. Il s’ensuit alors que lim
n→+∞nbn = 0.

II.5.57. Le problème précédent implique que la série
+∞∑
n=1

bn sinnx converge

uniformément vers une fonction continue si lim
n→+∞nbn = 0. On suppose mainte-

nant que
+∞∑
n=1

bn sin nx est la série de Fourier d’une fonction continue f . D’après

le résultat de II.5.50, la suite {σn(x)} des moyennes de Cesàro de
+∞∑
n=1

bn sin nx

converge uniformément vers f . Donc f(0) = 0 et σn

(
π
n

)
converge vers 0 lorsque
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n tend vers +∞. Puisque sin x > 2x
π pour 0 < x < π

2 , on voit que

σn

(π

n

)
� 1

n

[n
2 ]∑

k=1

(n − k)bk sin
kπ

n

� 1
n

[n
2 ]∑

k=1

2kbk

(
1 − k

n

)
� 1

n

[n
2 ]∑

k=1

2kbk

(
1 −

[
n
2

]
n

)

� 1
n

[n
2 ]∑

k=1

kbk � 1
n

b[n
2 ]

[
n
2

] ([
n
2

]
+ 1
)

2
,

ce qui implique que
[

n
2

]
b[n

2 ] tend vers 0 lorsque n tend vers +∞.

II.5.58. Si
+∞∑
n=1

bn sin nx est la série de Fourier d’une fonction bornée, la

suite {σn(x)} des moyennes de Cesàro de
+∞∑
n=1

bn sin nx est alors bornée

(voir II.5.41). En particulier,
{
σn

(
π
n

)}
est bornée et on peut prouver, comme

dans la solution du problème précèdent, que nbn = O(1). Supposons mainte-
nant que nbn = O(1), autrement dit, qu’il existe C > 0 tel que nbn � C pour
tout n ∈ N∗. Notre but est de prouver qu’il existe une constante M telle que

|sn(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

bk sin kx

∣∣∣∣∣ � M

pour tout x et tout n. On peut supposer, sans perte de généralité, que
0 < x < π. Pour π

N+1 < x � π
N , on a alors

|sn(x)| =
N∑

k=1

bk sin kx +

∣∣∣∣∣
n∑

k=N+1

bk sin kx

∣∣∣∣∣
(une somme vide étant comptée comme nulle) et

N∑
k=1

bk sin kx � x

N∑
k=1

kbk � πC.
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De plus, une sommation par parties donne∣∣∣∣∣
n∑

k=N+1

bk sin kx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n−1∑

k=N+1

(bk − bk+1)(Dk(x) − DN (x)) + bn(Dn(x) − DN (x))

∣∣∣∣∣ ,
où

|Dk(x)| =

∣∣∣∣∣∣
k∑

j=1

bk sin jx

∣∣∣∣∣∣ �
1

sin x
2

� π

x
< N + 1.

Donc, ∣∣∣∣∣
n∑

k=N+1

bk sin kx

∣∣∣∣∣ � 2(N + 1)bN+1 � 2C.

Nous sommes donc arrivés à l’objectif annoncé. Il s’ensuit que la limite simple
de sn(x) est une fonction bornée (que l’on note f) et on peut utiliser le théo-
rème de convergence dominée de Lebesgue (voir II.3, th. 3) pour prouver que
+∞∑
n=1

bn sin nx est la série de Fourier de f .

II.5.59. D’après le test de convergence de Dirichlet, a0
2 +

+∞∑
n=1

an cos nx

converge simplement vers une fonction que l’on notera f(x) pour x �= 2kπ
(k ∈ Z). Montrons maintenant que f est positive. On pose

sn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

ak cos kx.

On a alors, avec la transformation d’Abel,

sn(x) =
n−1∑
k=0

(ak − ak+1)Kk(x) + anKn(x) =
n−1∑
k=0

ΔakKk(x) + anKn(x),

où

Kn(x) =
1
2

+ cos x + cos 2x + . . . + cos nx =
sin
(
n + 1

2

)
x

2 sin x
2

.

De nouveau, avec la transformation d’Abel,

sn(x) =
n−2∑
k=0

(Δak − Δak+1)
k∑

j=0

Kj(x) + Δan−1

n−1∑
j=0

Kj(x) + anKn(x).
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Puisque
k∑

j=0

Kj(x) =
sin2 (k+1)x

2

2 sin2 x
2

et, par hypothèse, Δak − Δak+1 = ak − 2ak+1 + ak+2 � 0, on voit que

f(x) = lim
n→+∞ sn(x) =

+∞∑
k=0

(Δak − Δak+1)
k∑

j=0

Kj(x) � 0.

On sait que la série a0
2 +

+∞∑
n=1

an cos nx converge uniformément sur [ε , π]. Donc,

∫ π

ε
f(x) dx =

a0

2
(π − ε) +

+∞∑
n=1

an

∫ π

ε
cos nxdx

=
a0

2
(π − ε) +

+∞∑
n=1

an
sin nε

n
.

D’après la solution de II.5.57, cette dernière série converge uniformément sur
[0 , π] et on obtient donc, en faisant tendre ε vers 0,

∫ π

0
f(x) dx = lim

ε→0

∫ π

ε
f(x) dx =

a0

2
π.

Puisque f est paire, on voit que

a0 =
1
π

∫ π

−π
f(x) dx.

De même,

∫ π

ε
f(x) cos kx dx =

a0

2

∫ π

ε
cos kx dx +

k−1∑
n=1

an

∫ π

ε
cos kx cos nxdx

+ ak

∫ π

ε
cos2 kx dx +

+∞∑
n=k+1

an

∫ π

ε
cos kx cos nxdx
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et, en faisant tendre ε vers 0, on obtient

lim
ε→0

∫ π

ε
f(x) cos kx dx = ak

π

2
+ lim

ε→0

+∞∑
n=k+1

an

∫ π

ε
cos kx cos nxdx

= ak
π

2
+ lim

ε→0

+∞∑
n=k+1

an

(
sin(k + n)ε
2(k + n)

+
sin(k − n)ε
2(k − n)

)

= ak
π

2
,

la dernière égalité pouvant s’obtenir comme précédemment.
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borne supérieure essentielle, 224

C

changement de variable, 14, 233
classes de Baire, 223
coefficients de Fourier, 236
condition

de Carathéodory, 209
de Hölder, 10
de Lipschitz, 10, 77

constante de Lipschitz, 77
constantes de Lebesgue, 242
continuité

absolue, 231
absolue de l’intégrale, 225
approximative, 235, 236

convergence
en mesure, 222
uniforme d’une intégrale impropre, 35

critère
de Cauchy pour les intégrales

impropres, 31
de Lebesgue d’intégrabilité au sens

de Riemann, 217

D

densité
en un point, 215
extérieure en un point, 235

dérivation sous une intégrale, 37
différence symétrique, 211

E

égalité de Parseval, 328
ensemble

borélien, 210
de Vitali, 216
élémentaire, 53
Fσ, Gδ, xi
mesurable, 209
nulle part dense, 214
parfait, 214

équi-intégrabilité, 227
espaces Lp, 224

F

fonction
bêta d’Euler, 42
caractéristique, x
de Cantor, 220
de Riemann, 3
de saut, 12
de variation, 8
en escalier, 4
essentiellement bornée, 224
gamma d’Euler, 34

formule de duplication, 42
intégrable, 223
mesurable, 217
simple, 218
singulière, 234
à variation bornée, 8

formule de la moyenne
première, 7
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inégalité
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de Minkowski, 49
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de Steffensen, 50
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de Tchebychev, 45
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intégrale

de Fresnel, 39
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de Lebesgue, 223
de Riemann-Stieltjes, 2

intégration par parties, 14, 233
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mesure
de Jordan, 53
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intérieure de Lebesgue, 212
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de Fourier, 243
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noyau de Fejér, 337
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point
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de dispersion, 215
de dispersion extérieure, 235
de Lebesgue, 234

presque partout (p.p.), 218
primitive, 20
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σ-algèbre, 210
sommes de Darboux, 1
série

de Fourier, 236
lacunaire, 245
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test
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de Dini-Lipschitz, 238
de Dirichlet, 33
de Dirichlet-Jordan, 238

théorème
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de Banach-Zarecki, 232
de Bernstein, 242
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de convergence dominée, 40, 224
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d’Egorov, 221
de Fatou, 245
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de Fejér-Lebesgue, 244
de Fréchet, 223
de Fubini-Tonelli, 39
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de Vitali, 223
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V

variation totale, 8
volume
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de Jordan
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